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Ïðîñòîé âûâîä ôîðìóëû
E = mc 2

Á.ÁÎËÎÒÎÂÑÊÈÉ

Ââåäåíèå

Ïîëíàÿ è îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîâðåìåííîé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñîäåðæèòñÿ â áîëüøîé ñòàòüå
Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà «Ê ýëåêòðîäèíàìèêå äâèæóùèõ-
ñÿ òåë», îïóáëèêîâàííîé â 1905 ãîäó. Åñëè ãîâîðèòü îá
èñòîðèè ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òî ó Ýéíø-
òåéíà áûëè ïðåäøåñòâåííèêè. Îòäåëüíûå âàæíûå âîï-
ðîñû òåîðèè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Õ.Ëîðåíöà,
Äæ.Ëàðìîðà, À.Ïóàíêàðå, à òàêæå íåêîòîðûõ äðóãèõ
ôèçèêîâ. Îäíàêî òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè êàê ôèçè÷åñ-
êàÿ òåîðèÿ äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû Ýéíøòåéíà íå ñóùå-
ñòâîâàëà. Ðàáîòà Ýéíøòåéíà îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäøå-
ñòâóþùèõ ðàáîò ñîâåðøåííî íîâûì ïîíèìàíèåì êàê
îòäåëüíûõ ñòîðîí òåîðèè, òàê è âñåé òåîðèè êàê öåëîãî,
òàêèì ïîíèìàíèåì, êîòîðîãî íå áûëî â ðàáîòàõ åãî
ïðåäøåñòâåííèêîâ.

Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè çàñòàâèëà ïåðåñìîòðåòü ìíî-
ãèå îñíîâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôèçèêè. Îòíîñèòåëüíîñòü
îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé, ðàçëè÷èÿ â õîäå äâèæóùèõ-
ñÿ è ïîêîÿùèõñÿ ÷àñîâ, îòëè÷èÿ â äëèíå äâèæóùåéñÿ
è ïîêîÿùåéñÿ ëèíååê – ýòè è ìíîãèå äðóãèå ñëåäñòâèÿ
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåðàçðûâíî ñâÿçàíû ñ íîâûìè
ïî ñðàâíåíèþ ñ íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêîé ïðåäñòàâëå-
íèÿìè î ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè, à òàêæå î âçàèìíîé
ñâÿçè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.

Îäíî èç âàæíåéøèõ ñëåäñòâèé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè – çíàìåíèòîå ñîîòíîøåíèå Ýéíøòåéíà ìåæäó ìàñ-
ñîé ò ïîêîÿùåãîñÿ òåëà è çàïàñîì ýíåðãèè Å â ýòîì
òåëå:

2E mc= ,                         (1)

ãäå ñ – ñêîðîñòü ñâåòà.
(Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò ïî-ðàçíîìó. Íà Çàïàäå

äëÿ íåãî ïðèíÿòî íàçâàíèå «ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè ìåæäó ìàññîé è ýíåðãèåé». Ó íàñ äîëãîå âðåìÿ
áûëî ïðèíÿòî áîëåå îñòîðîæíîå íàçâàíèå «ñîîòíîøå-
íèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìàññîé è ýíåðãèåé». Ñòîðîííè-
êè ýòîãî áîëåå îñòîðîæíîãî íàçâàíèÿ èçáåãàþò ñëîâà
«ýêâèâàëåíòíîñòü», òîæäåñòâåííîñòü, ïîòîìó ÷òî, ãî-
âîðÿò îíè, ìàññà è ýíåðãèÿ – ýòî ðàçíûå êà÷åñòâà
âåùåñòâà, îíè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, íî íå
òîæäåñòâåííû, íå ýêâèâàëåíòíû. Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ýòà
îñòîðîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ èçëèøíåé. Ðàâåíñòâî 2E mc=
ãîâîðèò ñàìî çà ñåáÿ. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ìàññó ìîæíî
èçìåðÿòü â åäèíèöàõ ýíåðãèè, à ýíåðãèþ – â åäèíèöàõ
ìàññû. Êñòàòè, òàê ôèçèêè è ïîñòóïàþò. À óòâåðæäå-
íèå, ÷òî ìàññà è ýíåðãèÿ – ýòî ðàçíûå õàðàêòåðèñòèêè
âåùåñòâà, áûëî ñïðàâåäëèâî â ìåõàíèêå Íüþòîíà, à â
ìåõàíèêå Ýéíøòåéíà ñàìî ñîîòíîøåíèå 2E mc=  ãîâî-
ðèò î òîæäåñòâåííîñòè ýòèõ äâóõ âåëè÷èí – ìàññû è
ýíåðãèè. Ìîæíî, êîíå÷íî, ñêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ìàññîé è ýíåðãèåé íå îçíà÷àåò èõ òîæäåñòâåííî-
ñòè. Íî ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ñêàçàòü, ãëÿäÿ íà ðàâåíñòâî
2 = 2: ýòî íå òîæäåñòâî, à ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàçíûìè
äâîéêàìè, ïîòîìó ÷òî ñïðàâà ñòîèò ïðàâàÿ äâîéêà, à
ñëåâà – ëåâàÿ.)

Ñîîòíîøåíèå (1) îáû÷íî âûâîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ òåëà â ýéíøòåéíîâñêîé ìåõàíèêå, íî ýòîò
âûâîä äîñòàòî÷íî òðóäåí äëÿ ó÷åíèêà ñðåäíåé øêîëû.
Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïîïûòàòüñÿ íàéòè ïðîñòîé âûâîä
ýòîé ôîðìóëû.

Ñàì Ýéíøòåéí, ñôîðìóëèðîâàâ â 1905 ãîäó îñíîâû
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ñòàòüå «Ê ýëåêòðîäèíàìèêå
äâèæóùèõñÿ òåë», çàòåì âåðíóëñÿ ê âîïðîñó î ñîîòíî-
øåíèè ìåæäó ìàññîé è ýíåðãèåé. Â òîì æå 1905 ãîäó îí
îïóáëèêîâàë êîðîòêóþ çàìåòêó «Çàâèñèò ëè èíåðöèÿ
òåëà îò ñîäåðæàùåéñÿ â íåì ýíåðãèè?». Â ýòîé ñòàòüå
îí äàë âûâîä ñîîòíîøåíèÿ 2E mc= , êîòîðûé îïèðàåò-

Â 2005 ãîäó èñïîëíÿåòñÿ 100 ëåò ñ òîãî äíÿ, êàê áûëà ñîçäàíà ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ
îòíîñèòåëüíîñòè. Çà ïðîøåäøèå ãîäû ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðèè íàøëè ïîäòâåðæäåíèå âî
ìíîãèõ îïûòàõ, è ñåãîäíÿ îíà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîíèìàíèÿ øèðî÷àéøåãî êðóãà
ÿâëåíèé. Ðå÷ü èäåò íå òîëüêî î êà÷åñòâåííîì ïîíèìàíèè, òàê ñêàçàòü, î ïîíèìàíèè áåç
ôîðìóë, õîòÿ ñàìî ïî ñåáå è òàêîå ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé î÷åíü âàæíî. Òåîðèÿ
îòíîñèòåëüíîñòè äàåò è òî÷íîå êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ñëóæèò
îñíîâîé äëÿ ðàñ÷åòà ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèáîðîâ è óñòàíîâîê.

Ïðåäëàãàåì âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé äâå ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå ñïåöèàëüíîé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè. Ïåðâàÿ ñòàòüÿ áûëà îïóáëèêîâàíà â «Êâàíòå» â 1995 ãîäó. Âòîðàÿ ñòàòüÿ
ïåðåïå÷àòûâàåòñÿ èç «Ñîáðàíèÿ íàó÷íûõ òðóäîâ» Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà (Ì.: Íàóêà, 1965).
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ñÿ íå íà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, à, êàê è ïðèâåäåííûé
íèæå âûâîä, íà ýôôåêò Äîïëåðà. Íî ýòîò âûâîä òîæå
äîâîëüíî ñëîæíûé.

Âûâîä ôîðìóëû 2E mc= , êîòîðûé ìû õîòèì âàì
ïðåäëîæèòü, íå îñíîâàí íà óðàâíåíèè äâèæåíèÿ è,
êðîìå òîãî, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì, òàê ÷òî
øêîëüíèêè ñòàðøèõ êëàññîâ ìîãóò åãî îäîëåòü – äëÿ
ýòîãî ïî÷òè íå ïîòðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà
ïðåäåëû øêîëüíîé ïðîãðàììû. Íà âñÿêèé ñëó÷àé ìû
ïðèâåäåì âñå ñâåäåíèÿ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ. Ýòî
ñâåäåíèÿ îá ýôôåêòå Äîïëåðà è î ôîòîíå – ÷àñòèöå
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íî ïðåäâàðèòåëüíî îãîâîðèì
îäíî óñëîâèå, êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì è
íà êîòîðîå áóäåì îïèðàòüñÿ ïðè âûâîäå.

Óñëîâèå ìàëîñòè ñêîðîñòåé

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òåëî ìàññîé m, ñ êîòî-
ðûì ìû áóäåì èìåòü äåëî, ëèáî ïîêîèòñÿ (è òîãäà,
î÷åâèäíî, ñêîðîñòü åãî ðàâíà íóëþ), ëèáî, åñëè îíî
äâèæåòñÿ, òî ñî ñêîðîñòüþ v, ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà ñ. Èíûìè ñëîâàìè, ìû áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî îòíîøåíèå v/c ñêîðîñòè òåëà ê ñêîðîñòè
ñâåòà åñòü âåëè÷èíà ìàëàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.
Îäíàêî ìû áóäåì ñ÷èòàòü îòíîøåíèå v/c õîòÿ è ìàëîé,
íî íå ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âåëè÷èíîé – áóäåì ó÷èòû-
âàòü âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïåðâîé ñòåïåíè
îòíîøåíèÿ v/c, íî áóäåì ïðåíåáðåãàòü âòîðûìè è
áîëåå âûñîêèìè ñòåïåíÿìè ýòîãî îòíîøåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, åñëè ïðè âûâîäå íàì ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñ
âûðàæåíèåì 2 2

1 v c- , ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü âåëè÷è-
íîé 2 2v c  ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé:

2

2
1 1,

v

c
- ª   

2

2
1

v v

cc
� � .               (2)

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, êîòî-
ðûå íà ïåðâûé âçãëÿä ìîãóò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûìè,
õîòÿ íè÷åãî ñòðàííîãî â íèõ íåò, íàäî òîëüêî ïîìíèòü,
÷òî ñîîòíîøåíèÿ ýòè íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðàâåíñòâà-
ìè, à ñïðàâåäëèâû ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû v/c
âêëþ÷èòåëüíî, âåëè÷èíàìè æå ïîðÿäêà 2 2v c  ìû ïðå-
íåáðåãàåì. Â òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâî, íà-
ïðèìåð, ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

1
1 ,

1

v

v c
c

ª +
-

  
2

2
1

v

c
� .                (3)

Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ïðèáëèæåí-
íîãî ðàâåíñòâà íà 1 – v/c. Ìû ïîëó÷èì

2

2
1 1

v

c
ª - ,

ò.å. ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (2). Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòà-

åì, ÷òî âåëè÷èíà 2 2v c  ïðåíåáðåæèìî ìàëà â ñðàâíå-

íèè ñ åäèíèöåé, ìû âèäèì, ÷òî â ïðèáëèæåíèè 2 2
1v c �

ðàâåíñòâî (3) ñïðàâåäëèâî.
Àíàëîãè÷íî, íåòðóäíî äîêàçàòü â òîì æå ïðèáëèæå-

íèè ðàâåíñòâî

1
1

1

v

v c
c

ª -

+

.                       (4)

×åì ìåíüøå âåëè÷èíà v/c, òåì òî÷íåå ýòè ïðèáëè-
æåííûå ðàâåíñòâà.

Ìû íå ñëó÷àéíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå
ìàëûõ ñêîðîñòåé. Íåðåäêî ïðèõîäèòñÿ ñëûøàòü è
÷èòàòü, ÷òî òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè äîëæíà ïðèìå-
íÿòüñÿ â ñëó÷àå áîëüøèõ ñêîðîñòåé, êîãäà îòíîøåíèå
ñêîðîñòè òåëà ê ñêîðîñòè ñâåòà èìååò ïîðÿäîê åäèíèöû,
ïðè ìàëûõ æå ñêîðîñòÿõ ïðèìåíèìà ìåõàíèêà Íüþòî-
íà. Íà ñàìîì äåëå òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè íå ñâîäèòñÿ
ê ìåõàíèêå Íüþòîíà äàæå â ñëó÷àå ñêîëü óãîäíî ìàëûõ
ñêîðîñòåé. Ìû ýòî óâèäèì, äîêàçàâ ñîîòíîøåíèå

2E mc=  äëÿ ïîêîÿùåãîñÿ èëè î÷åíü ìåäëåííî äâèæó-
ùåãîñÿ òåëà. Ìåõàíèêà Íüþòîíà òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ
äàòü íå ìîæåò.

Îãîâîðèâ ìàëîñòü ñêîðîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðî-
ñòüþ ñâåòà, ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ íåêîòîðûõ ñâåäå-
íèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì ïðè âûâîäå ôîðìóëû

2E mc= .

Ýôôåêò Äîïëåðà

Ìû íà÷íåì ñ ÿâëåíèÿ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïî èìåíè
àâñòðèéñêîãî ôèçèêà Êðèñòèàíà Äîïëåðà, îòêðûâøåãî
ýòî ÿâëåíèå â ñåðåäèíå ïîçàïðîøëîãî âåêà.

Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê ñâåòà, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî èñòî÷íèê äâèæåòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ v.
Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t =
= 0 èñòî÷íèê ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ò.å.
÷åðåç òî÷êó õ = 0. Òîãäà ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

x = vt.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàëåêî âïåðåäè èçëó÷àþùåãî òåëà
íà îñè x ïîìåùåí íàáëþäàòåëü, êîòîðûé ñëåäèò çà
äâèæåíèåì òåëà. ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè
òåëî ïðèáëèæàåòñÿ ê íàáëþäàòåëþ. Äîïóñòèì, ÷òî
íàáëþäàòåëü âçãëÿíóë íà òåëî â ìîìåíò âðåìåíè t. Â
ýòîò ìîìåíò äî íàáëþäàòåëÿ äîõîäèò ñâåòîâîé ñèãíàë,
èçëó÷åííûé òåëîì â áîëåå ðàííèé ìîìåíò âðåìåíè t¢ .
Î÷åâèäíî, ìîìåíò èçëó÷åíèÿ äîëæåí ïðåäøåñòâîâàòü
ìîìåíòó ïðèåìà, ò.å. äîëæíî áûòü t t<¢ .

Îïðåäåëèì ñâÿçü ìåæäó t ¢  è t. Â ìîìåíò èçëó÷åíèÿ
t¢  òåëî íàõîäèòñÿ â òî÷êå x vt=¢ ¢ , a íàáëþäàòåëü
ïóñòü íàõîäèòñÿ â òî÷êå õ = L. Òîãäà ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè èçëó÷åíèÿ äî òî÷êè ïðèåìà ðàâíî L vt- ¢ , à
âðåìÿ, çà êîòîðîå ñâåò ïðîéäåò òàêîå ðàññòîÿíèå, ðàâíî

( )L vt c- ¢ . Çíàÿ ýòî, ìû ëåãêî ìîæåì çàïèñàòü óðàâ-
íåíèå, ñâÿçûâàþùåå t ¢  è t:

L vt
t t

c

- ¢
= +¢ .

Îòñþäà

1

t L c
t

v c

-
=¢

-
.                       (5)

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàòåëü, ãëÿäÿ íà äâèæóùååñÿ
òåëî â ìîìåíò âðåìåíè t, âèäèò ýòî òåëî òàì, ãäå îíî
íàõîäèëîñü â áîëåå ðàííèé ìîìåíò âðåìåíè t¢ , ïðè÷åì
ñâÿçü ìåæäó t è t ¢  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÿðêîñòü èñòî÷íèêà ïåðèî-
äè÷åñêè ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó êîñèíóñà. Îáîçíà÷èì ÿð-
êîñòü áóêâîé I. Î÷åâèäíî, I åñòü ôóíêöèÿ âðåìåíè, è



ìû ìîæåì, ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, çàïèñàòü

( ) ( )0 1 0 1
cos 0I t I I t I Iω= + > > ,

ãäå 
0

I  è 
1

I  – íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè. Íåðàâåíñòâî â ñêîáêàõ íåîáõîäèìî ïîòîìó,
÷òî ÿðêîñòü íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé.
Íî äëÿ íàñ â äàííîì ñëó÷àå ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå èìååò
íèêàêîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïåðåìåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ – âòî-

ðîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå äëÿ ( )I t .
Ïóñòü íàáëþäàòåëü ñìîòðèò íà òåëî â ìîìåíò âðåìå-

íè t. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, îí âèäèò òåëî â ñîñòîÿíèè,
ñîîòâåòñòâóþùåì áîëåå ðàííåìó ìîìåíòó âðåìåíè t ¢ .
Ïåðåìåííàÿ ÷àñòü ÿðêîñòè â ìîìåíò t¢  ïðîïîðöèîíàëü-
íà cos tω ¢ . Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (5) ïîëó÷àåì

cos cos
1

t L c
t

v c
ω ω

-
= =¢

-
1

cos
1 1

t L

v c c v c

ω ω
Ê ˆ

-Á ˜- -Ë ¯
.

Êîýôôèöèåíò ïðè t ïîä çíàêîì êîñèíóñà äàåò ÷àñòîòó
èçìåíåíèÿ ÿðêîñòè, êàê åå âèäèò íàáëþäàòåëü. Îáîçíà-
÷èì ýòó ÷àñòîòó ÷åðåç ω¢ , òîãäà

1 v c

ω
ω =¢

-
.                       (6)

Åñëè èñòî÷íèê ïîêîèòñÿ (v = 0), òî ω ω=¢ , ò.å.
íàáëþäàòåëü âîñïðèíèìàåò òó æå ñàìóþ ÷àñòîòó, ÷òî
èçëó÷àåòñÿ èñòî÷íèêîì. Åñëè æå èñòî÷íèê äâèæåòñÿ ê
íàáëþäàòåëþ (â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàòåëü ïðèíèìàåò
èçëó÷åíèå, íàïðàâëåííîå âïåðåä ïî äâèæåíèþ èñòî÷-
íèêà), òî ïðèíèìàåìàÿ ÷àñòîòà ω¢  îòëè÷àåòñÿ îò èçëó-
÷àåìîé ÷àñòîòû ω , ïðè÷åì ïðèíèìàåìàÿ ÷àñòîòà áîëü-
øå èçëó÷àåìîé.

Ñëó÷àé, êîãäà èñòî÷íèê äâèæåòñÿ îò íàáëþäàòåëÿ,
ìîæíî ïîëó÷èòü, èçìåíèâ çíàê ïåðåä v â ñîîòíîøåíèè
(6). Âèäíî, ÷òî òîãäà ïðèíèìàåìàÿ ÷àñòîòà îêàçûâàåò-
ñÿ ìåíüøå èçëó÷àåìîé.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âïåðåä èçëó÷àþòñÿ áîëüøèå
÷àñòîòû, à íàçàä – ìàëûå (åñëè èñòî÷íèê óäàëÿåòñÿ îò
íàáëþäàòåëÿ, òî íàáëþäàòåëü, î÷åâèäíî, ïðèíèìàåò
èçëó÷åíèå, èñïóùåííîå íàçàä).

Â íåñîâïàäåíèè ÷àñòîòû êîëåáàíèé èñòî÷íèêà è ÷à-
ñòîòû, ïðèíèìàåìîé íàáëþäàòåëåì, è ñîñòîèò ýôôåêò
Äîïëåðà. Åñëè íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, â êîòîðîé èñòî÷íèê ïîêîèòñÿ, òî èçëó÷àåìàÿ
è ïðèíèìàåìàÿ ÷àñòîòû ñîâïàäàþò. Åñëè æå íàáëþ-
äàòåëü íàõîäèòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé
èñòî÷íèê äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, òî ñâÿçü èçëó÷àå-
ìîé è ïðèíèìàåìîé ÷àñòîò îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(6). Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàáëþäàòåëü
âñåãäà ïîêîèòñÿ.

Êàê âèäíî, ñâÿçü ìåæäó èçëó÷àåìîé è ïðèíèìàåìîé
÷àñòîòàìè îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ v îòíîñèòåëüíîãî
äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà è íàáëþäàòåëÿ. Â ýòîì ñìûñëå
áåçðàçëè÷íî, êòî äâèæåòñÿ – èñòî÷íèê ïðèáëèæàåòñÿ ê
íàáëþäàòåëþ èëè íàáëþäàòåëü ê èñòî÷íèêó. Íî íàì â
äàëüíåéøåì óäîáíåå áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäàòåëü
ïîêîèòñÿ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò âðåìÿ
òå÷åò ïî-ðàçíîìó. Èçìåíåíèå õîäà âðåìåíè òàêæå ñêà-
çûâàåòñÿ íà âåëè÷èíå íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû. Åñëè,

íàïðèìåð, ÷àñòîòà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà â ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, ãäå îí ïîêîèòñÿ, ðàâíà ω , òî â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, ãäå îí äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, ÷àñòîòà ðàâíà

2 21 v cω - . Ê òàêîìó ðåçóëüòàòó ïðèâîäèò òåîðèÿ

îòíîñèòåëüíîñòè. Íî ïîñêîëüêó ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà

óñëîâèëèñü ïðåíåáðåãàòü âåëè÷èíîé 2 2v c  ïî ñðàâíå-
íèþ ñ åäèíèöåé, òî èçìåíåíèå õîäà âðåìåíè äëÿ íàøåãî
ñëó÷àÿ (äâèæåíèå ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ) ïðåíåáðåæèìî
ìàëî.

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäåíèå çà äâèæóùèìñÿ òåëîì
èìååò ñâîè îñîáåííîñòè. Íàáëþäàòåëü âèäèò òåëî íå
òàì, ãäå îíî íàõîäèòñÿ (ïîêà ñèãíàë èäåò ê íàáëþäà-
òåëþ, òåëî óñïåâàåò ïåðåìåñòèòüñÿ), è ïðèíèìàåò ñèã-
íàë, ÷àñòîòà êîòîðîãî ω¢  îòëè÷àåòñÿ îò èçëó÷àåìîé
÷àñòîòû ω .

Âûïèøåì òåïåðü îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû, êîòîðûå
ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Åñëè äâèæóùèéñÿ
èñòî÷íèê èçëó÷àåò âïåðåä ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ,
òî ÷àñòîòà ω¢ , ïðèíÿòàÿ íàáëþäàòåëåì, ñâÿçàíà ñ
÷àñòîòîé èñòî÷íèêà ω  ñîîòíîøåíèåì

1 , 1
1

v v

v c c c

ωω ω �
Ê ˆ= = +¢ Á ˜Ë ¯-

.          (7)

Äëÿ èçëó÷åíèÿ íàçàä èìååì

1 , 1
1

v v

v c c c

ωω ω �
Ê ˆ= = -¢ Á ˜Ë ¯+

.          (8)

Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ôîòîíà

Ñîâðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ÷àñòèöå ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ – ôîòîíå, êàê è ôîðìóëà 2E mc= ,
êîòîðóþ ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü, ïðèíàäëåæèò Ýéíø-
òåéíó è áûëî âûñêàçàíî èì â òîì æå 1905 ãîäó, â
êîòîðîì îí äîêàçàë ýêâèâàëåíòíîñòü ìàññû è ýíåðãèè.
Ñîãëàñíî Ýéíøòåéíó, ýëåêòðîìàãíèòíûå è, â ÷àñòíî-
ñòè, ñâåòîâûå âîëíû ñîñòîÿò èç îòäåëüíûõ ÷àñòèö –
ôîòîíîâ. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâåò íåêîòîðîé îïðåäå-
ëåííîé ÷àñòîòû ω , òî êàæäûé ôîòîí èìååò ýíåðãèþ E,
ïðîïîðöèîíàëüíóþ ýòîé ÷àñòîòå:

E ω= � .

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè �  íàçûâàåòñÿ ïî-
ñòîÿííîé Ïëàíêà. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà ðàâíà 34

10
- , ðàçìåðíîñòü åå d› “◊ . Ìû çäåñü

íå âûïèñûâàåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà,
îíî íàì íå ïîíàäîáèòñÿ.

Èíîãäà âìåñòî ñëîâà «ôîòîí» ãîâîðÿò «êâàíò ýëåêò-
ðîìàãíèòíîãî ïîëÿ».

Ôîòîí èìååò íå òîëüêî ýíåðãèþ, íî è èìïóëüñ,
ðàâíûé

E
p

c c

ω
= =
�

.

Ýòèõ ñâåäåíèé íàì áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ äàëüíåé-
øåãî.

Âûâîä ôîðìóëû 2
E = mc

Ðàññìîòðèì ïîêîÿùååñÿ òåëî ìàññîé m. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòî òåëî îäíîâðåìåííî èçëó÷àåò äâà ôîòîíà

Ê  1 0 0 - Ë Å Ò È Þ  Ñ Ï Å Ö È À Ë Ü Í Î É  Ò Å Î Ð È È  Î Ò Í Î Ñ È Ò Å Ë Ü Í Î Ñ Ò È 5
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Ðèñ.2. Êàðòèíà äâóõ ôîòîíîâ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ñêîðîñòü
èçëó÷àþùåãî òåëà ðàâíà v: à) òåëî äî èçëó÷åíèÿ; á) ïîñëå èçëó÷åíèÿ

â ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îáà ôîòîíà
èìåþò îäèíàêîâûå ÷àñòîòû ω  è, çíà÷èò, îäèíàêîâûå
ýíåðãèè E ω= � , à òàêæå ðàâíûå ïî âåëè÷èíå è ïðîòè-
âîïîëîæíûå ïî íàïðàâëåíèþ èìïóëüñû. Â ðåçóëüòàòå
èçëó÷åíèÿ òåëî òåðÿåò ýíåðãèþ

2EΔ ω= � .                        (9)

Ïîòåðÿ èìïóëüñà ðàâíà íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, òåëî
ïîñëå èçëó÷åíèÿ äâóõ êâàíòîâ îñòàåòñÿ â ïîêîå.

Ýòîò ìûñëåííûé îïûò ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 1.
Òåëî èçîáðàæåíî êðóæêîì, à ôîòîíû – âîëíèñòûìè
ëèíèÿìè. Îäèí èç ôîòîíîâ èçëó÷àåòñÿ â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè îñè x, äðóãîé – â îòðèöàòåëüíîì.
Îêîëî âîëíèñòûõ ëèíèé ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèè
è èìïóëüñà ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîòîíîâ. Âèäíî, ÷òî
ñóììà èçëó÷åííûõ èìïóëüñîâ ðàâíà íóëþ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òó æå êàðòèíó ñ òî÷êè çðåíèÿ
íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûé äâèæåòñÿ ïî îñè x âëåâî (ò.å. â
îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x) ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ
v. Òàêîé íàáëþäàòåëü óâèäèò óæå íå ïîêîÿùååñÿ òåëî,
à òåëî, äâèæóùååñÿ ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ âïðàâî. Âåëè-
÷èíà ýòîé ñêîðîñòè ðàâíà v, à íàïðàâëåíà ñêîðîñòü â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Òîãäà ÷àñòîòà,
èçëó÷àåìàÿ âïðàâî, áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé (7)
äëÿ ñëó÷àÿ èçëó÷åíèÿ âïåðåä:

1
v

c
ω ω Ê ˆ= +¢ Á ˜Ë ¯

.

Ìû ÷àñòîòó ôîòîíà, èçëó÷àåìîãî äâèæóùèìñÿ òåëîì
âïåðåä ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, îáîçíà÷èëè ÷åðåç

ω¢ , ÷òîáû íå ñïóòàòü ýòó ÷àñòîòó ñ ÷àñòîòîé ω  èçëó÷à-
åìîãî ôîòîíà â òîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå òåëî ïîêî-
èòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòîòà ôîòîíà, èçëó÷àåìîãî
äâèæóùèìñÿ òåëîì âëåâî, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (8)
äëÿ ñëó÷àÿ èçëó÷åíèÿ íàçàä:

1
v

c
ω ω Ê ˆ= -¢¢ Á ˜Ë ¯

.

×òîáû íå ïåðåïóòàòü èçëó÷åíèå âïåðåä è èçëó÷åíèå
íàçàä, ìû áóäåì âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê èçëó÷åíèþ
íàçàä, îáîçíà÷àòü äâóìÿ øòðèõàìè.

Ïîñêîëüêó, èç-çà ýôôåêòà Äîïëåðà, ÷àñòîòû èçëó÷å-
íèÿ âïåðåä è íàçàä ðàçëè÷íû, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ó
èçëó÷åííûõ êâàíòîâ òàêæå áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ. Êâàíò,
èçëó÷åííûé âïåðåä, áóäåò èìåòü ýíåðãèþ

1
v

E
c

ω ω Ê ˆ= = +¢ ¢ Á ˜Ë ¯
� �

è èìïóëüñ

1
v

p
c c c

ω ω¢ Ê ˆ= = +¢ Á ˜Ë ¯
� �

.

Êâàíò, èçëó÷åííûé íàçàä, áóäåò èìåòü ýíåðãèþ

1
v

E
c

ω ω Ê ˆ= = -¢¢ ¢¢ Á ˜Ë ¯
� �

è èìïóëüñ

1
v

p
c c c

ω ω¢¢ Ê ˆ= = -¢¢ Á ˜Ë ¯
� �

.

Ïðè ýòîì èìïóëüñû êâàíòîâ íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû.

Êàðòèíà ïðîöåññà èçëó÷åíèÿ, êàêèì åãî âèäèò äâè-
æóùèéñÿ íàáëþäàòåëü, èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2.

Âàæíî çäåñü ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íà ðèñóíêàõ 1 è 2
èçîáðàæåí îäèí è òîò æå ïðîöåññ, íî ñ òî÷êè çðåíèÿ
ðàçíûõ íàáëþäàòåëåé. Ïåðâûé ðèñóíîê îòíîñèòñÿ ê
ñëó÷àþ, êîãäà íàáëþäàòåëü ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî
èçëó÷àþùåãî òåëà, à âòîðîé – êîãäà íàáëþäàòåëü
äâèæåòñÿ.

Ïîäñ÷èòàåì áàëàíñ ýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ âòîðîãî
ñëó÷àÿ. Ïîòåðÿ ýíåðãèè â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå
èçëó÷àòåëü èìååò ñêîðîñòü v, ðàâíà

E E EΔ = + =¢ ¢ ¢¢ 1 1
v v

c c
ω ωÊ ˆ Ê ˆ+ + - =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

� � 2 Eω Δ=� ,

ò.å. îíà òàêàÿ æå, êàê è â ñèñòåìå, ãäå èçëó÷àòåëü
ïîêîèòñÿ (ñì. ôîðìóëó (9)). Íî ïîòåðÿ èìïóëüñà â
ñèñòåìå, ãäå èçëó÷àòåëü äâèæåòñÿ, íå ðàâíà íóëþ, â
îòëè÷èå îò ñèñòåìû ïîêîÿ:

p p pΔ = - =¢ ¢ ¢¢ 1 1
v v

c c c c

ω ωÊ ˆ Ê ˆ+ - - =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
� �

= 
2

2 v E
v

c c c

ω Δ�
= .  (10)

Äâèæóùèéñÿ èçëó÷àòåëü òåðÿåò èìïóëüñ 2Ev cΔ
è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæåí, êàçàëîñü áû, òîðìîçèòüñÿ,
óìåíüøàòü ñâîþ ñêîðîñòü. Íî â ñèñòåìå ïîêîÿ èç-
ëó÷åíèå ñèììåòðè÷íî, èçëó÷àòåëü íå ìåíÿåò ñêîðîñ-
òè. Çíà÷èò, ñêîðîñòü èçëó÷àòåëÿ íå ìîæåò èçìåíèòü-
ñÿ è â òîé ñèñòåìå, ãäå îí äâèæåòñÿ. À åñëè ñêîðîñòü
òåëà íå ìåíÿåòñÿ, òî êàê îíî ìîæåò ïîòåðÿòü èì-
ïóëüñ?

Ðèñ.1. Êàðòèíà äâóõ ôîòîíîâ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé èçëó÷àþ-
ùåå òåëî ïîêîèòñÿ: à) òåëî äî èçëó÷åíèÿ; á) ïîñëå èçëó÷åíèÿ



Çàâèñèò ëè èíåðöèÿ òåëà
îò ñîäåðæàùåéñÿ â íåì

ýíåðãèè?
À.ÝÉÍØÒÅÉÍ

Ð
ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ... ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÏÐÈÂÎÄßÒ  ÍÀÑ
ê î÷åíü èíòåðåñíîìó ñëåäñòâèþ, âûâîä êîòîðîãî
áóäåò äàí â ýòîé ñòàòüå.

Â ... èññëåäîâàíèè ÿ èñõîäèë, êðîìå óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà – Ãåðöà äëÿ ïóñòîòû è ôîðìóëû Ìàêñâåëëà
äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ïðîñòðàíñòâà, åùå èç
ñëåäóþùåãî ïðèíöèïà.

Çàêîíû, ïî êîòîðûì èçìåíÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ôèçè÷åñ-
êèõ ñèñòåì, íå çàâèñÿò îò òîãî, ê êàêîé èç äâóõ
êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì, äâèæóùèõñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿ-
ìîëèíåéíî îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, îòíåñåíû ýòè
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè). Èñ-
õîäÿ èç ýòîãî, ÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðèøåë ê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó ...

Ïóñòü ñèñòåìà ïëîñêèõ âîëí ñâåòà, îòíåñåííàÿ ê
êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå (õ, ó, z), îáëàäàåò ýíåðãèåé l è

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, âñïîìíèì, êàê çàïè-
ñûâàåòñÿ èìïóëüñ òåëà ìàññîé m:

p = mv

– èìïóëüñ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìàññû òåëà íà åãî
ñêîðîñòü. Åñëè ñêîðîñòü òåëà íå ìåíÿåòñÿ , òî åãî
èìïóëüñ ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ
ìàññû:

p mvΔ Δ= .

Çäåñü pΔ  – èçìåíåíèå èìïóëüñà òåëà ïðè íåèçìåííîé
ñêîðîñòè, mΔ  – èçìåíåíèå åãî ìàññû.

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ ïîòåðè èìïóëüñà íàäî ïðèðàâ-
íÿòü ê âûðàæåíèþ (10), êîòîðîå ñâÿçûâàåò ïîòåðþ
èìïóëüñà ñ ïîòåðåé ýíåðãèè. Ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó

2

E
v mv

c

Δ
Δ= ,

èëè

2E mcΔ Δ= ,

êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå ýíåðãèè òåëà âëå÷åò çà
ñîáîé ïðîïîðöèîíàëüíîå èçìåíåíèå åãî ìàññû. Îòñþäà
ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîëíîé ìàññîé
òåëà è ïîëíûì çàïàñîì ýíåðãèè:

2E mc= .

Îòêðûòèå ýòîé ôîðìóëû ÿâèëîñü îãðîìíûì øàãîì
âïåðåä â ïîíèìàíèè ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé. Ñàìî ïî ñåáå
îñîçíàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìàññû è ýíåðãèè åñòü âåëè-
êîå äîñòèæåíèå. Íî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà, ïîìèìî
òîãî, èìååò øèðî÷àéøåå ïîëå ïðèìåíåíèÿ. Ðàñïàä è
ñëèÿíèå àòîìíûõ ÿäåð, ðîæäåíèå è ðàñïàä ÷àñòèö,
ïðåâðàùåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îäíà â äðóãóþ è
ìíîæåñòâî äðóãèõ ÿâëåíèé òðåáóþò äëÿ ñâîåãî îáúÿñ-
íåíèÿ ó÷åòà ôîðìóëû ñâÿçè ìåæäó ìàññîé è ýíåðãèåé.

Â çàêëþ÷åíèå – äâà äîìàøíèõ çàäàíèÿ äëÿ ëþáèòåëåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

1. Ïðî÷èòàéòå ñòàòüþ À.Ýéíøòåéíà «Çàâèñèò ëè èíåðöèÿ
òåëà îò ñîäåðæàùåéñÿ â íåì ýíåðãèè?» (ñì. ñ. 7).

2. Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèå
2m E cΔ Δ=  äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñêîðîñòü êîòîðîé

v ìîæåò áûòü íå ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ñ.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ èìïóëüñà ÷àñ-
òèöû:

2 2
1

mv
p

v c
=

-

è òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ýôôåêòà Äîïëåðà:

1

1

v c

v c
ω ω

+
=¢

-
,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ó÷åñòü ðàçëè÷èå â õîäå âðåìåíè â
ïîêîÿùåéñÿ è äâèæóùåéñÿ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.
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ïóñòü íàïðàâëåíèå ëó÷à (íîðìàëü ê ôðîíòó âîëíû)
îáðàçóåò óãîë ϕ  ñ îñüþ õ ñèñòåìû. Åñëè ââåñòè íîâóþ
êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó ( , ,ξ η ζ ), äâèæóùóþñÿ ðàâíî-
ìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (õ, ó, z),
è åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïåðâîé ñèñòåìû äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v âäîëü îñè õ, òî óïîìÿíóòàÿ ýíåðãèÿ ñâåòà,
èçìåðåííàÿ â ñèñòåìå ( , ,ξ η ζ ), áóäåò

( )
2

1 cos

1

v

Vl l
v V

ϕ
*

-
=

-
,

ãäå V – ñêîðîñòü ñâåòà. Â äàëüíåéøåì ìû âîñïîëüçóåì-
ñÿ ýòèì ðåçóëüòàòîì.

Ïóñòü â ñèñòåìå (õ, ó, z) íàõîäèòñÿ ïîêîÿùååñÿ òåëî,
ýíåðãèÿ êîòîðîãî, îòíåñåííàÿ ê ñèñòåìå (õ, y, z), ðàâíà
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ëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îäíîãî è òîãî æå òåëà,
îòíåñåííûå ê äâóì êîîðäèíàòíûì ñèñòåìàì, äâèæó-
ùèìñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, ïðè÷åì òåëî ïîêîèòñÿ
â îäíîé èç ñèñòåì (â ñèñòåìå (õ, ó, z)). Òàêèì îáðà-
çîì, ÿñíî, ÷òî ðàçíîñòü Í – Å ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K òåëà, âçÿòîé îòíîñèòåëüíî
äðóãîé ñèñòåìû (ñèñòåìû ( , ,ξ η ζ )), òîëüêî íà íåêîòî-
ðóþ àääèòèâíóþ ïîñòîÿííóþ Ñ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò
âûáîðà ïðîèçâîëüíûõ àääèòèâíûõ ïîñòîÿííûõ â âûðà-
æåíèÿõ äëÿ ýíåðãèé Í è Å. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì
ïîëîæèòü

0 0 0
H E K C- = + ,

1 1 1
H E K C- = + ,

òàê êàê ïîñòîÿííàÿ Ñ ïðè èñïóñêàíèè ñâåòà íå èçìåíÿ-
åòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

( )
0 1

2

1
1

1

K K L
v V

Ê ˆ
Á ˜- = -
Á ˜-Ë ¯

.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
( , ,ξ η ζ ) óìåíüøàåòñÿ ïðè èñïóñêàíèè ñâåòà íà âåëè÷è-
íó, íå çàâèñÿùóþ îò ïðèðîäû òåëà. Êðîìå òîãî, ðàç-
íîñòü 

0 1
K K-  çàâèñèò îò ñêîðîñòè òî÷íî òàê æå, êàê

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ...
Ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ÷åòâåðòîãî è áîëåå âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü

0 1 2

L
K K

V
- =

2

2

v
.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè
òåëî îòäàåò ýíåðãèþ L â âèäå èçëó÷åíèÿ, òî åãî ìàññà

óìåíüøàåòñÿ íà 2L V . Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íåñóùå-
ñòâåííî, ÷òî ýíåðãèÿ, âçÿòàÿ ó òåëà, ïðÿìî ïåðåõîäèò
â ëó÷èñòóþ ýíåðãèþ èçëó÷åíèÿ, òàê ÷òî ìû ïðèõîäèì
ê áîëåå îáùåìó âûâîäó.

Ìàññà òåëà åñòü ìåðà ñîäåðæàùåéñÿ â íåì ýíåðãèè;
åñëè ýíåðãèÿ èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó L, òî ìàññà

ìåíÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà âåëè÷èíó ( )20
9 10L ◊ ,

ïðè÷åì çäåñü ýíåðãèÿ èçìåðÿåòñÿ â ýðãàõ, à ìàññà – â
ãðàììàõ.

Íå èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî òåîðèþ óäàñòñÿ
ïðîâåðèòü äëÿ âåùåñòâ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ â
áîëüøåé ñòåïåíè (íàïðèìåð, äëÿ ñîëåé ðàäèÿ).

Åñëè òåîðèÿ ñîîòâåòñòâóåò ôàêòàì, òî èçëó÷åíèå
ïåðåíîñèò èíåðöèþ ìåæäó èçëó÷àþùèìè è ïîãëîùàþ-
ùèìè òåëàìè.

Ïîñòóïèëà 27 ñåíòÿáðÿ 1905 ã.

0
E . Ýíåðãèÿ æå ýòîãî òåëà, îòíåñåííàÿ ê ñèñòåìå
( , ,ξ η ζ ), äâèæóùåéñÿ, êàê âûøå, ñî ñêîðîñòüþ v, ïóñòü
ðàâíà 0

H .
Ïóñòü ýòî òåëî ïîñûëàåò â íàïðàâëåíèè, ñîñòàâëÿþ-

ùåì óãîë ϕ  ñ îñüþ õ, ïëîñêóþ ñâåòîâóþ âîëíó ñ
ýíåðãèåé L/2 (èçìåðåííîé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (õ,
y, z)) è îäíîâðåìåííî ïîñûëàåò òàêîå æå êîëè÷åñòâî
ñâåòà â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì òåëî
îñòàåòñÿ â ïîêîå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (õ, y, z). Äëÿ
ýòîãî ïðîöåññà äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè è ïðèòîì (ñîãëàñíî ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñ-
òè) ïî îòíîøåíèþ ê îáåèì êîîðäèíàòíûì ñèñòåìàì.
Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç 

1
E  ýíåðãèþ òåëà ïîñëå

èçëó÷åíèÿ ñâåòà ïðè èçìåðåíèè åå îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû (õ, y, z) è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç 1

H  ýíåðãèþ
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ( , ,ξ η ζ ), òî, ïîëüçóÿñü ïîëó÷åí-
íûì âûøå ñîîòíîøåíèåì, íàõîäèì

0 1
2 2

L L
E E

Ê ˆ= + +Á ˜Ë ¯
,

0
H =  

( ) ( )
1

2 2

1 cos 1 cos

2 21 1

v v
L LV VH

v V v V

ϕ ϕÊ ˆ- +Á ˜+ + =Á ˜
- -Á ˜Ë ¯

= 

( )
1

2
1

L
H

v V
+

-
.

Âû÷èòàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî, ïîëó÷àåì

( ) ( )
( )

0 0 1 1
2

1
1

1

H E H E L
v V

Ê ˆ
Á ˜- - - = -
Á ˜-Ë ¯

.

Â ýòîì ñîîòíîøåíèè îáå ðàçíîñòè âèäà Í – Å èìåþò
ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Âåëè÷èíû Í è Å ïðåäñòàâ-



×èñëà Ïèçî
À.ÅÃÎÐÎÂ

Îêîí÷àíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå» ¹5.

Ï
ÐÎÄÎËÆÈÌ ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ×ÈÑÅË ÏÈÇÎ. ÌÛ ÄÎ-
êàçàëè, ÷òî öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà âòî-
ðîé è òðåòüåé ñòåïåíåé, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì

Ïèçî, ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Ïèçî. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå, åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ñòåïåíåé. Äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî ìû ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.

Èððàöèîíàëüíîñòè ñòåïåíè r > 3

Èòàê, ïóñòü 1α >  – öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî

ñòåïåíè r > 3 è ( ) 1

1

r r
rp x x a x a-

= + + +…  – ìèíèìàëü-

íûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî { }{ } 0nα Æ .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå

óñëîâèé α  – ÷èñëî Ïèçî.

È
ë
ë
þ

ñò
ð
à
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è
ÿ
 Â
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â
à
í
þ

ê
à
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî âñå ÷èñ-
ëà 

2
, , rα α… , ñîïðÿæåííûå ñ α , ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1.

Âñïîìíèì, ÷òî åñëè ( )n
nA α= , òî, íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî íîìåðà N, ò.å. ïðè n N≥ , öåëûå ïîëîæèòåëü-
íûå ÷èñëà nA  îáðàçóþò ëèíåéíóþ ðåêóððåíòó:

1 1
0n r n r r nA a A a A…

+ + -
+ + + = .

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî

1 1

n n
n r rA c cα α= + +… ,

ãäå 
1

α α= , n N≥ , à 
1 2
, , , rc c c…  – íåêîòîðûå (âîîáùå

ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå) ÷èñëà.
Äîêàæåì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íûõ è êóáè-

÷åñêèõ èððàöèîíàëüíîñòåé, ÷èñëà 1 2
, , , rc c c…  – íå

íóëè.
Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî 

1
, , kc c…  – íå íóëè, à

1
0k rc c

+
= = =… . Òîãäà C!, n N≥

1 1

1 1

,

. 

n n
n k k

n k n k
n k k k

A c c

A c c

α α

α α

…

…

…
+ +

+

Ï = + +
Ô
Ì
Ô = + +Ó

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

( ) ( ) ( )1 kq x x xα α= - - =… 1

1

k k
kx q x q-+ + +… .

×èñëà 
1
, , kα α…  – êîðíè ìíîãî÷ëåíà ( )q x . Óìíîæèì

ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû íà kq , âòîðîå – íà 
1kq

-
,...

..., ïðåäïîñëåäíåå – íà 1
q  è ñëîæèì âñå óðàâíåíèÿ.

Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

1 1n k n k k nA q A q A
+ + -

+ + + =…

= ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2

n n n
k k kc q c q c qα α α α α α+ + +… .

Íî ( ) ( ) ( )1 2
0kq q qα α α= = = =… , òàê ÷òî

1 1
0n k n k k nA q A q A

+ + -
+ + + =… .

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëûå ÷èñëà nA  îáðàçóþò ëèíåéíóþ
ðåêóððåíòó ïîðÿäêà k < r.

Äîêàæåì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû 1
, , kq q…  – ðàöèî-

íàëüíûå ÷èñëà. Ðàíåå ìû óæå äîêàçàëè àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ r = 3. Áóäåì äåéñòâîâàòü
ñõîäíûì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç k óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

1
, , kq q… :

1 1

1 1 1

2 1 1 2 2 1

0,

0,

0.

n k n k k n

n k n k k n

n k n k k n k

A q A q A

A q A q A

A q A q A

…

…

…

…

+ + -

+ + + +

+ - + - + -

+ + + =Ï
Ô + + + =Ô
Ì
Ô
Ô + + + =Ó

Ïîëüçóÿñü òåîðèåé îïðåäåëèòåëåé (ýòî åäèíñòâåííîå
ìåñòî, ãäå ìû âûíóæäåíû âîñïîëüçîâàòüñÿ ññûëêîé íà
ñðàâíèòåëüíî íåýëåìåíòàðíûå ïîíÿòèÿ), ìîæíî äîêà-
çàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû íå ðàâåí íóëþ (ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëà 

1 2
, , , kα α α…  ïîïàðíî ðàçëè÷-

íû è íå ðàâíû íóëþ). Îòñþäà è èç èçâåñòíîãî ïðàâèëà
Êðàìåðà ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà

1
, , kq q…  – ðàöèîíàëüíû. Âïðî÷åì, åñëè ïðåäñòàâèòü

ñåáå ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðè óñëîâèè ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ÷èñëà 
1
, , kq q…

áóäóò ðàöèîíàëüíû.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà 

1
, , kα α…  – êîðíè ìíîãî÷ëåíà

( )q x  ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü M –

îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü äðîáåé 1

1

1

m
q

n
= ,

2

2

2

m
q

n
= , …, k

k
k

m
q

n
= . ×èñëà 1

, , kα α…  ÿâëÿþòñÿ êîð-

íÿìè ìíîãî÷ëåíà ( ) ( )Q x Mq x=  ñ öåëûìè êîýôôèöè-

åíòàìè. Íî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ( )Q x  ìåíüøå ñòåïåíè

ìíîãî÷ëåíà ( )p x , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè

ìíîãî÷ëåíà ( )p x . Âîò ãäå ðàáîòàåò íåïðèâîäèìîñòü
ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà!

Èòàê, íè îäíî èç ÷èñåë 
1
, , rc c…  íå ðàâíî íóëþ.

Òåïåðü ëåãêî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàçíîñòü

n
n nAδ α= - = ( )1 1 2 2

1
n n n

r rc c cα α α…- + + + .

Ïîñêîëüêó nδ  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, 1
1α α= > , à ÷èñëà

2
, , rc c…  – íå íóëè, òî ïî ëåììå (ñì. «Êâàíò» ¹5, ñ.13)

1
1c = , 2

1, , 1rα α< <… .

Ñëåäîâàòåëüíî, α  – ÷èñëî Ïèçî, è òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Òåïåðü, ìû ïîëíîñòüþ ðàçîáðàëèñü ñ öåëûìè àëãåá-

ðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Ñôîðìóëèðóåì îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà ¢2 . Öåëîå äåéñòâèòåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî α > 1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïèçî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ïèçî, ò.å. êîãäà âñå
÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ α , ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1.

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî íå öåëûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
(ò.å. àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ïåðâîãî ïîðÿäêà) ñâîéñòâîì
Ïèçî îáëàäàòü íå ìîãóò. À êàê îáñòîÿò äåëà ñ íå öåëûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè èððàöèîíàëüíîñòÿìè? Íàïðèìåð, êàê

âåäóò ñåáÿ ñòåïåíè nα , ãäå 
1 2

2
α +
=  – êîðåíü óðàâ-

íåíèÿ 2
4 4 1 0x x- - = ? Ñîïðÿæåííîå ñ α  ÷èñëî

1 2

2
β -
=  ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1, òàê ÷òî α  î÷åíü

ïîõîæå íà ÷èñëî Ïèçî. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì äàëüøå,

òàêèå ÷èñëà ñâîéñòâîì Ïèçî íå îáëàäàþò.

Ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà

Ïóñòü α  – íå öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè r,
ò.å. êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà

( ) 1

0 1

r r
rp x a x a x a-

= + + +… ,

ãäå 
0

1a > , 
1
, , ra a…  – öåëûå ÷èñëà. Äàëåå ìû áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ( )p x  ïðèìèòèâåí, ò.å. ÷òî åãî
êîýôôèöèåíòû â ñîâîêóïíîñòè âçàèìíî ïðîñòû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α  îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïèçî, ò.å.
n

n nAα δ= + , ãäå nA  – íàòóðàëüíîå, à 0nδ Æ  ïðè

n Æ • . Ïîñêîëüêó α  – êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ( )p x , òàê
æå, êàê è ðàíüøå, ïîëó÷èì, ÷òî

0 1 1
0n r n r r na A a A a A

+ + -
+ + + =…

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òàêèì îáðàçîì, öåëûå
÷èñëà nA  îáðàçóþò ËÐ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ïðè÷åì «ñòàðøèé êîýôôèöèåíò» 

0
a  îòëè÷åí îò 1.
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Íàøåé öåëüþ ñòàíåò èçó÷åíèå òàêèõ ëèíåéíûõ ðå-
êóððåíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëå-
íàì ( ) 1

0 1

r r
rp x a x a x a…

-= + + + .
Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà

1 2
, , , mp p p… , ãäå m > r, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

1 1
0n m n m m nA p A p A

+ + -
+ + + =… ,

ò.å. ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ËÐ ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì

0
1a >  ÿâëÿåòñÿ ËÐ áîëüøåãî ïîðÿäêà ñî ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì 1. À óæå îòñþäà è èç íåïðèâîäèìîñòè
ìíîãî÷ëåíà ( )p x  áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

( ) 1

1

m m
mP x x p x p-

= + + +…

äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí ( )p x . Íî ìíîãî÷ëåí ( )p x  íå-
ïðèâîäèì è ïðèìèòèâåí, è ïîýòîìó, â ñèëó óòâåðæäå-
íèÿ 2, ( ) ( ) ( )P x h x p x= , ãäå ( )h x  – ìíîãî÷ëåí ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, à ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè

0
1a = . Òàêîâ íàø ïëàí. Ê åãî îñóùåñòâëåíèþ ìû è

ïðèñòóïàåì.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì èððàöèîíàëüíîñòåé âòîðîé

ñòåïåíè. Äëÿ áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé ðàññóæäåíèÿ
îòëè÷àþòñÿ ëèøü áîëüøåé ãðîìîçäêîñòüþ.

Èòàê, ïóñòü 1α >  – èððàöèîíàëüíûé êîðåíü êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ 2

0ax bx c+ + = , ãäå a > 1, öåëûå
÷èñëà à, b, ñ âçàèìíî ïðîñòû, à β  – ñîïðÿæåííîå ñ α
÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n
n nAα δ= + , ãäå 0nδ Æ . Òîãäà

2 1 2 1n n n n n naA bA cA a b cδ δ δ
+ + + +

+ + + + + =

2 1
0n n n naA bA cA γ

+ +
= + + + = .

Òàê êàê 0nγ Æ  ïðè n Æ • , òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ 0

n N≥  ÷èñëà nA  îáðàçóþò ëèíåéíóþ ðåêóððåíòó:

2 1
0n n naA bA cA

+ +
+ + = .

Ïðè ýòîì

1 2

n n
nA c cα β= + ,

ãäå 1
c  è 2

c  – îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà (óáåäèòåñü â
ýòîì).

Òåïåðü íà âðåìÿ ïðåðâåìñÿ, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü
è äîêàçàòü îäíî ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå óòâåðæäåíèå.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëåììà

Íàçîâåì n-ìåðíûì öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì ïðîèç-
âîëüíûé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ( )1 2

, , , na x x x= …  öå-
ëûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü À – íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
öåëî÷èñëåííûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Íàáîð âåêòîðîâ

1 2
, , , ra a a…  èç À íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì, åñëè ëþáîé

âåêòîð x AŒ  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

1 1 2 2 r rx a a aλ λ λ= + + +… , ãäå 1 2
, , , rλ λ λ…  – íåêîòî-

ðûå öåëûå ÷èñëà.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëåììà. Âî âñÿêîì ìíîæåñòâå À

öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ èìååòñÿ êîíå÷íûé áàçèñíûé
íàáîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî À îäíîìåðíûõ âåêòîðîâ, ò.å. öåëûõ ÷èñåë.
Ïóñòü 

1 2
, , , nx x x… ,... – ýòè ÷èñëà. Áóäåì (äëÿ îïðåäå-

ëåííîñòè) ñ÷èòàòü, ÷òî 1
0x > . Ðàññìîòðèì îñòàòêè îò

äåëåíèÿ ÷èñåë 
2 3
, , , nx x x… ,... íà 

1
x . (Åñëè âñå ÷èñëà

äåëÿòñÿ íà 
1

x , òî óæå 
1

x  è åñòü áàçèñíûé íàáîð.)
Ïîäåëèì ix  íà 

1
x  ñ îñòàòêîì:

1i i ix q x r= + , ãäå 
1

0 ir x£ < .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè jx  è ix   äàþò  îäèíàêîâûå îñòàò-
êè, òî

( ) 1j i j ix x q q x- = - ,

è

( ) 1j j i ix q q x x= - + ,

ò.å. jx  – ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷èñåë 
1

x  è ix .
Ðàçîáüåì âñå ìíîæåñòâî À íà êëàññû ÷èñåë, äàþùèõ

îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 
1

x . Ïóñòü ýòèõ
êëàññîâ èìååòñÿ r øòóê ( 1

r x£ ). Â êàæäîì êëàññå
âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ÷èñëî. Ìíîæåñòâî âûáðàííûõ
÷èñåë è äàñò íàì, î÷åâèäíî, òðåáóåìûé áàçèñíûé
íàáîð. Èçìåíèâ, åñëè íàäî, íóìåðàöèþ ÷èñåë, ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ÷èñëà 

1 2
, , , rx x x… .

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà mx  ñðåäè ÷èñåë

1 2
, , , rx x x…  åñòü ÷èñëî kx , ñðàâíèìîå ñ íèì ïî ìîäóëþ

1
x , è òîãäà

1m k mx x q x- = ,

ò.å.

1m k mx x q x= + .

Äàëåå ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ è À
– íåêîòîðîå ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ (n + 1)-ìåðíûõ
âåêòîðîâ ( 1 2 1

, , , ,n nx x x x…
+

). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Â
n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷àåìûõ èç âåêòîðîâ ìíîæå-
ñòâà À îòáðàñûâàíèåì ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû 

1nx
+

. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, âî ìíîæåñòâå Â èìååòñÿ
áàçèñíûé íàáîð âåêòîðîâ 1, , kb b… . Ïóñòü 

1 2
, , , ka a a…  –

ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû èç ìíîæåñòâà À (íàáîð

1 2
, , , ka a a…  âîññòàíàâëèâàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, íî ýòî

íàñ íå äîëæíî áåñïîêîèòü). Åñëè a AŒ  – ïðîèçâîëü-

íûé âåêòîð: ( )1 1
, , ,n na x x x…

+
= , òî äëÿ íåêîòîðûõ

öåëûõ ÷èñåë 1 2
, , , kλ λ λ…  áóäåò

( )1 2

1

, , ,

k

n i i
i

x x x bλ…

=

= Â ,

íî òîãäà ïåðâûå n êîîðäèíàò âåêòîðà

1

k

i i
i

a a aλ
=

= -¢ Â

ðàâíû íóëþ, ò.å.

( )1
0,0, ,0, na x�…

+
=¢ .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A¢  âñåõ âåêòîðîâ âèäà a¢ . Âî
ìíîæåñòâå A¢ , êàê áûëî äîêàçàíî ðàíüøå, èìååòñÿ
áàçèñíûé íàáîð âåêòîðîâ. Ïóñòü ýòî áóäóò âåêòîðû

1 2
, , , le e e…¢ ¢ ¢  . Âñïîìíèì, ÷òî ïðè ëþáîì 1 j l≤ ≤

1

k

j j ij i
i

e e aλ
=

= -¢ Â ,

ãäå je  – íåêîòîðûé âåêòîð èç A, à ijλ ∈Z , 1 i k≤ ≤ .
Äîáàâèì òåïåðü ê âåêòîðàì 1 2

, , , ka a a…  âåêòîðû

1 2
, , , le e e… . Ýòî è áóäåò òðåáóåìûé áàçèñíûé íàáîð â À.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a AŒ  – ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
Òîãäà

1

,
l

j j
j

a eμ
=

=¢ ¢Â   ãäå jμ ŒZ ,

ò.å.

1 1

k l

i i j j
i j

a a eλ μ
= =

= + ¢Â Â .

Âûðàæàÿ je¢  ÷åðåç je  è 
1 2
, , , ka a a… , ïîëó÷èì (ïîñëå

ñîêðàùåíèé) ïðåäñòàâëåíèå a  â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè âåêòîðîâ 1 1
, , , , ,k la a e e… … . Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøàþùèé ýòàï

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü À äâóìåðíûõ âåêòî-
ðîâ ( )1

,n n na A A
+

= . Ïî äîêàçàííîìó, â ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè åñòü áàçèñíûé íàáîð. Ïóñòü ýòî âåêòîðû

1 2
, , ,

kn n na a a… . Íî òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà

1
, , kp p…  òàêèå, ÷òî

1

1

k i

k

n i n
i

a p a
+

=

= Â .

Îáîçíà÷èâ 1kn +  ÷åðåç r, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

( ) ( )1 1 1

1 1 1

, , ,
i i i i

k k k

r r i n n i n i n
i i i

A A p A A p A p A
+ + +

= = =

Ê ˆ
= = Á ˜Ë ¯

Â Â Â .

Ïðèðàâíèâàÿ êîîðäèíàòû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé,
èìååì

1 1

1 1

,
i i

k k

r i n r i n
i i

A p A A p A
+ +

= =

= =Â Â .

Çàìåíèâ âñå ÷èñëà nA  èõ âûðàæåíèÿìè ÷åðåç α  è β :

1 2

n n
nA c cα β= + ,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

1 2

1 1

1 1 1 1

1 2

1 1

0,

0.

i i

i i

k k
r n r n

i i
i i

k k
r n r n

i i
i i

c p c p

c p c p

α α β β

α α β β

= =

+ + + +

= =

Ï Ê ˆ Ê ˆ
- + - =Ô Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯Ô

Ì
Ê ˆ Ê ˆÔ - + - =Á ˜ Á ˜Ô Ë ¯ Ë ¯Ó

Â Â

Â Â

Ïóñòü ( )
1

i

k
r n

i
i

P x x p x
=

= - Â . Ìíîãî÷ëåí ( )P x  èìååò

öåëûå êîýôôèöèåíòû, à ñòàðøèé åãî êîýôôèöèåíò

ðàâåí 1. Ñèñòåìó ïåðåïèøåì òàê:

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

0,

0.

c P c P

c P c P

α β

α α β β

+ =ÏÔ
Ì

+ =ÔÓ
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

( ) ( )

( ) ( )

1

2

0,

0.

c P

c P

β α α

β α β

- =ÏÔ
Ì

- =ÔÓ

Íî 1
c  è 2

c  íå ðàâíû íóëþ è β απ , ïîýòîìó ( ) 0P α =

è ( ) 0P β = , ò.å. α  è β  – êîðíè ìíîãî÷ëåíà ( )P x . À ðàç
òàê, òî

( ) ( ) ( )2P x Q x ax bx c= + + .

Èç íåïðèâîäèìîñòè è ïðèìèòèâíîñòè êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà ñëåäóåò, ÷òî ( )Q x  – ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè (ñì. óòâåðæäåíèå 2). Íî òîãäà, åñëè 
0

q  –
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà ( )Q x , òî ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà ( )P x  ðàâåí 

0
1 a q= ◊  Íî ýòî

âîçìîæíî ëèøü ïðè à = 1 è 
0

1q = . À ýòî ìû è
ñîáèðàëèñü äîêàçàòü.

Â îáùåì ñëó÷àå âñå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. Èìåí-
íî, ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü À öåëî÷èñëåí-
íûõ r-ìåðíûõ âåêòîðîâ ( )1 1

, , ,n n n n ra A A A…
+ + -

= , âû-
áèðàåì â À áàçèñíûé íàáîð. Èñõîäÿ èç áàçèñíîãî
íàáîðà, ñòðîèì ìíîãî÷ëåí ( )P x . Äîêàçûâàåì, ÷òî âñå
êîðíè 1

, , rα α α…=  ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ( )P x , ò.å.

( )P x  äåëèòñÿ íà íåïðèâîäèìûé è ïðèìèòèâíûé ìíî-
ãî÷ëåí ( )p x  è ÷àñòíîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò 

0
a  ìíîãî÷ëåíà ( )p x  ðàâåí 1.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α  îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì Ïèçî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α  – ÷èñëî
Ïèçî.

Êàêèå áûâàþò ÷èñëà Ïèçî

Îïðåäåëåíèå 10. Ìíîãî÷ëåí ( )p x  ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1,
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ïèçî, åñëè îäèí èç åãî êîð-
íåé 1α > , à îñòàëüíûå êîðíè íå ðàâíû íóëþ è ïî
ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.

Äîêàæåì, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí Ïèçî  íåïðèâîäèì.

Ïóñòü ( ) ( ) ( )1 2
p x p x p x= , ãäå ( )1

p x  è ( )2
p x  – ìíîãî-

÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, è 1α >  – êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà ( )p x . Òîãäà ( ) ( )1 2
0p pα α = . Ïóñòü, äëÿ

îïðåäåëåííîñòè, ( )1
0p α = . Íî ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî-

÷ëåíà ( )2
p x , ðàâíûé ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèþ

åãî êîðíåé, íå ðàâåí íóëþ è ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà Ïèçî ëþáîé íàïåðåä
çàäàííîé ñòåïåíè r. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ìíîãî÷ëåí Ïèçî ñòåïåíè r. Ïîñòðîåíèå îñóùåñòâèì
òàê.

Âîçüìåì òî÷êè 
1

1
x

r
= , 

2

2
x

r
= , …, 

1

1
r

r
x

r
-

-
= ,

1rx =  è ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí ( )f x  ñ ðàöèîíàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè r – 1 òàêîé, ÷òî

( ) ( ) ( )
11

1 2, 2, , 1 2,
k

k

r
f f f x

r
… …

+-Ê ˆ= - = = - ◊Á ˜Ë ¯ ( )1
, f x =

( )
1

1 2
r

f
r

Ê ˆ= = - ◊Á ˜Ë ¯
.

Âîò îäèí èç ñïîñîáîâ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ (äëÿ çíàòî-
êîâ – ìû ñòðîèì òàê íàçûâàåìûé èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà). Ñíà÷àëà ñòðîèì ìíîãî÷ëåíû

( )i xϕ  òàêèå, ÷òî ( ) 1i ixϕ = , à ( ) 0i kxϕ =  ïðè i kπ :

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 3

1

1 2 1 3 1

r

r

x x x x x x
x

x x x x x x
ϕ

…

…

- - -
=

- - -
,

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 3

2

2 1 2 3 2

r

r

x x x x x x
x

x x x x x x
ϕ

…

…

- - -
=

- - -
,

…

( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1

r
r

r r r

x x x x
x

x x x x
ϕ -

-

- -
=

- -

…

…
.
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Âñå ìíîãî÷ëåíû ( )i xϕ  èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû è ñòåïåíü r – 1.

Ïóñòü

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 1 2

r
r rg x x x xϕ ϕ ϕ…

-
= - + + + - ◊ .

Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ( )g x  ðàöèîíàëüíû, à

( ) ( )
1

1 2
r i

ig x
- += - ◊  ïðè i = 1, 2, …, r.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ì – íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíà-
òåëü åãî êîýôôèöèåíòîâ. Ìíîãî÷ëåí ( ) ( )P x Mg x=

èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Ïðè ýòîì

( ) ( )
1

1 2
r i

iP x M
- += - ◊ .

Çíàêè ÷èñåë ( )iP x  ÷åðåäóþòñÿ, è êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë
ïî ìîäóëþ íå ìåíüøå ÷åì 2.

Ïóñòü òåïåðü

( ) ( )rf x x P x= + .

Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ( )f x  ðàâíà r, åãî êîýôôèöèåíòû
– öåëûå ÷èñëà, ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1, à çíàêè

÷èñåë  ( ) ( )r
i i if x x P x= +  ÷åðåäóþòñÿ. Ïîýòîìó ( )f x

èìååò êîðåíü íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ ( )1 2
; ,x x

( ) ( )2 3 1
; , , ;r rx x x x…

-
. À òàê êàê ( ) ( )1 0rf x f= < , òî è íà

ïðîìåæóòêå ( )1; + •  òîæå åñòü êîðåíü.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí ( )f x  ñòåïåíè r èìååò â

òî÷íîñòè r äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Îäèí èç íèõ áîëü-
øå 1, îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíû è ìåíüøå 1. Ïî äîêà-
çàííîìó ðàíåå, ìíîãî÷ëåí ( )f x  íåïðèâîäèì è áîëüøèé
åãî êîðåíü – ÷èñëî Ïèçî.

Èòàê, ÷èñåë Ïèçî äîñòàòî÷íî ìíîãî. Îäíàêî ïðè
ëþáîì íàòóðàëüíîì k  â ïðîìåæóòêå ( ); 1k k +  ñîäåð-
æèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë Ïèçî äàííîé

ñòåïåíè r. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè ( ) rP x x= +
1

1

r
ra x a-+ + +…  – ìíîãî÷ëåí Ïèçî è 1k kα< < +  – åãî

êîðåíü, òî ka  – öåëîå ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå ïðîèçâåäå-

íèé êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ( )p x  ïî k, óìíîæåííîé íà

( )1
k- . Âñåãî òàêèõ ïðîèçâåäåíèé k

rC , à êàæäîå èç íèõ
ïî ìîäóëþ ìåíüøå ÷åì k + 1 (îäèí êîðåíü – ìåæäó k
è k + 1, à îñòàëüíûå – ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1), òàê ÷òî

( )1 k
k ra k C< + .

Íî óæå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, òàê êàê
âñå îíè èìåþò îãðàíè÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè öåëûå
êîýôôèöèåíòû.

Â òî æå âðåìÿ, â êàæäîì ïðîìåæóòêå ( ); 1k k +  åñòü
÷èñëà Ïèçî ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ñòåïåíè.

Ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèå
ìíîãî÷ëåíû Ïèçî.

Äëÿ âòîðîé ñòåïåíè – ýòî ìíîãî÷ëåí
2

1x kx- - ,

ãäå k – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îäèí èç åãî êîðíåé
2

4

2

k k
α

+ +
=  ëåæèò â èíòåðâàëå ( ); 1k k + , âòîðîé

êîðåíü îòðèöàòåëåí è ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1.

Äëÿ òðåòüåé ñòåïåíè ýòî ìíîãî÷ëåí

3
1x x- - ,

èìåþùèé êîðåíü â èíòåðâàëå (1; 2), è ìíîãî÷ëåí

 ( )3 2
1 1x k x- + +

ïðè íàòóðàëüíîì 2k ≥  äëÿ ïðîìåæóòêà (k; k + 1).
Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè r ýòî ìíîãî÷ëåí

1
1

r rx x -- - -…

äëÿ ïðîìåæóòêà (1; 2) è ìíîãî÷ëåí

( ) 11 1r rx k x -
- + +

äëÿ ïðîìåæóòêà ( ); 1k k + .
Âñå ïåðå÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû è ÿâ-

ëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Ïèçî.
Èçâåñòíî è íàèìåíüøåå íå öåëîå ÷èñëî Ïèçî. Ýòî

êîðåíü óðàâíåíèÿ

3
1 0x x- - = ,

ðàâíûé (ïî ôîðìóëå Êàðäàíî)

( )3 3

3

1
9 69 9 69

18
x = + + - .

Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë Ïèçî çàìêíó-
òî, ò.å. åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nα , ñîñòîÿùàÿ èç
÷èñåë Ïèçî, èìååò ïðåäåë

lim n
n

α β
Æ•

= ,

òî ÷èñëî β  ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ïèçî.
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåàëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

1α > , îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Ïèçî, îòêðûò. Îäíàêî

äîêàçàíî, ÷òî åñëè { }{ }nα  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ äîñòàòî÷-

íî áûñòðî, òî÷íåå – åñëè ðÿä { }{ }
2

1

n

n

α
•

=

Â  ñõîäèòñÿ, òî

α  ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì è, ñëåäîâàòåëüíî

(â ñèëó òåîðåìû 3), – ÷èñëîì Ïèçî.

Çàêëþ÷åíèå

Âïåðâûå ïóáëèêàöèè î ÷èñëàõ Ïèçî ïîÿâèëèñü â
íàó÷íîé ëèòåðàòóðå â 1946 ãîäó. Àâòîðàìè  èõ áûëè
ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ïèçî è èíäèéñêèé ìàòåìàòèê
Âèäæàÿðàãõàâàí. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû íåîäíîêðàòíî
ïîÿâëÿëèñü ñòàòüè î ÷èñëàõ Ïèçî. Â ñàìîå ïîñëåäíåå
âðåìÿ îáíàðóæåíà ñâÿçü ÷èñåë Ïèçî ñ òåîðèåé êâàçè-
êðèñòàëëîâ â ôèçèêå.

Â 2000 ãîäó çàäà÷à î ÷èñëàõ Ïèçî áûëà ïðåäëîæåíà
øêîëüíèêàì – ó÷àñòíèêàì êîíôåðåíöèè Òóðíèðà ãîðî-
äîâ. Ïî÷òè ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ÷èñåë
Ïèçî è ïîäáîðêà çàäà÷ îá ýòèõ ÷èñëàõ áûëè ðàçðàáîòà-
íû À.Êàíåëåì-Áåëîâûì, Ñ.Äîðè÷åíêî è àâòîðîì ýòîé
ñòàòüè.

Ïîïðàâêà. Â ïÿòîì íîìåðå æóðíàëà íà ñ.11 äîïóùåíà
îïå÷àòêà. Âòîðîé àáçàö â ïðàâîé êîëîíêå äîëæåí áûòü
òàêèì:

Íî òîãäà
k

N k N

p
A A

q
+

Ê ˆ
= Á ˜Ë ¯

ïðè âñåõ k > 1. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê NA  íå äåëèòñÿ íà
kq  ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, ò.å. N kA +  — íå öåëîå.
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Â
 ÏÐÅÄÅËÀÕ  ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÛÕ  ÃÐÀÍÈÖ  ÃÅÐÌÀÍÈÈ
Ãåéäåëüáåðãñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Êàðëà Ðóï-
ðåõòà, îñíîâàííûé â 1386 ãîäó, ÿâëÿåòñÿ ñòàðåé-

øèì (õîòÿ ïåðâûì ñîáñòâåííî ãåðìàíñêèì óíèâåðñèòå-
òîì áûë Ïðàæñêèé óíèâåðñèòåò, îñíîâàííûé åùå â
1348 ãîäó). B òó ïîðó â Ãåéäåëüáåðãå ïðîæèâàëî íå
áîëåå 3500 ÷åëîâåê, à óíèâåðñèòåò ïðèâëåê â íåãî åùå
îêîëî 600 ñòóäåíòîâ. Äåâèçîì óíèâåðñèòåòà ñòàëà
ôðàçà íà åãî ïå÷àòè «Êíèãà çíàíèé âñåãäà îòêðûòà»
(Semper apertus).

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XVI âåêà Ãåéäåëüáåðãñêèé óíè-
âåðñèòåò ïåðåæèâàë ïåðèîä ðàñöâåòà, ÿâëÿÿñü, ïî ñóòè,
àêàäåìè÷åñêèì è êóëüòóðíûì öåíòðîì Åâðîïû. Ñ
íà÷àëîì òðèäöàòèëåòíåé âîéíû, îäíàêî, ïîëîæåíèå
óíèâåðñèòåòà ðåçêî óõóäøèëîñü, à åãî çíàìåíèòàÿ
áèáëèîòåêà áûëà ïîõèùåíà èç öåðêîâíîãî õðàíèëèùà
è ïåðåâåçåíà â Ðèì. Ëèøü â íà÷àëå XIX âåêà âåëèêèé
ãåðöîã Êàðë Ôðèäðèõ âîññòàíîâèë ïðèøåäøèé â óïà-
äîê óíèâåðñèòåò è äàë åìó ãîñóäàðñòâåííûå ãàðàíòèè.

Ñ Ãåéäåëüáåðãîì ñâÿçàíû ìíîãèå âûäàþùèåñÿ ôèëî-
ñîôû è èññëåäîâàòåëè. Çäåñü ðàáîòàëè Ãåîðã Ãåãåëü è
Ëþäâèã Ôåéåðáàõ, ïðåïîäàâàë ïñèõîëîãèþ è ôèëîñî-
ôèþ ýêçèñòåíöèàëèçìà Êàðë ßñïåðñ.

Ïðîôåññîð Ãåéäåëüáåðãñêîãî óíèâåðñèòåòà Ãóñòàâ
Êèðõãîô â ñåðåäèíå XIX âåêà ñôîðìóëèðîâàë ðÿä
îñíîâíûõ çàêîíîâ ýëåêòðîòåõíèêè, ñïåêòðîñêîïèè è
òåîðèè èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà. Çàêîíû èçëó÷åíèÿ
÷åðíîãî òåëà, âïîñëåäñòâèè îáúÿñíåííûå â ðàìêàõ
ìîäåëè àòîìà Áîðà, ñïîñîáñòâîâàëè ðàçâèòèþ êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè. Â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Ðîáåðòîì Áóíçåíîì,
òàêæå ïðîôåññîðîì Ãåéäåëüáåðãñêîãî óíèâåðñèòåòà,
Êèðõãîô îòêðûë õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû öåçèé è ðóáè-
äèé. Ôèëèïï Ëåíàðä â 1905 ãîäó áûë óäîñòîåí Íîáå-
ëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå çà èññëåäîâàíèå êàòîäíûõ
ëó÷åé. Åãî ðàáîòû ëåæàò â îñíîâå ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ
èíôîðìàöèîííûõ è êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Â
Ãåéäåëüáåðãå ðîäèëñÿ Âîëüôãàíã Êåòòåðëå, ëàóðåàò
Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå 2001 ãîäà çà èññëåäî-
âàíèå ëàçåðíîãî îõëàæäåíèÿ è çàõâàòà óëüòðàõîëîä-
íûõ àòîìîâ. Îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àâòîðîâ îòêðûòèÿ
Áîçå-Ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèè ãàçîâ.

Ñ óíèâåðñèòåòîì Ëåéïöèãà, îñíîâàííîì â 1409
ãîäó, ñâÿçàíû èìåíà ìíîãèõ ïðåäñòàâèòåëåé íåìåöêîé
êóëüòóðû. Ñðåäè íèõ ôèëîñîôû Ãîòõîëüä Ëåññèíã è
Ôðèäðèõ Íèöøå, êîìïîçèòîðû Ðîáåðò Øóìàí è Ðè-
õàðä Âàãíåð. Èç çíàìåíèòûõ ôèçèêîâ ñëåäóåò óïîìÿ-
íóòü Ãóñòàâà Ãåðöà, óäîñòîåííîãî Íîáåëåâñêîé ïðåìèè
1925 ãîäà çà èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ ýëåêòðîíîâ
÷åðåç ãàçû, è Âåðíåðà Ãåéçåíáåðãà, ëàóðåàòà Íîáåëåâ-
ñêîé ïðåìèè 1932 ãîäà çà ñîçäàíèå ìàòðè÷íîé ôîðìó-
ëèðîâêè êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Òþáèíãåíñêèé óíèâåðñèòåò áûë îñíîâàí â 1477 ãîäó
ïåðâûì ãåðöîãîì Âþðòåìáåðãñêèì Ýáåðõàðäîì VI,
âîñïðèíÿâøèì èäåè åâðîïåéñêîãî âîçðîæäåíèÿ â ñâîèõ
ïîåçäêàõ ïî Èòàëèè. Ýòîò óíèâåðñèòåò ñûãðàë âàæíóþ
ðîëü â ýïîõó ïðîòåñòàíòñêîé ðåôîðìàöèè, â íåì ñôîð-
ìèðîâàëèñü îñíîâû áóäóùåé øêîëüíîé ñèñòåìû Ãåðìà-
íèè. Ñðåäè åãî çíàìåíèòûõ âîñïèòàííèêîâ àñòðîíîì
Èîãàíí Êåïëåð, ïîýò Ôðèäðèõ Ã¸ëüäåðëèí, ôèëîñîôû
Ôðèäðèõ Øåëëèíã è Ãåîðã Ãåãåëü. Ðàñöâåò Òþáèíãåí-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà ïðèøåëñÿ íà ñåðåäèíó XIX âåêà,
êîãäà â íåì áûë ñîçäàí ïåðâûé â Ãåðìàíèè ôàêóëüòåò
åñòåñòâåííûõ íàóê.

Ìàðáóðãñêèé óíèâåðñèòåò, îñíîâàííûé â 1527 ãîäó
è íîñÿùèé èìÿ åãî îñíîâàòåëè Ôèëèïïà I, ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûì è ñòàðåéøèì ïðîòåñòàíòñêèì óíèâåðñèòåòîì.
Ïîçèöèè ýòîãî óíèâåðñèòåòà îñîáåííî ñèëüíû â ôèëî-
ñîôèè, òåîëîãèè è ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ. Íàðÿäó ñ
ýòèì, â íåì ïðåïîäàâàëè âûäàþùèåñÿ õèìèêè Ðîáåðò
Áóíçåí è Îòòî Ãàí è ïåðâûé ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè ïî ìåäèöèíå (1901 ã.) Ýìèëü Áåðèíã. Ñðåäè
çíàìåíèòûõ ñòóäåíòîâ Ìàðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà
Ìèõàèë Ëîìîíîñîâ, áðàòüÿ Ãðèìì, Áîðèñ Ïàñòåðíàê.

Ðàñöâåò Éåíñêîãî óíèâåðñèòåòà, îñíîâàííîãî â 1558
ãîäó, íàñòóïèë â êîíöå XVIII – íà÷àëå XIX âåêà, êîãäà
ïðåïîäàâàíèå â íåì âåëè òàêèå âûäàþùèåñÿ ïðîôåññî-
ðà, êàê Èîãàíí Ôèõòå, Ãåîðã Ãåãåëü, Ôðèäðèõ Øëå-
ãåëü è Èîãàíí Øèëëåð. Â ýòè ãîäû ïîêðîâèòåëüñòâî
óíèâåðñèòåòó îêàçûâàë ïàòðîí Ã¸òå ãåðöîã Êàðë Àâ-
ãóñò. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ñòóäåíòîâ Éåíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà áûëî èñêëþ÷èòåëüíîå ñâîáîäîëþáèå è ðåâ-
íèâîå îòíîøåíèå ê êîäåêñó ÷åñòè, ÷òî ïðîÿâëÿëîñü â
áåñ÷èñëåííûõ äóýëÿõ. Â êîíöå XIX âåêà ðàáîòû Êàðëà
Öåéññà è Ýðíñòà Àááå ïî ñîçäàíèþ òî÷íûõ îïòè÷åñêèõ
ïðèáîðîâ äàëè íîâûé èìïóëüñ ðàçâèòèþ íå òîëüêî
Éåíñêîãî óíèâåðñèòåòà, íî è âñåé ãåðìàíñêîé ïðîìûø-
ëåííîñòè è íàóêè.

Êàê è äðóãèå ñðåäíåâåêîâûå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ, âñå
óïîìÿíóòûå óíèâåðñèòåòû ñûãðàëè âûäàþùóþñÿ ðîëü
â ôîðìèðîâàíèè åâðîïåéñêîé öèâèëèçàöèè. Âñå îíè
ñîçäàâàëèñü ïî îáðàçó Áîëîíñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïðî-
øëè ÷åðåç ëþòåðàíñêóþ ðåôîðìàöèþ è îñòàëèñü êðóï-
íåéøèìè öåíòðàìè íåìåöêîé êóëüòóðû.

Íîâûé ýòàï â ðàçâèòèè âûñøåé øêîëû Ãåðìàíèè
ñâÿçàí ñ îáðàçîâàíèåì â 1809 ãîäó Áåðëèíñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà. Åãî êîíöåïöèÿ, îñíîâàííàÿ íà åäèíñòâå îáó-
÷åíèÿ è íàóêè, áûëà ðàçðàáîòàíà Âèëüãåëüìîì Ãóì-
áîëüäòîì â íà÷àëå XIX âåêà, à â íàñòîÿùåå  âðåìÿ  ñòàëà
îñíîâîé óíèâåðñèòåòñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Ïðè ñîçäàíèè
Áåðëèíñêîãî óíèâåðñèòåòà åãî  ñòðóêòóðà  ïîëíîñòüþ

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 22)

Óíèâåðñèòåòû Ãåðìàíèè
À.ÂÀÑÈËÜÅÂ



Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 ôåâðàëÿ 2006 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹6–2005» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1976» èëè «Ô1983». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì1976 è Ì1977 ïðåäëàãàëèñü íà âåñåííåì Òóðíèðå ãîðîäîâ, à çàäà÷à M1979 – íà 5-ì

Òóðíèðå ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì1976 – Ì1980, Ô1983–Ô1987

Ì1976. Ïóñòü N – ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæè-
òå, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ëèáî ÷èñëà N, ëèáî ÷èñëà
3N íàéäåòñÿ îäíà èç öèôð 1, 2, 9.

Ð.Æåíîäàðîâ

Ì1977. Â ïåðâîì ðÿäó øàõìàòíîé äîñêè ñòîÿò 8
îäèíàêîâûõ ÷åðíûõ ôåðçåé, à â ïîñëåäíåì ðÿäó – 8
îäèíàêîâûõ áåëûõ ôåðçåé. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå
÷èñëî õîäîâ áåëûå ôåðçè ìîãóò îáìåíÿòüñÿ ìåñòàìè ñ
÷åðíûìè? Õîäÿò áåëûå è ÷åðíûå ïî î÷åðåäè, ïåðåäâè-
ãàÿ ïî îäíîìó ôåðçþ çà õîä. Ôåðçü õîäèò ïî âåðòèêà-
ëè, ãîðèçîíòàëè èëè äèàãîíàëè íà ëþáîå ÷èñëî êëåòîê
(åñëè íà åãî ïóòè íåò äðóãèõ ôåðçåé).

Ñ.Òîêàðåâ

Ì1978. Áèññåêòðèñû óãëîâ BAD è BCD âïèñàííîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K,
ëåæàùåé íà äèàãîíàëè BD. Òî÷êà Ì – ñåðåäèíà
îòðåçêà BD. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ AD è ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç Ñ, ïåðåñåêàåò ëó÷ AM â òî÷êå Ð, ëåæàùåé âíå
÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî DP = DC.

Â.Øìàðîâ (ó÷åíèê 9 êë.)

Ì1979. Íà ïðÿìîëèíåéíîé äîðîãå ñòîÿò íåñêîëüêî
ñâåòîôîðîâ. Íà êàæäîì ñâåòîôîðå êðàñíûé ñâåò è
çåëåíûé ñâåò ãîðÿò ïî ðàâíîìó öåëîìó êîëè÷åñòâó
ìèíóò (äëÿ ðàçíûõ ñâåòîôîðîâ ýòè êîëè÷åñòâà ìîãóò
ðàçëè÷àòüñÿ). Àâòîãîíùèê â êàæäûé ìîìåíò ëèáî åäåò
ñ ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ, ëèáî ñòîèò íà êðàñíûé
ñâåò ó ñâåòîôîðà. Îí èçó÷èë ðåæèì ðàáîòû ñâåòîôîðîâ
è óòâåðæäàåò, ÷òî, âûåõàâ â ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ, îí
ìîæåò äîåõàòü îò íà÷àëà äî êîíöà çà 30 èëè 32 ìèíóòû,
íî íå ìîæåò äîåõàòü çà 31 ìèíóòó. Ìîãóò ëè åãî ñëîâà

îêàçàòüñÿ ïðàâäîé? (Åñëè ãîíùèê ïîäúåçæàåò ê ñâåòî-
ôîðó â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ñâåòà, îí ñ÷èòàåò, ÷òî
ñâåò óæå ïåðåêëþ÷èëñÿ.)

È.Áîãäàíîâ

Ì1980. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûé ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè 1 ìîæíî ïîìå-
ñòèòü â íåêîòîðûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé øåñòè-

óãîëüíèê ïëîùàäè 
4

3
.

Â.Äîëüíèêîâ

Ô1983. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà
ðèñóíêå 1, âñå ãðóçû îäèíàêîâûå, áëî-
êè èìåþò ïðåíåáðåæèìî ìàëûå ìàññû,
íèòè î÷åíü ëåãêèå è íåðàñòÿæèìûå. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò ãðóçû óäåðæèâàþò
òàê, ÷òî íèòè íàòÿíóòû, à ïðè èõ îòïóñ-
êàíèè äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ áåç ðûâ-
êîâ. Íàéäèòå óñêîðåíèÿ áëîêîâ. Ñâî-
áîäíûå êóñêè íèòåé âåðòèêàëüíû.

À.Áëîêîâ

Ô1984. Ìîëü ãåëèÿ íàõîäèòñÿ â ñîñóäå
îáúåìîì 10 ë ïðè òåìïåðàòóðå 300 Ê.
Îáúåì ãàçà óâåëè÷èâàþò, ïðè ýòîì òåï-
ëîåìêîñòü åãî âî âñåì ïðîöåññå ðàâíà
Ñ = 1000 Äæ/Ê (è îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé!). Îöåíèòå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû
ãàçà ïðè åãî ðàñøèðåíèè â 20 ðàç.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1985. Áàòàðåéêó íàïðÿæåíèåì U =
= 6 Â ñ ìàëûì âíóòðåííèì ñîïðîòèâëå-
íèåì ïîäêëþ÷àþò ê öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 2.
Êîíäåíñàòîðû èìåþò îäèíàêîâûå åìêîñòè Ñ = 100 ìêÔ,

Ðèñ. 1
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ðåçèñòîðû òàêæå îäè-
íàêîâûå, ñîïðîòèâëå-
íèåì R = 10 êÎì êàæ-
äûé. Êàêîé ïîëíûé
çàðÿä ïðîòå÷åò ÷åðåç
«ãîðèçîíòàëüíûé» ðå-
çèñòîð? Êàêîå êîëè÷å-
ñòâî òåïëîòû â íåì
âûäåëèòñÿ?

À.Çèëüáåðìàí

Ô1986. Êàòóøêà ñîäåð-
æèò N = 1000 âèòêîâ ïðîâîäà è íàìîòàíà íà òîðîèäàëü-
íûé ñåðäå÷íèê, ñäåëàííûé èç ìàòåðèàëà ñ áîëüøîé
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Êàòóøêà âêëþ÷åíà â ñåòü
ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ U = 36 Â ïîñëåäîâàòåëüíî ñ
ðåçèñòîðîì ñîïðîòèâëåíèåì R = 100 Îì. Îò ÷àñòè
êàòóøêè (n = 250 âèòêîâ îò îäíîãî èç êîíöîâ íàìîòêè)
ñäåëàí îòâîä, è ýòà ÷àñòü êàòóøêè çàìêíóòà ïðîâîäíè-
êîì, èìåþùèì î÷åíü ìàëîå ñîïðîòèâëåíèå. Êàêîé òîê
òå÷åò ïî ýòîìó ïðîâîäíèêó? Ðàññåÿíèåì ìàãíèòíîãî
ïîòîêà ïðåíåáðå÷ü. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà, êîòîðûì
íàìîòàíà êàòóøêà, ñ÷èòàòü ìàëûì.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1987. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îòðàæåíèÿ ñâåòà îò ïîâåðõíî-
ñòè ëèíçû ïðèìåíÿþò ïðîñâåòëÿþùèé ñëîé èç ìàòåðè-
àëà ñ ìåíüøèì êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ, ÷åì ó
ñòåêëà ëèíçû. Ðàñ÷åò ýòîãî ñëîÿ îáû÷íî ïðîèçâîäÿò
äëÿ äëèíû âîëíû 0,55 ìêì, ñîîòâåòñòâóþùåé çåëåíî-
ìó öâåòó. Êàê èçìåíèòñÿ ïðè ýòîì îòðàæåíèå ñâåòà äëÿ
êðàñíîãî è ôèîëåòîâîãî êðàåâ äèàïàçîíà âèäèìîãî
ñâåòà?

À.Ñâåòîâ

Ðèñ. 2

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1951 – Ì1960,
Ô1968 – Ô1972

Ì1951. Èìåþòñÿ äâà ðàçíûõ ðàñïîëîæåíèÿ îäíèõ è
òåõ æå ëàäåé íà øàõìàòíîé äîñêå, ïðè÷åì èçâåñòíî,
÷òî îäíî ïîëó÷åíî èç äðóãîãî ïîñëå äâóõ õîäîâ êàæäîé
ëàäüè. Âñåãäà ëè ìîæíî óêàçàòü òðåòüå ðàñïîëîæå-
íèå ýòèõ æå ëàäåé íà ýòîé äîñêå, èç êîòîðîãî êàæäîå
èç äâóõ äàííûõ ðàñïîëîæåíèé äîñòèãàåòñÿ îäíèì
õîäîì êàæäîé ëàäüè?

Îòâåò: íåò.
Îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðâîíà÷àëüíûõ ðàñïîëîæåíèé
îäíîé ëàäüè ìîæíî óêàçàòü äâà âîçìîæíûõ ïðîìåæó-
òî÷íûõ åå ïîëîæåíèÿ. Åñëè æå áðàòü áîëüøåå êîëè÷å-
ñòâî ïàð íà÷àëüíûõ ðàñïîëîæåíèé ëàäåé, òî ïàðû èõ
âîçìîæíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëîæåíèé ìîãóò èìåòü
ïåðåñå÷åíèÿ, è ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå êëå-
òîê, ñîñòàâëÿþùèõ ýòè ïàðû, ñîäåðæèò ìåíüøå ýëåìåí-
òîâ, ÷åì âñåãî ëàäåé. Âîò âîçìîæíûé ïðèìåð.

Ëàäüÿ: 1     2     3    4     5

Åå ïîçèöèÿ ¹1: b4,  c3,  d2,  b3,  c2

Åå ïîçèöèÿ ¹2: c5,   d4,  e3,  d5,  e4

Èìåþòñÿ âñåãî ÷åòûðå êëåòêè b5, c4, d3, e2 äëÿ
ðàññòàíîâêè íà íèõ ïÿòè ëàäåé.

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

Ì1952. Ïóñòü ÀÍ – âûñîòà, BL – áèññåêòðèñà,
ÑÌ – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ÀÍ, BL è ÑÌ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå â òî÷íîñòè åñëè LH AB� .
á) Äîêàæèòå, ÷òî LH AB�  â òî÷íîñòè åñëè
sin

tg
cos

A
B

C

–
= –

–
.

à) Â ýòîì ïóíêòå L è H – ïðîèçâîëüíûå (íå îáÿçàòåëüíî
ñîâïàäàþùèå ñ îñíîâàíèÿìè áèññåêòðèñû è âûñîòû)
âíóòðåííèå òî÷êè îòðåç-
êîâ ÀÑ è ÂÑ ñîîòâåò-
ñòâåííî.
Ïóñòü LH AB� , N – òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ÌÎ ñ LH
(ñì. ðèñóíîê). Òîãäà
LN NO NH

MB OM AM
= = , LN=

= NH. Çíà÷èò, N ëåæèò

íà ìåäèàíå CM, îòêóäà è
Î ëåæèò íà ÑÌ.
Ïóñòü Î ëåæèò íà ÑÌ.
Ïðîâåäåì LH AB�¢ . Òàê
êàê BL è AH¢  ïåðåñåêàþòñÿ íà ìåäèàíå ÑÌ, òî
H H=¢ . Òàêèì îáðàçîì, LH AB� .
á) Ïîñêîëüêó ÀH – âûñîòà, BL – áèññåêòðèñà, óñëîâèå

LH AB� , èëè 
BH AL

CH CL
= , ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

cos

cos

c B c

b C a

–
=

–
,

ò.å., ïîñêîëüêó

sin

sin

a A

b B

–
=

–
,

– â âèäå

sin
tg

cos

A
B

C

–
= –

–
.

À.Ïîëÿíñêèé, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1953. Èç ëèñòà êëåò÷àòîé áóìàãè âûðåçàëè ïî
ëèíèÿì ñåòêè ìíîãîóãîëüíèê áåç äûð. Èçâåñòíî, ÷òî
åãî ìîæíî ðàçðåçàòü ïî ëèíèÿì ñåòêè íà ïðÿìîóãîëü-
íèêè 2 1¥ . Äîêàæèòå, ÷òî ó íåãî åñòü õîòÿ áû îäíà
ñòîðîíà ÷åòíîé äëèíû.

Ïóñòü êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê 2 1¥  ñîñòàâëåí èç äâóõ
ðàçíîöâåòíûõ êëåòîê – áåëîé è ÷åðíîé. Ïîñêîëüêó
ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òàêèå ïðÿìîóãîëü-
íèêè, òî â íåì ïîðîâíó ÷åðíûõ è áåëûõ êëåòîê.
Ïîñ÷èòàåì ñóììàðíûå ïåðèìåòðû ÷åðíûõ è áåëûõ
êëåòîê, âõîäÿùèõ â ìíîãîóãîëüíèê. Äëÿ ÷åðíûõ êëå-
òîê – ýòî òà ÷àñòü ïåðèìåòðà, ê êîòîðîé èçíóòðè
ïðèëåãàþò ÷åðíûå êëåòêè (áóäåì ýòó ÷àñòü íàçûâàòü
÷åðíûìè îòðåçêàìè ïåðèìåòðà), è âñÿ ñåòêà, êîòîðàÿ
ëåæèò âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà. Äëÿ áåëûõ – áåëûå
îòðåçêè ïåðèìåòðà è âñÿ ñåòêà, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè
ìíîãîóãîëüíèêà. Òîãäà áåëûõ îòðåçêîâ ïåðèìåòðà
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ÷åðíûõ. Íî åñëè âñå ñòîðîíû
íå÷åòíîé äëèíû è ãðàíèöà ñîñòîèò èç îäíîãî êóñêà (âîò
òóò è ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê áåç äûð), òî
âñå ñòîðîíû íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ îòðåçêîì
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îäíîãî è òîãî æå öâåòà. Íî òîãäà òàêîãî öâåòà áóäåò
áîëüøå.

Ñ.Äîðè÷åíêî

Ì1954. Íàéäèòå âñå òî÷íûå êâàäðàòû âèäà a0…0b ,
ãäå à è b – îòëè÷íûå îò íóëÿ öèôðû.

Îòâåò: 16, 25, 36, 49, 64, 81.

Ïóñòü 2
10

ta b c◊ + = , ãäå 2t ≥ ; òîãäà b = 1, 4 èëè 9,

îòêóäà b ŒZ .

Ïîëó÷èëè

( ) ( )10
ta c b c b de◊ = + - = ,

ãäå ,d e ŒN , 2d e- = , 4 èëè 6.

Ïóñòü d äåëèòñÿ íà 5. Òîãäà 2 5
td ≥ ◊ , 1

9 2
t-◊ ≥

2 5 6
te≥ ≥ ◊ - , 

24 9 2 6
2

25 2 5 5

t

t

Ê ˆ≥ ◊ + ≥Á ˜Ë ¯
.

Ïðîòèâîðå÷èå.
Â.Ñåíäåðîâ

Ì1955. Îäíà èç ïðîåêöèé òî÷êè D íà ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà ìåæ-
äó äâóìÿ äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç ïðîåêöèé
òî÷êè Ñ íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABD òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

Òàê êàê ïðîåêöèè òî÷êè D íà ñòîðîíû ΔÀÂÑ ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé, òî÷êè À, Â, Ñ, D ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ÷åòûðåõóãîëü-
íèê ABCD – âûïóêëûé, è A¢ , B¢ , C¢  – ïðîåêöèè D
íà ÂÑ, ÑÀ, ÀÂ. Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèê A DB C¢ ¢  –
âïèñàííûé, sinA B CD ACB= –¢ ¢ . Àíàëîãè÷íî,

sinB C AD CAB= –¢ ¢ . Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå A B =¢ ¢
B C= ¢ ¢  ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ AB CD AD BC◊ = ◊ .

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
À.Çàñëàâñêèé

Ì1956. Ñóùåñòâóåò ëè âîçðàñòàþùàÿ àðèôìåòè÷åñ-
êàÿ ïðîãðåññèÿ èç 2005 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ ÷åòûðåõ èç íèõ äåëèòñÿ íà êóá
èõ ñóììû? À áåñêîíå÷íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ
ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè?

Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ïîëîæèòåëåí. Èìåííî, ïóñòü

{ }
2005

1i i
a

=
 – ïðîèçâîëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðèôìåòè÷åñ-

êàÿ ïðîãðåññèÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, D – íåêîòîðîå

êðàòíîå âñåõ ÷èñåë âèäà ( )
3

b c d e+ + + , ãäå b, c, d, å –

÷ëåíû ýòîé ïðîãðåññèè. Òîãäà, î÷åâèäíî, { }
2005

1i i
Da

=
 –

èñêîìàÿ ïðîãðåññèÿ.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íèêàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ áåñêîíå÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñâîéñòâîì
çàäà÷è íå îáëàäàåò. Äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäå-
íèå: ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ ÷åòûðåõ ÷ëåíîâ òàêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà èõ ñóììó. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå è îáîçíà÷èì 1 2 3

A a a a= , B =

1 2 3
a a a= + + , nx a= , ãäå n > 3. Èìååì:

Ax
y

B x
=

+
 – öåëîå ÷èñëî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, y AÆ  ïðè x Æ • .

Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ õ èìååì ó = À, îòêóäà
Â = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Âîò íåñêîëüêî èíîå ðàññóæäåíèå: ïîñêîëüêó

( )( )A x B B
y

x B

+ -
=

+
, ÷èñëî 

AB

x B+
 ïðè ñêîëü óãîäíî

áîëüøèõ õ ÿâëÿåòñÿ öåëûì (âàðèàíò: ÷èñëî èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé).
Ïîïðîáóåì îòâåòèòü åùå íà íåêîòîðûå áëèçêèå ê çàäà÷å
âîïðîñû.
Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷-
íàÿ âîçðàñòàþùàÿ
à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
á) àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ åå ÷ëå-
íîâ äåëèòñÿ íà èõ ñóììó?
Íåòðóäíî ïîñòðîèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü à) äëÿ
ëþáîãî n > 0, òàê è ïðîãðåññèþ á) äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî
n. Íåñêîëüêî ñëîæíåå äîêàçàòü, ÷òî íè äëÿ êàêîãî
÷åòíîãî n ïðîãðåññèé á) íå ñóùåñòâóåò.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ ïóíêòà á) ïîòðåáîâàòü
äåëèìîñòè íà ñóììó âòîðûõ ëèáî áîëåå âûñîêèõ ñòåïå-
íåé ÷ëåíîâ, òî îêàæåòñÿ, ÷òî íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì
n èñêîìîé ïðîãðåññèè íå ñóùåñòâóåò. Ðàññìàòðèâàÿ
ñèòóàöèþ, êîãäà ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü òàêæå âîçâî-
äÿòñÿ â íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ñòåïåíè, ìû ïðèäåì ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: «ïðîãðåññèþ ñ äåëåíèåì»
ìîæíî ïîñòðîèòü â òî÷íîñòè åñëè n íå÷åòíî, ñòåïåíè
ñëàãàåìûõ â çíàìåíàòåëå – ïåðâûå, à ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ
íå íèæå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ.
Âîçìîæíû è äðóãèå áëèçêèå ôîðìóëèðîâêè. Íàïðè-
ìåð, ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ëþáûõ n ïåðâûõ åå ÷ëåíîâ äåëèòñÿ íà èõ ñóììó.

È.Àêóëè÷, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1957. Èç ïîëíîãî íàáîðà äîìèíî âûáðàëè íåñêîëüêî
êîñòÿøåê è âûëîæèëè ïî ïðàâèëàì â îäèí ðÿä. Äîêà-
æèòå, ÷òî êîñòÿøêè âñåãî íàáîðà ìîæíî âûëîæèòü
â îäèí ðÿä, â êîòîðîì âûáðàííûå êîñòÿøêè èäóò â
òîì æå ïîðÿäêå (ìîæåò áûòü, íå ïîäðÿä).

Ðàññìîòðèì ïîëíûé ãðàô íà 7 âåðøèíàõ è çàíóìåðóåì
âåðøèíû ÷èñëàìè îò 0 äî 6. Êàæäûé ïóòü â ýòîì ãðàôå
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé öåïî÷êå âûëîæåííûõ ïî ïðà-
âèëàì äîìèíîøåê. Åñëè óäàëèòü èç ãðàôà ðåáðà,
ñîîòâåòñòâóþùèå âûëîæåííîé öåïè, òî ñòåïåíü êàæäîé
âåðøèíû, êðîìå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé, óìåíüøèòñÿ íà
÷åòíîå ÷èñëî, ò.å. îñòàíåòñÿ ÷åòíîé. Â êàæäîé êîìïî-
íåíòå òàêîãî ãðàôà áóäåò ñóùåñòâîâàòü ýéëåðîâ öèêë,
êðîìå îäíîé, êóäà ïîïàäóò íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ
âåðøèíû óäàëåííîé öåïè. Â ýòîé êîìïîíåíòå áóäåò
ñóùåñòâîâàòü ýéëåðîâ ïóòü ìåæäó óêàçàííûìè âåðøè-
íàìè.
Ïîñòðîèì ñëåäóþùèé ýéëåðîâ îáõîä èñõîäíîãî ãðàôà.
1. Ïðîéäåì êîìïîíåíòó, ñîäåðæàùóþ íà÷àëüíóþ è
êîíå÷íóþ âåðøèíû öåïè ïî ýéëåðîâó ïóòè îò êîíå÷íîé
âåðøèíû öåïè äî íà÷àëüíîé.
2. Ïðîäîëæèì ïóòü âäîëü öåïè äî áëèæàéøåé êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè.
3. Îáîéäåì ýòó êîìïîíåíòó ïî ýéëåðîâó öèêëó.
4. Ïîâòîðèì ïóíêòû 2 è 3, åñëè åñòü åùå íåïðîéäåííûå
ðåáðà.
Òàê êàê âäîëü öåïè âñòðåòÿòñÿ âñå êîìïîíåíòû, òî âñå
áóäåò ïðîéäåíî, ò.å. áóäåò ïîñòðîåíà öåïî÷êà èç âñåõ
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êîñòÿøåê ïîëíîãî íàáîðà, âíóòðè êîòîðîé êîñòÿøêè
ðàíåå âûëîæåííîé öåïî÷êè èäóò â òîì æå ïîðÿäêå.

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

Ì1958. Ìîæíî íàéòè ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë õ è ó,
äëÿ êîòîðûõ 2 2x xy y+ +  ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî
÷èñëà, à òàêæå ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë õ è ó, äëÿ
êîòîðûõ 2 2x xy y- +  ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.
Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ íàéòè ïàðó íàòóðàëüíûõ
÷èñåë õ è ó, äëÿ êîòîðûõ îáà ÷èñëà 2 2x xy y+ +  è

2 2x xy y- +  ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè.

Äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ïðîèçâåäåíèå
÷åòûðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë z a± , 2z a± , ãäå a > 0, íå
ìîæåò áûòü òî÷íûì êâàäðàòîì.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ëèáî

2 2 2

2 2 2

,

4 ,

z a b

z a c

Ï - =Ô
Ì

- =ÔÓ
                       (1)

ëèáî
2 2 2

2 2 2

3 ,

4 3 .

z a b

z a c

Ï - =Ô
Ì

- =ÔÓ
Âî âòîðîì ñëó÷àå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì 

1
2z z= ,

1
2c c= , ãäå 

1 1
,z c ŒN . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ðàâåíñòâà

2 2 2a b c= - , 2 2 2
4z b c= - , ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

2 2 2

1
4b c a- = , 2 2 2

1 1
b c z- =  âèäà (1).

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàÿ ( ), , 1z a b = , èç ïåðâî-
ãî óðàâíåíèÿ âèäèì, ÷òî z íå÷åòíî. Ïîýòîìó èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ a = uv, 2 2z u v= + ; ïîäñòàâèì â ïåðâîå:

4 2 2 4 2u u v v b+ + = .                  (2)

(Ðàçóìååòñÿ, âòîðóþ ñèñòåìó ëåãêî ñâåñòè ê òàêîìó
óðàâíåíèþ è íåïîñðåäñòâåííî.)
Äîêàæåì ìåòîäîì ñïóñêà, ÷òî (2) íåðàçðåøèìî â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ( ), 1u v = ,

à u – íå÷åòíî; òîãäà 
0

2v v=  (èíà÷å ( )2
3 mod 4b∫ ) è

( ) ( )
222 2 2b uv u v+ = + . Ñóùåñòâóþò ,m n  òàêèå, ÷òî

( ),m n = 1, 
0

uv mn= , 2 2 2 2u v m n+ = + . Òàê êàê

( ) ( )0
, , 1u v m n= = , òî ñóùåñòâóþò , , ,A B C D  òàêèå, ÷òî

( ), 1C D = , u AC= , 
0

v BD= , m = AD, n = BC. Èìååì

( ) ( )2 2 2 2 2 2
4A B C A B D- = - . Îáîçíà÷èì ( 2Aδ = -

)2 2 2
, 4B A B- - ; 1δ =  ëèáî 3δ = .

Ïóñòü 1δ = . Òàê êàê ( ), 1C D = , òî ( )2 2 2
4C A B= ± - ,

( )2 2 2D A B= ± - .

Åñëè «–», òî 2 2 2
4A C B+ = . Íî u = AC íå÷åòíî, îòêóäà

À, Ñ íå÷åòíû, ( )2 2 2 mod4A C+ ∫ . Åñëè «+», òî

( )
22 2

2C B A+ = , 2 2 2D B A+ = . Òàê êàê ( ), 1A C = , òî

ñóùåñòâóþò ,U V  òàêèå, ÷òî UV = B, 2 2U V A+ = ;
2 2 2 4 2 2 4D A B U U V V= - = + + , ãäå UV = B < 2BD =

= v uv£ .
Ïóñòü 3δ = . Òîãäà

( )2 2 2
3 4C A B= ± - , ( )2 2 2

3D A B= ± - .

Åñëè «+», òî ( )2 2
3 3 1 mod 4C A∫ ∫ ∫ .

Åñëè «–», òî 2 2 2 2 2
4 4 12 3B A D A C= + = + , 2A +

( )
2 2

2D C+ = . Ñóùåñòâóþò ,U V  òàêèå, ÷òî UV D= ,
2 2U V C+ = . Íî 2 2 2C D B- = , 4 2 2 4 2U U V V B+ + = ,

ãäå 2UV D BD v uv= < = £ .
Çàìå÷àíèå 1. Ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë z a± , 3z a± , ãäå a > 0, òàêæå íå ìîæåò áûòü
òî÷íûì êâàäðàòîì. Ýòî óòâåðæäåíèå, êàê ëåãêî âèäåòü,
ýêâèâàëåíòíî òåîðåìå 1 èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Ì1934.
Äàëåå, ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ëþáàÿ ÷åòâåðêà

{ }2 , 3z a z a± ± . Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìû èìååì ëèáî
2 2 2

2 2 2

9 ,

4 ,

z a b

z a c

Ï - =Ô
Ì

- =ÔÓ
                      (3)

ëèáî
2 2 2

2 2 2

9 5 ,

4 5 .

z a b

z a c

Ï - =Ô
Ì

- =ÔÓ

Âî âòîðîì ñëó÷àå 
2 2 2a c b= - , ( )

22 2
2 9z b c+ = . Ïîñëåä-

íåå ðàâåíñòâî äàåò 1
3z z= , 

1
3b b= , ãäå 1 1

,z b ŒN , – è

ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå 2 2 2

1 1
4c b z- = , 2 2 2

19c b a- =
âèäà (3). Â ïåðâîì ñëó÷àå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ñ÷èòàÿ ( ), 1z a = , èìååì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ a uv= ,
2 2z u v= + . Ïîäñòàâèâ â ïåðâîå, ïîëó÷àåì 4 2 2

7u u v- +
4 2v b+ = . Îäíàêî â 1912 ãîäó àìåðèêàíñêèé ìàòåìà-

òèê Ã.Ê.Ïîêëèíãòîí äîêàçàë, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå
èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Â òî æå âðåìÿ, íàáîðû ÷èñåë 2 2 2
1 ,5 ,7  è 

2 2
4 1 , 4 4 ,◊ ◊

2 24 7 , 4 8◊ ◊  äàþò ïðèìåðû ñèñòåì íàòóðàëüíûõ êâàäðà-

òîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò öåëûé öåíòð ñèììåòðèè.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì
ñèñòåìà íàòóðàëüíûõ êâàäðàòîâ ìîæåò ñîäåðæàòü ëþ-
áîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.
Çàìå÷àíèå 2. Èç äîêàçàííîãî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà 2z a± ,

4z a± , ãäå a > 0, íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü òî÷-
íûìè  êâàäðàòàìè.  Äàëåå, èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷à-
íèÿ ÿñíî, ÷òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò è ÷åòâåð-

êè { }2 , 3z a z a± ±  è ( ){ }2 , 3 2z a z a± ± ◊ . Ñëó÷àé

{ }2 , 5z a z a± ±  ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðî-

âåäåííûì âûøå ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ

{ }2 , 3z a z a± ± , ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ 4 2 2
23u u v- +

4 2v b+ = . Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñëàõ (ýòî òîæå äîêàçàë Ïîêëèíãòîí). Òà-
êèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü õ, ó, k – íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

2k π , k < 7. Òîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë 
2 2x kxy y+ +

è 2 2x kxy y- +  íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

Çàìå÷àíèå 3. Óðàâíåíèÿ âèäà
4 2 2 4 2x kx y y z+ + = ,                  (4)

ãäå k – ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, , ,x y z ŒN , íå ðàç
óæå åñòåñòâåííî âîçíèêàëè ïðè ðåøåíèè ÷èñëîâûõ
çàäà÷ èç «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà». Òàê, â ðåøåíèè Ì1934
ôèãóðèðîâàë ñëó÷àé k = –1, x yπ , à â ðåøåíèè Ì1883
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Ô1968. Êàïëÿ ðòóòè íà ÷èñòîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè ñòåêëà è êàïëÿ âîäû íà âîðñèñòîé
ïîâåðõíîñòè òðàâèíêè ïîäîáíû äðóã äðóãó ïî ôîðìå.
Îöåíèòå îòíîøåíèå ìàññ ýòèõ êàïåëü. Ïëîòíîñòè
ðòóòè è âîäû ðàâíû p

 
313,6 ã “ìρ =  è 

"

31 ã “ìρ = ,
à èõ êîýôôèöèåíòû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñî-
ñòàâëÿþò p 0,46 H ìσ =  è 

"
0,07 H ìσ =  ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ââåäåì êàêîé-íèáóäü õàðàêòåðíûé ðàçìåð êàïëè, ïî
êîòîðîìó ìîæíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü åå ðàçìåðû,
åñëè èçâåñòíà ôîðìà êàïëè. Íàïðèìåð, âûáåðåì â
êà÷åñòâå òàêîãî ðàçìåðà âûñîòó êàïëè Í.
Ôîðìà êàïëè çàäàííîãî îáúåìà V, êîòîðûé ïðîïîðöè-
îíàëåí 3H , îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ìèíèìóìà ñóììàð-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êàïëè. Ýòà ýíåðãèÿ ñêëà-
äûâàåòñÿ èç ýíåðãèè 

1
E , ñâÿçàííîé ñ ïîâåðõíîñòíûì

íàòÿæåíèåì æèäêîñòè, è ýíåðãèè 
2

E , îáóñëîâëåííîé
ïîëåì òÿæåñòè:

2 4

1 2,E H E gHσ ρ∼ ∼ .

Îäíà èç ñîñòàâëÿþùèõ ñóììàðíîé ýíåðãèè ïðîïîðöè-
îíàëüíà îòíîøåíèþ V/H, à äðóãàÿ – ïðîèçâåäåíèþ
VH. Îòíîøåíèå 

1 2
E E  äëÿ êàïåëü îäèíàêîâîé ôîðìû

äîëæíî áûòü îäèíàêîâî, ïîñêîëüêó èìåííî èì è îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìà êàïëè. Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

22
p p" "

4 4

" " p p

HH

gH gH

σσ
ρ ρ

= .

Îòñþäà ïîëó÷àåì
2

p p "

2
" p"

H

H

σ ρ
σ ρ

= .

Îòíîøåíèå ìàññ êàïëè ðòóòè è êàïëè âîäû, òàêèì
îáðàçîì, ðàâíî

3 2
3

p p p p p "

3

" " " p" "

M H

M H

ρ ρ σ ρ
ρ σ ρρ

Ê ˆ
= = =Á ˜

Ë ¯

1 2 3 2

p"

p "

σρ
ρ σ

Ê ˆ Ê ˆ
=Á ˜ Á ˜Ë ¯Ë ¯

= 

1 2 3 2
1 0,46

0,271 16,85 4,6
13,6 0,07

Ê ˆ Ê ˆ
ª ◊ ªÁ ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

.

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô1969. Ãîðèçîíòàëüíûé çàêðûòûé òåïëîèçîëèðî-
âàííûé öèëèíäð ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè òîíêèì òåïëî-
ïðîâîäÿùèì ïîðøíåì, êîòîðûé ïðèêðåïëåí ïðóæèíîé
ê îäíîé èç òîðöåâûõ ñòåíîê öèëèíäðà. Ñëåâà è ñïðàâà
îò ïîðøíÿ íàõîäÿòñÿ ïî ν  ìîëåé èäåàëüíîãî îäíî-

– óðàâíåíèå 4 4 2
2u v z+ = , ãäå u vπ . Ïîñëåäíåå óðàâ-

íåíèå, êàê ïîêàçûâàåò çàìåíà 
2

u v
x

+
= , 

2

u v
y

-
= ,

ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (4), ãäå k = 6. Ýòè óðàâíåíèÿ,

êàê è ôèãóðèðóþùèå â ðåøåíèè íàñòîÿùåé çàäà÷è, íå
èìåþò ðåøåíèé.
Îäíàêî íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò íå òîëüêî
â ñëó÷àå 2k = ± . Òàê, ïðè k = 8 ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

òðîéêà ( ) ( ), , 2, 1, 7x y z = , ïðè ëþáîì 2k t= - , ãäå

t ŒN , – òðîéêà ( ), 1, 1t , ïðè k = –15 – òðîéêà

( )24, 95, 1951 . ßñíî, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå (4), èìåþùåå
ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî òàêèõ ðåøåíèé.

Â.Ïðîèçâîëîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1959. Èìåþòñÿ n êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ñ áóêâåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðîçðà÷íûé ìåøîê, ñîäåð-
æàùèé 3n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äâîå õîäÿò ïîî÷åðåä-
íî: êàæäûé ñâîèì õîäîì áåðåò èç ìåøêà ÷èñëî è
çàìåíÿåò èì êàêîé-ëèáî èç åùå íå çàìåíåííûõ áóêâåí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïåðâûé èãðîê õî÷åò, ÷òîáû
êàæäûé èç n òðåõ÷ëåíîâ èìåë õîòÿ áû îäèí öåëûé
êîðåíü. Ìîæåò ëè âòîðîé èãðîê âñåãäà (ïðè ëþáîì
ñîäåðæèìîì ìåøêà è ëþáîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî) ýòî-
ìó ïîìåøàòü, åñëè à) n = 1; á) n = 2; â) n > 2?

à) Íåò. Â ñëó÷àå { }1, 2, 3Μ =  ïåðâîìó äîñòàòî÷íî
ïåðâûì ñâîèì õîäîì ñäåëàòü êîýôôèöèåíò ïðè õ
ðàâíûì 3.
á) Äà. Âòîðîìó äîñòàòî÷íî ïåðâûì ñâîèì õîäîì ñäå-
ëàòü âòîðûì êîýôôèöèåíòîì óöåëåâøåãî òðåõ÷ëåíà
íàèìåíüøåå èç óöåëåâøèõ ÷èñåë.
â) Äà – àíàëîãè÷íî á).

Í.Àãàõàíîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1960. Ïðîåêöèè âíóòðåííåé òî÷êè ïðàâèëüíîãî òåò-
ðàýäðà íà ãðàíè ñîåäèíåíû îòðåçêàìè ñ âåðøèíàìè

ñâîèõ ãðàíåé. Â ðå-
çóëüòàòå ïîâåðõ-
íîñòü òåòðàýäðà
îêàçàëàñü ðàçäåëåí-
íîé íà øåñòü îáëà-
ñòåé. Êàæäàÿ ïàðà
îáëàñòåé, ñîäåðæà-
ùèõ ïàðó ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ðåáåð
òåòðàýäðà, îêðà-
øèâàåòñÿ â ñâîé

öâåò: æåëòûé, ñèíèé èëè êðàñíûé (ðèñ.1). Äîêàæè-
òå, ÷òî ïëîùàäü, çàíÿòàÿ êàæäûì öâåòîì, îäíà è òà
æå.

Ïðîåêöèè âíóòðåííåé òî÷êè Ð íà ãðàíè ïðàâèëüíîãî
òåòðàýäðà ABCD ñ ðåáðîì 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç 1

A , 1
B ,

1
C  è 

1
D . Èç êàæäîé èç ýòèõ ÷åòûðåõ òî÷åê â ñâîåé

ãðàíè îïóñòèì ïî òðè ïåðïåíäèêóëÿðà íà ñòîðîíû ýòîé
ãðàíè. Çàòåì ñäåëàåì ðàçâåðòêó ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà
â âèäå ïàðàëëåëîãðàììà (ðèñ.2).
Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî (íà ðàçâåðòêå)

1 1 1 1 1 1 1 1
4MD A B C M D A BC r+ + = + = ,

ãäå r – ðàäèóñ âïèñàííîé â ãðàíü îêðóæíîñòè. Îòñþäà
ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è, ÷òî ëþáûì öâåòîì
çàêðàøåíà ðîâíî òðåòü ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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àòîìíîãî ãàçà. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñèñòåìû Ò,
äëèíà öèëèíäðà 2l, ñîáñòâåííàÿ äëèíà ïðóæèíû l/2,
óäëèíåíèå ïðóæèíû â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ õ. Â
ïîðøíå ïðîäåëàëè îòâåðñòèå. Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ
òåìïåðàòóðà ñèñòåìû ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ íîâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ? Òåïëîåìêîñòÿìè öèëèíäðà,
ïîðøíÿ è ïðóæèíû ïðåíåáðå÷ü. Ñ÷èòàòü, ÷òî òðåíèÿ
íåò.

Â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû áûëà
óðàâíîâåøåíà ðàçíîñòüþ ñèë äàâëåíèÿ ãàçîâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîðøíÿ:

3 2 2

RT RT
kx

l x l x

ν ν
- = -

- +
,

ãäå k – æåñòêîñòü ïðóæèíû. Îòñþäà íàõîäèì æåñò-
êîñòü ïðóæèíû:

1 1

2 3 2

RT
k

x l x l x

ν Ê ˆ
= -Á ˜+ -Ë ¯

.

Ïîñëå òîãî, êàê â ïîðøíå ïðîäåëàëè îòâåðñòèå, äàâëå-
íèÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîðøíÿ ñòàëè îäèíàêîâûìè,
à óäëèíåíèå ïðóæèíû ñòàëî íóëåâûì. Ïðè ýòîì ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ 2 2E kx= , êîòîðàÿ áûëà çàïàñåíà â
ñæàòîé ïðóæèíå, ïîøëà íà èçìåíåíèå âíóòðåííåé
ýíåðãèè ãàçà:

2
3

2
2 2

kx
R Tν Δ= ◊ .

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ãàçà:
2

6

kx
T

R
Δ

ν
= =

1 1

6 2 3 2

x
T

l x l x

Ê ˆ
- =Á ˜+ +Ë ¯

= 
( ) ( )

2 2

3 2 2

x l x
T

l x l x

-
+ -

.

Î.Øâåäîâ

Ô1970. Äâå î÷åíü äëèííûå öèëèíäðè÷åñêèå òðóáû
èìåþò îäíó è òó æå äëèíó, à èõ ðàäèóñû ðàâíû R è
R – r, ïðè÷åì r R� . Òðóáà ìåíüøåãî ðàäèóñà âñòàâ-
ëåíà â áóëüøóþ òàê, ÷òî èõ îñè è òîðöû ñîâïàäàþò.
Òðóáû çàðÿæåíû ðàâíîìåðíî ïî ïëîùàäè ýëåêòðè÷åñ-
êèìè çàðÿäàìè: âíóòðåííÿÿ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíî-
ñòüþ çàðÿäà σ+ , à âíåøíÿÿ — ñ ïîâåðõíîñòíîé
ïëîòíîñòüþ σ- . Íà îñè ýòîé ñèñòåìû âáëèçè îò
îäíîãî èç òîðöîâ èçìåðÿþò íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ Å. Íàéäèòå, êàê çàâèñèò Å îò
ðàññòîÿíèÿ õ äî ýòîãî òîðöà.

Âûáåðåì íà îñè ñèñòåìû òî÷êó, ðàñïîëîæåííóþ âáëèçè
îäíîãî èç òîðöîâ, è ïîñòðîèì ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðî-

âàííóþ êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ âåðøèíîé â ýòîé
òî÷êå è ìàëûì òåëåñíûì óãëîì (ñì. ðèñóíîê). Åñëè ýòà
ïîâåðõíîñòü ïåðåñåêàåò è ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëü-
íî çàðÿæåííûå öèëèíäðû, òî «âûðåçàåìûå èç íèõ
çàðÿäû ïðîïîðöèîíàëüíû ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíî-
ñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿäîâ íà öèëèíäðàõ, êâàäðàòàì
ðàññòîÿíèé äî ýòèõ çàðÿäîâ è íåêîòîðîé îäèíàêîâîé
ôóíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ òåëåñíîãî
óãëà. Óêàçàííûå çàðÿäû ñîçäàþò â âûáðàííîé òî÷êå
íóëåâîå ñóììàðíîå ïîëå, ïîñêîëüêó îíî ïðîïîðöèî-
íàëüíî âåëè÷èíàì ýòèõ çàðÿäîâ è îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíî êâàäðàòàì ðàññòîÿíèé îò çàðÿäîâ äî ýòîé òî÷êè.
Åñëè òî÷êà íàáëþäåíèÿ ðàñïîëîæåíà âíóòðè öèëèíä-
ðîâ (ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ýòîì x > 0, ò.å. îñü Õ íàïðàâëåíà
âíóòðü öèëèíäðîâ, à íà÷àëî îòñ÷åòà íàõîäèòñÿ íà èõ
òîðöå), òî íåñêîìïåíñèðîâàííûìè îêàæóòñÿ òîëüêî
ó÷àñòêè ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííîãî âíóòðåííåãî öè-
ëèíäðà â ôîðìå êîëüöà âáëèçè òîðöà öèëèíäðà. Åñëè
æå x < 0, ò.å. òî÷êà íàáëþäåíèÿ íàõîäèòñÿ âíå öèëèí-
äðîâ, òî íåñêîìïåíñèðîâàííûìè îêàæóòñÿ ó÷àñòêè
îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîãî âíåøíåãî öèëèíäðà, òàêæå
èìåþùèå ôîðìó êîëüöà. Çàìåòèì, ÷òî äðóãîé òîðåö
öèëèíäðîâ, ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è, íàõîäèòñÿ î÷åíü
äàëåêî è ïîëåì îò íåãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïîëå êîëüöà ðàäèóñîì R, èìåþùåãî ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííûé ïî äëèíå çàðÿä Q, íà îñè êîëüöà íà
ðàññòîÿíèè õ îò åãî ïëîñêîñòè íàïðàâëåíî âäîëü îñè è
ðàâíî

( )
3 2

2 2

04

Qx
E

R xπε
=

+

.

Øèðèíà ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííîãî êîëüöà (ïðè x >

> 0) ðàâíà, êàê âèäíî èç ðèñóíêà, 
r

x
R

, à øèðèíà

îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîãî êîëüöà (ïðè x < 0) ðàâíà

( ) ( )
r r

x x
R r R

- ª -
-

, ïîñêîëüêó r R� . Çàðÿäû êîëåö

ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

( )2 2
r

Q R r x rx
R

σ π πσ
+
= ◊ - ª

è

( )2 2
r

Q R x rx
R

σ π πσ
-
ª - ◊ - ª .

Çàìåòèì, ÷òî îòðèöàòåëüíûé çíàê Q
-
 ïðè òàêîé çàïèñè

ïîëó÷àåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè — çà ñ÷åò òîãî, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå x < 0. Îáúåäèíÿÿ îáà âûðàæåíèÿ äëÿ ëþáûõ
çíà÷åíèé õ, ìîæíî çàïèñàòü

2Q rxπσ= .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå Q â âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ çàðÿæåííîãî êîëüöà, ïîëó÷àåì, ÷òî
ïðîåêöèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
íà îñü Õ âáëèçè òîðöà öèëèíäðîâ ðàâíà

( )

2

3 2
2 2

0
2

rx
E

R x

σ

ε
ª

+
.

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô1971. Èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñåòêà, ñîñòàâëåííàÿ èç
îäèíàêîâûõ ïðîâîëî÷åê (ðèñ.1). Èçâåñòíî, ÷òî ñîïðî-
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òèâëåíèå, èçìåðåííîå
ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2
ýòîé ñåòêè, ðàâíî R, à
ìåæäó òî÷êàìè 1 è 3 – r
(íà ñàìîì äåëå, ýòè ñî-
ïðîòèâëåíèÿ ñâÿçàíû
îïðåäåëåííûì îáðàçîì,
íî íå áóäåì óñëîæíÿòü
ñåáå çàäà÷ó). Íàéäèòå
ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó
òî÷êàìè 1 è 4, âûðàçèâ
åãî ÷åðåç R è r.

Âî âðåìÿ èçìåðåíèé ïîòåíöèàëû â î÷åíü äàëåêèõ
òî÷êàõ (óçëàõ ñåòêè) ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó, åñëè ìû
ñîåäèíèì èõ õîðîøî ïðîâîäÿùèì ïðîâîäîì, òî íè÷åãî
íå èçìåíèòñÿ. Íàçîâåì ýòîò ïðîâîä «áåñêîíå÷íîñòü».
Ïóñòü âî âðåìÿ èçìåðåíèé ñîïðîòèâëåíèÿ íàïðÿæåíèå
ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2, èçìåðåííîå èäåàëüíûì âîëüò-
ìåòðîì, ðàâíî U, à òîê â èçìåðèòåëüíîé öåïè, ñîäåð-
æàùåé èñòî÷íèê ïèòàíèÿ è èäåàëüíûé àìïåðìåòð,
ðàâåí I. Âîçüìåì òåïåðü äâà îäèíàêîâûõ èñòî÷íèêà,
êàæäûé èç êîòîðûõ äàåò ôèêñèðîâàííûé òîê I. Ïåð-
âûé èñòî÷íèê ïîäêëþ÷èì ê òî÷êå 1 è «áåñêîíå÷íîñòè»
òàê, ÷òîáû òîê I òåê ïî ñåòêå îò òî÷êè 1 ê «áåñêîíå÷íî-
ñòè». Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå òîêà ïî ðàçíûì íàïðàâ-
ëåíèÿì (ïî øåñòè ïðîâîäíèêàì, ïîäêëþ÷åííûì ê
òî÷êå 1) ðàâíîìåðíî. Âòîðîé èñòî÷íèê ïîäñîåäèíèì ê
òî÷êå 2 è «áåñêîíå÷íîñòè» òàê, ÷òîáû îí ñíèìàë ñ
òî÷êè 2 òîê I, òåêóùèé ê íåé ïî ñåòêå èç «áåñêîíå÷íî-

ñòè». Â ñèëó ëèíåéíîñòè
öåïè, òîê â ëþáîé åå òî÷-
êå òåïåðü áóäåò ñóììîé
òîêîâ äâóõ èñòî÷íèêîâ,
äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
ðàñïðåäåëåíèå òîêà ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
òî÷êè, ê êîòîðîé îí ïîä-
êëþ÷åí. Òàêæå ìû âè-
äèì, ÷òî ïîëó÷èëè èñ-
õîäíóþ ñõåìó.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîã-
äà îäèí èñòî÷íèê ïîä-
êëþ÷åí ê òî÷êå 1 è «áåñ-

êîíå÷íîñòè». Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû ó÷àñòêè (ïóíê-
òèðíûå ëèíèè èõ ïåðåñåêàþò), ãäå òîê íå èäåò èç
ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Î÷åâèäíî, ÷òî

12 23 24
2I I I= +  è 

12
6I I= .

Ïðè èçìåðåíèè 12
R R=  òîê, òåêóùèé ïî ïðîâîëî÷êå

1–2, ðàâåí 12
2I , ïîñêîëüêó òîêè äâóõ èñòî÷íèêîâ

ñêëàäûâàþòñÿ. Íàïðÿæåíèå ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2 ðàâíî

0 12
2r I , ãäå 

0
r  – ñîïðîòèâëåíèå îäíîé ïðîâîëî÷êè.

Îòñþäà

0 12 0

12

2

3

r I r
R R

I
= = = .

Ïðè èçìåðåíèè 13
R r=  íàïðÿæåíèå ìåæäó òî÷êàìè 1

è 3 ðàâíî ( )0 12 23
2r I I+ , ïîñêîëüêó òåêóùèé ïî ïðîâî-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Å.Àíòûøåâ

Ô1972. Íà âûñîòå h îò ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè
íàõîäèòñÿ òîíêîå íåïðîâîäÿùåå êîëüöî ìàññîé m è
ðàäèóñîì R, ïî êîòîðîìó ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí
çàðÿä q. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 êîëüöî íà÷èíàåò
ïàäàòü áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ñîõðàíÿÿ â ïîëåòå
ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå. Îäíîâðåìåííî ñ íà÷àëîì
ïàäåíèÿ êîëüöà âêëþ÷àåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå, îñü ñèì-
ìåòðèè êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ êîëüöà. Âáëèçè
êîëüöà ìàãíèòíîå ïîëå îäíîðîäíî, íàïðàâëåíî âåð-
òèêàëüíî, à åãî èíäóêöèÿ íàðàñòàåò ïî çàêîíó

2B kt= , ãäå k – ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Óïàâ íà
ïëîñêîñòü, êîëüöî áûñòðî îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïðè-
ëèïàåò ê íåé. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êîòî-
ðîå ïðè ýòîì âûäåëèòñÿ â äàííîé ñèñòåìå. Ñîïðî-
òèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü, óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

Ïðè ïàäåíèè êîëüöà ïîòîê âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóê-
öèè ÷åðåç íåãî áóäåò èçìåíÿòüñÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî
âîçíèêíåò âèõðåâîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ñèëîâûå ëè-
íèè êîòîðîãî ëåæàò â ïëîñêîñòè êîëüöà. Ýòî ïîëå áóäåò
äåéñòâîâàòü íà ðàñïðåäåëåííûé ïî êîëüöó çàðÿä, è
êîëüöî áóäåò ðàñêðó÷èâàòüñÿ.
Ñîãëàñíî çàêîíó ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðà-
äåÿ, ïðè èçìåíåíèè ïîòîêà BSΦ =  ÷åðåç êîëüöî
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êîòîðóþ ñîâåðøàþò çà ýòî âðåìÿ íàä êîëüöîì ñèëû,
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Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü ìàãíèòíûì ïîëåì, ñîçäàâàåìûì âðàùàþùèìñÿ
çàðÿæåííûì êîëüöîì, è âêëàäîì ýòîãî ïîëÿ â ïîëíûé
ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðîíèçûâàþùèé êîëüöî. Òàêîå ïðè-
áëèæåíèå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ðÿäà
àíàëîãè÷íûõ çàäà÷, íàïðèìåð î ïàäåíèè ïðîâîäÿùåé
ðàìêè èëè î äâèæåíèè ïåðåìû÷êè ïî ðåëüñàì â ìàãíèò-
íîì ïîëå.

Ê.Áàøåâîé

îòâå÷àëà îðãàíèçàöèè ñðåäíåâåêîâûõ óíèâåðñèòåòîâ ñ
êëàññè÷åñêèì íàáîðîì þðèäè÷åñêîãî, ìåäèöèíñêîãî,
ôèëîñîôñêîãî è áîãîñëîâñêîãî ôàêóëüòåòîâ. Îäíàêî
ïîä âëèÿíèåì ïåðåäîâûõ ôèëîñîôîâ òîãî âðåìåíè
Ãåãåëÿ, Ôèõòå è Øëåéåðìàõåðà, à òàêæå åñòåñòâîèñïû-
òàòåëÿ Àëåêñàíäðà Ãóìáîëüäòà â ñòåíàõ óíèâåðñèòåòà ñ
ñàìîãî íà÷àëà ïîëó÷èëè ðàçâèòèå ìíîãèå åñòåñòâåííî-
íàó÷íûå äèñöèïëèíû.

Ïåðâîå çäàíèå Áåðëèíñêîìó óíèâåðñèòåòó áûëî ïî-
äàðåíî ïðóññêèì êîðîëåì Ôðèäðèõîì Âèëüãåëüìîì III
(ñ 1828 ïî 1949 ãîä óíèâåðñèòåò íîñèë åãî èìÿ). Ïî
ìåðå ðàçâèòèÿ óíèâåðñèòåòà íîâûå ïîäðàçäåëåíèÿ è
èíñòèòóòû èíòåãðèðîâàëèñü â åãî ñòðóêòóðó — â ÷àñò-
íîñòè, â íåå âîøëè çíàìåíèòàÿ Êëèíèêà Øàðèòå è
Ìóçåé íàòóðàëüíîé èñòîðèè.

Ðàñöâåò Áåðëèíñêîãî óíèâåðñèòåòà ïðèøåëñÿ íà ïåð-
âûå äåêàäû XX âåêà. Èìåííî â ýòè ãîäû åãî ïðîôåññî-
ðàì áûëî ïðèñóæäåíî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî Íîáå-
ëåâñêèõ ïðåìèé (âñåãî – 29!). Òàê, ïåðâàÿ Íîáåëåâñêàÿ
ïðåìèÿ ïî õèìèè 1901 ãîäà áûëà âðó÷åíà ßêîáó Âàíò-
Ãîôôó çà èññëåäîâàíèå äèíàìèêè õèìè÷åñêèõ ðåàê-
öèé, à ïðåìèÿ ïî ëèòåðàòóðå 1902 ãîäà áûëà ïðèñóæ-
äåíà èñòîðèêó àíòè÷íîñòè Òåîäîðó Ìîììçåíó. Ñðåäè

âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ Áåðëèíñêîãî óíèâåðñèòåòà ëàóðå-
àòû Íîáåëåâñêîé ïðåìèè Îòòî Ãàí, Ìàêñ Ëàóý, Ìàêñ
Ïëàíê, Àëüáåðò Ýéíøòåéí, Âåðíåð Ãåéçåíáåðã, Ýðâèí
Øð¸äèíãåð, Õàíñ Áåòå è Ìàêñ Áîðí. Êàæåòñÿ, âåñü
öâåò ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè òîãî
âðåìåíè ñîáðàëñÿ â Áåðëèíå.

Ýòîò ÿðêèé ïåðèîä çàâåðøèëñÿ â 1933 ãîäó ñ èçìåíå-
íèåì ïîëèòè÷åñêîé îáñòàíîâêè â ñòðàíå è èçãíàíèåì èç
ñòåí óíèâåðñèòåòà èíàêîìûñëÿùèõ. Ïîñëå âòîðîé ìè-
ðîâîé âîéíû ðàñêîë â ñðåäå óíèâåðñèòåòñêèõ ïðîôåñ-
ñîðîâ òîëüêî óñèëèëñÿ, òàê ÷òî íîâûé Ñâîáîäíûé
óíèâåðñèòåò áûë îñíîâàí â Çàïàäíîì Áåðëèíå. Ñ 1949
ãîäà Áåðëèíñêèé óíèâåðñèòåò ñòàë íîñèòü èìåíà áðàòü-
åâ Àëåêñàíäðà è Âèëüãåëüìà Ãóìáîëüäòîâ.

Ïîñëå îáúåäèíåíèÿ Ãåðìàíèè ðàçâèòèþ Ãóìáîëüäòî-
âà óíèâåðñèòåòà áûë äàí íîâûé èìïóëüñ. Îí ïîëó÷èë
íîâûå êîðïóñà â ïðèãîðîäå Áåðëèíà, ãäå ñêîíöåíòðè-
ðîâàíû ôàêóëüòåòû åñòåñòâåííîíàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ.
Áåðëèíñêèé óíèâåðñèòåò àêòèâíî ó÷àñòâóåò âî âñåõ
åâðîïåéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàììàõ, áîëåå 10
ïðîöåíòîâ èç 40000 ñòóäåíòîâ – èíîñòðàíöû. Â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ ñòåïåíü ìàãèñòðà â Áåðëèíñêîì óíèâåðñè-
òåòå ïðèñóæäàåòñÿ ïî 59 ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì.
Òðàäèöèîííî ñèëüíû åãî ñâÿçè ñ âîñòî÷íîåâðîïåéñêè-
ìè óíèâåðñèòåòàìè è, â ÷àñòíîñòè, ñ Ìîñêîâñêèì
ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

È Ç  È Ñ Ò Î Ð È È  Í À Ó Ê È

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 14)

Óíèâåðñèòåòû Ãåðìàíèè



Çàäà÷è
Ê  Ì  Ø

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ.

1. ß ñîáðàë êîëëåêöèþ ñòàðûõ êàëåíäàðåé çà ïîñëåä-
íèå 30 ëåò. Êàêèìè èç íèõ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ â 2006
ãîäó? (×èñëà ìåñÿöà è äíè íåäåëè â èñïîëüçóåìîì
êàëåíäàðå äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ÷èñëàì ìåñÿöà è
äíÿì íåäåëè â êàëåíäàðå 2006 ãîäà.)

À.Ðÿõîâñêèé

2. Â êëàññå íà äîñêå êòî-òî ìåëîì íàïèñàë: «Ñ
ÍÎÂÛÌ ÃÎÄÎÌ!» Äåä Ìîðîç è Ñíåãóðî÷êà èãðàþò,
ñòèðàÿ ïî î÷åðåäè áóêâû (íà÷èíàåò Ñíåãóðî÷êà). Êàæ-
äûé ìîæåò ñâîèì õîäîì ñòåðåòü ëèáî îäíó ëþáóþ
áóêâó, ëèáî ñðàçó íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ áóêâ. Âûèã-
ðûâàåò òîò, êòî ñîòðåò ïîñëåäíþþ áóêâó è îñòàâèò íà
äîñêå òîëüêî âîñêëèöàòåëüíûé çíàê.

Êòî èç èãðîêîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó ïðè
ëþáîé èãðå ïàðòíåðà?

È. Àêóëè÷

3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD – = – = ∞60BAD CDA ,
à òàêæå – = –CAD CDB . Äîêàæèòå, ÷òî AB + CD = AD.

Â. Ïðîèçâîëîâ

4. ×åëîâåê Ðàññåÿííûé ñ óëèöû Áàññåéíîé ïåðåìå-
ùàåòñÿ ïî êëåòêàì êâàäðàòà ¥4 4 . Íàõîäÿñü â êëåòêå,
îí òåðÿåò â íåé 1 ðóáëü, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèò â

ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó. Òàì îí ñíîâà òåðÿåò 1
ðóáëü, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèò â ñîñåäíþþ êëåòêó è ò.ä.
Óáîðùèöà áàáà Êëàâà ñîîáùèëà (ñì. ðèñóíîê), ñêîëü-
êî ðóáëåé îíà íàøëà â êàæäîé êëåòêå.
Ìîã ëè ×åëîâåê Ðàññåÿííûé ñ óëèöû Áàññåéíîé ïåðå-
äâèãàòüñÿ òàê, ÷òîáû ðèñóíîê ñîîòâåòñòâîâàë åãî ïåðå-
ìåùåíèÿì?

Ä. Êàëèíèí

5. Ñðåäè 8 ïîäîçðåâàåìûõ èìååòñÿ îäèí ôàëüøèâî-
ìîíåò÷èê. Áóäó÷è îïðîøåíû ïî îòäåëüíîñòè, êàæäûé
îòðèöàåò ñâîþ ïðè÷àñòíîñòü ê ïðåñòóïíîìó ïðîìûñëó.
Âñå îñâåäîìëåíû î ðîäå çàíÿòèé äðóã äðóãà, íî ñòåñ-
íÿþòñÿ íàçûâàòü èìÿ ïðåñòóïíèêà.
Èíñïåêòîð Âàðíèêå ìîæåò âûäåëèòü ëþáóþ ãðóïïó èç
ýòèõ 8 ÷åëîâåê è çàäàòü âîïðîñ: «Èìååòñÿ ëè ñðåäè âàñ

ôàëüøèâîìîíåò÷èê?» Åñëè â ãðóïïå íåò ôàëüøèâîìî-
íåò÷èêà, òî âñå îòâå÷àþò «íåò», â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îòâå÷àþò «äà» («äà» îòâå÷àåò è ñàì ôàëüøèâîìîíåò-
÷èê, ïûòàÿñü ñëèòüñÿ ñ îêðóæàþùèìè è íå âûäàòü
ñåáÿ).
Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ èíñïåêòîð
ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî îïðåäåëèòü ïðåñòóïíèêà?

À. Æóêîâ
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Ìû ïðîäîëæàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8
êëàññîâ. Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî
àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà
6–8»). Íå çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

Ê þáèëåþ èçâåñòíîé çàäà÷è
À . Æ Ó Ê Î Â ,  Ð . Ñ À Ð Á À Ø

11. Èç n > 2 ìîíåò ñîñòàâëåí ñòîëáèê. Ðàçðåøàåòñÿ
èçúÿòü èç íåãî ëþáûå äâå ñîñåäíèå ìîíåòû, çàòåì îäíó
èç íèõ ïîëîæèòü íà ñàìûé âåðõ ñòîëáèêà, à äðóãóþ –
â ñàìûé íèç. Äëÿ êàêèõ n ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ òàêèõ
îïåðàöèé ìîæíî ðàñïîëîæèòü ìîíåòû â îáðàòíîì
ïîðÿäêå?

È.Àêóëè÷

12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë …
1 2
, ,a a

…,
n

a  îáðàçóåò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äîêàæè-
òå, ÷òî ñóììà + + +3 3 3

1 2
...

n
a a a  êðàòíà ñóììå + +

1 2
a a

+ + +
3

...
n

a a .
Â.Ñåíäåðîâ

13. Íà ðèñóíêå òðåóãîëü-
íèêè ABC, ADE, BDF, CEG,
BGH – ðàâíîñòîðîííèå.
Äîêàæèòå, ÷òî  ΔEFH  òàêæå
ðàâíîñòîðîííèé.

Ä.Êàëèíèí

14. Íàéäèòå êàêîå-íè-
áóäü íàòóðàëüíîå çíà÷å-

íèå n, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

+ +
◊ ◊ ◊ ◊ < < ◊ ◊ ◊ ◊

+ +
1 5 9 4 1 1 4 8 12 4 4

... ...
2 6 10 4 2 2005 5 9 13 4 5

n n

n n
.

Ï.Ñàìîâîë, Ì.Àïïåëüáàóì

15. à) Íàçîâåì ïîëóëàäüåé òàêóþ ëàäüþ, êîòîðàÿ
îáñòðåëèâàåò ïîëÿ äîñêè òîëüêî â äâóõ âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîëóëàäåé ìîæíî ðàññòàâèòü
íà äîñêå, ÷òîáû íèêàêàÿ èç íèõ íå óãðîæàëà íèêàêîé
äðóãîé?

á) Òîò æå âîïðîñ, åñëè ïîëóëàäüÿ îáñòðåëèâàåò ïîëÿ
äîñêè íå â äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ, à â äâóõ ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

â) Íàçîâåì ïî÷òè ëàäüåé òàêóþ ëàäüþ, êîòîðàÿ
îáñòðåëèâàåò ïîëÿ äîñêè â òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ. Êàêîå
íàèáîëüøåå ÷èñëî ïî÷òè ëàäåé ìîæíî ðàññòàâèòü íà
äîñêå, ÷òîáû íèêàêàÿ èç íèõ íå óãðîæàëà íèêàêîé
äðóãîé?

È.Àêóëè÷

À
ÍÃËÈÉÑÊÈÉ  ÈÇÎÁÐÅÒÀÒÅËÜ  ÃÎËÎÂÎËÎÌÎÊ  ÃÅÍÐÈ
Ý. Äüþäåíè ðîâíî 100 ëåò íàçàä, â 1905 ãîäó, â

æóðíàëå «Daily Mail» îïóáëèêîâàë çàíèìàòåëüíóþ çà-
äà÷ó, âïîñëåäñòâèè ñòàâøóþ çíàìåíèòîé. Ìû åå ïðè-
âîäèì â ôîðìóëèðîâêå, â êîòîðîé îíà ïîÿâèëàñü â
1907 ãîäó â êíèãå «Êåíòåðáåðèéñêèå ãîëîâîëîìêè»:

«Ìíîãî ïîïûòîê áûëî ïðåäïðèíÿòî, ÷òîáû ïîáó-
äèòü Ãàëàíòåðåéùèêà ïðåäëîæèòü êîìïàíèè êàêóþ-
íèáóäü ãîëîâîëîìêó, íî îíè äîëãî îñòàâàëèñü áåçóñ-
ïåøíûìè. Íàêîíåö, íà îäíîé èç ñòîÿíîê Ãàëàíòåðåé-
ùèê ñêàçàë, ÷òî ïîêàæåò âñåì íå÷òî, îò÷åãî «èõ ìîçãè

ïåðåêðóòÿòñÿ, êàê âåðåâêà îò êîëîêîëà». Êñòàòè, îí
ñûãðàë ñ êîìïàíèåé øóòêó, èáî ñàì íå çíàë îòâåòà íà
ãîëîâîëîìêó, êîòîðóþ ïðåäëîæèë. Äîñòàâ êóñîê ìàòå-
ðèè â ôîðìå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îí ñêàçàë:

– Åñòü ëè ñðåäè âàñ êòî-íèáóäü, êîìó ïðèõîäèëîñü
áû ðàñêðàèâàòü ìàòåðèþ? Ïîáîæóñü, ÷òî íåò. Êàæäûé
óìååò ÷òî-òî ñâîå, è øêîëÿð ìîæåò ÷åìó-íèáóäü ïî-
ó÷èòüñÿ ó ïðîñòîëþäèíà, à ìóäðåö ó äóðàêà. Ïîêàæèòå
ìíå, åñëè óìååòå, êàêèì îáðàçîì ýòîò êóñîê ìàòåðèè
ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå ÷àñòè òàê, ÷òîáû ïîòîì èç
íèõ óäàëîñü ñîñòàâèòü ïðàâèëüíûé êâàäðàò.
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Íåêîòîðûå èç íàèáîëåå îáðàçîâàííûõ ïàëîìíèêîâ
ñóìåëè ñäåëàòü ýòî ñ ïÿòüþ ÷àñòÿìè, íî íå ñ ÷åòûðüìÿ.
Íî êîãäà îíè íàñåëè íà Ãàëàíòåðåéùèêà, òðåáóÿ îò
íåãî ïðàâèëüíîãî îòâåòà, îí ïîñëå äîëãèõ óâèëèâàíèé
ïðèçíàëñÿ, ÷òî íå óìååò ðåøàòü ýòó çàäà÷ó íè äëÿ
êàêîãî ÷èñëà ÷àñòåé.

– Êëÿíóñü ñâÿòûì Ôðàíöèñêîì, – ñêàçàë îí, –
êàæäûé ìîøåííèê, äóìàåòñÿ ìíå, ìîæåò ïðèäóìàòü
ãîëîâîëîìêó, íî îíà õîðîøà äëÿ òåõ, êòî óìååò åå
ðåøàòü.

Ïîñëå ýòèõ ñëîâ îí åäâà óíåñ íîãè. Íî ñàìîå ñòðàí-
íîå – ýòî òî, ÷òî, êàê ÿ âûÿñíèë, çàäà÷ó äåéñòâèòåëüíî
ìîæíî ðåøèòü äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòûðåõ ÷àñòåé, íå ïåðåâî-
ðà÷èâàÿ ÷àñòè äðóãîé ñòîðîíîé ââåðõ. Çàäà÷ó ðåøèòü
íåïðîñòî, íî, ÿ äóìàþ, ÷èòàòåëü íàéäåò åå îäíîé èç
ñàìûõ èíòåðåñíûõ».

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Ãåíðè Äüþäåíè ïðîäåìîíñò-
ðèðîâàë äîñòîïî÷òåííûì ÷ëåíàì Ëîíäîíñêîãî Êîðî-
ëåâñêîãî îáùåñòâà â 1905 ãîäó. Èçãîòîâèâ ìîäåëü èç
êðàñíîãî äåðåâà è ñêðåïèâ åå äåòàëè áðîíçîâûìè
øàðíèðàìè, Äüþäåíè ïîêàçàë, êàê «ëåãêèì äâèæåíè-
åì ðóêè» ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ïðåâðàùàåòñÿ â
ðàâíîâåëèêèé åìó êâàäðàò, è íàîáîðîò (ðèñ.1).

Ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ Äüþäåíè ìîæíî ïðèìåíèòü íå
òîëüêî ê ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêàì, íî è ê íåêî-
òîðûì òðåóãîëüíèêàì îáùåãî âèäà (ðèñ.2). Êàêèå æå
òðåóãîëüíèêè äîïóñêàþò ðàçðåçàíèå ïî ñïîñîáó Äüþ-
äåíè?

Ïðîöèòèðóåì îòðûâîê èç ñáîðíèêà «Èçáðàííûå çà-
äà÷è», ïîäãîòîâëåííîãî ïî ìàòåðèàëàì àìåðèêàíñêî-
ãî æóðíàëà «American Mathematical Monthly» (ðàçìå-
ùåíèå çàäà÷è Äüþäåíè â ýòîì ñáîðíèêå – ñâèäåòåëü-
ñòâî åå îñîáîãî èçÿùåñòâà):

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

«Ïðåäëîæåííîå èì (Äüþäåíè) ðåøåíèå ïðèìåíè-
ìî íå òîëüêî ê ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêàì, íî è ê
òðåóãîëüíèêàì áîëåå îáùåãî âèäà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèì îäíîìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì ðåøåíèå äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.

Ïóñòü ABC (ðèñ.3) – äàííûé òðåóãîëüíèê, D è E –
ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ è ÂÑ. Ïîñòðîèì îòðåçîê R, ðàâ-
íûé ñòîðîíå êâàäðàòà, ðàâíîâåëèêîãî òðåóãîëüíèêó
ABC. Îòðåçîê R ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè öèðêó-
ëÿ è ëèíåéêè, ïîñêîëüêó îí ðàâåí ñðåäíåìó ãåîìåò-
ðè÷åñêîìó îòðåçêà AD è ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííî-
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ãî èç âåðøèíû Ñ íà
ñòîðîíó ÀÂ. Ñ öåíòðîì
â òî÷êå D è ðàäèóñîì
R îïèøåì îêðóæíîñòü,
ïåðåñåêàþùóþ ñòîðî-
íó ÀÑ â òî÷êå F. Ïðî-
âåäåì ïðÿìóþ DF è
ïîñòðîèì íà îòðåçêå
FA òî÷êó G òàê, ÷òîáû
FG = ÑÀ/2. Ðåøåíèå
çàäà÷è âîçìîæíî,
åñëè £FG FA , èëè,

èíà÷å, åñëè òî÷êà F ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ÑN, ãäå N –
ñåðåäèíà ñòîðîíû ÑÀ. Èç òî÷åê Å è G îïóñòèì íà FD
ïåðïåíäèêóëÿðû EJ è GH. Ïîñëå ýòîãî ðàçðåæåì òðåó-
ãîëüíèê ABC íà 4 ÷àñòè: ÷åòûðåõóãîëüíèêè DBEJ, HGAD,
CFJE è òðåóãîëüíèê GHF ».

Óïðàæíåíèå 1. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî çàäà÷à Äüþäåíè
äîïóñêàåò ðåøåíèå äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííûé âûøå ñïî-
ñîá ðàçðåçàíèÿ òðåóãîëüíèêà ïîçâîëÿåò èç ÷åòûðåõ ïîëó-
÷èâøèõñÿ ÷àñòåé ñîñòàâèòü êâàäðàò.

À òåïåðü ïîïðîáóéòå ïðèìåíèòü èçëîæåííûé ñïîñîá
ðàçðåçàíèÿ ê òðåóãîëüíèêó ñî ñëåäóþùèìè äàííûìè:

= 4 2AB , ÀÑ = 11, – = ∞45BAC . Óêàçàííûé êðèòåðèé
âîçìîæíîñòè ðàçðåçàíèÿ òàêîãî òðåóãîëüíèêà âûïîë-
íÿåòñÿ, íî... âðÿä ëè âàøà ïîïûòêà óâåí÷àåòñÿ óñïåõîì.
Ïî÷åìó?

Îêàçûâàåòñÿ, â îáîñíîâàíèè ïðèâåäåííîãî íàìè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Äüþäåíè óêàçàíû íå âñå òðåáîâàíèÿ.
Äàâàéòå èññëåäóåì ýòó ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó íà âîç-
ìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ âñåõ íåîáõîäèìûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ïîñòðîåíèé.

Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC äîïóñêàåò ðàçðåçàíèå ïî
ñïîñîáó Äüþäåíè (ðèñ.4). Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê GDEF

ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëå-
ëîãðàììîì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, DE –
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðå-
óãîëüíèêà ABC, ïî-
ýòîìó îòðåçêè DE è
GF ðàâíû è ïàðàë-
ëåëüíû äðóã äðóãó.
Íàì óäîáíî áóäåò
äàòü ýòîìó ïàðàë-
ëåëîãðàììó èìÿ.

Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü åãî ïàðàëëåëîãðàììîì Äüþäå-
íè.

Ïðîâåäåì ^BK AC  è ^DM AC . Îáîçíà÷èì DE =
= GF = a, DM = h. Òîãäà ÀÑ = 2à, ÂÊ = 2h, ïëîùàäü

òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 2ah è = 2DF ah .

Ïåðâîå óñëîâèå âîçìîæíîñòè ðàçðåçàíèÿ ïî ñïîñî-
áó Äüþäåíè : ÷òîáû îòðåçîê DF ìîã «äîòÿíóòüñÿ» äî
ñòîðîíû ÀÑ, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

≥DF DM . Îòñþäà ≥2ah h , è

≥2a h .                            (1)

Âòîðîå óñëîâèå : òî÷êè H è J – îñíîâàíèÿ ïåðïåíäè-

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

êóëÿðîâ GH è EJ – äîëæíû íàõîäèòüñÿ âíóòðè îòðåçêà
FD (à íå íà åãî ïðîäîëæåíèè). Äîñòàòî÷íî èññëåäî-
âàòü ïîëîæåíèå òî÷êè Í (äëÿ òî÷êè J ðàññóæäåíèÿ
àíàëîãè÷íû). Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè DMF è
GHF ïîäîáíû äðóã äðóãó, ïîñêîëüêó èìåþò îáùèé
îñòðûé óãîë F. Îòñþäà

=
DF MF

GF FH
, èëè 

-
=

2
2 2ah ah h

a FH

(îòðåçîê MF âû÷èñëåí ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç òðåó-
ãîëüíèêà DMF). Çíà÷èò,

- -
= =

2 2
2 2

22

a ah h a ah
FH

ah
.

Íàêëàäûâàåì îãðàíè÷åíèå £ = 2FH FD ah , îòêóäà
ïîëó÷àåì

£2 5a h .                         (2)

Òðåòüå óñëîâèå âîçìîæíîñòè ðàçðåçàíèÿ ïî ñïîñî-
áó Äüþäåíè áûëî óêàçàíî â ïðîöèòèðîâàííîì âûøå
îòðûâêå:

£ £ 2FG FA a .                       (3)

Óñëîâèÿ (1), (2), (3) íå òîëüêî íåîáõîäèìû äëÿ
ðàçðåçàíèÿ ïî ñïîñîáó Äüþäåíè, íî è äîñòàòî÷íû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âåëè÷èíû à è h óäîâëåòâîðÿþò
îãðàíè÷åíèÿì (1) è (2). Íàáîð ÷èñåë a è h îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ïàðàëëåëîãðàìì Äüþäåíè. Êàòåò DM = h

è ãèïîòåíóçà = 2FD ah  îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïðÿ-
ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê DMF, à îòëîæèâ îò òî÷êè F
îòðåçîê FG äëèíû à, ìû îïðåäåëèì òðè âåðøèíû F, G,
D ïàðàëëåëîãðàììà FGDE, ïî êîòîðûì îí òàêæå âîñ-
ñòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òåïåðü íà ïðÿìîé FG
âûáåðåì òî÷êó À òàê, ÷òî £ £ 2FG FA a , è íà ðàññòîÿ-
íèè 2h îò ïðÿìîé FG
ïðîâåäåì ïðÿìóþ l,
ïàðàëëåëüíóþ GF
(ðèñ.5). Ñîåäèíèì òî÷-
êè À è D è, ïðîäëèâ
ïðÿìóþ AD äî ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé l, ïî-
ëó÷èì òî÷êó Â. Ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ òî÷êè
Ñ ïîêàçàí íà ðèñóíêå
5. Óñëîâèÿ (1), (2), (3) ãàðàíòèðóþò âîçìîæíîñòü ðàç-
ðåçàíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC ïî ñïîñîáó Äüþäåíè.

Äüþäåíè ïî ïðàâó ãîðäèëñÿ ñâîèì ðåçóëüòàòîì –
èìåííî òåì, ÷òî åìó óäàëîñü ïðèäóìàòü ñïîñîá ðàç-
ðåçàíèÿ òðåóãîëüíèêà è ðàâíîâåëèêîãî åìó êâàäðàòà
íà ðåêîðäíî ìàëîå ÷èñëî ñîñòàâíûõ ÷àñòåé.

Ðèñ. 3
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Â
1952 ÃÎÄÓ ÑÅÌÈÄÅÑßÒÈÒÐÅÕËÅÒÍÈÉ ÀËÜÁÅÐÒ ÝÉÍ-
øòåéí â ïèñüìå ê ñâîåìó äðóãó þíîñòè Ìîðèñó Ñîëîâèíó

ïîÿñíèë, êàê îí ïîíèìàåò ñóòü íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ. Ñâîè
ìûñëè îí ïðîèëëþñòðèðîâàë ñõåìîé, êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà
ðèñóíêå 1. Èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûå äàííûå

÷óâñòâåííîãî îïûòà. Íà
èõ îñíîâå ôîðìóëèðóåò-
ñÿ ñèñòåìà àêñèîì èëè
ãèïîòåç. Èç íåå âûâî-
äÿòñÿ óìîçàêëþ÷åíèÿ
èëè ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå
ïðîâåðÿþòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòîì. Åñëè ñëåäñòâèÿ
ïîäòâåðæäàþòñÿ îïû-
òîì, òî ãèïîòåçà ñòàíî-
âèòñÿ òåîðèåé, êîòîðàÿ
èìååò îïðåäåëåííóþ îá-

ëàñòü ïðèìåíèìîñòè. Ýéíøòåéí îñîáîå âíèìàíèå îáðàùàë íà
òî, ÷òî â íàó÷íîì ïîçíàíèè ëîãèêà ðàáîòàåò â îñíîâíîì íà
ýòàïå ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèé èç ìîäåëè èëè òåîðèè. Ïåðåõîä
îò ôàêòîâ ê ìîäåëè è îò ñëåäñòâèé ê ýêñïåðèìåíòó îòíîñèòñÿ,
êàê îí ïèñàë, ê «âíåëîãè÷åñêîé (èíòóèòèâíîé) ñôåðå».

Íå íàäî äóìàòü, ÷òî öèêë ôàêòû Æ  ìîäåëü Æ  ñëåäñòâèÿ
Æ  ýêñïåðèìåíò îòíîñèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ê íàó÷íîìó ïî-
çíàíèþ. Íà ñàìîì äåëå, âñÿêèé óñïåøíî æèâóùèé â ýòîì
ìèðå ÷åëîâåê äåéñòâóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì öèêëîì. ×òîáû
äàëåêî íå õîäèòü çà ïðèìåðàìè, íàïîìíèì äåòåêòèâíûå
ðîìàíû, ñêàæåì Àãàòû Êðèñòè, – âîò ãäå èñòèííûé ó÷åáíèê
íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè! Îíè âñåãäà íà÷èíàþò-
ñÿ ñ ôàêòîâ. Âòîðîñòåïåííûå ãåðîè ðîìàíîâ ïûòàþòñÿ ëîãè-
÷åñêè îáúÿñíèòü èìåþùèåñÿ ôàêòû, íî ó íèõ íè÷åãî õîðîøå-
ãî íå ïîëó÷àåòñÿ. Ãëàâíûå ãåðîè, âðîäå Ýðêþëÿ Ïóàðî èëè
ìèññ Ìàðïë, íè÷åì ïîäîáíûì íå çàíèìàþòñÿ, íî â êàêîé-òî
ìîìåíò èíòóèòèâíî äîãàäûâàþòñÿ îá èñòèíå. Îíè íå ñïåøàò
ñîîáùèòü î ñâîèõ äîãàäêàõ, ïîêà íå äîêàæóò èõ ñïðàâåäëè-
âîñòü, çàòî îõîòíî ãîâîðÿò î ôàêòàõ, ëåæàùèõ â èõ îñíîâå.
Íàêîíåö, ýòè ãëàâíûå ãåðîè ñòàâÿò ñëåäñòâåííûé ýêñïåðè-
ìåíò, èçîáëè÷àþùèé ïðåñòóïíèêà, ò.å. ïîäòâåðæäàþùèé
ñëåäñòâèÿ èõ óìîçðèòåëüíîé ìîäåëè, è ñ ýòîãî ìîìåíòà
ñïðàâåäëèâîñòü èíòóèòèâíîé äîãàäêè îêàçûâàåòñÿ äîêàçàí-
íîé.

Â ýòîé ñòàòüå áóäåò ïðîèëëþñòðèðîâàí ìåòîä íàó÷íîãî
ïîçíàíèÿ ïðè ðåøåíèè ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ïðîáëåìû, à
èìåííî – èçâåñòíîãî ÿâëåíèÿ ðàçáèâàíèÿ áóòûëêè ñ âîäîé
ïðè êðàòêîâðåìåííîì óäàðå ïî åå ãîðëûøêó (ñì., íàïðèìåð,
ñòàòüþ Å.Ðîìèøåâñêãî «Óäèâèòåëüíàÿ áóòûëêà» â «Êâàíòå»
¹1 çà 2001 ãîä). Íàì êàæåòñÿ, ÷òî äëÿ ÷èòàòåëåé «Êâàíòà»
íåò íåîáõîäèìîñòè ñëèøêîì «ðàçæåâûâàòü» ìàòåðèàë, ïî-
ýòîìó ìû ïðîñòî èçëîæèì åãî, âûäåëèâ ýòàïû èññëåäîâàíèÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ öèêëîì íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ.

Ôàêòû. Â êà÷åñòâå îáîðóäîâàíèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòà ïðèãî-
òîâüòå ïîëëèòðîâóþ ñòåêëÿííóþ áóòûëêó ñ ïëàâíî ñóæàþ-
ùåéñÿ ãîðëîâîé ÷àñòüþ, ñïåöèàëüíûé ìîëîòîê, ìàòåð÷àòóþ

ïåð÷àòêó è øèðîêèé ñîñóä. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëó÷øå
âñåãî èñïîëüçîâàòü áóòûëêó èç-ïîä ïèâà èç ñòåêëà êîðè÷íå-
âàòîãî öâåòà. Ìîëîòêîì ìîæåò ñëóæèòü äåðåâÿííàÿ êèÿíêà
(ñòîëÿðíûé èíñòðóìåíò) ðàçìåðîì 40 100 150 ìì¥ ¥ , íà
îäíó èç ðàáî÷èõ ïîâåðõíîñòåé êîòîðîé íàêëååíà ïëîòíàÿ
ðåçèíîâàÿ íàêëàäêà òîëùèíîé 2–4 ìì; äëèíà ðó÷êè êèÿíêè
350 ìì. Áîëåå ýôôåêòåí îïûò ñ ìîëîòêîì ìåíüøèõ ðàçìå-
ðîâ. Íàïðèìåð, ìû èñïîëüçîâàëè öèëèíäðè÷åñêèé ìîëîòîê
èç âòîðîïëàñòà äèàìåòðîì 36 ìì è äëèíîé 80 ìì ñ äåðåâÿí-
íîé ðó÷êîé äëèíîé 210 ìì – îí è èçîáðàæåí íèæå íà
ôîòîãðàôèÿõ. Ìàòåð÷àòàÿ ïåð÷àòêà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïðå-
äîõðàíåíèÿ ðóêè, äåðæàùåé áóòûëêó, îò îñêîëêîâ ñòåêëà. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàñêîëåòñÿ ÷àñòü
áóòûëêè, íàõîäÿùàÿñÿ â ðóêå, î÷åíü ìàëà. Øèðîêèé ñîñóä
íóæåí äëÿ ñáîðà âîäû è îñêîëêîâ ñòåêëà. Ïîäîéäåò áûòîâîé
òàçèê èç ïîëèìåðà ïîïåðå÷íèêîì îêîëî 30 ñì è ãëóáèíîé
10 ñì. Î÷åíü óäîáåí òàêæå ïîëèýòèëåíîâûé ìåøîê, ñëîæåí-
íûé òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïëîñêèé ñîñóä âûñîòîé 20–30 ñì.

Îïûò 1. Íà ëåâóþ ðóêó íàäåíüòå ïåð÷àòêó, âîçüìèòå
áóòûëêó çà ãîðëûøêî è ðàñïîëîæèòå åå íàä òàçèêîì íà
âûñîòå îêîëî ïîëóìåòðà. Â ïðàâóþ ðóêó âîçüìèòå ìîëîòîê è
ðåçêî, íî íå ñëèøêîì ñèëüíî óäàðüòå ïî ãîðëûøêó áóòûëêè.
Ïðè ýòîì áóòûëêà îñòàåòñÿ öåëîé. Îïûò ïîâòîðèòå íåñêîëü-
êî ðàç, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðàçáèòü òàêèì ñïîñîáîì
áóòûëêó íåâîçìîæíî.

Îïûò 2. Â áóòûëêó íàëåéòå âîäó òàê, ÷òîáû äî îòâåðñòèÿ
áóòûëêè îñòàâàëîñü ïðèìåðíî 70 ìì, è âíîâü óäàðüòå ïî
ãîðëûøêó ìîëîòêîì. Áóòûëêà íåìåäëåííî ðàçáèâàåòñÿ!

Ôîòîãðàôèÿ îïèñàííîãî îïûòà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2.
Âû âèäèòå (ñì. ðèñ.2,à), ÷òî äíî áóòûëêè îòîðâàëîñü è èç íåå
«âûâàëèëñÿ» ñòîëá âîäû. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîëóñôåðè-
÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü âîäû âíóòðè áóòûëêè – èìåííî òàêóþ
ôîðìó èìåþò ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â öèëèíäðè÷åñêîì
ñìà÷èâàåìîì ñîñóäå â ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè.

Ïîíÿòíî, ÷òî â îïûòàõ íå âñåãäà îòêàëûâàåòñÿ òîëüêî äíî
áóòûëêè – áóòûëêà ðàçëàìûâàåòñÿ òàì, ãäå íàõîäÿùàÿñÿ ïîä
âîäîé ñòåíêà íàèìåíåå ïðî÷íà (ñì. ðèñ.2,á). Îäíàêî íèêîãäà
èçëîì íå ïðîèñõîäèò âáëèçè ïîâåðõíîñòè âîäû â âåðõíåé
÷àñòè áóòûëêè.

Ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ôîòîãðàôèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñèíõðîêîíòàêò ëàìïû-âñïûøêè ñîåäèíåí ñ ïàðîé
íîðìàëüíî ðàçîìêíóòûõ êîíòàêòîâ, êîòîðûå óñòàíîâëåíû
íàä ñîñóäîì äëÿ ñáîðà âîäû è îñêîëêîâ ñòåêëà. Îäèí èç
ýêñïåðèìåíòàòîðîâ äåðæèò áóòûëêó íàä êîíòàêòàìè íà âûñî-
òå, îïðåäåëÿåìîé âðåìåíåì çàäåðæêè îò óäàðà äî ìîìåíòà
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ôîòîãðàôèðîâàíèÿ. Âòîðîé ýêñïåðèìåíòàòîð íàâîäèò ôîòî-
àïïàðàò íà ðåçêîñòü íà áóòûëêó, óñòàíàâëèâàåò âûäåðæêó
«îò ðóêè», ñîçäàåò â ïîìåùåíèè ïîëóìðàê è îòêðûâàåò
çàòâîð ôîòîàïïàðàòà. Ïåðâûé ýêñïåðèìåíòàòîð ïðîèçâîäèò
ïî áóòûëêå óäàð, îòîðâàâøååñÿ äíî çàìûêàåò ñèíõðîêîíòàê-
òû, ïðîèñõîäèò âñïûøêà ñâåòà, è âòîðîé ýêñïåðèìåíòàòîð
îòïóñêàåò çàòâîð. Ïëåíêà ýêñïîíèðîâàíà, ìîæíî îòäàâàòü íà
ïðîÿâëåíèå è ïå÷àòü ôîòîñíèìêîâ.

Ìîäåëü. Ïîïðîáóåì îáúÿñíèòü îáíàðóæåííîå ÿâëåíèå. Íà
ðèñóíêå 3 ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû áóòûëêà â âèäå öèëèí-
äðà è ìîëîòîê â ôîðìå ñâîáîäíî ïàäàþùåãî íà áóòûëêó òåëà.

Â ìîìåíò óäàðà ïî ãîðëûøêó èìïóëüñ ïðèîáðåòàåò áóòûë-
êà, à âîäà â íåé íà ìãíîâåíèå îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé. Çàòåì
áóòûëêà ïðåêðàùàåò äâèæåíèå, è àòìîñôåðíîå äàâëåíèå
ãîíèò âîäó â áóòûëêå âíèç. Ïðè óäàðå âîäû î äíî çà
íåáîëüøîå âðåìÿ τ îñòàíàâëèâàåòñÿ ñòîëá âîäû ìàññîé

m Scρ τ=¢ ,

ãäå ρ  – ïëîòíîñòü âîäû, S – ïëîùàäü äíà áóòûëêè, ñ –
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñæàòèÿ (ò.å. ñêîðîñòü óïðóãîé
âîëíû èëè ñêîðîñòü çâóêà) â âîäå. Åñëè ñêîðîñòü ñòîëáà
âîäû â ìîìåíò óäàðà î äíî ñîñòàâëÿëà v, òî äíî ïîëó÷èëî
èìïóëüñ

m v f pSτ τ= =¢ ,

ãäå f – ñèëà äàâëåíèÿ, ð – äàâëåíèå íà äíî áóòûëêè.
Ïî çàêîíó Ïàñêàëÿ ð – ýòî äàâëåíèå âî âñåì îñòàíîâèâøåì-

ñÿ îáúåìå âîäû, êîòîðîå äåéñòâóåò íå òîëüêî íà äíî, íî è íà
ñòåíêè áóòûëêè â îáëàñòè ñæàòèÿ âîäû. Ñðàâíèâàÿ äâå
ïðåäûäóùèå ôîðìóëû, ïîëó÷àåì, ÷òî äàâëåíèå â áóòûëêå
âîçðàñòàåò íà âåëè÷èíó

p cvρ= .

Òàê êàê ñêîðîñòü çâóêà â âîäå äîâîëüíî âåëèêà (ñ =
= 1500 ì/c), òî äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ñêîðîñ-
òÿõ äâèæåíèÿ âîäû äàâëåíèå â íåé ïðè âíåçàïíîì òîðìî-
æåíèè ðåçêî ïîâûøàåòñÿ, ñòåêëî íå âûäåðæèâàåò è ðàçðó-
øàåòñÿ. Òàêîå ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñ-
êîãî èëè ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà.

Ñëåäñòâèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ìàññû ìîëîòêà è
áóòûëêè îäèíàêîâûìè è ðàâíûìè Ì, à âçàèìîäåéñòâèå èõ
ïðè óäàðå – óïðóãèì. Òîãäà ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà
ïîñëå óäàðà ìîëîòêà ïî ãîðëûøêó áóòûëêè ìîëîòîê îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, à áóòûëêà ïðèîáðåòàåò ñêîðîñòü V, ðàâíóþ ñêîðî-
ñòè ìîëîòêà â ìîìåíò óäàðà (ñì. ðèñ.3). Êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ áóòûëêè ðàñõîäóåòñÿ íà ñîçäàíèå è óâåëè÷åíèå
ïîëîñòè íàñûùåííîãî ïàðà âáëèçè åå äíà, ò.å. íà ðàáîòó
ïðîòèâ ñèë àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ. Êîãäà áóòûëêà îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, òî æå ñàìîå àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ãîíèò ñòîëá

âîäû ê äíó áóòûëêè, à íàñûùåííûé ïàð êîíäåíñèðóåòñÿ.

Ïðè ýòîì ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè 2 2
2 2MV mv=

ñòîëá âîäû ïðèîáðåòàåò ñêîðîñòü v M m V= . Ïîäñòàâëÿÿ
ýòî çíà÷åíèå â ôîðìóëó äëÿ äàâëåíèÿ, ïîëó÷àåì

M
p c V

m
ρ= .

Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ìîëîòêà ïðè óäàðå äîïóñòèì, ÷òî îí
ñâîáîäíî ïàäàåò ñ âûñîòû 0,5h ª  ì, òîãäà 2 3 ì “V gh= ª .
Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ãèäðàâëè÷åñêîì óäàðå äàâëåíèå â áóòûë-
êå âîçðàñòàåò íà

3 3 3 5
10  *ã ì 1,5 10  ì “ 3 ì “ 45 10  o=p = ◊ ◊ ◊ = ◊ .

Èíûìè ñëîâàìè, êðàòêîâðåìåííî äàâëåíèå â áóòûëêå â 45
ðàç ïðåâîñõîäèò àòìîñôåðíîå! Êîíå÷íî æå, áóòûëî÷íîå
ñòåêëî ñòîëü çíà÷èòåëüíîãî ðîñòà äàâëåíèÿ âûäåðæàòü íå â
ñîñòîÿíèè.

×òîáû áóòûëêà ïðè òàêèõ ÷óäîâèùíûõ óñëîâèÿõ íå ðàçðó-
øèëàñü, íóæíî êàê-òî ïðåäîòâðàòèòü âíåçàïíûé ðîñò äàâëå-
íèÿ â âîäå. Ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè â âîäó ïîìåñ-
òèòü ëåãêî ñæèìàåìûé ïðåäìåò, òî âîçíèêàþùàÿ ïðè ãèäðî-
äèíàìè÷åñêîì óäàðå âîëíà ñæàòèÿ ñîìíåò ýòîò ïðåäìåò,
äàâëåíèå â âîäå âîçðàñòåò íåçíà÷èòåëüíî è ñòåêëî íå ðàçðó-
øèòñÿ.

Ýêñïåðèìåíò. ×òîáû ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíîâàòü ïîñò-
ðîåííóþ ìîäåëü ÿâëåíèÿ, ïðîâåðèì åå ñëåäñòâèÿ. Âíà÷àëå
ïîäòâåðäèì, ÷òî ïðè óäàðå ìîëîòêà ïî ãîðëûøêó ñòîëá âîäû
â ñàìîì äåëå îòðûâàåòñÿ îò äíà áóòûëêè.

Îïûò 3. Íàïîëíèâ áóòûëêó âîäîé, êàê â îïûòå 2, íåñêîëü-
êî ðàç íåñèëüíî óäàðüòå ïî åå ãîðëûøêó ìîëîòêîì, ïîñòåïåí-
íî óâåëè÷èâàÿ ñèëó óäàðà. Ïðè ýòîì âíà÷àëå ñëûøåí ëèøü
ãëóõîé çâóê óäàðà, à çàòåì ïîÿâëÿåòñÿ ðåçêèé çâîíêèé çâóê,
êàê áóäòî ïî ñòåêëó ïîñëå ãëóõîãî óäàðà ìîëîòêîì óäàðÿåò
ìåòàëë. Ïîâòîðèòå îïûò ñ ïóñòîé áóòûëêîé è óáåäèòåñü, ÷òî
íè÷åãî ïîäîáíîãî íå ïðîèñõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, çâîíêèé
çâóê ïðîèçâîäèò ñòîëá âîäû â áóòûëêå, óäàðÿÿñü î åå äíî. Íî
÷òîáû ýòî ïðîèçîøëî, âíà÷àëå âîäà äîëæíà îòîðâàòüñÿ îò
äíà áóòûëêè.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî áóòûëêà ñ âîäîé ðàçðóøàåòñÿ, åñëè
ñêîðîñòü ìîëîòêà, ìàññà êîòîðîãî ïðèìåðíî ðàâíà ìàññå
áóòûëêè, â ìîìåíò óäàðà äåéñòâèòåëüíî ñîñòàâëÿåò ïðèáëè-
çèòåëüíî 3 ì/ñ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èçìå-
ðèòü ñêîðîñòü ìîëîòêà ïðè óäàðå, à ìîæíî ðåøèòü ïðîáëåìó
è ïðîùå.

Îïûò 4. Ïîïðîáóéòå, ñëåãêà äåðæàñü çà êîíåö ðóêîÿòêè,
áåç óñèëèé íàïðàâëÿòü ñâîáîäíî ïàäàþùèé ìîëîòîê íà
ãîðëûøêî ïóñòîé áóòûëêè. Ïîñëå íåáîëüøîé òðåíèðîâêè ó
âàñ ïîëó÷èòñÿ òî, ÷òî íóæíî. Çàòåì âîçüìèòå áóòûëêó ñ
âîäîé è íà÷íèòå «áðîñàòü» íà åå ãîðëûøêî ìîëîòîê, ïîñòå-
ïåííî óâåëè÷èâàÿ âûñîòó áðîñàíèÿ. Âû îáíàðóæèòå, ÷òî
áóòûëêà ðàçáèâàåòñÿ, êîãäà íà åå ãîðëûøêî ìîëîòîê ïàäàåò
ñ âûñîòû îêîëî ïîëóìåòðà.

Òåïåðü ïîäãîòîâüòå îáîðóäîâàíèå ê íîâîìó îïûòó. Âîçüìèòå
ðåçèíîâûé íàïàëü÷íèê äèàìåòðîì 20 ìì è äëèíîé 70 ìì,
ãâîçäü äèàìåòðîì 4 ìì è äëèíîé 60 ìì, íåñêîëüêî ìåòàëëè-
÷åñêèõ ãàåê ñ äèàìåòðîì îòâåðñòèÿ 5–6 ìì, ïîðîëîí è
ïðî÷íóþ íèòü. Èç íàïàëü÷íèêà ñäåëàéòå ãåðìåòè÷íûé ðåçè-
íîâûé ìåøîê ñ âîçäóõîì, òîíóùèé â âîäå. Äëÿ ýòîãî îáåðíè-
òå ãâîçäü ïîðîëîíîì, çàêðåïèòå ñëîé ïîðîëîíà íèòüþ, ââåäè-
òå ãâîçäü ñ ïîðîëîíîì âíóòðü íàïàëü÷íèêà è ñëåãêà ïåðåâÿ-
æèòå åãî îòâåðñòèå. Ïîãðóçèòå ìåøî÷åê â ñòàêàí ñ âîäîé è,
åñëè îí ïëàâàåò, äîáàâüòå â íåãî ìåòàëëè÷åñêèå ãàéêè òàê,
÷òîáû îí íà÷àë òîíóòü. Ãåðìåòè÷íî ïåðåâÿæèòå îòâåðñòèå
íàïàëü÷íèêà íèòüþ. Ïðèáîð ñäåëàí ïðàâèëüíî, åñëè ìåøî-
÷åê íàïîëíåí âîçäóõîì è ïðè ñìà÷èâàíèè âîäîé ñâîáîäíî
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ïðîõîäèò â ãîðëûøêî áóòûëêè (èìåííî äëÿ ýòîãî íóæåí
ãâîçäü, èíà÷å ïðîòàëêèâàíèå ìåøî÷êà ïîòðåáóåò îïðåäåëåí-
íîãî âðåìåíè).

Îïûò 5. Ïðèãîòîâüòå áóòûëêó ñ âîäîé, êàê â îïûòå 2, è
ïîãðóçèòå â íåå ðåçèíîâûé ìåøî÷åê ñ âîçäóõîì òàê, ÷òîáû îí
âèñåë íà íèòè âáëèçè äíà áóòûëêè, íî íå êàñàëñÿ åãî.
Óäàðüòå ïî ãîðëûøêó ìîëîòêîì – áóòûëêà îñòàíåòñÿ öåëîé!

Îáúÿñíèòü ýòî ÿâëåíèå ìîæíî òåì, ÷òî ïðè ãèäðàâëè÷åñ-
êîì óäàðå âîçäóõ â ðåçèíîâîì ìåøî÷êå ñæèìàåòñÿ, ïîýòîìó
äàâëåíèå â âîäå ïîâûøàåòñÿ íå íàñòîëüêî, ÷òîáû ðàçðóøèòü
ñòåêëî.

Ï À Ì ß Ò È  À . È . Ë À Ð Ê È Í À

5 àâãóñòà 2005 ãîäà ñêîí÷àëñÿ Àíàòîëèé Èâàíîâè÷ Ëàðêèí,
îäèí èç ñàìûõ ñàìîáûòíûõ è âûäàþùèõñÿ ôèçèêîâ-òåîðåòè-
êîâ íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Îí íå çàíèìàë âûñîêèõ ïîñòîâ, íå
ðåäàêòèðîâàë æóðíàëû, ðåäêî âûñòóïàë íà êîíôåðåíöèÿõ.
Åãî ñèëüíåéøåå âëèÿíèå íà ìèðîâîå ñîîáùåñòâî ôèçèêîâ
ïî÷òè öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ íàïèñàííûìè èì ñòàòüÿìè, â
êîòîðûõ  îñâåùàëèñü «òåìíûå óãëû» è îïðåäåëÿëèñü ìíîãèå
íîâûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ íàóêè.

Àíàòîëèé Èâàíîâè÷ Ëàðêèí ðîäèëñÿ 14 îêòÿáðÿ 1932 ãîäà
â Êîëîìíå. Íàó÷íàÿ áèîãðàôèÿ àêàäåìèêà ÐÀÍ, çàâåäóþùå-
ãî ñåêòîðîì Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè èì. Ë.Ä.Ëàí-
äàó, ïðîôåññîðà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà, ïðîôåññîðà ôèçèêè è ÷ëåíà Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè óíèâåðñèòåòà Ìèííåñîòû (ÑØÀ), ëàóðåàòà ïðå-
ñòèæíûõ ìåæäóíàðîäíûõ ïðåìèé – Õüþëåòò-Ïàêêàðä,
Ô.Ëîíäîíà, Ë.Îíñàãåðà, Äæ.Áàðäèíà – íà÷èíàëàñü â Ìîñ-
êâå áîëåå ïîëóâåêà íàçàä. Ïîñòóïèâ â Ìîñêîâñêèé èíæåíåð-
íî-ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò, îí ó÷èëñÿ ôèçèêå ó òàêèõ áëåñòÿ-
ùèõ ó÷èòåëåé, êàê È.Å.Òàìì, Ì.À.Ëåîíòîâè÷, È.ß.Ïîìå-
ðàí÷óê, À.Á.Ìèãäàë. Ñâîþ ïåðâóþ íàó÷íóþ ðàáîòó îí
âûïîëíèë ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Ä.Ñàõàðîâà.

Íàó÷íîå òâîð÷åñòâî À.È.Ëàðêèíà ñîñòàâëÿåò áîãàòåéøóþ
êàðòèíó ñîâðåìåííîé ôèçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Íà÷àâ ñ ïðîáëåì ÿäåðíîé ôèçèêè è òåîðèè ÷àñòèö, îí
ïîñòåïåííî  ïåðåõîäèò ê òåîðèè ìàãíèòíûõ è íåóïîðÿäî÷åí-
íûõ ñèñòåì, âïëîòíóþ ïîäõîäèò ê ðåøåíèþ çàãàäêè ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà. Ìîíóìåíòàëåí åãî âêëàä  â ôèçèêó
ñâåðõïðîâîäíèêîâ, â åãî ðàáîòàõ ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâû
ñîâðåìåííîé òåîðèè îäíîìåðíûõ ýëåêòðîííûõ ñèñòåì. Â
êîíöå ÕÕ âåêà ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ â ïîíèìà-
íèè ôèçèêè íåóïîðÿäî÷åííûõ ïðîâîäíèêîâ, À.È.Ëàðêèí è
çäåñü ñòàíîâèòñÿ îáùåïðèçíàííûì ëèäåðîì, çàêëàäûâàåò
îñíîâû òàêèõ íîâûõ íàïðàâëåíèé, êàê ñëàáàÿ ëîêàëèçàöèÿ,
ìåçîñêîïèêà è êâàíòîâûé õàîñ.

Êàæäîìó, êîìó ïîñ÷àñòëèâèëîñü ðàáîòàòü ñ Àíàòîëèåì
Èâàíîâè÷åì, èçâåñòíî âîçíèêàâøåå ïðè ýòîì ÷óâñòâî âîñòîð-
ãà îâëàäåíèÿ íîâûì çíàíèåì. Äî ïîñëåäíèõ äíåé îí îñòàâàë-
ñÿ æåëàííûì ñîàâòîðîì äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà êîëëåã – êàê
èìåíèòûõ, òàê è ìîëîäûõ. À.È.Ëàðêèí îáëàäàë ðåäêîé
ôèçè÷åñêîé èíòóèöèåé. Åãî íå ÷àñòî ìîæíî áûëî óâèäåòü
ïèøóùèì ôîðìóëû – çàäà÷è ðåøàëèñü â óìå. Îí áëåñòÿùå
çíàë è èñïîëüçîâàë ñàìûå ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðåòè÷åñ-
êîé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, íî íà åãî ïèñüìåííîì ñòîëå íå
áûëî ñòîï èñïèñàííîé áóìàãè. Î òîì, ÷åì îí ñåé÷àñ çàíÿò,
ãîâîðèëà ëèøü èñïåùðåííàÿ îòðûâêàìè îáñóæäàåìûõ ñ
ðàçíûìè ñîàâòîðàìè çàäà÷ äîñêà â åãî êàáèíåòå.

Àíàòîëèé Èâàíîâè÷ áûë óäèâèòåëüíî äîáðîæåëàòåëüíûì
÷åëîâåêîì. Âñåì áûëî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ó íåãî íåò
áàðüåðà â îòíîøåíèè  çàäàþùåãî âîïðîñ è îí ãîòîâ îáñóæäàòü
íàó÷íóþ ïðîáëåìó îäèíàêîâî ïîäðîáíî è ñ àêàäåìèêîì, è ñ
àñïèðàíòîì. À íà ñåìèíàðàõ îí ÷àùå ìîë÷àë, âûñòóïàÿ
òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòåë çàùèòèòü, îáû÷íî ìîëîäîãî,
äîêëàä÷èêà, íà êîòîðîãî óæ î÷åíü àêòèâíî «íàïàäàëà»
àóäèòîðèÿ.

Íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ À.È.Ëàðêèíà íåðàçðûâíî ñâÿçàíû â
åãî æèçíè ñ âîñïèòàíèåì ìîëîäûõ ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ, åãî
òàëàíò Ó÷èòåëÿ ïðèâåë â òåîðåòè÷åñêóþ ôèçèêó ìíîãèõ
ñïîñîáíûõ ëþäåé. Îäíàæäû íà âîïðîñ î òîì, ïî êàêîìó
ïðèíöèïó îí îòáèðàåò ó÷åíèêîâ è ÷åì ðóêîâîäñòâóåòñÿ ïðè
âûáîðå çàäà÷è äëÿ ïåðâîé íàó÷íîé ðàáîòû ñòóäåíòà, Àíàòî-
ëèé Èâàíîâè÷ îòâåòèë: «Ñòóäåíòû ïðèõîäÿò êî ìíå ñàìè. ß
áåðó èõ íå î÷åíü ÷àñòî, òàê ÷òîáû íà âñåõ õâàòàëî âðåìåíè...
Ïåðâóþ æå íàó÷íóþ ïðîáëåìó ÿ ïîäáèðàþ ïîä ó÷åíèêà,
êîãäà ïîéìó, ê ÷åìó îí ñêëîíåí. Åñëè åìó íðàâèòñÿ ðàçìûø-
ëÿòü, òî è çàäà÷êó ÿ ïîäáèðàþ òàêóþ, ãäå íóæíî ïðèäóìàòü
÷òî-òî íîâîå. Åñëè æå îí áîëüøå ñêëîíåí ê ñëîæíûì
âû÷èñëåíèÿì, òî ÿ ïîäáèðàþ çàäà÷ó, ñîîòâåòñòâóþùóþ åãî
ìàòåìàòè÷åñêèì ñïîñîáíîñòÿì. À çàòåì íà÷èíàåòñÿ ñîâìåñò-
íûé ïóòü ïîçíàíèÿ».

×åëîâå÷íîñòü, äîáðîòà, îáàÿíèå Àíàòîëèÿ Èâàíîâè÷à è
ðàäîñòü ó÷àñòèÿ â ñîâìåñòíîì òâîð÷åñòâå  ïðèòÿãèâàëè ê
íåìó ëþäåé ñ ðàçíûìè õàðàêòåðàìè è òàëàíòàìè. À.È.Ëàð-
êèí îñòàâèë ñâîèì ó÷åíèêàì è ñîòðóäíèêàì çàâåðøàòü äåñÿ-
òîê óæå íà÷àòûõ, áëàãîäàðÿ åãî èäåÿì, èññëåäîâàíèé. Ïîýòî-
ìó åùå äîëãî áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ðàáîòû, ïîäïèñàííûå åãî
èìåíåì.

                          À.À.Âàðëàìîâ, Ñ.Ñ.Êðîòîâ,
Þ.À.Îñèïüÿí, Ä.Å.Õìåëüíèöêèé

Àíàòîëèé Èâàíîâè÷ Ëàðêèí
 (1932 – 2005)

Îïûò 6. Ïîâòîðèòå ïðåäûäóùèé îïûò íåñêîëüêî ðàç,
ðàñïîëàãàÿ ìåøî÷åê ñ âîçäóõîì íà ðàçíîé âûñîòå â âîäå,
çàòåì çà íèòü óäàëèòå ìåøî÷åê èç áóòûëêè è âíîâü ïðîèçâå-
äèòå óäàð – áóòûëêà íåìåäëåííî ðàñêîëåòñÿ íà ÷àñòè!

Èòàê, ñåðèÿ îïûòîâ ñî âñåé óáåäèòåëüíîñòüþ íà êà÷åñòâåí-
íîì óðîâíå ïîäòâåðæäàåò ñëåäñòâèÿ òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè,
ñëåäîâàòåëüíî, ôèçè÷åñêàÿ ñóùíîñòü ÿâëåíèÿ äåéñòâèòåëü-
íî çàêëþ÷àåòñÿ â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì óäàðå âîäû âíóòðè
áóòûëêè. Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî ìû ïîëíîñòüþ èñ÷åðïàëè
ïðîáëåìó? Ðàçóìååòñÿ íåò, è âû ñàìè ñìîæåòå ñîîáðàçèòü,
êàê ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå.
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Öåíòðèðîâàííûå
îïòè÷åñêèå
ñèñòåìû

Â.ÌÎÆÀÅÂ

Â
 ÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÁÓÄÓÒ ÐÀÑÑÌÎÒÐÅÍÛ ÏÐÅËÎÌËßÞ-
ùèå ñèñòåìû, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ïëîñêèõ èëè ñôåðè÷åñ-

êèõ ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè
ïðåëîìëåíèÿ. Ñèñòåìà ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
öåíòðèðîâàííîé, åñëè öåíòðû âñåõ ïðåëîìëÿþùèõ ïîâåðõ-
íîñòåé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé
îïòè÷åñêîé îñüþ ñèñòåìû. Áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ ïðåëîì-
ëÿþùèõ ñèñòåì ñîäåðæàò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå ïðåëîìëÿþ-
ùèå ïîâåðõíîñòè. Îáû÷íàÿ òîíêàÿ ëèíçà – òèïè÷íûé ïðèìåð
îïòè÷åñêîé ñèñòåìû, íî ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ìû ïðèâûêëè
ðàññìàòðèâàòü ëèíçó íå êàê îïòè÷åñêóþ ñèñòåìó, à êàê
ñàìîñòîÿòåëüíûé ïðåëîìëÿþùèé ýëåìåíò. Íèæå áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû ïðèìåðû îïòè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç íàáîðà
ïðåëîìëÿþùèõ è îòðàæàþùèõ ýëåìåíòîâ (òîíêèå ëèíçû,
ïëîñêèå çåðêàëà).

Ïåðåéäåì ê ðàçáîðó êîíêðåòíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Ïðîñòåéøàÿ îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç

òîíêîé ñîáèðàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F è
ïëîñêîãî çåðêàëà, ðàñïîëîæåí-
íîãî çà ëèíçîé ïåðïåíäèêóëÿð-
íî åå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè
(ðèñ.1). Íàéäèòå òàêîå ðàñ-
ñòîÿíèå îò ëèíçû äî çåðêàëà,
ïðè êîòîðîì óâåëè÷åíèå ñèñ-
òåìû íå çàâèñèò îò ïîëîæå-
íèÿ ïðåäìåòà ïåðåä ëèíçîé.
×åìó ðàâíî ýòî óâåëè÷åíèå?

Èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðîõîäà ëó÷åé
ëèíçû, çåðêàëà è ñíîâà ëèíçû.

Îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíîå ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà ÀÂ äî
ëèíçû ÷åðåç d, à ðàññòîÿíèå îò ëèíçû äî çåðêàëà – ÷åðåç L
(ðèñ.2). Ïåðâîå ïðîìåæóòî÷íîå èçîáðàæåíèå A B¢ ¢  áóäåò
íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè f îò ëèíçû. Âåëè÷èíó f ìîæíî
íàéòè ïî ôîðìóëå ëèíçû:

1 1 1

d f F
+ = ,  îòêóäà  

dF
f

d F
=

-
.

Óâåëè÷åíèå ëèíçû ðàâíî

1

f F

d d F
Γ = =

-
.

Ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîãî çåðêàëà èçîáðàæåíèå A B¢¢ ¢¢

áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè 2L – f îò ëèíçû. Îáîçíà÷èì
ýòî ðàññòîÿíèå ÷åðåç d¢ :

( )2 2
2

d L F LF
d L f

d F

- -
= - =¢

-
.

Óâåëè÷åíèå â äàííîì ñëó÷àå ðàâíî

2 1Γ = .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ïðîõîä ëó÷åé ÷åðåç ëèíçó.
Ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà A B¢¢ ¢¢  äî ëèíçû ðàâíî d¢ , à ðàññòî-
ÿíèå îò èçîáðàæåíèÿ A B¢¢¢ ¢¢¢  îáîçíà÷èì ÷åðåç f ¢ . Ïî ôîðìó-
ëå ëèíçû íàéäåì f ¢ :

1 1 1

d f F
+ =

¢ ¢
, îòêóäà 

( )( )
( ) ( )

2 2

2 2

d L F LF Fd F
f

d F d L F F F L

- -¢
= =¢

- - + -¢
.

Óâåëè÷åíèå ëèíçû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàâíî

( )

( ) ( )
3

2 2

d F Ff

d d L F F F L
Γ

-¢
= =

- + -¢
.

Îáùåå óâåëè÷åíèå íàøåé ñèñòåìû ñîñòàâëÿåò

( ) ( )

2

1 2 3
2 2

F

d L F F F L
Γ Γ Γ Γ= ◊ ◊ =

- + -
.

Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû óâåëè÷åíèå íå çàâèñåëî îò ðàññòîÿíèÿ
d, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

L – F = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå áóäåò ïîñòîÿííûì ïðè

L = F.

À ñàìî óâåëè÷åíèå â òàêîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíî

1Γ = - .

Çíàê «ìèíóñ» îçíà÷àåò, ÷òî èçîáðàæåíèå áóäåò ïåðåâåðíó-
òûì. (Ñäåëàéòå ñîîòâåòñòâóþùåé ðèñóíîê è óáåäèòåñü â
ýòîì.)

Çàäà÷à 2. Îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç òîíêîé ñîáè-
ðàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F è óãîëêîâîãî
îòðàæàòåëÿ (äâà ïëîñêèõ çåðêàëà, îáðàçóþùèõ ïðÿìîé
äâóãðàííûé óãîë) (ðèñ.3). Îòðàæàòåëü ðàñïîëîæåí ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû íà

ðàññòîÿíèè L = 2F îò íåå. Íà âõîä äàííîé ñèñòåìû ïàäàåò
óçêèé ïó÷îê ñâåòà ïîä ìàëûì óãëîì α , êîòîðûé ïåðåñåêà-
åò îñü ñèñòåìû â òî÷êå À íà ðàññòîÿíèè d = 3F îò ëèíçû.
Ïîñòðîéòå âûõîäÿùèé èç ñèñòåìû ïó÷îê ñâåòà è îïðåäåëè-
òå óãîë îòêëîíåíèÿ ýòîãî ïó÷êà îò îñè ñèñòåìû.

Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó, íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ â
íåêîòîðûõ îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ óãîëêîâîãî îòðàæàòåëÿ.

Ïóñòü òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà S ðàñïîëîæåí ïåðåä óãîë-
êîì íà åãî îñè ñèììåòðèè (ðèñ.4). Íàéäåì èçîáðàæåíèå
èñòî÷íèêà â óãîëêå, ïîñòðîèâ õîä íåñêîëüêèõ ëó÷åé ñâåòà.
Íà ðèñóíêå 4 õîðîøî âèäíî, ÷òî èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà S â

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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âåðõíåì ïëîñêîì çåðêà-
ëå – òî÷êà S¢  – ìíèìîå
è ðàñïîëîæåíî ñèììåò-
ðè÷íî çà çåðêàëîì.
Èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà
S¢  â íèæíåì çåðêàëå –
òî÷êà S¢¢  – íàõîäèòñÿ
íà îñè ñèììåòðèè óãîë-
êà, à îòðåçêè OS, OS¢  è
OS¢¢  ðàâíû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ òî÷å÷íîãî èñ-
òî÷íèêà, ðàñïîëîæåííî-
ãî íà îñè ñèììåòðèè

óãîëêà, óãîëîê âåäåò ñåáÿ êàê ïëîñêîå çåðêàëî, ðàñïîëîæåí-
íîå â âåðøèíå Î óãîëêà è ïåðïåíäèêóëÿðíîå îñè ñèììåòðèè
óãîëêà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà óãîëîê
áóäåò îñóùåñòâëÿòü äâà çåðêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ: îòíî-
ñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñèììåòðèè è
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó óãîëêà, è îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü ñèììåòðèè è ðåáðî óãîëêà. Âòîðîå
ñâîéñòâî óãîëêà ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 5. Åñëè íà
óãîëîê ïàäàåò óçêèé ïó÷îê ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ïà-

ðàëëåëüíî îñè ñèììåò-
ðèè óãîëêà, òî î÷åâèä-
íî, ÷òî âûõîäÿùèé ïó-
÷îê (ïîñëå îòðàæåíèé îò
îáîèõ çåðêàë) áóäåò ïà-
ðàëëåëåí âõîäÿùåìó.
Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäà-
åò è ëþáîé äðóãîé ïðî-
èçâîëüíî ïàäàþùèé ïó-

÷îê (ñì. ðèñ.5), ò.å. âñåãäà âûõîäÿùèé èç óãîëêà ïó÷îê
ïàðàëëåëåí âõîäÿùåìó.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Òî÷êó À, â
êîòîðîé âõîäÿùèé ïó÷îê ïåðåñåêàåò ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ îñü
ëèíçû, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü èñòî÷íèêîì, à òî÷êó A¢  ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðåëîìëåííîãî ïó÷êà â ëèíçå ñ ýòîé æå îñüþ áóäåì
ñ÷èòàòü åãî èçîáðàæåíèåì â ëèíçå (ðèñ.6). Íàéäåì ðàññòîÿ-

íèå f ýòîãî èçîáðàæåíèÿ îò ëèíçû ïî ôîðìóëå ëèíçû:

1 1 1

d f F
+ = ,  îòêóäà 

3

2

dF
f F

d F
= =

-
.

Èçîáðàæåíèå òî÷êè A¢  â óãîëêîâîì îòðàæàòåëå – òî÷êà A¢¢

– áóäåò íàõîäèòüñÿ îò ëèíçû íà ðàññòîÿíèè
5

2
2

d L f F= - =¢ .

Ïîñêîëüêó îòðàæåííûé îò óãîëêà ïó÷îê ñâîèì ïðîäîëæåíè-
åì èñõîäèò èç ìíèìîãî èñòî÷íèêà A¢¢ , òî, ïðîâåäÿ ïðÿìóþ,
ïàðàëëåëüíóþ CA¢  è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A¢¢ , ìû
ïîëó÷èì îòðàæåííûé îò óãîëêà ëó÷ BD. Ðàññìàòðèâàÿ òî÷êó
A¢¢  â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà, íàéäåì ïî ôîðìóëå ëèíçû òî÷êó
A¢¢¢ , ñîïðÿæåííóþ A¢¢ :

1 1 1

d f F
+ =

¢ ¢
,  îòêóäà  

5

3

d F
f F

d F

¢
= =¢

-¢
.

Ñîåäèíèâ òî÷êè D è A¢¢¢ , ìû ïîëó÷èì âûõîäÿùèé èç
ñèñòåìû ïó÷îê.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè óãîë β  ìåæäó âûõîäÿùèì ïó÷êîì
ñâåòà è ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñüþ íàøåé ñèñòåìû. Èç òðåó-
ãîëüíèêà ÀÎÑ íàéäåì ñòîðîíó ÎÑ:

tgOC d dα α= ª .

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ODA¢¢  è OCA¢  âûðàçèì îòíîøå-
íèå ñòîðîí:

OD d

OC f

¢
= .

Îòñþäà

5
d

OD OC F
f

α¢
= ª .

Èç òðåóãîëüíèêà A DO¢¢¢  ñëåäóåò, ÷òî

tg 3
OD

f
β β αª = ª

¢
.

Çàäà÷à 3. Íà öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó òîíêèõ ëèíç,
èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 7, ïàäàåò ñëåâà ïàðàëëåëüíûé
ïó÷îê ñâåòà ïîä ìàëûì óã-
ëîì α  ê îïòè÷åñêîé îñè
ëèíç. Ôîêóñíûå ðàññòîÿ-
íèÿ ëèíç ðàâíû 1F  = 60 ñì,

2F  = 4 ñì. Ïðè êàêîì ðàñ-
ñòîÿíèè L ìåæäó ëèíçàìè
âûõîäíîé ïó÷îê áóäåò ïà-
ðàëëåëüíûì? ×åìó áóäåò
ðàâåí óãîë îòêëîíåíèÿ âû-
õîäíîãî ïó÷êà îò îïòè÷åñ-
êîé îñè ëèíç?

Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ñîáèðàþùåé ëèíçû 1k  ïàðàëëåëüíûé
ïó÷îê ñâåòà ñîáèðàåòñÿ â åå çàäíåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè –
òî÷êà À íà ðèñóíêå 8. Ïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ

ëó÷îì ÎÀ, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç îïòè÷åñêèé öåíòð ëèíçû. Ìû
çíàåì, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê íà âûõîäå ðàññåèâàþùåé
ëèíçû èìååò ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà ëèíçó ïàäàåò
ñõîäÿùèéñÿ ïó÷îê, ïðè÷åì òî÷êà ñõîæäåíèÿ ëåæèò â çàäíåé
ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû. Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ëèíçàìè ðàâíî

1 2 56 “ìL F F= - = .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ âûõîäíîãî ïó÷êà îò
îïòè÷åñêîé îñè íàøåé ñèñòåìû ïðîâåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ
ëèíèþ ÂÑ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç îïòè÷åñêèé öåíòð ëèíçû 2k

è ïàðàëëåëüíóþ ëó÷ó ON (òî÷êà N – ïåðåñå÷åíèå ëó÷à ÎÀ
ñ ëèíçîé 2k ). Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ëèíçû ëó÷ ON ïðåëîìèò-
ñÿ è âûéäåò â âèäå ëó÷à NM, ïðîäîëæåíèå êîòîðîãî â
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Ò
Î×ÊÀ – ÏÐÎÑÒÅÉØÈÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÁÚÅÊÒ
(ñî ñëîâ Åâêëèäà – òî, ÷òî íå èìååò ÷àñòåé). Îäíàêî

åñëè â êàêîé-ëèáî ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ïðîñòåéøèõ
îáúåêòîâ ñîáèðàåòñÿ íåñêîëüêî, òî ðàçîáðàòüñÿ ñ íèìè íå
âñåãäà áûâàåò ïðîñòî. Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êîíå÷íûå ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè, íå îãîâàðèâàÿ ýòî
êàæäûé ðàç îñîáî.

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ àíàëèçó ïîäâåðãàþòñÿ òî÷êè òàê
íàçûâàåìîãî îáùåãî ïîëîæåíèÿ – òàêîãî ìíîæåñòâà òî-
÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Íåìíîãî ïîèãðàâ ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì, ìîæíî ïðèäó-
ìàòü ìíîæåñòâà ñ äðóãèìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè.
Íàïðèìåð:

1) ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ
ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ äâå äðóãèå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà;

2) ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êàæäûõ äâóõ òî÷åê êîòîðîãî
íà ñîåäèíÿþùåé èõ ïðÿìîé íàéäåòñÿ òðåòüÿ òî÷êà äàííî-
ãî ìíîæåñòâà.

Ïðè êàæóùåìñÿ ñõîäñòâå ýòè îïðåäåëåíèÿ çàäàþò ñî-
âîêóïíîñòè òî÷åê ñ ðàçíûìè ñâîéñòâàìè. Åñëè â ïåðâîì
ñëó÷àå òî÷êè ìîãóò äîâîëüíî ïðè÷óäëèâûì îáðàçîì ðàñ-

ïîëàãàòüñÿ íà ïëîñêîñòè
(êàê íà ðèñóíêå 1), òî âî
âòîðîì èõ «ñâîáîäà äåé-
ñòâèé» ðåçêî îãðàíè÷èâà-
åòñÿ – âñå îíè îáÿçàíû ëå-
æàòü íà îäíîé ïðÿìîé. Íà
ïîñëåäíèé ôàêò îáðàòèë
âíèìàíèå àíãëèéñêèé ìà-

òåìàòèê Äæåéìñ Ñèëüâåñòð, ñôîðìóëèðîâàâ åãî â 1893
ãîäó â âèäå çàäà÷è. Ëþáîïûòíî, ÷òî ñàì Ñèëüâåñòð íå
ñìîã ïðåäëîæèòü óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðèäó-
ìàííîé èì çàäà÷è (îäíî èç èçâåñòíûõ ðåøåíèé ïðèâåäå-
íî â êîíöå æóðíàëà).

Âîò åùå íåñêîëüêî ëþáîïûòíûõ ôàêòîâ èç ãåîìåòðèè
òî÷å÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé.
· Íà ïëîñêîñòè ìîæíî íàéòè ñêîëü óãîäíî ìíîãî òî÷åê,
íå ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ïðÿìîé, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ áóäóò âûðàæàòüñÿ öåëûìè
÷èñëàìè. Ïîïûòêà ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî-
÷åê ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì íåèçáåæíî ñóæàåò «æèçíåííîå
ïðîñòðàíñòâî» – â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî òî÷åê ìîæåò
ðàñïîëàãàòüñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ëèøü íà îäíîé ïðÿìîé
(àâòîð – Ï.Ýðä¸ø).
· Åñëè êàæäîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 3 òî÷êè
èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, ïðèíàäëåæèò
ïî êðàéíåé ìåðå åùå îäíà òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà, òî âñå
òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàò îäíîé îêðóæíîñòè.
· Åñëè èç ëþáîé ÷åòâåðêè òî÷åê íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê ìîæíî âûáðîñèòü îäíó òî÷êó òàê, ÷òî

Ðèñ. 1

îñòàâøèåñÿ òî÷êè áóäóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé ïðÿìîé,
òî èç äàííîãî ìíîæåñòâà òî÷åê ìîæíî âûáðîñèòü îäíó
òî÷êó òàê, ÷òî îñòàâøèåñÿ òî÷êè áóäóò ïðèíàäëåæàòü
îäíîé ïðÿìîé (Â.Ïðàñîëîâ).
· Åñëè íå âñå èç n òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî
ñðåäè ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ïîïàðíî òî÷êè äàííîãî
ìíîæåñòâà, íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå n ðàçëè÷íûõ
(Ï. Ýðä¸ø).

 Ãåîìåòðèÿ ñîâîêóïíîñòè òî÷åê âîïëîòèëàñü åùå â
îäíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷å, ïðåäëîæåííîé Ñèëüâåñò-
ðîì â 1860 ãîäó: äëÿ çàäàííîãî êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê

{ }1 2
, , , nS P P P= …  íóæíî íàéòè íàèìåíüøóþ îõâàòû-

âàþùóþ èõ îêðóæíîñòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàèìåíü-
øàÿ îõâàòûâàþùàÿ îêðóæíîñòü åäèíñòâåííà, è, êðîìå
òîãî, îíà ëèáî ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ äëÿ
íåêîòîðîé òðîéêè òî÷åê ìíîæåñòâà S, ëèáî íåêîòîðàÿ
ïàðà òî÷åê S ñëóæèò äèàìåòðîì ýòîé îêðóæíîñòè.
Íàéòè íàèìåíüøóþ îõâàòûâàþùóþ îêðóæíîñòü ìîæ-
íî, ïðîñòî ïåðåáðàâ âñå ïàðû è òðîéêè òî÷åê ìíîæå-
ñòâà S (ñ ýòîé íåçàòåéëèâîé, íî òðóäîåìêîé ïðîöåäó-
ðîé ëåãêî ñïðàâëÿåòñÿ êîìïüþòåð). Îäíàêî ñóùåñòâó-
þò áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû. Îäèí èç òàêèõ
«áûñòðûõ» àëãîðèòìîâ ïðåäëîæåí Ì.Øåéìîñîì (âòî-
ðàÿ ïîëîâèíà äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ) è îñíîâàí íà èñ-
ïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìîé äèàãðàììû Âîðîíîãî.

Ðóññêèé ìàòåìàòèê Ã.Ô.Âîðîíîé ïðèøåë ê èäåå òà-
êîé äèàãðàììû, èçó÷àÿ îáëàñòè áëèçîñòè êîíå÷íîãî
íàáîðà òî÷åê S. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè,
áîëåå áëèçêèõ ê òî÷êå iP , ÷åì ê òî÷êå jP  (i, j = 1,2,…
..., n, i jπ ), åñòü ïîëóïëîñêîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ïðÿ-
ìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îò-
ðåçêó i jPP  è äåëÿùåé åãî
ïîïîëàì, è ñîäåðæàùàÿ òî÷-
êó iP . Ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê ïëîñêîñòè, áîëåå áëèç-
êèõ ê iP , ÷åì ê ëþáîé äðó-
ãîé èç n – 1 çàäàííûõ òî-
÷åê, ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòà-
òå ïåðåñå÷åíèÿ n – 1 òàêèõ
ïîëóïëîñêîñòåé. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíà òàêàÿ îáëàñòü
áëèçîñòè (ìíîãîóãîëüíèê Âîðîíîãî) äëÿ òî÷êè iP , ñî
âñåõ ñòîðîí îêðóæåí-
íîé ñîñåäÿìè. Íà ðè-
ñóíêå 3 n òàêèõ îáëà-
ñòåé, ïîñòðîåííûõ
äëÿ êàæäîé èç n òî-
÷åê çàäàííîãî ìíîæå-
ñòâà S, îáðàçóþò ñåòü,
êîòîðóþ íàçûâàþò äè-
àãðàììîé Âîðîíîãî.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Â êàæäîé ñòðî÷êå –
òîëüêî òî÷êè…



Ýòà äèàãðàììà îáëàäàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè.
· Öåíòð íàèìåíüøåé îõâàòûâàþùåé îêðóæíîñòè ëå-
æèò ëèáî â êàêîé-òî èç âåðøèí äèàãðàììû Âîðîíîãî,
ëèáî íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì äâå íàèáîëåå óäàëåí-
íûå äðóã îò äðóãà òî÷êè íàáîðà S.
· Åñëè íèêàêèå ÷åòûðå òî÷êè èñõîäíîãî ìíîæåñòâà S
íå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, òî êàæäàÿ âåðøèíà
äèàãðàììû Âîðîíîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ðîâíî
òðåõ ðåáåð, à òàêæå öåíòðîì îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íåêîòîðûå òðè òî÷êè èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.
· Õîòÿ êàæäàÿ òî÷êà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà S ìîæåò
èìåòü â êà÷åñòâå áëèæàéøèõ ñîñåäåé ëþáóþ äðóãóþ
òî÷êó ýòîãî ìíîæåñòâà, ñàìà îíà ìîæåò áûòü áëèæàé-
øåé ñîñåäêîé íå áîëåå ÷åì 6 òî÷êàì. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê: ïóñòü òî÷êà À ÿâëÿ-
åòñÿ áëèæàéøåé ñîñåäêîé òî÷êàì 1 2 7
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AP P P>  (êàê ñòîðîíû, ïðîòèâîëåæàùèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïî âåëè÷èíå óãëàì). Çíà÷èò, ó òî÷êè 

7
P

áëèæàéøàÿ ñîñåäêà íå A, à òî÷êà 
6

P  – ïðîòèâîðå÷èå.
Øåñòè æå òî÷êàì òî÷êà À ìîæåò áûòü áëèæàéøåé
ñîñåäêîé, åñëè, íàïðèìåð, òî÷êè 1 2 6

, , ,P P P…  ðàñïîëà-
ãàþòñÿ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñ
öåíòðîì â òî÷êå À.
· Åñëè n òî÷åê ðàñïîëàãàþòñÿ òàê, ÷òî ïîïàðíûå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ðàçëè÷íû, òî êàæäàÿ òî÷êà
ìîæåò áûòü áëèæàéøåé ñîñåäêîé ñàìîå áîëüøåå ïÿòè
òî÷êàì äàííîãî ìíîæåñòâà.
·  Êàê áû íè ðàñïîëàãàëîñü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê
íà ïëîñêîñòè, ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ òî÷êà, ó
êîòîðîé íå áîëåå òðåõ áëèæàéøèõ (À.Êàðàáåãîâ, çàäà-

÷à Ì388). Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòî-
ãî ôàêòà ê ðàíåå ïðèìåíÿâøèì-
ñÿ ñîîáðàæåíèÿì äîáàâëÿåòñÿ
«ïðèíöèï êðàéíåãî». Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè íà áëè-
æàéøåì óäàëåíèè îò íåå íàéäóò-
ñÿ 4 òî÷êè. Ïóñòü r – íàèìåíü-
øåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî
áëèæàéøèõ ê íèì ðàâíî r, è
ïóñòü À – îäíà èç êðàéíèõ òî÷åê
ýòîãî ìíîæåñòâà, ïðè÷åì òàêàÿ,
÷òî 4 åå áëèæàéøèå òî÷êè-ñîñåä-

êè ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè
óãëà, ìåíüøåãî 180

�  (ðèñ.5).
Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå r íàè-
ìåíüøåå, òî êàæäûé èç îò-
ðåçêîâ ÀÐ

i
 íå áîëüøå ëþáî-

ãî èç îòðåçêîâ i jPP  (i,j =
= 1,2,3,4, i jπ ), ïîýòîìó
êàæäûé èç óãëîâ 

i jP AP  íå
ìåíüøå 60

� , à ýòîãî íå ìî-
æåò áûòü. Ìíîæåñòâî òî÷åê
ïëîñêîñòè, ó êàæäîé èç êîòîðûõ èìååòñÿ ðîâíî 3 áëè-
æàéøèõ, ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6.
· Åñëè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê S íå ïðèíàäëåæèò
îäíîé ïðÿìîé, òî ìîæíî óêàçàòü òàêèå 3 òî÷êè ýòîãî
ìíîæåñòâà, ÷òî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ îêðóæíîñòü íå
áóäåò ñîäåðæàòü âíóòðè ñåáÿ äðóãèõ òî÷åê S (Ô.Âàéí-
øòåéí, Ì765).
· Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðè ñèíåãî êîíòóðà, ïîêàçàííî-

ãî íà ðèñóíêå 7, ðàñïîëàãàåòñÿ ìíîæåñòâî èç 100
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òî÷åê. Êàæåòñÿ íåâåðîÿòíûì, ÷òî ïðè òàêîì «ïëîòíîì»
ðàñïîëîæåíèè íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ íè ÷åðåç
îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà è ðàçäåëÿþùàÿ åãî íà äâå ÷àñòè ñ
îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷å-
ðåç êàæäóþ ïàðó òî-
÷åê äàííîãî ìíîæå-
ñòâà ïðîâåäåì ïðÿ-
ìóþ. Õîòÿ òàêèõ ïðÿ-
ìûõ áóäåò î÷åíü ìíî-
ãî, íî âñå æå – êîíå÷-
íîå êîëè÷åñòâî. Ðàñ-
ñìîòðèì òî÷êó Ì, íå
ïðèíàäëåæàùóþ íè
îäíîé èç ïðîâåäåííûõ
ïðÿìûõ è ëåæàùóþ â
ñòîðîíå îò êîíòóðà.
Ïðîâåäåì ÷åðåç íåå
âñïîìîãàòåëüíóþ ïðÿìóþ l, íå ïàðàëëåëüíóþ íè îäíîé
èç ïðîâåäåííûõ ðàíåå ïðÿìûõ. Äàëåå íà÷íåì ïîâîðà÷è-
âàòü ïðÿìóþ l íà äîñòàòî÷íî ìàëûé óãîë âîêðóã òî÷êè Ì
â îäíîì íàïðàâëåíèè òàê, ÷òîáû îíà îòäåëÿëà ïî îäíîé
òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè êîíòóðà. Ïîñêîëüêó ïðÿ-
ìàÿ ìîæåò ïðîéòè íå áîëåå ÷åì ÷åðåç îäíó òî÷êó ìíîæå-

ñòâà, òî ýòî âîçìîæíî. Îòñ÷èòàâ 100
10  : 2 òî÷åê, íàéäåì

ïîëîæåíèå ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàäà÷è.
Âìåñòî ïîâîðîòà ïðÿìóþ l ìîæíî òàêæå ïåðåìåùàòü
ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå ïðè óñëîâèè, ÷òî èçíà÷àëüíî
îíà íå ïàðàëëåëüíà íè îäíîé èç ïðÿìûõ, ïðîâåäåííûõ
÷åðåç êàæäóþ ïàðó òî÷åê âíóòðè êîíòóðà.
· Ëþáîå ìíîæåñòâî èç 3n ≥  òî÷åê ïëîñêîñòè ìîæíî
ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òî ýòè ãðóïïû òî÷åê íåëüçÿ
îòäåëèòü îäíó îò äðóãîé íèêàêîé ïðÿìîé (Ï.Êèðõáåð-
ãåð). Îäíàêî åñëè ýòè òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî
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 ïðÿìûìè èõ ìîæíî ðàçäåëèòü òàê, ÷òî äëÿ

ëþáûõ äâóõ èç ýòèõ òî÷åê íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, îò êîòîðîé

îíè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû (Í. Âàñèëüåâ, À.Åãîðîâ,
Ì498).

À.Æóêîâ

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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îáðàòíóþ ñòîðîíó ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëèíèåé ÂÑ â ïåðåäíåé
ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû 2k  (òî÷êà Â). Ïðîâåäåì åùå
îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ ïðÿìóþ – ÂD, ïàðàëëåëüíóþ îïòè-
÷åñêîé îñè. Èç òðåóãîëüíèêà ONO¢  íàéäåì äëèíó îòðåçêà
NO¢ :

( ) ( )1 2 1 2
tgNO F F F Fα α= - ª -¢ .

Èç òðåóãîëüíèêà BO D¢  îïðåäåëèì äëèíó îòðåçêà O D¢ :

2 2tgO D F Fα α= ª¢ .

Äëèíà îòðåçêà ND ðàâíà ñóììå äëèí îòðåçêîâ NO¢  è O D¢ :

1ND NO O D Fα= + ª¢ ¢ .

Òåïåðü èç òðåóãîëüíèêà ÂND íàéäåì óãîë β  îòêëîíåíèÿ
âûõîäíîãî ïó÷êà:

1

2

ND F

BD F
β αª ª .

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ñèñòåìà ëèíç ÿâëÿåòñÿ îïòè÷åñêîé
ñõåìîé çðèòåëüíîé òðóáû Ãàëèëåÿ. Óãëîâîå óâåëè÷åíèå
òàêîé òðóáû, íàñòðîåííîé íà íàáëþäåíèå óäàëåííûõ îáúåê-
òîâ, ðàâíî

1

2

F

F

β
Γ

α
= = .

Çàäà÷à 4. Ìèêðîñêîï èìååò îáúåêòèâ 1k  ñ ôîêóñíûì
ðàññòîÿíèåì 1F  = 1 ñì è îêóëÿð 2k  ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿ-

íèåì 2F  = 3 ñì, ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè L = 20 ñì
(ðèñ.9). Íà êàêîì ðàññòîÿ-
íèè îò îáúåêòèâà äîëæåí
íàõîäèòüñÿ ïðåäìåò, ÷òî-
áû îêîí÷àòåëüíîå èçîáðà-
æåíèå ïîëó÷èëîñü íà ðàñ-
ñòîÿíèè íàèëó÷øåãî çðåíèÿ

0d  = 25 ñì îò ãëàçà (ãëàç
ðàñïîëîæåí âïëîòíóþ ê îêó-

ëÿðó)? Êàêîå ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå
ïðåäìåòà?

Ïðè íàáëþäåíèè â ìèêðîñêîï ïðåäìåò À ðàñïîëàãàåòñÿ
ïåðåä îáúåêòèâîì íà ðàññòîÿíèè 

1 1d F>  (ðèñ.10). Ïîñëå

îáúåêòèâà ïîëó÷àåòñÿ óâåëè÷åííîå ïåðåâåðíóòîå èçîáðàæå-
íèå ïðåäìåòà A¢ , êîòîðîå ðàñïîëîæåíî îò îêóëÿðà íà
ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì åãî ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ. Îêóëÿð
ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ëóïîé, è èçîáðàæåíèå â íåì ìíèìîå
óâåëè÷åííîå è ïðÿìîå.

Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì âåñòè ñ êîíöà. Ìû çíàåì, ÷òî
îêîí÷àòåëüíîå èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà A¢¢  äîëæíî ïîëó÷èòü-
ñÿ ïåðåä îêóëÿðîì íà ðàññòîÿíèè 0d . Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó ëèíçû, ìû ìîæåì íàéòè ïîëîæåíèå ïðîìåæóòî÷íî-
ãî èçîáðàæåíèÿ A¢  ïåðåä îêóëÿðîì – íà ðèñóíêå 10 ýòî

ðàññòîÿíèå îáîçíà÷åíî ÷åðåç 2d :

2 0 2

1 1 1
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Íàéäåííîå ïîëîæåíèå ïðåäìåòà A¢  äëÿ ëèíçû 2k  ÿâëÿåòñÿ
èçîáðàæåíèåì ïðåäìåòà À â ëèíçå 1k . Îïÿòü èñïîëüçóåì
ôîðìóëó ëèíçû (äëÿ ëèíçû 1k ), èìåÿ â âèäó, ÷òî èñêîìîå
ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà À äî ëèíçû ðàâíî 

1d , à ðàññòîÿíèå
îò ëèíçû äî èçîáðàæåíèÿ A¢  ðàâíî 2L d- :

1 2 1

1 1 1

d L d F
+ =

-
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàññòîÿíèå:

( )2 1

1

2 1

L d F
d

L d F

-
= =

- -

( )( )
( ) ( )

0 2 0 1

0 2 0 1 0 2

1,06 “ì
Ld F L d F

Ld F L d F d F

+ -
=

+ - - +
.

Ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå ìèêðîñêîïà, î÷åâèäíî, ðàâíî ïðîèç-
âåäåíèþ óâåëè÷åíèé êàæäîé èç ëèíç:

1 2
Γ Γ Γ= ◊ .

Óâåëè÷åíèå îáúåêòèâà ðàâíî

2

1

1

L d

d
Γ

-
= =

( ) ( )

( )
0 2 0 1 0 2

1 0 2

Ld F L d F d F

F d F

+ - - +

+
.

Óâåëè÷åíèå îêóëÿðà ðàâíî

0 0 2

2

2 2

d d F

d F
Γ

+
= = .

Îáùåå óâåëè÷åíèå ìèêðîñêîïà ðàâíî

( ) ( )0 2 0 1 0 2

1 2

152
Ld F L d F d F

FF
Γ

+ - - +
= ª .

Çàäà÷à 5. Íàáëþäàòåëü ðàññìàòðèâàåò óäàëåííûé ïðåä-
ìåò ñ ïîìîùüþ çðèòåëüíîé òðóáû Êåïëåðà. Â êà÷åñòâå
îáúåêòèâà è îêóëÿðà òðóáû èñïîëüçóþòñÿ äâå ñîáèðàþùèå
ëèíçû ñ ôîêóñíûìè ðàññòîÿíèÿìè 1F  = 30 ñì è 2F  = 5 ñì.
Íàáëþäàòåëü âèäèò ÷åòêîå èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà, åñëè
ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòèâîì è îêóëÿðîì òðóáû íàõîäèò-
ñÿ â ïðåäåëàõ îò 1L  = 33 ñì äî 2L  = 34,5 ñì. Íà êàêèõ
ðàññòîÿíèÿõ íàáëþäàòåëü îò÷åòëèâî âèäèò ïðåäìåòû
íåâîîðóæåííûì ãëàçîì?

Îãðàíè÷åíèå ðàññòîÿíèé, íà êîòîðûõ íàáëþäàòåëü îò÷åò-
ëèâî âèäèò ïðåäìåòû íåâîîðóæåííûì ãëàçîì, ñâÿçàíî ñî
ñïîñîáíîñòüþ ãëàçà èçìåíÿòü ðàäèóñ êðèâèçíû õðóñòàëèêà,
òåì ñàìûì èçìåíÿÿ åãî ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå. Ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå õðóñòàëèêà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò íåêîòîðîãî
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (ïðè íàáëþäåíèè óäàëåííûõ ïðåä-
ìåòîâ) äî ìèíèìàëüíîãî (ïðè íàáëþäåíèè ïðåäìåòîâ âáëèçè
ãëàçà). Íîðìàëüíûé ãëàç, íàñòðàèâàÿñü íà óäàëåííûå ïðåä-
ìåòû, óâåëè÷èâàåò ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå õðóñòàëèêà, è îíî
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ðàññòîÿíèþ îò õðóñòàëèêà äî ñåò÷àòêè
ãëàçà. Åñëè ìû òàêèì ãëàçîì ðàññìàòðèâàåì óäàëåííûå
ïðåäìåòû ÷åðåç òðóáó, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòèâîì è
îêóëÿðîì òðóáû áóäåò ðàâíî ñóììå ôîêóñíûõ ðàññòîÿíèé:

0 1 2 35 “ìL F F= + = .

Ãëàç æå íàøåãî íàáëþäàòåëÿ ïðè äàííîì 0L  íå ìîæåò
ñôîêóñèðîâàòü èçîáðàæåíèå íà ñåò÷àòêå – ôîêóñ õðóñòàëèêà
ìàëîâàò. Òîãäà íàáëþäàòåëü íà÷èíàåò ñäâèãàòü îêóëÿð è
îáúåêòèâ, òåì ñàìûì ïðèáëèæàÿ ïåðâè÷íîå èçîáðàæåíèå
ïðåäìåòà â òðóáå ê ãëàçó, è ïðè 2 34,5 “ìL =  õðóñòàëèêó
óäàåòñÿ ñôîêóñèðîâàòü èçîáðàæåíèå. Ýòîò ñëó÷àé èçîáðà-
æåí íà ðèñóíêå 11. Â êà÷åñòâå ïðåäìåòà ðàññìàòðèâàåòñÿ
òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, ðàñïîëîæåííûé íà îïòè÷åñêîé îñè ñèñ-
òåìû íà áîëüøîì óäàëåíèè. Íà îáúåêòèâ (ëèíçà 1k ) ïàäàåò
ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà, â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè îáúåêòè-

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 30)



âà ïîëó÷àåòñÿ ïåðâè÷íîå èçîáðàæåíèå – òî÷êà A¢ . Ðàññòîÿ-
íèå îò A¢  äî îêóëÿðà ðàâíî 2 2 1 4,5 “ìd L F= - = . Èçîáðà-
æåíèå òî÷êè A¢  â îêóëÿðå íàéäåì ïî ôîðìóëå ëèíçû,
ïîëàãàÿ, ÷òî 2 2d F< :

2 2 2

1 1 1

d f F
- = , îòêóäà 2 2

2

2 2

45 “ì
d F

f
F d

= =
-

.

Ïîëó÷åííîå èçîáðàæåíèå A¢¢  ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëàçîì ïðè
ìàêñèìàëüíîì ôîêóñíîì ðàññòîÿíèè õðóñòàëèêà. Ñ ýòîãî
ìîìåíòà ãëàç íà÷èíàåò îò÷åòëèâî âèäåòü ïðåäìåò. Ïðåäìåò
íàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè, à ãëàç åãî âèäèò íà
ðàññòîÿíèè

2 45 “ìf = .

Ïðè äàëüíåéøåì ñáëèæåíèè îáúåêòèâà ñ îêóëÿðîì ãëàçó
íåîáõîäèìî àêêîìîäèðîâàòüñÿ íà âñå áîëåå áëèçêèå òî÷êè,
ïîñêîëüêó èçîáðàæåíèå A¢¢  áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ãëàçó.
Ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ãëàçà áóäåò óìåíüøàòüñÿ è, íàêîíåö,
ïðè 1 33 “ìL =  äîñòèãíåò ìèíèìóìà. Â ýòîò ìîìåíò ðàññòî-
ÿíèå îò èçîáðàæåíèÿ A¢  äî îêóëÿðà áóäåò ðàâíî

1 1 1 3 “ìd L F= - = . À ðàññòîÿíèå 1f  îò èçîáðàæåíèÿ A¢¢  äî
îêóëÿðà îïÿòü íàéäåì ïî ôîðìóëå ëèíçû:

1 1 2

1 1 1

d f F
- = ,  îòêóäà 1 2

1

2 1

7,5 “ì
d F

f
F d

= =
-

.

Òàêèì îáðàçîì, íà ðàññòîÿíèÿõ áîëüøå 7,5 ñì è ìåíüøå

45 ñì íàáëþäàòåëü îò÷åòëèâî âèäèò ïðåäìåòû íåâîîðóæåí-
íûì ãëàçîì.

Óïðàæíåíèÿ

1. Â êîìíàòå íà ñòîëå ëåæèò ïëîñêîå çåðêàëî, íà êîòîðîì
íàõîäèòñÿ òîíêàÿ ïëîñêîâûïóêëàÿ ëèíçà ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿ-
íèåì F = 40 ñì. Ïî ïîòîëêó ÀÂ ïîëçåò ìóõà ñî ñêîðîñòüþ v =
= 2 ñì/ñ. Ðàññòîÿíèå îò ïîòîëêà äî çåðêàëà h = 2,2 ì. Íà êàêîì
ðàññòîÿíèè îò çåðêàëà íàõîäèòñÿ èçîáðàæåíèå ìóõè â äàííîé
îïòè÷åñêîé ñèñòåìå? ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü èçîáðàæåíèÿ ìóõè â
òîò ìîìåíò, êîãäà îíà ïåðåñåêàåò ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ îñü
ëèíçû?

2. Íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè òîíêîé ðàññåèâàþùåé ëèíçû ñ
ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F = 10 ñì ðàñïîëîæåíî ïëîñêîå çåðêàëü-
öå íà ðàññòîÿíèè L = 4,2F îò ëèíçû (ðèñ.12). Çåðêàëüöå
âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 1

0,05 cω -

=  âîêðóã îñè, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ðèñóíêà è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Ñ. Íà
ðàññòîÿíèè d = 4F îò ëèíçû ðàñïîëîæåí òî÷å÷íûé èñòî÷íèê S.

Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè Ñ ïîëó÷èòñÿ èçîáðàæåíèå èñòî÷-
íèêà S â ñèñòåìå ëèíçà–çåðêàëüöå? Íàéäèòå ñêîðîñòü ýòîãî
èçîáðàæåíèÿ â ìîìåíò, êîãäà óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ çåðêàëüöà
è îïòè÷åñêîé îñüþ ðàâåí 40α = ∞ .

3. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà ðàñïîëîæåí íà ãëàâíîé îïòè÷åñ-
êîé îñè ñëåâà îò ðàññåèâàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì

1 10 “ìF = . Ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà äî ðàññåèâàþùåé ëèíçû
d = 40 ñì. Íà ðàññòîÿíèè L = 20 ñì ñëåâà îò ðàññåèâàþùåé ëèíçû
ðàñïîëîæåíà ñîáèðàþùàÿ ëèíçà. Ãëàâíûå îïòè÷åñêèå îñè ëèíç
ñîâïàäàþò. Íàéäèòå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ñîáèðàþùåé ëèíçû,
åñëè èç ñèñòåìû ëèíç âûõîäèò ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà.

4. Ïîæèëîé ÷åëîâåê õîðîøî âèäèò óäàëåííûå ïðåäìåòû
íà÷èíàÿ ñ áåñêîíå÷íîñòè è äî ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ l =
= 2 ì. Â êàêèõ î÷êàõ (ñ ìèíèìàëüíîé îïòè÷åñêîé ñèëîé) ýòîò
÷åëîâåê ñìîæåò ÷èòàòü ãàçåòó ñ ðàññòîÿíèÿ íàèëó÷øåãî çðåíèÿ

0 25 “ìd = ?

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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Â
1992 ÃÎÄÓ ÍÀ ÂÑÒÓÏÈÒÅËÜÍÎÌ ÝÊÇÀÌÅÍÅ ÍÀ ÁÈÎ-
ëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà áûëà ïðåäëîæåíà òàêàÿ
çàäà÷à:

Èùåì
«ýêñòðåìàëüíûé»
ýêñòðåìóì

Â.ÃÎËÓÁÅÂ

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

2 2

31 a b

c 1 u 1 t

Ê ˆ
+Á ˜

Ë ¯- -

,                     (1)

ãäå a, b, c, t, u – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

2 2 2

2 2

2 2

2

, (2)

, (3)

. (4)

at bu c

a 2bcu b c

t u
b c 2bcu

t 1

Ï
+ £Ô

Ô
Ô

+ ≥ +Ì

Ô
-

Ô + £
Ô -Ó

Ýòà çàäà÷à íå èìååò àíàëîãîâ â ïðàêòèêå âñòóïèòåëüíûõ
ýêçàìåíîâ íè â ïðîøëîì, íè â íàñòîÿùåì. Âïåðâûå àáèòóðè-
åíòó áûëî íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè ïÿòè (!) ïåðåìåííûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ. Êîíå÷íî, ïðèñóòñòâèå ïåðåìåí-
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íûõ a, b, ñ è âûðàæåíèé 2
1 u- , 2

1 t-  óêàçûâàåò íà
âîçìîæíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè çàäà÷è. È îôè-
öèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ îñíîâàíî íà òàêîé
èíòåðïðåòàöèè. (Íàéäèòå ýòî ðåøåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Íèæå ìû ïðåäëàãàåì ïîçíàêîìèòüñÿ è ñ ÷èñòî àëãåáðàè-
÷åñêèì ðåøåíèåì.

Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç

Âî-ïåðâûõ, âñå âûðàæåíèÿ â (1)–(4) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîä-
íûìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ à, b è ñ:

2 2

1 3

1 1

a b

c u t

Ê ˆ
+Á ˜

Ë ¯- -

 – ñòåïåíè íîëü;

at + bu, c – ñòåïåíè îäèí;

2
2a bcu+ , 2 2b c+  – ñòåïåíè äâà;

2 2

2 2

2
1

t u
b c

t

-
+

-
, 2bcu – ñòåïåíè äâà.

È ïîñêîëüêó âñå ïåðåìåííûå ïî óñëîâèþ åñòü ïîëîæèòåëü-
íûå âåëè÷èíû, òî, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2) íà ñ,
à îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (3) è (4) íà 2c , ìû ìîæåì èñõîäíóþ
çàäà÷ó 1 ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì ðàâíîñèëüíîì âèäå:

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

2 2

3m n

1 u 1 t
+

- -
,                       (5)

ãäå m 
a

m
c

Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯
, n 

b
n

c

Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯
, t, u – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

2 2

2 2

2

2

, (6)

, (7)

(8)

mt nu 1 0

m 2nu n 1 0

t u
n 2nu 1 0.

t 1

Ï
+ - £Ô

Ô
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+ - - ≥Ì

Ô
-

Ô - + £
Ô -Ó

Âî-âòîðûõ, ñëàãàåìûå â (1) (ñîîòâåòñòâåííî â (5)) íå
ñîäåðæàò îáùèõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ôàêò ïðîâîöèðóåò èñêàòü
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êàæäîãî ñëàãàåìîãî îòäåëüíî, òåì
áîëåå ÷òî íåðàâåíñòâî (8) íå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ m.

Â-òðåòüèõ, íåðàâåíñòâà (6)–(8) ÿâëÿþòñÿ ëèáî ëèíåéíû-
ìè, ëèáî êâàäðàòíûìè ((8) – ïîñëå îñâîáîæäåíèÿ îò çíàêî-
ïîñòîÿííîãî çíàìåíàòåëÿ) îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåìåííîé.
Ýòî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà îòíîñèòåëüíî ëåãêèé ïîèñê
ìèíèìóìà âåëè÷èíû (5).

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ çàäà÷è 2,
ðàâíîñèëüíîé çàäà÷å 1.

Êðàòêîå ðåøåíèå

1) ( ) ( )
22 2 2

7 2 1 1m n nu n u u¤ ≥ - + = - + - .
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.                           (9)
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2
2
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2 1

11
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.

Òàê êàê
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2 22 2
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1
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n u un nu u

u u u

- + -- + -
= ≥ =
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,

òî

2
1

1

n

t
≥

-

.                          (10)

3) Ðàâåíñòâà â (9) è (10) âîçìîæíû ïðè óñëîâèÿõ

2 2

2 2

0, ,

1 , 1 ,

1 1 .

n u n u

m u m u

n t t u

- = =Ï Ï

Ô ÔÔ Ô
= - ¤ = -Ì Ì

Ô Ô
= - = -Ô ÔÓ Ó

               (11)

4) Â ñèëó 1) è 2), ( )11 fi (7) è (8).  Îñòàëîñü ïðîâåðèòü (6)
ïðè çàìåíàõ (11):

2
1 u-

2 2
1 1 0u u- + - £  – èñòèííî.

5) Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèÿõ (11) äîñòèãàåòñÿ íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû (5), ðàâíîå ÷åòûðåì.

Îòâåò: 4.

Ïîäðîáíîå ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ

ñëàãàåìîãî 

-
2

3

1

m

u

Ïåðåìåííàÿ m ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â íåðàâåíñòâàõ (6) è (7).
È ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî (7) íå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ t è
ïðèâîäèìî ê ñðàâíåíèþ 2m  ñ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì îòíî-
ñèòåëüíî n ñ ïàðàìåòðîì u, òî îíî ïîçâîëÿåò ñðàçó ïîëó÷èòü
îöåíêó ñíèçó íàøåãî ñëàãàåìîãî.

Èìååì

( ) 2 2
7 2 1m n nu¤ ≥ - + .

Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí 2
2 1n un- +  ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå ïðè n u= , ÷òî ëåãêî îáíàðóæèòü, åñëè âûäåëèòü
ïîëíûé êâàäðàò ðàçíîñòè n è u:

( )2 2 2 2
2 1 2 1n nu n nu u u- + = - + + - = ( )

2 2
1n u u- + - .

Ïîýòîìó

( ) ( )
22 2 2

7 1 1m n u u u¤ ≥ - + - ≥ - ,

ò.å.
2 2

1m u≥ - .                          (12)

Â ñèëó óñëîâèÿ çàäà÷è, m > 0 è 2
1 0u- > , ÷òî ïîçâîëÿåò

èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà
(12):

2
1m u≥ - .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

2 2

3
1 3

1 1

m m

u u
≥ ¤ ≥

- -

.                (13)

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî (13) îçíà÷àåò, ÷òî

·
 íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (5) íå

ìåíüøå òðåõ,

· ðàâåíñòâî â (13) äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,



êîãäà

2

0,

1 .

n u

m u

- =ÏÔ
Ì

= -ÔÓ

                         (14)

Ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (14) ìîæíî îáåñïå÷èòü,
è, ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
â (5) ðàâíî òðåì.

Îïðåäåëåíèå íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ

ñëàãàåìîãî 
-

2
1

n

t

Åñòåñòâåííî äëÿ íàøèõ öåëåé âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåí-
ñòâîì (8), òàê êàê îíî åäèíñòâåííîå èç íåðàâåíñòâ (6)–(8)
ñîäåðæèò â ÿâíîì âèäå âåëè÷èíó 2t .

Íà ïåðâîé ñòàäèè âûäåëèì â äðîáíî-ðàöèîíàëüíîì îòíî-

ñèòåëüíî t âûðàæåíèè 
2 2

2
1

t u

t

-

-
 öåëóþ ÷àñòü:

( )2 2
2 2 2

2 2 2

1 1 1
1

1 1 1

t ut u u

t t t

- + -- -
= = +

- - -
.

Ïîñëå ýòîãî â íåðàâåíñòâå (8) ëåãêî âûäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà

2
1

n

t-

:

( )
2

2

2

1
8 1 2 1 0

1

u
n nu

t

Ê ˆ-
¤ + - + £ ¤Á ˜

-Ë ¯

( )
2

2 2

2
1 2 1

1

n
u n nu

t
¤ - ≥ - +

-
.

Òàê êàê 2
1 0u- > , òî ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî

íåðàâåíñòâà íà 2
1 u- :

2 2

2 2

2 1

1 1

n n nu

t u

- +
≥

- -
.

Â ÷èñëèòåëå ïðàâîé ÷àñòè – óæå çíàêîìûé íàì êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí. Ïîýòîìó ëåãêî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ëåâîé
÷àñòè (êâàäðàòà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (5)):

( )
2 22 2

2 2 2

1 1
1

1 1 1

n u un u

t u u

- + - -
≥ ≥ =

- - -
,

ò.å.
2

2
1

1

n

t
≥

-
.

Ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü âåëè÷èí n è 2
1 t- , èçâëåêàåì

êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé:

2
1

1

n

t
≥

-

.                           (15)

Êàê è ðàíåå, ïîëó÷àåì, ÷òî

·
 íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (5) íå

ìåíüøå åäèíèöû,

·
  ðàâåíñòâî â (15) äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

2

0,

1 .

n u

n t

- =ÏÔ
Ì

= -ÔÓ

                          (16)

Îïðåäåëåíèå èñêîìîãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ

ñóììû (5)

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî îäíîâðåìåííî îáåñïå÷èòü óñëîâèÿ
(14) è (16), ïðè êîòîðûõ îáà ñëàãàåìûõ â (5) ïðèíèìàþò

íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ (3 è 1 ñîîòâåòñòâåííî). Äåéñòâè-
òåëüíî,

( )

( )
2

2

0,

14 ,
1 ,

16

1 .

n u

m u

n t

- =Ï

ÔÏÔ Ô
¤ = -Ì Ì

Ô ÔÓ
= -ÔÓ

                    (17)

Ñèñòåìà (17) ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè ïîçâîëÿåò òðè èç íèõ
âûðàçèòü ÷åðåç ÷åòâåðòóþ:

2

2

,

1 ,

1 ,

n u

m u

t u

=Ï

ÔÔ
= -Ì

Ô
= -ÔÓ

                          (18)

òàê êàê ïðè n > 0 è t > 0

2 2
1 1n t t n= - ¤ = -  è n = u.

Èç ïåðâûõ äâóõ ïóíêòîâ ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ (18)
íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà (7) è (8) ïåðåõîäÿò â ðàâåíñòâà è, òåì
ñàìûì, âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòîìó îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â èñòèí-
íîñòè íåðàâåíñòâà (6) â òåõ æå óñëîâèÿõ (18):

2
1 u-

2 2
1 1 0 0 0u u- + - £ ¤ £ ,

÷òî, î÷åâèäíî, èñòèííî.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñóììû,

â ñèëó (13) è (15), ðàâíî ÷åòûðåì.
Òåïåðü ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ñàìîñòîÿòåëüíî ðåøèòü àíà-

ëîãè÷íûå çàäà÷è èç äðóãèõ âàðèàíòîâ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

2

1 4

1

p q

r u v

Ê ˆ
+Á ˜

Ë ¯-

,

ãäå p, q, r, u, v – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2

1 ,

2 1 ,

1
2 1 .

1

pv q u r

p qr u q r

v u
qr u q r

v

Ï
+ - £

Ô

Ô
Ô

+ - ≥ +Ì

Ô
- -

Ô - + ≥
Ô -Ó

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

2 2

1 2 3

1 1

c a

b u t

Ê ˆ
+Á ˜

Ë ¯- -

,

ãäå à, b, c, t, u – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

2 2 2

2 2

2 2

2

,

2 ,

2 .
1

ct b au

a b c abu

u t
b abu a

t

Ï

Ô £ -
Ô
Ô

+ - £Ì

Ô
-

Ô - £
Ô -Ó

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

2

1 2

1

q r

p u v

Ê ˆ
+Á ˜

Ë ¯-

,

ãäå p, q, r, u, v – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2

1 ,

2 1 ,

1
2 1 .

1

r u p qv

r p q rp u

v u
p r pr u

v

Ï

- £ -Ô

Ô
Ô

+ - £ -Ì

Ô
+ -

Ô + £ -
Ô -Ó
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Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò
(ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

2
1 2 ,

2

4 3 2 .
2

x y xy
x y

xy x y

xy
xy x y

x y

-Ï
+ - = +

Ô
-Ô

Ì

Ô
= - -

Ô -Ó

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
2

4

1
log

4
x

x
-

Ê ˆ
+ <Á ˜

Ë ¯ ( )
2

2 3

4
log 4 1

4x

x
x x

-

Ê ˆ
- + -Á ˜

Ë ¯
.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )24 sin 7 cosx x+ ( )75 28 cos 25 cos 2 2598x x+ - = .

4. ×åðåç öåíòð Î îêðóæíîñòè Ω , îïèñàííîé îêîëî òðåó-
ãîëüíèêà ÀÂÑ, ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ÂÑ è ïåðå-
ñåêàþùàÿ ñòîðîíû ÀÂ è ÀÑ â òî÷êàõ 1B  è 1C  ñîîòâåòñòâåííî.
Îêðóæíîñòü ω  ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè 1B , 1C  è êàñàåòñÿ Ω
â òî÷êå K. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AK è ÂÑ. Íàéäèòå
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ è ðàäèóñ îêðóæíîñòè Ω , åñëè
ÂÑ = 8, AK = 5, 1 1 5BC = .

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå 3x x- +

0a+ =  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå? Ðåøèòå ýòî óðàâíåíèå
äëÿ âñåõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé à.

6. Ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ ñ âåðøèíîé Î èìååò âûñîòó 3 è
ðàäèóñ îñíîâàíèÿ 2. Ïèðàìèäà ABCD âïèñàíà â êîíóñ òàê,
÷òî À è Ñ ïðèíàäëåæàò îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ, Â è D
ïðèíàäëåæàò áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì Â ïðèíàäëåæèò
îáðàçóþùåé ÎÀ. Èçâåñòíî, ÷òî OB = OD = AB, 2 2AC = ,

2BD = . Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû ABCD, äâóãðàííûé
óãîë ïðè ðåáðå ÀÂ è ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ABCD.

Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
2 4

3 2 2

8 3 4,

8 3 2.

x y x

y x y

Ï - =Ô
Ì

- =ÔÓ

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
5

sin sin
sin sin 2 2 2

cos cos 3 cos 3 cos 2

x x
x x

x x x x
- =

3
2 sin sin

1 2 22 2

cos cos 2 2 cos 2

x x

x x x

+
- .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

3

14

55 1

64 4

x

x x

-

£

- -

.

4. Íàéäèòå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, â êîòîðîì
ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ
è ABD, ðàâíû 13  è 29  ñîîòâåòñòâåííî, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâíî 10.

5. Íàéäèòå âñå ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ( );x y , äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

4

4

4
log 4 1

2
x y

x y y x
+

+

Ê ˆ

+ + =Á ˜
Á ˜
Ë ¯

4 4
3

x y x- - - .

6. Ñôåðà êàñàåòñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðà-
ìèäû SABCD â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà ðåáðàõ ÀÂ, ÂÑ, CD, DA.
Èçâåñòíî, ÷òî âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà 2 3 , ÀÂ = 9, SA = 6,
SB = 9, SC = 2 33 . Íàéäèòå äëèíû ðåáåð ÂÑ è CD, ðàäèóñ
ñôåðû è äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå SD.

Âàðèàíò 3

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2

2 3

3
2 6 2 5

4
0

13 13
2 2

2 2

x x x

x x x

- + + - -

£

- - +

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
3 3 3 3 4

cos sin sin cos 1 2 cos 2

sin 2
8 sin 8 sin

4 4

x x x x x

x
x x

π π
+ - -

- =
Ê ˆ Ê ˆ

+ -Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

.

3. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû ÀÅ è CD.
Íàéäèòå äëèíû îòðåçêîâ BD, ÀÅ, ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CDE, è ðàññòîÿíèå ìåæäó
öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ è
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, åñëè ÀÑ = 2, ÂÑ = 4,

6CD = .
4. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ÀÂÑ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðà-

ìèäû ABCD ðàâíà 4, óãîë ìåæäó áîêîâûìè ðåáðàìè ïèðàìè-

äû ðàâåí 
7

arccos
25

. Òî÷êè 
1A  è 

1C  – ñåðåäèíû ðåáåð AD è

CD ñîîòâåòñòâåííî, 1CB  – âûñîòà â òðåóãîëüíèêå CBD.
Íàéäèòå

1) óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ÀÑ è 1 1BC ;
2) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 

1 1 1A BC ;
3) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè À äî ïëîñêîñòè 1 1 1A BC ;
4) ðàäèóñ âïèñàííîãî â ïèðàìèäó 

1 1 1A BC D  øàðà.
5. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî

ðåøåíèé ( );x y  ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

( )
22

2

3,

0

x y a y

y a x

Ï + - + £Ô
Ì

- + £ÔÓ

ñîäåðæèò îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõ ( )0, 1  è ( )1, 1 .
6. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

7
1 2 ln ,

9 25 49 15

5
1 2 ln ,

9 49 25 21

3
1 2 ln .

49 25 9 35

xy xz yz x

xy yz xz yx

yz xz xy z

Ï
+ - = +

Ô

Ô
Ô

+ - = +Ì

Ô

Ô
+ - = +Ô

Ó
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ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà íàõî-
äèòñÿ êëèí, ïðèñëîíåííûé ê ãëàäêîé âåðòèêàëüíîé ñòåíå
(ðèñ.1). Ïîâåðõíîñòü êëèíà íàêëîíåíà ê ãîðèçîíòó ïîä

óãëîì α . Àâòîìîáèëüíîå
êîëåñî ìàññîé Ì ñêàòûâà-
åòñÿ ñ êëèíà áåç ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ. Â ïðîöåññå äâè-
æåíèÿ êîëåñà ïî êëèíó
êëèí äåéñòâóåò íà ñòåíó ñ
ïîñòîÿííîé ñèëîé F. Êà-
êîé ñêîðîñòè äîñòèãíåò êî-
ëåñî, ïðîéäÿ ïî êëèíó èç
ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ïóòü s?

2. Â öèëèíäðå ïîä ïîðø-
íåì íàõîäèòñÿ íåíàñûùåí-

íûé âîäÿíîé ïàð ïîä äàâëåíèåì ð = 1 àòì. Â ïðîöåññå
èçîáàðè÷åñêîãî ñæàòèÿ êîíå÷íûé îáúåì, êîòîðûé çàíèìàåò
ïàð, îêàçûâàåòñÿ â k = 4 ðàçà ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáúåìîì, êîòîðûé îí çàíèìàë âíà÷àëå. Ïðè ýòîì ÷àñòü ïàðà
ñêîíäåíñèðîâàëàñü, à îáúåì îáðàçîâàâøåéñÿ âîäû ñîñòàâèë

1 1720α =  îò êîíå÷íîãî îáúåìà ïàðà. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíü-
øèëàñü òåìïåðàòóðà ïàðà â óêàçàííîì ïðîöåññå? Ïëîòíîñòü

âîäû 3
1 ã “ìρ = , ìîëÿðíàÿ ìàññà ïàðà Ì = 18 ã/ìîëü.

3. Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 2, îïðåäåëèòå òîê
÷åðåç èäåàëüíûé äèîä D è íàïðÿæåíèå íà äèîäå. Ïàðàìåòðû

ñõåìû óêàçàíû íà ðèñóí-
êå, âíóòðåííèìè ñîïðîòèâ-
ëåíèÿìè áàòàðåé ïðåíåá-
ðå÷ü.

4. Â êîëåáàòåëüíîì êîí-
òóðå (ðèñ.3), âêëþ÷àþùèì
â ñåáÿ êîíäåíñàòîð åìêîñ-
òüþ Ñ è äâå êàòóøêè ñàìî-
èíäóêöèè ñ èíäóêòèâíîñ-

òÿìè 1L  è 2L , ïðîèñõîäÿò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Êàòóø-
êà èíäóêòèâíîñòüþ 2L  ñ ïîëíûì ÷èñëîì âèòêîâ N è ïëîùà-
äüþ îäíîãî âèòêà S ðàñïîëîæåíà â îäíîðîäíîì è ñòàöèîíàð-

íîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóê-
öèåé 0B , ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ïëîñêîñòè âèòêîâ. Â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà íàïðÿæåíèå íà
êîíäåíñàòîðå äîñòèãàåò ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 0U ,
ìàãíèòíîå ïîëå âûêëþ÷àþò.
Âðåìÿ óáûâàíèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ äî íóëÿ ìíîãî ìåíüøå
ïåðèîäà êîëåáàíèé â êîíòó-
ðå. Ïðåíåáðåãàÿ îìè÷åñêèì
ñîïðîòèâëåíèåì êàòóøåê è

ïîäâîäÿùèõ ïðîâîäîâ, îïðåäåëèòå âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî
òîêà â êîíòóðå ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

5. Ëó÷ ëàçåðà, íàïðàâ-
ëåííûé ïîä ìàëûì óã-
ëîì 0,1α =  ðàä ê ãëàâ-
íîé îïòè÷åñêîé îñè ðàñ-
ñåèâàþùåé ëèíçû ñ ôî-
êóñíûì ðàññòîÿíèåì
F = 3 ñì, íàáëþäàåòñÿ
â âèäå ñâåòÿùåéñÿ òî÷-
êè íà ýêðàíå Ý, ðàñïî-
ëîæåííîì íà ðàññòîÿ-

íèè L = 630 ñì îò ëèíçû (ðèñ.4). Åñëè ñëåâà îò ëèíçû
ïîñòàâèòü ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ñòåêëÿííóþ ïëàñòèíêó òîë-
ùèíîé d = 1 ñì, òî ñâåòÿùàÿñÿ òî÷êà ñìåùàåòñÿ ïî ýêðàíó
íà ðàññòîÿíèå à = 8 ñì. Îïðåäåëèòå ïîêàçàòåëü ïðåëîìëå-
íèÿ ïëàñòèíêè. Óêàçàíèå: ïðè ìàëûõ õ ñ÷èòàòü, ÷òî
tg x xª , cos 1x ª .

Âàðèàíò 2

1. Íà ãëàäêîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α  ê
ãîðèçîíòó êîëåáëþòñÿ âäîëü ïðÿìîé ñ àìïëèòóäîé À êàê îíî
öåëîå øàéáà ìàññîé m è áðóñîê ìàññîé 3m ïîä äåéñòâèåì
ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, ïðè-
êðåïëåííîé ê áðóñêó (ðèñ.5).
Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì êî-
ýôôèöèåíòå òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ ìåæäó øàéáîé è áðóñêîì
âîçìîæíû òàêèå êîëåáàíèÿ?

2. Êóñîê ëüäà ïðèâÿçàí
íèòüþ êî äíó öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà ñ âîäîé (ðèñ.6). Íàä
ïîâåðõíîñòüþ âîäû íàõîäèòñÿ íåêîòîðûé îáúåì ëüäà. Íèòü
íàòÿíóòà ñ ñèëîé Ò = 1 Í. Íà
ñêîëüêî è êàê èçìåíèòñÿ óðî-
âåíü âîäû â ñîñóäå, åñëè ëåä
ðàñòàåò? Ïëîùàäü äíà ñîñóäà

2
400 “ìS = , ïëîòíîñòü âîäû
1 ã “ìρ =

3.
3. Èäåàëüíûé ãàç èñïîëüçóåò-

ñÿ êàê ðàáî÷åå òåëî â òåïëîâîé
ìàøèíå, ðàáîòàþùåé ïî öèêëó,
ñîñòîÿùåìó èç àäèàáàòè÷åñêîãî
ðàñøèðåíèÿ 1–2, èçîòåðìè÷åñ-
êîãî ñæàòèÿ 2–3 è èçîáàðè-
÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ 3–1
(ðèñ.7). ÊÏÄ öèêëà ðàâåí
η , à ïðè èçîòåðìè÷åñêîì
ñæàòèè íàä ãàçîì ñîâåðøà-
åòñÿ ðàáîòà TA  ( 0TA > ).
Êàêóþ ðàáîòó ñîâåðøàåò
òåïëîâàÿ ìàøèíà â óêàçàí-
íîì öèêëå?

4. Â ýëåêòðè÷åñêîé ñõåìå,
ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóí-
êå 8, êëþ÷è 1K  è 2K  ðà-
çîìêíóòû. Êëþ÷ 1K  çà-
ìûêàþò è ïîñëå òîãî, êàê
÷åðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâ-
ëåíèåì R ïðîòåê çàðÿä 0q ,
çàìûêàþò êëþ÷ 2K . Íàé-
äèòå íàïðÿæåíèå íà êà-
òóøêå èíäóêòèâíîñòüþ L
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä çà-
ìûêàíèåì êëþ÷à 

2K . Íàé-
äèòå òàêæå äîïîëíèòåëüíûé çàðÿä, ïðîòåêøèé ÷åðåç ðåçèñ-
òîð ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à 2K . ÝÄÑ áàòàðåé 

1
E  è 

2
E  è èõ

âíóòðåííèå ñîïðîòèâëåíèÿ 1r  è 2r

èçâåñòíû.
5. Â âàêóóìíîì ôîòîýëåìåíòå

îäèí èç íèêåëåâûõ ýëåêòðîäîâ îñ-
âåùàåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì ñâå-
òîì (ðèñ. 9). Ïðè óâåëè÷åíèè çà-
äåðæèâàþùåé ðàçíîñòè ïîòåíöèà-
ëîâ 

ƒ
U  ôîòîòîê óìåíüøàåòñÿ è

ïðè 
ƒ

0,8 BU =  ñòàíîâèòñÿ ðàâ-
íûì íóëþ. Îïðåäåëèòå äëèíó âîë-
íû ñâåòà. Ðàáîòà âûõîäà ýëåêòðî-
íà èç íèêåëÿ À = 4,84 ýÂ, ïîñòî-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò
ýëåêòðîíèêè è ìàòåìàòèêè
(òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(ôàêóëüòåòû ýëåêòðîíèêè, èíôîðìàòèêè

è òåëåêîììóíèêàöèé, àâòîìàòèêè

è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

5 9
3

1

x
x

x

+
£ +

+
.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )5 5 9x x+ + = .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 cos 3 tgx x= .

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )2

4 4

1
log log 30 3

2
x x+ + = .

5. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (ÀÂ = ÂÑ) ñ
îñíîâàíèåì ÀÑ, ðàâíûì 8. Òî÷êà Î – öåíòð îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè – äåëèò âûñîòó BD â îòíîøåíèè
BO :  OD = 5 : 3. Íàéäèòå áîêîâóþ ñòîðîíó ÀÂ.

6. Ïóñòü A, D – òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû
2

8 7y x x= - + -  ñ îñüþ àáñöèññ, òî÷êà Ñ – âåðøèíà ïàðàáî-
ëû, òî÷êà Â ðàñïîëîæåíà íà ïàðàáîëå ìåæäó òî÷êàìè À è Ñ.
Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD.

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå

tg
1 cos

4

x
x+ = .

8. Â îñíîâàíèè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC
ëåæèò òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíîé 3. Áîêîâûå ðåáðà

ïèðàìèäû ðàâíû 7 . Òî÷êà Ì – ñåðåäèíà ðåáðà ÂÑ, òî÷êà
N – ñåðåäèíà ðåáðà ÀÑ. Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè S, Â, Ì, N.

9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

2

2

2
2

1

x
a x x

x
= - -

+

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Âàðèàíò 2

(ôàêóëüòåòû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ýêîíîìèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
3 2 1

9 4

16 3

x x+ -

Ê ˆ Ê ˆ
>Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯
.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2

1 1

3 3

log 2 2 log 2 6x x x+ + £ + .

3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

2 2
5 sin 3 cosy x x= - .

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2

2

2 1,

3 6.

x y

y xy

Ï + =Ô
Ì

+ =ÔÓ

5. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ (ÀÂ = ÂÑ) ñ
îñíîâàíèåì ÀÑ, ðàâíûì 2 5 . Âûñîòà AD, îïóùåííàÿ íà
áîêîâóþ ñòîðîíó ÂÑ, äåëèò åå â îòíîøåíèè BD : DC = 3 : 2.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )4 4
2 log 1 log 2 1 1x x+ + - = .

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå

4 cos 3 2 sin 0x x- + = .

8. Íèæíèì îñíîâàíèåì ïðÿìîé ïðèçìû 1 1 1ABCA BC  ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (ÀÂ = AC = 10, BC =
= 16). Áîêîâîå ðåáðî ïðèçìû ðàâíî 6. ×åðåç ñòîðîíó ÂÑ
ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, îáðàçóþùàÿ ñ îñíîâàíèåì ABC óãîë
α . Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðèçìû ýòîé ïëîñêîñòüþ ðàâíà 75.
Íàéäèòå óãîë α .

9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) ( )3 3
log 2 sin log sin 3 cosx a x x- = +

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó ; 2
2

π
πÈ ˘

Í ˙
Î ˚

.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Â ðåçóëüòàòå öèêëè÷åñêîãî ïðîöåññà ãàç ïîëó÷èë îò
íàãðåâàòåëÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû 

…
500 d›Q =  è ñîâåðøèë

ðàáîòó À = 100 Äæ. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïåðå-
äàííîå õîëîäèëüíèêó.

2. Òåëî ìàññîé m = 200 ã áðîñèëè ãîðèçîíòàëüíî ñ âûñîòû
h = 15 ì. Îïðåäåëèòå èçìåíåíèå èìïóëüñà òåëà çà âðåìÿ
ïîëåòà.

3. Ñòåðæåíü ìàññîé m è äëèíîé L ïîäâåøåí çà îäèí êîíåö
íà òîíêîé íåâåñîìîé íèòè. Íèæíèé êîíåö ñòåðæíÿ ðàñïîëî-
æåí íà ðàññòîÿíèè h íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû. Ñòåðæåíü
íà÷èíàþò ðàâíîìåðíî îïóñêàòü â âîäó. Ïîñòðîéòå ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè îò ïåðåìåùåíèÿ. Ïëîò-
íîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå ïëîòíîñòè
âîäû.

4. Ïî êîëüöó ðàäèóñîì R = 1,5 ñì òå÷åò òîê ñèëîé I =
= 1,5 À. Êîëüöî ïîìåùåíî â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå
èíäóêöèåé Â = 0,10 Òë. Ëèíèè èíäóêöèè ïåðïåíäèêóëÿðíû
ïëîñêîñòè êîëüöà. Îïðåäåëèòå ñèëó, ðàñòÿãèâàþùóþ êîëü-
öî, è íàïðàâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà.

5. Èñòî÷íèê òîêà ñ ÝÄÑ 12 B=E  çàìêíóò íà ðåçèñòîð.
Îïðåäåëèòå âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå èñòî÷íèêà òîêà, åñëè
ïðè ÊÏÄ èñòî÷íèêà 80%η =  íà ðåçèñòîðå âûäåëÿåòñÿ
ìîùíîñòü Ð = 2,3 Âò.

Âàðèàíò 2

1. Äâà êîíäåíñàòîðà, åìêîñòè êîòîðûõ 1 4,0 ì*tC =  è
2 2,0 ì*tC = , ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî è ïîäêëþ÷åíû ê

ÿííàÿ Ïëàíêà 34
6,63 10  d› “h -

= ◊ ◊ , çàðÿä ýëåêòðîíà
19

1,6 10  jëe -
= ◊ , ñêîðîñòü ñâåòà 8

3 10  ì “c = ◊ .
Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè

Ð.Êîíñòàíòèíîâ, Â.Ìîæàåâ, Þ.×åøåâ, Ì.Øàáóíèí
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èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèåì U = 20 Â. Íàéäèòå îáùèé çàðÿä íà
êîíäåíñàòîðàõ.

2. Äåéñòâèòåëüíîå èçîáðàæåíèå òî÷êè íàõîäèòñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè h = 12 ñì îò ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû è íà
ðàññòîÿíèè f = 20 ñì îò ñàìîé ëèíçû. Íàéäèòå, ãäå ðàñïîëî-
æåíà òî÷êà. Ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû F = 10 ñì.

3. Äâèæåíèå ãðóçà, ïðèêðåïëåííîãî ê ïðóæèíå, îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì cosx A tω= , ïðè÷åì À = 10 ìì, à 1

50 “ω -
= .

Íàéäèòå ñðåäíþþ ïóòåâóþ ñêîðîñòü çà ïåðâûå òðè ÷åòâåðòè
ïåðèîäà.

4. Ýëåêòðîí âëåòàåò â ïëîñêèé êîíäåíñàòîð ïàðàëëåëüíî
åãî ïëàñòèíàì ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 6

0 4,0 10  ì “v = ◊ .
Íàéäèòå èçìåíåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà çà âðåìÿ ïðîëåòà
âíóòðè êîíäåíñàòîðà. Äëèíà ïëàñòèí êîíäåíñàòîðà l =
= 2,0 ñì, à íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ âíóòðè êîíäåíñàòîðà Å =
= 20 êÂ/ì. Çàðÿä ýëåêòðîíà 19

1,6 10  jëe -
= ◊ .

5. ÊÏÄ òåïëîâîé ìàøèíû, ðàáîòàþùåé ïî öèêëó, ñîñòîÿ-
ùåìó èç èçîòåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ 1–2, èçîõîðíîãî ïðî-
öåññà 2–3 è àäèàáàòè÷åñêîãî ñæàòèÿ 3–1, ðàâåí η . Ìàêñè-
ìàëüíàÿ ðàçíîñòü òåìïåðàòóð â öèêëå ðàâíà TΔ . Íàéäèòå
ðàáîòó, ñîâåðøåííóþ ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññå. Ðàáî-
÷èì òåëîì ÿâëÿåòñÿ îäèí ìîëü èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî
ãàçà.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Þ.Êîëìàêîâ, Þ.Ñåçîíîâ

Ìîñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Âû÷èñëèòå

1,5 1,75 5

4

7
3 arccos cos

5 9 32 6

3 25

π

π

Ê ˆ
Á ˜
Ë ¯◊Ê ˆ

◊ +Á ˜
Ë ¯

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

ctg
4

3
log sin cos tg 0

2 4 4
x

x x
π

π π πÊ ˆ
+ - =Á ˜

Ë ¯
.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

5 5 log 5 5
x

x- £ .

4. Äëÿ âÿçàíèÿ èñïîëüçóþò òðè ìîòêà øåðñòè. Èç ïåðâîãî
ìîòêà èñïîëüçîâàëè äâå òðåòè, èç âòîðîãî èñïîëüçîâàëè 50%,
à òðåòèé ìîòîê, ñîäåðæàâøèé îäíó òðåòü âñåé øåðñòè,
èñïîëüçîâàëè âåñü. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ øåðñòè èñïîëüçîâà-
ëè, åñëè åå îñòàëîñü â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì áûëî â ïåðâîì
ìîòêå?

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

 ( ) 3 8
7 0,5

xf x + -
= +

íà îòðåçêå [ ]12; 17 .
6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ôóíêöèÿ

( ) 3 2
5 2 8 5,8f x x ax ax= - + + -

ñòðîãî óáûâàåò íà âñåé ÷èñëîâîé îñè?
7. Ïðÿìûå KB è KC êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î â

òî÷êàõ Â è Ñ ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü êðóãà, åñëè
KO = 10, à ÂÑ = 6.

8. Â êóáå 1 1 1 1ABCDA BC D  òî÷êà K ëåæèò íà ðåáðå ÀÂ,
3AK = 2KB. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êè K è 1C  ïàðàëëåëüíî äèàãîíàëè êâàäðàòà

1 1ADD A , è íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ êóáà è áîëüøåãî èç
ïîëó÷åííûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Âàðèàíò 2

(ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Âû÷èñëèòå
0,2

125 20 32◊ ◊ .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )

2
3 2

1
tg 0,3 1

x x

x

- +

-

= .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

52 log log 125 1xx - < .

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
cos 4 2 cos 1x x+ = .

5. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

( )

2

0,28

36 1 1 ,

5 0.

x x x

x
-

Ï - > -Ô
Ì

+ ≥ÔÓ

6. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

78 16
2 17,4y x x-

= - + .

7. Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè

( ) ( )ln 1 4f x x x= + - .

8. Íàéäèòå îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðåáðàìè 10, 7, 6,
âûõîäÿùèìè èç îäíîé âåðøèíû è îáðàçóþùèìè äðóã ñ
äðóãîì óãëû 90 , 60 , 30∞ ∞ ∞ .

Âàðèàíò 3

(õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Âû÷èñëèòå

( ) 0,5
sin15 cos 75 sin 75 cos15 3∞ ∞ - ∞ ∞ ◊ .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

5 2 1 4x- - £ .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2

2 0,2log 2 log 0,008x x- < .

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2
cos 3 cos sin 2 sin 2x x x x+ + = .

5. Ðåøèòå ñèñòåìó

( )
2

4
sin

0,28 2 ,

1 0.

x

x

π-Ï
Ô =
Ì

Ô + <Ó

6. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

( ) 2
2 17

xy x e -

= - + .

7. Â êàêèõ òî÷êàõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè

( ) 3
2 3 1f x x x= + -

ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 9 7y x= - ?
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8. Ðåáðî ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ðàâíî 3 2 . Íàéäèòå
îáúåì òåòðàýäðà.

Задачи устного экзамена

(ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )49

3 3
log 16

3 2 7 2 3 0

x x

+ - + - = .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )2 2
4 10 5 1 sin 2 cos 2x x x x- + - = .

3. Ðåøèòå ñèñòåìó

4 sin sin 1,

cos cos 0,75,

0 2 .

x y

y x

x π

= -Ï
Ô

=Ì

Ô < <Ó

4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ êîðíè óðàâíåíèÿ

( ) ( )
22

28 8 7 4a a x x a+ - = +

îòíîñÿòñÿ êàê 10:1.
5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç

êîòîðûõ ôóíêöèÿ

( ) 3 2 2
2 4 5f x x ax a x= - - -

ñòðîãî óáûâàåò íà îòðåçêå [ ]6; 2- .
6. Ôóíêöèÿ ( )f x  îïðåäåëåíà è ñòðîãî óáûâàåò íà âñåé

÷èñëîâîé îñè. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )( ) ( )( )2

2 4
0,5 log 24 1 log 6f t f t t- > + - - .

7. Íàéäèòå
6 6

2 sin 2 cos 1x x+ + ,

åñëè

2 sin 2 cos 1 0x x+ + = .

8. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè

( )
2

2

3 4 0,5

3 4

xx x
f x

x x

- - ◊

=
- +

.

9. Â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñ îñíîâàíèåì ÀÑ
âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîíû ÀÂ â òî÷êå K,
ïðè÷åì AK = 0,625 KB. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ, åñëè åãî ïåðèìåòð ðàâåí 36.

10. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñîñòàâëÿåò 0,75
ïëîùàäè åãî ïîëíîé ïîâåðõíîñòè. Íàéäèòå âûñîòó êîíóñà,
åñëè åãî îáúåì ðàâåí îáúåìó øàðà ðàäèóñà 3

16 .

Тест

(ñîáåñåäîâàíèå äëÿ ìåäàëèñòîâ, ïîñòóïàþùèõ

íà ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

Â çàäàíèÿõ 1–7 äàíî íåñêîëüêî îòâåòîâ, èç êîòîðûõ òîëüêî
îäèí âåðíûé. Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò.

1. Íàéäèòå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, 20% îò êîòîðîãî ñîñòàâ-
ëÿåò 45% îò ÷èñëà, åìó îáðàòíîãî:

1) 3; 2) 1,5; 3) 1; 4) 0,5.

2. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå äðîáè 
2 2

2 2

5 6

5 4

m mn n

m mn n

+ +

- -
, åñëè 

5

7

m

n
= :

1) –2; 2) –3; 3) –4; 4) –6.

3. Íàéäèòå òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó

ôóíêöèè 3 2
3 4 5 22y x x x= - + + -  â òî÷êå ñ àáñöèññîé 0 2x = :

1) –10; 2) 10; 3) –15; 4) 15.

4. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ( )2 2 3
log log 9 log 2◊ :

1) –1; 2) 1; 3) 2; 4) 3.

5. Èçâåñòíî, ÷òî 
3

π
α β+ = , à cos α cos 0,5β = . Íàéäèòå

çíà÷åíèå ( )10 cos α β- :

1) 5; 2) 1; 3) –1; 4) –2.

6. Íàéäèòå ñóììó äëèí ïðîìåæóòêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíî-

æåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 2

2

36
x x

x x
≥ -

-
:

1) 2; 2) 3; 3) 4; 4) 5.

7. Èçâåñòíî, ÷òî
2 2

2

3,

2.

x y

x xy

Ï - =Ô
Ì

- =ÔÓ

Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå õ + ó:

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 4.

Â çàäàíèÿõ 8–14 çàïèøèòå îòâåò.
8. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ óãîë À ðàâåí 76∞ , óãîë Â ðàâåí

82∞ . Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà (â ãðàäóñàõ) ìåæäó âûñîòîé è
áèññåêòðèñîé, ïðîâåäåííûìè èç âåðøèíû À.

9. Íàéäèòå ñóììó öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

4 3 8x - £ .

10. Âû÷èñëèòå êîñèíóñ óãëà À â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè

( )3; 2; 3A - , ( )5; 1; 1B - , ( )1; 2; 1C - .
11. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

0,5

15
18 log 0

5

x
x

-Ê ˆ
- ◊ ≥Á ˜

Ë ¯
.

12. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2 cos 3
9

xπ
= -

íà ïðîìåæóòêå 8 20x< < .
13. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

2
4 9 2 6 2 9x x- - + + .

14. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëèíèÿìè 2 2
1x y+ =  è y =

= x – 2.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Письменный экзамен

Çàäàíèå ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè 15 òåñòî-
âûõ çàäà÷ ñ âûáîðîì èç òðåõ îòâåòîâ. Êàæäàÿ çàäà÷à
îöåíèâàåòñÿ â 1 áàëë. Âî âòîðîé ÷àñòè 5 áîëåå ñëîæíûõ
çàäà÷, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îöåíèâàåòñÿ â 2 áàëëà.

Â âû÷èñëåíèÿõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îêðóã-
ëåííûå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí:

óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 2
10 ì “g = ;

óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ ( )8,3 d› ì%ëü jR = ◊ ;

ýëåìåíòàðíûé çàðÿä 19
1,6 10 jëe -

= ◊ ;

ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà 34
6,6 10  d› “h -

= ◊ ◊ ;

ñêîðîñòü ñâåòà 8
3 10  ì “c = ◊ .
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Âàðèàíò 1

×àñòü 1. Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò
1. ×åìó ðàâíà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ëûæíèêà, ïðîøåäøåãî

ïóòü 18 êì çà 2 ÷:
1) 0,25 ì/ñ; 2) 2,5 ì/ñ;      3) 10 ì/ñ?
2. ×åìó ðàâåí ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì çà 15 ñ, åñëè åãî

óñêîðåíèå ñîñòàâëÿåò 2
4 ì “ , à íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà

íóëþ:
1) 30 ì; 2) 450 ì;      3) 1500 ì?
3. Ñîñòîÿíèå íåâåñîìîñòè âîçíèêàåò, êîãäà òåëî èìååò:
1) ðàâíóþ íóëþ ìàññó; 2) ðàâíûé íóëþ âåñ; 3) ðàâíóþ

íóëþ ñêîðîñòü.
4. Ñèëà, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé òåëî ìàññîé 250 ã äâèæåòñÿ

ñ óñêîðåíèåì 2
2 ì “ , ðàâíà:

1) 0,5 Í; 2) 125 Í;      3) 500 Í.
5. Ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ñèëîé òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà

äîæäåâóþ êàïëþ ìàññîé 40 ìã ïðè åå ïàäåíèè ñ âûñîòû 2 êì,
ðàâíà:

1) 0,8 Äæ; 2) 8 Äæ;      3) 80 Äæ.
6. Â êàêîì ïðîöåññå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïåðåäàííîå ãàçó,

ðàâíî ðàáîòå, ñîâåðøàåìîé ãàçîì:
1) â èçîòåðìè÷åñêîì; 2) â èçîõîðíîì; 3) â àäèàáàòíîì?
7. Ïîðøåíü â öèëèíäðå ìåäëåííî îïóñòèëè íà 1/3 âûñîòû

öèëèíäðà. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå äàâëåíèÿ ãàçà â êîíå÷íîì
ñîñòîÿíèè ê åãî íà÷àëüíîìó äàâëåíèþ:

1) 2/3; 2) 1,5;      3) 3?
8. Ãàç, íàõîäÿùèéñÿ ïîä äàâëåíèåì 5

2 10  o=◊ , èçîáàðíî
ðàñøèðÿåòñÿ îò îáúåìà 2 ë â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè äî îáúåìà
5 ë. ×åìó ðàâíà ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ ãàçîì:

1) 600 Äæ; 2) 600 êÄæ;      3) 600 ÌÄæ?
9. Ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ïðè ïåðåìå-

ùåíèè çàðÿäà 9
5 10  jë-

◊  èç òî÷êè ñ ïîòåíöèàëîì 300 Â â
òî÷êó ñ ïîòåíöèàëîì 100 Â, ðàâíà:

1) 9
2,5 10 d›

-
◊ ; 2) 6

10 d›
- ;      3) 6

0,4 10 d›
-

◊ .
10. Êàê èçìåíèòñÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

ìåæäó ïëàñòèíàìè âîçäóøíîãî êîíäåíñàòîðà, ñîåäèíåííîãî
ñ èñòî÷íèêîì òîêà, ïðè óìåíüøåíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà â 3 ðàçà:

1) óìåíüøèòñÿ â 3 ðàçà; 2) óâåëè÷èòñÿ â 3 ðàçà; 3 ) íå
èçìåíèòñÿ?

11. ×åìó ðàâåí çàðÿä, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ïàÿëüíèê çà
2 ìèí, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òîê â ïàÿëüíèêå ðàâåí 500 ìÀ:

1) 60 Êë; 2) 240 Êë;      3) 1000 Êë?
12. Íà ïðîâîäíèê äëèíîé 10 ñì, ðàñïîëîæåííûé ïåðïåí-

äèêóëÿðíî ëèíèÿì èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, äåéñòâóåò
ñèëà 5 Í. Ñèëà òîêà â ïðîâîäíèêå 25 À. ×åìó ðàâíà èíäóêöèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

1) 2 Òë; 2) 50 Òë;      3) 1250 Òë?
13. ×åëîâåê ñòîèò íà ðàññòîÿíèè 3 ì îò âåðòèêàëüíî

ðàñïîëîæåííîãî ïëîñêîãî çåðêàëà. Åñëè çåðêàëî îòîäâèíóòü
îò ÷åëîâåêà íà 1 ì, òî ðàññòîÿíèå îò ÷åëîâåêà äî åãî
èçîáðàæåíèÿ óâåëè÷èòñÿ íà:

1) 1 ì; 2) 2 ì;      3) 3 ì.
14. Êàê èçìåíèòñÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â

êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå, åñëè èíäóêòèâíîñòü êàòóøêè óâåëè-
÷èòü â 4 ðàçà:

1) óìåíüøèòñÿ â 4 ðàçà; 2) óìåíüøèòñÿ â 2 ðàçà;
3) óâåëè÷èòñÿ â 2 ðàçà?

15. Ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî èçîòîïà ðàâåí
8 ÷. Êàêàÿ ÷àñòü àòîìîâ îñòàíåòñÿ ÷åðåç 24 ÷:

1) 1/8; 2) 1/4;      3) 1/2?

×àñòü 2. Ðåøèòå çàäà÷è
16. Àâòîìîáèëü, ïåðâîíà÷àëüíî äâèãàâøèéñÿ ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ, çàòåì â òå÷åíèå 10 ñ åäåò ñ óñêîðåíèåì 2
0,8 ì “ .

×åìó ðàâíà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ ïðè åãî ðàâíîóñ-

êîðåííîì äâèæåíèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî çà 10 ñ îí ïðîøåë
ïóòü, ðàâíûé 130 ì?

17. Ìåæäó äâóìÿ øàðàìè ìàññàìè 4 êã è 8 êã, äâèæóùè-
ìèñÿ ñî ñêîðîñòÿìè 8 ì/ñ è 2 ì/ñ ñîîòâåòñòâåííî â îäíîì
íàïðàâëåíèè âäîëü îäíîé ïðÿìîé, ïðîèñõîäèò íåóïðóãîå
ñîóäàðåíèå. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ îíè áóäóò äâèãàòüñÿ ïîñëå
ñîóäàðåíèÿ?

18. ×åìó ðàâíà ïëîòíîñòü êèñëîðîäà ïðè äàâëåíèè
5

2,49 10  o=◊ è òåìïåðàòóðå 640 Ê?
19. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ çà 40 ìèí â

ìåäíûõ ïðîâîäíèêàõ, ïîäâîäÿùèõ ýëåêòðè÷åñêèé òîê ê
ïëèòêå, ïðè ñèëå òîêà 5 À? Ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è
äëèíà ïðîâîäíèêà 1,5 2ìì  è 3 ì ñîîòâåòñòâåííî. Óäåëüíîå
ñîïðîòèâëåíèå ìåäè 2 2

1,7 10  nì ìì ì
-

◊ ◊ .
20. ×åìó ðàâíà åìêîñòü êîíäåíñàòîðà ðàäèîïåðåäàò÷èêà,

ðàáîòàþùåãî íà ÷àñòîòå 6
2 10  cö◊ , åñëè èíäóêòèâíîñòü êîí-

òóðà 6
8 10  c…-

◊ ? Ñ÷èòàòü 2
10π = .

Âàðèàíò 2

×àñòü 1. Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò
1. Çà êàêîå âðåìÿ ëûæíèê ïðîéäåò 18 êì ïóòè ïðè ñðåäíåé

ñêîðîñòè åãî äâèæåíèÿ 2,5 ì/ñ:
1) 2 ÷; 2) 5 ÷;     3) 7,2 ÷?
2. Çà êàêîå âðåìÿ àâòîìîáèëü, äâèãàÿñü ñ óñêîðåíèåì

2
0,5 ì “ , óâåëè÷èò ñâîþ ñêîðîñòü ñ 5 ì/ñ äî 15 ì/ñ:

1) 5 ñ; 2) 10 ñ;     3) 20 ñ?
3. Ìÿ÷ ìàññîé 0,5 êã ïîñëå óäàðà, äëÿùåãîñÿ 0,01 ñ,

ïðèîáðåòàåò ñêîðîñòü 5 ì/ñ. ×åìó ðàâíà ñèëà, ñ êîòîðîé
óäàðèëè ïî ìÿ÷ó:

1) 0,25 Í; 2) 10 Í;     3) 250 Í?
4. Êàê äâèæåòñÿ òåëî, åñëè ñóììà âñåõ äåéñòâóþùèõ íà

íåãî ñèë ðàâíà íóëþ:
1) íåðàâíîìåðíî; 2) ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî;

3) ðàâíîìåðíî ïî îêðóæíîñòè?
5. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ðàâíîìåðíî êàòèòñÿ òåëåæêà ìàññîé

5 êã, åñëè åå èìïóëüñ ðàâåí 25 *ã ì “◊ :
1) 0,2 ì/ñ; 2) 5 ì/ñ;     3) 125 ì/ñ?
6. Êàê èçìåíèòñÿ äàâëåíèå èäåàëüíîãî ãàçà, åñëè ïðè

íåèçìåííîé êîíöåíòðàöèè ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ìîëåêóë óìåíüøèòñÿ â 3 ðàçà:

1) óâåëè÷èòñÿ â 3 ðàçà; 2) óìåíüøèòñÿ â 3 ðàçà;
3) óìåíüøèòñÿ  â 9 ðàç?

7. Ãàç íàãðåëè îò 47 °Ñ äî 207 °Ñ. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå
îáúåìà ãàçà â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ê åãî íà÷àëüíîìó îáúåìó,
åñëè ñ÷èòàòü ïðîöåññ èçîáàðíûì:

1) 2/3; 2) 1,5;     3) 4,4?
8. Êóñîê ëüäà îáúåìîì 3

1000 “ì , èìåþùèé òåìïåðàòóðó
0 °Ñ, âíåñëè â òåïëóþ êîìíàòó, è îí ïðåâðàòèëñÿ â âîäó òîé
æå òåìïåðàòóðû. Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà
330 êÄæ/êã. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû áûëî ïåðåäàíî
ëüäó:

1) 29,7 êÄæ; 2) 33 êÄæ;     3) 297 êÄæ?
9. ×àñòèöà ìàññîé 2 ìã, çàðÿä êîòîðîé 8

2 10  jë-
◊ , äâèæåò-

ñÿ ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ óñêîðåíèåì 2
5 ì “ .

×åìó ðàâíà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:
1)100 Â/ì; 2) 200 Â/ì;     3) 500 Â/ì?
10. Êàê èçìåíèòñÿ çàðÿä ïëàñòèí êîíäåíñàòîðà, ñîåäèíåí-

íîãî ñ èñòî÷íèêîì òîêà, ïðè óâåëè÷åíèè åìêîñòè êîíäåíñà-
òîðà â 3 ðàçà:

1) óìåíüøèòñÿ â 3 ðàçà; 2) óâåëè÷èòñÿ â 3 ðàçà; 3 ) íå
èçìåíèòñÿ?

11. Âòîðîé ïðîâîä äëèííåå ïåðâîãî â 6 ðàç è èìååò â 3 ðàçà
áîëüøóþ ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. ×åìó ðàâíî îòíîøå

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 55)



44 Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 6È ÍÔ Î Ð Ì À Ö È ß

Î÷åðåäíîé íàáîð â ÎË ÂÇÌØ

Îòêðûòûé ëèöåé «Âñåðîññèéñêàÿ çàî÷íàÿ ìíîãîïðåäìåò-
íàÿ øêîëà» (ÎË ÂÇÌØ) Ðîññèéñêîé àêàäåìèè îáðàçîâà-
íèÿ, ðàáîòàþùèé ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåð-
ñèòåòå èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, â ñîðîê ïåðâûé ðàç ïðîâîäèò
íàáîð ó÷àùèõñÿ.

ÎË ÂÇÌØ – ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå äîïîëíèòåëü-
íîãî îáðàçîâàíèÿ, ïðè÷åì íå òîëüêî äëÿ øêîëüíèêîâ. «ÎÒ-
ÊÐÛÒÛÉ» – çíà÷èò äîñòóïíûé äëÿ âñåõ æåëàþùèõ ïîïîë-
íèòü ñâîè çíàíèÿ â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ èç ñëåäóþùèõ
îáëàñòåé íàóêè: ìàòåìàòèêà, áèîëîãèÿ, ôèëîëîãèÿ, ôèçèêà,
ýêîíîìèêà, õèìèÿ, ïðàâîâåäåíèå, èñòîðèÿ (ïåðå÷èñëåíèå –
â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå îòêðûòèÿ îòäåëåíèé).

Ñåé÷àñ ÎË ÂÇÌØ ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè íàó÷íî-ïåäàãîãè-
÷åñêèìè ó÷ðåæäåíèÿìè âåäåò èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû ïî
ðàçðàáîòêå íîâûõ èíòåðàêòèâíûõ òåõíîëîãèé â îáðàçîâàíèè
è ïåðåâîäó ÷àñòè ñâîèõ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ íà
ÿçûê ñîâðåìåííûõ òåëåêîììóíèêàöèé, â ÷àñòíîñòè – ïî
ñîçäàíèþ Èíòåðíåò-îòäåëåíèÿ ÎË ÂÇÌØ.

Çà âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÂÇÌØ óäîñòîâåðåíèÿ î åå îêîí-
÷àíèè ïîëó÷èëè íåñêîëüêî ñîòåí òûñÿ÷ øêîëüíèêîâ è òûñÿ-
÷è êðóæêîâ – ãðóïï «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê ÂÇÌØ».

Îáó÷åíèå â øêîëå ÇÀÎ×ÍÎÅ, ò.å. íà÷èíàÿ ñ ñåíòÿáðÿ-
îêòÿáðÿ 2006 ãîäà âñå ïîñòóïèâøèå áóäóò ñèñòåìàòè÷åñêè
ïîëó÷àòü ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûå äëÿ çàî÷íîãî îáó÷åíèÿ
ìàòåðèàëû, ñîäåðæàùèå èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêèõ âîïðî-
ñîâ, ìåòîäîâ ðàññóæäåíèé, ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è äëÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, îáðàçöû ðåøåíèé çàäà÷, äåëîâûå èãðû,
êîíòðîëüíûå è ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ.

Êîíòðîëüíûå ðàáîòû ó÷àùèõñÿ áóäóò òùàòåëüíî ïðîâå-
ðÿòüñÿ è ðåöåíçèðîâàòüñÿ ïðåïîäàâàòåëÿìè ÂÇÌØ – ñòó-
äåíòàìè, àñïèðàíòàìè, ïðåïîäàâàòåëÿìè è íàó÷íûìè ñî-
òðóäíèêàìè ÌÃÓ, à òàêæå äðóãèõ âóçîâ è ó÷ðåæäåíèé, ãäå
èìåþòñÿ ôèëèàëû øêîëû. Ìíîãèå èç ïðåïîäàâàòåëåé â ñâîå
âðåìÿ ñàìè çàêîí÷èëè ÂÇÌØ è ïîýòîìó îñîáåííî õîðîøî
ïîíèìàþò, êàê âàæíî óêàçàòü, ïîìèìî êîíêðåòíûõ íåäî÷å-
òîâ, ïóòè ëèêâèäàöèè èìåþùèõñÿ ïðîáåëîâ â çíàíèÿõ,
ïîðåêîìåíäîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ëèòåðàòóðó, ïîðóãàòü çà
íåâíèìàòåëüíîñòü è ïîõâàëèòü çà çàìåòíûé (à èíîãäà – è çà
ñàìûé ìàëåíüêèé) ïðîãðåññ è òðóäîëþáèå.

Ïîñòóïèâøèå â ÎË ÂÇÌØ ñìîãóò óçíàòü îá óâëåêàòåëü-
íûõ âåùàõ, ÷àñòî îñòàþùèõñÿ çà ñòðàíèöàìè øêîëüíîãî
ó÷åáíèêà, ïîçíàêîìèòüñÿ ñ èíòåðåñíûìè íåñòàíäàðòíûìè
çàäà÷àìè è ïîïðîáîâàòü ñâîè ñèëû â èõ ðåøåíèè. Äëÿ ìíîãèõ
ñòàíåò îòêðîâåíèåì, ÷òî çàäà÷è áûâàþò íå òîëüêî â ìàòåìà-
òèêå, ôèçèêå è õèìèè, íî è â áèîëîãèè, è â ôèëîëîãèè, è â
ýêîíîìèêå, è â äðóãèõ íàóêàõ. Ðåøåíèå çàäà÷ ïîìîæåò
ïðîÿñíèòü, ñäåëàòü èíòåðåñíûìè ìíîãèå ðàçäåëû, êàçàâøè-
åñÿ íåïîíÿòíûìè è ñêó÷íûìè.

Îäíà èç îñîáåííîñòåé ó÷åáíûõ ïðîãðàìì è ïîñîáèé ÂÇÌØ
– â òîì, ÷òî îíè ñîçäàíû äåéñòâóþùèìè íà ïåðåäíåì êðàå
íàóêè òàëàíòëèâûìè ó÷åíûìè è îïûòíûìè íåçàóðÿäíûìè
ïåäàãîãàìè (÷àñòî ýòè äâà êà÷åñòâà ñîâìåùàþòñÿ â îäíîì è
òîì æå ÷åëîâåêå). Íåäàðîì íà X Âñåìèðíîì êîíãðåññå ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ, êîòîðûé ïðîøåë ëåòîì 2004
ãîäà â Äàíèè, ðàññêàç î 40-ëåòíåé ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îòäåëåíèÿ ÎË ÂÇÌØ âûçâàë íåïîääåëüíûé èíòåðåñ è
îäîáðåíèå ó÷àñòíèêîâ.

×òîáû óñïåøíî çàíèìàòüñÿ â çàî÷íîé øêîëå, âàì ïðèäåòñÿ
íàó÷èòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî è ïðîäóêòèâíî ðàáîòàòü ñ êíèãîé,
ãðàìîòíî, ÷åòêî, êîðîòêî è ÿñíî èçëàãàòü ñâîè ìûñëè íà áóìàãå
è äðóãèõ íîñèòåëÿõ èíôîðìàöèè, à ýòî, êàê èçâåñòíî, óìåþò
äàëåêî íå âñå. Âîçìîæíî, íàøà çàî÷íàÿ øêîëà ïîìîæåò âàì
âûáðàòü ïðîôåññèþ, íàéòè ñâîå ìåñòî â îêðóæàþùåì ìèðå.

Âñå âûïîëíèâøèå ïðîãðàììó ÎË ÂÇÌØ ïîëó÷àþò ñîîò-
âåòñòâóþùèå äèïëîìû. Õîòÿ ôîðìàëüíûõ ïðåèìóùåñòâ îíè
íå äàþò, ïðèåìíûå êîìèññèè ìíîãèõ âóçîâ ó÷èòûâàþò, ÷òî
îáëàäàòåëè ýòèõ óäîñòîâåðåíèé â òå÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîãî
âðåìåíè ñàìîîòâåðæåííî òðóäèëèñü íàä ïðèîáðåòåíèåì çíà-
íèé, íàó÷èëèñü ñàìîñòîÿòåëüíî òâîð÷åñêè ðàáîòàòü, à ýòî
çíà÷èò, ÷òî èç íèõ ïîëó÷àòñÿ õîðîøèå ñòóäåíòû è, â äàëüíåé-
øåì, ãðàìîòíûå, âäóì÷èâûå, øèðîêî îáðàçîâàííûå ñïåöèà-
ëèñòû.

Åñëè ó âàñ èìååòñÿ òàêàÿ âîçìîæíîñòü, âû áóäåòå ÷àñòè÷íî
îáùàòüñÿ ñ íàøåé øêîëîé ñ ïîìîùüþ Èíòåðíåòà – ÷åì
äàëüøå, òåì áîëüøå.

Äëÿ ïîñòóïëåíèÿ â ÎË ÂÇÌØ íàäî óñïåøíî âûïîëíèòü
âñòóïèòåëüíóþ êîíòðîëüíóþ ðàáîòó. Ïðèåìíóþ êîìèññèþ
èíòåðåñóåò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, âàøå óìåíèå ðàññóæäàòü,
ïîïûòêè (ïóñòü ïîíà÷àëó íå ñîâñåì óäà÷íûå) ñàìîñòîÿòåëü-
íî ìûñëèòü è äåëàòü âûâîäû. Ïðåèìóùåñòâîì ïðè ïîñòóïëå-
íèè ïîëüçóþòñÿ ïðîæèâàþùèå â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè, ïîñåë-
êàõ è íåáîëüøèõ ãîðîäàõ, ãäå íåò êðóïíûõ íàó÷íûõ öåíòðîâ
è ó÷åáíûõ çàâåäåíèé è ãäå ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíîå îáðàçî-
âàíèå ìîæíî ëèøü çàî÷íî.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû íàäî íàïèñàòü íà
ðóññêîì ÿçûêå â îáû÷íîé ó÷åíè÷åñêîé òåòðàäè â êëåòêó (íà
îòäåëåíèå ýêîíîìèêè – íà îòêðûòêå). Æåëàþùèå ïîñòóïèòü
ñðàçó íà íåñêîëüêî îòäåëåíèé êàæäóþ ðàáîòó ïðèñûëàþò â
îòäåëüíîé òåòðàäè. Íà îáëîæêå òåòðàäè óêàæèòå: ôàìè-
ëèþ, èìÿ, îò÷åñòâî, ãîä ðîæäåíèÿ, áàçîâîå îáðàçîâàíèå
(ñêîëüêî êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû áóäåò çàêîí÷åíî ê ñåíòÿá-
ðþ 2006 ãîäà), ïîëíûé ïî÷òîâûé àäðåñ (ñ èíäåêñîì), îòêó-
äà óçíàëè îá ÎË ÂÇÌØ (èç «Êâàíòà», îò äðóçåé, èç àôèø
çàî÷íîé øêîëû è ò.ï.), íà êàêîå îòäåëåíèå õîòèòå ïîñòó-
ïèòü.

Âñòóïèòåëüíûå ðàáîòû îáðàòíî íå âûñûëàþòñÿ.
Áåç âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, òîëüêî ïî çàÿâëåíèþ, ïðèíè-

ìàþòñÿ íà èíäèâèäóàëüíîå îáó÷åíèå ïîáåäèòåëè îáëàñòíûõ
(êðàåâûõ, ðåñïóáëèêàíñêèõ) òóðîâ âñåðîññèéñêèõ îëèìïèàä
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäìåòàì, à òàêæå ó÷àñòíèêè ôèíàëü-
íûõ òóðîâ ýòèõ îëèìïèàä (íå îáÿçàòåëüíî ó÷àñòèå â ñàìûõ
ïîñëåäíèõ îëèìïèàäàõ).

Ó÷àùèåñÿ ÎË ÂÇÌØ ÷àñòè÷íî âîçìåùàþò ðàñõîäû íà
ñâîå îáó÷åíèå. Ïëàòà íåâåëèêà, íà êàæäîì îòäåëåíèè ñâîÿ.
Ïî ïðîñüáå òåõ ó÷àùèõñÿ, êòî íå â ñîñòîÿíèè âíåñòè ýòó
ïëàòó, ÎË ÂÇÌØ ãîòîâ îáðàòèòüñÿ ïî ëþáîìó àäðåñó – â
øêîëó, â îðãàí íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ, ê äðóãîìó ñïîíñîðó
– ñ õîäàòàéñòâîì îá îïëàòå ýòèì áëàãîòâîðèòåëåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàñõîäîâ.

Ïîìèìî èíäèâèäóàëüíîãî îáó÷åíèÿ, íà âñåõ îòäåëåíèÿõ
ÂÇÌØ, êðîìå ýêîíîìè÷åñêîãî è áèîëîãè÷åñêîãî, èìååòñÿ
åùå îäíà ôîðìà – «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê». Ýòî ãðóïïà ó÷à-
ùèõñÿ, ðàáîòàþùàÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäàâàòåëÿ (øêîëü-
íîãî ó÷èòåëÿ, ïðåïîäàâàòåëÿ âóçà, ñòóäåíòà èëè äðóãîãî
ýíòóçèàñòà), êàê ïðàâèëî, ïî òåì æå ïîñîáèÿì è ïðîãðàììàì,
÷òî è èíäèâèäóàëüíî. Ïðèåì â ýòè ãðóïïû ïðîâîäèòñÿ äî 15
îêòÿáðÿ 2006 ãîäà. Äëÿ çà÷èñëåíèÿ ãðóïïû òðåáóåòñÿ çàÿâ-
ëåíèå åå ðóêîâîäèòåëÿ (ñ îïèñàíèåì åãî ïðîôåññèè è äîëæ-
íîñòè, ñî ñïèñêîì ó÷àùèõñÿ è ÷åòêèì óêàçàíèåì, â êàêîì
êëàññå îíè áóäóò ó÷èòüñÿ ñ ñåíòÿáðÿ 2006 ãîäà); çàÿâëåíèå
äîëæíî áûòü ïîäïèñàíî ðóêîâîäèòåëåì ãðóïïû, çàâåðåíî è
ïîäïèñàíî ðóêîâîäèòåëåì ó÷ðåæäåíèÿ, ïðè êîòîðîì áóäåò
ðàáîòàòü ãðóïïà. Ðàáîòà ãðóïï «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê»
ìîæåò îïëà÷èâàòüñÿ øêîëàìè êàê ôàêóëüòàòèâíûå çàíÿòèÿ.

Íà Ñåâåðî-Çàïàäå Ðîññèè ðàáîòàåò Çàî÷íàÿ øêîëà Ëåíèí-
ãðàäñêîãî îáëàñòíîãî Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ, ñîçäàííàÿ
ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå è èìåþùàÿ îòäåëå-
íèÿ ìàòåìàòèêè, áèîëîãèè è õèìèè.



Ïðîæèâàþùèå íà Ñåâåðî-Çàïàäå Ðîññèè (â Àðõàíãåëüñ-
êîé, Êàëèíèíãðàäñêîé, Ëåíèíãðàäñêîé, Ìóðìàíñêîé, Íîâ-
ãîðîäñêîé, Ïñêîâñêîé îáëàñòÿõ, Êàðåëüñêîé è Êîìè ðåñïóá-
ëèêàõ), æåëàþùèå ïîñòóïèòü íà îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè,
âûñûëàþò âñòóïèòåëüíûå ðàáîòû ïî àäðåñó: 198097 Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, óë. Òðåôîëåâà, ä. 32, Ñåâåðî-Çàïàäíàÿ ÇÌØ (íà
ïðèåì).

Ïðîæèâàþùèå â îñòàëüíûõ ðåãèîíàõ Ðîññèè, äàëüíåì è
áëèæíåì çàðóáåæüå âûñûëàþò ñâîè ðàáîòû â àäðåñ ÎË
ÂÇÌØ èëè (ïî ìàòåìàòèêå) ñîîòâåòñòâóþùåãî ôèëèàëà.

Àäðåñ ÎË ÂÇÌØ: 119234 Ìîñêâà, Âîðîáüåâû ãîðû, ÌÃÓ,
ÎË ÂÇÌØ, íà ïðèåì (ñ óêàçàíèåì îòäåëåíèÿ).

Òåëåôîí: (095) 939-39-30.
Ôèëèàëû ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ ÎË ÂÇÌØ èìå-

þòñÿ:
i ïðè óíèâåðñèòåòàõ – â ãîðîäàõ Äîíåöê (Óêðàèíà),

Åêàòåðèíáóðã, Èâàíîâî, Ìàéêîï, Óëüÿíîâñê, ×åëÿáèíñê,
ßðîñëàâëü;

i ïðè ïåäàãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå â ãîðîäå Êèðîâå;
i ïðè Áðÿíñêîì öåíòðå òåõíè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà ìîëî-

äåæè.
Íèæå âû íàéäåòå êðàòêèå ñâåäåíèÿ î êàæäîì îòäåëåíèè

ÎË ÂÇÌØ è óñëîâèÿ âñòóïèòåëüíûõ êîíòðîëüíûõ çàäàíèé.

Îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè

Èç ýòîãî îòäåëåíèÿ, îòêðûâøåãîñÿ â 1964 ãîäó, âûðîñëà
âñÿ çàî÷íàÿ øêîëà (âíà÷àëå îíà òàê è íàçûâàëàñü – ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ).

Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ âû áîëåå ãëóáîêî, ÷åì â îáû÷íîé øêîëå,
ñìîæåòå îñîçíàòü îñíîâíûå èäåè, íà êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ
êóðñ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè, ïîçíàêîìèòüñÿ (ïî æåëà-
íèþ) ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè, íå âõîäÿùèìè ñåé÷àñ
â øêîëüíóþ ïðîãðàììó ðàçäåëàìè, à òàêæå ïîó÷èòüñÿ ðå-
øàòü îëèìïèàäíûå çàäà÷è. Íà ïîñëåäíåì êóðñå áîëüøîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîäãîòîâêå ê ñäà÷å øêîëüíûõ âûïóñê-
íûõ ýêçàìåíîâ è âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ â âóçû.

Íà îòäåëåíèè ñîçäàíû ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå êîìïëåêñû,
ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ çàî÷íîãî îáó÷åíèÿ. ×àñòü èç íèõ
èçäàíà ìàññîâûì òèðàæîì. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåâîä óæå
àïðîáèðîâàííûõ è âíîâü ñîçäàâàåìûõ ìàòåðèàëîâ íà ýëåêò-
ðîííûé ÿçûê â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå, îòäåëåíèå ãîòîâèòñÿ
ê ðàáîòå â Èíòåðíåòå. Ïðàêòè÷åñêè êàæäûé ãîä èçäàþòñÿ è
«ïðîõîäÿò îáêàòêó» íîâûå ïîñîáèÿ, ðàñøèðÿþùèå è äîïîë-
íÿþùèå ïðîãðàììó îáó÷åíèÿ.

Îêîí÷èâøèå îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè ïîëó÷àò, â çàâèñèìîñ-
òè îò æåëàíèÿ è ñïîñîáíîñòåé, ëèáî ïîäãîòîâêó, íåîáõîäè-
ìóþ äëÿ âûáîðà ìàòåìàòèêè êàê ïðîôåññèè, ëèáî ìàòåìàòè-
÷åñêóþ áàçó äëÿ óñïåøíîãî óñâîåíèÿ âóçîâñêîãî êóðñà ìàòå-
ìàòèêè, ëåæàùåãî â îñíîâå ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêè ïî
äðóãèì ñïåöèàëüíîñòÿì: âåäü ñåé÷àñ ìàòåìàòèêà ñëóæèò
ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèé âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ
÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ïîñòóïèâøèå â ýòîì ãîäó íà
ïåðâûé êóðñ ñìîãóò âûáèðàòü íîâûå ïîñîáèÿ, ðàçðàáîòàííûå
äëÿ áóäóùèõ ôèçèêîâ è áèîëîãîâ, õèìèêîâ è èñòîðèêîâ...

Îáó÷åíèå äëèòñÿ 5 ëåò. Ìîæíî ïîñòóïèòü íà ëþáîé êóðñ.
Äëÿ ýòîãî ê ñåíòÿáðþ 2006 ãîäà íàäî èìåòü ñëåäóþùóþ áàçó:
íà 1-é êóðñ – 6 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû, íà 2-é êóðñ – 7
êëàññîâ, íà 3-é – 8, íà 4-é – 9, íà 5-é – 10 êëàññîâ. Ïðè ýòîì
ïîñòóïèâøèì íà 2-é, 3-é è 4-é êóðñû áóäåò ïðåäëîæåíà ÷àñòü
çàäàíèé çà ïðåäûäóùèå êóðñû. Äëÿ ïîñòóïèâøèõ íà 5-é êóðñ
îáó÷åíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñïåöèàëüíîé èíòåíñèâíîé ïðîãðàì-
ìå ñ óïîðîì íà ïîäãîòîâêó â âóç.

Äëÿ ïîñòóïëåíèÿ íàäî ðåøèòü õîòÿ áû ÷àñòü çàäà÷ ïîìå-
ùåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû (îêîëî íîìåðà êàæäîé
çàäà÷è â ñêîáêàõ óêàçàíî, ó÷àùèìñÿ êàêèõ êëàññîâ îíà
ïðåäíàçíà÷åíà; âïðî÷åì, ìîæíî, êîíå÷íî, ðåøàòü è çàäà÷è

äëÿ áîëåå ñòàðøèõ êëàññîâ). Íà îáëîæêå òåòðàäè íàïèøèòå,
íà êàêîé êóðñ âû õîòèòå ïîñòóïèòü.

Ñðîê îòïðàâêè ðàáîòû – äî 15 àïðåëÿ 2006 ãîäà.
Ãðóïïû «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» (íà âñå êóðñû ïî ëþáîé

ïðîãðàììå) ïðèíèìàþòñÿ áåç âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû.

Çàäà÷è

(çâåçäî÷êîé îòìå÷åíû áîëåå òðóäíûå, ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñîñòàâèòåëåé ðàáîòû, çàäà÷è)

1 (6–10). Îò äâóõ êðóãëûõ áðåâåí îäèíàêîâîãî äèàìåòðà
îòïèëèëè ïî îäèíàêîâîìó êóñêó, è ïåðâîå áðåâíî ñòàëî âòðîå
äëèííåå âòîðîãî. Ïîñëå òîãî, êàê îò íèõ åùå ðàç îòðåçàëè ïî
òàêîìó æå êóñêó, âòîðîå áðåâíî ñòàëî êîðî÷å ïåðâîãî â
÷åòûðå ðàçà. Âî ñêîëüêî ðàç ïåðâîå áðåâíî áûëî âíà÷àëå
äëèííåå âòîðîãî?

2 (6–10). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïàð öåëûõ ÷èñåë (õ; ó)
òàêèõ, ÷òî 2

2002xy = ?
3 (6–10). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîëîñîê ðàçìåðîì 1 5¥

êëåòîê ìîæíî âûêðîèòü èç êâàäðàòíîãî ëèñòà êëåò÷àòîé
áóìàãè ðàçìåðîì 8 8¥  êëåòîê?

4 (6–10). Ñòðåëîê âûáèâàåò ïðè âûñòðåëå ëèáî 8, ëèáî 9,
ëèáî 10 î÷êîâ. Ñäåëàâ áîëåå 11 âûñòðåëîâ, îí íàáðàë 100
î÷êîâ. Âûÿñíèòå, ñêîëüêî ðàç è ñ êàêèì ðåçóëüòàòîì îí
ñòðåëÿë.

5 (8–10). Êàêîå íàèìåíüøåå è êàêîå íàèáîëüøåå öåëîå

çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ 
2

16

1

x x
y

x

+ -
=

-
 ïðè öåëûõ

çíà÷åíèÿõ õ? Óêàæèòå òàêæå ýòè çíà÷åíèÿ õ.
6 (8–10). Òî÷êà Ì ðàñïîëîæåíà âíå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà ABC òàê, ÷òî óãîë ÑÌÀ ðàâåí 30°, à óãîë ÂÌÀ ðàâåí
45°. Íàéäèòå óãîë ÀÂÌ.

7 (7–10). Ìàëü÷èê Ïåòÿ íà÷àë ïèñàòü êîíòðîëüíóþ ðàáîòó
ìåæäó 10 è 11 ÷àñàìè, à çàêîí÷èë – ìåæäó 14 è 15 ÷àñàìè.
Îí çàìåòèë, ÷òî çà âðåìÿ åãî ìó÷åíèé ñòðåëêè ÷àñîâ ïîìåíÿ-
ëèñü ìåñòàìè. Ñêîëüêî áûëî âðåìåíè, êîãäà îí çàêîí÷èë
ðàáîòó?

8 (8–10). Íàéäèòå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíî,
÷òî îíè – ïîñëåäîâàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà è ÷òî îäíà èç åãî
ìåäèàí ïåðïåíäèêóëÿðíà áèññåêòðèñå, ïðîâåäåííîé èç äðó-
ãîé âåðøèíû.

9 (9–10). Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

2

2

6 6 0,

2 9 0.

x x y

y xy

Ï - + £Ô
Ì

- + £ÔÓ

10* (6–10). Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëü-
íèê ðàçìåðîì 11 15¥  êëåòîê (11 ñòðîê è 15 ñòîëáöîâ),
ñòîðîíû êîòîðîãî èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè. Íåêîòîðûå êëåòêè
ïðÿìîóãîëüíèêà îñòàâëåíû áåëûìè, à îñòàëüíûå – âûêðàøå-
íû â ÷åðíûé öâåò, ïðè÷åì â êàæäîé èç 11 ñòðîê áåëûõ êëåòîê
áîëüøå, ÷åì ÷åðíûõ. Âåðíî ëè, ÷òî õîòÿ áû â îäíîì ñòîëáöå
áåëûõ êëåòîê òîæå áîëüøå?

11* (9–10). Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé

2 4

2 4

2 4

0,

0,

0?

x y z

y z x

z x y

Ï + + =
ÔÔ

+ + =Ì

Ô
+ + =ÔÓ

12* (6–10). Ñåìüÿ ñîñòîèò èç À, åãî æåíû Â è òðîèõ äåòåé:
Ñ, D è Å. Èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè: à) åñëè
À ñìîòðåë òåëåâèçîð, òî è Â åãî ñìîòðåëà; á) õîòÿ áû îäèí
èç D è Å ñìîòðåë òåëåâèçîð; â) ðîâíî îäèí èç Â è Ñ åãî
ñìîòðåë; ã) Ñ è D ëèáî îáà ñìîòðåëè, ëèáî îáà íå ñìîòðåëè
òåëåâèçîð; ä) åñëè Å ñìîòðåë òåëåâèçîð, òî À è D òîæå åãî
ñìîòðåëè. Êòî ñìîòðåë è êòî íå ñìîòðåë òåëåâèçîð?
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Ðèñ. 1

Îòäåëåíèå áèîëîãèè

Íàáîð îáúÿâëÿåòñÿ â 33-é ðàç. Çà÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ íà
êîíêóðñíîé îñíîâå ïî ðåçóëüòàòàì âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû. Â
êîíêóðñå ìîãóò ïðèíÿòü ó÷àñòèå øêîëüíèêè, êîòîðûå â ýòîì
ó÷åáíîì ãîäó çàíèìàþòñÿ â 8 èëè 9 êëàññå, íåçàâèñèìî îò
ìåñòà ïðîæèâàíèÿ. Îáó÷åíèå â ïåðâîì ñëó÷àå äëèòñÿ 3 ãîäà,
âî âòîðîì – 2 ãîäà.

Ó÷àùèìñÿ âîñüìûõ êëàññîâ íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷è
1–5 ïîìåùåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, ó÷àùèìñÿ
äåâÿòûõ – çàäà÷è 3–8.

Â îòâåòàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ôàêòû, íàéäåííûå â
ëèòåðàòóðå, è ñîáñòâåííûå èäåè. Ïðîñèì äëÿ ñâåäåíèé,
ïî÷åðïíóòûõ èç êíèã, ïðèâîäèòü ññûëêè íà èñòî÷íèêè.

Âìåñòå ñ ðàáîòîé ïðèøëèòå êîíâåðò ñ ìàðêîé è çàïîëíåí-
íûì àäðåñîì (äëÿ îòïðàâêè âàì ðåøåíèÿ Ïðèåìíîé êîìèñ-
ñèè).

Ñðîê îòïðàâêè ðàáîòû – äî 1 ìàÿ 2006 ãîäà.

Çàäà÷è

1. Â ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé ïðàêòèêå øèðîêî èñïîëüçóþò
îðãàíè÷åñêèå óäîáðåíèÿ – íàâîç, êîìïîñòû, çåëåíûå óäîáðå-
íèÿ, ïðåïàðàòû íà îñíîâå èëà, áàêòåðèàëüíûå óäîáðåíèÿ è
äð. Íî âåäü ðàñòåíèÿ â õîäå ôîòîñèíòåçà ñàìè ïîëó÷àþò
íåîáõîäèìóþ èì îðãàíèêó. Êàêîâ æå òîãäà ñìûñë ïðèìåíå-
íèÿ ýòèõ óäîáðåíèé?

2. Â ñîâåòñêèå âðåìåíà ïðàêòè÷åñêè âñå ôèëüìû î çà-
ãðàíè÷íîé æèçíè ñíèìàëè, íå ïîêèäàÿ ïðåäåëîâ ñòðàíû.
Ïðåäñòàâüòå  ñåáå,  ÷òî  âû îòâå÷àåòå  çà  èíñöåíèðîâêó
êíèãè: à) «Áåëûé Êëûê»; á) «Èëèàäà»; â) «Êíèãà äæóíã-
ëåé»; ã) «Ëåãåíäà î Ðîáèí Ãóäå»; ä) «Îñòðîâ ñîêðîâèù»;
å) «Ïîæèðàòåëè îãíÿ»; æ) «Ïðèêëþ÷åíèÿ Ãåêëüáåððè Ôèí-
íà»; ç) «Ïÿòíàäöàòèëåòíèé êàïèòàí»; è) «Ñòî ëåò îäèíî÷å-
ñòâà» ; ê) «Ôàðàîí». Êóäà âû îòïðàâèòå ñúåìî÷íóþ ãðóïïó
â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ è ïî÷åìó? Êàê âû äóìàåòå, ïî
êàêèì ïðèçíàêàì çðèòåëü âñå-òàêè ñìîæåò äîãàäàòüñÿ î
ïîäìåíå, íåñìîòðÿ íà ñòàðàíèÿ êèíåìàòîãðàôèñòîâ?

3. Âàì ïîðó÷åíî ñðàâíèòü ãóïïè, ëÿãóøåê, ãîëóáåé, ëîøà-
äåé, êîøåê è ñîáàê ïî ñïîñîáíîñòè ê îáó÷åíèþ. Îïèøèòå,
êàê âû áóäåòå ïðîâîäèòü ýêñïåðèìåíòû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è. Âàæíî, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ èíôîðìàöèÿ íå ïðîñòî
îïèñûâàëà ïîâåäåíèå æèâîòíûõ â óñëîâèÿõ âàøèõ îïûòîâ, à
áûëà ìàêñèìàëüíî ïîëåçíîé äëÿ àíàëèçà ðàçíîîáðàçíûõ
ðåàëüíî âîçíèêàþùèõ ñèòóàöèé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðåä-
ëîæèòü íàèáîëåå êîððåêòíóþ ñõåìó ýêñïåðèìåíòîâ è óáåäè-
òåëüíî äîêàçàòü, ÷òî íà ðåçóëüòàòû è âûâîäû èç íèõ íå
âëèÿþò ïîñòîðîííèå, ñëó÷àéíûå è íåó÷òåííûå ôàêòîðû.

4. Îòïðàâëÿÿñü â ïëàâàíèå, Ðîáèíçîí Êðóçî âçÿë ñ ñîáîé
ñîáðàííóþ èì êîëëåêöèþ ñåìÿí êóëüòóðíûõ ðàñòåíèé ðàç-
íûõ ñòðàí è íàðîäîâ, êîòîðóþ ñîáèðàëñÿ ïîäàðèòü êóçèíå.
Íî ñóäíî ðàçáèëîñü íåïîäàëåêó îò íåîáèòàåìîãî îñòðîâà, è
Ðîáèíçîí, çàáîòÿñü î âûæèâàíèè â ýòîé ïå÷àëüíîé ñèòóà-
öèè, ïåðåòàñêèâàåò íà áåðåã èìóùåñòâî, íàéäåííîå ñðåäè
îáëîìêîâ. Êàê ïîñòóïèòü ñ êîëëåêöèåé? Îíà äîâîëüíî
áîëüøàÿ, è âðÿä ëè ñòîèò òðàòèòü âðåìÿ è ñèëû íà òî, ÷òîáû
ñïàñòè åå öåëèêîì. Ñåìåíàìè êàêèõ ðàñòåíèé âû ðåêîìåí-
äóåòå çàíÿòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü, à êàêèå ñåìåíà â ñëîæèâ-
øåéñÿ ñèòóàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñîâåðøåííî íåíóæíûìè?
Îòâåòû îáîñíóéòå.

5. Ó îäíèõ âèäîâ îðãàíèçìîâ ïëîòíîñòü îñîáåé íà åäèíèöó
ïëîùàäè îáèòàíèÿ îòíîñèòåëüíî ñòàáèëüíà â ðàçíûå ñåçîíû
è ãîäû, à ó äðóãèõ – ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿåòñÿ. Ïðèâåäèòå
ïðèìåðû òåõ è äðóãèõ âèäîâ. Ïåðå÷èñëèòå ïðè÷èíû, ñ
êîòîðûìè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû óêàçàííûå îòëè÷èÿ.

6. Â ïî÷âå îáèòàþò ïðåäñòàâèòåëè ñàìûõ ðàçíûõ ãðóïï
æèâîòíûõ. Êàêèå ïðèñïîñîáëåíèÿ ê òàêîìó îáðàçó æèçíè ó
íèõ âîçíèêëè? Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ âàìè ïðèñïîñîá-

ëåíèé ïðèâåäèòå ïî îäíîìó-äâà ïðèìåðà æèâîòíûõ, ó êîòî-
ðûõ îíî èìååòñÿ.

7. Îáû÷íûé àíàëèç êðîâè, êîòîðûé âàì äåëàþò ïðè
ïåðèîäè÷åñêèõ îáñëåäîâàíèÿõ â ïîëèêëèíèêå, âêëþ÷àåò
îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ. Êàêèå áîëåç-
íè è ôèçèîëîãè÷åñêèå ðàññòðîéñòâà ìîãóò áûòü âûÿâëåíû íà
îñíîâàíèè ýòîãî àíàëèçà? Ïåðå÷èñëèòå, äëÿ êàêèõ äèàãíîñ-
òè÷åñêèõ öåëåé íåîáõîäèìî îïðåäåëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê ñîñòàâà êðîâè. Êàêèå ïàðàìåòðû ñëåäóåò
èçìåðÿòü â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ?

8. Âû ðåøèëè ðàçðàáîòàòü ëåêàðñòâåííûé ïðåïàðàò, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé: à) ñíèæåíèå ïîâûøåííîãî êðîâÿíîãî äàâëå-
íèÿ; á) îñëàáëåíèå àëëåðãè÷åñêèõ ðåàêöèé; â) óìåíüøåíèå
âåðîÿòíîñòè çàáîëåâàíèÿ ãðèïïîì; ã) áûñòðîå çàæèâëåíèå
ðàí. Îäíàêî â àïòåêàõ óæå èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðåïàðàòîâ,
ðåøàþùèõ êàæäóþ èç ýòèõ çàäà÷. Êàêèå ñâîéñòâà íîâîãî
ëåêàðñòâà ñäåëàþò åãî ïðèìåíåíèå ïðåäïî÷òèòåëüíûì? Íå-
òðóäíî äàòü ðèòîðè÷åñêèé îòâåò: «Ëåêàðñòâî äîëæíî äàâàòü
áîëåå ñèëüíûé ýôôåêò è äåéñòâîâàòü áûñòðåå». Îäíàêî
ïîäîáíûå ðåêîìåíäàöèè íèêàê íå îáúÿñíÿþò, â êàêîì íà-
ïðàâëåíèè âåñòè èññëåäîâàíèÿ. Ïîñòàðàéòåñü äëÿ êàæäîé èç
÷åòûðåõ çàäà÷ óêàçàòü íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ òðåáîâàíèé, â
ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ìîæíî íàïðàâëåííî ïîäáèðàòü
ôèçèîëîãè÷åñêè àêòèâíûå ñîåäèíåíèÿ è îïðåäåëÿòü ôîðìó
èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

Îòäåëåíèå ôèçèêè

Îòäåëåíèå ðàáîòàåò 14 ëåò. Îáó÷åíèå îäíî-, äâóõ- è
òðåõãîäè÷íîå. Íà òðåõãîäè÷íûé ïîòîê ïðèíèìàþòñÿ îêàí÷è-
âàþùèå â 2006 ãîäó 8 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû, íà äâóõãîäè÷-
íûé – 9 êëàññîâ è íà îäíîãîäè÷íûé – 10 êëàññîâ. Äëÿ
ïîñòóïëåíèÿ íà òðåõãîäè÷íûé ïîòîê íóæíî ðåøèòü çàäà÷è
1–5 ïðèâåäåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, íà äâóõãîäè÷-
íûé ïîòîê – çàäà÷è 4–9 è íà òðåõãîäè÷íûé – çàäà÷è 5–10.
Èíäèâèäóàëüíûå ó÷àùèåñÿ, îêàí÷èâàþùèå 10 êëàññ, ìîãóò
ïðîéòè ïðîãðàììó äâóõãîäè÷íîãî ïîòîêà çà îäèí ãîä, òîãäà
íóæíî íàïèñàòü «10+11» íà îáëîæêå òåòðàäè è ðåøèòü
çàäà÷è 4–10.

Ñðîê îòïðàâêè ðàáîòû – äî 1 èþíÿ 2006 ãîäà.
Ãðóïïû «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» ïðèíèìàþòñÿ â 9, 10 è 11

êëàññû áåç âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, òîëüêî ïî çàÿâëåíèþ
ðóêîâîäèòåëÿ.

Çàäà÷è

1. Ìàëü÷èê è äåâî÷êà êà÷àþòñÿ íà äîñêå, øàðíèðíî
çàêðåïëåííîé â åå ñåðåäèíå. Ïåðâîíà÷àëüíî îíè ñèäÿò òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî óðàâíîâåøèâàþò äðóã äðóãà. Êîãäà ê
äåâî÷êå íà ðóêè çàïðûãèâàåò êîò, ìàëü÷èêó äëÿ ïîääåðæà-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèõîäèòñÿ ñåñòü â ïîëòîðà ðàçà äàëüøå îò
ñåðåäèíû äîñêè, ÷åì îí ñèäåë âíà÷àëå. Ïîñëå ýòîãî êîò
ïåðåõîäèò íà ðóêè ê ìàëü÷èêó, è óæå äåâî÷êà äîëæíà
çàíÿòü ìåñòî âäâîå äàëüøå îò ñåðåäèíû äîñêè, ÷åì îíà
ñèäåëà äî ýòîãî. Íàéäèòå ìàññó ìàëü÷èêà è ìàññó äåâî÷êè,
åñëè ìàññà êîòà m = 10 êã.

2. Äëÿ èçìåðåíèÿ ÝÄÑ áàòàðåéêè E  è åå âíóòðåííåãî
ñîïðîòèâëåíèÿ r ñîáðàëè äâå ñõåìû (ðèñ.1). Â ïåðâîé ñõåìå



àìïåðìåòð ïîêàçàë òîê 
1 3 AI = , à âîëüòìåòð – íàïðÿæåíèå

1 3 BU = . Âî âòîðîé ñõåìå îáà àìïåðìåòðà ïîêàçàëè òîê
2 2 AI = . Îïðåäåëèòå ïî ýòèì äàííûì çíà÷åíèÿ E  è r,

ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå àìïåðìåòðû îäèíàêîâûå, à ñîïðîòèâëåíèå
âîëüòìåòðà î÷åíü âåëèêî.

3. Â îäíîì èç êàëîðèìåòðîâ íàõîäèòñÿ âîäà, à â äðóãîì –
ëåä. Òåìïåðàòóðà ëüäà 

ë
0 0qt = . Ïîñëå ñìåøèâàíèÿ ñîäåð-

æèìîãî êàëîðèìåòðîâ îñòàåòñÿ òîëüêî âîäà ïðè 
"

0 0qt = .
Åñëè æå âëèòü â êàëîðèìåòð ñî ëüäîì ëèøü 1/3 ÷àñòü âîäû,
òî â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ìàññû ëüäà è âîäû â ýòîì êàëîðè-
ìåòðå áóäóò ðàâíû. Íàéäèòå íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó âîäû.
Òåïëîåìêîñòüþ êàëîðèìåòðîâ ïðåíåáðå÷ü. Óäåëüíàÿ òåïëî-
åìêîñòü âîäû ( )

"
4200 d› *ã jc = ◊ , óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâ-

ëåíèÿ ëüäà 5
3,3 10  d› *ãλ = ◊ .

4. Áðóñîê ñëèâî÷íîãî ìàñëà ìàññîé m = 500 ã îïóñòèëè â
êàñòðþëþ ñ ãîðÿ÷èì ìîëîêîì. Íàéäèòå, íà ñêîëüêî èçìåíèò-
ñÿ óðîâåíü æèäêîñòè â êàñòðþëå, êîãäà ìàñëî ðàñòàåò.
Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ êàñòðþëè S = 200 2“ì . Ïëîòíîñòü ðàñòîï-
ëåííîãî ìàñëà 3

1
0,9 ã “ìρ = , ìîëîêà 3

2
1,0 ã “ìρ = .

5. Íà ðàññòîÿíèè s îò ëàìïî÷êè íàõîäèòñÿ ýêðàí ñ êðóãëûì
îòâåðñòèåì ðàäèóñîì r, ïðè ýòîì ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåí-
íûé èç ëàìïî÷êè íà ýêðàí, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îòâåðñòèÿ
(ðèñ.2). Íà ðàññòîÿíèè L îò ëàìïî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðíî

ýêðàíó ðàñïîëîæåíî çåð-
êàëî. Íà êàêîì ìèíèìàëü-
íîì ðàññòîÿíèè à çà ýêðà-
íîì ïàðàëëåëüíî åìó íàäî
óñòàíîâèòü äðóãîé ýêðàí,
÷òîáû äâà ñâåòîâûõ ïÿòíà
íà íåì íå ïåðåêðûâàëèñü?

6. Íà äâóõ îäèíàêîâûõ
êà÷åëÿõ, ðàñïîëîæåííûõ
ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó, êà-
÷àþòñÿ äâîå äåòåé, ïðè ýòîì
ó îáîèõ ìàêñèìàëüíîå îò-

êëîíåíèå âåðåâêè ñ ñèäåíüåì îò âåðòèêàëè ñîñòàâëÿåò óãîë
45α = ∞ . Ïîñòðîéòå òðàåêòîðèþ îäíîãî ðåáåíêà îòíîñèòåëü-

íî äðóãîãî â ñëó÷àÿõ, êîãäà: à) êà÷åëè ðàñêà÷èâàþòñÿ â ôàçå
è âñå âðåìÿ îòêëîíåíû â îäèíàêîâûå ñòîðîíû; á) êà÷åëè
ðàñêà÷èâàþòñÿ â ïðîòèâîôàçå è âñå âðåìÿ îòêëîíåíû â
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Äëèíà âåðåâêè d, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êà÷åëÿìè â ïîêîå L.

7. Òåëî ñêîëüçèò ïî ñòîëó âäîëü ïðÿìîé ÀÂ ïîä äåéñòâèåì
ïîñòîÿííîé ñèëû. Âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ãëàäêîãî ó÷àñòêà ÀÑ
âäâîå ìåíüøå, ÷åì øåðîõîâàòîãî ó÷àñòêà ÑÂ. Íàéäèòå ñðåä-
íþþ âåëè÷èíó ñêîðîñòè òåëà çà âòîðóþ ïîëîâèíó: à) âðåìåíè
äâèæåíèÿ; á) ïóòè îò òî÷êè À ê òî÷êå Â. Èçâåñòíî, ÷òî â òî÷êå
Ñ âåëè÷èíà ñêîðîñòè òåëà ñîñòàâëÿåò 15 ì cqv = , à â òî÷êàõ
À è Â ñêîðîñòü òåëà ðàâíà íóëþ.

8. Òåëåæêà ìàññîé Ì = 4 êã êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè ñî ñêîðîñòüþ 0 1 ì “u = . Íà òåëåæêå ñòîèò

ìàøèíêà ìàññîé m = 1 êã, êîòîðàÿ íà÷èíàåò
åçäèòü âäîëü è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëå-
íèþ äâèæåíèÿ òåëåæêè. Îòíîñèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü ìàøèíêè èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî

max 10 ì “v = . Íàéäèòå, â êàêèõ ïðåäåëàõ
èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì ñêîðîñòü òåëåæêè.

9. Ñèñòåìà äâóõ áðóñêîâ ìàññîé 1m  è

2m , ñîåäèíåííûõ èäåàëüíîé ïðóæèíîé,
ñòîèò íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè
(ðèñ.3). Íà âåðõíåì áðóñêå ëåæèò øàðèê,
êîòîðûé â íåêîòîðûé ìîìåíò ñêàòûâàåòñÿ
âíèç. Ïðè êàêîé ìèíèìàëüíîé ìàññå m
øàðèêà íèæíèé áðóñîê â ïîñëåäóþùåì
ïîäïðûãíåò?

10. Íàä îäíîàòîìíûì èäåàëüíûì ãàçîì ïðîâîäÿò öèêë
Êàðíî 1–2–3–4–1 (êðèâûå 1–2 è 3 4 – èçîòåðìû, 2–3 è 4–1
– àäèàáàòû, â òî÷êå 1 ãàç èìååò íàèìåíüøèé îáúåì), õàðàê-
òåðèçóþùèéñÿ ÊÏÄ 

K
η . Íàéäèòå ÊÏÄ 1

η öèêëà 1–2–4–1,
ïðîâîäèìîãî íàä òåì æå ãàçîì, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè 2 è
4 ëåæàò íà îäíîé èçîáàðå.

Îòäåëåíèå õèìèè

Íà îòäåëåíèå ïðèíèìàþòñÿ ó÷àùèåñÿ, èìåþùèå áàçîâîå
îáðàçîâàíèå â îáúåìå 8, 9 è 10 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû.

Ïîëíàÿ ïðîãðàììà îáó÷åíèÿ íà îòäåëåíèè – òðè ãîäà.
Ïðîãðàììà âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå îäíîãîäè÷íûå êóðñû:
– îáùàÿ õèìèÿ (ñ ýëåìåíòàìè íåîðãàíè÷åñêîé õèìèè);
– íåîðãàíè÷åñêàÿ õèìèÿ;
– îðãàíè÷åñêàÿ õèìèÿ;
– õèìèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû (ïîëãîäà).
Åñëè âû õîòèòå íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷è, âàì áóäåò

ïîëåçåí êóðñ «Ìåòîäû ðåøåíèé çàäà÷». Åãî ìîæíî ñîâìå-
ùàòü ñ äðóãèìè êóðñàìè.

Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î ïðîãðàììå è ïîðÿäêå îáó÷å-
íèÿ âûñûëàþòñÿ âìåñòå ñ èçâåùåíèåì î ðåøåíèè Ïðèåìíîé
êîìèññèè.

Çàäà÷è âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, ïîìåùåííûå íèæå, – îáùèå
äëÿ âñåõ ïîñòóïàþùèõ, íåçàâèñèìî îò áàçîâîãî îáðàçîâàíèÿ.

Ñðîê îòïðàâêè ðàáîòû – äî 15 èþíÿ 2006 ãîäà.
Ãðóïïû «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» ïðèíèìàþòñÿ áåç âñòóïè-

òåëüíîé ðàáîòû, ïî çàÿâëåíèþ ðóêîâîäèòåëÿ.

Çàäà÷è

1. Ñîëü êèñëîðîäñîäåðæàùåé êèñëîòû ñîäåðæèò 36,62
ìàññ.% êàëèÿ è 33, 33 ìàññ.% õëîðà. Îïðåäåëèòå ñîñòàâ ñîëè.

2. Ïðèâåäèòå 3 ïðèìåðà ñëîæíûõ âåùåñòâ, â ñîñòàâ êîòî-
ðûõ âõîäÿò òîëüêî ÷àñòèöû ñ ýëåêòðîííûì ñòðîåíèåì

2 2 6 2 6
1 2 3s s p s p . Óêàæèòå âàëåíòíîñòè (ñòåïåíè îêèñëåíèÿ)
àòîìîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ýòèõ âåùåñòâ.

3. Êàêóþ ñðåäó ìîæåò èìåòü ðàñòâîð êèñëîé ñîëè? Îáúÿñ-
íèòå, ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

4. 15,5 ã ôîñôîðà ñîæãëè â èçáûòêå êèñëîðîäà, ïðîäóêò
ñãîðàíèÿ ïîãëîòèëè, èñïîëüçóÿ 200 ã 15%-ãî ðàñòâîðà ãèäðî-
êñèäà íàòðèÿ. Îïðåäåëèòå ñîñòàâ è ìàññîâûå äîëè âåùåñòâ â
îáðàçîâàâøåìñÿ ðàñòâîðå.

5. Â 4 ïðîáèðêàõ íàõîäÿòñÿ ðàñòâîðû íèòðàòà ñâèíöà (II),
ãèäðîêñèäà öåçèÿ, èîäèäà ðóáèäèÿ è õëîðîâîäîðîäíîé êèñ-
ëîòû. Êàê ðàñïîçíàòü, â êàêîé ïðîáèðêå êàêîå âåùåñòâî?
Ïðåäëîæèòå ñïîñîá, èñïîëüçóþùèé ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äî-
ïîëíèòåëüíûõ ðåàãåíòîâ. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ðåàêöèé è
óêàæèòå ïðèçíàêè ðåàêöèé.

6. Ýòèëîâûé ýôèð n-àìèíîáåíçîéíîé êèñëîòû èñïîëüçóåò-
ñÿ â ìåäèöèíå (ïðåïàðàò àíåñòåçèí) êàê ìåñòíîå îáåçáîëèâà-
þùåå ñðåäñòâî, íàïðèìåð ïðè áîëÿõ ñëèçèñòîé æåëóäêà.
Êàêîå âåùåñòâî îáðàçóåòñÿ ïåðâûì ïðè ïîïàäàíèè òàáëåòêè
àíåñòåçèíà â æåëóäîê? Íàïèøèòå ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ
ýòèëîâîãî ýôèðà n-àìèíîáåíçîéíîé êèñëîòû ñ: à) áðîìíîé
âîäîé; á) ðàçáàâëåííûì ðàñòâîðîì ñåðíîé êèñëîòû ïðè
íàãðåâàíèè; â) âîäíûì ðàñòâîðîì ãèäðîêñèäà íàòðèÿ ïðè
íàãðåâàíèè.

Îòäåëåíèå ôèëîëîãèè

Îòäåëåíèå ñóùåñòâóåò ñ 1989 ãîäà. Çà ýòî âðåìÿ ïîäãîòîâ-
ëåíî è èçäàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî óíèêàëüíûõ ó÷åáíûõ
ïîñîáèé ïî ðóññêîìó ÿçûêó, îáùåìó ÿçûêîçíàíèþ, èñòîðèè
è òåîðèè ëèòåðàòóðû.

Ïðèíèìàþòñÿ âñå æåëàþùèå, èìåþùèå áàçîâóþ ïîäãîòîâ-
êó â îáúåìå 8 êëàññîâ.

Îòäåëåíèå ïðåäëàãàåò íà âûáîð 15 ó÷åáíûõ ïðîãðàìì.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Âû õîòèòå èñïðàâèòü ãðàìîòíîñòü? Ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ëþáî-
ïûòíûìè ïðîáëåìàìè òåîðèè è ïðàêòèêè ðóññêîãî ÿçûêà?
Îñâîèòü ïðèåìû ëèíãâèñòè÷åñêîãî èëè ëèòåðàòóðîâåä÷åñêî-
ãî àíàëèçà? Íàó÷èòüñÿ ãîâîðèòü ïî-àíãëèéñêè è ïîíèìàòü
àíãëèéñêóþ ðå÷ü? Óçíàòü êîå-÷òî î æóðíàëèñòèêå è îöåíèòü
ñâîè òâîð÷åñêèå ñïîñîáíîñòè? Ïðèîáðåñòè íàâûêè, íåîáõî-
äèìûå äëÿ óñïåøíîé ñäà÷è ýêçàìåíîâ â âóç? Òîãäà ïðèøëèòå
íàì âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó – îòâåòû íà âîïðîñû ïîìåùåííîãî
íèæå òåñòà.

Âíèìàíèå! Îòâå÷àéòå íà âîïðîñû òåñòà íà äâîéíîì òåò-
ðàäíîì ëèñòå, óêàçàâ íà ïåðâîé ñòðàíèöå âàæíûå äëÿ íàñ
äàííûå: Ô.È.Î., êàêîé êëàññ çàêàí÷èâàåòå, ïîëíûé (ñ
èíäåêñîì!) ïî÷òîâûé àäðåñ, òåëåôîí (åñëè åñòü). Çàòåì
ïîëíîñòüþ ïåðåïèøèòå óñëîâèÿ òåñòà è âûïîëíèòå çà-
äàíèÿ 1 – 5 (âïèøèòå èëè ïîä÷åðêíèòå íóæíîå, ïðîñòàâüòå
öèôðû).

Òåñò

1. Âïèøèòå íóæíîå
Ê 1 ñåíòÿáðÿ 2006 ãîäà ÿ çàêîí÷ó _____ êëàññ.
Ìîÿ ñðåäíÿÿ îöåíêà:
ïî ðóññêîìó ÿçûêó ______;
ïî ëèòåðàòóðå ______.
2. Ïîä÷åðêíèòå íóæíîå
Ìîÿ ãðàìîòíîñòü:
à) àáñîëþòíàÿ;
á) âïîëíå ïðèëè÷íàÿ;
â) òàê ñåáå;
ã) íèçêàÿ.
3. Ðàññòàâüòå öèôðû îò 1 äî 8 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì,

íàñêîëüêî äëÿ âàñ âàæíû ñëåäóþùèå çàäà÷è (1 – ñàìîå
âàæíîå; 8 – íàèìåíåå âàæíîå):

___óçíàòü êàê ìîæíî áîëüøå îá óñòðîéñòâå ðóññêîãî
ÿçûêà;

___óçíàòü êàê ìîæíî áîëüøå î ðóññêîé ëèòåðàòóðå;
___íàó÷èòüñÿ õîðîøî è ëîãè÷íî âûðàæàòü ñâîè ìûñëè â

ñî÷èíåíèè;
___ïèñàòü ãðàìîòíåå;
___óçíàòü áîëüøå îá óñòðîéñòâå ÿçûêîâ ìèðà;
___óçíàòü áîëüøå î òîì, ÷òî çà íàóêà – ëèòåðàòóðîâåäå-

íèå;
___íàó÷èòñÿ ÷èòàòü è ãîâîðèòü ïî-àíãëèéñêè;
___ïîïðîáîâàòü ñâîè ñèëû â æóðíàëèñòèêå.
4. Ïîä÷åðêíèòå íóæíîå
Íàäåþñü, ÷òî ó÷åáà íà ôèëîëîãè÷åñêîì îòäåëåíèè ÎË

ÂÇÌØ äàñò ìíå âîçìîæíîñòü:
à) óäîâëåòâîðèòü ñâîå ïðèðîäíîå ëþáîïûòñòâî;
á) çàíÿòüñÿ â ñâîáîäíîå âðåìÿ òåì, ÷òî ìíå èíòåðåñíî;
â) èñïðàâèòü øêîëüíûå îöåíêè ïî ðóññêîìó ÿçûêó è

ëèòåðàòóðå;
ã) ïðèîáðåñòè çíàíèÿ è íàâûêè, íåîáõîäèìûå äëÿ óñïåø-

íîé ñäà÷è ýêçàìåíîâ â âóç.
5. Ïîä÷åðêíèòå íóæíîå
Ñêîðåå âñåãî, ÿ áóäó ïîñòóïàòü â âóç:
à) íà ôèëîëîãè÷åñêóþ ñïåöèàëüíîñòü, ãäå ïèøóò ñî÷èíå-

íèå è ñäàþò ðóññêèé óñòíî;
á) íà ãóìàíèòàðíóþ ñïåöèàëüíîñòü, ãäå ïèøóò ñî÷èíå-

íèå;
â) â íåãóìàíèòàðíûé âóç è ïèñàòü èçëîæåíèå;
ã) â íåãóìàíèòàðíûé âóç è ïèñàòü äèêòàíò;
ä) â íåãóìàíèòàðíûé âóç è ïèñàòü òåñò;
å) ìíå âàæíî øêîëó çàêîí÷èòü!
Ñðîê îòïðàâêè ðàáîòû – äî 1 èþíÿ 2006 ãîäà.
Âìåñòå ñ àíêåòîé ïðèøëèòå, ïîæàëóéñòà, ñòàíäàðòíûé

êîíâåðò ñ ìàðêîé è çàïîëíåííûì âàøèì àäðåñîì (ñ èíäåê-
ñîì) äëÿ îòâåòà Ïðèåìíîé êîìèññèè.

Ãðóïïàì «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» ïðåäëàãàþòñÿ êóðñû ïî
ðóññêîìó ÿçûêó è ëèòåðàòóðå.

Îòäåëåíèå ýêîíîìèêè

Ýêîíîìè÷åñêîå îòäåëåíèå îñíîâàíî â 1993 ãîäó. Îáó÷åíèå
ïðîâîäèòñÿ ïî äâóì îñíîâíûì ïðîãðàììàì: «Ïðèêëàäíàÿ
ýêîíîìèêà» è «Ýêîíîìèêà è ãåîãðàôèÿ». Ïðîãðàììà «Ïðè-
êëàäíàÿ ýêîíîìèêà» âêëþ÷àåò èçó÷åíèå îñíîâ ýêîíîìè÷åñ-
êîé òåîðèè, à òàêæå çíàêîìñòâî ñ ïðàêòèêîé áèçíåñà â
äåëîâîé èãðå ïî ïåðåïèñêå. Ó÷àùèåñÿ ïðîãðàììû «Ýêîíîìè-
êà è ãåîãðàôèÿ», ïîìèìî èçó÷åíèÿ îñíîâ ýêîíîìè÷åñêîé
òåîðèè, çíàêîìÿòñÿ ñ ôèçè÷åñêîé è ýêîíîìè÷åñêîé ãåîãðàôè-
åé, ó÷àñòâóþò çàî÷íî â óâëåêàòåëüíûõ ïóòåøåñòâèÿõ ïî
ñòðàíàì ìèðà.

Îêîí÷èâøèì îäíó èç îñíîâíûõ ïðîãðàìì ïðåäëàãàåòñÿ
ñïåöèàëèçàöèÿ ïî âûáîðó: «Îñíîâû ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà è
ìåíåäæìåíòà», «Áóõãàëòåðñêèé ó÷åò è ôèíàíñîâûé àíà-
ëèç», «Ìèðîâàÿ ýêîíîìèêà», «Ýêîíîìèêà Ðîññèè: ïðîøëîå,
íàñòîÿùåå è áóäóùåå».

Íà îòäåëåíèå ïðèíèìàþòñÿ âñå æåëàþùèå ñ îáðàçîâàíè-
åì íå íèæå 7 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû. Îáó÷åíèå ïðîâîäèòñÿ
ëèáî èíäèâèäóàëüíî, ëèáî â íåáîëüøèõ ãðóïïàõ (2–4 ÷åëî-
âåêà). Ôîðìû îáó÷åíèÿ «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» íà ýêîíî-
ìè÷åñêîì îòäåëåíèè íåò.

Ó÷àùèìñÿ 10–11 êëàññîâ, æåëàþùèì ïîäãîòîâèòüñÿ îä-
íîâðåìåííî ê âñòóïèòåëüíûì ýêçàìåíàì íà ýêîíîìè÷åñêèé
ôàêóëüòåò ÌÃÓ è â äðóãèå ýêîíîìè÷åñêèå âóçû, ïðåäëàãà-
åòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïðîãðàììà «Ýêîíîìèêà ÏËÞÑ», âêëþ-
÷àþùàÿ, íàðÿäó ñ ýêîíîìè÷åñêèìè äèñöèïëèíàìè, óãëóá-
ëåííîå èçó÷åíèå íåñêîëüêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäìåòîâ:
ìàòåìàòèêè, îáùåñòâîçíàíèÿ, ðóññêîãî ÿçûêà è ëèòåðàòó-
ðû. Äëÿ øêîëüíèêîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ ãåîãðàôè÷åñêîé íà-
óêîé è ñîáèðàþùèõñÿ ïîñòóïàòü íà ãåîãðàôè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò ÌÃÓ èëè äðóãîãî âóçà, ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà «Ãåî-
ãðàôèÿ ÏËÞÑ», ñîçäàííàÿ ïðåïîäàâàòåëÿìè ÎË ÂÇÌØ è
ãåîãðàôè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ íà îñíîâå îïûòà ïîäãîòî-
âèòåëüíûõ êóðñîâ ïî ãåîãðàôèè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Âñòóïèòåëüíàÿ ðàáîòà äëÿ ó÷àùèõñÿ äàåòñÿ â ôîðìå òåñ-
òà. Ðåøåíèÿ ïðèñûëàéòå òîëüêî íà îòêðûòêàõ ñ óêàçàíèåì
ïîëíîãî ïî÷òîâîãî àäðåñà è èíäåêñà, ôàìèëèè, èìåíè è
îò÷åñòâà (âñå – ïå÷àòíûìè áóêâàìè); îáÿçàòåëüíî óêàæèòå
èñòî÷íèê èíôîðìàöèè îá ÎË ÂÇÌØ è íàïèøèòå «Ýêîíî-
ìèêà, âñòóïèòåëüíûé òåñò-2006». Íà îòêðûòêå äîñòàòî÷íî
çàïèñàòü â ñòðî÷êó íîìåðà âîïðîñîâ è ïîä êàæäûì íàïèñàòü
áóêâó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îòâåòó, êîòîðûé âû ñ÷èòàåòå ïðà-
âèëüíûì.

Â 2006 ãîäó Ðîññèÿ áóäåò ïðåäñåäàòåëüñòâîâàòü â «Áîëü-
øîé âîñüìåðêå» – êëóáå âåäóùèõ ñòðàí. Ïîýòîìó ýòîò òåñò
ìû ðåøèëè ïîñâÿòèòü ìåñòó Ðîññèè â ìèðå è ïåðñïåêòèâàì
åå ðàçâèòèÿ. Ïðàâèëüíî îòâåòèâøèå íà âñå âîïðîñû ïîëó÷àò
èç ñâîèõ îòâåòîâ âûðàæåíèå, êîòîðûì îõàðàêòåðèçîâàë
Ðîññèþ âåëèêèé ðóññêèé ïèñàòåëü XIX âåêà.

Ñðîê îòïðàâêè ðàáîòû – äî 15 ìàÿ 2006 ãîäà.

Òåñò

1. Ïî êàêîìó ïîêàçàòåëþ Ðîññèÿ íàõîäèòñÿ âïåðåäè «Åâ-
ðîïû âñåé»:

Ð) ðàçìåðó äåôèöèòà ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòà;
Ñ) âåëè÷èíå ýêñïîðòà;
Ò) îáúåìó çîëîòîâàëþòíûõ ðåçåðâîâ;
Í) âåëè÷èíå ãîñóäàðñòâåííîãî äîëãà;
Ï) ðàçìåðó âàëîâîãî âíóòðåííåãî ïðîäóêòà?
2. ×ëåíîì êàêîãî ìåæäóíàðîäíîãî îáúåäèíåíèÿ ÍÅ ÿâëÿ-

åòñÿ Ðîññèÿ:
Ó) Ìåæäóíàðîäíîãî âàëþòíîãî ôîíäà;



Ð) Âñåìèðíîé òîðãîâîé îðãàíèçàöèè;
Ë) Ñîäðóæåñòâà íåçàâèñèìûõ ãîñóäàðñòâ;
À) Ñîâåòà Åâðîïû;
Î) Îðãàíèçàöèè Îáúåäèíåííûõ Íàöèé?
3. Ïðåäñòàâèòåëè êàêîãî ôèëîñîôñêîãî òå÷åíèÿ ñ÷èòàëè,

÷òî Ðîññèÿ äîëæíà òåñíåå âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ Åâðîïîé,
âîéòè â åâðîïåéñêóþ æèçíü â êà÷åñòâå åå ïîëíîïðàâíîãî
ó÷àñòíèêà:

Ñ) åâðàçèéñòâî;
Ø) ðóññêèé êîñìèçì;
Ò) ñëàâÿíîôèëüñòâî;
Î) çàïàäíè÷åñòâî;
À) ëåíèíèçì?
4. Ïðåäñòàâèòåëè Ðîññèè íèêîãäà ÍÅ ïîëó÷àëè Íîáåëåâ-

ñêóþ ïðåìèþ â îáëàñòè:
B) õèìèè;
Ð) ôèçèêè;
É) ìàòåìàòèêè;
Ü) ýêîíîìèêè;
A) ëèòåðàòóðû.
5. Êàêîé ðóññêèé ãîñóäàðü, ïî ñëîâàì À.Ñ.Ïóøêèíà, «â

Åâðîïó ïðîðóáèë îêíî»:
Ê) Ïåòð Âåëèêèé;
C) Àëåêñàíäð Íåâñêèé;
Ð) Þðèé Äîëãîðóêèé;
È) Âàñèëèé Òåìíûé;
ß) Èâàí Ãðîçíûé?
6. Êàêàÿ èç ýòèõ òåððèòîðèé ïðèíàäëåæèò Ðîññèè â

íàñòîÿùåå âðåìÿ:
Î) àðõèïåëàã Àëåêñàíäðà;
Ì) ãîðîä Ðîñòîê;
Í) îñòðîâ Íàäåæäû;
B) îñòðîâà Ðîññèÿí;
À) àðõèïåëàã Çåìëÿ Ôðàíöà-Èîñèôà?
7. Íàçîâèòå ñàìîãî æàäíîãî è ýêîíîìè÷åñêè íåðàöèîíàëü-

íîãî ãåðîÿ ïîýìû Í.Â.Ãîãîëÿ «Ìåðòâûå äóøè»:
Ë) Êîðîáî÷êà;
ß) Íîçäðåâ;
Ð) Ïëþøêèí;
C) Ìàíèëîâ;
Ò) ×è÷èêîâ.
8. Êàêàÿ ãðóïïà ñòðàí ÿâëÿåòñÿ êîíêóðåíòîì Ðîññèè íà

ìèðîâîì ðûíêå óãëÿ:
Ó) Àâñòðàëèÿ, ÑØÀ;
Ñ) Èðàí, Ïàêèñòàí;
Ê) Þæíàÿ Êîðåÿ, ßïîíèÿ;
Ò) Âåëèêîáðèòàíèÿ, Ãåðìàíèÿ;
È) Áðàçèëèÿ, Åãèïåò?
9. Çà 2004 ãîä öåíà áàððåëÿ íåôòè íà ìèðîâîì ðûíêå

âûðîñëà íà 50%, à çà 2005 ãîä – åùå íà 100%. Óêàæèòå, íà
ñêîëüêî óâåëè÷èëàñü ñòîèìîñòü îäíîãî áàððåëÿ íåôòè çà
2004–2005 ãîäû:

È) 150%;
Ñ) 200%;
Ç) 250%;
À) 300%;
Î) 500%.
10. Â 2004 ãîäó îáúåìû äîáû÷è ãàçà â Èíäîíåçèè, Êàçàõ-

ñòàíå,  Íîðâåãèè  è  Ðîññèè  (ìëí 3ì )  ñîîòíîñèëèñü  êàê
240 : 80 : 160 : 200. Â 2005 ãîäó äîáû÷à ãàçà â êàæäîé èç ýòèõ

ñòðàí óâåëè÷èëàñü íà 0,1 ìëðä 3ì  â ñóòêè. Â êàêîé èç ñòðàí
áûëè äîñòèãíóòû íàèáîëüøèå òåìïû ðîñòà äîáû÷è ãàçà:

ß) â Èíäîíåçèè;
Ü) â Êàçàõñòàíå;
Ì) â Íîðâåãèè;

É) â Ðîññèè;
Å) îïðåäåëèòü íåâîçìîæíî?

Îòäåëåíèå «Íðàâñòâåííîñòü, ïðàâî, çàêîí»

Ýòî – äåñÿòûé íàáîð íà îòäåëåíèå.
Øêîëüíèêàì 8 – 11 êëàññîâ è ãðóïïàì «Êîëëåêòèâíûé

ó÷åíèê» ïðåäëàãàåòñÿ ãîäè÷íûé êóðñ (ïåðâûé ãîä îáó÷åíèÿ)
«Áåñåäû î ïðàâàõ ÷åëîâåêà, íðàâñòâåííîñòè, ïðàâå, çàêîíå è
ãîñóäàðñòâå». Â êóðñå äàþòñÿ ñîâðåìåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ îá
îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðàâîì, çàêîíîì è ãîñó-
äàðñòâîì, ðàññêàçûâàåòñÿ îá îñíîâàõ ðîññèéñêîãî çàêîíîäà-
òåëüñòâà, ïðàâàõ ÷åëîâåêà. Ðàçáèðàþòñÿ ïðèìåðû ñóäåáíûõ
ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿòñÿ îáùåêóëüòóðíûå ïðèìåðû, ñâÿçàí-
íûå ñ íàïðàâëåííîñòüþ êóðñà.

Ïðîøåäøèì ýòîò êóðñ ïðåäëàãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé êóðñ
ïî ãðàæäàíîâåäåíèþ «Áåñåäû îá îñíîâàõ äåìîêðàòèè».

Æåëàþùèå ïîñòóïèòü äîëæíû ñîîáùèòü ñâîé ïîëíûé
ïî÷òîâûé àäðåñ, ôàìèëèþ, èìÿ è îò÷åñòâî, ñêîëüêî êëàññîâ
çàêîí÷åíî. Ïðè îöåíêå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû ìû ó÷èòûâàåì
âîçðàñò (áàçîâîå îáðàçîâàíèå) ïîñòóïàþùåãî. Â ïèñüìî
îáÿçàòåëüíî âëîæèòå îáû÷íûé êîíâåðò ñ ìàðêîé è âàøèì
àäðåñîì (÷òîáû ìû ìîãëè âàì îòâåòèòü) è îòâåòû íà ïðèâå-
äåííûé íèæå òåñò.

Ñðîê îòïðàâêè ðàáîòû – äî 1 èþíÿ 2006 ãîäà.

Òåñò

Ïîïðîáóéòå íàéòè îøèáêè (ïðàâîâûå è ôàêòîëîãè÷åñêèå)
â ïðèâåäåííîì íèæå òåêñòå è îáúÿñíèòå, â ÷åì îíè çàêëþ÷à-
þòñÿ.

Ðàçãîâîðû â çàñòðÿâøåì òðàìâàå
– Íó âîò, ãðóçîâèê çàñòðÿë íà ðåëüñàõ!
– Íåëüçÿ ïî ïóòÿì åçäèòü. Òåïåðü íèêòî çà ïîðÿäêîì íå

ñìîòðèò... Â íàøå âðåìÿ...
– Äà ïðè ïåðâîì ãåíñåêå åãî áû...
– Ïðî êîãî ýòî îí? – òèõîíüêî èíòåðåñóåòñÿ ìîëîäîé ãîëîñ,

– ïðî Ëåíèíà?
– Íàâåðíîå...
– Âîò è ñóä ðÿäîì.  Ñåé÷àñ åãî çà øèâîðîò – è òóäà.

Ðåøåíèå âûíåñóò òðîéêîé è ëåò íà 10 â Ñîëîâêè, – èðîíèçè-
ðóåò êòî-òî.

Íåñêîëüêî ÷åëîâåê óæå âûøëè èç òðàìâàÿ. Íî íà óëèöå
äîæäü âñå ñèëüíåå. Ïîïðîáîâàëè çàéòè â çäàíèå ñóäà.
Îäíàêî îõðàííèê, êóðèâøèé ïîä êîçûðüêîì ïîäúåçäà, îñòà-
íîâèë: Ñþäà ïî ïîâåñòêàì âûçûâàþò. Èäèòå, èäèòå...

Çàøëåïàëè ïî ëóæàì. À òå, ÷òî îñòàëèñü â òðàìâàå,
ïðîäîëæàëè ôèëîñîôñòâîâàòü.

Êàêîé-òî ïî âèäó êëåðê (ãàëñòóê, òùàòåëüíàÿ ñòðèæêà)
âîçìóùàåòñÿ: áóäó òðåáîâàòü, ÷òîáû êîìïàíèÿ âñòóïèëàñü,
«ïóñòü íà øîôåðà â ñóä ïîäàþò: ðàç ÿ îïîçäàë, äëÿ êîìïàíèè
óùåðá è ìîðàëüíûé âðåä».

«Ìû âñå ãëÿäèì â Íàïîëåîíû, Äâóíîãèõ òâàðåé ìèëëè-
îíû, Äëÿ íàñ îðóäèå îäíî», – íè ñ òîãî íè ñ ñåãî ïðîöèòè-
ðîâàë êòî-òî ñçàäè.– Íó äà, – ïðîñêðèïåëà ñòàðóøêà, –
íåáîñü, àìåðèêàíåö êàêîé íàïèñàë. Ìîëîäåæü òåïåðü äðóãèõ
íå çíàåò.

– Óáèòü ýòîãî âîäèòåëÿ ìàëî.
– Âîò òû áîëòàåøü è çàêîí íàðóøàåøü...
– Ýòî ÿ íå çàêîí íàðóøàþ, à ÿ ýòî âñëóõ ìûñëþ.
– Âîò çà ìûñëè òåáÿ è ïðèâëåêóò. Áîëüíî óæ îíè ó òåáÿ

ïðîòèâíûå.

Îòäåëåíèå èñòîðèè

Îòäåëåíèå èñòîðèè îáúÿâëÿåò íàáîð íà êóðñ äèñòàíòíîãî
îáó÷åíèÿ.

Îòäåëåíèå èñòîðèè – ñàìîå ìîëîäîå, îíî îòêðûëîñü â 1998
ãîäó. Ó÷åíèêàì èñòîðè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ ðåãóëÿðíî íàïðàâ-
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ëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ è çàäàíèÿ, ïîäãîòîâ-
ëåííûå ïðåïîäàâàòåëÿìè ñïåöèàëüíî äëÿ çàî÷íîãî îáðàçîâà-
íèÿ. Îáó÷åíèå íà èñòîðè÷åñêîì îòäåëåíèè ïîçâîëèò âñåì, â
òîì ÷èñëå æèòåëÿì ñàìûõ îòäàëåííûõ ãîðîäîâ è äåðåâåíü,
ðàñøèðèòü ñâîé êðóãîçîð è ïîäãîòîâèòüñÿ ê ïîñòóïëåíèþ â
âóç. Óñïåøíî ïðîøåäøèå ãîäîâîé êóðñ îáó÷åíèÿ ïîëó÷àþò
äèïëîì Îòêðûòîãî ëèöåÿ ÂÇÌØ ïðè ÌÃÓ. Îáðàçîâàíèå â
ëèöåå ìîæíî ïðîäîëæèòü, çàíèìàÿñü íà ñïåöêóðñàõ.

À çà÷åì íóæíî èçó÷àòü èñòîðèþ? Âî-ïåðâûõ, ýòî ïðîñòî
èíòåðåñíî. Ëþáîïûòíî çíàòü, êàê æèëè êîãäà-òî ëþäè, âî
÷òî îäåâàëèñü, ÷åì ïèòàëèñü, î ÷åì äóìàëè, ÷òî ÷èòàëè, êàê
æåíèëèñü è âûõîäèëè çàìóæ, çà ÷òî áîðîëèñü è íà ÷òî
«íàïàðûâàëèñü». Âî-âòîðûõ, ýòî ïîëåçíî. Òîëüêî çíàÿ ïðî-
øëîå, ìîæíî ïîíÿòü íàñòîÿùåå è ïðîãíîçèðîâàòü áóäóùåå.
Ìû ïîìîæåì âàì â ýòîì ðàçîáðàòüñÿ. Ñïåöèàëüíî äëÿ âàñ
îïûòíûå ïðåïîäàâàòåëè ïèøóò êíèæêè. Ïîñëåäíèå íîâîñòè
èç ìèðà èñòîðèè âû óçíàåòå ïåðâûìè!

Èñòîðè÷åñêîå îáðàçîâàíèå â êîíâåðòå – ñîâðåìåííàÿ ôîð-
ìà äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Ïî íàøèì êíèæêàì âû
áóäåòå âûïîëíÿòü îñîáûå çàäàíèÿ è ðåãóëÿðíî ñîîáùàòü íàì,
÷òî âû ðàñêîïàëè. Ìû æå ïîäñêàæåì âàì, êàê äåéñòâîâàòü
äàëüøå. Âåäü, â ñóùíîñòè, ïðîôåññèÿ èñòîðèêà è ñîñòîèò èç
ýòèõ ðàñêîïîê: èñòîðèê-àðõåîëîã êîïàåò çåìëþ è ïåñîê,
îòûñêèâàÿ êðóïèöû óøåäøèõ âðåìåí; èñòîðèê-àðõèâàðèóñ
êîïàåòñÿ â ãðóäå áóìàã è äîñòàåò èç àðõèâîâ è äàæå èç
÷àñòíîé ïåðåïèñêè âñå, ÷òî ìîæåò ïîçâîëèòü åìó ïîíÿòü
îáðàç âðåìåíè; èñòîðèê-òåîðåòèê êàê óâëåêàòåëüíûé ðîìàí
÷èòàåò àðõåîëîãè÷åñêèå òàáëèöû, ñóõèå ñâîäêè, ñòàòèñòèêó,
äîêóìåíòû è ïðåâðàùàåò èõ â æèâóþ òêàíü óøåäøåé æèçíè.
Ó èñòîðèêà îñîáàÿ ïðîôåññèÿ: îí â îäíîì ëèöå ñëåäîâàòåëü,
ïðîêóðîð è àäâîêàò âðåìåíè.

Êàê ê íàì ïîñòóïèòü? Ìû áåðåì òåõ, êòî âûïîëíèò
âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå.

Ñðîê îòïðàâêè ðàáîòû – äî 15 ìàÿ 2006 ãîäà.

Çàäàíèå

1. Îòãàäàéòå êòî ýòî:

i Íàä åãî ãðîáîì âîçäâèãíóò õðàì.
i Åìó ïîñâÿùåíà èêîíà Àíäðåÿ Ðóáëåâà «Òðîèöà» è êàð-

òèíà Íåñòåðîâà «Âèäåíèå îòðîêó Âàðôîëîìåþ».
i Ñûí áåäíîãî ðîñòîâñêîãî äâîðÿíèíà.
i Â äåòñòâå èìåë íåîáû÷íûé äëÿ 14 âåêà èíòåðåñ – ñòðàñòü

ê ãðàìîòå.
i Â 20 âåêå î íåì áû ñêàçàëè «íå îò ìèðà ñåãî, áåëàÿ

âîðîíà».
i Âîçìîæíàÿ êàðüåðà äëÿ òàêîãî þíîøè â Äðåâíåé Ðóñè –

êíèãî÷åé â õðàìå, ïåðåïèñ÷èê êíèã, ñîñòàâèòåëü ëåòîïèñíîãî
ñâîäà..., åñëè áû íå åãî ïîäâèæíè÷åñêàÿ íàòóðà.

i Â ìîëîäîñòè – îòøåëüíèê. Â ëåñó íà êðóòîì õîëìå
ïîñòàâèë êåëüþ è óåäèíèëñÿ, äàâ îáåò ìîë÷àíèÿ, èíî÷åñòâà,
áåçáðà÷èÿ.

i Îñíîâàòåëü è íàñòîÿòåëü Òðîèöå-Ñåðãèåâà ìîíàñòûðÿ.
i Ëþáèë ìîëèòüñÿ ó èêîíû Òðîèöû (îáðàç Òðîèöû â ãîäû

èãà – ñèìâîë åäèíñòâà Ðóñè).
i Ëè÷íûì ïðèìåðîì óâëåê ìàññû ðóññêèõ ëþäåé íà íå-

îñâîåííûå çåìëè. Îäèí èç îðãàíèçàòîðîâ ïåðåñåëåíèÿ â
êðàÿ, íåäîñòóïíûå äëÿ îðäûíñêèõ íàáåãîâ.

i Îäèí çà äðóãèì åãî ó÷åíèêè óõîäÿò â ãëóõèå ìåñòà íà
ïóñòîøè è ñòàâÿò ìîíàñòûðè – äóõîâíûå è êóëüòóðíûå
öåíòðû Ðóñè.

i Åãî ó÷åíèêè ïîñòàâèëè 40 ìîíàñòûðåé, ó÷åíèêè ó÷åíè-
êîâ – 60.

i Åãî ïîñëåäîâàòåëè – Ñàââà Ñòîðîæåâñêèé, Êèðèëë Áå-
ëîçåðñêèé è äð.

i Ïðèìèðèòåëü êíÿçåé, ïîñîë þíîãî êíÿçÿ Äìèòðèÿ (áóäó-
ùåãî Äîíñêîãî) â Íèæíèé Íîâãîðîä.

2. Îïèøèòå, íå áîëåå ÷åì â 7 ïðåäëîæåíèÿõ, ïîëèòè÷åñêèé
ïîðòðåò ïðåäñåäàòåëÿ ïåðâîãî ñîâåòñêîãî ïðàâèòåëüñòâà.

Ôåäåðàëüíàÿ çàî÷íàÿ ôèçèêî-
òåõíè÷åñêàÿ øêîëà ïðè ÌÔÒÈ

Ôåäåðàëüíàÿ çàî÷íàÿ ôèçèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà
(ÔÇÔÒØ) Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ ïðè
Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå (ÌÔÒÈ) ïðî-
âîäèò íàáîð ó÷àùèõñÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé
(øêîë, ëèöååâ, ãèìíàçèé è ò.ï.), ðàñïîëîæåííûõ íà òåððè-
òîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, íà 2006/07 ó÷åáíûé ãîä.

 ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ êàê ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå
ïðîôèëüíîãî äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ äåòåé ðàáîòàåò ñ
1966 ãîäà. Çà ïðîøåäøèå ãîäû øêîëó îêîí÷èëè áîëåå 74
òûñÿ÷ ó÷àùèõñÿ; ïðàêòè÷åñêè âñå åå âûïóñêíèêè ïîñòóïàþò
â âåäóùèå âóçû ñòðàíû, à êàæäûé âòîðîé ñòóäåíò ÌÔÒÈ –
åå âûïóñêíèê. Ôèíàíñèðóåò øêîëó Ôåäåðàëüíîå àãåíòñòâî
ïî îáðàçîâàíèþ. Îáó÷åíèå äëÿ ó÷àùèõñÿ, ïðîæèâàþùèõ â
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, â ðàìêàõ óòâåðæäåííîãî ïëàíà
ïðèåìà – áåñïëàòíîå.

Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîå ðóêîâîäñòâî øêîëîé îñóùåñòâëÿåò
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò), êîòîðûé ãîòîâèò âûñîêîêâàëèôèöèðî-
âàííûõ ñïåöèàëèñòîâ ïî ñîâðåìåííûì íàïðàâëåíèÿì íàóêè
è òåõíèêè. Â èõ ïîäãîòîâêå ïðèíèìàþò ó÷àñòèå âåäóùèå
îòðàñëåâûå è àêàäåìè÷åñêèå íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå èí-
ñòèòóòû è íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííûå îáúåäèíåíèÿ ñòðàíû
(áàçîâûå îðãàíèçàöèè ÌÔÒÈ). Ïðåïîäàâàíèå â ÌÔÒÈ

âåäóò èçâåñòíûå ïåäàãîãè è ó÷åíûå, ñðåäè êîòîðûõ îêîëî 100
÷ëåíîâ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ôèçòåõîâñêîå îáðàçîâà-
íèå ïîçâîëÿåò íå òîëüêî óñïåøíî ðàáîòàòü â íàóêå, íî è
õîðîøî îðèåíòèðîâàòüñÿ â æèçíè.

Öåëü íàøåé øêîëû – ïîìî÷ü ó÷àùèìñÿ, èíòåðåñóþùèìñÿ
ôèçèêîé è ìàòåìàòèêîé, óãëóáèòü è ñèñòåìàòèçèðîâàòü ñâîè
çíàíèÿ ïî ýòèì ïðåäìåòàì, à òàêæå ñïîñîáñòâîâàòü ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîìó ñàìîîïðåäåëåíèþ ó÷àùèõñÿ.

Íàáîð â 8, 9, 10 è 11 êëàññû ÔÇÔÒØ íà 2006/07 ó÷åáíûé
ãîä ïðîâîäèòñÿ íà ñëåäóþùèå îòäåëåíèÿ:

– Çàî÷íîå (èíäèâèäóàëüíîå îáó÷åíèå).
Òåë./ôàêñ: (095) 408-51-45.
Ïðèåì íà çàî÷íîå îòäåëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà êîíêóðñ-

íîé îñíîâå ïî ðåçóëüòàòàì âûïîëíåíèÿ âñòóïèòåëüíîãî çàäà-
íèÿ ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå, ïðèâåäåííîãî íèæå. Ïîëíàÿ
ïðîãðàììà îáó÷åíèÿ ðàññ÷èòàíà íà 4 ãîäà, ò.å. íà 8–11
êëàññû, íî ïîñòóïàòü ìîæíî â ëþáîé èç ýòèõ êëàññîâ.

 Â òå÷åíèå ó÷åáíîãî ãîäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé
ÔÇÔÒØ, ó÷åíèê áóäåò ïîëó÷àòü ïî êàæäîé òåìå çàäàíèÿ ïî
ôèçèêå è ìàòåìàòèêå (4 çàäàíèÿ ïî êàæäîìó ïðåäìåòó äëÿ 8
êëàññà, 6–7 çàäàíèé ïî êàæäîìó ïðåäìåòó äëÿ 9, 10 è 11
êëàññîâ), à çàòåì – ðåêîìåíäóåìûå  ÔÇÔÒØ àâòîðñêèå
ðåøåíèÿ ýòèõ çàäàíèé âìåñòå ñ ïðîâåðåííîé ðàáîòîé ó÷àùå-
ãîñÿ.

 Çàäàíèÿ ñîäåðæàò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, ðàçáîð õàðàê-
òåðíûõ ïðèìåðîâ è çàäà÷ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåìå è 8–12
êîíòðîëüíûõ âîïðîñîâ è çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-



íèÿ. Ýòî è ïðîñòûå çàäà÷è, è áîëåå ñëîæíûå (íà óðîâíå
êîíêóðñíûõ çàäà÷ â ÌÔÒÈ). Çàäàíèÿ ñîñòàâëÿþò îïûòíûå
ïðåïîäàâàòåëè êàôåäð îáùåé ôèçèêè è âûñøåé ìàòåìàòèêè
ÌÔÒÈ. Ðàáîòû ó÷àùèõñÿ-çàî÷íèêîâ ïðîâåðÿþò ñòóäåíòû,
àñïèðàíòû è âûïóñêíèêè ÌÔÒÈ (èç íèõ 80% – âûïóñêíèêè
íàøåé øêîëû).

– Î÷íî-çàî÷íîå (îáó÷åíèå â ôàêóëüòàòèâíûõ ãðóïïàõ).
Òåë./ôàêñ: (095) 485-42-27.
 Ôàêóëüòàòèâíûå ãðóïïû ìîãóò áûòü îðãàíèçîâàíû â

ëþáîì îáùåîáðàçîâàòåëüíîì ó÷ðåæäåíèè äâóìÿ ïðåïîäàâà-
òåëÿìè – ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ
ðàçðåøàåòñÿ îáó÷åíèå ïî îäíîìó ïðåäìåòó. Ðóêîâîäèòåëè
ôàêóëüòàòèâà ïðèíèìàþò â íèõ ó÷àùèõñÿ, óñïåøíî âûïîë-
íèâøèõ âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ÔÇÔÒØ.

Ãðóïïà (íå ìåíåå 8 ÷åëîâåê) ïðèíèìàåòñÿ â øêîëó, åñëè
äèðåêòîð îáùåîáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ ñîîáùèò â
ÔÇÔÒØ ôàìèëèè, èìåíà, îò÷åñòâà åå ðóêîâîäèòåëåé è
ïîèìåííûé àëôàâèòíûé ñïèñîê îáó÷àþùèõñÿ (Ô. È. Î.
ïîëíîñòüþ, ñ óêàçàíèåì êëàññà òåêóùåãî ó÷åáíîãî ãîäà,
èòîãîâûõ îöåíîê çà âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ïî ôèçèêå è
ìàòåìàòèêå, äîìàøíåãî àäðåñà ñ èíäåêñîì, òåëåôîíà è
e-mail), à òàêæå òåëåôîí, ôàêñ è e-mail îáùåîáðàçîâàòåëü-
íîãî ó÷ðåæäåíèÿ. Âñå ýòè ìàòåðèàëû è êîíâåðò äëÿ îòâåòà î
ïðèåìå â ÔÇÔÒØ ñ îáðàòíûì àäðåñîì îäíîãî èç ðóêîâîäè-
òåëåé ñëåäóåò âûñëàòü äî 25 èþíÿ 2006 ãîäà ïî àäðåñó: 141700
ã. Äîëãîïðóäíûé Ìîñêîâñêîé îáë., Èíñòèòóòñêèé ïåð., 9,
ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ (ñ ïîìåòêîé «Ôàêóëüòàòèâ»). Òåòðà-
äè ñ ðàáîòàìè ó÷àùèõñÿ íå âûñûëàþòñÿ.

Ðàáîòà ðóêîâîäèòåëåé ôàêóëüòàòèâîâ ìîæåò îïëà÷èâàòüñÿ
îáùåîáðàçîâàòåëüíûì ó÷ðåæäåíèåì êàê ðóêîâîäñòâî ïðî-
ôèëüíûìè ôàêóëüòàòèâíûìè çàíÿòèÿìè ïî ïðåäîñòàâëåíèþ
ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâåäåíèé.

Ðóêîâîäèòåëè, ðàáîòàþùèå ñ ó÷àùèìèñÿ, áóäóò ïîëó÷àòü
â òå÷åíèå ó÷åáíîãî ãîäà ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå ìàòåðèàëû
(ïðîãðàììû ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå, çàäàíèÿ ïî òåìàì
ïðîãðàììû, ðåøåíèÿ çàäàíèé ñ êðàòêèìè ðåêîìåíäàöèÿìè
ïî îöåíêå ðàáîò ó÷àùèõñÿ), èíôîðìàöèþ î êóðñàõ ïîâûøå-
íèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, ïðîâîäè-
ìûõ åæåãîäíî íà áàçå ÌÔÒÈ. Ðàáîòû ó÷àùèõñÿ ïðîâåðÿþò
è îöåíèâàþò ðóêîâîäèòåëè ôàêóëüòàòèâíûõ ãðóïï, à â
ÔÇÔÒØ èìè âûñûëàþòñÿ âåäîìîñòè ñ èòîãîâûìè îöåíêà-
ìè ïî êàæäîìó çàäàíèþ è èòîãîâàÿ âåäîìîñòü çà ãîä.

– Î÷íîå (îáó÷åíèå â âå÷åðíèõ êîíñóëüòàöèîííûõ ïóíê-
òàõ).

Òåë.: (095) 409-95-83.
Äëÿ ó÷àùèõñÿ Ìîñêâû è Ìîñêîâñêîé îáëàñòè ïî ïðîãðàì-

ìå ÔÇÔÒØ ðàáîòàþò âå÷åðíèå êîíñóëüòàöèîííûå ïóíêòû.
Íàáîð â íèõ ïðîâîäèòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì âñòóïèòåëüíîãî
çàäàíèÿ ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå è ñîáåñåäîâàíèÿ, êîòîðîå
ïðîõîäèò âî âòîðîé ïîëîâèíå ñåíòÿáðÿ.

Ïðîãðàììû ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ ÿâëÿþòñÿ ïðîôèëüíû-
ìè äîïîëíèòåëüíûìè îáðàçîâàòåëüíûìè ïðîãðàììàìè è åäè-
íû äëÿ âñåõ îòäåëåíèé.

Êðîìå çàíÿòèé ïî ýòèì ïðîãðàììàì, ó÷åíèêàì âñåõ îòäå-
ëåíèé áóäåò ïðåäëîæåíî ó÷àñòâîâàòü â ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êîé îëèìïèàäå «ÔÈÇÒÅÕ-2007», êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ íà
áàçå ÌÔÒÈ è â ðÿäå ãîðîäîâ Ðîññèè â ìàðòîâñêèå øêîëüíûå
êàíèêóëû, â äðóãèõ î÷íûõ è çàî÷íûõ îëèìïèàäàõ ÌÔÒÈ è
åãî ôàêóëüòåòîâ, à òàêæå â êîíêóðñàõ, òóðíèðàõ è êîíôåðåí-
öèÿõ.

Ïî îêîí÷àíèè ó÷åáíîãî ãîäà ó÷àùèåñÿ, óñïåøíî âûïîë-
íèâøèå ïðîãðàììó ÔÇÔÒØ, ïåðåâîäÿòñÿ â ñëåäóþùèé
êëàññ, à âûïóñêíèêè (îäèííàäöàòèêëàññíèêè) ïîëó÷àþò
ñâèäåòåëüñòâà îá îêîí÷àíèè øêîëû ñ èòîãîâûìè îöåíêàìè ïî
ôèçèêå è ìàòåìàòèêå, êîòîðûå ó÷èòûâàþòñÿ íà ñîáåñåäîâà-
íèè ïðè ïîñòóïëåíèè â ÌÔÒÈ.

Âíå êîíêóðñà â ÔÇÔÒØ ïðèíèìàþòñÿ ïîáåäèòåëè îáëà-
ñòíûõ, êðàåâûõ, ðåñïóáëèêàíñêèõ, çîíàëüíûõ è âñåðîññèé-
ñêèõ îëèìïèàä ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå 2005/06 ó÷åáíîãî
ãîäà. Èì íåîáõîäèìî äî 15 ìàÿ 2006 ãîäà âûñëàòü â ÔÇÔÒØ
âûïîëíåííóþ âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå
âìåñòå ñ êîïèÿìè äèïëîìîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ó÷àñòèå â
âûøåïåðå÷èñëåííûõ îëèìïèàäàõ.

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå êàæäûé
ó÷åíèê âûïîëíÿåò ñàìîñòîÿòåëüíî â îäíîé øêîëüíîé òåòðàäè
íà ðóññêîì ÿçûêå, ñîõðàíÿÿ òîò æå ïîðÿäîê çàäà÷, ÷òî è â
çàäàíèè. Òåòðàäü íóæíî âûñëàòü â áîëüøîì êîíâåðòå ïðî-
ñòîé áàíäåðîëüþ (òîëüêî íå ñâîðà÷èâàéòå â òðóáêó). Âìåñòå
ñ ðåøåíèåì îáÿçàòåëüíî âûøëèòå ñïðàâêó èç øêîëû, â
êîòîðîé ó÷èòåñü, ñ óêàçàíèåì êëàññà. Ñïðàâêó íàêëåéòå íà
âíóòðåííþþ ñòîðîíó îáëîæêè òåòðàäè.

Íà ëèöåâóþ ñòîðîíó îáëîæêè íàêëåéòå ëèñò áóìàãè, ÷åòêî
çàïîëíåííûé ïî ñëåäóþùåìó îáðàçöó:

1. Îáëàñòü Ñâåðäëîâñêàÿ
2. Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî Êóçíåöîâ Ðîìàí

Âëàäèìèðîâè÷
3. Êëàññ, â êîòîðîì ó÷èòåñü ñåäüìîé
4. Íîìåð øêîëû 4
5. Âèä øêîëû (îáû÷íàÿ, ëèöåé, îáû÷íàÿ
ãèìíàçèÿ, ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíè-
åì ïðåäìåòà)
6. Ïîäðîáíûé äîìàøíèé àäðåñ 624600 ã.Áàðíàóë,
( ñ óêàçàíèåì èíäåêñà), òåëåôîí, óë. Ñàäîâàÿ, ä.38, êâ.6,
e-mail e-mail: kusn@barn.ru
7. Ìåñòî ðàáîòû è äîëæíîñòü ðî-
äèòåëåé:

îòåö ýëåêòðèê
ìàòü ó÷èòåëü àíãëèéñêîãî

ÿçûêà
8. Àäðåñ øêîëû, òåëåôîí, ôàêñ, 624600 ã.Áàðíàóë, óë.
e-mail Ôðóíçå, ä.42,

e-mail:school4@barn.ru
9. Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî ïðåïî-
äàâàòåëåé:

ïî ôèçèêå Åðåìèí Âëàäèìèð
Ïåòðîâè÷

ïî ìàòåìàòèêå Øèëîâà Íèíà
Èãîðåâíà

10. Êàêèì îáðàçîì ê âàì ïîïàëî
ýòî îáúÿâëåíèå?

Íà êîíêóðñ åæåãîäíî ïðèõîäèò áîëåå 4 òûñÿ÷ âñòóïèòåëü-
íûõ ðàáîò. Ïîæàëóéñòà, îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïðàâèëüíîñòü
çàïîëíåíèÿ àíêåòû! Ïèøèòå àêêóðàòíî, ëó÷øå ïå÷àòíûìè
áóêâàìè.

Âíèìàíèå! Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íà âñòóïèòåëüíîå çàäà-
íèå è äëÿ îòïðàâêè âàì ïåðâûõ çàäàíèé îáÿçàòåëüíî âëîæè-
òå â òåòðàäü äâà îäèíàêîâûõ áàíäåðîëüíûõ êîíâåðòà ðàçìå-
ðîì 160 230¥ ìì ñ íàêëååííûìè ìàðêàìè íîìèíàëîì íà
ñóììó 7 ðóá. Íà êîíâåðòàõ ÷åòêî íàïèøèòå ñâîé äîìàøíèé
àäðåñ.

Ó÷åíèêàì, çà÷èñëåííûì â ÔÇÔÒØ â ðàìêàõ óòâåðæäåí-
íîãî ïëàíà ïðèåìà, áóäåò ïðåäëîæåíî îïëàòèòü áåçâîçìåçä-
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íûé öåëåâîé âçíîñ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà â
ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàâíûìè öåëÿìè øêîëû. Ñóììà âçíîñà
áóäåò ñîñòàâëÿòü â ãîä îðèåíòèðîâî÷íî äëÿ ó÷àùèõñÿ çàî÷-
íîãî îòäåëåíèÿ 400–700 ðóá., äëÿ î÷íîãî 500–1000 ðóá., äëÿ
î÷íî-çàî÷íîãî 800–1400 ðóá. (ñ êàæäîé ôàêóëüòàòèâíîé
ãðóïïû).

Ñðîê îòïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿ âñòóïèòåëüíîãî çàäàíèÿ – íå
ïîçäíåå 1 ìàðòà 2006 ãîäà. Âñòóïèòåëüíûå ðàáîòû îáðàòíî
íå âûñûëàþòñÿ. Ðåøåíèå ïðèåìíîé êîìèññèè áóäåò ñîîáùå-
íî íå ïîçäíåå 1 àâãóñòà 2006 ãîäà.

Òåòðàäü ñ âûïîëíåííûìè çàäàíèÿìè (ïî ôèçèêå è ìàòå-
ìàòèêå) âûñûëàéòå ïî àäðåñó:

141700 ã.Äîëãîïðóäíûé Ìîñêîâñêîé îáë., Èíñòèòóòñ-
êèé ïåð., 9, ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ.

Äëÿ ó÷àùèõñÿ Óêðàèíû ðàáîòàåò Êèåâñêèé ôèëèàë
ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ (îáó÷åíèå ïëàòíîå). Æåëàþùèì â
íåãî ïîñòóïèòü ñëåäóåò âûñûëàòü ðàáîòû ïî àäðåñó: 03680
Óêðàèíà, ã.Êèåâ, á-ð Âåðíàäñêîãî, ä.36, ÃÑÏ, Êèåâñêèé
ôèëèàë ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ. Òåëåôîí â Êèåâå: 424-30-25.

Äëÿ ó÷àùèõñÿ èç çàðóáåæíûõ ñòðàí âîçìîæíî òîëüêî
ïëàòíîå îáó÷åíèå íà çàî÷íîì è î÷íî-çàî÷íîì îòäåëåíèÿõ
ÔÇÔÒØ. Óñëîâèÿ îáó÷åíèÿ äëÿ ïðîøåäøèõ êîíêóðñíûé
îòáîð áóäóò ñîîáùåíû äîïîëíèòåëüíî.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ âñòóïèòåëüíûå çàäàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå è
ôèçèêå.

Â çàäàíèè ïî ìàòåìàòèêå çàäà÷è 1–5 ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ
ó÷àùèõñÿ ñåäüìûõ êëàññîâ, çàäà÷è 3–8 – äëÿ âîñüìûõ
êëàññîâ, çàäà÷è 5–10 – äëÿ äåâÿòûõ êëàññîâ, 7–13 äëÿ
äåñÿòûõ êëàññîâ.

Â çàäàíèè ïî ôèçèêå çàäà÷è 1–5 ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ
ó÷àùèõñÿ ñåäüìûõ êëàññîâ, çàäà÷è 6–10 – äëÿ âîñüìûõ
êëàññîâ, çàäà÷è 5–7, 9–13 – äëÿ äåâÿòûõ êëàññîâ, 12–18 –
äëÿ äåñÿòûõ êëàññîâ.

Íîìåðà êëàññîâ óêàçàíû íà òåêóùèé 2005/06 ó÷åáíûé
ãîä.

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ïî ìàòåìàòèêå

1. Âåëîñèïåäèñò ïðîåõàë 
5

7
 ïóòè è åùå 40 êì; åìó îñòàëîñü

ïðîåõàòü åùå 0,75 ïóòè áåç 118 êì. Ñêîëüêî âñåãî äîëæåí
ïðîåõàòü âåëîñèïåäèñò?

2. Ñðåäè òî÷åê äàííîé ïðÿìîé l íàéäèòå òàêóþ, ÷òî ñóììà
ðàññòîÿíèé îò íåå äî äâóõ äàííûõ òî÷åê À è Â ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøåé.

3. Èìåþòñÿ 4 ïàêåòà ñ ñàõàðîì è âåñû ñ äâóìÿ ÷àøêàìè áåç
ãèðü. Ñ ïîìîùüþ ïÿòè âçâåøèâàíèé ðàñïîëîæèòå ïàêåòû ïî
âåñó, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñå ïàêåòû ðàçíîãî âåñà.

4. Íàéäèòå öèôðû ñîòåí è åäèíèö ÷èñëà 42 4* * , åñëè
èçâåñòíî, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 72.

5. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî êèëîãðàììîâ ñóõàðåé ñ âëàæíîñ-
òüþ 15% ìîæíî ïîëó÷èòü èç 255 êã õëåáà ñ âëàæíîñòüþ 45%.

6. Òðè îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðàìè 

1 2 3, ,O O O , ðàäèóñà-
ìè 

1,r  
2r , 3r  ñîîòâåòñòâåí-

íî, êàñàþòñÿ äðóã äðóãà è
ïðÿìîé l, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 1. Íàéäèòå 3r , åñëè
1 1r = , 2 4r = .
7. Ïðîöåíò ó÷åíèêîâ íå-

êîòîðîãî êëàññà, íå ïîâû-
ñèâøèõ âî âòîðîì ïîëóãîäèè óñïåâàåìîñòü, çàêëþ÷åí â
ïðåäåëàõ îò 96,9% äî 97,1%. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíîå ÷èñëî ó÷åíèêîâ â òàêîì êëàññå.

8. ×èñëà ð è 2ð +1, ãäå p > 3, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 4ð + 1 ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

9. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûì ÷ëåíîì àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ðàçíîñòüþ,
ðàâíîé 7,  è ñóììîé ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ, ðàâíîé 2744.

10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà

( ) ( )3 0,

2 0

x a y a x y a

x y

Ï - - - - =Ô
Ì

+ + =ÔÓ

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
7 3 3 4

1
3

x x x

x

- + + -
£ -

-
.

12. Áèññåêòðèñà BK è âûñîòà CD îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Îêðóæíîñòü ðàäèóñîì R
ñ öåíòðîì â òî÷êå O ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó B, ñåðåäèíó
ñòîðîíû BC è ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå M òàêîé, ÷òî
AM : MB = 2 : 1. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû ÀÑ.

13. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin 3 sin sin 2x x x- = .

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ïî ôèçèêå

1 (ýêñïåðèìåíòàëüíîå çàäàíèå). Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü, ñ
êîòîðîé âîäà âûòåêàåò èç íîñèêà âîäîïðîâîäíîãî êðàíà. Âû
ìîæåòå èñïîëüçîâàòü ëèíåéêó, ÷àñû èëè ñåêóíäîìåð, åì-
êîñòü äëÿ âîäû.

2. Ïóíêòû A è B íàõîäÿòñÿ âûøå è íèæå ïî òå÷åíèþ ðåêè.
Êàòåð îòïëûâàåò èç A è, äîéäÿ äî ïóíêòà B, ñðàçó ðàçâîðà-
÷èâàåòñÿ è âîçâðàùàåòñÿ â ïóíêò A. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè
ðàâíà v

p
. Îïðåäåëèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü êàòåðà çà âñå âðåìÿ

äâèæåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî íà ïóòü èç A â B êàòåð çàòðàòèë â
2 ðàçà ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì íà îáðàòíûé ïóòü. Ñêîðîñòü
êàòåðà îòíîñèòåëüíî âîäû íå èçìåíÿåòñÿ.

3. Øêîëüíèêè èçó÷àþò äâèæåíèå áðóñêîâ ðàçíîé ìàññû ïî
ãîðèçîíòàëüíîé øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà. Â ïåðâîì
îïûòå çà ëåãêóþ íèòü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ òÿíóò äåðåâÿí-
íûé áðóñîê ìàññîé m. Ïðè ýòîì ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè
ñîñòàâëÿåò 2H. Âî âòîðîì îïûòå íà òó æå ïîâåðõíîñòü
óñòàíàâëèâàþò äîïîëíèòåëüíî âòîðîé áðóñîê ìàññîé 2m,
èçãîòîâëåííûé èç òîãî æå ìàòåðèàëà, ÷òî è ïåðâûé. Êîíöû
âòîðîé íèòè çàêðåïëÿþò íà áðóñêàõ è âñþ ñèñòåìó òÿíóò ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî ñòî-
ëó çà íèòü, ïðèâÿçàííóþ ê
áðóñêó ìåíüøåé ìàññû
(ðèñ.2). Îïðåäåëèòå ñèëû íà-
òÿæåíèÿ îáåèõ íèòåé.

4. Â öèëèíäðè÷åñêîå âåäðî ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè è
ïëîùàäüþ äíà 2

500 “ìS =  íàëèòà íåôòü, çàíèìàþùàÿ îáúåì
V = 6,5 ë. Íàéäèòå äàâëåíèå íåôòè íà ñòåíêó âåäðà íà âûñîòå
h = 3 ñì îò äíà. Êàêóþ ìàññó âîäû äîëèëè â âåäðî, åñëè
äàâëåíèå â òîì æå ìåñòå óâåëè÷èëîñü íà 20%? Ïëîòíîñòü
âîäû 3

"
1000 *ã ìρ = , ïëîòíîñòü íåôòè 3

…
800 *ã ìρ = .

Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå íå ó÷èòûâàòü.
5. Ãèäðàâëè÷åñêèé ïðåññ, çàïîëíåííûé âîäîé, èìååò öè-

ëèíäðû ñ ïîðøíÿìè, ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîòîðûõ
ðàâíû 1000 2“ì  è 500 2“ì . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîðøíè
íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ãîðèçîíòàëüíîì óðîâíå. Íà ïîðøåíü
áîëüøåé ïëîùàäè ñòàíîâèòñÿ ÷åëîâåê. Ïðè ýòîì ïîðøåíü
îïóñêàåòñÿ íà 0,3 ì. Êàêîâà ìàññà ÷åëîâåêà? Ìàññàìè
ïîðøíåé ïðåíåáðå÷ü.

6. Êàêóþ ìàññó èìååò äåðåâÿííûé êóáèê ñ ðåáðîì Í, åñëè
ïðè ïåðåíîñå åãî èç ìàñëà â âîäó ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ
óìåíüøèëàñü íà l? Êóáèê ïëàâàåò â êàæäîé æèäêîñòè òàêèì
îáðàçîì, ÷òî åãî âåðõíÿÿ ãðàíü ïàðàëëåëüíà ïîâåðõíîñòè

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



æèäêîñòè. Ïëîòíîñòè âîäû è ìàñëà ðàâíû 
"

ρ  è 
ì

ρ  (
" ì

ρ ρ> )
ñîîòâåòñòâåííî.

7. Äèíàìîìåòð ïîêàçûâàåò, ÷òî øàðèê, ïîäâåøåííûé ê
íåìó íà ëåãêîé íèòè, âåñèò â âîçäóõå 1 1,62 HP = . Êîãäà
øàðèê íàïîëîâèíó ïîãðóçèëè â âîäó, òî äèíàìîìåòð ñòàë
ïîêàçûâàòü âåñ 2 1,12 HP = . Êàêîâà ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà
øàðèêà?

8. Â ýëåêòðè÷åñêîì ÷àéíèêå ìîùíîñòüþ P = 1 êÂò ìîæíî
íàãðåòü äî òåìïåðàòóðû t = 100 °C ïîëòîðà ëèòðà âîäû,
èìåþùåé íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó 0 20 0Ct = , çà 15 ì,…τ = .
Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ (ÊÏÄ) ÷àéíè-
êà. Ïîä ÊÏÄ ÷àéíèêà ñëåäóåò ïîíèìàòü îòíîøåíèå ïîëåçíî-
ãî êîëè÷åñòâà òåïëîòû, ò.å. òåïëîòû, ïîøåäøåé íà íàãðåâà-
íèå âîäû, ê ïîòðåáëåííîé ýëåêòðîýíåðãèè.

9. Êóñîê ëüäà ìàññîé 
ë

700 ãm =  ïîìåñòèëè â êàëîðèìåòð
ñ âîäîé. Ìàññà âîäû 

"
2,5 *ãm = , íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà

âîäû 
"

5 0Ct = . Êîãäà óñòàíîâèëîñü òåïëîâîå ðàâíîâåñèå,
îêàçàëîñü, ÷òî ìàññà ëüäà óâåëè÷èëàñü íà m = 64 ã. Îïðåäå-
ëèòå íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó ëüäà. Ïîòåðÿìè òåïëà è òåïëî-
åìêîñòüþ êàëîðèìåòðà ïðåíåáðå÷ü.

10. Íàéäèòå òåìïåðàòóðó âîëüôðàìîâîé íèòè ëàìïî÷êè,
åñëè ïðè âêëþ÷åíèè â ñåòü ñ íàïðÿæåíèåì U = 220 Â ïî íèòè
èäåò òîê I = 0,68 À. Ïðè òåìïåðàòóðå 

1 20 0Ct =  ñîïðîòèâ-
ëåíèå íèòè 

1 36 nìR = . Çàâèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ ìåòàë-
ëè÷åñêîãî ïðîâîäíèêà îò òåìïåðàòóðû îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-
æåíèåì ( )0

1R R tα= + , ãäå t – òåìïåðàòóðà ïðîâîäíèêà (â
ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ), α  – òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ñî-
ïðîòèâëåíèÿ, 0R  – ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà ïðè òåìïåðà-
òóðå 0 0 0Ct = . Òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëå-

íèÿ âîëüôðàìà 3 1
4,6 10  ã!=äα - -

= ◊ .
11. Èç òî÷êè A âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñ-

òüþ 0 20 ì “v =  áðîñàþò êàìåíü. Òî÷êà B ðàñïîëîæåíà
íàä òî÷êîé A íà îäíîé âåðòèêàëè ñ íåé. Ïðè ñâîåì äâèæå-
íèè êàìåíü äâàæäû ïðîëåòàåò òî÷êó B: ïðè äâèæåíèè
ââåðõ â ìîìåíò âðåìåíè 1t  è ïðè äâèæåíèè âíèç â ìîìåíò

âðåìåíè 2t  ( )2 1
t t> . Âðåìÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà íà-

÷àëà äâèæåíèÿ. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è
B, åñëè èçâåñòíî, ÷òî 2 12t t= ? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà
ïðåíåáðå÷ü.

12. Êàìåíü ìàññîé M ëåæèò íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè íà ðàññòîÿíèè L îò êðàÿ ïðîïàñòè. Ê êàìíþ ïðèêðåïëåíà
ëåãêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ âåðåâêà, ïåðåêèíóòàÿ ÷åðåç ãëàäêèé
âûñòóï íà êðàþ ïðîïàñòè. Ââåðõ ïî âåðåâêå ëåçåò îáåçüÿíà
ìàññîé m. Ñ êàêèì ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì (îòíîñèòåëüíî
çåìëè) îíà äîëæíà äâèãàòüñÿ, ÷òîáû óñïåòü ïîäíÿòüñÿ ðàíü-
øå, ÷åì íà÷íåò ïàäàòü êàìåíü? Íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå îáåçü-

ÿíû îò âûñòóïà ðàâíî 
LM

H H
m

Ê ˆ
<Á ˜

Ë ¯
. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ

êàìíÿ î ïîâåðõíîñòü ðàâåí μ , ïðè÷åì M mμ < .
13. Êîñìè÷åñêèé àïïàðàò ìàññîé M = 40 êã äâèæåòñÿ ïî

êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì R = 6800 êì âîêðóã Ìàðñà. Â
àïïàðàò ïîïàäàåò è çàñòðåâàåò â íåì ìåòåîðèò, ëåòåâøèé ñî
ñêîðîñòüþ v = 50 êì/ñ ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ
äâèæåíèÿ àïïàðàòà. Ïðè êàêîé ìàññå ìåòåîðèòà îòêëîíåíèå
â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ àïïàðàòà íå ïðåâûñèò óãîë

4
10α -

=  ðàä? Ìàññà Ìàðñà 23

0 6,4 10 *ãM = ◊ . Ãðàâèòàöè-

îííàÿ ïîñòîÿííàÿ ( )11 3 2
6,67 10  ì *ã “G -

= ◊ ◊ .

14. Âîçäóõ ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü ñìåñüþ àçîòà è
êèñëîðîäà. Îïðåäåëèòå, êàêàÿ ìàññà êèñëîðîäà íàõîäèòñÿ â
îáúåìå 3

100 ìV =  âîçäóõà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ. Ìî-
ëÿðíóþ ìàññó âîçäóõà ñ÷èòàòü ðàâíîé 

"
29 ã ì%ëüΜ = .

15. Àòìîñôåðà Âåíåðû ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç óãëå-
êèñëîãî ãàçà. Êàêîé îáúåì äîëæåí èìåòü èññëåäîâàòåëüñêèé
çîíä ìàññîé m = 1000 êã, ÷òîáû ïëàâàòü â íèæíèõ ñëîÿõ
àòìîñôåðû Âåíåðû? Òåìïåðàòóðà óãëåêèñëîãî ãàçà ó ïîâåðõ-
íîñòè ïëàíåòû t = 500 °Ñ, äàâëåíèå ð = 100 àòì. Ñ÷èòàòü, ÷òî
óãëåêèñëûé ãàç âåäåò ñåáÿ â ýòèõ óñëîâèÿõ, êàê èäåàëüíûé
ãàç.

16. Â ñîñóäå îáúåìîì V = 1000 ë íàõîäÿòñÿ âîäà è
íàñûùåííûé âîäÿíîé ïàð ïðè òåìïåðàòóðå 100 °Ñ. Îáùàÿ
ìàññà ïàðà è âîäû Ì = 1 êã. Îïðåäåëèòå ìàññó âîäû â ñîñóäå.

Ïëîòíîñòü âîäû 3

"
1000 *ã ìρ = .

17. Â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè,
çàêðûòîì ñâåðõó ëåãêî ñêîëüçÿùèì ïîðøíåì ìàññîé Ì =
= 15 êã è ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ 2

0,005 ìS = , íàõîäèòñÿ îáúåì
V = 3

3 ì  âîäîðîäà 
2H  ïðè íåêîòîðîé òåìïåðàòóðå. Àòìîñ-

ôåðíîå äàâëåíèå ñîñòàâëÿåò p = 5
10  o= . Êàêîå êîëè÷åñòâî

òåïëîòû ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âòðîå óâåëè÷èòü îáúåì,
çàíèìàåìûé âîäîðîäîì?

18. Òðè îäèíàêîâûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ìàëåíüêèõ øàðèêà
ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé â òî÷êàõ À, Â è Ñ (ðèñ.3), ïðè÷åì

ÀÂ = ÂÑ = r. Çàðÿäû øàðèêîâ ðàâíû Aq q= , 3Bq q= -  è
Cq q=  ñîîòâåòñòâåííî (q > 0). Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ

âåëè÷èíà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà çàðÿä Cq , åñëè øàðèêè ñ
çàðÿäàìè Aq  è Bq  ïðèâåñòè â ñîïðèêîñíîâåíèå è âåðíóòü èõ
â òî÷êè À è Â?

Ðèñ. 3

Íîâûé ïðèåì â øêîëû-èíòåðíàòû
ïðè óíèâåðñèòåòàõ

Ñïåöèàëèçèðîâàííûé ó÷åáíî-íàó÷íûé öåíòð (ñîêðàùåí-
íî – ÑÓÍÖ) ÌÃÓ (øêîëà èìåíè àêàäåìèêà À.Í. Êîëìî-
ãîðîâà), à òàêæå ÑÓÍÖ ÍÃÓ, ÑÓÍÖ ÓðÃÓ è Àêàäåìè÷åñ-
êàÿ ãèìíàçèÿ ïðè ÑÏáÃÓ îáúÿâëÿþò íàáîð ó÷àùèõñÿ â 10
êëàññû (äâóõãîäè÷íîå îáó÷åíèå) íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êîå è õèìèêî-áèîëîãè÷åñêîå îòäåëåíèÿ è â 11 êëàññû (îä-
íîãîäè÷íîå îáó÷åíèå) íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëå-
íèå. Â ðàìêàõ äâóõãîäè÷íîãî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îò-
äåëåíèÿ êðîìå îñíîâíîãî ïðîôèëÿ âûäåëÿåòñÿ êîìïüþ-
òåðíî-èíôîðìàöèîííûé êëàññ. Õèìèêî-áèîëîãè÷åñêîå îò-
äåëåíèå ïðåäñòàâëåíî ñïåöèàëèçàöèÿìè ïî õèìèè è áèî-
ëîãèè.

Çà÷èñëåíèå â øêîëó ïðîâîäèòñÿ íà êîíêóðñíîé îñíîâå.
Ïåðâûé òóð ýêçàìåíîâ – çàî÷íûé ïèñüìåííûé ýêçàìåí ïî
ìàòåìàòèêå è ïî ôèçèêå èëè õèìèè. Óñïåøíî âûäåðæàâøèå
çàî÷íûé ýêçàìåí â àïðåëå – ìàå ïðèãëàøàþòñÿ â îáëàñòíûå
öåíòðû Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà óñòíûå ýêçàìåíû. Îäíàêî
äîïóñêàåòñÿ ó÷àñòèå â î÷íîì òóðå øêîëüíèêîâ, íå ó÷àñòâî-
âàâøèõ â çàî÷íîì òóðå.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî âñòóïèòåëüíîãî
ýêçàìåíà. Ðàáîòà äîëæíà áûòü âûïîëíåíà â îáû÷íîé ó÷åíè-
÷åñêîé òåòðàäè, íà îáëîæêå êîòîðîé óêàçûâàþòñÿ ôàìèëèÿ,
èìÿ, îò÷åñòâî (ïîëíîñòüþ), æåëàåìûé ïðîôèëü îáó÷åíèÿ,
ïîäðîáíûé äîìàøíèé àäðåñ ñ èíäåêñîì, òåëåôîí, ýëåêòðîí-
íûé àäðåñ (åñëè èìååòñÿ), àäðåñ è íîìåð øêîëû, êëàññ.

Ðàáîòó íóæíî îòïðàâèòü ïðîñòîé áàíäåðîëüþ íà èìÿ
Ïðèåìíîé êîìèññèè ïî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ àäðåñîâ (îáÿ-
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çàòåëüíî âëîæèòå êîíâåðò ñ ìàðêîé, çàïîëíåííûé íà âàø
äîìàøíèé àäðåñ ñ èíäåêñîì):

121357 Ìîñêâà, Êðåìåí÷óãñêàÿ óë., 11, ÑÓÍÖ ÌÃÓ
(âíèìàíèå: æèòåëè Ìîñêâû ïðèíèìàþòñÿ â øêîëó áåç ïðå-
äîñòàâëåíèÿ îáùåæèòèÿ, òåëåôîí Ïðèåìíîé êîììèñèè: 445-
11-08, ñàéò: http://www.pms.ru, e-mail: priem@pms.ru);

199034 Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., 7/96,
Àêàäåìè÷åñêàÿ ãèìíàçèÿ;

620137 Åêàòåðèíáóðã, óë. Ãîëîùåêèíà, 30, ÑÓÍÖ ÓðÃÓ;
630090 Íîâîñèáèðñê, óë. Ïèðîãîâà, 11, ÑÓÍÖ ÍÃÓ (Îëèì-

ïèàäíûé êîìèòåò).
Ñðîê îòïðàâêè ðàáîò – íå ïîçäíåå 10 ìàðòà 2006 ãîäà (ïî

ïî÷òîâîìó øòåìïåëþ). Ðàáîòû, âûñëàííûå ïîçæå ýòîãî
ñðîêà, ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò.

Åñëè âû íå ñìîæåòå ðåøèòü âñå çàäà÷è – íå îò÷àèâàéòåñü,
Ïðèåìíàÿ êîìèññèÿ ðàññìîòðèò ðàáîòû ñ ëþáûì ÷èñëîì
ðåøåííûõ çàäà÷.

Âñòóïèòåëüíûå ýêçàìåíû âòîðîãî, î÷íîãî òóðà áóäóò ïðî-
âîäèòüñÿ ñ 20 ìàðòà ïî 20 ìàÿ ïî ðåãèîíàì.

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå çàî÷íîãî òóðà

Ìàòåìàòèêà

Для поступающих в 10 класс

1. Íàéäèòå âñå òðåõçíà÷íûå ÷èñëà, êîòîðûå â 17 ðàç
áîëüøå ñóììû ñâîèõ öèôð.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 1x y y x xy- + - = .

3. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíà âûñîòà AD. Èç òî÷êè D
îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû DM è DN íà ïðÿìûå ÀÂ è ÀÑ.
Íàéäèòå AD, åñëè MN = a, à A α– = .

4. ×åëîâåê îáû÷íî ïðèåçæàë íà ñòàíöèþ îäíèì è òåì æå
ïîåçäîì. Ê ýòîìó âðåìåíè çà íèì ïðèõîäèëà ìàøèíà è
îòâîçèëà åãî äîìîé. Îäíàæäû îí ïðèåõàë íà 1 ÷àñ ðàíüøå,
ïîøåë ïåøêîì, âñòðåòèë ïî äîðîãå ìàøèíó è âåðíóëñÿ äîìîé
íà 20 ìèíóò ðàíüøå îáû÷íîãî. Ñêîëüêî âðåìåíè îí øåë
ïåøêîì?

5. Ìîæíî ëè îòìåòèòü íà ïëîñêîñòè 225 òî÷åê òàê, ÷òîáû
ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè áûëî íå áîëüøå 21, à
ìèíèìàëüíîå – íå ìåíüøå 3?

Для поступающих в 11 класс

1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 2 2

2 3

2 0,

2 4 3 0.

x y x y

x x y

Ï - + =Ô
Ì

- + + =ÔÓ

2. Íà ñòîðîíå ÂÑ ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòà òî÷êà Ð,
à íà ñòîðîíå CD – òî÷êà Q. Îòðåçêè ÀÐ è BQ ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå Ì. Ïðÿìàÿ DM ïåðåñåêàåò ÂÑ â òî÷êå N. Íàéäèòå
BN

NC
, åñëè ÑÐ = 2BP, 

1

3
CQ QD= .

3. Ïóñòü 1α >  – êîðåíü óðàâíåíèÿ 3
1 0α α- - = . Âû÷èñ-

ëèòå
3 32 2
3 4 3 4 2α α α α- + + + .

4. Íàéäèòå ïëîùàäü âûïóêëîãî ðàâíîñòîðîííåãî ïÿòè-
óãîëüíèêà ABCDE, åñëè ÀÂ = à, 2BCD ACE– = – , BE = b.

5. Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ ïîñòóïàþùèõ â 10 êëàññ.

Ôèçèêà

(ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå)

Для поступающих в 10 класс

1. ×àñòèöà äâèæåòñÿ ïî îñè õ èç íà÷àëà êîîðäèíàò ñ
ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè τ .

Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. ×åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè
τ  óñêîðåíèå èçìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, è ÷àñòèöà
ïðîõîäèò íà÷àëî êîîðäèíàò ñî ñêîðîñòüþ 2xv u= - . Íàéäèòå
ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå mx , íà êîòîðîå ÷àñòèöà ñìåñòè-
ëàñü îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

2. Íà âûñîòå h ÷àñòèöå ïðèäàëè ãîðèçîíòàëüíî íàïðàâ-
ëåííóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v . Ïðè îòñêîêå îò ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè îòíîøåíèå âåëè÷èíû âåðòèêàëüíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïîñëå îòñêîêà ê âåëè÷èíå âåðòèêàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè äî îòñêîêà ðàâíî k. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå s îò ïëîñêîñòè áðîñàíèÿ äî òî÷êè âòîðîãî îò-
ñêîêà.

3. Êîðîáêà ìàññîé 1m  ñ ãëàäêèì äíîì, â êîòîðîé íàõîäèò-
ñÿ ãðóç ìàññîé 2m , ñêîëüçèò ïî ãëàäêîé íàêëîííîé ïëîñêî-
ñòè, îáðàçóþùåé óãîë α  ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ.
Íàéäèòå ìîäóëü F ñèëû äàâëåíèÿ ãðóçà íà ïåðåäíþþ ñòåíêó
êîðîáêè.

4. Áðóñîê, íà êîòîðûé äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè F = 5 Í,
ïðèæèìàþò ê ñòåíå ñèëîé 1 12 HF = , íàïðàâëåííîé ãîðèçîí-
òàëüíî. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ñòåíêîé è áðóñêîì

0,5μ = . Íàéäèòå âåëè÷èíó R ñèëû ðåàêöèè, äåéñòâóþùåé
íà áðóñîê ñî ñòîðîíû ñòåíêè.

5. Â ãëóáîêîì àêâàðèóìå ïëàâàåò öèëèíäð âûñîòîé Í.
Ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ öèëèíäðà 0,8 H =¢ Í. Â àêâàðèóì
äîëèâàþò æèäêîñòü, âñïëûâàþùóþ â âîäå. Êîãäà ñëîé
æèäêîñòè äîõîäèò äî òîðöà öèëèíäðà, òîëùèíà ñëîÿ íà
ïîâåðõíîñòè âîäû äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ b = 0,5 Í. Íàéäèòå
ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ .

Для поступающих в 11 класс

1. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ëåæèò ÷àñòèöà
ìàññîé m. Íà íåå íàëåòàåò ÷àñòèöà ìàññîé m ñ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèé K. Ïîñëå íåóïðóãîãî íåöåíòðàëüíîãî ñîóäàðåíèÿ
âåëè÷èíû ñêîðîñòåé ÷àñòèö îäèíàêîâû, à óãîë ìåæäó ñêîðî-
ñòÿìè 3α π= . Íàéäèòå ïðèðàùåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè
÷àñòèö UΔ .

2. Îäèíàêîâûå ìàññû âîäîðîäà è ãåëèÿ íàõîäÿòñÿ â ñîñóäå
îáúåìîì 1V , êîòîðûé îòäåëåí îò ïóñòîãî ñîñóäà îáúåìîì 2V

ïîëóïðîíèöàåìîé ïåðåãîðîäêîé, ïðîïóñêàþùåé òîëüêî ìî-
ëåêóëû âîäîðîäà. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàâëå-
íèå â ïåðâîì ñîñóäå óìåíüøèëîñü â äâà ðàçà. Íàéäèòå
îòíîøåíèå 2 1V V .

3. Â òåïëîâîé ìàøèíå Êàðíî, ñîâåðøàþùåé ðàáîòó A¢ ,
èçîòåðìè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïðîèñõîäèò ïðè òåìïåðàòóðå

2T , à èçîòåðìè÷åñêîå ñæàòèå – ïðè òåìïåðàòóðå 1T . Íàé-
äèòå ðàáîòó 

*
A¢ , ñîâåðøàåìóþ ìàøèíîé ïðè èçìåíåíèè

òåìïåðàòóðû íàãðåâàòåëÿ 
2 2*

T TÆ  è õîëîäèëüíèêà
1 1*T TÆ .
4. Íà êîíöàõ ãëàäêîé íåïðîâîäÿùåé òðóáêè äëèíîé 2s

çàêðåïëåíû ïîëîæèòåëüíûå çàðÿäû îäèíàêîâîé âåëè÷èíû
Q.  Íà ðàññòîÿíèè b
(b > s) îò ñåðåäèíû òðóá-
êè ïîìåùàþò çàðÿä q > 0
ìàññîé m. Íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü çàðÿäà ðàâíà íóëþ.
Íàéäèòå âåëè÷èíó ñêîðî-
ñòè ýòîãî çàðÿäà 1v  â ìî-
ìåíò ïðîõîæäåíèÿ çàðÿ-
äà ÷åðåç ñåðåäèíó òðóá-
êè.

5. Â ñõåìå íà ðèñóíêå
ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðîâ

1R , 2R , 3R  îäèíàêîâû.
Ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ðàâíû 

a b Uϕ ϕ- = , 110 BU = ,

2a m Uϕ ϕ- = , 
2 60 BU = . Íàéäèòå íàïðÿæåíèå 

4 a nU ϕ ϕ= -

íà ðåçèñòîðå 4R .
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ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. с.23)

1. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ äàòû
«1 ÿíâàðÿ» ïî äíÿì íåäåëè â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà ãîäà.
Çäåñü ïðèâîäèòñÿ öèêë èç 7 4 28¥ =  ëåò, ïî ïðîøåñòâèè êî-
òîðûõ ñèòóàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ, òàê ÷òî äàííóþ äèàãðàììó ìîæ-

Ðèñ. 1

íî ïðîäóáëèðîâàòü âëåâî è âïðàâî íà èíòåðâàëû âðåìåíè,
êðàòíûå 28 ãîäàì, âïëîòü äî 2099 ãîäà âïåðåä è äî 1901 ãîäà
íàçàä (ãîäû 1900 è 2100 ïî ãðèãîðèàíñêîìó êàëåíäàðþ âèñî-
êîñíûìè íå ÿâëÿþòñÿ).
Èç ýòîé äèàãðàììû ñëåäóåò, ÷òî â 2006 ãîäó ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü êàëåíäàðè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ãîäîâ 1995, 1989, 1978
(îòâåò ê çàäà÷å), à òàêæå 1967, 1961 è ò.ä.
Íåáåçûíòåðåñíûé ôàêò: ñóùåñòâóåò âñåãî 14 êàëåíäàðåé òà-
êèõ, ÷òî â ëþáîé ãîä ãðèãîðèàíñêîãî ëåòîèñ÷èñëåíèÿ îäíèì
èç íèõ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ â òå÷åíèå âñåãî ãîäà.
2. Âûèãðûâàåò Ñíåãóðî÷êà, ñòèðàÿ ñâîèì õîäîì îäíó áóêâó
Î. Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ ïî îäíîé áóêâå Ñ, Í, Â, Û, Ã è Ä,
à òàêæå ïî ïàðå áóêâ Î è Ì. Êàê âèäèì, íà äîñêå èìååòñÿ
÷åòíîå ÷èñëî îòäåëüíûõ áóêâ (6) è ÷åòíîå ÷èñëî ïàð áóêâ
(2). Äåä Ìîðîç ñâîèì õîäîì íåïðåìåííî íàðóøèò ýòó ÷åò-
íîñòü, íî Ñíåãóðî÷êà îòâåòíûì õîäîì âñåãäà ìîæåò åå âîññòà-
íîâèòü. Â ñàìîì äåëå, åñëè Äåä Ìîðîç ñòåð îäèíî÷íóþ áóê-
âó, òî Ñíåãóðî÷êà ñòèðàåò äðóãóþ îäèíî÷íóþ áóêâó. Åñëè
Äåä Ìîðîç ñòåð îäíó áóêâó èç ïàðû, Ñíåãóðî÷êà ñòèðàåò
îäíó áóêâó èç äðóãîé ïàðû. Åñëè æå Äåä Ìîðîç ñòåð öåëóþ
ïàðó áóêâ, Ñíåãóðî÷êà ñòèðàåò äðóãóþ ïàðó áóêâ – è ñíîâà
÷åòíîñòü âîññòàíîâëåíà.

Õèìèÿ

(õèìèêî-áèîëîãè÷åñêîå îòäåëåíèå)

1. Äâà ãðàììà êàëüöèÿ ñîæãëè â èçáûòêå êèñëîðîäà,
ïðîäóêò ñãîðàíèÿ ïîìåñòèëè â âîäó è ïðîïóñòèëè â ïîëó÷åí-
íóþ âçâåñü îêñèä ñåðû (IV) äî ïðåêðàùåíèÿ ïîãëîùåíèÿ
ãàçà. Îïðåäåëèòå ñîñòàâ è ìàññó îáðàçîâàâøåéñÿ ñîëè.

Êàêîé îáúåì îêñèäà ñåðû (IV) (ïðè í.ó.) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí èç äàííîé ñîëè ïðè îáðàáîòêå åå ñåðíîé êèñëîòîé?

2. Â ëàáîðàòîðèè åñòü ñìåñü êàðáîíàòîâ ñòðîíöèÿ è áàðèÿ.
Êàê õèìè÷åñêèì ñïîñîáîì îïðåäåëèòü ìàññîâóþ äîëþ êàæ-
äîãî èç êàðáîíàòîâ â ñìåñè, åñëè åñòü øèðîêèé âûáîð
õèìè÷åñêîé ïîñóäû, âåñû, íî èç ðåàêòèâîâ èìååòñÿ òîëüêî
20%-ÿ ñîëÿíàÿ êèñëîòà? Îïèøèòå õîä àíàëèçà è âû÷èñëåíèÿ.

íèå ñîïðîòèâëåíèé âòîðîãî ïðîâîäà ê ïåðâîìó:
1) 0,5; 2) 2;     3) 18?
12. Çàðÿä 0,002 Êë äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì

ïîëå ñî ñêîðîñòüþ 50 ì/ñ ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ìàãíèò-
íîé èíäóêöèè, ðàâíîé 40 Òë. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä,
ðàâíà:

1) 0,0016 Í; 2) 0,0025 Í;         3) 4 Í.
13. Ïðåäìåò, ðàñïîëîæåííûé ïåðåä ïëîñêèì çåðêàëîì,

îòîäâèíóëè îò íåãî íà 4 ñì. Êàê èçìåíèëîñü ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðåäìåòîì è åãî èçîáðàæåíèåì:

1) óâåëè÷èëîñü íà 4 ñì; 2) óìåíüøèëîñü íà 4 ñì;
3) óâåëè÷èëîñü íà 8 ñì?

14. ×åìó ðàâíà äëèíà çâóêîâîé âîëíû ïðè ÷àñòîòå 200 Ãö,
åñëè ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû 340 ì/ñ:

1) 0,59 ì; 2) 1,7 ì;         3) 68 êì?
15. Ïðîèçîøëà ñëåäóþùàÿ ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ:

27 4 1

13 2 1Al He H Si
A

Z+ Æ + .

×åìó ðàâíû çàðÿäîâîå (Z) è ìàññîâîå (A) ÷èñëà êðåìíèÿ:

1) Z = 14, A = 30; 2) Z = 16, A = 32; 3) Z = 12, A = 24?

×àñòü 2. Ðåøèòå çàäà÷è
16. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå âñïûøêè ÷åëîâåê óñëûøèò

çâóê âçðûâà, ïðîèçâåäåííîãî íà ðàññòîÿíèè 483 ì, åñëè âåòåð
íàïðàâëåí â ñòîðîíó âçðûâà? Ñêîðîñòü âåòðà 8 ì/ñ, ñêî-
ðîñòü çâóêà 330 ì/ñ.

17. Áðóñ ìàññîé 200 êã äâèæåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîìó

ó÷àñòêó ïóòè ñ óñêîðåíèåì 2
1 ì “  ïîä äåéñòâèåì ñèëû

400 Í, íàïðàâëåííîé ãîðèçîíòàëüíî. Îïðåäåëèòå êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ.

18. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû íåîáõîäèìî äëÿ íàãðåâàíèÿ
0,1 êã âîäû îò òåìïåðàòóðû 273 Ê äî êèïåíèÿ è åå ïîñëåäó-
þùåãî ïîëíîãî èñïàðåíèÿ? Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû

( )4200 d› *ã j◊ , óäåëüíàÿ òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ
6

2,1 10  d› *ã◊ .
19. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïëîñêîãî êîíäåí-

ñàòîðà 4
4 10◊ Â/ì. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñà-

òîðà 0,005 ì, çàðÿä íà îáêëàäêàõ 0,03 Êë. ×åìó ðàâíà
åìêîñòü êîíäåíñàòîðà?

20. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ èìåþò
âûðâàííûå èç ëèòèÿ ýëåêòðîíû ïðè îáëó÷åíèè ñâåòîì ñ
÷àñòîòîé 15

10  cö ? Ðàáîòà âûõîäà ýëåêòðîíà -19
3,8 10  d›◊ .

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Å.Äåçà, Ñ.Æäàíîâ, Á.Êóêóøêèí, Å.Ïåòðîâà

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 41)
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1. 19$. 2. 14 øàðîâ.
3. Íå ìîãóò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÀÍ – âûñîòà, CG – ìåäèàíà, ÂK – áèññåê-
òðèñà òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè÷åì îòðåçêè ÀÍ, CG è ÂK, ïå-
ðåñåêàÿñü, îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê DEF (ðèñ.5).
Ïîñêîëüêó 60EFD BFH– = ∞ = –  è AH BC^ , òî

30FBC FBA– = – = ∞ , 60ABC– = ∞ . Â òðåóãîëüíèêå EGB

60BEG– = ∞ , 30GBE– = ∞ , ïîòîìó 90EGB– = ∞ , CG AB^ .
Òàê êàê CG – ìåäèàíà è âûñîòà â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ, òî òðå-
óãîëüíèê ÀÂÑ ðàâíîáåäðåííûé, 60A B– = – = ∞ , íî òîãäà è

60C– = ∞ , ò.å. òðåóãîëüíèê ABC ïðàâèëüíûé. Îäíàêî â ïðà-
âèëüíîì òðåóãîëüíèêå âñå çàìå÷àòåëüíûå îòðåçêè (ìåäèàíû,

Òàê êàê ñ êàæäûì õîäîì
÷èñëî áóêâ óìåíüøàåòñÿ, òî
èãðà êîãäà-òî çàêîí÷èòñÿ. À
ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî 0 îò-
äåëüíûõ áóêâ è ïàð áóêâ, òî
îíî ìîæåò âîçíèêíóòü òîëü-
êî ïîñëå õîäà Ñíåãóðî÷êè.
Ïîýòîìó îíà è ïîáåäèò ïðè
ëþáîé èãðå Äåäà Ìîðîçà.
3. Ïðîäîëæèì ñòîðîíû ÀÂ

è CD äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå Ð (ðèñ.2). Òðåóãîëüíèê APD –

ðàâíîñòîðîííèé. Îòñþäà BPD CDAΔ Δ= , BP = CD. Íî AB +

+ BP = AP = AD, ïîýòîìó
AB + CD = AD.
4. Òàêîé ìàðøðóò ×åëîâåêà
Ðàññåÿííîãî ñ óëèöû Áàññåé-
íîé âîçìîæåí (ñì., íàïðèìåð,
ðèñ.3).
5. Èíñïåêòîð ìîæåò ãàðàíòè-
ðîâàííî îïðåäåëèòü ôàëüøè-
âîìîíåò÷èêà, çàäàâ 3 âîïðîñà.
Âíà÷àëå, îïðîñèâ ëþáóþ ãðóï-
ïó èç ÷åòûðåõ ÷åëîâåê, èíñ-
ïåêòîð óçíàåò, â ýòîé èëè â
äðóãîé ãðóïïå íàõîäèòñÿ ïðå-
ñòóïíèê. (Ãðóïïà, ãäå èìååòñÿ

ïðåñòóïíèê, íà âîïðîñ èíñïåêòîðà îòâå÷àåò «äà», â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå – «íåò».) Àíàëîãè÷íî, âòîðîé âîïðîñ ïîçâîëÿåò
èç ãðóïïû ÷åòûðåõ ïîäîçðåâàåìûõ âûäåëèòü ãðóïïó èç äâóõ
ïîäîçðåâàåìûõ, ñêàæåì Ì è Ð. Òðåòèé âîïðîñ èíñïåêòîð çà-
äàåò ãðóïïå èç äâóõ ëèö Õ è Ì, ãäå Õ íàõîäèòñÿ âíå ïîäî-
çðåíèÿ (Õ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùèõ îïðî-
ñîâ). Îòâåò «äà» íà òðåòèé âîïðîñ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî

ïðåñòóïíèêîì ÿâëÿåòñÿ Ì,
à îòâåò «íåò» – ÷òî ïðå-
ñòóïíèêîì ÿâëÿåòñÿ Ð.
 Äîêàæåì, ÷òî çà äâà âîï-
ðîñà èíñïåêòîð íå ñìîæåò
ãàðàíòèðîâàííî îïðåäå-
ëèòü ïðåñòóïíèêà. Ïóñòü,
çàäàâàÿ ïåðâûé âîïðîñ,
èíñïåêòîð âûäåëÿåò ïîä-
ìíîæåñòâî À, à çàäàâàÿ

âòîðîé âîïðîñ – ïîäìíîæåñòâî Â èç ìíîæåñòâà 8 ïîäîçðåâàå-
ìûõ. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ïîäîçðåâàåìûõ ðàçáèâàåòñÿ íà ÷å-
òûðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà (ðèñ.4):

      , , ,A B A B A B A B« « « « .

Â îäíîì èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ îêàæåòñÿ íå ìåíåå 2 ÷åëîâåê, î
êîòîðûõ íåëüçÿ ñêàçàòü íè÷åãî îïðåäåëåííîãî.

Çàäà÷è

(см. «Квант» №5)

Ðèñ. 2

Ðèñ. 4

Ðèñ. 3

ÊÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»

Çàäà÷à Ñèëüâåñòðà. Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå:
åñëè n òî÷åê 1 2, , , nP P P…  ïëîñêîñòè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-
ìîé, òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ â òî÷íîñòè ÷åðåç äâå
èç ýòèõ òî÷åê.
Ðàññìîòðèì ïàðû, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê iP  è ïðÿìûõ j kP P ,
ïðè÷åì â êàæäîé òàêîé ïàðå ïðÿìàÿ j kP P  íå ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó iP . Òàê êàê óêàçàííûõ ïàð êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, òî

îíè æå áèññåêòðèñû, îíè æå âûñîòû) ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå è íå ìîãóò îáðàçîâàòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.
Ê òàêîìó æå ïðîòèâîðå÷èþ ìîæíî ïðèéòè è â òîì ñëó÷àå,
åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûñîòà ÀÍ, ìåäèàíà CG è áèññåêòðè-
ñà ÂK îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê DEF, ïîêàçàííûé
íà ðèñóíêå 6 (ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).
4. Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ: íåëüçÿ.
Â ñàìîì äåëå, åñëè èç ÷èñëà, ñîäåðæàùåãî ïî îäíîìó ðàçó
öèôðû îò 1 äî 9, âû÷åðêíóòü ïÿòåðêó, òî â ÷èñëå íå îñòàíåò-
ñÿ íè îäíîé ïÿòåðêè è íè îäíîãî íóëÿ (íóëåé-òî âîîáùå íå
áûëî). Ïîýòîìó ýòî ÷èñëî íå áóäåò äåëèòüñÿ íà 5.
Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ: ìîæíî.
Óêàæåì, êàê òàêîå ÷èñëî íàéòè. Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî âûøå
ÿñíî, ÷òî ÷èñëî äîëæíî îêàí÷èâàòüñÿ íóëåì. Ýòî ñíèìàåò
ïðîáëåìû ñ äåëèìîñòüþ êàê íà 5, òàê è íà 2. Ïðàâäà, ÷òîáû
÷èñëî äåëèëîñü íà 4, íàäî, ÷òîáû ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà áûëà
÷åòíàÿ. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë, ÷òîáû ÷èñëî îêàí÷èâàëîñü
öèôðàìè ...20. Â ýòîì ñëó÷àå âñå áóäåò â ïîðÿäêå è ñ äåëèìî-
ñòüþ íà 4. À äëÿ äåëèìîñòè íà 8 äîáàâèì åùå è åäèíèöó.
Èòàê, åñëè ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ öèôðàìè ...120, òî âñå áóäåò â
ïîðÿäêå ñ äåëèìîñòüþ íà 2, 4, 5 è 8.
À òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñóììà âñåõ öèôð ÷èñëà ðàâíà 1 + 2 +...
... + 9 = 45, è åñëè èç íåå âû÷åñòü 3, òî îíà áóäåò äåëèòüñÿ íà
3, åñëè æå âû÷åñòü 9 – òî íà 9. Ïîýòîìó âîïðîñû ñ äåëèìîñ-
òüþ íà 3 è íà 9 ðåøåíû, ïî ñóòè, àâòîìàòè÷åñêè – ò.å. êàê áû
íè áûëè ðàññòàâëåíû öèôðû, ïðè âû÷åðêèâàíèè òðîéêè âñå
ðàâíî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 3 (à ïðè âû÷åðêèâàíèè
äåâÿòêè – äåëÿùååñÿ íà 9). Ïîñêîëüêó æå ÷èñëî, îêàí÷èâàþ-
ùååñÿ öèôðàìè ...120, ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ øåñòåðêè îñòàíåò-
ñÿ ÷åòíûì è ñóììà öèôð åãî, î÷åâèäíî, áóäåò äåëèòüñÿ íà 3,
òî è ñ äåëèìîñòüþ íà 6 òîæå âîïðîñ ðåøåí.
×òî æå îñòàëîñü? Òîëüêî ñåìåðêà. Çäåñü óæå íè÷åãî íå ïðè-
äóìàåøü, êðîìå ïîäáîðà. Ïîñëå íåñêîëüêèõ ïîïûòîê íåòðóä-
íî âûÿñíèòü, ÷òî, íàïðèìåð, ÷èñëî 345689120 äåëèòñÿ íà 7,
ïîýòîìó èñêîìûì ìîæåò áûòü ÷èñëî 3456789120.
5. Ïîñêîëüêó ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1001 2 3 100 0m m m m- + - + - + + - =… ,
ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íàáîðà { 1 21, 2,m m- -

}3 1003, , 100m m- -…  ðàâíà ñóììå ìîäóëåé îòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë. Ðàñïîëàãàÿ ãèðüêè ñ ïåðâîé ñóììîé ìàññ íà îäíîé
÷àøêå âåñîâ, à ñî âòîðîé ñóììîé ìàññ – íà äðóãîé, ïîëó÷èì
ðàâíîâåñèå.

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6
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×ÈÑËÀ ÏÈÇÎ

1. Ñóùåñòâóåò, è öèôðû ýòè – äåâÿòêè ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n.
2. Ñóùåñòâóåò. Ýòè öèôðû – äåâÿòêè, åñëè n – ÷åòíî, è íóëè,
åñëè n – íå÷åòíî.

3. Óêàçàíèå. Îöåíèòå ÷èñëî 

5

1 5

2

Ê ˆ-
Á ˜Ë ¯

.

5. Ó 2000α  – äåâÿòêè, ó 2001α  – íóëè.

7. Óêàçàíèå. Ïóñòü ( ) 1
0 1

k k

kp x a x a x a-= + + +… ,

( ) 1

0 1

l l
lq x b x b x b…

-= + + + . Äîïóñòèì, ÷òî ð – ëþáîå ïðîñòîå

÷èñëî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà

( ) ( )f x p x= ( )q x  íàéäåòñÿ êîýôôèöèåíò, íå äåëÿùèéñÿ íà ð.
Ïóñòü a

0 1,..., sa
-

 äåëÿòñÿ íà ð, à sa  – íå äåëèòñÿ. Àíàëîãè÷-
íî, ïóñòü tb  – íå äåëèòñÿ íà ð, à 

1, ,t lb b…
+

 – äåëÿòñÿ. Äîêà-
æèòå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè s tx +  â ìíîãî÷ëåíå ( )f x  íå äå-
ëèòñÿ íà ð.
8. Ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.

ÖÅÍÒÐÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

1. 22 “ì
2

F
h h

h F
= =¢

-
; 0,2 “ì “

h
v v

h

¢
= =¢ .

2. l = 5F = 50 ñì; 10 5 “ì “v Fω= = .

3. 2 12 “ìF = . 4. 0

min

0

3,5 äC2!
l d

D
ld

-
= = .

ÈÙÅÌ «ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÉ» ÝÊÑÒÐÅÌÓÌ

1. 5. 2. 5.  3. 3.

ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÔÈÇÈÊÎ-ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÉ
ÈÍÑÒÈÒÓÒ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. ( )1; 1 , 
1
; 2

2

Ê ˆ- -Á ˜Ë ¯
. Óêàçàíèå. Âûïîëíèâ çàìåíó

2u x y= - , v = xy, ïîëó÷èòå èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí-

ñòâî 
2

1 1 0
u v

v u

Ê ˆ Ê ˆ- - =Á ˜Á ˜ Ë ¯Ë ¯
, ò.å. ëèáî u = v, ëèáî 2u v= .

2. 
5 5 3 3 3 3

; ; ; ; 3
2 2 2 2 2 2

∪ ∪ ∪
Ê ˘ È ˆÊ ˆ Ê ˆ-• - - - ˙ ÍÁ ˜ Á ˜Á ˜Ë ¯ Ë ¯Ë ¯˚ Î

. Óêàçàíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç à ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Òàê êàê

Ðèñ. 7

äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òàêàÿ
ïàðà, ñêàæåì 1P , 2 3P P

(ðèñ.7), äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿ-
íèå 1PQ  îò òî÷êè 1P  äî ïðÿ-
ìîé íàèìåíüøåå (èëè îäíî èç
íàèìåíüøèõ). Ïîêàæåì, ÷òî
ïðÿìàÿ 2 3P P  íå ñîäåðæàò
äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ïóñòü ýòà ïðÿìàÿ ñîäåðæèò
òàêæå òî÷êó Ð

4
. Òîãäà ïî

êðàéíåé ìåðå äâå èç òðåõ òî÷åê 2 3 4, ,P P P  ëåæàò ïî îäíó ñòî-
ðîíó îò ïåðïåíäèêóëÿðà 1PQ  (èëè, âîçìîæíî, îäíà èç ýòèõ
òî÷åê ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Q). Ïóñòü òî÷êè îáîçíà÷åíû òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ýòè äâå òî÷êè – 2P  è 3P , ïðè÷åì òî÷êà 2P  ðàñ-
ïîëîæåíà áëèæå ê òî÷êå Q, ÷åì 3P  (èëè ñîâïàäàåò ñ Q). Òîã-
äà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè 2P  äî ïðÿìîé 3 1P P  ìåíüøå ÷åì 

1PQ ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ìèíèìàëüíîñòè ðàññòîÿíèÿ

1PQ .

( )2 3 2 1
4 1 4

4 4

x
x x x x

Ê ˆ- + - = + -Á ˜Ë ¯
, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåí-

ñòâà ðàâíà 
( )2 1

2

a +
 è íåðàâåíñòâî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

( )
2

1
0

2

a -
< , ò.å. 1a π . Íî òîãäà èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ýêâè-

âàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ

( )
2

4

1
0 log 1

4x
x

-

Ê ˆ£ + <Á ˜Ë ¯
 è ( )

2
4

1
log 1

4x
x

-

Ê ˆ+ >Á ˜Ë ¯
.

3. 
24

arcsin 2
25

nπ+ , n ∈Z . Óêàçàíèå. Ïóñòü 
7

arcsin
25

α = .

Òîãäà ( )24 sin 7cos 25sin 25x x x α+ = + £  äëÿ âñåõ õ, ïðè÷åì

ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè 
5

arcsin 2
13

x nπ= + . Äàëåå,

75 28 cos 25cos2x x+ - =

= 2
100 28cos 50 cosx x+ - £

98 2598
100

25 25
+ =

äëÿ âñåõ õ, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè 
7

cos
25

x = .

Òàê êàê 75 28 cos 25cos2 0x x+ - >  ïðè âñåõ õ, òî èñõîäíîå
óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

24sin 7cos 25x x+ =  è 
2598

75 28 cos 25cos2
25

x x+ - = .

4. 90∞ ; 16; 
73

2
. Óêàçàíèå. Ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷-

êå À è êîýôôèöèåíòîì 
1 1k B C BC=  òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ïåðåé-

äåò â òðåóãîëüíèê 1 1ABC , îêðóæíîñòü Ω  ïåðåéäåò â îêðóæ-
íîñòü 1ω , îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà 

1 1ABC  è êàñàþùó-
þñÿ Ω  â òî÷êå À. Îêðóæíîñòü 2ω , ñèììåòðè÷íàÿ 1ω  îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé 1 1B C , ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè 1B  è 

1C  è êàñàåò-
ñÿ Ω  â òî÷êå 1A , ñèììåòðè÷íîé À îòíîñèòåëüíî 1 1BC . Ñëå-
äîâàòåëüíî, 2ω  ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ ω , à A = K. Ïðè
ýòîì îòðåçêè AK è 1 1B C  ïåðïåíäèêóëÿðíû, à òî÷êà èõ ïåðå-
ñå÷åíèÿ äåëèò AK ïîïîëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, âûñîòà Í òðå-
óãîëüíèêà ÀÂÑ, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû À, óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ 
1 1

2 8

5 5

H BC

BC
= = , ò.å. Í = 4. Îòñþäà

1
8 4 16

2
S = ◊ ◊ = , 

9 73
16

4 2
R = + = .

5. 
2

3 3
a = ; 

1

3
x = . Óêàçàíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñèñ-

òåìà
3,

,

y x

x y a

Ï =Ô
Ì

= +ÔÓ
äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â
ñëó÷àå êàñàíèÿ ïðÿìîé 

0y x a= -  è ãðàôèêà ôóíêöèè
3y x=  â íåêîòîðîé òî÷êå 0 0x > . Óñëîâèÿ êàñàíèÿ çàïèøóò-

ñÿ â âèäå 3

0 0 0x x a= -  è 2

03 1x = . Îòñþäà 0

1

3
x a=  è 0a =

1

3
=

1 2
1

3 3 3

Ê ˆ- =Á ˜Ë ¯
.

6. 1; 
13

2arcsin
22

; 
65

4
. Òàê êàê OB = OD, òî ïðÿìàÿ BD

ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà. Ïðîäîëæèì OD äî
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ îñíîâàíèÿ êîíóñà â òî÷êå D¢ . Èç
ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ OAD¢  è OBD ïîëó÷àåì

2 2 2AD BD AC= = =¢ . Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ACD¢

ðàâíîáåäðåííûé,  
1

sin
2 2

AD
ACD

r

¢
– = =¢ , sin 1CAD– =¢ .

Òàê êàê CAD– ¢  – óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ðåáðàìè
ÀÑ è BD, òî îáúåì ïèðàìèäû ABCD ðàâåí

1
sin 1

6 2

h
V AC BD CAD= ◊ ◊ ◊ ◊ – =¢ .
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Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû èç Ñ è D¢  íà ÎÀ. Èç ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî áèññåêòîðíîé ïëîñêîñòè äâóãðàííîãî óãëà ïðè
ÀÂ ïîëó÷àåì, ÷òî ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå
P OAŒ . Èñêîìûé äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå ÀÂ îáîçíà÷èì

CPDα = – ¢ . Íàõîäèì 
2

cos
2 13

AC
OAC

OA
– = = ,

22
sin 2

13
CP AC OAC= ◊ – = , 2 4CD r= =¢ . Òîãäà

13
sin

2 2 22

CD

CP

α ¢
= = . Îòñþäà 

13 2
2arcsin arccos

22 11
α Ê ˆ= = -Á ˜Ë ¯

.

Ïóñòü O¢  – ïðîåêöèÿ Î íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ êîíóñà. Ðàñ-
ñìîòðèì äâå ïëîñêîñòè: îäíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ÀÑ è ïðîõî-
äèò ÷åðåç ñåðåäèíó ÀÑ, äðóãàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà BD è ïðîõî-
äèò ÷åðåç ñåðåäèíó BD. Öåíòð S îïèñàííîé îêîëî ABCD ñôå-
ðû ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ýòèõ ïëîñêîñòåé, ò.å. ïðÿìîé

OO¢ . Ïóñòü Ò – ñåðåäèíà ÀÂ. Òîãäà TS ⊥ ÀÂ è 
OT OO

OS OA

¢
= .

Îòñþäà

( )

2

OA OA OBOA OT
OS

OO OO

+◊
= = =

¢ ¢
( )13 13 13 2 13

6 4

+
= ,

 
1

4
SO OO OS= - =¢ ¢ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ ñôåðû

2 2 1 65
4

16 4
R AS AO SO= = + = + =¢ ¢ .

Âàðèàíò 2

1. ( )2; 1± . Óêàçàíèå. Ïîëó÷èòå èç ñèñòåìû, ÷òî 2 22y x= ,

òîãäà 2

2

2
8 6y y

y
- = , ò.å. 

3

1
4 3 0y

y
- - = , à çàòåì ðåøèòå ïî-

ëó÷åííîå óðàâíåíèå.

2. 
1

arccos 1 2
2

nπÊ ˆ± - +Á ˜Ë ¯
, n∈Z . Óêàçàíèå. Ïðåîáðàçóéòå

ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ê âèäó 

3
sin sin

2 2
cos cos 2

x x

x x
. Ñëåäîâàòåëüíî,

cos cos 2 1 2 2

2cos cos 2 2 cos 2

x x

x x x

- +
= , ò.å. 2

cos 2cosx x- + 1 ( )1 2 2 cos x= + .

3. 
1 9 51 5 77

; 1;
16 16 32

∪
È ˘+Ê ˘
Í ˙Á ˙Ë ˚ Î ˚

. Óêàçàíèå. Ïðè 
1

0;
16

x
È ˆŒ ˜Í ¯Î

 ðå-

øåíèé íåò. Ïðè 
1

16
x >  íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî äâîéíîìó

íåðàâåíñòâó 0 ≤
2

3
14

55 1
64 4

x

x x

-
£
Ê ˆ- -Á ˜Ë ¯

.

4. 10; 7 2 . Ïóñòü òî÷êà 1O  – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé

îêîëî ABDΔ , òî÷êà 2O  – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêî-
ëî ABCΔ , Î – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàì-
ìà ABCD. Òî÷êè 

1O  è 
2O  ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêó-

ëÿðå ê ÀÂ. Ïóñòü Í – ñåðåäèíà ÀÂ. Åñëè 
1O  è 2O  ëåæèò ïî

ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé ÀÂ, òî 
1 2 10HO HO+ =  è

2 2

1 229 169HO HO- = - . Ñëåäîâàòåëüíî, 2 1 14HO HO- = , ò.å.

1 0HO < , ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, 1O  è 2O  ëåæàò
ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé ÀÂ. Òîãäà 2BO H ACB– = – =

CAD α= – = , 1BO H BDA DBC β– = – = – = . Òàê êàê

13 29> , òî 1O  ëåæèò íà îòðåçêå 2HO . Èç 1 2BO OΔ  ïî òåî-

ðåìå êîñèíóñîâ íàõîäèì ( ) ( )cos 100 169 29 20 13α = + - ◊ =
12 13= , sin 5 13α = . Òîãäà 2 2 13 sin 10AB BH α= = ◊ ◊ = .

Èç 1HO BΔ  íàõîäèì sin 5 29β = , cos 2 29β = . Ðàññìîò-

ðèì AODΔ . Ïóñòü Ì – ñåðåäèíà AD. Òîãäà ÎÌ – ìåäèàíà
AODΔ , OM = BH = 5. Ïóñòü AD = d, AOD γ– = . Òàê êàê
OAD α– = , ODA β– = , òî γ π α β= - - ,

( )
70

sin sin
13 29

γ α β= + = . Òîãäà ïî òåîðåìå ñèíóñîâ èç

AODΔ  íàõîäèì 
sin 13

sin 14
AO AD d

β
γ

= = , 
sin

sin
OD AD

α
γ

= =

29

14
d= . Ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû ÎÌ òðåóãîëüíèêà AOD  ïî-

ëó÷àåì

2 2 21 1 1 5 2
5

2 2 4 14

d
OM AO OD AD= + - = = , îòêóäà 7 2d = .

5. 
8 1 5

;
23 5

Ê ˆ-
Á ˜-Ë ¯

. Ïóñòü 4
4

x ya +

= , 1
2

y x
b = + ,

4 43 x y xc - - -= . Òîãäà ca b a+ = . Òàê êàê a > 1, 0b ≥ ,

1c £ , òî ca a b a a£ + = £ . Ñëåäîâàòåëüíî, ca a b a= + = ,

ò.å. b = 0, c = 1. Ïîëó÷àåì 2y x = - , 4 4x y x- = , à òàêæå

x + 4y > 0 (èç óñëîâèÿ a > 1). Èìååì 24 4 8y y y- = - , ò.å.
3 2 1 0y y- - = . Îòñþäà ëèáî y = –1, ëèáî 2 1 0y y- - = , ò.å.

( )1 5 2y = ± . Ïðè ó = –1 íàõîäèì õ = 4, ò.å. x + 4y > 0 íå

âûïîëíÿåòñÿ. Â ñèëó 2y x = -  ïîëó÷àåì y < 0, ò.å.

( )1 5 2y = - , ( ) ( )
2

16 1 5 8 3 5x = - = - . Ïðè ýòîì õ +

+ 4ó > 0.

6. 17; 
90

7
; 

10
4

3
; 

123
2arcsin

138
.

Ïóñòü Î – öåíòð ñôåðû, 1O  – åãî ïðîåêöèÿ íà ABCD, òîãäà

1O  – öåíòð âïèñàííîé â ABCD îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ SO ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò îñíîâàíèÿ êàñà-
òåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç S ê ñôåðå, ò.å. SO ABCD^ . Ïî-
ýòîìó 1SO  – âûñîòà ïèðàìèäû. Òîãäà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç K, L,
M, N òî÷êè êàñàíèÿ ñôåðû ñ ÀÂ, ÂÑ, CD, DA, ïîëó÷àåì,
÷òî SK ïðè ïðîåêöèè íà ABCD ïåðåõîäèò â 1O K , è ïî òåîðå-
ìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ SK AB^ . Òàêèì îáðàçîì, êàñà-
òåëüíûå èç òî÷êè S åñòü âûñîòû áîêîâûõ ãðàíåé. Ïî ôîðìóëå

Ãåðîíà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà SAB ðàâíà 12 3 3 6 18 2◊ ◊ ◊ = ,

4 2SK = , ðàäèóñ âïèñàííîé â ABCD îêðóæíîñòè ðàâåí
2 2

1 2 5r SK h= - = . Äàëåå, òðåóãîëüíèê SKO – ïðÿìîó-
ãîëüíûé ñ âûñîòîé 

1KO , ïîýòîìó 
1 1OK SK O K SO= , îòêóäà

1 4 10 3R OK r SK h= = ◊ = .

Òåïåðü èìååì 2 2 2AK AN SA SK= = - = , BK BL= =
2 2 7SB SK= - = , 2 2 10CL CM SC SL= = - = . Çàìåòèì,

÷òî 
1tg 5O AK– = , 

1tg 1 5OCL– = , ïîýòîìó 1OCL– +

( )1 2 2O AK BCD BADπ+ – = = – + – . Òîãäà 1O BL– +

1O DM+ – òàêæå ðàâíî 2π , à çíà÷èò, 
1 1ctgDM r O DM= – =

2

1 20 7r BK= = . Òàêèì îáðàçîì, ÂÑ = 7 + 10 + 17, CD =

= 10 + 20/7 = 90/7.
Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî â ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-
êà SMD è SND âûñîòû èç âåðøèí Ì è N ïàäàþò â îäíó òî÷-
êó Ð. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå

SD ðàâåí NPM– . Òàê êàê 2 2 1968 49SD SM DM= + = ,

20 2 123NP ND SN SD= ◊ = , à 12 sinMN DN O DM= ◊ – =

20 69= , òî ( )2arcsin 2 2arcsin 123 138NPM MN NP– = = .

Âàðèàíò 3

1. 
1 41
;

2 2

È ˘
Í ˙
Î ˚

.    2. ( )6 1
12

n
π

± , n∈Z .



3. 2; 
3 6

5
; 

4 17

5 5
; 

2
2

5
. Ïóñòü 2 ACBα = – . Òàê êàê

2 cos 2 2 4 cos
6

6

AC BC
CD

AC BC

α α◊ ◊ ◊ ◊ ◊ ◊
= = =

+
, òî 

3 6
cos

8
α = ,

27 11
cos2 1

16 16
α = - = . Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç ABCΔ  íàõî-

äèì AB 4 16 11 3= + - = . Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû CD èìå-

åì 
4

3 2

BD

BD
=

- , ò.å. BD = 2. Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû ÀÅ

èìååì 
2

4 3

CE

CE
=

-
, ò.å. 

8

5
CE = . Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç

AECΔ  íàõîäèì 
64 8 11 3 6

4 2 2
25 5 16 5

AE = + - ◊ ◊ ◊ = . Ïî òåîðå-

ìå êîñèíóñîâ èç CDEΔ  íàõîäèì DE =

64 8 3 6 34
6 2 6

25 5 8 5
= + - ◊ ◊ = . Òîãäà èñêîìûé ðàäèóñ

4 17

2sin 5 5

DE
R

α
= = . Ïóñòü 1O  – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàí-

íîé â ABCΔ , à 2O  – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
ABCΔ . Ïóñòü Ì – ïðîåêöèÿ 1O  íà ÀÑ, à N – ïðîåêöèÿ 

2O
íà ÀÑ. Òàê êàê 

1O AE CD= ∩ , òî 1CO  – áèññåêòðèñà â

CAEΔ . Ñëåäîâàòåëüíî, 1

2 cos 2 6

3

CE AC
CO

CE AC

α◊ ◊ ◊
= =

+
. Òîã-

äà 1

3
cos

2
CM CO α= = . Òàê êàê N ñåðåäèíà ÀÑ, òî ÑN = 1,

1

2
MN = . Äàëåå, 1 1

15
sin

6
MO CO α= = . Ðàäèóñ îêðóæíîñ-

òè, îïèñàííîé îêîëî ABCΔ , ðàâåí 
2

8
sin 2

2 15

AB
CO α= = .

Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç 2NO CΔ  íàõîäèì 
2NO =

2 2

2

7

15
CO CN= - = . Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ðàññòîÿíèå

( )
22

1 2 2 1

2 2

5
OO MN NO MO= + - = .

4. 1) 
3

arccos
5

; 2) 
4

3
; 3) 

7 39

50
; 4) 

7 39

156
. Ïóñòü ÀÂ = à = 4,

BD = b, ABD β– = . Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç ACDΔ  èìååì

2 27 36
16 2 1

25 25
b b

Ê ˆ= - =Á ˜Ë ¯
, ò.å.

10

3
b = ,

3
cos

2 5

a

b
β = = ,

4
sin

5
β = .

Òàê êàê ÀÑ è 1 1A C ïàðàëëåëüíû, òî èñêîìûé óãîë ìåæäó ïðÿ-

ìûìè ÀÑ è 1 1B C  ðàâåí 1 1 1B C A ϕ– = . Ïîëó÷àåì 1 cosBB a β= =
12

5
= , 1 1

14

15
DB b BB= - = , 1

5

3
A D = , ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç

1 1B A DΔ  íàõîäèì 
1 1

25 196 5 14 7 5
2

9 225 3 15 25 3
B A

Ê ˆ= + + ◊ ◊ ◊ - =Á ˜Ë ¯
. Òà-

êèì îáðàçîì, 
1 1 1 1

5

3 2

b
B A BC= = = , 1 1

2

a
AC = , ò.å. òðåóãîëüíè-

êè ACD è 1 1 1A C B  ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, 
3

arccos
5

ϕ β= = ,

ïëîùàäü 
1 1 1

1 5 4 4
2

2 3 5 3
A B CS = ◊ ◊ ◊ = . Òàê êàê 1 1AA DA= , òî ðàñ-

ñòîÿíèÿ îò òî÷åê À è D äî ïëîñêîñòè 1 1 1A B C  ñîâïàäàþò.

Ïóñòü Å – ñåðåäèíà ÀÑ, ( ) ( )1 1 1E DE AC= ∩ , 1DD  – âûñîòà â

1 1DE BΔ . Äëèíà 1DD  – èñêîìîå ðàññòîÿíèå. Èìååì

 
100 8

4
9 3

DE = - = , 1 1 1

4

2 3

DE
B E DE= = = ,

 1

1 1

1 1

7
cos

2 20

DB
E B D

B E
– = = , 1 1 1 1

7 39
sin

50
DD DB E B D= – = .

Îáîçíà÷èì 
1 1 1 1 11

4

3
A B C A C DS S S= = = , 

1 1 1 12 A DB B C DS S S= = ,

1 1 11 A B C DV V= . Òîãäà èñêîìûé ðàäèóñ âïèñàííîãî â 1 1 1A B C D

øàðà ðàâåí 
( )

1

1 2

3

2

V
R

S S
=

+
. Ïîëó÷àåì

2

1 14 25 49 56

2 15 9 225 75
S = ◊ ◊ - = , 1 1 1

1 14 39

3 225
V S DD= ◊ ◊ = ,

 1 2

104
2 2

25
S S+ = , 

7 39

156
R = .

5. à = 2. Óêàçàíèå. Òàê êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîãî íå-
ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóã, à ìíîæåñòâî ðåøåíèé âòî-
ðîãî íåðàâåíñòâà âíóòðåííîñòü ïàðàáîëû, äîñòàòî÷íî íàéòè
çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ êîíöû îòðåçêà óäîâëåòâîðÿþò êàê
ïåðâîìó, òàê è âòîðîìó íåðàâåíñòâàì, ò.å. à óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå

( )

( )

2

2

1 1 3,

1 2 3,

1 0,

1 1 0.

a

a

a

a

Ï - + £
Ô
Ô - + £Ì
Ô - £
Ô - + £Ó

6. 
15 21 35

, ,
7 5 3

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯ . Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîïàðíî, ïî-

ëó÷àåì

1 ln ,
9 9

1 ln ,
49 49

1 ln .
25 25

xy xy

yz yz

xz xz

Ï = +Ô
Ô
Ô = +Ì
Ô
Ô

= +ÔÓ
Óðàâíåíèå 1 lnt t= +  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå t = 1.
Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ ( ) 1 lnf t t t= - -  ñòðîãî óáûâàåò ïðè

t Œ(0; 1), òàê êàê ( )
1

1 0f t
t

= - <¢  ïðè t Œ(0; 1), è ñòðîãî

âîçðàñòàåò ïðè t > 1, òàê êàê ( )
1

1 0f t
t

= - >¢  ïðè t > 1. Òà-

êèì îáðàçîì, ( ) ( )0 1f f t= <  äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ 1t π .
Ñëåäîâàòåëüíî, xy = 9, yz = 49, xz = 25. Ïåðåìíîæèâ ïîëó-
÷åííûå òðè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, íàõîäèì xyz = 105. Ñëåäî-

âàòåëüíî, 
15

7

xyz
x

yz
= = , 

21

5

xyz
y

xz
= = , 

35

3

xyz
z

xy
= = .
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Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. Âî âðåìÿ äâèæåíèÿ êîëåñà ïî ïîâåðõíîñòè êëèíà êëèí îñ-
òàåòñÿ íåïîäâèæíûì. Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ
îñü âñåõ äåéñòâóþùèõ íà êëèí ñèë ðàâíà íóëþ (ðèñ.8):

2!
cos sin 0F F Nα α+ - = .

Çäåñü 2!
F  – ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ìåæäó êîëåñîì è ïîâåðõíîñ-

òüþ êëèíà, cosN Mg α=  – ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ êîëå-
ñà íà êëèí, ðàâíàÿ ñèëå ðåàêöèè îïîðû. Ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ –
âåëè÷èíà íåèçâåñòíàÿ,
íî åå ìîæíî íàéòè èç
ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ:

2!
sin

cos

F
F Mg α

α
= - .

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ öåíòðà
ìàññ êîëåñà âäîëü
íàêëîííîé ïëîñêîñòè
êëèíà:

2!
sinMa Mg Fα= - , Ðèñ. 8



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 660

îòêóäà íàéäåì óñêîðåíèå êîëåñà:

2!
sin

cos

F F
a g

M M
α

α
= - = .

Ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñ-
òüþ ñâÿçü ìåæäó ïðîéäåííûì ïóòåì s è ñêîðîñòüþ v, äîñòèã-
íóòîé â êîíöå ïóòè, èìååò âèä 2v as= , èëè

2

cos

Fs
v

M α
= .

2. Â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè èìååòñÿ íåíàñûùåííûé âîäÿíîé
ïàð, êîòîðûé áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê èäåàëüíûé ãàç. Çàïè-
øåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äàííîãî ãàçà:

1
1 1

m
pV RT

Μ
= ,

ãäå ð – äàâëåíèå, 1V  – îáúåì, 1m  – ìàññà, Ò – òåìïåðàòóðà
ïàðà. Â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ìû èìååì ðàâíîâåñíîå äâóõôàç-
íîå ñîñòîÿíèå – âîäà è íàñûùåííûé âîäÿíîé ïàð – ïðè òåì-
ïåðàòóðå 2 373 jT =  è òîì æå äàâëåíèè ð. Íàñûùåííûé âî-
äÿíîé ïàð òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü èäåàëüíûì ãàçîì è çàïèøåì
åãî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ:

2
2 2

m
pV RT

Μ
= ,

ãäå 2V  – îáúåì è 2m  – ìàññà ïàðà â íîâîì ñîñòîÿíèè.
Ìàññà îáðàçîâàâøåéñÿ âîäû ðàâíà

2m Vρα= .

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà ( 2H O ) â öèëèíäðå
ïîä ïîðøíåì ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

1 2m m m= + ,  èëè  1 1 1

1 2

pV pV V

RT kRT k

Μ Μ
ρα= + .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

1

22

2

1

T k

RTT
p

ρα
Μ

= =
+

.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèîä îòêðûò è ÷åðåç íåãî òå÷åò íåêîòî-
ðûé òîê I. Íàïðÿæåíèå íà äèîäå â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî íóëþ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà
áóäåò èìåòü âèä, èçîáðà-
æåííûé íà ðèñóíêå 9. Èç
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà
ñëåäóåò

1 2I I I= + .

Çàïèøåì çàêîí Îìà äëÿ
ëåâîãî êîíòóðà:

12 2I R- = ◊E E

è äëÿ ïðàâîãî êîíòóðà:

23 3I R- = ◊E E .

Âûðàçèì îòñþäà òîêè 1I  è 2I :

1
2

I
R

=
E

, 2

2

3
I

R
=

E

è íàéäåì òîê ÷åðåç äèîä:

1 2

7

6
I I I

R
= + =

E
.

Ïîñêîëüêó ìû ïîëó÷èëè, ÷òî I > 0, íàøå ïðåäïîëîæåíèå âåð-

íî – ÷åðåç äèîä òå÷åò òîê 
7

6
I

R
=

E
, à íàïðÿæåíèå íà äèîäå

ðàâíî íóëþ.
4. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t â ïðîöåññå
óáûâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îáîçíà÷èì ñóììàðíûé ìàãíèòíûé

ïîòîê ÷åðåç îáå êàòóøêè ÷åðåç ( )tΦ . Çàêîí Îìà äëÿ êîëåáà-

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

òåëüíîãî êîíòóðà áóäåò èìåòü âèä

0U
t

ΔΦ
Δ

- = .

Ïîñêîëüêó âðåìÿ óáûâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàëî, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî

( ) 0tΔΦ = .

À ýòî îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà çà âðåìÿ τ
âûêëþ÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

( ) ( )0Φ τ Φ= .

Ïóñòü ñðàçó ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ïîëÿ â êîíòóðå òå÷åò òîê 0I .
Òîãäà ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( )1 2 0 0L L I B SN+ = .

Èòàê, ìû èìååì òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â êîíòóðå ñðàçó
ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ïîëÿ: òîê â
êîíòóðå ðàâåí

0

0

1 2

B SN
I

L L
=

+ ,

à íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå
ðàâíî 0U  (ðèñ.10). Íàïðàâëå-
íèå òîêà 0I  çàâèñèò îò íàïðàâ-
ëåíèÿ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ.
Â òå ìîìåíòû, êîãäà òîê â êîí-
òóðå äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ mI , íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå ðàâíî íóëþ.
Ïóñòü ýòî áóäåò âòîðûì ñîñòîÿíèåì êîíòóðà. Òîãäà ïî çàêîíó
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü

( ) ( )2 22
1 2 0 1 20

2 2 2

mL L I L L ICU+ +
+ = .

Îòñþäà íàõîäèì

( )

2

0

0 2

0 1 2

1m

CU
I I

I L L
= + =

+
( )

( )

2

1 2 00

2
1 2

1
C L L UB SN

L L BSN

+
+

+
.

5. Õîä ëàçåðíîãî ëó÷à â îòñóòñòâèå ñòåêëÿííîé ïëàñòèíêè è
ïðè åå íàëè÷èè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 11. Ïðè ïîñòðîåíèè èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé: ïðè ïàäåíèè íà
ðàññåèâàþùóþ ëèíçó íà âûõîäå èç íåå ýòè ëó÷è ðàñõîäÿòñÿ, à
èõ ïðîäîëæåíèÿ (â
îáðàòíóþ ñòîðîíó)
ñîáèðàþòñÿ â òî÷êå,
ïðèíàäëåæàùåé ôî-
êàëüíîé ïëîñêîñòè
ëèíçû. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî òî÷êà Â.
Îíà íàõîäèòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ïîñòðîåíèÿ
ïðÿìîé ÂÎ, ïàðàë-
ëåëüíîé ïàäàþùåìó
ëó÷ó ëàçåðà è ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç îïòè-
÷åñêèé öåíòð ëèíçû.
Ïðè ïàäåíèè ëó÷à íà ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ïëàñòèíêó ïîä ìà-
ëûì óãëîì α  âûõîäÿùèé èç ïëàñòèíêè ëó÷ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ïàðàëëåëüíî ïàäàþùåìó ëó÷ó ñî ñìåùåíèåì

1
1l d

n
α Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯

,

ãäå n – èñêîìûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ïëàñòèíêè. Íà ðè-
ñóíêå 11 ñâåòÿùàÿñÿ òî÷êà À íà ýêðàíå ñîîòâåòñòâóåò ëàçåðíî-
ìó ëó÷ó áåç ïëàñòèíêè, à òî÷êà A¢  ïðèíàäëåæèò ýòîìó ëó÷ó
ïðè íàëè÷èè ïëàñòèíêè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè À è A¢

Ðèñ. 9
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ïî óñëîâèþ ðàâíî à, à ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Ñ è C¢  ñî-
ñòàâëÿåò

cos

l
CC l

α
= ª¢ .

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ABA¢  è CBC¢  ñëåäóåò (ñ ó÷åòîì
ìàëîñòè óãëà α )

a L F

CC F

+
=

¢
,  èëè  

1
1

a L F

F
d

n
α

+
=

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

( )

1
1,6

1

n
aF

d L Fα

= ª
-

+

.

Âàðèàíò 2

1. 
min tg

4 cos

kA

mg
μ α

α
= + .

2. Óðîâåíü âîäû ïîíèçèòñÿ íà 2,5 ìì
T

h
gS

Δ
ρ

= = .

3. 
1

TA
A

η
η

=
-

.

4. 1 0

1

1

L

R Rrq
U

R r L

Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯+
E ; 1 2 0

1 2

L Rq
q

R r r L
Δ

Ê ˆ
= + -Á ˜Ë ¯

E E
.

5. 
ƒ

0,22 ì*ì
hc

A eU
λ = =

+
.

Ðèñ. 12

ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÈÍÑÒÈÒÓÒ
ÝËÅÊÒÐÎÍÈÊÈ È ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. [ ) [ )2; 1 3;∪- - + • .      2. –4.       3. ( )1
6

n
n

π
π- + , n ŒZ .

4. 2; 15 161- ± .       5. 4 5 .    6. 
243

8
.

7. 2 nπ , 2
12

n
π

π- + , 
5

2
12

n
π π- + , n ŒZ .       8. 

13

8
.

9. { }
4

0; 2
5

a ∪
È ˆŒ ˜Í ¯Î

. Óêàçàíèå. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè

2

2

2
2

1

x
x x

x
+ -

+
 è âûÿñíèòå, êîãäà ïðÿìàÿ ó = à ïåðåñåêàåò

ãðàôèê òîëüêî â îäíîé òî÷êå.

Âàðèàíò 2

1. 
7

;
3

Ê ˆ-• -Á ˜Ë ¯
.      2. ( ] [ )3; 2 2;∪- - + • . 3. 5; –3.

4. ( ) ( )7; 3 , 3; 1- - - .      5. 10.          6. 1.

7. 2
2

n
π π- + , 

2
2

3
n

π π- + , n ŒZ .

8. 
1

2arctg
2

. Óêàçàíèå. Ñå÷åíèå – òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè 16

è ( )16 1 ctgα-  è âûñîòîé 
6

sinα
. Èç óðàâíåíèÿ

( )16 16 1 ctg 6
75

2 sin

α
α

+ -
=  ïîëó÷àåì 2

25sin 16 cosα α+ -

32sin 0α α- = . Ïåðåõîäÿ ê tg
2

t
α

=  ( ( )0; 1t Œ ), ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå 4 3 2
4 16 25 16 4 0t t t t+ - + - = , èìåþùåå ðàöèîíàëü-

íûé êîðåíü 
1

2
t = . Ïîñëå äåëåíèÿ íà 

1

2
t -  èìååì

( ) 3 22 9 8 4 0f t t t t= + - + = . Íî ( ) 29 8 4 0f t t t> - + >

ïðè t > 0.

9. { } { } )2 3 1; 3a ∪ ∪ ÈŒ - - Î .

Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. x 400 d›Q = .
2. Èçìåíåíèå èìïóëüñà íà-
ïðàâëåíî âåðòèêàëüíî è ðàâíî

2 3,4 *ã ì “p m ghΔ = ª ◊ .
3. Ñì. ðèñ.12.
4. T = IBR = 2,25 ìÍ; òîê òå-
÷åò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

5. 
( )2 1

10 nìr
P

η η-
= ª

E
.

Âàðèàíò 2

1. ( )1 2 120 ì*jëQ C C U= + = .

2. 20 “ì
fF

d
f F

= =
-

, 12 “ì
f

H h h
d

= = = .

3. cp

2
0,32 ì “

A
v

ω
π

= ª . 4. 23

0

1,6 10  *ã ì “
eEl

p
v

Δ -
= = ◊ ◊ .

5. 
( )

3

2 1

R T
A

Δ
η

=
-

.

ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÏÅÄÀÃÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ
ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Ìàòåìàòèêà

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. 92,5. 2. ( )
1 2

1 4
3

n
n

+- ◊ + , n ŒZ .

3. ( ] [ )
1 1

; 5 ; 0 0; 5;
5 5

∪ ∪ ∪
È ˆ Ê ˘-• - - + •˜ ÁÍ ˙¯ ËÎ ˚

. 4. 75%.

5. 
1

7
64

. Óêàçàíèå. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ñòðîãî óáûâàåò.

6. 30 0a- £ £ . Óêàçàíèå. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ( )f x¢  ïðè
âñåõ x ŒR  äîëæíà áûòü íåïîëîæèòåëüíîé: ( ) 0f x £¢ .
7. 10π ; 90π . Óêàçàíèå. Ïóñòü À – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåç-
êîâ OK è ÂÑ. Âîñïîëüçóéòåñü ïîäîáèåì òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÎ

è AKB.

8. 
10

7
. Ïîñòðîåíèå ïðèâåäåíî

íà ðèñóíêå 13, ãäå 
1B S =

1CP CC= = . Óêàçàíèå. Òàê

êàê 1 1C P A D� , òî ïëîñêîñòü
ñå÷åíèÿ PSK ïàðàëëåëüíà äèà-
ãîíàëè 1A D . Îáúåì òåëà

1 1CBKNC B M  ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü êàê 

1 1SPBK SC B MV V V- -

1C PCNV- .
Çàìå÷àíèå. Èñêîìîé ïëîñêî-
ñòè ñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíîé äè-
àãîíàëè 1AD , íå ñóùåñòâóåò.

Âàðèàíò 2

1. 100. 2. 2.     3. ( )
1

0; 1; 5 5
5

∪
Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

.

4. 
( )2 1

6

n π+
, n ŒZ . Óêàçàíèå. Çàìåòüòå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîé ñåðèè.
5. ( ) ( )5; 1 1; 6∪- . Óêàçàíèå. Çàìåòèâ, ÷òî õ = 1 íå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû, ñîêðàòèòå ïåðâîå óðàâíåíèå íà 1 0x - > .
Âòîðîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ x + 5 > 0.

Ðèñ. 13
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¹ æóðíàëà   ñ.

Í À Ï Å × À Ò À Í Î  Â  2 0 0 5  Ã Î Ä Ó

¹ æóðíàëà   ñ.

Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. 2). 2. 2). 3. 2). 4. 1). 5. 1). 6. 1). 7. 2). 8. 1). 9. 2).

10. 2). 11. 1). 12. 1). 13. 2). 14. 2). 15. 1). 16. 9 ì/ñ.

17. 4 ì/ñ. 18. 31,5 *ã ì . 19. 2,04 êÄæ. 20. 781,25 ïÔ.

Âàðèàíò 2

1. 1). 2. 3). 3. 3). 4. 2). 5. 2). 6. 2). 7. 2). 8. 3). 9. 3).

10. 2). 11. 2). 12. 3). 13. 3). 14. 2). 15. 1). 16. 1,5 ñ. 17. 0,1.

18. 425,2 10  d›◊ . 19. 41,5 10 Φ-◊ . 20. 192,8 10  d›
-◊ .

Ðèñ. 15

6. 79 1578 32y x x-= - -¢ .
7. Ïðîìåæóòîê âîçðàñ-

òàíèÿ: 
3

;
4

Ê ˘-• -Á ˙Ë ˚
, óáû-

âàíèÿ: 
3 1
;

4 4

È ˆ- ˜Í ¯Î
.

8. 210 2 . Óêàçàíèå.

Ðàñïîëîæèòå ïàðàëëå-
ëåïèïåä òàê, ÷òîáû â
îñíîâàíèè áûë ïðÿìîó-
ãîëüíèê. Îáîçíà÷èâ

2 3,l l  – ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ (ðèñ.14), Í – âûñî-

òó ïèðàìèäû, h – âûñîòó áîêîâîé ãðàíè, çàìåòüòå, ÷òî

1

3

2
h l= , 1

1

2
x l= , è íàéäèòå Í ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà.

Âàðèàíò 3

1. 
3

2
- . 2. [ ] [ ]4; 0 1; 5∪- . 3. ( ) ( )2; 0 2; 4∪- .

4. 
2

n
π

π+ , 
1

arctg
3

kπ+ , ,n k ŒZ . Óêàçàíèå. Ïîñëå óïðîùå-

íèé ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ: cos 0x =  è cos 0x π .
5. –2.
6. ( ) 23 xy x e -= -¢ . 7. ( )1; 6- - , ( )1; 4 . Óêàçàíèå. Â èñêî-
ìûõ òî÷êàõ äîëæíî áûòü ( ) 9f x =¢ .
8. 9. Óêàçàíèå. Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíî âûñîòó îñíîâàíèÿ,
âûñîòó ïèðàìèäû, à çàòåì åå îáúåì.

Задачи устного экзамена

1. 
2

3
± . Óêàçàíèå. Çàìåòüòå, ÷òî 2 3+  è 2 3-  – âçàèìíî

îáðàòíûå ÷èñëà.

2. 
1

2
; 1; 

3

2
; 

4 2

nπ π
+ , n ŒZ . Óêàçàíèå. Óïðîñòèâ

21 sin 2 cos2x x- = , ðàññìîòðèòå òðè ñëó÷àÿ: cos 2 0x = ,

cos 2 0x < , cos2 0x > .

3. ; 2
6 6

k
π π

πÊ ˆ- +Á ˜Ë ¯
, 

5 5
; 2

6 6
l

π π
πÊ ˆ- +Á ˜Ë ¯

, 
7 7

; 2
6 6

m
π π

πÊ ˆ- +Á ˜Ë ¯
,

11 11
; 2

6 6
n

π π
πÊ ˆ- +Á ˜Ë ¯

, , , ,k l m n ŒZ . Óêàçàíèå. Íàéäèòå

( )cos x y+  è ( )cos x y- .

4. 
7

36
- , 

35

18
. Óêàçàíèå. Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

1 2: 10 : 1x x = , 2 1: 10 : 1x x = .

5. ( ] [ ); 3 9;∪-• - + • . Óêàçàíèå. Íåðàâåíñòâî ( ) 0f x £¢ , ò.å.
2 2

3 4 4 0x ax a- - £ , äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ

[ ]6; 2x Œ - . Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé ( )6 0f - £¢ , ( )2 0f £¢ .

Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, óñëîâèå ( ) 0f x £¢  íå ãàðàíòèðóåò

ñòðîãîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè ( )f x , òàê êàê ýòî óñëîâèå íå èñ-

êëþ÷àåò âîçìîæíîñòè ðàâåíñòâà ( ) 0f x =¢  íà êàêîì-ëèáî ïðî-
ìåæóòêå (à òîãäà ôóíêöèÿ ( )f x  ïîñòîÿííà íà òàêîì ïðîìå-
æóòêå è íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé). Îäíàêî â íàøåì
ñëó÷àå ( )f x¢  – êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íå ìîæåò ðàâ-
íÿòüñÿ íóëþ íà êàêîì-ëèáî ïðîìåæóòêå.

6. 
3
; 0

4

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯
. Óêàçàíèå. Äëÿ ôóíêöèè ( )f x  èç óñëîâèÿ íåðà-

âåíñòâî ( ) ( )1 2f x f x>  ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó 1 2x x< .

7. 
69

32
. Óêàçàíèå. Çíàÿ 

1
sin cos

2
x x+ = - , ìîæíî íàéòè

sin cosx x , âîçâåäÿ ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò. Ïîñëå ýòîãî ëåã-
êî ïîëó÷èòü

6 6
sin cosx x+ =

= ( ) ( )2 2 4 2 2 4sin cos sin sin cos cosx x x x x x+ - + =

= ( )
2

2 2 2 21 sin cos 3sin cosx x x xÊ ˆ◊ + - =Ë ¯ ( )
2

1 3 sin cosx x- .

8. Ñì. ðèñ.15.
9. 60. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ðàâåíñòâî îòðåçêîâ êàñàòåëü-
íûõ, ïðîâåäåííûõ ê îê-
ðóæíîñòè èç îäíîé òî÷-
êè.
10. 8. Óêàçàíèå. Èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå çàäà÷è è òåî-
ðåìó Ïèôàãîðà, ñîñòàâü-
òå ñèñòåìó èç òðåõ óðàâ-
íåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñò-
íûìè – ðàäèóñîì îñíîâà-
íèÿ r, âûñîòîé êîíóñà h
è îáðàçóþùåé êîíóñà l.

Òåñò

1. 2). 2. 4). 3. 3). 4. 4).
5. 1). 6. 3). 7. 3). 8. 30°.

9. 2. 10. 
4

9
. 11. 16. 12.

10,5. 13. 1. 14. 2 1- .

Ê 100-ëåòèþ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

Ïðîñòîé âûâîä ôîðìóëû 2
E mc= .

Á.Áîëîòîâñêèé 6 2
Çàâèñèò ëè èíåðöèÿ òåëà îò ñîäåðæàùåéñÿ â íåì
ýíåðãèè? À.Ýéíøòåéí 6 7

Ïàìÿòè À.È.Ëàðêèíà 6 29

Ñòàòüè ïî ìàòåìàòèêå

Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ Íèêîëüñêèé (ê 100-ëåòèþ
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ) 4 7

Ðèñ. 14



¹ æóðíàëà   ñ. ¹ æóðíàëà   ñ.

Í À Ï Å × À Ò À Í Î  Â  2 0 0 5  Ã Î Ä Ó 63

Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è îñíîâíàÿ òåîðåìà
àëãåáðû. Â.Òèõîìèðîâ 4 2
Òîïîëîãèÿ ãðàôîâ. Â.Áîëòÿíñêèé 3 2
Ôèáîíà÷÷èåâû êðîëèêè. Ë.Øèáàñîâ, Ç.Øèáàñîâà 2 7
×èñëà Ïèçî. À.Åãîðîâ 5 8
—“— 6 9
Ýòþä î ïðÿìîé Ñèìñîíà. Â.Ðûæèê, Á.Ñîòíè÷åíêî 1 8

Ñòàòüè ïî ôèçèêå

Äèíàìèêà ïàíèêóþùåé òîëïû. Ê.Áîãäàíîâ 5 2
Ìåòàñòàáèëüíûå êàïëè è îáëåäåíåíèå ñàìîëåòà.
À.Ñòàñåíêî 4 8
Íàíîòåõíîëîãèÿ íà ñëóæáå ÷åëîâåêà. Þ.Ãîëîâèí 4 11
Ïðîùàé, òîðíàäî! Ã.Óñòþãèíà, Þ.Óñòþãèí 3 10
Ðàçãîâîðû ôèçèêîâ çà áîêàëîì âèíà.
À.Ðèãàìîíòè, À.Âàðëàìîâ, À.Áóçäèí 1 2
—“— 2 2

Èç èñòîðèè íàóêè

Èñêóñòâåííàÿ øàðîâàÿ ìîëíèÿ. À.Àðóòþíîâ 4 19
Êàðëîâ óíèâåðñèòåò. À.Âàñèëüåâ 5 14
Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò. À.Âàñèëüåâ 3 15
Óíèâåðñèòåòû Àâñòðèè. À.Âàñèëüåâ 1 15
Óíèâåðñèòåòû Ãåðìàíèè. À.Âàñèëüåâ 6 14
Óíèâåðñèòåòû Èòàëèè. À.Âàñèëüåâ 2 10
Óíèâåðñèòåòû Ïîëüøè. À.Âàñèëüåâ 4 17

Çàäà÷íèê «Êâàíòà»

Çàäà÷è Ì1936 – Ì1980, Ô1943 – Ô1987 1 – 6

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1916 – Ì1960, Ô1928 – Ô1972 1 – 6

Êóøàé ÿáëî÷êî, ìîé ñâåò! 4 26
Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà «Çàäà÷íèê «Êâàíòà»
2004 ãîäà 3 25

ÊÌØ

Çàäà÷è 1 – 6

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà «Ìàòåìàòèêà 6–8» 1,4,5,6

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï êîíêóðñà èìåíè
À.Ï.Ñàâèíà «Ìàòåìàòèêà 6–8» 2 20
Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà èìåíè À.Ï.Ñàâèíà
«Ìàòåìàòèêà 6–8»  2004/05 ó÷åáíîãî ãîäà 5 27

Ñ ò à ò ü è  ï î  ì à ò å ì à ò è ê å

Ê þáèëåþ èçâåñòíîé çàäà÷è. À.Æóêîâ, Ð.Ñàðáàø 6 24
Îá îäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñëó÷àå. Ñ.Äâîðÿíèíîâ 4 30
—“— 5 24
Ïî÷åìó íåò ðåøåíèé? À.Çàé÷èê 1 27
Òðåóãîëüíèêè íà øàõìàòíîé äîñêå. È.Àêóëè÷ 3 27

Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà»

Ì à ò å ì à ò è ê à

Â êàæäîé ñòðî÷êå – òîëüêî òî÷êè... 6 32
Íåðàâåíñòâà â òåòðàýäðàõ 4 «
Òðåóãîëüíèêè è íåðàâåíñòâà 2 «

Ô è ç è ê à

Èçëó÷åíèå 5 32
Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå 3 «
Òîêè è ìàãíèòû 1 «

Øêîëà â «Êâàíòå»

Ì à ò å ì à ò è ê à

Ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì.
Ý.Ãîòìàí 2 25

Íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì. Â.Ãîëóáåâ 4 35

Ô è ç è ê à

Áóëàâà. Ñ.Âàðëàìîâ 1 29
Âîðîíà – õâîñòîì âïåðåä? Â.Êîçëîâ 5 28
Êàê èññëåäîâàòü ìàãíèòíóþ êàòóøêó.
Ñ.Ìÿãìàðñóðýí 3 31
Îò ïÿäè äî Âñåëåííîé. Ñ.Èíøàêîâ 5 29
Ïðèíöèï Òîððè÷åëëè è öåíòðîáåæíàÿ ñèëà
èíåðöèè. À.Áóðîâ 3 35
Óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí... À.Ñòàñåíêî 1 31
Õåðóâèìû, ñåðàôèìû, ñàìîëåòû... À.Ñòàñåíêî 3 30

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòàòèâ

Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îò
àìïëèòóäû. È.Ãîðáàòûé 2 27
Ïîëÿðèçîâàííûé øàð — ýòî ïðîñòî.
Å.Ðîìèøåâñêèé, À.Ñòàñåíêî 3 37
Ôèçèêà òàðàííîãî óñòðîéñòâà. Ñ.Ñåðîõâîñòîâ,

À.Õèùåíêî 5 35

Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê

Êàê ïîñòðîèòü ïàðàäîêñàëüíûé ïðèìåð.
Ï.Ñàìîâîë, Ì.Àïïåëüáàóì, À.Æóêîâ 1 35
Ïðàâèëî Äåêàðòà. Ì.Ãîðåëîâ 3 40

Ëàáîðàòîðèÿ «Êâàíòà»

Ãèäðàâëè÷åñêèé óäàð. Â.Ìàéåð 6 27

Íàøè íàáëþäåíèÿ

Êàê áåðåçà ñ ãîðêè ñêàòèëàñü. À.Äóáèíîâà 4 40

Ïðàêòèêóì àáèòóðèåíòà

Ì à ò å ì à ò è ê à

Èððàöèîíàëüíîñòü è êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí.
Â.Ãîëóáåâ 5 41
Èùåì «ýêñòðåìàëüíûé» ýêñòðåìóì. Â.Ãîëóáåâ 6 35
Òî÷êà âíóòðè îêðóæíîñòè. Â.Àëåêñååâ,

Â.Ãàëêèí, Â.Ïàíôåðîâ, Â.Òàðàñîâ 4 46

Ô è ç è ê à

Êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ.
Â.Ìîæàåâ 4 42
Î äèíàìèêå êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ. Â.Ïëèñ 2 30
Ïîñìîòðèì ñêâîçü ëèíçó. Â.Äðîçäîâ 5 38
Ñëîæåíèå ñêîðîñòåé. Â.×èâèë¸â 1 37
Òåïëîåìêîñòü ðàâíîâåñíûõ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ.
Â.Ìîæàåâ 3 44
Öåíòðèðîâàííûå îïòè÷åñêèå ñèñòåìû. Â.Ìîæàåâ 6 30

Âàðèàíòû âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ

2004 ãîäà

Èíñòèòóò êðèïòîãðàôèè, ñâÿçè è èíôîðìàòèêè
Àêàäåìèè ÔÑÁ ÐÔ 2 36
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò
ýëåêòðîííîé òåõíèêè 2 38
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý.Áàóìàíà 2 40
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà 1 40
Ìîñêîâñêèé èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò 2 41
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò 2 42
Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. À.È.Ãåðöåíà 2 44
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¹ æóðíàëà   ñ. ¹ æóðíàëà   ñ.
Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. Ê.Ý.Öèîëêîâñêîãî (ÌÀÒÈ) 2 44
Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò íåôòè
è ãàçà èì È.Ì.Ãóáêèíà 2 46
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò 2 47

Âàðèàíòû âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ 2005 ãîäà

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò
ýëåêòðîíèêè è ìàòåìàòèêè 6 40
Ìîñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò 6 41
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò 6 38

Îëèìïèàäû

XII Âñåðîññèéñêàÿ çàî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ 5 56
XXXI Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
ïî ìàòåìàòèêå 5 45
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
ïî ôèçèêå 5 48
Âñåðîññèéñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà ïî ôèçèêå 3 51
Èçáðàííûå çàäà÷è Ìîñêîâñêîé ôèçè÷åñêîé
îëèìïèàäû 4 53
XLV Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà 2 49
XIII Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà
«Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí» 3 47
XXXV Ìåæäóíàðîäíàÿ ôèçè÷åñêàÿ îëèìïèàäà 2 53
Ìåæäóíàðîäíûé òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà» 5 52
LXVIII Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà 4 51
Ìîñêîâñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà ïî ôèçèêå 2 56

Èíôîðìàöèÿ

Çàî÷íàÿ ôèçè÷åñêàÿ øêîëà ïðè ôèçè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå ÌÃÓ 3 51
Çàî÷íàÿ øêîëà ïðè ÍÃÓ 3 53
Ëàóðåàòû Âñåðîññèéñêîãî êîíêóðñà øêîëüíûõ
ó÷èòåëåé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè 2005 ãîäà 4 18
Íîâûé ïðèåì â øêîëû-èíòåðíàòû ïðè
óíèâåðñèòåòàõ 6 53
Íîâûé ïðèåì íà çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî
ìåõìàòà 1 25
Î÷åðåäíîé íàáîð â ÎË ÂÇÌØ 6 44
Ôåäåðàëüíàÿ çàî÷íàÿ ôèçèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà
ïðè ÌÔÒÈ 6 50

Ðåöåíçèè, áèáëèîãðàôèÿ

Ïîëåçíàÿ êíèãà ïî ôèçèêå 5 57

Ïîïðàâêè è çàìå÷àíèÿ 1 18, 64

Íàì ïèøóò 3 24

Êîëëåêöèÿ ãîëîâîëîìîê

Ãîëîâîëîìêà äðîâîñåêà 4 2-ÿ ñ.îáë.
Ãîëîâîëîìêè Êèðèëëà Ãðåáíåâà 3 «
Êàëèòêà Âåñàëû 2 «
Ðåêîðäíàÿ «ñêëàäóøêà» 5 «
Ñíèìè êîëüöî 6 «
×åòûðå Ì 1 «

Øàõìàòíàÿ ñòðàíè÷êà

Áàêèíñêèé âóíäåðêèíä 4 3-ÿ ñ.îáë.
Âóíäåðêèíäû, ê äîñêå! 5 «

Äâåíàäöàòèëåòíèé ãðîññìåéñòåð 6 «
Ñàãà î Áðèññàãî 2 «
Ñîâåòñêèé âóíäåðêèíä 1 «
Ñóïåðâóíäåðêèíä 3 «

Óíèâåðñèòåòû ìèðà íà ìîíåòàõ è áàíêíîòàõ

Êàðëîâ óíèâåðñèòåò 5 4-ÿ ñ.îáë.
Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò 3 «
Óíèâåðñèòåòû Àâñòðèè 1 «
Óíèâåðñèòåòû Ãåðìàíèè 6 «
Óíèâåðñèòåòû Èòàëèè 2 «
Óíèâåðñèòåòû Ïîëüøè 4 «

Èíôîðìàöèþ î æóðíàëå «Êâàíò» è íåêîòîðûå
ìàòåðèàëû èç æóðíàëà ìîæíî íàéòè â ÈÍÒÅÐÍÅÒÅ ïî
àäðåñàì:

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà «Êâàíò»

kvant.info
Ìîñêîâñêèé öåíòð íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îáðàçîâàíèÿ

kvant. mccme.ru
Ìîñêîâñêèé äåòñêèé êëóá «Êîìïüþòåð»

math.child.ru
Êîñòðîìñêîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

«Ýâðèêà»
ceemat.ru

    Äèàïîçèòèâû èçãîòîâëåíû ÎÎÎ «Åâðîïîëèãðàôèê»

Çàêàç ¹
Îòïå÷àòàíî íà ÃÓ ÐÏÏ, ã. Ðæåâ, óë. Óðèöêîãî, 91

Ïðè ó÷àñòèè ÇÀÎ «ÐÈÖ «Òåõíîñôåðà»,
òåë.: (095) 234-01-10

Æóðíàë «Êâàíò» çàðåãèñòðèðîâàí â Êîìèòåòå ÐÔ
ïî ïå÷àòè.  Ðåã. ñâ-âî ¹0110473

Àäðåñ ðåäàêöèè:

119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò»;
òåë.: 930-56-48;

e-mail:  admin@kvant.info, math@kvant.info,
phys@kvant.info

Í Î Ì Å Ð  Ï Î Ä Ã Î Ò Î Â È Ë È

À.À.Åãîðîâ,  Ñ.Ï.Êîíîâàëîâ,

À.Þ.Êîòîâà, Â.À.Òèõîìèðîâà, À.È.×åðíîóöàí

Í Î Ì Å Ð  Î Ô Î Ð Ì È Ë È
Â.Í.Âëàñîâ, Ä.Í.Ãðèøóêîâà, Â.Â.Èâàíþê,

À.Å.Ïàöõâåðèÿ, Å.À.Ñèëèíà

Õ Ó Ä Î Æ Å Ñ Ò Â Å Í Í Û É  Ð Å Ä À Ê Ò Î Ð
Å.Â.Ìîðîçîâà

Ê Î Ì Ï Ü Þ Ò Å Ð Í À ß  Ã Ð Ó Ï Ï À
Å.À.Ìèò÷åíêî, Ë.Â.Êàëèíè÷åâà
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