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Òóïîñòü è ãåíèé
À.ÀËÅÊÑÀÍÄÐÎÂ

Î
ÃËßÍÅÌÑß ÒÅÏÅÐÜ ÍÀ ÈÑÒÎÐÈÞ ÏßÒÎÃÎ ÏÎÑ-
ñòóëàòà  Åâêëèäà.  Ëîáà÷åâñêèé  ñêàçàë  î  íåé:
«Íàïðàñíûå ñòàðàíüÿ... â ïðîäîëæåíèå äâóõ

òûñÿ÷ ëåò». Íî êàêèå ñòàðàíüÿ! Ìíîæåñòâî ìàòåìàòè-
êîâ ðàñòî÷àåò èõ, è êàêèõ ìàòåìàòèêîâ! Ñðåäè íèõ
çíàìåíèòåéøèå èìåíà: ïîïûòêè îòêðûâàþòñÿ, âîçìîæ-
íî, Àðõèìåäîì, ïðîõîäÿò ÷åðåç Îìàðà Õàéÿìà è ïîä-
õîäÿò ê çàâåðøåíèþ ñ Ãàóññîì.

Ïîïûòêè äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò áûëè, êàê ìû
âûÿñíèëè ðàíüøå, ñîâåðøåííî åñòåñòâåííûìè. Íî 2000
ëåò íèêòî íå äîãàäûâàëñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî íåâîç-
ìîæíî. Íèêòî íå ìîã ïîäóìàòü, ÷òî âîçìîæíà êàêàÿ-
òî ãåîìåòðèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïðèâû÷íîé åâêëèäîâîé. Åå
íåðàçðûâíàÿ ñâÿçü ñ íàøèì ïðîñòðàíñòâåííûì îïû-
òîì è íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëåíèåì, åå ëîãè÷åñêîå ñî-
âåðøåíñòâî è ïðîçðà÷íîñòü, âåêîâûå òðàäèöèè åå èçó-
÷åíèÿ è, ìîæíî ñêàçàòü, èñïîâåäàíèÿ – âñå ýòî äåëà-
ëî ãåîìåòðèþ Åâêëèäà íåïðåðåêàåìîé, êàê áû àáñî-
ëþòíî íåîáõîäèìîé, ïðèñóùåé è ìèðó è ðàçóìó. Åå
ïðîèñõîæäåíèå èç ïðàêòèêè çàòìåâàëîñü ñîâåðøåí-
ñòâîì è ÿñíîñòüþ åå ëîãèêè. È äîøëî, íàêîíåö, äî
òîãî, ÷òî â 1781 ãîäó âåëèêèé ôèëîñîô Êàíò â ñâîåé
«Êðèòèêå ÷èñòîãî ðàçóìà» ñ÷åë ãåîìåòðèþ àïðèîðíîé
– íåçàâèñèìîé îò îïûòà – è îñíîâàë íà ýòîì âûâîä

îá àïðèîðíîñòè ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå äëÿ
íåãî íå ôîðìà, ïðèñóùàÿ ìèðó, à òîëüêî ôîðìà
íàøåãî âîñïðèÿòèÿ, ôîðìà «íàãëÿäíîãî ñîçåðöàíèÿ».

Ãåíèé

Íî êàê ðàç â ýòî æå âðåìÿ èç ïîïûòîê äîêàçàòü ïÿòûé
ïîñòóëàò ñòàëè ïðîáèâàòüñÿ ïåðâûå ïðîáëåñêè ñîìíå-
íèé. Óæå â 1766 ãîäó ó Ëàìáåðòà áðåçæèò ìûñëü, ÷òî
îòðèöàíèå ïÿòîãî ïîñòóëàòà «èìååò ìåñòî íà êàêîé-òî
ìíèìîé ñôåðå», ÷òî, ìîæåò áûòü, ñòðàííûå âûâîäû, ê
êîòîðûì ïðèâîäèò ýòî îòðèöàíèå,– íå áåññìûñëèöà.
Íàïðÿæåíèå íàðàñòàåò. Êàíòîâñêîå «àïðèîðè» ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ â óìàõ, îñîáåííî ïîñëå âòîðîãî èçäàíèÿ
åãî «Êðèòèêè» â 1787 ãîäó.

Íî òðóä Ëàìáåðòà âûõîäèò â 1786 ãîäó. Çàòåì èç
ñòîëü æå óïîðíûõ, êàê è áåçóñïåøíûõ ïîïûòîê äîêà-
çàòü ïÿòûé ïîñòóëàò, â ïåðâîé ÷åòâåðòè XIX âåêà
ïðîðàñòàåò, íàêîíåö, îáùàÿ ìûñëü î òîì, ÷òî, âîçìîæ-
íî, ìûñëèìà ãåîìåòðèÿ, îòëè÷íàÿ îò åâêëèäîâîé. Ïî-
÷òè îäíîâðåìåííî, õîòÿ è ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ îïðåäå-
ëåííîñòè è ÿñíîñòè, ýòà èäåÿ ïîÿâëÿåòñÿ ó íåñêîëüêèõ
÷åëîâåê – ó Øâåéêàðòà, Òàóðèíóñà, Ãàóññà, Ëîáà÷åâ-
ñêîãî è Áîëüÿéè.

Äîéòè äî ìûñëè, îïðîâåðãàþùåé ïðèâû÷íîå, ìîæåò
áûòü ñàìî ïî ñåáå ãåíèàëüíûì. Íî ýòî åùå íå íàóêà, à
òîëüêî èäåÿ. Íàóêà æå òðåáóåò ïðåòâîðåíèÿ èäåè âÏðîäîëæåíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå» ¹2.
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òåîðèè, êàê èíæåíåðèÿ – ïðåòâîðåíèÿ èäåè â ïðåäìåòå,
â îñóùåñòâëåííîì èçîáðåòåíèè.

Ãåíèé – íå òîëüêî ïîëåò ìûñëè, íî òàêæå åå óïîðñòâî
– òðóä, ïðèïîäíÿòûé âäîõíîâåíèåì, è âäîõíîâåíèå,
ïîäêðåïëåííîå òðóäîì. Òàê, Êîïåðíèê íå òîëüêî âûðà-
çèë ìûñëü, ÷òî íå Çåìëÿ, à Ñîëíöå – â öåíòðå (ìûñëü,
êñòàòè ñêàçàòü, íå íîâóþ: åå âûðàçèë åùå â III âåêà äî
í.ý. Àðèñòàðõ Ñàìîññêèé), íî è ïîñòðîèë «ñèñòåìó
Êîïåðíèêà» – äàë òî÷íîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ ïëàíåò
âîêðóã Ñîëíöà, ñîãëàñíîå ñ íàáëþäåíèÿìè. Òî÷íî òàê
æå Ëîáà÷åâñêèé íå òîëüêî âûðàçèë óáåæäåíèå â âîç-
ìîæíîñòè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, íî è ïîñòðîèë ýòó
ãåîìåòðèþ. È êàê îò Êîïåðíèêà ïîøëî íîâîå ðàçâèòèå
àñòðîíîìèè, äîøåäøåå äî ñîâðåìåííîãî âçãëÿäà íà
Âñåëåííóþ ñ ìíîæåñòâîì «ìèðîâ» – ïëàíåòíûõ ñèñ-
òåì, ãàëàêòèê è ïð., òàê îò Ëîáà÷åâñêîãî ïîøëî íîâîå
ðàçâèòèå ãåîìåòðèè, ïðèâåäøåå ê ñîçäàíèþ ìíîæåñòâà
ðàçíîîáðàçíûõ «ãåîìåòðèé», ñàìûõ ðàçíûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ òåîðèé «âîîáðàæàåìûõ» ïðîñòðàíñòâ – òîïîëî-
ãè÷åñêèõ, ðèìàíîâûõ, ôèíñëåðîâûõ, ðàññëîåííûõ... –
«èì æå íåñòü ÷èñëà». Íåäàðîì, êîãäà â 60–70 ãîäû
XIX âåêà íà÷àë âî âñþ ñèëó ðàçâîðà÷èâàòüñÿ ýòîò
ïîøåäøèé ñ Ëîáà÷åâñêîãî ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ãåîìåòðèè, Ëîáà÷åâñêèé áûë íàçâàí «Êîïåðíèêîì ãåî-
ìåòðèè». Íåëüçÿ, êîíå÷íî, çàáûâàòü, ÷òî íîâóþ ãåî-
ìåòðèþ ðàçâèë è îáíàðîäîâàë òàêæå Áîëüÿéè, íî
ïðåèìóùåñòâî îòäàåòñÿ Ëîáà÷åâñêîìó, ïîòîìó ÷òî îí
ñäåëàë ýòî ðàíüøå è ïîòîì åùå ñóùåñòâåííî ïðîäîë-
æèë ñâîè èññëåäîâàíèÿ è ïóáëèêàöèè.

Ëîáà÷åâñêèé óòâåðæäàëñÿ â ìûñëè î íåäîêàçóåìîñòè
ïÿòîãî ïîñòóëàòà è î âîçìîæíîñòè íååâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè, èñõîäÿ èç ôèëîñîôñêèõ, òåîðåòèêî-ïîçíàâà-
òåëüíûõ óáåæäåíèé. Ýòî âûðàæåíî óæå â ïðèâåäåííûõ
ðàíåå (â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè) åãî ñëîâàõ èç ïðåäèñëî-
âèÿ ê «Íîâûì íà÷àëàì ãåîìåòðèè...». «Èñòèíà, êîòî-
ðóþ õîòåëè äîêàçûâàòü», ò.å. ïÿòûé ïîñòóëàò, íå
çàêëþ÷àåòñÿ «â ñàìèõ ïîíÿòèÿõ», à â ïðèìåíåíèè ê
ðåàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó è ïîäëåæèò ïðîâåðêå îïûòîì,
êàê ôèçè÷åñêèé çàêîí. Ýòèì îòðèöàåòñÿ êàíòîâñêîå
«àïðèîðè»: ãåîìåòðèÿ íå íåçàâèñèìà îò îïûòà, à ïîä-
ëåæèò ïðîâåðêå îïûòîì.1  Â äðóãèõ ñî÷èíåíèÿõ Ëîáà-
÷åâñêèé ÿâíî âîçðàæàë ïðîòèâ êàíòèàíñòâà â îáùåé
ôîðìå, êîãäà ïèñàë, íàïðèìåð, ÷òî «ïîíÿòèÿ ïðèîáðå-
òàþòñÿ îïûòîì... âðîæäåííûì íå äîëæíî âåðèòü».

Êñòàòè, ýòî ñòîèò çàìåòèòü íàó÷íûì ñíîáàì, ïîëàãà-
þùèì, áóäòî íè èì, íè íàóêå âîîáùå íå íóæíî
ôèëîñîôñêîå ìûøëåíèå. Âñå âåëèêèå ó÷åíûå îò Íüþ-
òîíà è Ãàëèëåÿ, åñëè ãîâîðèòü ëèøü î íîâîì âðåìåíè,
áûëè ôèëîñîôñêèìè ìûñëèòåëÿìè. Áåç ôèëîñîôèè
íàóêà íå ðàçâèâàåòñÿ: ïðîëîæåíèå íîâûõ åå ïóòåé,

êîãäà îíè íå îôîðìèëèñü, è åñòü ôèëîñîôñêîå äâèæå-
íèå ìûñëè. Âîïðîñ òîëüêî â òîì – êàêàÿ ýòî ôèëîñî-
ôèÿ, ñâÿçûâàåòñÿ ëè îíà ñ òî÷íîé ëîãèêîé è ôàêòàìè
îïûòà èëè ñ ïðåáûâàþùèìè â áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàí-
ñòâå îáùèìè ôðàçàìè àïðèîðíîñòè è ÷èñòîãî ñïåêóëÿ-
òèâíîãî ìûøëåíèÿ. Ãàëèëåé, Íüþòîí, Ëîáà÷åâñêèé íå
òîëüêî âûñêàçûâàëè ôèëîñîôñêèå ñóæäåíèÿ, íî è,
îòïðàâëÿÿñü îò îáùèõ óáåæäåíèé, ñòðîèëè çäàíèÿ
íàó÷íûõ òåîðèé – ïðî÷íûå îñíîâàíèÿ öåëûõ îáøèð-
íûõ îáëàñòåé íàóêè.

Ïîÿâëåíèå íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè áûëî íà÷àëîì
ðåâîëþöèîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãåîìåòðèè. Íî òàê
æå, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ðåâîëþöèè, âìåñòå ñ íàçðåâà-
íèåì åå ñèë ðîñëà è ðåàêöèÿ. Èìåííî òîãäà, êîãäà
îòêðûòèå íîâîé ãåîìåòðèè óæå ïðèáëèæàëîñü, ïîÿâè-
ëàñü ôèëîñîôèÿ Êàíòà ñ åå ó÷åíèåì îá àïðèîðíîñòè
ãåîìåòðèè, î ïðîñòðàíñòâå êàê àïðèîðíîé ôîðìå ñîçåð-
öàíèÿ. Ëþáàÿ äðóãàÿ ãåîìåòðèÿ, êðîìå òîé, êîòîðàÿ
ïðèñóùà ýòîé ôîðìå ñîçåðöàíèÿ, êàçàëàñü íåìûñëè-
ìîé. Ëîáà÷åâñêèé ÿâíî âûñòóïàåò ïðîòèâ ýòèõ âîççðå-
íèé. Ïîÿâëåíèå íîâîé ãåîìåòðèè îïðîâåðãàåò èõ è
îòêðûâàåò íåâåäîìûå, íåìûñëèìûå ðàíüøå ïóòè ðàç-
âèòèÿ íàóêè – ðåâîëþöèÿ ñîâåðøàåòñÿ.

Ãåíèé – ýòî ðåâîëþöèÿ, ðåâîëþöèÿ – ýòî ãåíèé â
äåéñòâèè.

Òóïîñòü

Êàê èñòîðèÿ ïÿòîãî ïîñòóëàòà è íååâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè äåìîíñòðèðóåò ÷åëîâå÷åñêèé ãåíèé, òàê äåìîí-
ñòðèðóåò îíà è íåïîâîðîòëèâîñòü óìà, åñëè èçáåãàòü
ãðóáîãî ñëîâà «òóïîñòü».

Íà÷àòü ñ òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ïîïûòîê äîêàçàòü
ïÿòûé ïîñòóëàò áûëî îñíîâàíî íà îøèáêàõ. Àâòîðàì
ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ òîëüêî êàçàëîñü, ÷òî îíè íàøëè
äîêàçàòåëüñòâî. Òàê áûëî äàæå â íà÷àëå XIX âåêà.
Òîëüêî íåìíîãèå ïîíèìàëè, ÷òî îïèðàþòñÿ íà äîïîëíè-
òåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ðàâíîñèëüíûå ïÿòîìó ïîñòó-
ëàòó, è ÿâíî èõ ôîðìóëèðîâàëè. Îøèáêè áûëè ïñèõî-
ëîãè÷åñêè îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî àâòîðó î÷åíü õîòåëîñü
ïÿòûé ïîñòóëàò äîêàçàòü, îòêàç îò íåãî áûë íåâîîáðà-
çèìûì, à ïîëîæåíèå, ïðèíÿòîå îòêðûòî, íà êîòîðîå
àâòîð îïèðàëñÿ, êàçàëîñü ñàìî ñîáîþ î÷åâèäíûì è
óñêîëüçàëî îò òîãî, ÷òîáû åãî ÿâíî ôîðìóëèðîâàòü.

Î÷åíü õàðàêòåðåí ïðèìåð Ñàêêåðè: ïðè âñåé ãëóáèíå
è òîíêîñòè åãî âûâîäîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê íååâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè, îí â êîíöå âñå æå çàêëþ÷àåò, ÷òî åìó
óäàëîñü «âûðâàòü ñ êîðíåì» ãèïîòåçó, îòðèöàþùóþ
ïÿòûé ïîñòóëàò, è î÷èñòèòü Åâêëèäà îò ïÿòåí. È
Ëàìáåðò, äàëåêî ðàçâèâøèé íååâêëèäîâó ãåîìåòðèþ,
òîëüêî «ïî÷òè» ñäåëàë âûâîä î åå âûïîëíèìîñòè, è
Ãàóññ ìó÷èòåëüíî äîëãî «âñå áîëåå ïðèõîäèë» ê óáåæ-
äåíèþ î íåâîçìîæíîñòè äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò.

Êîãäà æå íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ áûëà îòêðûòà è
îáíàðîäîâàíà è âñòàë âîïðîñ î åå ðåàëüíîì ñìûñëå, òî
òóò íåñîîáðàçèòåëüíîñòü ïîêàçàëà ñåáÿ â ïîëíóþ ñèëó.

Ãàóññ åùå â 1827 ãîäó ðàçâèë îñíîâû îáùåé òåîðèè
ãåîìåòðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ, â êîòîðîé ðîëü ïðÿìîëè-
íåéíûõ îòðåçêîâ èãðàþò êðàò÷àéøèå ëèíèè, ðàñïîëî-
æåííûå íà ïîâåðõíîñòè. Ó íåãî áûë ïîëó÷åí, â ÷àñòíî-
ñòè, âûâîä, ÷òî íà íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòÿõ (ïîâåðõíî-

1 Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ñëîâî «ãåîìåòðèÿ» äîëæíî ïîíèìàòüñÿ
äâîÿêî: êàê ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ è êàê òåîðèÿ
ðåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ îòíîøåíèé. Â ýòîì âòîðîì
êà÷åñòâå îíà ïîäëåæèò ïðîâåðêå îïûòîì (ñîâðåìåííàÿ ôèçè-
êà äîêàçàëà, ÷òî íàøå ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íî
åâêëèäîâûì). Íî îò ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñàìîé ïî
ñåáå òðåáóåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ñòðîéíîñòü ïðåæäå âñåãî è îáÿçà-
òåëüíî íåïðîòèâîðå÷èâîñòü. Â òàêîì âèäå òà èëè èíàÿ
ãåîìåòðèÿ – ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðåäëîæåíèé, âûâîäèìûõ èç
ïðèíÿòûõ ïîñûëîê. À êàêèå îíà íàõîäèò ïðèëîæåíèÿ – ýòî åå
ñàìó ïî ñåáå íå çàòðàãèâàåò.
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ñòÿõ îòðèöàòåëüíîé êðè-
âèçíû) ñóììà óãëîâ òðåó-
ãîëüíèêà (ñòîðîíû êîòî-
ðîãî êðàò÷àéøèå ëèíèè)
ìåíüøå 180° (ñì. ðèñó-
íîê). Îí çíàë âìåñòå ñ
òåì, ÷òî â íååâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè âåðíî òî æå.
Íî îí íå ñîïîñòàâèë ýòè
äâà âûâîäà, íå äîãàäàëñÿ,
÷òî íååâêëèäîâà ãåîìåò-
ðèÿ äîëæíà îñóùåñòâëÿòü-

ñÿ íà íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Åñëè áû îí äîäóìàëñÿ
äî ýòîãî, òî äîêàçàòåëüñòâî íå ïðåäñòàâëÿëî áû äëÿ
íåãî, ïðè åãî èñêëþ÷èòåëüíîé ñèëå ìàòåìàòèêà, îñîáî-
ãî òðóäà (ýòîò âûâîä áûë ïîëó÷åí èòàëüÿíñêèì ìàòåìà-
òèêîì Áåëüòðàìè òîëüêî 40 ëåò ñïóñòÿ).

Âåðîÿòíî, ìûñëè Ãàóññà â íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè,
ñ îäíîé ñòîðîíû, è â òåîðèè ïîâåðõíîñòåé, ñ äðóãîé,
øëè êàê áû ïàðàëëåëüíî, íå ïåðåñåêàÿñü. ßâëåíèå
äîâîëüíî îáû÷íîå. Ëþäÿì ñïëîøü è ðÿäîì íå ïðèõîäèò
â ãîëîâó ñîïîñòàâèòü âåùè, êîòîðûå êàæóòñÿ ñîâåð-
øåííî ðàçëè÷íûìè, íî ïðè áëèæàéøåì ðàññìîòðåíèè
îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè èëè äàæå ñîâïàäàþùè-
ìè. Òàê áûâàåò ó îäíîãî ÷åëîâåêà, êîãäà îí çíàåò îáå
«âåùè», íî íå ñîïîñòàâëÿåò èõ. Òàê æå áûâàåò è â
ãðóïïå ëþäåé, êîãäà îäíè çíàþò îäíî, äðóãèå – äðóãîå,
äà íå ñîïîñòàâëÿþò.

Èìåííî òàê è áûëî äàëüøå ñ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðè-
åé è ãåîìåòðèåé íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû. Ìèíäèíã, íàéäÿ ôîðìóëû òðèãîíî-
ìåòðèè íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ, – à îíè òàêèå æå, êàê â
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, – íå çàìåòèë ýòîãî, õîòÿ
ðàáîòà Ëîáà÷åâñêîãî áûëà óæå îïóáëèêîâàíà äâóìÿ
ãîäàìè ðàíüøå â òîì æå æóðíàëå. Äà è Ëîáà÷åâñêèé,
êîòîðûé êàê ãåîìåòð-ïðîôåññèîíàë ìîã áû ïðî÷èòàòü
ðàáîòó Ìèíäèíãà, íå ñäåëàë ýòîãî ñîïîñòàâëåíèÿ. Òàê
ïóòåøåñòâåííèêè, ïîäîøåäøèå ê ãîðíîìó õðåáòó èëè
ïîäïëûâøèå ê îñòðîâó ñ ðàçíûõ ñòîðîí, ìîãóò íå
ñîîáðàçèòü, ÷òî îòêðûëè îäíî è òî æå.

Ðàáîòó Ìèíäèíãà ðàçâèë â 1857 ãîäó Êîäàööè, íî è
îí íå ñîîáðàçèë ñîïîñòàâèòü ñâîè âûâîäû ñ íååâêëèäî-
âîé ãåîìåòðèåé. Äà îí, âîçìîæíî, î íåé è íå çíàë, õîòÿ
÷àñòü ðàáîò Ëîáà÷åâñêîãî áûëà îïóáëèêîâàíà ïî-
ôðàíöóçñêè è ïî-íåìåöêè, à ðàáîòà Áîëüÿéè åùå â
1832 ãîäó âûøëà íà ëàòèíñêîì ÿçûêå.

È òîëüêî â 1868 ãîäó Áåëüòðàìè, îòïðàâëÿÿñü îò
ðàáîò Ìèíäèíãà è Êîäàööè, äåëàåò, íàêîíåö, íóæíîå
ñîïîñòàâëåíèå è ïîäðîáíî äîêàçûâàåò, ÷òî íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû âûïîëíÿ-
åòñÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî.

Â ïðîìåæóòêå, â 1859 ãîäó, Êýëè ñîçäàåò òåîðèþ
ðàññòîÿíèÿ, ñîäåðæàùóþ ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, íî íå ïîíèìàåò ýòîãî, òàê êàê íå ñîïîñòàâëÿåò
ñâîþ òåîðèþ ñ ýòîé ãåîìåòðèåé. Õîòÿ ïîçæå, â 1861
ãîäó, îí ïóáëèêóåò ðàáîòó ïî ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêî-
ãî.

Òîëüêî â 1871 ãîäó Êëåéí äåëàåò ýòî ñîïîñòàâëåíèå
– ïðèõîäèò ê òîé ïðîñòîé ìîäåëè â êðóãå, î êîòîðîé ìû
ðàññêàçàëè âíà÷àëå. Óêàçàíèåì íà ýòó ýëåìåíòàðíóþ

ìîäåëü ðåøàåòñÿ âîïðîñ î íåäîêàçóåìîñòè ïÿòîãî ïî-
ñòóëàòà. Âîò ê ÷åìó, ìîæíî ñêàçàòü, ñâåëîñü òî, íàä ÷åì
áîëåå 2000 ëåò áèëèñü óìû ìàòåìàòèêîâ!

Èñòîðèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïîêàçûâàåò, ñ êà-
êèì òðóäîì ëþäè äîõîäÿò äî âåùåé, êîòîðûå, êîãäà îíè
íàêîíåö óõâà÷åíû è ïîíÿòíû, îêàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè,
è êàê ëþäè çà÷àñòóþ íå ïîíèìàþò, ÷òî äåëàþò è ÷òî
ëåæèò ó íèõ ïîä ðóêàìè. Íè Ãàóññ, íè Ëîáà÷åâñêèé íå
ïîíÿëè òî, ÷òî áûëî ó íèõ ïî÷òè â ðóêàõ.

Â íàøå âðåìÿ âñå åùå íàõîäÿòñÿ ëþäè, çàíèìàþùè-
åñÿ «äîêàçàòåëüñòâîì» ïÿòîãî ïîñòóëàòà è îñàæäàþ-
ùèå ìàòåìàòèêîâ ýòèìè ñâîèìè «òðóäàìè». Íî òàê êàê
âîïðîñ î ïÿòîì ïîñòóëàòå ðåøåí è ðåøåíèå ýòî ñ
ïîìîùüþ ìîäåëè â êðóãå íåòðóäíî ïîíÿòü êàæäîìó,
íàçâàííûå «äîêàçàòåëüñòâà» è «òðóäû» îòíîñÿòñÿ óæå
íå ê íåïîâîðîòëèâîñòè óìà, à ê ãëóïîñòè èëè äàæå ê
ñôåðå ìåäèöèíû. Ãëóïîñòü – ýòî ñîâñåì íå òî, ÷òî
òóïîñòü – íåïîâîðîòëèâîñòü óìà; íàïðîòèâ, ó äóðàêà
ìîæåò áûòü «ëåãêîñòü â ìûñëÿõ íåîáûêíîâåííàÿ», óì
åãî ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ ñ ãîëîâîêðóæèòåëüíîé áûñ-
òðîòîþ, äà áåç òîëêó. Ýòî íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ
ê òîé íåïîâîðîòëèâîñòè óìà, ñâîéñòâåííîé äàæå ãåíè-
ÿì, êîòîðóþ òàê ÿðêî ïîêàçûâàåò òðóäíàÿ èñòîðèÿ
ïÿòîãî ïîñòóëàòà è íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Õàðàêòåð

Ãàóññ, Áîëüÿéè, Ëîáà÷åâñêèé – òðè ìàòåìàòèêà,
îòêðûâøèõ íååâêëèäîâó ãåîìåòðèþ. Òðè ÷åëîâåêà –
òðè õàðàêòåðà.

Ôðèäðèõ Ãàóññ – ìàòåìàòèê ÷ðåçâû÷àéíîé ñèëû, î
êîòîðîì ãîâîðÿò «âåëèêèé Ãàóññ», «princeps mathe-
maticorum» (ò.å. êîðîëü ìàòåìàòèêîâ), «ñòàðøèíà
ìàòåìàòèêîâ». Íî Ãàóññó ïðè âñåé åãî ìàòåìàòè÷åñêîé
ñèëå áûëà ñâîéñòâåííà èíòåëëåêòóàëüíàÿ îñòîðîæ-
íîñòü, íåðåøèòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ïðîÿâèëàñü, â ÷àñòíî-
ñòè, â òîì, ÷òî îí áîëåå 30 ëåò çàíèìàëñÿ òåîðèåé
ïàðàëëåëüíûõ, ïðåæäå ÷åì ðåøèëñÿ âûðàçèòü äàæå
ñàìîìó ñåáå è â ÷àñòíûõ ïèñüìàõ òâåðäîå óáåæäåíèå â
ïðàâîìåðíîñòè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Äàëüøå ñëå-
äîâàëà óæå èíàÿ îñòîðîæíîñòü – òðóñîñòü, êîòîðàÿ íå
äàëà åìó âûñòóïèòü ñî ñâîèìè âûâîäàìè.

Ïîëíîé ïðîòèâîïîëîæíîñòüþ Ãàóññó ïðåäñòàåò ïå-
ðåä íàìè ßíîø Áîëüÿéè – ñàìûé ìîëîäîé èç òðåõ:
êîãäà îí äîäóìàëñÿ äî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, åìó
áûëî âñåãî 23 ãîäà (ñîîòâåòñòâåííî, Ãàóññó – 47,
Ëîáà÷åâñêîìó – 31). Ëîáà÷åâñêèé âûñòóïàåò ïóáëè÷-
íî â 32 ãîäà, Áîëüÿéè – â 30, Ãàóññ – íèêîãäà.
Ðàáîòà Áîëüÿéè ïî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè íàïèñàíà
áëåñòÿùå, ðàçâå ÷òî óæ ñëèøêîì êðàòêî. Áëåñê åãî
òàëàíòà ñîîòâåòñòâîâàë îñòàëüíûì ÷åðòàì åãî ïûëêîé
íàòóðû. Îí áûë ãóñàðñêèé îôèöåð, îäèí èç çíàìåíè-
òûõ âåíãåðñêèõ ãóñàðîâ, äóýëÿíò. Êàê-òî åìó ïðè-
øëîñü âñòðåòèòüñÿ â äóýëè íà øïàãàõ ñ íåñêîëüêèìè
ïðîòèâíèêàìè; ñõâàòêè ñëåäîâàëè îäíà çà äðóãîé, è
îí îãîâîðèë ñåáå ïðàâî â ïåðåðûâàõ èãðàòü íà ñêðèï-
êå, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ãèáêîñòü êèñòè. Îí ïðèêîëîë
(íå äî ñìåðòè) âñåõ ñâîèõ ïðîòèâíèêîâ.

Íî ãóñàðñêîå ñàìîëþáèå ïîãóáèëî Áîëüÿéè. Íå òåì,
÷òî åãî ñàìîãî óáèëè íà äóýëè, à òåì, ÷òî ýòî ñàìîëþ-
áèå ðàñïðîñòðàíÿëîñü ó íåãî â îáëàñòü ìàòåìàòèêè.
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Ãàóññ ïðèñëàë åãî îòöó, ñâîåìó ñòàðîìó çíàêîìîìó,
ïîëîæèòåëüíûé îòçûâ î ðàáîòå ßíîøà, íàïèñàâ, ÷òî
î÷åíü õâàëèòü åãî äîñòèæåíèÿ íå ìîæåò, òàê êàê ýòèì
îí õâàëèë áû ñàì ñåáÿ, ïîòîìó ÷òî òå æå ðåçóëüòàòû
èçâåñòíû åìó äàâíî. ßíîø æå ðåøèë, ÷òî Ãàóññ ïî-
ïðîñòó ïðèñâîèë ñåáå åãî îòêðûòèÿ. Ïîçæå, êîãäà
ïîÿâèëñÿ íåìåöêèé ïåðåâîä îäíîé èç êíèã Ëîáà÷åâñ-
êîãî, îí ðåøèë, ÷òî ïîä ïñåâäîíèìîì Ëîáà÷åâñêîãî
ñêðûâàåòñÿ Ãàóññ, óêðàâøèé åãî, Áîëüÿéè, ðåçóëüòà-
òû. Êðîìå îòêðûòèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, Áîëü-
ÿéè âûïîëíèë åùå îäíó ðàáîòó ïî ìàòåìàòèêå, ãäå
ñîäåðæàëèñü èäåè, îïåðåæàâøèå åãî âðåìÿ, íî íå
äîñòàòî÷íî òùàòåëüíî îôîðìëåííóþ. Â ïîñëåäíèå ãîäû
æèçíè ñîçíàíèå åãî ïîìðà÷èëîñü. Îí óìåð â 1860
ãîäó, íà 58 ãîäó æèçíè.

Ëîáà÷åâñêèé ðåøèòåëüíî îòëè÷àëñÿ îò Ãàóññà è îò
Áîëüÿéè, ñîåäèíÿÿ ñìåëîñòü ñ óïîðñòâîì è îñíîâàòåëü-
íîñòüþ, ñèëó òåîðåòè÷åñêîé ìûñëè ñ ñèëîé âîëè. Åãî
îòêðûòèå íå âñòðåòèëî ïðèçíàíèÿ, åãî ñ÷èòàëè äàæå
íåìíîãî ñóìàñøåäøèì, êàê ãîâîðèë î íåì, íàïðèìåð,
×åðíûøåâñêèé. Ïðèçíàíèå, èäóùåå îò Ãàóññà, ïðèøëî
ïîçäíåå. Íî Ëîáà÷åâñêèé íå ñìóùàëñÿ è ïðîäîëæàë
ñâîè «ñóìàñøåäøèå» èññëåäîâàíèÿ ïî «ñóìàñøåäøåé»
ãåîìåòðèè, ïóáëèêóÿ âñëåä çà ïåðâîé îáøèðíîé ðàáî-
òîé ñëåäóþùèå. Îñëåïíóâ ê ñòàðîñòè, ñâîþ ïîñëåäíþþ
êíèãó «Ïàíãåîìåòðèÿ» îí  äèêòîâàë.

Äåÿòåëüíîñòü Ëîáà÷åâñêîãî áûëà íå òîëüêî íàó÷íîé:
18 ëåò îí áûë ðåêòîðîì Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà,
ïðîÿâèâ íà ýòîì ïîñòó âûäàþùóþñÿ ýíåðãèþ, àäìèíè-
ñòðàòèâíîå óìåíèå è ïîíèìàíèå çàäà÷ âîñïèòàíèÿ þíî-
øåñòâà. Åãî ýíåðãè÷íàÿ è óìåëàÿ äåÿòåëüíîñòü â òÿæå-
ëîå âðåìÿ õîëåðíîé ýïèäåìèè 1835 ãîäà ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ äàæå ñòðàííîé ó ÷åëîâåêà, êîòîðûé çàíèìàëñÿ
âîîáðàæàåìîé ãåîìåòðèåé, îäíîé èç àáñòðàêòíåéøèõ
îáëàñòåé àáñòðàêòíåéøåé èç íàóê – ìàòåìàòèêè. Íî,
ìîæåò áûòü, ýòîìó íå ñëåäóåò îñîáåííî óäèâëÿòüñÿ.
Âîëÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðåøèòåëüíûõ äåéñòâèé â òðóä-
íûõ óñëîâèÿõ, òàêæå íåîáõîäèìà äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðàçâèòü è îòñòàèâàòü íàó÷íûå óáåæäåíèÿ è èñòèíó
âîïðåêè âñåìó.

Òàëàíò, ãåíèé – ýòî íå òîëüêî ñïåöèàëüíûå ñïîñîáíî-
ñòè, íî è õàðàêòåð. Êàê Ìàãåëëàíó è Íàíñåíó áûëà
íóæíà ðåøèìîñòü, ÷òîáû îòïðàâèòüñÿ â íåèçâåäàííîå
ïëàâàíèå, òàê òåîðåòèêó íóæíà èíòåëëåêòóàëüíàÿ ðå-
øèìîñòü, ÷òîáû ïîäóìàòü «íåâåðîÿòíîå» è ðàçâèâàòü
åãî âîïðåêè íå òîëüêî óñòîÿâøèìñÿ âçãëÿäàì è òðàäè-
öèÿì, íî íåðåäêî è âîïðåêè ñîáñòâåííûì ñîìíåíèÿì.
Íî ìàëî óáåäèòüñÿ â ñâîèõ èäåÿõ äëÿ ñàìîãî ñåáÿ – èõ
íóæíî ïåðåäàòü äðóãèì ëþäÿì. À ýòî òîæå ìîæåò
òðåáîâàòü ðåøèìîñòè, ïîòîìó ÷òî ëþäè ìîãóò íå ïî-
íÿòü, îòáðîñèòü è äàæå ïîäâåðãíóòü íàñìåøêàì è
ïîðóãàíèþ íîâûå èäåè è âûâîäû. Ýòî ìîãóò ñäåëàòü â
ïåðâóþ î÷åðåäü ñâîè æå êîëëåãè-ó÷åíûå, óáåæäåííûå
â íåçûáëåìîñòè ñâîèõ âçãëÿäîâ â ñâîåé àêàäåìè÷åñêîé
íåïîãðåøèìîñòè, ìåùàíå â àêàäåìè÷åñêèõ êðåñëàõ è íà
ïðîôåññîðñêèõ êàôåäðàõ.

Â íåäàâíåå âðåìÿ, äà âîçìîæíî è ïî ñèþ ïîðó, ñ
ëåãêîé ðóêè Áåðòîëüäà Áðåõòà ïðèíÿòî áûëî ïîíîñèòü
Ãàëèëåÿ çà ïðåäàòåëüñòâî èñòèíû – çà òî, ÷òî îí
îòðåêñÿ îò ñâîèõ íàó÷íûõ óáåæäåíèé. Òî, ÷òî îòðåêàòü-

ñÿ îò èñòèíû äóðíî, åäâà ëè íóæäàåòñÿ â îñîáûõ
îáúÿñíåíèÿõ. Íî â ìîìåíò ñóäà èíêâèçèöèè Ãàëèëåé
áûë 68-ëåòíèì ñòàðèêîì, ÷åðåç 3 ãîäà îí îñëåï, à åìó
ãðîçèëè ïûòêîé, çàòî÷åíèåì, ïåðåä íèì ñòîÿë îáðàç
ñîææåííîãî íà êîñòðå Äæîðäàíî Áðóíî. Îñòàíîâè-
òåñü, ÷èòàòåëü, è ïîñòàðàéòåñü ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî ýòî
âàñ æãóò íà êîñòðå èëè âçäåðãèâàþò íà äûáå. Ïîñëå
ýòîãî ìû ïðîäîëæèì ðàçãîâîð î âåðíîñòè èñòèíå – î íåé
òàê ëåãêî ðàññóæäàòü, êîãäà âàì íå ãðîçÿò íè êîñòåð, íè
ïûòêè, íè çàòî÷åíèå.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè Ãàëèëåé õîòÿ è îòðåêñÿ ñëîâåñíî,
íî èñòèíû íå ïðåäàë. Îñëåïøèé ñòàðåö, óçíèê èíêâè-
çèöèè, îí äèêòóåò ñâîå ãëàâíîå íàó÷íîå ñî÷èíåíèå è
èçäàåò åãî çà ãðàíèöåé – â Ãîëëàíäèè. Ãàëèëåé èñïîë-
íèë ñâîé äîëã ó÷åíîãî. Ïî-âèäèìîìó, íà ñàìîì äåëå îí
íå ñêàçàë èíêâèçèòîðàì çíàìåíèòûå ñëîâà: «À âñå-òàêè
îíà âåðòèòñÿ!» Îäíàêî îí ñêàçàë òî æå, õîòÿ è ìåíåå
ýôôåêòíî, íî áîëåå âåñîìî – ñâîèì íàó÷íûì òðóäîì,
ñâîåé êíèãîé, íàïèñàííîé ïîñëå ñóäà èíêâèçèöèè.
Ïîýòîìó ëåãåíäà, ïðèïèñûâàþùàÿ åìó òå ñëîâà, ñïðà-
âåäëèâà ïî ñóùåñòâó. Ïîýòîìó ïðàâèëüíî îí îñòàëñÿ â
ïàìÿòè íàðîäà âåðíûì èñòèíå, âåðíûì ñâîèì íàó÷íûì
óáåæäåíèÿì.

Íî Ãàóññó íè÷åãî íå ãðîçèëî, êðîìå ðàçâå íåëåñòíûõ
ñóæäåíèé êîëëåã, à îí ñêðûë ñâîè íàó÷íûå óáåæäåíèÿ,
ñêðûë èñòèíó. Îí ïîñòóïèë ìóäðî ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìåùàíñòâà, îäèíàêîâî ïðîøëîãî èëè ñîâðåìåííîãî,
ïîäâèçàþùåãîñÿ â íàóêå èëè âñÿêîãî äðóãîãî.

Îõîòíî ìîðàëèçèðóÿ ïî ïîâîäó «îòðå÷åíèÿ» Ãàëèëåÿ
èëè òåõ, êòî êîãäà-òî «êàÿëñÿ â ãðåõàõ ìåíäåëèçìà-
ìîðãàíèçìà», ìåùàíèí áóäåò äåëàòü âñå, ÷òîáû «íå
èñïîðòèòü îòíîøåíèÿ» ñ êåì ñëåäóåò. Îí íå áóäåò íè
îòðåêàòüñÿ, íè êàÿòüñÿ. Ïîòîìó ÷òî åìó íå îò ÷åãî
îòðåêàòüñÿ è íå â ÷åì êàÿòüñÿ. Ó íåãî âñå â ïîðÿäêå, âñå
êàê ïîëàãàåòñÿ.

Ýòîò êîíôîðìèçì, ýòîò ïîäëûé äóõ ïðèñïîñîáëåí÷å-
ñòâà ïðîòèâåí íàñòîÿùåé íàóêå, ïîòîìó ÷òî îíà òðåáóåò
ãîòîâíîñòè ïîäâåðãíóòü ñîìíåíèþ è ïåðåñìîòðåòü ëþ-
áûå íàó÷íûå âçãëÿäû, íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ, êàê áû íè
êàçàëèñü îíè ïðî÷íî óñòàíîâëåííûìè. Îíà òðåáóåò
äåðçîñòè ìûñëè è äåðçîñòè â òîì, ÷òîáû îòêðûòî
âûñòóïèòü ñ äåðçêîé ìûñëüþ, êàê ýòî áûëî ñ îòêðûòèåì
íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Íî èñòîðèÿ ïÿòîãî ïîñòóëàòà è íååâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè ïîêàçûâàåò òàêæå, ñ êàêèì òðóäîì ëþäè, äàæå
äåðçêî ìûñëÿùèå, äîõîäÿò äî èñòèí, êîòîðûå, êîãäà
îíè óæå îòêðûòû, îêàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè. Ýòà èñòîðèÿ
ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî íåïîâîðîòëèâîé áûâàåò ìûñëü
ñàìûõ âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ. Ïîýòîìó ñ äåðçîñòüþ
ìûñëè îíè ñîåäèíÿþò ñêðîìíîñòü â îöåíêå ñâîèõ
äîñòèæåíèé.

Äåðçîñòü â äîñòèæåíèÿõ è ñêðîìíîñòü â èõ îöåíêå,
ãëóáîêîå ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî äîñòèãíóòîå – òîëüêî
êàïëÿ â îêåàíå íåäîñòèãíóòîãî è íåïîçíàííîãî, ýòîìó,
âìåñòå ñ çàêîíàìè è òåîðèÿìè, òîæå ìîæíî ó÷èòüñÿ ó
âåëèêèõ ó÷åíûõ, ó èñòîðèè íàóêè.
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Êàê êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà
îïèñûâàåò ìèêðîìèð

Ì.ÊÀÃÀÍÎÂ

Â
  ÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÐÅ×Ü ÏÎÉÄÅÒ ÒÎËÜÊÎ Î ÂÎË-
íîâîì âàðèàíòå êâàíòîâîé ìåõàíèêè è äëÿ ïðîñ-
òîòû, ãäå âîçìîæíî, ëèøü îá îäíîé ÷àñòèöå.

Óðàâíåíèå Øð¸äèíãåðà

Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, ÷òî ðóêîâîäèëî Øð¸äèíãåðîì
ïðè ôîðìóëèðîâêå íîâîãî óðàâíåíèÿ – êîíå÷íî, ýòî
óðàâíåíèå ïîëó÷èëî èìÿ Øð¸äèíãåðà. Ïðàâèëüíåå
áûëî áû íàïèñàòü íå «÷òî ðóêîâîäèëî Øð¸äèíãåðîì»,
à ÷åì ìîã áû, ïî ìîåìó ìíåíèþ, Øð¸äèíãåð ðóêîâîä-
ñòâîâàòüñÿ. Óæå çàêîí÷èâ ýòó ñòàòüþ, ÿ ñìîã ïîçíàêî-
ìèòüñÿ ñ èñòîðèåé ñîçäàíèÿ âîëíîâîé ìåõàíèêè ïî

ñòàòüÿì åå òâîðöà (ñì. êíè-
ãó Ý.Øð¸äèíãåðà «Íîâûå
ïóòè â ôèçèêå, ñòàòüè è
ðå÷è» – Ì.: Íàóêà, 1971).
Õîä ðàññóæäåíèé Øð¸äèí-
ãåðà îïèñàí ìíîþ â îáùèõ
÷åðòàõ âåðíî.

Âñå, ÷òî áûëî ïðèâíåñåíî
â êëàññè÷åñêóþ ôèçèêó (â
ìåõàíèêó è îïòèêó) â ïî-
ïûòêàõ îáúÿñíèòü ïðèðîäó
àòîìíûõ è ñóáàòîìíûõ ÷àñ-
òèö, íåñîìíåííî, íèêàêèì
îáðàçîì èç îñíîâíûõ ïîëî-
æåíèé êëàññè÷åñêîé ôèçè-
êè íå ñëåäîâàëî. Âñå ôîð-
ìóëû, êîòîðûå ñîäåðæàëè

ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà – è ñàìîãî Ïëàíêà, è Áîðà, è äå
Áðîéëÿ – ïðèâíåñåíû, äîáàâëåíû, à íå âûâåäåíû.
Ýðâèí Øð¸äèãåð ïîïûòàëñÿ ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íóþ òåîðèþ äâèæåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö,
ñôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèå – òàêîå, ÷òîáû êâàíòîâûå
óñëîâèÿ áûëè íåîáõîäèìûìè ñëåäñòâèÿìè åãî ðåøåíèé.
Åãî ïîïûòêà çàâåðøèëàñü óñïåõîì.

Çàäóìàåìñÿ íàä òåì, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿþò óðàâ-
íåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè (îï-
òèêà – åå ÷àñòü). È çäåñü íå îáîéòèñü áåç îòâåòà íà
âîïðîñ «Ïî÷åìó?». Óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè è ýëåêòðîäè-
íàìèêè – îñíîâíûõ íàóê, ñîñòàâëÿþùèõ ê íà÷àëó ÕÕ
âåêà âìåñòå ñ òåðìîäèíàìèêîé âñþ êëàññè÷åñêóþ ôèçè-
êó, ñóòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ò.å. îíè ñîäåð-
æàò íå òîëüêî èñêîìûå ôóíêöèè, íî è èõ ïðîèçâîäíûå.
Â ýòîì åñòü ãëóáîêèé ñìûñë.

Ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè.

Çíàÿ ñîñòîÿíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò, ìû äîëæíû ñ
ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé óìåòü îïðåäå-
ëèòü, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü äàëüøå, â ïîñëåäóþùèå
ìîìåíòû âðåìåíè. È ïðåæäå âñåãî – ÷åðåç áåñêîíå÷íî
ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè dt. Ïåðåìåùåíèå â ïðîñòðàí-
ñòâå òðåáóåò óìåíèÿ îïèñûâàòü áåñêîíå÷íî ìàëûé
ñäâèã â ïðîñòðàíñòâå – ñäâèã, ðàâíûé äèôôåðåíöèàëó
dr
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, êàê è ðàäèóñ-âåêòîð r

�
, èìååò òðè ïðîåêöèè:

dx, dy, dz). Èìåííî ïîýòîìó ôóíäàìåíòàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ äîëæíû ñîäåðæàòü è ñîäåðæàò íå òîëüêî âåëè÷è-
íû, îïðåäåëÿþùèå ñîñòîÿíèå, íî è èõ ïðîèçâîäíûå.
Íüþòîíó äëÿ ñîçäàíèÿ ìåõàíèêè ïðèøëîñü ðàçðàáî-
òàòü ñïåöèàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò – àíàëèç
áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Åãî òîãäà åùå íå áûëî.

Óæå äâàæäû áûëî óïîìÿíóòî ñëîâî «ñîñòîÿíèå». Êàê â
êëàññè÷åñêîé ôèçèêå îïèñûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå? Ðàññìîòðèì
äâà ïðèìåðà.

Ïåðâûé ïðèìåð – äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m ïîä âîçäåé-
ñòâèåì ñèëû F
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Óðàâíåíèå Íüþòîíà ïîçâîëÿåò ðåøèòü ëþáóþ çàäà÷ó î

äâèæåíèè ÷àñòèöû. Â ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû, íåñîìíåí-
íî, âõîäèò åå ïîëîæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t. Íî çíàíèÿ
êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ( )r r t=

� �
 ìàëî. ×òîáû óìåòü îïðåäåëèòü

òðàåêòîðèþ, ò.å. ñóäüáó ÷àñòèöû â ëþáîé ïðîèçâîëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, íàäî, êðîìå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â ìîìåíò
âðåìåíè t, çíàòü è åå ñêîðîñòü v dr dt=

� �
 â òîò æå ìîìåíò.

Êîîðäèíàòà r
�

 è ñêîðîñòü v
�

 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñîñòîÿ-
íèå ÷àñòèöû. Âìåñòî ñêîðîñòè v

�
 óäîáíåå çàäàâàòü èìïóëüñ

p mv=
� �

. Ðàíüøå (ñì. ïåðâóþ ÷àñòü ñòàòüè) ìû ãîâîðèëè, ÷òî
ôèçèêè ÷àñòî ââîäÿò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Ôàçîâîå ïðî-
ñòðàíñòâî îäíîé ÷àñòèöû ýòî 6-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ( ),r p

� �
.

Îíî îáúåäèíÿåò â îäíî ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíîå êîîðäèíàò-
íîå è òðåõìåðíîå èìïóëüñíîå ïðîñòðàíñòâà. Ñîñòîÿíèå ÷àñ-
òèöû èçîáðàæàåò òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Âûïèøåì äëÿ ïîëíîòû è óðàâíåíèå Íüþòîíà â âûáðàííûõ
ïåðåìåííûõ:

( )
dp

F r
dt

=

���
�� �

.

Âòîðîé ïðèìåð – ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà.
Íå áóäåì óòî÷íÿòü, èäåò ðå÷ü î ñâåòîâîé âîëíå èëè î

ðàäèîâîëíå. Âàæíî òî, ÷òî â ëþáîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå
êîëåáëþòñÿ è ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ. Ýòîò ïðèìåð
ïðèäåòñÿ ðàçîáðàòü ïîäðîáíåå, òàê êàê îí äëÿ íàñ î÷åíü
âàæåí.

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè ñôîðìóëèðîâàë Äæåéìñ
Êëåðê Ìàêñâåëë (1831–1879). Îäíî èç âàæíûõ äîñòèæåíèé
ìàêñâåëëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè – âûâîä î òîì, ÷òî â
ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòñÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íûå âîëíû. Ñîñòîÿíèå âîëíû íàì èçâåñòíî, åñëè èçâåñòíû
çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé – ýëåêòðè÷åñêîãî E

��
 èÏðîäîëæåíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå» ¹2.

Ýðâèí Øð¸äèíãåð
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ìàãíèòíîãî H
���

1  – âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà (ïðè ëþáîì
r
�

) â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t. Èíûìè ñëîâàìè, ñîñòîÿíèå
âîëíû îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè: ( ),E E r t=

�� �� �
 è

( ),H H r t=
��� ��� �

. Òåîðèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïîäðîáíî èçó÷èòü
ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Ýêñïåðèìåíò èõ ïðåêðàñ-
íî ïîäòâåðæäàåò. Óïîìÿíåì äâà ñâîéñòâà, êîòîðûå ïîìîãóò
îáëåã÷èòü èçëîæåíèå.

1) Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ïîïåðå÷íû: â ðàñïðîñòðàíÿ-
þùåéñÿ âäîëü îñè z âîëíå âåêòîðû íàïðÿæåííîñòåé E

��
 è H

���

ëåæàò â ïëîñêîñòè x, y.
2) Âåêòîðû E

��
 è H

���
 ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.

Âûáåðåì îñè êîîðäèíàò òàê: îñü õ – âäîëü âåêòîðà E
��

, îñü
ó – âäîëü âåêòîðà H

���
, îñü z, êàê ìû óæå ãîâîðèëè – âäîëü

âîëíîâîãî âåêòîðà k
�

 ( 0xk = , 0yk = , zk k= ). Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà âûãëÿäÿò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî:

1 yx
HE

z c t

∂∂
= -

∂ ∂
, 

1y x
H E

z c t

∂ ∂
- =

∂ ∂
.

Èíäåêñû «õ» è «ó» îáîçíà÷àþò, êàêîâû îòëè÷íûå îò íóëÿ
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ E

��
 è H

���
; âûðàæåíèÿ zϕ∂ ∂  è tϕ∂ ∂  –

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè ( ),z tϕ ϕ= ; ñêîðîñòü ñâå-
òà, êàê âñåãäà, îáîçíà÷åíà áóêâîé ñ.2

Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ëåãêî âûâîäèòñÿ âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå. Åìó óäîâëåòâîðÿþò îáå ôóíêöèè: ( ),x xE E z t=  è

( ),y yH H z t= . Âûïèøåì âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ íàïðÿæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

2 2

2

2 2
0x xE E

c
t z

∂ ∂
- =

∂ ∂
.

Ïî÷åìó óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì? Ïîòîìó ÷òî åãî
ðåøåíèå îïèñûâàåò âîëíó. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïè-
ñàòü ïî-ðàçíîìó – ëèáî â âèäå äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè:

( )cosxE A kz tω α= - + ,

ëèáî â âèäå êîìïëåêñíîé ôóíêöèè:

( )( )expxE A i kz tω α= - + ,

ãäå A è α  – äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò
êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôóíêöèè â
âîëíîâîå óðàâíåíèå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îáå îíè óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ, à åãî ñëåäñòâèåì ñëóæèò ñâÿçü ìåæäó ÷àñòîòîé è
ìîäóëåì âîëíîâîãî âåêòîðà: ckω = , à äëÿ ôîòîíà – ìåæäó

ýíåðãèåé è ìîäóëåì èìïóëüñà: cpε = . Íàïîìíèì: ε ω= �  è

p k=
��

� ; åñëè 0x yk k= = , òî zk k= , zp p= ; â îáùåì ñëó÷àå
2 2 2 2

x y zk k k k= + + , à 2 2 2 2

x y zp p p p= + + .
Ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó èñïîëüçîâàíèÿ êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë è êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé. Åäèíñòâåííûì
îïðàâäàíèåì èõ èñïîëüçîâàíèÿ çäåñü è âîîáùå â êëàññè÷åñ-
êîé (íåêâàíòîâîé) ôèçèêå ñëóæèò óäîáñòâî. Â äàííîì ñëó-

÷àå – òî, ÷òî ( )x xd e dx e= , à cos sinixe x i x= +  (ïîñëåäíÿÿ
ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà). Êîíå÷íî, è xE  è

yH  – äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû. Êàê æå èíà÷å, åñëè eE
��

 –

ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåêòðîí ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ, à ìàãíèòíîå ïîëå H
���

 îïðåäåëÿåò ñèëó Ëîðåíöà

( )e c vHÈ ˘
Î ˚

����
, äåéñòâóþùóþ íà äâèæóùèéñÿ ýëåêòðîí. Íàéäÿ

ðåøåíèå â êîìïëåêñíîé ôîðìå, ìû îáÿçàíû âçÿòü îò ïîëó-
÷åííîãî âûðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü (Re):

( )( )( )expxE A Re i kz tω α= ◊ - + ,

à

( )( )( )expRe i kz tω α- + = ( )cos kz tω α- + .

Âûðàæåíèå äëÿ xE  ìîæíî, åñòåñòâåííî, ïîëó÷èòü áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì äå Áðîéëÿ (ñì. ïåðâóþ ÷àñòü
ñòàòüè). Â äàëüíåéøåì ýíåðãèþ è èìïóëüñ ÷àñòèöû ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü òàê: ε  – ýíåðãèÿ, à p

�
 – èìïóëüñ.

Ñïóòàòü ñ ôîòîíîì òðóäíî: î íåì ïîêà íå áóäåò èäòè
ðå÷ü.

Ïåðâàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ñòàâèë ïåðåä ñîáîé Øð¸äèí-
ãåð, áûëà çàäà÷à îá ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå àòîìà
âîäîðîäà. Íåîáõîäèìî áûëî íàéòè óðàâíåíèå, èç êîòî-
ðîãî áû ñëåäîâàëè âû÷èñëåííûå Áîðîì óðîâíè ýíåðãèè
ýëåêòðîíà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ÿäðà (ïðîòîíà). Âåäü
óðîâíè, õîòÿ îíè è áûëè ïîëó÷åíû èñêóññòâåííî, ñ
íàðóøåíèåì ëîãèêè, ïðåêðàñíî ñîîòâåòñòâîâàëè äàí-
íûì îïûòà – ñïåêòðó èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ àòîìà
âîäîðîäà. Ïîíèìàÿ, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêèå îñëîæíåíèÿ
ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà
ìîæíî äî ïîðû äî âðåìåíè íå ó÷èòûâàòü, Øð¸äèíãåð
èñïîëüçîâàë íåðåëÿòèâèñòñêóþ ìåõàíèêó. Øð¸äèíãåð
– ñîçäàòåëü íåðÿëèòèâèñòñêîé âîëíîâîé (êâàíòîâîé)
ìåõàíèêè.

Ó ñâîáîäíî äâèæóùåéñÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

( )2 2p mε = , à, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äå Áðîéëÿ, ε ω= �

è p k=
��

�  (ìû çàìåíèëè òàêæå îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòîòû è
âîëíîâîãî âåêòîðà). Çàïèøåì âîëíîâîå óðàâíåíèå,

ðåøåíèå êîòîðîãî ( )( )expA i kr tω α- +
��

 äîëæíî ïðèâî-

äèòü ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ÷àñòîòîé è
âîëíîâûì âåêòîðîì:

2

2

k

m
ω =

�
,   

2 2 2 2

x y z
k k k k= + + .

Ïðèñóòñòâèå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà �  â ýòîì âûðàæåíèè
– ñâèäåòåëüñòâî î êâàíòîâîì ãåíåçèñå âîëíîâûõ ñâîéñòâ
÷àñòèöû. Ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè áûëî ñòðîãî
íàîáîðîò: äëÿ âîëíîâîãî îïèñàíèÿ ( ckω = ), êîíå÷íî,
íå íóæíà ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Ñ ïîìîùüþ ïîñòîÿííîé
Ïëàíêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ôîòîíó.

Èòàê, íàì íàäî íàéòè óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî

åñòü ( )( )expA i kr tω α- +
��

. Òàê êàê x ykr xk yk= + +
��

z
zk+ , òî ýòî äîâîëüíî ïðîñòî. Îáîçíà÷èì èñêîìîå

ðåøåíèå áóêâîé Ψ . Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ Ψ
ðàâíÿëàñü ( )( )expA i kr tω α- +

��
, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

óðàâíåíèå, êîòîðîìó ôóíêöèÿ Ψ  óäîâëåòâîðÿåò, èìå-
ëî âèä

2 2 2

2 2 22
i

t m x y z

Ψ Ψ Ψ ΨÊ ˆ∂ ∂ ∂ ∂
= - + +Á ˜∂ ∂ ∂ ∂Ë ¯

�
.

A çà÷åì, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ââîäèòü ÷àñòîòó è âîëíî-

1 Íàïðÿæåííîñòü H
���

 ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåò òîò
âêëàä â ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ B

��
, êîòîðûé äàþò âíåøíèå

èñòî÷íèêè ïîëÿ. (Ïðèì. ðåä.)
2 Íå ìîãó óäåðæàòüñÿ, ÷òîáû íå íàïîìíèòü ñëåäóþùåå.

Ôîðìóëèðóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû Ìàéêëà Ôàðà-
äåÿ (1791–1867), óñòàíîâèâøåãî ñâÿçü ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàã-
íèòíûõ ñâîéñòâ, Ìàêñâåëëó íåîáõîäèìî áûëî ââåñòè ìíîæè-
òåëü, ñâÿçûâàþùèé ðàçíîðîäíûå (ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèò-
íûå) âåëè÷èíû. Ýòîò ìíîæèòåëü áûë îáîçíà÷åí áóêâîé ñ.
Êîãäà îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëåííî ìíîæèòåëü ñ ðàâåí ñêîðîñòè
ñâåòà, ñòàëà ÿñíîé ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ïðèðîäà ñâåòà.
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âîé âåêòîð? Íå ïðîùå ëè ôóíêöèþ âûðàçèòü ÷åðåç

ýíåðãèþ è èìïóëüñ: ( ) ( )( )Ψ ε� �
�expA i pr t= -¢ ? Ôàçó

α α=¢ �  ìû âêëþ÷èëè â ïîñòîÿííóþ A¢ , êîòîðàÿ
òåïåðü êîìïëåêñíà.

Ïåðåïèøåì ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå, óìíîæèâ åãî
íà � . Ïîäñòàíîâêà â íåãî ðåøåíèÿ Ψ =
= ( ) ( )( )ε� �

�expA i pr t-¢ , åñòåñòâåííî, ïðèâîäèò ê ïðà-

âèëüíîìó ñîîòíîøåíèþ
2

2

p

m
ε = .

Ìû ïîëó÷èëè íóæíîå ñîîòíîøåíèå, íè÷åãî íå çíàÿ î
ïðèðîäå Ψ -ôóíêöèè. Íåñîìíåííî, Ψ -ôóíêöèÿ – íåî-
áû÷íàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà: îíà êîìïëåêñíà è îãðà-
íè÷èòüñÿ åå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ íåëüçÿ. Íè äåé-
ñòâèòåëüíàÿ, íè ìíèìàÿ ÷àñòè Ψ -ôóíêöèè íàéäåííîìó
óðàâíåíèþ íå óäîâëåòâîðÿþò. Òî, ÷òî ýòè ñîîáðàæåíèÿ
íå îñòàíîâèëè Øð¸äèíãåðà, – ñâèäåòåëüñòâî åãî óäèâè-
òåëüíîé èíòóèöèè.

Ñðåäè çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè âàæíîå ìåñòî çàíè-
ìàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ ÷àñòèöà èëè ñèñòåìà ÷àñòèö
èìåþò îïðåäåëåííóþ ýíåðãèþ. Ýòî ìîæåò áûòü ëèáî
èçîëèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ëèáî ñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ
ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû. Çàäà÷à î ñâîáîäíîé
÷àñòèöå, íåñîìíåííî, ïðèíàäëåæèò ê êëàññó òàêèõ
çàäà÷. Â äàëüíåéøåì òîëüêî òàêèìè çàäà÷àìè ìû è
áóäåì çàíèìàòüñÿ.

Âûäåëèì èç Ψ -ôóíêöèè åå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè:

( )exp
i t

r
ε

Ψ ψ Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯
�

�

è ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîé, íå çàâèñÿùåé

îò âðåìåíè âîëíîâîé ôóíêöèè ( )rψ ψ=
�

:

2 2 2 2

2 2 22m x y z

ψ ψ ψεψ
Ê ˆ∂ ∂ ∂

= - + +Á ˜∂ ∂ ∂Ë ¯

�
.

Íàì ïðåäñòîèò òðóäíûé øàã, ñâÿçàííûé ñ ââåäåíèåì
îïåðàòîðîâ. Òåðìèíà îïåðàòîð íå ñëåäóåò áîÿòüñÿ, îí
íå ñêðûâàåò íè÷åãî òàèíñòâåííîãî. Íàïðèìåð, x∂ ∂  –
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ ñòîèò
ñïðàâà îò îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî åå ñëåäóåò
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü. Âîò è âñå…

Ñäåëàåì âàæíîå óòâåðæäåíèå: êàæäîé ìåõàíè÷åñêîé
âåëè÷èíå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîîòâåòñòâóåò îïå-
ðàòîð.

Êàê ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû, ìû ïîêàæåì íà ïðèìåðå
òðåõ îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé ñîñòàâëÿþùèõ èìïóëüñà.

Ñâîáîäíî äâèæóùàÿñÿ ÷àñòèöà èìååò èìïóëüñ p
�
. Ïðî-

åêöèè èìïóëüñà p
�
 íà îñè êîîðäèíàò ðàâíû , ,x y zp p p .

Îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèÿì èìïóëüñà,
îáîçíà÷èì O , O , Ox y zp p p  è çàïèøåì

O xp
i x

∂
=

∂
�

, O yp
i y

∂
=

∂
�

, O zp
i z

∂
=

∂
�

.

Ψ -ôóíêöèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p
�
 ìû

çíàåì. Ïîäåéñòâóåì íà íåå îïåðàòîðàìè O , Ox yp p ,
O zp  è ïîëó÷èì

O x xp pΨ Ψ= , O y yp pΨ Ψ= , O z zp pΨ Ψ= .

Åñëè äåéñòâèå êàêîãî-ëèáî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ
ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà êîíñòàíòó, òî òàêóþ ôóíê-
öèþ íàçûâàþò ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ýòîãî îïåðàòî-
ðà, à çíà÷åíèå êîíñòàíòû – ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà. Â ñîãëàñèè ñ îïðåäåëåíèåì, åñëè ÷àñòèöà
èìååò èìïóëüñ, ðàâíûé p

�
, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà

Op
i r

∂
=

∂
��

� , çàäàííîãî ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîåêöèÿìè:

( ) ( )expp p

t
r i pΨ ψ εÊ ˆ= -Á ˜Ë ¯

� �

� �

�
, ( )ψ �

� � �

�
expp

i
r A pr

Ê ˆ= ¢ Á ˜Ë ¯
,

 ( )
2

2

p
p

m
ε =

�
.

Íàäåþñü, âû ïîíèìàåòå, ÷òî ïîêà ìû ëèøü ââîäèëè
íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, íî íå ïðîäâèíóëèñü äàëüøå ñîîò-
íîøåíèé äå Áðîéëÿ. ×àñòî ðàçóìíî âûáðàííûå îáîçíà-
÷åíèÿ ïîìîãàþò ïðîäâèíóòüñÿ âïåðåä.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèÿìè îïåðàòîðîâ, ïåðå-
ïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ψ -ôóíêöèè:

( ) ( ) ( )( )
22 21

O O O
2

x y z
p p p

m
εψ ψ= + + .

Ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè îïåðàòîð ïî ñâîåìó ñìûñëó
åñòü îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Åñëè ê êèíåòè÷åñ-
êîé ýíåðãèè äîáàâèòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ( )U r

�
,

òî ïîëó÷èòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ. Åñëè ê îïåðàòîðó êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè äîáàâèòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ 3 ,
òî ïîëó÷èòñÿ îïåðàòîð ýíåðãèè ÎÍ:

( ) ( ) ( )( ) ( )
22 21

OH O O O
2

x y zp p p U r
m

= + + +
�

.

Áóêâà «Í» âûáðàíà ïîòîìó, ÷òî ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ
÷åðåç èìïóëüñ è êîîðäèíàòó, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Ãàìèëüòîíà (W. Hamilton, 1805–1865). Ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà – ãàìèëü-
òîíèàí.

Âîò òåïåðü ìîæíî âñëåä çà Øð¸äèíãåðîì ïðîäâè-
íóòüñÿ âïåðåä.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó î êâàíòîâîì äâèæåíèè
÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû

( )F U r r= - ∂ ∂
�� � �

, íàäî íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà, ò.å. ðåøèòü
óðàâíåíèå Øð¸äèíãåðà, êîòîðîå ìû çàïèøåì â òðåõ
ðàçëè÷íûõ, íî òîæäåñòâåííûõ äðóã äðóãó âèäàõ:

OHψ εψ= ,

( ) ( ) ( )( ) ( )
22 21

O O O
2

x y z
p p p U r

m
ψ εψÊ ˆ+ + + =Á ˜Ë ¯

�
,  (1)

( )( )
2

0
2

U r
m

Δψ ε ψ+ - =
� �

, 
2 2 2

2 2 2x y z

ψ ψ ψΔψ ∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

.

Òåîðèÿ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà ìàòåìàòèêàìè óæå áûëà
ðàçðàáîòàíà.

3 Â òîì âàðèàíòå êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ çäåñü
èçëàãàåòñÿ, îïåðàòîð êîîðäèíàû åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ,
ò.å. ôàêòè÷åñêè ëþáóþ ôóíêöèþ êîîðäèíàòû ïðè ïåðåõîäå ê
êâàíòîâîé ìåõàíèêå çàìåíÿòü îïåðàòîðîì íå íàäî.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¸äèíãåðà

Ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàêóþ ðàäîñòü èñïûòàë
Øð¸äèíãåð, êîãäà íàéäåííûå èì óðîâíè ýíåðãèè ýëåê-
òðîíà â àòîìå ñîâïàëè ñ òåìè, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû
Íèëüñîì Áîðîì, à óðîâíè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ñîâïà-
ëè ñ òåìè, êîòîðûå íàâÿçàë îñöèëëÿòîðó Ìàêñ Ïëàíê
äëÿ îáúÿñíåíèÿ çàêîíîâ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðàâäà,
îêàçàëîñü, ÷òî êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð íå ìîæåò íå
êîëåáàòüñÿ. Äàæå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ò.å. â ñîñòîÿ-
íèè ñ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ýíåðãèåé – ýíåðãèåé
íóëåâûõ êîëåáàíèé ( )1 2 ω�  – îñöèëëÿòîð êîëåáëåòñÿ.
Óðîâíè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà òàêîâû:

1

2
nε ωÊ ˆ= +Á ˜Ë ¯

� ,   n = 0, 1, 2, 3… – öåëûå ÷èñëà.

Íóëåâûå êîëåáàíèÿ – ñïåöèôè÷åñêàÿ êâàíòîâî-ìåõà-
íè÷åñêàÿ ÷åðòà. Íåñêîëüêî ñëîâ î íèõ áóäåò ñêàçàíî
íèæå. Çàìåòèì, ÷òî è ýëåêòðîí â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè
â àòîìå âîäîðîäà äâèæåòñÿ: ñðåäè çíà÷åíèé n â ôîðìó-
ëå Áîðà íåò çíà÷åíèÿ n = 0.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà
óðàâíåíèÿ Øð¸äèíãåðà äîâîëüíî ñëîæíà. Âûâåñòè
ôîðìóëû Áîðà è Ïëàíêà íàì çäåñü íå óäàñòñÿ. Îòìå-
òèì òîëüêî: äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¸äèíãåðà íåîá-
õîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ψ -
ôóíêöèè – â îáåèõ çàäà÷àõ (îá îñöèëëÿòîðå è îá àòîìå
âîäîðîäà) ψ -ôóíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äîëæíà îáðà-
ùàòüñÿ â íîëü. Òî, ÷òî âû÷èñëåííûå ïî òåîðèè Øð¸äè-
ãåðà óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà è
îñöèëëÿòîðà òî÷íî ñîâïàëè ñ ðåçóëüòàòàìè Ïëàíêà è
Áîðà, – ñïåöèôè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü èìåííî ýòèõ çàäà÷.
Èç òåîðèè Øð¸äèíãåðà ñëåäóþò óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ,
èñïîëüçîâàííûå Ïëàíêîì è Áîðîì. Â îáùåì ñëó÷àå
ìåòîä Áîðà è Ïëàíêà – êâàíòîâàíèå êëàññè÷åñêîãî
äåéñòâèÿ – ñïðàâåäëèâ òîëüêî òîãäà, êîãäà äåéñòâèå
âåëèêî, ò.å. 1n � . Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë Ïëàíêà è
Áîðà ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà n – â êàêîì-
òî ñìûñëå óäà÷à.

×òîáû ïîêàçàòü, êàê åñòåñòâåííî âîçíèêàþò êâàíòî-
âàííûå (äèñêðåòíûå) óðîâíè ýíåðãèè, ìû ðàññìîòðèì
ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó. Ïóñòü ÷àñòèöà, ñïîñîáíàÿ äâèãàòü-
ñÿ òîëüêî âäîëü îñè x, «çàïåðòà» â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
øèðèíîé 2d ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ïîòåíöèàëüíûìè

ñòåíêàìè, ò.å. U = 0 ïðè x d£  è U = •  ïðè x d≥ .

Èñêîìàÿ ψ -ôóíêöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðîñòîìó óðàâíå-
íèþ (ñì. òðåòüå èç óðàâíåíèé (1))

2

2

2
0

d
k

dx

ψ ψ+ = , 
2

2

2m
k

ε
=

�
.            (2)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå â äàííîì ñëó÷àå òàêîâî: 0ψ =
ïðè |x| = d (ýòî íåòðóäíî ïîêàçàòü). Óðàâíåíèþ óäîâ-
ëåòâîðÿþò è coskxψ =  è sinkxψ = . Ãðàíè÷íîå óñ-
ëîâèå âûáèðàåò äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ k. Èòàê, ïðè

x d£

cos
s s

n A kxψ = , 
1

2
kd n πÊ ˆ= +Á ˜Ë ¯ ,

n = 0,1,2,3… – öåëûå ÷èñëà,           (2à)

ψ sin
a a

n A kx= , kd nπ= , n = 1,2,3…

Î çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ s
A  è a

A  ñêàæåì íèæå,
âåðõíèå èíäåêñû (s,  a) îòìå÷àþò òîò ôàêò, ÷òî êîñèíóñ
– ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, à ñèíóñ – àñèììåòðè÷íàÿ.

Ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿ-
þò äâå ñåðèè çíà÷åíèé:

πε �
22 2

2

1

2 2

s

n n
m d

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯ ,

n = 0,1,2,3… – öåëûå ÷èñëà,           (2á)

πε �
2 2

2

22

a

n n
m d

= ,   n =1,2,3…

Êàê ó ýëåêòðîíà â àòîìå, ó ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé
ÿìå åñòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ýíåðãèè â êîòîðîì ðàâíî ( ) ( )2 2 22 4m dε π= � . Îòìå-

òèì: ÷àñòèöà íå ìîæåò «ëå÷ü íà äíî ÿìû» – ýíåðãèÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, ïðè ýòîì ÷åì ÿìà
ýæå, òåì ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áîëüøå.

È åùå îäíó òàêóþ æå ïðîñòóþ çàäà÷ó ìû ñôîðìóëè-
ðóåì, à ðåøåíèå îñòàâèì ÷èòàòåëÿì äëÿ óïðàæíåíèÿ.
Ðå÷ü ïîéäåò î ïðîõîæäåíèè ÷åðåç íåïðåîäîëèìûé äëÿ
êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. Ïî-ïðå-
æíåìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà ìîæåò äâèãàòüñÿ
òîëüêî âäîëü îñè x, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

( ) 0 0U x U= >  ïðè x d£  è U = 0 ïðè x d≥ . Ýòî è
åñòü ïðîñòåéøèé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. Âî âñÿêîì
ñëó÷àå äëÿ ÷àñòèö ñ ýíåðãèåé 

0
Uε < . Èòàê, ïóñòü íà

ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñëåâà ïàäàåò ÷àñòèöà ñ âîëíî-
âûì âåêòîðîì k (k p= � , ð – èìïóëüñ, xp p= ). Ðåøèâ
çàäà÷ó, âû óáåäèòåñü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñëåâà îò
áàðüåðà áóäåò ñóììîé äâóõ âîëí – ïàäàþùåé (âîëíî-
âîé âåêòîð k) è îòðàæåííîé (âîëíîâîé âåêòîð –k);
ñïðàâà îò áàðüåðà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ – âîëíà ñ âîëíî-
âûì âåêòîðîì k, óõîäÿùàÿ îò áàðüåðà. Ïîëó÷èòü ýòîò
ðåçóëüòàò è âû÷èñëèòü àìïëèòóäû ïðîøåäøåé è îòðà-
æåííîé âîëí ìîæíî, åñëè âûÿñíèòü, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè x d£ . Íàäî òîëüêî

äîáàâèòü: ïðè x d= ±  ôóíêöèÿ ( )xψ  è åå ïðîèçâîäíàÿ

d dxψ  íåïðåðûâíû. È ýòî óñëîâèå òîæå íåòðóäíî
âûâåñòè.

×òî æå òàêîå Ψ -ôóíêöèÿ?

Çíà÷åíèå îòêðûòèÿ Øð¸äèíãåðà íå â òîì, ÷òî ñ
ïîìîùüþ åãî óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû óæå èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû. Ôóíäàìåíòàëüíî âàæíî òî, ÷òî îíè ïîëó-
÷åíû åäèíîîáðàçíî. Êàæäàÿ çàäà÷à – ÷àñòíûé ñëó÷àé
åäèíîé òåîðèè. Òåîðèÿ – âîëíîâàÿ ìåõàíèêà – ïðåäî-
ñòàâèëà åñòåñòâåííóþ âîçìîæíîñòü äâèãàòüñÿ âïåðåä,
ôîðìóëèðîâàòü íîâûå çàäà÷è.

Îäèí èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ íîâîé òåîðèè –
âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç
íåñêîëüêèõ ÷àñòèö. Îêàçàëîñü, ÷òî ñïîñîá îïèñàíèÿ
ñèñòåì â âîëíîâîé ìåõàíèêå ñ ïîìîùüþ ψ -ôóíêöèè
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàíèÿ êëàññè÷åñêèõ âîëí.
Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì âîïðîñå. Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü
îñòîðîæíåå îòíîñèòüñÿ ê ψ -ôóíêöèè, íå ïåðåíîñèòü íà
íåå áóêâàëüíî ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ âîëí. Êñòàòè,
íàïîìíþ: ïîëíàÿ âîëíîâàÿ Ψ -ôóíêöèÿ âñåãäà êîìï-
ëåêñíà.
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Íàì ïðåäñòîèò ñðàâíèòü îïèñàíèå äâèæåíèÿ äâóõ
êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, äâóõ êëàññè÷åñêèõ âîëí è äâóõ
êâàíòîâûõ ÷àñòèö.

Ïóñòü äâå êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû 1 è 2 äâèæóòñÿ â
îäíîì ñèëîâîì ïîëå, íå âçàèìîäåéñòâóÿ äðóã ñ äðóãîì
(ïîñëåäíåå – òîëüêî äëÿ ïðîñòîòû). Êàæäàÿ ÷àñòèöà
äâèæåòñÿ ïî ñâîåé òðàåêòîðèè: ( )1 1r r t=

� �
, ( )2 2r r t=

� �
.

Îáå òðàåêòîðèè – êðèâûå (ïðÿìûå – ÷àñòíûé ñëó÷àé)
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü åñòü äâå êëàññè÷åñêèå âîëíû – íàïðèìåð,
ðàäèîâîëíà 1 è ñâåòîâàÿ âîëíà 2. Êàæäàÿ èç âîëí
îïèñûâàåòñÿ ñâîåé ôóíêöèåé, ñâîåé çàâèñèìîñòüþ îò
âðåìåíè è êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå: ( )1 1

,r tΦ Φ=
�

,
( )2 2

,r tΦ Φ=
�

. Êàê è òðàåêòîðèè ÷àñòèö, âîëíû «ñóùå-
ñòâóþò» â ïðèâû÷íîì íàì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â îáîèõ êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðàõ äâèæåíèå äâóõ îáúåê-
òîâ îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè. Îíè ìîãóò áûòü
ñêàëÿðíûìè, âåêòîðíûìè èëè áîëåå ñëîæíûìè. Òàê,
ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â âèäå äâóõ
âåêòîðîâ. È âñå æå â êëàññè÷åñêîì îïèñàíèè åñòü
ïðèòÿãàòåëüíàÿ íàãëÿäíîñòü: íå÷òî äâèæåòñÿ â òðåõ-
ìåðíîì ìèðå.

Îïèñàíèå äâèæåíèÿ äâóõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö óñòðî-
åíî ñîâåðøåííî èíà÷å è ëèøåíî íàãëÿäíîñòè. Ê ñîæà-
ëåíèþ, ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè ïðèâåñòè àðãóìåíòû.
Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî êîíñòàòàöèåé – óòâåðæäåíèÿìè
áåç îáúÿñíåíèé. «Óñòðîåíî» îïèñàíèå ñîâñåì íå òàê,
êàê îïèñàíèå äâóõ êëàññè÷åñêèõ âîëí: Ψ -ôóíêöèÿ
äâóõ ÷àñòèö – ôóíêöèÿ ñåìè ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííûå
– äâàæäû ïî òðè êîîðäèíàòû ( 1 1 1

, ,x y z  è 2 2 2
, ,x y z ) è

âðåìÿ t. Ëó÷øå ñêàçàòü òàê: âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ
÷àñòèö – ôóíêöèÿ äâóõ òðåõìåðíûõ ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ

1
r
�
 è 

2
r
�

 è âðåìåíè t, ò.å. ( )1 2
, ;r r tΨ Ψ=

� �
.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ N ÷àñòèö ïðèõîäèòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 3N. Åãî íàçûâà-
þò êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äàâàéòå â ýòîì ìåñòå îñòàíîâèìñÿ è çàäóìàåìñÿ. Èçâåñòíûå
íàì ñïîñîáû îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêèõ îáúåêòîâ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àáñòðàêöèþ ÷óâñòâåííûõ âîñïðè-
ÿòèé. Äåéñòâèòåëüíî, òðàåêòîðèÿ – ïðîñòî ñëåä òðàññèðóþ-
ùåé ïóëè. Ñëîæíåå ñ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé. Òðóäíî ñåáå
ñåé÷àñ ïðåäñòàâèòü, íî äëÿ ñîçäàíèÿ Ìàêñâåëëîì ýëåêòðîäè-
íàìèêè, êàê òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ Ôàðàäåÿ,
åìó ïîíàäîáèëèñü êàêèå-òî òåïåðü âñåìè çàáûòûå øåñòåðåí-
êè. Íî âîëíà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñàìà ïî ñåáå –
ïðåêðàñíûé îáðàç, çàñòàâëÿþùèé âñïîìíèòü çðèòåëüíî íà-
áëþäàåìûå âîëíû íà ïîâåðõíîñòè âîäû èëè íà íàòÿíóòîì
êàíàòå.

Ñ Ψ -ôóíêöèåé ñîâñåì èíà÷å. Ïðåæäå âñåãî, îíà êîìïëåê-
ñíà. À êîãäà ñ ïîìîùüþ Ψ -ôóíêöèè íàäî îïèñàòü äâèæåíèå
N ÷àñòèö, òî ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãíóòü ê 3N-ìåðíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó. Î êàêîé àáñòðàêöèè ÷óâñòâåííîãî âîñïðèÿòèÿ
ìîæíî ãîâîðèòü?! Íåâîçìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü ÷åòûðåõ-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îïèñàòü ìîæíî ïðîñòðàíñòâî ëþáîãî
÷èñëà èçìåðåíèé, à ïðåäñòàâèòü – íåò. Ïîõîæå, êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà îïåðèðóåò áîëåå àáñòðàêòíûìè ïîíÿòèÿìè, ÷åì
êëàññè÷åñêàÿ ôèçèêà, à Ψ -ôóíêöèÿ áîëåå «óäàëåíà» îò
îáúåêòà, êîòîðûé îíà îïèñûâàåò, ÷åì âåëè÷èíû, èñïîëüçóå-
ìûå â êëàññè÷åñêîé (íåêâàíòîâîé) ôèçèêå.

Âåðíåìñÿ ê îäíîé ÷àñòèöå, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê ñ
ïîìîùüþ Ψ -ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ,
äîïóñêàþùóþ ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå îäíîé ÷àñòèöû
îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ âåêòîðàìè: ðàäèóñîì-âåêòîðîì r

�
 è

èìïóëüñîì p
�
. Âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ñîñòîÿ-

íèå, ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçìåðåíû 4 . Çàäà÷à
òåîðèè (êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè) óêàçàòü, êàêîâû çíà-
÷åíèÿ r

�
 è p

�
. Åñòü íåïîñðåäñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü

ñðàâíèòü ñ ýêñïåðèìåíòîì âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå
ñîñòîÿíèå.

Ñîñòîÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ çíà÷åíèÿìè àìïëèòóä âîëí ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-
íîãî ïîëåé â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t. È îíè ìîãóò áûòü
èçìåðåíû. Ìîæíî èçìåðèòü òàêèå âîëíîâûå õàðàêòå-
ðèñòèêè, êàê ÷àñòîòà è äëèíà âîëíû. Ýëåêòðîìàãíèò-
íàÿ âîëíà ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåíà, à
ðåçóëüòàò ìîæíî ñðàâíèòü ñ òåîðèåé.

Ψ -ôóíêöèÿ, íåñîìíåííî, îïèñûâàåò ÷àñòèöó. Êîãäà
ðå÷ü èäåò îá ýëåêòðîíå, òî î ÷àñòèöå (èìåííî, êàê î
÷àñòèöå!) ìíîãîå õîðîøî èçâåñòíî: çàðÿä, ìàññà. Íèêòî
íèêîãäà íå âñòðå÷àëñÿ ñ ïîðöèåé çàðÿäà, ìåíüøåé
çàðÿäà ýëåêòðîíà. È ìàññà è çàðÿä ýëåêòðîíà íåïîñðåä-
ñòâåííî èçìåðåíû.

Ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïèñûâàåò
Ψ -ôóíêöèÿ – ýòî îäèí èç ïîñòóëàòîâ êâàíòîâîé ìåõà-
íèêè. Áîëåå òîãî, ñëîâà ñîñòîÿíèå è Ψ -ôóíêöèÿ –
ñèíîíèìû. Ñîãëàñèâøèñü ñ ýòèì, ìû èìååì ïðàâî
çàäàòü òàêèå âîïðîñû:

×òî êîíêðåòíî ìû çíàåì î ÷àñòèöå, åñëè íàì èçâåñòíà
åå Ψ -ôóíêöèÿ?

Êàêèå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â Ψ -ôóíêöèþ, ìîæíî
ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè îïûòîâ?

Íåò ïðèáîðîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî íåïîñðåä-
ñòâåííî èçìåðèòü Ψ -ôóíêöèþ. Íóæåí ñïîñîá, ïîçâî-
ëÿþùèé èçâëå÷ü íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ. Êàêîâ
îí? Ñïîñîá äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî îáùèì. Èíà÷å ñ
êàæäîé íîâîé çàäà÷åé ôèçèêó ïðèäåòñÿ èçîáðåòàòü
íîâûé ñïîñîá. Â ÷àñòíîñòè, èìåííî ýòîãî è õîòåëè
èçáåæàòü òâîðöû êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Îòâåòèòü íà çàäàííûå âîïðîñû ïîìîãóò ïðèìåðû,
îñìûñëèâ êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì, ïðè-
ãîäíûé äëÿ ëþáûõ çàäà÷.

Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê çàäà÷å î ÷àñòèöå â ïîòåíöèàëü-
íîé ÿìå (ìû îá ýòîì óæå ãîâîðèëè). Ïóñòü èçâåñòíî,
÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû åñòü 0

cos
sA kxψ = , à

( )1 2kd π= , ò.å. n = 0. Î÷åâèäíî, ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â

ýòîì ñîñòîÿíèè èìååò çíà÷åíèå ( )( ) ( )ε π�
2 2 2

0
2 4s m d= .

Åñëè áû ìû ñóìåëè èçìåðèòü ýíåðãèþ ÷àñòèöû, îòñ÷è-
òàííóþ îò äíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, òî íåñîìíåííî
ïîëó÷èëè áû èìåííî ýòî çíà÷åíèå. À åñëè áû èçìåðèëè
÷àñòîòó, èçëó÷àåìóþ ÷àñòèöåé ïðè ïåðåõîäàõ èç ñîñòî-
ÿíèÿ ñ áîëüøåé ýíåðãèåé â ñîñòîÿíèå ñ ìåíüøåé, òî
íàâåðíÿêà áû îáíàðóæèëè, ÷òî êâàíò ýíåðãèè ω�  ðàâåí
ðàçíîñòè äâóõ çíà÷åíèé ýíåðãèè èç âûïèñàííûõ âûøå
ôîðìóë. Õîòÿ îáû÷íî â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ
àòîìíûìè è ñóáàòîìíûìè ÷àñòèöàìè èìåþò äåëî ñ
áîëüøèìè êîëëåêòèâàìè ÷àñòèö, â äàííîì ñëó÷àå íåò
íèêàêèõ ñîìíåíèé, ÷òî êàæäûé îòäåëüíûé ýëåêòðîí â

4 Ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà òîì, êàê ïðîèñõîäèò èçìåðå-
íèå. Èçìåðåíèå – ñëîæíàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ çàäà÷à. Íàì
âàæíî çäåñü ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èçìåðèòü êîîðäèíàòó è èìïóëüñ
÷àñòèöû ìîæíî.
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ïîòåíöèàëüíîé ÿìå áóäåò èìåòü òîò ñàìûé ñïåêòð
çíà÷åíèé ýíåðãèè, êîòîðûé óêàçàí ôîðìóëàìè (2).
Ýêñïåðèìåíò ìîæíî ïðîâîäèòü ñî ìíîãèìè ÷àñòèöàìè
èëè ïîâòîðÿòü ìíîãî ðàç. Ðåçóëüòàòû (ñêàæåì, ñïåêòð
èçëó÷åíèÿ) áóäóò òîæäåñòâåííû.

À ÷òî åùå èçâåñòíî î ÷àñòèöå â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå,
äîñòóïíîå ñðàâíåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòîì? Ïîæàëóé, íè-
÷åãî. Ïî êðàéíåé ìåðå, ïîêà…È ñêàæåì îòêðîâåííî, â
ïîíèìàíèè Ψ -ôóíêöèè ìû ñîâñåì íå ïðîäâèíóëèñü.
Âåäü äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü íóæíîå çíà÷åíèå ýíåð-
ãèè, è áûëî ñôîðìóëèðîâàíî Øð¸äèíãåðîì óðàâíåíèå
äëÿ íåïîíÿòíî ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿþùåé Ψ -ôóíê-
öèè.

Âåðíåìñÿ ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è î ÷àñòèöå â ÿìå. Òåïåðü
îáðàòèìñÿ ê ïåðâîìó èç óðàâíåíèé (1). Ìû âèäèì, ÷òî
íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà è åãî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ. Ôîðìóëû (2) ðåøàþò ýòó çàäà÷ó. Çàïîìíèì
ýòîò ôàêò â áîëåå àáñòðàêòíîé ôîðìóëèðîâêå:

Êîãäà Ψ -ôóíêöèÿ – ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòî-
ðà ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ôóíêöèè, ýòî çíà÷åíèå ôèçè-
÷åñêîé âåëè÷èíû ÷àñòèöû, ñîñòîÿíèå êîòîðîé – äàí-
íàÿ Ψ -ôóíêöèÿ.

Ìû ïîä÷åðêèâàåì ýòîò ôàêò âòîðè÷íî. Ïåðâûé ðàç,
êîãäà ââîäèëè îïåðàòîð èìïóëüñà.

Òåïåðü çàäóìàåìñÿ íàä ðåçóëüòàòîì òîé çàäà÷è, êîòî-
ðóþ ÿ ïðåäëîæèë âàì â âèäå óïðàæíåíèÿ, – î ïðîõîæ-
äåíèè ÷àñòèöåé ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà. Ïî óñëîâèþ
çàäà÷è âîëíà, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå ÷àñòèöû, ïðè-
áëèæàåòñÿ ñëåâà ê áàðüåðó, ÷àñòè÷íî îòðàæàåòñÿ îò
íåãî, à ÷àñòè÷íî ïðîõîäèò ÷åðåç áàðüåð è äâèæåòñÿ îò
íåãî âïðàâî. Òàêèì îáðàçîì, âíå áàðüåðà åñòü òðè
âîëíû. Âñå îíè îïèñûâàþò äâèæåíèå ÷àñòèöû (÷àñòè-
öû, à íå ÷àñòèö!) ñ îïðåäåëåííûì èìïóëüñîì. Ñïðàâà

îò áàðüåðà Ψ -ôóíêöèÿ îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ñ

èìïóëüñîì, ðàâíûì k� , êàê è ïàäàþùàÿ íà áàðüåð

âîëíà. À âîò Ψ -ôóíêöèÿ, îòðàçèâøàÿñÿ îò áàðüåðà,
îïèñûâàåò ÷àñòèöó ñ èìïóëüñîì k-� . Ìîæíî ëè ïðî-
âåðèòü ýòî ñòðàííîå óòâåðæäåíèå? È äà è íåò.

Åñëè íàïðàâèòü îäíó ÷àñòèöó íà áàðüåð è ïîïûòàòüñÿ
îáíàðóæèòü ýòó ÷àñòèöó çà áàðüåðîì ëåòÿùåé îò íåãî,
òî ðåçóëüòàò ïðåäñêàçàòü íåëüçÿ: èíîãäà ÷àñòèöà áóäåò
îáíàðóæåíà, èíîãäà íå áóäåò. Òî æå ñàìîå – ïðè
ïîïûòêå îáíàðóæèòü ÷àñòèöó, îòðàçèâøóþñÿ îò áàðü-
åðà: èíîãäà áóäåò îáíàðóæåíà, èíîãäà íåò. Ïðè ïîâòî-
ðåíèè ýêñïåðèìåíòà äâà-òðè ðàçà íèêàêàÿ çàêîíîìåð-
íîñòü íå ïðîÿâèòñÿ. À åñëè ïîâòîðÿòü ýêñïåðèìåíò
ìíîãîêðàòíî, çàêîíîìåðíîñòü íà÷íåò ïðîÿâëÿòüñÿ: ÷åì
áîëüøå àìïëèòóäà ïðîøåäøåé âîëíû, òåì ÷àùå áóäóò
îáíàðóæèâàòüñÿ ÷àñòèöû ñïðàâà îò áàðüåðà; ÷åì áîëü-
øå àìïëèòóäà îòðàæåííîé âîëíû, òåì ÷àùå áóäóò
çàôèêñèðîâàíû ÷àñòèöû, îòðàçèâøèåñÿ îò áàðüåðà.

Âûøå îïèñàí ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Íî âîò îïèñà-
íèå âïîëíå ðåàëüíîãî îïûòà – äèôðàêöèè ýëåêòðîíîâ
íà êðèñòàëëå. Âñïîìíèòå – ýòîò ýêñïåðèìåíò ñëóæèò (ñ
îïîçäàíèåì, ïðàâäà) íåñîìíåííûì äîêàçàòåëüñòâîì
ïðåäïîëîæåíèÿ äå Áðîéëÿ.

Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà êðèñòàëëè÷åñ-
êîé ðåøåòêå âíèìàòåëüíî, íàáëþäàÿ çà êàæäûì ýëåê-

òðîíîì. Îáíàðóæåíèå ýëåêòðîíà, îòðàçèâøåãîñÿ îò
êðèñòàëëà, ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîÿâëåíèè íà ôîòîïëàñòèíå
ìàëåíüêîãî ïÿòíûøêà. Ðàçìåð ïÿòíûøêà îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé çåðíà ôîòîïëàñòèíêè. ×åì çåðíî ìåíüøå,
òåì ìåíüøå ïÿòíûøêî. Åñòü óâåðåííîñòü: èìåé ìû
ïëàñòèíêó ñ áåñêîíå÷íî ìàëûì çåðíîì, ìû óáåäèëèñü
áû, ÷òî ýëåêòðîí îáíàðóæèâàåò ñåáÿ âî âïîëíå îïðåäå-
ëåííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ïîëîæåíèå òî÷êè ñëó÷àé-
íî. Ïðè ïîâòîðåíèè îïûòà ýëåêòðîí – òî÷êà íà ïëàñ-
òèíêå – ïîÿâëÿåòñÿ òî â îäíîì ñëó÷àéíîì ìåñòå, òî â
äðóãîì. Íè÷åãî ïîõîæåãî íà äèôðàêöèþ.

Íàáëþäàÿ çà îòðàæåíèåì áîëüøîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ
(ïîñëåäîâàòåëüíî èëè îäíîâðåìåííî – áåçðàçëè÷íî),
óáåäèìñÿ: êàæäûé îòäåëüíûé ýëåêòðîí çàñâå÷èâàåò
ôîòîïëàñòèíêó â ñîâåðøåííî ñëó÷àéíîì ìåñòå, íî ïðè
áîëüøîì ÷èñëå ýëåêòðîíîâ, çàñâåòèâøèõ ïëàñòèíêó,
âûðèñîâûâàåòñÿ äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà, íà íåé îò÷åò-
ëèâî ðàçëè÷èìû ìåñòà ñêîïëåíèÿ òî÷åê (òóäà ïîïàëî
ìíîãî ýëåêòðîíîâ) è ìåñòà, êóäà ýëåêòðîíû íå ïîïàëè
âîâñå. Äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà î÷åíü ïîõîæà íà òó,
êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè ðàññåÿíèè ðåíòãåíîâñêèõ
ëó÷åé.

Òàê æå, êàê â ñëó÷àå ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ
íà êðèñòàëëå ñòðîèòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¸-
äèíãåðà äëÿ îäíîãî ýëåêòðîíà, íî ïðè ýòîì ïðàâèëüíî
îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû îïûòà ñî ìíîãèìè ýëåêòðîíàìè.
Ìû íà÷èíàåì ïîíèìàòü, ÷òî â Ψ -ôóíêöèè ñêðûòà
èíôîðìàöèÿ, îòíîñÿùàÿñÿ íå ê îäíîìó ýëåêòðîíó, à ê
àíñàìáëþ ýëåêòðîíîâ.

Ìàêñ Áîðí (1882–1970)
â òîì æå 1926 ãîäó, êîãäà
Ýðâèí Øð¸äèíãåð ñôîðìó-
ëèðîâàë ñâîå óðàâíåíèå,
âûñêàçàë èäåþ î ñìûñëå
âîëíîâîé ôóíêöèè. Îí ïî-

íÿë, ÷òî âåëè÷èíà 
2
dxΨ

îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â ñîñòî-
ÿíèè ( ),x tΨ  â èíòåðâàë dx
ìåæäó òî÷êàìè õ è õ + dx.
Åñëè Ψ -ôóíêöèÿ – ôóíê-

öèÿ ðàäèóñà-âåêòîðà r
�
, òî

( )
2

r dVΨ �
 îïðåäåëÿåò âå-

ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ÷àñ-
òèöû â ýëåìåíò îáúåìà dV = dxdydz âîêðóã òî÷êè ñ

êîîðäèíàòàìè x, y, z; 
2Ψ  – êâàäðàò ìîäóëÿ êîìïëåê-

ñíîãî ÷èñëà Ψ , 
2Ψ Ψ Ψ= * , çâåçäî÷êà (* ) îçíà÷àåò

êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ

ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 
2 2Ψ ψ=  íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Ìàêñó Áîðíó ïðèíàäëåæàò è äðóãèå ôóíäàìåíòàëü-
íûå ðàáîòû ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â 1954 ãîäó îí áûë
óäîñòîåí Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå ñ ïðîñòîé è
âûðàçèòåëüíîé ôîðìóëèðîâêîé: «Çà ðàáîòû ïî êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå».

Â íàøåì èçëîæåíèè ïåðâîå íåòðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå
èäåè Áîðíà – âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü êîíñòàíòû 

s
A

è aA  ó âîëíîâûõ ôóíêöèé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé

Ìàêñ Áîðí
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ÿìå. Óñëîâèå èõ îïðåäåëåíèÿ òàêîâî: âåðîÿòíîñòü
îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå äîëæíà áûòü
ðàâíà åäèíèöå. Âåäü ÷àñòèöà òàì åñòü! Íàðèñóåì ôóí-

êöèè ( )
2

s

n xψ  è ( )
2

a

n xψ , à çíà÷åíèÿ êîíñòàíò sA  è aA

âûáåðåì òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ïîä êðèâûìè ðàâíÿëàñü
åäèíèöå. Óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî. Â äàííîì ñëó÷àå

1s aA A d= =  äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n. Íàïîìíèì, ÷òî

øèðèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ðàâíà 2d.
Ïûòàÿñü ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå Áîðíà î ñìûñëå Ψ -

ôóíêöèè íà ïðèìåðå ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â îïðåäå-
ëåííîì ñîñòîÿíèè âíóòðè ÿìû, ìû âûíóæäåíû áûëè
áû èìåòü äåëî ñ àíñàìáëåì òîæäåñòâåííûõ îáúåêòîâ.
Îäèíî÷íîå èçìåðåíèå, êàê è â ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ
ðàíüøå, äàëî áû ñîâåðøåííî ñëó÷àéíûé ðåçóëüòàò.

Îïèñàíèå âîëíîâîé ìåõàíèêè Øð¸äèíãåðà ìû íà÷è-
íàëè ñ ðàññìîòðåíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ êîòîðîé – ïëîñêàÿ âîëíà. Íî äëÿ ïëîñêîé

âîëíû ( )
2

rΨ �
 åñòü êîíñòàíòà, ò.å. âîâñå íå çàâèñèò îò

êîîðäèíàòû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó ñ
ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî îáíàðóæèòü â ëþáîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì: èìïóëüñ ó íåå èìååò âïîëíå
îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå.

Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé

Ñîçäàí ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò êâàíòîâîé
ìåõàíèêè. Îí õîðîøî ðàçðàáîòàí è ïîçâîëÿåò ðåøèòü
(â ïðèíöèïå, êîíå÷íî) ëþáóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ îòíîñèò-
ñÿ ê «âåäîìñòâó» êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ñàìîå òî÷íîå
ðåøåíèå íå ïîçâîëÿåò âûéòè çà ïðåäåëû âåðîÿòíîñòíî-
ãî, ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå â
ðåçóëüòàòå îòâåòû, êàê ïðàâèëî, îòíîñÿòñÿ ê áîëüøîìó
÷èñëó ÷àñòèö, ê àíñàìáëÿì ÷àñòèö, à íå ê îòäåëüíûì
èçîëèðîâàííûì ÷àñòèöàì.

Åùå îäèí ïîÿñíÿþùèé ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ìû
õîòèì ðåøèòü çàäà÷ó î ñòîëêíîâåíèè äâóõ ÷àñòèö. Â
íàøåì ìàêðîñêîïè÷åñêîì ìèðå òàêîå ãðóñòíîå ñîáû-
òèå, êàê ñòîëêíîâåíèå (íàïðèìåð, äîðîæíîå ïðîèñøå-
ñòâèå), ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ
ïîäðîáíîñòè. Êàæäûé èç íàñ çíàåò, ñ êàêîé äîòîøíî-
ñòüþ ïðåäñòàâèòåëè äîðîæíîé ìèëèöèè èçó÷àþò ñëå-
äû, ÷òîáû íàðèñîâàòü òðàåêòîðèè ñòîëêíóâøèõñÿ ìà-
øèí. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òàêîé ïîäõîä ïðèíöèïè-
àëüíî íåâîçìîæåí õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ìèêðî÷àñòèöà
íå äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè. Åå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ
Ψ -ôóíêöèåé. Íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ñòîëêíîâå-
íèÿ äîñòîâåðíû. Êàê ïðàâèëî, òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà.

Îïèñàíèå ñòîëêíîâåíèé â äîñòîâåðíûõ òåðìèíàõ
íàçûâàþò êèíåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì. Êèíåìàòè÷åñ-
êîãî îïèñàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäè-
ìî çíàòü, êàê ÷àñòî (èëè êàê ðåäêî) ïðîèñõîäÿò ñòîë-
êíîâåíèÿ. Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòü ñòîëêíîâåíèÿ ñ òåì èëè äðóãèì
èñõîäîì, ðàçðåøåííûì êèíåìàòèêîé ñòîëêíîâåíèÿ.
Ìåðîé âåðîÿòíîñòè ñëóæèò âåëè÷èíà ðàçìåðíîñòè ïëî-
ùàäè, èìåíóåìàÿ ýôôåêòèâíûì ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ.
Ïî âåëè÷èíå ýòîãî ñå÷åíèÿ ôèçèêè, çàíÿòûå èññëåäîâà-
íèåì ñòîëêíîâåíèé â ìèðå ìèêðî÷àñòèö, ÿñíî ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñåáå, èìåþò îíè äåëî ñ ðåäêèì, òðóäíî íàáëþäà-

åìûì ÿâëåíèåì èëè ñ ÿâëåíèåì, ëåãêî äîñòóïíûì
îáíàðóæåíèþ.

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî êîãäà Ψ -ôóíêöèÿ – ñîáñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, òî ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ôóíêöèè,
åñòü çíà÷åíèå äàííîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Ïîçâîëÿ-
åò ëè êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà âûÿñíèòü, êàêîâû áóäóò
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû â òîì
ñëó÷àå, êîãäà Ψ -ôóíêöèÿ íå åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ îïåðàòîðà ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ íàñ
èíòåðåñóåò? Îäíîçíà÷íûé îòâåò ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Íî
ìîæíî âûÿñíèòü, êàêèå çíà÷åíèÿ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ïðè
èçìåðåíèè è ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ.

Îáùåå ïðàâèëî òðåáóåò ðàçëîæèòü Ψ -ôóíêöèþ ïî
ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà òîé ôèçè÷åñêîé âå-
ëè÷èíû, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìû èçìåðÿåì. 5 Êâàäðàò
ìîäóëÿ êîýôôèöèåíòà ïðè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåé îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëåí âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü ïðè
èçìåðåíèè èìåííî ýòî çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîâòîðèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå èç-
ìåðåíèÿ èìïóëüñà. Ìû çíàåì, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò
îïåðàòîð èìïóëüñà è êàêîâû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòîãî
îïåðàòîðà (cîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà èìïóëüñà –
ïëîñêèå âîëíû). Êàêèå çíà÷åíèÿ èìïóëüñà p

�
 è ñ êàêèìè

âåðîÿòíîñòÿìè ìû ïîëó÷èì ïðè èçìåðåíèè èìïóëüñà ýëåê-
òðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, èëè ýëåêòðîíà
â àòîìå âîäîðîäà? Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íàäî ðàçëîæèòü
Ψ -ôóíêöèþ ïî ïëîñêèì âîëíàì. Êîýôôèöèåíò ðàçëîæå-
íèÿ çàâèñèò îò èìïóëüñà p

�
, à êâàäðàò åãî ìîäóëÿ ïðîïîð-

öèîíàëåí âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî èçìåðåííîå çíà÷åíèå îêà-
æåòñÿ ðàâíûì p

�
.

Îäèí èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè – âûÿâëåíèå ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ ïàð ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí, êîòîðûå íå ìîãóò îäíîâðåìåííî èìåòü
òî÷íûå çíà÷åíèÿ. Åñòåñòâåííî, îáå îíè îïèñûâàþò
äâèæåíèå îäíîé ÷àñòèöû. Íàçûâàþò èõ ñîïðÿæåííûìè
âåëè÷èíàìè. Ñ îäíîé ïàðîé ìû óæå âñòðåòèëèñü – ýòî
èìïóëüñ è êîîðäèíàòà. Åñëè ÷àñòèöà èìååò îïðåäåëåí-
íîå çíà÷åíèå èìïóëüñà, òî, êàê ìû âèäåëè, åå êîîðäè-
íàòà ïîëíîñòüþ íå îïðåäåëåíà. Ñóùåñòâóþò ñîîòíîøå-
íèÿ – ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé, óêàçûâàþùèå
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè ïàðû çíà÷å-
íèé ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòíîøå-
íèå íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ õ è xp . Ïàðó ñîñòàâëÿþò
ïðîåêöèè ðàäèóñà-âåêòîðà r

�
 è èìïóëüñà p

�
 íà îäíó

îñü. Çíàíèå âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè-
÷èí ïîçâîëÿåò îðåäåëèòü èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ. Îáîçíà-
÷àòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ áóäåì è áîëüøèìè áóêâàìè è
óãëîâûìè ñêîáêàìè (è òàê è òàê).

Ïóñòü ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â êàêîì-òî ñîñòîÿíèè, à Õ
è xP  – ñðåäíèå çíà÷åíèÿ åå êîîðäèíàòû è ïðîåêöèè
èìïóëüñà. Ìåðîé íåîïðåäåëåííîñòåé êîîðäèíàòû õ è

5 Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì íàïîìèíàåò ðàçëî-
æåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà A

��
 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ïî òðåì îðòîãîíàëüíûì îðòàì 1 2 3, ,n n n
� � �

: ( )1 1
A An n= +
�� �

( ) ( )2 2 3 3
An n An n+ +

� �
. Ðîëü îðòîâ èãðàþò ñîáñòâåííûå ôóíê-

öèè. Âàæíîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âñåãäà õâàòàåò äëÿ
ðàçëîæåíèÿ.



ïðîåêöèè èìïóëüñà xp  ìîãóò ñëóæèòü ñëåäóþùèå
ñðåäíèå âåëè÷èíû:

( )
2

x x Xδ = - , ( )
2

x x xp p Pδ = - .

Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé óòâåðæäàåò:

2
xx pδ δ ≥

�
.                      (3)

Íàèìåíüøåå, íåïðåîäîëèìîå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòåé ðàâíî 2� .

Âàæíîå ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé –
íóëåâûå êîëåáàíèÿ, î êîòîðûõ ìû óïîìèíàëè. Åñëè áû
ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà ðàâíÿëàñü íóëþ, òî ýòî îçíà÷àëî
áû, ÷òî åå èìïóëüñ è êîîðäèíàòà (îáà) ðàâíû íóëþ, ÷òî
íåâîçìîæíî. Ïî òîé æå ïðè÷èíå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè
ýëåêòðîí â àòîìå âîäîðîäà èìååò êîíå÷íóþ ýíåðãèþ.
Îáúÿñíåíèå ìíîãèõ õàðàêòåðíûõ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé
îñíîâàíî èìåííî íà ñîîòíîøåíèÿõ íåîïðåäåëåííîñòåé.

Íåðàâåíñòâî (3) âûâåë Âåðíåð Ãåéçåíáåðã â 1927
ãîäó. Â òîì æå ãîäó Íèëüñ
Áîð ñôîðìóëèðîâàë ïðèí-
öèï äîïîëíèòåëüíîñòè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó ó ëþáîé
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû åñòü
äîïîëíèòåëüíàÿ – êîìïî-
íåíòà ïàðû, êîòîðàÿ íå ìî-
æåò áûòü òî÷íî îïðåäåëåíà
âìåñòå ñ íåé. Ñîîòíîøåíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòåé (òèïà
(3)) ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êèì âûðàæåíèåì ïðèíöèïà
äîïîëíèòåëüíîñòè, êîòîðûé
ñûãðàë âàæíóþ ðîëü â ïî-
íèìàíèè ñòðóêòóðû êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè.

Âåðîÿòíîñòíûé, ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð ïðåäñêàçà-
íèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè îçàäà÷èâàë è îçàäà÷èâàåò
ìíîãèõ. Î÷åíü òðóäíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, ÷òî îòâåò íà
ïîñòàâëåííûé âîïðîñ î ïîâåäåíèè ìèêðî÷àñòèöû –
îòâåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé îïðåäåëåííîñòè – ñî-
äåðæèò ëèøü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò, à íå
òî÷íîå ïðåäñêàçàíèå ðåçóëüòàòà. Òðóäíî ïðèâûêíóòü ê
òîìó, ÷òî äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè òåîðèè,
ïîñòðîåííîé íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî
äâèæåíèå îäíîé ÷àñòèöû, ýêñïåðèìåíòèðîâàòü â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ íåîáõîäèìî íå ñ îäíîé ÷àñòèöåé, à ñ
àíñàìáëåì ÷àñòèö.

Äîïîëíèòåëüíîñòü, ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð îïèñà-
íèÿ îáúåêòîâ ìèêðîìèðà, êàê è îòêàç îò íàãëÿäíîñòè,
– âñå ýòî ñ òðóäîì ïðåîäîëåâàëîñü íå òîëüêî ðÿäî-
âûìè  ôèçèêàìè,  íî  è  ñàìèìè ñîçäàòåëÿìè  êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè.6  Òîò ôàêò, ÷òî ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷

êâàíòîâîé ìåõàíèêè íå çàêàí÷èâàåòñÿ ðåøåíèåì åå
ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé, à òðåáóåò «ïåðåâîäà»
íà ÿçûê, ïðèíÿòûé â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå, è íåâîç-
ìîæåí áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà,
äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ó íåêîòîðûõ âûçûâàåò íå-
óäîâëåòâîðåííîñòü. Èç-çà ýòîãî äî ñèõ ïîð ïðîäîëæà-
þòñÿ ïîèñêè óëó÷øåíèÿ àïïàðàòà êâàíòîâîé ìåõà-
íèêè. Ïîïûòîê áûëî ìíîãî, íî íè îäíà íå áûëà
óñïåøíîé.

Èíîãäà ìîæíî ïðî÷åñòü, ÷òî êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà
ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè, äåòåðìèíèçìó.
Îáû÷íî âûðàæàþòñÿ îñòîðîæíåå – ìåõàíè÷åñêîìó
äåòåðìèíèçìó. Íî è ýòî íå òàê. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ
Øð¸äèíãåðà, ñîñòîÿíèå ðàçâèâàåòñÿ âïîëíå äåòåðìè-
íèðîâàííî: èçìåíåíèå äâèæåíèÿ îáóñëîâëåíî äåéñòâè-
åì ñèë, à ðåàêöèÿ ÷àñòèöû è ñèñòåìû ÷àñòèö íèêîãäà íå
îïåðåæàåò ïðè÷èíó.

Áîëüøèíñòâî ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ ñ÷èòàþò íåðåëÿ-
òèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ ìåõàíèêó èäåéíî çàâåðøåííîé,
ëîãè÷åñêè áåçóïðå÷íîé íàóêîé. Íà ïðîòÿæåíèè óæå
ìíîãèõ äåñÿòêîâ ëåò îíà ñëóæèò íàäåæíîé îñíîâîé
ïîíèìàíèÿ ñâîéñòâ íå òîëüêî àòîìîâ è ìîëåêóë, íî è
ðàçíîîáðàçíûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì: òâåðäûõ òåë,
æèäêîñòåé, ïëàçìû…

Êàê ôèçèêà îïèñûâàåò ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â
ïðèðîäå, à òàêæå ñâîéñòâà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë –
îòäåëüíàÿ ñåðüåçíàÿ òåìà. Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòî-
âàÿ ìåõàíèêà – îäíà èç òåõ áàçîâûõ íàóê, êîòîðûå
ñëóæàò îñíîâîé îïèñàíèÿ äëÿ äðóãèõ äèñöèïëèí. Êàê
âñÿêàÿ ìàòåìàòèçèðîâàííàÿ íàóêà, êâàíòîâàÿ ìåõàíè-
êà òðåáóåò ñòðîãîé ïîñòàíîâêè è ïðèìåíèìà îòíþäü íå
êî âñåìó íà ñâåòå. Ê ñîæàëåíèþ, íà îáúåêòàõ ìàòåðè-
àëüíîãî ìèðà íåò êàêèõ-ëèáî ìåòîê – óêàçàíèé, êàêîé
òåîðèåé íàäî (ìîæíî) ïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïèñàíèè èõ
ñâîéñòâ èëè ïðè îáúÿñíåíèè ïðîèñõîäÿùèõ ñ íèìè
ÿâëåíèé. Îäíî èç âàæíåéøèõ êà÷åñòâ îïûòíîãî ôèçèêà
– óìåíèå äî ïîíèìàíèÿ ñâîéñòâà è/èëè ÿâëåíèÿ ïî÷óâ-
ñòâîâàòü, íà áàçå êàêîé òåîðèè íàäî èñêàòü ïîíèìà-
íèå. Íà ýòîì ýòàïå âîçìîæíû íåîæèäàííîñòè. Íàêîï-
ëåí îãðîìíûé îïûò è ïîíÿòî ìíîæåñòâî ÿâëåíèé è
ñâîéñòâ íà îñíîâå íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè. Îíà òàê çàðåêîìåíäîâàëà ñåáÿ, ÷òî óñïåøíî èñ-
ïîëüçóåòñÿ äàæå â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå – ïðè ñîçäà-
íèè ðàçëè÷íûõ ïðèáîðîâ è óñòðîéñòâ.

Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ

Åñëè áû «ñðàæåíèÿ» ðåâîëþöèé åñòåñòâîçíàíèÿ íóæ-
äàëèñü â çíàìåíàõ, òî íà çíàìåíè ðåëÿòèâèñòñêîé
ðåâîëþöèè êðàñîâàëàñü áû ñêîðîñòü ñâåòà ñ, à íà
çíàìåíè êâàíòîâîé ðåâîëþöèè – ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà
� . Äëÿ ïåðåõîäà îò íîâîé ìåõàíèêè Ýéíøòåéíà ê
ñòàðîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå Íüþòîíà íàäî óñòðå-
ìèòü ñêîðîñòü ñâåòà ê áåñêîíå÷íîñòè. Ôàêòè÷åñêè
ïðåíåáðåãàþò âûñîêèìè ñòåïåíÿìè îòíîøåíèÿ v/c, ãäå
v – ñêîðîñòü ÷àñòèöû (òåëà).

Îò êâàíòîâîé ìåõàíèêè ê ìåõàíèêå Íüþòîíà ìîæíî
ïåðåéòè, åñëè ïðèðàâíÿòü �  íóëþ. Âîò – ïðèìåð. Ïðè

0=�  èñ÷åçàåò òóííåëüíûé ýôôåêò. Ïîòåíöèàëüíûé
áàðüåð ñòàíîâèòñÿ íåïðîçðà÷íûì äëÿ ÷àñòèö, åñëè èõ
ýíåðãèÿ ìåíüøå åãî âûñîòû. Ðåøèâ ðàíåå ïðåäëîæåí-

Âåðíåð Ãåéçåíáåðã

6 Â ñòàòüå 1953 ãîäà Ìàêñ Áîðí óáåæäàåò Ýðâèíà Øð¸äèí-
ãåðà (!), ÷òî áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòè ïðè
îïèñàíèè ñâîéñòâ àòîìíûõ è ñóáàòîìíûõ ÷àñòèö îáîéòèñü
íåâîçìîæíî, à â íåêðîëîãå 1961 ãîäà âîçâðàùàåòñÿ ê ýòîìó
âîïðîñó. Î÷åâèäíî, îäèí èç ñîçäàòåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè
óøåë èç æèçíè, òàê è íå ïðèçíàâ ïîëíîñòüþ «îêîí÷àòåëü-
íîñòü» åå ñòðóêòóðû. Òî, ÷òî ïîäîáíûå ñîìíåíèÿ íå ïîêèäàëè
Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà äî êîíöà æèçíè, ÿ çíàë, à ñ òî÷êîé
çðåíèÿ Øð¸äèíãåðà ïîçíàêîìèëñÿ, êîãäà ïèñàë ýòó ñòàòüþ.
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íóþ ìíîé çàäà÷ó, âû â ýòîì óáåäèòåñü. Òàê è äîëæíî
áûòü ïî çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Íî íå âñåãäà ïåðåõîä òàê ïðîñò. Â âûðàæåíèè äëÿ
äèñêðåòíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðî-
äà ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà �  ñòîèò â çíàìåíàòåëå. Íåò
âîçìîæíîñòè ïðîñòî ïîëîæèòü åå ðàâíîé íóëþ. Ðàñ-
ñìîòðèì ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíåå.

×òîáû íå âîçâðàùàòüñÿ ê íà÷àëó ñòàòüè, âûïèøåì
åùå ðàç ôîðìóëó Áîðà:

2 4

2 2

1

2 2
n

n

e me
E

a n
= - = -

�
,   n = 1, 2, 3…

Ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ýëåêòðîí, äâèæóùèéñÿ âîê-
ðóã ïðîòîíà, ìîæåò èìåòü ëþáóþ ýíåðãèþ Å < 0
(íàïîìíèì: ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ íà áåñêîíå÷íîñòè
ìû âûáðàëè ðàâíîé íóëþ). Ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè÷åñ-
êîìó ïðåäåëó äîëæíà èñ÷åçíóòü äèñêðåòíîñòü óðîâíåé,
ò.å. ïðè ïðîèçâîëüíîì n îòíîøåíèå

1n n

n

E EE

E E

Δ
+

-
=

äîëæíî îáðàòèòüñÿ â íîëü ïðè 0=� . Ñîãëàñíî ôîðìó-

ëå Áîðà, ( ) ( )
2

2 1 1E E n nΔ = + + . Êàê ïåðåéòè ê ïðåäå-

ëó? Íàäî âûðàçèòü n ÷åðåç Å, à ïîòîì óñòðåìèòü �  ê

íóëþ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî E EΔ  â ïðåäåëå

äåéñòâèòåëüíî îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Îáÿçàòåëüíîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò êâàíòîâîé

ìåõàíèêè ïðè 0=�  ê êëàññè÷åñêîé íîñèò íàçâàíèå
ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ. Êîãäà ðå÷ü èäåò î ñîîòâåò-
ñòâèè ôîðìóë, âñòðå÷àþùèåñÿ òðóäíîñòè ÷àùå âñåãî
ïîõîæè íà òó, êîòîðàÿ âîçíèêëà ñ ôîðìóëîé Áîðà, è
ëåãêî ïðåîäîëèìû. Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ âñïîìíèòü, ÷òî
ôîðìóëà îïèñûâàåò ÷èñòî êâàíòîâûé ýôôåêò, à êëàññè-
÷åñêîé ôîðìóëû íåò âîâñå, íå ñ ÷åì ñðàâíèâàòü.

Èíîãäà ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ èñïîëüçóþò ìåíåå ðà-
äèêàëüíî – êàê ìåòîä âûâîäà ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë
â óñëîâèÿõ, êîãäà äåéñòâèå I � � . Òîãäà ïðèíöèï
ñîîòâåòñòâèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ êâàíòîâîé çàäà÷è. Ñëîâà «ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ»
çàìåíÿþò ñëîâàìè «êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå».
Èñïîëüçóÿ êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïðèðàâ-
íèâàþò êëàññè÷åñêîå çíà÷åíèå äåéñòâèÿ öåëîìó ÷èñëó
ïîñòîÿííûõ Ïëàíêà: I n= � , 1n � . Èç ðàâåíñòâà
I n= �  ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâ-

íÿìè ðàâíî EΔ ω= � , ãäå â äàííîì ñëó÷àå 
*ë

2 Tω π= ,

à 
*ë

T  – ïåðèîä äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïî êëàññè÷åñêîé
òðàåêòîðèè.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ÷àñòî âåñüìà îáëåã-
÷àåò ðåøåíèå çàäà÷. Ñîäåðæàùóþñÿ â âîëíîâîé ôóíê-
öèè èíôîðìàöèþ ôîðìóëèðóþò â òåðìèíàõ êëàññè÷åñ-
êîé ôèçèêè. Áåç ýòîãî íåâîçìîæíî ñðàâíåíèå òåîðèè ñ
ýêñïåðèìåíòîì. Ìîæíî ñêàçàòü èíà÷å: êâàíòîâàÿ ìåõà-
íèêà íå ìîæåò îáîéòèñü áåç êëàññè÷åñêîé. Âñå ýòî
âåñüìà îñëîæíÿåò «âçàèìîîòíîøåíèå» ìåæäó êâàíòî-
âîé ìåõàíèêîé è êëàññè÷åñêîé. Àêêóðàòíûé àíàëèç
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò êâàíòîâîé ìåõàíèêè ê êëàññè-
÷åñêîé – íåïðîñòàÿ çàäà÷à, íå áóäåì íà íåé îñòàíàâëè-
âàòüñÿ.

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Çàêàí÷èâàåòñÿ ðàññêàç î òîì, êàê îïèñûâàþò ñâîé-
ñòâà îáúåêòîâ ìèêðîìèðà. Çàãëàâèå ñòàòüè ïî ñóùåñòâó
ñîäåðæèò íå âîïðîñ, à îòâåò: ñâîéñòâà ìèêðî÷àñòèö
îïèñûâàåò êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå
ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ìû èçáðàëè
ñàìûé äîñòóïíûé äëÿ èçëîæåíèÿ âàðèàíò, òàê êàê îí
ïîçâîëÿåò ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îïèñàíèåì äâèæåíèÿ îáúåê-
òîâ ìèêðîìèðà, íå ïðèâëåêàÿ âåñü ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò êâàíòîâîé òåîðèè. Ìíîãîå, ïðàâäà, íå îáúÿñ-
íåíî, à ëèøü îáîçíà÷åíî. Ïîíÿòü êâàíòîâóþ ìåõàíèêó
òàê, ÷òîáû ñàìîìó ðåøàòü çàäà÷è, íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé
ñòàòüè íåäîñòàòî÷íî. ×òîáû îñâîèòüñÿ â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå, íåîáõîäèìî èçó÷èòü âåñü åå ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò, ïðèâûêíóòü ê íåìó. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî,
åñëè èñïîëüçîâàòü êâàíòîâóþ ìåõàíèêó â ñâîåé ïðàêòè-
÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Íàèáîëüøàÿ òðóäíîñòü êâàíòîâîé ìåõàíèêè – íå-
ïðåäñòàâèìîñòü îñíîâíîãî îáúåêòà, äëÿ îïèñàíèÿ êîòî-
ðîãî îíà ñîçäàíà. Ýòîò îáúåêò – ìèêðî÷àñòèöà.

×òî åñòü ÷àñòèöà? Óòâåðæäåíèå î êîðïóñêóëÿðíî-
âîëíîâîì äóàëèçìå, ò.å. î êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé
äâîéñòâåííîñòè, íè÷åãî íå ðàçúÿñíÿåò. Êàê íè íàçû-
âàé, íî âåäü ÷àñòèöû âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó: òî êàê
âîëíû, òî êàê ÷àñòèöû. È ïðåäñòàâèòü ñåáå ÿ ýòîãî íå
ìîãó. Ëåâ Äàâèäîâè÷ Ëàíäàó (1908–1968, Íîáåëåâñêàÿ
ïðåìèÿ 1962 ã.) óòâåðæäàë, ÷òî îãðîìíîå äîñòèæåíèå
– ïîíèìàòü, íå ïðåäñòàâëÿÿ. Ìîæíî ñêàçàòü è òàê.
Ìíîãî ðàç ÿ ïîâòîðÿë ýòî âûñêàçûâàíèå ñ íåêîé
ãîðäîñòüþ çà ôèçèêîâ è ôèçèêó. Ãîðäîñòü, íåñîìíåí-
íî, çâó÷èò è â ñëîâàõ Ëàíäàó. Íî â ýòîò ðàç ÿ
íåîæèäàííî ïîäóìàë: âåäü ìîæíî èíà÷å ïîñòàâèòü
óäàðåíèå, ïðèçíàâ, ÷òî íàì íå õâàòàåò âîîáðàæåíèÿ:
«Ïîíÿòü ìîæåì, à ïðåäñòàâèòü – íåò». Èíòóèòèâíûé
ýòàï òâîð÷åñòâà äëÿ áîëüøèíñòâà íåâîçìîæåí áåç íà-
ãëÿäíîãî îáðàçà. Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è – ïðèìåð
ïóñòü èíîãäà äîâîëüíî ïðèìèòèâíîãî, íî âñå æå òâîð-
÷åñòâà. È ìû âñå çíàåì, êàê ïîìîãàåò íàãëÿäíîñòü.
Ìîæåò áûòü, ÿ íåñêîëüêî ïðåóâåëè÷èâàþ, íî î ñåáå ÿ
çíàþ ýòî òî÷íî.

Íåïðåäñòàâèìîñòü îñíîâíûõ ïîíÿòèé çàñòàâëÿåò ñî-
çäàâàòü ðàçíîîáðàçíûå íàãëÿäíûå îáðàçû. Àòîì èçîá-
ðàæàþò òî â âèäå ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ðèñóÿ îðáèòû,
êîòîðûõ íåò; òî â âèäå àòîìíîãî ÿäðà, îêðóæåííîãî
ñòðàííî àíèçîòðîïíîé àòìîñôåðîé; à èíîãäà ïðîñòî â
âèäå øàðèêà. Îäíî èçîáðàæåíèå óäîáíî â îäíîì ñëó-
÷àå, äðóãèå – â äðóãèõ. Âñå êàðòèíêè èãðàþò ëèøü
âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü. È âñå èìåþò ìàëî îáùåãî ñ
àòîìîì, êàêîâ îí åñòü, ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
Àòîì – êîíñòðóêöèÿ. ßäðî è îêðóæàþùèå åãî ýëåêòðî-
íû – åãî ñîñòàâíûå ÷àñòè. Åñëè íå âäàâàòüñÿ â ïîäðîá-
íîñòè, íå ïûòàòüñÿ óòî÷íÿòü ñâîè ïðåäñòàâëåíèÿ, òî
«êàðòèíêà» ñàìà âîçíèêàåò: ÿäðî, îêðóæåííîå ýëåêò-
ðîíàìè. À âîò ýëåêòðîí ÿ äåéñòâèòåëüíî íå ìîãó ñåáå
ïðåäñòàâèòü...

ß áëàãîäàðåí Ëüâó Èëüè÷ó Ðîçîíîýðó çà íåñêîëüêî öåí-
íûõ çàìå÷àíèé. Îíè áûëè ó÷òåíû â îêîí÷àòåëüíîì òåêñòå
ñòàòüè.
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Õîðõå Õóàí äå Ñàíòàñèëüÿ
À.ÂÀÑÈËÜÅÂ

Õ
ÎÐÕÅ ÕÓÀÍ ÄÅ ÑÀÍÒÀÑÈËÜß (1713–1773) – ÏÎ-
òîìîê äâóõ áëàãîðîäíûõ èñïàíñêèõ ñåìåé, ðû-
öàðü ìàëüòèéñêîãî îðäåíà – âñå ñâîè ñèëû íà-

ïðàâèë íà óêðåïëåíèå èñïàíñêîé ãîñóäàðñòâåííîñòè,
êîòîðîé äåéñòâèòåëüíî ïðèíåñ íåìàëóþ ïîëüçó. Óæå â
âîçðàñòå 14 ëåò â ÷èíå êîìàíäîðà Õîðõå Õóàí ñðàæàëñÿ
ñ ìàâðèòàíñêèìè ãàëåðàìè â Ñðåäèçåìíîì ìîðå. Â 16
ëåò îí âåðíóëñÿ â Èñïàíèþ, ÷òîáû ïîñòóïèòü â Êîðïóñ
ìîðñêîé ñòðàæè – Íàâèãàöêóþ øêîëó â Êàäèñå. Çäåñü,
íàðÿäó ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì ãåîìåòðèè, òðèãîíî-
ìåòðèè, àñòðîíîìèè, íàâèãàöèè è êàðòîãðàôèè, îí
îâëàäåë èñêóññòâàìè ìóçûêè, æèâîïèñè è òàíöà. Â
ñòóäåí÷åñêîé ñðåäå Õîðõå Õóàí ïîëó÷èë ïðîçâèùå
«Åâêëèä».

Êàäèñ â òå ãîäû ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ôîðïîñò ïðîñâå-
ùåíèÿ â Èñïàíèè, ãäå ïðîïîâåäîâàëèñü èäåè Âîëüòåðà
è Íüþòîíà, âîâñþ ðàçâèâàëàñü òîðãîâëÿ ñ Àìåðèêîé, à
Íàâèãàöêàÿ øêîëà îáåñïå÷èâàëà ôëîò êâàëèôèöèðî-
âàííûìè ìîðÿêàìè. Â ýòîé òâîð÷åñêîé àòìîñôåðå
òàëàíòû Õîðõå Õóàíà ïîëó÷èëè íåîáû÷àéíîå ðàçâè-
òèå, òàê ÷òî ê 21 ãîäó îí óæå áûë ñëîæèâøèìñÿ
ìîðåïëàâàòåëåì. Êàê ðàç â ýòî âðåìÿ, â 1734 ãîäó,
èñïàíñêèé êîðîëü Ôèëèïï V ïîëó÷èë îò ñâîåãî êóçåíà
âî Ôðàíöèè Ëþäîâèêà XV çàïðîñ î ñîäåéñòâèè â
îðãàíèçàöèè íàó÷íîé ýêñïåäèöèè â Ïåðó äëÿ èçìåðå-
íèÿ ìåðèäèàíà è îïðåäåëåíèÿ çåìíîãî ãðàäóñà, ñ òåì
÷òîáû ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû ýòèõ íàáëþäåíèé ñ
ðåçóëüòàòàìè àíàëîãè÷íîé ýêñïåäèöèè Ìîïåðòþè â
Ëàïëàíäèþ. Äëèíà äóãè, îòâå÷àþùàÿ ìåíüøåìó ðàäè-
óñó, ðàçóìååòñÿ, ìåíüøå äëèíû äóãè, îòâå÷àþùåé
áîëüøåìó ðàäèóñó, õîòÿ èõ óãëû ðàâíû. Èçìåðåíèå
äëèí äóã â ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ äîëæíî áûëî ïîçâîëèòü
îïðåäåëèòü ôîðìó Çåìëè.

Â XVIII âåêå âîïðîñ î ôîðìå Çåìëè ñòîÿë ñ òàêîé æå
îñòðîòîé, êàê äâóìÿ ñòîëåòèÿìè ïîçæå âñòàë âîïðîñ î
ñòðóêòóðå ÄÍÊ. Íåêîòîðûå àêàäåìèêè óòâåðæäàëè,
÷òî Çåìëÿ íàïîìèíàåò ñîáîé äûíþ, òîãäà êàê äðóãèå
ñòîÿëè íà òîì, ÷òî åå ôîðìà ñêîðåå áëèæå ê àðáóçó.
Ñòîðîííèêè «àðáóçíîé» ãèïîòåçû, ñðåäè êîòîðûõ áûëè
Íüþòîí, Ãàëëåé è Ãþéãåíñ, îïèðàëèñü â ñâîèõ ðàçìûø-
ëåíèÿõ íà âñåìèðíûé çàêîí òÿãîòåíèÿ (òåëà âåñÿò
ìåíüøå íà ýêâàòîðå) è íà ýêñïåðèìåíòû ñ ìàÿòíèêîì (â
ðàçíûõ ìåñòàõ îí êîëåáëåòñÿ ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè).
Ýêñïåäèöèè Ôðàíöóçñêîé àêàäåìèè íà ïîëþñ è íà
ýêâàòîð äîëæíû áûëè ðàçðåøèòü ýòó ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ïðîáëåìó.

Ôèëèïï V, ñòîðîííèê ïðîãðåññà â åãî ôðàíöóçñêîé
èíòåðïðåòàöèè, íå òîëüêî îäîáðèë íà÷èíàíèå Ëþäî-
âèêà XV, íî è ðàñïîðÿäèëñÿ âûäåëèòü â ñîñòàâ ïåðó-
àíñêîé ýêñïåäèöèè äâóõ îáðàçîâàííûõ îôèöåðîâ, ñïî-
ñîáíûõ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîâåñòè äàæå ñâîèìè

ñèëàìè âñå íåîáõîäèìûå èçìåðåíèÿ. Áîëåå òîãî, Èñ-
ïàíèÿ âçÿëà íà ñåáÿ ïîëîâèíó ñòîèìîñòè ýêñïåäèöèè.
Âûáîð êîðîëÿ ïàë íà ìîëîäûõ ìîðñêèõ îôèöåðîâ
Õîðõå Õóàíà äå Ñàíòàñèëüÿ è Àíòîíèî äå Óëëîà.
Åñëè ïåðâîìó èç íèõ ê íà÷àëó ïðåäïðèÿòèÿ èñïîëíè-
ëîñü äâàäöàòü äâà ãîäà, òî âòîðîìó áûëî ëèøü äâàä-
öàòü ëåò. Îáîèì âíå î÷åðåäè è áåç âûñëóãè ëåò áûëî
ïðèñâîåíî çâàíèå ëåéòåíàíòà, è êàæäûé èç íèõ ïîëó-
÷èë ñâîå ïðåäïèñàíèå. Õîðõå Õóàíó áûëî ïîðó÷åíî
ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà ãåîäåçè÷åñêèõ èçìåðåíèÿõ, à
Àíòîíèî – íà íàòóðàëèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ. Îäíà-
êî çàäà÷è äâóõ èññëåäîâàòåëåé ýòèì íå îãðàíè÷èâà-
ëèñü. Îíè áûëè îáÿçàíû âåñòè ïîëíûé äíåâíèê ñâîåãî
ïóòåøåñòâèÿ, çàïèñûâàòü âñå ôèçè÷åñêèå è àñòðîíî-
ìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, âêëþ÷àÿ ðàñ÷åòû øèðîòû è
äîëãîòû ãåîãðàôè÷åñêèõ îáúåêòîâ, äåëàòü çàðèñîâêè
ïîðòîâ è ôîðòèôèêàöèîííûõ ñîîðóæåíèé, ïðîâîäèòü
áîòàíè÷åñêèå è ìèíåðàëîãè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, à òàê-
æå ïîäãîòîâèòü ñåêðåòíûé äîêëàä î ïîëèòè÷åñêîé
ñèòóàöèè â çàìîðñêèõ òåððèòîðèÿõ. Âäîáàâîê, èñïàí-
ñêèå îôèöåðû îáÿçàëèñü ïðèãëÿäûâàòü çà ñâîèìè ôðàí-
öóçñêèìè êîìïàíüîíàìè, èáî âñÿ ïîëó÷åííàÿ òåìè
èíôîðìàöèÿ äîëæíà áûëà ïîñòóïèòü â ðàñïîðÿæåíèå
ôðàíöóçñêîãî äâîðà.

Ñ ýòèìè èíñòðóêöèÿìè 26 ìàÿ 1735 ãîäà îôèöåðû
ïîêèíóëè Êàäèñ, à 7 èþëÿ ïðèáûëè â Êàðòàõåíó.
Ôðàíöóçñêèå æå àêàäåìèêè ïðèáûëè â Þæíóþ Àìåðè-
êó ëèøü 15 íîÿáðÿ, è âñå âìåñòå îíè íàïðàâèëèñü â
Êèòî. Ñ 1736 ïî 1744 ãîä âåëèñü èçìåðåíèÿ çåìíîãî
ðàäèóñà âäîëü ýêâàòîðà, ÷òî ïîòðåáîâàëî ïðåîäîëåíèÿ
íåèñ÷èñëèìûõ òðóäíîñòåé. Òîïîãðàôè÷åñêàÿ ñúåìêà
íà ïåðåñå÷åííîé ìåñòíîñòè âñåãäà ïðåäñòàâëÿëà îñîáûå
ïðîáëåìû, íî â ãîðàõ âûñîòîé äî 5000 ìåòðîâ ìàñøòàá
ýòèõ ïðîáëåì âîçðàñòàë ìíîãîêðàòíî. Äëÿ ïîâûøåíèÿ
òî÷íîñòè èçìåðåíèé ýêñïåäèöèÿ ðàçáèëàñü íà äâå ãðóï-
ïû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, äâèãàÿñü íàâñòðå÷ó äðóã
äðóãó, âûïîëíÿëà ïîëíûé öèêë òîïîãðàôè÷åñêîé ñúåì-
êè. Äàííûå ãåîäåçè÷åñêèõ èçìåðåíèé çàòåì ñîïîñòàâ-
ëÿëèñü ñ àñòðîíîìè÷åñêèìè íàáëþäåíèÿìè.

Âïîñëåäñòâèè Àíòîíèî äå Óëëîà îïèñàë óñëîâèÿ, â
êîòîðûõ ïðîâîäèëàñü ñúåìêà, ñëåäóþùèìè ñëîâàìè:
«...áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ìû ïðîâîäèëè â óáîãîé
õèæèíå, èáî ñâèðåïûé âåòåð è ëþòûé õîëîä íå ïîçâî-
ëÿëè íàäîëãî ïîêèäàòü åå. Ñêâîçü îáëàêà íå áûëî
íèêàêîé âèäèìîñòè, à äûõàíèå çàòðóäíÿëîñü íèçêèì
äàâëåíèåì. Ïîðûâû âåòðà ðàñêà÷èâàëè íàøå âåòõîå
ïðèñòàíèùå, êàìíåïàä æå ïðåäñòàâëÿë ïîñòîÿííóþ
óãðîçó äëÿ æèçíè». Îäíàêî äàííûå, ïîëó÷åííûå ýêñ-
ïåäèöèåé, îïðàâäûâàëè òàêèå æåðòâû.  Óñòàíîâëåíèå

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 29)
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Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà

«Çàäà÷íèê «Êâàíòà»

2005 ãîäà

Ïåðâîå ìåñòî çàíÿëè

ïî ìàòåìàòèêå

Ãóòíèê Ìèõàèë – Óêðàèíà, ã. Äîíåöê,
ëèöåé «Ýðóäèò»,

×óêëèí Àëåêñàíäð – Óêðàèíà, ã. Ñåâàñòîïîëü,
ãèìíàçèÿ 1;

ïî ôèçèêå

Êóðäþêîâ Ñåðãåé – ã. Ìîñêâà, øêîëà 1195.

Âòîðîå ìåñòî çàíÿëè

ïî ìàòåìàòèêå

Ìèùåíêî Ïàâåë – Óêðàèíà, ã. Äîíåöê,
ëèöåé «Ýðóäèò»,

Åñèí Àëåêñåé – ñò. Ñòàðîíèæåñòåáëèåâñêàÿ Êðàñíîäàðñêîãî êð., øêîëà 55;

ïî ôèçèêå

Óñïåíñêèé Þðèé – Óêðàèíà, ã. Äíåïðîäçåðæèíñê, ÒË 1,
Ãóíÿ Åâãåíèé – Óêðàèíà, ã. Äíåïðîäçåðæèíñê, ÒË 1,

Ïàñòóõîâ Äìèòðèé – Áåëîðóññèÿ, ã. Âèòåáñê, øêîëà 23.

Òðåòüå ìåñòî çàíÿëè

ïî ìàòåìàòèêå

Áóäàðàãèí Äìèòðèé – ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ëèöåé 40,
Ñòàð÷åíêî Àðòåì – Óêðàèíà, ã. Äîíåöê, ëèöåé «Ýðóäèò»;

ïî ôèçèêå

Ñâåòëè÷íûé Ïàâåë – ã. Âîëæñêèé, øêîëà 30,
Àôàíàñüåâ Àëåêñàíäð – ã. Âëàäèâîñòîê, ãèìíàçèÿ 1,

Áàðàíîâ Àðòåì – ã. Êàìåíêà, øêîëà 4.

Êðîìå òîãî, â ÷èñëî ïîáåäèòåëåé âîøëè

ïî ìàòåìàòèêå

Ãóíÿ Åâãåíèé – Óêðàèíà, ã. Äíåïðîäçåðæèíñê, ÒË 1,
Àíòîõîâ Ðîìàí – Óêðàèíà, ã. Äîíåöê, ëèöåé «Ýðóäèò»,

Åðåìèí Àëåêñåé – ã. Êðàñíîäàð, øêîëà 47,
Êàðîâñêè Ñåðãåé – ã. Ñòàðûé Îñêîë, øêîëà 22,

Ãðîìàçèí Âëàäèìèð – ã. Êèðîâ, ÔÌË,
Øìàðîâ Âëàäèìèð – ã. Ñàðîâ, ëèöåé 15,

Òðåãóáåíêî Àíòîí – Óêðàèíà, ã. Êèåâ, ëèöåé «Íàó÷íàÿ ñìåíà»,
Äâèíÿíèíîâ Âëàäèñëàâ – ã. Êðàñíîäàð, ëèöåé «ÈÑÒÝÊ»,

Õîõóëÿ Íèêèòà – ã. Êðàñíîäàð, ëèöåé «ÈÑÒÝÊ»;

ïî ôèçèêå

Âàñèëåíêî Äåíèñ – ã. Àðìàâèð, øêîëà 9,
Äüÿêîâ Àíòîí – ã. Àðìàâèð, øêîëà 9,

Âàñèëåâè÷ Âëàäèìèð – ã. Àðìàâèð, øêîëà 9,
Äàíèëîâ Àíòîí – ã. Ñòåðëèòàìàê, ÔÌË 1.

Ïîáåäèòåëè, çàíÿâøèå ïåðâûå ìåñòà ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå, íàãðàæäàþòñÿ êîìïëåêòàìè æóðíàëà
«Êâàíò» çà âòîðîå ïîëóãîäèå 2006 ãîäà.



Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 àâãóñòà 2006 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹3–2006» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1996» èëè «Ô2003». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî.
Â ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â
ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì1996, Ì1997, Ì2001, Ì2004 ïðåäëàãàëèñü íà XXVII Òóðíèðå ãîðîäîâ, çàäà÷è

Ì1998, Ì2000 ïðåäëàãàëèñü íà IX Êóáêå ïàìÿòè À.Í. Êîëìîãîðîâà, çàäà÷à Ì1999 ïðåäëàãàëàñü
íà XXVI Óðàëüñêîì òóðíèðå þíûõ ìàòåìàòèêîâ, çàäà÷à Ì2005 – íà îëèìïèàäå ëèöåÿ 239
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì1996–Ì2005, Ô2003–Ô2012

Ì1996. Ïðè êàêèõ n íàéäóòñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà 
1 2
, , , na a a… , ÷òî ñóììà 1 2

2 3

a a

a a
…+ +

1

na

a
+

– öåëîå ÷èñëî?
À.Øàïîâàëîâ

Ì1997. Íà ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ïëîùàäè 1 ïîñòðîåíû âî âíåøíþþ ñòîðîíó êâàä-
ðàòû ñ öåíòðàìè D, Å, F. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà DEF íå ìåíüøå 2.

Â.Ôèëèìîíîâ, È.Áîãäàíîâ, Þ.Êóäðÿøîâ

Ì1998. Â îäíîé êó÷êå ëåæàò n êàìíåé, à â äðóãîé – k
êàìíåé. Êàæäóþ ìèíóòó àâòîìàò âûáèðàåò êó÷êó, â
êîòîðîé ÷èñëî êàìíåé ÷åòíîå, è ïîëîâèíó èìåþùèõñÿ
â íåé êàìíåé ïåðåêëàäûâàåò â äðóãóþ êó÷êó (åñëè â
îáåèõ êó÷êàõ ÷åòíîå ÷èñëî êàìíåé, òî àâòîìàò âûáèðà-
åò êó÷êó ñëó÷àéíûì îáðàçîì). Åñëè â îáåèõ êó÷êàõ
÷èñëî êàìíåé îêàçàëîñü íå÷åòíûì, àâòîìàò ïðåêðàùàåò
ðàáîòó. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë (n, k), íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, äëÿ
êîòîðûõ àâòîìàò ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ îáÿçàòåëüíî
îñòàíîâèòñÿ?

À.Ãåéí

Ì1999. Ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü íà áåñêîíå÷íîì êëåò-
÷àòîì ëèñòå 2005 ïðÿìîóãîëüíèêîâ èç òðåõ êëåòîê òàê,
÷òîáû êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ äâóìÿ äðóãèìè ïðÿìî-
óãîëüíèêàìè èìåë ðîâíî ïî îäíîé îáùåé òî÷êå, à ñ
îñòàëüíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè îáùèõ òî÷åê íå èìåë?

Ê.Êíîï, Ñ.Áåðëîâ

M2000. Åñòü n ìóäðåöîâ è íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ
êîëïàêîâ êàæäîãî èç n ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Ìóäðåöû
îäíîâðåìåííî çàêðûâàþò ãëàçà, è êàæäîìó èç íèõ
íàäåâàþò íà ãîëîâó êàêîé-òî êîëïàê (íàïðèìåð, âñå
íàäåòûå êîëïàêè ìîãóò îêàçàòüñÿ îäíîãî öâåòà). Ìóä-
ðåöû îòêðûâàþò ãëàçà. Êàæäûé âèäèò, êàêèå êîëïàêè
íàäåòû íà îñòàëüíûõ, íî íå âèäèò ñâîåãî. Ïîñëå ýòîãî
êàæäûé ìóäðåö ïûòàåòñÿ óãàäàòü, êàêîãî öâåòà åãî
êîëïàê, çàïèñàâ ñâîþ ãèïîòåçó íà áóìàæêå âòàéíå îò
îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìóäðåöû ìîãóò çàðàíåå
äîãîâîðèòüñÿ î ñîâìåñòíûõ äåéñòâèÿõ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû â ëþáîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäèí èç íèõ óãàäàë öâåò
ñâîåãî êîëïàêà.

Ôîëüêëîð

Ì2001. Äàí òðåóãîëüíèê  ABC, â êîòîðîì ïðîâåäåíû
áèññåêòðèñû 

1
AA , 

1
BB  è 

1
CC . Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíû

óãëîâ À, Â è Ñ îòíîñÿòñÿ êàê 4:2:1. Äîêàæèòå, ÷òî

1 1 1 1
A B A C= ,

Ñ.Òîêàðåâ

Ì2002*. Ïóñòü a, b, ñ – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî

1 1 1 25

1 48a b c abc
+ + ≥

+
.

ß.Àëèåâ

Ì2003*. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ à,
b, ñ, n óðàâíåíèå

( )2 2 2 2 2 2
n

x y z a b c+ + = + +

ðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, ó, z.
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á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íå÷åòíîì 3n ≥  è ëþáûõ
íàòóðàëüíûõ à, b, ñ óðàâíåíèå

2 2 2 nax by cz t+ + =
ðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, ó, z, t.
â) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå a, b, ñ,
÷òî óðàâíåíèå

2 2 2 2ax by cz t+ + =

íåðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, ó, z, t.
À.Àâàêÿí

Ì2004. Ó Êàðëñîíà èìååòñÿ 1000 áàíîê ñ âàðåíüåì.
Áàíêè íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûå, íî â êàæäîé íå
áîëüøå ÷åì 1/100 ÷àñòü âñåãî âàðåíüÿ. Íà çàâòðàê
Êàðëñîí ìîæåò ñúåäàòü ïîðîâíó âàðåíüÿ èç ëþáûõ 100
áàíîê. Äîêàæèòå, ÷òî Êàðëñîí ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê,
÷òîáû çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çàâòðàêîâ ñúåñòü âñå
âàðåíüå.

Ä.Ìóñàòîâ

Ì2005*. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ ï
âåðøèíàìè íåëüçÿ ðàçðåçàòü ìåíåå ÷åì íà n – 3 òåòðà-
ýäðà.

Ð.Êàðàñåâ

Ô2003. Òîíêîå âåëîñèïåäíîå êîëåñî ðàñêðóòèëè âîê-
ðóã åãî îñè, óäåðæèâàÿ åå íåïîäâèæíîé. Ïðè ýòîì
ïðèøëîñü ñîâåðøèòü ðàáîòó À è âñÿ ýòà ðàáîòà ïîøëà
íà óâåëè÷åíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè êîëåñà. Êîëåñî
îñòîðîæíî ïîñòàâèëè íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü
òåëåæêè òàêîé æå ìàññû, êîòîðàÿ ìîæåò ñâîáîäíî
äâèãàòüñÿ ïî ãëàäêîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ñòîëó. Êàêîå
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ìîæåò âûäåëèòüñÿ â
ñèñòåìå, ïîêà êîëåñî íå ïîêèíåò òåëåæêó? Êîëåñî âî
âðåìÿ äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ âåðòèêàëüíûì.

À.Ñëîæíîâ

Ô2004. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå íàõîäèòñÿ
òåëåæêà ìàññîé 3 êã, íà åå ïîâåðõíîñòè ëåæèò î÷åíü
ëåãêèé ëèñò áóìàãè, íà íåì – ãðóç ìàññîé 1 êã. Ëèñò
áóìàãè òÿíóò â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñèëîé
10 Í. Ñ êàêèì óñêîðåíèåì äâèæåòñÿ ýòîò ëèñò, åñëè
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó áóìàãîé è êàæäûì èç òåë
ñîñòàâëÿåò 0,7?

À.Ñòàðîâ

Ô2005. ×åðåç ëåãêèé áëîê, çàêðåïëåííûé íà áîëüøîé
âûñîòå íàä ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ çåìëè, ïåðå-
áðîøåíà ãèáêàÿ âåðåâêà. Êîíöû âåðåâêè ñëîæåíû
âíèçó äâóìÿ «áóõòàìè», êîòîðûå íå ïðåïÿòñòâóþò
äâèæåíèþ. Ñ îäíîé ñòîðîíû áëîêà çà âåðåâêó óõâàòèë-
ñÿ ÷åëîâåê ìàññîé Ì = 60 êã, êîòîðûé áûñòðî ïåðåáè-
ðàåò ðóêàìè, ñòàðàÿñü âèñåòü íà îäíîé âûñîòå íàä
çåìëåé. Ïðè íåêîòîðîé óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòè äâè-
æåíèÿ âåðåâêè ýòî åìó óäàåòñÿ. Íàéäèòå ýòó ñêîðîñòü.
Ìàññà îäíîãî ìåòðà âåðåâêè 2 *ã ìρ = . Óñêîðåíèå

ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ñ÷èòàòü ðàâíûì 2
10 ì “g = . Òðå-

íèå â áëîêå îòñóòñòâóåò.
À.Ïîâòîðîâ

Ô2006. Òåïëîèçîëèðîâàííûé ñîñóä, ñîäåðæàùèé ãå-
ëèé ïðè òåìïåðàòóðå 0

30 jT = , äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñ-
òüþ v = 1000 ì/ñ. Êàêîé ñòàíåò òåìïåðàòóðà ãàçà â

ñîñóäå ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå ðåçêîé îñòàíîâêè
ñîñóäà? Òåïëîîáìåíîì ãàçà ñî ñòåíêàìè ñîñóäà ïðåíåá-
ðå÷ü. Ìîëü ãåëèÿ èìååò ìàññó m = 4 ã.

À.Ñòàðîâ

Ô2007. Â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ ïðè íîð-
ìàëüíûõ óñëîâèÿõ ïîðöèÿ ãåëèÿ â êîëè÷åñòâå

2 ì%ëüν = . Åé ñîîáùàþò êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q =
= 100 Äæ, ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà ãåëèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 10 jTΔ = . Îöåíèòå èçìåíåíèå îáúåìà ãàçà, ñ÷èòàÿ
åãî òåïëîåìêîñòü â ýòîì ïðîöåññå ïîñòîÿííîé.

À.Ãàçîâ

Ô2008. Çàêðåïëåííàÿ íåïîäâèæíî íåïðîâîäÿùàÿ òîí-
êîñòåííàÿ ñôåðà ìàññîé Ì ðàâíîìåðíî çàðÿæåíà ïî
ïîâåðõíîñòè ïîëíûì çàðÿäîì Q. Èç íåå âûðåçàþò
ìàëåíüêèé êóñî÷åê, ìàññà êîòîðîãî ðàâíà 1/10000
ìàññû ñôåðû, ñìèíàþò åãî â êðîøå÷íûé êîìî÷åê,
ïîìåùàþò â öåíòð ñôåðû (çàðÿä êóñî÷êà ïðè ýòîì
ñîõðàíÿåòñÿ) è îòïóñêàþò. Êàêàÿ ñêîðîñòü ó íåãî áóäåò
íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ñôåðû? À êàêóþ ñêîðîñòü îí
ïðèîáðåòåò ê ìîìåíòó âûëåòà èç ñôåðû? Ñèëû òÿæåñòè
îòñóòñòâóþò.

À.Çèëüáåðìàí

Ô2009. Ê èäåàëüíîé áàòàðåéêå ñ ÝÄÑ 
0

1,3 bU =
ïîäêëþ÷åíà ìîñòèêîâàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, ñîáðàí-
íàÿ èç òðåõ îäèíàêîâûõ
âîëüòìåòðîâ è äâóõ îäèíà-
êîâûõ ìèëëèàìïåðìåòðîâ,
ïðè÷åì îäèí èç ìèëëèàì-
ïåðìåòðîâ âêëþ÷åí â äèàãî-
íàëü ìîñòèêà (ñì. ðèñóíîê).
Èçâåñòíî, ÷òî ïîêàçàíèÿ
ìèëëèàìïåðìåòðîâ îòëè÷à-
þòñÿ â 3 ðàçà. Îïðåäåëèòå
ïîêàçàíèÿ êàæäîãî èç âîëüòìåòðîâ. Ñîïðîòèâëåíèå
âîëüòìåòðà áîëüøå, ÷åì ó ìèëëèàìïåðìåòðà.

À.Ïðîñòîâ

Ô2010. Äâå îäèíàêîâûå ëåãêèå ïðóæèíû ïðèêðåïëåíû
ê ìàëåíüêîìó ìàññèâíîìó òåëó. Îäíà èç ïðóæèí äðó-
ãèì êîíöîì ïðèêëååíà ê ïîëó, äðóãàÿ ïðóæèíà – ê
ïîòîëêó. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ìàëûõ êîëåáàíèé
òåëà – â âåðòèêàëüíîì è ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíè-
ÿõ. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïåðèîäîâ òàêèõ êîëåáàíèé.
Ïðóæèíû â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ âåðòèêàëüíû. Íà-
÷àëüíûå äëèíû ïðóæèí ñ÷èòàòü ìàëûìè.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô2011. Ïàðàëëåëüíî âêëþ÷åíû êàòóøêè ñ èíäóêòèâíî-
ñòÿìè L è 2L è ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R. Â äàííûé
ìîìåíò òîêè ÷åðåç êàòóøêè îäèíàêîâû ïî âåëè÷èíå,
òåêóò â îäíó ñòîðîíó è ñîñòàâëÿþò 

0
I  êàæäûé. Êàêîé

ïîëíûé çàðÿä ïðîòå÷åò ÷åðåç ðåçèñòîð çà áîëüøîå
âðåìÿ è ñêîëüêî òåïëà âûäåëèòñÿ â ðåçèñòîðå? Óêàçàí-
íûå ýëåìåíòû öåïè ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè, íèêàêèõ äðó-
ãèõ ýëåìåíòîâ â öåïè íåò.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2012. Êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè è êîíäåíñàòîð ñîåäè-
íèëè ïàðàëëåëüíî è ïîäêëþ÷èëè ê ñåòè ïåðåìåííîãî
íàïðÿæåíèÿ 220 Â, 50 Ãö ïîñëåäîâàòåëüíî ñ àìïåðìåò-



ðîì ïåðåìåííîãî òîêà (ñîïðîòèâëåíèå àìïåðìåòðà î÷åíü
ìàëî). Ïîêàçàíèÿ àìïåðìåòðà ñîñòàâèëè ïðè ýòîì
0,015 À. Òåïåðü êàòóøêó è êîíäåíñàòîð ñîåäèíèëè
ïîñëåäîâàòåëüíî è âíîâü ïîäêëþ÷èëè ê ñåòè. Íàïðÿæå-
íèå, èçìåðåííîå íà êîíäåíñàòîðå âîëüòìåòðîì (åãî
ñîïðîòèâëåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü î÷åíü áîëüøèì), ñîñòà-
âèëî 300 Â, à íàïðÿæåíèå íà çàæèìàõ êàòóøêè îêàçà-
ëîñü ðàâíûì 85 Â. Ñ÷èòàÿ ïîêàçàíèÿ ïðèáîðîâ òî÷íû-
ìè, îïðåäåëèòå ïî ýòèì äàííûì åìêîñòü êîíäåíñàòîðà,
èíäóêòèâíîñòü êàòóøêè è ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà, êî-
òîðûì íàìîòàíà êàòóøêà. Êîíäåíñàòîð ìîæíî ñ÷èòàòü
èäåàëüíûì, ïîòåðè â ñåðäå÷íèêå êàòóøêè î÷åíü ìàëû
– íåèäåàëüíîñòü êàòóøêè îïðåäåëÿåòñÿ ñîïðîòèâëåíè-
åì ïðîâîäà, êîòîðûì îíà íàìîòàíà.

À.Äëèííîâ

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1976–Ì1980,
Ô1988–Ô1997

Ì1976. Ïóñòü N – ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæè-
òå, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ëèáî ÷èñëà N, ëèáî ÷èñëà
3N íàéäåòñÿ îäíà èç öèôð 1, 2, 9.

Åñëè ÷èñëî N íà÷èíàåòñÿ íà 1, 2 èëè 9, òî äîêàçûâàòü
íå÷åãî.
Åñëè ÷èñëî N íà÷èíàåòñÿ íà 3, 4, 5, 6, 7 èëè 8 è èìååò

k öèôð, òî 1 13 10 9 10k kN- -◊ £ < ◊ , ïîýòîìó 19 10k-◊ £
13 27 10kN -£ < ◊ , îòêóäà 19 10 3 3 10k kN-◊ £ < ◊ , ò.å.

÷èñëî 3N ëèáî èìååò k öèôð è íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû 9,
ëèáî èìååò k + 1 öèôðó è íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû 1 èëè 2.

Ï.Êîæåâíèêîâ

Ì1977. Â ïåðâîì ðÿäó øàõìàòíîé äîñêè ñòîÿò 8
îäèíàêîâûõ ÷åðíûõ ôåðçåé, à â ïîñëåäíåì ðÿäó – 8
îäèíàêîâûõ áåëûõ ôåðçåé. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå
÷èñëî õîäîâ áåëûå ôåðçè ìîãóò îáìåíÿòüñÿ ìåñòàìè
ñ ÷åðíûìè? Õîäÿò áåëûå è ÷åðíûå ïî î÷åðåäè, ïåðåäâè-
ãàÿ ïî îäíîìó ôåðçþ çà õîä. Ôåðçü õîäèò ïî âåðòè-
êàëè, ãîðèçîíòàëè èëè äèàãîíàëè íà ëþáîå ÷èñëî
êëåòîê (åñëè íà åãî ïóòè íåò äðóãèõ ôåðçåé).

Îòâåò: çà 23 õîäà.
Èç ïàðû ôåðçåé íà îäíîé íå êðàéíåé âåðòèêàëè òîò, êòî
ñõîäèò ðàíüøå, äîëæåí ñäåëàòü ìèíèìóì äâà õîäà; 6
òàêèõ ïàð çàòðàòÿò íå ìåíåå 18 õîäîâ. Èç ÷åòâåðêè
óãëîâûõ ôåðçåé òîò, êòî ñõîäèò ïåðâûì, òîæå äîëæåí
ñäåëàòü ìèíèìóì äâà õîäà, èòîãî åùå 5 õîäîâ.

Ïðèìåð íà 23 õîäà
ïðèâåäåí íà ðèñóíêå
(ïåðâûì õîäèò ÷åðíûé
ôåðçü).

Ý.Ëþ, Ñ.Äîðè÷åíêî

Ì1978. Áèññåêòðèñû
óãëîâ BAD è BCD âïè-
ñàííîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå K, ëåæàùåé íà äèàãîíàëè BD. Òî÷êà
Ì – ñåðåäèíà îòðåçêà BD. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ AD
è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Ñ, ïåðåñåêàåò ëó÷ AM â òî÷êå
Ð, ëåæàùåé âíå ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî
DP = DC.

Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû (ñì. ðèñóíîê), 
AB BK

DA DK
= =

BC

CD
= , ïîýòîìó AB CD BC DA◊ = ◊ .

Ïóñòü òî÷êà C¢  ñèììåòðè÷íà òî÷êå Ñ îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó BD, è ïðÿìàÿ

AC¢  ïåðåñåêàåò BD â òî÷êå M ¢ . Èç ñèììåòðèè
BC DC= ¢ , DC BC= ¢ , îòñþäà AB BC AD DC◊ = ◊¢ ¢ .
×åòûðåõóãîëüíèê ABC D¢  âïèñàííûé, ïîýòîìó ñóììà
óãëîâ ABC¢  è ADC¢  ðàâíà 180°. Ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêîâ ABC¢  è ADC ¢  ðàâíû:

1
sin

2
ABC

S AB BC ABC
¢
= ◊ – =¢ ¢

= 
1

sin
2

ADCAD DC ADC S
¢

◊ – =¢ ¢ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 
1

sin
2

ABC
S AC BM AM B

¢
= ◊ –¢ ¢ ¢ ,

1
sin

2
ADC

S AC DM AM D
¢
= ◊ –¢ ¢ ¢ . Òàê êàê sin AM B– =¢

= sin AM D– ¢ , òî BM DM=¢ ¢ , ò.å. M ¢  ñîâïàäàåò ñ Ì,

è C¢  ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé òî÷êè À, Ì, Ð.
Ïîñêîëüêó èç ñèììåòðèè äóãè ÂÑ è DC¢  ðàâíû, òî

MAD CAB CDB– = – = – . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç

óñëîâèÿ AB CD BC DA◊ = ◊  âûâîäÿòñÿ ðàâåíñòâà

MCD BCA BDA– = – = – .

Òàê êàê CP AD� , òî ADC PCD– = –  è CPM– =
MAD= – . Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî

CPM MDC– = – , çíà÷èò, ÷åòûðåõóãîëüíèê CPDM
âïèñàí â îêðóæíîñòü, ïîýòîìó MPD MCD– = – =

MDA= – . Îêîí÷àòåëüíî,

CPD CPM MPD– = – + – =

= MDC MDA ADC PCD– + – = – = – ,

ò.å. òðåóãîëüíèê DCP ðàâíîáåäðåííûé, è DP = DC.
Çàìå÷àíèå. Âïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè ñ ðàâíûìè
ïðîèçâåäåíèÿìè ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí íàçûâàþò-
ñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Â òàêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêàõ äèàãî-
íàëü ÿâëÿåòñÿ ñèìåäèàíîé (ò.å. ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé
ìåäèàíå îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé áèññåêòðèñû)
äëÿ òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå ÷åòûðåõóãîëüíèê ðàç-
áèò äðóãîé äèàãîíàëüþ. Ýòî îäíî èç èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ
ãàðìîíè÷åñêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, êîòîðîå ôàêòè÷åñ-
êè è èñïîëüçîâàëîñü â ðåøåíèè çàäà÷è.

Â.Øìàðîâ
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Ì1979. Íà ïðÿìîëèíåéíîé äîðîãå ñòîÿò íåñêîëüêî
ñâåòîôîðîâ. Íà êàæäîì ñâåòîôîðå êðàñíûé è çåëå-
íûé ñâåò ãîðÿò ïî ðàâíîìó öåëîìó êîëè÷åñòâó ìèíóò
(äëÿ ðàçíûõ ñâåòîôîðîâ ýòè êîëè÷åñòâà ìîãóò ðàç-
ëè÷àòüñÿ). Àâòîãîíùèê â êàæäûé ìîìåíò ëèáî åäåò
ñ ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ, ëèáî ñòîèò íà êðàñíûé
ñâåò ó ñâåòîôîðà. Îí èçó÷èë ðåæèì ðàáîòû ñâåòî-
ôîðîâ è óòâåðæäàåò, ÷òî, âûåõàâ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå âðåìÿ, îí ìîæåò äîåõàòü îò íà÷àëà äî êîíöà çà
30 èëè 32 ìèíóòû, íî íå ìîæåò äîåõàòü çà 31 ìèíóòó.
Ìîãóò ëè åãî ñëîâà îêàçàòüñÿ ïðàâäîé? (Åñëè ãîíùèê
ïîäúåçæàåò ê ñâåòîôîðó â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ
ñâåòà, îí ñ÷èòàåò, ÷òî ñâåò óæå ïåðåêëþ÷èëñÿ.)

Îòâåò: íåò, íå ìîãóò.
Ïóñòü ( )f t  – âðåìÿ, çà êîòîðîå ãîíùèê äîåäåò äî
ôèíèøà, åñëè îí ñòàðòóåò â ìîìåíò t, è Ò – íàèìåíüøåå
îáùåå êðàòíîå âñåõ ïåðèîäîâ ðàáîòû ñâåòîôîðîâ. Òîã-

äà ( ) ( )f t T f t+ = , ò.å.
f ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèî-
äîì Ò. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ( )0 32f = . Èç
ïåðèîäè÷íîñòè ñëåäó-
åò, ÷òî íà îòðåçêå

[ ]0; T  íàéäåòñÿ òî÷êà

s, äëÿ êîòîðîé

( ) 30.f s =  Ïîäáåðåì
åäèíèöó äëèíû òàê,

÷òîáû ñêîðîñòü ãîíùèêà áûëà ðàâíà 1, è ðàññìîòðèì
ãðàôèê ( )f t  íà îòðåçêå [ ]0; T .
Ëåììà. Ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå ÷èñëî
îòðåçêîâ (ñ âûêîëîòûìè ïðàâûìè êîíöàìè), íàïðàâ-
ëåííûõ ãîðèçîíòàëüíî èëè ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
–1 (ò.å. ïîä óãëîì 135° ê îñè àáñöèññ); ïðè ýòîì â
òî÷êàõ ðàçðûâà ïðîèñõîäèò ñêà÷îê ââåðõ (ðèñ.1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ñâåòîôîðîâ. Åñëè
ñâåòîôîðîâ íåò, òî ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà. Èíà÷å ðàññìîò-
ðèì ñàìûé ïåðâûé ñâåòîôîð è ìûñëåííî óáåðåì åãî.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ( )1

f t  äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñ-
òåìû ñâåòîôîðîâ èìååò òðåáóåìûé âèä ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè.
Ðàçîáüåì âñþ îñü àáñöèññ íà ïîëóèíòåðâàëû òàê, ÷òî,
âûåõàâ âî âðåìÿ îäíîãî èç íèõ, ãîíùèê ïîïàäàåò íà
ôèêñèðîâàííûé ñâåò ïåðâîãî ñâåòîôîðà («çåëåíûå» è
«êðàñíûå» èíòåðâàëû). Íà çåëåíûõ èíòåðâàëàõ ôóí-
êöèè f è 

1
f  ñîâïàäàþò. Ïóñòü [ )1 2

;t t  – îäèí èç
êðàñíûõ èíòåðâàëîâ. Òîãäà, âûåõàâ â ëþáîå âðåìÿ

[ )1 2
;t t tŒ , ãîíùèê ïîïàäåò íà êðàñíûé ñâåò ïåðâîãî

ñâåòîôîðà è ïîýòîìó ïðèåäåò ê ôèíèøó â òî æå
âðåìÿ, êàê åñëè áû âûåõàë âî âðåìÿ 

2
t  (ò.å.

( ) ( ) ( )2 2
f t f t t t= + - ). Ïðè ýòîì ( ) ( )2 1 2

f t f t= , òàê êàê
ìîìåíò 2

t  ïðèíàäëå-
æèò çåëåíîìó èíòåð-
âàëó. Òàêèì îáðàçîì,

ãðàôèê ( )f t  ïîëó÷à-

åòñÿ èç ( )1
f t  çàìåíîé

÷àñòè ãðàôèêà, ñîîò-
âåòñòâóþùåé [ ]1 2

;t t ,
íà îòðåçîê (ðèñ.2; òî
æå íóæíî ïðîäåëàòü

ñî âñåìè êðàñíûìè èíòåðâàëàìè). Ïîñêîëüêó îòðåçîê,
íà êîòîðûé ìû çàìåíÿåì, èìååò ìèíèìàëüíûé âîç-
ìîæíûé óãëîâîé êîýôôèöèåíò (à èìåííî –1), òî
çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ãðàôèêà ( )1

f t  ìîæåò ëåæàòü òîëüêî
ïîä íîâûì îòðåçêîì èëè ÷àñòè÷íî ñîâïàäàòü ñ íèì.
Ïîýòîìó â ëåâîì åãî êîíöå ìîæåò ïðîèçîéòè ñêà÷îê
òîëüêî ââåðõ. Ëåììà äîêàçàíà.
Çàâåðøèì ðåøåíèå çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñàìûé ëåâûé
îòðåçîê, íà êîòîðîì åñòü òî÷êà ñ îðäèíàòîé, íå áîëüøåé
31 (òàêîé îòðåçîê íàéäåòñÿ, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ åñòü
äàæå òî÷êà ñ îðäèíàòîé 30). Îðäèíàòà åãî ëåâîãî êîíöà
íå ìåíüøå 31 (èíà÷å, òàê êàê ñêà÷êè ïðîèñõîäÿò òîëüêî
ââåðõ, òî è íà ïðåäûäóùåì îòðåçêå áûëè îðäèíàòû,
ìåíüøèå 31). Çíà÷èò, íà ýòîì îòðåçêå åñòü è òî÷êà ñ
îðäèíàòîé 31, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Çàìå÷àíèå 1. Èç ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî óñëîâèå ðàâåíñòâà
âðåìåíè çåëåíîãî è êðàñíîãî ñâåòà èçëèøíå. Íà ñàìîì
äåëå óñëîâèå öåëî÷èñëåíííîñòè ïåðèîäà ðàáîòû ñâåòî-
ôîðà òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ðåøèòü çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî
êàêîé-òî ìîìåíò ñòàðòà, ïðè êîòîðîì ãîíùèê ïðîåçæà-
åò äîðîãó ìåíüøå ÷åì çà 31 ìèíóòó, íàñòóïèò ïîçæå,
÷åì ìîìåíò ñòàðòà, ñîîòâåòñòâóþùèì 32 ìèíóòàì.
Çàìå÷àíèå 2. ×èòàòåëè, çíàêîìûå ñ îñíîâàìè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà, ìîãóò íàéòè äðóãîå ðåøåíèå, îñíî-
âûâàþùååñÿ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî ( )f x ε+ ≥
( )f x ε≥ -  ïðè ëþáîì x è ëþáîì ε >0 è ( ) ( )f a f b> ïðè

íåêîòîðîì  à < b. Òîãäà ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [ ];a b
ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ îò ( )f b  äî ( )f a .

È. Áîãäàíîâ

Ì1980. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûé ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè 1 ìîæíî ïîìå-
ñòèòü â íåêîòîðûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé øåñ-
òèóãîëüíèê ïëîùàäè 4/3.

Ïóñòü M  – äàííûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, è Î –
åãî öåíòð ñèììåòðèè.
Ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â âåðøèíàõ
ìíîãîóãîëüíèêà M  âûáåðåì òðåóãîëüíèê ABC íàè-
áîëüøåé ïëîùàäè. Ïðîâåäåì ÷åðåç âåðøèíû À, Â, Ñ
ïðÿìûå à, b, ñ, ïàðàëëåëüíûå ÂÑ, ÑÀ, ÀÂ ñîîòâåò-
ñòâåííî (ñì. ðèñóíîê). Ïóñòü ïðÿìûå a, b, ñ îáðàçóþò
â ïåðåñå÷åíèè òðåóãîëüíèê 

0 0 0
A B C ; òàêèì îáðàçîì,

òðåóãîëüíèê ABC îáðàçîâàí ñðåäíèìè ëèíèÿìè òðåó-
ãîëüíèêà 0 0 0

A B C . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ âåð-
øèíà X ìíîãîóãîëüíèêà M  ëåæèò â òîé ïîëóïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî à, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò ÂÑ. Òîãäà ðàññòî-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



ÿíèå îò X äî ÂÑ áóäåò áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò A äî
ÂÑ, òåì ñàìûì, ïëîùàäü XBCS  áóäåò áîëüøå, ÷åì

ABCS , âîïðåêè âûáîðó òðåóãîëüíèêà ABC. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è âñå âåðøèíû M

ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè ñ ÂÑ îòíîñèòåëüíî à.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî âñå âåðøèíû M  ëåæàò â
îäíîé ïîëóïëîñêîñòè ñ ÑÀ îòíîñèòåëüíî b è â îäíîé
ïîëóïëîñêîñòè ñ ÀÂ îòíîñèòåëüíî ñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âñå âåðøèíû M  (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñàì ìíîãîóãîëüíèê
M ) ñîäåðæàòñÿ â òðåóãîëüíèêå 

0 0 0
A B C .

Ðàññìîòðèì âåðøèíû A¢ , B¢ , C¢  ìíîãîóãîëüíèêà M ,
ñèììåòðè÷íûå âåðøèíàì A, B, Ñ îòíîñèòåëüíî Î, à
òàêæå ïðÿìûå a¢ , b¢ , c¢ , ñèììåòðè÷íûå ïðÿìûì à, b,
ñ îòíîñèòåëüíî Î. Ïî äîêàçàííîìó, A¢ ëåæèò â òðå-
óãîëüíèêå 

0 0 0
A B C , à èç ñèììåòðèè âûòåêàåò, ÷òî âñå

âåðøèíû M  ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò a¢ . Ïîýòîìó
ïðÿìàÿ a¢  ïåðåñåêàåò îòðåçêè 0

A B  è 0
A C  â íåêîòîðûõ

òî÷êàõ K è L (òî÷êà A¢  ëåæèò íà îòðåçêå KL).
Àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ b¢  ïåðåñåêàåò îòðåçêè 

0
B C  è 

0
B A

â íåêîòîðûõ òî÷êàõ Ì è N, ïðÿìàÿ c¢  ïåðåñåêàåò
îòðåçêè 

0
C A  è 

0
C B  â íåêîòîðûõ òî÷êàõ Ð è Q.

Ìíîãîóãîëüíèê M  ñîäåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè ïîëîñ,
îáðàçîâàííûõ ïðÿìûìè à è a¢ , b è b¢ , ñ è c¢ , ò.å. â
øåñòèóãîëüíèêå KLMNPQ. Ýòîò øåñòèóãîëüíèê èìå-
åò öåíòð ñèììåòðèè Î, ïîñêîëüêó ïàðû ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñòîðîí ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî Î.
Äîêàæåì, ÷òî KLMNPQ – èñêîìûé øåñòèóãîëüíèê,
îöåíèâ åãî ïëîùàäü. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ìåäèàíà äåëèò
òðåóãîëüíèê íà äâà ðàâíîâåëèêèõ òðåóãîëüíèêà, çàïè-
øåì ðàâåíñòâà äëÿ ïëîùàäåé: A OB AOBS S

¢
= ,

A OC AOCS S
¢

= , B OC BOCS S
¢

= , B OA BOAS S
¢

= , C OAS
¢

=

COAS= , C OB COBS S
¢

= . Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó-

÷èì 2AC BA CB ABCS S
¢ ¢ ¢

= . Òàê êàê ìíîãîóãîëüíèê M

ñîäåðæèò øåñòèóãîëüíèê AC BA CB¢ ¢ ¢ , òî AC BA CBS
¢ ¢ ¢

£

1£ , ñëåäîâàòåëüíî, 
1

2
ABCS £  è 

0 0 0
4 2A B C ABCS S= £ .

Ïîëüçóÿñü ïîäîáèåì òðåóãîëüíèêîâ 
0 0 0

A B C , 
0

A LK ,

0
MB N  è 

0
QPC , ìîæíî ïîëîæèòü 0

0 0

A K
x

A C
= =

0

0 0 0 0

A L KL

A B B C
= = , 0 0

0 0 0 0

B M B N
y

B A B C
= = , 0 0

0 0 0 0

C P C Q
z

C B C A
= = ,

êðîìå òîãî, 
0 0 0 0

2

A KL A B CS x S= , 
0 0 0 0

2

B MN A B CS y S= ,

0 0 0 0

2

C PQ A B CS z S= . Çàìåòèì, ÷òî

0 0 0 0 0 0
B C B N NP PC B N KL PC= + + = + + =

= 
0 0 0 0 0 0

y B C x B C z B C◊ + ◊ + ◊ ,

îòêóäà õ + ó + z = 1. Äàëåå,

0 0 0 0 0 0KLMNPQ A B C A KL B MN C PQS S S S S= - - - =

= ( )( ) 0 0 0

2 2 21 A B Cx y z S- + + .

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ, 
( )

2

2 2 2

3

x y z
x y z

+ +
+ + ≥ =

1

3
= , ñëåäîâàòåëüíî, 

0 0 0

2 4

3 3
KLMNPQ A B C

S S£ £ .

È.Áîãäàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

Ô1988. Êðîëèê áåæèò ïî
ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ 

1
v , çà íèì ïî ïëîñ-

êîñòè ãîíèòñÿ ëèñà. Ñêî-
ðîñòü ëèñû 2

v  ïîñòîÿííà
ïî âåëè÷èíå è âñå âðåìÿ
íàïðàâëåíà â òó òî÷êó, ãäå
íàõîäèòñÿ â äàííûé ìî-
ìåíò êðîëèê. Â íåêîòîðûé
ìîìåíò ðàññòîÿíèå ìåæäó
ó÷àñòíèêàìè çàáåãà ñî-
ñòàâëÿåò L, à óãîë ìåæäó
âåêòîðàìè èõ ñêîðîñòåé
ðàâåí α . Íàéäèòå óñêîðåíèå ëèñû â ýòîò ìîìåíò.

Ñêîðîñòü ëèñû ïî ìîäóëþ íå ìåíÿåòñÿ, åå óñêîðåíèå
ñâÿçàíî ñ ïîâîðîòîì âåêòîðà 

2
v
�

. Íàéäåì óãîë ïîâîðîòà
δ  (ñì. ðèñóíîê) çà î÷åíü ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè τ :
ðàññòîÿíèå ÊË óìåíüøàåòñÿ äî (1 1 2

j k L v= - -
)1

cosv α τ- . Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

( )
1 1 1

sin sin 180

jj j k

δ α
=

∞ -
, èëè 

( )2 1 1
cos

sin sin

L v v vα τ τ
α δ

- -
= .

Îòñþäà íàõîäèì óãîë ïîâîðîòà:

( )
1

2 1

sin
sin

cos

v

L v v

τ α
δ

α τ
=

- -

è óñêîðåíèå ëèñû:

2 2
sinv v

a
δ δ

τ τ
= ª =

( )
1 2 1 2

2 1

sin sin

cos

v v v v

L v v L

α α
α τ

ª
- -

.

À.Ëèñîâ

Ô1989. Â ñèñòåìå íà ðèñóíêå 1 îñü
âåðõíåãî áëîêà çàêðåïëåíà, à ñàì ýòîò
áëîê ñêëååí èç äâóõ áëîêîâ ðàçíûõ
ðàäèóñîâ – îäèí èç ðàäèóñîâ ðîâíî
âäâîå áîëüøå äðóãîãî. Ðàäèóñû ïîä-
âèæíûõ áëîêîâ ïîäîáðàíû òàê, ÷òî
ñâèñàþùèå êîíöû íèòè âåðòèêàëüíû.
Ìàññà ìàëåíüêîãî ãðóçà ñïðàâà íàâåð-
õó ðàâíà Ì; íà íèòè, íàìîòàííîé íà
ìàëûé äèàìåòð âåðõíåãî áëîêà, çàê-
ðåïëåí ãðóç ìàññîé 3Ì; ìàññà íèæíåãî
ãðóçà 2Ì. Ñèñòåìó âíà÷àëå óäåðæè-
âàþò, çàòåì îòïóñêàþò, è íà÷èíà-
åòñÿ äâèæåíèå. Íàéäèòå óñêîðåíèÿ
ïîäâèæíûõ áëîêîâ. Âî ñêîëüêî ðàç
îòëè÷àþòñÿ óãëîâûå óñêîðåíèÿ âåðõ-
íåãî (äâîéíîãî) è ñàìîãî íèæíåãî áëî-
êîâ?

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ò – íàòÿæåíèå íèòè ñëåâà è
ñïðàâà îò âåðõíåãî áëîêà (ñ÷èòàåì, ÷òî òðåíèÿ íèòè î
áëîê íåò), F – íàòÿæåíèå íèòè íà ìàëîì äèàìåòðå
âåðõíåãî áëîêà, à – óñêîðåíèå ãðóçà ìàññîé 3Ì, b –
óñêîðåíèå ñðåäíåãî áëîêà (ðèñ. 2). Îñòàëüíûå ñèëû
ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Ò. Óñêîðåíèÿ òåë òîæå ëåãêî
âûðàçèòü: ãðóç ìàññîé 2Ì èìååò óñêîðåíèå, ðàâíîå

2

a b-
 è íàïðàâëåííîå âíèç; ãðóç ìàññîé Ì èìååò

óñêîðåíèå, ðàâíîå 2b – a è òàêæå íàïðàâëåííîå âíèç.

Ðèñ. 1
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Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 322

ßñíî, ÷òî F = 0 (âåðõíèé áëîê
î÷åíü ëåãêèé, òàê ÷òî ñóììàðíûé
ìîìåíò ñèë äîëæåí áûòü íóëåâûì).
Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ ãðóçîâ:

2 2 2
2

a b
Mg T M

-
- = ◊ ,

3 3
2

T
Mg M a+ = ◊ ,

( )2
2

T
Mg T M b a+ - = ◊ - .

Îòñþäà íàõîäèì

8

7
a g= , 

6

7
b g= , 

1

2 7

a b
g

-
= ,

 
6

7
T Mg= .

Åñëè ðàäèóñ âíóòðåííåãî âåðõíåãî
áëîêà R, òî ðàäèóñ íèæíåãî áëîêà 1,25R. Óãëîâîå
óñêîðåíèå âåðõíåãî áëîêà (åñëè íèòü íå ïðîñêàëüçûâà-
åò ïî áëîêó) ðàâíî

1

2 2

2 7

b a g

R R
ε

-
= = .

Óãëîâîå óñêîðåíèå ñàìîãî íèæíåãî áëîêà ñîñòàâëÿåò

2 1

42 2
1,25 7

a b
b

g

R R
ε ε

-
-

= = = .

À.Çèëüáåðìàí

Ô1990. Íà òîíêîé ëåãêîé íèòè ê ïîòîëêó ïîäâåøåí
ìàëåíüêèé øàðèê ìàññîé Ì; ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé
ïîëó÷èâøåãîñÿ ìàÿòíèêà ðàâåí 

0
T . Øàðèê îòâîäÿò

â ñòîðîíó è òîë÷êîì ïðèäàþò åìó
íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü – òàêóþ, ÷òî
îí îïèñûâàåò îêðóæíîñòü, ëåæà-
ùóþ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.
Êàêèì ìîæåò áûòü âðåìÿ îäíîãî
îáîðîòà, åñëè íèòü âûäåðæèâàåò
íàòÿæåíèå íå áîëåå 10Ìg?

Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé
äâèæåòñÿ øàð, ðàâåí sinR l α= ,
ãäå l – äëèíà íèòè (ñì. ðèñóíîê).
Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øà-
ðèêà ïî âåðòèêàëè:

cos 0F mgα - =

è ïî ãîðèçîíòàëè:

2 2sin sinF m R m lα ω ω α= = , èëè 2 F

ml
ω = .

Ïåðèîä îáðàùåíèÿ ðàâåí

2
2 2

ml l mg
T

F g F

π π π
ω

= = = ◊ .

Åñëè óãîë âçÿòü ìàëûì, òî

F mgª  è 
1 0

2
l

T T
g

πª = .

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà F = 10mg, ìû ïîëó÷èì

0

2
10

T
T = .

Èòàê,

0

0
10

T
T T£ £ .

Ï.Øàðîâ

Ô1991. Â êîìïüþòåðíîé ìîäåëè ïî äíó êâàäðàòíîé
êîðîáêè ïëîùàäüþ 2 1 ì  ñêîëüçÿò äâå îäèíàêîâûå
øàéáû ðàäèóñîì 1 ñì. Ñêîðîñòè øàéá ïî âåëè÷èíå âñå
âðåìÿ ðàâíû 1 ì/ñ, à íàïðàâëåíèå ñêîðîñòåé ìåíÿåò-
ñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ øàéá ñî
ñòåíêàìè êîðîáêè è ìåæäó ñîáîé. Îöåíèòå, çà êàêîå
âðåìÿ ïðîèçîéäåò 1000 óäàðîâ ìåæäó øàéáàìè. Ñêîëü-
êî ðàç çà ýòî âðåìÿ øàéáû óäàðÿòñÿ î âñå ñòåíêè
êîðîáêè?

Êàê îáû÷íî, ðàññìîòðèì «çàìåòàåìóþ» ïëîùàäü –
ïîëîñó øèðèíîé 2d, ãäå d – äèàìåòð øàéáû (ñì.
ðèñóíîê). Åñëè öåíòð
äðóãîé øàéáû ïîïàäåò â
ýòó ïîëîñó, ïðîèçîéäåò
óäàð.
Äëÿ ÷èñëà óäàðîâ

3

1 10N =  âðåìÿ τ  íàéäåì èç óñëîâèÿ

2

0 1
2v d N aτ ◊ = ,

ãäå à = 1 ì – ñòîðîíà êâàäðàòíîãî äíà êîðîáêè, îòêóäà
2 3 2

41

0

10 1 ì
2,5 10  c

2 2 0,02 ì 1 ì “

N a

dv
τ ◊
= = = ◊

◊ ◊
.

×èñëî óäàðîâ îá îäíó èç ñòåíîê çà ýòî âðåìÿ ñîñòàâèò

0
2

0 1

2 1

0

1 2

4 2 22 2 4 2

v

v N a a
N N

a dva d

τ
= = = ,

à ÷èñëî óäàðîâ î âñå ñòåíêè áóäåò ðàâíî

5

2 1 1
35 3,5 10

2

a
N N N

d
= ª = ◊ .

Ïðè ðàñ÷åòå ñîóäàðåíèé ìû íå ó÷ëè äâèæåíèÿ âòîðîé
øàéáû, íî äëÿ ãðóáîé îöåíêè ýòî âïîëíå äîïóñòèìî.

À.Óäàðîâ

Ô1992. Öèêë Êàðíî 1–2–3–4–1 (ðèñ.1), ïðîâîäèìûé
ñ ïîðöèåé èäåàëüíîãî ãàçà, èìååò òåðìîäèíàìè÷åñêèé
ÊÏÄ 0

η . Öèêë ðàçäåëèëè íà äâà – ïåðâûé 1–2–4–1 è
âòîðîé 4–2–3–4 (ïðîöåññ 4–2 èäåò ïðè ïîâûøåíèè
äàâëåíèÿ è îáúåìà ãàçà, è çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò
îáúåìà íà ýòîì ó÷àñòêå ëèíåéíàÿ). Èçâåñòåí òåðìî-
äèíàìè÷åñêèé ÊÏÄ ïåðâîãî öèêëà (1–2–4–1), îí ðà-
âåí 1

η . Íàéäèòå àíàëîãè÷íûé ÊÏÄ âòîðîãî öèêëà.

Ðèñ. 2
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (ðèñ.2): 
0

Q  – êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû, ïîëó÷åííîå íà ó÷àñòêå 1–2, 

2
Q  – êîëè÷åñòâî

òåïëîòû, îòäàâàåìîå â ïåðâîì öèêëå íà ó÷àñòêå 2–4.
Òîãäà ðàáîòà â ïåðâîì öèêëå ðàâíà 

1 0 2
A Q Q= - , à

ÊÏÄ ñîñòàâëÿåò

1 0 2

1

0 0

A Q Q

Q Q
η

-
= = , îòêóäà ( )2 0 1

1Q Q η= - .

Äëÿ âòîðîãî öèêëà ÊÏÄ ðàâåí

( )
2 2

2

2 0 11

A A

Q Q
η

η
= =

- .

Âûðàçèì âåëè÷èíó ðàáîòû 
2

A :

( )2 %K? 1 0 0 0 1 0 0 1
A A A Q Q Qη η η η= - = - = - .

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî

( )

( )
0 0 1 0 1

2

0 1 1
1 1

Q

Q

η η η η
η

η η
- -

= =
- - .

Ö.Êàðíîâ

Ô1993. Èç î÷åíü òîíêîé ïðîâîëîêè ñäåëàëè îêðóæ-
íîñòü, ïðèïàÿëè äèàìåòð èç òàêîé æå ïðîâîëîêè è

åùå îäèí äèàìåòð – ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ïåðâîìó. Ñå-
ðåäèíû «äèàìåòðàëüíûõ»
ïðîâîëî÷åê ñîåäèíèëè ìåæ-
äó ñîáîé. Îäèí èç âûâîäîâ
îììåòðà ïðèñîåäèíèëè ê
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îêðóæ-
íîñòè, äðóãîé – ê äèàìåò-
ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé åå
òî÷êå. Âî ñêîëüêî ðàç îò-
ëè÷àþòñÿ ìàêñèìàëüíîå è
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ïî-
êàçàíèé ïðèáîðà?

Ìîæíî âûáðàòü íà îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó è
÷åñòíî ïîñ÷èòàòü ïîëó÷èâøååñÿ ñîïðîòèâëåíèå – ýòî íå
ñëèøêîì ñëîæíî, íî î÷åíü íóäíî…

ßñíî, ÷òî íóæíî ïîñ÷èòàòü ñëó÷àè ïîäêëþ÷åíèÿ ê
òî÷êàì ÀÁ è 

1 1
` a  (ðèñ.1).

Îáîçíà÷èì ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîëî÷êè-ðàäèóñà áóêâîé
r, òîãäà «÷åòâåðòóøêà» îêðóæíîñòè èìååò ñîïðîòèâëå-

íèå 
2

r
π

. Äëÿ ïîäêëþ÷åíèÿ ÀÁ ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîäêëþ÷å-
íèÿ 

1 1
` a  ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 3.

Òàêèì îáðàçîì,

1 1

8
0,72

8

`a

` a

R

R π
= ª

+
.

Î.Ïðîñòîâ

Ô1994. Ïàðàëëåëüíûå ïðîâîäÿùèå ðåëüñû ðàñïîëîæå-
íû ãîðèçîíòàëüíî íà ðàññòîÿíèè d äðóã îò äðóãà è
ïîìåùåíû â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, âåêòîð èíäóê-
öèè êîòîðîãî 0B

��
 íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî èõ ïëîñ-

êîñòè. Ðåëüñû çàìêíóòû ðåçèñòîðîì áîëüøîãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ R. Âäàëè îò ðåçèñòîðà íà ðåëüñàõ ëåæèò
ìàññèâíûé ïðîâîäÿùèé ñòåðæåíü, îí ñîñòàâëÿåò óãîë
45° ñ ðåëüñàìè. Ñ êàêîé ñèëîé íóæíî äåéñòâîâàòü íà
ñòåðæåíü â ãîðèçîí-
òàëüíîì íàïðàâëå-
íèè, ÷òîáû îí ñêîëü-
çèë âäîëü ðåëüñîâ ïî-
ñòóïàòåëüíî ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ 

0
v ?

Íàéäåì òîê, êîòîðûé
áóäåò ïðîòåêàòü â êîíòóðå (ñì. ðèñóíîê). Ïðåíåáðåãàÿ
ñàìîèíäóêöèåé (R – âåëèêî), ïîëó÷èì

,…ä 0 0
B v dΦ= =¢E ,    

,…ä 0 0B v d
I

R R
= =

E
.

Ñèëà Àìïåðà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòåðæíþ
ÀÁ è ðàâíà

0
2F IB d= .

Ïî ãîðèçîíòàëè íóæíî äåéñòâîâàòü ñèëîé

2 2

0 0

1
2

B v dF
F

R
= =

(è ñ òàêîé æå ñèëîé – â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëå-
íèè).

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1995. Ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó ïîäêëþ÷åíû äâå êà-
òóøêè, èíäóêòèâíîñòè êîòîðûõ 1 Ãí è 2 Ãí, è
êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 100 ìêÔ. Êîíäåíñàòîð â äàí-
íûé ìîìåíò çàðÿæåí äî íàïðÿæåíèÿ 200 Â, à ÷åðåç
êàòóøêè òåêóò îäèíàêîâûå (è îäèíàêîâî íàïðàâëåí-
íûå) òîêè ïî 0,1 À. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé òîê ÷åðåç
êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ 1 Ãí. Îöåíèòå, ÷åðåç êà-
êîå âðåìÿ íàïðÿæåíèå êîíäåíñàòîðà èçìåíèò çíàê íà
ïðîòèâîïîëîæíûé (ìîæíî áûëî áû ïîñ÷èòàòü è òî÷-
íî, íî ðàñ÷åò ïîëó÷èëñÿ áû äîâîëüíî ãðîìîçäêèì).
Ýëåìåíòû öåïè ñ÷èòàéòå èäåàëüíûìè.

Ìàêñèìàëüíûé (è ìèíèìàëüíûé) òîê ÷åðåç êàòóøêó
ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ÝÄÑ èíäóêöèè – êîíäåíñàòîð â
òàêèå ìîìåíòû ðàçðÿæåí. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìîæíî çàïèñàòü (ñì.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 23
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ðèñóíîê)
2 2 2 2 2

0 0 0 1 2
2 2

2 2 2 2 2

LI LI CU LI LI
+ + = + .

Â êîíòóðå L – 2L ìàãíèòíûé ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ
(ñâåðõïðîâîäÿùèé êîíòóð), ò.å.

0 0 2 1
2 2LI LI LI LI- = - ,

îòêóäà

0 1

2
2

I I
I

+
= .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

2

2 2 0

1 0 1 0

2
3 2 5 0

CU
I I I I

L
+ - - = .

Îòñþäà
2

2 2 0

0 0 0 2

0

1max

6
15

1,7 A
3

CU
I I I

LI
I

- - + +

= ª .

Ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè âî ìíîãî
ðàç áîëüøå, ÷åì ýíåðãèÿ êàòóøåê. Ñëåäîâàòåëüíî,
èñêîìûé èíòåðâàë âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè ðàâåí ïîëîâè-
íå ïåðèîäà êîëåáàíèé:

.*"

2
0,026 c

3
L C LCτ π π= = ª .

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1996. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ è êàòóøêà èíäóê-
òèâíîñòüþ L ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì, è â ïîëó÷èâ-
øåìñÿ êîíòóðå ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ. Â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà íàïðÿæåíèå êîíäåíñàòîðà ñîñòàâëÿëî

1
U , à ÷åðåç êàòóøêó òåê òîê 

1
I , ïàðàëëåëüíî êîíòó-

ðó ïîäêëþ÷èëè ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R. Êàêîå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ â ðåçèñòîðå? Êàêîé
çàðÿä ïðîòå÷åò ÷åðåç êàòóøêó, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî
ìîìåíòà?

Ñ ýíåðãèåé, ïåðåõîäÿùåé â òåïëî, âñå ÿñíî – âñÿ
ýíåðãèÿ êîíòóðà «óéäåò» â òåïëî:

2 2

1 1

2�Cë

2 2

CU LI
W+ = .

Òåïåðü – âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è. Çà ìàëûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè tΔ  ÷åðåç ðåçèñòîð ïðîòå÷åò çàðÿä

,…ä i

i
q t

R
Δ Δ=

E
, à ñóììàðíûé çàðÿä ÷åðåç ðåçèñòîð

ñîñòàâèò

i

iq
R

ΔΦ
Δ

-
= =Â

Â ( ) 1

*%… …=÷

LIL
I I

R R
- - = .

Êóäà ïðîòåê çàðÿä, òîæå ÿñíî – äîñòàòî÷íî âçÿòü î÷åíü
ìàëîå Ñ. Êîíäåíñàòîð «ïîòåðÿë» çàðÿä 1CQ CU= ,

÷åðåç ðåçèñòîð ïðîòåê çàðÿä 1

R

LI
Q

R
= , ïîýòîìó, ñ

ó÷åòîì çíàêîâ, çàðÿä ÷åðåç êàòóøêó ðàâåí

1

1L

LI
Q CU

R
= + .

Îòâåò ïîëó÷åí äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå.
Âåëè÷èíû 

1
U  è 

1
I  ìîãóò áûòü è îòðèöàòåëüíûìè!

À.Çèëüáåðìàí

Ô1997. Ê òî÷êà À è Á ñõåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå
1, ïîäêëþ÷àþò èñòî÷íèê ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ
36 Â, 50 Ãö. ×òî ïîêàæåò âîëüòìåòð ñ áîëüøèì
âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì, åñëè âêëþ÷èòü åãî ìåæäó
òî÷êàìè Á è Â? Êîíäåíñàòîðû â ñõåìå èìåþò åìêîñòè,
íàïðèìåð, 1 ìêÔ.
Äèîäû ìîæíî ñ÷è-
òàòü èäåàëüíûìè.
Ïðèäóìàéòå òàê-
æå õîðîøåå íàçâà-
íèå äëÿ ýòîé ñõå-
ìû.

Íà ðèñóíêå 2 ìû ââåëè íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîòåí-
öèàë òî÷êè Á áóäåì ñ÷èòàòü íóëåâûì (ýòî íå âëèÿåò íà
îòâåò!). ×åðåç äèîä 1 ïåðâûé èç êîíäåíñàòîðîâ çàðÿ-
äèòñÿ äî 

0
50 BU ª . Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë òî÷êè 

1
B

áóäåò ìåíÿòüñÿ âìåñòå ñ ïîòåíöèàëîì òî÷êè À (ðèñ.3),
íî ïðè ýòîì

1 0B A Uϕ ϕ- = .

Ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ýòîãî
ïîòåíöèàëà ñîñòà-
âèò 

0
2 100 BU ª .

×åðåç äèîä 2 âòîðîé êîíäåíñàòîð áóäåò çàðÿæåí äî
ýòîãî ïîòåíöèàëà, ò.å. 

0
2

c
Uϕ = . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî è

îñòàëüíûå êîíäåíñàòîðû
òàêèì æå îáðàçîì áóäóò
çàðÿæåíû ÷åðåç ñîîòâåò-
ñòâóþùèå äèîäû, è ïî-
òåíöèàë òî÷êè Â («âû-
õîä» ñõåìû) ñîñòàâèò
ïðèìåðíî 

0
5 250 BU =

(åñëè äèîäû è â ñàìîì
äåëå èäåàëüíûå!).
Âñå ýòî ñïðàâåäëèâî,
åñëè ñîïðîòèâëåíèå âîëüòìåòðà («íàãðóçêà») äîñòà-

òî÷íî âåëèêî, ò.å. V

1
0,02 cCR

f
=� . Íàïðèìåð, åñëè

V
1 lnìR = , òî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ õîðîøî.

Òàêóþ ñõåìó íàçûâàþò «âûïðÿìèòåëü ñ óìíîæåíèåì
íàïðÿæåíèÿ», èëè ïðîñòî «óìíîæèòåëü», è èñïîëüçó-
þò äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûñîêèõ íàïðÿæåíèé.

Ó.Ìíîæèòåëåâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



Çàäà÷è
Ê  Ì  Ø

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ. È

ë
ë
þ

ñò
ð
à
ö
è
è
 Ä

.Ã
ð
è
ø

ó
ê
î
â
î
é

1. Ïðîôåññîð Ìóìáóì-Ïëþìáóì ïðèäóìàë íîâûé
çàìå÷àòåëüíûé îòðåçîê. À èìåííî: ïðîâåäåííûé âíóò-
ðè òðåóãîëüíèêà îòðåçîê íàçûâàåòñÿ ìóìáèàíîé, åñëè
îí äåëèò èñõîäíûé òðåóãîëüíèê íà äâà ðàâíûõ ìåæäó
ñîáîé òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî íà ñàìîì äåëå
ìóìáèàíà ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé.

À. Êðåìíåâ (ó÷åíèê 7 êë.)

2. ×åìó ðàâíà ñóììà

+ + + +
+ + + + + +
1 1 1

1 ...
1 2 1 2 3 1 2 3 4

... +
+ + + +

1
?

1 2 3 ... 2006

ß.Êàìûø

3. Â çîîìàãàçèíå â 17 êëåòêàõ íàõîäÿòñÿ 44 ÷èæà,
ïðè ýòîì íèêàêàÿ êëåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé. Îáÿçà-

òåëüíî ëè íàéäóòñÿ 5 êëåòîê, â êîòîðûõ ÷èñëî ÷èæåé
îäèíàêîâî?

Â.Ïðîèçâîëîâ

4. Âîçâðàòèâøèñü èç ïóòåøåñòâèÿ, Ãóëëèâåð ðàññêà-
çûâàë:

– Ïîñëå òîãî êàê ìíå óäàëîñü ïðèìèðèòü Ëèëèïóòèþ
è Áëåôóñêó, ìåæäó íåêîòîðûìè ãîðîäàìè ýòèõ ñòðàí
îðãàíèçîâàëèñü ìåæäóíàðîäíûå ìîðñêèå ðåéñû. Â

êàæäîé ñòðàíå ïî 111 ïîðòîâûõ ãîðîäîâ – ìåëêèõ è
êðóïíûõ. Êàæäûé êðóïíûé ãîðîä ñâÿçàí ðåéñàìè áî-
ëåå ÷åì ñ ïîëîâèíîé ãîðîäîâ äðóãîãî ãîñóäàðñòâà, à
êàæäûé ìåëêèé ãîðîä – ìåíåå ÷åì ñ ïîëîâèíîé.
Îêàçàëîñü, ÷òî â Ëèëèïóòèè åñòü êðóïíûé ãîðîä, íå
ñâÿçàííûé ðåéñàìè íè ñ êàêèì êðóïíûì ãîðîäîì
Áëåôóñêó, è åñòü ìåëêèé ãîðîä, ñâÿçàííûé ñî âñåìè
ìåëêèìè ãîðîäàìè Áëåôóñêó. Íå îøèáñÿ ëè Ãóëëèâåð?

È.Àêóëè÷

5. Êàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ëåíòî÷êè (áåç ó÷åòà
«áàíòèêà») ïîòðåáóåòñÿ äëÿ ïåðåâÿçêè êîðîáêè êîí-
ôåò ðàçìåðîì ¥ ¥21 15 3  (â ñàíòèìåòðàõ) «ïîäàðî÷-
íûì» ñïîñîáîì?

À.Ðÿõîâñêèé
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Êàïðèçíûå ÷èñëà
À .ÆÓÊÎÂ

–Ï
ÀÏÀ, ÄËß ×ÅÃÎ ÑËÓÆÈÒ ÊÍÎÏÊÀ  «ÂÛÇÎÂ  ÏÎÐßÄ-

  êà»? – îäíàæäû ñïðîñèëà ìåíÿ ìàëåíüêàÿ
äî÷ü, êîãäà ÿ ïûòàëñÿ îáúÿñíèòü åé, êàê ïîëüçîâàòüñÿ
êàëüêóëÿòîðîì «Ýëåêòðîíèêà Á-36» (ýòî äàâíÿÿ èñòî-
ðèÿ, ñåé÷àñ ýòè ñîñëóæèâøèå âåðíóþ ñëóæáó ýëåêòðîí-
íûå ïîìîùíèêè ïåðåêî÷åâàëè èç âèòðèí ìàãàçèíîâ â
ìóçåè). Ïîñëå ìîèõ âûñîêîíàó÷íûõ îáúÿñíåíèé 1  îíà
ïðîòÿæåííî òàê ïðîèçíåñëà:

– À-à-à, à ÿ äóìàëà – ÷òîáû öèôðû íå áàëîâàëèñü…
Íåêîòîðûå ÷èñëà è â ñàìîì äåëå äåìîíñòðèðóþò íàì

ñâîé íåïðîñòîé íîðîâ. Îòâåòüòå, ïîæàëóéñòà, íà òàêîé
âîïðîñ: êâàäðàò êàêîãî ÷èñëà ðàâåí 603729? Ïðîâåðå-
íî, ÷òî ìíîãèå â ïîèñêàõ îòâåòà òÿíóòñÿ ê êàëüêóëÿòîðó

(êóäà òîëüêî íå âñòðîåíû ýòè óñòðîéñòâà – äàæå â
ìîáèëüíûå òåëåôîíû) è ïîñëå íåñêîëüêèõ øóñòðûõ
ìàíèïóëÿöèé ñ êíîïêàìè áåçìÿòåæíî âûäàþò îòâåò:
777. À ìåæäó òåì, îòâåò ýòîò íåïîëíûé. Åùå â XII âåêå
èíäèéñêèé ìàòåìàòèê Áõàñêàðà ïèñàë: «Êâàäðàò êàê
ïîëîæèòåëüíîãî, òàê è îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà äàåò
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, è ïîòîìó êâàäðàòíûé êîðåíü èç
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà èìååò äâà çíà÷åíèÿ: ïîëîæè-
òåëüíîå è îòðèöàòåëüíîå».

– Àõ äà, êàê ýòî ÿ óïóñòèë èç âèäó? – îáû÷íî ãîâîðèò
â òàêîì ñëó÷àå ñîáåñåäíèê.

– Õîðîøî, à ìîæåòå ëè âû îáúÿñíèòü, ïî÷åìó
ïðîèçâåäåíèå îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì ÷èñëîì?

– Íó êàê – ïî÷åìó? Ìèíóñ íà ìèíóñ äàåò ïëþñ!
– Âñå âåðíî, ýòî ïðàâèëî îçâó÷èë åùå Ëóêà Ïà÷îëè

(1445–1514): «Meno via meno sempre fa piu». Íî ïî÷åìó
ìèíóñ íà ìèíóñ äàåò ïëþñ?

Ðåäêî êòî ìîæåò âðàçóìèòåëüíî îòâåòèòü íà ïîñëå-
äíèé âîïðîñ, íå ññûëàÿñü íà çíàìåíèòîå ïðàâèëî
Ïà÷îëè èëè íà ïîãîâîðêó, ïðèäóìàííóþ èçîáðåòà-
òåëüíûì ïðîôåññîðîì Ïàðèæñêîãî óíèâåðñèòåòà Ïüå-
ðîì Ðàìóñîì (1515–1572): «Íåäðóã ìîåãî íåäðóãà –
ìíå äðóã». Ýòà ïîãîâîðêà äåéñòâèòåëüíî ïðåëåñòíà è
ïîìîãàåò çàïîìíèòü òðóäíîâîñïðîèçâîäèìûé íàøèì
îáðàçíûì ìûøëåíèåì ôàêò. Ðàìóñó ïðèíàäëåæèò òàê-
æå êîðîòêîå «äîêàçàòåëüñòâî» ïðàâèëà çíàêîâ ïðè
óìíîæåíèè îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë: «E duabus negates
fit affirmativus» – «Äâà îòðèöàíèÿ ñîñòàâëÿþò óòâåð-
æäåíèå». Èìåííî ñ ýòèì «äîêàçàòåëüñòâîì» Ðàìóñà
ñâÿçûâàþò ïîÿâëåíèå âïîñëåäñòâèè ýïèòåòà «îòðèöà-
òåëüíûå» â íàçâàíèè îáñóæäàåìûõ íàìè ÷èñåë.

Î òîì, ñ êàêèìè îãðîìíûìè òðóäíîñòÿìè ïðîèñõîäè-
ëî ïîñòèæåíèå ðîëè îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë â ìàòåìàòè-
êå, ðàññêàçàíî â êðàòêîé èñòîðè÷åñêîé ñïðàâêå â êîíöå
ñòàòüè.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ çàãàäî÷íîãî «ïðàâèëà çíàêîâ» íà÷-
íåì ñ ïðîñòåíüêîãî óðàâíåíèÿ (íûíåøíèå øåñòèêëàññ-
íèêè ñ íèì ñïðàâÿòñÿ èãðàþ÷è)

2 + õ = 1.                         (* )

Äàâàéòå íåìíîãî ïîôàíòàçèðóåì – ïðåäñòàâèì, êàê
ýòî óðàâíåíèå ìîãëè áû ðåøàòü ïðåäñòàâèòåëè ðàçëè÷-
íûõ ýïîõ.

Àðõèìåä (îê. 287–212 äî í.ý.): Íåò òàêîãî ÷èñëà õ,
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿëî áû óðàâíåíèþ (* ).

1 Ðå÷ü øëà î òàê íàçûâàåìîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ÷èñëî 0,001 ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê: 1 ·10–3. Â ýòîé çàïèñè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè –3
ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì. È
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Äèîôàíò (III â.): õ = 1 – 2, îäíàêî îòðèöàòåëüíîå
ðåøåíèå íåäîïóñòèìî.

Áðàõìàãóïòà (598–îê. 660): õ = 1 + (–2) = –1, èáî
ñóììà èìóùåñòâà è ïðåâîñõîäÿùåãî åãî äîëãà ðàâíà
íîâîìó äîëãó.

Áõàñêàðà (1114–1185): õ = –1, íî ýòî ðåøåíèå íå
ãîäèòñÿ.

Íèêîëà Øþêå (1445–1500): õ = –1. Âû÷èñëåíèå ýòî,
êîòîðîå äðóãèå ñ÷èòàþò íåâîçìîæíûì, âåðíî.

Ôðàíñóà Âèåò (1540–1603): Óðàâíåíèå (* ) íå èìååò
êîðíåé.

Òîìàñ Ãàððèîò (1560–1621): Àëãåáðàè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ ìîãóò èìåòü ëèøü ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ,
ïîýòîìó óðàâíåíèå (* ) íå èìååò êîðíåé.

Àëüáåð Æèðàð (1595–1632): õ = –1 – ýòî ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì, ïîñêîëüêó âñÿêîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíå-
íèå èìååò ñòîëüêî êîðíåé, êàêîâà åãî ñòåïåíü.

Ôðýíñèñ Ìàçåð (1731–1824): Óðàâíåíèå (* ) íå
èìååò êîðíåé. ×ðåçâû÷àéíî æåëàòåëüíî íå äîïóñêàòü
îòðèöàòåëüíûå êîðíè â àëãåáðó, à åñëè òàêîâûå âñå æå
âîçíèêíóò, íåóêîñíèòåëüíî èçãîíÿòü èõ.

Èòàê, ïåðâîå, ÷òî íàì íóæíî ñäåëàòü, ýòî ïðèçíàòü
ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå íàðÿäó ñ ïîëîæèòåëüíûìè
÷èñëàìè òàêæå è îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Îòíûíå è
âïðåäü îáúÿâèì, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå âèäà

a + x = b,                      (* * )

ãäå à è b – ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,
âñåãäà èìååò – è ïðèòîì åäèíñòâåííîå – ðåøåíèå.
Ýòèì âåðäèêòîì ìû, íè ìíîãî íè ìàëî, óçàêîíèâàåì
ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòî áóäóò
òàêèå ÷èñëà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (* * )
ïðè ïîëîæèòåëüíûõ à è b, êîãäà b < à.

Âäîõíîâëåííûå óñïåõîì, ïîéäåì äàëüøå. Ïî÷åìó,
ñîáñòâåííî, ÷èñëà à è b îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü
ïîëîæèòåëüíûìè? Ðàçðåøèì è èì áûòü îòðèöàòåëü-
íûìè. È ïóñòü óðàâíåíèå (* * ) âñåãäà èìååò – è
ïðèòîì åäèíñòâåííîå – ðåøåíèå êàê äëÿ ïîëîæèòåëü-
íûõ, òàê è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë à è b. (À ïî÷åìó áû
è íåò?) Îïåðàöèþ ðàçíîñòè x = b – a, êîòîðóþ ìû ðàíåå
áåçáîÿçíåííî ïðèìåíÿëè äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë à
è b, êîãäà b > a, òî÷íî òàê æå áåçáîÿçíåííî ðàñïðîñ-
òðàíèì è íà ñëó÷àé b < a , ïðè÷åì à è b òåïåðü ìîãóò
áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîä ðàçíîñòüþ b – a ìû ïîíèìàåì
òàêîå ÷èñëî õ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a +
+ x = b.

Äàëåå íà âîëíå ñìåëûõ îáîáùåíèé âñïîìíèì, ÷òî
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë ïîä÷èíÿëèñü åñòåñòâåííûì çàêîíàì:

a + b = b + a,                       (I)

ab = ba,                           (II)

a + (b + c) = (a + b) + ñ,              (III)

a(bc) = (ab)c,                      (IV)

(a + b)c =ac + bc.                     (V)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýòèì æå çàêîíàì ïîä÷èíÿëèñü òàêæå
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âñåì ìíîæåñòâå
ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ÷èñåë.

Ïîðà ïåðåâåñòè äóõ. Èçáåãàÿ ëîæíîé ñêðîìíîñòè,
îïèñàííîå íàìè ìíîæåñòâî ÷èñåë ìû íàçîâåì ìíîæå-
ñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ èëè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è
îáîçíà÷èì R (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà Realis – äåéñòâè-
òåëüíûé, ñóùåñòâóþùèé). Îêàçûâàåòñÿ, óâëåêøèñü ñòðî-
èòåëüñòâîì ÷èñëîâîãî ìèðîçäàíèÿ, ìû íåâîëüíî ñî-
çäàëè âñå íåîáõîäèìûå ïðåäïîñûëêè äëÿ ïîÿâëåíèÿ
ïðàâèëà çíàêîâ «ìèíóñ íà ìèíóñ äàåò ïëþñ».

Âñå âûøåñêàçàííîå âïîëíå ìîã áû ïðèâåñòè â ñâîåé
ãèïîòåòè÷åñêîé áåñåäå ñ Ëóêîé Ïà÷îëè ñîâðåìåííûé
ñòóäåíò. Äàëåå ïðåäñòàâèì áåñåäó íàøåãî ñòóäåíòà ñ
ýòèì äîñòîïî÷òåííûì ïðîôåññîðîì ñðåäíåâåêîâûõ
óíèâåðñèòåòîâ Áîëîíüè, Ðèìà, Íåàïîëÿ, Ôëîðåíöèè è
Ìèëàíà, âèäíûì åâðîïåéñêèì àëãåáðàèñòîì, äðóãîì
Ëåîíàðäî äà Âèí÷è.

Ñòóäåíò. Ñíà÷àëà âûâåäåì ëþáîïûòíûå ñëåäñòâèÿ
èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî – îíè íàì, êàê â ñêàçêå, â
êîíöå çäîðîâî ïîìîãóò.

1) Â ìíîæåñòâå R ñóùåñòâóåò íîëü – òàêîå ÷èñëî 0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a, ïðèíàäëåæàùåãî R, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

à + 0 = a

(â ñèëó ( I ) ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó 0 + à = a).
Ëóêà Ïà÷îëè. ×òî òóò äîêàçûâàòü? Ìû è òàê çíàåì,

÷òî íîëü ñóùåñòâóåò.
Ñòóäåíò. Äà, íî çäåñü ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ ñ íåîáõî-

äèìîñòüþ âûòåêàåò èç ñäåëàííûõ âûøå äîïóùåíèé –
ôàêò èíòåðåñíûé ñàì ïî ñåáå, à åãî äîêàçàòåëüñòâî
âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò îòòî÷åííîìó ñòèëþ ñîâðåìåííîé
àëãåáðû.

Ëóêà Ïà÷îëè. Õîðîøî, ÿ ïðèíèìàþ ïðàâèëà âàøåé
èãðû, õîòÿ, ïðèçíàþñü, îò ìåíÿ ýòî ïîòðåáóåò íåìàëûõ
óñèëèé.

Ñòóäåíò. Âçÿâ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî a, ìû çàìå÷àåì,
÷òî à + (à – à) = à. Âû ñî ìíîé ñîãëàñíû?

Ëóêà Ïà÷îëè. Äà, êîíå÷íî. Âåäü âçÿòèå ðàçíîñòè
b – a ìû òðàêòóåì êàê íàõîæäåíèå òàêîãî ÷èñëà õ,
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó à + õ = b, ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå. Â ñëó÷àå b = a êàê ðàç è ïîëó÷àåì õ = à – à.

Ñòóäåíò. Ïðåêðàñíî, ò.å. ÷èñëî à – à  âïîëíå ïîäõî-
äèò íà ðîëü íóëÿ.

Ëóêà Ïà÷îëè. Íî, ìîæåò áûòü, ýòî ÷èñëî à – à
ÿâëÿåòñÿ íóëåì òîëüêî äëÿ ÷èñëà à?

 Ñòóäåíò. Çàìå÷àòåëüíûé âîïðîñ! Äåéñòâèòåëüíî,
íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî à – à íà ñàìîì äåëå
ÿâëÿåòñÿ íóëåì äëÿ âñåõ ââåäåííûõ íàìè ÷èñåë. Ìî-
æåò ïîêàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì, íî ýòî òàê. Ïðîâåðèì
åãî äåéñòâèå íà äðóãîì ÷èñëå b ¹ a. Ïðèáàâèì
(à – à) ñëåâà ê b è ó÷òåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ðàçíî-
ñòè (b – a) ÷èñëî b ìîæíî çàìåíèòü íà âåëè÷èíó à +
+ (b – a):

(à – à) + b = (a – a) + a + (b – a).

Ëóêà Ïà÷îëè. Íó, à ÷èñëî (a – a) + a , â ñâîþ î÷åðåäü,
ðàâíî à, ïîýòîìó íàø ðåçóëüòàò ðàâåí a + (b – a) = b,
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ò.å., ïîäûòîæèâàÿ, ïîëó÷àåì (à – à) + b = b. Äà, ÷èñëî
(à – à) íà ñàìîì äåëå ïîäõîäèò íà ðîëü íóëÿ äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà b.

Ñòóäåíò. Èòàê, íîëü îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, äàæå
åñëè ìû ïîëîæèì 0 = à – à, ãäå à – ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî ìíîæåñòâà R. Ýòî çàìå÷àòåëüíî – âñå-òàêè
õîðîøî, ÷òî íîëü ó íàñ îäèí, à íå ìíîãî âñÿêèõ ðàçíûõ.
Êîëü ñêîðî íîëü îäèí-åäèíñòâåííûé, òî ïîíÿòíî,
ïî÷åìó ìû äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåì åäèíûé
õîðîøî âñåì çíàêîìûé ñèìâîë 0.

Ïîéäåì äàëüøå.
2) Äëÿ îïåðàöèè ðàçíîñòè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí, ðîä-

ñòâåííûé çàêîíó (V):

(à – b)c = ac – bc.

Ëóêà Ïà÷îëè. Êîíå÷íî, òðóäíî áûëî îæèäàòü ÷åãî-
òî äðóãîãî.

Ñòóäåíò. Íî ïðîâåðèì. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàçíîñòè,
èìååì b + (a – b) = a. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà íà ñ:

bc + (a – b)c = ac.

Ëóêà Ïà÷îëè. Îïÿòü æå, ïî äàííîìó âàìè îïðåäåëå-
íèþ ðàçíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ðàâåí-
ñòâî.

Ñòóäåíò. Çàìå÷àòåëüíî. Äàëüøå ÿ õî÷ó îáðàòèòü
âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî íîëü ñëóæèò ñâîåîáðàçíûì
«çåðêàëîì», êîòîðîå ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî ÷èñëà
íàéòè åãî «çåðêàëüíóþ» ïàðó – ïðîòèâîïîëîæíîå åìó
÷èñëî. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ÷èñëà à ÷èñëî (–à)
ÿâëÿåòñÿ åìó ïðîòèâîïîëîæíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî à + (–à) = 0. Êñòàòè, êàêîâà «çåðêàëüíàÿ»
ïàðà äëÿ ÷èñëà (–(–a))?

Ëóêà Ïà÷îëè. Â ñèëó çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òàêî-
âûì ñëåäóåò ïðèçíàòü ÷èñëî à.

Ñòóäåíò. Ïðåâîñõîäíî. ß óòî÷íþ, ÷òî çåðêàëüíàÿ
ñèììåòðèÿ â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ïîëíîå ðàâíî-
ïðàâèå ñëàãàåìûõ â ðàâåíñòâå à + (–à) = 0. Êàæäîå èç
íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì îäíî äðóãîìó. Òåïåðü
ó íàñ ïîÿâèëàñü áëàãîïðèÿòíàÿ âîçìîæíîñòü çàïèñàòü
÷èñëî b – a â âèäå b + (–a). Äåéñòâèòåëüíî,

( )( ) ( )( )+ − + = + − + = + =0b a a b a a b b .

Ëóêà Ïà÷îëè. Âèæó: îñòàëîñü ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ
îïðåäåëåíèåì ðàçíîñòè. Ïðåêðàñíî. Äëÿ ïîëíîòû ðàñ-
ñóæäåíèÿ ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå
èñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâà (III), (I), à òàêæå íåñêîëüêî
ðàíåå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ.

Ñòóäåíò. À òåïåðü âûñêàæèòåñü ïî ïîâîäó òàêîãî
ñâîéñòâà:

3) Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà à

◊ =0 0a .

Ëóêà Ïà÷îëè. Áåçóñëîâíî, äëÿ ìåíÿ ýòî íå íîâîñòü,
íî áóäåì âåðíû èçáðàííîé ñòåçå, âûâîäÿ î÷åâèäíîå èç
ïðîñòîãî, íî ìåíåå î÷åâèäíîãî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
âñïîìîãàòåëüíîãî ÷èñëà õ èìååì

◊0a  = à(õ – õ) = àõ – àõ = 0.

Ñòóäåíò. Âåëèêîëåïíî! Ïîñëåäíèé «àêêîðä»:
4) Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë à è b ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(–à)b = –ab.

Ëóêà Ïà÷îëè. Â ñàìîì äåëå:

ab + (–a)b = (a + (–a))b = ◊0 b  = 0,

îñòàëîñü ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ðàçíî-
ñòè è ñâîéñòâîì íóëÿ.

Ñòóäåíò. Íó âîò, íàêîíåö-òî ìû ó öåëè: «ìèíóñ íà
ìèíóñ äàåò ïëþñ»!

Ëóêà Ïà÷îëè. Äåéñòâèòåëüíî:

( ) ( ) ( )( ) ( )− − = − ⋅ − = − − =a b a b ab ab .

Äà, ìîëîäîé ÷åëîâåê, ÿ îòäàþ äîëæíîå âûñî÷àéøåé
óòîí÷åííîñòè ïðèâåäåííûõ âàìè óìîçðèòåëüíûõ ïîñò-
ðîåíèé.

Ñòóäåíò. Òàêîâ ñîâðåìåííûé âçãëÿä íà àëãåáðàè÷åñ-
êóþ ïðèðîäó ÷èñåë. Ïðàâèëî çíàêîâ ïîëó÷èëî ñâîå
÷åòêîå îáîñíîâàíèå ëèøü ïîñëå òîãî, êàê ìàòåìàòèêè
ñòàëè èññëåäîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, èçó÷àòü
ìíîæåñòâà è ñòðóêòóðû ÷èñåë.

Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Äðåâíèå ãðåêè íå âëàäåëè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè.
Âû÷èòàíèå èç ìåíüøåãî ÷èñëà áîëüøåãî ó íèõ áûëî íåâîç-
ìîæíî. Â Èíäèè VI–XI âåêîâ îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ñèñòåìà-
òè÷åñêè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, îäíàêî ðàáîòû
èíäèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ îêàçàëè ìàëî âëèÿíèÿ íà ðàçâèòèå
åâðîïåéñêîé àëãåáðû. Ìèõàýëü Øòèôåëü (1487–1567) õîòÿ è
íàçûâàë îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà «íåëåïûìè ÷èñëàìè» (numeri
absurdi), íî óæå ïðåäñòàâëÿë ñåáå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî êàê
«ìåíüøå, ÷åì íè÷òî» (ficti infra nihil). Èçîáðåòàòåëü áóêâåí-
íîé àëãåáðû Ôðàíñóà Âèåò è åãî äðóã Òîìàñ Ãàððèîò íå
ïðèçíàâàëè îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé. Îäíèì èç
ïåðâûõ åâðîïåéñêèõ ìàòåìàòèêîâ, äîïóñêàâøèõ ñóùåñòâî-
âàíèå òàêèõ êîðíåé, áûë Äæèðîëàìî Êàðäàíî (1501–1576),
õîòÿ è íàçûâàâøèé îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà «ïðèäóìàííûìè»
(numeri ficti) â ïðîòèâîâåñ ÷èñëàì íàñòîÿùèì (numeri veri).
Ðîëü îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë â óïðîùåíèè áóêâåííûõ óðàâíå-
íèé îñîçíàâàë ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê Àëüáåðò Æèðàð.
Îáùåïðèçíàííûìè â àëãåáðå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ôàêòè-
÷åñêè ñòàëè ïîñëå âûõîäà â ñâåò «Ãåîìåòðèè» (1637) Ðåíå
Äåêàðòà (1596–1650), ãäå îíè ïîëó÷èëè ðåàëüíîå èñòîëêî-
âàíèå â âèäå íàïðàâëåííûõ îðäèíàò.

Òåðìèíû îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà (numerus negativus) è ïîëî-
æèòåëüíûå ÷èñëà (numerus positivus) íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ â XVI
âåêå. Ñîâìåñòíî âïåðâûå îíè áûëè óïîòðåáëåíû ôðàíöóç-
ñêèì ìàòåìàòèêîì äå Áîãðàíîì â 1638 ãîäó.

Ïðèðîäà îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë îæèâëåííî îáñóæäàëàñü â
òå÷åíèå XVIII–XIX ñòîëåòèé. Â ýòîé äèñêóññèè ïðèíèìàëè
ó÷àñòèå Ëåîíàðä Ýéëåð (1707–1783), Æàí Ëåðîí Ä’Àëàìáåð
(1717–1783), Êîëèí Ìàêëîðåí (1698–1746) è äðóãèå. Ïüåð
Ñèìîí Ëàïëàñ (1749–1827) óòâåðæäàë, ÷òî «ïðàâèëî çíàêîâ
ñîäåðæèò â ñåáå íåêîòîðûå òðóäíîñòè». Â ëèòåðàòóðå èçâå-
ñòíî ìíîæåñòâî ïðàâäîïîäîáíûõ, íî íåêîððåêòíûõ äîêàçà-
òåëüñòâ ýòîãî ïðàâèëà. Ñòðîãàÿ òðàêòîâêà ïîíÿòèÿ îòðèöà-
òåëüíîãî ÷èñëà áûëà äàíà â XIX âåêå, ãëàâíûì îáðàçîì
áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ãåðìàíà Ãðàññìàíà (1809–1877), Óèëüÿ-
ìà Ãàìèëüòîíà (1805–1865). Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè



àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îáîáùàþùèõ ïîíÿòèå ÷èñëà, ïðî-
èçîøëî â ðàáîòàõ Êàðëà Âåéåðøòðàññà (1815–1897), Ðèõàðäà
Äåäåêèíäà (1831–1916), Äàâèäà Ãèëüáåðòà (1863–1943) è

äðóãèõ.

Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ

Ïàðàäîêñ Àíòóàíà Àðíî (1612–1694). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
äâå äðîáè ðàâíû è â ïåðâîé äðîáè ÷èñëèòåëü áîëüøå
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çíàìåíàòåëÿ, òî è âî âòîðîé äðîáè ÷èñëèòåëü äîëæåí áûòü
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Ïàðàäîêñ Äæîíà Âàëëèñà (1616–1703). Î÷åâèäíî, ÷òî
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ðàçìåðîâ è ôîðìû Çåìëè ïîçâîëèëî âïðåäü òî÷íî
îïðåäåëÿòü øèðîòó è äîëãîòó ìåñòîíàõîæäåíèÿ ïóòå-
øåñòâåííèêîâ. Ïî ñóòè, Õîðõå Õóàí äå Ñàíòàñèëüÿ è
Àíòîíèî äå Óëëîà óòî÷íèëè îêîëî ñîðîêà ïðîöåíòîâ
èìåâøèõñÿ òîãäà êàðò ìèðà. Ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ
áûëà îïðåäåëåíà äëèíà äóãè â îäèí ãðàäóñ íà ýêâàòîðå,
÷òî, â ñîïîñòàâëåíèè ñ äàííûìè ëàïëàíäñêîé ýêñïåäè-
öèè Ìîïåðòþè, ðàçðåøèëî ñïîð î ôîðìå Çåìëè â
ïîëüçó ñòîðîííèêîâ ñïëþñíóòîé ñ ïîëþñîâ «àðáóçíîé»
ìîäåëè.

Ïîñëå äåâÿòè ëåò èñïûòàíèé èñïàíñêèå îôèöåðû
ðåøèëè âîçâðàùàòüñÿ â Åâðîïó íà ðàçíûõ ñóäàõ, ñ òåì
÷òîáû â ñëó÷àå íåïðåäâèäåííûõ îáñòîÿòåëüñòâ õîòÿ áû
îäíà êîïèÿ çàïèñåé î ðåçóëüòàòàõ ýêñïåäèöèè äîñòèãëà
ìåñòà íàçíà÷åíèÿ. Íà ôðàíöóçñêèõ ôðåãàòàõ «Ëèç» è
«Äåëèáåðåíñ» 22 îêòÿáðÿ 1744 ãîäà îíè îòïðàâèëèñü â
îáðàòíûé ïóòü.

Õîðõå Õóàí íà «Ëèçå» äîñòèã Áðåñòà 31 îêòÿáðÿ 1745
ãîäà, îòêóäà îí íàïðàâèëñÿ â Ïàðèæ äëÿ îáñóæäåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Çäåñü îí
ïîçíàêîìèëñÿ ñî ìíîãèìè âûäàþùèìèñÿ ó÷åíûìè ñâî-
åãî âðåìåíè è áûë ïðåäñòàâëåí ê ÷ëåíñòâó âî Ôðàíöóç-
ñêîé àêàäåìèè.

Ñ Àíòîíèî äå Óëëîà ñóäüáà ðàñïîðÿäèëàñü ïî-äðóãî-
ìó. «Äåëèáåðåíñ» áûë çàõâà÷åí àíãëè÷àíàìè, êîòîðûå
óñïåëè îáúÿâèòü âîéíó ôðàíöóçàì, ïîêà êîðàáëü ñ
åñòåñòâîèñïûòàòåëåì íà áîðòó ïåðåñåêàë Àòëàíòèêó.
Òàéíûå çàïèñè Àíòîíèî äå Óëëîà âûáðîñèë çà áîðò, íî
äíåâíèêè ãåîäåçè÷åñêèõ è àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäå-
íèé ñäàë çàõâàò÷èêàì, îòìåòèâ ïðè ýòîì ïðîÿâëåííûé
ê ýòèì çàïèñÿì íåïîääåëüíûé èíòåðåñ. Íåêîòîðîå
âðåìÿ îí ïðîâåë â Ïîðòñìóòñêîé òþðüìå, îäíàêî ïîñëå
îçíàêîìëåíèÿ ñ äíåâíèêàìè Àäìèðàëòåéñòâî îáúÿâèëî
åãî ñâîáîäíûì, ïðè÷åì ãåðöîã Áåäôîðäñêèé âûñêàçàë-
ñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî âîéíà íå äîëæíà ïðåïÿòñòâîâàòü
ðàçâèòèþ èñêóññòâà è íàóêè. Àíòîíèî äå Óëëîà áûëè
âîçâðàùåíû åãî äíåâíèêè, à îí ñàì ïðåäñòàâëåí â
÷ëåíû Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ åãî ìèíåðàëîãè÷åñêèõ íàáëþäå-
íèé ñòàëî âûäåëåíèå ïëàòèíû êàê ìåòàëëà, îòëè÷íîãî
îò çîëîòà è ñåðåáðà.

Êîãäà îáà ïóòåøåñòâåííèêà âåðíóëèñü â Ìàäðèä,
Ôèëèïïà V óæå íå áûëî íà òðîíå, à â Àäìèðàëòåéñòâå
è Ìèíèñòåðñòâå èíîñòðàííûõ äåë èõ ïðèíÿëè áåçî
âñÿêîãî èíòåðåñà. Õîðõå Õóàí íàìåðåâàëñÿ âåðíóòüñÿ
íà Ìàëüòó, êîãäà ê íèì ïðîÿâèë âíèìàíèå ìîãóùå-
ñòâåííûé ìàðêèç Ëà Àíñåíàäà, îòâå÷àâøèé çà âîåííóþ
è ìîðñêóþ ïîëèòèêó Èñïàíèè. Ôåðäèíàíä VI ïðèñâî-
èë îáîèì îôèöåðàì çâàíèå êàïèòàíà ôðåãàòà è ïðîÿâèë
èíòåðåñ ê ñåêðåòíîé ÷àñòè èõ äîêëàäà, ãäå îïèñûâàëîñü
ïîëèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå çàìîðñêèõ òåððèòîðèé. Â 1748
ãîäó îò÷åò î Ïåðóàíñêîé ýêñïåäèöèè áûë èçäàí â
÷åòûðåõ òîìàõ òèðàæîì 900 ýêçåìïëÿðîâ (ôðàíöóçñ-
êîå èçäàíèå âûøëî â ñâåò â 1751 ãîäó).

Æèçíü Õîðõå Õóàíà è ïî çàâåðøåíèè Ïåðóàíñêîé
ýêñïåäèöèè áûëà îòìå÷åíà èñòîðè÷åñêèìè ñîáûòèÿìè è
ïîëíà ñàìîîòâåðæåííûì ñëóæåíèåì îò÷èçíå. Â 1749
ãîäó îí ïîñåòèë Àíãëèþ ñ ñåêðåòíûì ïîðó÷åíèåì îò Ëà
Àíñåíàäû, ñîáèðàÿ èíôîðìàöèþ î äîñòèæåíèÿõ ìåñò-
íûõ êîðàáåëîâ. Â òîì æå ãîäó îí âìåñòå ñ Àíòîíèî äå
Óëëîà îïóáëèêîâàë íîâûé îáøèðíûé òðàêòàò ïî ðå-
çóëüòàòàì ñâîèõ þæíîàìåðèêàíñêèõ íàáëþäåíèé. Â
1752 ãîäó Õîðõå Õóàí ñòàë äèðåêòîðîì Àêàäåìèè
ìîðñêîé ñòðàæè è ñîñðåäîòî÷èëñÿ íà ïðåïîäàâàíèè è
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Â Êàäèñå îí îñíîâàë àñòðîíî-
ìè÷åñêóþ îáñåðâàòîðèþ, îñíàùåííóþ íàèáîëåå ñîâðå-
ìåííûì îáîðóäîâàíèåì. Ìíîãî âíèìàíèÿ Õîðõå Õóàí
óäåëÿë êîíñòðóèðîâàíèþ ëåãêèõ è ìàíåâðåííûõ ñóäîâ
è ëè÷íî ðóêîâîäèë èñïûòàíèÿìè èõ ìîäåëåé. Â 1754
ãîäó êîðîëü íàçíà÷èë åãî â Ïàëàòó ìåð è âåñîâ äëÿ
êîíòðîëÿ çà êà÷åñòâîì íàöèîíàëüíîé âàëþòû. Òîãäà æå
Õîðõå Õóàí îñíîâàë Ó÷åíîå ñîáðàíèå â Êàäèñå –
ïðîîáðàç áóäóùåé Àêàäåìèè íàóê. Â õîäå íàó÷íûõ
äèñêóññèé ñ êîëëåãàìè ó íåãî ñîçðåëà ìûñëü î íàïèñà-
íèè «Ìîðñêèõ èñïûòàíèé», êîòîðûå â äâóõ òîìàõ
áûëè îïóáëèêîâàíû â 1771 ãîäó. Ýòîò òðàêòàò î
êîíñòðóêöèÿõ, ìåõàíèêå è óïðàâëÿåìîñòè ìîðñêèõ
ñóäîâ ñòàë ó÷åáíûì ïîñîáèåì äëÿ ìíîãèõ ïîêîëåíèé
êîðàáëåñòðîèòåëåé.

Â 1773 ãîäó ïðèñòóï áîëåçíè ñâåë Õîðõå Õóàíà â
ìîãèëó. Ó÷åíèêè âñïîìèíàëè î íåì êàê î ôèëîñîôå-
õðèñòèàíèíå. Êîãäà Õîðõå Õóàíó çàäàâàëè íàó÷íûé
âîïðîñ, îí âîñïðèíèìàë åãî êàê ñâîþ ëè÷íóþ ïðîáëå-
ìó. Íà ïðîñüáó âûñêàçàòü ñâîå ñóæäåíèå ïî êàêîìó-
ëèáî ïðåäìåòó îí îòêëèêàëñÿ ëèøü ïîñëå òîãî, êàê
ñîáèðàë è àíàëèçèðîâàë âñþ èìåþùóþñÿ èíôîðìà-
öèþ. Åãî ìíåíèå âñåãäà áûëî ðåçóëüòàòîì çðåëîãî
ðàçìûøëåíèÿ.

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 15)

Õîðõå Õóàí äå Ñàíòàñèëüÿ
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äîëãèõ íî÷íûõ ïåðåõîäîâ óìóäðÿëèñü ñïàòü íà õîäó â
ñòðîþ… Îíè äåëàëè ýòî ïî î÷åðåäè, îïèðàÿñü íà ñîñåäà.
Ìîæåò áûòü, èìåííî ïîýòîìó ïòèöû, ñîâåðøàÿ äàëüíèå
ïåðåëåòû, ñîáëþäàþò ñòðîé, ëåòÿ «ïåëåíãîì» èëè «êëè-
íîì»? Íàâåðíîå, â ýòîì åñòü ðåçîí, îäíàêî èìåþòñÿ è äðóãèå
ïðè÷èíû.

Èçâåñòíî, ÷òî ïòèöû ýêîíîìÿò ýíåðãèþ ïðè ïîëåòå ñòðîåì.
Äåéñòâèòåëüíî, äàííûå òåëåìåòðèè ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ÷àñòîòà ñåðäå÷íûõ ñîêðàùåíèé ñíèæàåòñÿ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ îäèíî÷íûì ïîëåòîì. Îá ýòîì æå ãîâîðÿò è äàííûå
ëåòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ïîëåòå ñàìîëåòîâ «ïåëåíãîì»,
êîãäà, íàïðèìåð, ëåâîå êðûëî ïîñëåäóþùåãî ñàìîëåòà íàõî-
äèòñÿ â âîñõîäÿùåì ïîòîêå ïðàâîãî êîíöåâîãî âèõðÿ ïðåäû-
äóùåãî ñàìîëåòà. Òàê, ïðè ïîëåòå èñòðåáèòåëåé ñ èíòåðâàëîì
îêîëî 90 ì ýêîíîìèÿ òîïëèâà âòîðîãî ñàìîëåòà èç-çà ñíèæå-
íèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ñîñòàâëÿåò 10–20% (â çàâèñèìîñòè îò
âûñîòû ïîëåòà), ÷òî ïîçâîëÿåò óâåëè÷èâàòü äàëüíîñòü ïîëå-
òà âòîðîãî ñàìîëåòà íà 180–230 êì. Ñïåöèàëèñòû NASA
ðàáîòàþò íàä ïðîåêòîì, â êîòîðîì àâòîìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà
óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ãëîáàëüíóþ ñïóòíèêîâóþ ïîçèöèîí-
íóþ ñèñòåìó, ïîçâîëÿþùóþ îïðåäåëÿòü ïîëîæåíèå ñàìîëåòà
ñ òî÷íîñòüþ äî 10 ñì, äîëæíà ôîðìèðîâàòü óñòîé÷èâûé
ñòðîé ñàìîëåòîâ.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ôèçèêè ÿâëåíèÿ ñíà÷àëà îòìåòèì òîò
ôàêò, ÷òî â ÿäðå âèõðÿ äàâëåíèå ïàäàåò è ýòî ïàäåíèå
äàâëåíèÿ ìîæåò áûòü âåñüìà ñóùåñòâåííûì. Îíî îðãàíèçóåò
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîçäóõà, ÿâëÿÿñü èñòî÷íèêîì öåíò-
ðîñòðåìèòåëüíîé ñèëû. Ñìåð÷ (òîðíàäî) ïîäíèìàåò àâòîìà-
øèíû, ñðûâàåò êðûøè ñ äîìîâ, à âèõðåâîé ñëåä ñàìîëåòà
ïîäîáåí äâóì ãîðèçîíòàëüíûì òîðíàäî. Òàêîå îáðàçíîå
ñðàâíåíèå ïðèäóìàëè àìåðèêàíöû, êîòîðûì, â ñèëó îñîáåí-
íîñòåé ïðèðîäíûõ óñëîâèé, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñî
ñìåð÷àìè â îáûäåííîé æèçíè. Ðàçðåæåíèå â ÿäðå âèõðÿ
ìîæíî «óâèäåòü». Âñïëåñê âåñëà – è îò êðîìîê åãî ëîïàñòè
îòõîäèò ïàðà âèõðåé. Â èõ öåíòðàõ ïàäåíèå ãèäðîñòàòè÷åñ-
êîãî äàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ âîðîíîê íà âîäå.

Òåïåðü ïîãîâîðèì î âèõðåâîé ñèñòåìå ñàìîëåòà. Ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà áîëüøîé âûñîòå âèäåí âèõðåâîé
ñëåä ñàìîëåòà. Îí ìîæåò áûòü «æèâûì», è âû âèäèòå, êàê îí
èçâèâàåòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ÷àñòèöû, «òðàññè-
ðóþùèå» ñëåä, äâèæóòñÿ âìåñòå ñ âèõðÿìè. Áûâàåò è òàê, ÷òî
âèõðè, ñôîðìèðîâàâ ñëåä, óõîäÿò âíèç, à ñëåä äîëãî ñîõðà-
íÿåòñÿ â àòìîñôåðå, «êóð÷àâÿñü» ïîä äåéñòâèåì àòìîñôåð-
íîé òóðáóëåíòíîñòè. «Òðàññåðîì» ÿâëÿåòñÿ âîäíûé êîíäåí-
ñàò ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ äâèãàòåëåé. Âèõðè, èìåÿ ðàçðåæåíèå
â ÿäðàõ, çàñàñûâàþò â ñåáÿ ìèêðîêàïëè ýòîãî êîíäåíñàòà,
äåëàÿ ñëåä âèäèìûì.

Âèõðè â ñëåäå çà êðûëîì èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâ-
ëåíèÿ âðàùåíèÿ: ïðàâûé (åñëè ñìîòðåòü ñçàäè íà ïðîëåòåâ-
øèé ñàìîëåò) âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ëåâûé – ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå (ðèñ.1). Âèõðè íå ìîãóò ïðîñòî òàê îáðû-
âàòüñÿ â àòìîñôåðå – îíè ëèáî çàêàí÷èâàþòñÿ íà òâåðäîé

ïîâåðõíîñòè, ëèáî óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü. Âîêðóã êðûëà
îðãàíèçóåòñÿ öèðêóëÿöèîííîå äâèæåíèå, òàêîå, ÷òî â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè åãî âèõðåâóþ ñèñòåìó ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü
Ï-îáðàçíûì âèõðåì (ðèñ.2). Êðûëî êàê áû ðàçðåçàåò àòìîñ-
ôåðó, îñòàâëÿÿ «íàäðåç» â âèäå ïàðû âèõðåé. Ïðè ýòîì

ñîçäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ. Ðàáîòà ïðî-
òèâ ýòîé ñèëû ðàâíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîðîæäåííîãî
âèõðåâîãî äâèæåíèÿ.

Åñòü ðàçëè÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå óñòðîéñòâà, ñíàáæåí-
íûå èçìåðèòåëüíûìè ïðèáîðàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èçìå-
ðÿòü ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé. Òàê, â àýðîäèíàìè÷åñêèõ è
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ äâèæåòñÿ ïîòîê, à èññëåäóåìàÿ
ìîäåëü è èçìåðèòåëüíîå îáîðóäîâàíèå íåïîäâèæíû. Â ñêî-
ðîñòíûõ òðàññàõ, ãèäðîêàíàëàõ è êàòàïóëüòíûõ óñòàíîâêàõ
ìîäåëü äâèæåòñÿ â íåïîäâèæíîé ñðåäå, à èçìåðèòåëè óñòà-
íîâëåíû íà ìîäåëè èëè â êîíòðîëüíîì ñå÷åíèè (ïðèìåð
äûìîâîé âèçóàëèçàöèè ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1). Åñòü åùå
ëåòíûé ýêñïåðèìåíò, íî îí äîðîã è íå âñåãäà áåçîïàñåí.
Èíîãäà óäàåòñÿ ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ «äàðîì» – íàäî
òîëüêî áûòü äîñòàòî÷íî ëþáîçíàòåëüíûì è èìåòü ïîä ðóêîé
ôîòîàïïàðàò, à èíòåðåñíîå ìîæíî óâèäåòü, íàïðèìåð, äàæå
â êèíî (ðèñ.3; çäåñü îò÷åòëèâî âèäíî âðàùàòåëüíîå äâèæå-
íèå âîçäóõà â ñëåäå çà ïðàâûì êðûëîì). Îïûòû è íàáëþäå-
íèÿ ðàññêàæóò î÷åíü ìíîãîå ïûòëèâîìó èññëåäîâàòåëþ:
êà÷åñòâåííî âñå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ îáðàçîâàíèåì ïîäúåì-
íîé ñèëû, ìîæíî óâèäåòü âîîðóæåííûì èëè íåâîîðóæåííûì
ãëàçîì.

Ïî÷åìó   îíè
ëåòÿò   ñòðîåì

Â.ÂÛØÈÍÑÊÈÉ

Ðèñ.1. Âèõðåâàÿ ïåëåíà çà êðûëîì ñâîðà÷èâàåòñÿ â ïàðó âèõðåé

Ðèñ.2. Âèõðåâàÿ ñõåìà êðûëà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

Ðèñ.3. Êàäð èç ôèëüìà «Êðåïêèé îðåøåê»
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Èòàê, çàìåíèì âèõðåâóþ
ñèñòåìó ñàìîëåòà Ï-îáðàçíûì
âèõðåì (òàêàÿ óïðîùåííàÿ
ñõåìàòèçàöèÿ èñïîëüçîâàëàñü
íà çàðå àâèàöèè, èñïîëüçóåò-
ñÿ è ñåé÷àñ â ó÷åáíûõ êóðñàõ
íà íà÷àëüíîì ýòàïå èçó÷åíèÿ
àýðîäèíàìèêè ñàìîëåòà). Íà-
ëè÷èå ñâîáîäíûõ âèõðåé ïðè-
âîäèò ê ñêîñó ïîòîêà â îáëàñ-
òè êðûëà (â íàøåé ñõåìàòèçà-
öèè – ïðèñîåäèíåííîãî âèõ-

ðÿ) è ê ïîâîðîòó âåêòîðà àýðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû F
��

 íà
íåêîòîðûé óãîë α (ðèñ.4). Òåïåðü óæå ñèëà íå ïåðïåíäèêó-

ëÿðíà íàáåãàþùåìó ïîòîêó, à èìååò ñîñòàâëÿþùóþ iX
���

ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâ-
íûì ñîïðîòèâëåíèåì. ×åì èíòåíñèâíåå ñâîáîäíûå âèõðè è
÷åì ìåíüøå ðàçìàõ êðûëà, òåì áîëüøå ñêîñ è âûøå èíäóê-
òèâíîå ñîïðîòèâëåíèå.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà ñàìîëåòû íàõî-
äÿòñÿ â âîçìóùåííîì ïîòîêå. Åñëè ñàìîëåòû ðàñïîëîæåíû
«ïåëåíãîì», òî ñêîñ ïîòîêà â îáëàñòè êîíöà êðûëà ïîñëåäó-
þùåãî ñàìîëåòà áóäåò ìåíüøå, à çíà÷èò, èíäóêòèâíîå ñîïðî-
òèâëåíèå íà ýòîé ÷àñòè êðûëà áóäåò íèæå.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
ïîëåòà «êëèíîì» – çäåñü âûèãðûø áóäåò äîñòèãàòüñÿ äëÿ
äâóõ ïîñëåäóþùèõ ñàìîëåòîâ.

Ðàçãëÿäûâàÿ
øàðèêîâóþ

ðó÷êó
À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Î
ÄÍÀÆÄÛ, ÂÍÈÌÀÒÅËÜÍÎ ÑËÓØÀß ËÅÊÖÈÞ ÏÎ ÎÏ-

òèêå è ðàçãëÿäûâàÿ ñâîþ øàðèêîâóþ ðó÷êó ñ øåñòèãðàí-
íûì ïðîçðà÷íûì êîðïóñîì, Ñòóäåíò çàìåòèë, ÷òî ñòåðæåíü
ñ ïàñòîé ìåíÿåò ñâîé âèäèìûé äèàìåòð â çàâèñèìîñòè îò óãëà
ïîâîðîòà. «Ý, áðàò, – ïîäóìàë Ñòóäåíò, – òóò âñå äåëî â
ïðåëîìëåíèè ëó÷åé». Íî, êàê ñêàçàë Ëåêòîð, åùå âî âòîðîì
âåêå Êëàâäèé Ïòîëåìåé îïèñàë ÿâëåíèå ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà
â òðàêòàòå «Îïòèêà», à åãî ïîñëåäîâàòåëè äàæå ïðåäëîæèëè
ñâÿçü ìåæäó óãëàìè ïàäåíèÿ α  è ïðåëîìëåíèÿ β  â âèäå

n
α
β

= , ãäå n – ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ êîýôôèöè-

åíòîì ïðåëîìëåíèÿ. Ýòî âåðíî, êîíå÷íî, òîëüêî äëÿ ìàëûõ
óãëîâ, à äëÿ ëþáûõ óãëîâ íåâåðíî. Ïîòîìó ÷òî ïðàâèëüíûé

çàêîí ïðåëîìëåíèÿ
sin

sin
n

α
β

= ëèøü â ñåìíàäöàòîì âåêå èçëî-

æèë â ñâîèõ ëåêöèÿõ (â Ëåéäåíå) Âèëëåáðîðä Ñíåëëèóñ.
Íî ÷òî æå ðó÷êà? «Íåëüçÿ ëè, – ïîäóìàë Ñòóäåíò, – óçíàòü

êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ïëàñòìàññû, èç êîòîðîé ñäåëàí
åå êîðïóñ?» È ïðèñòóïèë ê äåëó.

Ðàçîáðàâ ðó÷êó, îí ïðåæäå âñåãî èçìåðèë ãåîìåòðè÷åñêèå
ðàçìåðû – ðàäèóñ ñòåðæíÿ r, âíóòðåííèé ðàäèóñ êîðïóñà R,
ðàññòîÿíèå ìåæäó âíåøíèìè ïàðàëëåëüíûìè ãðàíÿìè b
(ðèñ.1), – áëàãî ïîä ðóêàìè áûëà òåòðàäü â êëåòêó, ïðàâäà
íå ñàìûé òî÷íûé èíñòðóìåíò.

Áûëè îòìå÷åíû äâà èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòà íàáëþäåíèÿ:
âäîëü ëèíèè À1Î (ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíè) ñòåðæåíü êàçàë-
ñÿ òîíüøå ðåàëüíîãî ðàçìåðà ( r r<¢ ), à âäîëü ëèíèè BCO
(ëó÷ ïðîõîäèò ÷åðåç äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå ðåáðà)
– êàçàëñÿ ñàìûì òîëñòûì.

Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Òàê êàê íàáëþäåíèå âåäåòñÿ ñ
ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà 300 ìì, òî ñàìûé áîëüøîé (âíåøíèé)
ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ðó÷êè 8 ììb ∼  ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòèì
ðàññòîÿíèåì, íå ãîâîðÿ óæ î äèàìåòðàõ âíóòðåííèõ öèëèí-

äðîâ. Ðàññìîòðèì ëó÷ 532À, êîòîðûé íåñåò â ãëàç èíôîðìà-
öèþ î ðàçìåðå ñòåðæíÿ. Óãëû α  è β  ìàëû, òàê ÷òî çäåñü

ïòîëåìååâöû ìîãëè áû ïîðàäîâàòüñÿ: n
α
β

ª . Ïî ýòîé æå

ïðè÷èíå îòðåçîê ëó÷à 23 ïî÷òè ïàðàëëåëåí îòðåçêó 14 (âåäü
β  åùå ìåíüøå, ÷åì ìàëûé óãîë α ), òàê ÷òî äëèíû îòðåçêîâ
12 è 34 ïî÷òè ðàâíû äðóã äðóãó è êàæóùåìóñÿ ðàäèóñó r ¢ ,
à γ ε– ª – . Îòñþäà ñëåäóåò

tg
r

AO
α α

¢
= ª , 

sin sin sin sin

sin sin
n

r R AO R

δ δ δ δ
γ ε α
= ª ª ª

◊¢
.

Íî òðåóãîëüíèê Î53 – ïðÿìîóãîëüíûé, ïîñêîëüêó îòðåçîê

35 – êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ñòåðæíÿ, ïîýòîìó sin
r

R
δ = .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

r r r
n

AO AO r AO rα
ª = =

◊ ◊ ¢ ¢
.

Èçìåðèâ 2 2,5 ììr ª  è 2 1,5 ììr ª¢ , íàõîäèì 5 3n ª .
«Ý, – âåäü ýòî êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ òàêîãî ïðåêðàñ-

íîãî ñòåêëà, êàê òÿæåëûé ôëèíò,» – ïîäóìàë Ñòóäåíò è
ðåøèë äëÿ óâåðåííîñòè ðàññìîòðåòü âòîðîé ñëó÷àé – íàïðàâ-

Ðèñ. 1
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(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)

Ðèñ.4. Ñõåìà âîçíèêíîâåíèÿ èí-
äóêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ



Ýòîò ðàçäåë ôèçèêè èíîãäà îïðåäåëÿþò êàê «íåêîòî-
ðûé ÷àñòíûé è íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ
çàðÿäîâ». Ñëûøàëè áû ýòî ó÷åíûå XVII–XIX âåêîâ, øåä-
øèå òåðíèñòûì ïóòåì îñìûñëåíèÿ ïîðàçèòåëüíûõ ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêèõ îïûòîâ! Íàì áëèæå ïîçèöèÿ Ð.Ôåéíìàíà,
ïðèçûâàâøåãî èçó÷àòü ýëåêòðîñòàòèêó ïîòîìó, ÷òî îíà
ïîìîãàåò îðèåíòèðîâàòüñÿ è âî ìíîãèõ èíûõ âîïðîñàõ
ôèçèêè.

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè ïîçâîëÿþò
ðàçîáðàòüñÿ ñ çàäà÷àìè ïðîõîæäåíèÿ òåïëà, ñ âû÷èñëå-
íèåì íàòÿæåíèÿ ìåìáðàí, ñ äèôôóçèåé íåéòðîíîâ â
ÿäåðíîì ðåàêòîðå, ñ îáòåêàíèåì æèäêîñòüþ øàðà, ñ
ðàñ÷åòîì ðàâíîìåðíîãî îñâåùåíèÿ... Åùå â øêîëå âû
çíàêîìèòåñü ñ îáúÿñíåíèåì îïûòîâ Ðåçåðôîðäà è ìîäå-
ëüþ àòîìà Áîðà, îñíîâàííûìè íà äåéñòâèè êóëîíîâñêèõ
ñèë. Ïîçæå óçíàåòå, êàê ðàáîòàåò àòîìíî-ñèëîâîé ìèêðî-
ñêîï, ðåãèñòðèðóþùèé íè÷òîæíî ìàëûå ýëåêòðîñòàòè÷åñ-
êèå ñèëû. Âîçìîæíî, êîãäà-íèáóäü êîñíåòåñü ïðîáëåìû
ñàìîäåéñòâèÿ, ñâÿçàííîé ñ òåîðèåé óäèâèòåëüíåéøèõ
êðîøå÷íûõ îáúåêòîâ – êîñìè÷åñêèõ ñòðóí. Âîò êóäà
ìîæåò çàâåñòè íàñ «ïðîñòàÿ» ýëåêòðîñòàòèêà!

Íå áóäåì çàáûâàòü è î ìíîæåñòâå ñóãóáî ïðàêòè÷åñêèõ
âîïðîñîâ, ê êîòîðûì îíà èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå, –
íàïðèìåð, ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ çàùèòà â áûòó è íà ïðîèçâîä-
ñòâå èëè ïðîèñõîäÿùèå â àòìîñôåðå ýëåêòðè÷åñêèå ÿâëåíèÿ.

Íàâåðíîå, óæå ñêàçàíî äîñòàòî÷íî õâàëåáíûõ ñëîâ â
àäðåñ ýëåêòðîñòàòèêè. Õîòåëîñü áû, ÷òîáû æåëàíèå èõ
ïðîèçíåñòè ïîÿâèëîñü è ó âàñ ïîñëå èçó÷åíèÿ ïðåäëàãà-
åìîãî ñåãîäíÿ ìàòåðèàëà.

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ìîæíî ëè íàýëåêòðèçîâàòü òðåíèåì ëàòóííóþ ïàëî÷-
êó?

2. Ïðîçðà÷íûå ïëåíêè äëÿ ïèùåâûõ ïðîäóêòîâ ÷àñòî
ïðèëèïàþò ê ñòåêëÿííûì áàíêàì èëè áóòûëêàì. Îäíàêî
åñëè ñîñóäû ìîêðûå, ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Ïî÷åìó?

3. Êàê ñ ïîìîùüþ ñâå÷è îïðåäåëèòü çíàêè çàðÿäîâ
ïëàñòèí ðàçäâèæíîãî êîíäåíñàòîðà, ñîåäèíåííûõ ñ ïî-
ëþñàìè äåéñòâóþùåé ýëåêòðîôîðíîé ìàøèíû?

4. Èçìåíèòñÿ ëè ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ðàçíîèìåííûå
çàðÿäû, åñëè ìåæäó íèìè ïîìåñòèòü íåçàðÿæåííûé
ìåòàëëè÷åñêèé øàðèê?

5. Êàê îáúÿñíèòü, ïî÷åìó çàðÿäû êàæäîãî çíàêà,
èíäóöèðîâàííûå íà íåéòðàëüíîì ïðîâîäíèêå ïîä-
íåñåííûì ê íåìó çàðÿäîì +q, âñåãäà ìåíüøå q?

6. Çàðÿäèòñÿ ëè íåéòðàëüíûé ïðîâîäíèê ïðè âíå-
ñåíèè åãî âî âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå?

7. Äâà îäèíàêîâûõ ïî âåëè÷èíå çàðÿäà íàõîäÿòñÿ
íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Â êàêîì
ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå,
ëåæàùåé ïîñåðåäèíå ìåæäó íèìè, áîëüøå: åñëè ýòè
çàðÿäû îäíîèìåííûå èëè ðàçíîèìåííûå?

8. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîçäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
çàðÿäîì +q. Êàê èçìå-
íÿòñÿ íàïðÿæåííîñòü è
ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ â òî÷êå À, åñëè
ñïðàâà îò íåå ïîìåñòèòü
íåçàðÿæåííûé ïðîâîäÿùèé øàð, êàê èçîáðàæåíî íà
ðèñóíêå?

9. Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð çàðÿäèëè äî ðàçíîñòè
ïîòåíöèàëîâ, íåìíîãî íå äîñòèãàþùåé ïðîáîéíîãî
çíà÷åíèÿ, è îòñîåäèíèëè îò èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ.
Ïðîèçîéäåò ëè ïðîáîé, åñëè ïëàñòèíû íà÷àòü ñáëè-
æàòü?

10. Âíóòðè ìåòàëëè÷åñêîé íåçàðÿæåííîé ñôåðû
íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé çàðÿä +q, ñìåùåííûé îò öåíòðà
ñôåðû. Êàê áóäåò âûãëÿäåòü êàðòèíà ñèëîâûõ ëèíèé
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè è âíå ñôåðû?

11. ×åëîâåê, ñòîÿ íà èçîëèðóþùåé ïîäñòàâêå, ïðè-
êàñàåòñÿ ê çàðÿæåííîìó èçîëèðîâàííîìó ïðîâîäíè-
êó. Ïîëíîñòüþ ëè ðàçðÿäèòñÿ ïðè ýòîì ïðîâîäíèê?

12. Âíóòðè çàçåìëåííîé ìåòàëëè÷åñêîé ñôåðû
íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé çàðÿä. ×åìó ðàâíà íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíå ñôåðû?

13. Ïî÷åìó ñòåðæåíü ýëåêòðîñêîïà çàêàí÷èâàåòñÿ
øàðèêîì, à íå îñòðèåì?

14. Äâà øàðà, áîëüøîé è ìàëåíüêèé, ðàâíîìåðíî
çàðÿæåíû ñ îäèíàêîâîé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ.
Áóäóò ëè îäèíàêîâû ïîòåíöèàëû ýòèõ øàðîâ?

15. Ïðè ïîäíåñåíèè ê íåéòðàëüíîìó ìåòàëëè÷åñ-
êîìó òåëó îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîé ïàëî÷êè ïðî-
èçîéäåò ïåðåðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ è ëèñòî÷êè ýëåê-
òðîñêîïîâ ðàçîéäóòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

…Ìû ïîëàãàåì, ÷òî âñÿêàÿ ÷àñòè÷êà ïåñêà, âëàãè èëè äûìà,
áóäó÷è ñíà÷àëà ïðèòÿíóòà, à çàòåì îòòîëêíóòà, óíîñèò ñ  ñî-
áîé äîëüêó ýëåêòðè÷åñêîãî îãíÿ, êîòîðàÿ, îäíàêî, ñîõðàíÿåò-
ñÿ â ýòèõ ÷àñòèöàõ, ïîêà îíè íå ïåðåäàäóò åå êóäà-íèáóäü
åùå.

Áåíäæàìèí Ôðàíêëèí

Íåëüçÿ ñîçäàòü îäèí âèä ýëåêòðè÷åñòâà áåç òîãî, ÷òîáû
ñîçäàòü äðóãîé.

Ôðàíö Ýïèíóñ

Ñåãîäíÿ ÿ ïðåäúÿâëÿþ Àêàäåìèè ýëåêòðè÷åñêèå âåñû
...Îíè èçìåðÿþò ñ íàèâûñøåé òî÷íîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîå
ñîñòîÿíèå è ýëåêòðè÷åñêóþ ñèëó òåëà, êàê áû ìàëà íè
áûëà ñòåïåíü åãî ýëåêòðèçàöèè.

Øàðëü Êóëîí

...Èç ýòèõ äâóõ çàêîíîâ ñëåäóþò âñå ïðåäñêàçàíèÿ ýëåê-
òðîñòàòèêè. Íî îäíî äåëî âûñêàçàòü ýòè âåùè ìàòåìàòè-
÷åñêè, è ñîâñåì äðóãîå – ïðèìåíÿòü èõ ñ ëåãêîñòüþ è ñ
íóæíîé äîëåé îñòðîóìèÿ.

Ðè÷àðä Ôåéíìàí

À òàê ëè õîðîøî çíàêîìà âàì
ýëåêòðîñòàòèêà?



Îïàäóò ëè ëèñòî÷êè ïðàâîãî ýëåêòðîñêîïà (èçîáðà-
æåíî ïóíêòèðîì), åñëè êîñíóòüñÿ ïðàâîãî òîðöà òåëà

ðóêîé (ò.å. çàçåì-
ëèòü òåëî)?

16. Ïëàñòèíû
ïëîñêîãî êîíäåí-
ñàòîðà îäèí ðàç
ðàçäâèãàþò, îñòàâ-
ëÿÿ èõ âñå âðåìÿ
ïîäêëþ÷åííûìè ê

èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ, äðóãîé ðàç – îòêëþ÷åííûìè
ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîé çàðÿäêè. Â êàêîì èç ýòèõ äâóõ
ñëó÷àåâ íóæíî ñîâåðøèòü áóëüøóþ ðàáîòó ïî

ðàçäâèãàíèþ ïëàñòèí?
Êàê èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì
ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà?

17. Ìåæäó ïëàñòèíàìè
ïëîñêîãî çàðÿæåííîãî êîí-
äåíñàòîðà ïîìåùàþò äèýëåê-

òðè÷åñêóþ ïëàñòèíêó, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå.
Èçìåíèòñÿ ëè íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â
òî÷êå À ïîñëå âíåñåíèÿ ïëàñòèíêè?

18. ×òî ïðîèçîéäåò ñ ýíåðãèåé ïëîñêîãî êîíäåíñà-
òîðà, åñëè: à) ïðè íåèçìåííîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
ìåæäó åãî ïëàñòèíàìè óâåëè÷èòü âñå åãî ãåîìåòðè-
÷åñêèå ðàçìåðû â k ðàç; á) ïðè òåõ æå ðàçìåðàõ
óâåëè÷èòü çàðÿä â n ðàç?

Ìèêðîîïûò

Ó âàñ èìåþòñÿ òðè ïðîâîäÿùèõ øàðà – îäèí
çàðÿæåí ïîëîæèòåëüíî, äâà äðóãèõ íåéòðàëüíû. Êàê
ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî øàðà, íå èçìåíÿÿ åãî çàðÿäà,
íàýëåêòðèçîâàòü äâà äðóãèõ øàðà – îäèí îòðèöà-
òåëüíî, äðóãîé ïîëîæèòåëüíî?

Ëþáîïûòíî, ÷òî...

…àíãëèéñêèé ó÷åíûé Ñèììåð çàìå÷àë õàðàêòåðíîå
ïîòðåñêèâàíèå è ïðîñêàêèâàíèå ìàëåíüêèõ èñêð
âñÿêèé ðàç, êîãäà ñíèìàë øåëêîâûå ÷óëêè. Íàáëþäå-
íèÿ çà ñòîëü íåîáû÷íûìè «ïðèáîðàìè» íàâåëè
Ñèììåðà íà ìûñëü î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ âèäîâ
ýëåêòðè÷åñòâà. Ó÷åíûé òàêæå çàðÿæàë îò ÷óëîê ëåé-
äåíñêóþ áàíêó, âîñïëàìåíÿë èõ ðàçðÿäàìè ñïèðò è
âîîáùå ðàçâëåêàë ñâîèìè îïûòàìè íå òîëüêî êîë-
ëåã, íî äàæå ïðèíöà Óýëüñêîãî.

...ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ – íàâåäåíèå çàðÿ-
äà áåç ïðÿìîãî ñîïðèêîñíîâåíèÿ òåë, – âïåðâûå
çàìå÷åííóþ àíãëèéñêèì ôèçèêîì Ãðååì, ïîçæå ñìîã
ïðàâèëüíî îáúÿñíèòü ðàáîòàâøèé â Ðîññèè íåìåö-
êèé ó÷åíûé Ýïèíóñ, ÷òî ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ïåðâûé
ïðîòîòèï ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà.

...Ëîìîíîñîâ, îòðèöàÿ ýëåêòðè÷åñêóþ òåîðèþ Ôðàí-
êëèíà (êàê è ìíîãèå åâðîïåéñêèå ó÷åíûå), ñ÷èòàë
íåäîïóñòèìî îïàñíîé çàòååé óñòàíîâêó ãðîìîîòâî-
äîâ. À â 1784 ãîäó îäèí ôðàíöóç ÷óòü íå áûë îñóæäåí
çà «ïðèòÿãèâàíèå» ñâîèì ãðîìîîòâîäîì ìîëíèè íà
ãîëîâû ñîãðàæäàí. Ñïàñ æå îáâèíÿåìîãî áëåñòÿùå
çàùèùàâøèé åãî íà ñóäå íèêîìó åùå íå èçâåñòíûé
òîãäà àäâîêàò Ðîáåñïüåð.

...òî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè ðàâíîìåðíî çàðÿ-
æåííîé ñôåðû ðàâíî íóëþ, Ôðàíêëèí îòêðûë çà 18 ëåò,
à Êàâåíäèø – çà 12 ëåò äî ïîÿâëåíèÿ çàêîíà Êóëîíà, ò.å.
«çàêîíà îáðàòíûõ êâàäðàòîâ», èç êîòîðîãî ýòî ÿâëåíèå
âûòåêàëî êàê ñëåäñòâèå.

...çà 35 ëåò äî îïûòîâ Êóëîíà , â 1785 ãîäó, çíàìåíèòûé
ôèëîñîô Èììàíóèë Êàíò âûñêàçàë èäåþ, ñâÿçûâàþùóþ
«çàêîí îáðàòíûõ êâàäðàòîâ» ñ òðåõìåðíîñòüþ íàøåãî
ïðîñòðàíñòâà. Íî ëèøü â íà÷àëå XX âåêà ôèçèêè âåðíó-
ëèñü ê ýòîé èäåå è ïîäòâåðäèëè åå.

...ðàñïðîñòðàíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñ-
êîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ ñèëîâûõ ëèíèé, ââåäåííîìó Ôàðà-
äååì, ïðåäøåñòâîâàëî ïÿòüþ ãîäàìè ðàíåå ïðåäñòàâëå-
íèå ýòîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ ýêâèïîòåíöèàëüíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé, ñäåëàííîå Ãàóññîì.

...äëÿ îïûòíîãî äîêàçàòåëüñòâà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çà-
ðÿäà Ôàðàäåé ýêñïåðèìåíòèðîâàë ñ îãðîìíûì ìåòàëëè-
÷åñêèì øàðîì. Â åãî ñåðäöåâèíó ó÷åíûé ïîìåùàë áîëü-
øèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ìàøèíû è ðàçíîîáðàçíîå äèêî-
âèííîå îáîðóäîâàíèå – â òîì ÷èñëå êîøà÷èé ìåõ,
êîòîðûì íàòèðàë ñòåêëÿííûå ïàëî÷êè, – îò÷åãî âíóòðåí-
íîñòü øàðà ïîõîäèëà íà ëàáîðàòîðèþ èç ñîâðåìåííûõ
ôèëüìà óæàñîâ.

...èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Çåìëè ïîêàçûâà-
þò, ÷òî îíà îáëàäàåò îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì ïðèìåðíî
â ïîëìèëëèîíà êóëîíîâ. Îäíàêî ïî ìåðå ïîäúåìà ýòî
ïîëå áûñòðî èäåò íà óáûëü è óæå íà âûñîòå 10 êèëîìåò-
ðîâ ñòàíîâèòñÿ íè÷òîæíî ñëàáûì, ïîñêîëüêó íà åùå
áîëüøèõ âûñîòàõ Çåìëþ îêðóæàåò ñëîé ïîëîæèòåëüíî
çàðÿæåííûõ (èîíèçèðîâàííûõ) ìîëåêóë.

...ïðè äðîáëåíèè âîäû íà êàïëè ïðîèñõîäèò ðàçäåëå-
íèå ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ïðè÷åì êðóïíûå êàïëè çàðÿ-
æàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî, à ìåëêèå – îòðèöàòåëüíî. Èç-çà
áîëåå áûñòðîãî îñåäàíèÿ êðóïíûõ êàïåëü â âîçäóõå
ñîçäàåòñÿ çàìåòíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, îáíàðóæèòü
êîòîðîå ìîæíî, íàïðèìåð, â äóøåâîé êàáèíå èëè îêîëî
âîäîïàäîâ. À âî âðåìÿ ìîéêè òàíêåðîâ ìîùíûìè áðàí-
äñïîéòàìè ýòîò ýôôåêò íå ðàç ïðèâîäèë ê âíóøèòåëüíûì
âçðûâàì.

...ðèñóíîê ê çàäà÷å 15 áûë ïðèâåäåí â êíèãå «Ýâîëþöèÿ
ôèçèêè» âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ Ýéíøòåéíà è Èíôåëüäà.
Êàê âèäèòå, äàæå àâòîðèòåòíûì ôèçèêàì îêàçàëîñü íå
òàê-òî ëåãêî àíàëèçèðîâàòü ïðîñòûå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå
îïûòû.

×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå» îá ýëåêòðîñòàòèêå

(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)

1. «Ïðîâîäÿùèé øàð â îäíîðîäíîì ïîëå» – 2001, ¹1, ñ.39;
2. «Ýëåêòðè÷åñêàÿ ìàøèíà â àòìîñôåðå» – 2001, ¹2, ñ.23;
3. «Ôðàíêëèí – èçîáðåòàòåëü ãðîìîîòâîäà» – 2001, ¹6, ñ.17;
4. «Åñëè âðàùàåòñÿ åëî÷íûé øàðèê» – 2002, ¹3, ñ.44;
5. «Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå â âåùåñòâå» – 2002, ¹5, ñ.40;
6. «Ýëåêòðè÷åñòâî» – 2003, Ïðèëîæåíèå ¹2, ñ.5–52;
7. «Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ» – 2003, ¹3, ñ.46;
8. «Íåñòàíäàðòíûå êîíäåíñàòîðû» – 2004, ¹3, ñ.45;
9. «Êîâ÷åã çàâåòà è ýëåêòðè÷åñêàÿ ìàøèíà» – 2004, ¹5, ñ.34;
10. «Ôèçè÷åñêèé êàëåéäîñêîï» – 2004, Ïðèëîæåíèå ¹6, ñ.58–

69;
11. «Ïîëÿðèçîâàííûé øàð – ýòî ïðîñòî» – 2005, ¹3, ñ.37.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À.Ëåîíîâè÷
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ëåíèå íà ðåáðî (ðèñ.2). Òóò, êîíå÷íî, óãîë α  ìàë ïî-
ïðåæíåìó, íî î äðóãèõ óãëàõ ýòîãî íå ñêàæåøü. È Ñòóäåíò
ðåøèë ÷åñòíî (áåç âñÿêèõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé)
âûïèñàòü âñå, ÷òî åìó èçâåñòíî, è ó÷åñòü, ÷òî òåïåðü êàæó-
ùèéñÿ ðàäèóñ r ¢  ïî÷òè âäâîå áîëüøå, ÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå.

Ïðåæäå âñåãî, óãîë α  èçâåñòåí èç èçìåðåíèé: tg
r

BO
α

¢
= .

Ïî-ïðåæíåìó èçâåñòåí êàòåò 35: 2 235 R r= -  (ïîñêîëüêó

îí åñòü êàñàòåëüíàÿ ê ñòåðæíþ â òî÷êå 5) è óãîë δ :

sin
r

R
δ = . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îòðåçêà 12, èëè îðäèíàòû 2y

òî÷êè 2, ïîëó÷èì ( )2 1
tgy BO x α= - , ãäå 1x  – àáñöèññà

òî÷êè 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò æå îòðåçîê åñòü è êàòåò
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà Ñ12:  ( )2 1

tg 60y x= - ∞R  ( R

– ýòî ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã øåñòèãðàííîãî

Ðèñ. 2

ñå÷åíèÿ). Çíà÷èò, ìîæíî íàéòè è àáñöèññó:

1

tg 600 3

tg 600 tg 3 tg

r r
x

α α
- -¢ ¢

= =
- -

R R
,

è îêîí÷àòåëüíî îðäèíàòó:

2

tg
3

3 tg

r
y

α
α

-¢
=

-

R
.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êè 2 ( 2y  è 2 1x x= )
èçâåñòíû. Äëÿ ýòîé òî÷êè çàïèøåì çàêîí ïðåëîìëåíèÿ
Ñíåëëèóñà, ñâÿçàâ ìåæäó ñîáîé ïîêà ÷òî íåèçâåñòíûå óãîë
ïðåëîìëåíèÿ β  è êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ n:

( )sin 30sin

sin sin
n

αψ
β β

∞ +
= = .

Òî æå ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ òî÷êè 3:

sin

sin sin

r
n

R

δ
γ γ

= = ,

íî òóò èçâåñòåí óãîë δ , ÷òî è ó÷òåíî. Îðäèíàòà ýòîé òî÷êè
åñòü 3 tgy R ε= , ãäå óãîë ε  ïîêà ÷òî íåèçâåñòåí.

Íî êàê íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè 3? Î÷åíü ïðîñòî: íàïèñàòü
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé 23 è îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R è ó÷åñòü, ÷òî
òî÷êà 3 ïðèíàäëåæèò èì îáåèì. Ïðÿìàÿ 23 íàêëîíåíà ê îñè
õ ïîä óãëîì 30 β∞ -  è ïðîõîäèò ÷åðåç èçâåñòíóþ òî÷êó 2.
Çíà÷èò, åå óðàâíåíèå èìååò âèä

( )2

2

tg 30
y y

x x
β

-
= ∞ -

-
.

À óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñîâñåì ïðîñòîå ñ âèäó:
2 2 2x y R+ = .

Ðåøàÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ, âûðàçèì 3x  è 3y  ÷åðåç óãîë β .
«Îõ, – ïðîáîðìîòàë Ñòóäåíò, – ñïëîøíàÿ ãåîìåòðèÿ!»

«Íî è ãåîìåòðèÿ – ÷àñòü ôèçèêè!» – çàÿâèë Ñîñåä, äàâíî
íàáëþäàâøèé çà ïðèÿòåëåì, è òóò çàçâîíèë çâîíîê íà ïåðå-
ìåíó. Òàê ÷òî îíè ðåøèëè íàéòè n ïåðåä ñíîì, à çàîäíî
ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìîãî ðàäèóñà r ¢  îò óãëà
ïîâîðîòà ðó÷êè – âåäü äîìà ó íèõ áûë êîìïüþòåð.

Î  ðîëè
ïàðàäîêñîâ

â ðàçâèòèè íàóêè
Ã.ÀËÀÂÈÄÇÅ

Ð
ÀÇÂÈÒÈÅ ÍÀÓÊÈ ÍÀ ÐÀÇÍÛÕ ÅÅ ÝÒÀÏÀÕ ÎÏÐÅÄÅËß-
åòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè ôàêòîðàìè. Ñòàëî óæå

îáùåïðèíÿòûì óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íàó÷íûå îòêðûòèÿ
ïðîèñõîäÿò â ðåçóëüòàòå óñèëèé, íàïðàâëåííûõ íà ðåøåíèå
çàäà÷, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò ïðàêòè÷åñêèå ïîòðåáíîñòè
÷åëîâåêà. Íåëüçÿ óïóñêàòü èç âèäó è çíà÷åíèå îáû÷íîé
÷åëîâå÷åñêîé ëþáîçíàòåëüíîñòè è âðîæäåííîãî ñòðåìëåíèÿ
ê ïîçíàíèþ íîâîãî, íåèçâåäàííîãî. Íî ÷òî äàåò ïåðâîíà÷àëü-

íûé èìïóëüñ ê ïîèñêó? Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî òàêèì èìïóëü-
ñîì ÿâëÿþòñÿ ïàðàäîêñû, êîòîðûå óêàçûâàþò íà âíóòðåííèå
ïðîòèâîðå÷èÿ îñíîâ ñóùåñòâóþùåé òåîðèè.

Ñëîâî «ïàðàäîêñ» – ãðå÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ è îçíà-
÷àåò íå÷òî íåîæèäàííîå, íåîáû÷íîå. Â ñîâðåìåííîé íàóêå
ïîä ýòèì ïîíÿòèåì ïîäðàçóìåâàþò òàêîé òåîðåòè÷åñêèé
âûâîä îòíîñèòåëüíî êàêîãî-òî ÿâëåíèÿ, êîòîðûé íå ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ íàøèì ïðåäñòàâëåíèåì è çíàíèåì îá ýòîì ÿâëå-
íèè. Ïîñëå îáíàðóæåíèÿ ïàðàäîêñà (èëè ïàðàäîêñîâ) íà-
÷èíàåòñÿ èíòåíñèâíûé íàó÷íûé ïîèñê, êîòîðûé ïðèâîäèò
ê ïåðåñìîòðó îñíîâ ñóùåñòâóþùåé òåîðèè è ñîçäàíèþ íî-
âîé. Èìåííî íåîáõîäèìîñòü ïðåîäîëåíèÿ ïàðàäîêñîâ áûëà
ïðè÷èíîé çàìåíû ìåõàíèêè Àðèñòîòåëÿ íà ìåõàíèêó Íüþ-
òîíà, à âïîñëåäñòâèè – ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
Ýéíøòåéíà.

Èñòîðèÿ ïàðàäîêñîâ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â íàóêå íè÷òî íå
ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå íåïðåðåêàåìîé èñòèíû. Ðàíî èëè
ïîçäíî âñå ïîäâåðãàåòñÿ «ðåâèçèè», è â ýòîì ñìûñëå â íàóêå
íåò íåïðåðåêàåìûõ àâòîðèòåòîâ. Ýòî ìîæíî íàçâàòü çäîðî-
âûì íàó÷íûì ñêåïñèñîì.

Ìåõàíèêà Àðèñòîòåëÿ è ïåðâûå ìåõàíè÷åñêèå ïàðàäîê-
ñû. Ïåðâóþ ïîïûòêó íàó÷íîãî îáúÿñíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 31)



ÿâëåíèé ïðèïèñûâàþò äðåâíåãðå÷åñêîìó ôèëîñîôó Àðèñòî-
òåëþ. Âçãëÿäû Àðèñòîòåëÿ íà ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå îñíî-
âûâàþòñÿ íå íà ýêñïåðèìåíòàõ, à íà îáùèõ ôèëîñîôñêèõ
ïðèíöèïàõ. Ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå îí îáúÿñíÿåò ñòðåìëå-
íèåì òåë ê ñâîåìó åñòåñòâåííîìó ïîëîæåíèþ. Çåìëÿ åìó
ïðåäñòàâëÿëàñü öåíòðîì Âñåëåííîé, è ïîýòîìó âñå òåëà
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîìó öåíòðó. Äâèæåíèå áåç ïðè÷èíû (ò.å.
ñèëû), âûçûâàþùåé ýòî äâèæåíèå, îí ñ÷èòàë íåâîçìîæíûì.
Ïðè ýòîì ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ïî èíåðöèè Àðèñòîòåëü
îáúÿñíÿë äåéñòâèåì âûòåñíåííîãî òåëîì âîçäóõà, êîòîðûé,
óñòðåìëÿÿñü â îáðàçîâàâøóþñÿ çà äâèæóùèìñÿ òåëîì ïóñòî-
òó, òîëêàåò åãî âïåðåä.

Èç îáùåôèëîñîôñêèõ ïðèíöèïîâ Àðèñòîòåëÿ ñëåäóåò îò-
ðèöàíèå ïóñòîòû. Àáñîëþòíîå äâèæåíèå òåëà (ò.å. åãî äâèæå-
íèå îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà), ïî ìíåíèþ
Àðèñòîòåëÿ, âîçìîæíî òîëüêî â íåîäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòîòà æå, ïî åãî ìíåíèþ, ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, òàê êàê â ïóñòîòå îäíà òî÷êà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò
ëþáîé äðóãîé. Â ñâîåé «Ôèçèêå» Àðèñòîòåëü ïðèâîäèò åùå
îäíî «îïðîâåðæåíèå» ñóùåñòâîâàíèÿ ïóñòîòû. À èìåííî,
ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíûå íàáëþäåíèÿ íàä äâèæóùèìèñÿ òåëà-
ìè, îí ïðèõîäèò ê âûâîäó, ÷òî ñêîðîñòü ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå òåëà è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-
íà ïëîòíîñòè ñðåäû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæåíèå, ò.å.

m
v k

ρ
= , ãäå m – ìàññà òåëà, ρ  – ïëîòíîñòü ñðåäû, k –

êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Îòñþäà Àðèñòîòåëü äå-
ëàåò âûâîä, ÷òî â ïóñòîòå ( 0ρ = ) ñêîðîñòü äîëæíà áû
ñòàòü áåñêîíå÷íîé, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó è ïóñòîòà íåâîç-
ìîæíà.

Ñåãîäíÿ ëþáîé øêîëüíèê çíàåò, ÷òî îáà ïðèâåäåííûõ
óòâåðæäåíèÿ – î íåâîçìîæíîñòè ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â
îòñóòñòâèå ñèëû è î áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè òåëà â ïóñòîòå –
íå ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèòåëüíîñòè, íî àâòîðèòåò Àðèñòîòå-
ëÿ áûë íàñòîëüêî íåïðåðåêàåì, ÷òî åãî îøèáî÷íûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ î ïðèðîäå ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïðîñóùåñòâî-
âàëè ïî÷òè äâå òûñÿ÷è ëåò.

Ïåðâûé, êòî ïîäâåðã ñîìíåíèþ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ
Àðèñòîòåëÿ, áûë âèçàíòèéñêèé êîììåíòàòîð òðóäîâ Àðèñòî-
òåëÿ Èîàíí Ôèëèïîí (VI â.). Âîò äîâîä, êîòîðûé îí ïðèâåë:
åñëè îáúÿñíåíèå Àðèñòîòåëÿ ïðè÷èí ìåõàíè÷åñêîãî äâèæå-
íèÿ âåðíî, òî êàê îáúÿñíèòü âðàùåíèå êîëåñà âîêðóã ñâîåé
îñè? Ãäå â ýòîì ñëó÷àå òà ÷àñòü òåëà, êîòîðàÿ èñïûòûâàåò
äàâëåíèå âûòåñíÿåìîãî âîçäóõà? Ïàðàäîêñ Èîàííà Ôèëèïî-
íà ñòàë ïåðâîé òðåùèíîé â ìåõàíèêå Àðèñòîòåëÿ.

Àíãëèéñêîìó ôèëîñîôó è ëîãèêó Óèëüÿìó Îêêàìó (XIV
â.) ïðèíàäëåæèò åùå îäèí àðãóìåíò: åñëè áû îáúÿñíåíèå
Àðèñòîòåëÿ ïðè÷èí ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ áûëî âåðíûì,
òîãäà äâå ñòðåëû, ëåòÿùèå â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ, îêàçàâøèñü ðÿäîì, äîëæíû áûëè áû çàòîðìîçèòü äðóã
äðóãà è îñòàíîâèòüñÿ, òàê êàê ïîòîê âîçäóõà, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ äâèæóùèì äëÿ îäíîé ñòðåëû, ÿâèëñÿ áû òîðìîçÿ-
ùèì äëÿ äðóãîé.

Ãàëèëåî Ãàëèëåé äîêàçàë îøèáî÷íîñòü è âòîðîãî óòâåðæ-
äåíèÿ Àðèñòîòåëÿ, êàñàþùåãîñÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ òåë â
áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî, íî ÷ðåç-
âû÷àéíî îñòðîóìíîãî ðàññóæäåíèÿ îí ïîêàçàë, ÷òî â áåçâîç-
äóøíîì ïðîñòðàíñòâå âñå òåëà, íåçàâèñèìî îò ìàññû, äîëæ-
íû ïàäàòü ñ îäíîé è òîé æå (êîíå÷íîé) ñêîðîñòüþ. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü îáðàòíîå, ò.å. ÷òî òÿæåëûå òåëà â ïóñòîòå
ïàäàþò áûñòðåå ëåãêèõ, òî òåëî, ïîëó÷åííîå ñîåäèíåíèåì
ýòèõ äâóõ òåë, äîëæíî (êàê áîëåå òÿæåëîå) ïàäàòü áûñòðåå,
÷åì êàæäîå èç ñîñòàâëÿþùèõ òåë â îòäåëüíîñòè. Íî, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, òî èç äâóõ òåë, êîòîðîå ëåã÷å, áóäåò òîðìîçèòü
ïðèêðåïëåííîå ê íåìó òÿæåëîå òåëî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èõ
ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü îêàæåòñÿ ìåíüøå ñêîðîñòè òÿæåëîãî

òåëà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò, ÷òî ñêîðîñòü
òåëà â ïóñòîòå íå çàâèñèò îò åãî ìàññû.

Ñðåäè êðèòèêîâ ÷èñòî óìîçðèòåëüíûõ òåçèñîâ Àðèñòîòåëÿ
ìîæíî íàçâàòü òàêæå èçâåñòíîãî ó÷åíîãî-ýíöèêëîïåäèñòà èç
Õîðåçìà àëü-Áèðóíè (X–XI â.).

Êàê âèäèì, ïåðåñìîòð îñíîâ àíòè÷íîé ìåõàíèêè íà÷àëñÿ ñ
îáíàðóæåíèÿ ïàðàäîêñîâ, êîòîðûå ñâèäåòåëüñòâîâàëè î âíóò-
ðåííåé ïðîòèâîðå÷èâîñòè ñóùåñòâóþùåé òîãäà íàóêè. Âñëåä
çà ýòèì íà÷àëîñü èíòåíñèâíîå íàêîïëåíèå íîâûõ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ ôàêòîâ, èõ àíàëèç è îáîáùåíèå. Çàâåðøèëñÿ
ýòîò ïðîöåññ ñîçäàíèåì ìåõàíèêè Íüþòîíà (XVII â.).

Êðèçèñ ìåõàíèêè Íüþòîíà. Ïðèìåðíî äâà ñ ïîëîâèíîé
âåêà ìåõàíèêà Íüþòîíà ñ÷èòàëàñü íåïðåðåêàåìîé èñòèíîé.
Íî è çäåñü ïðîÿâèëàñü ðàçðóøèòåëüíàÿ ñèëà ïàðàäîêñîâ. È
âîò êàê ýòî ñëó÷èëîñü.

Ê ÷èñëó îñíîâîïîëàãàþùèõ ïðèíöèïîâ êëàññè÷åñêîé ìå-
õàíèêè îòíîñèòñÿ ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè, ñîãëàñíî êîòî-
ðîìó íåâîçìîæíî îáíàðóæèòü ïðÿìîëèíåéíîå è ðàâíîìåð-
íîå äâèæåíèå ñ ïîìîùüþ ìåõàíè÷åñêèõ îïûòîâ. Ýòî îçíà÷à-
åò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî, åñëè ìû íàõîäèìñÿ âíóòðè êîñìè÷åñêîãî
êîðàáëÿ, äâèæóùåãîñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî, è ïðè
ýòîì ëèøåíû âîçìîæíîñòè íàáëþäàòü çà çâåçäàìè, òî ìû
íèêàêèìè ìåõàíè÷åñêèìè îïûòàìè íå ñìîæåì âûÿñíèòü,
äâèæåòñÿ êîðàáëü èëè íåò, à åñëè äâèæåòñÿ, òî ñ êàêîé
ñêîðîñòüþ. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
çàêîíû Íüþòîíà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèé Ãàëèëåÿ:

x x ut= -¢ ,   v v u= -¢ ,

ãäå õ è x¢  – êîîðäèíàòû äâèæóùåéñÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé (ÎÕY) è ïîäâèæíîé (O X Y¢ ¢ ¢ ) ñèñòåì êîîðäè-
íàò, u – ñêîðîñòü ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, v è v¢  –
ñêîðîñòè òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé è ïîäâèæíîé ñèñ-
òåì êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñóíîê). Ñêàçàííîå

îçíà÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äâèæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà, à ñëåäîâàòåëüíî,
âîïðåêè çäðàâîìó ñìûñëó, è ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïîäâåðãàåòñÿ ñîìíåíèþ.

Íàäåæäà íà òî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå àáñîëþòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò âñå-
òàêè äîêàçàíî, ïîÿâèëàñü îäíîâðåìåííî ñ ñîçäàíèåì ýëåêò-
ðîìàãíèòíîé òåîðèè. Îêàçàëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûå áûëè íàéäåíû â øåñòèäåñÿòûõ ãîäàõ
XIX âåêà àíãëèéñêèì ó÷åíûì Äæ.Ìàêñâåëëîì, íå èíâàðèàí-
òíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ: îíè âèäîèçìåíÿ-
þòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû â äâèæóùèõñÿ
è íåïîäâèæíûõ ñèñòåìàõ äîëæíû ïðîòåêàòü ïî-ðàçíîìó.
Ïîÿâèëàñü íàäåæäà, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ îïû-
òîâ óäàñòñÿ îáíàðóæèòü äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà. Áûëè ïðîâåäåíû îïûòû (Ìàéêåëüñîí è
Ìîðëè), âî âðåìÿ êîòîðûõ ëó÷ ñâåòà ïóñêàëè îäíîâðåìåííî
â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ Çåìëè è
ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîìó äâèæåíèþ. Ëó÷è îòðàæàëèñü îò
çåðêàë, ðàñïîëîæåííûõ íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñ-
õîäíîé òî÷êè. Êàçàëîñü áû, â òî÷êå âñòðå÷è îòðàæåííûõ
ëó÷åé äîëæíà áûëà íàáëþäàòüñÿ èíòåðôåðåíöèÿ, ÷òî ñâèäå-
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òåëüñòâîâàëî áû î äâèæåíèè Çåìëè îòíîñèòåëüíî àáñîëþò-
íîãî ïðîñòðàíñòâà . Îïûòû äàëè îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò –
èíòåðôåðåíöèè íå ïîëó÷èëîñü.

Òîãäà ó÷åíûå ïîñòàâèëè ïîä ñîìíåíèå ñàìè óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà è íà÷àëè «ïîäïðàâëÿòü» ýòè óðàâíåíèÿ, íî êàæ-
äûé ðàç îáíàðóæèâàëèñü òàêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ,
êîòîðûå ïðîòèâîðå÷èëè «èñïðàâëåííûì» óðàâíåíèÿì. Íà-
êîíåö, íèäåðëàíäñêèé ó÷åíûé Õ.Ëîðåíö â êîíöå XIX âåêà
íàøåë òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ óðàâíå-
íèÿ Ìàêñâåëëà èíâàðèàíòíû. Â èñïîëüçîâàííûõ âûøå îáî-
çíà÷åíèÿõ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

2 21

x ut
x

u c

-
=¢

-
,  y y=¢ ,  z z=¢ ,  

2

2 21

t ux c
t

u c

-
=¢

-
,

ãäå ñ – ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Êàê âèäèì, ïðåîáðàçîâàíèþ
ïîäâåðãëèñü íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ (ñðàâíèòå ñ
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà «ñïàñëè» ýëåêòðîìàãíèòíóþ òå-
îðèþ Ìàêñâåëëà, íî î÷åíü ñëîæíîé îêàçàëàñü ôèçè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êðîìå òîãî, òåïåðü
íóæíî áûëî ñïàñàòü ñàìó íüþòîíîâó ìåõàíèêó, òàê êàê
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Òàêèì îáðàçîì, íà èñõîäå XIX âåêà
ôèçèêà îêàçàëàñü ïåðåä ëèöîì ãëóáîêîãî êðèçèñà, â ïðå-
îäîëåíèè êîòîðîãî îñîáàÿ çàñëóãà ïðèíàäëåæèò À.Ýéíø-
òåéíó. Èìåííî îí â 1905 ãîäó ñîçäàë ñòðîéíóþ òåîðèþ,
èçâåñòíóþ ïîä íàçâàíèåì ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè, êîòîðàÿ ïðèìèðèëà êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó ñ íîâîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé òåîðèåé. Ïðè ýòîì ìåõàíèêå Íüþòîíà
ïðèøëîñü ïîéòè íà ñåðüåçíûå æåðòâû. Òàê, íàïðèìåð,
ïðèøëîñü îòêàçàòüñÿ îò èçâåñòíîãî çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêî-
ðîñòåé; ìàññà òåëà îêàçàëàñü çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè; âðå-
ìÿ, êîòîðîå ñî âðåìåí Àðèñòîòåëÿ ñ÷èòàëîñü àáñîëþòíîé
âåëè÷èíîé, òàêæå îêàçàëîñü çàâèñÿùèì îò ñêîðîñòè. Ê
ñ÷àñòüþ, ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ (ïðè 1u c � ) âû÷èñëåíèÿ,
ïðîâåäåííûå ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ Íüþòîíà, äàþò õîðîøèå
ðåçóëüòàòû. Ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ñòàíîâèòñÿ çàìåò-
íûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè ñòàíîâèòñÿ ñîèçìåðèìîé ñî ñêîðîñòüþ ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû â âàêóóìå (300000 êì/ñ). Íî òàêèå îãðîì-
íûå ñêîðîñòè ïîêà âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â àòîìíîé ôèçèêå
ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Îäíàêî òðèóìô íîâîé òåîðèè îêàçàëñÿ íåäîëãîâå÷íûì.
Êàê ñïåöèàëüíàÿ, òàê è îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè â
ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîäâåðãàþòñÿ âñå áîëåå îñòðîé êðèòèêå,
ôèçèêè îáíàðóæèâàþò â íèõ âíóòðåííèå ïðîòèâîðå÷èÿ.
Èäåò èíòåíñèâíûé ïîèñê íîâîé, áîëåå îáùåé è óíèâåðñàëü-
íîé òåîðèè.

Âå÷íûå, èëè íåïîçíàâàåìûå ïàðàäîêñû. Ðàññìîòðåííûå
ïàðàäîêñû êàñàëèñü òàêîãî ïðîñòåéøåãî âèäà äâèæåíèÿ,
êàêèì ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå. Äîñòèæåíèÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêè íà îïðåäåëåííîì ýòàïå ïîðîäèëè èëëþ-
çèþ, ÷òî âñå ñóùåñòâóþùèå â ìèðå ÿâëåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê
ìåõàíè÷åñêîìó äâèæåíèþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ÿâëåíèå
ïðèðîäû ïîääàåòñÿ èçó÷åíèþ ìåòîäàìè ìåõàíèêè. Â èñòîðèè
íàóêè ýòî íàïðàâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå «ìåõàíè÷åñêèé
äåòåðìèíèçì». Èçâåñòíî, íàïðèìåð, âûñêàçûâàíèå Ëàïëàñà
î òîì, ÷òî îí ìîæåò ðàññ÷èòàòü âñå ÿâëåíèÿ âî Âñåëåííîé,
åñëè åìó äàäóò íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè âñåõ
÷àñòèö, èç êîòîðûõ ñîñòîèò Âñåëåííàÿ. Óâåðåííîñòü Ëàïëàñà
âî âñåñèëèè ìåõàíèêè áûëà òàêîé íåïîêîëåáèìîé, ÷òî íà
âîïðîñ Íàïîëåîíà, ïî÷åìó â åãî òðóäå íå íàøëîñü ìåñòà äëÿ
Áîãà, Ëàïëàñ îòâåòèë, ÷òî åìó íå ïîíàäîáèëàñü ãèïîòåçà î
ñóùåñòâîâàíèè Áîãà.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå íàóêè äîêàçàëî áåçîñíîâàòåëüíîñòü
òàêîé ñàìîóâåðåííîñòè. Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâó-

þò òàêèå ñôåðû ïîçíàíèÿ, êîòîðûå íå ïîääàþòñÿ èçó÷åíèþ
íå òîëüêî ìåòîäàìè ìåõàíèêè, íî è âîîáùå íå ïîäâëàñòíû
òðàäèöèîííûì íàó÷íûì ìåòîäàì. Íàïðèìåð, èñêóññòâî,
ïîýçèÿ, íåêîòîðûå ÿâëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîé ïñèõèêè è äð.
Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò, ïî-âèäèìîìó, è âîâñå íåïîçíàâàå-
ìûå ÿâëåíèÿ. Ê íèì, âîçìîæíî, îòíîñèòñÿ òàéíà ïðîèñõîæ-
äåíèÿ Âñåëåííîé è åå ýâîëþöèè. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü
î ïðîèñõîæäåíèè æèçíè. Ïðèâåäåì ñâÿçàííûå ñ ýòèì íåêî-
òîðûå íàó÷íûå ôàêòû.

Â 1922 ãîäó ïåòðîãðàäñêèé ôèçèê À.Ôðèäìàí îïóáëèêî-
âàë ñòàòüþ ïîä íàçâàíèåì «Î êðèâèçíå ïðîñòðàíñòâà».
Âûâîäû, ê êîòîðûì ïðèøåë àâòîð ñòàòüè, áûëè íàñòîëüêî
íåîæèäàííûìè, ÷òî â íèõ óñîìíèëñÿ äàæå Ýéíøòåéí. Íà
îñíîâàíèè àíàëèçà óðàâíåíèé îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñ-
òè Ýéíøòåéíà Ôðèäìàí ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî ìåòðèêà
ïðîñòðàíñòâà – âðåìåíè, ò.å. ãåîìåòðèÿ Âñåëåííîé, íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñòîÿííîé. Ýéíøòåéí, êàê è äðóãèå ôèçèêè åãî ïî-
êîëåíèÿ, áûë óâåðåí â ñòàòè÷íîñòè Âñåëåííîé, ïîýòîìó
îí «ïîäïðàâèë» ñâîè óðàâíåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñ-
êëþ÷èòü âîçìîæíîñòü íåñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Âïîñëåä-
ñòâèè Ýéíøòåéí ïðèçíàë, ÷òî ýòî áûëî åãî ñàìîé ñåðüåçíîé
îøèáêîé.

Ïî ïðîøåñòâèè ñåìè ëåò ïîñëå ïóáëèêàöèè âûøåóïîìÿíó-
òîé ðàáîòû Ôðèäìàíà ñïðàâåäëèâîñòü åãî âûâîäîâ ïîäòâåð-
äèë àìåðèêàíñêèé ôèçèê Ýäâèí Õàááë, êîòîðûé îáíàðóæèë
öåíòðîáåæíîå äâèæåíèå ãàëàêòèê. Ýòî îòêðûòèå ïîñëóæèëî
îñíîâîé èçâåñòíîé ãèïîòåçû î ïðîèñõîæäåíèè Âñåëåííîé,
ñîãëàñíî êîòîðîé Âñåëåííàÿ, â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà
ñóùåñòâóåò ñåãîäíÿ, âîçíèêëà â ðåçóëüòàòå âçðûâà ìàòåðèè
íåèìîâåðíî âûñîêîé ïëîòíîñòè. Ñ ìîìåíòà âçðûâà è ïî ñåé
äåíü Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ, ïðè÷åì åå áóäóùåå çàâèñèò îò
ñðåäíåé ïëîòíîñòè ìàòåðèè âî Âñåëåííîé. Åñëè ýòà ïëîò-
íîñòü ïðåâûøàåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 0ρ  ( 0ρ ρ> ),
òî ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé äîëæíî ïîñòåïåííî çàìåäëÿòüñÿ è
ñî âðåìåíåì ñìåíèòüñÿ îáðàòíûì ïðîöåññîì, ò.å. ñæàòèåì
(òàê íàçûâàåìàÿ çàìêíóòàÿ ìîäåëü); åñëè æå 0

ρ ρ< , òî
ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé íåîáðàòèì (îòêðûòàÿ ìî-
äåëü).

×ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ïî èçìåðåíèþ ñðåäíåé
ïëîòíîñòè ìàòåðèè âî Âñåëåííîé áûë ïîëó÷åí â 2000 ãîäó âî
âðåìÿ ìåæäóíàðîäíîãî ýêñïåðèìåíòà, öåëüþ êîòîðîãî áûëî
èçìåðåíèå óãëîâûõ ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû ðåëèêòîâîãî
èçëó÷åíèÿ Âñåëåííîé. Ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèÿ áûë ñäå-
ëàí âûâîä, ÷òî ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèè âî Âñåëåííîé,
ñ ó÷åòîì êàê îáû÷íîé (âèäèìîé) ÷àñòè Âñåëåííîé, òàê è
íåâèäèìîé (òåìíîé) ìàòåðèè, à òàêæå âàêóóìà, áëèçêà ê
êðèòè÷åñêîé. Åñëè ýòè èçìåðåíèÿ âåðíû, òî ïðåäñêàçàòü,
êàêàÿ èç äâóõ ìîäåëåé Âñåëåííîé ðåàëèçóåòñÿ â áóäóùåì, â
ïðèíöèïå íåâîçìîæíî.

Òàêîé æå ãëóáîêîé òàéíîé îêóòàí ôåíîìåí ïðîèñõîæäå-
íèÿ æèçíè. Äî ñèõ ïîð íå íàøëà óáåäèòåëüíîãî ïîäòâåðæäå-
íèÿ íè îäíà èç íàó÷íûõ ãèïîòåç, îáúÿñíÿþùèõ ýòó çàãàäêó:
ïðàêòè÷åñêè ðàâíà íóëþ êàê âåðîÿòíîñòü ïðèâíåñåíèÿ íà
çåìëþ «ñóáñòàíöèè æèçíè» èç êîñìîñà â êàêîé áû òî íè áûëî
ôîðìå, òàê è âåðîÿòíîñòü ñàìîçàðîæäåíèÿ æèçíè íà çåìëå â
ðåçóëüòàòå «ñ÷àñòëèâîé» êîìáèíàöèè õèìè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ.

Âîçìîæíî, êàê â ñëó÷àå ñ ïðîèñõîæäåíèåì æèçíè, òàê è â
ñëó÷àå ïðîèñõîæäåíèÿ Âñåëåííîé è åå ýâîëþöèè ìû èìååì
äåëî ñ íåïîçíàâàåìûìè, èëè âå÷íûìè ïàðàäîêñàìè. Íî
íîâîå çíàíèå âñåãäà âîçíèêàåò â ïðîöåññå ïðåîäîëåíèÿ
ïàðàäîêñîâ, íàëè÷èå êîòîðûõ ñâèäåòåëüñòâóåò ëèáî î âíóò-
ðåííåé ëîãè÷åñêîé ïðîòèâîðå÷èâîñòè ñóùåñòâóþùåé òåîðèè,
ëèáî î òîì, ÷òî ïîÿâèëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû, êîòî-
ðûå íå ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè. Ïàðàäîê-
ñû äàþò ìîùíûé èìïóëüñ, óñêîðÿþùèé ïðîöåññ ïîçíàíèÿ.



Ð
ÀÇËÈ×ÍÛÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÎ-ÀÊÒÈÂÍÛÅ ÂÅÙÅÑÒÂÀ
(ÏÀÂ) íàñòîëüêî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â íàøåé æèçíè, ÷òî

ìû áåç íèõ áóêâàëüíî íå ìîæåì âçäîõíóòü. Òàê, îáëàäàÿ
ñïîñîáíîñòüþ àäñîðáèðîâàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè,
ñêàæåì âîäû, îíè óìåíüøàþò åå êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ. Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî êîýôôèöèåíò
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ÷èñòîé âîäû ïðè êîìíàòíîé òåì-
ïåðàòóðå ðàâåí ïðèìåðíî 70 ìÍ/ì. Ñîîòâåòñòâóþùèé êîýô-
ôèöèåíò äëÿ ìûëüíîãî ðàñòâîðà çàâèñèò, åñòåñòâåííî, îò
ñîðòà ìûëà, íî îí âñåãäà ìåíüøå, ÷åì äëÿ ÷èñòîé âîäû. Â
ñïðàâî÷íèêàõ ïðèâîäèòñÿ ïðèìåðíî âäâîå ìåíüøàÿ âåëè÷è-
íà: 35 ìÍ/ì. Èçìåíåííûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè
ïðîÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñâîåîáðàçíî. Ïðåäëàãàåì íåñêîëüêî
èíòåðåñíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìûëüíûìè ïëåíêàìè.

Äëÿ ïåðâîãî ýêñïåðèìåíòà âîçüìåì òîíêóþ íèòü äëèíîé
îêîëî 30 ñì, ñäåëàåì èç íåå êîëüöî, ñìàæåì íèòü âàçåëèíîì
è ïîëîæèì íà ïîâåðõíîñòü ÷èñòîé (æåëàòåëüíî äèñòèëëèðî-
âàííîé) âîäû, íàëèòîé â òàðåëêó (òàðåëêà òîæå äîëæíà áûòü
òùàòåëüíî âûìûòà). Íèòü ïðèìåò íåêóþ «íåïðàâèëüíóþ»
ôîðìó, ò.å. ëÿæåò íà ïîâåðõíîñòè âîäû òàê, êàê åé «áóäåò
óäîáíî». Òåïåðü êîí÷èêîì êàðàíäàøà, ñìî÷åííûì â ìûëü-
íîì ðàñòâîðå, áûñòðî ïðèêîñíåìñÿ ê ïîâåðõíîñòè âîäû
âíóòðè íèòÿíîé ôèãóðû. Íèòêà «îæèâåò» è ñëåãêà èçìåíèò
ñâîþ ôîðìó, ïðèáëèçèâ åå ê îêðóæíîñòè. Åùå äâóìÿ-òðåìÿ
ïðèêîñíîâåíèÿìè äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî íèòÿíîå êîëüöî ñòàíåò
(ïî÷òè) îêðóæíîñòüþ, âíóòðè êîòîðîé – ìûëüíàÿ ïëåíêà.

Ïîýêñïåðèìåíòèðóåì íåìíîãî ñ ýòîé ïëåíêîé. Ñíà÷àëà
óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïëîùàäü ìûëüíîé ïëåíêè îãðàíè÷åíà.
Äëÿ ýòîãî ÷èñòîé, âûìûòîé â äèñòèëëèðîâàííîé âîäå ñòàëü-
íîé ëîæêîé çà÷åðïíåì íåìíîãî âîäû âíóòðè êîëüöà è âûëüåì
ýòó âîäó â çàðàíåå ïðèãîòîâëåííûé ÷èñòûé ñòàêàí÷èê. Îáðà-
òèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âîäû, îãðà-
íè÷åííàÿ íèòÿíûì êîëüöîì, óìåíüøèëàñü! Åñëè óäàëèòü
âñþ ìûëüíóþ ïëåíêó (ëîæêîé ýòî ñäåëàòü çàòðóäíèòåëüíî,
íî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçèíîâîé ãðóøåé), òî íèòü
ïðèíèìàåò ïðåæíþþ, «óäîáíóþ» äëÿ íåå ôîðìó. Ýòîò ýêñ-
ïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîëåêóëû ìûëà íå óõîäÿò âíóòðü
âîäû, à âñå ñîáèðàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè âíóòðè íèòÿíîãî
êîëüöà. Êîíå÷íî, åñëè êàðàíäàø, ñìî÷åííûé â ìûëüíîì
ðàñòâîðå, ïîäîëüøå ïîäåðæàòü â âîäå, òî ìîëåêóëû ìûëà,
çàïîëíèâ âñþ ïîâåðõíîñòü âîäû âíóòðè êîëüöà, ïîïàäóò è â
åå òîëùó. Ìûëüíàÿ æå ïëåíêà, ïîëó÷åííàÿ â íàøåì ýêñïåðè-
ìåíòå, ïî âñåé âèäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìîíîñëîåì, â êîòîðîì
ìîëåêóëû ìûëà îäíà ê îäíîé ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè
âîäû îäíèì ñëîåì.

Âîçâðàòèì âîäó èç ñòàêàí÷èêà ñíîâà âíóòðü íèòÿíîãî
êîëüöà. Íèòü îïÿòü «îæèâåò» è, êàê è ïðåæäå, ïðèìåò
ôîðìó, áëèçêóþ ê îêðóæíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çà âðåìÿ
ñâîåãî îòñóòñòâèÿ ïëåíêà íå èçìåíèëà ñâîåé ïëîùàäè, ïðîñòî
îíà ÷àñòè÷íî íàõîäèëàñü íà äðóãîé ïîâåðõíîñòè – â ñòàêàíå.

Ýêñïåðèìåíòû
ñ ìûëüíîé
ïëåíêîé

Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ

Ëþáàÿ ñèñòåìà ìîëåêóë, â òîì ÷èñëå è ñèñòåìà, ñîäåðæà-
ùàÿ ìîëåêóëû âîäû è ìîëåêóëû ìûëà, ñòðåìèòñÿ çàíÿòü
ïîëîæåíèå, â êîòîðîì åå ñóììàðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
áûëà áû ìèíèìàëüíîé. Âñå ìîëåêóëû êîíäåíñèðîâàííûõ òåë
íàõîäÿòñÿ â ãëóáîêèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ,
ñîçäàííûõ ìîëåêóëàìè-ñîñåäêàìè. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ìîëå-
êóëû ìûëà «ñ óäîâîëüñòâèåì» çàíèìàþò ìåñòà íà ïîâåðõíî-
ñòè âîäû, ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýòîé ñèñòåìû
ìîëåêóë èìåííî â òàêîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå. È ýòî «ñòðåìëåíèå» ñèñòåìû îáåñïå÷èâàåòñÿ õàî-
òè÷åñêèì òåïëîâûì äâèæåíèåì, ïðè êîòîðîì ìîëåêóëû ìî-
ãóò ïðåîäîëåâàòü ïîòåíöèàëüíûå áàðüåðû, îòäåëÿþùèå îäíî
ïîëîæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìóìó ýíåðãèè, îò äðóãîãî.

Çàìåòèì, ÷òî ìîëåêóëû æèðíûõ êèñëîò (ìûëà) ïî ðàçìåðó
çíà÷èòåëüíî áîëüøå ìîëåêóë âîäû è, êðîìå òîãî, âûòÿíóòû.
Ðàçíûå êîíöû îäíîé ìîëåêóëû ìûëà íàçûâàþò ãèäðîôèëü-
íûì è ãèäðîôîáíûì. Ïðè ïîïàäàíèè íà ïîâåðõíîñòü âîäû
ìîëåêóëû ìûëà âûñòðàèâàþòñÿ ãèäðîôîáíûìè êîíöàìè
íàðóæó (ê âîçäóõó), à ãèäðîôèëüíûìè – âíóòðü âîäû.

Âûÿñíèì, êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ ìûëüíàÿ ïëåíêà, åñëè íèòè
íå áóäåò. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ïëåíêó «âèäèìîé» – íà ïîâåðõ-
íîñòü ÷èñòîé âîäû íàñûïåì êðóïèíêè êàêîãî-íèáóäü ïîðîøêà
(òàëüêà, íàïðèìåð). Âíîâü ïðèêîñíåìñÿ ê ïîâåðõíîñòè âîäû
êîí÷èêîì êàðàíäàøà, ñìî÷åííîãî ìûëüíûì ðàñòâîðîì. Ïî-
íÿòíî, ÷òî îáðàçóþùàÿñÿ íà ïîâåðõíîñòè âîäû ïëåíêà ìûëà
èìååò âîçìîæíîñòü óâåëè÷èâàòü ñâîè ðàçìåðû ïî âñåì íà-
ïðàâëåíèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå êàïåëüêà ìûëüíîãî ðàñòâîðà
îñòàåòñÿ â öåíòðå ðàñòóùåãî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ïÿòíà.

Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå ìîæíî èçó÷èòü äâèæåíèå êîðàá-
ëèêà ñ «ìûëüíûì» äâèãàòåëåì (ÿâëåíèå äâèæåíèÿ òàêîãî
êîðàáëèêà îïèñàíî â ñàìûõ ðàçíûõ êíèãàõ). Âîçüìèòå
ñîâñåì íåáîëüøîé êóñî÷åê òîíêîé ïîëèýòèëåíîâîé ïëåíêè,
íàïðèìåð ðàçìåðîì 1 1 “ì¥ . Åñëè âû âçÿëè öâåòíóþ ïëåí-
êó, òî ñëåäèòü çà åå äâèæåíèåì áóäåò ãîðàçäî ëåã÷å, ÷åì â òîì
ñëó÷àå êîãäà ïëåíêà ïðîçðà÷íà. Íà «áîðò» êîðàáëèêà ïîìå-
ñòèòå êàïåëüêó øàìïóíÿ è îïóñòèòå êîðàáëèê íà ïîâåðõíîñòü
÷èñòîé âîäû, íàëèòîé â âàííó. Âû óâèäèòå, ÷òî êîðàáëèê
ïðèäåò â äâèæåíèå, ïðè÷åì ñ âåñüìà çàìåòíîé ñêîðîñòüþ – äî
50 ñì/ñ (èíòåðåñíî, ÷òî ñêîðîñòü êîðàáëÿ ñóùåñòâåííî
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íèè äâèæåíèÿ ïëåíêè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ó÷àñòîê âîäû ïîä
ïëåíêîé, ñàìó ïëåíêó è êîðàáëèê êàê ñèñòåìó òåë, òî ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, ðàâíà íóëþ.
Ïîýòîìó äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ ñóììàðíûé èìïóëüñ ýòîé ñèñ-
òåìû. Âîäà ïîä ïëåíêîé ïðèõîäèò â äâèæåíèå â òîì íàïðàâ-
ëåíèè, êóäà ðàñòåò ïëåíêà, ñëåäîâàòåëüíî, êîðàáëèê áóäåò
äâèãàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Äíèùå êîðàáëè-
êà èñïûòûâàåò ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ èç-çà âÿçêîãî òðå-
íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âÿçêîå òðåíèå âîäû è îáåñïå÷èâàåò
âîçìîæíîñòü äâèæåíèÿ êîðàáëèêà, è òîðìîçèò ýòî äâèæåíèå.
Êàê òîëüêî çàïàñ òîïëèâà çàêîí÷èòñÿ, ñðàçó æå ïðåêðàòèòñÿ
äåéñòâèå «ðåàêòèâíîé ñèëû», è êîðàáëèê âñêîðå îñòàíîâèòñÿ,
òàê êàê òðåíèå äíèùà î âîäó çàòîðìîçèò åãî äâèæåíèå.

Èòàê, ìû êà÷åñòâåííî îïèñàëè ìåõàíèçì äåéñòâèÿ ìûëü-
íîãî äâèãàòåëÿ. Çàèíòåðåñîâàâøèìñÿ ýòèì ýêñïåðèìåíòîì
ïðåäëàãàåì ïîïðîáîâàòü ïîñòðîèòü ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü ÿâ-
ëåíèÿ è ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ çàâèñèìîñòè óñòàíîâèâøåéñÿ
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ êîðàáëèêà îò âñåõ ñóùåñòâåííûõ â äàí-
íîé ñèòóàöèè ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Â çàêëþ÷åíèå – åùå îäíè ýêñïåðèìåíò, ñêîðåå âñåãî
ìûñëåííûé. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè áîëüøîé êàï-
ëè ÷èñòîé âîäû, ïëàâàþùåé â âîçäóõå â êàáèíå êîñìè÷åñêîé
ñòàíöèè, íàõîäèòñÿ ñìàçàííàÿ âàçåëèíîì òîíêàÿ íèòêà,
îáðàçóþùàÿ êîëüöî, ïðè÷åì ìåíüøåãî ðàäèóñà, ÷åì ðàäèóñ
êàïëè. Ê áîëüøîé êàïëå ìåäëåííî äâèæåòñÿ ìàëåíüêàÿ
êàïëÿ êîíöåíòðèðîâàííîãî ìûëüíîãî ðàñòâîðà è ïðèëèïàåò
ê áîëüøîé êàïëå âíóòðè íèòÿíîãî êîëüöà. Ìîëåêóë ìûëà â
êàïëå ìûëüíîãî ðàñòâîðà ñ èçáûòêîì õâàòèò, ÷òîáû ïîêðûòü
âñþ ïîâåðõíîñòü áîëüøîé êàïëè. Êàê áóäåò ñî âðåìåíåì
ìåíÿòüñÿ ôîðìà áîëüøîé êàïëè?

Îêàçûâàåòñÿ, ìûëüíàÿ ïëåíêà íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè áîëüøîé êàïëè ñðàâíèòåëüíî áûñòðî ïîêðîåò ó÷àñòîê,
îãðàíè÷åííûé íèòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ýòîì ó÷àñòêå
ïëåíêà âîçíèêàåò ìãíîâåííî. Èçîãíóòàÿ ïîâåðõíîñòü âîäû
ñîçäàåò âíóòðè êàïëè äîïîëíèòåëüíîå, òàê íàçûâàåìîå ëàï-
ëàñîâñêîå, äàâëåíèå 2p Rσ= , ãäå σ  – êîýôôèöèåíò ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, R – ðàäèóñ êàïëè. Ïîä ÷àñòüþ ïîâåðõ-
íîñòè êàïëè, ïîêðûòîé ìûëüíîé ïëåíêîé, ýòî ëàïëàñîâñêîå
äàâëåíèå ìåíüøå, ïîýòîìó æèäêîñòü âíóòðè áîëüøîé êàïëè
ïðèäåò â äâèæåíèå è óñòðåìèòñÿ òóäà, ãäå äàâëåíèå ìåíüøå.
Ïîâåðõíîñòü âîäû âìåñòå ñ ìûëüíîé ïëåíêîé äîïîëíèòåëüíî
èçîãíåòñÿ, è ëàïëàñîâñêîå äàâëåíèå ïîâûñèòñÿ. Ñî âðåìåíåì
óñòàíîâèòñÿ ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì ðàäèóñû
êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè äëÿ ÷èñòîãî ó÷àñòêà êàïëè è äëÿ
ó÷àñòêà, ïîêðûòîãî ìûëüíîé ïëåíêîé, áóäóò îòëè÷àòüñÿ òàê,
êàê îòëè÷àþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.
Â íàøåì ñëó÷àå ðàäèóñû êðèâèçíû äîëæíû îòëè÷àòüñÿ â äâà
ðàçà, ïîñêîëüêó äëÿ ÷èñòîé âîäû " 70 ìm ìσ = , à äëÿ
ìûëüíîãî ðàñòâîðà ì 35 ìm ìσ = .

Îäíàêî íà ýòîì èçìåíåíèå ôîðìû êàïëè íå ïðåêðàòèòñÿ.
Ïîñêîëüêó ìîëåêóë ìûëà â êàïëå ìûëüíîãî ðàñòâîðà ñ
èçáûòêîì õâàòèò, ÷òîáû ïîêðûòü âñþ ïîâåðõíîñòü áîëüøîé
êàïëè, ìîëåêóëû ìûëà, êîòîðûå ñîäåðæàëèñü â îáúåìå
êàïëè èç ìûëüíîãî ðàñòâîðà, áûñòðî çàïîëíÿò ïîâåðõíîñòü
âíóòðè íèòÿíîãî êîëüöà, à çàòåì ïîñòåïåííî, âñëåäñòâèå
äèôôóçèè, ïðîíèêíóò ñêâîçü ñëîé âîäû è ðàñïîëîæàòñÿ íà
îñòàëüíîé ïîâåðõíîñòè áîëüøîé êàïëè. Ïîêà âñÿ ïîâåðõ-
íîñòü áîëüøîé êàïëè íå ïîêðîåòñÿ ìîëåêóëàìè ìûëà, ïîâåð-
õíîñòíîå íàòÿæåíèå ó÷àñòêîâ, ðàçäåëåííûõ íèòüþ, áóäåò
ðàçëè÷íûì. Â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè ôîðìà êàïëè áóäåò
ñîõðàíÿòüñÿ. Êàê òîëüêî âñÿ ïîâåðõíîñòü êàïëè ïîêðîåòñÿ
ìîëåêóëàìè ìûëà, ôîðìà êàïëè íà÷íåò ïîñòåïåííî (ïî ìåðå
ïîñòóïëåíèÿ ìîëåêóë ìûëà ÷åðåç òîëùó âîäû) èçìåíÿòüñÿ,
ïðèáëèæàÿñü ê ñôåðè÷åñêîé. Â êîíöå êîíöîâ «îáúåäèíåí-
íàÿ» êàïëÿ âíîâü áóäåò èìåòü òó æå ôîðìó, êàêàÿ ó íåå áûëà
äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ êàïëåé ìûëüíîãî ðàñòâîðà.

çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû âîäû). À ïîëîñêà ÷èñòîé âîäû çà
êîðàáëèêîì áóäåò èìåòü ñðåäíþþ øèðèíó â íåñêîëüêî ðàç
áîëüøóþ, ÷åì øèðèíà ïîëîñû êîíòàêòà øàìïóíÿ ñ âîäîé
(îêàçûâàåòñÿ, ñêîðîñòü êîðàáëèêà è óêàçàííîå îòíîøåíèå
øèðèí ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì).

×òî çàñòàâëÿåò òàêîé êîðàáëèê äâèãàòüñÿ? Êàêóþ ðîëü
çäåñü èãðàåò ìûëüíàÿ ïëåíêà? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âäðóã
ïðîïàäåò âÿçêîñòü âîäû?

Ìîæåò áûòü, âàì óæå âñòðå÷àëîñü, íàïðèìåð, òàêîå «îáúÿñ-
íåíèå»: «Ñ îäíîé ñòîðîíû êîðàáëèêà, òàì ãäå âîäà ÷èñòàÿ,
íà êîðàáëèê äåéñòâóåò áóëüøàÿ ñèëà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ, à ñ òîé ñòîðîíû, ãäå íà ïîâåðõíîñòè âîäû åñòü ìûëüíàÿ
ïëåíêà, ñèëà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ìåíüøå. Âîò ýòà
ðàçíîñòü ñèë è îáåñïå÷èâàåò äâèæåíèå êîðàáëèêà. Âÿçêîå
òðåíèå êîðàáëÿ î âîäó òîðìîçèò åãî äâèæåíèå, ïîýòîìó è
óñòàíàâëèâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü. Åñëè âÿçêîñòü âîäû
óìåíüøèòñÿ, òî êîðàáëèê áóäåò äâèãàòüñÿ áûñòðåå».

Òàê âîò, ýòî «îáúÿñíåíèå» ñîâåðøåííî íåâåðíîå! Ïðåäñòà-
âèì ñåáå ìûëüíîå ïÿòíî òîëùèíîé â îäíó ìîëåêóëó íà
ïîâåðõíîñòè âîäû. Ñàìî ïî ñåáå ýòî ïÿòíî íå äâèæåòñÿ.
Ïîìåñòèì ÷èñòûé êóñî÷åê ïîëèýòèëåíîâîé ïëåíêè íà êðàé
ìûëüíîãî ïÿòíà òàê, ÷òîáû ïî îäíó ñòîðîíó ïîëèýòèëåíà
íàõîäèëàñü ìûëüíàÿ ïëåíêà, à ïî äðóãóþ ñòîðîíó – ÷èñòàÿ
âîäà (ò.å. òî÷íî òàê æå, êàê è â «îáúÿñíåíèè»). Íî ïëåíêà
áåç ïîëèýòèëåíà íå äâèãàëàñü, òàê ïî÷åìó æå òåïåðü îíà
ïðèäåò â äâèæåíèå? À åñëè âñå-òàêè ïðèäåò â äâèæåíèå
âìåñòå ñ êîðàáëèêîì, òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè îêàæåòñÿ
âå÷íûé äâèãàòåëü – íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ, ðàçìåðû ìûëüíîé
ïëåíêè ñîõðàíÿþòñÿ, à êîðàáëèê ïëûâåò ñåáå, ïðåîäîëåâàÿ
òðåíèå î âîäó!

Â ýòîì (íåïðàâèëüíîì) ðàññóæäåíèè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè
íàëè÷èè ìûëüíîé ïëåíêè íà ïîâåðõíîñòè âîäû ïîâåðõíîñò-
íîå íàòÿæåíèå ìåíüøå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ÷èñòîé
æèäêîñòè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ çàáëóæäåíèåì. Ïîâåðõíîñòíîå íà-
òÿæåíèå ìûëüíîãî ðàñòâîðà ìåíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåëè÷èíà äëÿ ÷èñòîé âîäû, òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà ïðè
óâåëè÷åíèè ïîâåðõíîñòè îíà ïîêðûâàåòñÿ ïëåíêîé èç ìûëü-
íûõ ìîëåêóë. Êàê òîëüêî â âîäå ïîä ïîâåðõíîñòüþ (ò.å. â
îáúåìå) çàêîí÷àòñÿ «ñâîáîäíûå» ìîëåêóëû ìûëà, äëÿ äàëü-
íåéøåãî óâåëè÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè íàì ïîòðåáóåòñÿ óâåëè÷è-
âàòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷èñòîé âîäû. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîíîìîëåêóëÿðíàÿ ïëåíêà ìûëüíûõ ìîëåêóë íà ïîâåðõíîñ-
òè âîäû èìååò äâà êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ: ïðè ñîêðàùåíèè ïîâåðõíîñòè òàêîé ïëåíêè ïîâåðõíîñ-
òíîå íàòÿæåíèå òàêîå, êàê ó ìûëüíîãî ðàñòâîðà, à ïðè
óâåëè÷åíèè ïîâåðõíîñòè òàêîé ïëåíêè êîýôôèöèåíò ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ñîîòâåòñòâóþùåìó
êîýôôèöèåíòó äëÿ ÷èñòîé âîäû.

Çàìåòèì, ÷òî ïëûâóùèé êîðàáëèê íåïðåðûâíî ðàñõîäóåò
«òîïëèâî». Ìîëåêóëû ìûëà ïåðåõîäÿò ñ «ïàëóáû» êîðàáëè-
êà íà ïîâåðõíîñòü âîäû, è ïëîùàäü ìûëüíîé ïëåíêè óâåëè-
÷èâàåòñÿ. Ïëåíêà ðàñòåò êàê ðàç íà ãðàíèöå «ïàëóáû»
êîðàáëèêà è ðàçáåãàåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè âîäû. Íàëè÷èå
ïðåïÿòñòâèÿ (êîðàáëèêà) îçíà÷àåò äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, ÷òî
ïëåíêà ìîæåò, ñêàæåì òàê, «ñâîáîäíî» óâåëè÷èâàòü ñâîé
ðàçìåð òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè. Ïëåíêà, óâåëè÷èâàþ-
ùàÿ ñâîþ ïîâåðõíîñòü, äâèæåòñÿ îò êîðàáëÿ â îäíîì íàïðàâ-
ëåíèè, à çàòåì ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò êîðàáëÿ ïðèîáðåòàåò
âîçìîæíîñòü ðàñòè è â ñòîðîíû.

Äàëåå, åñëè áû âîäà íå îáëàäàëà âÿçêîñòüþ, òî ïëåíêà íå
óâëåêàëà áû åå â ñâîåì äâèæåíèè, ò.å. âîäå íå ïåðåäàâàëñÿ
áû èìïóëüñ. Â ýòîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàññà ñàìîé
ìûëüíîé ïëåíêè (ñëîé òîëùèíîé â îäíó ìîëåêóëó) ìàëà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé êîðàáëèêà, ìû âîîáùå íå çàìåòèëè áû
íèêàêîãî åãî äâèæåíèÿ. Íà ñàìîì æå äåëå èìåííî íàëè÷èå
âÿçêîñòè îáóñëîâëèâàåò ïåðåäà÷ó âîäå èìïóëüñà â íàïðàâëå-
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ïðåäåëåíèå çàðÿäîâ. Åñëè ìû ñîõðàíèì ýòî ðàñïðåäåëå-
íèå è çàïîëíèì âñå ïðîñòðàíñòâî, ãäå ïîëå íå ðàâíî íóëþ,
äèýëåêòðèêîì, òî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî-
âñþäó óìåíüøèòñÿ â ε  ðàç. Çäåñü ε  – ôèçè÷åñêàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà äèýëåêòðèêà, åå íàçûâàþò äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòüþ äàííîãî âåùåñòâà. Ýòî îïðåäåëåíèå äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû íå ðàñêðûâàåò ìåõàíèçìà âçà-
èìîäåéñòâèÿ äèýëåêòðèêà ñ âíåøíèì ïîëåì, íî íà øêîëüíîì
óðîâíå ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì òàêîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ çàðÿæåí-
íûé êîíäåíñàòîð, íàïðèìåð ïëîñêèé, ñôåðè÷åñêèé èëè öè-
ëèíäðè÷åñêèé. Åñëè ìû ñîõðàíèì ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ
íà åãî îáêëàäêàõ è ïîëíîñòüþ çàïîëíèì åãî äèýëåêòðèêîì
ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε , òî íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ â ëþáîé òî÷êå âíóòðè êîíäåíñàòîðà óìåíüøèòñÿ â ε
ðàç. Íî åñëè ïîëå âíóòðè êîíäåíñàòîðà óìåíüøèëîñü, à
çàðÿäû íà îáêëàäêàõ ñîõðàíèëèñü, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äîëæíû ïîÿâèòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå çàðÿäû, êîòîðûå ñî-
çäàþò ïîëå, íàïðàâëåííîå íàâñòðå÷ó ïîëþ íàøèõ çàðÿäîâ.
Òàê îíî è ïðîèñõîäèò – íà ïîâåðõíîñòÿõ äèýëåêòðèêà,
ïðèìûêàþùèõ ê îáêëàäêàì êîíäåíñàòîðà, ïîÿâëÿþòñÿ ïî-
ëÿðèçàöèîííûå çàðÿäû, ïðè÷åì èõ çíàêè ïðîòèâîïîëîæíû
çíàêàì çàðÿäîâ íà îáêëàäêàõ, è ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå âíóò-
ðè êîíäåíñàòîðà óæå ñîçäàåòñÿ âñåìè çàðÿäàìè, âêëþ÷àÿ è
ïîëÿðèçàöèîííûå.

À âîò åñëè ìû áóäåì ïîääåðæèâàòü ïîñòîÿííîé ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà, òî ïîñëå
çàïîëíåíèÿ êîíäåíñàòîðà äèýëåêòðèêîì ïîëå âíóòðè íåãî íå
èçìåíèòñÿ. Ñîõðàíåíèå âåëè÷èíû ïîëÿ îçíà÷àåò ðîñò ñâîáîä-
íûõ çàðÿäîâ íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà, è ïîíÿòíî, ÷òî
çàðÿä êîíäåíñàòîðà âîçðàñòåò èìåííî â ε  ðàç. Ïðè÷åì
ïðîèçîéäåò ýòî áëàãîäàðÿ èñòî÷íèêó òîêà, ïðèñîåäèíåííîãî
ê êîíäåíñàòîðó.

Åùå îäíèì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà ïîëå â äèýëåêòðèêå,
ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ òîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ
çàïîëíåíà äèýëåêòðèêîì. Ìû îãðàíè÷èìñÿ íàèáîëåå ïðî-
ñòîé ôîðìîé äèýëåêòðèêà: òîíêàÿ ïëàñòèíà èëè ñôåðè÷åñ-
êèé ñëîé.

À òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàçáîðó êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ.
Çàäà÷à 1. Ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð ñ êâàäðàòíû-

ìè ïëàñòèíàìè ÷àñòè÷íî çàïîëíåí äèýëåêòðèêîì, êàê ýòî
èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 1 äëÿ òðåõ ðàçíûõ ñëó÷àåâ. Îïðåäå-
ëèòå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè äèýëåê-
òðèêà, åñëè çàðÿä íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà Q, ïëîùàäü
ïëàñòèí S, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ε . Ðàç-
ìåðû äèýëåêòðèêà óêàçàíû íà ðèñóíêå.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, êîãäà êîíäåíñàòîð ÷àñòè÷íî
çàïîëíåí ñëîåì äèýëåêòðèêà òîëùèíîé h (ñì. ðèñ.1,à). Â
îòñóòñòâèå äèýëåêòðèêà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

â êîíäåíñàòîðå ðàâíà

0

Q
E

Sε
= .        (1)

Ïðè äàííîì ÷àñòè÷íîì çà-
ïîëíåíèè ïðîñòðàíñòâà ìåæ-
äó îáêëàäêàìè äèýëåêòðèêîì
ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü íàø
êîíäåíñàòîð êàê ñèñòåìó äâóõ
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåí-
íûõ êîíäåíñàòîðîâ, îäèí èç
êîòîðûõ âîçäóøíûé åìêîñ-
òüþ

0

"

S
C

d h

ε
=

-
,

à äðóãîé – ïîëíîñòüþ çàïîë-
íåííûé äèýëåêòðèêîì, åìêîñòü êîòîðîãî

0

ä

S
C

h

ε ε
= .

Íà êàæäîì èç êîíäåíñàòîðîâ íàõîäèòñÿ çàðÿä Q, ïîýòîìó
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Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ íàïðÿæåííîñòüþ â
îòñóòñòâèå äèýëåêòðèêà (1), ìû âèäèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ â äèýëåêòðèêå óìåíüøèëàñü â ε  ðàç è ýòî îñëàáëåíèå
ïîëÿ íå çàâèñèò îò òîëùèíû ñëîÿ äèýëåêòðèêà. Ïðè òàêîì
ñïîñîáå çàïîëíåíèÿ ïðîèñõîäèò ìàêñèìàëüíîå îñëàáëåíèå
ïîëÿ â äèýëåêòðèêå.

Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëó÷àþ (ñì. ðèñ.1,á). Òåïåðü ìû
ìîæåì ðàññìàòðèâàòü íàø êîíäåíñàòîð êàê ñèñòåìó äâóõ
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Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà çàâèñèìîñòü
îò l. Ïðè ñòðåìëåíèè l ê S  ïîëå â äèýëåêòðèêå óìåíüøàåòñÿ
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Ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè l ïîëå â äèýëåêòðèêå çàêëþ÷åíî
â ïðåäåëàõ
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Â òðåòüåì ñëó÷àå (ñì. ðèñ.1,â) ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
íàø êîíäåíñàòîð êàê ñèñòåìó òðåõ êîíäåíñàòîðîâ – ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2. Åì-
êîñòü ïåðâîãî, âîçäóøíîãî, êîí-
äåíñàòîðà ðàâíà
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Îáùàÿ åìêîñòü äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ êîíäåí-
ñàòîðîâ (âòîðîãî è òðåòüåãî) ñîñòàâëÿåò

( )
2 3 0

23

2 3

C C Sl
C

C C h d h

ε ε
ε

= =
+ + -

,

à îáùàÿ åìêîñòü âñåõ êîíäåíñàòîðîâ åñòü

1 23C C C= + =
( )

0

S l l
S

d h d h

ε
ε

ε
Ê ˆ-

+Á ˜+ -Ë ¯
.

Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó îáêëàäêàìè íàøåãî êîíäåíñà-
òîðà ðàâíà
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðè l S=
ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå (2), à ïðè h = d – â âûðàæåíèå (3).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî âòîðîì è òðåòüåì ñëó÷àÿõ ïðè
ñîõðàíåíèè çàðÿäà íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðîâ ïðîèñõîäèò
ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýòîãî çàðÿäà: ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü
çàðÿäîâ íà òîé ÷àñòè ïëàñòèí, êîòîðûå ïðèìûêàþò ê äèýëåê-
òðèêó, áîëüøå, ÷åì íà âîçäóøíîé ÷àñòè ïëàñòèí. Óáåäèòüñÿ
â ýòîì ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïðîâîäÿùàÿ çàðÿæåííàÿ ñôåðà ðàäèóñîì 1r
îêðóæåíà ñôåðè÷åñêèì ñëîåì äèýëåêòðèêà ñ äèýëåêòðè÷åñ-
êîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε . Ðàäèóñ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè äèý-

ëåêòðèêà ðàâåí 2r . Îïðåäåëèòå ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü
ïîëÿðèçàöèîííûõ çàðÿäîâ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè äèýëåê-
òðèêà, åñëè íà ñôåðå íàõîäèòñÿ ñâîáîäíûé çàðÿä Q.

Ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ âíóòðè
äèýëåêòðèêà áóäåò â ε  ðàç ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëåì áåç
äèýëåêòðèêà. Äåéñòâèòåëüíî, çàðÿä íà ñôåðå ñîõðàíÿåòñÿ,
ñîõðàíÿåòñÿ è åãî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ñôåðå (â
ñèëó ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè). Íî äèýëåêòðèê çàïîëíÿåò
òîëüêî ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó íàøå óòâåðæäåíèå òðå-
áóåò äîêàçàòåëüñòâà.

Çàïîëíèì âñå ïðîñòðàíñòâî âíå ñôåðû ( 1r r£ £ • ) íàøåé
äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäîé. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ âî âñåé ýòîé
îáëàñòè óìåíüøèòñÿ â ε  ðàç.
Ìûñëåííî ïðîâåäåì ñôåðó
ðàäèóñîì 2r  (ðèñ.3). Ïóñòü
íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèó-
ñîì 1r  ðàñïîëîæåí ñâîáîä-
íûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä Q
(÷åðíûå êðåñòèêè), òîãäà
âáëèçè ýòîé ïîâåðõíîñòè áó-
äåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí
ñâÿçàííûé îòðèöàòåëüíûé çà-
ðÿä (êðàñíûå ÷åðòî÷êè). Îáî-
çíà÷èì âåëè÷èíó ýòîãî çàðÿäà
÷åðåç “"q . Âáëèçè ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì 2r  (ñ
âíóòðåííåé è âíåøíåé ñòîðîíû) òàêæå áóäóò ðàñïîëîæåíû
ñâÿçàííûå çàðÿäû, ðàâíûå ïî âåëè÷èíå “"q  è ïðîòèâîïîëîæ-
íûå ïî çíàêó. Ñâÿçàííûå îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû íà ñôåðå
ðàäèóñîì 2r  íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà ïîëå â îáëàñòè 20 r r£ £
íå îêàçûâàþò – ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå, êîòîðîå îíè ñîçäàþò
â ëþáîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè, ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
óáðàòü äèýëåêòðèê èç îáëàñòè 2r r£ £ • , è íè÷åãî ïðè ýòîì
íå èçìåíèòñÿ â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè.

Èòàê, íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè
1 2r r r£ £  â îòñóòñòâèå äèýëåêòðèêà ðàâíà
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî æå ïîëå ðàâíî ñóììå ïîëåé, ñîçäàâà-
åìûõ çàðÿäàìè Q è “"q , ãäå “"q  – ýòî îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû
ó ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñîì 1r :
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Çàäà÷à 3. Ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð ñ ïëîùàäüþ
ïëàñòèí 2S 150 “ì=  è ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïëàñòèíàìè
d = 6 ìì ïîäêëþ÷åí ê áàòàðåå ñ ÝÄÑ 200 B=E . Êàêóþ
ìèíèìàëüíóþ ðàáîòó íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü, ÷òîáû â
îáëàñòü ìåæäó ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà âñòàâèòü ñëþ-

Ðèñ. 2
Ðèñ. 3



äÿíóþ ïëàñòèíêó òîëùèíîé h = 4 ìì? Ãîðèçîíòàëüíûå
ðàçìåðû âñåõ ïëàñòèí îäèíàêîâû, à äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü ñëþäû 7ε = .

Ìèíèìàëüíóþ ðàáîòó íàéäåì ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè.

Ýíåðãèÿ è çàðÿä êîíäåíñàòîðà äî ââåäåíèÿ ïëàñòèíêè
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
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Åìêîñòü êîíäåíñàòîðà ïîñëå ââåäåíèÿ ïëàñòèíêè ñòàëà (ñì.
çàäà÷ó 1)
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Ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà è çàðÿä íà íåì ïîñëå ââåäåíèÿ ïëàñ-
òèíêè ñòàëè
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Çàäà÷à 4. Â ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð âñòàâëåíà
ñòåêëÿííàÿ ïëàñòèíà ñ ε  = 9 òàê, ÷òî îñòàëñÿ âîçäóøíûé
çàçîð òîëùèíîé h = 1 ìì. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè
êîíäåíñàòîðà d = 1 ñì. Êîíäåíñàòîð ïîäêëþ÷åí ê èñòî÷íè-
êó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ 0U 100 B= . ×åìó áóäåò ðàâíî
íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå, åñëè ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ åãî îò
èñòî÷íèêà óáðàòü ñòåêëÿííóþ ïëàñòèíó?
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ãäå S – ïëîùàäü îáêëàäîê êîíäåíñàòîðà. Åìêîñòü êîíäåíñà-
òîðà ñî âñòàâëåííîé ñòåêëÿííîé ïëàñòèíîé ðàâíà åìêîñòè
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îòêëþ÷åíèÿ îò èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ, ðàâåí

( )
0 0

0
1

SU
Q CU

d h

ε ε
ε

= =
+ -

.

Ïîñëå óäàëåíèÿ ñòåêëÿííîé ïëàñòèíû çàðÿä íà îáêëàäêàõ
êîíäåíñàòîðà ñîõðàíÿåòñÿ, à åìêîñòü è íàïðÿæåíèå èçìåíÿ-
þòñÿ. Íîâîå íàïðÿæåíèå ñîñòàâèò
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Çàäà÷à 5. Ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð ñ êâàäðàòíû-
ìè ïëàñòèíàìè – ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëàñòèíàìè d è
ïëîùàäü ïëàñòèí S – çàðÿæåí äî ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ U
è îòñîåäèíåí îò èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî â
êîíäåíñàòîð äî åãî ñåðåäèíû âäâèãàþò øèðîêóþ ïëàñòèíó

èç äèýëåêòðèêà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε .
Òîëùèíà ïëàñòèíû d. Îïðåäåëèòå ñèëó, ñ êîòîðîé ïëàñòè-
íà âòÿãèâàåòñÿ â êîíäåíñàòîð â äàííîì ïîëîæåíèè.
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Ïðè âñòàâëåííîé ïëàñòèíå îäíà ïîëîâèíà êîíäåíñàòîðà
çàïîëíåíà äèýëåêòðèêîì, à äðóãàÿ îñòàåòñÿ ïóñòîé. Åìêîñòü
òàêîãî êîíäåíñàòîðà ñîñòàâëÿåò
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Ïóñòü íà äèýëåêòðè÷åñêóþ ïëàñòèíó â ýòîì ïîëîæåíèè
äåéñòâóåò ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñèëà F, êîòîðàÿ
ïðèëîæåíà â ìåñòå ìàêñèìàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ïîëÿ è
íàïðàâëåíà â ñòîðîíó íåçàïîëíåííîé ÷àñòè êîíäåíñàòîðà
(ðèñ.4). Ïðèëîæèì ê äèý-
ëåêòðè÷åñêîé ïëàñòèíå
âíåøíþþ ñèëó, ðàâíóþ F
è íàïðàâëåííóþ â ïðîòè-
âîïîëîæíóþ ñòîðîíó.
Âûäâèíåì ïëàñòèíó íà íå-
áîëüøóþ âåëè÷èíó dx, ñî-
âåðøèâ ïðè ýòîì ðàáîòó

dA = Fdx.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ðàáîòà
ïîéäåò íà èçìåíåíèå ýíåð-
ãèè êîíäåíñàòîðà. Íàéäåì
íîâóþ åìêîñòü è íîâóþ ýíåðãèþ êîíäåíñàòîðà ïîñëå ïåðåìå-
ùåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïëàñòèíû:
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Ïîñêîëüêó åìêîñòü 2C  ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò 1C , ìîæíî
ïîëîæèòü, ÷òî
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Ïðèðàâíèâàÿ ðàáîòó dÀ ê èçìåíåíèþ ýíåðãèè dW, íàéäåì
ñèëó, ñ êîòîðîé ïëàñòèíà âòÿãèâàåòñÿ â êîíäåíñàòîð:
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Çàäà÷à 6. Ïëîñêèé âîçäóøíûé
êîíäåíñàòîð ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
îáêëàäêàìè d ÷àñòè÷íî ïîãðóæåí â
æèäêîñòü ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòüþ ε  è ïëîòíîñòüþ ρ
(ðèñ.5). ×åðåç ðàçîìêíóòûé êëþ÷
K ê ïëàñòèíàì êîíäåíñàòîðà ïîä-
âåäåíà áàòàðåÿ ñ ÝÄÑ E . Âíóòðåí-
íåå ñîïðîòèâëåíèå áàòàðåè ìàëî.
Ïðåíåáðåãàÿ âÿçêîñòüþ æèäêîñòè
è êàïèëëÿðíûìè ÿâëåíèÿìè, îïðå-
äåëèòå ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäúå-
ìà æèäêîñòè â êîíäåíñàòîðå ïîñëå
çàìûêàíèÿ êëþ÷à. Íà êàêîé âûñî-
òå óñòàíîâèòñÿ æèäêîñòü ïðè íà-
ëè÷èè òåïëîâûõ ïîòåðü?

Ïîñêîëüêó îìè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì â ýëåêòðè÷åñêîé
öåïè ìû ïðåíåáðåãàåì, ñðàçó ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à è â
ïîñëåäóþùåå âðåìÿ íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå áóäåò ðàâ-
íî ÝÄÑ áàòàðåè E . Ïóñòü ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à æèäêèé
äèýëåêòðèê ïîäíèìåòñÿ íà ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó h. Î÷åâèä-
íî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ áàòàðååé, ïîéäåò
íà èçìåíåíèå ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà è íà èçìåíåíèå ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè æèäêîñòè â ïîëå òÿæåñòè (èçìåíåíèå êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè æèäêîñòè ðàâíî íóëþ).

Îáîçíà÷èì íà÷àëüíóþ åìêîñòü ïóñòîãî (âîçäóøíîãî) êîí-
äåíñàòîðà ÷åðåç 0C . Òîãäà åìêîñòü êîíäåíñàòîðà â ìîìåíò
ïîäúåìà æèäêîñòè íà âûñîòó h ðàâíà
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Èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîäíÿòîé æèäêîñòè ñî-
ñòàâëÿåò
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Ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ áàòàðååé, ðàâíà
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Çàïèñàâ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ h:
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Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ:
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Ïåðâîå ðåøåíèå ( 1 0h = ) ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ïîëîæå-
íèþ óðîâíÿ æèäêîñòè, âòîðîå ðåøåíèå ( 2h ) îòâå÷àåò ìàêñè-
ìàëüíîìó ïîäúåìó æèäêîñòè ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå
çàìûêàíèÿ êëþ÷à. À òî ïîëîæåíèå óðîâíÿ æèäêîñòè, êîòî-
ðîå óñòàíîâèòñÿ ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à ïðè íàëè÷èè òåïëî-
âûõ ïîòåðü, äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ìèíèìóìó ïîëíîé ýíåð-
ãèè íàøåé ñèñòåìû.

Îáîçíà÷èì óñòàíîâèâøóþñÿ âûñîòó ïîäúåìà ÷åðåç z. Åì-
êîñòü êîíäåíñàòîðà â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà
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Çàðÿä íà êîíäåíñàòîðå ñîñòàâëÿåò
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Ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â áàòàðåå, ðàâíà
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ãäå 0W  – íà÷àëüíàÿ (äî çàìûêàíèÿ êëþ÷à) ýíåðãèÿ â
áàòàðåå. Ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà ñîñòàâëÿåò
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîäíÿòîé æèäêîñòè åñòü
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Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ íàøåé ñèñòåìû ðàâíà
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Çàïèøåì óñëîâèå ìèíèìóìà ýíåðãèè è ïîñëå äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå
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Îòñþäà íàéäåì
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Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, âûñîòà, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ óðîâíÿ æèäêîñòè, â äâà
ðàçà ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ïîäúåìà. Ïðè îòñóòñòâèè
çàòóõàíèÿ æèäêîñòü êîëåáàëàñü áû îêîëî ïîëîæåíèÿ h = z ñ
àìïëèòóäîé, ðàâíîé z. Ïðè ìàëûõ ïîòåðÿõ ýíåðãèè êîëåáà-
íèÿ áóäóò çàòóõàòü, è óðîâåíü æèäêîñòè óñòàíîâèòñÿ íà
âûñîòå z.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
îáêëàäêàìè d = 10 ìì ÷àñòè÷íî çàïîëíåí ïëîñêîïàðàëëåëüíûì
ñëîåì äèýëåêòðèêà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε  = 7.
Òîëùèíà ñëîÿ äèýëåêòðèêà h = 6 ìì. Êîíäåíñàòîð ïîäêëþ÷åí ê
áàòàðåå ñ ÝÄÑ E = 100 Â. ×åìó ðàâíà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè äèýëåêòðèêà?

2. Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûé äèýëåêòðè-
êîì ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε , çàðÿæàþò îò áàòàðåè
ñ ÝÄÑ E  è îòêëþ÷àþò. Îïðåäåëèòå ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü
ïîëÿðèçàöèîííûõ çàðÿäîâ íà ãðàíèöå ïðîâîäíèê – äèýëåêòðèê,
åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà d.

3. Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð, ïëàñòèíû êîòîðîãî èìåþò ïëîùàäü
S è ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè d, çàïîëíåí òâåðäûì äèýëåêò-
ðèêîì ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε . Êîíäåíñàòîð
ïîäêëþ÷åí ê áàòàðåå, ÝÄÑ êîòîðîé E . Îäíó èç ïëàñòèí
êîíäåíñàòîðà îòîäâèãàþò òàê, ÷òî îáðàçóåòñÿ âîçäóøíûé çàçîð.
Íà êàêîå ðàññòîÿíèå îòîäâèíóëè ïëàñòèíó, åñëè ïðè ýòîì áûëà
ñîâåðøåíà ðàáîòà À?

4. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïëàñòèíà òîëùèíîé 
1l  ñ äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòüþ ε  ââåäåíà ìåæäó îáêëàäêàìè ïëîñêîãî âîç-
äóøíîãî êîíäåíñàòîðà òàê, ÷òî ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ïëàñòèíû
è îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà îñòàëèñü âîçäóøíûå çàçîðû, ñóì-
ìàðíàÿ òîëùèíà êîòîðûõ ðàâíà 2l . Îïðåäåëèòå ñèëó ïðèòÿæå-
íèÿ ìåæäó îáêëàäêàìè, åñëè ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó íèìè
U, à ïëîùàäü ïëàñòèíû è îáêëàäîê  S. Êàê èçìåíèòñÿ âûðàæå-
íèå äëÿ ñèëû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðè 2 0l Æ ?

Ðèñ. 5



Òî÷êà âíå
îêðóæíîñòè

Â.ÀËÅÊÑÅÅÂ, Â.ÃÀËÊÈÍ,

Â.ÏÀÍÔÅÐÎÂ, Â.ÒÀÐÀÑÎÂ

Îïîðíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó äâóìÿ ñåêóùèìè
èçìåðÿåòñÿ ïîëóðàçíîñòüþ äóã, íà êîòîðûå îí îïèðàåòñÿ

(ðèñ.1).
Çàäà÷à 2. Â îáîçíà-

÷åíèÿõ ðèñóíêà 1 äî-
êàæèòå, ÷òî

SA SB SC SD◊ = ◊ .

Çàäà÷à 3. Äîêàæè-
òå, ÷òî (ðèñ.2)

2ST SA SB= ◊ .

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ÀÂ
– õîðäà, ÂÑ – êàñà-

òåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè
â òî÷êå Â (ðèñ.3). Äîêà-
æèòå, ÷òî óãîë Â èçìå-
ðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè
îêðóæíîñòè, ðàñïîëî-
æåííîé âíóòðè ýòîãî
óãëà.

Îòìåòèì îäèí âàæíûé
÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñå-
êóùèå SB è SD îïèðà-

þòñÿ íà äèàìåòð BD îêðóæíîñòè
(ðèñ.4).

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî

AC

BD
= cos γ .

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÂÑ è DA – âûñîòû òðåóãîëüíèêà
BSD. Ïîýòîìó

cos
SC SA

SB SD
γ = = .

Íî òðåóãîëüíèêè ASC è BSD ïîäîáíû, òàê êàê, íàïðèìåð,

( )180 180 180SCA ACD β β– = ∞ - – = ∞ - ∞ - = . Ïîýòîìó

cos
SA AC

SD BD
γ= = .

Çàäà÷à 6. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD, âïèñàííîì â îê-
ðóæíîñòü, äèàãîíàëü ÀÑ ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñ-

òè. Äîêàæèòå, ÷òî cos
BD

AC
α= , ãäå α  – óãîë ìåæäó

ïðÿìûìè ÂÑ è AD, ðàâ-
íûé óãëó ìåæäó ïðÿ-
ìûìè ÀÂ è ÑD.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ì –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ ÀÂ è CD, à N –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ ÂÑ è AD (ðèñ.5).
Òàê êàê ÀÑ – äèàìåòð,
òî MD è NB – âûñîòû
òðåóãîëüíèêà AMN,
à Ñ – îðòîöåíòð ýòîãî
òðåóãîëüíèêà. Ïðè ýòîì

90NAB α– = ∞ -  è
( )2 sin 90BD R α= ∞ - =

2 cosR α=  ïî òåîðåìå
ñèíóñîâ. À òàê êàê ÀÑ = 2R, òî

cos
BD

AC
α= .

Ðàññìîòðèì åùå îäíó òèïè÷íóþ êîíôèãóðàöèþ.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü SP è

SQ – êàñàòåëüíûå ê äàí-
íîé îêðóæíîñòè, ñåêóùàÿ
ïåðåñåêàåò PQ â òî÷êå
Â, à îêðóæíîñòü – â òî÷-
êàõ À è Ñ (ðèñ.6). Äîêà-
æèòå, ÷òî

SA BA

SC BC
= .

Ðåøåíèå. Çàìåòèì ñðà-
çó, ÷òî (îáîçíà÷åíèÿ ÿñíû
èç ðèñóíêà 6) õó = bc
(ñâîéñòâî îòðåçêîâ õîðä),

( )2t a b c a= + +  (ñâîé-
ñòâî îòðåçêîâ êàñàòåëüíîé
è ñåêóùåé).

Äàëåå, òðåóãîëüíèê
PSQ – ðàâíîáåäðåííûé.
Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ BSQ è BSP èìååì

( ) ( )
22 2 2 cost a b x x a b ϕ= + + + + ,

( ) ( )
22 2 2 cost a b y y a b ϕ= + + - + .

Óìíîæèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà ó, âòîðîå – íà õ, à çàòåì
ñëîæèì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( )
22x y t a b x y xy x y+ = + + + + .

Îòñþäà

( ) ( )
2 2a b t xy a b c a bc+ = - = + + - ,

è, íàêîíåö,

( )a b c b ac+ + = .

Íî ýòî è çíà÷èò, ÷òî 
SA BA

SC BC
= .

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñëåäíþþ çàäà÷ó ìîæíî áûëî áû ñôîðìó-
ëèðîâàòü òàê:

Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè S è Â äåëÿò îòðåçîê ÀÑ â îäíîì è
òîì æå îòíîøåíèè âíåøíèì è âíóòðåííèì îáðàçîì ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ðèñ. 1
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Çàìå÷àíèå 2. Ðåøàÿ
çàäà÷ó 7, ìû âûâåëè
âåñüìà ïîëåçíîå ñîîò-
íîøåíèå, ñïðàâåäëèâîå
äëÿ ðàâíîáåäðåííûõ
òðåóãîëüíèêîâ:

Åñëè òî÷êà Ì ëåæèò
íà îñíîâàíèè ÀÂ ðàâ-
íîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ÀÑÂ (ðèñ.7), â êî-
òîðîì ÑÌ = l, ÀÌ = õ,

ÌÂ = ó, ÂÑ = à, òî

2 2l a xy= - .

Çàäà÷è âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ

Ïðåäñòàâëåííûå äàëåå çàäà÷è âçÿòû, â îñíîâíîì, èç âàðè-
àíòîâ âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ ðàçíûõ ëåò Ìîñêîâñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Çàäà÷à 8. Èç òî÷êè À ïðîâåäåíû ê îêðóæíîñòè äâå
êàñàòåëüíûå (Ì è N – òî÷êè êàñàíèÿ) è ñåêóùàÿ, ïåðåñå-

êàþùàÿ ýòó îêðóæíîñòü â
òî÷êàõ Â è Ñ, à õîðäó MN –
â òî÷êå Ð, ïðè÷åì ÀÂ : ÂÑ =
= 2 : 3. Íàéäèòå ÀÐ : ÐÑ.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì çà-
äà÷ó 7 (ðèñ.8). Çäåñü ïî óñëî-
âèþ ( ): 2 : 3a b c+ =  Òðåáó-

åòñÿ íàéòè îòíîøåíèå

( ) :a b c+ . Òàê êàê à = 2k, b +

+ c  = 3k ïðè íåêîòîðîì k >

> 0 è ( )a b c+ + b = ac, òî

( )2 3 2k k b k+ = c, îòêóäà
: 2 : 5b c = . Çíà÷èò, b = 2m,

c = 5m ïðè m > 0. Èòàê, b +

+ c = 3k = 7m, ò.å. 
7

3
k m= . Ïîýòîìó

2 2 4

5 3

a b k m

c m

+ +
= = .

Ïðè ðåøåíèè öåëîãî ðÿäà çàäà÷ áûâàåò ïîëåçíûì ïðîâåñòè
âñïîìîãàòåëüíóþ îêðóæíîñòü è óæå ê íåé ïðèìåíÿòü ðåçóëü-
òàòû îïîðíûõ çàäà÷.

Çàäà÷à 9. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ èç âåðøèí
À è Ñ îïóùåíû âûñîòû ÀÐ è CQ íà ñòîðîíû ÂÑ è ÀÂ.
Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâíà 18, ïëî-
ùàäü òðåóãîëüíèêà BPQ ðàâíà 2, à äëèíà îòðåçêà PQ ðàâíà
2 2 . Âû÷èñëèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

Ðåøåíèå. Èç òî÷åê Ð è Q îòðåçîê ÀÑ âèäåí ïîä îäíèì è
òåì æå óãëîì â 90∞ , òàê êàê AP BC^  è CQ AB^  ïî

óñëîâèþ (ðèñ.9). Ïî-
ýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê
AQPC âïèñàííûé, ñå-
êóùèå ÂÀ è ÂÑ îïèðà-
þòñÿ íà äèàìåòð ÀÑ, è
ìîæíî èñïîëüçîâàòü
îïîðíûå ñâîéñòâà: íà-
ëè÷èå äâóõ ïàð ïîäîá-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ, à
èìåííî

BPQ BACΔ Δ∼  è

 BPA BQCΔ Δ∼ ,

è ñîîòíîøåíèå

cos
PQ BP

B
AC BA

= = – .

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ èìååì

1 2 2
cos

3

BPQ

ABC

SPQ
B

AC S AC
= = = = – ,

îòêóäà

6 2AC =  è 2 2 2
sin 1 cos

3
B B– = - – = .

Èñêîìûé ðàäèóñ ABCR R=  íàéäåì èç òåîðåìû ñèíóñîâ:

9

2 sin 2

AC
R

B
= =

–
.

Çàäà÷à 10. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäå-
íû âûñîòû ÀÌ è CN, òî÷êà Î – öåíòð îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ îêðóæíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíà
óãëà ÀÂÑ ðàâíà β , à
ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà NOMB ðàâíà S.
Íàéäèòå äëèíó ñòîðî-
íû ÀÑ.

Ðåøåíèå. Ðàäèóñ R =
= OB îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè äåëèò óãîë β  íà
äâà óãëà: 1ABO β– =  è

2CBO β– =  òàêèå, ÷òî
(ðèñ.10)

1
2

π
β γ+ = , 2

2

π
β α+ = .

Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå
ONBM äèàãîíàëè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû, è ìû îêàçûâàåìñÿ â ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèè:
òî÷êà Â ëåæèò âíå îêðóæíîñòè ANMC, à ñåêóùèå ÂÀ è ÂÑ
îïèðàþòñÿ íà åå äèàìåòð ÀÑ. Äåéñòâèòåëüíî,

BNM ANMπ γ– = - – =  è â òðåóãîëüíèêå NKB, ãäå K –

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ÎÂ è NM, ( )1
2

BKM
π

π β γ– = - + = , ò.å.

BO MN^ . Êðîìå òîãî, äèàãîíàëü MN ñâÿçàíà ñ èñêîìîé
äëèíîé ÀÑ:

cosMN AC β=

èç ïîäîáèé òðåóãîëüíèêîâ: BMN BACΔ Δ∼ , BMAΔ ∼

BNCΔ∼ . Äðóãàÿ äèàãîíàëü OB = R ñâÿçàíà ñ ÀÑ ÷åðåç
òåîðåìó ñèíóñîâ:

2 sin

AC
OB R

β
= = .

Íàêîíåö, èìååì 2 tgAC S β= , ïîñêîëüêó ïëîùàäü S ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà ðàâíà 
1

2
S R MN= ◊ , èëè 21

ctg
4

S AC β= .

Çàäà÷à 11. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå îñíîâàíèÿ âûñîò îñò-
ðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâíû 5, 12 è 13. Íàéäèòå
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü 1 1 1, ,A B C  – îñíîâàíèÿ âûñîò îñòðîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, 1 1 5A B = , 1 1 12AC = , 1 1 13BC =
(ðèñ.11). ßñíî, ÷òî 1 1 1A BCΔ  ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ñ
ïðÿìûì óãëîì 1A , òàê ÷òî 

1 1 1
30A B CS = . ×åòûðåõóãîëüíèê

1 1ABA B  âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì ÀÂ. Ìû ïðèøëè
ê óæå èçâåñòíîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè: èç òî÷êè Ñ
âíå îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû ñåêóùèå ÑÀ è ÑÂ, îïèðàþùèåñÿ
íà äèàìåòð ÀÂ. Ïðè ýòîì ñòîðîíû 1 1 1A BCΔ  îòñåêàþò îò

ABCΔ  òðè ïîäîáíûõ åìó òðåóãîëüíèêà ñ êîýôôèöèåíòàìè
ïîäîáèÿ cos γ , cos α , cos β  ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî,

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10



âûñîòû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè îðòîòðå-
óãîëüíèêà 1 1 1A BC . Äåéñòâèòåëüíî,

1 1 1 1

1 1 1 1

,
2 2

2 2

B A A CA B

C A A BAC

π π
α

π π
α

Ï
– = - – = -ÔÔ

fiÌ
Ô– = - – = -
ÔÓ

1 1 1 1 2
2

B A A C A A
π

α γfi – = – = - = .

Àíàëîãè÷íî,

1 1 1 1 2
2

A B B C B B
π

β α– = – = - = ,

1 1 1 1 2
2

ACC BCC
π

γ β– = – = - = .

Ìåæäó óãëàìè 1 22A γ– = , 1 22B α– = , 1 22C β– =  îðòîòðåó-
ãîëüíèêà 1 1 1A BC  è óãëàìè A α– = , B β– = , C γ– =  èñõîä-
íîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ èìååòñÿ âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå:

1 2

1 2

1 2

2 2 ,

2 2 ,

2 2

A

B

C

γ π α
α π β
β π γ

– = = -Ï
Ô
– = = -Ì

Ô– = = -Ó

( )

( )

( )

2 1 2 2

2 1 2 2

2 1 2 2

1
,

2 2

1
,

2 2

1
.

2 2

A

B

C

π
α γ π α β

π
β α π β γ

π
γ β π α γ

Ï
= - = - – = +Ô

Ô
Ô

¤ = - = - – = +Ì
Ô
Ô

= - = - – = +Ô
Ó

Îñòàëèñü âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ èñêîìîé ïëîùàäè S èìååì

1 1 1 1 1 1 1 1 1A B C A B C AB C A BCS S S S S= + + + =

( )2 2 230 cos cos cosS γ α β= + + + ,

èëè

( )2 2 21 cos cos cos 30S α β γ- - - = .

Ïåðåéäåì ê óãëàì îðòîòðåóãîëüíèêà è ïîëó÷èì

2 2 21 cos cos cosα β γ- - - =

= 
2 2 2

2 2 2
1 cos cos cos

2 2 2

π π π
γ α βÊ ˆ Ê ˆ Ê ˆ

- - - - - - =Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯

= 2 2 2

2 2 2
1 sin sin sinγ α β- - - =

( )2 2 2

1 2
cos 2 cos 2 cos 2 1

2 13
α β γ= + + - = .

Îêîí÷àòåëüíî èìååì S = 195.

Çàäà÷à 12. Â îñòðî-
óãîëüíîì òðåóãîëüíè-
êå ÀÂÑ ïðîâåäåíû âû-
ñîòû 1CC  è 1AA . Èç-
âåñòíî, ÷òî ÀÑ = 1 è

1 1CCA α– = . Íàéäèòå
ïëîùàäü êðóãà, îïèñàí-
íîãî îêîëî òðåóãîëü-
íèêà 1 1C BA .

Ðåøåíèå. Îêîëî ÷å-
ò û ð å õ ó ã î ë ü í è ê à

1 1AC AC  ìîæíî îïè-
ñàòü îêðóæíîñòü (òàê
êàê îòðåçîê ÀÑ âèäåí èç òî÷åê 1A  è 1C  ïîä ïðÿìûì óãëîì),
à ñåêóùèå ÂÀ è ÂÑ îïèðàþòñÿ íà åå äèàìåòð ÀÑ (ðèñ.12).
Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ 1 1BAC  è ÂÀÑ
åñòü

1cos cosk ABC C BC= – = – =

= 1 1
cos cos sin

2 2
CCA

π π
α αÊ ˆ Ê ˆ

- – = - =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ .

Äëÿ ðàäèóñîâ îïèñàííûõ îêîëî íèõ îêðóæíîñòåé èìååì

1 1 sin
BA C

BAC

R
k

R
α= = .

Íî

2 sin
BAC

AC
R

ABC
= =

–

1 1

2 cos
2 sin

2

π αα
=

Ê ˆ
-Á ˜Ë ¯

.

Ïîýòîìó

1 1
sinBA C BACR R α= =

1 1
sin tg

2 cos 2
α α

α
= ,

è èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà

1 1

2 2tg
4

BA CS R
π

π α= = .

Çàäà÷à 13. ×åðåç âåðøèíû À è Â òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ
ïðîâåäåíà îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû ÂÑ è ÀÑ â
òî÷êàõ D è Å ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
CDE â 7 ðàç ìåíüøå ïëîùà-
äè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABDE. Íàéäèòå DE è ðà-
äèóñ îêðóæíîñòè, åñëè
ÀÂ = 4 è C 45– = ∞ .

Ðåøåíèå. Èìååì ñòàíäàð-
òíóþ è âåñüìà ðàñïðîñòðà-
íåííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ
êîíñòðóêöèþ (ðèñ.13): èç
òî÷êè Ñ ê îêðóæíîñòè
ïðîâåäåíû äâå ñåêóùèå ÑÀ
è CÂ. ×åòûðåõóãîëüíèê
AEDB âïèñàí â îêðóæíîñòü,
ïîýòîìó ñóììà åãî ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà
180∞ :

180CAB BDE– + – = ∞ .

Íî ñìåæíûå óãëû ñ âåðøèíîé â òî÷êå D òàêæå ñîñòàâëÿþò
180∞ :

180CDE BDE– + – = ∞ .

Ïîýòîìó CAB CDE– = – . Çíà÷èò, CABΔ  ïîäîáåí CDEΔ
ïî äâóì óãëàì. Êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðàâåí

CAB ABDE CDE

CDE CDE

S S S
k

S S

+
= = =

7 1
2 2

1

+
= .

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13
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Ïîýòîìó

4
2

2 2

AB
DE

k
= = = .

Îñòàëîñü íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè. Ïðîâåäåì DF AC� .
Òîãäà 2AF DE= = . Ïî òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå,

45BAF BDF C– = – = – = ∞ . Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ
ABFΔ  èìååì

2 2 2 2 cosBF AF AB AF AB BAF= + - ◊ ◊ – = 10,

10BF = .

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû ñèíóñîâ, íàõîäèì ðàäèóñ
îêðóæíîñòè:

5
2 sin

BF
R

BAF
= =

–
.

Çàäà÷à 14. Íà ñòîðîíàõ îñòðîãî óãëà ñ âåðøèíîé Î âçÿòû
òî÷êè À è Â. Íà ëó÷å ÎÂ âçÿòà òî÷êà Ì íà ðàññòîÿíèè
3 OA◊  îò ïðÿìîé ÎÀ, à íà ëó÷å ÎÀ – òî÷êà N íà
ðàññòîÿíèè 3 OB◊  îò ïðÿìîé ÎÂ. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÎÂ, ðàâåí 3. Íàéäèòå MN.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: ÎÂ = à, ÎÀ = b,
AOB α– = , MN = x (ðèñ.14). Ïî óñëîâèþ 

1 3MM b= , ãäå

1MM OA^ ; 1 3NN a= , ãäå 
1NN OB^ ; ðàäèóñ îïèñàííîé

îêîëî òðåóãîëüíèêà ÎÀÂ îêðóæíîñòè 3AOBR = .
Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå 1 1MM NN  ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ

óãëîâ ðàâíà 180∞  (
1 1 90 90 180MM N NN M– + – = ∞ + ∞ = ∞ ).

Ïîýòîìó îêîëî íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Äèàìåòðîì
åå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûé îòðåçîê MN. Ïîëó÷èì òèïè÷íóþ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ êîíôèãóðàöèþ: îêðóæíîñòü è äâå ñåêóùèå ÎÌ
è 1OM , ïðè÷åì ñåêóùèå ïðîõîäÿò ÷åðåç êîíöû äèàìåòðà
MN. Çäåñü, êàê èçâåñòíî, èìåþòñÿ äâå ïàðû ïîäîáíûõ
òðåóãîëüíèêîâ.

à) Òðåóãîëüíèêè 1ON N  è 1OM M  ïîäîáíû êàê ïðÿìîó-
ãîëüíûå ñ îáùèì îñòðûì (ïî óñëîâèþ) óãëîì α .

á) Òðåóãîëüíèêè 1 1ON M  è ONM ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì.
Äåéñòâèòåëüíî, óãîë α  ó íèõ îáùèé, à óãëû 1 1OM N  è OMN
ðàâíû â ñèëó òåîðåìû î âïèñàííîì óãëå (îíè îïèðàþòñÿ íà
îäíó è òó æå äóãó 1N N ).

Òàê êàê 1ON NΔ  ïîäîáåí Δ 1OM M , òî 1 1:ON OM =

1 1: 3 : 3 :NN MM a b a b= = = . Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ ÎÂÀ
è 1 1ON M , ïðèëåæàùèå ê îáùåìó óãëó α , ïðîïîðöèîíàëü-
íû:

1

1

OB ON a

OA OM b
= = .

Ïîýòîìó OBAΔ  ïîäîáåí 1 1ON MΔ , 1 1OAB OM N– = – , ïðÿ-
ìûå ÀÂ è 1 1M N  ïàðàëëåëüíû. Íî 1 1 1 1OM N NM N– = – =

OMN= – . Çíà÷èò, OAB OMN– = –  è OABΔ  ïîäîáåí
ΔOMN ïî äâóì óãëàì. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ èìååì

OA AB

OM MN
= , 

OM AB
MN x

OA

◊
= = .

Ðèñ. 14

Çäåñü OA = b, 1

1

3

sin sin

MM b
OM

MOM α
= =

–
 (èç 1OMMΔ ),

2 sin 2 3 sin 6 sinAOBAB R α α α= = ◊ =  (ïî òåîðåìå ñèíóñîâ

äëÿ AOBΔ ).  Îêîí÷àòåëüíî,

3 6 sin
18

sin

b
MN x

b

α
α

◊
= = =

◊
.

Çàäà÷à 15. Äèàìåòð ÀÂ è õîðäà ÑD îêðóæíîñòè ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå Å, ïðè÷åì ÑÅ = DE. Êàñàòåëüíûå ê
îêðóæíîñòè â òî÷êàõ Â
è Ñ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå K. Îòðåçêè AK è ÑÅ
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ì.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà CKM, åñëè
ÀÂ = 10, ÀÅ = 1.

Ðåøåíèå. Äèàìåòð ÀÂ
ðàññåêàåò õîðäó CD, íå
ÿâëÿþùóþñÿ äèàìåòðîì,
íà äâå ðàâíûå ÷àñòè (ÑÅ =
= ÅD ïî óñëîâèþ), çíà-
÷èò, îí ïåðïåíäèêóëÿðåí
åé: CD AB^  (ðèñ.15).
Òàê êàê KB – êàñàòåëü-
íàÿ, òî KB AB^ . Ïî-
ýòîìó CD KB� .

Ïóñòü Î – öåíòð îê-
ðóæíîñòè. Ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà èç òðåóãîëüíè-
êà ÑÅÎ

2 2 2 25 4 3CE CO EO= - = - = .

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ÑOK è BOK ðàâíû (OK –

îáùàÿ ãèïîòåíóçà, 
1

5
2

CO OB AB= = = ). Ïîýòîìó

1

2
KOC KOB BOC BAC– = – = – = – . Çíà÷èò, ACEΔ  ïîäî-

áåí OKBΔ  (ïî äâóì óãëàì) è

5
3 15

1

KB OB OB
KB CE

CE AE AE
= fi = ◊ = ◊ = .

Íî AMEΔ  ïîäîáåí AKBΔ  ( ME KB� ), îòêóäà

1 3
15

10 2

ME AE AE
ME KB

KB AB AB
= fi = ◊ = ◊ = fi

3 3
3

2 2
CM CE MEfi = - = - = .

Â òðåóãîëüíèêå CKM èçâåñòíû ñòîðîíà (îñíîâàíèå): 
3

2
CM =

è âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê íåé: ÂÅ = 9. Ïîýòîìó

1 1 3 27
9 6,75

2 2 2 4
CKMS CM BE= ◊ = ◊ ◊ = = .

Çàäà÷à 16. Íà ñòîðîíå ÀÂ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ êàê íà
äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû
ÀÑ è ÂÑ â òî÷êàõ D è Å ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ DE
äåëèò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïîïîëàì è îáðàçóåò ñ
ïðÿìîé ÀÂ óãîë 15∞ . Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

Ðåøåíèå. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðÿìûå ÀÂ è DE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K ëó÷à ÀÂ (ðèñ.16).
Ñåêóùèå ÑÀ è ÑÂ îïèðàþòñÿ íà äèàìåòð ÀÂ. Êîýôôèöèåíò
k ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ CDE è CÀÂ ðàâåí êîñèíóñó óãëà C.

Ðèñ. 15
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Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá (ÌÈÊ) «Ãëþîí» â ðàì-
êàõ ìåæäóíàðîäíîé ïðîãðàììû «Äåòè. Èíòåëëåêò. Òâîð÷å-
ñòâî» ïðè ó÷àñòèè Óíèâåðñèòåòà ãîðîäà Ðåòèìíî (îñòðîâ
Êðèò, Ãðåöèÿ), ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ôîíäà íåêîììåð-
÷åñêèõ ïðîãðàìì «Äèíàñòèÿ» è ïðè ïîääåðæêå êîìïàíèé
«Êèðèëë è Ìåôîäèé», «Ôèçèêîí», «1Ñ», èçäàòåëüñêîãî
äîìà «Ïåðâîå ñåíòÿáðÿ» è æóðíàëà «Êâàíò» ïðîâåë î÷åðåä-
íóþ òåñò-ðåéòèíãîâóþ îëèìïèàäó «Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðà-
ôîí». Îëèìïèàäà ïðîõîäèëà ñ 9 ïî 16 îêòÿáðÿ 2005 ãîäà íà
òåððèòîðèè óþòíîãî îòåëÿ «Rethymno bay», êîòîðûé ðàñïî-
ëîæåí â ãîðîäå Ðåòèìíî íà áåðåãó Ñðåäèçåìíîãî ìîðÿ.

Íà îëèìïèàäó ïðèåõàëè ó÷àñòíèêè èç ðàçíûõ ðåãèîíîâ
Ðîññèè, Êàçàõñòàíà è Íîðâåãèè. Îäàðåííûå øêîëüíèêè,
ïðîÿâèâøèå èíòåðåñ ê ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì, ñîðåâíî-
âàëèñü â êîìàíäíûõ è èíäèâèäóàëüíûõ òóðàõ ïî ìàòåìàòè-
êå, ôèçèêå, èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé. Â òðåòèé ðàç
â îëèìïèàäå ó÷àñòâîâàëè øêîëüíèêè, èíòåðåñóþùèåñÿ ýêî-
ëîãèåé è áèîëîãèåé, è âî âòîðîé ðàç – òå øêîëüíèêè,
êîòîðûå âûáðàëè èñòîðèþ è êóëüòóðîëîãèþ.

Àáñîëþòíûì ïîáåäèòåëåì îëèìïèàäû «Èíòåëëåêòóàëü-
íûé ìàðàôîí-2005» ïî ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì â êîìàíä-
íîì çà÷åòå ñòàëà ñáîðíàÿ êîìàíäà Êðàñíîäàðñêîãî êðàÿ
(Ðîññèÿ). Åé áûë âðó÷åí ãëàâíûé ïðèç ñîðåâíîâàíèé –
ñóïåðêóáîê è ïðèçû îò ñïîíñîðîâ. Êîìàíäà áûëà òàêæå
ëó÷øåé â òóðàõ ïî ìàòåìàòèêå è èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è
îòêðûòèé, è åé áûëè âðó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëûå êóáêè
ñîðåâíîâàíèé. Âòîðîå ìåñòî â îáùåì çà÷åòå çàíÿëà êîìàíäà
Êëàññè÷åñêîãî ëèöåÿ 1 ïðè ÐÃÓ (Ðîñòîâ-íà-Äîíó). Îíà òàêæå
çàíÿëà ïåðâîå ìåñòî â òóðå ïî ìàòåìàòèêå, âòîðîå ìåñòî –
ïî ôèçèêå è èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé. Êîìàíäå áûë
âðó÷åí áîëüøîé êóáîê çà âòîðîå ìåñòî â îáùåì çà÷åòå è
ñîîòâåòñòâóþùèå äèïëîìû çà óñïåõè â êîìàíäíûõ ñîðåâíî-
âàíèÿõ. Íà òðåòüå ìåñòî âûøëà ñáîðíàÿ êîìàíäà Òàòàðñòàíà,
êîòîðàÿ òàêæå ñòàëà òðåòüåé â òóðå ïî ôèçèêå. Åé áûë âðó÷åí
êóáîê è äèïëîìû çà óñïåõè â êîìàíäíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ.

Â áèîëîãî-ýêîëîãè÷åñêîì íàïðàâëåíèè îëèìïèàäû ïîáå-
äó îäåðæàëà ñáîðíàÿ êîìàíäà Êàçàõñòàíà, íà âòîðîì ìåñòå
îêàçàëèñü ïðåäñòàâèòåëè Íîðâåãèè è íà òðåòüåì – Ðîññèè.
Âñåì èì áûëè âðó÷åíû êóáêè, äèïëîìû è ïðèçû îëèìïèàäû.

Â èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ àáñîëþòíûì ïîáåäèòå-
ëåì îëèìïèàäû ñòàë Àðñåíèé Õàïëàíîâ, ó÷åíèê 11 êëàññà
Êëàññè÷åñêîãî ëèöåÿ 1 ïðè ÐÃÓ. Åìó áûëè âðó÷åíû áîëüøàÿ
çîëîòàÿ ìåäàëü è ìàëàÿ çîëîòàÿ ìåäàëü çà ïåðâîå ìåñòî ïî
ìàòåìàòèêå. Âòîðûì ïðèçåðîì â îáùåì çà÷åòå ñòàë Íèêèòà
Õîõóëÿ, ó÷åíèê 11 êëàññà ëèöåÿ «ÈÑÒÝÊ» ãîðîäà Êðàñíîäàðà.
Åìó áûëè âðó÷åíû áîëüøàÿ ñåðåáðÿíàÿ ìåäàëü è ìàëàÿ
ñåðåáðÿíàÿ ìåäàëü çà âòîðîå ìåñòî ïî ôèçèêå. Áîëüøóþ
áðîíçîâóþ ìåäàëü â îáùåì çà÷åòå çàâîåâàë Àëèáåê Îìàð-
áåêîâ èç Êàçàõñòàíà, ïðåäñòàâëÿþùèé Öåíòð «Äàðûí».

Â èíäèâèäóàëüíîì çà÷åòå ïî ôèçèêå ëó÷øèì ñòàë Ýëüäàð
Ãàðèôóëèí (11 êë., Êëàññè÷åñêèé ëèöåé 1 ïðè ÐÃÓ), åìó áûëà
âðó÷åíà ìàëàÿ çîëîòàÿ ìåäàëü. Âëàäèìèð Ñîøåíêî (10 êë.,
ÌÒË, Íîâîðîññèéñê) ïîëó÷èë áðîíçîâóþ ìåäàëü çà òðåòüå
ìåñòî ïî ôèçèêå. Äàóëåò Äÿíãóçèí è Ìàäè Äþëáîðûñîâ (îáà
èç Öåíòðà «Äàðûí») áûëè íàãðàæäåíû ìàëûìè ñåðåáðÿíîé
è áðîíçîâîé ìåäàëÿìè çà âòîðîå è òðåòüå ìåñòî ïî ìàòåìà-
òèêå.

Â èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ ïî áèîëîãèè è ýêîëî-
ãèè ïîáåäó îäåðæàëà Þëèÿ Ìåíü÷èøåâà (Öåíòð «Äàðûí»),
åé áûëà âðó÷åíà çîëîòàÿ ìåäàëü. Âòîðîå ìåñòî çàíÿëà Àëèÿ
Äæóìàòàåâà (Öåíòð «Äàðûí»), à òðåòüåé îêàçàëàñü Ha Tuyet
Hai, ïðåäñòàâèòåëüíèöà Íîðâåãèè. Èì áûëè âðó÷åíû, ñîîò-
âåòñòâåííî, ñåðåáðÿíàÿ è áðîíçîâàÿ ìåäàëè.

Ïîáåäèòåëåì îëèìïèàäû ïî èñòîðèè è êóëüòóðîëîãèè
ñòàë Ðóñòàì Õàëèêîâ (Öåíòð «Äàðûí»), åìó áûëà âðó÷åíà
çîëîòàÿ ìåäàëü. Àëèáè Ìóñòàôèí è Àìèíà Êàïàíîâà (Öåíòð
«Äàðûí») çàâîåâàëè ñåðåáðÿíóþ è áðîíçîâóþ ìåäàëè ñîîò-
âåòñòâåííî.

Âñå ó÷àñòíèêè îëèìïèàäû ïîëó÷èëè ñåðòèôèêàòû è ïàìÿò-
íûå ïîäàðêè îëèìïèàäû.

Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá «Ãëþîí» ïðèãëàøàåò ðå-
ãèîíàëüíûå öåíòðû, øêîëû, ëèöåè è ãèìíàçèè, ðàáîòàþùèå
ñ îäàðåííûìè äåòüìè, ïðèíÿòü ó÷àñòèå â XV Ìåæäóíàðîä-
íîé îëèìïèàäå «Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí», êîòîðóþ ïëà-
íèðóåòñÿ ïðîâåñòè â îêòÿáðå 2006 ãîäà â Íîðâåãèè.

Çàÿâêè íà ó÷àñòèå ïðèñûëàéòå ïî àäðåñó: 115522 Ìîñêâà,
Ïðîëåòàðñêèé ïðîñïåêò, ä.15/6, êîðï.2, ÌÈÊ «Ãëþîí»

Òåëåôîí: (495)517-80-14, ôàêñ: (495)396-82-27,
e-mail:gluon@yandex.ru

(ñì. òàêæå ñàéò: www.informika.ru\text\goscom\gluon)

ÇÀÄÀ×È  ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Ìîæåò ëè ÷èñëî âèäà

� �
11...1211...1

n n

áûòü ïðîñòûì?
2. Âíå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, íî âíóòðè óãëà

BAC âçÿòà òî÷êà M, äëÿ êîòîðîé 30CMA– = ∞ ,
45BMA– = ∞ . Íàéäèòå óãîë ABM.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 1 1x y y x xy- + - = .
4. Ìîæíî ëè ðàçáèòü ÷èñëà 1, 2, …, 30 íà ãðóïïû: à) ïî 5

÷èñåë; á) ïî 6 ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ãðóïïàõ
áûëè îäèíàêîâû?

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíà AM, áèññåêò-
ðèñà AL è âûñîòà AH. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàí-
íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè AL = l, AH = h è AL
ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà MAH.

6. Ïóñòü 1α >  – êîðåíü óðàâíåíèÿ 3 1 0α α- - = . Âû÷èñ-
ëèòå

3 32 23 4 3 4 2α α α α- + + + .

7. Ìîæíî ëè îòìåòèòü íà ïëîñêîñòè 225 òî÷åê òàê, ÷òîáû
íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè áûëî íå áîëüøå 21,
à íàèìåíüøåå – íå ìåíüøå 3?

Ôèçèêà

1. Áðóñîê ìàññîé M ñòîèò íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè (ðèñ.1). Íà áðóñêå çàêðåïëåí øòàòèâ, ê êîòîðîìó
íà íèòè äëèíîé l ïîäâåøåí ãðóç ìàññîé m. Êàêóþ íàèìåíü-
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øóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ñêîðîñòü
0v  íàäî ñîîáùèòü ãðóçó, ÷òî-

áû îí ñîâåðøèë ïîëíûé îáî-
ðîò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêî-
ñòè?

2. Ïî îäíîé èç ãèïîòåç, çâåç-
äû îáðàçóþòñÿ èç ìåæçâåçä-
íîé ñðåäû (êîñìè÷åñêàÿ ïûëü)
ïóòåì ñæàòèÿ ïîä äåéñòâèåì
ãðàâèòàöèîííûõ ñèë. Îöåíèòå

âðåìÿ îáðàçîâàíèÿ çâåçäû èç ãèãàíòñêîãî ñôåðè÷åñêîãî

îáëàêà êîñìè÷åñêîé ïûëè ïëîòíîñòüþ 20 32 10  ã “ì
-◊ .

3. Äâà ãðóçà ìàññîé m ñîåäèíåíû íèòüþ äëèíîé L è ëåæàò
íà ãëàäêîì ñòîëå. Ñåðåäèíó íèòè íà÷èíàþò ïåðåìåùàòü
ãîðèçîíòàëüíî ñ óñêîðåíèåì à â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîì íèòè. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ ïðè
íåóïðóãîì óäàðå ãðóçîâ?

4. Ìîëåêóëà âîäÿíîãî ïàðà ïðè ïîïàäàíèè â âîäó ìîæåò
îòðàçèòüñÿ, à ìîæåò è «ïðèëèïíóòü» – ñòàòü ìîëåêóëîé
æèäêîñòè. Îöåíèòå âåðîÿòíîñòü «ïðèëèïàíèÿ», åñëè èçâå-
ñòíî, ÷òî ïðè +20 °Ñ â óñëîâèÿõ íèçêîé âëàæíîñòè óðîâåíü
âîäû â áëþäöå ïîíèæàåòñÿ çà ìèíóòó ïðèìåðíî íà 1,5 ìì.
Äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïàðîâ ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå ñîñòàâ-
ëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 2 êÏà.

5. Îäèí ìîëü èäåàëüíîãî ãàçà íàõîäèòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå
300 Ê. Åãî îáúåì óâåëè÷èâàþò â 5 ðàç òàê, ÷òî òåïëîåìêîñòü
ãàçà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé 5000 Äæ/Ê. Îöåíèòå, íà
ñêîëüêî èçìåíèòñÿ òåìïåðàòóðà ãàçà.

6. Äâà ìàëåíüêèõ øàðèêà, ëåæàùèõ íà ãëàäêîé ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè, ñîåäèíåíû íåâåñîìîé ïðóæèíîé. Øàðè-
êè çàðÿäèëè îäíîèìåííûìè çàðÿäàìè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ïðóæèíà ðàñòÿíóëàñü â òðè ðàçà. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ
÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû?

7. Ïðîâîëî÷íûé ïðåäîõðàíèòåëü ïåðåãîðàåò ïðè íàïðÿæå-
íèè 300 Â. Ïðè êàêîì íàïðÿæåíèè áóäåò ïåðåãîðàòü ïðåäîõ-
ðàíèòåëü, åñëè åãî äëèíó óâåëè÷èòü â 3 ðàçà, à äèàìåòð – â
2 ðàçà?

Ýêîëîãèÿ

1. Âàæíàÿ áèîëîãè÷åñêàÿ ðîëü ìèêðîýëåìåíòîâ õîðîøî
èçâåñòíà è äîêàçàíà: îíà ñâÿçàíà ñ àêòèâèçàöèåé êàòàëèòè-
÷åñêîé àêòèâíîñòè ìíîãèõ ôåðìåíòîâ. Èññëåäîâàíèÿ ýòîãî
âîïðîñà ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî îò ñîäåðæàíèÿ è ïðîïîðöèé
ìèêðîýëåìåíòîâ çàâèñèò èììóíèòåò îðãàíèçìà, âîçìîæíîñòü
ðàçâèòèÿ ðÿäà çàáîëåâàíèé – ðàõèòà, íàðóøåíèÿ êðîâåòâîðå-
íèÿ ó ÷åëîâåêà, â ñåëüñêîì õîçÿéñòâå – óðîæàéíîñòü, ñðîêè
âåãåòàöèè è ïèùåâàÿ öåííîñòü ðàñòåíèé. Ïîýòîìó âàæíî
èìåòü ïðåäñòàâëåíèå îá èñòî÷íèêàõ è ïóòÿõ ôîðìèðîâàíèÿ
ìèêðîýëåìåíòíîãî ñîñòàâà â ïðèðîäíîé ñðåäå è æèâûõ
îðãàíèçìàõ. Ó÷åíûå âûÿñíèëè, ÷òî îòíîñèòåëüíîå ñîäåðæà-
íèå è ïðîïîðöèè òàêèõ ìèêðîýëåìåíòîâ, êàê ñåðà, êàëèé,
õðîì, ìåäü, öèíê, ìûøüÿê, ñåëåí, ñåðåáðî, éîä, êàäìèé,
îëîâî, ñóðüìà, öåçèé, çîëîòî, ðòóòü, ñâèíåö, âèñìóò, ðàçëè÷-
íû â ðàçíûõ ñðåäàõ. Áîëüøå âñåãî èõ, íàïðèìåð, â îðãàíèç-
ìàõ ðàñòåíèé, à ïî÷âû áîãà÷å, ÷åì îñíîâíûå ïîðîäû. Ìàêñè-
ìàëüíî îáîãàùåíû èìè âîäû îêåàíîâ è ãëîáàëüíûå àýðîçîëè.
Ðàçëè÷èå â ìèêðîýëåìåíòíîì ñîñòàâå ñìåæíûõ è âçàèìíî
ïðîíèêàþùèõ ñðåä âåñüìà ñóùåñòâåííî, è îáúÿñíèòü åãî
íåëüçÿ, èñõîäÿ èç ñëîæèâøèõñÿ ïðåäñòàâëåíèé î ìèãðàöèè
õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Òùàòåëüíîå èçó÷åíèå ïðîáëåìû ïî-
êàçàëî, ÷òî êîýôôèöèåíòû îáîãàùåíèÿ ñðåä ìèêðîýëåìåíòà-
ìè çàêîíîìåðíî óìåíüøàþòñÿ â ðÿäó: ãëîáàëüíûå àýðîçîëè
– âîäà îêåàíîâ – ìõè – âûñøèå íàçåìíûå ðàñòåíèÿ – ïî÷âà
– çåìíàÿ êîðà – èçâåðæåííûå âóëêàíàìè ïîðîäû. Äàéòå
íàó÷íîå îáúÿñíåíèå íàáëþäàåìûì ôàêòàì.

2. Ñòðîèòåëüñòâî àâòîìîáèëüíûõ äîðîã è ñêîðîñòíûõ
ëèíèé æåëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëå-
ìîé ÷åðòîé ñîâðåìåííîé öèâèëèçàöèè. Îöåíèòå ýêîëîãè÷åñ-
êèå ïîñëåäñòâèÿ òåõíîãåííîãî âîçäåéñòâèÿ âûñîêîñêîðîñò-
íîé æåëåçíîäîðîæíîé ìàãèñòðàëè Ñàíêò-Ïåòåðáóðã – Ìîñ-
êâà, êîòîðàÿ ÷àñòè÷íî ïðîéäåò ñ ñåâåðà íà þã ïî çîíå
Âàëäàéñêîãî çàïîâåäíèêà, îòêóäà áåðóò ñâîå íà÷àëî òàêèå
âåëèêèå ðåêè åâðîïåéñêîé ðàâíèíû, êàê Âîëãà, Äíåïð,
Çàïàäíàÿ Äâèíà, è ãäå ñîñðåäîòî÷åíî ìíîãî îçåð, â òîì ÷èñëå
Ñåëèãåð è Âàëäàéñêîå.

3. Ñîçäàâàÿ çàïîâåäíèêè èëè íàöèîíàëüíûå ïàðêè, ÷åëîâåê
áåðåò íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà ñîõðàííîñòü è ïðèóìíîæå-
íèå âèäîâ æèâîòíûõ è ðàñòåíèé íà îõðàíÿåìîé òåððèòîðèè.
Çà÷àñòóþ âìåøàòåëüñòâî ÷åëîâåêà ïðèâîäèò ê ñåðüåçíûì
íàðóøåíèÿì ñëîæèâøåãîñÿ áàëàíñà ÷èñëåííîñòè ìåæäó õèù-
íèêîì è æåðòâîé. Äàéòå îáúÿñíåíèå ðåçóëüòàòàì îäíîãî èç
òàêèõ íåóäà÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîãäà íà îäíó èç çàïîâåä-
íûõ òåððèòîðèé óìåðåííîé êëèìàòè÷åñêîé çîíû, ãäå ïðîæè-
âàëà ïàðà õèùíèê – æåðòâà, ïðåäñòàâëåííàÿ ðûñüþ è çàéöåì,
áûë ïîäñåëåí êðîëèê èç Êàíàäû, îáëàäàþùèé áîëüøåé
ïëîäîâèòîñòüþ, ÷åì çàÿö. Â ðåçóëüòàòå ÷åðåç îïðåäåëåííûé
ïåðèîä âìåñòî îæèäàåìîãî ïðèðîñòà ÷èñëåííîñòè ðûñè â
çàïîâåäíèêå èñ÷åçëè çàéöû, êðîëèêè è ðûñü. Ïîñòðîéòå
òåîðåòè÷åñêóþ êðèâóþ èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè æèâîòíûõ.

4. Â ñòàðèííûõ òðàêòàòàõ åñòü ñâåäåíèÿ î òîì, ÷òî ïòèöû,
êàê è ìëåêîïèòàþùèå æèâîòíûå, ìîãóò âïàäàòü âî âðåìåííîå
îöåïåíåíèå ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðå-
äû. Íàïðèìåð, ó Àðèñòîòåëÿ ãîâîðèòñÿ, ÷òî òàêîé ñïîñîáíî-
ñòüþ îáëàäàþò àèñòû, ñêâîðöû è äèêèå ãîëóáè, êîòîðûõ âî
âðåìÿ õîëîäîâ íàõîäèëè â ñîñòîÿíèè îöåïåíåíèÿ èëè çèìíåé
ñïÿ÷êè. Âîçìîæíî ëè ýòî? À êàê ïòèöû ïåðåæèâàþò íåáëà-
ãîïðèÿòíûé ïåðèîä: ñóòî÷íûé, ñåçîííûé, ïîãîäíûé?

5. Îçåëåíåíèå ãîðîäñêîé ñðåäû – âàæíûé ôàêòîð ñîõðàíå-
íèÿ çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà. Êàêèå ïðèíöèïû äîëæíû ñîáëþäàòü-
ñÿ ïðè ïîñàäêå â ïàðêàõ è ñêâåðàõ, à òàêæå âäîëü àâòîìî-
áèëüíûõ òðàññ äðåâåñíûõ ðàñòåíèé, òàêèõ êàê áåðåçà, òî-
ïîëü, åëü, êëåí, êîíñêèé êàøòàí, ñîñíà, äóá, áåðåçà, ëè-
ñòâåííèöà, îñèíà, ñèðåíü, áîÿðûøíèê, ðÿáèíà, ÷åðåìóõà,
òóÿ, âÿç, ÿñåíü, øèïîâíèê? Îòâåò îáîñíóéòå.

6. Âñåìèðíàÿ îðãàíèçàöèÿ çäðàâîîõðàíåíèÿ (ÂÎÇ) ïðå-
äóïðåæäàåò î ñåðüåçíîé îïàñíîñòè ýïèäåìèè àòèïè÷íîé
ïíåâìîíèè, â êîòîðîé ïîâèíåí âèðóñ ïòè÷üåãî ãðèïïà. Êàê
âû äóìàåòå, ïî÷åìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ îïàñíîñòü è êàêîâû
ïóòè ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû?

Áèîëîãèÿ

1. Ñîâðåìåííûå áèîòåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò âûðàùèâàòü
êóëüòóðó êëåòîê, ôîðìèðîâàòü èç íåå òêàíü, îðãàí èëè
öåëûé îðãàíèçì. Â íà÷àëå 2005 ãîäà â îäíîì íàó÷íîì
ìåäèöèíñêîì ó÷ðåæäåíèè óñïåøíî çàâåðøèëñÿ ýêñïåðèìåíò
ïî âîññòàíîâëåíèþ íåáîëüøîãî ó÷àñòêà ñïèííîãî ìîçãà â
ðåçóëüòàòå ïåðåñàäêè â ïîâðåæäåííûé ïîçâîíîê êëåòîê,
âçÿòûõ èç ñëèçèñòîé íîñà ïàðàëèçîâàííîãî ïàöèåíòà. Âîñ-
ñòàíîâëåíèå öåëîñòíîñòè íåðâíîé òêàíè áûëî íàñòîëüêî
ïîëíûì, ÷òî ó ïàöèåíòà âîññòàíîâèëàñü ïîäâèæíîñòü ïàðà-
ëèçîâàííûõ ïðåæäå íèæíèõ êîíå÷íîñòåé. Äàéòå òåîðåòè÷åñ-
êîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ýêñïåðèìåíòà.

2. Ñòðåìèòåëüíûå òåìïû ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé èììóíîëî-
ãèè ðàñøèðÿþò íå òîëüêî íàøè çíàíèÿ î çàùèòíûõ ñèëàõ
îðãàíèçìà, íî è î æèçíè êàê áèîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå.
Èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò ïîêàçàëè, ÷òî èììóííàÿ ñèñòå-
ìà íå òîëüêî áîðåòñÿ ñ âíåøíåé èíôåêöèåé, íî è îáåðåãàåò
ñåðäöå, ñîñóäû, ïî÷êè, îðãàíû äûõàíèÿ, àêòèâíî ó÷àñòâóåò
â ïîääåðæàíèè ãîìåîñòàçà îðãàíèçìà. Êàêèå ïðîáëåìû,
íåñìîòðÿ íà äîñòèãíóòûå îïðåäåëåííûå óñïåõè (êàêèå?) â
ýòîé îáëàñòè, ñòîÿò ïåðåä èììóíîëîãàìè?
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3. Îïûò äëèòåëüíûõ êîñìè÷åñêèõ ïîëåòîâ èëè âûñîêîãîð-
íûõ âîñõîæäåíèé ïîêàçàë, íàñêîëüêî âàæíóþ ðîëü èãðàåò
ïèòàíèå, íàïðèìåð ñïîðòñìåíà, â ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ.
Êàêóþ ðîëü äîëæíà âûïîëíèòü ïèùà, â êàêîì âèäå ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû íåîáõîäèìûå ïðîäóêòû, êàêîãî ñîñòàâà
äîëæíà áûòü ïèùà â îïðåäåëåííûå ïåðèîäû âîñõîæäåíèÿ âî
âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà ðàçíûõ âûñîòàõ (â íà÷àëå, ñåðåäèíå è
íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå)? Îòâåò îáîñíóéòå, ó÷èòûâàÿ êàê
ìîæíî áîëüøå ôàêòîðîâ.

4. Êàê âû äóìàåòå, îò êàêèõ óñëîâèé è ôàêòîðîâ çàâèñèò
ôîðìà ïòè÷üèõ ñòàé? Ïî÷åìó ñòàÿ ãðóïïû íûðÿþùèõ ïòèö,
òàêèõ êàê ãàãàðû, ïîãàíêè, êðîõàëè, áàêëàíû, èìååò âèä
÷åòêèõ ëèíèé – öåïî÷åê, óãëîâ, çìååê; ñòàè íûðêîâûõ óòîê
âûãëÿäÿò áîëåå ïëîòíûìè, ïðèíèìàÿ ôîðìó çàïîëíåííûõ
óãëîâ; âîðîíû, ãàëêè è ãðà÷è ñîáèðàþòñÿ â ñêó÷åííûå, íî
óïîðÿäî÷åííûå ñòàè; äëÿ ñîðîê è ñîåê õàðàêòåðíû ñêó÷åí-
íûå, áåñïîðÿäî÷íûå, ðûõëûå ñòàè? Êàêîé ìîæåò áûòü îáùàÿ
çàêîíîìåðíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ñòàé?

5. Ïî÷òè ÷åòûðå äåñÿòèëåòèÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ àñèììåò-
ðèÿ ïîëóøàðèé ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà ïðî÷íî óäåðæèâàåò
ïåðâåíñòâî ñðåäè íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ ãîëîâíîãî ìîç-
ãà. ßâëåíèå àñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íûì: êàêèìè-
òî ñâîéñòâàìè îáëàäàåò òîëüêî îäíî èç ïîëóøàðèé, êàêè-
ìè-òî – îáà, íî â ðàçíîé ñòåïåíè, è âñå ýòî íàõîäèòñÿ â
ñëîæíåéøåé âçàèìîñâÿçè è âçàèìîäåéñòâèè. Ïîëóøàðèÿ
ïî-ðàçíîìó âîñïðèíèìàþò ÿâëåíèÿ îêðóæàþùåãî ìèðà, ðàç-
ëè÷íà èõ ðîëü â òâîð÷åñêîé ðàáîòå, íåîäèíàêîâî èõ îòíî-
øåíèå êî âðåìåíè. Êàêèå ôàêòû èç ýòîé îáëàñòè çíàíèé
âàì èçâåñòíû? Â õîäå êàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî äîêà-
çàòü ÿâëåíèå àñèììåòðèè?

6. Âåñíîé èëè ïîçäíåé îñåíüþ áîëüøèíñòâî ëþäåé îùó-
ùàþò óñòàëîñòü, ÷óâñòâóþò ñåáÿ âÿëûìè, áóêâàëüíî «çàñû-
ïàþò íà õîäó». Ñòåïåíü óñòàëîñòè ó êàæäîãî ïðîÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî èíäèâèäóàëüíî, íî ñíèæåíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè,
ðàññåÿííîå âíèìàíèå, íåâîçìîæíîñòü ñîñðåäîòî÷èòüñÿ  íà
÷åì-òî íàáëþäàåòñÿ ó âñåõ ëþäåé. ×åì îáóñëîâëåíî òàêîå
ÿâëåíèå? Êàêîé äîëæíà áûòü ïðîôèëàêòèêà ïîäîáíûõ ÿâ-
ëåíèé? Ñåðüåçíûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðÿäà ðàñ-
òåíèé ïîêàçàëè íàëè÷èå â íèõ âåùåñòâ, îêàçûâàþùèõ áëà-
ãîòâîðíîå âîçäåéñòâèå íà îðãàíèçì ÷åëîâåêà. Êàêèìè öå-
ëåáíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò æåíüøåíü, ëèìîííèê, ðîäè-
îëà ðîçîâàÿ, ëåâçåÿ ñàôëîðîâèäíàÿ, ýëåóòåðîêîêê êîëþ-
÷èé, àðàëèÿ ìàíü÷æóðñêàÿ, çàìàíèõà âûñîêàÿ è äðóãèå
ðàñòåíèÿ-áèîñòèìóëÿòîðû, î êîòîðûõ âû çíàåòå?

Èñòîðèÿ è êóëüòóðîëîãèÿ

Ïðèìåðû èñòîðè÷åñêèõ òåì
1. Êðåñòîâûå ïîõîäû è çàïàäíîåâðîïåéñêîå Ñðåäíåâåêî-

âüå
1) Ïðè÷èíû êðåñòîâûõ ïîõîäîâ.
2) Õðîíîëîãèÿ êðåñòîâûõ ïîõîäîâ.
3) Ëàòèíñêîå êîðîëåâñòâî.
4) Ñîöèàëüíûå ïîñëåäñòâèÿ êðåñòîâûõ ïîõîäîâ â Åâðîïå.
5) Âëèÿíèå êðåñòîâûõ ïîõîäîâ íà çàïàäíîåâðîïåéñêóþ

êóëüòóðó.
2. Ðóñü, Ðîññèÿ è Çàïàäíàÿ Åâðîïà
1) Âçàèìîäåéñòâèå Äðåâíåé Ðóñè ñî ñòðàíàìè Çàïàäíîé

Åâðîïû (îò Ñâÿòîãî Âëàäèìèðà äî Ìèõàèëà Ðîìàíîâà).
2) Èíîñòðàíöû â Ìîñêâå â XVII âåêå.
3) Ïåòð I è Çàïàäíàÿ Åâðîïà.
4) Ðîëü Ðîññèè â åâðîïåéñêîé ïîëèòèêå â XIX âåêå.

Ïðèìåðû êóëüòóðîëîãè÷åñêèõ òåì

1. Êàìåííàÿ ëåòîïèñü
1) Àôèíñêèé àêðîïîëü V â. äî í.ý.
2) Ãîòèêà – äóõîâíûé çàìûñåë è òåõíè÷åñêèå íàõîäêè.

3) Êàìåííàÿ ñêàçêà – ìîñêîâñêèé ñîáîð Âàñèëèÿ Áëàæåí-
íîãî.

4) Àðõèòåêòóðà ýïîõè Âîçðîæäåíèÿ.
5) Ýññå íà òåìó «Àðõèòåêòóðà – èñêóññòâî èëè èíæåíåðíàÿ

ìûñëü?»
2. Ðîìàí â ñòèõàõ «Åâãåíèé Îíåãèí»
1) Õðîíîëîãèÿ íàïèñàíèÿ ðîìàíà.
2) Õðîíîëîãèÿ äåéñòâèÿ ðîìàíà (îò ðîæäåíèÿ ãëàâíûõ

ãåðîåâ äî åãî ïîñëåäíåé ñöåíû).
3) Ïðèðîäíûé ôîí ðîìàíà – ñìåíà âðåìåí ãîäà è îïèñàíèÿ

ïðèðîäû íà ñåâåðå è íà þãå Ðîññèè.
4) Çàãàäêà ïîâåäåíèÿ ñåêóíäàíòà Ëåíñêîãî Çàðåöêîãî

íàêàíóíå è â äåíü äóýëè.
5) Ýññå íà òåìó «Ïóøêèíñêèé «Òàòüÿíû ìèëîé èäåàë».

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Èçâåñòíî, ÷òî äîëÿ áëîíäèíîâ ñðåäè ãîëóáîãëàçûõ
áîëüøå, ÷åì äîëÿ áëîíäèíîâ ñðåäè âñåõ ëþäåé. ×òî áîëüøå
– äîëÿ ãîëóáîãëàçûõ ñðåäè áëîíäèíîâ èëè äîëÿ ãîëóáîãëà-
çûõ ñðåäè âñåõ ëþäåé?

2. Íà ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà íàéäèòå
òî÷êó, äëÿ êîòîðîé ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé äî êàòåòîâ
ìèíèìàëüíà.

3. Ìîæíî ëè 43 1a +  (à – öåëîå ÷èñëî) ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë?

4. Ïðÿìàÿ l, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ãèïîòåíóçå ÀÂ ïðÿìîó-
ãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ïåðåñåêàåò ïðÿìûå ÀÑ è ÂÑ â
òî÷êàõ Å è D ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè
ÀD è ÂÅ.

5. Â ñåìüå øåñòåðî äåòåé. Ïÿòåðî èç íèõ, ñîîòâåòñòâåííî,
íà 2, 6, 8, 12 è 14 ëåò ñòàðøå ìëàäøåãî. Ñêîëüêî ëåò
ìëàäøåìó, åñëè âîçðàñòû âñåõ äåòåé – ïðîñòûå ÷èñëà?

6. Ñóùåñòâóþò ëè íà ïëîñêîñòè 6 òî÷åê òàêèå, ÷òî ëþáûå
òðè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà?

7. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

2 26 13 14 58x x x x- + + - + .

8. Ïåðâûå öèôðû ÷èñåë 5n  è 2n  îäèíàêîâû. Êàêèå ýòè
öèôðû?

9. Òðè ãðàöèè, íåñóùèå ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó ïëî-
äîâ, âñòðåòèëè äåâÿòü ìóç. Êàæäàÿ èç ãðàöèé îòäàëà êàæäîé
èç ìóç ïî îäèíàêîâîìó ÷èñëó ïëîäîâ, ïîñëå ÷åãî ó êàæäîé
ìóçû è êàæäîé ãðàöèè ñòàëî ïî ðàâíîìó ÷èñëó ïëîäîâ.
Ñêîëüêî ïëîäîâ áûëî ó êàæäîé ãðàöèè, åñëè âñåãî ïëîäîâ ó
íèõ áûëî íå áîëüøå 70?

10. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ÀÂÑD òî÷êà K –
ñåðåäèíà ñòîðîíû ÂÑ, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀKD ðàâíà
ïîëîâèíå ïëîùàäè âñåãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Íàéäèòå
äëèíó ìåäèàíû KÅ òðåóãîëüíèêà ÀKD, åñëè ÀÂ = à, ÑD =
= b.

11. ×åëîâåê îáû÷íî ïðèåçæàë íà ñòàíöèþ îäíèì è òåì æå
ïîåçäîì. Ê ýòîìó âðåìåíè çà íèì îáû÷íî ïðèõîäèëà ìàøèíà
è îòâîçèëà åãî äîìîé. Îäíàæäû îí ïðèåõàë íà 1 ÷àñ ðàíüøå,
ïîøåë ïåøêîì, âñòðåòèë ïî äîðîãå ìàøèíó è âåðíóëñÿ äîìîé
íà 20 ìèíóò ðàíüøå îáû÷íîãî. Ñêîëüêî âðåìåíè îí øåë
ïåøêîì?

12. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé

2 4

2 4

2 4

0,

0,

0?

x y z

y z x

z x y

Ï + + =
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+ + =Ì
Ô

+ + =ÔÓ
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Ôèçèêà

1. Ïðÿìîóãîëüíûé áðóñîê, âûñîòà êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî
ïðåâûøàåò åãî äëèíó è øèðèíó, ñòîèò íà ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè. Êàê îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó
áðóñêîì è ïîâåðõíîñòüþ, èìåÿ ëèøü îäèí èçìåðèòåëüíûé
ïðèáîð – ëèíåéêó?

2. Êîíüêîáåæåö ðåøèë çàòîðìîçèòü è ñâåë âìåñòå ïÿòêè,
ðàçâåäÿ ïðè ýòîì íîñêè âðîçü (îáû÷íî òîðìîçÿò íàîáîðîò).
Êàê îí áóäåò äâèãàòüñÿ äàëüøå, åñëè ïðîäîëæàåò óäåðæè-
âàòü ñòóïíè â ýòîì ïîëîæåíèè?

3. Óðîâåíü âîäû, ïîïàâøåé â ëîäêó, ñîâïàäàåò ñ óðîâíåì
âîäû â îçåðå. Ãäå óðîâåíü âîäû áóäåò âûøå, åñëè â ëîäêó
áðîñèòü ïîëåíî?

4. Ìîëëþñê âûðàùèâàåò æåì÷óæèíó, ïðè÷åì ñêîðîñòü
óâåëè÷åíèÿ åå ðàäèóñà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó
ðàäèóñà ( 2R t RΔ Δ -

∼ ). Çà ïåðâûé ìåñÿö ðàäèóñ äîñòèã
çíà÷åíèÿ 0,5 ìì. ×åðåç ñêîëüêî ìåñÿöåâ ïîñëå ýòîãî åå
ðàäèóñ ñòàíåò ðàâíûì 1 ìì?

5. Ñòåíêè ñîñóäà, çàïîëíåííîãî ãàçîì ñ òåìïåðàòóðîé T,
áûñòðî íàãðåëè (èëè îõëàäèëè) äî òåìïåðàòóðû 

1T . ×òî
ïðîèçîéäåò ñ äàâëåíèåì ãàçà?

6. Îòêðûòàÿ ñ êîíöîâ äëèííàÿ òðóáêà âûñîâûâàåòñÿ èç
âîäû íà 10 ñì. Âåðõíèé êîíåö òðóáêè çàêðûâàþò, ïîñëå ÷åãî
âîçäóõ â òðóáêå íàãðåâàþò îò 20 äî 100 °Ñ. Îöåíèòå, íà

ñêîëüêî íàäî ïðè ýòîì ïåðåìåñòèòü òðóá-
êó ââåðõ, ÷òîáû óðîâåíü âîäû â òðóáêå
îñòàëñÿ íà óðîâíå âîäû â ñîñóäå.

7. Äåðåâÿííîå êîëüöî (ïÿëüöû) ïî-
ìåùàþò âåðòèêàëüíî íà îòêðûòóþ áó-
òûëêó, à ñâåðõó àêêóðàòíî ñòàâÿò âåð-
òèêàëüíûé óçêèé öèëèíäð (ðèñ.2).
Ïðåäëàãàåòñÿ, íå äîòðàãèâàÿñü äî öè-
ëèíäðà, ïåðåìåñòèòü åãî âíóòðü áóòûë-
êè.

8. Èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ìàññà âîäû ïðè
òåìïåðàòóðå T è äðóãàÿ òàêàÿ æå ìàññà
âîäû ïðè òåìïåðàòóðå 2T. Ìîæíî
ëè ñäåëàòü òàê, ÷òîáû òåìïåðàòóðà
âñåé ïåðâîé ìàññû âîäû ñòàëà áîëüøå,
÷åì òåìïåðàòóðà âñåé âòîðîé ìàññû?
Òåïëîîáìåí ñ äðóãèìè òåëàìè çàïðå-
ùåí.

9. Êàê èçìåíèòñÿ ïåðèîä êîëåáàíèé
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, åñëè â òî÷-
êó ïîäâåñà è íà ãðóçèê ïîìåñòèòü îäíî-
èìåííûå çàðÿäû?

10. Ïî òîðöó äëèííîãî ñòåêëÿííîãî öèëèíäðà ïîëçàåò
ìóõà, à íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ñèäèò ïàóê. Ãäå äîëæåí
íàõîäèòüñÿ ïàóê, ÷òîáû îí ìîã âèäåòü ìóõó? Ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà 1,5.

Èñòîðèÿ è êóëüòîðîëîãèÿ

Ïðèìåðû èñòîðè÷åñêèõ òåì

1. Èñòîðèÿ ëîøàäè
Ïåðåõîä ÷åëîâå÷åñòâà îò ïàëåîëèòà ê íåîëèòó ñâÿçàí ñ

ïîÿâëåíèåì ïðîèçâîäèòåëüíîé ýêîíîìèêè – âìåñòî ñîáèðà-
òåëüñòâà è îõîòû, êàê åäèíñòâåííûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ
ïèùè, ïîÿâèëîñü âíà÷àëå çåìëåäåëèå, à ïîòîì è ñêîòîâîä-
ñòâî. Èíîãäà ýòîò ïåðåõîäíûé ïåðèîä íàçûâàþò ìåçîëè-
òîì. Â ìåçîëèòå è ðàííåì íåîëèòå áûëè îäîìàøíåíû âîë,
îâöà, ñâèíüÿ. Îäíàêî ëîøàäü áûëà îäîìàøíåíà ìíîãî ïî-
çäíåå.

1) Êîãäà (ñ òî÷íîñòüþ ïëþñ-ìèíóñ 1000 ëåò) áûëè âïåðâûå
ïðèðó÷åíû âîë, îñåë, îâöà, ñâèíüÿ?

2) Êîãäà (ñ òî÷íîñòüþ ïëþñ-ìèíóñ 500 ëåò) áûëà ïðèðó÷å-
íà ëîøàäü?

3) Äëÿ êàêèõ öåëåé âíà÷àëå èñïîëüçîâàëàñü ëîøàäü?
4) Êîãäà (ñ òî÷íîñòüþ ïëþñ-ìèíóñ 100 ëåò) ëîøàäü ñòàëè

èñïîëüçîâàòü êàê òÿãëîâóþ ñèëó äëÿ ïåðåâîçîê â ñåëüñêîì
õîçÿéñòâå?

5) Êàêîâà ðîëü ëîøàäè â èñòîðèè Äðåâíåãî Åãèïòà?
2. Ðûöàðè è âèíî
Íà îñòðîâå Êèïð ïî ñòàðèííûì ðåöåïòàì ïðîèçâîäÿò

êðåïêèé àëêîãîëüíûé íàïèòîê – íàñòîéêó èç òðàâ, â íàçâà-
íèè êîòîðîãî ôèãóðèðóåò èìÿ Ñâÿòîãî Èîàííà. Ïðîèñõîæ-
äåíèå ýòîãî íàçâàíèÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà îñòðîâå Êèïð
íåäîëãîå âðåìÿ (îêîëî 20 ëåò) íàõîäèëàñü ðåçèäåíöèÿ ìîíà-
øåñêîãî äóõîâíî-ðûöàðñêîãî îðäåíà èîàííèòîâ.

1) Ïî÷åìó èîàííèòû òàê ñåáÿ íàçûâàëè?
2) Ïðèâåäèòå äðóãèå íàçâàíèÿ ÷ëåíîâ ýòîãî îðäåíà.
3) Íàçîâèòå ìåñòà ðåçèäåíöèé ýòîãî îðäåíà â Ñðåäèçåìíî-

ìîðüå ïîñëå Êèïðà.
4) Êòî áûë Âåëèêèì Ìàãèñòðîì ýòîãî îðäåíà â 1798–1801

ãîäàõ?

Ïðèìåðû êóëüòóðîëîãè÷åñêèõ òåì

1. ×óäåñà
1) Ðàñïîëîæèòå â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå 7 ÷óäåñ ñâåòà.
2) Êîãäà (ñ òî÷íîñòüþ äî âåêà) áûë ñîñòàâëåí ïåðå÷åíü

ñåìè ÷óäåñ ñâåòà, «äåéñòâóþùèé è ñåé÷àñ»?
3) Ïî÷åìó â ïåðå÷åíü ÷óäåñ ñâåòà áûëè âêëþ÷åíû èìåííî

7 îáúåêòîâ? Àðèñòîòåëü, íàïðèìåð, ñîñòàâèë ñïèñîê èç 178
ïðèðîäíûõ è ðóêîòâîðíûõ ÷óäåñ.

2. Âåíåðà â èñòîðèè êóëüòóðû
Ñàìûå äðåâíèå ïàìÿòíèêè â èñòîðèè õóäîæåñòâåííîé

êóëüòóðû íîñÿò íàçâàíèå «ïàëåîëèòè÷åñêèå Âåíåðû».
1) ×òî îíè ñîáîé ïðåäñòàâëÿþò?
2) Êàêîâ «âîçðàñò» ýòèõ íàõîäîê?
3) Ïî÷åìó îíè íîñÿò òàêîå íàçâàíèå?
4) Êàêèå äðóãèå èìåíà ýòîé áîãèíè âàì èçâåñòíû?
5) Êàêîé àíòè÷íûé ñêóëüïòîð ïðîñëàâèëñÿ åå ñòàòóÿìè?

Êîãäà îí èõ ñäåëàë (ñ òî÷íîñòüþ äî âåêà)?

Áûñòðûå (ìèíóòíûå) îòâåòû íà âîïðîñû

1) Â êàêîì âåêå æèë è êåì áûë ÷åëîâåê, â ïàìÿòü î êîòîðîì
ãîðîä Ñàí-Ôðàíöèñêî ïîëó÷èë ñâîå íàçâàíèå?

2) Â êàêîì âåêå êàêîé êîðîëü îáèäåëñÿ íà Ãîëëàíäèþ, â
êîòîðîé âûïóñòèëè ìåäàëü, ãäå áûëî èçîáðàæåíî ñîëíöå,
çàêðûâàåìîå îáëàêàìè?

3) Íà äâóõäîëëàðîâîé êóïþðå ÑØÀ èçîáðàæåí ñîñòàâè-
òåëü êîíñòèòóöèè ýòîé ñòðàíû, â îñíîâíîì äåéñòâóþùåé è
ïîíûíå. Íàçîâèòå åãî.

4) Êòî ïðàâèë íà Ðóñè, êîãäà ä’Àðòàíüÿí, ñîãëàñíî Äþìà,
ñòàë ìàðøàëîì Ôðàíöèè?

5) Êàêîå ãîñóäàðñòâî, åäèíñòâåííîå íà âñåì àìåðèêàíñêîì
êîíòèíåíòå, âî âðåìÿ âòîðîé ìèðîâîé âîéíû ïîääåðæèâàëî
äèïëîìàòè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ñ Ãåðìàíèåé è ßïîíèåé?

6) Êàêîâû áûëè çíà÷åíèÿ ñëîâà «êóëüòóðà» â ïåðâîì
òûñÿ÷åëåòèè äî í.ý.?

7) Ïî÷åìó îäíî èç âåëè÷àéøèõ òâîðåíèé âèçàíòèéñêîé
èêîíîïèñè XI âåêà íîñèò íàçâàíèå «Áîãîìàòåðü Âëàäèìèð-
ñêàÿ»?

8) Êàêèå ïàìÿòíèêè òåõíè÷åñêîé êóëüòóðû Äðåâíåãî Ðèìà
è ñåé÷àñ èñïîëüçóþòñÿ ïî ñâîåìó ïðÿìîìó íàçíà÷åíèþ? Ãäå
îíè íàõîäÿòñÿ?

9) Êàêîé åâðîïåéñêèé õóäîæíèê âïåðâûå ñòàë èñïîëüçî-
âàòü â æèâîïèñè ìàñëÿíûå êðàñêè? Êîãäà? (ñ òî÷íîñòüþ
ïëþñ-ìèíóñ 50 ëåò).

10) Êàêàÿ îñîáåííîñòü äðåâíåãðå÷åñêîé àðõèòåêòóðû áûëà
«âîçðîæäåíà» â XV âåêå àðõèòåêòîðîì Áðóíåëëåñêè?

Ðèñ. 2
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Èñòîðèÿ íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé

Ìàòåìàòèêà

1. Íàçîâèòå íåñêîëüêèõ ìàòåìàòèêîâ – ñîâðåìåííèêîâ
ä’Àðòàíüÿíà.

2. Çíàìåíèòûé íåìåöêèé ìàòåìàòèê è ôèëîñîô Ãîòôðèä
Âèëüãåëüì Ëåéáíèö ñ÷èòàë, ÷òî ìíîãî÷ëåí 4 1x +  íåëüçÿ
ðàçëîæèòü íà 2 ìíîæèòåëÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Ñîãëàñíû ëè âû ñ íèì?

3. Â VII âåêå èíäèéñêèé ìàòåìàòèê Áðàõìàãóïòà ñóìåë
çàïèñàòü âûðàæåíèå

10 24 40 60+ + +

áåç «äâóõýòàæíûõ» ðàäèêàëîâ. Ïðîäåëàéòå ýòî è âû.
4. Â «Êíèãå ëåìì», ïðèïèñûâàåìîé Àðõèìåäó, èìååòñÿ

çàìå÷àòåëüíîå ïðåäëîæåíèå: «Ïðîäîëæè õîðäó ÀÂ ïðîèç-
âîëüíîãî êðóãà íà îòðåçîê ÂÑ, ðàâíûé ðàäèóñó, è ïðîâåäè
÷åðåç Ñ äèàìåòð FDE. Òîãäà äóãà ÀÅ áóäåò âòðîå áîëüøå äóãè
BF». Äîêàæèòå ýòî ïðåäëîæåíèå.

5. Ëåîíàðä Ýéëåð äîêàçàë, ÷òî 
2 2 2

1 1 1
1 ... ...

2 3 n
+ + + + +

2

...
6

π
= . Òàêæå îí íàøåë ñóììó 

( )
2 2 2

1 1 1
1 ...

3 5 2 1n
+ + + + +

+
...

Íàéäèòå åå è âû.

Ôèçèêà

1. Ýòî ïîíÿòèå ðîäèëîñü â Äðåâíåé Ãðåöèè. Åãî äðåâíåãðå-
÷åñêîå íàçâàíèå âñåì íàì õîðîøî èçâåñòíî. Äðåâíåðèìñêèå
ôèëîñîôû ïðèäóìàëè äëÿ íåãî òåðìèí «êâèíòýññåíöèÿ».
×åðåç 2000 ëåò, â XIX âåêå, ýòî ïîíÿòèå, çâó÷àùåå ñíîâà íà
ãðå÷åñêîì, øèðîêî èñïîëüçîâàëîñü â ôèçèêå, îäíàêî âïîñ-
ëåäñòâèè ôèçèêè äðóæíî îò íåãî îòêàçàëèñü.

1) Êàê ìû íàçûâàåì (ïî-ãðå÷åñêè) ýòî ïîíÿòèå?
2) Êàê îíî ïåðåâîäèòñÿ íà ðóññêèé ÿçûê?
3) Êàêîé ôèëîñîô âïåðâûå åãî ââåë äëÿ îáúÿñíåíèÿ ìèðà

è êîãäà (ñ òî÷íîñòüþ äî âåêà)?
4) Êàê ïåðåâîäèòñÿ íà ðóññêèé ÿçûê «êâèíòýññåíöèÿ» è

ïî÷åìó äðåâíåðèìñêèå ôèëîñîôû èñïîëüçîâàëè èìåííî ýòîò
òåðìèí?

5) Ïîä âëèÿíèåì ðàáîò êàêîãî ó÷åíîãî ôèçèêè íà÷àëè
îòêàçûâàòüñÿ îò ýòîãî ïîíÿòèÿ? Êîãäà (õîòÿ áû ïðèáëèçè-
òåëüíî) ýòî ïðîèçîøëî?

2. Ðàçìåðû Çåìíîãî øàðà âïåðâûå îïðåäåëåíû ãðåêîì.
1) Êîãäà (ñ òî÷íîñòüþ äî âåêà) ýòî ïðîèçîøëî?
2) Íàçîâèòå èìÿ ýòîãî ãðåêà.
3) Ãäå ýòî áûëî (ñîâðåìåííîå íàçâàíèå ñòðàíû)?
4) ×òî èìåííî è êàêèì ïðèáîðîì áûëî èçìåðåíî?
5) Êàê ïî èçìåðåííûì äàííûì ýòîò ãðåê âû÷èñëÿë ðàäè-

óñ Çåìëè? Êàêèå åùå âåëè÷èíû åìó áûëè íóæíû äëÿ
ðàñ÷åòà?

3. Ïîëîñà ïîëíîãî ñîëíå÷íîãî çàòìåíèÿ 29 ìàÿ 1919 ãîäà
ïðîõîäèëà â Þæíîé Àìåðèêå è Àòëàíòè÷åñêîì îêåàíå. Äëÿ
íàáëþäåíèÿ çà ýòèì ÿâëåíèåì áûëè ñíàðÿæåíû äâå íåîáû÷-
íûå ýêñïåäèöèè. Îäèí èç ôèçè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäå-
íèé ïîëó÷èë øèðî÷àéøóþ îãëàñêó â ïðåññå è èçâåñòíîñòü
ñðåäè ëþäåé, âåñüìà äàëåêèõ îò ôèçèêè.

1) Ñ èìåíåì êàêîãî ó÷åíîãî ñâÿçàíà èçâåñòíîñòü ýòèõ
íàáëþäåíèé?

2) ×òî êîíêðåòíî èçìåðÿëîñü â ýòèõ ýêñïåäèöèÿõ?
3) Êàêóþ òåîðèþ ïîäòâåðäèëî îäíî èç íàáëþäåíèé?
4) Êàêèå äðóãèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû ïîäòâåðæäàþò

ýòó òåîðèþ?
5) Êàêîå çíà÷åíèå èìååò ýòà òåîðèÿ äëÿ ñîâðåìåííîé

÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè?
4. Äåëåíèå òÿæåëûõ ÿäåð – ýòî ÿâëåíèå, øèðîêî èñïîëü-

çóåìîå â ñîâðåìåííîé ýíåðãåòèêå è íå òîëüêî â íåé.

1) Êàêîé ó÷åíûé (áóäóùèé Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò) è êîãäà
âïåðâûå îñóùåñòâèë ýòîò ïðîöåññ â ëàáîðàòîðèè (õîòÿ è
íåïðàâèëüíî åãî èíòåðïðåòèðîâàë)?

2) Êàêèå ó÷åíûå (îäèí èç íèõ – áóäóùèé Íîáåëåâñêèé
ëàóðåàò), ïîâòîðèâ ýòè îïûòû, äàëè èì ïðàâèëüíîå îáúÿñíå-
íèå è ïîýòîìó ñ÷èòàþòñÿ ïåðâîîòêðûâàòåëÿìè ÿâëåíèÿ?

3) Êîãäà è ãäå (ñòðàíà, ãîðîä) âïåðâûå çàðàáîòàë ÿäåðíûé
ðåàêòîð?

4) Êîãäà è ãäå (ñòðàíà, ãîðîä) çàðàáîòàëà ïåðâàÿ ïðîìûø-
ëåííàÿ àòîìíàÿ ýëåêòðîñòàíöèÿ (ìîùíîñòüþ 5 ÌÂò)?

5) Â êàêîì ãîñóäàðñòâå â íàøå âðåìÿ ÿäåðíàÿ ýíåðãåòèêà
çàíèìàåò âåäóùåå ìåñòî (ñâûøå 75%) â ïîëó÷åíèè ýíåðãèè?

5. Îäíîìó âåëèêîìó ôèçèêó â 58-ëåòíåì âîçðàñòå ïðè-
øëîñü ñîâåðøèòü íåîáû÷íîå ïóòåøåñòâèå: ñíà÷àëà òåìíîé
íî÷üþ ÷åðåç ìîðñêîé ïðîëèâ â ðûáà÷üåé øõóíå; çàòåì îêîëî
1200 êì â áîìáîâîì îòñåêå áîìáàðäèðîâùèêà (ïîòåðÿâ ïðè
ýòîì ñîçíàíèå èç-çà êèñëîðîäíîãî ãîëîäàíèÿ); òîëüêî ïîñëå
ýòîãî ïóòåøåñòâèå ïðîõîäèëî â êîìôîðòàáåëüíûõ óñëîâèÿõ
îêåàíñêîãî ëàéíåðà è òðàíñêîíòèíåíòàëüíîãî ýêñïðåññà.

1) Íàçîâèòå èìÿ ýòîãî ó÷åíîãî.
2) Óêàæèòå ìàðøðóò ïóòåøåñòâèÿ (ñòðàíû, ãîðîäà) –

íà÷àëüíûé, ïðîìåæóòî÷íûå è êîíå÷íûé ïóíêòû.
3) Êîãäà ýòî áûëî?
4) Êàêîâû áûëè ïðè÷èíû ýòîãî ïóòåøåñòâèÿ?
5) Ïåðå÷èñëèòå îñíîâíûå íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ ýòîãî ó÷å-

íîãî.

Ýêîëîãèÿ è áèîëîãèÿ

1. Íàóêà äèåòîëîãèÿ èìååò äðåâíþþ èñòîðèþ. Íàçîâèòå
èìÿ ó÷åíîãî, èçâåñòíîãî ñâîèìè âåëè÷àéøèìè äîñòèæåíèÿ-
ìè â îáëàñòè èñêóññòâà âðà÷åâàíèÿ è ïðè æèçíè óäîñòîèâ-
øåãîñÿ çàñëóæåííîé ñëàâû, êîòîðîìó òàêæå ïðèíàäëåæèò
òðàêòàò «Î äèåòå ïðè îñòðûõ áîëåçíÿõ», ïîëîæèâøèé íà-
÷àëî ðàöèîíàëüíîé äèåòîëîãèè. Ïðè ëå÷åíèè ðàçëè÷íûõ
çàáîëåâàíèé èì áûëè óñòàíîâëåíû äèåòû ïðèìåíèòåëüíî ê
ôîðìàì áîëåçíåé – îñòðûõ, õðîíè÷åñêèõ, õèðóðãè÷åñêèõ
è äðóãèõ. Êàê ÷àñòî åãî èìÿ âñïîìèíàþò è ïðîèçíîñÿò
ñåãîäíÿ?

2. Íàçîâèòå ó÷åíîãî-åñòåñòâîèñïûòàòåëÿ, êîòîðûé ñïîñîá-
ñòâîâàë èñïîëüçîâàíèþ õèìè÷åñêèõ ïðåïàðàòîâ â ìåäèöèíå,
êðèòèêîâàë ó÷åíèå Ãàëåíà è Àâèöåííû è íà ïåðâîé æå
ëåêöèè â Áàçåëå íà ãëàçàõ èçóìëåííûõ ñòóäåíòîâ ñæåã
òðàêòàòû ýòèõ ó÷åíûõ. Íà åãî íàäãðîáèè âûáèòà ýïèòàôèÿ:
«Çäåñü ïîãðåáåí ïðåâîñõîäíûé äîêòîð ìåäèöèíû, êîòîðûé
òÿæåëûå ðàíû, ïðîêàçó, ïîäàãðó, âîäÿíêó è äðóãèå íåèçëå-
÷èìûå áîëåçíè òåëà èäåàëüíûì èñêóññòâîì èçëå÷èâàë è
çàâåùàë ñâîå èìóùåñòâî ðàçäåëèòü è ïîæåðòâîâàòü áåäíÿ-
êàì. Â 1541 ãîäó íà 24 äåíü ñåíòÿáðÿ ñìåíèë îí æèçíü íà
ñìåðòü».

3. Àíäðåàñ Âåçàëèé ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàåòñÿ ñîçäàòåëåì
ñîâðåìåííîé àíàòîìèè. Â 1543 ãîäó áûë íàïå÷àòàí åãî
çíàìåíèòûé òðàêòàò «Î ñòðîåíèè ÷åëîâå÷åñêîãî òåëà» â ñåìè
êíèãàõ. Âçãëÿäû ýòîãî ó÷åíîãî âûõîäèëè çà ðàìêè ìåäèöèí-
ñêîé íàóêè, òàê êàê çàòðàãèâàëè öåðêîâíîå âåðîó÷åíèå. Êàê
âû äóìàåòå, ÷åìó áûëà ïîñâÿùåíà êðèòèêà Áèáëèè âåëèêèì
ó÷åíûì?

4. Íàçîâèòå ó÷åíîãî, ïðîäîëæèâ ïåðå÷åíü ó÷åíûõ, êîòî-
ðûì çà îòêðûòèå â îäíîé îáëàñòè áëàãîäàðíûìè ïîòîìêàìè
ïîñòàâëåíû ïàìÿòíèêè: â Ìàäðèäå – Ìèãåëþ Ñåðâåòó, â
Áîëîíüå – Êàðëî Ðóèíè, â Ïèçå – Àíäðåà ×åçàëüïèíî, â
Àíãëèè – ? Êàêîå îòêðûòèå èìè áûëî ñäåëàíî è â ÷åì åãî
ñóòü?

5. Â èñòîðèþ íàóêè ýòîò ó÷åíûé âîøåë íå òîëüêî êàê àâòîð
ôóíäàìåíòàëüíûõ îòêðûòèé è ïåðâûé â ìèðå îðãàíèçàòîð
íàóêè, íî è êàê àâòîð ìíîãèõ èçîáðåòåíèé, îäíî èç êîòîðûõ
ñâÿçàíî ñ ðåãèñòðàöèåé êèñëîòíîñòè ñðåäû. Èç ÷åãî áûëî
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ïîëó÷åíî ýòî âåùåñòâî? Êàê íàçûâàþòñÿ òàêèå âåùåñòâà?
Íàçîâèòå èìÿ ó÷åíîãî, à òàêæå ñêàæèòå, êàê âïîñëåäñòâèè
áûëà íàçâàíà îñíîâàííàÿ èì îðãàíèçàöèÿ «Îáùåñòâî íàóê»?

6. Ýòîãî åñòåñòâîèñïûòàòåëÿ íàó÷íûé ìèð â 1680 ãîäó
èçáðàë äåéñòâèòåëüíûì è ðàâíîïðàâíûì ÷ëåíîì Ëîíäîíñêî-
ãî Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà â íàðóøåíèå ñóùåñòâóþùåãî ïðà-
âèëà. Êàêîãî? Êòî áûë ýòîò åñòåñòâîèñïûòàòåëü, êîòîðîìó
ïðèíàäëåæàò ñëîâà: «Âñå ìîè ñòàðàíèÿ íàïðàâëåíû ê îäíîé
òîëüêî öåëè – ñäåëàòü î÷åâèäíîé èñòèíó è ïðèëîæèòü
ïîëó÷åííûé ìíîé íåáîëüøîé òàëàíò ê òîìó, ÷òîáû îòâëå÷ü
ëþäåé îò ñòàðûõ è ñóåâåðíûõ ïðåäðàññóäêîâ»? Êàêèå îòêðû-
òèÿ èì áûëè ñäåëàíû? Èçâåñòíî, ÷òî îòêðûòèÿ ýòîãî åñòå-
ñòâîèñïûòàòåëÿ ÿâèëèñü èäååé äëÿ íàïèñàíèÿ Äæîíàòàíîì
Ñâèôòîì ñâîåãî çíàìåíèòîãî ïðîèçâåäåíèÿ «Ïóòåøåñòâèÿ
Ãóëëèâåðà».

7. Äåÿòåëüíîñòü ýòîãî ó÷åíîãî ïîëîæèëà íà÷àëî ðåôîðìå
íàóêè áèîëîãèè. Îí íå îòêðûë íîâûõ îáëàñòåé çíàíèé è
íåèçâåñòíûõ äîòîëå çàêîíîâ ïðèðîäû, íî ñîçäàë íîâûé
ìåòîä, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî âíåñ ÿñíîñòü, ëîãèêó è ïîðÿäîê
òóäà, ãäå äî íåãî öàðèëè õàîñ è ñóìÿòèöà. Ýòî áûë âàæíûé
è íåîáõîäèìûé âêëàä â íàóêó, áåç êîòîðîãî åå äàëüíåéøèé
ïðîãðåññ áûë áû íåâîçìîæåí. Íàçîâèòå èìÿ ýòîãî ó÷åíîãî è
ìåòîä, êîòîðûé îí ïðåäëîæèë.

8. Ìíîãîïëàíîâàÿ äåÿòåëüíîñòü è èçûñêàíèÿ ýòîãî ó÷åíîãî
ñîçäàëè íàóêó «áîòàíè÷åñêàÿ ãåîãðàôèÿ», îïðåäåëèëè åå
ñîäåðæàíèå. Íàçîâèòå èìÿ ýòîãî ó÷åíîãî è ïðèíöèï, êîòî-
ðûé áûë èì ïîëîæåí â îñíîâàíèå ýòîé íàóêè. Èçâåñòíî, ÷òî

ïóáëè÷íûå ëåêöèè, ïðî÷èòàííûå ó÷åíûì, ïðèâëåêàëè ìíî-
æåñòâî ñëóøàòåëåé, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî áûëî âñòðåòèòü
ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ ñîñëîâèé: ÷ëåíîâ êîðîëåâñêîé ñåìüè,
âàæíåéøèõ ñàíîâíèêîâ, ïðèäâîðíûõ äàì, ñòóäåíòîâ, ïðî-
ôåññîðîâ è ëèòåðàòîðîâ, ðåìåñëåííèêîâ, òîðãîâöåâ, êðåñòü-
ÿí. Îäèí èç æóðíàëèñòîâ òîãî âðåìåíè ïèñàë â ãàçåòíîì
îò÷åòå: «Çàë íå âìåùàë ñëóøàòåëåé, à ó ñëóøàòåëåé íå
âìåùàëîñü â ãîëîâàõ ñîäåðæàíèå ëåêöèè». Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ñóùåñòâóåò åæåãîäíî ïðèñóæäàåìàÿ ñòèïåíäèÿ äëÿ
ïðîâåäåíèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè åñòåñòâîçíà-
íèÿ, íîñÿùàÿ èìÿ ýòîãî ó÷åíîãî.

9. Àâòîðîì òåîðèè òèïîâ, îñíîâàííîé íà ñðàâíèòåëüíî-
àíàòîìè÷åñêèõ äàííûõ, ïî ïðàâó ïðèîðèòåòà ñ÷èòàåòñÿ Æîðæ
Êþâüå, îïóáëèêîâàâøèé ñâîþ òåîðèþ â 1812 ãîäó. Êàðë Áýð
ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèøåë ê ïîäîáíûì æå âûâîäàì. Õîòÿ òðóä
åãî áûë íàïå÷àòàí â 1826 ãîäó, îí òàêæå ñ÷èòàåòñÿ íàðÿäó ñ
Êþâüå îñíîâàòåëåì òåîðèè òèïîâ. Êàêèå äîïîëíèòåëüíûå
èññëåäîâàíèÿ äàëè åìó òàêîå ïðàâî?

10. Òåðìèí «ôåíåòèêà» (îò ãðå÷åñêîãî phaino – ÿâëÿþ,
îáíàðóæèâàþ) ââåäåí â 1973 ãîäó ðîññèéñêèì áèîëîãîì,
îäíèì èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ðàäèàöèîííîé ãåíåòèêè, áèîöå-
íîëîãèè è ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè, ñòî ïÿòóþ ãîäîâùèíó ñî
äíÿ ðîæäåíèÿ êîòîðîãî íàó÷íîå ñîîáùåñòâî îòìå÷àåò â ýòîì
ãîäó. ×òî èçó÷àåò ýòà íàóêà è î êàêîì ó÷åíîì èäåò ðå÷ü?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Â.Àëüìèíäåðîâ, Á.Àëèåâ,
Ë.Áåëîïóõîâ, À.Åãîðîâ, Æ.Ðàááîò, À.×åðíîóöàí

Âñåðîññèéñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ
îëèìïèàäà ïî ôèçèêå

29 íîÿáðÿ 2005 ãîäà â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì
òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (ÌÃÒÓ) èì. Í.Ý.Áàóìàíà ïðîøëà
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ôèçèêå ñðåäè ñòóäåíòîâ òåõíè-
÷åñêèõ âóçîâ.

Ïî ðåçóëüòàòàì îëèìïèàäû â êîìàíäíîì çà÷åòå ïåðâîå
ìåñòî çàíÿëà êîìàíäà ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà (131,5 áàëëà),
âòîðîå  ìåñòî – êîìàíäà  èç  Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà (102,25 á.),
òðåòüå ìåñòî – êîìàíäà Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àýðî-
êîñìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà
(76,25 á.).

Â ëè÷íîì çà÷åòå ïåðâîå ìåñòî çàâîåâàë Àëåêñåé Ìàéñò-
ðîâ (ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà, 45,5 áàëëà), âòîðîå ìåñòî –
Àëåêñàíäð Áóðöåâ (ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà, 44 á.), òðåòüå
ìåñòî – Ðåíàò Ãàëèìîâ (Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðî-
êîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà,
43 á.).

ÇÀÄÀ×È ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

1. Æóê ïðîïîëç íå ïîâîðà÷èâàÿ ïî ïîâåðõíîñòè øàðà
ðàäèóñîì R ðàññòîÿíèå, ðàâíîå R, çàòåì ïîâåðíóë íà 90° è
ïðîïîëç åùå òàêîå æå ðàññòîÿíèå. Îïðåäåëèòå ðàññòîÿíèå ïî
ïîâåðõíîñòè øàðà, íà êîòîðîì îêàçàëñÿ æóê, îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíîé òî÷êè.

2. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü ñ íà÷àëüíîé ìàññîé 0m  ðàçãîíÿ-
åòñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå îò íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòè. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, êî-
òîðóþ ñïîñîáåí íàáðàòü êîðàáëü, åñëè ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ
ðåàêòèâíîé ñòðóè ðàâíà u.

3. Âîêðóã Çåìëè ïî ñòàöèîíàðíîé êðóãîâîé îðáèòå ðàäè-
óñîì R äâèæåòñÿ êîñìè÷åñêàÿ ñòàíöèÿ. Âñëåä çà íåé íà
ðàññòîÿíèè L R�  ïî òîé æå îðáèòå ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ
äâèæåòñÿ êîñìè÷åñêèé êîðàáëü. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíóþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñêîðîñòü êîðàáëÿ, íåîáõîäèìóþ äëÿ
îñóùåñòâëåíèÿ ìÿãêîé ñòûêîâêè ñî ñòàíöèåé â òå÷åíèå
îäíîãî ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ñòàíöèè âîêðóã Çåìëè. Õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü – ýòî ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåòåò
êîðàáëü â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå, çàòðàòèâ òàêîå æå êîëè-
÷åñòâî òîïëèâà.

4. Øàð ðàäèóñîì R cêàòûâàåòñÿ ïî äâóì ïàðàëëåëüíûì
íîæàì, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 2R . Óãîë
ñêàòûâàíèÿ ðàâåí 30°. Ìåæäó îäíèì èç íîæåé è øàðîì èìååò
ìåñòî ïîñòîÿííîå ïðîñêàëüçûâàíèå, è ñèëà òðåíèÿ ðàâíà f.
Ìåæäó äðóãèì íîæîì è øàðîì ïðîñêàëüçûâàíèå îòñóòñòâó-
åò. Îïðåäåëèòå óñêîðåíèå, ñ êîòîðûì ñêàòûâàåòñÿ øàð.

5. ×åðåç äëèííóþ òðóáó ïðîêà÷èâàåòñÿ èäåàëüíûé ãàç ñ
ìîëÿðíîé ìàññîé Μ . Íà âõîäå òðóáû òåìïåðàòóðà ãàçà 0T  è
ñêîðîñòü 0v . Â ñåðåäèíå òðóáû ãàç íàãðåâàåòñÿ îò ñòåíîê
òàêèì îáðàçîì, ÷òî äàâëåíèå íà âûõîäå èçìåíÿåòñÿ âäâîå.
Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ãàçà íà âûõîäå èç òðóáû.

6. Äâà ïðîèçâîëüíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ òåëà óäàëåíû äðóã îò
äðóãà. Åñëè ïåðâîå òåëî çàðÿæåíî çàðÿäîì q, à âòîðîå
ïîëíîñòüþ ðàçðÿæåíî, òî ðàáîòà ïî èõ ñáëèæåíèþ ðàâíà 1A ,
ïðè ýòîì ïîòåíöèàë âòîðîãî òåëà îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 3

ϕ .
Åñëè âòîðîå òåëî çàðÿæåíî çàðÿäîì q, à ïåðâîå ïîëíîñòüþ
ðàçðÿæåíî, òî àíàëîãè÷íàÿ ðàáîòà ðàâíà 2A . Îïðåäåëèòå
ðàáîòó ïî ñáëèæåíèþ, êîãäà îáà òåëà çàðÿæåíû çàðÿäîì q,



à èõ ïîòåíöèàëû â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ðàâíû 1ϕ  è 2ϕ
ñîîòâåòñòâåííî.

7. Îïðåäåëèòå ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó òî÷êàìè À è B áåñêî-
íå÷íîé öåïî÷êè (ñì. ðèñóíîê), ñîáðàííîé èç ðåçèñòîðîâ ñ
ñîïðîòèâëåíèÿìè 0R R= , 1R Rα= , 2

2
R Rα= …

8. Âäîëü îñè ñèììåòðèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èíäóêöèÿ ìåíÿ-
åòñÿ ïî çàêîíó Â = bx. Âäîëü ýòîé îñè áåç èçìåíåíèÿ

îðèåíòàöèè â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ êîëüöî èç
ñâåðõïðîâîäíèêà ðàäèóñîì R, èíäóêòèâíîñòü êîòîðîãî L. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîëüöî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò õ = 0 è ïî íåìó ïðîòåêàåò òîê 0I  òàêèì îáðàçîì,
÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò íàïðàâëåí ïî îñè. Êàêîâî ìàêñèìàëü-
íîå ñìåùåíèå êîëüöà îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ?

9. Ñâåò ñ äëèíîé âîëíû λ  è èíòåíñèâíîñòüþ 0I  ïàäàåò íà
ôàçîâóþ ïëàñòèíêó, âûïîëíåííóþ èç ñòåêëà ñ ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ n. Òîëùèíà ïëàñòèíêè ( )0

1 4d d m n λ= + - ,
ãäå m – ïîðÿäêîâûé íîìåð çîíû Ôðåíåëÿ. ×èñëî çîí
Ôðåíåëÿ, ïîìåùàþùèõ íà ïëîùàäè ïëàñòèíêè, ðàâíî 10.
Îïðåäåëèòå èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Â.Ãîëóáåâ, Ì.ßêîâëåâ

È ÍÔ Î Ð Ì À Ö È ß

È Í Ô Î Ð Ì À Ö È ß

Çàî÷íàÿ ôèçè÷åñêàÿ øêîëà
ïðè ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ îáúÿâëÿåò ïðèåì ó÷àùèõñÿ â
10 è 11 êëàññû Çàî÷íîé ôèçè÷åñêîé øêîëû (ÇÔØ) ïðè
ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå íà î÷åðåäíîé ó÷åáíûé ãîä.

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ ãîòîâèò ôèçèêîâ – òåîðåòè-
êîâ è ýêñïåðèìåíòàòîðîâ ïî âñåì ðàçäåëàì ñîâðåìåííîé
ôèçèêè è àñòðîíîìèè. Ôóíäàìåíòàëüíîå óíèâåðñèòåòñêîå
îáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò âûïóñêíèêàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà áûñòðî îñâàèâàòü ñïåöèôèêó ëþáîãî íàó÷íîãî èëè òåõíè-
÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, óñïåøíî ðàáîòàòü íà ñòûêå íàó÷íûõ
íàïðàâëåíèé – òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ãåîôèçèêà è áèîôèçè-
êà, àñòðîôèçèêà è õèìè÷åñêàÿ ôèçèêà, êîìïüþòåðíàÿ ôèçè-
êà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Âûïóñêíèêàì ôèçè÷åñ-
êîãî ôàêóëüòåòà ïðèñâàèâàåòñÿ ñòåïåíü ìàãèñòðà.

Îñíîâíàÿ öåëü ÇÔØ – ïîìî÷ü ó÷àùèìñÿ ñðåäíåé øêîëû
ãëóáæå èçó÷èòü ôèçèêó, ëó÷øå ïîäãîòîâèòüñÿ ê âñòóïèòåëü-
íûì ýêçàìåíàì â âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ, ïðåæäå âñåãî –
íà ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ.

Ïðèåì â ÇÔØ ïðîâîäèòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ âñòó-
ïèòåëüíîãî çàäàíèÿ. Ðåøåíèå âñòóïèòåëüíîãî çàäàíèÿ íåîá-
õîäèìî îòîñëàòü äî 1 îêòÿáðÿ 2006 ãîäà ïî àäðåñó:

119899 Ìîñêâà, Âîðîáüåâû ãîðû, ÌÃÓ, ôèçè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò, ÇÔØ.

Â ïèñüìî âëîæèòå àíêåòó (çàïîëíåííóþ ïî ïðèâåäåííîìó
îáðàçöó) è êîíâåðò ñ Âàøèì àäðåñîì.

Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî Êîâàëåâñêèé Âëàäèìèð
Ëåîíèäîâè÷

Êëàññ ÇÔØ 10
Ïðîôåññèÿ ðîäèòåëåé ìàòü – âðà÷,

îòåö – èíæåíåð
Ïîäðîáíûé äîìàøíèé 120713 Ìîñêâà,
àäðåñ óë.Ñòîëåòîâà, ä.3, êâ.13
Íîìåð øêîëû øêîëà 564

Ðåøåíèå î çà÷èñëåíèè â ÇÔØ áóäåò ñîîáùåíî äî 20
îêòÿáðÿ.

Ïðèíÿòûì â ÇÔØ â òå÷åíèå ãîäà âûñûëàþòñÿ êîíò-
ðîëüíûå çàäàíèÿ ïî ðàçäåëàì ôèçèêè, èçó÷àåìûì â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êëàññàõ ñðåäíåé øêîëû. Ðåøåííûå çàäàíèÿ
îöåíèâàþòñÿ, ðåöåíçèðóþòñÿ è îòñûëàþòñÿ îáðàòíî. Ó÷à-
ùèåñÿ 10 êëàññà ÇÔØ ïî îêîí÷àíèè ãîäà ïåðåâîäÿòñÿ â 11
êëàññ. Óñïåøíî ïðîøåäøèå îáó÷åíèå ïîëó÷àþò óäîñòîâå-
ðåíèå îá îêîí÷àíèè ÇÔØ (ïðè ïîñòóïëåíèè íà ôèçè÷åñ-

êèé ôàêóëüòåò ýòè óäîñòîâåðåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ïðèåìíîé
êîìèññèåé).

Ñïðàâêè ïî òåëåôîíó (495) 939-54-95.
Äëÿ ïðîæèâàþùèõ â Ìîñêâå è Ìîñêîâñêîé îáëàñòè èìå-

åòñÿ Âå÷åðíÿÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà. Òåëåôîí äëÿ
ñïðàâîê 939-38-78 (ñ 14 äî 16 ÷àñîâ ïî ðàáî÷èì äíÿì).

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå

10 êëàññ

1. Ha ðèñóíêå 1 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïðÿìîëèíåéíî, îò âðåìå-
íè. Ïîñòðîéòå ãðàôèê èçìåíå-
íèÿ ñî âðåìåíåì ñðåäíåé ñêîðî-
ñòè è âû÷èñëèòå åå çíà÷åíèå â
êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè τ .
Óñêîðåíèÿ à è b è âðåìÿ Ò ñ÷è-
òàéòå èçâåñòíûìè.

2. Øàðèê, ëåòÿùèé ïðÿìîëè-
íåéíî ñî ñêîðîñòüþ v, íàëåòàåò
íà ñòåíêó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó øàðèêó ñî ñêîðîñòüþ
u (ðèñ.2). Ïðîèñõîäèò àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð. Îïðåäåëèòå
ñêîðîñòü øàðèêà ïîñëå óäàðà. Îòâåò
äàéòå â âåêòîðíîé ôîðìå.

3. ×åëîâåê ñïóñêàåòñÿ ïî õîäó äâèæó-
ùåãîñÿ ýñêàëàòîðà. Â ïåðâûé ðàç îí
íàñ÷èòàë n = 100 ñòóïåíåê, à âî âòîðîé
ðàç, êîãäà øåë âòðîå áûñòðåå,  îí íàñ÷è-
òàë  m  = 150 ñòóïåíåê. Ñêîëüêî ñòóïåíåê
÷åëîâåê íàñ÷èòàë áû íà íåïîäâèæíîì
ýñêàëàòîðå?

4. Àâòîáóñ äâèæåòñÿ ïî øîññå ñî ñêî-
ðîñòüþ 1v . Â ïîëå íà ðàññòîÿíèè H îò
øîññå è íà ðàññòîÿíèè L îò àâòîáóñà íàõîäèòñÿ ÷åëîâåê,
êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî ïîëþ ñî ñêîðîñòüþ 2v . Â êàêîì
íàïðàâëåíèè äîëæåí äâèãàòüñÿ ÷åëîâåê, ÷òîáû óñïåòü ê
àâòîáóñó â êàêîé-ëèáî òî÷êå øîññå?

5. Ñ êðûøè äîìà âåðòèêàëüíî âíèç áðîñàþò êàìåíü ñ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v  ×åðåç âðåìÿ τ  ñ òàêîé æå íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ 0v  áðîñàþò âåðòèêàëüíî ââåðõ âòîðîé êà-
ìåíü. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t ñêîðîñòè 2v  âòîðîãî
êàìíÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî è ðàññòîÿíèÿ l ìåæäó íèìè
( t τ> ).

6. Ìàëü÷èê áðîñàåò òåííèñíûé ìÿ÷, êîòîðûé, óäàðèâøèñü

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

53
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â ñòåíó, ïàäàåò òî÷íî ê åãî íîãàì. Êàêîâà áûëà íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü ìÿ÷à, åñëè ðàññòîÿíèå äî ñòåíû L, áðîñîê ñäåëàí
ïîä óãëîì 45∞  ê ãîðèçîíòó è â ìîìåíò áðîñêà ìÿ÷ íàõîäèëñÿ
íà íà÷àëüíîé âûñîòå h?

7. Îñü âðàùàþùåãîñÿ äèñêà äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñî
ñêîðîñòüþ 0v . Îïðåäåëèòå ìãíî-
âåííóþ ñêîðîñòü âåðõíåé òî÷êè äèñ-
êà, åñëè èçâåñòíà ñêîðîñòü åãî íèæ-
íåé òî÷êè 1v . Îòâåò äàéòå â âåêòîð-
íîé ôîðìå.

8. Êîëåñî ðàäèóñîì R êàòèòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ 0v  ïî ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
(ðèñ.3). Íàéäèòå ìãíîâåííóþ ñêî-
ðîñòü òî÷êè Ì. Óãîë ϕ  è ðàññòîÿ-
íèå r îò òî÷êè Ì äî öåíòðà êîëåñà
ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè.

11 êëàññ

1. Ìåòàëëè÷åñêîå êîëüöî ðàäèóñîì R èìååò çàðÿä +Q.
Îïðåäåëèòå çàâèñèìîñòü íàïðÿæåííîñòè è ïîòåíöèàëà ïîëÿ
îò ðàññòîÿíèÿ d äî öåíòðà êîëüöà âäîëü îñè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé ïëîñêîñòè êîëüöà.

2. Äâà îäèíàêîâûõ ìåòàëëè÷åñêèõ êîëüöà çàêðåïëåíû
ñîîñíî íà ðàññòîÿíèè d äðóã îò
äðóãà è çàðÿæåíû ïðîòèâîïî-
ëîæíûìè ïî çíàêó çàðÿäàìè +Q
è –Q (ðèñ.4). Äëÿ ïðîëåòà âäîëü
îñè ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííàÿ
÷àñòèöà äîëæíà îáëàäàòü ìèíè-
ìàëüíîé ñêîðîñòüþ 0v . Íàéäè-
òå îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé ñêî-
ðîñòè ÷àñòèöû ê ìèíèìàëüíîé

âî âðåìÿ ïðîëåòà âäîëü îñè, åñëè åå íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü íà
áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò êîëåö áóäåò ðàâíà 0nv .

3. Âíóòðè òîëñòîñòåííîé ìåòàëëè÷åñêîé ñôåðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè ñ ðàäèóñàìè 1R  è 2R  ( 1 2R R< ) íà ðàññòîÿíèè 1d R<
îò öåíòðà ïîìåùåí òî÷å÷íûé çàðÿä Q. Îïðåäåëèòå ïîòåíöèàë
öåíòðà îáîëî÷êè.

4. Â ñèñòåìå èç òðåõ êîíöåíòðè÷åñêèõ ìåòàëëè÷åñêèõ ñôåð
ñ ðàäèóñàìè 1R , 2R  è 3R  êðàéíèå ñôåðû çàçåìëåíû, à
ñðåäíåé ñîîáùåí çàðÿä Q. Îïðåäåëèòå íàïðÿæåííîñòü ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè è âíå ñôåð.

5. Êîíäåíñàòîðû ñ åìêîñòÿìè 1C  è 2C  ñîåäèíåíû ïîñëå-
äîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷åíû ê áàòàðåå ñ ÝÄÑ E . Çàòåì
áàòàðåþ îòêëþ÷èëè, à êîíäåíñàòîðû ðàçúåäèíèëè. Íàéäè-
òå çàðÿäû êàæäîãî êîíäåíñàòî-
ðà ïîñëå èõ ïàðàëëåëüíîãî ñî-
åäèíåíèÿ îäíîèìåííî çàðÿæåí-
íûìè ïëàñòèíàìè.

6. ×åòûðå êîíäåíñàòîðà ïîä-
êëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 5. Êàêîé çàðÿä
ïðîòå÷åò ïî ðåçèñòîðó 1R , åñëè
êëþ÷ K çàìêíóòü? Åìêîñòè êîí-
äåíñàòîðîâ ðàâíû 1C = 2 ìêô,

2C = 3C = 4C = 1 ìêô, ÝÄÑ èñ-
òî÷íèêà 10 B=E .

7. Íà îäíó èç ïëàñòèí ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ
ïîìåñòèëè çàðÿä –q , íà äðóãóþ ïëàñòèíó ïîìåñòèëè çàðÿä
+mq. Îïðåäåëèòå ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ïëàñòèíàìè.

8. Ìåòàëëè÷åñêóþ ñôåðó ðàäèóñîì 0R , çàðÿæåííóþ äî
ïîòåíöèàëà 0

ϕ , îêðóæàþò ïðîâîäÿùåé êîíöåíòðè÷åñêîé
ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êîé ðàäèóñîì 0r . Íàéäèòå ïîòåíöèàë
øàðà ïîñëå çàçåìëåíèÿ îáîëî÷êè.

Çàî÷íàÿ øêîëà ïðè ÑÓÍÖ ÍÃÓ

Çàî÷íàÿ øêîëà (ÇØ) Ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ó÷åáíî-íàó÷-
íîãî öåíòðà (ÑÓÍÖ) ïðè Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîé
óíèâåðñèòåòå (ÍÃÓ) ïðèãëàøàåò øêîëüíèêîâ ðàñøèðèòü è
óãëóáèòü ñâîè çíàíèÿ ïî øêîëüíûì ïðåäìåòàì, ïîäãîòîâèòü-
ñÿ ê âñòóïèòåëüíûì ýêçàìåíàì â âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ
íà îòäåëåíèÿõ: ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, õèìèÿ, áèîëîãèÿ, ïñè-
õîëîãèÿ, àíãëèéñêèé ÿçûê, ôðàíöóçñêèé ÿçûê, ýêîíîìèêà,
ãóìàíèòàðíîå, æóðíàëèñòèêà.

Êðîìå îòäåëüíûõ ó÷àùèõñÿ, â ÇØ ïðèíèìàþòñÿ è ôàêóëü-
òàòèâû. Â ëþáîì îáùåîáðàçîâàòåëüíîì ó÷ðåæäåíèè ïðåïîäà-
âàòåëÿìè ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè è èíîñòðàí-
íîãî ÿçûêà ìîãóò áûòü îðãàíèçîâàíû ôàêóëüòàòèâíûå ãðóï-
ïû äëÿ çàíÿòèé ïî ïðîãðàììå ÇØ. Â òå÷åíèå ó÷åáíîãî ãîäà
ðóêîâîäèòåëè ôàêóëüòàòèâîâ ïîëó÷àþò ìåòîäè÷åñêèå ìàòå-
ðèàëû ÇØ, çàäàíèÿ è ðåøåíèÿ, èíôîðìàöèîííî-ðåêëàìíûå
ìàòåðèàëû ÍÃÓ ñ ïðàâèëàìè ïðèåìà, ïðèãëàøàþòñÿ íà êóð-
ñû ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé íà áàçå ÑÓÍÖ ÍÃÓ.
Ðàáîòà ðóêîâîäèòåëåé ôàêóëüòàòèâîâ ìîæåò îïëà÷èâàòüñÿ
îáùåîáðàçîâàòåëüíûì ó÷ðåæäåíèåì, â êîòîðîì îðãàíèçîâàí
ôàêóëüòàòèâ, êàê ôàêóëüòàòèâíûå çàíÿòèÿ (ïî ïðåäîñòàâëå-
íèþ Çàî÷íîé øêîëîé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâåäåíèé). Ôàêóëü-
òàòèâíûå ãðóïïû ïî ôèçèêå è õèìèè îáó÷àþòñÿ áåñïëàòíî.

Áåñïëàòíîå îáó÷åíèå â ÇØ ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ äåòåé-ñèðîò,
îáó÷àþùèõñÿ â øêîëàõ-èíòåðíàòàõ è äåòåé èç ìíîãîäåòíûõ
ñåìåé. Äëÿ ó÷åíèêîâ ñåëüñêèõ øêîë óñòàíàâëèâàåòñÿ áîëåå
íèçêèé óðîâåíü îïëàòû.

Åæåãîäíî ó÷åíèêè, óñïåøíî çàíèìàþùèåñÿ â ÇØ, ïðèãëà-

øàþòñÿ â Ëåòíþþ øêîëó, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â Íîâîñèáèð-
ñêîì Àêàäåìãîðîäêå ñ 5 ïî 25 àâãóñòà. Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû
Ëåòíåé øêîëû óñïåøíî ïðîøåäøèì îòáîð ïðåäëàãàåòñÿ
çà÷èñëåíèå â ñîñòàâ ó÷àùèõñÿ ÑÓÍÖ ÍÃÓ. Âûïóñêíèêè
ÑÓÍÖ ÍÃÓ ïîëó÷àþò àòòåñòàò î ñðåäíåì îáðàçîâàíèè è
èìåþò âîçìîæíîñòü ïî ðåçóëüòàòàì âûïóñêíûõ ýêçàìåíîâ
áûòü çà÷èñëåííûìè íà ôàêóëüòåòû Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ó÷àùèåñÿ ÇØ, óñïåøíî âûïîëíèâøèå âñå çàäàíèÿ, ïî
îêîí÷àíèè 11 êëàññà ïîëó÷àþò óäîñòîâåðåíèå ÇØ. Ïðè
ïîñòóïëåíèè â ÍÃÓ îíè, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ,
èìåþò ïðèîðèòåò ïðè çà÷èñëåíèè.

×òîáû ïîñòóïèòü â Çàî÷íóþ øêîëó ÑÓÍÖ ÍÃÓ, íåîáõîäè-
ìî ïðèñëàòü â àäðåñ ÇØ âûïîëíåííîå ïåðâîå çàäàíèå è
çàÿâëåíèå. Â çàÿâëåíèè íóæíî óêàçàòü ôàìèëèþ, èìÿ îò÷å-
ñòâî (ïîëíîñòüþ, ïå÷àòíûìè áóêâàìè); êëàññ, â êîòîðîì Âû
ó÷èòåñü â øêîëå; îòäåëåíèå ÇØ, íà êîòîðîì Âû æåëàåòå
ó÷èòüñÿ; ïîäðîáíûé äîìàøíèé àäðåñ (ñ óêàçàíèåì èíäåêñà),
òåëåôîí (ñ êîäîì), e-mail. Ðóêîâîäèòåëü ôàêóëüòàòèâà êðîìå
âûøåïåðå÷èñëåííîãî äîëæåí ïðèñëàòü àëôàâèòíûé ñïèñîê
ó÷åíèêîâ.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâîãî çàäàíèÿ çàïèøèòå â ïðîñòóþ (òîí-
êóþ) ó÷åíè÷åñêóþ òåòðàäü â êëåòêó, îñòàâëÿÿ ïîëÿ äëÿ
çàìå÷àíèé ïðåïîäàâàòåëÿ. Íà îáëîæêå òåòðàäè óêàæèòå òå
æå ñâåäåíèÿ î ñåáå, ÷òî è â çàÿâëåíèè. Ðàáîòó îòîøëèòå
âìåñòå ñ çàÿâëåíèåì, ïðè÷åì òîëüêî ïðîñòîé áàíäåðîëüþ
(òåòðàäü íå ïåðåãèáàéòå, íå ñâîðà÷èâàéòå â òðóáî÷êó). Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îòâåòà âëîæèòå êîíâåðò ñ ìàðêîé ñ íàïèñàííûì íà
íåì Âàøèì äîìàøíèì àäðåñîì.

Ðèñ. 3

Ðèñ .  4

Ðèñ. 5



Çà÷èñëåíèå â øêîëó ïðîèçâîäèòñÿ êðóãëîãîäè÷íî. Çàÿâëå-
íèÿ î ïðèåìå âûñûëàéòå ïî àäðåñó: 630090 Íîâîñèáèðñê-90,
óë. Ëÿïóíîâà, 3, Çàî÷íàÿ øêîëà ÑÓÍÖ ÍÃÓ

Òåëåôîí: (383) 339-78-89
E-mail: distant@sscadm.nsu.ru
Ñàéòû: http://sscadm.nsu.ru è http://profile.edu.ru

Ïåðâîå çàäàíèå íà ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå

9 êëàññ

1. Äâå îäèíàêîâûå øîêîëàäêè, òðè îäèíàêîâûõ ìîðîæå-
íûõ è ÷åòûðå îäèíàêîâûå êîíôåòû ñòîÿò 115 ðóáëåé, à òàêèå
æå òðè øîêîëàäêè, äâà ìîðîæåíûõ è îäíà êîíôåòà ñòîÿò 110
ðóáëåé. Íà ñêîëüêî ðóáëåé øîêîëàäêà äîðîæå êîíôåòû?

2. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå, îäèí èç
óãëîâ êîòîðîãî 30� , îòðåçîê ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî
ê ñåðåäèíå ãèïîòåíóçû äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàòåòîì è ëåæàùåãî
âíóòðè òðåóãîëüíèêà, â 3 ðàçà ìåíüøå áîëüøîãî êàòåòà.

3. Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íóëåé ìîæåò îêàí÷èâàòü-
ñÿ ïðîèçâåäåíèå òðåõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 407?

4. Â êâàäðàòå ABCD òî÷êà E äåëèò äèàãîíàëü AC â
îòíîøåíèè AE : EC = 4 : 1. Íà ñòîðîíå AB âçÿòà òàêàÿ òî÷êà
F, ÷òî óãîë DEF – ïðÿìîé. Â êàêîì îòíîøåíèè äåëèò ñòîðîíó
AB òî÷êà F?

5. ×èñëî 1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ ðàçëè÷-
íûõ äðîáåé, ÷èñëèòåëè êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå:

1 1 1
1

2 3 6
= + + .

Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 1 â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ
ðàçëè÷íûõ äðîáåé, ÷èñëèòåëè êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå? À â
âèäå ñóììû ïÿòè ðàçëè÷íûõ äðîáåé, ÷èñëèòåëè êîòîðûõ
ðàâíû åäèíèöå?

6. Ìîæíî ëè ðàçáèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 21 íà
íåñêîëüêî ãðóïï, â êàæäîé èç êîòîðûõ íàèáîëüøåå ÷èñëî
ðàâíî ñóììå âñåõ îñòàëüíûõ?

10 êëàññ

1. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí

( )2 2 29 1 42 40 40a b ab b+ - - + - .

2. Ïëîñêîñòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàñêðàøåíà â äâà
öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íà íåé âñåãäà íàéäåòñÿ ðàâíîáåäðåí-
íûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè îäíîãî öâåòà.

3. Òî÷êè M è N âûáðàíû íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà
ABC òàê, ÷òî óãîë ABM ðàâåí óãëó CBN. Äîêàæèòå, ÷òî

 
AB AM BN

BC CN BM
= .

4. Çàñåäàíèå êîìèññèè íà÷àëîñü ìåæäó 13 è 14 ÷àñàìè, à
çàêîí÷èëîñü ìåæäó 16 è 17 ÷àñàìè. Íàéäèòå òî÷íîå âðåìÿ
äëèòåëüíîñòè çàñåäàíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â íà÷àëå è â
êîíöå çàñåäàíèÿ ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè, ïîìåíÿâøèñü
ìåñòàìè, çàíèìàëè îäíè è òå æå ïîëîæåíèÿ.

5. Íà äîñêå íàïèñàíû ñòî íåíóëåâûõ ÷èñåë. Çà îäèí øàã
ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü çíàêè ó ëþáûõ òðåõ ÷èñåë íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûå. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî òàêèõ øàãîâ ñäåëàòü âñå
âûïèñàííûå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûìè?

6. Çàäàí ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE.
Ïîñòðîéòå ïðÿìóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó A è
äåëèò ýòîò ïÿòèóãîëüíèê íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè.

11 êëàññ

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2| | 4 || 2x x- - = .

2. Â äâóõ ñîñóäàõ åìêîñòüþ 1 ë è 0,6 ë ñîäåðæàòñÿ
ðàñòâîðû ñîëè ðàçëè÷íîé êîíöåíòðàöèè. Äâà îäèíàêîâûõ
ñòàêàíà íàïîëíèëè êàæäûé èç ñâîåãî ñîñóäà, ïîñëå ÷åãî
ïåðâûé ñòàêàí âûëèëè âî âòîðîé ñîñóä, à âòîðîé – â ïåðâûé.
Â ðåçóëüòàòå â îáîèõ ñîñóäàõ ïîëó÷èëèñü ðàñòâîðû îäíîé è
òîé æå êîíöåíòðàöèè. Íàéäèòå îáúåì ñòàêàíà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 111...111  – âñåãî â çàïèñè 243
åäèíèöû – äåëèòñÿ íà 243.

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå äâå ìåäèàíû èìåþò
äëèíó m. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíà íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü òàêîãî
òðåóãîëüíèêà.

5. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD ðåá-
ðà îñíîâàíèÿ ABCD ðàâíû 2. Òî÷êè M è N – ñåðåäèíû ðåáåð
SB è CD ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êè A, M è N, ïåðåñåêàåò ðåáðî SC. Íàéäèòå äëèíó
áîêîâîãî ðåáðà ïèðàìèäû SABCD.

6. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n âñå êëåòêè äîñêè ðàçìåðîì
9n ¥ , ãäå n – ÷èñëî ñòðîê, ìîæíî îêðàñèòü â òðè öâåòà òàê,

÷òîáû äëÿ êàæäîãî öâåòà ÷èñëî êëåòîê, îêðàøåííûõ â ýòîò
öâåò, â ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòðîêàõ áûëî ðàçíûì?

Ïåðâîå çàäàíèå íà ôèçè÷åñêîå îòäåëåíèå

9 êëàññ

1. Îïîçäàâøèé íà àâòîáóñ ïàññàæèð ñïóñòÿ âðåìÿ τ  =
= 20 ìèí ïîñëå åãî îòúåçäà èç ïóíêòà À ñåë â òàêñè, ÷òîáû
ïåðåñåñòü íà ýòîò àâòîáóñ íà ñëåäóþùåé îñòàíîâêå â ïóíêòå
Â. Òàêñè îáîãíàëî àâòîáóñ â ìîìåíò, êîãäà îí óæå ïðîøåë
2/3 ïóòè îò ïóíêòà À äî ïóíêòà Â. Ñêîëüêî âðåìåíè xt  áóäåò
æäàòü ïàññàæèð àâòîáóñà â ïóíêòå Â?

2. Íà àâòîìîáèëå, èìåþùåì ñïåöèàëüíîå óñòðîéñòâî,
îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ çâóêîâîãî ñèãíàëà ðàññòîÿíèå äî
ïîñòà ÃÁÄÄ. Êàêîå ðàññòîÿíèå L áûëî äî ïîñòà â ìîìåíò
èñïóñêàíèÿ çâóêîâîãî ñèãíàëà, åñëè ïîñëå îòðàæåíèÿ îò
áóäêè åãî ïðèíÿëè íà àâ-
òîìîáèëå ÷åðåç 0t  = 12 ñ?
Ñêîðîñòü çâóêà ƒv  =
= 325 ì/ñ, ñêîðîñòü àâòî-
ìîáèëÿ u = 90 êì/÷.

3. Ïóñòîé òîëñòîñòåííûé
ñòåêëÿííûé ñòàêàí ìàññîé
m = 100 ã ïëàâàåò â ñîñóäå
ñå÷åíèåì S 20,05 ìS = , çà-
ïîëíåííûì âîäîé. Ïîñëå
òîãî êàê ñòàêàí óòîïèëè,
óðîâåíü âîäû â ñîñóäå ïîäíÿëñÿ íà h = 1 ìì (ðèñ.1). Íàéäèòå

ïëîòíîñòü ñòåêëà c
ρ . Ïëîòíîñòü âîäû 3

"
1000 *ã ìρ = .

4. Äâå îäèíàêîâûå ëàìïî÷êè è îäèí ðåçèñòîð ñîïðîòèâëå-
íèåì R ïîäñîåäèíèëè ê èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ U äâóìÿ
ñïîñîáàìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

íàêàë ëàìïî÷åê îäèí è òîò æå. Êàêîé òîê I ïðîòåêàåò ÷åðåç
îäíó ëàìïî÷êó?

10 êëàññ

1. Ðåøèòå çàäà÷ó 2 äëÿ 9 êëàññà.
2. Íà òåëî ìàññîé m, ðàñïîëîæåííîå íà ãîðèçîíòàëüíîì

øåðîõîâàòîì ñòîëå, äåéñòâóåò ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà F òàê,
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÷òî îíî äâèæåòñÿ ñ íåêèì óñêîðåíèåì. Ïîñëå òîãî êàê ñèëó
óâåëè÷èëè â äâà ðàçà, óñêîðåíèå ñòàëî â òðè ðàçà áîëüøå.
Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, åñëè F = 49 H, m = 10 êã,

29,8 ì “g = .
3. Øàðèê ìàññîé 1m  íàëåòàåò íà äðóãîé, ïîêîÿùèéñÿ

øàðèê (ðèñ.3). Ïîñëå óïðóãîãî ëîáîâîãî óäàðà èìïóëüñû
øàðèêîâ ñòàëè îäèíàêîâûìè.
Íàéäèòå ìàññó 2m  âíà÷àëå ïîêî-
ÿùåãîñÿ øàðèêà.

4. Íà ïðîâîëî÷íîå êîëüöî ðà-
äèóñîì R, ðàñïîëîæåííîå â âåð-

òèêàëüíîé ïëîñêîñòè, íàäåòà áóñèíêà ìàññîé m. Áóñèíêà
ñîåäèíåíà ïðóæèíêîé ñ öåíòðîì êîëüöà. Ïðóæèíêà äåôîð-
ìèðîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ êîëüöî
äåéñòâóåò íà áóñèíêó ñèëîé, ðàâíîé mg è íàïðàâëåííîé
âíèç. Êîëüöî ðàñêðóòèëè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè òàê, ÷òî
áóñèíêà ïåðåñòàëà äàâèòü íà êîëüöî. Îïðåäåëèòå óãëîâóþ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êîëüöà ω  è óãîë α , íà êîòîðûé ïðóæèí-

êà îòêëîíèëàñü îò âåðòèêà-
ëè. Òðåíèåì ïðåíåáðå÷ü.

5. Íà øåðîõîâàòîé íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè ñ êîýô-
ôèöèåíòîì òðåíèÿ μ , îá-
ðàçóþùåé óãîë α  ñ ãîðè-
çîíòîì, ïîêîèòñÿ òåëî
(ðèñ.4). Òåëåæêà, êîòîðàÿ
âíà÷àëå íàõîäèëàñü íà ðàñ-
ñòîÿíèè L îò òåëà, íà÷èíà-

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

åò ñêàòûâàòüñÿ. Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ñäâèíåò-
ñÿ âíèç òåëî, åñëè óäàðû ìåæäó íèì è òåëåæêîé àáñîëþòíî
óïðóãèå? Ìàññû òåëåæêè è òåëà îäèíàêîâû. Òðåíèåì òåëåæ-
êè ïðè åå äâèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

11 êëàññ

1. Ðåøèòå çàäà÷ó 3 äëÿ 10 êëàññà.
2. Ðåøèòå çàäà÷ó 4 äëÿ 10 êëàññà.
3. Ðåøèòå çàäà÷ó 5 äëÿ 10 êëàññà.
4. Äâà ìîëÿ ãàçà ñíà÷àëà íàãðåâàþò ïðè ïîñòîÿííîì

îáúåìå òàê, ÷òî àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà âîçðàñòàåò â 2
ðàçà, à çàòåì ñæèìàþò ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, äîâîäÿ
òåìïåðàòóðó äî ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ 0T  = 200 Ê.
Êàêàÿ ðàáîòà áûëà ñîâåðøåíà ïðè ñæà-
òèè? Óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ

( )8,31 d› ì%ëü jR = ◊ .
5. Äâà íåáîëüøèõ îäèíàêîâûõ è ñäå-

ëàííûõ èç ìàòåðèàëà ïëîòíîñòüþ ìρ
øàðèêà çàðÿæåíû îäèíàêîâûìè ïî âåëè-
÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó
çàðÿäàìè q. Øàðèêè ïîäâåøåíû íà òîí-
êèõ äëèííûõ íèòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
îäíó âåðòèêàëü, òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó íèìè ðàâíî R (ðèñ.5). Ïîñëå òîãî êàê ïðîñòðàíñòâî
çàïîëíèëè êåðîñèíîì, îêàçàëîñü, ÷òî íàòÿæåíèå íèòè, ê
êîòîðîé ïðèâÿçàí øàðèê 2, íå èçìåíèëîñü. Íàéäèòå ñèëó
íàòÿæåíèÿ ýòîé íèòè è ìàññó îäíîãî øàðèêà. Ïëîòíîñòü
êåðîñèíà *ρ , åãî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε  = 2.

Ðèñ. 5

Çíà÷èò, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 
1

2
CDE CABS S= ,

2

cos ,

cos
1

2

CDE

CAB

CE
k C

CA
C

S
k

S

Ï
= = –ÔÔ

fi – =Ì
Ô = =
ÔÓ

1
45

2
k C= fi – = ∞ .

Äëÿ óãëîâ A è B èìååì 180 135A B C– + – = ∞ - – = ∞ . Êðîìå

òîãî, èç KBEΔ   BEK A– = –  è ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå
15 15B BEK A– = – + ∞ = – + ∞ . Òàêèì îáðàçîì,

135 ,

15

A B

B A

– + – = ∞Ï
fiÌ

– - – = ∞Ó
 60A– = ∞  è 75B– = ∞ .

Ðèñ. 16

Óïðàæíåíèÿ

1. Äèàìåòð MN è õîðäà PQ îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
R, ïðè÷åì MN ïåðïåíäèêóëÿðåí ê PQ. Êàñàòåëüíûå ê îêðóæ-
íîñòè â òî÷êàõ N è Ð ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Îòðåçêè ML è PR
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Íàéäèòå äèàìåòð îêðóæíîñòè, åñëè
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà PLS ðàâíà 2 è MR = 1.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ èç îñíîâàíèÿ D âûñîòû
BD îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû DM è DN íà ñòîðîíû ÀÂ è ÂÑ.
Èçâåñòíî, ÷òî MN = a, BD = b. Íàéäèòå óãîë ÀÂÑ.

3. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD  AD = 7, BC = 3,
60ACD– = ∞ . Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè À, Â, Ñ, D ëåæàò íà îäíîé

îêðóæíîñòè, à ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè À ê
ñòîðîíå CD, äåëèò óãîë BAD ïîïîëàì. Íàéäèòå äëèíó äèàãîíà-
ëè  ÀÑ  ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ, äëèíà ñòîðîíû ÀÑ
êîòîðîãî ðàâíà 6, íà ñòîðîíû ÂÑ è ÀÂ îïóùåíû âûñîòû ÀÐ è
CQ. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà AQPC, åñëè èçâåñ-
òíî, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà BPQ ðàâíà 1, à ðàäèóñ îêðóæ-

íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ðàâåí 9 2 4 .

5. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà ñ âåðøèíîé Î â òî÷êàõ
À è Â. Íà ýòîé îêðóæíîñòè âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÀÎÂ âçÿòà
òî÷êà Ñ. Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè Ñ äî ïðÿìûõ ÎÀ è ÎÂ ðàâíû à è
b ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ñ äî õîðäû ÀÂ.

6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ íà âûñîòå AD âçÿòà
òî÷êà Ì, à íà âûñîòå ÂÐ – òî÷êà N òàê, ÷òî óãëû BMC è ANC

– ïðÿìûå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M è N ðàâíî 4 2 3+ ,

30MCN– = ∞ . Íàéäèòå áèññåêòðèñó CL òðåóãîëüíèêà CMN.
7. Èç òî÷êè À, ëåæàùåé âíå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, ïðîâåäåíà

ñåêóùàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð Î îêðóæíîñòè. Ïóñòü Â è
Ñ – òî÷êè, â êîòîðûõ ýòà ñåêóùàÿ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü.

Íàéäèòå 
1 1

tg tg
2 2

AOB AOC
Ê ˆ Ê ˆ

– –Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

, åñëè ÎÀ = à.

8. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå îñíîâàíèÿ âûñîò îñòðîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, ðàâíû 5, 12, 13. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè.

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 43)

Òî÷êà âíå îêðóæíîñòè



Î Ò Â Å Ò Û , Ó Ê À Ç À Í È ß , Ð Å Ø Å Í È ß

ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. «Квант» № 2)

1. Íà ïåðâûé âçãëÿä, Á, ñîãëàñèâøèñü ñ À, íàçûâàåò ñåáÿ

ëæåöîì, ÷åãî íè ëæåö, íè ïðàâäåö ñäåëàòü íå ìîãóò. Îäíàêî

Á ïðîñòî âûñêàçàë î÷åâèäíóþ èñòèíó: ÷òî âåðíî, òî âåðíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, Á – ïðàâäåö, à À – ëæåö.

2. Òàê êàê äðîáü 
a

b
 ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò, òî 0b π . Ïîýòî-

ìó ÷èñëà a + b è a – b íå ðàâíû, à îñòàëüíûå äâà ðàâíû îä-

íîìó èç íèõ.

Äîïóñòèì, ÷òî à = 0. Òîãäà ëèáî 0 0b b- = ◊ , ëèáî

0 0b b+ = ◊ , ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê 0b π . Çíà÷èò, 0a π  è

â ðàâåíñòâå 
a

ab
b

=  ìîæíî ñîêðàòèòü íà à. Îòñþäà 2 1b = .

Ñëó÷àé b = 1, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, óñëîâèþ çàäà÷è íå óäîâ-

ëåòâîðÿåò. Çíà÷èò, b = –1 è, ñîîòâåòñòâåííî, 
1

2
a =  èëè à =

1

2
= - .

3. Íåò, íå âåðíî. Âîçüìåì ïðÿìîóãîëüíèê ABCD (ðèñ. 1) è

ðàññìîòðèì ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà ABC, BCD, CDA, DAB.

Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

çàäà÷è, îäíàêî âåðøèíû, îá-

ùåé äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ òðåó-

ãîëüíèêîâ, íå ñóùåñòâóåò.

4. Íåò, íå ìîãóò. Ðàñêðàñèì

êâàðòàëû ãîðîäà â øàõìàòíîì

ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû ñïðàâà îò

ïåðâîãî âåëîñèïåäèñòà â ìî-

ìåíò ñòàðòà íàõîäèëñÿ ÷åðíûé êâàðòàë. Äîêàæåì, ÷òî â êàæ-

äûé ìîìåíò âðåìåíè ÷åðíûé êâàðòàë íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò ëþ-

áîãî èç âåëîñèïåäèñòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî áûëî âåðíî

â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè. Äîåõàâ äî êîíöà êâàðòàëà, âå-

ëîñèïåäèñò ëèáî ïîâåðíåò íàëåâî, è òîãäà ñïðàâà îò íåãî áó-

äåò äðóãîé ÷åðíûé êâàðòàë, ëèáî ïîâåðíåò íàïðàâî, è òîãäà

ñïðàâà îò íåãî îêàæåòñÿ òîò æå ÷åðíûé êâàðòàë.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî âåëîñèïåäèñòû íå âñòðåòÿòñÿ. Î÷åâèäíî,

÷òî îíè íå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ íà ïåðåêðåñòêå. Ïîñêîëüêó âå-

ëîñèïåäèñòû åäóò ñ îäíîé ñêîðîñòüþ, îíè ñìîãóò âñòðåòèòüñÿ,

òîëüêî åñëè áóäóò åõàòü íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Íî òîãäà ïîëó-

÷èòñÿ, ÷òî ÷åðíûé êâàðòàë íàõîäèòñÿ ïî ëåâóþ ðóêó îò îäíî-

ãî èç âåëîñèïåäèñòîâ. À ýòî íåâîçìîæíî.

5. Ðåøåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì èçâåñòíîì ñâîéñòâå äåëè-

ìîñòè: îñòàòîê îò äåëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 9 ðàâåí îñ-

òàòêó îò äåëåíèÿ íà 9 ñóììû åãî öèôð. Ïóñòü îñòàòêè îò äå-

ëåíèÿ íà 9 íîìåðîâ «Ìåðñåäåñà» è «Æèãóëåé» ðàâíû Ì è Æ
ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) l fπ . Ïî÷åìó îñòàòêè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ? Çàïèñü öèôð

ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â îáðàòíîì ïîðÿäêå çäåñü íè ïðè ÷åì: äå-

ëèìîñòü ñâÿçàíà ëèøü ñ ñóììîé öèôð, êîòîðàÿ ïðè ïåðåñòà-

íîâêå öèôð íå ìåíÿåòñÿ. Çíà÷èò, äåëî ëèøü â òîé ñàìîé ïðî-

ïóùåííîé öèôðå – èìåííî îíà âûçûâàåò ðàñõîæäåíèå. Èñ-

ïîëüçóÿ ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9, ìîæíî (çíàÿ Ì è Æ) ëåãêî

îïðåäåëèòü ýòó öèôðó: îíà ðàâíà (Ì  –  Æ), åñëè Ì  >  Æ,

èëè ðàâíà (9 + Ì  –  Æ), åñëè Ì  <  Æ. Òàê ÷òî åñëè îñòàò-

êè îò äåëåíèÿ íà 9 íîìåðîâ àâòîìîáèëåé áûëè áû ðàçëè÷íû,

òî âòîðîé ìàòåìàòèê ñóìåë áû îäíîçíà÷íî óêàçàòü ïðîïóùåí-

íóþ öèôðó, à ïî óñëîâèþ îí ýòîãî ñäåëàòü íå ñìîã. Çíà÷èò,

ýòîò ñëó÷àé íå èìåë ìåñòà.

2) Ì = Æ. Ñîâïàäåíèå îñòàòêîâ, êàê ÿâñòâóåò èç òîãî æå

ïðèçíàêà äåëèìîñòè íà 9, âîçìîæíî, åñëè ïðîïóùåííàÿ öèô-

ðà íå âëèÿåò íà îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 9. Íî òàêèõ âîçìîæ-

íûõ öèôð äâå: 0 è 9, è òåïåðü ïîíÿòíî, ïî÷åìó âòîðîé ìàòå-

ìàòèê íå ìîã ñðàçó íàçâàòü ïðîïóùåííóþ öèôðó. Çíà÷èò,

Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»

(см. «Квант» № 6 за 2005 г.)

11. Ðàñïîëîæèòü ìîíåòû â îáðàòíîì ïîðÿäêå âîçìîæíî äëÿ

ëþáîãî ï. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïðîäåëàòü ýòó îïåðà-

öèþ äëÿ äâóõ ìîíåò. Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå ñîñåäíèå

ìîíåòû À è Â, ïðè÷åì ìîíåòà À ëåæèò íà ìîíåòå Â. Òîãäà

ìîæíî ïåðåìåñòèòü èõ ïîä ñàìûé íèç ñòîëáèêà, ïðè÷åì ìîíå-

òà Â áóäåò ëåæàòü íà ìîíåòå À. Ïðîäåëàåì ýòî â äâà ïðèåìà.

Ñíà÷àëà èçûìåì èç ñòîëáèêà ïàðó ìîíåò À è Â, ìîíåòó À ïî-

ëîæèì íà ñàìûé âåðõ, à ìîíåòó Â ïîä ñàìûé íèç. Çàòåì èçû-

ìåì èç ñòîëáèêà ñàìóþ âåðõíþþ ìîíåòó À è òó ìîíåòó, íà êî-

òîðîé îíà ëåæèò, îáîçíà÷èì åå áóêâîé Ì. Ïîñëå ýòîãî ìîíåòó

Ì ïîëîæèì íà ñàìûé âåðõ, à ìîíåòó À – ïîä ñàìûé íèç. Ðå-

çóëüòàò: ïàðà ìîíåò À è Â ïåðåìåñòèëèñü â ñàìûé íèç, ïðè-

÷åì ìîíåòà Â îêàçàëàñü íà ìîíåòå À.

À òåïåðü óêàæåì ñïîñîá, êàê ðàñïîëîæèòü âñå ìîíåòû ñòîëáè-

êà â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) ï – ÷åòíîå ÷èñëî, ò.å. ï = 2ò, ãäå ò – íàòóðàëüíîå. Ïðî-

íóìåðóåì ìîíåòû ñâåðõó âíèç ïî ïîðÿäêó: 1, 2, …, 2ò. Çàòåì

ðàçîáüåì èõ íà ïàðû ñîñåäíèõ ìîíåò: 1 è 2, 3 è 4, …, 2ò – 1

è 2ò. Äàëåå îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ïåðåìåùàåì ñàìóþ

íèæíþþ ïàðó ìîíåò: ñ íîìåðàìè 2ò – 1 è 2ò. Çàòåì – ïðå-

äûäóùóþ ïàðó: ñ íîìåðàìè 2ò – 3 è 2ò – 2. È òàê äàëåå,

âïëîòü äî ïàðû ìîíåò íîìåð 1 è 2. Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïî-

ëó÷èòñÿ èìåííî òî, ÷òî òðåáîâàëîñü.

2) ï – íå÷åòíîå ÷èñëî, ò.å. ï = 2ò + 1, ãäå ò – íàòóðàëüíîå.

Òî÷íî òàê æå ïðîíóìåðóåì ìîíåòû ñâåðõó âíèç è òàê æå ðà-

çîáüåì èõ íà ïàðû ñîñåäíèõ ìîíåò: 1 è 2, 3 è 4, …, 2ò – 1 è

2ò, à ïîñëåäíþþ ìîíåòó ñ íîìåðîì 2ò + 1 îñòàâèì áåç ïàðû.

Çàòåì ïðîäåëàåì òî æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïðè

ýòîì âñå ìîíåòû ñ íîìåðàìè îò 1 äî 2ò ðàñïîëîæàòñÿ â

îáðàòíîì ïîðÿäêå, à ìîíåòà ñ íîìåðîì 2ò + 1 «ïåðåïîëçåò»

íà ñàìûé âåðõ, è ïîëó÷èòñÿ îïÿòü-òàêè èìåííî òî, ÷òî òðåáî-

âàëîñü.

12. Îáîçíà÷èì S
1
 = à

1
 + à

2
 + à

3 
+ … + à

n
 = a

1
n + ds , ãäå d –

ðàçíîñòü ïðîãðåññèè, s = 1 + 2 + 3 + … + (n –1) . Âîñïîëüçó-

åìñÿ ñëåäóþùèìè èçâåñòíûìè ôàêòàìè:

1 + 2 + 3 + … + (n – 1) = 
( )1

2

n n
s

-
= ,

( )
22 2 21 2 3 1n+ + + + - =…  

( ) ( )1 2 1 2 1

6 3

n n n n
s

- - -
= ◊ ,

( )
33 3 31 2 3 1n+ + + + - =…

( )
2

2
1

2

n n
s

-Ê ˆ
=Á ˜Ë ¯

(èõ ìîæíî îáîñíîâàòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè). Òîãäà

( )( )… …3 3 3 3 2

3 1 2 1 1
3 1 2 1nS a a a na a d n= + + + = + + + + - +

+ ( )( )22 2 2

13 1 2 1a d n+ + + - +… ( )( )33 3 31 2 1d n+ + + - =…

= 
3 2 2 2 3 2

1 1 1 1

2 1
2 3

3

n
na a ds a ds a d s d s

-
+ + + ◊ + =

( ) ( )2 2 2 3

1 1 1 12 (2 1)a a n ds s a d a d n d s= + + + - + =

= ( ) ( )2 2

1 1 1 1 1

2
( )a a n ds s d a n ds a d a n ds

n

Ê ˆ+ + + + ◊ + =Á ˜Ë ¯

= 2 2

1 1 1

2
S a sd sa d

n

Ê ˆ+ + ◊ =Á ˜Ë ¯ ( )2 2

1 1 1 ( 1)S a sd a d n+ + - .

èìåë ìåñòî èìåííî ýòîò ñëó÷àé.

Èòàê, ïåðâûé ìàòåìàòèê ïðîïóñòèë ëèáî íîëü, ëèáî äåâÿòêó.

À â êîíöå ðàçãîâîðà îí äîáàâèë, ÷òî ýòà öèôðà ðàâíà íîìåðó

äîìà. Íî íîìåð äîìà íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ! Ñòàëî áûòü

ïðîïóùåííàÿ öèôðà – ýòî 9.

Ðèñ. 1
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ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ ÊÎÍÊÓÐÑÀ ÈÌÅÍÈ
À.Ï.ÑÀÂÈÍÀ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 6–8»

(см. «Квант» № 2)

1. Ñì. ðèñ.6.

2. Óâåëè÷èì íîìåð êàæ-

äîé îñòàâøåéñÿ íå÷åòíîé

ñòðàíèöû íà 1. Òîãäà îáå

ñòðàíèöû íà êàæäîì ëè-

ñòå èìåþò îäèíàêîâûå

÷åòíûå íîìåðà è èõ ñóì-

ìà êðàòíà 4. Çíà÷èò,

ñóììà âñåõ «íîâûõ» íî-

ìåðîâ îñòàâøèõñÿ ñòðà-

íèö êðàòíà 4. Ïîñêîëüêó âûðâàíî â 4 ðàçà ìåíüøå ñòðàíèö,

÷åì îñòàëîñü, òî êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ ñòðàíèö òàêæå äåëèò-

ñÿ íà 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû óâåëè÷èëè ñóììó íîìåðîâ ñòðà-

íèö íà ÷èñëî, êðàòíîå 4, à çíà÷èò, è èñõîäíàÿ ñóììà íîìåðîâ

íåâûðâàííûõ ñòðàíèö êðàòíà 4.

3. Âíèìàíèå: â óñëîâèè ýòîé çàäà÷è äîïóùåíà îïå÷àòêà. Ïåð-

âîå ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò ÷èòàòü òàê: «Â âåðøèíàõ òðåóãîëü-

íèêà çàïèñàíî ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, íà êàæäîé ñòîðîíå –

ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ â åå êîíöàõ, à âíóòðè òðå-

óãîëüíèêà – ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ â åãî âåðøè-

íàõ».

Îáîçíà÷èì ÷èñëà, çàïèñàííûå â âåðøèíàõ, êàê a, b, c, òîãäà

íà ñòîðîíàõ çàïèñàíû ÷èñëà ab, bc, ca, à â ñàìîì òðåóãîëüíè-

êå – ÷èñëî abc. Ïî óñëîâèþ,

a + b + c + ab + bc + ca + abc = 1000.

Â îáùèõ ñêîáêàõ ñòîèò íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó

3S  êðàòíî 1S .

13. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè

ABC è ADE (ðèñ. 2) ðàâíî-

ñòîðîííèå, òî ΔAEC =  

= ΔADB è CE = BD = BF.

Òàê êàê òðåóãîëüíèêè CBA
è CGE ðàâíîñòîðîííèå, òî

ΔAEC =  ΔBGC è AE = 
= BG. Òàê êàê òðåóãîëüíè-

êè BAC è BHG ðàâíîñòî-

ðîííèå, òî ΔBGC =  ΔBHA
è BG = BH, AH = CG = CE. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè BAC è

BDF ðàâíîñòîðîííèå, òî ΔADB =  ΔCFB è AE = AD = CF.

Îòñþäà ΔAEC =  ΔADB =  ΔBGC =  ΔBHA =  ΔCFB, AE = 
= CF = BH, AH = CE = BF. Ïîýòîìó ΔAEH = ΔCFE = 
= ΔBHF è EF = FH =  HE.

14. Ðàññìîòðèì òàêèå ÷åòûðå ÷èñëà:

1 5 9 4 3 4 1
...

2 6 10 4 2 4 2

n n
x

n n

- +
= ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

- +
,

2 6 10 4 2 4 2
...

3 7 11 4 1 4 3

n n
y

n n

- +
= ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

- +
,

3 7 11 4 1 4 3
...

4 8 12 4 4 4

n n
z

n n

- +
= ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

+
,

4 8 12 4 4 4
...

5 9 13 4 1 4 5

n n
t

n n

+
= ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

+ +
.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è k, òàêèõ ÷òî

k > n, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 
1 1

k n

k n
>

+ +
, òî x < y < z <

< t. Çíà÷èò,

4x x y z t< ◊ ◊ ◊ =

=
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4 ... 4 1 4 2 4 3 4 4

2 3 4 ... 4 2 4 3 4 4 4 5

n n n n

n n n n

◊ ◊ ◊ ◊ ◊ + ◊ + ◊ + ◊ +
=

◊ ◊ ◊ ◊ + ◊ + ◊ + ◊ +
41

4 5
t

n
<

+ .

Ýòè íåðàâåíñòâà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè âçÿòü, íàïðèìåð,

íàòóðàëüíîå ÷èñëî 
42005 5

4
n

-
= . Î÷åâèäíî, ïðè òàêîì çíà-

÷åíèè n íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ çàäà÷è òàêæå áóäóò âûïîë-

íÿòüñÿ.

15. à) Îòâåò: 16 ïîëóëàäåé. Ïðèìåð íà ðèñóíêå 3 ïîêàçûâàåò,

÷òî òàêàÿ ðàññòàíîâêà âîçìîæíà (ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâ-

ëåíèÿ îáñòðåëà êàæäîé ïîëóëàäüè).

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 16 ïîëóëàäåé ðàññòàâèòü íåâîçìîæíî.

Äîïóñòèì, èìååòñÿ ãîðèçîíòàëü, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ íå

ìåíüøå òðåõ ëàäåé. Çàìåòèì, ÷òî ïîëóëàäüÿ, ñòîÿùàÿ â ýòîé

ãîðèçîíòàëè íå êðàéíåé, íåïðåìåííî áóäåò óãðîæàòü îäíîé èç

ïîëóëàäåé, ñòîÿùèõ íà òîé æå ãîðèçîíòàëè. Ïîýòîìó íà êàæ-

äîé ãîðèçîíòàëè ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå äâóõ ïîëóëàäåé,

è ñóììàðíîå ÷èñëî ïîëóëàäåé íå ïðåâûøàåò 2 8 16¥ = .

á) Îòâåò: 14 ïîëóëàäåé. Ïðèìåð íà ðèñóíêå 4 ïîêàçûâàåò,

÷òî òàêàÿ ðàññòàíîâêà âîçìîæíà.

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 14 ïîëóëàäåé ðàññòàâèòü íåëüçÿ. Íàçî-

âåì ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóëàäüåé òàêóþ ïîëóëàäüþ, êîòîðàÿ

îáñòðåëèâàåò âñå ïîëÿ ãîðèçîíòàëè, â êîòîðîé îíà íàõîäèòñÿ,

è íàçîâåì âåðòèêàëüíîé ïîëóëàäüåé òàêóþ ïîëóëàäüþ, êîòî-

ðàÿ îáñòðåëèâàåò âñå ïîëÿ âåðòèêàëè, â êîòîðîé îíà íàõîäèò-

ñÿ. Â îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóëàäüåé íå ìî-

æåò íàõîäèòüñÿ íè îäíîé äðóãîé ïîëóëàäüè. Ïîýòîìó íà äîñ-

êå èìååòñÿ íå áîëåå 8 ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëóëàäåé. Ïðè ýòîì,

åñëè ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëóëàäåé ðîâíî 8, òî íà äîñêå íå ìî-

æåò áûòü íè îäíîé äðóãîé ïîëóëàäüè (òàê êàê âñå ãîðèçîíòà-

ëè «çàíÿòû»). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì ðàññòàâèòü íà

äîñêå áîëüøå 8 ïîëóëàäåé, òî ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëóëàäåé

äîëæíî áûòü íå áîëüøå 7. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêà-

çàòü, ÷òî åñëè íà äîñêå ðàñïîëî-

æåíî áîëåå 8 ïîëóëàäåé, òî âåðòè-

êàëüíûõ ïîëóëàäåé èìååòñÿ òàêæå

íå áîëüøå 7.

â) Îòâåò: 10 ïî÷òè ëàäåé. Ïðèìåð

íà ðèñóíêå 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî òà-

êàÿ ðàññòàíîâêà âîçìîæíà.

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 10 ïî÷òè ëà-

äåé ðàññòàâèòü íåâîçìîæíî. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëÿ äîñêè,

ïðèìûêàþùèå ê åå íàðóæíîé ãðà-

íèöå. Êàæäîå òàêîå ïîëå – êâàäðàò, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà

ñòîðîíà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàðóæíîé ãðàíèöåé äîñêè. Íà-

çîâåì òàêèå ñòîðîíû íàðóæíûìè îòðåçêàìè. Âñåãî íà äîñêå,

êàê âèäíî, 8 4 32¥ =  íàðóæíûõ îòðåçêà.

Ïóñòü íà äîñêå ðàññòàâëåíî íåñêîëüêî ïî÷òè ëàäåé òàê, ÷òî

êàæäàÿ èç íèõ íå óãðîæàåò äðóãèì ïî÷òè ëàäüÿì. Òîãäà êàæ-

äàÿ ïî÷òè ëàäüÿ óãðîæàåò êàêîìó-íèáóäü íàðóæíîìó îòðåçêó.

Êðîìå òîãî, êàæäûé íàðóæíûé îòðåçîê ìîæåò îáñòðåëèâàòüñÿ

íå áîëåå ÷åì îäíîé ïî÷òè ëàäüåé. À òàê êàê êàæäàÿ ïî÷òè ëà-

äüÿ «ñòðåëÿåò» â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ, òî êîëè÷åñòâî ïî÷òè ëà-

äåé íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü 
32

10,666...
3

=

Ðèñ. 6

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðèñ. 5



Ïðèáàâèì ïî 1 ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðåîáðàçóåì

ëåâóþ ÷àñòü:

( ) ( ) ( ) ( )1 a b ab c ca bc abc+ + + + + + + =

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1a b c bc a b c+ + + + = + + + .

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî 1001 7 11 13= ◊ ◊ , à

êàæäîå èç ÷èñåë a, b, c íàòó-

ðàëüíîå, òî a + 1, b + 1, c + 1
ñóòü ÷èñëà 7, 11, 13, âçÿòûå â

íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Ïîýòîìó

a, b, c – ýòî ðàçëè÷íûå ÷èñëà

èç ìíîæåñòâà {6, 10, 12}.

4. Íåâåðíî, ñì. ðèñ. 7.

5. Ïóñòü òóìáà íàõîäèòñÿ â

òî÷êå Ò, à ëåâ äâèæåòñÿ âäîëü

ëîìàíîé ÒÀÂÑ (ðèñ. 8). Ïðîäîëæèì ÀÒ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îê-

ðóæíîñòüþ â òî÷êå D. Õîðäû AD è ÂÑ ñèììåòðè÷íû îòíîñè-

òåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìî îò íà-

÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè

Ò, ëåâ ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êó

Ì, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå Ò
îòíîñèòåëüíî öåíòðà îê-

ðóæíîñòè.

6. Äîêàæåì, ÷òî íå óäàñòñÿ ñäåëàòü ÷èñëà â êëåòêàõ òàáëèöû

ïîëîæèòåëüíûìè è ðàâíûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê –

ïóñòü âñå ÷èñëà â òàáëèöå îêàçàëèñü ðàâíûìè ïîëîæèòåëüíî-

ìó ÷èñëó à. Òîãäà áûëî ñäåëàíî 3à õîäîâ. Ðàññìîòðèì êðåñò

èç ïÿòè êëåòîê (ðèñ.9). Ëþáîé óãîëîê çàíèìàåò íå ìåíåå

äâóõ êëåòîê êðåñòà è íå áîëåå îäíîé êëåòêè âíå êðåñòà. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè òðåõ ÷èñåë íà 1 ñóììà ÷èñåë â

êëåòêàõ êðåñòà óâåëè÷èâàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà 1 áîëüøå,

÷åì ñóììà ÷èñåë â îñòàëüíûõ êëåòêàõ. Çíà÷èò, ïîñëå 3à õî-

äîâ ñóììà ÷èñåë â êëåòêàõ êðåñòà áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñóììû

÷èñåë â îñòàëüíûõ êëåòêàõ íå ìåíåå ÷åì íà 3à, à äîëæíà îò-

ëè÷àòüñÿ íà 5à – 4à = à.

7. Äà, âåðíî. Åñëè â äàííîì òðåóãîëüíèêå åñòü ñòîðîíà öåëîé

äëèíû, òî ðàçðåçàòü ìîæíî, íàïðèìåð, òàê, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 10,à.

Ïóñòü òàêèõ ñòîðîí íåò, è â äàííîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ñòîðî-

íà ÀÂ > 1. Îòìåòèì íà ñòîðîíå ÂÑ òàêóþ òî÷êó D, ÷òîáû

äëèíà DC áûëà öåëîé, à BD < 1 (åñëè ÂÑ < 1, òî áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî D ñîâïàäàåò ñ Ñ). Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ

öåíòðîì â òî÷êå Â (ðèñ.10,á). Òàê êàê òî÷êà D ëåæèò âíóòðè

îêðóæíîñòè, à òî÷êà À – âíå åå, òî îêðóæíîñòü ïåðåñå÷åò îò-

ðåçîê AD â íåêîòîðîé òî÷êå Å. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì òðåó-

ãîëüíèêè ÀÂÅ è BED ñî ñòîðîíîé ÂÅ = 1 è, áûòü ìîæåò, òðå-

óãîëüíèê ADC ñ öåëîé ñòîðîíîé DC, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìû

ïðåäûäóùèå ðàññóæäå-

íèÿ.

8. Ïîñòðîèì òðåóãîëü-

íèê ÑÐD, ðàâíûé òðå-

óãîëüíèêó BQA, êàê ïî-

êàçàíî íà ðèñóíêå 11.

Òîãäà AQ = DP,

AQ DP� , ñëåäîâàòåëü-

íî, AQPD – ïàðàëëå-

ëîãðàìì. Òàê êàê DQP ADQ ABQ DCP– = – = – = – , òî ÷å-

òûðåõóãîëüíèê QCPD – âïèñàííûé. Ñëåäîâàòåëüíî,

180CPD CQD BQA CQD+ – = – + – = ∞ .

9. Çàìåòèì, ÷òî äåëèòåëÿìè ÷èñëà 2n ÿâëÿþòñÿ âñå äåëèòåëè

÷èñëà n, à òàêæå âñå âäâîå áîëüøèå èõ ÷èñëà. Äëÿ íå÷åòíûõ

n ýòè äâà ìíîæåñòâà äåëèòåëåé íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å.

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3S n S n S n S n= + = . Åñëè æå n ÷åòíî, òî ýòè ìíî-

æåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ, íàïðèìåð ïî ÷èñëó 2 (îíî ÿâëÿåòñÿ îä-

íîâðåìåííî äåëèòåëåì ÷èñëà n è äåëèòåëåì ÷èñëà 2n). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ( ) ( ) ( )2 2S n S n S n< + . Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè íå÷åòíîì n.

10. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî ð, áîëüøåå 1001.

Äîêàæåì, ÷òî âûèãðûøíûì ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷èñëî ð, ëèáî ÷èñ-

ëî ð – 1. Åñëè äëÿ n = ð – 1 ïåðâûé èãðîê èìååò âûèãðûø-

íóþ ñòðàòåãèþ, òî çàäà÷à ðåøåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèã-

ðûøíóþ ñòðàòåãèþ èìååò âòîðîé èãðîê. Â ýòîì ñëó÷àå âûáå-

ðåì n = ð. Ïåðâûì õîäîì ïåðâûé èãðîê âû÷åðêèâàåò îäíî

÷èñëî ð è îñòàâëÿåò âòîðîìó èãðîêó ïðîèãðûøíóþ ïîçèöèþ –

÷èñëà îò 1 äî ð – 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé èãðîê èìååò âû-

èãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

11. Î÷åâèäíî, ÷òî èç êàæäîãî êâàäðàòèêà 2 2¥  ìîæíî âûðå-

çàòü ïî óãîëêó. Íà ðèñóíêå 12 ïðèâåäåí ïðèìåð ìíîãîóãîëü-

íèêà, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûðåçàòü áîëüøå. Äîêàæåì ýòî. Áó-

äåì ãîâîðèòü, ÷òî óãîëîê

ïðèíàäëåæèò êâàäðàòó,

åñëè â ýòîì êâàäðàòå ëå-

æàò äâå èç åãî òðåõ êëå-

òîê. Çàìåòèì, ÷òî íè îäíî-

ìó êâàäðàòó íå ìîæåò ïðè-

íàäëåæàòü áîëåå îäíîãî

óãîëêà. Òàêèì îáðàçîì, óãîëêîâ íå áîëüøå, ÷åì êâàäðàòîâ.

Ïîýòîìó, èç ìíîãîóãîëüíèêà ãàðàíòèðîâàííî ìîæíî âûðåçàòü

30 óãîëêîâ.

12. Çàìåòèì, ÷òî

( ) ( ) ( )
2 22 22 0x y x y x y+ - + = - ≥ ,

ïîýòîìó

( ) ( ) ( )
22 22 1x y x y x y+ ≥ + ≥ ◊ + .

13. Ïóñòü ñòîðîíû êîâðèêà áûëè ðàâíû n è kn, à åãî ïëî-

ùàäü ðàâíÿëàñü 2kn . Ïîñëå ïåðåêðàèâàíèÿ áóëüøàÿ ñòîðîíà

ñòàëà ðàâíîé kn + p, çíà÷èò, ìåíüøàÿ ñòàëà ðàâíîé 

2kn

kn p+ .

Ïîñêîëüêó ýòî òîæå öåëîå ÷èñëî, òî 
2kn  äåëèòñÿ íà kn + p.

Òàê êàê ( ) 2n kn p kn np+ = + , òî è np äåëèòñÿ íà kn + p. Ïî-

ýòîìó kn + p ðàâíî íåêîòîðîìó äåëèòåëþ d ÷èñëà n, âîçìîæ-

íî, óìíîæåííîìó íà ð. Òàê êàê kn äåëèòñÿ íà d, òî è ð äå-

ëèòñÿ íà d, ò.å. d ðàâíî 1 èëè ð, à kn + p ðàâíî 1, ð èëè 2p .

Íî kn + p áîëüøå ð è ïîýòîìó ðàâíî 2p . Èòàê, äëèíà Ïåòè-

íîãî êîâðèêà ñòàëà ðàâíîé 2p .

14. Åìó ýòî ñäåëàòü íå óäàñòñÿ. Èìååì: l“rl“r =
1001 l“r= ◊ . Òàê êàê 1001 7 11 13= ◊ ◊  – ÷èñëî, â êàíîíè÷åñ-

êîì ðàçëîæåíèè êîòîðîãî íåò êâàäðàòîâ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî
2a  äîëæíî äåëèòüñÿ íà 2

1001 1000000 l“rl“r> > . Ïðî-

òèâîðå÷èå.

15. à) Ïîëíûé êâàäðàò ñ äâóìÿ èëè áîëåå îäèíàêîâûìè ïîñ-

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 12

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 59

Ðèñ. 7

Ðèñ. 11



Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 360

ëåäíèìè öèôðàìè ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ òîëüêî íà 44 èëè 00.

Òàêèì îáðàçîì, z = 4, ïîýòîìó 
� ( )2 1 1 10 4n

n

x y= ◊ +… . Ïóñòü

4n ≥ . Ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà 4: 
2

2

xÊ ˆ =Á ˜Ë ¯

� ( )2
1 1 25 10 1

n

n

y-= ◊ ◊ ◊ +… . Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò

îñòàòîê 3, íî íå ñóùåñòâóåò öåëîãî ÷èñëà, êâàäðàò êîòîðîãî

ïðè äåëåíèè íà 4 äàâàë áû îñòàòîê 3. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèé

íåò.

Åñëè n = 3, òî ( )2 111 1000 4x y= + . Ïîñêîëüêó 111 3 37= ◊ , à

ñëåâà ñòîèò ïîëíûé êâàäðàò, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû 1000ó + 4

äåëèëîñü íà 111. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó + 4 äåëèòñÿ íà 111, à

ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ó – öèôðà. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå

ðåøåíèé òîæå íåò.

Åñëè n = 2, òî ( )2 11 100 4x y= + . ×èñëî 100ó + 4 äåëèòñÿ íà

11, îòêóäà ó = 7, òîãäà 88x = ± .

á) Çíà÷åíèå t ðàâíî 0 èëè 4 (ñì. ï. à)). Ïóñòü t = 0, òîãäà

2u yyzz= , ãäå 
10

x
u = . Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â

ï. à), â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì îòâåò ( ) ( ), , , 880, 7, 4, 0x y z t = ± .

Ïóñòü t = 4, òîãäà ( )2 4 211 10 10 4x y z= ◊ + ◊ + . Òàê êàê ÷èñëî

â ñêîáêàõ äåëèòñÿ íà 11, òî è y + z + 4 äåëèòñÿ íà 11. Îòñþ-

äà ëèáî y + z + 4 = 22, ëèáî y + z + 4 = 11. Â ïåðâîì ñëó÷àå

y = z = 9, 2 999944x = . Íî ( )
22 1000 1 999944x £ - <  – ïðîòè-

âîðå÷èå. Âî âòîðîì ñëó÷àå, çàìåòèâ, ÷òî âûðàæåíèå
4 210 10 4y z◊ + ◊ +  äåëèòñÿ íà 11, ïîäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

( )2 4 211 10 10 4x y z= ◊ + ◊ +  íà 121. Îáîçíà÷èâ 
11

x
u =  è ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî z = 7 – ó, ïîëó÷èì 2 900 64u y= + . Íåñëîæíî ïðî-

âåðèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò öèôð 0y π  è íàòóðàëüíûõ u,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó ðàâåíñòâó.

16. Äà, ñóùåñòâóþò. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

îò 1 äî n ðàâíà òðåóãîëüíîìó ÷èñëó 
( )1

2

n n +
. Òàêæå ðàâíà

òðåóãîëüíîìó ÷èñëó è ñóììà ÷èñåë îò 1 äî n + 1. Âûáåðåì n
òàê, ÷òîáû n + 1 áûëî äîñòàòî÷íî áîëüøèì òðåóãîëüíûì ÷èñ-

ëîì, íàïðèìåð 
( )100 10010 10 1

1
2

n
+

+ = . Òîãäà èñêîìûìè òðåó-

ãîëüíûìè ÷èñëàìè áóäóò ÷èñëà 
( )1

2

n n +
 è n + 1.

17. Äëÿ ëþáûõ n. Âîçüìåì, íàïðèìåð, ÷èñëà âèäà 10k , ãäå

k = 0, 1, …, n – 1.

18. à) Åñëè k = 0, òî ñâÿçàííûìè ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèå ëàìïî÷-

êè. Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ëàìïî÷åê, êîòîðûå ìîæíî çàæå÷ü

òàêèì ñïîñîáîì, ðàâíî n – 2. Ïîêàæåì, ÷òî áîëüøåå êîëè÷å-

ñòâî ëàìïî÷åê çàæå÷ü íå óäàñòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå

òàê. Çàôèêñèðóåì ïåðâûé ìîìåíò, êîãäà óäàëîñü çàæå÷ü n – 1

ëàìïî÷êó. Îáîçíà÷èì ïîñëåäíþþ íå ãîðÿùóþ ëàìïî÷êó ÷åðåç

À. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëàìïî÷êà Â, êîòîðàÿ çàæãëàñü

ïîñëåäíåé, ñîñåäñòâóåò ñ À, ïîòîìó ÷òî âñå îñòàëüíûå èìåþò

ïî äâà ãîðÿùèõ ñîñåäà. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, Â íàõî-

äèòñÿ ñïðàâà îò À. Êîãäà îíà çàæèãàëàñü, äîëæíà áûëà ïîãàñ-

íóòü èìåííî ëàìïî÷êà À, èíà÷å äîëæíà áûëà ïîãàñíóòü ëàì-

ïî÷êà ñïðàâà îò Â, à îíà ãîðèò. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåä

âêëþ÷åíèåì ëàìïî÷êè Â ãîðåëà n – 1 ëàìïî÷êà, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò âûáîðó ïåðâîãî ìîìåíòà.

Ïîêàæåì, êàê çàæå÷ü n – 2 ëàìïî÷êè. Ïóñòü ëàìïî÷êè ñ íî-

ìåðàìè 1, 2, …, k óæå ãîðÿò. Çàæèãàåì ëàìïî÷êó k + 2 (ïðè

ýòîì íè îäíà èç ëàìïî÷åê íå ïîãàñíåò). Äàëåå çàæèãàåì ëàì-

ïî÷êó k + 1, à ëàìïî÷êó k + 2 ãàñèì. Ïîñëå ýòèõ äâóõ îïåðà-

öèé ïîëó÷àåì öåïî÷êó 1, 2, …, k + 1, ñîñòîÿùóþ èç ãîðÿùèõ

ëàìïî÷åê. Ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäîëæàòü, ïîêà íå áóäóò

çàææåíû ëàìïî÷êè ñ íîìåðàìè 1, 2, …, n – 2.

á) Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ãèðëÿíäû èç n ëàìïî-

÷åê. Íàì áóäåò óäîáíî íóìåðîâàòü ëàìïî÷êè ñ íóëÿ: 0, 1, …

..., n – 1. Áóäåì äâèãàòüñÿ âïðàâî îò íóëåâîé ëàìïî÷êè ïî

ñâÿçàííûì ñ íåé. Ìû îòìåòèì ëàìïî÷êè ñ íîìåðàìè, êðàòíû-

ìè 12: 0, 12, 24, … Çàôèêñèðóåì ìîìåíò, êîãäà âïåðâûå ñíî-

âà ïîïàäåì â ëàìïî÷êó ñ íîìåðîì 0. Âûÿñíèì, ñêîëüêî øàãîâ

íàì äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû èäåì øàãà-

ìè äëèíîé 12, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ñäåëàëè öåëîå ÷èñëî

îáîðîòîâ ïî n. ßñíî, ÷òî ïåðâûé ðàç ýòî ñëó÷èòñÿ, êîãäà ìû

ïðîéäåì ðàññòîÿíèå ( )mnj 12, n . Ïðè ýòîì áóäåò îòìå÷åíî

( )mnj 12,

12

n
m =  ëàìïî÷åê. Ïîñêîëüêó

( )
( )

mnj ,
mnd ,

ab
a b

a b
= ,

òî

( ) ( )

12

mnd 12, 12 mnd 12,

n n
m

n n
= =

◊
.

Åñëè â ãèðëÿíäå îñòàëèñü íåîòìå÷åííûå ëàìïî÷êè, òî áåðåì

ëþáóþ èç íèõ è àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì äðóãóþ öåïî÷êó. Ýòà

öåïî÷êà íå ïåðåñå÷åòñÿ ñ ïåðâîé è â íåé òîæå áóäåò m ëàìïî-

÷åê. Ïðîäîëæèì ïðîöåññ ðàçäåëåíèÿ íà öåïî÷êè, ïîêà âñå

ëàìïî÷êè íå áóäóò èñ÷åðïàíû. Âñåãî öåïî÷åê áóäåò

( )mnd 12,
n

n
m

= .

Ïîñêîëüêó ëàìïî÷êè â ðàçíûõ öåïî÷êàõ íèêàê íå ìîãóò ïî-

âëèÿòü äðóã íà äðóãà, à â îäíîé öåïî÷êå ñâÿçàííûå ëàìïî÷êè

ñòàíîâÿòñÿ êàê áû ñîñåäíèìè, òî âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì

çàäà÷è ï. à): â êàæäîé öåïî÷êå äëèíû m ìîæíî çàæå÷ü ìàê-

ñèìóì m – 2 ëàìïî÷êè. Â èòîãå âî âñåõ öåïî÷êàõ ìîæíî çà-

æå÷ü ìàêñèìóì ( ) ( )2 2mnd 12,
n

m n n
m

- = -  ëàìïî÷åê. Ïåðå-

áðàâ çíà÷åíèÿ n = 100, 99, 98, 97, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè n = 97

ìîæíî çàæå÷ü íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî – 95 ëàìïî÷åê (ïðè

96n £  êîëè÷åñòâî ãîðÿùèõ ëàìïî÷åê çàâåäîìî íå áîëüøå

n – 2 < 95).

19. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà â ( )n m+ -ýòàæíîì

äîìå ïðè íàæàòèè îäíîé êíîïêè ëèôò ïîäíèìàåòñÿ íà m ýòà-

æåé ââåðõ, à ïðè íàæàòèè äðóãîé – îïóñêàåòñÿ íà n ýòàæåé

âíèç. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî íà-

æàòèé êíîïîê ðàâíî 
( )mnd ,

m n

m n

+
. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîíóìåðó-

åì ýòàæè îò 0 äî n + m – 1 è ðàñïîëîæèì èõ íà îêðóæíîñòè,

ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñëåä çà ( )1n m+ - -ì ýòàæîì ïî êðóãó

ðàñïîëîæåí 0-é ýòàæ, è ò.ä. Çàìåòèì, ÷òî ïîåçäêà íà n ýòà-

æåé «âíèç» ïî òàêîìó êîëüöó – ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ïîåçäêà íà

m ýòàæåé «ââåðõ». Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû äâèæåìñÿ

âñå âðåìÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè øàãàìè äëèíû m. Ïðèìåíÿÿ â

òî÷íîñòè òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 18,

á), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( ) ( )mnd , mnd ,m n m m n+ = , ïîëó÷àåì

òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Ïðèìåíèòåëüíî ê äàííûì çàäà÷è îòñþ-

äà ñëåäóåò îòâåò: 
( )

79 21
100

mnd 79, 21

+
= .

20. à) Óïîðÿäî÷èì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà: a b c≥ ≥ . Íà ðè-

ñóíêå 13,à ïîêàçàíî ðàçáèåíèå äëÿ

ñëó÷àÿ a = b, íà ðèñóíêå 13,á – äëÿ

ñëó÷àÿ a > b.

Ðèñ. 14Ðèñ. 13



á) Óïîðÿäî÷èì óãëû òðåóãîëüíèêà: A B C– ≥ – ≥ – .

Ïóñòü A B– = – . Òîãäà òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé, è öåíòð

Î îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò âíóòðè íåãî. Ðàçðåç ìîæíî

îñóùåñòâèòü ïî òðåì ðàäèóñàì îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïîêà-

çàííûì íà ðèñóíêå 14.

Ïóñòü A B– > – . Ðàññìîòðèì òðåõçâåííóþ ëîìàíóþ BDEA¢
ñ ðàâíûìè çâåíüÿìè è ïðîâåäåì èç òî÷êè A¢  ïðÿìóþ A C¢ ¢ ,
ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé ÀÑ (ðèñ.15,à). Òàê êàê A B– > – , òî

îòðåçîê A C¢ ¢  íå ïåðåñå÷åò îòðåçîê ED.

Ñ ïîìîùüþ ãîìîòåòèè ïåðåâåäåì òðåóãîëüíèê BA C¢ ¢  â òðåó-

ãîëüíèê ÂÀÑ (ðèñ.15,á). Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ëîìàíàÿ
BDEA¢  ïåðåéäåò â ëîìàíóþ 

1 1BD E A . Îíà ðàçáèâàåò òðåó-

ãîëüíèê ÂÀÑ íà òðè òðåóãîëüíèêà,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è.

â) Ðåøåíèå ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ

ï. á). Äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ óãëîâ
A B C– ≥ – ≥ –  â ñëó÷àå A B– = –

ðàçðåç ìîæíî îñóùåñòâèòü ïî òðåì

ðàäèóñàì îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïî-

êàçàííûì íà ðèñóíêå 16, à òàêæå ïî

îòðåçêó ÎÅ (ÑÅ = ÎÑ).

Â ñëó÷àå A B– > –  ê ïîñòðîåíèÿì ï.

á) äîáàâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îòðåçêà

1CF BD=  (ðèñ.17). Òàêîé îòðåçîê

ïîñòðîèòü âîçìîæíî, ïîñêîëüêó

CF AB AC< £ . Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ CF íåïàðàëëåëüíà

1 1E D . Ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ïîëó÷èì 1 1D E B CAB– = – ,

íî òðåóãîëüíèê 1 1E D B  ðàâíîáåä-

ðåííûé ñ îñíîâàíèåì 1BE , îòñþäà

1 1B D E B CAB A– = – = – = – , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ

A B– > – .

21. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ÷èñëå

áîëüøå 10 öèôð, òî â íåì îáÿçà-

òåëüíî èìåþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ öèôðû è, ñîãëàñíî óñëîâèþ,

ñëåäóþùåå ÷èñëî áóäåò ìåíüøå åãî. Ïîýòîìó â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, â êîòîðûõ êî-

ëè÷åñòâî öèôð áîëüøå 10. Îòáðîñèì èõ, ïîòîìó ÷òî îíè íå

âëèÿþò íà ïåðèîäè÷íîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ÷èñëà ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòè, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíû. Ïî ïðèíöèïó Äè-

ðèõëå â áåñêîíå÷íîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáÿçà-

òåëüíî íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ÷èñëà. Ïîñêîëüêó êàæäûé

÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïðåäûäóùèì

÷ëåíîì, òî ñ ìîìåíòà ïåðâîãî ïîâòîðåíèÿ ÷èñëà â äàëüíåéøåì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë íà÷íåò ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ.

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17

ÊÀÏÐÈÇÍÛÅ ×ÈÑËÀ

Ïàðàäîêñ Àðíî. Óòâåðæäåíèå î ñîîòíîøåíèè âåëè÷èí ÷èñëè-

òåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíÿòü íà íåîòðèöàòåëü-

íûå ÷èñëà.

Ïàðàäîêñ Âàëëèñà. Íåðàâåíñòâî 
1 1

1n n
<

+
 íåëüçÿ ðàñïðîñò-

ðàíÿòü íà âñå öåëûå ÷èñëà n.

ÊÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ìîæíî, åñëè ïàëî÷êó ñíàáäèòü ðó÷êîé èç èçîëÿòîðà.

2. Íà ïëåíêå â ïðîöåññå åå èçãîòîâëåíèÿ èëè âî âðåìÿ ðàçìà-

òûâàíèÿ ðóëîíà âîçíèêàåò ñòàòè÷åñêèé çàðÿä. Â ïðèñóòñòâèè

æå âëàãè çàðÿä ñ ïëåíêè «ñòåêàåò».

3. Ïëàìÿ çàææåííîé ñâå÷è, ïîìåùåííîé ìåæäó ïëàñòèíàìè,

îòêëîíèòñÿ ê îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîé ïëàñòèíå, òàê êàê ÷à-

ñòèöû ñàæè â ïëàìåíè çàðÿæåíû ïîëîæèòåëüíî.

4. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ óâåëè÷èò-

ñÿ çà ñ÷åò çàðÿäîâ, èíäóöèðîâàí-

íûõ íà øàðèêå.

5. Òîëüêî ÷àñòü ñèëîâûõ ëèíèé,

èñõîäÿùèõ èç çàðÿäà +q, çàêàí÷è-

âàþòñÿ íà èíäóöèðîâàííûõ çàðÿ-

äàõ ïðîâîäíèêà.

6. Íåò, íå çàðÿäèòñÿ.

7. Â ñëó÷àå ðàçíîèìåííûõ çàðÿ-

äîâ.

8. Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ óâåëè÷èò-

ñÿ, ïîòåíöèàë óìåíüøèòñÿ.

9. Íåò, ïîñêîëüêó íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îñòà-

íåòñÿ íèæå ïðîáîéíîãî çíà÷åíèÿ.

10. Ñì. ðèñ.18.

11. Íåò, òàê êàê ñèñòåìà çàðÿä–÷åëîâåê èçîëèðîâàíà îò çåì-

ëè.

12. Íóëþ.

13. Íà îñòðèÿõ îáðàçóåòñÿ íàñòîëüêî áîëüøàÿ ïëîòíîñòü çà-

ðÿäîâ, ÷òî îêðóæàþùèé âîçäóõ èîíèçèðóåòñÿ, è çàðÿäû «ñòå-

êàþò» ñ îñòðèÿ.

14. Íåò, ó áîëüøåãî øàðà áóäåò áîëüøèé ïîòåíöèàë.

15. Ïðè çàçåìëåíèè òåëà îïàäóò ëèñòî÷êè îáîèõ ýëåêòðîñêî-

ïîâ (òàê êàê îíè ðåãèñòðèðóþò ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó

òåëîì è çåìëåé) – ðèñóíîê íåâåðåí.

16. Áóëüøàÿ ðàáîòà ñîâåðøàåòñÿ âî âòîðîì ñëó÷àå. Ýíåðãèÿ

êîíäåíñàòîðà â ïåðâîì ñëó÷àå óìåíüøàåòñÿ, âî âòîðîì – óâå-

ëè÷èâàåòñÿ.

17. Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ óâåëè÷èòñÿ, òàê êàê ïîâåðõíîñòíàÿ

ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíå íàïðîòèâ äèý-

ëåêòðèêà âîçðàñòåò.

18. Ýíåðãèÿ óâåëè÷èòñÿ: à) â k ðàç; á) â 2n ðàç.

Ìèêðîîïûò

Óêðåïèâ íåéòðàëüíûå øàðû íà èçîëèðóþùèõ ïîäñòàâêàõ,

íàäî ïðèâåñòè èõ â ñîïðèêîñíîâåíèå è ïîìåñòèòü â ïîëå çàðÿ-

æåííîãî øàðà, à çàòåì ðàçíÿòü èõ. Øàð, áîëåå áëèçêèé ê çà-

ðÿæåííîìó øàðó, ïðèîáðåòåò îòðèöàòåëüíûé çàðÿä, à áîëåå

äàëüíèé – ïîëîæèòåëüíûé.

ÄÈÝËÅÊÒÐÈÊÈ Â ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅ

1. 
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Ðèñ. 18

XIV  ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß   ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
«ÈÍÒÅËËÅÊÒÓÀËÜÍÛÉ   ÌÀÐÀÔÎÍ»

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Íåò, èáî

� � � �

1 1

11...1211...1 11...100...0 11...1
n n n nn+ +

= + =��� � ���
1 1

11...1 100...01
n n+ -

¥ .

2. 90∞ . Óêàçàíèå. Òî÷êà Ì ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

Â è ðàäèóñîì ÀÂ.

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 61



Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 362

3. x = ó = 2. Óêàçàíèå. ßñíî, ÷òî 1x ≥ , 1y ≥ . Ïîñêîëüêó

1
2

x
x - ≥ è 1

2

y
y - ≥ , èìååì 1 1x y y x xy- + - ≥ , ïðè-

÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè 1
2

y
y - =  è 1

2

x
x - = .

4. à) Ìîæíî; á) íåëüçÿ. Óêàçàíèå. Òàê êàê 1 + 2 + 3 +…

...+ 30 = 465, òî íà 6 ãðóïï ñ îäèíàêîâûìè ñóììàìè ÷èñëà

ðàçáèòü íåëüçÿ, à íà 5 ìîæíî. Äëÿ ýòîãî êàæäóþ èç òðåõ

ãðóïï 1, 2, …, 10; 11, 12, …, 20; 21, 22, …, 30 ðàçáèâàåì íà

5 ïàð ñ îäèíàêîâûìè ñóììàìè, à çàòåì ïîëó÷åííûå ïàðû

îáúåäèíÿåì â 5 ãðóïï ïî 6 ÷èñåë â êàæäîé.

5. 

2l

h
. Óêàçàíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ AL ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îê-

ðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ â òî÷êå N. Öåíòð Î ýòîé îêðóæ-

íîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé MN, à ÷åòûðåõóãîëüíèê NMAH – ïà-

ðàëëåëîãðàìì ( NM AH� è NM = AH, òàê êàê ML = LH ïî

óñëîâèþ). Òî÷êà L – ñåðåäèíà AN. Ïîýòîìó OL AN^ . Â

ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå OLN ãèïîòåíóçà ON = R, êàòåò

NL = l, à NM = h – åãî ïðîåêöèÿ íà ON. Ïîýòîìó 2l Rh= .

6. 2. Óêàçàíèå.

 2 2
3 4 3 3α α α α α- = - - = ( )

32 33 3 1 1α α α α- + - = - .

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóéòå è âòîðîå ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå.

7. Íåò. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíû N òî÷åê, D – íàèáîëüøåå, à

d – íàèìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè. Âîçüìåì ëþáóþ

èç äàííûõ òî÷åê è ïîñòðîèì êðóã ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå. Âñå

îñòàëüíûå òî÷êè îêàæóòñÿ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå ýòîãî êðó-

ãà. Òåïåðü ðàññìîòðèì êðóãè ðàäèóñîì 
2

d
 ñ öåíòðàìè âî âñåõ

äàííûõ òî÷êàõ. Ýòè êðóãè íå ïåðåêðûâàþòñÿ, è èõ ñóììàðíàÿ

ïëîùàäü ðàâíà 
2

4

Ndπ
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ýòè êðóãè öåëè-

êîì ñîäåðæàòñÿ â êðóãå ðàäèóñîì 
2

d
D + , ïîýòîìó

22

4 2

Nd d
D

π π Ê ˆ< +Á ˜Ë ¯ . Ñëåäîâàòåëüíî,

2 2

d N d
D< + ,   îòêóäà  

1

2

D N

d

-
> .

Îäíàêî ïðè N = 225, 21D £  è 3d ≥  ïîëó÷åííîå íåðàâåí-

ñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ôèçèêà

1. Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ áðóñ-

êà ñ ãðóçîì:

2 2 2

0 1 22 ,
2 2 2

mv mv Mv
mg l= ◊ + +   0 1 2,mv mv Mv= +

ãäå 1v  è 2v  – ñêîðîñòè ãðóçà è áðóñêà â ìîìåíò âðåìåíè,

êîãäà ãðóç íàõîäèòñÿ â âåðõíåé òî÷êå. Åñëè ãðóç ñîâåðøàåò

ïîëíûé îáîðîò âîêðóã òî÷êè ïîäâåñà, òî íèòü íàòÿíóòà âî

âñåõ òî÷êàõ òðàåêòîðèè. Ïðè ìèíèìàëüíîé íà÷àëüíîé ñêîðîñ-

òè íàòÿæåíèå â âåðõíåé òî÷êå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Âòîðîé çà-

êîí Íüþòîíà â ýòîé òî÷êå çàïèøåì â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàí-

íîé ñ áðóñêîì:

( )
2

1 2 ,
m v v

mg
l

-
=

òàê êàê èìåííî â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàäèóñ êðèâèçíû òðà-

åêòîðèè ãðóçà ðàâåí äëèíå íèòè l. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàí-

íîé ñ çåìëåé, òî÷êà ïîäâåñà íèòè ïåðåìåùàåòñÿ âìåñòå ñ òå-

ëåæêîé, è ãðóç äâèæåòñÿ ïî ñëîæíîé òðàåêòîðèè. Îòìåòèì,

÷òî â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè óñêîðåíèå òåëåæêè

ðàâíî íóëþ, ò.å. ñâÿçàííàÿ ñ íåé ñèñòåìà îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ

èíåðöèàëüíîé (ñèëà èíåðöèè îáðàùàåòñÿ â íîëü). Âûïîëíèâ

ïðåîáðàçîâàíèÿ (âûðàçèâ 1v  è 2v  èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâ-

íåíèé è ïîäñòàâèâ èõ â ïåðâîå) ïîëó÷èì

0
5 4

m
v gl

M

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
.

Çàìå÷àíèå. Åñëè âû çíàêîìû ñ âàæíûì ñâîéñòâîì ñèñòåìû

öåíòðà ìàññ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, óòâåðæäàþùèì, ÷òî

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü òî÷åê ïî ôîðìóëå

( )
� � 2

1 21 2

*

1 2 2

v vm m
E

m m

-
=

+

(ýòî óòâåðæäåíèå íåñëîæíî ïðîâåðèòü «â ëîá»), òî ìîæíî ðå-

øàòü ýòó çàäà÷ó â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ:

2 2

0 %2…2 ,
2 2

mM v mM v
mg l

m M m M
= ◊ +

+ +
 

2

%2… .
v

mg m
l

=

2. Òàê êàê âñå òî÷êè îáëàêà äâèæóòñÿ ê öåíòðó íå îïåðåæàÿ

äðóã äðóãà, òî ÷àñòèöà, íàõîäèâøàÿñÿ èçíà÷àëüíî íà ðàññòîÿ-

íèè r îò öåíòðà, âñå âðåìÿ ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ìàññå
34 3M rπρ= . Íàéäåì âðåìÿ ïàäåíèÿ ÷àñòèöû ñ ðàññòîÿíèÿ r

íà öåíòð (êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðåíåáðåæèìî ìàëî

ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì, òàê êàê ïëîòíîñòü âîçðàñòàåò íà

ìíîãî ïîðÿäêîâ). Çàìåíèì äâèæåíèå ïî ïðÿìîé äâèæåíèåì

ïî î÷åíü óçêîìó ýëëèïñó ñ áîëüøîé îñüþ r. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà, ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî òàêîìó ýëëèï-

ñó ðàâåí ïåðèîäó äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì r/2, êî-

òîðûé íàéäåì èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà:

( )
( )

2

2

2
2

2

mM
G m r

Tr

πÊ ˆ= Á ˜Ë ¯ .

Âûðàçèâ ìàññó M ÷åðåç íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü îáëàêà, íàéäåì

âðåìÿ ïàäåíèÿ íà öåíòð:

61 3
10 ë�2.

2 2 8

T
t

G

π
ρ

= = ª

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî

ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû â îáëàêå.

3. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ñåðåäèíîé íèòè, íà êàæäûé

èç ãðóçîâ äåéñòâóåò ñèëà èíåðöèè F ma= -
� �

, ýêâèâàëåíòíàÿ

ñèëå òÿæåñòè ñ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 
��

g a=¢ . Çàïè-

ñàâ äëÿ äâèæåíèÿ â ýòîì ïîëå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

2
2

l
ma Q= , íàéäåì âûäåëèâøååñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû:

Q  = mal.
Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå î ñèëå èíåðöèè ñëåäóåò èç çàêîíà

ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé:

( )%2…
T m a a= +
� � �

,  îòêóäà  ( ) %2…
T ma ma+ - =
� � �

.

4. Íàñûùåííûé ïàð íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè äèíàìè÷åñêîãî

ðàâíîâåñèÿ ñ æèäêîñòüþ, ò.å. ÷èñëî «ïðèëèïøèõ» ìîëåêóë

ðàâíî ÷èñëó èñïàðèâøèõñÿ. Ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðî-

öåññ èñïàðåíèÿ íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ ïàðà íàä ïîâåðõíîñ-

òüþ, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî òåìïåðàòóðîé æèäêîñòè. Òîãäà

ìàññà æèäêîñòè, èñïàðèâøåéñÿ çà âðåìÿ t ñ ïîâåðõíîñòè æèä-

êîñòè ïëîùàäüþ S, ðàâíà

C!,ë ,“C "

h
m m S t

t

Δ
ρ

Δ
= = ,

ãäå h tΔ Δ  – ñêîðîñòü ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ â óñëîâèÿõ íèçêîé

âëàæíîñòè. Äëÿ îöåíêè ìàññû ìîëåêóë íàñûùåííîãî ïàðà,

óïàâøèõ çà ýòî æå âðåìÿ íà ïîâåðõíîñòü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1/6 ÷àñòü ìîëåêóë ëåòèò â ñòîðîíó æèäêîñòè è ÷òî âñå ìîëå-

êóëû èìåþò îäèíàêîâóþ ñðåäíþþ ñêîðîñòü v. Çà âðåìÿ t ïî-

âåðõíîñòè äîñòèãíåò 1/6 ìàññû ïàðà, íàõîäÿùåãîñÿ â öèëèí-

äðå îáúåìîì Svt:

C=ä C

1

6
m Svtρ= .



Äëÿ îöåíêè ñðåäíåé ñêîðîñòè âîçüìåì çíà÷åíèå ñðåäíåé êâàä-

ðàòè÷íîé ñêîðîñòè: 
3

M

RT
v = , à ïëîòíîñòü ïàðà âûðàçèì ÷å-

ðåç äàâëåíèå: C

Mp

RT
ρ = . Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïî-

ëó÷èì 
C!,ë " "

C=ä C

6
6 0,02

3

m h h RT

m v t p t

ρ ρΔ Δ
ρ Δ Δ Μ

= = ª .

5. Òåïëîåìêîñòü ãàçà òåì âûøå, ÷åì áëèæå ïðîöåññ ê èçîòåð-

ìè÷åñêîìó. Ïîñêîëüêó ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü â äàííîì ïðî-

öåññå âî ìíîãî ðàç (ïî÷òè íà òðè ïîðÿäêà) áîëüøå R, ñäåëàåì

îöåíêó ïîëó÷åííîãî êîëè÷åñòâà òåïëîòû, ñ÷èòàÿ T = const.

Ïîëó÷èì

2 2

1 1

V V

V V

RT
Q A p dV dV

V
= = = =Ú Ú 2

1

ln 4000 d›
V

RT
V

ª .

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ðàâíî

0,8 j
Q

T
C

Δ = ª .

Ïðè òàêîì TΔ  èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè, êîòîðûì ìû

ïðåíåáðåãëè ïðè ðàñ÷åòå òåïëà, ñîñòàâëÿåò 10–20 Äæ (â çàâè-

ñèìîñòè îò òèïà ãàçà), ò.å. âíîñèò ïîïðàâêó âñåãî ëèøü â

äîëè ïðîöåíòà.

6. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ øàðèêîâ ïîñëå íàíåñåíèÿ íà

íèõ çàðÿäîâ:

( )
( )

2

2

0

1
3

4 3

q
k l l

lπε
- = .

Ïðè èçìåíåíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó øàðèêàìè íà ìàëóþ âåëè-

÷èíó x (îò 3l äî 3l + x) ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ èçìåíèòñÿ íà

3C! .ë
F F FΔ Δ Δ= + =

( ) ( )

2 2

2 2

0

1

4 3 3

q q
kx

l x lπε

Ê ˆ
- + - ªÁ ˜

+Ë ¯

( ) ( )

2 2

4 2

00

6 1 2

4 34 3 3

q lx q x
kx kx

ll lπεπε
◊

ª - - = - - =
4 7

3 3
kx kx kx- - = -

(ïðè óïðîùåíèè èñïîëüçîâàíà ïåðâàÿ ôîðìóëà). Âîçíèêàþ-

ùàÿ ïðè ìàëîì ñìåùåíèè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîçâðà-

ùàþùàÿ ñèëà ýêâèâàëåíòíà ñèëå óïðóãîñòè ïðóæèíû ñ æåñò-

êîñòüþ 
7

3
k . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòà êîëåáàíèé âîçðàñòåò â

7

3
 ðàç.

7. Ïðîâîëî÷êà ïðåäîõðàíèòåëÿ ïåðåãîðàåò ïðè äîñòèæåíèè

òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàãðåâàíèå ïðî-

èñõîäèò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, ò.å. â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè

ìîùíîñòü âûäåëåííîãî òîêîì òåïëà ðàâíà ìîùíîñòè îòäà÷è

òåïëà â îêðóæàþùóþ ñðåäó, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíî-

ñòè òåìïåðàòóð è ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè:

( )
2

Cë
,

U
T T S

R
α= -  ( )Cë2 4

l
U T T ld

d
ρ α π

π
= - .

Îòñþäà

2 2 1

1 1 2

3
2,12,

2

U l d

U l d
= = =    U

2
 = 636 Â.

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Äîëÿ ãîëóáîãëàçûõ ñðåäè áëîíäèíîâ áîëüøå.

2. Ýòî îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé íà ãèïîòåíóçó.

3. Ìîæíî: ( ) ( ) ( )
2 2 2

4 2 2 23 1 1a a a a a a+ = - + + + - .

4. 90∞ . Óêàçàíèå. Òî÷êà D – îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

5. 5. Óêàçàíèå. Ïóñòü m – âîçðàñò ìëàäøåãî. Äîêàæèòå, ÷òî

îäíî èç ÷èñåë m, m + 2, m + 6, m + 8, m + 12 è m + 14 äåëèò-

ñÿ íà 5.

6. Äà. Ýòî âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà è åãî öåíòð.

7. 41 . Óêàçàíèå. Òàê êàê

2 26 13 14 58x x x x- + + - + = ( ) ( )
2 22 23 2 7 3x x- + + - + ,

äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé îò òî÷êè (x; 0) äî

òî÷åê (3; 2) è (7; 3) ñîîòâåòñòâåííî. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ýòîé ñóììû ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè (3; –2) äî òî÷êè

(7; 3).

8. 3. Ïóñòü a – ïåðâàÿ öèôðà äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé ÷èñåë 2n  è

5n . Òîãäà

( )10 2 1 10k n ka a◊ < < + ◊ , ( )10 5 1 10l n la a◊ < < + ◊ .

Ïåðåìíîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

( )
22 10 10 1 10k l n k la a+ +◊ < < + ◊ ,  ò.å.  ( )

22 10 1n k la a- -< < + .

Ïîñêîëüêó à – öèôðà, ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè à = 3, n – k –
– l = 1.
9. 12.

10. 
2

a b+
. Óêàçàíèå. Ïóñòü M è N – ñåðåäèíû ñòîðîí AB è

DC ñîîòâåòñòâåííî. ×åòûðåõóãîëüíèê KMEN – ïàðàëëåëîã-

ðàìì, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 
1

2
ABCDS . Òðåóãîëüíèêè KAE

è KNE, à òàêæå KME è KDE ðàâíîâåëèêè. Ïîýòîìó
AB EK CD� � .

11. 50 ìèí. Óêàçàíèå. ×åëîâåê âñòðåòèë ìàøèíó çà 10 ìèíóò

äî ïðèáûòèÿ ïîåçäà, íà êîòîðîì îí îáû÷íî ïðèåçæàë.

12. 2 ðåøåíèÿ. Î÷åâèäíî ðåøåíèå x = y = z = 0. Äàëåå, ïóñòü

x < 0 , y < 0, z < 0 è (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) 0x y z£ £ < .

Òîãäà  2 2 2x y z≥ ≥  è 
4 4 4x y z≥ ≥ . Ïðè ýòîì

2 4 2 4 0x y z z x y+ + £ + + = .

Ïîýòîìó åñëè íå âñå ÷èñëà x, y, z ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî
2 4 0x y z+ + < . Èòàê,

x = y = z < 0.

Óðàâíåíèå æå

4 2
0x x x+ + = ,   ò.å. (ïðè 0x π ) 3

1 0x x+ + = ,

èìååò åäèíñòâåííûé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü.

Ôèçèêà

1. Íàäî îïðåäåëèòü, íà êàêîé ìàêñèìàëüíîé âûñîòå h (îòñ÷è-

òûâàÿ îò îñíîâàíèÿ) ñëåäóåò ïðèëîæèòü ê áðóñêó ãîðèçîí-

òàëüíóþ ñèëó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ áîêîâîé ãðàíè, ÷òîáû áðó-

ñîê ñêîëüçèë, à íå îïðîêèäûâàëñÿ. Òîãäà ( )2a hμ = , ãäå a –

äëèíà ðåáðà, ïàðàëëåëüíîãî ïðèëîæåííîé ñèëå.

2. Îïèñàííîå ïîëîæåíèå íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê ïîâî-

ðîòó. Êîíüêîáåæöà ðàçâåðíåò, è îí ïîåäåò ïÿòêàìè âïåðåä.

3. Óðîâåíü âîäû áóäåò âûøå â ëîäêå (ñ ó÷åòîì òîëùèíû áîð-

òîâ ïëîùàäü âíåøíåãî ñå÷åíèÿ áîëüøå, ÷åì âíóòðåííåãî).

4. Ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ îáúåìà ïîñòîÿííà:

24 const
V R

R
t t

Δ Δπ
Δ Δ

= = .

Îáúåì äîëæåí óâåëè÷èòüñÿ â 8 ðàç, ÷òî ïðîèçîéäåò ÷åðåç 7

ìåñÿöåâ.

5. Ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû ñòåíîê äàâëåíèå âîçðàñòåò,

òàê êàê ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë ïîñëå óäàðà î ñòåíêó ñòà-

íåò áîëüøå, è ïåðåäàííûé èìïóëüñ óâåëè÷èòñÿ.

6. Äàâëåíèå ïàðà ïðè 100 °Ñ ðàâíî 1 àòì, è ïîëíîå äàâëåíèå

âíóòðè òðóáêè áóäåò áîëüøå âíåøíåãî íà âåëè÷èíó äàâëåíèÿ

âîçäóõà â òðóáêå. Óðîâåíü âîäû â òðóáêå âñåãäà áóäåò íèæå.

7. Íàäî òÿæåëûì ïðåäìåòîì ðåçêî óäàðèòü ïî âíóòðåííåé ïî-
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âåðõíîñòè êîëüöà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè óäàðå

êîëüöî áóäåò äåôîðìèðîâàòüñÿ òàê, ÷òî åãî âåðòèêàëüíûé

ðàçìåð óìåíüøèòñÿ, è îíî âûëåòèò, íå óñïåâ ñîîáùèòü öèëèí-

äðó ãîðèçîíòàëüíûé èìïóëüñ.

8. Ìîæíî. Ïåðâûé øàã: âçÿòü ÷àñòü õîëîäíîé âîäû, íàïðè-

ìåð ïîëîâèíó, è ïðèâåñòè åå â òåïëîâîé êîíòàêò ñ ãîðÿ÷åé âî-

äîé (áåç ïåðåìåøèâàíèÿ). Âòîðîé øàã: ïðèâåñòè ãîðÿ÷óþ

âîäó â òåïëîâîé êîíòàêò ñî âòîðîé ïîëîâèíîé õîëîäíîé âîäû.

Òðåòèé øàã: ñìåøàòü äâå ïîëîâèíû õîëîäíîé âîäû.

9. Ïåðèîä íå èçìåíèòñÿ, ïîñêîëüêó êóëîíîâñêàÿ ñèëà íàïðàâ-

ëåíà âäîëü íèòè è íå äàåò âêëàäà â âîçâðàùàþùóþ ñèëó.

10. Ïîñêîëüêó ïðåäåëüíûé óãîë ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæå-

íèÿ ìåíüøå 45°, âîøåäøèå ÷åðåç âåðõíþþ ãðàíü ëó÷è íå âûé-

äóò ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü, è ïàóê íå óâèäèò ìóõó.

Èñòîðèÿ íàó÷íûõ èäåé
è îòêðûòèé

Ìàòåìàòèêà

1. Íàïðèìåð: Ïàñêàëü, Äåêàðò,

Ôåðìà, Âàëëèñ, Ãðåãîðè, Áðîóí-

êåð. Ñ íåêîòîðîé íàòÿæêîé Íüþ-

òîí è Ëåéáíèö.

2. Íåò, èáî

4 4 2 21 2 1 2x x x x+ = + + - =

= ( ) ( )2 22 1 2 1x x x x- + + + .

3. 2 3 5+ + .

4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ñëåäóåò

èç ðèñóíêà 19.

5. 
2

8

π
. Ïóñòü

( )
2 2

1 1
1 ... ...

3 2 1
S

n
= + + + +

+
Òîãäà

2 2

2 2 2

1 1 1 1
1 ... ...

6 4 62 3
S

n

π π
= + + + + + = + ◊ .

Îòñþäà 
2

8
S

π
= .

Ôèçèêà

1. 1) Ýôèð. 2) Ñèÿòü, ñèÿíèå. 3) Àðèñòîòåëü, IV âåê äî í.ý.

4) «Ïÿòàÿ ñóùíîñòü»; ïîñêîëüêó Àðèñòîòåëü äîáàâèë åå ê ÷å-

òûðåì ðàíåå ïðèíÿòûì ýëåìåíòàì ìèðà: îãîíü, âîäà, âîçäóõ,

çåìëÿ. 5) À.Ýéíøòåéí, 1905 ãîä (ÑÒÎ îòìåíèëà ýôèð çà íå-

íàäîáíîñòüþ).

2. 1) III âåê äî í.ý. 2) Ýðàòîñôåí. 3) Àðàáñêàÿ Ðåñïóáëèêà

Åãèïåò. 4) Âûñîòà îòâåñíîãî øåñòà, âðûòîãî â çåìëþ, âåëè÷è-

íà òåíè îò øåñòà, âðåìÿ èçìåðåíèé â Àëåêñàíäðèè è Àñóàíå;

ëèíåéêà è ÷àñû. 5) Áàçîâîå ðàññòîÿíèå îò Àëåêñàíäðèè äî

Àñóàíà.

3. 1) Àëüáåðò Ýéíøòåéí. 2) Òî÷íûå óãëîâûå êîîðäèíàòû ïî-

ëîæåíèÿ çâåçä îêîëî ñîëíå÷íîãî äèñêà, çàêðûòîãî Ëóíîé.

3) Èçìåðåíèÿ ïîäòâåðäèëè âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ ëó÷åé ñâåòà

ïîëåì òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà, ïðåäñêàçûâàåìóþ ÎÒÎ. 4) Àíî-

ìàëüíàÿ ïðåöåññèÿ îðáèòû Ìåðêóðèÿ (áóëüøàÿ âåëè÷èíà ïðå-

öåññèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñêàçûâàåìîé íüþòîíîâñêîé òåîðè-

åé òÿãîòåíèÿ) è êðàñíîå ñìåùåíèå ñïåêòðîâ, èñïóùåííûõ ìàñ-

ñèâíûìè íåáåñíûìè îáúåêòàìè, äîáàâî÷íîå ê äîïëåðîâñêîìó

ñìåùåíèþ. 5) ÎÒÎ èìååò íàó÷íî-ïîçíàâàòåëüíîå çíà÷åíèå, à

òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ äâèæåíèÿ ñïóòíè-

êîâ è ðàêåò â îêîëîçåìíîì ïðîñòðàíñòâå.

4. 1) Ýíðèêî Ôåðìè, 1934 ãîä, Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ 1938

ãîäà. 2) Îòòî Ãàí è Ôðèö Øòðàññìàí, 1938 ãîä, Î.Ãàí —

Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî õèìèè 1944 ãîäà. 3) ÑØÀ, ×èêàãî,

1942 ãîä. 4) ÑÑÑÐ, Îáíèíñê, 1954 ãîä. 5) Ôðàíöèÿ.

5. 1) Íèëüñ Áîð. 2) Êîïåíãàãåí (Äàíèÿ), Ìàëüìå è Ñòîê-

ãîëüì (Øâåöèÿ), Ñåâåðíàÿ Øîòëàíäèÿ, Ëîíäîí (Àíãëèÿ),

Íüþ-Éîðê è Ëîñ-Àëàìîñ (ÑØÀ). 3) Îêòÿáðü-äåêàáðü 1943

ãîäà. 4) Áåãñòâî èç Äàíèè, çàõâà÷åííîé Ãèòëåðîì, è íåîáõî-

äèìîñòü ïîìî÷ü ñîçäàíèþ ÿäåðíîãî îðóæèÿ â ÑØÀ. 5) Êâàí-

òîâàÿ òåîðèÿ àòîìà âîäîðîäà (1913 ã.); òåîðèÿ ýëåêòðîííûõ

îáîëî÷åê è ïåðâîå ïðèáëèæåííîå îáîñíîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîé

ñèñòåìû ýëåìåíòîâ (1923 ã.); ïðèíöèï äîïîëíèòåëüíîñòè

(1927 ã.); ïåðâàÿ òåîðèÿ àòîìíîãî ÿäðà (1936 ã.); ïåðâàÿ òåî-

ðèÿ äåëåíèÿ ÿäåð (1939 ã.).
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ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÑÒÓÄÅÍ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ

1. 
sin1

2 arcsin
2

l R
Ê ˆ= Á ˜Ë ¯

. 2. 

2

0

max
4 exp2

k

m u
E = .

3. x
3

Lv
v

Rπ
= , ãäå 

GM
v

R
=  – ñêîðîñòü êîñìè÷åñêîãî êîðàá-

ëÿ íà îðáèòå.

4. 
( )( )1 2 2 1

2 7

mg fg f
a

m

+ -
= - , ãäå m – ìàññà øàðà.

5. 
0

0

02

RT
v v

vΜ
= + . 6. 3 1 2 3A A A qϕ= + + .

7. 
( )2

0

2 2

2
ABR R

α α
α

+ - -
= . 8. 0

2

2LI
l

R b
= . 9. 08I I= .
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