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�3%��&� &'��)� !��A��!��/(�������#!��5
#���� ���!'����/�.(�!#��/�������/��! ��"
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 �� ���� �! �&� �� ����!) &�!� $���� &�!
������/ !/�!���!�����������!������(�)��%&
!1����!)���!����!�!������� !/��� !1�$���"
����������!�+�!�,D.,�E�)�����)�'(�!��*!1
���%���� �) �������  �'������&����������"
 �����!)����'���!�+���� &���! !!.(���%�"
����/�����)�����5�$�������%F���!��(��������(
���'�/� )����� ����/�(� � ���� ��� ��� �����"
���� &�,�;��� ����� )���  !)�#��  �� �������
����!)!��� 5� ������ )��� ���� ����� ������
2 ��#!!(������0�'����%F���!�,�����������"
#�/�������(����������  �/� �� �%�� �'��$�"
��� ���� ���&�� �#���� α � ��� �� �0� !3� �
�����'(� ����� ���#�'� ��)��� ��)�'� +�! !�
�! !!.(������&'����'����)���������/�����
�������#!�����&���#����β,�9����!������(���

-
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β = >
α

�5��&�����)!������!)�  &'��#��<

;����������/� �6� �� ����/����� �0� !�
$���������� &���&�/)�(��!��!� �(��!��!"
����G�5�!���� ��%�������������!��������"
�!������0�!� ��H� �<:
��&�5������������(��������  �/�#������!"

)���!�!�������� !/�!(� �����!�����/� ���#"
�� !)� !�(� ���#������$!�!)����'����!��',
����������(�)�������(�����!���/����!���)� !�(
1�������!�����/���! �'���� &,���/��!�!"
��#�� ������ ��� ���!)! �� λ(� ���� !����� �(
����3)� ��#��"���������I(J�!�I(K��!��� �(
� �)!�(����� ���� �)� !���������/��������
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��2��� �(� �������&'������������ �!���/�"
 ������������ ����! �'�λ �+�!�,J.,�E������"
�!����%��������$�� ��(��&����  &'�*���3(
���!������1������(������/�!�������&1�/��/"
���/�!���) !��������!) �'���� &�+��! 8!�
A3'#� ��.,��)��!� �(�)�����*������������'
�#��� -θ (� ���� �����&�� ��)!(� !���*�  &�
��)���!� +�! !/�!.� �� !� �(� %����� !����
��� �����1���� -NOP��∆ = θ ,�9����!�2������"

 �������� ��
>
λ
(������ ������� !!� -θ ���� &

��#��/�����#����#�6

-NOP
> >
� λθ = ,

����2��#���������) �(�)��%&��� /��(�)��
���!�1��!����!���� !� ��� !!�����������"
�&�)������%F���!���!���������,�	� �) �(
�%F���!�� ��*���(� ��/� �(�)��������/��� !/
�������/� ���� �'(� �� ��) ��� � �)� !�� -θ
�������/���/������!��

-NOP -(>>
�

λθ = ,������������+ ∗ .

4 �)!�(�����(���!0��0!'������ �'������&(
��%�����/��%F���!���� ������)��(������������
�/� �(�������  �������8��!(�5�������(����
!�������#�'������&�+��,��!�,D(�������.,�9
)��%&� 2�!� �/� ��  ��  ����!�!��� ���#�  �
���#�(��#������������/ !���������������!� �
���� ��%&�����!0�������&�6� -α ≥ θ ,�9 �)�
�����&� ������!)!������������� &���%F���&,
;�������� /� �(���)�����%F���!�&�����"

������������/��/��������������� ��%���0�,
���� ��*�����3�� ��������&� �� �!�������
�%F���!����� Q� LR�,�?���!��� ������� ����'
� �#���  �'��! �&� ���������5����*�� �� �
������#����������� ���1���������#�(�)��%& $���	3�	*�	���������	�������
��4
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�� �#�� �����  �� ��� !��!�  !� ���*! &(�  !
���&���!,
?��� !�(� ��� �������� ���� %���0�� �����

��� ������!)!���+$!�!�!�#����/��5������"
0!��.� ��!� ����*!� ����#�� ���������(� )��
��!����� ��������  &��#�����,�E��������"
)���#�����+���������������! ��.�!������!�"
����� �� Q� DR��� +��!� 2���� �%����)!�����/
 �!%�����)������!��%���� !�� �����)����.7
��#����� �0� !���! �' &1��#���� -θ �%����
��� ��������&�/)��(�������� &1��#����+��
����!���!� !� ��� #��!�� ���!.� 5� )��&���
�!��!� ��<
M�������!�� �����% ��� �!$���8!3� �����

 �����)��,�?�#��� �������!3�+ ∗ .(����!)��"
��/������0�3*�/������% ��������)����#��"
 !)� ���#���

L
D

SOP D

I(L -I ��
-(>> I(>JJ -I ����

D -I ��

−
−

−
⋅θ ≈ ≈ ⋅ ≈

⋅
>-(J -I �#��� TI��#���&1����� �,−≈ ⋅ ≈

+4����� �)�� �(� )��� ��!� ���&1� � �)� !/1
�#��� NOP θ ≈ θ ,.
	�#��� )������� 1�)��� ������������ ����'"

�!%���%F���(� #����������)!�����/����(�)��
!��%���� !������8!�����/� ��B��������/�"
 �C� ���)���!(� �� �������� -TIII� ���%�)��
�&��!��3�� ���*����� ��������� ������ -(T
#�������,�;��!���%�����(� �������3����"
%�)�����!1��!��/��#��

I
-(T�#��� DLII� �#�,� #���

-TIII

⋅θ ≈ ≈

JT��#���&1����� �(≈

�����!)���!� ��� &'� �#��(� �����0������
���)������!��)�����!$���8!!,
	������� �����1!�!���/������'�E�!����'(

���!) ��B� �3*�'C�!�$!�!)����3(�!�#�����"
�!)����3����!��<
������ ���/����%&� ���  �'������/  �'

�! ��,�M�������!�� ��!'��3%!�&'��%���� �
���������(�#������������1��+�!�,T.(�������'"
����#��!��%���� !��5�!��&�����)!����������"
���!�,
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	�#���/��)!��/� ���/������������1����
A�(�  ��� )!���!� ���8!!� ��� $!����$!!
�������!�!,������ �'�!�� !1��������������"
���(����!������������ !/���)!���1�8��/���
$!����$!!6�BE��!����� !�������!���� &1
)!����!�����/� �3�#������!)����3���!����
5����*������/���#��� !��,������'���!/��
���!8����� &�!�)!����!�+������B�! ��� �
�! ���5���3�C.�!��������%���������������"
 &�!�5� ��!��3�� !����#��#������!)����#�
!�!�$!�!)����#����&���(�2����������%��&
�������!)����#�� ������C,� ���������� ��!"
�!�0!��(� /� ����0��� ��� ����/������&����
��������!��%F/� !��#������!)����3�! ���"
�����8!3����� ���� ( )( )- - -− − = �!� -� �⋅ = − ,
�����������������)��������!��/���/,,,

���E����%�'���!��&��%F/� !���#������!)���!'
��&���2�!1����� ���,���/�2��#�������  ����)!���

I� ≠ ���������� ���������� �'���������!�)!���
5��!���,

U!������(��&��� !�0!'�2�������� � !�(
�� /��#������!)���!'���&����� ��� !/� �
)!�����,�U��%&����/� !��(�����#������!)��"
�!����!�1��!���� ��� !�� ���3%��� � ���"
���� �������� ��� )!���� �(� ���!0��� �#�� �
��� �!�"����#����$�%��"�6

( )VWN NOP� � �= ϕ + ϕ ,����������+K.

4�����)!���� ϕ ∈ R ��������� ����������3
>π7� � ��  ��&�����/� �� �"�!��"� )!���� �
+�!�,�-.,

E�!���&6

•  ( )T T VWNI NOP I�= + (

•�� ( )> > VWN NOP�− = π + π (

•��
D D

VWN NOP
> >

� �
π π− = + (

•��- > VWN NOP
J J

� �
π π + = +  

(

•�� ( ) ( )VWN NOP VWN NOP� �ϕ − ϕ = −ϕ + −ϕ (

•��NOP VWN VWN NOP
> >

� �
π π   ϕ + ϕ = − ϕ + − ϕ      

,

����4��!0!�������!#� �����!)����'�$����6

�.� D �− 7�%.� ( )- > D �+ − 7

�.�- VWN NOP�+ ϕ + ϕ ���!� VWN -ϕ ≠ − ,

&�"�#�!��,���#�%��!)����/�$��������!�!
�������� &1� )!���� +�� Q� �� X� ��.� ����)���
���������'��!�����������! ���+��'���!����"
 �/�)�����5��%�8!���(�� !��/�5����! ���.(��
��!#� �����!)����/�5����/� �'�+�������Y�Y
5����!��"���������)�!��(���#��� �� ϕ �5���
���/� &'��#��.,
�)��!� �(��� ��� !�� ��Y�Y�5�2���#�����"

�!/� +����/�� !�.� �� ��2$$!8!� ���� Y�Y� �
8� ����� ��  ���,� E���� ��!�� ������� ���
)!��������������-6

( )( )VWN NOP VWN NOP� �ϕ + ϕ ψ + ψ =

Q ( )
( )VWN

VWN VWN NOP NOP

ϕ+ψ

ϕ ψ − ϕ ψ +
�����������

X� ( )
( )NOP

VWN NOP NOP VWN�

ϕ+ψ

ϕ ψ + ϕ ψ
������������� ,�+Z.

;��������)���� !�(�%�����$�����&���!#� �"
����!!� ���) ����!���� &���/������ ���"
 !/��������� &1�)!���<�U����(���� ��!����
�������,�
��3%������)��(�!��  �� ���&����"

��� )� !�,���)����5�������&��*��� �����
��� ���,

$���	%
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 � � ��

���+Z.��� ��� ����� �/���/�����!#� �����!!
!��������� &1�)!���(���������'��&��!���!
���������B�#!/��������� &1�)!���C,

������� ��� '��� (���� )� �� *� �� ϕ ∈ R

���+��,�!��� →C C -�.�$��(�/0������%��1
"���

( )VWN NOP2 ) � 2ϕ + ϕ� -��������+-I.

3(�3���3���"��4�5��$�6(��/+�"����3.��7� �"�1
����������8%%�5��!��"�)�����(������!��� ���ϕ
��5�!���"��(�!���9
;�������$���!)���!������� �6��������) �����"

�!����� 2� �� ��!#� �����!)����'� $����
( )VWN NOP2 �ψ + ψ �!���������������/��&������'

+Z.,� 
���)��(� ��� ����#�� ��������������� ���� �
�������������/�)������� ������������  ���!(�����
�&������������!��������$����������!#� �����!!

( )
( )

VWN VWN VWN NOP NOP (

NOP NOP VWN VWN NOP ,

ϕ + ψ = ϕ ψ − ϕ ψ
ϕ + ψ = ϕ ψ + ϕ ψ

��+--.

���/�� !��1��/����0���� &���)�% !�!(��&���!"
������!1��&���(���!)������������%��(������&'
�)!�����  �!%����� �� 8������� &�� !� �����&'
��� ����3����/� /�����/������������� &�!�)!�"
���!,
����� !�(�)������! ���!��! �����'���!���� �"

#�� )!���� �������/3��/� ���� ���� )����� �������,
�%�� �)!��)����� ϕR ��������� ���#��� ϕ �����!�
)�����'�������!������#� �)���������! ��,�E����
( )- >(: :
� �

� 5� ����,����;!<$� ����!��"���(�!!<$
+�4���  �� ��������!(� �,�,� - > -: := =� �

� !
( )> - >: :π =� �

R ,�[� �8!!�VWN(�NOP6� →R R �������"
�/3��/����6

( )-:ϕ
�

R Q� - >VWN NOP: := ϕ + ϕ� �
,�������+->.

\� �(�)��� ( ) ( )( )- >(: :ϕ ϕ
� �

R R �5������!���� &'���"
�� ���!����  &'�%��!�,�M�����!����� �������"

����+�!�,>.6

( ) ( )( )- -: :ϕ+ψ ψ ϕ= =� �
R R R

( ) ( )- >VWN NOP: :ϕ ϕ= ψ + ψ� �
R R ,�+-D.

E��������� ( )> -(: :−� �
�5������!���� &'����� ��"

�!����  &'�%��!�(���

( )>:ϕ
�

R Q� ( )> -VWN NOP: :ϕ + − ϕ� �
,����+-J.

E������!�� ������� +->.� !� +-J.� �� �����3� )����

���� �����+-D.6

( ) ( )- > > -VWN VWN NOP NOP VWN NOP: : : :ψ ϕ + ϕ + ψ ϕ − ϕ =� � � �

( )- VWN VWN NOP NOP:= ϕ ψ − ϕ ψ +�

( )> VWN NOP NOP VWN ,:+ ϕ ψ + ϕ ψ�
�+-T.

�������������� !�����������3�)�����+-D.(����"
 �3� ( ) ( )- >VWN NOP: :ϕ + ψ + ϕ + ψ� �

(� !� ��!��� /��
��2$$!8!� �&���!� -:

�
�!� >:
�
,�E���)���/��������

$�����&�+--.,
&�"�#�!��,�! ����������'�!��$������+--.�!

�����)��� ������)��� VWN NOP
>

π ϕ + = − ϕ  
�+$����"

�����!���� !/.���/��/���/���!������� �������"
����� ����/��'��#��6� - > -: : :−� � �

� � ,�;��!���%��"
���(�2����������&'��! ���!������ ����� > -� = − <

9��������&�-�!�!(����!��#�� �(�!���&����"
�!�+Z.���������$������������6

( )VWN NOP VWN NOP=
� = � =ϕ + ϕ = ϕ + ϕ,����+-L.

&������!���!��� �'���B�#!!���������"
 &1�)!���C�+�,Z.(� ����������������� �������
������) �'6������ ����=����� ���#���ϕ �5����
��� ��)�������� ���� ���#��� =ϕ ,

���� ��'�!��� ���� ���!�� = ∈ Z(� ��!� �����&1
( )NOP VWN NOP VWN=

� = � =ϕ + ϕ = ϕ + ϕ ����/����1�ϕ ∈ R,
��������������������� !�"#��!���"$�#�!%�!&

"�'�������!��(�)�����/����1� � ∈C

-� � �= ≠ ⇔ ∃ ∈ R� � �
�

� �

+=
−

,

���	�����	��	
�����
���	����

���#�������/��������������#����'(���� �
�!�!������������ !��3%&1������ �'�!�����"
����� &1� )!���� !�  ��  �� �� �!� ��2����
)!�����3� �!������ ���0!�/��� ����0�,�@��
������ /� �� �!0�� ��  �)���� ]^___� ����� �
����&�!����������$�����&�+-L.(��,�,����"
��/���)�!����������������/�!�!�����������"
 &��)!����!���)�!���������!1�����!�!��%��"
����� ����������!,
����� !�(� { }Y == 2 � � 2= = ,�U��%&� �'"

�!�������� !�="'������ !�!�� � �����#��)!���
2(����!0����#������!#� �����!)����'�$��"
��(� ( )VWN NOP2  �= ψ + ψ (� !� %����� !�����
��0� !/����� � !/� =� 2= �����������!#� �"
����!)����'�$����(� ( )VWN NOP� ) �= ϕ + ϕ ,�?
�)�����$�����&�+-L.�!����

=� 2= ⇔
( ) ( )VWN NOP VWN NOP=) = � =  �⇔ ϕ + ϕ = ψ + ψ ⇔

⇔
(

(
>

> ( ( ,

=
= ) 

) 
>

= > > >
=

 = = ⇔  ψ + πϕ = ψ + π ∈ ϕ = ∈ 
Z Z

$���	1



� � � 	  �
� � � � � � � ���

E����������#���ϕ ��)!�����/���������3�>π (
����������� �'�$���������� ���#�� !)!���/
� �)� !/�!�>�Q�I(�G(�=�5�-,�;�������)����/
�����3*�/��������,

���������+�����/�$������������(�-`I`.,

?�3�(�������*��� ψ ∈ R ��"��"

( )VWN NOP=  �ψ + ψ =

Q�
> >

VWN NOP= > >
 �

= =

 ψ + π ψ + π +   
(

>�Q�I(,,,(=�5�-



,�+-`.

A���"��+��4�"-���0���(������(!��=����!�$
=1$� �����!�� �4� 2 *≠ � B� �!�� ��,��� !�

����,!�������.����� = 2 ����+��4�/��(��1
C�!<����(��;!� ��=1� ��;!���9
������ �#��� !�� !/�������!��������)�'

2�Q�-6

> >
- VWN NOP I( ( - ,= > >

� > =
= =

π π = + = − 
 

…

�+-K.

�(����������'���;� - =� �… �B����(��;!<$
=1� ��;!��-�(����!!<$�(�����,!���;���5�!1

���"��9�?���,�"-�#��� - I=�� ��+ + =
������ ������

… 9
D��"����#����9� E���� ��� ���� ������&

>��
�����

�  �� �#��� > =π � �� �� ���  ������� !!
�����#� ��)�!��(� ��#��� !1� �����(� �� �� �'
����� &(� ����� ���/�  �� ���� ��� �#��(� �� �
���#�'�5� ��!��� !��/� +������&�����'���
���#������#�.(�� �)!�(�2������������ �� ��3,
+@�����0� !������)!�T�!��B�#!!��������"
� &1�)!���C,.

�� �+���#�����6���,�������,.�!��79��"
 ���)!����(�)��������������������� �/�!�)��

{ }-( ( -=
=� � =… ,� �%�� �)!��

>
VWN

=

πε = +
>

NOP�
=

π+ �!� -- =E −= + ε + + ε… ,����������"

����(�)���E�Q�I,�E�!��� ��� !!�����&�E� �
ε ��������#���&�����!#�3��/����8!���(���2��"
��� E Eε = (��������E�Q�I,

?�� ��� �+F3�!�!��9� &� � ���(� )��

( )( ) ( )-- -= =� � � � −− = − − ε − ε… ,� E�!� ���"

��&�!!����%�����2$$!8!� ����!� -=� − ����� 
5E,���� �� ���)�� �� -=� − � � ����� � ��3,
4 �)!�(�E�Q�I,
�)� �.������!��6�

( )(
- - -

G =G = =∩ ,�%.�
&)!�"

�!��� - -G =− −∩ ,

M��%������� ����.,

H������+9�\� �(�)���
( )(

- - -
G = G =⊆ ∩ ,��%��� �(

������ - -G =α ∈ ∩ (��,�,� -G =α = α = ,�E����#��!�"
��� ����!��(� ( )(G = IG J== + � ��/�  ������&1
(I J ∈ Z ,� ���3��

( ) ( ) ( )( -
I JG = IG J= G =+α = α = α α = ,

HH������+�+��/�� ����&1�������!���#��!����
����!��� ��/� � �#�)�� ��.,� �������� ! ���8!"
�'� ��� G� K� =� 2��!���� � ��� �������� !�6

( ) ( )(-( - -G =G =� � �− − = − ,����!�G�K�=�Q�>(� �,�,
G�Q�=�Q�-(����2����)��!� �,�a�#�! ���8!!���!
G =≥ 6

( ) ( )-( - ( -G = G = =� � � � �− − = − − =

Q� ( ) ( ) ( )( (-( - - -G = = G =G = =� � � �−− − − = − = − ,

�*�� M�0!��� ���� � !/�  ��� C 6� �.� K `� �= 7

%.�
TT� �= 7��.� ( )>>- = =� � � �+ + + + =… ���/����1

= ∈N7� #.� ( )( )> >- -G =� � � � � �+ + + + + + =… …
>

> >-
G =

� � �
+ 

 = + + +
  

… ���/����1� (G = ∈N ��� �'

)�� ���!(�G�=�=,

�.�+�,�!����9������ � !/��������(�)��� K `
� �= (

������� Y�Y�Q�I�!�!� Y�Y�Q�-,������!�(�)�����Q�I�5

���� �,�E�!�Y�Y�Q�-������� bcd �ϕ = ,�;�#��

� K ` K ` >� � >= ⇔ ϕ = − ϕ + π (� > ∈ Z,

�#'�#-���Q�I(�
> >

VWN NOP
-T -T

> >
�

π π+ (�>�Q�I(�G(�-J,

�.��M�0!������� � !�

( )-
VWN VWN> VWN D I ,

>
� � � �+ + + = ∈ R

�/��	�����/�� &�� �������� ( )( (= ⊆ ⊇ ���/����"

!����� �#�� � ∈C � !� (G = ∈ N6� �.� G= G� � !� = � 7

%.� ( )G= � �!� = G� ,

�0��������!��(�)��� ( )- - - ( -G = G= G == ⇔ = ,

���� \��/���/� �!� )!����
>
>

�

�

+
−

� ��� ��� !�� ��!"
 !8&:

������3*�������#��$���&��������(� ������"

�������� &�!���#���%&����������� &��)!������!
��0� !!� #������!)���!1� ����),� ��� � �)���� 5
 �%���0�'�����,
������������� �������3*!1�����! ��1�+�!�,D.

�����  &�� )!���� �� ����*�3�8!����/� !� �! �'"
�!,� 
�3���  ��!���� �� ��! !) �/� ����� ����,
E�����'��(� �� ���!1� �� ���1� ��� �� �%�'�!��
%��� ��,
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	������� &��)!����������1�����!�� /3�"
�/� ��/� ��0� !/� #������!)���!1� ����)� !(
 ��%����(�� �#!���������� !/�����������"
 &1� )!���1� �����&��3��/� #������!)���!,
����!���(�!��#������!)����#����&��������"
�/�Y��B�2Y�����������/ !/���������)���!���!
2� �����3�� !���(�!��(�� ���� ��;!���
+�!�,J.6

(� 2 � 2 � 2 � 2+ ≤ + − ≤ − ,

E�!��������*!������#�3������ ��5���(�!1
��(����������� ��""�6������������������!"
�#� ���'����������#��������� ������������"
�������#������� ,�@������ �������������#�%"
��!)���!(����!�������!�����#���������/���#�
����������+�!�,T.6

> > > >> >� 2 � 2 � 2+ + − = + ,

A������!)���!����� ��������������#���"
����&���!��/�!��������&����! ����(�����"
��3(������!(��������� ����������(�!�����"
��/��������� &��)!����+��,(� ���!���(�e>(
�,-Jf7���!�����!�������&��� �������&��*��
 �����.,����#��������� �����������������

��!�����/� ������3�!�������4(�.�!��6

( ) ( )> ( (�� �� �� �� �� �� ��= = + + =
����� ����� ���� ���� ���� ����

Q� ( ) ( ) ( )( > ( (�� �� �� �� �� ��+ + =
���� ���� ���� ���� ���� ����

Q ( )> > > (�� �� �� ��+ − =
���� ����

> > > VWN�� �� �� �� �= + − ⋅ ∠ ,


� �����! ���1� ����/� ��� ���!����� !�
���������( )(� � �!�( )(I J ��&�������/����$��"
������I�X��J�+������ ���!����  ���%��!"
��<.,������������ ���/�&��(���Q���X���(�2�Q
L I�X��J(�2���$���������� �����!��������6

( )( gh� 2 �I �J= + = +�2.(

��)��� ���!(

( )( I� 2 � 2 �2 �⊥ ⇔ = ⇔ ∈ R,����+-Z.

����� ��&������3*�'�����)!���� ����0!��

)!����#������!)���!(�%����&������,
����9��%���!��� ���������� �'���������!�� �"

���������)����(�����������/3*!1������!/�6

�.�Y��X�>Y�Q�Y��B��Y7�%.� - >� �− − = 7

�.�Y��B��Y�X�Y��X��Y�Q�>7�#.� >� ∈ R 7��.� D� �∈ R ,

��� �����.���� �(��� �) �(��������!����� � !�
���������(����!�������Q���X���(��������!��� > >� �+
!� ��!'�!� �� ���� � !3� ��/��',� �� ���� ��� ��
#������!)��������0� !�6���)�������� ������ ����
��)���5>�!� �(����!�!�����������!�� �����!�� �
�����!  �������� �!���/����������������� 8��!
5>(��,
���� ��!0!��� #������!)���!� ��������� !�

)!���� -( ( >� � ∈… C � �� �����!/�!� - I>� �+ + =… (

- I>� �= = ≠… ���/��.�>�Q�D7�%.�>�Q�J,


��� ����������%%�!!<���! !��3�������"
�! ��1�5��� !1� ����#����!� ���� ��������"
 !�� �)���������! ��,
i M!�� ��� L(�� !��3���!����� B����!��
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