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ВВЕДЕНИЕ

Цель данного пособия — помочь учащимся старших классов 
средней общеобразовательной школы научиться самостоятельно 
решать задачи по тригонометрии.

Пособие имеет следующую структуру. Весь учебный материал 
разделен на отдельные задания, которые связаны с определенной 
темой. К каждому заданию дается необходимый теоретический 
материал, система упражнений с ответами, консультации (1-го и 
2-го уровня) для усвоения и закрепления этой темы и контрольные 
задания. В случае необходимости читатель может изучить или вос
становить в памяти доказательства теорем и формул по действую
щим школьным учебникам. Если решение того или другого приме
ра проведено неправильно, то учащийся может обратиться к 
консультации первого уровня, с помощью которой он может дос
тигнуть нужного результата. В противном случае (при повторном по
лучении неверного ответа) учащийся может обратиться уже к кон
сультации второго уровня. Эти консультации познакомят вас с 
рациональными приемами и методами поиска решения задач.

После того как все упражнения к данному заданию вами реше
ны и усвоены все приемы, вам следует выполнить контрольное за
дание. Контрольное задание и ответы к нему даются к каждому 
заданию в конце второй консультации. Получение правильньГХ 
ответов будет характеризовать вашу подготовленность по данной 
теме.

Пособие рассчитано на учащихся средних школ, слушателей 
подготовительных отделений вузов и абитуриентов, готовящихся 
к поступлению в вузы.

Некоторые упражнения взяты нз пособия «Учебные алгоритмы 
и упражнения к ним», Просвещение, 1974.



ЗАД АН И Е 1

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ
§ 1. УГЛЫ И ИХ ИЗМЕРЕНИЕ

О п р е д е л е н и е »  Фигура, состоящая из двух различных 
лучей с общим началом и ограниченной ими части плоскости, назы
вается углом.

Рассматриваемый угол будем показывать дугой и обозначать 
так: /^АОВ  (рис. 1).
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Рис. 2

Лучи ОА и ОВ будем называть сторо
нами угла.

Если стороны угла образуют прямую, то 
такой угол называется развернутым 
(рис. 2).

Конгруэнтные углы имеют одну и ту 
же величину, поэтому конгруэнтные углы 
называются равновеликими.

Разделим развернутый угол на 180 
конгруэнтных углов. Величину одного из 
этих углов примем за единицу измерения 
величин углов и назовем градусом. Обоз
начаем ее так: 1°.

Величина развернутого угла равна 180°

и обозначается АОВ — 180°. Два луча с 
общим началом определяют два угла, 
сумма величин которых равна 360°.

§ 2. ПОВОРОТЫ ПЛОСКОСТИ ВОКРУГ точки

О п р е д е л е н и е  1. Углом между двумя лучами будем на
зывать величину меньшего из двух углов, образованных этими 
лучами. Угол между двумя совпадающими лучами принимаем рав
ным нулю.
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О п р е д е л е н и е  2. Поворотом вок
руг центра О называется такое перемещение 
плоскости, при котором: 1) точка О отобра
жается сама на себя н 2) угол между любым 
лучом О А и соответствующим ему лучом 
ОАг— постоянная величина а, называемая 
углом поворота. При повороте против часо
вой стрелки а  >  О, при повороте по ча
совой стрелке а  <  0, а  — 0 соответствует 
тождест венному от обр а жен и ю п л ос кост и, 
т. е. Е (л) =  А. Условимся, что—180°^
<  а С  180°.

Поворот с центром О на угол а будем обозначать /?<5-
На рисунке 3 показаны повороты К™ и /?о45. Поворот пол

ностью определяется заданием центра поворота О и угла пово
рота а  (поопределению — 180° ^  180°).

Если поворот представить как результат вращения, то один
и тот же поворот /?§ можно получить в результате вращения на 
угол р =  а  +  360° • п, где п $ 2 ,  —180° ^  а  ^  180°. Поэтому 
в дальнейшем будем пользоваться следующим наиболее общим 
определением поворота:

О п р е д е л е н и е  3. Если р =  а  +  360°-п, где п (Ц 2  и 
—180° 180°, то поворотом на угол р будем называть поворот
на угол а, т. е.

ЯЗ+360С'П =  #0 (1.1)-
Не надо путать понятия «угол» — множество точек плоскости и 

«угол поворота» — угловая величина.
Каждому углу поворота р можно поставить в соответствие толь

ко один угол поворота а> такой, что а € [—180°; 180°]. Обратное 
соответствие не является отображением, так как один и тот же по
ворот на угол а  может быть образован различными вращениями 
(рис. 4).

Рис. 4
Еще один пример. На рисунке 5 уг

лам поворота рг =  200° и р2 =  920° постав
лен в соответствие один и тот же поворот 
на угол а  =  —160°, так как 200° =  
= —160° +  360° • 1 и 920°=—160°+ 360° * 3. 

В обозначениях различных поворотов с
общим центром в дальнейшем вместо 
будем писать . Приведем примеры по
воротов:
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/^1,ои _  -̂20°+360°.5 2°с,1780° 

>360°   С̂Г+ЗбОМ _ ^0°   ^

^  1050° _  уп>30'-360 ”' 3 =  / ? 30\

§ 3. КОМПОЗИЦИЯ ПОВОРОТОВ

О п р е д е л е н и е  1. Результат последовательного выполне-
<Х $ния двух поворотов К и к  называется композицией поворотов

Яа и # 1 и обозначается /?ао Я?.
Точка М при композиции поворотов Яа и # р отобразится на

точку М х: Мг =  Кр (/?“ (М)) =  # “+р (М).
Например, композиция поворотов /?,0° и Р20° будет равна пово

роту Р™°, т. е. # 20° о Я100 -
Какими бы ни были углы поворота а и р, верны равенства

о # а  =  Я а  о /? Р =  Д Р+ “  =  # а + Р (1.2).
Из последнего равенства следует, что композиция поворотов 

с общим началом перемести тел ьн а.
П р и м е р ы
1. Найдите значение а, если /?50° о =  # 75°.
Р е ш е н и е .  Из равенств (1.2) следует, что Р5С° # 5оч~ал

По определению поворота на произвольный угол р следует, что 
50° +  а =  75° +  360° • п, т. е. а  =• 75° — 50° +  360° - и=25° +  
И- 360° • п.

Итак, а =  25° +  360° • п , где п ^ 2 .
2. Сколько существует различных поворотов с общим центром,

для которых Ра о р а о р а о Ра =  Е?
Р е ш е н и е .  По определению Е =  /^°° =  поэтому

Я *  ° К *  о Я а  о /? а  —  ^0°+360°.« ^  д а + а + а + а  _  ^  0в+360^л ^  4 а  ^

=  0° +  360° • п.
Итак, а =  90° * п, где п ^ 2  может принимать бесконечно много 

значений, поэтому а также принимает бесконечно много значений. 
Следовательно, задача имеет бесконечно много решений.

§ 4. СИНУС И КОСИНУС

Рассмотрим единичную окружность, т. е. 
окружность с центром в начале коорди
нат и радиусом, равным 1. Точку с коор
динатами (1;0) обозначим Р0. При пово
роте /?а точка Р0 отображается на точку
Ра =  Р* (Ро) (рис. 6).

Так как любому углу поворота а  со
ответствует единственная точка Р а , то 
существует отображение а  Р*- Следо
вательно, каждой угловой величине а  мож



но поставить в соответствие единственное число — абсциссу или 
ординату точки Р . Числам, поставленным таким образом в со
ответствие угловой величине а, дается название — синус и коси
нус угла сс. (Здесь и в дальнейшем синус и косинус угла а  нужно 
понимать как синус и косинус угловой величины а.)

О п р е д е л е н и е  1. Ординату точки Ра назовем синусом уг
ла а  и обозначим э т а  =  уа .

О п р е д е л е н  и е 2. Абсциссу точки Ра назовем косинусом 
угла а  и обозначим =  соз а.

Из однозначности соответствия следует, что з т  а  и соз а  явля- 
ются функциями угла а. Так как Ра+360,.п , то *в+360..„ =  ха>
^ а + 3 6 (Г -л  У  о , ^

з т  (а +  360° • п) =  зш а, соз (а +  300° • п) =  соз а (1.3),
Равенства (1.3) означают, что функции зп1 а  и соз а периодиче

ские с периодом 360°. Следовательно, достаточно исследовать по
ведение этих функции на отрезке [—180°; 180°].

Если в прямоугольной системе координат по оси абсцисс от
кладывать в некотором масштабе угол а, по оси ординат значения 
з т  а , то график функции з т  а  выглядит так (рис. 7): ,

На рисунке 8 представлен график функции соз а:

П р и м е р ы
1. На координатной плоскости дана точка М (6; —8).Укажите 

координаты точки М и если: а) М х =  /?790° (М)\ б) М 2 =
-  1̂80* (Д-90?
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Р е ш е н и е ,  а) Так как ДОЛМ ^  
^  АОМ^В (рис. 9), то \АМ\ =  \ОВ\ и 
|0^41= \ВМ1\. Следовательно, М г (—8; —6).
6) Так как ДОЛМ ^  АОМ^С, то 
\0С | =  \МА\ и |ЛТ2С| =  \0А\. Следова- 
тельно, М 2 (8; 6).

2 . Какие координаты имеет точка ов 
единичной окружности?

Р е ш е н и е .  Так как точка Р—о0е 
получена при повороте точки Рп на угол 
а = —90°,то Р 90* имеет координаты (0; —1 ).

3. Найдется ли такой угол, для' ко
торого: а) зш а  =  —0,7; б) соз а ——1,7?

Р е ш е н и е ,  а) На единичной окруж
ности есть точка Р , ордината которой

ОС
равна —0,7, поэтому существует и угол а, 
синус которого равен —0,7. Таких углов 
бесконечно много. Например, угол «I +  
+  300° * л, где п € 2 .

б) На единичной окружности точек с 
абсциссой, равной —1,7, не существует. 
Следовательно, углов, для которых соз а=  
=  —1,7, не существует.

4. Запишите в порядке возрастания значений: соз 20°, соз 120°, 
соз 90°, соз 80°.

Р е ш е н и е .  Из рисунка 10 ясно, что значения функции соз а  
располагаются так: соз 120°, соз 90°, соз 80°, соз 20°.

УПРАЖНЕНИЯ

1 . Что называется углом?
2. Что называется углом между двумя лучами?
3. Что называется поворотом вокруг центра О на угол а?
4. Какая разница между понятиями: а) «угол» и «угловая вели

чина»; б) «поворот» и «угол поворота»? Как эта разница отоб
ражается в обозначениях?

5. Какие из̂  угловых величин: —500е, —189°, —180°, 0°, 14°, 
176°, 360°, 753° — могут характеризовать угол, угол между 
двумя лучами, поворот?

6. Как понимается равенство # а+360°,л =
7. При повороте около центра О на 40° точка М отображается на 

точку М х. Укажите, при каких других значениях углов по
ворота точка М  будет отображаться на эту же точку Л^.

8. Запишите с использованием обозначения Ра (где 
—180° а  180е) повороты на угол: а) 500°; б) 856°;
в) —920е; г) — 1000°.
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9. Что называется композицией поворотов?
10. Всегда ли истинно высказывание: «Композиция поворотов на 

угол а и р  переместительиа»?
11. Докажите, что композиция поворотов обладает сочетательным 

свойством.
12. Найдите значение а, если

а) # ’5° о =  /Г ; г) # ~ 60° о / Г “ =-- / Г 30”;
б) Ят ° « К* =  /?9С°; д) « # 40° -
в) /Г  о /?5Г =  /?10С°; е) # -!5° о Я" =  я .

13. Найдите поворот, для которого при всех М верно равенство
Ра (Ра (М)) =  М, т. е. Яа о /?а =  Е. Сколько различных ре
шений имеет задача?

14. Сколько существует различных поворотов с общим центром,
для которых о /?а о р а =  Е?

15. Найдите а , для которых выполнялось бы равенство:

а) /?“ о «»Яа =  /?9С°; б) Да о Яа о /?а =  /?,82°;
в) о с # а о *. # ,2С\

16. На координатной плоскости дана точка А (—6; 8). Укажите 
координаты точки 4̂̂ , если:

а) А 1 =  Я Т  (А); д) А4 =  / ? Г  (Я90° (.А));
б) А, -~= « ’зс,° (/5); е) Л, =  Я " 180' (Я9°° (Л));
в) Л, =  /?Г%° (Л); ж) А  ̂ =  / ^ ,8В° ( ^ - 90° (Л));
г) Л, =  /? - ,80° (Л); з) Л, =  # ,8°* ( /Г 90' (Л)).

17. Какие координаты имеют точки единичной окружности:

а) А)о°; б) Рт о\ в) Рт>\ г) Д_9о°; д) Р~т°\ е) Я_270*?

18. Найдите значения синуса и косинуса следующих углов: 60°, 
180°, 270°, —90°, —180°, —270°.

19. Найдется ли такой угол а, для которого:

а) з т  а  =  0; ё) сбз а  =  0;
б) 51 л а  =  —1; ж) со5 а  =  1;
в) зш а  =  —0,9; з) соз а =  0,3;
г) $1 п а =  1,4; и) соз а =  —1,2;
д) з т  а =  —2; к) соз а  =  —3?

20. Определите знаки значений функций з т  а  и соз а для следую
щих углов: а) 45°; б) 135°; в) 210°; г) 333°; д) 1280°; е) — 235°;
ж) —1876°.



21. Запишите в порядке возрастания значений: а) з т  40°, з т  90°, 
з т  220°, 51П 270°, з т  10°; б) соз 15°, соз 0°, соз 90°, соз 138°, 
соз 180°.

О т в е т ы

4. а) Угол — множество точек плоскости, угловая величина — 
скаляр;
б) поворот — отображение плоскости, угол поворота — угло
вая величина.

5, Угол могут характеризовать: 14°, 176°, так как 0° <  а <  360°. 
Угол между двумя лучами: 0°, 14°, 176°. Поворот: все.

7* р — 40° +  360°-/г, где п ^ 2 .
д  '/00°_________ _ ^140°-}-360о* 1   у^Н О  . ^  — 9,20‘'   — 300°*3  

б) —  / ^ Ш Н 3 6 0 ° .2  __  ^ 1 3 6 ° . ^  у ^ — 1000 __  ^ 8 0 ° — 350’-З ^ 8 0 1

10. Не всегда. При различных центрах поворота композиция по
воротов не обладает свойством переместительности.

12. а) а — 60° +  360° - л; г) а  =  — 30? +  360" - п\
б) а  -  —30° +  360° • л; д) сс =  110° +  360° - л;
в) а  =  50° +  360° • п; е) а  =  45° +  360° - п, где

13. а =  180°• л, где п $.2. Задача имеет бесконечно много решений.
14. а — 120е ■ п, где п € 2 .  Следовательно, существует бесконечно

много поворотов, для которых Е.
15. а) а =  30° +  120° •«; б) а =  60° +  120° -л; в) а =  30° +  90° -л, 

где п { 2 .
16. а) Ау (—8; —6); б) А х (6; —8); в) Ау (8; 6); г) Ау (6; —8);

д) Ау (8; 6); е) Ау (8; 6); ж) Ау (—8; —6); з) Ау (—8; —6).
17. а) (0; 1); б) (—1; 0); в) (0; —1); г) (0; —I); д) 0); е) (0; 1).
18. з т  90° =  1; з т  180° =  0; з т  270° =  —1; з т  (—90°) =  —1

з т  (—270°) =  I .
19. а) да; б) да; в) да; г) нет; д) нет; е) да; д) да; з) да; и) нет 

к) нет.
20. а) зш 45° >  0; соз 45° >  0; б) зш 135е >  0; сое 135° <  0

в) з т  210° <  0; соз 210° <  0; г) зш 333° <  0; соз 333° >  0;
д) з т  1280°<0; соз 1280° <0; е) з т  (—235°) >0; соз (—235°) <0 
ж) з т  (—1876°) <  0; соз (—1876°) >  0.

21. а) зш 270°; з т  220°; з т  10°; з т  40°; зш 90°; б) соз 180°; 
соз 138°; соз 90°; соз 15°; соз 0°.

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

5. Вспомните определения угла, угла между двумя лучами.
6. Равенство /?а~*~360”'л =  Еа есть определение поворота па про

извольный угол р.
ТО



12. Используйте равенство Ка о Др =  д«+0 и условие равенства 
поворотов.

13. См. пример 12.
14. См. пример 13.
15. См. пример 12.
16. Нарисуйте единичную окружность и образы точки Р<> при по

воротах на соответствующий угол и рассмотрите конгруэнтные 
треугольники.

18. Решите задачу, используя единичную окружность.
20. з) Представьте угол —1876° в виде —1876°=—76° — 360°-5 

и используйте единичную окружность.
21. а) Сначала нужно упорядочить отрицательные значения $1П а,

потом положительные.

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

5. По определению угол характеризуется величиной, которая 
может меняться от 0 до 360° (0° <  а <  360°). Угол между дву
мя лучами по определениюесть величина угла—180°^ а  ^  180°. 
Поворот может характеризоваться угловой величиной
 ОО <  С С  <  о о .

12. /?15° о Д45° =  #15°+45с =  дбо° из дбо° =  Да следует, что а= 6 0 °+  
+  360° п, где п € 2 .

13. # а © Да =  Д2а. Из Я2а =  Е следует
что К2а =  /?°,+36° пу отсюда в свою оче 
редь 2а =  360°/г. Поэтому а =  180°/г

15. в) Яа о Дте о Да о Да =  Д4а. Из равен 
ства /?4« =  /?120° следует, что 4а =
=  120° -|- 360°я. Следовательно, а  =
=  30° +  90°п, где п $ 2 .

16. А г =  /?090° М), А А О С ^  А А хОО. По 
этому .4, (—8 ; —6); (рис. 11).

20. з) Из рисунка 12 видно, что 
51П(—1876е) < 0  и соз (—1876°) > 0

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

1. Найдите значения а, если
а) # 18° О Д72° =  Да ; в) О Д-50°“  Д20°;
б) # “ а О да =  Е\ г) к 20° О Д -а=/ГЮ°в
2. Возможно ли равенство о о Да =  

=  /?75°?



На координатной плоскости дана точка А (2; —3). Укажите 
координаты точки А и если:
а) А1 =  /?Г  (А)\ в) Ай =  (А);
б) Ах ~  Ко90* И); г) Ах =  Н Т  (А).

л г .  Л зш 50° • соз 120°4, Определите знак выражения: ------г~2Г°-----’

5. Запишите в порядке возрастания значений:
соз 10°; з т  135°; соз 180°; з т  90°.

О т в е т ы

1. а) а  =  90° +  360° • пу п € 2\
б) ос =  а» +  360° • л, где —180° ^  а х ^  180*, п € 2 .
в) а  =  70° +  360° • гг, п 6 2 ,
г) а  =  30° +  360° • гг, п 6 2 .

2. Да, при а  =  25° +  120° • п, п € 2 .
3. а) А х (3; 2); б) А г ( - 3 ;  - 2 ) ;  в) А г ( - 2 ;  3); г) А к ( - 3; - 2 ) .
4. Выражение положительно.
5. соз 180°, 31П 135°, соз 10°, з т  90°.



ЗА Д А Н И Е 2

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. ТАНГЕНС И КОТАНГЕНС

О п р е д е л е н и е  1. Тангенсом угла а называется отноше

ние и обозначается
[соха

Итак, а  = $111 а
со $ а

Область определения функции а  состоит из всех тех углов, 
для которых соз а ф  0. На отрезке [—180°; 180е] таких углов два: 
а  =  90° и а =  —90°. Если рассматривать произвольные углы а, 
то а  не существует для углов а  =  90° +  180° • л, где п € 2 ,  

На рисунке 1 показана единичная 
окружность. Так как Д  ОРаМ со АОР0А{

то для 0° <  а  <  90° имеем а  =
а»

зт а 
со$ а

1 Л Л  1АЛ1*=(- а а I =  1-2-3 =  =  I А%Р0. Для
| ОМ<х\ | ОЯ0 | 1

других углов легко установить знак а. 
Например, 1§ а = —|Я0Ла | при 9 0 ° < а ^
^  180° (рис. 2). Итак, на прямой Л И а
можно указать отрезок, длина которого, 
взятая с соответствующим знаком, равна 
1§ а. Используя такую возможность, не
трудно построить график функции а 
(рис. 3). Функция а  — возрастающая 
с] ункция.

З а м е ч а н и е .  Прямую Р^Л про
водить через точку Р\$о= нельзя, она всег
да проводится через точку Р0 перпенди
кулярно отрезку ОР0.

О п р е д е л е н и е  2. Котангенсом уг-
с ° 5  а  *ла а называется отношение ----  и обоз

начается с^сс.
Итак, а  =

ял а

со$ а  

$ш а

Рис. 1
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У, \ п
Р90• В*X У/ <ра

( /< * \

V
М&1 X

9̂0°

Рис. 4

Область определения функции с!:§ а  со
стоит из всех тех углов, для которых 51 п аФ  
Ф 0. При произвольном угле а  их можно 
записать так: а Ф 180° • пу где п € 2 .

На рисунке А изображена единичная 
окружность. Так как АОРаМасо Д Ор9о°Вау
то для угла 0° <  а  90°.

  С05 а    |  |   1 ^ 9 0 °  В а  |с1еа =
$И1 а РаМа ОР{90‘

I 9̂0° 
1

При 90° <180°, с1ё а = — \АаР9оЛ-
Следовательно, на прямой А Рдо* (рис. Б)
можно указать отрезок, длина которого, 
взятая с соответствующим знаком, рав
на с1§ а.

Меняя угол а  от 0 до 180°, можно по
строить график функции (рис. 6).
Функция с!§ а  — убывающая функция*

З а м е ч а н и я .  Прямую Р%рВа че
рез точку Р ^ 90е проводить нельзя, она 
всегда проводится через точку Р?ов пер
пендикулярно отрезку ОРдо®.

Рис. $
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§  2. ЗНАКИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Знаки значений функций з т  
ординаты уа и абсциссы ха точки ^

ос и соз а  определяются знаками 
*а единичной окружности (рис. 7).

. 7

Рис. 8

Знак значений функции а  совпадает со знаком ординаты точ
ки Ла, знак значений функции с1§ <х — со знаком абсциссы точки
Ва (рис. 8).

На единичной окружности можно не только определять знаки 
значений тригонометрических функций, но и оценить их модули. 
Например, 0 <  36° <  1; 1 <  с1& 36°.

П р и м е р

Определите знак произведения з т  136° • соз 253° • (— 200°) х
Хс1& 308°.

Р е ш е н и е .  Точка р 13б° находится во II четверти, ее ордината 
положительна, следовательно, з т  136° > 0 .

Точка Р25з°— в III четверти, ее абсцисса отрицательна, следо
вательно, соз 253° <  0, точка Р_2оо° — во II четверти, поэтому 
1̂  (—200°) <  0, точка Рзо8° — в IV четверти, поэтому с1§ 308° <  О
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(рис. 9). Итак, произведение симво
лически можно записать так: (+ ) • (—)х  
X (—) • (—), т. е. оно отрицательно:
з т  136°-соз 253Мй (—200°) • с1§ 308° < 0 .

§ 3. НЕКОТОРЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ
ТОЖДЕСТВА

Так как точка Р лежит на единичной06
окружности, то Ха 4- У а =  1 при любом ос, 
т. е. з т 2 а  +  соз2 а  — 1.

На рисунке 10 а) видно, чтоу^с»—а~Уа, 
т. е. з т  (180° — ос)=зт а, и *180°_а =  
= —ха, т. е. соз (180° — а) =  —соз а .

На рисунке 10 б) видно, что х_а =  ха , т. е. соз (—а) =  соз а, 
и у_а =  — уа,т. е. 81п (—а) =  —31П сс.

На рисунке 10 в) видно, что А 0 Р аМ  а* ДОР&0, . /У, поэтому

У90°4-я =  Т- е- 5'П (90° +  «) =  с°5 а.
*90°+а =  —  У а.'Т- е- С05 (90° +  а) =  — 51И а,

18(90° +  » ) - “ " +'*->■  С1в«.
соз (90 +  а) — зш а

с1§ (90° +  а) =  -  =  -  *  а.
51 п (90° 4- а) соз а

Перемножая почленно равенства а  =
получим: 1§ а  с!^ а  =  1.

Итак,
81 п2 а +  соз2 а — 1 
51* п (130° — а) =  $1П а  
соз (180° — а) =  — соз а
51* п (— а) "  — 51 п а
соз (—а) =  соз а

соз а
и с1§ а соз а  

81 п х

(2 Л)  
(2 .2)
(2.3)
(2.4)
(2.5)

Рис. 10
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51П (90° +  а) =  соз а  (2.6)
соз (90° +  а) =  —51 п а  (2.7)
(§ (90° +  а) =  —с(б а  (2.8)
с!§ (90° +  а) =  — а  (2.9)
12 а  • с!§ а  =  1 (2.10)

Последнее равенство является тождеством на множестве таких 
значений а, которые не равны 90° • п , где л ( 2 .  При а — 90° • п
не существует или 12 а  или с!2 а . Равенства (2.1) — (2.7) являются
тождествами.

Докажем еще несколько тождеств.
1. 51П (90° — а) — 51 п (90° +  (—а)) =  соз (—а) =  соз а (*). 

Здесь мы использовали тождества (2.6) и (2.5).
2. соз (90° — а) — соз (90° +  (—а)) =  —з т  (—а) =  з т  а  (**). 

Доказательство основано на тождествах (2.7) и (2.4).

о 4 /лло л 5*п (90° — а) соз а  .3. (90° — а) =  — Ц - =  - —  =
соз (90 —  а) з т  а

При доказательстве использовали тождества (*) и (**).

4. с1§ (90° — а) =  005 (90° ~  а) =  ^  =  1б а.
з т  (90° — а ) соз а

Итак,
з т  (90° — а) =  соз а , (2.11)
соз (90° — а) =  з т  а , (2.12)
12(90° — а ) « с ! е а .  (2.13)
с!§ (90° — а) =  1§ а , (2.14)
12(180° — а) -  —1§ а, (2.15)
с!2 (180°— а) =  —с(2 а. (2.16)

Представив угол 180° +  а в  виде 180° — (—а), легко получить,
что

51П (180° +  а) =  —51 п а, (2.17)
соз (180° +  а) =  —соз а, (2.18)
12(180° +  а) =  12 а, (2.19)
с!2 (180° 4* а) =  с!2 а. (2.20)

Сравнив тождества (2.2) — (2.3), (2.15) — (2.20), замечаем, что 
тригонометрические функции углов 180° ±  а  равны функциям 
угла а  с тем же названием, сравнив же тождества (2.6) — (2.9),
(2.11) — (2.14), замечаем, что при переходе от функций углов 
90° ±  а  к функциям углов а  названия функции меняются (сину5. 
на косинус, косинус на синус и т. д.). Во всех тождествах знак 
перед функцией угла а  ставится такой, какой имеет функция угла 
90° ±  а  и 180° ±  а.

Формулы (2.2) — (2.3), (2.6) — (2.9), (2.11) — (2.20) будем на
зывать формулами приведения. Они позволяют функции углов 
90° ±  а, 180° ±  а  привести к функциям угла а .

г-7
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Рис. 11

§ 4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

НЕКОТОРЫХ УГЛОВ

Рассмотрим прямоугольные треуголь
ники с гипотенузой, равной 1, и острым 
углом 30 и 45° (рис. 11, а, б).

Катет, лежащий против угла в 
30°, равен половине гипотенузы,
поэтому | ВС | =  —. По теореме Пифагора

Рис. 13

|ИС| =  |Л _ - » . = * '®  (рис. И , а).

АО  Е Р — равнобедренный, поэтому [О Т7] ^  
5̂ [ЕР]. Обозначив | ОР \ — \ЕР\ — х  по 

теореме Пифагора, получим: хг +  х2 =  1.
Отсюда 2х2 — 1 и | ЕР | =  х =  (рис.
11, б).

Эти треугольники позволяют опреде
лить значения тригонометрических функ
ций углов, кратных 30°, 45° и 60°. Напри
мер, пусть требуется вычислить значения 
тригонометрических функций угла 30°. Рас
смотрим на единичной окружности точку 
Рж (рис. 12).

в  Д  ОАРж | АРЖ 1 = 1  Но у30о =  

=  51п 30°. Следовательно, $1п 30° =
2

Аналогично х$о° =  соз 30°, т. е. соз 30°= 
=  1 1  Отсюда 30° =  Ш  =

2_. ь соз 30° у з

=  И с*езо° =  К з ;
Вычислим значения тригонометричес

ких функций угла 135° (рис. 13).
В треугольнике ОАР\%ъ° \РА\ж\ =

По определению з т  135° =  у 130е» но 
У1з5в =  \АРу3̂ \. Следовательно, з т  135°=

+  2 *
Аналогично соз 135° =  лг135е, но ^135° ==

лГ 2=  — \ОА\. Следовательно, соз 135°=—
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Тогда (§135 
соз 135°

з т  135е 
соз 135е

=  —1 и с1§ 135у

=  — 1.

2 45°—

8 Ш  135°

П р и м е р ы  

1. Вычислите ] /3  соз 30'
— а 51П 180°.
Р е ш е н и е .  Из рисунка 14 видно, 

что х30, н= соз 30° == | Р И I =  *8 45° =*
=  1 и 5111 180° =  0, поэтому V 3 соз 30э — 
 2 1§2 45° г 1 оп°  Л/Г̂

X 1 — а - 0 =

а$т180° =  ] /3  — 2 х

2. Для каких значений угла а верно 
равенство з т  а  — —1?

Р е ш е н и е ,  По определению з т  а  — 
это ордината точки Р . Так как з т  а =

ОС

=  — 1,  то у а  = — 1.  Э то в о з м о ж н о  при а  =  
=  —90° +  360° • п, где (рис. 15).

УПРАЖНЕНИЯ

1. Докажите, что (—а) — —1§ а  и с1§ (—а) =  —с1§ а.
2. Определите знак произведения:

а) зш 110° ‘ соз 110° • 1§ 230° • с1§ 320°;
б) —з т  50° • 170° • (—соз (—91°)) • с!§ (—640°) • з т  530°.

3. Какой знак имеет произведение з т  • 1§3 соз х • с1§ х х  
X —г -  при

С055 X
а) 0° < х  <  90°;
б) 90° <  х  <  180°;

в) 180° <  х <  270°;
г) 270° <  х <360°?

4. Пусть а, Р, у — углы треугольника, т. е. а  р +  у =  180°.
Какой знак имеет сумма з т  а  +  з т  р +  з т  у?

5. Определите знаки выражений: а) соз — 4* соз — +  соз —;
2 2 2

б) если а  +  Р +  у =  180°.

6, Упростите выражение (а 81 п 90°)3 +  270° +  (Ь соз 180°)3
(а соз 0°)? — аЬ з т  270° +  № +  ф  180° ’
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7. Вычислите: а) соз 60° +  2 з!п 30° +  у  1§2 60° — с1^ 45°;
б) 3 соз 180° +  5 с*е 270° — 2 зш 360° — 60°;
в) зш 150° • з т  240° — 360° • соз 315° —

—с»е (—30°) 51П2 330° +  3 1е3 30°.
8. Для каких значений угла а  верно равенство:

а) 3!П а  =  1; в) а  =  1; д) з т  а =  0; ж) а  =  0;
б) соз а  =  1; г) с1  ̂а  =  1; е) соз а  — 0; з) с1§ а  — 0.

9. Найдите значения остальных тригонометрических функций 
угла а, если известно, что:
а) з т  а =  — при 0° <  а <  90°;

\ 1 +  т*

б) соз а  =  Т а1~ Л -  при 270° <  а  <  360°;
'  а

в) {§а =  ~  при 180’ < а <  270°.
т

10. Вычислите значения остальных тригонометрических функций, 
если известно значение:
а) з т  а  =  0,6, 0° <  а  <  90°; в) а  =  2, 180° <  а  <  270°;
б) соз а = —0,6, 9 0 ° < а <  180°; г) с1§сс=—3, 270°<а<360°.

11. Выразите следующие тригонометрические функции через три
гонометрические функции положительных углов, меньших 90°.
а) зш 100°; б) з т  160е'; в) соз 170°; г) 165°; д) (—310°);
е) з т  (—70°); ж) соз (—215°); з) (—130°).

12. Докажите, что:
а) зш (270° — а) =  —соз а; д) з т  (270° +  а) =  —соз а;
б) соз (270° — а) =  —з т  а; е) соз (270° +  а) =  з т  а;
в) (270° — а) =  с1в а; ж) (270° +  а) =  —с!е а;
г) с!§ (270° — а) =  а; з) с!§ (270° +  а) =  — а.

13. Упростите:
51П (90° — а) — соз (180° — а) +  (180°— а) — с1е (270°+ а).

^  ^  _  соз (а — 90°) , (а — 180°) соз (180° +  а) з т  (270° +  а)
51П (180°—а) " (270° +  а) ’

15.------А =  100° + ------------- .
1 +  5ПП 640°

16. А  = 51 п2 (180° — ос) +  {д? (180° — а) 1§2 (270° +  а) +
+  зш (90° +  а) со5 (а — 36С°).

17. А — 51 п2 2а +  соз2 2а +  5.
,8. А =  ... 81п8-? - -  . с*§2а. 19. А =

1 —5)п2 а  с!§лг+с1йу
20. А =  (51П X +  СОЗ х)2 +  (51П X — соз х)2.
21. А =  51П4 X +  СОЗ2 х — СОЗ4 X.
22. А =  з т  а  — ]/с1^2 а — соз- а % если п <  а <  2л.

23. А =в А =  ’у /" 1 — 51п2 ~  +  1 — соз2 если Зл <  х <  4л.
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Вычислите:
- 51па +  с05а . 324. А =  — , если =  —.

81П а  — с оь а  5
25. Л ^ З ^ а + 1 2̂С пасся а + 00 3 ^  еСЛИ 1 2 >

з т 2 а  4- а  соз а  — 2 соз? а
я з т а с о з а  , 326. А = ------------------ , если с1§ сс =  —.

з т 2а  — соз2 а  4
27. Дано: з т  х  +  соз х  =  п. Найдите:

а) А =  з т  х  соз х; в) А =  з т 3 х  +  соз3 х;
б) А =  5!П X — СОЗ Х\ г) А — 51П4 X +  СОЗ4 X.

28. Выразите зш4 а '— з т 2 а  +  со52 а  через соз а .
29. При каких значениях х из промежутка 0° <  х <  180° выраже

ние V — 2х существует в области действительных чисел?
Докажите тождества:
30. 51 п4 а  +  51 п2 а  соз2 а  +  соз2 а  =  1.

31. (1 — сох2 а) (1 +  (02 а) =  *02 а. 32. — ! _ ± ^ —  =  {§г а
1§2 а  +  с1§? а

33. (10а +  2) (21§а +  1) =  5 1§а +  ,
сое? а

0 .  зш3 а  +  соз3 сс .34.    * = 1  — з т  а  соз а.
51 п а  +  соз а

35. з т 4 а  +  соз4 а  — зт® а  — соз® а  =  з т 2 а  соз2 а .
36. 5}пга- ^ а - =  10»а. 37. <5|'па +  со̂ 2^ 1  =  2 {02а.

со»? а  — с1д? а  с1§ а  — 5111 а  соз а
ол 51П2 а  4- 2 соз3 а  — 1 . «38. ---------1---------------- — з т 2 а.

с!&2 ос
39. 2 (з т 6 а  +  созр а) +  1 =  3 (з т 4 а +  соз4 а).
40. (1 +  с!д а) з т 8 а  +  (1 +  1§ а) соз3 а  =  з т  а +  соз сс.
^  51П2а  — со52 а  _  а — I 

1 + 2 5 т а с 0 5 а

О т в е т ы

2. а) Произведение положительно; б) произведение положи
тельно.

3. а) Положительно; б) положительно; в) отрицательно; г) от
рицательно.

4. Сумма положительна.
5. а) Сумма положительна; б) сумма положительна.
6. а — Ь. 7. а) 2; б) —V 3 (1 +  КЗ); в) 1.
8. а) а  =  90° +  360° • л ; д )  а  =  180° • л;

б) а  =  360° • л; е) а  =  90° +  180° • л;
в) а  =  45° +  180° • л; ж) а  =  180° • л;
г) а  =  45° +  180° - л; з) а  =  90? -Ь 180° • л,
где л б
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9. а) соз а =  *— —, 1§ а =  т , а  =  —;
у  I +  т 2 т

Ь , 6 . }/"а2 — /У-б) зт  а = ----- , *§ а   —. с!§а =  — 1— --;
а у  а2 _  Ьг Ь

1 /пв) а =  'и, 5111 а  = ------------  соз а  =  —///Г2 +  1 ’ У 1 +  Ш2
10. а) 005 04 =  0,8, со =  0,75* с{§а =  —;

3
б) 51 п а  =  0,8, 1§а  =  — -1, с!да =  —4*.

3 4

в) з т  а  = ----— , соз«  = ----с1еа =  —I
У  5 V 5 6  2

ч . 1 3 . 1г) 51Па  =  с о за  =  -г = - , ш а  = -------*
У 10 /1 0  3

11. а) соз 10° или з т  80°; д) с!§ 50° или 40°;
б) 81 п 20° или соз 70°; е) —з т  70° или —соз 20°;
в) —з т  80° или —соз 10°; ж) —соз 35° или —з т  55°;
г) —с*б 75° или — 15е; з) 40° или 50°.

13. 2 соз а. 14. соз2сс. 15. ----- ------. 16. 2. 17. 6. 18. 1. 19. \ йХХмп 10"
Х1еу. 20. 2. 21. з т 2а. 22. —— . 23. с о з -  — з т - .  24. —4.

51П а  2 2
ое 37 а 12 0-  л3— . 1/о Т \ п (3— я2)25. — . 26. — . 27. а) ------- ; б) ± / 2  — пг; в) — -------

4 7 ' 2  2
г) 0,5 +  я2 — 0.5/г4. 28. соз4 а . 29. 45° <  х ^  90е и 135е < л ;^  
<  180°.

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Выразите (—а ) и с*§ (—а) через з т  (—а) и соз (—а).
2. а) На единичной окружности отложите точки Рпв°, Ржо° и 

Рз2о° и определите знаки каждого из сомножителей, после 
чего определите знак произведения;
б) решается аналогично а).

4. Учтите, что в треугольнике не может быть угла, большей© 
или равного 180°.

5. Учтите, что все углы а , р и у меньше 180°, следовательно, их 
половины меньше 90°.

6. 7, 8. Используйте единичную окружность.
9. а) Из соотношения з т 2 а  +  соз2 а  =  1 найдите соз а  (при

выборе знака соз а  учтите, что а <:
б) см. указания 9а;
в) из соотношения зес2 ос =  1 +  1§2 а найдите зес а (при б ы -

Зд
боре знака зес ос учтите, что ос б —; 2п

2
Затем найдите остальные тригонометрические функции.
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10. а) Используйте тождество соз2 а — I — зпг а\
б) используйте тождество з т 2 а = I — соз2 сх;

в) используйте тождество 1 +  1§2 а =  — -— ;
СС52 СХ

г) используйте тождество 1 + с —— -— ■.
51 п -  а

11. а); б); в) и г). Используйте формулы приведения тригонометри
ческих функций.
д); е); ж); з); и). Используйте свойства четности и нечетности 
тригонометрических функций. Далее см. а), б), в), г).

12. Примените формулы приведения тригонометрических функ
ций.

13. См. пример 12.
14. Используйте свойства четности косинуса и нечетности танген

са. Примените формулы приведения тригонометрических функ
ций.

15. Использовав формулы приведения и свойства периодичности, 
приведите тригонометрические функции к функциям острого 
угла.

16. Примените формулы приведения и свойство периодичности 
тригонометрических функций.

17. Используйте тождество з т 2 а +  соз2 а  =  1.
18. Учтите, что 1 — з т 2 сь =  соз2 а .
19. В знаменателе перейдите к тангенсам и произведите сложение.
20. Примените формулы (х  +  у)2 и (х — у)2.
21. Сгруппировав первое слагаемое с третьим, разложите на мно

жители выражение з т 4 х — соз4 х.
22. В подкоренном выражении вынесите за скобки с1§2 а . Далее 

извлеките корень, учитывая, что а  € ]я; 2я[.
23. Используйте тождество з т 2 х +  соз2 х — 1. Учтите, что Vа* =

=  | а  I и —  <  — <  2 л .
1 2 2

24. Разделите почленно числитель и знаменатель на соз а.
25. Разделите почленно числитель и знаменатель на соз2 а.
26. Разделите почленно числитель и знаменатель на з т 2 а .
27. а) Возведите в квадрат обе части данного равенства;

б) искомое выражение возведите в квадрат и воспользуйтесь 
результатом примера а);

в) зш3 х +  соз3 х  разложите на множители и примените ре
зультат примера а);

г) дополните данное выражение до квадрата двучлена.
28. Сгруппируйте первые два члена, вынесите —з т 2 а  за скобки.
29. Определите, при каких значениях аргумента подкоренное 

выражение неотрицательно.
30. Сгруппируйте первые два слагаемых и вынесите общий мно

житель за скобки.
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оI?I. Используйте тождества мп2а  =  1 — соз2 а  и 1 +  а  — -------.
соз2 а

32. В числителе дроби вынесите 1§2 а  за скобки. Учтите, что
с!^2 а  =  —!— .

1^а
33. Перемножьте выражения в скобках и приведите подобные 

члены.
34. Примените формулу а3 +  Ь3 =  (а Ь) (а2 — аЪ +  Ь2).
35. Сгруппируйте первое слагаемое со вторым, третье с четвертым. 

Представьте з т 6 а +  соз6 а в виде ( з т 2 а)3 (соз2 а)3 и раз
ложите на множители.

36. Вынесите за скобки в числителе дроби —1§2 а , в знаменателе 
дроби —с1&2 &•

37. В числителе представьте квадрат суммы двух выражений в 
виде многочлена, а в знаменателе вынесите с1^ а  за скобки.

38. Представьте 2 соз2 а  =  соз2 а  соз2 а .
39. Сумму выражений шестых степеней разложите на множители 

по формуле а3 +  Ьъу а единицу представьте в виде (соз2 а  +  
+  31 п2 а)2.

40. Тангенс и котангенс выразите через синус и косинус угла.
41. Числитель левой части разложите на множители, а знамена

тель представьте в виде (а +  Ь)гу учитывая, что 1 =  з т 2 а  -|- 
+  соз2 а .

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ
* 4 . 51П (— а) —  з т  а  .
ь  1б(—<*) =~ — — - = -------- =  —соз (—а) соз а
Аналогично доказывается (—а) =
=  —с1  ̂а .
2. а) На рисунке 16 видно, что 

зш 110° >  0, соз 110°<0, 12 230°>0 
и с1§ 320° <  0. Но произведение 
двух положительных и двух отри
цательных сомножителей положи
тельно, 

б) Решается аналогично а).
4. 51П а >  0, 51П р >  0, з т  у >  0.
5. (Г <  а <  180°, 0° <  р <  180°,

0° <  у <  180°, следовательно,
0 ° < ^  <  90°, 00< -^ < 9 0 0,0 0< ^-< 90°.

 ̂ 2 2
6. Используйте равенства з т  90° =  1, 

с1§ 270° =  0; соз 180°= —1, соз0° =  1,
з т  270° =  —1; 180° =  0.

7. б) Пользуясь единичной окружностью, 
легко установить, что соз 180°=—1;

2 7 0 °  = .  0 ;  

18 С0° =

51П 3 0 0 °  =  0 И
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а) и в) решаются аналогично.
8. а) 81 п а  =  уа =  1, поэтому а  =  90° +  360°- п (рис. 17), п ̂  2 .

б) соз а  =  ха =  1, поэтому а  =  360° • п, п € 2 .
в) а  =  I РъА I =  1, АОАР0 прямоугольный и равнобедрен

ный. Поэтому а — 45° +  180° • пу п (: 2Т.
г) с!§ а  — | Р 9о°Л | =  1, аналогично в) а  =  45° +  180° • п.
д) з т  а =  0. Ординаты двух точек равны нулю: Р0о и Рт*.

Поэтому з т  а  =  0 при а  =  180 • л, п € 2 .  Аналогично 
решаются остальные задачи.

9. а)зтос =  Ш- -  ; аЕ ]0 ; — Г;9 У 1+ т* ] 2 [

=  У' 1 — 51П2а  =  “̂ /  —~С 0 5 а = " '  --  - /  ! + / « “ т2 I
  +  т 2 У 1 +  т 2 *

. з т  а  т  I +  я*2 * I •=* —  -Т—  =  т; с1§а =   -----=  —;
с о з  а  у  1 т2 т е  а  т

V а* — Ъ2 .  0 [б) соз а  — ±— а---- ; ос е ] у ; 2л
^ — ----  /  а 2 — а2 ,̂2 ^

з*ш а  — — V 1 — соз а  =  — л [ Н1и21
V а* ♦

=
51Па   Ъ у  а2  2̂
с о з  а с а

с<е ос =  У— 2 —  : ^

в)18а  =  ”“ > а б ] я ;  —л , отсюда т >  0, а зес а = —|/1 -|-(82а=*
«  I  2 I
[  \ +  т2 1 /я . .=  — I /  —-— ; соз а  —-----— ------- з т а —1§а-со5а;

|  т зес а  у 1 -У т2
с1§ ос — —!— =  т .

\%а
10. а) соз2 а =  1 — з т 2 а =  1—(0,6)2 =  0,64; соз а =  0,8; а  =

0,6 Л . 0,8 1 1 — — =  0,75; С1§ а  »  — ; зес а — ; созеса  ------ .
0,8 0,6 соз а  з т а

б) Так как а € ]90°; 180°[, то 51П а =  -\~У 1 — 0,36 --= +0,8;
* 0,8 . —0,6  1 1\еа  = ------; сщос =  ; зес а  = ------ ; созеса =  — .—0,6 & 0,8 —0,6 0,8

в) Так как а  € ]180°; 270°[, то 1 +  а  — 1 +  22 =  — ?—, а
соз2 а

I-------------------------- /------------- — 1соз2 а =  —; з т  а =  — у 1 — соз2 а; с!§; а  = ------; зес а =*
5

I 1; созеса —
с о з  а  « т а

г) Так как а 6 ]270°; 360°[, то с1&а =  —-—; =  1
*б« сЦ а

1 +  182а  =  - 4 —; 1 +  с!§га  =  ; 1 +  9 =  .
соз2 а з т 2 а  яП* а
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11. а) 51 п 100° =  зш (90° +  10°); б) з т  160° =  з т  (180° — 20°); 
в) соз (180° — 10°); г) ^  165° =  (§ (90° +  75°); д) с1§(—310°)-

=  —с1§ 310°; е) зш (—70°) — —з т  70°; ж) соз (—215°)= 
=  соз 215°; з) 1§ (—130°) =  —1§ 130°. Далее примените фор
мулы приведения.

12. а) 81П (270° — а) =  з т  (180° +  (90° — а)) =  —з т  (90° — а) =  
=  —соз а.

13. Используйте формулы приведения тригонометрических функций.

соз
14. :-т)

+ (а  “  я ) 008 (я +  а )
СОЗ ( Н

$та
1&а (—соз а) 

созеса51 п (я — а) ' зес (1, 5л +  а)
Далее упростите.

15. А =  1§( 99°+10°) +  51п <360° + 170°> =  _  с{§ ю° _|_ 5‘п 170° =

-  -с*8 10° +

1 +5Ш  (720° — 80°) 1— 31П 80:
зш 10° — соз 10° (1 — соз 10°) + з1п2 10°

1 — соз 10° з т  10° (1 — соз Ш°)
16. А — (зт  а)2 +  (— а)2 • (— а)2 +  соз а • соз а  =  ... .
17. А =  1 +  5 =  6.
18. А = $ т 2 а  

соз2 а
с1§2 а  =  1§2 а • с1§2 а =  1.

19. А =  Пё* +  1бУ =  0б* +  *бУ) _

20. А =  51П2 X Н“ С052 X +  2 51П X СОЗ X +  51П* X +  СОЗ2 X —
— 2 51П X СОБ X — 2 51П2 X +  2 С052 X =  ... .

21. А =  (з т 2 х +  соз2 х) ( з т 2 х — соз2 х) +  соз2 х  =  з т 2 х —
— соз2 X +  соз2 X =  .

22. А =  з т  а  — У с1§2 а  (1 — з т 2 а) =  з т  а  — У с1§2 а • соз2а =
соз2 а=  51 Па.----------
| зт а I

Далее учтите» что а  С ]л; 2л{, и упростите полученное выра
жение.

23. А =  соз2 +  |/*  з т 2 у  = Xсоз у +
X

З Ш у

XЯП — X X X~  —51Г1 — И соз — =  СОЗ —
2 2 2 2

Разделив неравенство 8л <  х< 4л почленно на 2, получим
Зя  ̂ х ^ п — <  — <  2я, отсюда 
2 2

24. А =  ■ ” — . Далее подставьте значение а  =  —.
а — 1 5

ос « 31в{ а + 2 1 г а  +  1 п  , пА =  —2-- :— -— 1— =  .. . .  Далее подставьте значение 1еа =  2.
1§2 а -И§ а — 2

26. А--= — 8а— =  ... . Далее подставьте значение с1еа =  —.1 — с̂ 2 а 4
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27. а) 51 п2 х +  2 з т  х соз х +  соз3 х =  п2, отсюда 2 5111 *  соз л ■=*
=  п2 — 1, А =  ... . 

б) ($1п х — соз х)2 = 1  — 2 &1п х соз х .
51П X — СОЗ X — ± У  1 — 2 31П X соз X .
Подставьте значение соз х з т  х.

В) А =  (31П X +  СОЗ Х) (ЗШ2 X — 51П х соз х -|- соз2 х) =

г) А =  (31П2 X соз2 х) — 2 5Ш2 х  сое2 * =  1 — 2 • — (я2 —
4

— I)2 =  ... .

28. А =  —51 п2 а  (1 — з т 2 а) +  соз2 а  =  —з т 2 а  • соз2 а  -[-
+  соз2 а  — соз2 а (1 — з т 2 а) =  ... .

29. Выражение У — 2х будет действительным, если —

и 2х Ф  — +  пк,т. е. и 2  ̂0; +  Отсюда
2 2

пк <2л: <  я +  пк, где к =  0; ± 1 ,  ... .
2

30. А  =  51 п2 а  (з т 2а С05га) +  соз2 а  =  ... .

31. А =  зш2 а  • — — =  1§2а.
соз2 а

*е2 а (гг— - I - а )
32. А  = --------------------------- =  1бг «.1 ^

33. А =  2 1§2а  +  1§а +  4 1бос +  2 = 2  (1§2 а +  1) +  5 а  =  . . . .  
Далее примените формулу 1 +  *82 а  ”  5ес*

ол л  (зш а +  соз а) (зт2 а — зт а соз а  +  соз2 а)/\ — ' ; —1 ... •
зт а +  соз а

35. А =  з т 4 а  +  соз4 а — (з т 2 а  +  соз2 а ) (5*п4 а  — з т 2асо$2а +  
+  соз4 а)=51П4 а +  соз4а — з т 4а  +  з т 2 а  соз2 а  —соз4 а = . . .  •

36 А =  ~ ^ 2 ~~ 0052 а* п2 а __
—с(§2 а (1 — зт2 а) —с!§? а соз2 а 

ъп л 51 п2 а +  соз2 а +  2 $т а соз а — 1 2 зт а соз а
О / •  41  — » | |  I

с1§* а (1 — зт2 а) с1& а • соз2 а
оо л 8*п2 а "Ь 0052 а “Ь 0052 а — 1 С052 аоо.  /1 —• ---------------------------------- -— — ... •

с1§2 а с1̂ 2 а
39. Л =  2 ((зт2 а)3 +  (со52 а)3) + 1  =  2 (з т 2 а  +  соз2 а) (зт 4 а — 

— 51 п2 а  соз2 а +  соз4 а) +  1 =  2 (зт 4 ос — з т 2 а соз2 а  +
+  С054 а) +  (з т 2 а +  соз2 а)2 =  ... .
Далее раскройте скобки и приведите подобные члены.
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лп, л Л . с о з а \ . о  , Л . з т а \  о / з т а + с о $ а \  . з ,40. А =  1 Н ) 51 п сх. +  14  1 со53а  =  / ----- —------ зн га  +
\ з т а /  V соз а / \  з т а  /

- с — ~) соз3 а =  ($гп а +  ссз а) $ т2 а  +  (зт  а  +за /
^  /зт  а  4- соз а'

соз
+  соз а) соз- а ~  ... .
Далее вынесите общий множитель за скобки.
^  (зш а  — соз а) (зт  а +  соз а)  з т  а  — соз а _

(зш а +  соз а)5* зт а 4- соз а
Далее числитель и знаменатель разделите почленно на косинус.

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

Докажите тождества:
I . 1 +  с*32 а 1 +  а

1 +  1сг2 а  с1§2 а  а 4- с1&2 а
0 1 +  соз а зес а —  1 . . 9 4
2 . — ----------------------- 4 с^  а  =

1 — соз а  зес а  4- 1 I 4' 5ес а
3. 2 (51пв а  +  со$в а) — 3 (5т 4 а  +  соз4 а) =  —1.
4. 1е 18° 288° +  з т  32° $ т  148° — в т  302° $ т  122° =  0.
5. 41° 42° - ... • (б 49°-= 1.
6. 1б 51П Г 1§ з т  2° • ... • 1§ в т  90° =  0.
7. Дано а  +  с1б а  =  т .  Определите:

а) 1§2 а +  с1§2а; б) 1§3а +  с1§3а.

8. Докажите, что дробь -51па~Ь^а . не может быть отрицательным
соз а  4- с1& а

ЧИСЛОМ.
п о  „ л $1п а — соз а  , 09. Вычислите :------, если а =  2.

31 п а  4- соз а

О т в е т ы

7 .а )* н 2 — 2; б) т ( т 2 — 3). 9. —.з



ЗА Д АН И Е 3

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. РАДИАННОЕ ИЗМЕРЕНИЕ УГЛОВЫХ ВЕЛИЧИН

Кроме градусного измерения угловых величин, будем поль-
п  180 . /180\°зоваться радианным. Радиан — это —  градусов: 1 рад =  1 —  .

31 \  31 }
В дальнейшем 1 рад будем обозначать просто 1.

Из определения радиана следует, что 1° =* — , поэтому а° =
180

я  я  я=  —  • а  радианам. Например, 45° =  —  * 45 =  —;

90° =  —  • 90 =  — и т . д.
180 2

Поворот на а  радианов будем обозначать Яа. Известно, что
Ях+2пп =  я а9 где п € 2 .

Любому числу а  соответствует точка единичной окружности* 
поэтому будем говорить, что существует отображение множества 
действительных чисел /? на множество точек единичной окружности* 

Тригонометрическую функцию угла в а  радиан в дальнейшем 
уже можем называть функцией числа а. Например, 2111 а  — «синус 
числа а».

Если точка Я . изображающая число сс, находится на дуге
СА ^

I четверти единичной окружности, то будем говорить, что число а  
находится в I четверти и т. д.

§ 2. ЧЕТНОСТЬ И НЕЧЕТНОСТЬ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

О п р е д е л е н и е  I. Функция у  = /  (л:) называется четной* 
если вместе с каждым значением переменной х  из области определе
ния /  значение —х  также входит в область определения этой функ
ции и при этом выполняется равенство: /  (л:) — /  (—х).

О п р е д е л е н и е  2. Функция у  — /  (л:) называется нечет
ной, если вместе с каждым значением переменной х  из области оп
ределения /  значение — х  также входит в область определения 
этой функции и при этом выполняется равенство /  (—х ) ——/  (ж).

Из шести тригонометрических функций косинус и секанс — 
четные, остальные нечетные, т. е.

соз (—а) =  соз а , (3.1)
зш (—а) =  —зш а, (3.2)
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*б (— °0 ~  — *б а * (з .з )
с!д (—а) =  — с1  ̂а , (3.4)

зес (—ос) =  зес а , (3.5)
созес (—а) — —созес а . (3.6)

§ 3. ПЕРИОДИЧНОСТЬ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

О п р е д е л е н и е  1. Функция у  (л:) называется периоди
ческой, если для нее существует такое число I Ф  0, что при любом х  
из области определения функции числах  — I и х  I также принад
лежат этой области и выполняется рвдеысквд $  ( х  —/) (-^)
= / ( • *  + О-

В этом случае* тосло I называется переводом* функции.
Если наименьший но лож ител ьньш период функции обозначить 

/0, то все периоды этой функции будут кратны Г0 и Г =  пГ0, где 
п € 2, и п Ф 0.

В дальнейшем периодом функции будем называть наименьший 
положительный период ее.

а) Периодичность силуса и косинуса.
На единичной окружности (рис. 1) видим, что з т  а  =  у, 

соз а = х.

з т  (а ±  2л) =  у г (3».7)
соз (а ±  2л) =  х~ (3.8)

Итак, зита* соз а  имеют период 2л.
б) Периодичность тангенса и котан

генса.
На единичной окружности (рис.. 2). ви

дим, что с1§ а =  ~ ,1§  а =  —, где х  и у
У *

координаты точки.

(а ±  л) =  а, (3.9)
с1& (а  ±  д) =  с1§ а, (3.10)

т. е. тангенс к котангенс имеют период, 
равный л .

§ 4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ СУММЫ 
И РАЗНОСТИ ДВУХ АРГУМЕНТОВ

а) Косинус разности 
соз (а—Р) =  соз а  соз р + $ т  а  з т  р. (3.11)

7-*;-у) б) Косинус суммы
соз (а+^)=со5 а  соз р — з т  а  з т  р.

Рис. 2 (3.12)
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в) Синус суммы
81П (а +  Р) =  51П а  соз р +  соз а  з т  р. (3.13)

г) Синус разности
з т  (а — Р) =  з т  а  соз р — з т  р соз а . (3.14)

д) Тангенс суммы
ь  (а  +  В) =  - А € У ± М _ ,  =  _Ё & Р „+с< е«_< (3  15)

1 —  06 • *
е) Тангенс разности

«б(а~Р ) =. =  (3.16)
1 +  1еа Р с!§ а  с!# Р +  1

УПРАЖНЕНИЯ

1. Вычислите $ т  (а +  р), соз (а — Р), 1§ (а +  р), если соз а  —
3 12=  —; соз Р =  — и числа а и р  находятся в IV четверти.
5 13

^  ^  8 152. Покажите, что а  +  6 =  90°, если з т  а =  — и з т  р =  —,
^ 17 г 17’

причем а  и Р — углы положительные, острые.
3. Вычислите синус, косинус, тангенс и котангенс углов: 15°, 

75°, 105°,
4. Выразите з т  За, соз За и За через функции числа а.

1 2  15. Дано 1е« =  —, *§а  =  —, у =  « , Р, у — -острые поло-
12 5 3

жительные углы. Докажите, что а  +  р +  7 =  45х5.

6. Найдите з т  ^а — — ооз^а +  если соз а  =

7. Выразите з т  (а +  р +  у) и соз (а +  Р +  У) через тригономет
рические функции чисел а, р, у.

Упростите выражения:
л  зт л  л

СОЗ —  СОЗ 7 Г  +  51П —  51П “
8 30 15т  30 15

, 7я 4я 7л 4я
31П —  С05 —  4 -  СОЗ —  З Ш  —

30 15 30 15

р зш (45° Ч- <*) — соз (45° +  а) 
81 п (45° +  а) +  соз (45° +  а )’

10. з т  6 а  с!^  З а  —  соз 6 а .

11. а) з т  20° +  2 з т  40° —  з т  100°;
б) соз 10° —  2 соз 50° —  соз 70°.

12 а) ^ ^  008 а  —  ̂008 б) 5*п а  ~Ь 2 зш (60° — а)
2 51 п (30° +  а) — 1^3 з т  а  2 соз $0° — а) — У  3 соз сс
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13. а)
*1п у  -  *8 (45° +  Р) *в (45° +  ЗР)

_ I

18 (45“ +  р) +  с1е  (45°- З р )

б)
1б I + « )+ * § ( т - )  .

1-*8(т+в)4в(т“а)
В)

Я 5— -I- — ль 9 1 °36
8л 5л

1 4 - {а  —  —
^  ° 9 5 36

14. (1§ а  — р) с!д (а — Р) — а  Р-
15. Зс1еМ 5 ° - 1  ^

16.
3 — с1е* 15‘

1 соз (я +  а)
1§ (а +  Р) +  с1§ Р со5

(?+') '

С помощью формул приведения упростите выражения:

17. 5!п ^  — а |  — соз (л — а) + (л — а) — с1  ̂+  а .̂

( я ^соз а — — , ,
18 \ 2 / I — я) соз (я +г)

‘ » п (л -« )  « о ( ^ + « )  *

19. (1§ (90° — а) — с1§ (9 0 °+ а ))2—( с ^  (180° +  а ) +  с!§ (270° + а ) ) 2.

20. 1д100°+ $1п530°
1 +  51 п 640е

5 1 П Л(2л — а) 18 +  а | с1§ ^ у  — а |
21. -

соз (2я +  а) я̂ +  а)
22. 51П2 (д — х) +  1§2 (л — х) (—■ +  ^  4- 51 п / у  +  х) С05 (х — 2я).

23. 1§2 (—4,7л) соз2 (—7,8л) +  з!П2 (—11,7л).
Докажите тождества:
24. - п +  а> ~  сот (6° ! .+  «). =  У з 1 е а

з т  (30° -{- а) +  соз (60° +  а)
25. ^  « со^ -  5т  (01 -  Р) =  4 

соз (а — Р) — 2 51 п а з т  Р
20 соз <х 51 п (ос — 3) — з т  а соз (3 — а)   2 3

со5^3 — — О.БзшЗ У 3
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27. / 2с05« — 2 с о 5 (4 5 °+ а ) =  (§ «.
2 $1п (45° +  а) — У  2 $т  а

28. 1 +  *б « 1б Р -  С°5(а~ « -.СОЗ а С05 р

29. с!еа +  с1§ —  а) =  -7!-------— .
\ 2  /  51па соз а

30. 51 п 200° з т  310° 4- соз 340° соз 50° =
31- 51 п 4а +  соз 4а с1§ 2а =  2а.
32- соз (х —  у) —  зт  х з т 3 у —  соз х соз3 у = з т  у соз у з т  0Н-у)«
33- а) з т  а 51 п (Р +  у) —  з т  р зт  (у +  а) +  5т  у з т  (а +  Р) =

=  2 $т а соз р зт  у;
6) соз а соз (Р +  у) —  соз р соз (у +  а) +  соз у соз (а —  Р) =

— соз (а —  (5 —  у).
34. *8 (« +  Р) “  *8 « —  *8 Р =  <8 (а +  Р) *8 а * 18 Р-
Зд с1е (« +  Р) — с!е Р _  и п (Р—«)

с1б (а — р) +  с*§ Р 51п (Р +  а) ’

36. <5СТ+  *ёР , <5 а — 1й Р _  2 
1§ (а +  Р) 1§ (а — Р)

37. За —  {§ 2а —  а =  а 2а За.

38. 1б а  18 Р +  Р *8 У +  *б V <б «  =  1. если а  +  Р +  V =  Т -
39. 18 па +  18 ” Р +  *8 пУ — *8 па *8 п\  *8 ПР» если а  +  р -{- 

+  V =  я , п 6 2 .

Отчеты

1. 5111 (а +  Р) — —
Ъ5

2. $ т (а  +  Р) =  1-
3. з т  15° =  ^  (К З — 1);

§1п 105° =  Ц?- (КЗ +  1); 

соз 75° =  (У з  — 1);

- О .  /Э  — 11815° =  - ^
/ 3 + 1

.^ 1 0 5 » -----
- / 3 + 1

1б7 5 ^ ^ ± 1 ;
/ 3 - 1

со5 (а —  Р) =  18 (а +  Р)ОЭ
сз
1б‘

ЙП 75° =  ( / 3  +  1);

сох 15° =  (] /3  +  1);

соз 105° =  ^ ( 1  — КЗ);

с1й 15' _  / 3 + »  . 
/ 3  — 1 ’

О 1 -  / з  .с18105 _

/ 3 + 1

. „ - о  / 3 — 1с1§ го =  ---- .

У  3 +  1

2 Заказ 546 33



4. з т  За =  3 з т  а  — 4 з т 3 а; 
соз За =  4 соз3 а  — 3 соз а;

3̂“=3Г,тГ°1 — 3 1&г а
5. Так как (а +  р +  у) =  1, то а  +  р +  у =  45°. 6.
7. з т  (а +  р +  V) =  з т  а  соз Р со$ 7  +  5Ш Р соз а  соз у +

+  $ш у соз а  соз р — з т  а  з т  р з т  у;
соз (а +  р +  7) ~  С05 а  С05 Р 005 V — 5*п а  5*п Р 005 V —
— з т  а  соз Р з т  у — з т  р соз а  з т  7 .

8. соз — . 9. 1§ а . 10 . 1.11. а) з т  40°; б)—з т  40°. 12. а) —V ос;
30

б) у Т с 1 § а . 13. а) — 4р; б) 1; в) 1.
14. 1. 15. с!§ 15°. 16. —соз (а -{- Р). 17. 2 соз а. 18. соз2 а .
19. 4. 20. — . 21. 1. 22. 2. 23. 1е20,3я.

зт 10°

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Используйте формулы сложения для синуса суммы, косинуса 
разности и тангенса суммы. С помощью тождества з т 2 х  +  
+  соз2 а: =  1 найдите синусы углов. Учтите, что числа а и р  
находятся в IV четверти.

2. а  +  Р =  90° в том случае, когда з т  (а +  Р) =  1. По данным 
синусам найдите соответствующие косинусы и вычислите 
з т  (а +  Р)- (См. 1.)

3. Представьте данные углы в виде: 15° =  45° — 30°, 75° =  45° +
4- 30°, 105° =  60° +  45° — и примените соответствующие фор
мулы сложения для тригонометрических функций.

4. Представьте угол За =  2а +  а  и примените формулы сложе
ния и формулы двойного аргумента для тригонометрических 
функций.
/Ч  ✓Х /X

5. а  +  р +  у =  45° в том случае, если (а +  р +  у) =  1. 
Вычислите (а +  Р +  у) =  ((а  +  Р ) +  Т)-

6. По данному косинусу определите синус. Затем используйте 
формулы сложения для синуса и косинуса.

7. Представьте з т  (а +  р +  7) в виДе ((а  +  Р) +  ?)• 
Аналогично представьте и косинус. к

8. Числитель данной дроби представляет собой косинус разности, 
знаменатель — синус суммы.

9. Используйте формулы сложения для синуса и косинуса суммы.
10. Выразите с{<* За через синус и косинус соответствующих аргу

ментов. Затем выполните вычитание дробей.
11- а) Представьте углы 20°, 40° и 100° соответственно в виде 30° — 

—10°, 30° +  10° и 90° +  10°.
34



б) Углы 10°, 50° и 70° представьте в виде 30° — 20°, 30° +  20°, 
90°—20°.

12. а) Примените формулы косинуса разности и синуса суммы,
б) Пример аналогичен предыдущему.

Я .13. а) Значение зш — замените числовым значением. По форму-
2

лам приведения с*е (45° — Зр) замените на (45° +  3(5) и 
примените формулу котангенса суммы.
б) Примените формулу для тангенса суммы.

8лв) Значение 1д— выразите через тангенс оурого угла, поль- 
зуясь формулами приведения

1®т=18(я—т) = -‘*т-
14. Примените формулу котангенса разности.
15. Примените равенство 3 — ()/3)2 — с1^2 30°. Затем числитель 

и знаменатель полученного выражения разложите на множи
тели и воспользуйтесь формулами котангенса суммы и раз
ности.

16. Упростите второй сомножитель по формулам приведения. Тан
генс и котангенс выразите через синус и косинус соответствую
щих аргументов.

17. Используйте формулы приведения тригонометрических функ
ций.

18. Используйте свойства четности косинуса и периодичности 
тангенса. Примените формулы приведения.

19. Упростите выражения в скобках с помощью формул приведе
ния. Примените формулу для разности квадратов двух выра
жений.

20. Использовав формулы приведения и свойства периодичности, 
приведите тригонометрические функции к функциям острого 
угла.

21. Примените формулы приведения и свойство периодичности 
тригонометрических функций.

22. См. пример 21.
23. Применив свойства периодичности, приведите тригонометри

ческие функции к функциям острого угла.
24. Примените формулы синуса и косинуса суммы.
25. Используйте формулы синуса разности и косинуса разности.
26. Воспользовавшись свойством четности косинуса, представьте 

числитель в виде синуса разности. В знаменателе примените 
формулу косинуса разности.

27. См. пример 23.
28. Тангенсы выразить через синусы и косинусы соответствующих 

аргументов.
29. Применив формулу приведения, выразите левую часть через 

синусы и косинусы.
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4. 51П За =  3 з т  а  — 4 з т 3 а; 
соз За — 4 соз3 а  — 3 соз а;

3 а  — а1& За =
I  —  3  а

± 2  / 65. Так как 1§(а +  Р +  V) =  ^  то а  +  р +  у =  45°. 6.
7. 31П (а +  р +  у) =  з т  а  соз Р соз у +  з т  Р соз а  соз у +

+  $1 п у соз а  соз р — з т  а  з т  р з т  у;
соз (а +  р +  у) =  соз а  соз р соз у — з т  а  з т  Р соз у —
— з т  а  соз р з т  у — з т  р соз а  з т  у.

8. соз — .9. 1§а. 10. 1.1!. а) з т  40°; б)— з т  40°. 12. а )— К21§ а;
30

б) Т^З с!§ а. 13. а) — 4р; б) 1; в) 1.
14. 1. 15. с1§ 15°. 16. —соз (а +  Р)* 17. 2 соз а. 18. соз2 а.
19. 4. 20. — — . 21. 1. 22. 2. 23. 1е20,3л.

81П 10°

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Используйте формулы сложения для синуса суммы, косинуса 
разности и тангенса суммы. С помощью тождества з т 2 х  +  
+  соз2 л; =  1 найдите синусы углов. Учтите, что числа а и Р 
находятся в IV четверти.
/Ч /Ч

2. а  +  Р =  90° в том случае, когда з т  (а +  Р) =  1. По данным 
синусам найдите соответствующие косинусы и вычислите 
з т  (а +  р). (См. 1.)

3. Представьте данные углы в виде: 15° =  45° — 30°, 75° =  45° +  
+  30°, 105° =  60° +  45° — и примените соответствующие фор
мулы сложения для тригонометрических функций.

4. Представьте угол За =  2а +  а и примените формулы сложе
ния и формулы двойного аргумента для тригонометрических 
функций.
^  л  ✓>.

5. а  +  р +  У =  45° в том случае, если (а +  Р +  у) — 1 • 
Вычислите 1ё (а +  р +  V) =  ((<* +  Р ) +  V)-

6. По данному косинусу определите синус. Затем используйте 
формулы сложения для синуса и косинуса.

7. Представьте з т  (а Р +  у) в виде з т  ((а +  Р) +  у). 
Аналогично представьте и косинус. *

8. Числитель данной дроби представляет собой косинус разности, 
знаменатель — синус суммы.

9. Используйте формулы сложения для синуса и косинуса суммы.
10. Выразите За через синус и косинус соответствующих аргу

ментов. Затем выполните вычитание дробей.
11. а) Представьте углы 20°, 40° и 100° соответственно в виде 30° — 

—10°, 30° +  10° и 90° +  10°.
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б) Углы 10°, 50° и 70° представьте в виде 30° — 20°, 30° +  20°, 
90°—20°.

12. а) Примените формулы косинуса разности и синуса суммы,
б) Пример аналогичен предыдущему.

13. а) Значение з т  — замените числовым значением. По форму-
лам приведения с*е (45° — Зр) замените на (45° +  Зр) и 
примените формулу котангенса суммы.
б) Примените формулу для тангенса суммы.

8лв) Значение — выразите через тангенс о^рого угла, поль-
зуясь формулами приведения

. 8 л  . /  л \  , л
у  (я <г) = - ,ет -

14. Примените формулу котангенса разности.
15. Примените равенство 3 — О^З)2 — с!|*2 30°. Затем числитель 

и знаменатель полученного выражения разложите на множи
тели и воспользуйтесь формулами котангенса суммы и раз
ности.

16. Упростите второй сомножитель по формулам приведения. Тан
генс и котангенс выразите через синус и косинус соответствую
щих аргументов.

17. Используйте формулы приведения тригонометрических функ
ций.

18. Используйте свойства четности косинуса и периодичности 
тангенса. Примените формулы приведения.

19. Упростите выражения в скобках с помощью формул приведе
ния. Примените формулу для разности квадратов двух выра
жений.

20. Использовав формулы приведения и свойства периодичности, 
приведите тригонометрические функции к функциям острого 
угла.

21. Примените формулы приведения и свойство периодичности 
тригонометрических функций.

22. См. пример 21.
23. Применив свойства периодичности, приведите тригонометри

ческие функции к функциям острого угла.
24. Примените формулы синуса и косинуса суммы.
25. Используйте формулы синуса разности и косинуса разности.
26. Воспользовавшись свойством четности косинуса, представьте 

числитель в виде синуса разности. В знаменателе примените 
формулу косинуса разности.

27. См. пример 23.
28. Тангенсы выразить через синусы и косинусы соответствующих 

аргументов.
29. Применив формулу приведения, выразите левую часть через 

синусы и косинусы.
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30* Приведите тригонометрические функции к функциям острого 
угла.

31. Выразите котангенс через синус и косинус. Выполните сло
жение.

32. Примените формулу косинуса разности и, сгруппировав члены 
с общими множителями, вынесите эти множители за скобки.

33. а) Воспользовавшись формулой синуса суммы, выполните
действие умножения,

б) Примените формулы косинуса суммы и разности, произве
дите умножение.

34. Примените формулу тангенса суммы, сгруппировав второе и 
третье слагаемые. Вынесите общий множитель за скобки.

35. Выразите котангенсы через синусы и косинусы, выполните в 
числителе вычитание, а в знаменателе сложение дробей.

36. Используйте формулы тангенса суммы и разности и произве
дите указанные действия.

37. Сгруппировав последние два слагаемых, умножьте и раздели
те полученное выражение на (1 — 2а а), а затем приме
ните формулу тангенса суммы.

38. Сгруппировав последние два слагаемых, вынесите а  за
скобки. Учитывая, что а  +  р +  у =  —, исключите у . Далее

2
примените формулу приведения для тангенса.

39. Сгруппировав последние два слагаемых, умножьте и раздели
те их сумму на выражение (1 — I# п р ЛТ)- Примените 
формулу тангенса суммы и замените р +  а  через я — а.

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

1. з т а  = — V I  — соз2а, так как —я < а < 2 я ,
2 ________

/ . 9  4 . а  л Г \  Н4 5
25 “5 ’ $ШР Г  169 — ГЗ’

зш (а +  Р) =  з»п а  соз р +  соз а  з т  р «= — б” * И Т  " 1з) =  ‘
I

Аналогично соз (а — Р) =  соз а  соз р +  з т  а  з т  р.
4



3. 5*111 15° =  з т  (45й — 30°) — з т  45° соз 30° — соз 45° X 
у ^ ;п оп° V У *  У~2 1/ \  51П ои 2 2 2 2 • • • *
з т  75° — з т  (45° +  30°) =  з т  45° соз 30° +  соз 45° X
Х5,„ зо- _ 0 . 0  +  ! ^ 4 _
з т  105° =  з т  (60° +  45°) =  з т  60° соз 45° +  соз 60я X

• ..-о У~з У~2 , 1 У 2 X 51П 40 =  У -  • У -  +  у  • —  =  ,
соз 15° =  соз (45° — 30°) =  соз 45° соз 30° +  з т  45° X

х  з т  30° =  ^  ^  ^  • у  =  ... , соз 75° =  соз (45°+30°)=

=  соз 45° соз 30° — зт  45° з т  30° =  • • •.
соз 105° =  соз (60° +  45°) =  соз 60° соз 45° — з т  00° з т  45° =
_  I У  2 1^3 У  2 _
— 2 ' .2 2 ‘ 2 “  *” ’

I

15° — 1§ (45° — 30°) =  ... .
1 +  1б4&°»е30° 11 +  1 • ,--/  з

9

4. з т  За — з т  (2а +  а) =  з т  2а соз а  +  5111 а  соз 2а —
=  2 з т  а  соз2 а  +  з т  а  (1 — 2 з т 2 а) =  2 з т  а  — 2 зт® а  +
+  51П а  — 2 з т 3 а  — ... .
Аналогично для соз За.

<* , 1 а
16 3« =  1б (2« +  а) =  Ч 3“ +  «в« =  ± = У * ------ ---  „

1 — 1<* 2а а 2 1%2 а
1 — а

=  (2 а +  а °0 0 — *ба «) —.
(I — а) (I — а — 2 1̂ 2 а)

Далее упростите.
5. *е(а +  р +  у) =  №  +Р) +  у) =  ~  -

I — 1ё (а +  Р) »В V
*В“  +  1йР .------------------ 4- Ш V

_  1 — 1е °  Р_______ =  *в« +  1еР +  *еу — *в«>еР*еу
а +  1ер I — 1ва1бР — 4в«1ву — *вР4в V

1 — 1б«*йР
6. з т  (а  — —] — соз (а  Ч— я) =  з т  а  соз ——  соз а  з т  — —[ 6 /  { з / _  6 6

2 2 V  3 I— ссз а  соз у  л +  з т  а  з т  у  я  — з т  а  — у  соз а  +

+  ~2 соз а  +  зт  а  =  ] /3  $1*п а,

з т а  =  ±  К 1 — соз2 а  == ±  | /  I — у .
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7 . з т  ( а  +  р +  7 ) =  з т  ( ( а  +  р  ) +  у )  =  5Ш ( а  +  р ) с о з  у  +  
+  СОЗ ( а  +  Р ) V =  51П а  с о з  р с о з  у  +  з т  р  с о з  а  с о з  у  +  
+  СОЗ а  СОЗ Р 51П у  +  (— 31П а  31П р ) 31П у  =  . . .  .
А н а л о г и ч н о
с о з  (а +  р  +  у )  =  с о з  ((а +  Р ) +  7 ) =  с о з  ( а  +  Р) с о з  у  —
—51П (а Р) 51П у И Т. Д.

8 . А  =

л л' 
соз | — — —

,30___15,
/7л 4л'

31П —  +  —
\30 15

д  ^    з т  45° соз а  +  соз 45° з т  а  —  соз 45° соз а  +  з т  45° з!п а  _

з т  45° соз а  +  соз 45° з т  а  +  соз 45° соз а  — з т  45° з т  а
Далее подставьте числовые значения тригонометрических функ
ций, приведите подобные члены.
- . г, соз За ~ з т  6а соз За — соБ базтЗа

10. А =  31116 а ------------ соз 6а — ---------------------------------- .
51 п За з т  За

Примените формулу синуса разности.
11. а) А =  я л  (30° — 10°) +  2 з т  (30° +  10°) — соз 10° -

=  з т  30° соз 10° — з т  10° соз 30° +  2 з т  30° соз 10° +
+  2 соз 30° з т  10° — соз 10° =  з т  30° соз 10° +  з т  10° соз 30°, 
Примените формулу синуса суммы.
б) А = соз (30° — 20°) — 2 соз (30° +  20°) — соз 70° =  ... .

* л ч л У 2  соз а  — 2 соз 45° со$ а  — 2 51л 45° з т  а12. а) А = 1---------------------------------------з ------—
2 511130° соз а  +  2 з т  а соз 30° — з т  а

соз а  — 2 • 1— .̂ соз а — 2 • У~ з т  а  
  2 2_______

2 • — соз а  +  2 • 5т  а  — У  3 з т  а

Приведите подобные члены.
5Ш а  +  2 з 1п 60° соз а  — 2 соз 60е з т  а

6 )  А  =
2 соз 30° С05 а  4- 2 з т  30° з т  а  — \ г 3 соз а

1 3 .  а ) А  =  1 - * е ( 45° +  р и е ( 4У  +  ЗР) =  с ^ ( 4 5 <> +  4 5 <, +  з р )
(45° +  Р) +  1б (45° +  ЗР) 5,1 ^  VI

=  с ! ё  (9 0 °  +  4 0 ) ;

б) Л  =  1б ( у +  <* +  -= -- < Д

л 5л

в ) А  = -------- 9------------------ = ! § ( - +  - V
, л 5л \  9 36 /1 — {с —

* 9 *36
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14. Л =Л1еа- * еР)( 1 + 1 ек *еР)-1 е а * б Р .
1&а — 1еР

Сократите дробь и приведите подобные члены.

15 л  __ с!§2 30° с1§2 15° — 1 _  с*б 30е с!е 15° +  1 с!б 30° ф  15° — 1
~~ с1&2 30° — с!§2 15° ~  с1& 30° — с!^ 15° ’ с1$ 30° +  с*§ 15° *

Примените формулы котангенса суммы и разности.
«„ „ 1 — соз а  I16. А =  — ----——“ —----  ■ —..-———~—.........— X

(а  +  Р) +  Р 8*п Р 8*п (а +  Р) С08 Р
СОЗ ( а  - | -  р)  51П Р 

—  соз а  1 —  с о з  а
X

81П Р  81Г1 ( а  +  Р) 51П Р +  СОЗ р СОЗ ( а  р) 51П Р  '

51П Р  СОЗ ( а  +  р)

Примените формулу косинуса разности.
17. А =  соз а +  соз ос — ^  а  +  ♦б а -
18. Учитывая, что —л является одним из периодов тангенса, 

используя четность косинуса, получим:

соз
А - л г - “) ^

51 п (я — а) ’ созес а  з т  а  ' 1
, а  (—соз а)  з т  а  г а  (—соз а)
| — “ I :--------

$ша
Далее упростите.

19. А =  (с*б “  +  «)2 — а  — а)2 =  (с1б ос +  а  -Н
+  с1§ а — 1§ а) (с1§ а +  а — с1§ а +  *§ а).
В скобках приведите подобные члены.

20. А =  1е(90° +  10°) +  +  170°> = —с!б 10° Н---- 5!п 170°
* 1 +  мп (720° — 80°) 1 -(-зт (—80°)

=  _ г |а  Ю ° 4 -  8'п 10° =  008 Г0° 4 -  8‘п 10° = ,
1 — соз 10° з т  10° 1 — соз 10°

 —соз 10° +  соз2 10° +  з т 2 10°
(1— со5 10°) з т  10°

2 |  д  —31п а  а) «
соз а а

22. А =■ (зт  х)2 +  (— х)2 (—с1§ х)2 +  соз х соз х — з т 2 х  +
+  1§2 х  с1ё2 х  +  соз2 х.

23. А — (—4,7л +  5л) соз2 (—7,8л +  8л) +  з т 2 (—11,7я +
+  12л) =  1§2 0,3л соз2 0,2л +  з т 2 0,3л.

Далее учтите, что соз а =  з т  ^ -----а |,  поэтому соз 0,2я
=  з т  0 ,3 я .



2 4  ^  &*п ^ 0 ° со5 а  с° 5 30°  5*п а  —  60°  сое а  ~Ь 5*п 60° 5|п а  __

«щ 30° соз а  -Исо5 30° еш а  -|- сое 60° сое а  $1п 60е еш а
у~ з  . , у ~ з  .I —  5!п а 4 - I ——  зш  а 

2 2
8=5 1 1

—  сое а  +  —  соз а 
2 2

2 ^ у,   2 81П а  СС5 Р —  е!п п  С05 Р +  51П Р соз ОС

С08 а  СОЕ Р +  $Ш а  51П Р — 2 ЕШ а  ЕП1 Р *

Далее в числителе и знаменателе приведите подобные члены 
и упростите.

26. А  -------------- ----------------------- .
СОЕ 3 СОЕ  4 - 51П 3 Е1*П — —0,5 51П 3

б 6

Далее приведите подобные члены и примените формулы сло
жения.

2 ^  д  У  2 сое ос — 2 сое 45° сое ст +  2 Е1П 45° еш ос

2 Егп 45° сое а  +  2 со$ 45° еш а  — У  2  $ш а

Далее упростите.
2^__ д  _ |  е1п а  ЕШ Р __ СОЕ ОС СОЕ р +  ЕШ а 51П Р

сое а сое Р со5 а  сое Р
Далее примените формулу косинуса разности.

СОЕ а  , ЕШ ос29. А =  с!& а  +  а    Ь
51 п а  сое а

Далее сложите дроби и упростите.
30. А =  з т  (180° +  20°) 81П (360° — 50°) +  соз (360°—20°) соз 50е =  

=  —з т  20° (—51П 50°) +  соз 20° соз 50°.
Далее примените теорему сложения.

2 1  д   ЕШ 4а  $1п 2ос +  сое 4ос сое 2 а
51* п 2а

В числителе примените формулу косинуса разности.
32. А — СОЗ X СОЗ у +  51П у 31П X — 51П.Я 51П3 у — СОЗ X СОЗ3 у =

== СОЗ X СОЗ у (1 — СОЗ2 у) +  51П у 51П X (1 — 51П2 у) =  СОЗ X X 
X соз у 51П2 у +  51П у 81П X СОЗ2 у.
Далее вынесите общие множители за скобки и примените 
формулы сложения.

33. а) А =  з т  а  ( з т  р соз у +  соз р з т  у) — з т  р ( з т  у соз а  +  
+  соз у з т  а) +  з т  у ( з т  а  соз р +  соз а  з т  Р) =
=  з т  а  з т  Р соз у +  5Ш а  соз р з т  у — з т  р з т  у С05 а  —
— з т  р соз у з т  а  +  з т  у з т  а  соз Р +  5 т  у соз а  з т  р.
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Далее приведите подобные члены.
б) А — соз а  соз Р соз у — соз а  з т  |5 з т  у — соз р соз V соз а +  
+  соз р з т  у з т  а  соз у соз а  соз р +  соз у 5111 а  з т  р =
=  з т у  ( з т а с о з р — со зазтр ) +  соз у (соз а соз р +
+  з т  а 51П Р).
Далее примените формулы сложения.

34 . А _  ^ ± Ж  _ (,8 а  +  18 Р ) _ № а  +  1 8 й  . +

Далее примените формулу тангенса суммы.
соз (а +  Р1 соз р СОЗ ( а  +  р )  51П Р — 51П (а +  р )  СОЗ Р

__  51 п (а +  Р) 51П Р 51П (а +  Р) 51П Р
соз (а —- р) СОЗ В 

+  . ,
СОЗ (а — Р) 81П Р +  51П (а — р) СОЗ Р

Далее примените формулы сложения.

36. А =  -<Я-СТ- ± М  +
1К<х-НеР а  —  *8  Р

1 —  1§ а 1б{» 1 + * § а 1еР

После сокращения дробей приведите подобные члены.

37. А =  За — Об 2Д +  1ё а) =  3 а  -  ,<е2“ +  X
1 — 2а  а

х  (1 ~  2а 10 «) =  *б За — За (1 — *§ 2а 10 а). 
Вынесите общий множитель за скобки.

38. Л  =  10а10Р  +  10у(10а  +  10Р) =  10а10Р  +  1 0 ^ -  —  ( а  +

+  Р)) (*8 « +  Р) =  *б а *б Р +  с1§ (а +  р) (10 а +  10 Р) =

-  1 8 . Ц Р  +  +
*8  (а +  Р)

Далее примените формулу тангенса суммы.
39. А =  1 е п а  +  № * + % У »  V - Ь * Ф  * е п $  =

1 —  /ф пУ

=  10 « «  +  п(я  —  а ) 0  —  *б «Р *б Щ )-
Далее учтите, что по свойству периодичности
10  п  (л —  а ) =  10  (ял —  п а )  —  10  (— п а )  =  — 10  п а .

1. Вычислите —

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

( _ Д ) . С05( _ Д . ) _ 51-П( _ Д - )

с1у3 (“  т )  “ с<е (“  7
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2. Вычислите з т  2565°.
3. Упростите з т  (2л  — а) +  соз (4л — а) (а +  7л).
4. Вычислите без таблиц соз 15°. 7
б. Вычислите соз (а — Р), если а  =  —0,75; соз Р =  —;

25
а  б ]90°; 180°[ и ]270°; 360°[.

1 • 36. Найдите соз а, если з т  (3 =  — —; з т  (а +  Р) =  — —;
а  6 ]270°; 360°[ и р б ]180°; 270°[.

7. Упростите з т  6а За +  соз 6а.
л л я л ;

51П —  51П —  —  СОЗ —  СОЗ —

8. Вычислите без таблиц --------------  5 12
7

2'згп —я 
20

9. Докажите тождество: 5Ш (а +  Р) — 2 5*п ащ С05 Р — а )
2 51П а 51П;Р +  соз (а +  Р)

10. Покажите, что величина выражения соз (а. —  х) (.зт а  соз х +
+  соз а  з т  х) — соз (а +  л;) (зт  а  соз х — соз а  з т  х) не за
висит от а .

11. Докажите, что если Л, В и С — углы треугольника, то з т  С — 
— з т  (Л +  В), соз С =  —соз (А +  В)..

3 я12. Вычислите а, если 1§ (а — Р) =  2; з т  р =  —; — <  Р <  я.5 2
13. Докажите тождество (а +  Р) — а  — р =  *§ (а+Р) X

а  Р-

О т в е т ы

1 .(2  +  З0-6) • 2~*. 2. 2-°>5. 3. 0. 4. +  5 _ 0д
4

6. 42р -5 . 7. 1. 8. —2-1. 12. 2 -‘.



ЗА Д АН И Е 4

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ДВОЙНОГО АРГУМЕНТА

а) Синус двойного аргумента
з т  2а =  2 з т  а соз а. (4.1)

б) Косинус двойного аргумента
соз 2а =  -соз2 -а — з т 2 а, (4.2)
соз 2а =  2 соз2 а  — 1, (4.3)
соз 2а =  1 — 2 з т 2 а. (4.4)

в) Тангенс двойного аргумента

1ё 2а =  + + ,  (4.5)
1 — а

2а -  - + + .  (4.6)
с1§2 а  — 1

§ 2. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ПОЛОВИННОГО АРГУМЕНТА

1 +'003 а  =  2 соз2 —, (4.7)
2

1 —  соз а  =  2 5Ш2 — . (4.8)
2

Формулы (4.7) и (4.8) будем называть формулами понижения 
степени.

** 7 ~ ± /ттИ ’ <49>
«4 Л 0 >

. а  1 —  сое а  . л 1 . ч(4.11)
2 еш а

§ 3. ВЫРАЖЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
ЧЕРЕЗ ТАНГЕНС ПОЛОВИННОГО АРГУМЕНТА



ОСI _  _

соза = ------------------------------------------(4.13)а
1 +  * Т  

21§ —
1 § а = ----—   , (4.14)а

» - * Т

а
 ̂ “Г ’

с1§а = ---------------- . (4.15)
21б —

ь 2

УПРАЖНЕНИЯ

1. Вычислите з т  2а, соз 2а и 2а, если з т  а  =  0,8 и
(Г <  а  <  90°.

2. Дано з т  — =  0,6 и 90° <  — <  180°. Найдите з т  а  и соз а .
2 2

3. Дано х  =  3. Вычислите з т  4лг, если 0 <  х <  —.
2

а  . т2 — пъ4. Найдите 1§—, если з т а  =  —
2 т1 +  г>Л

х 1б. Вычислите со$2#, если з т — =  —.
2 3

Упростите выражения:

6. 2 $1П2 (45° +  1,5л:) — I.
а

соз---
7. --------- --------. 8. 1 — 8 зшг р соз2 р. 9. _(СО5°.75? - *(п.0>75а>1' .

, а ос I —зт  1,5а
&1л — — соз —

4 4
(45° — а)

с1̂ 2 (15° — а) — I
10. (с|е | - ( » | ) 1 е | „ .  II.

12.  Л - г > при 0° <  а  <  90°.
У \  — МП а  У  \ +  ып а  к

13. V  0,5 — 0,51^0,5+0,5 соз а  при 0° ^  а  ^ 2 я .

14 * — ̂  зт2 а соз2 а |д 1 I
соз? а  — з!п?а 1 — 1̂ ? а  1 — с1&*а’
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Докажите тождества:
а а

51П а  +  51П -------------------------  4  51П4 —

16.   —  =  1§ — . 1 7 . --------- —— = 1 е2—•
а  2  а  4

1 +  с о з  а  +  с о ? —  1 —  сое- —

а  а
1 4 - сое —  —  е!п —

« о  2  2  , а18.  =  _ с 1 § —.
а  а  4

1 —  СОЕ —  Е1П —
2 2

Х9 ----------- зпП ^ +  а)-------_  =  соз/ 40о +  «Д

4  51 п ^ 2 0 °  +  ^ &1п  ^ 7 0 °  “  +  2

20. 1М?  <' ~ .У « )  =  5) п 4а.
(1 +  *6г а )*

21. соз За соз 6а соз 12а =  —8 е ш  За

, + 7 + а) - '
22* соз 20° соз 40° соз 80° =  —. 23. ---- —-----   =  з т  2а.8 / я  \

1 +  +  а )

л  л л • « (3 +  с0$2 2 а )  сое 2 а24. соз® а  — зт® а  =  —  ------—--------.
4

25. 1 + - ) - +  +  1 ^ а  — =  2 2а.

26. 4 соз2 ̂ 45° — +  V 5̂1 п4 а +  5т2 2а =  2 при 180° <  а  <270‘

О т в е т ы

241. зш 2а =  0,96; соз 2а =  —0,28; 2а =  — — .

2. —0,96; 0,28. 3. ——. 4. т — -- при тп >  0 или при
25 т +  п т — п

т п < 0 .  5 . ^ .  6. зтЗх . 7. — (соз— 4 - з т —V 8. соз4р.
\ 4 4 )  ‘

9. 1. 10. 2. П . —с1е2а. 12. 13. з!п—, если 0 <  а  <  я;
2 4



КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

к  Найдите соз сс, применяя формулы для синуса и косинуса 
двойного аргумента.

В. Выразите соз — через з т —, вычислите его числовое значение.
2 2

Далее примените формулы двойного аргумента, учитывая, что

В* Воспользовавшись тождеством з т  4х =  2 з т  2х соз 2х, вы
разите $1 п 2х и соз 2х через х.

4. Примените формулу — =» 1 ~ С05̂ -.
2 51па

Я. Выразите соз 2х через з т  х . Вычислите з1п х по формуле двой
ного аргумента, учитывая, что х =  2 • —.

2
& Вынесите —1 за скобки. Примените формулу косинуса двойно

го аргумента.
V. Представьте — в виде 2 • — и примените формулу двойного

2 4
аргумента для косинуса.

>. Представьте данное выражение в виде 1—2 (4 з т 2 р соз2 Р), за
тем примените формулу двойного аргумента для синуса.

II Развернув квадрат двучлена в числителе, примените формулу 
двойного аргумента для синуса.

М. Выразите котангенс через тангенс, выполните вычитание в 
скобках и примените формулу двойного аргумента для тан
генса.

11. Представьте данное выражение в виде: 1 : -с*6 ^
Выражение, стоящее в знаменателе, умножьте и разделите 
на 2. Примените формулу для котангенса двойного аргумента.

М. Замените з т а н а  С05^~ Подкоренные выражения пре
образуйте в произведения.

№  Вынесите общий множитель во внутреннем радикале, затем 
сумму 1 +  соз а  преобразуйте в произведение.

М. Примените формулы двойного аргумента для синуса и коси
нуса.

М» Тангенс и котангенс выразите через синус и косинус.
1А» Выразите з т  а  через функции угла В знаменателе пре-

2
образуйте 1 +  соз а  в произведение.

17» В знаменателе после упрощений примените формулу двойного 
аргумента для синуса.

18. Преобразуйте сумму и разность единицы и косинуса в про
изведение и примените формулу двойного аргумента.



19. Замените зт^70° — на соз ̂ 90° — ^70°— Затем в чис

лителе и знаменателе примените формулу двойного аргумента 
для синуса.

20. Используйте формулы, выражающие синус и косинус через 
- тангенс половинного аргумента.

21. Умножив и разделив левую часть на 8 з т  За, трижды при
мените формулу двойного аргумента для синуса.

22. См. пример 21.
23. Используйте формулу выражения косинуса через тангенс 

половинного аргумента, предварительно изменив знак перед 
дробью.

24. Разложите двучлен соз6 а  — з т 6 а  на множители, применив 
формулу разности кубов. Используйте формулы двойного 
аргумента косинуса и синуса, дополнив сумму четвертых сте
пеней синуса и косинуса до квадрата суммы.

25. Преобразуйте сумму тангенсов в произведение.
26. Примените формулу (4.7). Под радикалом используйте фор

мулу двойного аргумента для синуса.
КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

1. соз а  =  1^1 — з т 2 а  =  У 1 — (0,8)2. Значения з т  а  и соз <ж 
подставьте в формулы з т  2а =  2 з т  а соз а  и соз 2а =  соз2 а —■

51п 2а— з т 2 а , учтите, что 2а =
соз 2 а

2. соз-|- =  — 1 — 5*п2“у  =  — V I  — (0»6)2. Значение $!П-тг и

соз— подставьте в формулы з т  а =  2 з т  — соз— и соза=» 
2 2 2

9 а . 9 а=  соз2-------з т 2 —.
2 2

3. Зная, что (§х =  3, подставьте з т 2х =  - 2^ х и соз 2х =*

— ? * в тождество з т  4х — 2 з т  2х соз 2х.
1 +  х

4. Используя тождество з т 2 а  +  соз2 а  =  1, найдем соз а  =»

т 4+  2т 2л2+  п4—т 4+ 2 т ал2—л4 
(т'г +  л2)2

2тп
т2 +  п2

п  • а  1 — соз аПодставив значения з т а  и соз а  в тождество 16— = ----------,
2 5Ш а

I 2тл

получим: 1б — = --------——-  при тп >  0 или
2 т2 — л2

/л2 +  л?
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2 тп
1 +

1 а  ' т 2  4 -  п 2  лщ — =  — :----  —  при тп <  0.
т2 — п-
т2 -4 л2

к х  1 8б. Учитывая, что соз2 — =  1 — з т 2 — — 1 ------= —, вычислите з т 2 л:
2 2 9 9

по формуле зш2л : = 4 $ т 2 Далее воспользуйтесь тож
деством соз 2х =  I — 2 з т 2 х .

6. 2 з т 2^45° +  — 1 "= — ( ! — 2 5'ч2(45° +  ' Щ ^ —сО5(90°+Зх).

Далее используйте формулу приведения для косинуса.
а а а

С О З  СОЗ2 —  —  51П — -
2 4 47# ----------------- --- -----------------------. Числитель разложите на

а  а  а а
51П  —  СО З  51П ------  —  СОЗ —

4 4 4 4
множители и сократите.

8. 1 — 8 $ш2 р соз2 р =  1 — 2 (4 з т 2 р соз2 Р) =  1 — 2 з!п2 2р. 
Далее примените формулу двойного аргумента для косинуса.

Ф (соз 0 , 75а  —  31 п 0 , 75а )2   1 — 2 $1п 0 , 75а  соз 0 , 75а

I — зт 1 ,5 а 1 — зт 1 ,5а
/ . а  . а \  . 2а  / 1  . а  \

Ю. с1е —  —  1е—  }1§—  =  ( —   1§—  \1§ —  =|-(с,еУ“‘ет)'61=(4
Vё з

М ’т)
а 3

—3
II  (45° — а)  __________1________  = _______ 1_______

с1д2(4 5 ° ~ а )—I с1̂ 2 (45° — а) — 1 2 с*§ (90е — 2 а )'
2 (45° — а)

Далее используйте формулы приведения и упростите.

81П
12.

ш  (4 5 °  +  у 1  51П ^45° -  у )  з1п ^45° +  у  )

У~\ — 51 п а У I Н~ з т  а У  \ — соз (90° — а)

51П ( 4 5 °  -  у |  5 1 п ( 4 5 ° +  т )  5 ' п  ( 4 5 °  ~  у )

“ / 1 + с о з ^ - а !  | / 25Ц 450_ | ^  у  _  | \

сое 14 5 °  —  у  |  $1п ^ 4 5 °  — у \

У  2
ял ^45° — у |  сох ̂ 45° — Т  )
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Далее произведите вычитание дробей, затем примените фор
мулы двойного аргумента.

13. 1Л),5 — 0,5 >А0,5+0,5  соз а  =  К о .б  — 0,5 |Л ),5 (1 +  соз а) =
Г

=  У ° .5 -0 .5  | ^ С08* =  у  0.0.5/1 — аС05 —  
2 )•

Так как по условию 0 ^  а  ^  2л, то 0 ^  % я. Разобьем
полученный промежуток на два новых промежутка

1) 0 <  —  ; 2) —  <  — < я .
2 2 2 2

1)

Рассмотрим эти случаи:

=  " / 0 ’У 0.5(1 -

=  ] /0 ,5  • 2 з т 2 -2- =  з т - у .  так как 0 <  у  < у .

а \ соз— —
2 )

2) У  0.5 (1 - соз
а

У  0.5(1 - ( • а  \ \СОЗ — 1 I =:

=  У  0,5 (1 +  соз — =  У 0 ,г> • 2 соз* у  =  соз у ,—. так как

14.

15.

я а  ^  я
Т  2 '

1 — 4 51 п2 а соз2 а
соз2 а  — зш2 а

1 — 5!П“ 2а
со» 2а 

1

\ Далее упростите.

1 1

1 соз2 а

1 —

+

51 и2 а  
соз2 а  
51 п2 а

1—
соз8 а  соз2а  — зт*а
зш2 а соз2 а

51п2а  — соз2а  соз 2а  соз 2а
з т 2 а

51* П

16.

а  а  а  а  а  / в  Л
а4-31п—  2з1п — соз—  4-з1п—  81п — (2 саз — 4-1]

^  2 _  2 2 2  2 \ 2 /
а / а  \

со* —  12 с°5 у  +11

17.

а
1+  соз а  4 - соз —  

1 2
а

4 з т 4 —
4

а а  а
2  соз2 — 4 - соз — 

2 ‘ 2
а

4 51П4 ----
4

1 — соз2
а а а

4 51П ?  СОЗ2 ----
4  4
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а  а  а  а  а
1 -4- СОЗ —  —  51П —  2  СОЗ2  —  231П  СОЗ —

18.  -  —  =  4— -------- 4-------
а а а а а

1 — СОб -- —-51П ---  2 51П3 ---—2 51П---- СОЗ
2 2 4 4 4

а  / а  а
2 С О З  СОЗ “  —  51П —

4 V 4 4
а  / а  а  \

2 5 Ш   51П —  — соз —
4 \  4 4 /

Далее упростите.

5 1 п ( 8 0 ° - } - а )  \

4 5Ш  (2 0 °  +  7 - ^ 51П ^70° —  " Т |  4  51(1 ^20° +  7 - )  С05 ^20°  +  7 - )

ОЛ 4 сх (1 — 1%2а) 2 * 2 \& а  1— а  0  . 0  020. ----5 5 —— = ------— -------- -—  =  2 з т  2а соз 2а.
(1 +  1 ^2 а ) 2 1 +  1 ^2 « 1 +  к 2 а

Примените формулу двойного аргумента для синуса.
21. Умножив и разделив левую часть тождества на 8 з т  За, по- 

лучим:
8  зт  За соз За соз 6а  соз 12 а   4 зт 6а соз 6а сое 12а  2  зт 1 2а соз 12а

8  зт За 8  зт  За 8  з(п За

22. См. пример 21.

к 2 ( —  +  11 1 — к 2 ( — +
23. ---- ^ — I------= --------------^ ------ 1-= _ с о 8 / Л .  + 2 а

1 + 18 2 ( 7  +  “ )  1 + 18* ( 7 - +  « )

Далее воспользуйтесь формулой приведения для косинуса.
24. соз6 а  — з т 6 а =  (соз2 а)3 — (з т 2 а)3 =  (соз2 а  — з т 2 а)(соз4 а +  

+  з т 2а  соз2 а  +  з т 4 а) =  соз 2а (соз4 а  +  2 з т 2 а  соз2 а  +
+  51 п4 а  — 51П2 а  соз2 а) =  соз 2а ((соз2 а  +  з т а а)2 —
— 51 п2 а соз2 а).
Далее з т 2 2а выразите через соз2 2а и произведите необходи
мые упрощения.

соз

/ л  я \
г + т + ° ~ т )  

“ + т ) с0,( “ - т )
2 з т  2а

^ 5'П ( " Т  а )  С°5 ( " 4 "  а ,
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Далее воспользуйтесь формулой двойного аргумента для си
нуса.

26. 4 соз2 ^45°— у )  +  V4 з т 4 а  +  зШ2 2а = 2 - 2  соз2 (45°— +

+  }/*4 з т 4 а +  4 з т 2 а соз2 а =  2 (1 +  соз (90е — а)) +
+  1^4 з т 2 а (зт2 а +  соз2 а) =  2 (1 +  $1П а) +
+  ]/4  з т 2 а =  2 +  2 51П а +  2 | зт  а].
Учтите, что при 180° <  а  <  270°, з т  а  <  0 и используйте
определение абсолютной величины числа.
| з т  а | =  — з т  а , так как 180° <  а  <  270°.

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

Вычислите:
1. 51П 4а, если с1& 2а =  —2.

2. 12а, если з т  6а =  причем 495° <  6а <  540(

8. соз—, если с1§ а = — — и 450° <  а <  540°,
2 24

4. 5111 2а, если а =  1.

1 +  51п а  — 2  51 п2 4̂ 5 ° —
5. Упростите выражение:--- --------------- а

4 соз — 
2

6. Докажите неравенство:

с!§ 1 +  а, если 0 <  а  <  я.

7• Существует ли такой угол а, что

соз2 — — соз2 5° =  з1п2 ( 45°+ —  ̂— — 51п а?
2 V 2 /  2

8. Сумму преобразуйте в произведение 2 +  2а +  с1§ 2а,
9. Упростите:



Вычислите без таблиц.
10. А = с1§ 7,5° +  67,5° — 1б 7,5° — с!|» 67,5°.
П л • д л • • л З л  , . 4 5л . • 4 7 л• А =  з т  з т 4 ----^ з т 4--------з т 4 —.

16 16 16 16

О т в е т ы
а 4 п 1 7  п 3  .  < « • сх1 * ------- . 2.   ф 3 . ----------. 4 .  1. 5. з т — .

5 144 5 2

7. Нет такого угла, который удовлетворял бы приведенному в 
условии равенству.

4 сох21 — — 2а) ( (соз а)-1, если 0 а  <  ;
8.  9. =

51 п 4 а

10. У 1 У А ± У ± г 11. 1,5.

( з т а )  *, если <  а ^ - у .



ЗА Д АН И Е 5

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
В СУММУ

а) Произведение синуса на косинус
о 81п (а’4- В) +  зт (а — 6) /г .. .

51ПаС05р = ------------  — !■’  --------------------------------(5.1)

б) Произведение двух косинусоз
соз а с о 5 р =  +  »  +  «*< «-?> . (5.2)

• 2

в) Произведение двух синусов
. о соз (а — В) — соз (а 4- В) /г51П а  51П р = ---- --~ ^  •. (5.3)

2

УПРАЖНЕНИЯ

Вычислите, не пользуясь таблицами:
1. А =  31П 37°30' з т  7°30'. 2. А = соз 75° соз 15°.
3. А -  51 п 52°30' соз 7°30'.

Преобразуйте в сумму следующие выражения:

4. А -  соз ( а - - 2 - ) соз ( 7 + 7 }
5- А =  зш 10° соз 8е соз 6°.
6. А — соз Зх соз 5х соз 7х,
7. А =  51П X СОЗ Зх С05 4х.
8. А =  51П X 51П 2х 51П Зх 51*П 4х.
9* А =  8 51 п3 х  соз х. 10. А — 4 з т  х  соз2 х.

11. /4 =  16 31 п2 х  соз3 х. 12. А =  32 з т Б а  соз3 а .
Упростите:

13. А — 51П 4° 31П 86° — соз 2° з т  6° +  — з т  4°.
2

14. А — 2 соз 20° соз 40° — соз 20°.
15. А =  з т  2х +  2 з т  ^  — х^ соз ̂
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16. А =  соз 2х соз2 х    соз Ах — — соз 2х.
4 2

17. А =  соз2 5 +  соз2 1 — соз 6 соз 4.
18. Докажите: соз 20° зш 50° соз 80° =  —.

8

Вычислите без таблиц:
19. А =  соз 5° соз 55° соз 65°.
20. Л =  1й 20° 40° 60° 80°.
21. Представьте зшб а в виде многочлена верной степени от три

гонометрических функций углов, кратных а.
Докажите тождества: 

х 322. 4 соз — соз х соз — х — 1 4- соз х +  соз 2х 4- соз Зх.
2 2

23. ЗШ Зх =  4 51П X ЗШ (60° — х) 31П (60° +  х).
24. Зх -  а; (60° — х) (60° +  х).

25. 31 п2 а  +  соз (60° +  а) соз (60° — а) =

26. 16 5Ш 20° 51П 40° 51П 60° 51П 80° -  3.
л -7 л I л  \  • I  л  я п  З а27. 4 соз — — а з т  а = --------

\  6  )  \  3  /  51Р1 а
14 \ / 2 \  128. зш (л +  а) з т  I у  л -Ь 5*п ( ^  п +  а  ̂=  у  з т  За.

О т в е т ы

1. (У з — У Ъ  : 4. 2. 0,25. 3. (УЗ  +  У%  : 4.
4. (соз у  +  соз ( у  — • 0,5.
5. (зт  24° +  з т  12° +  зш 8° — з т  4°) : 4.
6. (соз 15х +  соз 5х +  соз 9х +  соз х) : 4.
7. (зт  8х — з т  6х +  з т  2х) : 4.
8. (1 +  соз 10х — соз 8х — соз 6х) : 8.
9. 2 з т  2х — зш 4х. 10. з т  Зх +  з т  х.

11. 2 соз а  — соз 5а — соз За.

12. 1,53т 2а — — з т  4а — — зт& х 4- — *зш8а.
2 2  4 __

13. 0. 14. 0,5. 15. ОД 1«. 0,25. 17. 1. 19. ,
16

20. 3. 21. (зт  5а — 5 з т  За +  10 з т  а) : 16.

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Примените формулу (5.3).
2. Примените формулу (5.2).
3. Примените формулу (5.1).
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4. Используйте формулу (5.2).
5. Произведение первых двух сомножителей преобразуйте в 

сумму.
6. См. пример 5.
7. См. пример 5.
8. Каждую пару сомножителей преобразуйте в сумму тригономет

рических функций.
9. Представьте данное выражение в виде 2 з1п х соз х 4 5 т 2 х , 

примените формулы удвоения и понижения степени.
10. Примените формулу для синуса двойного аргумента и преоб

разуйте произведение в сумму.
11. Выделите в данном выражении кв-адрат синуса двойного аргу

мента, затем примените формулу понижения степени для си
нуса.

12. Представьте данное выражение в виде 4 зт* а (2 з т  а  соз а)3, 
используйте формулу понижения степени и формулу удвоения 
аргумента.

13. з т  86° замените на соз 4° (по формуле з т  а =  соз (90° — а)). 
Используйте формулу синуса двойного аргумента. Произведе
ние синуса на косинус преобразуйте в сумму.

14. Преобразуйте произведение косинусов в сумму.
15. Преобразуйте произведение синуса на косинус в сумму.
16. Понизьте степень косинуса и выполните умножение.
17. Примените формулы понижения степени для косинуса и пре

образуйте произведение косинусов в сумму.
18. Преобразуйте произведение первых двух сомножителей в сум

му.
19. См. пример 5.
20. Замените 60° его числовым значением. Тангенсы выразите 

через синусы и косинусы соответствующих аргументов. Далее 
преобразуйте произведение тригонометрических функций в 
сумму.

21. Представьте з т 5 а в виде ( з т 2 а)2 з т  а. Применив формулы 
понижения степени, выполните действия возведения в степень 
и умножения.

22. Произведение косинусов преобразуйте в сумму (см. пример 5).
23. Произведение синусов преобразуйте в сумму.
24. Произведение тангенсов выразите через синусы и косинусы 

соответствующих аргументов. Далее см. пример 5.

25. Используйте формулу з т 2 а  =  1 ~  с°$ 2а- .

26. 5111 60° замените его числовым значением. Произведение осталь
ных сомножителей преобразуйте в сумму.

27. Левую часть умножьте и разделите на з т  а. Далее произведе
ние тригонометрических функций преобразуйте в сумму.

28. См. пример 5.
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1. Л -
соз 30° — соз 45°

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

2
Далее подставьте числовые значения косинусов.

^ д   соз 90° +  соз 60°
~ ~  2 ~  ’

8. А — 51п6° +  51. п  45 Далее упростите.

4. А =  ~  (соз (а  — — +  — +  •—) +  соз (а  — — — -■ — -̂У).
2 \  \  6 2 6 /  \  6 2 Ь I)

5. А =  -  (51П 18° +  51П 2°) соз 6° =  -  (зт  18° соз 6° +  з т  2° соз 6°).
2 2

Далее воспользуйтесь формулой (5.1).

в. А =  — (соз 8л:+ соз 2х) соз 7 х =  — (соз 8л: соз 7х +

+  соз 2а соз 7а).

Далее произведение косинусов преобразуйте в сумму.

7. А  =  — ($111 4х -1- 51П (—2х)) С05 4а =  — (з1п 4а соз 4х —2 2
— 51 п 2х соз 4а).

Далее примените формулу двойного аргумента, второе слагае
мое преобразуйте в сумму.

8. А  =  — (соз х — соз 3*) • ~  (соз х — соз 7х) =  — (соз2 х —2 2 4
—соз а соз 7х — соз Зх соз х +  соз За' соз 7а).
Далее понизьте степень косинуса, произведение косинусов 
преобразуйте в сумму и приведите подобные члены.

9. Л — 2 з т  а соз а 4 з т 2 х =  4 з т 2 а з т  2а =  2 (1 — соз 2а) х
X з т  2а =  2 $Ш 2а — 2 з т  2а соз 2а.

Далее примените формулу двойного аргумента.
10. Л =  2 соз а 2 $!п а соз х =  2 соз х $ш 2а.
11. Л =  4 5!П2 а  соз2 а  4 соз а  =  зш2 2а 4 соз а  =

=  2 51 п2 2а 2 соз а  =  (1 — соз 4а) 2 соз а  =
=  2 соз а  — 2 соз а  соз 4а.

12. Л =  4 81 п2 а (2 з т  а  соз а)3 =  4 з т 2 а  з т 3 2а =
=  2 51 п2 а 2 $ т 2 2а зп* 2а.

Далее примените формулы понижения степени, выполните ум
ножение и произведение тригонометрических функций преобра- 
вуйте в сумму.

13* А =  8111 4° СОЗ 4 °    (51*11 б° +  $Ш 4°) +  — 31П 4° =  ... .
2 2
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14. А =  2 • 1  (соз 60° +  соз 20°) — соз 20°.

15. А =  з т  2х +  2 • — / з т  (— — х  +  — +  +  5>п — х  — — —
2 \  \12 12 \12 12

— лЛ) =  зш 2х +  з т  ^  +  з т  (— 2л:).

Используйте свойство нечетности синуса и упростите.

16. А =  соз 2х 1 +  005 2х — С05 4* — 1  ео5 2х =  ~  соз 2х +  —8*2х —
2 4 2 2 2

1  ̂ 1 о соз 4х  со5 2х.
4 2

Далее понизьте степень косинуса.
. -  . 1 +  соз 10 , 1 +  со$ 2 соз 10 +  соз 2I /. /\ =  -----------  -}----------------------------------

2 2 2

18. Л =  1  (зт  70° +  511130°) соз 80" =  -  зш 70° соз 80° +
2 2

4- -  з т  30° соз 80" =  1 . 1  (зш 150° — з т  10°) +  -  • -  соз 80е.
2 2 2 '  2 2

Далее з т  150° замените через синус острого угла.
19. Произведение первых двух сомножителей преобразуйте в сум

му:

А =  1  (соз 60° +  соз 50") соз 65° =  60° соз 65° +
2 2

+  — соз 50° соз 65°.
2

Второе слагаемое преобразуйте в сумму. Далее при вычислении 
соз 15° представьте его в виде соз (45°—30°).

20. А  =  У З  81п20° 51П 40?^ п80° =  У З  (сов 20° — соз 60°) зШ 80° ^
соз 20° соз 40° соз 8(Г (соз 20'’ +  соз 60°) соз 80°

(
1 \

С05 20° 5111 80 ' —  —  5111 80° I

соз 20° соз 80° -|- — соз 80°

Далее снова преобразуйте произведение тригонометрических 
функций в сумму.

1 I * 2 . 12 1 .  з т ь <х =  ( з т 2 а ) 2 з т а  —  ( 1 — с о з  2 а )  ̂  з т а  =  —  з т а —
 ! ~ з т а  с о з  2 а  4 -  —  з т  а  с о з 2  2 а  =  —  з т  а —  ( з т  З а — з т  а )  4 -

2 4 4 4
+  - 3 1 П  а ( 1  + с о $ 4 а ) = - - з т  а —  —  з ! п  З а + —  з т  а + ~  $ т  ос с о з  4 а .

8 2 4 8 8
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Далее преобразуйте произведение тригонометрических функ
ций в сумму.

22. 4 соз — соз х соз— =  4е05 005 * соз х — 2 (соз 2х соз х +  соз2 х),
2 2 2

Далее произведение косинусов преобразуйте в сумму и понизь
те степень косинуса.

4 • • / л л о  \ * /С̂ г\о I \ 4 • с о з  2х СОЗ 1 2 023. 4 51П  X  51П (60 —  X) 51П (60 +  X) =  4 51П  X --------------------------------------  =

=  2 51 п х соз 2х — 2 з т  х соз 120°.
Далее произведения тригонометрических функций преобразуй' 
те в суммы и подставьте значение соз 120°.

(4 . I* х 1е (60° -  х) 1б (60° +  х) =  51 п * &1п (60° -  *> (60° +  х) -
СОЗ X с о з  (60э —  дг) с о з  (60° +  х)

1
  хт  х сое 2х 4- — зт  х

$т х (соз 7.x — соз 120*) : 2 2
соз х (соз 2х +  соз 120°) ; 2 1

соз х соз 2х — — сое х2

Далее произведения преобразуйте в суммы.

25. з т 2 а  +  соз (60° +  а) соз (609 — а) =  1 ~  003 +2
. соз 120° +  соз 2а

Н------------ ' ------- —.

Далее подставьте значения соз 120° и упростите.

26. 16 з т  20° з т  40° з т  60° з т  80° =  16 з т  20° з т  40° • з т  80° =2
=  8 ]/3  • -  (соз 20° — соз 60°) зю 80° =

=  4 / 3  (соз 20° з т  80° — 1 з т  80°).

Далее произведение преобразуйте в сумму и примените форму
лу приведения.

27.
А • ( П \ • ( П \4 зш а соз [ —  — а  зш —  — а  1\ е ) и  )

зш а

4 з т  а  3̂1п —  +  мп — 2а^| : 2 2 $1п а • 4* 2 з!п а  соз 2а

зш а 5111 а
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Далее упростите.

28. 51П (я +  а) 51 п 5Ш +  а^ =  — з т  а |соз

соз 2а — соз ~ | : 2 =

зш а  соз 2а — 5т а

~  2
Далее произведение преобразуйте в сумму.

КО Н ТРО Л ЬН О Е ЗА Д А Н И Е

1. Преобразуйте произведение в сумму:
4 з т  11° соз 69° з т  22°.

Докажите:
2. 8 соз 10° соз 50° соз 70° =  ]/*3 1о^4 4,

сс За3. 4 соз — соз а  з т  — =  з т  а  +  з т  2а 4- з!п За.2 2
- 51П2 Зх  С052 3 *  0  п4 . ------------------ =  8 соз 2х.

51П2 X С052 X

5. 2 31 п 10° 31 п 40° +  соз 50° =  У З : 2 1о§, 2.
6. 31П6 X +  СОЗ6 X =  I — — 31ГГ 2л*.

4
7. соя 20° соя 40° соя 80° — (!о§2 256)-1.
8. 1обг соя 20° +  1о§2 соя 40° +  1о§2 соя 80° =  —3.
9. 1§ 3° • 1§ (§ 6° • ... • 1ё 48 87° =  0.

10. 1оёл_ я т  70° +  1о _̂1_ 51П 50° +  1о§ | я т  10° =  3.
Т  Т т

О т в е т ы

1. соя 58° +  я!п 12° — соя 36° +  соя 80°.

— соя (2л +  2«)^ : 2 =  ят а  ̂



ЗАД АН И Е 6

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§  1. ФОРМУЛЫ СУММЫ И РАЗНОСТИ ОДНОИМЕННЫХ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

а) Сумма двух синусов
• л  • ос 9  (X —  651П а  +  51П 6 =  2 51П ——  СОЗ .

г  2 2

б) Разность двух синусов

• * о о * ос — Р а  4" Р  з т  а — з т  В =  2 з т  - соз ——.
1 2 2

в) Сумма двух косинусов

соз а  +  соз 8 =  2 соз А А  Соз АА),
^  2 2

г) Разность двух косинусов

Р л * ос 4- р . ос — Р =  — 2 51П —̂  5111------ .
2 2

д) Сумма двух тангенсов

,в а  +  (6 р -  ^  + »  ” .
соз а  соз р

е) Сумма двух котангенсов
. , , о 51П (а 4- р) **)

81Па31пР

ж) Разность двух тангенсов
1 , о з1 п (а — 9) **

соз а соз р

з) Разность котангенсов
^ г г а  з!п (р — а) **> с (§ а  — - . - а . /  .

5Ш а  51(1 р

*  Е с л и  с о з  а  Ф  0 ,  с о з  Р  Ф  0 .  
** Если зш а  Ф  0, з т  Р Ф  0.



УПРАЖНЕНИЯ

Преобразуйте в произведение следующие выражения:
1. А — соз (х — у) +  соз (х +  у).
2. А =  з!п (2х — 30°) — зш (2х — 60°).

3. А =  з т  (х +  +  соз (2х —
А сое (X -  у) -  соз (, +  у)  ̂ д Л  =  4843о +  1 е , 7о

сое (<: —  у) +  сое (х у)

6. А — <й (х +  30°) — 40 (х +  10°).

7. А = У3±40Х . 8. А = 1 + з т —.8

9. А =  1 +  з т  х +  соз х. 10. А =  1 +  соз х +  соз —.
2

11. А — 1 — 40 х +  зес х. 12. А — з т  40° — 2 соз 10° +  $ т  20°.
13. А =  К 3 — 2 51 п 2х. 14. А =  з т  х -Ь з т  у +  з т  (х +  у).

15 . Л =  — соз х — яп х' ^  +  созх +  з т х  40х.
51П X —  С05 X

17. А =  з т  х +  з т  у +  з т  г, если х +  г =  180°.
18. А =  3 — 4 соз 4х +  соз 8х — 8 соз4 2х.
19. А =  1§я х — 1§г х — 31§ х +  3.
20 А ~  5‘п2 (* +  у) — $'пг * ~  5'п2 У

51П2 (X +  У) —  С052 х  —  С0$2 У

21 . А = 2  з т  х з т  у соз (х — у) +  1 — зт* х — зт* у.

22. А =  соз2(х— 2у) — соз2 (х — —) — соз2(2у — л;.
2

24. А — соз2 +  а) — з т 2 (— +

23. А =  з т 2 (^р — 2х| — зш2 ( ^  +  2х

а).

25. А =  зш 2х +  соз Ах — з т  бл:.
26. А =  соз 5х 4* соз 8л: +  соз 9х +  соз 12х.

27. А =  1 + 1 0  (2 а - - - )  +  зес(2а + 1  л |.

О т в е т ы

1. 2созхсозу. 2. 2 з т  — со$(2х — —У 3. 2 з т  (— +  —1 соз —.
12 I  4 /  V 4 2 / .2

. . .  -  |Лз о  5Ш 20°4. 10x40 у. 5. ____ *—1 _____6. -------------------------- ——.
2 сое 43° сох 17° сое (х +  30°) сое (* +  10°)

2 51П (— * ± х )  _
7.  — 8. 2 с о ^ [ — — - У  9. 2 У 2 соз — соз( — — 5-)

соз* \  4 1 Су 2 \  2- 4 /
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л _  X (  X  п  \
— 2 2 СОЗ “Г  51П ( -т — —

А Х ( К \ П \  I х 71 \  II 2 \ 2  4 /10. 4соз—с о з — I соз) 1. П. -—  -------------------------- .
2 \  4 6 /  V 4 6 /  соях

12. — соз 10°. 13. 4 соз (—  +  х1зт(— — х \е14. 4 з т  ̂ А:о5-^ соз —.
1,6 / 1б /  2 2 2

15. 16. г ^ г с о з 2-  ̂зт^ х  +  : со&х.

17. 4 соз — соз — соз —. 18. — 8соз4х.
2 2 2

19. 4 У  2 з т  ̂ х — з т  ^х 4- з т  ^х----- ^ | : соз3 х.

20. —1§ х 1§ у. 21. соз2 (х — у). 22. 2 з т  х соз 2у з т  (2у — х).
23. — з т  4х. 24. — соз(45°-|-- 2а). 25. 4 соз 4х С05( ^  +  — *)•

26. 4 соз соз 2х соз 27. ]/!Г зт  (45° +  ос): соз а.

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Примените формулу преобразования суммы косинусов в произ
ведение.

2. Примените формулу преобразования разности синусов в про
изведение.

3. Используйте сначала равенство соба =  51П ^ - — а |,  потом

формулу преобразования суммы синусов в произведение.
4. Преобразуйте числитель и знаменатель в произведение.
5. Используйте формулу преобразования суммы тангенсов в про

изведение.
6. Используйте формулу преобразования разности тангенсов в 

произведение.
7. Замените УН  тангенсом соответствующего аргумента.
8. Замените синус косинусом дополнительного аргумента.
9. Преобразуйте сумму 1 +  соз х  в произведение, а з т  х развер

ните по формуле удвоения.
10. Представьте сумму первых двух слагаемых в виде произведе

ния, вынесите 2 соз — за скобки.2
11. Тангенс и секанс выразите через синус и косинус и выполните 

сложение.
12. Преобразуйте сумму первого и третьего слагаемых в произве

дение.
13 .'Вынесите за скобку коэффициент перед синусом, УЛ.

2
замените синусом соответствующего аргумента.
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14. Сумму первых двух слагаемых преобразуйте в произведение 
и к третьему слагаемому примените формулу двойного аргу
мента.

15. Двучлен соз х +  з т  х и з т  х — соя х  преобразуйте в произве
дение.

16. Сгруппировав последние два слагаемых, вынесите х  за скоб
ки, общий множитель (1 +  соз х) преобразуйте в произведение.

17. Сумму первых двух слагаемых преобразуйте в произведение. 
Учтите, что г — 180° — (л- +  у), и примените формулу приве
дения, а затем формулу двойного аргумента для синуса.

18. Выразите соз 8х через соз 4х по формуле двойного аргумента. 
Далее 8 соз4 2х выразите через со$ 4х с помощью формулы по
нижения степени.

19. Разложив данное выражение на множители способом группи
ровки, примените формулы для преобразования суммы и раз
ности тангенсов в произведение.

20. К последним двум слагаемым числителя и знаменателя приме
ните формулы понижения степени для синуса и косинуса. За
тем суммы косинусов преобразуйте в произведения.

21. Преобразуйте сумму последних трех слагаемых в произведе
ние, предварительно понизив степени синусов.

22. Применив формулу приведения, понизьте степень первых двух 
слагаемых.

23. Понизьте степень синусов.
24. Понизьте степень косинуса и синуса.
25. Разность синусов преобразуйте в произведение.
26. Суммы косинусов, взятых попарно, преобразуйте в произведе

ния.
27. Воспользовавшись свойством нечетности тангенса, примените 

формулы приведения.

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

« а о  X — У +  * +  У х — у — X — V1. А =  2 соз соз  --------—.
2 2

Л  ЗТ ЗТ ЗТ
2х — — — 2х +  —  2х — —  +  2х — — ̂ ' 3  6 ^  32. А =  2 з т -------------------- соз-----------------------.

2 2
3. А — 51П +  5Ш^— 2х 4- =

я Зя я Зя
о . х + т  + т ~ 2х х + т  + 2х~ т— 2 51П----------------------СОЗ---------------------- .

2 2
„ . X —  у +  х +  у - х У *  У

—  2 51Г1 ---------------------------- 51П
А Л  2  2  —  5ТП X  $|Я — у )Т• л\ —= " ' " “ «

X — У +  * +  у х — у — X — у СОЗ X соз (—у)
Я С05 ----------------------  со з------------ ------------
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5 Л  =  5 ' п ( 43 ’  +  , 7  >
СОЗ 433 СОЗ 17°

6. А =  18 (х +  30°) — {§ (* +  10°) =  з т  (* +  30° -  < -  1_сд_
соз (х +  30°) соз (л: +  10 )

7. А =  У З  ±  х =  — ±  Далее см. примеры 5 и 6.з
8. А =  1 +  5т-|- =  * ‘̂ "с05(-2-----у)* ^ алее пРимените формулу

1 +  соз а  =  2 соз2 — ^  2

9. А =  2 соз — (соз — +  з т  — 2 соз — (соз — +  соз (—-----—^  =2 \  2 2] 2 V 2 \ 2 2 //
X  Л  X  х  п  X

п . х о У  4 ' 2 — 2 2 2 +  2=  2 соз — л2 соз  ----------------- соз2 2 2
10. А —  2 с о з 2 —  +  с о з  —  = =  2 с о з  — ( с о з — V

2 2 2 \ 2 2 ]

Далее замените косинусом соответствующего аргумента.
,  З Ш Х  .  1  С О З  X  —  5 1  п  X  +  I  „  л11. А — 1------- - Н  ------------- —. Далее см. пример 9.

С О З  X  соз X  С О З  X

12. А  =  з т  40° —  2 соз 10° +  з т  20° =  2 з т  30° соз 10° —  2 соз 10°.

13. А — 2 — 51П 2х\ — 2 5̂1П-̂ ----51 п 2х|.
1 л л о • х У X —  У . о : *  +  У * “Ь У14. Л =  2з1П——  СОЗ   +  2 51П —— соз - =

2 2 2 2
о  • х  4 - у /  х  —  у .  *  +=  2 з т —1— соз— - +  соз—2-=- .2 V 2 2 )

Далее сумму косинусов преобразуйте в произведение.

• лт . - X  У 2 — / 2  51Пд  =  \  2 — (с°5 * + 51п х) _ _  у 4 /  _
з т  х — соз х У̂ 2 31П х̂

/ Г ( |  - Я П  ( <  +  7) )  ^  I С05 ( ДГ̂

"  ч ГУ 2 з1п [ х — — ) з т  | х

Далее воспользуйтесь свойством четности косинуса и примени-
1 — соз а  , ате тождество —  =  ц*—.яма 2

16. А =  (1 +  соз х) 4- х (1 +  С05 х) =  (1 +  соз х) (1 +  х) — 
=  2 соу* ^8  -5- +  1^А

Далее сумму тангенсов преобразуйте в произведение.
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17. А =  2 з т  соз 4- 5щ (180° — (х +  у)) =
2 2

=  2 81П Ц+_Усоз * ~  У _|_ 51П (лс +  у) =  2 8Ш С03^ ~  ̂  -+-
2 2 2 2

п . х +  у * +  У о • * +  У / х — у .  X +  у\+  2 81П — - СОЗ —— - =  2 51П-----   СОЗ-------- Ц- СОЗ------- ).2 2 2 \ 2 2 /
Далее сумму косинусов преобразуйте в произведение. Затем 
вместо х  +  у подставьте 180° — 2 .

18. А =  3 — 4 соз 4л +  2 со52 4* — 1 — 2 (2 соз2 2л:)2 =
=  2 — 4 соз 4л; +  2 соз2 4л — 2(1 +  соз 4л)2.

19. >1 =  дс (1;§ х — 1) — 3 (1« х — 1) =  (1е* * — 3) (1§ — 1)=
=  (1б х — 1) ((§ х +  УЪ) (1§ х — УЪ) =  х ~  7 ) ( 12 * +

п
ЗШ I X —  ----  I 81П

+  1е ^ ) ( » е « - 1е | ) - ~  — ________^  х

ЙЛ ( ' -  т )

СОЗ X СОЗ —  СОЗ X СОЗ
4 3

п
СОЗ х соз —

V

20. Л =

соз -4- соз 2у 
з!п* (х +  у) — 1 + ----------- -----------

соз 2л +  соз 2у 
51*П2 (X 4* у) — 1 — ----- 2

— СОЗ2 (Л +  у) 4- СОЗ (х 4 - у) соз (л — у) __

— СОЗ2 (л 4- у) — СОЗ (л 4" у) СОЗ (х — у)
  — СОЗ (х 4 “ У) (соз (л +  у) — соз (л — у))   —  2 з!п X 51П у

— СОЗ (л 4" у) (СОЗ (л 4" У) +  СОЗ (х — у)) 2 соз л соз у

л 4 л о  • • / ч I 1 1 —  соз 2л I — соз 2у21. А — 2 з т  х  зш у соз (х — у) 4- 1 ------------------------------ =
у 7 2 2

о . , ч : соз 2л 4- соз 2у=  2 з т  х з т  у соз (х — у) 4---------- 5------ — —2
о  • * / ч , 2 соз (л 4- У) соз (л — у)=  2 51П X зш у соз (х — у) 4---- 1---- — —

2
=  соз (х — у) (2 з т  х з т  у 4- соз (х +  у)) =
=  СОЗ (х — у) (2 31П X 51П у 4“ СОЗ X СОЗ у — ЗШ X 51П у).

22. А — ' -+  со$ 2-<х ~ 2У). _  51п* х -  соз2 2у =  1  +  с-03-2(х ^  -
2  7  2 2

1 . соз 2л « г» соз 2 (л — 2у) 4- соз 2л о о 4( ------------ СОЗ2 2у =  -----   !------------ соз 2у =
2 2 2

=  _2соз(2х-2у)_со5_ 2 ^ _ соз2 2у =  соз 2у (со$ {2х —2у)—соз 2у) =
2

=  С08 2у (—2) 81П X 81 п (х — 2у).
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1— еое 2 { —  —  2х) 1 — сое 2 / —  4- 2дсУ ■■ ' „

23. А = -----------у ------- ---------------4~~---------=  (с05 2 ( '^ '+  %х \ —

Разность косинусов преобразуйте в произведение.

24. А =
1 -Ь ео$ 2 ( ^  +  о4 1 —  С05 2 +  а

2

соз 2 +  сх| +  сох 2 +  а

Сумму косинусов преобразуйте в произведение.

25. А — 2 соз 4л: з т  (—2х) +  соз 4л: — 2 соз Ах ^  — з т  2л:̂ .
Далее, введя вспомогательный угол, выражение в скобках пре
образуйте в произведение.

п/» а о 17* 7л . п 17* * п 17*/ 7* . *\26. А =  2 соз — соз------ Ь 2 ео$ —  соз — =  2 соз —  [ соз — +  соз —).2 2 2 2 2 \ 2 2/

Далее сумму косинусов преобразуйте в произведение.

27. Л -  1 - < 8 ^  -  2а) +  — ------   =  1 - с 1 * 2 а  +
со* ( у  +  2а]

+  _ Д _  =  +  1 +

81 п 2а 51 п 2а еш 2а 51п 2а

Далее, введя вспомогательный угол, сумму преобразуйте в 
произведение.

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

Преобразуйте в произведение:
I. 1 +  10 а  +  зес а . 2. зт* а  — 0,75. 3. 1 — 3 10я а.
4. Докажите, что если А, В и С — углы треугольника, то

51П* А  +  81П2 В +  81П2 С — 2 =  2 СОЗ С08 С08 С.
5. Определите вид треугольника, если з т  +  з т  =  и

✓ч /V Лч

соз А +  соз В =  1, где А и В — величины углов треугольника.
Докажите:

6. 10 9° — 10 27° — 10 63° +  10 81° =  4.
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7 .  з ! п  а  з т  ( Р  —  у )  с 0 8  ( ®  +  Р —  V )  +  8 >п  Р 8 *п  ( У  —  а ) X
X соз (у +  а  — Р) +  8*п У 8*п (а  — Р) соз (а Р — у) =  О

8. 18 а  18 Р +  Р У  +  У  а  =  1, е с л и  а  +  Р +  V =

9 .  а  “  с * ё  Р —  с * б  У =  а  с * 8  Р с 1 е  V »  е с л и  а  +  р  4- у =

О т в е т ы
а . / а я \

2 К !2 С05 ■ з т  ( —  4  - - 1  ,  .
< 2 \  2 4 /  о ; /  I я \  /  я \1 . ---------------------—. 2. 5ш [сН — ] • з т {а ----------------.

со$а \  3 /   ̂ 3 У



ЗАД АН И Е 7

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. ПРОИЗВОДНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Пусть задана некоторая функция у =  /  (х). По определению 
Ажу —  Нш —. В дальнейшем будем пользоваться следующими фор-

Дх-»0 Д у
мулами:

у =  зш х; у '  —  соз ; (7.1)
у =  соз л; у' =  —81 п х; (7.2)
У =  Ъ У  =  — (7-3)С082 ж
у =  с !ё*; У' —  — (7-4)

51112 Ж

У — л (*) +  /г (х); у ' =  /*! (х) ±  /г (х); (7.5)
у =  ц • о; у' =  ц'о +  по'; (7.6)

и / ы'и — «у' -учу =* у' = ---- -— ; (7.7)

У (*) =  / (ф (х))‘, у' (х) =  /' (ср (х)) • <р' (х); (7.8)
цт  =  1. (7.9)
*->0 л

§ 2. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Функция, обратная синусу, называется арксинусом

У =  аГС51П2:=^51П у =  х — — <  ЗГС81П х <  — .7 у 2 2

Функция, обратная косинусу, называется арккосинусом 
у =  агссоз х =>- соз у =  ж 0 агссоз х  ^  зт. 

Функция, обратная тангенсу, называется арктангенсом

у =  агс!§ х = г - у  =  х _  Л. <  агс{§ х <  Л-.
« А

Функция, обратная котангенсу, называется арккотангенсом 

у =  агсс!§ х =р- с!§ у =  х 0 <  агсс!§ х <  п.



УПРАЖНЕНИЯ

Найдите производную функции:

1. у =  зш4х. 2. у =  зт*2х. 3. у =  соз IV

4. у — соз (х2 — Л-|. 5. у =  з т  3 соз2 Л.

в. у =  3 Ы  Л -— х  ̂4 - с*^ 2х.

7. у — -1СЛ. 8. у — (х3 — 5х) с(§ Зх.
8 | 'Л 8  X

9. Из данных функций выберите возрастающие и убывающие:
а) у =  3 зш ^х — ЛЛ +  5х — 1;

б) у =  -  ̂х — соз х +  4;
в) у =  Зх — соз 2х +  з1п х +  5;
г) у == з т  Л — 2х;
д) у =  3 соз х — 2 з т  х — 5х.

10. Напишите уравнение касательной к графику функции:
Яа) у =  з т  2х в точке с абсциссой —;

б) у =  х  в точке с абсциссой —;
4

в) у =  с1цЛ в точке с абсциссой
2 2

11. Найдите вторую производную следующих функций:
а) у =  з т  2х; в) у =  1^ Л -  — 2х);

б) у =  соз^х ЛV г) у =  с1е 0 — х).

12. Проверьте, что функция у =  Сх соз 2х +  С2 зш 2х обращает 
равенство у" -(- 4у =  0 в тождество.

31 п 2х13. Какая из функций у =  з т х — х  ; Н 1 и у =  з т  х 4-
+  х2 +  1 обращает равенство у "+  у '1^ х =  з т  2х в тождество?

14. Вычислите предел:
а) Иш$1п 2х; г)

я  х — 0 9х
*** 2

б) Нш  Д) Ш п ^ ;
я  2  х-+о зш 7х
2

в) Н т /соз/х — 2 з т  (х 4- 7 -)); е) Пт 4 ^ ^ ;
^ я \  \  4 /  \  4 / /  ^ л $ ш 1 1 х

4
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\ /1 . \ 4 яд: , 1 — со*тдг . 1ддг— $шдж) п т (1 —л)х§ —; з) пт —-----------; и) пт

18. з т  | — агссоз-М — —.
2 / 2

ДГ-.1 2 *-.() *а Л-.0 Ха
Вычислите:

15. зш^агссоз^— — а г с ^ (—

16. соз ̂ агсс1§ (— 1^3) +  агс!§ (— ] / 3 ) +  агсзт -М.

17. 10^агсзт^  12* ) +  агссоз(— -М +  агс1^1

Докажите справедливость следующих равенств:

‘"(•5

19. — агс1§ 1 +  — агссоз — — — а г с ^ ^ З .
3 4 2 2

20. Из истинности высказывания з т —-л  =  следует ли

истинность высказывания: агсзт ]-3 =  — ?
2 3

21. Вычислите з т  (агссоз 0,6).
22. Докажите, что $ т  (агссоз х) =  У 1 — ха.
23. Чему равен (агсзт х)?
24. Определите с1§; (агссоз х).
Вычислите:
25. 51П (агсс!^ *)♦ ? 26. соз (агс!§ х).

27. со5^агс5ш^— -1^. 28. 1§^агссо5^—

29. соз^агс!^— 30. с!§^агс$т^—

31. $1П (агсс!^ (—2)). 32. соз (этсс(8 ( - | ) ) .

33. з т  (агсзт — -Ь агсзт—V 34. соз(агс8т(— —\  4- агсзт —V 
\  13 1з; \  I 1 3 / ^  5 /

35. 1е(агс1ё-^ — агс»^-^. 36. соз ( а г с с !^  +  агсс*^—

37. з т  ^2 агсзт у  V 38. з т  (2 агс1& 3).

39. з т (2 а г с ! § а г с с о з

40. Представьте агсзт — в виде арккосинуса.5
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41. Представьте агсзт -Ц в виде арккотангенса.

42. Представьте агс^б— в виде арксинуса.
3

43. Выразите ——  агсзт 0,2 через арккосинус.
2

44. Выразите — — агссоз — через арксинус.
2 3

Проверьте справедливость следующих равенств:
. 9 4 . 8 445. агсзт  агссоз — — — агсзт — .

41 5 205

46. агссоз — +  агссоз [ — -М =  агссоз (— — V
2 \  7 )  I 14)
1 1 3247. 2 агс»2 — +  агс1§ -  =  агс1§ —.
5 4 43

9 448. Представьте агс!§ — +  агссоз у  в виде арксинуса

1 349. Чему равен угол агсзт — +  агс$1п —?
50. Докажите, что агс{§ 1 +  агс!{* 2 +  агс!^ 3 =  л. 

Вычислите:

61. агсзт ^з т^— 62. агсзт ̂ з т ^ г Л

53. агссоз ̂ соз яV 64. агс1§ (1§ (— ЗОЮ0)).

55. агсзт ̂ соз 66. агссоз ^ зт  ̂

О т в е т ы

1. у' =  4 соз 4х. 2. у '  — 6 з т 2 2х соз 2х. 3. у' — —

4. у ' =  — 2х51П  V 5. =  — 5111 х.

с ../ 3 10с<е*2дс п  3$1п.сь. у = ---------- --------- ;--------- —— ~ • 7. =
С082 X

* - * )

$1Па 2л СОЗ4 X

8. у' =  (З*2 -  5) с!б 3* -  - 3-—~ 5- - .
31П* ЗЛ

9. а) Возрастающие функции а), в);
б) убывающие функции г), д).



Ю. а) у =  — 2х +  я; б) у =  2х — у  +  1; в) у =  — * +  у  — 1.

11. а) у" — — 4 з т  2ж; б) у" =  — соз -

8з1п(-^“ — 2лА
V // \ 4 / \ 2 сок (1 — х)

в) у =  — — 1 г) у = -----!------, /Я  \ * 8)Па(1 —
СОХ3 ! — -  —  2 * 1  '  '

.  5Ш  2 х  . .13. у =  51П X — X  1- I.2
14. а) 0; б) — 1; в) — 1; г) Л; д) Л; е) — ж) —;

9 7 11 я

з) и) I .  15. 0,5. 16. — 0,5. 17. — (2 + / 3 ) .
2 2

20. Нет, так как — >  21. 0,8. 23. -  *— . 24. х
3 '  2   У Т ^ ? '

25. *-—  26. -г 1 27. И Х  28. —КТб. 29.
/ 1  +  ха У \  +  ** 3 у 4 3

30. — К15. 31. I X .  3 2 .  Л = . 33. 1. 34. —. 35.
_5 У 113 65 9

зе . — —. 37. У Х .  зв. 3 9 .1 Х _ И Х .
65 49 5 5 20

яп - 4  3 , ,  . 1 2  ,  540. агсзш— =  агссоз—. 41. агсзш — =  агссщ —.
5 5 13 12

4 4 242. агс1й — =  агсзш —. 43. агссоз0,2. 44. агсзш—.
* 3 5 3

45—47. Равенства справедливы, так как равным значениям моно
тонной функции соответствуют равные значения аргументов.

48. агсзш — . 49. агссоз2К*4"Х-.3 .. 51. — —. 52. — —.
205 12 7 10

53. - я .  54. 50°. 55. —. 56. -  л.
5 18 14

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Воспользуйтесь правилом (7.8) дифференцирования сложной 
функции и (7.1).

2. Дифференцируйте эту функцию сначала как степенную, потом 
как синус аргумента 2х.

3. Воспользуйтесь правилом (7.8) дифференцирования сложной 
функции.

4. Примените формулу (7.8) и не забудьте, что производная по
стоянной — равна нулю.
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5. Учтите, что з т  3 постоянная величина. Воспользуйтесь форму
лами (7.8) и (7.2) и учтите, что з т  '“ Соз—- =  .

6. Воспользуйтесь правилами (7.3), (7,4), (7.5) и (7.8). Учтите» 
что ---=  —1.

7. Предварительно упростите функцию, выразив тангенс через 
синус и косинус, и представьте ее в виде степенной функции. 
(Можно бы было дифференцировать и как частное.)

8. Воспользуйтесь формулой (7.6).
9. Функция возрастающая, если ее производная положительная, 

и убывающая, если ее производная отрицательная. Производ
ная в отдельных точках может обратиться в нуль.

10. а) Уравнение касательной ищите в виде уравнения прямой с
угловым коэффициентом у —кх +  Ь, где к =  / ' (х0) найдите 
из того, что точка (*<>, /  (дс0)) лежит на прямой.

б) См. пример ДО а).
в) См. примеры 10 а) и 10 б).

11. а) Воспользуйтесь формулами (7.1), (7.2) и (7.8).
б) См. пример 11 а).
в) При дифференцировании сложной функции учтите, что

( т - 2* ) '— 2-
г) Учтите, что (I — х)' =  —1.

13. Учтите, что 1 +  соз 2х =  2 соз2 лг.
14. а) Воспользуйтесь непрерывностью синуса.

б) Тангенс в точке — непрерывен.
в) Воспользуйтесь непрерывностью синуса, косинуса и разно

сти непрерывных функций.
г) Воспользуйтесь (7.9).

д) Представьте дробь в виде частного двух дробей
8Ш 7х

вида и воспользуйтесь теоремой о пределе частного.
А

е) Чтобы можно было воспользоваться (7.9), нужно, чтобы 
аргумент синуса стремился к нулю при х  -+ л .  Поэтому,

, ^ з1п 2дспользуясь формулами приведения, запишите дробь  ------ =>
8Ш Их

=  ~  5!” *2л ~  2х*. Далее см. пример 14 д).
5Н1 ( 1 1 я  —  И * )

ж) Выразите тангенс через синус и косинус и соз — * пред-2

ставьте в виде з т (л п \
-------------X I

2 2 )
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з) Воспользуйтесь равенством 1 — соз тх =  2 з т 2 — х.2

и) Выразите тангенс через синус и косинус.
15. Воспользовавшись тождествами агссоз (—х) =  п — агссоз х  и 

агс1§ (—х) =  —агс1§ х 9 вычислите и подставьте значения арк- 
функций.

16. Воспользовавшись тождествами агсс!^ (—х) =  я  — агсс1§ х  и 
агс1§ (—х) =  —агс(§ х , вычислите и подставьте значения арк- 
функций.

17. См. примеры 15 и 16.
18. Вычислите и подставьте значения аркфункций.
19. См. пример 18.

20. Учтите, ч т о  <  агсзт х <  —.2 2

21. Обозначив агссоз х  через а , примените определение арккосинуса 
Синус выразите через косинус.

22. См. пример 21.
23. Обозначив агсзт х  через а, примените определение арксинуса. 

Далее а  выразите через з т  а .
24. Обозначив агссоз х через а , примените определение арккосинуса. 

Далее а  выразите через соз а .
25. Обозначив агсс^б х  через а , примените определение арккотан

генса. Затем 31 п а  выразите через с1д а .
26. Обозначив агс1§ х  через а , примените определение арктангенса, 

затем соз а  выразите через а.
27. Воспользуйтесь тождеством агсзт (—х) =  —агсзт х и свой

ством четности косинуса. Далее, обозначив агсзт — через а ,з
примените определение арксинуса.

28. Примените тождество агссоз (—х) =  л  — агссоз х. Восполь
зуйтесь периодичностью и нечетностью тангенса. Обозначив

1агссоз — через а  и применив определение арккосинуса, выра- 
4

зите 1§ а  через соз а .
29. Воспользуйтесь тождеством агс1§ (—х) =  —агс1§ х и свойством

з
четности косинуса. Обозначив агс!§ — через а , примените оп-

ределение арктангенса и сое а  выразите через а.
30. Используйте тождество агсзт (—х) =  —агсзт х  и нечетность

котангенса. Обозначив агсзт--- через а  и применив определе-

ние арксинуса, а  выразите через з т  а .
31. Учтите тождество агсс1^ (—х) =  я  — агсс1§ х и используйте 

формулу приведения для синуса. Обозначив агсс!^ 2 через а
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и применив определение арккотангенса, выразите з т  ос через
а .

32. См. пример 31.
е |2

33. Обозначив агсзт — через а , а агсзт — через р, примените оп
ределение арксинуса. Далее примените формулу для синуса 
суммы.

34. Используйте тождество агсзт (—х) =  —агсзт х. Далее см. 
пример 33..

35. Обозначив агс!§ — через а , агс1§ — через р, примените опре-
2 4

деление арктангенса» Используйте формулу для тангенса раз
ности двух аргументов»

36. См. пример 35.
37. Обозначив агсзт через а  и применив определение арксинуса,

используйте формулу двойного аргумента для синуса.
38. См. пример 37.

1 339. Введя обозначения агс*ё — =  а, агссоз — =  6 и воспользо-
2 4

вавшись определением аркфункцйй, примените формулу для 
синуса разности двух аргументов. Далее примените формулы 
двойного, половинного аргументов.

440. Обозначив агсзт — через а  и воспользовавшись определением
5

арксинуса, найдите соз а . Далее воспользуйтесь определением 
арккосинуса.

1241. Обозначьте агсзт — через ос. Воспользуйтесь определением арк
синуса, определите з т  ос. Далее с1& а  выразите через з т  а.

42. Пусть агс1§— — а. Воспользуйтесь определением арктангенса
5

и выразите синус через тангенс.
43. Примените тождество агсзт х  +  агссоз х =  —.2
44. См. пример 43.
45. Используя определения аркфункцйй, установите общий проме

жуток, в котором заключены левая и правая части доказывае
мого равенства. Затем, подобрав тригонометрическую функцию, 
монотонную на этом промежутке, вычислите ее для аргументов, 
равных левой и правой части.

46. См. пример 45.
47. См. пример 45.
48. См. пример 45.
49. Найдите промежуток, в котором находится искомая сумма, и 

представьте эту сумму в виде аркфункцйй, для которых найден
ный промежуток является областью изменения. Далее см. при
мер 45.
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_ л
60. Замените агс1§ 1 через — и докажите равносильное равенство 

агс1§ 2 -1- агс1§ 3 =  — я.
4

51. Примените тождество агсзш (зт  х) «  х % ^

52. Представьте з т  в виде синуса аргумента, заключенного

в промежутке ^— -5-; , для чего используйте формулу при
ведения. Затем примените тождество агсзш (зт  х) =  х 9 спра
ведливое в этом промежутке.

63. См. пример 52. Примените тождество агссоз (соз х) =  х 9 спра
ведливое при 0 <1 х  ^  я .

54. 1§ (—3010°) представьте в виде тангенса угла, заключенного 
в интервале ]—90°, 90°[, на котором справедливо тождество 
агс1{* (1§[ х) =  х . Для этого воспользуйтесь свойством нечет
ности и периодичности тангенса.

55. Представьте соз — в виде з т { — — —} и примените тождество
9  ̂ 2 9 у

агсзш (з1п х) =  х , справедливое при — — ^  х  ^  .
2 2

56. Воспользуйтесь равенством з т  ^ =  со8^  ‘̂ ' 7"] и Т0Ж' 
деством агссоз (соз х) = х ъ интервале [0; я].

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

1 . Согласно формуле (7.1) производная синуса равна косинусу 
того же аргумента, но аргумент косинуса не х 9 а 4х9 поэтому 
нужно дифференцировать по формуле (7.8) у ' =  соз 4х • 4.

2 . Сначала дифференцируйте как степенную функцию, получите 
3 з т 2 2х и умножайте на производную з т  2х. Имеете

у' ~  3 з т 2 2х соз 2х 2 .
3. По формулам (7,2) и (7.8) у' =  — з т  ^  +  1 ̂  • у .  При диффе

ренцировании — +  1 воспользовались формулой (1.5) и учли,2
что производная постоянной равна нулю.

4. Согласно формулам (7.2) и (7.8) у' — —зт^ х * — • 2х.
5. Вынесите постоянный множитель $ т  3 за знак производной и 

продифференцируйте сначала степенную функцию, потом коси-
х  • х [ х \  1нус и наконец — : у' =  з т  3 - 2 соз — I — з т  — 1 • —.2 2  ̂ 2 1 2

6. Производная суммы равна сумме производных, поэтому
у' =  (з 1§ ( у  -  х))' +  (с1§* 2ху. В первом слагаемом 1ККТОЯ1Г
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ную 3 вынесите за знак производной и учтите, что — х\ =»
=  —1. Второе слагаемое дифференцируйте сначала как степен
ную функцию:

У' = -----• ( - 1 )  +  • ( - ^ г - )  • 2.
/  Я  \  \  5 1 П 2  2х)

005 \  з *)

7. -^3 * — — ^—  =  —-— — (соз х)-3. Теперь продиффе-
51П® X С05® X М П ®  X СОЗ® X

ренцируйте эту сложную функцию как степенную у' =
=  —3 (СОЗ х)-4 (—5Ш х).

8. Дифференцируйте как произведение и учтите, что с1§ Зх есть

сложная функция: у '= (3ха— 5) с1§ Зх -|- (х8—5х)  ̂  ̂ —|  • 3.

9. а) Производная функции у =  3 з т  /х  — 1 +  5х — 1 равна

у' =  Зсо$ ^х— + 5 .  Так как соз^х— | ^ 1 ,  то

у' =  3 соз ̂ х — 1 -{- 5 >  О везде на множестве /?, Аналогич

но ДЛЯ фуНКЦИИ у = Зх — СОЗ 2х +  51П х +  5
у '= 3  +  2 51 п 2х +  соз х >0, так как | з т  2х| ^  1 и | соз х | ^  1.

?хб) Функция у — 31 п ‘ 2х убывающая потому, что ее произ-2
1 хводная у' =  — со з  2 <  0 при любых х  ̂  /?. Аналогично
2 2

функция у  =  3 соз х — 2 з т  х — 5х убывающая, потому что 
у' =  —3 зш х — 2 соз х — 5 < 0 .
Функция же у =  х — соз х +  4 при некоторых значениях х
возрастает, при других убывает, так как ее производная у' =  
=  у  -{- 31П х может принимать как положительные, так и от
рицательные значения.

Я10. а) Уравнение касательной у =  кх +  Ь, к =  2 соз 2 • — =

=  2 соз л =  —2, точка Л10 с координатами х0 =  -у и у0 =*

=  з т  2 * — =  51п я  =  0 лежит на касательной, следовательно,2
координаты Л!0^~-; 0^ должны удовлетворять уравнению каса-

Я  . - гтельной. Поэтому 0 =  —2 Ь=^Ь — п. Таким образом ура-2
внение искомой касательной у =  —2х +  я;
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б) к = — =  2;Л!в(^-; т. е. 1|, поэтому
С05®-----

4
1 = 2 - - +  Ь ^ Ь =  1 —

4 2

в) к = --------   =  —1; М0(— \ IV поэтому — 1 =  —
28!п244

^ Ъ  = — — 1.2
11. а) По формулам (7.1) и (7.8) у' =  соз 2х • 2. При дифференци

ровании полученной функции получите у" =  2 (—з т  2*)-2.
б) См. пример 11 а).

в) у ' = -------- !--------- (—2). Для повторного дифференцироеа-
С05* т Ч

ния можно пользоваться правилом дифференцирования ча
стного, но лучше представить функцию у ' (х) в виде степен

ной: у' =  —2 ^соз ^ —  2х^) .

Тогда у" = (—2)- (—2) ^ с о з^ —  2 х || — з т  ^  — 2х || х

8 51п ( — — 2*')
X (— 2) =  — '

СОЗ8
( т - 2 *)

г) у' = --------------- •(—1). Представьте у'(х) в виде степенной
5Ш*(1 — х)

функции: у '=  ( з т  (1 — х))-2 (см. 11 а).
12. у '——2С1 51(1 2х +  2С2 соз 2х и у"= —4Сг соз 2х— 4С2 з т  2х. 

Подставьте найденные первую и вторую производные функции 
в равенство у" +  4у =  0 и убедитесь, что получится тождество.

13. Для первой функции у' =  соз х — 1 — соз 2х, у”——з т  х  +  
+  2 з т  2х. Подставьте в равенство и получите —з т  х +  
+  2 81(1 2х +  (соз х—1 — сое 2х) 1 б * = 8 *п 2х. Так как
1 +  соз 2х=2 соз2 х, то —з т  х +  2 з т  2х+(соз х—2соз *х) х

•

X =  31 п 2х и — з т  х +  2 з т  2х +  (1 — 2 соз х) з т  х =соз X
*= 31П 2х=> 31П 2х =  51 п 2х.
Так как 2 з т  х  соз х =  з т  2х.
Для второй функции: у'  =  соз х +  2х; у* =  —з т  х +  2 
Подставив в равенство, получите—з т  х  +  2 +(соз х+2х) 1§л;=» 
=  51 п 2х. Тождества нет.

1 8



14. а) Нт зш 2х =  з т  2 • — =  0.
п 2

*— 7

б) И т (с о з /х -  ^ _ 2 5 1 п( х +  ^ ) )  =  с о з ^ - ^ - 2 з т ^  Ь
Л

* - т

+  Т ) =  1 — 2 - —1.
ч $ т 4 х  т 4 з т  4х 4 $1п4лг 4 ,г) 1ип — Н т -----------— — Пт - —  =  ~ • 1 .

х-+о 9* х-*о 9 Ах 9 *_>о 4х 9

Учтите, что аргумент синуса (4л:) и знаменатель дроби должны 
быть одинаковыми, только тогда верно равенство (7.9).

ч т-г * 51П 5 $!п5х $1п7лд) Представьте дробь в виде: ------ =  —--------- :  , наидите
з т  7х 7 5х 7х

предел частного.
е) Н т ^  д  - И т ^ -а .(Л ^ 9  ^  „ 1 ,  См. 14 д).

х^я^т И* х->л51п11(л — х) 11

(1 — X) 5Ш ^ г х

ж) 15т (1— х) — х =  П т ------------------=  П т з т — х х
Х~+\ 2  Х-+1 Л  х -* \  2

С О З X2

X  Н т  — - —  1 • 1 1 т - - - - - -- - = Н т  1 2
х-И л

с<* " Л 51п ( у  -  7 * )  ^  &‘П( 2 2 *
Я я \  я

= т 
2 $ 1 П 2  X

з) Ит 1 — со$тх — Нш —  =  Нт —
х -► 0 ^  х 0 Л “5 х —► о 2ж *

2 х-*о \ /н 
2\ — X

и) Пт
5Шх(— — Л

\%Х  з !п  X =  И т  _ _ \С 0 5  X }   ] 1 т 5ШЛГ 1______ 1 С05 АУ

х-*0 *->о я5* х->0 л соз л: X*
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15. зш | агссоз^— ^  — агс1ё^— —?=)) =  з т ^ я  — агссоз +

+  агс‘8 р ? ) = 8'п ( " _ Т  +  т )
Далее примените формулу приведения.

16. соз ||агсс{§ (— У^З) +  агс1§ (— У3) 4- агсзт -М =  соз^я —

—  агсс1§КЗ —  агс1§ У З  +  агсзт -М  =  соз Л|р —  -у  +  -2-).

17. 1д ̂ агсзт 1 +  агссоз^—  у )  +  агс*§ *) =  ^  ( —  агсзт ̂ у -)-Ь  

+  „  - а г с с о з }  +  агс1§ 1) -  1в (— }  +  у  +  } )  =  Ц у  +  у ).

Далее примените формулу для тангенса суммы.

18. я п ( }  а г с с о з } ) - ^ } . } ) .

- Л 1 1 1 , 1  1 1 я . 1 я я , я  я19. — агс1е 1 Н агссоз — =  —------  — — — —  — —.
3 4 2 3 4  4 3  12 12 6
Аналогичными вычислениями убедитесь, что правая часть 
также равна

20. Нет, так как Ц  > - | ,  а _ Л .  <  агсзт ^  <  -у.

21. Пусть агссоз 0,6 =  а , тогда 0 а  ^  я , соз а  =  0,6;
зш (агссоз 0,6) =  з т  а  =  У 1 — соз® а  =  У 1 — (0,6)®.

22. Пусть агссоз х — а , тогда 0 ая, соз
з т  (агссоз х) =  з1п а  =  У 1 — соз2 а.

23. Положим агсзт х  =  а , тогда — — <  а  ^  , з т  а  =  х,
2 2

4 , _ з т  а  51п а(б (агсзт х) =  10 а  = ------=
соз а  У I — 8т*а*

Далее подставьте значение синуса.
24. Положим агссоз х= а,  тогда О ^ а ^ я ,  со за= х , с(0 (агссоз х) =

. со* а  соз а=  с(2 а  =
$1п а  к г  —  ось2 а  *

Далее подставьте значение косинуса.
25. Положим агсс(0 х  =  а ,тогда 0 <  а  <  я , с1§ а  =

з т  (агсс10 х) =  з т  а  =  .
У  * +  а

Затем подставьте значение с1е
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26. Пусть агс^ё * =  а , тогда — — <  а  <  ~  и (§а =  дс,
2 2

соз (агс1& х) — с05 сс =
К 1 +  1ёа « '

Подставив значение а, получите окончательный результат.

27. соз ̂ агсз'т ̂ — 1})) ~  003 (— агс5*п ^  =  008 а̂гс5‘п ^  — соз =»

=  У  1 — з т 2 а,
. 1  . 1где а  =  агсзт —, отсюда з т  а  =  —.

3 з
Далее подставьте значение з т  а.

28. (агссоз/ — -М |  = {§^п — агссоз ~  ^агссоз =
. У 1 —соз® а  _ 1 1— — 1§а = — ~ 5а— , где а  =  а г с с о з о т к у д а  соза =

О ^ а ^ я .

Далее подставьте значение соз а .
/ 3 \ | з

29. соз — агс1й — =  соза =  .■=. , где а  =  агс1е—, а щ а  =
V 2 /  У \  + 1 ^ аа  2

=  —; — — <  а  <  —. Далее подставьте значение а.
2 2 2

30. с1§ ̂ агсзт ̂ — -М ̂  =  с1§ ̂ — агсзт -М =  — с!д ̂ агсзт -V̂  =»
. соз а  1^1 — зш2 а  1= —с!йа = ---- :— =  — -— : , где а  =  агсзт—, а з т а  —ь зш а  51П а  ’ 4 ’

I я я=  —;  а  <  —. Далее подставьте значение з т  а .
4 2 2

31. зш (агсс!§ (—2)) =  з!п (я — агсс!^ 2) =  з т  (агсс1§ 2);

з т  а  =  . . где а  =  агсс1е 2, откуда с1е 2, 0 <
у  1 +  с1§а а  «

<  а  <  я . Далее подставьте значение с1§ «•

32. соз (агсс1§ (— =  соз^я — агсс1ё =  — соз ̂ агсс1§ ̂  —

=  — соза =  — - с*е”=  ■, где а =  агсс1е^, а с1еа =  -ку  1 4- с1&3 а  8 8̂
0 <  а  <  я . Затем подставьте значение с!^ а.

5 12 я я33. Пусть агсзт — =  а , агсзт — == р, тогда — — ^  а  ^  , з т  а =
13 13 2 2

=  —, — — ^  р <  —, з т  р =  —, з»п (агсзт — +  агсзт —) =
13’ 2 2 К 13 ’ I 13 13/

=  з т  (а +  Р) =  з т  а  * соз р +  соз а  • з т  р,
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Подставьте значения синусов и косинусов; предварительно 
выразите косинусы через синусы соответствующих аргу
ментов.

4 12 зх тс34. Пусть агсзт — =  а  и агсзт — =  В, г д е  ^  сс <  —,
* 5 13 1 2 2

я у  я . . 4 . д  12 ( . I 12\ .— — <  у .  5111 а  =  у ,  $1Пр =  - ;  СС5̂ аГС5Н1( — - |  +

+  агсзт =  соз ̂ агсьт —  агсзт =  соз (сс - р) =  соз а  X
X СОЗ р +  51П ОС 51П р.

Подставьте значения тригонометрических функций.

35. Пусть агс1 0 =  а, агс1§^- =  р, тогда 1§ а  =  1  < а < у ,

<ёР =  у .  —у  < Р < у ;  18(агс18у — агс1§ у )  =  (а — р) =  
__ 1е« —

1 +  1е а  1§ Р ‘

Значения тангенсов подставьте в полученное выражение.
3 / 12\ 1236. Пусть агсс(§ — =  а, агсс1§  =  Р. с(§ р = ------, тогда
4 \ 5 )  5

с1§ а  =  —, 0 <  а  <  я, 0 <  р <  я.
4

Учитывая это, находим соз ̂ агсс(§ +  а г с с 1 б ^ =

=  соз ̂ агсс1^ ~  +  я — агсс!§ ^ =  соз ^я +  ^агсс1§ —

— агсс!§ =  — соз ̂ агсс1§ ~  — агсс1§; ^  =  — ссз (а — Р)

=  — (соз а  соз р +  з т  а  з т  Р); соз а  =  -  , з т  а  =
У  1 +  с!^2 а

У 1 +  с1&г а *

Аналогично для соз р и з т  р.

37. Пусть агс51П — =  ос, тогда з т  ос ~  ^  ос ̂  —,
* 7 ’ 7 2 2

31 п ^2 агсзт =  2 з т  ос соз ос. 
Подставьте значения з т  а  и соз а.

38. Пусть агс!§ 3 = а, тогда 1#а =  3, — — < ос< —, з т  (2 агс{§ 3) =
2 2

=  2 з т  ос соз ос.
Далее подставьте значения з т  а  и соз а , применив тождества

1 - 1соз а  =  —р = = = - 9 з т  а  =  х§ а  соз а  —
К1+4б2а  К1 +  18га '
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1 3 139. Пусть агс!§ — =  а, агссоз — =  р, тогда 1§ а  =  —;
2 4 2

“ У < а < Т ; 008 Р “  7* 0 < р < я  и
зш ^2 агс!§ — — ~  агссоз 1 =  з!п (2а — уР  |  =  зш 2а соз -̂ -р —

— 31П —Р соз 2а.
2

Применив формулы двойного аргумента з т  2а =  —-
1 +1е*а

соз 2 а = | — и формулы половинного аргумента з'ш^-= у  -—С05 р

С08 2 “  V1  ̂~2°~ подставьте найденные значения функций.
4 4 л40* Пусть агсзш — =  оь, тогда з т а  =  —, 0 <  а  <  — (так как5 5 2

з ш а >  0), соз а  =  У  1 — зУп^а =  ^  1 — ^  а  = 3агссоз —.
5

12 1241. Пусть агсзш — =  а , тогда 51иа =  —. Выразим с1§ а  через з т а :

,  /-(ИГI соз а  У \ — .мп2 а  г 5 « 5сщ а =■----- =  -—  --------- --- ------------------- =  —, а  =  агсс1е —.
31П а  з!па 12 12 12

13

42. Пусть агс1д — =  а, тогда а  =  —; — — <  а <  —, зш а =
3 3 2 2

4_ 4̂
12 а  3 3 4

=  Ша соз а  =  — , 1 . .. = —    ~~ ~  =  ~7 == —.ь 5еса  у  1 +  1§г л Г  / 4 \ 2 3 5

у 1+Ы »
4 4 4Отсюда а  =  агсзш—, т. е. агс(§ — =  агсзш—.
5 3 5

43* Применив тождество агсзш х+агссоз х ~  получим: агссоз х=

=  ——  агсзш х; —  — агсзш 0,2 ~  агссоз 0,2.
2 2

44. См. пример 43.
45. Найдем общий промежуток, в котором заключены левая и пра

вая части доказываемого равенства, имеем:

. 0 <  агсзш — <  —, 0 <  агссоз — <  —.
41 2 5 2
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О >  — агссоз — >  — — или — — >  — агссоз— <  0.
5 2 2 5

Сложив почленно последнее неравенство с первым,
^  . 9  ̂ я я _ 4 .  . 9  ̂ я „0 < агсзт—<  — найдем <  — агссоз— Ьагсзт— <  —. Да-

41 2 2 5 41 2
84 я 84 ялее имеем: 0 <  агсзт —  <  —, 0 >  — агсзт —  >  или —

205 2 205 2
я • . 84 ^ Л <  — агсзт —  < 0 .
2 205

Итак, обе части неравенства заключены в интервале ^— у ,
на котором монотонной является функция у  =  з т  х. Поэтому 
вычислим синусы левой и правой части равенства. Положив

. 9 /  п я 9 \  4 0 /агсзт — =  а  (откуда 0 <  а  <  —, з т  а  =  — агссоз — =  р (от

куда 0 < р < ^ ,  созр =  найдем: соз а  =  | / "  1  =

=  5*ПР =  1 — =  у  и з т  ^азсзт ^  — агссоз =
4  4 40 Ч=  зш (а — Р) =  з т а  созр — соза з т  р  --------------  =

41 5 41 5
85 л  . /  . 85 \  . /  . 84 \  84= -------. Далее з т  [ — агсзт — =  — з т  (агсзт —  = -------.

205 V 205/ \  205/ 205
46. Находим общий промежуток, в котором заключены левая и пра

вая части доказываемого равенства, имеем: агссоз-^- =  —■»

у  <  агссоз у )  <  я > у  <  агссоз (— ^  <  я.

Прибавим почленно — ко всем частям первого неравенства:
3

5 ^  .  (  1 \ . я 4— л <  агссоз Н <  — л.
6 \  7 )  3 3
Итак, обе части доказываемого неравенства заключены в про
межутке » на котором монотонной является функция
у =  з т  х . Поэтому вычислим синусы левой и правой частей 

доказываемого равенства. Обозначьте агссоз ^ ^  =  а.

Тогда з т ^ -  +  агссоз^— =  з т  ^ + а |= 5 т - ^ с о з а + 5 т а х

X СОЗ — =  1—Е. (— 1 ) + ± ] ^ Л  = - У ^  , 4 / 3  з / з .
3 2 \  7 ) 7  2 14 ^  14 14 1

Умножив последнее неравенство на (—1), получим:
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^ ( а г с а к  (-{-*)) =  у  |  _  д  _  У 196— 169 __ 3 / 3  
14* ~  14

47. Пусть агс1§ 4  =  а, тогда 1§а =  —, 0 <  —;
5 5 2

=  Р> Т0ГДа *бР — т» 0 <  Р <  "Г-4 4 2
1-32 , 32 л - . л

аГ° 43 =  7 ' 3 8 7  =  43’ 7

Определим промежуток, в котором заключена левая часть до
казываемого равенства: 2а  -|- р.

Так как 1 § а =  и ^ Р  =  7 < ^  =  *б^-.
О о о  4 3 5

то 0 < а < - т - и 0 < р < 4 - -  Отсюда 0 <  +  Р <  Кро-
6 6 2

Яме того, 0 <  у <  —. Итак, обе части доказываемого равенства 

заключены в промежутке ^0; на котором монотонной яв

ляется функция у =  х. Поэтому вычислим тангенсы от обеих 
частей этого равенства:

{е(2а +  Р) =  1б 2а =  5 =
™ 1— 2а 13 ь /1 \2 12I

- а
1

Следовательно, (2а +  Р) =
—+  —
12 4 32

5 1 43
* 12 4

Полученный результат сравните с у.
9 948, Так как 0 <  —* <  1, то агс1{*0 <  агс1§ — <  агс!^ 1, т. е.

0 <  агс1§ — <  —.
40_  4 _  

Так как УА- <  ~  <  1, то агссоз 1 <  агссоз <  агссоз У*
г\ ^  4 - ят. е. 0 <  агссоз — <  —.

5 4
9 4 яСложим полученные неравенства: 0 <  агс1§— +  агссоз— <  —>,

( 9 4 \ 9агс1б — +  агссоз —). Обозначив агс1б~=а(тогда

ез



=  “ > 0 <  «  <  т '1  агссоз4  =  Р (тогда созр =  4 ,
40 4 /  5 V 5

0 <  Р <  4 |» получим:
1 ГА

з т  (а +  Р) =  —■ =  з т  а  соз р +  з т  Р соз а .
4 г  205

Далее примените определение арксинуса.

49. Имеем: 0 <  агсзт —<  —; 0 <  агсзт — <  —, отсюда
3 2 3 2

1 30 <  агсзт — 1- агсзт — <  я. Промежуток (0; я) является
3 4

областью изменения функции у  =  агссоз х 9 поэтому найдите 

соз ^агсзт +  агсзт Далее см. пример 34.

50. Докажем равенство, равносильное данному: агс!^ 2 +  агс1^ 3 =
■ Зл=  я  — агс4& 1 =  —. Так как 1 <  2, то агс1& 1 <  агс1§ 2,

4
т. е. — <  агс4§2 <

4 2
ЗХ зхАналогично — <  агс4§3 < — . Сложим полученные неравен-
4 2

ства: <  агс1б 2 +  агс1§ 3 <  л. На интервале л |, кото

рому принадлежит и правая часть доказываемого равенства, 
монотонной является функция у =  (§ х. Поэтому найдите тан
генсы левой и правой частей равенства.
Найдите тангенс левой части: (агс!§ 2 +  агс1§ 3) =
_  (агс!̂  2) +  (агс!б 3) 2 +  3 =  ^

1 — (агс1б 2) (агс!̂  3) 1 — 2-3

Далее найдите тангенс правой части и сравните результаты. 

61. агсзш ( з т ( — 4 ) )  =  “  у

52. агсзт ( з т  — я  | =  агсзш (зт  (я  +  —
I Ю )  \  I ^ 1 0 ,

=  агсзт —̂  з т  у ) =  —  аГС5*п (8'п 4 )*

53. агссоз ^соз я^ — агссоз ^соз (2п — =  агссоз /соз яУ

54. агс4§ (4§ (—3010°)) =  агс1§ (— 3010°) =  — агс1§ (1§ 3010°)= 
=  —агс1§ (4  ̂ 130°).
Далее из 130° вычтите период тангенса.
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55. агсзт (соз у ^  =  агсзт ^зт ^ у  — =  агсзт з̂1п

57. агссоз ^зт  у | |  =  агссоз ̂ соз ^ у  +  у ^  =  у  +  у .

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

1. Верно ли тождество: у" +  9у =  0, если у = 2 з т  Зх +  4 соз Зх?
2. Вычислите предел:

X
8 1 п  “  ,I — соз 2ха) Н тсоз(2х— —V б) Н т — —; в) П т

Я  \  4 /  Ж - . 0  5 1 П  2х '  Х - + 0

Х~2
12л3

3. Какая из функций у  =  3 з т  2х — соз х +  8 и —31П х +
X+  соз - —  10 возрастает?

4. Напишите уравнение касательной к графику функции у =  2х

в точке с абсциссой —.
6

1 75. Вычислите 2 агс1|» — |- агс1§ —.
4 23

О т в е т ы

1. Да. 2. а) — б) —, в) —. 3. Первая. 4. у =  8х + 1^3 —
2 4 6

4 -  Я п. 5. —.
3 4



ЗАД АН И Е 8

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

Используя свойства функций у =  $ т  х, у =  соз х, =  х и  
=  с1§ х, можно решать простейшие тригонометрические уравне

ния.
а) Решение некоторых тригонометри

ческих уравнений вида /  (х) =  а, где 
а =  0; ±  1 и /  (х) — одна из тригономет

рических функций. При выведении фор
мул (8.1)—(8.8) желательно пользовать
ся единичной окружностью (рис. 1).

$ш х =  0  х =  я  к* (8.1)
51П х =  1 ...................... х =  — 2пк (8.2)2

. . . .  х =  — — 4- 2лА (8.3)2

с05 х — 0 . . . . х =  — +  лй (8.4)2
со$ х — 1 . . . . х =  2пк (8.5)
соз х =  —1 . . . х =  п 2пк (8.6)
(й х =  0 . . . х =  пк (8.7)

х =  О .............................. х =  — +  пк (8.8)2

б) Формулы (8.1)—(8.8) позволяют решать и уравнения вида 
з т  кх — а, соз кх ~  а, с1§ кх =  а, &х = а-

В этом случае везде вместо х нужно писать кх.
в) Решение тригонометрических уравнений, левая и правая 

части которых являются одноименными тригонометрическими функ
циями.

1) зш (х) =  з т  / 2 (*)• (8.9)

* Во всех случаях к —  любое целое число, т. е. /г (  X.
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Уравнение (8.9), где /х (х) и / 2 (х) — некоторые функции от х, 
равносильно совокупности уравнений:

/  /1 (*) — к  (х) =  2л*. (8.10)
1Л (•*) Ч" /2 (■*) =  я  +  2л*, (8.11)

где к С 2Т в обоих случаях.
2) соз / х (х) =  соз / 2 (х). (8.12)

Уравнение (8.12), где к  (х) и к  (х) —некоторые функции от х, рав
носильно совокупности уравнений:

( к  (*) “  /г (*) — 2л*, (8.13)
I /1 (4  +  /г (*) =  2л*, (8.14)

где * € 2 .
3) *е к  (х) =  1ё /2 (х). (8.15)

Уравнение (8.15), где к  (х) и / 2 (х) — некоторые функции от х,
равносильно уравнению

к  (х) — к  (*) =  пк. (8.16)
4) с1§ /х (х) =  с!щ / 2 (х). (8.17)

Уравнение (8.17), где к  (х) и / 2 (х )— некоторые функции от х, 
равносильно уравнению

к(•*) — /2 (*) =  пк. (8.18)
Для вывода формул (8.10) — (8.18) нужно перенести правые

части уравнений (8.9), (8.12), (8.15) и (8.17) в левую, преобразовать
полученные разности в произведение, приравнять каждый сомно
житель нулю и решить полученные уравнения,

г) Решение тригонометрических уравнений вида:
з т  х =  а, где |а | ^  1. (8.19)

Уравнение (8.19) равносильно уравнению
х  =  (—1)А агсзт а +  л к, где к€ 2 . (8.20)

д) Решение тригонометрических уравнений вида:
соз х = а> где | а\ ^  1. (8.21)

Уравнение (8.21) равносильно уравнению
х =  ±  агссоз а +  2яА, где к € 2 . (8.22)

е) Решение тригонометрических уравнений вида:
х =  а, где а € /?. (8.23)

Уравнение (8.23) равносильно уравнению
х =  агс1§ а +  яЛ, где к $ 2 . (8.24)

ж) Решение тригонометрических уравнений вида:
с!§ х  =  а, где а (8.25)
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Уравнение (8.25) равносильно уравнению

х  =  агсс1§ а -1- пк, где к (■ 2 .  (8.26)

з) Решение тригонометрических уравнений вида:
Р  (х) =  а, где /  (х) — одна из тригонометрических функций.
1 ) Пусть зт* х = а, где 0 ^  а ^  1 . (8.27) 

Общее решение уравнения (8.27) можно записать в виде

х  =  ±  агсзт У"а +  пк, где к € 2 .  (8.28)

2) Пусть соз* х — а, где 0 а  ̂1, тогда уравнение имеет ре
шение

х — ±  агссоз У~а 4- пк, где € (8.29)
Формулы (8.28) и (8.29) получены в результате решения уравне

ний
з т  х — ±  V  а и соз х — ±У~а.

Уравнения (8.27) и (8.28) можно решить, также используя фор-
1 —  соз 2х 9 1 4- соз 2х „мулы $ т 2лг = -----------  и сс5ах =  —---------. В этом случае вид

2 2

корней будет другим, хотя это те же самые корни. При решении 
тригонометрических уравнений с этим мы часто будем сталкиваться.

3) Пусть х  — а, где а  ̂0, тогда уравнение имеет решение

х  — ±  агс1§ V а  +  пк, где € (8.30)

4) Пусть с1§* х  — а, где а  ̂ 0, тогда уравнение имеет решение

х  =  ±  агсс(0 У~а +  пк, С (8.31)

5) Рассмотрим однородные тригонометрические уравнения отно
сительно синуса или косинуса.

Уравнение А0 з т "  х-\-А1 з т " -1.* соз Х + ---+  Ап соз" 0 , (8.32)

однородное относительно з т  х и соз х, л-й степени.
Уравнение

а з т  х  +  Ь соз х  =  0 (8 .33)
имеет первую степень однородности.
Уравнение

а зт* х +  Ьсоз хзт  х +  к соз* =  0 (8 .34)
имеет вторую степень однородности.

Разделив обе части уравнения (8.32) на з т "  х  или соз" х, полу
чим уравнение относительно с1§ х или % х.
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УПРАЖНЕНИЯ

1. Решите уравнение соз 2х =  1.

2. Найдите корни функции у  =  з т

3. Найдите все решения уравнения ^ —  х) =  0.
4. Решите уравнение з т  Зх =  з т  х.
5. При каких значениях аргумента функции у =  ^  — х | и

у =  2х имеют одинаковые значения?
6. Найдите все решения уравнения соз Зх *= соз 12°.

Решите уравнения:

_7. з т ( х + 1 ) = | .  8И8 ( ^  +  2х) = - К з . 9. с!б ( х - ^ = ^

10. зт*2х =  —. П . с1§*-|- =  -^. 12. 2соз*х— З с о з х +  1 = 0 .2 11 2 3
13. з1п*х— з т х  =  0 14. -  —̂ — 0. 15. соз (соз х) =1 — зт 2х 2
16. з т  Зх ж — 0. 17. 5 з т  х х — з т  х — 5 1§ х 4  1 — 0.
18. зт* — — 2 соз — +  2 =  б. 19. з т х  4  1,5с!§х =  0.

2 2

20. 2 соз (6л — 2х) +  4 созес ^  +  2х| =  9.
21 5*п (* — ^ ° ) __ 51п (х — 45°)  2

$т  (х — 45°) $ш (х — 135°) 
оп . / ч . . ( п \ 5ес х — соз х
22. з т  (Я —  х) +  с Ы  —  — *  ---- — ------- .\  2 /  2 зт *
23. з т  х — У З  соз х =  0.
24. 25 зт* х 4  30 з т  х соз х 4  9 соз* х =  25.
25. 4 зт* х 4  7 соз* х +  3 з т  2х — б соз 2х =  1.
26. з т 3 х +  соз8 х =  соз х.
27. з т  х — У з  соз х =  1. 28. 8 з т  х — соз х =  4.
29. 2 31п х 4  соз х =  1. 30. з т  4  ж| 4  К 2  соз — х! =  0.

31. соз х соз 2х =  соз Зх. 32. 1— (— — х\ =  — 2со5~— ,
\ 4 / 5!П* 4 с05 Ж

33. 8 з т  х соз 2х соз х =  У з .  34. з т 4х 4  соз4 х =  —.8
35. зес® х — 1§*х 4  с1ё 4  ж| =  соз 2х зес* х.

36. 005 *-----------------=  У г .  37. 1е (Зх 4  45°) — соз 6х =  0.
1 +  сое х 1 +  соз 2х

38. соз® х 4  соз* 2х 4  соз® Зх 4  соз* 4х =  2.
39. 1 — з т  х =  з т г
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40. 1 +  з т  х +  соз х =  2 соз ^  — 45°\

41.1  — соз8 2х =  зш Зх — соз х|.

42. ЗШ Х̂ +  — 51П х =  зш /2х — зш ?х.

43. соз |3х +  — соз Зх =  соз ^х +  1 — соз х.

44. соз х зш Зх — соз 5х з т  7х =  — з т  4х.2
45. з т  (х +  30°) з т  (х — 30е) =  - —  з т 8 х.

4
46. 81П X 31П 2х 81П Зх =  — 5Ш 4х.

4
47. 1̂ 4 х  +  с!§4 х =  8 (1§ х +  с1§ х)2 — 9.
48. з т  +  х) -  з т  ^  -  х) =  > ° ^ + |е . р , 5 *

49. =  2,5. 50. 3 з т  4х =  (соз 2х — 1) х.1§ х 2х

51. с!в (— — *) =  51б2х +  7. 52. 1 + -5'п-1* =  1 +2з1п2х.
\  4 } С05 X

53. з т  6х -}- соз 6л; =  1 — 2 з т  Зл:. 54. с1§ 2х — \& 2х=  —\&4х.

55. 4 з т  (х +  60°) =  2 з т  (2х +  60°) +  У з .
5 6 . 2 зш  х з т  — -]--------------=  4 з т — . 5 7 . 8  соз 4 л; —  с о з 4 х  =  1.2 ^ 2

СОЗ —2
5 8 . 51П X +  31П 2х  =  СОЗ X +  2  ССЗ2 X.
5 9 . (1 +  зес 2  * ) з т  2х  со з  2х  с (§  3 *  =  0 . 6 0 . 4 а|пж =  1 ^ 2 .

* 5щ -лг)

6 1 . 1 +  2 1е * ~  3  • 4  ^ со&х 62 . 8 1 (з1п 2* ~ |> сова* _ 9 < 8|пж“ с08 *)*--. о
д51П 2х-{-2 СОЗ* д! — 51П 2Х + 2 51 Л* X_

6 4 . 1б(1 — с о з х )  —  1 § з т х  =

6 5 . 3 1о§| ь!п х  +  1о02  (1 —  со з  2х ) =  2 .
6 6 . 1 о& 2  зш  х  —  1 о { ? 2  со з  X —  1 о^ 2  П —  х) —  1 обг ( 1  +  1 б  * ) =  1

67 . У \  +  8 1 П х  +  У  1 —  з т  х  =  2 .
6 8 . з т  х  +  соз х  —  1  =  У  з т  2 х . 6 9 . х  +  У  х  =  2 .
7 0 . з т  (л (§  х ) =  с с з  (л !§  х ) .

О т в е т ы

1. { п к \ к $ 2 } .  2. {^ -(1 0 Л +  1)1 3. 4 - яА 16 е * ) .

4. {я*; ^ -(2А +  1 ) |й € Х |.  5. { ^  +  яА; ^  +  п к \ к г г \ .
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6. {± 4 ° +  120°А| ке2}.7. {(— 1 )*агсзт-| 4  1 |

8. 9 .  1 ^  +  пк\к$ 10. { - - (4й±1)|& ег}.

11  | ±  | «  +  2я 6 | к € 2Г|. 12 . |2яй; ±  4  2я& I к € 2^.

13.{яА; 4  2пк 2 \ .  14. +  пк | к ^ 2

15. /±агссоз-^- 4  пк \ к € 2 1. 16. - 4  як; я  4  пк; • 4 яА|

17. /агс!§ 4  пк| к € 2^.

18. |4я& | к(. 2 \ .  19. +  2я* | 20. { ±  4  | €

21. {45°+ агс!б(1 4  V 2) +  180°6; 45° 4  агс1§(1 — К 2) 4  

+  Ш ° к \к ( :2 ) .  22. 1 ± - |я + 2 я Л |Л 6 ^ |.  23. 4  | €

24. 4  я  к; а г с !ё ^ +  пк \к(: 2 \ .  25. |яА; —агсЧ§ ^ - \~ п к \к  ̂ 2 \

26. |яЛ; +  пк| к € 2].27. | у  4  4  | € ■?}.

28. |2 агс!§ ^  +  2 лЛ; 2 агс!§ 5 4  2 пк \ € 2 \ .

29. |2яЛ; 4  2 агс!§ 2 4  2лА | к € ^}. 30. {— 7  +  «*1к € ^1.

31 . { у  |Л е -г}. 32. {-^ 4  я* \ ка  г } ,  з з . { ( - 1 ) * ^  +  7 ^ -г).

34. { ± - |  4  у  и  € <?). 35. |я&; 4  ^

36. | ^ п  +  2пк\к  € 2\.37. {30°А; — 15° 4

38. { - | (2к 4  I); (2А 4  1); ^  (2к 4  1) | * € ^}. 39.{ |-42лА  | к

40. {90°4720°Л; — 90° 4  360°* | к $ 2 ) .  41. | к $ 2 \ .

42. {2я/г; _  А  +  ^  | к { 2 ) .  43. |яй ; ± ф к + 1 ) \ к {  2 1

93



44. к € ^}. 45. { ±  Л  +  „* | ке ^}. 46. (2* 4  1).1 * €^}.

47. |агс!§ 0 1 * 1 2  +  я *; _  агс1§ Щ И  +  пк | * С г \

48. {-2- (2 Й 4 1 ) | к $ 2 \ .  49. 0 .

50. |л&; ±  4  пк; ±  агссоз — ?== 4  | ^

61. |агс1д 1,5 4  пк; — агс104  пк | к € 2 \ .  52. [2пк \к^2 \ .

53* { т ; 7  +  Т  | к€ 2 \54‘ {3 1}1 6 4

55. {2л6; — у  4  пк \ к 6 я|. 56. {-| 4  2пк | й € я|.
*

67. — 4  яЛ | к ^ "з ^ —I” I ^ ^

69. (— 4  я к; —я  4  я к; — 4  пЦ  — 4  пк I к € х \ .( 4 4  6 6  )

60. |( —1)* агсзт ■— 4  пк | . € 2^. 61. 4  пк | к 6 2Г|.

62. / у  4 я 6 ; ^  (3* ±  1) | ке 2 \ .  63. 4  4яА  | к

64. || я 4  2я61 к € 2 1. 65. |(— 1)А ^  4  пк \ к € 2 ^

66. /агс^К 17. - 1 + 2 л к \ к { 2 \ .  67. \ п к \ к $ 2 \ .

68. (2п6; 4  2я61 к $ 2| .  69. 4  | €

70. |азс1(г 4  пк^ 4  лс|, к п с изменяются независимо друг бт 

друга.

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Воспользуйтесь формулой (8.5) и решите полученное уравнение 
относительно х.

2. Приравняйте функцию к нулю и воспользуйтесь формулой (8.1).
3. Воспользуйтесь формулой (8.7).
4. Воспользуйтесь условиями равенства двух синусов (8.10) и 

(8.11).
5. Приравняв обе функции, примените условие равенства двух тан

генсов (8.16).



6. Примените условие равенства двух косинусов (8.13) и (8.14).
7. Примените формулу (8.20).
8. Примените формулу (8.24).
в. Примените формулу (8.26).

10. Примените формулу (8.28).
11. Примените формулу (8.31).
12. Решите уравнение относительно соз х по общей формуле для 

решения квадратного уравнения, после чего получившуюся 
совокупность уравнений решите относительно х.

13. Решите уравнение относительно з т  л:.
14. Приравняйте числитель к нулю. Учтите, что могли появиться 

постбронние корни.
15. Применив формулу (8.22), выясните, при каких значениях к 

| соз х\ ^  1.
16. При з т  х Ф  0 уравнение равносильно совокупности уравнений 

з т  Зл: *= 0 и с1& х =  0.
17. Разложите левую часть уравнения на множители, получите 

уравнение, равносильное совокупности двух простейших три
гонометрических уравнений, при условии существования *•

18. Выразите зт* через соз2

19. Выразив с!§ х через соз х и з т  х , приведите уравнение к целому 
виду.

20. Воспользуйтесь свойствами периодичности и четности косину
са, а также формулой приведения для косеканса. Далее см. 
пример 12.

21. Сведите з т  (х — 135°) к тригонометрической функции угла 
х — 45°.

22. Примените формулу приведения для синуса и котангенса. Вы
разите зес х через соз х.

23. Обе части уравнения разделите йа з т  х  или соз х, так как оно 
однородное.

24. Преобразуйте уравнение к однородному, применив тождество 
25 — 25 (з т 2 х +  соз2 х).

25. Сведите уравнение к однородному, применив формулы удвое
ния и тождество 1 =  з т 2 х  +  соз2 х.

26. Перенесите соз х в левую часть уравнения и, сгруппировав 
второй и третий члены, вынесите за скобки соз х , после чего 
уравнение преобразуется к однородному.

27. Разделив уравнение почленно на 2, примените теорему сложе
ния.

28. Преобразуйте уравнение к однородному.
29. См. пример 28.
30. Уменьшите аргумент синуса на 2я, после чего примените фор

мулу для синуса разности и формулу приведения для косинуса.
31. Представьте Зх в виде 2х +  х , после чего примените формулу 

для косинуса суммы аргументов.
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32. Примените формулу для тангенса разности аргументов, а в 
правой части уравнения числитель и знаменатель дроби разде
лите на соз х , предварительно убедившись, что значения х =
=  у  +  яй, при которых соз х =  0, не являются корнями урав
нения.

33. Дважды примените формулу двойного аргумента для синуса.
34. Дополните сумму четвертых степеней до квадрата суммы двух 

выражений и примените формулу двойного аргумента для си
нуса.

35. Примените формулу приведения для котангенса и тождества
зес2 х =  1 +  (§2 х\

о 1 *соз 2х = ----- -—■.
1 +18**

36. Дважды примените тождество — - =  (р —.
1 -|- С05 а  2

„ . а  I — соз а37. Воспользуйтесь тождеством — — -----------.
2 $ша

38. Применив формулу понижения степени косинуса, представьте 
левую часть уравнения в виде произведения.

39. Понизьте степень синуса.
40. Все тригонометрические функции представьте в виде функций

аргумента, —, для чего используйте формулу двойного аргу-
2

мента для синуса, формулу сложения для косинуса, а сумму 
1 +  соз а  представьте в виде произведения.

41. После применения тождества 1 — соз2 2х =  з т 2 2х и формулы 
приведения для косинуса преобразуйте сумму синусов в произ
ведение.

42. Преобразуйте разность синусов в произведение.
43. Разность косинусов преобразуйте в произведения.
44. Преобразуйте произведения тригонометрических функций в 

суммы.
45. Преобразуйте произведение синусов в сумму и понизьте степень 

синуса.
46. Разверните з т  Ах по формуле двойного аргумента.
47. Примените подстановку х +  с1§ х =  г. Далее выразите сум

му 1§4 х  +  с1д 4 х через г, учитывая, что х * * =  1 •
48. Преобразуйте разность синусов в произведение. Правую часть

уравнения выразите через 1§ — и примените формулу двойного2
аргумента.

49. Сделайте замену =  г.
*

50. Данное уравнение сведите к уравнению относительно тригоно
метрических функций аргумента х .
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51. Применив формулу сложения и формулу удвоения, получите 
уравнение относительно 1§ х.

52. Освободите уравнение от дробных членов.
53. Сведите уравнение к уравнению относительно тригонометриче

ских функций аргумента Зх.
54. Используя формулу удвоения, получите уравнение относительно

4*-
55. Разделив почленно уравнение на 2, введите вспомогательный 

угол.
5в. Приведя уравнение к целому виду, воспользуйтесь формулами 

двойного аргумента.
57. Получите уравнение относительно соз 2х, для чего используйте 

формулу понижения степени косинуса и формулу двойного 
аргумента косинуса.

58. Применив формулу двойного аргумента для синуса, представьте 
обе части уравнения в виде произведения.

59. Примените формулу удвоения для синуса. Далее см. пример 16.
60. Представьте обе части уравнения в виде степеней с одинако

выми основаниями.
61. Применив формулу для синуса разности, получите уравнение 

относительно 21ех.
62. Решите данное показательное уравнение способом приведения 

к одному и тому же основанию — числу 9.
63. Применив формулы понижения степени для косинуса и синуса, 

введите подстановку 38Ш 2*+С08 ^  =  у.
64. Приведя логарифмы к общему основанию 10, выполните потен

цирование в обеих частях уравнения.
65. Используя формулу 1 — соз 2 з т 2 х, получите уравне

ние относительно 1о§2 $1П х.
66. Выполните потенцирование, получите уравнение относительно

х.
67. Введя подстановку з т  х =  у, сведите исходное уравнение к 

уравнению, иррациональному относительно у.
68. Перенеся —I в правую часть уравнения, возведите обе части 

уравнения в квадрат.
69. Выразите с1§ х через 1§ х и введите подстановку у =  |/Ч§ х.
70. Решите уравнение как однородное относительно синуса и ко

синуса.
КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

1. 2х =  2пк =ф- х =  пк.
(Зх л \ 1 =

Зх л=  0. Отсюда —— — =  пк. Далее уравнение решите относи
тельно х.

3. По формуле (8.7) ——  х  — пк.
4
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4. Из условия равенства двух синусов получите равносильную со
вокупность уравнений Зх — х =  2лк и Зх +  х ~  я  (2к +  1). 
Далее решите эту совокупность уравнений относительно х.

Б. Приравняв обе функции, получите уравнение —  х 1 =
=  2х. Из условия равенства двух тангенсов получите урав
нение 2х — /-2 х | — пк, откуда х — Но среди
этих чисел могут быть и посторонние корни. Действительно, 
пусть I — частное от деления целого числа на 3, а о  — оста
ток, тогда к =  3/ +  о ,где о может принимать значения 0 ,1 ,2 ;
х  =  — +  ~  -4- п1. При о =  2 2х =  1§ +

4- 2я/) =  ^  у ,  т. е. теряет смысл. Далее

убедитесь, что при о =  0 и о =  1 значения х =  ^  +
+  п1 входят в область определения функции.

6. См. пример 4.
7. Примените формулу (8.20). Полученное уравнение решите от

носительно х.
8. По формуле (8.24) получите: — +  2х =  агс(§ (-—КЗ) +  пк.

12
Полученное уравнение решите относительно х.

9. См. пример 8.
10. По формуле (8.28) получите: 2х — агсзт - ~ +  пк. Получен

ное уравнение решите относительно х.
11. Примените формулу (8.31) и решите полученное уравнение отно

сительно х.
12. Решив уравнение как квадратное относительно соз х, придете

к совокупности уравнений соз х  =  — и соз х =  1. Далее при-
2

1 лмените формулы (8,22) и (8.5), учтите, что агссоз — =  —»2 3
13. Имеем: з т  х  ( з т  х — 1) =  0. Полученное уравнение равносиль

но совокупности уравнений з т  х =  0 и з т  х =  1. Далее вос
пользуйтесь формулами (8.1) и (8.2).

14. Решите уравнения 2 соз 2х =  0, 2х =  +  пк, х = +  -Г-
Но должно быть з т  2х Ф  1. Проверим, нет ли среди найден
ных чисел таких, что з т  2х =  1. Пусть I — частное от деления
целого числа 6 на 2, а о — остаток, тогда х =  — +  п1 +

4 2
При а =  0 зш 2х =  1. При а — 1 з т  2х =  —1. Из множества

л . пкх  =  — +  ~  исключите посторонние корни,
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15. Имеем: соз х  — ±  — +  2я к.Но | соз I лишь при О,
б

отсюда получается совокупность уравнений соз х =  ±  — * рав-

носильных одному уравнению соз* — {р. Далее примените
36

формулу (8.29).
16. Значения х  может принимать такие, при которых х  имеет 

смысл. Решая совокупность уравнений з т  Зх =  0, с1§ О,
получите: хг =  —  ; х2 =  — +  пк. Среди этих чисел могут

3 2
тсбыть посторонние корни. Проверим это: =  — о +  я1, где I3

и (Г — частное и остаток при делении к на 3, причем а может 
принимать значения 0, 1, 2. При о =  0 теряет смысл с1§ лг$. 
Далее убедитесь, что с1  ̂хх при а  =  I и =  2 имеет смысл.

17. После разложения левой части на множители уравнение примет
вид (5 х  — 1) (зш х  — 1) =  0, поэтому 1§ х — — и з т  х*=1,

5
1 зхоткуда хг =  агс!§ — \-пк\ хг —  1- пк. Далее убедитесь,
5 2

что х2 =  — +  пк — посторонние корни.
2

х  х18. Так как зш*— =  1 — соз2 — , то уравнение принимает вид
М Л/

X Xсоз* — -р 2 соз — — 3 =  0. Решив это квадратное уравнение

относительно соз —, получите равносильную совокупность2
уравнений соз— =  1 и соз — =  —3.

2 2

19. Применив тождество с (§х=  получите уравнение з1пх4*

+  - с°5 *■ =  0 или 2зт* х  +  Зсозх =  0. Далее см. пример 18.
6 51П X

20. Исходное уравнение равносильно уравнению 2 соз 2х 
+  4 зес 2х — 9, если соз 2х ф  0. Уравнение запишите в виде
2соз2х4— —  =  9 или 2 соз* 2х — 9 соз2х +  4 =  0. Да

СОЗ 2х
см. пример 12.

21. После применения формул приведения исходное уравнение пре
образуется к виду:

 соз (х — 45°) , 31П (х — 45°)  2 .
з1 п (х — 45°) соз (х  — 45°) ’

откуда следует, что
( зш (х —  45°) ф  0, (*)
(соз (х — 45°) ф  0.

4*  9 9



Дальнейшими преобразованиями приведите к уравнению

--------------------1- (х — 45°) =  2.
< 8 (* -4 5 ° )  г  61  '

Решите это уравнение относительно 1§ (х — 45°), получите
равносильную совокупность уравнений (х — 45°) =  1 +  У 2
и 10 (х — 45°) =  1 — 1^2. Все полученные корни удовлетво
ряют (*), следовательно, не посторонние.

1 л л с 2 у
22. Уравнение преобразуйте к виду з т  х  +  .

2 51П х  со$ х
Отсюда ясно, что з т  х Ф  0, со§ х Ф  0 и 2 соз х +  1 =  0.
После упрощений получите: з т  х  +  х  =  у  2 з т  х  +
+  х =  0, х (2 соз х  +  О =  0.
Нетрудно убедиться, что х = п к — посторонние корни.

23. Разделив уравнение почленно на соз х у получите равносильное
уравнение х — У~3 — 0. Далее см. пример 8.

24. Уравнение можно записать в виде 25 з т 2 х  +  30 з т  х соз х  +  
+  9 соз2 х =  25 51 п2 х +  25 соз2 х или соз х (15 з т  х —
— 8 соз х) =  0, после чего получите равносильную совокуп
ность уравнений соз х =  0 и 15 з т  х  — 8 соз х =  0. Далее см. 
пример 23.

25. См. пример 24.
26. Уравнение преобразуется к виду з т 3 х  — соз х з т 2 х =  0 

или $ т 2 х  ( з т  х  — соз х) =  0. Далее см. пример 24.
27. После почленного деления уравнения на 2 получите:

1 . У Т  1 / я \  1— $Ш X — 1_5_ СОЗ X =  — или 31П (X  =* —.
2 2 2 [ 3 / 2
Далее см. пример 7.

28. Применив формулы удвоения и тождество з т 2 — +  соз2 — =  1,
2 2

преобразуйте уравнение к однородному:
8 • 2 з т  — соз — — (соз8 — — з т 2 —) =  4 (з т 2 — +  соз2 —V 

2 2 \ 2 2 / \ 2 2 /
Решив уравнение как однородное, получите равносильную со
вокупность уравнений: 1&— =  —, =  5.2 3 2

29. См. пример 28.
30. Преобразуйте уравнение: з т  ме — — У^2 з т  х  =  0, з т  х  х  

х  соз ——  соз х з т  ——  \ ^2 з т  х — 0, после чего получите од-
4 4

нородное уравнение з т  х +  соз х  =  0. Далее см. пример 23.
31. Запишите уравнение в виде соз х  соз 2х — соз х  соз 2х — з!п

X з т  2х или з т  х з т  2л:=0, после чего получите равносильную 
совокупность уравнений з т  х = 0 и з т  =  0.
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32. Исходное уравнение равн осильно уравнению 1 — —  х

= -при условии: [— — л) имеет смысл и ф — 1,
1 +  х \ 4 /

После применения формул сложения придете к уравнению 
1 —  ̂ 21 --------- —    или (б* =  1. Далее убедитесь, что по-1 +  х 1 +  х

сторонних корней нет.
33. Применив формулу двойного аргумента для синуса, полупите:

4 зш 2л: соз 2л =  ] /3  или 2 з т  4л =  1^3.
34. Уравнение преобразуйте к виду: з1п4 л +  2 51 п* л соз2 л +

+  соз4 л =  — +  2 з т 2 л соз2 л; I =  — +  —з т 22л.8 8 2

Отсюда получите простейшее уравнение з т 2 2л =  —. Далее4
см. пример 10.

1 - х35. Оно равносильно уравнению 1 — 1§л =  ------=— (1 4- х)
I 6̂' ^

или х  Об х — 1) — 0. Отсюда получается равносильная 
совокупность уравнений: л =  0 и л =  1. При таких зна
чениях х  все функции в уравнении существуют. Следова
тельно, посторонних корней нет.

36. Должно быть: ( соз л Ф  —1,{соз 2х Ф  —1.
п  зш а  . а  соз х «Применяя тождество---------- =  ц*—, получите------------- щх=*

I +  соз а  2 1 +  соз х
=  К З; =  К З; =  К З.1 +СОЗХ 2
Далее см. пример 8.
При найденных значениях л условия соз л —1 и соз 2хф—1
выполняются, следовательно, посторонних корней нет.

37. Примените тождественные преобразования:
I - Соз(вл +  90°) _ соз6л . а  0 , 1 ± Д Ц б л _ С О 5 б л = 0 ;

61 п (6* +  90°) соз 6*
Далее приведите уравнение к целому виду и после примене
ния тождества соз2 6х =  1 — з т 2 6х придете к уравнению 
з т  6х (1 +  81 п 6х) =  0, равносильному совокупности уравне
ний з т  6х =  0 и з т  6х = —1. Убедитесь, что посторонних 
корней нет.

38. Проведите следующие преобразования:
1 +  соз2х , 1 +  соз4х , 1 +  соз6х . 1 +  соз8лг «

2 2 2 2 9
соз 2х +  соз 4х +  соз 6х +  соз 8х — О,

2 соз Зх соз х +  2 соз 7 х соз х =  0.
А
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Далее соз х вынесите за скобки и, снова применив формулу для 
преобразования суммы косинусов в произведение, придете 
к равносильной совокупности уравнений:

соз х =  0; соз 2х =  0, соз 5х =  0.
39. После понижения степени синуса получите уравнение:

1 —  5111 X =   1 —  ИЛИ 51П X 1.
2

40. Уравнение преобразуется к виду:

2 соз8— + 2 з т  — соз— =  2( — соз — 4--т=-5Ш—)
2 2 2 \у2 2 У% 2/

или соз — / з т  — +  соз —) =  —̂= ( з т  — 4- соз —V2 \ 2 2/ /2  V 2 2/'
X Xчто равносильно совокупности уравнения з т — Ь соз— = 02 2

х ]и соз — =  —==. Далее см. пример 23. Учтите, что множество
360 °йвключает в себя множество 720°к, так как 720 —

360° 2к.
41. Преобразовав уравнение к виду: ап* 2х =  з т  Зх +  з т  или 

з т 2 2х =  2 з т  2х соз х, получите равносильную совокупность 
уравнений з т  2х =  0,соз х — О, з т  х =  I.

Учтите, что множество — содержит в себе множества

± ( 2 к + Ц  и - |(4 * 4 * 1 ).
42. Преобразовав разности синусов в произведения, получите:

2 соз (х +  —  ̂зш — — 2 соз (2х 4* —-) —\ 8 / 8  у 8 / 8

или соз (2х +  у ^  — соз (х 4- Далее см. пример 6.

43. Преобразовав разности косинусов в произведения, получите:

— 2 з т  (Зх +  з т  -2- =  — 2зш(х 4-

или з т  /зх 4* =  з т  (х 4- Далее см. пример 4.

44. Преобразовав произведения синуса на косинус в суммы, будете 
иметь:

— (зт  4х 4- зт2 х ) — -  (з т  12х +  з!п 2х) =  -^-зт 4х 
2 2 2

ИЛИ 51П 12* =  0.
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. . .  гт .» « соз 60°— соз 2х I 1 — соз 245. Преобразуйте уравнение к виду:-------- -------------------- ----------
2 4 2

или соз 2х =  —.
2

46. После применения тождества з т  4х =  2 з!п 2х соз 2х становит
ся ясным, что уравнение равносильно совокупности уравнений
зш 2х — 0 и зш х з1 п Зх =  соз 2х. Для решения второго
уравнения произведение синусов преобразуйте в сумму, после 
чего получите уравнение соз 4х =  0.

47. Принимать может х  только те значения, при которых ^  и 
с1& х  имеют смысл. Приняв во внимание, что 1§® х +  2 с1§ х х  
X х +  с!§® х  = 2®, 1§® х 4- с!§® =  2® — 2, +  с*ё* х ~
=  (г® — 2)® — 2; придете к биквадратному уравнению г4 —
— 12г® + 1 1  =  0, откуда имеем: х  +  с!^ х =  ± У П  и
1б х  +  с!^ х  =  ±  1. Далее установите, что вторая пара урав
нений решений не имеет, а первая сводится к совокупности 
уравнений

^  _  У Ц У Т  и к х  = _ о ц у г .

Учтите, что если х Ф0, то с!§ х  имеет смысл, поэтому посто
ронних корней нет.

48. Принимать может х только те значения, для которых з т  —
2

и соз — Ф  0, т. е. зш х Ф0 /так как з т  =  2 з т  — соз—|.
2 V 2 2 /

Преобразуйте уравнение следующим образом: 2 соз — з т  х =
4

, ‘ +  _  , ,
*=  . К 2  з т  х — -== • - — , 2 зт* х  =  1, откуда

V *  218 -  ^  МП*2

соз 2х =  0. Убедитесь, что если соз 2х =  0, то з т  х Ф  0, т. е. 
посторонних корней нет.

49. Принимать может х  только те значения, при которых х  и
2х имеют смысл, причем ^  х Ф  0. Применив подстановку

2х 1 1■г— =  г и решив уравнение г А------ =  2 4 — , получите
4 х 2 Я

2х 2хравносильную совокупность уравнений =  2 и -5— =

*= —. После применения формулы удвоения и сокращения
2 2 2 1 дробей будете иметь: ------------=  2 и ---------— =  — или 1ех =1—1(5** 1—1б?х 2

=  0. Но по условию х ф  0, следовательно, корней нет.
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50. Принимать может х только те значения, при которых имеет 
смысл х. После применения формул двойного аргумента 
придете к уравнению 6 5111 х  соз2 х  (2 соз2 х  — 1) =  
— —з т  х  (1 — соз2 х), равносильному совокупности уравнений 
51П X =  0 и 6 СОЗ2 X (2 соз2 X — 1) =  — (1 — соз2 х).
После упрощений второе уравнение приведете к биквадратному

12 соз4 х  — 7 соз2 +  1 =  0,
откуда исходное уравнение равносильно совокупности уравне
ний з т х =  0, еоз2х =  —, соз2х  =  —.

4 з
При всех таких х химеет смысл, поэтому посторонних кор
ней нет.

51. Приведите уравнение к виду — М - =  5- - ——— |- 7 или
I 1 х

4 х — 4 1§ х  — 3 =  0, откуда получите совокупность урав-
1 3нений 1§х =  и 1§х= —. Необходимо выяснить, не про-
2 2

изошла ли в процессе решения уравнения при применении тож
дества с(& (—---4̂  = -------- !------== потеря корней ви-

\ 4 /  . /  я \  I — \%х
к

да х — — +  пк, при которых теряет смысл х.
52. Должно быть соз х Ф  0.

Преобразуйте уравнение 1 +  з т  Зх =  соз х  +  2 з т  2х соз х,
1 +  Зх =  СОЗ X +  31П Зх 51П х. 

Получите: з т  х +  соз х =  1. Далее разделите уравнение
почленно на уИ .  Убедитесь, что множество х =
+  2пк дает соз х — 0, поэтому это посторонние корни.

53. Перепишите уравнение в виде 2 з т  Зх соз Зх 2 з т  Зх =  
=  1 — соз 6х или 2 з т  Зх (1 4* соз Зх) =  2 з т 2 Зх, откуда сле
дует, что оно равносильно совокупности уравнений з т  Зх =  0 
и з т  Зх — соз Зх =  1.

54. Должно быть з т  2х ф  0, соз 2х ф  0, соз 4х Ф  0, или, что то же 
самое, з т  4х ф  0, соз 4х Ф0 (см. пример 48). Упростите урав

нение —----- 1§ 2х =  — 4х; 1 —— — =  — 4х; 1
3 21&2х 3 1^4*

=  — 4х, откуда 1§2 4х =  3. Учтите, что если 0 и
3

определен, то з т  а Ф  0 и соз а  Ф  0, поэтому посторонних 
корней не появилось.

55. После почленного деления на 2 данное уравнение принимает 
вид 2 з т  (х +  60°) =  з т  (2х +  60°)4-$т 60 или 2 з т  (х+60°)= 
=  2 з1п (х +  60 ) соз х, т. е. оно равносильно совокупности 
уравнений з т  (х 4- 60°) =  0 и соз х =  1.
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56. Должно быть соз — Ф  0. Освободившись в уравнении от дроб-
2

ных членов и применив формулу двойного аргумента для сину
са, запишите уравнение в виде зш2 х +  1 =  2 з т  х, откуда
(81П X — I)2 =  О, 81П X =  1. Учтите, что при зш х  ф  О, соз ф

Ф  0, так как зш х  =  2 з т  — соз—.
2 2

67. Преобразуйте уравнение следующим образом:
2 (1 +  соз 2х)2 — (2 соз2 2х — 1) =  1.

После упрощения придете к уравнению соз 2х =  — —.
58. После применения формулы двойного аргумента для синуса и 

разложения обеих частей уравнений на множители получите 
зш х(1 +  2 соз х) =  соз х(1 +  2 соз х), т. е. исходное уравне
ние равносильно совокупности уравнений 1 +  2 соз =  0 и 
зш х  — соз х. Далее см. пример 23.

59. Принимать х может только те значения, для которых соз О 
и з т  За: Ф0. Запишите уравнение в виде

(1 +  зес2 х) зш 4х Зх — 0.
Так как 1 +  зес2 х  Ф 0, то зш 4х =  0 и с1& Зх =  0, откуда

Представив к в виде к =  41 +  о, а пв виде Зз +  т, рас
смотрите случаи о =  0, 1, 2, 3 и т =  0, 1, 2. Убедитесь, что при 

о — 0; 2 и т — 1 будут посторонние корни.
60. Уравняв основания степеней в обеих частях, получите: 2*|п * =

= 2  2 , отсюда 2 з т я  — —.
2

61. Принимать х  может только те значения, при которых х  имеет 
смысл. После применения формулы для синуса разности уравне-

I I
- ~ г  СОЗ X  — 1 з !п  X

V 2
X г  -

ние принимает вид: 1 + 2  = 3 * 2  г2 со**  ̂ Произ
ведя упрощения, получите уравнение 1 +  2*ех=  3 • 21**е-г или

1 + 2 “ ' - + г -
Введя подстановку 21ех =  у (у >  0), придете к уравнению 
у2 +  у  — 6 =  0. Найдя у  и учитывая, что >  0, решите урав
нение 2**х =  2, равносильное уравнению =  1.

62. Записав уравнение в виде 92<з1п 2*~1)с03 3* == 9<51п *“  *ов ***, по
лучите уравнение 2 (зш 2х^~  1) соз Зх =  1 — з!п 2х, равно
сильное совокупности уравнений 1 — зи1 2х =  0 и —2 соз Зх= 
=  1.
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63. Применение формул понижения степеней дает уравнение
2 1 -И 1п 2*+соз д2—<з№ 2лг-{-соз 2х) 2ф

или 3 • 35,п 5и+со8 **+ г7~28, которое с помощью под
становки 35,п **+«» г* _  у (у >о) приводится к уравнению

9
Зу Н— =28 или Зу2 — 28у + 9 = 0. Отсюда получите сово- 

у
купность уравнений з1п 2х + соз 2х = 2 и 51П 2х + соз 2х = 
= — 1. Первое уравнение решения не имеет, так как зт 2х и 
соз 2х одновременно не могут обратиться в единицу. Для реше
ния второго уравнения см. пример 52.

64. Принимать х может только те значения, при которых

I
з!п х > 0,
1 — соз я > 0,

зт х > 0, 
, созх< 1.

Выполните преобразования: 1б =  2 ^ 3 ,

]ё  1~-с25/ -  _  к У з .
8{ШК

Отсюда получите уравнение -■ ~  с?-5 х-
$1п х

В левой части перейдите к — =  3.
Решив это уравнение, следует убедиться, что для найденных 
корней зш х >  0, а соз х < 1.

65. Принимать х может только те значения, при которых
/  з т * > 0 ,  ( з т  х > 0 ^  5}п * >  0.
1.1 — соз 2х> 0, (. 2 з т 2 0,

После несложных преобразований получите: 3 Ьц* з т  х +  
+  1о§» (2 $1п* х) =» 2, 3 1об| з т  х +  2 1о§8 51П х —  1 = 0 .
Введя подстановку 1о§а з1п х ** у, получите уравнение Зу* +  
+  2у — 1 = 0 .  Решив его, придете к совокупности уравнений
1о#азш х  =  — 1 и 1о§2 з т х  =  — или з т х  =  — и з т х  =

3 2
=  У 2 ,  из которых решение имеет только первое уравнение. 
При проверке корней обратите внимание на то, что при з т  х —
=  31X1X >  0.

66. Принимать х может только те значения, для которых зш х >  0, 
соз х  > 0, — 1 <  1§ х <  1, или, что то же самое, з т  0, 
0 < х < 1.
После несложных преобразований получите:

*______  _  ,   1й* о



Решение полученного квадратного уравнения приведет к про

стейшему тригонометрическому уравнению 1§х =  (мы

учли здесь, что должно быть I? х> 0). Применив формулу (8.24), 
рассмотрите случаи к =  21 н к  =  21+  Убедитесь, что при

к — 21 +  1 корни посторонние, ибо должно быть 51п >  0.
67. Запишите уравнение в виде: У 1 +  у +  V I  — 2, где у =  

=  51П х.Возведя обе части уравнения в квадрат, найдите
2 +  2У 1 — у8=  4, V  1 — у2 = 1. Отсюда 1 — у 2 =  1. В ко
нечном итоге придете к уравнению з т  0. Учтите, что если 
обе части уравнения неотрицательны, то при возведении их в 
квадрат получается равносильное уравнение. Поэтому посторон
ние корни не появятся.

68. Принимать х может только те значения, для которых зш 2х> 0.
Запишите уравнение в виде з т  х +  соз х =  1 +  У зш  2х и 
возведите обе части уравнения в квадрат. Получите
зт8 х + 2 зт х соз х 4 - соз8 *=1 2У~зт 2х + зт 2х, откуда
V зш 2х — 0 => зт 2х = 0, х = — .

2
При возведении обеих частей уравнения в квадрат могут поя
виться посторонние корни. Поэтому надо выяснить, нет ли в
множестве х  ==— посторонних корней. Для этого представьте
число к в виде к — 41 +  а,где а может принимать одно из зна
чений 0, 1,2, 3. Далее подстановкой в исходное уравнение убе
дитесь, что уравнению удовлетворяют лишь значения х при 
о =  0 и о — 1.

69. Система (? хдолжна быть
\  с*б х  > 0

равносильна одному неравенству >  0 (предполагается, 
что х определен). Записав уравнение в виде

примените подстановку у =  У 1§ х. Решив уравнение у +  — =  2,
у

найдите у =  1, откуда х — 1 •
70. Принимать х может только те значения, при которых имеет 

смысл Разделив уравнение почленно на соз (я 1§ х), най
дите (л х) =  1, откуда я  +  1&х == — +  А,

4 4
Решите полученное уравнение.
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КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

Решите уравнения:
1. зш 2хвес Зх — 1. 2. 5л: =  Зд:.
3. 2 х  соз д: — 2 со$ х  4- 1 — 10 х  =  0.
4. 3 $ш х  — 4 со$ х = 4.
5. (1 — х) (1 +  $ш 2х) =  1 +  х.
6. $1(1 Их — С0$ Зх ($1П X +  51П 7х).
_ . 2х 1 +  со$? х л : л . > • л / ,  п  \ I7. СО$а — — — ------- . 8. $1П4 X +  $111 4 — —.

3 2 V 4 /  4

9. $1(1 7х — $111 X =  1 — 2 со$г 2х.
10. 8 со$ х  =  $ес х  4* ]/~3 созес х.
11. 2* =  2х 4* 2 1§ 2хЬ1.
12. Найдите все значения р, при которых имеет решение уравнение 

соз х  4* У \  4- р • $т х  — 1 +  У~1 — р.

О т в е т ы

1. /^ -(4 * 4 -1 ), к=^5а +  1, 2.

3. пк; ±  Л  4 - 2пк | к € 2].

4. | я  4- 2я6; 2 агс1§ ̂  4- 2як ) к 6 2^ .

Ь ; в. +

7. [ ± ^ + ^ п к \ к € 2 ^ . 8. [ п к — ^ ;  п к \ к е г } .

9 . [ Л  4 . — • — 4 - — I к е г ] .
\  8 4 18 3 | )

10. (—  +пк; —  4-—  \ к е г \ .
\  3 12 2 I /

| ' . | ь е , ( - | + | ) | * е о ,  I, 2 |ое.  (— -=■ +  ^ ) | *  елг).

»  [ П р и  1].



ЗА Д АН И Е 9

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. ПЕРВООБРАЗНАЯ

О п р е д е л е н и е .  Функция Р (лг) называется первообразной 
для функции /  (х)на заданном промежутке, если для всех х  из этого
промежутка Р' (л) =  /  {х).

Три правила нахождения первообразных.
1. Если Р (х) есть первообразная для /  (х), а О (х) первообраз

ная для д (х), то Р (х) +  О (х) есть первообразная для [ (х) +
4* 8 (х).

2. Если Р (х) первообразная для /  (х), а к — постоянная, то 
кР (х) есть первообразная для к[ (х).

3. Если Р (х) есть первообразная для функции /  (х), а 0 и
Ь — постоянные, то -- Р (кх +  Ь) есть первообразная для функции 
/  (кх +  Ъ).

Таблица первообразных для тригонометрических функций.
/  (х) =  $ т  х; Р (х) =  —соз х +  С; (9.1)
/  (х) =  соз х; Р (х) =  81П х +  С; (9.2)

I (*) -  - V ;  Р (х )^ 1 ё *  +  С; (9.3)
СОЗ? X

?  (X) =  с!ё х +  С. (9.4)

§ 2. ИНТЕГРАЛ

О п р е д е л е н и е .  Интегралом от а  до Ь функции /  называет* 
ся приращение первообразной Р этой функции.

1 /  (х) йх =  Р (Ь) -  Р (а). (9.5)
а

Формула (12.5) называется формулой Ньютона — Лейбница.
Три правила вычисления интегралов.
1. Интегрирование суммы:

ь ь
I  (/ (*) +  8 (х)) йх — |  /  (х) йх 4 -1 д  (х) ах. (9.6)

42 л  а
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2. Вынесение постоянного множителя за знак интеграла:
ь ь
Г к! (х) йх — к Г /  (х) йх, где к — постоянная. (9.7)

а  а
3. Замена переменной по формуле  ̂ ~  кх р, где к и р — 

постоянные, кФ 0.
Ь кЬ-\-р

Г /  (кх +  р) ах =  у  Г /  (О Ш. (9.8)
а  к а + р

УПРАЖНЕНИЯ

Докажите, что функция Р есть первообразная для функции /  
на указанном промежутке, если:
1. Р (х) =  —соз х  4- 3; /  (х) =  з т  х; х  Е ] — оо; оо[.
2. Р (х) =  51П х  — 1; /  (х) =  соз € ]—оо: оо[.

3. Р(х)=*1бХ +  4х2; } ( Х )  =  - у -  +  8х; х {  ]— у !  ■§*[•

4. Р(х) =  с1§х + 3 • /(х) = -± -  +  Зх8; ]0; я[.
4  5 1 П 2  х

6. Р (х) — Зх — 5 соз 2х;  ̂(х) =  3 +  10 з!п 2х; € ] — «о; оо[\

в. Р(Х) =  уХ 2 +  2Х3 1 П /(х ) =  х +  2 зш ( у  +  - у )  +

Ч -х со з/у  +  -у): * € ] — о°; °°[.

7. ^(х) =  |1б х|; /(х) =  - - ± - ;  * б ] — о[.
8. ^(х) =  |с!ё 2х|; /(х) =  - - ^ - ;  хе]0 ;

9. /7(х) =  |зтх Ч -со зх 1 ; /(х) =  — ]/2 со з(х  Ч-

« И *  - Т }
Найдите первообразную для функции [ (х), если:

10. / (х) ——2зшх. 11. /(х) =  Зсозх. 12. / ( х ) =  4
С052 X

13. I М  =  14. /<*> =  4 А .(2 * — =•).

15. / М _ _ 2 с » ( |  +  ^ )  16. 1 7 ./< * ) -

I». /(<) =  2со5^ - ^ — + 5|п(г1- "  +

8

3 51П* 10* 3 С052 (Зх +  2)

ПО



Найдите для функции [ (х) первообразную, график которой 
проходит через заданную точку:

19. /  (х) ■= 2 з т  2х, А (0; 5). 20. / ( х ) = 4 соз8х, Л 1^.

2 1 . /(х) =  4соз4х  Л ( у ;  2 ).
соз2 —

2

22. /  (х) -  . Л (я; 5).
СОТ 2*

4
23. График одной из первообразных функций /  (х) =  4 соз 2х 4*

4---------   Ь - г - —  проходит через точку Л 2  У а второй —
2 со$* 4  8Ш "*2

через точку в ( — Л  зУ Какова разность этих первообразных? 

Вычислите интеграл:
Я_

8 2 4

24. Г . 25. Г соз -а х .  26. С 31П (З х  — — ах.
^ со$?2* )  2 . I V  4 У
0 Л Л

2 Й
бя 21
24 2я 2

27. Г ------- —------- . 28 Г з т  Зхсоз 5х<^х. 29. Г з т 82хОх.

24 \  А >

Вычислите площадь, ограниченную линиями:

30. у — 2 зт2 х ; у — 0; О ^ х ^ —.
2

31. у =  —1—; у =  0; X =  0; X =  4 *
соз2 х  4

2 232. у =  з т  х; у =  —х; у >  —х; х >  0.
я я

Ответы

10. 2 соз х 4- С. 1 1 . 3 з!п х  +  С. 12 . 4 4- С.

13. 5 с1§ х 4- С. 14. — 2 соз ^2х — 7 ) +  С. 15. —10 зхп 4-

+ т ) +
С.
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16. — -с1 б 4 *  +  С. 17. 241^— +  С.
4 3

18. 6 з!п — +  — с1§ 10х — -  соз (2л: — 1) +  1§ (Зх +  2) +  С.
3 2 6

19. —соз2х +  6. 20. — зш8х +  1. 21. зш 4х— 201§ —+  22.
2 2

22. 1§2х— 12с1§- + 17. 23. 3. 2 4 . - .  25. 2 ^ 2 .  26.
4 2 3

27. 1. 28. 0. 29. —. 30. 2. 31. 1. 32. 1 — —.
2 4

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ
«Г

1. Продифференцируйте функцию Р (х). Должно получиться /  (х).
2. См. пример 1.
3. Учтите, что (1§х)' =  — —.

СОЗ* X

4. См. пример 3.
5. Учтите, что у =  соз 2х — сложная функция.
6. Функцию 2х з т  +  -^Л продифференцируйте как произве

дение, учтите, что у — з т  у— +  1 — сложная функция.

7. Учтите, что 1§х <  0 для х $ I— —; 0 .
I ^8. Учтите, что с!§2х > 0  для л+ 0;

9. Учтите, что з т  х  +  соз х =  V  2 з т  (х +  1.
10. Воспользуйтесь правилом 2 и формулой (9.1).
11. Воспользуйтесь правилом 2 и формулой (9.2).
12. Представьте —Д— в виде 4* ——- и воспользуйтесь правилом

СОЗ? X СОЗ? X
2 и (9.3).

13. См. пример 12.
14. Воспользуйтесь правилом 3 и формулой (9.1).
15. См. пример 14.
16. См. пример 15.
17. См. пример 16.
18. Воспользуйтесь правилами 1, 2, 3.
19. Любая первообразная для функции 2 з т  2х имеет вид 

у =  —соз 2х +  С. Подставьте сюда координаты точки А (0; 5).
20. См. пример 19.
21. Любая первообразная для заданной функции имеет вид у =

=  51 п 4х — 20 1§ — +  С. Подставив сюда координаты точки
2

^ ( т ; 2)’ найдите С-

1 1 2



22• См. пример 21.
23. Найдите обе первообразные и воспользуйтесь тем, что разность 

двух первообразных для одной и той же функции есть величина 
постоянная.

24. Сделайте замену I =  2х.
25. Сделайте замену / =  См. 24.

26. Сделайте замену  ̂ =  Зл: — — . См. 25.
4

27. Сделайте замену ( =  2х . См. 26.3
28. Преобразуйте произведение з т  Зх соз 5х в сумму.
29. Используйте формулу зт* 2х =  - —в?—*
30. Сделайте рисунок.
31. См. примеры 30 и 12.
32. Сделайте рисунок и заметьте, что искомая площадь равна раз

ности площадей двух криволинейных трапеций. Границы 
интегрирования найдите, приравняв ординаты графиков для
функций: у =  51П X и у =  —X.

я

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

1. Р' (х) =  (—соз х  4- 3)' =  (—соз х)' 4- (3){ =  з!п х.
2. См. пример 1.
3. См. пример 1.
4. Учтите, что (с!ц х)' = ------?— и (з  • —) =  3 • — • 4х* =  Зх2.

«Цгёх \  4 /  4
5. По правилу дифференцирования сложной функции (соз 2х)' =  

=  —зш 2х • 2.
в. Р (х )  =  1 . 2 х  +  2 з т ^ Ч - ^ )  +  л : с о з ( | - 1 - ^ ) . | . 2 .

7. Для х 61— 0[ 1 х  | =  —1в х, поэтому ( 1 х |)' =«--------- .
 ̂ 2 со$? х

8. Для х € |0; -“ Г с1§ 2х > 0 ,  поэтому I с18 2х | =  с!# 2х. Восполь

зуйтесь правилом дифференцирования сложной функции.
9. Для х 6 [— з т  ^х +  -2.^ <  0, поэтому

| 51П х +  соз х | =  | ]^2 зш ̂ х 4- \ =  — У 2 з!п ̂ х 4-
Далее дифференцируйте эту функцию.

10. По правилу 2 и формуле (9.1) р  (х) =  —2 (—соз х) 4- С.
11. См. пример 10.
12. См. пример 11.
13. См. пример 12.
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14. В этом примере при применении правила 3 учтите, что 2;
Ь =  — —, а одна из первообразных з т  I есть — соз I. Поэтому 

4

^(х) =  4^— соз^2х— +  =  —2соз^2х— +  .

1 эх15. Учтите, что к =  —, ^ а °Ана из первообразных соз г

еСТЬ — 5111 I.
16. Учтите, что к =  4, Ь =  0, а одна из первообразных функции 

—-— есть —с!е/.51П? г
17. См. пример 16.
18. Учтите, что по правилу 3 одна из первообразных для функции

х х 1 1соз— есть 3 зш—, для функции есть с1е 10х, для
3 3 ^  8щ*10* 10-

функции зш (2х — 1) есть — - соз (2х — 1), а для функции
2

* есть — 1§(3х -+• 2).
соз3 (Зх •-[- 2) з

19. Любая первообразная для заданной функции имеет вид: у =  
=  —соз 2х +  С. Подставив сюда координаты точки А  (0; 5), 
имеете 5 =  —соз 0 •+- С.Отсюда С =  6.

20. Подставив в у = ^  з т  8х +  С координаты точки А 1  \

получите 1 =  — • 0 +  С, откуда С =  1.
2

21. Уравнение для нахождения С имеет вид:

2 == зш 4 — — 201е— +  С.2 6 4
22. Любая первообразная для заданной функции имеет вид:

у — 10 2х — 12 с1б — +  Найдите С.
4

23. Первообразная, график которой проходит через точку А 2 \

имеет вид Рх (х) — 2 зш 2х +  — — с(§ +  1, вторая перво-2
образная Рх (х)= 2 зш 2х +  1§ — — с1§ х +  4.

2
24. I = 2х, Новые границы интегрирования получатся из уравне-

21 я.
8 4

/ =  2 • 0 и / =  2 • —. Поэтому Г -  =  — Г ^  '
8 ^ соз? 2у 2 ^ С05? I

о о
См. формулу (9.8).
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2 5 .  П о с л е  з а м е н ы  /  =  —  п о л у ч и т е :  ^  с о 5 ~ - й ^ = 2  ^  с о з / Л ,  т а к

я
2

Я
4

как I =  — — ■ — >= — — и / =  — • — = —. См. формулу (9.8). 
2 2  4 2 2 4

26. После замены I =  З х — новые границы интегрирования 

получатся из уравнений ( =  3- — — — и ( =  3 • ——
12 4 4 4

См. формулу (9.8).
27. Границы интегрирования найдите из уравнений ( =  2*1 — —) +

. я . 0 5 , я ^ .  л*. '+  — и I =  2 • —я -}- —. См. пример 26.

28. Используйте формулу з т а  соз Р — г - (5,п (« +  Р )+5ш (а—Р)).
2я 2я

Тогда ^ зш 3* соз 5хйх=  ^  Г ( з т  8х -{- з т  (—2х)) йх —

2л 2Л
=  — I зт8 * Л е - 

2 .) 2 о о

2Я
-  Г 51 п 2х йх. Далее см. пример 26.

Я
2

Л
2

Я̂
2

п
2

29. ^  $т22х й х ~ ~  ^  (1 — соз 4х)йх =  ^  ^  й х — ^  соз 4х йх=
я
2

1=  —X 
2

я
2

Я
2

_п
2Я

2 I $т I
Е  82

2Л 
—2Я Л_

2
30. Из рисунка 1 видно, что 5 =  2 ^$т2л:^л\ См. пример 19.

2

' к
1-Ж

ж
0 Я

ч

Рис. 1 Рис. 2



Рис. 3

31. Из рисунка 2 видно, что
_Я
4

- IО

йх

со&х

32. Из рисунка 3 видно, что ис- 
комая площадь равна разности:

я
2

л
2

5 =  ^  51п х й х ---- — ^ х  йх .
о о

Границы интегрирования найдите из уравнения з1п л: =  — х
31

х% =  О, Х‘2 — ■ .

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

Найдите для функции /  (х) первообразную, график которой про
ходит через заданную точку:

I. / (*) = --- 1-------- ± - + ~ ;
X 81П- X 31 \  2  /2 С05̂  —- 2

йх
С08? X

2. / (х) =  з т  2х +  Зсоз-^- -)- х2; А (О;

Вычислите интеграл:
_я _я я_

8. Г —~ -----4 Г соз — йх +  3 С $'ш 4хйх  —— Г
 ̂ 5ш*2* }  3 т  ^ 2 ^_Л О Л_ О
8 4

л  я я
2 6 4

4. Г з т  2х  51 п 4хйх. 5. Г соз2— йх. 6. Г  — .
Ь о2 1  соз? (2х -

Л  Л  л

7. $ * ( х + ± ) л « . { « . ( з , _ . = . ) * . .  ]  - .
Я  Я  Я  8 Ш 2  I  Ж  —  I

~  3 Т  "1 2  \ * /
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Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями:
10. у =  3 соз —; у =  0, 0 ^  х  ̂ п.2

П . у =  созл; У = ~ х +  I* — ^ х ^ 0 .

О т в е т ы

1. Р(х) =  ^ 4  +  +  —х — 2.1 Я

2. Р(х) — — -с о з2 х — б з т  — +  — + 2 .
2 2 3



ЗА Д АН И Е 10

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§  1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ИХ ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

О п р е д е л е н и е  1. Соответствие, которое каждому элемен
ту множества X  ставит в соответствие один и только один элемент 
множества К, называется функцией.

Функция обозначается у = /(*).
Множество X называется областью определения функции и 

обозначается (/).
Области определения некоторых элементарных функций:

1. у =  а„хп +  +  ... +  ахх  а0 ]—оо; оо[

2. у =  М -
<Р(*)

3. у — х
4. у  — 0х; а >  0
б. у =  1о§а х\ а >  0, о Ф  1
6. у  —  5Ш X7 .  у  =  с о з  х
8. у =  X
9. у — с1б х

10. у = агсзт х
11. у — агссоз х
12. у  — агс1§ х
13. у — агссТ§ х

Ф (х) Ф  0

[0; а> [
]  — оо; оо[
ТО; оо[
]  — оо; оо[
] — со; оо[

х  ф  — ф* к2
х  Ф пк\ €
- 1 ;  1]

[ - 1 ;  1] _
— со; оо 
— оо; оо

€ г

§  2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
И НЕКОТОРЫЕ ИХ СВОЙСТВА

О п р е д е л е н и е  2. Функция == /  называется периоди
ческой, если существует число Т  Ф0, такое, что при всех значениях 
х  из области определения этой функции:

а) х  — Т и х  4-7' также принадлежат ее области определения 
и б ) / ( х  +  Т) =  / ( х ) ,

Свойства периодических функций.
1. Область определения периодической функции содержит сколь 

угодно большие по абсолютной величине числа.
11В



2. Непрерывная периодическая функция не может быть воз
растающей или убывающей на всей области определения.

3. Если /  (х) — периодическая функция, определенная на всей 
числовой прямой, то уравнение /  (х +  7) =  /  (х), где Т  рассмат
ривается как неизвестное, а х  как параметр, имеет по крайней мере 
одно положительное решение Т — Т0, удовлетворяющее уравнению 
сразу при всех значениях параметра.

4. Для периодической функции /  (х), определенной и непрерыв
ной на всей числовой прямой, существует такое число >  0, что 
неравенство (х)| ^  М выполняется для всех €

5. Если периодическая функция дифференцируема, то ее произ
водная — периодическая функция с тем же периодом.

Для нахождения периода суммы периодических функций можно 
воспользоваться следующей теоремой: «Если 7 \ >  0 — период
^  (х) и Т 2 >  0 — период / 2 (х), причем Тг и Т2 соизмеримы и су
ществуют значения х, принадлежащие одновременно области оп
ределения (х) и / а (х), то /  (х) =  [1 (х) +  ^  (х) периодическая 
функция, имеющая своим периодом число Т, равное общему крат
ному периодов и Т2».

Под общим кратным периодов 7\ и Тг мы будем понимать отре
зок, в котором отрезки длины 7\ и Т г содержатся целое число раз.

§ 3. ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

О п р е д е л е н и е  3. Функция у » /  (л?) называется монотон
но возрастающей (убывающей) в промежутке если для любых 
х }  6 X  и х 2 (:]Х из неравенства х г <  х 2 следует неравенство
/ ( * ! >  < / (*2> ( / (*1) >

Для возрастающей (убывающей) функции = /  ( х )  в промежут
ках X  выполняется неравенство / '  (х )  >  0; ( / '  (X) <  0).

§ 4. ПРИЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКОВ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Пусть график функции у — /  (х)известен. Тогда:
а) график функции у =  /  (х) +  а получается из графика функ

ции у =  /  (х) параллельным переносом г (0; а);
б) график функции у =  /  (х +  а) получается из графика функ-

ции у =  /  (х) параллельным переносом г (—а; 0);
в) график функции у =  о • /  (х) получается из графика функ

ции у =  /  (х) сжатием к оси Оу в отношении 1 : а, где >  0;
г) график функции у =  /  (ах) получается из графика функции

у =  /  (х) сжатием к оси Ох  в отношении 1 : —, где а >  О,а
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УПРАЖНЕНИЯ

Найдите область определения функции:

1. у =  У Ш .  2. у =  У ^ 2 х .  3. у =  Л п х + т х

4. У =  К185ШХ. 5. У =  У 1  + Ц § 3 х | +  — (* +  л)-.
_____________  81П (л: — я)

— СОЗ X  +  1 /  С08^ X  —  —

6. у = ----------- ------- —— —. 7. у — ]/Щ со5(2ях).
2 з т  (л  -  | )

8. у =  СОЗ 2Х — 1/1 — 51П 2х (51П х  -{- соз х).
9. у =  108, 1бх. 10. у =  агсзт — .

—  1 +  х?я
4х11. у =  агссоз (I — х). 12. у =  агссоз

1 +  х?
13. у — агсзт (1§ (х8 — 1)).
14. у =  агс!§ У х 2 — 1 +  агсс!§ х, 15. у =

1 — \ г— соз х
Определите период функции:
16. у =  —з т  2х. 17. у =  соз —. 18. у =  4 (Зх +  1).2
19. у =  3 с1§— (х +  я). 20. у =  5 з т  (- х  — —V

4 \3  3

21. у — ( з т  +  соз 2х 1. 22. у =  з т  Зх 4- 2 соз 5х.
4 7 Г --------------23. у =  з т  —х +  3 соз—х 4- соз 5х. 24. у =  у  1 4- соз 4х.
5 8

Л- _ 2 з т 6 х — соз 4х . , п -  1 _25. у = ----------------- . 26.' у =  з т  х  4- 3 соз 7,1 я .
3 31П 6* 4- соз Ах

27. у — 2 з т  4х — 3 з т  5х — 7 соз 4- 3 .̂

28. у =  —81П х 4- 3 1б х. 29. у =  соз х — 2 1§ —.
4

30. у =  +  *б2х 4- 1бЗ*. 31. у =  1бу  4-

32. у =  УЧёбх 4- у̂Щ[5х.33. у »  181- 4- с ! ^ .

34. у =  1б 6х 4- с1б4*
О

Являются ли следующие функции периодическими:

35. у == |з т х | .  36. у =  х  +  соз х.37. у =  з т х  4 --4=  з!пУ2х,
1 238. у =  соз У х .  39. у =  $тах. 40. у =  з1п —.

.
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41. у =  зш 1п |х|. 42. у =  агссоз 2х. 43. у == У~1 — х8.
44. у ~  2х соз х8. 45. у — {х} +  з т  х. 46. у =  з т  х8.
47. У = {х} +  81П пх.
Укажите промежутки монотонного возрастания и монотонного убы
вания функции:

48. у — соз 49. у — зш Зх. 50. у =  з т  Гх —

51. у =  со зУ ^+ 2 ^ . 52. у = з т 8 х. 53. у =  1§4х.

54. у =  1 — 2 з т 4 —. 55. у =  —*— . 56. у =  *
  2  2  51П X 51П (З х  +  5 )

5 7 . у =  усоз х.
С помощью каких преобразований из графика функции у =  соз 
можно получить график функции:
58. /  (х) =  зш 2х. 59. /  (х) =  соз—. 60. /  (х) =  4 з т  х.3

61. /  (х) =  з т  (х +  -^Л. 62. Цх) — 2 соз (Зх — 2).

63. /  (х) =  — з т  (2х +  5).2
64. График функции у =  1§х подвергли преобразованиям:

1) сжатию к оси Оу в отношении 1 : 3; 2) переносу г (—2; 0); 3);сжа-
—►

тию к оси Ох в отношении к =  5; 4) переносу г (0; 4). График ка
кой. функции получился?

С помощью параллельных переносов и сжатий постройте график 
функции:
65. у =  2 з т  Зх. 66. у =  — у  соз ̂ х — V

67. у =  -^-зт^2х — 0в# у =  - | .$ т 2х — соз 2х.

69. у =  2 ( - 2х +  70. у =  ~  с1ё

Постройте график функции:
. « ■ п СОЗ , 51Я71. у — 51П X +  соз2X. 72. у =  ' •=,.= •-т.■=■ +  • .. .

9 .   ^1+18?*
73. у =  соз 2х — У  1 — зю 2х (31П х  +  соз х).
74. у =  1 51П XI. 75. у =  51П | X |. 76. у =  ; .'  1 ' '  1 1  '  |А1 — сой х
77. у =  з т 4 х +  соз4 х. 78. у =  х +  з!п х. 79. у =  х  з1п х.

З с о з ~ -

80. у =  1ое, 8 1 . у «=3 +  2 . 82. у =  х — созх.
Л

83. у =  | з т  х | +  зш х. 84. у — 2
з1пя х
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О т в е т ы

1. 2я к  ̂ х я̂  +  2яй, к ^ 2 .  2. пк — —- ^  +  6
4 4

3, /? кроме х = ? ~ ,  к ^ 2 .  4. ( у  +  2 я 6 \ к ^ 2 \ .

5» К  кроме х  = пк, к^_2, х =  — +  —К к ^ 2 .
6 3

6. 2пк <  х^ — +  2яй, А 6 .2,
3

2яй — ~ - ^ * < 2 я А ,  к ^ 2 ,  2пк +  ^-я ^  ^  -|-я +  2яА, к € 2 .

7. {к | к € ̂ } . 8. /?. 9. яб <  х <  — +  пк, к $ 2 .2
10. Я. 11. [0; 2]. 12. ]—оо; - 2  —]/3 ]  [—2 +  К З; 2—К З ] \)

II [2 +  К З; оо[. 13. [ - К П ;  — | / щ [ и [ >/ТТ]*
14. ]—оо; — 1] и [1; 00[. 15. 2яЛ +  - 5 - < л г < ^ + 2 я * ,

шк 4*

кроме х  =  я  +  2л6, к € 2 .
16. Т  =  я. 17. Г  =  4л. 18. Т  =  —. 19. Т  =  4л. 20. Г =  Зл.

3
21. Г -  4я. 22. Т  =  2л. 23. Т =  80я. 24. Т —

2
25. Т  =  я. 26. Т  — 20я. 27. Т =  6л. 28. Т  =  2л.
29. Т =  4л. 30. Г =  я . 31. Т  =  77л. 32. Т =  я .
33. Т =  ЗОя. 34. Т  =  6я. 35. Да, я . 36. Нет.
37. Нет. 38. Нет. 39. Да; Т — я . 40. Нет. 41. Нет. 42. Нет.
43. Нет. 44. Нет. 45. Нет. 46. Нет. 47. Да, Т  =  2.
48. Функция возрастает при 4я к — 2я <  <  4я и убывает при 

4як <  х  <  2я +  4лА, где к С 2 .
49. Промежутки возрастания —я к — — <  х  <  — —як и убыва-

3 6 6 3
ния | - п к  +  -2- <  х< — +  —пк, где к ^ 2 .

3 6 2 3
я  о

60. Промежутки возрастания 2я к <  <  —я  +  2я убывания
4 4

2я к +  4 я  <  * <  4 я  +  2яЛ, Л^4 4
61. Возрастает при 6я к — Зя — 6 <  х <  —6 +  6 и убывает при 

6яА — 6 < х  <  Зя •— 6 +  6 пк,
62. Возрастает при пк< х< —  +  пк и убывает при2

пк — ± < х <  я к.
7%63. Возрастает при пк< х< —• 4- пк и убывает при

пк — — <  х< пк.2
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64. Возрастает при 2пк — я  <  х  <  2пк и убывает при
2 пк< х< я +  2я к,

65. Возрастает при 2пк Н <  х  <  я  +  2пк и
3

2пк +  я  <  х <  —л +  2яв и убывает

при 2я  к — — <  х <  2пк и 2я к < х  <  — +  2пк, где к ^ 2 .
2 2

2 , . я 5 я 5 , 2 .56. Возрастает при -пк-\ < х  <  1— ял и
3 6 3 3 3 3

2 ЯЙ +  ^ _ 5 < Ж < ^ _ 5  + 1 пк
3 3 3 2 3 3 ’

2 . я 5 5 , 2 .убывает при —як ------------- <  х < -------- 1— пк  и
3 6 3 3 3

. 2 «  5 . 5 . я  . 2 #—пк — — <С ^ — 77 Н—“—1— л к,
3 3 3 6 3

57- Возрастает при 2пк — — <  х  <  2пк и убывает при2
2яА <  х <  — +  2яА.2

58. С помощью сжатия к оси Оу в отношении 1 : —, параллельного
2

переноса г(* °>59. С помощью сжатия к оси Оу в отношении 1 : 3.
60. С помощью параллельного переноса г -̂2-; (л и сжатия к оси

Ох в отношении к — —.
4

61. Никаких преобразований графика у =  соз не нужно.
62. С помощью сжатия к оси Оу в отношении 1 : —, параллельного

з
"* /  2 \ Iпереноса г ; 01 и сжатия к оси Ох в отношении к =  —.

63. С помощью сжатия к оси Оу в отношении 1 : —, параллельного2
переноса г  ̂ -2—  -5.; о | и сжатия к оси Ох в отношении к =  2,

< И . / «  =  | < 8 ( ! + ! )  +  4.

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Квадратный корень существует из любого неотрицательного 
числа. Учтите периодичность функции з т  х.

2. См. пример 1 .
3. Вспомните условия существования функций х, с(@ х  в 

дроби.
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4. Данная функция существует при всех х , при которых $ т  х >  О
И 51П х  ^  0.

5. Функции тождественным преобразованием можно привести к 
виду у  =  V 1 +  Иб Зх I +  2*2. Выражение 1 +  11% Зх | по-&Ш х
ложительно при любых допустимых значениях х , поэтому 
областью определения являются те значения х, при которых 

Зх существует и з т  х Ф  0.
6. Должно быть С052 X— -“ ^ 0  И ЗШ̂ ГГ— ф  0.
7. Вспомните область определения логарифма и квадратного 

корня.
8. Используйте условие существования квадратного корня.
9. Логарифмическая функция существует при положительном ар

гументе. Учтите, что эта функция имеет период, равный периоду 
тангенса.

10. Условие существования агсзт х  такое: 1*1 <  I-
2хВ данном случае под знаком агсзт стоит величина

Следовательно,
1 +  ж»

2х < 1 .
11. См. пример 10.
12. См. пример 10.
13. Запишите условия существования логарифма и арксинуса.
14. Так как функции арктангенс и арккотангенс существуют при 

любом действительном значении аргумента, то достаточно 
записать условие существования корня.

15. Запишите условия существования квадратного корня и дроби.
16. Вспомните, как преобразуется график функции у =  [ (х) при 

замене аргумента х на кх.
17. См. пример 16.
18. Преобразуйте функцию к виду у =  а 1% (к (х — Ь)) и вспом

ните, Как преобразуется график функции при замене на — Ь 
и хна кх.

19. См. пример 18.
20. См. пример 18.
21. Периодом этой функции является наименьшее число, которое 

нацело делится на периоды слагаемых, т. е. на число 4л и л.
22. Найдите периоды 7 \ и Г* каждого слагаемого и их наименьшее 

общее кратное, т. е. то число, которое нацело делится на 7\
и Тй.

23. См. пример 22.
24. Область определения этой функции — множество действитель

ных чисел. Заметьте, что, если Т является периодом этой функ
ции, то при любом х, принадлежащем области определения
функции, должно выполняться равенство V 1 +  соз 4х =»
*= К 1 +  соз 4 (х +  Т). Возведя в квадрат и преобразовав раз
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ность косинусов в произведение, получите равенство для оп
ределения периода Т.

З а м е ч а н и е .  Можно найти период этой функции легче, 
используя утверждение о том, что если {х) периодическая 
функция с периодом Т, то функция /  (х)) также периодиче
ская с тем же периодом Т.

д
25. Периоды функций з т  вх и соз 4х соответственно Тх =  — и3

Тг — —. Периодом данной функции является число, нацело
делящееся на 7\ и Г2.

26. См. пример 22.
27. См. пример 22.
28. См. пример 22.
29. См. пример 22.
$0. См. пример 22.
31. См. пример 22.
32. См. замечание к задаче 24.
33. См. пример 22.
34. См. пример 22.
35. Область определения функции у =  | з т  лг | — множество дей

ствительных чисел. Заметьте, что функции у =* з т  х  и у =  
=  | з т  х  | отличаются только при таких х, для которых з т  х < 0 . 
Причем для таких х  функция у =  | з т  х \ =  —з т  ху т. е. положи
тельна. Поэтому период функции у =  | $ш х\ в два раза меньше 
периода функции у =  зш х .

36. Докажите, что непрерывная функция у =  х +  соз х  возрастаю
щая.

37. Докажите, что производная функции у =  $111 х  +  з т  \^2х  
непериодическая.

38. Используйте условия того, что для периодической функции 
в область определения функции вместе с х  должны войти все 
числа вида х +  пГ, где п ^ 2 .

39. Преобразуйте функцию у =  з т 2 х  с помощью формулы пони
жения степени.

40. См. пример 38.
41. См. пример 40.
42. Найдите О (/) и докажите, что вместе с х0 € О (/) в О (/) не 

входит лг0 +  пТ.
43. См. пример 42.
44. Докажите, что непрерывная функция у =  2х соз х2 неограни

ченная.
45. Предположите, что функция у =  {х} +  з т  х периодична с пе

риодом Т  >  0, и докажите, # что равенство {х +  Т) +  
+  51П (х  +  Т) =  {*} +  зш х  выполняется при любых X € Ь  (/) 
только при Т  =  0.
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46. Используйте условие, что производная периодической функции 
должна быть периодической.

47. Найдите периоды функций {ас} и з!п яд:.
48. Найдите производную и определите, где она положительна и 

отрицательна.
49. Решите неравенства 3 соз Зле >  0 и 3 соз <  0.
50. См. пример 49.
51. См. пример 48.
52. Предварительно упростите производную у' =  2 з т  ас соз =  

=  з т  ?дс.
1 4 з1п® х53. Запишите производную у =  4 лс •   в виде у' = ------ -

С08* х  со®! х
и исследуйте ее.

54. Преобразуйте производную у' =  —8 з т 8 — соз — — =*
2 2 2

=  —4 $т2 — $т — соз — =  —2 з т 2 — 51П д: и исследуйте ее.
2 2 2 2

СОЗ X55. Найдите производную у' = --------------. При исследовании ее
2 зт *  х

учтите, что з т  ас ^  0 в области определения функции у = 2$шдс
56. См. пример 55. Вместо х  пишите Зле +  5 и решите полученные 

неравенства относительно х.
57. Найдите область определения функции и исследуйте произ

водную с учетом области определения. Учтите, что период 
функции 2л.

58. Примените формулы приведения.
60. Преобразуйте /  (ас) =» 4 з!п ас =  4 соз ̂ —  соз и; — -^Л.

61. Преобразуйте /  (х) =  з т  Глс 4- =  соз ас.

62. /  (ас) =  2 соз (Зас — 2) =  2 соз 3 Где —

63. Преобразуйте /  (лс) =  з т  (2х -|- 5) =  -̂ - соз Г-2—  (2дс +  5)  ̂=

- т “К2 (*+ {)■- т)- т 2 (*+ т- т) “

64. / (ас) -  +  2) +  4.
65. График функции у =  з т  ас нужно сжать к оси Оу в отношении

1: — и к оси Ох — в отношении 1 : —.3 2
66. График функции у =  соз ас перенесите параллельно г ̂ -2-; о \

сожмите к оси Ох в отношении 1 : —.
2
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67. Функцию у =■ з т  ^2х— представьте в виде

3
68. Предварительно преобразуйте функцию у =  — з т  2 х —

4

— ссз 2х =  у ( у  з т 2 х — соз 2х) =  у ^со з-^ -зт2 х —

— з т  • -у соз 2х^ =  — з т  ^2х — =  -|- 81П 2 ^х —

69. Преобразуйте функцию у =  21§ Г—2х +  - | я * —2 2 ^ х —

70. Преобразуйте функцию у =  ^  с1§ ^  |  =» — -2Л.
71. Функция везде определена и у — з т 2 х +  соз* 1.
72. Преобразуйте функцию

СОЗ X  . 5 Ш Х  . I I - I • IУ =  -^7======= +  ^ 7 = = = = = -  =  СОЗ X | СОЗ X | +  51П X 131П X |.
У 1 +  х

При ( соз >  0, 
\  з т  х  > 0

При Г соз х< 0, 
\  з т  х  > 0

При /  соз х  >  0, 
\  з т  х  <  0

Прн {соз х  <  0,
1 3111 X <  0

У 1 +  с\ц* х 

у = СОЗ2 X + 51Па X = 1.

у =  —СОЗ2 X +  81П2 X =  —соз 2х. 

у =  СОЗ2 X — 51 п2 х  — соз 2х.

у  =  —СОЗ2 X з т 2 х —1.

Итак, на отрезке [—л; я ]  длиной в один период функция имеет 
вид:

У =

—1

соз2х япри — — <  х < 0 ;
Лл

—соз 2х при — <  х <  я;
2

1 при л
° < * <  т •

73. Область определения функции — вся числовая ось, период 
Т — 2я. Преобразуйте функцию

.у =  соз 2х — V  1 — зш 2х (51П х +  соз х) =■
=  СОЗ 2х — У СОЗ2 X — 2 51П X СОЗ X +  51П2 X (соз X +  31П х) =

=  соз 2х — | соз х — з т  х| (соз х +  х).
При соз х ^  з т  х у =  соз 2х — (соз х — з т  х) (соз х + $ т  х)=»

=  соз 2х — соз 2х =  0.
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При соз х <  з т  х у =  соз 2х +  (соз х  — з т  х) (соз х + з т  х)=
— соз 2х +  соз 2х — 2 соз 2х.

Итак, на отрезке Г— -̂ -я; -̂ я| длиной в один период

У  —
л 3 >■ >■ зтО, если  л ^  х  <  —;

4 4

2 соз 2х, если — <  х  <  —.
4 4

74. Воспользуйтесь определением абсолютной величины.
75. Постройте график функции у з т  х  при ^  0 и воспользуй

тесь четностью функции у =  зш |х |.
76. Преобразуйте функцию у =  - ■ 31П х—=  =  - и заметьте, что

В  1 -  3  'Г З  3  у  | —  С05? 1 8 Ш  |

на отрезке [0; 2я] функция не существует при 0; я; 2я:

У /  1, при 0 <  <  я ,
1- 1. при я  <  <  2я.

77. Преобразуйте функцию у = з т 4 х+соз4 х =  (з т 2 х)2+(соз2 х)2=
&  — 005 2х)3 , ( ! - { -  соз 2х)г*  2 +  2 соз? 2х   2 +  I +  со$ 4х _
1=5 4 4 _  4 ~  4 ~

3 . соз4дз
=  7  +  —

78. Заметьте, что производная функции у' — 1 +  соз ^  0 при 
любых значениях х. Следовательно, функция неубывающая. 
Так как —х +  з т  (—х )= —(х +  з т  х), т. е. при замене х 
на —х функция меняет свой знак, то она нечетна. Постройте 
график функции при х ^  0, складывая функции х и зш х, 
Воспользуйтесь свойством нечетности.

79. Функция определена при любых х, четная. Обращается в нуль 
или при х =  0, или при з т  х =  0. Г рафик функции у =  х* з т  х 
постройте, рассматривая ее как произведение функций х и з т  х, 
воспользуйтесь свойством четности.

80. Функция периодична с периодом, равным периоду х, т. е. я . 
Поэтому достаточно исследовать ее на отрезке [0; я]. Функция 
у =  1о0, х  существует только при 1§ х > 0 ,  т. е. при

п
0 < х  < —. Производная функции 2

е 1°8,е 21оег е
у' = ----— • —— — ------ 5----  — -----*— при 0 <  X <  —

1{*Х СОЗЗх - ЗШХС05Х 81П 2х 2
в нуль не обращается и существует. Следовательно, критиче-

2 1ое, в
ских точек нет. При 0 <  х <  — у' = -----—  <  0. Следователь-г 2 5)п2х
но, функция убывает, обращаясь в нуль в точке х =  —.

4
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8 1 .  Ф у н к ц и я  о п р е д е л е н а  н а  в с е й  ч и с л о в о й  о с и ,  п е р и о д  Т =  6 я .

8с03Г
Производная у' — —1п 2 • 2 ’ х т —. Составьте таблицу на3
отрезке [—Зя; Зя] длиной в один период Т — 6я.

X —Зл ]—Зл; 0[ 0 ]0; Зл[ Зя

У  (*) 0 + 0 -- 0

У(х)
1

Зт / и N .
1

3 8

пп’п шах ш т

82. См. пример 78.
83. Используя определение модуля, преобразуйте функцию

V  =  /  2  3 1 П  X ,  П р и  8 1 П  х  О ,

{О, при 81п х <  0.

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

1. 81П х  ̂ 0. На периоде Т  — 2лрешением этого неравенства 
являются 0 ^  х^ я  (рис. 1). С учетом периодичности функции 
8Ш х  имеем: 2як ^  х ^  я  +  2я&, где к € 2 .

2. Аналогично предыдущему примеру областью определения
функции у = |/Асоз 2дс является множество таких значений х, для 
которых выполняются неравенства (рис. 2) 2пк — —  ^  2лс ^

^  — +  2я к или пк — — ^  ^  — +  пк, где 
2 4 4

3. Функции х, с!д х существуют соответственно при всех
х ф  \- п к п  х ф  л/г, где к 6 2 .  Объединяя их, можно записать2
Х ф  — п9 2 2 .  Кроме того, х +  с1§ х Ф 0 или 

х Ф  — с1§ х. Но последнее условие выполняется при всех
допустимых х. Итак, ответ: х Ф —к% к € 2 .2

Рис. I

5  Заказ 546

Рис. 2
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4. Областью определения данной функции является решение си
стемы неравенств:

Г ып * > 0 ,  фф/5|п * 1 <*=>х  =  — +  2пк, к ^ 2 .
1 1 ё $ т х > 0 ,  \ з т я > 1 ,  2

я5. Должно быть Зх Ф 1- пк и х ф2
6. Неравенство соз2 х  — ~  ^  О 

равносильно такому:
1 +  соз 2х 1 ^  А о ^—— ----------- >0или соз 2х^

2 4

^ О т с ю д а  следует, что 
2

— -  <  2х <  -  +3 ^  ^  з
где к € 2(рис. 3). Разделив все неравенства на 2,

Л  31получим: л к  ^  ^  +  я  к. Кроме этого условия,3 3
должно быть выполнено еще одно условие: в!п ^я — ^  Ф О

или $ш — Ф О, которое равносильно — Ф як  или х Ф 2як. 
2 2

7. Областыо определения данной функции является решение си
стемы неравенств

{со$ 2лх  >  О,
1|» С08 2ях ^ О,

СОВ 2лх >  О, <=>[сов 2ях ^  1,
<=> сов 2ях =  1 <=> 2ях =  2лк<^ х — к.

8. Должно выполняться не
равенство

1 — з т  2х ^  0 или в т  2х ^  1,

которое верно при любых х. 
0. Так как > 0  — область 

определения функции и тан
генс—функция периодичес
кая с наименьшим периодом 
я , то, решив это неравенство 
на периоде, имеем:

0 <  х  <-5- (рис. 4) 

с учетом периодичности

ЯП <  X  <  — -г пп. 2



10. 2х

1 +  *2 С

2х 
1 +  х2.

2х

> - 1 .

< 1 .
[2х ^  1 +  л:2,

. 1 +  х*
( (х  +  1)а ^  0 ,   <  х  <  оо

**  И х  —  1)а > 0 ,  <  X <  оо.

11. 11 — х| ^  1 <=» —1 ^ 1  — х ^  1 ф=» —2 ^  —х  <1 0 «  0 ^х<12.
12. Данная функция существует, если выполняется неравенство

4лг которое равносильно системе неравенств:
1 +  х2 

4х
I +  х2

4х 
1 +  х2

> - 1 .

< 1 .
<=> ’4 х >  — 1 — х2, Гх2 +  4 х -И  > 0 ,  

4х <  1 +  х2, <=| х2 — 4х -|- 1 >  0.

Решением первого неравенства системы является множество
]—оо; —2 — ] /3 ]  у  [—2 4-КЗ; оо[, второго] — оо; 2—1/3] У

У [2  +  ] / 3 ;  оо[.

Решением системы является их пересечение (рис. 5).

-"г1- /?
Л  +-н+

Г
-2+ Я  О 2 - Я  

Рис. 5
2 + Я

13. Областью определения данной функции является решение си
стемы неравенств

( х2 >  1,

х2 — 1 > 0 ,  ^
Иб(*г - 1 ) 1 < 1 ,

[ х2 > 1 ,
Iх2 — 1 , <=>10 X2 >

х2 — 1 <  10,

« ^ < х 2 < 1 1 « | / П < 1 х |< К Г Г .

И 
10’ 

*2 <  11,

<=$

14. х2 — 1 >  х2 >  1** |* | >  1.

15. ( —соз х >  О,( —соз * ^
1 1 — К —С О З*

соз * < 0 ,  
соз * ^  —1#

0>
с с з * ^  О,
У —соз * =̂= 1, :

' соз *
—соз* Ф 1,
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Решение последней системы 
найдете лучше с помощью 
графика (рис. 6). Период 
косинуса Т — 2л, поэтому 
достаточно решить систему 
на отрезке [0; 2л], длина 
которого равна периоду 2л.
Получите Гу*, (] |я ;

Далее добавляйте к границам полуинтервалов 2пк.
16. Наименьший период функции у =  з т  х  есть Т  =  2л, а функ

ции у =  —з т  2х в 2 раза меньше.
17. В отличие от предыдущего примера период функции у — соз —

в два раза больше периода функции у =  соз х .
18. Преобразуйте функцию у =  4 1̂  (Зл; +  1) =  4 3 д̂с +

Период этой функции в 3 раза меньше периода функции 
у =  а период функции при параллельном переносе

не изменяется, поэтому периоды функций у =  ^  ~  ̂  и
х одинаковы.

19. См. пример 18.
20. См. пример 18.
21. Период первого слагаемого Тх =  4л, второго Т г =  л.

Отсюда легко заметить, что периодом функции у =  з т — +
2

+  со® 2х является 4я, которое нацело делится на 7] и Тг.
2п 9тг

22. Периоды слагаемых Тх =  — и Тл =  —.
3 о

Приведите их к наименьшему общему знаменателю

Т х =  10—, =  6 - .
1 15 * 15

Заметьте, что наименьшим числом, нацело делящимся на Тг и
Т 2, будет число

Т =  — • НОК(Ю; 6) =  -  • 30 =  2я.
15 ' 1 5

23. 7 \ =  —я  =  — • 175, Та =  - я  =  - -  160, Г3 =  -  = - - 2 8 .
1 2 70 7 70 3 5 70

Период функции 4 7у =  з!п — л: +  3 соз — л; +  соз 5л: будет5 8

Т =  -  . НОК(175; 160; 28) -  -  • 5600 80я.70 . » / 70
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*4. Из равенства У  1 +  соз 4л: =  +  соз (4л: +  4 получите 
соз 4х — соз (4л: +  4 Т) — 0 или 2 з т  (4л: 2Т) з т  2Т — 0.
Так как последнее равенство должно выполняться при любых ж,
то должно быть з т  2 Т =  0. Отсюда 2 или =  —.

26. См. пример 22.
27. См. пример 22.
28. См. пример 22.
29. См. пример 22.
80. См. пример 22.
31. См. пример 22.
82. В данной задаче функция д (х) равна 1§ 6х, а /  (§ (х)) равна

У  6л:. Аналогично рассматривается второе слагаемое.
33. См. пример 32.
34. См. пример 22.
35. Проверьте, что  ̂(ж +  я) =  /  (ж); 151 п (ж я ) | =  I—51П х| =»

=  |81П х |.
36. у'  =  1 — з т  х  ̂0, следовательно, функция у =  ж +  соз * 

возрастающая, непрерывная, поэтому непериодическая.
87. Производная функции у =■ з т  х  +  з!п У~2 х  равна у' =»

=  соз х  +  соз У2х. При х  =  0 значение у' =  2. Эго значение 
у ' принимает только 1 раз. Действительно,

соз х  +  соз У  2х — 2 «=>. соз х  =  1, 
соз У  2х — 1, ^

х  =  2 пк,
У 2 х  =  2п1,

х =  2 лк,
х -  -1=п 

У  2

Отсюда следует, что должно быть 2пк — т. е. к =  *1^2............... | / Т
Последнее равенство возможно только при к =  / =  0.

38. Область определения функции х  ^  0. Пусть л: =  Г >  0. 
Тогда разность Г — 2Т  отрицательная, следовательно, не 
входит в О (/), поэтому функция непериодична.

1 —* со̂  2̂39. Преобразуйте у =  51и2л; = -^ — . Поэтому период функ-
ции у =  51 п2 х  равен периоду функции соз 2х, т. е. Т  =  я.

40. Пусть х =  Т  произвольное положительное число, следователь
но, оно входит в </). Но Г — Г =  0 не входит в О (/), а по 
определению периодической функции в О (/), вместе с х  должно 
войти любое число вида х +  Г/г, где п€ 2 .  Поэтому функция

. Iу =  51П — непериодична.
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41. См. пример 40.
42. Функция определена на отрезке Г— х0 =  у  6 О (/).

Пусть 7  >  0. Тогда х =  — +  Тп при я  € N  не принадлежит
2

И (/). Следовательно, функция у =  агссоз 2х непериодична.
43. См. пример 42.
44. Допустим, что функция 2х соз х2 периодическая с периодом 

Т  >  0. На отрезке [0; 7 ] длиной в один период функция 
|2х соз х* |^27 , т. е. ограничена. Тогда в силу предположения 
о периодичности эта функция должна быть при любом (/) 
не больше 27, т. е. |2х соз х*| ^  2Т. Однако это неравенство ̂ уз
при ж =  V 2я п, где л >  —, не выполняется. Следовательно,2л
функция у =  2х соз х* непериодйчна.

45. Пусть Т> 0 период данной функции. Тогда при любом
х€ Д (/) должно выполняться равенство:

(х ■}■ 7 } 4 " 5Ш (х ■)■ =  {^} 4* 51П X.

При х =  0 получим: {7} 4- з т  Т  =  0. При х =  —Т  получим: 
0 =  {—Т } — з т  Т.
Сложив эти равенства, имеем: {Т} +  {—Т)  =  0.
Известно, что дробная часть любого числа, как положительно
го, так и отрицательного, неотрицательна. Поэтому из (Т)  +  
4- {—Т} =  0 следует, что {7} =  {—7) =  0. Это означает, 
что 7  — целое число. Из {7} +  зш 7  =  0 вследствие { + 7 } = 0  
получается з т  7  =  0, т. е. 7  =  пк.
Итак, с одной стороны, 7  — целое число, с другой, 7  =  пк. 
Но пк — целое только при к =  0. Поэтому 7  =  0. Следователь
но, функция {х} 4- зш х непериодична.

46. Производная данной функции у ' =  2х соз х2. Она непериодич
на (см. 44).

47. Период функции {х} равен 1, так как {х 4- 1} =  (х), а з т  пк 
имеет 7 = 2 .  Следовательно, период функции =  (х) 4- з т  ях 
равен 2.

1 х48. Производная у  равна у '    з т  —. Промежутки возра-
 ̂ 2 2

1 жстания находим из условия у >  0, а именно, зш — >  0.
2 2

Отсюда следует з!п — <  0. Из рисунка 7 видно, что з т  — <  0
2 2

на периоде 2я  для ^ -я  <  ~  <  0. Так как через 2пк значения

синуса повторяются, то 2пк — л <  — <  2якч
2
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Отсюда следует, что 4пк — 
—2л <  х <  4яЛ, где Л С2Г. 
Аналогично находятся про
межутки убывания.

49. Найдите производную дан
ной функции у' — 3 соз Зх. 
Решите неравенство 
Зсоз Зх >0<=*соз Зх>0«2л/г—
— — <  Зх <  — 4- 2лк <=>

2 2
2 «. я ^ , я , 2 ,— я&------ < х < ----- — пк,
3 6 6 3

где к € (рис. 8).
Аналогично найдите проме
жутки убывания.

50. См. пример 49. Рис. 8
51. См. пример 48.
52. Решите неравенства з т  2х >  0 и зш 2х <  0 (см. пример 49),

4 8 1 X53. В промежутках возрастания производная — —  >  0 <=>
соз5 х

2яА: <  х <  — +  2яА,2
я2я к — я <  х <  1- 2я (рис. 9).
2

А
/

-я

,у~со$х м=$1пх

'-ТТ4 /_4г \  X 2
-/+

о я \Г2 ч
л

Рис. 9

Учитывая, что период функции у == х равен я  и решения 
второй системы совокупности получаются из решений первой
системы добавлением я, запишите ял <  х <  — +  пк, где
к 6 2  (рис. 9).

54. Функция возрастает при

—2 з т 4 — 81П х >  0 $ш х <  0 «=* 2я — я  <  х <  2пк.
2
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Аналогично определите промежутки убывания.
Б5. Функция возрастает п р и  >  0 <=> /  с?5 * ^

3 *2 5Ш® \  51П ЛГ =5̂  О,
СОЗ X 

2 51П? X<  0 4=> соз х > 0 ,убывает при —
56. См. пример 55.
57. Область определения данной функции 2пк — — ^  х ^  — + 2 я к.

2 2
51П X При — — <  X <  —, производ-

2 2
Производная у' =  — •______

^ 2/созх
/ я \ная у ' >  0, если з т х  <  0 (а з т  х <  0 при — — <  х <  0

Следовательно, функция у — "Ксоз х  возрастает при
2як— — <  х  <  2пк. Аналогично найдите промежутки убывания. 

2
58. Преобразуйте функцию у  =  з т 2х — с о з —  2дм 

=  соз [2х — — соз 2 (х — —
65. См. рисунок 10.

у=2з!пЗх

у=$(пЗх

Рис. 10

66. См. рисунок II. Точки пересечения графика функции 
у — — соз (х — с осью Ох удобно находить, решая

уравнение соз =  0.

У—%С05(х-$)
У1

у У ‘ С 0 $ (Х -$ )  
^^/У~+?С05(Х-X)

у=со$х
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67. См. рисунок 12.

у=^ип(2х-%)
-$1п2х
У=$1пх<

68. См. рисунок 13.
Рис. 12

У^51П2х у=^$1п2(х-%)

у*$1п2х

69. См. рисунок 14.
Рис. 13

^■у-Яд2(х-$)

'Л-у-(дх
! I

у=(д?х
I

у —2(д2(х-Я)

Рис. 14
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уг с(дх

■у~<*д$

7 0 .  С м .  р и с у н о к  1 5 .

Рис. 15

72. См. рисунок 16.

\ /  \  / 4 \  / \  /
\  / \ /

73. См. рисунок 17.
Рис. 16

74. См. рисунок 18.
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7 5 .  С м .  р и с у н о к  1 9

76. См. рисунок 20.

Г
к

■?
I / N к!У

/ \ ■?
XI+ к.

/ 2тх
14 ^ | \ -Л

/ /

I

О
-1

я
\ / '2л

■А

Рис. 20

77. См. рисунок 21. 78. См. рисунок 22.

у=^+1соз4х

Рис. 21 Рис. 22
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79. См. рисунок 23. 80. См. рисунок 24.

Рис. 23 Рис. 24

81. См. рисунок 25.
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82. См. рисунок 26. 83. См. рисунок 27.

84. См. рисунок 28.

«к
•  •  •  7 < •  »  •

-Зге -2 к  ~7Т О я  * 2те З я

Рис. 28

КО Н ТРО Л ЬН О Е ЗА Д А Н И Е

1. Найдите область определения функции:
а) у  =  С05* ;
б) у =  агссоз (зш 2х).

2. Определите период функции:
а) у  =  с*§ Зх;
б) у — зш 2х +  3 соз 4*;
в) У =  3* +  соз 2х]
г) у =  | х\.

3. С помощью каких преобразований из графика функции у =  
=  з т х  можно получить график функции у — 4 зш \2х +

4. Постройте график функции
у  =  У'1 — зт 2 ж +  1̂ 1 —сое2*.

141



О т в е т ы

1. а) {2л к| к $ 2 ) \
б) ] — оо; оо] .

2. а) — б) я; в) я; г) я.
3

3. С помощью сжатия к оси Оу в отношении 2 : 1 и к оси Ох в 

отношении 1 : 4 и параллельного переноса г / — -2-; о |.

4. Предварительно преобразуйте функцию к виду
у  =  | соз х\ +  | з т  х\.



З А Д А Н И Е  1 1

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ

Решения неравенств з т  х  ̂а и з т  л: (рис. 1):

—я  — агсзт а +  2яй ^  агсзт а +  (11.1)
агсзт а +  2яй ^  х  ̂я  — агсзт а +  2я (11.2)

Решения неравенств соз х  ̂ о и соз ^  (рис. 2):

агссоз а +  2пк ̂  х  ̂ 2я — агссоз а +  2я&, (11.3)
—агссоз а 4- 2лк <1 х^ агссоз а +  2я (11.4)

Рис. 2

Решения неравенств (рис. 3):



Рис. 3

Решения неравенств с1б х ^  а и с 1& х ^ с 1 (рис. 4):
агсс1§ а +  пк ^  х <  л +  пк, (И .7)
пк <  х ^  агсс^ё а +  яА. (11.8)

При решении неравенств удобно пользоваться формулой введе
ния вспомогательного угла:

а з т  х +  Ь соз х =  У  а2 +  Ь2 з т  (х +  ф), (11.9)
где ф находится из условия:

Ь а$1Пф =  ■■■■=-, СОЗ ф =  - 7 = ^ - .
^  у  & + №  УсР+Ь*

УПРАЖНЕНИЯ
Перед тем как начинать решать эти задачи, внимательно изучи

те теоретическую часть этого задания:

1. с1ех < —1^3 2. . 3. з1 п х < 0 ,4 . 4. с о з х > ----
2 2

5 .    <  5111 X <  —. 6. — УЛ. ^  С05 X < -------- 7. С05 (— 2х + 2 )  >
2 4___ 2 2

> —. 8. [созх | . 9. \ { { * х \>2.  10. З з т л ; + 1 > 0 .2 2
11. х +  1 >  0. 12. 2 соз2 х +  3 соз х — 2 < 0 .  13. з т  х>соз2 х .
14. з т  х +  соз х < \У 2. 15. 51П X соз X. 16. СОЗ2 X -|-* 1 ^
^  3 з т  х соз х. 17. з т  х соз х >  0. 18. з т  х +  соз 2х >  I.
19. 1$ х (1 +  соз 2х) <соз 2х 2лг. 20. соз3 х соз Зх—з т 3 х з т  Зх>
> 4 - .  21. — 51П2 Х-\~ —  51 п2 2х >  соз 2х.

8 4 4
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О т в е т ы

1. -  я +  пк <  л <  я (к +  1), к е 2 .  2. — +  2пк < х  <  — +  2пк, 6 6 6
к $ 2 .
3. — агсзт0,4 4- я (2к +  1) ^ ^ а г с з т 0,4 +  2 я {к +  1), к ^ 2 ,
4. — ^ л +  2пк <  х  <  "г я  +  2 пк, к ^ 2 .

5. — — +  2пк <  х  <  агсзт — +  2пк, к ^ 2 \  —агсзт — 4* я  (2к 4 -6 4 4

4“ 1 ) ^ ^ ^  — я  4~ 2я к, к ^ 2 .6
6. — ^  4- 2пк <  х  <  — — 4- 2 пк, к 6 2 ,

6 3
^  4 -2я6 <  X <  —  4- 2пк,ке2.3 6

7. — — 4-1 4- пк <  х<  — 4-1 +  пк,к $ 2 .6 6
8 .  пк ^  х  ^ -----[- пкэ к ^ 2 ,

4 4

9. — — 4 - я ^ < * < — агс1§24- п к , к ^ 2 .

агс1б 2 4- яй <  & <  — 4- яб, к € 2 .2
10 . — агсзт — 4- 2я к <  х < а гсзт— 4- я  (26 4- 0 * к € 2 .3 3
и. — —  +  п к < х < —  +  пк, к е г .

4 2
12. — 4 - 2пк < х <  — 4- 2яА, к € 2 .3 3
13. агсзт 1. +  2як < х <  — агсзт 4-п(2&4-1),к ^ 2 .

14. х Ф — -}- 2яА, 6 ^
4

15. — 4- 2 п к  <  * <  — 4- 2я*, к €
4 4

16. агс*§2 4- л* <  * <  — 4- пк,к^2.
4

17. пк <  х  <  — +  пк , к^  2 .2

18. 2л& <  я <  — +  2пк\ — +  2лй <  х <  я  +  2я 6, & € ^6 6

19. 0 .  20. пк — ̂ <  х <■?■+ пк\ пк 4- ^  л <  х <  ^ 4 -я * ;

2 1 . я й 4*“ ' < ^ < " “ я +  я &» к ^ .2 .6 6
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1. На интервале ]0; я[ постройте графики функций у — с1§ х  и
у =  —УН. Найдите абсциссу х0 точки пересечения этих графи
ков. Точка х0 разбивает интервал ]0; я[ на два: (0; х0) и (х0; я), 
на одном из которых выполняется неравенство. Найдите этот 
интервал, для чего установите промежуток, на котором первый 
график расположен ниже второго.

2. Найдите корень х0 уравнения э т  х — —, для чего в формуле
2

его общего решения возьмите 0. Далее, построив синусои
ду у =  81 п х  и прямую у =  —, решите неравенство на отрезке

2
[х0; х0 +  2я] длины 2я.

3. См. пример 2.
4. Найдите корень х0 уравнения соз х  — - ,  для чего в формуле

2
его общего решения возьмите 0 и знак минус перед аркко
синусом.
Далее, построив косинусоиду у =  соз х  и прямую у = —

2
решите неравенство на отрезке [х0; дг0 +  2я] длины 2я.

б. Найдите корни х0 и уравнения • $ т  х —  для чего в2
формуле его общего решения возьмите к =  0 и к =  1. Далее,

1 1построите синусоиду у =  з т  х и прямые у —  и у — —,
2 4

решите неравенство на отрезке [х9; х0 +  2л] длины 2л. Для
этого найдите на этом отрезке абсциссы х% и лг3 точек пересече-

1НИЯ ЛИНИИ у =  5Ш X И у =  —.
 ̂ 4

6. Найдите корни х0 и лг̂  уравнения соз х =  — для чего в
формуле его общего решения возьмите к =  0* Далее, построив
косинусоиду у =соз х и прямые у =  — V — и у =  ——, реши-

2 2
те неравенство на отрезке [х0; х0 +  2я] длины 2я. Для этого най
дите абсциссы х2 и х 3 точек пересечения линий у =  соз х  и 

  1̂
2 *

7. Применив свойство четности косинуса, введите подстановку 
I — 2х — 2. Далее см. пример 4.

8. Найдите корень уравнения | соз дг | =  О . ,  для чего в фор

муле его общего решения возьмите 0 и знак минус перед 
арккосинусом. Далее, построив графики функций у =  сое и

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ
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прямую у =  решите неравенство на отрезке [х* хв +  я] 
длины л.

9. На интервале | - ^ - Г  постройте линии у = |1§ х | и у = 2.
Найдите абсциссы х0 и хх точек пересечения линий у =  11ц х | 
и у =  2 на этом интервале. Затем укажите на нем промежутки, 
на которых первый график расположен выше второго.

10. Решите неравенство относительно з т  х.
11. Решите неравенство относительно х.
12. Введя подстановку I =  соз х, решите неравенство относительно I.
13. Выразите соз2 х  через з т  х и введите подстановку I =  з т  х.
14. Примените формулу (11.9) для преобразования двучлена 

а з т  х  +  Ъ соз х  в произведение.
15. Перенесите соз х в левую часть неравенства. Далее см. пример

14.
16. Используйте тождество 1 =  з т 2 х + соз2 х.
17. Примените формулу двойного аргумента для синуса.
18. Применив формулу двойного аргумента для косинуса, получите 

неравенство относительно з т  х и введите подстановку I =  з т  х.
19. Преобразовав сумму единицы и косинуса в произведение, про

изведите упрощение в левой и правой частях неравенства.
20. Преобразовав произведения соз х  соз Зх и з т  х з т  Зх в суммы, 

выполните в левой части неравенства умножение н сгруппи
руйте члены, имеющие общие множители.

21. Применив формулу понижения степени синуса и выразив з!п2 х 
через соз 2х, получите неравенство относительно соз 2х.

КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

1. На интервале ]0; я[ котангенсоида =  с!б х  пересекается
с прямой у =  — У З  в точке х0 =  агс1§ (—У 3) =  — я . Далее6
учтите, что на интервале х0 <  х <  я  котангенсоида проходит 
ниже прямой у =  —УЗ,  и воспользуйтесь свойством периодич
ности котангенса,

1 я2. Уравнение з т  х =  — имеет решение х =  (—1)* — +  яй . При

к =  0 и к =  1 получаем отсюда: х0 =  — и х1 = -~ .  Далее
6 6

учтите, что на интервале х0 <  х < хг синусоида у =  з т  х
проходит выше прямой у — —, и воспользуйтесь свойством

2
периодичности синуса.

3. Уравнение зШ х «=» 0,4 имеет решение х =  (—1)А агсзт 0,4 +  пк. 
При к — 0 и к — 1 получаем отсюда: Хо ~  агсзт 0,4, х* =? 
=  л — агсзт 0,4,
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у =  Б1п х  проходит ниже прямой у =  —, и воспользуйтесь
свойством периодичности синуса.

1 24. Уравнение соз х —— — имеет решение х =  ±  — я  +  2пк.
2 2При к — 0 получаем: х0 =  я  и хх =  — я. Далее учтите,3 '3

что на интервале х0 <  х< х* косинусоида у =  соз х
проходит выше прямой у  =  ■— —, и воспользуйтесь свойством

2
периодичности косинуса.

6, Уравнения зш х  =  — —■ и з т х  — имеют соответственно

я 1решения х — (—1)*+1. ---- )-я  к и х =  (—1)' агсзт— |- я/.
6 4

л 7Отсюда при к =  0 получаем х0  ------ ; при к =  1 х, =  — я;
6 6

при 1 — 0 х2 — агсзт—; при / =  1 х„ =  я  — а г с з т —.
4 4

Далее учтите, что на интервалах <  х <  х2 и хя <  х <
1 Iсинусоида проходит между прямыми у —  и у =  —, и вое-
2 4

пользуйтесь свойством периодичности синуса.
6. Уравнения соз х = — У 3_ и созх =  — — имеют соответственно

2 2
5 2решения х =  ±  — я  +  2 пк и х =  ±  — я  +  2я/. Отсюда полу-6 3

5 5 2чаем: при 6 =  0 х0 =  л; хг =  — л; при / =; 0 = -------я
6 6 32

х8 =  — я. Далее см. пример 5.О
7. Записав неравенство в виде соз (2х — 2) >  — и введя подста-

2
новку I — 2х — 2, получите простейшее тригонометрическое 
неравенство соз / > —. Решив это неравенство (см. пример 4),

найдете — "т +  2яй <  I< — +  2пк, откуда получите: — — +3 3 3

+  2пк <  2х — 2 <  +  2пк. Далее решите полученное двой-о
ное неравенство относительно х.

8. Уравнение |созх | =  2_Е_ имеет решение х =  ± —+  пк. При
2 4

к — 0 получаете х0 —— —, х, =  —. Далее учтите, что на ин-
4 4

Д а л е е  у ч т и т е ,  ч т о  н а  и н т е р в а л е  хг <  <  х 0 +  2 я  с и н у с о и д а
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тервале х0 <  х  <  х, кривая у =  | соз х | проходит выше прямой 
у =  , и воспользуйтесь периодичностью функции у = | соз х  |.

9. Уравнение 1 х  | =  2 имеет решение х =  ±  агс!§ 2 +  яй, 
откуда при к =  0 получите: х0 =  —агс1§ 2, Хх =  агс1§ 2.
Далее учтите, что на промежутках — ^- <  х <  х0 и х̂  < х <

<  — кривая у =  1 х  | проходит выше прямой у =  2, и вое- 
2

пользуйтесь периодичностью функции у — 1 х  |.
10. Решив неравенство относительно зшх, найдите: з т  х >  —

Далее см. пример 2.
И. Решив неравенство относительно х, найдите: 1 § х > —1. 

Далее постройте тангенсоиду у =  х и прямую у =  —1.
12. Записав исходное неравенство в виде 2^ -}- 3  ̂— 2 > 0 ,  где

I =  соз х, найдите его решение: —2 <  <  —. Отсюда соз х <
2

<  —. Далее постройте косинусоиду у =  соз х и прямую у =  
=  0,5.

13. Записав неравенство в виде 81П х >  1 — з т 2 х, примените под
становку I — з т  х. Получив квадратное неравенство (* +  I —
— 1 > 0  и решив его, сделайте заключение, что исходное не
равенство равносильно совокупности неравенств з т  х <  — * + ^ 5_

и з т  х >  ~ 1 > из которых решение имеет только второе не
равенство. Далее см. пример 2.

14. Применив формулу (11.9), перепишите неравенство в виде:
К 2 зш /х +  < 1 ^ 2  ИЛИ 5111 |х  +  <  1, что равносильно

8111 Х̂ +  ~ |  Ф  1 ИЛИ X +  ф  ~  +  2 л & .
15. Записав неравенство в виде з т  х — соз х >  0 и применив 

формулу (11.9), получите: \' 2 з т  [ х — >0 .  Отсюда:

5111 (х — >  0, 2лк <  х — -5- <  я  +  2пк. Далее получен
ное неравенство решите относительно х.

ЗТ16. Значения х  = ---- |- пк, при которых соз2 х =  0, исходному
2

неравенству удовлетворяют. На множестве остальных значе
ний х исходное неравенство равносильно неравенству 1§2 х —
— 3 х +  2 >  0, имеющему решения х  ^  1 и х  ^  2. 
Далее объедините множества, удовлетворяющие совокупности
последних двух неравенств, с множеством х =  — +  пк .

2
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17. Неравенство можно записать в виде -- з т  2х>  О или з т  2х > 0 .
Далее введите подстановку I =  2х.

18. Преобразуйте данное неравенство: з т  +  1 — 2 зт® 1, 
2 51 п* х — з т  х<0 .  Введя подстановку ( =  з т  х, придете
к неравенству 22® — I <  0, откуда: 0 <  I < —. Далее см.

2
пример 5.

19. Принимать х  может только те значения, при которых соз 0, 
соз 2х Ф  0. Произведите следующие упрощения:

1§ х* 2 соз® х  <  з т  2х; з т  2х <  з т  2х.
20. Преобразовав произведения з т  х  * соз Зх и з т  х  • зш Зх в 

суммы, будете иметь
• соз 2х 4- сов 4х . ,  ооз 2х— соз 4х  ̂ 5

СОЗ X  ----------- — --------------------51П X  ---------------------- -—  >  —
2 2 6

ИЛИ
соз 2х (соз® х — зт® х) +  соз 4х (соз® х +  зт® х) >  —.

4
5

Произведите дальнейшие упрощения: соз® 2х соз 4х >  —,
4

1 +  соз 4х , 4 ^ 5— Ь соз 4*>  —,
2 4

после чего получите простейшее тригонометрическое неравен
ство соз 4х > ~ .  Далее см. пример 7.

2
21. Преобразовав неравенство к виду:

5 1 — соз 2х , 1 ,, » о ^ п—  ------------- 1—  <1 — соз® 2х) >  соз 2х,
4 2 4 7

после ряда упрощений получите неравенство:
2 соз® 2х +  13 соз 2х — 7 <  0,

равносильное неравенству — 7 <  соз2х<  — или соз2х< —.
2 2

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

Решите неравенства:
1. соз х ^  —  соз 5х.

2. з т  х • з т  2х <  з т  Зх • з т  4х, если 0 <  х <  — .

8. *8 х  >  (1д 2х —  2) : (1§ 2х +  2).
4. |$3пх| • |соз х] > — .

4

Б. 51П X >  У Т  —  з т  2х.
в. 481п‘ " * +  3 • 4С05*т <  8 .
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7 .  Ь ^ - с о з ^ х —
8. 4 1о01есоз 2х + 2  1о^ з т  х  +  1о02соз х  +  3 < 0 , если О < х<  — .

4

9. з т  (соз х) < 0 .  10. Об, х) >  0.
т

11. з т  (я 1§ х) +  соз (я 1§х) > 1 ^ - .
2

О т в е т ы

1. 2 л & <  х +  2пк; +  2л6 <  х <  ~  4- 2пк; к ^ 2 .

— я  +  2пк < г ^ - я  +  2яй; — я +  2пк ^  х ^  —я+2я/г; к ^ 2 .  
4 6 6 4

— я  +  2л6 х ^  ~  я  +  2пк; +  2л6 ^  х ^ 2 я +  2яб ,к^2>
2 4 С)

л /л  ̂ - я 2 я2. 0 < х < —; —я < х <  —
5 5 2

3. я  к — агс1§К5..Т1_1_ <  х <  — +  пк; пк +  агс1& У̂ 5 + 1 <
2 4 2 2

яб, к 6 2•

4. — +  2л6 <  х <  — +  2л6; — я +  2л6 <  л; <  — 4** 2л6, к ^ 2 .  
2 12 12 . 2

5 .  а г с 1 &  —  +  2 пк  <  х  <  —  +  2 я 6 ,  к ^  2 .
2 2

6. — Н  ̂^  ^  — Ь 6, 6  ̂2 . - 7. лб <  я «С Ъ я6> 6 ^ 2 .
4 4 3

8. 0 < х < ^ ;  ^  я  <  X <  -^-.
24 24 4

9. —  +  2лй <  лг <  — л 2л6, 6  ̂4?,

 л '?______________________________ 2 & __ —  2й 4- —

1 0 . 2 2 <  х <  2я*. И. 10 12< х < Ю  12.



ЗАДАНИЕ 12

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

§ 1. РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ УРАВНЕНИЙ, СОДЕРЖАЩИХ ОБРАТНЫЕ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (АРКФУНКЦИИ)

Для решения предлагаемых задач, содержащих обратные три
гонометрические функции, достаточно хорошо знать их опреде
ления.

Сведем эти определения в таблицу:

у =  агс$1п х у =  агссоз х у =  агс1§ х у =  агсс{дх

если
1) 5 1 П  у =  X

Г п п  1

если
1) соз у =  х

1]

2) уЕДО; я ]

если 
I) 1 б У  =  *

если
1) с!е у =  х
2) у 610; я[

а) Простейшие уравнения:
агсзш х — а, (12.1)
агс1§ х — а (12.2)
агссоз х  =  а, (12.3)
агсс!§ х — (12.4)

Эти уравнения решаются непосредственно на основании опре
делений обратных тригонометрических функций (см. таблицу).

б) Тождества:

агсзт х +  агссоз х  =  (12.5)

агсс^б* +  агс1§х =  —. (12.6)
2

УПРАЖНЕНИЯ

Решите уравнения:
1. 3 агсзт2 х  — 10 агсзт +  3 =  0.

2. агсзт ^х2 +  х  +  =  агссоз ^х2 +  +  -^= |.
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3. агсз!п —— - 4 . 2 агссоз ——  ̂ .
3 3 6

4. агсзт х  — агсз!п — =  —
2 3

5. агс!§ (2 +  соз ж) — агс(§ ^2 соз2 =  -5-,
6. агсзт х =  а г с х.
7. 1§ (агс1§ х) +  (агсс1б х) =  1.
8. з т  (я • агс1§ х) — соз (я • агс1§ х).
9. (3 агс!§ х) — с*е (3 агсс1§ х).

10. Решите систему уравнений:

агсзт х • агсзт у =  —,
* 12 

Я2агссоз х • агссоз у *= —.
^ 24

О т в е т ы

1. 2. {— 1; 0}. 3. {0,5}. 4. {1}. 5.

6. { у ^ р ) .  7. 0 .  »• {.в1 ; - . 4 *  { - ^ 4 -

,«. { ( ^  Щ  ( Ц ;  Щ

КОНСУЛЬТАЦИИ ПЕРВОГО УРОВНЯ

1. Решите уравнение как квадратное относительно агсзт х.
2. Арккосинус выразите через арксинус.
3. См. пример 2.
4. Перенесите — агсзт — в правую часть уравнения и возьмите

синусы от обеих частей уравнения, применив формулу для 
синуса суммы.

5. Взяв тангенсы от обеих частей уравнения, примените формулу 
для тангенса разности.

в. Возьмите синусы от обеих частей уравнения и выразите 
з т  (агсс1§ л:) через с1§ (агсс1§ х).

7. В левой части уравнения выполните потенцирование. Аркко
тангенсы выразите через арктангенсы.

8. Учтите, что уравнение является однородным относительно сину
са и косинуса.

9. Выразив агсс1й х  через агс1§лг, примените формулу приведения, 
после чего установите область определения уравнения.

10. Выразив арккосинусы через арксинусы, введите вспомогатель
ные неизвестные: агсзт х  =  и, агсзт у =  V.
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КОНСУЛЬТАЦИИ ВТОРОГО УРОВНЯ

1. Решив уравнение относительно арксинуса, получите совокуп
ность уравнений агсзт х =  3 и агсзт —, из которых ре-

3
шение имеет только второе уравнение. Оно решается по опре
делению арксинуса.

Я2. Так как для любого I т \ <  1 агсзт т  +  агссоз т =  — , то дан-1 ^  2

ное уравнение равносильно уравнению агсзт ^х2 4* х +  =

=  — — агсзт (х2 +  х +  -4=У или агсзт (х2 +  х  +  -4=) =  —.
2 \  V  2 /  1 7 2 ]  4

Далее примените определение арксинуса и решите квадратное 
уравнение относительно х.

3. Выразив арккосинус через арксинус, придете к уравнению
5аг —  1 , ~ { я . 5 т  —  Гагсзт

3
, п /  п  . 5х — 1 \  .5л+  2  агсзт   =  —,\ 2 3 / 6 ’

откуда агсзт —— - =  —. Далее см. пример 2.
3 6

4. Запишите уравнение в виде агсзт х =  агсзт и возь
мите синусы от обеих частей уравнения:

51П (аГС51ПХ) =  • СОЗ |аГС5*П +  СОЗ-^- • 51П ^аГС51П

откуда х = У ^ _  у  +

Решив это иррациональное уравнение, следует проверить най
денные корни подстановкой их в исходное уравнение.

5. Возьмите тангенсы от обеих частей уравнения:
1§г (агс*б (2 +  соз х)) — 1̂  (агс1  ̂(1 +  соз *)) _  , я

1 +  (агс!& (2 +  соз х)) * (агс!§ (1 +  соз х)) 4 ’

откуда уравнение примет вид:

 --------------- =  1 или (2 +  соз х) (1 +  ссз х) =  0.
1 — (2 +  соз х) (1 -р соз х)

6. Область определения данного уравнения состоит из значений х, 
для которых х <  I. Взяв синусы от обеих частей уравнения, 
получите: з т  (агсзт х) =  $ т  (агсс1§ х). Далее используйте 
тождественные преобразования:

$ш (агсс1бх) = -------------   =     1
собес (агсс!§ х) у  1 +  с1&2(агсс1& х)
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(перед квадратным корнем взят знак плюс, так как 0 <  агсс1§ х <  

<  я). После этого придете к уравнению * == -г= = = , которое,

в свою очередь, сведется к биквадратному уравнению х4 +  -к3 —
— 1 = 0 .  При проверке корней учтите, что, поскольку правая 
часть уравнения агсс(§ х  > 0 ,  то и левая часть его должна быть 
больше нуля, т. е. агсзт х  ̂0. Отсюда >  0. Кроме того,

агсс1е х =  агсзт —-  .
V »+

7. Так как при любом т, агс1§ т  4* агсс!@ т =  —, то после потен-
2

цирования уравнение можно записать в виде:

1® (агс1§ х(^~ — агс!б *)) =  1•

откуда — агс1§ х  — агс1§* х =  10.
2

Далее убедитесь, что полученное квадратное уравнение отно
сительно агс1§ х имеет отрицательный дискриминант.

8. Разделив уравнение почленно на соз (я • агс1§ х) Ф  0, полу
чим равносильное уравнение (я • агс!д х) =  1, откуда

1 я яагс!§ х =  г-. к. Так как — — <  агс!^ х <  — , то 0;

- 1; 1.
Далее примените определение арктангенса.

9. Запишите уравнение в виде: (3 агс!§ х) =  с!|* (з  • (-5—

— агс!§ х)) или 1  ̂(3 агс!^ *) =  (3 агс!§ х).

Так к а к  — <  агс1б * <  —, то — — я  <  3 агс(|» х <  — .
2 2 2 2

( 3 з \— —я; —я 1 3 агс(§ х существует, если 3 агс!§

ф ±  —  или агс!§х ±  —; т. е. должно быть -~=.2 6 У 3
При таких значениях х уравнение обращается в тождество.

10. Запишите систему в виде:
я 2.( агсзт х • агсзт у =  —

I '  12

Ня \ / я \  яу  — агсзт х \ I— • агсзт у 1 =  -
9

41
п2

ИЛИ
ио*= —,12 г9
(—------ и \ ( —----- *А =  —, где и =  агсзт х, V =  агсзт у,
\  2 Д а  ) 24’
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Выполнив во втором уравнении умножение и подставив в него зна
чение произведения ш> из первого уравнения, найдите, что и +  о ™ 

7я*=—. Таким образом, исходная система равносильна системе 
2 ̂

уравнений:

\и  +  0 =  — ,
I 12’
I я®
I 12

Эта последняя система решается с помощью теоремы Виета пу
тем составления вспомогательного квадратного уравнения:

о* — - па +  — =  0. Отсюда найдите следующие значения агсзт х  21 12
и агсзт у:

агсз1пх
я

Т

ят
агс$1п у

я я

4 3

КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

Решите уравнения:
1. 3 агсз1п|/Л3 — зт =  0. 2. агссоз (У Зх) 4- агссоз х — —.

2
о 3 . . 43. агсзт — х 4- агсзт — х  =  агсзт х.5 5

4. 2 агсзт х  агссоз (1 —  х) =  0. 5. агсзт х  +  агсс!§ х —  0.

О т в е т ы
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