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ПРЕДИСЛОВИЕ

Книга является третьей частью сборника задач по курсу мате-

математического анализа. В первой главе речь идет о дифференциаль-
дифференциальном исчислении функций нескольких переменных. Рассматриваются
различные типы множеств в n-мерном пространстве, понятия пре-

предела, непрерывности. Особое внимание уделяется такому трудному

для усвоения понятию, как дифференцируемость функций несколь-

нескольких переменных, а также проблеме отыскания точек безусловного и

условного экстремума.

Вторая глава посвящена кратным, криволинейным и поверхност-

поверхностным интегралам. Изложение теории кратных интегралов строится на

основе меры Жордана. Много внимания уделяется геометрическим и

физическим приложениям кратных интегралов, скалярным и вектор-

векторным полям.

В третьей главе рассматриваются интегралы, зависящие от пара-

параметра. Приведено большое число примеров, связанных с исследовани-

исследованием равномерной сходимости несобственных интегралов, зависящих

от параметров. Рассматриваются важные для приложений интегра-
интегралы Дирихле, Эйлера, Пуассона и др. Отдельный параграф посвящен

интегралу Фурье и преобразованию Фурье.
Материал четвертой главы является введением в функциональ-

функциональный анализ. Исследуются метрические, нормированные и полунор-

полунормированные пространства, а также гильбертовы и топологические

пространства. Содержатся начальные сведения об обобщенных функ-
функциях.

При работе над сборником авторы опирались на многолетний опыт

преподавания курса математического анализа на кафедре высшей ма-

математики Московского физико-технического института. Как и в пер-

первых двух частях, весь материал третьей части сборника разбит на

параграфы. Каждый параграф содержит: краткий обзор теоретичес-
теоретических сведений, необходимых для решения последующих задач; реше-

решения типичных задач; упражнения и задачи, снабженные ответами и

предназначенные для самостоятельного решения. Включение в сбор-
сборник сравнительно большого числа подробно решенных задач имеет

целью показать студенту оптимальные приемы и методы решения

и тем самым дать ему возможность часть материала изучить само-
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стоятельно. Следует отметить, что упражнения и задачи, предназна-
предназначенные для самостоятельного решения, разнообразны не только по

тематике и содержанию, но и по степени трудности
— от простых,

иллюстрирующих те или иные разделы курса, до довольно сложных,

требующих от читателя определенной настойчивости, а иногда и не-

некоторой изобретательности. Большой набор упражнений и задач и их

разнообразие позволит использовать сборник во втузах и универси-

университетах с различными программами по математике. Авторы надеются,
что преподаватели найдут в сборнике материал, который смогут ис-

использовать на лекциях, семинарских занятиях, консультациях, при
составлении заданий для самостоятельной работы студентов, при со-

составлении контрольных работ, на экзаменах.



ГЛАВА 1

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 1. Различные типы множеств в n-мерном пространстве

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Пространства Rn. Множество, элементами которого являют-

являются всевозможные упорядоченные наборы п действительных чисел,
обозначают Rn. В множестве Rn можно ввести понятие расстояния

между любыми двумя его элементами. Расстояние между элемента-

элементами

х = {xi\X2\...\xn) и у
= (у^у2;...;уп),

xuVi e /?, г = 1,2,...,п,

обозначим р(х;у) и определим формулой

р(х\ у) = а 5^0; -УгJ- A)
V г=1

Множество Rn с введенным в нем расстоянием называют про-

пространством /?п, число п —размерностью пространства Rn. Элемент

х = {xi\ X2\...; хп) множества Rn называют точкой пространства /?п,
число Xi, г = 1,2,...,п, — г-й координатой этой точки. Точки х =

= @; 0;...; xf,...; 0) n-мерного пространства Rn образуют i-ю коорди-
координатную ось пространства. Точку О = @;0;...;0) называют началом

координат.
Для точек х = (xi) и у

= (yi) одномерного пространства R1 (/?)
формула A) имеет вид , ч

/о(ж;2/) = \хг -

поэтому пространство R1 представляет собой множество действи-

действительных чисел, расстояние между которыми измеряется обычным

образом, т. е. R1 — числовая прямая. Пространства R2 и R3 — это

соответственно плоскость и обычное трехмерное пространство, ко-

которые изучаются в элементарной и в аналитической геометрии. Для
элементов множества Rn можно ввести понятия суммы элементов и

произведения элемента на действительное число: если

х = Oi;x2;...;xn), У = {Уг]У2]—]Уп), A G /?,

то

х + у
= (х! +уцх2 +У2;---;хп + уп), Аж = (Ххг; Хх2;...; Ххп). B)
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Как известно из линейной алгебры, множество /?п, в котором

формулами B) определены сумма и произведение на действительное

число, является линейным векторным пространством. Точку х =

= (xi\X2\...\xn) пространства Rn в этом случае называют вектором
и обозначают иногда х, числа ж^, г = 1,2, ...,п, называют его коорди-
координатами в базисе

е;
= A;0;...;0), ..., еп = @; 0;...; 1).

Вектор @;0;...;0) называют нулевым.

В линейном векторном пространстве Rn можно ввести скалярное

произведение (х,у), поставив в соответствие каждым двум векторам

х = (ж;;ж2;...;жп) и у
= B/15 2/2 5 ---5 2/п) число

п

(х,у) =^жда. C)
г=1

Линейное векторное пространство /?п, для векторов которого фор-
формулой C) определено скалярное произведение, называют п-мерным

евклидовым пространством. Число ^/(х, х) называют длиной векто-

вектора х и обозначают |х|. Векторы х и у называют ортогональными,
если (х, у) = 0. Если х и у

—

ненулевые векторы, то углом между
ними называют угол ip e [О;тг] такой, что

=огт

2. Различные типы множеств в пространстве Rn. Пусть
точка а = (а-\_\ а2,...; ап) Е /?n, S > 0. Множество всех точек х =

= (ж1;ж2,...;жп) пространства /?п, для которых

|xi-ai|<?, i = l,2,...,n, E)
называют п-мерным кубом с ребром 2? и с центром в точке а или

кубической S -окрестностью точки а в пространстве Rn.

Одномерный куб — это интервал длины 26 с центром в точке а,

двумерный куб— это квадрат со стороной 28 и с центром в точке а.

Пусть точка a G Rn', S > 0. Множество всех точек х пространст-

пространства Rn, для которых р(х; а) < 6, называют п-мерным шаром радиуса S

с центром в точке а или S-окрестностью точки а в пространстве Rn

и обозначают Un(a;S). Таким образом,

Un(a; S) = {х е Rn : уэ(ж; а) < $}• F)

Одномерный шар

и^щб) = {хе R: \х-а\ < 6}

представляет собой интервал длины 26 с центром в точке a G /?; двг/-
мерный шар

U2(a; 5) = {xe R2: л/(Х1 - сцJ + (х2 - а2J < 5}

является кругом радиуса S с центром в точке а = (ai;a2) G /?2.
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Множество Е С Rn называют ограниченным, если существует

n-мерный шар, содержащий это множество. Пусть каждому нату-

натуральному числу т поставлена в соответствие точка х^ простран-
пространства Rn. Упорядоченное множество точек

жA), жB), ..., ж(т), ...

называют последовательностью точек пространства Rn и обозна-

обозначают ж(т), т Е Л/, или {ж(т)}. Последовательность {у^} назы-

называют подпоследовательностью последовательности {ж(т)}, если су-

существует такая строго возрастающая последовательность m/. Е Л/,
что x(mfc) = y(k\ k G N. Последовательность {ж(т)} называют огра-

ограниченной, если множество точек х^т\ т Е А/, ограниченно.

Точку а Е /?п называют пределом последовательности {ж(т)}, ес-

если р(х^т");а) —>¦ 0 при ??г —>- оо. В этом случае пишут

lim x(m) = a

га—>-оо

и говорят, что последовательность х^ сходится к точке а. После-

Последовательность, которая сходится к некоторой точке, называют сходя-

сходящейся. Если последовательность не является сходящейся, ее называ-

называют расходящейся.
Последовательность х^ е Rn сходится к точке а тогда и только

тогда, когда для любого S > 0 существует число т$ такое, что для

всех т > т$ верно включение х^171' G Un(a;S).
Теорема (Больцано-Вейерштрасса). Из любой ограниченной по-

последовательности точек пространства Rn можно выделить сходя-

сходящуюся подпоследовательность.

Последовательность {х^} точек пространства Rn называют

стремящейся к бесконечности и пишут

lim ж(т) = оо,
>оо

если р{х^т^]О) —У +оо при т —У оо, где О — начало координат.

Точку множества Е С Rn называют внутренней точкой этого

множества в /?п, если в Rn существует ^-окрестность этой точки,

содержащаяся в множестве Е. Другими словами, если х
—

внутрен-
внутренняя точка множества Е G /?п, то существует шар Un(x;S) такой, что

Un(x;S) СЕ.

Множество, каждая точка которого является его внутренней точ-

точкой в /?п, называют открытым в Rn множеством.

Пространство Rn и пустое множество 0 являются открытыми

множествами.

Любое открытое в Rn множество, содержащее некоторую точку,
называют окрестностью этой точки в пространстве Rn. В частности,
всякая (^-окрестность точки является окрестностью этой точки.

Точку х G Rn называют точкой прикосновения множества Е G /?п,
если любая окрестность этой точки содержит хотя бы одну точку
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множества Е.

Точку х Е Е С Rn называют изолированной точкой множества Е,
если существует окрестность точки ж, не содержащая никаких дру-

других точек множества Е, кроме самой точки х.

Точку х Е Rn называют предельной точкой множества Е, если

любая окрестность точки х содержит хотя бы одну точку множест-

множества Е, отличную от точки х.

Точку х е Rn называют граничной точкой множества Е С /?п, ес-

если любая ее окрестность содержит точку, принадлежащую множест-

множеству Е, и точку, не принадлежащую множеству Е. Множество всех

граничных точек множества Е называют его границей и обознача-

обозначают дЕ.

Множество называют замкнутым, если оно содержит все свои точ-

точки прикосновения.

Множество всех точек прикосновения_множества Е называют за-

замыканием множества Е и обозначают Е.

Множество всех предельных точек множества Е называют его

производным множеством и обозначают Е^\ Множество Е называ-

называют совершенным, если Е^ = Е. Множество всех предельных точек

множества Е^ называют вторым производным множеством множес-

множества Е и обозначают Е^2\ По индукции определяют производное мно-

множество порядка п и обозначают Е^п\
Расстояние d между непустыми множествами Е\ и Е2 в прост-

пространстве Rn определяется формулой

d = d(E1;E2) = inf p(x;y).
Е

В частности, для расстояния d между точкой х G Rn и непустым

множеством Е С Rn получаем

d = d(x; E) = inf p(x; у).

Диаметром D(E) множества Е С Rn называют

sup p(x;x').
х,х'еЕ

Множество Г точек х — {х\\хъ\...\Хп) пространства Rn таких,
что

x1=x1(t), x2=x2(t),...,xn = xn(t), te[a;0\, A0)

где функции Xi(t), i = l,2,...,n, непрерывны на отрезке [а;/3], назы-

называют непрерывной кривой в пространстве Rn. Уравнения A0) называ-

называют параметрическими уравнениями кривой Г, аргумент t называют

параметром.

Если уравнения A0) линейны, т. е.

хх
— а\ + bit, х2 = а2 + b2t, ..., хп = ап + bnt,
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причем ^&2 > 0, то Г называют прямой в пространстве /?п, если

t е /?, и отрезком в пространстве /?п, если t e [а; /3].
Множество Е С /?п, любые две точки которого можно соединить

непрерывной кривой, принадлежащей этому множеству, называют

линейно связным. Множество, состоящее из одной точки, также счи-

считают линейно связным.

Множество Е С Rn называют областью в пространстве /?п, если

Е — открытое в Rn линейно связное множество. Если Е — область,
то ее замыкание Е называют замкнутой областью.

Множества Е\ С Rn и Е2 С Rn называют отделимыми, если ни

одно из них не содержит точек прикосновения другого.

Множество Е С Rn называют связным, если оно не может быть

представлено в виде объединения двух отделимых множеств. Мно-

Множество Е С /?п, любые две точки которого можно соединить отрез-

отрезком, принадлежащим этому множеству, называют выпуклым. Мно-

Множество, содержащее только одну точку, также считают выпуклым.

Пересечение всех выпуклых множеств, содержащих множество Е С

С /?п, называют выпуклой оболочкой множества Е.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. В пространстве R дано множество Е— @; 1] U {2}.
Указать внутренние точки множества Е в пространстве /?, а так-

также точки прикосновения, изолированные, предельные и граничные

точки множества Е.

А Внутренними точками являются все точки интервала @;1),
точками прикосновения

— все точки отрезка [0; 1] и точка х — 2.

Множество Е имеет одну изолированную точку х — 2. Предельными
точками являются все точки отрезка [0;1], граничными

— точки

х = 0, х = 1, х = 2. А

Пример 2. Найти расстояние между прямыми 1\ С R4 и Г2 С

С /?4, заданными параметрическими уравнениями

хх = 1 + 2?, х2 = -2?, х3 = 2 + 2?, ж4 = 2?

и

х\
= 1, Х2 = ?, жз = 1 + 2?, Ж4 = ?, t G /?.

Указать точки ж0 G 1\ и / G Г2 такие, что

p(xo;y°)=d(r1;T2).
А Найдем расстояние между двумя произвольными точками дан-

данных прямых:

р(х; у) = v^t2 + B? + гJ + A + 2? - 2тJ + B? - гJ =

- 8?т + 6т2 + 4? - 4т + 1.
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Преобразовав подкоренное выражение, получим

р(х; у) = у/(At - г + 1/2J + 5т2 - Зт + 3/4 =

¦t-r + 1/2J + (VEr - 3/Bл/5)J + 3/10.

Следовательно,
r2)= inf р(ж;2/) = V3/10.

жегх

Решив систему Г
4t _ г + 1/2 = 0?

\л/5г-3/Bл/5)=0,
найдем ? = —1/20, т = 3/10, и, следовательно,

х° = (9/10; -1/10; 19/10; 1/10), у0 = A; 3/10; 8/5; 3/10). А

ЗАДАЧИ

1. Доказать,что расстояние р(х;у) между точками пространст-
пространства /?п, определенное формулой A), обладает свойствами:

1) р(х\у) ^ 0, причем р(х\ у) = 0 тогда и только тогда, когда х = у\

2) р(х\у)= р(у,х) для любых х,у е Rn;
3) р(х;z) ^ р(х;у) + p(y;z) для любых x,y,z G /?n (неравенство

треугольника).
2. Доказать,что скалярное произведение в евклидовом простран-

пространстве /?п, определенное формулой C), обладает свойствами (x,y,z G

G /?n, AG /?):
1) (х,х)^ 0, причем (х,х) = 0 тогда и только тогда, когда х —

нулевой вектор;

2) (х,у)= (у,х);
3) (Лх,Лу)=Л(х,у);
4) (x+ y,z) = (x,z) + (y,z).
3. Доказать:
1) для длины вектора х = (xi; ж2...; хп) в евклидовом пространст-

пространстве Rn верна формула

2) для скалярного произведения векторов х, у G Rn справедливо

неравенство

|(х,у)К|х|-|у|.
4. Найти Л G /?, при котором векторы а и а + ЛЬ ортогональны:

1) а=A;2;1;3),Ъ = D;1;1;1);
2) а=A;2;3;...;п), Ъ = (п;п- 1;п - 2;...; 1), п > 1.
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5. Вn-мерном евклидовом пространстве дан куб с ребром а.

Найти:

1) длину dn диагонали куба; 2) lim dn;
п—>-оо

3) уголipn между диагональю куба и его ^-мерной гранью, к < щ

4) limifn] 5) число вершин куба;
п—уоо

6) число диагоналей куба, ортогональных данной диагонали.

6. Пустьa— (ai;a2; ...;an) G /?n и ^ > 0, г = 1, 2, ...,п. Множество

всех точек х = (х±; х^\...; хп) пространства /?п, для которых

Xi -ai| <5i, i = l,2,...,n,
называют n-мерным прямоугольным параллелепипедом с ребрами 28i

и с центром в точке а.

Доказать, что:

1) длялюбого n-мерного шара с центром в точке а существует

n-мерный прямоугольный параллелепипед с центром в точке а, содер-

содержащийся в шаре, и, наоборот, для любого n-мерного прямоугольного

параллелепипеда с центром в точке а существует n-мерный шар с

центром в точке а, содержащийся в параллелепипеде;

2) квадратдиагонали n-мерного прямоугольного параллелепипе-

параллелепипеда равен сумме квадратов его ребер, выходящих из одной вершины

[обобщение теоремы Пифагора).

7. Доказать, что для сходимости последовательности х^ =

= Dm);4m);...;^m)) e Rn к точке а = (сц; а2;...; ап) G Rn необхо-

необходимо и достаточно, чтобы lira х^ = a^, i — 1,2,...,п.
m—>-oo

8. Найти lim x^m\ если:
m—Уоо

m-\ 2m2 -1 Л 1 \m\

; (Ц ;
\ m J J

о\ (т) fCOSifn Sm(рп\ ч
3) ж1 ; = I 1—;

1— ), где: а) срп
— бесконечно большая по-

V ifn 'рп )

следовательность; б) срп
— бесконечно малая последовательность,

4) ж(т)= (гш cos икр; гш sin пир), г, ip G /?;
, /\ (( I— ^чА /—• ^Р \ г-> г»
5) хк } =?тг \/г cos — 1; т \/г sm — , г, ср G а, г > 0.

9. Последовательность х^ е Rn называют фундаментальной, ес-

если она удовлетворяет условию Коши: для каждого г > 0 существует
такое натуральное число N, что для любого т ^ N и любого k ^ N

верно неравенство р{х^шЛ)]х^кЛ)) < г.

Доказать, что для сходимости последовательности точек прост-

пространства Rn необходимо и достаточно, чтобы последовательность бы-
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ла фундаментальной.

10. Доказать,что если последовательность {х^} точек прост-

пространства Rn стремится к бесконечности, то:

1) p(x(m';a)—У +оо при т —У оо, где а — любая фиксированная
точка пространства /?п;

2) можетне существовать координата х\т\ 1 ^ г ^ п, такая, что

lim ж-
у = оо.

га—юо

11. Доказать,что следующие множества являются открытыми

в /?п:

1) произвольныйn-мерный шар;

2) произвольныйn-мерный куб;
3) произвольныйn-мерный прямоугольный параллелепипед (см.

задачу 6);
4) внешность (п — 1)-мерной сферы радиуса 8 с центром в точ-

точке а, т. е. множество Е = {х G Rn: р(х;а) > 6}.
12. Являетсяли открытым в /?п, п > 1, множество всех точек

круга

E = {xeRn: xl+xl<52, ж; = 0, г = 3, ...,п}?

13. Пусть/(ж), ж G /?, — непрерывная функция, ^/о
—

произ-
произвольное фиксированное число. Доказать, что множество решений не-

неравенства f(x) > уо является открытым в R.

14. ПустьGi, г G N, — произвольные открытые в Rn множества.
т сю

Доказать, что в Rn множества f] Gi и (J Gi являются открытыми.

15. Построитьпоследовательность огткрытых множеств, пересе-
пересечение которых не является открытым.

16. Доказать,что для того, чтобы точка a G Rn была точкой при-
прикосновения множества Е С /?п, необходимо и достаточно, чтобы су-

существовала последовательность точек х^ G Е, сходящаяся к а.

17. Найтивсе точки прикосновения множества Е = {х G R2: х<± —

— sin(l/xi)}, не принадлежащие Е.

18. Построитьмножество, все точки которого изолированные, а

множество его предельных точек непустое.

19. Доказать,что множество изолированных точек произвольного

множества не более чем счетно.

20. Верныли утверждения:

1) всякаяграничная точка множества является его предельной

точкой;

2) любаяокрестность граничной точки множества содержит как

внутренние точки, так и внешние точки этого множества (внешними
точками множества называют внутренние точки его дополнения)?
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21. Построить множество Е, удовлетворяющее следующим трем

условиям:

1) всеточки Е изолированные;

2) предельныхточек множество Е не имеет; 3) inf р(х; у) = 0.
хуеЕ

22. Доказать,что следующие множества являются замкнутыми:

1) пространство/?п;
2) произвольныйn-мерный замкнутый шар, т. е. множество всех

точек ж Е Rn таких, что р(х\ а) ^ 8\
3) произвольная(п - 1)-мерная сфера радиуса 6 ^ 0 с центром в

точке а, т. е. множество всех точек х е Rn таких, что р(х;а) = 6.

23. Даныn-мерный куб с ребром а и n-мерный замкнутый шар
радиуса а (см. задачу 22, 2)). Центр куба совпадает с центром шара.

При каких значениях п куб содержится в шаре?

24. Доказатьравносильность следующих определений замкнутого
множества: множество называется замкнутым, если оно содержит все

свои:

1) точки прикосновения; 2) предельные точки;

3) граничные точки.

25. Доказать, что дополнение замкнутого множества до всего

пространства открыто, а дополнение открытого множества замкнуто.

26. Доказать,что если множество G С Rn открытое, a F С Rn

замкнутое, то G \ F открытое, a F \ G замкнутое.

27. ПустьFi С /?п, г G А/, — произвольные замкнутые множества.
оо т

Доказать, что множества П Fi и П Fi являются замкнутыми.
i—\ i—\

28. Построитьпоследовательность замкнутых множеств, объеди-

объединение которых не является замкнутым.

29. Пусть/(ж), х G /?, — непрерывная функция, уо
—

произ-
произвольное фиксированное число. Доказать, что множество решений не-

неравенства f(x) ^ уо является замкнутым.

30. Пусть/(ж), х G [0; 1] — непрерывная функция и Еп
— мно-

множество решений неравенства п ^ /(ж) ^ п + 1, п G N.
оо

Доказать, что множество U E2k-i замкнуто.

31. Пустьдля функции /(ж), ж G [а;Ь], Ъ > а, множества точек,

в которых /(ж) ^ у и /(ж) ^ ^/, при любом у замкнуты. Доказать,
что /(ж) непрерывна на отрезке [а; Ь].

32. Доказать, что при отображении, задаваемом непрерывной
функцией /(ж), ж G [а;Ь], произвольное замкнутое множество F С

С [а; Ь] переводится в замкнутое.
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33. Впространстве Rn дана последовательность концентричес-
концентрических n-мерных шаров радиусов Si < 52 < ... < Sk < •••

Является ли их объединение:

1) открытым множеством; 2) замкнутым множеством?

34. Впространстве Rn дана последовательность концентричес-
концентрических (п — 1)-мерных сфер (см. задачу 22, 3)) радиусов

51<52< ... < Sk < ...

Является ли их объединение замкнутым множеством?

35. Доказать,что замыкание Е произвольного множества Е С Rn

замкнуто.

36. Доказать,что граница дЕ произвольного множества Е С Rn

является замкнутым множеством.

37. Привестипример замкнутого множества F, не равного замы-

замыканию множества внутренних точек F.

38. Привестипример открытого в R2 множества G, не равного

множеству внутренних точек его замыкания G.

39. Длякаких множеств Е С Rn (открытых, замкнутых, произ-

произвольных) верны следующие утверждения:

1) Е СЁ; 2) Е = Ё; 3) дЕ С Ё; 4) Е П дЕ = 0;

5) д(дЕ) = дЕ; 6) д(дЕ) С дЕ; 7) д(д(дЕ)) = д(дЕ);
8) если х^ е Е и lim ж(т) = а, то а е Е?

га?оо

40. Доказать,что для произвольных множеств Ei С /?n, i G А/,
верна формула:

га гаоо оо

1) U Ei = U ?*; 2) [Jfi^U е{.
г=1 г=1 г=1 г=1

41. Построитьпоследовательность множеств, для которых замы-

замыкание их объединения не равно объединению замыканий.

42. Доказать,что множество является совершенным тогда и толь-

только тогда, когда оно замкнуто и не имеет изолированных точек.

43. Доказать, что производное множество любого множества

замкнуто.

44. Построить множество Е, для которого производное мно-

множество i^1) непустое, а второе производное множество Е^ пустое.

45. Доказать,что для любого множества Е верны включения

EW Э ?B) Э ... Э Е^ D ...,

где Е^ —

производное множество порядка к.

46. ПустьЕ — множество всех точек х поверхности Земли (Зем-
(Земля считается шаром), которые обладают свойством: если из точки х

пройти 7 км на север, затем 7 км на запад и, наконец, 7 км на юг, то
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окажешься снова в точке х. Доказать, что множество Е не является

замкнутым. Найти замыкание Е и производное множество Е^\

47. Впространстве R построим множество С следующим обра-
образом. Из отрезка [0; 1] удалим интервал A/3; 2/3). Каждый из двух

оставшихся отрезков разделим на три равные части и удалим сред-

средние интервалы A/9; 2/9) и G/9; 8/9). Затем каждый из оставшихся

четырех интервалов делим на три равные части и средние интерва-

интервалы удаляем. В результате неограниченного продолжения этого про-

процесса деления оставшихся отрезков на три равные части и удаления

средних интервалов получим подмножество С точек отрезка [0;1],
которое называют канторовым множеством.

Доказать, что:

1) множествоС является замкнутым и совершенным;

2) суммадлин интервалов, удаленных при построении множест-

множества С, равна длине отрезка [0; 1];
3) множествоС имеет мощность континуума.

48. ПустьС —

дополнение канторова множества С (см. зада-

задачу 47) до отрезка [0,1]. Доказать, что множество

5=([0;1]х[0;1])\(С"хС"),
называемое ковром Серпинского, совершенно.

49. Доказать,что множество всех чисел х е [0;1], в представле-

представлении которых десятичной дробью отсутствуют цифры 4 и 5, является

совершенным.

50. Доказать,что если множества F{ и F2 непустые, замкнутые
и хотя бы одно из них ограничено, то существуют такие точки х Е F\

51. Доказать, что если множества F\ и F2 непустые, замкнутые,
непересекающиеся и хотя бы одно из них ограничено, то

52. Найти расстояние между непустыми замкнутыми непересе-

непересекающимися множествами: гиперболой

Fi = {x G R2: хгх2 = 1}
И Й

F2 = {х е R2: х2 = 0}.

53. Доказать,что для любого непустого множества Е G Rn и лю-

любого числа г > 0 множество всех точек х е /?п, для которых d(x; E) <

< г, является открытым в Rn.

54. Доказать,что для любых непустых множеств Е\ С Rn и Е2 С

С Rn верны равенства

d(Ei;E2) = с^ЕцЩ = d(E1;E2) = d(Ei;E2).

2 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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55. Найтирасстояние от точки х = A,1;...; 1) С Rn до множества

Lk = {х С Rn: Xi = О, г > /с}, 1 ^ к ^ п.

56. Найтиd(E1]E2), если:

1) Ех= {х G /?2: ж2 = ж?}, ?2 = {ж Е /?2: ж2 = Xi
- 2};

2) Е1= {х е R2: х\ + 4х\ = 4}, Е2 = {х Е R2: хх + 2л/3ж2 = 8};
3) Ei= {xe R3: Xl=x2= ж3}, Е2 = {х е R3: хг + х2 = 1, ж3 = 0}.

57. ПустьEi = {х е R2: х\ + Ах22 = 4} и Е2 = {ж G /?2: xix2 = 4}.
Доказать, что d(Ei; E2) > 1.

58. Найтирасстояние между прямыми Fi С R3 и Г2 С /?3, задан-

заданными параметрическими уравнениями

Xi=3 + t, x2 = l-t, x3 = 2 + 2?;

Ж1 = -t, ж2 = 2 + 3?, ж3 = 3t, t G R.

Указать точки х G Fi и ^/ G Г2 такие, что р(х;у) = (i(Fi;F2).
59. Найтирасстояние между прямыми Fi С Rn и Г2 С /?п, за-

заданными параметрическими уравнениями

xi =t, x2=t, x3 = ?, ..., xn = t;

x\—t, x2 — 1 - t, ж3 = 0, ..., жп = 0, ? G R.

Указать точки х G Fi и ^/ G Г2 такие, что р(х;у) = (i(Fi;F2).
60. Доказать,что множество Е С Rn ограниченно тогда и только

тогда, когда его диаметр удовлетворяет условию D(E) < +оо.

61. Найтидиаметр множества точек пространства /?2, удовлетво-

удовлетворяющих условию:

1) 4x1 + Зх|| < 2; 2) 4х\ - Ъх\ = 2;

3) {х\+ ж|)(ж? + х\ + 2ж1 + 2ж2 + 1) = 0;

4) ж2= sin(l/xi), \x\\ < 2/тг.
62. Найтидиаметр множества точек пространства /?3, удовлетво-

удовлетворяющих условию:

1) 3x1 + 2х\ + ж| + 2ж3
- К 0; 2) Зх\ + 2ж?, + ж| + 2ж3 + 1 ^ 0;

3) Зх\ - 2х\ + ж| + 2ж3
- 1 = 0; 4) Зх\ + ж| + 2ж3

- 1 ^ 0.

63. Найтидиаметр n-мерного куба с ребром а.

64. Доказать,что объединение линейно связных множеств, имею-

имеющих общую точку, является линейно связным множеством.

65. Доказать,что если множество Е С R линейно связно, то Е

является промежутком.

66. Доказать,что если линейно связное множество пересекается

с некоторым множеством и с его дополнением в /?п, то оно пересека-

пересекается и с границей этого множества.

67. Построитьобласть, замыкание которой не является линейно
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связным множеством.

68. Доказать,что всякое линейно связное множество Е С Rn яв-

является связным.

69. Построитьмножество Е С R
, являющееся связным, но не

линейно связным.

70. Доказать,что всякое связное открытое в Rn множество яв-

является линейно связным.

71. Доказать,что если Е С Rn — связное множество, то его за-

замыкание Е — тоже связное множество. Привести пример несвязного

множества, замыкание которого связно.

72. Являетсяли связным множество всех точек плоскости, у ко-

которых:

1) хотябы одна координата рациональна;

2) обекоординаты иррациональны?

73. Выяснить,является ли множество Е в пространстве R2:

а) связным; б) линейно связным; в) открытым; г) областью;
если:

1) Е = {х2 + х2 > 1}; 2) Е = {х2 + х2 = 1};
3) Е= {х2 +х\ф 1}; 4) Е = {х2 + х\ = 0};
5) Е = {х\ + х\ < 1} U {Oi - 2J + х\ < 1};
б) Е= {х\ + х\^ 1} U {(xi - 2J + х2 < 1};
7) Я = {х2 - х\ < 1}; 8) Е = {х2 - х2 = 1};
9) ? = {х2-х2>1};

х2
- \ sin\ sin < IЮ) Е = {х! е @; 1),

П) я = {Х2 = sin(l/m)} U {X! = о |х2| ^ 1};
12) Е = {5х? + 12xix2

- 22xi - 12х2 > 19}.

74. Выяснить,является ли множество Е в пространстве R3 об-

областью:

1) Е= {х? + х?, < 1, х3 = 0}; 2) Е = {х\ + 2ж| + Зж§ < 4};
3) Е= {х2 + х2 - х2 < 1}; 4) Е = {х2 + х2 + К х2};
5) Е= {х2 + х2 > х3}; 6) Е = {х2 + х2 < х2};
7) Е= {х\ -х\< х3}; 8) Е = {х? + х^ < 1};
9) Е= {xix2 > 1};
10) Е= {х\ - xix2

-

xix3 + х2х3 > xi
- х2}.

75. Доказать,что любые две точки произвольной области можно

соединить ломаной линией с конечным числом звеньев, целиком ей

принадлежащей.

76. Выяснить,какие из множеств, заданных в задачах 73 и 74,
являются выпуклыми.
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77. Найтивыпуклую оболочку множества Е:

1) Я= {@;0),@;1)};
2) Я= {@;0),@;1),A;0)};
3) E= {xeR2: x\=xl}-
4) Е= {х е R2: х1+х?1 + 2х1 + 1 = 0};
5) Е= {х G R2: х\ + 4ж^ = 4};
6) Е= {хе R2: х\ -4х22 =4;
7) Я=/?и{@;1)};
8) Я= {ж G /?3: х\+х\+х\> 1};
9) i?— множество в пространстве /?п, состоящее из точек @; 0; ...

...;0), A;0;...;0), @;1;...;0), ..., @;0; ...; 1).
78. Доказать,что пересечение выпуклых множеств является вы-

выпуклым множеством.

79. Симплексомв пространстве Rn с вершинами в точках г =

= 1, 2,..., п + 1 называют множество точек

71+1 П+1

г=1 г=1

Доказать, что симплекс — выпуклое множество.

80. Доказать,что выпуклая оболочка произвольного открытого

в Rn множества открыта в Rn.

81. Доказать,что выпуклая оболочка произвольного замкнутого

ограниченного множества замкнута.

82. Построитьв пространстве R2 замкнутое множество, выпук-
выпуклая оболочка которого не замкнута.

83. Доказать,что замыкание выпуклой оболочки произвольного
ограниченного множества совпадает с выпуклой оболочкой его замы-

замыкания.

ОТВЕТЫ

4. 1)-3/2; 2) -Bп + 1)/(п + 2).
5. 1)ал/п; 2) +оо; 3) arccos л/kjn; 4) тг/2; 5) 2П;
6) 0, если n = 2k-l, С^\, если п = 2к.

8. 1) @;1;2;е); 2) предел не существует;

3) а) @;0), б) предел не существует;

4) @;0), если \г\ < 1, A; 0), если г = 1, ip = 2ттк, к G Z, в осталь-

остальных случаях предел не существует; 5) (\пг](р).
12. Только в пространстве R .

17. х = @,х2), х2е [-1;1].
20. 1) Неверно; 2) неверно.
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21. Таким множеством, например, является числовая последова-
т

тельность х{ } = > -.

^ к
к=1

23. п <С 4.

33. 1)Да;
2) нет, если последовательность 8k ограничена; да, если последо-

последовательность не ограничена.

34. Нет,если последовательность 8k ограничена; да, если после-

последовательность 8k не ограничена.

39. 4) Е — открытое множество;

5) Е— замкнутое множество;

6) Е— произвольное множество;

7) Е— произвольное множество;

8) Е— замкнутое множество.

46. Е = Е U Р, где Р — множество точек, расположенных на

параллели, удаленной от Северного полюса на 7 км {Р (jL Е)\ Е^ =

= E\Pq, где Ро — точка Южного полюса.

52. 0. 55. л/п3!. 56. 1) 7л/2/8; 2) 4/л/13; 3) 1/л/б.

58. ^162/55,х = (89/55; 131/55; -42/55),
у = (8/55; 86/55; -24/55).

59. л/(п-2)/Bп), х = (l/n;l/n;l/n;...;l/n),

61. 1)д/^/З; 2) +оо; 3) 1 + л/2; 4) B/тг)л/4Т^.
62. 1)2л/2; 2) 0; 3) +оо; 4) +оо. 63. ау/п. 72. 1) Да; 2) нет.

73. 1)а) Да, б) да, в) да, г) да; 2) а) да, б) да, в) нет, г) нет;

3) а) нет, б) нет, в) да, г) нет; 4) а) да, б) да, в) нет, г) нет;

5) а) нет, б) нет, в) да, г) нет; 6) а) да, б) да, в) нет, г) нет;

7) а) да, б) да, в) да, г) да; 8) а) нет, б) нет, в) нет, г) нет;

9) а) нет, б) нет, в) да, г) нет; 10) а) да, б) да, в) да, г) да;

11) а) да, б) нет, в) нет, г) нет; 12) а) нет, б) нет, в) да, г) нет.

74. 1)Нет; 2) да; 3) да; 4) нет; 5) да; 6) нет; 7) да; 8) да;

9) нет; 10) нет.

76. 4)из задачи 73 и 1), 2), 8) из задачи 74.

77. 1)Отрезок с концами в точках, образующих множество Е;

2) замкнутыйтреугольник с вершинами в точках, образующих
множество Е;

3) /?2; 4) (-1;0); 5) {х е R2: х\ + 4ж| ^ 4}; 6) /?2;
7) объединение полосы 0 ^ х2 < 1 и точки @; 1); 8) /?3;
9) симплекс (см. задачу 79) с вершинами в точках, образующих

множество F.
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§ 2. Функции нескольких переменных. Предел
и непрерывность функций нескольких переменных.

Отображения

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Функции п переменных. Пусть дано множество Е С /?п, и

пусть каждой точке ж Е Е поставлено в соответствие число и Е /?;
тогда говорят, что на множестве Е определена числовая функция.

Правило, устанавливающее соответствие, обозначают некоторой
буквой, например /, и пишут

u = f(x), хеЕ,

или, подробнее,

и = f(x1]X2]...]xn), (х1]Х2]...]хп) е Е.

Множество Е называют областью определения функции, точ-

точку ж
—

аргументом или независимой переменной, ее координаты

xi,X2,...,xn
— независимыми переменными, функцию и = f{x\] х^\...

...;жп) — функцией п переменных. Если п > 1, то функцию называют

также функцией нескольких переменных. Число щ, соответствующее
значению аргумента х° = (xj; ж^;...; ж^), называют значением функ-
функции в точке хо и обозначают /(ж0) или /(ж?; ж^;...; ж°).

Функцию j[x\\X2\ ...;жп), которая может быть задана с помощью

конечного числа арифметических операций и композиций элементар-
элементарных функций одного переменного (см. [1, § 7, п. 2]) от перемен-

переменных Ж1,Ж2, ...,жп, называют элементарной функцией п переменных.

Под функцией, заданной формулой, понимают функцию, областью

определения которой являются все значения аргумента, для которых

эта формула имеет смысл, и результатом каждой операции, указан-
указанной в формуле, является действительное число.

Независимые переменные функции двух переменных обычно обо-

обозначают буквами ж и у, а трех переменных
—

ж, у и z.

Графиком функции двух переменных

u = f(x;y), (х-у) еЕс R2

называют множество всех точек (ж; у; /(ж; у)), (х;у) G Е, прост-

пространства R3.

Например, из курса аналитической геометрии известно, что гра-

графиком функции и = 4ж2+2/2, (ж; у) G /?2, является эллиптический

параболоид.
Аналогично можно определить понятие графика функции трех и

более переменных.

Если область определения функции двух переменных и = f(x;y)
состоит только из тех точек, координаты которых являются нату-

натуральными числами ж = m, y
— n, m,n e А/, то функцию и называют
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двойной последовательностью. Значение функции в точке (т; п) на-

называют членом последовательности и обозначают ит^п, а саму по-

последовательность обозначают {ит,п}.
Уровнем (с-уровнем, с Е R) функции /(ж), ж Е Е С /?п, называ-

называют множество точек ж е Е, удовлетворяющих уравнению f(x) = с.

Уровни функции двух переменных часто называют линиями уровня,

уровни функции трех переменных
—

поверхностями уровня.

Функцию /(ж), определенную в области G С /?п, называют одно-

однородной степени а в области G, если для любых х Е G и Л Е R таких,
что Хх Е G, верно равенство

f(Xx) = \af{x). A)
Если при тех же предположениях имеет место равенство

/(Arc) = |ЛГ/(Ж), B)
то функцию называют положительно однородной степени а.

Например, функция f(x) = ж, х Е /?, является однородной степе-

степени 1; функция f(x) = |ж|, ж Е /?, — положительно однородной сте-

степени 1; функция, заданная формулой f(x;y) = у/х, — однородной и

положительно однородной степени 0.

Функцию называют локально однородной степени а в области G,
если она является однородной функцией степени а в некоторой
окрестности каждой точки области G. Из локальной однородности

функции в области не следует ее однородность в этой области (см.
задачу 36).

2. Предел функции.
Первое определение предела функции (определение

Гейне). Пусть область определения функции /(ж) содержит окрест-
окрестность Un(x°) точки ж0 G /?п, кроме, быть может, самой точки ж0.

Число а называют пределом функции /(ж) в точке ж0, если для

любой последовательности точек х^ G Un(x°), х^ ^ х°, сходящей-

сходящейся к ж0, числовая последовательность /(ж(т)) сходится к а.

Для того чтобы доказать, что функция /(ж) не имеет предела в

точке ж0, достаточно указать две последовательности точек: х^ G

е Un(x°) и у^ е ?/п(ж°), ж(т) ф ж0, у^ ф ж0, сходящиеся к ж0,
такие, что lim /(ж(т)) ф lim f(yM).

т—>-оо т—>-оо

Второе определение предела функции (определение
Кош и). Число а называют пределом функции /(ж) в точке х° G /?п,
если для каждого числа г > 0 существует такое число ? > 0, что для

всех ж, удовлетворяющих условию 0 < ^(ж;ж°) < ?, выполняется не-

неравенство ,-/ Ч I

|/(ж)-а| <?.

Определения Коши и Гейне равносильны.
Если число а является пределом функции /(ж) в точке ж0, то
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пишут
lim /(ж) = а или lim /(ж) = a. C)
х->х° /о(ж;ж°)-^0

Понятие предела функции в точке обобщается на тот случай, когда

функция рассматривается не на всей окрестности точки, а только на

некотором ее подмножестве.

Определение Гейне. Число а называют пределом функ-
функции /(ж), ж Е Е С /?п, по множеству X С Е в точке ж0, являю-

являющейся предельной точкой множества X, если для любой последова-

последовательности точек ж(т) е X, ж(т) ф ж0, сходящейся к ж0, числовая

последовательность /(ж(т)) сходится к а.

Для того чтобы доказать, что функция /(ж), х ? Е С /?п, не имеет

предела по множеству X в точке ж0, достаточно указать две последо-

последовательности ж(т) Е X и з/т) Е X, ж(т) т^ ж°5 2/^т^ Ф х°\ сходящиеся

к точке ж0, такие, что

lim f{xW) ф lim
т—>-оо m—>-oo

Определение Кош и. Число а называют пределом функции
/(ж), ж G i? С /?п, /20 множеству X С Е в точке ж0, если для каждого

числа г > 0 существует такое число ? > 0, что для всех ж G X, удов-

удовлетворяющих условию 0 < /я(ж;ж°) < S, выполняется неравенство

|/(ж)-а| <е.

Если число а является пределом функции /(ж), х Е Е С /?п, по

множеству X С Е в точке ж0, то пишут

lim /(ж) =а. D)
хее

В тех случаях, когда из контекста бывает ясно, по какому мно-

множеству берется предел, указание ж С X часто опускают и пишут

lim /(ж) = а.

х—>х°

Если множество X содержит окрестность точки ж0, кроме, быть

может, самой точки ж0, то предел функции /(ж) по множеству X в

точке ж0 совпадает с обычным пределом функции /(ж) в этой точке.

Если множество X состоит из точек некоторой непрерывной кри-
кривой Г (§1, A0)), проходящей через точку ж0, то lim /(ж) называют

х^х°

хех

пределом функции /(ж), ж G Е С /?п, гсо кривой Г в точке ж0.

Предел функции -u = f(x;y) двух переменных в точке (жо;2/о)
обычно обозначают

lim fix: у) или lim -u.
ж-^ж0 ж-^ж0
з/->-г/о 2/->-г/о

Аналогично случаю функций одного переменного (см. [1, §9, п. 3, 4])
для функций нескольких переменных /(ж), ж G /?n, n > 1, вводятся

понятия предела функции при ж ->• оо и бесконечного предела.
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Для функций нескольких переменных справедливы теоремы о пре-

пределе суммы (разности), произведения и частного функций, аналогич-

аналогичные соответствующим теоремам для функций одного переменного

(см. [1, § 9, п. 2]).
Для функций п > 1 переменных можно рассматривать п\ так на-

называемых повторных пределов. В частности, в случае функции двух
переменных и = /(ж; у) можно рассматривать два повторных предела

в точке (хо;уо)
lim ( lim f(x;y)) и lim ( lim f(x;y)).
Ж^Ж У>У У^УЖ^Ж

Например, для функции и = (х — у)/(х + у) имеем

lim ( H
ж-И) V у-

= 1 и lim ( lim ^^-) = -1.Hm )1 и lim ( lim
у-И) X + у / у-^0V ж-^0 X + у

Отсюда следует, что изменять порядок следования предельных пере-

переходов по разным переменным, вообще говоря, нельзя.

Связь предела функции в точке с ее повторными пределами в той

же точке иллюстрируют задачи 37-39.

3. Непрерывность и равномерная непрерывность. Функ-
Функцию /(ж), определенную в окрестности точки х° G /?п, называют

непрерывной в точке ж0, если

lim f(x) = f(x°).
Ж—>Х°

Теорема Кантора. Функция, непрерывная на ограниченном

замкнутом множестве, равномерно непрерывна на этом множестве.

Пусть S — произвольное положительное число. Модулем непре-

непрерывности функции /(ж), ж G Е С /?п, на множестве ж С Е называют

wF;f;X)= sup (f(x)-f(x')).
р(х;х')<5
х,х'ех

В тех случаях, когда ясно, о каком множестве X и о какой функции /
идет речь, модуль непрерывности w(8\f\X) обозначают u(S).

Значение модуля непрерывности иF; /; X) функции /(ж), ж G Е С

С /?п, при S = D, где D
—

диаметр множества X С Е, называют

колебанием функции / на множестве X и обозначают u(f;X). Из

этого определения следует, что

u(f;X)= sup (/(х)-/(ж')). G)
х,х'ех

Если функции /(ж) и #(ж) непрерывны в точке ж0 G /?п, то функ-
функции с/(ж) (с — постоянная), /(ж) + /(ж), /(ж) • #(ж), а если д(х°) ф

f(x)
Ф 0, то и ^Ц—7 также непрерывны в точке ж0.

д(х)
Функцию /(ж) называют непрерывной в области G С /?п, если она

непрерывна в каждой точке области G.



26 Гл. 1. Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных

Пусть функция /(ж) определена в окрестности точки ж0 Е /?п,
кроме, быть может, самой точки ж0. Точку ж0 называют точкой раз-

разрыва функции /(ж) в следующих случаях:

1) функция/(ж) не определена в точке ж0;
2) функция/(ж) определена в точке ж0, но:

а) lim/(ж) не существует;

б) lim/(ж) существует, но не равен /(ж0).
Если lim /(ж) существует, но или /(ж) не определена в точке ж0,

или lim /(ж) т^ f(x°)j то точку ж0 называют точкой устранимого
х^х°

разрыва.

Понятие непрерывности функции в точке обобщается на тот слу-

случай, когда функция рассматривается не на всей окрестности точки,

а только на некотором ее подмножестве.

Функцию /(ж), определенную на множестве Е С /?п, называют

непрерывной по множеству ж С Е в точке ж0 Е Е, если

lim /(ж) = /(ж0).
Ххех

В случае, когда X = Е, говорят о непрерывности в точке по мно-

множеству (области) определения функции.
Например, функция двух переменных

*г„.,л- /2/sin(l/rr), если ж2 + у2 ф О,

не является непрерывной в точке @;0), так как не определена в ее

окрестности, но она является в этой точке непрерывной по множеству

определения функции.
Непрерывной по множеству Е в точке х° считается функ-

функция /(ж), ж е Е С /?п, если ж0 — изолированная точка множества Е.

Всякая элементарная функция п переменных (см. п. 1) непрерыв-
непрерывна в каждой точке, в которой она определена.

Функцию /(ж), ж G Е С /?п, называют непрерывной на множест-

множестве X С Е, если она непрерывна по множеству X в каждой его точке.

Функцию /(ж), ж е Е С /?п, называют равномерно непрерывной на

множестве X С Е, если для каждого числа г > 0 существует такое

число й > 0, что для любых ж, ж; G X, удовлетворяющих условию

р(х;х') < 5, верно неравенство

\f(x)-f(x')\<e.
4. Отображения. Пусть дано множество Е С /?п, и пусть каж-

каждой точке ж G Е поставлена в соответствие точка и G Rm; тогда го-

говорят, что на множестве Е определено отображение или функция со

значениями в пространстве Rm.
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Правило, устанавливающее соответствие, обозначают некоторой
буквой, например /, и пишут

/:ЕчГ,Ес/?п, или u = f(x),xeEcRn,ueRm. (8)
В частном случае т

= 1, т. е. когда ие /?, отображение / представля-
представляет собой числовую функцию п переменных. В общем случае задание

отображения
ц = /(^ x&EcRn^ u&Rm^ (g)

равносильно заданию m функций п переменных

Щ = /iOi;x2;...;xn), г = 1,2,...,т. A0)

Функции A0) называют координатными функциями отображе-
отображения / и пишут / = /(Л;/2; •••;/ш)- Если при отображении / точ-

точке ж Е Rn ставится в соответствие точка и Е /?m, то точку и называ-

называют образом точки ж при отображении / или значением функции / в

точке х. Множество всех образов при отображении /(ж), х е Е, назы-

называют образом множества Е и обозначают f(E). Если точка и Е Rm

является значением функции /, то множество всех точек х Е Е С Rn

таких, что /(ж) = и, называют прообразом точки и и обозначают

f~1(u). Через f~1(U) обозначают объединение множеств всех про-

прообразов точек множества U С f(E).
Отображение /(ж), ж Е Е С /?п, называют непрерывным в точке

ж(о) ? ^ если для каждого числа г > 0 существует такое число ? > 0,
что для всех точек х Е Е, удовлетворяющих условию ^(ж;ж^0^) < S,
верно неравенство p(f(x);f(x^)) < г.

Отображение /(ж), ж G Е С /?п, называют непрерывным на мно-

множестве X С Е, если оно непрерывно в каждой точке множества X.

Отображение /(ж), х е Е С Rn, называют равномерно непрерыв-

непрерывным на множестве X С Е, если для каждого числа г > 0 существует
такое число ? > 0, что для любых ж, х' G X, удовлетворяющих усло-
условию р(х;х') < 5, верно неравенство

p(f(x);f(x'))<e. A1)
Отображение /: Е —>¦ /?m, E С Rn, называют взаимно однознач-

однозначным, если разным точкам множества Е соответствуют при этом

отображении разные точки пространства /?т, т. е. если из равенст-

равенства /(ж) = /(ж') для ж,ж; G Е следует равенство ж = х'. В этом слу-

случае говорят, что множество Е взаимно однозначно отображается на

множество f(E). Если Е взаимно однозначно отображается на f(E),
то на множестве f(E) существует однозначное отображение (обрат-
(обратная функция) /-1: f(E) ->• Е, при котором каждой точке и е f(E)
ставится в соответствие точка ж G Е такая, что /(ж) = и.

Если отображение /: Е —У /?m, E С /?п, взаимно однозначно и

непрерывно на множестве Е, а обратное отображение j~x непрерыв-
непрерывно на множестве f(E), то / называют гомеоморфным отображением
или гомеоморфизмом.
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Если для множеств Е С Rn и Е\ С Rm существует гомеоморфизм,
отображающий Е на Е±, то множества Е и Е\ называют гомеоморф-
ными.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти область определения и с-уровни функции, за-

заданной формулой и = л^Bу)/(х2 + у2 — 1).
А Функция определена в тех и только в тех точках (ж; у) плос-

плоскости, координаты которых удовлетворяют неравенству

Это неравенство равносильно совокупности систем неравенств

У 2 0,
2

2/^0,
о . о

Первой системе неравенств удовлетворяют координаты всех то-

точек, расположенных в полуплоскости у ^ 0 и вне окружности ради-

радиуса 1 с центром в начале координат. Второй системе удовлетворяют

все точки плоскости, лежащие в полуплоскости у ^0 и внутри окруж-

окружности радиуса 1 с центром в начале координат. На рис. 2.1 область

определения функции показана штриховкой.
Для нахождения с-уровня функции нужно для любого с G R найти

множество точек плоскости, координаты ж, у которых удовлетворя-

удовлетворяют уравнению

щ
w

1
Я.

Если с < 0, то с-уровнем функ-
функции является пустое множество;

0-уровнем функции будет, очевид-

очевидно, множество всех точек оси ж,

за исключением двух точек (=Ы;0),
не входящих в область определения

функции. В случае с > 0, преобразуя
исходное уравнение, получаем

= с

Рис. 2.1

х2 + у2 - 1

Следовательно, с-уровнем функции

при с > 0 является окружность ра-

радиуса л^/l + 1/с4 с центром в точке @;1/с2), за исключением двух

точек (=Ы;0) этой окружности, не принадлежащих области опреде-

определения функции. На рис. 2.1 построены с-уровни функции при с = О,
3/4, 1, 4/3. А
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X и

Пример 2. Найти lim
^о х2 + у2

А Для любого числа г > 0 существует S > 0 (а именно S = e) такое,

что для всех точек (ж;?/), удовлетворяющих условию ^х2 + у2 < S и

отличных от начала координат, справедливо неравенство

2

ху
_0

х*+у*

х и

Следовательно, lim ——^—^ = 0. А

Пример 3. Найти предел функции f(x;y) = уcos в точ-
у
- х

ке @; 0) по множеству, на котором функция определена.
А Заметим, что функция не определена в точках прямой у = ж.

Поэтому обычного предела в точке @; 0) не существует. В то же вре-

время предел по множеству Е = {(х;у) G R2: ж ф у}, на котором функ-
функция определена, существует и равен нулю, что следует из неравенст-

неравенства \ycos(l/(y - ж))| ^ \у\, справедливого для всех точек (х;у) е Е. А

X и

Пример 4. Найти предел функции /(ж; у) = ——^ в точке @; 0)
по прямой ж = at, у = Et, а2 + E2 ф 0; доказать, что lim ——^Ц- не

существует. ^о
^

А Функция определена во всех точках плоскости, кроме точ-

точки @; 0). Так как

f(at; /3t) = п2а+^Ч2 -^0 ПРИ t ~> 0

(если /3 = 0, то f(at;0) =0), то предел функции в точке @; 0) по

каждой прямой, проходящей через начало координат, равен нулю.
2

X и

Чтобы доказать, что lim ——^—- не существует, достаточно ука-
-

у2 + х4

зать кривую, проходящую через начало координат, по которой предел
функции в точке @; 0) не равен нулю. Такой кривой является, напри-

например, парабола у = ж2. В самом деле, /(ж; ж2) = 1/2, и, следовательно,

предел функции в точке @; 0) по параболе у = ж2 равен 1/2. А

ЗАДАЧИ

1. Найтифункцию s = f(x;y), если s
—

площадь ромба, ж
— его

периметр, у
—

сумма длин его диагоналей. Вычислить /A;2).
2. Найтифункцию v = /(ж; у), если v

— объем прямого кругового

конуса, ж — длина его образующей, а у:

1) высота конуса; 2) длина окружности основания.
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3. Найтифункцию v = /(ж; у), если v
— объем прямого кругового

конуса, ж — величина угла между образующей и плоскостью основа-

основания конуса, у
—

площадь сечения конуса плоскостью, параллельной
основанию и проходящей через центр вписанного в конус шара.

4. Найтифункцию s = j[x\y\z\ если s
—

площадь равнобочной
трапеции, ж, у

—

длины оснований, z
—

длина боковой стороны

трапеции. Вычислить: а) /B; 1; 2); б) /A;4;1).
5. Найтифункцию s = /(ж; у; z), если s

—

площадь треугольника,

x,y,z
—

длины его сторон.

6. Найтифункцию Q = f(x;y;z), если Q — площадь боковой по-

поверхности правильной шестиугольной усеченной пирамиды, ж, у —

стороны оснований, a z — высота пирамиды.

7. Найтифункцию v = /(xi; х^\ жз; Ж4), если v
— объем тетра-

тетраэдра, a Xi, г — 1,2,3,4, — площади его граней, причем двугранные
углы, прилегающие к грани с площадью Ж1, равны между собой.

Вычислить /A;1;1;1).
8. Найтиобласти определения функции двух переменных, задан-

заданной формулой:

1) и = у/х + у + у/х - у; 2) и = у/1 - ж2 - у2;

3) и= 1 ;4) и = 1п(ж2 + у2 - 1);
у/х2 + у2 - 1

5) и = 1пB/2 - 4ж + 8); 6) и = 1п(ж2 + 4^/2 - 2ж - 3);
X2 + у2 — X

9) „ =

И) ^ =
1пж1п^

; 12) и = л/4ж2 - ж3 - 4ж;
V1 - х - у

13) I/ = y/\ogaB - х2 - у2)- 14) IX = у/(х2+у2-а)Bа-х2-у2);
1пC - ж)

15) и = 1пCж + ?/
- 3)

/Зж - 2у + 6
'

16) IX= л/ж- 1 + л/2/ — ! + л/ж + 2/
— 3 + л/42 - бж - 7$/;

17) и= л/^/йтж; 18) и = In ж — In sin 2/;

19) ix = 1п8ттг(ж2 + у2); 20) ix = л/ж пtg f — J; 21) и = arccos^/;

22) ix = агссо8(ж + 2/); 23) и = arcsin ;24) и = ху.
х -\- у

9. Является ли множество, на котором определена функция и =

= и(х;у):
а) замкнутым, б) открытым, в) линейно связным,

г) областью, д) замкнутой областью, е) выпуклым?
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Функция и(х;у) задана формулой:

Х) и =

Х2 + у2 !
5 2) ^ = ^i

3) ix= ln(l - 2х - х2 - ?/2) + 1пA + 2х - х2 - у2)]
4) и= arcsin(?//x); 5) и = у/ху -\- arcsinx;

6) ix= arccos(x/?/2); 7) ?х = arccosB?/ + 2yx2 — 1).

10. Найти множество значений функции, заданной формулой:

1) и= х2 - 2ху + у2 + 2х - 2у - 3;

2) и= ^2 + ж + у
— х2 — 2ху — у2]

3) и= 1пDж2 + 2^/2 - 4ху + 12ж - 12j/ + 21);
4) и= logy ж + log^ у; Б) и = е2ху - еху + 2;

6) и= 3sin(y/x) + 8sin2(y/2x);
7) и= 3 sin(x — ^/) + б sin(x + 2/) + 4 cos(x — 2/) + 8(ж + 2/M
о\ 1+ X у
8) и= arccos —.

11. Найтимножество значений функций и = f(x;y), (x;y) G .Б:

1) и= х-2у-3, Е = {(ж; $/): ж + 2/
= 1, х ^ 0, 2/^0};

2) u= x2-x2/ + 2/2, S = {(rr;2/): |ж| + |г/| = 1};
3) и= х2 + г/2 - 12ж + 162/ + 25, Е = {(х; у):х2+у2 = 25};
4) u= lnBx2+32/2), Е = {(х;2/):х + 2/ = 2, х ^ 0, у > 0};

5) гг=v/xTTF, Е = {(х;у): х + у
= 2}.

12. Найтиобласти определения функции трех переменных, задан-

заданной формулой:

1) и = ln(l -x-y-z); 2) и = у/1 - \х\ - \у\ -

3) и = —= -\ —; 4) и= ;

5) и = л/16-х2-^2; 6) и = у/(9 - у2-z2)(y2+z2-4);

7) и = 1пC6 - Збх2 - 9у2 - 4z2); 8) и = -

9) и = :

10) IX=

11) и= д/16 — х2 — у2 — z2 1п(х2 + у2
12) IX=

2yz z2

y2 + z2 - 4);
2
+ у2 + 2) - (х2(х2 + у2 + - 1;

13) IX =
In ж

14) u= y/

15) ц=

/У-1
1пE

- х - 2/
- z);

_ Ж2 _ у2 _ Z2

у/1-х-у + д/Зх + 2/
- 3z;

=
ln(x2 + l/2 + ^-4)

/4' '
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1пD* - z2 - х2 - у2) .17) и =

у/4- z-x2 -у2

18) и= y/z - ху + у 1

19) и= arccosB — х2 — у2 — z2); 20) и = arcsin
z-\

21) u = arccos(x2 + у2 + z2 - 3) + arccos ^ж2 + у2 — 3.

13. Доказать,что областью определения функции, заданной фор-

^ и— arcsin х arcsinBx + у) arcsinCx + 2у + z),

является замкнутый параллелепипед, и найти его вершины.

14. Является ли множество, на котором определена функция
u(x;y;z):

а) замкнутым, б) открытым, в) линейно связным, г) областью,
д) замкнутой областью, е) выпуклым?
Функция и задана формулой:

L) U =

4) u =

б) и = :

x' + y' + zl
; 2) и = \ 3) u = ln(xyz);

2 -ж2 -^/2; 5) ?/ = д/2
2-x2-2/2 + l); 7) гг =

т2 4- v2
^у ; 9) и = (xy)z; 10) и = ^ж8) u = arccos

15. Найти множество значений функций, заданной формулой:

1) и= х2 + 2у2 + 5z2 + 2ху

2) ix= ж2 + у2 + 3z2 + 4ж^/ + 2xz

3) и= д/
4) 1х= д/

2х + 5

5;

5) и = 31п(|ж \z\) - In |
16. Найти множество значений функций и = f(x;y; z\ (x\y\z) G

E:

1) ix = x2 + 2/2 + z2, E = {(ж; ^/; z): ж + 2/ + 2: = 6};

3) и= д/ж2 + 2?/2 + 3z2 + 2^/z, E = {(ж; 2/; г): ж2 + у2 + z2 = 100};
4) ix= arctg ,/ху

- (ln(l + Ж2:))/2, Е = {(ж; j/; z): ж = 2/
= z}.

17. Найти область определения и множество значений функции
четырех переменных, заданной формулой:

1) и = 1/(ж2 + ж?, + ж2 + ж2 - 1);

4) и = 1пA44A - х\) - Збж^ - 1бж2 - 9x1
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18. Найти область определения функций п переменных, заданной

формулой:
п I п п

1) и = ^2л/1 - кг|; 2) u = a i-^2,Xi + ^2л/^;
г=1 г=1 г=1

3) М = ; 4) u =

г=1 г=1

i
- г).5)« = Jloge^a;?J; 6) « = ^_

V г=1 г=1
19. Найти с-уровень функции двух переменных:

1) IX = у
-

х; 2) и = v^F7^; 3) и = 1/(ж2 + г/2);
4) IX = 1пA - х2 - у2); 5) и = д/Зб - 4ж2 - 9у2; 6) и = l/л/х2 -у2;

-I г\\ 1 // / -<\ 2 ~j~ 2 \ / / / ~i~ 1 \ 2 ~i~ 2~Y. -i -i \
у,

12) 1х= е2х/(х +у ); 13) ix = ^2/ ~ sin ж; 14) и = In ж — In sin 2/;

15) ix= arcsinB//x); 16) ix = arctg By/(x2 + y2 — 1));
17) и= y/1 -2\x\ - |2/|; 18) ix = |ж| + |2/| - Iж + 2/|;
19) ix= min(x,2/); 20) ix = max(|x|, |2/|); 21) 2/ = min(x2,?/);
22) 1х = у/sign (sin x sin 2/).
20. Найти с-уровень функции трех переменных:

I) и= ж + 2у + 3z; 2) ix = еж+2^+3*; 3) ix = ж2 + у2 + 4z2;

4) и = 1/(ж2 + ?/2 + z2 + 2ж); 5) и = 1п(ж2 + ?/2 + z2);
6) и = х2 + у2 - z2; 7) и = ln(z2 - х2 - у2); 8) и = (х - уJ + z2;
9) и = 1/х + 1/z; 10) ix = z/(x + 2/ + 2 - 1);
II) ix= 2z/(x2 + г/2 + ^2); 12) и = 2^/(ж2 + ?/2);
13) и= ln((l + y/x2+y2 + z2)l(l - y/x2+y2 + z2));

14) ix= у^О2 + 2/2 + z2) - C + ж4 + г/4 + z4);
z2 (^ - IJ + У215) «= V(^ + iJ+:

16) и= ln(l - |ж| - |y| - \z\); 17) и = л/sign sin(a;2 + y2 + z2);

18) м = arcsin \J(x2 + y2)/z2.
21. Найти с-уровень функции п переменных:

/ ™
1) и= ^-; 2) tt=,n2T4; 3) « = .

П V i=l г=1

4)«= ((«1 -1J + 2J*?;/ t^i + i)a

22. Выяснить, верно ли равенство:

3 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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1) f(x;y;z) = f(y;x;z); 2) f(x;y;z) = f(z;x;y);
если /(ж; у; z) — xey~z + yez~x + zex~y.

23. Найти/(ж;?/), если:

1) /(ж + У',х-у)=у(х + у); 2) /(ж?/; ?//ж) = х2 - у2.
24. Найти/(ж; ?/) = ^/^ + р(^/х ~~ 1)? если f(x', 1) — ж-

25. Найтиf(x;y) = хср(у/х), если f(l;y) = д/l + ?/2.
26. Найти/(ж; $/) = <р(ху) + y/xyi/>(y/x), если /A; ?/) = 1, /(ж; ж) =

= ж.

27. Найтиf(x;y) = ip(xy) +гр(у/х), если /(ж; 1) = sin(-ra/2),
/(s;aO = l.

28. Найтиf(x; у) = ф + 2,/у) + ф(х - 2,/у), х ^ О,
если /(ж;0) = sin ж, f(x;x2/4) = cos ж

- 1.

29. Найтиf(x; у) = <р(х) + ip(y + ех), если /@; у) = у2,
/(ж;-е*)=ж2 + 1.

30. Найтии = f(x/z; y/z - ж), если и — х при у
— ж.

31. НайтиI/ = f(x2z; 2y2z — z4), если -u = z3/х2 при у = х, ж > 0,
z>0.

32. НайтиI/ = f(x/z; х/у — х3у), если -u = x3z при у = х, у > 0.

33. Найтии = f( ; ), если и = A )при ?/ = In ж,
V ж2 еУ — zJ \х J

z > 0.

34. Найтистепень однородности или положительной однороднос-

однородности функции, заданной формулой:

1) и = ^ж2 + 2/2/ж, ж > 0; 2) ^ = ^ж2 + у2;

3) и = х^2$тУ- +yV2cos-;

г \ / 2 i 2

п

8) и = ^ X{Xj/

Щ и = ПГ=1ж^

п

7

2-i2; 6

х2; 9) «

) и =

п-1

= 5^

35. Доказать, что всякая однородная степени а функция

/(жьж2;...;жп), хп ^0,

представима в виде

36. 1) Пусть G — область, состоящая из всех точек плоскости, за
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исключением луча ж = 2, у ^ 0. Доказать, что функция

_

Г 2/4/ж, если ж > 2, 2/ > 0,
~

\ у3 в остальных точках области G

является локально однородной, но не однородной в области G.

2) Доказать, что в выпуклой области всякая локально однородная

функция является однородной.

В задачах 37-48 lim /(ж) понимается как предел по множеству,
ж—>х°

на котором определена функция и = /(ж).
37. Найти: a) lim lim и: б) lim lim и: в) lim и: если:

L^; Ь^Ь; )^4; ) 2 ?2х3 +у х-+у- у2+х- х-- ху + у-

Ч\ „ - ЖУ fi^,.
-

х8 + хг> + х4 + У* + у5-у\

7) и = х + у sin -

; 8) и = ж sin —\- у sin -

;
х ух

38. Построить функцию и = f(x;y), определенную на всей плос-

плоскости, для которой:

1) lim lim /(ж; у) = lim lim f(x;y) = 0, a lim f(x;y) не су-

ществует;

2) lim /(ж; 2/) = 0, а повторные пределы lim lim /(ж; у) и

lim lim f(x;y) не существуют.
у^0 ж^0

39. Пусть функция / определена на множестве Е, содержащем

окрестность точки (жо;?/о): \х — хо\ < Si, \y — уо\ < ^2, кроме, быть

может, точек прямых ж = ж0 и 2/ = 2/о- Доказать, что если lim / =

У^У

= А и при любом у е (уо - S2; уо + S2), Уф уо, существует lim /, то

lim lim / = А.

40. Найти: a) lim lim щ б) lim limщ в) lim щ если:
ж—>-оо у—>-оо у—>-оо ж—>-оо ж—>-оо

9 9 4 9 9

1) ^ =
^~^ 35 2) ^ =

—2~i Г5 3) IX= S1I1
2 ¦ о 2

'

ж2 + ?/3 ж2 +г/4 ж2+ Зу2

4) и = (ж2 + 2/2)ае~ж2~^2, а е R.

ху
41. Данафункция и = .

1) Найти:

a) lim lim щ б) lim lim щ в) lim lim щ
х—>-+оо у—^+0 у—^+0 ж—>-+оо ж—>-+ооу—>—О
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г) lim lim и.

у—у—0 х—y+oo

2) Доказать, что lim и не существует.
ж—>-+оо

42. Пустьиш^п{х) = cosmGrn!x) = cosmGrn!x), m, п Е А/, ж Е /?.

Определить, при каких значениях ж верно равенство

lim lim i&m п(ж) = lim lim umn(x).
n—yoo m—yoo ' m—yoon—)>oo

'

43. Найтипредел функции и = f(x;y) в точке @; 0) по прямой
х = at, у = /3?, а2 + /З2 ф 0; доказать, что lim /(ж; 2/) не существует,

ж—^0
если:

1)и= У~2х2; 2)и= \
у
-х2 х4+ у2

44. Найтипредел функции и =
— —^

в точке @; 0; 0) по
х ~т у ~т z

прямой х = at, у = Ct, z = 7^? о? + /З2 + 72 Ф ^5 доказать, что предел

функции и в точке @; 0; 0) не существует.

45. Найтипредел функции и = х2еу~х по лучу

x = ?cos(^, 2/ = ?sin(p, (ре[0;2тг), ? ->• +оо;

доказать, что lim f(x;y) не существует.
х—>-оо

46. Найтипредел функции и = f(x;y) по лучу

(^g[0;2tt), t—>-

1) и = е^2/(ж2+^2); 2) ix = In \x + ^/|еж+^;

3) и = еж2-^2 sin 2ж2/; 4) г/ =
Ж|/ In f -

47. Найтипредел функции и = < ^2 _|_ е-2/х2' ^
'

в точ-

[ 0, еслих = 0,
ке @; 0) по кривой

x = atm, y = /3tn, а2+/32фО, m,neN, t > 0;

доказать, что предел функции и в точке @; 0) не существует.

48. Найтив точке @; 0) предел функции и = f(x;y):

; 2),=

. 1- л/sin4 ж + cos4 у ,

6) ix =v; 7) и =

\Jx2 + у2

8) и = (ж2 + 2/2fV; 9) и = A + ж^
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10) и = A + ху^/^+У^; 11) и = A +

12) и =

49. Найти:

4) lim xy sin —; 5) lim

\Л4 + г/4 + 2A + *V) - лД2 + у2

6) lim (v^a;4 + у*) + 13(ж2 + у2) + 8х2у2 - 7 - 2(ж2 + у2)).

50. Найти функции fi(x) x G /?n, n > 1, г = 1, 2,..., п, для каждой

из которых при х ->• оо не существует ни конечного, ни бесконечного
п

предела, a lim У^/?2(ж) = +оо.

г=1

51. Выяснить,является ли функция

^=
Г ху/(х2 +у2), если ж2+?/2^0,
| 0, еслиж2 + у2 = О,

в точке @; 0):
1) непрерывной по ж; 2) непрерывной по у; 3) непрерывной.
52. Найтизначение а, при котором функция

и= { (х2-у2)/(х2+у2), если ж2+2/2^0,
\ а, если ж2 + у2 = О,

в точке @; 0) является:

1) непрерывной по ж; 2) непрерывной по у;

3) непрерывной по кривой у = «д/ж, а ^ 0; 4) непрерывной.
53. Найтизначение а, при котором функция

_

Г (ж3 - ху2)/(х2 +у2), если ж2+2/2^0,
[ а, если ж + у = О,

в точке @; 0) является:

1) непрерывнойпо прямой х — at, у — /3t, а2 + /З2 ф 0;
2) непрерывной.
54. Найтизначение а, при котором функция

_

Г х2у/(хА +у2), если

в точке @; 0) является:

1) непрерывнойпо прямой х — at, у — /3t, а2 + /З2 ф 0;
2) непрерывнойпо кривой у = ах2; 3) непрерывной.
55. Являетсяли функция и = (ж + у2)/(х — у2) непрерывной на

своей области определения?

_ у/( +у), +2/^,
~~

| а, еслиж2 + ^/2 = 0,
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56. Найти значение а, при котором функция

и = < х + у

{ а, еслиж + у
= О,

является непрерывной в /? .

57. Найтизначения а и Ь, при которых функция

{а, если
ж2 + ?/2 ^ 4,

д/9 - ж2 - у2 - л/х2 + 2/2 - 4, если 4 < ж2 + 2/2 ^ 9,
6, еслиж2 + 2/2 > 9,

непрерывна в R2.

58. Найтизначения а и Ь, при которых функция

{а, если
ж2 + у2 = О,

д/5(ж2 + 2/2) - 4 - (ж2 + 2/2J, если 1 ^ ж2 + у2 < 4,
6, еслиж2 + у2 ^ 4,

является непрерывной на своей области определения.

59. Найтизначения а и 6, при которых функция

а, если/_^^2 = О,

п п

— У^ж2), если 0< >^ж2<1,
i=l i=l i=l

и = <

6, если̂ ж2 ^ 1,
г=1

непрерывна в Rn.

60. Доказать,что:

1) функции fi(xi]Ж2;...;жп) = ж^, г = 1,2,...,п, непрерывны в

пространстве /?п;
2) если^(ж), ж G /?, непрерывна, то функции

/;(ж1;ж2;...;жп) = д(х{), г = 1,2,...,п,

непрерывны в пространстве /?п;

3) функция/(ж1; Ж2;...; хп) = У^|ж^| непрерывна в пространст-

пространстве /?n; fe=1
4) функцияf{x\] Ж2;...; жп) = тах|ж^| непрерывна в пространст-

пространстве Rn.

61. Доказать,что функция /(ж) = /?(ж; .Е), ж G /?п, где Е С Rn —

произвольное непустое множество, непрерывна в пространстве Rn.

62. Найтивсе точки разрыва, указать точки устранимого разрыва

функции двух переменных:
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ж2 ^ч _
ху

— 2х — у + 2

у2, если х2 -\-у2 ф О,
если х2 + у2 = О;

у), если х + у ф О,
если х + у

= О;

sin2 ж + sin2 у'
7ч _ (xsin(l/y), если ^/ ^ О,
' \ О, еслиу — О;

оч sinж sinг/ пч .г/
8) IX = т-т т\-; 9) IX = х sin -^—- ;

sin ж + sin у х1-\- у1

v J(х2 + ?/2 — 1) sin -,если х2 + у2 ф 1,

[ О, еслих2 + у2 = 1;

если у ф х, 12) и= ! .
если у

— х\ In|1 — ж2 — 4|/2|
'

13) и = sign A - |х| - 2\у\); 14) и = [у/х2+у2];

15) 1х = [у/х], здесь [t] — целая часть числа ?;

1^\ _
\ %2 + У1 •>

если х2 + 2/2 — рациональное число,
'
U ~

\ 0, если х2 + у2 — иррациональное число.

63. Найти все точки разрыва функции трех переменных:

-|\ _ f х2у/(у2 + z2), если у2 + z2 ф О,
\ 05 если^/2 + z2 = 0;

ч
_

Г х2у/(х2 +z2), если x2+z27^0,
^ ^ ~~

| 0, еслих2 + z2 = 0;

3) т/—
•

; ж2+ у2 + z2 - 2х + 2z - 14
'

1 ж

6)м=_^; 7)«=(Bin(T)/z' 6СЛИ Z#S'
J sm{yz) \xz, если z = 0;

ч

_

Г arccos(x2/(x2 + z2)), если х2 + z2 ф О,
^ ~~

| тг/2, еслих2 + z2 = 0;

Г l -1^ если z ф 0, х2 + ?/2 + z2 ф 2z,o^ / 2^ 2 I 2 о
е

9) ix= < ж2 + ?/2 + ^2 - 2z

{ 0, еслиz = 0 или х2 + ^/2 + z2 = 2z;

10) ix= l/(ln|x2+?/2-z2|).
64. Найти область определения функции двух переменных

1
и = arccos^

ж2 + у2
- 1

и выяснить, является ли эта функция непрерывной на своей области

определения.
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65. Выяснить,является ли функция

_

Г 2arctg(l/(x2 - у2)), если ж + у ф 0,
~~

| тг еслиж + у
= 0,

непрерывной на своей области определения.

66. Доказать,что если функция /(ж) непрерывна в точке ж0 Е /?п,
с Е /? и /(ж0) > с, то существует окрестность точки ж0, для всех точек

которой верно неравенство /(ж) > с.

67. Доказать, что с-уровень непрерывной в Rn функции есть

замкнутое множество.

68. Пустьфункция /(ж) непрерывна в пространстве Rn и с Е /?.

Доказать, что множество точек ж, для которых /(ж) < с, открыто

в /?п, а множество точек ж, для которых /(ж) ^ с, замкнуто.

69. ПустьF С Rn — замкнутое множество, функция /(ж) не-

непрерывна на F и с Е /?. Доказать, что множество точек ж Е F, для

которых /(ж) ^ с, замкнуто.

70. Доказать,что если функция f(x;y) в некоторой области G

непрерывна по ж и равномерно относительно ж непрерывна по у, то

f(x;y) непрерывна в G.

71. Доказать,что если функция f(x\y) в области G непрерывна
по ж, а по у удовлетворяет условию Липшица, т. е.

\f(x;y') -f(x;y")\ ^ L\y'-y"\, L - const,

то f(x;y) непрерывна в G.

72. Доказать,что если функция f(x;y), (x;y) e E, непрерывна
по ж, а по у непрерывна и монотонна, то f(x;y), (x;y) e E, непре-

непрерывна.

73. Пустьфункции

ui = fi(xi',X2] ...;жп), —,ит = fm(x1;x2; ...;жп)> m ^ п,

непрерывны в точке (ж?; ж^;...; ж^), а функция F(u\] u^\...; um) непре-

непрерывна в точке __ __

U]ЛЖ15 Ж2 5 •••ixn)i "") Jm{xl7 X2i •••ixn))'

Доказать, что композиция

и = F(f1(x1;x2; ...;жп); •••; fm(xi;x2; ...;жп))

непрерывна в точке (ж^; ж^;...; ж^).
74. Пустьфункция /(ж) непрерывна на линейно связном мно-

множестве Е (§1, п. 2), и пусть /(а) = А, /F) = 5, А < В, а,Ъ е Е.

Доказать, что для любого числа С G [А; В] существует точка с G Е

такая, что /(с) = С.

75. Данафункция

/(ж) = ж2 + х\ + ... + х\ — х\+1 —

...

— ж2, 1 ^ к < п.
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Доказать, что на сфере х\+х\ + ... + х2п = 1 существует такая

точка с, что /(с) = 1/тг.
76. Пустьфункция / непрерывна и принимает как положитель-

положительные, так и отрицательные значения на открытом множестве Е С Rn.

Является ли множество точек х Е Е, в которых f(x) ф 0:

1) открытым в Rn множеством; 2) областью?

77. Исследоватьна равномерную непрерывность функцию f(x\y)
на множестве X:

1) /= 2ж + 32/ + 4, Х = /?2;
2) /= 1п(х2+г/2), Х = {ж2+?/2^1};

3) /= sin 2,12_1, Х = {ж2+?/2<1};

4) /= arcsin(j//x), X = {|?/| < ж}.
78. Доказать,что если функция / определена в области G С Rn

и lim
' {'—- = 0, то / — постоянная функция.

5ЦО О

79. Доказать,что для равномерной непрерывности функции /(ж),
х е Е С /?п, на множестве X С Е необходимо и достаточно, что-

чтобы lim u(S]f]X) = 0.
E—^+0

80. Найтимодуль непрерывности и исследовать на равномерную

непрерывность функцию / на ее области определения:

1) / = ах + Ьу + с; 2) / =

3) / = sin
l

; 4) / =

81. Найтиколебание функции / на множестве X:

1) /= Ж + 2у + 3, А: = {|ж| + |у| < 1};
2) f= x2+y2-2x + 4y-l, X = {x2+y2 = l};

3) /=^2X72'а)Х = /?2' б)Х = {Ж2+у2>2};

4) /= 1/(х2 + ж?/ + у2 - 2х - у + 2), X = /?2;
5) f= x+\x-y\, X = {\x\ ^1,\у\ ^2};
6) /= (х + 2/)еж^, X = {0 < х + у <: 1};
7) /= л/1 — ж2 + у^4 — 2/2 + л/9 — ?2, X — область определения

функции;

8) /= ^144A — ж2) — Збж2, ~ 1бж2 — 9ж2, X — область определе-
определения функции.

82. Доказать,что если функция / непрерывна в пространстве /?п,
то при любом неотрицательном г множество Е = {х е Rn: u(f; Rn) ^
^ г} замкнуто.

83. Найтиобраз окружности х2 + у2 = 1 при отображении:

1) и = 2ж, v = 3^/; 2) 1х = аж + а0, v = by + b0.



42 Гл. 1. Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных

84. Найтиобраз прямой х — а при отображении:

1) и—у, v — ху\ 2) u = xcosy, v = xsiny.
85. Найтиобраз квадрата 0 ^ ж ^ 1, 0 ^ у ^ 1 при отображе-

отображении и — х — ху, v = ху.

86. Найтиобраз области G С /?2, заданной неравенствами

ху < 2, ху > 1, у < х + 1, у > х - 1,

при отображении ?х = ж^/, v — х — у.

87. 1)Найти образ окружности ж2 + 2/2 = 2ж при отображении

ж у
U=— г'^ =

2 2;

доказать, что образом каждой прямой и каждой окружности при этом

отображении является либо окружность, либо прямая;

2) найтиобраз окружности ж2 + у2 = 4 при отображении

88. Найтиобразы:

1) прямой ж = а; 2) прямой у — Ь\

3) области ж2 +1/2 < 1, ж > 0, у > 0;
при отображении и = х2 — у2, v =

89. Найтиобразы:

1) окружностей:а) ж2 + ^/2 = 1, б) ж2 + у2 = 1/4, в) ж2 + у2 = 4;

2) кривойу = |ж|, ^/ ф 0;

при отображении и = тт A + -« «), г; = ^ A = т).2 V х2 + у2J 2V х2 + у2 J

90. Найтиобразы:

1) прямой ж = а; 2) отрезка ж = а, |?/| ^ тт;

3) прямойу — Ь, \Ь\ < тг/2; 4) прямой у = ах + Ь, а ф 0;
при отображении -u = ex cos^/, г; = еж sin?/.

91. Найтиобразы:

1) прямой ж = а; 2) прямой 2/ = Ь;

3) полуполосы 0 < ж < тг, 2/ > 0; 4) полосы 0 < ж < тг;

при отображении и = совжсЬ?/, v = втжзЬ?/.

92. Найтиобраз пространства R при отображении:

1) и= sin ж, г? = соз2ж;

2) I/= ах + ао, и = Ъх + fro, w = еж + со .

93. Найтиобраз пространства R2 при отображении:

1) u= y + 2,v = 3x + 4y + 5, w = бж + 7$/ + 8;

2) I/= cos ж cosy, г? = cos ж sin 2/, w = sin ж;

3) ix= B + cos 2/) cos ж, и = B + cos у) sin ж, w = sin 2/.
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94. Найтиобраз прямой х = а при отображении

u = xcosy, v = xsiny, w =
y.

95. Найтиобраз пространства R2 при отображении

х у х2+ у2
ж2 + у2 + 1' ж2+у2+ 1' Ш ж2+у2+ 1-

Доказать, что при этом отображении образом каждой окружности
является окружность.

96. Найтиобраз куба 0 ^ ж ^ 1, 0^2/^1, O^z^l при отобра-
отображении

и = хA — у), v = #2/A — ^M w =
xyz.

97. Доказать,что отображение /: Е —у /?m, E С /?п, непрерывно
в точке ж(°) G ^ тогда и только тогда, когда для любой окрестнос-

окрестности U(u^) точки tj(°) =/(ж(°)) существует такая окрестность U(x^)
точки ж(°), что /([7(ж(°))) С С/(ж(°)).

98. Доказать,что отображение / = (/15/2;...; /ш): ^ ->• ^т непре-

непрерывно в точке х = (xi;x2; ...;жп) е Е С Rn тогда и только тогда, ког-

когда в этой точке непрерывны все координатные функции Д, /2,..., /ш.

99. Пусть/ —отображение пространства /?п в пространство Rm.

Доказать, что для непрерывности отображения / необходимо и

достаточно, чтобы выполнялось одно из условий:

1) прообразкаждого замкнутого множества есть замкнутое мно-

множество;

2) прообразкаждого открытого в Rm множества есть множество,

открытое в Rn.

100. Доказать,что если при отображении / пространства Rn в

пространство Rm прообраз каждого открытого шара является откры-

открытым в Rn множеством, то отображение / непрерывно.

101. Доказать,что если отображение / непрерывно на ограничен-

ограниченном замкнутом множестве, то оно равномерно непрерывно на этом

множестве.

102. Пустьотображение / — проектирование точек плоскос-

плоскости (ж; у) на прямую у
= 0. Доказать, что:

1) /равномерно непрерывно на любом плоском множестве Е;

2) еслиЕ — открытое множество, то f(E) — открытое на пря-
прямой у = 0 множество;

3) еслиЕ — замкнутое множество, то f(E) не обязательно замк-

замкнуто.

103. Доказать,что при непрерывном отображении:

1) образкаждого ограниченного замкнутого множества ограничен

и замкнут;

2) образкаждого связного множества есть связное множество;
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3) образ каждого линейно связного множества есть множество

линейно связное.

104. Пусть/ — отображение множества Е С Rn в пространст-

пространство /?т, X С Е, U С f(E). Верны ли равенства:

1) f-1(f(X))=X; 2) f(f-1(U)) = U?

105. Доказать,что если / — взаимно однозначное отображение
множества Е на множество f(E), то для любой последовательности

множеств Хк С Е, к е Л/, верны равенства:
/ОО\ОО /ОО\ОО

1) /( U хк) = U f(xky, 2) /( п хк) = П /№)•
ч/е=1 J к=1 Кк=1 J

к=1

Верны ли эти равенства, если / не является взаимно однозначным

отображением?

106. Пусть/ — взаимно однозначное непрерывное отображение
множества Е С Rn на множество U С Rm. Верны ли следующие ут-

утверждения:

1) еслиЕ не имеет изолированных точек, то и U не имеет изо-

изолированных точек;

2) еслиU не имеет изолированных точек, то и Е не имеет изо-

изолированных точек?

107. Построить взаимно однозначное непрерывное отображе-
отображение /, для которого обратное отображение не является непрерывным.

108. Доказать,что если / — взаимно однозначное непрерывное

отображение ограниченного замкнутого множества F С Rn на мно-

множество U С /?т, то обратное отображение j~x непрерывно на U,
т. е. / является гомеоморфизмом.

109. Доказать,что (п — 1)-мерная сфера У^я^ = 1 с выброшен-

выброшенной точкой гомеоморфна пространству Rn~x.

110. Построитьотображение отрезка 0 ^ х ^ 1 на квадрат 0 ^

^х^1, 0^2/^1.

111. Построитьнепрерывное отображение отрезка 0 ^ х ^ 1 на

квадрат 0^ж^1, 0^2/^1 {кривая Пеано).

112. Доказать,что не существует взаимно однозначного непре-

непрерывного отображения отрезка 0 ^ х ^ 1на квадрат 0 ^ х ^ 1, 0 ^
^2/^1, т. е. что отрезок и квадрат не гомеоморфны.

ОТВЕТЫ

15/16.

2. 1)v = (тг/3)у(х2 - у2); 2) v = (у2/24тг2)Л/4тг2х2 -у2.
3. v= 6
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л X-\- у ГТ-^у 7 Г-ч Зл/Гб ^ч
4. s= ——^ л/4^ - (ж - ?/J, а) —-—

, б) не существует.
4 4

5. s= - дДж + у + 2:)(ж + 2/
- 2?)B/ + 2 - ж) (г + ж - у).

6. Q=f
7. V = - д/xi (ж2 + Ж3 + Ж4J - х\ X

у»о _|_ гро гр л \( гро _|_ гр л ToiiTa —I— То То ] Ол I А.

(ж2 + жз +ж4K 'Зу27'
8. 1) Замкнутый угол, ограниченный лучами у = х, х ^ 0 и у =

= —ж, ж ^ 0;
2) замкнутый круг с центром в точке @; 0) и с радиусом, рав-

равным 1;
3), 4) внешность окружности с центром в точке @; 0) и с радиусом,

равным 1;
5) внешностьпараболы с вершиной в точке B; 0) и с фокусом в

точке C;0);
6) внешностьэллипса с центром в точке A;0), с фокусами, распо-

расположенными на оси ж, с полуосями, равными 2 и 1;
7) внутренностьгиперболы с центром в точке @; 0) с фокусами

на оси ж, действительная полуось равна 4, мнимая —1;
8) область, ограниченная окружностями с центрами в точ-

точках A/2; 0) и A;0) и с радиусами, соответственно равными 1/2 и 1;
9) замкнутыйквадрат с вершинами в точках A;0), @;1), (—1;0),

'lO)'/?2;
11) открытыйтреугольник с вершинами в точках @;0), A;0),

12) объединениезамкнутой левой полуплоскости ж ^ 0 и пря-

прямой ж = 2;
13) еслиа > 1, то замкнутый круг с центром в точке @; 0) и с

радиусом, равным 1; если 0 < а < 1, то концентрическое кольцо с

центром в точке @;0), ограниченное окружностями с радиусами 1

и л/2, причем большая окружность не входит в множество существо-
существования функции, а меньшая входит;

14) еслиа > 0, то замкнутое концентрическое кольцо с центром

в точке @;0), образованное окружностями с радиусами у/а и у/2а;
если а = 0, то точка @;0); если а < 0, то пустое множество;

15) открытыйтреугольник с вершинами в точках @;3), C; 15/2),

16) замкнутыйчетырехугольник с вершинами в точках A;2),
B;1), C5/6; 1), A;36/7);

17) объединениезамкнутых вертикальных полуполос 2тгк ^ ж ^

^ тгBк + 1), у ^ 0 и Bк - 1)тг ^ ж ^ 2тг/с, у^0, к е Z;
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18) объединение открытых горизонтальных полуполос х > О,
2тгк < у < Bк + 1)тг, к е Z;

19) объединениеконцентрических открытых колец с центром в

точке @,0), пересекающих полуось х > 0 по интервалам

(л/2п;л/2п + 1), п = 0,1,2,...;
20) объединениеоткрытых углов, ограниченных лучами у = кх,

х ^ 0 и у
= Bк + 1)ж/2, х ^ 0, HZ;

21) замкнутаягоризонтальная полоса, ограниченная прямыми у =
= -1 и ^/

= 1;
22) замкнутаяполоса, ограниченная прямыми ж + у = ±1;
23) объединениедвух тупых углов, ограниченных прямыми у = 0

и у
= —2ж, включая границу углов, за исключением точки @;0);
24) открытаяправая полуплоскость ж > 0.

9. 1) а)Нет, б) да, в) нет, г) нет, д) нет, е) нет;

2) а) да,б) нет, в) да, г) нет, д) да, е) нет;

3) а) нет,б) да, в) да, г) да, д) нет, е) да;

4) а) нет,б) нет, в) нет, г) нет, д) нет, е) нет;

5) а) да,б) нет, в) да, г) нет, д) нет, е) нет;

6) а) нет,б) нет, в) нет, г) нет, д) нет, е) нет;

7) а) да,б) нет, в) да, г) нет, д) да, е) нет.

10.1) [-4;+оо); 2) [0;3/2]; 3) [1пЗ;+оо); 4) (-оо; -2] U [2, +оо);
5) [7/4;+оо); 6)[-1;9]; 7) [-15; 15], 8){0,^}.
11. 1)[-5;-2]; 2) [1/4; 1]; 3) [-50; 150]; 4) [lnB4/5); In 12];
5) [^2;+ос).
12. 1) Открытое полупространство, ограниченное плоскостью,

проходящей через точки A;0;0), @;1;0), @; 0; 1), и содержащее точ-

точку @;0;0);
2) замкнутыйвыпуклый восьмигранник с вершинами в точ-

точках (±1;0;0), @;±1;0), @;0;±1);
3) открытыйдвугранный угол, ограниченный плоскостями х = 0

и z = 0 и содержащий точку A;0; 1);
4) открытыйшар с центром в точке @; 0; 0) с радиусом, равным 1;
5) замкнутаяобласть, содержащая точку @;0;0), ограниченная

цилиндрической поверхностью: направляющая цилиндрической по-

поверхности
—

окружность радиуса 1 с центром в точке @; 0; 0), лежа-

лежащая в плоскости у
= 0; образующая — прямая, параллельная оси у,

проходящая через точку A; 0; 0);
6) замкнутаяобласть, ограниченная двумя цилиндрическими по-

поверхностями: направляющие цилиндрических поверхностей
— ок-

окружности радиусов 2 и 3 с центром в точке @;0;0), лежащие в

плоскости х = 0, образующие — прямые, параллельные оси х и

проходящие через точки @;2;0), @;3;0);
7) внутренностьэллипсоида с центром в точке @; 0; 0) с осями,

принадлежащими осям координат, и с полуосями, соответственно
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равными 1, 2, 3;

8) внутренностьпараболоида вращения, получающегося при вра-
вращении параболы z = ж2, у = 0 вокруг оси z\

9) внутренностьдвуполостного гиперболоида с центром в точ-

точке @; 0; 0), главные плоскости гиперболоида совпадают с осями коор-

координат, полуоси равны соответственно 1, у/2, у/3;
10) /?3;
11) множествоточек, расположенных внутри сферы радиуса 4 с

центром в точке @; 0; 0) и на этой сфере, но вне сферы радиуса 2 с

центром в точке @;0;0);
12) сферарадиуса 1 с центром в точке @;0;0);
13) открытаяпирамида с вершинами в точках D;1;0), @;1;0),

@;5;0), @;1;4);
14) замкнутаяпирамида с вершинами в точках @;0;0), A; 0;0),

@;1;0), A; 0; 1), @; 1; 1/3);
15) множествоточек, расположенных внутри сферы радиуса 1 с

центром в точке @; 0; 0) и внутри конической поверхности, направ-

направляющей которой является окружность х2 + у2 = 1, z = 1, а вершина

находится в точке @;0;0);
16) множествоточек, расположенных вне сферы радиуса 2 с цент-

центром в точке @; 0; 0) и внутри цилиндрической поверхности, направ-
направляющая которой — окружность радиуса 2 с центром в точке @; 0; 0),
лежащая в плоскости z = 0, а образующая — прямая, параллельная
оси z и проходящая через точку B;0;0);

17) множествоточек, расположенных внутри сферы радиуса 2 с

центром в точке @; 0; 2) и внутри параболоида вращения, образован-
образованного вращением параболы z = 4 - ж2, у = 0 вокруг оси z\

18) замкнутаяограниченная область, заключенная между кони-

конической поверхностью (вершина в точке @;0;1), направляющая
—

окружность радиуса 1 с центром в точке @;0;0), лежащая в плос-

плоскости z — 0) и гиперболическим параболоидом z — ху;

19) замкнутаяобласть, ограниченная сферами с радиусами 1 и

у/3 и с центрами в точке @;0;0);
20) внутренностьконуса (вершина в точке @;0;1), направляю-

направляющая
—

окружность радиуса 1 с центром в точке @;0;0), лежащая

в плоскости z = 0) вместе с границей, за исключением вершины ко-

конуса;

21) замкнутаяограниченная область, расположенная между сфе-

сферой (центр в точке @;0;0), радиус 2) и цилиндром (направляющая
цилиндра

—

окружность радиуса у/3 с центром в точке @;0;0), ле-

лежащая в плоскости z = 0; образующая — прямая, параллельная оси z

и проходящая через точку (л/3;0;0)).
13. A;-1;-2), A,-3; 2), (-1;1;0),
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14. 1) а) Нет, б) да, в) да, г) да, д) нет, е) нет;

2) а)да, б) нет, в) да, г) нет, д) да, е) да;

3) а)нет, б) да, в) нет, г) нет, д) нет, е) нет;

4) а)да, б) нет, в) да, г) нет, д) нет, е) нет;

5) а)да, б) нет, в) нет, г) нет, д) нет, е) нет;

6) а)нет, б) да, в) да, г) да, д) нет, е) нет;

7) а)нет, б) да, в) нет, г) нет, д) нет, е) нет;

8) а)нет, б) нет, в) нет, г) нет, д) нет, е) нет;

9) а)нет, б) да, в) нет, г) нет, д) нет, е) нет;

10) а)нет, б) да, в) да, г) да, д) нет, е) да.

15.1) [-100;+оо); 2) (-оо;+оо); 3) [5;+оо); 4) [1;+оо);
5) [1п27;+оо).
16.1) [12;+оо); 2) @; 1/2]; 3) [10;+оо); 4) (-оо; тг/4 - Aп2)/2].
17. 1) /?4, за исключением точек 3-мерной сферы (см. 1.22, 3))

радиуса 1 с центром в точке @;0;0;0), множество значений:

(-oo;-l]U @;+оо);
2) замкнутыйпараллелепипед с центром в точке @; 0; 0; 0) и с

ребрами, параллельными осям координат и равными 2, 4, б, 8; мно-

множество значений: [0; 10];
3) замкнутыйшар радиуса 3 с центром в точке @; 0; —1; -1), мно-

множество значений: [0;3];
4) внутренностьэллипсоида с центром в точке @;0;0;0), с ося-

осями, принадлежащими осям координат, и с полуосями, соответственно

равными 1, 2, 3, 4, множество значений: (—оо;21п12].
18. 1)Замкнутый n-мерный куб с центром в начале координат с

ребрами, параллельными осям координат и равными 2;
2) замкнутыйсимплекс в пространстве Rn (см. 1.79) с вершинами

в точках @;0;...;0), A;0;...;0), @;1;...;0), ..., @;0;...;1);
3) открытыйшар радиуса 1 с центром в точке A;2;...;п);
4) /?п,за исключением начала координат;

5) еслиа > 1, то замкнутая внешность сферы радиуса 1 с центром

в начале координат; если 0 < а < 1, то замкнутый шар радиуса 1 с

центром в начале координат, за исключением центра шара;

6) замкнутыйn-мерный куб с центром в точке A;2;...;п) с реб-
ребрами, параллельными осям координат и равными 2.

19. 1)Прямая, проходящая через точки @; с) и A;1 + с);
2) прямая,проходящая через точки @; с2) и A; 1 + с2), если с ^ 0;

0, если с < 0;
3) окружностьрадиуса 1/у/с с центром в точке @;0), если с > 0;

0, если с ^ 0;

4) окружностьрадиуса у/1 - ес с центром в точке @;0), если с <

< 0; точка @; 0), если с = 0; 0, если с > 0;
5) эллипс(центр в точке @;0), фокусы на оси ж, полуоси рав-

равны л/36-с2/2 и л/3б-с2/3), если с? [0;6]; точка @;0), если с = 6;
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0, если с 0 [0;6];
6) гипербола(центр в точке @;0), фокусы на оси ж, полуоси рав-

равны 1/с), если с > 0; 0, если с ^ 0;

7) ветвипараболы у2 = ж/с2 (если с > 0, то у > 0; если с < 0,
то ^/ < 0), ось ^/ без точки @;0), если с = 0;

8) дугапараболы у2 = с2(ж-с2/4), ж ^ с2/2, если с > 0; точ-

точка @; 0), если с = 0; 0, если с < 0;
9) окружностьрадиуса 2д/с/|1 — с| с центром в точке (A + с)/A —

—с); 0), если с > 0, с ф 1; ось 2/, если с = 1; точка A; 0), если с = 0;
0, если с < 0;

10) окружностьрадиуса l/|shc| с центром в точке (—cthc;0),
если с ф 0; ось 2/, если с = 0;

11) криваяу — (In с)/In ж, если с > 0, с ф 1; луч 2/ = 0, х > 0, и

прямая х = 1, если с = 1; 0, если с ^ 0;

12) окружностьрадиуса 1/|1пс| с центром в точке A/1пс;0), за

исключением точки @; 0), если с > 0, сф1; прямая х = 0, за исклю-

исключением точки @;0), если с = 1; 0, если с ^ 0;

13) синусоидау = с2 + sin ж, если с ^ 0; 0, если с < 0;
14) дугисинусоиды х = ecsin2/, 2/ G BтгЛ;; 2тг/с + тг), k e Z;

15) прямая^/ = (sinc)x, за исключением точки @;0), если \с\ ^
^ тг/2; 0, если \с\ > тг/2;

16) окружностьрадиуса 1/| sinc| с центром в точке (O;l/tgc),
кроме точек (=Ы; 0), если \с\ < тг/2, с ф 0; ось ж, кроме точек х = =Ы,
если с = 0; 0, если |с| ^ тг/2;

17) границаромба с вершинами в точках (A — с2)/2; 0), @; 1 — с2),
((с2 - 1)/2; 0), @; с2 - 1), если с G [0; 1); точка @; 0), если с = 1; 0,
если с 0 [0; 1];

18) объединениедвух перпендикулярных лучей с вершиной в точ-

точке (—с/2; с/2), расположенных во втором квадранте, и двух перпен-

перпендикулярных лучей с вершиной в точке (с/2; -с/2), расположенных
в четвертом квадранте, если с > 0; объединение первого и третьего

квадрантов вместе с границей, если с = 0; 0, если с < 0;
19) двалуча, исходящие из точки (с; с) в направлении координат-

координатных осей;
20) границаквадрата с вершинами в четырех точках (=Ьс;=Ьс),

если с > 0; точка @;0), если с = 0; 0, если с < 0;
21) объединениедвух перпендикулярных лучей, исходящих из

точки (с; с2) и лежащих в первом квадранте, и двух перпендику-

перпендикулярных лучей, исходящих из точки (—с; с2) и лежащих во втором

квадранте, если с > 0; объединение прямой у = 0 и луча х = 0,
у > 0, если с = 0; прямая у = с, если с < 0;

22) прямыех = тгк, у = тг/, k,l e Z, если с = 0; квадраты тгк <

< х < тг(к + 1), тг1 < у < тгA + 1), к,1 ? Z, к + I четное, если с = 1;
0, если с т^ 0, с ф 1.

20. 1) Плоскость х + 2у + 3z = с;

4 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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2) плоскостьж + 2у + Sz = In с, если с > 0; 0, если с ^ 0;

3) эллипсоид Ь-
с (

ли с = 0; 0, если с < 0;

2

3) эллипсоид Ь-—I тт= 1? если с > 0; точка @;0;0), ес-

с/4

4) сферарадиуса у/(с + 1)/с с центром в точке (-1; 0; 0), если с <

< —1 или с > 0; точка (—1; 0; 0), если с = —1; 0, если — 1 < с ^ 0;

5) сферарадиуса еС//2 с центром в точке @;0;0);
6) однополостныйгиперболоид ж2 /с + у2 /с — z2 /с = 1, если с >

> 0; двуполостный гиперболоид х2/(-с) + у2/(-с) - z2/(-c) = -1,
если с < 0; конус х2 + у2 = z2, если с = 0;

7) двуполостныйгиперболоид х2/ес + 2/2/ес - z2/ес = -1;

8) эллиптическийцилиндр с осью у = ж, 2: = 0ис направляю-

направляющей ^/ = -ж, 4ж2 + z2 = с, если с > 0; прямая у = ж, г = 0, если с = 0;
0, если с < 0;

9) гиперболический цилиндр z = х/(сх — 1), за исключением

оси ^/, если с / 0; плоскость х + г = 0, за исключением оси 2/,

если с = 0;

10) плоскостьеж + q/ + (с - \)z — с, за исключением прямой ж +

+ у = 1, z = 0;

11) сферарадиуса 1/|с| с центром в точке @;0;1/с), за исклю-

исключением точки @;0;0), если с ф 0; плоскость z — 0, за исключением

точки @;0;0), если с = 0;

12) эллиптическийпараболоид г = (с/2) • (ж2 + у2), за исключени-

исключением вершины параболоида, если сфО; плоскость z = 0, за исключением

точки @;0;0), если с = 0;

13) сферарадиуса th (с/2) с центром в точке @;0;0), если с > 0;
точка @; 0; 0), если с = 0; 0, если с < 0;

14) восемьточек (±1; ±1; ±1), если с = 0; 0, если с ф 0;

15) эллипсоид ^ +
у ^ ^ = 1, если О 2; отрезок [-1; 1]

оси ж, если с = 2; 0, если с < 2;

16) поверхностьоктаэдра с вершинами в точках (±A — ес);0;0),
@; ±A - ес); 0), @; 0; ±A - ес)), если с < 0; точка @; 0; 0), если с = 0;
0, если с > 0;

17) множествоточек, расположенных между сферами радиусов

л/2тг& и л/2тг& + тг с центром в точке @;0;0), если с = 1; сферы ра-

радиуса лЛгА; с центром в точке @; 0; 0), если с = 0, к = 0,1, 2,...; 0,
если с т^ 0, с ^ 1;

18) конус(ж2 + у2)/ sin2 с = z2, за исключением вершины конуса,

если 0 < с ^ тг/2; ось z, за исключением точки @;0;0), если с = 0;
0, если с 0 [0;тг/2]. п

21.1) (п — 1) -мерная плоскость A + с)х\ + с У^ Xj = с, за исклю-

г=2
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п

чением (п - 2)-мерной плоскости х\
— О, J^^i ~ ^'

i=2

2) (п— 1)-мерная сфера радиуса \/п2 — с2 с центром в начале ко-

координат, если с Е [0;п]; 0, если с 0 [0;п];
3) (п— 1)-мерная сфера радиуса 1/B|с|) с центром в точке

A/Bс);0; ...;0), за исключением начала координат, если с ф 0; (п -
— 1) -мерная плоскость xi = 0, за исключением начала координат,

если с = 0;
4) (п— 1) -мерная сфера радиуса 2л/с/\1 — с\ с центром в точке

(A + с)/A — с); 0;...; 0), если с ^ 0, с ф 1; (п — 1)-мерная плоскость

х\
— 0, если с = 1; 0, если с < 0.

22. 1) Неверно; 2) верно. 23. 1) (х/2)(х-у)\ 2) х/у-ху.
24. д/^ + ж-1. 25. (signx)v/^2Tp". 26. ж. 27. sin(Tnr/2?/).
28. sin(> - 2^) - 2 sin(>/2) sin ^. 29. x2 + (ex + у

- IJ.
30. ix = x + (ж - 2/)/*. 31. и = Bж2 - 2y2 + z2)/x2.
32. ix = x2yz + z/ж - z/y. 33. ix = A - z/x)(l - ze~y).
34. 1) 0; 2) 1; 3) л/2; 4) 4/3; 5) 1; 6) -1; 7) 2; 8) 0; 9) тг; 10) п-у.

37. 1) a) 1, б) —1, в) не существует;

2) а)0, б) 0, в) не существует;

3) а)—1, б) 1, в) не существует; 4) а) 0, б) 0, в) 0;
5) а)0, б) 0, в) не существует; 6) а) 1, б) 1, в) 1;
7) а)0, б) не существует, в) 0;
8) а)не существует, б) не существует, в) 0;
9) а)0, б) 1, в) не существует;

10) а) 1, б) оо, в) не существует.

40. 1)а) 0, б) 1, в) не существует;

2) а)0, б) оо, в) не существует;

3) а)л/3/2, б) 0, в) не существует; 4) а) 0, б) 0, в) 0.

41. 1)а) 1/2, б) 1, в) 1/2, г) 0. 42. х е Q.
43. 1) 1, если /ЗфО; 2, если /3 = 0; 2) 0. 44. 0. 45. 0.

46. 1)0, если <р е (тг/2;Зтг/2); 1, если <р = 0, тг/2, тг, Зтг/2; +оо,
если (р е @;тг/2), (р е (Зтг/2;2тг);

2) 0,если ip G (Зтг/4; 7тг/4); +оо, если ср G @; Зтг/4), ср G Gтг/4; 2тг);
не существует, если ip = Зтг/4, ip = 7тг/4;

3) 0,если <р е (тг/4; Зтг/4), <р е (тг/4; Зтг/4), <р е Eтг/4; 7тг/4), <р = О,
ip = тг; не существует при остальных значениях <р;

4) cos(p+ sin(p, если ip ф 0, тг/2, тг, Зтг/2; не существует, если

(р = 0, тг/2, тг, Зтг/2.
47. 0. 48. 1) -3; 2) 6; 3) 1; 4) 0; 5) л/2/8; 6) 0; 7) 0; 8) 1; 9) 1;
10) не существует; 11) 1; 12) л/ё.
49. 1) 1; 2) 2; 3) е; 4) тг; 5) -2; 6) 13/4. 51. 1) да; 2) да; 3) нет.

52. 1) 1; 2) -1; 3) -1; 4) не существует.
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53. 1) 0; 2) 0. 54. 1) 0; 2) а/'(а2 + 1); 3) не существует. 55. Да.

56. 0. 57. а = л/5, Ь = -л/5. 58. о G /?, Ъ = 0.

59. а = -1, 6 = 0.

62. 1) @;0) — точка устранимого разрыва;

2) @;0); 3) A;2); 4) @;0);
5) всеточки прямой х + у

= 0, кроме двух ее точек A; —1) и

(—1;1); это точки устранимого разрыва;

6) (тг&;тгп), k,n Е Z; 7) (ж;0), х/0; 8) (тг&;тгп), к,п Е Z;
9) @; 0) — точка устранимого разрыва; 10) точек разрыва нет;

11) всеточки прямой у = ж, кроме двух ее точек B; 2) и C;3);
это точки устранимого разрыва;

12) всеточки двух эллипсов х2 + 4у2 = 1, х2 /2 + 2?/2 = 1 и точ-

точка @;0), в точках эллипса х2 + 4у2 = 1 разрыв устранимый;

13) всеточки границы ромба с вершинами A; 0), @; 1/2), (—1; 0),

14) всеточки окружностей радиусов п Е А/ с центром в точ-

точке @;0);
15) всеточки прямых х = 0 и у

=
пх, п G Z\

16) всеточки плоскости, кроме точки @;0).
63. 1)Все точки оси ж;

2) всеточки оси у, за исключением точки @;0;0);
3) всеточки сферы радиуса 4 с центром в точке A,0; -1);
4) точекразрыва нет; 5) все точки плоскостей у

= 0 и z = 0;
6) всеточки плоскостей у

= 0 и ^ = 0 и гиперболических цилинд-

цилиндров yz = тгп, п ? Z, п/0;
7) всеточки плоскости z = 0, кроме точек прямой у — х, z — 0;
8) всеточки оси 2/;

9) всеточки сферы радиуса 1 с центром в точке @;0;1), кроме
точки @;0;0);

10) всеточки однополостного гиперболоида х2 + у2 - z2 — 1, дву-
двуполостного гиперболоида х2 + у2 - z2 — -1 и конуса х2 + у2 - z2 — 0.

64. Областьопределения: точка @; 0) и внешность (вместе с гра-

границей) окружности радиуса у/2 с центром в точке @;0). Функция
непрерывна на своей области определения.

65. Нет. 76. 1) Да; 2) нет.

77. 1) Равномерно непрерывна; 2) равномерно непрерывна;

3) неявляется равномерно непрерывной;

4) неявляется равномерно непрерывной.

80. 1)u(S) = у/а2 + Ъ2S, равномерно непрерывна;

2) u(S)= S, равномерно непрерывна;

3) u(S)= 2, не является равномерно непрерывной;

4) u(S)= +оо, не является равномерно непрерывной.

81. 1)4; 2) 4л/5; 3) а) +оо; б) 1/2; 4) 1; 5) 5; 6) ^; 7) 6; 8) 12.

83. 1) Эллипс и2/4 + v2/9 = 1;
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2) эллипс {и — аоJ/а2 + (г? — boJ/Ъ2 = 1, если аЪ ф 0; отрезок и =

= ао, \v — Ьо| ^ Ь, если а = 0, Ь ф 0; отрезок г; = Ьо? |^ ~~ ао| ^ &5 если

6 = 0, а ^ 0; точка (а0; Ьо)? если а = Ь = 0.

84. 1)Прямая v = аи;

2) окружность и2 +г>2 = а2, если а ф 0; точка @;0), если а = 0.

85. Замкнутыйтреугольник с вершинами в точках @,0), A;0),
@;1).

86. Прямоугольник1 < и < 2, \v\ < 1.

87. 1)Прямая 2и = 1;
2) окружность радиуса 4/3 с центром в точке E/3; 0).
88. 1)Парабола v2 = 4а2(а2 - и), если а ф 0; луч и = 0, u ^ 0,

если а = 0;
2) параболаv2 = 4Ь2(и + Ь2), если Ъ ф 0; луч г? = 0, u ^ 0, если

Ь = 0;
3) полукругu2 + v2 < 1, и > 0.

89. 1)а) Отрезок v = 0, |u| ^ 1; б), в) эллипс —u2+—v2 = l]

2) гипербола 2и2 — 2v2 = 1.

90. 1),2) Окружность и2 + г;2 = е2а; 3) луч г; = (tgb)u, u > 0;

4) логарифмическаяспираль р = е(°-ь)/а^ где р
= \/и2 + i?2, tg# =

= v/u.
2 2

91. 1)Гипербола — Т-— 1, если а ф —к: луч v = 0,cos2 a sin2а '2
и ^ 1, если а = 2тгк; луч г; = 0, и ^ —1, если а = ттB& + 1); прямая

и = 0, если а = тгBА: + 1)/2; fe G Z;
2 2

2) эллипс ——- Н——- = 1, если Ъ ф 0; отрезок v = 0, |u| ^ 1,
СуXI С/ oilС/

если Ъ = 0;
3) полуплоскостьи > 0;
4) плоскостьс выброшенными лучами v = 0, |u| ^ 1.

92. 1)Дуга параболы и = 1 - 2и2, \и\ ^ 1;
оч U

—

ао V
— Ьо W—Со о, L2 , 2 / п

2) прямая = —-— =
,

если а +Ъ + с ф 0; точ-
а о с

ка (а0; Ьо; с0), если а2 -\-Ь2 -\- с2 = 0.

93. 1)Плоскость и — 2v + w = 0; 2) сфера u2 + v2 + w2 = 1;
3) поверхностьтора, образованного вращением круга (и — 2J +

+ w2 ^ I, v = 0 вокруг оси ги.

94. Цилиндри2 + г?2 = а2, если а т^ 0; ось w, если а = 0.

95. Сфераи2 + v2 + w2 = w с выброшенной точкой @; 0; 1).
96. Замкнутаяпирамида с вершинами в точках @;0;0), A;0;0),

@;1;0), @;0;1).
104. 1) Неверно; 2) верно. 105. 1) Да; 2) нет.

106. 1) Верно; 2) неверно.

111. См., например: Гелбаум Б., Олмстед Дж. Контрпримеры в

анализе. — М.: Мир, 1967.
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§ 3. Частные производные. Дифференциал функции
нескольких переменных. Дифференцируемые

отображения

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Производные и дифференциал первого порядка. Пусть
функция f(x;y) определена в некоторой окрестности точки (хо;уо).
Если существуют конечные пределы

Ах;у0) -f(xo,yo)
и Ит

Аж^О Ах Ау^О Ау '
A)

то их называют частными производными функции f в точке (жо>2/о)
соответственно по переменным х и у и обозначают

o) df(xO]yo) ,
,,, , ,,, ,

^ ЛЛяо2/о) 1{хоУо)

или просто

fx(xo;yo), fy(xo;yo)-

Если частные производные функции / существуют в каждой точ-

точке множества Е С /?2, то говорят, что функция / имеет частные

производные на множестве Е.

Аналогично определяют и обозначают частные производные функ-
функций трех и более переменных. Например, если существует конечный

i; ¦¦¦; xk + Axk;...; xn) - /Qi;...; xk;...; xn)

то его называют частной производной функции f в точке (х\\Х2\...
...]хп) по переменной хк и обозначают

df(xi;x2',...',xn) н/ ч

дхк
или ffXk(x1;x2;...;xn).

Производные ——

,
к = 1,2,...,п, называют производными первого

дхк

порядка.
Для вычисления частной производной —— обычно пользуются

дхк
известными формулами и правилами дифференцирования функции

одной переменной, считая все переменные, кроме переменной хк,

фиксированными (постоянными).
Функцию f(x;y) называют дифференцируемой в точке (жо;^/оM

если существуют числа А и В такие, что приращение

Д/Оо; 2/о) = /Оо + Аж; з/о + Ay) ~ f(x0; y0)

функции / в точке (жо;2/о) представимо в виде

Af(x0;i/o) = ААж + ВАу + о(у/Ах* + Ду2), (Да;; Ау) ->¦ @; 0). B)
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Если функция f(x,y) дифференцируема в точке (хо;уо), то в форму-
формуле B) линейную относительно приращений Ах и Ау функцию

ААх + ВАу
называют дифференциалом (точнее, первым дифференциалом) функ-
функции f(x,y) в точке (жо;2/о) и обозначают df(xo;yo).

Таким образом, если верно равенство B), то

df(xo;yo) = AAx +BAy. C)

Дифференциалом независимой переменной х или у называют ее

приращение, т. е. по определению полагают dx = Аж, dy = Ay.
Если функция / дифференцируема в каждой точке множества

Е С /?2, то ее называют дифференцируемой на множестве Е. Ана-

Аналогично определяются понятия дифференцируемости и дифферен-
дифференциала для функций трех и более переменных.

Теорема 1. Если функция f(x;y) дифференцируема в точ-

точке (хо;уо) и

df(xo;yo) = Adx + В dy
— ее дифференциал в этой точке, то в точке (хо;уо) существуют
частные производные функции /, причем

дх ' ду
Таким образом, в каждой точке, где справедливо равенство B),

дифференциал функции / может быть вычислен по формуле

Формула D) обобщается на случай дифференцируемой функции п

переменных f(xi;x2',...',xn) следующим образом:

df=^LdXl+^- dx2 + ...+ Р- dxn. E)ох\ дх2 дхп

Теорема 2. Для дифференцируемости функции /(ж), х G /?п,
в некоторой точке достаточно, чтобы частные производные функ-
функции / были непрерывны в этой точке.

Функцию, частные производные которой непрерывны на некото-

некотором множестве, называют непрерывно дифференцируемой на этом

множестве.

2. Частные производные сложной функции.

Теорема 3. Пусть функции и(х;у) и v(x;y) определены в не-

некоторой окрестности точки (хо;уо), а функция f(u;v) определена
в некоторой окрестности точки (uo;vo) = (u(xo;yo);v(xo;yo)). Ес-

Если функция f(u\v) дифференцируема в точке (i&o;^o) u если в точ-

точке (хо;уо) существуют производные
ди dv ди dv

дх
'

дх
'

ду
'

ду
'
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то в точке (хо;уо) существуют частные производные сложной функ-
функции f(u(x;y);v(x;y)), причем

df_ = д?ди + df_dv_ df_ = д?ди + df_ dv_ ,^
дх ди дх dv дх

'

ду ди ду dv ду
Аналогичные формулы при соответствующих предположени-

предположениях справедливы для частных производных -^- сложной функ-
0Х <i

ции f(ui]U2]...]un), где Uk —функции переменных Х{\

дщ
~

2^ дщ дщ'
г-1,2,...,т. (<)

к=1

3. Свойства дифференциала.
1°. Для любых дифференцируемых функций и(х), v(x), x G /?п,

справедливы равенства

d(au + fiv) = adu + /3dv, (8)
где а и C — постоянные,

d(uv) = v du +udv, (9)

dl-j = """-""", v^o. A0)

2°. Формулы D) и E) справедливы не только тогда, когда х и

у
— независимые переменные, но и тогда, когда х и у являются

дифференцируемыми функциями каких-либо переменных (свойство
инвариантности формы первого дифференциала).

4. Производная по направлению и градиент. Пусть в прост-

пространстве Rn задан единичный вектор

1 = (cosai; cosa2;...; cosan), / ^

cos a&
= 1.

Производной функции f в точке (х±; Х2',...',хп) по направлению век-

вектора 1 называют предел

,. f(x\ + tcosai;...; хп + tcosan) —

,

t

Производную функции / по направлению вектора 1 обознача-

ют
ж-

Производную по единичному вектору 1 называют также производ-
производной по направлению (направление вектора 1).

Градиентом дифференцируемой функции f(xi;x2',...',xn) называ-

называют вектор

(df.df , , df у
\ дх\

'

дх2
' '

дхп )

Этот вектор обозначают grad /.



§3. Частные производные 57

5. Частные производные функций, заданных неявно.

Пусть функция F(x;u), ж Е /?п, и Е /?, равна нулю в точке (х°;и°) =
= (ж?;...; ж^; гл°) и непрерывна в некоторой ее окрестности, частная

производная F'u непрерывна в точке (х°;и°) и F'u(x®]vP) ф 0. Тогда в

некоторой окрестности точки х° существует единственная непрерыв-

непрерывная функция и = /(ж) такая, что и0 = /(ж0), удовлетворяющая урав-
уравнению F(x;u) = 0. Если, кроме того, частные производные F^k, к =

= 1,2,...,п, непрерывны в точке (х°;и°), то в точке ж0 существуют
все частные производные функции и = /(ж), причем

fXk=-^t, к = 1,2,...,п. A1)

Формулы A1) можно записать в виде одной матричной формулы:

UlXi;f^-;fXn) = -(F'u)-1(FlXl;F'X2;...;F'Xn). A2)
При дополнительном условии непрерывности частных производ-

производных F'u, F'Xk, к = 1, 2,..., п, в окрестности точки (ж0; и0), функция и =

= /(ж), определяемая неявно уравнением F(x; и) = 0, будет непрерыв-
непрерывно дифференцируемой в некоторой окрестности точки ж0.

Пусть функции

Fi(x',u), х е /?n, ueRm, г = 1,2,...,ш,

равны нулю в точке (х°;и°) = (ж?;...; ж^; и\\...; г^) и непрерывны в

некоторой ее окрестности, а их частные производные (Fi)'Uk, i,k =
= l,2,...,m, непрерывны в точке (х°;и°) и определитель

A3)

не равен нулю в точке (х°;и°).
Тогда в некоторой окрестности точки ж0 существует единствен-

единственная система непрерывных функций

щ = Мх), гг? = Л(гг°), г = 1,2,...,ш,

удовлетворяющая системе уравнений

Fi(x;u)=0, г = 1, 2, ...,т.

Если, кроме того, частные производные (Fi)'Xk, к = 1,2,...,п, не-

непрерывны в точке (ж0; и0), то в точке ж0 существуют все частные

производные функций щ = /г(ж), г = 1,2,...,?тг, причем

A4)
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При дополнительном условии непрерывности частных производ-

производных функций Fi, г = 1,2,...,т, в окрестности точки (х°;и°) функ-
функции щ = fi(x), определяемые неявно системой уравнений Fi(x\u) =
= 0, будут непрерывно дифференцируемыми в некоторой окрестнос-
окрестности точки х°.

Формула A2) является частным случаем (т = 1) формулы A4).
Определитель A3) называют якобианом системы функций F\ по

переменным щ, г = 1,2,...,т, и обозначают

d(Fu...,Fm)

6. Заменапеременных. В различных вопросах математики и

ее приложений часто оказывается целесообразным при рассмотре-
рассмотрении выражений, содержащих какие-либо функции и их производные,

перейти к другим независимым переменным, а иногда и к другим

функциям, которые связаны с исходными переменными и функция-
функциями определенными соотношениями. Целесообразность такого перехо-

перехода объясняется обычно либо той ролью, которую играют новые пе-

переменные в изучаемом вопросе, либо тем, что в новых переменных

данное дифференциальное выражение значительно упрощается. При
замене переменных используются правила дифференцирования слож-

сложных и неявно заданных функций (см. пп. 2, 5).

7. Дифференцируемыеотображения. Отображение (см. § 2,
п. 4)

/: Е^ Rm, EC /?п,

с координатными функциями

Щ = /i(xi;x2;...;xn), г = 1,2,...,ш,

называют дифференцируемым в точке х° = (xj; ж^;...; ж^), если су-

существуют такие числа

Aik, г = 1,2,...,ш, к = 1,2,...,п,

что приращения

A/i = Л (ж? + Axi; ...; х°п + Ахп) - /г-(х?;...; х°п)
функций fi в точке хо представимы в виде

А/г =

к=1

Если отображение / дифференцируемо в точке ж0, т. е. если спра-

справедливы формулы A5), то произведение матрицы

Ац ... А1п

Л.шп
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на столбец

( \
/ dx1

НАхп

называют дифференциалом отображения f в точке х° и обознача-

обозначают df(x°).
Таким образом, если верно равенство A5), то

/ Ап ... А1п \ / dxA
df(x°)=: • A6)

\ АШ1 ... Ашп) у dxn)
Если равенства A5) справедливы в каждой точке множества Е С

С /?п, то отображение / называют дифференцируемым отображением
множества Е.

Теорема 4. Если отображение /: Е —у /?m, E С /?п, с коорди-
координатными функциями

Щ = /i(xi;x2;...;xn), г = 1,2,...,ш,

дифференцируемо в точке х° = (xj; ж^;...; ж^) и его дифференциал в

этой точке определяется формулой A6), то в точке х° существуют
частные производные функций /^, причем

Ат

dfn

\ дх\
'"

дхп

Таким образом, в каждой точке, где справедливы равенства A5),
дифференциал отображения / может быть вычислен по формуле

1? \ (dxi
: I. A7)

я -л ' * dXn '

дх\ дхп

Для дифференцируемости отображения /(Д; /2;...; /ш) в некото-

некоторой точке достаточно, чтобы частные производные функций Д, г =

= 1,2,...,?тг, были непрерывны в этой точке.

Отображение /(Л;/г; •••;/ш) называют непрерывно дифференци-
дифференцируемым отображением множества Е С /?п, если его координатные

функции непрерывно дифференцируемы на множестве Е.

Матрицу ( ^L), г = 1,2,...,ттг, & = 1,2,...,п, составленную из

частных производных координатных функций отображения /, назы-

называют производной отображения f и обозначают /;.
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Формулу A7) для дифференциала отображения / можно записать

ввиде ,
df = / dx.

В случае т = п производная отображения /(Д; /2;...; /п) является

квадратной матрицей, и ее определитель

d/i 0/i

\п= -дх- дХп-= :г:2'-'^ а»)
Э/п Э/»
^xi дхп

называют якобианом отображения /.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти частные производные функции

/(ж; у) = х + 2/2 + In (ж + 2/2).
А Функция определена в области у2 > -х. Фиксируя перемен-

переменную у, находим qj 1 2

дх х+ у2

Фиксируя переменную ж, получаем

=2у+^, у>х.А
ду х+ у2

Пример 2. Доказать, что функция

/(ж; у) = х + 2/2 + In (ж + 2/2)
дифференцируема в точке @; 1), и найти d/@; 1).

А В примере 1 найдены частные производные данной функции.
В точке @; 1) обе частные производные непрерывны. Следовательно,
функция / дифференцируема в точке @;1), и ее дифференциал в

этой точке можно вычислить, применив формулу D). Так как

3/@; 1) _9 0/@; 1) _4
дх

~А
ду

~

'

то

d/@;l) = 2dx + 4dy. A

Пример 3. Исследовать на дифференцируемость в точке @; 0)
функцию f(x;y), если:

1) f(x;y) = %fxy\ 2) f(x;y) = cos *fxy\
3) f(x;y)= arctgE + x4/y/7);
4) /(ж;у)= arcsin(x^/ + ^/x3 + у3);

5) /(,;,)=ln(A
+

7J/A7^))-2^, X>+y>>0, /@;0) = 0.
(ж2 + 2/2M/2

A 1) Найдем приращение А/ функции / в точке @; 0) и вы-

вычислим ее частные производные в этой точке, пользуясь тем, что

f(x,0) = 0 и /(О,?/) = 0. Получим Д/ = */ху, /ж@,0) = /„@,0) = 0.
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Предположим, что функция / дифференцируема в точке @,0); тог-

тогда справедлива формула B), которая в данном случае имеет вид

tyxy = о(р), р = \Jx2 +y2 ->• 0. A9)
Равенство A9) должно выполняться для любых х и у таких, что

л/х2 + у2 —У 0. Пусть у = х и х > 0; тогда р
= хл/2 и из формулы A9)

следует, что Зг-
о(ж), ж^+0. B0)

Так как утверждение B0) не является верным, то функция / не диф-
дифференцируема в точке @;0).

2) Здесь /(ж;0) = 1, f(O;y) = 1, и поэтому /ж@,0) = /,,@,0) =

= 1. Докажем, что функция / дифференцируема в точке @;0), т. е.

удовлетворяют условию B), которое можно записать в виде

А/ = cos tyxy- 1 = о(р), р = л/х2 + у2 -> 0. B1)
Так как cost — 1 = —2sin2(?/2), a |sin?| ^ |?|, то, используя нера-

неравенства |ж| ^ р, \у\ ^ р, получим

Отсюда следует, что условие B1) выполняется, и поэтому функ-

функция / = cos ^fxy дифференцируема в точке @;0).
3) Вэтом случае /(ж;0) = f(O;y) = /@;0) = arctg 5, и поэтому

/ж@;0) = fy@;0) = 0. Докажем, что функция / дифференцируема в

точке @;0), т. е. удовлетворяет условию

А/ = arctg E + ж4/V/7) - arctg 5 = о{р), р = л/х2 + у2 -+ 0. B2)

Используя неравенства | arctg a — arctg b\ ^ \а
— Ь\, \х\ ^ р, \у\ ^ р,

из B2) получаем

lAfl < x|4//5|iyl2//7 < p4/5+2/7 = л38/35

Условие B2) выполняется, и поэтому функция / дифференцируе-
дифференцируема в точке @;0).

4) Таккак /@;0) = 0, /(ж;0) = arcsinx, f(O;y) = arcsin^/, то

/ж@;0) = 1, /у@;0) = 1.

Предположим, что функция / дифференцируема в точке @;0).
Тогда
А/ = arcsin(;n/ + \/ж3 + у3) = х + у + о(р), р = л/х2 + у2 -»> 0. B3)

Если у = х, где ж > 0, то /я = жл/2, и равенство B3) примет вид

arcsin(x2 + л/2ж3) = 2ж + о(ж), ж —У +0,

откуда следует, что
, 8/- ЛЧ = ^̂+()_

Это равенство не является верным, и поэтому функция / не диф-
дифференцируема в точке @;0).

5) В этом случае f(x;0) = f(O;y) = 0, /ж@;0) = /„@;0) = 0.
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Пусть функция / дифференцируема в точке @;0), тогда

Af = f(x;y) = o(p), р=у/х*+у*-Ю. B4)
Полагая у = ж, где ж > О, из B4) получаем

А/ = /(Ж;Ж)=Ь«1+^-/»-2ж2=о(Ж), *->+<). B5)

Так как In = 2? Н— ?3 + o(t3), t —> О, то из B5) следует, что

Д/ = /(*; ж) = ^^ = 2-3/23-^ + оИ = о(х),

т. е. ж = о(ж), ж —у +0.
Таким образом, равенство B4) не может выполняться при лю-

любых ж, у таких, что р —> 0, и поэтому функция / не дифференци-
дифференцируема в точке @;0). А

Пример 4. Пусть f(u;v) — дифференцируемая в R2 функция,
2 2 о dfdf df df

u = xy, v = ж —

у . Выразить —— и ——

через
—— и ——.

ох ду ди ov

А По формулам F) находим

df -vdf +2xdf df -xdf -2vdf A
аж ди диду ди dv

Пример 5. Найти дифференциал функции / = 1 + z/(x2 + у2).
А Используя формулы (8)—A0), получаем

df =
(х2+у2J

2xz , 2yz
dX

Пример 6. Пусть f(u;v) — дифференцируемая в R2 функция,
и = х/у, v = y/z. Найти df, если f'u и f'v известны.

А Используя формулы D) и (8)—A0), получаем

df = fudu + fvdv =

f ydx - xdy ., zdy -ydz
_

fu y~2 +h ~2
~

1

Пример 7. Найти в точке A;1) частные производные функ-
функции и = /(ж; 2/), заданной неявно уравнением

и3 - 2и2х + иху -2 = 0.

А Из уравнения найдем значение функции и в данной точке: и =

= /A; 1) = 2. Функция F(x; у; и) = и3 — 2и2х + иху — 2 равна нулю в

точке A; 1; 2) и непрерывна в ее окрестности, а ее частные производ-

иг
тр

F'x = -2и2 + ш/, F'u = их, F'u = Зи2 - 4их + ху
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также непрерывны, причем F^(l;l;2) ф 0. Следовательно, данным

уравнением в окрестности точки A; 1; 2) определяется непрерывно

дифференцируемая функция и = f(x,y), частные производные кото-

которой можно найти по формулам A1). Так как в точке A; 1; 2) частные

производные функции F соответственно равны

j?i — a j?i — о F' — 5

то частные производные функции и = f(x;y) в этой точке равны

/; = 6/5, /; = -2/5. a

Пример 8. Найти в точке A; 0; 1; —2) частные производные

функций и = fi(x;y) и v = /2(^52/), заданных неявно системой

уравнений
хи + yv

— и3 = 0,
+ у + u + v = 0.

А Функции F\ = хи + yv
— и3 nF2=x + y + u + v равны нулю в

точке A; 0; 1; -2) и непрерывны в ее окрестности, их частные произ-

производные

также непрерывны, и якобиан

d(FuF2)
_

х - Зи2 у
д(щу) ~ 1 1

не равен нулю в заданной точке. Следовательно, данной системой

уравнений в окрестности точки A; 0; 1; —2) определяются единствен-

единственным образом непрерывно дифференцируемые функции и = fi(x;y)
и v = /2 (ж; 2/), частные производные которых можно найти по фор-
формуле A4). Значения частных производных функций F\ и F2 в

точке A; 0; 1; —2) соответственно равны

По формуле A4) находим матрицу, элементами которой являются

искомые значения производных:

l (h)'y )=~{ 1 1 J V1 1
_

1 / 1 0\ f 1 -2\
_ f 1/2-1

"

2 V -1 -2 Д 1 1 )-\ -3/2 0

Пример 9. Преобразовать уравнение
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приняв за новые независимые переменные и = ж, v = 1/у — 1/х и

за новую функцию w = 1/z — 1/х.
Найти решения данного уравнения.

А и
- dzdz

А Найдем выражения производных — и — через частные про-

производные функции w по переменным и и v. Для этого продиффе-

продифференцируем обе части равенства 1/z - 1/х = w по переменным ж и у.

При дифференцировании функции w воспользуемся формулами G)
для частных производных сложной функции. Получим

1 dz 1
_

dw du dw dv
_

dw 1 dw

z2 dx x2 du dx dv dx du x2 dv
'

1 dz
_

dw du dw dv
_

1 dw

z2 dy du dy dv dy y2dv
'

следовательно,

dz
_

2 ( 1 dw 1 dw \ dz
_

z2 dw

dx Vx2 du x2 dv 7' dy y2 dv

dz dz
Подставив найденные выражения для производных

— и — в дан-

данное уравнение, будем иметь

2 2 dw пxlz1—- =0.
du

Осталось заменить х и z новыми переменными. Так как х — и, z —

—

, то в новых переменных исходное уравнение принимает вид
UW +1 .2x2-»и1 \ dw

_

uw + 1 7 du

Полученное уравнение легко решается. Интегрируя по и уравне-

уравнение — = 0, находим w = f(v), где / — произвольная дифферен-

дифференцируемая функция. Возвращаясь к исходным переменным, получаем

решения исходного дифференциального уравнения

1/z -1/х = f(l/y -1/х),
откуда

z = x/(xf(l/y-l/x) + l). A

Пример 10. Найти в точке (тг/4; тг/4) дифференциал отображе-
отображения /: R2 —У R3 с координатными функциями

А Координатные функции непрерывно дифференцируемы в R .

Следовательно, дифференциал данного отображения существует в

каждой точке, и его можно найти по формуле A7)



§3. Частные производные 65

В заданной точке получаем

1 О

dxi - dx2
= \ —dx\ + dx^

dx\

Пример 11. Найти якобиан о;
'

,; отображения
д(г<рф)

x — t cos ip cos ф, у = r sin ip cos -0, 2: = r sin

А Согласно формуле A8) получаем

cos ip cos ф —rsin^cos^ —r

sin (^ cos ф rcosipcosip —

d(x,y,z)
_

д(г,<р,ф) 8\пф

= r2 cos ф I sin

cos ip cos ф — sin ip
sin ip cos ф cos (^

0 rcos -0

— sin ip
— cos <p sin ф

cos (^
— sin ip sin t/>

= r2 cos ^(sin2 г/? + cos2 ф) = r2 cos ф. А

ЗАДАЧИ

1. Найти частные производные первого порядка функции f(x\y):
{ )

= x3+y3-3xy; 2) / = х{х~_ v) ¦ 3) f =

4) / = sin - cos -

; 5) / = ex (cos у + x sin y);

smx-x2y;

2. Вычислитьчастные производные первого порядка функции /
в данной точке:

1) / = х/у2, A; 1); 2) / = 1пA + х/у), A; 2);
3) / = гаде»"™»', A; 1); 4) / = Bа; + уJх+У, A; -1).
3. Найти частные производные первого порядка функции

1) / = xy

4) /=^

zx; 2) / =
ж2 + 2/2 +z2 x

z

f; 5)/ = ^; 6)/=(^)Z.
4. Найти частные производные первого порядка функции /(ж),

п

n2Xi; 2) / =
г=1

5 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3

г=1
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5. Вычислитьх -J- + у тг-, если:

дх ду

1) / = ж/лЛ2+2/2; 2) / = 1п(х2 + ж?/ + у2).
р\ ? Р\? Р\?

6. Вычислить -77- + -^- + -^-, если:
ох ду oz

1) / = (х - у)(у - z)(z -х); 2) / = х + (х - у)/(у - z).

7. Вычислить -J- + -J- + -J- в точке A:1:1), если:
дх ду dz

1) / = ln(x3 + у3 + z3 - 2xyz); 2) / = ln(l + х + у2 + г3).

о г, V Ôf ? Xi—X2,X4:— X\
8. Вычислить > ——

,
если /= 1 .

*-^
OXi Хз

—

Х4 Х2
—

Хз
i—\

9. Решитьсистему уравнений —— =
^г—

= 0, если
ох ду

f = хуу/9-х2 -у2.
10. Найтиприращение А/ и дифференциал df функции / = х2у

в точках: 1) A; 1); 2)A;0); 3)@;0).
11. НайтиAf(x;y) и df(x,y) функции / = х3 - у2.
12. Верныли для функции /(ж), х G /?п, следующие утверждения:

1) еслифункция в некоторой точке имеет частные производные

по всем переменным, то f(x) непрерывна в этой точке;

2) еслифункция в каждой точке пространства Rn имеет частные

производные по всем переменным, то она непрерывна в /?п;
3) еслифункция дифференцируема в некоторой точке, то в этой

точке у функции существуют частные производные по всем перемен-

переменным;

4) еслиу функции в некоторой точке существуют частные про-

производные по всем переменным, то функция дифференцируема в этой

точке;

5) еслифункция дифференцируема в некоторой точке, то в этой

точке у функции существуют непрерывные частные производные по

всем переменным;

6) еслиу функции в некоторой точке существуют непрерывные
частные производные, то функция дифференцируема в этой точке.

13. Найтидифференциал функции f(x;y), если:

1) / = 2х* - Зх2у2 + х3у; 2) / = (у3 + 2х2у + ЗL;

, . х + 1
= In sin ;

у/У
X U X~\~ U

8) / = arctg —Ь arctg -; 9) / = arctg :

у х ху
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10) / = A + ху)У.
14. Найтиточки, в которых дифференциал функций / равен ну-

нулю, если:

1) /(Ж;у) = Eх + 7у- 2Ъ)е-^+ху+у^;
2) /(ж;2/; г) = 2у2 + z2 - ху2 -yz + lx + l.

15. Найтидифференциал функции f(x;y) в данной точке, если:

55

4) / =
х
—

ху
(l;l); 5)/ = ln^cosy

6) / = arccos д/ж2 - 22/, A; 0,18); 7) / =

Ю) /= arcctg т(у/х + ^/ ), (е ;0).
16. Найтидифференциал функции f(x;y;z), если:

1) / = V*2 +У2 + ^ 2) / = ежу81пг; 3) / = (Жу)г;
4) / = Ху1\

17. Найтидифференциал функции /(ж), ж G /?п, если:

г=1 \\ Vг=1 / / V Vг=1
18. Найтидифференциал функции / в заданной точке, если:

1) / = 2 , Ж2 , 2
> A; 0; 1); 2) / = arctg ^|, C; 2; 1);

3) /= (Ж2/+ -V, A;1;1); 4) / = :
\ у/

г=1

19. Доказать, что функция / дифференцируема в точке @;0), ес-

если:

l); 2)f = \y\smx; 3) / = (sina;

4)/=ch^y; 5) /= ^(cos ^y-1);
6) / = lnB - \х\У6 + |y|5/4); 7) / =

o\ f _ j xsm(y/^/\x\), x^O,
} J ~ \ 0, x= 0;

9) / = y3/5 arcsin у/Щ; 10) f = у + ch

11) / = y/1 - \х\У3\у\ь/в; 12) / = 1 + xy + sin

20. Доказать, что функция / недифференцируема в точке @;0),
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если:

; 2) / = 3) / =
- cosxy); 5) / = sinGr/4 + уху2)]
x2V)\ 7) / = втCж •

4) / =

6) / = lnC

8) / = ln(l + ж + ^/ж3+27?/3); 9) / = arctgBж + ^/ж3 - 27?/3);
10) / = arcsin(?/ + %/x3 +8y3).
21. Найти частные производные функции / в точке @; 0) и ис-

исследовать ее на дифференцируемость в этой точке, если:

=^3Т^4; 3) / = 2?/

5) / = \/sm4 ж + cos4 2/;

7)

4) / = У + cos

6) / = у + lnC ¦

8) / = arctg (xy + ;

_ / (У3 - x3)/(x2
0,

¦y) arctg (ж/уJ,
7ГЖ/2,4

^
= {e"o.

если х2+ ^2 ф 0,
если ж2+ у2 = 0;

если уф 0,
если 2/= 0;

U) ^~ ^ n еслиж2+у2=0.

22. Найти дифференциал функции / в точке A;0), если:

1) /= ^|(х-1J/3|-ж2/; 2) / = ж2

3) / = Я;-2/ -1J/3|; 4) / = ж + 2у
23. 1) Доказать, что функция

Г (ж2 + 2/2) sin(l/(a;2 + ?/2)), если ж2 + у2 ф 0,
1 \ 0, еслиж2 + у2 = 0,

f —

) д,

— / (^2 + 2/2)°S
\ 0,

дифференцируема, но не непрерывно дифференцируема в /?2;
2) доказать, что функция

если ж, 2/ —рациональные числа,
если по крайней мере одно из чисел ж, у

иррационально,

при а > 1/2 дифференцируема только в точке @,0) и не является

непрерывно дифференцируемой в этой точке.

24. Найти все значения а, при которых функция / дифференци-
дифференцируема в точке @;0), если /@;0) = 0, а при ж2 + у2 ф 0 функция /
задается формулой:

4)/=' J
1 -
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25. Исследовать на дифференцируемость в точке @; 0) функ-
функцию f(x;y), если /@;0) = 0, а при х2 + у2 > 0 эта функция зада-

задается формулой:
|Ж3 |1/2 -, -,

j J
(ж2 + Ж2/ + 2/2)«'

« 2'° 4'

.

_ ^V _1 _

2

fr2?/3\3/5 1
3) / = —УШ.— а = ! а = i.

26. Найтивсе точки, в которых функция f(x\y) дифференцируе-
дифференцируема, если:

1) / = *М+ ?/|*|; 2) / = B/- ИJ; 3) f=\x2-y2\;

27. Исследовать на дифференцируемость в точке @; 0) функ-
функцию f(x;y), если /@;0) = 0, а при х2 + у2 > 0 эта функция зада-

задается формулой:
у) -у\пA + ж) + (ху/2)(у -х) яw _

J

(ж2 + 2/2K/2
-

_ xsh|/-|/shx + (xy/6)(x2 -у2) ^

(ж2 + 2/2M/2
x + (ху/3)(у2 - х2)

л\ t —
)J~

2/2K/2 Fl+ \у\

В задачах 3.28-3.30 предполагается, что функции f(u), f(u;v),
f(u;v;w) дифференцируемы и их производные Д, /^, /^ известны.

28. Дляфункции f(u) найти f'x и /^, если:

1) гл = х2 + е^; 2) и = у/х3 +ху2; 3)и = sin2 Зж cos3 2y;

4) и = arcctg (x + In?/).

29. Дляфункции f(u;v) найти /^ и /^,если:

1) и = од, г; = ж/?/; 2) ix = х2 — у2, v= еху;

3) u = xcosy, v = xs'my; 4) -u = arcsinx2, v — xv.

30. Найтидифференциал функции (р, если:

1) <p= f(u), u = xy + y2/x;
2) (p= /(гл; г;), гл = 2//(ж + 2/), г; = х2 - у3;
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3) ip= f(u]v), и = у2, v= arctg(?//x);
4) ip= f(u; v; w), и = x2 + y2 + z2, v = x + у + z, w =

x^/z.

31. Доказать,что если f(u) — произвольная дифференцируемая

функция, то функция ср(х;у) удовлетворяет данному уравнению:

i\ ?{1 2\ 2 d(p , d(p
1) Ч>= 2//О - Г), У

fa
У
д

= Х(р;

2) <р= Ж2/ + ж/ ( ! J, х -^ +У ~(f =%y + W

5) cp= sin ж + /(sin ^/
— sin ж), cos 2/ -^- + cos ж -^ = cos x cos 2/;

4) <p = e^/^еж
/^

^J, (x2 - y2) ^ + xy
-Z- = x^.

32. Доказать,что если f(u;v) — произвольная дифференцируе-
дифференцируемая функция, то функция cp(x;y;z) удовлетворяет данному уравне-
уравнению:

(^4 2xz g +2yz% +{ta>+y) % = 0;

3) ip = xaf{yxP] zx^), x -jZ-
- /3y ¦?-

-

jz
-Z- = онр.

33. Найтирешение и(х;у) уравнения
—- = 2x + у2, удовлетво-
ду

ряющее условию и(х;х2) = 0.

34. Найтирешение и(х;у) системы уравнений

ди
_

х + 2у ди
_

у
— 2х

~di
~

х2 + у2' ~&у
~

х2 + у2'

удовлетворяющее условию и@; 2) = 0.

35. Доказать, что если функция / дифференцируема в точ-

точке (xi; X2]...; хп), то в этой точке существует производная -^- по

направлению произвольного единичного вектора
п

1 = (cosai;cosa2; ...;cosan), ^ cos2 аи = 1,
k=i

причем „

df df

36. Пусть функция /(ж), х G /?n, дифференцируема в некоторой
точке и 1 — произвольный единичный вектор. Доказать, что в этой

точке:

1) | = (grad/,1); 2) max |? = |grad/|;
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3) если grad/ ф О, то производная -^- достигает наибольшего

значенияпри ,,

v 1=grad/
grad/I

'

37. Верноли утверждение: производная функции f(x;y) в точ-

точке (жо;2/о) по направлению вектора A;0) равна я°' ?

38. Верноли утверждение: градиентом функции / = х + 2/ +

+ д/|ж2/| в точке @; 0) является вектор A;1)?
39. Найтипроизводную функции / по направлению вектора 1 в

точке М, если:

2) f= xsin(x + y), 1 = (—1; 0), М(тг/4;тг/4);
3) /= х3 + 2ху2 + 3yz2, 1 = B/3; 2/3; 1/3),
4) /= ln(x2+2/2+z2), 1= (-1/3; 2/3; 2/3), M(l;2;l);
5) /= х2+х2-х2+х2, 1= B/3; 1/3; 0;-2/3), МA;3;2;1);

^^ / V^ ,/ 1 1 1\
VJ} I 7 dl l^Dlll Jb fc • 1

I ~^.• ^^
• • • • • "=.I •

40. Найти градиент функции / в точке М, если:

1) / = 1 + Жу, М(-1;1); 2) / =

3) / = ^?^
4) / = arctg (xy/z2), М@; 1; 2); 5) / = е*+^+^, М(ж0;2/о; г0);
6) / = 1пA - х2 - 2у2 - 3z2), М(х0; у0; z0), х20 + 2у2 + Zz% < 1.

41. Решитьуравнение grad/ = 0, если:

1) /= 2z3 + х2 + 2у2 +xy + Sx-2y-6z + l;

2) /= х3 + у3 + z3 - 3xyz.

42. Дляфункции / = — —найти:
у/х* + I/2 + 22

1) inf | grad/|; 2) sup | grad/| в области 0 < а < z < A.

43. Найтипроизводную функции / в точке Мо по направлению

вектора М0М, если:

1) f= 5x + 10x2y + у5, МоA;2), МE;-1);
2) f= xy2z3, МоC;2;1),
3) /=

4) f= x2/(xl +х2+х2+х2), Мо@;1;1;0), МC;2;1;0).
44. Найтипроизводную функции / в точке М по данному на-

направлению, если:

1) f = Зж4 + у3 + ж?/, МA; 2), по направлению луча, образующего
с осью х угол 135°;
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2) /= 3ictg(y/x), M(l/2; л/3/2), по направлению внешней нор-

нормали к окружности х2 + у2 = 2х в точке М;

3) j
— х1 — 3yz + 4, M(l; 2; —1), по направлению луча, образую-

образующего одинаковые углы со всеми координатными осями;

4) /= 1п(еж + еу + е2), М@; 0; 0), по направлению луча, образую-
образующего с осями координат ж, у и z углы, соответственно равные тг/3,
тг/4 и тг/3;

5) /= tgxz, М(тг/4; тг/4; 1), по направлению градиента функ-
функции /i = sin^z в точке М;

6) /= х2/а2 + у2/b2 + z2/с2, М(хо;уо; zo), по направлению гра-

градиента функции / в точке М.

45. Найтипроизводную функции / по направлению внешней нор-

нормали к линии с-уровня функции / в каждой ее точке, если:

1) / = х2 + у2, с> 0; 2) / = Ы(х2 + у2).
46. Найтив точке (ал/с/2; л/с/2), с > 0, производную функции

f = x2/a2+y2/b2
по направлению внутренней нормали к линии с-уровня функции /.

47. Найти fy(x;x2) для дифференцируемой функции f(x;y),
удовлетворяющей условиям

/(ж; х2) = const, f'x(x;x2) = х.

48. Найтинаибольшее значение -^- в точке М, если:

1) / = ху2 - 3xV, МA; 1); 2) / = (х + ^/j/, MB; 1);
3) f= ]nxyz, M(l;-2;-3);

4) /= tgx-x + 3siri2/-sm32/ + 22:+ ctgz, М(тг/4; тг/3; тг/2).

49. Найтиединичный вектор 1, по направлению которого ~^-
в точке М достигает наибольшего значения, если:

1) / = х2 - ху + у2, М(-1; 2); 2) / = х
- Зу + л/3^, МC; 1);

3) / = aicsinxy + aiccosyz, M(l;0,5;0); 4) f = xzy, M(-3;2;l).
50. Найтивеличину градиента функции

в точке B; 1 : 2)
51. Найтиугол между градиентами функции / в точках А и В,

если:

1) f= ln\y/x\, A(l/2;l/4), ВA;-1);
2) /= arcsin(a;/(a; + y)), A(l;l), ВC;4);
3) f= x/(x2+y2 + z2), ЛA;2;2), В(-3;1;0);
4) /= sin(a;2 + у2 - г2), А(о; -2а; а), В(Ъ; Ъ; Ъ), а2 + б2 ф 0.

52. Найтиугол между градиентами функций Д и Д в точке М,
если:
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1) Л= у/^У*, h = х3 + г/3 " Зх?/, МD; 3);
2) Л= У2/х, /2 = 2ж2 + у2, М(ж0; 2/0), ^о 7^ 0;
3) f1=x2-2y2+ z2, f2 = (xyzJ, M(xo;yo;zo);
4) /i= sinOz+ ?/?), f2 = cos(xt-yz), M(xo;yo; zo;to).
53. Доказать,что угол между градиентами функций

Л = ж2 + 2?/2 + 3z2, /2 = х2 + 2?/2 + Sz2 + 4ж + Ъу + 6z

в точке М(жо; 2/о5 ^о) стремится к нулю, если точка М удаляется в

бесконечность.

54. Пусть/(ж), ж G G С /?п, — дифференцируемая однородная
функция степени а (§ 2, A)). Доказать, что частные производные

функции / — однородные функции степени а — 1.

55. 1)Доказать, что дифференцируемая в области G С Rn функ-
п

ция / удовлетворяет в G тождеству Эйлера Y^ Xk -^- = а/ тогда и

*i

только тогда, когда она локально однородная степени а в области G

(см. §2);
2) построить функцию, удовлетворяющую тождеству Эйлера в не-

некоторой области, но не являющуюся однородной функцией в этой об-

области.

56. Используя тождество Эйлера (см. 55), вычислить

если:

1)/f; 2)/; 3) f =

4) f= (lnx

5) /=—lnx + xip(-;-\, где ip(u;v) — дифференцируемая
Z \X X /

функция.

57. Доказать,что функция f(x;y), имеющая ограниченные част-

частные производные
—— и —— в некоторой выпуклой области G, рав-
ох оу

номерно непрерывна в этой области.

58. Доказать,что если функция f(x;y) в некоторой области G не-

непрерывна по х при каждом фиксированном у и имеет ограниченную

частную производную -^-, то эта функция непрерывна в области G.
ду

59. Пустьf(x;y) — непрерывно дифференцируемая функция в

некоторой области G и —— = 0 в области G. Верно ли утверждение,
ду

что функция f(x;y) не зависит от у в области G?

60. Найти в указанной точке частные производные функции
и(х;у), заданной неявно уравнением:
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1) и3 + Зхуи + 1 = 0, @; 1); 2) еи - хуи
- 2 = 0, A; 0);

3) и+ in (ж + з/ + гО = о, A; -1);

4) и/^х2-у2 - aictg(u/^/x2-y2) -1 = 0, E;4).
61. Найти в указанной точке частные производные функции

и(х;у), заданной неявно уравнением:

1) х2- 2у2 + Зи2-уи + у = 0, а) A; 1; 1/3), б) A; 1; 0);
2) xcosy+ ycosu + ucosx = 1, @; 1; 0);
3) u-x= yctg(u-x), (тт/4; тг/4; тг/2);
4) ix2ln(u + ж) = ху, A;1;гло), ^о

—

корень уравнения г^2 1пA +

Л/11 /9?/

62. Найти — и — в точке A; —2) для каждой дифференци-
ох оу

руемой функции и(х;у), заданной неявно уравнением и3 — Ахи +

+ у2-4 = 0.

63. Найтив указанной точке дифференциал функции и(х;у), за-

заданной неявно уравнением:

1) х + у-и
= еи~х-у, (хо;уо); 2) х - и = uln(u/y), A;1).

64. Найтив указанной точке дифференциал функции и(х;у), за-

заданной неявно уравнением:

1) и3-хи+ у = 0, а) C; -2; 2), б) C; -2; -1);
2) ж3+ 2у3 +и3 - Зхуи + 22/ - 3 = 0, а) A; 1; 1), б) A; 1; -2).
65. Найтиdu в точке A; 1) для каждой дифференцируемой функ-

функции и(х;у), заданной неявно уравнением тгуи
= 4arctgxix.

66. Найтив точке (жо;^/о;^о) дифференциал функций u(x;y;z),
заданных уравнением и3 — 3(х + у)и2 + z3 = 0.

67. Дляфункции u(x;y;z) = xy2z3 найти в точке A; 1; 1) произ-
ди

водную —, если: 1) z(x;y); 2) y(x;z); —функции, заданные неявно

уравнением х2 + у2 + z2 = 3xyz.

68. Найтиdu в точке (х:у), если и = ) : ,
a z(x:y) —

функция, заданная неявно уравнением

69. Пустьуравнением /(ж — у; у
—

z; z — х) = 0, где f(u; z; w) —

дифференцируемая функция, определяется дифференцируемая функ-
функция z(x;y). Найти dz(x,y).

70. Доказать,что если уравнением /(ж2 + у2 + z2) = ах + yb + cz,

где f(u) — дифференцируемая функция, а, Ь, с
—

постоянные, опре-

определяется дифференцируемая функция z[x\y\ то она удовлетворяет

уравнению dz dz
(су - bz) — + (az ~cx)q- =bx- ay.
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71. Доказать, что если уравнением yf(z/y) = x2+y2 + z2, где

f(u) — дифференцируемая функция, определяется дифференцируе-
дифференцируемая функция z(x;y), то она удовлетворяет уравнению

72. Доказать, что если уравнением f(x — az;y
— bz) = 0, где

f(u;v) — дифференцируемая функция, а, Ъ — постоянные, опре-

определяется дифференцируемая функция z(x;y), то она удовлетворяет

уравнению

a— +b— =1.
ох ду

73. Доказать, что если уравнением /( ;- ) = 0, где
\ z — с z — с )

f(u;v) — дифференцируемая функция, а, Ь, с
—

постоянные, опре-

определяется дифференцируемая функция z(x;y), то она удовлетворяет

уравнению dz dz

{x-a)d^+{y-b)^=Z-C-
*? л тт ?(Xi Х2 Xn-i Z \ Л
74. Доказать,что если уравнением / ( — ;

—

;...; ;
—- J = О,

V Хп Хп Хп Хп /

где f(u\;u2',.~',un) — дифференцируемая функция, а
— постоян-

постоянная, определяется дифференцируемая функция z[x\\ х^\...; хп), то она

удовлетворяет уравнению

V^ dz

^-^ дхи
k=i k

75. Найтив точке A;2) частные производные дифференцируе-
дифференцируемых функций и(х\у) и v(x;y), заданных неявно уравнениями

xeu+v + 2uv = 1, yeu~v -
—— = 2ж, Ц1; 2) = v(l; 2) = 0.
1 + v

76. Найтив точке A; 1) дифференциалы для дифференцируемых
функций и(х;у) и v(x;y), заданных неявно условиями

ж = л/2еп/жсо8-, y = V2eu/xsin-, иA; 1) = 0, г;A;1) = -.

У У

77. Найтиdz(\\ 1) функции z = 2и + г?, если ix = и(х;у) и v =

= v(x;y) — дифференцируемые функции, заданные неявно уравне-

уравнениями
u + In v = ж, г? — In г& = 2/.

78. Найтиdz(x;y) функции г = ix3 +г>3, u ^ v, если ix = и(х;у)
и v = v(x;y) — дифференцируемые функции, заданные неявно урав-

уравнениями о о

и + v = х, и + v =
у.

79. Найтиdz(x;y), если:

1) г= с sin и, ж = a cos -u cos и, у
= bsmucosv;

2) z= cshv, x = acosuchv, y = bsinuchv, a, b, с
— постоянные.
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80. Пустьсистемой уравнений

xcosv + ysmv + \пи = f(v), ycosv
— xs'mv = f'(v),

где f(v) — дважды дифференцируемая функция, в окрестности точ-

точки (жо; Уо', Щ] уо) определяются дифференцируемые функции и(х\у)
и v(x\y). Найти в этой точке: 1) du\ 2) |gradix .

81. Пустьсистемой уравнений

(и - f{v)J = х2(у2 - v2), (и - /(«))/» = x2v,
где f(v) — дважды дифференцируемая функция, определяются диф-
дифференцируемые функции и(х;у) и v(x;y). Доказать, что

ди ди
_

82. 1)Пусть уравнением f(x\y\z) = 0 в точке (жсиЗ/си^о) опреде-
определяются дифференцируемые функции

Доказать, что
д<™«>)

. Щ^ .

dz(xo]yo)
= _L

ay oz ох

2) Пусть уравнением f(x\\ x<i\...; хп) = 0 в точке х° =

ж°) определяются дифференцируемые функции

хп = xn(xi;x2; ...;xn_i)

Доказать, что X х_"+пк+ )
= ^^

83. Пустьсистемой уравнений

/(ж; у\ щ г?) = 0, д(ж; ?/; щ v) = О,

где fug — дифференцируемые функции, определяются дифферен-
дифференцируемые функции и(х;у) и v(x;y). Найти частные производные

функций и(х;у) и v(x;y).
84. Пустьсистемой уравнений

f(y;u;v) = 0, g(u;v) = 0,

где fug — дифференцируемые функции, определяются дифферен-

дифференцируемые функции и(х\у) и v(x\y). Найти —— и ——, если w =

ох оу

— F(x;y;u;v) — дифференцируемая функция.

85. Перейтиот декартовых координат ж, у к полярным, пола-

полагая х = г cos (р, у = г sin (^:

х ах / с/ж х
—

у

3) жB^/ — ж) ( — I + 2ж^/ — + 2/Bж — у) = 0;

с/ж

^гб
,

ди
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^ч ди ди̂ч (ди\2, (ди\2 оч d(u,v)
6) w =

x 2/о- 5 7)^=^~ + ( л~ ) 5 8) гу = ; [ .

аж а?/ Vдх) \ ду) д(х,у)

86. Решитьуравнение х— ?/— = ^ преобразовав его к поляр-

полярным координатам.
у

87. Преобразоватьуравнение, принимая и и v за новые незави-

независимые переменные:

dz , w,

¦тг-
= ху, u = mx, v = т(у-У

оу

2) (х+ ^/) -^ - (х - у) -^- = О, I/ = In

3) (ж+ z) — + B/ + 2:) — = х + 2/ + z, и = х

'

дх ду z z

88. Решить уравнение, преобразовав его к новым независимым

переменным г& и г?:

л, dz dz
г.

^
dz

x
dz л ,

3) ——Ь а — = 1, и = х, v — у
—

az, a = const;

89. Преобразоватьуравнение, приняв и и г? за независимые пе-

переменные, aw; за функцию:

ж^\2 / д^\2 ^ z2 dz_ dz^ x = uew = vew z = wew
дх J V дуJ дхду' ' '

dz dz
90. Преобразоватьуравнение (z — x) — у— =0, приняв х за

ox оу
функцию, а у и г за независимые переменные.

91. Преобразоватьуравнение (у — z) ——У (у -У z) ^—
= 0, приняв

ох оу
х за функцию, а и = у

—

z, v = у -У z за независимые переменные.

92. Решитьуравнение, преобразовав его к переменным и, v

и w = ги(г&; г?):
-I \ dz dz

_ / ч _2_|_2 _
1

.
1

^Ж ^|/ ' X у
'

ги = In г — ж — у;

2) (од + 2:) -^ + A - ?/2) -^- =x + yz, u = yz-x, v = xz - у,

w — xy
— z.

rko n dwdw dw ~

93. Решитьуравнение ^r у— у-^— = 0, преобразовав его к
dx dy dz
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новым независимым переменным

и = ж, v — у
—

ж, t — z — ж.

94. Преобразоватьуравнение
/ чdw / чdw / чdw
(y + z + w)— +(x + z + w)— +(x + y + w)— = х + у + z,

приняв за независимые переменные

и = 1п(ж — w), v = \п(у — w), t = InB — гу).
95. Записать(grad-uJ, где u = u(x;y;z), в сферических коорди-

координатах, полагая

х = г cos у? cos ф, у = г sin у? cos -0, 2: = г Бтф.

96. Записать(gradixJ, где и = u(xi; ж2;...; хп), в ортогональных

координатах .

2/г
= 2/i(^i;x2;...;xn), г = 1,2,...,п,

т. е. в координатах, удовлетворяющих условиям

(gra,dyi,gra,dyk) =0, г,й = 1,2,...,п, г < fe.

97. Преобразоватьуравнение ж^т \-у — \-z ^— =к;Н , при-
дх ду dz z

няв за независимые переменные и = x/z, v = ^/2:, t = z, а за функ-
функцию s = гу/2:.

98. Найтив точке B; 1; 1) дифференциал отображения и = ху, v =

= z/y.
99. Найтидифференциал отображения и — yz, v — zx, w = од.

100. Найтив точке @; 0) производную отображения и исследо-

исследовать его на дифференцируемость в этой точке:

1) и = у + дЛ + М'М372, ^ = ^ + л/5-|ж|3/2Ы5/6;

1 0, г/ = 0,

101. Пусть/ — тождественное отображение множества Е С Rn.

Найти /;.

102. Отображение/ : Rn —У Rm с координатными функциями
п

Щ = h + ^2aikxk, i = 1,2,...,ш, а^,^ = const,

называют линейным. Найти производную линейного отображения.

103. Найти якобиан
_,

' { отображения:
д(х,у)

1) и = х(х2 — Зу2), v = yCx2—y2); 2) и= chxcosy, i;=

отображе

х — г cosp ip, у — т sinp ip, p e N.

0(х у}
104. Найти якобиан .) ( отображения

д(г ip)
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д(х и z\

105. Найти якобиан ^ { отображения
д(г,г,ф)

/?, ^/ = г sinp (pcosg ф, z = rsinqip, p,q€N.

106. Найтиякобиан ,}, ' '—^ отображения:

1) IX= ж?/2:, v = ху
—

xyz, w = у
—

ху\

2) и— х/у/1 - г2, v =

107. Найтиякобиан ^ ь 2''"'—^ отображения:
а(жЖж)

п

1) щ= - ^ж^, г = 1,2, ...,п;

2) и»= - х\ + J^ a/^/., г = 1,2,...,п.

108. Пусть Ei С /?п, Е2 е /?т, /: Ех -^ E2j g : Е2 ^ Rk, причем

отображение / дифференцируемо в точке ж G Ei, а отображение g
дифференцируемо в точке /(ж) G ^2-

Доказать, что:

1) композицияg о / дифференцируема в точке ж и производная

композиции отображений равна произведению производных, т. е.

(g(f(x))of(x)y=g'(f(x))f(x);
2) вслучае к = т = п якобиан композиции g о f в точке ж равен

произведению якобианов отображений f(ui]U2]...',un) и

...;г;п), т. е.

, ¦¦¦,%) .

,..., ип) d(xi,..., жп)
'

в частности, если р = / ,
то -)—¦—^-^- • -^—¦—'-Ц = 1.

O(Ui,...,Un) O(Xi,...,Xn)

109. Пусть системой уравнений

fi(x]u)=0] xeEcRn, ueRn, г = 1,2,...,п,

задается дифференцируемое отображение щ = щ(х), и пусть

^(/ь-?/п) /
q

<9(ш,...,^п)

Доказать, что §^Ц ММ/|АМ
110. Доказать, что если / — непрерывно дифференцируемое

отображение открытого в пространстве Rn множества G с якобиа-

якобианом, не обращающимся в нуль на множестве G, то:

1) отображение / локально взаимно однозначно, т. е. для любой

точки ж G G найдется окрестность с центром в этой точке, кото-

которая взаимно однозначно отображается на некоторую окрестность точ-

точки /(ж);
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2) образf(G) множества G есть открытое множество;

3) еслиG — область, то f(G) также является областью.

111. Привести пример непрерывно дифференцируемого отображе-
отображения области, якобиан которого нигде в этой области не обращается в

нуль и которое не взаимно однозначно.

ОТВЕТЫ

2) %. = Щ, ? = В^; з) %.=О0вх2ху, ^дх у2 ду у3 дх ду
л\ df 1 х У , У • х • У df х х У
4) -^-= - cos - cos - + ^г sin - sin -, -zr

= cos - cos -
-

ox у у хх2 у х ду у2 у х

1 . х . у
sm - sm —;

х у х

5) -^-= ех (х sin у + sin у + cos у), -J- = ех (х cos у
— sin у);

ох оу

6) Ё1= _ 2 9?
дх

df_ = ху2л/2х>>- - 2tf- д? =
ух2л/2х>>- -

>
ЭХ

~

|х|(Ж4-у4)
'

ду
~

8) ^ = sin2a;ln2/(l + sin2a;)ln2'-1, ^ = - A + sin2 жIпЧпA +
дх дху

+ sin2 x).
2.1) 1, -2; 2) 1/3, -1/6; 3) 1 - тг, 1 - тг; 4) 2, 1.

) ^ 4, ^ 4. ^ 4.^+аж г3ау г3аг г3 v
, 5/

_

1
_

z Of
_

df
_

1
_

х
.

ox z х2 ду dz х z2

4) ?/ _о Ё1-1 Ё1--Л.
>

дх
~

'

ду
~

z' dz
~

z2'

5) |/ =yzxv\nz, У- =хгхУ\пг, У- =хугхУ-1;
дх ду dz

б) EL-if d-l--z_f d-l-fXnx_Dj дх
-

xh ду
-

yh dz~J у'

4.1) ^-=sin2xi; 2) 2L=2Xif,i = l,2,...,n.

5. 1) 0; 2) 2. 6. 1) 0; 2) 1. 7. 1) 3; 2) 3/2. 8. 0.

9. @;0), (±л/3; ±л/3), знаки берутся произвольно.
10. 1)А/ = 2Аж + Дз/ + Ах2 + 2АхАу + Ах2Ау, df = 2cte + ф;

2) Af = Ay + 2AxAy + Дж2Д?/, d/ = ф; 3) Д/ = Ах2Ау, df = 0.

11. Д/= Зж2Дж - 2з/Дз/ + ЗжДж2 - Ау2 + Дж3, df = 3x2dx - 2?/ dy.
12. 1),2) Неверны, если п > 1; 3) верно; 4) неверно, если п > 1;
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5) неверно; 6) верно.
13. 1) (8ж3 - бжу2 + 3x2y)dx + (ж3 - 6x2y)dy;
2) 4(у3 + 2х2у + 3KDxydx + Bх2 + 3y2)dy);

10) A + xy)y~l(y2dx + (ху + A + жу) ln(l + xy))dy).
14. 1) A;3), (-1/26;-3/26); 2) G/4; 2; 1), G/4;-2;-1).
15. 1) a) dx-dy, б) 0; 2) icte; 3) 4cft/; 4) ^^1 (dx - 2dy);

5) ~y~t; 6) i^-^); 7) |(^ + ^);

8) (I ~ \)dx+ Tody' 9) J
.ч juu,x + ydy + zdz

t

y/x* + y2 + Z2

2) еЖ2/
sm z

(y sin 2: <ix + x sin 2 cfo/ + xy cos 2: d^);
3) (xy)z~1(yzdx+ xzdy + xy\n(xy) dz);

4) -xylz\ hIn x dy —
z Vx

n n

17.1)

г=1

18. 1) -у; 2) -ф ;3) 2dx + \n4dz;

4)J —
n(n + l) ^

21. 1) /^ = 0, /^ = 1, дифференцируема;

2) /ж= 1, fy = 0, дифференцируема;

3) /^= 1, fy = 2, дифференцируема;

4) f'x=0, /^ = 1, дифференцируема;

5) fx=fy= 0> дифференцируема;

6) /ж=0, /у = 1, недифференцируема;

7) fx=fy= 1? недифференцируема;

8) /ж=0, /у = 1, недифференцируема;

9) /?= -1, /^ = 1/2, недифференцируема;
10) /^= тг/2, /^ = 0, недифференцируема;

11) fx= fy = °> дифференцируема.

6 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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22. 1) Не существует; 2) dy; 3) dx — dy; 4) dx + 2dy.
24. 1)a e A/3; 3); 2) a e A; 4); 3) a G [0; 5/2]; 4) a e [1/2; +oo).
25. 1) Недифференцируема при а = 1/2, дифференцируема

при а = 1/4;
2) дифференцируемапри а = 1/2, недифференцируема при а =

= 2/3;
3) недифференцируемапри а = 1, дифференцируема при а = 1/2;
4) дифференцируемапри а = 1/2, недифференцируема при а =

= 3/4.
26. 1){@;0)} U {(х;у):хуф 0}; 2) {@,0)} U {(х;у):хф 0};
3) {@;0)}и(х;у):х2фу2}; 4) {@;0)} U {(х;у): ху ф 0}.
27. 1)-б)Недифференцируема.
28. 1)? = 2xfi, f'y = еУ/i;

а;2 +у2 2ху ,,
_

1f/
_

За;2 + у2 ,, ,,
_

/ж
з^3 + 2J

"' v

3) /^ = 3 sin 6ж cos3 2yfu, fy = S sin2 Зж sin Ay cos 2y/4;
f' f'

44) f' — i«Sfi —hi' Jx l+(x J
29.1) &=yfL+±K, fl=xfi-^fl;
2) f'x= 2xfi + ye*yft, fv = -2yfu + xe*yfr,
3) f'x= cos^ + sinyf'v, f'y = -xsinyfi + xcosyf'v]

4) fx= -^=J'u + yxy-lfv, f'y = xv

30.1) fi(y-?

77
4) Bж/4 + f'v + yzf'Jdx + {2yf'u + f'v+ xzf'w)dy+

33. u = 2x(y-x2)+ Uy3 -x6). 34. u= I In
x

+ЛУ +2arctg-.
о 2 4 у

37. Неверно. 38. Неверно.

39. 1)2i/2; 2) -1; 3) 62; 4) 5/9; 5) 2; 6) 4л/п/15.
40. 1)-2i + 3j; 2) i + 2(l + ln2)j; 3) - 1

4) i/4; 5) еЖо+Жо2'о+Жог'о2о(A +yo + yozo)i + {x0 + xozo)j

fi4 g
xpi + 2y0j + Згрк

>
xl + 2yl + 34-\-

41.1) (-2;1;1); (-2;1;-1); 2) (*;*;*), t G /?.

42. 1) 0; 2) l/Ba). 43. 1) -18; 2) 52/5; 3) 1/5; 4) 0.

44. 1) -1/V2; 2) л/3/2; З) -1/л/З; 4) B + л/2)/6;
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5) тг2/Bл/л + 16); 6) 2л/ж2/а4 + ?/2/fr4 + z2/с4.
45. 1) 2л/^; 2) 2е-с/2. 46. -у/2с(а2+ Ъ2)/\аЪ\. 47. -1/2.
48. 1) л/Щ 2) л/29/2; 3) 7/6; 4) л/ш/в.

-; 2) —-=-; 6) ^= ;4) -ж-
51. 1)агссо8(-1/л/10); 2) axccosGv^/10);
3) arccos(-8/9); 4) тг/2.
52. 1)агссо8 37/Eл/ТМ); 2) тг/2; 3) тг/2; 4) тг/2.
56. 1) -ж/(ж2+?/2); 2) (x + z)/C^x2+^2); 3) 4(х + 2j/ + 3z

4) 0; 5) (xy/z)(l + lnx)+x<p(y/x;z/x).
59. Неверно.
ЙП -,\

<Ь
1
^

п on
5и

n
^ In 2

о, ди ди 1 ,л п
3) т^—= тг- — 5̂о

—

корень уравнения i& + mix = 0;
ох ду 1+ щ

4) ^= "9"' Ту
=

""9"' Wo
~

К°РеНЬ УРавнения

+ arctg |.
ди ди 10 v ди ди

2) ^=-cosl, ^=-1; 3) р=1, Р =
'

дх ду 'дх ду^=cosl, ^=1; 3) р=1, Р = ^,дх ду 'дх ду 2 + тт

л\
®и

_

^о + ul — ul ди
_

щ + ul
' ~дх

~

2 + 2^о + ^о
'

~°~У
~

2 + 2^о + ^о
'

^о

ди
^

ди 1 ,1о\ л ^
л

ди 1
62. — = 0, — = -1, если иA; -2) = 0; — = -1, — =

-,
если

дх ду дх ду2

ао\
о

ди
л

ди 1
; )=  ;а^

= 1'
Ту

=

г'у

63. 1) dx + ф;

2) ——— (dx + uody), uo
—

корень уравнения и~х =

1 + щ1 + щ

1) а)
у

2) а) не существует, б) —dx — A4)/(9) dy.

„ .

л, ч 2dx — dy ^ч
64. 1) а) —-,б) не существует;

у

„ л 2dx— 7rdy /ii\ i j 2dx— 7rdy65. да=
-,

если u(l; 1) = 1; да =
-,

если

Ц1; 1) = -1; dix = 0, если гхA; 1) = 0.

„„ ul(dx + dy) — z\dz о,

66. -^т — ——,щ —

корень уравнения и6 - 3(ж0 +
щ(щ

- 2х0 - 2у0)
+ уо)и2 + zl = 0.

67. 1)-2; 2) -1.

68
((У + z){z + 1) + (у - ж)(ж + 1)еж-^) с?ж

|
B/ + ^J^ + 1)

((У ~ х){у + 1)еУ~* - (х + z){z + l))dy
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by- f,_ f,•Jv Jw

7c
®u

_ г»
du _ 1dv

_ 1
<%

_

1

^-^7 dx -\- dy , dx
,

/ 1
,

7г \ ,

76. <fo = —2"^, du =
-y

+ [- + -Jdj/.
,
_

3dx -dy ,
_

3(y - x2) dx + 3x dy x2
i i. uz —

2
. /o. uz —

2
, у ^>

2
-

79.1) dz= - t^+ Ш.'
¦ ¦ ~ ™ 2

sign sinг; и

o\ л^ _ ^ { xdx ^ ydy\ / I x2
^ y2

L) az —

sign sh v \ a2 b2JI y a2 b2 'a2 62

80. 1) u0(cosvodx + s'mvody); 2) |гх01-

dv/дх dv/dyJ
d(f,g)/d(x,v) d(f,g)/d(y,v)(~

d(f,g)/d(u,v) \d(f,g)/d(u,x) d(f,g)/d(u,y)

dw_ = dF_ dw_ = d? d(g;F)/d(u;v) df_
'

дх дх' ду ду
^

d(f;g)/d(u;v) dy'
or i\ r сл\dr оч( dr \2 1 — si
85. 1) w =

T
,

T ; 2) -— = r; 3) -— =
—:

; dr/dcp
' J

dcp
' ;

\dcp J sin29?
dr о dcp 1 r\ dun, d̂u .

^

du.ч dr о dcp 1 r\ dun,

<it dt dr dr dip
(du\2 ,

1 /^ o, 1
5 8) ^ = "

r/ r2 \ dipJ rd(r, ip)
86. 1)ix = /(ж2 + ^/2), / — произвольная дифференцируемая функ-

функция.

87. 1)— + — = eushv; 2) —= 0;J
du dv Jdu dv

3) Bu+ v-z)-^-+(u + 2v-z)-?-=u + v-z\
du dv

4) v{z2-u)^v=z(z2 + u).

88. 1)z = /(x + 2/); 2) z = xf(y/x); 3) z = x + f(y- az);
4) z = \/x2 +y2 + z2 + f(y/x), где / — произвольная дифферен-

дифференцируемая функция.

on ( dw\2 , ( dw\2 2^w dw
nn

dx x-z

89. A1-5-) +(^-5-1 =^^-^-- 90.-5- = •

V d ) d) dd d-5-) +(^-5-1 =^^-^-- 90.-5-du ) \ dv ) dudv dy

gl
дх

+
ду

=

и

du dv v

92. 1)z = ex+y+f(x2+y^] 2) z = xy + f(yz-x), где / — произ-
произвольная дифференцируемая функция.

93. w= f(y — x; z — ж), где / — произвольная дифференцируемая

функция.
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94. ^ + ^ + ^+3w + e« + e-+e* = 0.
аи ov at

nc fdu\2l lfdu\2l I ( ди\2 „ ^, , ,2( ди\2

V <9г / г2\дф/ г2 cos2 ф \ dp J z_^°
*'

\dyiJ
г=1

97.
^

=

т.
98. ( \̂ . 99. ^ ^V u / \ydx + xdy

100. 1) ( -1 q ) 5 дифференцируемо; 2) (
p>

.. I
, недифферен-

цируемо.
101. /'— единичная матрица порядка п.

102. /'= (aik), i = 1,2, ...,m; к = 1,2,...,п.
103.1) 9(х2+у2J; 2) (ch2x-cos2?/)/2. 104.

105. pqr2(sin(р cos (f)p~1 (cosгрJд~1 (sinгр)д~1.
106. 1)x?/2; 2) A-r2)-5/2.

n

107.1) ГГ (Xi-xk); 2) )
г=1

г г
г=1

§ 4. Частные производные и дифференциалы высших

порядков. Формула Тейлора и ряд Тейлора

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Частные производные высших порядков. Пусть функция
u = f(x), х G /?n, в окрестности точки х = (х\\ х^\...; жп) имеет част-

ную производную первого порядка ——. Тогда частную производ-
UXfc

ную функции —— по переменной х\ называют частной производной
OXfc

второго порядка по переменным х\~ и Х{ и обозначают

д2и ?,, ?

Таким образом, по определению

д2и
- ^_ ( ди \

dxj \ дхи )
'

dxk i

„ ., д2и̂  д2иВ случае г — к производную -—-— обозначают -—=-.

дхкдхк дх\
Частной производной порядка т G А/ называют частную произ-

производную первого порядка по какой-либо переменной от любой частной

производной порядка т — 1 (при этом под частной производной ну-
нулевого порядка понимается сама функция). Например, для частных
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производных третьего порядка по определению имеем

д^и _ д_ /д?и\ д3и
_

д (д2и\ д3и
_

д (д2и

Частную производную по различным переменным называют

смешанной частной производной. Например, для функции двух
переменных могут существовать четыре производные второго по-

д2и д2и д2и д2и
рядка: ——

,
—— и две смешанные производные и .

их1 ду1 дуох ох ду
Теорема. Если две смешанные производные порядка т, отли-

отличающиеся лишь порядком дифференцирования, непрерывны в некото-

некоторой точке, то их значения в этой точке совпадают.

Функцию, все частные производные которой до некоторого поряд-

порядка т включительно непрерывны в некоторой точке (или на некото-

некотором множестве), называют т раз непрерывно дифференцируемой в

этой точке (соответственно на этом множестве).
2. Дифференциалы высших порядков. Дифференциалы выс-

высших порядков для функции нескольких переменных определяются

так же, как и в случае функции одной переменной (см. [1, §15, п. 2]).
Пусть функция и = f(x;y) дважды непрерывно дифференцируема

на некотором множестве G С R . Ее дифференциал

7 ди ,
,
ди ,

аи = — ах + — ау
дх ду

есть функция четырех переменных: ж, у, dx, dy. При фиксирован-
фиксированных dx и dy дифференциал du является функцией только х и у. Для
этой функции вычислим дифференциал, причем в качестве прираще-

приращений Ах и Ау независимых переменных возьмем те же самые при-

приращения, которые были выбраны при нахождении первого дифферен-
дифференциала. Вычисленный при этом условии дифференциал от первого

дифференциала называют вторым дифференциалом или дифференциа-
дифференциалом второго порядка функции и = f(x;y) и обозначают d2u или d2f.

Таким образом, по определению

или, учитывая равенство (при сделанных относительно функции и =

= f(x;y) предположениях) смешанных производных, получим

dzu = —- dxz + 2 —— dxdy + -^-т dy. A)дх2 дхду ду2
Аналогично в случае, когда функция и = f(x;y) является т не-

непрерывно дифференцируемой, ее дифференциал порядка т опреде-

определяется как первый дифференциал от дифференциала порядка т - 1
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при условии, что при вычислении первого дифференциала в качест-

качестве приращений независимых переменных берутся те же приращения,

которые использовались при вычислении (т — 1)-го дифференциала.
При этом условии имеем _Л

dmu = d(d и).

Для дифференциала порядка т Е А/ справедлива формула
171

dmu = YCm о Л * dxm-kdyk. B)^ ш дхш~к дук

Замечание. Для сложной функции w = /(ж; у), где ж = х(щ г?),
у = y(u;v), второй дифференциал функции и, вообще говоря, не вы-

выражается через dx и dy согласно формуле A). Следовательно, для

дифференциалов порядка т ^ 2 (в отличие от дифференциала перво-
первого порядка) не имеет места свойство инвариантности формы диф-
дифференциала относительно выбора переменных. Для сложной функ-
функции w = f(x(u;v);y(u;v)) формула A) обобщается следующим об-

образом:

d гу =^rfr + 2 ——- dxdy+ 1-Y dy2 + — ^ж + ^- d^2/. C)

Если ж и ^/
— независимые переменные, то d2x = 0, d2y = 0, и фор-

формула C) совпадает с формулой A).
В случае функции п переменных и = f(xi;...;xn) формула, ана-

аналогичная формуле A), имеет вид

П 2 П 2
U , 2 о V^ ОU ,

Формула B) обобщается на случай функции п переменных и =

= f{x\]...; хп) следующим образом:

где

а суммирование производится по всем целым неотрицательным oti
п

таким, что V^ ak = т.

3. Формула Тейлора и ряд Тейлора. Пусть функция f(x\y)
в окрестности точки (жо;2/о) имеет непрерывные производные до по-

порядка т включительно. Тогда в этой окрестности справедлива фор-

формула т к

'^(х-х0)к-\у-у0у + о(рт), F)
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где

р = л/(х - жоJ + (у- УоJ, х -+ жо,

Многочлен _ г.

называют многочленом Тейлора т-го порядка функции f(x;y) в точ-

точке (жо;?/о), а функцию
гт(ж; у) = /(ж; у) - Рт(ж; у)

— остаточным членом т-го порядка формулы Тейлора.
Формулу F) называют формулой Тейлора т-го порядка функции

f(x;y) в окрестности точки (жо5 2/о) с остаточным членом в форме
Пеано. В частном случае, при жо

=
уо
= 0, формулу F) называют так-

также формулой Маклорена. Формулу F) можно записать и в таком виде:

ис\:LX2- UJU ^

и
у

2

где /
р
= у (ж - ж0J + (у — УоJ, ж ^ ж0, 2/ ->• 2/0-

Если функция f(x;y) имеет в окрестности точки (жо5 2/о) непре-

непрерывные производные до (т + 1)-го порядка включительно, то для

любой точки (ж; у) из этой окрестности найдется точка

(?; г]) = (ж0 + 0(х - ж0); 2/о + в (у - у0)), 0 < в < 1,

такая, что

f(x;y) =
га+1 .-,

— Р(V 7/^ I V r̂Yi /(s;7?)/ \ш+1-г/ \г/д\— m̂^x, (/jt , ч? / ^ ^m|i «

т+1—гЛ *^ ' ^ ^' ^ '

г=0

где Рт(х;у) — многочлен Тейлора G).
Формулу (9) называют формулой Тейлора с остаточным членом в

форме Лагранжа.
Если функция f(x;y) представима в виде F), (8) или (9), то го-

говорят, что она разложена по формуле Тейлора в окрестности точ-

точки (хо;уо).
Если функция f(x;y) имеет в точке (жо5 2/о) производные всех по-

порядков, то ряд
00 ^ к

1^ ~k\ 1^ ^к
Q k-iQ г (Х ~ Х°)

~

(У ~ У°) №'
к=0

'

i=0

называют рядом Тейлора функции f(x;y) в точке (жо5 2/о)-
Если ряд A0) сходится в некоторой окрестности точки (жо;2/о) к

функции f(x;y), то говорят, что в этой окрестности функция f(x;y)
разлагается в ряд Тейлора. В частном случае, при жо

=
уо
— 0, ряд A0)

называют рядом Маклорена.
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Формула A0) может быть записана и в следующем виде:

k=0 ai-\-a2=k

Для функций трех и более переменных формула Тейлора и ряд

Тейлора определяются аналогично. Например, формула, аналогич-

аналогичная формуле A1), т. е. ряд Тейлора функции /(жь ж2;...; хп) в точ-

точке [х\] ж^;...; ж^), имеет вид

f dkf(x01;...;x°n)( 0)а1 ( 0)ап (
,

^~х^ -Wn-xn) , A2)

где суммирование ^ производится по всем целым неотрицатель-
п

ным oti таким, что У^ «г = к.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти второй дифференциал функции и = хеу, если:

а) жи ^/
— функции каких-либо независимых переменных и их

вторые дифференциалы d2x и d2?/ известны;

б) хи ^/
— независимые переменные.

А а) 1-й способ. По определению второго дифференциала по-

получаем

d2u = d(d(xey)) = d(ey dx + xey dy) =

= d(ey) dx + ey d2x + б?(жеу) ф + xey d2y =
= 2ey dx dy + же^ dy2 + e^ ^2x + xey d2y.

2-й способ. Так как

ди у ди у д2и
п д2и у д2и у

аж а|/ аж2 дхду ду1
то согласно формуле C) находим

d2u = 2ey б?ж (i^/ + xey dy2 + ey d2x + жеу (i2^/.
б) В этом случае d2x = 0, d2y = 0, и, следовательно,

d2u = 2еу б?ж dy + жеу ^2. А

Пример 2. Для каждой дифференцируемой функции и(х;у), за-

заданной неявно уравнением

2х2 + 2^/2 + и2 - 8хи - и + 8 = 0, A3)
Найти d2uB;0).
1-й способ. В окрестности точки B;0) уравнением определяют-

определяются две дифференцируемые функции; их значения в этой точке равны 1

и 16. Частные производные функции

F(x; у; и) = 2х2 + 2у2 + и2 - 8хи - и + 8
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соответственно равны F'x = 4ж — 8и, F'y = 4?/, F'u = 2u — 8х — 1.

По формулам A1) §3 находим

®и
— л

2и — х du
_

—4у
~dx

~

2u-8x-l' ~dy
~

2и-8х-1'

Дифференцируя первое равенство по ж, второе по х и у, получаем

д\,
_

Bи - 8ж - 1)B ди/дх - 1) - Bи - ж) B ди/дх - 8)
'dx2 ~ Bи-8х-1J '

d2u
_

2 du/dx - 8 d2u
_

_

Bи - 8х - 1) - 2у du/dy

dxdy
~ У

Bи-8х-1J' Ify2
~

Bи - 8ж - IJ
'

В точке B; 0; 1) значения найденных производных равны

_^ —

о, — = 0, —^ = -

следовательно, если пB; 0) = 1, то

о 4
d и = — (d:

15
В точке B; 0; 16) производные равны

du
Q

du
n

dи 4 dи
n

d и 4

dx
'

dy
'

<9ж2 15
'

dxdy
'

dy2 15

Поэтому, если ixB;0) = 16, то

d и = —
— (<ix -\- dy ). A5)
15

2-й способ. Если и(х;у) — дифференцируемая функция, удов-
удовлетворяющая уравнению A3), то при подстановке и(х;у) вместо и

в это уравнение оно становится тождеством.

Найдем дифференциал этого тождества:

4ж dx + 4у dy + 2и du — 8xdu — 8и dx — du = 0. A6)
Аналогично найдем дифференциал тождества A6):

4 dx2 + 4 dy2 + 2ixЛ + 2(duJ - 16 d?x dx - 8x d2u - d2u = 0. A7)
В точке B; 0; 1) равенство A6) примет вид du = 0, а из A7) следует

равенство A4).
Аналогично, в точке B;0; 16) из A6) находим du = 8dx, а из A7)

следует равенство A5). А

Пример 3. Преобразовать уравнение х-^— у-^-г
—
— = 0,

®и
— п

®и
— п

^2гА
_

4 д2гб_ ^2гб_ 4

&с
'

аг/
~

' ^"Тб' ~дх~&у
~

'

а^2
~

15
'

d2u= ^-(dx2 +dy2). A4)15

приняв за новые независимые переменные и = ж; v = ху.
А Применяя правило дифференцирования сложной функции,

найдем Qg Qg q^ Qg Qy Qg

dy du dy dv dy dv
'

Дифференцируя обе части этого равенства по ж и у, получим

d2z dz ( d2z du d2zdv\ dz ( d2z d2z"
= — +Ж o o

— + TT^TT^
=

7^ +Ж о о +?/Т7
<9ж ^|/ ^v V ^гб dv dx dv2 dx) dv V du dv

d2z
_

/ ^2^ ^гб ^2^^v\
_

2 $2;z

^l/2 V du dv dy dv2 dy) dv2'
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Подставляя найденные значения производных в данное уравнение, бу-
будем иметь

dz
, 2 d2z

, 2 d2z 2d2z dz n

ov2 ov2 ov

r\2 f\2
т. e. x2 _ _

= 0, или, окончательно, -u2 . .

= 0. A
ouov ouov

Пример 4. Разложить по формуле Маклорена до о{ръ), р =

= л/х2 + 2/2, функцию/ = sinxsh2^/.
А 1-й способ. Функция / в точке @; 0) равна нулю. Из всех

ее производных до пятого порядка включительно в точке @; 0) от-

отличны от нуля только смешанная производная второго порядка и две

смешанные производные четвертого порядка, причем

Э2/@;0) _2 Э4/@;0)
_ 2 Э4/@;0)

_ g_
дхду ' дх3ду ' дхд3у

Согласно формуле F), положив в ней т = 5, хо = уо = 0, получаем

/ = 1 С\2ху + 1 (СК-г)^^ + CfSary3) + o(p5) =

= 2ху - ±х3у + ^ху3 + о(р5).

2-й способ. Воспользуемся известными разложениями функций
sin ж и sh2y по формуле Маклорена. Тогда получим

/ = (х ~ i+0{xi)) Bу + ?+0{у4)) =

= 2ху - | ж3у + | ху3 + о(р5). А

ЗАДАЧИ

1. Найтичастные производные второго порядка функции /(ж; у),
если:

1 \ -С — sY*ai(sr*3 _|_ а/3 QV 9^ f — юхУ • QA f — ЯГГ+СГ 'У• Л\ -f — гг>У
) J У V ~l~t/ /5 )J 1 ) J CllULgj , rty j «^

2. Вычислить частные производные второго порядка функ-
функции f(x;y) в заданной точке:

3) / = 1п(ж2+2/), @;1); 4) / = ysin(y/x), B;тг);
5) / = cos(rT2/ - cosy), @; тг/2); 6) / = arctg (ж/у), A; 1);

7) / = axcsin(rr/VS2+F), A; -1); 8) / = (жуK5^, A; 1).
3. Выяснить,существуют ли в точке @; 0) частные производные

второго порядка функции

г _ [ ху/(х2 + у2), если х2 + у2 ф 0,

\ 0, еслих2 +у2 = 0.
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4. Вычислить в точке @; 0) частные производные fxy, fyx
ФУНКЦИИ ( /о 2\// 2 , 2\ 2, 2 / п

^ ^ 0, еслиж2 + у2 = 0.

5. Пустьфункция / и ее производные /^, /^, fxy определены в

некоторой окрестности точки (хо;уо) и fxy непрерывна в этой точке.

Доказать, что в точке (жо;2/о) существует производная fyx, причем

fyfx(xo;yo) = fjy(xo;yo).
6. Найтичастные производные второго порядка функции /(ж;

y\z), если:

1) f = хA + y2z3); 2) / = sin(x + ^/ + z).
7. Вычислить частные производные второго порядка функ-

функции f(x;y;z) в заданной точке:

1) f = \n(x2+y2+z2), A; 1; 1); 2) / = а**, (е;1;1).

8. Найтичастную производную я
I 2 ' если:

4) / = cos(e2^-2x).

9. Найти частную производную -—^ ^ ,
если:

аж а^/ а^

1) f = y/xy3zb; 2) / = х3 sin у + 2/ s'mz + z3sinx; 3) / =
ж Ч~ t/ Ч~ z — x\iz

4) / = arctg y y
1 — xy

—

yz
— zx

d4f
10. Найти частную производную ^ ^ ^ функции

r i 1

y(x\
— ЖзJ + (Ж2 — Ж4J

QP+q ?

11. Найтисмешанную производную -—-^—, если:
дхР dyq

1) / = (х - аГ(у - Ь)«, а, 6 G /?; 2) / = (ж + 2/)/(гг - 2/);

12. Вычислить-—-^— в точке @;0), если f = ех s'my.

QP+q+r
r

13. Найтичастную производную -—-—^-р функции

f = xyz

14. Найти второй дифференциал функции f(x,y), если:

1) / = ж(И-з,); 2)/ = х sin2 у; 3) / = A/у)е*»;
4)f = y\nx; 5) f = \n(x2+y2y,
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6) / = diYCsmxy.

15. Найти второй дифференциал функции f(x\y) в указанной
точке:

1) / = е*У, A; -1); 2) / = е*2/*, A; 1); 3) / = (ж/^е*2, @; 1);
4) f = x2ch3y-y2, @;0); 5) f = xcosxy, (тг/2;-1);
6) / = 42/2 + sin2(rr-2/), @;0); 7) / = Bх + ?/) ln(x/?/), A;1);
8) / = е^1пж, B;1); 9) f = ехУ-^8{пУ, @;0);

10) / =1п оТ^> U;о); и) / = arcts(*2 -22/)> U;о);

12) / = 2/arctgT^, @;0); 13) / = (х + г/)**, A; 0);

14) / = (sinx)cos^ (тг/6;тг/2).
16. Найтимножество точек плоскости, для которых верно нера-

неравенство d2 f ^ 0, если:

1) / = х2 + у2 - ху
- 7у; 2) / = ^Jx2 +у2; 3) / = cos(x + у).

17. Найтивторой дифференциал функции f(x;y;z), если:

1) / = xy + yz + xz; 2) / = 1п(ж + у + z).
18. Найтив точке @; 0; 0) второй дифференциал функции /, если:

1) /= ж4 + 2у3 + 3z2 - 2ху + 4xz + 2yz;
2) /= A + ж)аA + yf(l + z)^, a,ft7e Я-

19. Найтив точке A; 1; 1) второй дифференциал функции /, если:

1) f = z/(x2+y2); 2) / = (xlyfl\
20. Найтив точке A; 1;...; 1) второй дифференциал функции

г=1

21. Найтиб?3/, если:

1) / = х2?/; 2) / = х3 + г/3 + Зху(у - х); 3) / = sin(x2 + у2);
4) / = Ж2/2?.

22. Найтив указанной точке d3f, если:

1) / = еж\ @; 1); 2) / = sinBx + г/), @; тт);
3) / = ж cos 2/+ 2/sin ж, @;0); 4) / = ж4 + ж^/2 + ^/z2 + zx2, @;l;2).
23. НайтиdAf, если: 1) / = cos(x + у); 2) / = 1п(жж^^).
24. Найтив точке (тг; 0) дифференциал шестого порядка функции

/ = cosxch^/.

25. Найтидифференциал порядка п функции /, если:

1) / = еах+Ьу. 2) / = Ь(Х + y + z).
26. Доказать,что если Pn(x;y;z) — однородный многочлен сте-

ТТ (-* Т-Г Т/Т 7^) Т*О

dnPn(x; у; z) = га! Pn(dx; dy; dz).
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Найти б?4/, если:

1) /= х4 + 4х3у + 2xy2z - 3xyz2;
2) /= ж4 + 5х3у - х2у + z3 + Ж2:3.

27. Пусть/ — дважды дифференцируемая функция. Найти вто-

второй дифференциал функции ср, если:

1) <р(х; у) = /О), и = х + у; 2) <р(ж; 2/) = /О), и =

3) (p(x;y;z)= f(u), и = xyz;

4) (^(ж;̂ /) = /(и; г;; w), и = х2 + у2, v = х2 — у2, w = 2ху.

28. 1)Доказать, что двумерному уравнению Лапласа

удовлетворяют следующие функции:

а) и — ех (х cosy - у sin у); б) га = ж ch x sin 2/ + у sh ж cos 2/;

в) и = arctgB//x); r) i& = In г, г = д/(ж — аJ + (у — ЪJ.
2) Найти функцию (p(t), если известно, что функция и =

= р( У-J удовлетворяет уравнению Лапласа.

3) Доказать,что если функция и(х;у) удовлетворяет уравнению
Лапласа, то функция

( У

также удовлетворяет этому уравнению.

29. Доказать, что:

1) функцияи = 1/г, г = д/(ж — аJ + (у — ЪJ + (z — сJ удовлетво-

удовлетворяет трехмерному уравнению Лапласа

с\О г\2 <-\2

A о и а и а и
п

дх2 ду2 dz2

2) еслифункция u(x;y;z) удовлетворяет уравнению Лапласа, то

функция

также удовлетворяет этому уравнению;

3) если функции ui(x;y;z), U2(x;y;z) удовлетворяют уравнению
Лапласа, то функция v = щ + (ж2 + у2 + z2)u2 удовлетворяет бигар-

моническому уравнению

30. Доказать, что функция

7.
_ 1 /гп~2 n \ О т

—

U/ J./ / , /t// Z/, /
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удовлетворяет п-мерному уравнению Лапласа
П 2

31. Доказать, что функция
/~i

— кг , /~i кг
de + Сге

и =

где г = \/х2 + у2 + z2, к, С\, С<2 — постоянные, удовлетворяет урав-
уравнению Гелъмголъца

p p p
32. Доказать, что:

1) функция u(t,x) = ех/Dа t)
удовлетворяет уравнению

теплопроводности
OU

_

2 V и

~dt
~a

~дх~2''
2) еслифункция u(t,x) удовлетворяет уравнению теплопровод-

теплопроводности, то функция

также удовлетворяет этому уравнению.

33. Доказать, что функция

y(f. . ) _ 1 -r2/Da2t)^xbxnj- в
2
_
V

удовлетворяет п-мерному уравнению теплопроводности

ди
_

2 V^ # ^

^
а 2 ^|

34. Доказать, что функция u(t;x) = —= егх ^и"> удовлетворяет

уравнению Шрёдингера
. ди д2и ~

35. 1)Пусть fug — дважды дифференцируемые функции. До-
Доказать, что функция

гл(я:;2/) = f{x) + g{y)
удовлетворяет уравнению Я2аи

=

2) Найти функцию и(х;у), удовлетворяющую условиям:

а)

б)

ч д2и
гл / \ ди(х.х)

а) ^=0 ^ж) = ж

^^=
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36. Доказать,что одномерному волновому уравнению

д и о д и
= а

удовлетворяют следующие функции:

1) и = х/{х2 — a2t2); 2) и = A sin их cos aut;

3) и = f(x + at) + g(x — at), где fug — произвольные дважды

дифференцируемые функции.

37. Найтифункцию u(t;x), удовлетворяющую условиям

38. Доказать,что функция u(t\x\y) = удовлетво-

= удовлетворяет двумерному волновому уравнению
д2и 2(д2и ,

= а ( +

39. Пустьfug —

произвольные дважды дифференцируемые

функции. Доказать, что функция и удовлетворяет данному уравне-

уравнению:

д и д и д и

_ f{x-t)+g(x + t) д2и
_

д2и 2 ^

~ ж '<%2
~

<9ж2 ж <9ж
'

5) и =

<9ж2 ду^ ду дх

дч _

~, ,
^

ди д2и
_

ди д2и
)u-J[x g{y)),

—

дх^
-

-q^-q^-
40. 1) Доказать, что п раз дифференцируемая однородная степе-

степени а (§2, A)) в области G С R3 функция / удовлетворяет в облас-

области G уравнению

2) Вычислить (х— +у— + z — j /, если / = д/ж2 + у2 + z2,

х2 +у2 + z2 > 0.
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41. Найтив указанной точке частные производные второго по-

порядка функции и(х;у), заданной неявно уравнением:

1) 2ж2+ 2у2 + и2 - 8хи - и + 8 = 0, B; 0; 1);
2) х2/а2+ у2/Ь2 - и2/с2 = 1, (а; Ъ; с).
42. Найтичастные производные второго порядка функции и(х; у),

заданной неявно уравнением:

1) ей = ех+у+и] 2) и = х + arctg (у/(и
- х)).

43. Найти второй дифференциал функции и(х;у) в точке

Мо(жо; 2/о)? если и(х; у) — дифференцируемая функция, заданная ука-

указанным ниже уравнением и такая, что и(хо;уо) = А, если:

1) 2хуи2+ Dу3 - 2х3)и + 3xV -4 = 0, иB; 1) = 2;

2) IX3- ЗЖ2/И -2 = 0, Ц1; 1) = 2;

3) IX3+ жм + 2/2 = 0, и(-2; 1) = 1; 4) ж + и = еиу, Ц0; 0) = 1;

5) IX3 + 2уи + ху = 0, и{1] -1) = -1; 6) у
- и = ежг\ Ц1; 1) = 0.

44. Найтивторой дифференциал функции и(х;у), заданной неяв-

неявно уравнением:

1) х2/а2 + у2/Ъ2 + и2/с2 = 1; 2) х + у + и = еи; 3) и = 1п(^ - ж);

4) и/л/х^у2= tgO/Vx2 -2/2)-
45. Пустьуравнением:

1) /(жгл; 2/гл) = 0; 2) /(ж; ж + 2/; х + 2/ + *0 = 0;
где / — дважды дифференцируемая функция, определяется дважды

дифференцируемая функция и(х;у). Найти -—¦.

46. Пустьуравнением:

1) /(ж + щ у + и) = 0; 2) /(ж/и; 2//гг) = 0;
где / — дважды дифференцируемая функция, определяется дважды

дифференцируемая функция и(х;у). Найти d2u(x;y).
47. Доказать,что если уравнением у

= xf(u) + g(u), где / и g
—

дважды дифференцируемые функции, определяется дважды диффе-
дифференцируемая функция и(х;у), то она удовлетворяет уравнению

Гди\2^и_диди д2и ( ди\2 д2и
_

\ду) дх2 дх ду дхду \дх) ду2
~

'

48. Пустьи = F(v), где v(x;y) — функция, определяемая неявно

уравнением ..ч
v = х + yj{v).

Доказать формулу Лагранжа — =

дхП_х [f ^)•

49. Найти '
,
если w = u(x;y)v(x;y), а функции и(х;у)

и v(x;y) заданы неявно системой уравнений
=Ж

Ц3;3) = 2, иC;3) = 1.f зZ
— V =

7 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3



98 Гл. 1. Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных

50. Найти в точке @;тг/2) дифференциалы d2u, d2v, если функ-
функции и(х;у) и v(x;y) заданы неявно системой уравнений

х ; -)
= тг, г^О; -J = --.

[ sin v у'

51. Преобразовать уравнение к полярным координатам, пола-

полагая х — т cos ip, у = г sin (^:

^ж2 ^ ^ж дхдуду2

оЧ о ^2гб о д2и о ^2гб ^гб ^гб ^

3) 2/ ^-2
~ 2хУ ^—S- +Ж^-Т~Ж^ ?/^-=0-у

^ж2 ^ж^ ^2/ ^ж #2/

52. Преобразоватьуравнение, принимая и и г; за новые незави-

независимые переменные:

Л\ О Z г)UZ , .
ч ^ттт

— а ^тт 5 и — х — at, v = х + at;
at1 ox1

оч ^2^
,

d2z
n

d2z
t
dz

t
„ dz „ o ,o

дх2 дхду ду2 дх ду

д2z д2z
4) я +̂

^т
+ a2z = °' ж = e%i cos ^' 2/

=

5) 2(x+ ^/) — + — = 0, ix = x, v = д/ж + ^у;

Q)x -у W=0u
= xy v=;

7) 3xi%±-4Xy^+y2pL+3x°±+y°± = о,
у <9ж2 дхду ду2 дх ду

v = ху3;

Ю) sin2x^| - 2г/sin ж g^ +2/2^-| =0, ^ =

53. Решить уравнение, введя новые независимые перемен-

переменные IX, V.

ду2 дх ду
^

X]

п\ д z . о д z I dz гл 9 9
2 — - 4х2 — = - —

,
х > 0, и = у

- ж2, г; = 2/ + ж2.
аж2 ш/2 ж аж

54. Доказать, что уравнение Лапласа Az =

^-^ + -^-^
= 0 не из-
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меняется при любой замене независимых переменных

х = х(щу), у = у(щу),

удовлетворяющих условиям

дх_ _ ду_ дх_ _ _ду_ д(х,у) , ~

ди
~

dv
'

dv
~

ди' д(щv)
^ '

55. Преобразовать уравнение, принимая га и г? за новые незави-

независимые переменные:

2)

56. Преобразовать уравнение, принимая w(x;y) за новую функ-
функцию:

!) Ал +а?+^+с^ = 0^ = Уое~^Ьх+аУ\ а,Ъ, с
— посто-

дхду ох ду
янные;

)
57. Преобразовать уравнение, принимая и, v за новые независи-

независимые переменные и ад за новую функцию:

ft И" + f1+)ft
х J ду2

^ У W2 ду
=

ж

' УП = Ж' U = Ж' ^ = ^
"

У]

3) ^Т + 7ПГ + ^~
= z' 2ix = ж + 2/, 2v = х -у, w =

^ж2 дхду дх

) ( W+( У >W2 =Xdx~yfyj'
х

5) A - xz)-^r -

-z-r -2x — = -z, \x < 1, 2u = у + arccosx,
^ж2 ду2 дх 4

2v = у
—

arccosx, ад = A — ж2I//42:;

= ^ , ^= ^ ; и = х + z, v = у + z, w = х + у + z.
ох ду

58. Введяновые независимые переменные и = х + у, v = ?//ж и

новую функцию ад = z/ж, решить уравнение

^_2^ + ^ =0
^ж2 дхду ду2

59. Преобразовать,приняв за новые независимые переменные у

и z, а за новую функцию ж, уравнение:
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V =

дхду)
~

дх2 ду2'

2) pz -— - 2pq—— + g2 —- = 0, p =
—

, q = ^-.J

дх2 дхду ду2 дх ду
60. Преобразовать, приняв за новые независимые переменные и,

v, ?, уравнение:
л

ч d2w л d2w
о

d2w л d2w d2w ~ о
у

^ж2 ^ж^ ^ж^ ^г/2dz2

d2w . d2w o ^2г^
,
dw

^42 +
61. Преобразовать уравнение, принимая за новые независимые пе-

переменные 2/ь 2/2, 2/з:

3 2

1) 5Z ° ++ +-1-,/ /J р\ pi W5 У1 *^± I «^Z I «^3? У^ «^1 «^Z I «^3? УО

= xi +ж2 -ж3;

z!) 7 X 'X
' ^— U %1л ^— 'L/o ^— ^ч ^— Xo

— To

д и д и д и

62. Преобразоватьуравнение Лапласа —-т + —-^- + —-t-
= 0 к

ох1 ду1 ozz
сферическим координатам, полагая

х — т cos ip cos ф, у = г sin у? cos т/>, z — т sin -0.
^ <л2 ^ <л2 -1<л2

63. Преобразоватьуравнение >^ —^— у, ^—о = ~

^т •>

принимая за новые независимые переменные
i

к, г = 1,2,...,п.

64. Преобразоватьуравнение (l+(|J)g-2^|^- +

, (л , (dz\2\d2z n d(dz/dx,dz/dy) ,n
+ 1 + т— т—т

= 0 при условии ——^
' ' J

ф 0, применяя
V \дх) J ду2 дух,у)

преобразование Лежандра, т. е. принимая за новые независимые пере-

переменные и = dz/дх, v = dz/dy, & w = хи + yv
— z за новую функцию.

65. Разложитьпо формуле Тейлора функцию f(x,y) в окрестнос-

окрестности заданной точки:

1) /(ж;у) = -х2 + 2x2/ + 32/2 - 6х - 2у - 4, (-2; 1);
2) /(х;у) = 2х2 -

Х2/
- у2 - 6х - Зу, A; -2);
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4) /(ж; у) = ж3 - 5ж2 -ху + у2 + Юж + 5у, B; -1).

66. Разложитьпо формуле Тейлора в окрестности точки (жо;2/о)
функцию

/(ж; у) = ах +2Ьху + су ,

а, Ь, с
— постоянные.

67. Разложитьпо формуле Тейлора функцию f(x\y\z) в окрест-

окрестности заданной точки:

1) f(x;y;z)= (x + y + zJ, A; 1;-2);
2) f{x;у; z) = х2 + 3z2 - 2yz - Zz, @; 1; 2);
3) f{x;y;z)=xyz,A;2,3);
4) /(ж;у; z) = x3 + у3 + z3 - 3xyz, A; 0; 1).
68. Выписатьчлены до второго порядка включительно формулы

Тейлора для функции f(x;y) в окрестности заданной точки:

1) /(ж; у) = 1/(х - у), B; 1); 2) /(ж; у) = ф^, B; 2);
3) f(x;y)= aictg(x/y), A;1); 4) /(ж; $/) = sin ж cos 2/, (жо;2/о).
69. Разложитьфункцию /(ж; 2/) = ж^1 + у по формуле Маклорена

до о(р2), р = у^ж2 + у2; и записать остаточный член второго порядка

в форме Лагранжа.

70. Разложитьфункцию f(x\y) в окрестности точки (жо;2/о) по

формуле Тейлора до о(р2), р = \/{х — жоJ + (у — уоJ, и записать

остаточный член 2-го порядка в форме Лагранжа, если:

1) /(ж;2/) = sin ж sin у, х0 = у0 = тг/4;
2) f(x;y)= ж^, ж0 =2/о = 1.

71. Разложитьфункцию f(x;y) по формуле Тейлора в окрестнос-

окрестности точки Мо(хо;уо) До о(уэ2), где р2 = (ж - ж0J + (у - 2/оJ, если:

1) /(ж; 2/) = —, Мо@;0); 2) /(ж; 2/) = arctg i±^, Мо@;0);
cos2/ i~г у

3) /(ж;у) = у (!+*)+ (!+]/)!, а, ^ е /?, Мо@;0);

4) /(ж;2/)= arctg(a;22/-2e3;-1), M0(l;3);
/ 3

5) f(x;y) acsi[2
6) /(ж;2/) = cosCarcsh^ + 2/2 -2xy),
7) /(ж;2/)=1п(тг
72. Разложитьпо формуле Маклорена до о(/?2), /?= ^ж2 + у2 + z2,

функцию
/(ж; 2/; г) = cos ж cos 2/cos z — со8(ж + у + z).

73. Разложитьпо формуле Тейлора в окрестности точки @, 0; 1)
до о(р2), р = л/х2 +у2 + (z - IJ, функцию

/(ж; 2/)= 2
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74. Разложить по формуле Маклорена до о(р4), р =

функцию /, если:

]X) f =

A_ж)A_^)^ 2) / = л/1-^2 -2/2; 3) / = cosxcos?/;

4) / = sinx/cos?/; 5) / = ех sin?/; 6) / = е2ж ln(l + 2/).

75. Разложитьпо формуле Тейлора в окрестности точки @; 2)
до о(р4), р = у/х2 + (у - 2J функцию /, если:

1) / = ХЫ\ 2) / = sinxln^/.

76. Разложитьпо формуле Маклорена до о(рт), р = у/х2
т Е А/, функцию

77. Разложить по формуле Маклорена до о(р2т)
т G А/, функцию / = ^

78. Разложитьпо формуле Тейлора в окрестности точки A; —1)
до о{рт), р = у/(х- 1J + B/ + 1J, ШЕЛ/, функцию / = еж+2/.

79. Разложитьпо формуле Тейлора в окрестности точки A; 1)
до о(р2), р = у/{х- IJ + (у- IJ, функцию и(х;у), гхA; 1) = 1, за-

заданную неявно уравнением:

1) IX3 - 2ж1/ + 2/ = 0; 2) IX3 + З^/гл - 4ж = 0;

3) и3 +уи- ху2 - х3 = 0.

80. Разложитьпо формуле Тейлора в окрестности точки Bе; 1) до

о(р2), р— у/(х — 2еJ + (у — IJ, функцию и(х;у), заданную неявно:

иA + \п(и/у)) = ж, г&Bе; 1) = е.

81. Пустьфункция f(x;y) в области G имеет непрерывные про-

производные до 2-го порядка включительно. Разложить по формуле Мак-

Маклорена до o{h2) функцию

F(h) =

(x;y)eG.

82. Пустьфункция f(x;y) в области G имеет непрерывные част-

частные производные до пятого порядка включительно. Разложить по

формуле Маклорена до o(/i5) функцию

Frh\ _
/О + h\y) + /(ж; y + h) + f(x- h\ у) + /(ж; у

- К) , .

^ ^

83. Пустьфункция f(x;y) непрерывна вместе со своими частны-

частными производными до порядка т включительно в окрестности точ-

точки (хо;уо), и пусть Рт(х;у) — ее многочлен Тейлора в этой точке.

Доказать, что если Q(x\y) — какой-либо многочлен степени не
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выше т такой, что

f(x;y) = Q(x;y) + o(pk), к ^ т, р = у/(х - х0J + (у - 2/оJ -+ 0,
то Q(x;y) = Рт(х]у).

84. Разложитьв ряд Маклорена функцию / и указать множество

точек сходимости ряда, если:

1) /= \~XV> 2) / = cos2((a;-t/)/2); 3) / = sinz siny;
i -+- х у

4) /= ех cosy; 5) f = cosxchy; 6) / = ln(l + x + y);
7) / = VI + x + y + xy; 8) / = arctg ((x - 2/)/(l + ж?/)).
85. Разложитьв ряд Тейлора в окрестности точки (жо;2/о) ФУНК-

цию / и указать множество точек сходимости ряда, если:

1) / = ж/?/, ж0 = 2/о = 1; 2) / = 1/B - ж - 22/ + ху), х0 = 1, 2/о = 0;

3) / = ех+У, х0 = 2/о = 2; 4) / = sin(x + 2/), ^о = 0, 2/о = тг/2;
5) /= sin(> + 2/2M жо = тг/2, 2/о = 0;

6) /= 1пB -х-\-2у- ху), х0 = 2/о = 1;

7) /
= 1п?^7' Ж0=°' ^° = 1; 8) /

86. Пусть функция /(ж; 2/) в области G имеет производные всех

порядков. Разложить в ряд Маклорена функцию

F(u; v) = f(x + u;y + v)- f(x + щу) - /(ж; у + г;) + /(ж; 2/),

ОТВЕТЫ

2) |!(= дхдуу у

о)
92f _ 2х d'f_ а2/ _ 2у

4) g=2/B/- ^ ^1
о ,ч а2/

_

J. 1J тт—г
— U,

'

дхду

дх2 16'дхду 8
'

ду2 4
'

4
'

ftcdy 2
'

ду2

9V=_1 ^L=n ^1 = 1. 7\ ^1 = ^1 = 1 °f -О-
;

а^2 2' a«9y
'

ay2 2' ;
а^2 ду2 г дхду

'
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а2/
=

а2/ а2/
_

У
<9ж2 ду2

'

дхду
3. /"ж = fyy = 0, Д, и /^ не существуют. 4. Д, = -1, /^ = 1.

2) -

dxdz dydz 9'

;
аж2 ^2 dxdz

'

^2 a^^
'

dxdy
8.1) -4; 2) 2(ж + 2/)~3, x + у > 0; 3) sin2/cos(x + cos2/);
22л\ ор2у (,\-п(р2у _ 2г\

9. 1) —\ — ; 2) 0; 3) A + 3xyz + x2y2z2)exyz; 4) 0.

1Л 48(Ж1 — ЖзJ(ж2 —Ж4J 6 2 / \2. /

10. — ^, где rz = (xi - xs) + (а

3) (ж2 + у2 + 2рж + 2<?2/ + р2 - р + q2 - q)ex+y; 4) 0.

12. sir

13. (х

14. 1)2 dxdy; 2) 2 sin 2y dx dy + 2ж cos 2y dy2;

3) exy B/ dx2 + 2x dx dy -\ — dy2);

A)dx4dxdy] 5J
x2 x (x2+ 2/2J

вч xy3dx2 + 2dxdy + x3y dy2
] A- x2y2f/2 '

15. 1) e~1{dx2 +dy2); 2) eFdx2 - 8dxdy + 3^2); 3) -2dxdy;

4) 2(dx2-dy2); 5) -2(dx2 - тг dx dy); 6) 2(dx2 - 2dxdy + 5dy2);
7) (dx-dyJ; 8) 2A + In 2) dxdy + 2 In2 2^2; 9) 2 dx dy + тг2 dy2;

10) Gdx2 + 4dx dy + dy2); 11) —dx2+4dxdy — 2dy2;

12) 2dxdy; 13) 2(dxdy-\-dy2); 14) —2^/3dxdy + In2 2dy2.

16. 1) Вся плоскость;

2) всяплоскость, за исключением точки @;0);
3) счетноемножество полос — ж + тг/2 + 2тг& ^ у ^ -ж + Зтг/2 +

17.1) 2(dxdyJrdydzJrdxdz); 2) —() .
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18. 1)б dz2 - 4 dx dy + 8 dx dz + 4 dy dz;
2) a(a - 1) dx2 + /3(/3 - 1) dy2 + 7G - 1) dz2 +

+2a/3 dx с?г/ + 2/З7 с?г/ dz + 2cry dx dz.

19. 1)A/2) dx2 + A/2) d?/2 + 2dxdy-dxdz- dy dz;
2) 2(d?/2- dxdy + cfo/ dz - dx dz).

{n ^(n-2)Vdx2-4 V dxidxA.
i=l i,j=l,i<j )

21. 1) 6dx2dy; 2) 6(dx3 + dy3 + 3dxdy(dy - dx));
3) -8cos(x2-\-y2)(xdx + ydyK-

— 12sin(x2 + y2)(xdx + у dy)(dx2 + d^/2);
4) 6dxdydz.
22.1) 6dx2dy; 2) Bdx + dyK; 3) Sdxdy2;
4) 6(dx dy2 + dy dz2 + dzdx2).
23. 1)cos(x + 2/)(cte + d?/L; 2) 2(dx4/x3 + d^/4/^3 + dz4/z3).
24. dx6- 15 dx4 d^/2 + 15 dx2 d^/4 - d?/6.

25. 1)eax+by(adx + bdy)n; 2)
(~1)П 1(n ~ 1)!

(dx + d^/+ dz)n.
(ж + |/ + z)

26. 1)24(dx4 + 4 dx3 ф + 2 dx dy2 dz-Sdx dy dz2);
2) 24:(dx4+ 5dx3dy + dxdz3).
27.1) /»(dx + d?/J;
9ч ftt,nA(xdx + ydyJ , //лл (ydx-xdyJ я

ж +2/ (ж2+2/2)vx +2/

3) f"(u)(yzdx+ zxdy-\- xydzJjr
+2ff(u)(z dx dy -\- xdydz -\- у dz dx);

4) 4/l(xdx+ 2/d2/J+4/^(xdx-2/d2/J+4/^B/dx + xd2/J+

h Sf^v(x2dx2 - y2dy2) + 8/;Ux dx + у dy)(y dx + x dy) + 8tfw(x dx -

-ydy)(ydx + xdy) + 2fu{dx2 + dy2) + 2/^(dx2 - dy2) + 4/^ dxd?/.
28. 2) A/t + B.

35. 2) a) 2/ + (x3 - 2/3)/3, 6) sinx + у + x^/(x + y)/2.
37. x/2 - (x - tK/4 + (x + tK/108. 40. 2) 0.

41
.ч ^2гб

_

^2гб
_

4 <92гб
_ ^j 'Ox1

~

~dtf
~

15' a^fy
~

'

o\
^2гА ^2гА

г» ^2гА c
ox1 dy2 dxdy ab

л -1 \ d2u
_

д2и д2и и
' } 'dx1

~

o\ ®2u
_

д2и
_п

д2и
_

2(х — и)(у + 1)(ж2 + у2 + и2 — 2хи)
' ~дх?

~

дхду
~

'

Ify* ~ (ж2+ у2 + у2 - 2хи - yf '

43.I) -Щ dx2 + 206dxdy -306dy2; 2) ~^(dx2 -7dxdy + dy2);

3) -4dx2 -20dxdy + 26dy; 4) -2dxdy + 3dy2;
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5) б dx2 + б dx dy + 2 dy2; б) —
- dxdy —

- dy2.
4 2 8

2) n (dxA — x — у
— uK

(( x">dx2
- 2(Уи2 ~(u-l)(x + y)) dx dy+
+ (yu3 -(x + 2y)u2 + 2(x + y)u) dy2)]

Лш n »V((/2J/i" ~ Vif'Ju + {f[?№ - 2u{xf[ + yfy{f[f .

J (x/,'+ i//2'K

9ч (/зJ(/п + 2/Й + /^) - 2(Л' + ДО/зЧ/й + /2з) + Ul + ЛОУзз
J (ЛK
46 n

{fjm-2fif}& + ut№(dx dvJ.

2) №) /11 - 2/l/2/l2 + (/l) /22 / ,
_

,42

49. 13/121. 50. ^2ix = -d2v = -(8/7r2)dxdy.
51. 1) —- + - — + — —- = 0; 2) r2 —- = 0; 3) «-2=0.^r2 r ^r г2 д(р2 дг2 д(р2

B2z B2z Bz B2z Bz
52.1) /?- =0; 2) 5/^- = ^; 3) 2u ?? + ?i = 0;

ouov ouov ov аи2 аи
2 2

10) (u2+t;2)J| =2«|i.^V2 ^16

53. 1) z = e-2(»+3B)/(a; + j/) + 5B/ + 3a;); 2) z = f(y - x2) + g(y +
x2), где fug — произвольные, дважды дифференцируемые функ-

d"Z
-0- <2) (Л д%

-^-T
— u, z) 11— -^—Bv2 \ Bv

\ + 4 02) (Л \ 4
Bu2 Bu Bv Bv2 \ Bv) BuBv Bv Bv2

56.1) p^- + (c - ab)w = 0;
BxBy

ox (B2w B2w\ fBw\2fBw\2
V ^ж2 ^ / V ^ж / V ^ /

57. 1) -^-5-
= 1 ^^52) —- = 0; 3) 1ГТ + «—«-7

^2 V и J Bv2 J Bu2 JBu2 BuBv

6)

58. 2: = xf(x + y) + yg(x + у), где / и ^
—

произвольные, дважды

дифференцируемые функции.



§4- Частные производные. Формула Тейлора 107

60. 1) -^ + -?-?¦
-

-^-r-
= 0; 2) —T

-
—— + —- + -— = 0.

du2 dv2 dt2 du2 dv2 dt2 dv

i=l "г

„o
д2и

,
2 ди

,
1 <9 / , ди \ , 1 <92гб ~

62. —-Н 1— (cos^— IH— = 0.

nfy \-^ д2и
п ПА (л , 2\д2уо , о

д2уо
, /1 , 2\д2уо п

63. > —т- = 0. 64. A + и ) +zuv + A + v ) = 0.
^-^ uyt ди диdv ov

65. 1)f{x- y) = l-{x + 2J + 2{x + 2)(j/ - 1) + 3B/ - IJ;
2) f(x;у) = 2{x - IJ - (x - 1)B/ + 2) - (y + 2J;
3) f(X;у) = -9 + 9(ж-1)-21B/-2) + 3(а;-1J+3(а;-1)(у-

¦ 2)- 12B/ - 2J + (x- IK - 2B/ - 2K;
4) f(x;y)=6 + 3(x-2) + (y + l) + (x- 2J - (x - 2){y + 1) + (y +

-1J + (ж-2K.
66. f(x;y) = ax\ + 2bxoyo + cyl + 2(ax0 + byo)(x - x0) + 2(bx0 +

¦ cyo)(y~ 2/o) + a(x - x0J + 2b(x - xo)(y - y0) + c(y - y0J-
67. 1)f(x; y; z) = (x - IJ + (y - IJ + (z + 2J + 2{x - \){y - 1) +

2) f(x;y;z)= 2 - 4(y - 1) + 7(z - 2) + x2 + 3{z - 2J - 2{y - 1) x

3) f(x;y;z)=6 + 6(x - 1) + 3(y - 2) + 2(z - 3) + 3(x - l)(y - 2) +
- l)(z - 3) + (y - 2){z -3) + (x- \){y - 2)(z - 3);

4) f(x;y;z)= 2 + 3(x - 1) - 3y + 3{z - 1) + 3(x - IJ + 3(z - IJ -

- 3(x - l)y - 3y(z - 1) + (x - IK + y3 + (z - IK - 3(x - l)y(z - 1).
68. l)l-(x-2)+ (y-l) + (x- 2J - 2(x - 2H/ - 1) + (y - IJ;

x(y-2J;

3) J+ 1 (a: - 1) - | (у - 1) - | (ж - IJ + i (y - IJ;

4) sinжо cos 2/o + cosxo cos^/o(^ — ^o) — sin жо sin yo(y — yo) — -x

x sinxo cos 2/o (x — xoJ —

cosxo sin 2/o (^ — %o)(y — Уо) sinxocos 2/0 x

2

69. /(x;2/)=x+^+o(^2),^^0; r2(x; у) = - ^ B + ву)A

5/2, 0<в<1.

70. 1)/(х;„) = - + -2(x- -) + -{у- -) + -{х- -А) + -

0^2)' ^ ^ 0; г2(ж;у) =-^
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м х -

j j cos ? sin т] + з(х -

j j (у — т ) sin?cosr7 + 3(ж —

j J
/ 7Г\2 л / 7Г\3. л \ л^ л/ "
\У

~

IJ C°S ^ C0S ^
Г

~

4 J Sm ^ C°S
V

' ГД6 ^ =
4
+

V
~

4

2) /(ж; у) = 1 + (х - 1) + (х - 1)(у - 1) + о(р2), р ->• 0; г2(ж; у) =

- IJ lnCB + ??lnC)
+ (у - IK In3 е), где ? = 1 + 0(Ж - 1),

l + ^(j/ - 1), 0<<9< 1.

71.1) f(x;y) = l-(x2-y2)/2 + o(p2);
2) f(x;у) = тг/4 + (х - у)/2 - (ж2 - j/2)/4 + о(р2);

3) /(а,;2/)= ! +
a» + j9» + аC« -4)х2 2 2

4

(/);
4) /(Ж; у) = J + 2(а; - 1) + I (у - 3) - 3(а; - IJ - \ {у - ЗJ - {х -

61

2
- \

5) f(x;y) = --

6) /(ж; j/) = B - 2л/3) (Ж - 1) - (у - 1) - -| (х - IJ - (у - IJ +

7) /(ж; у) = -(у - 1) + 2(ж - IJ + \ {у - IJ - 2{х -1)(у- 1)+

+ о(р2).
72. /= жу + yz + zx + о(р2).
73. f= 2(z-l)-(z- IJ + ху + о(р2).
74. 1) / = 1 + х + у + х2 + ху + у2 + х3 + х2у + ху2 + у3 + х4 +

х3у + х2у2 + ху3 + у4 + о(р4);
2) /= 1 - \ (х2 + у2) - I (ж4 + 2Ж2у2 + у4) + о(р4);

3) /= 1 - \ (х2 + у2) + L (х4 + 6х2у2 + у4) + о(р4);

4) f= x-j + ^+o(p4);
г\ ? Х2у У3 ХУ3 УХ3 ,4\

5)f = y + xy+^--^--^- + ^-+ o(p4);

6) f = у + 2ху- |- -ху2 + 2х2у+ |- + ^ж3у-ж2у2+ |жу3-

75. 1)/= | -^ + EbLlV _ ^1 +0(Л;
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2) / = *1п2
12

т 24

76. / = $>*" У*)+<К/О-

771 fe

77
/•
_

-I , V^ BA; - 1)!! ^ „{ 2к-2г 2г , / 2т\
' J

~ "*"
/ j Оки / j k У* \Р )•

jfe=l ' г=О

k=O
'

г=О

79. 1) и = 1 + 2(ж - 1) - (у - 1) - 8(х - IJ + 10(ж - 1){у - 1) -
22

2) гх= 1 + | (Ж - 1) - | (t/ - 1) - | (Ж - IJ + | (t/ - IJ + о(р2);

3) u= 1 + (ж - 1) + I (у - 1) - I (Ж - 1)(у - 1) + А (у _ 1J+

+ о(р2).
80. « = е + I (а; - 2е) + | (у - 1) - ^ (ж - 2еJ + А (ж -

81.

8,

оо к

84. 1) f = 1 + 2'

¦к~гу\ R2;
jfe=l i=0

^ (_г)к+1 ^
„„^х^_„_^

Bk)\
jfe=l

V У'
г=0

A)a2 2.(~1) ^1^2 R2.
ai!Ba2)!

^ ' '

(-1)а1 2ai2a2

Ba!)!Ba2)!

oo

6) / =
k

k=l г=0
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оо к

7) f — Y^Y^r^ rk~iTink~i \т <r 1 Ь/1^1-

?;=О г=О

QW-V (-1) fT2^+! _ ?у2/е+1>) |т| < I |?у| < I

оо

оо /с

оо /с

з) / = <

— 1 —

fe=0 г=0

оо fe2fe

т, 2/г о/

оо

6) / = In 2-^
-К 2/^3;

оо /г —1

= Е i Е^-1)'^^"'^ -1)', -1 ^ х < 1, о < у ^ 2,

ж < у ^ ж + 2;

8) / = У^ У^ -—^— (ж
— l)ai (у — 1)а2, суммирование У^ произ-

7) / Е i
/г=2 г=1

\2
к—1

водится по всем натуральным а\ и а2, таким, что а± + а2 = ^;
0<ж^2, 0 <у ^2.

86. F(ti;t;) = VV —i
^г!(А;г)! дхг дук

^г и*«*-'.

§ 5. Экстремумы функций

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Локальный экстремум. Точку ж0 называют точкой локаль-

локального максимума функции и = /(ж), ж G /?п, если существует окрест-

окрестность точки ж0, для всех точек ж которой верно неравенство
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Если для всех х ф х° из некоторой окрестности точки х° верно
строгое неравенство

№ < ДА
то точку х° называют точкой строгого локального максимума функ-
функции /(ж).

Аналогично, если в некоторой окрестности точки х° выполняется

неравенство

/(*) 2 f(x°),

то точку х° называют точкой локального минимума; если для всех

х ф х° из некоторой окрестности точки х° верно неравенство

f(x) > ДА
то точку х° называют точкой строгого локального минимума.

Для краткости слово "локальный" часто опускают и пишут просто

"точка минимума" или "точка строгого максимума".
Точки максимума и минимума функции называют точками

экстремума, а значения функции в этих точках — ее экстремумами.

Например, для функций и = х2 + у2 и и = \х - у\ точка @; 0) являет-

является точкой минимума, причем для первой функции — точкой строгого

минимума, а для второй
-

нестрогого.

Необходимые условия существования экстремума.
Если точка х° = (xj; ж^;...; х®п) является точкой экстремума функ-
функции и = f(xi]x2] ...;жп), то либо fx.(ж0) = 0, либо fx.(x°) не сущест-

существует, г = 1, 2, ...,п.

Точки, в которых функция определена, а ее частные производные

равны нулю или не существуют, называют критическими точками

функции. Например, для функции и = f(x;y) = \у\ все точки оси х

являются критическими, так как в каждой ее точке функция опре-
определена, частная производная fx = 0, а частная производная f'y не

существует. Точки экстремума функции следует искать только сре-

среди ее критических точек.

Если у функции и = /(xi;x2; ...;xn) в точке экстремума сущест-

существуют частные производные по всем переменным, то все они равны

нулю в этой точке:

dxi
'

дх2
' •"' дхп [}

Условия A) не являются достаточными условиями существова-

существования экстремума. Например, для функции и — ху они выполняются в

начале координат, однако эта точка не является точкой экстремума

функции.

Точки, координаты которых удовлетворяют системе уравне-
уравнений A), называют стационарными точками функции и. Точки экс-

экстремума дифференцируемой функции следует искать только среди ее

стационарных точек.
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Достаточные условия строгого экстремума. Пусть
функция и = /(ж), х Е /?п, дважды непрерывно дифференцируема
в окрестности стационарной точки х°. Тогда точка х°:

1) являетсяточкой строгого минимума функции, если

d2f(x°) 2 О,
П

причем равенство имеет место только при условии 2^ dx2 = 0;
г=1

2) являетсяточкой строгого максимума функции, если

d2f(x°) <С 0,
п

причем равенство имеет место только при условии V^ dx2 = 0;
г=1

3) неявляется точкой экстремума, если d2f(x°) принимает как

положительные, так и отрицательные значения.

Эти условия не являются необходимыми. Например, функция и =

= ж4 + у4 имеет в точке @; 0) строгий минимум, хотя условие 1) не

выполнено, так как d2u@; 0) = 0 при любых dx и dy.
Условия 1), 2), 3) означают соответственно, что квадратичная от-

относительно дифференциалов независимых переменных dx{ форма

положительно определенная, отрицательно определенная, неопреде-

неопределенная.

Согласно критерию Сильвестра (см., например, [20]), условие 1)
выполняется тогда и только тогда, когда все главные миноры матри-

ЦЫ /d2f(x°) d2f(x°)\
дх\ дх\дхп

\ дх2п

C)

квадратичной формы B) положительны; условие 2) выполняется тог-

тогда и только тогда, когда главные миноры нечетного порядка отрица-

отрицательны, а четного порядка положительны.

В частном случае функции двух переменных достаточные усло-

условия строгого экстремума можно сформулировать следующим обра-
образом. Пусть функция и = f(x\y) дважды непрерывно дифференциру-
дифференцируема в окрестности стационарной точки (жо5 2/о)- Тогда точка (жо;2/о):

1) является точкой строгого минимума, если в этой точке

дх2 дх ду

дх ду ду2
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2) является точкой строгого максимума, если в этой точке

дх2

d2f
дхду

дх ду

а2/

3) не является точкой экстремума, если в этой точке

L±2 —
дхду

дх ду ду2

2. Условный экстремум. Пусть на открытом множестве G С

С Rn заданы функции

/(ж), ipi(x), ..., (рт(х), т < п,

и пусть Е
— множество точек, координаты которых удовлетворяют

уравнениям

(^(ж) =0, ..., /т(ж) =0. D)

Уравнения D) называют уравнениями связи или ограничениями.

Точку х° ? Е называют точкой условного строгого максимума функ-
функции /(ж) относительно уравнений связи D), если существует такая

окрестность точки ж0, для всех точек ж ф х° которой, удовлетво-

удовлетворяющих уравнениям связи, верно неравенство /(ж) < /(ж0). Если

при тех же условиях выполняется неравенство /(ж) > /(ж0), то точ-

точку ж0 называют точкой условного строгого минимума функции /(ж)
при ограничениях D).

Например, функция и(х;у) = ху относительно уравнения связи

ф(х;у) = у
— х = 0 в точке @; 0) имеет условный строгий минимум,

так как и@; 0) = 0, а в точках (г; г), ефО, принадлежащих уравнению
связи у

— х = 0, значения функции положительны: и(е\е) = е2 > 0.

Аналогично вводится понятие нестрогого условного экстремума.

Точки условного максимума и минимума называют точками ус-

условного экстремума. Значения функции в этих точках — ее услов-

условными экстремумами. Условный экстремум иногда называют от-

относительным экстремумом.

Прямой метод нахождения точек условного экстре-

экстремума (метод исключения). Если уравнения связи

удается разрешить относительно каких-то т переменных, например,

относительно переменных ж^,...,жт, т. е.

8 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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то исследование функции и = j[x\\X2\ •••'¦, хп) на условный экстремум
при ограничениях E) сводится к исследованию на обычный (безус-
(безусловный) экстремум функции п — т переменных xm+i,...,xn:

Метод Лагранжа нахождения точек условного экс-

экстремума. Пусть функции

f(x),ipi(x), г = 1,2,...,ш, х е /?п, m < га,

непрерывно дифференцируемы в окрестности точки ж0 и ранг мат-

(б)

рицы Якоби

в этой точке

/

i
равен т.

дх\

< дх\

Функцию

dipi(x)

дхп

дсрт(х)

дхп

\

¦)

г=1

называют функцией Лагранжа, параметры Ai,..., \ш — множителями

Лагранжа. При сделанных предположениях можно сформулировать
необходимые условия существования условного экстремума и доста-

достаточные условия наличия или отсутствия условного экстремума.

Необходимые условия. Для того чтобы точка х° являлась

точкой условного экстремума функции /(ж), х = (xi;...;xn), при

уравнениях связи cpi(x) = 0, г = 1,2,...,т, необходимо, чтобы ее ко-

координаты при некоторых значениях Ai,..., Хт удовлетворяли системе

уравнений

G)

(8)

Условия G) и (8) означают соответственно, что точка хо является

стационарной точкой функции Лагранжа и ее координаты удовлетво-

удовлетворяют уравнениям связи.

Достаточные условия. Пусть функции /(ж), (fi(x), г = 1, 2,...
...,?тг, х е /?п, дважды непрерывно дифференцируемы в окрестности

точки ж0, и пусть в этой точке выполняются необходимые условия

существования условного экстремума функции /(ж) при ограничени-

ях D).
Тогда, если при выполнении условий

3, ^2 dxl > °> (9)

второй дифференциал сРЬ(х°) функции Лагранжа является положи-

положительно (отрицательно) определенной квадратичной формой, то функ-
функция f(x) в точке х° имеет условный строгий минимум (максимум).
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Если при условиях (9) второй дифференциал cPL(x°) является

неопределенной квадратичной формой, то в точке ж0 условного экс-

экстремума нет.

3. Наибольшее и наименьшее значения функции. Для функ-
функции, непрерывной на ограниченном замкнутом множестве, сущест-

существуют на этом множестве точка, в которой функция принимает наи-

наибольшее значение, и точка, в которой функция принимает наимень-

наименьшее значение (теорема Вейерштрасса). Функция, дифференцируемая
в ограниченной области и непрерывная на ее границе, достигает свое-

своего наибольшего и наименьшего значений либо в стационарных точках,

либо в граничных точках области.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Исследовать на экстремум функцию двух перемен-
переменных

и = ж3 + Зху2 - 39ж - Збу + 26.

А Найдем частные производные 1-го порядка

— = Зж + Зу
- 39, — = бху - 36.

ох ду

Согласно необходимым условиям экстремума (формулы A)) получа-
получаем систему уравнений г 2 , 2 _ л о

I х + у
— 1о,

\ ху = 6.

Решив эту систему, найдем все стационарные точки: C; 2), (—3; —2),
B;3), (—2;—3). Вычислим частные производные 2-го порядка:

д2и п д2и п
д2и

п

дх2 дхду ду2

Матрица C) в данном случае имеет вид

'бж 6у
бж

Ее главные миноры Ai и А2 равны

бж
Ai = бж, А2 =

бж
= 36(ж2-г/2).

В точке C; 2) они положительны; следовательно, в этой точке функ-
функция имеет строгий минимум г*C; 2) = —100. В точке (—3; —2) минор
1-го порядка отрицателен, 2-го порядка положителен; следовательно,
в этой точке функция имеет строгий максимум и(—3; —2) = 152. В

точках B; 3) и (—2; —3) минор 2-го порядка отрицателен, поэтому в

этих стационарных точках экстремума нет. А

Пример 2. Исследовать на экстремум функцию трех перемен-
переменных

и = Зж3 + у2 + z2 + бжг/ -2z + l.
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А Найдем частные производные 1-го порядка:

дх

Решив систему

— = 9xz + б?/, ^-
= 2у + 6ж, — = 2z - 2.

<9ж ду dz

найдем стационарные точки B;-6; 1) и @; 0; 1). Вычислим частые

производные 2-го порядка:

д2и
_

.

д
<92гб

_

<92гб
_ ^

<92гб
_ ^

<92гб
_

д2и
_ ^

^ж2 ' ch/2 ^^2 '

дх ду

Матрица C) в данном случае имеет вид

'

18ж б О

6 2 0

0 0 2

В точке B; —6; 1) ее главные миноры

Ai = 18x, А2 = 36(ж-1), А3 = 72(ж-1)
положительны. Следовательно, в этой точке функция имеет мини-

минимум Ц2; —6; 1) = -12. Для исследования функции в точке @; 0; 1)
нельзя использовать критерий Сильвестра, так как Ai = 0. Легко

видеть, что в этой точке экстремума нет. В самом деле, и@;0;1) =

= 0, а в сколь угодно малой окрестности точки @; 0; 1) функция при-
принимает как положительные, так и отрицательные значения. Напри-
Например, и(е; 0; 1) > 0, если г > 0, и и(е; 0; 1) < 0, если г < 0. А

Пример 3. Найти условные экстремумы функции и = xyz отно-

относительно уравнений связи

х + у + z = б, х + 2у + 3z = 6.

А Разрешим уравнения связи относительно переменных х и у:

х = z + б, у — —2z. Подставив найденные значения х и у в выраже-

выражение для и, сведем задачу к исследованию на обычный (безусловный)
экстремум функции _ 2

IX — ZiZ \Z —|— О ),

так как ^ = -6ф + 4), и" = -12(z + 2), u"@) = -24, и"{-4) = 24,
то в точке z = 0 функция имеет максимум ix = 0, а в точке z = —4 —

минимум и = —64. Следовательно, исходная функция при заданных

ограничениях имеет один условный максимум иF; 0; 0) = 0 и один

условный минимум Ц2;8;—4) = -64. А

Пример 4. Найти условные экстремумы функции и = f(x;y) =
= б — Ъх — 4у относительно уравнения связи ip(x; у) = х2 — у2 — 9 = 0.

А Функции / и if дважды непрерывно дифференцируемы. Мат-

Матрица Якоби F) в данном случае имеет вид Bх — 2у), и ее ранг равен
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единице во всех точках, удовлетворяющих уравнению связи. Следо-

Следовательно, можно применить метод Лагранжа. Запишем функцию Ла-

гранжа: L(x;y)= 6 - 5х - 4у + Х(х2 - у2 - 9).
Согласно необходимым условиям G), (8) получаем систему

ОХ

ду
xi - у* - 9 = О,

из которой находим ж = —5, у = 4 при А = — 1/2 и ж = 5, у = —4

и А = 1/2. Таким образом, функция / может иметь условный экс-

экстремум только в двух точках: (—5; 4) и E;—4). Вычислим второй

дифференциал функции Лагранжа. Так как

S = 2Л' S = °> 0 = -2Л' то

Найдем первый дифференциал функции ip:

dip = xdx —

у dy.
В точках (-5; 4) и E;-4) дифференциалы dx и cfo/ связаны равенст-

равенством 5dx + 4dy = 0 (условие (9)). При выполнении этого условия вто-

второй дифференциал функции Лагранжа в точке (—5; 4) является

положительно определенной квадратичной формой

а в точке E; -4) — отрицательно определенной формой

a L = ах.

16

Следовательно, функция / в точке (—5; 4) имеет условный мини-

минимум Ц—5; 4) = 15, а в точке E; -4) — условный максимум Ц5; -4) =
= -3. А

ЗАДАЧИ

Исследовать функцию и(х;у) на экстремум A-8).

1. 1)и = х2 + ху + у2 - Ylx - Зу;
2) и= 3 + 2х — у

— х2 + ху — у2; 3) и = Зх + 6у
— х2 — ху + у2;

4) и= 4ж2 - 4ху + у2 +4х -2у + 1.

2. 1)и = 3(х2 + 2/2) - х3 + 4?/; 2) г/ = Зж2^/ + ^/3 - 12ж - 15у + 3;

3) и= 2ж3 + Ж2/2 + Ъх2 + 2/2; 4) и = Зж3 + 2/3 - Зу2 - х - 1;

5) IX= ж3 + у3 + Заху.

3. 1)IX = xV - 2ж2/2 - 6х2у + 12жз/; 2) и = ж4 + ^/4 - 2ж2;
3) и = ж4 + уА - 2(ж - уJ] 4) и = 2ж4 + ?/4 - ж2 - 2^/2;
5) и = ху2{12 - х - у), х > 0, у > 0; 6) и = х2у3F - ж - у).
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4. 1)и = (ж + у)/(ху) -

ху; 2) и = 8/х + ж/?/ + 2/;

3) и = 81A/ж + 1/2/) - (ж2 + од + у2); 4) и = ху + а/х + Ь/2/.
5. 1)IX = Зж2 - 2ху/у + у-8х;

2) и= ху/1 + у + 2/лЛ

3) IX= 1 + х2 + 3/@ + 2J; 4) и = 1 + у2 - fy(x - 2L;

5) IX =

6. 1)IX = (х + 2/2)еж/2;
3) и= (8ж2 - 6ж2/ + 3^/2)е2ж+3^; 4) ix = E - 2х +

5) и = х3/3 + Зж2е^ - е~У2; 6) и = B5 - Ъх - 7у)е-^2+хУ+У^;
7) и = (аж2 + Ъу2)е-(х2+У2\ а > 0, 6 > О.

7. 1)1х = ж2 + Ж2/ + у2 - 4 In х - 10 In 2/;

2) и = Ш\пх-ху2 +у3/3; 3) ix = ж2 + у2 - 32\п(ху);
4) и= ж2/1п(ж2 +2/2).
8. 1)IX = sin ж + cos у + соз(ж — 2/), ж G @;тг/2), 2/ G @;тг/2);
2) и= sin ж sin 2/ sin(x + у), ж G @; тг), ^/ G @; тг);
3) и= ж + у + 4 sin ж sin 2/; 4) ix = A + еу) cos ж — 2/е2/.
9. Найтивсе стационарные точки функции и = х4 + у4 — 2х2 и

исследовать ее на экстремум. Можно ли использовать при этом до-

достаточные условия строгого экстремума?

10. Доказать,что функция и = (у2 — х){у2 — 2х):
1) вдолькаждой прямой, проходящей через точку @;0), имеет в

этой точке минимум;

2) неимеет минимума в точке @;0).
11. Можетли непрерывно дифференцируемая функция и(х;у)

иметь бесконечное множество строгих максимумов и ни одного ми-

минимума?

12. Верноли утверждение: если непрерывно дифференцируемая
функция и(х;у), (х;у) G /?2, имеет только одну стационарную точ-

точку (хо;уо), в которой у нее локальный минимум, то справедливо не-

неравенство и(х;у) ^ и(хо;уо), (х;у) G /?2?

Исследовать функцию u(x;y;z) на экстремум A3-15).

13. 1)и = ж2 + у2 + (z + IJ -

ху + ж;

2) и= 8 - бж + 4у
- 2z - х2 - у2 - z2;

3) и= х2 + у2 - z2 - 4ж + 6у
- 2z; 4) и = ж3 + у2 + z2 + бху - 4z;

5) и= zyzA6 - х - у
- 2z); 6) и = xy2z3D9 - х - 2у - 3z).

14. l)n=*y
+ **2 + y2*+s + l; 2)*x=^ + ^ + ^+,2;
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у2 z2 2 х2у2 z2
3) и = х + f- + - + -; 4) г/ = — + ^- + —.

4ж г/ 2 yzxz ху

15. 1)I/ = sin ж + sin 2/ + sin г - sin(x + y + z), x,y,z G (О;тт);

2) ^= (х + 7^)е-(ж2+^2+^2);
3) ix= 2 In ж + 3 In у + 5 In z + lnB2 - ж - у

- z).
16. Исследоватьфункцию u[x\ x G /?n, ж/. > 0, k = l,2,...,n, на

экстремум:

2) w = у" —, ^o
= a > 0, xn+i = 6 > 0.

17. Исследоватьна экстремум непрерывно дифференцируемую
функцию и = и(х;у), заданную неявно условиями:

1) х2+ у2 + и2 - 4х - 6у - 4и + 8 = 0, и > 2;

2) 25ж2+ 2/2 + 16и2 - 50ж + 64ix - 311 = 0, и< -2;

3) х2+ 4^/2 + 9и2 - 6х + 8у
- Зби = 0, и > 2;

4) (ж2+ у2 + IX2J = 8(ж2 + у2 - и2), и>0;
5) (ж2+ у2 + и2 + 9J = 100(ж2 + г/2), и < 0.

18. Исследоватьна строгий экстремум каждую непрерывно диф-
дифференцируемую функцию и = и(х;у), заданную неявно уравнением:

1) ж2+ у2 + и2 + 2ж - 2у + Аи - 3 = 0;

2) 2ж2+ 2у2 + 1х2 + 82/гл - и + 8 = 0;

3) ж3- 2/2 + и2 - Зж + 4у + IX - 8 = 0;

4) (ж2+ у2J + IX4 - 8(ж2 + 2/2) - 10и2 + 16 = 0.

19. Найтиусловные экстремумы функции и = /(ж; у) относитель-

относительно заданного уравнения связи:

1) и = ху, х + у
- 1 = 0; 2) IX = ж2 + у2, Зж + 2у - б = 0;

3) = ж2 - у2, 2ж - у
- 3 = 0; 4) ix = ж^/2, ж + 2$/ - 1 = 0;

5) 1х= cos2 ж + cos2 у, х — у
— тг/4 = 0.

20. Относительноуравнения связи ж/a + у/Ь -1 = 0 найти ус-
условные экстремумы функции и = f(x;y):

1) и = ж?/; 2) 1х = ж2 + 2/2; 3) и — х2 — у2] 4) и = ху2.
21. Найтиусловные экстремумы функции и = /(ж; 2/) относитель-

относительно заданного уравнения связи:

1) и = 5 - Зж - 42/, ж2 + 2/2 = 25; 2) и = 1 - 4х - 8у, ж2 - 8^/2 = 8;

3) и= ж2 + ху + 2/2, ж2 + 2/2 = 1;

4) IX= 2ж2 + 12ж2/ + у2, х2 + 4^/2 = 25;

5) 1х= ж/a + 2//Ь, х2 +у2 = г2, г > 0.

22. Исследоватьфункцию и = /(ж; 2/) на условный экстремум при
заданных уравнениях связи (выяснить, можно ли при этом использо-
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вать метод Лагранжа):
1) и= (х- IJ + (у + IJ, а) ж2 + у2 - 2ху = 0, б) ж - у = 0;

2) и= х4 +у4, (х-1K -у2 =0.

23. Исследоватьфункцию и = /(ж; 2/) на условный экстремум при
заданных уравнениях связи:

l)u = l+- + i, ^ + 1 = 1; 2) гг = 1пж2/, ж3 + ху + ?/3 = 0.

24. Верноли для непрерывно дифференцируемых функций /(ж;?/),
f(x;y) следующее утверждение: точка условного локального экстре-

экстремума функции f(x,y) относительно уравнения связи ip(x;y) = 0 яв-

является стационарной точкой функции Лагранжа

Ь(х; у) = /(ж; у) + \(р(х; у)?
25. Найтиусловные экстремумы функции и = f(x;y;z) при за-

заданном уравнении связи:

1) и= 2х2 + Зу2 + 4z2, x + y + z = 13;

2) и= xy2z3, x + y + z = 12, x > 0, 2/ > 0, z > 0;

3) г/= xVz4, 2ж + 32/ + 4z = 18, х > 0, 2/ > 0, г > 0;

4) и= sin ж sin у sin z, ж + у + г = тт/2, ж > 0, у > 0, z > 0;

5) ix= ж
- 2у + 2з, ж2 + у2 + z2 = 9;

6) и= ж
-

у + 2г, ж2 + 2/2 + 2z2 = 16;

7) и= xyz, х2 +у2 + z2 = 3; 8) и = ху + 2ж2: + 22/2, ж^ = 108;

9) и= ж2 + у2 + ?2, ж2/а2 + 2/7^2 + ^2/с2 = 1> а > b > с > 0;

10) IX= ж + у + 2, а/ж + b/y + c/z = l, а > 0, Ь > 0, О 0.

26. Найтиусловные экстремумы функции i& = f(x,y,z) при за-

заданных уравнениях связи:

1) и= Ж2/2, ж + 2/-2: = 3, х - у
- z = 8;

2) и= xyz, ху + yz + zx = 8, х + у + z = 5;

3) и= ху + yz, х2 +у2 = 2, y + z = 2, у > 0;

4) 1х= ж2 + 2/2 + z2, х2/4 + у2 + z2 = 1, x + y + z = 0;

5) и= (ж - IJ + (?/ - 2J + B - ЗJ, ж2 + у2 + z2 = 21, Зж + 2г/ +
+? = 0;

6) IX= ж2/4 + 2/2 + Д ж2 + 2/2 + ^2 = 1, ж + 2у + 3z = 0.

27. Найтиусловные экстремумы функции и = /(ж), ж G /?n, n > 1,
при заданном

1) и =

2) и~-

3)« =

п

= ^2
г=1

п

г=1

п

=

г̂=1

уравнении
п

а;ж2, ^ж^
г=1

п

ж^ Y1 —
г=1

а*

п

жга, ^жi =

г=1

связи:

= 1, <

= 1, B

=
а, а 0, а > 0;
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4) и = 2^ — -> 2-jbiXi ~ ^' ai ^ ^' ^ ^ 0' Xi ^ ^'
i=i

г
i=i

n n n

5) и = Д жга% E Xi = a, a^ > 0, a > 0; 6) u =

'

г=1 г=1 г=1

ж2 = 1.

г=1

Найти наибольшее М и наименьшее т значения функции и на

заданном множестве B8-33).

28. 1)и = ху + х + у, -2 ^ ж ^ 2, -2 ^ у ^ 4;

2) 1х= ж2-ж2/ + 2/, |ж| ^2, М ^3;
3) I/= ж2 + 2/2 - 4ж, -2 ^ ж ^ 1, -1^2/^3;

4) 1х= ж3 + 2/3 - Зж2/, 0 ^ ж ^ 2, -1 ^ у ^ 2;

5) IX= ж3 + 8?/3 - бж?/ + 1, 0 ^ ж ^ 2, |2/| ^ 1;

6) 1х= ж + |ж - 2/|, |ж| ^ 1, |2/| ^ 2;
7) IX= ж2 -Ж2/ + ?/2, |ж| + |2/| ^ 1;

8) 1х= (ж + 2/)еж^, -2 ^ ж + у ^ 1.

29. 1)и = 1 + х + 2у, ж + 2/ ^ 1, ж ^ 0, 2/^0;

2) 1х= ж + 32/, ж + 2/ ^ 6, ж + 42/ ^ 4, 2/^2;
3) 1х= ж2 - 22/ + 3, 2/

- я ^ 1, ^ ^ 0, 2/^0;

4) и= х2 + у2 — ху
— х — у, х + у ^ 3, ж ^ 0, 2/ ^ 0;

5) и= ж2/(б - ж - 2/), ж + 2/ ^ 12, ж ^ 0, 2/^0;

6) IX= sin ж + sin 2/
— sin(x + 2/)? ж + У ^ 2тг, ж ^ 0, у ^ 0.

30. 1)1х = 3 + 2ж2/, а) ж2 + 2/2 ^ 1, б) 4 ^ ж2 + у2 ^ 9;

2) IX= (ж - бJ + B/ + 8J, ж2 + у2 <: 25;

3) и= ж2 - 2/2, ж2 + 2/2 ^ 2^; 4) IX = ж22/, ж2 + у2 ^ 1;

5) и = 2/4 - ж4, ж2 + у2 <: 9; 6) г/ = B/2 - 2, ж2 + у2 4.

31. 1) и = ж + 2у + Зг, ж + 2/ ^ 3, ж + 2/ ^ ^, Зж + 3?/ ^ ^, ж ^ О,

2) 1х= 3z - у
- 2ж, ж + 2/ ^ 2, Зж + 2/ ^ 6, 0 ^ z ^ 3, ж ^ 0;

3) и= ж + 2/ + ^ ж2 + 2/2 ^ ^ ^ 1;

4) 1х= ж2 + 22/2 + 3z2, ж2 + 2/2 + z2 ^ ЮО.

32. ix=

г=1 г=1

33. 1)ix = ж + 2/
-

z, ж2 + 2/2 = 1, 2/ + ^ = 1;

2) 1х= ж2 + 2у2 + 3z2, ж2 + у2 + z2 = 1, ж + 22/ + 3z = 0;

3) г/= Зж2 + 42/2 + bz2 + 4ж2/ - Ayz, х2 + у2 + z2 = 1;

4) и— у2 -\- 4:Z2 — 2ху — 2xz — 4yz, 2x2 + З2/2 + 6z2 = 1.

34. Найтинаибольшее М и наименьшее т значения функции и:

1) и = (ху - IJ + 2/2; 2) IX = |ж + 2/1 - л/1-х2-2/2;
3) и = Bх2+у2у-х2-У2; 4) гг = (ж2 + у2 + ^^-(^+2^+3^),
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35. Верноли утверждение: если Р(х), х Е /?п, — многочлен, то

|Р(ж)| достигает в Rn своего наименьшего значения?

36. Доказать,что наибольшее и наименьшее значения функции
п

и= 22 aikXiXk, aik = аы,

п i,k=i
на сфере У^ж2 = 1 равны наибольшему и наименьшему корню ха-

характеристического уравнения матрицы (а^).
37. Найтирасстояние между кривой и прямой:

1) у = ж2, х - у
- 5 = 0; 2) х2 - у2 = 3, у

- 2х = 0;

3) 9х2+ V = 36, Зх + у
- 9 = 0;

4) 2ж2- 4ж2/ + 2у2 - х - у = 0, 9х - 7у + 16 = 0.

38. Найтиточку, для которой сумма квадратов расстояний от

прямых х = 0, у = 0, ж + 2^/ — 16 = 0 наименьшая.

39. Найтинаименьшую площадь треугольника, описанного около

эллипса с полуосями а и Ъ так, что одна из сторон треугольника

параллельна большой оси эллипса.

40. Найтиполуоси эллипса 7х2 — бху + 7у2 = 8.

41. Найтинаибольшее расстояние от центра эллипса с полуося-

полуосями а и Ъ до его нормалей.

42. Наплоскости х + у
— 2z = 0 найти точку, сумма квадратов

расстояний которой от плоскостей х + 3z — 6 = 0 и 2/ + 3z — 2 = 0

была бы наименьшей.

43. Найтирасстояние от точки @; 3; 3) до кривой х2 + у2 + z2 = 1,
х + у + z = 1.

44. Найтирасстояние между поверхностями

х2/96 + у2 +z2 = 1 и Зж + 42/ + 12z = 288.

45. Найтинаибольший объем, который может иметь прямоуголь-

прямоугольный параллелепипед, если:

1) поверхность его равна 5; 2) сумма длин ребер равна а.

46. Найтинаибольший объем, который может иметь прямоуголь-
прямоугольный параллелепипед, вписанный:

1) вполусферу радиуса R;

2) впрямой круговой конус, радиус основания которого равен г,
а высота Я;

3) вэллипсоид, полуоси которого равны а, 6, с;

4) всегмент эллиптического параболоида

z/c = x2/a2 +у2/Ь2, z = h, а>0, Ъ > 0, О 0, h > 0.

47. Определитьнаибольшую вместимость цилиндрического вед-

ведра, поверхность которого (без крышки) равна S.
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48. Определитьнаибольшую вместимость конической воронки,

поверхность которой равна S.

49. Определитьнаибольшую вместимость цилиндрической ванны

с полукруглым поперечным сечением, если поверхность ванны рав-

равна S.

50. Найтинаибольший объем тела, образованного вращением тре-

треугольника с периметром р вокруг одной из его сторон.

51. Найтинаименьшую поверхность, которую может иметь пря-

прямоугольный параллелепипед, если его объем равен V.

52. Определитьнаименьшее количество материала, необходимого

для изготовления шатра заданного объема V, имеющего форму ци-

цилиндра с конической крышей.

53. Телопредставляет собой две пирамиды и прямоугольный па-

параллелепипед, основания которого совмещены с основаниями двух

одинаковых правильных пирамид. При каком угле наклона боковых

граней пирамид к их основаниям поверхность такого тела будет наи-

наименьшей, если его объем равен VI

54. Определитьразмеры открытого прямоугольного аквариума с

заданной толщиной стенок d и емкостью V, на изготовление которого

потребуется наименьшее количество материала.

55. Найтиплощадь плоской фигуры, ограниченной эллипсом (а >
> О, Ъ> О, О 0):

Ах + By + Cz = 0, л / Ах + By + Cz = 0,
О/О о/j о -t Zi) \ 9/9i 9 / 7 9 i 9/9 -i

x2 /a2 + у2 /Ъ2 = 1; J

\ x2 /a2 + у2 /Ъ2 + z2 /с2 = 1.

56. Числоа > 0 разложено на п положительных множителей так,

что:

1) суммаих кубов наименьшая;

2) суммаих обратных величин наименьшая.

Найти значения суммы.

57. Пустьфизические величины х и у связаны неизвестной ли-

линейной зависимостью у
= ах + Ь. В результате п измерений полу-

получены с некоторой погрешностью следующие пары значений: (xi;?/i),
(#2; 2/2), •••

j (xn] Уп)- Согласно принципу наименьших квадратов, наи-

наиболее вероятными значениями коэффициентов а и Ъ считаются те,

при которых

У2(У1 -

axi
- ЪJ

достигает наименьшего значения. Найти наиболее вероятные значе-

значения а, Ъ для коэффициентов а и Ъ.

58. Врезультате последовательных центральных соударений аб-

абсолютно упругих шаров с массами М > тп > mn_i > ... > mi > m
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тело с массой т приобретает скорость
ii ni2 mn M

v =

m + mi mi + m<i

'"

mn-i + mn rnn + M

где V
—

скорость тела с массой М. Как следует выбрать массы mi,

m2,...,ran, чтобы тело массы m приобрело наибольшую скорость?
Найти значение наибольшей скорости.

59. Длясистемы материальных точек (х\\ у\),..., (хп; уп) с масса-

массами, соответственно равными mi, ...,mn, найти точку (х;у), относи-

относительно которой момент инерции системы будет наименьшим.

60. Решитьзадачу 59 при дополнительном условии: точка (х;у)
должна лежать на окружности х2 + у2 = 1.

61. Длясистемы материальных точек (х\\ yi),..., (хп\ уп) с масса-

массами, соответственно равными mi,...,mn, найти прямую

х cos а + у sin а —

р = О,

относительно которой момент инерции системы будет наименьшим.

62. Еслив электрической цепи, имеющей сопротивление R, те-

течет ток /, то количество тепла Q, выделяющееся в единицу време-

времени, определяется законом Джоуля-Ленца: Q = QqI2R, Qq — const.

Как следует разветвить ток / на токи /ь ...,/п при помощи п прово-

проводов, сопротивления которых ЛЬ...,ЛП, чтобы выделение тепла было

наименьшим? Найти наименьшее значение Q.

ОТВЕТЫ

1. 1)Минимум иG; —2) = —39; 2) максимум иA; 0) = 4;
3) экстремумов нет; 4) нестрогий минимум и = 0 при у = 2х + 1.

2. 1)Минимум Ц0; -2/3) = -4/3;
2) минимумиA; 2) = -25, максимум Ц—1; -2) = 31;
3) минимуми@;0) = 0, максимум и{—5/3; 0) = 125/27;
4) минимум?/A/3; 2) = -47/9, максимум Ц-1/3;0) = -7/9;
5) еслиа > 0, то максимум и(—а; —а) = а3; если а < 0, то мини-

минимум и(—а; —а) = а3; если а = 0, то экстремумов нет.

3. 1)Максимум иA;3) = 9; 2) минимумы г&(±1;0) = —1;

3) минимумы1х(л/2; —л/2) = ^(—л/2; л/2) = —8;
4) максимумЦ0; 0) = 0, четыре минимума Ц±1/2; ±1) = -9/8;
5) максимумглC; 6) = 324;
6) максимумглB; 3) = 108, нестрогий минимум и@;у) = 0, 2/ G

G @; 6), нестрогий максимум г&@; 2/) = 0, у G (—оо; 0) U F; +оо).
4. 1)Максимум и(—1; —1) = —3; 2) минимум глD; 2) = 6;
3) максимуми(—3; —3) = —81;

4) экстремуми( Уa2 jb\ \/Ь2 /а) = Зу/аЬ, если а ф 0, 6^0? мини-

минимум, если 6/а > 0; максимум, если b/а < 0.

5. 1)Минимум иB; 4) = -8; 2) экстремумов нет;
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3) минимум и@; —2) = 1; 4) экстремумов нет;

5) дваминимума гл(=Ы; =F2) = —4, два максимума г&(±1;±2) =

= 4; нестрогий экстремум и = 0 в точках эллипса ж2/3 + 2/2/12 = 1;
минимум при ху > О, максимум при ху < 0;

6) максимуми(а/с; Ъ/с) = л/а2 + б2 + с2, если с > 0; минимум

и(а/с; Ъ/с) = —л/а2 + Ъ2 + с2, если с < 0.

6. 1) Минимум Ц—2;0) = —2/е; 2) максимум Ц—4; —2) = 8/е2;
3) минимум Ц0;0) = 0; 4) экстремумов нет;

5) минимуми@;0) = —1;

6) минимум 1/A; 3) = -е~13, максимум Ц—1/26;—3/26) =

V

7) минимум 1/@; 0) = 0; если а> Ъ, то два максимума г&(±1;0) =
= а/е; если а < 6, то два максимума га(О; ±1) = Ь/е; если а = Ь, то

нестрогий максимум и = а/е = Ь/е в точках окружности х2 + у2 = 1.

7. 1) Минимум Ц1;2) = 7- 10In2; 2) экстремумов нет;

3) дваминимума Ц±4; ±4) = 32A - 4In2);
4) дваминимума г^(=Ы/л/2е; ±1/л/2е) = —1/Bе), два максимума

8. 1)Максимум ^(тг/3;тг/6) = Зл/3/2;
оЧ /тгтг\ Зл/3 /2тг2тг\ Зл/3
2) максимумг^-; -J =

-g-, минимум ^(^^; Т/ = 8~'
3) максимумы ix( —- + (fc + п)тт; —- + (fc — п)тг) = ——\- 2ктг +

V12 12 /6

+ 2 + л/3, минимумы и( -^ + (fc + п)тг; --^ + (п — к)тг) = —

т- +
V12 12 /о

+ 2птг — 2 — л/3, к, п ? Z; 4) максимумы иBтгк; 0) = 2, fc G Z.

9. Стационарныеточки (=Ы;0), @;0), минимум 1х(=Ы;0) = —1.

Нельзя, так как d2u в стационарных точках не является ни положи-

положительно определенной, ни отрицательно определенной, ни неопределен-

неопределенной квадратичной формой.
11. Да, см., например, 8, 4). 12. Нет, см., например, 6, 5).

13. 1)Минимум Ц-2/3; -1/3; -1) = -1/3;
2) максимум и(—3; 2; —1) = 22; 3) экстремумов нет;

4) минимумЦ6;—18;2) = -112; 5) максимум Ц4; 4; 2) = 128;

6) максимум иG;7;7) = 77, нестрогий максимум или минимум

и = 0 в точках плоскости у
= 0, не лежащих на прямых х = 0, z = 0,

х + 3z = 49.

14. 1)Минимум г&A; 1; 1) = 5, максимум и{—1; 1; —1) = —3;

2) минимумг&(8;4;2) = 60;

3) минимум1/A/2; 1; 1) = 4, максимум и(—1/2; —1; —1) = —4;
4) нестрогийминимум и = 3в точках прямой х — у — z, кроме

точки @;0;0).
15. 1)Максимум Цтг/2; тг/2; тг/2) = 4;
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2) максимум ^(у^;0; Jo) =

~Д> минимум и(- у^°;-у^) =

7
3) максимум Ц4; 6; 10) = 13 In 2 + 3 In 3 + 5 In 5.

16. 1) Максимум и(с; с;...; с) = с1/0, с = 2/(п2 + п + 2);
2) минимум Цж?; х°2;...; яг°) = (п + 1)F/аI/(п+1), х°к = а^

17. 1)Максимум Ц2;3) = 5; 2) минимум Ц1;0) = -7;
3) максимумиC; -1) = 13/3;
4) нестрогиймаксимум и = 1 в точках окружности ж2 + у2 = 3;

5) нестрогийминимум и = —4 в точках окружности х2 -\- у2 — 25.

18. 1)Минимум г/i(—1; 1) = -5, максимум и2(-1;1) = 1;
2) минимумi&i@, —2) = 1, максимум г^2@;1б/7) = -8/7;
3) минимумг^1 (—1; 2) = 1, максимум г^—1;2) = —2;

4) минимумui@; 0) = 2л/2, максимум ^(О; 0) = л/2, минимум

гАз@;0) = -л/2, максимум гл4(О;О) = -2л/2.
19. 1)Максимум глA/2; 1/2) = 1/4;
2) минимум Ц18/13; 12/13) = 36/13; 3) максимум Ц2; 1) = 3;
4) минимум1/A; 0) = 0, максимум гхA/3; 1/3) = 1/27;
5) минимумыiaEtt/8 + тгА;; Зтг/8 + тгА;) = 1 - 1/л/2, максимумы

Цтг/8 + 7Г&; -тг/8 + 7Г&) = 1 + 1/л/2, fc G Z.

20. 1)и(а/2] Ь/2) = аб/4, минимум, если аЪ < 0, максимум, если

аЬ > 0;
^ч /ah2 a2b\ a2b2
2) минимум«(^j; ^^J =

^^;

3) ^15 ^5-5—го =

73 ^ м̂инимум, если аА > ЪА, макси-
\о2 — а2 а2 — о2 ) о2 — а2

мум, если а2 <Ъ2, при а = 6, экстремумов нет;

4) и(а/3;26/3) = D/27)а62, минимум, если а < 0, максимум, если

а > 0, Ца;0) = 0, минимум, если а > 0, максимум, если а < 0.

21. 1)Минимум Ц3;4) = -20, максимум Ц—3; —4) = 30;
2) минимумЦ—4; 1) = 9, максимум иD; -1) = -7;

3) дваминимума и(±1/у/2;=р1/у/2) = 1/2 и два максимума

^(±1/л/2;±1/л/2)=3/2;
4) дваминимума и(±3; q=2) = -50 и два максимума Ц±4; ±3/2) =

= 425/4;
5) минимуми(—г/аА;—г/ЬА) = -гА, максимум и(г/аА;г/ЬА) =

= 7\А, где А = л/^2 + Ь2/\аЬ\.
22. 1)Минимум гл(О;О) = 2; 2) минимум Ц1;0) = 1. Метод Ла-

гранжа неприменим в случаях 1), а) и 2), так как ранг матрицы F)
в точках минимума не равен единице.

23. 1)Минимум и{—4; —4) = 1/2, максимум г&D;4) = 3/2;
2) максимум Ц-1/2; -1/2) = -2 In 2.
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24. Нет,см., например, 22, 2).
25. 1)Минимум Ц6;4;3) = 156; 2) максимум Ц2;4;6) = 6912;
3) максимум iaB; 2; 2) = 512; 4) максимум и(тг/6; тг/б; тг/6) = 1/8;
5) минимуми(—1; 2; —2) = —9, максимум глA; —2; 2) = 9;
6) минимумЦ—2; 2; -2) = -8, максимум Ц2; -2; 2) = 8;
7) минимумыиA; 1; —1) = глA; —1; 1) = и(—1; 1; 1) =

= гг(-1;-1;-1) = -1,
максимумы иA; 1; 1) = глA; —1; -1) = Ц—1; —1; 1) =

8) минимумЦб; 6; 3) = 108; =u(~15 ^ -1) = ^

9) минимумыг&@;0;±с) = с2, максимумы г&(±а;0;0) = а2;
10) минимумu(dy/a; d\fh\ dy/c) = d2, d — у/а + л/b + у/с.
26. 1)Максимум гхA1/4; -5/2; -11/4) = 605/32;
2) минимумыггB; 2; 1) = глB;1;2) = глA;2;2) = 4, максимумы

ixD/3; 4/3; 7/3) = Ц4/3; 7/3; 4/3) = Ц7/3; 4/3; 4/3) = 112/27;
3) максимумЦ1; 1; 1) = 2, минимум Ц—1; 1; 1) = 0;

4) дваминимума и@; =Ы/л/2; т!/л/2) = 1 и два максимума

5) минимумга(—2; 1;4) = 11, максимум иB; —1; —4) = 59;

6) дваминимума гл(±13/л/182; т2/л/Ш; ТЗ/л/182) = 17/56, два

максимума гл@; ±3/л/ТЗ; т2/л/ТЗ) = 1.

27. 1) Минимум гц —;...;
— ) = А, где А = ( У^ — ) ;

V а\ ап) V̂̂а\ )

2) минимумгл(—;...; — ) = А, где А = ( У^ -о );V а\ ап/ \*-^ а| /

3) минимуми -;...;
- = г;

п

4) минимумix(^- у/
—

;...;
-

\J ~^) = А2, где А = 2^

где ^ =5) максимумixfa^;...;a^J = (-7)
л\ / CL\ CLn\ л (0,1 CLn\
6) минимуми[ ;...;

—— 1 = -А, максимум и[ —;...;
— 1 =

= А, где A =

28. 1)M = 14Гш = -6; 2) M = 13, ш = -5; 3) M = 21, m = -3;

4) M = 13, m = -1; 5) M = 9 + 4л/2, ш = -7;
6) M = 4, ш = -1; 7) М = 1, тп = 0; 8) М = #ё, ш = -2е.

29. 1)М = 3, га = 1; 2) М = 10, га = 2; 3) М = 4, га = 1;

4) М = 6, га = -1; 5) М = 8, га = -216; 6) М = Зл/3/2, га = 0.

30. 1)а) М = 4, га = 2, б) М = 12, га = -6; 2) М = 225, га = 25;

3) М = 4, га = -1/2; 4) га = 2л/3/9, га = -2л/3/9;
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5) М = 81, т = -81; 6) М = 4е5, т = -1.

31. 1)М = 33, т = 0; 2) М = 7, m = -6;

3) М= 1 + л/2, m = -1/2; 4) М = 300, т = 0.

32. М= д/n, ш = 0.

33. 1)М = л/5 - 1, т = -л/5 - 1;

2) М = 3/7D + л/2), т = 3/7D - л/2); 3) М = 7, m = 1;

4) М= 1, т = -1/2.
34. 1)Не существуют; 2) М = л/2, ш = -1; 3) М = 2, ш = 0;

4) М = е~1, т = 0.

35. Вернотолько при п = 1, см., например, 34, 1).

37. 1)19л/2/8; 2) Зл/5/5; 3) (9л/5 - 15)/л/50; 4) 8/л/130.
38. (8/5;16/5). 39. Зл/3а&. 40. л/2, 2/л/5. 41. \а-Ь\.
42. C;-1,1). 43. л/И. 44. 256/13. 45. 1) (s/6K/2; 2) (а/12K.

.о
S 2S

ЛС.
S IS

РГк тгр3
48. —7-=\ —. 49. —\ —. 50. ——. 51. s =

^ V 3VЗ 96
7=\ . 49. \ . 50.

3^27 V тг 3V Зтг 96

52. ^405тг2У4. 53. arcsinB/3).
54. Основание — квадрат со стороной \/2V + 2d, высота v/2V/2 +

¦f?2 + C2; 2)
iwi

56. 1)п л/о3; 2) п/ ^/а.
~r- _ Icy— H-Tj -т ~хх -у —~ху -~х _ 1
57. а= =Е—^-± ,

& =
_ _ _ , где х = -

58. Числа?7i,77ii,77i2, ...,шп, M должны образовывать геометри-
/ 2 \^+i

ческую прогрессию; ( —7 -.1 Mv — наибольшее зна-
V т1/(^+1) + M!/(n+1) /

чение скорости.
п п п

59. ж= — ^TTiiXi, 2/ =
— ^гпгУг, где М = ^ш^.

г=1 г=1 г=1
п п

60. х= - J^TTiiXi, ?/ =
- ^Шг2/г, где

г=1 г=1 1~п ~ "п ~^

г=1 г=1

1 2(ж• ?/
— ж1?/) _ _. _

61. а = - arctg ==—_ _

J

_ _ , р = ж cos a + vsina, где ж =

2 хх— х • х — уу -\- у
•

у
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г=1 г=1 г=1
п -.

62. /i= ^, Qmin = Q0^/2, где А= (? ^т)~

§ 6. Геометрические приложения

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Касательная плоскость и нормаль. Касательной плос-

плоскостью к поверхности в некоторой ее точке называют плоскость, со-

содержащую все касательные к кривым (см. [1, § 17]), проведенным
на поверхности через эту точку {точку касания). Прямую, проходя-

проходящую через точку касания и перпендикулярную касательной плоскос-

плоскости, называют нормальной прямой (или нормалью) к поверхности в

этой точке.

Если гладкая поверхность (см., например, [3, №50.4], или [4,
№7.19, №7.20]) задана уравнением

то уравнения касательной плоскости и нормали в точке (xo;yo;zo)
поверхности имеют вид

z - z0 = f'x(x0;y0)(x - хо) + fy(xo;yo)(y ~ Уо), A)
х - хр

_
у -уо

_

z -zp ,ч

fL(xo;yo) fy(xo\yo) -I

Если гладкая поверхность задана неявно уравнением

F(x;y;z)=0,
то уравнения касательной плоскости и нормали в точке (xo;yo;zo)
поверхности записываются следующим образом:

+Fy(xo;yo;zo)(y -уо) + F^(x0; y0; zo)(z - z0) = 0, C)

X - Хр _ у
-

уо _ Z
-

Zp

F^(xo;yo;zo) Fl(xo;yo; z0) F^(xo;yo;zo)
'

В случае, когда гладкая поверхность задана параметрически урав-
уравнениями

х = х(щ v), у = у(щ v), z = z{u\ v),

уравнения касательной плоскости и нормали в точке

х0 = х(и0] v0), уо = у(и0] v0), z0 = z(u0; v0)

9 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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поверхности имеют вид

x-x(uo;vo) y-y(uo;vo) z - z(uo;vo)
x'u(щ; i?o) y'u(щ]Vo) z'u(щ; г'о)
x'v(u0;v0) y'v(u0;v0) z'v(u0;v0)

= 0, E)

х — x(uq;vq) у -y(uo;vo)

у'и(щ;
zfv(uo;vo)

Zu(uo]Vo) Хи(щ]Уо)
zfv(uo;vo) xfv(uo;vo)

xfu(uo;vo) yfu(uo;vo)
¦ F)

Направляющий вектор прямой F) иногда записывают в виде

1

x'

x'

J

У'и
V'v

к

z'

z'
G)

считая, что для такого "определителя" верна формула разложения по

элементам первой строки.

Углом между двумя поверхностями в точке их пересечения назы-

называют угол между касательными плоскостями, проведенными к по-

поверхностям в этой точке.

Поверхности называют ортогональными, если они пересекаются

под прямым углом в каждой их точке пересечения.

2. Особые точки плоских кривых. Под кривой, заданной урав-
уравнением

F(x;y)=0, (8)

где F — непрерывно дифференцируемая функция, будем понимать

множество точек плоскости, координаты ж, у которых удовлетворя-
удовлетворяют этому уравнению.

Заметим, что это множество не обязательно будет являться не-

непрерывным образом отрезка, и тем самым "кривая, заданная уравне-

уравнением F(x;y) = 0", может не быть кривой в обычном смысле (см. [1,
§24, п. 2]).

Точку (жо;2/о) будем называть особой точкой уравнения (8), если

ее координаты удовлетворяют системе трех уравнений:

F(x;y) = 0, F^(x;y)=0, F^(x;y)=O. (9)
Если в особой точке (жо5 2/о) уравнения (8) все частные производ-

производные функции до (к — 1)-го порядка включительно обращаются в нуль,
а среди производных к-ro порядка по крайней мере одна отлична от

нуля, то точку (жо;2/о) называют особой точкой к-го порядка.
Особая точка уравнения (8) может быть особой точкой кривой, за-

заданной этим уравнением, т. е. такой точкой, в окрестности которой
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ни в одной системе координат кривая не является графиком непре-
непрерывно дифференцируемой функции. Для того чтобы точка (жо5 2/о)
была особой точкой кривой, заданной

уравнением (8), необходимо, чтобы она

была особой точкой этого уравнения, v*4^^
т. е. необходимо, чтобы ее координаты

удовлетворяли системе (9). Это условие
не является достаточным. Например,
для уравнения F = у2 = 0 точка @; 0)
является особой, но кривая, определяемая этим уравнением (прямая
у = 0), особых точек не имеет.

Поведение кривой (8) в окрестности особой точки второго порядка

зависит от знака определителя

О

Рис. 6.1

А =

Г
XX

F"-1
ху

F"±
ху

в этой точке.

Если А > 0, то точку называют изолиро-

изолированной. В некоторой окрестности изолирован-
изолированной особой точки нет других точек кривой
(рис. 6.1, точка @; 0)).

Если А < 0, то точку называют узловой
[двойной) точкой (рис. 6.2, точка @; 0)).

Если в особой точке второго порядка

определитель А = 0, то характер поведения кривой (8) в окрестнос-

окрестности такой точки может быть различным. Такая точка может быть

изолированной точкой кривой (рис. 6.3), точкой самоприкосновения

(рис. 6.4), точкой возврата первого рода (рис. 6.5), точкой возврата

Рис. 6.2

О

О

Рис. 6.3 Рис. 6.4 Рис. 6.5

второго рода (рис. 6.6). Для определения типа особой точки в слу-
случае А = 0 нужно изучить расположение точек кривой в некоторой ее

окрестности.

Направления (l;k) касательных к кривой (8) в двойной особой
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точке (жо;2/о) ВТ0Р0Г0 порядка находятся из урав-
уравнения

F^(x0; yo)l2 + 2F^y(x0; yo)lk + F^(x0] yo)k2 = 0.

(Ю)
О В̂ случае, когда функция F(x; у) не является

дважды непрерывно дифференцируемой, кривая
Рис. 6.6 (8)может иметь особые точки и других типов,

например угловые точки или точки прекращения.

3. Огибающая. Пусть семейство плоских кривых задано уравне-

F(X;y;C) =0, A1)
где F

—

непрерывно дифференцируемая в области G С R3 функция,
С — параметр семейства.

Огибающей семейства A1) называют кривую, которая в каждой
своей точке касается по крайней мере одной кривой семейства.

Если семейство кривых A1) имеет огибающую, то координаты ее

точек удовлетворяют системе уравнений

Системе A2), помимо точек огибающей, могут удовлетворять и дру-

другие точки кривых семейства A1).
Дискриминантной кривой семейства A1) называют кривую

D(x;y) = 0, полученную из системы A2) исключением параметра С.

Аналогично определяется и находится огибающая семейства по-

поверхностей.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти уравнения касательных плоскостей к поверх-

Ж2+у2-.2 + 1 = 0

в точках пересечения ее с прямой х = у
= 2.

А Прямая пересекает поверхность в точках B;2;3) и B; 2; — 3).
Находим частные производные функции F = х2 + у2 — z2 + 1 в этих

точках:

F^B;2;3)=4, ^B;2;3) = 4, FiB;2;3) = -6;

F^B;2;-3)=4, F^B; 2;-3) = 4, i^B;2;-3) = 6.

По формуле C) получаем

4(х - 2) + 4(у - 2) - 6(z - 3) = 0, 4(х - 2) + 4(у - 2) + 6(z + 3) = 0,

2х + 2у - Sz + 1 = 0, 2х + 2у + Sz + 1 = 0. А

Пример 2. Написать уравнение нормали к винтовой поверхности

x = ucosv, y
= usinv, z — v
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в точке с параметрами и = щ, v = vq.

А Так как

x'u = o,osv, y'u = smv, 4 = 0;

x'v = —и sin v, y'v = и cos v, z'v = 1,

то по формуле (б) получаем
x — щ cos vq

_
у
—

щ sin vq _ z
—

vq

sin vo 0

Щ COS Vo 1

0 cosvo

1 —щ sin vo

cos vo sinvo

—щ sin vo vo cos vo

т. e.
x — щ cos vo

_
у
—

щ sin vo
_

z — vo

sinvo —cosvo щ

Пример З. Исследовать особые точки кривой, заданной уравне-

уравнением о о о

ах2 + Xs - у2 = 0.

А В данном случае F(x\y) = аж2 + ж3 — ^/2. Так как

F'x =2аж + 3ж2, F'y = -2y,

то система (9) для определения координат особых точек кривой име-

еТ

ВИД ах2+ х3 - у2 = 0, 2аж + Зх2 = 0, -2?/ = 0.

Эта система при любом а имеет единственное решение х = 0, у = 0.

Следовательно, данная кривая может иметь только одну особую точ-

точку @;0). Вычислим частные производные второго порядка функ-
функции F в точке @; 0):

три — оп р" — о F" — —2Г
XX
—

Lil-> ГХу
—

U5 Гуу
— Z*

Так как Fy'y 0, то при любом а точка @; 0) является особой точ-

точкой 2-го порядка. В точке @; 0) определитель А = -4а. Поэтому если

а < 0, то А > 0, и, следовательно, точка @; 0) является изолирован-

Рис. 6.7 Рис.6.8 Рис.6.9

ной точкой кривой (рис. 6.7); если а > 0, то А < 0, т. е. точка @; 0)
является узловой точкой (рис. 6.8).
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Если а = О, то А = 0. В этом случае у кривой у2 = х3 в начале

координат
— точка возврата первого рода (рис. 6.9). Уравнение A0)

для данной кривой имеет вид 2а/2 — 2к2 = 0. При а > 0 получа-

получаем, что касательные в узловой точке имеют направления A;

Рис. 6.10

При а = 0 касательная к кривой в точке возврата совпадает с осью х.

При а < 0 уравнение не имеет решений (кривая в изолированной точ-

точке не имеет касательной). А

Пример 4. Найти огибающую семейства кривых

{у - СJ = {х - С)\
к Система A2) в данном случае имеет вид

(у - СJ -(х- СK = 0,
-2(у - С) + 3(х - СJ =0.

Исключая параметр С, получаем дискриминантную кривую 4(у —
- х) + 27(у - хJ = 0, т. е. (у - х)(у - х + 4/27) = 0.

Прямая у — х — 4/27 (рис. 6.10) является огибающей данного се-

семейства кривых, прямая у
— х дает множество особых точек кривых

семейства (точек возврата первого рода). А

ЗАДАЧИ
Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверх-

поверхности в заданной точке A-3).

= xy, 2) z = x2+y
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3) z = 2х2 - V, (-2; 1; 4); 4) z = (х - уJ - х + 2у, A; 1; 1);

5) z = х3 - Зху + у3, A; 1; -1); 6) z = ^х2 + у2
-

ху, (-3; 4; 17);

7) z = у^+гД @; 0; 0); 8) z = х - у + л/Ы, @; 0; 0);

9) z = \ny/x2+y2, @;1;0); 10) z = sin(x/?/), (тг;1;0);
П) z = e*c°*v, (l;0;e); 12) * = arctg^/x), A;1;тг/4).
2. 1) х2 + у2 + z2 = 169, C;4;-12);
2) x2/2+z3= 12, A;2;2);
3) х3+ 2/3 + z3 + х^ = б, A; 2; -1);
4)

5) ^х2+ ?/2 + z2 = х + ?/ + z - 4, B;3;6);
6) e^-z+ x?/ = 3, B;1;0); 7) z = j/ + ln(x/z), A; 1; 1);
8) 2*/*+2^/* =8, B;2;1).
3. 1)ж = ia +г;, 2/ = гх2 +1;2, 2: = ix3+i;3, C;5;9);
2) х= и, у — и2 — 2uv, z — и3 — 3u2v, A; 3; 4);
3) x= /u + lni>, y — v — In?/, 2: = 2ix + v, A; 1; 3);
4) x= cosixchi;, ^/ = sinixchi;, 2: = shi;, (сЫ/л/2; ch 1/л/2; shl).
4. Написатьуравнение касательной плоскости к поверхности в

заданной ее точке (хо;уо; zo):
1) х2/а2+ у2/Ь2 + z2/c2 = 1 {эллипсоид)]
2) х2/а2+ 2/2/62 — z2/c2 = — 1 (двуполостный гиперболоид)]
3) х2/р— у2/q = 2z (гиперболический параболоид).
5. Написатьуравнения нормали к поверхности в данной ее точ-

точке (xO]yO]zo):
1) х2/а2+ 2/2/62 — z2/c2 = 1 (однополостный гиперболоид)]
2) х2/р-\-у2/q= 2z (эллиптический параболоид)]
3) х2/а2+ 2/2/62 - ^2/с2 = 0 (конус).
6. Написатьуравнение касательной плоскости к поверхности в

данной точке (хо;2/о;^о) этой поверхности:

1) хп+ 2/n + zn = an, n G Л/, а > 0;

2) (х2+ у2 + z2J = а2(х2 - у2 + z2), а ^ 0.

7. Написатьуравнение касательной плоскости к поверхности:

1) x= ucosv, у = us'mv, z = щ

2) ж= 3 cos и cos v, у
= 2 cos -u sin г;, г = sin -и, в точке с параметрами

и = щ, v = г?о. Выразить коэффициенты полученного уравнения через

координаты х0, г/о? ^о точки касания.

8. Написатьуравнение касательной плоскости к поверхности:

1) х= F + acos^) cos(p, 2/ = F + acos^) simp, z = asin^, b ^
^ a > 0;

2) x= sin (p cos гр, у = sin <p sin г/?, z = In tg ((f/2) + cos (^ в точке с

параметрами ср = сро, ф = ф0.
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9. Написатьуравнения касательных плоскостей к поверхности

х2 + 2у2 - Sz2 + xy + yz-2xz + 16 = 0

в точках ее пересечения с прямой х = 1, у = 2.

10. Доказать,что поверхности z = ху
— х2 + 8х — 5, z = еж+2?/+4

касаются друг друга в точке B; —3; 1), и найти уравнение общей ка-

касательной плоскости.

11. Найтина поверхности точки, в которых касательные плоскос-

плоскости к ней параллельны координатным плоскостям:

1) х2 + у2 + z2 - 6у + 4z = 12; 2) х2 + у2 - z2 - 2х = 0;

3) х2 + 2у2 + 3z2 + 2ж2/ + 2xz + 4^ = 8.

12. Написатьуравнения тех касательных плоскостей к поверхнос-

поверхности, которые параллельны данной плоскости:

1) х2+ 2у2 + z2 = 1, ж - 2/ + 2z = 0;

2) z2+ ху + xz = 1, х - у + 2z = 1;

3) 4ж2+ б^/2 + 4z2 + 4xz - Sy - 4z + 3 = 0, x + 2y = 0.

13. Написатьуравнение касательной плоскости к поверхности,

проходящей через точку М и параллельной данной прямой:

1) х2-у2= 3z, М@; 0; -1), х = 2у = z;

2) 90ж2+ 1602/2 + 576z2 = 2880, МA2; -3; -1), х = 0, 2/ = 0.

14. Написать для данной поверхности уравнение касательной

плоскости, перпендикулярной данной прямой:

г» = 2*. {/-^ ;
2) z = ху, х = у

= -2z.

15. Для поверхности 2ж2 + 5^/2 + 2z2 — 2ху + 6^/2: — 4х — у
— 2z =

= 0 написать уравнение касательной плоскости, проходящей через

16. Дляэллипсоида х2/а2 + 2/2/fr2 + 2:2/с2 = 1 написать уравнение

касательной плоскости, отсекающей на положительных полуосях ко-

координат равные отрезки.

17. Доказать,что касательные плоскости к поверхности

xyz
= а3, а > 0,

образуют с координатными плоскостями тетраэдры постоянного

объема. Найти объем тетраэдров.

18. Доказать,что касательные плоскости к поверхности

\/х + л/У + л/z = лА, а > 0,
отсекают на координатных осях отрезки, сумма которых равна а.

19. Доказать,что касательные плоскости к поверхности
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отсекают на координатных осях отрезки, сумма квадратов которых

постоянна и равна а2.

20. Найтирасстояние от начала координат до касательной плос-

плоскости к поверхности z = aictg(y/x) в ее точке (хо;уо;го).
21. Доказать,что все плоскости, касательные к поверхности

z = xf(y/x),
где f(u) — дифференцируемая функция, имеют общую точку.

22. Дляповерхности х2 — z2 — 2х + 6у
— 4 = 0 найти уравнения

нормали, параллельной прямой

х + у
- 2 + 1 = 0,

Зж - Ъу + 3z + 9 = 0.

23. Наповерхности х2 + 6у2 — z2 — 4xz + 6ж — 20у — 2z — 1 = 0

найти точки, в которых нормаль к поверхности перпендикулярна

плоскости у
= 0.

24. Вкаких точках эллипсоида ж2/20 + у2/15 + z2/14 = 1 нормаль
к нему образует равные углы с осями координат?

25. Найтиуглы, которые образует нормаль к поверхности

z = arctg (х/у)

в точке A/4; 1/4;тг/4) с осями координат.

26. Найтиточку пересечения нормали в любой точке (жо;^/о;^о)
поверхности вращения

где f(u) — дифференцируемая функция, f'(u) ф 0, с осью вращения.

27. Определить,под каким углом пересекаются поверхности:

1) z2 = ху, х2 + у2 + z2 = 1; 2) од = аз, х2 + у2 = Ь2, 6 > 0;

3) Ж2/ = а2:> л/ж2 + z2 + yV + z2 = 6, 6 > 0.

28. Доказатьортогональность поверхностей

xyz = a3 и 2z2 = х2 +у2 + /О2 -^/2),
где f{u) — дифференцируемая функция.

29. Найтиуглы между нормалями в точках, принадлежащих всем

трем поверхностям

2 2 2 2 2 2
X У о х 2z х 2z

30. Доказать попарную ортогональность поверхностей:

1) х2+ 2/2 + z2 = 2аж, ж2 + 2/2 + z2 = 2Ъу, х2 + у2 + z2 = 2cz, а ф 0,
О, с т^О;
2) ж2+ у2 + z2 = а2, 2/ = Ьж, ж2 + у2 = c2z2, а > 0, О 0;

3) ж2+ ?/2 + z2 = а2, ж?/ = &z2, 2ж2 + z2 = сB^2 + z2), а > 0, О 0.
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31. Доказать,что через каждую точку [x\y\z\ не лежащую на

координатной плоскости, проходят три попарно ортогональные по-

поверхности вида

л^ + л^ + л^=1' «>&>с>°>

—

эллипсоид, однополостный и двуполостный гиперболоиды.
2 2 2
X U Z

32. Кэллипсоиду — +
т^ ~\—^ = 1? а>0> ^ > О, О 0, провести

какую-либо касательную плоскость так, чтобы:

1) суммадлин отрезков, отсекаемых ею на координатных осях,

была наименьшей;

2) центртяжести треугольника, высекаемого на ней плоскостями

координат, находился на наименьшем расстоянии от центра эллип-

эллипсоида;

3) тетраэдр,ограниченный ею и координатными плоскостями,

имел наименьший объем.

Исследовать особые точки кривых, заданных уравнениями C3-
35). Найти касательные в особых точках.

33. 1)ж3 + у3 - Зху = 0; 2) ж3 - 2х2у - у2 = 0;

3) ж3 + у3 - Зх2 = 0; 4) ж3 - 2ж2 + ж - у2 = 0;

5) ж3 - 2х2у + 2ху2 + 2ж2 - 2ху + ж = 0; 6) ж4 + ху
- у4 = 0;

7) у4+ жV - 4ж2 = 0; 8) ж4 + у4 - ж2 - у2 = 0;

9) х2у2 - (у + 1JD - у2) = 0; 10) ж4 + у4 - 8ж2 - Юу2 + 16 = 0;

11) ж5 - (у - 2х2J = 0; 12) уъ + Ъу4 - 4ж2 = 0;

13) ж6 - (у - 2L - ж2 = 0; 14) у6 - у4 + ж2 = 0.

34. 1)у2 = ах2 + ж5; 2) ж(ж2 + у2) + а(у2 - ж2) = 0, аф 0;

3) Bа- х)у2 = ж(ж - аJ, а ф 0;
4) (ж2+ у2)(у - аJ - Ь2у2 = 0, а > 0, Ь > 0;

5) у2= ж3 + ах + Ъ] 6) 2/2 = (ж — а)(ж — Ъ)(ж — с), а ^ Ъ ^ с.

35. 1)ж2/3 +2/2/3 = 22/3; 2) у2 = s'mx2; 3) ^2 = sin3 ж;

а\ _
Г ж/A + е1//ж), если х ф 0,
\ 05 еслиж = 0;

7ч _

Г ж In ж, если хфО,
' у ~

у 0, если ж = 0;

8) ух=ху.

36. Определитьпорядок п особой точки @,0) кривой и построить

кривую в окрестности этой точки:

1) ж4 + 2х2у - ху2 + у2 = 0; 2) ж4 - 6х2у + 25у2 - 1бж2 = 0;

3) (ж2 + у2 - бжJ - (ж2 + у2) = 0; 4) ж4 + у4 - 6у3 + 8х2у = 0;

5) ж4 + 2у3 - 4х2у = 0; 6) ж5 + уъ - ху2 = 0;
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7) у3- х2у + ж5 = 0; 8) (ж2 + у2K - 27х2у2 = 0.

37. Определитьпорядок п особой точки @; 0) уравнения

(у/3K + (ж/5M = 0.

Имеет ли кривая, определяемая этим уравнением, особые точки?

38. Найтиогибающую семейства прямых:

1) у = Сх - С2] 2) у = Сх + 1/С; 3) у = Сх - In С;
4) у= Сх + cos С, |С| <тг/2;
5) ^/= Сж + /(С), / — непрерывно дифференцируемая функция;

6) жcos С + у sin С = р, р> 0; 7) 3(Сж - $/) = С3;
8) 2С20/-Сж)= 1.

39. Найтиогибающую семейства прямых, образующих с коорди-

координатными осями треугольники постоянной площади S.

40. Найтиогибающую семейства прямых, содержащих отрезок
постоянной длины а, концы которого скользят по осям координат.

41. Доказать,что огибающая нормалей плоской кривой есть эво-

эволюта этой кривой.

42. Надугу окружности ж2 + у2 = а2, ж > 0, падает пучок парал-

параллельных лучей, направленных вдоль оси ж. Найти катакаустику, т. е.

огибающую отраженных лучей.

43. Найтиогибающую семейства окружностей:

1) (ж - СJ +у2= R2; 2) (ж - СJ + у2 = С2/2;
3) (х-СJ+ (у-СJ = С2;
4) (ж- СJ +y2=R2- С2, \С\ <: R/y/2.
44. Найтиогибающую семейства окружностей, имеющих центры

на параболе у2 = 2ж и проходящих через ее вершину.

45. Найтиогибающую семейства окружностей, построенных как

на диаметрах на фокальных хордах параболы у2 = 8ж.

46. Найтиогибающую семейства эллипсов ж2/а2 + у2/Ъ2 = 1, если

сумма полуосей каждого эллипса постоянна и равна d.

47. Найтиогибающую семейства парабол:

1) У=
(Ж + ^ J;2)ж = С+^; 3) у = х2-2Сх-ЗС2;

4) у2 = 2Сж + С2; CV 0; 5) у = С2(ж - СJ, С ф 0;
6) Сж2+С22/ = 1.

48. Найтипараболу безопасности, т. е. огибающую траекторий
снарядов, выпущенных с начальной скоростью г?о в вертикальной
плоскости при всевозможных углах бросания а (сопротивлением воз-

воздуха пренебречь).
49. Найтиогибающую семейства кривых:
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1) у = С2/(х - С); 2) у = С/х - С2; 3) х = у4/DС) + С, О 0;

4) ((у - С)/3K + ((ж + C)/bf = 0; 5) у = Сех'с;
6) у = Се2х + 1/С; 7) у = х + sin(a; + С); 8) у = С • tgx - С2.

50. Найтии исследовать дискриминантную кривую семейства

кривых:

1) С2у = 4(С + 1)х; 2)у = (х- СK; 3) у2 = (х - СK;
4) у3 = (х - СJ; Ъ)у-С={{х- С)/3K;
6) ((у+ С)/5M = ((х + С)/7O;
7) у= ЗСх4/3 - С3; 8) B - aO(j/ - СJ = х2B + х);
9) х3 + (у - СK = МУ ~ С); 10) (у-(х- СJJ = (х - СM.
51. Найтиогибающую семейства поверхностей:

1) z = (х - 1) cos С + (у -2) sin С; 2) х2 + у2 + (z - СJ = R2;
3) (х- СJ + (у- СJ + (z- СJ = В2;
4) (х- СJ + (у- СJ + (z- СJ = С2,Сф 0.

52. Найтиогибающую сфер радиуса Л, центры которых лежат:

1) на окружности х2 + у2 = г2, z = 0; 2) на конусе х2 + у2 — z2.

53. Найти огибающую эллипсоидов х2/а2 + у2/b2 + z2/с2 = 1,
имеющих постоянный объем V.

ОТВЕТЫ

1 1)ж + 2 -z = 2 2-у~г -

Z~X

2 —1

3) 8х+ 8у + z + 4 = 0, ^р = ^ = 2
- 4;

4) х- 2у + 2 = О, х - 1 = ^ =2-1;

5) 2 = -1, ,; 'L 2/ = J-;

7) не существуют; 8) не существуют;

Q ) о I
у ^—

1 ^— 7/ ^— У • 1 О I Т* 7Г7/ —I— ^ ^3 О Т* 7Г ^3
у/ i/ ^ — 15 п

—

^ —' 1и/ х п У * ^ — и, л /( —yl z; 10)xwy + z 0, xw
U —7Г

—5

2. 1)Зх + 4у - Viz = 169, 1=3/4 = 2-12;

2) ж+ у + 3^ = 9, x-l = 2/-2 = (z- 2)/3;
3) x+ lly + 5z = 18, х-1 = (у- 2)/11 = (z
4) 2х+ у + 1Ь = 25, (ж - 1)/2 = у

- 1 = (г - 2)/11;
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5) 5x+ 4y + z = 28, (х - 2)/5 = (у - 3)/4 = z - 6;
6) х+ 2у = 4, х - 2 = (у - 1)/2 = z/0;
7) ж+ у

- 2г = О, ж-1 = 1/-1 = B- 1)/(-2);
8) ж+ у

- 4;г = О, ж-2 = у-2=(;г- 1)/(-4).
3. 1) 12ж - 9у + 22 = 9, (ж - 3)/12 = (у - 5)/(-9) = (z - 9)/2;
2) 6ж+ Зу - 2z = 7, (х - 1)/6 = (г/ - 3)/3 = (* - 4)/(-2);
3) Зж- у

- 2z + 4 = 0, (х- 1)/(-3) = у
- 1 = (г - 3)/2;

4) ^-(x+ y)-(shl)z = l, x = y
= ^

.

^ хох уоу z0z
_ 1

_. жож уоу
_

zoz
_ _1

; 1?
+

"ь^
+ ~ ~

' > ~&~
+
~W

~
-

'

3)
™

- Ш = z + Zo.

5.1) а2^^ =Ь2У^Уо =_с2?^о
Хо 2/0 «О

, ж-жо
_ „У -уо

_

z - г0

3) а2?^0 =62УЦУО =_с2?^0
^0 I/O ^0

6.1) х%-1х + у%-1У + г%-1г = ап;
2) Bг2 - а2)х0х + Bг2 + а2)^?/ + Bг2 - а2)^^ = г4,

2 2

7. 1) (cosvo)a; + (sinvoJ/ - 2: = 0, жож + 2/О2/
~

^о^ = 0;

г2 = ж2 + ?/2 + zl > 0.

оч
cos щ cos vo cos г^о sin vo , . ,

Л
хох уоу

2) ж+ y+ (smuo)z = l, — + ^ +zoz =

8. 1) (cos -00 cos(^o)^ + (cos фо sm(fo)y + (sin гро)г = а +

2) (со8(р0со8ф0)х + (cos y?0 sin фо)у - (smipo)(z - In tg(y?0/2)) = 0.

9. ж- 62/ + 9z = 16, Ъх + 32/ + 9z + 16 = 0.

10. x+ 22/-z + 5 = O.

11. 1) @;3;3), @;3;-7), E;3;-2), (-5;3;-2), @;-2;-2),
8;-2);
2) (l;l;0), (l;-l;0), @;0;0), B;O;O);
3) @;2л/2;-2л/2),@; -2л/2; 2л/2), B;-4; 2), (-2; 4;-2), D;-2;0),
4;2;0).
12. 1)2x - 2y + 4z = ±л/22;
2) ж - ?/ + 2z = ±л/5; 3) ж + 2^/ - 2 = 0, ж + 2у = 0.

13. 1)4ж - 22/ - 3z = 3; 2) Зж + 4^/ = 24, Зж - 28?/ = 120.

14. 1)ж + 2/
= 1 ± л/2; 2) 2ж + 2?/

- z = 4.

15. 4ж-5г/-2;г+ 2 = 0.

16. ж+ ?/ + z = л/а2 + 62 +с2.

17. 9а3/2.
(j

20. ^0Л/(^+^)/(ж2+ 2/§ + 1).
22. ж- 2 = (j/ - 10/3)/3 = (г + 4)/4.
23. (-1;2±л/5;1).
24. B0/7;15/7; 2), (-20/7;-15/7;-2).
26. arccosB/3), arccos(-2/3), arccos(-l/3).



142 Гл. 1. Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных

( л/^^/
28. 1) -; 2) arccos —

°

, z0 —аппликата точки пересечения;
^ by

2 + Ь2

3) тг/2.
29. тг/2.
О О 1 \ /3/ о" I /3/т О , /3/ о" /3/ о" I 3/т О , 3/ о"
32. 1)х/л/а2 + y/vb2 + z/yc2 = V V а2 + v&2 + vc2;

2) ж/д/а + 2//л/Ь + z/y/c = л/а + & + с; 3) х/а + y/b + z/c = л/3.
33. 1)@; 0) — узловая точка с касательными ж = 0 и 2/

= 0;
2) @;0) — точка возврата первого рода с касательной у

= 0;
3) @;0) — точка возврата первого рода с касательной х = 0;
4) A;0)— узловая точка с касательными у = ±(ж — 1);
5) (—1;0)— изолированная точка;

6) @;0) — узловая точка с касательными у = 0, х = 0;
7) @;0) — точка самоприкосновения с касательной х = 0;
8) @;0) — изолированная точка;

9) @;-1) — узловая точка с касательными у = ±х/л/3 - 1;

10) (±2;0)— узловые точки с касательными у = ±2^2/5 (х - 2),

11) @;0) — точка возврата второго рода с касательной у
= 0;

12) @;0) — точка самоприкосновения с касательной х = 0;
13) @;2) — изолированная точка;

14) @;0) — точка самоприкосновения с касательной х = 0.

34. 1) @; 0) — изолированная точка при а < 0, узловая с каса-

касательными у = ±л/ах при а > 0, точка возврата первого рода с каса-

касательной у
= 0 при а = 0;

2) @;0) — узловая точка с касательными у = =Ьж;

3) (а;0)
—

узловая точка с касательными у = ±(ж — а);
4) @;0) — изолированная точка при Ъ < а, узловая точка с каса-

касательными у = ±ах/у/Ь2 — а2 при Ъ > а, точка возврата первого рода

с касательной х = 0 при b = а;

5) еслиа < 0, то при 6 = Bа/3)л/—а/3 изолированная особая точ-

точка (—^/—а/3;0), при 6= (—2а/3)^/—а/3 узловая точка (^/—а/3;0) с

касательными 2/
= ± \/—а/3(л/3ж - <\/~^)> если а = 6 = 0, то @; 0) —

точка возврата первого рода с касательной 2/
= 0, при остальных зна-

значениях а и b особых точек нет;

6) еслиа < b < с, то особых точек нет, если а = b < с, то (а; 0) —

изолированная точка, если а < b = с, то F; 0) — узловая точка с

касательными у = ±л/Ь — а(х — Ь), если а = b = с, то (а; 0) — точка

возврата первого рода с касательной у
= 0.

35. 1)(±2; 0) — точка возврата первого рода с касательной у
= 0;

@; ±2) — точки возврата первого рода с касательной х = 0;
2) @; 0) — узловая точка с касательными у = ±х;
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3) (&тг;О), k Е Z — точки возврата первого рода с касательны-

касательными ж = &тг;
4) @;0) — узловая точка с касательными у = ±ж;
5) @;0)

— точка возврата с касательной у
= 0;

6) @;0) — узловая точка; 7) @; 0) — точка прекращения;

8) (е; е) — узловая точка с касательными у = ж, х + у = 2е.

36. 1)п = 2, точка возврата второго рода с касательной у
= 0;

2) п = 2, узловая точка с касательными 2/ = ±4ж/5; 3) п = 2,

узловая точка с касательными 2/ = ±л/35ж;
4) п= 3, касательные у

= 0, у — ±2xj\fb\
5) п= 3, касательные у

— 0, 2/ = ±л/2ж;
6) п= 3, касательные 2/

= 0, ж = 0;
7) п= 3, касательные у

— 0, 2/ = =Ь#;
8) п= 4, касательные у

— 0, ж = 0.

37. п= 3, кривая особых точек не имеет.

38. 1)4^/= ж2; 2) у2 = 4ж; 3) ?/ = 1 + 1пж;

4) 2/= ж arcsin ж + л/1 — х2;
5) параметрическиеуравнения огибающей ж = —f'(t), у = /(?) —

6) х2+ у2 = р2; 7) 9у2 = 4х3; 8) %3 = 27ж2.

39. 2жу= ±s.

40. z2/3+2/2/3=a2/3.
42. Дуга эпициклоиды ж = — cost cos3t,

3a .. a .
o. i. i 7Г

У —
— sm t - - sm 3t, \t\ < —

.

4 4 A

43.1J/ = ±Д; 2J/ = ±я; 3) ж?/ = 0, ж2+^0; 4) ^ + ^ = 1.

44. ж3+ ж^/2 + 2/2 = 0.

45. (ж-3J+2/2= 9, ж = -2.

46. Астроидаж2/3 + 2/2//3 = б?2/3 без вершин.

47. 1)2/ = 0, 2/ = 4(яг - 1); 2) г/ = ±ж/2; 3) г/ = 4ж2/3;
4) огибающей нет; 5) у — 0, 2/ = (ж/2L, ж2 + ^/2 т^ 0; 6) 2/ = —ж4/4.
48. y= vllBg)-gx*lBvl).
49. 1)2/ = -4ж; 2) у = 1/4ж2; 3) парабола х — у1 без вершины;

4) 2/ = —ж ±2; 5) 2/ = еж, кроме точки @; 0); 6) у = =Ь2еж;
7) 2/ = ж±1; 8) y = (tg2x)/4.
50. 1)жB/ + ж) = 0, состоит из двух прямых семейства, огибающей

нет; 2) у = 0, является огибающей;

3) у= 0, состоит из особых точек кривых семейства, является

огибающей;

4) у= 0, состоит из особых точек кривых семейства, огибающей

нет;

5) у= ж ± 2, является огибающей;
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6) (у— х){{у — хJ — 4) = 0, состоит из огибающей у = х ± 2 и

прямой у = ж, содержащей точки перегиба кривых семейств;
7) у= ±2ж2, является огибающей;
8) ж(ж+ 2) = 0, состоит из огибающей х = —2 и прямой ж = 0,

содержащей узловые точки кривых семейства;

9) ж(ж3— 4) = 0, состоит из огибающей х = \fi и прямой ж = 0,
содержащей узловые точки кривых семейства;

10) у(Ьъу— 28) = 0, состоит из огибающей у = 28/55 и прямой ^/ =
= 0, содержащей точки возврата второго рода.

51. 1)(х - IJ + (у - 2J = z1- 2) х2 + у2 = R2;
3) х2+ 2/2 + z2 - ху

-

yz
- xz = ЗЯ3/2;

4) х2-\-у2 -\- z2 - 2ху - 2yz - 2xz = 0, х2 + у2 + z2 ^ 0.

52. 1) (г ± л/^TFJ = R2 ~ ^2; 2) (* ±

53. \xyz\= У/Dтгл/3).



ГЛАВА 2

КРАТНЫЕ, КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ

ИНТЕГРАЛЫ

§ 7. Мера Жордана. Измеримые множества

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Разбиением (иногда сетью) ранга к пространства Rn называют

совокупность всех замкнутых кубов вида

где rrii
— любые целые числа, г = 1,...,п; сами эти кубы называют

кубами ранга к, к = 0,1, 2,... Кубы в R1 являются отрезками, в R2 —

квадратами.
Если два куба рангов к\ и к2 имеют общую точку, то либо один

из этих кубов (большего ранга) содержится в другом, либо пересече-

пересечение кубов является гранью одного из них или общей гранью обоих

(при к\ — fe), в частности вершиной.
Число 10~fen называют мерой куба ранга к (длиной в Z?1, площадью

в R
,
объемом в /?п, п ^ 3) и обозначают /i(Q), т. е.

Ю-ы. A)
Вместо /i(Q) используют также обозначение mesQ. Мера объе-

объединения S конечной совокупности N кубов Qj, j = 1,...,7V, одного

ранга к есть

E) = N • КГ*71. B)

Для объединения S счетной совокупности кубов одного ранга по-

полагают /jl(S) = +оо.

Меру пустого множества считают равной нулю, т. е. /i@) = 0.

Для произвольного множества X С Rn объединение всех кубов
ранга к, к = 0,1,..., лежащих в X, будем обозначать Sk(X), а объе-

объединение всех кубов ранга к, имеющих с X непустое пересечение
—

Sk(X). Эти множества могут быть, в частности, и пустыми. Мно-

Множество Sk(X) иногда называют покрытием X кубами ранга к.

Верны включения

Sk(X)CXCSk(x), C)

sk(X)Csk+1(X), D)

Sk(X)DSk+1(X), A: = 0,1,... E)

10 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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Обозначим для краткости Sk = Sk(X) и Sk = Sk(X). Из D), E),
B) следуют неравенства

Фк) <: Фк+i), »(Sk) > KSk+i), к = 0,1,... F)
Члены последовательностей /i(sfc) и /a(Sk), к = 0,1,..., либо не-

неотрицательные числа, либо +оо. Если эти последовательности чис-

числовые, то в силу монотонности и неотрицательности они имеют

пределы
—

неотрицательные числа или +оо. Если среди членов

последовательности /i(sk) или /i(Sk) есть +оо, то считают, что

и ее предел есть +оо.

Конечный или бесконечный предел последовательности /i(sk(X))
называют внутренней (или нижней) мерой Жордана множества X и

обозначают /i*(X) или /л(Х), т. е.

) = ц(Х) = lim ц(8к(Х)). G)
— к—>-|-оо

Конечный или бесконечный предел последовательности /a(Sk(X))
называют внешней (или верхней) мерой Жордана множества X и обо-

обозначают /i*(X) или ~р(Х), т. е.

*= lim fi(Sk(X)). (8)

Определение меры Жордана. Если внутренняя и внешняя

меры Жордана множества X конечны и равны, т. е.

»*(Х)=»*(Х)=»(Х), (9)
то число /л(Х) называют мерой Жордана множества X, а само мно-

множество называют измеримым по Жордану.
Для пустого множества это определение совпадает с прежним,

т. е. /i@) = 0.

Меру Жордана множества в R1 называют длиной, в R2 — пло-

площадью, в /?п, п ^ 3, — объемом.

Вместо термина "измеримое" в R2 употребляют также термин

"квадрируемоё\ а в R3 — "кубируемое". Для указания размерности

пространства меру Жордана множества X в Rn иногда обознача-

обозначают fJLn(X).
Для краткости часто будем говорить "мера" и "измеримое мно-

множество", подразумевая, если нет дополнительного указания, "мера
Жордана" и "измеримое по Жордану множество".

Непосредственно из определения вытекают следующие простей-
простейшие свойства меры:

мера всякого измеримого множества неотрицательна;

всякое измеримое множество ограничено;

если /л(Х) = 0, a Ii С I, то и А*№) = 0;
если /л(Х) = О, X — замыкание X, то и /л(Х) = 0;
если Х\ и Х<2 измеримы и li CX2, то l^(Xi) ^ М^) (монотон-

(монотонность меры).
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Справедлив следующий
Критерий измеримости. Для того чтобы множество X было

измеримым, необходимо и достаточно, чтобы оно было ограниченным
и чтобы мера его границы была равна нулю, т. е. /а(дХ) = 0, где

дХ — граница X.

Верны следующие утверждения о мере Жордана.
Объединение и пересечение конечной совокупности измеримых

множеств, а также разность двух измеримых множеств являются из-

измеримыми множествами.

Мера объединения конечной совокупности попарно непересекаю-

непересекающихся измеримых множеств равна сумме мер этих множеств (адди-
(аддитивность меры).

Пусть X1 С /?т, X" С /?п"т. Множество

{х = (х';х") eRn: х' = (т; ...;жго) G X', х" = (хт+1;...; хп) Е X"}
называют произведением множеств X' и X" и обозначают X' х X".

Если множество X' измеримо в /?т, а множество X" измеримо
в Rn~m

?
то множество X' х X" измеримо в /?п и

/*„(*' х X") = /*„,(*') ¦ 1лп-т(Х").
В частности, если Х; — измеримое множество в /?n-1, то всякий

цилиндр X = X' х [а; 6] с основанием Х; измерим в /?п и

/in(X) = F-a)./in_1(X/).
Если X' — ограниченное множество в /?т, а мера множества X"

в Rn~m равна нулю, то и /in(X; х X") = 0. В частности, если мера

основания цилиндра равна нулю, то и мера цилиндра в Rn равна

нулю.

График любой непрерывной на компакте*) функции измерим, и

его мера равна нулю.

Всякая спрямляемая кривая в Rn измерима, и ее мера равна нулю.

Разбиения измеримого множества. Пусть X —измери-
—измеримое множество в Rn. Конечную совокупность

t(X) = {Xj, j = l,...,7V}

непустых измеримых множеств называют разбиением X, если:

п

1) ц(ХкПХ{) = 0, кф1, fc,Z = l,...,iV; 2) (J X, = X.

3= 1

Для всякого разбиения т(Х) верно равенство
N

Число

|т(Х)| = max di

*) Компакт — ограниченное замкнутое множество.

10*
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где diamXj — диаметр множества Xj, j = 1,..., iV, называют мел-

мелкостью разбиения т(Х).
Пусть т(Х) и т'(Х) — разбиения измеримого множества X и

для каждого множества X'- Е т'(Х), j = 1,...,7V', существует мно-

множество Xkj G т(Х), 1 ^ к3 ^ JV, такое, что X'- С Xkj\ тогда разбие-
разбиение т'(Х) называют вписанным в разбиение т(Х) и пишут т'(Х) У

У т(Х) и т(Х) -< т'(Х).
Если т(Х) -< т'(Х) и т'(Х) -< т"(Х), то т(Х) -< т"(Х).
Для любых двух разбиений т'(Х) и т"(X) измеримого множест-

множества X существует такое разбиение т(Х) этого множества, что т(Х) У

Ут'(Х) и т(Х) Ут"(Х).
Для всякого измеримого множества существуют разбиения сколь

угодно малой мелкости.

Для любого открытого измеримого множества существуют раз-

разбиения сколь угодно малой мелкости, все элементы которых имеют

положительную меру.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Доказать, что куб Q ранга ко в Rn измерим по Жор-
дану и его мера Жордана совпадает с введенной в A) мерой, т. е.

равна 10-feon.
А Если к < ко, то никакой куб ранга к не лежит в Q; поэтому

sk(Q) = 0, »Ы<Э)) = 0. Если к = ко, то sko(Q) = Q, »(sko(Q)) =

= 10-feon. Если к > к0, то опять-таки sk(Q) = Q и /i(sk(Q)) = КГ*071.

3наЧИТ' »*(Q)= lim »(8k(Q)) = 10-fe0-.
к—>-оо

Данный куб Q есть множество

тгц ^
. rrij -\-1 .

^^ж^^ • 1

где ?7ii G Z, г = 1,...,п. При к ^ ко /a(Sk(Q)) — некоторые положи-

положительные числа. Пусть к > ко. Объединение Sk(Q) всех кубов ран-
ранга к, имеющих с Q непустое пересечение, есть множество

Этот куб с ребром длины

_1 ^__ 10fe-fe° +2
10feo 10*

~

10*

содержит A0fe~fe° + 2)п кубов ранга fc. Поэтому

A0fe"feo + 2)n • 10~кп = 10-feon

/i*(Q)= lim *
>-oo

Таким образом, = = =1Q_kon_
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Пример 2. Доказать, что на отрезке есть открытое множество,

неизмеримое по Жордану.
А Укажем такое множество на отрезке [0; 1], следуя идее Г. Кан-

Кантора.

Сначала отметим, что если а и Ъ — концы отрезков ранга к, то

середина отрезка [а; Ъ] является концом отрезка ранга к + 1. Дейст-

вительно, а= —,Ъ= —>;, где m,n€Z, и - (а + Ь) = v1Qfc+1 ,
a

каждое число такого вида есть конец отрезка ранга к + 1.

Опишем процесс индуктивного построения требуемого множест-

множества. Будем называть интервалом ранга к интервал, получаемый из

отрезка ранга к исключением его концов.

Первый шаг. Интервал 1-го ранга, имеющий меньший конец в

середине отрезка [0; 1], обозначим А\. Удалив А\ из [0; 1], получим

два отрезка, совокупность которых обозначим fa. Концы каждого из

них являются концами отрезков 1-го ранга, следовательно, середины

отрезков из fa являются концами отрезков 2-го ранга.

Второй шаг. В каждом отрезке из fa возьмем интервал 2-го

ранга, имеющий меньший конец в середине отрезка. Таких интерва-
интервалов будет два, их объединение обозначим А<±. Удалив А<± из имевших-

имевшихся двух отрезков, получим четыре отрезка, совокупность которых

обозначим fa. Длина каждого отрезка из fa не больше 1/22. Их кон-

концы являются концами отрезков 2-го ранга, поэтому их середины
—

концы отрезков 3-го ранга.

Допустим, что на n-м шаге получены множество Ап — объеди-
объединение 2п~1 интервалов ранга п, и совокупность /Зп из 2П отрезков,

образующаяся после удаления Ап из 2п~1 отрезков, составляющих

/3n-i. Длина каждого отрезка из /Зп не больше 1/2п, их концы яв-

являются концами отрезков ранга п. Тогда (п + 1)-й шаг состоит в

следующем. Середина каждого отрезка из /Зп является концом от-

отрезка ранга п + 1. В каждом отрезке из /Зп выберем интервал ран-
ранга п + 1, имеющий меньший конец в середине этого отрезка. Объеди-

Объединение выбранных 2П интервалов обозначим Ап+\. После удаления из

отрезков /Зп этих интервалов получим совокупность 2n+1 отрезков,
которую обозначим /3n+i. Длина каждого из этих отрезков не боль-

больше l/2n+1, их концы являются концами отрезков ранга п + 1. Тем

самым индуктивный процесс задан полностью.

В результате этого процесса получаем последовательность мно-

множеств Ап, п = 1,2,... Каждое из них открыто как объединение 2п~1

интервалов ранга п.

Множество А = (J Ап открыто и неизмеримо по Жордану.
71=1

Первое выполнено потому, что А есть объединение открытых мно-

множеств Ап. Докажем второе, вычислив внешнюю и внутреннюю ме-

меры А.
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Установим, что /i*(-4) = 1, доказав, что каждый отрезок Qk С [0; 1]
ранга к, к = 0,1,2,..., имеет с А непустое пересечение. Обозначим

В\ — [0; 1] \ А\, Вп = Bn_i \ Ап, п = 2,3,..., т. е. Вп — объединение

непересекающихся отрезков совокупности /Зп.
Допустим, что Qk П А = 0, т. е. Qk П Ап = 0 для любого п. При

п = 1 из того, что Qk П Ai = 0, следует, что Q/, С В\. Из того, что

Qk С Вп для п ^ 1 и Q/. П An+i = 0, следует, что Qk С ?n+i = Бп \
\Ап+1. Методом индукции доказано, что QkCBnC Вп+1 =Вп\ Ап+1
для любого п. Поскольку Вп есть объединение непересекающихся

отрезков совокупности /Зп, отрезок Qk содержится в одном из них,

и, значит, его длина не превосходит 1/2п, т. е. 1/10*5 ^ 1/2п для

любого п. Это неверно, поэтому неверно и допущение Qk Г\ А = 0.

Объединение Sk всех отрезков Qk С [0; 1] фиксированного ран-
ранга к совпадает с [0;1], поэтому /i(Sk) = 1 при любом к, а значит, и

li*(A) = l.

Найдем внутреннюю меру А. Интервал ранга п не содержит ни

одного отрезка ранга к, если к ^ п. Если же к ^ п, то интервал ран-

ранга п содержит Ю^~п — 2 отрезков ранга &. Множество Ап состоит

из 2п~1 непересекающихся интервалов ранга п, поэтому оно не со-

содержит отрезков ранга к при к ^ п, а если к > п, то Ап содержит
(X)

2п~1A0/е~п — 2) отрезков ранга &. В объединении А = (J Ап только

71=1

множества Ai,...,Ak-i содержат отрезки ранга к, остальные их не

содержат. Поэтому
k \ k 1 к 1

-чю*- - 2) • ю-* = ^E^-ip
Г2 n= +

10fcl ; 8 8 5* 10*'

откуда /i*(A) = lim /i(sk) = 1/8. Следовательно, /л*(А) < fi*(A) и А
к—too

неизмеримо.

Используя описанное здесь множество А, можно указать в /?п,
n ^ 2, открытые множества и даже области, неизмеримые по Жор-
дану. А

ЗАДАЧИ

1. Доказать,что в Rn куб ранга к содержит (КУ"^ — 2)п кубов
ранга I < к, не пересекающихся с его границей.

2. Доказать,что для куба Q ранга к в Rn имеется:

1) Зп— 1 кубов ранга &, имеющих с Q непустое пересечение, но

не совпадающих с Q;
2) (КУ" +̂ 2)п кубов ранга I ^ к, имеющих с Q непустое пересе-

пересечение.
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3. ПустьX С Rn. Доказать, что:

1) еслидля некоторого ко Sko(X) есть объединение счетной сово-

совокупности кубов ранга ко, то и для любого к = 0,1,... Sk(X) явля-

является объединением счетной совокупности кубов ранга к (т. е. если в

последовательности /i(Sk) один из членов есть +оо, то и все ее члены

есть +оо);
2) последовательностьSk(X) не обладает свойством, указанным

в 1) для последовательности Sk(X).
4. Доказать,что открытый куб ранга к в Rn измерим по Жорда-

ну и его мера равна мере замкнутого куба ранга к, т. е. 10~fen.

5. Доказать, пользуясь определением меры Жордана, измери-
измеримость и найти меру:

1) отрезка [а; Ь] в Z?1; 2) интервала (а; Ь) в Z?1;
3) замкнутогопрямоугольника в /?2, стороны которого параллель-

параллельны координатным осям и имеют длины а и Ь;
4) открытогопрямоугольника в R2 с такими же сторонами, что и

вЗ);
5) замкнутогопараллелепипеда в /?п, п ^ 3, ребра которого па-

параллельны координатным осям и имеют длины ai, а2,..., an;

6) открытогопараллелепипеда в /?п, п ^ 3, с такими же ребрами,
что и в 5).

6. Пользуясьопределением меры Жордана, доказать измеримость

множеств:

1) {(х1]х2): х\ ^ 0, х2 ^ 0, х\ +х2 ^ 1};

2) {(х1;х2): -1 ^ хх ^ 1, 0 ^ х2

3) {(х1]х2): 0 ^ Ж1 ^ 1, 0 ^ х2

4) {xi;x2): 1 ^ х\ ^ е, 0 ^ Ж2

5) {(xi;x2): 0 ^ х\ ^ тг, 0 ^ х2

7. Доказать,что внутренняя и внешняя меры Жордана ограни-
ограниченного множества конечны.

8. 1)Доказать, что множество с конечной внешней мерой Жорда-
Жордана ограниченно;

2) указать неограниченное множество с конечной внутренней

мерой.

9. Доказать,что измеримое по Жордану множество ограниченно.

10. Доказать,что:

1) внутренняямера множества, имеющего хотя бы одну внутрен-
внутреннюю точку, либо положительное число, либо +оо;

2) множествос положительной внутренней мерой имеет внутрен-

внутренние точки;

3) мераизмеримого по Жордану множества, не имеющего внут-
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ренних точек, равна нулю.

11. Доказать, что непустое пересечение замкнутого п-мерного

куба с открытым множеством в Rn имеет положительную внутрен-

внутреннюю меру.

12. ПустьX —

замкнутое множество в /?n, Sk(X) — его по-

покрытие кубами ранга к. Доказать, что каждая точка X является

внутренней точкой множества Sk(X).
13. Пусть Xi С Х2 С Rn. Доказать, что /x*(Xi) ^ /х*(Х2) и

м*№Км*(х2).
14. ПустьX —ограниченное множество в /?п, Х\ С X. Доказать,

что:

1) Sk(X\X1) = Sk(X)\sk(X1); 2) sk(X \ X{) = sk(X) \ S*(Xi).
15. ПустьX —ограниченное множество в /?п, Х\ С X. Доказать,

что:

1) v*{X \ Х1)=ц*(Х) - /i*(Xi); 2) М*(Х \ Х1)=^{Х) - ц*{Х{).
16. Указатьдва таких непересекающихся множества Х\ и Х<±

из /?п, что ^ ^
/(X1UX2)#/x*(X1)+/x*(X2).

17. ПустьXi и Х2 — открытые множества в Rn. Доказать, что

/i*(Xi U X2) ^ /i*(Xi) + /i*(X2).

18. Указатьдва таких множества Х\ и Х<± из /?п, что

/x*(Xi U Х2) > //*№) + /^*№).

19. Доказать,что если /i*(X) = 0, то X измеримо и /i(X) = 0.

20. Доказать,что данное выше определение меры Жордана в част-

частном случае множества меры нуль равносильно следующему: мно-

множество X имеет меру нуль по Жордану, если для любого е > 0 су-

существуют такие натуральное к и конечное покрытие Sk(X) мно-

множества X кубами ранга к, что /i(Sk(X)) ^ г.

21. Доказать,что конечное множество точек в Rn имеет меру

нуль.

22. Последовательностьточек хк G /?п, к G А/, сходится к точке

из Rn. Доказать, что множество {хк: к е N} имеет меру нуль.

23. Пустьа — /^-мерная гиперплоскость в Rn (прямая при к =

= 1); X — ограниченное подмножество а. Доказать, что /л(Х) = 0.

24. Множествоимеет меру нуль. Пользуясь определением меры

Жордана, доказать, что:

1) любоеего подмножество имеет меру нуль;

2) мераего замыкания равна нулю.

25. ПустьX С Rn и для любого г > 0 существует совокупность
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N

из N измеримых по Жордану множеств Xj такая, что X С (J Xj и

/i(Xj) < s (N и Xj, вообще говоря, зависят от г). Доказать,

что X измеримо и /i(X) = 0.

26. ПустьX С /?n, <9Х — граница X, ак(Х) — объединение всех

кубов ранга к, содержащихся в Sk(X), но не входящих в Sk(X), к =

= 0,1,... Доказать, что дХ С ак(Х) С Sk(dX).
27. Доказатькритерий измеримости: для измеримости множест-

множества по Жордану необходимо и достаточно, чтобы оно было ограничен-

ограниченным и чтобы его граница имела меру нуль по Жордану.

28. Доказать,что измеримым по Жордану является:

1) объединениеконечной совокупности измеримых по Жордану
множеств;

2) пересечениеконечной совокупности измеримых по Жордану
множеств;

3) разностьдвух измеримых по Жордану множеств.

29. Доказатьмонотонность меры.

30. Доказатьаддитивность меры.

31. ПустьIi и 12 — измеримые по Жордану множества в Rn.

Доказать, что:

1) ц(Х!U Х2) = ц(Х! \ Х2) + fi(X2 \ Хх) + /*(*! П Х2);
2) ц(Х!U Х2) = ц(Х!) + 1л(Х2) - ц{Х1 П Х2).

32. Доказать,что замыкание X измеримого по Жордану мно-

множества X измеримо по Жордану и /л(Х) = /л(Х).
33. ПустьX — измеримое множество, тХ

— множество всех

его внутренних точек. Доказать, что 'тХ измеримо и /а('тХ) =

= »(Х).
34. ПустьX — измеримое множество, тХ

— множество всех

его внутренних точек. Доказать, что если Х\ С X \ inX, то \i[X\) =
= 0.

35. ПустьХ\ С /?n, /J>(Xi) = 0. Доказать, что для любого мно-

множества X С Rn множества X, lUli, X\Xi одновременно либо

неизмеримы, либо измеримы, и в последнем случае

36. Пустьмножества Х\ и Х2 измеримы по Жордану в /?п, Х\ С

С Х<± и \i[X\) = /jl(X2). Доказать, что любое множество X такое, что

Х\ С X С Х2, измеримо по Жордану в Rn и /л(Х) = /jl(Xi) = /jl(X2).
37. Пустьизмеримое по Жордану множество X С Rn рассечено

(п — 1)-мерной гиперплоскостью а на две части Ii и 12, т. е. все
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точки Х\ лежат по одну сторону от а, все точки Х<± — по другую

и X = Х\ U а0 U Х2, где а0 = аПХ, Х\ П а0 = Х2 П а0 = 0. Дока-

Доказать, что Xl и Х2 измеримы по Жордану и /i(Xi) +/i(X2) = li(X).
38. Доказать, что:

1) длялюбого множества X С Rn

»*(Х) = sup »(X'),
Х'СХ

где X' — всевозможные измеримые множества, содержащиеся в X;

2) длялюбого ограниченного множества X С Rn

где X' — всевозможные измеримые множества, содержащие X.

39. Множество X С Rn таково, что для любого г > 0 существуют

два измеримых по Жордану множества X' и X" таких, что I'cIC
С X" и 1л{Х") - /л(Х') < г. Доказать, что множество X измеримо по

Жордануи =gup =
Х"ЭХ

где Х; и X" — всевозможные измеримые множества, содержащиеся

в X и содержащие X соответственно.

40. Доказатьнеизмеримость по Жордану множества:

1) рациональныхточек отрезка [0; 1] в Z?1;
2) точекквадрата [0; 1] х [0;1], обе координаты которых рацио-

рациональны;

3) точекквадрата [0; 1] х [0; 1], одна из координат которых рацио-

рациональна, а другая нерациональна.

41. Указатьв R3 неизмеримое по Жордану множество.

42. Пусть{Xj}
—

последовательность измеримых по Жордану
множеств в /?п, не имеющих попарно общих внутренних точек, и

(X)

пусть X — IJ Xj — ограниченное множество. Доказать, что ряд

СХОДИТСЯ И /

43. Доказать, что для любого открытого ограниченного непусто-

непустого множества X С Rn есть такая последовательность кубов Qj ран-
оо

гов fcj, j G А/, не имеющих общих внутренних точек, что X = (J Qj и

44. Пусть Xn — измеримые по Жордану множества меры нуль,
оо

п G А/, и пусть X = U Хп — измеримое по Жордану множество.

71=1
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Доказать, что /л(Х) = 0.

45. Указатьсчетную совокупность множеств жордановой меры
нуль, объединение которых не является множеством меры нуль по

Жордану.
46. Указатьнеизмеримое по Жордану множество, замыкание ко-

которого измеримо по Жордану.

47. Доказать,что объединение двух непересекающихся множеств,
одно из которых измеримо, а другое неизмеримо по Жордану, есть

множество, не измеримое по Жордану.
48. Указатьдва неизмеримых множества, объединение которых

измеримо.

49. Доказать,что всякое замкнутое счетное ограниченное мно-

множество в Rn измеримо по Жордану и его мера равна нулю.

Указание. Можно воспользоваться леммой Бореля о покрытиях.

50. ПустьX' — измеримое по Жордану множество в Rn. Дока-

Доказать, что цилиндр X = X' х [а; Ъ] измерим по Жордану в /?n+1 и

51. Каждаяиз проекций множества X С R2 на оси координат
—

измеримое множество в Z?1. Обязательно ли само множество X будет

измеримым в /?2?

52. Указатьв R2 ограниченное неизмеримое множество, у кото-

которого сечение любой прямой, параллельной одной из осей координат,
есть измеримое в R1 множество.

53. 1)Доказать, что мера Жордана графика непрерывной на ком-

компакте функции равна нулю;

2) указатьфункцию, определенную на компакте, график которой
неизмерим по Жордану;

3) указатьнепрерывную на области определения функцию, график

которой неизмерим по Жордану.

54. Доказать измеримость всякого ограниченного множества,

граница которого есть объединение конечной совокупности мно-

множеств, каждое из которых является либо графиком непрерывной на

компакте функции, либо частью цилиндра с основанием меры нуль.

55. Доказатьизмеримость по Жордану:
1) круга в /?2; 2) параллелограмма в /?2;
3) эллипсоида в /?п, п ^ 3; 4) параллелепипеда в /?п, п ^ 3.

56. Пусть 22
Х = {(х1]х2): Oi - iy+xz2^ 1},

Хп = {(х1]х2): Oi - l/nf + x2,^ l/42n}, neN.

oo

Доказать измеримость множества X \ (J Xn и найти его меру.

n=l
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57. Доказатьизмеримость множества

{(х1]х2): 0 < хх ^ 1/тг, 0 ^ ж2 ^ |sin(l/xi)|}.

58. Доказать,что спрямляемая кривая в Rn имеет жорданову ме-

меру нуль.

59. Пусть П — замкнутое ограниченное выпуклое множество

в /?т, функции (fi(y), г = 1,...,п, непрерывно дифференцируемы
на Q. Доказать, что m-мерная поверхность, заданная параметричес-

параметрически в виде Xi
= tpi(y)j i = l,...,n, y G П, имеет в Rn нулевую меру

Жордана.

60. Указатьнепрерывную кривую х = (f(t), у = ip(t), a ^ t ^ Ь,

имеющую в R2 положительную меру.

61. Указатьизмеримое по Жордану множество X и непрерывную

на нем функцию / такие, что множество

Х+ = {хеХ: f{x) >0}
неизмеримо по Жордану.

62. Указатьобласть в R2 неизмеримую по Жордану.

63. Пустьфункция / непрерывна и неотрицательна на отрез-
отрезке [а; Ь].

Доказать, что криволинейная трапеция

Ф = {(х1]х2): а^хг ^Ь, 0 ^ х2

измерима по Жордануи ь

а

64. Пусть функция r(tp) непрерывна и неотрицательна на отрез-
отрезке [а;/3], 0 ^ а < /3 < 2тг. Доказать, что сектор

Ф = {(г;у>): a^ip^/3, 0 ^ г <:

измерим по Жордануи р

65. ПустьX — измеримое множество в /?n, a G /?п, и

Ха = {х: х = а + ж', х' G X}
—

множество, полученное сдвигом X на а. Доказать, что Ха изме-

измеримо и /а(Ха) = /л(Х).
66. ПустьX — измеримое множество в /?п, А — (п х п)-орто-

п)-ортогональная матрица, Ха = {х: ж = Аж;, ж; G X} — множество, по-

полученное ортогональным преобразованием А множества X (поворо-
(поворотом, симметриями, их композициями). Доказать, что Ха измеримо
и t
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67. Доказать,что мера Жордана не зависит от выбора прямо-
прямоугольной декартовой системы координат.

68. Доказать,что для всякого измеримого множества существуют

разбиения сколь угодно малой мелкости.

69. Доказать,что для всякого открытого измеримого множества

существуют разбиения сколь угодно малой мелкости, все элементы

которых имеют положительную меру.

70. ПустьX — открытое измеримое множество, дХ — его гра-

граница, Х\ С дХ. Доказать, что для множества X \J Х\ существуют

разбиения сколь угодно малой мелкости, все элементы которых

имеют положительную меру.

71. Указатьв Rn множество положительной меры, для которого

не существует разбиений сколь угодно малой мелкости, все элементы

которых имеют положительную меру.

72. Доказать,что для любого измеримого множества X сущест-

существует последовательность вложенных разбиений {rn(X)}, rn+i(X) У

У тп(Х), п е А/, с мелкостями, стремящимися к нулю:

lim |rn(X)| =0.
га-юо

73. МножествоX С Rn имеет меру нуль по Лебегу, если для

любого г > 0 существует не более чем счетная совокупность замкну-
оо

тых прямоугольных параллелепипедов {РЛ такая, что X С (J Pj

Доказать, что:

1) еслимножество имеет меру нуль по Жордану, то оно имеет

меру нуль и по Лебегу;

2) еслимножество X имеет меру нуль по Лебегу, то для любого

г > 0 существует не более чем счетная совокупность открытых па-

параллелепипедов {Pj} такая, что
(X) ОО

X с U Pj и J

3) если компакт X имеет меру нуль по Лебегу, то он имеет меру

нуль и по Жордану.

74. Доказать,что множество всех рациональных точек отрезка

[0; 1], неизмеримое по Жордану в R1 (см. задачу 40, 1)), имеет в R1

меру нуль по Лебегу.

75. Доказать,что множество:

1) иззадачи 40, 2) имеет меру нуль по Лебегу;

2) иззадачи 40, 3) имеет меру нуль по Лебегу.

76. Доказать,что объединение счетной совокупности множеств
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нулевой меры Лебега также имеет нулевую меру Лебега.

77. Указать множество X нулевой меры Лебега, замыкание X

которого не является множеством меры нуль по Лебегу (что, отме-

отметим, невозможно для множеств нулевой меры Жордана).

ОТВЕТЫ

5. 1) Ъ -а; 2) Ъ -а; 3) аЪ] 4) аЪ] 5), 6) а1а2...ап. 65. 14тг/15.

§ 8. Кратный интеграл Римана и его свойства

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Определение интеграла Римана, его свойства. Пусть на

измеримом по Жордану множестве X С Rn определена функция /,
Т = т(Х) = {Xh i = 1,..., N}

— разбиение X, 0r = {?« г = 1,..., N}
—

произвольный набор точек ?(г) G Х^ г = 1,..., iV. Величину

A)
г=1

называют интегральной суммой Римана от / по X.

Определение. Число / называют интегралом Римана от f
по X С /?п, если

Уг > О 3S > 0 Vr(X) 30r (|т(Х)| < S => |/ - aT(f; 0r)| < г), B)
и записывают

lim eT(f;QT)=I. C)
|r|^0

Функцию / называют в этом случае интегрируемой по Риману
на множестве X (или по множеству X) (далее, для краткости,

—

интегрируемой на X (по X)). Для указания размерности Rn иног-

иногда употребляют термин п-кратный интеграл Римана. Двукратный
интеграл часто называют двойным, трехкратный — тройным.

Интеграл Римана от / по X обозначают

f(x)dx или // f(xi;...;xn)dxi...dxnj

ff{x)dX.
гют обозна*

Jjf(x', У) dx dy, JJjf(x; у; z) dx dy di

x

а иногда и

В R2 и R3 часто используют обозначения

ах.

D G
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В терминах последовательностей определение интеграла, равно-

равносильное данному ранее, таково: число / называют интегралом

Римана от f no X С /?, если для любой последовательности раз-

разбиений тт(Х), у которой lim |тш(ж)| = 0, и для любой последова-
т—>-оо

тельности наборов точек 0Гт
lim aTm(f;@TJ=I. D)

га—уоо

Критерий Коши интегрируемости функции / по

множеству X:

Vs > 0 36 > 0 Vn(X) Vr2(X) V0ri V0T2

(|n(X)|<E, \r2(X)\<5^\aTl(f;QTl)-aT2(f;QT2)\<s). E)

Интеграл Римана определен лишь по множествам, измеримым по

Жордану, поэтому далее указание на это свойство множеств иногда

не повторяется.

Пусть Xq С X, X — измеримое по Жордану множество, т(Х) —

разбиение X. Обозначим

го = то(Х) = {Xi е т(Х): XinX0 = 0}, F)

^тО(/;вт)= J2 /(?WV№)- G)
i:Xier0

Теорема 1. Если функция f ограничена на измеримом множес-

множестве X, Хо С X и /i(Xq) = 0, то интеграл Римана от f по X су-

существует тогда и только тогда, когда существует lim crro(/;0r),
|г|-^0

и если этот предел существует, то

(x)dx=YimoaTo(f;eT). (8)
Из теоремы следует, что если функция / определена и ограниче-

ограничена на измеримом множестве X, то при нахождении предела ее ин-

интегральных сумм можно исключать из них слагаемые, соответству-

соответствующие тем элементам разбиений, замыкания которых содержат точки

фиксированного множества меры нуль. Таким множеством является,

например, граница измеримого множества. Из теоремы следует так-

также, что если две ограниченные функции, определенные на измеримом

множестве X, различны лишь на множестве меры нуль, то они обе

либо неинтегрируемы по X, либо интегрируемы и интегралы от них

по X равны.

Теорема 2. Если f интегрируема на X, то существует такое

подмножество Хо С X, /i(X0) = 0, что f ограничена на X \Х0.
(См. также задачу 50.)
Теорема 3. Если функция интегрируема на открытом множес-

множестве, то она ограничена на нем.

(См. также задачу 47.)
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Определение сумм и интегралов Дарбу. Пусть функ-
функция / определена и ограничена на измеримом множестве X, т(Х) =

= {Х{, i = 1,..., N}
— его разбиение,

mi=inf/, Mi = sup/, i = l,...,7V.

Суммы N n

sT
= sT(f) = ^m^i), ST = ST(f) = ^Мф(Хг) (9)

называют соответственно нижней и верхней суммами Дарбу, а

/* = /*(/) = I*(f;X) = sup sT(f), A0)
т(Х)

I* = I* {f) = I*(f;X) =

}rd}ST(f) A1)
— соответственно нижним и верхним интегралами Дарбу от f no X.

Критерии интегрируемости ограниченных функ-

функций. Для того чтобы ограниченная на измеримом множестве X

функция / была интегрируема на нем, необходимо и достаточно вы-

выполнения одного из следующих условий.

I. lim (ST(/)-sT(/))=0.
N

II. lim Y^utf^XMXi) = 0, где u(f;Xi) = sup \f(x') -
kfflhofj х',х"ех{

—f(x")\ — колебание / на элементе Xi, i = 1, ...,iV, разбиения r(X).

III. /*(/)= /*(/) (критерий Дарбу).
IV. Vs>03r(X): ST(f)-sT(f)<e.
При выполнении для ограниченной на измеримом множестве X

функции / хотя бы одного из этих условий для интеграла от / по X

справедливы формулы

f(x)dx = lim crTm(/;0Tm) = sup sTm(f) =
meN

= lim sTm(f)= inf STm(f)= lim STm(f), A2)

где rm(X), m G A/, — какая-либо последовательность разбиений с

условием lim |тш(Х)| = 0, 0Tm — какая-либо последовательность

наборов, соответствующих этим разбиениям.

Достаточное условие интегрируемости. Ограниченная
на замкнутом измеримом множестве X функция, у которой мно-

множество точек разрыва имеет меру нуль по Жордану, интегрируема
на X. (Более общее условие интегрируемости функции дает теорема

Лебега.) В частности, непрерывная на замкнутом измеримом мно-

множестве функция интегрируема на этом множестве.
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Свойства*) кратного интеграла Римана.

1) ПустьX — измеримое множество; тогда

1 dx = /л(Х).
х

2) Пустьфункция интегрируема по множеству X; тогда она ин-

интегрируема и по любому измеримому подмножеству X.

3) ПустьX, Xi, Х2 — измеримые множества, X = XiUX2,
fi(Xi П Х2) = 0; тогда для интегрируемости функции / по X необ-

необходимо, а при ограниченности / на X и достаточно, чтобы / была

интегрируема по Х\ и по Х2, при этом

/ f(x) dx = / f(x) dx + / f(x)
х X х

(аддитивность интеграла по множествам).
4) Пустьфункции fug интегрируемы по X; тогда для любых

чисел а и /3 функция af + /3g интегрируема по X и

Г (af(x) + f3g(x))dx = а Г f(x)dx + /3 f g(x) dx
x xx

(линейность интеграла).
5) Пустьфункции fug интегрируемы по X; тогда:

а) произведениеfg интегрируемо по X;
6) еслиinf \g(x)\ > 0, то частное f/g интегрируемо по X.

х

б) Пустьфункции / и g интегрируемы по X и f(x) ^ g(x), x G X;
тогда

Г f(x)dx ^ J g(x)dx.
х х

7) Пустьфункция / интегрируема по X; тогда и функция |/| ин-

интегрируема по X и

||/(ж)«to| ^ j\f(x)\dx.
X X

8) Пустьфункция / интегрируема на X, неотрицательна на X,
Х\ — измеримое подмножество X; тогда

/ f(x)dx ^ / f(x)dx.
Хх X

9) Пусть функция / интегрируема на множестве X, имеющем

внутреннюю точку Хо, / неотрицательна на X, непрерывна в точ-

*) В учебниках и учебных пособиях ряд этих свойств доказывают для

ограниченных функций. В задаче 52 предложено найти доказательство их без

этого ограничения.

11 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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ке хо и f(xo) > 0; тогда

Г f(x)dx > 0.

х

10) Пусть функция / интегрируема по X, Хь, k Е Л/, — после-

последовательность таких измеримых множеств, что Х\~ С X, к Е Л/,
lim /x(Xfc) = fi(X); тогда

lim / f(x) dx = / /(ж) dx
fc-юо J J

Xk X

(полная аддитивность интеграла по множествам).
11) Пусть функции fug интегрируемы по множеству X поло-

положительной меры, тХ
— множество всех внутренних точек X, g не

меняет знака на тХ; тогда:

а) существует такое число Л, что inf / ^ Л ^ sup / и
inx inX

j f(x)g(x) dx = А у g(x) dx;
x x

б) если к тому же X — линейно связное*) множество или за-

замыкание линейно связного множества и / непрерывна на inX, то

существует такая точка ? G in X, что

X X

(теорема о среднем).
Теорема Лебега. Для того чтобы ограниченная на измери-

измеримом множестве функция была интегрируема по Риману на этом мно-

множестве, необходимо и достаточно, чтобы

множество всех ее точек разрыва имело ме-

меру нуль по Лебегу **).
2. Связь между кратными и пов-

повторными интегралами. На плоскости

множество X вида

X = {(х;у): а^х ^ Ь,

ф) ^у^ ф(х)} A3)
называют элементарным относительно

Рис 8.1 осиОу (рис. 8.1). Здесь функции ср и ф не-

непрерывны на [а; Ь] и ср(х) ^ ф(х) на [а; Ь].
Аналогично определяют множество, элементарное относительно

оси Ох (рис. 8.2).

*) Множество называют линейно связным, если любые его две точки можно

соединить непрерывной кривой, лежащей в этом множестве.

**) Определение множества меры нуль по Лебегу см. в задаче 73 из §7.
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Теорема 4. Если функция f интегрируема на множестве X ви-

вида A3), элементарном относительно оси Оу, то

A4)
()

JJ f(x;y)dxdy = J' dx J f(x;y)dy.

Правая часть в A4) является повторным интегралом, т. е. ре-

результатом последовательного вычисления сначала интеграла по у при

фиксированном ж, а затем интеграла по х от получившейся функции.
Если функция f(x;y) непрерывна на мно-

множестве X, то каждый из этих интегралов

существует. О более общем случае см. [3].
Если множество X элементарно отно-

относительно оси Ох (см. рис 8.2), то для интег-

интегрируемой по X функции f(x;y) верно ра-
равенство

Рис. 8.2

jjf(x;y)dxdy=Jdyjf(x;y)dx. A5)
х са(з/)

Множество X, элементарное относи-

относительно каждой из осей Ох и Оу, называют элементарным. Для него

верно каждое из равенств A4) и A5), в частности,

ъ Ф(х) dР(у)

dx J f(x;y)dy= J J f(x;y)dx. A6)

Это равенство используют для перемены порядка интегрирования в

повторном интеграле.

В пространстве множество X вида

X = {(х- у- z): (ж; у) е X', а(х; у) <С z <С C(х; у)} A7)
называют элементарным относительно оси Oz. Здесь множест-

множество X' — проекция X на плоскость Оху — измеримо, а а(х;у) ^
^ /3(х;у) на X'. Аналогично определяют множество, элементарное
относительно оси Оу или Ох. Множество, элементарное относитель-

относительно каждой из координатных осей, называют элементарным.

Теорема 5. Если функция f интегрируема на множестве X ви-

вида A7), элементарном относительно оси Oz, то

JJJ f(x;y;z)dxdydz = JJ dxdy J f(x;y;z)dz. A8)
X X' a(x;y)

Повторный интеграл в правой части A8) является результатом

последовательного вычисления сначала интеграла по z при фиксиро-
фиксированных ж и у, а затем двойного интеграла по ж, у.

11*
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Если множество X' на плоскости Оху элементарно, например,
относительно оси Оу, т. е. имеет вид A3), то вычисление тройного
интеграла от / по x,y,z сводится к вычислению трех однократных

интегралов: .,Л о( Л

С С С

f(x;y;z)dxdydz = J dx J dy J f(x;y;z)dz. A9)
X а̂(ж) а(х;у)

При соответствующих предположениях тройной интеграл может

быть вычислен и как повторный интеграл, в котором порядок ин-

интегрирования отличен от указанного в A8), A9).
Возможен и другой способ сведения тройного интеграла к пов-

повторному. Пусть / — проекция множества X на ось Oz, X'(z) —

сечение X плоскостью z = const G /

(рис. 8.3).
Теорема 6. Пусть измеримы по

Жордану множества X в R3, I в R1
и X'(z) в R2 для любого z e /,
пусть функция f(x;y;z) интегри-

интегрируема на множестве X, а как функ-
функция от (ж; у) интегрируема на мно-

множестве X'(z) для любого z G /.

Тогда

О
Jf(x;y;z)dxdydz =

= j dz j f(x;y;z)dxdy. B0)
Рис. 8.3 X'(z)

Аналогичное равенство при соответствующих предположениях

можно получить, если вместо оси Oz выделить другую координат-

координатную ось.

Равенства, подобные A8)—B0), имеют место и для n-кратных ин-

интегралов.

3. Замена переменных в кратном интеграле.

Теорема 7. Пусть*) Ic/?", U С /?™ — измеримые области,

(р
— отображение U на X такое, что:

1) (рвзаимно однозначно на U;

2) ipнепрерывно дифференцируемо на U.

Если функция f(x) интегрируема на X, то функция f(cp(u)\J(u)\
интегрируема на и и

ff(x)dx=ff(<p(u))\J(u)\du. B1)
х и

*) Нижние символы х и и указывают на разные обозначения точек х =

= (ж1; ...\хп) и и = («i; ...\un) из Rn.
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Здесь oip\ oipi
dui

'"

дип
h^?l±L= det^(u) = B2)

ди\ дип

— якобиан отображения ср, заданного непрерывно дифференцируемы-
дифференцируемыми функциями

Хг = щ{и) = ipi(u1;...;un), г = 1,...,п. B3)

Замену переменных можно рассматривать и как переход на мно-

множестве X С Rn от прямоугольных координат (xi;...;xn) к криволи-

криволинейным координатам (ui;...;un) по формулам B3).
Если отображение задано обратной системой функций

щ = г/л(х) =ipi(x1]...',xn), г = 1,...,п,

то якобиан отображения в точке и0 = гр(х°) можно найти по формуле

если гр'(х°) существует.

Для полярных координат на плоскости

х — г cos ср, у
= г sin cp, J — т.

В пространстве для цилиндрических координат

x = rcoscp, 2/
= rsincp, z — z, J — г;

для сферических координат

х = г coscpcos^, ^/ = г sincpcos'0, z = rsimp, J = r2cos/0
(§ 3, пример 11).

Замену переменных используют как для упрощения подынтег-

подынтегральной функции, так и для упрощения вида области интегрирова-
интегрирования.

4. Несобственные кратные интегралы. Пусть G — откры-
открытое множество в Rn. Последовательность открытых измеримых мно-

множеств Gk, к = 1,2,..., называют исчерпывающей множество G (ис-
(X)

черпанием G), если: 1) Gk С Gk+i, к = 1,2,...; 2) (J Gk = G.
к=1

Далее будем рассматривать такие функции на G, которые ин-

интегрируемы на любом открытом измеримом множестве П таком,
что П = G.

Определение. Пусть для любой последовательности исчерпы-
исчерпывающих G множеств Gk, к = 1,2,..., существует предел

lim / /(ж) dx,
J
G
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не зависящий от выбора последовательности G^, k = 1,2,...; тогда

этот предел называют несобственным интегралом от / на G и обо-

значают [f(x)dx=\imff(x)dx, B5)J к—уооJ
G Gk

а функцию / называют интегрируемой в несобственном смысле на G.

Если символ интеграла / f(x)dx, употребляемый часто для про-

G

извольных / и G, в том числе и для неограниченных, определен со-

согласно B5), то его называют сходящимся интегралом, в противном

случае
— расходящимся.

Сходящиеся несобственные интегралы обладают свойствами ли-

линейности, аддитивности по множествам, сохраняют знак неравенства

при интегрировании, для них справедлива в обычном виде формула
замены переменного и т. д.

Если функция / неотрицательна на G, то для любой последова-

последовательности G/e, к = 1,2,..., исчерпывающей G, существует конечный

или бесконечный предел lim / f(x) dx, и он не зависит от выбора
к—у+оо J

последовательности G^, к = 1,2,... Иначе говоря, для неотрицатель-
неотрицательных функций при исследовании на сходимость несобственного интег-

интеграла и вычислении его значения достаточно использовать какую-либо

одну последовательность исчерпывающих множеств.

Признак сравнения. Пусть 0 ^ f(x) ^ g(x) на G. Тогда из

сходимости интеграла / д{х) dx следует сходимость интеграла

С G С
I f(x) dx, а из расходимости интеграла / f(x) dx следует расходи-

расходимость интеграла / д(х) dx.

Несобственный интеграл / f(x) dx называют абсолютно сходя-

G r

щимся, если сходится интеграл / \f(x)\dx.
G

Теорема 8. Если кратный (п ^ 2) интеграл / f(x) dx сходится,

то он и абсолютно сходится. G

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Найти с погрешностью не более 0,1 приближенное
значение интеграла 7,

1= —^
JJ 1 + 0,2
х

где X
—

квадрат [0; 1] х [0; 1].
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А Искомое приближенное значение возьмем равным /* = (ST +
+ sr)/2, где ST и sr

—

суммы Дарбу от данной функции по X. По-

Поскольку sT ^ / ^ Sr, для погрешности справедлива оценка |/ — /*| ^
^ (ST

— sT)/2. Разбиение г получим делением данного квадрата X

на п2 равных квадратов прямыми

x1=i/n, x2=j/n, ij = l,...,n- 1.

Число п определим из условия

(ST - sT)/2 < 0,1. B6)
Нетрудно установить, что на каждом квадрате разбиения

Xij = [(г - 1)/п;г/п] х [(j - l)/n;j/n], ij = l,...,n,

для данной функции f(xi;x2) = A + 0,25xix2)~1

По теореме Лагранжа

М- m-- (df
^ A +

где ^ = (?i;?2) — некоторая точка квадрата Х^-. Исследование функ-
функции (^i + &X1 + 0,25^i^2)~2 на экстремум в этом квадрате показы-

показывает, что она имеет максимум в граничной точке ?i = г/n, ^2 = з1п->
i,j = 1, ...,п. Значит, для любых г, j = 1, ...,п

луг 1̂ 32 8

Используя эти неравенства, получаем

п

I/O \ 1V^ / л/f \̂ 1 8 2

и теперь, исходя из B6), находим 4/B5п) < 0,1, п > 1,6, т. е. доста-

достаточно взять п = 2. В этом случае

|/ - /*| ^ (SV
- sr)/2 ^ 2/25 = 0,08.

Отсюда видно, что погрешность вычислений sT и ST не должна пре-

превышать 0,02. Это условие заведомо будет выполнено, если, например,
вычисление тц и Мц вести с тремя знаками после запятой с после-

последующим округлением до двух знаков.

Вычисления (например, с помощью мини-ЭВМ, таблиц и др.) дают

St ~
4 ^ 1 + и/16

~

^ 16 + ij

~

17 9 9 5
^

« 0,235 + 2 • 0,222 + 0,200 = 0,879,
2 1

т
44 .4-, l + (t-l)(j-l)/16 .4" 16
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=

I
+

I
+

I
+ I7~3' °'25 + °'235 = °'985'

/* = @,879 + 0,985)/2 = 0,932 « 0,9.
Учитывая погрешность последнего округления и то, что погрешность
вычислений sT и ST не превышает 0,005, оцениваем истинную по-

погрешность /*:

|/
- /*| ^ @,985

- 0,879)/2 + 0,005 + 0,033 = 0,091 < 0,1.
Ответ: / « 0,9. А

Пример 2. Пусть Хп = [п — 1; п] х [0; n], n Е N. Доказать, что

lim [Г е~Х1Х2 ctei dx2 = 0. B7)
Xn

А Пусть 0 < S < 1; Хм = [n - 1; n] x [0; й], n G /V; X^ = Xn \ Xn?E,
n e N. Очевидно, ц(Хп^) = й, /л(Х'п) = п

- S и 0 < е~Ж1Ж2 ^ 1 при

(xi;x2) G Хщд, a xix^ ^ (п
- 1)й2 и е~Ж1Ж2 ^ e-(n-i)E2 при (Ж1;Ж2) G

G Х^. В силу аддитивности интеграла

1п= Л e~XlX*dx1dx2+ № e~XlX*dx1dx2, n G Л/,

где /п — интеграл из B7). По свойствам 6), 1) и 4) интеграла имеем

II е~Х1Х2 dx! dx2 ^ II 1 dx! dx2 =5, п е А/, B8)
Хп,5 Хп,5

-Х1Х* dx1 dx2 ^ II e-(n-1)d2dXl dx2 = (n - S)e-^n-1K ne N.

n n

B9)
Из B8) и B9) следует, что

< S + пе-(п-1)д\ пе N.

Пусть е > 0. Возьмем 6 < г/2, а по выберем так, чтобы для любо-

любого п > по было
2

Это возможно, так как для фиксированного S lim ne"^ ^= 0.
п—>-оо

Тогда для любого п > по /п < ?/2 + е/2 = г, а это означает, что

Hm /n = 0. А
п—>-оо

Пример 3. На квадрате X = [0; 1] х [0; 1] определена функция /
так, что .,ч

/(ж)
если х\ и Ж2 рациональны и xi

= pi/qi, x2 = p2/q2, где pi/gi и

—

несократимые дроби, pi,p2,qi,q2 G А/, и

/(Ж) = о
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в остальных точках X. Доказать, что / интегрируема на X, и вы-

вычислить интеграл от / по X.

А Пусть г = {Xij, i,j = 1, ...,n}
— разбиение X на равные квад-

квадраты Xij прямыми

х1 = i/n, х2 = j/n, i,j G Z, n G A/.

Пусть N G A/, N ^ 2. Сначала обратим внимание на точки вида

(pi/Qi'iР2/Q2) из квадрата X, в которых

f(Pl/Qq',P2/q2) = I/ft + 1/02 ^ 1/W.

Покажем, что хотя таких точек и бесконечно много, но мера объ-

объединения квадратов разбиения г, содержащих такие точки, будет до-

достаточно малой при достаточно больших п. Со знаменателем q± ^ N
имеется не более чем qi

— 1 рациональных чисел х\
= Pi/qi G @; 1).

Учитывая еще х\ — 1, получаем, что всего рациональных чисел х\ со

знаменателями q\ ^ N имеется не более чем
N

l+^fe-l) = l+i7VGV-l).
qi=2

Каждое из таких чисел принадлежит не более чем двум отрезкам

вида [(г — 1)/п;г/п], г = 1,...,п. Значит, мера объединения всех этих

отрезков, содержащих точки х\ =p1/q1 с q\ ^ JV, не превосходит

2A/п)A + N(N - 1)/2) = B + N(N - 1))/п.
Из разбиения т выделим совокупность Q всех квадратов, содержа-

содержащих точки вида (pi/qi]X2), где q\ ^ N (каждый из указанных выше

отрезков дает полоску длины 1 из таких квадратов). Мера объедине-
объединения квадратов этой совокупности не превосходит

В каждом оставшемся квадрате из разбиения т для точек вида

(pi/qi]x2) будет выполнено неравенство q\ > N.

Из этих оставшихся квадратов выделим совокупность Q2 всех

квадратов, содержащих точки вида (х\\P2jq2) с q2 ^ N. Рассуждая
аналогично, получим, что мера их объединения также не превосходит

Пусть г
—

произвольное положительное число. Возьмем N G А/ так,
чтобы N ^ 2, N > 4/г, а затем возьмем п G А/ так, чтобы

Оценим верхнюю сумму Дарбу от / по X для выбранного выше раз-

разбиения т. На каждом квадрате разбиения, входящем в Q\ или Q2j
sup/ ^ 1. Совокупность всех оставшихся квадратов т обозначим т' =

— т \ (Qi U Фг)- На каждом из них по условию /(ж) = 0, если х\

или Ж2
—

нерациональное число, а в точке вида (pi /^15^2/^2) имеем

= 1/51 + 1/92 ^ 1/JV + 1/7V = 2/iV,
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и, значит,

sup / < 2/TV.

Мера объединения квадратов из г' не превосходит 1. Отсюда

п

5Т(/) =

= Е Щ + Е а) + Е

Е - У

< 1 B + iV(iV - 1)) + I B + iV(iV -l

Учитывая, что (очевидно) sT(f) = 0, получаем

Ve>0 Зт(Х): ST(f) - sT(f)< е.

Значит, по критерию IV функция / интегрируема на X, и так как

sT
= 0 для любого г, то и / /(ж) dx = 0. А

X

Замечание. Функция / из этого примера непрерывна только в

точках вида (xi;x2), @;ж2), (xi;0), где х\ и Ж2 —нерациональные

числа, во всех остальных точках квадрата X эта функция разрыв-
разрывна. Значит, множество точек разрыва функции / не является мно-

множеством жордановой меры нуль. Тем не менее / интегрируема
по X (ср. с указанным выше достаточным условием интегрируе-

интегрируемости).
Пример 4. Вычислить

Ij = jf fj(x;y)dxdy,

если: J

1) fi(x;y)= A + Ж + 2/) ,Xx —тре-
—треугольник, ограниченный прямыми х —

= 2у, у = 2х, х + у
= 6;

2) /2(^52/)= у2, множество Х<± огра-
ограничено линиями х = 2/2, у = ж

— 2;
3) /з(х;у)= ж, множество Хз задано

неравенствами 2гж ^ х2 + у2 ^ Л2, 0 <

<2r < R.

А 1) Треугольник Xi изображен на рис. 8.4. Отрезком АВ разде-
разделим Х\ на два треугольника, Ai и А2, элементарных относительно

оси Оу. Тогда

h = JJ /1 (х; у) dx dy + jj /1 (ж; у) dx dy.

Ai A2

О
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По формуле A4) находим

ж/2
2

2ж

ж/2

о

4 6-ж

Л2 ж/2

следовательно, 1\ — - In7 .

2) Множество Х2 изображено на рис. 8.5. Оно элементарно отно-

относительно оси Ох:

Х2 = {-1^у^2, у2 ^х^у + 2}.
Вычисляем /2 по формуле A5):

2 2/+2 2

h = Jdy j y2dx= Jy2 (x\yyt) dy =

-y
2\ 7

)dy=
63

Рис. 8.5

3) Множество Х%
—

неконцентричное

кольцо — изображено на рис 8.6. Вычис-

Вычисления /3 производим следующим обра-
образом. Обозначим К\

—

круг х2 + у2 ^ R2,
К2 — круг х2 + у2 < 2гх. Тогда Х% =

= К\ \ К2. Продолжим функцию /з с Хз
на К2, полагая fz(x]y) = х для (х;у) е

е К2. Тогда

/3 = xdxdy— xdxdy;
кх к2

ис"8'6 первыйинтеграл здесь обозначим Аь
второй — А2. Круги К\ и К2 зададим в виде

\/^
~ V2

К2 = {-г ^ у ^ г, г - л/г2 - у2 < х < г + л/г2 - у2 }.
По формуле A5) находим
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fW^

Ax—\dy I xds = 0,

так как функция ж во внутреннем интеграле нечетна,

А2 = I dy I x dx = 2r / л/г2 — у2 dy == тгг3.

y=2smx

Рис. 8.7

Следовательно, /3 = A\ — А<± — —тгг . А

Пример 5. Переменить порядок интегрирования в повторном ин-

интеграле
тг 2 sin х

Jdx J f(x;y)dy.
о о

А Неравенства О^ж^тг, 0 ^ у ^

^ 2 sin ж задают множество X, указанное
на рис. 8.7. Проекцией X на ось Оу яв-

является отрезок [0; 2]. Каждая прямая у =

= const G [0; 2) пересекает множество X

по отрезку с концами а{у) и C{у), кото-

которые находим как решения уравнения у
=

= 2 sin ж из отрезка [0; тг]: а(у) = arcsin(^//2), /3(у) = тг
- arcsin(^//2).

Таким образом, множество X задается неравенствами

0^2/^2, arcsinB//2) ^ ж ^ тг - arcsin(^//2).
По формуле A6) имеем

тг 2 sinж 27r-arcsin(y/2)

f dx J f(x;y)dy = J dy J f(x;y)dx. A

0 0 0 arcsinB//2)

Перемена порядка в повторном интеграле иногда существенно

упрощает его вычисление.

Пример 6. Вычислить

О х

А Внутренний интеграл не является эле-

элементарной функцией ж: (см. [2, с. 39]).
Пределы интегрирования в данном по-

повторном интеграле определяют треуголь-
треугольник (рис. 8.8), который можно задать и

неравенствами 0^2/^1, 0 ^ ж ^ у. Рис.8.8

У1
1

о

/
/
/
у

^ j
^^ 1

/ 1

1 *~х
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Следовательно,
i

/= ft
о

У

о

1-у2 dx

1

= [ V
О

1-у2 ydy = -. А

Пример 7. Доказать, что при \а\ ф 1

[ 1 / 2 , 1 о \j ( 2тг1п |а|, |а| > 1,/ 1п(а + 1 — 2а cos у?) а<р = < ~

'

' < î

А Обозначим данный интеграл /(а). С помощью замены ip =

= тг
— ф легко проверить, что /(—а) = /(а), т. е. /(а) — четная функ-

функция. Очевидно, /@) = 0. Пусть а > 1; тогда

1п(а2 + 1 — 2а cos ф) = 2 In а + 1п(а2 + 1 — 2ai cos ф),

/(а) = 2тг In a + I(cl\ ),
где а\ — 1/а, 0 < а\ < 1. Для вычисления интеграла /(а) при a G @; 1)
используем сведение его к двойному интегралу. Для a G @; 1) имеем

а2 + 1 - 2acos(p = (а - IJ + 2аA - costp) ^ (а - IJ > 0,
с? * / 2 1 г» \ 2(a — cos <z>) г/ ч

— 1п(а + 1 — zacosif) = -т—^ Zli—= На: (р):
da а1+ 1 — 2а cos 9?

поэтому т,- а

dip I f(t;cp) dt.

о о

Функция f(t,ip) непрерывна на прямоугольнике

Q = {O^ip^ir, 0^t ^a< 1},

поэтому / интегрируема на Q и двойной интеграл равен любому из

повторных. Значит,

I(a) = fff(t;<p)dtd<p= I dtj t22j\^
q 00

Внутренний интеграл здесь можно вычислить, например, с помощью

замены и = tg(cp/2) (см. также задачу 186 из [2, §6]). Он равен ну-

нулю, поэтому и /(а) = 0, 0 < а < 1. Отсюда следует требуемое. А

г г г

Пример 8. Вычислить интеграл Ij = /// fj(x;y;z)dxdydz, где:

1) fi(x;y;z)= х + у + z, множество Х\ ограничено плоскостями

ж = 0, у — 0, z = 0, x + y + z = l;

2) /2(ж;̂/; z) — у, множество Х2 задано неравенствами |ж| ^ z, 0 ^

^z^l, z^y, x2 +y2 + z2 ^4.
А 1) Множество Х^

—

тетраэдр, который можно задать в ви-

виде A7):
X1 = {(x;y)eX'J Q^z^l-x-y},
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где X' = {0 ^ ж ^ 1, 0 ^ у ^ 1 — х} — треугольник (рис 8.9).
По формуле A9) имеем

1 1-х 1-х—у

h= Jdx J dy J (x + y + z)dz =
о о

1 1-х

= / dx / - i

J J 2,
0 0

1

1

\1~X~Vdy = \jdx
1-х

0 0

о о

2) Неравенства |ж| ^ z, 0 ^ z ^ 1 задают треугольник Х' на плос-

плоскости Oxz (рис. 8.10). Решим исходную систему неравенств отно-

z=l-x-y

У О

Xf

\ z

Рис. 8.10 Рис.8.11

сительно у. Из второго и третьего неравенств следует, что у ^ 0,
поэтому третье и четвертое неравенства равносильны системе

C0)у <: л/4 - ж2 - z*.

Эта система имеет решения, если только л/4 — х2 — z2 ^ z. Этому
условию удовлетворяют все точки треугольника X', так как для них

л/2 > 1 ^ z.л/4 - х2 - z2 ^ л/4 -

Значит, система C0) имеет решения для любой точки из X'. Поэтому
множество Х2 имеет вид (рис. 8.11)

Х2 = {(х; z)eXf, z^y^ л/4-х2 - z2}.
По формуле, аналогичной A9), имеем

I2= Jdzjdx j ydy = Г dz Г -y2\z4
x

dx =

о -^ 0 -z
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1 z

О -z

Пример 9. Вычислить

*= IffJJJ (x + v + zr-

где G — множество, ограниченное плоскостями

4ж + 3z = 12, 4ж + z = 4, 4j/ + 3z = 12, 4у + z = 4, z = 0.

А Данное множество — пирамида с вершиной в точке @;0;4),

dx dy dz

основанием которой является квадрат 1^
Проекцией пирамиды на ось Oz

является отрезок / = [0;4]. Сечения- z\
ми X'(z) пирамиды плоскостями z =

= const e [0;4) являются квадраты,

ограниченные прямыми

х = 3 - 3z/4, х = 1 - я/4,
у = 3 - 3*/4, ?/ = 1 - ^/4.

Иначе говоря, сечение X'(z) задается

неравенствами

(рис. 8.12).

X\z)

Вычисляем данный интеграл по фор-
муле B0):

4 3-3^/4 3-3^/4

l 3

Рис. 8.12

4 / /
f j f dxdy [-,[-,[ dy

= dz / ^——= dz / <ix / ^ —=

У У (x + y + zf J J J(x + y + zf
0 X'(z) 0 1-^/4

4 3-3^/4

=

~2jdZ J ((ж + 3 + ^/4)

Пример 10. Вычислить интегралы Ij = / fj(x;y)dxdy, где:

1) fi(x;y)=x, Xi = {2ж ^ ж2 +^/2 ^ бж, j/ ^ ^};
2) /2(^52/)= l/?/, множество Х2 ограничено прямыми

2/ = ж, y = 2x, y = l-x/2, y = 4-2x.
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А 1) Множество Х\ (рис. 8.13) не является элементарным отно-

относительно осей Ох, Оу; переход к повторному интегралу в декарто-
декартовых координатах требует разбиения Х\ на несколько элементарных

г= 6cos ср

-3
-

Рис. 8.13 Рис. 8.14

множеств. Введение полярных координат упрощает вид области *)
а именно (рис. 8.14)

U\ = {—тг/2 ^ if ^ тг/4, 2cosif ^ г

Используя формулу B1), получаем

h = 11 r2 cosifdrdif =

тг/4 6 cos ср тг/4
Г JГ 2 7 208Г 47 13/п , оч= / cos ip dip / г dr— / cosrip dip =—(9тг + 8).

—тг/2 2cos(^ —тг/2

2) Уравнения линий, ограничивающих данный четырехуголь-
четырехугольник Х2 (рис. 8.15), запишем в виде у/х = 1, у/х = 2, у/B — х) = 1/2,

у=4-2х

О

2

1

i

О

\

Ml
1 2 it

Рис. 8.16

у/B — х) = 2. Заменим переменные по формулам -и = ?//ж, v = 2//B —

-ж), тогда образом Х2 будет прямоугольник U2 (рис. 8.16). Находим

ж =
2v

и + г;'
'

d(u,v)
\j\ =

Auv

JuTvf'

*) Рисунок области в старых или новых координатах вовсе не обязателен для

решения задачи вычисления интеграла с помощью замены переменных.
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Вычисляем /2 по формуле B1):

и + v Auv

2uv {и + vK
dudv

2 2

=2fdvl(
1/2 1

du

2 + v

1/2

где:

Пример 11. Вычислить интегралы Ij = fj(x;y;z)dxdydz,

a};1) Л(x; j/; z) = (x2 + 2/2)/л/х2 + ?/2 + z\ X, = {фу
2) f2(x;y;z)= l, x2 = {(x2 + y2 + z2J ^ 4xyz, x > 0, у > 0};
3)/з(ж;2/;^) = И, Х3 = {(x2+ ^+ z2+ 62- a2J <: 4b2(x2 + j/2)

тор;р;

4) h(x;y;z) = z, X4 = {(x - yJ + (y - zJ ^ R2, 0^x + y + z^

A 1) Перейдем к цилиндрическим координатам х = rcos(p, 2/ =

= rsiri(p, 2 = 2. Множество интегрирования (конус Х\ в декарто-

декартовых координатах, рис. 8.17) в этих координатах задается нера-

Рис. 8.17

венствами U = {0 ^ ср ^ 2тг, 0 ^ г ^ z

мой (рис. 8.18). Вычисляем интеграл:

2 2тгa z

= IdlfIdzI'

Рис. 8.18

a}, т. е. является приз-

0 0 0
/г2 + z2

3 6
v

о

2) Перейдем к сферическим координатам х = г cos ip cos ф, у =

= г sin (^ cos ф, z = rsin^, где г ^ 0, 0 ^ <р ^ 2тг, —тг/2 ^ ф ^ тг/2.
Подстановка в заданные неравенства дает

J Г4 ^ 4гз cos ip sin (^ cos2 ф sin -0,
1 г cos ip cos г/? ^ 0, r sin (^ cos -0^0.

12 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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Поскольку г ^ О, cos^ ^ 0, эта система равносильна следующей:
г ^ 2 sin 2<р cos2 т/> sin -0,
os(^ ^ 0, sin(^ ^ 0.

Из второго и третьего неравенств находим 0 ^ (р ^ тг/2. Первое не-

неравенство имеет решения тогда и только тогда, когда &тф ^ 0, т. е.

0 ^ ф ^ тг/2. Следовательно,
t/2 = {0 ^ г ^ 2sin2(pcos2^sin^, 0 ^ (р ^ тг/2, 0 ^ ^ ^ тг/2}-

Совершаем замену в интеграле /2 и вычисляем его:

тг/2 тг/2

/2 = / / / г2 cos ф dr dtpdijj = I dtp I cos

c/2 00

2 sin 2c/?cos t/;sin t/;

0 0

/ r2 dr =

тг/2 г/2/

= - / sin3 2<p (i(p / cos7 ф si

о о

Далее первый интеграл можно вычислить с помощью замены cos 2(p =
= t, а второй — замены cos^ = s.

В результате получим 1^ = 2/45.
3) Зададим параметрически

плоскость, проходящую через ось

Oz: х = rcos(^, у = rsin(p, r ^
^ 0, <р фиксировано (рис. 8.19).
Сечение тора Х3 этой плоскостью

определяется неравенством

Оно равносильно следующим:

Рис. 8.19

(r-bJ+z2 ^a2.
Значит, сечение — круг радиуса а с центром в точке, где г = b, z = 0.

В этом круге введем полярные координаты

г - Ь = pcosф, z = рыпф, 0 ^ ф ^ 2тг.

Окончательно совершим замену по формулам

где р ^ 0, 0 ^ ip < 2тг, 0 ^ ф < 2тг.

Прообразом тора является параллелепипед

U3 = {0 ^ р ^ а, 0 ^ у? < 2тг, 0 ^ ^ < 2тг}.
Находим якобиан:

J — ТТ7—'—^ТТ — Р(Ь "

Вычисляем интеграл:

/з = \рsin ф\ p(b + p cos ф) dp dtp dф =
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2тг а 2тг

= dip p2 dp (Ь + р cos ф) | sin -01 с?-0 =
0 0 0

а тг а

= 2тг Гр2 dp -2 f(b + рсоъгр) simp dip = 8тгЬ fp2dp = | тг&а3.

0 0 О

4) Сначала введем координаты

? = ж-2/, rj = y-z, ( = x + y + z, C1)
в которых множество интегрирования является цилиндром

{e+v2^R2, (К с О}.

Якобиан этой замены найдем по формуле B1):
-1

1
1 -1 0

0 1-1

1 1 1
3

Теперь введем цилиндрические координаты

? = г cos ip, r\
— г sin ip, ( =( C2)

с якобианом Jo = г. Множеством интегрирования в этих координатах

будет параллелепипед

U4 = {0 ^ г ^ R, 0 ^ (р ^ 2тг, 0 ^ С ^ h}.

Якобиан замены ж, у, z на г, (р, ^ равен произведению J\ • J2 = г/3.
Из C1) и C2) находим

Теперь вычисляем интеграл:

Г Г Г1 1

/4 = / / / - (( - r(cos <? + 2 sin (/?)) • - г dr dtp d( =
J J Jо 3

4
/i Я 2тг h R

= - d( r dr (( — r(cos (^ + 2 sin (/?)) d(p = — (d( irdr —

000 00

= ^R2h2. A

Пример 12. Доказать сходимость интеграла

и найти его значение. R2
А Подынтегральная функция е~(х +у ) положительна. Рассмот-

Рассмотрим последовательность множеств Gk = {х2 + у2 ^ к2}, к = 1,2,...,

исчерпывающую R2. Переходя к полярным координатам, находим

к

12*

1к= Г e-(x4y2)dxdy = 27r je~r\dr = тгA-е*2).
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Отсюда / = lim //, = тг. Как отмечено выше, таков же будет предел и

для любой другой последовательности множеств, исчерпывающей R .

Поэтому интеграл / сходится и равен тг. А

+ОО

/2е~х dx.

— ОО

А В условиях предыдущего примера возьмем последовательность

квадратов D^ = {\х\ ^ к, \у\ ^ к}, исчерпывающую R2. Тогда
к к

1= lim f[e-(x4y2Uxdy= lim ( f e~x*dx] ( f e~y2dy) =

Dk -к -к
к сю

Отсюда / e x^dx — д/тг. A

— (X)

Пример 14. Исследовать на сходимость интегралы:

dxdydz
1) Д = /7/ dxdydz 2)/2 = /У/

А Подынтегральная функция положительна, поэтому можно рас-

рассмотреть наиболее удобные здесь последовательности исчерпываю-

исчерпывающих множеств:

ДЛЯ 1),

для 2), & = 2,3,...

Переходя к сферическим координатам, получаем:
к , i-1/fc,

rplX Z

1+l/fc l/jfe

Теперь видно, что предел lim I\k существует, если а —

— 2 > 1, т. е. а > 3, и не существует при а ^ 3. Предел lim I^k

существует, если а — 2 < 1, т. е. а < 3, и не существует при а ^ 3.

Таким образом, интеграл Д сходится при а > 3, расходится при

а ^ 3, интеграл /2 сходится при а < 3, расходится при а ^ 3. А

Пример 15. Доказать, что интеграл

) dx dy= / /

расходится. R2
А Исследуем на сходимость интеграл

Iq= JJ\sin(x2+y2J\dxdy,
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в котором подынтегральная функция неотрицательна. Пусть

Gk = {x2+y2 <к2}, А: = 1,2,...;

тогда
к к4

т ff-/2, 2\2i7 7 оС\ • 4i 7 /̂" Sln^
7»

iljfe = / / sin(x + у ) \dxdy = 2тг I sin r \r dr = — }—-=А- dt.

Gk 0 0

7 I sin 11
Как известно, интеграл / -—-=A- dt расходится к +оо, поэтому

J y/t
0

lim Iik — +oo, и, значит, интеграл 1\ расходится. Если бы данный
к—>-оо

интеграл / сходился, то сходился бы по теореме и интеграл 1\. Зна-

Значит, из его расходимости следует расходимость данного интеграла. А

ЗАДАЧИ
"

(г — 1)а \
1. Пусть Х = [0;а]х[0;Ч>
—

центр прямоугольника Х^-, i,j = l,...,n; rn = {X^-, i,j =
= 1, ...,п}

— разбиение X; 0Гп = {^г'^, г, j = 1, ...,п}.

Вычислить f(x)dx как предел сумм Римана аТп (/; ЭТтг), ес-

ли (ж = (xi; Х2)):
1) /(ж) = pxi + ^ж2, ж G X; 2) /(ж) = Ж1Ж2, ж G X;

3) /(ж) = е^1+^2, ж G X, те ф 0; 4) /(ж) = рх\ + qxj, ж G X.

2. ПустьX = [—2; 2] х [—1;1], тп
— разбиение X на равные

прямоугольники прямыми х\
— 2г/п, ж2 = j/n, г, j G Z. Найти ниж-

нижнюю sTn и верхнюю 5Гтг суммы Дарбу от / по X и их предел / при
п —у оо, если (ж = (ж1;ж2)):

1) /(ж) = 2ж1 -

ж2, же X; 2) /(ж) = еЖ1~Ж2, ж G X;

3) /(ж) = Ж1Ж2, ж G X; 4) /(ж) = ж^ + а^, х ^ ^*

3. ПустьX = {(жьж2): 0 ^ х± ^ 1, 0 ^ ж2 ^ 1, 0 ^ х± + ж2 ^ 1},
разбиение т(Х) состоит из четырех равных треугольников, получен-

полученных разделением X прямыми х\ = 1/2, ж2 = 1/2, Ж1 + ж2 = 1/2,
набор 0Г состоит из точек пересечения медиан этих треугольников.

Найти приближенное значение интеграла / /(ж) dx (вычисления
х

вести с тремя знаками после запятой), приняв за него:

а) сумму Римана а — сгг(/;©?); полусумму S верхней и ниж-

нижней сумм Дарбу и оценить погрешность А результатов, если (ж =
= (жьж2)):

1) /(ж)=8Ж1+Ж2,жеХ; B,228);
2) /(ж)=С08тг(ж1+ж2), ж G X; (-0,203);
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3) /(ж)= 1пA + хх + х2), х е X; @,250);
4) /(ж)= V^i + ж2, ж G X; @,400).
Сравнить результаты со значением интеграла, указанным в скоб-

скобках (с тремя знаками после запятой).
4. Выполнитьтакое же задание, как в задаче 3, если (ж = (х\\ х2))

X = {(х1;х2): хх ^ 0, ж2 ^ 0, ж? + xj ^ 1},

разбиение г получено разделением X на четыре части окружностями

радиусов 1/4, 1/2 и 3/4 с центром в начале координат, точка набо-

набора 0Г, соответствующая элементу из т, является серединой отрезка,
по которому прямая ж2 = х\ пересекает этот элемент, и:

1) f{x)= y/x[Tx$, хеХ; @,524);
2) f(x)= A + х\ + xl)-1- xeX; @,544);
3) /(ж)=е-ж1-ж2, жеХ; @,496).
Сравнить результаты со значением интеграла, указанным в скоб-

скобках (с тремя знаками после запятой).
5. ПустьX = {(xi;x2): х\+х\ ^ 1}, т

— разбиение X, 0Г —

соответствующий ему набор точек, г > 0. Указать такое S > 0, что-

чтобы для любого разбиения с мелкостью \т\ < S и любого набора 0Г
выполнялось неравенство

М/;©т)- JJf{x)dx\ <е,

если (х = (х\\ х2))'. х
1) /(ж)= sin(pxi + qx2), x eX; 2) /(ж) = е^1+(?Ж2, ж G X;

3) /(ж)=1пB+рж1 +qx2), х е X, где д/р2 + <?2 < 2;

4) /(ж)= еж?-ж2, ж G X; 5) /(ж) = A + Зж? + х22)~\ х е X.

6. 1)Пусть Х = [а;Ь] х [c;d\, F(x) = f(x1), xeX, ж = (жьж2), где

функция f(xi) интегрируема на [а; Ь]. Доказать, что F интегрируема
ъ

на X и F{x) dx = (d — с) f{x-\) dx\.
x a

2) ПустьX' — измеримое множество в /?n-1,
ж — \Х\;...; хп), ж — \х\;...; хп—\),

X = Х; х [с; d] С /?n, F(rr) = F(x'; xn) = fix'), ж G X,

где f(x') —ограниченная и интегрируемая на X' функция. Доказать,
что F интегрируема на X и

f f(x)dx = (d-c) f f(x')dx'.
x x'

3) ПустьX' — измеримое множество в Rk, X" — измеримое

множество в R\
х' = (жь...;ж^), х" = (хк+Ц •••; xk+i),

X = X' х X" = {ж = (ж'; ж") е Rk+l : х' G Х;, ж/; G X"}.
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Пусть F{x) = F(x']x") = /(V)? х Е X, где fix') — ограниченная
и интегрируемая на X' функция. Доказать, что F интегрируема
на X и

fF(x)dx = in(X")ff(x')dx'.
X X'

7. 1)Пусть функция f(xi) интегрируема на [а;Ь], функция д(х2)
интегрируема на [c;d], X = [a; b] x [c;d],

F(x) = F(xi;x2) = f(x1)g(x2), x E X.

Доказать, что F интегрируема на X и

/ F(x) dx = / /(xi) dari / ^(ж2) dar2.
X а с

2) Пусть Х; — измеримое множество в Rk, X" — измеримое

множество в R\ х' = (xi;...;x^), х" = (x^+i;...; ж^+/), Х; xl" =

= X. Пусть функция f(x') ограничена и интегрируема на X', функ-
функция ^(ж") ограничена и интегрируема на X",

F(x) = F(x';x") = f(x')g(x"), x G X.

Доказать, что F интегрируема на X и

[ F{x) dx= Г /(У) ^ [ д(х") dx".

х х> х»

8. Сформулироватьотрицание критерия Коши интегрируемости

функции по измеримому множеству.

9. 1)Сформулировать критерий интегрируемости I:

а) в терминах е-6; б) в терминах последовательностей;

2) доказать равносильность утверждений из а) и б) в п. 1).

10. 1)Сформулировать критерий интегрируемости II:

а) в терминах е-6; б) в терминах последовательностей;

2) доказать равносильность утверждений из а) и б) в п. 1).
11. 1)Сформулировать критерий интегрируемости IV в терминах

последовательностей;

2) доказать равносильность утверждения из п. 1) критерию IV.

12. Доказатьравносильность определений кратного интеграла Ри-

Римана в терминах е-8 и в терминах последовательностей.

13. Доказатькритерий Коши интегрируемости функции.

14. Пустьфункция / определена и ограничена на измеримом мно-

множестве X. Доказать, что: 1) для любых двух разбиений Т\(Х) и т2{Х)
SrAf) ^ ST2(f);

2) для любой суммы Римана о>(/;6) sT(f) ^ o>(/;6) ^ ST(f);
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3) для любого разбиения т(Х) = {Xi, г = 1,..., iV}

где u;(f;Xi) = sup |/(V) - f(x")\ —колебание / на Х^ г — 1,..., N;

4) для любого разбиения r(X) = {Xi, i = 1,...,JV}
sT(/)=mf^r(/;eT), 5T(/) =

5) /*(/K /*(/);

15. Доказать,что определение n-кратного интеграла Римана в

случае п = 1 и X = [а; Ь] С Z?1 равносильно определению интегра-
интеграла Римана от функции одного переменного по отрезку [а; Ь] (см. [2,
§6]).

16. ПустьX Е /?п, /л(Х) = 0. Доказать, что любая функция, опре-
определенная на X, интегрируема на X и

J f(x)dx = 0, ж = Oi;...;xn).
х

17. Пустьфункция / интегрируема на X, Xq —подмножество X

нулевой меры. Доказать, что / интегрируема на X \ Хо и

I f(x)dx= ff(x)dx.
х\х0 х

18. Пустьп
—

измеримое открытое множество, п — его замы-

замыкание, 1] С I С О. Доказать, что функция, интегрируемая на X,
ограничена на X.

19. Доказать,что /*(/;Х) </*(/; X), если X = [0; 1] х [0;1], х =

= Oi;x2) e X, а:

1) /(ж)= 1? если #1 и Ж2 рациональны, /(ж) = 0 в остальных

случаях;

2) /(ж)= 1, если х\ + Х2
—

рациональное число, f(x) = 0 в осталь-

остальных случаях.

20. Доказать,что функция / интегрируема по X [х = (жь^)),
если:

1) X= [0; 1] х [0; 1]; f(x) = (-1)п при 1/(п + 1) < xi < 1/n, n G Л/,
0 ^ ж2 ^ 1; /@;ж2) = 1 при 0 ^ х2 ^ 1;

2) X= {(т;ж2) : Ы + М ^ 1}; /(ж) = (-1)п при 1 - 1 ^

^ |xi| + |ж2| < 1 - 1/(п + 1), п е /V; /(ж) = 0 при \хг\ + |ж2| = 1;

3) X= {(xi;x2): ж? + ^ ^ 1}; f(x) = 1/n при 1/(п + 1) <

< л/xJTxl ^ 1/п, п е /V; /@; 0) = 0.
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21. Доказать,что функция / интегрируема по X, и вычислить

интеграл от / по X (х = (xi;x2) ? -X"), если:

1) X= [-1; 1] х [-1; 1]; /(х) = signx^;
2) X= {(xi;x2): (Km ^ 1, 0^х2 ^ 1-х:}; /(х) = (-IO*-1

при 1/2п < xi + х2 ^ 1/2™-1, n G /V; /@; 0) = 0;

3) X= {(xi;x2): xi+xl^l}- f(x) = 1/2"-1 при 1 - 1/2"-1 <С

^ \Jx\ + х^ < 1 - l/2n, n G /V; /(х) = 1 при д/xj + х^ = 1;

4) X= [0; 1] х [0; 1]; /(х) = l/(q1 + д2), если х;
= Pi/qi, где р;/^ —

несократимые дроби, pi G A/, qi E N, i — 1,2; /(х) = 0 в остальных

точках X;

5) X= [0; 1] х [0; 1]; /(х) = l/(qiq2), если xf
= pi/^, где pi/qi —

несократимые дроби, pi G А/, ^ ^ А/, г = 1,2; /(х) = 0 в остальных

точках X.

22. Доказать,что функция / неинтегрируема по X = @; 1] х [0; 1],
если (х = (xi;x2) G X):

1) f[x)= 1, если х\ и х2
—

рациональные числа; /(х) = 0 в

остальных точках;

2) /(ж)= 1, если х\
—

рациональное число; /(х) = 0 в остальных

точках X;

3) /(ж)= 1, если х2
—

нерациональное число; /(х) = х\ в осталь-

остальных точках X;

4) /(х)= 1, если xi =pi/q, х2 = р2/д, где pi/g и р2/д — несо-

несократимые дроби, pi, p2, q E N; /(х) = 0 в остальных точках X;

5) /(ж)= 1/(д2д2), если Xi
= PiM, где PiM — несократимые

дроби, pi,qi е А/, г = 1,2; /(х) = 1 в остальных точках X.

23. Указатьфункцию, непрерывную на измеримом множестве, но

не интегрируемую на этом множестве (для сравнения см. достаточное

условие интегрируемости).
24. Пустьфункция / непрерывна на открытом множестве X.

Доказать, что / интегрируема на любом измеримом множестве Х^,
лежащем строго внутри X (в том смысле, что каждая точка за-

замыкания Х\ является внутренней для X).
25. Пустьфункция / непрерывна на открытом множестве X и

для любого измеримого открытого множества Xi, лежащего строго

(см. задачу 24) внутри X,
/ f(x)dx = 0.

Доказать, что /(х) = 0 на X.

26. Доказать,что функция, равномерно непрерывная на измери-

измеримом множестве, интегрируема по этому множеству.

27. 1)Пусть функция / определена на измеримом по Жордану
множестве X и множество всех ее точек разрыва имеет положитель-
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ную меру Жордана. Доказать (не используя теорему Лебега), что /
не интегрируема по Риману на X;

2) указать интегрируемую на множестве X (измеримом по Жор-
дану) функцию, множество точек разрыва которой (лежащих в X)
не является множеством меры нуль по Жордану.

28. Указатьфункцию, определенную и неограниченную на мно-

множестве X положительной меры Жордана, но интегрируемую на X.

29. 1) Пусть множество X измеримо, функция / определена

и ограничена на его замыкании X и интегрируема на X. Доказать,
что / интегрируема на X и

Г f(x)dx = Г f(x)dx;

2) указать функцию, определенную на замыкании X измеримого

множества X, интегрируемую на X, но не интегрируемую на X.

30. ПустьX
—

измеримое множество, X
— его замыкание, функ-

функция / интегрируема на X. Доказать, что / интегрируема на X и

/ f(x)dx = / f(x)dx.

31. 1)Пусть функции / и д определены и ограничены на измери-

измеримом множестве X и различны лишь на множестве жордановой меры
нуль. Доказать, что если / интегрируема на X, то и д интегрируема

Г g(x)dx = Г f(x)dx]
х х

2) указать функции fug, определенные на измеримом множес-

множестве X, различающиеся лишь на множестве меры нуль, но такие,
что / интегрируема на X, а д не интегрируема на X.

32. Пустьфункция / интегрируема по множеству X, inX —

множество всех внутренних точек X, Х\ — измеримое подмножест-

подмножество inX, Х2 —X \ Х\. Доказать, что / интегрируема на Х\ и на Х2 и

J f(x) dx= J f(x) dx+ J f(x) dx.

x xx x2

33. Указатьмножество Х положительной меры и функцию, опре-
определенную и неограниченную на X, но интегрируемую и на X, и на

любом измеримом подмножестве X.

34. Указатьнепересекающиеся множества Х\ и Х2 положитель-

положительной меры и функцию, интегрируемую на Х\ и на Х2, но не интег-

интегрируемую на Х\ U Х2 (см. свойство 3)).
35. Указатьмножество X положительной меры и функции / и

д, неограниченные и интегрируемые на X и такие, что:
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1) произведение/ •

д интегрируемо на X;

2) inf\д(х)\ > 0 и частное f/g интегрируемо на X (см. свойст-

свойство 5)).
36. Указать:1) измеримое множество X и определенную на нем

функцию / такие, что функция |/| интегрируема на X, а / не ин-

интегрируема на X (см. свойство 7));
2) множество X положительной меры и интегрируемую неогра-

неограниченную на X функцию / такую, что функция |/| интегрируема
на X и

\ff(x)dx ^ f\f(x)\dx.
X X

37. Пустьфункции fug интегрируемы на множестве X, непре-

непрерывны в его внутренней точке хо и /(жо) < 9(хо), f(x) ^ g(x), x Е X.

Доказать, что

/ /(ж) dx < д(х) dx.

х х

38. Функция / непрерывна и интегрируема на множестве X

и / f(x)dx > 0. Доказать, что существует куб Q С X такой, что

х

f(x) > 0 на Q.

39. ПустьX — измеримое множество положительной меры, функ-

функция / интегрируема на X и /(ж) > 0 для всех х G X. Доказать, что

Г f(x)dx > 0.

х

40. ПустьХ\ — линейно связное измеримое множество, Хо —

множество меры нуль, X = Х\ U Хо, и пусть функция / ограничена
и интегрируема на X и непрерывна на Х\. Доказать, что существует

такая точка (Gl, что

х

41. Доказать неравенства (ж = (ж

1) 1,96 < f A00-\-cos2 х± +cos2x2)~1dx < 2, где X = {(х1;х2) :

2) тг< / v
\

2
б?ж< тг, где Х =2) —- тг< / v

\ 24 б?ж< -

тг,

х

гтё^ S#'где х=Р'5; 31х t-1; -°'5
X
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Указание. Можно воспользоваться результатом задачи 6.

42. ПустьХп = [0;ra] x [0;n], yn = Xn+i \Xnj n e N. Доказать,
что

lim / f(x) dx = О,
п—>-оо J

если для х Е Yn, n G А/, х = (xi;x2):
1) /(ж) = (х\ + ж^)а, а < -1/2; 2) /(ж) = х1х2/{х1 + ж2L;

43. ПустьYn — множества из задачи 42. Доказать, что

lim / fix) dx = +00,

если для х G Fn, n G А/, ж = (xi;x2):
1) /(ж) = BЖ1 + xz)-1/2; 2) /(ж) =

44. Пусть Yn — множества из задачи 42. Доказать, что (х =

45. Пустьфункция / непрерывна, неотрицательна и интегрируе-
интегрируема на X, М — sup/. Доказать, что

lim ( f(f(x))ndxI/n = M.

46. Пустьфункция / интегрируема по X, Хо — множество всех

таких точек замыкания X, в любой окрестности каждой из которых

функция / не ограничена. Доказать, что существует такое S > 0, что

для любого разбиения т(Х) с мелкостью |т(Х)| < S мера любого его

элемента, замыкание которого имеет с Xq общую точку, равна нулю.

47. Пустьизмеримое множество таково, что существуют его раз-

разбиения сколь угодно малой мелкости, все элементы которых имеют

положительную меру. Доказать, что всякая интегрируемая на этом

множестве функция ограничена на нем.

48. Пустьфункция / интегрируема по множеству X положи-

положительной меры, Хо
— множество всех точек замыкания X, в любой

окрестности каждой из которых функция / не ограничена, inX —

множество всех внутренних точек X. Доказать, что расстояние меж-

между Xq и inJ положительно.

49. 1)Пусть функция / интегрируема по множеству X положи-

положительной меры, inX — множество всех внутренних точек X. Дока-

зать, что / интегрируема и ограничена на множестве X П inX и

/ /(ж) dx = / /(ж) dx;
xnl^Jc х
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2) указать множество X положительной меры и определенную на

нем функцию /, которая интегрируема на X П inX, но не интегри-

интегрируема на X.

50. Пустьфункция / интегрируема по множеству X положитель-

положительной меры, тХ
— множество всех внутренних точек X. Доказать,

что существует такое подмножество Хо С X нулевой меры, что /
ограничена на X \ Хо и расстояние между Хо и тХ положительно.

51. ПустьX — множество положительной меры, 'тХ — мно-

множество всех его внутренних точек, Xq С X, /i(Xq) = 0, р(Хо] inX) >

> 0. Доказать, что если функция / определена на X, ограничена
на Х\Х0 и интегрируема на X П inX, то / интегрируема на X и

ff(x)dx= I f(x)dx.

52. 1)Доказать свойства 2), 3), 5), 7), 8), 10) кратного интеграла

Римана;

2) пусть функции /ид интегрируемы на множестве X положи-

положительной меры, тХ — множество всех внутренних точек X, д не

меняет знака на тХ. Доказать, что:

а) существуеттакое число Л, что

inf / ^ Л ^ sup /, I f(x)g(x) dx = А Г д(х) dx;
шХ inX J IX X

б) еслик тому же X — линейно связное множество или замыка-

замыкание линейно связного множества и / непрерывна на inX, то сущест-

существует такая точка ? Е inX, что

/ f(x)g(x) dx = /(?) / д(х) dx.
J J
X X

53. Пустьфункция / интегрируема на X. Доказать, что для лю-

любого г > 0 есть такое S > 0, что для любого измеримого подмно-

подмножества Х\ С X такого, что \i[X\) < ?,

/(ж) dx < г.

54. Пустьфункция / интегрируема на X, и пусть f(x) = 0 в

каждой точке х G X, в которой она непрерывна. Доказать, что

f(x)dx = 0.

х

55. Пусть функция / непрерывно дифференцируема на квадра-
квадрате X = [0;1] х [0;1]. Найти

lim п( / /(ж)dx У^
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56. Пустьлинии уровня непрерывной функции f(x;y)
—

прос-
простые гладкие замкнутые кривые, пусть г?о

— фиксированное значе-

значение /, Q(v) — область, ограниченная линиями уровня f(x\y) = vq и

f(x\y) = v, S(v) — площадь этой области. Доказать, что

V

f(x:>y)dxdy= JuS'(u)du.

Указание. Рассмотреть разбиение Q(v) линиями уровня

f(x;y) = Uj, где {uj}, j = l,...,n, — разбиение отрезка [г>о;г>].

57. Пустьфункция / интегрируема на X и а ^ f(x) ^ b, x e

G X, функция д непрерывна на [а; Ь]. Доказать, что композиция д
о /

интегрируема на X.

58. Пустьфункция / интегрируема на X и а ^ f(x) ^ b, x G X,
функция g выпукла (вверх или вниз) на [а; Ь]. Доказать, что компо-

композиция до f интегрируема на X.

59. Пустьфункция / интегрируема на X. Доказать, что для лю-

любого р > 0 функция \f\p интегрируема на X.

60. Пустьфункции / и д интегрируемы на X, р > 1, 1/р + 1/q =
= 1. Доказать, что

J\f(x)g(x)\dx^ - J\f(x)\pdx+- f\g(x)\«dx.х Рх qх
Указание. Доказать неравенство Юнга \аЬ\ < ар/р + aq/q и вос-

воспользоваться им.

61. Пустьфункции / и д интегрируемы на X, р> 1, 1/р+ l/q =
= 1. Доказать неравенство Гёлъдера

//г \
1/р/г \1/ч

\f(x)g(x)\dx^ [j\f{x)\pdx) (J\g(x)\*dx) .

X XX

Указание. Применить результат задачи 60 к функциям af
и g/а, подобрав а.

62. Пустьфункция / интегрируема на X, р > 1, 1/р+ 1/q = 1.

Доказать, что

(I
P

X

63. Пусть функции fug интегрируемы на X. Доказать нера-
неравенства Минковского:

1) если р ^ 1, то

XX
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2) если 0 < р < 1, то

( j \f{x) + g{x)\v ихI'* > ( j \f{x)\v dxI/P + ( f \д{х)\? dxI/P.
X XX

64. Пустьфункция / интегрируема на X и f(x) =0 вне X, пусть

heRn.

1) Указатьтакие X, / и /г, что функция f(x + h), х Е X, не

интегрируема на X;

2) пустьдополнительно / ограничена на X. Доказать, что функ-
функция f(x + /i), ж Е X, интегрируема на X для любого h Е /?n;

3) притех же условиях, что и в 2), доказать, что

lim f\f(x + h)-f(x))\dx = O;
х

4) непредполагая ограниченности / на X, доказать, что сущест-

существует такое S > 0, что для любого h G Rn такого, что \h\ < S, функция
f(x + /i), ж G X, интегрируема на X;

5) притех же условиях, что и в 4), доказать равенство из 3).
65. 1)Пусть функция / интегрируема и ограничена на X С /?п,

Y — измеримое множество в /?n, Y D X. Пусть / — продолже-

продолжение / нулем на Y *). Доказать, что / интегрируема на У и

fj(x)dx= ff(x)dx;
Y X

2) указать измеримые множества X и Y из /?п, X С Y, и функ-

функцию /, интегрируемую на X, такие, что / — продолжение / нулем
на Y (см. 1)), не интегрируемо на Y.

66. ПустьX и У — измеримые множества в /?п, X С У, У —

открытое множество или замыкание открытого множества. Пусть
функция / интегрируема на X, а ее продолжение нулем на У ин-

интегрируемо на У. Доказать, что / ограничена на X.

67. Одноиз возможных определений интеграла Римана таково

(х = Oi;...;xn)). Пусть

I = {х е Rn: di ^ xi ^bi, i = 1,..., n}
— прямоугольный параллелепипед в Rn с ребрами, параллельными
координатным осям (говорят также: промежуток, брус). Мерой М{1)
такого параллелепипеда называют произведение

г=1

*) Это значит, что / = / на X, / = 0 на У \ X.
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что совпадает с мерой Жордана (§7) прямоугольного параллелепипе-
параллелепипеда. Рассматривают разбиения данного параллелепипеда / на паралле-

параллелепипеды же плоскостями, параллельными координатным. Используя
только такие разбиения, определяют интеграл по / от функции /,
определенной на /, посредством сумм Римана так же, как и в опре-

определении B) в начале этого параграфа.

1) Доказать, что для параллелепипеда / такое определение интег-

интеграла от / по / равносильно определению B).
Далее, пусть функция / определена на ограниченном множест-

множестве X, I — параллелепипед, содержащий X, X С I. Пусть кх
— ха-

характеристическая функция X*). Если существует интеграл**)

J
то его называют интегралом Римана от / по X и обозначают

/ I(Т)d1 т е

х ' Jf(x)dx=Jf>Cx(x)dx. C3)
X I

2) Доказать,что существование интеграла C3) и его величина не

зависят от выбора параллелепипеда /, содержащего X.

Отметим, что в определении C3) множество X не предполагают

измеримым по Жордану.

3) Доказать,что если X неизмеримо по Жордану и / = const ф О

на X, то / не интегрируема на X в смысле определения C3).
Мерой ограниченного множества X С Rn называют число

ц(Х) = / 1 dx,
х

если этот интеграл в смысле C3) существует.

4) Доказать,что такое определение меры равносильно определе-

определению из § 7 меры Жордана, а сами меры совпадают.

5) Доказать,что если функция / интегрируема на X в смыс-

смысле C3), то / ограничена на X.

6) Указатьтакое множество X и определенную на нем функцию /,
что / интегрируема на X в смысле C3), но X неизмеримо по Жор-
Жордану и, следовательно, интеграл от / по X в смысле определения B)
не существует.

7) Указатьизмеримое по Жордану множество X и определенную

на нем функцию /, которая интегрируема на X в смысле определе-

определения B), но не интегрируема на X в смысле C3).
8) Доказать,что на классах измеримых по Жордану множеств и

Это значит, Хх(ж) = 1 для х Е X, Хх(ж) = 0 вне X.

Считают по определению j>Cx = / на X и j>Cx = 0 вне X.
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ограниченных функций определения интеграла B) и C3) равносиль-
равносильны.

68. Пусть семейство измеримых в Rn множеств Х(А), Л G [0;1],
таково, что функция /i(A) = /i(X(X)) непрерывна на [0; 1] и X(Ai) С

С Х(\2) для любых Ai и А2 из [0; 1] таких, что Ai < А2. Пусть функ-
функция / интегрируема на ХA).

1) Доказать, что функция (р(Х) = / f(x) dx непрерывна на [0; 1].

2) Пусть /i@) = 0, f(x) > 0 для любого х Е ХA). Доказать, что

для любого в Е [0; 1] найдется \(в) Е [0; 1] такое, что

в Г f(x)dx= Г f(x)dx.

3) Пустьдополнительно к условиям 2) функция /i(A) строго воз-

возрастает на [0; 1]. Доказать, что для любого в Е [0; 1] уравнение отно-

относительно \(в) из 2) имеет только одно решение.

4) Пустьдополнительно к условиям 2) и 3) Х@) = {хо} — точка

в /?n, diamX(A) —> 0 при А —> 0, функция / непрерывна в точке xq.

Шо.
в^О в

69. Пусть функция / интегрируема по X, хо G X, lim f(x) = a.

х—Vxq

Пусть Q\ — куб с центром хо и ребрами длины А, Х\ = X П Qa и

fi(X\) > 0 для любого А > 0. Доказать, что

lim — / f (x) dx = a.

Л^о 1л(Хх) i

70. 1) Пусть пп, п Е А/, — последовательность открытых шаров

с центрами в начале координат и с радиусами Rn > 0, lim Rn =

п—>-оо

= +оо. Пусть функция / определена на /?п, интегрируема по любому

шару Пп, п Е А/, и lim /(ж) = а. Доказать, что
х—юо

1 /"

\ / f(x)
iln) J

2) Доказать предыдущий результат, заменив последовательность

шаров Пп такой произвольной последовательностью измеримых от-

открытых множеств Хп, п Е А/, что /л(Хп) > О, Хп С Xn+i, n E А/, и

(X)

U х„ = /?п.
п=1

71. Пусть X = [0; 1] х [0;1], ж = (xi;x2), функция / непрерывна
на X. Найти

11111 ж I\ еДУ 1 * «АУ О / 1^С/«АУ •

п—>-оо J

13 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3



194 Гл.2. Кратные, криволинейные и поверхностные интегралы

72. Указатьизмеримое множество X и интегрируемую на нем

функцию, у которой множество содержащихся в X точек разрыва

неизмеримо по Жордану, но имеет нулевую меру по Лебегу.

73. Пустьфункция / интегрируема на множестве X, т(Х) =

= {Xj, j = 1,..., iV}
— разбиение X. Пусть а > О, а Ха — объеди-

объединение всех элементов Xj Е т(Х), на каждом из которых колебание

uj(f;Xj) ^ а. Доказать, что для любого е > 0 и любого S > 0 сущест-

существует такое разбиение т(Х) с мелкостью |т(Х)| < S, что /л(Ха) < г.

74. Доказать критерий Лебега интегрируемости ограниченных
функций.

75. Вычислитьповторные интегралы:
тг/2 х 1 У

/Г С
С

dx / cos(x + у) dy; 2) dy (x - у)еу dx;
0 0 -12у

тг/2 cos(p sinceи

3) d(p г шар Лиг dr] 4) du dv}
J J JJ v^2 — v2
0 1 0 0
J J JJ
0 1 0 0
7Г COSX У

—Х

5) dx dy (x + у + z) dz.

— 7Г since y+x

76. Пустьфункция f(y) непрерывна на отрезке [0;а]. Доказать,
что:
ах а а а а

1) JdxJf(y)dy = J(a-x)f(x)dx; 2) Jdxj f(y) dy = Jyf(y) dy.
0 0 0 Ox 0

77. Пустьфункция ф(х) непрерывно дифференцируема на отрез-
отрезке [0; а] и m ^ гр(х) ^ М на [а; 6], пусть функция /(^/) непрерывна
на отрезке [с; б?], где О G [с; <i], [m; М] С [с; б?]. Доказать, что

//
G

jdx j f(y)dy = a I f(x)dx+
0 0 0 0

В задачах 78-81 для заданного множества G записать интеграл

f{x]y)dxdy в виде повторных интегралов с разными порядками

G

интегрирования.

78. G — треугольник, ограниченный прямыми:

1) х = 0, у = 0, ах + by = с; 2) ж = 0, у = а, тж —

пу = Ь;
3) ^/ = 0, ^/ = /еж, ж = а; 4) ж = 2а, 2/ = 2а, х + у

=
а;

5) ж= а, у
— кх = 0, у + 1х = 0, а > 0, & > 0, / > 0;

6) ж= а, у
- кх = 0, у

- 1х = 0, а > О, Z > fc;
7) у= h, ay — /гж, а^/ = 4а/г — /гж, а > 0, h > 0;
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8) у= 2кх, у = -кх, 2кх + у = 2а, fe > 0;

9) у= lx, у = кх, х + у
= (к + 1)(/ + 1), / > fe.

79. G— четырехугольник, ограниченный прямыми (а > 0):
1) х= 0, 2/ = 0, у = а, ж + ?/ = 2а;

2) ж= 0, ж = а, у
=

х, х + у
= За;

3) 2/= 0, 2/ = а, ж + у = 0, ж + у
= 2а;

4) 22/= ж, 22/ = ж + б, у = 2ж, 2/ = 2ж - 3;

5) ж= 0, 2/ — 0? х — у = а, х + у = 2а.

80. Gограничено линиями:

1) у = ж2, ж + у
= 2; 2) ж = 0, ж = -у^, ж = -л/2 - у;

3) 2/= 0, ж = у/у, х + у
= 6;

4) ж= 0, ж = sin2/, х = cosy @ ^ у ^ тг/2);
5) ж= у^-гЛ ж = л/4:у -у2, у = 2;

6) ж= 0, ж = 1, ж = 2/2, 2/ = ех;

7) ж= 0, ж = тг/2, у = sin ж, 2/ = 2 + cos ж @ ^ ж ^ тг/2).

81. Gзадано неравенствами:

1) ж2 + у2 ^ 2аж; 2) ж2 + ^/2 ^ 2Й2/, ж ^ 0; 3) ж2 + ^/2 ^ 4ж, 2/ ^ х;

4) ж2 + ^2 ^ Я2, ж + 2/ ^ Я; 5) 2/2 ^ 2рж +р2, 2/ ^ ж;

6) х2+у2 ^R2, х + у^О;
7) ж2+ 2/2 ^ ^2, ж2 + 2/2 ^ 2Яж, 2/^0;

8) ж2-2/2^а2,ж2+2/2^За2.

82. Записатьповторный интеграл или сумму повторных интегра-

интегралов в виде двойного и нарисовать множество интегрирования:

1 arccos у 2а За-х

1 2ж-4

1) jdy I f(x;y)dx;2) j dx j f(x;y)dy; 3) Jdx j f(x;y) dy;
0 0 0 x—a 1\nx

2 y+2 1 x 4 x

4) Jdy J f(x;y)dx; 5) J dx J /(ж; у) dy + J dx J f(x;y)dy;
0 y2 -2-21 Г
1 у 2 л/2У~У2

6) Jdy J f(x;y)dx+ Jdy J f(x;y)dx;

1 arcsiny 2 2—у

7) Jdy J f(x;y)dx+ Jdy J f(x;y)dx;
0 0 10

1 л/2у-у2 2 72^

/С С Сdy J f(x,y)dx+ j dy J f(x,y)dx]

13*
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1/2 х/2ж-ж2

9) Jdx J f(x,y)dy+ Jdx J f(x,y)dy;

1 y/x 4 y/x

10) jdx J f(x,y)dy+ J dx J f(x,y)dy;
О -^ 1ж-2

О у О У 2 1

11) Гdy f f(x,y)dx+ I dy Г f(x;y)dx+ f dy Г f(x;y)dx;
-l -l

1/2

1 У-1

12) J dy J f(x;y)dx+ J dy J f(x;y)dx.
0 y/l-2y 1/2 0

83. Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах:

ах

1) Jdxjf(x;y)dy, а>0; 2)j dy j f(x;y)dx;
0 0 00

2 Gж+10)/6 тг cos ж

3) Jdx J f(x;y)dy; 4) | da; J f(x;y)dy;
1 2 1
J J
-1 2ж

2 2-я

-тг -1

Б) J dx J f(x;y)dy; 6) J dy J f(x;y)dx;
-6 ж2/4_! -1

4 g2 тг sinx

7) у da; | f(x;y)dy; 8) /^ / f(x;y)dy;
2 2(ж-1)/3 тг/2 cos ж

2 Зж 23+2ж-ж2

9) Jdx J f(x;y)dy; 10) | | f(x;y)dy;
11 In ж -1 ж2-1

2+^4-1/2

11) J dy J f(x;y)dx; 12) J dx J f(x;y) dy;
-VS v/12^2 тг/4

cos ж

1 l+Vl-ж2 З2ж

13) у da; J f(x;y)dy; 14) JdxJ f(x;y) dy;
-l

1

1 ж

15) Г dx Г f(x;y)dy; 16) /dx /" f(x;y)dy.
-1 ^ 0 ^,^3^2

84. Выразить сумму повторных интегралов через один повторный
интеграл, переменив порядок интегрирования:
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1 2у 4 2

1) Jdy J f(x;y)dx + jdy j f(x;y)dx;
0 y/2 1y/2

dx j f(x; y)dy + J dx J f(x; y) dy;
0 ° V3х/^^З
3 logQу 44—у

3) уфу f(x;y)dx+ Jdy J f(x;y)dx;
10 3 0

Зтг/2 sinж 5тг/2 l

4) fdx f f(x'iV)dy+ f dx f f(x'^y)dy-
— тг/2 —1 тг/2since

85. Вычислить повторные интегралы, переменив порядок интег-

интегрирования:

1) jdx j (l-y2fl2dy; 2) jdyj
0 0 О У
а а

3) fdxГ (a2 -y2)ady, а > 0, а > 0;
О ж

1 1

4) JdxI {l-y2)ady, a>0;

5) dy л/1 — x3 dx; 6) dx y2\/y4 — x2 dy.

ъ Vv °̂

86. Пустьфункция / интегрируема по Риману на отрезке [а;Ъ].
Доказать,что ъ ъ

(ff(x)dx)\(b-a)ff(x)dx.
а а

Указание. Можно, например, воспользоваться результатами

задач б, 7, а) и рассмотреть интеграл

jj(f(x)-f(y)Jdxdy,
G

где G = [а; Ъ] х [а; Ъ].
87. Пустьf(x; у) = 1/у2, если 0 < х < у < 1; f(x; у) = -1/ж2, если

О < у < х < 1; f(x;y) = 0 в остальных точках квадрата X = [0; 1] х

х[0;1]. Доказать, что существуют оба повторных интеграла,

11 11

Jdxjf(x;y)dy и Jdy J f(x;y) dx,
oo oo
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и они не равны друг другу. Доказать, что / не интегрируема на квад-

квадрате [0;1] х [0;1].
88. Пустьf(x;y) = у, если х — рациональное число; f(x;y) = О,

если х
—

нерациональное число. Доказать, что / не интегрируема на

прямоугольнике [0; 1] х [—1; 1] и что существует один из повторных

интегралов i i ii

Г dx Г f(x;y)dy, Г dy Гf(x;y)dx,
0-1 -10

а другой не существует.

89. Пустьf(x1;x2) = 1, если х{
= pi/q, где щ < q, щ G Z, щ ^

^0, q G A/, Pi/q — несократимые дроби, г = 1,2, и f{x\\X2) = 0 в

остальных точках. Доказать, что, хотя / не интегрируема на квадра-

квадрате [0; 1] х [0; 1] (задача 22, 4) этого параграфа), существуют равные

между собой повторные интегралы

11 11

j dxi f f(x1;x2)dx2 и Г dx2 I' f(x1;x2)dx1.
0 0 0 0

Вычислить двойные интегралы (90-94):

90. 1) / / (ж sin у + у cos x) dxdy, G = 0; — х 0; — ;

G

о\ ff У_ лгл7/ П — fa <- т г3 < ?/ < r2V

G

3) х2у2dxdy, G ограничено линиями х = у2, х = 1;
G

4) ffxy2dxdy,G = {ж2 + ?/ ^ а2, ж ^ 0};
G

5) JJ(x3+y3)dxdy,G = {x2+y2 ^R2, y^O};
G

6) // (ж + 2^/) а'ж а7^, G ограничено прямыми у = х, у = 2ж, ж = 2,
G

// (ж2 + 2/2) dxdy, G ограничено прямыми у = ж, у = х + а,

G

У = За;

8) JJy/x-ydxdy,С=|-ж^2/^ж, 1 ^ 2/^ 4|;
G

9) //sin тг(х — у) dx dy, G — треугольник с вершинами (—4;1),

G

ж = 3;

G

2/
= а, 2/ = За;

(-1;-1/2), G/2; 17/2).
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91. 1) ех~у dx dy, G ограничено прямыми ж = —1, ж = 1, у = х.

У =

2)
G

3) JJxydxdy,G = {x2 +y2 ^25, Зх + у ^ 5};
G

4) ffxdxdy,G = {х2 +у2 ^ 2, ж2 - ^/2 ^ 1, ж ^ 0, 2/ ^ 0};
G

5) ffydxdy,G = {(К 2/ ^6, ж < б, ж?/ > 3, ?/- ж - 2 < 0};
G

6) ffBy-x)dxdy,G = {y(y-x) ^2, ж(ж + j/) ^3};
G

7) //ж2?/2dx dy, G = {y>0, xy < 1, ж2 - Зж^/ + 2^/2 < 0}.
G

92. 1) // Xo
X y

, G ограничено линиями 2/
= xtgx, у — x,

JJ xz + yz

0 ^ ж < тг/2;
li li

2) / I ex^ dxdy; 3) sin(x3- 1) dx dy;

о у

1 0 1 1-2

4) у I tg (y2 + y) dy dx; 5) I I e2x-*2 dx dy;

О (ж-1)/2 О О

6) // л/у2 - x2 dxdy; G ограничено прямыми у = 1, у = ж, 2/ =

= —ж.

93. 1) ГГ (ж2 + 2/2) dx dy, G = {а ^ |ж| ^ Ъ, а ^ \у\ ^ 6}, 0 ^ а ^ 6;

G 2 2

2) ff\y\dxdy, G={^ + ^ <1, ж2+2/2^1};
G

3) JJB-x-y)dxdy,G = {2y^x2+y2^4};
G

4) [[\xy\dxdy, G = {a2 ^ x2 + у2 ^b2}, 0< а < 6;

G
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94. 1) [[ min{x, у} dxdy, G = [0; а] х [0; а], а > 0;
G

2) //mdix{sm x, sin у}dxdy, G — [0;тг] х [0;тг];
G

3) Цsign Bа -2х-у) dx dy, G = [0; а] х [0; а], а > 0;
G

4) Цsign (ж2 - г/2 + 2) ах dj/, G = {ж2 + ^2 ^ 4}.
G

95. 1)Пусть функция у = <р(ж), ж G [а; Ь], задана параметрически:

x = a(t), y = 0(t), te [ti;t2],

где a(t) возрастает и непрерывно дифференцируема на [ti;^],
0 на [ti;t2].

Пусть G = {ж G [a;b], 0 ^ ^/ ^ ^(ж)}, а функция f(x;y) непрерывна
на G. Доказать, что

t2 P(t)

JJf{x;y)dxdy= ja'{t)dt j f(a(t);y)dy;
g h о

2) доказать, что если в дополнение к условиям 1) функция /3(t)
непрерывно дифференцируема на [ti;t2] и /3(ti) = 0, то

t2 t

fff(x;y)dxdy=fal(t)dtff(a(ty,l3(s))l3l(s)ds.
g h ti

96. Вычислить двойные интегралы:

^) \~ ^~ h2j dxdy, G ограничено линиями ж = 0, ^/ = 0иж =

G

— asint, ^/ = 6cost, ? G [0;тг/2];

2) //(x - y) dxdy, G ограничено осями координат и дугой аст-

G

роиды х = a cos3 t, у = a sin3 ?, 0 ^ t ^ тг/2;

3) //ydxdy, G ограничено аркой циклоиды х = a(t — sint), у =

G

= a(l - cost), t G [0; 2тг] и осью Ох;

4) xdxdy,G ограничено кривой х = asint, 2/ = 6sin2t, t G

е[О;тг]Г
5) // xy dx dy, G ограничено осью Оу и кривой х = St — —

, у —

G

= 2t-t2, t G [0;3];
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6) (х+ у) dx dy, G ограничено осью Ох и кривой х = 2?A — ?),
G

y
= 4t-t3, te[0;2];

7) // у2 dx dy, G ограничено осью Ох и кривой х = sinC?/2), у =

G

= sint, t e [О;тг].
97. Пустьмножество G ограничено осью Ох и аркой циклои-

циклоиды х = a{t — sint), у = аA — cost), ? G [0; 2тг]. Доказать, что

/ / хуп dx dy = тга / / ?/п а*ж <i^/, n ^ 0.

G G

98. Пустьфункция f(x\y) непрерывна на квадрате Q = [0; 1] х

х [0; 1]. Доказать, что

lim -I-
а—>-+оо Jq/

G
1

где Ja = J(x(l-x))adx.
0

99. Доказать,что формула замены переменного в интеграле по

отрезку (см. [2, § 6]) является частным случаем формулы замены

переменных в кратном интеграле.

В интеграле // f(x;y)dxdy перейти к полярным координатам и

G
записать его в виде повторных интегралов, расставив пределы интег-

интегрирования в разных порядках, если A00-102) все параметры положи-

положительны.

100. 1)G = {а2 <: х2 + у2 <: Ъ2}, 0 < а < Ъ;
2) G= {x2+y2^a2, y^x};
3) G= {а2 ^ х2 + у2 <: 4а2, \х\ - у ^ 0};
4) G= {х2 +у2^ 2ш/}; 5) G = {(х2 + г/2J ^ а2(х2 - у2), х > 0};

6) G = {х2 +у2^ 2ах, у > х}; 7) G = {а2 <: х2 + у2 <: 2ш/};
8) G= {(х2 + г/2J ^ ^(Зх2 - ?/2), х > 0, ?/ ^ 0};

9) G= {ж2 + у2 ^ а2, ж + у + а ^ 0};

10) G= {x2+y2 ^а2, 2/^^}.
101. 1)G = {ж2 + 2/2 ^ 2аж, х2 + у2 ^ 2Ьу};

2) G = {(ж - аJ + 2/2 ^ 4а2}; 3) G = {0 ^ ж ^ а, 0 ^ ^/ ^ ж};

4) G= {-2 ^ ж ^ 0, ж2 ^ ?/ ^ 2 - ж};
5) С= {ж^?/^0, ж + ?/^ 2а};

6) G= {0^y^l,y-2^x^ -^/y}]
7) G= {ж2 + у2 ^ 2, 2/ ^ ж2, ж ^ 0}.

102. 1)G = [0; а] х [0; а]; 2) G = {ж2 + 2/2 ^ lay ^ 2а2, ж ^ 0};
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3) G= {0 ^ ж ^ а, 0 ^ у ^ а - ж};
4) G= {ж2 + у2 <С а2, ж2 + 2/2 <С 2аж}; 5) G = {2ж <С ж2 + у2 <С 2};
6) G = {2ш/ ^ ж2 + у2 ^ 4а^/, ^/ ^ |ж|}; 7) G = {ж2/4 - 1 ^ ^/ ^ ж}.

Перейдя к полярным координатам, свести интегралы к однократ-

однократным A03,104).

103. 1) JJf(v^T7)dxdyJ G = {x2+y2^x, x2+y2^y};
G

G

Ч) f Г -F(t2 -\- ii2) г\т dii П — /П < т < 1
Х

< II < \/Чт\-
«/J л/3

4) ///( ) dxdy, G — множество, ограниченное петлей декар-

G

това листа х3 + у3 = Зж^/;

5) //
G

104. 1) j dx

-a 0

1 1

3)

; 2) fdxff(*)dy;
О ж

; 4) I dx J /(ж2 -\-y2)dy;
О а—ж

о о V^ ^ у

1/л/З 2
105. Доказать, что f(-)dxdy = / ^f(t)dt,где

D

о о

Вычислить интегралы, перейдя к полярным координатам

A06-109).

Л ={х2 + у2106. 1) Л сс^тгд/ж2 +y2)dxdy, G = {х2 + у2 < 1};

3) JJ\xy\dxdy, G = {a2^x2+y2^ 4a2};
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4) Пху2 dxdy, G = {х2 + у2 ^ а2, ж ^ 0};
G

5) Цу2ех2+У2dxdy, G = {x2+y2 ^ 1, ж ^ 0, ?/^ 0};
G

7) // (ах + by) dx dy, G = \x2 + y2 ^ R2, x — у ^ 0};
G

8) II(ж + y)dxdy, G = {ж2 + у2 ^ Л2, у - kx > 0};
G

9) /7signydxdy, G = {x2 +y2 ^1, у
- kx > 0}.

G

107. 1) / / —^-—- dxdy, G = {ж2 + у2 ^ аж}, а > 0;
G

2) ffydxdy,G = {x2 +y2 ^ 2ж, ж > j/};
G

3) || 2y 2cfad2/, С = {ж2+2/2^1, ж2+2/2^22/};

4) // ^ dard?/, G = {1 ^ x2 + у2 г

G

5) IIxdxdy,G = {аж ^ ж2 + у2 ^ 2аж, 2/^0}, а > 0;

G

а > 0;

7,
G

6) / / у^а2 — x2 — у2 dx dy, G = {a^/ ^ ж2 + ^/2 ^ a2, 2/ ^ 0, ж ^ 0},
G

0;

) ffy2 dxdy, G = {2ж ^ ж2 + у2 ^ бж, j/ ^ ж}.
G

108. 1) J dx j 1пA + ж2+?/2)^;

2) dx / л/1 — x2 — у2 dy; 3)
-1 -x/I3

4) /dx /

-i _VT^ оо
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109

G

1Ч С С dxdy ~ 22 г о
.1) / / —— ^—г,G ограничено линиями х —

у — б, х — 3;
JJ (х2 + у2J
G

9"i / / T7II л7^Г л7?/ ^7 iY'T2 -I- 7/2"|2 <" Т2 — 7/2 Т > 0V
у jj y\ у, u г/ ) \ г/» / j>

G

3) Лx2dxdy, С = {(х2+у2J^2ху, x^O};
G

4) уdxdy, G = {0 ^ x ^ (x2 + i

= { 1
пу <г2< п2 - ту2) п. -> П;

12 J

6) ffy/x2 +y2dxdy, G = {ах ^ х2+у2 ^ а(х + д/ж2 + у2)},
G

а > 0.

110. 1) Вычислить интеграл // е~<уХ +у ^ dxdy, G = {х2 + у2

<: Я2, х > 0, у > 0};

2) доказать неравенства

Я*, у/г - е-а- < |е-2 ^х < ^ л/1-е-2-2;
о

/
+

/
111. Найти lim V^—, где сумма составлена по всем це-

лым значениям г и j таким, что г ^ 0, j ^ 0, i2 + у2 ^ п2.

112. Пустьфункция f(x;y) непрерывна в круге х2 + у2 ^ R2 и

2тг

ф(г) = f (r cos (p; r sin (p) dtp, 0 ^ г ^ R.

о

Доказать, что функция Ф(г) непрерывна на [0; Д].

113. Пустьфункция f(x;y) непрерывна на R и

G(r) = {х2 + 2/2 ^ г2}, F(r) = // j[x\y)dxdy, т ^ 0.

Доказать, что:

1) lim —Ц^ = /@;0); 2) F(r) дифференцируема, и найти F'(r);
г—>0 7ГГА

3) если lim r2f(x;y) = а ф 0, где г = л/^2 + 2/25 то

г—>-+оо

lim
,

= 2тга;
r-^+oo In Г
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4) если lim raf(x;y) = а ф 0, где г = л/ж2 + у2, а < 2, то

г—>-+оо

r F(r) 2тга

5) если lim raf(x;y) =a/0, где г = Jx2 + у2, а > 2, то су-
r—>-+oo

шествуют lim F(r) = F(+oo) и

r—>-|-oo

r—>-+oo 2— a

114. Совершив заданную замену, записать данный интеграл в ви-

виде повторного:

1) dx /(ж; у) dy, где О^а^б, а</3; и = х, v = -;

а ах

d ку+Ъ

2) dy / /(ж; ^/) б?ж, где с < d, а < b; и = ж — &2/, v = у;

с
ку+а

3) //f(x;y)dxdy, где область G ограничена прямыми ж = т^/,

G
ж = ш/, у = а, 0 < ш < п, а > 0; и = х + у, у

=
uv;

4) f(x;y)dxdy,где область G ограничена прямыми ж = 2^/,
G

у
= 2х, х + 22/ = 2, 2ж + 2/ = 4; и = 2//ж, г; = у/B - ж);

1 2-ж

5) JdxJ f(x;y)dy; u = x + y, v = х - у;

О -2-х

6) f(x;y)dxdy,где область G ограничена линиями у = аж2;
G

= 6ж2, ху = р, ху = д, 0 < а < 6, 0 < р < g; ix = ж^/, г; = у/х2;

7) ГГf(x;y)dxdy, где G = | ^ + ^- ^ l|; ж = arcos(p, 2/ =

G

= brsimp;

8) / / /(ж; у) dx dy, где область G ограничена линиями ж = 0, у =

G

= 0, v^ + у/У — \[п"> а > 0; ж = г cos4 ip, у = г sin4 у?.

115. Произведя соответствующую замену, свести данный интег-

интеграл к однократному:

1) //f(x ~ У) dx dy, где G = {0 ^ х ^ а, 0 ^ у ^ a — ж};
G

2) уу /(аж + % + с) аж а7?/, а2 + Ъ2 ф 0;
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3) // /( - J dxdy, где область G, расположенная в I квадранте,

G

ограничена линиями ху = а, ху — Ь, ау = ж, Ьу — х, 0 < а < 6;
2 ж-1

б?ж / j[xy)dy\ 5) // (ж - yJf(x + y)dxdy, G= [0; 1] х [0; 1].
10 G

116. Указатьтакие формулы перехода к новым координатам, что-

чтобы область G стала в новых переменных прямоугольником, если G

ограничена линиями:

1) у= кх, у — кх - Ь, у = 0, у = а, где & > 0, 6 > 0, а > 0;

2) ж- 22/ = 0, 2ж - 2/ = 0, 2/ = 1, 2/ = 2;

3) кх— у = 0, 2/ = 0, ж = а, где к > 0, а > 0;

4) ж= 0, 2/ = 0, х + у
=

а, где а > 0;

5) ху— а, ху — Ь, х — у + с = 0, ж - 2/ + d — 0, где 0 < а < Ь, с < d;
6) У= Р^2, 2/ = ^25 2/ = ах-> У — Ъх, где 0 < р < д, 0<а<6.

117. Показать, что криволинейный четырехугольник, располо-
расположенный в первом квадранте и ограниченный софокусными эллип-

эллипсами и перпендикулярными им гиперболами

cos a sin a cos p sin/3 2
в эллиптических координатах и и ip:

ж=сЬг^С08(^, ^/=sh^sin(p, и е R, (ре[0;2тт),
является прямоугольником.

118. Пусть новые координаты (щу) заданы уравнениями

р(х;у;и) = 0, ip(x;y;v) = 0.

Доказать, что ffiil^ ^
119. Доказать, что при переходе к обобщенным полярным коор-

координатам ж = г cosa (р, у = г sma if якобиан отображения равен

J= 1

120. Пустьфункция / интегрируема по множеству G, симмет-

симметричному относительно оси Ож, и пусть f(x;—y) = —f(x;y) для лю-

любых (ж; ^/) G G. Доказать, что

JJ f(x;y)dxdy = 0.

G

121. Пусть функция / интегрируема по множеству G, сим-

симметричному относительно начала координат, и пусть /(—ж; —у) =

=-f(x;y). Доказать, что f(x;y)dxdy = 0.
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122. Доказать, что / / | cos(x + у)\ dxdy = / / | cos(x — у)\ dxdy,

гдеС=[0;7г]х[0;тг]. G G

Для заданных функции / и множества G с помощью подходящей

замены вычислить интеграл f(x;y) dxdy A23-125).
G

123. 1)/(ж; у)=ху, G = {|ж + 2у\ ^ 3, |ж - у\ <С 3};
2) /(ж;?/)= (ж2-?/2J, G = {\х\^у^1};
3) /(ж;̂/) = 1/(х2у2), G ограничено прямыми Зу = ж, у = 3х, у —

— 4 — 5ж, ^/ = 4 — ж;

4) /(гг;2/)= еа(Я!+й2, G = {0 ^ ж ^ 1, 0 ^ у ^ 1 - ж};
5) /(ж;г/) = (ж2 - у2) sin7r(rr - 2/J, G = {|г/| ^ ж ^ 1 - \у\}.

124. 1)f(x;y) = x + y, G ограничено линиями ху = а, ху = 6,
2/ = ж, у = х

—

с, где 0 < а < 6, 0 < с;

2) /(ж;г/) = 2/2, G = {1 ^ ж?/ ^ 3, 0 < ж ^ у <: 2ж};
4/2 о

3) f(x\y)= ех 'у
, G ограничено линиями у

=
ж, 2/

= 2ж, 2/ = ж ;

4) f(x;y)=x/y,G ограничено параболами у = ж2, 8у = ж2, х = у2,
8х = у2;

5) f(x;y)=x4-y4,G = {х > 0, 1 ^ ху ^2, 1 ^ х2 - у2 ^2}.

125. 1) /(ж; у) = Vl-z2/a2-y2/b2, G = {x2/a2+y2/b2 ^ 1};

2) /(ж;у) = у/х + у/у, G =

3) /(ж;у)= (х + уJ, G = {х > 0, у > 0, (ж + уL < ж2 + у2};
4) /(ж;у) = х, G = {х > 0, у > 0, (ж/аJ/3 + (у/6J/3 < 1}.
126. Пусть функция f(x;y) непрерывна на прямоугольнике Q =

= [а; Ь] х [c;d],

(a;;2/) = J f(x]rj)drj, (x;y) G Q.

Доказать, что:

1) F(x;y)непрерывна на Q;
BF

2) F(x;у) дифференцируема по у и — (ж; у) = /(ж; у), (ж; j/) G Q;

3) еслидополнительно ——

непрерывна на Q, то F дифференци-

дифференцируема по жи х

д?^у) = jfx (*;ч)*?-
с

127. Пусть функции (/) и ^ непрерывны и удовлетворяют нера-

неравенству (р(х) ^ ^(ж) на отрезке [а; 6],
G = {(ж; у): а ^ ж ^ Ь, (р(х) ^у ^ 'Ф(х)},
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и пусть функция / непрерывна на G,
ф(х)

F(x)= I f(x;y)dy.

Доказать, что:

1) функцияF{x) непрерывна на [а;Ь];
2) еслисуществуют непрерывные производные f'(x), гр'(х) на

[а; Ь] и —— (ж; у) на G, то и F{x) имеет непрерывную производную
ох

на [а; Ъ]и ^^
i i i f&f

J дх

128. НайтиF'(t), если:

1) F(t)= II e-tx/y2dxdy, Q(t) = [0;t] x [0;t];
Q(t)

2) F(t)= /7 л/х2 +y2dxdy, Q(t) = {(x - tJ + (y - tJ ^ 1}.

Q(t)

129. Пустьфункция f(x;y) непрерывна на плоскости R
,

F(t)= II f(x;y)dxdy.
G(t)

Найти F'(t), если:

1) G(t)= [0;t] x [0;t], t > 0;

2) G(t)= {ж ^ 0, 2/^0, ж + у ^ t}, t > 0.

130. Найти lim -^ /"/" —^жс?|/ гдеQ(t) = [O;t]x[O;t].
^+°°

Q(t)

131. Пустьфункция f(t;x) непрерывна на плоскости. Доказать,
что функция tx+a{t_T)

1 С С
u(t]x) = — dr / /(т;0^

2а У У
О ж_а(?-г)

удовлетворяет волновому уравнению
——

- а2 т—т
= f(t;x).

otz oxz

132. Вычислитьповторный интеграл:

3 ж\Jxz-yz 12ж У^?

1) dx dy / (^ж2 - 2/2 + z) (iz; 2) dx dy x3y2zdz;
-10 0 0 0 0

1 2ж ж+2/

3) Гdx Г dy Г (x + y + z)dz.
-1 ж/2 ж-2/
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133. Вповторном интеграле, заменив порядок интегрирования на

указанный, расставить пределы интегрирования:

1) Гdx j dy Г f(x;y;z)dz, (z;y;x);

4 3-3z/4 2-2y/3-z/2

2) Jdz J ^У J f(x]y,z)dx, (x;y;z);
oo о

2 2-Я/2 2-y-x/2

3) Jdx J dy J f(x;y;z)dz, (z;x;y);
oo о

1 1-х x+y

4) Jdx J dy J f(x;y;z)dz, (z;x;y);
ooo

2 2

5) JdxJ dy J f(x;y;z)dz, a) (x;z;y), 6) (z;y;x).
oo о

134. Интеграл f(x;y;z)dxdydzзаписать в виде повторного

G

или суммы повторных с указанным порядком (слева направо) и

указать пределы интегрирования, если:

2) область G ограничена плоскостями х = 0, у = 0, z = 0, х + 22/ +

О\ ^ — /г2 /п2 -к 7/2 /7J -к Г2 /г2 < 1 1 (V 7/' И*

4) область G ограничена поверхностями у2 + 2z2 = 4x, x = 2,

а) (y,z]x),6) (x;y;z);
5) областьG ограничена поверхностями z = 2(x2 + y2), z = 1 +

"t~ x "t~ ^/ 1 a) [xi уi z), 0) [y\z',x)\
r>\ /~~4 f *^ r\ *^r\ 9i9^9 9i9^ 9i \/ \
h / '

^— J ^v» ^> I I
/y j^>

I I
rp
a _L /i i ^ <T ri^ rti^ _L 'y ^ <T (i у Я) \ II' 2" ГГ\

б) (x;z;y);
7) G = {x2 + ?/2 + z2 ^ 2z, x2 + 2/2 ^ ^2}, a) (x; y; z), 6) (x; z\ y)\

6) (z;y;x).

135. Свестиинтеграл к однократному или сумме однократных:

х i V 11-й u+v

1) f<%JdriJf(C)dCi 2)
0 0 0

3) f(z)dxdydz, область G ограничена плоскостями х = 1,

0 0 0 00 0

14 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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у = 0, 2 = 0, у = х, z = х + у;

4) / / / yf(z) dx dy dz, область G ограничена поверхностями z = 0,
G

z = y, x2 + y2 = 2ж.

136. ПустьП = [0; a] x [0; b] x [0;c]. Вычислить интегралы:

1) (x2+ у2 + z2) dx dy dz; 2) zexs'my dxdy dz;
n n

3) [И {х + у)ех~У dxdy dz.

n

137. Вычислитьинтегралы:

1) JJJxyzdxdydz, П = [0;1]х[-1;1]х[0;1];
п

ill

2) / / I (xy + yz + zx) dxdy dz] 3) sin(x+ у + z) dx dy dz.

ooo ooo

138. Вычислить интегралы:

1) / / / sin(x + у) sin z dxdy dz, П — призма {О^ж^ —, 0^2/^
п

2
'

2) (x+ 2y + Sz) dx dy dz, П — призма, ограниченная плоскос-

п
тями у = 0, 2 = 0, 2 = 2, ж + 2/

= 2, 2ж-^/ + 2 = 0;

3) /"/"/"(ж^/J dxdydz, П = {0 ^ ж ^ 2/ ^ z ^ 1}.
п

139. Вычислить интеграл f(x;y;z)dxdydz,если:
G

1) /(ж;у; z) = у, G
—

пирамида, ограниченная плоскостями ж = О,
у = 0, 2 = 0, 2ж + у + 2 = 4;

2) /(ж;̂/; 2) = A + ж + 2/ + 2:)~35 область G ограничена плоскостя-

плоскостями ж + у + 2 = 1, ж = 0, 2/ = 0, 2 = 0;

3) /(ж;̂/; z) — х + 2, область G ограничена плоскостями ж + у
— 1,

ж — 2/ = 1, ж + 2 = 1, 2 = 0, ж = 0;

4) /(ж;̂/; 2) = ж2 — z2, область G ограничена плоскостями 2/ = —ж,

2 = ж, 2 = 2/, 2 = 1;

5) f(x\y\z)= Ж2/, область G ограничена поверхностями ж2 + ^/2 =
= 1, * = 0, * = 1, О 0, О 0;

6) f(x;y;z)= Ж2/2, G — часть шара ж2 + у2 + z2 ^ 1, лежащая

в I октанте;

7) f(x;y;z)= у^ж2 + у2, область G ограничена поверхностя-
поверхностями ж2 + у2 + z2, 2 = 1;
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8) /(ж;у] z) = ж?/2ж3, область G ограничена поверхностями z = ху,

у = х, ж = 1, z = 0;

9) f(x\y\z)= ж^/z, область G ограничена поверхностями у = ж2,
х = у2, z = ху, z = 0.

140. Пустьизмеримая область G симметрична относительно ко-

координатной плоскости Оху, а функция / нечетна по z. Доказать, что

JJJ /(ж; у] z) dxdydz = 0.

G

141. Пустьизмеримая область G симметрична относительно ко-

координатной оси Ож, а интегрируемая на G функция / нечетна по

паре переменных (у; z), т. е. /(ж; —у; —z) = —/(ж; у; z). Доказать, что

JJJ /(ж; у; z) dxdydz = 0.

G

142. Пустьизмеримая область G симметрична относительно на-

начала координат, а интегрируемая на G функция / нечетна по тройке
переменных, т. е. f(-x;-y;-z) = -f(x;y;z). Доказать, что

f(x;y;z) dxdydz = 0.

143. Винтеграле f(x;y;z)dxdydzперейти к сферическим
G

координатам и записать его в виде повторного, если:

1) G= {а2 <С х2 + у2 + z2 <С 4а2, у > 0};
2) С= {ж2+2/2 + ^Я2, 0 0, 00, * + О0};

4) G= {ж2 + у2 + z2 J 2az, ж2 + 2/2S *2Ъ
5) областьG ограничена поверхностями z = ж2 + у2, х — у, ж = 1,

2/ = 0, 2 = 0.

144. Вычислитьинтеграл f(x;y;z)dxdydz,перейдя к сфе-
G

рическим координатам, если:

1 \ ¦?( \ /2 i 2 i 2" /~^ Г1^ 2 | 2 | 2 ^ 01

2) f(x\ у; z) = x/iR* + (х2 +у2+ z2J), G = {х2 + у2 + \2 < R2,

"з) }{х; у; z) = х2 + у2 - z2, G = {1 ^ х2 + у2 + z2 < 4, х ^ 0, у ^ 0};

4) /(ж;у; z) = yz + zx, область G расположена в I октанте и огра-

ограничена поверхностями у = х, х = 0, z = 0, ж2 + у2 + z2 = R2;
5) f(x;y;z)= z/(^x2 + у2 + z2), G = {х2 + у2 + z2 ^ R2, z >

z

6) f{x;y;z) = y/x*+y*+z*, G = {x2 + y2 + z2 < z}.
145. Свести интеграл к однократному:

14*
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dxdydz,

G G= {л/х2+?/2О^ л/2-х2 -у2};

2) fffff z )dxdydz, G = {z2^x2+y2, x2+y2 + z2^

146. Вычислитьинтеграл f(x;y;z)dxdydz,перейдя к ци-

G

линдрическим координатам, если:

1) f(x;y;z)=x2+y2+z2,G = {х2 + у2 <С R2, 0 ^ х, 0 ^ z ^ Н};

2) f(x;y;z)= x + y + z, область G ограничена поверхностями х2 +

У\ fir- ?/• ?\ — г2 -\- ?/2 П — Ur2 -\- it2) /9 < 7 < 9\-

4) f(x;y;z) = z
— х + у, область G ограничена поверхностями

ay = z2 + х2, у2 = z2 + х2, а > 0.

147. Показать,что при переходе к обобщенным сферическим ко-

координатам

х = ar cos ip cos ф, у — Ьт sin у? cos ф, z — ст sin ^

якобиан отображения равен J = abcr2 С08ф.

148. ПустьG = {х2/а2 + у2/b2 + z2/с2 ^ 1}. Вычислить интег-

РаЛЫ:
ггг,

2 2 2v

1) ///(— + tj + —jdxdydz; 2) (х2+ у2) dx dy dz;
J J J \ CL и С/ JJ J
G G

3) \l~~2 ~ h ~ jdxdydz.
G

149. Пусть (xo;2/o;^o) G ft3, 0 < Л < Ro = лДо + 2/o +^o> G =

с/ж с/|/ dz
Вычислить интеграл /// Г, если:

JJJ «x - хоУ + (у - уоJ + {z- zo)^/"

1) а = 2; 2) а = 3; 3) а = 4; 4) а ф 2, 3,4.

Указание. Можно воспользоваться поворотом системы коорди-

координат и переходом к цилиндрическим координатам.

Г Г Г

Вычислить интеграл f(x;y;z)dxdydz,используя подходя-

G

щую замену A50-152).

150. 1) /(х; у; z)=,
G = {(х2 + у2 + z2 ^ 4,7 м ^ У

1 + (ж2 +1/2 + z2f/2 \У у \
'

х^О};
2) f(x;y;z) = z, область G ограничена поверхностями i?2z2 =
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= h2(x2+y2), z = h, h>0;

3) f(x;у)=х2-у2, G = {x2+y2+z2^a2, у > 0, z > О};

4) f(x;y;z)= \/у2 + z2, область G ограничена поверхностями

2/2 + z2 = R2, y + x = R, y-x = R, R>0;

5) /(ж;2/; г) = х + г, G = {ж2
6) f(x;y;z)=xyz/(a2+x2+y2

+ z2 ^ а2, ж ^ 0, 2/^0, z ^ 0};

7) f(x;y;z)= д/ж2~+1/2~, область G расположена в I октанте и

ограничена поверхностями z = 0, ?/ = 0, ж2 + ^/2 = a2, az = х2 — у2,
а > 0;

8) /(ж;г/; z) = z2, G = {ж2 + ?/2 + z2 ^ R2, ж2 +^/2 + z2^2^};
9) /(ж;г/; z) = \xy\/x2, G = {л/ж^Т^ < z < ^1-х2-у2}.
151. 1)/(ж;2/;^)= ж^/(ж2+2/2+^2K/2, G = {(ж2 + ^ + z2f'2 ^

^ 4ж2/, х ^ 0, 2/ ^ 0, г ^ 0};

2) J(.;|/^)^^47,G = {x2+y2^2x, 0 ^ z ^ у};

3) /(ж;г/; z) = xz2, G = {(Зж - 4J ^ у2 + z2 <: ж2};
4) f(x;y;z)=z,G = {3(ж2 + у2) <: z, l-x2-y2^z}.
152. 1) f(x-y-z) = 1/((ж + 2/)(я; + 2/ + ^), G = {К ж < 2, К

^/, ^/ };
2) /(ж;2/; г) = (ж2 - 2/2)(;г: + ж2 - г/2), С = {ж-1<?/<ж, 1-ж<

<у < 2 - ж, 1-ж2+^/2<2:<2/2-ж2 + 2ж};
3) /(ж;̂/; z) = ж^/z, G = {х <yz <2х, у < zx < 2у, z < ху < 2z};
4) f(x;y;z)= ж2, область G ограничена поверхностями z = ш/2,

2: = by2, ?/ > 0, 2 = аж, 2 = /Зж, z = /г, где 0<а<6, 0<а</3, 0 < /i;
5) f(x\y\z)= ж^/z, область G расположена в I октанте и ограни-

ограничена поверхностями mz = ж2 + у2, nz = ж2 + у2, ху = а2, ху = Ь2,
у = аж, ^/ = /Зж, где 0<а<6, 0<а</3, 0<m<n.

153. Найтисреднее значение функции / на области G, если:

1) /(ж;2/; г) = ж2 + ?/2+2:2, G = {ж2 + у2 + z2 < х + у + z};
2) /(ж;2/; *) = ехр ^х2/а2 + ^2/62 + z2/c2, G = {ж2/а2 + у2/Ъ2 +

154. Вычислитьинтеграл xmynzpdxdy dz, где G = {ж2 +
G

+ у2 + z2 ^ 1}, т, п, р
—

целые неотрицательные числа.

155. Выразитьчерез значения Г-функции интеграл Дирихле

fffxpyqzr(l -x-y- z)s dxdy dz,
G

где G = {ж > 0, у > 0, z > 0, ж + ^/ + z < 1}, р > 0, g > 0, г > 0, s > 0.
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Указание. Можно воспользоваться заменой х + у + z = ?,

156. Пусть X и U —измеримые множества, у? —отображение X

U с такими же свойствами, как и в теореме 7 п. 3 этого параграфа.

Доказать, что:

1) существуеттакое в, что inf |det(//(x)| ^ в ^ sup |dety/(x)| и

0rix); х€Х хех
2) еслиX — связное множество, то существует хо G X такое, что

157. Найти /// (х;у;z) dx dy dz, полагая G = [01502] x

x [61562] x [ci;c2].
158. Пустьфункция f(x;y;z) непрерывна на цилиндре х2 + у2 ^

^ R2, 0 ^ z ^ Н. Доказать непрерывность на [0;Н] функции

F(z)= JJ f(x;y;z)dxdy.

dF
159. Пусть функция /(г) непрерывна при г ^ 0. Найти —-, где

at

Fit) = HI /(a/x2+2/2 + z2) dx dy dz.

160. Пусть функция f(x;y;z) непрерывна на замкнутой облас-

области z ^ л/'х2 + у2. Найти —-

, где
at

F(t)= HI f(x;y;z)dxdydz.

161. Пустьфункция /(ж; у; z) непрерывна при х ^ 0, у ^ 0, z ^0.

Найти —, где

^ F(t)=fff ffav>z) tody dz,
G(t)

G(t) = {ж ^ 0, О 0, z ^ °^ ж + ?/ + z ^ t}.

162. Пустьфункция /(ж; ^/; 2:) непрерывна при х ^ 0, ?/ ^ 0, z ^ 0.
d3F

Найти ,где
<9ж a^/ a^

F(a;;t/;2)= jjj №тС№*Т1<К,
G(x,y,z)

G(x;y;z) = [0;x]x[0;y}x[0;z].
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163. Записатьинтеграл от функции / на множестве G в виде

повторного по возрастанию номеров координат, если:

1) G= {0 ^ х\ ^ ж2 ^ ж3 ^ ж4 ^ а};

2) G= {xi + ж2 + ж3 + ж4 ^ а, xi ^ 0, ж2 ^ О, ж3 ^ 0, ж4 ^ 0};

3) G= {ж2 + х\ + ж2 <С Л2, (К ж4 ^ Я};

4) G= {ж? + х\<. а2, ж| + ж! ^ Ь2};
5) G= {ж? + х\ + ж§ ^ а2ж1, 0 ^ х4 ^ Н}.
164. Вычислитьна множестве

G = {х\ + Ж2 + хз + Ж4 ^ a, xi ^ 0, Ж2 ^0, хз ^ 0, ж4 ^ 0}:

1) /(ixiб?Ж2 б?жз б?Ж4; 2) (xi + Ж2 + жз + x^)adxi dx2 dx3 dx^j a^0.
G G

165. 1)Проверить, что (x = (x\\ x^\ хз\ х^))
a x\ X2 Ж3 а а а а

/ dx\ I dx2 I dx3 I f(x) dx^ = / dx4 / dx3 / б?Ж2 / f(x) dx\\
0 0 0 0 0Ж4 ж3 ж2

2) вычислитьинтеграл из 1) при f(x) = 1.

166. 1)Проверить, что (ж = (х±; х^\ хз\ х^))
а а

—

х\ а—х\—Х2 а—х\—Х2
—

х^

/Г Г Гdx\ I dx2 I dx3 / f(x)dx4 =

ooo о

а а-Ж4 а-Ж4-ж3 а-х^-х^-х2

= /б?Ж4 / dx3 I dx2 I f(x)dxi;
ooo о

2) вычислить интеграл из 1) при /(ж) = 1.

167. Вычислитьна множестве G = {0 ^ х\ ^ Ж2 ^ жз ^ Ж4 ^ а}
интеграл:

1) / Ж1Ж2Ж3Ж4 dxi dx2 dx3 dx±\ 2) / (Ж1Ж2 + Ж3Ж4) dx\ dx2 dx3 dx±.
G G

168. Вычислитьна множестве G — {ж2 + x\ + ж2 ^ R2, 0 ^ Ж4 ^

^ H} интеграл:

dx\ dx2 dx3 dx±\ 2) / (ж2 + x\ + x\ + ж2) dx\ dx2 dx3 dx±.
G G

169. Вычислитьна множестве G = {ж2 + x\ + ж2 ^ а2ж2, 0 ^ ж4 ^

^ Я} интеграл:

1) / dx\ dx2 dx3 dx±\ 2) / (ж2 + x\ + x2) dx\ dx2 dx3 dx±.
G G

170. Вычислитьна множестве G = {ж2 + x\ ^ а2, ж2 + ж2 ^ b2}
интеграл:

1) / dxi dx2 dx3 dx±\ 2) / [x\ + Ж2 + Ж3 + Ж4J dx\ dx2 dx3 dx±.
G G
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171. Пусть функция /(ж) непрерывна на кубе {0 ^ х\ ^ а, г =

= 1,...,п}. Доказать, что

а х\ %n-2 xn-l

/Г Г Гdx1jdx2... J dxn-\ J f(x1;...;xn)dxn =
а ао о а а а а

= / dxn I dxn-i...l dx2 J

172. Пусть функция f(t) непрерывна на [0;+оо). Доказать, что:

1) / dx\ I dx2... I dxn-i / f(xn)dxn =

а а а

2) fdx1fdx2...I dxn-! I f(xn)dxn= j^jy ffify^dt;
0 xi xn_2 xn_i 0

a x\ xn_2 xn_in a

3) fdx1fdx2...I dxn-г I J[f(xi)dxn= 1 (
0 0 0 0г=1 'О
a x\ xn_2 xn_\

4) fx1dx1fx2dx2... J xn-idxn-i j f(xn)dxn =

oo

n

173. Пусть функция /(?) непрерывна на [0;+оо), G = I ^^
a, Xi ^ 0; г = 1, ...,n L Доказать, что а *=!

f(x1 + ... + xn)dx1...dxn= T^rjy
G О

174. Пусть функция К(х;у) непрерывна на квадрате

I2 = [a;b]x[a;b} = [a;b}2.
Обозначим I = [a;b], In = I x J™ ,n ^ 3, и пусть

Кп+1(х;у) = fKn(x;Z)K(Z,
{x;y)el2,

Доказать, что

Кп+1(х;у) = f K{x^l)K{^
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Кп+т+1(х;у) = jKm(x;?)Kn((;y)d^ (х;у) el2, m,ne N.

I

175. Вычислить интегралы по кубу Qn = [0;a]n Е /?n, n ^ 2:
п

1) / х\ dx, 1 ^ к ^ п, р ^ 0; 2) / ^^
Qn Qnk=1

n n

Qn k=1 Qnk=1

5) IeClXl+-+CnXn dx, ck^0, k = l,..., n;

Qn

6) /cos2 -^—(xi + ... + жп)б?ж.
J IanJ Ian
Qn

176. Вычислить интегралы по пирамиде Пп = {0 ^ хп ^ хп-\ ^ ...

^ х2 ^ х\ ^ а}:
п

/ б?ж; 2) / Ж1Ж2... xn dx; 3) / У^ хк dx.

к1

п

177. Вычислить интегралы по пирамиде Sn = < 2_^Хк ^ а-> Хк

0, /с = 1, ...,n I: к=1

с; 2) / 2_^xkdx; 3)
Sn k=l Snk=1 Snk=1

n

Sn k= 1

178. Найти объем п-мерного параллелепипеда, ограниченного
плоскостями п

_|_7 7^ Г\ ' -|
\JLj 1 'I *AJ 'I I / t/'? • /t/'? ^У^ \J» V _1_ «t .... / V .

f
°J J °' ° ' 111

при условии det(dij) ф 0.

179. Найтиобъем n-мерной пирамиды
п

\^ :?А<1 г>П п^П 7
— 1 Г7

180. Сферическиекоординаты в Rn можно получить индуктивно

следующим образом. Пусть

х' = (xi]...;xn-i) — проекция х на Rn~x. Пусть г' = |ж'|, -0!,...
... ,^п-2 — сферические координаты в /?п~\
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Набор (г'; ф\\...; фп-2] хп) называют цилиндрическими координа-
координатами точки х в Rn.

Совершим еще одну замену по формулам

г' = г cos фп-и хп = г sin фп-1,
оставляя координаты ф1,...,фп-2 прежними. Здесь г = |ж|, фп-\ ?

Е [—тг/2; тг/2], якобиан замены, очевидно, равен г. Тогда каждой точ-

точке х сопоставлены сферические координаты (г; ф\\...; ^n_i), а якоби-

якобиан перехода от (xi;...;xn) к (г; ^ь ...; ^n-i) равен Jn = rJn_b где

Jn_i — якобиан сферической замены в Rn~1.
Вывести:

1) формулы перехода к сферическим координатам

хп = i^

х2 = г cos^-i... cos-02 sin-01,
Xl = rcosipn-i...cosip2 cos-01,

где ^ G [0;2tt), ^ G [-7г/2;тг/2], j = 2,...,n-l;

2) формулу для якобиана перехода к сферическим координатам
в Rn

Jn = гП~1 COSn~2 фп-l COSn~3'0n_2...COS2 фз COS ^2-
n

181. Найтиобъем n-мерного шара ^ж2 ^ R2.
г=1

п-1

182. Найтиобъем n-мерного цилиндра ^ х\ ^ Л2, 0 ^ хп ^ Я.

п-1

\ ^ ж2ж2183. Найти объем n-мерного конуса 2^ х\ ^ ж2ж2, 0 ^ хп ^ Н.

184. Вычислить интеграл x^dx, х = (xi;...; жп), где

г=1

185. Найтиобъем n-мерного эллипсоида V^ -| ^ 1.

г=1 ui

186. Вычислитьинтеграл / (R2 — х\ — ...

— ж2 I//2 б?ж, где

г=1
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187. Пустьфункция /(г) непрерывна при г ^ 0. Свести к одно-
п

кратному интеграл / f(\/x\ + ... + х2^) dx, где п — шар ^ х2 ^ R2.

188. ПустьQ = [0; a]n, Q(x) = [0; хг] х [0; ж2] х ... х [0; хп], хк > 0,
& = 1,...,п, и пусть функция /(ж) непрерывна на Q, ж = (xi;...; жп),

Найти
дх\...дхп

189. Пустьфункция / непрерывна и положительна на [0;а], Q =

= [0;а]п, х — (х\; ...;хп). Вычислить интеграл

ЛТП П
Q k=l k=l

190. Пустьфункция / непрерывна на [0;1], Qn = [0; 1]п. Дока-
Доказать, что (х = (xi;...; хп))

lim / f(x1x2---xn) dx = /@).

n

191. Пусть 5n = j 2_^ хк ^ 1? ^fe ^ 05 fc = 1, •••5
^ r • Получить фор-

мулу Дирихле (х = (xi;...;xn))

/tpi-i P2-i а-ь r(pi)r(p2)...r(pw) Q,_1

192. Пусть 5n — та же пирамида, что и в задаче 191, /(?) —

непрерывная при t ^ 0 функция. Получить формулу Лиувилля

/•

о

193. Показать, что введенное ранее (см. [2, гл. III]) понятие

несобственного интеграла в R1 не равносильно данному здесь опре-

определению. А именно привести пример однократного интеграла, схо-

сходящегося в прежнем определении и расходящегося в данном здесь

определении.

194. Доказать:

1) линейностьнесобственного интеграла;

2) аддитивностьнесобственного интеграла по множествам;
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3) если / ^ д на G и обе функции интегрируемы на G в несобст-

несобственном смысле,то п п
I /(ж) dx ^ / д(х) dx.

G G

195. Пустьфункция / интегрируема в несобственном смысле

на G, (] — открытое измеримое подмножество G. Доказать, что

Jf(x)dx-Jf(x)dx= J f(x)dx.
G Q G\Q

196. Доказать,что интеграл / /(ж) dx сходится тогда и только

G

тогда, когда для любой последовательности множеств G/,, k = 1,2,...,
исчерпывающей G, существуют интегралы

/ f(x) dx и lim / f(x) dx = 0.
J_ k^-ooJ_
G\Gk G\Gk

197. Пусть/+(ж) = /(ж), если f(x) ^ 0, и /+(ж) = 0, если /(ж) <

< 0, пусть /_(ж) = /(ж), если f(x) ^ 0, и /_(ж) = 0, если /(ж) > 0.

Доказать, что интеграл / /(ж) dx абсолютно сходится тогда и только

G

тогда, когда сходятся интегралы

/ /+(ж)dx и f-(x)dx.
G G

198. Пустьфункции /(ж) и д(у) абсолютно интегрируемы на

(а; Ь) и (с; сГ) соответственно. Доказать, что интеграл от f{x)g{y)
на (а; Ъ) х (с; б?) сходится и

yj f(x)g(y)dxdy = J f(x)dx- Jg(y)dy.
(a;6)x(c;d) a c

oo oo

199. 1)Исследовать на сходимость интеграл / е~ху sin xdxdy;
о о

2) доказать,что сходятся повторные интегралы

(X) (X) (X)(X)

dy e~xy sin xdx и dx e~xy sin xdy

oo oo

и имеют одинаковое значение; найти это значение;

а Ь

3) доказать, что существует предел lira / / е~ху sin xdxdy,
а—у-\-оо J J

Ъ^+оо 0 0

найти этот предел и сравнить его со значением повторных ин-

интегралов из 2).
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200. 1)Исследовать на сходимость интеграл

оо оо

/ / sin(x2 + у2) dxdy;
о о

2) доказать,что сходятся повторные интегралы

(X) (X) (X)(X)

f dx Г sin(x2 + у2) dy и f dy f sin(x2 + у2) dx
0 0 00

и имеют одинаковое значение; найти это значение;

а Ъ

3) доказать,что существует предел lim / / sin(x2 + у2) dxdy,
a—Y+oo J J

6^+oo 0 0

найти этот предел и сравнить его со значением интегралов из 2);
4) найтипредел lim // sin(x2 + у2) dxdy, где Gn = {x2 + у2 <

п—>-оо J J
Gn

< 2тгп, х > 0, у > 0}, и сравнить его с пределом из 3).
201. Пустьf(x;y) = (ж2 - у2)/(х2 + у2J, х ^ 1, у ^ 1. Доказать,

что:

1) сходятсяповторные интегралы

+ОО +ОО +ОО+ОО

J dx J f(x\y)dy и J dy J f(x;y)dx;
li li

+OO +OO

2) расходитсядвойной интеграл / / f(x;y)dxdy.
l l

202. Указатьтакую неотрицательную функцию f(x;y), опреде-

определенную на (a; b) x (а; Ь), что двойной интеграл

ГГ f(x;y)dxdy
(a;b) x(a;b)

сходится, а один или оба из повторных интегралов не существуют.

Исследовать на сходимость интегралы B03, 204).

203.1)
G

2ч ГГ dxdy >3,
Г Г dxdy

II (Л —I— Т2 —I— ТЧ1 —I— 112Л^ 11A—I— ^^ —I— 7/^Л^

R2 R2

204. 1) /У ^^у

J J Q _|_ |х|а)A +
R2

2) // «1 G = {ж > 0, 2/ > 0, жа + уР > 1}, а > 0, /3 > 0;
JJ ха+уР
G
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' <* = {\Х\ + \у\>1}, а>0, /3

G

205. Исследовать на сходимость интегралы, считая, что функ-
функция / непрерывна и 0 < т ^ \f(x\y)\ ^ М < +оо:

f(x;y)dxdy <

, Г Г f(x;y)dxdy п _ п ^ „, ^ оЛ.

Исследовать на сходимость интегралы B06-210):

206. // —; г—dxdy.
х-у>1

207. IIsin(x4 + у4) dx dy.

R2

208. II sin(x2 + y2)a dx dy.

209. 1) // ."-*"* ; 2) ^ ^d?/

3) If _dx/y ¦

4) // ^
ж2+у2<1 0<у<ж<а

oi n 1 \ / / 2/ /^ Г ^ п \П cki 3 ^
ZYV). Y) II -г , (_t = |Ж > U, у > U, X -\- ун <

G У

G

dxdy п _ f ^ „̂

/3 > 0, p> 0.

211. Исследовать на сходимость интегралы, считая, что функ-
функция / непрерывна и 0 < т ^ |/(ж;2/)| ^ М:
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//
х\ + \у\<1

212. Пусть функция f(x;y) непрерывна на прямоугольнике

[а; Ь] х [с; d], a функция д{х) непрерывна на отрезке [а; Ь]. Дока-
Ъ d

¦л ff f(x:y)dxdy
зать, что для р < 1 сходится интеграл / / ,

'

ч,
.

J J \y-g(x)\P
а с

Исследовать на сходимость интегралы B13-217).

213- ffr^$y;,G = {xi + yi<i,o<x,o<y<xi}.
G

214.

216- ff (S+ylytedy, если:

1) G = {0 < x < у < 1}; 2)G = {l<x<y< +oo};
3)С = {О<ж<1,1<2/< +оо}.

217. || 22
218. Пусть функция \i непрерывна в замыкании G ограниченной

измеримой области G, N(^;r];Q G G, M[x\y\z) G /?3,

Доказать, что

\MN\
G G

Вычислить интегралы B19-228).

219# ff \x\dxdy 220 ГГ dxdy
J J (J- ~r x -\- у) JJ (x~\~y]

22i //
у**,

ыу ооо // dxdyff dxdy ff//  • ^^./ /
JJ xPy<i JJ

xy:

223.

JJ y JJ (x+ y)P
'

xy>l,x>0 0<y—x<l,x>l

r
y>x2+l 0<x<y



224 Гл.2. Кратные, криволинейные и поверхностные интегралы

225

R2

O2 +y2)dxdy.

226. jje-(x2+y2Um(x2+y2)dxdy.
R2

227. If
х2/а2+у2/Ъ2>1

228. Це-(х2-
R2

229. Пустьг Е (—1;1). Вычислить интеграл

230. Пусть a(x; y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F, где

> 0, A = AC - В2 > О. Вычислить интеграл

Вычислить интегралы B31-239).

231.
dxdy

х2+у2<1

232. // In

233.

234.

лД2 + у2

dxdy

dxdy

dxdy.

д/1 - ж2/а2 - у2/Ъ2 G={x>0,y>0, J + g

235

237.

¦ //
dx dy

dxdy

¦ 236'

:, a > 0.

/(а-х)(х-у)

238. (I lnsin(a; + у) dxdy, G = {х > 0, у > О, ж + у < тг}.

239 • // w
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240. Множество G ограничено отрезком [(а2 + 1)а; {Ъ2 + 1)а]
оси Ох и двумя спиралями, заданными в полярных координатах

уравнениями г = (е^ + а2)а и г = (е^ + 62)а, ср ^ 0, где 0 < а2 <

<62 <а2+е27Г-1, а>0:

1) найти все а и /3, при которых сходится интеграл

G

2) вычислить интеграл из 1) при а = 1/6, /3 = 1/2.
241. Вычислитьинтеграл

1(?;г)) = // e~avx +y
cos ж? cos уг) dx dy.

R2

Указание. Перейти от координат (х\у) и (?577) к соответст-

соответствующим полярным координатам (г](р) и (р]ф).
242. Пустьсходится интеграл

;7у)= // (f(\/x2 + ^/2) COS xt; COS уГ] dx dy.

Доказать, что Ф(?;/у) = Ф(л/^2 + V2)-
243. Пустьфункция / непрерывна на [0;а]. Доказать, что

I { y/(a-x)(x-y)
используя сведение несобственного двойного интеграла к повторному.

1 ? f'(t)
244. Проверить, что функция ср(у) = — ^

v J dt удовлетворя-

удовлетворяет уравнению Абеля

о

где / — заданная непрерывно дифференцируемая функция.

245. Для Т-функции и В-функции:
оо 1

/1 С Л h
Л

vis *JU kajJU, i
* \ XJb • XJ J I Ju \Л- *JUj kajJU,

0 0

доказать закон умножения (Якоби)

T(a)T(b) =T(a + b)B(a;b),

используя утверждение из задачи 198 и подходящую замену перемен-
переменных.

15 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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246. Доказать, что интеграл

Г |-^, где х = Oi;...;xn) G /?п, \х\ = л/ж? + ... + х\,

сходится при а > п и расходится при а ^ п.

247. Доказать, что интеграл

ТГ^' где ж = (xi;...;xn) G /?п,
. у \х\
\х\<1

сходится при а < п и расходится при а ^ п.

Исследовать на сходимость интегралы, считая, что функция / не-

непрерывна иО<ш^|/|^М< +оо B48, 249).

248- ч ///i5f^w-G =

249-

2) fffJ^y^Z)dxdydz ^ Q = SX2 +y2 +Z2 K 1|.
JJJ ^1 x у z j^
G

o\ fff dxdydz ^ r,
,

., I,

3) JJJ\X-y-Z\pl
G = llXl < ^ 12/1 < ^

4) _^^_,G= {^2+|/4^<t<T<x
III \~t^ т^ ?/^ y^WJ J J \V ib U /О
G

250. Пусть функция f(x;y;z) непрерывна на кубе Q = [0; а] х

х [0;а] х [0;а], функции ip(x) и ^(ж) непрерывны на отрезке [0;а].
Доказать, что при р < 1 сходится интеграл

/(ж; |/; г) dxdydz

Q

Вычислить интегралы B51-255).
ill

ori Г Г Г dxdydz
JJJ xPy<izr
0 0 0

G
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254. Шe-^2+y2+

255. [Иx2yexyzdxdydz, G = {x > 0, у > 1, z > 1, ж^ < 1}.
G П 2

-§¦. Вычислить интеграл

Rn
n

257. Пусть x = (xi;...;xn), А(ж) = V^ ацх^х^
— положительно

определенная квадратичная форма. Вычислить интеграл

Rn

258. Выразить через значения Г-функции и В-функции интег-

интегралы:

1) jJ(x + y)pe-x-ydxdy, p > 0;
о о

оо оо

2) II(ж2 + у2уе-х2-У2 dx dy, p > -1;

о о

оо оо оо

3) jj je~^+y2+z2y dxdydz, p>0;
0 0 0

4) Ц(х2+у2УA-х2-y2ydxdy,p> -1, gr > -1, G = {x
G

0, 2/>0, ж2+?/2 < 1};

G

ОТВЕТЫ

1. 1)ab(pa + qb)/2; 2) a2b2/4; 3) A -

4) a6(pa2 + ^2)/3.
2. 1)sTn = -20/n, STn = 20/n, / = 0;

sh2shl -3/Bn)
^ Tn

n2 sh(l/n)sh(l/2n)
^ 2 sh2shl ч/ОпЛт л i ^ i -1

5Tn = — e3/^2n\/ = 4sh2shl;
n2 sh A/n) sh (l/2n)

3) sTn= -8/n, 5Tn = 8/n, / = 0;
4) sTn= 20(n-l)Bn-l)/Cn2),

/ = 40/3.

15*
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3. 1)а) а = 2,164, А = 2,168; б) S = 2,270, А = 1,084;

2) а)а = -0,217, А = 0,5; б) S = -0,125, А = 0,25;

3) а)а = 0,251, А = 0,158; б) S = 0,231, А = 0,079;

4) а)а = 0,402, А = 0,198; б) 5 = 0,364, А = 0,099.

4. 1)а) а = 0,515, А = 0,197; б) S = 0,515, А = 0,099;

2) а)а = 0,549, А = 0,111; б) S = 0,548, А = 0,056;

3) а)а = 0,502, А = 0,147; б) 5 = 0,501, А = 0,074.

5.1)

21. 1) 0; 2) 0,3; 3) Ютг/21; 4) 0; 5) 0.

68-4)лЬ) I f{x)dx-

71. /(;)
75. 1) 0; 2) -(е-5е-1)/2; 3) 1/9; 4) |sinx|3/3; 5) 8тг.

85. 1) 8/15; 2) 2; 3) а2^+1)/2(а + 1); 4) 1/(а + 1)(а + 2); 5) 2/15;
6) тг/28- 16/2205.
90. 1)тг2/4; 2) 1/15; 3) 4/27; 4) 2а5/15; 5) 4Я5Д5; 6) 76/3;
7) 14а4; 8) 31/30; 9) -D5тг - 10)/Fтг2).
91. 1)2chl-2; 2) 0; 3) 135/4; 4) 1/л/2; 5) 255/4; 6) 0;

7) Aп2)/6.
92. 1)тг2/32; 2) (е - 1)/2; 3) (cosl-l)/3; 4) lncos(l/4);
5) (е - 1)/2; 6) тг/6.
93. 1)8F4-а4)/3; 2) 20; 3) 7тг; 4) (б4 - а4)/2; 5) A0 + Зтг)/6.
94. 1)а3/3; 2) 8; 3) а2/2; 4) 4тг/3 + 41пB + л/3).
96. 1) тгаЬ/8; 2) 0; 3) 5тга3/2; 4) тга26/4; 5) -243/70; 6) 0;
7) 16/45.

/

103. 1) / (arccosr - arcsin r)rf(r) dr;

V 2 /

l

2

7Г/4
sin4 <z?

3) ^ / rf(r2)dr+ / ( - - arccos - )rf(r2)dr;6 J JV3 г/

тг/2

4) I
(cos3 if + sin3



§8. Кратный интеграл Римана и его свойства 229

-Тг/6
Г

Тг/6
Г
/

+ 3 / f(tgcp) cos2 cpdcp +

тг/4

J

Q Г

5) о /
-7г/4 -Тг/6 /

+
2 J f (tgtp) cos2cpdtp.

Тг/6

а тг/2 тг/6

104. 1) njrf(r)dr; 2) i | U^fi d^>; 3) 2 |
0 тг/4 -тг/6

a

4) 2 / rf(r2) arccos ( ——
J Vrv2

ал/2 a\f2/ f
— rf(r) dr — 2 rf(r) arccos - dr;

о

106. 1) -4/тг; 2) 7г1пЗ; 3) 15a4/2; 4) 2a5/15; 5) тг/8; 6) тг1п2а;

7) ^L(b-a)R3; 8) ^^%Л3; 9) arcctg|fc|.

107. 1)тга2/1б; 2) -1/6; 3) (8 - Зл/3)/3; 4) Bтг - Зл/3)/2;
5) 7тга3/1б; 6) 2а3/9; 7) D5тг + 20)/3.
108. 1)тгAп4-1)/2; 2) тг/3; 3) Зтг/8; 4) 1бл/2/15.
109. 1)(Зл/3-тг)/108; 2) 1/24; 3) тг/32; 4) 1/5; 5) Bл/3 - 9)а2/б;
6) A5тг-4)а3/9.
110. 1)тгA-е-я2)/4; 3) v^F/2. 111. (тг1п2)/4.

2тг

113.2) f f (r cos cp, r simp) dtp.

115.1) i

2) ^5Г

3) ^J
2

Mdv; 4) ff(u)\n ^
v

' ; J JK '
1 + л/l +

5) I

0

116. 1) kx — у = и, у = v; 2) у — их, у — v\ 3) x =
и, у

— vx;

4) ж = г&A — г?), у = гш; 5) ix = ж^/, v = у
—

х; 6) у = их2, у = г>ж.
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123. 1)4; 2) 8/45; 3) D + 1пЗ)/2; 4) (еа - 1)/2а; 5) 1/Dтг).
124. 1)ф-а); 2) 4; 3) 7(е - 1)/б; 4) 135/8; 5) 3/4.
125. 1)2тга6/3; 2) 2а5/2/15; 3) 7/60; 4) 8а2Ь/Ш.
128. 1) - F(t); 2) 2

t

129.1) ff(t;y)dy+ Jf(x;t)dx; 2) ±ff(t;v)dv.
0 0 -t

130. 8(л/2-1)/3. 132. 1) 20; 2) 2/9; 3) 0.

135.1) !/(*-CJ/(C)dC; 2) \f(l-w2)f(w)dw
о о

1 2

3) iу B - *2)Дг) dz+\J{2- zff(z) dz;

4) \

о

j
0

136.1) а6с(а2 + 62 + с2)/3; 2) с2(еа -

3) c(aea + be~b - (a + b)ea~b).
137. 1) 0; 2) 3/4; 3) -8. 138. 1) тг/2; 2) 28; 3) 1/126.
139. 1) 16/3; 2) (81n2-5)/16; 3) 5/12; 4) -4/15; 5) 1/8; 6) 1/48;
7) тг/6; 8) 1/364; 9) 1/96.
144. 1)63тг; 2) (тг1п2)/4; 3) 31тг/15; 4) R5
5) тга2Л3/C(а2 + /12)); 6) тг/10.

145. 1)тгB-л/2) fr2f(r)dr; 2) ^- /"

0 -тг/4

146. 1)тгЛ2Я(ЗЛ2 + 2Я2)/12; 2) 7тг/4; 3) 16тг/3; 4) тга4/12.
148. 1) 4тга6с/5; 2) 4тга6с(а2 + 62)/15; 3) тг2

R 2R\ Qx
тг / 2RRo

4х
2тг / (До + Rf-a - (До - Rf-a

'
B - а)ДоV 4- а

д^(До + ДK-а-(До-ДK-а\
3 —а )

150. 1) Dтг1пЗ)/3; 2) irR2h2/4; 3) 0; 4) 4тгЯ4/3; 5) -ttR4/8;
6) AпЗ-1)/16; 7) а4/10; 8) 59тгЛ5/480; 9) (Зл/2-4)/3.
151. 1)тг/40; 2) 128/525; 3) 8тг/5; 4) 7тг/96.
152. 1)(In 3) In 5; 2) 55/72; 3) 27/32;
4) Af^_ M(---j 27 VV^ АА«3 ^3
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153. 1)6/5; 2) 3(е-2).
ЛКЛ 4тг (m-l)!!(n-l)!!(p-l)!!154. -——-ч,,—— , если т, пир

— чет-
m + n + p + 3 (m + n + p + 1)!!( p

ные числа; 0 — в остальных случаях.

155
()(

157. /(а2;62;с2) - f(a1;b2]c2) - f(a2]b1]c2) - f(a2; b2;

+ /(ai;bi;c2) + /(ai;b2;ci) + /(a2;&i;ci) -

159. 47rt2f(t). 160. /"/" f(x;y;t)dxdy.

161. fff(x;y;t-x-y)dxdy,где «(*) = {x ^ 0, j/^ 0, x +

162. f(x;y;z). 164. 1) a4/4!; 2) aa+4/6(a + 4).
165. 2) a4/24. 166. 2) a4/24. 167. 1) a8/384; 2) a6/40.
168. 1)4тгЯЛ3/3; 2) 4ttHR3(9R2 + 5Я2)/45.
169. 1)тга3Я4/3; 2) 2тга5Я6/15.
170. 1)Л2&2; 2) ^2а262(а2 + 62)/2.
175. 1)ап+*7(р+1); 2) пап+1/2; 3) пап+^/(р+1);

4) ^( l)Cn(n k)
(p+1)(p + 2)^(p + n),

5) П—

6) an/2.
176. 1)ann!; 2) a2n/Bn)!!; 3) an+1/B • (n - 1)!).
177. 1)an/n\; 2) nan+1/(n + 1)!; 3) 2nan+2/(n + 2)!;

9 n+l/2 n+p

178. 2n/ii/i2.../in|det(aij)|-1. 179. a1a2...an/n\.
mp2m «railmp2ra|l

181. VW*)= 2LJ_, у2то+1(Д) = B;+Д1)п .

182. ЯУП_1(Д),где Vn_i(i?) из задачи 181.

183. -HVn-^aH),где УП-1(Д) из задачи 181.

184. ^Я3УП_!(Я),где Vn-!(R) из задачи 181.

185. aia2...anVn(l),где V^(i2) из задачи 181.

186. iyn+i(i?),где УП+1(Д) из задачи 181.

я

187. nVn(l)Jrn-If{f)dr, где УП(Д) из задачи 181.

о

188. /(ж). 189. (т/п)ап.
199. 1) Не сходится; 2) тг/2; 3) тг/2.
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200. 1) Не сходится; 2) тг/4; 3) тг/4; 4) 0.

203. 1)Сходится при а > 2, расходится при а ^ 2;
2) сходитсяпри а > 1, расходится при а ^ 1;
3) сходитсяпри а > 1/2, расходится при а ^ 1/2.
204. 1)Сходится, если только а > 1 и /3 > 1; расходится в осталь-

остальных случаях;

2) сходится,если 1/а + 1//3 < 1; расходится, если 1/а + 1//3 ^ 1;
3) сходится,если р > 0, 1/а + 1//3 < р; расходится, если р ^ 0 или

4) сходитсяпри р > 3/2, расходится при р ^ 3/2;
5) сходитсяпри р > 3/2, расходится при р ^ 3/2;
6) сходитсяпри р > 2, расходится при р ^ 2.

205. 1)Сходится при а > 1, расходится при а ^ 1;
2) сходитсяпри а > 1/4, расходится при а ^ 1/4;
3) сходитсяпри а > 1/2, расходится при а ^ 1/2.
206. Расходитсяпри любом р. 207. Расходится.

208. Сходитсяпри а < —1, расходится при а ^ —1.

209. 1)Сходится при а < 2, расходится при а ^ 2;
2) сходитсяпри а < 1, расходится при а ^ 1;
3) сходитсяпри а < 1, расходится при а ^ 1;
4) сходится,если а < 1 и /3 < 1; расходится при остальных а

3.

210. 1)Сходится при 1/а +1//3 > 1, расходится при 1/а + 1//3 ^ 1;
2) сходитсяпри 1/а + 1/C > р, расходится при 1/а + 1/C ^ р;

3) сходитсяпри р < 1, расходится при р ^ 1.

211. 1)Сходится при р < 1, расходится при р ^ 1;
2) сходитсяпри р < 1, расходится при р ^ 1;
3) сходитсяпри р < 1, расходится при р ^ 1.

213. Сходитсяпри а < 3/2, расходится при а ^ 3/2.
214. Сходитсяпри а < 2, расходится, при а ^ 2.

215. Сходитсяпри а < 3, расходится при а ^ 3.

216. 1)Не сходится; 2) не сходится; 3) сходится.

217. Сходитсяпри любых а. 219. тг. 220. тг/(р-1), р > 1.

221.

222-

223. тгл/2л/2-2. 224. 1/2. 225. тг/2. 226. тг/2.
227. тгаЬ/е. 228. 2тг/л/3. 229. -тга2Ь2г/BA - г2K/2).
OQn

тг (АЕ2 -2BDE +CD2 \ .. ,
230. —ехр(^ F).231. тг/A-р).

232. тг/2. 233. тг/A - а). 234. тгаб/2.
2

235. 4. 236. тг/2. 237. тга. 238. -yln2. 239. тга/A - а).
240. 1) 2а(/? + 1) < 1;
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2) ;3
241.

248. 1)Сходится при р > 3/2, расходится при р ^ 3/2;
2) сходится, если l/p+1/q+l/r < 1, расходится, если

l/q+l/r^ 1.

249. 1)Сходится при р < 3/2, расходится при р ^ 3/2;
2) сходитсяпри р < 1, расходится при р ^ 1;
3) сходитсяпри р < 1, расходится при р ^ 1;
4) сходитсяпри р < 1, расходится при р ^ 1.

251. 1/A-р)A-з)A-г),р<1, q<l, г<1.

252. 4тг/Bр- 3), р > 3/2. 253. 4тг/C - 2р), р < 3/2. 254. тг3/2.
255. (е-2)/2. 256. а1а2...ап7гп^. 257. (тгп det(ai
258. 1) Г(р + 2); 2) ^Г(р+1); 3) Jr(A
4) jB(p+l;g + l); 5)

§ 9. Геометрические и физические приложения кратных
интегралов

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Геометрические приложения кратных интегралов. Мера
\iG измеримого по Жордану множества G вычисляется по формуле

В R2 — это площадь, а в R3 — объем:

A)

= ffdxdy, B)
G

V = [Иdxdydz. C)
G

Пусть в R3 задана поверхность S как график непрерывно диффе-
дифференцируемой на замкнутом измеримом множестве G Е R2 функции
z — /(ж; 2/), (ж; у) Е G. Площадь а такой поверхности вычисляют по

формуле I -
Н \ ( ®f \ ( ®f \

G

Если поверхность S задана неявно уравнением F[x\y\z) = О,

где F
—

непрерывно дифференцируемая функция, и —— (x;y;z) ф О
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для любой точки поверхности, и если S взаимно однозначно проек-

проектируется на плоскость Оху в измеримую область G, то

2
(dF\2 (dF\2ff dF -1

(dF\2 , (dF\2 , (dF\2 , , _
* =

]] -к уШ +Ш +Ы dxdy- E)
G

Если поверхность задана параметрически уравнениями

х = х(щ г?), ^/ = 2/(г&; ^), ? = z{u\ v)
с непрерывно дифференцируемыми функциями на замкнутой измери-
измеримой области D С /?2, то площадь поверхности вычисляют по формуле

а= [[^EG-F2dudv, F)

где

* ду\* (dz\* г(дх\2 (ду
G)

F _ дх_дх_ ду_ду_ dz_dz_ У)
ди dv ди dv dv dv

(см. §11, B)).
2. Приложения кратных интегралов к геометрии масс*).

Одной из физических характеристик плоской материальной об-

области п (пространственного, материального тела G) является плот-

плотность — неотрицательная функция р(х; у) (соответственно р(х; у; z)),
заданная на Q (на G) и интегрируемая на п (на G).

Иногда говорят также о массах, распределенных на П (на G) с

плотностью р(х;у) (p(x;y;z)).
Массой плоской материальной фигуры П с плотностью р(х; у) на-

называют величину гг . .

7 7

М= JJ p(x;y)dxdy, (8)
Q

массой материального тела G с плотностью p(x;y;z) — величину

М= JJJp(x;y;z)dxdydz. (9)
G

Центром масс тела G (иногда говорят
—

центром масс, распре-

распределенных на G) с плотностью p(x;y;z) называют точку С с коорди-

координатами

Хс
= ~м]Цхр(уХ] у; ^ dx dy dZj Ус = ~мШур(уХ] у; Z^dx dy dZj

G 1rrr °
zc = j^jjj zP(x'i Viz) dx dV dz-

G

Аналогично определяют центр масс плоской области.

*) Большое число задач по этой теме приведено в [2, §9].
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Величины

Myz = MXG, Mzx=MyGJ Mxy = MZG A1)
называют статическими моментами тела G относительно коорди-

координатных плоскостей Oyz, Ozx и Оху.
Для плоской фигуры аналогично определяют статические момен-

моменты относительно осей координат.

Моментом инерции тела G относительно оси I называют вели-

= HIdfpdxdydz, A2)
G

где d\ — d\[x\y\z) — расстояние от точки (x;y;z) тела до оси I, р =

= p(x;y;z) — плотность тела. В частности, момент инерции относи-

относительно координатной оси Ох вычисляют по формуле

Ixx = HI (у2 + z2)p(x; у; z) dx dydz. A3)
G

Формулы для Iyy и Izz аналогичны A3).
По формуле, аналогичной A2), определяют и моменты инерции

плоской фигуры, например,

h = Hy2p(x;y)dxdy. A4)
Моменты инерции I'xy, I'yz, I'zx относительно координатных плос-

плоскостей Оху, Oyz, Ozx определяют по формулам

Ti fff2 j j j Ti fff2 j j j

/^ = 111 z^pdxdydz, Iyz= 111 x^pdxdydz,
JJJ JJJ

G rrr G A5)
I'zx= jjjy2pdxdydz.

G

Момент инерции тела относительно точки Mq(xo; yo; zq) (поляр-
(полярный момент инерции) определяют по формуле

A6)
G

где dM0 — расстояние от точки (x;y;z) тела до точки Мо. В част-

частности, если Мо совпадает с началом координат О, то

/о = /I/ (ж2 + У2 + ^2)уэ(х; 2/; z) dx dj/ dz. A7)
G

3. Некоторые приложения к физике. Пусть на плоской об-

области П задана функция /л(?;г}). Логарифмическим потенциалом в

точке М(х\у) называют интеграл

и(х;у) = — // /i(^; 77) In r d?drj, A8)
Q
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где г = ^/(? — хJ + (г) — уJ. Функцию \i называют плотностью (на-
(например, плотность масс, электрического заряда).

Пусть на пространственной области G задана функция p(^f]'X)-
Ньютоновым потенциалом в точке M(x;y;z) называют интеграл

u(x;y;z) = kjjj ?Щ^ #<МС, A9)

где г = ^/(? - хJ + (г) - уJ + (С - zJ, k = const (далее к = 1). Функ-
Функцию р называют плотностью (например, плотность масс, электри-

электрического заряда). Если р
— плотность масс, то ньютонов потенци-

потенциал — это потенциал гравитационного поля материального тела G.

Если ньютонов потенциал u(x;y;z) определен в области П, то гово-

говорят также, что в П задано поле с ньютоновым потенциалом и(х\ у\ z).
Напряженностью этого поля в точке M(x;y;z) называют вектор

B0)
j j j \ivi i\ г

G ' '

здесь

~ У'Х ~

\MN\ =

Для нахождения составляющих вектора Е следует брать соответст-

соответствующие составляющие вектора MN под интегралом.

Пусть потенциал определен плотностью р(?,;т];(), заданной на об-

области G, и пусть в поле с этим потенциалом находится область G\
с заданной на ней плотностью р\{?\\ щ; Ci)- Силой, действующей на

Gi, называют вектор

f= JJjEfariuCMSiimiCJdSidmdCii B1)
здесь, как и выше, следует одновременно брать в левой и правой
частях одноименные компоненты векторов. Стягивая область G\
к ее внутренней точке [x§\y§\z§) и изменяя при этом плотность

; 771; Ci) так5 чтобы интеграл

ol = JJJ
имел постоянное значение, приходим к обобщенным понятиям ти-

типа материальной точки Мо(жо; уо; zq) с массой т = а или точечно-

точечного заряда величины q
= а и т. д. В этих случаях формула C0) для

силы упрощается; например, в гравитационном или электростатичес-

электростатическом поле соответственно имеем

F = тЕ(хо;уо; z0), F = qE(x0; y0; z0). B2)
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ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Доказать, что логарифмический потенциал постоянен

в полости кругового кольца, если его плотность равна /i(r), где г —

расстояние до центра кольца.

А Пусть Ri и R2 — внутренний и внешний радиусы кольца,

пусть точка М расположена в полости кольца на расстоянии р от его

центра, 0 ^ р < R\. За начало координат возьмем центр кольца, ось

Ох направим через точку М, тогда ее координаты будут М(р;0).
Пусть (?; rf)

— точка кольца. Имеем

и(М) = i- f
Q

где г = л/^2 + rj2, П = {R\ ^ ?2 + г]2 ^ R2}- В полярных координатах

#2 тг

и(М) = -— /j,(r)rdr / In л/г2 + р2 - 2pr cos cp dip.
2тг J J
Rl —тг

Обозначив внутренний интеграл /, преобразуем его:

тг тг

/ = / 1п(г2 + р2 — 2pr cos cp) dip = 2тг In г + / 1п(а2 + 1 — 2а cos у?) dy?,
о о

где а = р/г, 0 ^ а < 1. Согласно результатам примера 7 из § 8, пос-

последний интеграл равен нулю, поэтому / = 2тг1пг и

я2

и(М) = / /i(r)r In г dr,
Я!

т. е. ЦМ) не зависит от выбора точки М в полости кольца. А

Пример 2. Гравитационное поле создано полым шаром G с внут-

внутренним и внешним радиусами R\ и R2j имеющим плотность p(N) =
= ро/r, где г — расстояние от центра шара до точки JV, /?o = const.

Найти силу, действующую на материальную точку М массы т, уда-

удаленную на расстояние R от центра шара, R > R2.
А Начало системы координат поместим в центр шара, ось Oz

направим через данную точку М. Тогда эта точка имеет координа-

координаты М@;0;Л), шар G задастся неравенствами

его плотность равна р = ро/r, где г = у^;2 + rf + B.
Пусть iV(?;77;?) — точка шара, тогда

|Ж7У|2 = ?2 + г]2 + С2 + R2 ~ KR = r2 +R2 - 2(R;

составляющие вектора силы в соответствии с B2), B0) находим по

формулам
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= kmpofff r(r2 + Я2 - 2СДK/2
'

G

G

Ясно, что первый и второй интегралы равны нулю, т. е. Fx = Fy = 0.

После перехода к сферическим координатам получим
2тг тг/2 i?2

с , ГГ Г (гsin6 - R)rcos6dipd6dr
Fz=kmp0J j J {r2+R2_2rRsineyj/2

=

О -7Г/2Я1

o 7 /, ПГ (rsin(9- R)cos6de
J J(y.2 _i_ ^2 27*^sin^)^/2
R\ -тг/2

Совершив во внутреннем интеграле замену г2 + Л2 -2ri?sm# = ?,
найдем

,-, тгктро Г , Г // 2 тэ2\ .— 3/2 . —1/2\ 7, 2тгктро ,^2 г>2\
=

2Д2 J J ^Г ~

^ ~
f )at= ^—(Я2

- ^J.
^1 (Я-гJ

Итак, сила направлена от точки к центру шара и имеет величи-

величину 2тгктр0(Rl - R2)/R2. к

ЗАДАЧИ

1. Пустьмножество G элементарно относительно оси Oz, т. е.

G = {(x;y;z): (х;у) е п, ф;у) ^ z ^ ф(х;у)}, B3)

где П — замкнутое измеримое множество в R
, функции ip и ф

непрерывны на П. Доказать, что для объема G верна формула

V— (ф(х;у) — ip(x;y)) dxdy. B4)
Q

В частности, если ф(х;у) ^ 0, а (р(х;у) = 0 на п (т. е. п является

основанием цилиндрического множества G, а график ф — "крыш-
"крышкой"), то

V= ffi/>(x;y)dxdy. B5)
Q

2. Пустьпромежуток / является проекцией на ось Охп измери-
измеримого множества G С /?п, О,(хп) — сечение G гиперплоскостью хп =

= const, т. е. (х' = (х1]...]хп-1))

Щхп) = {х1 е R71-1: (x';xn) G G} С Rn~\
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и пусть для любого хп Е / множество ?1(хп) измеримо в Rn~1.

Доказать, что г
\iG = fjLU(xn)dxn. B5)

В частности, для /?3, обозначая \iG = V, /лО,(хз) = S(z), имеем

V = Js(z)dz. B6)
3. Пусть А и В — такие измеримые множества в /?п, что для лю-

любого хп их сечения П^(жп) и П#(жп) измеримы в /?n-1 и /лП^(жп) =
= [хпв(хп). Доказать, что /лA = \iB (принцип Кавалъери).

4*). Найти площадь области, ограниченной кривыми:

1) 4у= ж2 - 4ж, ж = у + 3; 2) у2 = Юж + 25, 2/2 = 9 - бж;
3) у2= 2рх+р2, у2 = q2 - 2qx, p > 0, g > 0;
4) ж2+ ^/2 = 4, ^/2 = 4 - 4ж, ж < 1;
5) у2= 2ж, ?/2=4ж-ж2, 2ж<2/2;
6) ^/= cos ж, 2/

= соз2ж, 0 ^ ж ^ 2тг/3;
7) 2ж2+ 2у2 = 2ж + 1, ж2 + у2 = 1, ж2 + у2 ^ 1;
8) V%+ л/У

= л/а, х + у
=

а; 9) (х + уJ + х2 = а2.

5. Пустьi^ — образ квадрата К = [а; а + h] x [Ь;Ь + /&], /с > 0,

при отображении ix = ip(x;y), v = гр(х;у), пусть S и S' — площади

К и iT.

Изобразить множество К', найти отношение S'/S и его предел

при h ->• 0, если:

1) IX= ж?/, г> = 2//ж; а > 0, 6 > 0;

2) I/+ г; = ж, г? = ж^/; а = 0, Ъ = 1, 0 < /г < 1.

6. Найтиплощадь области, ограниченной кривыми (можно ис-

использовать полярные координаты):
1) ж2+ у2 = 2аж, ж2 + у2 = 2Ьх, у = ж, у = 0, Ъ > а > 0;

2) (ж2+ г/2J = 2а2(ж2 - у2), х2+у2= а2 (л/х2+у2 > а > 0);
3) (ж2+ у2 - ахJ = а2(ж2 + у2), ж2 + у2 = ал/3?/ (область вне кар-

кардиоиды, но внутри окружности);
4) (ж2+ у2J = а2х2 - Ъ2у2; 5) (ж2 + у2K = а2(ж4 + г/4);
6) (ж2 + у2J = а(ж3 - Зху2), а > 0; 7) (ж2 + г/2J = ф3 + 2/3)-
7. Найтиплощадь области, заданной на декартовой плоскости в

полярных координатах:

1) г ^ 1 - sin ip; 2) 3 cos ip ^ r ^ 2 - cos <p.

8. Найти площадь области, ограниченной кривыми (можно
воспользоваться обобщенными полярными координатами; см. зада-

задачу 119, §8):

*) Большое количество задач о вычислении площадей плоских фигур, объемов

тел, площадей поверхностей имеется в [2, §7].
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1) ж2/а2 + у2/Ь2 = 1; 2) (ж2/а2 + у2/Ь2J = у2/с2;
3) ж2/а2+ 2/2/&2 = х/р + 2//д, Р > 0, ^ > 0;

4) (ж+ уL = 6ж?/2 (площадь петли);
5) (ж+ 2/L = а2(х2 + ?/2), х = 0, у = 0 (х > О, г/ > 0);

6) \fxfa+ У^ =1, х = 0, ?/ = 0, а > 0, 6 > 0;

7) ж4+ у4 = 2а2 ху; 8) ж3 + ?/3 = аж?/ (площадь петли).
9. Найтиплощадь области, ограниченной данными линиями, ис-

используя подходящую замену координат:

1) х= 2у, 2/ = Зж, Зж = 2 - 2/, ж = 4 - 22/;
2) ж+ у = а, х + у = Ь, у — ах, у = /Зж, 0<а<6, 0<а</3;
3) ху= а2, ху — Ь2\ х — ру, х = qy (ж > 0), 6 > а > 0, g > Р\

4) 2/2= аж, у2 = Ьх, ж = да, ж = qy, Ь > а > 0, g > Р > 0;

5) у2= аж, 2/2 = 6ж ж2 = ру, х2 — qy, Ь > а > 0, g > Р > 0;

6) ху= а2, ху — Ь2, х2 — ру, х2 = #2Л &>а>0, ^>р>0;
7) ж2= ш/, ж2 = by, ж3 = да2, ж3 = qy2, Ъ> а> 0, <?>р>0;

8) д/ж/а+ v/2/7^ = 1j л/ж/а + л/^7^ = 2' ж/а = 2//&Э х/а = 9у/Ь,
а > 0, 6> 0;

9) ж2/3+ у2'ъ = а2/3, ж2/3 + у2'ъ = Ь2'ъ, у = х, у = 8ж, 6 > а > 0.

10. Найтиплощадь фигуры, ограниченной кривой

Ь\у + ciJ + (а2х + 62^/ + с2J = 1,

если А = a\b2 - Ъ2а\ ф 0.

11. Найтиплощадь расположенной в I квадранте фигуры, ограни-

х2 у2 .,
ченнои двумя эллипсами —— 1—-^—= 1 и двумя ортогональны-

СП ZUj ShZUj
2 2
X U

ми им гиперболами —— %—= 1, где j = 1,2, 0 < а\ < а2,
cos^ bj sin bj

0 < bi < Ь2.

Указание. Можно воспользоваться заменой ж = chucosi?,
2/ = shusinv.

Найти объемы тел, ограниченных поверхностями (см. форму-
формулы B4), B5)) A2, 13).

12. 1)\х + у\ < тг/2, z = cosxcosy, z = 0, \x - у\ < тг/2;
2) птг< ж2 + у2 < (п + 1)тг, z = 8'т(х2 + у2), z = 0;

3) ж2+ у2 = аж, г = ж2 + у2, z = 0;

4) ^/= ж2, 2/ = 1> 2 = 0, z = ж2 + 2/2;

5) ж+ ^/ + z = а, 4ж + у = а, 4ж + Зу = За, г/ = 0, z = 0, а > 0;

6) ж2+ 2/2 = R2, х + у + z = а, х + у + z = -а;

7) ж2/а2+ z2/c2 = 1, 2/ = Ьж/а, 2/ = 0, 2 = 0, а>0, 6>0, с > 0

(ж>0);
8) ж2+ у2 = а?/, z = Ж2/, 2 = 0 (ж > 0);
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+ z2 = ж, ж = у;

9) z = б - ж2 - у2, z = у/х2+у2.
13. 1)ж2 + у2 = а2, у + z = ±а, у

— z — ±а;

2) z= xy, z = х + у, х + у = 1, ж = 0, 2/ = О;

3) ж= а, у = b, z2 = ж?/, а > О, 6 > О;

4) ж/а+ 2//6 + 2/с = 1, Зж/а + ?//& + z/c = 1, Зж/а + у/Ъ — 3z/c =
= 1, у = 0, а > 0, 6> 0, с> 0;

5) z= ж2 +2/2, z = х + у; 6)
7) ж2/а2+ z2/b2 = 1, ж2/а2 + у2/Ъ2 = 1;

8) z2- ж2 = а2, z2 - у2 = а2, г = ал/2, а > 0;

9) x2z2+ а2у2 = с2ж2, ж = а, а > 0.

Найти объемы тел, ограниченных поверхностями (можно восполь-

воспользоваться цилиндрическими координатами) A4, 15).

14. 1)(ж2 + у2J = 2ху, z = x + y, z = 0 (ж > 0);
2) ж2 + у2 = ж, ж2 + у2 = 2ж, z = х2 + у2, z = 0;

4) ж2+2/2= А ж2+2/2 + а2'=2?2,'а>0 (г > 0);
5) ж2+ у2 + z2 = а2, ж2 + 2/2 > а|ж|, а > 0;

6) х2-\-у2 -\- z2 = а2, (ж2 + 2/2J = а2(ж2 - у2), а > 0, |ж

7) з/= xtga, 2/ = xtg/3, z — с-

у/х2 + у2 < а, О 0, 0 ^ а < C ^ 2тг;
8) z= ж2 + ?/2, ж4 + ^ = «2(^2 + У2), z = 0;

с/у «^ \^ у
—

-L, «^ \^ у
—

rt, /61 ju \^ у\
— \jjjb \^ иу,

/6 — и, Ju ^ и у ^ и,

а > 0, 6 > 0.

-t ^ -1 \ 9/9. 9/79 -1 9/9. 9/79 г» /л

2) ж2/а2 + у2/Ъ2 = 1, cz = xy, 2 = 0, ж > 0, 2/ > 0;

oj ж /a ~r i/ / о
— %I Pi z/c — у

x I a ~r t/ / о , z — u, P-^u,

5) ж2/а2+ ?/2/62 + z2/c2 = 1, ж'2/а2 + у2/Ъ2 = z/c, с > 0;

6) ж4/а4+ ?/4/64 = ж2/а2 + у2/Ь2, х2/а2 + у2/Ь2 = z/c, z = 0, с > 0;

7) ж2/а2+ 2/2/62 = z/c, ж/а + z/c = 2, а > 0, с > 0.

Найти объемы тел, ограниченных поверхностями (можно исполь-

использовать сферические координаты) A6, 17).

16. 1) x2+y2 + z2=4, z =

¦у2 -\- z2 = 2az, z =2) ж2
3) (ж2+?/2+ ^2J = а3ж, а>0;
4) (x2+2/2+z2J=a2(x2+2/2_z2);
5) (ж2+ у2 + г;2J = axyz, a > 0;

6) (ж2+ у2 + г2J = az(x2 + у2), а > 0;

7) (ж2+ у2J + z4 = azz, a > 0;

16 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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8) (х2 + у2K + z6 = a3xyz, a > 0.

17. 1)(х2/а2 + у2/Ь2 + г2/с2J = х/р, р>0;
2) (х2/а2+ у2/Ъ2 + z2/c2J = х2/а2 + у2/Ъ2;
3) ж2/а2+ у2/Ь2 + z2/c2 = 1, ж2/а2 + y2/b2 = z/c, с > 0;
Л ] гг»Л I f~.Z |^ „.Z I ~L/i i^ ~4 /л4 —— 1 . PC \ / гр^ Irt^1 _|_ 7/ 111 —I— У IО \ "=. Т") I У /Т)т: i Ju I Li \^ U I U \^ /С /С- —

-L, а I \Ju I Li \^ и I U \^ /С I С- I — JU и /С IJJ ,

р> 0.

Найти объемы тел, ограниченных поверхностями A8-20) (все па-

параметры положительны):

18. 1) (ж2/а2 +у2/Ъ2J = 2ху/с2, z2 = 2ху, ж > 0, у > 0, z > 0;

2) (ж/а+ 2//6J + z2/c2 = 1, ж > 0, 2/ > 0, z > 0;

3) х+ у = 1, z2 = ху, z > 0;

4) (ж/а+ у/ЪJ + z2/c2 = 1, (ж/а + 2//6J = ж/а, 2/ > 0, z > 0;

5) ж+ у = 1, ж3/2 + у3!2 = z, ж > 0, 2/ > 0, z > 0;

6) (ж/а+ 2//&J + z2/с2 = ж/р + y/q, ж > 0, 2/ > 0, z > 0;

7) (ж/а+ 2//6J + z2/с2 = х/р - y/q, ж > 0, у > 0, z > 0;

8) x2/a2+y2/b2+ z/c = 1, (ж/аJ/3 + Q//6J/3 = 1, z = 0,

= х2/а2-у2/Ъ2,9) x2/a2+y2/b
22222

2/b2

19. 1)(ж2/а2 + у2/Ъ2J + z4/c4 = z/p;
2) (ж/а+ 2//Ь + ^/сJ = Z/P> х > 0, 2/ > 0, z > 0;

3) (ж/а+ у/Ъ + z/cJ = ж/р + y/q, ж > 0, 2/ > 0, z > 0;

4) (ж/а+ у/Ъ + z/cJ = ж/р - y/q, ж > 0, у > 0, z > 0;

5) (ж/а+ 2//Ь + z/cJ = ж/а + 2//Ь - Z/P, х>0, у > 0, z > 0;

6) д/ж +̂ ^/ф + д/z^ = 1; 7) (ж/аJ/3 + Q//6J/3 + (z/cJ/3 = 1;

8) ((ж/аJ/3+ (у/ЪJ/3K + (z/cJ = 1;

9) \fxfa+ ^/2/7b + V~zfc = !» ж > °» 2/ > °5 ^ > 0.

20. 1)Ж2/ = а2, ху = За2, ж = 2у, ж = З2/, z = ж2 + ^Д z = 0;

2) 2/2= аж, у2 = Ьж, ж = р^/? ж — УУ, z — 1/ж2/5 z = О, Ъ > a, q > р;

3) у2= 2ж, 2/2 = Зж, ж2 =2/, ж2 = 22/, z = Ж2/, z = 0;

4) ху= 1, Ж2/ = 4, 2/2 — х, у2 — Зж, z2 = ху, z — 0;
?J< «-О ~Г t/ ~Г /6 — Li, Ju \~ у \~ /О — ?jUj, Ju \~ у

—

/О, JU \~ у
—

?i/0, у
—

JU,

у
= Зж;

6) z= ж2 + у2, z = 2(ж2 + у2), ху = а2, ху = 2а2, ж = 2у, 2ж = у,
ж > 0, у > 0;

7) ж2+ z2 = а2, ж2 + z2 = Ъ2, х2 - у2 - z2 = 0, ж > О, Ъ > а;

х/а
0

Т + ~ =1-
6 С
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21. Найти объем параллелепипеда, ограниченного плоскостями

Ъ2у + c2z = ±d2, а3х + Ь32/ + c3z = =Ьб?3,

считая, что

А = а2 Ь2 с2 #0.
1з Ь3 с3

22. Найтиобъем эллипсоида

(а\х + Ь\у + c\zJ + (а2х + b2y + c2zJ
при условии, что А ф 0, где А из задачи 21.

23. Найтиобъем части цилиндра

отсеченной плоскостями а3х + Ъ3у + С32: = ia7, при условии, что А ф
Ф 0, где А из задачи 21.

24. ПустьУп —объем n-мерного шара радиуса R. Доказать, что:

1) существует такое сп > 0, что для любого R объем шара Vn =

= с R71'

о\ т/ _о BtQ Е>2&+1 Т/ _
(/ТО p2fe L ri Л/

^; »/2fe+l — z
/o7^ . 1М| Л •>у2к — /о7 чм Л 5 Л t /V.

25. Найтиобъем четырехмерного прямого кругового:

1) цилиндрас радиусом основания R и высотой Н;

2) конусас радиусом основания R и высотой Н.

26. Пустьу = у(х) — непрерывно дифференцируемая на отрез-
отрезке [а; Ъ] функция. Доказать, исходя из формулы F), что площадь а

поверхности, образованной при вращении графика этой функции во-

вокруг оси Oz, равна ъ
а = 2tt

(см. [2, §8, (8)]):
27. Найтиплощадь части сферы х2 + у2 + z2 = 2а2, заключенной

внутри конуса х2 + у2 = z2.

28. Найтиплощадь поверхности az = ху, х2 -\- у2 ^ а2.

29. Найтиплощадь части цилиндра х2 + z2 = а2, заключенной

внутри цилиндра у2 -\- z2 = а2.

30. Найтиплощадь части параболоида у — х2 + z2, расположенной
в I квадранте и внутри цилиндра х2 + z2 = 1.

31. Найтиплощадь части сферы х2 -\-у2 -\- z2 = а2, заключенной

внутри цилиндра х2/а2 + у2/Ъ2 = 1, b ^ а.

32. Найтиплощадь части цилиндра z = ж2, отсеченной плоскос-

плоскостями х + у = л/2, ж = 0, у = 0.

16*
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33. Найтиплощадь части поверхности z2 = 2xy, отсеченной плос-

плоскостями ж + у = 1, х = 0, у = 0.

34. Найтиплощадь части сферы х2 + у2 + z2 = а2, расположенной
вне цилиндров ж2 + ?/2 = ±аж.

35. Найтиплощадь части цилиндра х2 + у2 = аж, расположенной

внутри шара ж2 + у2 + z2 ^ а2.

36. Найтиплощадь части конуса х2 + у2 + z2, заключенной внут-

внутри цилиндра ж2 + у2 = 1.

37. Найтиплощадь части конуса z = у^ж2 + у2, заключенной

внутри цилиндра ж2 + у2 = 2ж.

38. Найтиплощадь части конуса ж2 = у2 + z2, отсеченной поверх-

поверхностью ау — х2.

39. Найтиплощадь части поверхности 2ж = z2 — у2, расположен-
расположенной внутри цилиндра у2 + z2 = 1.

40. Найтиплощадь части цилиндра ж2 + у2 = а2, отсеченной плос-

плоскостями ж±2: = 0 (ж>0).
41. Найтиплощадь части поверхности ж2 + у2 = 22, заключенной

внутри цилиндра (ж2 + у2J — х2 — у2.
42. Найтиплошадь части сферы ж2 + у2 + z2 = а2, заключенной

внутри цилиндра (ж2 + у2J = 2а2ху.
43. Найтиплощадь части поверхности ж2/а — у2/b = 2z, отсечен-

отсеченной цилиндром ж2/а2 + у2/Ь2 = 1 и расположенной при z > 0 (а > 0,
Ь>0).

44. Найтиплощадь части поверхности x2/a + y2/b = 2z, отсечен-

отсеченной цилиндром ж2/а2 + у2/Ъ2 = 1 (а > 0, 6 > 0).
45. Найтиплощадь поверхности (ж + уJ + z = 1, ж > 0, у > 0,

z>0.

46. Найтиплощадь поверхности (ж + ^/J + 2z2 = 2а2, ж > 0, ?/ > 0,
z>0.

47. Найтиплощадь части сферического треугольника ж2 + у2 +
+ z2 + z2 = а2, ж > 0, 2/ > 0, z > 0, х + у < а.

48. Найтиплощадь части конической поверхности z2 = ж2 + у2,
имеющей краем винтовую линию ж = zcosz, у

= zsinz, 0 ^ z ^ 2тг,
и отрезок образующей.

49. Найтиплощадь части поверхности s'mz = sl^sh^/, 2/ > 0, от-

отсеченной плоскостями ж = 1 и ж = 2.

50. Найтиплощадь части сферы ж2 + у2 + z2 = i?2, ограниченной
двумя параллелями ф = фх, ф = ф2>ф1 и двумя меридианами <р = ipi,

ср = ср2 > cpi, где (риф — углы сферических координат.

51. Найтиплощадь поверхности тора ж = (b + a cos ф) cos tp, у
=
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= {Ъ + a cos ф) sin cp, z = a sin ф, 0 < а ^ b.

52. Пусть/о и /с — моменты инерции относительно начала ко-

координат О и центра масс С тела, и пусть d= |СО|, dx = л/y^+Z^ —
расстояние от С до оси ОХ, М — масса тела. Доказать, что:

1) lo= Ic +md2;

2) Ixx= Ix,x, + md2x, где /ж/ж/ — момент инерции тела относитель-

относительно оси CV, параллельной Ох и проходящей через С.

53. Пустьдля тела п С R3 площадь S(x) его поперечного сечения

плоскостью х = const является непрерывной функцией х G [а;Ь], и

пусть плотность /я тела зависит только от ж, /? = ^(ж). Доказать,
что для массы тела М, его статического момента Мух и момента

инерции I'yz верны формулы (см. [2, §9, A5)—A7)]):
ъ ъ

1) м= fs(x)p(x)dx; 2) Myz = ГxS(x)p(x) dx;

о

3) i^ = Jx2S(x)p(x)dx.
54. Пусть тело п получено при вращении вокруг оси Ох фигуры,

заданной неравенствами

О ^ yi(x) ^ у ^ 2/2(ж), а ^ ж ^ Ъ,

где 2/1 (ж) и 2/2(ж) — непрерывные функции, и пусть плотность тела

зависит только от ж, р — р(х). Доказать, что (см. [2, §9, A9), B0)]):
ъ

J/IO) -y\(x))p(x)dx]

1 г

2) Туу= ~ txx+к x2(yl(x) - у2(х))р(х) dx.
л J

а

55. Пустьоснованием прямого цилиндра является область площа-

площади 5, а "крышка" цилиндра плоская. Пусть Н — длина лежащего

внутри цилиндра отрезка прямой, проходящей через центр масс ос-

основания параллельно образующим. Доказать, что объем цилиндра ра-

равен SH.

56. Дляквадрата п = [0;тг/2] х [0;тг/2] с плотностью р(х;у) =

= ро вт(ж + у) найти:

1) массу; 2) координаты центра масс;

3) моментыинерции 1ХХ и 1уу относительно осей Ох и Оу;
4) моментинерции относительно прямой у = х.

57. Для круга П = {ж2 + у2 ^ 2аж} с плотностью р(х;у) =

= рол/х2 + у2 найти:

1) массу; 2) координаты центра масс;
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3) моментыинерции 1ХХ и 1уу относительно осей Ох и Оу;
4) моментинерции относительно прямой х — а.

58. Длятреугольника п = {ж + у ^ а, а^ж^О, а ^ у ^ 0} с

плотностью р(х;у) = ж найти:

1) массу; 2) координаты центра масс;

3) моментыинерции относительно осей Ох и Оу;
4) моментинерции относительно прямой у = ус, где ус

—

орди-
ордината центра масс.

59. Пустьначало координат О является центром масс плоской

фигуры П, прямая I проходит через О и составляет с осью Ох

угол а.

Доказать, что

// = Ixx cos2 a — 2Ixy sin a cos a + Iyy sin2 a, B7)
где // — момент инерции П относительно оси I, 1ху

— центробеж-
центробежный момент инерции:

hy = ffxyp(x;y)dxdy. B8)
Q

60. Найтикоординаты центра масс однородной плоской (р = 1)
фигуры:

1) у2/а̂ ж ^ 2а — у, а > 0;

2) х+у ^ а , |з/| ^ жtgа, а Е @;тг/2);
3) 2/^ а2/ж, у2/(8а) ^ ж ^ 2а, а > 0; 4) г ^ аA + siny?);

5) ограниченнойпетлей декартова листа ж3 + у3 = Заху;
6) ограниченнойаркой циклоиды ж = а(? + sint), у = аA — cost)

и прямой 2/ = 2а;

7) у/х+ у/у ^ д/а, ж ^ 0, у ^ 0.

61. Найтистатический момент однородного (р = 1) тела {(ж2 +
+2/2) ^ ^ ^ 1 - ж2 - 2/2} относительно плоскости Оху.

62. Найтикоординаты центра масс однородного (р = 1) тела:

1) 0 ^ &Z ^ ft(b - у), а2у ^ 6ж2, а > 0, Ъ > 0, ft > 0;

63. Найтикоординаты центра масс тела с плотностью р:

1) [0;а] х [0; а] х [0; а], р = ро(х + у + zJ;
2) ж2+ у2 + z2 ^ Л2, ж ^ 0, р = ро/л/х2 + 2/25
3) Л2̂ ж2 + 2/2 + ^2 ^ 4Л2, 2/^0, р = роB:2 + ж2 + ?/2);
4) д/ж2+ 2/2 ^ z ^ ft, р = ро^2;
5) ж2+ у2 ^ z ^ ft, p = рол/ft - г;
л\ о о о^ т")9 ^/^» /9 i 9 i 9\ 1/9
Г) ) Т* ~~г~ II ~~т~ Z \ П Z ^ () /7 ^= /7п \ Т ~~т~ II ~~т~ Z ) I

7) ж2+ у2 - z2 ^ а2, 0 ^ z ^ ft, p = рО2:;

8) 0̂ z ^ ж2 - у2, х2 + 2/2 ^ 1, ж ^ 0, р =
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64. Попространству вне шара х2 + у2 + z2 ^ R2 распределена
масса с плотностью р = ро/г3~^а, где а > О, г = л/х2 + у2 + z2.

Найти эту массу.

65. По пространству вне эллипсоида х2/а2 + у2/Ъ2 + z2/c2 ^ 1

распределена масса с плотностью

р = р0 ехр(-/с v^2/a2+2/2/fr2 + ^2/c2), fc > 0.

Найти эту массу.

66. Найтимомент инерции относительно координатных осей и от-

относительно начала координат однородной [р = 1) плоской фигуры:

1) х2+у2̂ а2, \у\ ^xtga, «G @;тг/2);
2) (ж- аJ + (j/ - аJ ^ а2, а ^ ж ^ 0, а^у^ 0;

3) ж/а+ 2//с ^ 1, х/b + y/c^l, у ^ 0, а > 6 > 0, О 0;

4) г̂ asin2(p, 0 ^ (^ ^ тг/2; 5) г ^ аA
— sin у?);

6) ж2/а2+ ?/2/62 ^ 1; 7) х4+у4 = а2[х2 + ^у2);
8) ху — а2, од = 2а2, х — 2у, у = 2х (х > 0, 2/ > 0).
67. Найтиполярный момент инерции относительно начала коор-

координат однородной (^ = 1) плоской фигуры:

1) х/а+ у/Ь^1, х ^ 0, О 0, a > 0, 6 > 0;

2) а2^ у2 ^ ах ^ 0, а > 0; 3) г = a^cos 2ip.
68. Найтимомент инерции плоского однородного (р = 1) правиль-

правильного треугольника со стороной а относительно оси:

1) содержащейего высоту;

2) проходящейчерез центр масс треугольника и составляющей с

его высотой угол а.

69. Пошару радиуса R распределена масса М с плотностью р.

Найти момент инерции шара относительно его диаметра, если:

1) плотностьр в точке пропорциональна расстоянию между этой

точкой и центром шара;

2) плотностьр в точке обратно пропорциональна расстоянию меж-

между этой точкой и центром шара.

70. Найтимоменты инерции относительно координатных осей од-

однородных (р = 1) тел:

1) [0; а] х [0; Ь] х [0; с]; 2) х2 + у2 ^ R2, 0 ^ z ^ Я;

3) 0̂ Rz ^ H (R
- у/х2 +у2).

71. Найтиполярный момент инерции шара х2 + у2 + z2 ^ R2 с

плотностью р = ро(х2 + у2 + z2) относительно его центра.

72. Найтимомент инерции относительно плоскости Оху однород-
однородного (р = 1) тела х2 + у2 + z2 ^ R2, ж2 + ^/2 + z2 ^ 2i?z.

73. Найтимоменты инерции относительно координатных плос-

плоскостей однородных (р = 1) тел:
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1) x/a+ y/b + z/c^l, х ^ О, О О, z ^ О, а > 0, 6 > 0, с > 0;

2) х2/а2+ 2/2/^2 + z2/c2 <С 1; 3) ^х2/а2+у2/Ъ2 <С z/c <С 1;

4) х2/а2+ ?/2/62 + z2/c2 <С 1, х2/а2 + у2/Ь2 <С х/а, а > 0, 6 > 0,
О 0;

5) (х2/а2+ у2/Ъ2)/2 ^ z/c ^ х/а + з//Ь, а > 0, 6 > 0, с > 0.

74. Найти момент инерции относительно оси Oz однород-
однородных (^=1) тел:

1) 2ах̂ z2, х2 +у2 ^ ах;

2) ж2+ у2 ^ а2, ж + у + z ^ ал/2, ^ ^ 0;

3) 0^z^x2+y2,\x + y\^l, \х-у\ <: 1;

4) х2 + ^ + z2 <: 2, ^ ^ лЛ2+2/2; 5) (х2 + ?/2 + z2J ^ a3z;

6) (х/аJ/3+ (у/ЪJ/* + (z/cJ/3 < 1;

7) л/у2/Ь2+ z2/c2 ^ х/а ^ 1, а > 0, Ь > 0, с > 0.

75. Найтимомент инерции тора х = (b + acos^) cos(p, 3/ = (Ь +
+acos/0) sin(^, 2: = asin^, 0 < a < 6, относительно:

1) оси Oz; 2) оси Ох.

76. Найтимомент инерции однородного (р = 1) цилиндра х2 +

+ 2/2 ^ i?2, |z| ^ i? относительно прямой х = у
= z.

77. Пустьначало координат О совпадает с центром масс тела G,
ось I проходит через точку О и составляет с осями координат уг-

углы а, /3 и 7- Доказать, что момент инерции // тела относительно

оси I равен

1{
—

lxx cos2 а + 1Уу cos2 /3 + Izz cos2 7 - 2Ixy cos a cos /3 -

— 2lyz cos/3 cos 7
— 2IZX cos 7 cos a, B9)

где

/жу = xypdxdydz, Iyz= yzpdxdydz, Izx = zxpdxdydz
G G G

C0)
— центробежные моменты инерции тела.

78. Найтилогарифмический потенциал, если П = {х2 + у2 ^ а2},
и, кроме того:

1) jji = const; 2) fi(x;y) = /(г), г = у^х2 + у2.
79. Найтиньютонов потенциал в точке Мо, создаваемый ша-

шаром плотности ро *) и радиуса R.

80. Найтиньютонов потенциал в точке Mq, создаваемый полым

шаром с плотностью ро, если его внутренний и внешний радиусы

есть i?i и Д2, Й1 < Д2.

81. Найтиньютонов потенциал, создаваемый шаром х2 + у2 +

*) Всюду в задачах этого пункта ро
= const.
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+ z2 = R2 с плотностью p[x\y\z) = л/х2 + у2 + z2.

82. Найтиньютонов потенциал в центре основания цилиндра с

радиусом R, высотой Н и плотностью р0.

83. Материальныйконус с образующей I и высотой h имеет плот-

плотность ро. Найти потенциал гравитационного поля конуса:

1) в его вершине; 2) в центре его основания.

84. Найтив точке @; 0, К) ньютонов потенциал полушара х2 +
+ у2 + z2 ^ R2, z ^ 0 с плотностью ро.

85. Найтив точке @; 0; К) ньютонов потенциал цилиндра х2 +
+ у2 ^ R2, 0 ^ z ^ Н с плотностью ро.

86. Найтиньютонов потенциал эллипсоида (ж2 + у2)/а2 + z2/62 =
= 1 с плотностью ро в его центре.

87. Найтисилу притяжения материальной точки Mq массы т

шаром радиуса R с плотностью р0.

88. Изматериального шара радиуса R и плотности ро вырезан

шаровой сектор с углом в осевом сечении 2а. Найти силу, с которой
этот сектор притягивает точку массы т, расположенную в его вер-

вершине.

89. Дляматериального шара с плотностью р = /(г) доказать, что:

1) точкавне шара притягивается шаром с такой же силой, как и

точечной массой, равной массе шара и помещенной в его центре;

2) наточку внутри шара наружный шаровой слой не оказывает

никакого действия;

3) потенциалв точке вне шара таков же, как и от точечной массы,

равной массе шара и помещенной в его центр;

4) еслишар полый, то потенциал шара в полости постоянен.

90. Найтисилу, с которой цилиндр с плотностью р0, высотой Н

и радиусом R притягивает точку массы т, расположенную в центре
основания цилиндра.

91. Найтисилу, с которой конус с плотностью ро, высотой Н и

радиусом основания R притягивает точку массы ш, расположенную
в вершине конуса.

92. Найтисилу притяжения материальной точки массы т с ко-

координатами @; 0; К) материальным кругом {х2 + у2 ^ R2, z = 0},
по которому равномерно распределена масса с поверхностной плот-

плотностью ро.

93. Найтисилу притяжения материальной точки массы т с коор-

координатами @; 0; К) материальной плоскостью, по которой равномерно

распределена масса с поверхностной плотностью ро.

94. Расстояниемежду центрами двух шаров равно а, масса одного

шара равна Mi, другого
— М^, плотность каждого шара постоянна.
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Исходя из формул B1), B0) доказать, что сила притяжения одного

шара другим равна силе притяжения между двумя материальными

точками, помещенными в центры шаров и имеющими массы М\ и

Mi соответственно. Найти эту силу.

95. СчитаяЗемлю жидким шаром со средней плотностью ро и

радиусом R, найти давление в нем как функцию расстояния г до

центра.

96. Тонкаяпластинка имеет форму кругового кольца с центром в

точке О@; 0) и радиусами Ri и R2, R\ < R2- Удельная теплоемкость

пластинки равна с = \ху\, плотность ро постоянна. Найти количество

тепла, полученного пластинкой при ее нагревании от температуры Т\
до температуры Т2.

97. Натонкой пластинке, имеющей форму параболического сег-

сегмента с основанием 2а и высотой h, распределен электрический за-

заряд с поверхностной плотностью а = 2х + у. Найти полный заряд
пластинки.

98. Горизонтальныйуровень жидкости совпадает с плоскостью

Oyz, ось Ох направлена вниз, в глубь жидкости. Плотность

жидкости ро. Показать, что сила давления жидкости на вертикаль-

вертикальную пластину П, расположенную в плоскости Оху, равна

ро xdxdy,
Q

а ее точка приложения находится на глубине /i, определяемой из фор-
формулы гг ГГ о

h xdxdy= II х dxdy. C1)
Q Q

99. Показать,что кинетическая энергия твердого тела G, вра-

вращающегося вокруг оси Oz с постоянной угловой скоростью со,

равна 1
Wk=±Izzu2, C2)

где Izz — осевой момент инерции тела.

100. Пустьтело G вращается вокруг оси Oz с постоянной угло-

угловой скоростью и.

Главный вектор сил инерции (центробежных сил) F = (Fx; Fy;Fz)
определяют по формулам

J =uj2Myzj Fy=u2MZXj Fz=0. C3)
G

Главный момент М = (Мж; Му; Mz) этих сил — по формулам

Мх=ио2 jyzpdV = u2Iyz, My=uo2Izx, Mz = 0. C4)
G
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Материальная пластина закреплена на оси I и вращается вокруг

нее с постоянной угловой скоростью и. Как следует расположить
ось I, чтобы силы инерции (центробежные силы) не оказывали на

нее никакого действия?

101. Пусть G — тонкая однородная треугольная пластина мас-

массы М с катетами а и Ь, вращающаяся вокруг оси Oz, содержащей
катет Ъ. В какой точке следует поместить точечную массу и какой

величины, чтобы, присоединив ее к пластинке, устранить реакции в

точках закрепления оси вращения?

ОТВЕТЫ

4. 1) 8/3; 2) 16л/15/3; 3) 2(р + q)y/pq/b 4) (бтг + 8)/3;
5) (бтг-1б)/3; 6) Зл/3/4; 7) (тг + 6л/3)/24; 8) а2/3; 9) тга2.

к ,ч
2b + h a + h 2b , h

51} l2) °

6.1) (тг + 2H2 -а2)/4; 2) (Зл/3 - тг)а2/3; 3) Зл/За2/4;
4) а6+(а2-б2) arctg (а/6); 5) Зтга2/4; 6) тга2/4; 7) 5тга2/1б.
7. 1) Зтг/2; 2) (9тг +

, ,
v тгаб3 v тгаЬ f а2 Ь2 \ ., 6 ^ а2

8.1)тгаЬ; 2) _; 3) _^_ + _j; 4) -; 5) у;
6) аб/70; 7) тга2/2; 8) а2/б.

,25. , (р - а)(Ъ2 - а2) .

, Ъ2 - a2 q.
91} 21' 2) 2(а 3)~^[П
4) 1F2-а2)(^3-р3); 5) \(b-a)(q-p); 6) 1F2-а2)

9) A(,2_a2)
10. тг/|А|.
11. ((Ь2-&i)(sh2a2 - sh2ai) - (a2 -ai)(sin262 -sin2bi))/4.
12. 1)тг; 2) 2тг; 3) Зтга4/32; 4) 88/105; 5) а3/12; 6) 2тгЯ2а;
7) а&с/З; 8) а4/24; 9) 32тг/3.
13. 1)2Cтг-4)а3/3; 2) 7/24; 3) 8(а6K/2/3; 4) 2аЪс/27; 5) тг/8;
6) тг/32; 7) 1ба62/3; 8) 4B - л/2)а3/3; 9) тгас2/2.
14. 1)тг/8; 2) 45тг/32; 3) тгA - е );4) тгB - л/2)а3/3; 5) 1ба3/9;

, (бтг + 40 - 32л/2)а3 , 2(/3 - а)(тг - 2)
9 '° тг2 аС' 6J

2л/2
'

, Зтг(а + 6)
yj 8
15. 1)тгаб/4; 2) a2b2/(Sc); 3) 4а46с/(9р3); 4) тг2аЪс/2;
5) 5C - л/5)тга6с/12; 6) ЗтгаЬс/2уД; 7) 81тга6с/32.
16. 1)8тгB + л/2)/3; 2) тга3; 3) тга3/3; 4) тг2а3/4л/2; 5) а3/360;
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6) тга3/60; 7) тг2а3/б; 8) 2тга3/9л/3.
17. 1)тга2Ьс/(Зр); 2) тг2а6с/4; 3) 5C - л/5)тга&с/12; 4) 8тга6с/5;
5) а464с4/C60р9).
18. 1)тга363/A2с3); 2) а&с/З; 3) тг/24; 4) A6 - Зтг)а6с/48; 5) 8/35;

тга&с (а <
Ъ\ / а2 Ъ2 \

^
тгаЬс pq (а \4 ~ч 75тга6с

1 + Л + J Vp/' j
р др ? J64 ag + bpVp/

' j 256

9) 2Cтг + 20 - /5

19.1) ^; 2) ^; з) !?(?+ »)(<•!+ 4);6р 60р2 60 V р q / \p2 q2)

дч
ahc (a ,^)\~1fa\4 r\ абс рEс + 4р) „ч абс ,_ч 4тгаЬс

> ~60 \p
+ q) \р) ; Ъ)W~(^T^F; J "90"; П ~^Г

8) тгабс/2; 9) абс/1680.

ции Е и К см. в задаче 27, § 13;
8) 5аЬсA/е-1/3).
21. 8did2d3/|A|. 22. 4тг/C|А|). 23.

25. 1) 4тгЛ3Я/3; 2) ttR3H/3. 27. 2тга2B - л/2).
28. 2(л/2- 1)тга2/3. 29. 16а2. 30. тгEл/5 —
31. 8a2arcsinF/a). 32. E + Зл/21п(л/2 + 1))/б. 33. тгл/2/4.
34. 8а2. 35. 4а2. 36. 2тг. 37. ttv^. 38. тга2/л/2.
39. 2тгBл/2 - 1)/3. 40. 4а2. 41. B0 - Зтг)/9.
42. 2(тг + 4-4л/2)а2. 43. - Bл/2 - I)a6arctg л/|".

3 Vо

44. -тгBл/2-1)а6. 45. i|. 46.2а2.

47. |(л/2-1)а2. 48. 4тг3л/2/3. 49. ^^(е + е-1).
50. ((f2 - (pi)(simp2 - simp^R2. 51. 4тг2а6.

56. 1)2р0; 2) хс = 2/с = тт/4; 3) /жж = 1УУ = (тг2/4 + тг -

4) (^/4-2)^.

57. 1) — а3р0; 2) жс = -а, ^/с = 0;

оч г 512 5 г
1024 5 ,ч 1376 5

3) /жж = — а5ро, /уу = "Y^a5po; 4) а5р
58. 1) а3/3; 2) хс = За/4, ус = 5а/8; 3) 1ХХ = За5/20, /уу = а5/5;
4) 19а5/9б0.
ЛГк -.ч 8а аоч 2sinа л
60. 1)хс =

—, ус = -

о 5 2) жс =

—5— «> 2/с
= 0;

5 2 За
оЧ 81а 27а .ч ^ 5а
3) ЖС =

10F + In4)'
УС =

-47бТЬ4)
; 4) arc = 0, ус =

у;
5) хс=ус = 4тга/9л/3; 6) же = 0; ?/с = 7а/б; 7) хс = Ус = а/5.
61. 7тг/9б.
62. 1)хс = 0, г/с = 36/7, ^с = 2Д/7; 2) хс = 4/3, 2/с = *с = 0.
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63. 1) хс = Ус = zc = За/5; 2) хс = 8Л/(Зтг2), Ус = zc = 0;

3) хс = zc = 0, ус = 105Д/124; 4) хс = Ус = 0, zc = 5Л/6;
5) хс = ус = 0, zc = 4/г/7; 6) хс = Ус = 0, zc = Д/3;

4

64. *П?. 65.

66.1) /жж =a4Ba-sin2a)/8, /^ = а4Bа + sin2a)/8, /0=aa4/2;
2) /жж= /„„ = а4A - 5тг/1б), /о = а4B - 5тг/8);
оч г (а- 6)с3 Т (а3- 63)с г (а - Ъ)с , 2 ,

о
, l2 , l\

3) 4Ж= 12' , 1Уу = 12
, /о =

12
(с2 + а2 + б2 + аЬ);

4) 1ХХ= /уу = Зтга4/128, /0 = Зтга4/б4;
5) 1ХХ= 49тга4/32, /^ = 21тга4/32, /0 = 35тга4/1б;
6) 1ХХ= тгаЪ3/^ 1уу = тгаЧ/4, /0 = тгаЪ(а2 + 62)/4;
7) /жж= /уу = 3™4/Dл/2), /0 = 3^а4/Bл/2);
8) 1ХХ= /уу = 9а4/8, /о = 9а4/4.
67. 1)ab(a2 + 62)/12; 2) 2ба4/105; 3) тга4/8.
68. 1)л/3а4/9б; 2) л/За4/%. 69. 1) 4MR2/9; 2) МЛ2/3.
70. 1) /жж = аЪс(Ъ2 + с2)/3, /уу = аЪс(с2 + а2)/3,

2) /жж = /уу = ttHR2(H2/3 + Л2/4

6) 1ХХ - 1уу -
6Q

(^ii + Jit J,

4) Ixx = /yy = Izz = 4

71. 4:7rp0R7/7. 72. 59тгЯ5/480.

2) Ixy= 4тга6с3/15, /^ = 4тга36с/15, 7^ = 4тга63с/15;
3) Ixy= тга6с3/5, /^ = тга36с/20, /^ж = тгаЬ3с/20;

4) ^„= ^# A5т - 16), /уг = ^J (Ю57Г - 92),

5) Ixy = 7тга6с3/2, Iyz = 4тга3Ьс/3, /гж = 4тгаЬ3с/3.

74. 1) ^#а- 2) =?; 3) й; 4) *E^Z*L; 5)
9™5

135
"

' ^
,/2

' У
45

' ^ 15 ^140 '

6) 4тга6с(а2 + 62)/715; 7) тгабф2 + 4а2)/20.
75. 1) тг26а2D62 + За2)/2; 2) тг2Ьа2DЬ2 + 5а2)/4.
76.

у2 > 1, |(a2lna+ i (r2 - а2)) при
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а

2) f(p)pM(r;p)dp, где M(r;p) = max{lnr,ln^}, г =

о

79. -

3
—

при г0 ^ Л, 2тгро(Я2 -

v ) ПРИ
го V 3/

80. ^(ДЗ-ДЗ) 1 Приго^Д2, ^о го ого ^) при
(

Д2, 2тгро(Я1 - R\) при го < Дь г0 = л/жо + 2/о + zo-

81. тгД4 -

при г ^ Д, ^ DД3 - г3) при г ^ Д, г =

82 . тгРо(i?2In + Я(л/Л2 + Я2 - Я)).
83. 1) wpoh(l-h);

2)

при84. (̂(h2 + Л2K/2 - /г3 + Л3 - |/гй2)
oil \ Z /

^((/г2 + Л2K/2 - 2/г3 - Д3 + \hR2) при /г ^ R.

85. 717>о((Я- /г),/^2 + (Я - /iJ + /гл/Л2 + /г2 - (Я - /г)|Я - /г| -

87. -7гЯ3ро™при г0 ^ Д, -тгротпго при г0 ^ Д, где г0
—

рас-

стояние от Мо до центра шара.

88. 7г^0Дsin2 а. 90. 2тгpo(VR2 + Я2 - R + H).

91. 2тгротН  .92. 2тгтр0-
/R2 + h2

93. 2тгтр0. 94. O^tipi. 95. ^r(R-r).
а1 3

96. (ро(Т2 - Т1)(Д| - Дх))/2. 97. 4a/i2/5.
100. Заось I следует взять одну из двух главных осей инерции

пластины.

101. Пустьначало координат О совпадает с вершиной прямого
угла, ось Ох направлена по катету длины а, тогда масса m и коор-

координаты ее точки нахождения определяются из условий у = 0, z — b/4,
mx = -Ma/3.
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§ 10. Криволинейные интегралы

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Криволинейные интегралы первого рода. Пусть спрям-
спрямляемая кривая Г задана уравнением

r = r(s), (Ks^S, A)
где s — переменная длина дуги этой кривой. Тогда, если на кривой Г

определена функция F, то число

s

fF(r(s))ds
о

называют криволинейным интегралом первого рода от функции F по

кривой Г и обозначают

F(x;y; z) ds или, короче, Fds.

г г

Таким образом, по определению
s

JF(x;y;z)dx= jF(x(s);y(s); z(s)) ds. B)
г о

Интеграл B) существует, если функция F непрерывна на кривой Г.

Свойства криволинейного интеграла первого рода.

1) Криволинейныйинтеграл первого рода не зависит от ориента-

ориентации кривой.

2) Есликривая Г есть объединение конечного числа кривых 1\,...
...,Г/,, а функция F непрерывна на Г, то

к

jF(x; y;z)dx = J2 I F& У\ *)ds. C)
Г г=1Ti

3) Еслигладкая кривая Г задана уравнением

r = r(?), a^t^/3, D)
а функция F непрерывна на кривой Г, то

Р

jF(x;y;z)ds = jF(x(t);y(t); z(t))y/(x'(t)J + (y'(t)J + (z'(t))*dt.
Г а

E)
Если Г — гладкая плоская кривая, заданная уравнением

у = /(ж), а ^ х ^Ь, F)

то ь

jF(x; у) dx = jF(x; f(x))y/l + (/'(ж)J dx. G)
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Аналогично, если гладкая плоская кривая Г задана уравне-
уравнением

то
d

fF(x;y)dx= fF(<p(yy,yWl + (<p'(y))*dy. (8)
Г с

2. Криволинейные интегралы второго рода. Пусть гладкая

кривая Г задана уравнением A). Тогда
dr
— = т = (cosa; cos/3; cos7) (9)
as

— единичный вектор касательной к этой кривой. Здесь а, /3, 7
—

углы, образованные касательной с координатными осями Ох, Оу
и Oz соответственно.

Пусть на кривой Г определена вектор-функция F = (P;Q;R) та-

такая, что для скалярной функции

FT = (F, г) = Р cos a + Q cos E + Р cos 7

существует / FT ds. Тогда число

г jFTds=J(F,r)ds A0)
г г

называют криволинейным интегралом второго рода от функции F по

кривой Г и обозначают

I Pdx + Qdy + Rdz.

г

Таким образом, по определению

s

ГPdx + Qdy + Rdz = [(Pcosa + Q cos/3 + Rcos>y) ds, A1)
г о

где (cos a; cos /3; cos 7) —единичный вектор касательной к кривой Г.

Формулу A1) можно записать в векторной форме:
s

|(F,dr) = |(F(r(s)),r(s))ds, A2)
г о

где dr = (dx; dy; dz).
Если Q = R = 0, то формулу A1) записывают в виде

s

[Pdx= Г P(x(s); у (s)]z(s)) cos a(s)ds. A3)
г о

Аналогично,
s s

JQdy= JQcosCds, IRdz= IRcosjds. A4)
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Свойства криволинейного интеграла второго рода.

1) Приизменении ориентации кривой на противоположную кри-

криволинейный интеграл второго рода меняет знак.

2) Еслигладкая кривая Г задана уравнением D), а вектор-функ-
вектор-функция F = (P;Q]R) непрерывна на Г, то

Р

f(F,dr) = f(F,r'(t))dt, A5)
или г

= J [P(x(t);y(t);z(t))x'(t) +
Г а

+ Q(x(t);y(t); z(t))y'(t) + R(x(t); y(t);z(t))z'(t)] dt. A6)
В случае, когда Г — плоская гладкая кривая, заданная уравнени-

уравнением F), из формулы A6) следует, что

ъ

fp(x;y)dx=JP(x;f(x))dx, A7)
Г а

Ь

jQ(x;y)dy= jQ(x;f(x))f'(x)dx. A8)
Г а

3. ФормулаГрина. Пусть граница Г плоской ограниченной об-

области G состоит из конечного набора кусочно гладких кривых. Тогда,

если функции P. Q, ——

,
——

непрерывны на G, то справедлива фор-
форду ох

мула Грина ,dQ др,

ff(^-^)dxdy=fPdx + Qdy> A9)
G Г

где контур Г ориентирован так, что при его обходе область G оста-

остается слева.

Из формулы A9) при Q = ж, Р = —у получаем

S= \ jxdy-ydx, B0)
г

где S = lldxdy — площадь области G, ограниченной контуром Г

G

(при обходе контура Г область G остается слева).
4. Условиянезависимости криволинейного интеграла от

пути интегрирования. Если функции Р(х;у) и Q(x;y) непрерыв-
непрерывны в плоской области G, то криволинейный интеграл

[ Pdx-\-Qdy B1)
А

17 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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не зависит от пути интегрирования Tab (кривая Tab лежит в об-

области G, А — ее начало, В — конец) тогда и только тогда, когда

выражение Р dx + Q dy является полным дифференциалом некоторой
функции и = и(х;у), т. е. в области G выполняется условие

du = Pdx + Qdy или ^ = Р, ^ = Q. B2)
дх ду

ПРИЭТОМ /Pdx + Qdy = u(B)-u(A). B3)

ЗД6СЬ и(х;у)=I Pdx +Qdy, B4)

где Тмом — некоторая кривая с началом в фиксированной точ-

точке Мо(хо;уо) и концом в точке М(х;у), лежащая в области G.

Пусть функции P. Q. -Z— и -^- непрерывны в плоской облас-
оу ох

ти G. Тогда для того чтобы криволинейный интеграл B1) не зависел

от пути интегрирования, необходимо, а в случае, когда G — одно-

связная область, то и достаточно, чтобы в области G выполнялось

условие

ду дх

5. Некоторые приложения криволинейных интегралов.
Пусть на кусочно гладкой кривой Г распределена масса с линейной

плоскостью p(x;y;z) (или р(х;у) для плоской кривой).
Массу кривой вычисляют по формуле

m = Гp(x;y;z)ds, B6)
г

координаты центра масс — по формулам

хс = — fxpds, ус = — [ypds, zc =
— f zpds, B7)

mJ mJ mJ
Г Г Г

моменты инерции относительно осей Ох, Оу и Oz — по формулам

1Х = J(y2 + z2)pds, Iy = J(z2+x2)pds, Iz = J(x2+y2)pds.
г г г

B8)
Пусть на области п задана вектор-функция F(r), где г — радиус-

вектор точки из П, тогда говорят, что на п задано векторное (сило-
(силовое) поле. Пусть Г — кусочно гладкая ориентированная кривая в Q
и векторное поле F непрерывно на Г.

Работой поля F вдоль Г называют интеграл

А = fF(r)dr. B9)
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ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл

/= J(x + y)ds,
г

где Г — граница треугольника (рис. 10.1) с вершинами О@; 0),
АA;0), 5A; 1).

А Пусть /]_, /2, /з — криволинейные интег-

интегралы от функции ж + у по отрезкам А5, 50
и ОА соответственно. Так как отрезок АВ

задается уравнением ж = 1, 0^2/^1, то по

формуле (8) получаем
1

/i = f(y + l)dy= |.
о

Рис. 10.1

Отрезки 50 и ОА задаются соответственно уравнениями у
=

х,

O^x^l, иу = О, 0 ^ ж ^ 1. По формуле G) находим

1 1

/2 = / 2ж л/2 б?ж = л/2, /3 = \xdx — -.

о о

Следовательно, / = Д + /2 + /з = 2 +

1)

Пример 2. Вычислить криволинейный

интеграл

/ = у dx -\- xdy

по кривой Г с началом 0@; 0) и концом

.), если (рис. 10.2):
1) Г— отрезок ОА;
2) Г— дуга параболы у = ж2;

Рис ю2 3)Г — дуга окружности радиуса 1 с

центром в точке A;0).
А 1) Так как отрезок ОА задается уравнением у = ж, 0 ^ ж ^ 1,

то, применяя формулы A7) и A8), находим

1 1

/= х dx -\- \ xdx — \.

= 1.

2) ЕслиГ — дуга параболы, то

1 11

у dx = /ж2 б?ж, xdy = / 2ж2 б?ж, / = / Зж2
г о г о о

3) Таккак уравнение дуги окружности можно записать в виде

ж = 1 + cost, у = sint,

17*
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где t меняется от тг до тг/2, то по формуле A6) получаем

тг/2 тг/2
/= / sint(— sint) dt + / A + cost) cost dt =

7Г/2

= Г (cos t + cos 2t) <it = 1. A

7Г

Пример З. Вычислить с помощью формулы Грина криволиней-
криволинейный интеграл

I = х2у dx — ху2 dy,
G

где Г — окружность х2 + у2 = Л2, пробегаемая против хода часовой

стрелки.

А Воспользуемся формулой A9), где

Р = х2у, Q = -xy2, g=V, ^=х2'
Тогда гго о

I = -jj (х2 +y2)dxdy,
D

где D — круг радиуса R с центром в точке @; 0). Переходя к поляр-

полярным координатам, получаем

о о

Пример 4. Пользуясь формулой B0), найти площадь 5, ограни-

ограниченную астроидой

х = a cos3 t, у = a sin3 t, 0 ^ t ^ 2тг.

А Применяя формулы B0) и A6), получаем

2тг 22тг

S=I f(x(t)yf(t) -y(t)xf(t))dt = Ц- /(cos41 sin2 t + sin41 cos2 t) dt =

2 2тг 22?r 2
= ^[sin22tdt = ^- fA-cos 4t)dt = Щ?-. A

8 J 16J 8
о о

Пример 5. Показать, что криволинейный интеграл

I = f Cx2y + y)dx + (ж3 + х) dy,
АВ

где АA\—2), 6B; 3), не зависит от пути интегрирования, и вычис-

вычислить этот интеграл.
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А Так как функции Р = Зх2у + у. Q = ж3 + ж, -^— и -^ непре-
ох оу

рывны в R и выполняется условие B5), то интеграл не зависит от

пути интегрирования и выражается формулой B3).
Функцию и(х;у) можно найти по формуле B4). Заметим, однако,

что подынтегральное выражение является полным дифференциалом,
так как

(Зж2 + у) dx + (ж3 + x)dy = (Зж2?/ dx + x3 dy) + (у dx + x dy) =

= d(x3y) + с?(ж?/) = <i(x32/ + xy) = бЬ.

Следовательно, и = ж3^/ + ж^/, и по формуле B3) находим

/ = и{В) - и{А) = 30 - (-4) = 34. А

ЗАДАЧИ

1. Вычислить криволинейный интеграл первого рода по плос-

плоской кривой Г:

1) / ds, Г —отрезок с концами @; 0) и A;2);

2) fBx+ y)ds, Г— ломаная АВОА, где АA;0), Б@; 2), О@; 0);
г

3) /(ж + у) ds, Г — граница треугольника с вершинами @;0);

A;0) ]?@;1);
, Г —отрезок с концами @; —2) и D;0);

г
2/
~ ж

5) / — =,Г —отрезок с концами @:0) и A:2).J ^2 + 2/2 + 4

2. Вычислитькриволинейный интеграл xyds, если:

г

1) Г— граница квадрата с вершинами A;0), @;1), (—1;0),
@;-1);

2) Г— четверть эллипса ж2/а2 +у2/Ь2 = 1, лежащая в I квад-

квадранте;

3) Г—границапрямоугольника с вершинами @;0), D;0), D; 2),
@;2).

3. ПустьГ — гладкая кривая, заданная в полярных координа-

координатах (г;ср) уравнением г = p(ip), ifi ^ ц> ^ ц>2, & функция F(x;y) не-

непрерывна на Г. Доказать, что

/2

JF(x;y)ds=f F(p(ip) cosip;p(tp) sin<p)y/p2(ip) + (p'(p)J dip. C0)
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Вычислить криволинейный интеграл по плоской кривой Г D-11).

4. /ж2 ds, Г — дуга окружности ж2 + у2 = а2, у ^ 0.

г

5. /(ж2 + у2)п ds, Г — окружность ж2 + у2 = а2,

г

6. //(ж, у) dx, Г — окружность ж2 + у2 = аж, если:

г

1) f(x:y)=x —

y: 2) fix: у) = л/ж2 + у2.

7. //(ж; 2/) (is, Г — правый лепесток лемнискаты, заданной в по-

г

лярных координатах уравнением г2 = a2cos2(p, если:

1) f(x;y)=x + y; 2) /(ж; ?/) = ж^ж^Д
8. /|2/| (is, Г — лемниската г2 = a2 cos2(p.

г

9. |(ж4/3 + т//3) ds, Г — астроида ж2/3 + ?/2/3 = а2/3,
г

10. f(x;y)ds,Г — арка циклоиды ж = a(t - sin?), ^/ = a(l-
г

— cost), 0 ^ t ^ 2тг, если:

1) f(x;y) = у; 2) f(x;y) =у2.

11. /f(x;y) ds, Г — дуга развертки окружности

г

х = a(cos t + ? sin t), 2/ — «(sin t - t cos t), 0 ^ t ^ 2тг,

если:

LJ J v*^5 У)
— ^ * У i ^) J v*^5 У)

—

V ' У '

Вычислить криволинейный интеграл по пространственной кри-
кривой Г A2-18).

12. /f(x;y;z)ds, Г — первый виток винтовой линии

г ж= a cost, у = asint, z = bt,
и:

1) /(ж; у; z) = z2/(x2 + у2); 2) f(x; у; z) = l/(x2 + y2 + z2);
3) f(x;y;z)=x2+y2+z2.
13. /f(x;y;z)ds, Г — дуга конической винтовой линии

г

если:

если:

- 2.1) /(ж; у; z) = z; 2) /(ж; 2/; 2?) =
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1. / л/2у2 + z2 ds, Г — окружность ж2 + у2 + z2 = а2, х =
у.14.

г

15. / xyzds, Г — четверть окружности ж2 + ^/2 + z2 = а2, ж = у,
J
г

расположенная в I октанте.

16. /(х + у) ds, Г — четверть окружности х2 + у2 + z2 = а2, у —

г

= ж, расположенная в I октанте.

17. /х2 ds, Г — окружность х2 + у2 + z2 = а2, х + у + z = 0.

г

18. zds,Г — дуга кривой ж2 + у2 = z2, ^/2 = ах от точки

г

@; 0; 0) до точки (а;а;ал/2), а > 0.

Вычислить криволинейный интеграл второго рода по кривой Г,
пробегаемой в направлении возрастания ее параметра х A9, 20).

19. 1) / xydx, Г — дуга синусоиды у = sin ж, 0 ^ х ^ тг;
г

2) /(х jdy, Г — дуга параболы у = х2, 1 ^ ж ^ 2;
г

3) xdy— у dx, Г — кривая у = ж3, 0 ^ ж ^ 2;
г

4) -dx + dy, Г — кривая ^/ = 1пж, 1 ^ ж ^ е;
«/ х
г

5) /2ху dx + ж dy, Г — дуга параболы у — —, 0^ж^2;
г

6) /2ху dx — х2 dy, Г — дуга параболы у = J^ 0^ж^2.
г

20. 1) / cosydx — smydy, Г — отрезок прямой у = -ж, -2 ^

г

;^2;

2) /(ху - у2) dx + xdy, Г — кривая у = 2^, 0 ^ ж ^ 1;
г

3) /(ж2 - 2ху) dx + (у2 — 2ху) dy, Г — дуга параболы у = ж2,

-1 ^ ж ^ 1;

4) Г(х2 +y2)dx + (ж2 -y2)dy, Г — кривая ^/ = 1 - |ж - 1|, 0

г

< ж < 2.
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Вычислить криволинейный интеграл по кривой Г, пробегаемой от

точки А к точке В B1-25).

21. fxdy-ydx,A@;0), 5A; 2), если:

г

1) Г — отрезок АВ; 2) Г — дуга параболы у = 2ж2;
3) Г — ломаная АСВ, где G@; 1).

22. fxydx-у2 dy, Г — дуга параболы у2 = 2х, А@; 0), 5B; 2).
г

23. Г— dx - ^ ф, Г — дуга параболы х = у2, АD; 2), БA; 1).
J у х

24. j-dx-̂ ^dy, Г—дуга параболы ^/ = ж2, АB;4), БA;1).

25. /ж^, Г — полуокружность х2 -\-у2 = а2, ж ^ 0, А@;-а),

В@;а).

26. Вычислитькриволинейный интеграл по отрезку АВ, ориен-

ориентированному в направлении от точки А к точке В:

1) Jx3dy-xydx,А@;-2), ВA;3);
г

2) [-3x2dx + y3dy, A@;0), 5B; 4);
г

3) JBx-y)dx+ Dx + 5y)dy, AC;-4), ВA; 2);
г

4) JDx+ 5y)dx + Bx-y)dy, A(l;-9), 5D; -3);
г

5) /(^Т7+2/)^+(^Т7+ж)^'ЛA;0)' БC;4);
г

6) J(x+ y)dx + (x-y)dyj A@;l), 5B; 3).
г

Вычислить криволинейный интеграл по кривой Г, пробегаемой в

направлении возрастания ее параметра t B7, 28).

27. 1) / ху2 dx, Г — дуга окружности х = cost, у = sint, 0 ^ t ^

^тг/2;

2) xdy + ydx, Г — дуга окружности ж = Л cost, 2/ = i? sin t,

г

0 ^ t ^ тг/2;
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3) уdx
— х dy, Г — эллипс х = a cos t, у = Ъ sin t, 0̂ t ^ 2тг;

г

4) /у2 dx + х2 dy, Г — верхняя половина эллипса ж= a cost,
г

у
= bsint.

28 . 1) / Bа — у) dx -\- (у — a) dy, Г — дуга циклоиды ж = a(t
г

— sint), ^/ = аA — cost), 0 ^ t ^ 2тг;
2 7 2

oN /* х dy — у dx ^ о .з .

2) / —г—^^5 Г — дуга астроиды х = acos^t, 2/ = asm t,
i ж5/3 + г/5/3

О ^ t ^ тг/2.

Вычислить криволинейный интеграл по замкнутой кривой Г, про-
пробегаемой так, что ее внутренность остается слева B9, 30).

29. 1) / (ж2 + у2) dx, Г — граница прямоугольника, образован-

г
ного прямыми х = 1, х = 3, у = 1, у = 5;

2) /(ж2 — 2ж?/) б?ж + (ж — 2^/J а7^, Г — граница прямоугольника,

г

образованного прямыми ж = 0, ж = 2, у = 0, у = 1;

3) /(Зж2 — ^/) б?ж + A — 2ж) а7^, Г — граница треугольника с вер-

г

шинами @;0), A;0), A;1);

4) /(ж2 + у2) dx + (ж2 — у2) dy, Г — граница треугольника с вер-

г

шинами @;0), A;0), @;1).

30. 1) / 2(ж2 + у2) dx + (ж + уJ dy, Г — граница треугольника с

г

вершинами A;1), A;3), B; 2);

/г\rp
I

A11

——ру,
Г — граница квадрата с вершинами A;0), @;1),

\х\ + \у\

о\ f (х + У) dx + (у — х) dy ^ 2,2 г>2
3) / ^ ^-^—0—Щ }—^-,

Г — окружность ж2 + у1 = R2;
J х1+ у1г х

+ у

.ч С ху dx — х у dy -^

4) / —— т~^-->Г — правый лепесток лемнискаты
J х1 + у1

г2 =

г

= a2 cos 2ip.

Вычислить криволинейный интеграл второго рода по прост-

пространственной кривой Г, пробегаемой в направлении возрастания
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параметра t C1-36).

31. I ydx + zdy + xdz, Г — виток винтовой линии х = a cost,
г

у
= a suit, z = bt, 0 ^ t ^ 2тг.

32 • / {У2 ~ z2) dx + 2yzdy
— х2 dz, Г — кривая х = t, у — t2, z =

г

= t3, 0 ^ t ^ L

33. Iyzdx -\- z\Ja2 — у2 dy + ж?/ cb, Г — дуга винтовой линии

г

х = a cost, у — asint, z — at/Bтг), 0 ^ t ^ 2тг.

34. (у+ z)dx + (z + х) dy + (ж + 2/) cfo, Г — кривая х — а sin2 t,
г

у
= 2а sin t cos t, 2 = a cos2 t, 0 ^ t ^ тг.

35. xdx+ (x + у) dy + (x + у + z) dz, Г — кривая ж = a sin t,

г

у
= a cost, 2 = a(sint + cost), 0 ^ t ^ 2тг.

36. ydx+ zdy + xdz, Г — окружность х = a cos a cost, 2/ =

г

= a cos a sin t, z = a sin a (a = const).

Вычислить криволинейный интеграл второго рода по пространст-

пространственной кривой Г C7-44).

37. /х dx + у dy + (х + у
— 1) cfo, Г — отрезок АВ, пробегаемый

г

отточки АA;1;1) к точке БB;3;4).
оо ( хdx + у dy + zdz ^ .„ ^
38. /— ,Г

—

отрезок АВ, пробегаемыйJ ^x2 + y2 + z2-x-y + 2z

отточки АA;1;1) к точке БD;4;4).

39. /x(z — у) dx -\- у(х — z) dy + z(y — х) dz, Г — ломаная ABCA,

где A(a;0;0), 5@; а; 0), G@; 0; а).

40. /у2 dx + 2:2 б^/ + ж2 6?z, Г — линия пересечения сферы х2 +
г

+ у2 + z2 = Л2 и цилиндра х2 + у2 = Rx (R > 0, 2^0), пробегаемая
против хода часовой стрелки, если смотреть из точки @;0;0).

41. (у— z) dx -\- (z — х) dy -\- (х — у) dz, Г — окружность ж2 +

г

+ у2 + z2 = а2, у = xtga @ ^ а ^ тг), пробегаемая против хода ча-

часовой стрелки, если смотреть с положительной полуоси Ох.



§10. Криволинейные интегралы 267

42. /(у2 — z2) dx + (z2 — ж2) dy + (ж2 — у2) dz, Г — граница час-

г

ти сферы ж2 + у2 + z2 = 1 (лежащей в I октанте), пробегаемая по ходу

часовой стрелки, если смотреть из точки @;0;0).

43. /(у + z) dx + (z + ж) dy + (ж + у) dz, Г — окружность ж2 +

г

+ у2 + z2 = а2, х + у + z = 0, пробегаемая против хода часовой стрел-

стрелки, если смотреть с положительной полуоси Оу.

44 . / [у2 + z2) dx + (ж2 + z2) dy + (ж2 + у2) dz, Г — линия пере-

г

сечения поверхностей

ж2 + у2 + z2 = 2Яж, ж2 + у2 = 2гж, 0 < г < Л, я ^ О,

пробегаемая против хода часовой стрелки, если смотреть с положи-

положительной полуоси Oz.

Применяя формулу Грина, вычислить криволинейный интеграл
по замкнутой кривой Г, пробегаемой так, что ее внутренность ос-

остается слева D5-55).

45. / (ху + ж + у) dx + (ху + ж — у) dy, если:

г

1) Г — эллипс ж2/а2 + у2/Ъ2 = 1; 2) Г — окружность ж2 + у2 = ах.

46. /Bху — у) dx + ж2 ей/, Г — эллипс — + ^— = 1.

г

47. /—^—^— ,
Г — окружность (ж - IV + (у — 1) = 1.

г

48. /(ж + ^/J б?ж - (ж2 + ^/2) dy, Г — граница треугольника с вер-

г

шинами A;1), C;2), B; 5).

49. (у— х2) dx + (ж + у2) dy, Г — граница кругового секто-

г

раО<г<Л, 0 < ip < а ^ тг/2, где (г; у?) — полярные координаты.

50. /ех[A - cosy) dx + (sinу - у) dy], Г — граница области 0 <

г

<ж<тг, 0 < у < sin ж.

51. еу2х2(cos2xydx + sm2xydy, Г — окружность ж2 + у2 =

R\ г

52. /(ех siny - у) dx + (ex cosy - 1) dy, Г —

граница области

г

ж2 + у2 < ах, у > 0.
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/flnr
cLl]

,
Г — граница квадрата с вершинами A; 0), @; 1),

г
х + У

(_1;0), @;-1).

54. / \Jх2 + у2 dx + у[ху + 1п(ж + \Jх2 + у2)) dx, Г —

окруж-

г
2
+ у2 = R2ность х2 + у2 = R2.

55. /(х + уJ dx — (х — уJ dy, Г — граница области, образован-

г

ной отрезком АВ, где АA;1), ВB; 6), и дугой параболы у = ах2 +
+ 6ж + с, проходящей через точки А, 5, О@; 0).

Убедившись в том, что подынтегральное выражение является пол-

полным дифференциалом, вычислить криволинейный интеграл по кри-

кривой Г с началом в точке А и концом в точке В E6-68).

56. Jxdy+ ydx, A(-l;3), ВB;2).
г

57. Jxdx+ ydy, A(-l;0), В(-3;4).
г

58.

г

59.

г

60. Г(х4
г

61. J(x2+2xy-y2)dx + (x2 -2xy-y2)dy,
г

62. |(Зж2 - 2ж?/ + 2/2) б?ж + Bж2/ - х2 - Зу2) dy,

г А(-1;2),ВA; -2).

63. f(x+ y)(dx + dy), f(t) — непрерывная функция, А@;0),

64. (р(х) dx + ф(у) dy, ip(t), ip(t) — непрерывные функции,

65. excosydx — exsmydy,
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66. fxdx+ y2dy-z3dzJ А(-1;0;2), Я@;1;-2).
г

67. fyzdx+ xzdy + xydz, АB;-1;0), ?A;2;3).

А(_ е _ 2+2

z2 == Rl, S2 — сфера х2 + у2 + z2 = R\ (R1 > О, R2 > О).

Найти функцию и по заданному полному дифференциалу этой

функции F9-77).

69. du— х2 dx + у2 dy.

70. du= (е2?/ - 5?/3еж) dx + Bже22/ - 15?/2еж) dy.
71. dix= еж~^ [A + x + j/) dx + A - ж - у) dy].

73. dU =
1 + x2y2z2x + у + z

75. du= (ж2 - 2^/z) dx + (^/2 - 2xz) dy + (>2 - 2ж^/) dz.

76. dti= A - i + y-) dx + f ? + 4) dy - Ц dz.
V 2/ z) \z y2 ) z2

77 ,
_ {x + у

— z) dx + {x + у
— z) dy + {x + у + z) dz

x2 + y2 + z2 +2яу '
78. Какому условию должна удовлетворять дифференцируемая

функция F(x;y), чтобы криволинейный интеграл

F(x;y)(ydx

не зависел от пути интегрирования

79. Исходя из определения длины s спрямляемой кривой Г
= {r(?),a ^ t ^ &}, данного в [1, § 24, п. 2], доказать, что если Г -

кусочно гладкая кривая, то в R3

ъ ъ

•=/*=/i§»>i*=/v(t)+(i)+(i
а в
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80. Доказать, что:

1) если плоская кривая Г — график непрерывно дифференцируе-
дифференцируемой функции у = /(ж), а ^ ж ^Ь, то

ъ

s = J^/l + (f'(x)Jdx; C3)
2) если плоская кривая Г задана в полярных координатах уравне-

уравнением г = r(cp), a ^ if ^ 6, где функция г((р) непрерывно дифферен-
дифференцируема на [а; Ь], то

а

*)81. Найтидлину дуги плоской кривой *):
1) ау2= ж3, 0 ^ ж ^ 5а; 2) у = 1 — In cos ж, 0 ^ ж ^ тг/4;

3) ^/ = асп(ж/а), 0 ^ ж ^ ж0; 4) г = asin3((^/3);
5) г = аA + cos ip); 6) ж = el sin ?, у = el cos ?, 0 ^ ? ^ 2тг;

7) ж = (^ + simp, у = 1 — cos(p, |<р| ^ тг;

Я) Т2 /^2 , 2 /7,2 _ 1 > ft. п\ 2/3 , ?у2/3 _ 2/3

82. Найтидлину дуги пространственной кривой:
1 \ гг — Q/ п,

— Q/2 — о/3 П <^ / < Л-
л. J Jb — Об, у

— Об , /О — Zi6 , U ^ 6 ^ -L 5

2) х— tcost, у = tsint, z = ?, 0 ^ ? ^ л/2;
3) ж= аA + cos(p), ^/ = а((р — simp), z = 4asin((^/2), 0 ^ ср ^ 2тг;

4) ж= tcost2, ^/ = tsint2, 2 = t2, 0 ^ t ^ л/2тг;
5) 2рж= z2, 6р2у = z3, 0 ^ z ^ р;

6) х2- у2 — 9z2/8, (ж + ^/J = 8(ж - ^/) от точки @; 0; 0) до точки

с аппликатой zo = 1/3.
83. Пустьsn — длина витка кривой ж = e~kt cost, у = e^^sint,

z = е~ы, 2тгп ^ t ^ 2тг(п + l)t, n E Z. Найти отношение sn+i : sn.

84. Используятаблицы, найти с погрешностью не более чем 0,1
длину дуги кривой ж2 + у2 + z2 = 1, у2 + z2 = ^/.

85. Найтимассу, распределенную с линейной плотностью р(х;у)
по дуге АВ плоской кривой Г, если:

1) Г—отрезок АВ, АA;1), 5B; 3); р(х; у) = 2ж + у;

2) Г—отрезок АВ, АA;0), 5D; 6); р(х;у) = д/^+^/ж;
3) Г:у = ж2/2, АA;1,5), 5B; 2); р(ж;2/) = ?//ж;
4) Г:^/2 =ж, АA;1), 5D; 2); р(ж;2/) = ^/;

5) Г:2/ = 2ж3/2/3, А@;0), 5D; 16/3); р = fes, где s — длина дуги

от точки @; 0).
86. Найтимассу всей кривой у = асп(ж/а), ж G R, с линейной

плотностью р = 1/з/2.

*) Задачи о вычислении для дуг кривых их длин, масс, центров масс, момен-

моментов инерции сосредоточены в [2, § 7].
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87. Найтимассу, распределенную с линейной плотностью р по

плоской кривой Г:

1) Г:г = a^cos2ср; р = кг; 2) Г: г = a(l + costp); р = /сд/г;
3) Г:x = a(t- sint), 2/ = аA - cost), 0 ^ t ^ 2тг; р = ?/3/2;
4) Г:ж = acos3t, у = asin3t, 0 ^ t ^ тг/2; р = ^/у;
5) Г:ж = ln(l + t2), 2/ = 2arctgt-t, 0 ^ t ^ 1; р = уе~х;
6) Г:ж2/а2 + </2/&2 = 1, ж ^ О, О 0; а > Ь; р = г/;

7) Г:ж2/3+?/2/3=а2/3; р = Ы;
8) Г:ж2 + 2/2 = ах; р— ^х1 + у2.
88. Найтимассу, распределенную с линейной плотностью р по

пространственной кривой Г:

1) Г:х = cost, у = sint, 2 = t, 0 ^ t ^ 2тг; р = (ж2 + ^/2 + 2:2) ;
2) Г:ж = at, у = at2/2, z = at3/3, 0 ^ t ^ 1; р = л/2у/а;
3) Г:ж = tcost, ^/ = tsint, z = t, 0 ^ t ^ 2тг; р = уж2+1/2 + ?2;

4) Г:ж = accost, 2/ = ae^ sint, 2: = ae*, -00 < t ^ 0; p = kz;

5) Г— дуга кривой у = ж2/л/2, ^ = ж3/3 с началом А@;0;0) и

концом БD;8л/2;64/3); р = кл/х2 +у2;
6) Г— дуга кривой у2 — 4ж2 = 3z2, у2 = ж, z ^ 0, с началом

А@;0;0) и концом ЯA/4; 1/2; 0); р = z;

7) Г= {ж2 + у2 + z2 = а2, ж + 2/ + z = а}, р = ж2.

89. Найтикоординаты центра масс, распределенных по плоской

кривой Г с линейной плотностью р = 1:

1) Г: у = асЬ(ж/а), |ж а;

2) Г:ж = a(t — sint), у = аA — cost), 0 ^ t ^ 2тг;

3) Г— дуга окружности г = R, \ip\ ^ (fo ^ тг;

4) Г— кардиоида г = a(l + costp);
5) Г:ж2/3+2/2/3=а2/3, У^О; 6) Г: ^ + у/У = лА;
7) Г: 2/2=ж2/3 + ж3, ж^О.
90. Найтикоординаты центра масс, распределенных с линейной

плотностью р по дуге винтовой линии ж = i?cos(p, у = i?sin(^, 2 =

= hep/2тг, 0 ^ (^ ^ сро, если:

1) р = р0 = const; 2) р = p§e~zlh¦, считать <^о = 2тгп, n G А/.

91. Найтикоординаты центра масс однородной кривой

^ 2/ 2̂: = е~^, 0 ^ t < 00.

92. Найтикоординаты центра масс однородного края поверхнос-

поверхности л/х + у/у + y/z = v^-
93. Пустькусочно гладкая кривая Г является объединением глад-

п

ких кривых Г^, Г= U Г^, с массами ттг^ и радиус-векторами центров

г=1
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масс г^, г = 1, ...,п. Пусть т — масса Г, гс
—

центр масс Г. Дока-

Доказать,что п

-с = ? ^'«• C5)
г=1

94. Найтимомент инерции 1Х окружности ж2 + у2 = Л2; /? = 1.

95. Найтимомент инерции 1у окружности х2 + у2 = 2Лж; /? = 1.

96. Найтимоменты инерции 1Х и 1у одной арки циклоиды

x = a(t + smt), 2/= a(l — cost), |t| ^ тт, р = 1.

97. Найтимоменты инерции /ж, /у, /^ одного витка винтовой ли-

x = acost, ?/ = asin?, z = М/2тг, 0 ^ ? ^ 2тг; /? = 1.

98. Найтимомент инерции 1Х окружности х2 + у2 + z2 = R2, х +

99. Найтиполярный момент инерции /0 = / (ж2 + ^/2) (is плоской

г

однородной кривой Г (р = 1) относительно начала координат, если:

1) Г: \х\ + М = а; 2) Г: х2/3 + у2/3 = а2/3;
3) Г: х = a(cos t + ? sin t), 2/ = a(sin ? - t cos t), 0 ^ t ^ 2тг.

100. ПустьG
—

ограниченная плоская область с кусочно глад-

гладкой границей <9G, ориентированной так, что область G находится

(локально) слева от касательного к 8G вектора. Доказать, что пло-

площадь \iG можно вычислять по любой из формул

/С 1
Г

xdy —

— (t ydx— - (t xdy —

у dx. C6)
dG dG dG

101. Найтиплощадь области, ограниченной плоскими кривыми:

1) у2 = 4 - ж, х = 4, у = 1; 2) у = 2ж2, х - у + 1 = 0;

3) 2/ = 1 - х2, х - у
- 1 = 0; 4) х = ?2, j/ = ?3, ж = 1;

5) ж = a cos t, у = b sin t; 6) ж = 12 sin3 t, у = 3 cos3 t;

7) ж = a sin 2ip cos2 <p, 2/ = a cos 2<p cos2 ip, \ip\ ^ тг/2.

<102. Найтиплощадь области — + ^т-<1, f<
a2 b2 ab 2

103. Найтиплощадь области, ограниченной кривыми:

1) (у - жJ + ж2 = 1; 2) (ж + уJ = ах, у = 0;

3) у2 = х2 - ж4; 4) 9у2 = 4ж3 - ж4;
5) (ж2 + у2J = а2(х2 - у2), х > 0; 6) (ж2 + г/2J = 2аж3;
7) ж3 + у3 = х2 + у2, ж = 0, у = 0.

104. Найтиплощадь области, ограниченной петлей кривой:

2) ж = a cos if, у = a sin 2<р, ж ^ 0; 3) (л/х + л/уI2 =
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105. ПустьG — ограниченная область в полуплоскости у ^ 0 с

кусочно гладкой границей dG, ориентированной так, что область G

расположена (локально) слева от касательного вектора. Пусть П —

тело, образованное вращением области G вокруг оси Ох. Доказать,
что объем /iu можно вычислять по любой из формул

fift = —тг (Ь у2 dx = —2тг (Ь ху dy = d>2xy dy + у2 dx. C7)
dG dG dG

106. Найтиобъем тела, образованного при вращении вокруг оси

Ох области, ограниченной кривыми:

1) у= shx, х = 0 > 0, у = 0;

2) у= 2- sinx, 0 ^ х ^ 2тг, 2/ = 0, ж = 0, ж = 2тг;

3) у2— х2 = 1, |ж| = 1; 4) ж = a cos3 t, у = a sin3 ?;
5) ж= sin2?, ?/ = sint, 0 ^ t ^ 2тг.

107*). Найти работу поля F = (Fq;0), Fq = const, вдоль дуги

параболы у2 = 1 — ж от точки A;0) до точки @; 1).
108. Найтиработу поля F = (Fq,0), Fq = const, вдоль дуги аст-

астроиды ж2/3 + у21ъ — а21ъ', ж ^ 0, ^/ ^ 0, от точки (а; 0) до точки @; а).
109. Найтиработу поля F = [ху\х + у) вдоль дуги АВ кривой Г,

где А@;0), ЯA; 1), если:

1) Г: 2/ = ж; 2) Г: j/ = ж2.

110. Найтиработу поля F = Dж - Бу; 2ж + у) вдоль дуги ЛВ кри-

кривой Г, где АA;-9), БC;-3), если:

1) Г—ломаная АРВ, где РA;-3);
2) Г— ломаная AQB, где QC; -9); 3) Г — отрезок АВ.

111. Найтиработу поля F вдоль дуги ЛВ кривой Г, если

1) F= Bxy;-y); Т:у = х2-1, АA;0), 5B; 3);
2) Г= (Зж2/2;-ж-2/); Г: ^ = ж + 1, А@;1), 5C; 2);
3) F= (-у; ж); Г: ж = a(t - sint), у = a(l-cost), A@;0),

5Bтга;0);
4) F= (у; -2ж); Г; ж2 + у2 = 1, j/ ^ 0, АA; 0), В(-1; 0);
5) F= @;2ж); Г: ж = acost, 2/ = Ьsint, 2/^0, А(а;0), 5(-а;0).
112. Найтиработу поля F = (-у;х):
1) отточки АA;0) до точки В(—1;0):
а) вдоль ломаной AMNB, где M(l;l); iV(-l;l);
6) вдольверхней полуокружности ж2 +^/2 = 1;

в) вдоль ломаной АРБ, где Р@;1);
2) отточки (жо — Щуо) Д° точки (жо + Щуо) вдоль:

а) верхнейполуокружности (ж — жоJ + (у — уоJ = R2, У ^ Уо,

б) нижнейполуокружности (ж — жоJ + (у — уоJ = R2, у ^ уо.

*) Задачи по этой теме включены также в § 12.

18 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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113. Найтиработу поля F = —/ir/r3, г = (ж; у), г = |r|, \i = const:

1) вдольдуги АВ параболы у = ж2 - 1, где A(xi;yi), В(х2;у2)',
2) вдольдуги АВ гладкой кривой Г, не проходящей через начало

координат, где А(х1]у1), В(х2;у2).

114. Найтиработу поля F = — • (—?/;ж), г2 = х2 + у2, вдоль ду-

дуги АВ кривой Г, где АA;0), ?@;1), если:

1) Г—ломаная АРЕ, где РA;1);
2) Г— четверть окружности х2 + у2 = 1, ж ^ О, ?/ ^ 0;

3) Г
—

четверть астроиды ж2/3 + ?/2//3 = 1, ж ^ 0, у ^ 0.

115. Найтиработу поля F = — (—у;х), г2 = ж2 +у2, вдоль ори-

ориентированной против часовой стрелки окружности:

1) х2+у2 = 1; 2) (х-2J+у2 = 1.

116. Найтиработу поля F = Лг, г = xi + yj + zk, вдоль дуги ОМ

кривой Г, где О@; 0;0), М(ж0; уо] z0), если:

1) Г— винтовая линия ж = ael cost, ^/ = ael sint, 2: = ael\
2) Г— отрезок ОМ.

117. Найтиработу поля F вдоль контура Г, если:

1) F = (yz; zx;xy); Г — ломаная ABCD с вершинами АA;1;1),

2) F= (ж + 2:;ж; —у)] Г — замкнутая ломаная ABCА с вершина-
вершинами АA;0;0), 5@; 1;0), С@;0;1);

3) F= (xy;yz;xz); Г — замкнутая ломаная ABCDA с вершина-
вершинами АA;1;-1), В(-1;1;1), С(-1;-1;-1), 23A;-1;1);

4) F= (х2/у; у/х; cosz); Г — виток винтовой линии ж = a cost,
2/ = asint, z = bt от точки (а; 0; 0) до точки @;0;2тг6);

5) F= (у; —г; ж); Г — кривая ж2 + у2 + 2z2 = 2a2, у — х, ориен-

ориентированная против часовой стрелки со стороны оси Ож;
6) F= Bху\ у2] —ж2); Г — дуга кривой ж2 + у2 — 2z2 = 2a2, у = ж,

от точки А(а; а; 0) до точки В(а^/2;а^/2;а);
7) F= (г; ж; 2/); Г — окружность ж2 + у2 + z2 = i?2, x + у + z = R,

ориентированная против часовой стрелки со стороны оси Oz.

118. Найтиработу поля центральных сил F = /(г)г, где г = xi +

Ч- 2/j Ч- ^ к, г = |г|, /(г) — непрерывная при г > 0 функция, вдоль

гладкого контура Г с началом A(xi;yi; zi) и концом В[х2\ yi\ 22)? не

содержащего начала координат.

119. Доказать,исходя из закона взаимодействия точечных масс,

что материальная кривая Г с линейной плотностью ^(?; 77; Q притя-
притягивает массу т, находящуюся в точке M[x\y\z\ с силой

Q. C8)
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120. Найтинапряженность гравитационного поля, создаваемого

однородной материальной прямой с линейной плотностью р$.

121. Скакой силой масса М, равномерно распределенная вдоль

окружности х2 + у2 = a2, z = h> О, притягивает точечную массу т,

помещенную в начало координат.

122. Пусть(р; г?) — координаты, определяющие на плоскости Opv
состояние одного моля идеального газа (давление и объем). Урав-
Уравнение состояния одного моля такого газа имеет вид pv

= RT, где

R = const > О, Г — абсолютная температура. При переходе из сос-

состояния (pi;vi) в состояние (^25^2) по кривой Г количество полу-

получаемого (или отдаваемого) тепла газом определяют по формуле

ij[ C9)
г

где cv
= const, ср = cv + R. Кривую, задаваемую уравнением pv1 =

= const, где 7
— cp/cv, называют адиабатой (а процесс изменения

состояния вдоль этой кривой
— адиабатическим).

1) Найтитепло, получаемое газом в изотермическом процессе, т. е.

вдоль кривой pv = RT = const, при переходе из состояния (pi;vi) в

состояние (р2; ^2) •

2) Доказать,что в адиабатическом процессе газ не получает и не

отдает тепло.

3) Пустьpv1 — Ci, pv1 — C^ — две адиабаты, Г(Г)
— отсекаемый

ими отрезок изотермы pv = RT, Q{T) — количество тепла, получа-

П(Т)
емое газом на Г(Т). Доказать, что для всех изотерм =const.

4) ЦикломКарно называют замкнутый контур, образованный дву-
двумя адиабатами и двумя изотермами pv

= RT\ и pv
= ЛТ2, Т<± > Т\.

Пусть этот контур ориентирован от точки с наибольшим давлением

вдоль изотермы pv
— RT^. Пусть Q — полное тепло, полученное га-

газом на цикле Карно, a Q^ — на изотерме pv
— RT^. Доказать, что

к. п. д. цикла т] = QIQ2 определяется по формуле г] = (Т2 — Xi)/T2.
123. Вустановившемся стационарном потоке жидкости плотность

и скорость в каждой точке потока не зависят от времени, т. е. р =

= р(х\у), v = (u(x;y);v(x;y)).
1) Найтиколичество жидкости, прошедшей за единицу времени

через ограниченную область G с кусочно гладкой границей dG;

2) получитьуравнение для и и г?, предполагая, что в области G

жидкость не возникает и не исчезает (т. е. нет ни источников, ни

стоков) и что жидкость несжимаема.

124. Найтилогарифмический потенциал простого слоя

и(х;у) = f^;ri)]n^)ds, D0)
г

18*
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где Г — окружность ?2 + rf = 1, ориентированная против часовой

стрелки, г = ^/(? - жJ + (rj - уJ, если:

1) М?;*7) = А*о = const; 2) fi(^f]) = cosm(p, m G /V;
3) /л(&г)) = sinm(p, т ? N.

Здесь (^
— полярный угол точки (?',rj).

125. Вычислить интеграл Гаусса

8G

где <9G — кусочно гладкая граница области G, г = M7V, М(ж; у) € R

) g 9G, г = ^/(? — жJ + (?7 — уJ, п — внешняя нормаль к 9G

п) — угол между г и п, предполагая, что:

1) M0G; 2) MGG.
126. Вычислить логарифмический потенциал двойного слоя

(&Г)) ———- ds, D2)
г

где Г — окружность ?2 + rj2 = 1, ориентированная против часовой

стрелки, г = (? — ж; rj
— у), т — л/(? — жJ + (rj — уJ, п — внешняя

нормаль к Г, если:

1) г/(^577) = cosTTi^, m G A/; 2) jy(^;rj) = sinm(p, m G A/.

Здесь (^
— полярный угол точки (?577). Рассмотреть случаи

лЛ2 + 2/2 > 1 и л/х^Ту2 < 1.

ОТВЕТЫ

1. 1)л/5/2; 2) 3 + 2л/5; 3) 1 + л/2; 4) -л/5In 2; 5) ln(C + л/5)/2).
2. 1)0; 2) а&(а2 + а& + 62)/C(а + &)); 3) 24. 4. тга3/2.
5. 2тга2п+1. 6. 1) тга2/2; 2) 2а2. 7. 1) а2л/2; 2) 2а3л/2/3.
8. 2а2B-л/2). 9. 4а7/3. 10. 1) 32а2/3; 2) 25ба3/15.
11. 1)27г2а3A + 2тг2); 2) (A + 4тг2K/2 - 1)а2/3.
12. 1)8тг62л/а2 + &2/(За2); 2) (л/а2 + &2/а6) arctg Bтг6/а);

13.1) (A + 2тг2K/2-1Jл/2/3; 2) (A + 2тг2K/2 - 1Lл/2/3.
14. 2тга2. 15. а4/б. 16. а2л/2. 17. 2тга3/3.
18. A00л/38- 72 - 171п(B5 + 4л/38)/17))а2л/2/512.
19. 1)тг; 2) A4-31п4)/3; 3) 8; 4) 3/2; 5) 4; 6) 12/5.
20. 1)2sin2; 2) -8/15; 3) -14/15; 4) 4/3.
21. 1)0; 2) 2/3; 3) 2. 22. 8/15, 23. -11. 24. E-ln8)/3.
25. тга2/2. 26. 1) 7/12; 2) 56; 3) 8; 4) 6; 5) 12 +In5; 6) 4.

27. 1)-1/4; 2) 0; 3) -2тгаЪ; 4) -4аЪ2/3.
28. 1)тга2; 2) Зтга4/3/1б.
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29. 1) -48; 2) 4; 3) -1/2; 4) 0. 30. 1) 4/3; 2) 0; 3) -2тг; 4) 0.
31. -тга2. 32. 1/35. 33. 0. 34. 0. 35 -тга2.

36. -тга2 cos2 a. 37. 13. 38. Зл/3. 39. а3. 40. -тгЯ3/4.
41. 7ra223/2sinGr/4-a). 42. -4. 43. 0. 44. 2тгЯг2.

45. 1) 0; 2) -тга3/8. 46. тгаб. 47. 0. 48. -140/3.
49. 0. 50. (/ - е7Г)/5. 51. 0. 52. тга2/8. 53. -4. 54. ttR4/4.
55. -2. 56. 7. 57. 12. 58. 1. 59. -4. 60. -1148/5.

Ж0+2/0 Х2 У2

61.0. 62.30. 63. Г f(t)dt. 64. [ip(t)dt+ fip(t)dt.
О Ж1 2/1

65. еж° cosу0
- 1. 66. -1/6. 67. 6. 68. R2 - Ri.

69. и = (ж3 + 2/3)/3 + С. 70. IX = же2*' - Ъу3ех + С.

71. IX = ех~У(х + у) + С. 72. и = (еУ - 1)/A + ж2) + 2/ + С-

73. I/ = In \х + 2/ + А + С- 74. 1х = arctg (xyz) + С.
75. и = (ж3 + у3 + ?3)/3 - 2Ж2/2: + С. 76. ix = ж

- ж/^/ + xy/z + С.

77. IX= In л/(х + уJ +z2 + arctg (z/(x + ?/)) + С.

78. xF'x{x]y)=yF'y{x]y).
81. 1)335а/27; 2) 1пA + л/2); 3) а8Ь(жо/а); 4) Зтга/2; 5) 8а;

6) (с27Г-1)л/2; 7) 8; 8) 4аЕ(тг/2; л/а2 - &2/а); 9) ба.

82. 1)5; 2) л/2 + 1п(л/2 + 1); 3) 4тга; 4) л/^г"C + 4тг)/3; 5) 7р/б;
6) 9л/2/1б.
83. e-27rfe. 84. 4л/2?(тг/2; 1/л/2) « 7,6404.

85. 1)5л/5; 2) 2лД0; 3) Eл/5 - 2л/2)/б; 4) A7л/17 - 5л/5)/12;
5) 4F3- 5л/5)*/9.
86. тг/а.
87. 1)А:7га2; 2) тг/сBаK/2; 3) Зл/2тга5/2; 4) а4/3; 5) (тг2 -81п2)/16;
^\ b2 ab . л/а2— б2 ^ч 9тга3 о\ о 2

6) у+ ^е arcsms' г = " 57) -^; 8) 2а2.

88. 1)л/2 arctg 2^; 2) g (in ^±1 + 2л/3 - |) ;

3) 4(A + 2тг2K/2 -1)/3; 4) лДка2/2; 5) 2б44А:/15;
6) 1/16; 7) 2л/бтга3/9.
on n /n sh2 + 2 \ оч / 4а \ оЧ /.RsiiK^o п\ ^ /4а
89'1} @;^ьГа); 2) ИуM 3) (^^;0); 4) (У;
с\ /п 2М «\ 7л/2+ 31п(^2 + 1) а _. / 8
5) @;т); 6) ^/ 7)(
90 1

2) (Л/A + 47г2);27гЛ/A + 4тг2); ЛA - (п + 1)е-")/A - е"")).

94. тгЛ3. 95. ЗтгЛ3. 96. 1Х = 32а3/5, 1У = 8(тг2 - 256/45)а3.
97. 1Х=1У = л/4тг2а2 + /г2Cа2 + 2/i2)/6, Д = л/4тг2а2 +/г2а2.
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98. 2тга3/3. 99. 1) 8л/2а3/3; 2) За3; 3) 2тг2Bтг2 + 1)а3.
101. 1)1/3; 2) 9/8; 3) 9/2; 4) 4/5; 5) тгаЬ; 6) 27тг/2; 7) Зтга2/8.
102. Gтг+ 3)аЬ/12.
103. 1)тг; 2) а2/б; 3) 4/3; 4) 8тг/3; 5) а2; 6) 5тга2/8;
7) (Зл/3 + 4тг)/9л/3.
104. 1)3/2; 2) 4а2/3; 3) 1/30.
106. 1)7r(sh2a-2a)/4; 2) 9тг2; 3) 8тг/3; 4) 32тга3/105; 5) тг2/2.
107. -8/15. 108. -aF0. 109. 1) 4/3; 2) 17/12.
110. 1)22; 2) 106; 3) 64.

111. 1)0; 2) 113/3; 3) -бтга2; 4) -Зтг/2; 5) тгаЬ.

112. 1)а) 4; б) тг; в) 1; 2) а) -GrR + 2yo)R; б) GrR-2yo)R.

113. 1)и 2) /i(l/r2 - 1/п), где г,-
= у^+2/?, j = 1,2.

114. 1),2), 3) тг/2. 115. 1) 2тг; 2) 0.

116. 1)и 2) А(ж§+2/§ + ^)/2.
117. 1)23; 2) 1/2; 3) -4/3; 4) sinB7r&) - тга2; 5) 2тга2;
6) Bл/2-7/3)а3; 7)

118. Jrf(r)dr, rj = ^Jx2j+y] + z], j = 1,2.

120. 2
po

2 (ж;у;0) (прямая совпадает с осью Oz).

121. @;0;Шт/1/(а2 +/г2K/2). 122. 1) i?Tln(pi/p2)-

123.1) j p(x;y)(v(x;y)dx-u(x;y)dy); 2)

124. 1)0 при г = л/х2 + 2/2 < 1, —2тг/^о1п^ ПРИ г > 1;

2) —-cos mp при r > 1, — rn cos n<p при r < 1 ((г; у?) — полярные

координаты точки (х;у));
3) -^—sinn(p при r > 1, -rnsinn(^ при г < 1.

125. 1)0; 2) 2тг.

126. 1)7rrncosn(^ при r < 1, -7rr~ncosn(^ при r > 1 ((r;<p) —

полярные координаты точки (х;у));
2) 7rrnsinn(^ при г < 1, —тгг~п siring при г > 1.

§ 11. Поверхностные интегралы

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Поверхностный интеграл первого рода. Пусть поверх-
поверхность S задана параметрически:

х = х(щ v), у = у(щ v), z = z(u; v), (щ v) G D, A)
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причем функции х(щу), y(u;v), z(u;v) дифференцируемы в измери-

измеримой области D. Пусть на этой поверхности задана функция /(ж; у; z).

Поверхностный интеграл первого рода f(x;y;z)dS от функ-
s

ции j[x\y\z) по поверхности S может быть определен следующим

образом:

fff(x;y;z)dS= fff(x(u;v);y(u;v);z(u;v))y/EG-F*dudv, B)
S D

где

¦p _
дх дх ду ду dz dz

ди dv ди dv ди dv

Если подынтегральная функция в правой части равенства B) не-

непрерывна в D (в частности, если функция / непрерывна на 5, а

функции A) непрерывно дифференцируемы в D, то интеграл

// f(x',y',z)dS заведомо существует.

s

Поверхностный интеграл может быть определен и как предел со-

соответствующих интегральных сумм (см., например, [3] или [4]).
Если поверхность S задана уравнением

z = z(x;y), (x;y)eD, C)
где z(x;y) — дифференцируемая в D функция, то равенство B) при-
принимает вид

II f(x;y;z)dS = fj f(x;y;z(x;y))Jl+ (g)' + (g)' dxdy. D)
S D

Часто поверхность S не может быть задана в виде C) или A), но

ее удается разбить на части Si так, что каждая из частей допускает

представление в нужном виде. В таких случаях под интегралом по

поверхности S понимают сумму интегралов по ее частям:

E)

Если f(x;y;z) — плотность массы, распределенной по поверхнос-

поверхности 5, то интегралы B), D) дают массу всей поверхности.

Потенциалом в точке Mq простого слоя, распределенного с плот-

плотностью \i[x\y\z) на поверхности S называют интеграл

S

где г
—

расстояние между точкой M(x;y;z) поверхности S и точ-

точкой Mo(xo;yo;zo).
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2. Поверхностные интегралы второго рода*). Пусть поверх-
поверхность S задана параметрически:

х = х(щ v), у = у(щ v), z = z(u; v), (щ v) e D, A)
функции х(щу), y(u;v), z(u;v) непрерывно дифференцируемы в D,
причем ранг матрицы ^, ,°*

Уи

равен 2. В каждой точке (u;v) такой поверхности существуют два

противоположно направленных единичных нормальных вектора, каж-

каждый из которых является непрерывной функцией точки (щ v) поверх-
поверхности S. Выбор одного из них называют ориентацией поверхности.
Если поверхность S является границей ограниченной области, то го-

говорят, что ее можно ориентировать внешней или внутренней (по отно-

отношению к этой области) нормалями. Поверхность 5, ориентированную
внешней нормалью, называют ее внешней стороной, а ориентирован-

ориентированную внутренней нормалью, — ее внутренней стороной.
Для ориентированной поверхности S определяют поверхностный

интеграл второго рода.
Пусть cos a, cos a, cos 7

—

направляющие косинусы нормали

J

У'и

к поверхности A) (см. §6, G)). Пусть поверхность S ориентирована

единичным вектором нормали (cos a; cos /3; cos 7), и пусть на поверх-

поверхности S заданы функции P(x;y;z), Q(x;y;z), R(x;y;z). Поверхност-
Поверхностный интеграл второго рода

F)ffPdydz + Qdzdx + R dx dy

определяется через поверхностный интеграл первого рода формулой

ГГр dydz-\-Qdzdx-\-R dx dy =

s rr
= (P cosa + Q cos /3 + Rcosj) dS. G)

s

Если поверхность S ориентирована противоположным образом,
т. е. нормалью (— cos а;

— cos C; — cos 7), то у поверхностного интег-

интеграла изменяется только знак.

Для интеграла F) имеет место следующая формула:

Р Q R
Р dy dz + Q dz dx + Rdx dy = / /

D

x
1

Уи

x'v y'v z.

dudv. (8)

*) В этом и следующих пунктах используются только правые системы коор-

координат.
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В частном случае Р = О, Q = 0 формула (8) имеет вид

ЦRdxdy = ЦR(x(u;v);y(u;v);z(u;v)) ^0- dudv. (9)
S D

Аналогично записывают формулы для интегралов

[jPdydz, (JQdzdx.
s s

Если поверхность S задается явно, то формула (9) упрощается.
Пусть, например, поверхность S задана уравнением

z = z(x;y), (x;y)eD, A0)

где z(x;y) — непрерывно дифференцируемая в D функция. Тогда

/ / Rdxdy = ± / / R(x; у; z[x\ у)) dxdy, A1)
S D

где D
—

проекция поверхности S на плоскость z = 0.

Перед двойным интегралом в формуле A1) берется знак плюс, ес-

если поверхность S ориентирована нормалями, составляющими с

осью z острый угол, и знак минус, если поверхность S ориентирова-
ориентирована нормалями, образующими с осью z тупой угол. В первом случае
говорят, что интеграл берется по верхней стороне поверхности, во

втором
— по ее нижней стороне.

Если поверхность S не представима в виде A0) или A), но ее уда-

удается разбить на конечное число частей, каждая из которых предста-

представима в таком виде, то под поверхностным интегралом второго рода

по поверхности S понимают сумму интегралов по ее частям.

3. Теорема Гаусса—Остроградского. Пусть G G R3 — элемен-

элементарная область (см. §8, п. 2), ограниченная кусочно гладкой поверх-

поверхностью, и пусть функции P(x;y;z), Q(x;y;z), R(x;y;z) вместе со

дР dQ dR -^„
своими производными

——

,
——

,
——

непрерывны в G. 1огда
ох ду oz

H
S

A2)
где S — внешняя сторона поверхности, ограничивающей область G.

Формулу A2) называют формулой Гаусса-Остроградского. Иногда
ее записывают в виде

II (Pcosa + Q cos /3 + Rcos>y)dS= ///(^ + ^ + ^dxdydz,
S g x у z

A3)
где cos a, cos/3, cos7

—

направляющие косинусы внешней нормали
к поверхности S. Формула Гаусса-Остроградского может быть запи-

записана в векторной форме (см. §12).
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4. Теорема Стокса. Пусть S — ориентированная кусочно глад-

гладкая поверхность, ограниченная соответственно ориентированным

контуром L*). Пусть функции P(x;y;z), Q(x;y;z), R(x;y;z) непре-
непрерывно дифференцируемы в некоторой области G D S. Тогда

[Pdx + Qdy + Rdz =

L dRdQ\ , ,
, (DP dR\

)dydz + {JJ
s

Формулу A4) называют формулой Стокса. Эта формула может быть

записана в таком виде:

JРdx + Q dy + Rdz = JJ'((|5 - ^) cosa +

[Pdx + Qdy + Rdz= ГГ dS. A6)

где (cosa; cos/3; cos7) — вектор единичной нормали к поверхности 5,
направленный соответственно направлению контура L. Формулу A5)
иногда записывают в символическом виде

cos a cos /3 cos 7

д_ д_ д_
дх ду dz

Р Q R

Формула Стокса может быть записана в векторной форме (см. § 12).
Условимся говорить, что замкнутая кривая ориентирована поло-

положительно относительно некоторого вектора а, если направление на

кривой (со стороны, в которую направлен вектор а) противоположно

направлению движения часовой стрелки, и ориентирована отрица-
отрицательно относительно вектора а, если направление на кривой совпа-

совпадает с направлением движения часовой стрелки.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Вычислить интеграл //
JJ

если S —

J
часть цилиндрической поверхности

x = rcosu, y
=
rsmu, z = v; 0 ^ и ^ 2тг, O^v^H.

А В данном случае применима формула B), причем Е = г2, G = 1,
G = 0. Поэтому

с\ ТТ ТТ

rdudv Г dv

If ,
^ =f f

rdUdV
= 27ГГ f

*) Говорят, что поверхность и ограничивающий ее контур ориентированы со-

соответственно, если наблюдатель, движущийся по контуру и смотрящий на поверх-

поверхность с той стороны, куда направлена нормаль к поверхности, видит поверхность

слева.
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Пример 2. Вычислить интеграл /= z2 dS, где S — полная

s

поверхность конуса ^х2 + у2 ^ z ^ 2.

А Пусть Si — боковая поверхность конуса, Si — его основание;

Si S2

К первому интегралу применим формулу D). На боковой поверхнос-
поверхности конуса

z = \Jx2 + у2,

dz х dz у /7.(dz\2 , fdz\2
= лд

Следовательно,
2тг 2

[jz2dS1= [[ (х2+y2)V2dxdy = V2 I I r3drdcp
Si ж2+2/2^4 ОО

На основании конуса z = 2, поэтому второй интеграл равен учетве-

учетверенной площади основания конуса 4тг22. Итак, / = 8тгB + у/2). А

Пример 3. Вычислить интеграл zdxdy, где S — нижняя

s

сторона части конической поверхности z2 = х2 + у2, 0 < z ^ Н.

А Поверхность S ориентирована нормалями, составляющими ту-
тупой угол с осью z. По формуле A1), взяв в ней знак "минус", сводим

интеграл к двойному, который вычисляем, переходя к полярным ко-

координатам:

2тг Н

zdxdy = - // л/х2 -\-у2 dxdy = - dip r2 dr = -
- тгЯ3. А

S ж2+у2^Я2 О О

Пример 4. Вычислить интегралы: a) z2 dxdy; б) zdxdy;
s s

где 5 — полусфера ж2 + у2 + z2 = Л2, у ^ 0, ориентированная внеш-

внешней нормалью.

А а) Разобьем поверхность S на части Si и S2, расположенные
соответственно выше и ниже плоскости z = 0. Тогда

z2 dx dy = z2 dx dy-\- z2dxdy.



284 Гл.2. Кратные, криволинейные и поверхностные интегралы

Поверхности S\ и $2 имеют одну и ту же проекцию D на плос-

плоскость z = 0. Согласно формуле A1) получаем

Ц z2dxdy = II(R2 -х2 -y2)dxdy,
Si D

так как внешняя нормаль к поверхности S\ образует с осью z ост-

острый угол;
z2 dxdy = — (R2 — х2 — у2) dxdy,
Si D

так как внешняя нормаль к поверхности 52 образует тупой угол с

осью z. Следовательно,

Иz2 dxdy = 0.

s

б) Как и в случае а), разбивая поверхность S на части Si и 52 и

применяя формулу A1), получаем

zdxdy = / / л/R2 — х2 — у2 dx dy,

Si D

IIdxdy = -//(-VR2 - x2 - y2) dxdy.

Следовательно,
7 7 Г»/ / / 7->О О Oil Г»'I Т"»Я '̂' Т->3

zdxdy — 1 \ \ у Rz — х1 — у1 dxdy — 2 • — R = —- R ,

так как последний интеграл равен объему четвертой части шара ра-

радиуса R. А

-л- г -г, ТуГ
С С dydz ,

dzdx
, dxdy

Пример 5. Вычислить интеграл К = // — 1 1 -,

где S — часть эллипсоида

х = a cos и cos v, у
= b sin и cos i?, 2: = с sin г;,

ix G [тг/4;тг/3], г; G [тг/6;тг/4],
ориентированного внешней нормалью.

А Заметим, что функции 1/ж, 1/у, 1/z положительные, а углы,

образованные внешней нормалью с осями координат,
—

острые, поэ-

поэтому К > 0. Воспользуемся формулой (8). Так как

х'и =—asmucosv, y'u = bcosucosv, z'u = 0,

x'v = —a cosix sin 1;, ^ = —^sinixsini;, 2:^ = ccosi>,
TO

1 1 11

ж

x1

X'v

1

2/

1

z

z'

z'v

a cos гб cos г> b sin 16 cos г; с sin г>

-a sin и cos и Ь cos u cos г; 0

—a cos u sin г; -bsmusmv ccosv

= pcosi;,
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где аЬас be
р=

— + — + —.

с о а

Поэтому по формуле (8) получаем
тг/3 тг/4 _ _

Т, [if 7 тг/л/2 1\ 7г(л/2-1) fab t
ас

К = р j du j coSvdv=p-(- - -) = ^^(- +
т

+

7г/4 7г/б

Пример 6. Вычислить интеграл

/ = [[ х3 dy dz + у3 dz dx + z3 dx dy,

s

где S — внешняя сторона боковой поверхности конуса G: х2 + у2 ^

А Обозначим через 1\ интеграл по внешней стороне полной по-

поверхности S\ конуса, через /2
—

интеграл по верхней стороне его

основания 52. Тогда / = Д - /2. К интегралу Д применим формулу
Гаусса-Остроградского

Д = 3 И! (х2 + у2 + ?2) dx ф d*.

G

Переходя к цилиндрическим координатам, вычислим полученный
тройной интеграл i 2n z

1\ — 3 / dz I dip (r2 + z2)r dr — — тг.

0 0 0

Вычислим интеграл по основанию конуса:

h = / / х3 dy dz + у3 dz dx + z3 dx dy = / / <ix dy = тг.

Следовательно, / = —тг/10. А

Пример 7. Вычислить интеграл

А= J(y2 - z2) dx + (z2 - x2) dy + (x2 - y2) dz,
L

где L — кривая пересечения параболоида х2 + у2 + z = 3 с плос-

плоскостью х + у + 2 = 2, ориентированная положительно относительно

вектора A; 0; 0).
А Применим формулу Стокса. За поверхность 5, ограниченную

кривой L, примем часть секущей плоскости х + у + z = 2, лежа-

лежащей внутри параболоида. Единичным вектором нормали к 5, на-

направленным соответственно направлению кривой L, является век-

вектор A/л/З; 1/л/З; 1/л/З). Так как P = y2-Z2, Q = z2-x2, R = х2 -
2

ду dz dzox

dQ дР ( ,
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Применяя формулу A5), получаем

Так как z = 2 — х — у на поверхности 5, то

По формуле D) находим

А = -8 ffdxdy,
D

где D — проекция S на плоскость хОу. Исключая z из уравнений
х2 + у2 + z = 3, х + ^/ + z = 2,

(х - 1/2J + (у - 1/2J = 3/2,

т. е. D — есть круг радиуса л/3/2. Следовательно,

dxdy = -

7Г, А = —12тг.

ЗАДАЧИ

Вычислить интегралы A-13).

( + y + z)dS, где:

s

1) 5— часть плоскости ж + 22/ + 4z = 4, выделяемая условия-

условиями х ^ 0, у ^ 0, г ^ 0;

2) 5
— часть сферы х2 + у2 + z2 = 1, выделяемая условием z ^ 0.

2. JJ(x2+y2)dSJгде:
s

1) 5— сфера ж2 + у2 + z2 = Л2;

2) 5— поверхность конуса л/х2 + у2 ^ z ^ 1.

3. JJ(x2+y2 + z2)dS, где:

s

1) 5— сферах х2 + у2 + z2 = R2;
2) 5— поверхность куба |ж| ^ а, \у\ ^ а, |z| ^ а;

3) 5— поверхность октаэдра |ж| + \у\ + |z| ^ а;

4) 5— полная поверхность цилиндра х2 + у2 ^ г2, 0 ^ z ^ Я.

уУ

0, у | 0, z > 0.

) р р у ,

4. // —, 5 — поверхность тетраэдра х + у
JJ A + х + уУ
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5. 1) // xyzdS; 2) // \xy\zdS; где S — часть параболоида z =

S S

= х2 + у2, выделяемая условием z ^ 1.

6. 1) [[(x2+y2)dS; 2) ГГ у/х2 +y2dS; где S — часть кони-

S S

ческой поверхности z = \Jx2 + у2, выделяемая условием z ^1.

7. 1) JJ(xy + yz + zx)dS; 2) jj(x2y2 +y2z2 + z2x2)dS; где

S — часть конической поверхности z = \Jx2 + у2, расположенная

внутри цилиндра х2 + у2 = 2х.

8. 1)JJf(x;y;z)dS; 2

3)

/222 222
/ПГ It ? ПГ It ?

где / = \
— + j- + —-, 5 — эллипсоид — + ^- + — = 1.

V a4 bA c4 a262 c2

9. ff(x2+y2 + (z-aJ)-n/2dS, n e N, S — сфера x2 + у2 +

s

+ z2 = R2.

10. //z2 dS, S — часть конической поверхности

s . ..

x — и cos v sm а, у
= и sm г; sm a, z — и cos a,

a = const, a G @;тт/2), выделяемая условиями mg[0;1], v G [0;2tt].

11. //Z6?5, 5 — поверхность

s

x = ucosv, y = [01] [02]

12. ]]f{r)dS, где r = v

S — плоскость х + у + z = a.

13. JJf(r;z)dS, гдег =

сфера ж2 + 2/2 + z2 = R2.

14. Доказатьформулу Пуассона
1

fff(ax + by + cz) dS = 2тг Г f{^a2 + b2 + c2t) dt,
s -l

где /(?), \t\ ^ л/а2 + fr2 + c2, — непрерывная функция, S — сфе-
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ра ж2 + у2 + z2 = 1.

15. Определитьмассу, распределенную:

1) поповерхности куба 0 ^ ж ^ а, 0 ^ у ^ а, 0 ^ z ^ а с по-

поверхностной плотностью /я = poxyz;

2) посфере х2 + у2 + z2 = R2 с плотностью:

а) /о = А)лЛ2 +2Л б) /° = А) (я2 + ?/2);
3) почасти эллиптического параболоида х2 + у2 = 22, z ^ 1 с

плотностью р = /Яо^;

4) почасти гиперболического параболоида х2 — у2 = 22, вырезае-
вырезаемой цилиндром х2 + 2/2 = 1, с плотностью /я = po\z\, po = const.

16. Определитьстатический момент относительно плоскости z =

= 0 однородной (р = po = const) поверхности:

1) х + у + z = а, ж ^ 0, 2/^0, ^ ^ 0; 2) ж2 + у2 + г2 = В2, z ^ 0.

17. Определитьаппликату центра масс полусферы х2 + у2 + z2 =
= R2j z ^ 0 с поверхностной плотностью:

1) /о = /0О; 2) /о = А)лД2 +2/2; 3) /о = ^0(ж2 +2/2), /оо = const.

18. Определить координаты центра масс однородных поверх-
поверхностей:

1) ж2+ у2 + z2 = Л2, ж ^ 0, О 0, * ^ 0;

2) z= л/R2 -х2 -у2, ж ^ 0, О 0, х + У^Щ

3) *= л/ж^Т^, *2 + У2 <: х] 4) z = 2 - (ж2 + 2/2)/2, ^ ^ 0;

5) ж= I/ cos v, у
= и sin г?, 2 = 17, гл G [0; 1], 17 Е [0; тт].

19. Вычислить моменты инерции относительно координатных

плоскостей однородной (р = р0 = const) поверхности:

1) ж+2/ + * = 1, О 0, О 0, О 0;

2) *=̂ д/^TF, *2+2/2^г2.

20. Вычислитьмомент инерции однородной (р = р0 = const) по-

поверхности:

1) ж2+ ^/2 = 2az, 2: ^ а, относительно оси Oz;
2) х2/а2+у2/а2 = z2/b2, 0 ^ z ^ b, относительно прямой у = 0,

z = b.

21. Найтивеличину силы, с которой однородная поверхность:

1) ж= a cos ср, у
= a sin (p, z = z, ip E [0; 2тг], г G [0;Я];

2) ж= г cos ip, у
= г sin ip, z = г, ^ Е [0; 2тг], г Е [а; 6], а > 0;

плотности /0о притягивает точку массы т, помещенную в начале

координат.

22. Найтивеличину силы, с которой однородная сфера радиуса R
и плотности р = ро притягивает точку массы т.

23. Определить электрический заряд, распределенный с плот-
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ностью р = po\z\ по поверхности:

1) х2/а2+у2/а2-г2/с2= 0, \z\ ^ с;

2) z2-x2-y2= a2, \z\ ^ал/2.
24. Найтипотенциал в точке М0(ж0; уо] z0) простого слоя (п. 1),

распределенного:

1) насфере х2 + у2 + z2 = R2 с постоянной плотностью /io;

2) насфере ж2 + у2 + z2 = R\ с постоянной плотностью /ii и на

сфере ж2 + у2 + z2 = Л2 с постоянной плотностью /i2, Ri < R2-

25. Найтив точке @; 0; z) потенциал простого слоя, распределен-

распределенного с плотностью \i\

1) набоковой поверхности цилиндра х2 + у2 = R2, 0 ^ z ^ Н,
II = /i0;

2) насфере х2 + у2 + z2 = R2, \i — \i§z2.

Вычислить интегралы B6-43).

26. //(ж2 +y2)dxdy, S — нижняя сторона круга х2 + у2 ^ 4,
s

z = 0.

27. Bz— x)dydz + (x+ 2z)dzdx+ 3zdxdy, S —

верхняя

s

сторона треугольника х + 4y + 2 = 4, ж ^ 0, 2/ ^ 0, 2 ^ 0.

28. 1) xzdx dy; 2) 11 yzdy dz + zxdzdx + xy dxdy\ S —

s s

внутренняя сторона поверхности тетраэдра х + у + z ^ 1, ж^0,
2/^0, ^ ^ 0.

29. [[f1(x)dydz+ f2(y)dzdx + f3(z)dxdy, где /ь /2, /3 — не-

5

прерывные функции, 5 — внешняя сторона поверхности параллеле-

параллелепипеда О^ж^а, 0^?/^&, 0^z^ с.

30. 1) у dz dx; 2) х2 dy dz; S — внешняя сторона сферы

x2+y2 + z2 = R2.

31. 1) //(ж5 + z) dy dz; 2) x2y2 zdxdy; S—внутренняя сто-

s s

рона полусферы ж2 + у2 + z2 = R2, 2: ^ 0.

32. x2dydz + z2 dxdy, S — внешняя сторона части сферы
s

х2 +у2 + z2 = R2, ж^0, 0 0.

33. 11x2 dy dz -\- y2 dz dx + z2 б?ж (i^/, 5 — внешняя сторона сфе-
s

19 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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ры (ж - аJ + (у - ЪJ + О - сJ = R2.

34. z2dxdy,S — внутренняя сторона полусферы (ж — аJ

+ iy-bJ + z2=R2, O0.

35. //(ж — lKdydz, S — внешняя сторона полусферы х2 + у2
s

+ z2 = 2x, z ^ 0.

36. 1) Udzdx; 2) Hxdydz; 3) /7'ж2 ф ск; 4)
5 5 5 5

внешняя сторона эллипсоида ж2/а2 + 2/2/fr2 + z2/с2 = 1.

37. 1) yzdzdx; 2) х3 dy dz + у3 dz dx; S—внешняя сторо-

s s
на части эллипсоида ж2/а2 + 2/2/fr2 + z2/с2 = 1, z ^ 0.

. / / Bж2 + у2 + z2) dydz, S — внешняя сторона боковой по-

S

верхности конуса л/у2 + z2 ^ ж ^ Н.

39. // (у - z) dy dz + (z - ж) dz dx + (ж - 2/) б?ж <%, 5 — одна из

s

сторон поверхности ж2 + у2 = z2, 0 < z ^ Я.

40. // 2/z2 б?ж (iz, S — внутренняя сторона части цилиндрической

S

поверхности ж2 + у2 = г2, у ^ 0, 0 ^ z ^ г.

41. yzdxdy+ ?ж (i^/ (iz + ж^/ бЬ б?ж, 5 — внешняя сторона части

цилиндра ж2 + у2 = г2, ж ^ 0, 2/ ^ 0, 0 ^ z ^ Я.

42. х6dy dz -\- у4 dz dx + z2 dx dy, S — нижняя сторона части

s

эллиптического параболоида z = ж2 + у2, z ^ 1.

43. хdy dz -\- у dz dx -\- z dx dy, S — верхняя сторона части ги-

s

перболического параболоида z — х2 — у2, \у\ ^ ж ^ а.

С помощью теоремы Гаусса-Остроградского вычислить интегра-

интегралы D4-48).

44. IIA + 2ж) dy dz + Bж + Зу) dz dx + (Зу + Az) dx dy, где S:

s

1) внешняясторона поверхности пирамиды х/а + у/Ъ + z/c ^ 1,
Г>0 7/>П 7 > О*

2) внутренняя сторона поверхности \х — у + z\ + \y — z + х\ +
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— х + у\= а.

45. zdxdy+ Eх + у) dy dz, где S:

s

1) внешняясторона полной поверхности конуса х2 + у2 ^ z2,
О ^ z <С 4;

2) внутренняясторона эллипсоида ж2/4 + у2/9 + z2 = 1;

3) внешняясторона границы области 1 < х2 + у2 + z2 < 4.

46. // ж2 <% cfo + 2/2 cfo dx + z2 с?ж cfa/, где S:

s

1) внутренняясторона поверхности параллелепипеда 0 ^ х ^ а,

2) внешняясторона полной поверхности х2/а2 + 2/2/fr2 ^ z2/с2, 0 ^

^ z ^ с (конус).

х3 dy dz + у3 dz dx + z3 dx dy, где 5:

s

1) внешняясторона поверхности тетраэдра х + у + z ^ а, ж^О,
О 0, * ^ 0;

2) внутренняясторона сферы х2 -\- у2 -\- z2 = R2.

48. х4dydz -\- у4 dz dx + z4 dx dy, где S:

s

1) сфераx2 +y2 + z2 = R2;
2) внешняясторона полной поверхности полушара х2 -\- у2 -\- z2 ^

^ R2, z^ 0.

49. Доказатьдля объема V тела, ограниченного гладкой поверх-
поверхностью 5, формулу

V = - х dy dz -\- у dz dx -\- z dx dy .

s

50. Используяформулу из задачи 49, найти объем тела, ограни-

ограниченного:

1) поверхностьюх = ucosv, у
= us'mv, z = —и + acosv (и ^ 0,

а > 0) и плоскостями ж = 0, z = 0;

2) поверхностьюж = F + a cos u) cos и, у
= (b +acosu)smv; z —

— asin и, Ъ ^ а > 0;

3) поверхностьюж = acosucosv+ hsm.usm.v, у = acosi&sini? —

— Ъsin ix cos г?, z — с sin -и и плоскостями z — с, 2 = —с.

Вычислить интегралы E1-55).

51. 11xdy dz + у dzdx + zdxdy, где 5 — внешняя сторона по-

s

верхности, образованной вращением вокруг оси z кривой:

1) у = 2- \z-l\, z е [0;2]; 2) ж = 1 + sinz, ze [О;тг].

19*
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52. 11 x2 dy dz + у2 dzdx + z2 dxdy, где S:

s

1) нижняясторона полусферы ж2 + у2 + z2 = R2, z ^ 0;

2) верхняя сторона части поверхности параболоида ж2 + у2 +) р
z = a2, О 0;

3) нижняя сторона части конической поверхности х2 + у2 = z2,
0 < z <С Н.

53. JJ(z2 - у2) dy dz + (ж2 - z2) dz dx + (г/2 - х2) dx dy, S —

s

верхняя сторона полусферы х2 + у2 + z2 = R2, z ^ 0.

54. 11x2y dy dz + xy2 dz dx + xyzdxdy, S — нижняя сторона

s

части сферы х2 + у2 + z2 = R2, x ^ 0, 2/ ^ 0, z ^ 0.

55. // ж22/ Gfa/ dz — ж^/2 dz dx + (ж2 + y2)z dx dy, S — внешняя сто-

s

рона части цилиндрической поверхности х2 + у2 = R2, 0 ^ z ^ Н.

56. Доказать,что если S — замкнутая гладкая поверхность, п —

ее внешняя нормаль, 1 — некоторый постоянный вектор, то

И cos(Cn) dS = 0.

s

57. ПустьG G R3 — ограниченная область с гладкой границей 5,
п — внешняя нормаль к 5, г = (? — x)i + G7 — 2/)j + (С ~ ^)к:

1) доказать формулу

= *fffI/f
S G

2) вычислить интеграл Гаусса
т( \ П cos(
/(ж; 2/; z) = уу

fff
G

, (ж; 2/; 5.

58. Доказать, что если G G /?3 — ограниченная область с гладкой

границей 5, п—внешняя нормаль 5, u(x;y;z) и v(x;y;z) —дважды
непрерывно дифференцируемые в G функции, то

Аи Av "
ди dv

III и v
dxdy dz = / /

и v

dS.

59. Доказать, что если u[x\y\z) — гармоническая функция в

ограниченной замкнутой области G с гладкой границей 5, п —

внешняя нормаль к 5, г = (? — ж) i + G7 — у) j + (С — z) k, то(

u{x;y;z) = - jJ (и R
- j
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60. Доказать, что если и(х; у; z) — функция, гармоническая внут-
внутри сферы S радиуса R с центром в точке (хо;уо; zo), то

и(хо;уо;z0) = -^-j^ JJu(x;y;z^ dS'

s

Используя формулу Стокса, вычислить интегралы F1-68).

/2 2(ж + z) dx + (ж - у) dy + х dz, L — эллипс ^- + %- — 1, z —

az bz
L

= с, ориентированный отрицательно относительно вектора @;0; 1).
62. Iу2 dx + z2 dy + х2 dz, L — граница треугольника с верши-

L

нами в точках (а;0;0), @;а;0), @;0;а), ориентированная положи-

положительно относительно вектора @; 1; 0).

63. 1) Г ydx + zdy + xdz;
L

оч f Xdy —ydx , T 2,2,2 n2
2/ / —2— 2 ẑdz\ где L — окружность x + у + z = R ,

J x -\- у
L

x + у + z = 0, ориентированная положительно относительно векто-

pa @;0;l).

64. /(у2 - z2) dx + (z2 - х2) dy + (ж2 - у2) dz, L — кривая пере-

L

сечения поверхности куба |ж| ^ а, \у\ ^ а, \z\ ^ а плоскостью х +

-\-y-\-z
—

За/2, ориентированная положительно относительно век-

вектора A;0;0).

65. (у- z)dx + (z - х) dy + (x - у) dz, где:

L

1) L— окружность х2 + у2 + z2 = R2, у = ж tg cp, if G @; тг), ори-

ориентированная положительно относительно вектора A; 0; 0);
2) L— эллипс х2 + у2 = а2, ж/а + z/c =1, а > 0, с > 0, ориенти-

ориентированный отрицательно относительно вектора A; 0; 0).

66. ydx— zdy + xdz, L — кривая x2 + у2 + 2z2 = 2a2, у
— x =

= 0, ориентированная положительно относительно вектора A; 0; 0).
67. [{у2 + z2) dx + О2 + ж2) aV + (ж2 + у2) dz, L — кривая ж2 +

L

+ у2 + z2 = 2аж, ж2 + у2 = 26ж, z > 0, 0 < 6 < а, ориентированная

положительно относительно вектора @; 0; 1).

68. /z3dx + x3dy + y3dz, L — кривая 2ж2 - у2 + z2 = a2, x + у
=

L

= 0, ориентированная положительно относительно вектора A; 0; 0).
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Вычислить интегралы F9-72), если кривая L ориентирована в

направлении возрастания параметра t.

69. /х dx + (х + у) dy + (х + у + z) dz, L — кривая х = a sin t,

L

у
— a cost, z = a(sint + cost), ?Е[0;2тг).

70. Iy2z2 dx + x2z2 dy + x2y2dz, L — кривая х = a cost, 2/ =

L

= acos2t, z = acos3t, tE [0;2тг).

71. (у+ z)dx + (z + x) dy + (ж + 2/) cfo, L — кривая ж = a sin2 t,

2/ = a sin 2t, z — a cos2 t, t E [0; тг).

72. /(ж2 - yz) dx + (з/2 - zx) dy + (z2 - xy) dz, L — кривая ж =

L

= a cost, 2/ = &sint, 2: = М/Bтг), tE [0;2тг].
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1о
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1о YZ

21. 1) 2тгрота(- 1 ); 2) тгрот1п f-).
V а д/а2 + Я2/ Vа /
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22. 4:7rpomR2/г2,если г > R; 0, если г < R; 2тгрот, если г = R;
г
—

расстояние точки от центра сферы.

23. 1) ^oacvV+c2; 2) 2тгро (\/3 - ^)а3.
24. 1)

47Г/АоД
,
если а ^ R; а = лДо + 2/о + ^о5

2) 47r(/iii2i -\- /12R2), если а ^ i?i; 4тг( ^-^-

—

если

25. 1)

4тгpoR

2 + (Я -

R2; a =

+ Я
- *

2/о

2)
2z2

26. -8тг. 27. 128/3. 28. 1) -1/24; 2) 0.

29. (Л(а) - Л@))Ьс+ (/2(Ь) - /2@))ас+ (/З(с) - /3@))аЬ.
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40. -тгг5/б. 41. (тгЯ/8 - г/3)г2Я. 42. -тг/3. 43. -а4/3.
44. 1) Забс/2; 2) -За3. 45. 1) 128тг; 2) -48тг; 3) 5бтг.

46. 1) (a + b + c)abc; 2) тгаЬс2/2. 47. 1) За5/20; 2) 12тгЛ5/5.
48. 1) 0; 2) тгЛ6/3. 50. 1) 2а3/9; 2) 2тг2а26; 3) 2тгBа2 + Ь2)\с\/3.
51. 1)12тг; 2) тгB4 + 7тг)/2.
52. 1)-тгЛ4/2; 2) тга4/12; 3) -тгЯ4/2. 53. 0. 54. -R5/S.
55. 0. 57. 2) 4тг, если (ж; 2/;^) G G; 0, если (x;y;z) g~G.
61. -тгаб. 62. -а3. 63. 1) тгл/ЗЯ2; 2) 2тг. 64. -45а3/8.
65. 1) 2л/2тга2 sinGr/4 - у?); 2) 2(а + с)атг. 66. 2тга2. 67. 2тгаЪ2.

68. ЗтгЛ4/2. 69. -тга2. 70. 0. 71. 0. 72. h3.

§ 12. Скалярные и векторные поля

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Скалярное и векторное поле. Пусть п — область в трех-

трехмерном пространстве.

Скалярным полем на П называют числовую функцию и(М), за-

заданную на точках М G П.

Векторным полем на П называют векторную функцию а(М), за-

заданную на точках Мей.
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Если в пространстве введена какая-либо декартова система ко-

координат, то скалярное поле и(М) или векторное поле а(М) на П

становятся функциями координат точек:

u(x;y;z), a.(x;y;z) = (ах(х;у; z);ay(x;y; z);az(x;y; zj).
При выборе другой декартовой системы координат меняются, вооб-

вообще говоря, координаты точек M(x;y;z) на M(x';y';z'), но значения

скалярного или векторного поля в точках не меняются, т. е.

и\х'] у'] z') = и(х; у; z), а'(У; yf; z') = а(ж; у; z).
Множество точек М, задаваемое уравнением и(М) = const, на-

называют поверхностью уровня скалярного поля и.

Векторной или силовой линией векторного поля а называют глад-

гладкую кривую, которая в каждой своей точке М касается вектора по-

поля а(М). Если г = (x;y;z) — радиус-вектор переменной точки век-

векторной линии поля а= (ax\ay\az\ то

dx
_

dy
_

dz ,..ч

ах ay clz

{дифференциальные уравнения силовых линий).
Пусть 7

— плоская кусочно гладкая простая *) замкнутая кривая,

нигде не касающаяся векторных линий поля а. Поверхность, образо-
образованную векторными линиями, пересекающими 7, называют вектор-
векторной трубкой поля а.

2. Символ V. Операции над полями. Векторный дифферен-
дифференциальный символ V называют набла по обозначающей его букве, а

также символом или оператором Гамильтона.

В прямоугольной декартовой системе координат

V = i|-+j?+k* B)дх ду dz

где i, j, k — ортонормированный базис. Координатные символы это-

д д 3
го оператора

—

,
—

,
—
— символы частных производных

—

при
дх ду dz

замене одного ортонормированного базиса на другой ортонормирован-
ортонормированный меняются по тем же правилам, что и координаты векторов. Сам

же оператор V не меняет своего вида B) **).
Градиентом дифференцируемого на П скалярного поля U в точке

М G П называют вектор, обозначаемый gradt/ или VU и задаваемый
в прямоугольной декартовой системе координат формулой

gradt/ = W =
i
— +j — +k—, C)
дх дх dz

где производные поля U вычислены в точке M(x;y;z). Значе-

Значение grad?/(M) в точке М не зависит от выбора прямоугольной сис-

системы координат, т. е. вектор-функция gradt/ является векторным

полем на П.

*) Простой называют кривую, не имеющую точек самопересечений.

**) Детальнее см. [9, ч. 2].
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Для производной дифференцируемого поля U в точке М по на-

направлению произвольного единичного вектора 1 верна формула

—- = A,gradt/). D)

Вводя скалярный дифференциальный символ (/, V), имеющий в пря-

прямоугольной декартовой системе координат вид

П V) = /—+/—+/— E)

где 1 = (lx;ly;lz)j равенство D) записывают в виде

|=d,V)». F)
Градиент поля в точке М направлен по нормали к поверхности

уровня, проходящей через М, в сторону возрастания поля, и его мо-

модуль Igrad^l = \Vu\ равен наибольшей производной по направлению
в этой точке.

Кроме символа E) используют аналогичный скалярный диффе-

дифференциальный символ, имеющий в прямоугольной системе координат

вид д д д
(Ь, V) = Ьх — + Ьу — +bz —, G)

ох ду oz
где b = (bx;by;bz) — произвольное векторное поле. Результат его

применения к дифференцируемому векторному полю а

(ъ,ю* = ьх^+ьу^+ъ,рг, (8)
являющийся вектор-функцией, называют иногда градиентом а по Ъ.

Дивергенцией или расходимостью дифференцируемого на п век-

векторного поля а в точке М е П называют число, обозначаемое diva

или (V,a) и задаваемое в прямоугольной декартовой системе коор-

координат формулой
^yR=( )=да* дау_ daz_ (9)~

дх ду dz
'

где а= (ax;ay;az) и производные вычислены в точке M(x;y;z).
Значения числовой функции diva в точках П не зависят от вы-

выбора прямоугольной системы координат, т. е. diva — скалярное поле

на п.

Ротором (говорят также — вихрем, ротацией) дифференцируемо-
дифференцируемого на п векторного поля а в точке Мей называют вектор, обозна-

обозначаемый rota или [V,a] (а иногда V х а) и задаваемый в прямоуголь-

прямоугольной положительно ориентированной (правой) системе координат

формулой
г— -I

.
/ daz дау \ . ( daz дах \ , / дау дах
V ду dz ) V дх dz ) V дх ду

A0)
где а = (ax;ay;az) и производные вычислены в точке M(x;y;z).
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Значения векторной функции rot а в точках п не зависят от выбо-

выбора прямоугольных систем координат одинаковой ориентации, но rota

меняет знак при смене ориентации системы координат.

Для записи rota используют такой же символический определи-

определитель, как и для векторного произведения векторов:

i J к
r^ i д д д

rota= IV, а =
^г ^г ^г1 '

J дх ду dz
(и)

ах ау az

При раскрытии определителя по первой строке результатом "умно-
"умножения" символов второй строки на элементы третьей является диф-
дифференцирование, например,

д _daz

Формулы C), (9), A0) определяют над скалярными и векторны-

векторными полями три основные дифференциальные операции первого по-

порядка
— действия V на скаляр или вектор. Для этих операций ис-

используют такие же обозначения, как и для произведений вектора на

скаляр или вектор, и обладают эти операции такими же свойствами,
как и эти произведения. Но последнее — с учетом, во-первых, невоз-

невозможности перестановки символа V с тем скаляром или вектором, на

который он действует, и, во-вторых, дифференциального характера
символа V.

Операции C), (9), A0) линейны.

Результатом их применения к произведению двух сомножителей

является сумма двух слагаемых, в каждом из которых V действует
только на один из сомножителей. После отметки этого сомножителя

(здесь будет использована вертикальная стрелка сверху) к получив-

получившемуся выражению применимы все те преобразования, что и для век-

векторных выражений. В итоге преобразований символ V и отмеченный

сомножитель должны быть совмещены под знаком одной из опера-

операций C), (9), (Ю), G). После этого метку можно снять.

Символ V может встречаться в выражении не раз, создавая диф-
дифференциальные символы второго и более высоких порядков.

Для скалярного символа

divgrad= (V,V) =V2 A2)
вводят обозначение А и называют его оператором Лапласа или лап-

лапласианом. Легко надеть, что

Аи = V2u = divgradix = — + — + —. A3)
дх2 ду2 dz2

Символ [V, V], как нетрудно проверить, нулевой, что естественно

с точки зрения векторной алгебры. Имеем

rot grad u=[V, Vu] = [V, V] и = 0, A4)
divrota= (V,[V,a]) = ([V,V],a) =0. A5)
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3. Циркуляцияи поток векторного поля. Пусть а — непре-

непрерывное векторное поле в области П, Г — кусочно гладкая ориентиро-
ориентированная кривая в П. Линейным интегралом от а по Г [работой поля

вдоль Г) называют интеграл

(a, dr) = ах dx + ay dy + az dz. A6)
г г

Если Г — замкнутая кривая, то этот интеграл называют цирку-

циркуляцией поля а по Г.

Пусть S — кусочно гладкая ориентированная поверхность*) в П,
п — единичный вектор нормали к поверхности, задающий ее ориен-

ориентацию, n= (cos a; cos /3; cos 7). Потоком векторного поля а через S в

направлении п называют интеграл

//(а, п) dS = / / (ах cos a + ay cos C + az cos 7) dS. A7)
s s

4. Интегральныеформулы. Пусть и
—

непрерывно дифферен-

дифференцируемое скалярное поле в (], Г — кусочно гладкая ориентированная

кривая вО с началом А и концом В. Тогда

/(grader) = [(Vu,dr) =u(B)-u(A). A8)
г г

Если кривая Г лежит на поверхности уровня поля и, то работа
поля grad-u вдоль Г равна нулю.

Пусть а — непрерывно дифференцируемое векторное поле в облас-

области П, S — кусочно гладкая ориентированная единичным вектором

нормали п поверхность в п с краем dS, ориентированным согласо-

согласованно с ориентацией поверхности (§ 11). Тогда по формуле Стокса

(формула A4) § 11 с учетом формулы A0))

/ adr= ffwT0t8idS= /7(n,[V,a])dS. A9)
dS S S

Таким образом, циркуляция поля а по краю поверхности S равна

потоку ротора поля а через эту поверхность.

Пусть точка М G П, п — единичный вектор. В плоскости, прохо-
проходящей через М перпендикулярно п, рассмотрим те ее области 5,
которые содержат М и для которых верна формула A9). Обозна-

Обозначим d(S) — диаметр, /jlS — площадь S. Справедлива формула

rotna(M)= lim -^ / adr. B0)
dS

Здесь rotn a = (rot a, n) — проекция rot а на вектор п.

При тех же предположениях о поверхности 5, что и в форму-
формуле A9), для непрерывно дифференцируемых полей а и и верны фор-

*) В этом параграфе рассматриваются поверхности, ограниченные как мно-

множества в пространстве.
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мулы

||[[n,V],a]d5 = -^[a,dr], B1)
S dS

ff[n,Vu]dS= iudr. B2)
S dS

Пусть G — ограниченная область, G С П, с кусочно гладкой

границей dG, ориентированной внешней нормалью п. По формуле
Гаусса-Остроградского с учетом обозначения (9) имеем

Ц (а, п) dS = HI div a dV = fff (V, a) dV, B3)
aG g g

т. е. поток поля а через границу области равен интегралу от дивер-

дивергенции поля а по этой области.

Пусть точка М е П, рассмотрим совокупность содержащих М об-

областей G С П, для которых справедлива формула B3). Пусть d{G)
—

диаметр, \iG — объем G. Тогда

div а(М) = lim -^ // (a, n) dS. B4)
dG

При тех же условиях на область G, что и в формуле B3), для

непрерывно дифференцируемых полей а, и и v и верны формулы

MdV= ||[n,a]dS, B5)
G <9G

fffVudV= ffmidS, B6)
G <9G

fff(Vu,Vv)dV= ff u(n,Vv)dS- fffuAvdV, B7)
G <9G G

fff(uAv-vAu)dV= (I (uVv-vVu,n)dS. B8)
G

Равенства B7), B8) называют формулами Грина. Из них следует, что

IH\\7u\2dV= ГГ u(n,Vu)dS- fffuAudV, B9)
G dG G

f>AudV= II (n, Wu)dS. C0)
G dG
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5. Потенциальные и соленоидальные поля. Все поля в этом

пункте считаем непрерывно дифференцируемыми.
Поле авП называют безвихревым, если

rota = 0 в П.

Поле а в П называют потенциальным, если существует на П ска-

скалярное поле и такое, что

a . C1)

Функцию и называют потенциалом поля а.

Для потенциальности поля ав 11 необходимо и достаточно, что-

чтобы его циркуляция по любому кусочно гладкому замкнутому контуру
равнялась нулю: г

6 ааг = 0.

г

Если это условие выполнено, то потенциал поля определяется по

формуле м
и = / adr + const, C2)

м0

где Mq — фиксированная точка П, интеграл берется по любой ку-
кусочно гладкой кривой, соединяющей Mq и М.

Условие ..

rot a =0 C3)

необходимо для потенциальности поля, но, вообще говоря, не доста-

достаточно.

Если область п односвязна, то условие C3) достаточно для потен-

потенциальности поля. Говорят, что область п односвязна, если любой при-

принадлежащий ей кусочно гладкий замкнутый контур можно стянуть

в точку этой области так, что во всех промежуточных положениях

при стягивании контур будет оставаться в(] (в этом случае говорят,

что любой замкнутый контур гомотопен точке). Например, всякая

выпуклая область односвязна.

В односвязной области безвихревое поле потенциально. Поле ав(]

называют соленоидальным, если для любой области G С Q с кусочно

гладкой границей 8G поток поля а через эту границу равен нулю,

dG

где п — внешняя нормаль к dG.

Для соленоидальности поля необходимо и достаточно, чтобы

diva = 0 в п. C4)

Векторное поле А называют векторным потенциалом поля а, ес-

если а = rot А.

Условие C4) необходимо, но, вообще говоря, не достаточно для

существования векторного потенциала.
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Любое гладкое поле а в п является суммой безвихревого и соле-

ноидального полей (теорема Гельмгольца).
Потенциальное соленоидальное поле называют гармоническим

(лапласовым). В односвязной области поле а, у которого

rot a = 0 и div a = 0,

гармонично.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Пусть скалярное поле и, а также векторные поля а

и b дифференцируемы на П, с — постоянный вектор. Показать, ис-

используя правила действия с V, что:

1) div(im)= (gradi^a) + -udiva, т. е.

(V, ua) = (Vu, a) + u(V,a); C5)

2) div[a,b] = (b,rota) — (a, rotb), т. е.

(V,[a,b]) = (b,[V,a])-(a,[V,b]); C6)

3) rot[c,a] = с div a - (c, V)a, т. е.

[V,[c,a]]=c(V,a)-(c,V)a. C7)
A 1) Сначала преобразуем выражение (V,im) с учетом диффе-

дифференциального характера V:

(V, иа) = (V, и а) + (V, и а). C8)

В первом слагаемом перенесем скаляр и к V, не переставляя их:

(V,ia) = (Vi,a).
Здесь V соединен операцией C) с и, поэтому опускаем метку:

(V и, а) = (Vu, a) = (gradи, a).
Во втором слагаемом из C8) выносим скаляр и, переставляя его с V:

(V,ua)=u(V,a),

и, поскольку V соединен операцией (9) с вектором а, опускаем мет-

(V, и а) = ia(V, a) = и div a.

Складывая результаты, получаем равенство C5).
2)Имеем 1

(V,[a,b]) = (V,[a,b]) + (V,[a,b]).

Для первого слагаемого воспользуемся формулой циклической пере-
перестановки в смешанном произведении

И ПОЛУЧИМ , ,
(V,[a,b]) = (b,[V, a]).
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С

Здесь V соединен с а операцией A0), поэтому метку можно опус-

(V, [a,bj) = (b, [V, aj) = (b,rot a).
Во втором слагаемом сначала совершим перестановку

i i

[а, Ъ] = -[Ь,а],
затем преобразуем его, как и первое, и получим

(V,[a, b]) = -(V,[b,a]) = -(a[V, b]) = -(a, [V,b]) = -(a,rotb).
Сложив результаты, придем к равенству C6).

3) Имеем ± ±

Поскольку с = const, результат действия V на с есть нуль, поэто-

поэтому и первое слагаемое равно нулю. Для второго слагаемого восполь-

воспользуемся формулой преобразования двойного векторного произведения

[р, [с, а]] = (р,а)с- (р,с)а.

Получим

[V, [с, а]] = [V, [с, а]] = (V, а)с - (V, с) а .

Переставив V и с в произведении (V,c)
(это будет символ вида G)), придем к

требуемому результату:

[V,[c,a]] = (V,a)c-(c,V)a. A

Пример 2. Найти поток поля а =

= yi + zj + xk через поверхность S =

= {у/х + у/у + y/z = у/г}, нормаль на ко-

которой направлена от начала координат.

А Очевидно, diva = 0. Воспользуем-
Воспользуемся теоремой Гаусса-Остроградского. Рас-

Рассмотрим область G — "криволинейный
тетраэдр" ОABC (рис. 12.1). Часть его границы, лежащую в плоскос-

плоскости Оху, обозначим Si, в плоскости Oyz — S2, в плоскости Ozx —

S3. Потоки поля а через S, Si, S2, S3 (нормаль — внешняя к G)
обозначим соответственно П, Щ, П2, П3. По теореме Гаусса-Остро-
Гаусса-Остроградского

Рис. 12.1

аи и

т. е. П + Щ + П2 + П3 = 0, а П = -(Щ + П2 + П3).
Вычислим, например, Пз:

П3= Jf(R,n)dS.
S3

Здесь п = @; —1;0), а = zj + жк. За параметры на S3 — криволи-
криволинейном треугольнике АОС — возьмем х и z. Дуга АС задается
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уравнением у/х + y/z = у/г, т. е. х — (у/г — y/zJ, 0 ^ z ^ г. Находим

П3 = ff (-z)dxdz = - Гzdz
О О

г3/30 = г3Таковы же IIi и П2. Следовательно, П = 3 • г3/30 = г3/10. А

Пример 3. Доказать формулу B7).
А По формуле C5), полагая а = Vv, получаем

div(u Vv) = (Via, Vv) + u(V, Vv).

Отсюда, учитывая, что (V, Vv) = divgradv = Av, находим

(Vu, Vv) = div('uVv) - и Av,

и, следовательно,

HI (Vi/, Vv) ^У = HI div(vVv) ^У - JffuAv dV.

G G G

Полагая а = и Vv и применяя к первому слагаемому правой части

формулу B3), получаем B7). А

Пример 4. Пусть j
— часть линии пересечения эллипсоида х2 +

+ y2/4 + z2 = 1 с цилиндром х2+у2 = 1, лежащая в замкнутой

области х ^ 0, z ^ 0 (рис. 12.2) и ориентированная по возрастанию

ординат точек. Найти работу поля a = ^i + xj + zk:

1) вдоль 75 2) вдоль 71
— части 7? лежащей в первом октанте.

А 1) Легко найти, что rota = 0. Воспользуемся формулой Сток-

са A9). Замкнем 7 дугой 7' — АС (см. рис. 12.2), лежащей в пересе-

пересечении эллипсоида с плоскостью Oyz. Контур Г = ABCA — это край
части S поверхности эллипсоида. По формуле A9)

/ a dr = / (n, rot a) dS = 0.

Г S

Отсюда г г
a.dr + / adr = 0.
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Дугу j' замкнем отрезком АС, направленным от А к С. Полу-
Получившийся контур служит краем части плоскости Oyz. Из того, что

rota = 0, как и выше, получаем

/adr + Г adr = 0.

7' АС

На отрезке АС л-

a = yi+^k, dr=@;dy;0),

поэтому г
adr = 0 и / adr = 0.

АС

Отсюда следует, что и

/adr = 0, /

2) Способ I. Вычислим работу по 7' непосредственно, используя

параметризацию 7'- Полагая

ж = cos(p, ^/ = sin(^, 0 ^ if ^ тг/2,

из уравнения эллипсоида получаем z — — sin(p. Тогда на У

.

,
л/3 . -

а = sm if\ + cos cpj -\ smif k,

dr = ( — sin if\ + cos if j H coscp к ) dc?,
V 2 /

поэтому
J тг/2
/* /•/ -2 2,3. \, 3
/ = / ( - sm if + cos (^ +

- sm if cos (^ 1 dip = -

.

7' 0

Способ П. Контур 7 взаимно однозначно проектируется на

ось Оу. Опустим перпендикуляры из точек контура на эту ось. Они

образуют гладкую поверхность, край которой состоит, кроме j', еще

из ломаной СDOB. Используя формулу A9) и то, что rota = 0, по-

получаем

/adr+ / adr+ / adr+ / adr = 0.

7/ CD DO ОБ

Ha 05 a = xj, dr = idx, поэтому

adr = 0 и /" adr = 0.

OB

Аналогично, / adr = 0. Поэтому

/ adr = — / adr = / adr.
DO

I aar = -

7' CD DC

20 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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На DC а = i + 2: к, dr = к dz, поэтому

УЗ/2

hdv= I zdz=l-
CD 0

/3adr = -

. A
8

ЗАДАЧИ

1. Найтиповерхность уровня поля и = х2 — у2 + z2, содержащую

точку: а) A; 1; 1); б) A;2;1).
2. Написатьуравнение нормали в точке B; 2;—2) к поверхности

уровня поля и = arccos^/y^x2 + у2), проходящей через эту точку.

3. Пустьа и b — постоянные векторы, а ф 0, b ф 0, г = (ж; у\ z).
Найти поверхность уровня поля:

l) U~
(Ьр)'

j

4. Найти поверхности уровня поля тх = у/(х + IJ + т/2 + z2 +

л/((ж ~ IJ + 2/2 + ^3 и тахтх на сфере х2 + у2 + z2 = R2.

5. Найтиповерхности уровня поля ?i = zj\Jx2 + у2 + z2 и maxix,

minu в шаре (ж - IJ + (у - IJ + (г - л/2J ^ 1.

6. Найтиgrad'u(Mo), если:

1) и = ху + yz + zx; M0(l;l;l);
2)и = \п(х2 + у2 + z2); МоA;1;-1);
3) w = 9(x + ?/ + y?T7T7
4) u = zex2+y2+z2; Mo@;0;0).
7. Вкаких точках grad(x + у2 + 18z3 -

а) перпендикуляреноси Oz;
б) параллеленоси Oz; в) равен нулю?
8. Найтиугол между grad^(Mi) arctg (x/(y + х)) и gradix(M2),

если:

1) i/= (rr + 2/)e^; Mi@;0), M2(l;l);
2) n= axctg(rr/B/ + ^)); Mi(l;l;0), М2(-1;0;1);
3) ^= x/(x2+7/2 + z2); Mi(l;2;2), M2(-3;l;0);
4) u= z/^x2+y2+z2; MiC;>/3;-2), М2(л/3; 1; 2л/3).
9. Наповерхности уровня поля -и = х/{х2 + у2 + z2\ проходящей

через точку A; 1; 1), найти наименьшее значение | gradi^.
10. Найти inf|grad'u| и sup|gradix| в области 1 < z < 2, ес-

если и = z/л/х2 + у2 + ?2.
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11. Пусть и и v
— дифференцируемые поля, а и C — числа.

Доказать, что:

1) grad(ix + v) = grad-u + grad?;; 2) grad(cm) = a grad г/;

3) grad(cm + уЗг?) = a grad и + C grad г;;

4) grad(m?)= v grad u + u grad г;;
v grad гб — и gradг; /Л

= ^ ^-8 «#0
12. Указатьв /?3 такие дифференцируемые поля и и v, что векто-

векторы Vu и Vi? не коллинеарны ни в одной точке (для обычного векто-

вектора р векторы ри и pv обязательно коллинеарны).
13. Пустьи — дифференцируемое поле, /(?)

— дифференцируе-
дифференцируемая функция, t e R. Доказать, что

grad/(u) = f'(u) grad и.

14. Пустьи и v —дифференцируемые поля, f(t;s) —дифферен-
—дифференцируемая функция, (t;s) G R2. Доказать, что

grad/(и; г;) = -^- (щ v) gradix + -^- (щ v) grad г;.

15. Пустьа и b — постоянные векторы, r = ix+jy + 'kz, r=|r.
Найти grad и, если:

1) и = г; 2) и = г2; 3) и = 1/г; 4) и = In г; 5) и = (а, г);
6) и = (a,b,r); 7) и = (a,r)(b,r); 8) и = |[а,г]|2.
16. Доказать,что grad-u(M) перпендикулярен поверхности уров-

уровня поля и, проходящей через точку М.

17. Пустьи — непрерывно дифференцируемое поле, щ = u(Mq),
Vu(Mq) ф 0; lo — нормаль в точке Mq к поверхности уровня и = щ.

1) Доказать,что существуют такие окрестность точки Мо и число

го > 0, что при всех г, \е\ < г0, в этой окрестности есть только одна

точка пересечения М = М{е) нормали Iq с поверхностью уровня и =

=
и0 + г;

2) найтидлину отрезка MMq с точностью до о(е) при г —> 0.

18. Пустьri и г2
—

радиус-векторы двух фиксированных то-

точек, r = i+j + k

- XjY + (y- УэУ + (z + ^-J, j = 1, 2,

и = |r-ri| + |г-г2|.

Доказать, что grad?/ в точке с радиус-вектором г составляет рав-

равные углы с векторами г — ri и г —г2. Объяснить, используя это,
оптическое свойство эллипсоида.

19. Пусть функция /(г) дифференцируема, r = ix+jy + kz, r —

= г

Доказать, что V/(r) = f'(r) -.

20*
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20. Пустьвектор-функции а(г) и b(r) дифференцируемы, г =

= ix + jy + kz, г — |г|. Доказать, что:

1) V(a(r),r)=a(r)+ (a'(r),r)^;
2) V(a(r),b(r))= ((a',b) + (a,b'));.
21. Выразитьgrad-u:
1) вцилиндрических координатах г, <р, г;

2) всферических координатах г, ср, ф, используя соответст-

соответствующие орты ег, е^, е^ и ег, е^, е^, касательные к координатным
линиям.

22. Проверить,что вектор grad-u не зависит от выбора декарто-
декартовой системы координат.

23. Доказать, что для дважды дифференцируемых полей

и и v

A(uv) = V2 (uv) = v V2u + 2(Vu, Vv) + и V2v.

24. Найтипроизводную поля и по направлению единичного век-

вектора n = (cosa;cos/3;cos7), если г = л/х2 +у2 + z2, г = (x;y;z):
1) и = г; 2) ix = 1/г; 3) и = (а,г), а = const; 4) ^ = /(г).
25. Найтипроизводную поля и = х2/а2 + у2/b2 + z2/с2 в точке

M(x;y;z) по направлению радиус-вектора этой точки.

26. Пустьix и v
— дифференцируемые поля. Найти производную

поля и по направлению вектора gra.dv.
27. Покакой кривой следует двигаться из точки Мо(жо; уо; zo),

чтобы поле и = х2/2 + у2 — z2 имело наибыстрейшее убывание, если:

а) М0A;1;0);б) МоA;1;1)?
28. Найтилинии наибыстрейшего изменения плоских полей:

1) и — х2 — у2\ 2) и = ху; 3) и = х2/2 + ^/2; 4) и = 2/2/ж.
29. Найтилинии наибыстрейшего изменения трехмерных полей:

1) и = ж2 + 2^/2 + z2; 2) и = х2 +у2 + z2; 3) и = xyz.

30. Пустьв звездной *) относительно точки А области П задано

гладкое поле и и \Чи\ ^ с. Доказать, что для любой точки В С П

где |Б - А| — расстояние между А и В. Для выпуклой области до-

доказать справедливость этого неравенства для любых А и В из п.

Найти векторные линии поля а C1,32).
31. 1) 8i = xi-\-zk; 2) a = zj-^/k; 3) a =

4) a = xi-2/j; 5) a = x3i + ^/2j.

*) Область называют звездной относительно точки А, если для любой точки В

этой области отрезок АВ принадлежит области.
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32. 1)а = г = ix + }у + kz; 2) а = а\\ + а^ j + аз к = const;

3) a= /(r)r, r = ix+j^/ + k2:, r = |г|;
4) a= [с,г], с = const, г = ix +jy + kz;

5) a=(b,r)c,b и с —постоянные векторы, г = ix +jy + kz;

6) a= (z - у) i + (x - z) j + (y - x) k; 7) a = x i + 2y j + z k.

33. Найтивекторную линию поля а, проходящую через точку М,
если:

1) а= —у\ + х j + ck, с = const, M(l; 0; 0);

2) a= x2i-2/3j + z2k; M(l/2;-l/2;l);
3) а= xz i + 2/2? j + (ж2 + 2/2) к; МA; 1; 0).
34. Найтивекторные линии напряженности магнитного поля бес-

бесконечного прямолинейного проводника постоянного тока.

35. Дляполя а = г найти уравнение векторной трубки, содержа-
содержащей окружность z = 1, х2 + у2 = 4.

36. Дляполя sl=j/z - k/y найти векторную трубку, содержащую
кривую у = z, х2 + (у - IJ + (z - IJ = 1.

37. Проверитьуказанные равенства в координатной форме, а так-

также записать их и проверить, используя символ V и правила действия

с ним (а, /3 — числа, и, a, b — дифференцируемые скалярное и век-

векторные поля):
1) div(aа + C Ъ) = a div a + C div b;
2) div(га а) = (gradi^a) +-udiva.

38. Полагаяг = xi + yj + zk, r = |r|, найти diva, если:

1) a = r; 2) a = rr; 3) a = r/r; 4) a = (-xi + у j + 2;к)/^/ж2 + 2/2;
5) a=FxV -z3+2/z-5)i+Dx3 + xz + 2) j + (xy - 3xz2 - 3) k.

39. Выразитьв координатной форме divgrad-u.

40. Найти:

1) div('ugrad'u); 2) div(ugradi7).
41. Найти(г = xi + yj + zk), r = |r|):
1) divgradr2; 2) divgrad(l/r); 3) divrc, с = const; 4) div(/(r)r);

5) divgrad/(r); 6) div(/(r)c), c= const; 7) div[c,r], c= const;

8) div[r, [c,r]], c= const.

42. Решитьуравнение (г = xi + yj + zk, r = |r|):
1) div(>(r)r) = 0; 2) divgradix(r) = 0; 3) div(u(r)r) = \u(r), \ф?>.
43. Найтидивергенцию гравитационного поля нескольких точеч-

точечных масс.

44. Средавращается как твердое тело вокруг оси с постоянной

угловой скоростью ио. Найти в фиксированный момент времени ди-

дивергенцию поля линейных скоростей v и поля ускорений w точек

среды.
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45. Доказать,что diva не зависит от выбора декартовой системы

координат.

46. Найтиdiva плоского поля а в полярных координатах.

47. Найтиdiva трехмерного поля:

1) в цилиндрических координатах; 2) в сферических координатах.

48. Найти(г = д/ж2 + у2 + z2):
1) diva(r); 2) div(u(r)a(r)).
49. Проверитьуказанные равенства в координатной форме, а так-

также записать и проверить их, используя символ V и правила действия

с ним (а, /3 — числа, и, a, b — дифференцируемые скалярное и век-

векторные поля, с — постоянный вектор):
1) rot(а а + /ЗЪ) = a rot a + /3rotb; 2) rot('uc) = [grad-u, с];
3) rot('ua)= ix rot a + [gradix, a]; 4) rot [с, а] = с diva — (c, V) a;

5) rot[a, b] = a div b - b div a + (b, V) a - (a, V) b;
6) div[a,b]= (b,rota) - (a,rotb).
50. Найти(r = ж i + ?/j + z k, r=|r|, аиЬ — постоянные векто-

векторы, и (г) — дифференцируемое поле):

1) rot г; 2) rot (га); 3) rot((r,a)b); 4) rot(u(r)a); 5) rot(u(r)r).
51. Вычислитьrota в точке Mq, если:

1) ai = xyzi+Bx + 3y-z)j + (x2 +z2)k; M0(l;3;2);
2)a=^i+-j+-k; M0(l;2;-2).

z x у

52. Длялюбого вектора р векторы [р,а] и а перпендикулярны

(если они не нулевые). Верно ли это для векторов [V,a] и а?

53. Найтиугол между rot a (Mi) и rota(M2), если:

1) а = (х2 + у2) i + (у2 + z2) j + (z2 + x2) k;

2) a = z*i+(x*+y3)j + xyzk; M^l-,2-,0), M2(l;12;4).
54. Найти:

1) rot[c,r], c= const; 2) rot[r, [c,r]], c= const.

55. Проверитьв координатной форме:

1) формулу A4); 2) формулу A5).

56. Равенствоrot rot a = graddiva- Aa проверить в координат-
координатной форме, а также записать и получить его, используя символ V и

правила действия с ним.

57. Найтиrotgrad(l/r).
58. Получитьформулы:
1) V(V,uc)= (с, V)Vu, с = const;

2) V(V,и а) = uV(V, а) + (V, a) Via + [Vu, [V, а]] + (Vu, V)a +
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3) [V, [Vu, с]] = (с, V) Via - с Аи.

59. Показать,что:

1) div[Vu,Vv]=0;
2) векторыa. = ugY&dv и rota перпендикулярны.

60. Найтикомпоненты rota плоского поля а в полярных коор-

координатах.

61. Найтикомпоненты rota трехмерного поля а:

1) в цилиндрических координатах; 2) в сферических координатах.

62. Найтиrot(>(r)a(r)), г = ^х1 + у2 + z2.

63. ЗаписатьАи = div grad и:

1) в цилиндрических координатах; 2) в сферических координатах.

64. Средавращается как твердое тело вокруг оси с постоянной

угловой скоростью и. Пусть v — поле линейных скоростей точек в

фиксированный момент времени. Найти rotv (воспользоваться ци-

цилиндрическими координатами).
65. Впростейшем случае система уравнений Максвелла электро-

электромагнитного поля имеет вид

^ ^ (V,E)=0,(V,H)=0.
Здесь Е и Н — векторные поля электрической и магнитной напря-

напряженности, е, /i, с = const > 0. Полагая все функции достаточно глад-

гладкими, доказать, что Е и Н удовлетворяют волновому уравнению

о2е г а2н с2

W
~

щ
АЕ' -W

~

щ
АН-

66. Пустьв области П введена ортогональная система криволи-

криволинейных координат (?; 77; С):
х = ж(?; ту; С), У = 2/(?5 ^; С), z = я(?; ту; С),

где правые части — непрерывно дифференцируемые функции. Пусть
е^е^е^

—

единичные орты этой системы (векторы, касательные к

координатным линиям и направленные по возрастанию координат,

е^ 1 е^, е^ 1 е^, е^ _L е^) *). Пусть Я^, Hv, Hq — коэффициен-
/,r\ \ 2 /5^ \2 /5^ \2

ты Ламэ, т. е. Н^ = W ( -^ ) + ( -^ ) + ( -^ ) и т. д. Доказать, что:

у V OZ; ) \OZ; ) \OZ; )

л\ л Iди 1ди 1ди /опч
1) gradM=__e,+ -^e,+ -^ec; C9)

(d(HH4) д(ЩЩа) д(ЩЩН) у

*) Все ортонормированные базисы исходной и вводимой систем координат
положительно ориентированы (правые), в частности, якобиан функций, задаю-

задающих криволинейную систему координат, положителен.
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Н П H

67. Пользуясь формулами C9)-D1), получить выражения для

grad-u, diva, rota:

1) вцилиндрических координатах; 2) в сферических координатах.

Найти поток поля а через ориентированную нормалью п поверх-

поверхность S (r = xi + yj + zk, r = |г|) F8,69).
68. 1)а =

ах i + ayj + az k, где aXj ayj az = const, S — круг

радиуса R, лежащий в плоскости (г, n) = d;

2) а= г, S — внешняя сторона конуса л/х2 + у2 ^ z ^ ft;

3) а= г, S — внешняя сторона поверхности цилиндра х2 + у2 ^
^ R2, 0 ^ z ^ ft;

4) а= г/г3, 5 — внешняя сторона сферы х2 -\- у2 -\- z2 = R2;
5) а= /(r)r, S — внешняя сторона сферы х2 + у2 + z2 = R2.

69. 1)а = (х - 2z; х + Зу + г; 5ж + у); S — противоположная на-

началу координат сторона плоского треугольника с вершинами A; 0; 0),
@;1;0), @;0;1);

2) а= (х2;у2; z2); S — внешняя сторона полной поверхности пи-

пирамиды, ограниченной плоскостями х + у + z = l, ж = 0, у = 0, z = 0;

3) а= (у2; ж2; z2); S — часть внешней стороны цилиндра х2 + у2 =
= а2, расположенная в первом октанте между плоскостями z = 0 и

2 = а, а > 0;

4) a= @; 2/2; г); 5 — ограниченная часть внешней стороны пара-

параболоида z = х2 + у2, отсеченная плоскостью z = 2;

5) а= (ж; ^/; у^ж2 + ^/2 — 1); 5 — часть внешней стороны гипербо-
гиперболоида х2 + у2 — z2 = 1, заключенная между плоскостями z = 0 и z =

= л/3;
6) а= (у; z;x); S — часть внутренней стороны цилиндра х2 + у2 =

= i?2; расположенная в области х > \z\;
7) а= (Зх; —у; —z); S — часть внешней стороны параболои-

параболоида х2 + у2 = 9 — z, расположенная в первом октанте;

8) а= (xy;yz;zx); S — часть внешней стороны сферы х2 + у2 +
+ z2 = 1, расположенная в первом октанте;

9) а= [xz\ yz; z2); S — часть внешней стороны сферы х2 + у2 +
+ z2 = 9, расположенная в области z > 2;

10) а= (x;y;xyz); S — часть внешней стороны цилиндра х2 +
+ у2 = i?25 расположенная в области ж > |з/| и отсеченная плоскостью

г = 0 и параболоидом z — х2 - у2\
11) а= (ж2/ — у2] —х2 + ху + 2х; z); S — часть внешней стороны

цилиндра х2 + у2 = 1, отсеченная конусом z2 = ж2/2 + у2.
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70. Найтипоток поля а через поверхность S непосредственно или

по теореме Гаусса-Остроградского, если:

1) а= ж3 i + у3 j + z3 k, S — внешняя поверхность куба |ж| < а,

\у\ < а, \z\ < а;

2) a= (z — у) i + (ж — z) j + (у — ж) k; S — полная внешняя поверх-

поверхность тетраэдра, ограниченного плоскостями х + у + z = 1, х + у
-

-z = l, у = 0, ж = 0;

3) а= y2z\ — yz2 j + х{у2 + z2) k; S — полная внешняя поверх-

поверхность цилиндра у2 + z2 ^ а2, 0 ^ ж ^ а;

4) a= 2xi + 2^/j
— zk; 5 — полная внешняя поверхность кону-

конуса л/х2 + у2 ^ z ^ Н;

5) а= (х + г) i + (у + ж) j + (z + 2/) k; 5 — внешняя поверхность

тела х2 + у2 ^ Л2, 0 ^ z ^ 2/;

6) а= х2у\ + ж^/2j + xyzk; S — внешняя поверхность тела х2 +
+ y2 + z2 <: R2, ж^О, 2/^0, 2:^0;

7) а= ж22/2: i + ж^/22: j + ж^/z2 к; 5 — часть внешней стороны эллип-

эллипсоида ж2/а2 + у2/Ъ2 + z2/с2 = 1, расположенная в первом октанте;

8) а= ж3 i + у3 j + z3 k; 5 — половина внешней стороны сферы
ж2 +у2 + z2 = R2, z^ 0;

9) а= 0п - 2/n) i + (жп - zn) j + (yn - хп) к; S — половина внеш-

внешней стороны сферы ж2 + у2 + z2 = R2, 2 ^ 0.
з

71. Пусть А(г) = V^ ctijXiXj
— положительно определенная

квадратичная форма, г = Жli + Ж2j + жзk. Найти поток поля а =

= г • (А(г))~3/2 через единичную сферу |г| = 1.

72. Указатьс точностью до о(е3) приближенное значение потока

поля а:

1) из задачи 38,4) через внешнюю сторону сферы с цент-

центром C;4;0) и радиусом г;

2) иззадачи 38,5) через внешнюю сторону поверхности куба с

центром A; 1; 2) и ребром длины е.

73. Доказатьформулу B4).

74. Пустьполе а непрерывно дифференцируемо в П, G — произ-
произвольная область с кусочно гладкой границей, G С П. Доказать, что

поток rot а через dG равен нулю.

75. Пустьограниченная область G имеет кусочно гладкую гра-

границу dG, ориентированную внешней нормалью. Доказать, что поток

радиус-вектора г через dG равен З/iG, где \iG
— объем G.

76. Пустькусочно гладкая граница dG области G, ориентирована
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нормалью п, с — постоянный вектор. Доказать, что

ГГ cos(rvc) dS = 0.

dG

77. Доказатьформулы: 1) B5); 2) B6); 3) B8); 4) B9); 5) C0).
78. Пустьполе и дважды непрерывно дифференцируемо в П,

G — область из п такая, что G С Й и граница dG является поверх-

поверхностью уровня поля и. Доказать, что

JIJAudV = ± JJ \Vu\dS,
G dG

где следует выбрать один из знаков. Объяснить выбор знака.

79. Доказать,что

fff ff
G dG

80. Пустьи и а — непрерывно дифференцируемые поля в П,
G — область из О, G С П, 8G — кусочно гладкая поверхность,

ориентированная внешней нормалью. Доказать, что

II (и a, n) dS = HI (u(V, a) + (a, Vu)) dV.

dG G

81. ПустьS — гладкая поверхность, ориентированная нормалью

п, и пусть замыкание S не содержит начала координат. Показать,
что интеграл ,,cos(rTb)

s

есть поток некоторого поля через S.

82. ПустьG
—

ограниченная область с кусочно гладкой границей,

ориентированной внешней нормалью п, О 0 G, г = (x;y;z), г = |г|.
Доказать, что:

G dG

р 6—р
G dG

83. Пустьограниченная область G имеет кусочно гладкую грани-

границу dG, ориентированную внешней нормалью, Мо
— фиксированная

Т0ЧКа G' а(М)= ~ЩМ/\М0М\3,
S?(M0) — сфера с центром Мо и радиусом г, лежащая в G, ориенти-

ориентированная внешней нормалью. Доказать, что поток а через dG равен

потоку а через S?(Mq).
84. Пустьограниченная область G имеет кусочно гладкую грани-

границу dG, ориентированную внешней нормалью, Мо
— фиксированная
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точка,

а(М) =М0М/|М0М|3.

Найти поток поля а через <9G, если: 1) Mq 0 G; 2) Mq G G.

85. Вусловиях задачи 83 пусть Мо Е 8G и в окрестности Мо
граница 8G дважды непрерывно дифференцируема. Пусть dG? —

часть границы <9G, лежащая внутри шара |MqM| ^ е, а Пе
— поток

поля а через 8G\dG?. Найти НтПе.
?—>0

86. Сформулироватьаналог теоремы Гаусса-Остроградского для

плоских областей и полей.

87. Пусть7 — гладкая плоская простая (с. 295) кривая, замыка-

замыкание которой не содержит начала координат, п — непрерывная еди-

единичная нормаль к 7- Показать, что интеграл Гаусса

7

есть поток некоторого поля через j.

88. Пустьв условиях задачи 87 7 есть граница ограниченной об-
области G. Вычислить интеграл Гаусса, если:

1) O0G; 2) OeG.

89. Покажите,что значение интеграла Гаусса из задачи 87 равно

полярному углу, под которым видна кривая 7 из начала координат.

Найти работу поля а вдоль прямой от точки -A(ri) до точки В (г2)
(г = xi + yj + zk, r = |г|) (90, 91).

90. 1)а = г; 2) а = г/г; 3) а = г/г3;
4) а= /(г)г, /(г) — непрерывная функция, г ^ 0;

5) а= [с,г], с = const.

91. 1)а = + + ; (;0;3)

2) a= ie^-2+je^-^+ke^-^; A@;0;0), ЯA; 3; 2);

3) а= (j/i + zj + хк)/д/х2 - у2 + z2 - х + z\ A(l;l;l), BF;6;6).
92. Вычислитьработу плоского поля а вдоль кривой 7? если:

1) а= (х + у) i + (х — у) j; 7
— часть графика у = |ж| от точки

(-1;1) до точки B; 2);
2) а= (у2 i — х2 '})/\/х2 + у2] 7

—

полуокружность ж2 + у2 = 1 от

точки A;0) до точки (—1;0) в области у > 0;

3) а= f(x) i + /B/) j; 7
—

ДУга астроиды ж2/3 + 2/2//3 = 1 от точки

A;0) до точки @;1), расположенная в первом квадранте (/(ж) —

непрерывная функция).
93. Вычислитьработу поля а = yi + zj + xk от точки А(а; 0; 0)

до точки ??(а; 0; 2тгЬ):
1) вдоль винтовой линии х = а cost, 2/ = asint, 2 = frt;
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2) вдоль отрезка АВ.

Является ли данное поле потенциальным?

94. Найтипо формуле Стокса A9) циркуляцию поля а вдоль кон-

контура Г, ориентированного по часовой стрелке при взгляде на него из

начала координат, если:

1) а= z2 i + ж2 j + у2 к; Г = {х2 + у2 + z2 = 1, ж + у + z = 1};
2) а= [у + z) i + (z + x) j + (x + у) к; Г = {4(ж2 + ?/2) = z2, x + 2/ +

+ z = l};
3) а= х3 i + 2/3 j + z3 к; Г = {z = ж2 + ?/2, z + y

= 2};
4) а= у i - ж j + z к; Г = {х2 + ^/2 + z2 = 4, ж2 + ^/2 = z2, z ^ 0};

5) а= z2 j + ж2 к; Г = {^/2 + z2 = 9, Sz + 4ж = 5};
6) а= zx i + од j + Vz к; Г = {з/2 + z2 = l, ж + 2/ + 2: = 1}.
95. Дляполя а= —у\/{х2 + ^/2) + жj/(ж2 + ^/2) найти циркуляцию:

1) поокружности ж2 + у2 = Л2, 2 = 2о, ориентированной против
часовой стрелки при взгляде из точек оси Oz, где z > zo;

2) поокружности (ж - RJ + (у — 2RJ = R2, z = z0, ориентация

произвольна.

96. Найтициркуляцию поля а = (—у\ + ж,])/(ж2 + у2) + zk по

окружности го о о

Г = {ж2 + у2 + z2 = 1, ж + у + г = 0},

ориентированной против часовой стрелки при взгляде из точек

оси Oz, где z > 1.

97. Вусловиях задачи 64 найти циркуляцию поля v:

1) поокружности радиуса R, которая лежит в плоскости, перпен-

перпендикулярной оси вращения, и ориентирована по направлению враще-

вращения;

2) поокружности радиуса R, которая ориентирована так же, как

и в 1), но плоскость которой составляет угол а с осью вращения.

98. Вусловиях задачи 64 примем ось вращения за ось Oz, напра-
направив ее по вектору угловой скорости. Пусть G — ограниченная одно-

связная область в плоскости Оху с границей j
—

кусочно гладким

простым замкнутым контуром, Ц
—

цилиндр с основанием G и об-

образующими, параллельными оси вращения. Пусть Г — замкнутая

кусочно гладкая кривая на поверхности цилиндра Ц, которая взаим-

взаимно однозначно проектируется на j. Доказать, что циркуляция поля v

по Г равна 2ио • /iG, где \iG — площадь G.

99. Магнитноеполе прямого бесконечного проводника постоянно-

постоянного тока / (/ > 0) задается как поле вектора напряженности Н. Если

ось Oz совместить с проводником по направлению тока, то

х2 + у2

1) Убедиться, что rotH = 0 (в отличие от rotv из задачи 64).
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2) Найтициркуляцию поля Н по окружности радиуса R с центром
на оси Oz:

а) лежащейв плоскости, перпендикулярной оси Oz;
б) лежащейв плоскости, которая составляет угол а с осью Oz.

3) Взявтакие же, как и в задаче 98, область G с границей j,

цилиндр Ц и кривую Г на его поверхности и допустив, что ось Oz не

является образующей цилиндра Ц, доказать, что циркуляция Н по Г

равна циркуляции Н по j.

4) Допустив,что О Е G, и взяв окружность с центром О, лежащую
в G, доказать, что циркуляции Н по j и по этой окружности равны.

5) Доказать,что если контур Г (из 3)) не охватывает ось Oz,
т. е. проводник с током, то циркуляция Я по Г равна нулю, а ес-

если Г охватывает ось Oz, то циркуляция Н по Г такая же, как и по

окружности из п. 2).
100. Найти с точностью до о(г2) абсолютную величину цирку-

циркуляции поля а по окружности (ж — IJ + (у — IJ + (z — IJ = г2, ж +

+ у + z = 3, если:

1) grdidu(M)= lim
/^,ч // undS;

d(G)^0 ll(G) JJ
dG

2) rota(M) = lim —!— /Y [n, a] dS.

101. Доказатьформулу: 1) B0); 2) B1); 3) B2).

102. Пустьи и а — непрерывно дифференцируемые поля в П,
М Е П. Рассмотрим совокупность содержащих М областей Gc 11,
для которых справедлива формула B3). Пусть d(G)

—

диаметр,

/i(G) — объем G. Доказать, что:

dG

103. Какиеиз указанных полей потенциальны в R3:

1) а = x2i + y2j + z2k; 2) а = xz\ + zyj + 2/жк;
3) а= (аж + ^/ + bz) i + Bж + су + dz)j + (bx + dy + cz) к;
4) a= yz cos xyi + xz cos од j + sin xy k?

104. Потенциальноли поле Н = 2/ "^
+ ^ , (ж; $/) ^ @; 0):

xz + г/^

1) вполупространстве х > 0;

2) вовсем пространстве без оси Oz?

105. Проверить,что поле Н = 21(—у i + xj)/(x2 + ^/2) потенциаль-

потенциально в полупространстве у > 0, и найти его потенциал.

106. Проверитьпотенциальность и найти потенциал поля:

1) а = (у + z) i + (z + ж) j + (x + ?/) к;
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оч yzi+ zxj + хук оЧ . . .
2) а= 1 , Х2У2 » 3) a = 2/i + xj + e^k;

4) а = r/r; 5) a = rr (r = xi + ?/j + 2:k, r = |r|).
107. Пусть/(г), г > 0, — дифференцируемая функция. Доказать,

что поле (центральное) а = /(г)г потенциально при г > 0 (r = xi +

Ч- 2/j Ч- 2гк, г = |г|). Найти потенциал а.

108. Доказать,что потенциал и непрерывно дифференцируемого
поля а удовлетворяет уравнению Аи = div a.

109. Доказать,что если поле а потенциально в звездной (см. за-

задачу 30) относительно точки Мо(го) области П, то его потенциал в

точке М(г) определяется формулой
1

и(г) = / (а(г0 + t(r - г0)), г - г0) dt + const,

о

110. Доказать,что положения устойчивого равновесия частицы

в потенциальном силовом поле F = -grad-u находятся в точках ми-

минимума потенциала и.

111. Доказать,что потенциальное поле не имеет замкнутых век-

векторных линий.

112. Являетсяли поле а потенциальным, соленоидальным, ес-

если (г = XI + 2/j + zk, г = |г|):
1) а = г/г3; 2) а = г/г?
113. Являетсяли поле а соленоидальным, если:

1) а= x(z2 -y2)i + y(x2 - z2)j + z(y2 + х2) к;
2) а= A + 2ху) i - y2z j + (z2y - 2yz + 1) к;
3) a= x2yz i + zy2z j - xyz2 k; 4) a = (-y i + ж j)/(x2 + у2) + ж^/к.

114. Доказать,что условие C4) необходимо и достаточно для со-

леноидальности поля.

115. Найтитакую дифференцируемую функцию Ф, чтобы по-

поле а = Ф(г)г, r = xi + 2/j + 2:k, r = |г|, было соленоидальным.

116. Потокполя а = г/г3, т — |г|, определенного в области г > О,
через сферу г = 1 равен 4тг. Означает ли это, что данное поле несоле-

ноидально при том определении соленоидальности, которое принято

в этом параграфе?

117. 1)Пусть Ai и А2 — векторные потенциалы поля а; дока-

доказать, что поле b = Ai - А2 безвихревое;

2) пусть А — векторный потенциал поля а, поле b безвихревое;
доказать, что А + b — также векторный потенциал поля а.

118. Проверитьсоленоидальность поля а и найти его векторный
потенциал, если:

1) а = с, с — постоянный вектор; 2) а = 2ухк;
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3) a = zi + xj; 4) а = yi + z} + жк;
5) а = Зу2 i - Зж2 j - (у2 + 2ж) к; 6) а = yez i + ^еж j + хеу к.

119. Доказать,что если векторное поле а непрерывно дифферен-
дифференцируемо и соленоидально в области G, звездной (см. задачу 30) от-

относительно точки Mo(ro) G G, то

1

А(М) = | [а(г0 + ?(г - г0)), г] t <Й

о
—

один из его векторных потенциалов (го и г — радиус-векторы то-

точек Мо и М).
120. Найтивекторный потенциал магнитного поля бесконечного

прямого проводника постоянного тока / (ось Oz направить по про-

проводнику, см. задачу 99).
121. Электрический заряд q, движущийся с постоянной ско-

скоростью v, создает в пространстве (вакууме) в фиксированный мо-

момент времени магнитное поле напряженности

где г — вектор с началом в заряде, а концом в М, г — |г|. Най-

Найти векторный потенциал этого поля.

122. Доказать,что векторные линии соленоидального поля либо

замкнуты, либо оканчиваются на границе области определения поля.

123. Доказать,что поток соленоидального поля через поперечное

сечение его векторной трубки одинаков вдоль всей трубки.

124. Пусть и
—

дважды непрерывно дифференцируемое поле

в О, а и b — дифференцируемые поля в П, а = b + grad-u. Дока-
Доказать, что для того, чтобы поле b было соленоидальным, необходимо

и достаточно, чтобы поле и удовлетворяло уравнению Аи = div a.

125. Доказатьгармоничность плоского поля

а = г/г2, г = (ж; у), г = |г .

126. Доказатьгармоничность поля сил тяготения точечной массы

и поля кулоновых сил точечного заряда.

127. Доказать,что потенциал гармонического поля есть функция
гармоническая, т. е. Аи = 0.

128. Пустьограниченная область G имеет кусочно гладкую гра-

границу dG, функция и, определенная в G, гармонична в G, a grad-u
непрерывен в G. Доказать, что:

1) // т-^ dS = 0, где п — нормаль к <9G;
dG

2) еслии = 0 на dG, то и = 0 в G, т. е. гармоническая функция
однозначно определяется своими значениями на границе;
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3) если — = 0 на dG, то и = const в G, т. е. гармоническая

функция определяется с точностью до постоянной значениями своей

нормальной производной на границе.

129. Вусловиях задачи 128 пусть х Е G, О,?(х) — шар с цент-

центром х и радиусом е, лежащий в G. Взяв

v = т~\ Г' У е G' уФх^
4тт|ж — у|

и применив формулу Грина B8) к области G\Q?(x), доказать, что

ф) = h jv\jv\
dG

где нижний символ у указывает переменную точку, п(у) — единич-

единичная внешняя нормаль к границе в точке у.

130. Пустьфункция и гармонична в окрестности точки х G /?3,
Sr(x) и Qr(x) — сфера и шар радиуса R с центром ж, лежащие в

этой окрестности. Доказать теоремы о среднем для гармонических

функций:

Sr(x) Qr(x)
131. Изуравнений электростатики

(V,E)=p/e0, [V,E] = O,

где Е
— поле электрической напряженности, р

— плотность распре-

распределения зарядов, го
= const > 0, вывести закон Гаусса

(n, E) dS = Q

dG

о пропорциональности потока напряженности через границу облас-

области G (с внешней нормалью п) и полного заряда Q, находящегося в

этой области.

132. Пустьполе скоростей v движущейся сплошной среды потен-

потенциально. Доказать, что если среда несжимаема, то потенциал и по-

поля v гармоничен (можно воспользоваться тем, что объемный расход

среды через любую замкнутую поверхность равен нулю).

ОТВЕТЫ

1. а)х2 - у2 + z2 = 1; б) х2 - у2 + z2 = -2.

2. х-2= у-2 = (z + 2)/2.
3. 1)Объединение двух плоскостей (а — СЪ, г) = 0, (Ь, г) ф 0, С —

— const;

2) плоскость (a,b,r) = const.
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4. {и= 2} — отрезок у = z = 0, — 1 ^ ж ^ 1; {ix = const > 2} —

эллипсоиды Dж2)/(г?2) + 4(?/2 + z2)/(u2 — 4) = 1; max?/ = 2у 1 + Л2.

5. Однополостныеконусы с вершиной @; 0; 0) и осью Oz; max?/ =

= cos(tt/12) = (л/б + л/2)/4, minu = sinGr/12) = (л/б-л/2)/4.
6.1) B; 2; 2); 2) B/3; 2/3;-2/3); 3) D;1;1); 4) @;0;l).

7. a)xy = 18z2; 6) ж = 2^; * = 1/C?/), гу ^ 0, у ф 1; в) B; 1; 1/3).

8. 1)0; 2) arccos(-l/3); 3) arccos(-8/9); 4) тг/2.

9. 1/9. 10. inf | gradix| = 0, sup | gradix| = 1/2.
15. 1) r/r; 2) 2r; 3) -r/r3; 4) r/r2; 5) a; 6) [a,b];
7) a(b,r)+b(a,r); 8) 2[a,[r,a]].
17. e/|gradi/(M0)|.
21. 1) — er +

- —-

e^ +
—

ez;
or rocp

*
oz

оч
^ 1ди 1ди

2) — erH
—-

e^ +
- —-

e^,.
dr rcosifidcp

*
г дф

^

24.1) cos(r,n) = (r,n)/r; 2) -(r,n)/r3; 3) (n,a); 4) /'(r)(n,r)/r.
25. 2w/r, r = д/ж2 +?/2 + z2.

26. (gradix,gradi;)/|gradi; .

27. а)я = 0; у = ж2, ж G @; 1]; б) я = 1/ж, у = ж2, же @; 1].
28. 1)ж?/ = С; 2) х2 -у2 = С; 3) у = Сх2 и ж = 0, ж2 + у2 ф 0;
4) 2ж2+ ^2 = С, хфО.

29.1) (as;6s2;cs), s > 0; 2) (as]bs-,c/s), s > 0;
3) x2-2/2 = C1, ж2-^2 = С2.

31. 1)ж = as, ^/
= 6, г = cs, s > 0; 2) ж = a, ^/2 + z2 = 62;

3) x = as2, у = bs, z = c, s > 0; 4) ж = as, 2/
= b/s? z = c, s > 0;

5) l/x-l/y= Cu z = C2.

32. 1)r = sr0, s > 0; 2) r = r0 + at, a = (ai;a2;a3);
3) r = sro, s > 0; 4) r2 = const, (c,r) = const; 5) r = ro + ct;

6) ж2+ y2 + z2 = R2, x + y + z = C;
7) ж= as, у = 6s2, 2 = cs, s > 0.

33. 1)ж = cost, у = sint, 2 = ct;

2) 1/ж
- 1/г = 1, 1/ж + l/By2) =4; 3) у = ж, z2 = 2(ж2 - 1).

34. х2+у2 = R2, z = С (ось Oz совпадает с проводником, а по

направлению
— с током).

35. x2+y2=4z2.
36. Четвертьтора 8(у2 + z2) = (ж2 + у2 + z2 + IJ.
38. 1) 3; 2) 4г; 3) 2/г; 4) 2ж2/(ж2 + у2K/2; 5) 12ж?/2 + 4ж3 - 6xz.

39. AttS^«+ |« + |«.^ж2 ^г/2 <9^2

40. 1) (gradixJ +^divgradix = (VuJ + иАщ

21 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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2) (grad и, grad v) + и div grad v = (Vu, Vu) + '

41. 1)6; 2) 0; 3) (r,c)/r; 4) r/'(r) +3/(r);

5) /"(r)+2^; 6) (r,c)/'(r)/r; 7) 0; 8) -2(c,r).

42. 1)w(r) = ^; 2) u(r) = — +C2; 3) u(r) = CVA-:
r

43. 0. 44. divv = 0, divw = 2u.

ли л- Id/ ч
,

1 дат
46. diva - — (rar) -\ —^.

Г ОГ ГO(f

47. 1)div а = - — (rar) + - -^ + -^;r or rdip ozr

оч ,. 1d / о \ ,
1 da^ 1 ^

2) diva = — —(rzar) -\ -^-H -^-/ r2̂r
v /

r cos ф dp r Cos ф дф

48.1) (r,a'(r))/r; 2) (w'(r)(r,a) + w(r)(r,a'))/r.

50. 1) 0; 2) [r,a]/r; 3) [a,b]; 4) и'(г)[г,а]/г; 5) 0.

51.1) i+j; 2) -|i-j+|k.
52. Неверно.

53. 1)тг/2; 2) arccosC/5). 54. 1) 2c; 2) 3[r,c].

57. 0. 60. - ( — (ram) - ——

.

r \dr
y ^J

dip )

61. 1) - — ^-; — ^—; - — (ra^) - -^— ;J
\r dip dz dz dr r \dr

v ^y

dip JJ

оч / 1 /da^, a , ,Л1 /^ar a
2) —г ^ ~ ^T(a^cos^) ;

-

^—- ^~V cos ф \ dip dtp * Jr \ dip dr

(I L(ra ) J—^!^
a]+«[ra']) Vr dr * rcos^d^pJJЛЛ /'Г 1I Г /]\

r

«„ 1A л
I d ( du\ I d2u d2u

63. 1) Дгл = -

^- r ^- ) + — ^-^ + -—;
r dr \ dr J r2 dip2 dz2

ox
1 a / 2 du \ , 1 a2w

,
1 a / , ^ \

2) ~2 л~ (r л ) + 1 ГТ̂T + 1 Г7Г7 cos ^ 7Г7 Ьr1 dr \ dr J r1 cos2 ^ dip1 r1 cos ^ a^ V dipJdip2 r2 cos ^ a^ V dip>

64. @;0;2cj).
68. 1)тгЯ2(а,п); 2) тг/i3; 3) Зтг/ii?2; 4) 4тг; 5)

69. 1)5/3; 2) 1/4; 3) 2a4/3; 4) -2тг; 5) 2л/3тг; 6) 0; 7) 81тг/8;
8) Зтг/16; 9) 45тг; 10) Л4; 11) 0.

70. 1)24а5; 2) 0; 3) -тга5/4; 4) тгЯ3; 5) 2Я3; 6) Я5/3; 7) аЧ2с2/8;
8) 1бтг/5; 9) 0.

71. 47rv/deT(a^y. 72. 1) B4/125)тгг3; 2) 4г3. 84. 1) 0; 2) 4тг.

85. 2тг. 88. 1) 0; 2) 2тг.
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90. 1) (г22-г2)/2; 2) r2-n; 3) (r2 - ri)/nr2; 4) fuf(u)du;
5) (с,п,г2).
91. 1)A + 1пЗ)/2; 2) 4е-3-е-2; 3) 15.

92. 1)5; 2) -4/3; 3) 0. 93. 1) -тга2; 2) 2тга&.

94. 1)4тгл/5/9; 2) 0; 3) 0; 4) -4тг; 5) 0; 6) тг.

95. 1)2тг; 2) 0. 96. 2тг. 97. 1) 2uottR2; 2) 2^7ri?2sin<x

99. 2) а) 4тг/; б) 47r/sin<x 100. 1) -^=тгг2; 2) л/Зтгг2.
л/3

103. 1) да; 2) нет; 3) нет; 4) да. 104. 1) да; 2) нет.

105. 2/arccos(x/v/x2+y2).
106. 1)ху + yz + zx + С; 2) arctg (жз/з) + С] 3) ж^/ + ez + С;
4) г + С; 5) г3/3 + С.

г

107. ftf(t)dt+ C.

112. 1)Потенциально и соленоидально;

2) потенциально, несоленоидально.

113. 1)нет; 2) да; 3) нет; 4) да. 115. С/г3.
116. Нет. 118. 1) i[c,r]+b*); 2) -ху2 i + b; 3) xzi + ^k + b;

4) -a>2/i-2/2J-a;2k + b; 5) -ж(ж + у2) j + (ж3 + у3) к + Ь;

6) —хеуi - 2/e^ j - zex к + b.

120. (-I\n(x2 +y2))k + h). 121. qv/D7rr).

*) b — произвольное безвихревое поле.

21*



ГЛАВА 3

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА.

ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

§ 13. Собственные интегралы, зависящие от параметра

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Если при каждом значении a Е Е С R функция /(ж; а) интегри-

интегрируема по Риману как функция от х на отрезке [а; 6], то интеграл

ъ

1{а) = ff(x;a)dx A)
а

называют собственным интегралом, зависящим от параметра а. На-

Наряду с интегралами вида A) рассматривают интегралы более общего

ВИДа ф(а)

Ф(а)= / f(x;a)dx, B)

зависящие от параметра.

1. Непрерывность интеграла по параметру. Если функ-

функция /(ж; а) непрерывна в прямоугольнике

К = {(ж; а): а^х^Ь, а±^а^ «2}, C)
то интеграл A) есть непрерывная функция параметра а на отрез-

отрезке [ai;a2].
В частности, если функция /(ж; а) непрерывна в прямоугольни-

прямоугольнике К и а0 G [ai;a2], то

ъ ъ

/гf(x;a)dx = / lim f(x;a)dx, D)
a a

т. е. возможен предельный переход под знаком интеграла A).

2. Интегрированиеинтегралов, зависящих от параметра.
Если функция /(ж; а) непрерывна в прямоугольнике C), то интег-

интеграл A) есть функция, интегрируемая на отрезке [ai;^], и справед-

справедливо равенство

сх-2 Ъ Ъ(У-2

Г ( Г f(x;a)dx)da= Г ( Г f(x;a) da) dx. E)
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3. Дифференцирование интегралов, зависящих от пара-

параметра. Если функции /(ж; а) и '—-непрерывны в прямоуголь-

прямоугольнике C), то интеграл A) — непрерывно дифференцируемая на от-

отрезке [ai;a2] функция, производную которой можно вычислить по

правилу Лейбница ъ

jdJ^dx. F)
Ьсли функции fix; а) и \ —-

непрерывны в прямоугольни-
да

ке C), функции (р(а) и т/>(а) дифференцируемы на отрезке [a;a2], а

их значения принадлежат отрезку [а; 6], то интеграл B) — функция,
дифференцируемая на отрезке [ai;a2], причем

j 9f^a) dx. G)

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ
7Г

Пример 1. Найти lim / (ж + cos ax) exsina dx.

— 7Г

А Так как подынтегральная функция непрерывна в прямоуголь-

прямоугольнике

К = {(ж; а): —тг ^ ж ^ тг, — 1 ^ а ^ 1},
7Г

то искомый предел А равен / f(x;0)dx, где

— 7Г

/(ж; 0) = lim (ж + cos ax) ex sin а
= ж + 1.

Следовательно, п
А= [ (ж + 1) dx = 2тг. А

— 7Г

Пример 2. Вычислить интеграл

1
а а

/ = / — б?ж,0 < а\ ^ «2-
j In ж
о

А Рассмотрим функцию f(x;a) = xa. Эта функция непрерывна
в прямоугольнике К = {(ж; а): 0 ^ ж ^ 1, а\ ^ а ^ «2}, где «i > 0.

Применяя формулу E), получаем

1' ( / xadx^da= j Ы xada^j dx. (8)
«i о о«1
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Так как ха dx=
,
то левая часть формулы (8) равна / —^— —

J a-\-l Jа +1

= In

О

-

1 + OL\
. Правая часть формулы (8) равна /, так как

Следовательно,

ж« da =
In ж

/ = In — .А
1 + ai

Пример 3. Найти /'(а), если 1(а) = / еах —.

J х
1

А Применяя формулу F), получаем

о 2

Г(а) = f eax2xdx =
2а 2а

Пример 4. Вычислить интеграл

тг/2

/(а) = / ln(sin2 х + a2 cos2 ж) б?ж, а ф 0.

о

А Пусть а > 0 и а/1. Так как функция

/(ж; a) = ln(sin2 х + a2 cos2 ж)

непрерывна и имеет непрерывную производную

угольнике

где oli > 0, то по формуле F) получаем

тг/2

dt

OOL

sin х + az cosz ж

Используя подстановку ? = tgx, находим

+ОО +ОО

тЧ \ о f dt 2
(t2 + l)(t2 + a2)

в прямо-

2a ( +j. l +t\\+°° 7Г
=
-o—7 arctgt arctg- =——,
a2 —IV a a/lo a+ 1

откуда

/(a) =7rln(a + l) + C.

Так как /(a) — функция, непрерывная при a > 0, и /A) = 0, то С =

= —тг In 2. Следовательно, 1(а) = тг ln((a + 1)/2) при a > 0. Учитывая,
что /(а) — четная функция, отсюда получаем 1(а) = тгln((|a| + l)/2),
если a/0. A
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sin a

Пример 5. Найти Ф'(а), если Ф(а) = / shax2 dx.

cos a

А По формуле G) находим

Ф'(а) = cos а • sh (а sin2 a) + sin а • sh (а cos2 а) + / х2 chax2 dx. А

cos а

ЗАДАЧИ

1. Доказать,что функция 1(а) непрерывна на /?, если:

1 2 2

1) /(«) = [ sm2ax2dx; 2) /(а) = Г^ —da:.
У У1 + ж2 + а2ж4
о -1

2. Найтипредел:
11

1) lim Г\/l + a2x4dx; 2) lim / л/^2 +a2dx;
0 -1

4 1

3) Hm / xdx •

4) Hm [x2eax3dx;
2 0

7Г

5) lim / xcosfl + a)xdx.
a-^0 У

0

1

3. Доказать, что функция 1(а) = / sign (ж — a) dx непрерывна

наR. о

4. Пустьфункция f(x) непрерывна и принимает положительные

значения на отрезке [0;1]. Доказать, что функция

разрывна при а = 0.

5. Выяснить, справедливо ли равенство

1 1

lim f(x;a)dx= / li
a—^0У Уa

о

если:

"Л f(r-fv) — — Р~х2/а2 • <2) f(r-n) —
2хп

а2 (а2+ х2J
6. Пусть функция /(ж) непрерывна на отрезке [а; Ь] и а <

< х < Ь. Доказать, что
X

lim i | [f(t + a)- f(t)] dt = f(x) - f(ao).
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7. Пусть {(рп(х)} —

последовательность функций, ин-

интегрируемых по Риману на отрезке [а; Ь] и принимающих на этом

отрезке неотрицательные значения, равномерно сходится к нулю на

множестве Е = {ж: 0 < S ^ |ж| ^ 1} при любом S > 0, причем

1

lim / (рп(х) dx = 1.
п—>-оо J

-1

Доказать, что для любой непрерывной на отрезке [—1; 1] функ-
функции f(x) справедливо равенство

1

lim ff(x)<pn(x)dx =
-1

8. Выяснить, равны ли интегралы

11 11

/( f(x;a)da)dx и /( / /(ж; a) dx) da,
оо оо

2 2

f(x;a) =

WTh'l 2)

оо оо

если:

9. Пусть функция /(ж; а) при каждом a G [«ьс^] интегрируема
по ж на отрезке [а; 6], и пусть на этом отрезке существует функ-
функция ip(x) такая, что lim /(ж; a) =ip(x), где «о G [«i;«2], равномерно

а—Уао

относительно ж G [а; 6]. Доказать, что:

6 ъ

1) lim f(x;a)dx= cp(x)dx;
а^а0J J

a

b

/r/(ж; a)g(x) dx — \ ip(x)g(x) dx, где g(x) — функция, ин-

J
a a

тегрируемая на отрезке [a; b].

10. Пользуясь формулой
агС ^Х

= / ^-^г,вычислить ин-

х J1 + х2а2
рал о

о

11. Пользуясь формулой

1 , а + b sin ж
In

7 * ."^ Î TO.O• 9
sin ж а

— о sinж Ja2 — b2t2 sin ж

о



§13. Собственные интегралы, зависящие от параметра 329

где а > Ъ > 0, вычислить интеграл

тг/2
а + Ъ sin х dx

/ In —
J a; — b sin x sin x
0

12. Пустьa > 0, 6 > 0. Вычислить интеграл:

sin ( In - 1 — dx;2) / cos ( In - 1 — dx.
V ж / In ж J \ xJ In ж
о о

13. Найти/'(а), если:

1 3 , оч

1) I(a) = / sin(ax)(ix; 2) /(a) = / — -dx;
0 l

2 3

3) /(a) = Jeax2 ^ ; 4) /(a) = I ch (a4x2) ^ .

1 2

14. НайтиФ'(а), если:

1N ,/ ч ? ln(l + аж) 7 ^ч -г, ч /" sinax ,

I) Ф(а) = /— аж; 2) Ф(а) = / dx;

О а

cosa a

3) Ф(а) = / еа^г~х2 dx; 4) Ф(а) = / еах dx;

5)

8)

15

Ф(а) =

Ф(а) =

Ф(а) =

sin a

sin a
г

cos a

= | h

ae"Q

sh a

= J 1ш

ch a

4x2 du

i(l +

A + a

c; 6)

a2x2)

?2+a

. Можно ли вычислить

функции

I(a) =/ 1п(ж2

Ф(а)

2) б?Ж

по

+ а2

еа

= J 1Щ

е
— а

правилу

)dx при

[1 + а2х2) ^;

Лейбница производную

о

16. Пусть функция / непрерывна на R. Доказать, что функция
а

1 Г
Fix) = — / /(ж + ?) dt, где a > 0, имеет непрерывную производную

2а J
— а

на /?, и найти F'(x).
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Ъ

17. С помощью дифференцирования интеграла / — по пара-
J х2 + а2

dx°
метру а, где а > 0, вычислить интеграл / ,

_

очо
.

J (х2 + а2J

18. Применяя дифференцирование по параметру а, вычислить

интеграл 1(а), если:

тг/2

1) 1(а) = [ Ы{а2 - sin2 if) dip, a > 1;

7Г

2) /(а)= Г \n(l-2acosx + a2)dx, \a\ < 1;
о

7Г

оч г/ ч /" , 1+acosx с/ж II/-,

3) /(а)= / In ,\а\ < 1;У 1 - a cos ж cos х
' '

о

тг/2

4) i(«) = / CLX.

J tgxtgx

19. Пусть функция /(ж; а) непрерывна в прямоугольнике

X = {(ж; а): а ^ ж ^ 6, «1 ^ а ^ а^},
а функция #(ж) интегрируема на отрезке [а; Ь]. Доказать, что:

ъ

1) функция F(a) = f(x;a)g(x)dx непрерывна на отрезке

«2 &«2

f f(f
2 &2

2) fF(a)da=f(ff(x;a)g(x)da}dx;
3) функция F(a) непрерывно дифференцируема на отрезке

i; «2], причем ь

, df(x;a)
при дополнительном условии, что функция \ —-

непрерывна в
да

прямоугольнике К.

а

20. ПустьF(a) = (х + a) f (x) dx, где /(ж) — дифференцируе-
о

мая на R функция. Найти F"(a).
ь

21. ПустьF(a) = f(x)\x — a\dx, где /(ж) — непрерывная на

а

отрезке [а; Ь] функция. Найти F"(a).
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h h

22. ПустьF(a) = ± J ( J h(? + rj + a) dri) d?, где h > 0, / —

о о

непрерывная на R функция. Найти F"(a).
23. Пустьфункция / непрерывна на отрезке [а; Ь], жо Е (а; 6), ж Е

Е (а;Ь), & т^ 0. Доказать, что функция

^(х) = I Jf(t)sink(x-t)dt
XQ

удовлетворяет дифференциальному уравнению ?/" + /с2^/ = /(ж).
24. Пустьфункция / непрерывна на отрезке [а; Ь], жо G (а; 6), ж G

G (а; 6). Доказать, что функция
ж

F(x) = -^—- I (х- t)"-7(t) (ft, где n G Л/,

удовлетворяет условиям

F(x0) = F'(rro) = ... = F^-^ixo) = 0, F™(x) = /(ж).

25. Доказать,что функция
7Г

гг(г) = J enrcos9d0
о

при любом п е Z удовлетворяет уравнению

d2u I du 2 гл
-—- + -- пи = 0.
dr2 r dr

26. Доказать,что функция и{х) удовлетворяет уравнению Бесселя

х2и" + хи' + (ж2 — n2)ix = 0,
если:

7Г

1) и(х)= — / cos(n(^ — ж sin (p) dy?, n G А/;
О

тг

2) и(х)= хп cos(x cos cp) sin2n cpdcp, n G N.

о

27. Рассмотримполные эллиптические интегралы

тг/2 тг/2

Е(к)= [ л/l- Jb2 sin2 ip dip, K(k) = F(k)= f dip_
I IV1 - к2 sin2 9?

где 0 < к < 1. Доказать, что:

2) Е"И+1гЩ + ^| =0;
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к

3) JtK(t)dt = E(k) - A - к2)К(к);
о

к

4) ftE(t)dt= i (A + к2)Е(к) - A - к2)К(к)).
о

28. Пусть<р(ж) = при х^О, <р@) = 1. Показать, что:

X

1) a;"+V(n)(^)= ftncos(t+ ^)dt, nE N, x ? R;
о

2) l^(n)(^)K^I, пел/, же/?.

29. Пустьфункция <?>(ж) и ее производная ip'(x) непрерывны на

отрезке [0;а], и пусть (

F(t)=
y/t — X

О

Доказать, что при t e @; а) справедливо равенство

4^
о

I х[ 1 и) если х ^С и

30. ПустьК(х:у) = < ;1 V и̂ пусть
j \

5 у/

1^2/A —ж), если х>у, J
непрерывная на отрезке [0; 1] функция. Показать, что функция

1

и(х) = Г K(x;y)(p(y)dy
о

удовлетворяет на отрезке [0; 1] уравнению и"{х) = —ц>(х).
31. Найтидважды дифференцируемую на R функцию ip(x), удов-

удовлетворяющую уравнению:

1) if{x)= x + J (у - x)ip(y) dy;
о

x

2) ip(x)= l + \f(x-y)(p(y)dy, A>0;
о

x

3) ip(x)= \J (x - y)ip(y) dy + x2, A>0.

xy

32. Найти F^(a;;y), если F(x;y) = f (x - yt)f(t) dt, где f(t) —

дифференцируемая функция, у ф 0. xlv
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33. Пусть / — дважды дифференцируемая, a F — дифференци-
дифференцируемая функция. Доказать, что функция

x-\-at

Ф; *) = \ (f(x - at) + f(x + at)) + j- j
x — at

удовлетворяет волновому уравнению

О U 2&и Iп

и следующим начальным условиям:

и(ж;0) = /(*), u't(x;O) = F(x).

34. Показать, что если функция / непрерывна на отрезке [0;а],
? G [0; а] и (ж - ?J + у2 + z2 ф 0, то функция

а

i(x;y;z) = J ¦

тт ^гб ^гб ^гб
Л

удовлетворяет уравнению Лапласа -—;- + —-т- + -—- = 0.
^ж2 ^г/2 dz2

ОТВЕТЫ

2.1) 1; 2) 1; 3) AпЗ)/2; 4) (е-1)/3; 5) -2.

5. 1) Нет; 2) нет. 8. 1) Нет; 2) нет; 3) нет.

10. (тг/2IпA + л/2). 11. 7rarcsin(b/a).
Ь~а 1 (Hl)
?; 2) - in ;а+1;2+1.

-* о i\ ти \
о: sin а + cos а — 1 оЧ ти ч cos 27а — cos a

13. 1) / (а) =— ;2) / (а) =— ;

3) /'(а) = ^^ ; 4) Г(а) = 2«**»4-«**»').
2а а

14.1) Ф;(а) = B1пA + а2))/а; 2) Ф;(а) = 2(sin2a2 -sina2)/a;
cos a

3) Ф;(а)= f Vl-x2 eaVTI^ dx - sin а • еа1sin a\ - cosa • ealcosal;
sin а

4) Ф'(а)= Гх2еах2 dx + 2аеа2 - 3e9a';
За

sin a

5) Ф'(а)=4а3 Г х2еа4*2 dx + cosa ¦ еаи'ш2 а+sina ¦ е01*00*2 а;
cos a

6) Ф'(а) = - In
а

In }
а 1 +

7) Ф;(а) =4sha+ 4(arct§(a2e"a) ~ arctg(a2ea)) +

+ (a + l)ea ln(l + а4е2а) - (а - 1)е~а ln(l + а4е~2а);
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о\ ж// \ 2а /
, sha , cha \

8 Ф ^ =
ГГ^—2 \

ai*Ctg ГГ^—2
~ ai*Ctg ГГ^—2 )л/1 + а2 V л/1+а2 л/1+ а2 /

15. Нет. 16. F;(x) = (/(ж + а) - /(ж - а))/2а.
17. —— arctg —
lot а

18.1) тг1п

20. F"{a)

21. F"(a)

22. F"(o:)

а + л/а2 — 1
О; 3) 2тг arcsin а; 4) -

/Н' еСЛИ а G (а5 &)'
0, если а ^ [а; oj.
+ 2k) ~ 2/(a + ft) + /(а

31. 1) ip(x) = sin ж; 2) у?(ж) = сЬ(жл/А);
3) <^(ж) = 2(ch (ж
32. ^'^^-S^/^+^Z -

2/ ч У

~ У2)Г(ху).

1).

И).

§ 14. Равномерная сходимость несобственных интегралов,

зависящих от параметра

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Определение равномерной сходимости интеграла. В

этом параграфе определение, признаки сходимости и критерий рав-
равномерной сходимости формулируются для несобственных интег-

интегралов вида +оо

f(x;a)dx. A)

Соответствующие утверждения аналогично формулируются для дру-

других типов несобственных интегралов.

Интеграл A), сходящийся для каждого ае Е, называют равномер-

равномерно сходящимся на множестве Е, если для каждого г > 0 существует
такое число 5?, что для всех a G Е и для всех ? ^ 8? выполняется

неравенство +оо

B)/ f(x]a)dx

Если существует число во > 0 такое, что для любого S G [а; +оо)
найдутся числа as G i? и ?# G [?; +оо) такие, что

+ОО

/(ж; a*) da) ^е0, C)
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то интеграл A), сходящийся для каждого a Е Е, сходится неравно-

неравномерно на множестве Е.

Интеграл A) сходится равномерно на множестве Е тогда и только

тогда, когда выполняется условие

+ОО

SUP / f(x,a)dx^-0 при ? —у +оо. D)

2. ПризнакВейерштрасса равномерной сходимости интег-

интеграла. Если на промежутке [а; +оо) существует функция ip(x) такая,
что |/(ж;а)| ^ <р(х) для всех х Е [а; +оо) и для всех a Е Е, и если

+ОО

интеграл / ip(x) dx сходится, то интеграл A) сходится абсолютно и

а

равномерно на множество Е.

3. ПризнакДирихле равномерной сходимости интеграла.

Интеграл

f(x;a)g(x;a)dx

сходится равномерно по а на множестве Е, если при каждом фик-
фиксированном a Е Е функции /, д, д'х непрерывны по х на множест-

множестве [а; +оо) и удовлетворяют следующим условиям:

1) д(х\а)—У 0 при х —у +оо равномерно относительно a G Е;
2) функцияд'х(х\ а) для каждого фиксированного a G Е не меняет

знака при изменении х на промежутке [а; +оо);
3) функция/ для каждого а е Е имеет ограниченную первооб-

первообразную, т. е. существует число М > 0 такое, что

л,

I Гf(t;a)dt <С M
i j

для всех х Е [а; +оо) и для всех а Е Е.

4. Критерий Коши равномерной сходимости интеграла.

Интеграл A) сходится равномерно на множестве Е тогда и только

тогда, когда выполняется условие Коши: для любого е > 0 существует

число S? Е (а; +оо) такое, что для любых ?' Е [6?; +оо), ?" Е [?е; +оо)
и для всех а е Е выполняется неравенство

f(x;a) dx < e.

Если условие Коши не выполняется, т. е. существует число So > О

такое, что для любого ? G (а; +оо) найдутся числа as ? Е, ?'s и ?^,
где ?^ ^ й, ^' ^ й, такие, что
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с"

Jf(x;as)dx ^е0, E)

то интеграл A) не является равномерно сходящимся на множестве Е.

5. Непрерывность равномерно сходящегося интеграла по

параметру. Если функция f(x\a) непрерывна на множестве

D = {(ж; а): а ^ х < +оо, а ^ а ^ а2}
+ОО

и если интеграл 1(а) = / f(x;a)dx сходится равномерно по а на

а

отрезке [ai;a2], то функция 1(а) непрерывна на отрезке [ai;a2].

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

+ОО

Пример 1. Доказать, что интеграл / е~ах dx:

о

а) сходитсяравномерно на множестве Е = [Ь; +оо), где Ъ > 0;
б) сходитсянеравномерно на множестве Е\ — @;+оо).
А а) Пусть ^ > 0, а ^ Ь > 0. Так как

I
а

+ОО

е~ах dx ^ < е для каждого е > 0

С
выполняется при всех a G Е, если ? > A/Ь) 1пA/еЬ). Обозначим 8? =

= тах(сге;0), где сге = B/Ь) 1пA/Ье). Тогда неравенство B) для дан-

данного интеграла справедливо при всех ? G [6?; +оо) и при всех а е Е,
т. е. интеграл сходится равномерно.

б) Для произвольного числа 6 > 0 выберем ?# = 1 + 5, as =

= 1/A + 5). Тогда

жа* dx= = A + S)e~1 ^ e'1,

т. е. неравенство C) выполняется при во
= е .Следовательно, ин-

интеграл сходится неравномерно на множестве @;+оо). А

+ОО

/dx— сходится неравномер-

неравномерно на множестве Е = A; +ooj. i

+f° dx ^~a ^~a
А Так как К(?) = sup / — = sup = lira = +oo,
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то условие D) не выполняется, и поэтому интеграл, сходящийся при
каждом а > 1, сходится неравномерно на множестве Е. к

Пример 3. Доказать равномерную сходимость интеграла 1(а)
на множестве Е, если:

l

1) I(a)= Г ^^ dx, E = /?; 2) /(a) = f l^- dx, E = [0;2].
0 3

A 1) Так как ^ ,для всех a G R интеграл

/ -dx сходится, то по признаку Вейерштрасса данный интег-

J 1 + х1
о

рал сходится равномерно на множестве R.

2) Еслиа е [0;2], х е [3;+оо), то 0 ^ \па х ^ In2 ж, и поэтому

о <
1пС*ж

<
1д2ж

+оо
2

Из сходимости интеграла / —-г- dx следует равномерная сходи-
J ж5/4
з

мость данного интеграла на множестве Е. к

+ОО
.

тт л тт т/ \ f sinaa; ,

Пример 4. Доказать, что интеграл 1{а) = / dx сходится
J х
о

равномерно по а на множестве Е = [Ь; +оо), где Ь > 0.

X

к Пусть F(x;a) = / sin at dt; тогда

о

тр( . \ —
cosax — 1

OL

и |F(x;a)| ^ 2/b для всех x G [0; +oo) и для всех а ^ b. Кроме то-

того, 1/x —> 0 при ж —> +oo, причем функция 1/х не зависит от а. По

признаку Дирихле данный интеграл сходится равномерно по а

на множестве [Ь;+оо), где 6 > 0. А

Пример 5. Доказать, что интеграл 1(а) сходится неравномерно

на множестве Е, если:

+ОО

1) 1(а) = [ е~ах2 dx, E = @; +оо);
о

+ОО

f2) I(a)= f S-
J
о

А 1) Для любого S > 0 выберем с^ = 1/A + ?J, ^ = й, ^ = S + 1.

Тогда

22 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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a'*2 dx = е-1 = e0,

т. е. выполняется условие E). Следовательно, данный интеграл, схо-

сходящийся при каждом a Е Е, сходится неравномерно на множестве Е.

2) Для любого 6 > 0 выберем а6 =S, ?'s = тг/C5), ^ = тг/B5).
Тогда

dx

tt/BS)

I
тг/C5)

sinSx
dx

тг/2
.

7Г/3

ЗАДАЧИ

Доказать, что интеграл 1(а) сходится равномерно на множест-

множестве Е A-5).

+ОО

1.1) J(a)= / ^?, Я = [а0;+оо), ао>1;

2) /(а)= /^, Е = @;ао), ао<1;
О

+оо

3)/(а)=

1/2

/
О

+ОО+

5) I(a)= f
о

+О

6) /(а)= [ х

1

+

2. 1) /(а) = Г e~axcos2xdx, Е=[а0;

, ао>1;

, ао>1;

), а0 > 0;

+ОО

> 0;

+ОО
1

2) /(а) = /
5

• Sill ЗЖ

_

, а0

+оо

/3)/(а)=
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+ОО

!» Е=(-со;а), а > 0;

5) I(a)= fxa~1\n3xdx, ?=[а0;+оо), а0 > 0;
о

~ч
г/ \ /•1пA + ж)- arctgax , „ г -,

6) /(а)= / — ^~2 —ах, Е = [-а;а|, а > 0.
«у ж
о

+оо

3. 1I{а)= f j^dx, E = R;

г
-оо

2I{а)= [ ,

Х°
Лт._ Е= (--;-);

{ У{х-1П2-х) V 2'2>/'

3O(а)= fxa&IctSax rh E = [0;2];
¦I у/1-х2
о

+оо

4) /(а)= Г ^dx, Е= [ао; +оо), а0 > 0;
1

+оо

г\ г/ \ /"cos аж* Inж г ч

5) /(а)= / — dx,Е =[а0;+оо), а0 > 0;

Г

6) /(а) = / 2б?ж, Е = [а0;+оо), а0 > 0.
J (х + 1) In х

+ОО

4. 1) J(a)=
о

+оо

2)/(а)= | ^e-axdx, ? = [0;+ос);
1

+ОО

2

+ОО

4) /(а)= /" 81п(аж '
dx, Е = [а0; +оо), а0 > 0;

О

+оо

5) 1(а)= / cos(ax2)(ix, E=[l;+oo);
о

+ОО

6) 1(а)= / sin(ashx)(ix, i?= -;+ooJ.

22*
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+ОО

5. 1) 1{а) = / cosxadx, Е= [а
о

+°° /2 \
о\ т( \ f«cosfa х) , г-,

2)/(а)= У а + х»
da:' ? = [3;5];

О

+ОО

3) /(а)= Г 8'ш2х - sin -dx, E= [О; i] ;

о

4) 1(а)= / —^—-^ б?ж, Е=[1;+оо);
о

+оо

5) /(а)= Г (а5 +х3)е~ах4 dx, E = [l;4];
о

+ОО

6) /(а)= Г xae~2xadx, E=[l;2].
2

6. Доказать, что интеграл 1(а) сходится равномерно на мно-

множестве Ei и сходится неравномерно на множестве Е2.
2

+ОО

/2) /(а) = / (^+1)°'
Еу = [3;(

о

+ОО

/3) JH / Г4+(Г-а)"
О

+оо

У"
+

4) /(а)= У" e-^-^dx, Ех = [0;2], Е2 = [0;+оо);
о

+ОО

5) 1(а)= Г x2e~ax4dx, E1 = [a0;+oo), ао>0; ?2 = @;+оо);
о

6) 1(а) =

Исследовать интеграл /(а) на равномерную сходимость на мно-

множестве Е G,8).
+ОО
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+ОО

о

2) I(a)= f ae~axdx, Е = [0; 1];
о

+ОО

3) I(a)= f^e~ax2dx, ? = @;+oo);

. 2

^fs-dar, E = [0; +оо);

+

5) /(а)= /sina-e-^+^dx, ? = /?

о

6) /(а)= / sin 1-^, Е=@;2).
О

1

+ОО

/

О

О

2) 1(а)= ( fuaX dx, E=[O;1];
Jo V\x~a\o

2тг
_х

4) I(a) = /" -4 dx,E = [0; 1);J v J J sin жa Ly

0

+00
.

о

+оо

6) 1(<х) = j —е а'У2х

1

+ОО

9. Пусть интеграл / /(ж) б?ж сходится. Доказать, что на мно-

а

жестве [0; +оо) равномерно сходятся интегралы

+ОО +ОО

[ e~axf(x) dx и Г e~ax2f(x) dx.

о

+ОО

10. Доказать, что если интеграл / /(ж) dx сходится, а функ-
а

ция д(х,а) монотонна по х на множестве D = [а; +оо) для каждо-
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го a Е Е и равномерно ограничена на множестве

G = {(х;а): х е D, а е Е},
т. е. существует число М > 0 такое, что \д(х; а)\^М для всех (ж; а) е

+ОО

Е G, то интеграл / /(ж)д(ж; a) dx сходится равномерно по а на мно-

множестве Е. а

+оо

11. Доказать,что интеграл / f(x;a)g(x;a)dx сходится равно-

а

мерно по а на множестве Е, если функция /(ж; а) интегрируема по х

+ОО

на отрезке [а; А] для любого А > а и интеграл / f(x;a)dx сходит-

а

ся равномерно относительно а на множестве Е, а функция д(ж; а)
равномерно ограничена на множестве

G = {(ж; а): а ^ х < +оо, а G ??}.

12. Пусть функция /(ж) интегрируема по Риману на отрез-

отрезке [0; а] для любого а > 0, и пусть существует число а^ такое, что

А

функция F(A) = e~a°xf(x)dx ограничена на множестве [0;+оо).
О +оо

Доказать, что интеграл / e~axf(x)dx сходится равномерно на

о

множестве [ао + S; +оо), где S > 0.

13. Пустьфункция /(ж) определена на промежутке [0;+оо), ин-

интегрируема по Риману на отрезке [0; А] для любого А > 0, и пусть

+ОО

существует число ао такое, что сходится интеграл / e~a°xf(x) dx.

+оо О

Доказать, что интеграл / е~ах f(x) dx сходится равномерно на

множестве [сад+оо). о
14. Исследоватьна равномерную сходимость на множестве Е ин-

интеграл 1(а):

+оо

arctg (ax) dx, E = {a: |a|^l};
V' x*

)

2) I(a)= I
1

3) I(a)= f 1п(б^~ Ж)
dor, E = B; 3);

о
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[ lnA + a?a) d El оо< а < -±
2

л\ т( \ fln(l + Ж ) , _, Г
4) I(a)= / ' аж,E = < а: -

+ОО

5) 1(а)= / cos ж2 • arctg (ax) dx, E = /?;
о

6) 1(а)= / i sin - • 2ах dx, E = (-оо; 1].
У ж жJ

о

15. Доказать равенство:
+ОО +ОО

ах -I ^\ т Гcos ж ах1Ч ,. С dx 1 о\ т /"cos ж с/ж
п

1) hm / =1; 2) hm / —= ^^= 0;J
n^oo J Жп + 1 ' â^+oo У л/^ 1+а2Ж2
О 1

+ОО +ОО

3) Hm f e~x" dx = 1; 4) Hm fa2 sin x e'0^^ dx = -

;
a—>-+oo J a—>-+ooJ 2

о

+оо
г\ т arctg аж , ^ п\ л- f2 • -а2ж2 j n

5) Пт °
аж =

—

; 6) lim / a sinxe аж= 0.

о

16. Доказать, что функция F(a) непрерывна на множестве Е,
если:

+ОО

о

+ОО

1) F(a) = I e-(x-a?dx, E = /?;

2)

+

3) F(a) = [
о

о

+ОО

4) F(a)= f^ dx, E=[0;l);
О

+оо

5) F(a)= f sin -^л/Ьж^ж, Е = R.
J х
1

Исследовать функцию F(a) на непрерывность на множестве Е

A7,18).
+ОО

17. 1) F(a) = I ,

о

+ОО

2) F(a) = [^^e~axdx, E=[0;
«/ ж
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3) F{a)= [
Ьж

dx, E=R;
J (х

— аI + 4

+ОО

4) F(a)= f ^dx, ?=@;+oc);
J x

0

n\ n/ \ /" sin(l
— a2)x

6) F(a) = / — —dx, E = R.
J x
0

+oo

18. l)F(a)= I ae~a2xdx, E = /?;
о

+OO

2) F(a) = Г e~axcosx2dx, E = [0; +oo);
оо

О

+OO +OO

19. Доказать,что lim / e~ax f(x) dx = / f(x)dx, если функ-
0 0

ция / интегрируема на промежутке @;+оо).
20. Доказать,что если функция / абсолютно интегрируема на

промежутке @;+оо), то

+ОО +ОО

/гf(x)smnxdx= lim / f(x) cosnxdx = 0.
n—>-oo J

0 0

21. Доказать,что если функция / непрерывна и ограничена на

промежутке [0;+оо), то

lim - / / \ dx = /@).
а^О 7Г J X2 +a2 VУ

о

22. Законенли переход к пределу при а —у +0 под знаком ин-

интеграла +ОО

J ae~ax dxl

о

23. Доказать,что если функция / непрерывна и ограничена на

промежутке [0; оо) и /@) = 0, а функция д абсолютно интегрируема
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на [0; +оо), то

+ОО

lim Г f(-)g(x)dx = Q.

24. Пусть функция /(ж; а) при а е Е интегрируема по ж (в соб-

собственном смысле) на отрезке [а; А] при любом А > а и на каждом

таком отрезке при а —У ао, «о Е ^ стремится равномерно относи-
+ОО

тельно ж к предельной функции ср(х), и пусть интеграл / /(ж; a) dx

сходится равномерно на множестве Е. Доказать, что а

+ОО +ОО

lim / f(x;a)dx= / f(x)dx.
а—Уао J J
О а

25. Доказать, что

+ОО +ОО

lim / f(x;a)dx= / lim f(x;a)dx,
a a

если /(ж; a) =4 /(ж;«о) в каждом конечном интервале (а; А), где а <

< А < +оо, а Е [ai; «2], «о Е [ai; «2], и если существует функция ^(ж)
такая, что при |/(ж;а)| ^ F(x) для всех а Е [ai;a2] и Для всех ж Е

+ОО

Е [а, +оо) интеграл / F(x) dx сходится.

ОТВЕТЫ

7. 1)Сходится неравномерно; 2) сходится неравномерно;

3) сходится неравномерно; 4) сходится равномерно;

5) сходится неравномерно; 6) сходится неравномерно.

8. 1)Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходится равномерно; 4) сходится неравномерно;

5) сходится равномерно; 6) сходится неравномерно.

14. 1) Сходится равномерно; 2) сходится равномерно;

3) сходитсянеравномерно; 4) сходится неравномерно;

5) сходитсяравномерно; 6) сходится равномерно.

17. 1)Непрерывна; 2) непрерывна; 3) непрерывна;

4) непрерывна;5) непрерывна;

6) непрерывнапри аф =Ы; а = —1 и а = 1 — точки разрыва.

18. 1)Непрерывна при а ф 0; а = 0 — точка разрыва;

2) непрерывна; 3) непрерывна; 4) непрерывна.

22. Нет.
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§ 15. Дифференцирование и интегрирование по параметру

несобственных интегралов

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Дифференцирование несобственного интеграла по пара-

параметру. Если функции f(x;a) и /^(ж;а) непрерывны на множестве

G = {(ж; а): а ^ ж < +оо, а\ ^ а ^ а2},
+ОО

интеграл 1(а) = / /(ж; a) dx сходится при каждом a G [ai; «2], а ин-

+ОО {
теграл / f'a(ж; a) <ix сходится равномерно по а на отрезке [ai; a], то

a +00

J'H= f f'afaa)dx A)
при ai ^ a ^ «2 (правило Лейбница).

2. Интегрирование несобственного интеграла по парамет-

параметру. Если функция /(ж; а) непрерывна на множестве

G = {(ж; а): а ^ х < +оо, ai ^ а ^ «2}
+ОО

и интеграл / f(x;a)dx равномерно сходится по а на отрезке

а

[ai;a2], то справедлива формула
с^2 +оо +оос^2

da f(x;a)dx= / dx f(x;a)da. B)

Если /(ж; a) ^ 0 на множестве G, то равенство B) остается в

силе также и для бесконечного промежутка (ai; «2) в предположении,

что внутренние интегралы в равенстве B) являются непрерывными

функциями и хотя бы одна из частей равенства B) имеет смысл.

Если функция /(ж; а) непрерывна на множестве

G = {(ж; а): а ^ ж < +оо, с ^ а < +оо},

интегралы +оо +оо

/ f(x;a)dx и / /(ж; a) da
а с

сходятся равномерно соответственно по а и ж на отрезках [с; ?] и

[a;rj\ при каждом фиксированном ? G (с; +оо) и 77 G (а; +оо) и если,

кроме того, хотя бы один из повторных интегралов

+ОО +ОО +ОО+ОО

da \f(x;a)\dx, dx |/(a;;a)|da
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сходится, то сходятся и равны между собой оба повторных интеграла

от функции /, т. е.

+ОО +ОО +ОО+ОО

da f(x;a)dx = dx f(x;a)da. C)
с а ас

При вычислении несобственных интегралов часто используются

указанные ниже интегралы D)-G).
Если а > 0, то для любого /3 Е R справедливы формулы

+ОО

h= [ е~ах cos (Зх dx =
^

а

, D)
о

+ОО

h = Г e-axsin{3xdx=
P
Д9. E)

J аг+ рг
о

Формулы D), E) можно получить, используя метод интегрирования

по частям.

Если функция / непрерывна на промежутке [0; +оо) и для каж-

каждого А > 0 сходится интеграл / ^-^- dx, то при любых а > 0, Ъ > 0
J х
А

справедлива формула Фруллани
+ОО

/ А—)_—А—L dx = f($)\n. -. F)
J x a
о

Если интеграл / i-^-L dx, где / — непрерывная на промежутке
J х

А

[а;+оо) функция, расходится, но существует конечный lim f(x) =
х—^+оо

+oo/w-.
+

= /(+оо) и, кроме того, сходится интеграл / ±^—L—— dx, то,
J X

~ А
применив формулу F) к функции f(x) = f(x) - /(+оо), получим ра-
равенство

+ОО
- f{bx) dx = (/@) - /(+оо)) In b-. G)

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Вычислить интеграл Дирихле

"

sin ax
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к Пусть а > 0. Рассмотрим интеграл

Ф(а; /3)= J e-?x S-^ dx, /3 > 0. (9)
о

При фиксированном C > 0 интеграл (9) сходится для каждо-

каждого а ф 0 по признаку Дирихле сходимости несобственных интег-

интегралов, так как функция - е~^х убывает на промежутке @;+оо),
а функция sin ах имеет при а ф 0 ограниченную первообраз-

первообразам

( f •
, и

1 — cos ax \ „ Л /гЛ
ную ( / sin at at = ). При а = 0 интеграл (9) равен ну-

о
лю. Кроме того, интеграл

К(а;{3)= / е~^х cosaxdx,
о

полученный из (9) дифференцированием по а подынтегральной
функции, сходится равномерно по а на R по признаку Вейершт-
расса. Используя правило Лейбница A) и формулу D), получаем

+ОО

Ф'а(а;Р)=К(а;C)= Г e~Pxcosaxdx =

2 Q2- (Ю)
о

Интегрируя на отрезке [0; а] равенство A0), находим

Ф(а; C) - Ф@; C) = Cj ^- = arctg - .

о

Так как Ф@; C) = 0, то отсюда следует, что при любом C > 0 спра-

справедлива формула
Ф(а;/3) = arctg (а//?),

т. е. +оо

/_/чт
sinax 7 а (ЛЛ ч

е _—«fa = arctg ?. (И)
О

Вычислим интеграл (8), считая, что а > 0. Заметим, что при каж-

каждом фиксированном а > 0 интеграл (9) сходится равномерно по /3 на

отрезке [0;1], так как функция sin ах имеет ограниченную перво-

первообразную (а > 0 фиксировано), а функция д = е~@х/х монотонно

убывает (д'х < 0 при х > 0, /3 ^ 0 ) и #(ж; /3) =? 0 при ж ->• +оо на от-

отрезке [0; 1]. По признаку Дирихле интеграл A1) сходится равномерно

по C на отрезке [0;1]. Из равномерной сходимости интеграла A1) и

непрерывности функции е~@х на множестве
х

G = {(ж; C): 0 ^ х < +оо, 0^/3^1}
следует непрерывность по /3 функций Ф(а;/3) на отрезке [0; 1] и, в

частности, непрерывность по C этой функции справа в точке /3 = 0.



§15. Дифференцирование и интегрирование по параметру 349

Это означает, что в интеграле A1) можно перейти к пределу при

C —У +0 под знаком интеграла. Следовательно,
+ОО +ОО

,. Г _QX sin ах , [ sinctx, ,. , а тг

hm / е
р
ах = /ах = hm arctg — =-.

(З^+о J ж J x(З^+о /3 2
о о

ЛТ sinax ,
Учитывая, что — нечетная по а функция, получаем

/ dx = -

sign a, a G R. А A2)
J х 2
о

Пример 2. Вычислить интегралы Лапласа

+ОО +ОО

J(«)= У тт^& и х(а)= У т
о о

А Пусть а > 0. Так как функция непрерывна при любых а

и ж, а интеграл

/д
/ cos аж\ /"
+ +

/д
/ cos аж \ у

_

/"ж

fa\TTtf) J T/ J
о о

сходится равномерно по а на отрезке [«о;+оо), где «о > 0, то, при-
применяя правило Лейбница A), получаем

+ОО

1 («) = - У тт^ ^-

о

Складывая почленно равенство A3) с равенством

+ОО

тг Гsin аж

2

о

находим

/ аж, где а > 0,
У ж

+ОО +ОО+ОО

77
= /2 J \J УжA + ж2)
о о

Дифференцируя полученное равенство почленно, имеем

+ОО

т/и \ f cos ax ,

о

Таким образом, функция 1(а) удовлетворяет дифференциальному

уравнению 1"(а) — 1(а) = 0, общее решение которого имеет вид

I(a) = Ciea + C2e-a. A4)
Заметим, что +оо
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Кроме того е~а —У 0 при а —У +оо, aeft-y +оо при а —У +оо. Отсюда

следует, что в формуле A4) С\ — 0, и поэтому 1(а) = С2е~а. Полагая

а = 0 и учитывая, что /@) =
-, получаем /(а) = - е~а при а > 0.

Так как 1(а) — четная функция, то

1(а) = |е~н, ае R. A5)

Из равенства A3) следует, что 1'(а) = —К(а). Следовательно,

т. е. +оо

У TT^da;=2e ' а>0'
о

откуда в силу нечетности функции К(а) следует, что

Г xsmax 7 тг . _\а\ од ,ЛП,

/ Гб?ж= -

signa-e |a|, a G /?. А A6)
ь/ J- ~\ X Z

-|-cxj

/2e~x dx.

о

А Положим x = yt, где t > 0 (t — фиксированное число). Тогда
+OO

/7.2e~y tdy, откуда

О +оо

О

Интегрируя обе части равенства A7) по t на промежутке [0;+оо),
получаем

+ОО +ОО+ОО

I ¦ j' e~t2dt = j' dt j e-*a(i+»a)tdy. A8)
О 00

Левая часть A8) равна /2. Вычислим правую часть К равенства A8),
изменив порядок интегрирования:

+ОО +ОО

К = Г dy Г e-t2A+y2)tdt.
о о

Так как

27 1+ 2/2
О 0 9 9

e-t2(l+y2) t=+oo ]_

ТО
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Г dy тг

2 J l + y2 4
о

Следовательно, I2 = К = тг/4, откуда / = \fiij2, т. е.

/e~xldr — ^^ ('\Q)е их — . у±У)

о

Перестановка порядка интегрирования в равенстве A8) законна,

так как подынтегральная функция д — te~l ^1+у ) неотрицательна при
t ^ 0? 2/ ^ 0 и непрерывна, интегралы от функции д, взятые по t и

2/, сходятся равномерно по у и ? соответственно на отрезках [0;?] и

[0; 77] при любых ? > 0 и 7? > 0 (признак Вейерштрасса), а один из

повторных интегралов сходится и равен тг/4. А

Пример 4. Вычислить интеграл Лапласа

+ОО

/(а) = / в"*2
О

А Дифференцируя интеграл 1(а) по а, получаем

+ОО

Г (а) = -2 / же~ж2 sin2o-rdx. B0)
о

Применение правила Лейбница законно, так как функция е~х cos2ax

непрерывна при х ^ 0, ае /?, интеграл /(а) сходится при каждом а е

G /?, а интеграл в правой части B0) сходится равномерно по а на R

(признак Вейерштрасса). Преобразуем равенство B0), применяя ме-

метод интегрирования по частям:

30
— 2а / е~х cos2axdx. B1)

о

Из B0) и B1) следует, что Г (а) = -2а1(а) или ^ = —2ada, от-

Полагая a = 0 и учитывая, что /@) = / е~х dx = ^— (пример 3),
о

получаем

е~х2 cos2axdx = ^ в" .А B2)
о

Пример 5. Вычислить интегралы Френеля
+ОО +ОО

/= smx2dx и /i = / cosx2(ix.
о о
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к Полагая х2 = ?, запишем интеграл / в следующем виде:

+ОО +ОО

/ = / sin ж2 dx = - / ^=r dt. B3)
J 2J дД v

J

о о

Пусть t > 0; тогда справедливо равенство

1 2+r° 2

-=р = -== / e"*u du, B4)
О +оо

для получения которого достаточно в интеграле / e~tu du сделать

о

замену переменной по формуле л/iu = х и воспользоваться интегра-
интегралом A9). Из B3) и B4) следует, что

+ОО +ОО

I = -^= Г sintdt Г e~tu2 du. B5)
\/7Г J J
о о

Меняя порядок интегрирования, получаем
+ОО +ОО

1= ^= f du f e-tu\mtdt.
л/ТГ J J
О О

Используя формулу E), находим

I=-Lj-^-4. B6)
о

Вычислим интеграл B6). Заметим, что

+оо 9 +оо 2 0 +оо
/* ж2с/ж

_

Г (l/x2)dx _

_

Г dt
_

Г dx

I 1 _|_ Г4
"~

/ 1 _|_ С"! //у.^4 "~ /1 _|_ /4
"~

/ 1 _|_ Г4
*

О 0 +оо О

Поэтому

[° dx
_ f°l-\-x2, _ [°A + l/x2)dx _ f° d(x-l/x) _

/ TTl—4
~~

/ TTl—4
~~

/ 2 _i_ 1 / 2—
"~

/ 7—_ 1 / \2 _i_ О
~~

+oo - ^'
Г dx тг

^

откуда / = —-=. Следовательно,
J 1 -\- x 2y2

° r_! тг_

1 /тГ
"

7^
'

27^
"

2 V 2"

Для обоснования законности перестановки порядка интегрирова-

интегрирования в формуле B5) можно воспользоваться (см. B3)) при а ф 0 ра-
равенством

+ОО # +ОО +ОО+ОО +ОО +ОО

1 /e-°*t
sin*

dt =
1 г e-^sintdf / e-t«2du =

2 У V* V5F/ У
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+ОО +ОО +ОО

[[ -^2) sintdt = 4= /д/ д/ ( )

Переходя здесь к пределу при а —> 0 (законность перехода к пределу

следует из равномерной сходимости интегралов), получим равенст-
равенство B6), из которого следует, что

I 8inx2dx= \^\. B7)
о

Аналогично можно доказать, что

+ОО

/ cosx2dx = - J ^. А B8)

ЗАДАЧИ

1. Пусть а > О, Ъ > 0. Применяя формулу Фруллани F), вычис-

вычислить интеграл:

+ОО 2 2 +°°
..ч Г cos аж — cos ox , оЧ

1) / dx; 2)
о о

9° е~ах _ е~Ьх гха _ ХЬ
3) /dx; 4) / — dx.J х JIn ж
о о

Используя интеграл Дирихле A2), вычислить интеграл B-4).
+оо +оо

. 9 +оо. 9

о
ч f 1-coscta; , оЧ

Г fsmxy ,
оч

Г sina; ,

2. 1) / ах;2) / I 1 ах; 6) / ах;
О 0 0

АЛ Г sinr I r\ f sin ж — жсовж , пЛ Г ж
— sinx ,

4) /dx; 5) / dx;6) / dx.J х J ж3 Jж3
0 0 О

+оо
.
о +оо. 9 +оо. о

3. 1) у EE-^cto; 2) / sin^C0S
ж

cfa; 3) / (^) dx;
0 0 0

+оо _ +оо 4 +оо7
.ч /" sin ж 1 г\ f sin ж cos ж -, п\ f sin ж ,

4) / <ix; 5) / <ix; 6) / dx.
J х Jх Jx

0 0 0

+oo m fi +oo
.

1
ч Г sm ж cos ж , oN /" 2 sm аж — sin 2аж ,

4. 1) / dx; 2) / dx;J x J ж3
о о

+oo
. 4 +oo

o4 Г sin аж , .ч /" cos аж - cos px

3) / —Z^dx' 4) '

XL
0 0

23 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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+ОО +ОО
. 2

гЧ Г cos ах + cos рх
— 2 7 ~̂ ~

^ч /" sin ж

5) / г—1- dx,а > О, в > 0; 6) /
J x2 Jх2
о о

dx.

5. Используя интеграл Дирихле A2) или интеграл Фруллани F),
вычислить интеграл:

+°°
• • ^

sin ax sin рж1N Г smaxsmpx , nQ n

1) / —dx, a > 0, p > 0, ay
J ж
о
+OO

~ч fa sin ж — sin аж , ^

2) у ^ <**>«>°;
о

o4 /" sin4 аж — sin4/Зж , ^̂ ^

3) /dx, a > 0, p>0;
ь/ Ж
0

+oo . +oc
.ч /" аж cos ж — sin ax , nr\ f

4) у dx,a>0; 5) у
о о

6) / dx,a > 3.
J ж3
о

6. С помощью дифференцирования по параметру вычислить ин-

интеграл:

+ОО +ОО
1

1) [ Lll^e-P'dx,0>О; 2) f S-B^ e~^ dx, fi > 0;
J X J X
о о

3) [ —s'mXxdx, а>0, C > 0, X ф 0;
J х
о

4) /cosXxdx, а>0, /3 > 0;
J х
о

1 +ОО 22ч

^ч /" arctgaж 1 п\ f ln(l +аж)л п/э^г»

о

+OO

w тт гл farctgaж , тг1 /1 , \

7. Доказать, что если а > 0, то / 2ах —

— 1пA + а).
J ЖA~гЖ) L

8. Используя результат примера 7, доказать, что:

тг/2 тг/2

1) f J^dx= - Ы2; 2) [ In sin ж da: = -- In 2.
У tgж 2 J 2

о

l

ха~1 dx — —

при а > 0, вычислить ин-
а
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1

теграл / ха~х lnm x dx, где т е N.

о

+ОО

10. Пользуясьформулой /
Х

= ¦?- (а > 0), вычислить ин-

J х1 -\- а1 2а
+оо 0

/с/ж(ж2 + а2)п+1
> где n G N.

о

+оо
11 тт /"sin аж , тг л̂

11. Пользуясьтем, что / ах= —

при а > 0, доказать, что
J X Zi
о

+оо

/cosax
—cosox , тг(о — a)rfx =—
х2х2

+ОО

12. Пользуясьтем, что / е dx = —

при а > 0, доказать, что

о

+оо
_аж _Ъх

I dx= In -

,
а > 0, 6 > 0.

J х а
о

13. Используяинтеграл Эйлера-Пуассона A9), доказать, что:

+ОО

У е
аж + dx z

— oo

+ОО

2) f (ax2 + 2bx) e-(«^2+2^) dx =
2cr

— (X)

a > 0;

+O°e—2-e
3) / Г dx= 2^(^/j3-yb), a>0, /3>0;

— oo

+OO+

4) f e~ax2 chf3xdx = x/TeP2/(^)^ a>0;J Уа
—oo

+oo

5) I e-^2^2/^ dx = Y e 
0

+oo

14. Пользуясь тем, что / e
ax dx = - */ —, где а > 0, дока-

o

+OO

/* -аж2 2n j Bn-1)!! /IT Al
J 2n+1anV a

зать, что
+OO

Bn-l)!! П

23*
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Вычислить интеграл A5-19).
+ОО

15
1

ч Г sin ах , п̂ оч
Г

. 1) / 2dx, а>0; 2) /
е

ах
— cos /Зх

+ОО

оЧ Г sin а

3) / —j

+ОО

.ч

; 4)
О

+ОО

+ОО

/ A+Ж2J

dx, a > 0;

dx;

2 + 26ж + с
dx, а > 0, ас - б2 > 0.

16. 1) /
sin аж cos рж

dx, а > 0,

2) / е
аж sin2 /Зх—, а > 0; 3) хе

ах
s\nCxdx, a > 0;

0 о

+ОО +ОО

4) Г x2ne~x2 cos2axdx, n G /V; 5) Г е~ах sin2/Зх ^ ,
а > 0;

о о

1 22

/1п(
1 — ск ж )

ж\/1 — ж2

17.
— а2х2)

ж2л/1 — ж2
dx, \а\ <1: 2)

— а2х2)
/1-ж2

+ОО

dx, a

о

+оо

а > 0, /3 > 0; 4) /" arctg ax

г arctg аж arctg fix q> Q >
У ж2
о

+оо 99ч

/1пA
+ ах)

О

?ч
/" 1п(а2 + /32ж ) , ^

тг/2
Г

is. 1) у

3)

1пA+асо8ж)—^
cos ж

тг/2
, _, оч С arctg (a tg ж) , л

а ^1; 2) / ^—^^ dx, a>0;
J tgж
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4) /m(l+ax)arctg^ a>Q
о

+ОО

5) |(е-а2/ж2 - е-^2/*2) dx, а/3 ^ 0;
о

6) +Г
о

+оо

19. 1) Г sin(aa;2 + 2bx + c) dx, a > 0;
— oo

+OO. . +OO

2) / -—— e~Xx dx, Л > 0; 3) / cosx2 cos2axdx;
о о

+OO

4) /sin x2 cos 2ax dx;
о

5) /¦—ax, a > 0, 6 > 0.
«у ж
0

/sm
т*

-^ б?ж непрерывна

и дифференцируема на К. о

д

21. Доказать, что если а > 0, J > 0, то lim л/^ [ e~axt<2 dt =
х—>-+оо J

+ОО
.

/Ш
Т1 О/ ПГ

dx имеет
х

о

при а/0 производную, однако ее нельзя найти с помощью правила

Лейбница.

23. Выяснить,допустима ли перестановка порядка интегрирова-

интегрирования в следующих случаях:

+ОО +ОО2 2 +ОО 1

1) Г dy Г У-^-2 dx- 2) Г dx Г /^- dy.J Jх2 +у2 J J (х + уN
11 10

24. Используяпредставление бесселевой функции нулевого поряд-
порядка 1о(х) формулой

тг/2

/0 (ж) = - / cos(xsin#) d0,
О
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+ОО

доказать,

о

25. Многочлены Чебышева-Эрмита определяются формулами

+ОО

3,
что Г e-axIo(x)dx = —^=, а>0.
J V1+ а2

^(е-х2), п е N.

Доказать, что

+ОО

J Hm(x)Hn(x)e-x2 dx=l 2nn\y/n,
если т ф п,

если ттг = п.

26. Доказать, что если функция f(x) абсолютно интегрируема
на R, то функция

+ОО

(X]t)=^ f
—

со f\ f\2

удовлетворяет уравнению теплопроводности
—- = а2 -^—^ и началь-

начальному условию lim u(x;t) = f(x).

27. Доказать тождество:

г-а)
1) /dx — / — ах, а>0:

J 1 +х2 J х
О а

+ОО _2 +ОО_

2

2) / , ах= —— / — ах, а > 0;7 J Vx2 + а2 лА?У ж2 + а2
'

о v о
Ж +ОО

3) е
l at = —= / е

r
at.

о

+oo+

28. Доказать, что / e~x<2 sm2bxdx = e~62 / e
t<2 dt.

о

29. Доказать, что:

+ОО

-ar2 7 2j 1/^ / a +
e cos^2^x V2

о

+оо

0

+00

/

2) Je~a- Smbx2dx=-^-J^T^, a > 0;
о

+00 2

3) /e-^cos^da;= ^

4)
x
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ОТВЕТЫ

1.1) 0,51п(Ь/а);2) 0,51п(а/Ь);3) 0,51п(Ь/а); 4) 1п((а +
2. 1)тг|а|/2; 2) тг/2; 3) тг/4; 4) тг/б; 5) тг/4; 6) тг/4.
3. 1) Gr/4)signa; 2) тг/4; 3) ЗтгаН/8; 4) Зтг/16; 5) Зтг/16;
6) 5тг/32.
4. 1)5тг/32; 2) тгаа|/2; 3) тг|а|/4; 4) (|/3| - |а|)тг/2;
5) -тг(а + /?)/2; 6) B - а)тг/4, если а < 2; 0, если а ^ 2.

5.1) ^1п(^||); 2) «1п«5 3) |ln(|); 4) аAпа-1);

1)).

5)
^ + /3|-|"-^;6H.

6. 1) i In (l + ^) ; 2) arctg ^ ; 3) arctg ? - arctg J ;

4) 5Ь5тЙ; 5) \ Ь(а + л/ГТ7?); 6) ^ (^
-

9. 10.

15. 1) - A->
4

v

4) тB|«

тг , ,

2

тгBп-1)!!
2Bn)!!a2n+1

'

); 2) ||/з|-
н); 5) т(и

; 3)

а )е

^ч тг Ьа (\а\ / го""!
6) —;^=^ cos — exp \ - ¦L-L

у ас - Ь1 \.
у ас —b2 cl la )

16.1) ^ (sign (а+ /?)+ sign (a-/?)); 2) Iln(l+^);
4а

2

5) /3arctg ^ - ^ In fl + ^-) ; 6) -(arcsinaJ.
а 4 V or)

17. 1) тг(л/1 - а2 - 1); 2) тг In

4) ^(l + a-д/ГТ^); 5) ?:

1

; 6) ^
7)

a2 + /^2
тт тг + 2 — In -

(arccosaJ
^'i18. 1) — -

3) 2тг[(а + /3

6) ^ [a)g(a + /3) + a3 In a + /33 ln/3 - (a3 + /33) ln(a + /3)].

io -14 Г^ • fac-b2 ,
тг1 \ /тг" . (ас — Ъ

,
тг \

. 1) л/ - sin h- I ;;
V а V а 4/

2^2) arctg Л1п- In

a
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3) ^sin (а2 + \) ; 4) ^cos (а2 + J) ; 5) i In

23. 1) Нет; 2) нет.

§ 16. Эйлеровы и некоторые другие интегралы

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Интеграл +оо

Г(р) = J xv-xe-xdx, A)
о

сходящийся при р > 0, называют гамма-функцией, а интеграл

1

B(p;q) = fx'-^l-xy^dx, B)
о

сходящийся при р > 0 и g > 0, называют бета-функцией.
Интегралы A) и B) называют также эйлеровыми интегралами

второго и первого рода соответственно.

Отметим основные формулы для интеграла (I):
а) формулапонижения

Т(р+1)=рТ(р), р>0; C)

б) формуладополнения

^' 0<p<1- ^
+оо

г

Так как ГA) = / е~х dx = 1, то из формулы C) следует, что

о

Г(п + 1)=п!, п е N.

Связь между бета-функцией и гамма-функцией выражается фор-

формулой Г(т))Г(а)

^)^^ Р>0, ,>0. E)

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Вычислить интеграл Эйлера
+оо

тогда

I = [ ^ dx, 0 < а < 1.
J 1 +х
о

} ха~1 +Гха~1
А Обозначим L = dx, /о = / dx. Пусть 0 < х < 1;

J 1 +х J1 + х
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(б)

Если

а е

то

I/to

@;

а)-

1),

-/«

*€@;1

(VfVH —

V^5 ^V |

),

Ж

1

ж" 

1 +ж

/toe

а-1

+ Ж

Ж

1

fc=0

_

xa~l

1 + ж

а-1

+ Ж

к=0

а+п-1 п-1

1+Ж

1

жп-1 б?ж = — —У 0 при п —У оо, то ряд F) можно почленно
п

о

интегрировать на отрезке [0;1]. Поэтому

= - +
....

_. а+ к
к=о о &=о &=1

Преобразуя интеграл /2 с помощью подстановки x = l/t, получаем

О 1
_а

т- /" 1 at Гt at
~

J ta~l(i + i/t) t2
~

У i + t
'

1 0

Интегрируя почленно на отрезке [0; 1] ряд, получаемый из ряда F)
заменой а — 1 на —а, найдем

00
/ \к °°/ \к

к=0 к=1

Следовательно, ^

а ^ \а+ к а —к)'
к=1

Воспользуемся известным разложением функции l/sinz (см. [6])
на простые дроби:

sinz z ^-^ Vz — ктг z + ктг.
к=1

Полагая z = атг, где 0 < а < 1, получаем
(X)

Из равенств G) и (8) следует, что

[ da; = ^^, 0 < а < 1. А (9)
sin атг1 + ж sinатг

о
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Пример 2. Доказать формулу E).

А Полагая х = A + t)y (где t > 0) в формуле A)
+ОО

Т(а) = Г xa~1e~xdx,
о

получаем +оо

Пусть а = р + д, где р > 0, g > 0. Тогда

+ОО

г( + ) /*
о

Умножая обе части этого равенства на tp~x и интегрируя по t от 0

до +оо, получаем

+оо 1 +ОО +оо

T(p + q) Г l dt= I tp~xdt Г yp+q-1e-^1+t)y dy. A0)
0 0 0

Преобразуем интеграл в левой части равенства A0), полагая t =

= х/A — х); получим

+ОО _-, 1

О О

Меняя в правой части равенства A0) порядок интегрирования и ис-

используя формулу A1), находим

+ОО +ОО

Т{р + q)B(p; q)= j у^^е'У dy j tp~le"^ dt =

0 °+oo

0

откуда следует формула E).
Обоснование перестановки порядка интегрирования в правой

части A0) проводится аналогично тому, как это делалось в при-

примере 3 § 15. А

Пример 3. Доказать формулы C) и D).
А а) В интеграле A) заменяем р на р+ 1, а затем, интегрируя по

частям, получаем

+ОО +ОО

Г(р+1)= / xpe~xdx = -xpe~x\Q
°°

+р / хр~ге~х dx = pT(p).
о о

б) Полагая в формуле A1) q = 1 — р, где 0 < р < 1, и используя

формулу (9), получаем
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В(р;1-р) = Г ? dx=^^. A2)v JJ 1+x sinvrp v
J

0

С другой стороны, из равенства E) находим

В(р;1-р) = Т(р)ТA-р), A3)
так как ГA) = 1. Из равенств A2) и A3) следует формула D). А

Пример 4. С помощью эйлеровых интегралов вычислить ин-

интеграл:

dx ^чт [ In ж

^Г б)/2= // /
А а) Применяя подстановку х/B - х) = t, получаем

_ 2t _1 -1 dx _

dt

х~ТТг' ГГТ' (ж-2J
"

У

Следовательно, !

Используя формулы B), E), C), D) и учитывая, что ГB) = 1,
находим

ГB)

_ I r(iV(

б) Полагая ж2 = t, получаем

Воспользуемся формулой A2). Из этой формулы следует, что интег-

интеграл /2 равен производной от функции

о

в точке р
= 1/4. Следовательно,

j _

d f 7Г \ I _7Г COS 7ф

dp \ 4 sin тгр / \p=i/4 4sin2 тгр

ЗАДАЧИ

1. Доказать равенство;

р=1/4 4
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2) Г(о+ п) = (а + п - 1)(о + п- 2)...(а + 1)а • Г (а), п G /V;
3) В(р;g) = B(g;p), р > 0, q > 0; 4) ГA/2) = лА;

2. Доказать,что Т(р) —бесконечно дифференцируемая функция,

причем +оо

Г(т\р)= [ xp-1{\nx)rne-xdx.
о

3. Доказать,что

Г(а) ~ 1/а при а —У +0 и Г(а) —У +оо при а —у +оо.

4. Доказатьформулу
+оо. +

Г(а) = V 7,(~ }
v + / ж""^ da;, а > 0.v } *-^ k\(k + a) J

к0 у J
1

5. Доказать,что функция Г(а) является строго выпуклой вверх
на интервале @;+оо).

6. Выразитьчерез значения гамма-функции интегралы:
+ОО +ОО

1) I хР^е-а* dx, р > 0, а > 0; 2) Г е~х<х dx, a>0;
о

+ОО

3) Гxae~xf3 dx, a> -1, /3 > 0;
о

+OO

4) f—^ e-al2xl dx, a > 0, n G /V;
о

1 a_1 +oo
5) /( In — J x^-1(ix, a > 0, /3 > 0; 6) / Aпж)р — , p >

J \ X/ J X

О 1

+oo +oo

—оо О

Используя эйлеровы интегралы, вычислить интеграл G-12).

7. 1) у —^^= ; 2)

2 2

dx

j

5) 1Щ2-хПх-1)<Ь; 6)
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-1 dx 1-х dx

dx

(x
;4)

х (х + 2J
'

Xdx ;*) Л
ж)л3А2A-ж) У

(х + 1K

•l) /lf^; 2) I JiTxr-^' 3)

— oo

1

6) ,
-1 < а < 2.

10. 1) Тx; 2)
о

; 3) Т
У

+ОО
.ч /" ж

4) У т

6)

ха\пх
+ОО

; 5) У
In ж

dx

+ОО+

;
У

+(Х)

'
Г^п(

У (ж2-

+ОО
In2 ж

+oo

о

+оо

о

+оо +оо2 +оо 1
^ч /" Ж1ПЖ , ^ч /" 1П Ж , ^ч Г Ж

5) У ГТ^^; 6) У ГТ^^; 7) У П-П

1
Ж InЖ

о

+ОО

f жа-Чп2ж n^/ dx, 0 < a < 1.
У 1 + ж
о

+оо +оо

12.
' 0<а<2; 2)

dx,
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3)
(sin ж + cos жJ

1; 4)

2n "•"

5) f , X dx,nG/V; 6) fJ ?/x(l -хЦ J
x dx

/хA -х2) ' '
'

J A + ж3J
'

тг/22a— 1i 2a—1 '

7) fdx, 0<а<1; 8) f sm4xcos6xdx;
J J- "T"X J
о о

тг/2

9) [ tg^-ixdx, 0<a < 1.

Выразить через значения бета-функции интеграл A3,14).

2) Ixa(l-x^ dx, а>-1,

3) f xa-1{a-x)C~1dx, а>0, а > 0, /3 > 0;

4)
О

+оо

/6) /г-J (а-
^, а>0,

71
• о

-| /1 1 \ / S1I1 X у -j
14. 1) / dx, р > 1;
W 1 + cosx

' ^

/"
2)

3)

о

тг/2

(sin ж +

0

тг/2

2Z Sin Ж -

da:, а > 0, /3 > 0, a > 0, 6 > 0;

4) / 5 —dx, a > 0, ao>0;
J a2 sir ж + 52 cos2 ж a

о

7Г/2

5) /s\na xcos^ xdx, a > -1, C > —1;
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a<6, c> 0,

15. Доказать равенство:

C?7
2)

3)

16. Выразить через гамма-функцию интеграл

+ОО+

Г xpe~ax\nxdx, а > 0, р > -1.

17. Доказать равенство:

dx
_ Г2A/4) .

2) /
/3 - cos в

= —— Г2 ( - ) (Указание. Положить cosO =

4л/7г V 4 У

+ rcos(9y l+rcos(9 (I - г2)а/2 Г(а)
'

("Указание. Положить tg
- = w л

1 1 2
dx С х ах тг

/
2 +ОО +СХ)

Л, С dx С х ах тг Г̂ _Ж4 , С о -ж4 j 7Г
4) / , /# =-; 5) е

х
ах xze х

ах = ——;J J VT^ J л/Г^^ 4' уУ У 8л/2
0 0 0 00 0

п +оо

/6) Д /
/г=1 О

(Указание. Воспользоваться формулой дополнения D) и ра-

венством

k=i
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+ОО
1 1 Г

18. Используя равенство
— = —-—¦ / tp~1e~xtdt (х > 0, р :
хР Г(р) У

найти интеграл: о
+ОО

.ч /" cos ах , ~~ ^

о

2) / ^^- dx, 0 < р < 2, а > 0.

о

19. Вычислить интеграл:
1

1) 1{р)= Г х хdx, 0 < р < 1 (Указание, /(р) =

J ± х

= лШпо[В(р;А)°-ВA-р;А)]);
+ОО

2) /———dx, 0 < а </з (Указание, е ^рж = ?);
J sn рж
о

1

3) /= / 1пГ(ж)б?ж (Указание. Использовать равенство / =

1 О

= / 1пГA — x)dx и формулу дополнения D));
О а+1

4) /(а)= / 1пГ(ж)б?ж, а>0 (Указание. Продифференциро-
а

вать интеграл 1{а) по параметру и использовать формулу пониже-

понижения C));
1 1

1пГ(ж) smTixdx; 6) \пГ(х) со^2тгпхdx, n e N.
j

о о

20. Доказать формулы Эйлера:
+ОО

1) / tx-1 е~xtcosacos(\t sin a) dt = -^ cosax;
У Аж
о
+ОО

о\ / fx-lp-\tcosa ч* f\/4in ^^ Л/ —
v^/

4]nrvr \ \ П г \ ПZj I IL О Dllll/\L Dill Lxy Lt/l/ ~ DillKXJb, /\ ^ \J, Jb s^ \J,
J Xх
о

\a\ <тг/2.

ОТВЕТЫ
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7. 1) Ц, ; 2) тгл/2; 3) тгл/2; 4) . / . . ; 5) -Щ= ; 6) . / , лJ

л/3 smB7r/5)
' ;

Эд/З
;

sinB7r/5)
тгл/5 оч

тг

;2) i7!;
2тг .ч 2тг

;4)
7!ш8-1} W

6) Зтг2-23/4.

9.1) -^-; 2) -р, 3) — , 4) —, 5)
-^

g. 2а-3тгаA - а)

тг2л/2

sin атг

10. 1) 0; 2) 0; 3)
2\a

; 4)
2(a7r/2)

; 5)

тг3 1 + sin2(aTr/2) <

, 2тг2
< ^ч

Зтг3
< ^ч

Tr2cosaTr
<

8 cos3(aTr/2)
' ^ 27

' ^
32л/2 ' sin2атг

'

тг3A + cos2 атг)

. 1) —-: ;2)
тгр ~ч тга .ч 2тг\/3

4sinGrp/2) 27
'

Зтг, _тг_ 1 -4...Cn-5)Cn-2) <

v 2тг\/3
, ^ тг

д/3 Зпп! ' 27
'

2sinaTr
' °;

512
'

9)
2 sin атг

; 3) «а

6) -ТЫ

В(а/2;а/2) .

, 1 R/ а + 1
.

/3 + 1 \
5) В1————>2(а6)

4)

7)

d /Г(р +
dp\ aP+

2—' —2

с)а

; б) ¦

В(а-+1 1).

2Г(р) cos(p7r/2)
' >

2Г(р) sin(p7r/2)
"

19.1) TrctgTrp; 2) ^tg(g); 3) 1пл/2^; 4) In v^F + аAп а - 1);

24 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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§ 17. Интеграл Фурье. Преобразование Фурье

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Интеграл Фурье. Пусть функция /(ж) кусочно непрерывна
на любом отрезке действительной прямой, абсолютно интегрируема
на R и имеет в каждой точке х Е R конечные односторонние произ-

производные. Тогда в точках непрерывности функция / представляется в

виде интеграла Фурье

f{x) = ^ J dy J f(t) cosy(x - t) dt, A)
0 —oo

а в точках разрыва функции / левую часть равенства A) следует
заменить на р/ч

/( + 0) + /@)
2

Если непрерывная, абсолютно интегрируемая на R функция /
имеет в каждой точке х Е R конечные односторонние производные, то

в случае, когда эта функция является четной, справедливо равенство

+ОО

/(ж) = Г а(у) cosxydy, B)

где °
2 С

а(у) = — / f(t)cosytdt, C)
7Г J

о

а в случае, когда / — нечетная функция, выполняется равенство

+ОО

/О) = J b(y) sinxydy, D)
о

+oo

Ь(У)= - f f(t)smytdt. E)7Г J
0

Формулу A) можно записать в комплексной форме:
+ОО +ОО

Лгуг\ / г\гц I -f ('-/Л /Э^У \^ ^) fl-i-
) — / У I J \ / Ct/i/,

—oo —oo

где внешний интеграл понимается в смысле главного значения.

2. Преобразование Фурье и обратное преобразование
Фурье. Функцию /, определяемую формулой

-|-ОО
1 Г

— V.T). —^^^ / Г (иN QjL, (i )

— oo

называют преобразованием Фурье функции / и обозначают также и
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через F[f], а функцию /, определяемую формулой

f(y)=v.j>.-±= f WJy'dt, (8)
—ОО

называют обратным преобразованием Фурье функции / и обознача-

ют F-'if].
Если функция / абсолютно интегрируема на /?, то интегралы G)

и (8) существуют как несобственные, а не только в смысле главного

значения.

Отметим следующие свойства преобразования Фурье и обратного
преобразования Фурье.

1) Формула обращения. Если непрерывная функция / абсолютно

интегрируема на R и имеет в каждой точке х е R конечные одно-

односторонние производные, то

2) Линейность.Если существуют преобразования Фурье функ-

функций / и д, то при любых комплексных а и C справедливо равенство

F[af +/Зд] = aF[f] + pF[g].
Аналогичное утверждение справедливо и для обратного преобразова-
преобразования Фурье.

3) Непрерывность.Если функция / абсолютно интегрируема на

/?, то ее преобразование Фурье f(y)
—

непрерывная и ограниченная
на R функция, причем

lim f(y)= lim /Ы = 0.

4) ПреобразованиеФурье производной. Если функция / и ее про-

производные до n-го порядка включительно непрерывны и абсолютно

интегрируемы на /?, то

F[f{k)] = (iy)kF[f], к = 1,2,...,п. (9)

5) Производнаяпреобразования Фурье. Если функция / непрерыв-
непрерывна на /?, а функции /(ж), ж/(ж), ..., xnf(x) абсолютно интегрируемы

на /?, то функция f(y) = F[y] имеет на R производные до n-го по-

порядка включительно, причем

(-i)kF[xkf(x)], fc = l,2,..,n. A0)

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Представить функцию /(ж) интегралом Фурье, если:

-1, если — 1 < х < О,
1) f(x) = e~a\x\, a>0; 2)f(x)= { 1, если 0 < х < 1,

О, если х\ > 1.

24*
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А 1) Так как / — непрерывная на R четная функция, то, исполь-

используя формулы B), C) и формулу D) §15, получаем
+ОО

- / e~at cosytdt = . па——,
тг У у тг(а2+ у2)

+ОО

о

2) Функция / является нечетной и непрерывной на /?, кроме то-

точек х = —1, х = 0, х = 1. Используя формулы C) и D), находим

2 Г •
. -и. 2A -cosy)

= — / sin yt dt =
— —,

П° +ОО ПУ (И)
2 r l-cosy .

если ж/0, х ф ±1. При ж = 1 должно выполняться равенство

+ОО

/A-0)+ /A + 0)
=

1
= 2_ Г Ь-

2 2тг J у
о

t t тг

Полагая 2/ = 2?, отсюда находим

/" sindt

У ?
^"

16
о

Если в A1) положить х = 1/2, то

оо
2 Г 1 - cosy

о

Полагая здесь у = 2?, найдем
+ОО
Г sin t ^ тг

/ dt = -

.

У t 4

Пример 2. Найти преобразование Фурье функции /(ж), если:

1-1; 3) /(*) = ^ (
А 1) Так как функция / абсолютно интегрируема на R, то ее

преобразование Фурье существует и выражается формулой
+ОО

F[f] = -?= [ e-a^e~ixydx. A2)
л/2тг J

— сю

Преобразуя интеграл A2) и используя формулу D) § 15, получаем
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-гху

+оо ,

/2 Г -ах у /2а
=

\
— / е cosxydx = \

—

тг J - *—)/ тга2+у2'

Таким образом,

2) Применяя формулы A0) и A3), находим

3) Используя формулу (9), получаем

где

¦dx = \
-

—оо О

П7+?° г-'2 С cosxy ,

_

/тГ 13/1
—-^ dx = ^-е

о

(см. § 15, формула A5)). Следовательно, F[f] = —i *
— у3 e~lyl. A

ЗАДАЧИ

Представить функцию /(ж) интегралом Фурье A-4).

1. 1) /(Ж) = (i- если

если

если

если

ж| ^ а,

х\ > а;

3) /(ж)= sign (ж - а) - sign (ж - Ъ), Ь > а;

4) /(ж)= 1/(ж2 + а2), а ^ 0.

2Л'^-^' а^°' 2)/W-1 о, если |ж|>тт;

_

Г cos ж, если |ж| ^ тг/2,
о, если |ж| >тг/2;

0, если и;,
nG/V,

3. 1) /(ж) = е~а1ж1 sin/Зж, а > 0; 2) /(ж) = е~а1ж1 cos/Зж, а > 0;

3) /(ж)=е-*2; 4) /(ж)=же-ж2.
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е~аж, если ж > 0, а > О;. 1Ч ?, ч (е аж, если ж > 0,4. 1) f (ж) = < п ^
'

J J v J

(^ О, если ж < О;

если ж > О, а > О;
О, еслиж <О;

о\ *( \
_ $ sin ж, если О < ж < тгп,

) J\x) - | q если д. < q или х > -кп, п е N.

5. Представить интегралом Фурье функцию /(ж), продолжив ее

нечетным образом на интервал (—оо;0), если:

если 0 ^ ж ^ тг,
если ж > тг;

1\J ± 11JJ11V1 WWk/U.UV_/lVl 11\-

1Ч г/ ч Г sin ж,
1) fix) = { о,

±( \ _ / 2 - ^х-> если 0 ^ ж ^ 2/3,
/W -

| о, если ж >2/3.

6. Представить интегралом Фурье функцию /(ж), продолжив ее

четным образом на интервал (—оо;0), если:

1) f(x) =е~ах, ж ^ 0, а > 0;

1, если 0 ^ ж ^ 1,
0, если ж> 1.

е

_ /

Найти преобразование Фурье функции /(ж) G-9).
если

7. 1) /(ж) =
если ж| > 1;

/ J \ ) ~ 1 п если |ж > тг;

о\ // \ _ j ^^о«^, если |ж| ^ тг,
J /W

— i о^ если ж| > ^^

л\ f( \ — ) sin ж, если \х
) 1\х) — i q если

L
>тг;

е*ж, если х G [О;тг],
о, если ж^[О;тг];

^ ti\ — j cosx> если ж е [О;тг],
oj /W

-

| о, если х^[О;тг].

8. 1)/(ж) = xe~aW, а > 0; 2) /(ж) =

3) f(x)= е~х2/2 cos ах; 4) /(ж) = ? (ж

5) /(ж) = ± ; б) /(ж):

если

если

ж

ж >

тг,

тг;
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o\ f(T\ _ J 1?
^ /W -

|0, если |ж|> 2

X^ ppгттл 17*1 <C 1

3) J{x)
= <

Q^ есди >̂ 1;

ж2 cos ж, если |ж
о, если |ж

тг,

>тг;

{2
— ж2, если |ж| ^ 1,
1, если К \х\ < 2,
О, если \х\ ^ 2.

10. Пусть f(y) = F[/(x)]. Доказать, что:

1) F[eiaxf(x)]= f(y-a), a G /?;

2) F[/(rr-a)]=e-ia»fB/), aG^;

4) Flsinaa: ¦ /(ж)] =
Я» - a) -/(» + a)

?
a ? R

11. Пусть функция / непрерывна на /?, абсолютно интегрируема
на R и удовлетворяет условию

х) = f(t)dt -> 0 при |ж| ->• +оо.

оо

Доказать, что F[<p] = -- /(?/), где f(y) =

12. Доказать, что преобразование Фурье функции f(x) =

= —имеет непрерывную производную десятого порядка.
X "т" X

13. Доказать,что преобразование Фурье функции f(x) = же~1ж1
есть бесконечно дифференцируемая функция.

14. Пустьf(y)
— преобразование Фурье функции 1/A + |ж|5).

Доказать, что:

1) f(y)имеет непрерывную на R производную третьего порядка,

2) ?{у)= 0A/уъ) при у -> оо; 3) f(y) = оA/уъ) при у -> оо.

15. Пустьфункция /(ж) непрерывна на /?, абсолютно интегрируе-
интегрируема на R и имеет в каждой точке х е R конечные односторонние про-

производные. Доказать, что

+ОО +ОО

/ \2 I/ \f(y)\2dy= I \f(y)\2dy,
— (X)

где f(y) = F[f],

—(X) —(X)
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16. Пустьфункции fug непрерывны, ограничены и абсолютно

интегрируемы на R. Доказать, что:

+ОО

1) функцияh{x) = / f(t)g(x — t) dt, которую называют сверт-
— оо

кой функций / и д и обозначают / * д, непрерывна, ограничена и

абсолютно интегрируема на /?;

2) F[f*g]= F[f}-F[g].

17. Найтиip(y), если:

+ОО +ОО

/1 С<р(у) cos xydy= ;2) / <р(з/) smxydy = е~ж, ж > 0.

О

ОТВЕТЫ

+ОО

1 i\ г/ \ 2 Г smту ,
1. 1) /(ж) = -

/ cos xydy;
о

+ОО

_

2 /" 1 — cos a^/г»\ г/ \ 2 /" 1 — cosay ,

2) /(ж) = — у — ĉosxydy;
о

+ОО

Jj /И -

"

J

о

+ОО

Г (( - а)) - si

о
+ОО+

4) /(ж) = — е~\а\у cos xy dy.
о

+ОО
.

2. 1) /(ж) = - j |^| s'mxydy; 2) /(ж) = - ^ |^| s'mxydy;
о

+оо

**) J\x) —
~

—~л—п— cos хуау,

о

о

+ОО

,s /»/ \ 2а; Г sin2тгпу/ио) . ,
4) /(ж) = — / —у-—Ц-ŝmxydy.

7Г J yz— LOZ

3. 1
тг

+ОО

2) /(ж)= - /  + cosЖ2/Ф
тг J L (|/

- рУ + а2 (|/ + рУ + а2 J
о

3) /(ж)= —= / е~у2/4 cos xydy;
v ^ /
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+ОО

4) f(x) = —— / ye
y /^sinxydy.

2л/тг J
0

+00

4. 1) /(ж) = - f sin(xy+ (p) dy, (p = arctg - ;
n { Va2 +У2 y
+CX) 2 2

+оо .

оЧ г/ ч 2 /" sinGrni//2) sin (ж
— 7гп/2)у ,

3) f(x) = - / —^—
2
—^- dy, если п четное,

о

?( ч 2/" cosGrny/2)cos(x
— тгп/2)у ,

f(x) = /—ь—^
у

2—у- '—^-dy, если п нечетное.

о

5. 1) /О) = -

J s^y2 sin xydy;
о

+ОО

2) /(ж) = -

у — 2 smxydy.

6

о

+ОО +ОО

-,\ ?, \ 2а Г cosxy , оч ?(
ч 2 /" sin г/ cos жг/

3) F[/] = е-(У2+а2У2сЪау; 4) F[/] = 2Ji
7Г (?/2 + IJ

о

A-г/2J

7Г 2/
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У 2ycosy + (y2 -2) sin у
,

^ ,
- у4) + sinTH/ [6у + 2у3 -тг2(у- 2у3 + у5)] ш

^?

5) plf] — /~2~ y2sin2y + 2smy- 2ycosy

17. 1) ?>(!/) = е-", у ^ 0; 2) <^(у) = ^у2), У ^ 0.



ГЛАВА 4

ВВЕДЕНИЕ В ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

§ 18. Метрические пространства

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Метрика. Предел последовательности. Множество X на-

называют метрическим пространством, если на совокупности упоря-

упорядоченных пар (ж; у) элементов этого пространства определена такая

неотрицательная функция р(х;у), называемая расстоянием (или
метрикой), что:

1) р(х;у)= 0 тогда и только тогда, когда х = у, х,у Е X;
2) р(х;у) = р(у; х) для всех ж, у е X;
3) р(х]у) ^ р(х] z) + p{z\ у) для всех ж, у, z Е X.

Свойства 1)-3) называют также аксиомами метрики, причем ак-

аксиому 3) называют аксиомой треугольника. Элементы метрического

пространства называют точками.

Всякое подмножество метрического пространства X в свою оче-

очередь является метрическим пространством относительно метрики

пространства X, и его называют подпространством пространства X.

Два метрических пространства X и X' называют изометричны-

ми, если между их точками существует взаимно однозначное соот-

соответствие /, сохраняющее расстояние, т. е. такое, что если

x' = f(x), y' = f(y), xei, у ex, х'ех', у'ех',

ТО /\ // /\

р{х;у) = р(х \у )

(такие соответствия также называют изометричными).
Последовательность точек {х\\...; хп;...) метрического прост-

пространства X называют сходящейся к его точке ж, если lim p(xn;x) =
п—>-оо

= 0. В этом случае пишут lim хп = ж или хп —У ж при п —У оо и
п—>-оо

говорят, что точка ж является пределом данной последовательности.

Две метрики р и р на множестве X называют эквивалентны-

эквивалентными, если для любой последовательности (#i; ...;жп;...) точек множест-

множества X условие lim p(xn;x) = 0 выполняется тогда и только тогда,
п—>-оо

когда lim p'(xn;x) = 0.
п—>-оо

Сходимость последовательности точек жп G В(Е), п = 1,2,..., в

пространстве ??(Е) ограниченных на некотором множестве Е функ-
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ций с метрикой р(х;у) = sup \x(t) — y(t)\ означает равномерную схо-

teE

димость на множестве Е последовательности функции хп, п = 1, 2,...
(см. ниже пример 1).

Диаметром &тт.Е множества Е метрического пространства X

называют величину ,.-,-, , ч
diamA= sup р(х;у).

х,уеЕ

Множество, диаметр которого конечен, называют ограниченным.

Для всякого множества Е С X множество X \Е называют его

дополнением в пространстве X.

В метрическом пространстве X открытым шаром U(x;s) с цент-

центром в точке х Е X и радиусом г > 0 или ^-окрестностью точки х

называют множество

U(x;s) = {yeX:p(y;x) < г}.
Множество точек r v , ч .

Л

{у еХ: р(у;х) ^ г}
называют замкнутым шаром с центром в точке х и радиусом е.

2. Окрестности. Открытые и замкнутые множества. Гра-
Граница множеств. Связные множества. Пусть X — метрическое

пространство. Точку х е X называют внутренней точкой множест-

множества Е С X, если у нее существует ^-окрестность, содержащаяся в Е.

Если каждая точка множества Е С X внутренняя, то его называ-

называют открытым.

Всякое открытое множество, содержащее точку х е X, называют

окрестностью этой точки и обозначают U(x).
Точку х G X называют точкой прикосновения множества Е С X,

если каждая окрестность этой точки пересекается с множеством Е.

Совокупность всех точек прикосновения множества Е С X назы-

называют его замыканием и обозначают Е. Очевидно, Е С Е.

Множество называют замкнутым, если оно содержит все свои точ-

точки прикосновения.

Если у точки х G Е С X существует окрестность, не содержащая

никаких других точек множества Е, кроме самой точки ж, то эту

точку называют изолированной точкой множества Е.

Точку х G X называют предельной точкой множества Е С X, если

каждая окрестность точки х содержит по крайней мере одну точку
множества Е, отличную от х.

Точку х G X называют граничной точкой множества Е С X, ес-

если в любой ее окрестности существуют точки как принадлежащие

множеству Е, так и не принадлежащие ему. Совокупность всех гра-

граничных точек множества Е называют его границей и обозначают дЕ.

Множество, которое нельзя представить как объединение двух не-

непустых непересекающихся замкнутых в их объединении множеств,
называют связным.
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Связное открытое множество называют областью.

Множество Е С X называют плотным в метрическом прост-

пространстве X, если замыкание Е множества Е совпадает со всем прост-

пространством X: Е — X.

Метрическое пространство называют сепарабельным, если в нем

существует счетное плотное множество.

3. Полныеметрические пространства. Компакты. Последо-

Последовательность (х\\...; жп;...) точек метрического пространства называ-

называют фундаментальной (или последовательностью Коши), если для лю-

любого г > 0 существует такой номер п?, что для всех номеров п > п?

и т > п? выполняется неравенство

р(хп;хт) < г.

Метрическое пространство называют полным, если всякая фунда-
фундаментальная последовательность его точек сходится к его же точке.

Полное метрическое пространство X* называют пополнением

метрического пространства X, если X С X* и X плотно в X*.

Множество в метрическом пространстве называют компактом,

если из любой последовательности его точек можно выделить под-

подпоследовательность, сходящуюся к его точке.

Если замыкание множества в метрическом пространстве является

компактом, то такое множество называют предкомпактным.
Связный непустой компакт называют континуумом.

Пусть Е —

подмножество метрического пространства X и

е > 0. Множество А С X называют е-сетью для множества Е, если

для любой точки х Е Е существует такая точка у Е А, что р(х; у) < е.

Множество метрического пространства X называют вполне огра-

ограниченным, если для него при любом г > 0 в пространстве X сущест-

существует конечная г-сеть.

4. Отображенияметрических пространств. Пусть X и Y —

метрические пространства. Отображение /: X —У Y называют непре-

непрерывным в точке хо G X, если для любой последовательности точек

хп G X, п — 1,2,..., такой, что lim хп — жо, имеет место равенство
п—>-оо

lim f(xn) = /Оо).
п—уоо

В этом случае пишут
lim }{х) = /(жо).
X—УХо

Это определение равносильно следующему (см. задачу 168): отоб-

отображение /: X ->• Y называют непрерывным в точке х0 е X, если

для любой окрестности V точки /(жо) существует такая окрест-
окрестность U точки жо, что f(U) С V.

Отображение /: X —У Y называют непрерывным отображением
(пространства X в пространство У), если оно непрерывно в каждой
точке х е X.
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Отображение /: X —У Y называют равномерно непрерывным на X

отображением, если для любого е > 0 существует такое S > О, что

для всех точек х Е X, x'Gl, для которых р(х'\х) < S, выполняется

неравенство p(f(x');f(x)) < е.

Последовательность отображений /п: X —У У, п = 1,2,..., называ-

называют равномерно сходящейся к отображению /: X —У У, если для любого

г > 0 существует такой номер п?, что для всех номеров п > п? и всех

точек х Е X выполняется неравенство p(fn(x); f(x)) < г.

Отображение /: X —У X называют сжимающим, если существу-

существует такое число q, 0 < q < 1, что для любых точек х G X, у G X

выполняется неравенство p(f(x);f(y)) ^ qp(x;y).
Если отображение /: X —У Y является биекцией и отображение /,

так же, как и обратное ему отображение /-1, являются непрерывны-

непрерывными, то отображение / называют гомеоморфным отображением про-

пространства X на пространство Y.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Доказать, что множество В{Е) всех ограниченных

на некотором множестве Е функций, принимающих действительные

значения, является метрическим пространством с метрикой

р(х;у) =swp\x(t) -y(t)\. A)
teE

А Из формулы A) сразу следуют свойства 1) и 2) расстояния.

Докажем свойство 3). Если x,y,z G В(Е), то для любого t G Е имеем

\x(t) - y(t)\ = \[x(t) - z(t)} + [z(t) - y(t)}\ <: \x(t) - z(t)\ + z(t) -

поэтому

откуда

Е Е Е

Это в силу формулы A) означает, что р(х;у) ^ р(х; z) + p(z;y). A

Пример 2. Доказать, что множество 1^ всевозможных после-

последовательностей х — [х\\...; хп;...) действительных чисел, для кото-
(X)

рых ^ж^ < +оо, является метрическим пространством с метрикой
га=1 /оо

р(х] у) = w > (хп — уп) ; B)

^ Пусть

п=1 п=1 п=1
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Для любого натурального т выполняется неравенство

71=1 V71=1 V71=1
так как оно представляет собой неравенство треугольника в прост-

пространстве Rm. Перейдя к пределу при т —> оо в этом неравенстве,

получим

71=1 V71=1 V71=1
Положив здесь zn = 0, п = 1,2,..., будем иметь

n=l

Из этого неравенства следует, что определение B) имеет смысл:

если выполняются условия C), то ряд, стоящий в правой части ра-

равенства B), сходится. Неравенство D) является, очевидно, неравенст-
неравенством треугольника для метрики B). Выполнение же свойств 1) и 2)
метрики непосредственно следует из формулы B). А

Пример 3. Доказать, что множество открыто (замкнуто) тогда

и только тогда, когда его дополнение замкнуто (открыто).
А Если G — открытое множество метрического пространства X,

то никакая точка х е G не является точкой прикосновения его допол-

дополнения F = X \ G, так как множество G, будучи открытым, является

окрестностью точки ж и не содержит точек множества F. Следова-

Следовательно, все точки прикосновения множества F содержатся в нем, что

и означает его замкнутость.

Если F — замкнутое множество, G = X \F и х е G, то в си-

силу замкнутости F точка х не является его точкой прикосновения, а

поэтому существует ее окрестность U(x), не пересекающаяся с мно-

множеством F и, следовательно, такая, что U(x) G G. Таким образом,
любая точка х G G является внутренней, а это и означает, что G —

открытое множество.

Итак, множество G открыто тогда и только тогда, когда его до-

дополнение F = X \G замкнуто. Отсюда сразу следует, что множест-

множество F замкнуто тогда и только тогда, когда его дополнение G = X \F
открыто. А

Пример 4. Доказать полноту пространства 1^ (см. пример 2).
А Пусть последовательность точек

г(ш) _ / (т). . г(т). \ _1 о

является фундаментальной последовательностью в пространстве 1^.
Следовательно, для произвольно выбранного г > 0 существует такой
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номер п?, что для всех &, т > п? выполняется неравенство

,(fc) (га)\2^ /г\
'п

~

Хп ) <- Е- \°)
V п=1

Поскольку для каждого п Е А/ имеет место неравенство

|ж(т) _ х^\ < / \ ^(х^ — ж^т^J"

V п=1

то из E) следует, что для любого фиксированного п числовая последо-

последовательность (ж^ ;...; ж™ ,...) является фундаментальной, а поэтому

сходится. Пусть lim x^ = жп; покажем, что тогда

х = [х\]...; жп;...) G h и lim х^™' = ж.

га—>-оо

В самом деле, из E) следует, что для любого фиксированного no G А/

и всех &, т > п? выполняется неравенство

по

п=1

Перейдя здесь к пределу сначала при к —> оо, а затем при по —>¦ оо,

получим, что для всех т > п? выполняется неравенство

^е. F)
71=1

Из ж(т) G Ь следует, что оо

^ж^тJ <+00, G)
71=1

а поэтому из F) и G) получаем

П=1 V71=1

Итак, ж G Ь, а тогда в силу произвольного выбора г > 0 выполнение

условия F) при т > п? означает, что lim х^ = х. А
га—>-оо

ЗАДАЧИ

1. Доказать, что для любых трех точек ж, у, z метрического

пространства X справедливо неравенство

\p(x]z) - p(y;z)\ ^p(x;y).
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2. Доказать,что для любых четырех точек ж, у, и, v метричес-

метрического пространства X справедливо неравенство

\р(х; и) - р(у; v)\ ^ р(х; у) + р(щ v).

3. Доказать,что нижеуказанные функции являются метриками

на соответствующих множествах:

1) р(х;у)= \х - у\ на множестве всех действительных чисел /?,
х,у е /?;

2) p(z;w)= \z — w\ на множестве всех комплексных чисел С,
z,w eС;

3) р(х;у) = л У^(^г — ViJ на множестве точек п-мерного

V г=1

пространства /?п, х = (х±;...; жп), у = (Vl; ...;yn) e Rn;
4) р(х;у)= sup |ж(?) — ?/(?)| на множестве Вс{Е) всех комплекс-

нозначных функций, ограниченных на произвольно заданном мно-

множестве Е;

5) р(х;у)= / \x(t) - y(t)\ dt на множестве CLi(G) всех функций,

непрерывных на замыкании G открытого измеримого по Жордану
множества G С Rn;

+00

6) р(х;у) = / \x(t) — y(t)I dt на множестве CLi(R) всех функций,
— оо

непрерывных и абсолютно интегрируемых на числовой оси /?;

7) р(х;у)= \ [x(t) — y(t)]2 dt на множестве CL^iG) всех дейст-

Vg
вительных функций, непрерывных на замыкании G открытого изме-

измеримого множества G С Rn;
1 +00

8) р(х;у)= \ [x(t) — y(t)]2 dt на множестве СЬ2{К) всех

V -оо

действительных непрерывных на R функций, у которых сходится
+ОО

интеграл /
4. Доказать,что множество 1^ всевозможных последовательнос-

последовательностей х = (xi; ...;жп;...) действительных чисел, для которых sup \xn\ <
п

< +оо, является метрическим пространством с метрикой р(х;у) =

= 8Щ>\хп-уп\, х = (xi\ ...;хп;...), у = (j/i; ...;yn;...) G loo-
п

5. Доказать,что множество 1Р, 1 ^ р < +оо, всевозможных по-

последовательностей x = (xi] ...;жп;...) действительных чисел, для кото-

25 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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ОО

рых 22 \Хп\Р < +00' является метрическим пространством с мет-

П=1 ОО -,/

рикой р(^х.̂ =
(
у^ |^ _

^

п=1

6. Будутли образовывать метрические пространства последова-

последовательности (xi;...; хп;...) комплексных чисел с метриками, введенны-

введенными в задачах 4 и 5 (xnjyn Е С, п = 1,..., 2,...)?

7. Доказать,что множество CLP(G), 1 ^ р < +оо, всех функций,

непрерывных на замыкании G открытого измеримого по Жордану
множества G С /?п, является метрическим пространством с метри-

метрикой /г \1/р
р(х;у) = [j\x(t)-y(t)\pdtj .

G Ъ

8. Являетсяли метрикой функция р(х;у) = / \x(t) —y(t)\dt на

а

множестве всех функций, интегрируемых по Риману на отрезке [а; Ь]?
9. Пусть(а; Ь) — конечный или бесконечный интервал: —оо ^ а <

< Ъ ^ +00. Доказать, что множество CLp(a;b) всех непрерывных на

ъ

интервале (а; Ъ) функций, для которых интеграл / |ж(?)|р dt сходится,
а

является метрическим пространством с метрикой

p{x-y)=(Kf\x{t)-y{t)\vdtfP.
а

10. Является ли метрическим пространством множество всех

действительных чисел, если под расстоянием между х и у пони-

понимать sin2 (ж — у)?
11. Являетсяли метрическим пространством множество точек

окружности, если расстоянием между точками считать длину наи-

наименьшей дуги, соединяющей данные точки?

12. Являетсяли метрическим пространством множество всех не-

непрерывно дифференцируемых на отрезке [а; Ь] функций, если

p(x;y)=max\xf(t)-yf(t)\?
[а;Ь]

13. Являетсяли метрическим пространством непустое множест-

множество X, если р(х;у) = 0 при х = у и р(х;у) = 1 при х ф у?

14. Будет ли на множестве всех числовых последовательнос-

последовательностей х = (х\\...; хп;...) (хп G R или хп G С, п = 1,2,...) метрикой
функция ^

1 Н- \Хп
—

Уп
п=1
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15. Является ли метрическим пространством семейство всех не-

непустых подмножеств метрического пространства X, если "расстоя-
"расстояние" между множествами Е\ С X и Е2 С X определить равенством

р(Е1;Е2) = inf р(х;у)?
еЕеЕ

16. Пустьна множестве упорядоченных пар (х;у) элементов мно-

множества X определена неотрицательная функция р(х;у), удовлетво-

удовлетворяющая всем аксиомам метрики, кроме первой, которая выполня-

выполняется в ослабленном виде: для любого элемента х Е X имеет место

равенство р(х; х) = 0. Элементы х и у множества X назовем экви-

эквивалентными, если р[х\у) = 0. Пусть X* = {х*} — множество всех

классов эквивалентных элементов множества X. Доказать, что функ-
функция р*(х*,у*) = р(х;у), где х Е х* Е X*, у Е у* Е X*, не зависит от

выбора элементов х и у соответственно в классах ж*, у* и является

метрикой на множестве X*.

17. Доказать,что если X и Y — метрические пространства со-

соответственно с метриками рх и ру, то функция

р((х1;у1),(х2;у2)) =

является метрикой в их произведении X х У, называемом в этом слу-

случае произведением метрических пространств X и Y.

18. Пусть р(х;у) — метрика на множестве X. Доказать, что

функции

р2(х;у) =min{p(x,y)]l}, рз(х,у) = 1пA + р(х,у))
являются метриками на множестве X, эквивалентными метрике р.

19. Привестипример последовательности непрерывных на отрез-
отрезке [а; Ь] функций, сходящейся в пространстве CLp[a;b], 1 ^ р < +оо

(см. задачу 3.7)), но не сходящейся равномерно на отрезке [а; Ь]. (В
случае отрезка будем писать CLp[a;b] вместо CLp([a;b]), 1 ^ р <

< +оо; см. задачу 7).
20. Привестипример последовательности функций, принадлежа-

принадлежащих пространству CL2[0; 1], сходящейся в пространстве CLi[0; 1], но

не сходящейся в пространстве CL2[a;b].
21. Привестипример последовательности непрерывных функций,

сходящейся в каждой точке отрезка [а;Ь], но не сходящейся в про-

пространстве CL2[a;b].
22. Привестипример последовательности функций, сходящейся в

пространстве CLi[0;l], но не сходящейся ни в какой точке отрез-

ка [0; 1].
23. Будутли эквивалентными на множестве непрерывных на от-

отрезке [а; Ь] функций метрики пространств CLi[a;b] и CL2[a;b]?

25*
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24. Доказать,что для эквивалентности метрик pi и р2 на мно-

множестве X достаточно, чтобы существовали две такие постоянные

с\ > 0 и с2 > 0 и чтобы для любых х Е X и у Е Y выполнялось

неравенство cipi(x;y) ^ р2(х;у) ^ c2pi(x;y). Показать, что это усло-

условие не является необходимым для эквивалентности метрик pi и р2.

25. Доказать, что в метрическом пространстве последователь-

последовательность может иметь только один предел.

26. Доказать,что множество значений сходящейся последователь-
последовательности точек метрического пространства является ограниченным мно-

множеством.

27. Можетли быть неограниченной последовательность функций
хп: [0; 1] —>-/?, п = 1,2,..., сходящаяся в пространстве СЬ2[0;1]?
(См. задачу 3, 7).)

28. Еслих™ = Dm);...;xin);...) e/«,, т = 1,2,... (см. задачу 4)
и для каждого п = 1,2,... существует конечный предел lim x^ =

га—>-оо

= ап, то будет ли последовательность (сц; ...;ап;...) всегда принадле-

принадлежать ^оо? Если lim x^m^ = ап и а = (ai;...; ап;...) G/qo, то будет ли
га—>-оо

верным утверждение, что lira x^ = а в ^ ?
га—>-оо

29. Доказать,что для любых двух различных точек метрическо-

метрического пространства существуют непересекающиеся шары с центрами в

этих точках.

30. Доказать,что множество Е метрического пространства огра-
ограничено тогда и только тогда, когда для любой точки х G X сущест-

существует такое е > 0, что шар с центром в точке х радиуса е содержит

в себе множество Е.

31. Доказать, что если множество ограничено в пространст-

пространстве С[а; Ь] непрерывных на отрезке [a; b] функций с метрикой

р(х;у) = max\x(t) - y(t)\, x,y G C[a;b],
[а;Ь]

то оно ограничено и в любом пространстве CLp[a; Ь], 1 ^ р < +оо (см.
задачу 7).

32. Верноли, что если множество непрерывных на отрезке [a; b]
функций ограничено в некотором пространстве СЬр[а; Ь], 1^р< +оо,
то оно ограничено и в пространстве С[а;Ь]? (См. задачу 31.)

33. Прикаких условиях на последовательность ап G /?, ап > 0,
п = 1, 2,..., в пространстве 12 (см. задачу 24.5) будут ограниченными
множества:

1) параллелепипед {х = (х\\...; хп;...) G 12\ \хп\ < an, n = l,2,...};
(X)

2

2) эллипсоид \х = (xi; ...;жп;...) G Ь У^ ^ < 1 [?
I [ап )

п=1
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34. Можетли шар радиуса 4 быть собственным подмножеством

шара радиуса 3?

35. Доказать,что ^-окрестность точки метрического пространст-

пространства является открытым множеством.

36. Доказать,что множество внутренних точек любого множест-

множества метрического пространства является открытым множеством.

37. Доказать,что множество внутренних точек любого множест-

множества метрического пространства является объединением всех откры-

открытых множеств, содержащихся в данном множестве.

38. Привестипример открытого множества подпространства мет-

метрического пространства, которое не является открытым в самом

пространстве.

39. Привести пример замкнутого множества подпространства

метрического пространства, которое не является замкнутым в самом

пространстве.

В задачах 40-48 доказать сформулированные утверждения.

40. ПодмножествоЕ подпространства Y метрического простран-
пространства X открыто (замкнуто) тогда и только тогда, когда оно является

пересечением открытого (замкнутого) в X множества с подпрост-

подпространством Y.

41. ЕслиG — открытое, a F — замкнутое множества метричес-
метрического пространства X, то G \ F — открытое в X множество.

42. Пересечениеконечной совокупности и объединение любой со-

совокупности открытых множеств являются открытыми множествами.

Привести пример бесконечного множества открытых множеств, пе-

пересечение которых не является открытым множеством.

43. Объединениеконечной совокупности и пересечение любой

совокупности замкнутых множеств являются замкнутыми мно-

множествами.

44. Длятого чтобы точка х метрического пространства X была

точкой прикосновения множества Е С Е, необходимо и достаточно,

чтобы существовала такая последовательность точек хп Е Е, п =

= 1, 2,..., что lim xn = х.

45. Длятого чтобы точка х метрического пространства X бы-

была предельной точкой множества Е С X, необходимо и достаточно,

чтобы любая окрестность точки х содержала бесконечно много точек

множества Е.

46. Множество метрического пространства замкнуто тогда и

только тогда, когда оно содержит в себе множество всех своих пре-

предельных точек.
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47. Замыканиемножества в метрическом пространстве является

замкнутым множеством.

48. Замкнутыйшар метрического пространства является замкну-
замкнутым множеством.

49. Можетли замкнутый шар не быть замыканием открытого ша-

шара с тем же центром и радиусом?

50. Верныли утверждения:

1) множествовнутренних точек пересечения двух множеств яв-

является пересечением множеств их внутренних точек;

2) множествовнутренних точек пересечения любой совокупнос-
совокупности множеств является пересечением множеств их внутренних точек?

Если нет, то имеется ли в какую-нибудь сторону включение?

51. Верныли утверждения:

1) множествовнутренних точек объединения двух множеств яв-

является объединением множеств их внутренних точек;

2) множествовнутренних точек объединения любой совокупнос-
совокупности множеств является объединением множеств их внутренних точек?

Если нет, то имеется ли в какую-нибудь сторону включение?

52. Верныли утверждения:

1) замыканиеобъединения двух множеств является объединением
их замыканий;

2) замыканиеобъединения любой совокупности множеств являет-

является объединением замыканий этих множеств?

Если нет, то имеется ли в какую-нибудь сторону включение?

53. Верныли утверждения:

1) замыканиепересечения двух множеств является пересечением
их замыканий;

2) замыканиепересечения любой совокупности множеств являет-

является пересечением замыканий этих множеств?

Если нет, то имеется ли в какую-нибудь сторону включение?

В задачах 54-59 доказать сформулированные утверждения.

54. Замыканиемножества является пересечением всех замкну-
замкнутых множеств, содержащих в себе данное множество.

55. Границамножества является замкнутым множеством.

56. Длялюбого множества Е = Е U дЕ.

57. Непустоеподмножество метрического пространства открыто

тогда и только тогда, когда оно не пересекается со своей границей.

58. Множествозамкнуто тогда и только тогда, когда оно содержит

все свои граничные точки.

59. Границыобъединения, пересечения и разности двух множеств
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содержатся в объединении границ этих множеств.

60. Построитьпример бесконечной совокупности множеств, гра-

граница объединения которых не содержится в объединении их границ.

В задачах 61-67 доказать сформулированные утверждения.

61. Множествопредельных точек множества замкнуто.

62. Длялюбого множества diam^E = diam^E.

63. Еслиx(t) — непрерывная на метрическом пространстве X

функция, то для любого числа a Е R множества {? Е X | x(t) ^ а} и

{t е X | x(t) ^ а} замкнуты, а множества {t е X \ x(t) < а} и

{t Е X | x{t) > а} открыты.

64. Еслиx(t) — непрерывная на подмножестве Е метрическо-
метрического пространства X функция, то для любых чисел a Е R множест-

множества {t Е Е | x(t) ^ а} и {t e E | x(t) ^ а} замкнуты, а множества

{t е Е | x(t) < а} и {t е Е | x(t) > а} открыты в множестве Е, рас-

рассматриваемом как подпространство метрического пространства X.

65. Еслиx(t) — непрерывная на подмножестве Е метрического

пространства X функция, то для любых чисел a G R, Ъ G /?, а < Ь,
множество {t e E j a < x(t) < b} является открытым в Е множеством.

66. Параллелепипед

{х = (xi; ...;жп;...) G 1Р \ \хп\ < 1, п = 1,2,...}
является открытым, а параллелепипед

{х = (>i;...;xn;...) G /р | |жп| ^ 1, п = 1,2,...}
—

замкнутым в пространстве /р множеством, 1 ^ р < +оо (см. за-

задачу 5).
67. Еслиx(t) G С [а; Ь] (см. 31), то множество функций

{y(t)eG[a;b]\Vte[a;b]y(t)^x(t)}

замкнуто в пространстве С[а;Ь].
68. Будетли замкнутым в пространстве С[а; Ь] (см. 31) мно-

множество многочленов 1) степени ^ п, 2) = п?

В задачах 69-86 доказать сформулированные утверждения.

69. Если А и В —

замкнутые (открытые) множества соот-

соответственно в метрических пространствах X и Y, то А х В являет-

является замкнутым (открытым) множеством в произведении X х Y мет-

метрических пространств X и Y (см. задачу 17).
70. Еслисвязное множество содержит более одной точки, то оно

не имеет изолированных точек.

71. Объединениедвух пересекающихся связных множеств явля-

является связным множеством.

72. Длятого чтобы объединение Аи В двух связных множеств
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А и В метрического пространства было связным, необходимо и дос-

достаточно, чтобы (А П В) и(ЛПБ)/0.
73. ЕслиА и В — непустые открытые (замкнутые) множества

метрического пространства и АГ\ В = 0, то множество A U В не-

несвязно.

74. Еслисумма и пересечение двух замкнутых множеств метри-

метрического пространства связны, то и оба этих множества связны.

75. Объединениевозрастающей последовательности связных мно-

множеств является связным множеством.

76. Объединениелюбой совокупности связных множеств, имею-

имеющих непустое пересечение, является связным множеством.

77. Еслидля любых двух точек множества А существует связное

множество, содержащее эти точки и содержащееся в множестве А,
то А является связным множеством.

78. Замыканиесвязного множества связно.

79. ЕслиА — связное множество и А С В С А, то В — также

связное множество.

80. Подмножествочисловой прямой является связным тогда и

только тогда, когда оно является конечным или бесконечным про-

промежутком.

81. Множествоточек плоскости, у которых обе координаты ра-

рациональны, несвязно.

82. Множествоточек плоскости, у которых по крайней мере одна

координата иррациональна, является связным множеством.

83. Длятого чтобы множество А х В, лежащее в произведе-

произведении X х Y метрических пространств X и У, было связным (см. за-

задачу 17), А С X, В С X, необходимо и достаточно, чтобы оба мно-

множества А и В были связны.

84. ПространствоRn является областью.

85. Открытыйшар в пространстве Rn является областью.

86. Открытыйшар в пространстве 1^ является областью (см. за-

задачу 4).

В задачах 87-99 доказать сформулированные утверждения.

87. Еслипоследовательность точек метрического пространства

сходится, то она фундаментальная.

88. Еслинекоторая подпоследовательность фундаментальной по-

последовательности сходится, то сходится и вся последовательность,

причем к тому же пределу, что и указанная подпоследовательность.

89. Являютсяполными следующие пространства:
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1) /?п; 2) В(Е) (см. пример 1); 3) ВС(Е) (см. задачу 3, 4));

4) СВ(Е),Е С /?п, состоящее из всех ограниченных непрерывных

на Е функций с метрикой пространства В{Е)\

5) loo (см. задачу 4); 6) 1Р, 1 ^ р < +оо (см. задачу 5).

90. Множествоl^J всех последовательностей действительных чи-

чисел х = (xi; ...;жп;...), стремящихся к нулю с метрикой

р(х;у) =тах|жп - уп\, х = (жь...; жп...), у = (уг;...; уп\...) G /^,
является полным пространством.

91. Метрическое пространство S всех последовательностей

действительных чисел х = (xi; ...;жп;...) с метрикой
со

lO; 2/) =^2 ? х=(х1;;х;) y = (yi''y;)eSlO; 2/) = ^2 ^ х +? _ |,
х = (х1;...;хп;...), y = (yi,...,yn;...)eS,

полно.

92. ПространствоС[а; 6] (см. задачу 31) полно.

93. Пространство Сп[а;Ь] всех функций, имеющих на отрез-

отрезке [а; Ь] непрерывную производную порядка п с метрикой
п

max\x(k\t)-y^(t)\, x(t), y(t) € Сп[а;Ъ],

является полным.

94. Пространство С°°[а;Ь] всех бесконечно дифференцируемых
на отрезке [а; Ь] функций с метрикой

max\x{n\t)-y{n\t)\

является полным.

95. Функцию x(t) называют удовлетворяющей условию Гёлъдера
степени а на отрезке [а; Ь], если существует такая постоянная с > О,
что для всех ti,t2 E [щЬ\ выполняется неравенство \x(t2) — x(ti)\ ^
^ c\t2 — ti\a. Пространство Ha[a;b] всех функций, удовлетворяющих
на отрезке [а; Ь] условию Гёльдера степени а > 0 с метрикой

sup

является полным.

96. Пространство C(R) всех непрерывных на числовой оси R

функций с метрикой
оо max\x(t) — y(t)\

П=1

является полным.
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97. Подпространство непрерывно дифференцируемых функций

пространства С[а; Ь] (см. задачу 31) не является полным.

98. ПространствоCLi[a; b] (см. задачу 3, 5)) не является полным.

99. ПространствоCLp[a;b], 1 ^ р < +оо (см. задачу 7), не явля-

является полным.

100. Обозначим посредством СВ(а;Ь) подпространство прост-

пространства В(а;Ь) (см. пример 1) ограниченных функций на конечном

или бесконечном интервале (а; 6), —оо ^ а <Ъ ^ +оо, состоящее из

всех непрерывных функций. Будет ли пространство СВ(а;Ь) пол-

полным?

101. Еслиметрическое пространство X является полным с мет-

метрикой р(х;у), то будет ли оно полным с метриками р1(х;у), р2(х;у)
и рз(х;у) задачи 18?

В задачах 102-105 доказать сформулированные утверждения.

102. В полном метрическом пространстве замкнутое подмно-

подмножество полно.

103. Полноеподпространство метрического пространства замк-

замкнуто.

104. Еслимножество А плотно в метрическом пространстве X

и А С В С X, то множество В также плотно в X.

105. Еслимножества плотны в метрическом пространстве, то их

объединение также плотно в этом пространстве.

106. Привестипример двух плотных в метрическом пространстве

множеств, пересечение которых не плотно в нем.

107. Будетли множество всех многочленов в пространстве С[а; Ь]
(см. задачу 31): 1) открытым; 2) замкнутым; 3) плотным?

В задачах 108-110 доказать сформулированные утверждения.

108. Множествонепрерывных кусочно линейных функций плотно

в пространстве С[а; Ь] (см. задачу 31).

109. 1)Множество многочленов плотно в пространстве Сп[а;Ь]
(см. задачу 93);

2) множествомногочленов плотно в пространствах CLp[a;b], I ^

^ р < +оо (см. задачу 7);
3) множествотригонометрических многочленов плотно в прост-

пространствах непрерывных периодических периода 2тг функций с метри-
метриками

р(х;у) = тах|ж(?) - y(t)\,
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110. Вполном метрическом пространстве замыкание всякого его

подпространства является замкнутым множеством.

111. Числовуюпоследовательность называют финитной, если в

ней только конечное число членов отличны от нуля.

Доказать, что подпространство финитных последовательностей

пространства г?$ (см. задачу 90) не является полным. Является ли

какое-нибудь из пространств l)J и 1^ его пополнением?

112. Будетли подпространство финитных последовательностей

(см. задачу 111) пространства 1Р, 1^р< +оо (см. задачу 5), плотным
в этом пространстве?

113. Пусть(а; Ь) — конечный или бесконечный интервал:
— оо ^

^а<Ь^ +оо. Функцию x(t) называют финитной на интервале (а; Ь),
если ее носителем *) является компакт, содержащийся в интерва-

интервале (a;b): suppx С (а; Ь).
Будет ли множество Со°(а;Ь) бесконечно дифференцируемых фи-

финитных на интервале (а; Ь) функций плотно в пространстве:

CLp(a;b), 1 ^р < +оо (см. задачу 7); СВ(а;Ь) (см. задачу 89)?

114. Будет ли множество непрерывных финитных (см. зада-

задачу 113) на интервале (а; Ь), — оо ^ а <Ъ ^ +оо, функций плотным в

пространстве СВ(а, Ь) ограниченных непрерывных на интервале (а, Ь)
функций (см. задачу 100)?

В задачах 115-123 доказать сформулированные утверждения.

115. Двефундаментальные последовательности (х±;...; хп;...) и

(?/i; •••; Уп'ч •••) метрического пространства X называют эквивалент-

эквивалентными, если
hm р(хп;уп) = 0.
п—уоо

Пусть X* — множество всех классов, эквивалентных между со-

собой фундаментальных последовательностей пространства X. Тогда
если (xi;...;xn;...) G ж*, ух\...; уп\...) G у*, то:

1) числоваяпоследовательность р(хп;уп) фундаментальная и, сле-

следовательно, существует Hm p(xn;yn);
п—>-оо

2) этотпредел не зависит от выбора последовательностей (xi;...
...;жп;...) е ж*, B/i;...;2/n;...) G у*]

3) функция

р*(х*;у*)= Hm p(xn;yn), (хц ...; хп;...) G ж*, (уц ...]уп]...) е у*,
п—>-оо

является метрикой на множестве X*.

116. Отображение/, ставящее в соответствие каждой точке х е

е X класс эквивалентных фундаментальных последовательностей ж*

*) Носителем функции называется замыкание множества точек, в которых

функция не равна нулю. Носитель функции /(ж) обозначается supp/(x).
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(см. задачу 115), содержащий стационарную последовательность

{ж; ж;...; ж;...}, является изометричным отображением X в X*.

117. Если (ж^ ...;жп;...) е ж* (см. задачу 115) и f(xn) = ж*

(см. задачу 116), то lim /)*(ж*;ж*) = 0 и множество /(X) плотно
п—юо

в пространстве X*.

118. ПространствоX* (см. задачу 115) полное.

119. Всякоеметрическое пространство имеет пополнение.

120. Пополнениеметрического пространства с точностью до изо-

изометрических отображений единственно.

121. Последовательность непустых множеств метрического

пространства называют последовательностью Коши, если эти мно-

множества последовательно вложены друг в друга и их диаметры ->• 0.

Если последовательность (х±;...; жп;...) точек метрического про-

пространства является фундаментальной, то последовательность мно-

множеств Еп = (жп; жп+1;...), п = 1, 2,..., является последовательностью

Коши.

122. Вполном метрическом пространстве всякая последователь-

последовательность Коши (см. задачу 121) замкнутых множеств имеет непустое

пересечение, состоящее из одной точки.

123. Метрическоепространство полно тогда и только тогда, ког-

когда всякая последовательность Коши (см. задачу 121) его подмножеств

имеет и притом единственную точку, являющуюся точкой прикосно-

прикосновения для всех множеств последовательности.

124. Построитьпример последовательности замкнутых шаров не-

некоторого метрического пространства, последовательно вложенных

друг в друга, диаметры которых стремятся к нулю, а пересечение

пусто.

125. Построить пример последовательности замкнутых мно-

множеств, последовательно вложенных друг в друга, полного метричес-
метрического пространства, пересечение которых пусто.

В задачах 126-133 доказать сформулированные утверждения.
оо

126. ЕслиX — полное метрическое пространство, X = (J Fn и

71=1

все множества Fn замкнуты, то по крайней мере одно из них содер-

содержит открытый шар.

127. Пространстваl)J (см. задачу 90), 1Р, 1 ^ р < +оо (см. зада-

задачу 5), CLp[a;b], 1 ^ р < +оо (см. задачу 7) являются сепарабель-
ными.

128. Пространства1^ (см. задачу 4) и В[а;Ь] (см. пример 1) не

являются сепарабельными.
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129. Системуп = {Ga}, a Е U (U — некоторое множество ин-

индексов), открытых множеств метрического пространства X назы-

называют его базой, если каждое открытое множество пространства X

является объединением содержащихся в нем множеств системы П.

Метрическое пространство сепарабельно тогда и только тогда,

когда оно имеет счетную базу.

130. Еслиметрическое пространство не имеет счетной базы, то

при некотором г > 0 найдется несчетное множество элементов, вза-

взаимное расстояние между которыми не меньше г. Верно ли обратное?
131. Компактявляется замкнутым множеством в любом содер-

содержащем его метрическом пространстве.

132. Замкнутое подмножество компакта является компактом.

133. Длядвух множеств А и В метрического пространства X ве-

величину р(А; В) = inf р(х; у) называют расстоянием между мно-

хеА,уев

жествами А и В (см. задачу 15).
Если А и В — замкнутые непересекающиеся множества, из ко-

которых по крайней мере одно является компактом, то они находятся

на положительном расстоянии.

134. Привестипример двух замкнутых непересекающихся мно-

множеств, расстояние между которыми равно нулю.

135. Доказать,что если Fi и F2 —замкнутые непересекающиеся
множества в метрическом пространстве, то существуют открытые

непересекающиеся множества G\ D F\ и G2 D F2.

136. Построитьпример замкнутого множества F в некотором

метрическом пространстве X и точки х е X таких, что для любой

точки у е F выполняется неравенство

р(х;у) > p(x;F) = т^р(х;г).
137. Доказать, что если F — компакт в метрическом прост-

пространстве X и х Е X, то существует точка у G F, ближайшая к точ-

точке ж, т. е. такая, для которой р(х; F) = р(х;у).
138. Привестипример полного метрического пространства X,

замкнутого в нем множества А и точки х G X таких, что в А не

существует ближайшей к х точки (см. задачу 137).
В задачах 139-165 доказать сформулированные утверждения.

139. Длянепрерывной на отрезке [а; Ь] функции x(t): [a;b] ->• R и

любого натурального числа п существует многочлен Р наилучшего

приближения степени п, т. е. такой многочлен Р степени не выше п,

что, каков бы ни был многочлен Q также степени не выше п, выпол-

выполняется неравенство

max x(t) - P(t)\ ^ max \x(t) - Q(t)\.
аф] [аф]
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140. ЕслиFi и F<i — компакты в метрическом пространстве X,
то существуют такие точки x\^F\ и х<± G i7^ что р{х\\ х^) — p{F\\ F^)
(см. задачу 133). Существенно ли условие компактности обоих мно-

множеств?

141. Всякоевполне ограниченное множество является ограничен-

ограниченным.

142. Впространстве 1^ (см. пример 2) замкнутый шар с центром
в точке @;0; ...;0;...) радиуса 1 ограничен, но не вполне ограничен и

не является компактом.

143. Еслимножество вполне ограничено в некотором метричес-
метрическом пространстве, то для этого множества при любом г > 0 сущест-

существует конечная г-сеть, состоящая только из его точек.

144. Пространство1^ (см. пример 2) не изометрично никакому

конечномерному пространству Rn.

145. Всякоеограниченное в Rn множество является и вполне

ограниченным.

146. МножествоQ°° точек х = (х±;...; хп;...) пространства 1^ (см.
пример 2), координаты которых удовлетворяют неравенствам 0 ^

^ хп ^ 1/2п, является вполне ограниченным множеством. (Множест-
(Множество Q°° называют гильбертовым кирпичом.)

147. Множествов метрическом пространстве вполне ограничено

тогда и только тогда, когда каждая последовательность этого мно-

множества содержит фундаментальную последовательность.

148. Полное вполне ограниченное множество в метрическом

пространстве является компактом.

149. Метрическоепространство является компактом тогда и толь-

только тогда, когда оно вполне ограничено и полно.

150. Компактявляется ограниченным множеством в любом со-

содержащем его метрическом пространстве.

151. Для того чтобы подмножество полного метрического

пространства было компактом, необходимо и достаточно, чтобы оно

было замкнутым и вполне ограниченным.

152. Гильбертовкирпич (см. задачу 146) является компактом.

153. Длятого чтобы множество, лежащее в полном метрическом

пространстве, было предкомпактным, необходимо и достаточно, что-

чтобы оно было вполне ограниченным.

154. Компактявляется сепарабельным метрическим пространст-
пространством.

155. Извсякого покрытия сепарабельного метрического прост-
пространства открытыми множествами можно выделить счетное пок-

покрытие.
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156. Длятого чтобы сепарабельное метрическое пространство яв-

являлось компактом, необходимо и достаточно, чтобы любая последова-

последовательность непустых замкнутых множеств, последовательно вложен-

вложенных друг в друга, имела непустое пересечение.

157. Длятого чтобы метрическое сепарабельное пространство
было компактом, необходимо и достаточно, чтобы из любого его по-

покрытия открытыми множествами можно было выделить конечное

покрытие.

158. Длятого чтобы произведение X xY метрических прост-

пространств X и Y (см. задачу 17) было компактом, необходимо и доста-

достаточно, чтобы были компактами пространства X и Y.

159. ЕслиА и В — предкомпактные множества метрического

пространства X, то множество чисел р(х;у), где х е А, у е В, огра-
ограничено.

160. Пересечениелюбой совокупности компактов является ком-

компактом.

161. Объединение конечной совокупности компактов является

компактом.

162. Пересечение последовательности континуумов, последова-

последовательно вложенных друг в друга, является континуумом.

163. ЕслиFn, п = 1, 2,..., — последовательность компактов в мет-
ОО

рическом пространстве X, F\ D F^ D ... D Fn D ... и F = Q Fn, то

n=l

для любого г > 0 существует такой номер пе, что для всех п > п?

выполняется включение

)d^ (J U(x;e).

164. ЕслиFn, n = 1, 2,..., — последовательность компактов в мет-

метрическом пространстве X, F\ D F^ D ... D Fn D ...,
то для того, чтобы

(X)

пересечение F = Q Fn состояло из одной точки, необходимо и до-

п=1

статочно, чтобы lim diamFn = 0.
п—>-оо

165. ЕслиFn, п = 1, 2,..., — такая последовательность компактов

в метрическом пространстве, что пересечение любой конечной сово-

совокупности этих компактов непусто, то пересечение всех этих компак-

компактов также непусто.

166. Верноли утверждение: из любого покрытия компакта замы-

замыканиями открытых множеств можно выделить конечное покрытие?

167. Доказать,что, каково бы ни было покрытие {Ga}, a G U,
компакта X открытыми множествами Ga, существует такое чис-

число S > 0, что для любого множества Е С X, диаметр которого мень-

меньше S, найдется элемент Gao заданного покрытия, содержащий в себе
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множество Е : Gao D Е.

В задачах 168-173 X, Y, Z — метрические пространства. В зада-

задачах 168-171 доказать сформулированные утверждения.

168. Сформулированныевыше определения непрерывности отоб-

отображения /: I^Fb терминах последовательностей и в терминах

окрестностей равносильны.

169. Отображение/: X —У Y непрерывно в точке хо Е X тог-

тогда и только тогда, когда для любого е > 0 существует такое S > 0,
что для любой точки х Е X, для которой р(х;хо) < S, выполняется

неравенство p(f(x);f(xo)) < г.

170. Отображение/: X —У Y непрерывно на X тогда и только

тогда, когда прообраз каждого открытого в Y множества является

открытым в X множеством.

171. Отображение/: X ->• Y непрерывно на X тогда и только

тогда, когда прообраз каждого замкнутого в Y множества является

замкнутым в X множеством.

172. Обязательноли при непрерывном отображении одного мет-

метрического пространства в другое:

1) образкаждого открытого множества открыт;

2) образзамкнутого множества замкнут?

173. Доказать, что композиция g
о / непрерывных отображе-

отображений /: X —> Y и g : Y —>¦ Z является непрерывным отображе-
отображением.

174. Будетли непрерывным отображение / пространства С[0; 1]
(см. задачу 31) в себя, если оно задается формулой:

1) f(x)= ipx, где ip = ip(t) — фиксированная функция из С[0; 1],
а х = x(t) G С[0,1];

2) /(х)=х2,ж(*)

175. Будетли непрерывным отображение f(x) = х2 пространст-
пространства CLi[0; 1] (см. задачу 3, 5)) в себя?

176. ПустьX = {х е C^Ojl], x@) = 0} (см. задачу 93). Будет
ли непрерывно отображение /: X —У С[0;1], задаваемое формула-

МИ f(x)(t) =±?L,te(O;l], f(x)(O) = Jim
177. Являются ли непрерывными следующие отображения прост-

пространства С[0; 1] (см. задачу 31) в себя:

t t

1) f(x)(t) = fx{s)ds- 2) f(x)(t) = Jx2(s)ds;
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t

3) f(x)(t)= Г sin(t - s)x(s) ds, ?G[0;l]?
о

178. Являются ли непрерывными следующие отображения /
пространства CZ/2[0; 1] (см. задачу 3, 8)) в себя:

1) f(x)(t)= (p(t)x(t), где (p(t) — фиксированная непрерывная на

отрезке [0; 1] функция; t

2) f(x)(t)= x2(t); 3) f(x)(t) = jx{s) ds, t e [0; 1] ?

0

179. Будетли непрерывным отображение f(x) = жA), если оно

рассматривается как отображение:

1) изС[0; 1] (см. задачу 31) в /?;
2) изCL2[0; 1] (см. задачу 3, 8)) в /??

180. Доказать,что если / — непрерывное отображение прост-

пространства X на пространство Y и Е — плотное в X множество, то

f(E) является плотным в Y множеством.

181. Доказать,что если /: X ->• Y — непрерывное отображение X

в Y и X — компакт, то / является равномерно непрерывным на X.

182. Будет ли непрерывным дифференцирование, рассматри-
рассматриваемое как отображение подпространства, состоящего из непрерыв-

непрерывно дифференцируемых функций пространства С[а; Ь] (см. задачу 31)
в само пространство С[а;Ь]?

183. Будет ли непрерывным дифференцирование, рассматри-
рассматриваемое как отображение пространства С1 [а; Ь] (см. задачу 93) на

пространство С[а; Ь] (см. задачу 31)?
184. ПустьЕ — плотное в метрическом пространстве X мно-

множество и /: Е —» Y — равномерно непрерывное отображение Е в

полное метрическое пространство Y. Доказать, что существует и при-

притом единственное отображение /* : X —> У, сужение которого на Е

совпадает с /.

185. Привестипример непрерывного отображения, определенного
на плотном подмножестве метрического пространства и не имеющего

непрерывного продолжения на все пространство.

В задачах 186-192 доказать сформулированные утверждения.

186. Длятого чтобы последовательность отображений /п : X —> У,
п = 1, 2,..., равномерно сходилась к некоторому отображению X в У,
где Y

— полное пространство, необходимо и достаточно, чтобы для

любого г > 0 существовал такой номер п?, что для всех номеров п >

> п?, т > п? и всех точек х G X выполнялось неравенство \fn(x) —

-fm(x)\ <е.

187. Еслипоследовательность отображений /п : X ->• Y равно-

26 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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мерно сходится к отображению / : X —У Y и все отображения fn
непрерывны в точке хо Е X, то и отображение / непрерывно в этой

точке.

188. Сжимающееотображение /: X -> X равномерно непрерывно

на X.

189. Сжимающееотображение / полного метрического прост-

пространства в себя имеет и притом единственную неподвижную точку,

т. е. такую точку, что f(x) = х.

190. Еслинекоторая степень отображения полного метрическо-

метрического пространства в себя является сжимающим отображением, то са-

само отображение имеет и притом единственную неподвижную точку.

191. Еслифункция /(?) непрерывна на отрезке [а; 6], функция
K(t; s) — на квадрате Q = [а; Ь] х [а; 6], с = max \K(t; s)\, А — неко-

некоторое числои t

А{х) = \f K(t] s)x(s) ds + f(t),
то: а

1) отображениеА отображает пространство С[а; b] (см. задачу 31)
в себя;

2) длялюбых функций х\ Е C[a;b], х2 G С [а; Ь] и любого t G

G [а; Ь] справедливо неравенство

\2rn(h — п\п

\An(Xl)(t)-An(x2)(t)\ <: [Onl
a)

max\Xl(t) - x2(t)\.

192. ОтображениеА(х) предыдущей задачи пространства С[а; Ь]
в себя имеет единственную неподвижную точку, т. е. уравнение

t

x(t) = Л I K(t; s)s(s) ds + f{t)
а

при любом Л имеет и притом единственное непрерывное решение.

193. Привестипример такого отображения / полного метричес-

метрического пространства X в себя, у которого для любых двух точек х G X,
у G X выполняется условие p(f(x);f(y)) ^ р(х;у), но нет неподвиж-

неподвижной точки.

В задачах 194-203 доказать сформулированные утверждения.

194. Любоенепрерывное отображение отрезка в себя имеет непо-

неподвижную точку.

195. Любоевозрастающее отображение отрезка в себя имеет не-

неподвижную точку.

196. Непрерывныйобраз компакта является компактом.

197. Взаимнооднозначное и непрерывное отображение компакта

является гомеоморфизмом.
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198. Всякаянепрерывная функция /: X —>¦/?, определенная на

компакте X, ограничена на нем и принимает наибольшее и наимень-

наименьшее значения.

199. Непрерывныйобраз связного множества является связным

множеством.

200. Непрерывный образ континуума является континуумом.

201. Еслиметрическое пространство является непрерывным об-

образом сепарабельного метрического пространства, то оно также яв-

является сепарабельным пространством.

202. Множествофункций {х : x(t) = kt2, о ^ k ^ 1} является

компактом в пространстве С[0;1].
203. СемействоS = {х} функций х = x(t) пространства С[а; Ь]

(см. задачу 31) называют равномерно ограниченным, если существует

такая постоянная с > 0, что для всех х Е S и всех t E [а; Ь] вы-

выполняется неравенство \x(t)\ ^ с. Семейство S = {ж} функций ж =

= x(t) пространства С[а; Ь] называют равностепенно непрерывным,

если для любого г > 0 существует такое S > 0, что для всех ж Е S и

всех ti, ^2 Е [а;Ь], для которых |^2 — h\ ^ S, выполняется неравенст-

неравенство |ж(?2) - x(ti)\ < г.

Для того чтобы семейство S = {ж} непрерывных на отрезке [а; Ь]
функций ж = ж(?) было предкомпактно в пространстве С[а;Ь], необ-

необходимо и достаточно, чтобы это семейство было равномерно ограни-
ограниченным и равностепенно непрерывным (теорема Арцела).

204. Будетли компактом в пространстве С[а; Ь] множество всех

многочленов P(t) степени не выше данного натурального п: P(t) =
п

= 2^ aktk\ У которых \cik\ ^ 1, к = 0,1, 2,..., п?

В задачах 205-207 доказать сформулированные утверждения.

205. Всякоеограниченное в пространстве С1 [а; Ь] (см. задачу 93)
множество предкомпактно в пространстве С[а; Ь] (см. задачу 31).

206. ПустьС(Х) — пространство непрерывных на компакте X

функций ж: X ->• R с метрикой

р(х;у) =тах|ж(?) - y(t)\, х,у Е С(Х).

В этом случае множество Е С С(Х) предкомпактно тогда и толь-

только тогда, когда оно равномерно ограничено (т. е. существует такая

постоянная с > 0, что для всех ж Е Е и всех t E X выполняется нера-

неравенство |ж(?)| ^ с) и равномерно непрерывно (т. е. для любого г > О

существует такое S > 0, что для любой функции ж Е i? из неравен-

неравенства p(t2]t\) < S следует, что |ж(^) — x(ti)\ < е).
207. В подпространстве равномерно непрерывных функций

26*
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пространства В(Х) (см. пример 1), где X
—

метрическое простран-

пространство, множество предкомпактно тогда и только тогда, когда оно рав-

равномерно ограничено и равностепенно непрерывно (см. задачу 206).

208. Выяснить,какие из нижеперечисленных семейств функций
будут предкомпактными в пространстве С[а; Ь] (см. задачу 31) и при

каких а и Ъ:

1) ?п, га = 1, 2,...; 2) (atO1, a е R, п = 1,2,...;

3) sinnt, п = 1,2,...; 4) sin(? + n), га = 1,2,...;

5) et+a, ae /?; 6) е*"а, а е R, а > 0.

209. Какиеиз указанных ниже множеств будут компактами в

пространстве С[0; 1] (см. задачу 31), если с
—

некоторая посто-

постоянная:

2) {х?С1[0;1]\
3) {хеС2[0;1}\
4) {жG С2[0;1]|
5) {хеС2[0;1}\

x(t)\ ^c, \x'(t)\

x'(t)\<:c, \x"(t)\^c}7
210. Доказать: для того чтобы множество Е С 1Р, 1 ^ р < +оо

(см. задачу 5), было предкомпактно, необходимо и достаточно, чтобы

оно было ограничено и чтобы для любого г > 0 существовало такое

п?, что для всех х = (xi; ...;жп;...) G i? выполняется неравенство

ОТВЕТЫ

6. Да. 8. Нет: не выполняется первое свойство метрики. 10. Нет.

11. Да. 12. Нет. 13. Да. 14. Да. 15. Нет. 23. Нет. 27. Может.

28. Нет, нет. 32. Неверно.
(X)

зз. 1) Еап < +°°;

га=1

2) (ai;...; ап;...) —ограниченная последовательность.

34. Может. 49. Может.

50. 1)Да; 2) нет. Множество внутренних точек пересечения мно-

множеств содержится в пересечении множеств их внутренних точек.

51. 1)Нет; 2) нет. Объединение множеств внутренних точек мно-

множеств содержится в множестве внутренних точек объединения мно-

множеств.
. 1)

52. 1) Да; 2) нет. \JAa С \JAa. 53. 1) Да; 2) нет. П^С [\Аа.

68. 1) Да; 2) нет. 100. Да. 101. Да, да, да.

107. 1) Нет; 2) нет; 3) да. 111. /??. 112. Да. 113. Да, нет.
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114. Нет. 130. Да. 140. Да. 166. Нет. 172. 1) Нет; 2) нет.

174. 1) Да; 2) да. 175. Нет. 176. Нет. 177. 1) Да; 2) нет; 3) да.

178. 1) Да; 2) нет; 3) да. 179. 1) Да; 2) нет.

182. Не будет. 183. Да. 204. Да.

208. 1)При -1<а<6<1 будет, а в остальных случаях не будет;
3), 5) не будут, а 4), 6) будут предкомпактными;

2) при \а\ < 1 будет, а при \а\ ^ 1 не будет предкомпактным.
209. 1)и 5) не будут, а 2), 3) и 4) будут компактами.

§ 19. Нормированные и полунормированные пространства

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Линейные пространства. Множество X называют действи-

действительным линейным (или векторным) пространством, если:

каждой упорядоченной паре (х;у) элементов х Е X; у Е X по-

поставлен в соответствие единственный элемент пространства X, на-

называемый суммой х и у и обозначаемый х + у;

каждому элементу х Е X и каждому действительному числу Л
поставлен в соответствие единственный элемент пространства X, на-

называемый произведением X на х и обозначаемый Хх.

При этом выполняются следующие группы аксиом.

1) а)х + у
=

у + х для любых х Е X и у Е X;
б) х+ (у + z) = (х + у) + z для любых ж Е X, у е X и z e X;
в) вмножестве X существует элемент, называемый нулевым и

обозначаемый 0, такой, что х + 0 = х для любого х Е X;
г) длякаждого х Е X существует единственный элемент мно-

множества X, называемый противоположным элементу ж, обозначае-

обозначаемый —х и такой, что х + (—х) = 0.

2) а) 1х = х для любого х Е X;
б) X(/ix)= (X/i)x для любого х G X и любых действительных чи-

чисел Л и /i;

в) (Л+ /х)ж = Лж + /ix для любого х е X и любых действительных
чисел Л и /i;

г) Х(х-\- у) = Хх -\- Ху для любых ж G X, у Е X и любого действи-

действительного числа Л.

Для каждой пары элементов х G X и у Gl элемент ж + (—у)
называют разностью элементов х и у и обозначают х - у.

Элементы линейных пространств называют также точками или

векторами.
Если в сформулированном определении действительного линей-

линейного пространства всюду действительные числа заменить комплекс-

комплексными: Л, \i G С, то получится определение комплексного линейного

пространства.
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Если У и Z — подмножества линейного пространства X, то че-

через У + Z обозначают множество всех элементов х Е X, представи-
мых в виде х = у + z, у Е У, z Е Z. Множество У + Z называют

(алгебраической) суммой множеств Y и Z.

Если для любого элемента х Е X его представление в виде х =

=
у + z, у G У, 2 Е Z, единственно, то сумму У + Z называют прямой

и обозначают Y®Z.
Если X — линейное пространство и ж/, Е X, к = 1,2,..., то всякий

элемент вида Ai^i + ... + Апжп, где все А/. — действительные числа

в случае действительного пространства и комплексные в случае

комплексного пространства, называют линейной комбинацией эле-

элементов Xi, ...,Хп.

Множество, содержащееся в линейном пространстве X, называют

подпространством этого пространства, если все линейные комбина-

комбинации элементов этого множества содержатся в нем.

Векторы Ж1,...,жп линейного пространства называют линейно за-

зависимыми, если существуют такие числа Аь ..., Ап, не все равные ну-

нулю, что Ai^i + ... + Апжп = 0. Если указанных чисел не существует,

то векторы xi,...,xn называют линейно независимыми.

Произвольную систему векторов {ха}, a G U (U — некоторое
множество индексов) называют линейно независимой, если, какова

бы ни была ее конечная подсистема, входящие в нее векторы линейно

независимы.

Совокупность всевозможных линейных комбинаций элементов,

принадлежащих некоторому заданному множеству, называют ли-

линейной оболочкой этого множества.

Всякую конечную упорядоченную систему линейно независимых

векторов линейного пространства, линейной оболочкой которой оно

является, называют базисом этого пространства.
Если в линейном пространстве существует базис, состоящий из п

векторов, то пространство называют п-мерным.
Все n-мерные пространства называют конечномерными. Если ли-

линейное пространство не конечномерно, то его называют бесконечно-

бесконечномерным.
Ниже всюду в этом разделе X и У — линейные пространства.

Если /: X ->• У — отображение пространства X в пространство У,
то прообраз нуля называют ядром ker/ этого отображения:

ker/ = {xeX: /(ж) = 0}.
Отображение /: X —> У называют линейным отображением (или,

что то же самое, линейным оператором), если для любых двух эле-

элементов х G X, у G X и любых чисел A, \i справедливо равенство

(если X и У — действительные пространства, то числа A, \i дейст-

действительные; если эти пространства комплексные, то и числа A, \i
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комплексные).
Множество всех линейных операторов /: X —у У обозначают

ЦХ-Y).
Линейное отображение линейного пространства в множество

действительных или комплексных чисел называют функционалом
данного пространства.

Линейное взаимно однозначное отображение пространства X на

пространство У (биекция) называют изоморфизмом или изоморфным
отображением.

Если для пространств X и Y существует изоморфное отображе-
отображение одного на другое, то их называют изоморфными.

Произведением Z = X х Y линейных пространств X и Y назы-

называют линейное пространство Z, состоящее из элементов z = (х;у),
х Е X, у Е У, теоретико-множественного произведения множеств X

и У, для которых определена линейная операция XiZi + A2z2 по фор-

МуЛе Ai^i+ X2z2 = (А1Ж1 + А2ж2; Ai2/i + Х2У2),
где 2i = Oi;?/i) e Z, z2 = (адЫ G Z, Ai и А2 — числа.

Выполнимость аксиом линейного пространства при таком опре-

определении линейной операции легко устанавливается непосредственной
проверкой.

Аналогично понятию произведения двух линейных пространств

вводится понятие произведения п линейных пространств для любого

натурального п > 2.

Отображение z = /(ж; у), х G X, у G У, z G Z, произведения X х У

линейных пространств X и У в линейное пространство Z называют

билинейным, если при фиксировании одной из переменных ж, у оно

линейно по другой переменной.
По аналогии с билинейными отображениями вводится понятие

мультилинейных отображений: если Xl,X2, ...,Хп, У — линейные

пространства, то отображение /: Х\ х Х2 х ... х Хп —>¦ У называют

мультилинейным или п-линейным, если оно линейно относительно

каждой переменной Xk ? Xk, к = 1,2,..., п, когда остальные перемен-

переменные фиксированы.

2. Свойства полунормированных и нормированных прост-

пространств. Линейное пространство X (действительное или комплекс-

комплексное) называют полунормированным, если на множестве его точек

определена действительная функция, называемая полунормой, обоз-

обозначаемая \\x\\x или ||ж||, х G X, и имеющая следующие свойства:

1) неотрицательность:для всех х е X выполняется неравенст-

неравенство ||ж|| ^ 0;
2) однородность:для всех ж G X и всех чисел А имеет место ра-

равенство ||Аж|| = |А|||ж||;
3) неравенствотреугольника: для всех х G X, у G X выполняется

неравенство \\х + у\\ ^ ||ж|| + ||?/||.
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Если, кроме того, выполняется условие:

4) если ||ж|| =0, то х = 0 (невырожденность),
то полунорму называют нормой, а пространство X

—

нормирован-
нормированным.

Две нормы llxil^1) и ||ж||B) в линейном пространстве X называют

эквивалентными, если существуют такие постоянные с\ > 0 и с^ > 0,
что для всех х Е X выполняется неравенство

cilNIAUlNIBUc2|Np.
Подмножество нормированного или полунормированного прост-

пространства называют его подпространством, если оно является линей-

линейным подпространством (см. п. 1).
Произведением X xY двух полунормированных (в частности,

нормированных) пространств X и Y называют полунормированное

(соответственно нормированное) пространство, являющееся произве-

произведением линейных пространств X и Y с полунормой (нормой)

Подмножество Е полунормированного (нормированного) прост-

пространства называют ограниченным по полунорме (норме), если су-

существует такая постоянная с > 0, что для всех х Е Е выполняется

неравенство ||ж|| ^ с.

Последовательность (х\\ ...\хп\...) элементов полунормированного

(нормированного) пространства X называют сходящейся по полунор-
полунорме (норме) к элементу х е X, если предел lim \\хп - х\\ = 0. В этом

п—>-оо

случае пишут
lim xn = х.

п—>-оо

Отображение /: X —У Y полунормированного (нормированного)
пространства X в полунормированное (нормированное) пространст-
пространство Y называют непрерывным в точке хо G X, если для любой после-

последовательности (х\\...; хп;...), сходящейся к хо по полунорме (норме)
пространства X: lim xn = xo, последовательность {f(xn)} сходится

п—>-оо

к f(x0) по полунорме (норме) пространства Y:

lim f(xn) = f(x0).
п—>-оо

Взаимно однозначное отображение / : X —У Y нормированного

пространства X на нормированное пространство Y, сохраняющее ли-

линейную операцию (т. е. изоморфно отображающее линейное прост-

пространство X на линейное пространство Y) и норму (для всех х е X

выполняется условие ||/(ж)||у = ||ж||х), называют изоморфным отоб-

отображением или изоморфизмом нормированного пространства X на

нормированное пространство Y. Аналогичное определение имеет

место и для полунормированных пространств.
В нормированном пространстве X функция

р(х;у) = \\х-у\\х, хеХ, уеХ,
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является метрикой, называемой метрикой, порожденной нормой про-
пространства X. Таким образом, на нормированные пространства (как
на частный случай метрических) распространяются все понятия, вве-

введенные в § 18 для метрических пространств.
Полное нормированное пространство называют банаховым прост-

пространством.

Систему элементов {ха}, a Е U (U — некоторое множество ин-

индексов), полунормированного пространства X называют полной в

этом пространстве, если для каждого элемента х Е X и любого г > 0

существуют такие элементы хаг, ...,хап данной системы и такие

числа Ai,...,An, что выполняется неравенство

\\х - (Xixai + ... + Хпхап)\\ < е.

Полунормированное пространство X называют вложенным в по-

полунормированное пространство У, если:

1) ХсГ;
2) существуеттакая постоянная с > 0, что для каждого х G X

выполняется неравенство .... ....

||ж||у ^ С\\х\\х-
Если пространство X вложено в пространство У, то пишут IqF.

3. Линейные и полилинейные операторы. В дальнейшем в

этом параграфе X, Y и Z — линейные нормированные простран-

пространства. Поскольку нормы порождают метрику, то для нормированных

пространств определено понятие непрерывного (по норме) отобра-
отображения одного из них в другое. Отображения нормированных прост-

пространств называют обычно операторами. Операторы, отображающие
данное нормированное пространство во множество действительных

или, более общо, комплексных чисел, называют функционалами над

данным пространством.

Пусть А: X —У Y. Положим

= sup \\A(x)\\Y. A)
INI

Оператор А называют ограниченным, если ||А|| < +оо. Для линей-
линейных операторов это условие равносильно тому, что существует такая

постоянная с > 0, что для всех х G X выполняется неравенство

||А(ж)||у ^ с\\х\\Х.
Для линейных ограниченных операторов величину A) называют

их нормой.
Множество всех ограниченных линейных операторов, отображаю-

отображающих пространство X в пространство У, обозначают Jf(X;Y).
Билинейное отображение /: X х Y —> Z (см. п. 1) называют огра-

ограниченным, если существует такая постоянная с > 0, что для любых

х е X и у eY выполняется неравенство
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Аналогичным образом вводится понятие ограниченного полили-

полилинейного отображения.

4. Дифференцируемые отображения нормированных
пространств. Пусть X и У — нормированные пространства, G —

открытое в X множество и жо Е G. Отображение a: G —> У называют

бесконечно малым по сравнению с функцией \\х - жо||п и пишут

а = о((х - жо)п), х -»> ж0,

если существует такое непрерывное в точке х =
жо отображе-

отображение г: G ->• У, что а(х) = е(ж)||ж - жо||п, е@) = 0.

Отображение / открытого множества G нормированного прост-

пространства X в нормированное пространство У называют дифферен-
дифференцируемым или сильно дифференцируемым в точке х Е G, если су-

существует такой линейный ограниченный оператор А: X —У У, что

f(x + ft) = f(x) + A(h) + о(Л), Л -> 0.

В этом случае линейный оператор А называют дифференциалом
отображения f в точке х и обозначают Df(x) (или (Df)(x)), а так-

также f'(x). Его часто называют сильным дифференциалом или сильной

производной, а иногда дифференциалом или производной Фреше.
Если жо G I и ж G I, то множество всех точек пространства X

вида A — t)xo +tx, 0 ^ t ^ 1, называют отрезком [хо;х], множество

всех точек вида A — t)xo + tx, 0 < t < 1, — интервалом (жо; ж) в этом

пространстве, а число ||ж — жо|| — их длиной. Точки хо и ж называют

концами указанных отрезка и интервала.

Пусть х е Е С X, heX, h ф 0, множество Е таково, что оно

содержит все точки вида х + th при достаточно малых t > 0 (т. е.

содержит некоторый отрезок положительной длины с концом х в на-

направлении вектора h) и /: Е ^ Y.

Отображение / называют дифференцируемым в точке х по на-

направлению вектора /i, если существует такой элемент (D/l/)(x) G У,
что

/(ж + *Л) = /(ж) + {Dhf){x)t + о(?), ? -> 0. B)
Элемент Dhf(x) = (Dhf)(x) называют производной по направле-

направлению h или производной Гато по этому направлению.

Производная Фреше Df{x) и производная Гато Dhf(x) имеют

разную природу: Df(x) e Jf(X;Y), a Dhf(x) e У.

Если отображение /: G —> У, G — открытое в пространстве X

множество, имеет в точке ж G G производную (Dhf)(x) по любо-

любому направлению и существует такой линейный ограниченный опера-
оператор (DcJ)(x): Х^У, что

(Dnef)(x)(h) = (Dhf)(x),
то этот оператор называют слабым дифференциалом или слабой произ-

производной, а также дифференциалом или производной Гато. В этом случае

f(x + th) = f(x)+tDCJlf(x)(h)+o(t), t^O, ft EX.
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Если отображение /: G —> Y открытого в пространстве X мно-

множества G дифференцируемо во всех точках х Е G, то его производная

f'(x) Е Jf(X;Y) задает отображение /': х —> f'(x) множества G в

линейное нормированное пространство Jf(X;Y). Если это отображе-
отображение в свою очередь дифференцируемо в точке ж0 G G, то его произ-

производную (/')'(жо) обозначают f"(xo) и называют второй производной
отображения / (в точке хо). Она является элементом пространст-

ва L(X;J?(X;Y)).
Вторая производная может быть рассматриваема как билинейная

форма, определенная равенством

f"(x)(h; к) = (f"(x)h)k, hex, к ex.

Производная любого порядка п G А/ определяется по индукции

(как обычно, f(°\x) = f(x)). При фиксированном х G G производ-
производная f(n\x) является линейным ограниченным оператором из прост-

пространства X в пространство 1?{Х\ ...;j?f(X; Y)...), т. е.

п— 1 раз

п+1 раз

Производную f<yTl\x) можно рассматривать как n-линейную фор-
форму, определяемую равенством

В случае, когда /ii = h2 = ... — hn — h, вместо f(n\x)(h;...; /i) пи-

пишут f(n\x)hn.
5. Интегрирование векторнозначных функций. Пусть функ-

функция ж = ж(?) отображает отрезок [а;/3] С R в линейное нормиро-

нормированное пространство X, г = {?гК=?х — разбиение отрезка [а;/3],
Ati = U-ti-i, & е [U-iiU], i = 1,2,...,гг, |r| = max |At;| (мел-

г=1,2,...,гх

кость разбиения г), i
оТ = <rr(a;;fi; ...;&т) =

Интегралом / x(t) (it (подробнее — интегралом Римана-Бохнера)
а

от функции x(t) по отрезку [а;^9] называют предел lim aTJ т. е.

|т|-Ю

fx(t)dt= lim crr, C)

где предел интегральных сумм определяют аналогично случаю чи-

числовых функций: элемент a G X называют пределом lim aTJ если
||0
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для любого г > 0 существует такое S > О, что для всех разбиений т

мелкости \т\ < S выполняется неравенство ||сгг — а\\х < ?•

Если интеграл C) существует, то функцию х: [а; /3] —> X назы-

называют интегрируемой на отрезке [а;/3].

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Доказать, что если каждый из т линейно независи-

независимых векторов является линейной комбинацией п линейно независи-

независимых векторов, то т ^ п.

А Пусть системы векторов жь...,жп и 2/i,...,2/m линейно незави-

независимы, и пусть

Уг
= Aiixi + ... + \inxn, г = 1, 2,..., ш.

Тогда среди чисел Лц, Л12,..., Ain найдется по крайней мере одно чис-

число, отличное от нуля: в противном случае у\ — 0 и система ?/i, ...,2M

была бы линейно зависима. Перенумеровав, если в этом есть необхо-

необходимость, векторы Ж1,...,жп, всегда можно получить, что Ац ф 0. В
этом случае вектор х\ можно представить в виде линейной комби-

комбинации векторов 2/1,^2, ...,жп. Подставив эту линейную комбинацию
в выражение для вектора у<±, получим, что вектор у<± будет линей-

линейной комбинацией векторов yi,X2, ...,жп. Продолжив этот процесс, че-

через к шагов (быть может, меняя нумерацию) получим, что вектор

будет представлен как линейная комбинация векторов у\, ...,^,

i, ...,жп, причем среди коэффициентов этой линейной комбинации

у векторов Xfc+i, ...,жп по крайней мере один не равен нулю: в про-
противном случае вектор yu+i оказался бы линейной комбинацией век-

векторов 2/i,...,Ук, что противоречило бы линейной независимости сис-

системы 2/i,...,2/m.
Если бы т > п, то при к — п получилось бы, что вектор yn+i яв-

являлся линейной комбинацией векторов ?/i,...,?/n, что противоречило

бы линейной независимости векторов yi,...,ym. A

Пример 2. Пусть RLp[a;b],
— оо < а <Ь < +оо, 1 ^ р < +оо,

—

множество всех функций ж(?), определенных на отрезке [а; 6], для

которых конечен интеграл Римана / \x(t)\p dt.

а

Доказать, что множество RLp[a;b] является полунормированным

пространством с полунормой
/ ЬГ ч1/р
(y(t)|^t) D)

а

и что, если 1 ^ р ^ q < +oo, то

RLq[a;b]c>RLp[a;b]. E)
Для удобства обозначение \\х\\р применяют и в том случае, когда ин-

интеграл, стоящий в правой части равенства D), равен бесконечности.
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А Прежде всего, из линейности интеграла и неравенства Минков-

ского (см. [2, § 12]) следует, что

/ ьг \1/р
\\XlXl +A2x2||p=( nXix^t) + \2x2(t)\p dt) <С

(8) V</ /
а и и
О -1/ О -1/

) \\\\(J\(t)\vdt) \ (б)

Отсюда следует, что если \\xi\\p < +00 и ||ж2||р < +оо, то для лю-

любых чисел Ai, А2 имеет место неравенство ||AiXi + А2ж2||р < +оо,

т. е. множество RLp[a;b] образует линейное пространство и что для

функционала D) выполняется неравенство треугольника (для этого в

неравенстве F) достаточно взять Ai = А2 = 1). Неотрицательность
функционала D) очевидна, а его однородность следует из линейности

интеграла. Итак, RLp[a;b]
—

полунормированное пространство.

Докажем вложение E). Если х Е RLq[a;b], то, применив нера-
неравенство Гёльдера для интегралов (см. [2, § 12]) с показателем q/p
(в силу условия 1 ^ р ^ q он не меньше единицы), получим

ъ л,

отсюда, очевидно, следует вложение E). А

Замечание. Всюду в дальнейшем под интегралом по некото-

некоторому числовому промежутку понимается, вообще говоря, несобст-

несобственный интеграл, определенный как предел соответствующих рима-

новых интегралов. Для всех рассматриваемых функций, когда речь

будет идти об интегралах по какому-то промежутку от них или от их

модуля, или от их степени и т. п., всегда будет предполагаться, что

существует такое конечное разбиение {t^}^Q указанного промежут-
промежутка: а ^ t0 < ... < tk < ... <tn^b, что на всяком отрезке [?; rj] G (а; Ь),
не содержащем ни одной точки этого разбиения, функция интегри-
интегрируема по Риману.

ЗАДАЧИ
В задачах 1-37 доказать сформулированные утверждения.

1. Всилу обычных операций над числами множество всех дейст-

действительных (комплексных) чисел образует действительное (комплекс-
(комплексное) линейное пространство.

2. Конечномерноевекторное пространство Rn в силу обычных

операций над векторами х = (х\\...; жп), Xk G R, к = 1, 2, ...,п, обра-
образует действительное векторное пространство.
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3. Пусть Сп - множество всевозможных упорядоченных мно-

множеств z — (zi;...;zn) из п комплексных чисел ^ G С, к = 1,2,...,п,
с линейной операцией, определенной следующим образом: если

z = (z1;...;zn) e Cn, w = (ил; ...;wn) е Сп, Л G С, /iGC,

то def
Xz + fiw = (A^i + /iwi; ...; Azn + /iwn).

Тогда Сп является комплексным линейным пространством.

4. ПустьЕ — произвольное множество. Тогда совокупность F(E)
всех функций /: Е —>¦ R (соответственно /: Е —>¦ С) при обычном

определении сложения функций и умножения их на действительное

(комплексное) число является действительным (комплексным) ли-

линейным пространством.

5. МножествоV^ (соответственно V™ ) всех многочленов сте-

степеней, не превышающих заданного натурального числа п, от одно-

одного переменного с действительными (комплексными) коэффициента-
коэффициентами является линейным пространством.

6. МножествоV = U Vм (соответственно Тс = U ^с ) всех

п=0 V n=0 ^
многочленов одного переменного с действительными (комплексными)
коэффициентами (см. задачу 5) является линейным действительным

(комплексным) пространством.

7. Множество всевозможных числовых последовательностей

(х\;...; хп;...), хп G R (соответственно хп G С), п = 1, 2,..., при обыч-

обычном определении их сложения и умножения на число является линей-

линейным пространством.

8. МножествоС(Х) всех непрерывных на метрическом прост-

пространстве X числовых функций /: X —У R (соответственно /: X —У

—> С) является подпространством пространства F(E) всех числовых

функций, определенных на пространстве X (см. задачу 4).
9. МножествоСВ(Х) всех ограниченных непрерывных на метри-

метрическом пространстве X функций f:X—*R (соответственно /: X —У

—У С) является подпространством пространств В(Х) (см. задачу 8)
и С(Х).

10. МножествоRLp[a;b] всех числовых функций ж(?), определен-
ъ

ных на отрезке [а; 6], у которых конечен интеграл / \x(t)\p dt, p > О,
а

является линейным пространством.

Примечание. Согласно сделанному выше замечанию под ин-

интегралом понимается несобственный интеграл, в частности, интеграл
Римана. Поэтому здесь R^p[a,b] обозначает более широкое множес-

множество функций, чем в примере 2.
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11. МножествоС1 [а; Ъ] всех непрерывно дифференцируемых на

отрезке [а; Ъ] функций составляет линейное пространство, являющее-

являющееся подпространством пространства С[а; Ь] (см. задачу 8).
12. Множество1р всех последовательностей действительных чи-

оо

сел (xi;...; хп;...), для которых ряд V^ \xn\p сходится, образует ли-

линейное пространство. п=1
13. Множество всех последовательностей комплексных чи-

оо

сел (xi;...; хп;...), для которых ряд 2^ \хп\р сходится, образует ли-

п=1
нейное пространство.

14. ЕслиY и Z — подпространства линейного пространства X,
то Y + Z — также подпространство этого пространства.

15. Векторыxi,...,xn линейно зависимы тогда и только тогда,

когда по крайней мере один из них является линейной комбинацией

остальных.

16. Системавекторов, содержащая нулевой вектор, линейно зави-

зависима.

17. Всякаяподсистема линейно независимой системы линейно не-

независима.

18. Еслисистема векторов линейно зависима, то линейно зависи-

зависима и всякая система, ее содержащая.

19. Влинейном n-мерном пространстве не существует более

чем п линейно независимых векторов.

20. Влинейном n-мерном пространстве все базисы состоят из п

векторов.

21. Влинейном n-мерном пространстве каждая система п линей-

линейно независимых векторов является базисом этого пространства.

22. ПространствоV^ многочленов одного переменного степени

не выше п (см. задачу 5) является (п + 1) -мерным, и одночле-

одночлены 1, ?, ?2,..., tn образуют в нем базис.

23. Пространствовсех многочленов одного переменного (см. зада-

задачу 6) является бесконечномерным пространством.

24. Есливекторы xi,X2, ...,хп образуют базис в линейном прост-

ранстве X, yi = ^^aijXj, i = 1,2,...,п, и det(a^) ф 0, то векто-

j=i

ры У1,У2т--,Уп также образуют базис в пространстве X.

25. Если векторы xi,X2,...,xn образуют базис в линейном
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п

пространстве X, yi = ^^aijXj, где (а^) — треугольная матрица

j=i
и ctij ф О, г — 1,2,...,п, то векторы ?/i, ?/2, • •

•, 2/п также образуют ба-

базис в пространстве X.

т

26. Всякаясистема многочленов Pm(t) = V^ CLmktk степеней т =

к=0

= 0,1,...,п (т. е. атт ф 0) образует базис в пространстве Т^ (см.
задачу 5).

27. Если система многочленов линейно зависима в линейном

пространстве многочленов V (см. задачу 6), то она линейно зависима

и на любом промежутке. Если система многочленов линейно зависима

на некотором промежутке положительной длины, то она линейно

зависима и в пространстве V.

28. МногочленыЛежандра

Po(t) = l, Pm{t) = ^ (tMm
]

,
m = l,2,...,n, G)

образуют базис в пространстве Т^ (см. задачу 5).
29. Функция(pn(t) = cos(narccost), n = 1,2,..., \t\ ^ 1, является

многочленом степени п. Многочлены Чебышева

Т0(х) = 1, Тт(х) =

^зг cos(marccosx), ш = 1, 2, ...,п, (8)

образуют базис в пространстве р(п) (см. задачу 5).
30. Любоймногочлен степени не выше п является линейной ком-

комбинацией многочленов Лежандра Ро (t), Pi (t),..., Рп (t) и линейной

комбинацией многочленов Чебышева T0(t),Ti(t), ...,Tn(t).
31. Ядролинейного отображения / : X —У Y является подпро-

подпространством линейного пространства X.

32. Образлинейного пространства при линейном отображении
в другое линейное пространство является подпространством послед-

последнего.

33. Длятого чтобы линейное отображение /: X —> Y линейного

пространства X в линейное пространство Y было инъекцией, необ-

необходимо и достаточно, чтобы ядро этого отображения состояло только

из нуля.

34. Все линейные n-мерные пространства изоморфны между
собой.

35. ПреобразованиеФурье непрерывных абсолютно интегрируе-
интегрируемых на всей числовой оси R функций является инъекцией в линейное

пространство функций /: R —У С.

36. МножествоL(X;Y) всех линейных операторов, отображаю-
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щих линейное пространство X в линейное пространство У, при обыч-

обычном определении линейных операций над ними образует линейное

пространство.

37. Rn+m= Rn x /?m, n,m = 0,1,...

38. Доказать, что линейные функционалы Д и /2 линейного

пространства X линейно зависимы тогда и только тогда, когда

ker/i = ker/2.

39. Доказать,что для того чтобы линейный функционал / линей-

линейного пространства X был линейной комбинацией линейных функ-
функционалов Д и f2 того же пространства, необходимо и достаточно,

чтобы ker /1 П ker /2 С ker /.

40. ПодпространствоЯ действительного (соответственно, комп-

комплексного) линейного пространства X называют гиперплоскостью

пространства X, если существует такая точка a Е X \ Я, что X =

= Я 0 Ra (соответственно X = Я 0 Са). Здесь
/?а = {ж G Х\ х = Ла, Л G /?} (Са = {ж G Х| ж = Ла, Л G С}).

Доказать, что если Я является гиперплоскостью действительно-
действительного линейного пространства X и Ъ е X \ Я, то X = Н 0 /?6.

41. Доказать,что если Hi и Н2 — гиперплоскости линейного

пространства X и Hi С Щ, то Hi — Н^.

42. Доказать,что если Hi и Н2 — гиперплоскости линейного

пространства X и Hi ф Н^^ то существуют такие точки /ii G X

и h2 e х, что hi e Щ\ я2, h2 e Н2\ яь

43. Доказать,что подпространство Я линейного пространства X

является гиперплоскостью этого пространства тогда и только тогда,

когда Я является ядром некоторого линейного функционала.

44. Доказать:если Д и f2 — линейно независимые линейные

функционалы линейного пространства X, то существует такой ли-

линейный функционал д пространства кегД, что ker g — ker Д ПкегД.

45. Доказать, что пересечение двух различных гиперплоскос-

гиперплоскостей Hi и Я2 линейного пространства X является гиперплоскостью

в каждой из гиперплоскостей Hi и Н2.

46. Доказать,что если подпространства Hi и Я2 являются гипер-

гиперплоскостями действительного линейного пространства X, Hi ф Н2
и hi G Hi \ Я2, то Hi = Hi П Я2 0 Rhx.

47. Доказать,что в линейном пространстве любые две его гипер-

гиперплоскости изоморфны.

48. Скалярноепроизведение (х,у) в n-мерном пространстве Rn

является билинейным отображением Rn x Rn в R.

49. Векторноепроизведение трехмерных векторов является били-

билинейным отображением R3 x R3 в R3.

27 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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50. Билинейная форма
п

А(х;у)= ^aijXiyj, х = (хг;...; хп), у = (j/i;...; уп),

является билинейным отображением Rn х Rn в R.

51. Если г = f(x;y), х е X, у е Y, z G Z, — билинейное отобра-
отображение линейного пространства 1x7 в линейное пространство Z,
то для любых чисел Ai, A2, /ii, /i2 и xi, Ж2 G X, 2/1, У2 ? Y имеет

место равенство

А2ж2;

52. Для любого билинейного отображения /: X х X —>¦ Z имеет

место тождество

53. Множество всех билинейных отображений произведе-
произведения X х Y линейных пространств X и Y в линейное пространство Z

образует при обычном определении линейной операции над функция-
функциями линейное пространство.

54. Билинейнуюформу F: X xY ->• Z называют симметричной,
если для любых элементов х е X и у е Y выполняется равенство

F(x;y) = F(y;x). Симметричные билинейные формы /: X2 —у Z и

д: X2 —у Z, где X2 = X х X, совпадают тогда и только тогда, когда

совпадают порожденные ими квадратичные формы f(x;x) и д(х;х).

55. Доказать,что для любых двух элементов х и у полунормиро-

полунормированного пространства выполняется неравенство

\Н\-\\У\\\<:\\Х-У\\.

56. Доказать,что для любых двух элементов х и у полунормиро-

полунормированного пространства выполняется неравенство

57. Доказать, что полунорма нулевого элемента полунормирован-

полунормированного пространства равна нулю.

Доказать, что нижеперечисленные в задачах 58-71 линейные

пространства являются нормированными относительно указанных

норм.

59. С,

60. /?п;1) |Ы|2 = J \"ж?; 2) ЦжЦоо =тах \хк\; 3)
к

к=1
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¦ 1/р
4) \\х\\р = (

к=1

61. Сп (см. задачу 3), \\z\\2 = \2, z = (z±;...; zn), zneC,

к = 1,2,...

62. 1р, 1 ^ р < +00 (см. задачу 12) {х\\р = ( 2_^\хк\р) ,
ж =

63. Ioq(см. задачу 4 из § 18 и задачу 7), ||ж||оо = sup \хк\.
к

64. loJ(см. задачу 90 из § 18 и задачу 7), ||ж|| = тах|ж^ .

65. С[а; Ь] (см. задачу 8), \\x\\c = max |x(t)|.
[аф]

66. CLp[a;Ь], —оо < а < Ъ < +оо (см. задачу 7),

\\х\\р= (J\x(t)\pdty/P, 1^р<+оо.
а

67. CLp(a;b), —оо ^ а < Ъ ^ +оо (см. задачу 9 из § 18),

\\х\\р= ( f\x(t)\pdt^j P, 10<+оо.

68. 5(Е)(см. пример 1 в §18), ||ж||оо = sup|x(t)|.
Е п

69. Сп[а;6](см. задачу 93 из §18), \\х\\с* = Vmax \x^k)(t)\.
к=о

[аф]

70. Яа[а;6],а > 0 (см. задачу 95 из §18),
I ЛЛ1 ,

= max |x(t)| + sup

71. Я(К)— множество аналитических внутри открытого еди-

единичного круга К = {z G С | |z| < 1} функций, непрерывных на его

замыкании К, \\x\\ = max \z(t)\.

В задачах 72-75 доказать сформулированные утверждения.

72. Длянорм \\x\\p и ЦжЦоо в задачах 62 и 63 имеет место соотно-

соотношение lim \\х\\р = ЦжЦоо.
р—>-оо

73. В линейном пространстве /?п функция ||ж|| =

V
О < ттг < п, является полунормой, но не является в нем нормой.

74. Влинейном пространстве Сп[а; Ь], п > 0 (см. задачу 59) функ-
функция \\x\\ = max x^(t)\ является полунормой, но не является в нем

[а;Ь]
нормой.

27*
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( С \1/р
75. Функционал \\х\\р = ( / \x{t)\p dt\

,
являясь полунормой в

а

пространстве RLp[a;b] (см. пример 2), не является в нем нормой.

76. Накаких подмножествах множества функций ж(?), имеющих

на отрезке [а; Ь] абсолютно интегрируемую производную порядка п,
ъ

функционал / \x^n\t)\dt будет: нормой; полунормой; для каких п?

а

77. Можноли в линейном пространстве дважды непрерывно

дифференцируемых на отрезке [а; Ъ] функций принять за норму эле-

элемента x(t):
1) \х(а)\ + \х'(а)\ + \\х"\\с[аф]; 2) \х(а)\ + \\х"\\с[а-ь];
3) \\х'\\СЬ2[аф]+ \\х"\\с[аф]; 4) \х(п) | + \х(Ъ) | + \\х" \\с[а.ь];
5) \х(п)\ + |И|с[а;Ь] + ||ж"||с[а;Ь].
78. Можноли в линейном пространстве непрерывно дифференци-

дифференцируемых на отрезке [а; Ь] функций принять за норму элемента x(t):
1) тах|ж(?)|; 2) тах|ж'(?)|; 3) \х(Ь) - х(а)\ + max \x'(t)\;
[а;Ь] [а;Ь] ь [а;Ь]

4) \х(а)\+тах|ж/(?)|; 5) / \x(t)\ dt + max \x'(t)\?
[a;b] J [a;b]

a

В задачах 79-84 доказать сформулированные утверждения.

79. Вконечномерном линейном пространстве все нормы эквива-

эквивалентны.

80. Если X и Y — линейные нормированные пространства,

то функционалы тах{||ж||х; \\у\\у}, \\x\\x + Ы\г и л/11ж11х + WvWyi
х G X, у G У, являются эквивалентными нормами в пространст-

пространстве X х Y.
ъ

81. Функционалы\\x\\c = max \x(t)\ и ||x||i = / \x(t)\dt (см. зада-
[a;b] J

а

чи 65 и 66) являются неэквивалентными нормами на линейном про-

пространстве непрерывных на отрезке [а; Ь] функций.
82. Нормы\\x\\c и ЦжЦя1 (см- задачи 65 и 70) не эквивалентны

на множестве функций, удовлетворяющих условию Липшица (т. е.

условию Гёльдера степени 1) на отрезке [а; Ь].

83. 1) Множество lio является замкнутым подпространством

нормированного пространства 1^ (см. задачи 63 и 64).
2) Множество,состоящее из точек х = (xi;...;xn), у которых

все хп, начиная с некоторого номера, равны нулю, является незамкну-

незамкнутым подпространством пространства 1Р, 1 ^ р < +оо (см. задачу 62).
84. МножествоСп[а;Ь] является незамкнутым подпространством
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пространства С[а; Ъ] (см. задачи 65 и 69).
85. Образуютли в пространстве С[— 1; 1] (см. задачу 65) замкну-

замкнутое подпространство следующие множества функций:

1) монотонные функции; 2) четные функции; 3) многочлены;

4) многочленыстепени ^ п;

5) непрерывнодифференцируемые функции;

6) функции, удовлетворяющие условию Гёльдера (см. зада-

задачу 105 из § 18) данной степени?

86. Прикаких р и q справедливо включение 1Р С lq (см. зада-

чу 62)?
87. Доказать,что если x(t) € RLp[a;b] (см. пример 2), 1 < р <

<+00'Т° Ыг^^-ау/ЩхЦр, 1/р+1/д=1;
а если 1 <С р < +оо, то aY^Wxll\\х\\р ^ \° а) Пж11оо

(для неограниченных функций x(t) очевидно, что ||ж||оо = +оо).
88. Доказать,что если последовательность функций (xn(t)) рав-

равномерно сходится к функции x(t) на отрезке [а; Ъ] и хп
— х G RLp[a; Ь],

то эта последовательность сходится к функции ж и по полунорме

пространства RLp[a;b] (см. пример 2).
89. Построитьпример последовательности непрерывных неотри-

неотрицательных на отрезке [0; 1] функций, сходящейся в смысле нормы

пространства CLp[0; 1] (см. задачу 66), но не сходящейся ни в одной
точке этого отрезка.

В задачах 90-99 доказать сформулированные утверждения.

90. Еслив полунормированном пространстве X последователь-

последовательность (xi;...; хп;...) имеет предел, равный a G X, то для того чтобы

та же последовательность имела предел, равный Ъ G X, необходимо и

достаточно, чтобы \\а — Ь\\ = 0.

91. Еслипоследовательность точек сходится по полунорме, то она

ограничена.

92. Функцияf-.X—tR (или /: X —у С), определенная на полунор-

полунормированном пространстве X, является непрерывной в точке хо G X

тогда и только тогда, когда для любого г > 0 существует такое S > 0,
что для всех х е X, удовлетворяющих условию ||ж - жо|| < S, выпол-

выполняется неравенство \f(x) — /(#o)| < ?•

93. Полунормаявляется непрерывной функцией на полунормиро-

полунормированном пространстве.

94. Операциисложения элементов и умножение их на число явля-

являются непрерывными в полунормированном пространстве.

95. Множество Е называют плотным в полунормированном

пространстве X, если для каждой точки х е X и любого г > 0 су-
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ществует такая точка у Е Е, что \\у — х\\ < г. Множество Со°(а;&),
— оо ^ а < Ъ ^ +оо (см. задачу 113 из § 18), плотно в пространст-

пространстве RLp(a; b), 1 ^ р < +оо (см. пример 2).
96. Если1 ^ р < q < +00, то множество RLq[a; b] является плот-

плотным подпространством пространства RLp[a;b] (см. пример 2).
97. Всякое n-мерное нормированное пространство изоморфно

с Rn (см. задачу 60).
98. ПустьX — полунормированное пространство. Элементы х Е

Е X и у Е Y называют эквивалентными, если ||ж — у\\ = 0. Обозначим

через X множество, элементами которого являются классы эквива-

эквивалентных элементов пространства X. Пусть ж G x G I, у Е у G X,
Л — число. Определим х + у как элемент множества X, содержа-

содержащий х + у, а Хх — как элемент из X, содержащий Хх. Положим

||х||~ = |Ы|х. Данные определения корректны, т. е. не зависят от

выбора элементов х G ж, у G у и множество X является линейным

нормированным пространством с нормой ||ж||~.

99. Нормированное пространство X является метрическим

пространством с метрикой р(х;у) = ||ж — у\\х-
100. Привести пример метрического пространства, в котором

метрика не порождается нормой.

101. Будетли в линейном пространстве всех числовых последо-

последовательностей метрика задачи 18.14 порождаться какой-либо нормой?

В задачах 102-127 доказать утверждения.

102. Множествов нормированном пространстве ограничено по

норме тогда и только тогда, когда оно ограничено как множество

метрического пространства в смысле метрики, порожденной этой

нормой.

103. Метрики, порожденные двумя нормами линейного прост-
пространства, эквивалентны между собой (см. § 18, п. 1) тогда и только

тогда, когда эквивалентны порожденные ими нормы.

104. Нормаявляется непрерывной функцией в смысле метрики,

порожденной этой нормой.

105. Еслив нормированном пространстве хп ->• х и уп ->• у, то

\\хп -Уп\\ -> \\x-y\\, п ^ оо.

106. Еслив нормированном пространстве хп —> ж, уп —> у и в R

Хп ->• Л, \in ->• /i, то Хпхп + ЦпУп ->• Аж + \iy, n ->• оо.

107. Еслипо крайней мере одно из множеств Е\ и Е<± норми-

нормированного пространства открытое, то и их алгебраическая сумма

Е\ + Еъ является открытым множеством.

108. Влюбом нормированном пространстве существуют два не-
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пересекающихся открытых множества, которые не содержатся ни в

каких непересекающихся замкнутых множествах.

109. Всякоенормированное пространство содержится и плотно

в некотором банаховом пространстве (это пространство называют

пополнением исходного).
110. Все пополнения данного нормированного пространства

(см. задачу 109) изоморфны между собой.

111. Произведениебанаховых пространств (см. задачу 80) также

является банаховым пространством.

112. Система {жа}, a Е U, элементов полунормированного

пространства X полна тогда и только тогда, когда множество конеч-

конечных линейных комбинаций ее элементов, т. е. ее линейная оболочка,
образует плотное (см. задачу 95) в X множество.

113. Система {ха}, a Е U, элементов нормированного прост-

пространства полна тогда и только тогда, когда замыкание ее линейной

оболочки (в смысле метрики, порожденной нормой) совпадает со всем

пространством.

114. Нормированноепространство сепарабельно (в смысле мет-

метрики, порожденной нормой) в том и только том случае, когда оно

содержит счетную полную систему.

115. Системастепеней 1, ?, ?2,..., ?п,... полна в пространстве С[а; Ь]
(см. задачу 8).

116. 1)В подпространстве С*[—тг;тг] пространства С[—тг;тг] (см.
задачу 8), состоящем из таких функций ж(?), что ж(-тг) = ж(тг), сис-

система

{1; cosx; sinx;...; cosnx; sinnx;...}

полна, а система {1; cos ж; cos2x;...; cosnx;...} неполна;

2) в подпространстве пространства С[0;тг/2] функций, удовлетво-

удовлетворяющих условию /@) = 0, система

{sinx; sin3x;...; sinBn + 1)ж;...}
полна.

117. Имеютместо следующие вложения:

1) CLp[a;b] Q RLp[a; b], 1 ^ p < +oo (см. пример 2 и задачу 66);
2) С[a; b] Q CLp[a; b], 1 ^ р < +оо (см. задачу 8);
3) Сп[а;b] Q С[щ Ь], п = 0,1, 2,... (см. задачу 69).
118. Еслисистема {ха}, a G Ua, полна в полунормированном

пространстве X, которое вложено в полунормированное пространст-
пространство Y, и множество X плотно в пространстве Y по полунорме этого

пространства, то заданная система полна в пространстве Y.

119. Система степеней 1, ?, ?2,..., ?п,... полна в пространст-

пространстве CLp[a;b] (см. задачу 66).
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120. Система многочленов Лежандра (см. задачу 28) полна в

пространствах С[а; Ь] (см. задачу 8) и CLp[a;b], 1 ^ р < +оо (см.
задачу 66).

121. 1)Система {1; cosx; sin ж;...; cosnx; sinnx;...} полна в прост-

пространстве RLP[—тг; тг], 1 ^ р < +оо (см. пример 2);
2) система {cos ж; cos3x;...; cosBn + 1)ж;...} полна в пространст-

пространстве ДЬ2[0;тг/2].
122. ПространстваС[а; 6] (см. задачу 8) и CLp[a;6], 1 ^р < +оо

(см. задачу 66) сепарабельны.
123. ПустьX — нормированное пространство. Тогда:

ОО

1) если хп G Е, п — 1,2,..., Л — число и ряд У^ жп сходится, то
оо

сходится и ряд ^ Лжп, причем ^ \хп = Л ^ ж^Т

(X) (X)

2) если жп G X, уп е X, п = 1,2,..., и ряды ^ жп и

п=1 п=1
оо оо

,
(X) (X)

сходятся, то сходится и ряд У(жп + 2/п), причем /(жп + 2/п) =

(X) (X) ^—^ ^—'

п=1 п=1

124. Последовательностьэлементов (ei;...; еп;...) нормированно-
нормированного пространства X называют (счетным) базисом, если, каков бы ни

был элемент ж G X, существует и притом единственная последова-
оо

тельность чисел Ап, п = 1,2,..., такая, что х = ^ Апеп. Если сис-

71=1

тема элементов образует базис нормированного пространства, то она

линейно независима.

125. Еслинормированное пространство имеет базис, состоящий
из конечного или счетного множества элементов, то это пространство

сепарабельно.

126. Система степеней 1, ?, ?2,..., ?п,... не является базисом в

пространстве С[а;Ь], -оо < а <Ъ < +оо (см. задачу 8).
127. Тригонометрическаясистема

1, cos ж, sin ж, ..., cosnx, sinnx, ...

не является базисом в пространстве С*[-тг,тг] (см. задачу 115).

В задачах 128-139 доказать сформулированные утверждения.

128. ЕслиX — двумерное линейное пространство векторов ж =

= (ж1;ж2) с полунормой ||ж|| = \х\\, то линейная функция /(ж) = Ж2

не является непрерывной на X.
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129. Линейнаяфункция /, ставящая в соответствие каждому

многочлену Р Е V (см. задачу 6) его значение в точке t = 4, т. е.

f(P) = ^D), не является непрерывной функцией на нормирован-

нормированном пространстве V всех многочленов с нормой IIPII = max|P(t)|.
[0;i]

130. Вконечномерном нормированном пространстве всякая ли-

линейная функция непрерывна относительно нормы.

131. ОператорА(х) = (жь ж^; ж|;...; ж™;...), х = (жи ...; хп;...) е /2

(см. задачу 62), отображает /2 в /2? непрерывен в каждой точке и

неограничен на любом шаре С/(О;г), г > I. Будет ли оператор А ли-

линейным?

132. Линейныйоператор X —У Y непрерывен тогда и только тогда,

когда он непрерывен в нуле пространства X.

133. Линейныйоператор X —У Y ограничен тогда и только тогда,

когда он непрерывен.

134. ЕслиА: X —> Y — линейный оператор, то

135. Если А: X —У Y — линейный оператор, то

136. Линейныйоператор А: X —У Y ограничен тогда и только

тогда, когда существует такая постоянная с > 0, что для всех х G X

выполняется неравенство ||А(ж)||х ^ с||ж||у.
137. Длялинейного оператора А: X ->• Y величина ||А|| равна

нижней грани таких постоянных с > 0, что для любого х G X выпол-

выполняется неравенство ||А(ж)|| ^ с||ж||.
138. Линейныйоператор X —> Y ограничен тогда и только тогда,

когда он любое ограниченное в X множество отображает в ограни-

ограниченное в Y множество.

139. ЕслиА: X —У Y — линейный оператор, то для любого х G X

выполняется неравенство ||А(ж)|| ^ ||А||||ж||.
140. Являются ли линейными следующие функционалы над

пространством С[0; 1] (см. задачу 8):
1

1) А(х) = fx(t)sintdt] 2) А(х) =x(t0), t0 e [0;l];
о

1 1

3) А(х) = fx(t2)dt; 4) А(х) = fx2(t)dt; 5) А(х) = maxx(t)?
J J [0;1]
о о

141. Какиеиз функционалов в задаче 140 линейны и непрерывны

на пространстве С[0;1]? Вычислить их нормы.
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142. Доказать,что оператор А: С[0; 1] —У С[0; 1] (см. задачу 8)
ограничен, и найти его норму, если:

t

1) А(х) = Jx(s)ds; 2) А(х) = t2x@); 3) А(х) = x(t2);

4) А(х)= v(t)x(t), #ёС[0,1];
1 1

5) А(ж)= / sin7r(t - s)x(s) ds] 6) А(х) = / е^~*ж(з) ds.

о о

143. Доказать,что оператор A: C^fO;].] —> С[0; 1] (см. задачи 8

и 11) непрерывен, и найти его норму, если:

1) А(х) =x(t); 2) А(х) =x'(t).
144. Доказать,что если ipk е С [а; Ь] (см. задачу 8), к = 0,1, 2,..., п,

то оператор п

А: Сп[а;Ъ]^С[а;Ъ], А(х) =

f̂e0

ограничен.

145. Длякаких а > 0 оператор А: С[0; 1] —> С[0; 1] (см. задачу 8),
Л(?) = x(ta), линеен и непрерывен? Найти его норму.

146. Прикаких «1, «2,..., сип,... оператор A: fa —> h (CM- зада-

задачу 62), А(ж) = (aixi;a2x2;...;an^n;...M x = (^i; ...;жп;...) G /2, непре-

непрерывен? Найти его норму.

В задачах 147-154 доказать сформулированные утверждения.

147. Ядроограниченного линейного оператора А: X —> Y явля-

является замкнутым подпространством пространства X.

148. ЕслиХ\
— линейное пространство, плотное в нормирован-

нормированном пространстве X, a Y — полное нормированное пространство,

то всякий линейный ограниченный оператор А\: Х\ —у Y можно и

притом единственным образом продолжить в непрерывное отображе-
отображение А: X —> Y. Это отображение А линейно и

149. Множествоограниченных линейных операторов «if(X; Y) об-

образует подпространство линейного пространства всех линейных опе-

операторов L(X;Y).
150. Множествоограниченных линейных операторов «if(X; Y) яв-

является нормированным пространством, в котором функционал A)
является нормой.

151. Еслипространства X и Y конечномерны, то J?(X;Y) =

= L(X;Y).
152. ЕслиY —банахово пространство, то пространство Jf(X;Y)

также банахово.
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153. Любоенормированное пространство X изоморфно с прост-

пространством j?f(/?;X).
154. Композициялинейных ограниченных операторов А и В так-

также является линейным ограниченным оператором и выполняется не-

неравенство \\BA\\ ^ ||?||Р||.
155. Привестипример нормированного пространства X и таких

линейных ограниченных операторов A: I-yl и 5: X —> X, что

АВ ф ВА.

В задачах 156-162 доказать сформулированные утверждения.

156. ЕслиА: X х Y —>¦ Z — линейный ограниченный оператор, то

существуют и притом единственные такие линейные ограниченные

операторы А\ : X ->• Z и А2 : F ->• Z, что для любого элемента

(х;у) е X xY имеет место равенство

А(х;у) = А1(х)+А2(у).

Для норм операторов А, А\ и А2 выполняются неравенства

157. ЕслиА\\ X ->• Z и А2: F^Z — линейные ограниченные

операторы, то оператор А(х;у) = Ai(x) + A2(y) является линейным

ограниченным оператором из X х Y в Z, и для его нормы выполня-

выполняется неравенство ||А|| ^ ||-4i|| + 11^4.211•
158. Множествоограниченных билинейных отображений f:Xx

xY ->• Z образует подпространство линейного пространства всех би-

билинейных отображений X х Y —у Z.

159. МножествоJ^2(X,Y; Z) ограниченных билинейных отобра-
отображений / : X х Y —> Z является нормированным пространством с

нормой
II/H =inf{c: \\f(x,y)\\z^c\\x\\x\\y\\Y}.

160. Длявсякого ограниченного билинейного отображения /: X х

х Y ->• Z и любых х е X, у eY выполняется неравенство

161. Длятого чтобы билинейное отображение произведения нор-

нормированных пространств было ограничено, необходимо и достаточно,
чтобы оно было непрерывным.

162. Еслипространство Z банахово, то пространство J?2(X, Y; Z)
ограниченных билинейных отображений также банахово.

163. Прификсированном элементе х G X билинейное отображе-
отображение / : X х Y ->• Z задает линейное отображение fx: Y ->• Z по

fx(y) = f(x] у).
Если / — ограниченное билинейное отображение, то \\fx\
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164. Пусть/ — ограниченное билинейное отображение /: X х

xXxY^-ZnF: х —У fx, х Е X (см. задачу 163). Тогда для любого

у Е У верно равенство (F(x))(y) = fx(y) — f(x]y), F является ли-

линейным ограниченным оператором, отображающим пространство X
в пространство Jf(Y;Z), т. е. Fe^(I,^G;Z)), и ||F|| = ||/||.

165. Отображение / —У F (см. задачу 164) является изоморф-
изоморфным отображением пространства ??ъ{Х, Y;Z) на пространство

166. По аналогии с билинейным отображением определяется по-

понятие п-линейного отображения Х\ х Х<± х ... х Хп —у Y, п = 1,2,...,
и его норма (Xl,X2, ...,ХП, У—нормированные пространства). Нор-
Нормированное пространство всех ограниченных n-линейных отображе-
отображений «ifn(Xi,X2, ...,ХП; У) изоморфно с пространством

причем существует такой изоморфизм этих пространств, что для со-

соответствующих при нем друг другу элементов

f?J?n(X1,X2,...,Xn;Y) и F e^(X1,^(X2,...,^(Xn;Y)...))
для любых Xk G Xfc, /с = 1,2,...,п, имеет место соотношение

В задачах 167-174 доказать сформулированные утверждения.

167. Еслиотображение /: G —> Y открытого в X множества G

дифференцируемо в точке хо G G, то оно и непрерывно в этой точке.

168. Еслиотображение /: G —> Y открытого в пространстве X

множества G дифференцируемо в точке х е G, то его дифференциал
в этой точке определен однозначно.

169. Еслиотображение / : G —> Y постоянно на открытом в

пространстве X множестве G, то f'(x) = 0 на G.

170. Еслихо е X, а е X и /(?) = ж0 + at, — оо < t < +oo, то

отображение /: R —У X дифференцируемо во всех точках t G R и

ff(x0 +ta) = a.

171. Отображениеу = /(ж), х = (xi;...;xn), у = (у1;...;ут), от-

открытого в пространстве Rn множества G в пространство Rm диф-

дифференцируемо в точке х е G тогда и только тогда, когда в этой точке

дифференцируемы все его координатные функции yi = yi(x±;...; хп),
г = 1,2,...,т, причем производная f'(x) задается матрицей Якоби

172. Доказать,что дифференциал линейного отображения совпа-

совпадает с самим отображением.

173. Еслиотображение w = f(z), z = х + iy, w = u + iv, открыто-
открытого множества G С С в комплексную плоскость С дифференцируемо
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в точке zo
=

хо + iyo в смысле Фреше, то в этой точке выполняются

условия Коши-Римана

дх ду' дх ду

174. Пустьфункции ip(t;s) и ^ ' ^
непрерывны в полосе а ^

OS

^ t ^ 6, —оо < s < +оо и отображение /: С[а;Ь] —> С [а; Ь] задается

Ф°РМУЛ0Й №= ф,х№ хЕС[а;Ь]

(см. задачу 8). Тогда отображение / дифференцируемо в любой точ-

точке хо G С [а; Ь] и

(f(xo))(h(t)) = ЁЩ^Ш h(t), h e C[a; Ь].

Получить отсюда формулу для производной отображения /: С [а; Ь] ->•

—У С[а; Ь] умножения на непрерывную функцию, т. е. для производной

отображения (/(ж))(?) = cp(t)x(t).
175. Найтипроизводные следующих отображений в указанных

точках (см. задачу 8):
1) f(x)= sinx(t), /: С[О;тг] ->• С[О;тг] в точке ж0

= cost;

2) f(x)= ax2(t) + bx(t) + с, /: C[0; 1] -)> C[0; 1] в точке ж0
= 0;

3) f(x)=et<t\/: С[1;2]->С[1;2] в точке х0
= Int.

176. Найтипроизводную Фреше функционала
ъ

f(x)= f F(t]x(t)]x'(t))dt,
а

определенного на банаховом пространстве С1 [а; Ъ] непрерывно диффе-

дифференцируемых на отрезке [а; Ъ] функций x(t), обращающихся в нуль

на его концах, в предположении дважды непрерывной дифференци-
руемости функции F.

Во всех дальнейших задачах этого параграфа под пространством

понимается линейное нормированное пространство, если, конечно, не

оговорено что-либо другое.

В задачах 177-183 доказать сформулированные утверждения.

177. Еслиотображения /: G —>Y и g : G —» У открытого в прост-

пространстве X множества G дифференцируемы в точке х G G, то лю-

любая их линейная комбинация А/ + \ig также дифференцируема в этой

точке и

178. Если отображение /: G —> Y открытого в пространстве X

множества G дифференцируемо в точке х + toh, 0 < to < 1, интер-
интервала (ж; х + К) С G, то отображение g(t) = f(x + t/i), 0 < t < 1, диф-

дифференцируемо в точке t0 и g'(to) = f (x0 +toh)h.
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179. ЕслиX, Y и Z — нормированные пространства, G и D —

открытые множества соответственно в X и У, отображение /: G —>

—> D дифференцируемо в точке х Е G, а отображение g: D —> Z —

в точке /(ж), то их композиция gf дифференцируема в точке ж и ее

дифференциал в этой точке равен композиции дифференциалов ото-

отображений / и g: D(g(f(x)))(Df(x)).
180. Условие B) равносильно условию существования предела

lim
/(* + *ft) /(g)

= (?)ft/)(a;).

181. Отображениеx —У \\x\\, x G X, имеет в точке х = 0 производ-

производную по любому направлению, но не дифференцируемо в этой точке.

182. Еслиотображение /: G —> Y открытого в пространстве X

множества G дифференцируемо в точке х е G по Фреше, то оно в

этой точке имеет производную по любому направлению.

183. Еслив данной точке у заданного отображения существует
сильный дифференциал, то в ней существует и слабый, причем они

совпадают.

184. Привестипример отображения, имеющего в некоторой точке

слабый дифференциал и не имеющего в ней сильного.

В задачах 185-193 доказать сформулированные утверждения.

185. Еслиу отображения /: G —> Y открытого в пространстве X

множества G в некоторой окрестности точки х G G существует сла-

слабая производная DCJlf(x), непрерывная в точке х (т. е. в этой точке

непрерывно отображение х ->• (DCJlf)(x) e «if(X; У)), то в ней сущест-

существует сильная производная Df(x), и она совпадает со слабой.

186. Пустьip
— отображение отрезка [0; 1] в линейное нормиро-

нормированное пространство У, а ф — действительная функция, заданная
также на отрезке [0;1], причем ip и ф непрерывны на этом отрезке
и дифференцируемы в его внутренних точках. Тогда, если для всех

t G @; 1) выполняется неравенство ||(//(?)|| ^ ф'^), то выполняется и

неравенство ||<рA) — <^@)|| ^ ^A) — ^@)-
187. Еслиотображение /: G —> Y открытого в пространстве X

множества G непрерывно на отрезке [хо;х] С G и дифференцируемо
на интервале (жо;ж), то

\\f(Xo + h)-f(xo)\\^\\h\\ sup ||/'@l|.
(жо;ж)

188. Билинейнуюформу F(x;y), x G X, j/Gl, называют сим-

симметричной, если для любых элементов х G X и у G X выполняется

равенство F(x;y) = F(y;x). Если отображение /: G —> Y открытого

в пространстве X множества G имеет вторую производную /" в

точке xq e G, то эта производная является симметричной формой,



§19. Нормированные и полунормированные пространства 431

принадлежащей пространству ^2{X2]Y) = Jtf2(X,X;Y) (см. зада-

задачу 159).
189. Имеет место формула

190. Имеет место формула

191. Производная/(п) любого порядка п является симметричной
n-линейной формой (n-линейную форму F(xi] ...]хп) называют сим-

симметричной, если ее значения не меняются при любой перестановке

ее аргументов).
192. Еслиотображение /: G —> Y открытого в пространстве X

множества G имеет на отрезке [хо;х] С G п непрерывных произ-

производных и на интервале (жо;ж) производную порядка п + 1, то

+ Л) - /Ы -

sup

193. Если в предположениях предыдущей задачи производная по-

порядка п + 1 отображения / ограничена на интервале (хо;х):
с= sup ||/("+1^)ll < +оо,

(жо;ж)
ТО

/(so + Л) = /(*о) + /Ч^о) h + ^^ /i2 + ... + ^^ /in + o{hn)

(формула Тейлора).
194. Для отображения /: С2[0;1] -)> С[0; 1] (см. задачу 69)

(f(x))(t) = ——hsinx(t) найти все его производные в точке x — t
а ъ

и разложить по формуле Тейлора в окрестности этой точки.

Р

195. Дать определение интеграла Римана-Бохнера x(t)dt,
а

х: [а;/?] ->• X, [а;/?] С /?, в терминах пределов последовательностей

интегральных сумм и доказать его эквивалентность с определени-

определением C).
В задачах 196-207 доказать сформулированные утверждения.

196. Еслифункция х: [а,/3] —> X, X — линейное нормирован-

нормированное пространство, то она ограничена, т. е. множество ее значений

является ограниченным в пространстве X множеством.
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197. Пусть х: [а;/3]—>Х —ограниченная функция, т =

разбиение отрезка [а;/3],

ил(х;т)= sup
Z,rie[U-i;U]

Р

Тогда для того чтобы существовал интеграл / x(t) dt, необходимо и

достаточно, чтобы i а
lim У^и;г(х;г)Аи = 0.

198. Длятого чтобы существовал интеграл / x(t) dt от ограни-

а

ченной функции х : [а; /3] ->• X, где X
— банахово пространство,

необходимо и достаточно, чтобы, какова бы ни была последователь-

последовательность {ат } интегральных сумм функции x(t), у которой lim \тп\ =

= 0, для любого г > 0 существовал такой номер по, что для всех

номеров п,?тг > по выполняется неравенство \аТп — оТгп\ < г.

199. Еслифункция х: [а;/3] —> X непрерывна, то она интегри-

интегрируема.

200. Линейная комбинация интегрируемых на отрезке [а;/3]
функций является интегрируемой на этом отрезке функцией,
и интеграл B) от линейной комбинации функций равен такой

же линейной комбинации интегралов от этих функций.

201. Еслифункция х: [а;/3] —У X интегрируема на отрезке [а;/3],
то она интегрируема и на любом отрезке [а/;/^] С [а;/3].

202. Еслифункция х: [а; /3] —> X интегрируема на отрезках [a; j]
и [7;/2]> а < j < /3, то она интегрируема и на отрезке [а;/3] и имеет

место формула

fx(t)dt= fx(t)dt+ fx(t)dt.

203. Если функция х: [а;/3] —У X интегрируема на отрезке [а;/3],
то на этом отрезке интегрируема и ее норма ||ж(?)||, t G [а;/3], причем

C C

fx(t)dt\\ ^ /\\x(t)\\dt.
j ii j
a a

204. Если функция х: [а; C] —> X постоянная: x(i) = жо, то она

интегрируема на отрезке [а; C] и

J x(t)dt = (C-a)x0.
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205. Еслиотображение х: [а;/3] —У X имеет вид x(t) = cp(t)xo,
где ip(t) — числовая функция, а хо Е X, то

Р C

fx(t)dt = x0 f<p(t)dt.
а а

206. ЕслиС: X —> Y — ограниченное линейное отображение нор-

нормированного пространства X в нормированное пространство У, то

Р Р

[C(x(

207. Пусть задано непрерывное отображение /: X —)> У нормиро-
нормированного пространства X в нормированное пространство Y и [хо; х\] С
С X. Положим

xi 1

f(x)dxd= f(xo+t(xi-xo))dt.
хо 0

Тогда, если непрерывное отображение / : X ->• Y имеет на отрез-

отрезке [xo;#i] сильную производную /;, непрерывную по ж, то

XI

ff'(x)dx = f(x1)-f(x0)
XQ

(формула Ньютона-Лейбница).

ОТВЕТЫ

77. 1), 4), 5) Да; 2), 3) нет. 78. 1), 4); 5) Да; 2, 3) нет.

85. 1), 3), 5) Нет; 2), 4), 6) да. 86. р ^ q. 101. Нет. 131. Нет.
140. 1)-3) Да; 4), 5) нет. 141. 1) 1-cosl; 2) 1; 3) 1.

142. 1)-3)Р|| = 1; 4) Р|| = |М|С[о;1]; 5) Р|| = 2/тг;
6) Р||=е-1.
143. 1),2) Р|| = 1. 145. Для всех а > 0: ||А|| = 1.

146. Последовательность (ct\\...; ап;...) ограничена, ||А|| = sup \an\.
п

174. (f'(x))(h(t))=<p(t)h(t).
175. 1)/'(cost) = cos sin t; 2) /'@) = b; 3) f'(lnt) = tt+1.

176. (f'(xo))(h(t))=

a

194. (f'(t))h = ft" + ft cost, {f{k){t))hk = sin^+ ^)ftfe, Jb ^ 2,

/(t + ft) = sint + ft" + ft cos t + Y^ n
Sm ^ fei^2^ ^ + 0(ДП)' Д ^ °-

28 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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§ 20. Гильбертовы пространства

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Пространства со скалярным произведением. Пусть X —

действительное линейное пространство. Функцию (х;у), определен-

определенную на X х X, называют скалярным произведением, если для любых

точек x,y,z e X и любых действительных чисел Л, \i выполняются

следующие свойства:

1) коммутативность:(х,у) = (у,х);
2) линейность:(Хх + /ну, z) = А(ж, z) + /а(у, z);
3) неотрицательность:(ж, ж) ^ 0;
4) невырожденность:если (ж, х) = 0, то х = 0.

В случае комплексного линейного пространства функцию называ-

называют скалярным произведением, если выполняются условия 2), 3) и 4),
а вместо 1) условие:

Г) (ж,у) = (у,х).
Если для функции (ж, у) выполняются только условия 1)-3) (со-

(соответственно условия 1'), 2), 3)), то ее называют почти скалярным

произведением. Иначе говоря, почти скалярное произведение в случае

действительного пространства
— это симметричная неотрицательная

билинейная форма.
Если (ж, у)

—

скалярное (почти скалярное) произведение, то функ-

функционал г
||ж|| = у(ж,ж) A)

является нормой (полунормой) на пространстве X (см. задачу 5 из

§20).
Углом между элементами ж ф 0 и у ф 0 линейного пространства

со скалярным произведением называют такой угол ip G [О,тг], что

Линейное пространство со скалярным произведением называют

гильбертовым, если оно полно в смысле метрики, порожденной нор-
нормой A).

Два линейных пространства со скалярным (почти скалярным) про-

произведением называют изоморфными, если они изоморфны как линей-

линейные пространства и существует отображение, осуществляющее этот

изоморфизм и сохраняющее скалярное (почти скалярное) произве-

произведение.

2. Ортонормированные базисы. Ряды Фурье. Элементы ж

и у линейного пространства с почти скалярным произведением на-

называют ортогональными, если (ж, у) = 0.

Систему элементов {ха}, a G U (U — некоторое множество ин-

индексов), этого пространства называют ортогональной, если каждые
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два ее различных элемента ортогональны. Если, кроме того, норма
любого ее элемента равна единице: \\ха\\ = 1 \/а Е U, то ее называ-

называют ортонормированной.
Если {еа}, a Е U, — ортогональная система в линейном прост-

пространстве X со скалярным произведением, еа ф 0 для всех а е U и

х е X, то числа _(д>6а)
°а~

(еа,еа)
называют коэффициентом Фурье элемента х по данной ортогональ-
ортогональнойсистеме. ^

Если эта система не более чем счетна: {en}, n Е А/, то ряд ^
называют рядом Фурье элемента х по данной системе. n=i

Ортогональную систему {еа}, а Е U, называют замкнутой в ли-

линейном пространстве со скалярным произведением, если в этом

пространстве не существует элемента, отличного от нуля и ортого-

ортогонального к каждому из элементов этой системы.

Если Xq
—

подмножество линейного пространства X со скаляр-

скалярным произведением, х Е X и хо Е Xq такой элемент, что

||ж-жо|| = inf Цж-2/Ц,

то его называют элементом наилучшего приближения элемента х в

подмножестве Хо пространства X, а число

Еп(х) = inf \\x-y\\
уех

—

наилучшим приближением элемента х к указанному подмно-

подмножеству.

Подмножество линейного пространства X со скалярным произ-

произведением называют его замкнутым подпространством, если оно яв-

является подпространством X как линейного пространства и, кроме

того, является замкнутым подмножеством. Пространство X называ-

называют прямой суммой его замкнутых подпространств Y и Z и пишут

X = Y 0 Z, если X = Y + Z (см. § 19, п. 1) и каждый элемент х G X

единственным образом представим в виде х = у + z. Для всякого мно-

множества Е С X множество Е1- = {х G X: (ж, 2/) = О V?/ G ^} называют

ортогональным дополнением множества Е.

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ
оо

Пример 1. Пусть ряд ^^ Ап сходится, 0 < Лп < 1, п = 1,2,...
71=1

Доказать, что в линейном пространстве X всех последовательнос-
оо

тей хп G /?, п = 1, 2,..., для которых сходится ряд ^~^ ж^, функционал
(X) П=1

(Ж, ^/) = ^ХпХпУп B)
71=1

28*
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является скалярным произведением и что пространство X с этим

скалярным произведением не является гильбертовым.

А Выполнимость аксиом скалярного произведения для функцио-
функционала B) проверяется непосредственно. Покажем, что последователь-

последовательность ж(п) = (ж^ ; ...;жт ; •••)? гДе хт = 1, если 1 ^ т ^ п, и ж^ =0,
если т> п, фундаментальная, но не сходящаяся. Пусть задано г > 0.

оо

Из сходимости ряда 2^ Ап следует, что существует такой номер п?,

что п=1
оо

Поэтому при п > п? и k ^ 0 имеем

i (

m=n+l Vm=n+l

т. е. последовательность (ж^1); ...;ж^п^;...) фундаментальная. Пусть су-

существует lim х^ — a— (ai;...; am;...). Тогда из сходимости ря-
п—>-оо

оо

да ^^ а^ следует, что существует такое по, что при п > по вы-

ш=1

полняется неравенство an < 1/2, а поэтому и неравенство

ОО По

||ГМ _ п\\2 — \^ \ (Т(п) -п J > V^ А (Л - п \2 4-

т=1 т=1

П По

J +лтA-amJ ^ ^ Am(l-amJ + - ^ Ат.

Здесь первое слагаемое в правой части неотрицательно, а второе

при п —> оо в силу условия Ап > 0 стремится к положительному

пределу. Следовательно, предел всей правой части при п —> оо по-

положителен, в то время как предел левой части равен нулю. Отсю-

Отсюда явствует, что последовательность (х^;...; х^;...) не имеет пре-

предела. А

Пример 2. Доказать, что множество

при пфт, я4п) = 1 + 1/п} C)
является ограниченным замкнутым множеством в пространстве fa,
в котором нулевой элемент пространства не имеет элемента наилуч-

наилучшего приближения.
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А Скалярное произведение в пространстве h задается формулой
ОО

(ж, у) = ^2хпуп, х = Oi;...;xn;...), у = (уг;...; ?/п;...) G /2 D)
п=1

(см. ниже задачу 15).
Поэтому из C) и D) следует, что

1 + 1/n ^ 2. E)

Следовательно, множество X ограничено, inf ||ж^п^ — 0|| = 1 ив мно-
п

жестве X в силу E) нет элемента с нормой, равной 1. Покажем,
что X —

замкнутое множество. Пусть х^Пк^ Е X, к = 1,2,..., и

lim x(nfc) = х. Если ж = (xi;...; жп;...), то

||Х Х||— 1 -+- ^ Xnfc-h 2_^ xn- 1DJ

Поскольку п^п^

lim ||x(nfc) - ж|| =0, lim xn = 0 и V х^ 0,

то равенство F) возможно только в случае, когда последовательность

номеров (ni;...; п/.;...) ограничена сверху, и, следовательно, последо-

последовательность (ж(П1);...; x(nfc);...) содержит стационарную подпоследо-

подпоследовательность, все члены которой равны некоторому элементу ж(п°) Е

G X, а тогда lim x^nfc^ = х(п°\ Это означает, что множество X со-

&—>-оо

держит все свои точки прикосновения, т. е. является замкнутым. А

Пример 3. Доказать, что если Y — замкнутое подпространст-
подпространство линейного пространства X со скалярным произведением, то его

ортогональное дополнение Y1- также является замкнутым подпрост-

подпространством пространства X.

А Если z\ G У ,z^ G Y^, то для любых чисел Ai, Л2 и любого

у Е F имеем

(A

поэтому Ai^i + A2^2 G У .Замкнутость множества У1- следует из

непрерывности скалярного произведения (см. задачу 25): если zn G

G Y1- и lim zn = 2, то для каждого у G У будем иметь
п—>-оо

(з,2/) = ( lim zn,y) = lim (зп,2/) = lim 0 = 0,
п—>-оо п—>-оо п—>-оо

т. е. z G У-К А

Пример 4. Доказать, что если

(X)

= B/15-52/n;...) G /2 : 5^2/л =

А;=1

(z1]...]zn]...) eh: zn = 0 Vn > 1},



438 Гл.4-Введение в функциональный анализ

то при любом т
7 ^г ^ ,_
h = YmeZm, m = l,2,... G)

Будет ли множество Zm ортогональным дополнением подпрост-

подпространства Уш в пространстве 12 ?
А Если х = Oi;...;xn;...) е Z2j 2/ = B/1;...; 2/n; •••) € ^n, 2 =

= (zi; ...;2n;...) G Zm и имеет место формула G), то для всех п хп
=

=
2/п + zn. Из этой системы следует, что для всех п > 1

хп=Уп- (8)
Для того чтобы выразить ^/i и zi через ж, воспользуемся соотноше-

соотношениями

У\ + ... + 2/ш = 0, x1=y1+z1.

Из них с помощью (8) получим

2/1 = -Х2
-

...

-

Хт, Z! = X! + Х2 + ... + Жт.

Таким образом, l2=Ym + Zm, и представление элемента х е h в виде

х = 2/ + z, где 2/ E Ymj z G Zm, единственно, т. е. имеет место форму-
формула G). Подпространство Zm не является ортогональным дополнением

подпространства Уш ни при каком т > 1, так как

2/
= (а;-а;0;0;...;0;...)еУго, ^ = (а; 0; 0;...; 0;...) G Zro, ш = 2,3,...,

но (y,z)= а2 ф 0 при а/0. А

ЗАДАЧИ
В задачах 1-18 доказать сформулированные утверждения.

1. Длякаждого элемента х пространства с почти скалярным про-

произведением имеет место равенство (ж, 0) = 0.

2. Почтискалярное произведение в действительном линейном

пространстве является билинейным отображением, а в комплексном

не является.

3. Дляпочти скалярного произведения в действительном (комп-
(комплексном) линейном пространстве справедливо неравенство

\[х,у)\ ^ у/(х,х)у/(у,у)

(неравенство Коши-Буняковского).
4. Дляпочти скалярного произведения справедливо неравенство

5. Если(ж, у) — почти скалярное (скалярное) произведение в ли-

линейном пространстве, то функционал ||ж|| = л^(х,х) является полу-

полунормой (нормой) в этом пространстве.

6. Вмножестве действительных чисел R обычная операция ум-
умножения является скалярным произведением, а в множестве комп-

комплексных чисел С скалярным произведением чисел z\ и z2 является

произведение z{z^.
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7. В действительном n-мерном векторном пространстве Rn

функционал

(ж, у) =х1у1 + ...+ жп2/п,

ж = (xi;...;xn) G /?п, у = B/i;...;2/n) е /?п,
является скалярным произведением, а соответствующая ему норма

совпадает с длиной вектора.

8. Вкомплексном n-мерном векторном пространстве Сп (см. за-

задачу 3) функция
(ж, у) =XlyT+ ...+ жп2М,

ж = Oi;...;xn) G Cn, у = (у1]...]уп) G Сп,
является скалярным произведением.

9. В действительном n-мерном векторном пространстве Rn

функция

(ж,у) = Ж12/1 + ... + хтут, 1 ^ т < п,

ж = (жь...;жп) G /?п, у = (У1; ...;уп) G /?п,
является почти скалярным произведением и не является скалярным.

10. Влинейном пространстве RL2(a; b), — оо ^a<b^ +oo, состо-

состоящем из действительных функций с интегрируемым (вообще говоря,
в несобственном смысле) на интервале (а; Ь) квадратом, функционал

ъ

(ж,у) = fx(t)y(t)dt, xeRL2(a]b), у е RL2(a]b),
а

является почти скалярным произведением и не является скалярным.

11. Влинейном пространстве непрерывных на отрезке [а; Ь] функ-
функций х: [а; Ь] —У R функционал

ъ

(ж, у) = Jx(t)y(t) dt, x,ye C[a; b]
а

является скалярным произведением. Полученное пространство со ска-

скалярным произведением обозначают CL/2[a;b].
12. Влинейном пространстве, состоящем из комплекснозначных

функций, квадрат модуля которых интегрируем на конечном или бес-

бесконечном интервале, функционал

ъ

(х,у) = Jx(t)^{t)dt (9)
является почти скалярным и не является скалярным произведением.

13. В линейном пространстве комплекснозначных непрерывных

на отрезке [а; Ь] функций функционал (9) является скалярным произ-

произведением.
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14. Впространстве CL2(a;b) действительных непрерывных на

конечном или бесконечном интервале (а; Ь), — оо ^ а <Ъ ^ +оо, функ-

функций, квадрат которых интегрируем на этом интервале, функционал
ъ

(х,у) = Jx(t)y(t)dt
а

является скалярным произведением.

15. Влинейном пространстве 1^ действительных числовых после-

последовательностей (см. пример 2 в §18) функционал
оо

(ж, у) = ^ХпУп, х = Oi;...;xn;...) е Z2j у = (j/i;...; 2/n; •••) ? Ь,
n=l

является скалярным произведением. Привести пример почти скаляр-
скалярного произведения в этом линейном пространстве.

16. Влинейном пространстве последовательностей (xi;...; хп;...)
ОО

комплексных чисел (см. задачу 13 из § 19), для которых V^ \xn\2 <

< +оо, функционал оо п=1
(х,у) = ^жп^п

71=1

является скалярным произведением.

17. В линейном пространстве 1^ (см. задачу 15) функционал
(X)

п=т

при т > 1 является почти скалярным и не является скалярным про-

произведением.

18. ПустьX — линейное пространство с почти скалярным про-

произведением. Элементы х е X, у е X называют эквивалентными, ес-

если ||ж —2/||2 = (х - у,х
- у) = 0. Обозначим X множество, элемен-

элементами которого являются классы эквивалентных элементов простран-

пространства X. Пусть ж G i G I, у G у G X, Ли/i — числа. Определим
Хх + \iy как элемент множества X, содержащий Хх + \iy, и положим

(х,у) = (х,у). Тогда эти определения корректны, т. е. не зависят от

выбора элементов жЕж, у G у и X является линейным пространст-

пространством, а функция (х,у)
—

скалярным произведением в нем.

19. Найтиуглы треугольника с вершинами в точках xi(t) = О,
X2(t) = 1, xs(t) = t в пространстве CZ^f—1; 1] (см- задачу 11 из §20).

В задачах 20-35 доказать сформулированные утверждения.

20. Влинейном пространстве с почти скалярным произведением

для любых двух элементов х и у пространства имеет место равенство
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[равенство параллелограмма).

21. В линейном пространстве с почти скалярным произведением

для любых трех элементов ж, у и z пространства имеет место ра-

равенство

1 \\±\\zxf + \\zyf\\xyf + 2\\z
[равенство Аполлония).

22. Вдействительном банаховом пространстве можно ввести ска-

скалярное произведение (ж;?/), для которого ||ж||2 = (ж, ж), тогда и только

тогда, когда для любых точек ж, у этого пространства выполняется

равенство

1к + 2/||2 + ||*-2/||2 = 2(|И|2 + |Ы|2)-
23. Внормированном пространстве С[а; Ь] нельзя ввести скаляр-

скалярное произведение, согласованное с нормой этого пространства в смыс-

смысле задачи 22.

24. Операциисложения элементов и умножения их на число явля-

являются непрерывными в пространстве с почти скалярным произведе-

произведением.

25. Почтискалярное произведение в линейном пространстве X

является непрерывной на X функцией.

26. Еслив линейном пространстве X с почти скалярным произ-
ОО

ведением задан сходящийся ряд V^ хп = ж, хп Е X, то для всякого

71=1

элемента a Е X числовой ряд, получающийся из данного почленным

ОО

умножением его на а, также сходится и У^(жп,а) = (ж, а).
71=1

27. Если в пространстве RL2(a;b) (см. задачу 10) сходится ряд
оо

2 и его сумма равна ж(?), т. е. 2_^xn(t) = x(t), то для любой

п=1 п=1

функции cp(t) G RL2[a;b] имеет место равенство

Ъ ооЪ

п=1 а

в частности, для конечного интервала (а, Ь) имеет место равенство

Ь ооЬ

fx(t)dt = ^2 fxn(t)dt,
а п=1а

т. е. заданный ряд можно почленно интегрировать.

28. Все n-мерные линейные пространства со скалярным произве-

произведением изоморфны между собой.
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29. Всякоеn-мерное линейное пространство со скалярным произ-

произведением полно в смысле метрики, порожденной скалярным произве-
произведением.

30. Всякоелинейное пространство со скалярным произведением,

изоморфное гильбертову пространству, является гильбертовым
пространством.

31. Всякоелинейное пространство (действительное или комплекс-

комплексное) со скалярным произведением содержится и плотно в некотором

гильбертовом пространстве, называемом его пополнением.

32. Всепополнения линейного пространства со скалярным произ-

произведением изоморфны между собой. ^

33. Множество< х = (xi;...; хп;...) G h J^ хп = 0 > является ли-

п=1

нейным пространством, плотным в пространстве 1^ (см. задачу 15).

34. ПространствоCL2[a;b] (см. задачу 11) не является гильбер-
гильбертовым пространством.

35. ПространствоCL2[a;b] (см. задачу 11) плотно в некотором

гильбертовом пространстве (это пространство обозначают L2[a;b]).

36. Будетли в линейном пространстве СЬЦа; Ь] непрерывно диф-

дифференцируемых на отрезке [а; Ь] функций функционал
ъ

(х,у)= [(x(t)y(t)+x'(t)y'(t))dt

скалярным произведением? Если да, то будет ли получившееся

пространство гильбертовым?
37. Найти угол между функциями x(t) = sint и y(t) = t в

пространстве: 1) С1/2[0;тг] (см. задачу 11); 2) СЬЦО^тг] (см. зада-

задачу 36).

В задачах 38-55 доказать сформулированные утверждения.

38. Имеетместо вложение (см. § 19, п. 2) С[а; b] Q 1/2[а; Ь] (см.
задачу 35).

39. ПространствоL2[a;b] (см. задачу 35) сепарабельное.
ъ

40. Если lim \x(t) — xn(t)]2 dt = 0, то последовательность
п—уоо J

а

функций {xn(t)} называют сходящейся в смысле среднего квад-

квадратичного на отрезке [а;Ь] к функции x(t).

Функция x(t) = 1/лД не является пределом в смысле среднего

квадратичного на отрезке [0; 1] последовательности непрерывных

функций.
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41. Пространствоfa (см. задачу 15) гильбертово.
42. Еслисистема {жа}, a Е U, элементов линейного пространства

с почти скалярным произведением ортогональна и \\ха\\ ф 0 для всех

а е U, то она линейно независима.

43. Еслиэлементы xi,X2,... и 2/1 ? 2/2, ••• линейного пространства с

почти скалярным произведением таковы, что

при i = j,

(такие системы называют биортогоналъными), то каждая из этих сис-

систем линейно независима.

44. Длятого чтобы система элементов xi,X2, ...,хп линейного

пространства со скалярным произведением была линейно зависи-

зависима, необходимо и достаточно, чтобы ее определитель Грама

(xbxi) (х1,х2) ... (xi,xn)
п( . ч_(Х2,Х1) (Х2,Х2) ... (Х2,ХП)
LryXi, Х24 •••¦, Хп) —

(xn,xi) (xn,x2) ... (хп,хп)
равнялся нулю.

45. Если{еа}, а е U, — ортонормированная система в линейном

пространстве со скалярным произведением, то для любых а е U и

/3 G U, а ф C, имеет место равенство \\еа — ер\\ = у/2.
46. Еслилинейное пространство со скалярным произведением се-

парабельно, то всякая его ортонормированная система не более чем

счетная.

47. Тригонометрическаясистема функций

1, cost, sint, ..., cosnt, sinnt, ...

ортогональна в пространстве L<i\— тг;тг] (см. задачу 35), и соот-

соответствующая ортонормированная система имеет вид

1 cost sint cosnt sinnt

у/к
'

у/к
' '

у/к
'

у/к
48. МногочленыЛежандра Pn(t), n = 0,1,2,... (см. задачу 28 из

§19) являются ортогональной системой в пространстве L^\— 1; 1] (см.
задачу 35).

49. Длялюбого отрезка [а; 6], многочлены Лежандра Pn(t), n =

= 0,1,2,... (см. задачу 28 из § 19) образуют полную систему в про-

пространстве Ь2[а; Ъ] (см. задачу 35).
50. Системафункций {emt}, n = 0, =Ы, ±2,..., образует полную

ортогональную систему в пространстве комплекснозначных непре-

непрерывных на отрезке [—тг; тг] функций со скалярным произведением (см.

задачу 13) (х,у) = / x(t)y(t)dt.
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51. Последовательностьфункций sinBn
— l)t/2, n = 1,2,..., обра-

образует ортогональную систему в пространстве 1/2[0;тг] (см. задачу 35).
52. Функцииsint, sin3t, sin5?, sin7?, sin 9t линейно независимы.

53. Если xi,X2,...,xn
—

ортогональная система в линейном

пространстве со скалярным произведением и х = х\ + х<± + ... + хп,

то |И|2 =
fc=

54. ЕслиЖ1,Ж2, ...,жп,... —ортогональная система в гильбертовом
оо

пространстве, то ряд V^xn, сходится в этом пространстве тогда и

\Ч „2только тогда, когда сходится числовой ряд у, \\хп\\ •

п=1

55. Еслижп, п = 1,2,..., — линейно независимая система эле-

элементов линейного пространства X со скалярным произведением, то

существует такая ортогональная система элементов уп, уп ф 0, п =

= 1,2,..., этого пространства, что

Уп
=

anixi + аП2^2 + ... + аппхп, апп ф О

(здесь апи
— действительные числа, если рассматриваемое линейное

пространство действительное, и комплексные, если оно комплексное).
Построение системы (yi;...; уп;...) по системе (х\\...; хп;...) назы-

называется ортогонализацией последней.

56. Провести ортогонализацию системы функций жо(?) = 1,
xi(?) = t, ^2(t) = t2, xs(t) = t3 в пространстве:

1) L2[-l;lj; 2) L2[0;l] (см. задачу 35).

В задачах 57-74 доказать сформулированные утверждения.

57. Еслив условиях задачи 55 (z\\...; zn;...) — ортогональная сис-

система и zn = finixi + ... + Агп^п, то 2/п и zn отличаются друг от друга

скалярным множителем: zn
= ХпУп, п = 1,2,...

58. Врезультате ортогонализации (см. задачу 55) системы степе-

степеней 1, ?, ?2,..., ?2,... в пространстве L2[—1;1] (см. задачу 35) получат-
получатся многочлены, которые лишь числовыми множителями могут отли-

отличаться от многочленов Лежандра (см. задачу 28 из § 19).

59. Пусть е/., к = 1,2, ...,п,
— конечная ортогональная систе-

система элементов линейного пространства X со скалярным произведе-

произведением и -??(ei;...; еп) — линейная оболочка этих элементов. Тогда

элемент наилучшего приближения элемента х G X в подпростран-
п

стве j?f(ei; ...;еп) имеет вид жо
= 2_^а&еь гДе а&

— коэффициенты
к=1
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Фурье элемента х по системе {е/.}, к = 1,2,...,п. При этом

к=1 к=1

п

60. Элементхо = y^ajej является элементом наилучшего при-

ближения элемента ж е X в подпространстве «??(ei; ...;en) G X тогда

и только тогда, когда элемент ж - ж0 ортогонален ко всем элементам

из -??(ei;...; еп), что записывается в виде х — жо _L -??(ei;...; еп). (Об-
(Обобщение этой задачи на случай бесконечного множества {еп} см. в

задаче 91.)
61. ЕслиenQl, п — 1,2,...,ж е X и ??п(ж) — наилучшее при-

приближение элемента х к пространству «?f(ei; e2;...; еп), то En+i(x) ^
^ Яп(ж).

62. Еслиen G X, еп ф 0, п = 1,2,..., — ортогональная система в

линейном пространстве со скалярным произведением X, то частич-

п

ные суммы sn
=

2_^акек ряда Фурье элемента х являются элемен-

к=1

тами его наилучшего приближения в пространстве -??(ei; e2;...; еп).
63. Еслиsn

— частичные суммы ряда Фурье элемента х линей-

линейного пространства со скалярным произведением X по ортогональ-

ортогональной системе еп G X, еп ф 0, п = 1,2,..., то числовая последователь-

последовательность {||ж — sn||} убывает.
64. Длякоэффициентов Фурье ап элемента х линейного прост-

пространства со скалярным произведением X по ортогональной систе-

системе еп G X, еп ф 0, п = 1,2,..., выполняется неравенство

(неравенство Бесселя).
п~

65. Еслисуществует такая постоянная с > 0, что для всех элемен-

элементов ортогональной системы en, n = 1,2,..., линейного пространства

со скалярным произведением X выполняются неравенства ||en|| ^ с

(в частности, если эта система ортонормированная), то коэффициен-
коэффициенты Фурье каждого элемента х G X по данной системе стремятся к

нулю при п —Уоо. ^

66. Еслипространство X гильбертово, то ряд Фурье V^ anen

n=l

каждого элемента х е X по любой ортогональной системе еп е X,
оо

еп ф 0, п = 1, 2,..., сходится в пространстве X. Если хо = V^ anen
—

n=l

сумма этого ряда, то элемент х - х0 ортогонален ко всем элементам
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системы (ei; ...;en;...).
67. РядФурье элемента х линейного пространства со скалярным

произведением X по ортогональной системе еп е X, еп ф О, п =

= 1, 2,..., сходится к этому элементу тогда и только тогда, когда вы-

выполняется равенство оо

NI2 = 5>'1|е„||2 A0)
71=1

[равенство Парсеваля), где ап
— коэффициенты Фурье элемента х

по системе (ei;...; еп;...).
68. РядФурье по ортогональной системе каждого элемента линей-

линейного пространства со скалярным произведением сходится к самому

этому элементу тогда и только тогда, когда данная ортогональная

система является полной.

69. Длятого чтобы ортогональная система была полной в линей-

линейном пространстве со скалярным произведением, необходимо и доста-

достаточно, чтобы для любого элемента пространства выполнялось отно-

относительно этой системы равенство Парсеваля A0).
70. Еслиортогональная система полная в линейном пространстве

со скалярным произведением, то элемент пространства, у которого
все коэффициенты Фурье по этой системе равны нулю, сам равен

нулю.

71. Изравенства всех коэффициентов Фурье у двух элементов ли-

линейного пространства со скалярным произведением по полной орто-

ортогональной системе следует равенство этих элементов.

72. Еслив линейном пространстве со скалярным произведени-

произведением X для элемента х Е X существует его представление в виде

х = 2^ ^п?т гДе cn E X, еп ф 0, п — 1, 2,..., — ортогональная систе-

71=1

ма, то это представление единственно и коэффициенты Ап являются

коэффициентами Фурье элемента х по системе (ei;...; еп;...).
73. Всякаяполная ортогональная система en Е X, еп ф 0, п =

= 1,2,..., является базисом в линейном пространстве со скалярным

произведением.

74. Вгильбертовом пространстве X ортогональная система en e

G X, еп ф 0, п = 1, 2,..., является полной тогда и только тогда, когда

она замкнутая.

75. Привестипример замкнутой системы в некотором линейном

пространстве со скалярным произведением, которая не является пол-

полной. Существуют ли полные системы, не являющиеся замкнутыми?

В задачах 76-86 доказать сформулированные утверждения.

76. Элементы еп = (х{п);...; ж^°;...), х^ = 1, х^ = 0 при
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т ф n, n = 1,2,..., образуют ортонормированный базис в простран-
пространстве 12 (см задачу 15).

77. МногочленыЛежандра (см. задачу 28 из § 19) образуют орто-
ортогональный базис в пространстве L2[—1; 1] (см. задачу 35).

78. Тригонометрическаясистема 1, cost, sint, ..., cosnt, sinnt, ...

образует ортогональный базис в пространстве L2[—тг;тг] (см. зада-

задачу 35).

79. Функции—= ехр \ —— >, п = 0,1, 2,..., образуют
V Ъ — а Iо — а )

ортонормированный базис в пространстве, являющемся пополнением

(см. задачу 31) пространства непрерывных на отрезке [а, Ь] комплекс-

нозначных функций со скалярным произведением (9).

80. Функции^/2/тг sin nt, n = l,2,..., образуют ортонормирован-
ортонормированный базис в пространстве L2[0;tt], а в пространстве 1/2[-тг;тг] (см.
задачу 35) являются ортогональной системой, но не базисом.

о-« ^ч -1 27rn(t— a) 27rn(t—а) .о
81. Функции1,sm,cos , п = 1, 2,..., ортого-

о —а о— а

нальны в пространстве СЬ\[а]Ъ] (см. задачу 36).
82. Каждаяфункция х G RL2[—тг; тг] (см. задачу 10) раскладывает-

раскладывается в ряд Фурье по тригонометрической системе функций сходящийся
в смысле среднего квадратичного (см. задачу 40):

(X)

ао

x(t) = ЬУ, (an cos nt + ^п sin nt),
n=l

причем имеет место равенство Парсеваля

? !
n=l

83. Еслиу функции х G i?L2[—тг;тг] (см. задачу 10) все ее коэф-
коэффициенты Фурье по тригонометрической системе равны нулю, то она

эквивалентна нулю (см. задачу 88 из § 19).
84. Вовсяком сепарабельном линейном пространстве со скаляр-

скалярным произведением существует ортонормированный базис.

85. Пространство12 (см. задачу 15) сепарабельно.
86. Всесепарабельные бесконечномерные пространства изоморф-

изоморфны между собой.

В дальнейшем в этом параграфе под пространством всегда пони-

понимается линейное пространство со скалярным произведением.

В задачах 87-97 доказать сформулированные утверждения.

87. Еслиподпространство Z пространства X является ортого-

ортогональным дополнением подпространства Y того же пространства, то
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и У является ортогональным дополнением подпространства Z.

88. Еслимножества У и Z являются замкнутыми подпростран-

подпространствами пространства X, то и их сумма (см. § 19, п. 1), У + Z явля-

является замкнутым подпространством пространства X.

89. Длятого чтобы подпространство Y пространства X было

плотно в этом пространстве, необходимо и достаточно, чтобы из усло-

условия х _L Y (т. е. (ж,у) = 0 для всех у Е У) следовало, что х = 0.

90. ЕслиY — замкнутое подпространство гильбертова прост-

пространства X и хо Е X, то существует единственный элемент уо Е Y

такой, что

lFo -2/0 = mi |Fo -2/11

(элемент ?/о называют ортогональной проекцией элемента хо в прост-

пространство Y).
91. Длятого чтобы элемент уо был ортогональной проекцией эле-

элемента хо гильбертова пространства X в его замкнутое подпрост-

подпространство Y (см. задачу 90), необходимо и достаточно, чтобы для всех

у Е У выполнялось условие (жо — Уо,у) = 0.

92. ЕслиУ1- — ортогональное дополнение замкнутого подпрост-

подпространства У гильбертова пространства X, то

причем, если х0
=

у0 + z0 е X, у0 G У, z0 G У^, то

inf ||ж0 -2/11 = ||ж-20|| = \\yo\\.
yeY

93. Длятого чтобы элемент х пространства X был ортогонален

подпространству У С X, необходимо и достаточно, чтобы для любого

элемента у G У выполнялось неравенство ||ж|| ^ ||ж — у\\.
94. Длялюбого подмножества Е пространства X множество Е1-

является замкнутым подпространством X.

95. ЕслиЕ — подмножество пространства X со скалярным про-

произведением, то имеет место включение Е С (Е^)^. Возможно ли

здесь строгое включение?

96. Дляподмножества Е пространства X равенство (Е^I- = Е

выполняется тогда и только тогда, когда подмножество Е является

замкнутым подпространством пространства X.

97. ЕслиЕх С Е2 С X, то Е^ D Е^.
98. ЕслиX — гильбертово пространство и X = У©^, то следует

ли отсюда, что Z = У-1? А в случае конечномерного пространства?

В задачах 99-105 доказать сформулированные утверждения.

99. ЕслиУ = {х е CL2[-1; 1] I x(i) = 0 для всех t е [0; 1]} (см. зада-

задачу 14), то У — подпространство пространства CL<i\ —1;1]. Описать

пространство Y±. Будет ли справедливо разложение CL2[—1;1] =



§20. Гильбертовы пространства 449

100. МножествоY = \x(t) G CL\[a;b] I x(t) dt = ol является

a

подпространством пространства CL\[a; b] (см. задачу 36). Найти Y^.

101. Если

Y = {x = {жп} G /2| x = (xi;0;x3;0;x5;0;...},
Z = {x = {жп} G /2| x = (ж1;ж1;ж3;жз/3;ж5;ж5/5;...},

то У + Z = I2, но Y + Z ф\ъ, и поэтому Y + Z не является замкну-

замкнутым подпространством пространства 1^.

102. Длявсякого линейного ограниченного функционала / дейст-
действительного (комплексного) гильбертова пространства X существует
и притом единственный элемент a G X такой, что для всех х G X

выполняется равенство f(x) = (ж, а), причем ||/|| = ||а||.
103. ЕслиА — линейный ограниченный оператор в линейном

пространстве X со скалярным произведением, то

w= sup
х,Уех

104. ЕслиА — линейный ограниченный оператор в линейном

пространстве X со скалярным произведением, то функция f(x;y) =
= (Ах,у) является билинейным функционалом и ||/|| = \\A\\.

105. Длявсякого ограниченного билинейного функционала / в

гильбертовом пространстве X существует единственный линейный

ограниченный оператор А такой, что /(ж; у) = (Ах, у) для всех х G X,
у еХ.

ОТВЕТЫ

19. тг/2, тг/3, тг/б. 36. 1) Да; 2) нет.

37. 1) cos if
= л/б/тг; 2) cos if

=

56. 1) yo(t) = 1, yi(t) = t, y2(t) = 3t2 - 1, ys(t) = 5t3 - 3t;

2) 2/0(*) = 1, yi(t) =2t-l, 2/2(*) =6?2-6? + l, 2/3(*) = 20t3-

75. Нет.

95. Да (например, когда Е
— плотное в X множество).

98. Нет,нет.
99. Y±= {x(t)\x(t) = 0 для всех t G [-1;0]}, нет.

100. Y1-состоит из одномерного подпространства всех постоян-

постоянных функций.

29 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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§ 21. Топологические пространства. Обобщенные функции

СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Топологические пространства. Множество X называют

топологическим пространством, если в нем задана система п = {G}
его подмножеств, удовлетворяющая следующим условиям:

1) пересечениелюбой конечной совокупности множеств систе-

системы п принадлежит этой системе;

2) объединениелюбой совокупности множеств системы П принад-
принадлежит этой системе;

3) хе п, 0 ей.

Систему п называют топологией топологического пространст-

пространства X, а множества системы П — его открытыми множествами.

Для каждой точки х е X всякое содержащее ее множество G Е П

называют ее окрестностью.

Если у любых двух точек топологического пространства сущест-

существуют непересекающиеся окрестности, то пространство называют

хаусдорфовым или отделимым.

Множества, дополнительные к открытым, называют замкнуты-

замкнутыми.

Всякую подсистему V системы П открытых множеств тополо-

топологического пространства называют его базой топологии, если любое

открытое множество пространства является объединением некото-

некоторой совокупности множеств из V.

Систему V(x) окрестностей точки х топологического пространст-

пространства X называют локальной базой топологии в этой точке, если, какова

бы ни была окрестность V точки х в пространстве X, существует
такая окрестность U Е Т>(х), что U С V.

Точку х Е X называют точкой прикосновения множества Е С X,
если любая окрестность точки х содержит точки множества Е.

Точку х Е X называют предельной точкой множества Е С X, если

любая окрестность точки х содержит по крайней мере одну точку
множества Е, отличную от х.

Совокупность всех точек прикосновения множества Е С X назы-

называют его замыканием Е.

Множество Е называют плотным в пространстве X, если Е — X.

Последовательность точек хп е X (п = 1,2,...) называют сходя-

сходящейся в пространстве X, если существует такая точка х G X, что

для каждой ее окрестности U(x) существует такой номер по, что для

всех номеров п> по выполняется включение хп G U(x). В этом случае

точку х называют пределом последовательности (х\\...\хп\...) и пи-

пишут lim xn = х. В следующем пункте будет дано обобщение понятия
п—>-оо

предела последовательности точек топологического пространства.
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2. Фильтры. Предел по фильтру. Пусть задано множество X;
через В = В(Х) будем всегда обозначать множество всех его под-

подмножеств.

Если X — непустое множество, то множество / С В(Х) называ-

называют фильтром или, подробнее, фильтром на множестве X, если:

1) для любых A' Е / и A" Е / существует такое A Е /, что А С

С А1 ПА";

Фильтр /i = {А} на множестве X называют фильтром, который
сильнее фильтра /2 = {В} на том же множестве X, если для любого

множества В Е /2 существует такое АеД, что А С 5.

Если фильтр Д сильнее фильтра /2, а фильтр /2 сильнее Д, то

фильтры Д и /2 называют эквивалентными.

Фильтр Д называют подфилътром фильтра /2, если каждый эле-

элемент фильтра Д является и элементом фильтра /2, т. е. если f\ С /2.
Каждый подфильтр фильтра, эквивалентный самому фильтру, на-

называют его базой.

Фильтр / на множестве X называют полным, если из условий А Е

efnAcBcX следует, что В Е /.
Если X и Y — некоторые множества, /: X ->• Y — отображение

X в Y и / = {А} — фильтр на множестве X, то совокупность всех

образов f(A) множеств A Е / является фильтром на множестве Y и

обозначается /(/).
Фильтр /(/) называют образом фильтра f при отображении /.
Если X — топологическое пространство, х Е X и / — фильтр

на X, то точку х называют пределом фильтра f или его предельной
точкой, если фильтр / сильнее фильтра V(x), являющегося локаль-

локальной базой топологии в этой точке.

Если точка х является пределом фильтра /, то пишут х = lim/.
Если /: X —У Y — отображение некоторого множества X в топо-

топологическое пространство У и/ — фильтр на X, то точку Ъ G Y назы-

называют пределом отображения / по фильтру f и пишут lim^ f(x) = b,
если фильтр /(/) имеет своим пределом в пространстве Y точку Ь:

b = \imff(x)=limf(f).
Если X и У — топологические пространства, /: X —у Y, xo G

G X и / — такой фильтр на X, что lim/ = жо, то предел lim^ f(x)
называют пределом отображения по фильтру f в точке xq. В этом

случае вместо lim//(ж) пишут также lim f(x).
X—YXQf

Фильтр в метрическом пространстве называют фильтром Коши,
если он содержит сколь угодно малые по диаметру множества.

3. Обобщенные функции. Пространством основных функций D
называют множество всех бесконечно дифференцируемых финитных

29*
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функций ср: R —У С со следующим определением сходимости после-

последовательностей: последовательность ipn Е D называют сходящейся к

функции if Е D, если существует такой отрезок [а;Ь], что supp(^n С

С [а;Ь], п = 1,2,..., slippy С [а; Ь] и на этом отрезке последователь-

(к)
ность функций ipn и последовательности всех их производных ipn ,

п = 1,2,..., равномерно сходятся соответственно к функции if и к ее

производным if^k\ к = 1,2,... В этом случае пишут Hm ipn = if в D.
п—>-оо

Функции, заданные на пространстве основных функций, называ-

называют обычно функционалами и вместо f(ip) пишут (/, if).
Функционал /: D —У R называют линейным, если для любых ip G

GD, гр ? D и любых Л, \i G С выполняется условие

Функционал / : D ->• С называют непрерывным, если из усло-

условия Hm ipn = ip в D следует, что Hm (f,ipn) — (/?^)«
п—>-оо п—>-оо

Всякий линейный непрерывный функционал /, заданный на

пространстве основных функций D, называют обобщенной функцией

(на D), и их совокупность обозначают D;.

Функцию / : R ->• С называют локально интегрируемой, если

она абсолютно интегрируема на любом конечном отрезке.

Обобщенную функцию +оо

(/,V)= f №<p(x)dx (I)
—(X)

называют обобщенной функцией, порожденной локально интегрируе-

интегрируемой функцией f: /?—>-/?.

Другим примером обобщенной функции является ^-функция S(x)

Сдвинутой S-функцией S(x - ж0) называют обобщенную функцию,
ставящую в соответствие каждой основной функции ср число ср(хо).

Можно показать, что ^-функция не порождается никакой локально

интегрируемой функцией.
Последовательность обобщенных функций fn G D', п = 1,2,..., на-

называют сходящейся к обобщенной функции f G D', если для любой

функции ip G D выполняется условие

Hm (fn,ip) = (f,ip).
п—>-оо

Производной обобщенной функции f называют функционал на D,
обозначаемый /; и определяемый равенством

(/',?>) = -(/,?>'), VZD. B)

Производные порядка п = 2,3,... определяют по формуле
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Из этих определений следует, что

Для любой обобщенной функции из D' любая ее производная так-

также обобщенная функция из D'.

Таким образом, обобщенные функции имеют производные любого

порядка.

4. Преобразование Фурье обобщенных функций. Пусть
S — линейное пространство всех бесконечно дифференцируемых на

всей числовой оси R функций ip: R —> С, которые вместе со всеми

своими производными стремятся к нулю при х —> =Ьоо быстрее любой

степени 1/ж, т. е. таких функций (р, что при любых п,т
= 0,1,2,...

имеет место равенство п,Л / ч

lim хп(р[т)(х) = 0.
х—>-оо

Последовательность ipk е 5, к = 1,2,..., называют сходящейся в S

к функции ср G 5, если для всех п, т
= 0,1,2,... каждая последова-

последовательность жп(^? (ж), & = 1,2,..., равномерно на всей оси сходится к

функции хп(р(т\х). В этом случае пишут lim срк = ц> в 5.

Пространство 5 обладает тем свойством, что преобразование
Фурье и обратное преобразование Фурье отображают S на себя.

Непрерывность функционала /: S —У С означает, что из того, что

lim <pn = <р в 5, следует, что и lim (/,y?n) = (/><?)•
п—>-оо п—>-оо

Линейный непрерывный функционал, определенный на прост-

пространстве 5, называют обобщенной функцией медленного роста, а мно-

множество всех таких функционалов — пространством обобщенных

функций медленного роста и обозначают S'.

Примером обобщенной функции медленного роста является

й-функция S(x), определяемая равенством (S,(p) = ^@), ip G S.

Как и в случае обобщенных функций f E D' для обобщенных функ-
функций / G 5;, производная /(п) порядка п функции / определяется

равенством (/(n),(p) = (-l)n(/,<p(n)), <p E S.

Преобразованием Фурье обобщенной функции f e S' называют

функционал F(f), определяемый формулой

Преобразование Фурье F(f) функции / (основной или обобщен-

обобщенной) обозначают также и символом /.
Обратное преобразование Фурье F~x обобщенных функций f G S'

определяют формулой

Пусть ф = R —> С — такая бесконечно дифференцируемая функ-
функция, что для любой ее производной ф^п\ п = 0,1,2,..., существуют
такие постоянные Сп и С'п, что для всех х е R выполняется нера-
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венство

^)C;(l +N)c-. C)
Если /G S', а функция ф удовлетворяет условию C), то произ-

произведение гр/ определяют формулой

(если ip G S, то ipip G S).
Для преобразования Фурье производной и производной преобра-

преобразования Фурье обобщенных функций медленного роста имеют место

формулы
^ = (ix)nF(f), F^ = (-i)nF(xnf). D)

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ

Пример 1. Доказать, что если X и Y — некоторые множества,

/: X —У Y — отображение X в Y и / = {А} — фильтр на множест-

множестве X, то совокупность всех образов f(A) множеств А фильтра /
является фильтром на множестве Y.

А Обозначим /(/) множество всех множеств вида f(A), где A Е

е /. Пусть В\ е /(/) и В2 G /(/)• Тогда существуют такие А\ G / и

^2 € /, что ??i = f(Ai), В2 = /(^Ь). Из определения фильтра следует,
что существует такое iG/, что А С Ai П А2, а тогда f(A) С /(-Ai П

П А2) С /(Ai) П /(-42) = ^1 П Б2 и Б = /(A) G /(/). Таким образом,

первое условие определения фильтра выполнено. Далее, если В G /(/),
т. е. В = /(-4), A G /, и поскольку А ^ 0, то и В ф 0. Наконец, из

того, что / ф 0, следует, что /(/) ф 0. к

Пример 2. Доказать, что если / — локально интегрируемая

функция, то функционал A) является обобщенной функцией на D.

к Прежде всего, определение A) имеет смысл для любой функ-
функции if G D: если ip G D, то существует отрезок [a; b] D supp^, при-

причем функция (р, будучи непрерывной, ограничена на [а; 6], т. е. су-

существует такая постоянная с > 0, что для всех х G [а; Ь] выпол-

выполняется неравенство |/(ж)| ^ с. Поэтому на [а; Ь] верно неравенство
ъ

\f(x)cp(x)\ ^ с|/(ж)|, а значит, / \f(x)cp(x)\ dx сходится. Вне [а; Ъ] име-

а

+оо Ъ

ем \f(x)ip(x)\ =0, поэтому / f(x)cp(x) dx совпадает с \f(x)\dx.
—сю а

Следовательно, он абсолютно, а потому и просто сходится. Линей-

Линейность функционала A) следует из линейности интеграла. Докажем
непрерывность этого функционала. Пусть lim ipn = ip в D. Тогда

существует такой отрезок [а; 6], что для всех п = 1,2,... имеют мес-

место включения supp(pn С [а; Ъ] и slippy С [а; Ь]. Следовательно, в силу



§21. Топологические пространства. Обобщенные функции 455

равномерной сходимости срп =4 ц> имеем

+оо [а;Ъ]

I (/,?>) - U>4>n)\ ^ J \f(x)\\ip(x) -4>n(x)\dx =

b ~°о b

= f\f(x)\\ip(x) - ifn{x)\dx <C sup \y(x) - ifn{x)\J\f{x)\dx^J). A

Пример З. Найти производную функции Хедисайда

1, если х ^ О,
О, если х < 0.

А Функция 0(ж) локально интегрируема и потому может рассмат-

рассматриваться как обобщенная функция (см. пример 2 ). Поэтому, исполь-

используя определение B), получаем

+ОО

(Q1, ф) = -F>, <р') = - Г в(х)<р'(х) dx =

-оо +оо

= — / tpf(x) dx = (^@) = E,(р), ip G D,
т. е. 6>; = й.А о

Пример 4. Найти преобразование Фурье единицы.
+ОО +ОО

^ ^ f 1/"
^J V ^J J У

л/2^ J ^V J

— оо

+ОО +ОО

I i
— (X) —(X)

Таким образом, 1 = ^/2тг5. А

Пример 5. Найти преобразование Фурье функции /(ж) = ж.

А Здесь речь может идти только о преобразовании Фурье функ-
функции f(x) = ж, рассматриваемой как обобщенная функция, так как к

этой функции неприменима формула классического преобразования
Фурье.

Заметив, что F(l) = 5у/2тг (см. пример 4), в силу второй формулы
D) получим

F{x)=F{x1) = iF,{1)=

ЗАДАЧИ
В задачах 1-13 доказать утверждения.

1. Метрическое пространство является хаусдорфовым топологи-

топологическим пространством, если под его топологией понимать совокуп-
совокупность всех его открытых множеств, определяемых с помощью мет-

метрики.
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2. ЕслиV — база топологии п топологического пространства X

и V С T>i С П, то Di также является базой топологии этого прост-

пространства.

3. ЕслиX — топологическое пространство с топологией п = {G}
и Е С X, то множество i? является топологическим пространством с

топологией Пе = {GnE}, G Е П. Топологию П# называют тополо-

топологией, индуцированной топологией П пространства X на его подмно-

подмножестве Е.

4. Вметрическом пространстве базой его топологии (см. задачу 1)
является совокупность всевозможных ^-окрестностей всех его точек.

5. Вметрическом пространстве базой его топологии (см. задачу 1)
является совокупность всевозможных ^-окрестностей всех его точек,

где г
—

рациональное число.

6. Всепарабельном метрическом пространстве существует счет-

счетная база его топологии (см. задачу 1).
7. Длялюбой точки метрического пространства ее локальную ба-

базу топологии образуют все ^-окрестности этой точки, где г = 1/п,
п = 1,2,...

8. Объединениелокальных баз топологии всех точек топологичес-

топологического пространства образует базу топологии этого пространства.

9. Объединениедвух топологий одного и того же множества мо-

может не быть его топологией.

10. Объединениеконечной совокупности и пересечение любой со-

совокупности замкнутых множеств является замкнутым множеством.

11. Замыканиелюбого множества в топологическом пространстве

является замкнутым множеством.

12. Замыканиелюбого множества в топологическом пространст-

пространстве содержится в каждом замкнутом множестве, содержащем данное

множество, т. е. замыкание множества является минимальным со-

содержащим его замкнутым множеством.

13. Вхаусдорфовом топологическом пространстве каждая точка

является замкнутым множеством.

14. Привестипример неотделимого топологического пространст-

пространства, в котором каждая точка является замкнутым множеством.

15. Доказать,что если X — бесконечное множество и топология

на X состоит из дополнений ко всем конечным подмножествам мно-

множества X, то любое бесконечное множество плотно в X.

16. Доказать,что в хаусдорфовом топологическом пространстве

последовательность точек может иметь только один предел.

17. ПустьX — множество всех функций х: [0; 1] ->• R. Окрест-
Окрестности точки xq G X определим следующим образом: зададим про-



§21. Топологические пространства. Обобщенные функции 457

извольно г > 0 и выберем какое-либо конечное множество точек

tk ? [0; 1], k = 1,2,...,п. Окрестность U(xo;s; t\\ t^\...; ?&) точки жо

определим как совокупность всех таких функций х Е X, что для всех

& = 1,2,...,п выполняется неравенство

1 < e.

Получившееся топологическое пространство обозначим М[0;1]. До-
Доказать, что для того чтобы в этом пространстве lim xn = ж, необхо-

П—УСО

димо и достаточно, чтобы для каждой точки t Е [0; 1] имело бы место

равенство ,, илlim xn(t) = xo(t)
п—>-оо

(иначе говоря, сходимость последовательности функций в построен-
построенном пространстве М[0; 1] означает поточечную сходимость этой по-

последовательности) .

18. Доказать,что если X — топологическое пространство, Е С X,

хп G Е, п = 1, 2,..., и хо
= lim жп, то хо G i?.

п—>-оо

19. Привестипример топологического пространства, его подмно-

подмножества Е и точки хо G Е, для которых не существует такой после-

последовательности хп G Е, п — 1,2,..., что lim xn = xq.
П—У(Х>

20. Доказать,что в топологическом пространстве М[0; 1] (см. за-

задачу 17) плотно множество непрерывных функций х: [0; 1] ->• /?.

21. Доказать,что в топологическом пространстве М[0; 1] (см. за-

задачу 17) не всякая функция из этого пространства является в нем

пределом последовательности непрерывных функций.

22. Описатьвсе сходящиеся последовательности топологического

пространства, точками которого являются действительные числа, а

база топологии состоит из следующих множеств:

1) всеходноточечных множеств (дискретная топология);
2) всехинтервалов;
3) всехполуинтервалов, открытых слева;

4) всехоткрытых полупрямых (?;+оо);
5) всехзамкнутых полупрямых [?;+оо);
6) всехполуинтервалов вида [щп + 1), п е Z.

23. Доказать,что пересечение любой конечной совокупности мно-

множеств, принадлежащих некоторому фильтру, не пусто.

Проверить, что множества, перечисленные в задачах 24-27, обра-
образуют фильтры.

24. ^-окрестности (жо — е;хо+е) на числовой прямой R задан-

заданной точки хо G R.

25. Проколотые̂ -окрестности (хо — s; хо) U (xq\ хо + s) на число-

числовой прямой заданной точки ж0 G /?.
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26. Интервалывида A;/3), Р > 1.

27. ПодмножестваАп = {п + 1; п + 2;...} множества натуральных

чисел Л/ (этот фильтр называют натуральным фильтром и обознача-

обозначают FN).

Проверить, что множества, перечисленные в задачах 28-30, обра-
образуют полные фильтры [X — заданное множество).

28. /= {А | х Е А С X}, где ж — фиксированный элемент мно-

множества X.

29. f= {В\ А С В С X}, где А
— фиксированное подмножество

множества X.

30. Дополненияв множестве натуральных чисел Л/ до всевозмож-

всевозможных конечных подмножеств (этот фильтр называют фильтром Фреше
и обозначают fN).

В задачах 31-44 доказать сформулированные утверждения.

31. Фильтрыв задачах 24-27 не являются полными.

32. Локальная база топологии любой точки топологического

пространства является фильтром.

33. ЕслиX — топологическое пространство, х
— его предельная

о

точка, V(x) — локальная база топологии в этой точке, а Т>(х) —
о о

множество всех проколотых окрестностей U(x) этой базы: U(x) =

о

= U(x) \ {ж}, то Т>(х) образует фильтр.
34. Фильтрыв задачах 27 и 30 эквивалентны.

35. ЕслиТ>(х) — локальная база топологии точки х метрическо-

метрического пространства, состоящая из всех ее ^-окрестностей, a Vq(x) — ее

локальная база топологии, состоящая только из ^-окрестностей ра-
радиуса г = 1/п, п = 1,2,..., то фильтры Т>(х) и Т>0(х) эквивалентны,

причем фильтр Т>о(х) является базой фильтра Т>(х).

36. Натуральный фильтр Fn (cm. задачу 27) является базой

фильтра Фреше (см. задачу 30).
37. Всякийфильтр является базой некоторого полного фильтра.

38. ЕслиД — фильтр на множестве Xl, /2 — фильтр на множе-

множестве Х<2 и / = {С = А х В\ At fi, 5 G /2}, то / является фильтром
на произведении Х\ х X<i множеств Х\ и 12- (Фильтр / называют

произведением фильтров /ь /2 и пишут / = Д х /2.)
39. ЕслиX = N — множество натуральных чисел с дискретной

топологией (каждая точка является открытым множеством), то на-

натуральный фильтр F/v (см. задачу 27) не имеет предела в N.

40. ЕслиХ= А/и{+оо} и локальная база топологии ?>(+оо) со-

состоит из всевозможных множеств Ап, введенных в задаче 27, а ло-
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кальная база Т>(п), п Е А/, состоит из одной точки п, то натуральный
фильтр Fi\i имеет предел: HmF/v = +00.

41. Длятого чтобы любой фильтр топологического пространства
имел не более одного предела, необходимо и достаточно, чтобы про-

пространство было хаусдорфовым.

42. Длятого чтобы точка х топологического пространства явля-

являлась пределом некоторого фильтра этого пространства, необходимо,
чтобы эта точка являлась пределом каждой базы фильтра, и доста-

достаточно, чтобы она являлась пределом по крайней мере одной его базы.

43. ЕслиX = A/, У — топологическое пространство, Fn — на-

натуральный фильтр (см. задачу 27), то предел lim/(n) отображения
FN

f(n) =yn eY совпадает с пределом последовательности (?/i; ...;?/n;...)
в пространстве Y.

44. ЕслиX = А/ х A/, Y — топологическое пространство, Fn —

натуральный фильтр (см. задачу 27), / = Fn x Fn (cm. задачу 38),
/: А/ х А/ —> У, f(m\n) = ymn, то предел lim//(m;n) совпадает с

пределом двойной последовательности lim ушп^ пространстве Y.

(га,п) —>-оо

45. Построитьмножество X, отображение /: X —> R и фильтр /
на множестве X так, чтобы предел интегральных сумм Римана функ-

функции (р : Е ->• /? на заданном измеримом по Жордану множест-

множестве i? С Rn (т. е. интеграл / ip(t) dt) совпадал с пределом отображе-
Е

ния /: X —У R по фильтру /.

В задачах 46-51 доказать сформулированные утверждения.

46. ЕслиX и Y — топологические пространства; /: I-yF и

фильтр / состоит из окрестностей некоторой локальной базы тополо-

топологии Т>(хо) точки жо, то существование предела lim^ f(x) равносильно

непрерывности отображения / в точке жо, причем lim^ f(x) = f(xo).
47. ЕслиX и Y — топологические пространства, / : X —У У,

хо G X и фильтр / состоит из проколотых окрестностей некото-

некоторой локальной базы топологии точки жо, то существование преде-

предела lim^ f(x) равносильно существованию предела отображения / по

множеству X \ {жо}, причем

lim f(x) = \imf f(x).

48. Если X — произвольное множество, / — фильтр в X, Y —

линейное пространство, /: X ->• У, д: X ->• У, отображения fug
имеют предел по фильтру /, Аи/i — числа, то отображение Л/ + \ig
также имеет предел по фильтру / и

lim/(А/(ж) + 1лд(х)) = A lim//(ж) +/ilim(/?#(x).
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49. Всякийфильтр в метрическом пространстве, который силь-

сильнее некоторой локальной базы топологии точки этого пространства,

является фильтром Коши.

50. Длятого чтобы отображение /: X ->• Y произвольного мно-

множества X в полное метрическое пространство Y имело предел по

некоторому фильтру / множества X, необходимо и достаточно, что-

чтобы образ /(/) фильтра / при отображении / был фильтром Коши в

пространстве Y.

51. ПустьX и Y — произвольные множества, Z — топологи-

топологическое пространство, /: X —У У, g: Y —У Z, fx и /у — фильтры
соответственно в пространствах X и У, причем фильтр f(fx) силь-

сильнее фильтра /у. Тогда, если отображение g имеет предел по фильт-
фильтру /у, композиция gf имеет предел по фильтру fx и

В задачах 52-59 доказать сформулированные утверждения.

52. Еслиif Е D, то при любом к = 1, 2,... ipW G D.

53. Если lim ipn = ip в D, то при любом к = 1,2,...
п—>-оо

lim <^fe) = <^fe> в ?>.
п—>-оо

54. Функция<ра(ж) = \е~а Лпа
"^ }' еСЛИ \х\ ^ а'

принадле-
принадлежит D. I °' если1Ж1 ^ а'

55. Дляфункции (р е D существует функция ф е D такая,
+ОО

что if = ф', тогда и только тогда, когда / ср(х) dx = 0.

— оо

56. Двенепрерывные на числовой оси функции различны тогда и

только тогда, когда различны порожденные ими обобщенные функ-
функции.

dx, if G D, является обобщенной
x

— оо

функцией ( она обычно обозначается V — J.
58. й-функцияне порождается никакой локально интегрируемой

функцией.

59. й-функцияявляется пределом в D' последовательности об-

обобщенных функций, порожденных локально интегрируемыми функ-
функциями.

60. Существуют ли в пространстве D' пределы lim cosnx,
п—Yoo

lim sinnx? Если они существуют, то чему равны?
П—У(Х>
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В задачах 61-70 доказать сформулированные утверждения.

61. Если/n Е D', п = 1, 2,..., и для любой функции (р Е D сущест-

существует предел числовой последовательности (/п,^), то функционал F,
определяемый равенством (F,(p) = lim (/n,^), является обобщенной

п—>-оо

функцией: F Е D'.

62. Если последовательность абсолютно интегрируемых функ-
функций fn(l), n — 1,2,..., такова, что:

а) каково бы ни было число с > 0, при \а\ < с, \Ь\ < с последова-

последовательность ь

71=1,2,...,\jfn{t)dt
ограничена сверху;

б) при любых фиксированных а и Ь, отличных от нуля,

г [ * / \ j (О ПРИ а < b < О и 0 < а <Ъ,
lim tn(x) dx = < ., Л̂ ^ 7

п^оо у
JnV > 11при а < 0 < Ъ]
а к

то ее называют 6-образной.
Для любой непрерывной функции ср: /?—>-/? и любой й-образной

последовательности {/п} имеет место равенство

+ОО

lim / fn(x)(p(x)dx = (р@).
— оо

1 2/
63. Если /г(ж) = —= е~ж /

,
то в пространстве D' выполняется

равенство lim ft(x) = S(x).

64. В пространстве D' существует предел lim ( он обо-

у^+о х ±iy V

значается ) и справедлива формула
х ± гО /

(см. задачу 57).
65. Всякаяобобщенная функция является пределом обобщенных

функций, порожденных локально интегрируемыми функциями. В
этом смысле пространство обобщенных функций является "попол-

"пополнением" пространства обычных локально интегрируемых функций.

66. Обобщеннуюфункцию / G D' называют обращающейся в нуль

на интервале (а; 6), если для всех (pGD, slippy С (а;Ь), имеет мес-

место равенство (/; ф) = 0. Для того чтобы непрерывная функция об-

обращалась в нуль в каждой точке интервала, необходимо и достаточ-

достаточно, чтобы она обращалась в нуль на этом интервале как обобщенная

функция.
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67. Еслифункция /:/?—>¦ С непрерывно дифференцируема, то для

обобщенной функции, порожденной ее производной /', выполняется

соотношение (f',(p) = — (/, <^'), (р € D.

68. Производная/' обобщенной функции f e D' также являет-

является обобщенной функцией из D'.

69. Производнаялюбого порядка обобщенной функции из прост-

пространства D' является обобщенной функцией из того же прост-

пространства.

70. Еслиfug — обобщенные функции, а Л, \i Е С, то (А/ +
+/ig)' = \f +/ig'.

В задачах 71-77 вычислить производные обобщенных функций.

\Ц 72.у = 5(Х-Х0).

~о II гтл \Х ПРИ X ^ О,
73.1/ = И. 74. у = х+, гдеЖ+ =

|0 при ж<0_

Жп ПРИ Х>Л -КА<0.
0 при х < О,

„ , fIn ж при ж > О,
77. v= 1пж+ = < п ^ 'у +

( 0 при х < 0.

В задачах 78-79 найти производные n-го порядка обобщенных

функций.

78. у= 6(х). 79. у = х\, А: = 0,1,2,...

В задачах 80-87 доказать сформулированные утверждения.

80. -— +A (9(ж)е~Аж =й(ж). 81. -— + и2) ^—^ =5(х).
\dx ) \dx2 ) uj

оа г г , ч Г 1/е при \х\ < г/2, _..
82. Если 5?(х) = < п п^и L >J/2 то в пространстве D'

^ U При |Х| ^ С/ ^,

существует предел

г г/ ч г/ ч г// ч <*(ж + е/2) - ?(ж - е/2)hm 0е(ж) = о (ж) и 0е(ж) = — — —L.

83. Если (, (
ч

г/ \
_ I л (ж) при ж < жо,

/W —

| /2(ж) при ж > жо,

где функции /i и /2 непрерывны и кусочно непрерывно дифференци-

дифференцируемы на R (следовательно, в частности, существуют пределы /(жо ±
±0)) и

5(ж) = f(X) - [f(Xo + 0) - /(Жо - О)]0(Х - жо)

(см. задачу 71), то функция д{х) непрерывна на /?, имеет локально

интегрируемую производную д' и

¦о)-
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84. Если / — кусочно гладкая на R функция, имеющая в точ-

точках Ж1,...,жп разрывы первого рода со скачками pi,P2, ...,Рп? то

k=i df(x)
где Г — обобщенная производная функции /, а ) — обобщенная

ах

функция, порожденная обычной при ж/х^, к = 1,2,...,п, производ-
производной функции /.

85. Если fn Е D'', п = 1,2,..., / Е D' и lim /n = /, то для любого
п>оо

к = 1, 2,... в пространстве D' имеет место равенство lim №> =

п—>-оо

86. Впространстве обобщенных функций сходящиеся ряды можно

(X)

почленно дифференцировать любое число раз: если / = У^/п5 то

00 п=1

П=1

87. Впространстве D' имеют место равенства

оо . .оо +оо
sinnx\

IX = -
- + 7Г

71=1 j

(X)

Л. -г, ,
v—v sin пх тг — х

Указание. Воспользоваться формулой у, = •

п=1

В задачах 88-103 доказать сформулированные утверждения.

88. Для того чтобы бесконечно дифференцируемая функция ср :

R —У С принадлежала пространству 5, необходимо и достаточно, что-

чтобы для любых неотрицательных целых тип выполнялось условие
'

:п^т)(х)\ < +оо.
R

89. Длятого чтобы lim ipn = (p, необходимо и достаточно, чтобы
п—>-оо

lim sup|x*[(^m)(>) -(^(m)(»]| =0, fe,m = 0,1,2,...
n—>-oo

/^

90. Если lim ipn = (^ в 5, то для любого m = 1,2,... и любо-
п—>-оо

го ж G /? имеет место ,ч (т)мlim ^mjЫ = (р[т)(х).

91. Пространствоосновных функций D содержится в простран-

пространстве основных функций медленного роста 5, причем если lim (pn = (р
п—>-оо

в D, то lim срп = ср в S.
п—>-оо

92. L>̂ 5.
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93. Обобщеннаяфункция, порожденная локально интегрируемой
функцией еж, не продолжаема с множества основных функций D
на множество основных функций 5, т. е. не продолжаема в элемент

пространства S'.

94. ПространствоD плотно в пространстве S, т. е. любая функ-
функция ip Е S является в S пределом последовательности функций ipn Е

е D, п = 1,2,...

95. Еслифункция f(x) абсолютно интегрируема на всей числовой

оси, то функционал /, определенный формулой
+ОО

г

(f,<p) = J f(x)(p(x)dx, (p Е S,
— ОО

принадлежит пространству S'.

96. Еслифункция /: R ->• С локально интегрируема и для нее

справедлива оценка ^^̂ ф^
где х и к — неотрицательные постоянные, то функционал /, опре-

определяемый формулой +оо

(/.?>)= f f(x)<p(x)dx, ipes,
— оо

принадлежит пространству S'.

97. Обобщеннаяфункция
— G D' (см. задачу 64) продолжаема
X —|— ZU

в обобщенную функцию медленного роста.

98. Для производных обобщенных функций медленного роста

справедливы полные аналоги утверждений задач 69, 70, 85 и 86.

99. Еслиip G 5, то при любом к = 1, 2,... функция xkip(x) абсолют-

абсолютно интегрируема на всей числовой оси, и потому для нее определено

преобразование Фурье.
100. Еслиip G 5, то F(<p) G 5 и F ^)G 5 (F — преобразование

Фурье, a F — обратное преобразование Фурье).
101. Если<р е 5, то F~1(F(ip)) = ср и F(F~1(f)) = у?.

102. Преобразование Фурье и обратное преобразование Фурье
отображают взаимно однозначно, линейно и непрерывно пространст-

пространство S на себя. (Отображение F: S —У S называют непрерывным, если

из условия lim срп = ср, срп G 5, п = 1, 2,..., следует, что lim F(ipn) =
п>оо п>ооп—>-оо

103. Если функция /(ж) непрерывна и абсолютно интегрируема
на всей числовой оси и ср G 5, то

+ОО +ОО +ОО +ОО

| If(y)e-ixydy = I f(y)dy I <p(x)e-ix» dx.
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104. Привести пример такой основной функции ср из прост-

пространства D, что ее преобразование Фурье F(ip) не принадлежит этому

пространству.

105. Найтипрямое и обратное преобразования Фурье для й-функ-
ции.

В задачах 106-112 доказать сформулированные утверждения.

106. ПреобразованиеФурье обобщенной функции / Е S' также

является обобщенной функцией класса S', т. е. F(f) — линейный

непрерывный функционал над пространством S.

107. Длялюбой обобщенной функции / Е S' имеют место соот-

соотношения F~1(F(f)) = F(F~1(f)) = /.

108. ПрямоеF и обратное F преобразования Фурье отобража-
отображают пространство S' на себя линейно, взаимно однозначно и непре-

непрерывно (непрерывность отображения пространства S' определяется
аналогично непрерывности отображения S —> S в задаче 102).

109. Пустьф: R ->• С — такая бесконечно дифференцируемая
функция, что для любой ее производной ф(п\ п = 0,1,2,..., сущест-

существуют такие постоянные Сп и С'п, что для всех х G R выполняется

неравенство |т/>(п)(ж)| ^ С'пA + \х\)Сп. Тогда, если ip G 5, то гр(р G S.

110. Если/ G S', а функция ф удовлетворяет условиям зада-

задачи 109, то ф/ G S".

111. Если/ е S", то F(f^) = (ix)nF(f).
112. Если/ G S", то F^n\f) = (-i)nF(xnf).

В задачах 113-118 найти преобразование Фурье обобщенных

функций.
п

113. S(n\ 114. ^akxk.
k=0

115. Сдвинутой й-функции S(x — а).
6(х-а)-6(х

118. Функции Хевисайда ^ (см. пример 3).

ОТВЕТЫ

22. 1) Стационарные с некоторого номера;

2) сходящиесяв обычном смысле;

3) сходящиесяк пределу слева;

4) и5) стремящиеся к +оо;

6) последовательности (жп), у элементов хп которых, начиная с

некоторого номера, постоянные целые части.

30 Под ред. Л.Д.Кудрявцева, т. 3
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60. О, 0. 71. у' = 5(х-х0). 72. у' = -ip'(x0). 73. у' = signx.

74. у' = 0. 75. у' = V-. 76. (у'\ф) =

+оо О

-^-^—^у ' к dx. 78. Ew,Lp) = (-l)n^n)@).
о

79# ^/с ^n _ ) k(k ~ 1)-(* - и + 1)^-п при
1 +; ~\

106. F(<5) = ^L, F ^)= v^tt. ИЗ.
/2

при

^_,
. ,„,-v_. „„.

^=
п

114. V2^y^akikS^k\ 115. —Le"^. 116. -^= cosay.

117. -^= sinay. 118.
^ y-iO
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