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ВВЕДЕНИЕ

Теория автоматов представляет собой раздел теории управляю-
щих систем, изучающий математические модели преобразователей
дискретной информации, называемые автоматами. С определенной
точки зрения такими преобразователями являются как реальные
устройства (вычислительные машины, автоматы, живые организ-
мы и т. п.), так и абстрактные системы (математические машины,
аксиоматические теории и т. д.). Характерной особенностью этих

преобразователей является дискретность функционирования и

конечность областей значений параметров, описывающих их. Тео-

рия автоматов возникла в середине XX столетия в связи с изуче-
нием свойств конечных автоматов. Со временем предмет ее иссле-

дований расширился за счет рассмотрения также различных обоб-

щений конечных автоматов. Содержательно конечный автомат

можно охарактеризовать как устройство, имеющее входной и

выходной каналы и находящееся в каждый из дискретных момен-

тов (времени, называемых тактовыми моментами, в одном из ко-

нечного числа состояний. По входному каналу в каждый такто-

вый момент в устройство поступают входные сигцдлы (из некото-

рого конечного множества сигналов). При этом указываются:
а) закон изменения состояний к следующему тактовому моменту
в зависимости от входного сигнала и состояния устройства в пре-
дыдущий момент; б) значения выходного сигнала (из некоторога
конечного множества сигналов) устройства в текущий тактовый
момент как функции состояния и входного сигнала в тот же мо-

мент. Существуют различные подходы к определению понятия

конечного автомата, которые могут быть разбиты на группы
макроподхода и микроподхода. При макроподзшде интересуются,
грубо говоря, внешним поведением устройства, тем, как оно осу-
ществляет переработку входной информации в выходную инфор-
мацию и в последовательность состояний, отвлекаясь от внутрен-
него его строения. На этом пути приходят к пойят|ию абстрактного
конечного автомата. Тем самым абстрактный конечный автомат
может быть задан с помощью набора отображений, описывающих

его «внешнее» функционирование. При микроподходе учитывается
структура устройства, функционирование и связь между собой его

частей. На этом пути приходят к понятию структурного конечного

автомата.

В соответствии с двумя подходами к понятию автомата вся

теория автоматов может быть разделена на теорию абстрактных
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автоматов и теорию структурных автоматов, изучающих различ-
ные свойства соответственно абстрактных1 и структурных автома-

тов. Настоящая книга посвящена изучению основ теории абстракт-
ных автоматов. С автоматами связывают различные отношения,
возникающие между входной и выходной информацией й состоя-

ниями, .которые называются поведениями автоматов. Вокруг изу-
чения этих поведений автоматов группируется основная проблема-
тика теории· автоматов. Можно выделить несколько наиболее важ-

ных видов поведения, которые удобно охарактеризовать приме-
нительно к модели абстрактного автомата и изучение которых тем

самым составляет определенное содержание теории абстрактных
автоматов. Это — поведение автоматов как преобразователей и как

акцепторов, а также некоторые их модификации. При изучении
автоматов как преобразователей, интересуются отображениями по-

следовательностей входных сигналов в множество последователь-

ностей состояний и выходных сигналов, осуществляемых автома-

тами. При изучении автоматов как акцепторов интересуются тем,
какие множества конечных последовательностей входных сигналов

можно отличать друг от друга с помощью выходных сигналов

автоматов. Рассматривается также поведение автоматов как сверх-
акцепторов, при котором автЪмат используется как средство раз-
личения бесконечных последовательностей входных сигналов. Если

исследуется структура допустимых последовательностей выходных
сигналов автомата, то говорят, что автомат рассматривается как

перечислитель. Наконец, важный класс поведений автомата возни-

кает при рассмотрении его функционирования в различных «внеш-

них средах» (в частности, такая среда сама может описываться

посредством конечного автомата). Основными задачами, возни-

кающими при рассмотрении перечисленных типов поведений, яв-

ляются задачи анализа (т. е. описания свойств поведения автома-

тов) и синтеза (т. е. построения автомата, поведение которого
удрвлетворяет заданным условиям).

Предлагаемая книга состоит из 4 глав. В первой главе вводится

понятие абстрактного конечного автомата и определяются рассмат-
риваемые далее типы поведений автоматов, для которых формули-
руются соответствующие задачи анализа и синтеза. Во второй
главе рассматривается поведение автоматов как преобразователей,
в третьей — поведение автоматов как акцепторов. Четвертая глава

посвящена некоторым задачам, связанным t автоматами-сверхак-
цепторами, автоматами-перечислителями и автоматами, функцио-
нирующими во «внешних средах».

Вошедший в пособие материал неоднократно использовался

авторами при чтении обязательных и специальных курсов по тео-

рии автоматов.

Авторы благодарят Е. Ветренникову, Э. Гасанова, С. Карташо-
ва, К. Коляду, А. Кибкало, А. Рябинина за помощь в оформлении
рукописи.



Глава I

ПОНЯТИЕ АВТОМАТА

§ 1. ПРИМЕРЫ И СОДЕРЖАТЕЛЬНАЯ МОДЕЛЬ

АВТОМАТА

При изучении многих реальных устройств и процессов наряду
с построением их непрерывных математических моделей часто
оказываются полезными также дискретные модели, в которых ука~-
зывается лишь логика происходящих изменений, без учета коли-

чественных характеристик. При построений дискретной модели

процесса функционирования некоторого устройства можно выде-

лить следующие основные этапы.

1. Процесс предполагается происходящим в дискретные момен-

ты времени, занумерованные числами 1, 2, 3,... Эти моменты,

вообще говоря, не являются отстоящими друг от друга на, одина-

кЪвые промежутки времени, и их выбор может быть -связан с на-

ступлением тех или иных внешних' по отношению к изучаемому

процессу событий.

2. Выбираются некоторые (вообще говоря, непрерывные) пара-
метры, описывающие: внутреннее состояние рассматриваемого
устройства; возможные воздействия внешней среды на устройство;
возможные воздействия устройства на внешнюю среду. Множества

допустимых значений этих параметров разбиваются на конечное

число попарно не пересекающихся классов; пусть {qiy 92, .··, Уп} —

классы, на которые разбиваются значения параметров, описываю-

щих внутреннее состояние устройства; {#i,..., ат} — классы, на

которые разбиваются значения параметров, описывающих воздей-
ствие внешней среды на устройство, и {Ьи ..., Ьр} — классы, на

которые разбиваются значения параметров, описывающих воздей-
ствие устройства на внешнюю среду. Если параметры первого из

указанных типов принадлежат классу q\\ второго типа — классу
ауу третьего типа — классу Ък, то говорим, что дискретная модель

устройства находится в состоянии ду, на вход ее поступает сигнад

cij, а на выходе возникает сигнал &&.
3. Выбор разбиения на классы q\, а^ bk множеств значений

соответствующих параметров часто возможно бывает сделать

таким, чтобы состояние #(£+1) модели в момент дискретного вре-
мени i+Ι и выходцой сигнал b(t) этой модели в момент време-
ни t однозначно определялись состоянием q(t) и входным сигна-

лом а(^), наблюдаемыми в момент времени t (здесь, как и при
построении непрерывных моделей, делается допущение о возмож-
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ности мгновенного воздействия входных параметров устройства на

выходные его параметры). В этом случае для завершения построе-
ния модели достаточно задать определенные на конечных множе-

ствах функции, описывающие указанную зависимость значений

q(t+l) и b(t) от значений q(t) и a(t).
Рассмотрим ряд примеров, иллюстрирующих указанный процесс

построения дискретной модели реального устройства; такие мо-

дели (а иногда и сами устройства, функционирование которых
адекватно описывается дискретными моделями) обычно называют-

ся автоматами.

Разменный автомат. В этом автомате удобно выделить три

параметра: а) входную информацию, т. е. сигналы, вводимые в

него; б) параметр, описывающий внутреннюю переработку автома-

том входного сигнала; в) выходную информацию, т. е. сигналу,
выдаваемые автоматом наружу. Входные сигналы разобьем на три
группы. Первая группа состоит из пустого сигнала Л, означающе-

го, что в вводное гнездо автомата ничего не подается. Вторая
группа состоит из сигнала 1Q (рассматриваемый автомат разме-
нивает монеты достоинством в 10 копеек), а третья включает в

себя все остальные входные возмущения, которые мы обозначим

буквой λ. Проследим, как содержательно проходит работа нашего

устройства. В первый момент автомат готов к восприятию любой

входной информации. Его внутренние компоненты занимают опре-
деленные положения, создавая некоторую ситуацию, которую мы

назовем состоянием qA. Это состояние характеризуется, в част-

ности, тем, что после подачи любого входного сигнала на вход

автомата, на выходе автомата в тот же момент ничего не выдает-

ся. Отсутствие сигнала на выходе мы также будем обозначать сим-

волом Л. Кроме того, естественно предположить, что и состояние

автомата qA после подачи на его вход Л к следующему моменту
не изменится. Предположим теперь, что на вход автомата посту-
пил сигнал 10. Автомат должен проанализировать этот сигнал,

«понять», что это действительно десятикопеечная монета, и, убе-
дившись в этом, выдать на выходе запроектированную информа-
цию. Можно счита^тц. что на анализ уходит один такт времени,
поэтрму к следующему моменту расположение внутренних компо-

нент автомата изменится, создав новую ситуацию — состояние qi0i
в котором при любой входной информации в этот же момент на

выходе автомата должны быть выданы в качестве выходных сиг-

налов два пятака, символически обозначенные через (5,5). Для
завершения характеристики состояния qA остается рассмотреть
подачу на вход сигнала λ. Для автомата сигнал λ представляется
запретным, и можно предположить, что после анализа этого сиг-

нала и установления того, что λ отлично от Л и 10, к следующему
моменту расположение внутренних компонент должно измениться,

создав состояние qA, которое можно интерпретировать как аварий-
ное и в котором на выходе выдается сигнал Л при любом вход-
аом сигнале в этот момент. Перейдем к завершению характеристик
состояний qi0 и qA. Естественно ожидать, что в состояний qi0
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автомат после подачи в этот момент на вход сигнала 10 к следую-
щему моменту не изменит своего состояния, а после подачи сиг-

нала λ к следующему моменту перейдет в состояние ηλ. Можно
считать, что сам автомат, раз оказавшись в состоянии qKy всегда
остается в нем, пока его не выведет из этого состояния оператор.
Изложенное полуформальное описание «работы» разменного
автомата, которое в смысле переработки входных последователь-
ностей сигналов в выходные адекватно работе реального размен-
ного автомата, удобнее задавать с помощью диаграмм. Для
нашего автомата такая диаграмма приведена на рис. 1.1.
В ней кружки соответствуют состояниям автомата, в нижних частях

кружков указаны вмходные сигналы, которые вырабатывает ав-

Рис. 1.1 Рис 1.2.

томат, находясь в соответствующем кружку состояния. Исходящие
из кружков стрелки соответствуют входным сигналам, подаваемым
на вход автомата в момент, когда он находится в соответствую-
щем кружку состоянии, и своими концами указывают, в какое со-

стояние перейдет автомат к следующему моменту. Для экономии

в состоянии qk все стрелки объединены в одну. С помощью этой

диаграммы легко установить, что автомат, находясь в первый мо-

мент в состоянии qAy «перерабатывает» входную последователь-
ность сигналов ЛЛЮ1010ЛЛ10Л в последовательность состояний

qAqAqAqioqioqi0qAqAqi0qA и последовательность выходных сигналов

ЛЛЛ(5,5) (5,5) (5,5)ЛЛ (5,5).
Закон переработки автоматом последовательности входных

сигналов в последовательности состояний и выходных сигналов

обычно называют его функционированием.
Элемент задержки. Элемент задержки представляет собой

электрическую схему, используемую в электронных вычислитель-

ных машинах и служащую для временной задержки импульсных
сигналов. Входными сигналами элемента задержки служат симво-

лы 0 (отсутствие электрического импульса) и 1 (наличие импуль-

са); выходные сигналы — также 0,1 в зависимости от отсутствия
или наличия импульса. Элемент задержки имеет два состояния,

ql и q2. Если в момент времени t на вход элемента подается

jt, *е{0,1}, то этот же сигнал возникает на выходе элемента в

момент времени f+Ι, чем и объясняется название элемента. Нахо-

дясь в состоянии 91» элемент задержки «помнит» о том, что в пре-

дыдущий момент времени на его вход поступил сигнал 0; в состоя-

нии q2 — «помнит» о том, что в предыдущий момент времени на

вход поступил сигнал 1. Диаграмма, иллюстрирующая переходы
элемента задержки из одного состояния в другое под действием:
входных сигналов, приведена на рис. 1.2.
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В качестве примера отметим, что элемент задержки, находящийся
в начальный момент времени в состоянии qiy перерабатывает
входную последовательность сигналов 0,0,1,0,1,1,0,0,0,1,1 в по-

следовательность выходных сигналов 0,0,0,1, 0,1,1,0,0,0,1,1.
Нервная клетка. Входные импульсы, поступающие на нервную

клетку, разделим по их интенсивности на /г+1 группу, обозначив

эти группы 0,1,2, ..., п. Нервная клетка может находиться в со-

стояния покоя, состоянии возбуждения, а также в так называемых

состояниях относительной рефрактерности, возникающих непосред-

ственно после того, как клетка была возбуждена, и характеризую-
щихся пониженной чувствительностью клетки к внешним воздей-

Рис. 1 3

ствиям. Указанные состояния нервной клетки также разобьем на

п+1 группу, которые обозначим q°y q1,..., qn. При этом q° соответ-

ствует состоянию покоя; qn — состоянию возбуждения, a q1,...,
qn~i — состояниям относительности рефрактерности. Выходные
сигналы нервной клетки разобьем на две группы: 0 (отсутствие
импульса) и 1 (наличие импульса). Если нервная клетка находит-

ся в состоянии q\ причем входной сигнал / таков, что /<i, то

клетка переходит к следующему моменту времени в состояние

ф-\ если же />i, то клетка возбуждается, Переходя в состояние

qn. Выходной сигнал в состояниях q°...,..., qn~^ есть 0; в состоянии

qn выходной сигнал есть 1. Диаграмма, иллюстрирующая измене-

ние состояний нервной клетки под действием . входных сигналов,

приведена на рис. 1.3.

С учетом сформулированных в начале параграфа принципов
построения дискретных моделей и рассмотренных примеров при-
ходим к следующей содержательной модели конечно-

го автомата, схематически изображенной на рис. 1.4. \a(t)
Эта модель имеет вход (стрелка, входящая в прямо- у

угольник), корпус и выход (стрелка, исходящая из | м \q(t\
прямоугольника). «Работа» модели осуществляется в Τ

тактовые моменты времени 1, 2, 3,.... В каждый мо- \ь®
мент на вход модели подаются сигналы, т. е. вход-

р
«

4
ные буквы из некоторого конечного входного алфави-
та А = {аи а2,..., ат}, корпус модели находится/в од-
ном из «внутренних» состояний, кодируемых букрами из конечного

алфавита состояний Q = {qu Q2, ···, Qn}, а с выхода модели снимают-

ся сигналы, т. е. выходные буквы из выходного алфавита B = {bl>
б2,..,, ЬЛ}. Входная буква и состояние модели в данный момент од-
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нозначно определяют выходную букву в этот же момент и состоя-

ние модели в следующий момент, т. е. если в момент t подавалась
на вход буква a(t)y а модель находилась в состоянии q{t), то

b(t)=^(q(t)9 a(t))\ q(t+l)=q{q(t), a(t)). Пусть в первый мо-

мент модель Μ находится в некотором состоянии q(\) (начальном
состоянии). Используя функции φ и ψ, свяжем с Μ некоторую вы-

числительную процедуру, позволяющую по входному слову
а (1) а (2)... α (τ) определить слово состояний q(\)q(2)... q{%+ 1) и

выходное слово 6(1)6(2)... & (τ) следующим образом. По паре
(а(1), q{\)) вычисляются два параметра 6(1) =φ(^(1), α(1)) и

*7(2)=φ(<7(1), α(1)), затем по паре (α(2), #(2)) вычисляются

6(2)=я|)(<7(2), а(2)) и q(3) =φ(^(2), а(2)), и так далее; если для

t,t<x уже вычислены значения b(t—1) и q(t), то вычисляются

b(t)^(q(t)9 a(t)) *.q(t+l)=<p(q(t), a(t)).
Описанную вычислительную процедуру, устанавливающую соот-

ветствие между входными последовательностями, последователь-
ностями состояний и выходными последовательностями, называют

функционированием модели М. Модель М, у которой функциони-
рование начинается всегда в одном и том же начальном состоя-

нии q, называют инициальной моделью и обозначают через Mq.
Описанная модель является содержательной трактовкой понятия

абстрактного конечного автомата.

§ 2. ПОНЯТИЕ АБСТРАКТНОГО АВТОМАТА.
СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ АВТОМАТОВ

Абстрактным конечным автоматом % называется система

(Л, Q, β, φ, ψ), где A, Q, В— конечные алфавиты, называемые

соответственно входным алфавитам, множеством состояний и вы-

ходным алфавитом, А = {а\ ..., ат}9 Q={ql, ..., qn}, B={blf ..., 6?},
φ
— функция переходов, отображающая множество QxA в Q;

ψ — функция выходов, отображающая множество QxA в В.

Произвольные фиксированные значения из алфавитов A, Q, В

будем обозначать через a, q> b соответственно, а переменные вели-

чины, принимающие значения из указанных алфавитов, через
х, z, у соответственно. Число символов в алфавите С обозначаем

далее посредством \С\.
Задание автомата St фактически сводится к заданию функций

φ и ψ, последнее может быть достигнуто с помощью построения

таблиц с двумя входами, изображенных на рис. 1.5 и 1.6.

Иногда эти таблицы объединяют в одну, помещая на пересечении
i-й строки и /-го столбца сразу (φ(^, α*), ψ(^', а1)). Удобным спо-

собом задания являются также Гак называемые диаграммы Мура.
Они строятся следующим образом. На плоскости выбираются η

кругов, которые взаимно-однозначно ставятся в соответствие со-

стояниям автомата ЭД, и внутри каждого круга пишется соответ-

ствующее ему значение. Затем из каждого круга проводят по т

стрелок. Каждой стрелке, исходящей из круга состояний q\ взаим-
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но-однозначно соответствует буква из алфавита А, Стрелке, соот-

ветствующей букве а\ приписывается пара (а1, ЬП[), если ЪП[ =
= ψ((7/,α/). Эта стрелка упирается в круг состояния ηω, если ςω=*

HI
а'
а2

о'1'

ат

q' tf... q}... q"

<j)(q{al)

Рис. 1.5. Рис. 1.6

= φ(<7% α1). На рис. 1.7 приведен примерный фрагмент такой диа-

граммы.

(a\bL')

(a\hL>}

Рис. 1.7.

Пример 1. Пусть % = ({а1, а2}, {^, </2}, {б1, Ь2}, φ, ψ), где φ и

ψ определены с помощью таблицы, изображенной на рис. 1.8.

V

(qlb1) (у2, о2)

(qW) Φ2)

Рис. 1.8.

(a\br)

(a2b)

я1) j^r
(а\ь2)

Рис. 1.9.

(а2Ь2)

Диаграмма Мура автомата % указана на рис. 1.9; при замене в

ней символов а1, Ь1 на 0, а2, Ь2 — на 1 получаем диаграмму, иллю-

стрирующую работу описанного в § 1 Элемента задержки.
Конечные последовательности букв из алфавитов А> Q и В

автомата 9t, т. е. слова в этих алфавитах, называются соответст-

венно входными словами, словами состояний и выходными слова-

ми, а бесконечные последовательности указанных букв, т. е. сверх-

слова, называются соответственно входными сверхсловами, сверх-

словами состояний и выходными сверхсловами. Число букв в сло-

ве | называется длиной слова ξ и обозначается |ξ|. Для множества

букв С через С* обозначим множество всех слов ξ™ длины ту
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m= l,2,..., а через С°° — множество всех сверхслов ξ00 в этом ал·

фавите. Иногда, когда длина слова для нас несущественна, мы

будем писать ξ вместо %т. Для удобства изложения функции φ и

ψ распространим на множество QxA* следующим образом. Пусть
а^ЕЛ*, аеЛ, q^Q, тогда, обозначая через Л пустое слово, пола-

гаем, что

φ(<7, Λ)=<7, φ(?, αα)=φ(φ(<7, α), α),

ψ(<7, Λ)=Λ, ψ(<7, αα)=ψ(φ(?, α), α).

Пусть «J обозначает начало слова ат длины п, я>0, жт, при

этом ^j пусть обозначает Л. Определим слова φ(#, ат) и
о

ф(<7, ат) в алфавитах Q и В соответственно следующим образом:

φ (q, am) = φ (q, αΡ|) φ (?, oF|)... φ (q, am),
ο i

ψ (<7, am) = ψ (?, α™}) ψ (<7, α™|)... ψ (?, am).
1 2

Говорим, что автомат 9t, находясь в начальном состоянии q,

перерабатывает входное слово am в слово состояний φ(?, α*") и

выходное слово ф(<7, am). Преобразование входных слов автоматом

% можно охарактеризовать тернарным отношением F=

= {(aw, φ((7, am), ф(<7, am) : атеЛ*, ?gQ, m=l, 2,...}, называе-

мым функционированием автомата 9t.

Исследуем функционирование некоторых примеров абстрактных
конечных автоматов.

Пример 2. Пусть 31 — автомат, определенный в примере 1.

Тогда, как нетрудно видеть, φ(<7',α11 .. .dm) = q'q^ .., 4т\ ·ψ(^,α11...
.., a'm) = ЫЫ* ... б1'"-1. Функционирование автомата 91 моде-

лирует, таким образом, работу элемента задержки.
Нетрудно заметить, что и для остальных реальных автоматов,

рассмотренных в § 1, диаграммы, иллюстрирующие работу этих

автоматов, представляют собой диаграммы Мура некоторых абст-

рактных конечных автоматов. Функционирование этих абстракт-
ных автоматов является математической моделью работы соответ-

ствующих реальных автоматов.

При изображении диаграмм Мура, во избежание излишней

громоздкости, в тех случаях, когда из состояния ql в состояние qi
ведет несколько параллельных стрелок, будем заменять эти стрел-
ки одной такой стрелкой, приписывая ей все те пары (а% Ы), ко-

торые были приписаны заменяемым стрелкам.
Пример 3. Пусть % = ({0,1}, {q\ q\ ?3}, {0,1}, φ, ψ). Диаграм-

ма Мура автомата % приведена на рис. 1.10.
Легко видеть, что любое входное слово автомат 91 перерабаты-
вает в выходное слово, представляющее собой некоторый отрезок
последовательности 0,0,1,0,0,1,0,0,1,..., причем выбор начала
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этого отрезка определяется выбором начального состояния автома-

та 91.

Пример 4. Пусть 91 = ({0,1}, {q\ q\ ?3}, {0,1}, φ, ψ). Диаграм-
ма Мура автомата 91 приведена на рис. 1.11.

Находясь в начальном состоянии q1, автомат 9( перерабатывает
входное слово α3=α(1) ... α(3) (a(i) есть i-я буква слова а3)

Рис. 1.10. Рис. 1,11.

в такое выходное слово β3=6(1) ... 6(3), что 6(Э) = 1 тогда и

только тогда, когда α(3)=α(2) = 1; α(1)=0. Этот автомат, таким

образом, распознает последовательное поступление на вход сиг-

налов 0, 1, 1, реагируя на это сигналом 1 на выходе. Автомат
95 = (Л, Q', β, q/, ψ') называется подавтоматом автомата 91=
= (A, Q, 5, φ, ψ), если выполнены условия:

а) Q'<=Q\
б) если q^Q' и а^А, то φ'(<7, α)=φ(<7, α); ψ'(qt a)=i|>(<7, a).
Пример 5. Пусть 9t =({0, 1}, {q\ q\ q\ q*}y {0, 1}, φ, ψ); диа-

грамма автомата9(указана на рис. 1.12. Автомат 95 = ({0,1}, {q3, qk}9

{0,1}, φ', ψ'), диаграмма которого приведена на рис. 1.13, являет-

ся подавтоматом автомата 9t.

Изоморфизмом автомата 91 = (Д Q, β, φ, ψ) на автомат 95=
= (А', а\ В', φ', ψ') называется тройка (f, g, h) взаимно-однознач-

ных отображений / : А-+А'; g : Q-+Q', h : В-*В' таких, что имеют

место тождества: g(<p(<7, a))=(p'(g{q), f(a)); h(ty(q, a)) =

=·ψ'(£(?)> f{a)). Если (/, g> h) — изоморфизм автомата 9t на

автомат 95, то, очевидно, (f_1, g-1, hrx) (где посредством F^ обо-

значается отображение, обратное к отображению F) — изомор-
физм автомата 95 на автомат 9(. Автоматы 9t и 95 называются

изоморфными, если существует изоморфизм автомата 91 на ав-

томат 35. Изоморфные автоматы отличаются друг от друга лишь
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переобозначением соответствующих алфавитов Л, Q, β, поэтому
во многих задачах можно не различать такие автоматы.

Гомоморфизмом автомата 9t = (Л, Q, β, φ, ψ) rta автомат

35 = (Л7, β', Q', φ7, ψ7) называется тройка (/, g, h) отображений
/: A-+A'y g : Q-+Q\ h : B-^B\ таких, что имеют место тождества:

8(Ш α))=ψ'{8(4), f(a)); Α(Ψ(<7, a)) = ψ'(£(<7), /(a)). Если

существует гомоморфизм автомата % на автомат 95
, то 35 назы-

вается гомоморфным образом автомата 91.

Пример 6. Пусть 91 =({0,1,2}, {^ q\ q\ </*}, {0,1,2}, φ, ψ);
35 = ({α, b}, {ρ1, ρ2}, {с, d}, φ', ψ')» причем диаграммы автоматов
9t и 35 приведены на рис. 1.14, а) и б).

Рис. 1 14.

Пусть / : {0, 1, 2}-Ча, Ь}· g : {q\ q\ q\ q")-+{p\p*)\h : {0,1.2}-.
->{c, d} — отображения, такие, что: /(0) =f(l) =a; /(2^=b;
g(qi)=g(q2)=Pi\ g(q3)=g(q')=P2\ h\l) =h(2)=d; Л(0) = с. Тогда,
как легко проверить, тройка (/, g, /i) есть гомоморфизм автома-

та 31 на автомат 35.

Определим некоторые операции над конечными автоматами.

Пусть 91 = (Л, Q, β, φ, ψ) ·Ν»
= (Л, Q', β, φ7, ψ'), причем Qf]Q'= 0.

Суммой автоматов 91 и 35' обозначаемой посредством 91 + 35, на-

зывается автомат (Л, QUQ', β, φ"> ψ")> гДе:

φ'(*α)= | ф(*а) ПРИ *eQ'
V(q,a)= f ψΜ ПрИ ^Q'

Ι φ'(^β)г) при q <= Q\ •ф'(<7>я) при q<=Q\

Пусть 91 = (Л, Q, β, φ, ψ); 95= (Л', Q', β7, φ', ψ')· Произведением
автоматов 9i и 35, обозначаемым 9*х35, называется автомат

(АХА\ QxQ', ВХВ', φ", ψ"), где <p'((<7lf q2), (^а2))^ (cp(qua{)y
φ7(^2, fl2)); Ψ"((<7ьЫ> (aifi2)) = (^(9iai), ψ'((/2, α2)). Исходя из

заданного набора конечных автоматов, при помощи операций сум-
мы и произведения можно строить новые конечные автоматы. Ис-

пользование этих операций можно рассматривать, таким образом,
как один из способов задания конечных автоматов.

Автомат 9t с выделенным состоянием q, именуемым началь-

ным, называется инициальным абстрактным конечным автоматом,
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обозначается через 91 ^ и представляет собой набор (Л, Q, β, φ, ψ, #Ь
Под функционированием автомата 9Ц понимается тернарное отно-

шение

Fq={(am, φ(<7, am), гр(?, a™)) : атеЛ*, m=l, 2, -.. }.
В заключение параграфа отметим, что для задания инициаль-

ных автоматов и их функционирования могут быть использованы

также так называемые канонические уравнения. Функционирова-
ние·^ инициального автомата ^—(Л, Q, β, φ, ψ, q) состоит,

очевидно, из всех троек слов (α, κ, β), таких, что при некотором

лге{1, 2,... } выполнено

α= α(1) ...а(т); κ = ?(1) ...?(m+l); β = 6(1) ...6(m),

причем имеет место система соотношений

(?(!)
= ?,

(*) q(t + l) = f(q((),a(t)),
[b(f) = *(q(i),a(t))

(/=1,..., m), называемая системой канонических уравнений автома-

та %.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Построить автомат 91 = ({0, 1}, {q1, q2, q3}, {0,1}, φ, ψ), который
при начальном состоянии qi перерабатывает слово 0010 в сло-

во 0100, а слово 1011 — в слово 0001. Существует ли автомат

с двумя состояниями, удовлетворяющий этому условию?
2. Построить автомат 5t = ({0, l}_, {q*, q\ #3}, {0,_1}, φ, ψ), удов-

летворяющий условиям: ψ^1,000) =я011; ψ(<72, 111)= 000;
ψ(<73, 110) =001. НайтРи число таких автоматов.

3. Является ли автомат 95 из примера 5 гомоморфным образом
автомата 9С из примера 6?

4. Найти число попарно неизоморфных автоматов, являющихся

гомоморфными образами автомата 9t из примера 6.
5. Изоморфен ли автомат % из примера 6 произведению каких-

либо двух автоматов %х и 912, имеющих каждый по 2 состояния?
6. Существуют ли такие автоматы St± и 3t2, имеющие по 3 состоя-

ния каждыйг для которых автомат % из примера 6 изоморфен
некоторому подавтомату автомата 9tiX3i2?

§ 3. НЕКОТОРЫЕ КЛАССЫ АБСТРАКТНЫХ

АВТОМАТОВ

При решении различных задач теории автоматов часто воз-

никают дополнительные условия на рассматриваемые автоматы,
определяющие те или иные подклассы класса всех конечных ав-

томатов. Важнейшие такие подклассы и будут описаны в настоя-

щем параграфе.
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Пусть 21 = (Л, Q, β, φ, ψ). В зависимости от вида функций
φ, ψ, можно выделить следующие типы автоматов.

Автомат 91 называется автоматом Мура, если функция φ (q, a)
не зависит от переменного α; ψ(*7, a)=ty(q). Для автоматов Мура
диаграмма Мура может быть несколько изменена. Поскольку в

этом случае выходная буква однозначно определяется состоя-

нием, ее помещают в том же круге, что и состояние, а стрелкам

приписываются не пары, а только входные буквы. На рис. 1.15
представлен примерный фрагмент такой диаграммы.

а1 а2 №

Рис. 1.15. Рис. 1.16.

Аналогично можно поступать и в общем случае, помещая

внутри круга, соответствующего состоянию q\ формулу, задаю-

щую функцию \|у (х) = ψ (q£, х). В этом случае, во избежание из-

лишней громоздкости, символ <7г внутри круга иногда не ставится.

Автомат 9t называется автоматом без памяти, если функция
·ψ(#, а) не зависит от переменного q\ ψ(</, α)=ψ(α). В этом слу-
чае автомат % реализует в каждый мрмент времени одно и то

же отображение множества А входных сигналов в множество В

выходных сигналов без учета информации, поступавшей на вход

автомата в предыдущие моменты времени.
Автомат % называется обобщенной задержкой, если функция

<р(*7, а) не зависит от переменного q. В этом случае сигнал, воз-

никающий на выходе автомата 91 в момент времени t9 опреде-
ляется однозначно по входным сигналам, поступившим на автомат

% в моменты t и t—1. Примерами обобщенной задержки могут
служить автоматы, диаграммы которых приведены на рис. 1.9,1.16.
Автомат 9i называется часами, если функция φ(<7, а) не зависит

от переменного а. В этом случае вне зависимости от поступающих
яа вход автомата % сигналов, начиная с некоторого момента t со-

стояния автомата 9t начинают периодически повторяться:
Яи Яг,... qn, Яи Яг, ··· <7п,.... Примером часов может служить ав-

томат, диаграмма которого приведена на рис. 1.10.
В зависимости от особенностей функционирования выделяются,

далее, следующие типы автоматов.

Автомат 91 называется самонастраивающимся, если сущест-

вует такое натуральное г0, что для любого слова аг, где г>г0,

агЕЛ*, и любых состояний яи q^Q имеет место ψ(<7*, аг) =
= \|)(<7j, аг). Таким образом, для самонастраивающегося автомата

выходная буква в любой момент t>>r0 не зависит от начального со-

стояния автомата. Пример самонастраивающегося автомата при-
веден на рис. 1.17. У этого автомата можно положить г0=3. Само-
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настраивающиеся автоматы находят применение в теории кодиро-
вания.

Автомат 31 называется автоматом без потери информации,
если для любого состояния q^Q и, любых двух различных слов

а! и аг2; ой, ойеЛ* имеет место ψ(^, α[) =£ty(q, a2). Автомат без

потери информации реализует, таким образом, в заданном началь-

Рис. 1.17. Рис 1.18.

ном состоянии q взаимно-однозначное отображение множества Л*

на подмножество множества В*. Пример автомата без потери ин-

формации приведен на рис. 1.18.
С произвольным автоматом 3t = (Д Q, В, φ, ψ) свяжем ориенти-

рованный граф G, называемый графом переходов этого автомата.

Вершинами графа G служат состояния автомата 3f, причем ребро
от вершины qi к вершине q$ проводится в том и только том слу-
чае, когда существует аеА, такое, что qj

= q>{qi, а). Нетрудно за-

метить, что граф 3t получается из диаграммы Мура автомата 31

отбрасыванием отметок, сопоставленных вершинам и ребрам этой

диаграммы.
В зависимости от вида графа переходов автомата можно ука-

зать следующие важные классы автоматов.

Автомат 31 называется связным, если для любых двух различ-
ных вершин q1 и q2 графа переходов G этого автомата существует
такая последовательность qi = vQ, vu ..., vm=^q2 вершин графа G, чта

любые две вершины Vi, υ*+1 соединены ребром (без учета ориента-
ции этого ребра).

Автомат. 3t называется сильно связным, если для любых двух
различных вершин q1 и q2 графа переходов G автомата 31 сущест-
вует последовательность qi = v0y Vt,..., vm=q2 вершин графа G, та-

кая, что при всех г = 0,..., т—1 от и* к vi+l ведет ребро. Примеры
сильно связного и связного, но не сильно связного автоматов

приведены на рис. 1.19, а) и б).
Инициальный автомат 3tg называется инициально связным,

если для любой отличной от q вершины q' графа переходов G
автомата 3t существует такая последовательность 9= ^0, viy ...» vm=
= q' вершин графа G, что при всех /=0,1,..., т—1 от v\ к y2+i
ведет ребро. Автомат 31 называется древовидным, если его граф
переходов представляет собой ориентированное от корня дерево,
к концевым вершинам которого присоединены петли. Автоматы
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Рис. 1.19.

такого типа встречаются в некоторых задачах хранения информа-
ции. Пример древовидного ав1гомата приведен на рис. 1.20.

Рис. 1.20.

Естественно возникает следующий класс абстрактных конечных

автоматов, описывающих работу реальных устройств, имеющих не-

сколько входных и выходных каналов. Пусть 5t = (Л, Q, В, φ, ψ),
A=AiX ... ХАГ; Q=*QtX ... XQS; B = 5iX ... XBV — декартовы
произведения соответствующих множеств. В этом случае элементы

a, q, Ь множеств Л, Q, В представимы в виде наборов (ai,...,an);
(<7i, ...,<7S); (bu...,bv). Если q' = cp(q, α); &' = ψ(<7, Ь)\ q' = (q[, ...

,

q's)\ V = (6j, ...
, b'v), то для подходящих функций ф1э..., φβ, \|>i,...

..., ψ„ имеем:

^i = ΦΙ(^l. ··. ><7s>%> ··· >ar)»

K = ^i(qv ... ,^s,%, ... ,ar),

6/=ψυ(^1, ..., qSf au ..., ^r),
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так что задание функций φ и ψ сводится к заданию соответствую-
щих функций ерь ..., φ5, t|?i, ..., ψυ. Автомат 3t в этом случае назы-

вается автоматом с г входами и υ выходами.

В случае инициального автомата ^«, где 91 — рассмотренный
автомат с г входами и υ выходами; q° = (^J, ...

, q°s), система оп-

ределяющих автомат З^о канонических уравнений с использова-

нием функций φ4,..., φ5, г|)1,..., ψυ может быть записана в виде:

fcO) = # ··..*(!) = #

<7i(f+l) = <Pi(M*)> ···> М0> МО» ·
·> МОЬ

ΜΗ-1)=φβ(Μ0>···.Μ0. М0»->М0),
(*)

MO =*i(M0, ···,МО. МО, ···> МО),

MO =ψτ>(Μ0> ··
·, MO, MO,..., MO)·

Если Ai= ... =i4r = Qi= ...
= QS = JB1 = ... =βυ={0,1}, то для записи

системы канонических уравнений могут использоваться формулы
алгебры логики. Система канонических уравнений оказывается в

этом случае одним из наиболее удобных способов задания ини-

циальных конечных автоматов, позволяющим компактно описывать

автоматы с большим числом состояний.

Пример 1. Пусть r = s = v = 2 и система канонических yp-авнений
имеет вид:

I <7i(* + l) = fc(0VOi(*)

{ 4,(t + l) = qi(t)^i(t)<h(t),
M0=M0VfiW.

\bi(t) = q1(t)qt(t).

Данной системе уравнений соответствует инициальный автомат,

диаграмма Мура которого представлена на рис. 1.21, где элементы

(ai, аг) множеств A, Q, В обозначены посредством ai, ос2 и началь-

ное состояние отмечено звездочкой. Этот автомат, как нетрудно
видеть, является инициально связным.

Рис. 1.21.
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УПРАЖНЕНИЯ

1. Построить автомат Мура с наименьшим возможным числом со-

стояний, удовлетворяющий условиям: ψ(<7'> 000) = 101;
гр(<7г 1010) = 1100; ψ^, 1100) = 1110.

2. Является ли самонастраивающимся автомат, определяемый диа-

граммой на рис 1.12?
3. Привести пример самонастраивающегося автомата без потери

информации, у которого наименьшее г0 (см. определение само-

настраивающегося автомата) равно 3.
4. Выяснить, является ли инициально связным автомат, определяе-

мый системой канонических уравнений:

[<7i(l)
= <72(l) = 0,

I M' + 1) = M0M0VM0,

{ ftiZ + ^bWViiWVfliW,

МО = MOV МО,

\b2(t) = q1(t).

§ 4. ТИПЫ ПОВЕДЕНИЙ АВТОМАТОВ.

АНАЛИЗ И СИНТЕЗ АВТОМАТОВ

В качестве главных свойств абстрактных автоматов выступают
так называемые поведения. Выделяются следующие основные типы

поведений автоматов.

Поведение-I инициального автомата %0 = (Л, Q, β, φ, ψ, qQ)
образует словарная функция f(am) =ψ(<7, aw), отображающая мно-

жество Л* в β*. Иногда вместо функции f(am) рассматривается
функция f(a°°) =*$(?, a°°), отображающая А°° в В°°. Если 91 —

автомат с η входами и k выходами: A=AiX ... ХАП; B =BiX ... X

XBk, то слово am= a(l) ... a(fn), атеЛ*, определяется набором
из слов а™, ... , а%\ aj» = Ml), · · · »Μ"0, ... , α£=α„(1), ... ,a„(m),
таких, что a(t) = (ai(i),.,., an(l)), при всех i=l,..., m. Аналогично,
слово β™=6(1) ... b(m), β™^β*, определяется набором Pf1, ... , β£;
14l = 6l(l)...61(m);...; β£ = 6,(1)... bk(m)\ b(i) = (Μ0>... bk(i))
при i= 1,..., т. Слова α™, β™ обозначаем pr/(aw), ρΓ/(β™) и называем

/-ми проекциями слов ат, β™. Если β771 = f(am) =ф(<7,ат), το для под-

ходящих фунйций Д (а™, ...
, а™), ...

, fk (а™, ...
, а") имеем:

f (ат) = (^ (рГ1 (ат) ? .^ рГп (ат) ) у ^ Д (рГ1ат) , ..., рГп0С™) ) . ТаКИМ об-

разом, для автоматов с η входами и k выходами поведение-I можно

лредставлять набором k словарных функций, каждая из которых за-

висит от η аргументов. Если α°°, β90 — сверхслова из Л°°, В°° соот-

ветственно; α°° = α(1)α(2) ...; β°° = &(1)6(2) ...; a(i) = (МО,...
... ,an(0; Ь(0 = (МО» —» МО); t==^ 2,..., то, обозначая посредст-
вом а?° = рг,- (а°°); β?° = рг,- (β°°) сверхслова aj (1) aj (2) ... и

bj(l)bj(2) ..., приходим к представлению функции f(a°°) в виде k
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определенных на сверхсловах η-местных функций МаГ, ...
, a~),

Функции f(aw), f(am) называются конечно-автоматными функ-
циями, реализуемыми или вычисляемыми инициальным автома-

том Шя. Инициальный автомат, рассмотрение которого осуществ-
ляется с точки зрения его поведения-I, называют автоматом-преоб^
разователем.

Поведение-Н. Выделим в инициальном автомате 5tg =
= (Л, Q, β, φ, ψ) некоторое подмножество В', В'^В и рассмотрим
множество Lb' слов в алфавите Л, определяемое следующим об-

разом:

Lb* = {am : am е Л*, ψ(<7, am) <= β'}·

Множество LB' назовем поведением-Η инициального автомата %q
по отношению к подмножеству В', или событием, представимым
инициальным автоматом Шя с помощью подмножества В'. Пове-

дение-П автомата 9tg представляет собой, таким образом, мно-

жество таких входных слов, на которые автомат 9tg реагирует
появлением на его выходе сигнала из выделенного подмножества

В'. Автомат %q выступает здесь как устройство, распознающее те

или иные классы входных слов. Инициальный автомат, рассмот-

рение которого осуществляется с точки зрения его поведения-И,
называют автоматом-акцептором.

Поведение-Ш. От рассмотрения инициального автомата Щ
как устройства, распознающего множества входных слов, можно

перейти к рассмотрению 9tg как устройства, распознающего мно-

жества входных сверхслов. Если a°°=a(l)a(2) ...

—

некоторое
входное сверхслово, перерабатываемое автоматом 9tg в выходное

сверхслово β°°=6(1)&(2) ..., причем В' — множество всех выход-

ных символов, бесконечное число раз встречающихся в сверхслове
β°°, то скажем, что автомат %q реагирует на входное сверхслово
а00 посредством подмножества В' выходных символов. Пусть
N = {Βν ... , В1) — некотррый набор подмножеств множества В.

Поведением-Ill инициального автомата %q по отношению к набо-

ру N называется множество SN всех таких входных сверхслов, на

которые автомат %q реагирует одним из подмножеств Β1β..., Bk.
Множество- SN называется также сверхсобытием, представимым
инициальным автоматом % с помощью набора N. Инициальный
автомат, рассмотрение которого осуществляется с точки зрения его

поведения-Ш, называют автоматом-сверхакцептором.
Поведением-IV инициального конечного автомата %q=

= (Л, Q, В, φ, ψ, q) называется множество значений отображений
f: Л*-*ЛЗ*; f(a)=tp(<7, a). Автомат 3tg, рассматриваемый с точки

зрения поведения-IV, называется автоматом-перечислителем. Та-
кой автомат представляет собой устройство, перечисляющее при
тюдаче на его вход всевозможных слов в алфавите Л некоторое
яодмножество слов в алфавите В.

Поведением-V инициального конечного автомата %0 = (Л, Q, В,
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φ, ψ, <7ο) называется объект (9Γ-, π), где ЗГ/ = (β, Q', Л, φ', ψ', q'0) —

инициальный конечный автомат Мура, π — последовательность на-

боров (ft, qQ, а0, 60), (ft, <7р ai» fci)··. таки*> что 00
= *' (<70); bo = Ψ(<7ο> aoH

ft+i = Φ (ft. ai)r 9i+i = φ' (?*' *'); ai+i ^ *' ^t:+i); *'+i = *(ft+i» fli+i)·
Последовательность π описывает работу системы, возникающей в

результате отождествления выхода автомата 9^0 со входом ав-

томата ЗГ/, а входа автомата 9^—с выходом 9Гч Для любо-
го о

го i=0, 1, ... qi есть состояние автомата 4Qo в момент i=i;
а' — состояние автомата 91'' в момент t=i\ ai — входной, Ь\ —

выходной сигналы автомата %q0 в момент f = i. Указанное

взаимодействие автоматов 9^0 и 91'' можно рассматривать как

модель процесса управления, в котором 9^0 есть управляющее
устройство, а %'* — управляемое устройство. Автомат %qy рас-

сматриваемый с точки зрения его поведения-V, называется управ-
ляющим автоматом. Основными задачами, возникающими при изу-
чении перечисленных типов поведений автоматов, оказываются

задачи анализа и синтеза автоматов. Если выделен один из рас-
смотренных типов поведения автомата, то задача анализа конеч-

ного автомата заключается в нахождении по заданному автомату
91 (либо 9tg) тех или иных характеристик поведения этого ав-

томата. Обратной к задаче анализа автомата является задача

синтеза конечного автомата, заключающаяся в построении такого

автомата 91 (либо 9tg), поведение которого обладает заданными

характеристиками. Приведем примеры, иллюстрирующие некото-

рые простейшие задачи анализа и синтеза конечных автоматов.

Пример 1. Исследуем поведецие-I автомата 9(^, диаграмма
которого приведена на рис. 1.22.

G}-M ~(?Г)шо) ПУСТЬ a-= a(l)...a(m); fim = f(am).
Τ ν-<-^ Если а(1) = 1, то автомат из состоя-

ния ql переходит в состояние q2y в

(ор)

(1) = 1,
перехс

котором остается неограниченно

(i0) долго. При этом слово β™ получает-
•—γ*\^~~^ ^ν^ΓΛ ся из слова α™ замен°й в нем всех

^(^CfJ^j^ нулей на единицы и наоборот. Если
же а(1)=0, то автомат переходит

Рис 1.22 из состояния ql в состояние q3. Как
видно из диаграммы, далее авто-

мат будет совершать переходы между состояниями qz и q4, меняя

состояние при каждом появлении на входе символа 1. При этом

появление на входе единицы с четным номером приводит к воз-

никновению на выходе автомата символа 1, в прочих случаях на

выходе автомата возникает символ 0. Таким образом, при а(1)=0
слово β™ получается из ат заменой всех «нечетных» единиц (т. е.

таких а(0 = 1, для которых число единиц в слове а(1)... a(i) не-

четно) на нули. Тем самым функция f{am) полностью описана.
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Пример 2. Построим автомат Sf^i, реализующий следующее

отображение / : {0,1}*->-{0,1}*,

| ат, если слово ат не содержит отрезка вида 0101;

f(am\ _, I а(\) ... a(i) 00 ... 0, если ат = а(1) ... а(т), причем

J a(i — 3)a(i —2)a(i—l)a(i) = 0101 — первое вхождение

( в слово ат отрезка 0101.

Автомат, реализующий указанное отображение, распознает первое
лоявление во входной последовательности отрезка вида· 0101 и

после появления такого отрезка выдает на выходе одни лишь нули.

Для распознавания отрезка 0101 достаточно, например, запоми-

нать последние три выходных символа, что означает наличие у
автомата 8 состояний, соответствующих всевозможным тройкам
000,001,..., 111. Если в состоянии, соответствующем тройке 010, на

вход автомата подается символ 1, то автомат переходит в особое

состояние, которое далее не изменяется и в котором на выходе

автомата появляются только нули. Нетрудно заметить, 4tq в ка-

честве начального состояния автомата можно выбрать, например,
состояние, соответствующее тройке 111. Диаграмма переходов ав-

томата 95</i работающего указанным образом, приведена на

рис. 1.23, где состояния обозначены посредством 000,001,..., 111,0,

Рис. 1.23.

причем qx есть 111 (это состояние отмечено звездочкой). Построен-
ный автомат 9V, не является минимальным по числу состояний;
чтобы убедиться в этом, рассмотрим состояния 100 и 000. Если

один из экземпляров автомата 95 находится в состоянии 000, а

другой — в состоянии 100, причем на входы этих автоматов по-

дается символ 0, то автоматы переходят в одно и то же состояние

000; при этом на выходах их возникает один и тот же сим-

вол 0. Аналогично, при подаче на входы этих автоматов символа 1
они переходит в одно и то же состояние 001, а на выходах их по-

является символ 1. Таким рбразом, в состояниях 000 и 100 автомат
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обнаруживает одинаковое поведение-I (в таких случаях говорят,
что состояния 000 и 100 неотличимы). Преобразуем диаграмму
автомата 9V удалив состояние 000 и заменив каждую стрелку,
ведущую к состоянию 000 от некоторого другого состояния на

Рис. 1.24.

аналогичную стрелку, ведущую к состоянию 100; так как состоя-

ния 000 и 100 неотличимы, то, очевидно, в результате получится
диаграмма некоторого автомата 95^, реализующего то же ото-

бражение, что и автомат 95^. Из рис. 1.23 видно, что неотличимы-

ми являются также состояния 111 и 011; 001 и 101. Удалив анало-

гично указанному выше также состояния 011 и 101, получим диа-

грамму на рис. 1.24. В этой диаграмме снова находим неотличи-

мые состояния ПО и 100; удалив состояние 100, получаем
диаграмму некоторого автомата %t9 которая уже не допускает

дальнейшего упрощения. Эта диаграмма приведена на рис. 1.25.

Рис. 1.25.

Пример 3. Пусть %* — инициальный автомат, диаграмма кото-

рого приведена на рис. 1.26, 9^1 = ({0,1}, {91, q2·, q3}, {0,1}, ψ, ψ,?1);
β'={1}^β —{0,1}. Найдем событие, представимое автоматом

%qi с помощью подмножества В'.

Нетрудно заметить, что сигнал 1 на выходе автомата 9t появляет-

ся только тогда, когда 91 находится в состоянии q2 и на вход ав-

томата %t подается символ 0. Из рис. 1.26 видно, что переход
автомата %i в состояние q2 происходит под действием слов вида

1 ... 1 0 1 ... 1 0*! 1 .. 1 0 1 ... 1 0х2... 1 ... 1 0 1 ... 1, где Xit=

tii mt nt tn% tiu rriy

е{0,1}; пи пц>0; й>1. Поэтому 1 на выходе автомата %q воз-

никает при поступлении на вход этого автомата слов вида
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1 ... 1 О 1 ... 1 Одгх 1 ... 1 О 1 ... 1 0*2... 1 ... 1 О 1 ... 1 0. Множест-

пх тх п2 т2 tiy т.

во таких слов и образует искомое событие.

Пример 4. Пусть 5 — множество сверхслов в алфавите 0,1,
представимых в виде рфгрг ..., где каждое слово р% есть либо 01,
либо 10. Построим инициальный автомат 51^ = (A,Q, В, φ, ψ, ft),
представляющий сверхсобытие S с помощью некоторого набора
N подмножеств множества В. Проверка принадлежности сверхсло-
ва а°° множеству S сводится к представлению а°° в виде рфгРг ..·,

Рис 1.26. Рис. 1.27.

где pi
— слова длины 2, и к проверке включения рг^{01,01} (i=

= 1, 2, 3,...). Такая процедура может быть реализована, например,
при помощи автомата %*, диаграмма переходов которого при-
ведена на рис. 1.27.

Нетрудно видеть, что сверхслово, принадлежащее S, переводится
этим автоматом в сверхслово 010101..,, а любое другое сверх-
слово — в сверхслово вида 010101 ..., имеющее лишь конечное число

единиц. Поэтому 9t^ представляет сверхсобытие S с помощью

набора (#={{1}}.
Пример 5. Пусть %t—инициальный автомат, диаграмма кото-

рого приведена на рис. 1.28. Исследуем поведение-IV этого автома-

Рис. 1.28. Рис. 1.29.

та, т. е. множество Μ всех таких слов в алфавите {0,1}, которые
могут появляться на выходе автомата 9t^. Для описания мно-

жества Μ удобно перейти к указанной на рис. 1.29 диаграмме,

полученной из диаграммы автомата %* отбрасыванием вход-

ных символов в парах, сопоставленных стрелкам этой диаграммы.

Очевидно, Μ есть множество всех слов 6(1) ... Ь(п), таких, что в
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диаграмме на рис. 1.29 существует последовательность переходов
по стрелкам, отмеченным символами Ь(1),..., Ь(п), начинающая с

вершины qi. Анализ рис. 1.29 показывает, что Μ состоит из всех

слов в алфавите {0, 1}, не содержащих идущих подряд двух нулей.

Пример 6. Пусть 91 — автомат Мура, диаграмма которого при-
ведена на рис. 1 30. Построим такой инициальный автомат 35^,
что при взаимодействии автомата 95^ с любым инициальным

автоматом %Qi\ te{ 1,2,3,4}, начиная с некоторого момента на

выходе автомата %qi начинают появляться только единицы. Если

в начальный момент t=l на выходе автомата %qi имеется сиг-

нал 1, то/е{3,4}. Пусть автомат 95~, получая в состоянии cji вход-
ной сигнал 1, выдает сигнал 0 и остается в состоянии qi. При i==3 в

этом случае уже достигается требуейое поведение автомата %я1

В случае t = 4 к моменту времени t=2 автомат 9W переходит в

состояние q1 и на выходе его появляется сигнал 0. Пусть автомат

95^, получая в состоянии q1 входной сигнал 0, переходит в состоя-

ние ψ и выдает выходной сигнал 1. Очевидно, после перехода
автомата 95^ из состояния ql в состояние ψ автомат 9t может ока-

заться в одном из состояний q2 и q\ причем в первом случае на

вход автомата 95^ поступит сигнал 0, а во втором
— сигнал 1. Для

получения требуемого поведения автомата 91 достаточно теперь
положить, что под действием входного сигнала 0 автомат 95^ пере-

ходит из состояния ψ в состояние q1, выдавая на выходе сигнал 0,
а под действием входного сигнала

1 — остается в состоянии q2, выда-

вая выходной сигнал 1. Диаграмма
переходов автомата 95~ приведе-
на на рис. 1.31.

Рис 130

УПРАЖНЕНИЯ

Рис 131.

1. Является ли конечно-автоматной функция /\{0,1}*-*{0,1}*>
определенная соотношениями: f(a(l)a(2) ... a(2k) ) = a(l)a(l)
а(2)а(2) ...a(k)a(k); f(a(l)a(2... (a(2k+l)) =a(l)a(l) 1
a(k)a(k)a(k+l)(k = 0y l, 2, ...)?

V V

2. Какие из следующих событий 5b...S5 представимы в иници-

альных автоматах с помощью подмножеств выходных симво-

лов?

Si = {0,1 ... 1,0, гдеk 0,1,2...};
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52 = {О ...О 1 ... 1, где * = 0, 1,2...};
k k

53-{010, 11, 1001, ОНО};

S4={1 ... 1 0... 01 ... 10 ...О ... 1 ... 10 ...0, где s = 0, 1,2...;
ki /i k2 1г ks ls

каждое kt не менее 2, а каждое 1С делится на 2};

S5 = {1 ... 1, где k — простое число}.
k

3. Описать сверхсобытия, представимые инициальным автоматом

из примера 4 с помощью наборов Л^х = {{0}}; iV2 = {{0}, {0>Ш;
JV3 = {{1},{01}}.

4. Описать множество всех слов в алфавите {0, 1}, которые мо-

гут появиться на выходе автомата %ях из примера 3.
5. Найти число различных слов длины п, которые могут по-

явиться на выходе автомата 3^ из примера 1.
6. Инициальный автомат Мура %Q задан системой канонических

уравнений:
?,(1)=0;<72(1) = 1,

ql(t+l) = (ql(t)Vq2(t))a2(t),

q2(t+l)^q1(t)a1(t),

b1(t)=ql(t)q2(t).

Построить такой инициальный автомат 95^ что при взаимо-

действии автомата 3V с автоматом %Q единицы на выходе

автомата %q появляются с наибольшей возможной частотой.

Каково наименьшее возможное число состояний автомата

95,1?

§ 5. НЕКОТОРЫЕ МОДИФИКАЦИИ

АБСТРАКТНЫХ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ

Сформулированная в § 1 содержательная модель абстрактно-
го конечного автомата основывалась на ряде предположений от-

носительно работы исследуемого реального устройства. Обобщая
некоторые из этцх предположений, можно получать различные

модификации понятия абстрактного конечного автомата. Важней-

шие такие модификации и будут рассмотрены в настоящем пара-
графе.

В § 1 предполагалось, что работа исследуемого реального

устройства наблюдается лишь в выделенные моменты времени

tu U, h,..., причем изменения, происходящие с устройством меж-

ду наблюдаемыми моментами, с точностью до несущественных
деталей определяются информацией, получаемой в моменты tu
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/г, h,.... Одно из возможных обобщений этого допущения заклю-

чается в рассмотрении двух независимых последовательностей
моментов времени tu t2y /3,... и τη, t2, тз,..., таких, что в моменты

tu t2, h, ...· наблюдаются поступающие на вход устройства внеш-

ние сигналы, а в моменты ть Тг, тз,...— наблюдаются выходные

реакции устройства. При этом, как и ранее, состояние устрой-
ства в момент времени in+i предполагается однозначно опреде-
ляющимся по входному сигналу и состоянию устройства в мо-

мент времени tni а выходные сигналы в моменты ts, ts+i, ...,ts+z,
такие, что tn^.T;s<xs+i< ... <ts+z<in+i, также однозначно опреде-
ляются по входному сигналу и состоянию устройства в момент

времени tn. Возникающая в результате модель представляет со-

бой содержательную модель абстрактного конечного асинхрон-
ного автомата.

Абстрактный конечный асинхронный автомат определяется
как объект 31= (Л, Q, В, φ, ψ), где Л, Q, В— конечные множест-

ва, называемые, как и обычно, множествами входных символов,

состояний и выходных символов асинхронного автомата Я; φ —

функция переходов, φ: QxA^-Q; ψ
— функция выходов, i|kQx

ХЛ-^Б*. Если асинхронный автомат % находится в начальном

состоянии qo и на его вход поступает слово am=a(l) ...a(m),
атеЛ*, то автомат 91 последовательно переходит в состояния

9i = <p(*7o, я(1)), ·.·, 9т=<р(?т-ь а(т)) и на его выходе возникает

слово βΓ=ψ(<7ο, α(1) Ж?ь а(2)), ..., ^{qm-u а{т)), где г — сумма
длин сЗюв ψ^·, a(t+l)); i=0,...,m— 1. Заметим, что некоторые
слова г|э(<7г, я (*+!)) могут быть пустыми. Асинхронные автома-

ты реализуют, таким образом, преобразования слов из Л* в сло-

ва из 5*, при которых длина слова может изменяться. В част-

ности, асинхронный автомат может заменять каждый символ

a(i) слова α=α(1) ...а(т) на кодирующее этот символ слово в

алфавите В; выделять подслова слова а, заменяя их на отдель-

ные символы алфавита В и выполнять ряд других преобразова-
ний слов, встречающихся в теории кодирования. Для задания

асинхронных автоматов можно использовать таблицы и диаграм-
мы, отличающиеся от соответствующих таблиц для обычных аб-

страктных конечных автоматов лишь заменой встречающихся в

них символов алфавита В на слова в алфавите В. В качестве

примера абстрактного конечного асинхронного автомата St рас-
смотрим автомат, диаграмма которого приведена на рис. 1.32.

Этот автомат, находясь в начальном состоянии q\ перерабаты-
вает, например, слово 11111 в пустое слово, а слово 10010000 —

в слово 11010000000.

Щ (0,000)

Рис. 1.32.
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Другая возможная модификация понятия абстрактного конечно-

го автомата возникает, если разбивать множество допустимых
значений параметров, описывающих работу реального устрой-
ства, не на конечное, а на бесконечное число классов. В этой

ситуации приходим к так называемому абстрактному бесконеч-

ному автомату St= (Л, Q, β, φ, ψ), где Л, Q, β —уже, вообще

говоря, бесконечные множества входных символов, состояний и

выходных символов, <р и ψ — функции переходов и выходов,

<p:QxA-^Q; ty:QxA-+B. Увеличение мощности алфавитов рас-
ширяет вычислительные возможности автоматов. Так, например,
если конечные автоматы реализуют ограниченно-детерминиро-
ванные функции (см. § 1 гл. II), то с помощью бесконечных ав-

томатов можно реализовать любую детерминированную функцию
(см. § 1 гл. II). Более того, с помощью бесконечных автома-

тов может быть описано функционирование остальных мо-

дификаций понятия автомата. Вместе с тем большая общность
понятия бесконечного автомата снижает его содержательное
значение, так что в основном изучаются лишь специальные под-

классы бесконечных автоматов, связанные с конкретными моде-
лями управляющих систем.

Большое число различных модификаций абстрактного конеч-

ного автомата связано с отказом от требования детерминирован-
ности автомата, заключающегося в возможности однозначного

определения состояния автомата в момент £+1 и выходного сиг-

нала в момент / по состоянию автомата и входному сигналу, на-

блюдаемым в момент t. Первой из таких модификаций является

вероятностный автомат, представляющий собой объект 3t= (Л,
Q, β, φ, -ψ), где А> Q, В — конечные алфавиты, имеющие тот же

смысл, что и у абстрактного конечного автомата, а φ и ψ — слу-
чайные функции, отображающие QxA в Q и В соответственно и

задаваемые системами вероятностных мер срд, α, ψ$, а, определен-
ных для любых q из Q и а из А соответственно на множествах

Q и В. Величина φ^,a(q') интерпретируется как вероятность того,
что автомат St из состояния q под действием входного сигнала а

перейдет в состояние q'\ величина фд,а(Р)—как вероятность
того, что при подаче символа а на вход автомата % находяще-

гося в состоянии q> на выходе этого автомата появится символ Ь.

Пусть

Л = {аь...,ат}; <2 = {<7ь ·.·, qn}\ B = {bu...,bv}.

Тогда для задания мер <рд,а, ψα, α могут быть использованы

так называемые стохастические матрицы М(ах),..., М(ат),
iV(ai),..., N(am); Μ (ak) = \\qij(ak)\\ — матрица размера η Χ η, у
которой qij(ak) = щьакШ', N(ak) = \\b{j(ah)\\ — матрица размера
η Χ ρ, у которой bl5(ak) = %,ак(Ь,).

В том случае, когда вероятностные меры φ, ψ принимают
только два значения 0 и 1, понятие вероятностного автомата

фактически совпадает с понятием абстрактного конечного авто-
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мага. Подобно абстрактным конечным автоматам, вероятност-
ные автоматы по характеру поведения разделяются на преобра-
зователи и акцепторы. В первом случае в соответствии с функ-
ционированием вероятностный автомат преобразует входные
слова с некоторыми вероятностями в выходные слова и в слова
в алфавите состояний. Эти вероятности для слов одинаковой
длины образуют вероятностную меру, так что указанные поведе-
ния можно рассматривать как задание счетной системы таких

мер. Во втором случае задается подмножество Bf^B выходного
алфавита и число λ из отрезка [0,1], называемое точкой сече-

ния. Событие, представимое вероятностным акцептором (Я, В\
λ), состоит из всех слов в алфавите Л, под действием которых
на выходе автомата с вероятностью, не меньшей λ, появляется

символ из множества В'. В отличие от конечных автоматов, при
помощи вероятностных автоматов представим континуальный
класс событий. Более того, уже один вероятностный автомат при
варьировании λ может представлять континуальный класс собы-
тий. В случае же однобуквенного входного алфавита каждый
вероятностный автомат представляет лишь счетный класс собы-

тий, содержащий, вообще говоря, и события, не представимые в

конечных автоматах. Число λ из отрезка [0,1] называется изо-

лированной точкой сечения для данного вероятностного автома-

та, если существует такое положительное число δ, что для любо-
го входного слова вероятность появления на выходе автомата

под действием этого слова символа из Вг отличается от λ не ме-

нее чем на δ. В случае, если точка сечения является изолиро-
ванной, событие, представимое вероятностным автоматом, пред-
ставимо также и конечным автоматом.

Большая часть понятий и задач, характерных для конечных

автоматов, может быть перенесена в различных вариантах и на

вероятностные автоматы. При этом часто сохраняются свойства,

присущие конечным автоматам. Например, можно так ввести по-

нятие неотличимости состояний вероятностного автомата, что со-

хранятся некоторые теоремы об отличимости состояний просты-
ми экспериментами. Вместе с тем в отличие от конечных автома-

тов, для которых минимальная форма автомата определена с

точностью до изоморфизма однозначно, для данного вероятност-
ного автомата может существовать континуум эквивалентных

минимальных форм. Следующей модификацией понятия аб-

страктного конечного автомата является так называемый неде-

терминированный автомат, представляющий собой объект (Л, Q,
β, %), где Л, Q, В — алфавиты, имеющие прежний смысл, а х^

^QxAxQxB — отношение переходов-выходов. В том случае,
когда отношение % является функцией, отображающей QxA в

QXB, недетерминированный автомат называется детерминиро-
ванным и фактически совпадает с абстрактным конечным авто-

матом, поскольку в этом случае функцию % можно рассматри-
вать как пару функций φ, ψ, отображающих QxA в Q и В ^соот-
ветственно. В отличие от конечного автомата, инициальный не-
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детерминированный автомат Щх имеет несколько начальных со-

стояний, образующих подмножество Q\ множества Q. Под пове-

дением автомата Щ± обычно понимают одно из следующих
обобщений поведения конечного автомата.

1. Вместо функции / автомат %qx реализует отношение f'9
состоящее из всех пар слов (а(1) ...а(/г), Ь(1),...,Ь(п))еЛ*Х/?*,
таких, что существуют состояния #(1), 9(2),..., <7(га+1), где

y(l)eQi и при любом i=l, 2,...,η имеет место (g{i)> я(0,
}(i+l),b(i))e=x.

2. Инициальный недетерминированный автомат Щх, у кото-

рого выделено множество В'у В'^В, представляет событие L, со-

стоящее из всех слов а(1)...а(п)еЛ*, таких, что существуют
слова 6(1) ...6(n)eB*, ?(l)...?(/i+l)e(?*, где ?(l)e=Qi; 6(n)s
е5'; (q(i),a(i), q(i+l), b(i))^% при всех i=l, 2,...,п. Класс
событий, представимых недетерминированными автоматами, со-

впадает с классом событий, представимых конечными автомата-

ми, т. е. относительно данного типа поведений эти автоматы

эквивалентны. В то же время большая общность понятия неде-

терминированного автомата проявляется в том, что для пред-
ставления некоторых событий с помощью недетерминированного
автомата требуется меньшее число состояний. Существуют собы-

тия, представимые недетерминированными автоматами с т со-

стояниями и представимые конечными автоматами с 2т состоя-

ниями, причем никакие конечные автоматы с меньшим числом

состояний не представляют эти события.

Специальный подкласс недетерминированных автоматов об-

разуют так называемые частичные автоматы, у которых отноше-

ние х является частичной функцией, отображающей множество

QXA в QxB.
Наконец, рассматривается еще одна модификация конечного

автомата — нечеткие автоматы. Такие автоматы получаются в

результате замены функций переходов и выходов нечеткими от-

ношениями. Нечеткое подмножество множества Μ задается

функцией, отображающей Μ в отрезок [0,1], Таким образом,
роль функций переходов и выходов в нечетком автомате играют
функции, отображающие множества QxAxQ и QxAxB в от-

резок [0, 1], где Q — множество состояний, А — входной алфа-
вит, В —«- выходной алфавит. Для нечетких автоматов естествен-

но обобщаются основные понятия и задачи, характерные для ко-

нечных автоматов; в частности, рассматриваются задачи пред-
ставления нечетких событий и реализации нечетких отношений.

Нечеткие автоматы являются математическими моделями неко-

торых распознающих устройств и используются в задачах рас-
познавания образов.



Глава II

АВТОМАТЫ КАК ПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ

§ 1. ОГРАНИЧЕННО-ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ

ФУНКЦИИ

Хак отмечалось в § 4 гл. I, с каждым конечным инициальным

автоматом 9Ь= (Л, Q, В, φ, ψ, q0) связано реализуемое этим

автоматом отображение /(αΓ)=ψ(<7ο, αΓ), определенное на словах

огеЛ* и принимающее значения на множестве В*. В этой связи

естественно возникает задача описания всех таких отображений
/:Л*-*В*, которые могут быть реализованы в указанном смы-
сле при помощи конечного автомата. Легко видеть, что произ-
вольное реализуемое конечным автоматом отображение /(аг) =
= ψ(<7ο, ctr) обладает следующими свойствами:

(1) для любого слова аг, агеЛ*, |/(аг) | = г;

(2) для любых слов а\ и аг2 из Л* и любого /, 1 </</*, если

а[] = oj, то /(а{)| = f(aQ

Функции /:Л*->В*, обладающие свойствами (1) и (2), бу-
дем называть детерминированными функциями (д. функциями).

Для заданных слова aj> из Л* и д. функции /: А*-+В*

определим функцию fft · А* -*В\ которую назовем остаточной
1

для функции /. Пусть af» является началом слова a£«, ra>rlf
тогда через tx^/oc'J1 обозначим конец слова aj, который обра-
зуется лосле удаления из а£ его начала а\к По определению
полагаем

/агЛаг) = /К'оО//К·)·

Если функция /: А*-+-В* реализуется инициальным конечным

автоматом ШЯо = (Л, Q, 5, φ^ψ, q0), f (ar) = ψ (q0, ar), то, как не-

трудно заметить, /afl (ar) =^ψ(φ(?0» «?)> °0· Таким образом, все

остаточные функции Lr^o?) реализуются инициальными ко-
1

печными автоматами, получающимися при выборе различных на-

чальных состояний у автомата 91 = (Л, Q, β, φ, ψ). Это озна-

чает, что произвольная функция /: Л*->В*, реализуемая конеч-

ным автоматом, обладает следующим свойством:
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(3) число различных остаточных функций fart{of) конечно.

Функции /:Л*->В*, обладающие свойствами (1), (2) и (3), бу-
дем называть ограниченно-детерминированными функциями (о.-д.
функциями). Число функций, остаточных для о,-д. функции /,
называем весом о.-д. функции /.

Для наглядности описания о.-д. функций удобно использовать

геометрический язык так называемых информационных деревьев.
Информационное дерево в алфавитах А и В строится следую-
щим образом. Верхняя полуплоскость разбивается параллельны-
ми лрямыми на счетное число полос, называемых ярусами. На

первой снизу прямой выбирается точка (корень дерева), и из

нее откладывается пучок из т (т=|Л|) стрелок, концы кото-

рых упираются в следующую прямую. Эти стрелки образуют
первый ярус дерева. Затем из конца каждой из построенных
стрелок (вершины дерева) откладывается такой же пучок стре-
лок, упирающихся в третью прямую, при этом строящиеся пучки
не должны пересекаться, так получается второй ярус. Это по-

строение продолжается далее неограниченно. Стрелкам каждого

пучка сопоставляются буквы из алфавита А таким образом, что

х-й при отсчете слева направо соответствует буква а{. Слову <хг,
агеЛ*, соответствует в информационном дереве последователь-
ность стрелок, взятых из первого, второго, третьего и т. д. ярусов
до r-го яруса включительно так, что при ar=a(l)a(2) ...a(r) no

букве а(1) выбирается соответствующая ей стрелка, затем из

того пучка, куда упирается эта стрелка, выбирается стрелка вто-

рого яруса, соответствующая букве a (2), и т. д. На рис. 2.1 при-
веден фрагмент такого дерева.
С помощью деревьев можно за-

давать отображения слов в алфа-
вите А в слова в алфавите В сле-

дующим образом. Произвольным
образом припишем каждой стрел-
ке информационного дерева ка- Ыярус_
кую-нибудь букву из алфавита В

и каждому слову аг из Л* с по-

мощью полученного, как говорят, 1й_т^_^
нагруженного дерева (в дальней-
шем для краткости

—

просто де-

рева), сопоставим слово βΓ из

£*, образованное той последовательностью букв из Ву которая
возникает при прохождении последовательности стрелок, соответ-

ствующей слову ar, начиная с первого яруса. Ясно, что получен-
ное отображение является детерминированным. Верно, очевидно,

и обратное, т. е. всякое детерминированное отображение может

быть задано с помощью нагруженного дерева. Таким образом,
язык нагруженных деревьев адекватен языку детерминированных

функций. На рйс. 2.1 приведен фрагмент такого дерева.

Выясним, что соответствует остаточным функциям в нагру-

Рис. 2 1.
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женном дереве, которое однозначно определяется заданной
д. функцией. Назовем две вершины дерева, лежащие в i-м и

/-м ярусах, i</, соединимыми, если существует последователь-
ность стрелок в дереве, такая, что конец каждой стрелки яв-

ляется началом следующей за ней, причем началом первой из

них является наша вершина из i-ro яруса, а концом последней
наша вершина из /-го яруса. Назовем поддеревом с корнем в не-

которой вершине нашего дерева ту его часть, которая получается
удалением из него всех вершин и стрелок, их соединяющих, та-

ких, что ни одна из указанных вершин не соединима с нашей

вершиной. Нетрудно видеть, что поддерево соответствует как

раз остаточной функции gar , такой, что последовательность

стрелок, соединяющая корень дерева с корнем поддерева, соот-

ветствует слову аг. Отношение совпадения поддеревьев заданно-
го дерева разбивает множество всех его поддеревьев на классы

эквивалентности. Пусть q\ q2,...,qn,... — nx номера. Припишем
каждой вершине нашего дерева букву qn в том случае, если из

нее исходит поддерево из класса под номером qn. Нетрудно ви-

деть, что если каким-либо двум вершинам дерева приписана
одна и та же буква qn, то стрелкам, исходящим из этих вершин:
и соответствующим букве а\ будет приписана одна и та же бук-
ва bi, 3l вершинам, куда упираются эти стрелки, будет приписа-
на одна и та же буква qn. Таким образом, в каждом пучке бук-
ва ft, приписанная стрелке, а также буква q', приписанная кон-

цу стрелки, являются функциями буквы #, приписанной вершине
пучка, и той буквы а, которая соответствует самой стрелке, т. е.

для некоторых функций ψ и φ имеет место b = ^(q, a), q' =

Таким образом, д. функция / может быть описана еще и сле-

дующим образом. Пусть аг^Л* и аг = а(1)а(2) ...а(г), рассмот-

рим последовательность стрелок в дереве д. функции g, соответ-

ствующую слову аг, и восстановим по ней последовательности

кг+\ x^eQ*, κΓ+1 = ?(1)<7(2) ...q(r+l), где ?(1)— буква q, при-
писанная корню дерева, и βΓ, βΓ<=5*, βΓ=6(1)6(2) ... b(r). Не-

трудно видеть, что для этих последовательностей при f=l, 2,..., г

справедлива следующая система рекуррентных соотношений

(1)
ff(l)=flf,
q(t + l) = V(9(t),a№

{b(t) = yp(q(t),a(t)).

Таким образом, сопоставляя это задание с системой (*) из § 2

гл. I, мы видим, что в случае, когда д. функция является

о.-д. функцией, она в то же время является и конечно-автомат-

ной функцией, которая реализуется инициальным конечным аб-

страктным автоматом Шд= (A, Q, 5, φ, if>, q).
В результате получаем, что класс всех функций /: А*^+В*,

реализуемых конечными автоматами, совпадает с классом всех

о.-д. функций; при этом конечный автомат с η состояниями реа-
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лизует о.-д. функцию, вес которой не превосходит я, и любая
о.-д. функция веса η может быть реализована конечным автома-

том с η состояниями.

Из наших рассмотрений, в частности, вытекает возможность

использования языка деревьев для задания инициальных конеч-

ных абстрактных автоматов. На рис. 2.2 приведен фрагмент де-

рева для автомата-задержки %Ql = ({α1, α2}, {q1, q2}, {61, 62}, φ, ψ, q±).
В заключение параграфа опи-

шем еще одно свойство о.-д. функ- —-г 7~~Т—J J
ций, характеризующее их поведение А /7 д /7 /
на сверхсловах алфавита Л. Сверх- Л/1__ \l___/_
слово называется периодическим с gJ\ /\я1 М2
длиной периода Τ и предпериодом b\/bl b\/b2
длины U если оно имеет вид а°°= -j£ ¥-2
= а(1)а(2) ... a(l)a(l+l) ... а(1+ * \ /J
+ Т)а(1+Т+1) ..., где a(l+i)= £_Vi
= a(l+ i+T) при любом /, t>0. ц1

Пусть f : А*-*В* есть некоторая р 22
о.д. функция. Если а°° = а(1)а(2) ...

—

сверхслово из А°°, то однозначно

определяется сверхслово §°°
— b(l)b(2) ... из β*, такое, что для лю-

бого />1 имеет место b(l)b(2) ... b(l)=f(a(l) ... а(1)). Будем на-

зывать сверхслово β°° результатом преобразования о.-д. функцией/
сверхслова а00. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.1 [2]. Результат преобразования о.-д. функцией
веса η периодического сверхслова с длиной периода Τ есть пе-

риодическое сверхслово с длиной периода ωΓ, где ω^η.
Доказательство. Пусть сверхслово а°° имеет предпериод дли-

ны I и период длины Т. Воспользуемся системой (1) для зада-

ния о.-д. функции / веса η и рассмотрим сверхслова

α~ = α(1)α(2) ...a(l)a(l+l) ...а(1+Т)а(1+Т-£1) ...а(1+2Т) ...,

K°° = q(l)q(2) ...q(l)q(l+l) ...q(l+T)q(l+T+l) ...q(l+2T) ...,

β- = 6(1)6(2) ...Ь(2)Ь(1+1) ...Ь(1+Т)Ь(1+Т+1) ...Ь(1+2Т) ...,

вычисленные с помощью системы (1). В последовательности

столбцов

\q(l +l))\q(l+T + l)J, \q(l + 2T + 1)/, ...
, \q(l + iT + l)j

встречается не более п различных столбцов, поэтому среди них

найдутся такие совпадающие между собой столбцы

/a(l + jT+ 1)\ (a(l + kT + l)\

для которых справедливы соотношения k>j и k — 1^л. Далее,
так как по каждой паре (a(t), q(t)) с помощью системы (1) од-

нозначно определяется пара (&(/), q(t+l))> то для любого s>0
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столбцы

a(l+ jT + s+ 1)\ [a{l+kT + s + 1)\

b(l + jT+s+l)J \b(l+kT+s+l)l
совпадают между собой.

Тогда для произвольного i>/+/T+l, представляя t в виде /-}-
-J-/T+S+1, получим, что столбцы

a(t)\ fa(t + (k-j)T)\

q(t)\ *\q{t+{k-j)T)
b{t)J \b{t + {k- f)T)J

одинаковы, т. е. сверхслово β°° — периодическое с длиной пе-

риода (k — j)T. Теорема доказана.

Заметим, что если д. функция преобразует всякое периодиче-

ское сверхслово в периодическое сверхслово, то она, вообще го-

воря, не будет о.-д. функцией.
У_ На рис. 2.3 приведен фрагмент дере-

f~
~~

ва д. функции, которая всякое сверхслово
~/ у отображает в периодическое сверхслово

—-уГ""-^Г даже с периодом одной и той же длины,

—-/.—j^---j равной 1, но не является, очевидно, о.-д.

_Jjs^--yC функцией. Это дерево связано с алфави-
„S/^„ тами Л={0, 1} и /?=== {0, 1}. Левая стрел-

Х^У"
-

"ка в пучке соответствует нулю, а пра-
^г вая — единице. Распределение нулей и

-X ^единиц из алфавита В в этом дереве осу-
Рис. 2.3. ществляется так, что каждой стрелке из

последовательности стрелок, соответст-

вующей слову α{α£, где а[ = 00 ... 0, а£ = 11 ... 1, г = 1, 2, ... ,

приписывается единица, а всем остальным стрелкам приписывают-
ся нули. На рис. 2.3 указан фрагмент дерева, содержащий только

те стрелки, которым приписаны единицы из алфавита В. Для бо-
лее точного описания преобразования автоматами периодических
сверхслов введем понятие /-спектра периодичности автомата.

/-спектром периодичности инициального автомата 9^, где

/ — натуральное число, называется множество наименьших пе-

риодов сверхслов, возникающих при преобразовании автоматом

%q сверхслов "с наименьшим периодом /. /-спектром периодич-
ности класса К инициальных автоматов называется объединение

/-спектров периодичности автоматов класса К.
Теорема 2.2 [3]. /-спектр периодичности класса Кп всех ини-

циальных автоматов, имеющих η состояний, есть множество чи-

сел вида Vn', где V — натуральный делитель числа / и \^.п!^п.
Доказательство. Если сверхслово α°° = α(1)α(2) ... перераба-

тывается конечным автоматом %^Кп в свгерхслово β°° =

= b(l)b(2) ..., то в силу теоремы 2.1 сверхслово β°° ийГеет период
ω/, где ω^η. Так как наименьший период τ сверхслова β°° яв-
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ляется делителем любого периода этого сверхслова, то τ есть де-

литель числа ω/. Следовательно, τ представимо в виде п'1'\ V де-
лит /, а п' делит ω и п'^п. Отсюда вытекает, что /-спектр пери-
одичности класса Кп может состоять только из чисел указанного

в условии теоремы вида. Покажем, что для любого числа вида

/V, где V делит / и 1<я'<#, существует периодическое сверх-
слово а°° с наименьшим .периодом / и инициальный конечный ав-

томат 9ffte/Cn». такие, что 31^ перерабатывает а°° в сверхсло-
во β°° с наименьшим периодом 1'п'. В качестве входного алфави-
та автомата %Цх выберем множество {1, 2,...,/}, а в качестве вы-

ходного алфавита — {0, 1}. Автомат %Q определяется диаграм-
мой на рис. 24, где посредством г обозначается остаток от деле-

ния числа i на /'.

M.W-/
Рис. 2.4.

Как нетрудно проверить, построенный автомат %Ях перерабаты-
вает сверхслово а°°= 12.../12.../... в сверхслово β00 = 0 ... 01

ν

РТР
'

0 ... 01 ...
, имеющее наименьший период 1'п'. Теорема доказана·

УПРАЖНЕНИЯ

1. Пусть Л =В={0, 1, ..., 9}, Для произвольного слова аг= а(1)...
...а(г)еЛ* рассмотрим число а, имеющее десятичную запись

0а(1) ...а(г), и найдем десятичную запись Qb(l) ...b(q) числа

α2. Является ли детерминированной функция /: Α*->β*, опре-
деляемая соотношением: /(а(1) ...а(г)) =6(1) ...6(г)?

2. Пусть Л = 5 = {0, 1}. Функция /г. Л*->Д*; /i(a(l) ...a(r)) =

6(1) ...6(г) определяется следующим образом: 6(1)=0; 6(0 =
=a(i)a(i— l)\fa(i)a(i— 1) при i>l. Функция f2: Α*-+·Β*;
f2(a(i) ...a(r)) = 6(1) ...6(r), определяется соотношениями:

6(1) =0; b(i)=a(i)+b(i— 1) (mod2) при i>l. Является ли

функция /i остаточной для функции /2?
3. Найти вес ограниченно-детерминированной функции /=
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=-{0, 1ΡΜ0, 1}*; f(a(l)...a(r))=6(l)...&(r), определяемой
соотношениями: 6(1) = & (2) = 1; b(i)=a(i— 2) при £>3.

4. Описать /-спектр периодичности автомата 9t из примера б

§ 2 гл. I, у которого в качестве начального состояния выбра-
но состояние ql,

5. Доказать, что если автомат 91 сильно связный, и q\ q2 — два

различных состояния автомата 91, то /-спектры периодично-
сти автоматов 91^91^ совпадают.

6. Существует ли автомат %*=({0,1}, Q, {0, 1}, φ, ψ, q0), преобра-
зующий каждое периодическое сверхслово с наименьшей длиной
периода Τ (Γ=1, 2, 3, ...) в периодическое сверхслово с наи-

меньшей длиной периода 2Г?

§ 2. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ АВТОМАТОВ

В предыдущем параграфе было установлено, что произволь-
ная о.-д. функция f: Л*-^В* может быть реализована некоторым
инициальным конечным автоматом %q=(A, Q, β, φ, ψ, q). Раз-
личные конечные автоматы могут определять, однако, одну и ту

же о.-д. функцию. Так, автоматы 91^ и 35/, приведен-
ч\

ные на рис. 2.5., задают одну и ту же о.-д. функцию, преобра-
зующую произвольное сверхслово a°°e{0, 1}°°, а°°=а(1)а(2)... в

сверхслово β°°^{0, 1}°°, β°° = 6(1)6(2)&(3) ..., определяемое сле-

дующим образом:
а) если a(i) = 0, то b(i) = 0;
б) если a(i) = l, причем число единиц в последовательности

д(1), a(2),..., a(i) четно, то &(t) = l, в противном случае

6(0=0.

Рис. 2.5.

В связи с тем, что различные автоматы, рассматриваемые как

преобразователи входных последовательностей, могут обладать
одинаковым поведением, возникает ряд естественных отношений

эквивалентности, связанных с функционированием автоматов.

Эти отношения эквивалентности и будут рассмотрены в данном

параграфе.
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Пусть имеется два автомата 31 = (Л, Q, β, φ, ψ) и ЧГ =
= (Л', Q', β', φ7, ψ'), будем говорить, что состояния q и q'\ q&
eQ, q'^Q' являются неотличимыми, если для любого слова а,

aGЛ* имеет место ψ(<7, α) = ψ'(<7', а). В противном случае говорим,
что состояния отличимые. Неотличимость состояний q к q' обоз-
начаем <7~9'·

Теорема 2.3 [4]. Состояния q{ и q' автомата 9t = (Л, Q, β,
φ, ψ), имеющего хотя бы два отличимых состояния, неотличимы

тогда и только тогда, когда для любого слова a!Ql_1 из Л* имеет

место ψ(<Γ, α1*?1-1) =ψ(^*, α^1"1).
Доказательство. Ясно, что если_<7* и Я* неотличимы, то для

любого слова α|(?|_1 справедливо ψ(?% α|(?,_1) =i|)(<7j, aIQU1). По-

кажем, что справедливо и обратное утверждение, т. е. что в слу-
чае отличимости состояний ql и qi найдется слово alQl_1, такое,

что ψ(<7\ alQl_1) = ψ(<71, alQ,_1). Для этого на множестве Q введем

отношение эквивалентности Rk\ Λ=1, 2,...,такое, что состояния ?*
и /7j находятся в отношении Rk (обозначение: q{Rkqj) тогда и только

тогда, когда для любого слова ak из Л* имеет место ф(^'У ah) =
=Φ(η,/> afe)· В этом случае говорят также, что состояния ql и

9* не отличимы словами длины k. Пусть Pk — разбиение множе-

ства Q на классы эквивалентности, индуцируемой отношением

Rk. Ясно, что^ Pft+i является подразбиением Pk. Покажем, что

если цри некотором / имеет место Pi=Pw и Pi={Qu ···, Qr}, то

для любых состояний qu и qv из любого заданного класса Qw
ω==1, 2,..., г справедливо qu~qv. В самом деле, предположим,
что это не так, и пусть в некотором классе (?ω содержатся отли-

чимые состояния qu и qv. Тогда найдется такое слово а, что

Ψ(?η, а)=т«М|>(<7г, а). Пусть а* — кратчайшее такое слово. Очевид-
но, что t>l+l. Пусть a' = a(l)a(2)...a(/)a(Z+l)...a(l+s). Рассмо-

трим слово aiz+1 = a(s) ...a(/+s), которое является окончанием

слова а'. Пусть q' = q>(quy a(l) ...a(s— 1)) nq"= <p(qvf a(l) ...a(s —
— 1)). В силу того что а* — кратчайшее слово из всех слов а,

отличающих qu _и qvy должно быть q'Rxq". С другой стороны, так

как ψ(<7Μ, а^Ф^^, α'), то должно быть ty(q', ai+1) z£.^(q\ a{+1)>
т. е. неверно, что q'Ri+\q". Таким образом, получаем, что РгФ
φΡΙ+u а это противоречит нашему предположению.

Пусть построена последовательность Pi, Р2,...»Λ, такая, что

при />1 каждое последующее разбиение является собственным

подразбиением предыдущего и P/+i = Pj. Заметим, что если в Q
имеются хотя бы два отличимых состояния, то Pi содержит не

менее двух классов эквивалентности, отсюда следует, что /^
<|Q| — 1. Пусть теперь qu и qv — произвольные состояния ав-

томата 91. В силу изложенного, для того чтобы установить их

неотличимость, достаточно посмотреть, в какие классы разбие-
ния Pi они попадают. Если они лежат в разных классах, то они

отличимы, и даже словом длины \Q\ — 1, если же они попали в

один и тот же класс, то они неотличимы. Теорема доказана.

Заметим, что приведенное доказательство конструктивное, так
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как оно фактически указывает алгоритм построения всех клас-

сов неотличимых между собой состояний. Отметим также, что в

общем случае оценка \Q\ — 1 длин слов, осуществляющих рас-
познавание отличимости состояний не может быть улучшена.
В этом легко убедиться, рассмотрев в качестве примера автомат,
диаграмма Мура которого приведена на рис. 2.6.

@^gX=^:::±@z=C)
л

Рис 2.6.

Теорема 2.4 [4]. Состояния q и q' автоматов % = (Д Q, В,
φ, ψ) и ЗГ = (Д Q', В, φ' «ψΟ, таких, что QflQ'= 0, неотличимы

тогда и только тогда, когда для любого слова alQ,+l<? U1
из Л*

имеет место_
φ (q, a I <? Ι -Η Q'l - i) = φ (q\ a 1 Q I + Q'\ - i).

Доказательство. Рассмотрим автомат 35 = 3i + ЗГ. Если в

этом автомате состояния q и qf отличимы, то, пользуясь теоре-
мой 2.3, получаем утверждение нашей теоремы. Если состояния

q и q' неотличимы, то утверждение очевидно. Теорема доказана.

Заметим, что так же, как в теореме 2.3, оценка теоремы 2.4,
вообще говоря, неулучшаемая, в чем легко убедиться, взяв в ка-

честве примера автоматы 31 и 31', где диаграмма переходов
автомата 31' приведена на рис. 2.6, а диаграмма переходов ав-

томата ЗГ — на рис. 2.7, причем т= |Q'|>|Q| =λ. В качестве
состояний q и q' здесь берутся состояния q nq1'.

Рис 2.7

Автомат 31 = (Д Q, В, φ, ψ) называется слабо вложимым в

автомат 31' = (Д Q', 5, φ', ψ') (обозначается 3t<3T), если

для любого состойния q,q^Qy_H любого слова а, аеЛ*, найдется
такое состояние q',q'^Q'9 что ψ(<7, α) =ф/(?/» «)·

Автомат 3t = (Д Q, β, φ, ψ) называется вложимым в авто-

мат 31' = (Л, Q', В, q/, ψ'), если для любого состояния q автома-

та 31 существует неотличимое от него состояние qr автомата

31'. Как легко заметить, если автомат 3t вложим (слабо вло-

жим) в автомат ЗГ, а ЗГ — вложим (слабо вложим) в ЗГ'

то 31 вложим (слабо вложим) в ЗГ'. Кроме того, из вложимо-

сти автомата 31 в автомат & вытекает слабая вложимость 3t

в 95.
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Теорема 2.5 [4]. Для любого автомата 91 = (Д Q, β, φ, ψ),
где |β|>2, существует автомат 9t'=(A, Q', β, φ, ψ') со сле-

дующими свойствами:

1) 9i' не является слабо вложимым в 91;
2) автомат 9t вложим в автомат 91'

Доказательство. Пусть Q = {<7o> Чи ··, Qn-i} и ах^А\ образуем
я слов: <xo=ai; а\ = а\а\\ -Л v*n-\ = *¥*!- - ■ а±. Построим автомат

35 = (А, Q', β, φ7, ψ'), где Q' = {qQi .. Л ^J; Q П Q' = 0; φ' (?,\
a1) = 9i+i(,nod/i) и φ' (q[, a) = q0 при афа^ ^ (я'^а^фу^щ) и

для некоторого фиксированного Ъ\ имеет место г|/ (q'r a) = bx
при любом аФа\\ i=_l» 2, ..., п. _Нетрудно видеть, что для любого

q,q^Qy имеет место ty(q, ап)фу^0, ап). Поэтому автомат 95 не

является слабо вложимым в 91. В качестве автомата 91' выбира-
ем теперь автомат Ш + 95. Так как, очевидно, автомат 95 слабо
вложим в автомат 9Г, то 91' не может быть слабо вложимым в

91. Вложимость автомата 9t в автомат 91' = 91 + 95 очевидна. Тео-

рема доказана.

Теорема 2.5 показывает, что отношения вложимости и слабой
вложимости автоматов не симметричны.

Введем еще два соотношения, характеризующих «похожесть»

автоматов.

Автоматы 91 и 91'' назовем слабо неотличимыми (обозна-
чается 9t — 9Г), если каждый из них слабо вложим в другой.

Автоматы 91 и 9Г назовем неотличимыми (обозначается
9t=5=9t'), если каждый из них вложим в другой. Ясно, что из

неотличимости автоматов 9t и 91' следует их слабая неотличи-

Рис. 2.8. Рис. 2.Э.

мость, но, как показывает пример автоматов, чьи диаграммы
Мура приведены на рис. 2.8 и 2.9, обратное, вообще говоря, не-

верно.
Если ограничиться лишь классом сильно связных автоматов,

то, как показывает следующая теорема, введенные понятия сла-

бой вложимости, вложимости, слабой неотличимости и неотличи-

мости автоматов оказываются эквивалентными.

Теорема 2.6 [4]..Если автоматы 9t и 91' сильно связны и

91 слабо вложим в 91', то автоматы 91 и 91' неотличимы.

Доказательство. Пусть 91 = (Л, Q, В, φ, ψ), 9Р=(Д Q', 5,
φ', г|/), где Q = {<Λ q\ ..., qn~1}, Q' = {q°\ f1', .. ·

, qm~1') и оцеЛ*.
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Так как 91^91', то найдется такое состояние q' из Q', что

ψ(<7°, ai)=ij)'(<7'> <*i)· Пусть {qH, qt2, ..., qH) — множество всех

таких состояний q' из Q'. Рассмотрим множество Q(<%i) = {φ'(?11,
«i), ..., φ' (<?4 αρ)}. Очевидно, Q(ai)=£0 и для любого слова γ
из Л* имеет место |Q(ai) | > |<2(сыу) |. Если слово γ та-

ково, что |Q(aif)|.<|Q(ai)|9 то рассмотрим слово a2=aiv. Для
него строим свое множество Q(a2) и снова выясняем, существует
ли такое слово γ' из Л*, что \Q(a2Y) | <|Q(a2) |, или нет. Если

существует, то продолжаем процесс наращивания слова <ц. Ясно,
что в результате наших построений мы получим некоторое слово

α из Л*, такое, что Q(a)#0, и для любого слова у из Л* спра-
ведливо равенство |Q(a) | = \Q{ay) |. Далее, так как автомат 9t
является сильно связным, то существуют такие слова бо, 6ь...
..., 6n-i из Л*, что для любого I, t = 0, 1,...,я—1, будет иметь ме-

сто y(q\ бг)=4г*+1(т0(!п). Пусть φ {q°, a)=qh, построим слово

a6fc6fc+i... 6n_i6a6i... 6fc_i и по нему
— множества Q(a6fc),

Q(a6fe6ft+i),..., Q(a6ft6ft+i ...6n-iSo6i ...бл-i). Покажем, что для лю-

бого состояния qi из Q и любого состояния q' из Q(a6fe6ft+i··.
...6n_i6o6i ...бг-i) имеет место ql~q\ В самом деле, если бы для

некоторых <7г и q'y удовлетворяющих нашим условиям, имела ме-

сто отличимость, то нашлось бы такое слово у из Л*, что

Ψ(qiy ν):7^ψ/(<7,> τ)· А это означало бы, очевидно, справедливость

неравенства

IQ(«бА+1 · · · δη-Λδ! . · · ««Υ) \<\Q(aftAn* ·. - *й-A*i · - · Vi) |.

что противоречило бы выбору слова α. Покажем теперь, что для

любого состояния q\ автомата 91' найдется такое состояние

q$ автомата 91 что <7;~<7,. Зафиксируем какое-нибудь состоя-

ние q автомата 9t, и пусть q' — такое состояние автомата 91',
что q~ q'. В силу сильной связности автомата 31' найдется та-

кое слово а, что φ' (q\ а) = qr Рассмотрим состояние #j =

= φ(<7, α); нетрудно видеть, что, qf — q'r Теорема доказана.

Класс всех автоматов с заданными входным и выходным ал-

фавитами Л и β, множества состояний которых суть подмноже-
ства фиксированного счетного множества {q\, q^..., qn, ..·}, обозна-

чим К (Л, В). Ясно, что отношения слабой неотличимости и неот-

личимости автоматов разбивают множество К(А, В) на классы

эквивалентности.

Теорема 2.7 [1]. Число классов слабой неотличимости в

К (Л, В) при |13|>2 счетно.

Доказательство. Пусть 91 — произвольный автомат из

К (Л, В). В силу теоремы 2.5 существует последовательность
91=5^, 9i2, 9t3,... автоматов, принадлежащих К (А, В), та-

кая, что 9tj+1 не является слабо вложимым в 9tj и 9i/<
<I9i/+i (i=l, 2, ..., η). Покажем, что автоматы 9t4 и 9ij при

гФ\ принадлежат различимым классам слабой неотличимости, из
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этого и будет вытекать утверждение теоремы. Пусть 1ф\, t</\
Если Stj-Sti, то 3tj<3ti, а так как 9li<9li+b..., 9^_2<
^9tj_i, то получаем 9tj^9ij_i, что противоречит условию, на-

ложенному на рассматриваемую последовательность. Теорема
доказана.

Следствие. Число классов неотличимости в К (Л, В) при
\В\^2 счетно. Клдсс всех автоматов, принадлежащих К (А, В}
и неотличимых от автомата 9t, 91^/((Л, В), обозначаем
Кк (Л, В). Для класса всех автоматов, принадлежащих К (А, В)
и слабо неотличимых рт 91, используем обозначение 7V (Л, В).

Автомат 9t, все состояния которого неотличимы друг от дру-
га, называется автоматом приведенного вида.

Следующее утверждение позволяет достаточно полно оха-

рактеризовать класс К% {А, В) в терминах автоматов приведен-
ного вида.

Теорема 2.8 [4]. Для любого автомата 91 класс К(А, В) со-

держит с точностью до изоморфизма единственный автомат при-
веденного вида.

Доказательство. Отношение неотличимости состояний автома-

та 91, которое является отношением эквивалентности, разбивает
множество Q его состояний на классы эквивалентности Qi, Q2,...
..., Qft. Пусть φ

— функция переходов автомата 9i; покажем, что

для любого Qi, i=l, 2, ...,&, любых состояний q и q' из Qi и лю-

бого а из Л, если φ(#, a)^Qj, /=1, 2, ...,&, то φ(<7', a)^Qj, т. е.

неотличимые состояния под действием одной и той же буквы
переходят снова в неотличимые состояния. В самом деле пусть
это не так, т. е. нашлись такие Qiy q, q' из Qi и α из Л, что для

некоторого / φ(<7, a)^Qj, а q>'(q\ a)^Qi, 1Ф\. Ясно, что состоя-

ния φ (q, а) и <p(q', а) в этом случае окажутся отличимыми, т. е.

найдется такое_слово а,аеЛ*, для которого будет иметь место

ψ(φ(<7, α), α)#ψ(φ(<7', а), а), где ψ — функция переходов авто-

мата 91. С другой стороны, ψ(<7, aa)=i|?(<7, α)ψ(φ(<7, α)> <*) и

ψ(<771 βα) =i|)(<7', β)ψ(φ(<7', β), α), откуда, в силу полученного не-

равенства, ψ(<7, aa)9H>(?', aa), т. е. q и ?' отличимы и не могли

принадлежать одному и тому же классу Qi. Полученное проти-
воречие доказывает наше утверждение. Далее, для любых Qiy

q, q\ очевидно, справедливо равенство ψ(q, α)=·ψ(^/, α), если

q и q' из Qi. Установленные свойства функций φ и ψ делают

корректным определение автомата 91'= (Л, Q', β, φ', я|/)> где

Q — {ql * Ч2\ · · ·
> <7* }> Φ (<71 »α) ==: <7; > если существуют такие со-

стояния ^ из Qi и ^' из Q/, что φ(<7, ^) = ?/ и ψ' (<71'\ α) = Ψ(<7,α)>
если q из Q*. Из построения автомата 9И следует, что все его

состояния попарно отличимы и любое состояние qr из Q' неот-

личимо от любого состояния q из Qi автомата %. Верно и об-

ратное, т. е. каждое состояние q из Qt- автомата 9t неотличимо

от состояния q1' автомата 91'. Таким образом, %,' является

приведенным и содержится в К% (Л, В). Пусть теперь 91" из

Кш (А* Щ—любой приведенный автомат, покажем, что 91" и
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%' изоморфны. В самом деле, из приведенности каждого из

этих автоматов и их неотличимости следует, что число состояний

у них одно и то же. Пусть Q" = {qv\ q2\ ...
, qk") — множество со-

стояний автомата 9t". Определим функцию |, отображающую
<2"на Q", следующим образом: ξ {q1") = qv' тогда и только тогда,
когда <7''~<7''; U /=1, 2, ...,&. Ясно, что отображение ξ взаимно-

однозначно и для функций выходов автоматов 9Г и St" имеет

место равенство ψ'(ql\ а) = $'(!;№'), а). Таким образом, для
изоморфизма автоматов 9Г и 9Г остается показать, что для

любых i, i=l, 2,..., k и α из Л справедливо ξ(φ(^',α)) =
~Φ"(ξ(<71')>α)> гДе <р"— функция переходов автомата 91". Как
и выше, последнее следует из того, что под действием одной и

той же буквы а автоматы 9Г и 9Г из неотличимых состояний

должны перейти также в неотличимые состояния, так как в про-
тивном случае исходные состояния были бы отличимы. Тем са-

мым теорема доказана.
Аналог теоремы 2.8 для класса Т% (Л, В) уже не имеет ме-

ста; более того, множество неизоморфных друг другу автоматов

приведенного вида, содержащихся в классе Т® (Л, β), может

быть бесконечным. Для формулировки необходимого и достаточ-

ного условия конечности множества таких автоматов, содержа-
щихся в Гщ (Л, В), введем ряд понятий.

Состояние q автомата % = (Л, Q, β, φ, -ψ) называется со-

стоянием с конечной памятью, если существует такое натураль-
ное k, что для любых слов afe, afeG^*, и Состояния q\ q'^Q, из

совпадения слов ψ (qy afe) и ty(q\ ah) вытекает совпадение со-

стояний <ρ(<7, ak) и φ(<7', α*)· Наименьшее из таких k называется

порядком памяти состояния q. Автомат 91 называется автома-

том с конечной памятью, если все его состояния имеют конечную
память. При этом порядком памяти автомата 51 называется на-

ибольший из порядков памяти состояний автомата 9t.

Теорема 2.9 [5]. Для любого автомата 9t, 9t е/((Л, В),
множество рассматриваемых с точностью до изоморфизма авто-

матов приведенного вида, содержащихся в Тш (Л, β), конечно

тогда и только тогда, когда автомат приведенного вида, неотли-

чимый от 91, есть автомат с конечной памятью.

Для доказательства теоремы установим ряд вспомогательных

утверждений.
Лемма 2.1. Если автоматы 91 и 95 приведенного вида сла-

бо неотличимы, причем 91 — автомат с конечной памятью, то и

95 — автомат с конечной памятью, причем порядки памяти ав-

томатов 91 и 95 равны.

Доказательство. Пусть 9t = (Л, Q, β, φ, ψ) — автомат приве-

денного вида с конечной памятью и k — его порядок памяти.

Пусть также 95 = (Л, Q', β, φ', ψ') — автомат приведенного

вида, слабо неотличимый от 91. Достаточно показать, что 95

имеет конечную намять и порядок ее не превосходит k, т. е. что

для любых состояний q,q'€=Q' и слова α длины k, аеЛ*, из со-

впадения слов ψ'(?, α) и г|/(<7', а) вытекает совпадение состоя-
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ний φ'(?,_α) и φ'(?'> α). Пусть qy q'<^Q'\ аеЛ*; |a|=fe и

<ψ'(<7, α)=ψ,(^/, α). Пусть также уеЛ*. Так как 31 и 95 слабо

неотличимы, то найдутся состояния s, s'eQ, такие, что

t(s, αγ)=4|7(<7, αγ); я|Г(5'> αγ)=Ψ~'(?'> <*Υ)·

Имеем: ψ(δ, α) = ψ(s, αγ) = ψ (g, αγ)| = ψ'(</', α) ■= ip"(s',a).
fe k

Но Л — порядок памяти автомата 3(, поэтому cp(s, a)=(p(s', a),

Φ7(9. αγ) =ψ(5, αγ) =·ψ($, α)ψ(φ(5, α), γ) =

=Ψ($', a)ij)(cp(s', a), Y)=t|)(s/, αγ)=ψ'(<7', αγ).
Так как

"ψ'(<?> αν)=ψ'(<7> α)ψ'(φ'(?» α), γ); ψ'(?', αγ) =

=?(^,а)?(ф'(<7, «),?)>

причем г|7(<7, α)=ψ;(?', α), το ψ'(φ'(<7, α), т)=ф,(ф,(^ «), ?)·
В силу произвольности слова γ^Α* состояния q/(<7> α) и

φ'(<7', α) неотличимы, а так как автомат 95—автомат приве-
денного вида, то q/(<7, a) = =q/(g,/, α), и лемма доказана.

Лемма 2.2. Если 9t = (Л, Q, β, φ, ψ) — автомат приведенного

вида, имеющий конечную память порядка k, то \Q\ <|β|*ΗΙ*.
Доказательство. Сопоставим каждому состоянию q^Q функ-

цию ψ9, определенную на словах α длины &_в алфавите Л, та-

кую,_что i^Ja) =i|)(<7, α). Если ^^^ и ·φ^ = ψ*/'» το Для любого

ak ψ(<7, α)=*ψ(<7', α), и так как порядок памяти 51 равен &, то

φ(q, α)=φ(<7/, α), откуда вытекает неотличимость состояний q
и q\ т. е. q = q\ и приходим к противоречию. Следовательно,

\Q\ не превосходит числа функций, определенных на множест-

ве слов длины k в алфавите Л, значениями которых служат сло-

ва длины k в алфавите β, т. е. | Q |< (| В |*)W* = | В \k^k.
Лемма 2.3. Если автомат приведенного вида 9t = (Л, Q, 5,

φ, ψ) не является автоматом с конечной памятью, то существуют
слово а, аеА*, афА> и состояния q,q'^Q, q¥=q', такие, что

<p(q, a)=q; y{q\ a)=q'y причем для некоторого слова а'&Л*,
первая буква которого отлична от первой буквы слова а,

y(q, α')Φψ№, α').
Доказательство. Так как 9t не является автоматом с конеч-

ной памятью, то существуют состояния q0, qo и слово р&Л*
длины |Q|2, такие, что ψ(<7ο»β) = Ψ(?ο, β) и y(q0, β)^φ(^, β).
Обозначим

тогда для любого ie{0, 1,..., |Q|2} qi¥zqi'. Так как число различ-
ных пар (ql, q2), таких, что q\q2^Q, не превосходит |Q|2, то
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среди пар (?0, q'Q), ...
r (qm„ q'w) найдутся две одинаковые пары,

скажем, (?ν q\) = (q^q'J при ix<i2. Если β = 6(1) ... &(|Q|2);
T= 6(ii+ 1) ...6(i2),TO

при этом ψ(^<„ Y)=i(9f//1, Τ)· Состояния q{Kq'h отличимы;

рассмотрим кратчайшее слово 6=d(l) ...d(m), различающее эти

состояния. Если δ представимо в виде γδ', то слово δ' также

различает состояния 9^, q'h. Поэтому δ не представимо в таком

виде и существует t3, *1<*з<*2, такое, что

b(i!+ l)=rf(l),..., b{iz—l)=d(i3 — ii — l)9b(h)¥*d(i3 — il).
Положим

9 = ф (^.» дЭ; 9' = ф (^1. ]Т|); α = IZvZZxZh α'=

Здесь посредством jp_ обозначено слово, получающееся из слова

ρ отбрасыванием начала _р|. Тогда
Τ

ф to>«) = φ (φ tot,, jT|)> IJL 3) = ^ (ч> to'i' ν)»Ю =

=

φ(?<Ι>~Τ|) = ?

is—t'i

и, аналогично, φ(#', α)=<7'' при этом, очевидно, ?#<7' и

ψ(<7, αΟ^Ψ^'» а')· Лемма доказана.
Доказательство теоремы 2.9. Пусть 9t' = (Л, Q, β, φ, ψ) —

автомат приведенного вида, неотличимый от 9t. Тогда, очевид-
но, Тщ(Л, fi) = 7V(A В). Если ЭР—автомат с конечной па-

мятью и порядок его памяти равен k> то* по лемме 2.1 любой ав-

томат приведенного вида %" е 7V (Л, 5) имеет порядок памяти

β, τ. е. по лемме 2.2 число состояний любого такого автомата

не превосходит |В|ад . Отсюда и вытекает конечность множе-

ства рассматриваемых с точностью до изоморфизма автоматов

приведенного вида, содержащихся в Т® (Л, В).
Пусть теперь 9Г не является автоматом с конечной па-

мятью. Предположим, что множество автоматов приведенного
вида, содержащихся в Гя (Л, В), конечно. Тогда сущест-
вует автомат приведенного вида из Т% (Л, β), имеющий
наибольшее число состояний; без ограничения общности можно

считать, что этот автомат есть 9Р. Построим автомат 31", по-

лучающийся присоединением новых состояний, к автомату 3t\
слабо неотличимый от 31' и такой, что хотя бы одно из присо-
единенных состояний отличимо от всех состояний автомата St'.

Функции переходов и выходов автомата 9t" получаются доопре-
делением функций φ и ψ и обозначаются φ'', ψ'. По лемме 2.3

существуют состояния q,q'^Q и слова α=α(1) ...a(k); α' =

= α'(1) ...я'(/), а'{\)Фа(\), для которых φ(#, a)=q; φ(?', α) =
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— <7'; q¥=q'; ψ(#, α/):9ε:ψ(Α,/, α')· Рассмотрим новые состояния s2J·,
где te{0, 1,...,я—1}; лг= |Q|, /е{0, 1,...; &—1}. Обозначим ςτ*~

=Ф(<7> а|) (i=0, 1,...,* — 1). Положим <p'(s»j, α(/+1)) =$*, j+i

при j<k— 1; ф'(5г-,ь_ь а(&))=5г+1,о при t<ft+l и f(sn4n,
a(k))=q. Пусть также ψ'(^, α(/+1))=ψ(^, α(/+1)). Для
дальнейшего доопределения_функций q/ и ψ/ рассмотрим множе-

ство Q = {s0,..., sn-i}. Слово i|)(s2·, α2α') отличается от одного из

слов ψ(<7, _аг'а'); ψ(<7', ага') (* = 0, l,...,/i—1). Если оно отли-

чается от ψ (^, aV), то полагаем q/(Sio, αΛ(1)) = φ (^^, αΧ (1));
ф'С^го, #'(1))=^(<7> α'0)); если же °но отличается от ψ(<7', α*α'),
то полагаем q/(Sio, α'(_1)) =φ(<7, a'^l)); ф'(5*о, a'O)) =ψ(<7',
α'(1)_). В

первом_случае ψ^οο, α*α') =ψ(<7, aV), во втором слу-
чае ψ (s0o, α*α') =г|)(<7', a*a')i τ· e· состояние s00 отличимо от всех

состояний 50,..., sn_i. В тех случаях, в которых q/(Sij> а) и

i|>'(sij, о) еще не определены, положим *$'(sih α)=φ(<7/, α);
ty (Sih a)=ty(4h ^). Нетрудно проверить, что для любых состоя-

ния Sij и слова у>у^А, существует состояние seQ, такое, что

V(sij> y)==:'ty(s> Υ)» так чт0 автоматы 51' и 9i" слабо неотли-

чимы. Пусть 91'" — неотличимый от 91" автомат приведенного
вида. Тогда число состояний автомата %'" хотя бы на единицу
больше числа состояний автомата 91', причем 91///еГзг (Л, В),
что противоречит предположению о том, что %' имеет наиболь-
шее число состояний. Теорема доказана.

В заключение заметим, что для сильно связного автомата 91,
как это вытекает из теорем 2.6 и 2.8, в классе Т® (Л, В) имеется

единственный сильно связный автомат приведенного вида. Отно-
шение неотличимости можно ввести также и на множестве ини-

циальных автоматов %ду полагая неотличимыми автоматы 9t^ и

SS^s тогда и только тогда, когда неотличимы состояния q
и q'. Инициальный автомат %q называется автоматом приве-
денного вида, если 9t есть автомат приведенного вида, причем

9tg — инициально связнцй. Как несложное следствие теоре-
мы 2.8 получаем, что в классе всех инициальных автоматов, не-

отличимых от заданного инициального автомата, имеется един-

ственный с точностью до изоморфизма автомат приведенного
вида.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Пусть пи п2у...уПк — последовательность натуральных чисел,

удовлетворяющая условиям: п{^2\ Пг+\>Пгщ (i=l,...&—1).
Всегда ли возможно построить конечный автомат с л& состоя-

ниями, у которого число классов введенного при доказатель-
стве теоремы 2.3 отношения эквивалентности Ri равно щ (i=
= l,...k)?

2. Может ли автомат 9( с 5 попарно отличимыми состояниями

быть слабо вложим в автомат 95 с 3 состояниями?
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3. Является ли автомат Мура, диаграмма которого приведена на

рис. 2.8, автоматом с конечной памятью?

4. Построить конечный автомат, у которого порядок памяти ра-
вен 2. Каково наименьшее возможное число состояний такого

автомата?
5. Для каких η существует конечный автомат 51 = (Л, Q, β,

φ, -φ) с η попарно отличимыми состояниями, у которого при
любом слове аеЛ* длины η—1 множество {$(#, a):q^Q}
имеет не более двух элементов?

§ 3. ЭКСПЕРИМЕНТЫ С АВТОМАТАМИ

При изучении автоматов как преобразователей входных по-

следовательностей типичной является задача восстановления

свойств автомата по его реакциям на входные слова.

Без ограничения общности рассматриваем в этом параграфе
лишь такие автоматы %= (A, Q, β, φ, ψ, q)y что A^N\ B^Nt
где #-{1,2,3,...}.

Процесс подачи на инициальный автомат 9iQ входных слов

и наблюдения за выдаваемыми автоматом словами будем назы-

вать экспериментом с автоматом 91.

Эксперимент, состоящий в подаче на автомат 9ta единствен-

ного входного слова, называется простым; если же мы распола-
гаем несколькими экземплярами одного и того же автомата %?
и подаем на каждый из них различные входные слова, то экспе-

римент называется кратным. Если в случае простого экспери-
мента очередной символ, подаваемый на автомат 5lg, выби-

рается в зависимости от реакции 9tg на ранее поданные симво-

лы, то этот эксперимент называется простым условным экспери-

ментом; в противном случае он называется простым безусловным
экспериментом. Кратный эксперимент, у которого входное слово,
подаваемое на очередной экземпляр автомата 9tg, зависит от

реакций этого автомата на ранее поданные слова, называется

кратным условным экспериментом; в противном случае он назы-

вается кратным безусловным экспериментом.
Более формально указанные типы экспериментов определя-

ются следующим образом:
Слова в алфавите N называем простыми безусловными экспе-

риментами; конечные множества слов в алфавите N— кратными

безусловными экспериментами.

Простой безусловный эксперимент Ε применим к инициаль-

ному автомату %Q=(A, Q, В, φ, ψ), если £&4*; результатом
применения Ε к 9ta в этом случае называется пара (£,

Кратный безусловный эксперимент Ε применим к 3lQ, если

£с:Л*; результатом применения Ε к 91
α в этом случае назы-

вается множество пар (а, ф(*7, а)), таких, что ое£.

Пусть М= {(а, β):α<=/ν*, βΕΞΛΤ*, |α| = |β|};
· Μ' — множество

конечных подмножеств множества Μ. Простым условным экспе-
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риментом называется функция Ф, определенная на некотором
подмножестве множества Μ и принимающая значения в множе-

стве N.

Кратным условным экспериментом называется функция Ψ,
определенная ла некотором подмножестве множества М\ значе-

ниями которой являются кратные безусловные эксперименты.
Простой условный эксперимент Ψ применим к инициальному

автомату %q=(Ay Q, В, φ, ψ, q), если существует слово а=

= а(1)а(2) ...а(1)^ в алфавите Д такое, что α(1) =Φ(_(Λ,Λ));
а(1'+1) = Ф((а], ψ (?, aj))) при t=l, 2,...,/—1 и Φ (α, ψ(<7, а))

i i

не определено. Результатом применения Φ к %д в этом слу-
чае называется пара (α, ψ(q, a).).

Кратный условный эксперимент Ψ применим к 3tg, если су-
ществуют конечные последовательности Eu...,Ei и Rq, /?i,...,ai,
такие, что ^ =ψ(0); Яо=0; £<+1=Ψ(*<) (i=l,...,/-1); Я; =
= /?/—1 U /?/, где /?/ — результат применения кратного безуслов-
ного эксперимента Ej к автомату 3tQ 0 = 1» 2,...,/), причем
Ψ(/?;) не определено. Результатом применения Ψ к Шд в этом

случае называется множество Rt.
Пусть R — результат применения некоторого эксперимента Ε

(произвольного типа) к инициальному автомату 919=(Д Q, β,
φ, ψ, q). Если Е — простой эксперимент и /?=(α, β), то длиной
R назовем длину слова а; если же Ε — кратный эксперимент, то

длиной R назовем наибольшую из длин слов а, таких, что

(α, ψ(<7, а))е#. Длину R обозначаем l(R). В случае кратного

эксперимента Ε введем также величины кратности k(R) и объ-

ема v(R). k(R) есть число__элементов в R; v(R)—сумма длин,

всех слов а, для которых (α, ψ(<7, а))е/?.
Если 3R—некоторое множество инициальных автоматов и

Ε — эксперимент, применимый ко всем автоматам из 3R, то дли-

ной 1(Е, Щ (в случае кратного эксперимента Ε — также крат-

ностью k(E, 9R)) и объемом υ(Ε, 9Κ) эксперимента Ε относи-

тельно 3R называем максимум длин (соответственно кратностей
и объемов) результатов применения Ε к автоматам из SR. Если
3R бесконечно и наибольшего значения длины (кратности, объ-

ема) не существует, то полагаем 1(Е, 9К)=оо (соответственно
k{E9 ») =оо, v(E, 5R) =оо).

Пусть ЗК—некоторое множество инициальных автоматов и

Е — эксперимент, применимый ко всем автоматам из 3R. Если

St^eSR и результат применения £ к 9tg отличается от ре-

зультата применения Ε к любому другому инициальному авто-

мату из 9R, то Ε называется тестовым для %q относительно

SR. Если результаты применения Ε к любым двум различным
инициальным автоматам из 5R различны, то Ε называется ди-

агностическим для 5R. Если Ε — простой эксперимент, причем
для любых автоматов _%Q и %* из SR совпадение результа-

тов (α, ψ(<7, а)) и (a7, ψ'(<7'> а')) применения Ε к 91 g и %*
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влечет неотличимость инициальных автоматов 91φ'((7',α') и ^ф^.а),
то Ε называется установочным для 99?.

Рассмотрим сначала случай, когда в качестве 3R берется
множество [ 91 ] всех инициальных автоматов %q, получаю-
щихся при различных выборах начального состояния q у задан-

ного автомата 91 = (Д Q, В, φ, ψ). Некоторые другие случаи
будут рассмотрены в § 4,5.

Рассмотрение множества [ 91 ] в качестве 3R означает, что

у исследуемого автомата %q неизвестным является лишь началь-

ное состояние q\ в этом случае диагностический для [ 9t ] экспе-

римент позволяет определить неизвестное начальное состояние, а

установочный для [91] эксперимент
—

перевести автомат %q
в известное экспериментатору состояние.

Теорема 2.10 [4]. Для любого натурального п^З существует
такой автомат 91 с η попарно отличимыми состояниями, что для

[ % ] отсутствует простой (как безусловный, так и условный) ди-

агностический эксперимент.

Доказательство. Рассмотрим автомат % диаграмма Мура кото-

рого приведена на рис. 2.10.

Рис. 2.10.

У этого автомата А= В = {1, 2}; Q = {<7i, ..., qn}. Если 4<**</<л,

причем а0=1 ^.. 1, то ip(^, а0) = 1... 1; ф(<7/, ао) = 1... 12, откуда

вытекает попарная отличимость состояний qi при £>4. Очевидно,
что при £>4 и произвольном входном слове ai в гр(^·, Ixi) не могут
встретиться подряд две двойки. С другой стороны, ф(#ь 12) =22;
ip(<72, 21) =22; ф(<7з, 112) = 122, так что каждое состояние qu qi, <7э
отличимо от всех состояний qi при £>4. Наконец, попарная отли-

чимость состояний </ь ?2_и #з вытекает из равенств: ф(<7ь 1)=2;
<ψ(<72, 1) = 1; Ψ(?3, 1)=1; ψ(^2, 2) =2; ψ(^3, 2)=1. Таким образом,
автомат 91 имеет η попарно отличимых состояний. Если бы су-
ществовал простой безусловный эксперимент а, диагностический
для [9t], то для любых двух состояний qi% qi (й£/) автомата 91
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должно было бы выполняться ψ fa/, a)=^=af>(<7/, α). Однако при α.

вида 1α2...α/ имеем: гр(<72, α)=ψ(?2, 1)ф(?ь а2 *.. α/); ψ(?3, а) =
= г|)(<7з, 1 )гр(?ь 02 ... аг), и так как ψ(?2, 1)=ψ(?3, 1) = 1,^то
Ф(?2, а)=*$(?з, а). Если же а имеет вид 2а2 ...а/, то ψ (q\, а) =*

= ψ(^1, 2)Ψ(?2, а2...сф=ф(<7з, 2)ψ(?2, а2..л/) =ф(?8,_а). Таким об-

разом, ни при каком а^Л* неравенство ψ(<7/, α)=^ψ(^/, α) не мо-

жет выполняться одновременно для всех пар (<7/, 9/), где iV=/, что

и означает отсутствие простого безусловного Эксперимента, диаг-
ностического для [91 ]. Легко видеть, что проведенные рассужде-
ния позволяют установить также отсутствие простого условного

эксперимента, диагностического для J9t ]. Теорема доказана.

Теорема 2.11 [4]. Если St — автомат с η попарно отличимыми

состояниями, то для [ 91 ] существует кратный безусловный диаг-

ностический эксперимент длины η—1 и для некоторого автомата

91 с π состояниями эта оценка длины как безусловного, так и

условного экспериментов не может быть понижена.

Доказательство. Как установлено в теореме 2.3, любые два

различных состояния автомата 91 отличимы словом длины π—1.

Поэтому в качестве кратного эксперимента, диагностического для

91, достаточно взять множество всех слов длины η—1. Пример,
приведенный после доказательства теоремы 2.3, показывает, что

эта оценка длины не может быть понижена.

Теорема 2.12 [4, б]. Если §1 — автомат с η попарно отличимыми

состояниям^ то для [ 9t] существует условный установочный
эксперимент длины η (η—1)/2 и для некоторого автомата 9t с η

состояниями эта оценка не может быть понижена.

Доказательство. Пусть 51= (Д Q, В, φ, ψ); опуская тривиаль-
ный случай я=1, будем считать п^2. Рассмотрим простой услов-
ный эксперимент Ф, определяемый следующим образом. Пусть
α^Λ*,_β^β* и |α| = |β|. Введем обозначения: 2'(μ, $)={q:q^
eQ, ψ(<7, α)=β}; 24α, β)={φ(<7, α) : q^g'(μ, β)}. Если
19? (α, β) 1^1, то значение Φ ((α, β)) не определено. Если же

\2?{а, β)|>2, то рассматриваем слово γ^4* наименьшей длины,
для которого существуют различимые этим словом состояния q\ и

q2 из 2"(α, β) (берем произвольное такое слово), и полагаем по

определению Φ ((α, β)) равным первой букве этого слова.

Предположим, что эксперимент Φ применим к инициальному
автомату 9^0 (q0^Q) и (α, β) — результат применения Φ к %0.
Тогда qQeE2"(a, β), так что |2>(α, β) | >0, а так как Φ((α, β))
не определено, то \2(α, β) |<1. Это означает, что |i?(a, β)|=1;
3?{α, β)={φ(<7ο, α)}, так что результат применения Φ к 91^ поз-

воляет однозначно определить автомат 9Ιφ((7ο,α). Для доказатель-
ства первой части утверждения теоремы достаточно, таким обра-
зом, доказать, что Φ применим к любому инициальному автомату
9t7o из [91] и длина результата применения Φ к %qo не пре-
восходит η {η—1)/2.

Пусть qo^Q; рассмотрим последовательность a = a(l), a(2),
a(3), ..., где α(1)=Φ((Λ, Λ)) и a(i+l) =Φ((α(1) ...a(i),
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ψ(?ο, α(1) ...a(i)))). Обозначим α/ = α(1) ...a(i); β,·=<ψ(<7ο, at) =

= 6(1) ...6(0; Х = У'(Ъ> β;) и 2**=2>(α*, βΟ 0 = 0, 1, 2, ...).

Очевидно, что if£+i fEifi и

(*) ^,+1 = {φ(?, a(i+l)) :q€=2?u ψ(<7, a(t> 1)) =6(i+ 1)},

откуда |«2\+i|^l«24· Предположим, что длина последовательнос-

ти α больше, чем η (η—1)/2, и покажем, что тогда для любого

1=1, 2, ..., п—\ выполняется |J5fw+n \<n—i. При * = 0 справед-
2

ливость данного неравенства очевидна. Пусть оно верно при неко-

тором i^n—2.
Если \£щ+1)\<п—1—1, то |if(н-Р(н-2) 1 < 1 #щ+о|<и—(t'+1),

2 2 2

что и требовалось. Пусть поэтому
I «#*<H-i) l^^ *·

Рассмотрим
2

отношение эквивалентности /?,+ь введенное при доказательстве

теоремы 2.3, где было установлено, что либо определяемое отно-

шением Ri+\ разбиение Pi+\ имеет не менее чем i+2 классов экви-

валентности, либо Р/+1 разбивает Q на одноэлементные подмно-

жества, и тогда с учетом i^n—2 также имеет не менее чем М-2
с*

класса эквивалентности. Если ^iii±I2 целиком расположено в од-
2

ном из этих классов, то так как каждый из остальных (£+1)
классов имеет хотя бы один элемент, получаем, что в Q имеется

не менее чем | if цц-р | + (i + 1) = η + 1 элементов, и приходим
2

к противоречию. Поэтому существуют элементы q\ и q2 множества

if t(t+i)> расположенные в разных классах разбиения P,-+i, т. е.

2
_ _

для некоторого слова -уеЛ* длины *+1 имеем ψ(<71> γ)=τ^Ψ(<72> γ)·
Покажем теперь индукцией по /, что при 0</</+ 1 либо выполня-

ется |JSf f(f+i), .\<п—i> либо кратчайшее слово в алфавите Л, для
г/

2

которого в J5f цг+1) найдутся два различимых этим словом

2

состояния, имеет длину не более чем £+1—/. При / = 0 это выте-

кает из различимости состояний qv q2^J£ цц-ц словом γ длины

2

/+1. Пусть данное утверждение справедливо при некотором /<д,
покажем, что оно справедливо для /+1. Если |jf w+i) .|<я— i\

2

то I ift-(t-+i) I < |if i(i+D |< /г— t, и утверждение доказано
И-И г/

2 2

Если же | ift(t-j-i) | = /г—i, то рассмотрим такое кратчайшее сло-

2

во с(1)с(2) ...c(f), для которого существуют различимые этим

словом состояния q, qr e ift(t+o > что c(l) = 0((ai(l+i)

52



Pm+i) )) = а(Jii+JL + / + 1 \. длина t этого олова <i+

+ 1—/. Если /=1, то ψ(<7, с(1))=тЦ>(<7', c(i)), т. е. либо ψ(<7, с(\)),
либо ψ(<7', с(1)) отлично от Ъ ( *(t +

+ /+ 1), и из (*) нахо-

дим, что | Jgw+o ,
.,! 1 < 1 «&(*+ο .I = η—i- Если же />1, то сло-

2 2

во с{2) ...c(t) различает состояния <р(#, с(\)) и φ(<7', с(1)), вхо-

дящие в J£t<t+i) . ,и длина t—1 этого слова не более i+Ι—

— (/+1), что и требовалось. В частности, при / = i+l имеем, что

либо | J&<i+i) ,.,,!< η—i, либо в X i(i+i) = J£ <жхи-2) имеются
гМ-* Η~γ*

2 2 2

два состояния, отличимых словом длины (i+1) — (t+l)=0. Пос-

леднее невозможно, так что \&ц+\щ+ъ | <az—(i+1). Таким об-

2

разом, доказано, что при / = 0, 1, ..., η—1 имеет место | JE w+i)| <

</г—L В частности, | <£Нп-\) | < 1 и αη{η-\)
х
= Φ ((ow-i), βη^-Ι)))

2 2 2 2

не определено, так что длина α оказывается не превосходящей
п(п—1)/2, и приходим к противоречию. Полученное противоречие
доказывает, что длина а, равная длине результата применения
Φ к %0, не превосходит п(п—1)/2, и первая часть утверждения"
теоремы доказана. Для доказательства, того что оценка η (η—1)/2
в общем случае не улучшаема, рассмотрим автомат 9t =
= (Л, Q, В, φ, ψ), диаграмма Мура которого приведена на

Рис. 2 11.

рис. 2.11. У этого автомата Л={1, 2, ..., η—1}; Q={q\, ..., qn}; В =

=={0, 1}. Из диаграммы видно, что при а^А и Ц1фц\ выполняется

*${ЦиО>)Фч{Яиа)\ отсюда вытекает, что и для любого слова а&Д*

прл qi¥=qt имеет место φ(?*, α)^=φ(^/, а). Пусть Φ — некоторый
установочный эксперимент для St. Рассмотрим простой условный
эксперимент Ф', такой, что Φ/((α, β))=Φ((α, β)), если Ф((а, β))
определено и слово β состоит из одних нулей, иначе Φ'((α, β))
не определено. Если q^Q и (α, β) — результат применения Φ

к SI,?, причем β состоит из одних нулей, то, очевидно, результат

применения Ф' к 91^ также есть (α, β). Если же в слове β встре-
чакггся единицы и первая из них стоит на i-ы месте, то результат
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применения Ф' к %q есть (aj, _β]. В первом случае результат

(α, β) применения Φ' к %q позволяет однозначно установить сос-

тояние φ (<7, α) в силу того, что этот результат совпадает с резуль-
татом применения Φ к _9^ и эксперимент Φ

— установочный; во

втором случае слово j$J заканчивается на единицу, а так как

i

единственный переход в диаграмме автомата 91 с появлением 1

на выходе автомата есть переход из состояния q\ в состояние^?!
под действием входного символа η—1, то получаем, что φ(<7, α])

i

есть <7ь и результат применения эксперимента Ф' к %q снова

позволяет однозначно определить заключительное состояние ав-

томата 91 . Таким образом, Ф' — установочный для % экспери-

мент, причем длина его, очевидно, не превосходит длины экспери-

мента Ф. Обозначим (α*·, β;) результат применения Ф' к %q.

(i=l, 2, ..., η); ai = a,i(l) ...a,i(li); fi = bi(\) ...Ьг(1{). Пусть 1Ф\
и /,<//. Тогда &,(l)=... = bi(Z/—l)=ft/(l)_=... = 6/(Z/—1)=0, а так

как α,·(1) =α/(1) =Ф'((ЛЭ Л)) и из с^| = а$| при k^U—1 вытекает
~

Т~

Ъ(к+1) = Ф'(%\, 0_^))=Φ4(α/|, (К_^)) = а/(£+1), то

k % k k

имеем ai(k)=a,j(k) для всех &=*1,·2, ..., /*·, и слово а* есть начало

слова а/. Так как под действием входного слова *а* автомат %
переходит из различных состояний qi и #/ в различные состояния

<р(<7/, α0 и ф(<7/> а0> то Для возможности однозначного восстанов-

ления φ(<7/, α/) по паре (α/, "β/) необходимо, чтобы выполнялось

β^^β^Ι» τ· е· bi{li)=j£bj(li). В частности, при //<// получаем, что

&,·(/,·) = 1, а при /^=// получаем β^β/. Из последнего следует, что

при ЬФ\ пары (α,·, β,·) и (α/, β/) различны. Пусть lr= max /ь

тогда каждое слово а* есть начало слова аг (быть может, совпа-

дающее с аг), причем если /,</г, то β,- оканчивается на 1. При
io¥=r и li0 = lr слова at0 и a„ совпадают, а слова J5to и j}r отлича-

ются лишь в последнем символе, так что существует не более од-
ного такого i'o, и если оно существует, то можно считать г выбран-
ным так, что слово βf оканчивается нулем, а β1ο единицей.
В результате при i=l, ..., г—1, г+1, ..., η имеем β/ = 0 ...Ο 1, а

так как (α/, β/)=^=(α/, β/) при гФ], то длину слов щ при указанных
i различны; эти слова суть некоторые различные непустые начала

слова ar. Кроме того, как уже устанавливалось выше, так как

при i=l, 2, ..., г—1, г+1, ..., η слово β, оканчивается на 1; то
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φ(<7/, "ctr) есть q\ и at оканчивается на л—1. Из диаграммы авто-

мата 91 видно, что при переходе от состояния qt, где £>1, к сос-

тоянию Ц\ обязательно возникают все промежуточные состояния

</,_!, <7;-2, .··, Q2, Яь Поэтому можно выделить такой непустой на-

чальный отрезок αη входного слова at (а значит, и слова аг), под

действием которого автомат впервые перейдет из состояния q-t
в состояние qjy где^=2, ..., г—1, г+1, ..., щ /=1, 2, ..., £—1. Из

рис. 2.11 видно, что а*/ оканчивается символом /, так что при

\\Ф\2 слова Oitft и ai2/f различны. Если же /i =/2 и 1\ф12, т0

Ф(^1» %/t) = <PJ#.. ^/*Η<7/> причем^ <p(#lf a£l/l) =^Ψ(ft,, α^),
откуда ЩХ!ХФ^12!2- Поэтому все слова а*·/, где £=2, ..., г—1, г+1,...
...э П; /=1, 2, ..., i—1, попарно различны. Предположим сначала,

что г=п. В этом случае каждое слово ац заканчивается символом

j<n—1 и поэтому отличается от любого слова а* (й=1, ...

..., г—1, г+1, ..., п). Таким образом, слова а* и ац суть различные
я—1

непустые начала слова ал; число этих начал равно V(i—1)+(я—
1=2

—\) = п(п—1)/2, откуда вытекает, что длина 1Г слова ar не ме-

нее чем п(п—1)/2. Пусть теперь г<п. Тогда равенство α*/ = α*

может выполняться только при j=n—1, i=n, так что не более чем

одно из слов а,·/ может совпадать с каким-либо словом а*, и число

различных слов Ъц, а* не менее

J(i-1) + (n-2) =^f^—(г-1) + («-2) =

£G{2 г—1,г+1,...,β)

ибо г</г—1, и снова 1г>п(п—1)/2. Таким образом, оказывается,
что длина U слова ar, равная max /if т. е. равная длине экспери-

l<i<n
мента Ф' относительно [9i ], не менее чем /г(л—1)/2. Теорема
доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найти наименьшую длину кратного безусловного диагностичес-
кого для [91] эксперимента, если 31— автомат, диаграмма
которого указана на рис. 1.14, а. Существует ли в этом случае
простой безусловный диагностический для [91 ] эксперимент?

2. Найти наименьшую длину условного установочного эксперимен-
та для [91], где 91— автомат, диаграмма которого указана
на рис. 1.19. Какова наименьшая длина безусловного устано-
вочного эксперимента для класса [ St ] в этом случае?

3. Найти наименьший объем кратного безусловного эксперимента,
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диагностического для [9t], где 3t— автомат, диаграмма кото-

рого указана на рис. 1.27.

4. Существует ли конечный автомат 91 с 4 попарно отличимыми

состояниями, у которого некоторый кратный безусловный экс-

перимент, диагностический для [ 9t ] и имеющий наименьший
возможный объем, содержит слово длины, большей чем 3?

5. Существует ли конечный автомат 9t с 4 состояниями, не имею-

щий кратного безусловного эксперимента, диагностического*
для 3t и состоящего из 4 слов длины 3?

§ 4. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ

УТВЕРЖДЕНИЯ

В этом параграфе будет установлен ряд вспомогательных ут-

верждений, используемых при оценке сложности экспериментов

с автоматами. Эти утверждения, а также полученные с их по·

мощью оценки принадлежат М. П. Василевскому [7, 8].
В качестве множества 3R инициальных автоматов, к которому

относится исследуемый автомат 3^, будем далее рассматривать
множества Жт,п и Жт,п,1 автоматов, у которых т есть число вход-

ных символов, η — верхняя граница числа состояний и I — верх-
няя граница числа выходных символов. Таким образом, вся име-

ющаяся до эксперимента информация об исследуемом автомате

Шд сводится лишь к некоторым оценкам числа состояний, вход-

ных и выходных символов этого автомата.

Более формально, Жт,п есть некоторое множество попарно от-

личимых инициальных автоматов %q=(A, Q, β, φ, ψ, q) приве-
денного вида, у которых Л = {1, ..., т}\ \Q\^ti\ B^{\, 2, 3, ...}, при-
чем для любого автомата $V вида (Л', Q', В\ φ', ψ', q')y у кото-

рого Л'={1, ..., т}\ |Q'|</2; B'^{\, 2, 3, ...}, в Жт,п существует
неотличимый от %Я' автомат. Говоря иными словами, для произ-
вольного класса неотличимых друг от друга инициальных автома-

тов вида ({1, ..., /л}, Q, Ву φ, ψ, q), где Я^{1, 2, 3, ...}, в Жт,п име-

ется ровно один представитель этого класса; очевидно, что в каче-

стве такого представителя всегда может быть выбран автомат

приведенного вида,

Посредством Жт,пл обозначается подмножество множества

образованное всеми такими автоматами %я^Жт,п\ 3i<? =
= (Л, Q, β, φ, -ψ, q), у которых |5|</. В этом и в следующем па*

раграфах посредством А обозначаем множество {1, ..., т}. Если
не оговорено противное, посредством %0, 95^ обозначаем ини-

циальные автоматы из множества Жт,п, а посредством 31, 95 —

такие автоматы, что при некоторых q0, q\ имеет место ^qo^3im,n\
95<7l е 9Ст,п- На множестве слов Л* введем отношение лексико-

графического порядка. Если а*» = а (1)... а (кг); β** = b (1)...
...b(k2)— слова из Л*, причем либо &i<&2, либо k\=k2 и при
некотором ie{l, ..., k2} выполняется α(1)=6(1), ..., a(i— 1) =
= b(i— 1), a (i) <b (i), то говорим, что слово afe* предшествует
в лексикографическом порядке слову β^.
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Рассмотрим входные слова υ0, ..., υи ..., vSf такие, что v-t —

первое в лексикографическом порядке слово, переводящее автомат

Ч,Ц(> в состояние, отличное от состояний, в которые переводят

%0 слова Vo, ..., Vi-\ (s — наибольшее возможное). Обозначим

Vi = vf^; {v0, ..., vs} = V(%0)\ {v0, ..., Vi} = V(%qo) i) при t<s и

V(*<., i) = V(%0) npni>s.
Лемма 2.4. Пусть для инициального автомата %Яо и натураль-

ного i существует vf^\. Тогда vf^\ представимо в виде та, где

w&V(%0, i) и а<=А.

Доказательство. Пусть vf^\ = wa, где аеЛ. Покажем, что

w& У(91(Д, i). Если а>е£ V(9t^0, t), то существует w', до'е V {%Яй> i),
переводящее автомат %Яо- в то же состояние, что и w, и при за-

мене до на о/' в ε^; получили бы слово, расположенное в лекси-

кографическом порядке раньше, чщ υ uf^, что невозможно.

Следствие. 1) |t>f*eKi при * = 0, 1, ..., s;

2) V(«*. i+l)E^(*a.. 0 U V(%q., О'^при i =

= 0, 1, ..., s— 1.

Обозначим Л° = {Л}.
Лемма 2.5. Пусть множество входных слов У, содержащее пус-

тое слово, переводит автомат %Яо в не менее чем i+ 1 состояние.

Тогда У(А°[}А[}...[}Ап~*-1) переводит %Яо во все достижимые из

qo состояния.

Доказательство. Пусть V переводит ШЯо не во все состояния,

достижимые из qo. Если Уи^Л переводит 91^ лишь в те же сос-

тояния, что и V, то и V\JVA[)VA2\J„.\JVAi при любом / переводит
%Яо в те же состояния. Но AczV, так что Л' при любом / пере-
водит %Яо в те же состояния — противоречие. Следовательно,
V[}VA переводит %Яо не менее чем в £+2 состояния, и далее рас-
суждаем по индукции.

Следствие. При О^'^м—1 множество V (%о1 i)(A° [} А [} ... [}
(JЛ"""*") переводит 91^ во все состояния, достижимые из ^о-

Рассмотрим последовательность w0, W\9 ..., Wi входных слов,

такую, что w0=A и до<
—

первое в лексикографическом порядке
слово, различающее два состояния автомата 31, не различимые
предыдущими словами w0i wu ..., Wi-\ (I — наибольшее возмож-

ное). Обозначим Wi = wf; {w0, ..., wi}=W(% ); {w0, ..., «;,■}=
= W( «,.i); при i</ и W( 31, i)=W( % ) при i>l. Если Мд=Л*;
qx и q2

— состояния автоматов 9t = (Л, Q, β, φ, -ψ) и 35—

= (Л, Q', β', φ', ψ'), причем существует слово оеМ, такое, что

Ψ(*71> α)=τ|ε='φ,(<72, α), то говорим, что состояния q\ и q2 различимы
множеством Д1.

Лемма 2.6. Пусть для автомата % и натурального i существу-

ет wf+v Тогда в1«+1е>1Г(*, i).
Доказательство. Пусть а^^адо, где аеЛ. Пусть wf+l раз-

личает состояния q/ и <7" автомата 91, не различимые множеством
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W( 9t, i). Если до=Л, то w^W( 9i, i). Если τνΦΑ, το α не разли-
чает q' и 9"· Состояния φ(<7', α) и φ^", я) различимы множеством

W( 9t, i). Если w&W( 9t
, i), то существует w'^W( 9t

, i), разли-
чающее q>(q\ а) и q>(q", а) и расположенное в лексикографичес-
ком порядке раньше, чем w. Но тогда aw\ расположенное рань-
ше, чем wf+l = aw, различает qr и q", что противоречит опреде-

лению α£μ. Лемма доказана.

Для обозначения того факта, что каждое слово из множества

U есть начало некоторого слова множества V, где i/, У^Л*, ис-

пользуем запись U^V. Вместо {w}<V иногда пишем также u^V.
Следствие. 1) \wf\Ki при всех i = 0, 1, ..., /—1;

2) W( 91, Н-1)<Д№(«. 0 при всех i=0, 1,..., /—1.
Лемма 2.7. Пусть неразличимость множеством W> W^A*, раз-

бивает состояния автомата 91 по меньшей мере на /+1 класс эк-

вивалентности и W^.AW. Тогда множество Αη~1~1Ψ различает
любые два состояния автомата 9t.

Доказательство. Пусть 91 имеет состояния, не различимые
множеством W (в противном случае справедливость леммы очевид-

на). Если AW различает те и только те состояния 9t, которые
различает W, то я A2W различает те же состояния (если A2W раз-
личает qr и q", то или некоторый символ а^А различает их, и

тогда AW их различает, или, при некотором аеЛ, AW различает
<р(<7', а) и <р(<7"> я)> но тогда их различает и W, следовательно,
AW различает q' и q"). Продолжая это рассуждение, убеждаемся,
что для любого / AiW^A* различает те и только те состояния,

которые различает W, что противоречит предположению о нали-

чии у 91 состояний, не различимых множеством W. Следователь-

но, AW различает некоторую пару состояний, не различимую мно-

жеством W. Так как AW^W различает и все состояния, различи-
мые множеством W, неразличимость множеством AW разбивает
состояния 91 по меньшей мере на i+2 класса, и далее рассужда-
ем по индукции.

Следствие. При 0</<м— 1 множество Αη~*-1Ψ( 9(, i) различа-
ет любую пару различных состояний автомата 91

Утверждение 1. Пусть W^AWy w(l)...to(l)^Wr £</. Тогда
w(i)...w(l)^W.

При ii=l утверждение очевидно. Пусть оно верно для некото-

рого L Это означает, что существует w'^Wf такое, что w(i) ...

... w(l)=w'(l) ...w'(l—i+1). Так как W^AWy то существует w"<=

с=Я7, такое, что ш'(1) ... w'(l—i+ 1) =w'{\)w"(\) ... w"(l—i). Ho

тогда w(i+ 1) ...w{l)=w'(2) ... w*(l+i—l) =w"(l) ... w"(l—i)<№.
Если i/sA*, то посредством [U] будем обозначать наименьшее

подмножество V множества U, такое, что U^.V.
Лемма 2.8. Пусть V^A*9 V={v0, ..., vs-\}> причем для любого

feV имеет место v^(V\{v})-A. Пусть множество W, W^А*, та-

ково, что №<Л W. Тогда:
(1) |[УЛ]|<5(т-1) + 1;
(2) при любых /, /, таких, что l^i^/, имеет место
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V(A°[}A[)...[)Al)W^[VA]Ai-lW.

Доказательство. При 5=1 [УЛ] = у0,А \v0A\ =m= l (m— 1) + 1.

Пусть (1) доказано для некоторого s и пусть V= {v0i ..., vs-u Vs}9
где слова расположены в лексикографическом порядке. Тогда су-

ществует такое υ^{υ0, ..., vs-\} и гакое а^А, что vs = va. Так как

να<£ν\{υ3}, то va&[(V\{v8})A]. Далее VA=(V\{o8, v})A{jvA
UM<(^\K v})A[)v(A\{a}){)vaA<[(V\{vs})A\{va}]l)vaA.

Очевидно, \vaA\=m. Так как va^[(V\{vs})A], то | [(У\{аЛМ\
\{υα}] Ι = I [(К\Ы)Л] |—\<s(m— 1), поэтому

| [VA] |<s(m— 1) +m= (s+1) (m— 1) +1.

Докажем (2). Пусть уаш — произвольное слово из V^U^IJ...
...U^)W; i>eeV; аеА°[)А1[}...[}А*; w = w{l) ...w(1)eeW. Рассмотрим
два случая:

1) va^V. Тогда существует k (0^&^t—1^/—1), такое, что

va<=[VA]Aky и получаем: vaw<EE[VA]AkW^[VA]AkAW=
= [VA]Ak+lW^...^[VA]At-lW.

2) wxeV. Если vaw^.[VA], то г;аяу^[УЛ] Л/-1№. В противном
случае существует такое k^l—1, что vaw(l) ... w(k)^ [VA], но

vaw(l) ... w(k+\) ξ£ [УА]. Согласно утверждению 1, w{k+\) ...

... ш(/)<\^, поэтому vaw^[VA] W^[VA]AW^...^[VA] ]Α^Ψ.

Утверждение 2. Если V(%0, i) = К (95^, i). но V(9t*, i + 1) =^
¥=V(3ti70, i + 1), то множество V(%0, i) [J V (%0, i) A^DVi^, i)[)
\JV(%>q0, i + 1) содержит два слова ν и υ', такие, что состояния φ (q0, v),
ф(<7о> υ) совпадают в одном из автоматов 91^, 95^ и не совпадают в

другом.

Доказательство. В качестве ν берем то из слов ^ц?{» ^-j?*
(хотя бы одно из них существует), которое идет раньше в лексико-

графическом порядке. Пусть это vf*>{. Тогда в качестве υ' выби-

раем то из слов ν*4°, ... ,v*q\ которое переводит 95^ в состоя-

ние φ© ((/0, »5р
Утверждение 3. Если Щ 91 , i)=W( 95, /), но №(9t,i+l)#

=#=№(95, i+1), то один из автоматов 9t, 95 имеет состояние,

отличимое от любого состояния другого множеством AW{% , i) =

=Л№(95, i).
Доказательство. Пусть wf+l расположено раньше, чем wf^x

(или w^x не существует). Тогда неразличимость множеством

W(%, i+l) разбивает состояния 95 на такие же классы, как и

неразличимость множеством 117(91, /). Множество W(% , i) раз-
личает любое состояние 9t со всеми состояниями 95, кроме, быть
может, состояний одного такого класса. Но существуют два сос-

тояния автомата 9t, различимые словом wf^v но не различимые
множеством W(%, i). По меньшей мере одно из них различимо
множеством H?(9t# /4-1) со всеми состояниями автомата 95. От-
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орда и из соотношения W(%, i+l)^AW(% i) и вытекает спра-
ведливость утверждения.

Лемма 2.9. Пусть 0<i<n— 1, причем существует vf**. Пусть
V (%of i+ 1)ФУ(Ь„., 1+ 1) или Щ31, 1+1)φψ(95, i+l). Тогда
множество У(%„ 1)Αη~~1Ψ(%, i) различает %qo и 95^.

Доказательство. Для краткости положим v^f = νу, V {%qfi j) =
= V,,o>V =Wf\ Ψ(%, j) = W, (/ = 0, 1, ...). Рассмотрим три воз-

можные ситуации:

1) Пусть два различных слова из Vi переводят 95^ в одно

и то же состояние. Согласно следствию леммы 2.7 и определению
Vi, соответствующие состояния 91^ различимы множеством

An^-xWu поэтому ViAn~l-xWi<yiAn~iWi различает %0 и 95^.
2) Пусть неразличимость множеством Wi разбивает состояния

автомата 95 на классы, число которых меньше i+L Так как

vi*io существует, неразличимость множеством Wi разбивает
состояния Vgo по меньшей мере на i+l класс, т. е. из до достижи-
мо по меньшей мере i+l состояние, попарно различимые множест-

вом Wi. Согласно следствию из леммы 2.5, множество Vi(A°[)Al[).„
...иЛ"-'-1) переводит St^ во все эти состояния. Так как по мень-

шей мере два из соответствующих состояний 95^ не различимы
множеством Wu множество Vi(A0[}Al\J...\jAn-i-l)Wi^ViAn-iWi раз-
личает %q0 И 35^.

3) Пусть Vi переводит 95^ в i+l попарно различимых состо-

яний, и пусть неразличимость множеством Wi разбивает состояния

31 по меньшей мере на i+l класс. Тогда У*(Л°иЛ1и...1М/1~1~1)
переводит %Яо во все его состояния (лемма 2.5) и Лп-/-1№; раз-
личает любую пару различных состояний 95 (лемма 2.7).
у (*,., 0) = V (95„0, 0) = W («, 0) =117(95, 0) - Λ. Поэтому если

Vi+i=*V(»a..i + l), то 3/(0 </<*) V* = £(»*,/), ко Vi+хФ
φν(&ς0, j + 1). Тогда, согласно утверждению 2, Vj[)VjA содержит
два слова, переводящие один из рассматриваемых автоматов

в различимые (а именно множеством Л*-'-1^·) состояния, дру-
гой — в одинаковые состояния, и множество (Vj\}VjA)Ап~{-^i^
s=(Vi[)ViA)An-i-iWl^ViAn-iWi различает *,„ »*. Если же

Wi+^Wi&i i+l), то существует такое /, что №/ = W (95* /), на

Ц7Ж=^Ц7(95, /+1). Тогда, согласно утверждению 3, один из рас-
сматриваемых автоматов имеет состояние, отличимое от всех сос-

тояний другого множеством AW\. Некоторое слово множества

Vi(AQ\}Al[)...[)Anr-i-'1) переводит этот автомат в такое состояние,

поэтому множество Vi(A°[}Al[}...[}An-i-1) AWj^V^^Wj различает
3i<7 и $8д. Лемма доказана.

Обозначим |Э1| число состояний автомата 91.

Лемма 2.10. Множество входных слов V (%0) An~W-lW (%) разли-
чает %до и все отличные от 3^0 автоматы %>Яо из ЗСт,п·

Доказательство. Пусть 95^е=ЯГда,п; ЪЯ9ф%0. Если V(%b, \Щ)Ф
ФУ {%><,«> |«|) либо И7(«, |«|)^1Р(»,|«|), то V (%0) An~m+lW (Щ
различает %0 и 95^ в силу .деммы 2.9 при i = |9t| — 1 (так как
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%Qit — приведенный, то ν$°__Χ существует). Если 3t и 95 неотличимы,

то 95^ неотличим от %q. при некотором 1ф0 и 95^ различает с %0
множество

W (Щ = AW (*) < V (*«.) An~m+lW (*).

Пусть, наконец, V(%., \Щ) = У(95„0, |*|) и У (*. |*|) =
— №(®, |«|), но 3t и 95 не эквивалентны. Так как V(%0, \%\) =
= У(*^|*|-1)иУ(«, |«|) = ^(«, |«|-1), то и V(95,0,|9t|) =
= V(»*, |*| —1) и И7(», 1«|) = Ц7(», |*| — 1), следовательно, ав-

томат 35 имеет ровно |Щ| состояний и все они попарно разли-
чимы множеством W(%). Рассмотрим объединенное множество

состояний Si и 95. Если неразличимость множеством W(%) раз-
бивает его на более чем f St | классов, то в одном из автоматов

имеется состояние, различимое со всеми состояниями другого
множеством W(W); он переводится в это состояние множеством

V(*J, поэтому V(*JIF(*)<V(*J^W+1IF(*) различает %>
и 95^. Если же неразличимость множеством Щ91) разби-
вает его на | 9t | классов, то в каждом из них находится по одно-

му состоянию из 31 и 95. Так как 91 и &, не эквивалентны, по

меньшей мере одна из этих пар состояний различима. Пользуясь
теми же рассуждениями, ^то и при доказательстве леммы 2.7,
можно показать, что одна такая пара различима множеством

AW(% ), следовательно, AW(% ) различает некоторое» состояние

9f и все состояния 95, V (%qo) переводит %Яо во все его состо-

яния, поэтому V (Я,,) AW (91) < V (%0) An~m+Xty («) Различает

%0 и 95f0. Лемма доказана.

Лемма 2.11. Пусть К — конечное множество; i/b —
> Up — се-

мейство конечных множеств (p^l), U* — множество конечных

последовательностей (включая пустую) элементов из U\\J...[}UP;
& — предикат на KXU* и выполнены условия:

1) Vi>e=i/*ai€={l, ..., р}УаеК&1И=и&(а9 vu);
2) Va&KVO&U*Vu&U*(&(a9 v)=>&>(a, vu)).

Тогда Эи0е[/*Уае/С^(а, u0), причем длина слова щ не превосхо-
дит ]тах |£/,|hi|/C|[.

Доказательство. Обозначим Ь= max|i/t|; K=K(0). Полагая

в 1) v=A, находим такое i0^{l, ..., ρ}, что \/аеК^ие Ui^(a,u).
Обозначив при ueU(0 посредством Ки{0) множество {а|ае
^К{0)&!Р{а, и)}, получим отсюда, что существует %ei/t0, такое,

что I^I^J^I. Полагаем К{{) = Κ(0)\ΚΖ Очевидно, \К{1)\<

<,Λ-,_^-|Λ·|(.-7±Γ)<|Χ|(1-1-). Пусть уже

построены и\, ..., ш, где Uj^U\\}...\)Up, а также множество К(1)^К,

такие, что \К(1)\ < \К\ (l J-)' и yfl€= К\КФР(а, щ.... и,).
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Используя 1) при v = U\...ui, находим такое i/^{l, ..., ρ}, что

Уае К 3W e VijP (α> % · · · uiu)'i ПРИ tt <= Uit полагаем К{и ={а\а&
QK}i}&£*(a, иг... и^н)} и на'ходим, что существует ^еУ^,

для которого |<+^η^· Полагаем *(Ж) = Я%<+1.

Очевидно, |К(<+1)|<|*(/)| L0 <|*| (l--l)w. В силу

2) Vaei(\i((/+1)(^(fl, #!... щщ+\). Очевидно, что ,если при не-

котором / |#(/)|<1, то в качестве искомого и0 можно взять слово

их...щ. Так как |К(/)| < |tf | (l L V < \К\е~
~

= е"1*1",

то длина слова и0 не будет превосходить величины ]61п|/С|[
(здесь ]а[ обозначает наименьшее целое число, большее иди рав-
ное а). Лемма доказана.

Лемма 2.12. Для произвольных /я, м, 5 (s<n) существует вход-
ное слово α длины, не превышающей п(п—s +1)mn~s+llnя, обла-

дающее следующим свойством: если автомат %Яо имеет сильно

связный подавтомат, содержащий не менее чем s состояний, то α

переводит %Яо в некоторый его сильно связный подавтомат.

Доказательство. Разбиваем все инициальные автоматы из

Жт,п имеющие сильно связные подавтоматы с не мелее чем s

состояниями на классы, относя к одному классу автоматы, кото-

рые можно сделать совпадающими путем изменения функций вы-

ходов и переименования состояний. Очевидно, любое входное сло-

во одновременно переводит все автоматы одного класса в сильно

связные подавтоматы. Обозначим множество этих классов через
Ж'. Легко видеть, что \Ж'\<фтп. Применяем лемму 2.11 для р=1,
Ui=An~sy К=Ж'. При а*=Ж' и х*==и\ полагаем 5*(а, *), если

входное слово х переводит все автоматы класса а в сильно связ-

ные подавтоматы. Так как для автомата из К т,п, содержащего
сильно связный подавтомат с ле менее чем 5 состояниями, при
произвольной фиксации начального состояния существует входное
слово длины η—s, переводящее его в сильно связный подавтомат,
то условия 1) и 2) леммы 2.11 выполнены, поэтому существует
входное слово, переводящее все автоматы классов множества К
в сильно связные подавтоматы, и в этом слове использовано

не более ]\Ui\ In \Ж'\[ отрезков из Ui=An-s, поэтому длина его

не превышает ]\иг\ In \Ж'\[ (n—s)<n(n—s+l)mn-s+llnn. Лемма
доказана.

Лемма 2.13. Существует входное слово α длины, не превышаю-
щей (n+l)2mn+lln(n+l)9 которое переводит каждый автомат

%qo из Жт,п в сильно связный подавтомат и проходит по всем

ребрам диаграммы этого подавтомата.

Доказательство. Каждый автомат имеет сильно связный под-
автомат. Применяем лемму 2.12 при 5=1 и числе состояний ав-
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томатов, равном η+l. Построенное слово α с указанной в лемме

2.13 оценкой длины переводит все автоматы из Жт,п+\ в сильно

связные подавтоматы. Пусть 9tae— произвольный автомат из

Xmtn. Покажем, что α проходит по всем ребрам диаграммы
9t„0,' достижимым из φ(<70> α)· Действительно, в противном слу-
чае добавляем к %Яо одно состояние такое, что все выходящие

из него ребра в диаграмме ведут к нему же, и проводим к этому
состоянию то ребро, которое не проходилось при подаче на вход

автомата %0 слова а. Очевидно, а не переводит полученный
автомат 95^ е ЗРт.л+1 в сильно связный подавтомат, что противо-

речит построению а. Лемма доказана.

Лемма 2.14. Если входное слово α есть простой безусловный
установочный эксперимент для Jifm,«,2> то α — простой безуслов-
ный установочный эксперимент для Жт,п*

Доказательство. Допустим противное, тогда существуют автоматы

%qo и 95^, принадлежащие 9Ст%пл ПРИ некотором / > 2, такие, что <х

не различает %0 и 95^, но % {до]а) и 95φ ((7ο,α)—различимы некоторым

словом βα,, где а^А и слово αβ не различает %0, 95^, причем
Ψ»(φ*(?ο' °Ф)> at) = 6i' *M<M<7o» αβ)> ад = Ь2фЪг. Отобразим bl9 ...

... ,6Z ={1,...,/} на {1, 2} так, чтобы Ьг перешло в 1, а Ь2 — в 2.

Применяя это отображение к функциям выходов автоматов 9tao и 95ао
получаем автоматы %'Яо и 95^0 и Кт,п,2- Так как α не различает %q* и

Ъйс, то α не различает ц 31^ ®^. В то же время %^q„a) и 95<рш«70,а)»
очевидно, различимы словом βα^, т. е. α не есть установочный экспе-

римент для 9Ст,п,2- Полученное противоречие и доказывает лемму.

§ 5. ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
ДЛЯ КЛАССОВ ЭСт,п· #m.n.l

В этом параграфе будут установлены оценки наименьших дли-

ны, объема и кратности экспериментов различных типов, проводи-
мых с автоматом, принадлежащим множеству Жт,п либо Жт,п,1·

Теорема 2.13 [4]. Наименьшая длина кратного (как условного,
так и безусловного) эксперимента, диагностического для Жт,п,
равна 2п—1.

Доказательство теоремы непосредственно вытекает из теоремы
2.4 и приведенного после теоремы 2.4 примера, показывающего,
что оценка |Q| + |Q'I— 1 длины слова, отличающего 31^ от Э{^,
в этой теореме не может быть понижена. Отсутствие простых
диагностических экспериментов для Жт,п при п^Ъ вытекает иа

теоремы 2.10.

Теорема 2.14 [8]. Для величин vb(m, η) и k6(my n) наименьших

объема и кратности кратного безусловного эксперимента, диагнос-
тического для Жт,п, имеют 'место следующие асимптотические

(при п->оо) соотношения:
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( з
"

—> п2п-х при т = 2,

(2л — 1) /п2"-1 > у6 (т, л) > {

Ю

9
яЗ"-1 при т = 3,

/im"-1 при m =- 4, 5, 6,

n(m —1)2"-*
22/1-5

m«-2(m_ 2)1-2
22Л-5

при нечетном т > 7,

при четном m > 8;

i 9

m2"-1 > £б im, л) Э* |

2n-! при m = 2,

тп-{ при 3<т<6,

I

(m 1)2/1-4
22/i-4

тп"2(т—2)п'2
22П-4

при нечетном m ^ 7,

при четном m > 8.

Доказательство. Пусть £ — кратный безусловный эксперимент,
состоящий из всех слов длины 2л—1 в алфавите Л= {1, ..., т}; если

ЭД^, St^' e Жт,п— различные инициальные автоматы, то, согласно

доказательству теоремы 2.4, результаты применения £ к 91^ и

Wq' различны, и Ε — диагностический эксперимент для Жт,п.
Поэтому получаем: t>6(m> «)<у(£, Ж<п,п) = (2п—\)т2п-1\
к*(т, /*)<*(£, ЛГ«,л)=т2л-1.

Для получения нижних оценок разберем ряд подслучаев.

а) З^т^б. Рассмотрим автоматы %\ и ЗСг(оО> где α = α(1)...
...а(я—1) — некоторое слово длины η—1 в алфавите Л= {1, ..., т}\
диаграммы этих автоматов приведены на рис. 2.12 (начальные
состояния %\ и 9Ь(а) отмечены знаком *). Очевидно, любой

кратный безусловный эксперимент Еу отличающий 9ti от 212(а),
должен содержать слово, началом которого является слово a, a

так как 9ti и Si2(a) при любом α указанного вида входят в Жт,п>
то диагностический для Жт,п кратный эксперимент Ε должен со-

держать слова, начинающиеся с любого слова α длины η—1. Так

как число различных таких слов α есть тп~\ а их суммарная дли-
на — (п—1)тп~1, то при З^т^б получаем оценки: ив(т, п)^
^(п—\)mn~x^nmn-l\ k6(m, n)^mn-{. Первую из этих оценок при
т = 3 можно усилить следующим образом.
Пусть 9t3 — автомат, диаграмма которого приведена на рис. 2.13,
и 9t4(lal), 9Ι4(1α2) (a = a(l)...a(/i—2) — слово длины η—2

в алфавите А) — автоматы, диаграммы которых приведены на

рис. 2.14. Пусть, далее, «4(2al), 9i4(2a2), 31 4(3а1), 84(3а2)
<(а=а(1) .„а(п—3)еД*) — автоматы, диаграммы которых приве-
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Рис 2 12.

дены на рис. 2Л5. Для различения 9(3 с автоматами Э14(1а1),
*4(1а2), 314(2а1)> *4(2а2), *4(3а1), ЗД52) необходимо
пользоваться словами, имеющими соответственно начала вида:

1α(1α)42; 1α(α)<2; 2α(2α)'12; 2α2; 3α(3α)*12; 3α2 (здесь i>0).
Нетрудно видеть, что при различных α множества таких слов

не пересекаются. Если слова 1α(1α)'12 и 1α(α)'2 суть начала од-
ного и того же слова р, то случай £=/ = 0 невозможен, и в слове

ρ можно выделить не менее двух непересекающихся вхождений

слова а. Аналогично, если 2а(2а) 42 и 2а2 — начала одного

и того же слова р, то в ρ можно выделить непересекающиеся

вхождения слов а2 и а12; слова За (За)'12 и За2 не являются на-

чалами одного и того же слова ни при каком i^O.
Таким образом, в каждом кратном диагностическом для Жгг,п

эксперименте можно выделить 2-3"-2 непересекающихся вхожде-
ний слова а, имеющего длину η—2; 2·3"~3 непересекающихся друг
с другом и с предыдущими вхождениями вхождений слов а2, а12,
где а — слово длины η—3, и 2·3"~3 непересекающихся друг с дру-
гом и с предыдущими вхождениями вхождений слов 3α2, 3α12,
где α — слово длины η—3, откуда и получаем:

МЗ, п)^(п — 2)(2·3"-2 + 2·3/1-3 + 2.3η-3)-——/г-З"-1.

б^ т= 2. В этом случае рассматриваем автоматы Sis, 91β(1α1),
Sf6(la2), 3t6(2al), 3i6(2a2), получающиеся из автоматов 3t3,
9f4(lal), 9t4(la2), 9t4(2al), 9i4(2a2) соответственно удалением
входного символа 3. Для отличения Шь от автоматов 9t6(lal),
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9C6(lcx2), 9t6(2al), 2l6(2a2) необходимо пользоваться словами,,

имеющими соответственно начала следующих видов: 1α(1α)'12;
1α(α)'2; 2α(2α)'12; 2α2 (здесь i>0). При различных α множества

таких слов не пересекаются. Если la(la)'12 и 1α(«)'2 — начала

одного и того же слова, то либо а=1 ... 1, либо а=12а(3) ..~

... а (п—2). Поэтому k6 (2,
η) > 2(3 · 2*-4— 1) + 2"~4 + 1 +

+2"-3~ (9/8) -2я-1. Рассуждая
далее так же, как и в случае т

=

= 3, найдем υ6(2, η)^(3/2)η·2η~1.

(i,0) (г-1,2,3;

е/(1)=<Г(3)"(Г

Рис. 2.13.

ft*

�«Г У

4У *'

Рис. 2.14.

а(п-^о)

Случай ЩЗЩЩЗШ)
Щ(2оС1)

Рис. 2.15.
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в) m>6. Пусть m= r+s+l, где г>1, s>l. Произвольной паре
слов α = α(1) ... а(я—2) и β = &(1) ... 6(/г—2), где a(i)e{l, .„, ^};
Ь(/)е{г+1, ..., r + s}, сопоставим автоматы 5t?(a, β) и %(а, β),
диаграммы которых приведены на рис. 2.16. Эти автоматы сильно

связаны и не эквивалентны.

Чтобы отличить их друг от друга, необходимо сначала перевес-
ти каждый из них в состояние qn-\, после чего подать входной

символ Ь(п—2). Тогда $7 (α, β) перейдет в состояние qn-2y а

91 в (α, β) — в <7о· Теперь для отличения их друг от друга необхо-

димо перевести 91? (α, β) в qu не используя при этом символ т

и не проходя через ^о. После этого 9t?(a, β) и 3(β(α, β) отлича-

ются символом m. Пусть Ε — произвольный кратный безусловный
эксперимент, диагностический для Жт,п, ни — произвольное
слово из £, причем mvm — отрезок слова и и v = v(l) ...v(l) не со-

держит символа т. Покажем, что следующая за υ буква т отли-

чает не более одной пары 917(α, "β); 3(β(α, β). Если 1<2(п—2),
то эта буква не различает ни одну такую пару, так как первый
символ т переводит оба автома-

та в состояние q\ и υ «не успева-
ет» довести их до состояний, отли-

чимых символом т. Пусть />
(Вслте

>2(п—2). Введем функцию fv(i), u8kj)
равную разности между количе- ДЖ9
ствами букв из алфавитов {1, ...,

^'

г} и {г+1, ..., r+s} в слове ν (1)...
^(0; М0)=0. Очевидно, если

при некотором i (!<*</) fv(i)<
<0 или fv(i)>n—2, а также ес-

ли не существует i, при котором

fv(i)=n—2 и если fv(l)¥=0y то

am не различает ни одну из рас-
сматриваемых пар. То же спра-
ведливо, если при некоторых i и /
Ы0 = Ы/) И буквы u(i+l) и

v(j+l) различны, но входят од-

новременно в {1, ..., г} либо в

{г+1, ..., r+s}. Если же перечис-
ленные условия не нарушены, то

слово vm различает одну из пар

9t7(a, β); 3is(α, β), причем по

виду ν можно определить α и β.
Поэтому каждой из описанных пар автоматов соответствует отре-
зок vm в некотором слове из £, длина которого не менее 2п—3,
откуда v6(mf n)^(2n—3)rn-2sn-2. Если т нечетно, то при r=s=

= (m—Ц/2 имеем:

(W

Рис 2 16

щ(т, п) ^ (2лг — 3)
(т — 1)2/1-4

22Л-4
> П(т — 1)2/г-4

22/2-5
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при я->оо. Для четных т полагаем r=m/2, s=(m/2)— 1 и

щ (т, п) > (2п — 3) ^ — ^ \ g

при я-^оо. Для получения нижней оценки кратности изменяем

автоматы $t7(α, β) и 3t8(cT, β), проводя в их диаграммах стрелки
от всех состояний qu соответствующие входному символу т, к сос-

тоянию <7о и выбирая в качестве начального состояние q\. Слова,

различающие полученные автоматы 9i7 (α, β) и % (α, β), различ-
ны при разных α и β, и поэтому kb{m, η) >-—— при нечет-

тп~2 (т 2)п~2
ном т и kb(m,n)^ к—_—-— при четном т. Теорема дока-

зана.

Теорема 2.15 [8]. Для величин ky(m, η) и vy(m, n) наименьших

кратности и объема условного эксперимента, диагностического для

Жт,п, имеют место оценки (асимптотика берется при /г-мх>);

—— > ky (/и, η) ^
тп-х при т ^ 3,

— 2"-1 при т = 2;
8

ят"-1 при m > 4,

m*+i
_ , ч_ !— пЗп~1 при т= 3>

η ——- ^ vy (m, n)^
m — \

3
— n2n~l при m = 2.

Доказательство. Получение нижних оценок происходит точно

так же, как в случае функций v6(m, n); k6(m, n) (кроме случая
m>6, рассматривавшегося особо при получении оценок vb{m, n)y
h{m, n)). Займемся получением верхних оценок. Для этого опи-

шем кратный условный эксперимент £, диагностический для Жт,п-
Пусть %д^Жт,п. Введем обозначение vfq = Vi\ V(%q,i) = Vi\ wf =
= Wi\ W{%, i) = Wc при t=l, 2, ... . Эксперимент проводится по

шагам и начинается с шага 0. Перед этим шагом нам известны

Vo=W0= {A}. Подавая на вход автомата UQ множество слов

V0An-°W0= An, различаем, согласно лемме 2.9, 9ig и любой ав-

томат Ъяе=Жт,п, для которого 1/(95^, 1)ФУХ или W(%>, l)¥=Wu
Следовательно, для всех автоматов 35,?, не различимых с %q мно-

жеством V0AnW0i V(35*, l) = l/i и W(%9l) = Wu поэтому после

шага 0 можно найти V\ и Wx. Если Wi = W0, то эксперимент Ε

заканчивается, в противном случае переходим к шагу 1.
Шаг i (1=1, 2, ...). Перед этим шагом нам известны V,- и W^

а также результаты подачи на вход %q множества Vi-\An-i+lWi-u
Установим результат подачи на вход %q множества

ViA»-iWi= (Vi.l[){Vi})A-^(Wi^[j{wi}) =
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^Vi-iA^WiUviA^Wi^Vi^A^Wi-xUviA^Wi.

Так как

Vi-iA^Wtcz Vi-iA»-'AWi-i = Vi-iA"-** W^x;

ViA^Wi-^Vi^AA^W^^Vi^A^+'Wi-i;

У,_Ия-'1^-1<Vi-H^1 №/-1,

то достаточно подавать на вход %q множество α^4η-%,·. В ре-
зультате подачи на вход %я указанного множества, согласно лем-

ме 2.9, устанавливается различимость Uq и любого автомата

»*еХ„,л, для которого V(®*, i+l)¥=Vi+i, либо UP(85, i+l)=H=
#И^/+ь поэтому устанавливаются Wi+\ и V,-+i. Если №й-1 = ИР«, экс-

перимент Ε заканчивается, в противном случае переходим
к шагу 1+1.

Очевидно, эксперимент Ε заканчивается не позднее чем на

шаге | % |—1^я—1. Пусть эксперимент Ε закончился на шаге

i (0^л^| 91 | — 1). Тогда Wi=W( 9t), и нам известны результаты
подачи на вход %q множества ViAn-iWi = ViAn"iW(%)^
>V|«l-i Л"Н31|+1 Г(31) = У(9(,7)Л"-^1+1 W(9). Поэтому, согласно

лемме 2.10, множество слов использованное для подачи на вход

9t<7, отличает Wq от всех остальных автоматов из Жт%пУ т. е. £ —

диагностический эксперимент для Жт,п. На шаге i на вход %,я

подается множество OiAn-lWi% содержащее тп~1 слов, длина каж-

дого из которых не больше п+L Поэтому кратность эксперимента

Ε не превышает V тп-1 < —

f

a объем его не больше
^J т — 1
t'=0

η—1 п—\ п—\

V тп"1 (п+ i) = n V тп-1 + V imP-1 <

t=0 i =0 i=0

л—1

< птп + max imn-i + Г ^n-i ^t* = HI птп +
т—1 1=0,1,... J m —1

о

+ тп~1
\пт

t=n+i mrt"1*

t=o (In m):

i=«—1

<
1=0

^
m

п.гэ1 mn
^

m „

+ *" (γ + "7^ < i-^-n + 3V< «■
^

(ln2)2 / \ m+1 ; m—1

при /г-νοο. Теорема доказана.

Теорема 2.16 [4, 8, 9]. Наименьшая длина /#(т, п) простого ус-
ловного эксперимента, установочного для Жт,п, не менее тп,
причем л->оо:

1у(т, п) < (5/3) mn+ln4 In (тп2).
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Доказательство. Для получения нижней оценки величины

1у(т, п) рассмотрим для каждого слова α = α(1) ...а(п) (a(i)^
^{1, ..., т}) автомат Шдо (а), диаграмма которого указана на

рис. 2.17.

Рис 2.17.

Пусть Φ — простой условный эксперимент, установочный для

Жт,п-^Если длина Φ менее чем mn, то существуют автоматы 9^ο(α)
и \ (β), (α 9* β), такие, что (уи 6i) и (γ^δ2) — результаты

применения к ним эксперимента Ф, причем δ1 = 0...0 1δΙ; δ2 =
i

= 0... О 1 62 (так как, очевидно, для результата (γ, δ) применим
i

Φ к автомату вида 9i?0(a), б^=0).Но тогда Yi =γ(1) ... y(i+\)y\\
Υ2
= γ(1) ...γ(/+1)γ2/, т. е. конец слова γ(1)... y(i+l) отличен либо

от а, либо от β и одновременное появление 1 на выходе автоматов

%0(а) и ^0(β) при подаче на них слова γ(1) ...γ(ε+1) невоз-

можно.

Докажем теперь верхнюю оценку для 1у(т, п). Опишем прос-
той условный эксперимент £, установочный для Жт,п. Согласно
лемме 2.13 из § 4, существует входное слово а, переводящее лю-

бой автомат из Жт,п в сильно связный подавтомат и проходящее
по всем ребрам диаграммы этого подавтомата. Эксперимент Ε про-
водится по шагам и начинается с предварительного шага.

Предварительный шаг. На автомат %д^Жт>п подается ука-
занное выше слово а. Составляется список 5 появившихся при
этом выходных букв, и далее выполняется шаг 0, который будет
описан ниже. Автомат Ш<р(д,а) эквивалентен некоторому сильно

связному приведенному автомату ^е^п. Обозначим wf =
= wt\ №(3R, i)=Wi. Полагая известным некоторый класс сильно

связных автоматов ЗК^е ЗСт,п, содержащий 55^, для которых

W( 35, i) = Wi, будем искать входное слово щ, различающее 95^
и все сильно связные автоматы 91 '&Жт,п, для которых

t+i; если до;+1 не существует, потребуем, чтобы щ

при любом <7/ отличало %>я. от любого автомата 3V*=3£mfn»
такого, что автомат 95φ(<7.,Μ/) не эквивалентен автомату 31Ф((7'>Ц/).
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Из лемм 2.9 и 2.10 предыдущего параграфа и из соотношений

|©|

(J V (95,., i) An-lWi < A'A^Wt = AnWt\

N У (95,.) An~m+l W(95) < л,в|-1ЛйНЮ|+1 W (95) = Л"И7(95)

следует, что для любого состояния q\ автомата 95 и любого силь-

но связного автомата 9i,> e Л*т,п, такого, что Щ91, i+l)^Wi+\9
в Лп№; существует слово и, различающее 95,у и 91,'· Если же

t^t+i не существует, то И? (95 ) = Wiy поэтому указанное слово и

найдется в AnWi любого автомата 91,/ из Жт,п, отличного от

95,.. Для тех i, для которых существует ть построим мно-

жество Ct = {(Ж,/, 9?,*)}, где 3R,' пробегает все сильно связные

автоматы из Жт,п, для которых №(9R, i)=Wi. Если wf$_x суще-

ствует, 91,» пробегает все сильно связные автоматы из Жт,п, для

которых 1^(91, i+l)=£W($R, i+1), в противном случае 91,
пробегает все сильно связные автоматы из Жт,п, отличные от

$?,'. Как в 9R, так ив 91 разрешается использовать лишь те

выходные символы, которые входят в указанный выше список S.

Очевидно, |С|-|<(рл)2тл, где p=|S|. Полагаем ^«3R2 9l2>, х)у
если входное слово х различает $?, и 9i,, либо 9Й <?(,,*> эквива-

лентен 9t<p(,,*). Подставляем С,, AnWi и & вместо К, Щ и ^ из

леммы 2.11 из § 4 (при /7=1). Условия 1) и 2), очевидно, выпол-

нены, поэтому из этой леммы вытекает существование входного
слова (обозначим его через щ), такого, что для любой пары

(9К,> 91^)^0/ либо Ui различает ?К, и 9i,, либо 3№φ(,,^.) экви-

валентно 9l<p(,fW/). Закончим описание эксперимента Е.

Шаг i (i = 0, l, 2, ...). Перед этим шагом нам известны Wi и

некоторый класс сильно связных автоматов ^я^Жт,п, содержа-
щий автомат, неотличимый от 95,' = 95φ(,1,„0 α >,для которых

H7(3R, i) = Wi\ известно также щ. На i-м шаге на автомат 95,'
подается слово щ\ в результате этот автомат отличается от

любого сильно связного автомата 91," €Ξ УСт,п> для которого

W(9l, 1+\)φΨ(+\, поэтому по результату подачи слова щ можно

установить wi+u а отсюда и w,-+i. Если Ц7<+1 = И^, эксперимент Ε
заканчивается, в противном случае переходим к шагу i'+Ι. Оче-

видно, эксперимент Ε заканчивается не позднее чем на шаге

|95|—1^/г—1. Пусть эксперимент закончился на шаге i (0<ч^
^|95J— 1). Так как в таком случае Wi+\ не существует, для лю-

бого S,"e^m,n либо щ различает Stv^fa«0...«/.!> и *V> либо

91ф«7,аи0...«г.) эквивалентен £φ(,",Μ/), т. е. Ε — установочный для

Жт,п эксперимент. Оценим его длину, учитывая, что длина a

не больше чем (n+l)2mn+l Inn, а длина щ не больше

(n+i)]mn(i+l)ln{pn)2mnl Имеем:

1у(т, /*)</(£, Кт.п) < (п + l)2mn+t 1пп +
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η—\ л— 1

+ \\(η +i)mn(i + 1)2тп\прп~2тп+Ы1п])пХ^(п + i)(i + 1)~

i =0 i=0

~ 2/ηΗ-1 nlnpn (—+—)=—mn+W In pn < —m^/z4 In (m/z2).
\ Δ о J о о

Теорема доказана.

Теорема 2.17 [8]. Наименьшая длина /б(т, п) простого безус-
ловного эксперимента, установочного для Жт,п, не превосходит

]4т2пп2\п2п[, причем при п-+оо:

тп при т <5,

тп'2(т—2)п-2 ^ с

п ь l—
ПрИ четном т > 6,

22Л-5
Г -^ '

(/я — Ι)2"-4 ^ β
η - - при нечетном т > о.

Доказательство. Для получения верхней оценки величины

/б(т, η) применим лемму 2.11. Пусть в этой лемме К — множест-

во всех пар (Ж^, 95^} (неупорядоченных) элементов *Мт,п,1\ ρ—'»
U\
— множество всех входных слов длины 2п—1 и

&((%> в^), u\...us) означает, что входное слово ui...us = u

либо различает %я и 3%, либо переводит их в неразличимые
состояния. Тогда справедливость первого условия леммы 2.11 вы-

текает из различимости любых двух различных автоматов %я и

©я из Жт,п,1 словом длины 2/1—1; справедливость второго условия
очевидна, и, согласно лемме, существует слово щ в алфавите U\*
длины, не большей ] |t/i|ln|/C| [, такое, что &({%q, ®?), Мо) для

любых различных 4q, S5?Gj?m,n(i. Очевидно, это и означает, что

щ (рассматриваемое уже как слово в алфавите А) является прос-
тым, безусловным экспериментом, установочным для Жтлл- Длина
uG (как слова в алфавите А) не превосходит (2п—l)]m2n"1X
XIn C2mmn[<]4m2nn2 In (In)[. Но по лемме 2,14 слово и0, являю-

щееся простым безусловным установочным экспериментом для

Жт,п,2, является в то же время простым безусловным установоч-
ным экспериментом и для Жт,п\ поэтому подставляем I = 2 и полу-
чаем искомую верхнюю оценку. При т^5 нижняя оценка 16(туп)
есть следствие соотношения h(m,n)^ly(m,ri) и доказанного ранее
неравенства 1у(т, п)^тп. При т>5 нижние оценки для /б(т, п)
устанавливаются с использованием тех же вспомогательных ав-

томатов, что и оценки для v6(m, n). Теорема доказана. Пусть
Мт> п> 0 (соответственно kT(m, я, t)y υτ(ητ, η, t)) — наименьшее

число, такое, что для любого автомата Шд^Жт,п с t состояниями

существует кратный эксперимент, тестовый для 91? относительно

Жт,п, длина (соответственно кратность, объем) которого не пре-
восходит /т(т, /г, t) (соответственно kT(my я, t), vT(m, ny t)).
Имеет место следующая теорема:

h (т, п) ^ {
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Теорема 2.18 [7]. lT(m, nt t)=n-\-t—l; если f->oo, n->oo, t^n то

Mm, л, Ц~Р(т—1)тп-*;

vT(m, η, t) ~Рп(т—Х)тп-1.

Доказательство. Для получения верхних оценок опишем крат-
ный эксперимент £, тестовый относительно Жт,п для автомата

%д^Жт,п, имеющего t состояния. На вход автомата 31 ? подадим

множество [ν(%)Α]Αη-*(Ψ(%)\{Α}), если />1, и множество

[У(%Я)А\А«-*УР(Щ, если f=l. Так как V(%q) A«-*^W(%)^
<[У(,*д)Л]Л»-'И7(*1) (лемма 2.8 из § 4) и при t>\ Ψ{%)Φ{Κ}\
Л^И7(Я) \{Л}, то использованное множество, согласно лемме

2.10, различает Чд и все не эквивалентные ему автоматы из

Жт,п, т. е. эксперимент Ε — тестовый для %q относительно Жт,п-
Длина слов из [^(З^Л] не больше /; длина слов из Ап~* равна
η—1\ длина слов из W(% ) не больше t—1, поэтому lT(m, n, t)^.
^.n+t—1. Легко видеть, что объем использованного множества

принимает максимальное значение, если существуют такие слова

ν и w длины t—1, что:

V(»«)={A, υ(1), υ(\)υ(2) 9..,v(l) ...v(t-l)}t

Β7(«)={Λ, w{t—l), w(t—2)w{t— 1),...,α>(1) ...w(t— 1)}.

Тогда

[V (%)A]An-fW (Щ = (νΑ[)'[)υ(1)... v(i-l){U ...

... ,0(0-1, ^(t) + l,...,m}Mn-'uW -/).·-

• · · u>V ~J) = {JoAA^wV-j) ... w(t- 1)U |J (J* 0) · · ·

/=1 t=l /=1

...u(i —1){1, ... ,0(0—1,0(0 + 1. ··· ,т}Лп-^(/— j)...w(t — 1).
Объем первого из этих множеств равен

J](/ —1 +1 +/г — t + J)m»-*+* = т*-*+*^(п + /) =

= т"-<-И (f — 1) (л + —) = о (fin (m — 1) mH).

Объем второго множества равен

t-i t—\

i=\ /=1

= (m—l)mn-t(t—l)^(i+n — t + —)~t2n(m--l)m^K
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Аналогично, число слов в рассматриваемом множестве асимптоти-

чески не более чем t2(m—\)тп~\ что и завершает получение

верхних оценок. Для получения нижних оценок построим ряд
вспомогательных автоматов. Пусть α = α(1)... a(t—1) —входное

слово, содержащее любой отрезок длины ] logmi[ не более одного

раза. В качестве α можно, например, брать начальный отрезок
слова, содержащего точно один раз каждый отрезок длины

]logm/[; известно [10], что такое слово существует и длина его

равна m]logm'[ + ]logm/[— 1 > t. Пусть St1'—автомат, диаграм-
ма которого приведена на рис. 2.18.

({,0)при всех {

Рис. 2 18.

Очевидно, Я1 — приведенный. Пусть далее, te{l, ..., t— l};
/el,..., i—]\ogmtl £+1, ..., Mlogmi[}; ze={l, ..., a(i)—l,
a(i) + l, ..., m}\ а^Ап~К Определяем автомат 2l2(i, /, zy а) при
помощи диаграммы, приведенной на рис. 2.19.

Рис. 2.19.
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Для различения %Ях и 9i£(t, /, 2, а) при i</ необходимо сло-

во, началом которого является <x(l)...a(i—l)za(l) ...а(/г—t)a(j)...
...a{t—1). Для различения их при i>j необходимо слово, началом

которого при некотором оО является a(l)... a(i—1 )za(a(/)...
... a(i— l)za)ca (/)... a(i—l)a(i)...a(t—1). Легко убедиться, что

эти слова различны при различных значениях i, 2, а. Но, так как

длина слова a(j)...a(t—1) в случае i<j и слова a(j)...a(i—1) в

случае j<i не меньше ]logm/[ и α не содержит двух равных от-

резков длины ] logm i[, не могут совпадать и отличающие Чд%
от %lt (i, /, z, а) слова при одинаковых iy 2, а, но разных /.
Поэтому наименьшим по объему и кратности множеством М, раз-

личающим 31^ и все 9t^(t, /, 2, а), является множество, состоя-

щее из всех слов вида a(l)... a(i—l)zaa(j)... a(t—1) при всех ука-
занных J, /, z, а.

При фиксированном i величина / может принимать не менее

t—2] logm i[ значений, z— (m—1) значение, а—mn_i значений, по-

этому при каждом / соответствующуя часть множества Μ содер-
жит не менее (t—2]logmt[)(m—\)тп~1 ~t(m—l)mn~f слов, сумма
длин которых не менее

/—1

JJ (т— 1)тп-*(1 +n — t + t — j)~
/=2]iog|na

-~t(i + n — —\ {т—\)тп-К

Величина i может принимать /—1 значение, поэтому:

kT{m, /г, t)^t2(m— 1)тп~';
t-\

vT(m, η, t) ^ Vj t U + n Μ (m— l)mn-t<^t2n(m— \)тп-*.

Для оценки /r(m, /г, /) рассматриваем автоматы 2I3 и 3i4(i, /, z, a),
отличающиеся от 911 и Sl2(i, /, г, а) лишь тем, что стрелки, веду-
щие от состояния qu где i<t, к состоянию #f и отмеченные парой
(х, 0), перебрасываются к состоянию q\. Кратчайшим словом, от-

личающим %\х и 91^(/, 1, z, a), является слово а(1) ... a(t— 1}
za{\) ... а(п—t)a(l) ... а(/—1). Его длина равна /— 1 + 1+я—·
~/+i—l=n+ i— 1, откуда и вытекает lT(m, n, t)^>n+t—l. Теоре-
ма доказана.



Глава III

АВТОМАТЫ КАК АКЦЕПТОРЫ

§ 1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СОБЫТИЙ АВТОМАТАМИ.

ТЕОРЕМА КЛИНИ

Здесь мы рассмотрим ставшую классической для теории ав-

томатов задачу о представлении событий автоматами.

Пусть заданы инициальный абстрактный конечный автомат

%= (Л, Q, В, φ, -ψ, q) и подмножество ВГ^В. Будем говорить, что

автомат 91? представляет подмножество Е, Е^А* с помощью

выделенного подмножества В\ если для любого слова α из Л*

вхождение а в Ε эквивалентно соотношению ψ(<7, а)еВ'. Автомат

%q с выделенным подмножеством В' будем обозначать через
(9t<7, В') или через (Л, Q, β, φ, ψ, q, В'). Подмножества множе-

ства А* в дальнейшем будем называть событиями. Событие, £,
Е^А*, назовем представимым автоматом 31^ с помощью В' (т. е.

парой (%, В'), или объектом (Л, Q, β, φ, ψ, q> В'). Главной на-

шей задачей будет описание всех представимых событий. Введем

некоторые операции над событиями.

Объединением событий Е\ и £2 называется множество fiU^,
состоящее в точности из всех тех слов а, которые входят хотя бы

в одно из множеств Е\ и £2·
Произведением событий Е\ и Е2 называется множество Е\-Е2,

состоящее б точности из всех таких слов а, что для некоторых
слов он из Е\ и а2 из Е2 имеет место a= ai<X2.

■ Итерацией события Ε называется множество £*, состоящее при

Еф0 в точности из всех таких слов α, что для некоторых слов

си, (Х2, ..., ап из Ε имеет место a = ai-a2-...-an. Если £= 0, то

£* = 0.
Нетрудно видеть, что операции объединения и произведения

событий ассоциативны. Это позволяет использовать сокращенные

обозначения \J Et и \\ Еь для выражений Е\\]..\]Еп и £Ι·...·£η

соответственно. Операция объединения коммутативна, т. е. для

любых событий Е\ и £2 справедливо равенство Ε\\]Ε2 = Ε2\]Ε\, а

операция произведения не является коммутативной. Далее, для

любого события Ε справедливо соотношение (£*)* = £*; кроме
η

того, полагая Е1 = Е и Еп = \~[Е{, где £* = £, очевидно, имеем
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Ε* = Ι) EL Отметим, наконец, что введенное нами ранее обо-

значение Л* согласуется с только что введенной операцией ите-

рации.
Введем индуктивно понятие регулярного события над алфави-

том А = {аи ..., ат}. Для краткости мы будем опускать слова «над

алфавитом А» и говорить просто о регулярных событиях или о

регулярных множествах.

а) Каждое из множеств {a,}; i=l, ..., m, а также пустое мно-

жество являются регулярными.

б) Если множества Е\ и Е2 регулярные, то каждое из мно-

жеств Е\[}Е2, Е\'Е2у £"i* также является регулярным.
Следующая теорема Клини [11] дает исчерпывающее описание

представимых событий.

Теорема 3.1. Для заданного конечного алфавита Л событие

Е^А* является представимым тогда и только тогда, когда оно

регулярно.
Доказательство. Докажем сначала, что каждое регулярное

множество является представимым.
Нетрудно видеть, что каждое из множеств {щ}\ i=l, ..., т и

пустое множество являются представимыми. В самом деле, объ-
ект (Л, {q\ q\ {О, 1}, φ, ψ, q\ {1}), где φ(?, α) = q2; qf={ql, q2},
леЛ, a ψ(<71, α,·) = 1 и ψ(^, α)=0 при (q, α)Φ(ς1, α«), очевидно,

представляет множество {α,}, а объект (Л, {1}, {0, 1}, 1, 0, {1})
представляет пустое множество.

Доказательство представимости множеств Е\[)Е2, Е\-Е2 и Е\
для представимых множеств Е\ и Е2 вынесем в ряд отдельных

утверждений.
Лемма 3.1. Если события Е\ и Е2, Ей Е2^А*, представимые,

то событие Е\\}Е2 также представимое.
Доказательство. Пусть события Е\ и Е2 представляются авто-

матами %д= (Л, Q, β, φ, ψ, q) и 3V = (Л, Q', Β', φ', ψ', q') с по-

мощью подмножеств Ви β^β, и β/, Β\'^Β\ соответственно.

Рассмотрим автомат %q X%q' = (A, QxQ', ВхВ', (φ, φ')»
(ψ, ψ')> (q> q')) и обозначим через В множество таких пар (Ь, Ь')
из βΧ β', что или Ь^Ви или i'eBi. Нетрудно вддеть, что со-

бытие, представимое объектом (%qx%q'> В) совпадает с событи-
ем Е\[}Е2. Лемма доказана.

Лемма 3.2. Если события Е\ и Е2\ Еи Е2^А*, представимые,
то событие Е\-Е2 также представимое.

Доказательство. Пусть события Е\ и Е2 представляются авто-

матами %q= (Л, Q, β, φ, ψ, q) и 9t^= (Л, Q\ β', φ', ψ', ?') с по-

мощью подмножеств Ви β^β; β!, В[ СВ', соответственно.

Обозначим через 2Q множество всех подмножеств Τ множества

Q' и рассмотрим инициальный автомат 3^,0) = (Л, Qx2<0/, {0, 1},
Φ» ψ| (?> 0))· Определим функцию 'φ этого автомата следующим
образом:
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φ((</<·, Γ), α) = (φ(<7', α), {<p'(f, α) : te=T}[)U),

где q^Q; запись {q/(/, a) :t^T} означает, что берется множество

всех таких φ''(/, α), для которых существует / из 7, a U равно 0Г
если ψ(*7*', а)<=В\Ви и i/ равно {^}, если ψ(^", а)еВ};
ψ((^', Г), а) = 1 тогда и только тогда, когда существует такое t

из Г, что ψ'(/, α)<= Si'.
Покажем, что (91(^0)» {1}) представляет множество Е)-Е2~

В самом деле, пусть сначала имеется слово ар из Л*, никакое соб-

ственное начало которого не является словом из Е\. Тогда каждое

значение <р((<7> 0), а|)> где г<р, имеет вид (<7/, 0) и, значит,

Ψ ((<7> 0)» ар)=0, т. е. ар не входит в то множество, которое пред-
ставляется объектом (9i(^,0), {1})· Пусть теперь ар имеет вид

αΓ·γ*, где ar^Ei и 5>1, и пусть (п, Si), ..., (г/, 5/)—всевозмож-
ные пары таких значений для г и s. Тогда, как нетрудно видеть,

из определения автомата 9^,0) вытекает, что

ρ—1 р—1 Sj—1 s2—1 s^—1

и так как вычисление ψ((^, 0), αρ), очевидно, сводится к уста-
новлению существования в последовательности

ψ' (φ' (<Λ Э·os.)' *' С (<?'- й)> *».) Ψ' («ρ' (?'■ 3)· Μ·
sx—\ s2—1 Sj—1

где 6S.— последняя буква в слове ys/ (i=l, 2, ..., I) хотя бы

одного значения из В[, то обращение выражения ψ((<7, 0),α/?)
в единицу эквивалентно возможности записать ар в виде arYs, где

αΓ<=£Ι и υ5^£"2. Тем самым объект (9t(<7>0), {1}) представляет со-

бытие Е\-Е2, и лемма доказана.

Лемма 3.3. Если событие Е, Е^А*, представимое, то событие
£* также представимое.

Доказательство. Пусть событие Ε представимо автоматом

%q=(A, Q, β, φ, ψ, q) с помощью подмножества Ви В\^В. Вновь
обозначим через 2Q множество всех подмножеств Τ множества Q
и рассмотрим инициальный автомат 9tW)=(j4, 2Q, {0, 1}, φ, ψ, {q})~
Определим функции φ и ψ этого автомата следующим образом:

φ (Г, a)={<p(f, a):t<=T}{)Uy

где i/ равно {q}, если существует такое t из Г, что φ(/, а)еВь
в противном случае i/ равно 0, функция ψ (Γ, α) равна 1 тогда
и только тогда, когда существует такое t из Г, что ψ(/, a)€Bi»
Покажем, что ( 3t{<7}, {1}) представляет событие Е*. В самом деле,

пусть сначала имеется слово ареЛ*, никакое начало которого не

является словом из Е. Тогда, как нетрудно, видеть, φ ({q}>
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αρ1) = {Ψ (q, _αΤ)}, и, значит, ψ ({q}9 ap) = ψ ({φ (?, _αφ}, δρ),
Ρ—1 Ρ—1 Ρ—1

где δρ — последняя буква слова ар. Так как ψ(</, αρ) = ψ(φ(<7, αρ\)>
Ρ-1

δρ) и, очевидно, α^£*, το ψ(<7, a,v)^Bu а отсюда следует,
что ψ({ψ(<7> оср|)}, δρ) = 0. Тем самым слово ар не входит в со-

~р-~х
~

бытие, представимое объектом (9f{<7>, {1}). Пусть теперь ар имеет

вид с/1а*2 ... αΓ/γδ, где слово аг' содержится в Е\ ys или пус-
тое, или ни одно его начало не содержится в £, a i=l, 2, ..., L

Ясно, что такое разложение слова ар, вообще говоря, не однознач-

но. Зафиксируем какое-нибудь из них.

Как нетрудно видеть, из определения автомата %{д} вытекает,

*что множество φ({^}» <*р|) содержит каждое из состояний
"р^

φ (q, oW2... αΓγ|), φ (?, αΓ2α"3 . .. агу[), ...
,

ρ—1 ρ—rt— 1

φ (g, <*У 1). φ(?» ys 1)
p-(M-. . .+г/м1)-1 р-Сч+. . .+/·/)-!

я всякое состояние множества φ({?}, оср|) получается указанным

образом из соответствующего представления слова ар в виде

-ахаг*... α1ψ. Заметим теперь, что вычисление значения

ψ(<7, оР) сводится к установлению существования такого разложе-

ния слова ар в виде αΓ1αΓ2 ... αΓ'γδ, что ys пусто. Если такое

представление возможно, то ψ(<7, αρ) = 1; если оно невозможно, то

Ψ(<7, αρ)=0. Тем самым ( 3f{<7}, {1}) представляет событие £*, и

лемма доказана.

Из доказанных утверждений вытекает представимость каждого

регулярного множества.

Покажем, что имеет место и обратное утверждение.
Для этого нам понадобится ряд понятий и вспомогательных

утверждений. Пусть на* А = {а\, ..., ат} задано некоторое бинарное
отношение /?, т. е. для каждой упорядоченной пары (а, Ь) имеет

.место aRb или не имеет места aRb, последнее мы обозначим через

aRb. Слово α= α(1)α(2)...α(£) из Л* назовем при t>\ ^-словом,
если.для любого /; /=1, 2, ... t—1 имеет место a(j)Ra(j+l). При
/=1 слово α является по определению ^-словом.

Лемма 3.4. Пусть заданы алфавит Л и бинарное отношение R
на нем, тогда для любых фиксированных элементов а и b из А
множество Τ всех #-слов из Л*, начинающихся с α и кончающих-
ся на Ь, является регулярным.

Доказательство. Рассуждение будем вести с помощью индук-
ции по числу т элементов в Л.

Пусть /n=l, A = {ai}. Тогда искомое множество всех R-слов

79



совпадает, очевидно, с {aj* при условии, что R не пусто, то есть

axRa\. Если же бинарное отношение R пустое, то искомое множе-

ство равно {а\}.
Пусть теперь т>1, и наше утверждение доказано для всех

п, п<т. Докажем его справедливость для алфавита Л, состояще-

го из т букв. Рассмотрим два случая.

1) Пусть а = 6. Тогда любое /?-слово из Τ длины, большей чем

единица, выделением в нем всех вхождений буквы а может быть
записано в виде аа\аа2а... aara, где слово а/ может быть пустым,
если справедливо aRa и в любом случае не содержит буквы аг

/=1, 2, ..., п. Пусть еи е2, ..., et\ £>0 — все такие буквы из Л, от-

личные от а, что имеет место aRe}, /=1, 2, ..., t, и /ь /2, ..., fs~>
s>0 — все такие буквы из Л, отличные от а, что справедливо fkRa»
k=l, 2, ..., 5. Тогда любое непустое слово щ является ^-словом,
начинающимся с е, еЕ{еь е2, ···> £t}, кончающимся на f, f^{fu —

..., fs} и не содержащим буквы а, т. е. является ^-словом в алфа-
вите Л\{а}. По предположению индукции для каждой пары (е, /)
множество Bef всех таких слов является регулярным.

Указанных множеств — конечное число /, не превосходящее
/s; пусть В\, В2у ..., Bi — все эти множества. Тогда если справед-
ливо aRa, то множество С всех R-слов вида аоц, очевидно, совпа-

дает с множеством {a}\j{a}(Bi[)B2\J ...\jBi). Если же выполнена

aRa, то множество С совпадает с множеством {a}· (BiU^U ··· [)Bi)~
Таким образом, множество С регулярно. Нетрудно видеть, что в

обоих случаях T = {a}[j(C*-{a}), т. е. Τ является регулярным.
2) Пусть афЪ. Так как пустое множество является регуляр-

ным, то можно считать, что Тф0. Тогда любое слово из Т может

быть представлено в виде aaayb или ayb, где γ не содержит буквы
а. Пусть 3) — множество всех 7?-слов, начинающихся и оканчива-

ющихся на букву а. Как показано в пункте 1), это множество ре-
гулярно. Пусть е\, е2, ..., et\ £>0, — все такие буквы из Л, отлич-

ные от а, что имеет место aReh /=1, 2, ..., t. Пусть &~еь — множе-

ство всех таких /?-слов, которые не содержат буквы а, начинаются

на некоторую букву е из множества {еь ..., et) и оканчиваются на

букву Ь. Этих множеств, очевидно, конечное число /, />т, и каж-

дое из них, по предположению индукции, регулярно. Пусть
Ф'и &~2, ..., &Ι — все эти множества. Тогда, как нетрудно видеть^
T= ZD- (^"iU^U ... U#"/)> т. е. Τ — регулярное множество. Лемма

доказана.

Пусть для конечного алфавита Л выполнено Л=Л1ХЛ2 и

a=(ai(l), a2(l))...(al(t),a2(t))—некоторое слово в алфавите Л„
где al(j)^Au а2(/)еЛ2; /=1, 2, ..., t. Обозначим через pr'.a
слово ai(l)ai(2)..,ai(t)> i=l, 2, и назовем его проекцией слова a

на 1-ю координату.
Пусть имеется множество iZ>, <2)^А*, тогда через pr'iZ5 обозна-

чим множество всех проекций слов из 3) на i-ю координату.
Лемма 3.5. Если множество £, £^Л*, регулярно, то при Л =

=Л1ХЛ2 множество рг'£ также регулярно.
Доказательство этого утверждения вытекает из того, что от-
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дельные буквы из Л,- обозначают регулярные множества и из сле-

дующих легко проверяемых соотношений:

ρτ*(Ε1[}Ε2)='(ντ'Ε1)[}(ντ*Ε2)9
pri(ElE2) = (priEl)-(pviE2),

pr'(£l) = (рг*^)*, где Ev E2CZAl, '=1.2.

Используя доказанные вспомогательные утверждения, установим,

теперь регулярность каждого представимого Множества.

Пусть имеется объект (Л, Q, В, φ, ψ, q\ Bi), который пред-
ставляет множество Ε, £^А*. Обозначим через Τ множество

QXA и через Τ
— множество всех пар (q, а) из QxA, таких, что

ψ(</, а)^В\. На множестве Τ определим бинарное отношение

R: (q, a)R(q\ а') справедливо тогда и только тогда, когда q' =
= φ(<7, α).

Для фиксированных пар (q\ а) и (q\ а) из множеств Τ к

Τ соответственно рассмотрим множество E{qi>a)t{q^af) всех R-слов
из Г*, начинающихся с пары (q\ а) и оканчивающихся napoit
(q\ α'). По лемме 3.4 множество E{qita),(q',a') регулярно. Варьи-
руя пары (q\ а) и (q\ α'), получим все такие множества Ew
Е2у ..., £/, где /<|Л|2|(2|. Далее, нетрудно видеть, что Ε ■==

/ / i

= у рг2£; = pr2(U Et), и так как, очевидно, множество Μ Ей

регулярно, то по лемме 3.5 множество Ε также регулярно, что к

требовалось доказать. Теорема 3.1, таким образом, полностью до-

казана.

Отметим, что в приведенном здесь доказательстве теоремы
Клини использованы построения работ [12, 13].

Ясно, что не всякое событие является представимым. Так как

всего событий имеется континуум, а представимых событий, оче-

видно, только счетное множество, то замеченное выше следуег

уже из мощностных соображений. На самом деле, можно указать

эффективные примеры событий довольно простой логической при-
роды, которые не являются представимыми. В качестве такого

примера рассмотрим множество Е0 всех слов из {0, 1}*, длина

которых равна точным квадратам натуральных чисел. Покажем,
что оно не является представимым. В самом деле, рассмотрим
произвольный объект (Si^, Вг) = ({0, 1}, Q, В, φ, ψ, ql9 Bx)> в ко-

тором без ограничения общности можно считать, что В = {0, 1} и

Bi = {l}. Если бы объект ( tyq, B\) представлял множество £0, то„

применяя автомат %q к входному сверхслову 000..., мы, очевид-
но, получили бы выходное сверхслово, у которого на местах под

номерами, соответствующими точным квадратам натуральных чи-

сел, стоят единицы, а на остальных местах стоят нули, тем самым

выходная последовательность была бы непериодической. С другой
стороны, так как сверхслово 000... — периодическое, то, в силу
теоремы 2.1, указанное выходное сверхслово должно быть перио-
дическим. Полученное противоречие доказывает наше утверж-
дение.
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В заключение опишем некоторые способы задания регулярных
событий.

Пусть А = {аи ..., ат) — конечный алфавит. Регулярными выра-
жениями над Л будем называть слова в алфавите {аь ..., aw, 0,
V, ·> *, (, ) }, определяемые индуктивно следующим образом:

1) Каждая буква щ алфавита А, а также символ 0 суть регу-
лярные выражения над Л.

2) Если R\ и #2 — регулярные выражения над Л, то {R\\JR2),
(R\-R2)y (*Ri)—также регулярные выражения над А. Говорим,
что (R\\/R2) есть дизъюнкция, (RrR2)—конъюнкция, (*/?0—
итерация выражений Ri и R2.

Вместо (*i?) далее используем обозначение R* или (R), где

скобки (, ) называем итерационными скобками.
С каждым регулярным выражением R над алфавитом А свя-

зано соответствующее регулярное событие \R\. А именно:

1) если R есть буква а,, то |#|={аг·}, te{l, 2, ..., т}\
2) если R есть 0, то \R\ =0;
3) |(/?iV^2)| = |/?i|Ui/?2|J№^2)| = |/?iI.|«2||(*/?i)| = |/?ir.
Другим способом задания регулярных событий, как следует из

теоремы 3.1, служит задание при помощи представляющих их ав-

томатов. Если регулярное событие задано своим регулярным вы-

ражением, то рассуждения использованные при доказательстве
этой теоремы, позволяют построить автомат, представляющий то

же событие, и, наоборот, от задания события посредством пред-
ставляющего это событие автомата перейти к заданию его регу-
лярным выражением. Покажем, что для любого регулярного со-

бытия α существует автомат с выходным алфавитом {0, 1}, пред-
ставляющий это событие посредством множества {1}. Действитель-
но, если 91 = (A, Q, В, φ, ψ, д0) —некоторый автомат, представля-
ющий α посредством В'^В, то рассмотрим автомат Ψ= (Л, Q,
{О, 1}, φ, i|/, д0), такой, что ψ'(*7> #) = 1 тогда и только тогда, когда

*ψ(#, α)^Β'\ очевидно, он и будет искомым автоматом.

Пусть автоматы 31 = (Л, Q, {0, 1}, φ, ψ, д0) и 9Г = (Л, Q', {0, 1},
<р', \|/, д'0) представляют события α и а! соответственно посредст-
вом множества β'={1}. Если афа', рассмотрим слово р, входящее

в одно из этих событий и не входящее в другое; пусть для опреде-
ленности р^а, р<я£а'. Тогда ψ(#ο, р) = 1, У (й'0> р) = 0 и слово

ρ отличает состояния до и д'0. Обратно, пусть состояния до и

д'0 отличимы и ρ
— кратчайшее, отличающее их слово. Тогда

слова ψ(?ο, ρ) и ψ'(<7ο, ρ) должны отличаться своими последни-

ми буквами, т. е. чр(д0, ρ)φ·$' (д'0, р), откуда получаем, что ρ

входит в одно из событий а, а' и не входит в другое, т. е. афа!.
Равенство событий α и а7 эквивалентно, таким образом, неотли-

чимости состояний до и q'Q, а так как последняя устанавливается
на словах длины \Q\ + \Q'\—1, получаем также эффективную про-
цедуру проверки равенства регулярных событий, заданных указан-
ным способом. Если события α и о! заданы каким-либо иным об-
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разом (при помощи регулярных выражений и т. д.), то для про-

верки их равенства достаточно перейти к их заданию автоматами

21 и %' указанного вида и затем выяснить, отличимы ли состоя-

ния #0 и q'0.
Опишем способ задания регулярных событий из Л* при помо-

щи так называемых источников.

Источник над алфавитом Л представляет собой конечный

ориентированный граф G, каждому ребру которого сопоставлен

символ алфавита Л и у которого выделена вершина νо, называв*

мая начальной; выделено подмножество F=£0 вершин, называв*

мых финальными, причем выполнены условия:

1) различным ребрам, выходящим из одной вершины, сопо-

ставлены различные символы алфавита Л;
2) для каждой вершины υ существует путь щ, ведущий к υ

от υо, и путь яг, ведущий от ν к некоторой финальной вершине.
Каждый источник G над алфавитом Л задает событие | G | ■—

множество всех слов p = an...aik в алфавите Л, таких, что сущест-

вует ведущий от Vo к финальной вершине Vik путь я = иорп^п·-
— PikVik в источнике G, у которого ребру ρ,·7· (1 </<:&) сопоставлен

символ ац. Будем говорить, что слово ац ... at·* соответствует пути

π и обозначать это слово [π]. Заметим, что \G\ может содержать

пустое слово.

Покажем, что произвольное непустое регулярное событие мо-

жет быть задано некоторым источником и, наоборот, каждый
источник задает регулярное при отбрасывании пустого слова со-

бытие.

Пусть автомат %qo = (Л, Q, В, φ, ψ, q0) представляет непу-
стое событие £, £с:Л*, с помощью множества В\ В'^В. Постро-
им· граф G, вершинами которого являются элементы множества

{?o}U{(9i, bj)\qi^Q, bj^B}. Из каждой вершины графа G выходят

ребра, отмеченные всеми различными буквами а^А, причем из

вершины q0 ребро с отметкой at· ведет к вершине (φ(?ο, сц),
Ψ(?ο, я«)), а из каждой вершины (#;, Ьу) ребро с отметкой at ве-

дет к вершине (φ(^·, α{), ψ(<7/, at). Если в графе G выделить в

качестве начальной вершину q0, а в качестве множества F — фи-
нальных вершин

— все такие пары (qt, by), что bj^B\ после чего

отбросить все вершины графа G, не лежащие на путях, ведущих
от q0 к вершинам из F, то, как легко заметить, получается источ-
ник G', задающий то же событие, что и пара (9^0, В').

Обратно, если задан источник G над алфавитом Л с началь-

ной вершиной vQ и множеством F финальных вершин, то рассмот-
рим автомат 9t0e (Л, Q, {0, 1}, φ, ψ, υ0), такой, что Q есть объеди-
нение множества вершин источника G с некоторым вспомогатель-

ным элементом υ\ а функции φ и ψ определяются так:

It/,
если υ = ν' либо из ν не выходит

ребро с отметкой а,

а;, если в источнике G от вершины ν

к вершине w ведет ребро с отметкой а;
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I 0, если φ (ν, α) & F.

Нетрудно видеть, что | G | \{Л} совпадает с событием, предста-
вимым парой (%0, {1}).

Число вершин источника G далее обозначаем ||G||.

Для описания регулярных событий можно использовать так-

же понятие квазиисточника над алфавитом Л, определение которо-
го получается из определения источника отбрасыванием условий
1) и 2). Квазиисточник G определяет событие |G|, образованное
всеми словами в алфавите Л, соответствующими путям в G, веду-
щим от Vo к вершинам из F.

Очевидно, любое регулярное событие определяется некоторым
квазиисточником. Пусть, обратно, G — квазиисточник над алфави-
том Л, имеющий начальную вершину v0 и множество F финаль-
ных вершин. Для установления регулярности события \G\ доста-

точно рассмотреть автомат 9t = (Л, Q, {0, 1}, φ, ψ, {fo}), состояния-
ми которого служат всевозможные подмножества вершин квази-

источника (включая пустое множество); φ(#, а) есть множество

всех вершин, к которым от вершин множества q ведут стрелки,
отмеченные буквой a, a yjp(q, а) = 1 тогда и только тогда, когда

<р(<7, a)f\F=£0. Нетрудно проверить, что φ({£>ο}, α) есть множест-

во всех вершин квазиисточника, к которым от ν0 ведет путь, от-

метки ребер которого образуют слово а, так что 9i представляет
событие \G\ посредством множества {1}.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Доказать нерегулярность события над алфавитом {0, 1}, состоя-

щего из всех симметричных слов. (Слово а=а{1)а{2)...а(п)
называется симметричным, если а (1) а (2)... а (п) = а (п)...

'

...α(2)α(1).)
2. Является ли регулярным событие над алфавитом {0, 1}, состоя-

щее из всех слов α= α(1)α(2)...α(η), являющихся двоичными

записями простых чисел?

3. Доказать регулярность события над алфавитом {0, 1}, состоя-

щее из всех слов, имеющих четное число единиц.

4. Доказать, что если события Еи Е2^А* регулярны, то регуляр-
ны также события Ei(]E2; Е\\Е2.

5. Существует ли нерегулярное событие Ε такое, что событие Е-Е

регулярно?
6. Найти все решения уравнения Х=А-Х{]ВУ где Α, β —заданные

регулярные события.

7. Квазиисточник G над алфавитом {0, 1, 2} имеет 4 вершины:
уо, vu υ2, Vz. Для любых i, /^{0, 1, 2} из вершины vi к верши-
не Of ведет ребро с отметкой i(mod3). Начальная вершина ква-

зиисточника G есть vq> множество финальных вершин
—

{уо, vu ^з}. Построить источник, представляющий то же собы-

тие, что и G.
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S. Пусть Qn — число слов, определяемых регулярным выражением

(0,10*1 VI11)* и имеющих длину, не превосходящую /г. Найти

величину %=lim^^.

§ 2. АЛГОРИТМЫ АНАЛИЗА И СИНТЕЗА

АВТОМАТОВ

В теоретических и прикладных аспектах автоматов важную

роль играют так называемые задачи анализа и синтеза автома-

тов. Многообразие способов, описывающих функционирование ав-

томатов, может быть разбито условно на две группы: группу язы-

ков, т. е. алгебро-логических описаний, и группу способов, описы-

вающих внутренние процессы реальных автоматов, примером ко-

торых могут служить диаграммы Мура, источники и др. Переход
от способа первого типа ко второму называется синтезом автома-

тов, а от второго к первому
— анализом автоматов. В качестве

способа первого типа в этом параграфе будет рассматриваться
язык регулярных выражений; в качестве способов второго типа —

диаграммы Мура и источники.

Пусть инициальный автомат %=(At Q, В, φ, ψ, q) задан диа-

граммой Мура и В'^В. При решении задачи анализа (т. е. зада-

чи нахождения регулярного выражения, определяющего событие,

представимое парой (%q, В')) в этом случае можно перейти сна-

чала от пары (91^, В') к источнику G, как это показано в преды-
дущем параграфе, и далее решать задачу анализа для источника

G. Аналогично, при решении задачи синтеза по заданному регу-

лярному выражению пары ( Si?, B')y определяющей то же событие,
что и рассматриваемое выражение, можно сначала решить задачу
синтеза соответствующего источника, от которого и перейти к ис-

комой паре ( 91р, В'). В силу сказанного, будем далее рассмат-

ривать в качестве способа второго типа описания функционирова-
ния автоматов только язык источников. При этом оказывается

удобным расширить язык регулярных выражений, используя на-

ряду с символами аь ..., ап основного алфавита А также символ

<е, обозначающий событие {Λ}. Далее будем считать, что Ле|(/?>|.
Пусть задан источник G. Задачу построения регулярного выра-

жения R, такого, что |G| = |/?|, будем называть задачей анализа

источника G.

Опишем способ А анализа источников. Обозначим Gu„o0l .

Os

(s>0) источник, получающийся из источника G удалением вер-
шин Ι/ο, vu .··, vs и всех других вершин источника G, которые ока-

зываются недостижимыми из вершины ν после удаления v0y vu...
..., vs вместе с инцидентными им ребрами, у которого ν есть на-

чальная и единственная финальная вершина/То регулярное вы-

ражение, которое получается в результате анализа источника G,
£удем обозначать A(G).

Пусть источник G состоит только из одной вершины υ и не

имеет ребер. Тогда по определению A(G)=e.
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Теперь определим A(G) для источников, имеющих единствен-

ную финальную вершину, совпадающую с начальной. Множество
всех таких источников специального вида обозначим через М.

Пусть G&/W, ||G|| = 1, т. е. G имеет вид, изображенный на рис, 3.1.

Тогда полагаем

A(G) = <anV...Va*>·

Пусть для всех GeAi, таких, что ||G||</z, уже определено
A(G), и пусть ||G||=az+1; v0 — начальная вершина G. Рассмотрим
некоторый простой цикл π в источнике G, проходящий через вер-
шину υ0 (рис. 3.2). Если & = 0,то положим R(π) = αη. Если &>0, то*

рассмотрим источники Ga = Gv\ ...
, Gk-\ = G^-i Gk = G%Ot . vk^

Рис. 3.1. Рис. 3.2.

По предположению индукции уже определены выражения R\ =
= A(Gi), ..., Rk=A(Gk). Положим R(n)=anRiai2R2-CLikRhaik+L
Определим теперь A(G) как A(G) = ( V /?(π)), где С>— множе-

ство всех простых циклов, проходящих через vQ. Таким образом,
при G^M мы уже определили A(G).

Пусть G — произвольный источник с начальной вершиной υ0

и множеством F финальных вершин. Рассмотрим некоторый про-
стой путь π, ведущий из вершины ν0 к финальной вершине Vk (см.
рис. 3.3). Пусть G0 = О-, G± = Gv\ ...

, Gk = G^ v^ причем

Рис 3 3.

i?o=A(G0), fl, = A(G,), .... Rk=\(Gk). Положим R(n) =R0anRi...
...ciikRk- Если Vo&F, то определим

A(G)= V*(«),

где Р — множество всех простых путей от и0 к /\ Если же Vq^F,
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то полагаем

A(G)= ν£(π)ν*ο·
пер

Корректность описанного способа анализа А доказывается в

•следующей теореме.
Теорема 3.2. Для любого источника G имеет место равенство

|G| = |A(G)|.
Доказательство. Сначала докажем, что теорема верна для лю-

бого источника GeAi.

Пусть GeAi, ||Ai|| = l, т. е. G имеет вид, изображенный на

рис. 3.1, и пусть pe|G|. Слову ρ соответствует путь яеб вида

Л1Я2...я5, где яг—петля, проходящая через вершину а0, отмечен-

ная буквой aift(Kt<s). Ясно, что каждая буква ац^{щи ...

..., dik) принадлежит событию |^|, где ^= anV^2V... \fcLik и, со-

гласно определению итерации событий, очевидно, что ре|(^}| =
=A(G). Предположим теперь, что ρ — Odjfliu · - · fli/s» P^|A(G)|.
Тогда каждой букве a^ (1 < t < s) соответствует член в выраже-
нии tP = cii\\/ ...\fdik, а каждому члену

— петля в источнике G,
проходящая через вершину щ> отмеченная этой буквой. Таким об-

разом, слову ρ можно сопоставить путь π в источнике G, ребра
которого последовательно отмечены буквами этого слова, что и

доказывает, что ре | G |.
Предположим, что для всех G^M, таких, что ||G||<n, уже по-

казано, что |G| = |A(G)|, и пусть ||G||=n+l; v0 — начальная вер-
шина G. Пусть ρ — любое слово, pe|G|. Для него в источнике G

существует путь π, выходящий из вершины щ и ведущий в верши-
ну ν0. Путь π можно изобразить в виде n= n\...ns (s>l), где

Jti (l</<5) есть цикл, проходящий через v0 ровно один раз. По-

этому p=pY...pSy где pi
— слово, соответствующее циклу щ. Изве-

стно, что циклу щ соответствует простой цикл л. = о0Р/Л1·..
*· 'PikvikPik+iOo> Для которого способом А анализа источников стро-
им выражение /?(л|), являющееся одним из членов дизъюнкции

V Ri^'j) (С — множество всех простых циклов, проходящих
~П.€С

через v0); R(п.) = anR£l... aikRikat ^ν где ац (1 </<k+1)—

буква, являющаяся отметкой ребра р//, и Ru (\<t<k) —регуляр-
ное выражение, представляющее по предположению индукции ре-
гулярное событие, заданное источником GVJ* . Если через

Рн обозначим слово, принадлежащее \Ra\, то р,- = а^р^а^
··· ^ikPtk^iH-i и р{^\к(п.)\. Отсюда p=pi...p5, согласно опреде-
лению итерации, принадлежит | ( ν #(я·)) | = | A (G) |.

Обратно, пусть слово pe=A(G) = |( V #Ю)|. Его можно

я'.ес
записать в виде p=pi...pn, где pi (l<i<n)—слово, принадле-
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жащее хотя бы одному из членов дизъюнкции Ν/ #(πΖ·)· Пред-
я'ес

положим, что Pi <= \Я(п\)\. Согласно способу А анализа источ-

ников, R (π!) соответствует простой цикл п. = ν^ρ11υα ...

+ 1)—отметка ребра рп; Rim (1<т<&)—регулярное выражение,

соответствующее источнику GVJ^ T) , причем по предположен

нию индукции \Rirn\ = \G°i™ я |. Поэтому слову pi можем

сопоставить некоторый цикл щ, проходящий через v0, ребра кото-

рого отмечены последовательно его буквами. Тогда, очевидно^

слову р = р\ ... рп (п — произвольное) соответствует путь в источ-

нике G, ведущий от вершины υ0 κ υ, у которого ребрам сопостав-

лены символы в том же самом порядке, что и в слове р, и поэто-

му peG.
Покажем теперь, что теорема верна и для любого источника G,

с начальной вершиной щ и множеством F финальных вершин.
Пусть сначала Vq^F. Пусть pe|G|. Слову ρ соответствует в ис-

точнике G путь π, выходящий из начальной вершины υ0 и веду-
щий в некоторую финальную вершину Vik. Для пути π существу-
ет простой путь Tc'=v0piiVi\ ...pikVik, Vik^Fy которому соответствует
член #(π') в выражении A(G)= V i? (π'), где Ρ—множество всех:

п'£Р

простых путей из ν0 в некоторую финальную вершину; /?(π') =
= RoanRn...aikRik, причем i?0 = A(G0), Rn =A(Gn)y ..., Rik = A(Gik)-r
G0 = G% Gn = Gv« , ... , Gik = G^ . Каждый из источни-

ков Go, Gti, ..., dk принадлежит множеству М источников спе-

циального вида, для которых уже показано, что |G0| = |A(G0)U
|G/i| = |A(G/i) |, ..., Gj*= |A(G/*) |. Слово р принадлежит хотя бы

одному из \R(n'.)\ и может быть записано в виде р = роЯлРп...

...aikpik, где p0e|Go|; Pim^\Gim\ (l<m<&), и поэтому ре=

e|A(G)|. Если pe|A(G)|, то можно, аналогично тому, как это

делалось для источников специального вида, показать, что pe|G|.
Для завершения доказательства теоремы заметим, что в случае

v0^F рассуждения совершенно аналогичны. Теорема доказана.

Теперь опишем способ Ai анализа источников, представляющий
собой некоторую модификацию способа А.

Если G — источник с начальной вершиной vQ и n = v0p\Vi ..^

psvs— простой путь в источнике G, то будем говорить, что источ-

ник G(π) = G*SO v соответствует пути π.

Пусть 9R— конечное множество слов в алфавите $&. Дерева
Г(3)}), вершинам которого сопоставлены взаимно-однозначно все-

возможные начала слов из $?, включая пустое слово е (причем
если υ — вершина, сопоставленная слову р; w — вершина, сопо-

ставленная слову pa (aGji), то от ν к w проводится ребро с от-

меткой а) будем называть деревом, соответствующим множеству
слов $?.
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Способ Ai анализа источников определим индуктивно следую-
щим образом.

Если источник G состоит только из одной вершины υ и не име-

ет ребер, то по определению Ai (G) =е.

Пусть Ge=Ai, ||G|| = 1. Тогда Ai(G)=A(G).
Предположим, что для всех G^M, таких, что ||G||</&, уже оп-

ределено Ai(G), и пусть |G|=n+l; v0 — начальная вершина G.

Рассмотрим множество 3R всех слов, соответствующих простым
циклам источника G (проходящим через щ), и построим дерево

J(9R). Слово, сопоставленное вершине ν дерева Г(9К ) обозна-

чим через pv Каждой вершине ν дерева Т(Ш) сопоставим также

путь πυ в источнике G, соответствующий слову ρν. Легко заме-

тить, что если ν — неконцевая вершина дерева Г (Ж), то путь πυ

простой. Сопоставим каждой вершине ν дерева Τ (Ж) регулярное
выражение Rv следующим образом. Если υ — концевая вершина

дерева 7(9R), причем к ней ведет ребро с отметкой а, то полага-

ем Rv = a. Пусть υ — вершина Г(9К), отличная от корня, причем
к ν ведет ребро с отметкой а, из ν выходят ребра к вершинам
t/i, ..., vk и RVl, ...

, RO уже определены. Тогда полагаем Rv =
= а\г (G (π„)) (RVi V · · · V Rck)· Если v0 — корень дерева Τ(9R,
яричем от υ ведут ребра к вершинам vu ..., vs и ROl, ... , Rvs

уже определены, то полагаем RVo = RVt V · · · V Rvs- Полагаем

A1(G) = (7?0.

Пусть G — произвольный источник с начальной вершиной υ0
и множеством F финальных вершин. Рассмотрим множество 3R
всех слов, соответствующих простым путям от υ0 к вершинам из

/\ и построим дерево T($R). Как и выше, обозначим ρυ слово,
сопоставленное вершине ν, и πυ

—

путь в G, соответствующий сло-

ву р. Обозначим также wv последнюю вершину пути л^. Очевидно,
nv— простой. Каждой вершине ν дерева Т( Ж) сопоставим регу-
лярное выражение Rv следующим образом. Если ν — концевая

вершина дерева Г(5К), причем к ν ведет ребро с отметкой а, то
лолагаем Rv = aAx (G(nv)). Пусть ν—вершина Т( Ж), отличная от

корня, причем к ν ведет ребро с отметкой a (aei#), из ν выхо-

дят ребра к вершинам vu ..., vr и RVi, ... , RVf, уже определены.

Тогда если wv^Fy то полагаем Rv = акх (G (π„)) (е V Rvt\/... \/Rv );
если Wv&F, то Rv = а\г (G(π0) (RVi V - ·. V #σΓ)· Если ν0 — корень

дерева Г(?К), причем от υ0' ведут ребра к вершинам v\, .··, vt и

/?Dt» · · · >Я», уже определены, то полагаем

i Ai (G («О) (Я«. V ..· V Rvt) при ay ε£ F,
ρ __ Ι ο

"·
I At (G (π*)) (β V Я* V ··· V Rvt) при ^ е= Λ

Полагаем

A1(G) = /?0..
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Теорема 3.3. Для любого источника G \G\ =Ai(G).
Доказательство теоремы 3.3 аналогично доказательству тео-

ремы 3.2.

Теперь рассмотрим задачу, обратную задаче анализа источни-

ков, т. е. задачу синтеза источников.

Пусть регулярное событие задано выражением R. Задачу по-

строения источника G, такого, что |G| = |i?|, будем называть

задачей синтеза источника G.

Для описания в несколько модифицированной форме алгорит-
ма S синтеза источников, предложенного В. М. Глушковым [14],.
введем ряд понятий.

Если регулярное выражение R имеет вид Ri V... VRk, где Ri

(l<i<ck)—регулярные выражения, не являющиеся дизъюнкция-

ми, то /?ь ..., Rk называются членами выражения R. Если выра-
жение R не является дизъюнкцией, то оно само является своим

членом.

Разделяющими местами в регулярном выражении R называем

специально вводимые знаки раздела (вертикальные линии), встав-

ляемые между любыми двумя знаками этого выражения (включая
скобки). Место, расположенное слева от самого левого символа

выражения R> называется начальным местом, а место, которое рас-
положено справа от самого правого символа выражения Ry —

конечным.

Вводятся следующие правила подчиненности мест.

1. Начальные места всех членов выражения /?, заключенного в

обычные или итерационные скобки, подчинены месту, находящему-
ся непосредственно слева от открывающей скобки.

2. Место, находящееся непосредственно справа от закрываю-
щей скобки (обычной или итерационной), подчинено конечным

местам всех членов выражения, заключенного в соответствующие

скобки, а в случае итерационных скобок — также и месту, распо-
ложенному непосредственно слева от соответствующей открыва-
ющей скобки.

3. Начальные места всех членов выражения, заключенного в

итерационные скобки, подчинены месту, расположенному непо-

средственно справа от соответствующей закрывающей скобки.
4. Место, находящееся непосредственно справа от символа

пустого слова е, подчинено месту, расположенному непосредствен-
но слева от этого символа.

5. Если место у подчинено месту β, а место β подчинено месту

а, то место у подчинено месту а.

6. Каждое место подчинено самому себе.
7. Других случаев подчиненности мест нет.

Пусть ρ
— слово в алфавите «5$, над которым задано регуляр-

ное выражение R. Дадим индуктивное определение места выраже-
ния R, р-следующего за местом α этого выражения.

1) Место β е-следует за местом α тогда и только тогда, когда

β подчинено месту а.

2) Пусть β р-следует за а, место у подчинено месту β, причем
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непосредственно справа от места γ расположена буква а. Тогда
место б, находящееся непосредственно справа от этой буквы а,

ра-следует за местом а.

Основным местом в регулярном выражении R, заданном над

алфавитом si, называем место, непосредственно слева от которо-
го стоит буква алфавита si, а также начальное место. Основное
место выражения R будем называть финальным, если ему подчи-
нено конечное место этого выражения. Место в выражении R, не-

посредственно справа от которого стоит буква а алфавита si, на-

зовем предосновным.

Построим теперь источник G = S(R) над алфавитом, совпадаю-

щим с алфавитом si заданного выражения R, такой, что |G| =
= \R\.

В качестве начальной вершины Ж0 источника G = S(R) берем
начальное место выражения R. Пусть а — произвольная буква ал-

фавита si. Определим множество всех основных место выражения
R, α-следующих за его начальным местом. Если №аф0, то $Rq
есть вершина источника G, в которую входит ребро, выходящее из

вершины щ, отметкой которого является буква а. Предположим,
что υ — уже построенная вершина источника G, представляющая
собой непустое множество основных мест выражения R. Для про-
извольной буквы b алфавита si найдем множество 9R& всех ос-

новных мест выражения R, ^-следующих хотя бы за одним местом

множества основных мест v. Если 9R& = 0, то ребро с отметкой b
нз вершины υ не проводится. Если ШъФ0 совпадает с некоторой,
уже построенной, вершиной w источника G, то проводим ребро
из вершины υ в вершину w, отмечая его буквой Ь. Если $Къф0
не совпадает ни с одной из уже построенных вершин, то строим
новую вершину 9R& и ребро р, ведущее из υ к 3R&, отмечая это

ребро буквой Ь. Вершина ν построенного источника G является

финальной, если она содержит хотя бы одно финальное место вы-

ражения R. (Финальные вершины источника G отмечаем некото-

рым способом, например, двойными кружками.) Заметим, что если

k — общее число вхождений букв алфавита si в данное выраже-
ние R, то число вершин источника G не превосходит 2*+1.

Корректность описанного способа синтеза 5 докажем в следу-
ющей теореме.

Теорема 3.4. Для любого регулярного выражения R имеет мес-

то |*| = |S(*)|.
Для доказательства теоремы введем понятие р-спектра регу-

лярного выражения и докажем одно вспомогательное утверж-
дение.

Пусть R — регулярное выражение и ρ— слово, заданное в алфа-
вите si. Множество основных мест выражения R, р-следующих за

его начальным местом, будем называть р-спектром этого выраже-
ния и обозначать Rp. (В частности, Re состоит из начального мес-
та выражения R.)

Лемма 3.6. Пусть R — регулярное выражение и SK—его основ-

ное место. Тогда существует слово р, такое, что множество мест
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выражения /?, р-следующих за местом 99?, содержит хотя бы одно

его финальное место.

Доказательство. Доказательство поведем индукцией по слож-

ности η регулярного выражения R.
Если я=1, то R— буква, и утверждение, очевидно, верно.
Пусть лемма верна для всех регулярных выражений сложно-

сти n<k; рассмотрим выражение R сложности k+l. Предположим,,
что R = (3>). Пусть 99?— любое основное место выражения R~
Легко заметить, что либо 99?—начальное место, либо 99? есть ос-

новное место выражения 3*. В первом случае обозначим 99?' на-

чальное место выражения ^, во втором—99?'= 99?. По предполо-
жению индукции для 99?' существует слово р', такое, что множе-

ство мест, р'-следующих за 99?', содержит хотя бы одно финаль-
ное место выражения <Р. Но в силу правил 2 и 5 о подчиненности

мест регулярного выражения R, финальные места выражения 3*

являются финальными местами выражения R = (3>), и в качестве

слова ρ можно взять слово р'.
Пусть R=(Ri\/ ...\/Rs) (s>2) и 991 — его основное место.

Либо 3R есть основное место некоторого выражения Ri (1<*<s)
сложности я<&, для которого по предположению индукции лемма

верна, либо 99?— начальное место выражения R, и тогда предпо-
ложение индукции применяем для начального места выражения
Ri. И снова, используя правила 2 и 5 о подчиненности мест регу-
лярного выражения R, получаем, что лемма верна.

Предположим, что R=R\ ... Rt (/>2) и 99?— его основное мес-

то. Либо 99? есть основное место некоторого сомножителя /?/
(1 </<:/) выражения R, либо 99?i—начальное место выражения
R. В первом случае обозначаем 99?' =9)?, во втором 99?'— началь-

ное место выражения /?/, /=1. По предположению индукции суще-
ствует слово р/, такое, что множество мест, р;-следующих за 991'
в Rf, содержит хотя бы одно финальное место выражения /?/.
Обозначим R' = Rj+iRj+2 — Rs- По предположению индукции суще-
ствует слово р', такое, что множество мест, р'-следующих за на-

чальным местом выражения R', содержит финальное место 99?/,
выражения R'. Очевидно, что множество мест, р/р'-следующих за

основным местом 99? выражения R, содержит финальное место Щ*
Поэтому в качестве слова ρ берем слово pip'. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3.4. Сначала докажем, что ориенти-

рованный граф G = S(R) является источником. Из способа пост-

роения графа G следует, что различные ребра, выходящие из любой

вершины (множество основных мест выражения R)y отмечены раз-
личными буквами алфавита А. В силу предыдущей леммы из лю-

бой вершины графа G достижима финальная вершина G и граф*
G = S(R) является источником.

Теперь покажем, что \R\ = \S(R) |. Пусть р —слово, ре|#|.
Тогда, очевидно, Rp содержит хотя бы одно финальное место вы-

ражения R. Поэтому в источнике S(R) существует ведущий к фи-
нальной вершине путь π, такой, что [π] = ρ, так что pe|S(jR)|.
Предположим, что слово pe|S(/?)|. Тогда в источнике G суще-
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ствует путь π, [π] = ρ, по которому из начальной вершины дости-

жима некоторая финальная вершина υ. Так как начальная верши-
на источника G есть начальное место выражения R> а финальная;
вершина υ — подмножество основных мест выражения R> содер-
жащее хотя бы одно финальное место 3Rf, то 5K^i?p и p^\R\.
Теорема доказана.

Исходя из способа S синтеза источников, В. М. Глушков пред-
ложил ряд его уточнений и изменений, которые позволяют строить
источники с меньшим числом вершин. Эти уточнения и изменения

опишем в несколько модифицированном виде, более удобном для

исследования качественных характеристик получаемых источ-

ников.

Введем несколько новых понятий.

Основные места регулярного выражения /?, заданного над ал-

фавитом s&, назовем соответственными, если множества слов ал-

фавита «я£, связывающих начальное место выражения R с каж-

дым из этих мест, одинаковы.

Основные места 5КЬ ..., $Rk выражения R называются подоб-
ными, если они одновременно финальные либо нефинальные, при-
чем для любой буквы а из алфавита s& множества М\, ..., Mk
основных мест выражения, α-следующих за местами 9КЬ ..., 9Rfe,,
одинаковы, либо становятся одинаковыми при замене входящих в*

них мест 9R2, - > ®lk местом ЗГОь
К регулярному выражению R применяем так называемую опе-

рацию отождествления мест. Она состоит в отождествлении неко-

торых групп соответственных мест либо подобных мест. Заметим,,
что после отождествления по одному признаку места, которые
было возможно отождествить по другому признаку, могут оказы-

ваться неотождествимыми.

Пусть π — последовательность отождествлений соответствен-

ных и подобных мест выражения R. Множества мест выражения
/?, оказавшихся отождествленными в результате применения по-

следовательности яг будем называть обобщенными местами выра-
жения R, соответствующими последовательности отождествле-
ний тс.

Пусть ρ
— слово алфавита j£, над которым задано регулярное

выражение R. Обобщенное место β выражения R р-следует за

обобщенным местом α этого выражения, если некоторое основное

место $ip из β р-следует хотя бы за одним местом 3Ra из а. Бу-
дем также говорить, что β достижимо из α по слову ρ или что

слово ρ связывает обобщенное место α с обобщенным местом β.
Пусть R — регулярное выражение и л — произвольная после-

довательность отождествлений соответственных и подобных мест

этого выражения. Построим источник G = S(n, R) над алфавитом
зФ заданного выражения R, такой, что |/?| = |S(n, R)\. Этот спо-

соб построения будем называть улучшенным способом синтеза

источников В. М. Глушкова, соответствующим последовательности
π отождествлений соответственных и подобных мест выражения /?.

В качестве начальной вершины 3R0 источника G = S(jt, R)
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берем обобщенное место выражения /?, содержащее его началь-

ное место. (Нетрудно заметить, что такое обобщенное место един-

ственное для выражения R.) Пусть а — произвольная буква алфа-
вита s&. Определим множество 3Ra всех обобщенных мест выра-
жения i?, α-следующих за его начальным местом. Если $Ααφ0>
то 3Ra есть вершина источника G = S(ny R), в которую входит

ребро, выходящее из вершины 9R0 и отмеченное буквой а. Пред-
положим, что ν — уже построенная вершина источника G, пред-
ставляющая собой непустое множество обобщенных мест выраже-
ния R. Для произвольной буквы b в алфавите si найдем множе-

ство Ж& всех обобщенных мест выражения R, b-следующих хотя

*бы за одним обобщенным местом множества обобщенных мест υ.

Если Ж& = 0, то ребро с отметкой Ь из вершины υ не прово-
дится. Если №ьф0 и совпадает с некоторой уже построенной
вершиной w источника G = S(n, R), то проводим ребро из верши-
ны υ в вершину w, отмечая его буквой Ь. Если ШьФ0 и не сов-

падает ни с одной из уже построенных вершин, то строим новую

вершину 9R& и ребро р, ведущее из ν к Ж^, отмечая это ребро
буквой Ь. Вершина построенного источника G = S(n, R) является

.финальной, если она содержит хотя бы одно из обобщенных фи-
нальных мест выражения R. (Обобщенное место Ж выражения R
является финальным обобщенным местом этого выражения, если

содержит хотя бы одно финальное место выражения R.)
Аналогично теореме 3.4, можно доказать, что для любого ре-

гулярного выражения R и любой последовательности π отожде-

ствлений соответственных и подобных мест выражения R имеет
место |#| = |S(ji, R)\.

УПРАЖНЕНИЯ

J. Источник G над алфавитом {0, 1} имеет три вершины v0, vu v2.
Из каждой вершины Vi этого источника (i = 0, 1, 2) выходят

два ребра, одно из которых отмечено символом 0 и ведет к вер-
шине Vi, а другое отмечено символом 1 и ведет к вершине

Vi+\(moa3). Начальная вершина источника Gi есть vq, финаль-
ные вершины суть vu v2. Найти регулярные выражения A(G)
и Ai(G).

2. Источник G имеет 4 вершины. Каково наибольшее возможное

число регулярных событий, представимых источниками вида

GV ·)

3. Пусть R — регулярное выражение вида: (Ь\/а(а)Ь)а(а)(а\/Ь).
Построить источник S(R).

А. Найти все пары соответственных подобных мест в регулярном
выражении а(Ь)\/(c\Ja) ((c)\J(b)). Построить источник

S(jt, R) с наименьшим возможным числом вершин.
-5. Существует ли регулярное выражение R, такое, что S(R) есть

источник G из упражнения 1?



§ 3. КАЧЕСТВЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
ОСНОВНЫХ АЛГОРИТМОВ АНАЛИЗА
И СИНТЕЗА АВТОМАТОВ

В этом параграфе мы рассмотрим качественные характеристи-
ки алгоритмов анализа и синтеза автоматов, предложенных
В. М. Глушковым и играющих важную роль в теории автоматов.

Мы исходим из задания автоматов при помощи источников. По

этим источникам с помощью описанного алгоритма Глушкова А

строится регулярное выражение. На этом этапе (т. е. при решении
задачи анализа с помощью алгоритма А) возникает задача опи-

сания множества R всех соответствующих регулярных выраже-
ний. Ее решение позволяет установить точное соответствие меж-

ду классами источников / и соответствующими регулярными вы-

ражениями, восстанавливаемыми по источнику с помощью алго-

ритма А. Полученное описание позволяет перейти к задаче синте-

за, т. е. задаче описания всех источников /', получаемых из регу-

лярных выражений множества R с помощью алгоритма Глушкова.
На этом этапе основной задачей является описание класса всех

источников, возникающих указанным образом. При этом пред-
ставляется важным соотношение как классов / и /', так и их час-

тей. Здесь приведем точное конструктивное описание класса Я к

класса /', а также покажем, в каких случаях Ge/ и соответству-
ющий G'^J' изоморфны, т. е. практически совпадают.

Определим некоторые понятия, связанные с регулярными вы-

ражениями.
Дадим индуктивное определение ветви регулярного выражения

над алфавитом si-.
1°. Ветвью пустого слова е является само это слово.

2°. Для каждой буквы а алфавита А ее ветвями являются

пустое слово и сама буква а.

3°. Если Р\\у ... V-Pn — регулярное выражение, то его ветвями:

являются ветви выражений Рь ..., Рп·
4°. Ветвями регулярного выражения R = P\...Pk являются все-

возможные выражения вида Pi...PiP, где Ρ —ветвь выражения

Рж (0</<fc—1).
5°. Ветвями регулярного выражения R = (P) служат слово е и

всевозможные выражения вида (P)L, где L — ветвь выражения Р.

Пусть R<P означает, что регулярное выражение R является
ветвью регулярного выражения Р.

Лемма 3.7. Для любых регулярных выражений Л, β и С, если

А<В и В<С, то А<С.
Доказательство. Доказательство поведем индукцией по слож-

ности η регулярного выражения С.
Если /2=1, то С есть е либо буква, и утверждение очевидно.
Пусть лемма верна для всех n<.k\ рассмотрим выражение С

сложности k+Ι. Пусть С=(Р). Если А = е либо В = е, то утверж-
дение очевидно; пусть Афе, Вфе. По определению ветви регу-
лярного выражения ветвь В выражения С есть выражение β =
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~(Р)Р', где Р'<Р, а ветвь А выражения В есть А = (Р)Р", где

Р"<Р либо Р"<Р'. В первом случае очевидно, что А<С, а в по-

следнем случае, согласно предположению индукции, Р"<Р, отку-
да и вытекает, что А<С.

Пусть C= dV...VCV. Если B<d {l<i<r) и Л<В, то по

предположению индукции A<Ct и поэтому А<С.

Предположим, что C= Ci...Cs. По определению ветви, если

В<С, то B = Ci ...СтС'т+\ (1<т<5—1), где С'т+\<Ст+и и если

Л<В то либо i4 = Ci...CnC//n+i, где C"r,+i<Cn+i (0</г<т+1),
.либо Л = С1... СтС"т+ь где C"m+i<C'm+u и поэтому Л<С. Лемма

доказана.
Лемма 3.8. Если Ri=Po(Q\)LiPx(Q2)L2 Р2 ... <ф>, #2=

=Po(Qi)U Pi(Q2) ...(Qi)T,rflfi i>jy Lk<Qk (l<*<i—1), ^ — не-

пустое слово (l</<t—1), T<LjPjy либо T<QJy причем Lkak< Qb
где α* — первая буква слова Pk (l<&<i—1), то R\<R2.

Доказательство. Доказательство поведем индукцией по i.

Если i=l, то R\ = Po(Q\), a Rr= T<P0. Очевидно, что в этом

случае R\<£R2.
Предположим, что утверждение верно для каждого i<n. До-

кажем, что оно верно для t = /z+l. Предположим, что оно неверно,
т. е. что R\<R2. Рассмотрим сначала случай, когда T<L}P,. По-

следний сомножитель R\ есть (Qi), так что R\ нельзя представить
в виде Р0 (Q^ Lj*! ... (Qj) LjP'f, где Ρ/ < Ρ/ и Р/=^е. ^Поэтому
J?i должно быть ветвью выражения Р0 (Qi) ЬгРх^.. (Q}) Lj, a

вместе с тем, в силу леммы 3.7, и выражения #2 = Л> (Qi) ^Λ · · ·

... (Qj) (ибо Lj<Qj). Если T<QJy то снова, в силу леммы 3.7,

i?1</?2· Рассмотрим ветвь /?i</?i, имеющую вид /?i =

= ^0 (Qi) £Λ · · · (Qi) Lfuj9rjie α/
—

первая буква слова Ρ/. По лем-

ме 3.7 /?i</?2. Но LjCLj<iQj, так что /?[ представимо в виде

^о (Qi) № · · · (Qs) T\ где либо T'<LsPs, либо 7,/<Qs(s</).

Но^ P0(Q1)L1P1... (Qf)</?;, т. е. Рпфг) L^P, ... (Q,) <
< ^0 ("Qi) ^Λ · · · (Qs) 7"» что невозможно по предположению
индукции. Лемма доказана.

Регулярное выражение Ρ будем называть отделимым от регу-
лярного выражения Q (и обозначать P-LQ), если Ρ представимо
в виде LaNl, где La<^Q и существует fc, такое, что Lb<Q.
Ρ слабо отделимо от Q (P± Q), если P^Q и либо P<Q, либо

<2<Р, либо PJLQ (L, Μ — регулярные выражения, а, Ь — буквы).
Пусть регулярное выражение R имеет вид

Po(Ql)Pl ... Pm-l(Qm)Pm (/П>0),
где Рг (1</<т)—слова алфавита А, Р^Фе (l<t<m—1). Если
для любого te{l, 2,..., m) выражение Ri = Pi(Qi+\)Pi+i... (Qm)Pm
слабо отделимо от выражения Qi, то назовем R членом 1-го типа.·

Если, кроме того, Рофе, Ршфе и для любого te{l, ..., m] выраже-
ние Ri отделимо от выражения Qi, то назовем R членом 2-го типа.
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Следующая теорема позволяет описать множество R всех ре-
гулярных выражений, получающихся способом А анализа источ-

ников.

Теорема 3.5 [15]. Регулярное выражение R принадлежит мно-

жеству R тогда и только тогда, когда выполняются условия:

1) каждый член выражения R есть член 1-го типа, слабо от-

делимый от любого другого члена R;
2) если в R входит выражение вида (Р), то каждый член Ρ

есть член 2-го типа, отделимый от любого другого члена Р.

Для доказательства теоремы 3.5 нам понадобится ввести ряд
новых понятий и доказать два вспомогательных утверждения.

Путь n = Vop\Vi...piVi в источнике G с начальной вершиной у0,

где Vj=£Or, \фг\ /, г€={1, 2, ...,
Ь— 1}, v^v0, /εξ{1, 2, ..., /—1}, />0,

будем называть полупростым путем.
Пусть n = VopiV\...psVs

— полупростой путь в источнике G; ρ
—

ребро выходящее из vs и ведущее к некоторой вершине v.

Приведенный путь πρ пути πρ определим следующим образом:
а) если υ5φυΙ при всех i (0<i<s—1), то πρ

= πρ;

в) если vs = Vi {0<i<s—1), то Tcp
= v0piVi... piVipv.

Очевидно, что πρ
— снова полупростой путь.

Лемма 3.9. Для любого регулярного выражения R вида

{Р), удовлетворяющего условиям теоремы 3.5, существует источ-

ник G, такой, что (P) = A(G), причем
(1) источник G имеет единственную финальную вершину, сов-

падающую с начальной вершиной;
(2) если {а^, ...

, щ } — множество всех букв алфавита Л,
для которых выражение Бщ. является ветвью Ρ (1 </<&),—
непусто, то в источнике G существует вершина ν, такая, что ис-

точник G', получающийся из источника G выбором вершины υ в

качестве финальной, удовлетворяет условию A(G')=(P)S, и от-

метками ребер, ведущих из ν, служат только буквы atl, ...
, aik\

(3) для каждой вершины dgG существует единственный про-
стой путь, ведущий из начальной вершины в эту вершину.

Доказательство. Доказательство поведем индукцией по числу
d пар итерационных скобок регулярного выражения R.

Если d=l, тогда R = {P\\J ...\fPs), где каждое Pi (l<i'<s)
есть слово алфавита Л. Для каждого Pt = а^] ... а\т^ (l<t<s)
построим цепочку ребер, выходящих из вершины υ0 (см. рис.
3.4, а). Склеим одинаково отмеченные ребра 1-го яруса, потом

одинаково отмеченные ребра 2-го яруса, выходящие из одной и

той же вершины и τ д. В конце концов получаем дерево 2D с на-

чальной вершиной υ0 и финальными вершинами t^, .. .
, Vfs (рис.

3.4, б), представляющее событие |PiV ··· V^4· Легко заметить,
что каждая вершина дерева по единственному пути достижима из

начальной вершины υ0. Кроме того, пусть Sa<P', Р'= Р{\/ ··· \/Ps,
где а—буква алфавита Л, и пусть {ац, ..., а>ц} — все буквы алфа-
вита Л, для которых в Р' найдется ветвь San (1 <:/<£).
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Тогда легко показать, что в дереве существует вершина ν, та-

кая, что дерево, получающееся из дерева iZ> выбором вершины ν

в качестве финальной, представляет событие |S|, причем отмет-

ками ребер, выходящих из υ, служат только ал, ..., ан.

Склеиваем все финальные вершины дерева 3) с его начальной

вершиной. Получается источник G, который, как легко заметить,

удовлетворяет условиям леммы.

Пусть лемма имеет место для всех d<k. Рассмотрим выраже-
ние R = (P) с k+l парой итерационных скобок. В силу условий
теоремы 3.5 Ρ можно представить в виде

(1) /W...VP/,
где Pi (1<и</) есть член 2-го типа, т. е.

Pi =·- /Г (Q,(i)> р\1) ■ · · p%-i <<ЭД> р% <«< > 0),

где Ρψ — непустое слово (0</<т(·). Заметим, что выражение
Pi можно представить в виде

где Р<° —непустое слово (0 <s < nt), P{q] = Р%\ Qi° = Q(i°;

ψ = Q% (2 <s < л,), ?,s {2, 3, ... , m,}, L}° < QJ°, 4°α}°> < Q}°,
где α)^ — первая буква слова Р/7).

Возьмем J>x = /#> (Q\l)) L\l)P[l) ... (Q^) L^P^. Для каж-

дого слова Pj1* =a}0)a}1) ... aJV построим цепочку ребер, выхо-

дящих из вершины и/ (1</<л/); рис. 3.5. По предположению ин-

дукции для каждого сомножителя (Qjl)) мы уже умеем строить
источник G), который удовлетворяет условиям леммы (см.
рис. 3.6), т. е. A(GJ) = (Q/n). Источник G/ имеет единственную

финальную вершину, совпадающую с начальной и}. Кроме того»
в нем существует вершина ν1 такая, что источник, получающий-
ся из источника



G) выбором ее в качестве финальной, представляет событие

| (Q/1*) 1/°|, причем из нее не выходит ребро с отметкой

Если последнюю вершину цепочки, соответствующей слову

склеим с начальной вершиной источника G/, а потом последо-

вательно начальную вершину цепочки, соответствующей слову
50) Л.»Р)1) с вершиной Vg! источника G/, а последнюю

— с началь-

ной υ)+\ источника Gy+ь то получаем некоторый источник ^»
с начальной вершиной v0 и финальной вершиной Vfx (см. рис.

3.7), который, очевидно, представляет событие \Р\\, и A(Vi) =*/>i.
Из способа построения этого источника 9i i очевидным образом
следует, что в υ0 не ведут ребра и из flf не выходят ребра.

?Л;

Ъ

Рис. 3.5. Рис. 3.6.

UD
м*п

Рис. 3 7.

(Snf)
Щ

Пусть имеется ветвь Sa выражения Р\, где α — буква алфавита
Л, и пусть {aiu ..., α,>} —все буквы алфавита Л, для которых у Pi
найдется ветвь San (1</<г). Покажем, что в источнике 9ti су-
ществует такая вершина υ, что источник Щ, получающийся из

источника SIi выбором вершины υ в качестве финальной, удов-
летворяет условию A(9ti) = S, причем отметками ребер, ведущих
из у, служат только буквы щи ..., at>.

Если Sa — ветвь Ро\ то последнее утверждение очевидно.
Пусть выражение Sa содержит хотя бы одну итерацию выражения
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Ри Очевидно, что Sa имеет^вид Р{01) (q[{)) L[1)P[1) ... <$υ) 7\ где
либо Т< Qt-1}, либо Τ< Lll)P\l) , причем Τ непустоll<i<n{) Пусть
Sb<Px. Тогда^5Ь представимо в виде Pol)(Qil)) L[l)p\{) ... (Щ1))Г,
где либо Г < Q}1}, либо Г < L/° Ρ/υ, причем V непусто (l<j<.nx).
При j<i получаем P{Ql) (Q\l)) L[l) P[l) ... (Qt(1)) < 56, что невоз-

можно в силу леммы 3.8. Так как V непусто, то Pol) (Q\l))
L\l) P\l) ... (Q/1}) < 5, и при j>i снова по лемме 3.8 приходим к

противоречию. Поэтому / = /. Таким образом, каждое 5Ь, являю-

щееся ветвью Pi, представимо в виде Sb = NS'b, где N =

= Ρου (Q[")L[l)P[l) ... (Q)l)), причем либо S'b<Q)l\ либо

S'6< L/^P/1*. Обозначим через В множество всех Ь, таких, что

S'b<®)l).
Рассмотрим три случая:

(1) S, = Ly). Тогда множество всех Ь, таких, что Sb — ветвь Рь
есть {a/0)}U^. Легко заметить, что в этом случае в качест-

ве вершины ν достаточно взять vg. (рис. 3.7).

(2) S'=£L/l), причем существует такое Ь, что 5'b<Q/1}.
Тогда множество всех Ь, таких, что Sb<P\y есть В. В качестве

вершины υ выберем вершину источника G), такую, что

A(G/) = (Q/1*) 5', где G/— источник, получающийся из источника

выбором вершины и в качестве финальной.
(3) S'gfcL/1*, причем ни для одного Ь S'b не является ветвью

ψ. Тогда, если ?}'> = а)0) ... а}5/», то S' = LJW ... а}'/>
(1 <//<£/), Sb<P\ только при 6 = а?/+1, и в качестве вершины

υ достаточно взять вершину б/ цепочки, отвечающей слову Р/1)
(1</</2i), которая, очевидно, отлична от vg и o/+i (рис. 3.7).

Таким образом, в каждом из случаев искомая вершина υ су-

ществует.
Так как для каждой вершины ν по предположению индукции в

источнике G\ (l<j<cn\) существует единственный простой путь,

ведущий из его начальной вершины υ\ в эту вершину, то, очевид-

но, этим свойством обладает и каждая вершина источника 31 ь

Пусть уже построен источник 9tt- (2<i<Z), представляющий
событие |PiV--VPi| с начальной вершиной v0 и финальными
вершинами ν, , ... ,Vf/m Пусть также источник % ,· обладает сле-

дующим свойством. Если R^b, где b — буква алфавита Л, явля-

ется ветвью выражения

(2) PiV-Vft

и {ft/i, ..., bjk) — все буквы алфавита Л, для которых выражение

RWbit (l<t<k) является ветвью выражения (2)\ то в источнике

%i существует вершина и, такая, что источник %'., получающий-
ся из источника 9t/ выбором вершины υ в качестве финальной,
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удовлетворяет условию λ(9Γ.) = R{i)
,

и отметками ребер, веду-

щих из и, служат только буквы Ьц, ..., Ь-]к.
Пусть, далее, для каждой вершины ν источника 91 i существу-

ет единственный простой путь, ведущий из начальной вершины υ0
в эту вершину. Возьмем Рш— член выражения (1), который, как

уже заметили, можно представить в виде

П+1
— го {Qi ) U Р\ ...

\4ni+1 ) Lni+l Pni+1,
где /г/+1>0 » Psi+1)— непустые слова алфавита A (0<s</Zh-i);
L(i+1) < ~(Ж)

(1 ^ , < Лж)> причш xJ'+D^O) < tyt+i)9 Где а(0) _ пер.
вая буква слова Р^+1). Из условия 2 теоремы 3.5 следует, что вы-

ражение Р;+1 отделимо от каждого члена Pt (1 <:£<£), т. е. пред-

ставимо в виде #}1+1^ЗК{1+1), где /?}1+1)а/ < Pt, но имеется буква Ьр
такая, чтоД*(Н~%<Рг

Обозначим через Rmt^a выражение, содержащее максималь-

ное число сомножителей и не являющееся ветвью ни одного вы-

ражения Pt, причем такое, что имеется хотя бы одна буква Ь,
для которой Rmt^ b является ветвью хотя бы одного члена Pt.
По предположению индукции в источнике 91 * существует верши-
на и, такая, что источник 91* получающийся из источника 9^· вы-

бором вершины ν в качестве финальной, удовлетворяет условию

A(9ii) =--Rmix\ и отметками ребер, ведущих из нее, служат толь-

ко буквы Ь, для которых /?mi1)6<P1V · ·· \/Л·· Очевидно, из

вершины υ не выходит ребро с отметкой а. Пусть P;+i = Rmtx ]

о»<|+1>. где a^i+" = S(Qffl>) ^ВД> ... <Q<£>> Ι™ Ρ%™
(0</</zi+1), S— выражение вида aS'. Тогда проведем из верши-
ны υ ребро с отметкой а и, поступая далее с выражением
S' (Qj$») !}#'> ЩУ ... <Q«£>> £<;+;» Я<;+;> так, как поступали

с выражением Р\ при построении источника Яь в конце концов

получим источник 91 »+1 с начальной вершиной v0 и финальными
вершинами V · · >0//+1 · Очевидно, что в вершину υ0 не входят

ребра и из вершин Vf.(l <;<i + 1) не выходят ребра.
Пусть имеется ветвь 5а выражения PiV — V^h-ь гДе а — бук-

ва алфавита Л, и пусть {απ, ..., an}— все буквы алфавита Л, для

которых Saif<P\\/ ... V-Ри-ь Покажем, что в источнике Sit+i су-
ществует вершина и, такая, что источник 9Г.+1, получающийся из

источника 21и-1 выбором вершины ν в качестве финальной, удов-

летворяет условию A(9tt'+1) = S, причем отметками ребер, веду-

щих из и, служат только буквы а., ... , aif.
Предположим сначала, что Sair<P\\/... V^ Для каждого

г (1<г</). Тогда, очевидно, в качестве финальной вершины υ

достаточно взять ту самую вершину, которую уже взяли для пред-
ставления S в источнике 91,·. Пусть теперь существует а, такое,
что Sa<Pi+u но Sd<tPiV —V^i· Рассмотрим два случая:
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1) Пусть существует г (1 < г < t), такое, что Sair < Рг V... \/Р*·
Тогда S-JR^'+1> либо S = R^aT (Г, быть может, пусто). Если
s = #mat1)a:r> T0 Satv = R&gWOir < Pi V .·· V /V и по лемме 3.7

Rmtx)a< Pi V · · · V Pi» что противоречит предположению о том, что

^mi1)a < Pi V · · · V Pi· Отсюда S — Ρ^!)» и в качестве вершины у

достаточно взять указанную выше вершину источника 5^.
2) Для каждого ain имеем Sair<Pi+u но Sa,><fPiV... \/Р*·

В качестве вершины у нетрудно выбрать тогда одну из вершин

источника Яг+ь построенных для выражения S' (Q/'+i1*) LJ+i0 P/+i°
... (Q«+1)) ^i^ Рл."!"0. Таким образом, мы показали, что в

каждом случае вершина υ существует.
Отметим еще одно свойство источника 31*+ь для каждой его

вершины υ существует единственный простой путь, связывающий

начальную вершину ν0 с этой вершиной.
Аналогично тому, как был построен источник 91ж, для выра-

жения PiV - \/Рж строим, далее, источник 2ii+2 для PiV-VPh-2*,
91/+3 — для выражения PiV ··· Х/Рн-з (* + 3</), и т. д. В конце

концов построим источник 9tj с начальной вершиной v0 и с раз-
личными финальными вершинами vf, ... , щ{, из которых не

выходят ребра, представляющий событие \P\\J ... VP/|> а А( 3i/) =
=PiV.»VP/.

Склеиванием всех финальных вершин источника %i с его на-

чальной вершиной получается источник G, который удовлетворяет
всем условиям леммы. Лемма доказана.

Полупростому пути n = VoP\V\ ...psvs, принадлежащему источни-

ку G, сопоставим выражения Pi(jt) = PofliPi...Rs-\as и /?2(я) =
= R0aiRi ...Rs-idsRs, причем [п] = а\ ...as; Р0 =A(GV°), ... , Pt· =
= ,4(GiV )(l<i<s). Если путь я пустой, то Pi(n)=e,

Ρ2(π)=Ρ0.
Лемма 3.10. Пусть G— источник и R = A(G). Тогда
1) для любого полупростого пути π в G имеем R{(n)<R и

Ρ2(π)<Ρ;
2) для любой ветви R' выражения R в источнике G существует

полупростой путь π, такой, что R' есть либо Pi (π), либо R2{n).
Доказательство. Пусть G^M, ||G|| = 1; см, рис. 3.1 (М — мно-

жество всех источников, имеющих единственную финальную вер-
шину, совпадающую с начальной). Тогда утверждение очевидно.

Пусть для всех GeM, таких, что ||G||<n, лемма уже доказана.

Докажем, что она верна, если ||G||</z+l. Заметим сначала, что

регулярное выражение /? = A(G) имеет вид итерации, т. е.

fl = <PiV..-VP*>, *>1,
где Pi (l<i<ck) —члены, соответствующие простым циклам, про-
ходящим через начальную вершину источника G.

(1). Пусть n= v0piO\ ...psvs
— любой полупростой путь в источ-

нике G. Если π — пустой путь, то Ri(n)=e, #2(я) =Ро — ветви

выражения Р. Пусть π непустой. Покажем, что R\(n) =P0aiPi...
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...Rs-ius и R2(n)=RoaiRi...Rs-\asRs суть ветви выражения R.

В силу определения источника G существует простой путь π', ве-

дущий от vs к υ0 (возможно, пустой, если Vo = vs). Если π' не про-
ходит через вершины υ0, υ\, ···, vs-u то получаем простой цикл ππ',
которому соответствует некоторое выражение Pj = aPi...

...as-\Rs-\CisRs...Riiaij: (/f>s). Но Р=Ро, так что R{(n)<RPi<R,
R2{n)<RPi<R. Пусть теперь путь π' проходит через некоторые
из вершин 1>0, vu ..., t>s-i. Пусть vt (l<i<cs—1) —вершина с наи-

меньшим номером i, принадлежащая π'. Пусть π=π1π2; я' = 3XiJt2;

я = πΧπ2, где π2 — конец пути π', начинающийся с вершины vif

а Я1—отрезок пути π от ν0 до и,·. Тогда πΧπ2— простой цикл,
проходящий через вершину ν0. Ему соответствует некоторое выра-
жение Pj = aiR\a2R2·.·ciiRiT, где Г-—регулярное выражение, соот-

ветствующее пути π2. Легко заметить, что п2— полупростой
путь, принадлежащий источнику G*j v

. По предположению

индукции R](n2)<Ri, R2(n2)<Ri. Но Ρ™(π) = P0aiPi ...а*Рт(я2) <
<R0Pj<R; т=1, 2. Таким образом, утверждение доказано для

всех источников G*^M.

Пусть теперь G — произвольный источник с начальной верши-
ной υ0 и множеством F финальных вершин. Тогда выражение Р =
= A(G) имеет вид

R = Px\/...\/Pr (г>1).

РаССМОТрИМ ПРОИЗВОЛЬНЫЙ ПОЛупрОСТОЙ ПУТЬ n — Vop\Vi...psVs
в источнике G. Пусть π'— простой путь (возможно, пустой), веду-
щий от vs к некоторой финальной вершине Vf. Если Vf = vQy то до-
казательство того, что R\(n)<R, R2(n)<R дословно воспроизво-
дит рассуждения при рассмотрении источников из М\ при Vf^v0
эти рассуждения сохраняются с очевидными изменениями.

(2). Сначала пусть R = A(G)=(P). Если R'= e либо R{ = (P) =
= Р, то в качестве π достаточно выбрать пустой путь. Поэтому
пусть R' = {P)Sy где Бфе. Покажем, что существует путь π, при-
надлежащий источнику G, такой, что R' есть либо Pi (π), либо

Ρ2(π). Выражение Ρ представимо в виде Р = Р\\/ ...\/Pk (&>1),
причем для каждого Р,- в источнике G существует простой цикл
*ti = t>opiiVii...pHt/H, такой, что P/= anPiai2P2...P/-ia,7, где [щ] =
= α,·1...α//, Rj = A(G°iVi σ. ) (1</</—1). Так как Бфе и для

любого подходящего i имеем S<P„ то S = anR\ai2R2...aimS\ где

/п>1, S'<Rm. По предположению индукции, для ветви S' выра-
жения Rm^ A (Gj^ ^ ) в источнике Gj^ v существует

полупростой Путь π, такой, что S' есть либо Pi (π), либо Ρ2(π).
Обозначим π' = υορ/1^/1 ... pimVim\ тогда легко видеть, что искомый

путь π есть π'π.

Пусть теперь P = A(G) =PiV - VA· (г>1), Λ'<#. Тогда для

некоторого i (1 <:*</*) имеем R'<Piy и доказательство существова-
ния полупростого пути π, jteG, такого, что R есть либо Pi (π),
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либо i?2(jt), совершенно аналогично проведенному в рассмотрен-
ном выше случае. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3.5.

1°. Пусть регулярное выражение R удовлетворяет условиям

1) и 2) теоремы, так что R = R\\/ ...\/Ri (/>1), где каждое Ri
(1 <*'</) есть член 1-го типа. Без ограничения общности можно

считать, что при i<j либо /?/_L/?r-, либо Rj<Ri. Тогда для R стро-
ится источник G аналогично тому, как это делалось для выраже-

ния (1) в лемме 3.9.

2°. Пусть R^R. Покажем, что R удовлетворяет условиям 1) и

2) теоремы. Для выражения R =\(G) предположим, что G при-
надлежит множеству Μ источников специального вида. Пусть
Ge=Af, ||G|| = 1 (рис. 3.1). Тогда, очевидно, A(G) = (an\J - V<W>,
причем A(G) удовлетворяет условиям 1) и 2).

Пусть любое регулярное выражение R^R; R=A(G); G^M

||Λ1||</1 удовлетворяет условиям 1) и 2). Пусть R&R, R=A(G),
G^M, \\G\\=n+l. Согласно способу А анализа источников, выра-
жение R = A(G) имеет вид

R=( V Я (π,)),

где С — множество всех простых циклов, проходящих через и0, а

Р(т)—регулярное выражение, соответствующее циклу щ.

Выражение R является членом и ветвью самого себя, причем
членом 1-го типа, и поэтому удовлетворяет условию 1) теоремы.

Покажем, что каждый член выражения V Р{щ) есть член

π, ее

2-го типа. Возьмем произвольное Ρ (π*·), которое можно записать

в виде

Ρ (π,·) =aiRia2R2... ak-XRkak (k>l),

где [jt/] = ai ...ak.

Пусть Rj = (Q;) (1 </<&). Рассмотрим выражение К=
= CLj+iRj+i...Rk(ik и покажем, что /C±Q/, т. е. что оно имеет вид

LaM, где La < Q/, но существует Ь такое, что Lb<Qj. Пусть п'.—

отрезок пути щ от вершины v\ до такой вершины Vj+S в источнике

GvvJv O_,
в которой щ впервые выходит из Gvi

^
. Тогда,

в силу леммы 3.10, #2«) = (Qj) aj+iR}+i · · · aj+sRj+s< (Q/).
Согласно определению, ветви регулярного выражения a/+i/?/+i...
...a/+s/?/+5<Q/. Пусть L = ay+i#/+i...a/+s/?/+s, тогда /C=La/+s+iAL
Предположим, что Lfl/+s+i<Q/, тогда (Q/}La/+s+i<(Q/> и по лем-

ме 3.10 существует полупростой путь π в G^j Vt
, такой, что

(Ql)La]+s+i есть либо R\(n)y либо #2 (я). Легко заметить, что сло-

во [π], соответствующее пути π, есть кратчайшее слово, входящее
в \Rq(n)\ (<7=1, 2). Но кратчайшее слово в |(Q/)La/+s+i| есть

0/+1Д/+2... fl/+s+i, в то время как путь, соответствующий этому сло-

ву, выходит из источника G°/
v

. Получено противоречие.
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С другой стороны, из вершины u/+s в источнике G*/0 „.
выхо-

дит хотя бы одно ребро, так как из vj+s достижимо Vj и источник

Gp/p v невырожденный. Взяв любое такое ребро р, и рассмот-

рев путь л/.р (полупростой в силу простоты пути яр, получа-

ем, что #х(л;,р) = (Qi)Lb<C {<?/), где Ъ — отметка ребра р, отку-

да и вытекает Lb<Qj. Таким образом, мы показали, что любой
член выражения V Р(щ) есть член 2-го типа.

Пусть Ρ\ = Ρ{π\) и Р2 = Р(я>2) — любые члены выражения
V P(n>i)f соответствующие путям jti и л2> п\фП2- Покажем, что

Я/6С

Pi отделимо от Р2, т. е., что Р2 представимо в виде LaM, где

La<£Pi, но имеется буква й, такая, что Lb<P\. Так как Pi —

член 2-го типа, то его можно представить в виде Рг =

=чх) (Q\i)) liiw ... да> a1:Pi\\ гДе ρ?)=««ν*... «^ (о<
<£<*!> — непустое слово; fj0 < &(1\ причем L{il)a\0) < З^.Тогда
в Я1 выделяется последовательность вершин i^, ... , vik , таких,

что (Q/1*) = /?/ = X(Gj),Gj = G™J ..ш-.__1*
и в источнике G для пути

jti выделяем некоторый источник G* вида, изображенного на

рис. 3.8. Пусть О — источник, получающийся из G* удалением реб-
ра с отметкой а^ , ведущего к вершине и0, и проведением это-

го ребра к новой вершине υ^.
Аналогично тому, как это делали в лемме 3.9 для выражения

Р\, построим источник б', такой, что А(<3/)=РЬ причем G' обла-
дает свойствами, которыми обладал источник 9ti в лемме 3.9.

Рис. 3.8.
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Пусть %2 —отрезок пути п2 в источнике G до некоторой вер-
шины у, в которой впервые п2 и щ расходятся. Тогда, очевидно,
возможны два случая:

(а) Вершина ν лежит в G на цепочке ребер, сооединяющей G/
€ G/+1. Тогда в G' пути п'2 соответствует путь п"2, такой, что

^2(^X^2» причем из вершины υ' (соответствующей ν в G') не

выходит ребро с отметкой а, где а — отметка ребра пути я2, веду-
щего из v. Таким образом, P2 = R2(n'2)aM, где #а ("Ρ α ^ ^i»

причем, очевидно, существует Ь = α<.'} (α^> — отметка ребра, вы-

ходящего из ν), такое, что /?2(π2) Ъ < Р15 т. е. Р2 отделимо от Рь
(б) Вершина ν лежит внутри источника G/. Тогда рассмотрим

отрезок π2 пути Я2 от вершины vi. до выхода пути л2 из G/.
По лемме 3.4 R2 (tQ < /?/, т. е. в источнике G/ существует

путь п'2", ведущий от vit к некоторой вершине о, такой, что

#2 (л") =/?2(π'"). Если jTi — начало пути jti в источнике G от о0

до Vij, it2 — начало пути Jti (щ — путь в источнике G\ соответст-

вующий п\) от Vq до о//, то R2 (π2, π^") = #2 (π1> π2' ) < Р2> причем

Р2 = /?2( πΧ, nl)aMy где α — отметка ребра, ведущего в п2 от по-

следней вершины тс2, и можно заметить, что в G' из вершины
υ не выходит ребро с отметкой а, т. е. /?2(jti, n2)a = Laf La<^P{.
В силу определения источника, вершина юц достижима из ν, τ. е.

существует 6, такое, что Lb<Px. Таким образом, для (P)=R ус-
ловие 2) теоремы доказано; если (Р) — собственная часть Ry то

это условие справедливо по предположению индукции. Итак, при
G^M выражение A(G) удовлетворяет условиям 1) и 2) теоремы.

Пусть теперь /?еЛ, /?=A(G); G —любой источник с началь-

ной вершиной Vq и множеством F финальных вершин. Согласно
способу А анализа источников, выражение R = A(G) имеет вид

V R(iti), где С — множество всех простых путей, ведущих из

v0 в некоторую вершину Vf^F; R(nt)—регулярное выражение,
соответствующее пути щ. Рассуждая аналогично доказательству

того, что члены выражения Р, входящего в итерацию <Р>, суть
члены 2-го типа, можно показать, что члены R{rci) суть члены

1-го типа. Применяя, далее (с очевидными изменениями), рассуж-
дения, проведенные при доказательстве того, что любой член вы-

ражения Ρ отделим от каждого другого члена Р, можно показать,

что член R(m), m^G, слабо отделим от любого другого члена

выражения R. Таким образом, теорема полностью доказана.

Пусть G — источник над алфавитом A; R = \(G)—регулярное
выражение, построенное способом А анализа источника G; G' =
= 5(A(G))—источник, построенный способом S синтеза источ-

ников по выражению /? = A(G). В связи с теоремой 3.5, дающей
описание множества Л, естественным образом возникают вопросы
об описании множества источников, получающихся в результате
применения алгоритма синтеза S В. М. Глушкова к выражениям
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ш Л, а также взаимосвязи источников G и S(A(G)). Прежде чем

лривести теоремы, отвечающие на эти вопросы, докажем ряд
вспомогательных утверждений о регулярных выражениях и источ-

никах.

Лемма 3.11. Пусть /? —регулярное выражение и р — слово.

Тогда Rp пусто тогда и только тогда, когда ρ не есть начало ни-

какого слова из |jR|.
Доказательство. Г. Пусть р = а\... щ — слово и Ирф0. Пока-

жем, что ρ есть начало некоторого слова w^\R\. В источнике

G = S(R) существует вершина ν, для которой найдется путь тн,

ведущий из начальной вершины ν0 к вершине ν, такой, что [jti] =
= ai...a/. В источнике G существует путь π2, ведущий из вершины
ν в некоторую финальную вершину Of. Пути π2 соответствует сло-

во q, т. е. [π2] =q. Очевидно, слово pq = w^R и ρ есть его н-ачало.

2°. Пусть ρ
— начало некоторого слова w^\R\. Слово w пред-

ставимо в виде w^p-q (qy быть может, пусто). Тогда в источнике

G = S(R) существует вершина υφυο, достижимая из начальной

вершины по пути π, причем [π] = ρ. Так как вершина νφυ0 источ-

ника G =S(R) является непустым подмножеством множества ос-

новных мест выражения R, то отсюда следует, что Rp=^0. Лемма

доказана.
Очевидны следующие леммы 3 12 и 3.13.

Лемма ЗЛ2. Если Ρ — часть регулярного выражения R и Ж—

нефинальное основное место выражения Р, то для любой буквы а,

а^А, каждое место, α-следующее за ЗК, принадлежит Р.
Лемма 3.13. Если Ж—нефинальное место регулярного выра-

жения Р, являющегося частью регулярного выражения R, то

4W—нефинальное место выражения R.
Лемма 3.14. Пусть /? = PiV ··· VP™ — регулярное выражение

и ρ
— слово. Тогда

где (Pi)p — р-спектр выражения Pi.
Доказательство проведем индукцией по длине d(p) слова р.

Если d(p) = l, то р = а — буква. Из правила 1 о подчиненности

мест за начальным местом регулярного выражения R е-следуют
начальные места его членов PL (1</<я). Легко заметить, что мно-

жество мест ^-следующих за начальным местом ЗЙ,0 выражения
Pi состоит из некоторого подмножества множества неосновных

мест Pi. Берем любой член Рг и рассматриваем 3Rt·— множество
его неосновных мест, ^-следующих за начальным местом выраже-
ния R. В силу того, что R — дизъюнкция, конечному месту члена

Pi (l<i<n) не подчинено начальное место ни одного члена Я/
(1</</г), [ф]. Поэтому, если μ^ 3Ri? то каждое α-следующее за
местом μ/ место в выражении R принадлежит члену Р,- и очевидно,

что

>=1
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Предположим, что утверждение доказано для каждого слова рг
длины d(p') =/,рассмотрим слово р

= //адлины /+1;аеЛ.По пред-
η

положению индукции Rp>= U (Р^)р'.Берем любое место μ, е (Р{)Р'.

Если оно нефинальное, то, в силу леммы 3.12 множество α-следу-
ющих за ним мест принадлежит Pt. Если μ! — финальное места

члена Р/, то в силу того, что R— дизъюнкция, согласно правилам
о подчиненности мест, α-следующие за ним места тоже принадле-
жат Pi. Поэтому для любого μ! е (Pi)' каждое α-следующее за

μ^ место принадлежит члену Рг, а отсюда и вытекает, что

η

Rp= [J (Pi)p- Лемма доказана.

Лемма 3.15. Пусть R = (P)— регулярное выражение и ρ
— сло-

во. Если для любого начала р' слова ρ (р'фр) РР' не содержит

финальных мест Р, то RP = PP.
Доказательство поведем индукцией по длине d(p) слова р.

Если d(p) = l, то р = а—буква. В силу правил 1, 2 и 3 о под-

чиненности мест регулярного выражения множество предоснов-
ных мест, е-следующих за начальным местом выражения R, совпа-

дает с множеством предосновных мест, β-следующих за началь-

ным местом выражения Р. Так как по предположению леммы мно-

жество мест, ^-следующих за начальным местом выражения Р, не

содержит финальных мест выражения Р, то в силу леммы 3.12

Ra = Pa·
Предположим, что утверждение доказано для каждого слова

р' длины d(p')=l. Рассмотрим слово р' = ра, а&А, длины <2(р) =
= 1+1. По предположению индукции RP' = Pps а по предполо-
жению леммы РР' не содержит финальных мест выражения Р.
Если μ' е РР', причем μ' не является финальным местом выра-
жения Р, то в силу леммы 3.12 каждое место μ, α-следующее за

μ', принадлежит Р, и, очевидным образом, /?Р = РР. Лемма дока-
зана.

Лемма 3.16. Пусть π — непустой простой путь в источнике

G^M и /?=A(G). Тогда /?[„] не содержит финальных мест.

Доказательство проведем индукцией по сложности η источ-

ника G.

Пусть ||G|| = 1 (см. рис. 3.1). Тогда A(G) = (an\/... \Jair).
Источник G не содержит ни одного непустого простого пути π, и,

очевидно, лемма верна.
Пусть для всех G, таких, что ||G||</z, лемма уже доказана. До-

кажем, что она верна при ||G||=/z+l. Заметим сначала, что регу-

лярное выражение R=A(G) имеет вид итерации, т. е.

/? = <P1VP2V...VPm), m>\9

где Pi (1</<т) — член 2-го типа, соответствующий простому
циклу л*, проходящему через начальную вершину i>0. Если

n>i = voPavn · · · Pts^sPi.s-fi^oJ ΚΙ = an · · · ai,s+\\ Rij = A (Ga),
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то Pi:=aiiRiiai2Ri2 ·�·ciisRisO>iy s+ь
Возьмем любой непустой простой путь n = t>opit>i... р/^/ и слово

[π] = α1...α/. Определим (Р;)[«] для любого члена Pi дизъюнкции

P=PiV·.. VPm и покажем, что (Ρ;)[«] не содержит финальных
мест выражения Pi. Обозначим через m=sVtpt+\Ot+\...piVi
(1 <t<l) конец пути π, начинающийся с вершины vt, причем

jm] = atcit+i... a/ — соответствующее слово, являющееся концом
слова [π].

Покажем, что

(*) (^)м=й(^)[г;,.
где ai = aiu ..., ah=aik, ак+\фщк+\ (0<k<l).

Если d(ji) = l, то утверждение очевидно. Предположим, что ут-

верждение доказано для каждого простого пути π, d(n)=l, и рас-

смотрим путь π' длины d(n')=l+l. Представим π' в виде πρ, где

d(ji) =/; ρ —ребро. Пусть [п'] = а\ ...at+\\ аг = а£1, ... , α*'=α**',

ан+хФаиь'+х (1 <&'</+1). Спектр (Ρ4·)[π'] состоит из всех ос-

новных мест, аж-следующих за местами из (Р*)[«]> причем по

к

предположению индукции (Pi)w = |j (#*/)[£.] · Пусть /</.
/=i

i

Тогда путь π/ — непустой. Если этот путь не содержится в источ-

нике Gii, то слово [π/] не является началом никакого слова из

\RtiU и по лемме 3.11 (Ru)ffn = 0> а тогда №,)[„.]fl/ х

*=

= (Ru)ft'] = 0· Если же путь щ принадлежит источнику Gi;, то

по предположению индукции (так как ||Gi/||</i) (Rtj)^ не со-

держит финальных мест, и по лемме 3.12 множество основных

мест, a/+i-следующих за местами из (Λ*;)[π.] Β выражении Pi-

есть

(^'Ц]*/+1 ~^^1
Пусть теперь / = /. Тогда k = l, (л/] = е и (Я^)^] в выражении Р,

есть основное место SR, следующее за буквой аи. Если £ = &', т. е.

щ+хфац+и то множество основных мест, щ+\-следующих за мес-

том ЗЙ, есть (/?i/)a//+1 == (Λα)[я'з · Если же &' = &-Н> т. е.аж =

= йц+и то это множество есть

/-Ы

Окончательно приходим к равенству

/-1 '
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что и завершает доказательство утверждения (*). Так как, оче-

видно, k<s+l, то из (*) вытекает, что спектр (Р*)[я] не содержит
финальных мест выражения Р,. Используя леммы 3.13 и 3.14, по-

лучаем теперь, что (#)[π]= (<PiV - \/Рт))Р тоже не содержит
финальных мест. Лемма доказана.

Из доказательства леммы 3.16 нетрудно получить следствия.
Следствие 1. Если n= vopiV\ ...pivi— полупростой путь в источ-

нике G, G<=M; [ji]=ai...ai; R=A{G) =<PiV... VPm), где т>1 и

Pi = anRn ... aisRiSciis+i соответствует простому циклу щ (\<i<m)y
проходящему через начальную вершину v0, причем [jii] = a«i... ats+u

Ri, = A(Gi,), Ои = С^ U/yei(K/<s)fTo
т

(*)[«] = U <*<W

причем

*/

где ai=aib ..., ak. = aiki, а^+хфщ^+х (()<:&,·</).
Следствие 2. Если я = Уор1^1... р/£>/— полупростой путь в источ-

нике G с начальной вершиной v0 и множеством F финальных вер-
шин, [ji]=ai ... a,; # =A(G)=PiV - Vpr (r>l), где Pi=RioanRix...
...disRis соответствует простому пути mf ведущему из вершины υ^
в некоторую вершину vf^F, причем [щ] = ац ...aiS, /?i0 = A (GVo)>

*,/=A(G„) Ъ, = в%л ,/м
ю

Г

^[я]==и (Λ')[π],

причем

(Л)м = U (Я^г

где ai = aiu ..., ак. = ацгг., а^+хфщ^+х (0<*/<min (/, s)).
Лемма 3.17. Пусть G — источник, R = A(G)> jii и яг — различ-

ные полупростые пути в G. Тогда (Biinjnfc (#)[*]-
Доказательство проведем индукцией по сложности источника G.
Если GseM и ||G|| = 1 (см. рис. 3.1), то A(G) =<α<Λ/·» \Л***>,

[ni]=aijt ац=[я2.] (/=#/; 1</, /<&), Я1=#я2, и, очевидно, утвержде-
ние верно.

Предположим, что лемма доказана для любого источника

GeM, ||G||<&; рассмотрим источник G^M, ||G||=&+1. Тогда
/? = A(G)=<PiV ... VPm>, m>l, Pi = aiiRii...ai8RiSais+i — член

2-го типа, соответствующий простому циклу щ = VopuVu ... pisVispi в+ь
[π«] =an ... a* s+i. Пусть Jij = ν0ρ\])ν[^ ... pj1^}1* — любой полупрос-

той путь, принадлежащий источнику G, [π1] ~= а\ - · · α}11)· В СИЛУ
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определения источника, существует простой путь π[, ведущий or

v\l) в начальную вершину υ$. Пусть k — максимальное, такое,

что вершины v[l\ ...
, t^ не принадлежат π/. Очевидно, что путь

п[1) == Vkl)Qk+\ .. · p\l)v\l) принадлежит источнику Gk. Обозначим,

конец пути π/, ведущий от vll) к щ, через яь а+ начало пути

jti, ведущее от v0 к 4° через πΓ· Тогда πΓ^1 = Π— прос-
той цикл; пусть Pi — соответствующий ему член выражения Р.

Возьмем любой принадлежащий G полупростой путь щфтси

я2 = с;оР(2)у(2) ... р<2%2), [π2] = α<2> ... α<2>. Покажем, что (РдшФ
ф(Рс)[Лг]. Член Pi выражения Ρ можем представить в виде

Pi = biRub2Ri2'.. bkRikbk+i... bsRisbs+i.

Предположим, что путь π4 совпадает с циклом Π до некоторой
вершины vt ,

т. е. что Ь1 = а[1), ... , bfl = a{t)\ Ь^+1фа^х; что

путь π2 совпадает с циклом Π до некоторой вершины vt, т. е. что

Ьг = а{2>, ...
, bt = а<2>, ftH-i^^l+i- Пусть сначала 0<*<&. В силу

следствия 1

(Pihnt]=\J(Rif)rn(i)V

[π/1*] =α}1)α}+1 ... α}/*, причем из леммы 3.11 вытекает, чта

(#<*)fX<l>]^=0· Н°

(Λ·)[π,] = JJ <Я«)Г5(2>1.

[π<2)] = a}2)a$i ... aj2), и, очевидно, (Р£)ш Ф(Р1)\М.
Предположим теперь, что t^k. Если д£2) не принадлежит ис-

точнику Giki то (Rik)[^t(2)] = 0, и так как (/?**) [π<1>]
= 0» то (Л)[ял

^(Л·)^]. Пусть теперь π£2) принадлежит источнику G^. Тогда,
в силу предположения индукции, (Rik)i^(2)] ^(Rik)[^(\)] и снова по-

лучаем, что {Рь)[плФ(Рь)[пЛ'
Таким образом, мы показали, что (Λ)[πΛ=7*=(Λ)[π2]> из чего, в

силу следствия 1, получаем непосредственно, что (Я)[Я1]^(Я)[я,]»
если G^M.

Если теперь G — произвольный источник, ||G||=&+1, то рас-
суждая аналогично и используя следствие 2, получаем, что

(К)шФ№)ш- Лемма доказана.
Лемма 3.18. Пусть источник GeM, R= \(G); ρ — слово,

такое, что для любого его начала р'Фр. RP' не содержит ни одно-

го финального места выражения /?. Тогда, если в Rp имеется хотя

бы одно финальное место выражения /?, то все места в Rp фи-
нальные.
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Доказательство. Согласно способу А анализа источников, вы-

ражение R = A(G) имеет вид 7? = ( PiV ... \/Рп),гдеРг — член 2-го

типа, который соответствует простому циклу щ (\<i<n), проходя-
щему через начальную вершину v0. Обозначим Ρ= PiV — VPn На
основании леммы 3.15 имеем Rp = (PiV- \/Рп)р=Рр. Используя
способ, описанный в лемме 3.9, для выражения Ρ построим источник

G', такой, что P=A(Gr), причем из финальных вершин G' не вы-

ходят ребра. Если в Rv имеется финальное место, то ре|Р|, так

что в G' существует путь п\ такой, что [л/]=р, ведущий из

начальной вершины υ'0 к некоторой финальной вершине ν/. Так
как из вершины v'f не выходят ребра, то ρ не является собствен-

ным началом никакого слова из |Р|. Предположим, что в Rp
имеется нефинальное место 5К. Тогда в силу леммы 3.6 найдется

непустое слово р', такое, что множество мест р'-следующих за Srt,
содержит финальное место. Но тогда (Р)рр' содержит это фи-
нальное место, и рр'е|Р|, что противоречит отсутствию в \Р\
слов с собственным началом р. Лемма доказана.

Лемма 3.19. Пусть G — источник, i? = A(G); π — полупростой
путь в G; ρ

— ребро, выходящее из последней вершины пути π.

Тогда

(Я)[я][Р] = (Я)[5ф]»
где πρ

— приведенный путь пути πρ.
Доказательство. (А) Предположим, что путь Ti = v0piVi ... ty-ipM

простой. Тогда добавлением ребра р, выходящего из вершины
Щф'Ог (0<t</—1) и ведущего в некоторую вершину у, получаем
путь πρ, являющийся полупростым путем. Из определения приве-

денного пути имеем πρ
= πρ, и поэтому (R)^ = (#)[яДр] =(#)[я][р]·

(Б) Пусть полупростой путь n = v^iVi ...Vi-ipiVi таков, что

Vi=£vt (0<i</—1). Тогда доказательство утверждения поведем
индукцией по сложности источника G. Пусть G^M, ||G|| = 1. Тогда
/? = A(G) = (at-iV ··. \Мг}> причем буква ац (1</<г) -является

отметкой ребра p*j петли v0pijV0. Любой непустой полупростой путь
π имеет вид ^орг^'о; [я]=аг> Очевидно, что если р

=

р^ (l^k<r)—

ребро, выходящее из последней вершины vL пути π, то np
= v0pihVd\

[np]=aih, причем (/ijj.—j = 3Re/fe, где 3Rfl/fe — основное место, сле-

дующее за буквой щи- Так как (R)[n] = Зй^·.» где 3Ra^—основ-
ное место, следующее за буквой ац, то, в силу правил 2, 3 и 5

о подчиненности мест, множество а^-следующих за местом 3Ra

мест, состоит из одного места 3Κα/Λ, τ. е. (#)[π][ρ] = ®α/Λ = #[^j,
что и надо было доказать. Предположим, что утверждение доказа-
но для любого источника G, ||G||=&, G<=M\ рассмотрим источник

GeM, ||G||=£+1. Пусть A(G)=R-> n= v0pivl... Vi-ipiVi — полу-

простой путь, причем Vi = vt (0<t<l—l), [n]=ai...ai. Выражение
R имеет вид <PiV - \/Рт), где Pt· = aaRtl... aiStRisxiis.+i соответ-

ствует простому циклу щ = VqPhVh ... Visfiisj+xVo; [fti] = aCl ...
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... аьм; Rij = A (Gi,·); G,7 =G%/ (К / < st). На основание

следствия 1 из леммы 3.16 имеем (R)[n] = \J (Λ)[π]; (Λ)[π] =

= 6(^4-
Пусть ρ

— ребро, выходящее из вершины vt и ведущее к вер-

шине у, [р] ==а. Тогда np = v0piVi ... р*и*ри, [np] = ai... ata, и снова,

по следствию 1 леммы 3.16 имеем:

m

№\т ~ U (P'Wr

(1)
i=l

(/?')[ЯР]= .U/M^P);]·
Если в (/?)[„] нет финальных мест, то по леммам 3.14 и 3.15

(2) (R)ma = (J (Л)[я]в ·

Если же такое место в (R)m есть, то все места (лемма 3.17)
в (R)m — финальные места, причем π — простой цикл, и легко

проверить, что

т

(3) (RUa U(^)a = (/?)[P] = W[5p]·

Найдем множество основных мест, α-следующих за местами из

(Pi)[я]. Заметим прежде всего, что при j<t путь π/ не принад-
лежит источнику Gij, так что (/?t-/W, = 0. Пусть при j<t в

0^/)[jT] нет финальных мест (выражения Rij). Тогда по лем-

ме 3.12 места, α-следующие (в выражении Pi) за местами из

(Кц)[п·] ' содержатся в Rij, так что это множество мест есть

W[H.]e = W[(Sp).j · Если Oxp)i не принадлежит GiJ9 то

(/?θ)[(^).] =^\(^).]
= 0# Если же (ярЬ' принадлежит Gi:?, то

равенство (Ru)u~s Ι
= (Ян) - вытекает из предположения ин-

LVJVjyj [(яр)у]
дукции. Пусть теперь /<^ и в (Яо·)^.] имеются финальные места.

Тогда по лемме 3.17 все места в (Яц)г^^ — финальные и, в част-

ности, получаем, что [jtj]e|/?ij|, так что щ
— простой цикл в ис-

точнике Gij, и j = t. Если а = ац+и то множество мест, α-следующих
в выражении Р{ за (#чЦ]

= Wtfy ' есть №i)eU№i+i)· =

=(^\й)йи^т\(^)Ж]Г*
= '+1, И ПРИХ0ДИМ к равенству(Pi)^]^

5 Зак. 471 ИЗ



ri r+l
= .υ^'/\(5).] = U ^'/\(йр).]

= (Р')м*· Если же α=^α<·+1, то мно-

жество мест, α-следующих в выражении Pi за местами из (Ra\n] >

е£ть (Rlt) == (/?*,)*=: . ri = t, и снова получаем (Р*)[Л]а =
Ll^PJf J

= (/>i)[~ j. Используя равенства (1), (2) и (3), окончательно полу-

чаем, что (/?)[π]β = (R){-y
Предположим теперь, что G — произвольный источник с на-

чальной вершиной v0 и множеством F финальных вершин; π —

полупростой путь в G, ρ
— ребро, выходящее из последней вер-

шины пути π. Тогда, рассуждая аналогично тому, как это делалось

для источников специального вида, можно показать, что лемма

верна.
Из последовательности доказанных выше лемм непосредствен-

но вытекает следующая теорема.
Теорема 3.6 [15]. Пусть G — источник, G' = S(A(G)). Тогда G'

изоморфен источнику О, определяемому по G следующим образом:
а) вершинами источника О служат полупростые пути источни-

ка G, причем начальной вершиной — пустой путь, а финальными
вершинами — пути, ведущие к финальным вершинам источника G;

б) если π — полупростой путь в G, ведущий к вершине ν, при-
чем из вершины υ выходит ребро ρ с отметкой а, то из вершины

π источника G проводится ребро ρ к вершине πρ.
Способы А анализа источников и S синтеза источников назовем

согласованными на некотором источнике G, если источник S (A(G))
изоморфен источнику G.

Следующая теорема отвечает на вопрос о том, когда способы
А анализа и 5 синтеза источников являются согласованными.

Теорема 3.7 [15]. Способы А анализа источников и 5 синтеза

источников являются согласованными на источнике G тогда и

только тогда, когда источник G — дерево с корнем в начальной

вершине.
Доказательство. 1°. Пусть источник G — дерево. Тогда, в силу

теоремы 3.6, по источнику G строим источник <3, изоморфный ис-

точнику G' = S(A(G)). Но легко заметить, что источник О изомор-
фен источнику G, и отсюда следует, что G' изоморфен G.

2°. Предположим, что способ А анализа источников согласован

со способом S синтеза источников на некотором источнике G,

тогда если r(G) = ——-, то r(G) = l. Покажем, что G — дерево.
IIGII

Предположим, что G — не дерево. Тогда в G существует хотя

бы одна вершина и, являющаяся достижимой из начальной вер-
шины различными полупростыми путями jti и яг. Отсюда, в силу
теоремы 3.6, вытекает, что r(G)>l — противоречие. Теорема до-

казана.
I' С II

Теперь оценим усложнение r(G) — -—- источника 0'=
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= S(A(G)) no сравнению с источником G. Имеет место следующая

теорема.

Теорема 3.8 [15]. Пусть r(n) = max r(G), г (η) = min r(G).

Тогда
/n"+i — 1

\Ю\\=п \\G\\=n

r(n) =
n(m— 1)

л + 1

-, m > 1,

, m= 1,

Доказательство. Равенство r(n) = l непосредственно вытекает

из доказательства теоремы 3.7.

Пусть G — источник с η вершинами, заданный в алфавите Л.
Если π — полупростой путь в G, то, как легко заметить, длина π

не превосходит п. Поэтому число полупростых путей в G не пре-
восходит числа слов длины, не большей чем п, в алфавите Л, т. е.

не превосходит величины при т>\ и величины /г+1 при
т — 1

/п=1 Учитывая теорему 3.6, получаем, что

тп+1 — 1

<3) г(п)<
(т— \)п

п+ 1

т> 1,

т = 1.

Рассмотрим источник G, изображенный на рис. 3.9, где v0 —

начальная и единственная финальная вершина. Заметим, что каж-

Рис. 3 9

дому слову ρ в алфавите А длины, не большей чем я, соответст-

вует полупростой путь π в источнике G, такой, что ρ=[π]. Поэто-
тл+1 1

му число полупростых путей равно при т>\ и /г+1 при
т — 1
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m=l. Отсюда вытекает:

(3) r(n)^\

, m>l,
n(m— 1)

!
, m = 1.

η

Из неравенств (2) и (3) вытекает равенство (1). Теорема дока-

зана.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Сколько различных ветвей имеет регулярное выражение

{a{b)\Jb)\/a{b)\Jab*>
2. Отделимо ли регулярное выражение {a{b)\Jc) a(b)c(a) от ре-

гулярного выражения (a(b)Vc)?
3. Выяснить, какие из следующих регулярных выражений являют-

ся членами 1-го либо 2-го типа:

Г. a(a\/c(ac)ab)c(ac),
2°. b(a\/cb(b)c)cb(b)a,
3°. ba(a(cab)ac\/ca(cb)ca)ca(cb)cay
4°. {ab\/ca{a)b)bc{bc\Jc{ab)b)ba.

4. Выяснить, какие из следующих регулярных выражений принад-
лежат множеству Я:
1°. {b\Ja{b)a{b)a)\Ja{b),
2° {a\Jb{b)a)b{b){b\Ja)y
3°. <a&V {b)ac{b)b)cb(ca)cy
4°. a{b){a)b.

5. Подсчитать число вершин источника S(A(G)), где G — источ-

ник из упражнения 1 к § 2 гл. 3.
6. Представим ли в виде S(A(G)) источник из упражнения 7 к § 1

гл. 3?

§ 4. МЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
ОСНОВНЫХ АЛГОРИТМОВ АНАЛИЗА АВТОМАТОВ

Этот параграф посвящен метрическим характеристикам алго-

ритма А анализа автоматов, предложенного В. М. Глушковым, и

алгоритма Аь представляющего собой некоторое видоизменение

алгоритма А. Определим сложность \\R\\ регулярного выражения R
в алфавите А= {аи ..., ат}:

N1 = 0;

||aill = l, аг<=А;

||</?>|| = ||Я11 + 1;

ll(/?iV/?2)ll = ll(/?i-/?2)ll = IWill + ll/?2ll+l.
Займемся теперь оценкой максимальной сложности регулярных

выражений, принадлежащих множеству К всех регулярных выра-

116



жений, получающихся способом А анализа источников. Введем
функцию Шеннона

U (п) = max || A (G) ||,
||ОЦ=п

где G — источник, A(G) — регулярное выражение, принадлежа-
щее R, и || A (G) || — сложность выражения A(G).

Нижняя и верхняя оценки величины La (л) даются в следую-
щей теореме.

Теорема 3.9 [17]. Имеют место неравенства

п2 п2 Ъп

2т8 <LA(n)<4m2
2

(т>1).

Доказательство. Покажем, что верно

(1) LA(n)<4m2
2

.

Для этого сначала рассмотрим множество Μ источников спе-

циального вида. Если GeAf, ||G||=n, то докажем, что

(2) ||A(G)||<2m2 2.

Доказательство неравенства (2) поведем индукцией по слож-

ности η источника G.

Пусть ||G|| = 1, G<=M. Тогда

A(G)=(au\/ ... \Zaik),

где a,ij (1 </<:&) — буква, являющаяся отметкой ребра рш источ-

ника G. Источник G содержит не больше чем т петель, и, как

легко заметить, ||A(G)||<:2m, откуда и вытекает неравенство (2)
в случае л=1.

Предположим, что неравенство (2) верно для любого источника

GeM, ||G||<tt— 1. Покажем, что оно верно и для источников

G^My \\G\\<.n. Выражение R = A(G) имеет вид

(3) <PiV ... V^r),

где Р{ (1<г<г) — член 2-го типа, соответствующий простому цик-

лу л*, проходящему через начальную вершину vQ. Если π — прос-
той цикл, проходящий через начальную вершину ν0 источника G,
то, как легко заметить, длина π не превосходит п. Поэтому, так

как каждое слово, определяющее простой цикл в G, можно до-

полнить до слова длины /г, число простых циклов в G, проходя-
щих через Vq, не превосходит числа слов длины η в алфавите Л,
т. е. не превосходит величины тп. Отсюда вытекает, что число

членов дизъюнкции Р= Р\\/ ... \/Рп не превосходит тп. Член Pi
можно представить в виде:

<4) ailRilai2Ri2 ... aini„iRinr-iainr
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где т<п, ais<=A (l<s<m— I), /?is=A(Gis), Gi*-Gltl£l.viSml —
источник, уже определявшийся. Теперь оценим сверху сложность

выражения Pi. Источник Gis содержит не больше чем η—s вершин,
и поэтому сложность выражения /?is = A(Gis) не превосходит
La (η—5). В выражении (4) имеется, как легко заметить, 2я?—2

конъюнкций, между щ буквами алфавита А и щ—1 выражениями
Ru. Отсюда вытекает, что сложность выражения (4) не превосхо-

л—1 (n—sy 3(m-s)

дит величины Зп—2 + J] 2т
2 2

. Так как выражение Ρ со-

s=l

держит не больше чем тп членов, то число операций дизъюнкции

между этими членами не превосходит тп—1. Поэтому
л—1 (п—s)8 3(tt-s)

|А(0)1<тя(зя—2+ Σ 2т
2 2

]+тЛ—Н-1,
т. е.

(5)

s=l

(п-1)2 3(л-1) (п-2)2 3(я-2)

||A(G)||<mn(3rc— 1+2т
2 2

+2т
2 2

+...

(л-t)2 3(л-р2 (л-i+l)2 3(л~г+1) JLj-JL

..+2т
2 2

+2т
2 2

+...+2т2 2) =

(л-1)2 3(л-1)

= т"(зл-1 + 2т
2 2 А+ »_ +

2
т

4^-8 3 I ··· I 2tt(t-l)+l-t2 3

2 "*"
2 2 "HP '

η т

1
, \\

1

^±ψ^φ
^"· '

т / /

Так как отношение *-го члена выражения

5(Ш, П)—\-\ 2п-3 . 3 I 4л—8 .

0
3 ' · * · ' 2л(*—l)-f-l—i« . 3

,. 1ч

-2-+1" ~2—+2 Т § +T(i-1)
mm m

1 ,
1

1 2m+l-(t+l)2 ,
3

f

~

'" ' (П--1)2 , 3(n-l)
§ +Yl "~2~+~l J

m m

к (i—1)-му члену равно m*-71-1, причем имеет наибольшее значе-

ние тгг для i = n—1, то из свойств геометрической прогрессии вы-

т2
текает, что S(m, я)< — . Отсюда получаем, что

гп* — 1

|)А(0)||<т"(зя— 1+2/и
(л-1)2 3(л-1)
2^2

т2 —1
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η* 3κ

= mn(3n— l)H m
m2 — l

■ m

n%
,
3n

2
"^

2" /3/i — 1 . 2m

iiL+JL
'

m2-l
2 ^2

Но, как легко показать, для любых /п>2 и я>2 будет —-2——<

т

2 2т ^ 4
^— и _ ^—

^
Так чт0 окончательно получаем

3 т2 — 1 3

η2 Ζη

||A(G)||<2m2
2

,

что и надо было доказать.

Пусть теперь G — произвольный источник, ||G||=/z, с началь-

ной вершиной v0 и множеством F финальных вершин. Согласно
способу А анализа источников выражение /? = A(G) имеет вид

(6) PiV ... VPk,

где Pi (l<i<k) — член 1-го типа, соответствующий простому
пути π^ ведущему из начальной вершины v0 в некоторую финаль-
ную вершину Vft [т]=аца12...ац, /<л—1. Как легко заметить,

длина произвольного яг- не превосходит η—1. Поэтому число прос-
тых путей в G не превосходит числа слов длины, не большей чем

/г—1, в алфавите Л, т. е. не превосходит величины —=:—. Отсю-
т — 1

да вытекает, что число членов дизъюнкции не превосходит
т« —1

,
а число операции дизъюнкции между этими членами

т — 1
тП — 1 тт η

также не превосходит . Член Pi можно представить в
m — 1

виде

(7) Я0**Л1#12*м*2 · · · Щ П£—\Ri'■ ti;—1»

где /Zi</z, aist=A (\<s<rii— 1), Ris = A(Gis), Ols = G^vn. .Ois_v

/?o=A(Go), G0 = GV°. Теперь оценим сверху сложность выражения

Pi. Каждый из источников Gzs, а также источник GVo принад-
лежит множеству Μ источников специального вида, для которых

(п—s)2 . 3(/г—s)

уже показано, что ||A(Gif)||<2m
2 2

(0<s<>z—1). В вы-

ражении (7) имеется, как легко заметить, 2rii—2 конъюнкций,
причем в него входит Пг—1 букв алфавита Л. Из сказанного выше

вытекает, что сложность выражения (7) не превосходит величины

П-\ (ц-s)' 3(Ц-8)

Зл—3+Е 2m
2 2

.

to
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В результате получаем

HLjl.21 (η-!)* 3(/1—1)

LA(n)<^^-(3n-2 + 2m2 2
+2m

2 2
+ ...

т — 1

il+LU ^
"2

л.
Зп

...+2т2+2)<^^1(3(л+1)-1 + 2т~+~ +
т — 1

(rt—l)2 3(п—1) I2 3 1

+ 2т
2 2

+...+2/П2 2) = ^^1'—^т«+>(3(«+1)-Ц-
η2 . 3η (η—Ц2 3(η—1)

+ 2m2
2
+2m

2 2
+ ...+2m2)<

(κ+D2 , 3(л+1) _ η2 , 3/г η2 5Λ7

(8) < ^lz± 2m^~+"^-"-1 = *1=± 2т~+~+' < 4т~+~.
т —1 т —1

что и надо было показать.

Теперь покажем, что

п2

(9) La (л) ^ 2m
8

.

Рассмшрим источник G*, заданный в основном алфавите Л, с

n=2l (/=1, 2,...) вершинами, изображенный на рис. 3.10, где
v0 — начальная и единственная финальная вершина. Число прос-
тых

Рис 3.10.

циклов, проходящих через v0i как легко заметить, равняется

т1(т—Ι)'-1. Согласно способу А анализа источников, выражение
Ri= A(Gi) имеет вид (3), где Pi представимо в виде

(10) diiUi-iCLizRl-Z ... ui l-iRiuuui i+i . ui Zl-idzi,

причем /?/_/ = A(Gvv[ox ..vjml) = #/-/· Если обозначить Ш1=Л/, то

будем иметь

(И) Ai= m4m—iy-*(5l—l+Ai-i+Al-2+ ... +Л1).

120



Доказательство неравенства (9) поведем индукцией отдельно

для четных и нечетных п. При четном η= 21 оцениваем снизу
сложность выражения A(Gi).

Если /г = 2, то /=1; А\=4т и 4m>2mVa, что и требовалось.
(2/0»

Предположим, что |A1(Gr)||^2m
8

для любого источника

Gr, /'</. Покажем, что это неравенство верно и для источника

G/. В силу равенства (11) и предположения индукции надо пока-

зать, что

Л

m'im—iy-1^— l+i4/-i+i4|_2+...+4i)>2/ii2,

т. е.

11 1 /2
_ (/—I)2 _L(J__2)2 —· ■—

т1(т—\γ-1 (5/— 1 + 2т
2

+ 2m2 + ... + 2т2) > 2m2.

Последнее неравенство верно, если

(/—I)2 _£

(12) ml(m—iy-12m
2

^2m2.

Неравенство (12), как нетрудно показать, можно привести к виду

i-+(/-l)logm(m-l)
тг ^ 1,

что эквивалентно неравенству 1/2+ (/—l)logm(m—1)>0 и верно
для любого т>2. Таким образом, мы показали, что неравенство
(9) верно для любого четного п.

Если η — нечетное, рассматриваем источник Gu изображенный
на рис. 3.11 и имеющий 2/+1 вершину.

йт ат ат Qm-i Я/77 am-i

Рис 3 11.

Рассуждая аналогично тому, как это делали для /г = 2/, можно

показать, что неравенство (9) верно. Теорема доказана.

Описанный в § 2 способ Ai анализа источников, как уже отме-

чено, представляет собой некоторую модификацию способа А.

Для алгоритма А4 анализа источников рассмотрим задачу, анало-

гичную задаче, рассматриваемой в предыдущей теореме. Пусть
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G — источник, /? = Ai(G) — регулярное выражение, построенное
способом анализа источников и

LAl(O = m*|Ai(G)|.

где max берется по всем источникам G сложности п. В следующей
теореме даются верхняя и нижняя оценки функции LAl(ft).

Теорема 3.10 [17]. Имеют место следующие неравенства

2mn<LAl(/z)<5m3n (m>l).

Доказательство. Сначала покажем, что

(1) LAl(O<5m3".

Рассмотрим сначала множество Μ источников специального

вида. Покажем, что если Z,Al(n) = max ||A1(G)[, то

\\G\\=n,
GGM

(2) ΣΑ1(/2)<3/η3Λ.
Доказательство неравенства (14) поведем индукцией по п.

Если G^Mt ||G|| = 1, то легко показать, рассуждая аналогично

тому, как это делалось в теореме 3.9, что неравенство (2) выпол-

няется.

Предположим, что неравенство (2) верно для любого £</г.

Рассмотрим источник GeM, || С?|| = лг. При помощи способа Ai
анализа источников для множества SK слов, соответствующих прос-
тым циклам, проходящим через начальную вершину и0 источника

G, строим дерево Г(9ГО). Выражение i? = Ai(G) имеет Нид

(3) </?*V..· V*«0·
где Rv. (l<t<:5i) —

регулярное выражение, сопоставленное

i-й вершине первого яруса дерева Т(9Л) (l<si<:m);

Rv. = а,Ах (G (π„,)) (^ V ... V Яш5г),
причем аг· — буква, являющаяся отметкой ребра дерева Т(ЗЛ),
ведущего к вершине i/*; A^G^))— выражение, определенное

для источника G(nV/) = GOl; RWj (1</<s2; l<s2<m) —

регуляр-
ные выражения, сопоставленные вершинам 2-го яруса дерева
Г(ЗЙ). Но выражение Rw. представимо в том же самом виде, что

и выражение /?, причем теперь роль выражений Rw. играют вы-

ражения, которые сопоставляем вершинам 3-го яруса дерева

Т(Щ и т. д. Вообще, любое выражение, сопоставленное некото-

рой вершине /-го яруса (1</</г—1) имеет сложность не более

чем m+ 2 + £Al(ft—J) + mB, где В — максимальная сложность

выражений, сопоставленных (/+1)-му ярусу дерева Г(5К). Так
как /-й ярус содержит не более mJ вершин, 1</<п, то, учитывая
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вид выражения (3), непосредственно получаем, что

LAt(n)<m+m(m+ 2 + LAAn-l)) + m2 (m + 2+ LAlC*-2))+...

т. е.

LAt(n)<m + mn + m(m + 2) + m2(m + 2)+...+mn--l(m+ 2) +

(4) +mLAt(n-l) + m2LAi(n-2)+ ... + m^Ux{\).

В силу предположения индукции, из рекуррентного неравенст-
ва (4) вытекает, что

LAl (п)< т + тп + (т + 2) т (1 + т+ ... + т"~2) +

+ Зтт3^-1) + Зт2т3<"-2> + ... + Ътп-Хтъ х <

<т(т+ 2)(1 +т + т2+ ... +тп-1) +

, 1 , ,1
+ Зт3"-2(1+-^-

\ /π2

< т (т + 2)-^-!-+ ЗтЗ«-2. _^!_ <
т — 1 т2 — 1

<3т3" (— (m + 2)-
mn~J ' *

m3n-i(m_!) m2_i

Но, как легко показать, для любых /п>2, я>2 имеем:

1 m + 2 m" —1 ^
2 1 .1

—.
!

.^_^ ^
— и <ς — так что окончательно по-

3 т — \ т3"-1 3 т2—1 3

лучаем неравенство (2).
Пусть теперь G — произвольный источник с начальной верши-

ной ν0 и множеством F финальных вершин, ||G||=/z. Как указано
в описании способа А{ анализа источников, для множества SR

слов, соответствующих простым путям в источнике G, ведущим из

вершины vQ в некоторую вершину из F, строим дерево Т(Щ. Оче-
видно, при оценке La, (n) сверху можно считать, что любая вер-
шина источника G является финальной. Выражение /? = Ai(G)
тогда имеет вид

A1(G(nVo))(e\/RVl\/...yRVt)t
где A1(G(nt,o))— регулярное выражение, соответствующее источ-

нику G(nVo), имеющее сложность не более чем La, (я); Rv£ (1<
<£<:/; l<t<m) — регулярное выражение, сопоставленное i-йвер-
шине первого яруса дерева Г(ЗК). Рассуждая совершенно анало-

гично тому, как это делали в случае источников из М, получаем
неравенство:

LAl(^)<^ + 2-f LA1(^) + m(m+4 + LAl(^— l)) + m2(m + 4 +

+ LA^^-2))+...+m«-2(m + 4 + LAl(2)) + m"--1(2 + LA1(l)),
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т. е.

LAt(nXm+ 2+ 2mn-l + m(m + 4) + ms(m + 4) + ... + m"-2 (m + 4)+

+ 1а,(л) + mLAl(n-1) + m?LAl (n-2) + ... + m"-*LAt{2) + m^LAi{\).

(5)
Используя неравенство (2) для источников, принадлежащих

Ai, из (5) получаем

LAl(n) <т(т+ 4)(1+т+ т?+ ... +т"-2) +

+3m3"(1+i+i+---+-^r)<
<m(m+ 4)— L+sm9n—-—< 6тп + Ьтъп< 5/я8я

m — 1 m2 — 1

при m>2, я>2, что и надо было показать.

Теперь покажем, что

(6) LAi(n)>2mn.
Рассмотрим источник Gen вершинами, изображенный на

рис. 3.12, где υ0 — начальная и единственная финальная вершина.
Согласно способу Ai анализа

источников, для множества 91

слов, соответствующих простым
циклам в источнике G, проходя-
щим через vq, строим дерево Г(91)
высоты п. Из каждой вершины
дерева Τ (91), не являющейся
концевой, выходит ровно η ре-
бер. i-й ярус дерева Т( 91 ) со-

держит ml вершин, причем ка-

ждая из них при i<n отмечена

выражением вида

(7) MM°V*2°V... V#m),
где Rf— регулярное выражение, сопоставленное некоторой вер-
шине (i+l)-ro яруса дерева Τ (91), в которую ведет ребро, выхо-

дящее из рассматриваемой вершины i-ro яруса. Легко видеть, что

сложность (7) равна m+1+m/, где / = ||крII (1</<т). Учиты-

вая, что выражение R = \i(G) имеет вид итерации, получаем, обо-
значив ||/?|| = βη:

Bn = m(m+ 2) + m2(m+l) + ... +mn-l(m + l) + mn =

= 2m(l+m + m2+ ...+mn-l) = 2m
τηη~~Χ

.

m — 1

Так как для любых m>2, п>2 имеет место 2m—=— ^ 2тп} то
т-—1

неравенство (6) верно. Теорема доказана.
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Доказанное утверждение показывает, что величина Lai (я)
существенно меньше, чем La (я), т. е., что небольшое изменение

алгоритма А приводит к алгоритму, дающему выражения гораздо
меньшей сложности. В этом смысле можно сказать, что алго-

ритм А, предложенный В. М. Глушковым, неоптимальный.

Как известно [14], произвольное регулярное событие может

быть представлено различными регулярными выражениями. Отсю-

да возникает задача представления его выражением минимальной

сложности. Пусть R(G) — регулярное выражение минимальной

сложности, такое, что \R(G) | = |G|; обозначим

L(n) = max\\R(G)\\.
\\G\\=n

Если 91 — произвольный алгоритм анализа, то функция Ы(п) =
=тах ||9t (G)l|, рассматриваемая в качестве меры эффективности

1Ю1Ия

алгоритма 91, должна мажорировать функцию L(n). Поведение
функции L(n) может быть охарактеризовано при помощи следую-
щего утверждения.

Теорема 3.11 [17]. При т>2 имеет место оценка

2 [т/2] ([л/2])2— 1 < L (п)< 5т3".

Доказательство. Верхняя оценка вытекает из предыдущей тео-

ремы. Для получения нижней оценки разберем сначала случай
ж = 2. Если η — четно (/г = 2/), то рассматриваем источник G, ука-
занный на рис. 3.13. У этого источника ν0

— начальная вершина,
{Vf} — множество финальных вершин.

Рис. 3.13.

Пусть R — регулярное выражение, такое, что |#| = |G|, при-
чем \\R\\ — минимально. Как нетрудно видеть, R обладает сле-

дующими свойствами:

1) В R нет символа итерации (если в R встречается выраже-
ние вида <5>, где |S|={e}, .то это выражение можно было бы

заменить на еу и сложность R при этом уменьшилась бы, что не-

возможно).
2) В \R\ входят все слова длины / в алфавите {а, &}, содер-

жащие нечетное число букв Ь.
3) Для любого основного места т выражения R длина всех

слов р, таких, что m^Rp> одинакова.
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В силу свойства 3), каждому основному месту т выражения
можно сопоставить число Nm, равное длине слов /?, таких, что

Для оценки величины \\R\\ воспользуемся некоторыми резуль-
татами из алгебры логики. Пусть F— формула алгебры логики,

получающаяся из R заменой каждого вхождения буквы b на

символ переменной хи где i^Nm и т — основное место, располо-
женное после данного вхождения буквы &, и аналогичной заме-

ной вхождений букв а на символы л:г·. Используя дистрибутив-
ность конъюнкции относительно дизъюнкции, можно привести R
к виду дизъюнкции слов; обозначим эту дизъюнкцию R'. При
этом, как легко заметить, каждому члену cti... щ выражения R'

взаимно-однозначно соответствует член вида xG{i... х[1 форму-
лы F', где σ?·=1 при аг=Ь и σ* = 0 при щ = а. Таким образом, F'

состоит из всевозможных членов вида х°х* ... x°tl, у которых в

наборе (аь..., oi) имеется нечетное число единиц, так что F' вме-

сте с F определяет функцию алгебры логики f(x\, ...,Xi) = *i + —

... +xi(mod2). Согласно оценке, полученной В. М. Храпченко
[18], формула F имеет не менее чем I2 символов переменных.
Таким образом, выражение R имеет не менее чем I2—1 симво-

лов операций V» · и ||Я||>2/2—-1 ■1 = 2 — 1.

В случае нечетного я, п — 21-\-\ достаточно рассмотреть источ-

ник G', указанный на рис. 3.14, у которого ν0 — начальная вер-
шина, {Vf} — множество финальных вершин.

Рис. 3.14.

Если R' — регулярное выражение, такое, что |#'| = |G'|, при-
чем \\R'\\ — минимально, то рассуждениями, аналогичными при-
веденным выше, устанавливается оценка ||/?'||^2/2—} =
= 2[лг/2]2— 1.

Пусть теперь т>2, выделим в алфавите А символы аь...

..., в[т/2]\ Ь\,..., Ь[т/2]. При четном η рассмотрим источник Gm, по-

лучающийся из источника G заменой каждого ребра с отметкой

а на пучок параллельных ребер с отметками аи ..., flfm/2]» а ребра с

отметкой Ъ — на пучок параллельных ребер с отметками

Ъ\,..., Ь[т/2]. Если Rm — регулярное выражение, такое, что \Rm\ =
= |Gm|, то для произвольного t, i=l, ..., [т/2] рассмотрим выра-
жение Ят>*, полученное из Rm всевозможными заменами видов
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ca-*a; лг-a-Mx; aV*-*-*; х\/а*-*-х, где ae{ab ..., at-_i, at-+i, ...,

Я[т/2], bi, ..., bi—i, Ьж, ..., b[m/2]}. Каклегко заметить, |#"М| = |0*|,
где G* — источник, полученный из G заменой символов а и b на

а/ и &,·. Поэтому выражение #т>г' имеет не менее I2 вхождений сим-

волов ai и Ьг. выражение Rm — соответственно не менее [т/2]/2
вхождений символов аи ..., 0[т/2], Ьи ..., 6[т/2] и Н#т||>2[т/2]/2—
— 1 =2[т/2] [/г/2]2—1. Случай нечетного я рассматривается ана-

логично. Теорема доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Источник Gn над алфавитом {0, 1} имеет вершины v0i vu ...

..., vn-i. Из каждой вершины vi (t = 0, 1,..., η—1) выходит

ребро с отметкой 0, ведущее к вершине vi+\ (при i = n—1 —

к вершине yn-i), а также ребро с отметкой 1, ведущее
к вершине Vi-\ (при i = 0 — к вершине υ0). Начальная верши-
на источника Gn есть v0\ множество финальных вершин —

{vn-i}. Найти величины L(A(Gn)), L(Ai(Gn)).
2. Источник Gn над алфавитом {0, 1,2,3} имеет множество вер-

шин {Vij:i = 0} 1,...,/г—1; / = 0, 1,..., η—1}. Из каждой верши-
ны Vij выходят: ребро с отметкой 0, ведущее к вершине
0<i+i)<modn)f/"i ребро с отметкой 1, ведущее к вершине
0(i-i)(modn)./; ребро с отметкой 2, ведущее к вершине
tfi,</-H)(mod/i)f и ребро с отметкой 3, ведущее к вершине
Vi,(j—i)(moon)- Начальная вершина источника Gn есть у0о; мно-

жество финальных вершин— {tyi_i,n—\У Найти величины

L(A(Gn)) *L(Ai(Gn)).
3. Пусть G3— источник из упражнения 1. Найти регулярное вы-

ражение R сложности не более чем 13, такое, что |#| = |G3|.
4. Найти регулярное выражение наименьшей возможной слож-

ности, определяющее то же событие, что и выражение: (0*V
ν10*)*·(1ν01)*·1*·

5. В случае двухбуквенного алфавита найти величину L(2).

§ 5. ЭФФЕКТИВНОСТЬ ОСНОВНЫХ АЛГОРИТМОВ

АНАЛИЗА И СИНТЕЗА АВТОМАТОВ

При исследовании эффективности алгоритмов анализа авто-

матов естественно выделять такие классы источников, примене-
ние к которым исследуемого алгоритма дает только минималь-

ные либо, наоборот, только не минимальные регулярные выра-
жения. Аналогичный подход естественно применять при исследо-
вании эффективности алгоритмов синтеза. В этом параграфе
данный подход применяется к рассматривавшимся ранее алго-

ритму анализа А и улучшенному алгоритму синтеза

Обозначим Кп множество источников над алфавитом Л, имею-

щих не более чем η вершин; Кп— множество всех таких источ-

ликов G из Кп, что регулярное выражение A(G) минимально.
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Посредством \К\ будем обозначать число источников в клас-

се К.
Следующее утверждение показывает, что «почти всегда» ре-

гулярное выражение, построенное при помощи алгоритма А, не

минимально.

Теорема 3.12 [16]. При п-^оо

J^Uo.
\Кп\

Доказательство. Конечный ориентированный граф Я с выде-

ленной вершиной v0y каждому ребру которого сопоставлен сим-

вол алфавита Л, назовем предысточником, если путем выделения

в Я некоторого множества РФ0 можно получить источник с

начальной вершиной υ и множеством F финальных вершин.
Если Я — предысточник, то множество всех источников, по-

лучающихся из Я, обозначим М(Н).
Пусть Я— предысточник, имеющий &>2т вершин. Оценим

долю р(Н) источников G^M(H), таких, что A(G)—минималь-
но. Если ни один из источников G^M(H) не дает минимального

выражения A(G), то р(Я)=0. Пусть G^M(H), причем A(G) —
минимально. Рассмотрим множество F финальных вершин источ-

ника G; предположим, что \F\>m. Тогда, очевидно, найдутся
два различных простых пути щ и яг, ведущих от начальной вер-
шины Vo к различным финальным вершинам, начинающихся с

одного и того же ребра. В этом случае, как нетрудно видеть, в

выражении A(G) путям щ и π2 соответствуют члены вида RR\
и RR2, где R¥=e, т. е. A(G) имеет вид RRi\ZRR2\/Rs и A(G) не

минимально, так как выражение R(R\\/R2)\/Rs имеет меньшую

сложность. Поэтому l^l^m и число различных источников G в

М(Н), таких, что A(G) минимально, не превосходит величины

C\+Cl+ ... + C'Z<mCrZ<m^-Kk<n.
ml

Пусть, далее, G^M(H) и A(G) минимально, т. е. множество

F финальных вершин источника G содержит не более чем

т вершин. Рассматривая различные множества F'sF финаль-
ных вершин, будем получать различные источники из Μ (Я); оче-

видно, число таких подмножеств Ff не менее чем 2fe_m, т. е.

Μ (Я) >2*-™ и р(Н)< km/2k-m.
Рассмотрим теперь произвольное ε>0 и покажем, что суще-

I к' I

ствует такое Ν(ε9 m), что
п
< ε при n>N(e, m).

I АЛ|

Выберем Λ/Ι(ε, m)>2m так, чтобы при k^N\(e, m) выполня-

лось неравенство km/2h-m<e/2. Тогда для любого предысточни-

ка Я, имеющего &>Α/Ι(ε, т) вершин, ρ (Я) < ε/2. Следовательно,

так как множество всех источников с k вершинами разбивается
на попарно непересекающиеся подмножества вида Μ (Я), доля

источников G с k вершинами, таких, что A(G) — минимально,
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при k^Ni(e, m) не превосходит ε/2. Ясно также, что доля ис-

точников G с минимальным A(G) среди всех источников, число^

вершин k которых удовлетворяет неравенствам Λ^(ε, m)^k^.n^
меньше ε/2. Пусть А (я)—число источников, имеющих менее х,

вершин; В(х, у)—число источников, имеющих не менее х и не.

более чем у вершин. Тогда, очевидно,

\Κη\<ΜΝ±(ε, ηη)+γΒ(Νλ(ε, m), n),

Ι Κη | = Α (ΝΧ (ε, m)) + Β (Ν± (ε, m), η),
т. е.

к> A(^1(e,m))+-J-fl(^1(e,m),n)
(27) -i^ii < ^

.

\Kn\ \{N1{E1m)) + B(N1^tm)in)

Нетрудно проверить, что B(N\(ey m), n)-+oo при /г->-оо, так.

что найдется такое Ν(ε, m)^Ni(e1 m), что при n>N(e, m) пра-
вая часть неравенства (27) меньше ε. Теорема доказана.

Вместе с доказанным утверждением можно эффективно ука-
зать два бесконечных подкласса К\ и /С2 источников, применение
к которым алгоритма А дает, соответственно, только минималь-

ные и только не минимальные выражения.

Пусть К\ — класс источников вида, указанного на рис. 3.15,

где Щг.ФЩг, при 1Ф\, υ0 — начальная и vf
— финальная верши-

на. Пусть также /С2 — класс источников, имеющих более чем т

финальных вершин (т — число букв алфавита А).

Рис. 3.15

Теорема 3.13 [16].
а) Для любого источника G^K\ выражение A(G)—мини-

мально.

б) Для любого источника Ge/C2 выражение A(G)—не мини-

мально.

Доказательство. Рассмотрим источник G вида, указанного на

рис. 3.15, где Щг.фа^. при 1ф\. Каждый источник такого вида

определяет выражения A(G), имеющее вид R=8P\\J ... \JiPu гДе

3>i = ai\ai2...air., причем первые и последние буквы разных слов

^i(l^i^) различны. Покажем, что каждое регулярное выра-
жение Q такого вида минимально. Пусть сначала /=1, т. е. /? =
= {^}, где 9> — слово. Если R' — минимальное выражение, такое,
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что {tP}=\R\f то, в силу конечности |/?'|, R' не имеет вида (Q).
Если R/= Ql\/ ... VQ<? (<7>1)> то некоторое событие |Qj|(l</<
<<7) содержит слово ^\ и тогда \R'\ = |Qj| ={^}, в противоречие
с минимальностью /?'. Поэтому /?' можно представить в виде

Qi, ...Qs, где Qi (l<i<s) есть либо буква, либо выражение вида
Q'\/Q". Последний случай невозможен, так как тогда в \R'\ со-

держится не менее двух слов. Поэтому каждое Qi— буква, τ е.

R' имеет вид ап ... а\Г1. Пусть для всех 1^п—1 уже доказано,
что единственное минимальное выражение, задающее событие

{^ь —,&*i}> имеет вид V cll · · · «i>» и пусть R' — минимальное
/=i

1

выражение, задающее событие {^i,...,^} при 1 = п. Очевидно,
что R' не содержит операции итерации. Пусть R' = Qi ...Qq. Так
как \R'\ содержит не менее двух слов, то для некоторого / \Qi\
содержит не менее двух слов, и тогда, как легко заметить, в

\R'\ входят либо два слова, начинающиеся с одной и той же

буквы, либо два слова, кончающиеся на одну и ту же букву. По-

этому случай R'=Q\ ...Qq невозможен, и R' имеет вид QiV···
··· VQq- Очевидно, что для любого i \^\Qi\^l—1, причем каж-

дое Qi (l^i^q)—минимальное выражение, задающее событие

|Q«|. По предположению индукции Qi должно иметь вид дизъ-

юнкции слов, входящих в \Q%\, причем в силу минимальности

R/ имеем JQi|n|Qj| =0 при 1Ф]. Отсюда и вытекает, что R'
имеет вид дизъюнкции слов ^, ...,^, так что регулярное выра-
жение Ai(G), где G— источник вида, указанного на рис. 3.15,
действительно минимально. Вторая часть утверждения теоремы
извлекается из доказательства теоремы 3.12. Теорема доказана.

Ситуация, аналогичная теореме 3.12, возникает и для улуч-
шенного способа синтеза S(n, 2)) В. М. Глушкова, описанного в

§ 2 этой главы. Перед тем как перейти к исследованию эффек-
тивности алгоритма синтеза S(jt, SD), введем ряд новых понятий.

Пусть υ — произвольная вершина источника G; Gv — источ-

ник, получающийся из источника G выбором вершины υ в каче-

стве начальной и удалением всех вершин источника G, которые
недостижимы из вершины ν, вместе с инцидентными им ребра-
ми. Различные вершины v\ и v2 источника G будем называть

эквивалентными (обозначать υ\~υ2), если \GVl\ =\GOt\.
Источник G над алфавитом А назовем минимальным, если не

«существует источника G' над А с меньшим, чем у G, числом вер-

шин, и такого, что | G | = | G' |.
Нетрудно установить справедливость следующего утвер-

ждения.

Утверждение. Источник G минимален тогда и только тогда,

когда любые две его различные вершины V\ и υ2 не эквива-

лентны.

Слова ρ и q будем называть циклически подобными, если

найдутся такие слова Т\ и г2, что ρ
= rkv q = rlv причем слова

Г\ и г2 получаются друг из друга циклическим сдвигом (й, / —

натуральные).
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Пусть Ж— класс всех принадлежащих R регулярных выра-
жений вида

где 3)с = &i0 (Qa) &tl .. . ^,s._i <QiS/> Л,, (1< i < m), s, ^ О, &ф
Qij (0</<Si)—слова, 0,цфе\ при /¥=0, s{ З^г^фе, последняя бук-
ва слова !Рц отличается от последней буквы слова Qij+i (0^/^
=Ог-—1) и начальная буква слова &ц отличается от начальной

буквы слова Qij (O^/^s*).
Обозначим Ж\— подкласс класса Ж регулярных выражений,

у которых слова QiS/ не являются циклически подобными.

Пусть Мч — подкласс класса Ж, такой, что существуют k, /e

<ξξ{1, 2,...,т}, такие, что 3)i = Ri{Qis]) Рщ, 3)k = RkiQ^) Pisr
причем кратчайшее слово события \Rt\ (t^{ky /}) не является

началом ни одного слова события Sbr при r^=t и | Q/S/1 ^ 2 (| Q/S/1
—

длина слова Q/S/).
Теорема 3.14 [16]. а) Для каждого регулярного выражения

2)g1i существует такая последовательность отождествлений π,
что источник S(n, SD) —минимален.

б) Для любого выражения Ф^Жъ и последовательности

отождествлений π источник S(ny 2)) —не минимален

Доказательство. Докажем сначала пункт а) теоремы.

Рассмотрим произвольное регулярное выражение £Ю^Ж\. Как

нетрудно заметить, основные места, расположенные после по-

следних букв слов &ц и Qij+i подобны. Применим к этим ме-

стам операции отождествления мест и, следуя улучшенному спо-

собу синтеза В. М. Глушкова, построим источник G = S(n> 2)).
Если т — обобщенное место выражения /?, то назовем т-пуч-

ком в R множество всех таких слов р, что хотя бы одно из мест

р-спектра в R принадлежит обобщенному месту т.

Пусть т — обобщенное место выражения 3), соответствующее
указанной выше последовательности π отождествлений мест. Со-
поставим этому месту т выражения Nm(&)) и Кт{2)), которые
назовем m-началом и т-концом выражения S). Возможны сле-

дующие случаи:

а) т состоит из одного места, расположенного в члене 3)г
после буквы ps слова 3*ц = р\ ...ps...pr, где r>s при /¥=$*. Тогда

Nn(S»^^io(Qii)...{Qii)pi...Ps9

Km (3)) = Ps+l ...pr(Ql /+1 > Pi /+1 · · . (Qis;) &isr

б) т состоит из одного места, расположенного в члене 3)%
после буквы qs слова Qa = qi ...qs...qr\ r>s. Тогда

Nm(S>)^^io(Qii)...(Qij-i)^ii-i(Qii)qi...q89

KmW = gs+i ...qr (Qu) Pa ... (Qis,) Λν
в) т состоит из двух мест, расположенных в члене S>i после
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последних букв слов SPi} и Qij+i. Тогда

Nm(2D) =^,0<Q<i> ...&ij-i(Qij)&u(Qiw),
Km (3)) = (Qi /+1> &t /+1 . · · {Qis.) Pis,-

т) т — начальное место. Тогда

Nm(2))=e (пустое слово),

Km(2D)=£D.

Ясно, что событие \Nm(3))\ состоит из всех таких слов р, что

т входит в обобщенный р-спектр 2D. (Обобщенный р-спектр вы-

ражения 2D — множество всех обобщенных мест т таких, что

хотя бы одно из основных мест, входящих в т, принадлежит
р-спектру выражения 2D)

Лемма 3.20. Если Nmi(3)) Φ Nm2 (5)), то события \Nmx(3))\ и

\Nm2 (3)) I не пересекаются.
Доказательство. Пусть Nmi(3>)=Ri0 (Sn) Rn {Si2)... Rit^i {S{t{) Ritj;

iE{l, 2}. Пусть слово p&\Nmt(Z)\(]\Nm2(3))|; тогда р можно пред-
ставить в виде

Отсюда видно, что одно из слов /?io и R20 является началом

другого; пусть, например, R\0 есть начало слова /?20. Если /i>0,
то, в силу слабой отделимости членов выражения 2D, R\0 дол-

жно совпадать с /?2о и 5ц—с S2\. Если же t\ = 0, то p
= Rw, и то-

гда необходимо, чтобы /?2о совпало с R\q (иначе длина слова р,
началом которого служит слово /?2о, была бы больше, чем длина

слова Rio). При этом, в силу слабой отделимости членов 2D, не-

обходимо /2 = 0 и Nmi(SD)&2Nm2(3)), что противоречит условию
леммы. Поэтому ti>0; /?ю = #2о; Sn = S2i. Таким образом, ρ мож-

но представить в виде

Ρ
~ RioSu Rnr± — #105н^?21Г2»

где г\ и г2 — некоторые слова. Если /ц</2ь то, сокращая слева

на R10S\\l предыдущее равенство, получим:

Rn^i — Sn1
ll

а21^2·

Заметим, что по определению Nme(3)) (t=l, 2) либо первая
буква слова Ru отличается от первой буквы слова SiU либо /?ц
есть собственное начало 5ц, причем в последнем случае гх=е,
и длина слова Ru меньше длины слова, расположенного в пра-
вой части равенства. В обоих случаях приходим к противоречию,
из которого заключаем, что /ц^/2ь Аналогично доказывается не-

возможность случая /ц>/2ь т. е., окончательно, ln = h\. Точно
так же устанавливаем, что /?n=/?2i, 5i2 = 522, /12=^22 и т. д.

В конце концов получаем, что Nmt (3)) = Nm2 (2>), что противо-

речит условию леммы, так что не существует слово p^]Nmi(3))\
\(]\Nm2(3))l Лемма доказана.
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Лемма 3.21. Множество обобщенных мест выражения 2) яв-

ляется вершиной источника G = S(n> 2)) тогда и только тогда,

когда оно есть множество обобщенных мест т, имеющих одно и

то же т-начало.

Доказательство. Пусть υ — вершина источника G, достижи-

мая из начальной вершины υ0 по слову р, т. е. υ — множество

всех обобщенных мест выражения 2), принадлежащих обобщен-

ному р-спектру 2). Пусть обобщенное место m^v. Тогда р^
&\Nm(2))\, т. е. все m-начала мест т, входящих в υ, содержат
(как события) слово р; в силу леммы 3.20 эти m-начала совпа-

дают. Если т' — произвольное обобщенное место выражения 2),

такое, что Nm^(2))^Nm(3))1 где теу, то pe\Nm'(3))\> τ· е· т'

входит в обобщенный р-спектр 2)у так что υ действительно есть

множество всех обобщенных мест т, имеющих одно и то же

т-начало.

Обратно, пусть т — множество всех обобщенных мест т,

имеющих одно и то же т-начало N. Рассмотрим слово ρ^\Ν\.
Покажем, что т есть обобщенный р-спектр 2). При т^т имеем:

Nm(2))=N, т. е. p<=\Nm(2))\ и т входит в обобщенный р-спектр
2). Если же т^т, то \Nm{2))\[\\N\=0, т. е. p^\Nm{2))\ и

m не входит в обобщенный р-спектр 2). Лемма доказана.

Пусть ν — вершина источника G = S(jt, 2)). Будем обозначать

Μυ множество всех слов, переводящих вершину υ в одну из фи-
нальных вершин источника G и говорить, что Μν есть событие,
соответствующее вершине v.

Очевидна следующая лемма.

Лемма 3.22. Если υ — вершина источника G = S(jt, 2)), то

MV = \V Кт(2))\.

Выражение V Кт{3)) называем регулярным выражением,
muv

соответствующим вершине и.

Лемма 3.23. В источнике G = S(jx, 2)) не существует вершин,
достижимых по одной и той же букве из двух различных вершин.

Доказательство. Пусть N есть m-начало выражения 2). Бу-
дуем обозначать вершину ν источника G, образованную всеми

обобщенными местами т, такими, что Nm(2)) =N, посредством
Ш N. Возможны следующие случаи:

а) N=^>io(Qil)^>il...(Qij)ri...rSl где s>l (η — буквы). Тогда
единственная вершина, из которой можно перейти в $&N есть

вершина SRjv, где N/=^>i0(Qi\)^>ii... (Qij)rx ...rs_b

б) N = <?io(Qii)<Pu ... (Qij). Тогда в Un , можно перейти либо
из вершины 3RN-, где N/=^>io(Qu)^il... <Qfbl>p! ...pt-u &ν= Ρ\-
...pt-\Pt, либо из вершины 3»^, где N" =5z,2-0<Qn>5z)ii ... (Qi j-i>
.&u-\(Qij)qi-q8-u Qij = qi -Qs- В первом случае переход осу-
ществляется по букве ри а во втором

— по букве qs, и по усло-
вию на 2) РгФЯз-

в) N=e. Тогда в $5lN нельзя перейти ни из какой вершины.
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Как нетрудно заметить, во всех перечисленных случаях утвер-
ждение леммы верно. Лемма доказана.

Лемма 3.24. Если $ЯХ и SR2 (ЗЙ^ЭДг) —вершины источ-

ника G = S(n, 3>) и 5К2 достижима из 3J}b то Щ и 5ГО2 не

эквивалентны.

Доказательство. Предположим, что вершины 9)?i и Ш?2 экви-

валентны. Так как 9К2 достижимо из SJ? i по некоторому сло-

ву р, то слово ρ является началом некоторого слова qy по которо-

му некоторая финальная вершина достижима из вершины $RV
В силу того, что 9R2 эквивалентно ЗКЬ по слову q из состояния

3Ji2 достижима некоторая финальная вершина, причем слово ρ
переводит 3R2 в некоторую вершину 9Й3. Очевидно, что 5К2 и

3R3 эквивалентны. Берем теперь вершины 9R2 и 3R3 и по ним,

как и по вершинам SD?i и 9R2, находим некоторую вершину 9R4
и т. д. В конце концов получаем цепочку вершин $И1У 9R2,
3R3,..., 3RS, причем ®is= 9Rf для некоторого te{l, 2,..., s—1}.
Если i>l, то, как легко заметить, в источнике найдется верши-
на, которая по одной и той же букве достижима из двух различ-
ных вершин, что противоречит лемме 3.23 Если i=l, те. ^ =

= Ж5, то в источнике G вершины 9Ri и 5К2 принадлежат одно-

му и тому же циклу. Но тогда кратчайшие слова событий, соот-

ветствующих вершинам 9Jii и 3R2, имеют разную длину, что

противоречит предположению об эквивалентности вершин SKi и

СК2. Таким образом, мы показали, что в любом случае $fl{ не

эквивалентно $Я2. Лемма доказана.

Обозначим Cv множество всех членов выражения 2D, которые
содержат места т, принадлежащие вершине υ источника G.

Лемма 3.25. Пусть 9Ri и Ж2 — различные вершины источни-

ка G = S(jt, 3)), SD^Jtu причем Сжх{\Сж2Ф <Z)- Тогда вершины
9Ri и 9Й2 не эквивалентны.

Доказательство. Пусть 3){ е Cmt Л Сак2> где 2)г — член выра-
жения 2). Так как 5Κ1^=9Κ2, то обобщенные места Ш\^. Ш{ и

т2еЗЙ2, расположенные в члене 2)и различны. Пусть, напри-
мер, т\ находится левее обобщенного места т2. Тогда нетрудно
указать слово р, такое, что одно из мест, входящих в т2у р-сле-

дует за одним из мест, входящих в 9Ri, так что это слово пере-
водит вершину 3Ri в вершину 3)i2. По лемме 3.23 находим, что

ξΚΧ ^$β2· Лемма доказана.

Очевидна следующая лемма.

Лемма 3.26. Если p = qk {q — слово; k — натуральное число)
и ρ получено циклическим сдвигом слова р, то p=qk, где q полу-

чено циклическим сдвигом слова q.
Лемма 3.27. Пусть pm= qn (p, q — слова). Тогда найдется та-

кое слово г, что p = r, q = rl.

Доказательство. Рассмотрим сверхслово pp.... Так как рт =

= qn, το оно совпадает со сверхсловом qq.... Обозначим i-ю бук-
ву этого сверхслова через щ\ i=l, 2, ... . Пусть dv=[p]y dq =
= [q] — длины слов ρ и q. Тогда, очевидно, для любого i имеем

i+dp^ai, di+dq^cii. Пусть d = (dp, dq)\ тогда d = t-dv+s-dq
a
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для подходящих целых t и s, так что при /, больших некоторого
/о, выполняется а^а^сц- Пусть mdp>i0, mdq>i0. Имеем:

Ρ = amdp+\ . · . a(m+l)rfp; 9 = flmrf^+l · · · 0(m+l)rf .

причем ρ - rVd; 9 = rVrf> где г = amdp+\... amdp+d
=

amdq+x... amdq+d,
что и доказывает лемму.

Лемма 3.28. Пусть R - &>г «Ь) <P2(Q2) · · · <^s (Qs)&s+u где

^i, Q* — слова (Qi¥ze) и p = q-rnh^ \R\ — слово, причем гфе,

первые буквы слов г и ft различны и n>m{s-\-\) ([q] + [r] +1)
(М> И—длины слов ^ и г; m — наибольшая из длин [&%],
[Qj] слов iPf, Q/). Тогда найдется такое />1, что г циклически

подобно одному из слов Qi,..., Qi, причем fte |qK+i (Q/+i) · · ·

... (Qs> Λ+1|, где [<7>;+i] < max ([<^/+i], [Qi+i]).
Доказательство. Так как ρe | R|, το ρ = ^гФ^%Ф ·.. ^sQ^s+i

(i/>0; K/<s). Тогда ^ = <^1Q1...<^7,1Ql4t|Q'> где*т+1 < ir+u

причем при^+1 < i_ Q' есть начало слова Q~/+1, а при t*7+1 = i„ Q'
есть начало слова <Φ>γ, 2 (в силу выбора /г, [(//-"] > [a^J). Предположим,

что t'i<[?] + [r], ... ,iV+i<[?] +И. Тогда длина &>гф...&Гх О'T+iQ'
не превосходит

s+l

£ ([^] + (М + MMQJ) < /w(s + i)([q) + и + 1),

в то время как длина qrn не менее /i>m(s+l) ([q] + [r] +1) по

условию. Поэтому найдется такое /, что ij>[q] + [r] (либо при

Пусть / = / + 1; ij+l < iy+1. Тогда Q' — начало Qy+i> т. е.

QT+i = Q'Q> и слово ft можно представить в виде Q"h\ где ft' —не-

которое слово. С другой стороны, qrn = gP'QI^Q' (<*?*' = c^Ql1...

... Q~T<^T+1)> причем i~+1 > [?] + [г]. Обозначим ργ+1
= Q"Q'> тог-

да последнее равенство перепишется в виде

qr« = P'Qp+Γ[r] Q'Q^1 = cS^Q^,

где [<p*] > /γ+1
_ [г] > [q]. Далее, far»] = + η [г] = [£>"] + r [QT+1], и

из [q] < [о?*"] вытекает, что η > [Qy+J- Отсюда qrn~~[Q7+i] = <^'\ итак

как длины слов г /+* и Q-j^ равны, то rLV /+i = Qy+V т. е. первые

буквы слов г и Q" совпадают. Так как h = Q"h'y то получаем, что

совпадают и первые буквы слов г и ft, что противоречит предположе-
нию леммы. Поэтому при *γ+1 < £γ+1 имеет место ]Ф1 + 1.
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Обозначим li=<^1Q{1...Q/!i.i^i; <^= ^z+iQ/jt1... QlT+1Q'. Тогда

?rn = &Q}lβ, причем t/ > [q] + [г], т. е. qrn = <FQir*1 Q}'3 ^ =

= Ρ*($Γ]β. При этом [<P*J>(i/-H)>M, так что Q,w^ можно-

представить в виде rV, где г" —конец слова г; г = г'г", [г"]<|>];
/г' < /г. Обозначим г =/V, тогда 7n'r" = Q)r]<P. Если /г' < [Q,·], та

И>"] = л' И + И < (№ - 1)-И + И = [(Щг] +Jrl-[r]<
<[Q/][r], что невозможно. Поэтому п' > [Q/j; 7[Q/] rn [Q/] г" =

= Q/r]<^\ и так как длины слов r[Q/], Q)r] равны, то r[Qi] = Q/r]. По

лемме 3.27 слова г и Q; суть степени одного и того же слова /, и по

лемме 3,.26 слова г и Q/ циклически подобны. При i~,x < ij^ в ка-

честве / берем /, тогда г циклически подобно слову Q,, где 1 </</'

в силу сделанного выше замечания, причем h = i?rQ/fjf1""l/+1"" <У*/+2...
.. . QsVs+i, т. е. Л е I Q" (Q/+1) ... <QS) <?Vh I и [Q"J < max ([c^/+i],
[Q/_i_i]). В случае /γ+1 = Ιγ+1 достаточно положить / = / + 1. Лемма

доказана.
Лемма 3.29. Пусть 3Ri и 3R2 — вершины источника G =

= S(n, 3)), причем Csm1flC,^2=0 и хотя бы одно из регуляр-
ных выражений, соответствующих этим вершинам, содержит сим-

вол итерации. Тогда ^ΑΧΦ^12.
Доказательство. Предположим, что Щ — Ж2. Пусть V Кт(2)) =

- V Xi\ V /Ся,(®) = V-S?i. Таккак^ — Жз, To|VcSf£HIV^l·

Пусть JSf/ — член, имеющий наибольшее среди членов J£{ и ££,\ числа

символов итерации; J5?/ = Pi (<7i) Рг- · - Рг {Яг) Pr+i· Рассмотрим слова

<*>п
=■ Р\Ц\РъЯ\Ръ · · · РДПгРг+\; а„е |j£j|. Тогда найдется такой член:

J5?//, что |J£/'| содержит бесконечно много слов ап\ пусть J£/» =
= <^i (Qi) ^2 · · · <^s (QS) g^s+i. Рассмотрим л0, такое, что a„*e | J£/' |,
причем я0 > 7C(s + 1) ( max ([pj +,[ςτ,]) + 1)» где tf - max ([<?>„], [QJ).

Тогда по лемме 3.28 существует такое 1г > 1, что qx циклически по-

добно одному из слов Qv...,Qil9 причем а'По = р2^р3 · · · PrfPr+i e
е |<^i1+i (Qit+i> ... (Qs) Λ+i |, где max {[<f>j, [QJ, [^1+1]} = *' <

u^+2,

</(, и снова можно применить лемму 3.28 к слову аПо
и выражению

еКг-и (Q/i+i) · · · (Qs) a^s+i. Повторяя это рассуждение г раз, получим,
что слова ql9 q2> .. > ,qr циклически подобны словам Qtl, Qi2, ...

, Q*r
(if — различны), и так какя < г, то ix = 1, i2 = 2, ... , ir = г = s, т. е.

слова Qs и 9Г Циклически подобны, что противоречит предположению
о выражении 2). Лемма доказана.

^

Лемма ,3.30. Существует такая последовательность π отожде-
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ствлений соответствующих и подобных мест выражения 2), про-
должающая отождествления мест в 2), соответствующие способу
5 (π, 2)), что если ^Иг — 9)i2—различные вершины источника

6 = 5(π, 2)), то каждое место т^ЗЯх отождествлено с каждым

местом m2e 9K 2.

Доказательство. Пусть М\ — множество обобщенных мест вы-

ражения 2), возникших при описании способа 5 (π, 2)). Отожде-
ствим всевозможные соответственные места из М\\ получим не-

которое множество обобщенных мест, которое обозначим М2. За-
тем в произвольной последовательности отождествляем подоб-
ные места из Ai2, пока это возможно, и полученное множество

обобщенных мест обозначим М$.
Легко заметить, что для любой вершины SR источника G

любые обобщенные места т, т'е 5Ю ; т, т'^М\, являются соот-

ветственными. Поэтому все места mGSK входят в одно и то же

обобщенное место из Мъ\ обозначаем его 9R.

Пусть 9R2, 3R2— вершины источника G = S(nt 2)), причем

ЩфЩ и $β1~№2· По лемме 3 25 СШ1(]СШ2^ 0, причем
по лемме 3.29 выражения Rt = V Кт{3)) и R2= \y Кт{3)) не

m£Wlt тет2

содержат символов итераций, т. е. каждое Кт(2)), me9RiU®2
^сть слово в алфавите А. Очевидно, что в этом случае вершины
источника G, достижимые из Щ и 3Ji2, не принадлежат цик-

лам. Предположим, что 3Ri=£$?2. Пусть L(9Rb 9Й2)—число
вершин источника G = S(jt, 2)), достижимых из 3Ri и 5К2. Без
^ограничения общности можно считать, что

1(3»!, SR2) = mm(L(vv υ2)).

Если из вершин 9Ri и 5К2 не выходят ребра, то обобщенные
места Ш?1 и Щ, очевидно, подобны, что противоречит построе-
нию множества Λ43· Пусть из вершин 3Ri и Зй2 выходят ребра,
тогда в силу 3Ki — 9Л2 множества их отметок одинаковы. Если
из вершины 5Ri выходит ребро с отметкой а, ведущее к верши-
не 3Ri, a из 9Й2 — ребро с той же отметкой, ведущее к вершине

$}2, то 9Ri~3R2 и либо 3Ri = g»2, либо, так как I(SRi, 3»2)< L(3RX,
t0J2),9?i — 5К2. В результате 3Ri и 3R2 снова оказыва-

ются подобными. Полученное противоречие и доказывает, что

3Ri = 3R2. Лемма доказана

Из леммы 3.30 непосредственно вытекает доказательство

пункта а) теоремы 3.14.

Доказательство пункта б) теоремы 3.14 непосредственно сле-

дует из следующей леммы.

Лемма 3.31. Не существует такой последовательности π ото-

ждествлений соответственных и подобных мест выражения 2)^

еА12, что источник G = S(n, 2)) минимален.

Доказательство. Пусть d{n)—длина последовательности π;
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QiSi = Яг · · · Як h>2> гДе Яг^Л. Обозначимm^(ie{&, /}; /е{1,...
... , Л}) место, расположенное в члене 2)t после буквы q$
слова Q/S/; m® —конечное место выражения Rt(t^{kf l}). По-

кажем, что в результате отождествлений, определяемых последо-
вательностью π, ни одно из мест trip при /=И=0, h не отождест-

вляется ни с одним другим местом выражения 2), а места trig я

m^ (t e {k, I}) могут быть отождествлены лишь друг с дру-
гом. Доказательство поведем индукцией по длине d(n) последо-
вательности π.

Если d(jc)=0, то утверждение очевидно. Предположим, чта

оно доказано для любой последовательности отождествлений
длины, меньшей чем я, и пусть а(тс) = п. Тогда π можно пред-
ставит^ в виде п% где d(n')=n—1; ξ — последнее отождествле-
ние. По предположению индукции, в результате последователь-
ности отождествлений л/ ни одно из месттМ(/е{£,/}; /е{1, ...,.

h— 1)} не отождествлялось ни с каким другим местом в 2), ъ

места tri$ и trip (t e {&, /}) отождествлены, быть может, лишь друг
с другом.

Пусть trip — обобщенное место выражения 2)у возникшее по-

сле отождествлений последовательности л/, содержащее места

trip; (/е{&, /}; /е{0, l,...,ft}). Возможны два случая:

1) ξ есть отождествление соответственных мест выражения
2). При /££{0, А} кратчайшее слово в trip- пучке есть слово

Ptj=PtQ\ ...<7j, где pt — кратчайшее слово события \R>\. При /е
^{0, Н) кратчайшее слово т}а)- пучка есть либо p*j — pt (если*

т'р = {tn$} Либо trip = {/я^, m^}), либо ptj=Pt Я\ ··· ?л (если

mj<'> = {т£>}). Пусть m ^/я^ — обобщенное место выражения S)

возникшее в результате отождествлений л/, причем т и /п^ —
соответственные места. Так как pt не является началом никакого

слова, входящего в 2)г при r=£t, то в т найдется место т/ из

члена 2)и #*'-пучку которого принадлежит слово p*j. Легко про-

верить, что если т' отлично от мест, входящих в т'М\ то слово^

ptj не принадлежит m'-пучку. Поэтому в т должно входить хотя

бы одно место из т'р\ что противоречит условию тфтр. Та-

ким образом тр не является соответственным никакому друго-

му обобщенному месту, возникающему после отождествлений п\
и не может быть отождествлено на данном шаге с другим обоб-

щенным местом.

2) ξ есть отождествление подобных мест выражения 2). При
/€£{0, К) обобщенное место т'р{ ^-следует за trip (te{Jfe, /};
/е{1,.../ — 1}), причем из предположения индукции, а также из

того, что последние буквы выражений Rt и Qisi различны, выте-

кает, что т'рх не является ft+i-следующим ни за каким другим

обобщенным местом. Поэтому trip не подобно ни какому дру-

гому обобщенному месту. Аналогично, при /е{0, ft} нетрудна

138



проверить, что подобными могут оказаться лишь места т^ =

= К>} и <> = {<>}.
Нетрудно заметить, что р^-спектр (te{&, /}) выражения со-

стоит из единственного места т$, и по доказанному места

fri® и mfft не отождествляются при любой последовательности

π. Следовательно, вершины, достижимые из начальной вершины
источника G = S(n, 3)) по словам рм и pi0, различны. Очевидно,
эти вершины эквивалентны, т. е. источник G не минимален. Лем-
ма доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Принадлежит ли источник G из упражнения 1 к § 2 гл. III

классу Аз'?
2. При каких η источник Gn из упражнения 1 к § 4 гл. III не

принадлежит классу /Сп?
3. Найти минимальное регулярное выражение /?, такое, что

|#|-=|G|, где G источник из упражнения 1 к § 2 гл. III
4. Выяснить, какие из следующих регулярных выражений при-

надлежат классу Mi введенному при формулировке теоре-
мы 3.14:
1°. ab{bcba)cb{bac)ab\Jabc{cba)bc\
2°. cb(abc)acba{cba)a{bcabca)a\
3°. cb(abc)acba\/b(cba)bc(ac)bb.
Применяя улучшенный способ синтеза источников к найден-
ным выражениям, построить минимальные источники.

5. Выяснить, какие из следующих регулярных выражений при-
надлежат классу М2 (М2 — из теоремы 3.14).
Г, ab{bca)cb\Jb{ab)c{bca)cb\/bc{b)a\
2° a{cab)ba{ac)b\Ja{ac)b\/b{a)c\
3°. ab(abc)a\/a(bc)b(abc)a.
Построить для этих регулярных выражений минимальные ис-

точники.



Глава IV

НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ВИДЫ

ПОВЕДЕНИИ

§ 1. КОНЕЧНЫЕ АВТОМАТЫ КАК

СВЕРХА&ЦЕПТОРЫ

В предыдущей главе рассматривалась задача распознавания
автоматами множеств входных слов — так называемых событий.
В этом параграфе будет рассмотрено естественное обобщение этой
задачи — задача распознавания автоматами множеств входных,

сверхслов. Такие множества будут называться сверхсобытиями.
Пусть заданы ограниченно-детерминированная функция g(x)r

реализуемая инициальным автоматом 9^= (Л, Q, β, φ, ψ, q) и

набор подмножеств β<!), β<2), ..., BW множества В. Буква аеА
называется предельной для сверхслова α°° = α(1)α(2)..., если для

некоторой бесконечной последовательности {tu t2y ...} имеем:

a(ti)=a\ i=l, 2, ... . Множество всех предельных букв обр-азуег
предел сверхслова а°° и обозначается как lim(a°°).

Будем говорить, что автомат %q представляет подмножество·
Ел Е^А°°, с помощью выделеннрго набора подмножеств N=

= {β(1), β(2), ..., ВЩ, если для любого сверхслова а°° из Л°° вхож-

дение а°° в Ε эквивалентно соотношению 3i(lim(p°°) = β(0), где

$00 = g(a°°).
Подмножества множества Л00 будем называть сверхсобытиями:

над алфавитом А. Сверхсобытие £, Е^А°° назовем представимым,

если существуют автомат 91^ и N = {B^l\ ..., ВЩ\ β(/)^β, i=l,...&v
такие, что Ε представимо автоматом %q с помощью набора N =
= {β(1), Β(2\ ..., β<*>}, т.е. объектом (Л, Q, β, φ, ψ, q, β<*>, β(2), ...

..., β<*>). Займемся описанием представимых сверхсобытий. Введем
некоторые операции над сверхсобытиями.

а) Объединением сверхсобытий Е\ и Е2 называется множество

Е\[)Е2, состоящее в точности из всех тех сверхслов а°°, которые

входят хотя бы в одно из множеств Е\ или Е2.
Нетрудно видеть, что эта бинарная операция ассоциативна я

коммутативна, что позволяет использовать сокращенное обозначе-
п

ние L)£/ Для выражения Ei(jE2\j...\JEn и не следить за порядком
/ = 1

применения операции.
б) Пусть R — подмножество Л*. Свяжем с R унарную опера-

цию 0R над сверхсобытиями. Сверхсобытие 0R(E), £^Л°°, состо-

ит в точности из всех сверхслов а°° из Л°°, таких, что
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Если Я = 0, то OR(E)=0 для любого Е. Множество 0R(E)
будем иногда также обозначать как R-E.

Укажем также некоторый способ «порождения» сверхсобытий.
Для произвольного события R,R^A*y рассмотрим сверхсобытие/?00,
состоящее в точности из всех сверхслов а°° из Л°°, таких, что

а00 = α?α? ..., где {а?; i = 1, 2, ... } — бесконечная последо-

вательность слов из R. В обозначениях предыдущей главы, рас-
пространяя операцию произведения событий на бесконечные мно-

жества индексов, имеем

00

я-= ГК» гда #< = я; * = i,2,....
t=l

Введем индуктивно понятие общерегулярного множества

(сверхслов) над алфавитом А=={аи ..., ат} (для краткости
— об-

щерегулярные множества).
а) Для любого регулярного события R, R^A*, множество R°°

является общерегулярным.
б) Если множества Еи Е2 общерегулярны, то множество Е{[]Е2

также является общерегулярным.
в) Если Ε — общерегулярное множество, a R — регулярное

событие, #^Л*, то 0R(E) — общерегулярное множество (в дру-
гих обозначениях R-E — общерегулярное множество).

Следующая теорема Мак-Нотона [19] дает исчерпывающее
описание представимых сверхсобытий.

Теорема 4.1. Сверхсобытие является представимым тогда и

только тогда, когда оно является общерегулярным.
Доказательство. Докажем сначала, что каждое общерегулярное

множество является представимым. Для этого приведем ряд вспо-
могательных утверждений.

Лемма 4.1. Если сверхсобытия Е\ и Е2\ Еи Е2^А°° представи-
мые, то сверхсобытие Е\{]Е2 также представимое.

Доказательство. Пусть сверхсобытия Е\ и Е2 представимы
автоматами Xq={A, Q, В, φ, ψ, q) и %q. - (Л, Q\ В\ φ', ψ', q)
с помощью наборов подмножеств Nx = {Bv ...

, В^} и Ν2 = {В[,
... , B'k) соответственно. Рассмотрим автомат %д х Ш', = (A,Q x

Χ(?',βΧβ',(φ,φ'),(φ,ψ'),((/,?')), и пусть N = {BU В2у ..., Bk) —

набор подмножеств множеству ВхВ\ который состоит в точности

из всех таких подмножеств В, что хотя бы для одного ie{l, 2}
имеем рг' (В) е Nt.

Нетрудно видеть, что сверхсобытие, представимое объектом
(%q X %'ql,N), совпадает с сверхсобытием Е\[}Е2. Лемма доказана.

Лемма 4.2. Если R — регулярное событие, R^A* и Ε — пред-
ставимое сверхсобытие, то 0R(E) —

представимое сверхсобытие.
Доказательство. Пусть событие R и сверхсобытие Ε предста-

вимы объектами (2^, Вх) и (%'q.,N')\ BxCZBy N' ={В[\ i= l, ...

k) соответственно, «,= (Л, Q, β, φ, ψ, q); 9t' = (Л, Q\ V, φ', ψ', ?')
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причем \Q'\=n. Рассмотрим отображение ν :Q"xQ"x ... xQ"->·

->Q"xQ"x...xQ"; Q"=Q'U{A}, A^Q', определенное следу-

ющим образом: пусть (<7Ь q2, ..., ?n+i)e [Q"]n+1 и пусть i{ —

наименьший номер, такой, что ЦхФЦь^ к — наименьший номер,

такой, что <7x=y£<7i2, Ц1хФЦ1г\ h — наименьший номер, такой, что

ЯхФЧь , ·.., <7ч-1 ^Qii и Для каждого j>k найдется j'<iu такое, что

qj = qi>. Тогда

»(<7i. · · ·
. <7*+i) = (<7i> Λ, ... , Λ, #,, Λ, . ..

, Λ, qt%, .. .
, Λ, ^, Λ, ... ) .

Рассмотрим теперь объект

3)τ0 = (Л, *Г,ВхВ"х...хВ\ Φ, Ψ, Γ0, iV),

где

β" = B' U {Λ}, 3" = Qx [QT+1> Г0 = (q, Λ,... ,Λ),

а функции Φ, Ψ и набор Af определены следующим образом.
Пусть T=(tu t2, tn+2>) , *i^Q, ti^Q", i>l, и i0 — наименьший

номер, такой, что tio = Λ. Тогда полагаем

φ (Γ, α) = (φ(^,α),Ι;(φ/(/2,α), . .. .ф'^ь^^ф'^+ь^ ···

·.. .Ф'('я+2.а))).
считая, что φ'(Λ, α)=Λ, a \ = qr, если i|j(fi, а)ЕВь и ξ=Λ в про-
тивном случае; полагаем

Ψ(7\ α) = (ψ(/!, α), ψ'(*2, α), ..., ψ'(/η+2, α)),
считая что^|/(Л, а) = Λ. Набор iV состоит в точности из всех таких

множеств В^Вх[В"]п+\ что хотя бы для одного ie{2, 3, ...

..., n-\-2}pri(B)^N/. Покажем, что объект (2)т0, N) представляет

сверхсобытие 0R(E)
а) Пусть α00 = α/'·β00, αΓ€Ξ#, β°°£Ξ£. Тогда ψ(? аг)^5ь Из опре-

деления функции Φ следует, что при подаче на автомат 2D пос-

ледней буквы слова аг компонента ξ примет значение q\ Если для
любого начала βδ сверхслова β°° io-я компонента вектора
Ф(^о, αΓβ*) не равна Л, то нетрудно видеть, что Нтрг''о(#(а°°))е
еЛТ, где Η — о.-д. функция, реализуемая автоматом 20. Если для

некоторого βδ io-я компонента вектора,,Φ(Τ0, αΓβδ) приняла (под
действием отображения υ) значение Л, то, в силу опре-
деления и, найдется номер /2i<io, такой, что либо сос-

тояния компоненты с номером п\ бесконечно долго будут при-
нимать значения, отличные от Л, либо найдется номер п2<п\
и т. д. Этот процесс необходимо стабилизируется Η3 некотором

номере Я. Компонента с этим номером вектора Ф(Г0, αΓβ), где

β — начало β00 достаточной длины, будет принимать значения

φ'(^, β). Отсюда следует, что Нтрг^(#(а°°))еЛГ, так как β°°^£
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и для любого сверхслова βΙ00, такого, что β0°=γβ10° для некоторого
слова у имеем: lim /1(β°°) =limΛ(β1°°), где h — о.-д. функция, реа-
лизуемая автоматом %'qt.

б) Пусть, обратно, Нт(Я(а°°))еЛ/г. Это значит, что для неко-

торого *>2 Нтрг'(#(а°°))еМ'. Так как буква Л не принадлежит
ни одному из подмножеств набора N\ то начиная с некоторого
момента i-я компонента не «стирается» под действием отображе-
ния υ. Пусть d — длина наменьшего начала ad сверхслова а°°,

такая, что для любого начала <xd', d'>d, рг'(Ф(То, аа'))ФА.
Тогда в силу определения Φ имеем Ψ(?, ad)^Bi и lim/i^00)^^',
где α00 = α^β00. Следовательно, ad^R и р°°е£. Лемма доказана.

Покажем, что, порождая, как это было определено выше, из

регулярных событий сверхсобытия, мы получаем также представи-
мые сверхсобытия.

Введем вспомогательное понятие. Пусть R — некоторое собы-

тие, /?^Л*, 91,= (Л, Q, β, φ, ψ, q) — конечный автомат и α°° —

сверхслово из А°°. Будем говорить, что %q R-устойчив по отно-

шению к а°°, если существует бесконечно много слов af», afe*, ... ,

k\<k2<... из события Ry таких, что а°° ^-οΑγ^β?·; i=l, 2, ..., и для

слов γ,·; i=l, 2, ... имеем φ(<7, af'Yi) = ψ(<7> Yt·)· Обозначим через

U(R, %q) множество всех сверхслов, по отношению к которым
%q R-УСТОЙЧИВ.

Лемма 4.3. Пусть R — регулярное событие, /?^Л*, R*=R и

%q — автомат, представляющий R с помощью В\. Тогда

R« = 0R[U(R9 Vq)][)U(R, Si,).
Доказательство. 1. Пусть a°°e:i/(/?, Si,). Можно считать,

что последовательность [k19 k2, ... выбрана так, что аД(+1 = α^ΥΑ*

6iSi4*. Для всех i имеем φ(<7, α*'γ,) = φ(^, yt)y отсюда ψ(^, α*^\) =
= Ψ (?> <*?ΥΑ) = Ψ Φ (<7> <*,4) δ<·) - Ψ (φ fa, γ*), δ,) = ψ (</, γ, δ,·). Так как

ψ(^, a.jp]-1) e βΧ, το ψ(<7, Yi6i)s5i» следовательно, γ,δ;^/?. По-

этому сверхслово α°° можно представить в виде а°° = а^Тхв^бгУз^а
... , где yidi^R, т. е. a^^R00. Но тогда для любого слова

г, re/?, ra°° также принадлежит R°°. Таким образом,
Or[U(R, *q)]sR~.

2. Пусть теперь а00^/?00. Тогда aT^riWz..., г,е#, /=1, 2, ... .

Пусть 6i°° — сверхслово, такое, что а00 = г^ ... r£6!*, т. е. δ? =

= ^•-1-1^-1-2··· .Если можно указать бесконечную последовательность

индексов iu i2, ..., такую, что φ (q, rx . .. гф&) — φ (q, $1&), где β;5 —
начало сверхслова δ?°, то, в силу равенства R*=Rf a°°e

Предположим, что начиная с некоторого м для любого i^i\
и любого начала β/ сверхслова δ?° имеет место φ(<7, г\...г^)Ф
^yiq, β/)· Рассмотрим сверхслово 6f. Повторяя для него рас-

суждения проведенные для а°°, получим, что либо 6j· e i/ (i?, St^)
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и тогда a°°eOtf[i/(jR, Sf</)], либо начиная с некоторого t2>i\ для
любого i>i2 и любого начала β, сверхслова б?° будем иметь

<р(<7, г/х+1...Γ(β,·)#φ(^, β/). В силу предположения об ii имеем од-

новременна:

Я1 = Φ (9^i · · · ^i · · · η,βΟ =£ Φ (q* η/(1+\ ... гфл) - ?2>

91 = Ψ (q,rx. .. пх ... Γ^)φφ(ς, β,,) = ?3>

<72 = φ fa, /wn... η2β,·2) ^ φ (?, Ю = ?3.

Таким образом, автомат й? имеет по крайней мере 3 различ-
ных состояния q\ q2, q3, которые мы можем ассоциировать
с i\ и i*2.

Пусть уже показано, что 91? имеет по крайней мере / различ-
ных состояний, ассоциированных с номерами iu *2, ·<·, */-i Рас-

смотрим δ* . Либо оно принадлежит U(R, %q)> и лемма дока-

зана, либо начиная с ц для любого начала β;, сверхслова
δ~ имеем:

q1 = <p(q,r1... ηfitJ Φ φ (q, β^) = ql+x (свойство a00),

q2 = Ψ (<7, rit ... r^p^) φ φ (?, β;,) =- ql+1 (свойство ix),

ql = Φ (<7> >Vi · · · ηβψ Φ φ (^, 'β*,) = <7/+1 (свойство i/_i).

Принимая в качестве индуктивного предположения, что q^ql\
h ]^J>\ *Ф]> получим, что %q должен иметь по крайней мере /+1
состояние. В силу конечности автомата, на некотором шаге полу-
чим δ?° ei/(/?, %q). Лемма доказана.

Лемма 4.4. В условиях леммы 3 сверхсобытие U(Ry %q) пред-
ставимо.

Доказательство. Пусть объект (Л, Q, β, φ, ψ, q, B\) представ-
ляет событие /?, |Q|=n? Q' = QU{A}, Ae£Q, буква * не принадле-
жит множеству Q'. Пусть v: [Q']n-+[Q']n — отображение, опре-
деленное в доказательстве леммы 2. Рассмотрим отображение
w: [Q']n+lXiX *}-~4Q']"+1X{A, *}. Если T=(tu /2, .... tn+2); f/€=
^Q', i^n-\-1, in+2e{A, *}, и для некоторого />1, t\ = tii то

w(tu U, ..., ln+u tn+2) = (*i, Λ, ... Λ, *).

В противном случае

W{U, t2, ..., tn+U W2) = (^l, f(*2, ·.·, *«+l), Λ).

Рассмотрим автомат 3)То = (Λ, ξΓ, {О, 1}, φ', ψ', Τ0), где 5r=

= [Q/],I+1X{A, *}, T0=(qy Λ, ..., Λ), а функции φ', ψ' определены
следующим образом. Пусть T=(tu t2, ..., tn+u tn+2) и i — наимень-

ший номер, такой, что /г = Л. Тогда

φ*(Г, a)=w[<p(fb α),..,φ(<Η, α), ξ, <р(**+ь л), <p(*/i+i, a), *«+2],
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считая, что

φ(Λ,α) = ΛΗξ=(£ если ψ &, α) ei^
тх ' *

|Ав противном случае;

ψ'(Γ, α)=0^^+2=*.

Покажем, что объект (<3)г0{0}, {0, 1}) представляет сверхсобытие
£/(#, 9^)· Заметим, что сверхслово а°° представимо в этом объек-

те тогда и только тогда, когда выходное сверхслово содержит
бесконечно много нулей.

а) Пусть a°°ei/(#, %д). Тогда нетрудно видеть, что каждая

пара α*/, β; (см. определение множества U(R, Шд)) порождает

в некоторый момент равенство fi = f/, />1, так как ty(q> a^eBj
и, следовательно, ξ#Λ, а ^ = φ(^, a*/fr) = φ(?, β;) = fy, /' > 1. По-

этому на выходе 25г0 бесконечно много раз возникает буква 0.
б) Пусть выходная последовательность содержит бесконечно

много нулей. Рассмотрим два момента du d2, в которые появляют-

ся нули. При появлении первого нуля 3)т0 перейдет из состояния

(t\, Λ, ..., Λ, *) в некоторое другое состояние Т. Теперь новая

непустая компонента у вектора Τ появится лишь в случае, если

а°° имеет начало ad\ df>du такое, что Ф((/,/)е4· Кроме
того, чтобы значения t\ и U совпали, а°° должно иметь начало

α<*'β, такое, что φ(<7, α*'β) — φ (q, β). В противном случае
в момент d2 не появится 0 на выходе. Таким образом, 9С^ ^-ус-
тойчив по отношению к а00. Лемма доказана.

Лемма 4.5. Если R — регулярное событие, то сверхсобытие
R00 представимо.

Доказательство следует из лемм 4.2, 4.3, 4.4. Из лемм 4.1, 4.2,
4.5 непосредственно вытекает представимость произвольного об-

щерегулярного события. Покажем, что имеет место и обратное
утверждение. Для этого воспользуемся некоторыми фактами, до-

казанными в § 1 гл. III, и докажем ряд вспомогательных утверж-

дений.
Пусть на А = {аи ..., ат} задано бинарное отношение R. Как

было ранее показано, множество всех /?-слов из Л*, начинающих-
ся с некоторой буквы аеЛ и оканчивающихся буквой &^Л, регу-
лярно.

Лемма 4.6. Множество всех /?-слов, начинающихся с α и кон-

чающихся Ь, каждое из которых содержит все буквы подалфавита
А\ алфавита Л, регулярно.

Доказательство. Пусть Л1, Л2, ...,
А1 — все собственные подал-

фавиты алфавита Л, не содержащие целиком алфавита Ль но со-

держащие как а, так и Ь. Обозначим через S, S1, ..., S1 множества

всех #-слов, начинающихся с а, кончающихся буквой Ь в алфави-
тах Л, Л1, ..., А1 соответственно. Рассмотрим последовательность
множеств: C^SXS1, C2 = C{\S2, ..., Ci = Ci-{\Sl. Каждое из мно-

жеств S, S1, ..., S1 регулярно и по теореме Клини является пред-
ставимым. Если множество Сг_1 представимо объектом (3^, Вх),
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а множество S1" — объектом (%'q„B[), то множество Ci=*Ci-\\Sl
представимо, очевидно, объектом (З^х^^х^'ЧД')), где В' —

выходной алфавит автомата 9Г,. Поэтому все множества Сь ...

..., С/ представимы и в силу теоремы Клини регулярны. Нетрудно
видеть, что Ci есть множество, удовлетворяющее условию леммы.

Лемма доказана.

Рассмотрим объект (Л, Q, β, φ, ψ, qy Bu β2, ..., Bk)\ β/^β;
i=l, 2, ..., k\ Q = {qu qi, ., ^}. Для произвольных i, /е{1, ... я},
sg{1, 2, ..., k) рассмотрим множество слов Rlj из Л* :/?// = {α е
^ Л* | φ (^, α) = 9/, Φ (<7;> а) е fis и слово ψ (^г·, а) содержит все

буквы Bs}.
Лемма 4.7. Множества /??у; t, /=1, ..., я; 5=1, ..., k регулярны.

Доказательство. Рассмотрим множество Τ троек (a, qt b)t
таких, что ψ (<7, я)=&, a^A, q^Q> b^Bs. На множестве £Г зада-
дим бинарное отношение 7?, такое, что (а, ^, b)R(a'y q', b') тогда

и только тогда, когда φ(<7, а)^^- Пусть <ΓΙ, ... £Td — все подал-

фавиты алфавита 2Г, такие, что ρ^{&Ι) = ...
= prs(<Td) = #s·

Тогда для любых троек £ = (а, ^, b), f' = (а', #/, 6') из ΖΓ множест-

во Vi(aa') всех 7?-слов, начинающихся с t, кончающихся f и со-

держащих все буквы множества Tt (/=1, ..., d), является регуЛЯр-

иым. Поэтому регулярно и множество V = U \}Vi{a,a). He-
а,а' 1=1

трудно видеть, что Р* = рг1^). Лемма доказана.

Пусть Е, Е^А°°У^— представимое множество сверхслов и объ-
ект (Л, Q, β, φ, ψ, qy Bu ..., Bk) представляет £, Q = {qu Ць ..., 4*}.
Докажем общерегулярность множества £. Очевидно, что Ε —

k

= |J £^ где множество £*· представимо объектом (Л, Q, β, φ, ψ,
i=l

g, β/). Пусть a°°^Ei. Сверхслово α°° порождает в автомате %
сверхслово состояний q°° = q(l)q(2) ..., и пусть l\mq00 = Qj^Q. По-

давая разные сверхслова из Et на автомат, мы будем получать

сверхслова состояний с теми или иными пределами. Пусть
Qj, ... , Q5 — всевозможные пределы, полученные таким образом.
Обозначим через £V, Ε^=\Ε^ множество всех сверхслов, породив-
ших сверхслова состояний с пределом Qj, Qj = {q]jy ... ,qn{j}.
Для каждого сверхслова α00 из EJ можно указать бесконечную
последовательность множеств слов Mt = {aj2, α23, ...

, α^ Λ } и

слово do, такие, что φ(^, αο) =qlij и для всех /=1, 2, ...

Φ (<7?г a^+i) = <+1. <* = 1. 2, ... , л,,
- 1, φ fo£/, «^ J - q\r

причем α°° представляется в виде:

α" = α0α|2α23... α*..
, α?2. .. α^ 1 α?2... .

Заметим, что при этом слова alSS'> где s' = s-fl npH_s=^/zt/ и s'^1

при s = пц можно выбрать так, что (в силу a°°^Ei) ^(qsijf alss,) e β*
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и содержит все буквы из Bi. Таким образом, теперь каждое слово

alSS' переводит автомат из состояния q fi в состояние qs^1 и по-

рождает на выходе слово, содержащее все буквы β/. Поэтому
a!ss, e #j.,.,, где q\. = qr\ qf. = qr\ i\ /' <= {1, ...

, n}. Множество

R;/., далее обозначаем R?ifss,. Имеем α°° e a0-(^./12-/?jt/23 X
X ...

· #· ·

„
Л00. Если обозначить через Нхц множество слов

{αο|φ(?, ao)=flrli/}, которое, очевидно, является регулярным, то

Е{Сн]г(Щ1Х2.щ_!Х3. ... .я;:;,„;..л)»С££.
Последнее включение имеет место, так как каждое сверхслово из

Н].-(ЩП2- ... Щ .

п . j)00 порождает на выходе такое сверхсло-

во β00, что ΗΓηβ°° = β/. Заметим, что, вообще говоря, сверхслово
из H\f-(R\ J1 2· · · · *^i / п.. i)°* порождает сверхслово состояний,

предел которого содержит, а не в точности совпадает с множест-

вом Qi). В заключение имеем

*, С U£jCjJ Я«, · (1?и>1#а. ... .*{)-££,.

Отсюда £,·, i=l, ...&, — общерегулярные множества, а вместе
/г

с ними Ε = U £; — общерегулярно. Теорема доказана

УПРАЖНЕНИЯ

1. Представимо ли сверхсобытие, состоящее из всех периодических

сверхслов в алфавите Л = {0, 1}?
2. Построить автомат, представляющий с помощью некоторого на-

бора множеств общерегулярное сверхсобытие: ({10, 01})*-({01}U
U{0}*)°°. Каково наименьшее возможное число состояний такого

автомата?
3. Выразить посредством операций U, ·» *, °°> 0R сверхсобытие,

представимое при помощи набора {{1}} автоматом 91, диаграм-
ма которого указана на рис. 1 30.

§ 2. КОНЕЧНЫЕ АВТОМАТЫ КАК
ПЕРЕЧИСЛИТЕЛИ

В этом параграфе в качестве характеристики функционирова-
ния конечных автоматов изучаются множества слов, возникающих

на выходе автомата при подаче на него произвольных входных
последовательностей.

Пусть В — конечный алфавит; В* — множество слов в этом

алфавите. Множество 3)<=,В* называется автоматно-перечислимым

(или перечислимым конечным автоматом), если существует ини-

циальный конечный автомат 31 = (Л, Q, β, φ, -ψ, q0), такой, что

для любого β^.2) существует слово α в алфавите Л, такое, что
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ψ(9ο, α)=β и для любого аеЛ* ψ(<7ο, α)^3). Справедливо следу-
ющее утверждение.

Теорема 4.2. Пусть В — конечный алфавит. Множество 3>^В*
автоматно перечислимо тогда и только тогда, когда это множество

регулярно и обладает следующими свойствами:

а) если слово принадлежит 3), то любое его собственное на-

чало также принадлежит 3)\

б) если слово β длины ρ принадлежит 3), то существует слово

β7 из 3>, длина которого равна ρ-И и такое, что его собственное
начало длины ρ совпадает со словом β.

Доказательство. Пусть множество 3) перечислимо в конечном

автомате 91 = (Л, Q, β, φ, ψ, q0). Рассмотрим диаграмму перехо-
дов 3)% автомата %. Вычеркнем первую координату в каждой

паре, приписанной ребрам этой диаграммы. В результате такого

вычеркивания получим некоторый квазиисточник Us& с начальной

вершиной, соответствующей состоянию <7о, и множеством финаль-
ных вершин, совпадающим со множеством всех его вершин, кото-

рый задает событие 3). Следовательно, событие 3) регулярно.
Выполнение условий а) и б) очевидно.

Пусть теперь множество 3) регулярно, причем выполнены ус-

ловия а) и б). Тогда для некоторого источника G с начальной

вершиной vo и множеством F финальных вершин имеем 3>=\G\.
В силу условия a) F должно совпадать со множеством всех вер-
шин источника G. В силу условия б) из любой вершины источника

G выходит не менее одного ребра. Эти свойства источника G поз-

воляют рассматривать его как результат применения к диаграмме
некоторого конечного автомата % процедуры вычеркивания пер-
вых координат пар, сопоставленных ребрам этой диаграммы,
с последующей склейкой одинаково отмеченных параллельных ре-
бер Автомат 51 и будет искомым автоматом, перечисляющим
множество 3).

Рассмотрим еще одну задачу, связанную с распознаванием пе-

речислительных возможностей конечных автоматов. Пусть 9t~-
= (Л, Q, β, φ, ψ) — некоторый не инициальный конечный автомат.

Обозначим £T(9i ) множество всех слов β^β*, для которых су-

ществуют q^Q и аеЛ*, такие, что β = ψ(?, α). Если #~(9t )=β*,
то автомат 9t назовем генератором выходных последовательнос-
тей (или, коротко, просто генератором). Если 9t не является

генератором, то обозначим 1(%) длину кратчайшего слова, вхо-

дящего в B*\tF($l). Обозначим также

L(m,n,p) = max Z(9t),
|Л|=т, |Q|=n, \A\=p

где максимум берется по всем конечным автоматам 91, у которых
алфавиты Л, Q, В состоят из т, η, ρ символов соответственно.

Очевидно, что автомат с параметрами т, η, ρ является генерато-

ром тогда и только тогда, когда на его выходе можно получить

произвольное слово из β* длины L(m, ny р), и этим обстоятельст-
вом можно пользоваться для распознавания автоматов-генерато-
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ров. Займемся получением оценок для функции L(my n, р). Заме-

тим прежде всего, что число слов длины / в #"( 51) не превосхо-
дит числа различных выборов q^Q и а'еЛ*, т. е. не превосходит
пт1. Поэтому если 9t— генератор, то для любого I имеем:

(1) пт'^р1,

так что т^р. При т<р 5t не является генератором; в этом слу-

чае из (1) находим L(m, η, ρ) < 1 + —t
I In/? —Inm

С произволь-

ным автоматом 9t = (Л, Q, Bf φ, ψ) свяжем помеченные ориен-

тированные графы G(9i ) и (?($). Граф G( 9t ) имеет своими

вершинами элементы Q. Из вершины q\ ведет ребро к вершине q2,
помеченное символом Ь^В, если существует такое а^А, что #2 =

=φ(^1, α), 6 = ψ(^1, α). Допускаются параллельные ребра, поме-

ченные различными символами из В. Вершинами графа G (91)
являются всевозможные непустые подмножества множества Q.
Пусть S^Q — вершина графа 6(31 ) и Ь^В. Рассмотрим множе-

ство b(S) вершин графа G( 31 ), к которым от вершин из S ведут
ребра, помеченные символом Ь. Если b(S)=£0, то в G( 9i) от вер-
шины S к вершине b(S) проводится ребро, помеченное символом Ъ.

Вершину графа G (91), соответствующую множеству Q, далее

обозначаем V0.
Лемма 4.8. Слово β принадлежит множеству #~(9t) тогда и

только тогда, когда в графе G(9t ) существует начинающийся
с вершины V0 маршрут, отметки ребер которого образуют слово β.

Доказательство. Пусть β = Ь (1) Ь (2) ... &(/). Заметим, что

b(\)(Vo) есть множество всех состояний, в которых может ока-

заться 9i после того, как на его выходе появилась буква 6(1);
b(2) (b(l) (Vo)) — множество состояний, в которых может ока-

заться 9t после появления на выходе слова 6(1)&(2), и т. д. Та-
ким образом, непустота множества b(l)(b(l—1) (...(Ь(1) (VO).�.),
с одной стороны, означает, что слово β может быть получено на

выходе автомата 9i, т. е. β^^(91), а с другой стороны, эквива-

лентна существованию в графе G(9t) маршрута указанного вида.

Теорема 4.2 [20]. Имеет место неравенство L(m, η, ρ)^2η—1.
Доказательство. Пусть автомат 91 = (Л, Q, β, φ, ψ), |Л|=/л,

\Q\=n, |β|=ρ, не является генератором. Рассмотрим кратчайшее
слово β, входящее в i3*\#~(9i). Очевидно, слово βκ = 6 (1) ...

... {?(/(&)—1) принадлежит &~(Щ. В силу леммы в графе G(9t)
существует маршрут V0, xu V\, *2, ·., хцт-\, У/<од-ь отметки ребер
которого образуют слово β', причем из вершин У/ф)-1 не выходит

ребра, отмеченного символом Ь{1(% )). Легко видеть, что этот

маршрут является кратчайшим маршрутом от Vo к вершинам
графа G(9t), из которых ведут ребра, отмеченные не всеми сим-

волами алфавита В. В таком маршруте должны отсутствовать
циклы, так что все вершины Vo, Уи ···> ^/(sq-i различны и имеем

неравенство /( 9t )<2"—1, где 2п—1 — число вершин *в графе
(5(9f), что и доказывает теорему.
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Доказательство.
9( = (Л, Q, β, φ, ψ)
= {<7i,..., 9n}, B = {bl

Теорема 4.3 [20]. Пусть р>п, т^р+п—2. Тогда

L(m, л, p)=2n—1.
Построим граф G(9t) некоторого автомата

с |Л|=т, |Q|=/i и |5|=р. Пусть Q =
..., fep}. Ребра графа G( 9i) таковы.

а) Ребра, помеченные 6/, где 1^/^л:

(^/, qi) при /<я, /+l<t<n,

(<7;> 4i) i

(<7/> ft)

б) ребра, помеченные Ь/, где rc+l<j^p:

(<7/, ?г) при 1<*<л.

На рис. 4.1 указан C?(9t ) для р
= я = 3, т = 4.

Сопоставим произвольной вершине Vr={^1,...,p/S} графа (/(3i)

|ii<...<i,| номер N(V): tf(V) =£ 2<~Ч,

при / > 1, 1 < i < / — 1;

i=\

где σ,= 1, если ^^^ и сг^ = 0 в противном случае. Заметим, что на-

ибольший номер 2п—1 имеет вершина Уо = {<7ь ..., Яп), а наимень-

ший, равный 1, -

на графа G (St),
Ьз

-

вершина V* = {q\}. Пусть V — некоторая верши-
имеющая номер N(V)>1. Тогда V = {q^ ...,

qis}, где ii<...<iJf s>l, is>l. Так
как в графе G( 91) для любого Ь,-
из вершины qis при is>l ведет

ребро с отметкой__Ь,·, то для лю-

бого bi и в графе G ( 91 ) из V вы-

ходит ребро с отметкой bi. Пока-

жем, что при 1ф1\ выполняется

N(bi(V))>>N(V), а при i = i,
Л^(Ьг(1/)) =Л/(К) — 1. Если i>nt

то, как легко проверить, bi(V) = V> и это утверждение верно. Точно
так же bi(V) = V при i<i\. Если i\<i^n, то рассмотрим два слу-
чая: <//^V и Qi = <lip> В первом случае в£(У) ={qi,qin ... ,(/$8г}
где г — наименьшее, для которого ir>i. Ясно, что в этом случае
выполняется N(bi(V))>N(V). Во втором случае

Рис. 4.1

bt(V) = {q»q» 'V ?Wi ?U>
и снова JV(bf(V))^W(lO· Если, наконец, i = i\, то bt(V)={i7i» ·

-.»

:..,qit-\,qit, ... ,bsi)uN(bi(V)) =N(V)— 1. Из доказанного утверж-

дения вытекает, что для получения кратчайшего маршрута
0oi *ii ^ь —, #/, V/=V*, соединяющего вершину V0 графа 6(Щ
с вершиной V*, на каждом шаге ребро Xi следует выбирать так,

чтобы выполнялось N(Vi)=NiVi-\)— \, при этом длина маршрута
I равна 2п—2. Пусть Ьц, ..., Ьц — отметки ребер этого маршрута,
тогда, так как в G( 9t ) из вершины V* не выходит ребра с отмет-

кой &ь слово bipi%... bibx не принадлежит ^(91), и 9t— не
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генератор. Очевидно, что построенное слово является кратчайшим
вБ*\#~(91), т. е. /(*)=2*— 1. Но L(m, n, р)>/(«), так что,

учитывая теорему 2.15, получаем L(m, η, р)=2п—1, что и требо-
валось доказать.

В случае р<п нижняя оценка для L(m, n> р) устанавливается
значительно сложнее, чем в теореме 2.16, причем снова оказыва-

ется, что L(my пу р) — величина, близкая к 2п:

Теорема 4.4 [20]. Пусть Р>12, р<п и т >р + 16 Γ-^nij2.
Тогда L{myn,p)>2n{\ — 2 9 J).

Доказательство. Пусть параметры т, η, ρ удовлетворяют усло-
виям теоремы. Построим, как и при доказательстве теоремы 2.16,

граф G(St) некоторого автомата 3t = (Л, Q, β, φ, ψ), такого, что
г

\А\=т, \Q\=n, |β|=ρ. Положим: В = {Ь, bp},Q = {q}{j\jQ{,
i—\

где Qo= {^oi, ·.., Qot}\ Qi={qiu ..., qih) при l<i<r. Здесь

A = 2
P-3

> 2; τ-
η — ]

от деления η—1 на h. Очевидно, i< 2h = 4

1 <3, t = h + sy где s — остаток

p-3
Ребра гра-

фа Ggi таковы:

а) Ребра, помеченные символом b\\
(q, qrk) при 2<&<A; (qijy qfk) при любых допустимых i и / и

2<A<ft;
б) ребра, помеченные Ь2:

(q, qrk) при 2<£<ft; (qih ^-i/) при l<i</\ 1</<A; {q0i, qrj) при
l<i<f, 2</<ft; (<7,Λ, i7r/) при l<i^r, 1<&<A, l</</;

в) ребра, помеченные Ь/ (3^/^f+2):
(<7, ?гл) при 2<£<А; (^, <7o*) при /<f+2, /—l<k<U (Яон, <7о/-2$
при />3, 1 <k<j—3; (^-ft, ?ife) при l<i<r, 1<&<A; (<7o/-2, ^7o^i
при/>3, 1<&</—-3; (^ft, 9) при 1<*<г, 1<&<A;

г) ребра, помеченные 6/(/+3</^2/+2):
(<?, fly*) при 2<^<А; (<7o*, <7ол) при /<2f+ 2, /—/—1<&<*;
(Qoky qoj-t-2) при />/+3, 1<&</—t—3; (90/-/-2, <7o*) при / + 3<S(
</</+*+3, 1<&</—i—3, а также приг l<t<r, 1<&<A; (#*, ^
при l<i<r, 1<&</; (9^, #ги) при l<t<r, Л-1<&<А, 2<ы</;<

д) ребра, помеченные 62н-з:
(9> 9); (qih, qi+\h) при l<i<r—1, 1<&<А; (qrit qrk) при /+1<
<i<A, 2<&<A; (^, 9o/) при 0</<г, l</</, 1<&<A.

е) ребра, помеченные 6/ (2/-f4</<2i+/-f 3):
(?^, ?/fe) при любых i и β; (<7r,/-2*-з, <7п) при 2<i<A;

ж) ребра, помеченные Ь/ (2i+/+4</</?):
(<7> ?); (Qiky qik) при любых £ и k.

т. е. 1^/<А. Имеем:Здесь I = U~~3
9

2i + / + 3 < 9 />-3

] +3<р.
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Можно проверить, что лз каждой вершины графа G% выходит
не менее одного и не более p+2th ребер. Но p + 2th<p+

+ 16 <m, так что автомат 9t с параметрами т, я, р, оп-

ределяющий данный граф G% действительно существует.
Занумеруем все подмножества множества Q, (0<i<r). А имен-

но, если P^Qi, то положим М(Р)= V* 2/-1γ/, где |Q*| — число

элементов в Qt·, γ;· есть 1 при Цц^Р и γ/
= 0 в противном случае.

Далее, занумеруем все подмножества множества Q\{#}. Если
г г

Р= U Ri, Ri<^Qi> то N(P) = £ 2*<М(Ъ), где μ0
= 0, а при

г—1

i^l μ7 = V IQ*|· Нетрудно проверить следующие свойства опе-

fe=0

раторов bj(P).
а) Для любого P^Qy Рф0 имеем: b\(P)={qr2> ..., <7гй}.
б) Если #еР или qoi^P, то &2(Р)^{<7'2, ..·, <7'4· Если эти вклю-

чения не выполнены, то b2(P) =PV{qr\, ..., qri), где Ρ' состоит из

всех таких qi/9 что qi+\ ;еР.
в) пусть 3</<i+2. Если ^^Р, то bj(P)^{qr2, ..., ^}. Пусть

^Р и P= PiUP2, где PiCQo» P.<Z U Q*· ПУСТЬ 6/(р) = Р1 Up2^

=£0, где P;CQ0, P;CQ\Q0. Если~Р, = 0, то и р; = 0. Пусть

Р2ф0. Тогда P2 = P2UW· Пусть Р\Ф0. Представим Pi в виде

{qoity ...
, <7о;5}» где ii<0*2<...<is. Как и при доказательстве

предыдущей теоремы, можно убедиться, что Μ (Р[) < Μ (ΡΧ) лишь

при / = ii + 2, причем в этом случае М(Р[) ^MiPJ — 1.

г) Пусть г+3</<2^+2. Если ?gP либо qik^P при£>1,&>/+1,
то bj(P)^{qr2, ..., qVft}. Если эти включения не выполнены, то пред-

ставим Ρ в виде P1UP2, где PiCT Q0, P2CI у Q<. Пусть 6,·(Ρ) =

= piUP2^0> г*е Л'^С<» ^CQ\Qo- Если Р/=0, то и р; =
= 0.Пусть Р2ф0. Тогда Р'2 = P2U{?}. Пусть Р,^0; Р2 - {^,...
*.. ,^ог5>, где i'i<i'2<...<is. Тогда М^ХМ^) лишь при / = *+

+ tx + 2, причем в этом случае Μ (Р[) = Λ1 (Рх) — 1 при ii</,
а при ii>l.M(P[) = M(P1) — 2.

д) Если <7г/^Р при i>l+ly то 62/+з(Р)Э{?г2, .··, gv/J. Если же

для каждого i>/+1 qri· е£Р и ΡQ [jQt-φ 0, το6aH.8(Ρ) =- Ρ' U{<7oi> ···

;=i

··· ><7o*}U({<7}OP), где Р' состоит из таких qi\, что <7/-i /^Р.
е) Пусть 2f+4</<2/+/+3. Тогда fe/(P)zD{^r2, ..., ^}, если

qr)}-2t-3^P> и bj(P)=P\{q} в противном случае.
ж) Если /+2*+4</<р, то Ь,{Р)=Р.
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Предположим, что β = 6 (1) ... b(k) — кратчайшее слово, при-

надлежащее множеству 5*\#"(9t), и установим, какой вид

должно иметь такое слово. Слово β' = 6(1) ... b(k—1) принадлежит

множеству &"(% ), так что для него существует начинающийся

с вершины Vo = Q маршрут в графе (F( 91), отметки ребер которо-
го образуют слово β'; пусть этот маршрут μ есть V0, xu Vu ...

..., **_ь Vk-\. В силу того, что μ
— кратчайший маршрут в C?(9i),

Еедущий от вершины Vq к вершинам, из которых выходят ребра,
отмеченные не всеми символами из 5, при i<j не может иметь

место включение Vi^Vj. Имеем bi(Vo)={qr2, ..·, Qrh}t а при /#1
bj(Vo)zDb\(Vo). Поэтому без ограничения общности можно счи-

тать, что 6(1) =&i; Vi = bi(V0)={q,2, ..., qm}. Так как У/Ф09 то

fii(V/) = Vi, т. е. b(i)=bi при i>l. Кроме того, bi(V}) = Vj при
i>2*+ Z + 4, так что b(j)=£bi при i>2/+/+4.

Пусть /С ,— множество всех P^Q\{q}y таких, что {qr\> ···, <7rf}\
\Рг#0 и Pr\{qru ·.., ?г/}^0, где Pr = PflQr, причем ЛГ(Р)<
<iV(Vi)=2»-1—2"-\

Ясно, что число элементов в /С равно 2п~н~1.(2н—2h~l—2') + 1 =
= 2л~1(1—21_/) + 1, причем элемент К с наименьшим номером есть

{?г,ж}, N({qr,i+i})=2»-l-K Пусть V/e/C; tf(V*) >2»-'-\ причем
доказано, что каждое V^K с номером N(V) >Л/г(Уг) есть У/ при
некотором /<i. Для i=\ это, очевидно, верно. Положим:

(2) Vt = у Л ; Л *= 0; Л = 1/, П Qtq\ h<... <i,.

Очевидно, /s = r, причем qr%^Vi при некотором τ^Ζ+l. Пусть
/i>0. Тогда Vif|Qo = 0, и в силу свойства в) при 3</<£+ 2 имеем

MVi) = ViU{<7}, a так как <7гтеУ/ при τ>/+1, то в силу свойства

г) при /+3</<2/+2 имеем bj(Vi)^V\. В силу свойства д)
b2t+z(Vi)^Vly а в силу свойства е) при 2/+4</<2/+/+ 3 либо

b}(Vi)-=>Vu либо bj{Vi) = Vi. Итак, при ]Ф2 либо М^О^ь либо
bj(Vi)sVi. Поэтому b(i+l)=b2 и Vi+i в силу свойства б) есть

где Pjy состоит из всех <7y-i/> таких, что fy/./e/fy. Пусть уже
доказано для а>0:

где #T = {<7Tl> ..., ^тД, a Ρ^ состоит из всех qt:_„',/, таких, что

V ^ Лг.
Пусть, кроме того, м—а>0. Тогда при 3</<*+2 имеем

6/(Vi+a)2V/+a; при *+3</<2f+2 имеем 6/(Vi+fl)2Ki; при / = 2i+-
+ 3 имеем b/(l/i4.a)^l/l4.a_b при 2/+4</<2f+Z+3 имеем

bi(Vi+a)-=>V\. Поэтому b{i+a—1)=62;

Ft+fl+i-U я}^>и (J #х.
<7=1 v

х=г—a
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Таким образом, b(i+a) = b2 при 1<α<(Ι;

(3) Кж.= Й W U U Ят
<7=1 v t=r—tj+1

(Заметим, что при ti = 0 это равенство тоже верно.)
Пусть сначала s>l. Тогда i\<r и Vt+ь содержит элемент

qr-ittj, для которого />/, так что по свойству г)

МУж.)ЕУ1 при f + 3</<2f+ 2.

Так как существует ?ολ^ М^Е^ч-ч» то в СИЛУ б) b2(Vi+it)^Vv
Далее, при ^>0 ^з^ж^ЕУжч-ь а при ^ = 0 &2*+з (УжЛ Ξ Vr
При 2f + 4</<2*+ / + 3 либо Μ^+ΟΞ^Ι» либо 6У(l/i+il) =[ Vi+il·
Поэтому остается лишь возможность b (i + i± + 1) = ty при 3 < / < t+2.
Пусть P^Hflfoikp ..., ?o*J. Тогда Ь(г + Ч+1)(Р^) = Ро5Со» причем

Μ (Pj) ^ Μ (P£x)) для всех /, кроме / = ^ + 2, а при / = ^ + 2Л1(Ро)==
= М(Р^)-1.
Итак,

(4) Vi+il+1 = {?}UP;u U #xU U^.
Так как q^Vi+tt+u то Ь(г + ^+1) есть либо &2*+з, либо Ь/,
2i+4^/<2i+Z+ 3, ибо в противном случае имели бы Vi+it+2 Ξ Vv
Если t'i>0, то Vi+ix+\ содержит/?τ = {^τ1, ..., ?τ/}, так что для

любого /, такого, что 2/+4</<2i+/+ 3, имеем &,(^жж)Н^1·
В этом случае, следовательно, 6 (t + *Ι + 2) = йгн-з и

vi+il+2=-{flf> и pI и и ^ и и rtrl) и Q0>
Т=г—ц+2 (7=2 v

где Pi* состоит из всех #и, таких, что <7о;еРо*.
Пусть для а>0 доказано:

vw«+i^>uiu1QxUtfu υ /?τυ υ^Γα),
τ=0 т=г—t't+a+l <7=2

ч

где Ρα состоит из всех ^", таких, что ^01еРо. Пусть м—a>0.
Так как ieVi+i^+i, то b(i + i1 + a + 2) есть либо &2^+з, либо Ь/
при некотором /e{2i+4, ..., 2/+/+3}. Но ЯхЕ^ЖгИИ-ь так что

&(i + *'i + a + 2) есть Ь2т и Vi+il+a+* есть

{?} U Pl+i U U Qr U U /?т U U Pf;-^.
τ=0 т=г—ti-ba+2 <7=2

v

Таким образом, при и>0.

VWn = (J Pt U VQt U Pi, U {?}.
q=2

ч
τ=0

При £i = 0 имеем из (4):

Уж = {<7> U Р*о\) ii Pi
г=9 Я<7=2
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Так как is = r, Vi&K, то Л5 содержит аг/ при j>l. Следова-
тельно, йя+з^+ад-О-^Уг Поэтому b(i+2ii + 2) есть 6/ при не-

котором /<={2i+4, ..., 2*+/+3).Таккак {^г1, ..., qrl}\Pis^0, то

существует т</: arx^Pr. Для любого такого τ:

Vi+2it+2 = &2/+3+Х (Vi+2^+1) = ^i+24+l\{?}·
Так как s>l и У*е=Я, то M(Pr) <2h—2, т. е. ЛГ (^+2*|+2) < #(Vi) и

Vi+2i,+2 e /С- Нетрудно проверить, что jV (Vi+2^+2) > N (Vt·) при

M(P*ii) = M(Po)^M(Pii)y чего быть не может. Следовательно,

M(P*it) должно быть меньше M(Pix), что возможно только при

b(i + 2i1 + 2) = bki+2, в этом случае M{P*it)=M{Pix)—1 и N (Уц^+г) ==

=A/(Vt)—1. Очевидно, каждое V из /С, такое, что N(V)^N(Vi+2tl+2)*
есть V/ при некотором /<i+ 2ti + 2. Таким образом, если

Vi&K, 5>1 (см. (2)), то существует δ>2, для которого V^e/i;

Пусть теперь s = l. Из (3) находим:

Vi+r=P{rr) U U /?τ·
τ=1

Легко проверить, что Ь(i + r+1) есть Ь/ (3^/^2^+2). Пусть

ЯгГ) = Ы, ..., <7ο*τ}. При 3</</+ 2 Л1(63(Р^))^М(^Г)), если

}фкх + 2у и ΛΙ (ft*1+2(P(/))) = Ai (/>?>) —1. Кроме того, при /+ 3<
</^2/4-2, j=jbt+k\ + 2 также имеет место неравенство Μ (ft/ {PV))^
>M{PV). При Л2</ ^1+2(^г)) = ^1+2(Р^), M(fc,+M_2(P<r))==
M(P{r)r). При Ах > Ζ6/+*1+2 (/^г)) = {^02» ···> <7ол-ь <7о*2, .... <7ο*τ},
Af(6/+*1+2(P</))-Af(Pir,)-2.
Итак, Vi+r+i = bj{Vi+r) при 3</<2/+ 2, т. е.

Vt+r+i ={q}[}P*o[} U /?τ,
τ=1

где PoEQo» Ро = Ь)(РгГ)), причем Μ (Ρ*0)< Μ (P{rr)) = Μ (Ρr) только при
6 (£ + г + 1) = bkt+2 либо & (i + г + 1) = 6^4-^!+2. Как и выше в случае
s>l, можно показать:

Vi+2r+i = {q} U ^и'и'Дт,
τ=0

где Рг состоит из всех qrj, для которых q0j e Pj, причем
b(i + r + a+l) при 1<а<г есть 62*+3. Так как N(Vi) >2п~1-1 =
= ^V({^+i})t то либо г>1, £τ>/+1, либог=1, £τ>Ζ+1.Β обоих

случаях Р*г\{4$> ···> <7w) =£ 0· Поэтому ft(i + 2г + 2) =5^&2*+з· Пред-
положим, что ΡοΞ{<7ο1> ···> 9о/}· Тогда Р*э{(7г1, ..., ^г/}. Как уста-
новлено, &(/ + 2г + 2) есть bj для некоторого /e{2f+ 4,..., 2t+

+ / + 3}. Но для любого такого / имеем: bj({qrl, ..., ?rz}):2VV По-

этому включение PoH{<7oi> ···» ?о/} невозможно, так что при k\>l
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b(i + r + 1) φ Vb2, а так как при k\<l bki+s(ΙΛ+r) = b^+t+2(Vi+)9
то можно полагать b(i + r+ 1)^6^4.2 при любом К. Допустим,

что Ь(1 + г+1)фЬ(+ъ+2. Тогда M(P*r) = M(J>l)^M(Pr). Так как

{<7oi> ···» Чо1)\РоФ 0,
^

то для каждого/е{2/+4,...,2/+/+3},
такого, что 9о,/-2/-з^"^о» имеем:

Ki+2r+2=Mvv2r+i)=/>; и ги /?т.
τ=0

Заметим, что P*r\{qrl, ..., ?г/}^0; {qry ··> <7г/}\^*=£ 0· 0че"

видно, что либо М(Рг)<2/— 2, либо P*r^Vv В первом случае

N(VMr+2)<N(Vi)t так что VW+2e=* и ВД+2г+2)>ВД), ибо

М(РГ)^ М(РГ), чего быть не может. Во втором случае У|-+2г+2Э
э^ь чего тоже быть не может. Таким образом, необходимо
Ь(1 + г+1) = Ь+ъ+2-

При k\<.l имеем:

г—\

Нетрудно проверить, что Vi+2r+2e/C и N(Vmt+2)-N(Vi)—1.При

r-1

К/+2г+2 = {<7г2» ···» ЯгЛ-U Ягк2у ..·, <7гЛт} U U #τ>
τ=0

т. е. V*+2r+2 есть элемент К с наибольшим номером, меньшим

N(Vt)
N(VMr+2)=N{Vi)-2»-*-*-l.

Итак, из последовательности Vo, Vi, ···, Vk-\ можно выделить под-

последовательность Vit9 ..., Vtv, такую, что {Vtt, ..., Viv} = /C»

причем Vi-fi есть элемент /С с наибольшим номером, мень-

шим N(Vi.). Кроме того, i/+i>*7+2, так что iv>2v—1; и k—1>

>2v—1; £>2v, откуда &>2n(l—2w) + l>2n(l—21-'). Нами уста-
новлено, что если множество В*\&"(Щ непусто, то длина любого
слова из этого множества не меньше чем 2"(1—2W). Для уста-
новления непустоты множества В*\&~ (Щ построим маршрут в

G (3t), ведущий от Vo к вершине, из которой не выходит ребро
с некоторой отметкой. Мы уже установили, что в G(91) сущест-

вует маршрут от Vo к вершине {дГу1+\}· Имеем:

br2 ({flV,/+i}) = {?<u+i> 6/+/+3 ({Ч0.1+1}) = {<7о2> · · ·
> Яы)\

£ = &2Г*+з({<7о2> ■··> <7<Л) = {<7г2> ···> ?,/} U U Rx-

Пусть уже доказано существование пути из V0 в V^Q\{<7), при-
чем KN(V)<N(l). Пусть
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Имеем:

bi(V)=U РР,\1 U Ях,

ели К* = {</„*, qokj, то V = bkl+2 (Ь% (V)) = P*0 U {q} U U№ U

U & #г, причем Μ (ΡJ) = Λ1 (Ρ,·,)— 1 и V'φ0, так как N (У)> 1.

V" = tit+z(V') = P'h U U Р(д U Ι)'/?, U {?>·
«7=2 * τ=0

Нетрудно проверить, что ЛА(1//7\{^}) =^(1/)—ΚΛ^(ξ), т. е.

{Яп>...,Яп}\У"Ф0 и существует /<={2*+4, ...,2*+/+3}, для ко-

торого

у» = ЫУ) = р) и J л и llURrsQ\{q),
q=2

ч τ=0

причем N(V'")=N{V)—1. Итак, существует маршрут из V в

{qo\}> но из {q0i} не выходит ребро, помеченное Ьз, что и требо-
валось. Таким образом, автомат 91 не является генератором, и

при т, я, р, удовлетворяющих условию теоремы, имеем

I(m, л, Ρ) ^ / (5t) > 2Л (1 —2W) = 2л (1—2
L 9 J),

что и требовалось доказать.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Построить конечный автомат 9t с наименьшим возможным

числом состояний, перечисляющий множество ((10)*U(10)*1)*.
2. Является ли автоматно-перечислимым множество (((10)*(J1)*.

(01)*)*?
3. Найти значение L(2, 3, 2).
4. Пусть L* (т> п, р) =■ max I % , где максимум берется по

\A\=m,\Q\=n,\B\=p
всем автоматам Мура 9t = (Л, Q, β, φ, ψ). Существуют ли

такие значения т, л, р, что L*(ra, n, p)<L(m, я, ρ)?

§ 3. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ И

КОНЕЧНЫЕ АВТОМАТЫ В ЛАБИРИНТАХ

Пусть 31 = (Л, Q, β, φ, ψ, qo) — произвольный инициальный
конечный автомат и 91' = (Б, Q', Л, φ', ψ', ^)— инициальный
конечный автомат Мура, т. е. г|/=г|/(<7')· Взаимодействием авто-

матов 9t и 91' назовем последовательность (q0, q'0, α0, 60), (^, д[
αν их)..., такую, что α0 = ψ/(^); &ο=ψ(^ο, α0); <7*+i =

= <P(<7*, ai); ^+1 = <P'(<7t:> *i); fl;+i = Ψ'(^+1); bi+i = *(?i+i, am).
Эта последовательность, как нетрудно заметить, описывает пове-

157



дение системы, возникающей при соединении выхода автомата 9t

со входом автомата 9Г и входа 9( с выходом 91'. Заметим, что

если не требовать, чтобы автомат 9Г был автоматом Мура, то при

определении выходных сигналов автоматов 91 и 9Г в момент t

возникает логический круг: выходной сигнал 9t определяется в

зависимости от выходного сигнала 91' в тот же момент и, наобо-

рот, выходной сигнал 9Г в момент t определяется в зависимости

от выходного сигнала 9i в момент t.

При рассмотрении взаимодействия двух автоматов естествен»

ным образом возникает следующее понятие управления. Пусть
SczA. Скажем, что автомат 91 S-управляет автоматом 9Г, если

во взаимодействии этих автоматов на выходе автомата 91' в неко-

торый момент возникает сигнал из множества S. Автомат 9Г на-

зовем S-управляемым, если существует слово β^β*. такое, что

ψ'(<70, p)eS.
Покажем, что взаимодействие автоматов 91 и 9Г можно пред-

ставить как процесс прохождения автомата 91 по некоторому ла-

биринту, а управление автоматом 91' �— как отыскание автоматом

% выхода из этого лабиринта.
Пусть А и В — конечные непустые множества. Назовем

ориентированным (Л, β)-лабиринтом конечный орграф L с выде-

ленной вершиной 0 и выделенным подмножеством S'czA, для ко-

торого выполнены следующие условия:

а) каждой вершине ν сопоставлен символ р(и)еЛ;
б) каждому ребру сопоставлен символ из β, причем различ-

ным ребрам, выходящим из вершины, сопоставлены различные

символы;

в) множество θ (ν) отметок ребер, выходящих из вершин и,

однозначно определяется по отметке а этой вершины: Q(v)=y(a)\
г) существует путь от вершины 0 к вершине, отмеченной сим-

волом из множества 5

Вершина 0 называется началом лабиринта; любая вершина,
отмеченная символом из 5, называется выходом из лабиринта.

Скажем, что конечный инициальный автомат 9(=(Л, Q, β,
φ, ψ, q0) является допустимым для лабиринта L, если выполняется

условие

Vq^Q Vae=A (ψ(<7, α)<=γ(α)).
Если автомат 9t допустим для ориентированного лабиринта L, то

поведением 9t в L назовем бесконечную последовательность вида

(<7о, v0y α0, fc0), (<7i, vu au b{).. , где v0 = 0; a,i = p{Vi); bi = ^(qi, щ);
Qi+i = q)(qi, Qi) и Vi+\ есть вершина, к которой от Vi ведет ребро
с отметкой bi. Если хотя бы одна из вершин Vi в этой последова-
тельности является выходом из L, то говорим, что 91 обходит L.

Сопоставим произвольному управляемому инициальному ав-

томату Мура 91 = (β, Q', Л, φ', ψ', q'Q) с выделенным подмно-

жеством 5 выходных символов ориентированный лабиринт L( Ψ ),
получающийся из диаграммы Мура автомата 9Г, если в ней у
каждой стрелки оставить лишь отметку входного сигнала и каж-
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дой вершине приписать соответствующий выходной сигнал. На-
чалом этого лабиринта служит вершина, соответствующая состоя-

нию <7о> выходом — каждая вершина с отметкой из S.

Очевидно, взаимодействие любого автомата 9i с автоматом %'
совпадает с поведением автомата?! в лабиринте L(3t'), причем %

S-управляет автоматом %' тогда и только тогда, когда 21 обходит

лабиринт L(3t') Обратно, если задан некоторый ориентирован-
ный (Л, β)-лабиринт L, то сопоставим ему автомат Мура %'=
= (β, Q', Л, φ', г(/, 0), множеством состояний Q' которого служит
множество вершин L; q/(<7> b) определяется как вершина, в ко-

торую из q ведет ребро с отметкой Ь, если b^Q(q), и φ'(<7, b)=q
в противном случае; г|/ (q) есть отметка вершины q и 0 — нача-

ло L. Очевидно, что любой автомат, обходящий L, S-управляет
автоматом %' и по любому автомату, S-управляющему автоматом

%'', легко построить автомат, обходящий L.
Таким образом, задачи построения автомата, управляющего

данным автоматом, и автомата, обходящего данный ориентиро-
ванный лабиринт, оказываются в определенном смысле эквива-

лентными. Поведение автоматов в лабиринтах было впервые рас-
смотрено Шенноном [21] и изучалось затем в работах [22, 23].
В настоящем параграфе мы рассмотрим лишь одну из исследо-

вавшихся задач, связанную с поведением автоматов в плоских

прямоугольных лабиринтах. Приведем необходимые определения.
Пусть B = {w, пу 5, е}\ положим w~l = e, e~l = w, n~l = s, s~l = n.

Пусть Л есть множество всех пар вида (Μ, μ), где Μ —

непустое
подмножество множества В и μ^{0, 1}. Лабиринтами далее будем
называть лишь такие ориентированные (Л, β)-лабиринты, для ко-

торых выполняются условия. f(ij+l)
1) если из вершины V\ к вер-

шине υ2, ведет ребро с отметкой 9к

ху то из υ2 κ υ\ ведет ребро с от- (Щ)
меткой х-1; l(ij-f) Ь

2) если множество отметок
'

ребер, выходящих из вершины υ, ρ 42
есть θ (и), то отметка этой вер-
щины ν имеет вид (θ(υ)> μ);

3) S есть множество отметок вида (М, 1), причем в лабирин-
те существует единственная вершина, отмеченная символом из S.

Эту вершину обозначим Τ и назовем выходом из лабиринта.
Лабиринт L называется плоским, если вершинами его являют-

ся точки плоскости с целыми координатами, причем ребро, выхо-

дящее из вершины (i, /) может вести лишь к одной из четырех

вершин, указанных на рис. 4.2, и имеет своей отметкой символ

соответствующего направления (рис. 4.2).
Плоский лабиринт назовем правильным, если существует путь,

ведущий по ребрам целочисленной решетки, начинающейся с Г,
не пересекающийся далее с вершинами и ребрами L и уводящий
сколь угодно далеко от L. Автомат, допустимый для лабиринтов
рассматриваемого вида, называем мышью.

aj) a+jj)

е и/



Имеет место следующая теорема, доказанная Л. Будахом
[23]. В связи с тем, что изложенное в [23] доказательство тео-

ремы занимает около 90 страниц, ниже приводится значительно

упрощенный вариант ее доказательства, принадлежащий А. С. Под-
колзину [24].

Теорема 4.5. [23]. Для любой мыши 91 можно построить пра-
вильный лабиринт, который этой мышью не обходится.

Доказательство. Введем сначала ряд вспомогательных поня-

тий. Обозначим R множество всех непустых слов р
= Х\, ···> *п над

β, таких, что Vi (Jt*+i фх~1)- Положим P~~lz=z*^x · · · *Г1- Ко-
нечный орграф L с выделенными вершинами 0 и Г, ребрам кото-

рого сопоставлены слова из R, назовем квазилабиринтом, если

выполнены следующие условия:
а) слова, сопоставленные различным ребрам, выходящим из

одной вершины, начинаются с различных символов;

б) если из v\ в υ2 ведет ребро, которому сопоставлено слово

р, то из V2 в υ\ ведет ребро, которому сопоставлено слово р-1;
в) существует путь от вершины 0 к вершине Т. Как и в слу-

чае лабиринтов, 0 называется началом, Τ — выходом из L.

Пусть в квазилабиринте L от вершины и к вершине υ ведет

ребро, отмеченное словом р
= Х\ ...хп, где п>\. Тогда от ν к и ве-

дет ребро, отмеченное словом р-1. Удалим из L эти два ребра и

вместо них присоединим к L цепочку, изображенную на рис. 4.3

(wu ..., wn-\ — новые вершины).

х1 xz хп

Рис. 4.3.

Проделав эту операцию над всеми ребрами L, а также сопоста-

вив каждой вершине νφΤ отметку (6(у), 0), а вершине Τ — от-

метку (Θ(Γ), 1), получим некоторый лабиринт, который обозна-
чим Ф(£). Очевидно, множество вершин Ф(Ь) содержит множе-

ство вершин L. Пусть последовательность (s0, 0о, я<ь ^о)> (5ь v\,

аи fci),... представляет собой поведение мыши 91 в лабиринте
<D(L). Тогда поведением мыши 91 в квазилабиринте L назовем

подпоследовательность этой последовательности, соответствую-
щую вершинам Vi квазилабиринта L (она может оказаться ко-

нечной).
Если (s0, vq, α0, bo), (s\, vu a\, M»··· — поведение мыши 31 в

лабиринте L, то будем говорить также, что мышь Ч в момент

t = i находится в вершине Vi и имеет состояние si. Цепочки в ла-

биринтах вида, изображенного на рис. 4.3, будем называть кори-

дорами.

Пусть р, q^R и 3t— мышь. Скажем, что ρ и q 9t -эквивалент-

ны, если для любого квазилабиринта L и любого ребра с отмет-

кой ρ в нем при замене отметки ρ на q у этого ребра (вместе с
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заменой отметки р~1 противоположного ребра на q~l) поведение 91

в L не изменяется.

Лемма 4. 9. Для любого слова ρ из R и мыши 91 существует
такое натуральное /, что все слова вида р£'; t=l, 2... 9t -экви-

валентны.

Доказательство. Пусть р = х\...хк и мышь 91 в момент / нахо-

дится в вершине и некоторого лабиринта L, из которой выходит

коридор /С, изображенный на рис. 4.4, и имеет состояние s.

О- «QO-O-O
ν *У

у

*' у ^ */"' V
V 7ftw у

Рис 4.4.

Пусть отметка вершины w есть а. Покажем, что тогда существует
такое т0, что-одна из следующих возможностей имеет место для}

всех m= m0i\ i=l, 2,....
1) 9t не заходит в коридор /С,

2) 91 заходит в К и возвращается в щ не дойдя до верши-
ны и,

3) 91 заходит в К и не выходит из него,

4) 91 проходит по К до вершины ν и оказывается в состоянии

s' (одном и том же для всех i).
Очевидно, что если для некоторого m= m0 имеет место одна

из ситуаций 1)—3), то она же имеет место и для всех т>т^
т. е. и для m= m0iy £=1,2,3,.... Пусть ни для какого т ситуации

1)—3) места не имеют. Тогда рассмотрим бесконечный коридор
Q вида, изображенного на рис. 4,5. Начальный отрезок этого*

коридора соответствующий слову рту обозначим Qm. Мышь 91 за-

ходит в этот коридор и более не возвращается к и, причем вы-

ходит

', г. У Уг, * Г·

у

β/77
Рис. 4.5.

рано или поздно на конец любого отрезка Qm. Пусть хт — мо-

мент, когда 9t впервые попадает на конец отрезка Qm. Выделим
последовательность состояний 91 в эти моменты: ti, t2, тз,... su s2,

53,.... Тогда, так как число состояний мыши конечно, существуют
η и г, такие, что Sn^Sn+r. В силу периодичности коридора мышь,

161



находящаяся в состоянии sn в конце отрезка Qn, впервые выйдет
на конец отрезка Q„+/ в том же состоянии, в котором мышь, нахо-

дящаяся на конце отрезка Qn+r в состоянии s„, впервые выйдет на

конец отрезка Qn+r+j. Поэтому имеем: sn+j
= sn+r+i\ / = 0,1,... Отсюда

получаем, что для любого /, 0</<г, выполняется sn+/+tr = s/1.f/; 1 =
= 0, 1, 2, .... Выберем / так, чтобы mo=n+j делилось на г, тог-

да в конец каждого отрезка Qm0i(i= 1, 2, ...) 9t будет впервые
приходить в состоянии s' = sn+j, что и завершает рассмотрение слу-
чая 4). Таким образом, для любых 5 и 9t, а также для случаев,
когда мышь 91 находится в начальный момент в вершине ν, мож-

но указать га0, при котором одно из условий 1)—4) выполняется

для всех m = m0i; t=l, 2,.... Пусть / равно наименьшему общему
кратному всех таких т0; тогда в каждом из указанных случаев
одно из условий 1)—4) выполняется для всех т = И; i=l, 2, 3, ...

Рассмотрим произвольный квазилабиринт Z/, у которого от вер-
шины и к вершине ν ведет ребро с отметкой рт. В лабиринге
L = CD(Z/) от и к υ будет вести коридор вида, изображенного на

рис. 4.4. В силу вышесказанного, мышь 91, находящаяся в верши-
не и (и), для любого m = li либо не заходит в коридор, либо за-

ходит в него и, не дойдя до конца, возвращается к u(v), либо
остается в коридоре сколь угодно долго, либо, наконец, проходит
до конца коридора и оказывается в состоянии s'(s")t не завися-

щем от i. Это, очевидно, и означает, что поведения мыши 9t в

U одинаковы при всех m = li\ i=l,2,.... Лемма доказана.

Заметим, что если слова ρ и q W -эквивалентны, то, как легко

проверить, любые слова вида ΧρΥ и XqY тоже 9(-эквивалентны.

Для заданной мыши 9( применим лемму 4.9 к словам w, e,

п, s; возьмем наименьшее общее кратное соответствующих значе-

ний / и обозначим его /. Обозначим: e = el, s = sl, n = nl, w = wl;
B = {w, ёу η, s}. В силу леммы 1 все слова х, х2у #3,... для х^В
Щ-эквивалентны. Квазилабиринт, у которого каждое приписанное
ребру слово есть слово над В, назовем 91 -квазилабиринтом. Два
слова ρ и q над Л, назовем подобными, если одно получается из

другого заменами вида х<->хх (хеЛ). Очевидно, подобные слова

ρ и q Si-эквивалентны. Каждому слову ρ над В можно сопоста-

вить подобное ему слово р
= Х\ ...хп над £D, такое, что Vi(Xi¥=Xi+\).

Если 91-квазилабиринт L\ получен из 51-квазилабиринта L2 заме-

ной отметок ребер на подобные им отметки, то скажем, что L\ и

Ь2 подобны. Очевидно, что поведения 91 в L\ и в L2 одинаковы.

Квазилабиринт L назовем плоским, если лабиринт Ф(Ь) плос-

кий. 91-квазилабиринт L назовем планарным, если существует
подобный ему плоский квазилабиринт.

Предположим, что каждой вершине ν 9^квазилабиринта L со-

поставлена взаимно-однозначно точка плоскости φ(α), а Ребру»
ведущему от и к υ,

— ломаная, состоящая из горизонтальных и

вертикальных отрезков и ведущая от φ (и) и φ (у), причем, если

ребру приписано слово ρ и р = Х\ ...хп, то первый отрезок ломаной

ведет в направлении Х\ (см. рис. 4.2), второй
— в направлении

х2 и т. д. Пусть также (за исключением начал и концов) различ-
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ные ломаные не пересекаются. Образованную всеми этими лома-

ными фигуру на плоскости назовем укладкой L.
Лемма 4.10. ЗД-квазилабиринт L планарен тогда и только тог-

да, когда существует некоторая его укладка на плоскости.

Доказательство. Очевидно, достаточно показать, что если

% -квазилабиринт обладает некоторой укладкой на плоскости, то

он также обладает укладкой, у которой вершины расположены в

узлах подрешетки целочисленной решетки с шагом /, а ломаные

ведут по ребрам этой решетки. Пусть дана плоская укладка

91-квазилабиринта L. Выделим все горизонтали, на которых рас-
положена либо вершина, либо горизон-
тальный отрезок этой укладки (см.
рис. 4.6). Эти горизонтали соединены ме- 1

"

жду собой вертикальными отрезками ук-
ладки, и, растягивая эти отрезки, можно

переместить горизонтали так, чтобы они 1*
*

j
* "

[
#

V
* #

пошли по линиям подрешетки целочис-
·—""

| τ

ленной решетки с шагом Т. Перемещая у f—\
аналогичным образом вертикали, на ко-

·

торых расположены вершины и верти-
кальные отрезки укладки, получим иско-

Рис 4б

мую укладку % -квазилабиринта L. Лемма

доказана.
Лемма 4.11. Пусть L —91 -квазилабиринт, у которого некоторое

ребро г имеет отметку <PxyxQ (&, Q — слова над В; х, у^В) и

U — % -квазилабиринт, полученный из L заменой этой отметки

на £PxQ (вместе с соответствующей заменой отметки противопо-
ложного ребра). Если U планарный, то L тоже планарный.

Доказательство. Так как ZPxyxQ^R, то х~1фу. Если х= у, то

утверждение очевидно, ибо Z/ и L подобны. Пусть хФу. Без огра-
ничения общности положим х= ё, у = п. Пусть U планарный. Рас-
смотрим ломаную, соответствующую в укладке V ребру г, и выде-

лим в ней горизонтальный отрезок ab, соответствующий рассмат-

риваемому вхождению х в слово &>xQ. Пусть в укладке этот от-

резок продолжается вправо и влево до концов end (см. рис. 4.7).

Ь
ъ

с1 I
'

1 \ Г '
.

■ .' ,1 L_r_p_4-4--f
Рис 4 7 Рис. 4 8

Очевидно, что можно получить укладку L, изменив в укладке U
лишь часть, смежную с отрезком cdy так, как показано на рис. 4.8.

Здесь δ — некоторая достаточно малая величина. Лемма дока-
зана.

Квазилабиринт L назовем деревом, если граф, получающийся
из него при замене каждой пары противоположных ребер одним

неориентированным ребром, есть дерево Обозначим это дерево

t(L).
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Лемма 4.12. 3(-квазилабиринт, являющийся деревом, планарен.
Доказательство. Каждому 91-квазилабиринту L сопоставим

% -квазилабиринт ψ(£), получающийся из L при замене каждого

ребра, отмеченного словом х\...хп, где п>\ и xi^B, цепочкой
вида, изображенного на рис. 4.3. Очевидно, L планарен тогда и

только тогда, когда планарен ψ(Ι). Поэтому лемму достаточно
доказать для 91-квазилабиринтов, у которых отметкой каждого

ребра служит слово х^В. Доказательство поведем индукцией по

числу ребер дерева t(L). Для одного ребра утверждение очевид-
но. Пусть оно доказано для всех деревьев, имеющих не более k

ребер, и L — квазилабиринт, у которого дерево t(L) имеет &-И

ребро. Пусть ν — висячая вершина дерева t(L), в которую ведет

ребро /· из вершины и. Рассмотрим укладку 3t-квазилабиринта,
полученного из L удалением вершины υ. В этой укладке к точке

>ц>(и) не примыкает отрезок, ведущий в направлении, определен-
ном отметкой ребра г, и можно получить укладку L, если при-
соединить к φ (и) такой отрезок, имеющий достаточно малую дли-

ну. Лемма доказана.
Лемма 4.13. Пусть L\ — планарный % -квазилабиринт и и —

вершина L\. Пусть также L2 — 5t-квазилабиринт, являющийся
деревом и и — такая его вершина, что Q(u){]Q(v) =0. Тогда
% -квазилабиринт, получающийся из L\ и L2 склеиванием вершин
и и υ, планарен.

Доказательство проводится индукцией по числу ребер в i{L2)
аналогично доказательству леммы 4.

Произвольная укладка разбивает плоскость на одну внешнюю
область и конечное число внутренних областей. Укладку ^t-квази-
лабиринта L назовем правильной, если из точки φ (Г) можно

провести горизонтальный либо вертикальный отрезок, не пересе-
кающийся с укладкой (за исключением точки φ (Г)) и лежащий
в ее внешней области 9(-квазилабиринт, обладающий правильной
укладкой, назовем правильным. При помощи рассуждения, анало-

гичного рассуждению при доказательстве леммы 4.10, нетрудно
убедиться, что для правильного 3J-квазилабиринта существует
такой подобный ему 9(-квазилабиринт L, что лабиринт <b(L) пра-
вильный. Поэтому для доказательства теоремы достаточно пока-

зать, что для любой мыши существует правильный 91-квазилаби-
ринт, не обходимый этой мышью.

Будем далее вместо ё, Я, S, s писать е9 пу w, s. Рассмотрим
слова enws, nwse, wsen, senw и для каждого найдем по лемме 4.9.

соответствующее /. Наименьшее общее кратное всех этих I обоз-

начим λ. Пусть, далее,

W\= (enws)x+l (wnes)x,
w2= (wsen)l+l (eswn)k.

При изображении квазилабиринтов будем указывать лишь одно

из двух противоположных ребер. Рассмотрим 91-квазилабиринт10,
изображенный на рис. 4.9. Очевидно, что для мыши 31 помещен-
ной в него, возможны следующие два случая:

164



а) через конечное число шагов 9i заходит в один из коридо-
ров и более из него не выходит.

б) Мышь Я бесконечное число раз возвращается в вершину 0.
В случае а) рассмотрим бесконечное дерево вида, изображен-

ного на рис. 4.10. Поведение 9t в нем

воспроизводит поведение 91 в L0, т. е.

через конечное число шагов 9t заходит
в один из коридоров дерева и более из

него не выходит. При этом существует
такое К что 91 никогда не достигает

Л-го яруса дерева. Рассмотрим 91

-квазилабиринт Li, образованный первы-
ми h ярусами дерева, и в качестве выхода Τ выберем произволь-

ную вершину /i-ro яруса. По лемме 4.9 L\ планарный и, как легко

заметить, правильный, причем мышью 91 не обходится
В случае б) последовательность л проходимых коридоров

периодична: n=w<iXiXi..., где n0 = wb ... ^—предпериод и кг=

= wb...wXm— период. Проделав в ко и к\ всевозможные замены

вида WiWTl-+A, получим приведенные предпериод ρ и период

q. Возможны следующие случаи:
А. <7=Л. В этом случае 9t в дереве рис. 4.10 будет периодиче-

ски возвращаться к корню поддерева, соответствующего пред-
периоду /?, и снова найдется такое h, что 9( никогда не достигает

Рис. 4.10. Рис.4 11

ft-ro яруса. Как и в случае а), в качестве правильного квазилаби-
ринта, не обходимого мышью 91, берем квазилабиринт, образован-
ный первыми h ярусами дерева рис. 4.10.

Б. дФА. Тогда возможны три подслучая:
1. q = w^\
2. q = w%;
3. q = w^^ ... w^w™* (очевидно, можем считать, что q начинает-

ся именно с а^).
В подслучае 1 рассмотрим бесконечное дерево с петлей в кор-

не, изображенное на рис. 4.11. Пусть 0 есть вершина этого дере-
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ва, к которой от корня ведет путь р-1. Тогда мышь из вершины О

придет к корню дерева и будет далее возвращаться к нему перио-

дически, так что найдется такое /г, что SI никогда не достигает

Л-го яруса дерева. Как и в случае а), рассмотрим 51-квазилаби-

ринт L2, образованный первыми h ярусами дерева, и в качестве

выхода Τ выберем произвольную вершину Л-го яруса. Докажем,
что L2 планарный. По лемме 4.13 это достаточно доказать для

квазилабиринта L3 (см. рис. 4.12, а), причем по лемме 4.11 по-

следний квазилабиринт можно сначала преобразовывать, заме-

няя в w\ все вхождения вида хух на х. Имеем:

W\= (enws)K+l (wnes)l>

(enws) (wnes)-+es,
{enws) es (wnes) ->es,

т.е. w-L-*- {enws) es ->- enws = w[.

Квазилабиринт, соответствующий w[, имеет укладку, изобра-
женную на рис. 4.12,6, т. е. является планарным. Как видно из

доказательства леммы 4.11,, укладку L3 можно получить из ук-
ладки рис. 4.12,6 путем последовательного «изгибания» ребер*
причем так, чтобы полученная в результате ломаная располага-
лась внутри области, заштрихованной на рис. 4.12, в. Для полу-
чения укладки Li к точке (p(Q) достаточно присоединить укладку

дерева высоты /i, которая, как видно из рис. 4.12, в, располага-
ется вне замкнутой ломаной, т. е. полученная укладка L2 пра-
вильная.

Аналогичным образом поступаем в подслучае 2. Отметим, что

w2-*-wsen, w-l-*~nesw> w~l-+swne.

В подслучае 3 выделим два подслучая:
3.1. Существует либо щ, либо ти отличное от ±1.

3.2. Все щ и mi равны ±1.

Построение правильного квазилабиринта, не обходимого мышью

31, во всех этих подслучаях осуществляется следующим образом.
Задается некоторый квазилабиринт L, ребрам которого припи-

саны слова вида wb, ..,, α^τ, причем существует начинающий-

ся из вершины а замкнутый маршрут М, соответствующий неко-

торой степени периода q. Каждое ребро L, которому приписано
слово х= Х\Х2...хп, п>\, где каждое хь есть wfl, заменим це-

почкой вида, изображенного на рис. 4.3. При этом любому (началу
x' = x\...Xk слова х соответствует некоторая вершина £(#') цепоч-

ки. Полученный квазилабиринт обозначим L\. К каждой вершине
ν квазилабиринта L\ присоединим бесконечное дерево вида, изоб-

раженного на рис. 4.13, где wb, ..., w]k— все слова вида w?K

для которых из υ не выходит ребро, отмеченное этим словом.

Обозначим полученный квазилабаринт L2. Пусть О есть вершина

166



£2, к которой от вершины а ведет путь р-1. Тогда мышь 9t из вер-
шины 0 придет к вершине а и будет далее перемещаться по цепоч-

кам, соответствующим ребрам замкнутого маршрута Μ (быть мо-

Рис 4 12 Рис 4 13

жет, выходя при этом в присоединенные к L\ деревья). При этом

существует такое Я, что 91 никогда не достигает /i-ro яруса при-
соединенных деревьев. Ограничиваясь первыми h ярусами этих

деревьев, получим конечный квазилабиринт L3. Если взять в ка-

честве выхода из него произвольную вершину /i-го яруса любого из

присоединенных деревьев, то L3 не будет обходиться мышью 9i.

Заметим, что в силу выбора λ следующие слова 91 -эквива-
лентны:

w1
— (enws)u wx\ w1~ w± (wnes)u; w2 ~ (wsen)%x w2,
% 51 и

{*) w2 — w2 (eswn)%x\ wrx — wrl (nesw)Kx;
и «

wrl — (nwse)%x wrl; w~l — w~l (swne)Kx; w~l — (senw)Xx wr{
St 5i 5t

(x — натуральное).
Заменяя в соответствии с этими соотношениями входящие в от-

метки ребер квазилабиринта L слова вида wfl, преобразуем эти

отметки к 91 -эквивалентным им отметкам так, чтобы полученный в

результате квазилабиринт V оказался планарным. При этом квази-

лабиринт U преобразуется в некоторый квазилабиринт L'v от-

личающийся от L\ лишь тем, что вместо слов wfx некоторые

ребра имеют своими отметками 9i-эквивалентные им в силу
указанных соотношений слова. Соответствующий квазилабиринт
^з планарен и не обходится мышью 91. В каждом из рассмат-
риваемых ниже подслучаев будет установлено, что укладка одного

из присоединяемых к L{ деревьев располагается во внешней
области укладки L[: выбирая выход из L3 на Λ-м ярусе этого

дерева, получим правильный квазилабиринт L$.
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Для установления планарности квазилабиринтов в соответ-

ствии с леммой 3 нам понадобится преобразовывать слова над 5,
используя замены хух->ху хх->х к виду, не содержащему вхож-

дений хух и х. Результат такого приведения слова ρ обозначим

р. Если слова ρ и q могут быть получены друг из друга заменами

вида хух++х и ХХ+-+Х (т. е. двусторонними заменами), то они

называются эквивалентными: р~q. Нетрудно проверить, что в

этом случае p = q.

Произвольное слово приводится либо к виду 6\(enws)x82l либо
к виду bz(eswn)xb±, где бьбз — концы, а бг, б4 — начала слов

enws и eswn соответственно. Первая и последняя буквы у слова

р такие же, как у р.

Перейдем к рассмотрению подслучая 3.1. Пусть подстановка ρ
на множестве В есть подстановка (ns)(we). Рассмотрим мышь

91*, отличающуюся от Ч лишь функцией выходов: ψ*(5,α) =ρ(ψ(5,
ρ (а))). Нетрудно проверить, что если мышь 31 проходит в ква-

зилабиринте L0 некоторую по-

Ь следовательность коридоров,
s^~ ^7*"^\ то 9t* проходит последова-

ла^ ijL —^>р тельность коридоров, отличаю-

^Ч^^ ^^^ щуюся от нее заменой W\ на

о2 w2y и наоборот. Кроме того, ес-

Рис 4'14 ли построен правильный ла-

биринт L, не обходимый мы-

шью 91 (91*), то мышь 3f (3i*) в лабиринте L*, полученном из L по-

воротом на 180°, будет воспроизводить повернутое на 180° поведение
3( (91*) в L и, следовательно, не будет обходить L*. Поэтому, пере-
ходя, при необходимости к мыши 91*, можно добиться, чтобы в под-

случае 3.1 отличной от ±1 была степень при W\. Начало периода
можно выбрать так, чтобы эта была степень при первом вхожде-
нии W\ ъ q \ \п\\>\. Рассмотрим сначала случай п\>\. Пусть

q' = ^хюп\г... w^w™1; q^w^'q^-^w^ q2 = q'q%-1. В качестве

L возьмем квазилабиринт, изображенный на рис. 4.14. Покажем,
как преобразовать слова q\ и q2 при помощи соотношений (*) в

слова q\ и q2 так, чтобы полученный при этом квазилабиринт U
был планарным. Легко проверить, что имеют место следующие эк-

вивалентности:

Qi
— (eswn)ni~~l <7λθΙ*> q2 — δΧ (wnesf1 q%,

где 6i = l при mi<0; 6i=A при mi>0.

Возможны следующие случаи:
а) q = (enws)x82y где 82 = еп при mt>0 и 62 = l при m/<0;

б) q=(eswn)x8zy где бз =Л при mt>0 и бз = / при т*<0.
В случае а) имеем:

q2 ~ 6г (wnes)nx (enws)u δ2;

qx ~ {eswnfx~~l (enws)** (enws) ~ (eswn)ni~~l (enws)\xJr\

168



Положим cji = q\(wnes)u (очевидно, Ц\ получено из q\ заменой

вида (*)). Тогда <7i~ (eswn)ni~~l (enws)u+l (wnes)lx, откуда нахо-

дим <7= es(wnes)ni~~2. При mt>0 положим q2
= q2{eswn)kx, а при

mt<0 q2 = q2(swne)u. В первом случае находим q2 = δΧ (wnes)nv~l wn,

а во втором случае q2
= δΧ (wnes)nt~l wne.

В слунае б)

qx ~ (eswnf1-1 (eswnf* enws ~ (eswnfx+tli~2 es;

q2
~ δΧ (wnesf1 (eswnf* δ3 ~ δΧ (^s)u+ni-1 wn63.

Положим cji= (enws)Kxq{. Тогда снова получаем q1 = es(wnes)ni~2.
При mi>0 положим q2

= (wsen)kxq2, а при тп\<Ь q= (senw)lxq2.
В первом случае находим ~=(tmes)".-· шбз) а во втором слу.

~

/1—1
чае q2 = s(wnes)

l

wnbs.
Таким образом, всегда qx = es (wnes)"1

2
и q2 = δ (wnesf1

l
δ',

где δ^{Λ, 5} и б'е{доя, доле}. Кроме того, cS?1""1 = (e/zcus)'1*""1.

Рис. 4.15. Рис 4 16.

Для лабиринта вида, изображенного на рис. 4.14, у которого от-

метки ребер <7ь qi и до"1"" заменены отметками gfi, дг и

ад?1"" , существует укладка на плоскости, указанная на

рис. 4.15. Укладка U получается из нее в соответствии с леммой

4.11 путем «изгибания» ребер, а укладка L\— введением новых

вершин на полученных ломаных. Заметим, что при перемещении
от точки β к точке α вдоль ломаной, соответствующей на рис. 4.15

слову q2, внешняя область укладки остается слева. Очевидно, это

же будет выполняться и для полученной из нее «изгибанием» ре-
бер ломаной, соответствующей слову q2. На последней ломаной

рассмотрим вершину υ квазилабиринта L\% соответствующую

началу Я'^ слова q2. Так как слово w\ кончается буквой 5, а

ταψ— начинается либо с до, либо с s, то окрестность точки υ
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имеет либо вид, изображенный на рис. 4.16, а, либо вид, изображен-
ный на рис. 4.16, б, и укладка дерева, присоединяемая к υ в направ-
лении е, расположена во внешней области укладки L'v Выби-

рая выход из Lg на Л-м ярусе этого дерева, получим пра-
вильный квазилабиринт L'v не обходящийся мышью 91, что it

завершает рассмотрение случая п\>\. При п\<—1 полагаем

ii
= tefVflf^"laT1i Я2==ЯгЯг!"1 и в квазилабиринте L на рис. 4.14

заменяем отметку и^1""1, ребра, ведущего из α в β, на α>?1+1.
В остальном рассуждения совершенно аналогичны случаю tti>L

Перейдем к рассмотрению подслучая 3.2. Пусть п = пи тип2,....,

пи mt
— последовательность степеней слов w\ и w2> входящих в

q. Возможны следующие подслучаи:
3.2.1. m = mi= ... =nt = mt = no.
3.2.2. Найдется член последовательности я, у которого оба

соседних члена (считаем, что член П\ соседний с mt) имеют про-
тивоположный знак. Переходя, при необходимости, к мыши 91* и

изменяя начало периода q, можно добиться, чтобы q в этом слу-
чае имело вид wfaiw^1 ... w^w{, где 1Ф\. s r

3.2.3. В л можно выделить кусок вида 1, —1,...,—1, 1,..., 1,
— 1,...,где 5>1, г>1. Переходя по необходимости к мыши 9f*, мож-
но добиться, чтобы при s>r левая единица массива единиц, а

при s<r — правая единица массива минус-единиц соответство-

вала степени при w2. Тогда окрестность этой степени w2 в q будет
иметь вид: wy/wyl ... w-W^ ... wp-K Изменяя начало перио-

да <7> можно привести q к виду (шг1 ... wj^w^ ... w^wj,1 ... wjK
В подслучае 3.2.1. можем считать, что q

= W\W2. Рассмотрим
лишь случай по=1; случай /г0=—1 аналогичен. Возьмем в ка-

честве L квазилабиринт, изображенный на рис. 4.17, где q\ = qK~l.
Пусть U получен из L заменой q\ на q\

= q\(eswn)K. Имеем

q{~en( wsen)λ_1 (eswn)λ~ eswn,

т. е. qi = eswn, и квазилабиринт, полученный из L заменой q\ на

<7ь имеет укладку, изображенную на рис. 4.18. Укладка L/ полу-
чается из нее «изгибанием» ребер и добавлением новых вершин.

ос

О
Рис. 4.17. Рис. 4.18.

Видно, что укладка дерева, присоединяемого к α в направлении
л, расположена во внешней области укладки L'v В подслучае

3.2.2, положим i=—1, /=1; случай i=l, /=—l аналогичен. Обоз-
начим qf = WyWfy ... we2iw1 и выберем в качестве L квазилаби-

ринт, изображенный на рис. 4.19. Для получения планарного ква-
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зилабиринта U преобразуем сначала слово q\=q(q')k~l, исполь-

зуя соотношение (*), к такому слову cj\y чтобы цикл с, соответ-

ствующий этому слову, был планарен. Так как q' начинается с е,

q и q' кончаются на s, w~x начинается с 5 и кончается на еу

к укладке цикла с можно присоединить укладки циклов, соответ-

ствующих щх как указано на рис. 4.20, что и даст укладку

U. Возможны следующие случаи:

| {Укладка
rr-ry-yy^ \ цикла С)

/ ттмУХл \Υ/<
'(всегоЛ-1peSep urf' \ΑΛ _ J/jy)

с отметкой α') Χ/Υ/77"/Λ/\

VZZZZZA

ОС

Рис 4 20 Рис 4.21

4λΧ \λ*— 1
По-

чХ—1

Рис 4 19

а) </'= (enws)x\
б) q'= (eswn)xes.

В случае а) находим q(q')K~~x ^ swn (enws)™ ~ s(enws)A
ложим q1 = qi(wnes) , тогда q1=^swnes. В случае б) q(qx)

~(sw/ze)u+1 s, и, полагая q1~(senw)KXqv имеем q
= swnes. Уклад-

ка цикла, соответствующего слову qu указана на рис. 4 21 Ук-

ладка L[ получается из нее «изгибанием» ребер, присоедине-
нием укладок циклов, соответствующих словам wj\ и добавле-
нием новых вершин. Видно, что укладка дерева, присоединенного
к вершине а в направлении е, расположена во внешней области

укладки L[.
В подслучае 3.2.3. положим i=/=l; остальные случаи рас-

сматриваются аналогично. Обозначим wfl ... w-lw2wx ... w1 = i2*
9

k k

тогда q запишется в виде q2q', где qr начинается и конча-

ется словом w~l. Обозначим также w~lw~l ...WYx = qz. В ка-

честве L возьмем квазилабиринт, изображенный на рис. 4.22. Как
и в случае 3.2.2, для получения планарного квазилабиринта V
преобразуем слово q(q/)l~1 = q\ к такому слову qu чтобы соответ-

ствующий qx цикл был планарным. Укладка U получится тогда

присоединением к этому циклу ломаных, соответствующих слову

^з, и присоединением к концам ломаных циклов, соответствующих

слову w2. Возможны следующие случаи:

а) q\= (swne)x;
б) <7i= (swne)xse.

Заметим, что q2 = nws, q~nwsqf. В случае а) находим:

q (<7')λ-1 ~ nws (swne)Kx ~ nw (swne)lx. Положим qx= {nwse)Xxq\.
Тогда q = nwse. В случае б) q(q')x-l~nw(senw)Kxse\ будем
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иметь q1
= nwse. Таким образом, q1=^nwsei и укладка цикла

для Ц\ получается из укладки рис. 4.23 «изгибанием» ребер. Вид-
но, что дерево, присоединяемое к вершине α в направлении s„

(Всего яч
ребер с отмет-

кой q')
Рис. 4 22. Рис. 4 23.

располагается во внешней области укладки L/, так что получае-
мый квазилабиринт правильный. Теорема доказана.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Построить автомат 3t с наименьшим возможным числом сос-

тояний, {1}-управляющий любым {1}-управляемым сильно связ-

ным автоматом Мура %! вида ({0,1}, {qu #2}, {0, 1}, φ', г|/, q\)~
2. Построить автомат 5( с наименьшим возможным числом сос-

тояний, обходящий произвольный правильный лабиринт без
циклов.

3. Плоский (необязательно правильный) лабиринт назовем вы-

пуклым, если вершинами его являются все целочисленные точ:

ки, расположенные внутри некоторой выпуклой области, при-
чем любые две смежные (как точки целочисленной решетки)
вершины соединены ребром. Построить автомат 9f, обходящий
все выпуклые лабиринты.
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