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ОТ РЕДАКТОРОВ

Последние десятилетия ознаменовались определенны-

ми сдвигами интересов в области математической науки,

в значительной степени связапными с появлением новых

путей применения математики. Одним из отражений этих

изменений явилось повышение внимания к теории вы-

пуклых тел и к некоторым смежным направлениям науки

вроде дискретной геометрии или комбинаторной геомет-

рии, исследующих, в первую очередь, вопросы оптималь-

ного расположения дискретных систем выпуклых тел.

В последние годы па русском языке был опубликован
ряд книг по теории выпуклых тел (Бляшке [2] *)),
дискретной геометрии (Фейеш Тот [2]; Роджерс
[1]) и комбинаторной геометрии (Хадвигер и

Дебруннер [2]; Данцер, Грюнбаум, Кли
[4]; Болтянский и Гохберг [1, 2]); некоторые
из этих книг были ранее включены в серию «Математиче-
ская библиотечка».

Настоящая брошюра, обращенная к широкому кругу

интересующихся геометрией читателей, начиная примерно
со студентов-математиков младших курсов, продолжает
линию, начатую выше названными книгами. По своему
характеру она ближе всего к книге Данцерыа,
Грюнбаума, Haan [1] — как и последняя, опа

имеет обзорный характер и почти не содержит доказа-
тельств. Это обстоятельство позволило автору на неболь-
шом числе страниц перечислить много впечатляющих

результатов; однако для ознакомления с методами, ко-

торыми эти результаты были получены, читателю придется
обратиться к другим истотникам.

*) Числа в квадратных скобках отсылатт читателя к списку
литературы ва ар. 77—94.



Содержание брошюры составляют два обзора B. Грюн-
баума, доложенных в 1961 г. на том же симпозиуме по проб-
лемам выпуклости, на котором был оглашен и доклад

Данцера, Грюнбаума и Кли [1]. Первый обзор
посвящен оценкам степени симметричности (точнее было
бы сказать «степени ‘центральности») выпуклых тел.

Первоначальные результаты, относящиеся к этой теме,
имеются в рассчитанной на начинающих книге Ягло-
маи Болтянского [1]; однако от этих первых
оценок Грюнбаум уходит довольно далеко, поскольку в

последние годы в этой области были достигнуты большие

успехи. Второй обзор посвящен так называемой «пробле-
ме Борсука», трактующей о разбиении выпуклых тел

на возможно меньшее число частей, диаметр каждой из

которых меньше диаметра исходного тела; он хорошо

дополняет посвященные тому же кругу вопросов книги

Болтянского и Гохберга[1, 2].
Обзоры Грюнбаума были опубликованы в вышедшем

в 1963 г. томе докладов упомянутого выше симпозиума;
таким образом, с момента их первоначальной публикации
прошло уже 8 лет. Автор принял значительное участие
в подготовке русского издания обзоров, дополнив его

некоторыми полученными в самые последние годы резуль-
татами и значительно обновив список литературы; в по-

полнении списка литературы посильное участие приняли
также редакторы книги. Следует только предупредить чи-

тателя, что и в настоящем своем виде собранная на

стр. 17—94 библиография никак не претендует на полноту,

достичь которой весьма трудно в силу обширности числа

связанных с темой книги публикаций.
Подстрочные примечания переводчика и редакторов

отмечены звездочками в отличие от нумерованных сно-

сок автора.

В заключение мы хотим поблагодарить Бранко Грюн-
баума за внимание, проявленное им к русскому изданию
книги.

В. А. Залгаллер
И. М. Яглом



МЕРЫ СИММЕТРИИ ВЫПУКЛЫХ МНОЖЕСТВ *)

$ 1. Введение

В исследованиях по выпуклым множествам евклидовых

пространств Ё” термин «мера (центральной) асимметрии»
(или симметрии) появляется довольно часто (см., напри-

мер, Безикович[1], Эглстон [14], Штейн [1]).
Хотя ни в одной из этих работ не было дано определения
«меры асимметрии», интуитивно ясно, что этот термин
должен обозначать определенную на выпуклых множе-

ствах функцию, значения которой являются веществен-

ными числами, причем эта функция должна быть равна

нулю на центрально симметричных множествах (и только

на них) и, возможно, удовлетворять еще некоторым до-
полнительным условиям. Одно из них состоит в пожела-

нии, чтобы эта функция была больше для «менее симмет-

ричного» тела, чем для «более симметричного» тела. Но

сам смысл взятых в кавычки слов остается неясным,

разве что условиться заранее считать «самой несимметрич-
ной» плоской выпуклой фигурой треугольник (а «самым

несимметричным» телом пространства Е” симплекс).
Просмотр литературы показывает, что число факти-

чески изучаемых мер асимметрии много больше числа

явных упоминаний этого термина. Так, первая, и в неко-

тором смысле наиболее важная, мера асимметрии была
без названия введена Минковским [1] (см. п. 6.1).
С тех пор частные меры симметрии явно и неявно рас-

сматривались многими авторами; многие факты откры-
вались, забывались и переоткрывались снова и снова.

Одна из главных целей настоящей работы — сумми-
ровать эти известные результаты и дать соответствующие
ссылки **). Хотя автор очень стремился к полноте, он

*) Measures of symmetry for convex sets, Proc. Simpos. Pure
Math., v. 7. (Convexity), Providence (USA), 1963, 233—270.

**) Более краткий популярный обзор дал Эрхарт [6].
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не переоценивает свой успех в этом направлении и будет
признателен за каждое добавление и, разумеется, за каж-

дое исправление. Ссылки в $ 6 показывают, сколько уси-
лий и времени, которым можно было бы найти и лучшее

применение, было потрачено на переоткрытие уже изве-

стных доказательств старых результатов.

Другая цель — уточнить определение меры асиммет-

рии и изучить некоторые общие процедуры для введения

мер асимметрии. Дана, по крайней мере частичная, си-

стематизация некоторых типов мер симметрии, позво-

ляющая компактно обозреть известные результаты.

Как и во всякой другой области, здесь также обзор
известных результатов выявляет пробелы в наших зна-

ниях. Подобные лакуны столь же видны читателю, как

и автору. Поэтому мы не станем явно формулировать
нерешенные задачи, произнося сакраментальные слова

«было бы интересно найти...».
С другой стороны, наш предмет естественным образом

оказывается связанным со многими областями и задачами,

лежащими вне довольно специальной области обсуждения
численных мер асимметрии. Автор позволил себе несколь-

ко раз отклониться в эти области и отметить отдельные

остающиеся до сих пор открытыми вопросы, которые
представляются ему интересными и важными.

Некоторые меры асимметрии можно определить для
всех компактных выпуклых множеств. Для простоты
и единства мы сосредоточим внимание только на евкли-

довом пространстве ЕЁ" конечной размерности п и будем
рассматривать меры асимметрии] лишь на семействе $"
всех выпуклых тел, т. е. компактных выпуклых MHO-

жеств К с непустой внутренностью, 114 К =Ё $. Прип =2
мы называем К выпуклой фигурой.

Скорее о соображениям личного предпочтения мы

будем говорить о мерах симметрии. В конкрет-
ных случаях всегда легко осуществить переход от меры
симметрии к соответствующей мере асимметрии и обратно.

Классифицировать меры симметрии можно по группе

преобразований (действующих в ЕЁ"), которая для любого

тела из %" оставляет данную меру инвариантной. Без
каких-либо априорных причин, кроме разве запросов
смежных разделов (см. $ 9), ранее рассматривались и здесь

будут рассматриваться только меры, инвариантные отно-

сительно невырожденных аффинных преобразований или

относительно преобразований подобия.
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Дадим теперь определение мер симметрии

Вещественно-значная функция {: ">В называет-

ся афинно инвариантной (аналогично — инвариантной
относительно преобразований подобия) мерой симмет-

рии выпуклых тел в Ё”", если соблюдаются следующие
условия:

11 0—7 (А) < 1 при любом КЕЙ";
2) (К) =1 в том и только том случае, когда К цен-

трально симметрично;

3) (К) = 1 (Т (К)) для любого КЕ %#" и любого

невырождениного аффинного преобразования Т (аналогич-
но — для любого преобразования подобия Г), отобра-
жающего Ё” на себя;

4) } (К) непрерывно зависит от К.
Условие 4), очевидно, предполагает наличие тополо-

га ческой структуры в $" или, точнее, в пространстве

$ (соответственно %,) классов выпуклых тел, экви-

валентных относительно аффинных преобразований (со-
ответственно — преобразований подобия). Рассмотрение
топологии (и метрики) в $4 и $» отнесено к $2.

Отметим, что если Й(Л) — произвольный гомеомор-
физм отрезка [0, 1] на себя, такой, что й (1) =1, и если

{ — мера симметрии, то и Йо] — тоже мера симметрии.
Ввиду общности данного выше определения мер сим-

метрии представляется необходимым принимать одну из

описанных ниже процедур, чтобы получать результаты,
имеющие геометрическое значение.

Один путь, по которому всегда шли в прежних ис-

следованиях по мерам симметрии, состоит в том, чтобы,
исходя из функций, определяемых геометрическими ха-

рактеристиками тел семейства %", измерять (тем или

иным интуитивно напрашивающимся путем) отклонение

тела от центрально симметричного. Весь $ 6 настоящего
обзора посвящен именно такому подходу и полученным
в этом направлении результатам.

Другой путь мог бы состоять в попытках подчинить

меры симметрии дополнительным условиям с двумя це-
лями: 1° чтобы иметь возможность выводить некоторые

общие свойства мер симметрии, удовлетворяющих до-
полнительным условиям, и 2’ чтобы иметь возможность

различать среди обилия геометрически определяемых мер

симметрии те, поведение которых более или менее оди-

наково. В $ 4 мы обсудим одну попытку в этом направле-
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нии и некоторые возникающие при этом довольно MHTe-

ресные задачи. Но уже здесь стоит указать, что неизвест-

ны дополнительные условия, которым удовлетворяли бы

все рассматривавшиеся в литературе интуитивно есте-

ственные меры симметрии.

Предмет $ 3 — «инвариантные точки и множества».

Они полезны при рассмотрении мер симметрии, но пред-
ставляют также и самостоятельный интерес.

В $5 дан краткий обзор наиболее важных общих мето-

дов, используемых для «геометрического» определения

мер симметрии. Там же мы уточняем в некоторых пунктах

используемую терминологию. Это позволяет достигнуть
большей компактности в $ 6, где представлены известные

результаты по специальным мерам симметрии. В $ 7
и 8 рассмотрены некоторые функционалы, которые, воз-

можно, являются мерами симметрии, а также некоторые
функционалы, которые довольно неожиданно не обла-
дают свойствами таких мер.

В дополнительном $9 рассмотрены некоторые обоб-
щения.

$ 2. Метрики в пространствах выпуклых множеств

В топологии и функциональном анализе уделяется достаточно
внимания введению топологии и метрик в пространствах, элемента-

ми которых являются различные системы подмножеств топологи-

ческого или метрического пространства. При рассмотрении линей-
ных пространств обычно специально выделяют пространства
компактных выпуклых множеств. (Кроме общих курсов см.
Майкол [1], Родстрём [1], Хёрмандер iy. Кан-

торович и Рубинштейн [1, 2], Пинскер [1], Ра-
бинович [1, 2, 3].)

Нас интересуют выпуклые тела в Е" и главным образом клас-

сы аффинно (или подобно) эквивалентных выпуклых тел. После пер-

вой публикации настоящего обзора возрос интерес к исследованию

различных метрик для таких классов и разных соотношений эк-

вивалентности. (См. Шепард и Уэбстер [1], Вийсман
[1], Уэбстер [4], Бантени [1], Шмит [1], Эвальд [1],

Шепард [4], Эвальд, Шепард, Джоффри [1], Дье-
донне [1]. По тому же вопросу для пространств Минковского

с несимметричной метрикой см. Сорокин14.)
Обозначим через В" единичный шар в Е". Множество

@" всех компактных выпуклых множеств в Е” обычно

метризуется по Хаусдорфу одним из двух, топологически

эквивалентных, способов:

d(K,, K.) = та{^ 20|] К < К, -- АВ", К, < К, Е АВ"}
(+)



(см., например, Бляшке][2]; ср. Яглом и Бол

тянский [1]), или

d(K,, K,)= min{a>0|K,cK,+AB")} +
+ min {7 >0|K,C K,+AB"} (#«)

(см., например, Iractog [5]).
В топологии, которую порождает любая из этих мет-

ризаций, справедлива известная «теорема выбора»
Бляшке [2] *), обеспечивающая компактность семей-

ства всех множеств из 6”, содержащихся в любой фикси-
рованной компактной области пространства Е”.

Другая метрика (строго говоря, заданная на прост-

ранстве всех измеримых подмножеств в Ё”, имеющих

конечную меру) рассматривалась Дингасом [4].
Для совокупности ® выпуклых тел в Ё” она опреде-
ляется равенством

d(K,, K,) = V (kK, U A,) —V (AK,1 &,),

где У (К) обозначает п-мерный объем тела К. Метрикой
является также отношение

V (KiU Ka)—V(Ki (1) Ka)а (Ay, Ky) — У(Е: U Ka)

(см. Марчевски и Штейнгауз[1] или

Шепард и Уэбстер [1].
В работе Шепарда и Уэбстера [4] рассматриваются

эти и перечисленные ниже метрики, изучается вопрос о взаимной

непрерывности метрик (т. е. о совпадении определяемых двумя

метриками топологий), случаи равномерной взаимной непрерыв-
ности двух метрик и еще некоторые вопросы. О расстояниях
между пекомпактвыми выпуклыми телами см. Буземан [1],
гл. 1, **).

*) Ср. Яглом и Болтянский [1], Дополнение 1.

*+*) Можно вводить много других метрик на пространстве K”

(или в пространстве классов, ва которые разбивается 87). Вы-

пуклое тело можно характеризовать некоторыми функциями, как,

например, характеристической (индикаторной) функцией или опор-

ной функцией; если считать эквивалевтными тела, отличающиеся

лишь параллельным переносом, то класс тел характеризуется так

называемой «поверхностной функцией» множеств на единичной
сфере. Каждая метризация соответствующего пространства функ-
ций или функций множеств даст некоторую метрику в ®" (или
в пространстве задаваемых в Я" классов).

В теории выпуклых поверхностей нередко «теорема единствен-
ности», говорящая о характеризации тела некоторыми данными,
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Только четвертая метрика непосредственно является

аффинно инвариантной. Нам казалось, что первые три

метрики нельзя удобным образом перенести на прост-

ранства Жи и %: классов аффинно (соответственно —

подобно) эквивалентных Тел К =". Однако для ®% это

удалось сделать (см. Шепард 11], Уэбстер [1],
Бантени [1].

Для пространств Фа, ®; лучше подходят описывае-
мые ниже метрики.

1) Пусть

6. (К, К.) = inf {~
(T (Ka))| Ki ST(Ke),

roe K,,K,@S&"; Т — (произвольное) невырожденное

аффинное отображение пространства Е” на себя. Тогда

пд, (К,, К.) есть асимметричная метрика, а а, (K,, K,) =
= ш8, (Ку, К,) + 118, (К., К!) — метрика в ®%. Ее pac-

сматривали, например, Макбит[1] (при доказатель-

стве компактности ®) и Леви [1].

2) Следующий путь, использовавшийся для централь-
но симметричных тел Асплундом [1], похож на

только что описанный (см. также $ 7).
Пусть

6, (K,, К») = inf | |-=- || вк, < транслят 7 (К.),

“aK,>транслят Г (K,)| ‚

где К,, КЕ ®"; «транслят» — результат параллельного

переноса; Г — невырожденное аффинное отображение Е”
на себя. Тогда 4, (К., К,) = шд. (Ку, К.) является мет-

рикой в ®5. Очевидно, 4, (К\, К.) < па, (Ку, К.). Мож-

но непосредственно проверить, что 4, и 4. определяют оди-
наковые топологии, что, впрочем, следует из приведенного

неравенства и общих свойств компактных пространств.

3) Недавно Шепард [4] описал другой путь (и обоб-
щил его на множества, являющиеся конечными объеди-

сопрогождается «теоремой устойчивости», которая по существу
утверждает, что соответствующая метрика в Я" определяет ту
же топологлю, что и метрика Хаусдорфа. «Теоремы об оценках»

(оценках искажения тела при малых изменениях Данных) можно

трактовать как утверждения о равномерной непрерывности одних

таких метрик относительно других,
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нениями тел из ®"). Jina K,, Kg & &" полагаем

53(A,, K,) = inf{A> U/ A, CA, +A(K, 4+ (— AQ)),
Kyo Ky +4(K, + (— Ay))}

и

аз (Ку, К›) = шЕ {шт (1 26, (К, Т(К,)))},

где Т — произвольное невырожденное аффинное отобра-
жение Ё” на себя. Нетрудно проверить, что топология,

индуцируемая в Фа метрикой аз, совпадает с топологией,
индуцируемой метриками 4 или 4..

Нахождение диаметра пространства & в любой из

описанных метрик (или многих других, им подобных)
представляется исключительно трудной задачей, она не

решена даже для n = 2.

Для а\-диаметра ®а из результатов Макбита [1]
вытекает верхняя оценка 2п шп п; для п = 2 она получена
также Леви [1], Фултоном
и Штейном [1]. В двумерном
случае ее можно усилить до Ш 9,

заметив, что а, (К, Н)—< ш 3 при
всех А е= $? (здесь Н — правиль-
ный шестиугольник). Неравенство
очевидно, так как в каждую вы-

пуклую фигуру Ке $? можно

вписать аффинно правильный ше-

стиугольник (рис. 1 и $3). Ана-

логичпым образом с помощью рас- Рис. 1.

смотрепия вписанных аффинно
правильных восьмиугольников

доказывается (Грюнбаум [1], см. также $8 3), что

а(К, К.) < Ш (=-+ V2) для всех центрально симмет-

ричных А|, К, ЕЕ &*; это улучшает оценку | 4, данную
Леви [4].

Уделялось внимание многим частным задачам, свя-

занным с расстояниями одних конкретных геометрически

интересных множеств до других. Пусть К” — любой

элемент из %"; ДГ” — любой центрально симметричный
7 п п п

элемент из &; С, А, ВБ —соответственно п-мерные

куб, симилекс, шар; Н — правильный шестиугольник.

11



Torna
6, (C*, K?) ©‚ (Сз,43) =2, Фултони

Штейн [1], Зюсс [4];
<>

8, (С°, КЗ) <9/2, Белецки и Радзи-
шевски [1];

8, (С”, К”) < п", Макбит[1],Хадви-
гер[1];

8, (КЗ, С) <8, (4?, С) =2, Эстерман [2],
Леви[1]');

6, (М?, С?)<6, (В, С?) = 4/3, Пети 14];

8, (К", С") <al, Радзишевски [1]
(п =3), Макбит [4]

(Хадвигер [1] усилил последний результат, показав,
что для всякого А” существует содержащий А“ прямо-

угольный параллелотоп, объем которого не больше, чем

n\V (K"); тот же результат получил Косиньски [1]);
8, (K?, A?) < 6, (C?, AX) =2, Гросс 14] (+)

(для 6, (К", А"), по-видимому, известна только триви-
альная оценка п”);

8, (А”, К")< д,(А", В"), Гросс [1], Кноте [4];
(+#)

d, (K", A")<< d, (B", A") =nlnn,Max6at (1).

Поскольку не найден шахб, (А”, А”), интересно от-

метить следующее различие между приближением вы-

пуклых тел вписанными и описанными симплексами. Со-
гласно (»*) шар B” при любом п хуже всех тел прибли-
жается выпуклыми симплексами. Для описанных же

симплексов, очевидно,

6, (С", А")<
=

а

п "+1

пп1) 2
г (+1)

5, (В", А") = 3
,

д? nl

что при п > 8 больше, чем п“/п!. Следовательно, хотя

согласно (*) при п = 2 именно параллелограммы хуже

1) Другие доказательства и близкие результаты см. Полиаи
Сёге [1], ср. также Собчик [1].
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Всего приближаются описанными симплексами, для до-
статочно больших п уже шары в этом смысле хуже па-

раллелотопов. Но, по-видимому, будет поспешным пред-

полагать, что при больших п именно шары экстремальны,
т. е. что шахб,(К", А”)=6,(В", А"). Обозначим че-

рез О" п-мерный октаэдр, т.е. выпуклую оболочку креста
из п имеющих общую середину равных попарно ортого-
нальных отрезков. Кажется, никто подробно не изучал

д, (О", А"). Автор не знает, как при п > 3
найти верхв —

нюю границу, меньшую тривиальной оценки 5-5.ва.
Эта же величина для больших п превосходит 0, (Б", А").
С другой стороны, и гипотеза, что при всех п хуже всего

приближается описанными симплексами (”, не верна;

8, (03,4)<2<8,(В, 49) = 13.
Сходные результаты для 6. и 4. см. в § 7.

Если в определениях 41, 45, 4; в качестве отображе-
ний Г брать только преобразования подобия, то мы при-

дем к метрикам в пространстве %. Ими также порож-

даются одинаковые топологии. В отличие от %5 простран-

ство ® при п`>1 только локально компактно, но не

компактно. (% представимо как счетное объединение
компактных множеств. Чтобы получить такое представ-

ление, достаточно рассмотреть множества тех элементов

из ®,, для которых отношение диаметров описанной и

вписанной сфер не превосходит К, где Ё =1,2, 3....)
Компактность %5 обеспечивает достижение границ

любым непрерывным функционалом. В частности, для

каждой аффинно инвариантной меры симметрии в %0
найдется «экстремальное тело» с минимальной мерой сим-

метрии. Для подобно инвариантных мер симметрии дело
обстоит уже не так (см. $ 6).

$ 3. Инвариантные точки и множеетва

3.1. Примером аффинно инвариантной точки выпук-
лого тела К Е= Я" (точное определение см. ниже) может

служить центр тяжести 2(К) тела К.

Пусть кажому выпуклому телу КЕ $" сопоставлена

некоторая точка р (К), причем так, что
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{) p(T (K)) = T (p (K)) для любого невырожденноЁо
аффинного отображения 7 пространства Е” па себя;

2) р (К) зависит от К непрерывно (в смысле топологии

$”).
Тогда мы называем р (К) аффинно инвариантной

(а. и.) точкой тела К.

Аналогично, если каждому КЕ #" сопоставлено замк-

нутое подмножество р (К), удовлетворяющее условие 1)
и условию

2*) р (К)— полунепрерывная снизу функция от А *),
то мы называем р (К) аффинно инвариантым (а. и.) множе-

ством тела К.

Ограничиваясь в 1) в качестве преобразований Г по-

добиями (т. е. аффинными отображениями, сохраняющи-
ми ортогональность), получим определение подобно ин-

вариантных (п. и.) точек и множеств тела К.
Многие экстремальные задачи приводят к а. и. или

п. и. точкам и множествам тел К. Таковы, например,
критические точки и множества, а также поверхности

уроРня, соответствующие рассматриваемым ниже мерам
симметрии. Единственный шар (соответственно эллип-

соид) максимального объема, содержащий К, является

п. и. (а. и.) множеством для К; поэтому его центр является

п. и. (а. и.) точкой тела К. Примером п. и. множества,

удовлетворяющего условию 2*), но не 2), является мно-

жество центров всех шаров максимального объема, со-

держащихся в А **).
Прежде чем перечислять те а. и. и п. и. точки и

множества, которые будут упоминаться в связи с ме-

рами симметрии выпуклых тел, рассмотрим некоторые

другие задачи, слязанные с этими точками и множе-

ствами.

*) Множествекно-значная функция р (К) называется полуне-

прерывной снизу, если при K, — К из представимости х = lim z,,
т, Ер (Кв), следуег г ЕР (К).

**) Вот еще один пример. Пусть К Е 8"; хещ К; уеЕдк;
О (у) — касательный конус поверхности дК тела К в точке у; а

—

выходящий из у луч конусаО (и); 0 (2, у, а) — угол между луча-
ми ухи 4. Определим 0 (:) = min {6 (z, y, 9) | yE AK, GC Q (y)}
и пусть р (К) — множество тех точек х, на которых достига-

ется шах {9 (1) | 5 Е 1ш!^А). Множество р (К) является п. и.
множеством тела К; ово выпукло и удовлетворяет условию 2*),
но но 2). (При п= 2 точки множества р (К) рассматривал
Лившиц [1] (стр. 85—87) в связи с чисто инженерной за-

дачей.)
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3.2. Для плоских выпуклых фигур существует п. и.

точка А (К), удовлетворяющая также условию аддитив-

ности *):

3) k(K +K’) =k(K) +k(K’).
Эта точка, впервые введенная Штейнером [1],

представляет собой центр тяжести кривизны для кон-

тура ОК,т. е. центр тяжести распределения масс по

периметру фигуры К, когда плотность распределения масс

в каждой точке контура равна кривизне контура в этой

точке (угловым точкам отвечает сосредоточенная нагруз-
ка, ревная повороту контура в этой точке). Как показал

Штейпер, центр тяжести кривизны связан с решением
многих экстремальных задач. Другие результаты этого

рода получены Су [1]. Кубота [1] доказал, что А (К)
можно охарактеризовать обращением в нуль коэффициентов
при с050 и $1т 0 в разложении в ряд Фурье опорной функ-
ции тела К относительно этой точки. Отсюда легко вы-

вести аддитивность к (К).
Для размерностей п > 3 разложение опорной функ-

ции выпуклого тела А по сферическим функциям приводит
к аналогично определяемой точке # (К), такой, что коэф-
фициенты членов первого порядка обращаются в нуль,
если за начало принять А (К). Очевидно, что эта точка

Е (К) является п. и. точкой тела К и обладает свойством 3).
В Е? точка К (К) является центром тяжести гауссовой
кривизны поверхности тела К (Герике [2]). Похоже,
что для п > 3 геометрические свойства А (К) долго не изу-
чались.

Положение дела изменилось здесь кардинально начиная

примерно с 1961 г.— и наши знания о точках А (К) зна-

чительно пополнились. Точку (К) сейчас называют

точкой Штейнера (п-мерного) тела К. Эти точки под-

робно изучены во многих направлениях, из которых мы

упомянем здесь только некоторые. Шепард [3] пока-

зал, что А (К) пепрерывно зависит от А, и использовал

точки Штейнера в своих исследованиях о неразложимо-
сти (п-мерных) многогранников (политопов; см. $ 4,
замечание 3). Различные определения и свойства

точек Штейнера для разных классов множеств были

*) По поводу суммы К + БЕ’ выпуклых фигур (в частности,
суммы К (К) - К(К’”) точек) см., например, Яглом и Бол-
тянский |1].
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даны Шепардом[3,6], Фландерсом [14], Хад-
вигером [1]. Вопрос единственности этих точек рас-

сматривали Шепард [7] и Шмит [2]. Возможно, наи-

более продуктивным оказалось введение точек Штейнера
для выпуклых политопов (Шепард [6]) как взвешен-

ных сумм вершин с весами, пропорциональными (п —1)-
мерным площадям сферических изображений вершин.

(Аналогичные определения через опорную функцию даны

Шепардом [6] для произвольных выпуклых тел.)
При таком определении штейнеровские точки выпуклого

многогранника и его граней удовлетворяют уравнениям
типа уравнений Эйлера и Дена — Саммервилла (см.
Грюнбаум [10], гл. 9) и имеют другие ценные свой-

ства. О деталях и неожиданных связях с иными разде-
лами математики см. Шепард [6, 8], Грюнбаум
[8], Сэлли [1, 2].

Открытым остается вопрос о том, является ли К (К)
на плоскости или в пространствах размерности п >2
единственной п. и. точкой, обладающей свойством 3.

Аддитивность А (К) представляет интерес в связи

с рядом свойств некоторых подобно инвариантных мер

симметрии (см. $$ 4—6). Переходя к соответствующим
свойствам аффинно инвариантных мер симметрии, есте-

ственно задаться вопросом: существуют ли а. и. точки

р (К), обладающие свойством аддитивности 3)? Отри-
цательный ответ непосредственно вытекает из следующих
замечаний:

а) Единственная а. и. точка треугольника или квад-

рата К — его центр тяжести # (К) (см. чуть ниже).
6) Пусть Тав, Тва, Кав — множества, изображен-

ные на рис. 2. Очевидно, что Тов + Гво = Ков и

Р(Та,в) = 8(Та,в) = (2,4),
p(T) = 8 (Tea) =(4 2)

поэтому, если бы функция р (К) обладала свойством 3), то

мы имели бы

Рр(Ка-в) = (2+ 5+В).
Но тогда при а — 0

P(Kass)>(2),
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в то время как Ка.в при а —> 0 стремится к квадрату S,
для которого

р($) = (5) = (5-,5.).
Остается открытым более трудный вопрос о том, су-

ществует ли а. и. множествор(К), не совпадающее

Рис. 2.

с К и удовлетворяющее условию 3) или более слабому
условию:

p(K + K’) > p(K) + р (К°).

Если аффинная группа симметрии тела К (т. е. груп

па аффинных отображений тела К на себя) оставляет не-

подвижной единственную точку тела К, то, оче-

видно, все а. и. точки тела А исчерпываются этой непод-
вижной точкой; отсюда, в частности, вытекает сказанное

выше оба. и. точках треугольника и квадрата (или, об-

щее, то, что центрально симметричные множества, а так-

же симплексы имеют единственную а. и. точку). Анало-
гичное утверждение верно и для п. и. точек. Этим заме-

чанием можно пользоваться при вычислении значений

некоторых мер симметрии для симплексов (см., например,
Фари иРодей [1]). По-видимому, остается до сих пор

открытым вопрос о том, верно ли обратное, т. е. можно

ли из единственности а. и. точки сделать какое-либо
заключение о группе самосовмещений тела. То же от-

носится к следующим задачам.

Пусть КЕ". Обозначим через К° множество всех

точек в ЕЁ", каждая из которых переводится в себя всеми

преобразованиями из аффинной группы симметрии тела КА.

Достаточно ли обширно семейство всех а. и. точек р (К)
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для того, чтобы обеспечить совпадение K° = {p(K)}?
В частности, если К°’ = Е", то будет ли {р(К)} = Е"?

Если имеются некоторые а. и. точки р;(К) тела К

(=1,..., т) и вещественные а;, причем Ха; =4, то сумма

Ха;р;(К) снова дает а. и. точку тела К. Существует ли

среди всех а.и. точек тела К конечный «базис», такой,
что подобным образом всякая а. и. точка через него выра-

я‹ается?
Такие же вопросы возникают для п. и. точек.

Приведем пример еще одного родственного круга за-

дач. Для всякой выпуклой фигуры КЕ 8? с центром

тяжести г и центром опи-

сапного эллипса с всегда

§ +2(c —g) EK. Cmpy-
гой стороны, легко прове-

рить, что для фигуры К,
изображенной на рис. 3,

Е +6 (# — с)ЕЕ К. Каков
наибольший интервал [а,

В], для которого при лю-

бом лЕ[а, В] и любом
К © #* сохраняется вклю-

чение д +А(#—с)Е К?

Сходную задачу ставил

Рис. 3. Фенхель (см. Пал [1].
Пусть дана выпуклая фигу-
ра КЕ? днаметра 1. Как

велико может быть расстояние между ее центром тяжестии
центром описанного круга? Частичный ответ был дан
Палом [1]. О близких задачах см. Мейзлик [4] и

Эглстон [6]. Главный результат Мейзлика [1]
таков: максимальное расстояние между центром тяже-

сти выпуклой фигуры, имеющей ось симметрии и опи-

санный круг диаметра 1, и центром описанного круга
— 0,21392.

3.3. Важнейшие а. и. и п. и. точки, рассматривавшиеся
в литературе,— это центры тяжести различных распреде-
лений масс, и особенно связанных с геометрическими свой-

ствами тел.

1°. Центр тяжести Е(К) выпуклого тела К, т. е.

центр тяжести массы, равномерно распределенной по

выпуклому телу К. Сводка результатов о свойствах & (К),
известных к 1934 г., имеется у Боннезена и Фен-
хеля [1] (стр. 53). Попытка обозреть здесь более сов-
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ремепные результаты по этой теме завела бы нас слишком

далеко (см., однако, пп. 6.1,4° и 6.5,2°, где приведены не-

которые перешенные задачи).
2°. Центр тяжести а (К) площади поверхности 0K

выпуклого тела К, т.е. центр тяжести массы, равно-
мерно распределеной по границе тела А. Центру тяжести

площади поверхности а (К) уделялось значительно мень-

ше внимания, нежели 8(К). Из существенных резуль-
татов, не содержащихся у Боннезена и Фен-
хеля [4], следует упомянуть результаты Боуза и Роя

(опубликованы в серии заметок в ВиП. Саеииа Маш.
50с., начиная с работы Боуза и Роя [1]). Они обобщи-
ли и унифицировали многие ранее известные результаты.

Представляется вполне вероятным, что полученные ими

зеоремы допускатот далеко идущие обобщения. Один ре-
зультат такого рода имеется в работе Чакерианаи
Штейна [1]. Жерьеи Пойа [1] рассмотрели класс

полиэдров, подобных пирамидам, для которых а (К)
имеет некоторые специальные свойства.

Следующая задача относится к целому классу воп-

росов, относительно решения которых, кажется, ничего
не известно. Существует ли для каждого выпуклого тела
Kc E” такое невырожденное аффинное преобразова-
ние Г пространства Ё”" на себя, что

а (Т (К))= Е(Т (К))?

3°. Центр тяжести кривизны Ё (К) выпуклой фигуры
К, т. е. центр тяжести массы, распределенной по грани--
це ОК с плотностью, пропорциональной кривизне гра-
пицы (см. п. 3.2). Для КЕ" имеется п —1 аналогов

г (К): центры тяжести распределений, связанных с раз-

личными симметрическими функциями от обратпых ве-

личин главных радиусов кривизны поверхности ОК. Ka-

жется, об их свойствах известно весьма немного.

3.4. Центр с(К) описанного этлипсоида и центр $(К)
вписанного этлипсоида. Хорошо известно, что для каж-

дого выпуклого тела К == &" существует единственный

эллипсоид наименьшего объема, содержащий тело K,—
эллипсоид Лёвнера тела К*). Его центр с (К) является

для К а. и. точкой. Существование эллипсоидов Лёв-

нера установлено разными авТорами (ДБеренд [1, 2]

*) Ср., например, Буземан и Келли [14], стр. 132;
Б уземан [1], стр. 123.
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для п =2, в общем случае Джон [4], Данцер, Ла-

угвиц, Ленц [1], Загускин[14]*).
В некотором смысле двойственным к эллипсоиду Лёв-

нера является однозначно определенный эллипсоид наи-

большего объема, содержащийся в выпуклом теле K ©

= Я". Этот эллипсоид рассматривался теми же авторами.
Его центр i (K) также является дляКа. и. точкой. По

поводу обобщения понятий эллипсоида Лёвнера и двой-
ственного ему см. Фаэри [1].

Значительный интерес представляет следующая тео-

рема, впервые установленная Д жоном [1] (см. также

Лейхтвейс [2]): Для каждого выпуклого тела К ЕЕ

Е &" (соответственно для каждого центрально сим-

метричного выпуклого тела К Е Я") найдется такой эл-

липсоид Ёс К, что концентричный ему эллипсоид Ё*,
гомотетичный Ё с коэффициентом гомотетии п (соответ-
ственноУп) содержит К; если К — не симплекс, то наи-

меньший допустимый коэффициент гомотетии строго мень-

шеп. (Иными словами, расстояние 4, — см. $ 2 — отшара В"

до любого элемента ®" не превосходит шп, а расстояние
от В" до любого центрально симметричного элемента &"

не превосходит шУп; см. также § 7.)
Известно (см. Джон [4] или Лейхтвейс [2],

что в теореме Джона в качестве Е*% можно взять эллипсо-

ид Лёвнера тела К. С другой стороны, простым упраж-
нением по аналитической геометрии является доказатель-

ство Того, что эллипсоид максимального объема, содер-
жащийся в К, удовлетворяет теореме Джона, если принять
его за Е*. Из этого замечания очевидным образомсле-
дуют утверждения п. 6.1,2° относительно и РЁ.

.5. В связи с мерами симметрии выпуклых тел на

плоскости нам придется рассматривать следующие два
а. и. множества.

1°. Множество $ (К) шестидольных точек. Р. Бак
и И. Бак [4] назвали точку $ шестидольной точкой тела

КЕ$?, если она обладает тем свойством, что суще-

ствуют такие три проходящие через $ прямые, что каждый
из определяемых ими шести секторов содержит 1/6 пло-

щади фигуры К. Существование хотя бы одной шестидоль-
ной точки вытекает из простых соображений непрерыв-

*) Лёвнер сообщил свое доказательство устно; оно осталось

неопубликованным.
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ности, применимых не только к разбиению площади вы-

пуклой фигуры, но и к разбиению произвольного непре-

рывного распределения неотрицательных масс. (При не-

значительном видоизменении определения: «каждый из

шести замкнутых секторов содержит не менее 1/6 общей
массы», его можно применять для произвольного непре-
рывного распределения неотрицательных масс.) Шести-
дольные точки и некоторые их свойства рассматривались
Ягломом и Болтянским [1], Эглстоном

[2, 3, 5], Ньюменом [1]; по поводу некоторых обоб-

щений этого понятия см. Сиде [2].
У выпуклой фигуры может быть больше одной шести-

дольной точки (Эглстон [3], стр. 126). Кажется, не-

известно никакого критерия, который выделял бы вы-

пуклые фигуры с единственной шестидольной точкой,
равно как и те множества, которые могут служить
множеством шестидольных точек некоторой выпуклой
фигуры.

Не найдено обобщений‘понятия шестидольных точек на

случай размерностей п >> 2. О некоторых задачах в этом

направлении см. Грюнбаум [3].
Заслуживает упоминания одно близкое понятие. Ha-

ково бы ни было непрерывное распределение массы на пло-

скости, существует хотя бы одна пара взаимно перпенди-

кулярных прямых, для которых в каждый из четырех

секторов попадает 1/4 всей массы. Обобщается ли это

на распределение масс в Ё”" и на 27 секторов? Кажется,
эта задача не решена при п > 3.

Для п= 3 сначала Циндлером [14] был получен
результат, касающийся не деления самого тела К, а

деления его поверхности ОК: для любого КЕ 83 и лю-

бой плоскости Р;, делящей пополам площадь поверхно-

сти ОК, найдутся такие плоскости Р. и Ps, wo каждый
из восьми «секторов» (октантов), определяемых плоско-
стями Р,, Р., Р., содержит 1/8 площади ДК.

Для деления объема самого К задача была недав-
но решена Хадвигером [2]. Его основной резуль-
тат таков. Пусть 4 и В — компактные множества в ЁЗ
с лебеговой мерой

m(A)=4a>0 и m(B) = 46>0.

Тогда существуют такие mnockoctu P,, Р., что

каждый из четырех определяемых ими «клиньев» пе-
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ресскает А по множеству меры а, а В — по множеству
меры В. Отсюда легко выводится возможность разбиения
каждого компактного множества А с Е? тремя плоско-

стями на 8 частей равной меры, а также то, что для каж-

дого компактного множества А < Е? меры т(А) = 4а >
> 0 икаждой точки р ЕЕ Ё3 существуют две взаимно пер-

пендикулярные плоскости, проходящие через точку р,

разбивающие А на четыре части меры а.

С этим кругом задач связаны вопросы, группирующие-
ся вокруг «задачи о трехслойном сэндвиче», поставленной

Уламом. В этой задаче требуется разрезать бутерброд из

хлеба с маслом и ветчиной прямолинейным разрезом так,
чтобы каждая часть содержала ровно половину каждого
из трех ингредиентов. о поводу известных здесь резуль-
татов и дополнительной литературы см. Штейнгауз
[4], Такер [1], Стоуни Таки [1], Дьюбинс
и Спенье [1], Хилтон и Уайнли [1] (стр. 152),
Бос [1].

2°. Множество шестиугольных точек Й (К). Аффинно
правильным шестиугольником называют образ правиль-
ного шестиугольника при невырожденном аффинном пре-

образовании. Из простых соображений непрерывности

следует, что всякая выпуклая фигура А Е= $* имеет хотя

бы один вписанный аффинно правильный шестиугольник,
т. е. такой, что все его вершины принадлежат ОК. ITOT

результат устанавливался очень многими авторами, обыч-

но в качестве леммы, нужной для получения других ре-

зультатов, касающихся геометрии чисел или пространств
Минковского — см., например, Безикович [1],
Mapu [1], Лаугвиц [1], Решетняк [4], где

приложения достаточно типичны. Центр всякого аф-
финно правильного шестиугольника, вписанного в К,
называется шестиугольной точкой й (К) фигуры К. Мно-
жество всех шестиугольных точек фигуры К является для
нее а. и. множеством. У центрально симметричной вы-

пуклой фигуры К = %2 каждая точка границы является

вершиной хотя бы одного вписанного аффинно правиль-
ного шестиугольника.

По поводу дальнейших результатов о вписанных аф-
финно правильных шестиугольниках и других правиль-
ных или аффинно правильных множествах см., на-

пример, Асплунд и Грюнбаум [1], Бёме [1],
Эглстон [4], Грюнбаум[1],Келли [1], ly
чи [1], Шеффер И, 2], Сиде [4], Сиде и
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Грюнбаум 11], Де-Валькурт [4] *). Cm.
также ниже, $ 6, п. 4°.

Кажется, неизвестны критерии для выделения вы-

пуклых фигур с точно одним вписанным аффинно пра-
вильным шестиугольником, равно как с единственной
птестиугольной точкой. Множество всех шестиугольных
точек может быть одномерным континуумом, но общая
природа таких множеств еще не определена.

Другая нерешенная задача, положительное решение

которой, по-видимому, представляло бы интерес для раз-
ных областей комбинаторной геометрии, такова. Аффинно
правильный шестиугольник есть векторная сумма тре-

угольника Ги ему противоположного —Т, т. е. «раз-

ностное тело» треугольника. Существует ли, по аналогии

со сказанным, для всякого тела К = ®" хотя бы один
вписанный «гипершестиугольник», Т. е. разностное тело

симплекса? Вопрос остается пока открытым даже для

Е, гле гипершестиугольник есть невырожденный аф-
финный образ архимедова кубооктаэдра.

Следует упомянуть, что для описанных аффинно пра-
вильных шестиугольников справедливы аналогичные

упомянутым результаты (устное сообщение Данцера).
Кажется, освещения этих результатов в литературе нет.

Точно так же можно результаты Бёме [41] и Грюн-
баума [4] о вписанных аффинно правильных пяти-и

восьмиугольниках соответственно перефразировать для

описанных.

Как будто совсем не исследованы вопросы существо-

вания аффинно правильных шестиугольников и т. п. мно-

жеств, вписанных в произвольную замкнутую кривую

Жордана. Результат такого рода о существовании впи-

санного квадрата известен как теорема Шнирельмана
(см. Шнирельман [1], Штейнгауз [21, стр. 77,
Огилви [1], Жерар [1], Гугенхеймер [1].
С другой стороны, Белецки [4] показал, что суще-

ствует трехмерное выпуклое тело, в которое нельзя

вписать никакой прямоугольный параллелепипед так,
чтобы все его вершины принадлежали границе этого

тела.

*) В связи с вычислительными задачами Петеану [1, 2]
рассмотрел точки, в которых взаимно делятся пополам две хорды
выпуклой фигуры К & %?, параллельные двум наперед заданным

направлениям. Для К & 3 и трех заданных ваправлений таких то-

чек уже может не существовать.
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$4. «Сверхминимальность» некоторых мер симметрии

В поисках дополнительных условий, которым дол-
жна удовлетворять функция, чтобы заслужить название

«меры симметрии», многими из тех, с кем мы советова-

лись, предлагалось в качестве «разумного»-следующее
свойство:

Прибавление «более» симметричного множества к «ме-

нее» симметричному должно не уменьшать меры симмет-

рии последнего.

Точнее, это условие (мы назовем его свойством сверх-

минимальности) таково: при всех K,, K, & &"

f (Ky + Ky) > min {f (Kj), f (Kp). (*)

Хотя у нас нет (и, по-видимому, так будет и впредь)
никаких объективных оснований обязательно налагать

это условие, его интуитивного смысла вроде бы доста-

точно, чтобы объяснить нашу заинтересованность в нем.

Однако восторги в адрес этого условия снижаются, если

заметить, что такие «естественные» меры симметрии, как

мера Ковнера — Безиковича (см. $ 6), не обладают этим

СВОЙСТВОМ.

Мы полагаем, что, несмотря на это, свойство сверх-
минимальности представляет не только случайный инте-

рес. Мы останавливаемся на нем главным образом пото-

му, что оно является достаточно ограничительным, чтобы

гарантировать, что всякая мера симметрии, обладающая

кроме 1) — 4) (cm. § 1) также свойством (ж), обладает еще

одним свойством, отвечающим нашим интуитивным пред-
ставлениям о мере симметрии. Именно, верна следующая

теорема:

(А) Для всякой аффинно (подобно) инвариантной меры
симметрии |(К) в %*, удовлетворяющей (*), справедливо
соотношение

min {f(K)| KG} =f (7),
соответственно

шт {7 (К)| К еЕ Я} = ша {1(7) | Те Я*},

где Т — произвольный треугольник.
Справедливость (А) непосредственно вытекает из

(В) Всякая выпуклая фигура в Е? является пределом
(в таусдорфовой метрике) конечных сумм треугольников.
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Последнее утверждение сразу вытекает из следующего
элементарного факта (см. Бляшке [5], стр. 250, Я г-

лом и Болтянский [1]:
(С) Всякий выпуклый многоугольник в Е? есть сумма

конечного числа отрезков и треугольников (рис. 4).

Рис. 4.

Теорема (А) позволяет нам для меры симметрии ] (К),
удовлетворяющей условию сверхминимальности, искать
нижнюю границу для всех КЕ Я?, рассматривая одни
лишь треугольники; естественно, что это во многих слу-
чаях сильно упрощает задачу (см. $ 6).

По-видимому, пришло время сделать следующие за-

мечания.

1) Для всех аффинно инвариантных мер симметрии в

$", изучавшихся в литературе, единственным
экстремальным телом являлся треугольник (см., впрочем,
конец п. 6.5). Возникает вопрос, является ли треуголь-
ник (симплекс) единственным экстремальным телом для
любой меры симметрии, удовлетворяющей условию (*)
или, возможно, несколько иному условию;

f (A, + K,) = min {f (K,), f (K,)} влечет

{К, гомотетично K, unu f (K,) =f (K,) =1}. (#)

2) Вероятно, теорема (А) (с заменой треугольника
симплексом) справедлива для мер в & при любых п,
но приведенный здесь метод доказательства неприменим

при п > 2. Как указал Гейл [1], ужев Е3З существуют
выпуклые многогранники К, отличные от симплекса,
которые неразложимы, т. е. такие, что равенство К =

= K, + K,, где К,, К. ЕЕ %3, возможно только в TOM

случае, если К: и К, гомотетичны К. Такими являются,
например, октаэдр, икосаэдр, тела, получаемые прикла-
дыванием правильного симплекса к одной из граней
октаэдра, и т. п.
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Это приводит нас к проблеме, которая является, по

видимому, весьма трудной: определить все неразложимые

многогранники в 23 (ив Е”).
С этим связана задача о неприводимых множествах.

Множество А Е $" называется неприводимым, если оно

имеет центр симметрии и равенство 2К = К* -+ (— К*)
возможно только в том случае, когда К* является тран-

слятом тела К. Известно (Грёмер [1]), что гиперкубы
всех размерностей неприводимы, хотя они и ие являются

неразложимыми. В Е? единственными неприводимыми
множествами являются параллелограммы (Грюнбаум
[4]), но уже в Е3 дело обстоит значительно сложнее:

кажется, неизвестны пикакие критерии неириводимости
для произвольных выпуклых тел в ЁЗ и даже для много-

гранников.

3) Хотя теорема (С) не обобщается на размерности
п >2, нам казалось правдоподобным следующее обобще-
ние (В) (из него вытекала бы истинность (А) при всех

п): Не будет ли всякое выпуклое тело КЕ %" пределом
конечных сумм симплексов? Ответ долго был неясен даже

для октаэдра в Ё3, но, окончательно, оказался отрица-
тельным. Hak независимо установили Асплунд (не
опубликовано) и Шепард [3], октаэдр не является пре-

делом сомейства конечных сумм { %1,С;}, где Ty — аф-
финные преобразования, а С; — не октаэдрические тела.

Далеко идущие обобщения этого результата и многие

дополнительные резульзаты о неразложимости или непри-
водимости множеств получены Шепардом [2, 5] (см.
также Грюнбаум [10], гл. 15).

Относительно обобщения теоремы (С) для п > 2 с ис-

пользованием сложения выпуклых тел, отличного от рас-

сматривавшегося нами «векторного сложения по Мин-

ковскому», см. Фаэрии Грюнбаум [1]. Там ис-

пользуется так называемое «сложение по Бляшке» *),

*) Это сложение (см. Бляшке [2], конец $ 23) определено
для классов выпуклых тел, получающихся из одного тела всевоз-

можными параллельными переносами. Линсйной комбинацией сла-

гаемых является класс тел, «поверхностная функция» которых
есть соответствующая линейная комбинация поверхностных функ-
ций слагаемых. У самого Бляшке ([2], $ 23) определение такого
сложения относилось к регулярным телам класса гладкости С2?,
у Фаэрии Грюнбаума ([1], стр. 92) — к многогранникам.
Понятие поверхностной функции, введенное А. Д. Александровым,
Фенхелем и Иенсеном, позволяет объединить эти определения и рас-
пространить их на любые выпуклые тела.
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которое было исследовано главным образом Фаэри [2, 3].
Среди многих установленных Фаэри интересных резуль-
татов, относящихся к сложению тел по Бляшке, отметим

существование теории, параллельной теории Брунна —

Минковского, и связь с телами постоянной освещенности,

аналогичную связи между сложением по Минковскому
и телами постоянной ширины *%). Существует также аф-
финно инвариантная мера симметрии, основанная на

сложении по Бляшке (см. Фаэри [3], стр. 100).
4) Возможно, представляют некоторый интерес сле-

пующие, более слабые, нежели сверхминимальность,

условия:

(К+М)> КК) при всех К, Ме”, М = —М; (*»*)

# ((1 — Л) К +-А(—К)) при любом КЕЯ" —воз-

растающая функция на отрезке ОФ Аж 1/2. (жж)

Мера симметрии Ковнера — Безиковича 'свойством
(xxx) не обладает (см. $ 6); неизвестно, обладает ли она

свойством (*ж**ж#).

$ 5. Разные подходы к геометрическому определению

меры симметрии

Любой вещественно-значный непрерывный функционал
на пространстве %. или ®, принимающий одно из эк-

стремальных значений на всех центрально симметричных

выпуклых телах, и только на них, очевидным образом
позволяет прийти к мерам симметрии.

В качестве примера допустим, что .{“ — подмноже-

ство ®", состоящее из всех центрально симметричных тел,

а 4— любая метрика в %” или 8”. Тогда f(K) =

= ехр [- 4(К,.("”)] является мерой симметрии. По-

скольку этот подход до сих пор не обсуждался в литера-

туре, интересно заметить, что мера симметрии по Минков-

скому (см. п. 6.1) на®а может быть получена на этом пути,

если использовать метрику 45, рассмотренную в $ 2.
(О другом функционале, связанном с 4. и, возможно, Так-

же являющемся мерой симметрии, см. $ 7.)

*) Относительно связи между (векторным) сложением по Мин-

ковскому и телами постояпной зпирины ср., например, Яглом
и Болтянский [1], $ 7; тела постоянной освещенности харак-

теризуются постоянством площади (ортогональной) проекции тела

на любую плоскость.
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Больше внимания привлек иной подход. С каждым

выпуклым телом можно тем или иным способом однознач-
но связать некоторое центрально симметричное выпуклое
тело, причем так, чтобы при этом отображении RK” — M6”

каждое тело М Е .\” переходило само в себя. Тогда можно

сравнивать некоторые геометрически значимые ве-

личины (например, объем) самого выпуклого тела и свя-

занного с ним тела М. Наиболее характерный пример
такого подхода дает мера симметрии, определяемая по

«разностному телу», см. п. 6.8. Слегка модифицировав
вышеописанную процедуру, получим в качестве другого

примера меру симметрии Реджерса и Шепарда (см. п. 6.9).
По-видимому, наиболее интересен следующий метод. Для

каждого выпуклого тела КЕ" и произвольной точки

т = К определяется (из подходящих геометрических со-

ображений) некоторое число] (т, К), где 0 < }(х, К) < 1.
Затем на %" определяется функционал

f (K) = max{f (z, K)| z ©K}. (+)

Надлежащим выбором }(т, К) функционал f (K) mo-

жет быть сделан аффинно или подобно инвариантным ида-

же мерой симметрии. Многие из обсуждаемых в $ 6 мер

симметрии относятся к этому типу. Если в таких функ-
ционалах вместо (*) положить

Г(К) =!(р (К), К),

где р (К) — а. и. (соответственно п. и.) точка тела К,
ИЛИ

f? (K) = min{f(p, K)|p&P(A)},
где Р (К) —а. и. (п. и.) множество тела К, то можно

прийти к огромному количеству экстремальных задач и

мер симметрии. (В некоторых случаях вместо минимума
или наряду с ним удобно рассматривать максимум.)
Такие, как мы их будем называть, производные меры сим-

Mempuu, особенно в случае, когда р (К) = 2 (К) является

центром тяжести тела А, рассматривались достаточно
часто. В $ 6 говорится подробнее об имеющихся в литера-

туре на этот счет результатах.

Интерес к описанному методу определения мер сим-

метрии объясняется прежде всего тем, что он открывает

путь большому числу геометрически интересных по-
нятий и задач.

Й



IIpu scaxom 0 < A< 1 MHOKeCTBO

€.(K,f)={ EK|f(z,K)>Af(K)}
является а. и. (п. и.) множеством. Граница тела @) (K, f)
является поверхностью уровня функции } (т, К) и, сле-

довательно, а. и. (п. и.) множеством. Для многих наибо-
лее часто рассматриваемых мер симметрии (этого типа)
множества ®, (К, }) выпуклы (см. $ 6).

Одно из множеств уровня 6) (K, f), a MMCHHO MHO-

жество ®, (К, 1), называют критическим множеством тела

К (по отношению к мере ]) и обозначают ® (К, или

просто ® (К). Для некоторых мер симметрии множество

&# (К) для всех К состоит из единственной точки; ее назы-

вают критической точкой или, точнее, }-критической
точкой тела К. То, что известно в этом направлении, Также

собрано в $6.
Очевидно, можно придумывать многие другие более

или менее общие методы построения мер симметрии. Почти

каждая из обсуждаемых в литературе мер симметрии дает
повод для некоего «общего метода». От их формулировки
мы воздержимся, ибо неизвестны никакие результаты,
оправдывающие такие определения. Точно так жемы не ста-

нем приводить длинный список функционалов, являющих-

ся, или возможно являющихся, мерами симметрии, но

о которых мы не можем сообщить ничего иного. В$7 при-
ведены примеры функционалов, о которых мы «подозре-
ваем», что они являются мерами симметрии; по-видимому,
они обладают некоторыми необычными свойствами *).

*) Пусть выбран функционал, достигающий экстремума на сим-

метричных множествах (по нему может строиться мера симметрии).
Иногда само нахождение значений такого функционала связано с

интересными задачами.

Пример1. Пусть в Е" дано множество из 2п точек Ах; (К =
=1,..., 2п); нас интересует мера его центральной симметрии. Ра-
зобъем номера 1, ..., 2п нап пар К;, 4, {= 1,..., п, выберем точку
Х ЕЕ" и, симметрично отразив Ах, от точки Х (получаем точку

2o

А’), образуем сумму 4 = 54+ — Ак) . Пусть наш функционал
i =.

есть пт 4 по всем Х и всем разбиениям (№, К;). Легко проверить,
что минимальность по Х требует Х = С, где С — центр тяжести

9

Ах}. Выбор минимизирующего сумму4 разбиения (®;, №;) при
иксированном Х равносилен известной из линейного программи-
рования чзадаче о назначениях».

Пример 2. Пусть на плоскости Е® дано множество из 2п
точек Ахи нас интересует мера ого осевой симметрии. Как в при-
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$6. Что нам известно о специальных мерах симметрии

6.1. Мера симметрии Минковского. 1°. Пусть Н| и

Н. — две опорные гиперплоскости тела К Е %", парал-
лельные гиперплоскости Н, проходящей через точку

реК (рис. 5); через } (Н, р) — обозначим не превосхо-

дящее 1 отношение, в котором Я делит расстояние между

Рис. 5. Рис. 6.

Н! и Но. Положим }(р) = шт{{(Н, р)| НЭ р} и при-
мем за меру симметрии тела К значение

F, (K) = max{f (p)| p ©K}.
Первые оценки величины F, (K) для случаев п = 2,3

восходят к Минковскому [1—3]. По-видимому,
¢

мере 1, d@ukcupyem pa3sOmenne (k;, ki), выбираем upamylo zc £?,

отразив Ax; OT x, Получаем Ak, и вычисляем ту же сумму 4. Здесь
шп 4 требует прохождения г через С. Совместный выбор минимизи-

рующих сумму 4 угла поворота х и разбиения (№;, ki) приводит
к задаче параметрлческого линейного программирования.

Отметим еще, что экстремальность функционала на симметрич-
ных множествах может приводить к нетривиальным неравенствам.
При этом случаи равенства получают ясный геометрический смысл.

Например, при вещественных д;, 6;, ai, bi, (i= 1,..., п) справедливо
неравенсто

4
”

2 2
\? т 2

| >(@ +а, Е -Ы )| >| У(ав:+ аб)| +
i=l i=] ,

п 2

+ >, (а,а: — b;b:) ’

i=1

причем равенство имеет место в том и только том случае

когда на плоскости каждая пара точек (а;, 64) и (ai, 81) симметрична
относительно одной и той же для всех i прямой, проходящей через
начало координат. (Это легко получается из рассмотрений
примера 2).
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Радон [1] первым показал, что Р, (К) > 4/п для лю-

бого КЕ Я". (Точнее говоря, оба автора рассматривали

производную меру № (К), см. п. 2°.) Позже различными
авторами давались более простые доказательства (см.
ниже).

Та же мера симметрии изучалась, и даже более по-

дробно, при несколько ином ее определении. Обозначим

через # (О), р) не превосходящее 1 отношение, в котором
точка ре К делит произвольную хорду О тела К, про-

ходящую через точку реК (рис. 6). Пусть в(р) =

= шт { # (В, р) | р > р}. Из очевидных соображений вы-

текает, что & (р) = } (р) при всех р Е К. Мера симметрии

Р; (К)=тах{в(р) | реК}
впервые была введена Нейманом [1] для случая п =

= 2. Оценки для Р. (К) при любом п, базирующиеся на

этом определении, даны Зюссом [2], Хаммером
[1], Кли [1], Лейхтвейсом [1], Берчем [1],
Ягломом и Болтянским [1] (см. также Дан-
цер, Грюнбаум, Кли [1].

О другом определении РЁ, (К) говорилось в начале$ 5.
Из второго определения сразу следует, что Р, (К) =1

тогда и только тогда, когда тело К центрально симметрич-
но. Из первого определения почти непосредственно сле-

дует, что «поверхности уровня» (см. $ 5), отвечающие

функции Р, (К), выпуклы. Следовательно, Р, (К) обла-
дает свойством «сверхминимальности» (см. 8 4):

F, (K, + K,) > min {F, (K,), F; (K,)}.

При п =2 «критические множества» (см. § 5) состоят

из одной точки (Нейман [1]; см. также Зюсс [3].
В общем случае Кли [1] установил следующее нера-
венство, связывающее Р, (К) и размерность Чи (К, F’)
критического множества © (K, F,):

1

тктт (К, Fin.

Отсюда непосредственно следует, что аи®(К, РЁ) <
<п—2 для любого КЕ $” и что всякое тело КЕ Я",

1
для которого Ё,(К)>>-—_, имеет единственную кри-

тическую точку.
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Единственными телами с минимальным значением

ГР, (К) служат симплексы (Нейман [1] для п =2;
Зюсс [2], Хаммер [4], Кли [1], Лейхтвейс
[1], Берч [11 — в общем случае; см. также Хаммер
и Собчик [1]. Относительно некоторых свойств по-

верхностей уровня, отвечающих ГР, (К), и некоторых

родственных множеств см. Хаммер [2].
О новых результатах по этим и связанным с ними воп-

росам см. Замфиреску[1,2]иВакулеску[1],
где имеются дополнительные ссылки и прослежены связи

с идеями Винченцини [1].
По поводу некоторых обобщений вышеприведенных

понятий и результатов см. Моцкин [1].
2°. Аффинно инвариантные производные меры симмет-

рии. Рассматривалось немало мер симметрии, производ-

ных от ГР, методом, указанным в $5.

1) Производная мера Ё\ основывалась на центре тяже-

сти & = Е (К) тела К. Неравенство Fi( K) > 1/n для лю-

6oro KES" установлено Минковским [4] при
п= 2,3 и Радоном [1] для всех п. Другие доказатель-
ства даны Эстерманом [2] (п =3), Зюссом [1]

(п =3), Зюссом [2], Хаммером [1], Ягломом
и Болтянским [1] (п =2,3), Эрхартом [2],
Лейхтвейсом [1], Берчем [4], Плисом и

Туровичем [1]. Большинство этих авторов доказали

также, что единственные экстремальные тела в Е” суть
пирамиды с произвольным (выпуклым) (п — 1)-мерным
основанием.

2) Производные меры № и [1 основаны соответственно

на центрах описанного и вписанного эллипсоидов. С уче-
том теоремы Джона (Джон [1], Лейхтвейс [2], см.

также п. 3.4) получается, что 25 (К) > 41 и А (Ю>
> Ип при всех К Е $". Единственные экстремальные тела

суть симплексы.
h

3) Производная мера Fy ocHoBaHa Ha MleCTUYTOAbHHX

точках. Для КЕ? вводится функционал Fy} (K) =
= max ](#), где й пробегает все шестиугольные точки фи-
гуры К. Он является мерой симметрии и РЁ (К) >> 1/2
(рис. 7). Аналогично определенный функционал

®

р’ (К) = minf (hk), roe № пробегает все шестиугольные
точки фигуры А, также является мерой симметрии и

FY" (K)> 1/2 для всех КЕЯ?. В обоих случаях су-
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ществуют экстремальные фигуры, отличные от треуголь-

ников (рис. 8).
4) Другое доказательство неравенства Р, (К) > 1/п для

КЕ" было дано Радо [4], который установил, что

f(t) > 1/п, когда Е — центр тяжести произвольного симп-

лекса максимального объема, вписанного в К. Стоит

Рис. 7. Рис. 8. Рис. 9.

упомянуть, что функционал тах] (1), где # пробегает цент-

ры тяжести всех содержащихся в К симплексов макси-
мального объема, не является мерой симметрии: значения

этого функционала могут быть меньше 1 для центрально
симметричных тел; например, для квадрата (рис. 9) это

значение равно 1/2. Аналогично, среди тех тел в ЕЁ”, на

которых достигается нижняя граница 1/п, существуют
центрально симметричные.

3°. Рассматривались также подобно инвариантные
производные меры симметрии.

1) Производная мера №, где а(К) — центр тя-

жести (п —1)-мерной поверхности тела К. Для
выпуклых тел К е= $" имеет место неравенство Fy (K) >
> 1/(2п —1) (Секефальви-Надь [1] для п =

= 2,3; Эрхарт [4] дляп =2; Асплунд, Бредон,
Грюнбаум [1] для всех п). Эта граница является
точной: достаточно плоские пирамиды с произвольным

выпуклым (п — 1)-мерным основанием имеют меру сим-

Metpuu F°, сколь угодно близкую к 1/(2п — 1). (Следо-
вательно, гипотеза Эрхарта [4] решается отрица-

тельно.)
2) Производная мера 2, где К (К) — центр тя-

жести кривизны контура фигуры К Е= 82. Оцен-
ka Fy (K) >0 здесь является уже точной; так, например,

для треугольника Г. (рис. 10) имеем А (Т.) = а/(л — а)
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при а < л/3. Интересным свойством меры РК является

ее сверхминимальность:

F*(K, + K,) > min{F*(K,), РК(К»)},

которая сразу следует из аддитивности д (К) и аддитив-

ности опорной функции.
4°. Замечания. 1) На плоскости Р!-критическая точка

выпуклой фигуры К делит, по крайней мере, три различ-
ные хорды в отношении Р\(К) (впервые этот результат

доказал Нейман [1];
по поводу его приложе-
ний см. Грюнбаум
[7]). Это можно также лег-

ко вывести из теоремы
Хелли о пересечениях вы-

пуклых множеств (CM.,
например, Яглом и

Рис. 10. Болтянский [1].
О множестве отношений,

в которых точка может делить проходящие через нее

хорды, см. Безикович и Замфиреску [1].
Из простых соображений непрерывности получаем, что

Г,-критическая точка фигуры К Е 8? делит пополам хотя

бы три различные хорды. Как легко проверить, то же

самое можно сказать о центре тяжести фигуры К (Б о-

уз [1], Эрхарт [1], Виет [4]) и, очевидно, о каждой
шестиугольной точке. (К содержащемуся у Боуза [1]
утверждению, что число хорд, проходящих через центр
тяжести и делящихся в нем пополам, когда оно конечно,

обязательно нечетно, следует отнестись с осторож-
ностью: могут встречаться «дважды подсчитываемые»

хорды; легко построить примеры, которые показывают,
что число геометрически различных хорд, разделенных

центром тяжести фигуры пополам, может быть четным.)
Представляется естественным следующий вопрос: ка-

кими свойствами обладает множество всех тех точек те-

ла КЕ Я”, каждая из которых делит пополам хотя бы

три различные хорды? Связано ли оно? Выпукло ли оно?

Сиде [3] решил эту задачу, показав, что это множество

связано, но не обязательно выпукло. Чакеризн и

Штейн [4] рассмотрели множество М; (К) всех тех

точек, которые разбивают пополам ровно { различных

хорд фигуры АЕ #?. Один из их результатов таков: пусть

т— лебегова мера на плоскости Е?; тогда т(М;(К)) =0 для
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всех четных ]. Они доказали также, что функционал
А (К) = т (М, (К))/т (К) есть аффинно инвариантная

мера симметрии, значения которой заключаются в гра-

ницах 3/4 < ^(К) < 1, причем равенство А (К) == 3/4
характеризует треугольники. Эти авторы исследовали
также функционал А (К) специально для фигур К по-

стоянной ширины.
Пусть теперь K GS". Рассмотрим (п — 1)-мерные

гиперплоскости Н, пересекающие 114 А, и центры тяжести
сечений Н п К. Для п =3 некоторые свойства этих

центров тяжести изучали Асколи, Трикоми, Фенхель (см.
Боннезен и Фенхель [1], стр.43) и ближекна-
шему времени — Штейнгауз [4]. Каждая точка из

11% А является центром тяжести, по крайней мере, одного
такого сечения тела К. (Относительно перенесения этого

результата на произвольное п см. Грюнбаум [5]; от-

носительно связанных © эТим результатов
— Штейн

[2]; относительно дальнейших обобщений — Косиныь
ски [4]). Штейнгауз [4] доказал также, что

при п =3 во всяком теле К либо некоторая точка из

11%А является центром тяжести континуума различных

сечений, либо же континуум точек служат центрами тя-

жести, по крайней мере, двух различных сечений каж-

дая; с учетом результата Грюнбаума [5] и того, что

при п>1в Е"! не существует гомеоморфного образа
п-мерного проективного пространства, доказательство

Штейнгауза сохраняет свою силу и для п > 3.

Среди задач, связанных с этими теоремами и с обобще-
нием результатов, очевидно, верных для Ё?, упомянем
некоторые вопросы, поставленные Грюнбаумом [$].
Пусть КЕ" ип > 3. Существует ли точка те Ш К,
являющаяся центром тяжести по крайней мере, для
n --1 различных сечений тела К? (О положительном от-

вете на этот вопрос см. в начале п. 6.2.) Какими свой-
ствами должно обладать множество всех таких точек? Со-

держит ли оно центр тяжести тела К?

Упомянутые выше результаты Штейнгауза остаются

верными также в случае, если вместо центров тяжести

сечений рассматривать другие непрерывные точечно-знач-

ные функции выпуклых множеств (такие, как центр тя-

жести их поверхности, центры минимальных описанных

эллипсоидов или сфер ит. п.; см. Грюнбаум [5],
Штейнгауз [4]). Предыдущие вопросы можно отне-

сти к каждой из этих точечино-значных функций.
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2) Нейман [4] рассматривал также некоторые дру-
гие функционалы, связанные с Р., которые легко видоиз-

менить с тем, чтобы они стали мерами симметрии. Пусть
р, 9 (0 < 1=—< 2т) — концевые точки хорд фигуры

КЕ %?, проходящие че-

рез фиксированную точку
т Е ПК, причем на кон-

туре фигуры точка ри ле-

жит между 9ты И тим
и т. д. (см. рис. 44, где
т = 2). Положим

po) — min | 4 —
Poms яГР

—

9:|Pi
— a

Puc. 11. где шп взят по всевозмо(-
ным наборам хорд р;, 4;,

удовлетворяющих поставленным условиям, и пусть

Pome (K) = max {p™ | теЕЕШЬК}.

При этом имеет место двойное неравенство

< р2т-1 (К) amit
где равенство р.и-1 (К) = т характеризует треугольники,
а равенство р.т+: (К) = (т + 1)/2 — центрально сим-

метричные фигуры.
При т = 1 этот результат легко получить из свойств

Р, (К). (Неравенство Р, (К) > 1/2 Нейман выводил из

оз (К) >> 1.) Возможно, из РА, (К) > 1/2 можно вывести

оценку р2т+1 (К) > т.

3) Аналогично определяются следующие меры симмет-

рии. Пусть КЕЙ” и точки х;, (0 <1=< п) принадлежат

границе ОК, а точка 5 лежит внутри их выпуклой оболоч-
Ku x © int conv {z;|0 << i <n}. Обозначим через у; про-
тивоположный 1; конец хорды тела К, проходящей через
хр их, и положим

—

1
~

|a;—z|
с(т) = шт Х1и==’
п (7) = ЕН
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где шш берется по всем семействам {т1;}, для которых

фиксированная точка 5 Е int conv {z;|0< i < п}. Пусть,
наконец,

o (K) = max {o (z)| z © int Ky},
л (К) = max {x (x)| хе ШК}.

Из результатов для меры РГР, следует, что 1/п< в (К) <
< 1и 1/п"*1 < л(К) < 1. Очевидно, что в (К) =1 или

л (К) =1 тогда и только тогда, когда К обладает цент-

ром симметрии, и что нижняя граница достигается разве

лишь для симплексов А”. Для меры л недавно было докз-
зано, что л (А") = 1/п"+1 (Беркес [4], Шопп [4];
легко также установить, что д (Л") = 4/п.

6.2. Мера симметрии Винтерница. 1°. Пусть f (H, p)
есть не превосходящее 1 отношение объемов двух частей
тела КЕ: Я", на которые тело К разделено гиперплоско-
стью Н, проходящей через точку рЕЕ К. Положим

Г (р) = ши {7 (Н, р)| НЭр},
Е, (К) = max{f(p)|p© K}.

Эта мера симметрии, а точнее, производная мера

Ез‹(К), изучалась различными авторами (см. ниже, п. 2°).
Оценки для F,(K)— Te sxe самые, что и для Р(К). Един-
ственные экстремальные тела — симплексы (Грюн-
баум [3], Хаммер [4]). Легко установить, что по-

верхности уровня, соответствующие Р., выпуклы, и что

существует критическая точка при любом КЕ &" (Х ам-

мер [4], см. также Зюсс [3] для п =2; это же было

установлено для обобщения F, со случая фигур на слу-
чай рассматриваемых в $ 9 распределений масс— см.

Д. Зингмастер иГ. Зингмастер [1]. Поль-

зуясь некоторым вариантом теоремы Хелли (см., напри-
мер, Грюнбаум [6], лемма 3), получаем, что суще-

ствует п +1 или более гиперплоскостей Н, проходящих
через критическую точку8 (К) тела К, каждая из кото-

рых делит объем тела К в отношении Р. (К). Так как в

каждой такой гиперплоскости Н точка ® (К) является

центром тяжести для НП К (см. Бляшке [3], где
п = 3, но доказательство верно для всех п), то получает-

ся утвердительный ответ на один из вопросов, упомянутых
в п. 6.1, 4°.

Труднее всего установить, что Р. (К) = 4 только в

том случае, если тело К центрально симметрично. Хотя
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это, очевидно, верно для п =2 1"), в известных доказа-

тельствах для п =3 (Функ [1] — см. Бляшке [5],
стр. 250, — Боннезен и Фенхель [1], стр. 25)
прибегают к интегральным уравнениям или разложениям

по сферическим функциям. (Автор сожалеет об истори-
чески неверном утверждении, сделанном им в этой свя-

зи в конце статъи Грюнбаум [3].) Хотя методы эти

можно перенести и на случай п >> 3, похоже, что ни одно
такое доказательство не публиковалось. В этой связи за-

служивают упоминания интересные результаты Ра-

дона [2](стр. 275) и Унгара [1].
2° 06 аффинно инвариантных мерах симметрии, про-

изводных от Е., известны следующие результаты.

1) Интересна история оценок для производных мер

Е*, основанных на центре тяжести #
= Е(К).

Случай КЕ” впервые исследовался Винтерницем,
установившим неравенство А (К) >>4/5 и то, что един-

ственными экстремальными телами служат треуголь-
ники. Результаты Винтерница были опубликованы в кни-

ге Бляшке [5] (1923), стр. 54—55. По-видимому, эти

результаты остались незамеченными и переоткрывались

другими авторами
— см. например, Лаврентьев и

Л юстерник [1] (1935), Нейман [2] (1945), Я г-

лом и Болтянский [1] (1954), Эрхарт [1]
(1955), Ньюмен [1] (1958). (Указание на принадлеж-
ность этих результатов Винтерницу без даты или точной

ссылки содержалось в немецком переводе книги Яглома

и Болтянского [1], вышедшем в 4956 г.)

Неравенство 28 (К)>> п"/[(п + 1)" — п”] для любых

КЕ" высказывалось Эрхартом [4] в виде гипо-

тезы и было доказано им в работе [2] для п = 3, аГрюн-
баумом [3] и Хаммером [4] для всех п. Другие дока-

1) На плоскости справедлив следующий более сильный ре-
зультат: выпуклая фигура К имеет центр симметрии тогда и только

тогда, когда существует сдинственная точка, через кото-

рую проходят три различные хорды, каждая из которых делит пло-

щадь К пополам. По поводу этого и родственных результатов см.

Царанкевич [1], Менон [1], Пьегат [4], Голдберг
[1], Хоггат [4]. Далеко пдущие обобщения и дополнительные
ссылки имеются в работах Грюнбаума [9] и Замфиреску
[3]. О связях между размером хорд, делящих пополам площадь,

и другими величинами см. Белецки и Радзишевски
[2], Девис [1], Эглсетон[6],Эглстон и Зиракзаде [1],
Радзишевски[2]
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зательствасм.Х уаЛо-кен и Юн Юнг-хуан[1],
Митягин [4]. Крайнее значение здесь достигается

тогда и только тогда, когда К является пирамидой с про-

извольным (выпуклым) (п — 1)-мерным основанием.

2) Эглстон [2] (воспроизведено в [3] и [5]) доказал

неравенство №5 (К) >4/5, гдез — любая шестидоль-
ная точка произвольной фигуры К == K*. Отсюда и из

единственности А.-критических точек сразу следует един-
ственность шестидольных точек для треугольников (до-
казано разными методами у Эглстона [2]).

3°. Обобщения меры симметрии Е, на распределения
масс. Если задано некоторое распределение и положитель-

ных масс в В" иц (Е”) < оо, то можно определить Р. (п)
совершенно аналогично определению Р, (К) с той лишь

разницей, что вместо объема отсеченной от К части сле-

дует говорить о массе, содержащейся в полупространстве.
Очевидно, ГР. (№) не является мерой симметрии, ибо ра-
венство РА. (1) =1 возможно для существенно не цен-

трально симметричных распределений масс. С другой сто-

роны, РЁ, (р) > 1/п для всякого распределения масс в ЕЁ".

Для п = 2 это было доказано Нейманом [2] и пов-

торно Ягломом и Болтянским [1], Ньюме-
ном [1]. Для произвольного И это неравенство устано-
вили Радо [2], Берч [2], Грюнбаум [3] (в по-

следней работе доказательство непосредственно примени-
мо только к непрерывным распределениям масс, а общий
случай получается отсюда стандартными методами); см.

также Данцер, Грюнбаум, Кли [14]. Граница
1/пв, очевидно, точная. Некоторый признак распределений,
на которых она достигается, дан Грюнбаумом [3].
По поводу описания свойств Г, на плоскости и некоторых
связанных с этим понятий см. Нейман [3].

6.3. Анолог меры Винтерница, основанный на рассмот-
рении площади поверхности тела. Пусть функционал
Рз (К) при КЕ $" определен так же, как Р., с той лишь

разницей, что } (Н, р) — отношение, в котором гиперпло-
скость Н делит (п — 1)-мерную площадь поверх-
ности тела К. Из результатов относительно F,(p) сразу
следует, что Р. (К) > 1/п для любого КЕ".

О функционале РГ. (К) при п > 3 ничего больше не из-

вестно. В частности, не известно, имеет ли место равен-
ство Р. (К) =1 тольков случае, когда тело К Е &"

центрально симметрично. Для п = 2 это устанавливается
легко. Нейман [2] высказал предположение, что
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нижняя граница Р.(К) для КЕЕ? равна (У5—1)/2;Тэле-
ментарно проверяется, что нижняя граница не может

превышать (И 5—14)/2, ибо Р. (К) может быть сколь

угодно близко к этому значению (если К — достаточно

узкий равнобедренный треугольник с малым углом между

равными сторонами).
Эрхарт [4] показал, что КР, (К) > 1/3 для всех

K & §*, Ho ero доказательство, по-видимому, не опуб-
ликовано. Другое доказательство дала Ковец [1].

6.4. Две другие меры симметрии. 1°. Пусть точка р
—

внутренняя для тела К = ®" (т.е. реш К); Н — про-

ходящая через р гиперплоскость; Я: и Н. — параллельные

Рис. 142.

Н и равноотстоящие от Н гиперплоскости, причем гипер-
плоскость Н, — опорная для К (рис. 12); Пусть, далее,

К’(Н:) — часть тела К, заключенная между Н\ и Но. По-
ложим

f (Hy, p) = У(К’ (Н,))/У (К)

7 (р) = шт{7 (Н:, р)| Н, — опорные к К}.

Наконец, определим

Ра (К) =тах {](р) | реш К}.

Так как равенство Р. (К) = 1 влечет за собой РЁ, (К) = 1,
то Р. (К) = 1 тогда и только тогда, когда тело К цент-

рально симметрично. Из известных результатов, касаю-

щихся 2 (К) (см. ниже) вытекает, что Р. (К) > 8/9 для

всех КЕ У? причем единственные экстремальные фи-
гуры здесь — это треугольники. Точные оценки для

F,(K) при п >33 неизвестны. Мы полагаем, что
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Е.(К)>1— (г), причем единственными экстремаль-

ными телами служат симплексы А“.

Асплунд, Гроссвальд, Грюнбаум [4]
рассматривали производную от ЁР. меру Ри. Нижняя гра-

ница а, для 25 (К) при любых КЕ §" ne выражается явно

в элементарных функциях, но ее можно вычислить с любой

точностью; так, например, а.=~ 0,8746. Экстремальные
тела суть усеченные пи-

рамиды с произвольным

(п — 1)-мерным выпуклым

основанием, причем отно-

шение, в котором парал-
лельная основанию гипер-
плоскость делит высоту

пирамиды, зависит от п;

так, например, это отно- Рис. 13.
шение — 0,2 при п = 3.
В планиметрическом слу-
чае имеем а,

= 8/9; здесь единственные экстремальные
тела — треугольники. Интересно упомянуть, что для

п-мерных симплексов Ап

lim Fg(A") = 1 — = = 0,865...> lima, = 0,857...
n—co

е
П—<

2°. Пусть КЕ $"; реш К; Ни H, — две парал-
лельные опорные гиперплоскости тела К. Для каждой
пары точек х, Е ДН, П К, +, Е Н.ПК обозначим через
С (хи, 2.) проходящую через р хорду тела К, параллельную
хорде [2,, 1.] (рис. 13). Положим

. _C(x1,2:
f(p, Hi) = min {RS HE

ЕН: П К, #=1,2; Н,|Н.—опорные к K}И

7 (р) = ши {] (р, Н;) | Н, | Н. — опорные к К},

после чего определяем

F, (K) =max{f (p)| p & intX}.

Утверждение, что ГР, (К) = 1 тогда и только тогда,
когда тело А центрально симметрично, равносильно
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теореме 14 работы Хаммера [3]; однако его доказатель-

ство, по-видимому, неточно. Полностью доказала это ут-

верждение Ковец [1]; см. также Хаммер и Смит

[4]. Нетрудно проверить, что Р,(К) удовлетворяет

условию сверхминимальности. Поэтому сразу ясно, что

Рь (К) > 23 для КЕ #?*, причем равенство достигается
только для треугольников (по поводу деталей см. Ко-

вец [1]). Нижние границы для ГР, (К) при п > 3, по-

видимому, не определены. Можно предполагать, что сим-

плексы являются здесь экстремальными телами; отсюда

при п = 3 следовало бы, что Р„(К) > 1/2.

Для производной меры Ё* (К), пользуясь методами,

сходными с использованными при доказательствах нерз-

венства А (К) > 4/5 для КЕ &?, легко показать, что

Г; (К) > 2/3 при любом КЕ $?. При п > 3 оценки для

Гь (К) неизвестны.

3°. Некоторые задачи об аффинных диаметрах. Пусть
КЕ #”". Хорда С = [2,, х.] тела К называется его аф-
финным диаметром, если существует пара различных па-

раллельных опорных гиперплоскостей Н! || Н› тела К та-

кая, что 1, = Я. ПК, т, = Н. ИП К (ср. рис. 13). По-

видимому, хорошо известно, что всякая точка тела К

принадлежит, по крайней мере, одному аффинному диз-

метру. Результат этот без доказательства анонсировался
Хаммером [6]; его доказательство легко получить из

теоремы 1 работы Грюнбаума [5] и следующего за

ней замечания. (Столь же легко установить, что для лю-

бого направления есть хотя бы один аффинный диаметр,
параллельный этому направлению.) Следующие ниже за-

дачи об аффинных диаметрах похожи на задачи о центрах
тяжести сечений, упомянутые в п. 6.1,4°. (По поводу

некоторых обобщений указанных результатов и частичных

ответов на поставленные ниже вопросы см. Косины
ски [2, 3].)

Существует ли в произвольном теле K == %" хотя бы

одна точка, принадлежащая, по крайней мере, п +1
различным аффинным диаметрам? В частности, является

ли такой точкой центр тяжести тела А? Всякое ли тело К

обладает либо континуумом точек, принадлежащих каж‹-

дая более чем одному аффинному диаметру, либо — точ-

кой, принадлежащей континууму аффинных диаметров?
При п = 2 утвердительный ответ на последний вопрос

является почти тривиальным. Ответы на первые два воп-
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роса здесь Также являются утвердительными: центр тя-

жести фигуры КЕ? и Р\-критическая точка фигуры
К Е? принадлежат, по краней мере, трем аффинным
диаметрам.

6.5. Мера симметрии Ковнера — Безиковича.
1°. Пусть К Е %" — выпуклое тело ир

— точка тела К; рас-
смотрим максимальное центрально симметричное тело

К (р), принадлежащее А, с центром р
— иными слова-

ми, пересечение

К (р) = КП (р — К)

(рис. 14). Величину Е’ мы определим
как отношение объемов

Ев (К) =У(К(р) /У(К).
Мера симметрии по Ковнеру и Безико-

вичу есть

P,(K) = шах {Е |реК}.

Мера Ру являлась предметом многих
Рис. 14.

исследований. Кажется, первое опуб-
ликованное доказательство неравенства Р,(К) > 2/3 для
K G&S? содержится в книге Лаврентьева и

Люстерника [1] (стр. 358—367), где было указано,
что оно принадлежит С. С. Ковнеру. Независимо более

простые доказательства этого неравенства были даны
Безиковичем [41] (сходное доказательство см.

Оцеки [4]), Фари [41] и для производной меры —

другими авторами (см. ниже). Фари [1] и другие замети-

ли также, что при Ке%? равенство Р, (К) = 2/3 xa-

рактеризует треугольники.

Для п>3 о свойствах меры Ру, известно мало.

Белецки и Радзишевски[1]доказали, что вся-

кое тело К ЕЕ ЯЗ содержит параллелепипед Р объема

V (p) = +V(K); ясно, что отсюда вытекает неравен-

ство Рз (К)>2/9 при п= 3. Фари иРэдей [1] дока-

зали, что всякое тело КЕ" имеет единственную Р.-крити-
тическую точку и что соответствующие Ру поверхности
уровня выпуклы. Те же результаты были независимо по-

лучены Штейном [1]; для п =2 они имелись уже у

Лаврентьева и Люстерника [1]. Фари и

43



Рэдей [1] установили Также, что
п+1

2

F(A”) = РЕ (А”) =аи (— 1)*С+ (п + 14 — 2i)" —
4==0

п+1

—Е‘yn dt.

(Численное значение для F, (A®) подсчитано ими с ощиб-

кой.) Штейн [1] доказал также любопытную теорему
о том, что среднее значение величины Рз (К), где х

пробегает все точки тела A, равно 1/2”, т. е. что

\ Р=(К)ав = =У(К).
К

Отсюда следует, что Р, (К) >> 1/2" при любом КЕ Я".

По поводу дальнейших результатов в этом направлении
см. Чакериан и Штейн [2].

Нижняя граница меры ГР, (К) специально изучалась

для плоских фигур К постоянной ширины. Безико-

a) 6)
Рис. 45.

вич [2] показал, что всякая такая фигура К имеет меру

симметрии Ёз > 0,840... Этот результат был обобщен
Эглстоном [1].

Следующий пример, принадлежащий Фаэри, показы-

вает, что мера симметрии Ковнера — Безиковича не удов-

летворяет условию сверхминимальности (*) (и даже более

слабому условию (*+*); см. $4). Пусть К» — «усеченный»
квадрат (рис. 15, а). Легко проверяется, что при А < 1/2

имеет место равенство F, (Ky) = (2—242) (2 — A’).
С другой стороны, если В? — единичный круг, то

44



Py (Kat 58")(см. рис. 15, 6) при достаточно малых д и при

л <1—\У2 будет меньше, чем Fy (Ky).
2°, В литературе рассматривалось немало мер, про-

изводных от Ев.
4) Производная мера Р%, гей — центр тяже-

сти & тела К. Эрхартом [3] была высказана и при

некоторых дополнительных предположениях о рассматри-

ваемых фигурах К = #? доказана оценка Р$ > 2/3. Для
рсех КЕ? это неравенство независимо установили

Козинец [1] и Стюарт [1]. Стюарт также показал

на примере, что оценка эта не вытекает из оценок для

Рё и F (cM. ниже) и из выпуклости линий уровня.

Оценки Р5 (К) прип >> 3 рассматривал Леви [1]. Им

установлено, что 25 (К) `> 2/(п” + 1) при любом КЕ $".

2) Производная мера Ру, где Й — произвольная ш е-

стиугольная точка фигуры КЕ #?. Ira про-
изводная мера была первым изучавшимся вариантом ме-

ры Р‹. Безикович [1] и Фари [1] доказали, что

Е(К)> 2/3 для каждой шестиугольной точки № фигуры
К (и значит Ре(К)>>2/3). Та же оценка имеется у Яг-
лома и Болтянского [1] иу Линиса [1],
которые установили даже более сильный результат:
всякий аффинно правильный шестиугольник, вписан-

ный в АЕЯ?, уже сам имеет плошадь, не меньшую,
чем 2/3 площади К.

3) Производная мера Fe, где 5$ — произвольная
шестидольная точка фигуры КЕЯ?, рас-

сматривалась Эглстоном [2] (воспроизведено в

[3, 5). Он показал, что Рз > 2/3 для всякой шестидоль-
HOH TOUKH 5.

4) Производная мера 25, где с — центр описан-

ного эллипсоида, дает, по-видимому, простейший
пример геометрически «естественной» меры симметрии,
относительно которой даже в Ё? симплексы (треугольни-
ки) не являются выпуклыми множествами минимальной

меры симметрии. Хотя нижняя граница для Ра на семействе
К == 82, по-видимому, неизвестна, можно показать, что

изображенная на рис. 16 фигура К удовлетворяет нера-
венству

с —

4 Уз
— 2 _ с 2

В (К) = узок
= 0,604...< -з- = 25(1%).



6.6. Мера симметрии Эстермана. Пусть К Е" — вы-

пуклое тело в ЕЁ" ир — точка из К; обозначим через
К [р] минимальное центрально симметричное выпуклое

тело с центром р, содержащее К, и положим

F7 =V(K)/V(K(pl)

F, (K) = max {F? (K)| p © K}.

Нижняя граница F, > 1/2 для КЕ Я” впервые уста-
новлена, по-видимому, Эстерманом [2], который
также доказал, что единственные экстремальные фигуры
здесь — это треугольники. Эти результаты были получены

также Леви[1]. Оценку Р.>1/2
получали также Фари [1],
Яглом и Болтянский

[1]. Чакериан [1] исследо-
вал Ё. специально для выпук-
лых фигур постоянной ширины.

Среди других полученных им

результатов имеется неравенст-
BO

F,(K)>Fy(R)=
Рис. 16.

= 75-1 =0,81...,
где А — произвольная фигура постоянной ширины, А —

треугольник Рело.

Эстерман [2] задавался вопросом, справедливо
ли неравенство Р; (К) > 1/3 для КЕ #3; эта задача до

сих пор еще не решена. Оценка Р, (К) > 1/6 для Ке 8

следует из результатов 06 описанных параллелотопах

(см. $2).
Оценка F, (K) > 1/2” для Ке #" была установлена

Роджерсом и Шепардом [1, 3] (см. также

Александров [1]). Как отметили Фари и Р)э-

дей [1], а также Роджерс и Шепард [3], Р)-
критическое множество для КЕ ®" может быть п-мерным;
так обстоит дело, например, если К = А". Эти авторы
нашли такие условия регулярности тела А, которые га-

рантируют, что критическое множество тела К состоит из

единственной точки. Для п-мерного симплекса А” Фари
и Рэдей [4] точно подсчитали величину Р.: оказалось,
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ЧТО

F, (A”) = 1/Clv)

Из производных мер для Р. рассматривалась только

мера 27. Леви[1] доказал, что Fy > 1/п” для любого
К = #".

О некоторых экстремальных задачах, связанных с

мерой симметрии Эстермана, см. Роджерси Ш-е-

пард [2].
6.7. Некоторые аналоги мер симметрии Ковнера — Бе-

зиковича и Эстермана. Пусть для выпуклых фигур КЕ &*
меры Рс и Ё7 определены ана-

логично Р`,и Ё., с ТОЙ ЛИШЬ

разницей, что вместо площа-

дей фигур К и К(р) (соот-
ветственно К [р]|) сравнивают-
ся их периметры.Вси-

=

лу аддитивности длин меры А
*

nF, удовлетворяют условию

сверхминимальности. Поэтому,
для того чтобы получить нижние

* *

границы мер Ас и Р› для всех Рис. 17.

КЕ $?, достаточно найти ниж-

н ие границы этих мер на множе-

стве всех треугольников (ср. стр. 24—25). Тривиально
* o

устанавливается неравенство А (К) > 2/3, где В (К) =
—= 2/3 только в том случае, если К — равносторонний

. г

треугольник; сложнее доказывается, что Ё) (К) > V3/2,
причем и здесь равенство достигается только для равно-

стороннего треугольника (это доказала Ковец [1].
Ев-критические множества могут быть двумерными

(рис. 17); они (и вообще все линии уровня) всегда обяза-

тельно выпуклы. Стоит отметить, что простое применение

теоремы Б ибербаха [1] об изопериметрах дает толь-

ко А, (К) > 2/л для всех КЕ Я?. Из известной строгой
монотонности длин периметров выпуклых фигур сразу

следует, что каждое из равенств № (К) = 1 или Е, (К) = 1
влечет наличие у К центра симметрии.

Мера РЁ; предлагалась Фаэри (устное сообщение), ко-

торый поставил также соответствующие вопросы, относя-

щиеся к случаям п > 3. Мы не формулируем здесь эти
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вопросы, так как по их поводу нет пока, кажется, ника-

ких результатов.
6.8. Мера симметрии, определяемая по разностному

телу. Для каждого выпуклого тела К ЕЕ” определим тело

К* = [К (— К)]. (Множество 2А* обычно назы-

вают разностным телом или иногда векторным телом

тела К; у Ягломаи Болтянского [4] фигура
К* называется образом фигуры КЕ? при симметри-

зации относительно точки О, принятой за начало отсчета

векторов.) Известно, что У (К*) > У (К), причем равен-
ство достигается тогда и только тогда, когда К централь-
но симметрично. Отсюда следует, что

Рз (К) = У (КГУ (К*)

является аффинно инвариантной мерой симметрии.
Бляшке [4] поставил вопрос о нахождении нижней

границы Р.(К) для всех КЕ". Случай п=2 рассмотре-
ли Радемахер [41] и Эстерман [1, 2], которые
доказали, что здесь Р, (К) > 2/3; случай п = 3 был рас-
смотрен Эстерманом [2] и Зюссом [4], устано-
вившими, что в этом случае Р, (К) > 4/5. Частичные
результаты, касающиеся общего случая, имеются у Бон-
незена и Фенхеля[1] (стр. 105), Ганапати [14],
Годберзена [14]; полное решение получили Род-

жерси Шепард [1], которые показали, что

ЕР (К)> 2"/С", при любом КЕ",

причем значение 27/С%»„ достигается только для симплек-

сов. Модификации первоначального — доказательства
имеются в работах Роджерса и Шепарда [3] и

Эглстона [5]; другое доказательство и обобщения
в работе Чакериана [3]. Грёмер [2] доказал, что

F, (K) < 2"71/ (28 — 1), если КЕ $" — пирамида;

равенство достигается в случае, когда основание пира-
миды центрально симметрично; в случае п = 3 этот ре-
зультат принадлежит Эстерману [2]. Дополнитель-
ные результаты, касающиеся меры симметрии Ё№ для
плоских фигур (п = 2) и пространственных тел (п = 3),
а такжеисвязей Г, с Р, см. у Чакериана [2].

6.9. Мера симметрии Роджерса и Шепарда. Пусть К —

выпуклое тело в Ё", а пространство Ё” вложено в Е"*1;
пусть, далее, е — единичный вектор в В"*1, ортого-
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нальный Е. Роджерс и Шепард [3] on-

ределили ассоциированное (п - 1)-мерное выпуклое тело
* К тела К ЕЕ $" как выпуклую оболочку

*К = сопу {К |) [е + (— K)}};

при этом функционал

ЕР. (К) =У, (К)!Уп: (*К)
является аффинно инвариантной мерой симметрии. Род-

жерс и Шепард нашли, что Р, (К) > (п-+ 1)/2” для всех

КЕ Я", причем равенство достигается тогда и только

тогда, когда К — симплекс.

$ 7. Некоторые экстремальные задачи, возможно,
приводящие к мерам симметрии

1°. Метрика 4. в пространстве % аффинно эквива-

лентных классов выпуклых тел в Е" (см. $ 2) приводит ко

многим задачам, некоторые из которых используются
в функциональном анализе.

Известны следующие результаты о 45; здесь А обозна-

чает симплекс, С — гиперкуб, О — гипероктаэдр, В —

шар, М — любое центрально симметричное тело, А — лю-

бое выпуклое тело, Н — правильный шестиугольник,
Т — аффинное преобразование; верхние индексы ука-
зывают размерность:

1) а, (В", К”) <а, (В", А") = ши,

4, (В", М") < 4, (В", С") = 4, (В", 0") = Inn,

Джон [1], Лейхтвейс [1];

2) а, (С", М")< шп; а, (0", М") < шп, Дей 111,

Ленц [1], Тейлор [1];

3) а, (С*,М)<а,(С*, Н) = 1; 4(Н, М)т,

Асплунд [1];
4) а, (С*, К?) < а, (С°, А) = ш2;
5) а, (А", К") <а, (А", М") = шп.

Для доказательства 4) достаточно убедиться в спра-
ведливости элементарного равенства 4. (С?, А?) = ш2 и,
в случае К? == А?, рассмотреть четырехугольник А
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максимальной площади, содержащийся в А?. Тогда прохо-
дящие через вершины А прямые, параллельные диагоналям
четырехугольника А, будут опорными для А?; они обра-
зуют такой параллелограмм Г (С?), что транслят фигуры

+T(C%) содержится в Ас К:.

Для доказательства 9) достаточно рассмотреть сим-

плекс А” максимального объема, содержащийся в КА";
при этом транслят тела —пА" будет содержать КГ.

Для доказательства а, (А“, М") = Inn заметим, что, если

М" содержит тело 7 (А"), то оно содержит также транс-
лят тела —Т (А"); но наименьшее значение |^|, при

котором тело AT (А") содержит одновременно трансляты
тела Г (А") и тела —Т (Л”), есть | ^| = п.

Вот некоторые из представляющихся автору интерес-
ными задач, остающихся пок& открытыми. Равен ли

4.-диаметр пространства %: значению Шш п? (Чаке-
риани Штейн [5] показали, что тах а, (С", К") =
= шп.) Чему равен 4.-диаметр подпространства 9,
образованного всеми центрально CHMME1-

ричными элементами пространства ®? Верно ли, что
п 14

d, (M", C") = In = ? (Можно показать, что 4. (С3, 03) =

= In2.)
Связь метрики 4, с мерами симметрии была бы OCO-

бенно простой, если бы равенство d, (A", К")= № п имело

место тогда и только тогда, когда К” центрально сим-

метрично: при этом функционал / (К) = 4. (А", K")/Inn
был бы аффинно инвариантной мерой симметрии;
однако Асплунд (устное сообщение) показал, что это

предположение неверно. Об одном приеме построения

меры симметрии на основе 4. см. начало $5.
Для функционалов, подобных 4, можно поставить ве-

ликое множество задач. Упомянем две из них.

а) Определим метрику 4* (К\, К.) так же, как была

определена метрика 4. (К, К.) (см. $2), но при дополни-
тельном условии совпадения центров тяжести тел К, и

Т (^ К,). Границы 4* неизвестны даже для Е?. Как следует
о 9

из рис. 18, значение а* ((?, А*) не больше, чем шп >}
5

можно показать, что оно равно 5. Правдоподобно, что

это точная верхняя граница для 4* (К?, 4?), а возможно,

и для 4* (К1, К›).
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6) Рассмотрим следующее определение, связанное

се задачами о проекциях в пространствах Минковского

(см. Грюнбаум [2]). (Отметим, что за счет легкого

видоизменения приводимого ниже определения можно

получить еще один способ введения расстояния в прост-

ранстве аффинных классов выпуклых тел в Е"; однако

связанные с такой метрикой задачи, по-видимому, безна-

дежкно трудны.) Для центрально симметричного выпук-
лого тела К с центромг начале координат (т. е. такого,

Рис. 18.

что А= —Ас Е”) обозначим через Р (К) точную нижнюю

границу tex A > 0, при которых существуют такие аф-
финные преобразования 7, uw вещественные 0>0,

Ха; =1, что

К <= Г (С”)
И

Известно (Грюнбаум [2], Рутович [1]), что

n

(+)
var(4)

Honomum P, = max P (K), rae максимум берется по

всем K = — Kc E”". Справедливы ли равенства

Py=4/3, Р.=3, Р.И2

(>
Р(0")==. *; Р(В=

(Из известных результатов для 4. следует, что Р„ < п.)
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По поводу дополнительных результатов в эТом на-

правлении см. Гурарий, Кадец, Мацаев [1, 2],
Гордон [4].

2°. Понятие шестидольных точек плоских фигур приво-
дит ко многим экстремальным задачам. Мы упомянем сле-

дующие две, вероятно, приводящие к мерам симметрии.

а) Для выпуклой фигуры КЕЯ? рассмотрим все

разбиения ее тремя пересекающимися в общей точке

прямыми (рис. 19), причем такие, что для площадей
© (К;) получаемых шести облас-

тей А, имеем:

5 (К!) = 5 (Ёз) = S (Ks)
S (Ky) = S (Ky) = S (Kg)

a,

b.

Пусть {(K)= min-- при всех

таких разбиениях. Мы предполо-
жили, что 1/2 < }(К) <1 для

рис. 19. всех Ke S*, что равенство} (К)=
—=1/2 характеризует треугольники

(это все доказала Ковец [1]) и что равенство { (К) = 1

характеризует центрально симметричные фигуры К.

6) Три хорды выпуклой фигуры КЕ #8? делят К, во-

обще говоря, на семь областей. Если каждая из шести

внешних областей имеет одинаковую площадь а, то пло-

щадь 6 внутренней области (рис. 20) удовлетворяет не-

равенству 6 < а/8 — эту гипотезу высказали Р. Баки
И. Бак [1]; она была доказана
Шоландером 11] и Эгл-

стоном [2, 3, 5]. Следователь-

но, полагая }(К)=min(4 — | ,

где минимум берется по всем раз-
биениям рассматриваемого типа,
имеем 7/8 <}(К) < 1, где ра-
венство слева характеризует тре-

угольники, а равенство справа
заведомо выполняется для всех Рис. 20.

центрально симметричных фигурК.
Возможно, что равенство} (К) =1 характеризует
центрально симметричные фигуры КЕ #?, в таком слу-
чае } (К) — мера симметрии. По поводу связанных с
этим результатов и нерешенных задач см. работу
Грюнбаума [7].
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3°. Пусть Ке 8”, Н — гиперплобкость, равноот-
стоящая от двух параллельных ей гиперплоскостей,
опорных для К, /у(Н, К) — не превосходящее 1 отноше-
ние объемов двух частей тела К, на которые оно рас-
секается гиперплоскостью МН. Положим } (К) =

= шш] (Н, К) по всем таким Н. Аналогично, рассмат-
ривая вместо отношения объемов отношение площадей
двух Частей границы ОДК, получаем функционал }5 (К).
Очевидно, fy (К) > 1/(2` —1) для всех КЕ $", при-
чем равенство достигается для пирамид с произвольным

(выпуклым) (п — 1)-мерным основанием, а fg (K)>
> И/(2" — 1) при всех К ЕЕ $", причем эта граница точная.

Интересно, служат ли [у и [5 мерами симметрии, т. е.

вытекает ли из /у (К) = 1, соответственно из {5 (К) = 1,
что тело А центрально симметрично? Этот вопрос остается

открытым даже для случая п = 2.

§ 8 Один интересный функционал

Как ни удивительно, следующий функционал не при-

водит к мере симметрии. Пусть Ё — хорда выпуклой
фигуры Ke SS’, делящая площадь 5 (К) фигуры
пополам, рт,

— не превосходящее 1 отношение, в котором
[ делит периметр фигуры К, и пусть р (К) =
= пп ре. Известно, что р(К)`> 1/3 при всех КЕ Я,
причем эта оценка точная. (См. Плейель [1], где co-

держится более общий результат, дающий также оценку
для связанной с этим задачи об отношении, в котором
площадь © (К) делится хордами, делящими пополам пе-

риметр; нижняя граница в этом случае равна нулю.)
Многократно изучался вопрос о тех фигурах КЕ #?,

для которых р (К) =1. Матумура [14] анонсировал,
что р (К) =1 характеризует центрально симметричные
тела К; но уже Циндлер [1] построил примеры, оп-

ровергающие это утверждение. А уербах [1] опре-
делил все те К ЕЕ #3, для которых р (К) = 1 (и обнаружил
близкое родство между ними и фигурами постоянной

ширины). Рис. 214 изображает одну из описанных Ауер-
бахом фигур, для которой р (К) = 1, но которая не имеет

центра симметрии (этот пример воспроизведен у Штейн-

гауза [2]).
А уербах [1] доказал также, что для фигур К,

у которых нет центра симметрии, но о (К) = 1, все хорды,

делящие пополам площадь (и периметр) тела К, имеют
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равные длины. По поводу обобщения этого результата см.

Штрубекер [1], где можно найти также дополни-

тельную литературу и замечания; болез свежий обзор
этих вопросов дан в работе Мампель [1]. Эта теорема
оправдывает переход к еще одной группе результатов
и задач.

Хиракава [1] установил следующий результат:
Если выпуклая фигура К Е= ®? обладает тем свойством, что

любые две ее хорды, имеющие одинаковую длину, делят

Рис. 24.

площадь (или периметр) фигуры К в одном и том же от-

ношении, то А есть круг, более простое доказательство

теоремы Хиракава дал Герике [1]. Теорема Ауербаха
показывает, что (вопреки утверждению Миятаке

[1]) теорема Хиракава не сохраняется в случае, если

рассматривать только хорды одной произвольно фиксиро-
вапной длины. С другой стороны, Сальковски

[1] показал, что если выпуклая фигура К такова, что при

некотором целом А`>2 все хорды, отсекающие 1/Ё часть

ее периметра, имеют фиксированную длину, то К есть

круг. Заметно сходство этой ситуации с задачами, сЕЯ-

занными с теоремами Радона [2], Функа [1], Ун-
гара [1] (ср. п. 6.2) и общими задачами о собственных зна-

чениях.

Для р (К) есть очевидные аналоги в пространствах

большего числа измерений, получаемые замсной сече-

ний фигуры хордами на сечения тела (п — 1)-мерными
гиперплоскостями; однако здесь как будто не известно

никаких оценок для р (К). Наиболее интригующая за-

дача связана с возмонкностью того, что при п > 3 равен-
створ (К) = 1, ге КЕЙ”, все ке характеризует цент-
рально симметричные тела. Утвердительный ответ на этот
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вопрос вскрыл бы еще одну «особенность Е?, подобную
существованию кривых Радона*) в Е?З, не обобщаемому
(кроме тривиального случая эллипсоидов) на простран-
ства размерности п > 2 (Бляшке [1]).

$ 9. Добавление: некоторые обобщения

Многие аспекты определения мер симметрии для вы-

пуклых тел, изложенные в $ 1, очевидно, имеют более

общую природу. Можно вводить массу понятий, логиче-

ски столь же осмысленных, как и выбранное понятие

«меры симметрии выпуклых тел». Автор вынес их в до-

бавление и воздерживался от всякого упоминания о них

в основной части статьи главным образом из-за скудно-
сти, чтобы не сказать больше, сколько-нибудь значимых

результатов, которые оправдали бы введение таких об-

щих понятий.

Определение мер симметрии как функционалов вклю-

чает несколько требований. В целях большей конкрет-
ности мы накладывали следующие требования:

(1) непрерывность;

(1) заданность на всех выпуклых телах в...

(111) п-мерном евклидовом пространстве Ё”;
(1У) инвариантность относительно группы 4 невы-

рожденных аффинных преобразований или относительно

ее подгруппы $, состоящей из всех преобразований по-

добия;
(У) достижение максимума в точности на классе мно-

жеств, состоящем из членов, инвариантных относитель-

но двухэлементной подгруппы „Я группы 4 (или $),
порожденной симметрией относительно точки (скажем,
начала координат).

Каждое из этих требований (и, по-видимому, неко-

торые дополнительные) может быть подвержено суще-
ственным изменениям; так, например, по поводу не не-

прерывной аффинно инвариантной «меры симметрии» см.

Теннисон [4]. В качестве другого, может быть

*) Пусть К — замкнутая выпуклая кригая. Две ее хорды на-
зыгаются сопряженными, если в концах каждой из них можно

прогести опорные прямые, параллельные другой. Кривые Ра-
дона — центрально симметричные выпуклые кривые, у которых
любой диаметр имеет сопряженный. О свройствах сопряженных хорд
и кривых Радона см. Бляшке [6], Лаугвиц [1], Штейн

[3]. а также ссылки в этих работах (ср. также Розенфельд
и Яглом [1], п. 7.1).
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наиболее простого примера, укажем на возможность замены

в (111) Е" на п-мерную сферу 5"; при этом в (1%) вместо

„А или $ придется рассмотреть группу движений сферы
5". Таким путем можно развить теорию, совершенно
аналогичную развитой для евклидова пространства ЕЁ":

инвариантные точки, общие методы определения мер сим-

метрии, частные меры, соответствующие описанным

в $6. Насколько известно автору, это еще никем не сде-

лано.

Другой пример. Можно изменить только условие (у):
заменить Я на полную группу вращений вокруг точки

(скажем, вокруг начала координат 0). В частности, роль
таких «мер эллиптичности» (соответственно «мер сферич-
ности») для выпуклых тел КсЕ" могут играть, напри-

мер, простые функции от д, (В", К”), 8, (К", В") или

д, (К", В") (см. $2 и 7); по этому поводу см. Фейеш
Тот [1]. Глубокий результат, утверждающий существо-
вание выпуклых тел «почти сферического» сечения, при-

надлежит Дворецкому [1]; по поводу дополни-
тельных результатов см. Дворецкий [2], Страус
[4].

Довольно очевидно, как можно было бы определить

«меры осевой симметрии» (некоторые предложения в этом

направлении были сделаны Штейгаузом [4]), «ме-

ры симметрии относительно гиперплоскости», «меры три-

симметричности» *), «меры пятисимметричности» или «ме-

ры симметрии относительно произвольно выбранной под-

группы группы .4»; Эрхарт [5] предлагал еще рас-

смотреть «меру угловой симметрии» плоских выпуклых

фигур. Хотя некоторые из этих задач могут оказаться

весьма интересными, известные здесь пока результаты

совершенно незначительны. Впрочем, некоторые резуль-
таты все же были здесь в 60-е годы получены — в основ-

ном для симметрии относительно гиперплоскости (см.
Нол [1], Де-Валькурт [1—4], Краковски
[1], Чакериан и Штейн [2, 3]).

Возможно, больший интерес представляет заменаB(ii)
«выпуклых тел» на «измеримые множества конечной поло-

жительной меры» или на «распределения положительной

массы». Обсуждавшийся в п. 6.2, 3° функционал можно

*) Здесь имеется в виду степень близости К Е &? к фигурам,
обладающим «поворотной симметрией 3-го порядка» (т. е. переводи-
мым в себя поворотом на угол 2/3).
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рассматривать В этом свете, хотя он и не является мерой
симметрии. Другой не изученный в этой связи пункт ка-

сается смысла, который надо придавать требованию (1).
Нам представлялось неясным, как можно метризовать

пространство аффинно эквивалентных классов компакт-

ных измеримых множеств конечной положительной меры
и компактно ли оно в надлежащей метрике? Впрочем,
теперь эти вопросы уже решены

— см. Уэбстер [1],
Бантени [4].

Можно модифицировать меру симметрии Ковпера —

Безиковича (и некоторые другие меры, обсуждавшиеся
в $6) с тем, чтобы использовать ее в этом случае. Но вся-

кий раз, когда мы пытались осуществить это, нижняя

граница получавшихся мер оказывалась равной нулю.
Есть ли хоть какая-нибудь «естественная» мера симметрии

таких множеств, для которой нижняя граница мер поло-

жительна?



ПРОБЛЕМА БОРСУКА

И РОДСТВЕННЫЕ ЕЙ ВОПРОСЫ *)

$ 1. Введение

Диаметром множества А в метрическом пространстве
называется точная верхняя граница расстояний между

парами точек множества А. Если правильный симплекс

Т” дизметра 1 евклидова п-мерного пространства ЕЁ” раз-
бить на п частей:

п

ТГ" = U А,
ix]

то хотя бы одна из этих частей будет иметь тот же диаметр
1, что и весь симплекс, поскольку хотя бы одна часть 4;
будет содержать две разные вершины симплекса. Более

тонкий результат принадлежит Борсуку [4]: если

разбить на п частей п-мерный шар В" диаметра 1, то

хотя бы одна часть будет иметь диаметр 1. Это вытекает

из аналогичного результата для сферы (см. Л юстер-
ник и Шнирельман [4], Борсук[1, 2]**)):
если (п — 1)-мерная сфера 5"! — т. е. граница шара
в ЕЁ" — покрыта объединением п замкнутых множеств, то

по крайней мере одно из этих множеств содержит пару

диаметрально противоположных точек сферы 5“.
Эти факты привели Борсука к формулировке следующей

проблемы:
Можно ли любое ограниченное множество А < Е" не-

нулевого диаметра Чат А `> 0 разбить на п-- 1 множеств

так, чтобы диаметр каждого из этих множеств был строго
меньше, чем Фаш A?

*) Borsuk’s problem and related questions, Proc. Sympos. Pure
Math., v. 7 (Convexity), Providence (USA), 1963, 274—284.

**) По поводу элементарной трактовки этой теоремы см. Дын-
кини Успенский [1], Добавление к разделу 1.
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Цель настоящего обзора состоит в том, чтобы просум-
мировать известные частичные ответы на вопрос, со-

ставляющий проблему Борсука, и обсудить некоторые

вопросы, примыкающие к этой проблеме.
Одним из наиболее интересных аспектов предмета яв-

ляется удивительный разрыв между элементарной форму-
лировкой проблемы и — по меньшей мере в настоящее

время
— непреодолимыми трудностями ее решения.

Проблема Борсука и приводящие к ней результаты

могут изучаться с различных Точек зрения и порождают
в разных направлениях привлекательные возможности

обобщения. Автор считает себя достаточно свободным
в выборе тех вариантов, которые отражены в настоящем

обзоре, а также в выборе задач, которые ему кажутся

примыкающими к избранной им теме. Ясно, что претензия

на достижение полноты в такой лишь весьма приближен-
но очерченной области, какая указывается заголовком

этого обзора, была бы неуместной.

$ 2. Сведёние к множествам частного вида

Проблема Борсука относится к любым ограни-
ченным множествам в Е”. Очевидные соображения
показывают, что без потери общности можно рассматри-
вать только замкнутые множества А диаметра 1.

Более того, поскольку диаметр выпуклой оболочки мно-

жества, как известно, совпадает с диаметром самого мно-

жества, достаточно решать проблему Борсука для ком-

пактных выпуклых множеств. (Напомним, что

выпуклая оболочка сопуА множества А — это пересече-
ние всех содержащих А выпуклых множеств. Выпуклая
оболочка в ЕЁ” ограниченного замкнутого, т. е. компакт-

ного, множества сама компактна.) При желании мо’кно

таке заранее считать множество А выпуклым телом,
т. е. компактным выпуклым множеством с непустой об-
ластью гнутренних точек 116 А = $.

Пусть в ЕЁ” дано выпуклое тело А диаметра 1. Если

найдется разбиение границы В тела А на п +1 частей,
диаметр каждой из которых строго меньше 1, то такое

разбиение существует и для А. Действительно, пусть

в= |) В;
1—0
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A, = conv ({z} U By)

задают покрытие А, причем Чат А, < 1. Для получе-

ния разбиения надо еще, чтобы точка х принадлежала

лишь одному из множеств 4;. Но покрытие множества

всегда легко преобразовать в его разбиение, не увели-

чивая диаметры интересующих нас множеств; поэтому

мы в дальнейшем будем удовлетворяться нахождением

покрытий А множествами с диаметрами, меньти-

ми чем Чат A.

Теория выпуклых тел позволяет еще несколько упрос-

тить общую проблему Борсука.
Ширина выпуклого тела К < Е" в заданном направ-

лении, указываемом единичным вектором и, определяется

как длина ортогональной проекции К на параллельную и

прямую; иначе говоря, это минимальное расстояние меж-

ду парой ортогональных и (опорных для К) гиперпло-
скостей, между которыми содержится К. Точная нижняя

грань всех значений ширины К, определенной для все-

возможных направлений (она реализуется для замкнутых

выпуклых тел) называется просто шириной тела К. Вы-

пуклое тело К, имеющее во всех направлениях и одина-

ковую ширину с, называется телом постоянной ширины

с. Как доказал Гал [2] (для случая п = 2; этот резуль-
тат воспроизведен у Боннезена и Фенхеля

[4] и у Эглсетона [5], где разобран общий случай
произвольного И и указана дальнейшая литература),
имеет место следующий результат, существенный для

проблемы Борсука: каждое ограниченное множество А <

< Е" может быть дополнено до содержащего А выпуклого
тела К постоянной ширины с= 41 А.

В силу результата Пала и сделанных выше замечаний

проблема Борсука эквивалентна следующему вопросу.

Можно ли границу любого выпуклого тела постоянной

ширины 1 в Е" разбить на (или покрыть с помощью) п -- 1
множеств, диаметр каждого из которых строго меньше 1?

Нам кажется уместным указать следующие два связанных с те-

лами постоянной ширины вопроса, остающиеся пока открытыми:

1) Всякое ли егеладкое!) выпуклое тело К С ЕП содержится
в гладком выпуклом теле постоянной ширины Чат К? (Этот
eee

1) Выпуклое тело называют владким, если через каждую его

граничную точку проходит точно одна опорная гиперплоскость тела,

60



вопрос был поставлен Данцером в беседе с автором; ответ на него

является утвердительным, но доказательство этого не опубликовано.)
2) Каково наибольшее число сп такое, что каждое еыпуклое тело

КСЕ" ширины > 1 содержит выпуклое тело постоянной

ширины с? Эглстон [9] показал, что с,
= (3+ УЗ)/б.

Для п > 2, по-видимому, единственный относящийся сюда резуль-
тат принадлежит Ш тейнхагену [1] (см. также Сантало

[1]; относительно случая п =2 см. Бляшке [7], Ягломи
Болтянский [1]): каждое выпуклое тело КС ЕП ширины 1

при четном п содержит шар диаметра > Уп 3/(п + 1), а при

нечетном п — шар диаметра > 1/Уп.

$ 3. Частичные решения проблемы Борсука,
использующие сферическое отображение

Полное решение проблемы Борсука пока неизвестно.

Следующая теорема характеризует известные в настоящее

время для Е” результаты (по поводу этого результата
и некоторых других, тесно с ним связанных, см. Хад-
вигер [7, 8, 9], Перкал[1], Ленц[2], Болтян-
ский и Гохберг[1], Мелзак [2]:

Каждое гладкое выпуклое тело Кс Е` можно

разбить на п +1 множеств, диаметр каждого из кото-

рых строго меньше Чат К.
По поводу распространения этого результата на не-

которые не обязательно гладкие тела см. Андер-
сон и Кли [1].

Доказательство теоремы использует так называемое

сферическое отображение }, сопоставляющее каждой точ-

ке ЕТЕДК множество }(5) < 5" (где 5”-1 есть

(п —'1)-мерная единичная сфера) по следующему правилу:
если уе 5"-!, то уЕ= { (2) втом и только в том случае,

когда опорная к 5"-1 гиперплоскость в точке у парал-
лельна опорной к К гиперплоскости в точке х и внешние

(относительно 5“ и К) нормали этих гиперплоскостей
одинаково направлены.

Положительное решение проблемы Борсука для глад-
ких выпуклых тел К легко следует из того факта, что

если х, 2* Е К и расстояние тх* = 4Ф1ат К, то точки

f(z) и f (z*) — обязательно диаметрально противопо-
ложные точки 5", а 5"-1 можно покрыть п -+ 1 замкну-
тыми множествами, ни одно из которых не содержит

пары диаметрально противоположных точек.

Положительное решение проблемы Борсука без ка-

ких-либо ограничений известно для Е? и Е?З. Для случая
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пространства Е? задача была решена еще Борсуком
[1]. Для случая пространства ЁЗ3 первое доказательство
было опубликовано Эглсетоном [8] в 1955 г.; по-

видимому, почти такое же доказательство еще ранее

(в 1947 г.) представлялось Перкалом Польскому мате-

матическому обществу в Варшаве (Перкал [1] и уст-

ное сообщение). Это доказательство использует сфери-
ческое отображение } для произвольных выпуклых тел

К постоянной ширины. Трудность, состоя-

щую в отсутствии гладкости, удается обойти с помощью

такого покрытия 5? четырьмя замкнутыми множествами

5, что ни одно из них не содержит пару диаметрально

противоположных точек, и если }1(т) [|] 5. $, то

| (5) < S;. По поводу деталей этого доказательства см.

Эглстон [8] (или Эглстон [3], стр. 77—92).
Обобщение этого метода на случай размерности

> 4 упирается в трудности топологического характера.

$ 4. Универсальные покрышки

Для пространства ЕЁ” размерности п < 3 действует
еще более элементарный подход. К тому же этот подход

дает более сильный результат, чем просто утвердитель-
ное решение проблемы Борсука. Идея состоит:

1° в выборе подходящей универсальной покрышки,
т. е. такого множества Сс ЕЁ", что для любого ком-
пактного множества 4, где Ф1ат А < 1, существует кон-

груентное А подмножество Вс С;
2 в построении специального разбиения множества С.
Этот метод с успехом применялся к проблеме Бор-

сука при п =2и при п = 3, а также к некоторым вари-
антам этой проблемы (см. $5). На плоскости можно

использовать результат Пала [2]: правильный шести-

угольник Н ширины 1 (т. е. диаметра 2/У3)может слу-

жить универсальной покрышкой для всех фигур диаметра
<1 (см. Гейл [2], Яглом и Болтянский [1],
Эглстон [5], Болтянский и Гохберг [1];
далее остается лишь заметить, что Н можно разбить на три

конгруентных пятиугольника Р, каждый из которых имеет

диаметр У3/2 (рис. 22). По поводу сходных построений на

плоскости, применимых в других ситуациях, см. $ 6.
Иное доказательство, сохраняющее силу в абсолютной

геометрии, а следовательпо, применимое в случае

62



гиперболической геометрии Лобачевского, дал Лисов-

ски [1].
Достойно упоминания, что приведенный только что

результат, утверждающий возможность разбиения лю-

бого плоского множества диаметра 1 на три чисти, диа-

метр каждой из которых <У3/2, является наилуч-

шим возможным. Уже круг диаметра 1 обладает
тем свойством, что при любом разбиении его на три

части хотя бы одна часть имеет диа-

метр > У3/2.
В трехмерном пространстве ме-

тод универсальных покрышек еще

применим, но, по-видимому, он не

приводит к «наилучшему возможно-

му» результату. Универсальной по-

крышкой для множеств диаметра< 1
в ЕЗ может служить усеченный ок-

таэдр Г, получаемый из правильного Рис. 22.

октаэдра шиоины 1 (т. е. диаметра

УЗ) отсечением трех вершин плоскостями, перпендику-
лярными трем большим диагоналям (диаметрам) октазд-

ра и проходящими на расстояниях 1/2 от центра окта-

эдра. Полученный многогранник Г имеет диаметр У2.
В литратуре описаны. два несколько различных раз-
биения многогранника Т на четыре части диаметра < 1;

однако ни одно из них не является даже «наилучшим

разбиением» самого Г. (В разбиении Хеппеша [2]

части имеют диаметры < 0,9977; в разбиении Грюн-
баума [12] — диаметры «< 0,9887.) Это доказатель-
ство детально изложено у Болтянского и Гох-

берга [1].
Многогранник 7 ни в каком смысле не являетсям и-

нимальной универсальной покрышкой. Возможно,
кто-либо сможет несколько уменьшить приведенные выше

оценки за счет дополнительного усечения Т и более тща-
тельного разбиения полученного множества. Но, но-

видимому, можнос уверенностью предсказать, что на этом

пути может быть получено лишь незначительное улучше-
ние оценки, а не «самый лучший» результат. Весьма не-

правдоподобно также, чтобы метод универсальных покры-

шек привел к решению проблемы Борсука при п >3
(см., однако, у Эглстона [3] замечания на стр. 78

и 94—92).
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В свлзп с самими универсальными нокрышкамп заслуживают

упоминания лишь немногие нерешевнные задачи. Одна из них яв-

ляется достаточно старой. В 1914 г. Лебег (см. Пал [2]) поставил

вопрос об универсальной покрышке для плоских множеств диаметра
1, имеющей минимальную площадь или минимал ь-

ную длину периметра. Проблема до сих пор остается

нерешенной. Как доказал Пал [2], минимальная площадь 5 та-
кой покрышки лежит в пределах

0,8257 ~ л/8 + УЗ/4 <5<2(3— УЗ) /3 = 0,8454,

а минимальный периметр С — в пределах

3,302 = УЗ-+ л/2 < Е <8— 8/1УЗ==3,382.

Другая задача была поставлена Кли (устное сообщение).
Назовем минимальной универсальную покрышку, никакое замк-

нутое выпуклое собственное подмножество которой уже не является

универсальной покрышкой. Спрашивается, существуют ли такие чис-

ла си, зависящие только от размерности п, что диаметр любозо
минимального покрытия < с? Легко видеть, что при п = 2 ответ
на поставленный вопрос положителен, причем с. < 3; однако точ-
ное значение с» неизвестно. При п> 3, как показал Эглстон

[12], ответ на вопрос Кли будет отрицательным.

$ 5. Другие результаты о разбиениях

Одним из обобщений проблемы Борсука является сле-

дующий вопрос. Для произвольного выпуклого тела
К< Е" диаметра 1 и фиксированного целого числа

& > 0 обозначим через 4(К, К) точную нижнюю гра-

ницу таких вещественных чисел а, что К допускает раз-
биение на К частей, диаметр каждой из которых< а.

Пусть

dn (k) = зир {4 (К, Ё)| Кс Е"}.

Из обычных соображений компактности следует, что

проблема Борсука сводится к частному вопросу о том,

справедливо ли при всех п неравенство

а.(п --1)<1.

Задача нахождения 4 (В", К), где Р" — шар единич-
ного диаметра в Е”, упоминается Кнастером [1].
Но, по-видимому, остается открытым даже вопрос о зна-

чении d(B",n +1). Простейшее разбиение сферы
5"-1, соответствующее граням правильного вписанного
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симплекса, показывает, что

и +1
и

па при четных п,

—1V+4 ЕЕ при нечетных п.

Хадвигер [10] доказал, что при п<3 соответ-

ствующие оценки точны, однако для п > 4 им установлено
только, что

а(В”,п-- 1) <

4 4 —1
dB nt >V/ $+ 4 =.

О связанных с этим задачах разбиения 57-1 см. Сегре
[1] и Демариа [4].

В связи с проблемой Борсука полезно упомянуть, что

для каждой выпуклой фигуры К < Е?” единичного диз-
метра, отличной от В?,

d(K,3)<d(B?, 3) = V3/2

(см. Ленц [3]). В Е? неизвестны тела К, такие, что

Уз УЗ
—4(К,4)>4(В°,4) =

Неоднократно высказывалось предположение (Хадви-
гер [10], Гейл [2]), что вообще

d,(n + 1) =d(B", n +1);

оно, однако, пока никем не доказано (и не опровергнуто).
На плоскости вопрос о значениях d, (kK) довольно под-

робно исследован Ленцем [3, 4] (ср. также Яглом [1]).
Ленц получил следующие точные оценки:

4, (3) = УЗ/2, 4, (4) = У2/2, 4»(7) = 1/2.

Значение а, (3) было ранее найдено Гейлом [2], а

значение 4. (4) найдено также Сельфриджем
[41]. Во всех этих случаях требуемое значение достигается

только для круга В. В усиление результата а, (3) =
— 73/2 Фаэри и Грёмер [1] (см. также Ш ней-
дер [1]) доказали, что каждая (плоская) выпуклая фигура
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средней ширины *) 1 может быть разбита на 3 части,

диаметр каждой из которых<У3/2. По поводу иных

усилений того же результата см. Мелзак [1]. Для дру-
гих значений К Ленц [3,4] оценил величину 4. (А). Им
рассмотрены также некоторые близкие к этому задачи.

Вопрос о том, имеет ли место при всех Ё равенство

а, (&) = а (В?, Ё), ставился Сельфриджем [1], а для

=5 и б — также Ленцем [3]. Нетрудно видеть,
что по крайней мере для К = 6 ответ на этот вопрос отри-

цателен: пусть С есть правильный 14-угольник диаметра
1; тогда

d,(6)>d(L, 6) = cos== 0,505... > = d(B?, 6).

Задачи, подобные задаче о значениях 4), (К), можно

рассматривать в метрических пространствах, отличных от

Е". Принадлежащее Шамиру рассуждение (см. Грюн-
баум [13] **)) показывает, что в плоскости Минковского

с «единичным кругом», отличным от паралле-

лограмма, величина 4, (3) всегда <1; другое дока-

зательство приведено у Болтянского и Гох-

берга [1]. По поводу сходных проблем (двумерной)
сферической геометрии см. Фейеш Тот [2], где име-

ются также дальнейшие ссылки.

Возвращаясь к случаю евклидова пространства, пе-

рефразируем проблему Борсука следующим образом.
Пусть А = # (п) есть наименьшее целое число, такое, что

d, (k) < 1. Всегда ли Ё (п) =п +1? Из результата
Люстерника — Шнирельмана — Борсука следует, что

k(n) > п +1. Наилучшая известная оценка сверху для

произвольных п, по-видимому, Такова:

k(n) <Y "+224УЗ)".
Эта оценка, принадлежащая Данцеру, получается из рас-

смотрения покрытий шарами (см. § 6). Интересно, что

более разумная оценка неизвестна, по-видимому, даже
для п = 4.

*) Средней шириной плоской (выпуклой) фигуры К уместно
x

1
назвать выражение —— | а (<) аа, где а (а) — ширина К в направ-

0

лении, задаваемом таким вектором и, что / (е, и) =а(е — фикси-
рованный «начальный» вектор).

**) Ср. также Болтянский пГохберг [2].
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$ 6. Покрытие транслятами

Проблему Борсука можно сформулировать еще так:

всякое ли множество К с Е" диаметра 1, можно покрыть
объединением п +1 множеств, диаметр каждого из ко-

торыт < 1? От этой формулировки легко перейти к воп-

росам о том, можно ли осуществить покрытие, если тре-
бовать, чтобы п +1 множеств, образующих покрытие,
были некоторым образом связаны друг с другом. Чтобы

упростить изложение известных в этом направлении ре-
зультатов и нерешенных задач, воспользуемся следующей
терминологией.

Пусть дано выпуклое тело К < Е”. Будем говорить, что
множество Ас Ё” имеет К-диаметр <а, если для каж-

дых двух точек из А найдется транслят (т. е. результат
параллельного переноса) тела аК, содержащий эти две

точки. Очевидно, если при этом К — тело постоянной

ширины 1, то К-диаметр совпадает с обычным диаметром,
а если оно центрально симметрично, то К-диаметр мно-

жества 4 есть диаметр А в метрике Минковского с «еди-
ничным шаром» 2К.

Величину 0 (т, К) мы определим как минимальное

из чисел 6 > 0, при которых любое множество К-диаметра
< 1 допускает покрытие т транслятами тела 6К. Далее
положим

С (К)= шт{т|6(т, К)<Ц.

Эквивалентным этому является следующее определение;

G(K) — наименьшее целое т, при котором любое се-

мейство № транслятов тела К, имеющих попарно непустые

пересечения, можно разбить на т подсемейств #4, так что

для каждого # пересечение всех множеств из %; не пусто.
Обозначим еще через Ё (К) наименьшее целое т, при ко-

тором выпуклое тело К может быть покрыто т трансля-
тами тела aK при хотя бы одном а< 1, после чего

положим

Г (п) = шах{Ё (К)| Кс Ё"}.

Для круга В? единичного диаметра Ленцем [3] до-

казано, что

5(3, В) = УЗ/2; 6(^, В?) =1/У5;
6(7, В*) = 1/2; 6(т, В?)< 2/[Vm).
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Для любой центрально симметричной выпуклой фи-
гуры Кс 2Ё?*, отличной от параллелограмма, 6 (3, К) <1
(Грюнбаум [13]. В этой связи возникает следую-

щий вопрос, который остается пока открытым: всегда ли

имеет место экспериментально наблюдаемое равенство
8 (3,К) = 1/6 (1, К)?

Оценки для 0 (1, К) впервые рассматривались Ю нгом

[1] для шара В". Им установлено, что

2п
1 B" = —о8(1, В") = У Ч

Связанные с этим дополнительные сведения, результаты
и ссылки имеются, например, в обзоре Данцера,
Грюнбаума, Кли [1].

Для центрально симметричных выпуклых тел Кс Е"

оценка6 (1, К) <
ненблустом [4], по поводу других доказательств
см. Лейхтвейс [1], Эглстон [40], Волков [1],
Грюнбаум [14]. В последней работе обсуждаются
также некоторые другие близкие вопросы и установлена

оценка 0 (1, К) < п для произвольных выпуклых тел

Kc ЕЁ".

Для выпуклых тел К” Е" постоянной ширины
1 можно рассмотреть еще постоянную 8* (т, К”), опре-

деляемую аналогично6 (т, К”) стой единственной разни-

цей, что допускаются также вращения тел OK". Очевид-
но, что для шара 0* (т, В") = д (т, В"); возможно

также, что при т > п равенство 0д* = 0 является ха-

рактеристическим для шара. Мы предполагаем,
что

B(n$1,K")<1 m 8*(n+1, K")<8(n+14,В")

впервые была установлена Бо-

для любого выпуклого тела К” < Е" постоянной шири-
ны 1. (Предположение о том, что 8 (3, К?) < 1, высказы-

валось автором на посвященном нерешенным задачам

заседании Симпозиума по проблемам выпуклости *)).
Неравенство 0* (3, К?) <1 легко доказать, используя

*) Оба входящих в настоящую книгу обзора (подобно обзору
Данцера, Грюнбаума, Кли [1]) были прочитаны на

проведенном Американской математической ассоциацией Симпо-
зиуме по проблемам выпуклости, состоявшемся в Сиэттле (США)
13—45 июня 1964 г.
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«универсальную покрышку» Пала, упомянутую в $ 4.

Действительно, выпуклая фигура А? постоянной ширины

1 содержит круг радиуса 1 — уз, а потому и изобра-

женное на рис. 23 множество А, где расстояние аб = 1.

Но АД, и даже 0,95 В содержит изображенный на рис. 22

пятиугольник Р; следовательно, 8* (3, А?) < 0,95. Дан-
цер (устное сообщение) показал, что

* (3, K2)< (21+ ¥7)/8=0,904...
С другой стороны, Чакериани Сэлли [4] уста-
новили, что для любой выпуклой фигуры ОС Е? ди-
аметра 1 и любой выпуклой фигуры К постоянной

Рис. 23.

ширины А, где А, > 0,9101, существует покрытие О тремя
транслятами фигуры К.

Соотношение С (К) < 3 для выпуклых центрально сим-

метричных фигур Кс ЕЁ? впервые было доказано для

кругаК= 2?Хадвигером и Дебруннером
М, 2]; по поводу общего случая см. Грюнбаум [15].
Вопрос о том, будет ли @ (К)<3 для любых выпуклых

фигур в Е?, еще не решен; то же относится и к более общему
предположению о том, что С (К) < п +1 для всех вы-

пуклых Кс Е" (Грюнбаум 1[15]). Качарова-
Каранова [1] показала, что С(В3) =4; Данцер
[3] установил, что С (В") > 1,003". Чакериан к

Штейн [3] доказали, что С (Т3) > 7, где Т3 —(трех-
мерный) тетраэдр. Вопрос о выполнимости неравенств
С (К) < п +1 при К = —КС Е" пока остается откры-

тым. По поводу близких теорем и результатов, известных

для разных вариантов характеристики С (К), см. $ 6 обзора
Данцера, Грюнбаума, Кли [4], а также

Monn (2, 3], Чакериан и Штейн [3, 5].
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Соотношение С (К) = 1 характеризует параллелотопы,
е. п-мерные параллелепипеды (Секефальви-Hi адь [2], Ханнер [4]). Иначе обстоит дело, если

распространить определение С(К) на невыпуклые мно-

жества. Вопрос о том, являются ли тогда параллелотопы
единственными компактными множествами, для которых.

С (К)= 1, ставился Нахбином в личной переписке (см.
Нахбин [1]) и упоминался Секефальви - На-
дем [2]. Простейший контрпример дает множество К,
состоящее из двух различных точек. Представляется все

же верным предположение, что равенство С (К) =1
выделяет параллелотопы среди всех связных ком-

пактных множеств.

Перейдем теперь к числам Ё. Как показал Леви [3]

(см. также Гохберг и Маркус [1], Болтянский
и Гохберг 11, 2]; ср. Яглом [1]), Ё (К)=3 для всех

выпуклых фигур Кс Е*, отличных от параллелограммов.

Для параллелограммов, очевидно, С (К)=4; таким обра-
зом, СЁ (2)=4. Специально для центрально симметричных

выпуклых фигур К < Е? результат Леви усилен Грюн-
баумом [13]: такое К < Е? может быть покрыто тремя
транслятами фигуры (6 (1, К))-1К, но не тремя трансля-
тами аК при ад (1, К) < 1. По-видимому, аналогичное

обобщение неизвестно ни для центрально симметрич-

ных выпуклых Кс Е” прип > 2, ни для общих выпук-
лых Кс Е". О некоторых понятиях, связанных с 2 (К) и

Г, (п), см. Леви [2].

Пример п-мерного куба показывает, что Г, (п) > 2”.
Есть основания предполагать, что Ё (п) = 2" (Хадви-
гер [12], Гохберг и Маркус [1!, Замбиц-
кий [1]). Вопрос остается открытым даже для п = 3.

Роджерс (устное сообщение) доказал, что

Г (К)<2" (п шп +пШ п + 5п)

для центрально симметричных выпуклых тел K =

= —КсЕ". Его оценка остается справедливой и для числа

транеслятов аК, необходимых (при соответствующем вы-

боре а< 1) для покрытия тела —К. Для гладких вы-

пуклых тел Кс: Е" легко показать, что Ё (К) < п +4
(Леви `[3]); в действительности для таких тел L (K) =
=n +1 (cm. $8 8). С этим связано предположениеХ ад-

вигера [44] и Болтянского [4], что каждое

выпуклое тело К < Е" лежит строго внутри объединения
не более чем 2” множеств, каждое из которых есть выпук-
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лая оболочка тела А и некоторой точки пространства

Е“. О других вариантах характеристик типа С (п) см.

Кли [1], Солтан [1—4], Визитей [14], Грюнба-
ум [17] иБолтянский и Гохберг [1, 2].

Определенным доводом в пользу гипотезы о том, что

Г (п) = 2", является следующий результат. Назовем две
точки выпуклого тела К< Ё" противоположными, если

они принадлежат двум разным параллельным опорным

гиперплоскостям тела К. Пусть V (K) — наибольшее
число точек тела К, любые две из которых противо-
положны. Тогда У (К) < 2” при любом Кс Е" (Дан-
цер и Грюнбаум [1], Болтянский и Гох-

берг [1]). Этот результат, давший ответ на вопрос,
поставленный Кли [1], доставляет ответ также и на

вопрос Эрдёша [2]: каково максимальное число ЕЁ (п)
точек пространства Ё", любые три из которых образуют
треугольник с углами < л/2? Легко убедиться, что

Е (п)<тах {ТУ (К)| Кс Е"},

откуда следует, что Ё (п) = 2". Остается нерешенной за-

дача Эрдёша [2] о максимальном числе Е* (п) точек

в Е", любые три из которых служат вершинами строго

остроугольного треугольника (о сходных проблемах см.

Эрдёш [4]). Для плоскости, очевидно, В* (2) = 3;
равенство Ё* (3) = 5 было доказано Крофтом [1]
и Шютте [1]; оно следует также из более общего ре-

зультата Грюнбаума [146]. О некоторых связанных

с этим результатах для пространства Ё3 см. Крофт [2].
Для всех п > 2 имеем

Е* (п) > 2n—1;

возможно, что Ё* (п) = 2п — 1 (Грюнбаум [46].

$ 7. Конечные множества точек

Совсем иной, тоже элементарный, подход позволяет

дать положительное решение проблемы Борсука для ко-

нечных множеств в Ё? и ЕЗ. Однако и здесь проблема
остается открытой для пространств Е”, где п›> 3.

Рассмотрим в Ё" множество А из Ё точек, имеющее
Ч1]ат А =1. Можно поставить вопрос: как много пар

точек, расстояние между которыми равно 1, содержит А?

Обозначим максимально возможное число таких пар че-

pes F (k,n). Очень простое доказательство равенства
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Е (&, 2) =Е дал Эрдёш [1], который поставил также

вопрос о значении ГР (К, 3) и упомянул гипотезу А. Ba-

жоньи о том, ITO F (k, 3) = 2k — 2. Uepes 10 лет после

работы Эрдёша были опубликованы сразу три независи-

мых Доказательства гипотезы Важоньи (Грюнбаум
[11], Хеппеш [4], Страцевич [4)).

Из равенств

F (k,2)=k, F(k, 3) = 2k—2

легко получить положительное решение проблемы Борсу-
ка для конечных множеств точек в Ё? и ЕЗ. Прямое
решение проблемы Борсука для конечных множеств в ЕЗ

предложили Хеппеш и Ревес [14].

При п> 3 значения ЁР (№, п) неизвестны (см. Хад-
вигер [11]. Для > п>2 в Е” легко построить
множества, показывающие, что

F(k,n)>(n—1)k——(n+1)(n—2)
(см. Хадвигер [11], добавление). Обобщая более

ранний неопубликованный результат Ленца, утверждаю-
щий, что Р (К, 4) >> [22/4], Эрдёш [3] доказал, что

1. 1 1
lim wh)=>

—

Эруk—>co

при всех п > 4. Даже если бы оценка Хадвигера оказа-

лась точной (это, впрочем, противоречит результату

Эрдёша), то все равно отсюда, видимо, нельзя было бы

получить положительное решение проблемы Борсука
для конечных множеств. Этот путь непосредственно дает

нужный результат только при Р(К, n) Aer) ъ‚ т. е.

при п 3.

Проблема нахождения Р (К, п) при п>3 представ-
ляется очень трудной. Главная трудность, видимо, со-

стоит в существенной разнице между возможной струк-
турой графов, определяемых ребрами выпуклых много-

гранников в Ё" при п < 3 ипри п ›> 3. Это отмечал уже

Каратеодори [1]. Обзор известных результатов

о таких «полиэдральных» графах можно найти в работе
Грюнбаума и Моцкина [1]. Систематическое
изложение предмета имеется в книге Грюнбаума
[10]; по поводу более поздних результатов см. Грюн-
баум и Шепард [4].
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$ 8. Другие задачи

Теорему Люстерника — Шнирельмана — Борсука мож-

но сформулировать так: если сфера 95“ покрыта объ-
единением п{+-1 замкнутых множеств, то хотя бы одно

из них содержит пару точек, сферическое расстояние меж-

ду которыми равно п. Этот результат можно рассматри-
вать как частный случай следующей многовариантной
задачи (число альтернатив в этой задаче легко уве-

лИЧиИТЬ):
Каково наибольшее целое число т такое, что в людом

покрытии множества

(1) множеств;

|
Sn

}. помощью т
(2) замкнутых множеств; М,

Е” (3) конгруентных друг

другу замкнутых множеств

тотя бы одно из Му содержит при

(1) данном

(2) любом конкретном !) 16>0,

(3) любом

не превостодящем диаметра рассматриваемого простран-
ства, пару точек с расстоянием 0?

Например, в очевидно трактуемых обозначениях, ко-

торые мы используем, теорема Люстерника — Шнирель-
мана — Борсука может быть сформулирована так: при

6 =л всегда т (5", 2, 1) > п + 1; симплициальное раз-
биение 5" показывает, что в этом соотношении имеет место

равенство.

Предположение о том, что т (5", 2,3) =пв +1,
т. е. что в каждом покрытии 5” объединением п --1
замкнутого множества точки хотя бы одного множества

реализуют все расстояния О< оличто й +1 —

наибольшее число, обладающее таким свойством, было
высказано Хадвигером [5, 13], который доказал
это (Хадвигер [4]) при п =1,2. Ларман [1]
показал, что т (5", 2, 3) > п/2. Кроме того, он доказал

(Ларман [2], что т (57,2, 3*) =п+1 и

1) Выбор номера множества М; в случае (2) зависит от значения

0, ав случае (3) одно и то же М; должно соответствовать всем 6.
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m (E", 2, 3%) =n+1, rae
*

указывает, что из всевоз-

можных значений расстояний реализуются почти все

(за исключением, быть может, множества нулевой меры).
Более слабое предположение о том, что т (5", 2,2) =

—= п +1, доказано (в несколько более общей постановке)
Xougom [4]. Хадвигер [6] показал, что

m® (S", 2, 2) > 3n + 1, где ®
указывает, что рассматри-

ваются только расстояния д, для которых со$0> —1.

При том же ограничении на 6 Хадвигер [5] доказал,
что т* (5", 2, 3)=п +1.

Для евклидовых пространств Хадвигер [5] доказал,
что т (Е", 2, 3) > п +1. За исключением случая п =1
неизвестно, является ли здесь п-+-1 наилучшей оценкой.
Для п=2, по-видимому, наилучтая известная верх-
HAA оценка такова: т (Е?, 2, 3) <т (Е?, 3, 3) <6
(Хадвигер и Дебруннер [2]). С этим связан

результат Хадвигера [6], утверждающий, что

m (E", 3,3) >» 4п —3 при п>2. Равенству Лармана
т (Е", 1, 3*) = п +1 была придана окончательная фор-
ма Райским [1], который показал, что m (E", 1,3) =
=п +1. По поводу других вариантов задачи для слу-
чая п =2 см. Хадвигер и Дебруннер [2]
(а также Райский [1]).

Другая нерешенная задача — определение т (ЁЕ", 2, 2).
По-видимому, открытым остается даже вопрос о том, име-

ет ли место равенство т (Ё", 2, 2) = m (E”, 2, 3).
Задачи, подобные определению т (Ё", 1,1) и отно-

сящиеся к покрытиям произвольными можествами (или
разбиениям на произвольные множества), могут быть со-

ответственно пересказаны в терминах графов и их рас-

краски. Пусть 0д-граф — это граф, вершинами кото-

рого являются некоторые точки (или все точки) про-

странства Е” (или 5”), причем каждые две вершины

соединены ребром графа тогда и только тогда, когда

расстояние между ними равно д. Вопрос, эквивалентный

определению числа т (Е”, 1, 4), состоит в нахождении

числа сл =1 +-т (Ё", 4,1), равного максимальному
хроматическому числу 6д-графов в Е”. (Хроматическое
число графа — это наименьшее целое число Ё, такое, что

вершины графа можно разбить на Ё классов так, что ни

в один из классов не попадут две вершины, соединенные

ребром.) В силу теоремы Брюна и Эрдёша [1]
достаточно определить хроматические числа конечных

д-графов. Простой пример (см. Л. Мозер и В. Мозер
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(1]) показывает, что с. > 4 (рис. 24); аналогичные приме-

ры показывают, что при п > 2 имеет место неравенство

с, 2п +2. Точное значение с„ неизвестно даже при

п = 2. Лучшая известная оценка сверху с. <7 следует из

Рис. 24.

упомянутого выше результата Хадвигера и Де-
бруннера [2]:

с, <1 +т(Е3, 1, 1) <т (Е? 3, 3) +17.

Дополнительные замечания относительно Cp имеются

в работе Кли [2], где постановка вопроса о значении

с. приписывается Е. Нельсену.
Числос* , определенное для 5” аналогично определению

числа с„ для пространства Е", зависит от 0; так, напри-

мер, с’ (л) = 2, тогда как с» (6,) > п +2 при с03 6, =

— — 4{/п. По-видимому, неизвестно даже, будет ли ко-

нечным число

Cu = sup {c*, (8),0<8< x},

кроме как в случае п =1, когда тривиальным образом
имеем С, = 3.

Несколько серий результатов, связанныхс теоремой
Люстерника — Шнирельмана — Борсука, касаются более

общих, чем отражение в центре, инволюций, отобра-
жающих сферу 5” на себя (инволюция— это отображе-
ние сферы, квадрат которого равен тождественному

отображению). Например, различными авторами (см.
Я нг [1], Яворовски [1], где даны ссылкии на другие

работы) доказан следующий результат; для любой не-

прерывной инволюции }{; 5” —>5" и любого покрытия 5"

объединением п {1 замкнутых множеств хотя бы одно
из них содержит пару точек хи ] (1). При п = 2 более
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сильный результат получен Шклярским [1]: для
любого гомеоморфизма }{: 5?>5? и любого покрытия
52 тремя замкнутыми множествами хотя бы одно из них

содержит х и } (5). О связанных с этим результатах см.

Хадвигер [145].
Мы заканчиваем задачей, которая поставлена Кна-

стером [1] и решена им дляп = 2, 3: охарактеризовать
класс 9/„ тех топологических пространств Г, которые
допускают инволюции без неподвижных точек и таковы,
что для любой инволюции {; Г —- Г без неподвижных
точек и любого покрытия Т объединением п замкнутых
множеств хотя бы одно из них содержит пару точек х

и ](1).
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АННОТАЦИЯ

Настоящая книга, рассчитанная на всех любителей геометрип,
начиная со студентов младтих курсов университетов и пединсти-

тутов, содержит два обзоры Б. Грюнбаума, посвященных одному

элементарному (но вовсе не простому) вопросу теории выпуклых

тел и одной нерешенной проблеме комбинаторной геометрии. Кроме
ярких результатов геометрического характера эти обзоры содер-

жат перечень не ременвых до сих пор задач; некоторые из них

могут заинтересовать начинающего математика.
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