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��� I	����%��	� �
����	�� ����� �����

4��	
�� K	��������� 
� "�� � ������	�# ��"�� I	����%��	 ������
��� � ������	���� (P	������� ���������� � ��/�	��� .������ >CK)�
4	 $�� �
�	���� ?������ ?��������
� '�
�	�� '�
��% H��	���
 �����
��	��� 
�� '�
�	� 9�����"������ ����		��� � 	�������# ���� � �����
��
����� ���������� ����: ������ ����	���� ��	� 
�� � 	��� ���"�� �	�5�
9(� ���� ,� �	���	��� "�		���)� 
�� � '�� C�	��/���
� ��� ����� '� H�:
� ��5�� ���$���� ��	��	����� P ���"� � 	��� ������ �	�# I	����%�
��	� '�
�	 ������	�� ��� ��� �����	�� 	�$��� K��� I	����%��	 ����
$���� ��	��	���� 	� ��5��� ��5�	�� �=� ���5���% ,"��% "� 7 �/ ��"���
���"� �=� ������ .�� ���	�

;��� ����� 
���
����%	�� ��
��%���� I	����%��	 ���$������� �
��
�	�� "��/ ��� + 1F�F � 1FB � @�� �/ �������������

������� � �� ��������� �������� � ( ����� ���

���� 
�����


�  ��	
�	�� ���
� � �	��� 
�������

��
	��� ��,	� 	�#�� 3 ��
�� 	� �����#� ���,���� ���5�	��� ���"���
�� 9���� ������ ����	�
����� 	��������� �$����%� �� ���"���� ��
��5��
���� ����
��% �
 ���# �$�����:� @ ��$��� I	����%��	� ������ ���"�����
������ "������
	� ���"��#� ���"� �������� ������� I	����%��	�� �=�

���� ����������� "�� ����
���%	�# 
� �����
�& �����#� H������ 	��
�
����	�� ���$������	� �� �"��	�$�"% "���
����%���� "�� ����� ���
��� @
1FF7 �� �"�	 �
 	�� 9@�@�K���	���#: ������� 
	���	����� .��� -�"=�5��
����� ������ ������� � �����		�� ���"���� � ���
�� ����
���%	�# 	��
������	�# �����#� -�"�5 �������� 
�� ��� �������� ���$�����

������� � �� ��!�" #������$����" � )� ����& ����
�&  ����%
��

	��� ��������"
�& 	"��� S�� �����	�  � ��
�$�& ���� ��� ���

���%

���������	
�%�

?�#"��� 	� $����� ���� 9��� �����		�: ����#�	�$�"% ���"��# �����
5��� P ��	��� ����
	�� ��
�	�
��� .����$�#�� 	�"��% ��
�	�
�� 	�
����5��� 
��$� �	� (	� ����
���)� !��� ��� ��� �"������ �� 	�5�� 
��
��	���� ���"�
�
������ ?� 5����$��
	�� ��
��� 
���	���� ���"�
��

����� + $��%5�� �����< ���� �� 
��%�
��% ��$U����% � $��%5��� ����
��� ��
�	�
�� �����
��� H 	� ��������"� + ����� ��� 
���	���/ ����
"�
�
����/< ��
�	�� ����� ��������"� ������������ ���/�"����� 
���

��� ���� C�����
� .��	���� �������� � ���� 
�� (	� ��$�� ���"�	%���
����5��) ������� 	� ��	%5� ��=�/ ��
��
	�/ 
���	���/ ���"�
�
����/�



�
 ����������	�
� �� ���
���
���

@ 1F�F ��"� '�����	�� � I	����%��	 "���
��� ������
� .��	����� �
��� ����� ������	�# ��	�����#� 9.���"�� ������"����� � "���
����%����
$�� �$	���,�	 ���$��� 	� ��� �"����% 
������%�:

������� �� *���	����� 
�������
�� N ��
��� ��� ����� 
����

����
�� ��	�� �	�� 	���� 
� ����� ��� N  ��	��% ��	���

@����� �� 	������%	�� 
����� $��%5�� ��� ���	�� 5����� ��,�� $��%
���"������	� � ��"� ����� ��=�/ ������/ 
����V ����# ������ ��������
����" -#����� L������	 C��%"$�/ + 	������# ���������� ���,�
	�
���,��5�# � G����� � ����5�# � >������ 4	 
�"�� ���� ������ � ���%��
�� A�7�1A3�� @ �����	�� ���%�� 9�� B �7�1A3�: -#��� ���
����� 
�� "��
��5�	�� ���# ���$���� "������
	� "���
��%� 
�� ��$�� 
=��	�� 
����
� 3 ���% ����� "��/ ������/�

.����� �"����� � �����"���	�� ���/ ���$��� 9"� ��	�� 	� ��5�		�/
�� ��# "�	%: $�� ��
��%��� I	����%��	�� 9@���
��� � ���� �����	�
$��� ���$������	� �����"���	�� L��"� � '������"�� � ������/ �����
��
� C��%"$�/� "���
������% 9"�� "������
	� $��%5�/ 	�
=��	�/ 
����:
� ���"����,�	��� 
�� ���	� 	�������� "����� 9	� "���
�		�� � �� ��#
"�	%: ������
�� @ 1FBA ��"� P�>�@�	����"�� "���
�� ������
� C��%"�
$�/� "�� "������
	� $��%5�/ 	�
=��	�/ 
�����: ?� ���$�� 
	�
�	�� ����
	� ��� ���� ���"���������� ��$��� 
���� �����# ����	�
�		��� 
����
������/ 9��� $����� 
�� � ������ I	����%��	� 
���� ��������/ ���	��
�����% � 	�����%�� ����	 ����
:� � �����$��
	�# � �
�	% �����	��%	�#
����"� � �����%� �������� �"����% �"��	��% ��� � �	�,����� "����/
���$���� >� ������,�� �$ ���� ����"� 	�,��

@ 1FB1 ��"� I	����%��	 $�� ����	"�����	 
� ���	��� 	� ��� ������
� ��� ���� �����	�# ����/� 4	 ��$���� 	�������� ����� � C����	��	� +
>���� ���������� ���� �����	�� �"� ,�� � ������ � �� ���� ������#
C��%$���� 9I	����%��	 
����	���� �	���� ���"� 	� ���%�� ������ ���
	���	��%	��� ��
��%������� 	� � ���� 
�� (walked barefoot through the
streets of G=ottingen) + ������������ $������ �� ������ C����	��	�� +
��� ������ ��	���	� G�" � �	��� � ����	���: !�� $��� ���"��,�	� 	��
�����% ��	������� "�� ������,	��� 	�������� �
"����%����� 	� �����
	� "�	� $��� ����������%��< � C����	�� ���5�� ��5�����

@ 1FBB ��"� I	����%��	 $�� �
$��	 
��	�����������	"�	��� H��"��
��� 	��� ;;;G�

@ 1FB3 ��"� .�����	�� >���������� ��������
������ �$������ ����
	��� ��5�	�� � �����"�	�� �����# >��������# 5���%	�# �������"� ��
����������� @ ���������� �� �����"�	�� �������"� ��5�� '� C�I	��
���%��	� 4	 $�� �"	�� �
 �	��������� I���%	��� ��������
������
���,�� ��� >CK 9	���"� � '�����	���� � C��%��	"��:� ���"� ,� ����
������� � �����"������� "�� ��
� � ����� �� ��������	%�� 
����� ����



��
��
��� ���������� B �� ����
 9II: ��

��� � �	���������� "�� 5���%	����� P �	��� I	����%��	 $�� �"	�� �

����	�
������ ���/ �����#� 4	 ���
����� � 
���	����� ������ �� �	����
���	�# ���������� �� ������ ������

4"	�� �
 �����/ I	����%��	 ���� ���%���������% � >����� ������
��� ���������� 4	 	������ 
���
����%	�� ��$��� �� �����,�	�� ���
�����# ��������� � ������ 	����
5��� ���$��,�	�� 9���$������		��
�������	�:�

!�� �$ �"	�# ��$��� I	����%��	� 	�"� ���
��% + � ��� ����%� 9	��
����		�# �������	� � '� ;�.�	�����	��:� ������=�		�# �����
������
����"���	�� ��
���	����� -�� ��$��� ���
��� ����	�� 	� ��
��$����
��	������ ���	������ ������������ ;���%� .�	�����	� � I	����%��	�
������	� � ��
����� �����,�	�� � �������� ������"� (������ ��
����
	����) C�����
� � @����	��

'�� C�	��/���
 �
�	% "��,�� � '�����	����� C��%��	"��� C��%��	�
"��� >	���� ������	��� � 	=��� ��� � ��
	���� $��%5��� ���5��$�� 
��
������ ������ � "������	��� ����5�� ����� �	������		�� �	���������
��%	�� 
������� 
������� �������	��� 	�$��"����%	��� �"�/������		��
� �
�	% �$�����%	���

0�
	% ��� �$�������% �����
����< �3 ��	��$�� 1FB2 ��"� �	 ����	
��
� ��$�#� �� ��"� ����5��� ������	��� � ��� 	�� "���"����% �������% 	�
��� ����� ���
����� ���� 5�� '%�� C�	��/���
� � �������� $�
����� ���
�� �����	�< �	� ��������� 
�� '�� C�	��/���
 ����� � ���� 
��	�� ?�@S
�� �����5��5��% ������ ��5�� ����	
��% � ,�
	%�� J��% ��,��� ����	�
���������� ���"� ������ �
 ��"�#� ,������/ �
	��% ����"�� "�$������
"� ��/���� �CJ�

H �����% ������,�� 
��% ��"��$	�� � �������/ I	����%��	�� ?��

	=�� � �,� �����	��5����� ��
��%���� �
 �	�5����# �����"��

������� � �� ��������� �
��% � ��	�� 	"��� S�  �
���� ����

�� ���

����� �
���	������ ����� ��
� �� 
�% 	�������  ��� �
���

 ���� 9�� �� ����������
�  ������ ����
�% ����
:�

P	��� �������� ���� ����� S� ���������% � ��� ������ �� 	�#"����
���� �"	�����	�/ �	����"��� I	����%��	 "���
�� ���� ������� � "��
���� ����
���%	�# ��
���	����< �	�� n����
�� 	"��� Sn ��	
��$�
� �

n R 1 ������ 9�� ��  �
���� ���

����� �
���	����� F�� � � � � Fn��:�
�� 
�&���	�  ��� ��
�����
�% �
�� �����

������� I	����%��	� ��������	�	� "����# �������� ������� "����

��� � ���"����� ��"� ���%���� ���������� �� J����� � ;� K���< �	��

�� ��������
�� f 	"��� Sn � ��
������  ��	���
	��� Rn 	
�������


�
������  ��� �
�� ����� P	��� �������� 	�#"���� ����� x � Sn�

�� f9x: � f9�x:� 9@�� ���$��,�	�� 
"��% � "���� ���"���������� 	��
������	����: !�� �"	� �������	�	�� ������������ ������� J������ Q



�� ����������	�
� �� ���
���
���

K���� ������< 
� 	���	����� 
��+��
��� ��������
�� f < Sn � Sn���

.�� ���� ���$��,�	�� f 	�
������� 	�
=��	��� ���� f9�x: � �f9x:�
.���,��� ��� ������� ������� � ��������� ����� �
 ������� J���

���� Q K����� .���% F�� � � � � Fn�� + 
���	���� ��"�	�,����� ����� Sn�
�$U�"�	�	�� ������/ ���	� Sn� ?�� 	�"� "���
��%� 
�� ��� 	��������
i� 1 � i � nR1� �	�,����� Fi ��"��,�� ���� �	����"��� !��� ����������
��
�� x� ���	�"��,���� ���� �	�,������ Fi� �� ��� ��	�< 	�������� Fi
��"��,�� ���� �	����"�� x� �x� .��"����,��� 
�� F�� � � ��Fn�� ������
S�� ��,"��� x � Sn ����% fi9x: + �������	�� �� ��
�� x "� �	�,��
���� Fi� ���"� fi < S

n � R+ 	�������	�� 	����������%	�� ��	����� �
fi9x: �  ���"� � ���%�� ���"�� ���"� x � Fi� ;�����	� 	�5��� ���"���
��,�	��� ��	���� fi� 1 � i � n R 1� 	��"� 	� �$�������� � 	��% �"	��
�����		�� ������� ��	���� h �

Pn��
i�� fi ���"� ����,����%	�� .���,��

gi � fi�h� 1 � i � n R 1� � G9x: � 9g�9x:� � � � � gn9x::� ���"� G < Sn � R
n +

	�������	�� ���$��,�	��� .����	�� � 	��� ������� J������ Q K�����
	�/�"�� ����� x � Sn� 
�� gi9x: � gi9�x: ��� ��,"�� i � 1� � � � � n� ���
��� gn�� � 1 �Pn

i�� gi� ����� ���,� gn��9x: � gn��9�x:� !��� i �������

�� x � Fi� �� gi9�x: � gi9x: �  � ��� 
�� Fi ��"��,�� ���� �	����"�� x
� �x�

&�� �������� ������� J������ Q K����� �� �# ��,	� ���"��% $����
���%	�� ������ �����%
�� ��	���� �����	� ���$��,�	�� ����� � ��$�<

������� &���'��� (	�
�� 
��+��
�� ��������
�� f < Sn � Sn ����

�� 
��+��
�� 	�� �
��

4���"� ���"���� 
�� �	�
�� ��������
�� f < Sn � Sn �+��
�& 	���

 �
� 	
�������  ��� �
�� ����� S�#�������%	�� ���� ���$��,�	�� f 	�
��������� �	����"��� �� ��� ��,	� ���"�����������% � 	�
=��	�� ����
$��,�	��� � ��� 	�������	�# "��������� �����	% ���$��,�	�� 	� ���
	������ S��������� ��,	� ����������% ���< "�� ��,"��� x � Sn ��
��
f9x: � f9�x: ���	����	� "�������� � ��
	�� �����	� �� "��� $��%5���
������ ���� �	� 	� 
�#��� "��������%	� �����������,	�� ��
�����

4$U��	�� �"�� "���
����%���� ������� J������� ?�
=��	�� ���$���
,�	�� f < Sn � Sn �����"�� � ���$��,�	�� g < RPn � RP

n� �"� RPn +
��������		�� ��������	�� �������	����� ����
������� �
 ����� Sn ����
,"������	��� �	����"��� S�� ���$��,�	�� g ����"���	� �����	% �� ���
"��� �� !��� g ���"��� �� ��� �����	% �����"��� � 
=��	���%� 
���� ����
�$��
�� ��
�� �$���� ����,�	��� !��� Xg��9p: � k � ��
�� p � RP

n

���"���������� ����# �	����"�� x��x 	� ������ �� X9f��9x:�f��9�x:: �
� �k � Xf��9x: � k� ��� 
�� f � g ����� �"�	������ �����	� �� ��"��� ��
?�� 	�"� ����	����%� 
�� g ����� 	�	������ �����	%�

T���	���� ������ � RPn $����� "��/ ������< �$��
� 
���	���/
�����/ 	� ����� � �$��
� �����/� ���"�	����/ �	����"�� ������ ����



��
��
��� ���������� B �� ����
 9II: ��

���� ����� ����� $��% ���	��� � ��
��� ������ ������� ����� 	��� 4���
$��,�	�� g ������"�� 	������������ ������ � 	������������� ��� ��� f
������"�� ������ � �	����"��%	��� ��	���� 	� ����� � ����� ,� ����
���� ����� �$��
��� ��� ���"���� � ���"������ �����,"�	��< �	�
��
��������
�� RPn � 	����  ���������� 
�	���������� 
����� � 
�	���

��������� ����� 
��+��
�� 	�� �
�  � ������ ��

; ��,"�� �������	�� �	����$��
��� X ��,	� ���
��% ��� 
�����

 ���	���
�&  � ������ �� -����	���� ����� ���%�� 9�$�
	�
�� ��� 
��
��
 A9X:: ���,�� ������ ��������
	�/ ������ �� ��"��� �� � ��	�,��
	�� ������������� ������
�	�� ������� 	�/�"���/�� � �$��� ����,�	���
4��$��,�	�� h < X � Y ��,"� �������	��� �	����$��
���� ����
��
�� ���������
� ����� h� < A9Y : � A9X: � ���������
� �""����	�/
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���� �	 ����� 8��	��	�  �����	� �	 ��� �����	���� �� ��-� ���
 ��� ��	�
� ��	
�� �$-��  ���� � ��	�$��� 3��	#���
 ��� � ����% ��"�	�%  ���$��
$�'����' �����	�	����	���� �$����	����
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J	���	����	��	� �	�� ������	  �� ���
���	����% ������ *�
 �
 �+
����	 � ���$"�)�� ������A

��
���� � ��
��
�� ������ ������� +��	� �����	 ������� ��
n 	��������� ����� ���� 
	���	�	 � ���� �����
�����	����� ���#
����*

�
�����������
� 3��)� �����  ������� !�� �	  ������� 3"���
 �	�
 �����
 �"���	 &"��
�� �*p� q� r+ �	$	�	 �	���
�' 2�

p q r �*p� q� r+
= = = 0
= = 0 =
= 0 = =
= 0 0 0
0 = = =
0 = 0 =
0 0 = =
0 0 0 0

*�p � �q � �r+ �

� *�p� q � r + �

� * p� q � r +

����� 	� ����	�� �
���
	$ �!����$ �!
��		 	 ����#��� �%� ��� !��

6 �	���
� ���� ��� ������ � �$���
	�� �  �	��' ������� � ��� ��"�
�	�
 ���$	 �"���	 &"��
�� ������	 *�	��	 0+� �	 �,�� ��� ���<���
��

�	#$	� �� ������%  �����	�� �$�� ��"�	' *	 � ���	����% �����	% ��#�
�	+
 � ���$���� �% $��<���
��'� �"#�	� &���"�	  �������	�

N���
 ��� 	�	������	� ������"�
��  �������	 � $�� ����' �	���
�
*� � ����� ������  ��������%+�

K�� &���"�  �$������ ��$	 ���� � �
�	����� �	��	���A &���"�� �
��
,��������� ����	����� ������ M����  �$�����A �����	��� �	���
�	����  �������	� ��� ����
	���  ��������'
 ���,������ �	���	���
��  ���������	� ���<���
�� �����	���
 	 $��<��������' ����	����'
&����' �	���	���� $��<���
�� ���<������� 6 �	,�� ��"�	� � �	#$�'
���<���� �%�$�� n �����	��� *�$� n � �����  ��������%+
 	 ����� ���<�
������ �	��� ����� ����� � �$���
	�� � ��#�� �������� �� �"�� *���$	

 �	�$	
  ��"�	���� �� ������ &���"�	
 	 � "��	� $��<���
���
 � �-� ��#�
�� �	������ �	��'����"$� ����$	 ��#��' &���"��' �� 	 p � �p+ $� .n

*���� �"���	 &"��
�� ����$	 ������	+�

��	�
� !� K���	  ���������' � $��	�	�������� ������� D &���"��
�	����� �� ����	 �$���
A &���"�	 �"$�� �������'
 ���� �$���
 � �	���
�
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�	��� 4 �	� �	 ��	�� *��	���������+ ������"� &���"�"
 ���� � �	���
�
�	�� �"��'
 	 � �������� �$���
�>

:���$	 �� ����"���� ���,�������	� ����	���	� ����	
 �����	�
 ��$��	����� ����' ���<���
�� ��
,������
 �	#$�' �� ������% ���
����� �� �����	���
 ����	���% $��<���
����� (�����" D ��#�� �� ���
"������ �	�A

��
���� �� 
���	� �����	 ������� ����� ���� ���	���	 �����#
���% �	���� ���� � ��
,��������� ����	����� �����% 	 �	��� �����#
���% �	���� ���� � ���,��������� ����	����� �����*

�
�����������
� 3���	� �	��� "����#$���� "#� $��	�	�	� 6���"�
�	��� ��#�� $��	�	�� 	�	�������  ����'
 �	$� ������ $�� �	#$�' ������
� �"�-�� �	 ��	��  �$%�$�)�' $��<�����

��#�� �	�#�  ��$��	���� &"��
�� �� � $��<��������' ����	����'
&����
 	 �	��� ��� ������	����  �	���	�� $� ����	�	
 ����� ������
����
	��� ��"����

��	�
� "� 3����$��� �����' �	��	�� �	��"#$����  �$������

6���)� ������
 � ��$������ $��<��������' ����	����' &���� ��
����"��
 ����� � �	#$�� ���<����� *��� $��<�����+ ������	���� ���
 ���������� *3��������  �������"� ����,� �$���� �	�	 �����	 ���5 ���
��
 �	 �����
 &���"�	 � �-� ����
	��� �%�$�� � �$�" ���<���
��
 �� !�	
���<���
�� ����$	 ��#�	 � �-� ��#�� ����������+

��	�
� #� 3����$���  ����� �"����' &"��
�� �� n 	��"������
 "
������' ���	� $��<�������	� ��� ���<�������	� ����	���	� &���	 ���
$��#�� ��,� ����� $���� n� *?�	�	���A �	��������� &"��
��
 �����	�
������ ���-� ��	�����  �� ��������� ��	����� ����'  ��������'�+

�	�����
 ���  �� $��	�	�������� ������� D �� ���,���� ��� �� ���
�	
��� 7�� � �� "$���������
 �	� �	� ��	 ���	#	���� ����� $��<���
��
� ����
	���A

*p� q+ 	 *�p � q+

* ��������O+� 6���)���� �� ����� �� ���'���� ������ ���<���
��' �
����
	����
 �	� �	�

*p � q+ 	 �*�p � �q+�

��� ������ $��<���
��' � ����
	����
 �	� �	�

*p � q+ 	 �*�p � �q+�

*��� !����	��������� �����	�� �� �	����� $� ����	�	5 �% �����  ���
������ � �� ����$�������+� ��#�� ��	�	��
 ��� ������	 ������ ���
 	
�	�#� ������	 ������ ��� �������� �������� *3� � ��$������ !�� ���	�
�	��
 ��� � �%  ���)�� ��#�� �	 ��	�� ���"� �"���" &"��
��+�
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�

��	�
� $� K��	#���
 ��� ������	 ������ ���  ���	� *?�	�	���A �	�
�	 ��	�� ����� ��% $��<���
��>+

4 ��� ��� ����
	��� ���'���� ������� E�����	 ������ ����� �� ���
�	 � �  � �����  �����'  ������A ���� ���  ��������� �������
 �� ���	�
�% ������	
��
 ��$��#	)	� ������ "�	�	���� ������
 ������	� *H	� ���
�����
 ��� !�� ������ ���%�	���� �$���
"��+

��	�
� %� @����  �����
 ��� ���	� &���"�	
 ����	�����	� ������ �
 ���)�� ������ � � �
 �	$	-�� ��������"� �"���" &"��
�� *� ��� ����
���
 ��� �� "��������� ��	����� ������ �� 	��"������ ��	����� &"��
��
��#�� ������ ����	��� � ��� ���	����  ��#���+� 3��	#���
 ��� ���	�
��������	� �"���	 &"��
�� ��#�� ���� ���	#��	 &���"��'
 ��$��#	�
)�' ������ � � ��

��	�
� �&� 3"��� � � � � �	��������� 3��	#���
 ��� �	'$-����
&���"�	 � 
 �����	� �����	�� � ���� ������ ��)�� $�� � � �  ���������

$�� ������' &���"�� � � � � � � � �������� �	����������� *M����
��)�' �	��	�� !���� "����#$����
 � ������� &���"�� ���"��� � �����
 ������  ���$�	
 �	���	���� �����' H��'�	�+

6  ���
� � �� �� ����	�� ���	�����	���� �������� �	�����������
�� �����	��� @��	� �"���	 &"��
�� ��#�� ���	�� ���� ������� �	 ���
���
 ��#�� �	��������� �����" *p notand q+
 �	$	�	��"� !����	�������
����

*p notand q+ 	 �*p � q+

*����	��A *p notand q+ ��#��
 ��,� ���� p � q �������+� G���� ��-� ���
�	#	���� ����
	��� *p notand p+
  ���� ���� ��#�� ���	���� ���<����

��
 	 �	���
 �	� �� ��	��
 � ����)� ���"� &"��
��� *��	����� � 
��
&������ ����������� �%��	�� �	���� "����� ������	
�� %���,� ��	���
�� � !��� "����#$�����A $���	����� ����,�' �	 	� �%�� :���  ��������
��	�����	�� ���"� ����"��"� �	��������� ��%�$	 �� �%�$���+

K�"�	� ��������	�  ���	� ������	 ������ � !�� ���#����  � ��$"�
�� .
 ���<���
�� � �����	��	 0 *�����"� ��#�� ����	�� =�	���' �����
��'
 �	$	�)�' &"��
�� �� �"�� 	��"������+�

�	���-�� ������� ���<���
�� ������ �	���	  ��������% ��� ����
��	��" 0 *�����"� ����������� �	���	����	�� �	� ���<���
�� �"��  ��
�������%+� �	��	��� !�� �����������
 �	� �	�  �� �	,�% ����	,����%
*0 � �����	
 = � ��#�+ ���<���
�� ����������"�� "���#�����

�	���-�� ��������� �"��" �	��% �������  � ��$"�� . *!�� ��	���

��� =/= B =
 =/0 B 0/= B 0 � 0/0 B =+� N���
 ��� $�	  �������)�%��
�����	 ��#�� ����	���� *��$� ���#����  � ��$"�� .+
 �	� ��� �"$��
�	���	����	�� ������  ������� ���  �������)�%�� �������� 3�� !���
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�����������
  ���$�� ������ � ������ �  ���$�� ������� �  �������
���")������
 �% ��#��  �����	������

��
���� ! ��
���
� '�(�������� 
���	� �����	 ������� ��#
��
�	��� ������	������� ��������� ��	
	����� ���	*

�
�����������
� G���� $��	�	�� �")������	��� ��������  ������
�	
 ��#�� ����	���� �	 ��������� �� 	������ "����#$����
 ��� ����	�
&"��
�� � 	��"����	�� �� ���������  ��� *� $	���� ��"�	� !�� $�"%�
!���������  ��� �������  � ��$"�� .+ �	$	-����  ��������� 3�	�$	
 �
	������  ������  ������	 ����� ��)��
 �	���,��� ��� ���� �� !�� ��
�	#��
 �	� �	�  ���������  �����	�� ��,� ��	����� = � 0 �  ����"
��� ��� ���� �� ���	���

K	��� ��#�� �	������
 ���  �������� ������� #�
 ������� �"����%
&"��
�'
 	 ������ .�

n

� 6 �	��� $���
 �"���	 &"��
�� ��#��  �����	��
����� �� $�"% ��	����' � �	#$�' �� .n ����� �"���	 �"�	 B

n 
 	 ������
���� ��#�� �����	�� ��� �� �����	�� ����' �� .n �������� *�������
�������
  ����" ��� �	#$�' ����� �����	�� ��� �� �����	�� ���"� ��
n  ��������%�+ 3�!���" ������	  �������� ���
 � ���� ���	� &"��
��
 ��$��	���	  ��������
 �� �$���������� ���	����

��#�� � �� ����	���� �	 ���$���� �� 	������
 	 $	�� ���"� ������"��

��� 7�� "$���� �$��	�� ��$"�
��'  � n� 3"��� �� "#� "����  ��$��	�
����� ���"� �"���" &"��
�� �� n� 0 	��"������ �  ���)��  ������	�
(��$	 �*p�� � � � � pn+ ��#��  ��$��	���� �	�

�*p�� � � � � pn+ B�*=� p�� � � � � pn+ /

/ P�*=� p�� � � � � pn+ / �*0� p�� � � � � pn+Qp�

* ��������
 ��� ��-� �%�$����+� 8��	-���� �	������
 ���  �	�"� �	��� ��#�
��  ��$��	����  ��������  �  ��$ ���#���� ��$"�
���

K�� �$������������ �	�#� ���� $�"��� $��	�	��������A  "��� $�	
���������	 �	���� (��$	 �% �"��	 *��� �	������ � ����������  ����%��
$��  � ��$"�� .+ �������� ���"����� ����������� *��$��#�� �	������
������+
 �� ��#$�������� �	��	 �"��� (	� �� ���	��
 � !�� ����� $��
�	�	��  � ��$"�
��� 6 �	��� $���
 ����' ��������� A*p�� � � � � pn+ ��#��
 ��$��	���� � ��$�

A*p�� � � � � pn+ B B*p�� � � � � pn+ / p�C*p�� � � � � pn+�

�$� B � C � ���������� �� ����,��� ����	  ��������%� 3�$��	����
��	�	�	 p� B =
 	 �	��� p� B 0
 "��#$	����
 ��� ���������� B � C �	��
�� �"�� �� ���% ����	%
 �  ����" *����	���  ��$ ���#���� ��$"�
��+
�	��� �"�� �	� ���������� *�� ��$��#	� �������+�

��	�
� ��� �	���-�� �������������� &"��
��'  ������ �� n  ����
�����%
 � ������� ���  ��	�	���� ��� ���' �	��� ���� =
 ���� 0� *(	���
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���	���
 �	#$�' ����� � ��' ����  ������$���� ��!&&�
����	 � �����
������ �	���	  ��������% ���  ��������'+� 3"��� F �  �����������
 ���� M"$�� �	���	����	�� B B f=� 0g �	�  �$���#����� F � K��	#���

��� ����	� �"���	 &"��
�� B

n � B �$����	���  ��$��#	���� $� �"�����
����'��' &"��
�� Fn � F 
 � ��!&&�
����� � �"��������'��' &"��
��
�"$"� 
������

���� �	���	����	��  ����������� �"���� &"��
�� � �	������ ������

������	�� �� ���A � �	��� ��"�	� ��� ���	�"��  ����' �	���> 8���� $	��
���$"�)	� ������	�

��
���� " ��������) �
����� -	��� ������� ������� ����	 �
������ ����	 �������� ������ *��� 
�	���% ��� ���	� �����	 ���#
���� ������	������� � ���� �� �����
����% �* �* 
	�����	���� � ����
�������% ��� ���
�	�� ����	� ������� �	���	+% ����	 �� �� ��������#
�� �� � ����� �
 ���� .���������� ��	����/ A

� ���������� �������5

� �������% ����	��� �� ����5

� �������% ����	��� �� ������� 5

� �������� �������5

� �	�������������� �������*

*I"��
�� f ��������	
 ���� ��	 ��������� ��"���	��  � �	#$��" ��
����% 	��"������� I"��
�� f ����	���� ����0�������
 ���� f*=� � � � � =+ B
B = *�������������� f*0� � � � � 0+ B 0+� I"��
�� f ������	
 ���� ��	  ��$�
��	���	 �����������
 � ������� ��� ������ ��$��#	� �� ����� �$��'
 ��������'� �	����

 &"��
�� f �	���	���� �	�������������� 
 ����
f*0� p�� � � � � 0� pn+ B 0� f*p�� � � � � pn+�+

���� �	��� ��$��#���� � �$��� �� ��	����
 �� � ��� ��� ���
�� �	��
#� �� ��%�$�� �	  ��$��� !���� ��	��	 *�����  �������� $�� �	#$���
�� ��	���� � ��$��������+ �  �!���" �	��� �� ��������  ������ K��	�	�
�������� ���	����� "����#$���� � "���� *���	���� ��#��  � �����	��
$��	�	�� ��� �	������������+�
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�� &"��
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�	 �����
 ���� �� ��	�	�	  �������� &"��
�� f 
 	  ���� &"��
�� g

!�� ��#�� �	 ��	�� &���"��' g*f*x++� �� ���� � $�"��' � ����A ��#��
�����	���� �	#$"� &"��
�� � ��$�  ����"�������	 � ��%�$��� � ���%��
$��� � ���$����� ��%�$ &"��
�� f �� �%�$�� &"��
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*����	 $���� 0+
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�� ��-�% ��	����'
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���	� �� $�"%  �$&���"� �	�����,"�� (��$	 �	 �	#$�� ,	�� �	����
"���	�� �� ����� ��� � $�	 �	�	
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	���
�����	�� �  ��	�� *�A+ ������ �A� 3��	#���
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 �	 ����	�)�' �������"�
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���� � $��<���
���� �	 ��"�	'�� ���
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 !�	 �	��� ��-� �	��� $��#�	 ��	�������	�� ���#����
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 ��� &"��
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 �� � &���"��'  �������	������ �	����	
 ��$���
#	)�' ������ ������ : � :@:�

��	�
� �#� K��	�	��
 ��� ��	����� fsize�*h+ � fsize�*h+ $�� �$��'
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��A �")����"��  ������ P *�	����)�' �� �����	 �	�����+
 $�� ��������
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� ���
	�� ���
�	!��, �����	��! � �	�
��0�
	����, 0	��, �����, ��	"	� � �	! ���
"��� �0'12� .��
���� �� C�*&B ���
	�� ���	!��, �����	��! � �	��

��0�
	����, 0	��, �����,� 6��	��! �	�	�	���! xi �� C�*&B �����
��
��� 0	������	���/ �	�
��0�
	����/ �	�	�	���/ pi �
��0���/ �	�	�
�	���! xi 8 ni "��+/��0�� D 8 �	�	�	���/ qD � *�#"�! "��+/���
0�� D > Xj � Xk � Xm 3X� 8 ��
	����4 �����
���� 
��#	 �����	��	
PjOPkOPm�qD > < � ��
���� Pj  Pk  Pm 8 �	�	�	���	 �����
���	���	
��
	����� "��+/��0���

J������ ���
	�� ��"	�#�
 "�� ��	, i �����	��� pi O ni > < � 
���
#	 ��	 �����	��� �����
���	���	 "��+/��0��� �� *&B� 2�	��"�� �
�
����������
� C�*&B ����������� ����	�
���
� 
���! ���
	���
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�+�
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� �
� ���- ��"�1	
�� ��
��0	! ��	#���
� A� 5
���� �
�
���0� %
�! ��
��0� ��"	��������� �	������� ���-� aij > < 	��� �
���-	 	�
� �	��� ij � ���
����� �����	 aij > @�
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 NP' 5��	
���
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%
��������� 5�	"	� � %
�! ��"��	 ��"��� C�*&B� .��
� 	�
�
C�*&B �� m "��+/��0�! � ��
���	 �,�"�
 n �	�	�	���,� Z��- ��
��
��! �����
����	
�� %
�! *&B ��		
 [mO ?nO C �	����� $�� ��������
�
���
��� ���-� �"���� ���	
�
� ���
� �	����� ����	���, ���	
��

�� �	����� ������� @ < ?� ����
���, ���	
�� ��#"�� ��
	�����
3�	�	�	���! ��� 	1	 �
��0���	�4 �� �"��! �	����	� 2�
�����	 [m �	��
��� ������1	� �� ������ �� [ ��#"�� ������ ���
�	
�
��	
 �"��! ��
"��+/��0�!�

7	�	�� ����	� �1	��� %
��� ���-�� *�� �������� �� ���� ?� �	�����
@ < � ? ��	"��	�� �	#"� ����! �1	������ &� ���� ?� �������� 	�1	 n 
�	�
���������� � %
�� ���-	� J �����	0 ���� ?� ��������	
 ��� ��	"��	��
�1	����� �	����� ���
�	
�
��/��	 ��#"�! "��+/��0��� &� %
�� ���
����	 l� l� l� ��������/
 �	����� ���	�	���	 ��
	������ �,�"�����
� "��+/��0�/� K��	
�� �
� �	��
���	 �1	��� �� �	�	������� �� �	�
������� ����

2�	��"�� �
� ��������	 ���	 ���
��	��	 ��#�� �������
� �� ���
�����������	 �
 n � m ��	��� $���#	� 	�� ����	�
���
��

������
��� ����	 ���������	 ��������� � C 0�	
� �����#�� "�� 
��
���� ���-�� 6	� �������	��� ������
� ��#�� ���
�
� �
� �	����� @ 
< � ? ������	�� � 0�	
� @ < � ? 3�� �	�
� ��������� �������/��,��
�	�	�
�������� 0�	
�� �� ������� �"��4� 7��"� �	����� ���	�	���	
xi � �xi ������	�� � 0�	
� @ � < ����1	� �, 0�	
� "��#�� ��
� ���
��
������#�� 3��� ���� ?�4�

.����� �	�	����� ������
�� ��#�� ����	��
� �
� ���- �������
#1	���! �� ���� ?� �"���	
����	
 ��	"�/�	�� ���!�
��' 	��� �����
�
�	����� ���	�	���	 ��
	������ � 0�	
� @ ��� < � �	����� �
�	�
�	���	 �
��0������ ��
	����� 8 � ���
�������#��	 0�	
� < ��� @ 
�
���������� ��������� ��
�����, �	���� %
��� ���-� � C 0�	
� ���	�
���
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.�%
��� ���������	 C���������� ���
��	����� ���-� "�� ��
���,
�	����� @ < ? ������	�� � 0�	
� @ < ? ���
�	
�
�	��� ��,�"�
�� ��
������� �"��������� ���
�	
�
��� � �������/���� �������� ����	��!
�	�	�	���, ��,�"��! C�*&B�

K��	
�� �
� ����	��
� ����������	���
� ���-� � ? 0�	
� ����
��
&�#�� �������
� �"�� �� �	���� � ����!�����"� 0�	
 ��	 ��	#��	 �
%
�! �	����� � ���
�������#��! � 
� "� 9��� 	�1	 �	 ������	���	 �	��
���� �	 ��	"��	�� �� � �"��! �� �#	 ������	���, ���
� ������ �"��
�� ��, � ����������� ��������! 0�	
� �� ��#	� �
�����
��� � 
	� 
�
� ����/�
� �	����� �	���� �������
� �� � �"�� 0�	
� 7��"� ���-
�	���� ��������� ��������
� � ? 0�	
�� $�����
	���
�� ����	�
���
�
%
��� 3��	��"�� ���������������4 ������
�� ��
����	
�� ��
�
	�/ �
���	�
�	 �	����� ����#�	����

K���	��
�� ����
	�� �	
��1	, ������ �
�	�#"�	
 �
� �/��! �������
��! ���- 3
� 	� ���- ��
���! ��#�� ��������
� �� �������
� �	� �	�
�	�	�	��! �	�	�4 ����������	
�� � E 0�	
�� M	��� ���
���
� ����	��
��������, ���-�� �	 ����������	��, � C 0�	
� 3���#	� �����! ���-
�� E �	�����, ��� ���� C4�

2������	
�� �
� ����	��� ����������	���
� ���������� ���-� � C
0�	
� NP������� $�����
	���
�� �����"�
�� �������������� ��	"	��	�
���	! ��"��� �0�
�+�
�+
 � ��"��	 �0�
�+�
�+
 ��
	
�	�!� !�
5
�
J"	� ��	"	��� ��	�� ����
� �� ��������	
 �	
���������/ ����
���0�/ 
������#	���/ �� ���� E 3�� �������
������ %
� ����
���0�/ �� ����
�� FCG � ���/ ��	�	"� Z%�� � $#����� ���������/
 	1	 �� $#� B��	��4�

J
�� ��� ��#�� �� ������������� ���-� G ���
���
� �	��
���!
��������! ���- C�����������	���
� ��
����� ����������� C����������
��	���
� ��,�"���� ���-�� &�����	� ���- G �� �������
� "������� �	�
�	�	�	��� �	�	� �� �	 �����"� �	��� �	�	� �	������ J� �������������
� �	�	�	�	����� �	�	� ���-� G ����
���� ��������! ���- �� ��	"�/�	�
�� �	0	�
�� ��	�
� ��#"�! 
���� �	�	�	�	��� �	�	� ���	�� %��	�����
���-� H  ������#	����� �� ���� E 
�� �
��� �	����� ���	�	���	 x 
x� ��������� �� �"��� �	��	 � �	����� ���	�	���	 y� y� 8 �� "������
5 �����	���� 3�#	 ���������4 ���-�� ���"	��	� 	�1	 �"�� ���0	"����
������ �	��� uv ��,�"���� ���-� ��"	� "����
��� �
 u � v � �
�����
�
�	��� 
��� xx� ��	"���/��	 �	����� �� �"���, ��"��" �"��� ���	��
��
� %��	������� ���-� H � .��������
� ��� %
�� ��,����	
��� 5
��	�

��#	 �	��� ��	"���/�		 �	����� u � �	���! �� �	���� ���-�� H ��
���	� ��
�� 39��� �� �	��	 uv �	 ���� 
��	� �	�	�	�	��� � "������
�	����� 
� �	 "	��	� ���	���4 .��
���� %
� ���0	"��� "�� ��	, �	�	�
���-� G ������� ������! ���- P 3G4� K��	
�� �
� ���#	�
�� �	����
P 3G4 ��"	�#�
 �� ���
��	��/ ���#	�
�� �	���� G�
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 ��� �/��! ��������	 H � C 0�	
� 0�	
� �	���� x � x� ����� ��� �
0�	
� y � y� �����"�/
:


 	�
� ��������� � 
�� 0�	
� ��� ��
���, �	����� x � y ������	�
�� �"������� 	�
� � 
���	 ��� ��
���, ��� ������	�� � �����	
0�	
��

(�
�
	�/ ��	"��
����	
�� �����
��
	���� ����	��
� ������	��	 %
�,
���!�
� � ��	"�
��� �
� ���������� C���������� P 3G4 ����#"�	
 ����
������/ C���������� G 3������ �	����� � 
�
 #	 0�	
 � ��
���! ���
������	�� � P 3G44 � �������
 3�/��� ���������� C���������� �	���� G
���"��#�	
�� "� ���������! C���������� P 3G44�

,� #���� PSPACE

*�� �#	 ���������� � %
�
 ����� ����"�/
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���	 ���
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 ��
� ������	�� �� �7 ��������/�	! ����
� �������	���/ ���
������� �
 "���� �,�"���� ������ D
�
 ����� ���/��	
 � �	�� �����
P 3�� ��	�� T �� ���#	� ����������
� ����
� �	 ��	���,�"���/ T 4
� ����� NP 3"����� 5��	
���� � J������
	�	� ������	
 ������������
��	 ��	�� ��%
��� J������
	�� �	 �������	���! �� ��	�	�� ��#	

�	�	���
� �� ��	�	"� ��	 ������
� �����	! 
����� "������ ���������
"�� %
��� ������
	���� �	������/ 8 �������	���/ ��������� �
 "���
�� �,�"� 8 ����
�4� &� ����� PSPACE �����"����� �����"� ���	 �	�
NP� * ��#��	��/ "�����
� %
� ������ "� ��, ��� �	 �"������
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���		 ������ ,����
	���
��	���� -���0��� �,��
"���� � PSPACE ��#�� "�
� ��	"�/�		 �	-��������	 �������	� .�	"�
�
���� �	������� �"	������������/ ��"	�� ��"��������"�
��� 5����
x 8 �������	 �	��
����� "	�� ��,�"��	���� �� ������
�	��� ��"� ���

���! "��#	� ���	�
� �	�"��
' �����	� �� ������	��! 3����	��	 ,�����

	���
��	���! -���0�� ����� <4� 5�"�� 8 �#	 �������! ��� ���������
����� �������	���! J������
	�� 3�� ��"	
 ����
�
� ��	�� �	 ��	����
,�"��		 �������� �
 "���� �������� "	��4� 9�
� 
��#	 .������� ���
�
����/��! �� ��������
� ������	���� � �"����
 ��	#"�/��! ��"�/
� ����
���� 2�� ��� ��
	��	�
������ ��	������ � �� ��	�	"� �����"�

���� �����	�
�� .������ �	"	��� ��"	����� �������
	���
�� ��-�����
������ � ;��������.��0	��������� *�"	��	� 5�"�� ��"��"�
 �
�� ����
����
	���
�� ����������� �� �������� "	�� x �� ���
����	!�� "������
��� �	#"� .��������� � �"����
�� � �� ;.* 3
� 	� �� ��
� �������	

����	��	 �	��
���! ������������� ���������! -���0�� ���	"	��	��!
;.* �� �,�"	 �������/�	� ��"	���	 �������
	���
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	 ����� PSPACE ���	"	��	
�� ��	�
"�/��� �������' ,����
	���
��	���� -���0�� f �����"�	#�
 PSPACE 
	��� ��#�� ���"���
� 
���! ;.* �
� ��� f3x4 > < � .�������� 	�
�
�
��
	��� �	"	��� "�������� ��
���� ��	#"�	
 5�"�/ � ��������
� ���
����	���� ��� �/��, ������
�, "	!�
��! �"����
�: � ��� f3x4 > @ ����
�������� �
��
	��� 	�
� � �"����
��

(
��$
	�� )� 2����� ��������/ ���	 ��"	�� ������/
 � ���		 �	!�

������, 
	�����,� Z�����
 �� ���	 "��, ��0 �������	! �
 �,�"����
����� � ���	�
������� ���������! �
��
	��� � �"���� �� ��������
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%
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��"��
���� ���	"	�	���� .��
� ���
��� ���
���	��! �
���� �������	�� p3jxj4� 2��	"	��� �� ��"��0�� ���
��� ����� 7�/����� Mk "�� k > @� � � � � p3jxj4� *�#"�� Mk �� ��"���
���� ������ "�������� x� a�� b�� � � � "���� k ���	"	��	
 ������	 ��	�
#"�/�	! �
��
	��� "�� .��������� .���	"�	! � %
�� ��"� �����	
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jxj� ��#�� ����
� ������
�����
� ����
� 5�"�� � �������
� -���
�0�/ ;.*3x� a�� � � �4� ������ Mk �	�	����	
 ��	 �����#��	 ������
�
3k O <4��� ���
���	��� � �������
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 ���� ������������� �������	���! ���
��
��

� 
	�	�� ����#	� ����
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�	 �
�	
� 	1	 ����	��	� ������Mk �	�	����	
 ��	 �����#��	 �������

� 3kO<4��� �����	��� � �������
���	
�� � Mk�� �� ����"� ������
	���
��, �	����
�
��� 9��� ����� �� 5��	
����� 
� �0	��� Mk 8 ��������
�0	��� Mk�� �� ��	� �����#��� ������
�� �����	��� 5��	
����� 9���
����� �� J������
	�	� 
� �0	��� Mk ����� ��	"�	�� ���-�	
��	�����
�0	��� Mk�� �� ��	� rk 3%
� -������ �����! �	���
���
�4�

������
� ������	��� f �� �������������! ����
� �������	
 M� �
��"�1	
 � ���	�
�	 �	����
�
� < 	��� �0	��� M� �����	 ?�C � @ 	���
�0	��� M� �	���	 ?�C�
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�����
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T� > Q�x�Q�x� � � �Qmxm�3x�� � � � � xm4�

� ��
���� �3�4 8 �	��
���� �����	���� -������ Qi � f	� �g ����
���
"	!�
��/
 �� -������ �� �������� 3<E4L3<H4�

20	��
� ��
�����
� ������������ T� ��#�� ��	"�/�	! �	��������!
���0	"���!� 2�������� �	�	� Tj3x�� x�� � � � � xj4 �����������	

Qj��xj��Qj��xj�� � � �Qmxm�3x�� � � � � xj � xj��� � � � � xm4�

7��"� T� > T�3@4 �� T�3<4 �"	 �� 8 ������ ���	"	��	��� ����
���� Q��
&�!"	� ������	 T�3@4 � ��
	� T�3<4 ��#"�! ��� ������� �	�������� ���
�� �������	��/ ���0	"��� 3"�� ���	"	�	��� Tm3x�� � � � � xm4 "��
�
����
�������
� ����	��	 -������ �3x�� � � � � xm4 
�� �
� �	������ ���	����4
� �������� T�3@4 �� T�3<4�

D
� ���0	"��� 
�	��	
 ������	��� ��	, ?m �����#��, ����	��! -���
���� �3�4 � ��
��� ������	
 %�����	�0������ ������	 �� �����	��/ �
����	��� �,�"� ��"��� ��	��� &����"�� %
� ������	��	 ��#�� �������
��
� � ��"	 "	�	�� ��� �������� �� ���� H�� � ���0	��	 ������	��� ��
������	� �	 
����� ����	��	 � ����	 �� � ����	��� �� ��	, ����	#�
���
��, ����, "	�	�� �����	�
�� ��
���, %�����	�0������ �	�����

(	� ��#	
 ������ 5��	
��� � 
���� ������	���) 2� ���	��� ���
#	
 ������
� ����	��	 T�� �����	� ��������� 5��	
��� ����
���
	� 

� � �/��� �����	 �� ���#	
 �
� T� > <� .������	� ����	��
� %
� �����
�	��	 � �������� ����	��� T�3@4 � T�3<4 8 "��#�� �������
��� ���
���
�	��	 T� > T�3@4��T�3<4� $��		 ���	�	� �����!�� � ������	���
�� �����
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r� � f@� <g �������� � 5��	
���� ����	��� T�3r�� @4 � T�3r�� <4 ����	���
T�3r�4 > T�3r�� @4 �� T�3r�� <4 � 
� "� &� ����	"�	� ���	 �#	 �	� �������
5��	
���� ��#�� ����	��
� �
�

Tm��3r�� � � � � rm��4 > Tm3r�� � � � � rm��� @4 �m Tm3r�� � � � � rm��� <4�

������	��� ��"�
 "��
��� O3m4 O v3n4 > poly3n4 
��
�� �"	 v3n4 8
�����	�
�� 
��
�� �	��,�"���, "�� ������	��� ����	��� �����	���!
-������ "���� n ��� ��"����, ����	���, �	�	�	���,� 2�� �����,�"�

�"��� �"���� �� ��
	! �
 ����� � ���
��� � "	�	�	 �� ���� H� ������	�
���� �����!�� � ������	���
���

5 ����! �	���
���
�/ J������
	�� �������	
 �	�	��	 �� ��
�����
�
� QBF) 9��� ������
����	��� -������ ��
���� 
� 5��	
���� "��
��

���� ������
� ��
����	 ����	��� ��	, ���������	��, �	����� J�����
��
	�� �	 ���"�
 �������� ���
����	��� � � �	���
���
�/ < ������	

-������ ��
����!� (
� ��"	
 	��� QBF ��#��) (
��� ��	"�
� J�����
��
	�� � ����
��� 5��	
���� ,�
� �� ��� ���"	
�� �����
� �������
�	�	���	 ����	��	 �"��! �� ���� ���������	��, �	�	�	���,� D
� ��#�
� �	���
���
�/ <�? ���	�	�� �	 ��"	
 �
� ��������	
 �	�����"���
�
��������! ���0	"��� "�� ��"	#���� ���	"	�	��� ��
�����
� QBF�

*�� �� �
����� 	�
� ������ �������
� ��������/ ���	 ���0	"����
9��� � ��,�"��� ������
	 �� ������� ��������� "	�	�� �	�	���� ����
��!�� ��������� �"�� ��
� � %
� ���	�� �	 "��� 
� � �������	���!
�	���� "	�	�� �
��	
 ���	 3��#"�! ��� ��"	
 ����� �� p ������
�� �"	
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�� ����
��������� ����� ���

p > w3n�4 8 ����
�	 �����4 � ����#	 3������� "	�	�� ���� m � � ������
��	���! �	���� ��"	
 ����	��� m�4� D
� "	�	�� ������#	�� �� ���� H��

(
��� ���
���
� 
���	 ����	
��1	���	 "	�	�� ��"	� ���
�
� ��
���
���
��	 ����	��� @ � < %�	�	�
��� ���� Fp ���	
�� �� ��"��/ p� M/�
��/ �����	���/ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 ��#�� ������
� ��� �������	�
p3x�� x�� � � � � xm4 ��" ���	� Fp  ��������� ����#	��� 3W4 �� �� Y[� 5
	�	�� d
%
��� �������	�� �	 ��	���,�"�
 "���� ������ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 
��
���� �	���	 n 8 ����	�� �,�"� ��"��� TQBF�

*���
���� �����
���� ��	"�/��	 ��	��0�� � �������	����'

	 ��Axf3x�� � � � � x4
def
> f3x�� � � � � @4f3x�� � � � � <4� 3<[4

� ��Exf3x�� � � � � x4
def
> <� 3<� f3x�� � � � � @443<� f3x�� � � � � <44� 3<W4

7	�	�� �����

p� > 3Q�4x�3Q�4x� � � � 3Qm4xmp3x�� � � � � xm4 3<Y4

�����	
�� ��
�����
���� ����	��/ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 3Qi 8 ��	�
��0�� ���
�	
�
��/��� ����
��� Qi4� ������	��	 %
��� ����� �������
������ � "	�	�� ����������	 ������#	���� �� ���� H� 5
	�	�� �	
��	���
� %
��� "	�	�� ����� p � ������� 8 m�

������������� Tj3x�� x�� � � � � xj4 ��� %
�� ���
�	
�
��/
 �������	��

pj3x�� � � � � xj4 > 3Qj��4xj��3Qj��4xj�� � � � 3Qm4xmp3x�� � � � � xj� xj��� � � � � xm4�

K��	
�� �
� ��	��0�� Ax Ex ��	����/
 ����� �	�	�	���, �� < ��
�"�����/
 �����	 ������ �
	�	�� ��#"�! �� ��
����,�� �	�	�	���, 

�� �
� �
	�	�� pj ����
 ��
� �	����� (
��� �
	�	�� �������	��� �	 ���
��� ��	��	��� ��� ������	���, ��#�� �����������
��� ��	"�/�	! ��	�
��0�	!'

Lxf3x�� � � � � x4
def
> xf3x�� � � � � <4 O 3<� x4f3x�� � � � � @4� 3?@4

�������	�� f � Lxf ��	/
 �"�������	 �����	�
�� �	�	�	���, ������
"�/
 ��� x � f@� <g � �
	�	�� �	�	�	���! x � Lxf ����� <�

J
�� ��
�����
��	 ����	��	 ������������ T� �����

p� > 3Q�4x�Lx�3Q�4x�Lx�Lx� � � � 3Qm4xmLx�Lx� � � �Lxmp3x�� � � � � xm4�

�"	 Qi ���	"	��	
�� �� �,�"� ��"��� TQBF 3
�� #	 ��� � 3<Y44� * ������
��	�� p3�4 ����	��/
�� � ��"����� ����"�	 k > mOm3mO<4�? ��	��0�!
��"� Ax Ex ��� Lx� .��
� ����	 ����	�	��� �	���, k� i ��	��0�! �����
��	
�� �������	� pi3t�� � � � � tj4 < � i � k� .�������� ��	��0�� L �	 �	��	

�����	�
�� �	�	�	���, � �������	�	 ����� j �	 �����
	���� ����� i�

7	�	�� ����	� "����� �	#"� J������
	�	� � 5��	
������ &�����	
�
�� �� � 
��� �
� 5��	
��� ������	
 ����	��	 p� 3��� � �����	 � �����
�����	 �� ���#	
 �
� p� > < �	�������� �
 	�� ���
���	�� ����	���4�



��� ���������

K�
	� J������
	�� ��������	
 � 5��	
���� �	�� ���	� �������	� p�3t4�
.������ ��%--�0�	�
� %
��� �������	�� J������
	�� ����	��	
 �
�
p� > 3S�4tp�3t4 3��"	� ��	��0�/ �
����/ �� i�� �	�
	 ��������
� Si4� .��
��	 %
��� J������
	�� �����!�� � ������	���
�� ������	
 ����� r� � Fp
� ����	��	
 �	�������� 
� #	 ���0	"��� "�� ����	��� ���	��
��

p�3r�4 > Lx�3Q�4x�Lx�Lx� � � �3Qm4xmLx�Lx� � � �Lxmp3x�� � � � � xm4�

*��	����
� �	������ ��	��	����	
�� 
	� �
� ����	��	 �������	��
p3x�� � � � � xm4 J������
	�� �������	
 �����
��
	����� 9��� ��	 ����	���
"�/
 ����#�
	����! �	����
�
 J������
	�� ��"�1	
 � ���	�
�	 �
�	�

� < 	��� ,�
� �� ��� ������#	�� �	���	��
�� 8 @�

7	�	�� �0	��� �	���
���
� �
�	
� <�

9��� ������
����	��� QBF ��
���� 
� 5��	
���� ���
� "��
�
����
������
� ��
����	 ����	��� ��	, ���������	��, �	������ � ��
 	���
QBF ��#�� 5��	
���� ,�
� �� ��� ���"	
�� �����
�� .�������� "��
�������	�� �
	�	�� d > O3n4 �����"�/
 �	 ���		 �	� � d 
����, 
� �
�	���
���
�/ �	 �	���	! < � d�p �� ��	"�/�	� ���	 ��"	
 ����	��
��
�� ��#��	 ������	� .� ��"��0�� ������	� �
� �	���
���
� ������#�
�
��#� � ��������� "�����	 �	 �	���	�

<�
d

p


N
�

�"	 N > O3n�4 8 ���		 �����	�
�� ����	���� .�� p > w3n�4 %
� �	���
�
���
� ��"	
 ������ � <�

.� /���0�	
�	

J
�� ������ ������� ������� "�������
� �������
	����/ ���#�
���
� ��"��� 	�
� ����	���	 8 "�������
� �����
� ��"��� � ��",�"��
�	� ���#���
��� �����	� �� ����	�� "�� ����	�� 
���, ������� 8 NP
� PSPACE� 9��� ���"������"� � ��"��	� �"��
�� "�����
� �
� ���/�	�
��� P 
 NP �P��� NP 
 PSPACE �
����	 
� ��� ��	"�
��	 "�� ��	��
�����, ��"�� �����
�� "�����
	���
�� �, ���#���
��

5��	�
��	
 ����� "����, ���#���
��, �������� &�����	� � �������
������0	��������! ��"	�� ������	��� ��#�� ��������
� ����� ���
���
�	��! �
���� �	��
���! �����/
��! ����
��
�!� .�����
�� 0	��� ���
�
���� ���#���
��, ������� ���/��/��� �� �"��� �� ��#��, �����	!
����� NP 3	"���
�	���	 ���
���	��	 .��������4� .�������� ����
	�� 
�
� ��	 ���/�	��� � %
�! �	���,�� �
����	�

;�����1	� 
��#	 �����/ ��"	�� ������	��! 8 ����
���	 ������	�
��� 3��� FEG4� ����������
� � ��, �� �	 ��"	� ���	
�� ���� �
� ���
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 BPP � ��"	�#�
�� � PSPACE� &� ����	"	� ��"��� �� �����
���
	����! ���	 %������	�
��/ ����
���� ������	�����

������ ) -��� :7;/� "<�	+
 +�
��
��$	�
 ������ �
�
' 3@ <4�
�
����
 A �
	���
 n�n �
 ��
���

� ������� ����� ������� 3aii > <4�

%&�
'��
����' �
��� 	�
� � �����

S >
X

Ax���x�f���gn

3�<4x
TBxEkxkCn�kxk�

��
� �	������! ��� jSj � Hn4
� ����	"1	���! -�����	 ��
��0� B ������	
�� �� ��
��0� A ���	��!

��	, %�	�	�
�� �� ������! "�������� � ���	 ������ kxk 8 �����	�
��
	"���0 � ������ x�

5���� 
	��� ���	�
��� ������/
 �
� �� �,�"�, �	 �"���	
����/��,
������/ jSj � Hn -���0�� �	 ���	"	�	�� � ������
� ��#	
 ����
�
� ��

���, �,�"�, ��� ���"���

D
�
 ����	� ���	��
	����� ������� ���/�
����	
 ����#"����	��
���� �"	� �����
� � ��	"	���� 9��� ��
	�	����
��� 
����� ��	�	�	�
����
� ������
��� � 
�����
�/ 
"� ��������� 
� �������
	����	 ����
��#���
� ����
���, �����/
	��� �����"�/
 � �����#���
��� �	���
�
���
��, ����� ����
�/��, �������������	 ��	�� � ��	/��, "�����
��
	���� "��
�� � ��
��!�
�� 3�������4 �	��/�	�� ��"��� �� �0	��	
���"��
����! ������

������ ���	������

F<G 5����� +� 6�! 7�������� (� 1�! 8
����� 8�7� ������
��' ���
��	��	
� ������ P .	�� � ����� ��" �	"� �� x	��� ��' �A&�2 <YYY�

F?G 9�� 9�! 6�&����� ���! :
��
� ��� .��
��	��	 � ������ ��������

	����, ������
���� ��' ��� <Y[Y�

FCG ;"�� *�! ������� �� �������
	����	 ������ � 
��"���	��	��	
��"���� ��' ��� <YW?�

FEG 5��
�� 9�! <��� 9�! ��
�� *� *������	���	 � ����
���	 ������	�
���� ��' �A&�2 (	�� <YYY�

FHG *
��� =� 2� ���������	 � �	���������	� M�' 5��	
���	 ��"�� 
<YW@�

FIG 8
	����� 9�9� 2 ���#���
� ������	��! PP ��
	��
��	���	 .����	�
�	��	� 5	�� C ���� C� ��' �A&�2'(	�� <YYY� 5� <?[L<E<�
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��� >�! <��� 9� M����	���	 -������ � �,	�� PP ��
	��
��
�	���	 .����	�	��	� 5	�� C ���� E� ��' �A&�2 ?@@@� 5� HCLW@�



��� ���������

FWG KnillE�! La?ammeR� Quantum Computation and Quadratically Signed
Weight Enumerators� xxx�lanl�gov�quant�ph��������

FYG SipserM� Theory of computation� Boston MA' PWS Publ� Co <YY[�

F<@G Smale S� Problems for the next century PP Math� Intelligencer <YYW�
Vol� ?@ no� ?� P� [L<H�



���

� �������	
 ��
����������� ���������

�������

������ ��	
��� ��
������
� � ������ �
������ ��������	� ���

�������
�
 �
�	
��	
�
 ������������  ! ��" #$$$ �
��%

�� ������ �	�
��
 ���
 �����
� ������� � ���
�������� ���
� ���
�������
�� �������� ��
������ ������ �������������� ���������� ���
������
� f �Z t! ��������
 ����� �"f# ����
�$�
 �	����
� %���
����

������������������ "&� t� u�� � � � � um ' f#� � ������� ������ ������
��
$�� ���� ���
������ �� ��������( ��
( ����)����
�$�(* uk ' ui � uj �
i� j � k+ ��� �����,��� � ����� ������

������� ���� �� ��-�( ����
������
���( �����,�� "��������� ���������� 

�������#� .�������� �"f# �����
���
���)�

 ���
����

 m�

.
����� ����
�$�� /������� 0
	� 1 2
����* ��������	� 
�����
��

����� ��

�� �
������
� f 
� �
�	������� �"f#c� ��� c � 
�����
��

�������
�� ��
���
���

������� 3����������������� &� t� t�� t�
�
� � � � � t�

k

� t�
k

� & �����������

��� �"t�
k

� &# � k 4 &� 5� ��� ���
 ���������� ��������( ������ 
���

/������ t�
k

� & ����� 6k� 3����

 ��� ��������( ��
�������( ������
�����/����� /������� ��������

7����/����� ���
�� 
���� ��������� � ��
�$�� 
��/������� 8��
	�)���� ���/������ 8�	�)��� ����������� � ��
�$�� ������� ���
��
������� ���

��� 9�� ���� ���� ���
�� 
��/������� ������� �������
� 
���
 � � 3�� ���
 ��� ����� 
��/������� 8�	�)��� ��$�������� �
������� ��������� ��� ��������( ��$��������( ������ �����/����� /��
������ ���� ��������

������	 
 ��
� � ������� �� �������� ���� � ������ ��������

��� P �' NP�C  

:����� �
��� �	;������� ��� �������� P �' NP�C �
3����� ���/� ��
���
� ��� 
 ��/�	������� ������������� ���	��
�

�	���� ���������� � ����������( 
��������� ����������
�$�( ��/��
	��������
 �����
� �� �� ��

 ����
����
� < ��� ���	��
� ����������

�� � ��
��� ����� ����
������

�����������	
� ��
�
������� ���� �� 
��� �� �������������



��� �������

=��� ��	��� ��� C � �� ���	��
� P �' NP > ��� ���� �� �������(
���	��
 ��
��������� 
���
������ ?
���� � /�������� 3
������ � /��
������� � �
��( �������
��,�� %�
��� ��� �������� ����� �� ������)�(
���	��
 
���
����� > ��� ������� �� computer science�

%���
����
 
��/������ f�"z�� � � � � zn#� � � � � fk"z�� � � � � zn# ��� C � 2����
)�������� �
��� �� ��� 
��/������ �	$�� �
��@ A�� > ������ ����
���������� ��������* � �������� 
������ �������� 
��/������ f�� � � � � fk
"������ /������ ����-���� ��������� ��
�������( ����� > ������,������

��/�������#� � ���
������
 ��	��� ������ 	��� ���� �� ��
( �������*
B��C "���� �	$�� �
��# ��� B���C "�	$�/� �
�� ���#�

:����
� D���	���� � �
��( ��-�� ����
�$�� �����* �	$�/� �
�� ��
�
$����
�� ��/�� � ������ ��/��� ��/�� �
$����
�� ����� 
��/������
g�� � � � � gk� ���

P
gifi ' &�

:����
� D���	���� � �
��( > ��������� �� �� 
����� 9�� �� ��-��
������/� ��/����
�� 5� ���
���� &E ��� ����� F��
������� �������� ���
� �����
� D���	���� � �
��( 
���� �������� ���

deg gi � max"G� max deg fi#
n�

����-�
 ���� ���
����� ��
�
�)��
�

:����
� F��
������ ��-�� ��/����
* ��-� �������� � ��)���� �����
�
�������( 
�������� ��� ������,������ 
��/������� gi�

H��
-�
�� ������ �������
 � �������� ���/� ��/����
�* ������� �����

��������( �����,�� �
��� ���������� ���	� �������� �� ����������
��� ������� 5����-�
 
����
�� �(����( �����( ���������� ������,��
����� 
��/������� fi� � 	
���
�� ��	��� ��/����
� �����-�
 ����������
����
��������( �����,��� F
��
 �������� ������ ��/����
 ����
��!

��� � ����
�����"
�� 	
���
��� ����

���
� � "���
��#C � "&#

/�� C > ��������� ����������

7�/����
� � ������
������
 ���
���
 > ��� ��� ��� �� ��/����
��
������� �
��� �
��� ����������� ������������� �� �������������� 
��
)���� =���� �����
� ���
� ������� �� ���
��� ��������,������� �� ���

��������� ���
��� �(����( �����( ���
� 	����� ��(���� �� ���

���
�������� 7�/����
 F��
������ �������� ��/����
�
 � ��������,�����
��
 ���
���
� A�������,������� ���(��� �,���� ��� ���/� ��/����
�
��/�� ���������� �����
��� �� /�
����� 
����� ���������� ��� ��)����
�����
� �������( 
���������

��Brownawell W� Bounds for the degrees in the Nullstellensatz �� Annals of Math�� �����
Vol� �	
� P� ��������



� �	
�����
 ������������
� ��
��
��� ���

D������� ������* ������ HN�C "�
$����
�� �� �	$�� �
�� �����
�
������
������( 
�������� ��� C # ��
��������)�
�� �� �� �� �
$����
��
��/����
� � ������
������
 ���
���
 ��� ��)���� ���� �������

H���� �
����� � ���
 ��/����
 �� � �
���� 
�)��� :�����/�� � ���
/����
 ��� C � ����
�$�
 �
����� 7�/����
 > ��� ���������������
/��� � ����� ���)����� � �����
� �� ����� �� ����/� ��	�� "	�����#�
D��� 
���� �
��� ,����� 9� ����-�� ��	��
 �������������� 
�)���
����
�$�
 �	����
� 5� �(�� ����-���� 	���������� � �	� ������� ������
������������� ��
�������( ����� "� � � � E� z�� � � � � zn� E� � � �#� ����� ������(
������ z�� � � � � zn ������� �� �
��� ������( �/��������� �� �������
 n
�� ��������/������ ��� ��� ����� 
����� �������������� 
�)��� 
��
��� ��	����� �� ����� 
/���� ������
� ������������������
� ������
?��)��� ���/� /���� ��������� � ����

 �� ���( �����*

� ������� .� ��( �� ����� �� ����/� ��	��� 3� ���������� �����
���)��� ��	��� ��������������

� �������������� 
���� ? �������������� 
��� �(���� ���� ���
	�� � �� ��/� ��(���� ���� ���� ��	��� ? �������������
 
���
������������ ����
��������� �����,�� � ����
���� �����
� ������
������������� � ���� �� ������ ������������������ ��
������� ��
���
����� ����������� I��
� ��/�� 
���� ��� ����� ��������������
����� 

������ �� ���� � �� �� ����� ��� ���������� ����/ ������
��������������

� ���� �������� � ? 
��� ��������� �(���� ���� ��	��� � ��(����
�� ��/� ��� ��	��� �� ������( ����� ��
���� B��C � B���C� ? 
���
��������� ����������� ����� �� ��� zi ' E� =��� zi ' E� �� 
� ��-�

����)� �� ��	�
 � ��
����� B��C� � ���� zi �' E� �� 
� ��-�
 ����)� ��
��	�
 � ��
����� B���C� "��� ���������� ��� R �
���� ���/� 
����
������ �������
 ���� xi � E ��� xi � E�#

5� ��(��� ��/����
� ���� ���
������ ������������������ ������ ?
�������
�$�
 ��� ��/����
� HN�C �� ��(��� ������ ���� ���
�����
���
���� ������� 
���� �����
��� ����� ��� ��������� ����������
��
$�� ������
 B��C � B���C�

:���� ����������� ��/����
� 	��� ���� J� F��
� 2� 2
����
 � �� 0
�
	�
 � ���,� KE��( /����� 2������� ��� ����)� ����� �� ���

���� ��
���/� �����)���� �����������/� ������������ 3����	�� ������
����� �
������� ����( ��/����
�� 
���� �� ���/� Blum L�� Cucker F�� Shub M��
Smale S� Complexity and Real Computation� Springer Verlag� &UUW�

2 ��������
 ��)� ��/����
�
 �����������
 �	����
 ������� �
���
,�� B�(��� 1 ��(���C� 9�� ���������� �� ��������
 
�������� �(����(



��� �������

�����( "�����
��� 
�)��� �� 
���� ����������� ������� �� �
��� ���
���

 ��� ��������( �(����( �����( ��� ���������������#�

%��
���
 �(����( �����( ������
 ����� n� � ���
���
 ��	��� ���
�����
 �(��� > ����
 �
�� �� �(��� � ��(��
 "�� �����( �(���( ���
�
�� 
�/
� 	��� ��������
�#� 7�/����
� � ������
������
 ���
���


������������ ����������
 "&# ��� ��������� ��������� C ��� ���( �(��
��(� I���� ����( ��/����
�� �	���������� P�C �

3���� ���/� ����������� ������ � ��
� �
$����
�� �� ������
�����
��� ��/����
 ��� ������ HN�C � ����	������ ����/�� 
���
���������
�
���� H�
���
� ��� 
���������� � ��
� ��� ����/� ��/����
� �� �
$��
���
��� � �������� ������������ 
���������� P �' NP�C "�����������
NP�C ���� �� �������� � �� ���� ���,�� �� 	
��� ����#�

?
���� ���� C 
���� ����� ������������ ���� K � ���������� ���
����������
� 
�)��
 ��� �����������
 ����
� 5����
��� ���� K ' Z�

����������
�� ����������� ��/����
�� �������

 � ��/��� � computer
science�

����� ����� ��������� ������ �	 �	$�( �
��( 
��/������� ��� Z��
D������� � ��
� ��� �� �
$����
�� ������
������/� ��/����
� ��� ���
)���� ���� ������� ������������ /������� P �' NP � �-� �����������

���������

��� ����� m � Z
���� ���������� ��������� �"m# �� �����/�� �
����������
 � ��� 
��/�������� 7 �
����� ����
����
 �����/���
� ���
���������������� "&� m�� � � � � mk ' m# � ��������
 �"m# ��� 
���
����
��� ���
����� k� 2 ��
�$�� ���

�� 2������/� 
���� ��������� ���
�"mX# � "lnm#C � =��� �������������� ��� ����� � ��������������� �,���
�� ����/� �� ����* "lnm#C

�

� �"mX#+ ��� ���	��
� ������� � ����������

�� ������� 
���������

5� ������ ��/��� ��� ��� ���	��
� "�	 ���������� � ��� ������
��
� ��� �����# ��
/ � ��
/�
 �� ��������

?���-�
�� � ���	��
� P �' NP�K � �� �� 	
��
 ����������� ��� �����
NP�K � �
���� ���/� 	
��
 /������� �	 ������������� ���	��
� D����
	���� � �
��( ��� �����������
 ����
 K* HN�K �� P�K� "=��� ���� ��
��/�	�������� ��
��
��� �� �����
� D���	���� � �
��( �������� �� �����
�� �	 �	$�( �
��( �����
� 
��/������� �
��� �
��� ��� �����������

����
+ ����� �
����� � ���
 �
���� ��� �������#

? ��
��� �� ��/�	�������� ��
��
��/� ���� �������� ����
�$�� 
��
����������

������	 !� #��� ���� K 
� �����
������� ����
��� � charK ' E�

�� P �' NP�K 

��� ���� Z�� ������� ���� �� ��/�	�������� ��
��
��� ������ �����
���� �������
 "(������������� ���/� ���� ������� �� �
��#�



� �	
�����
 ������������
� ��
��
��� ���

?���-�
�� � ��/�	�������� ��
��
��
 ����
� ��� ��/�	�������� ���

��
��/� ���� K "charK ' E# ���	��
� P �' NP�K ������������ ���	���

� P �' NP�C � 3����

 ��-� �������� � ����

 ����� �����
��� ���� C

��� ���� Q "��� �	���������� ��/�	��������� ��
������ ���� Q#� A�� >
���� �� �������( ���
������� 
��
��
��� ��)� ���/�� ��������������
�������
�� ������� ������ ��/�	��������/� ������

3������������� ����
� ����������	��
� ��� P�K ' P�F� ��� ��	��
/� �������/� ���� K� 5� ��� ����� �������� (������������� ��������
	���)�� ��
 ��������

%���
����
 ������ �	 ��������������� ���	��
 ��� C � ��� YQ� 9���
�� �������( ���	��
 ��� ����(��� �� ��
�������( ����� � ��/�	������
���
 ������� � ��
� ��� �
��� ��	������� �� ��
�������( ��������� ���
����� 
�/
� �������������� ��� ����������(� ?��	$� /������ ��� 
�/��
	� ������ 
�������� ����������� 9����� ��������� ��� ����/� 
���$��
��� �� �����(�����

? 
��
��
��� ��)� ���/� �� ����
��������� ������ � ����� ���	��

P �' NP�Z� � P �' NP�C � .
���� ������ �� ��( ��������� � ������������
computer science� ? ����������� � ���� ���/� ��� I��� �������� �����
���������� ��� ��� ���	��
� ����� ��
/ � ��
/�
 �� �������� 5� 
��
����� ��/� ��� ���/� 	��� ��������� 2
��� ��
���� ����
�$���

5���
��
� ��� ������� � ��/����
�
 � ������
������
 ���
���

������ � ��
� ��� �
���� �( 
���� ���������� ������������� �� ��
�
�������(� 5� ������ �������
���� �$-� ���� ������ ����� ��/����
�� >
��� �������
�� BPP���/����
�� ? ���( ��/����
�( �����)����� B����
	�������� 
�����
C � � ������
���� �� ���
�����/� ���
������ ������
������ �� ��� ���� ����������� :��	
����� ���	� ���������� ����� ���
�
����� � B�������,��������
 	���)������C ��
������� :�/��� ��������
���������� 
��/� ���� 
���� ���
���� ���
������ ������� 	
��� ����
������
 � ����� 	���)�� ������������� 5����
��� ���� ���������� ���
�
����� ���
������ � ������������ GZ[� �� ����� \E ���������� ��������
��� ����������� �)�	�� 	
��� ����� �����,�� ���-����� �� ����� ���
��
�� ?���������

2 
���
��������� ����� ������ 
������ BPP ����������� 
���)�
�/���������� ��
 
������ P� �� � ������������ ����� ������ BPP���/��
���
� ����� �� (���)�� ��� � P���/����
��

������	 " �������� #��� BPP �� NP� �� P �' NP�C  

2 ����� ������ �����
����� computer science BPP �� NP > ��� �����
����� ��(���� �� P �' NP�

��
���� ���������� ����������� ������ BPP ��� � ������ ��� ��!� �� �� �"
� #
����� ����



��������� � �	
���� 
�
����	�
��
��������� �
	��
	���

�������� ����	�
	�	���� ��
���	��

���������	

������������		 
��
����� ��������
���
 �����
��
 x� � y� � a��
	��	
��	 ����
������� ����
�� ��� ����
���� ������� ������� �
��
��
�����	���� �
 ���
������ �������� 	��	���	 �
������
 ���
����
 ���
����

���������� ��
��� �
 ���
�
�
��	 � ��������� �������� �� ���
�
���!�����!�	 � ����!
�

����������� 	
 "���� #� � #� ���
� �������! ���
������� 
���
�� 
����
� ���
���	� �
�
���	 �	 ����� #� � ������ ���
��$����� #��
� ��������� %���� ����� # ��� ���
���� � &
����� O � ��
�
�!� r�

���
� ���������! IOr �#��

����������� �
 "���� # ���
� �������! ���
���������
��������

��� �� 
����
� ���
���	� �
�
���	 �	 ����� # � �
�	� '
��� �����
���
���� ���
� �������! ���
����� &
����� ������

%�
������ ��� ��� ����� ��
�
�� ���
���� ���
����� ����� �����
�������
�!�� ���
����
� &
���� 
��! ����	� 
����
�����	 #�

�
����
� 	
 ���� ��
 ����� ���
���� ��
�!
�� �� ��� ���
���� ���

���
��

�
����
� �
 (�	 ��
�� ����� ����	 ) ���� ���
���������
��������
�
��*����� � ����������� ����� �� 
�������� ����
������	 ����	 # �
����+����! O�r�� &
��� ������� �
 �
+�� �� ��� ����
���� #� ���� ���
) � IOr �#�� '
��� ���
���� ����� ) ���! M � IOr �O

��� 
�
 O� , ������
����
������	 O �������
�!�� ��� ����
���� ����� #�

�����������	
� ��
�
������� ���� �� 
��� �� �������������



�������� ����	�
	�	���� ��
���	�� ���

������ ���������
 %�! ����
���� ����� #� �� ������� �
 �
+��
&
��� O� ��+
� ���! �
 
������
���� ��!� ����
���� ����� #� -����
���� . ���
�+��
�� ��� ���������� ��� �	

���		 #� �
 ���
�+� �	
&
��� O� /�� ���
����
 ��+��� ��� ��� 
��� ) � # , ����+������ �� �*
��� ����
���� ��������� ��� ��������!�

������� ���������
���� ���������
 0���! x� 1 y� � r� , ���
��+����! ���
���� � IOr �x2 y� � �3x2 3y�� 4�
��

3x �
xr�

x� � y�
� 3y �

yr�

x� � y�
�

5-����
6 ���������� ��
���������	 � 5����
6 �����
����� ��������

�� ������	�
����� �
��
����� ����
���	� ��
����
 


��
	�� �������

������� 	
 �
����
�� ����� ���
������

�� �	������� ��
��	�

����
� �� ��
��� ���� ��

	����� ���
���	� ��
� �	�� 7��

��������� ��
�
 8������� �����
��
 �
�������� 9
������:

�x� 1 y��� � .k��x� � y�� � ;�

<����
��
 ������������
� 
��
����� , x�� y� � a�� 0���
�		 =���
���� ���
����� ������
�:

x�r�

�x� � y���
� y�r�

�x� � y���
� a� �� �x� 1 y��� � r�

a�
�x� � y�� � ;�

���� r � a� �� �����
��
 �
�������� 
 
 ���

 ���� �
��	: �x� 1 y��� �
� a��x� � y�� � ;�

x

y

O

���� ��



��� ����������

������� �
 �
����
�� ����� ���
������

�� �	������� ��
��	�

����
� �� ������ ���� ��	��� �������� ��
� �	�� .��

��������� ��
�
 8������� �����
��
 ������ 0�����	:

�x� 1 y� � kx�� � l��x� 1 y�� � ;�

>������� ������������
� 
��
����� x� � y� � a� 	��	���	 �����
��ap.2 ;� � �ap.2 ;��
���������� ���
���� � &
����� � �
��� =����
 ��ap.2 ;� � ��
�
�!�

r� � a�� 0
�
�
�
� ������ ��������� � &
��� ���
����: �x�a
p
.��� y� �

� a�� �� 
� x��.p.ax1a��y� � ;� 0���
�		 =������ ���
����� ������
�:
a��x� � y��

�x� � y���
� .p.a a�x

x� � y�
1 a� � ; ��

�� �x� 1 y��� � .p.ax�x� 1 y�� 1 a��x� � y�� � ;�

?��
��� ������ ������� ���* �
���* ��
��� � �������:

�x� 1 y��� � .
p
.ax�x� 1 y�� 1 .a�x� � .a�x� 1 a��x� � y�� � ;

�
�x� 1 y� �

p
.ax�� � a��x� 1 y�� � ;�

0���
��

 �����
��
 ���
�
�	
� ������ 0�����	 � k �
p
.a� l � a� @����

��� k � l
p
.�

������� !
 ��	��� ������� ��	 k � l
p
. 	
����
� ��

	����� ����


���	�

x

y

O F�F�

���� ��



�������� ����	�
	�	���� ��
���	�� ���

��������� ��
�
 4�� ��� ������ 0�����	 ��� k � l
p
. � �
�������

�� 9
������ ���
���� ������������
� 
��
����
� �� ��� ���
���� ���

���
� ���� �������� 7��
A�+�� �������!� ��� &
��� ������� ���
���� 	��	
��	 =������ �
�

�������� � ������
�
��� &
����� ����+������ ���*����� ������� 	��	�

��	 �������

������� "
 ��	��� ������� ��	 k � l
p
. �������� 	
����
���	
�


���	 
�� �	
	���

��������� ��
�
 4�� ��� ������ 0�����	 ��� k � l
p
. 	��	
��	 ���

�
����� ������� ����
������� ����� �
��
������ � &
��� ���
���� �

�
+�� �� ��� ����
���� ������	 ��!�� ��� �� �������� .� ��� , ���
�����
����
������	 ����	� B��
����� &
��� ������ 0�����	 ���! ���
�����
����� =����� F� �������
�!�� ����+������ �
�
���	 
� 
��
����� �
������� � ��
�
�! ������� ���
���� jMF�j�� �-�� ���� C��

#��������
 B��
����� ��� ����	 ������ ���
���� �
������� �����
�
� ����
� 
��� k � l ������������ �� ������ ���
���� �������
 �� $���
�����
 &
��� ���
���� �
+�� �� ��� ����
���� � �������� . �
 ��+
�
���! ����
�
���� � ��� ��
* ���
�* ������D
��	* �
+�� k � l� ������
0�����	 ���
���� 
��
����
 ��� $������� 4�� ��� � $��� �����
 &
���
���
���� �
 �
+�� �� ��� ����
���� �����	 ��! $������ � �����	 ��! 
��
�
������� �� �����
����� ���

 �� 

 ��������: !"��� ��	��� �������#

���
� ���$	�	$�# ���� 	
����
���	

���	 
�� �	
	��

�� �
�
�������� 
���
���� ��
�� 
�����	�
�����

�
��
����

������� $
 !"��� 	
����
�� ����� ���
������

�� �	�������# ��

	���" �
	�
 ��

	����� ���
���	# 	
����
���	

���	 �
� %��	 ��
��

	
����		# ���������"��� ���
������

"" �	�������# 
� ��	
�$��&	�

���
 �	�������# �� ���� �"����� ��	��� 	
��� ��� �������	
 ����


��� ��
� �	�� E���

��������� ��
�
 (������
�!���� $�
�
������ ��
��
� �� �������
�� .� ����
�	
��
� �������
�!�� �
������
�!��� � ������ ��
� 
��
��
�����

#�������� 	
 %�
������ ��� �����
����
 �������� ������	
��	 ��	
��������!��* 
��
����� � $������� < �������� ����� �
����
�������
����� ��

� ���� &
��� ���
����� � ����
������� �
 ��

� 

� ���� 
�
�-�� ���� E���

#�������� �
 %�
������ ��� �����
����
 �������� �
��� ��	 ���
��� ����
������� ������ 8�����
�� ����� ����� ��
*�
�
������� �����



��� ����������

x

y

O F�
F�

M

���� ��

x

y

O

O�

M�

M�

x

y

O�

O�

M

�� ��

���� �� �������
������ 	���� �� ��
���	��� �� 
����	���



�������� ����	�
	�	���� ��
���	�� ���

����
 ������ �������
�!�� 

 &
����� ��

� ������� ��� � ��������
��� &
���� ���
����� %���� �������� ��+
� ��
�! ��� ��� �
���
 ���
��* &
����� < ������� ��������� ��� &������� 
��! �
����
��� ���
�
&
����� ���
�����

�� ������	�
����� �
��
���� 
 �	
���
��

<����
��
 ����=���� � �
�������� ����
�
 ���������:

�x� 1 y�� � �Ax1 By� 1 aA�x� � y�� 1 .aBxy � ;�


�
 Ax 1 By � ; , �����
��
 �
�� 
� ��	��� ����� F��� a , �����
���
%�
������ ��� � �����
 B � ; ������� x�x� 1 y�� 1 a�x� � y�� � ;� �� 
�

�����
��
 ��	��� ����=���� ����� F��� ���� B �� ;� �� k � �A

B
, �
�����

��$==�&�
�� �
�� 
� ��	��� �y � kx� � �����
��
 ��������� ����=����
������
��
� ���:

�x� 1 y���kx� y� 1 ka�x� � y��� .axy � ;�
<����
��
 ��������� ����=���� ��

�� ��������� � ����:

�x� 1 y���mx� y� 1 b�x� � y�� � ;�

� ������� ���������
� ��
�� ���
�+� �� xy�

������� %
 �
����
�� ����� ���
������

�� �	������� ��
��	�

����
� �"��� ����&
���	# ��
�� ������� ��&	� 
� '��� �	�������#

���� ������	$�� %��	 ��
�� ����&
���	 	
����		 ( ���)	
� �	������

��# �� ������	$� ( ���
��� *� ���+ ������
�+ ��� ��+ ������	$� (


����

���

x

y

A
x
�
B
y
�
�

�� ��

���� 	�



��� ����������

��������� ��
�
 0���! ����� �x�2 y�� �
+�� �� 
��
����
 x
��y� �

� a�� 4�
�� x�
�
� y�

�
� a�� 0
�
�
�	 ������ ��������� � ����� �x�2 y���

�������:

�x1 x��
� � �y 1 y��

� � a� �� x� 1 .x�x� y� � .y�y � ;�
0���
��� =������ ���
����:

r��x� � y��

�x� � y���
1 .x�r

� x

x� � y�
� .y�r� y

x� � y�
� ;�

���� y� � ;� � x� � �a� �� �����
��
 ���
�
�	
� ��	��� ����=����:

x�x� 1 y��� r�

�a
�x� � y�� � ;� ���� y� �� ;� �� ����
 �
���+��* ��
�������

����� �������:

�x� 1 y��

�
x�

y�
x� y

�
1

r�

�y�
�x� � y�� � ;�

0���
��

 �����
��
 ���
�
�	
� ��������� ����=����� ��	 ������� m �

�
x�

y�
� b �

r�

�y�
� %�
������ ��� �
�� �	 ��	��	 ����=���� �������
� �

�����
�!��� 
��
����� � &
���
 ���
�����

#��������
 (��������	 �
��
�� �����������
� �	� ���
����*
������� ��	��� � ��������� ����=���� 0�	��	 ����=���� ���
���������
�
������ �������
�!�� ����� ����+������ ��� ��� &
��� ���
����� �
�
�
���	 
� � �

 �������������� 
��
������ �
+�� �� �
������
�!��� ���

��
����� � �
 �
+�� �� ������� /��� &
��� ���! ����� ����=�����
��� $�
�
������ ��������
��	 �� ��������� 

 

��
����
���
� ���
�
�
�
��	� 8�������	 ����=���� ���
���������
������ �������
�!�� ���*
����+����
�� ?�
 $�� ���
�+�
��	 ��
���� �� �
��
�� F� @���� ��� �
��	��	� � ��������	 ����=���� ���
���� �
�������
 9
������� �����

0�����	� ���
 ���
� � ��
� ���
�� ������� ������������
� 
��
������

? ������
��
 ����
�
� 
 
 ���� ���������� �
��
��� ����� ���	
��	��� � ��������� ����=����

������� &
 ,� �"��� �	
		# 	
����
�� ���
������

�� �	�������#

��&	� �$
� 	 ������ �$
� �� ��# ����"����� ��
���
 	
����	�# �����

��$��	+ $�

�" �	
	" � ���
������

"" �	�������� *�� ������
�� 	
�

����		# ��
��� ������+ ��&�� 
� �	
		# ������$�� �����$
"" � �����

��	$� ����
�� 	�	 
����

����

B� $��� �
��
�� ��
��
�� ��� &
��� ���
���� ����
� ������ ������
�������
� 
��
������ ����
 ����=���� �
 �������
+�� $���� �������
0��	���� ��� �����
����
 ����=����� ������ ����� �� 
������ � ���
�
����* �
�
�����* ���
�* ������



���

����� ����	�

� � ����
�
� 
���� ���� � �

������	
��


��� ������ ����	��� �� 
����
���� ����

� ����
������ �������

��
 ������� �������� ����
��
�
  �!�	
�

��� �����	����� "�
�

	���
���� # ������ $%%% ����&

�� ��������

����� M � ���� � � 	��
�� �
��� ���� � ������ 
���
	��� ��� �
���� 
� �� ���� 
� �������� ����� ������� ��������� �
�����  ������
!
������ ���� � � ���� "���������� #�$"����� %&E�Lucas'� (� ��� ��)*
	�� ���� �������) ������ 	������������� �
������� ���
��������) 	��
M � ���� � � ����� ���  ���� �� ������) %��� �����+��
�,'� �� ������-
	�����) �� ������� �
�����  ������� . ����
�+�� ����/��� ��������*
 ���"+ �"�� ��
�
���� $"����� ���"	�� ���	�� ������
�� ���0��� 
�*
�"������ �� ���� ��) �
�1������� 2��� �� ������� �� �
���	��� ��
�"	���

3�� �� �� 4��� �+/�� ��/���� � ��� -�
���� �
���
�� ��
��  ��
	�� ����
����� -�
���
� ��
�
���� �"/�� -�
���� ���
��� 5�
� ���
�"0����"+� ����/���� 
��"������ $"����� �
������+0�� ��� �������
������ 6���
��7�  �� ��8� ����/���� �	��� %��� 9�: � 9�:'�

!�	
����� ����
� ����� �����	������ 
���� #�$"���� � ��-�/	����
�
����-  ���� ��� � 9;:�

	� 
���
 �����
��� � ������
� ������


<�� ��������� �����	������������  ���� =�����  � ���" ����� ���*
	"+0�� ��
����> �� ��
�	����� u� � �� u� � � � ��-�	�� ��/	�� ���	"*
+0��  ���� �� 1�
�"�� un�� � un ? un��� @  ���� =�����  �

�� �� �� ;� �� �� �;� ��� ;A� ��� � � �

������ ���� �������- ���)���� B��
���
� ��� ��� �	"� 	�� �� 8����-  �*
���� �����  8������ � ����� ����� 	�� �� 8����- � �� 	� #�� ��
�� "��	����

����� �������	
 � ������ 
����� � ��	 
���� ��� �������	
 �������� �������


����� 	���� ���
���� � ������ ����������	
�
 �������	�
����� ������	
 ������

���� �� ����	���
����� ������������ ����� ���� �� �
��  � �� �!"��#�

�����������	
� ��
�
������� ���� �� 
��� �� �������������



��� ���������	


���� 
������
�����  ���� =�����  � �� ��	"�+ �� C��� �� ����� un�� �
un �� ��	"�+ �� �� un�� �"	�� �- 6�"���) �� ��	"�+ �7� 2��	����������
�� ����� �����	������������>

u� � � ? � � D %mod �'
u� � D ? � � � %mod �'
u� � � ? D � � %mod �'
� � � � � � � � �

��� �� �� D� �� �� D� �� �� D� � � � #�� � ���� ����  �� ��/	�� �
����  ����
 8����� �  ���� ��
�	 ��� � ����� ��
� �� 8���� � �� 	�

3�/�� �������� �  �� ��/	�� �����  ���� 	������ �� �� F�� 4��
�
��	� ������ �� ������  ���� =�����  � �� ��	"�+ �� #�� �"	�� �����*
	������������  ����

�� �� �� ;� D� ;� ;� G� � � ��� D� ��� ��� ��� �;� D� �;� �;� � � �

!���� �D*
�  ���� ��8� �� �8�� �����
������ � 
�
"��
���  �
��  ���
�
����� �� ����� �	"� �"���

�
�
�
 �� !���/����  �� ��/	��  ���8�
���  ���� =�����  � 	����*
�� �� ;�

�
�
�
 	� !���/����  �� ���� m 	���� uk� �� m 	���� u�k� u�k�
u�k� � � �

3�/�� ���" ��� ���/� 1�
�"�" 	��  ���� =�����  �� H�� -�
���
��������� �� ��������� ��� ���������� ��� �� 
���"/	���� C��� �� ��*
��� 8���� �� 6�� �����- 	����-7� u� � �� u� � �� � 
������
�� ������
"
������� ��
�-�	�

xn�� � xn ? xn��� %�'

��� ���� ��� ���� ���
� �����	������������)� "	�������
�+0�- 4���"
"
������+� H	�� �� ��-� ���������� ���
	� ������� ��	���� 4��>

v� � �� v� � ;� v� � A� � � � � vn�� � vn ? vn���

C��� � 	
"
�� �����	������������� �
� 4��� ���� fang � fbng I 	�� ��*
��� �����	������������� �� ��/�� ����
���� �
���+� ���� �- ����)�"+
�������J�+ � ������
��� ��411�J�������� ���
���
� cn � �an ? ;bn�
K"� ����� ��411�J����� � � ;� �� ��� ��
"� ���� �+����� 5  ���������
����

� �
� $

p
%

 
� � �

��
p
%

 
�

�� �� � � � I ��
�� "
������� x� � x ? �� �� �����	������������ an �
� �n � bn � �n "	�������
�+� "
������+ ��
�-�	� %�'� � ��� ��� � �+���
�- ����)��� �������J�� ����	��� 4��� ���)������ K�� ��� � ? � � ��



��
�� ���	����� � ��	
�	�� ��
�� ���� � � ���

�� ? �� � ;� �� �"��� 4��- �����	������������) 	�8��  ���� $"����

�n ? �n � vn� %�'

F��  ���� =�����  � ��	� ����� ���"��� ��	��
��� ��411�J������ 5

��"������ ���" ����

un �
�n� �n

�� �
� %;'

5  ��������� �� 4��
� ���	"���  �� u�n � un � vn�

3�� �� -������� ��) �� �1�
�"��
����� ���" ������"+ ���
��"� ��*
��
�� ���� �� �"0����" ���
��� $"���� %���G'� -��� ��� �� ���� �1�
*
�"��
����� �� � ����) 1�
��� 2��
������� ����/���� ����
� ����- 	�*
����) ���� � 9;:�

������
 �� 
���� q 
 ������� ����� ���� Ak ? ; � M � �q � ��
����� M ������� ���� � ����	� ���� v	M����� � D %mod M'�

#��� 
��"����� �������� ������) ��
�
����� �������+0�
� "�����*
���� �
�����"  ���� ������� �	���� ��	� �08� 	������� 6����
�)7 ������
�� ������� v	M������ 3� 4�� ���"	�� ���/��

�� ����������� ����
 � �������� 
���������

F���)�� �����/�� ������� ������ ��
�/����> ������ ��
�  ���� 
�*
��
��� 6a �
������ � b �� ��	"�+ m� a � b %mod m'7� �"	�� 
���
��� 6a

���� b �

M
�
�1������ �� ��	"�+ mN� a �	m� b7� =�
������ 4�� �� �
�

�� �������  "��* "�� 	
"
�� ������ �� ��/�� �� ��� �
�	�������� �����
 �� ���� �����  ���� 6�
�1������ �� ��	"�+ m7� ����
�� �
���� ���*
��� �+��� J�����  ������� � ���� �� ���� ���� �� �� 	
"
��� B��
���
�
G � �� 4�� 	�� ������ ���� 	�� �	��
� � ��
� /�  ���� 6�
�1������ ��
��	"�+ �7�

!
� ����� ��	-�	� �� �� �
��" ��������� ���
��� � ������ �� 
��*
��
��� �������  ����� 
������
��� ���
���
� 6�����������  ����7� 5�	�
�����������  ���� I 4�� ��
� 	�)����������-� � ��
� ��/�� 
�����*
�
����� � �	���� F���)�� 
������
�� 6�����������  ���� �� ��	"�+ �7�
H�
�	���� ����� �����������  ���� z ��� ��
" z � %a� b'� 
	� a � b I
6 ���� �� ��	"�+ �7� 2��/���� ��	�8���� ��� ��� ��
����>

%a�� b�' ? %a�� b�' � %a� ? a�� b� ? b�'O

"���/���� ��/�>

%a�� b�' � %a�� b�' � %a�a� � b�b�� a�b� ? a�b�'�

F������� �
���� "��	������  �� 4�� -�
���� ��
�	������> ���� �"���
�	���J�� ����J����������� ����"���������� � � � 3�/�� �� ������ �



��� ���������	


��
����) 4������> ���� z � %a� b'� ��

z�� �
�

a

a� $ b�
�

�b
a� $ b�

�
�

H	���� ��/�� ����������  �� a� ? b� �	�� D � ��
����) 4������ �� ��
�*
	��8���

K�� ��� � I � ��� ���������  ����� ��/�� �	����� ���"+ �
���
�"�
5�������/��� 4������� �� ��	"�+ � ��
�� ��������+���� 4��>

D� �� �� ;� A� �� G�

<��	
����� �"	"� D� �� A� �� � ��8�, 2"��� 	�"- ���	
���� ���" �+���
�����>

D� �� A� �O �� �� �� ;O A� �� ;� GO �� ;� G� A�

K� �� D ���
� ����� ������ �	�� 
�� ��� D � D�?D�� ��� ��������� �"���
���"������ P�� ��� " ���"����
� ����������
�  ���� ���� ��
����) 4��*
����� !��" ����� -�
���� �
�1������ �� �����  ���
��� ���
�J�����
��� ���  �� ��� � ������+� ������ � �� ���� ���	
��� ��� 
����
�����
�
����
� ���� �� � 4���������

<������ � ������ �������� �� �� ��������" ��?�� �	�� D � �
�1������
�� ��	"�+ �� !
������� ����������� � ���� �����  ���� � �
�1������ ��
��	"�+ p ��	� � ����� ��
�J����������

5�������� 	�� ����
����� ��� ��- ����������-  ���� �� ��
8�� ��*

�J��������  ���� ��� 	�� ����
�
� �� �"0����"�� ���	
����
� ��
��� �
6	��������7 4��� ���	
����) ��
��� 1�
������� �� �� ����� z � a ? bi�

	� i� � ��� F���� �
����� ���
�J�) �������+� ���� ����)� �� 
���
����
������>

%a� ? b�i' ? %a� ? b�i' � %a� ? a�' ? %b� ? b�'i�

%a� ? b�i' � %a� ? b�i' � %a�a� ? b�b�%��'' ? %a�b� ? a�b�'i�

3�/�� ����� � 	
"
�� ��
�J��������  ����� ���
���
 ��� � 
������
���
�����������  ���� � ��	� z � a ? bj� 
	� j� � ��� !��" ���� ��8� �� /�
������ �  ��������� ���
�J�� ��/� �������+� ���� ����)� �� 
���
����
������>

%a� ? b�j' ? %a� ? b�j' � %a� ? a�' ? %b� ? b�'j�

%a� ? b�j' � %a� ? b�j' � %a�a� ? b�b�%��'' ? %a�b� ? a�b�'j�

H��� �� ��������� ������ � �	��� ������ 
	� �
�-�	���� � ����� j��
=�
�"��) 	�� ��
����
� 4������� �"	��

%a? bj'�� �
a

a� $  b�
?

�b
a� $  b�

j�

� ��� ��� a� ? �b� �� D ��� ������ %a� b' �� %D� D'� �� ������- �
����� ��
����������



��
�� ���	����� � ��	
�	�� ��
�� ���� � � ���

�
�
�
 �� !
���
����  �� ��/�� ����
���� ���	
��� ��� 
����
�*
��� �
����
� ���� �� � 4��������� 
������
����  ���� a?bj� 
	� j� � ���
5��  ���
� 	�)����� �
�1������ �"	"� ��

����� ��
�	������

F���)�� �"	�� ������������ ����� ��
�	������> ���/���  �� 4������
a � 6�
�1������ �� ��	"�+ p7� 
	� p I �
�����  ����� �������� ��
�J�*
�������� ���� "
������� x� �	p� a �� ����� 
�����)� � ����/�������� �
�
������� ��" �� %���� �
� 4��� a ��	p� D'� B��
���
� �� ��	"�+ �  ����
� � A ����/��������� � � � ; I ��
�J��������� K�� ��� �� �	�� A� ��  �*
��� �� ��/� ����/��������� ��� "/ ���" ������ P��� �� ��	"�+ �  ����
�� �� A ����/��������� � ��� �� � �A� ��� G� � � ;� ��
�J��������� K��
 �� ��� ����������� ������� 6������ 4�������7� ����
� ���� ����������

�������� $�/��	
�

�
a

p

�
� !� ��
�	�����+

�
a

p

�
�

��
�
?�� ���� a ����/������� �� ��	"�+ p�
��� ���� a ��
�J������� �� ��	"�+ p�
D� ���� a �	p� D�

3�/�� �
���
����  �� 	�� �� 8����
� �
����
�  ���� p 
���� ��������

%�� ��
p � �

 
' ���"����-  ���� �� ��	"�+ p ����/������� � 
���� ��������

��
�J������� �  �� �
�����	���� 	�"- ��
�J�������- ���
	� ����/�*
�������

�
�
�
 �� F���/����  �� ����

�
a

p

�
� �� �

�
b

p

�
� ��� ��

�
ab

p

�
� ?��

�
�
�
  � !
���
����  �� ���� t ��
�J������� �� ��	"�+ p� ��  ����
a ? bj� 
	� j� � t� ��
�	���+� ���	
��� ��� 
����
���� �
����
� ����
�� p 4�������� %
	� ���  ���
� 	�)����� �
�1������ ��

����� ��
�	�*
����'�

Q������ �
���/���� ������������
� 	�� ��� � ���	"+0��� !"��� p I
�
�����  ���� �  ���� � ��
�J������� �� ��	"�+ p� K�
	�  ���� � �

�
� $

p
%

 
� � �

��
p
%

 
��
�	����� ��� �����������  ���� �� ��	"�+ p

%��� 4������� ���	
��� ��
� 
����
����' � 1�
�"�� %�' � %;' 	��  �*
��� $"���� � =�����  � ��-
���+� ����� � ����������-  ����- �� ��*
	"�+ p�

�� ����������� �����!���� ��� ����� �� ���"�# p

2"0��������) ��������+0�) ��
"��"
� ��� ��- ����������-  ����
�������� ���
�J�� ����������
� ���
�/����> ���� z � a?bi� �� Rz � a�bi�
3� ������  �� ���
�/8����� �"��� ���� �"��� ���
�/8����- � �� /� 	��



��� ���������	


�
�����	����>

%z� ? z�' � Rz� ? Rz�� %z� � z�' � Rz� � Rz��

H��+	� ��
�� ����+ ����  �� ���� � ���� ����������) ��
��� "
�������
� 	�)������������ ��411�J�������>

x� ? ax? b � D�

�� R� ��/� �"	�� ��
��� 4��
� "
��������
3� ��/�� ��
�	����� ���
�/���� � � ���	
��� ��� 
����
���� ��*

�� �� p 4�������� 1�
�"��)

%a? bj'
def
� a � bj�

.����  �� ���
�/8����� �"��� ���� �"��� ���
�/8����-� ���
�/8�����
�
�����	���� ���� �
�����	���� ���
�/8����-� <
��� ��
�� ����� �����
���	"+0�� ���� �������� 1�
�"���

!"��� p I �
�����  ���� � t ��
�J������� �� ��	"�+ p� �� ��

�
t

p

�
�

� ��� !���
��� �����������  ���� ���  ���� ��	� a ? bj� 
	� a � b

������
���+��� �� ��	"�+ p � j� � t�

$�����!���� �� � ���� �������� ���� z � a ? bj � Rz � a � bj� ��

Rz � zp� %A'

H��+	� ���	"���  �� zp�� � zRz � a� � tb�� �� �� %p? �'*� ������� 6���*
�������
�7  ���� ����������� �"	�� 6	�)�����������7  ������

F�� 	������������� 1�
�"�� %A' 	���)�� ���������  �� 	�� ����-
 ����

%x? y'p �	p� x
p ? yp�

#�� ���	"�� �� ��
��  �� ��411�J����� ������ B�+�����

�
p

i

�
�

p&

i&'p� i(&
�

����+��� J�����  ������� 	���0����� �� p �
� D � i � p� K�
	� ��
��/�� ��������

%a? bj'p �	p� a
p ? bpjp�

(������"� ���"+ ���
��" =�
��� �� ����+ ����  �� ap �	p� a� b
p �	p� b�

H���8���� �� ������ jp� <��� ���

jp � jp�� � j � t	p����� � j�

B�� �"/�� ���������  �� 	�� ��
�J�������
� 4������� t ����������� 
�*

������� t	p����� �	p� ��� H�������  ��  ����
p� �

 
J����� � ���� s ��������

����/�������� 4��������� �� s � a� �

s	p����� �	p� a
p�� �	p� ��



��
�� ���	����� � ��	
�	�� ��
�� ���� � � ���


	� �����	��� 
�������� ���	"�� �� ���
��� =�
��� K�� ����� ����*

/�������� 4������� �
�	�������+� ���
p� �

 
��
��) �������������
�

"
�������

x	p����� � �

� ���� 64�������� �� ��	"�+ p7� !������������� "
�������� �� ���
���
S��"� �� ��/�� ����� ������ ��
��)�  �� �
� �������� � ��� ����� 	��
��
�J�������
� 4������� t �����

t	p����� ��	p� ��

5 �� /� �
��� tp�� �	p� �� � ��� ���

tp�� � � �	p�

�
t	p����� � �

��
t	p����� ? �

�
�

�� ����8���� �	���������� �����/�����> t	p����� �	p� ��� #�� ����
����
	������������� 1�
�"�� %A'�

%��������� 
���� p ������� � � ������������ �� ������ p� �����

��� � �
� $

p
%

 
� � �

��
p
%

 
������

�' �p �	p� �� �p �	p� � 

�' �p�� �	p� �
p�� �	p� � � � �	p� ���

3� ��/�� �
������� 4��� 
��"����� �  ����� =�����  � � $"�����
5 4��- "������- ���" ���>

up�� �
�p�� � �p��

�� �
� D %mod p'O

vp � �p ? �p � �? � � � %mod p'�

����� ������������ 4���� �
���������� ��� ��	� "���� ��
�	������
	�� ����- p  ���� 6�7 �"	�� ����/�������� � 	�� ����- ��
�J��������
�� ��	"�+ p� 2�) �� �� ���
��"�� � 4��� 
����
������

 � ��
��
���� �����& �'  �� ���"�# p

2��)����� ����
�� � -� " ��) �� �1�
�"��
������ ��
�� ���	"�� ��
����� ��0�- � 	������� 
�"����- 
��"������� � ������� $�/��	
�� ��*
��
�� ��T�	���+��� ��	 ��������� ���	
��� ��
� ������ �������������
B�� �"/�� ������  �����) ��" �) 4��
� ��0�
� ������� ����
"/����*

� #)��
�� � $�/��	
��� 	��������
� Q�"���� � ����+0�
��� �	��) ��
/�� "/�� 64�������
��)7 ���
��  �����

���	� �����) *�*����������� ��� �#+"�##� , ����� ����



��� ���������	


$�����!���� 	��
�

p

�
�

�
?�� ���� p � �� %mod �'�
��� ���� p � �� %mod �'�

2�� ��� 	�� ��0�- ������

(���
 )(�!
���*�

a	p����� �

�
a

p

�
%mod p'�

=���� ���� 4�� ��� ���  �� %p� �'��*� ������� a �� ��	"�+ p 
����
?� 	�� ����/�������- a � �� 	�� ��
�J�������- a� #�� �� 
����
���
� �
�	�	"0�� �"�����

P�������  �� �+��� ���"�����  ���� �� ��	"�+ p 
���� � �� �����+

	� ����� �	���" ��  ���� �� �� � � � �
p� �

 
� C��� ������ ���  �
�� P ���*

/����� 4��-  ����>

P �
n
�� �� � � � �

p� �

 

o
�

�� 	�� �+��
� ���"����
� x �� ��	"�+ p ���� x � P � ���� �x � P �
=����
"�� p � ������
�� a ��	p� D�

(���
 )+
"��*� 
���� ��� k � �� �� � � � �
p� �

 
����� �k ����� ?� ���

�� � �!"���� ��	� ��� a � k � �k � P �� ������ p� �����

�
a

p

�
�

	p�����Y
k
�

�k�

F�)����������� ��*��
��- ��������  �� ����  ���� k� � k�� 
���� ���
�� �
�����	���� a � k� � �k� � a � k�� � �k�� ��/� �"	"� 
���� ��� H�� ��
��
�� �����	��� ������ ���� a �k� �	p� a �k

�� ��� a �k� �	p� �a �k
��� �� � ��
���

� ���
�� �������/��� P�� ��� ��
	� k �
���
��� ��8� ���/����� P � �� �
�
�����	���� a � k � �k �
���
��� ��8� P � !"��� K ���� �
�����	���� ���-
4�������� �� P � 3� �����>

K �

	p�����Y
k
�

a � k � �k �	p� a
	p����� �K �

	p�����Y
k
�

�k �

2��
�0�� �� K� ���" ����  �� � �	p� a
	p����� �

Q	p�����
k
� �k �  �� � " 8����

����� $�/��	
� 	��������� ����" Q�"����

�
���
���� 3�/�� ��������  �� �� �	��� ��	���
"�� �	�� �� ��*
������- 	������������ ����) ���
��� =�
���



��
�� ���	����� � ��	
�	�� ��
�� ���� � � ��	

K���
� �� ��/�� ��
������� � �
�	��/���+ �� @ ��� �"	�� a � ��
F�� �� 8����
� p

p � �� %mod �' �� p � �Dn? � ��� p � �Dn? ��

p � �� %mod �' �� p � �Dn? ; ��� p � �Dn? ��

F���)�� �
������ ����" Q�"��� 	�� p � �Dn? �� P	���
p� �

 
� �n� � ���

�"/�� k � �� �� � � � � �n�

k �k �k
�� �� � � � � n �� �D� � � � � �n ?�
n? �� � � � � �n �n? �� � � � � �Dn ��
�n? �� � � � � ;n %�Dn? �' ? A� � � � � %�Dn? �' ? �%n� �' ? A ?�
;n? �� � � � � An ��
An? �� � � � � �n ?�

K�� ����� �� ���
� ����� �n 
�� �
Q

�k � ?�� K� �� ���� p � �Dn? ��

��

�
�

p

�
� ?��

F�� ��" �� p � �Dn ? ; ��/�� 
���"/	��� ����
����� �����
� ���

P	���
p � �

 
� �n? ��

k �k �k
�� �� � � � � n ?�
n? �� � � � � �n ��
�n? �� � � � � ;n ?�
;n? �� � � � � An ��
An? � �Dn? � � %�Dn? ;' ? %�Dn? �' ��
An? �� � � � � �n? � ?�

5 
��"������ �� ���" ��� �� �	�� 4������ �� ������� ���
� �n?� ��*

�"� �	���J� � ��� ���

�
�

p

�
� �� � 4��� ��" ��� 3� �
�	���������  ���*

����� �������������� �
���
��� 	�� �������-�� ��" �� � �"	�� � �����
�
�	��/���� � 	����������

,� -��
'
���&���� �������� �������

5���
�0���� � 	������������" �������) ���
���� �1�
�"��
������)
� ���J� 
��	��� �� ������� �
�/	� ���
��  �� �� ��/�� �� ������ ���*
 ���� M %mod �'� 3� ������  �� �� � � %mod �' �  ��

M � �q � � � ��k�� � � � �� � � � � %mod �'�

P������� 4��> � "������- ���
��� M � � %mod �'�



��
 ���������	


!
�	����/�� ����
��  ��M I �
�����  ����� K�
	�

�
�

M

�
� �� � ��

��/�� �
������� �
�	��/���� � � ���	����� �� �"���� A� 5  ���������

�M�� � �M�� � �� %mod M'�

� ��� ��� vM�� � �� %mod M'�

!"��� N � �q�� �
M $ �

 
� �� �� M ? � � �N � P�������  ��

%vN '
� � %�N ? �N'� � ��N ? ��N ? �%��'N � v�N ? � � %��'N � %�'

5 ����� ��" �� N  8����� ��� ���

%vN '
� � v�N ? � � �� ? � � D %mod M'�

K�� ����� �� ���" ��� "���
/	���� ���
��� � 4��� ��" ���
H�
����� �"��� ���������  �� vN � D %mod M'� B�	� 	��������  ��

 ���� M �
������ 5� ������ ��" ��� �� ��/�� "���
/	��� %��������"
M � � %mod �''�  �� �� ��� �
����� 	������� p  ���� M ���+� ��	
p � �� %mod �'O ��)	8���� �
����) 	������� p  ���� M � 	�� ����
�
�

p � �� %mod �'� � ��� �����

�
�

p

�
� ��� ��4���"  ���� � ��
�J�������

�� ��	"�+ p � �� ��/�� ������������ 
��"������ �"���� A� 5  ���������
�p�� �	p� �

p�� �	p� ��� 5 �� /� �
��� p 	���� M � ��� ���

vN � �N ? �N �	p� D�

!"��� � � ���� K�
	� �� ���" ��� � �	��) ���
����

�N �	p� ��� %G'

� � 	
"
�) ���
���� �p�� �	p� ��

(� 
�������� %G' ���	"���  �� ��N � ��
q
�	p� ?��

(���
� 
���� �a �	p� � � �b �	p� �� #�����$�� ������� � �����	���

$���%�� a �	p� bc? r� ����� �r �	p� ��

F�)����������� � �	p� �
a �	p� %�

b'c�r �	p� � � �
r �	p� �

r�

!����
�� 4�� 
���"/	����� ���" ���  �� �d � �� 
	� d I ���������)
��0�) 	������� 	�� a � b� 5 ����� ��" �� 4�� ���� ����  ��

�d �	p� �� 
	� d � BHF%�q� p? �'�

K���
� ���� p?� � �q� �� �� p � M � M I �
�����  ����� ���� p?� � �q�
5� ���
�� ��" �� d � �s� 
	� s � q� K�
	� d 	���� N � �q��� ��� ���
�N � %�d'N�d �	p� ��  �� �
�����
� �� 
�������" %G'� K��
��� � 	��������

K���� ��
����� �
������  ���� M � �q�� ������� �� ��� ����  ����
v�q�� �� ��	"�+ M �



��
�� ���	����� � ��	
�	�� ��
�� ���� � � ���

P��� �������� ��
���� �� ��/�� ������������ 1�
�"�" %�' 	�� ��*
 �������  ���� v�i � H����� �� ri � v�i � K�
	� r� � v� � �� K���
� ��
1�
�"�� %�' �����> r� � r�� ? � � ; %�	��� N �� 8����'� !
� i � � ��
�
������� 1�
�"�" %�' �  8����� N >

ri�� � r�i � �� r� � ;�

( ��� �������) 
��"����� �
������� ���	"+0�) ��	�

������
 	� &��� q 
 ������� ����� ���� Ak?;� �� ����� M � �q��
������� ���� � ����	� ���� rq�� � D %mod M'�

.� /�0
��'
1�� ����������� $������

5� ������� ri "	���� �
�����	��� � 	��� ��) ������> r� � �� %� 	��*
� ��) �������'�

K���� ��
����� r� � ���� �� �� � � 	����� ��) ��������
F�� r� ���" ���>

� �
	

� �

� �
?

� �

� � D

r� � � � �

F�� r�>

� � �
	

� � �

� � �

� � �

� � �

� � D

r� � � D � � � �

(���� r� � �D����� �� �� A� � 	����� ��) ��������
P	��� �� "/� ��	�� �	�� ��" �) ����) ���
���> �
� q � ;�M � � I

�
������ � ��� 
�� r� � � � D %mod �'�
2��	"+0�� q �"	�� q � �� M � �� � � � ���� <��� ��� ��/�� ������*

������ ��� ��� 	������ 	�� ������� �
������  ���� ���� �� ������
���
��� 
������� ��
�
����



��� ���������	


B�� ��	� ��� ����� r�� r� � r� %mod ���'� !
����� ���������  �� ��
��/�� �
�����	��� 
�	"�J�+ �� ��	"�+ ��� "/� � �
�J���� �� ������)�
� ��� ����������"�� 6�	��
" 	��� ��) ������7 �� � �	���J>

�� � � %mod �� � �'� ��� ��� ���k � �k %mod �� � �'�

K�� ����� r� �� ��	"�+ ��� ��/�� � ����� ���	"+0�� ��
����>

��� � D � � � �
��� � D � � � �

? �
��� D � � � �

� D
��� � � � �

� D � �
��� � �

� � D

!���� ��
����� ���" ���

��� � D � � � �
��� � D � � � � D
��� D � � � � D �
��� � � � � D � �
��� � � D � � � �

� � D

K���
� �� 	��/�� � ����� 6J���� ����7 I ��
����� �+�"+ ������+0"+
����� �� � 
��
�	�� �	��� �" ���
���� !��" ���>

� D � � D �
� D � � � � D

? D � � � � D �
� � � � D � D
� � D � D � �

� � � � � � �
� � � � �

�

� � � � � �
� �

D � � D D D D

K���� ��
����� r� � D��DDDD %mod ���'�

K���
� 	�� r�>

D D D D � � D
? D D D � � D D

D D � D D D D



��
�� ���	����� � ��	
�	�� ��
�� ���� � � ���

K� ���� r� � �� %mod ���'� K���
� r� � �
 � � � �� � � D %mod ���'� K��
����� ��� I �
�����  �����

U����
� ��� ��
���� ���� ��� ������  ��  ���� M � ���� � � �
�*
����� K����� �"� ��	� ���� ��"0�������� J���� ����� ���/���� 	��� *
��-  ���� 	���� ���� <�� ��T������ 5������ 9;:� $"��� �	���� ���� ��-*
����"+ 	���" � ���������  ���� �� ������ 4��) 	����� 
��������� ��	��
�� �����- �	���J � �������� �"����� ������ �"��)� V���� ����� ���/�*
��� ��/�� ��
	� ��"0�������� ��� 6�

"7� ���	"� ���������� �
�����
�
������� !��
��������� �
���
�� �DD  ���� ����) �

��  ���� �� �*
����� r��� �� ��	"�+ ����� ��

������ ���	
���



9�: Bruce J�W� A really trivial proof of the LucasXLehmer test YY Amer�
Math� Monthly� ���;� Vol� �DD� P� ;�DX;���

9�: RosenM� I� A proof of the LucasXLehmer test YY Amer� Math� Monthly�
����� Vol� ��� P� ���X��G�

9;: WilliamsH� C� &Edouard Lucas and primality testing� Canadian Math�
Soc� Monographs� vol� ��� WileyXInterscience Publications� �����



��� �����������	

���������	
��� ����
�������� ������

�������
�� �� ������
����

�����������	

���������	
� ��
�	 �����	���� �
������ ����� ����� ����������
����� ���������� �����
� ����� p � q�

� ����� p ����	��� � 	�
����
� 
�������� ������ ����� �� ������ q�

� ����� q ����	��� � 	�
����
� 
�������� ������ ����� �� ������ p�

 ���
� !�� ����� �"	������ #���� � �
�
���� ��������������� ����$
����� 
������ � 	�
����
� ����	
� ������� ��
���� %���	��� � ���$
��� ���	�� ��
����������� ������� &����� '����� ������	� �	��� ���$
	
� ��
���������� 
��������	��� ��
�	� �����	����� (�	� �� 	��"�$
��� �����
� ��
���������� ��������� � )*+,�� ������	
� ����
�� ��$
������
 -��� .��	���� /������0����� -�� ������ 1),2 ���"��
���	� ��$
3��	����
�� .��� /������0��� �"��������� ������	� ������ 	� ����
� �
��"���� �	�����		
� ������� 4��� �����
 ���������
 � 
�	�� ������5�

6�� ���	��
 �
 ��
���� 
�����
�� ������� �" �����
��� 	� �����$
���� "���� !����	���	
� �����	�� � ����	�	��� �������������� ������$
	
���

� ���� ����� m � n �����	� �����
� �� ��� ��"��� ������ ����� a
�����7��� ����	�	�� mx � a 4mod n5�

� ���� p8 �������� �� ��� ��"��� ������ ����� a �� 9 4mod p5 3������
x mod p �� ax mod p ����0�� �������	��
� �	������� f)� ,� � � � � p�)g�

:�����	� ��
������ ��� ���� p 8 ������� ������ �� ap � a 4mod p5
4����� ������� 	����5� 6����������	�� �	������	 ��7� ������� 
����
a �� 9 4mod p5� ; !��� ������ 3������ x mod p �� ax mod p ����0�� ����$
���	��
� �	������� f)� ,� � � � � p� )g� '����������	��

) � , � � � � � 4p� )5 � a � 4,a5 � � � � � 4p� )5a � ap��
�
) � , � � � � � 4p� )5

�
4mod p5�

 ���� ��
����	�� �������� ) � ap�� 4mod p5�

�����������	 
��
������� ������ ������ �� ���� �� � �� ��� �������� 	���� �� ���
� ��� ���� ��� ��� ��!�� ���	� �������" 	���� ��# $% �&�� ���� �# ���������	 ���'��
�� ������ �� ��(� � ������)�# *� ���������(��"  ���+�� �� 	),�� �� 	����� ��
����� ����� ������ �� ����� ��� ����	��# -�� ��	����� ��.��� ����  �  ����"  �����"
� �����������" 	),� ������ ����"# /�  ���(�� � �� �� �$ ���" �����)'  �������"#

�����������	
� ��
�
������� ���� �� 
��� �� �������������




�����
����
	� �	����
������ ������ 	�������
� �� ����
����	� ���

6�
����������� ����� ������
 <���� ��������	� ����7� ������	��
	� �
 ����� 	��	
� ��� 	����	���� ������ ��� �	� ����� �	��� �"����
� ��	��	�� ����� /������0����

�� ������	�
 ���
��� �� �����	��

������� �� 
���
 ����� m�� � � � � mk ������� ������� ������� �

m = m� � � � � �mk� ����� ��� ����� ����� ����� a�� � � � � ak ������� �������
��� x � ai 4mod mi5� i = )� � � � � k� ����� �� ����� ����!�� ���� x� � x� "
��� �� ����� �� x� � x� ������� �� m�

	�
�����
������  ������ ni = m�mi� >���� ni �������� �����$
����	��� ������ �����	� �����
� � mi� ��!���� 4ni� mi5 = )� ; ��
��
������ ���	� �
"���� ���
� ����� ri � si ��
� ��� rimi ? sini = )�  ���$
��� ei = sini � x = a�e� ? � � �? akek � @�	�� ��� ei � ) 4mod mi5 � ei � 9
4mod mj5 ��� j �= i� ��!���� x � ai 4mod mi5� i = )� � � � � k�

-��� x� � x� 8 ��7�	�� ��������������� ������
 ����	�	��� ��
x� � x� � 9 4mod mi5� i = )� � � � � k� >���� m�� � � � � mk �����	� �����	�
�����
�� ��!���� x� � x� ������� 	� m�

�� ����
������� ������ � ��������

 ���� p 8 ������� ������ >���� a� 	� ��������� 	� p� 	��
���� #���
��������� ������� �� ������ p� ���� x� � a 4mod p5 ��� 	�
�������
������ ����� xA � ������	�� ������ ����� a 	��
���� #����������� ���
��������

6�� �������� ����� p ������ $�%�����

�
a

p

�
������������ ���������

�"������

�
a

p

�
=

��
�

9� ���� a ������� 	� p�
)� ���� a 8 
��������	
� �
����

�)� ���� a 8 
��������	
� 	��
����

'����� %���	��� �
 �	���� "���� �"��	����� 4a�p5�

������� � ���������� 
���
 p" ���!����� ������� ������ ������
a

p

�
� a�p����� 4mod p5�

	�
�����
������  ���� Fp 8 ���� �
����� �� ������ p� �"��	�$
��� F

�

p = Fp n f9g� B��������� ���"����	�� F�p � F
�

p� ����		�� 3�������

x �� x��  ���"��� 
������ !����	�� ��"� ����� ��"� ������� �� ���� !��$
��	��� x � �x� ��!���� �"��� ������� �� 4p � )5�, !����	���� ' ������
�����	
� ���� a = x�� �� a�p����� = xp�� = )� ��!���� ��� !����	�
 �"����



��� �����������	

�������� 
��	��� ����	�	�� X�p����� = )� 
������ 	� ����� ����� "����
4p�)5�, 
��	��� (���0���� ��������� ��� ��� !����	�
 F

�

p �������� 
��	�$

�� ����	�	�� Xp�� = )� ��!���� 	��
���
 �������� 
��	��� ����	�	��
X�p����� = �)�

�
������� ��

�
ab

p

�
=

�
a

p

��
b

p

�
�

�
������� �� �
�)

p

�
=

�
) ��� p = Ck ? )�

�) ��� p = Ck ? D�

("�"��	��� ������� %���	��� �������� ������ &#���� 
����
� �"�$
�	������� ���	� ��
 �� � ������������ ��������� �"������  ���� m =
= p� � � � � � pk� ��� p�� � � � � pk 	��0��	
� �����
� ����� 4	� �"�������	� ���$
���	
�5� E���� �

a

m

�
=

�
a

p�

�
� � � � �

�
a

pk

�
�

�������

�
,

)F

�
=

�
,

D

��
,

F

�
= 4�)54�)5 = )� �� , �� x� 4mod )F5�

/������0�� ��������� ��������� �	����������� ������� %���	����

������ ����� <��"�	��� 1C2 ����	0�� � 	� ������ @
�"��

������� � ���
������� � ��� ���!���
���
 m " ���!����� ���

���� a " ������ ������� ������� � m� � �a�m � i �� ai mod m " �������

���#� �� ���%����� �����#�� �� ������� �� m� ����� sgn �a�m = 4a�m5�
��� sgn�a�m " ���# ���������#� �a�m�

	�
�����
������ B��������� �	������	

A4x�� � � � � xm5 =
Y

��i�j�m

4xi � xj5�

 �� ��������� �0��	�� ������	��
� �	������	 A 	� ����	������ � ���
��������� 	��0��	�� ������	��
� �	 ����	��� �	�
�  �!���� �	�
 ��"��
������	��
� � ����	 ��	�7�	�� A4x����� � � � � x��m�5 
 A4x�� � � � � xm5�  �$
����� x� = )� � � � � xm = m� E����

sgn �a�m =
Y

��i�j�m

�a�m
i�� �a�m
j�

i� j
�

Y
��i�j�m

ai� aj

i � j
�

�
Y

��i�j�m

a � am�m����� 4mod m5�

G���
���� ��� am � a 4mod m5� ��������

sgn�a�m � a�m����� � 4a�m5 4mod m5�




�����
����
	� �	����
������ ������ 	�������
� �� ����
����	� ���

�� ����
������� ��	�� ����������

������� " �
�������#�$% ��
�� ������������ 
���
 m � n "
���!����� ������� ������� ������ ������

m

n

��
n

m

�
= 4�)5

m��
� �

n��
� �

	�
�����
������ 1))2  ���� P = f9� )� � � � � mn�)g � P = f 4a� b5 j 9�
� a � m� 9 � b � ng� '�����	� 
�����
�� ������� �" �����
�� ���"����$
	�� c �� Hc = 4c mod m� cmod n5 �������� �����	� ��	��	��	
� ���"��$

��	��� P 	� P �
B��������� ���"����	�� 	� 
 � P � P � ����		
� 3�������� 	4a� b5 =

= a?mb � 
4a� b5 = na? b� @�	�� ��� 	4a� b5 = 4a� a?mb mod n5� ��!����
���"����	�� 	 ������������ !����	�
 ���� 4a�� b5� ��� a� 3�
������	��

'����������	�� 	 8 ������	��
� �	������� P � sgn	 =

�
m

n

�m

=

�
m

n

�
�

I	������	� sgn 
 =

�
n

m

�
�

B��������� ������ 	� �	������� P ������	��
� 
��	 � na ? b �� a ?
?mb� /	�
 !��� ������	��
� ����	 4�)5k� ��� k8 
��������� ��� !����	$
��� �	������� P � ��� 
����
� �
���	����� 	�����	���� na? b � na�?b�

� a ? mb � a� ? mb��  � ������� jb � b�j � n � ja � a�j � m� ��!����
�������� 
 ��������� 	�����	������ a � a� � b � b�� E�
�� �"������

k =
�
n
�

��
m
�

�
=

m� �

$
�
n� �

$
� ; ����� ��������

�
m

n

��
n

m

�
= sgn	 sgn 
 = sgn 
��	 = 4�)5

m��
� �

n��
� �

�
�������� 
���
 m " ���!����� ������ ������
,

m

�
= 4�)5�m

�
������

	�
�����
������  �� m = D ���"����� ����	���� ���
� ���������$
���  ����������� ���m � D8 	��0��	�� 	�������	�� ������ ��� 
�������
�
���	����� ���"����� ����	����� E����

�
,

m? ,

�
=

�
�)

m? ,

��
m

m? ,

�
= 4�)5

m0 �

$ 4�)5

m� �

$
�

m0 �

$

�
m? ,

m

�
=

= 4�)5

m0 �

$

�
,

m

�
= 4�)5

m0 �

$ 4�)5

m�
� �

� = 4�)5


m0 $�� � �

� �



��� �����������	

(������� ��� 
�
 ������� � ���"	�
�� �� ������ ����� �	����� ��$


��
���� ����	����

�
,

m

�
= 4�)5�m

�
������ � ��� ����� ��
��
���� 
��$

������	
� ��
�	 �����	����� :� !�� ����	���� 	� ���"��� ������	���
��
������������ �	� ������� �� 
��������	��� ��
�	� �����	�����

�����	 ����
���
�

1)2 BrennerJ� L� ZolotarevJs theorem on the Legendre symbol KK PaciMc J�
Math�� )Q+D� Vol� CF� P� C)DRC)C�

1,2 CartierP� Sur unegTenTeralization des symboles de LegendreRJacobi KK
LJEns� Math�� )Q+9� Vol� )W� P� D)RC*�

1D2 DresslerR� E�� ShultE� E� A simple proof of the ZolotareYRFrobenius the$
orem KK Proc� Amer� Math� Soc�� )Q+F� Vol� FC� P� FDRFC�

1C2 FrobeniusG� 0Uber das quadratische Reziprozit0atsgesetz� I� S�$B� Preuss�
Akad� Wiss�� Berlin� )Q)C� P� DDFRDCQ�

1F2 LehmerD�H� The characters of linear permutations KK Linear and Multi$
linear Algebra� )Q+W� Vol� C� P� )R)W�

1W2 LerchM� Sur un thTorweme arithmetique de Zolotarev KK xCeska Acad�� Bull�
Int� Cl� Math�� )Q*W� Vol� D� P� DCRD+�

1+2 MortonP� A generalization of ZolotarevJs theorem KK Amer� Math�
Monthly� )Q+Q� Vol� *W� P� D+CRD+W�

1*2 RieszM� Sur le lemme de ZolotareY et sur la loi de rTeciprocitTe des restes
quadratiques KK Math� Scand�� )QFD� Vol� )� P� )FQR)WQ�

1Q2 RousseauG� Exterior algebras and the quadratic reciprocity law KK LJEns�
Math�� )QQ9� Vol� DW� P� D9DRD9*�

1)92 RousseauG� On the quadratic reciprocity law KK J� Austral� Math� Soc�
4Series A5� )QQ)� Vol� F)� P� C,DRC,F�

1))2 RousseauG� On the Jacobi symbol KK J� Number Theory� )QQC� Vol� C*�
P� )9QR)))�

1),2 Zolotare'G� Nouvelle dTemonstration de la loi de rTeciprocitTe de Legen$
dre KK Nouv� Ann� Math� 4,5� )*+,� Vol� ))� P� DFCRDW,�



���

��� ��������	
��
 �����	�

���������

�� ��������

�� ����� ��	����
���
�� 	���
�

 ������� ������	������ ������
���� �������	

lim
x��

sin x
x

� ���

� ��	���
 ������	�����
 ������� �  	�

lim
x��

�� ! x�

�
x � �"�

#	���
 ������	�����
 ������ ������	���� �� 	���$� 	��% �	� �� ��&��
�	���	% �� 
 	��% �	� �'� ���
�
�� �  	� ������
	�� �������� ��	
�
� ( "�)�*"* � � � ���������� 	�$ � ���	� +,��� -����� ��../��0�)�% $�	��
��
 
��1��� ��'��
2�����3 4	� $����	�� �����'� ������	�����'� ����
����% 	�% $�$ 
����	��% �� ����� �����
�� �� ��� �	
����� ��� ���
 x
��������	� � ��������3 5  	� ����
	% �	� 
 �� ������ � ���'
� �� ���
��� ������	������ �
���� � ����������� ��	
�� � �� � �	�����
�
��
�� ��1�
 �$��,���	
 $ �� �
���	��% ���� 
 	� ,� ��� ���6 �$��,�
���	�
 �� ���1��,��
�� ����1
��3 7	� ���
�
�� ��	�������� � �����
6
	�$�	�6 �����'� ������ 5�6
���� �"*) 8 "�" �� �3 3�% �� �� ��
1�
,�����

������
�
��
�

( 9��:" � � � % ��
������ 5�6
�����% ���'�� ����� ��	�������

��������
������ �� 	�����	
 �������
�% �	� � ( 9��:�. � � ��% �� '����
�� �,� � 	��% �	� � ��'������ ���������� � 5�6
���� � �'� �1�
���6
���
����
�6 ���&���
 
 �1;����3 �7	
 ���
����
� �����	�����	 ��1�

���	�	
� ����������'� 
�	�'������'� 
��
����
�3�

<�$ 
����
	�� ���
�
�� �����'� ������	�����'� �������% ���


����
	� �'����
 ����	�1% 	3 �3 ���
����	
 	���
���% $�$ ��1�	 ��
�
��� '����
	� 2
�
$
 
 ��$�	���� ��	���	
$
= >��
% ����
���% �'�� �

������	
��	
� e ���� �����	� ������� � ���� �� �
��
	
� �	������� �
���� 	� ����	�
���
��
	�� ����� ��
 ��� ���	

  
��
! ���
�
"���# ��$��
%��
		�& � ���' ��# �
%
��� �� ��	��
	
( 
����)���
� �
��� *�+++++++�������� # ���	) ��
�%�� % �
��$ ��e# 	�
	� �
�	�� ��$� , ����� ����

�����������	
� ��
�
������� ���� �� 
��� �� �������������



��� ���������


������	�� � '������6% 	� � ( �*/x��% '�� x � ���
����� ���� �'��% 

	�'��

lim
���

sin�
�

(
�

�-*
lim
x��

sin x
x

(
�

�-*
� �9�

>��
 ,�% ���1&�% � ��$�	���� ����	�1� � ( kx% '�� k � ���	�����

����,
	�����
 $� 22
�
��	% 	�

lim
���

sin�
�

(
�
k
� �:�

?��������� �����	��	�	�
� ��,�� �9� 
 �:� 1�����	�� � '���� �
	�	��
��% 	����� �����&��� 	������ ��
��	������	
 �������3 -� �1;�����	��
��� 	��% �	�% 
������ �'����
 ����	�1% �� ������,��� ��
	�	� �
���
2��$�
�
 �'�� $�$ '����	�
���$�
 2
'��� �����
�
�� �	 ��1��� ����
�	�1�3 @�$��� 	���
�
� �  �����	����
 '����	�

% '�� �
��� ��	��'�
�'�� � ������'������ 	���'����
$� ���������	�� $�$ �	�����
� ���	�
��	�	���&�'� $�	�	� $ '
��	����� ����� 
 	� ,� ��� ���6 	�$
6 	���
�'����
$�� � ������ �'��� � �� ���1��,��
�� ����1
��3 A���$� �	�
�����
� �
���� $ ������ �'�� �
���� ������% ��$� �� ��1��� �'����

����	�13 # ��	���	
���$�� ����
��% � �	�
�
� �	  �����	����
 '�����
	�

% �
��� ������	�
���	�� $�$ 2��$�
� �
�����'� ��'����	� � ���
�
����
 ���� �'��3 B	�����	��� ��$���	����	�� ��&��	�����
� �����'�
������	�����'� ������� �
 �'� ������	�� ��
�
��� �������� �� '�����
	�
���$�� ��������	�� sin x � x � tg x% ��������
��� 
����� �  	��
����	�1�3 @�� �����%  	� ��$���	����	�� ��,���	�� � ���	�	���� ���,�
��� ����	

 ��
�� �$��,���	
��3 �A	��	
�% �	� �1&�� ����	
� ��
��
$�
��
% �� ��&��	��% �	���
	�� $ 
�	�'�������� 
��
����
��3 A$����
���	��% 
��� �$�
�
�'� � 	� ����	
� �1��,���	�� ������ ��
���
	 $ ���
���� ���'��� ��$���	����	��% 6�	� 
 1���� ��
�����% �� 1����  ������
	������ � 	�� ������% �	� ��� �� ���
�
	 �	 ����	
� ��
�� $�
��
3
C'����
 ����	�1 �  	�� ��$���	����	�� ��	��	�� ���
��������% ���
�
�
�� ������� ���
�
	 �	 ��1��� ����	�1� ���3 �:��3 -�  	�� ��	
 ���
��
��,�� �������
	� $�$ 	�	 ����	�1% ��� $�	���'� �����
 ������	����
��
 ������ ����� ��
�
��3 5 	�'�� 
 �
��� � ��,�� ������
��� ���
������% � 
�����% $�$ ��������� ���
����� ���� �����'� �'��3 >��

	����� �������
	� ��
�� �$��,���	
 �1����� �1����� �
�
 ��
���
	�
$  	��� ������ �1&�� ���������
� ��
�� $�
��
 
 ���	��	�	���&��
2������ 
�	�'������'� 
��
����
�� 	�% $������% ��
�� �$��,���	
 ���
�
��� R �$�,�	�� �����
 "�R 
% ���1&�% ��
�� ��'
 �$��,���	
 � ����
	������� �'��� x ���
�� �$�,�	�� �����
 l ( xR3 # $������� ���	�%
�� ��
6��
� $ �1����
 2������ ��� ���
����
 ���� �'��D x ( l�R3

��� � �
���
	
�# ����$.
�/�� 
� ��$  ���%�� % 	
�
�
	
0 	
� �(1�� � 
 )
# ��
2
	
���.
 3�
�$ ��/ ��	$ 
� 4	
����
 � 
 / 
 
 �)025��%�



	
� ��
���������� ������� ���

# ���	���	
% ���
��% �����������
 ����% �$������	�� �1����� ���
��
���% 	3 �3 �'���% ��� $�	���'� ��
�� ���	��	�	���&�
 ��'
 �$��,���	

����� ���
���3

#���  	�	 ���� ����
���	�� �
,� 
% 1���� 	�'�% �$�
�
�'���
 ���6��
�������	�����	�� �� �	���
 ������	�����
 ������% 	�����% ��  $�
���
���	��� �
	���
�% ��������� � ���
�
��


l�a� ( lim
x��

ax � �
x

�a � ��� �.�

#  	�� $��	�$�	� �
��� e ���������	�� $�$ 	� ������
� a% ��� $�	����
'� l�a� ( �3 A$������	��% �	� ���
�
�� a��l�a� �� ���
�
	 �	 a 
 �����
e3 7	� ��'$� ������	 
� �.�% ���
 
����	��% �	� l�a� �( /% ����$� ��$��
��	����	�� ��������'� ��������	�� �� ������ 	�
�
�����3 # ��$�����
�
�� ������	�
���� ��$���	������ 2��$�
� ez $�����$���'� ����������
'� z% � ������	�	� ��'� ���
�6��
	 ��	��	������ �1;��
���
� �����'� 

�	���'� ������	�����'� �������3

	� 
���
��� � �����
�� �������

E���� '����
	�% �	� 2��$�
� f % �������� �� ��$�	���� 
�	������
�/� 	� ��&��	�����
 ��
% ���������	� 	���
����% ���
 ��� ������	�����	
��������	��

f�
x� � 
f�x� �/ � x � 	� / � 
 � ��� �0�

+�� �������
� '����	�
���$�'� ������ ��������	�� �0� ������	�
� �
����$��	
 � ��$��	����
 $����
��	��
 �xF y� ���,��	�� Ef 	�6 	���$%
��� $�	���6 y � f�x�3 A�� �������	�� ����������� 2��$�

 f 3 -����
����	�� �0� ��������	��% ���
 
 	���$� ���
 ��� ����1�������
� ����1
�
�xF y� �� �
xF
y� �/ � 
 � �� �	�1��,��	 ���'��2
$ � ��1� �	3 �3 ���

�xF y� � Ef % 	� �
xF
y� � Ef ��
 ���6 / � 
 � ��3

+�� ��� $���� 2��$�

% ����
���&
6�� �$�
�
�'�% ��,�� ��	���% �	�

���	 ���	�

�������� �	
� �� ��������� �������
� �/� 	� ����
�� f ����������
	� 	���
����� �� ��� x� / ��������� f�x��x 	������	� � ����������
�����
� �
� � ���

��	�
����
����� ���	� / � t � x � 	3 ����'�� � �0� 
 ( t�x �����
����

f6t7

t
�

f6x7

x
� �)�


 	��1����� �	���,���
� ��	�$��	 
� 	������ � ������� ����	����

2��$�

3



��� ���������

��������� �� >��
 f�x� ������ 	�$,� 
 ��
 x ( / 
 ���������� �
 	�
 	��$�% 	� �0� � ������� ��
 
 � / ���	 f�/� � /3 >��
 ��
  	��
f�/� � /% 	� f�x��x � �� ��
 x � /3 A���$� f�x��x ��,�	 �	���
	���
$ �� 
 � ������ f�/� ( /3

������� f�x� ( �px ���������	� 	���
����� f�/� ( /� �� f�x��x�
� ���

��������� �� G� �)�% � ���� �������% ������	 ��������	��

f6t7
t
�

f6x7� f6t7
x� t

�/ � t � x � 	�� �*�

$�	���� 	�$,� 1���	 ������� � ������
���3

# ��
��,��
�6 �������&�
 	������ $ ���� ������	������ ������
��� �� 1���� ��	�����
��	� ��������	�� �0�% ��������� ��$�	���� 1����
�
����� ���
�	���% � 
�����% � ����$���	��3

?��$�
� f �� ��$�	���� �����,�	$� I ��&��	�����
 ��
 �������	��
�����
��% ���
 ��������	�� ��������	��

f���� 
�x� ! 
x�� � ��� 
�f�x�� ! 
f�x�� �/ � 
 � �� �H�

��
 ���6 x�� x� � I 3 @�$���% ����
���% 2��$�
� f�x� ( ax� ! bx ! c ��

��1�6 a � /% b% c �� ���	���	
% ��1�� �
��
��� 2��$�
� ����$���3

B���� ���6 ����$��6 2��$�

 ����$��3 # ���	���	
% ����� ��1�

����$��
 
 ��1�
 �
��
��
 2��$�

 ����$��3
�	
� ����
�� f �����
� �� I/� 	J � f�/� ( /� �� ��� ���������	�

	���
���� �� �/� 	�% 
1� �0� ������	 
� �H� ��
 x� ( /% �� ( x3 @�$
�
�1�����% ������� � 	���	�������� �����
� f�x��x ����� �
� �����
��
����
�� f ������ ��� f�/� ( /3

K����	�
���$

 ����� ����$���	
 2��$�

 f ���	�
	 � ����$���	

�� ���'��2
$� Ef 3 �-�����
�% �	� ���,��	�� M � ����$��	
 �������	��
�����
��% ���
 ��� $�,��
 ���� 	���$ A% B 
� M �	����$ AB ���
$��
��
�����,
	 M�3

B�����&�� ������,��
� ��&��	����� �1��'���	 ������$� ����$���	

$��$��	��6 2��$�

3

������ �	
� �������	��� �H� ����
����	� ��� 
 (
�
�
� �� ��

f
�
x� 8 x�

�

�
�

f6x�7 8 f6x�7
�

�x�� x� � I�� ��/�

� �	
� ����
�� f ����������� �� ��� �����
��

��	�
����
����� -�������	�� ��/� �������	% �	� ��� ��1�6 ���6
	���$ A% B 
� ���'��2
$� Ef �����
�� C �	���$� AB 	�$,� ��
������
,
	 Ef 3 ���	����  	� �����,���
�% ��������% �	� �����
�� C�% C� �	�
���$�� AC 
 CB ��
�����,�	 Ef 
 	3 �3 ���������� 	�$
� ��	�� 	��$




	
� ��
���������� ������� ���

C�C�� C�� � � � �����������
����
���� ����� �	���$� AB� �������'��	��
�� �	���$� AB ����� ���	��% 	3 �3 � ��1�
 1�
���	
 �	 ��1�
 	��$
 �	����
$� ��	� ���
�������
�������� 	��$�3 �� �����������	
 2��$�

 f ���
	��$
 �	���$� AB ��
�����,�	 Ef 3 +�
�	�
	�����% ���
 ��$�	���� 	��$�
�	���$� AB �� ��,
	 � Ef % 	� � ��
 ��������	�� ��������	�� y � f�x�3
@�'�� ��� ��������	�� 
 �� ���6 ���	�	���� 1�
�$
6 	��$�6% 	3 �3 ��

	�$,� �� ��,�	 � Ef 3

�� ������ ��������
���� �����


E���� ������	�
��	� sin x $�$ 2��$�
� �
�����'� ������
� �'�� ��

$�$����
1��� ��1������ ����	�1�3 4
������ ������
� �����'� �'�� �1��
����
� ����� d3

A���
���% ��
 x�� x� � I/� dJ

sin
x� 8 x�

�
(

sin x� 8 sin x�

� cos x� � x�
�

�
sin x� 8 sin x�

�
� ����

L� �
�
�% �	� 2��$�
� � sin x �� I/� dJ ������	�����	 ��������	�� ��/�3
�� ����� ��� �$�,�	�� ����$��
% ���
 �� ��$�,�� �� �����������	�3
@�'�� �	���	 ��
���
��
 
 	������ � ������� f�x��x3 @�� �����% ��
��	����
� ��&��	�����
� �����'� ������	�����'� �������% ���
 	���$�
������ 
�$���
	� �����,���	� �	������
� sin x�x $ !� ��
 x � /3
�C����
� x � / ����&��	�����% 	�$ $�$ sin x�x � ��	��� 2��$�
��3

��  ���
�� sin x ����������3 +�
�	�
	�����%

sin�x! h�� sin x ( " sin
h

�
cos
�
x!

h

�

�
� ��"�

�� 	��� ���	�	���� ��$���	�% �	�

lim
t��

�sin t� ( / ��9�

������������	� � �����3 ��
  	��% ����
���% ��,�� �'���
�
	��� ����
���
��
 t � /3 -�% $�$ �
��� 
� 	�'� ,� ��������	�� ��"�% sin t �����
�	�� ������	��&�
 2��$�
�
 ��
 / � t � d3 �� 	��� ��&��	���	 � (
( lim

t���
�sin t� � /3 G� 2������ ������
� �	�,� �$�
�
�'M�% ���
�����
 �

�
��

sin "t ( " sin t
p

�� sin� t ��:�

��
 t� !/ ��������

� ( "�
p

�� �� ��.�


% ���
 � �( /% 	� "
p
�� �� ( �% �	$��� � (

p
�
�

� ���	
�����
�3



��� ���������

1� !�������� sin x�x ����������3 +�
�	�
	�����% � �
�� �*�% ��
���
�����'� $ 2��$�

 � sin �% 
����

sin6t8 �x7� sin t
�x

�
sin t
t

�
/ � t � d� / � x �

d � t

�

�
�

�	$���
sin x
x

cos�t! x� �
sin t
t
�

-�

cos�t! x� � cos
t8 d

�

% �������	�����%

sin x
x
�

sin t

t cos t8 d
�

�
/ � x �

d � t

�

�
�

"���	�������� ������� ��������
����� �����
� ��������3

�� ������ ��������
���� �����


<�$ �,� '����
���� �� ������

% �� ������	�
� ������ � ��&��	���
���

 �������

l�a� ( lim
x��

ax � �
x

��0�

��
 a � �3 ��������� �����
� ���$���$� ����&��	 ������
�

 ����
�% ��
���� �� ��1� ����&��	�����3

-�������	�� ��,�� �����
� '����	�
���$
� 
 �����
� ��
2��	
���
�$
�

p
uv �

u8 v

�
�u� v � /� ��)�

��
 ����	����$� u ( ax� % v ( ax� ������&��	�� �

a
x��x�

� �
ax� 8 ax�

�
� ��*�

�� �����  	� �����	 ����$���	� 2��$�

 ax ��% ����
	% 
 2��$�

 ax���
�� ���
 ��&��	�����
 ��
% ���
 �,� 
����	��% �	�  	� 2��$�
� ������
�����3 -� 	�'�� 
 ��&��	�����
� ������� l�a� 1���	 �1��������% 
1�% ���
�����6% �ax � ���x � / ��
 x � / �	�$ �	� �	������
� $ �� 
�$�������

% ����	���6% ���
 x � /% �$�,�� x ( �t% t � /% 	�

lim
x���

ax � �
x

( lim
t���

a�t
at � �

t
( l�a�� ��H�

+�� ��$���	����	�� �����������	
 2��$�

 ax ����	
�% �	�

ax�h � ax ( ax�ah � �� �"/�



	
� ��
���������� ������� ���

���3 ��"��3 �� 	��� ���	�	���� ��$���	�% �	�

lim
h��

ah ( � �"��

������������	� � ����% ��3 ��9��3 ��
  	�� ��,�� ��
	�	� h � /% 	�$ $�$
a�h ( �ah���3

G� 2������ �"/� �
���% �	� 2��$�
� ax � ������	��&��3 �� 	���
��&��	���	 
 ( lim

h���
ah � �3 G� 2������ ������
�

a�h ( �ah�� �""�

������	 
� ( 
 % 	3 �3 
 ( �3

+�$�,��% �	� l�a� � / ��
 ���6 a � �3 B  	�
 ����� ��
���
� �����
����	�� �*� $ f�x� ( ax � � 
 ��	�� �����
� t �� x% � x �� x! h �h � /�3
�����
�

ax � �
x

�
ax�h � ax

h
�x � /� h � /� �"9�

A	����

ah � �
h

�
�� a�x

x
�x � /� h � /�� �":�

�	� ��
 h� !/ ���	

l�a� �
�� a�x

x
� /� �".�

>��
 	����� �����
	� � ��0� x �� x�l�a�% 	� �����
	��

lim
x��

ex � �
x

( �� �"0�

'��

e ( a��l�a�� �")�

-� �����
 ��'���% ��������� 	�$
� ��	�� �
��� e ���
�
	 �	 a3 # ��
�
�	�
	������	
 ,� ��� ���	�����3 +�� ��$���	����	�� ����	
�% �	� �"0�
�������	% �	� l�e� ( �3 -�% � ���'�
 �	�����% 
� ���	�����
�

6ab7x � �
x

(
ax � �

x
bx !

bx � �
x

�"*�

��
 x� / ������	

l�ab� ( l�a� ! l�b� � l�a� �a� b � ��� �"H�

	3 �3 2��$�
� l � ������	��&��3 �� 	��� $�,��� ���� ������
� ��� ��
�
�
���	 �
�� � ����
 	��$�3 # ���	���	
% ������
� � ��� ��
�
���	 �
��
� ����
 	��$�% �  	� 	��$� 
 ��	� e3

@����� ��,�� ���
��
	� l�a�3 N�'��
2�
��� �")� �� �������
� e ����
�	��	�	���&
� ��'��
2�� �������	�� ������
����� 
 �1�������	��



��	 ���������

����� �ln��% �������� � ( ln a�l�a�% �	$���

l�a� ( ln a� �9/�

�B  	�
 	��$
 ����
� ������	�� �"H� �	����
	�� ���������� ����	���%
�� � ����� $��	�$�	� �9/� ��'
���$
 ������	 �� �"H��3 @�$
� �1�����%
�$����	�����

lim
x��

ax � �
x

( ln a� �9��

L� ��$����
  	� ��
 a � �% �� ��'$� �
��	�% �	�  	� ����� 
 ��
 / � a �
� �3

B������ 	����� � �"0� ������ ���������
D ex� � ( t3 C����
� x� / 

t� /  $�
�����	��3 �� 	��� �"0� ��,�� �����
��	� � �
��

lim
x��

t

ln6� 8 t7
( ��

�	$���

lim
t��

ln�� ! t���t ( �


% �������	�����%

lim
t��

�� ! t���t ( e� �9"�

	3 �3 �� �����
�
 �	���
 ������	�����
 ������3
C���	�� ������$��	�% �	� ���  $������	� ax �a � /� �������	�� 
�

�	�����	��
 ex �$�
�
�'��%

ax ( ex lna� �99�

	3 �3 ��1�� �������
� e ��,�� ������	�
��	� $�$ 2��$�
� ����	�1� 
��
�����
�% �� �,� �� �'���% � ��'��
2��� �
���3 O�����	�����% �	�  	���
	�,� ��,�� ��
��	� '����	�
���$

 �����% �� � �����
������ '�����
	�

 N�1�����$�'� ��	$��	�
 
� � "/�6 '���6 ������'� ��$��3

A	��	
� �&�% �	� ������	�� �9�� ��,�� �����
��	� � �
��

lim
x��

ekx� �
x

( k� �9:�

�����'
���� �:�3

��  !"�������� � ����
��#��� �
�#��#��

4
	�	��� �,� ���� '��1�$�� �����'
� ��,�� ����� ������	������
�
 ��������
3 -�	 �
 ����� �����
 ����
= ������ �����% ��
�	�
	�����%
��	�% ��� 1��� ��	�������� G�'����� E������
 ��00)8�):*� 
 ������ ���
��� � ��	���	
$� ����� 7
���� ��)/)8�)*9�3 C�	�����
���	�� ��� ������
�	���

eix ( cosx! i sinx� �9.�



	
� ��
���������� ������� ��


$�	���� 2�������� ���,�� ������	�
��	��� $�$ ������
����  $�������
	� eix3 7	� ���������
� �$������	�� � �����
 �	����
 ��	
�
��������

 �������1������3 +�
�	�
	�����% ������	�
�% ��
�
��� �9.�% �����
,��
�

eix � �
x

(
cos x� �

x
! i

sin x
x

( �x

�

�
sin x

�
x
�

��

! i
sin x
x

� �90�

C�	������ x $ ���� 
 
�������� �����
 ������	�����
 ������% ��������

lim
x��

eix � �
x

( i� �9)�

O������ ����� x �� kx � ��1�� ��&��	������ k �( /% ��������

lim
x��

eikx� �
x

( ik� �9*�

P�����	�� �9:� �$������� ������ �� 	���$� ��� ��&��	�����6% �� 
 ���
��
��6 ������

 k M

>�	��	������ ��������
�� 
���,����'� 6��� ����
 �����	�� �������
	���
�  $������	� ez � ��1�� $�����$���� z ( x ! iy3 7$�	�����
���
	������ ���,��
�

ex��x� ( ex�ex� �9H�

�� ������	�
������ �
	���
�% �� ���,�� ��
��	� �� ������
���#% �	�

ez ( ex�iy ( ex�cosx! i sin y�� �:/�

������  	�'� 	������ ���,��
� ��,�	 1�	� ��$����� ��� ��1�6 $���
���$���6 ��$���	���
3 @�� �����% ���
�6��
	 �1;��
���
� ���6 ���&��
�	�����6� 	����� ���,��
�D ���  $������	� 
 ��� 	�
'�����	�
���$
6
2��$�

3� G 	����� �� ���,�� �����
	� ��1�% ��6�����	�� �
 ������	��
�"0� � $�����$���
 ����$��	
% 	3 �3 ����� �
% �	�

lim
z��

ez � �
z

( �=

�A��������
� ������� � $�����$���� ����
�� 2�������� 	�$�� ,�% $�$ �
��&��	�������3 A	��	 �	����
	����% ��� ��$���	����	�� ��,�� 
������
����	� �1� ������	�����6 �������3 L� ������	������ �
	�	��� �����	�
 	� �� ���6 ��	���63

#  	�� ���$	� �� ����	��� ������
 $ ������� ����� ���$���$
6 ��,�
��6 ��	���	
���$
6 	���

D $�����$���'� ����
��% ����$�
����
 '���
��	�

% 	���

 '���� 
 	3 �3% ��  	� �,�% $�$ '����
	��% another story
����'�� 
�	��
��3



��� ������	
 �����������
��

������

������ ������	�
�� �
� �����������

�������� 	�
��������

I should say it meant something simple

and obvious� but then I am no philosopher�
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 �� ������ ���.� K� ,�� ��
�� f ����� deg f
�����
�� 
��
��
����� � ����
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Z���7>>�9������� � ����9�-
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y =
�
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��� �n�n = 5, �n�m = 7 ��
 n �= m" F�.����, ���
 ����	���� �����
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