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1 Вектора и матрицы
Матрицы и их свойства

Вектор: [ ]Т1 2, , ,v nv v v= 

Матрица: 11 12 1

21 22 2

1 2

A

m

m

n n nm

a a a
a a a

a a a

 
 
 =
 
 
 





   



Квадратная матрица:
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Верхняя и нижняя треугольная матрицы:
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Обратная матрица: 1 1AA A A I− −= =

Невырожденная (неособенная, обратимая) 
матрица — это матрица, для которой

существует обратная матрица.

Критерии невырожденности:
1. строки и столбцы — линейно независимы;
2. ранг матрицы равен ее размерности;
3. определитель матрицы не равен нулю.

Транспонированная матрица: TA Aij ji=

Симметричная матрица: TA A=

Кососимметричная матрица: TA A= −

Сопряженно-транспонированная матрица:
* TU U=



2 Вектора и матрицы
Матрицы и их свойства

Эрмитова матрица:

Пример:
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Унитарная матрица:

Нормальная матрица: * *

T T

UU U U
AA A A

=

=

Свойства нормальной матрицы:
1. диагонализируема через унитарные матрицы, 

т.е. представима в виде:

2. нормальная матрица с действительными 
собственными значениями — эрмитова матрица.

A UDV=

* TA A A= =

* *UU U U I= =

Ортогональная матрица: T T

T 1

AA A A I
A A−

= =

=

Унитарная матрица содержит комплексные 
числа, а ортогональная — нет

Разреженная матрица — это матрица, которая 
преимущественно состоит из нулевых значений 

(сколько точно — зависит от задачи)



3 Вектора и матрицы
Матрицы и их свойства

Минор — это определитель квадратной матрицы, 
составленной из элементов этой матрицы с 

номерами строк и столбцов от 1 до 𝑘𝑘 включительно

Пример: 1 2 3
det 4 1 6 104

7 8 1
M

 
 = = 
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Главный минор — это минор матрицы 𝐀𝐀 для 
которого совпадает выбранные номера строк и 

столбцов

Угловой минор — это минор матрицы 𝐀𝐀 состоящий 
из первых 𝑘𝑘 столбцов матрицы 𝐀𝐀.

Базисный минор — это ненулевой минор матрицы 𝐀𝐀 
максимального порядка

Ранг матрица — скалярное значение 
соответствующее порядке базисного минора

Линейная независимость — свойство системы 
векторов при котором уравнение

имеет тривиальное решение только при
1 1 2 2 0v v vn nα α α+ + + =

1 2 0nα α α= = = =



4 Вектора и матрицы
Матрицы и их свойства

Дополнительный минор — это определитель 
матрицы 𝐀𝐀, составленный из элементов матрицы 𝐀𝐀 

путем удаления 𝑖𝑖 и 𝑗𝑗 строк

Пример:

23
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  = × × × = = − = −    ×  

Алгебраическое дополнение — это скалярное 
значение определяемое следующим образом:

( 1)i j
ij ijA M+= −

Присоединенная матрица:
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Используется при вычислении обратной матрица:

-1 1= adj
det

A C
A



5 Вектора и матрицы
Матричные операции

Матричная экспонента: Метод Денмана—Биверса:
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Свойства матричной экспоненты:
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Вавилонский метод:
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В Вавилонском методе обратная матрица 
вычисляется только один раз на каждом шаге, но 
устойчивость и сходимость хуже, чем у метода 

Денмана—Биверса

Квадратный корень из матрицы — это матрица, 
произведение которой на саму себя дает исходную, 

т.е.: 𝐁𝐁𝐁𝐁 = 𝐀𝐀

Методы получения:
1. через матричное разложение:

2. метод Денмана—Биверса;
3. Вавилонский метод.

1A V DV−=



6 Вектора и матрицы
Собственные вектора и собственные значения

Через решение матричного уравнения:

( )A I vλ− =

Вычисление собственных значений:Собственный вектор 𝐯𝐯 и соответствующее ему 
значение 𝜆𝜆 удовлетворяют следующему матричному 

уравнению

Av vλ=

Сингулярные значения 𝜎𝜎 удовлетворяет следующему 
матричному уравнению, где вектора 𝐮𝐮 и 𝐯𝐯

единичной длины

Av uσ=

Через спектральное разложение:
*A VΛU=

Аналитические решения есть только для 
небольших матриц, а численные подходы не 

универсальны

Нет универсального численного метода. Можно 
использовать другие виды разложений



7 Вектора и матрицы
Определенность матриц

Положительно определенная матрица — это 
эрмитова матрица, которая удовлетворяет любому 

из следующих условий

Условия положительной определенности:
1.

2.

3. Определители всех угловых миноров 
положительны — Критерий Сильвестра

* 0z Az >

( ) 0Aiλ >

Существуют и другие критерии

Положительно полуопределенная — это эрмитова 
матрица, которая удовлетворяет тем же условиям, 

но со знаком «≥»

Отрицательно определенная — это эрмитова 
матрица, которая удовлетворяет тем же условиям, 

но со знаком «<»

Отрицательно полуопределенная — это эрмитова 
матрица, которая удовлетворяет тем же условиям, 

но со знаком «≤»

Обозначения:
1. Положительно определенная: 𝐀𝐀 ≻ 0 
2. Положительно полуопределенная: 𝐀𝐀 ≽ 0 
3. Отрицательно определенная: 𝐀𝐀 ≺ 0 
4. Отрицательно полуопределенная: 𝐀𝐀 ≼ 0 



8 Вектора и матрицы
Норма матрицы

Норма матрица — это скалярное значение, 
характеризующее меру объема матрицы (насколько 

большое в ней значения)

Операторная норма:
1. Максимальная сумма значений в столбцах:

2. Максимальная сумма значений в строках:

3. Спектральная норма:
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