
A.P HEMMAH и П.Л.КАЛАНТАРОВ 

ГОСЭНЕРГОИЗАДАТ 





Л. Р. НЕЙМАН и П. Л. КАЛАНТАРОВ 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

ЭЛЕКТРОТЕХНИКИ 

В ТРЕХ ЧАСТЯХ 

Издание пятое, переработанное 

* 

Часть третья 

Я: 

ГОСУ ДАРСТВЕННОЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 

МОСКВА 1959 ЛЕНИНГРЛД



Л. Р. НЕЙМАН 

ТЕОРИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 

ПОЛЯ 

Допущено. Министерством высшего образования СССР 
в качестве учебника для электротехнических и энергетических 

вузов и факультетов 

ГОСУ ДАРСТВЕННОЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 

МОСКВА 1959 ЛЕНИНГРАД



99-5-2 

Kype «Теоретические основы электротехники» 
Л. Р. Неймана и П Л Калантарова предназначен 
для студентов всех энергетических и электротехни- 
ческих высших учебных заведений и факультетов. 
Содержание курса соответствует программе Мили- 
стерства высшего образования СССР по одноименной 
дисциплине Курс состоит из трех частей части 
первой — «Физические основы электротехники и тео- 
pus цепей постоянного тока», написанной J] Р Ней- 
маном, за исключением главы о расчете линейных 
цепей постоянного тока, написанной П УТ Калан- 
таровым и дополненной Л. Р. Нейманом, части 
второй — «Теория цепей переменного тока», напи- 
санной П. Л Калантаровым и переработанной 
и дополненной Л Р. Нейманом, и части третьей — 
«Теория электромагнитного поля», написанной 
Л. Р. Нейманом. 

Третья часть посвящена изучению электромаг- 
нитных полей и методов их расчета, а также 
связанных с ними методов расчета емкостей, индук- 
тивностей, сопротивлений и других параметров 
электротехнических устройств. 

Нейман Леонид Робертович и Калантаров Павел Лазаревич 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ЭЛЕКТРОТЕХНИКИ 

Часть третья 

Редакторы И. А. Зайцев, М. С. Кияницына 

Технический редактор E. М. Соболева 

Сдано в производство 13/1 1959 г. Подписано к печати 4/VI 1959г. М-04390. 
Печ. л. 14,5. Уч.-изд. л. 13,7 Бум. a. 7,25. Формат 60Х921/1в. 

Тираж 75 000 (1—25 000). Заказ 429. Цена 5 р. 80 к. 

Типография № 6 УПП Ленсовнархоза. Ленинград, ул. Моисеенко, 10 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Стр. 
Глава первая 

Электромагнитное поле и характеризующие его уравнения 

$ 1. Связь между электрическими и магнитными явлениями. Электро- 
магнитное поле .. „еее еее в 9 

$ 2. Относительность составляющих электромагнитного поля... . 15 
$ 3. Уравнения Максвелла в дифференциальной форме. ....... 17 
$ 4. Теорема Гаусса и постулат Максвелла в дифференциальной форме 20 
$ 5. Выражение в дифференциальной форме принципов непрерывности 

магнитного потока и непрерывности электрического тока. .... 24 
$ 6. Теорема Остроградского. Теорема Стокса. „еее. 95 
$ 7. Полная система уравнений электромагнитного поля. ...... 27 
$ 8. Электростатическое поле и поле постоянных токов как частные 

случаи электромагнитного поля... © © we te ew we we 31 

Глава вторая 

Электростатическое поле 

$ 9. Безвихревой характер электростатичес кого поля. Градиент электри- 
ческого потенциала „еее еее еее еее 32 

$ 10. Убывание потенциала и напряженности поля на больших расстоя- 
ниях от системы заряженных тел... ее еее te 35 

$ 11. Определение потенциала по заданному распределению зарядов. . 39 
$ 12. Уравнения Пуассона и Лапласа. . еее еее 41 
$ 13. Граничные условия на поверхности проводников. ....... 42 
$ 14. Граничные условия на поверхности раздела двух диэлектриков. . — 
$ 15. Основная задача электростатики. „еее 45 
$ 16. Плоскопараллельное поле „еее. 47 
$ 17. Применение функций комплексного переменного. ....... 50 
$ 18. Поле уединенного провода кругового сечения ......... 52 
$ 19. Поле двух плоскостей, сходящихся под углом... ee ew ee 54 
§ 20. Поле двухпроводной линии передачи. .„......-.... 55 
§ 21. Поле параллельных несоосных цилиндров. +... ..... 59 
§ 22. Поле у края плоского конденсатора... ee ee wee 60 
5 23. Графяческий метод построения картины плоскопараллельного поля 63 
$ 24. Графический метод построения картины поля тел вращения. .. 64 
$ 25. Графический метод построения картины поля в случае неоднород- 

ной изолирующей среды. . еее еее еее — 
$ 26. Тело из диэлектрика во внешнем электростатическом поле. ... 65 
$ 27. Диэлектрический шар во внешнем однородном поле. ...... 66 
$ 28. Проводящее тело во внешнем электростатическом поле. Электро- 

статическое экранирование .. se ee ee ew we we ww ew 69 
29. Металлический шар BO внешнем однородном поле........ 71 

$30. Метод зеркальных изображений. «2 ye ee ee eh we не ~



Оглавление 
>
 

= 
2
5
 < 

сл
 

сл
 

сл
 

сл
 

мл
 
n
o
 
&
 

O
O
 

G
U
L
L
»
 

O
V
O
 

U
G
H
N
D
?
 

D
A
R
 

DL
 

Глава третья 

Расчет электрической емкости 

Емкость между круговыми цилиндрами. Емкость двухпроводной 
линии передачи . еее еее еее 
Потенциальные коэффициенты, коэффициенты электростатической 
индукции и частичные емкости в системе тел... ....... 

. Потенциальные коэффициенты в системе параллельных весьма длин- 
ных проводов . . еее еее еее 
Емкость двухпроводной линии с учетом влияния земли. .... 
Емкость трехфазной линии передачи. ......... . 
Метод средних потенциалов для расчета потенциальных коэффи- 
циентов и емкостей в системе проводов. „о. 
Вычисление емкости по картине поля. « 6 6 6 ew ee ee ew 

Глава четвертая 

Электрическое поле постоянных токов 

Уравнения электромагнитного поля постоянных токов... .. 

. Электрическое поле в диэлектрике, окружающем проводники 

с постоянными токами. ........... . 

. Электрическое поле и поле вектора плотности тока в проводящей 

среде „еее еее еее еее ee 
Граничные условия на поверхности раздела двух проводящих сред 

. Аналогия электрического поля в проводящей среде с электроста- 
тическим полем e ° e e e ® ® e ° ° e se О e se e e e 

Ток утечки в кабеле и сопротивление изоляции кабеля . .... 
. Сопротивление заземления... еее еее 

Глава пятая 

Магнитное поле постоянных токов 

. Вихревой характер магнитного поля токов. Скалярный потенциал 
магнитного поля в области вне токов. „ее. © eo ew we о. 

. Векторный потенциал магнитного поля TOKOB. . - + «ss . о. 
Выражение магнитного потока через векторный потенциал... 

. Общая задача расчета магнитного поля постоянных токов... . 

. Плоскопараллельное поле... еее 
Применение функций комплексного переменного. ........ 
Поле линейных проводов. Принцип соответствия плоскопараллель- 
ных электрических и магнитных полей... .. 
Прямолинейный провод с током во внешнем однородном поле. . 
Поле проводов, имеющих конечное сечение произвольной формы. 
Поле проводов кругового сечения. « ee ee ee еее. 
Поле двухпроводной линии передачи. . ew ew ee we . 
Граничные условия на поверхности раздела двух сред с различ- 
ными магнитными проницаемостями . „еее еее 
Поле токов вблизи плоских поверхностей ферромагнитных тел. 
Метод зеркальных изображений .. еее еее еее. 
Графический метод построения картины поля. ......... 

. Пространственная задача. Поле кругового контура с током... 

. Выражёние скалярного потенциала через телесный угол, под 
которым виден контур тока. .. . еее 
Магнитное поле контура произвольной формы на большом расстоя- 
нии от кентура. о 6 6 a ee be be hE ew 

Стр. 

104 
106 
109 
110 

113 

115 
116 
117 
118 
120 
121 
193 
127 
129 
13}



Оглавление 

S
O
O
N
D
 

C
O
X
 
2
7
°
 

75
° 

75
67

] 

=
 

N
B
D
A
A
D
 

m
 

№ 
юг 

Тело во внешнем магнитном поле. Аналогия с электростатической 
задачей... еее еее еее еее вв 
Шар и эллипсоид вращения во внешнем однородном поле. ... 
Коэффициенты размагничивания . еее еее еее. 

. Магнитное экранирование... еее 

Глава шестая 

Расчет индуктивностей 

Общие выражения для взаимной и собственной индуктивностей. . 
Взаимная индуктивность двух круговых контуров. ...... 

. Индуктивность кругового KOHTypa. . . ~~. 6 ee ee ew wens 
Метод участков . ° ® ® ® e e e ® e e ® ® cy e e ® e e e e e e e 

Индуктивности контуров, составленных из прямолинейных от- 
резков e e e e e e e e e e s e e e e e e e e e e e e ® ® e e e 

Индуктивность прямоугольной PaMKH. . ~~. 2-2 ee ee we 
Взаимная индуктивность между двумя двухпроводными линиями. 
Индуктивность двухпроводной линии. «© «+ 2 0 6 ew we ee 
Индуктивность трехфазной линии. -« 2 6 oe ww we we we 

Глава седьмая 

Переменное электромагнитное поле в диэлектрике 

Плоская электромагнитная волна в диэлектрике. Скорость распро- 
странения электромагнитной волны. . еее еее. . 

. Вектор Пойнтинга ... еее 
Поток электромагнитной энергии... .. . 
Излучение электромагнитных волн антенной. Опыты Г. Герца. 
Работы П. Н. Лебедева. Изобретение радно А. С. Поповым. . 

. Электродинамические векторный и скалярный потенциалы элек- 
тромагнитного поля . . еее не 

. Электрический диполь с переменными зарядами. ....... 
. Электромагнитное поле на расстояниях от диполя, малых по 
сравнению с длиной волны . еее еее еее. 

. Электромагнитное поле на расстояниях от диполя, значительно 
превышающих длину волны. „еее еее 
ощность и сопротивление излучения диполя и антенны. ... 

Передача электромагнитной энергии вдоль проводов линии. .. 
. Передача электромагнитной энергии по внутренней полости ме- 
таллических труб . . еее еее 

. Волноводы . съ. еее ооо 

Глава восьмая 

Переменное электромагнитное поле в проводящей среде 

Плоская электромагнитная волна в проводящей среде. ..... 
. Длина волны и затухание волны. «© - « 2 2 2 © oe ww ww 
Явление поверхностного эффекта. . 2. 1 6 eo ew we ew we ww 
Активное и внутреннее индуктивное сопротивления проводов. . 

. Сопротивление провода при резком проявлении поверхностного 
эффекта „еее еее еее еее еее 
Поверхностный эффект в массивных проводах из ферромагнитного 
материала . bob ow 6b 8 be eee о водо бо во вов 

136 
141 
142 
143 

145 
147 

148 
149 

152 
157 
160 

164 

169 
175 

178 

179 
181 

184 
185 

194 
197 
198 
199 

203 

„09



8 Оглавление 

Стр. 

$ 93. О комплексных магнитной и диэлектрической проницаемостях. . 207 
$ 94. Неравномерное распределение переменного магнитного потока 

в плоском листе. . еее 209 
$ 95. Неравномерное распределение тока в цилиндрическом проводе 

кругового сечения .. еее еее еее не 212 
$ 96. Активное и внутреннее индуктивное сопротивления цилиндри- 

ческих проводов кругового сечения. „еее... . 217 
$ 97. Эффект близости. Поверхностная закалка индукционным методом 220 
$ 98. Электромагнитное экранирование. . . . . ee ee ee ew ee 221 
$ 99. Экспериментальное исследование и моделирование электрических 

и магнитных полей. . еее еее еее 222 
$ 100. О параметрах электрических и магнитных цепей. ....... 228 

Алфавитный указатель еее еее еее еее еее £32 



ГЛАВА ПЕРВАЯ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ И ХАРАКТЕРИЗУЮЩИЕ 

ЕГО УРАВНЕНИЯ 

$ 1. Связь между электрическими и магнитными явлениями. 
Электромагнитное поле 

В первой части курса было уделено большое внимание тесной 
связи между электрическими и магнитными явлениями. По суще- 
ству всякое электрическое или магнитное явление, рассматри- 
ваемое в целом, всегда оказывается электромагнитным. 

Электромагнитное поле является особым видом материи. 
Всякая электрически заряженная частица окружена электро- 
магнитным полем, составляющим с ней единое целое. Но электро- 
магнитное поле может существовать и в свободном, отделен- 
ном от заряженных частиц состоянии в виде движущихся со 
скоростью, близкой к 3-10* м/сек, фотонов или вообще в виде 
излученного движущегося с этой скоростью электромагнитного 
поля (электромагнитных волн). 

Электромагнитное поле характеризуется непрерывным рас- 
пределением в пространстве и вместе с тем оно обнаруживает 
дискретную структуру в виде квантов излученного электро- 
магнитного поля, например фотонов. 

Электромагнитное поле является носителем определенного 
количества энергии, которая способна преобразовываться в дру- 
гие виды энергии — химическую, тепловую, энергию механи- 
чзского движения и т. п. 

Именно весьма широкие возможности осуществления таких 
преобразований, а также возможность передачи энергии электро- 
магнитным полем на большие расстояния и привели к современ- 
ному высокому развитию электротехники. 

Электромагнитное поле, являясь носителем определенного 
количества энергии, обладает также и определенной соответ- 
ствующей этой энергии массой, которая может быть определена 
из общей связи W = mc? между полной энергией W и полной 
массой т, причем с есть скорость света в пустоте. Однако плотность 
массы в используемых обычно электромагнитных полях весьма 
мала. Пусть магнитная индукция равна | вб/м* и напряженность



10 Электромагнитное поле и характеризующие его уравнения [Гл. 1 

электрического поля равна 108 в/м = 108 в/см. Последнее может 
быть достигнуто только при весьма высоком вакууме. При этих 
условиях объемная плотность энергии электромагнитного поля, 
равная сумме объемных плотностей энергии электрического и маг- 
нитного полей, имеет значение: 

1018 ] 

= 2т.910т + Dam =" =4%42.10? dow je! и Bw 
V 2 245 

Соответственно, объемная плотность массы электромагнитного 
поля при этом имеет значение: 

т _ W’ _ 4,42.108 
Vv = 2 = (3-108)2 = 4,91. 10712 ке/МЗ, 

т. е. представляет собой весьма малую величину. 
Наличие массы поля имеет принципиальное значение. В част- 

ности, располагая значением массы поля, весьма легко под- 
считать давление света на поверхность тела, на которую он 
падает. Давление света было экспериментально установлено 
и количественно измерено в блестящих опытах П. Н Лебедева, 
подтвердивших выводы теории электромагнитного поля. | 

Ничтожная плотность массы используемых на практике элек- 
тромагнитных полей дает основание обычно не интересоваться этой 
характеристикой поля и обращать внимание в основном на 
энергетическую сторону рассматриваемых явлений. Электро- 
магнитное поле наряду с вышеперечисленными свойствами харак- 
теризуется особыми электромагнитными свойствами, не рассма- 
триваемыми в механике, а именно, способностью оказывать сило- 
вое воздействие на заряженные частицы. Это воздействие зависит 
от скорости заряженных частиц. 

Итак, электромагнитное поле представляет собой особый 
вид материи, характеризующейся отмеченными выше свой- 
ствами. Электрическое же и магнитное поля являются лишь двумя 
сторонами всегда единого электромагнитного поля. Здесь весьма 
важно обратить внимание на то, что деление объективно суще- 
ствующего независимого от наших наблюдений электромагнит- 
HOrO поля на две его составляющие — поле электрическое и поле 
магнитное — является относительным, т. е. зависит от условий, 
при которых производится наблюдение электромагнитного поля 
с помощью тех или иных устройств. 

Так, в случае покоящихся по отношению к нам электрически 
заряженных тел в окружающем эти тела пространстве мы обна- 
руживаем с помощью неподвижного пробного заряженного тела 
электрическое поле, но не обнаруживаем с помощью неподвиж- 
ной магнитной стрелки магнитного поля. Пробное заряженное 
тело испытывает в каждой точке этого пространства определенную 
механическую силу, магнитная же стрелка не стремится ориенти- 
роваться каким-либо определенным образом Однако, если в то же
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время другой наблюдатель будет двигаться вместе с магнитной 
стрелкой по отношению к заряженным телам, то он обнаружит 
около этих тел также и магнитное поле. Действительно, движение 
заряженных тел относительно него и относительно прибора, с по- 
мощью которого он определяет магнитное поле, представляет 
собой электрический ток переноса, а всякий электрический ток 
связан с магнитным полем. 

То же самое можно сказать и в отношении случая, когда мы 
обнаруживаем в некоторой области пространства одно магнитное 
поле. Так, мы наблюдаем только магнитное поле в пространстве, 
окружающем покоящиеся по отношению к нам постоянные маг- 
ниты. Неподвижная магнитная стрелка в каждой точке этого 
пространства стремится ориентироваться определенным образом, 
но неподвижное пробнсе заряженное тело не испытывает в этом 
пространстве. никаких сил. Однако в то же время наблюдатель, 
движущийся вместе с пробным электрически заряженным телом 
относительно магнитов, обнаружит и электрическое поле. Он объ- 
ACHHT это TEM, что магнитное поле изменяется во времени вследствие 
движения относительно него магнитов, а всякое изменяющееся 
магнитное поле вызывает в том же пространстве индуктированное 
электрическое поле. 

Все это подчеркивает высказанное выше основное поло- 
жение, что объективно существует всегда единое электромаг- 
нитное поле, не зависящее от условий наблюдения, но что 
деление его на составляющие связано с условиями опыта. 

Здесь полезно отметить, что и в тех случаях, когда мы заклю- 
чаем, что в некоторой области пространства обнаруживается 
только электрическая или только магнитная сторона явления, 
такое заключение относится лишь к макроскопическому рассмо- 
трению явления. Действительно, если мы углубимся в физическую 
картину тех процессов, с которыми связано электрическое поле 
покоящихся заряженных тел и которые совершаются в заряжен- 
ных телах у их поверхности, то мы сейчас же обнаружим и маг- 
нитную сторону явлепия. Согласно нашим представлениям общий 
заряд тела образуется совокупностью зарядов элементарных заря- 
женных частиц, находящихся в постоянном движении. Следова- 
тельно, в заряженном теле существуют элементарные электри- 
ческие токи, окруженные не только электрическим, но и магнит- 
ным полем, и только вследствие того, что эти элементарные токи 
имеют разнообразные направления, их магнитные поля почти 
полностью взаимно компенсируются уже на небольших расстоя- 
ниях от заряженных тел. Таким образом, явление, рассматриваемое 
в целом, и в этом случае оказывается электромагнитным. 

Точно так же в случае покоящихся постоянных магнитов их 
магнитное поле связано с элементарными электрическими токами, 
существующими в веществе магнита, а следовательно, и в этом 
случае явление в целом также оказывается электромагнитным,
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Возможность осуществить такие условия, при которых в не- 
которой области пространства обнаруживается одна сторона 
электромагнитного процесса, позволяет провести раздельно изу- 
чение ряда основных соотношений, характеризующих электри- 
ческое поле, и соотношений, характеризующих магнитное поле. 
Основанием тому служит и то обстоятельство, что при рассмо- 
грении многих практических задач нас интересует только одно 
из полей. Так, например, при исследовании вращающего момента 
электрической машины мы принимаем во внимание только одно 
магнитное поле, существующее в машине. При решении же вопроса 
об электрической прочности изоляции в той же машине нас инте- 
ресует только электрическое поле. Однако уже в первой части 
курса было неоднократно подчеркнуто наличие связи между 
электрическими и магнитными явлениями, и, по сути дела, пол- 
ностью были установлены как физическая природа этой связи, 
так и определяющие ее количественные соотношения. 

Из всего ‚рассмотренного в первой части курса вытекает, что 
всякий электрический ток обязательно сопровождается магнит- 
ным полем, и наоборот, магнитное поле неизбежно связано с элек- 
трическим током. Принято различать три вида электрического 
тока: ток проводимости, плотность которого пропорциональна 
напряженности электрического поля, ток смещения, плотность 
которого пропорциональна скорости изменения напряженности 
электрического поля, и ток переноса, плотность которого опре- 
деляется скоростью движущихся свободных электрически заря- 
женных частиц или тел, зависящей от электрического напряжения 
вдоль пути, пройденного этими частицами или телами. Однако 
физически следует различать лишь два вида электрического тока, 
характеризующихся иными признаками. Первый вид тока пред- 
ставляет собой движение элементарных частиц, обладающих 
электрическим зарядом. Сюда относятся ток переноса, ток про- 
водимости и часть тока смещения, обязанная изменению электри- 
ческой поляризованности вещества. Второй вид тока, который не 
может быть представлен как движение известных нам заряжеп- 
ных элементарных частиц, есть ток электрического смещения 
в пустоте. 

В пространстве, окружающем движущиеся заряженные ча- 
стицы, существует как электрическое поле, так и магнитное поле. 
Эти поля определяют собой две стороны единого электромагнит- 
Horo ПОЛЯ. 

Токи электрического смещения в пустоте возникают при изме- 
нении электрического поля во времени и также окружены магнит- 
ным полем. Следовательно, при всяком изменении электрического 
поля во времени возникает в том же пространстве связанное с ним 
поле магнитное. Оба эти поля определяют и в этом случае единое 
электромагнитное поле.
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Связь между электрическим током и напряженностью магнит- 
ного поля устанавливается законом полного тока: 

pH dl =i, 

гласящим, что линейный интеграл напряженности магнитного 
поля по любому замкнутому контуру равен полному току сквозь 
поверхность, ограниченную этим контуром. 

Уравнение выражающее закон полного тока, понимаемое 
в указанном выше обобщенном смысле, когда в правой его части 
содержатся все виды токов, в том числе и ток смещения в пустоте, 
дано Максвеллом. Его называют первым иравнением Максвелла. 
Посредством этого уравнения устанавливается одна из важнейших 
связей между электрической и магнитной сторонами электро- 
магнитных явлений, а именно, оно определяет магнитное поле, 
возникающее при движении заряженных частиц и при изменении 
электрического поля. 

Вторая связь определяет электрическое поле, возникающее 
при изменении во времени магнитного поля. Она открыта Фарадеем 
и сформулирована им в виде закона электромагнитной индукции. 
Максвеллу принадлежит заслуга обобщения этого закона на 
случай любой среды. Согласно максвелловой формулировке 
закона электромагнитной индукции, электродвижущая сила, 
возникающая в контуре при изменении магнитного потока сквозь 
поверхность, ограниченную контуром, равна взятой со знаком 
минус скорости изменения этого потока. Сущность обобщения 
Максвелла заключается в том, что контур, в котором возникает 
э. д. с., может быть представлен расположенным в любой среде. 
В частности, это может быть лишь мысленный контур, находя- 
щийся целиком в пустоте. 

Возникновение 9. д. с. в таком контуре при изменении магнит- 
ного поля есть результат появления индуктированного электри- 
ческого поля. При этом электродвижущая сила, действующая 
вдоль контура, равна линейному интегралу напряженности элек- 
трического поля, взятому вдоль этого контура. Таким образом, 
бобщенная максвеллова формулировка закона электромагнит- 
ой индукции представляется в виде: 

фЕЯ = — 9. 

Это уравнение называют вторым иравнением Максвглла. Сущ- 
ность явления электромагнитной индукции заключается в том, 
что при всяком изменении магнитного поля во времени возникает 
в том же пространстве связанное с ним поле электрическое. 

Приведенные два уравнения являются основными уравнениями 
электромагнитного поля, представленными в интегральной 
форме.
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Изучение электромагнитного поля и методов его расчета имеет 
весьма большое значение. 

В первых параграфах второй части курса, посвященной тео- 
рии цепей переменного тока, отмечалась сложность физических 
явлений в таких цепях. Было показано, что возможность построе- 
ния теории цепей основана на ряде научных абстракций, на пре- 
небрежении рядом явлений, которые гри определенных условиях 
можно считать второстепенными. Теория электрических и магнит- 
ных цепей оперирует с параметрами цепей, например с индуктив- 
ностью, емкостью, электрическим сопротивлением, магнитным 
сопротивлением и т. д., принимая значения этих параметров как 
данные. Однако для расчета параметров цепей необходимо знать 
электрические и магнитные поля, образующиеся на участках 
цепей при наличии в этих участках токов и напряжений. Изучение 
электромагнитных полей важно не только для расчета параметров 
цепей. Оно’необходимо, если мы желаем более полно рассмотреть 
картину электромагнитных явлений в том или ином устройстве, 
не ограничивая себя теми допущениями, на которых основана 
теория электрических и магнитных цепей. Ilo существу для полной 
характеристики электромагнитных явлений в любом устройстве 
необходимо знать пространственное распределение определяющих 
их физических величин — плотности тока, напряженности 
электрического поля, магнитной индукции и т, д., иих измене- 
ние во времени. []оэтому для глубокого изучения электро- 
магнитных явлений необходимо изучить характеризующие их 
ПОЛЯ. 

Далеко не всегда при анализе электромагнитных явлений могут 
быть введены и использованы самые понятия об электрической 
и магнитной цепях, хотя бы даже для получения приближенного 
решения. Существует много важных практических случаев, когда 
эти понятия теряют свой смысл и когда анализ электромагнит- 
ных явлений может быть произведен только путем детального 
изучения электромагнитного поля. В качестве одного из важней- 
ших примеров можно указать на вопрос об излучении и распро- 
странении электромагнитных волн. 

Теория электромагнитного поля в главных своих чертах 
была создана Максвеллом и изложена им в его труде «Трактат 
об электричестве и магнитизме», вышедшем в 1873 г. Следует 
отметить, что уже в 1833 г. русский академик Э. Х. Ленц сформу- 
лировал положения, устанавливающие общность электрических 
и магнитных явлений и их взаимную связь. Максвеллсва тео- 
рия электромагнитного поля была блестяще подтверждена опытами 
Г. Герца, исследованиями электромагнитной природы света 
П. Н. Лебедева и изобретением радио А. С. Поповым.
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Объективно существующее электромагнитное поле может BOC: 
приниматься различно в зависимости от условий наблюдения. 
Именно, две основных составляющих электромагнитного поля — 
поле электрическое и поле магнитное — будут различными в раз- 
личных движущихся друг относительно друга системах коорди- 
нат. Это в принципиальном отношении ясно уже из сказанного 
в предыдущем параграфе. Приведем некоторые соотношения, 
характеризующие это существенное положение. 

Представим себе, что в некоторой системе координат элек- 
тромагнитное поле характеризуется векторами Е’и В’и, соот- 

ветственно, векторами D’ = Е’и Н’= =: Пусть по отношению 

к этой системе координат движется со скоростью У частица 
с зарядом 4. Эта частица испытывает механическую силу (ч. 1): 

f = gE’ + g[v-B’]. 

При этом силу gE’ частица испытывает со стороны электриче- 
ского поля и силу givB’ ] — со стороны магнитного поля. 

Представим теперь, что другая система координат движется 
вместе с заряженной частицей по отношению к первой системе 
равномерно и прямолинейно со скоростью у. По отношению к этой 
второй системе координат заряженная частица неподвижна. 
Поэтому вся сила Ё в этой системе координат определяется как 
результат действия только электрического поля с напряжен- 
ностью Е”, которая находится из равенства: 

f = gE’. 

Сравнивая оба выражения для силы f, получаем: 
Е” — Е’ + [v-B’]. 

Отсюда мы видим, что напряженность электрического поля, 
количественно определяемая как отношение механической силы, 
действующей на неподвижное по отношению к данной системе 
координат точечное заряженное тело к заряду этого тела, оказы- 
вается различной в движущихся друг относительно друга систе- 
мах координат. 

Необходимо сделать оговорку, что полученное соотношение 
между Е’и Е’ справедливо при условии, что скорость UV много 
меньше скорости света с в пустоте и что движение совершается 
равномерно и прямолинейно. При v, близком к с, как это следует 
при более детальном рассмотрении, необходимо учесть еще допол- 
нительный член, который ничтожно мал, если V < с. 

Пусть в первой системе координат движется замкнутый про- 
водящий контур. Э. д. с., возникающая в контуре вследствие
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явления электромагнитной индукции, может быть представлена 
в виде: 

e= PE’ dl= GE’ di+[v-B dl, 

причем у — скорость элемента dl, или 

аФ дФ , 

у ОФ [2 

Составляющая фЕ ЧТ == —= представляет собой 3. д. C., 

которая индуктировалась бы переменным магнитным потоком 
в контуре, если бы контур был неподвижен в первой системе коор- 
динат. Составляющая > [v-B’ ldl обязана движению контура 
в этой системе координат (ч. I). 

Можно показать также, что и напряженность магнитного 
поля получается различной в движущихся друг относительно 
друга системах координат. Соотношение между значениями 
Н”и H’ B двух рассмотренных выше системах координат можно 
получить, обращаясь к следующему простому случаю. Пусть 
электромагнитное поле в первой системе координат создается 
движущейся в этой системе со скоростью у, уединенной частицей 
с зарядом 49. Вектор электрического смещения D’ при и «с 

Г ¥ равеп: О’ = тв, где г — расстояние от заряженной 

частицы до точки, в которой определяется О’; г — соответствую- 
щий радиус-вектор. 

Напряженность магнитного поля Н’, создаваемого в этой систе- 
ме координат движущейся заряженной частицей, имеет значе- 
ние (ч. I): 

, 919 sina р r , 

Hares W = [vege р] = Ме 

Во второй системе координат, движущейся по отношению 
к первой со скоростью У, заряженная частица д воспринимается 
как движущаяся со скоростью V2 = у, — у. Следовательно, она 
создает в этой системе при vz < с магнитное поле с напряжен- 
HOCTbIO: 

r и 9 , , , H’ = | vo: gor | = №0 | = [v,-D’]—[v-D’). 

Таким образом, получаем соотношение: 

Н” = H’ —[v-D’]. 

Это соотношение справедливо с теми же оговорками, которые 
были сделаны при рассмотрении соотношения между векторами 
E’ u E’.
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Все сказанное выше еще раз подтверждает то важное положе- 
ние, что физически мы можем говорить только об едином, суще- 
ствующем независимо от условий наблюдения электромагнит- 
ном поле. Деление же электромагнитного поля на его составляю- 
щие относительно. 

В дальнейшем мы будем рассматривать электромагнитное 
поле в неподвижных средах и, в частности, в неподвижных про- 
водниках. Соответственно во всех уравнениях будем вводить 
частные производные по времени. 

$ 3. Уравнения Максвелла в дифференциальной форме 

Исследуя электромагнитное поле, необходимо определять все 
величины, его характеризующие, в каждой точке пространства. 
Поэтому мы не можем удовлетвориться интегральной формой 
уравпений и должны представить их в дифференциальной форме. 

Выразим ‘в дифференциальной форме первое уравнение 
Максвелла. Согласно этому уравнению линейный интеграл нёпя- 
женности магнитного поля, взятый по замкнутому контуру, 
может рассматриваться как мера электрического тока, проходя- 
щего сквозь поверхность $, ограниченную этим контуром. Однако 
по величине этого интеграла нельзя судить о распределении тока 
по поверхности $. Чтобы решить этот вопрос, необходимо восполь- 
зоваться этим же уравнением в дифференциальной фэрме. Допу- 
стим, мы желаем выяснить, проходит ли ток сквозь малую позерх- 
ность As, на которой расположена точка A, и какова плстчость 
тока в этой точке (рис. 1). Линейный интеграл напря кенности 
магнитного поля, взятый вдоль малого контура, ограничиваю- 
mero поверхность As, равен малому току Ai, проходящему сквозь 

эту поверхность: ф Hdl = Af и может служить мерой тока АД. 
Величина Ai зависит от размеров поверхности As. Чтобы получить 
вполне определенную величину, разделим правую и левую части 
равепства на AS и найдем предел, к которому стремится отноше- 
ние, когда AS стремится к нулю, стягиваясь в точке А. Будем 
иметь: 

ф Hdl 

45 = 
As>v As >0QO 5 

Величина, стоящая в правой части равенства, представляет 
собой составляющую вектора плотности тока по направлению 
нормали к поверхности $5 в точке A: 

Величина, стоящая в левой части равенства, как известно 
из курса математики, представляет собой проекцию на направле-
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ние нормали к поверхности $ в точке А вектора, называемого 
вихрем или ротором вектора Н. Вихрь вектора Н обозначают 
rotH. Соответственно для его проекции имеем обозначение: 

pr Hdl 

rot, H = 6,. 

rot,H = lim 
As>0 

Стало быть, 

Если элемент поверхности расположить так, чтобы положи- 

тельная нормаль к нему совпадала с направлением вектора плот- 

aT; =rote 

Рис. 1. Рис. 2. 

Ai 
ности тока, TO предел отношения Ts получит наибольшее значение, 

равное плотности тока в точке A, причем направление положи- 
тельной нормали мы связываем правилом правого винта с направ- 
лением обхода контура. При таком расположении элемента 
поверхности в правой части равенства, написанного в векторной 
форме, будет стоять вектор плотности тока, а в левой — вектор 
rotH. Таким образом, в дифференциальной форме первое уравне- 
ние Максвелла представится в виде: 

го Н = 8. 

Напишем теперь в дифференциальной форме второе уравнение 
Максвелла. При этом, рассматривая поле в неподвижных средах, 
заменим полную производную по времени частной производной. 
Составим линейный интеграл напряженности электрического поля 
по малому контуру, ограничивающему малую поверхность As 
(рис. 2), разделим его на величину поверхности и найдем предел, 
к которому стремится полученное отношение. когда поверхность As 
стремится к нулю, стягиваясь в некоторой точке А поля. При этом 
мы получим проекцию на направление нормали к выбранному 
элементу поверхности в точке А вихря вектора Е: 

п sot. Е. 
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В правой части второго уравнения Максвелла мы должны 
поток АФ сквозь поверхность AS разделить на поверхность AS 
и найти предел, к которому стремится это отношение, когда As -> 0. 
При этом мы получим составляющую вектора магнитной индук- 
ции В в точке А, нормальную к выбранному элементу поверхности: 

A® d® 
lin —— = —— = B,,. 
As >0 As ds n 2 LA ok 

Таким образом, получаем: д 

Е OBn rol, B= — 5, 

Выберем положение элемента 
поверхности Так, чтобы нормаль 

OB 
к нему совпала с вектором и‘ 

Тогда в левой части равенства 
получим вихрь вектора Е. Будем /x 
иметь: д 

rotE = — - Puc 3 

Это уравнение и является вторым уравнением Максвелла, 
представленным в дифференциальной форме. 

Направление вектора -5; есть направление, к которому стре- 

мится направление приращения АВ вектора магнитной индукции, 
происходящего за промежуток времени Af, когда At -> 0. Если 
вектор В изменяется не только по величине, но и по направлению, 

В 3 
TO производная г не направлена по однои прямои с вектором В. 

Уравнения Максвелла, записанные в вышеприведенной век- 
торной форме, инвариантны в отношении системы координат.` 
Действительно, rotH и rotE полностью определяются вектором’ 
плотности тока и производной по времени от вектора магнитной. 
индукции в данной точке, которые, естественно, не зависят’ 
от выбора системы координат. В этом ценность записи уравнений’ 
Максвелла в такой форме. Однако выражения для составляющих 
вихря некоторого вектора А через составляющие самого вектора А 
получаются различными в разных системах координат. 

Выразим составляющие вектора rot А в декартовых коорди- 
натах. Рассмотрим бесконечно малый прямоугольный контур. 
абсаа (рис. 3) в плоскости, параллельной плоскости YOZ, и соста-. 
BHM сумму произведений Аа] по всем сторонам контура. 

Имеем: -- A,ydy вдоль стороны ab; 
+ (4 _ ae dy) 42 вдоль стороны bc; 4 

— (A y + the dz) dy вдоль стороны cd; 

— A,dz вдоль стороны da.
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При этом А,, (4,432 dy), (Ay + “2e dz) и A, — средние 

в пределах соответствующей стороны значения составляющих 
вектора А. Суммируя эти величины и деля сумму на площадку 
dydz, ограниченную контуром, находим: 

dA, dA, 
Oy 90: 

rot, A= 

Определяя аналогичным образом другие составляющие, полу- 
чаем: 

_ 0А, дА, . OA, ОА». _ ФА, ОА, 
rot, А = ay Ge? rotyA = —-— 3 *; rot,A= => — ay 

Последние два выражения легко получаются из первого цикли- 
ческой перестановкой букв х, у, 2. 

Таким образом, в декартовых координатах уравнения Макс- 
велла принимают вид: 

ан. _ OHy _'» . ЭН, _ ОН, _„. OHy  OHy _ 5 
ду дг ^_^ *’ Oz Ox — » 9х oy”? 

OE, _ дЕ, __—sGBy , OE, OE, ___—OBy . 
oy 02 — ot ° 02 Ox — ot’ 

dE, OE, _ ОВ; 
Ox oy ot 

$ 4. Теорема Гаусса и постулат Максвелла 
в дифференциальной форме 

Теорема Гаусса в применении к электрическому полю гласит: 
поток вектора напряженности электрического поля сквозь замкну- 
тую поверхность в однородной и изотропной среде равен отноше- 
нию электрического заряда, заключенного в объеме пространства, 
ограниченного этой поверхностью, к абсолютной диэлектрической 
проницаемости среды, т. е. 

фЕ4 = + e 
& 

Таким образом, интеграл напряженности электрического поля, 
распространенный по некоторой замкнутой поверхности $ (рис. 4), 
в случае однородной и изотропной среды может рассматриваться 
как мера электрического заряда, заключенного внутри этой 
поверхности. Однако по величине этого интеграла еще нельзя 
судить о распределении электрического заряда внутри объема, 
ограниченного замкнутой поверхностью. Для решения этого 
вопроса необходимо применить теорему Гаусса в дифференциаль- 
ной форме. Допустим, что мы желаем выяснить, находится ли
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электрический заряд в малом объеме АУ, заключающем в себе 
точку А, и какова объемная плотность электрического заряда 
в этой точке. 

Поток вектора Е сквозь малую поверхность, ограничивающую 
объем AV, рэвен деленному Ha е малому заряду Ag, заключенному 
внутри этой поверхности: 

фа = =". 

Разделим обе части уравнения на АУ и найдем предел, к кото- 
рому стремится отношение, когда AV -> 0. Имеем: 

ф Eds 

Выражение, стоящее в левой 
части уравнения, называется расхо- 
ждением или дивергенцией вектора Е 
и кратко обозначается divE. В пра- 
вой части мы получаем объемную 
плотность р электрического заряда 
в данной точке пространства, де- 
ленную на е. Таким образом, тео- 
рема Гаусса в дифференциальной 
форме принимает вид: 

divE=+ . 

< 

Рис. 4. 

Термин «расхождение» хорошо характеризует особенности 
поля в тех местах, где о ~ 0, и в тех местах, где р = 0. Положи- 
тельный заряд можно рассматривать как «источник» линий 
напряженности электрического поля, около него начинаются 
эти линии. Отрицательный заряд является как бы «стоком» (отри- 
цательным источником) линий, около него линии кончаются. 
Поэтому, если в некотором объеме АУ объемная плотность электри- 
ческого заряда не равна нулю, то через поверхпость, ограничи- 
вающую этот объем, линии напряженности электрического поля 
расходятся в окружающее пространство или сходятся из него 
(рис. 5, а, 6), что кратко выражается словами: расхождение век- 
тора Е не равно нулю. В области поля, где отсутствуют объемные 
заряды (р = 0), линии напряженности поля не начинаются и 
не кончаются; через любой элемент объема такого пространства 
линии напряженности поля только проходят (рис. 5, в), но не рас- 
ходятся OT него и не сходятся к нему. Мы говорим, что расхожде- 
ние вектора Е во всех точках такой области равно нулю: 
divE = 0. Поле в области, где divE = 0, называется соленоидаль- 
ным, от греческого слова со/^муё м’ — трубкообразный.
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Значение расхождения вектора не зависит от выбора системы 
координат, и соответственно последнее уравнение инвариантно 
в отношении системы координат. Однако выражения расхождения 
некоторого вектора А через его составляющие получаются раз- 
личными в разных системах координат. 

divE#O 

6) divE = 0 

— м 

A 
—— 
a lS 

p< p= 
Рис. 5. 

Выразим divA в декартовых координатах. Представим себе 
бесконечно малый параллелепипед со сторонами dx, dy и dz, 
параллельными осям координат (рис. 6). Поток вектора А сквозь 

поверхность параллелепипеда сла- 
Ay eae гается из потоков сквозь его 

A грани. 
ия 

Имеем: 
| 4 

и — А Ay ae сквозь дальнюю грань; 

у | 31 TWA yy РР У ду + (4. + Ах = ах) dydz — сквозь 
у 

‚ Ax к At dz д, пижнюю грань; 

0 У —Aydxdz сквозь левую грань; 

д + (A, + “ и dy | dx dz сквозь пра- 

Puc. 6. вю грань; 

— А, ах вл сквозь нижнюю грань; 

+ (4, +5 Е се dz) dx dij сквозь верхнюю грань. 

При этом A,, (A, +9 Ах 7 ax) ит. д. — средние в пределах соот- 

ветствующей грани  начения нормальных к поверхности грани 
составляющих вектора А. Суммируя потоки через все грани и деля 
сумму на объем параллелепипеда ах a находим: 

div A = ae one 
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1 

Расхождение вектора иногда обозначают так: \/A, где \7 
(читается «набла») представляет собой символический ` дифферен- 
циальный векторный оператор Гамильтона. В декартовой 
системе координат он имеет вид: 

. д д д 
М = la + J би +k 9: › 

где i, j 4 К — единичные векторы по осям ОХ, ОУ и OZ. Вели- 

ЧИНЫ =. = Vx ди = Vy > = \/, мы должны — рассматри- 

вать как составляющие \/ по осям координат. 
Дифференциальное выражение \/А формально можно рас- 

сматривать как скалярное произведение векторов \/ и А. Дей- 
ствительно: | 

А = (i ОК (А, + ЗА, + КА, = 
= ба Ae 

= div A, — OAy 

_ Ах я Ay +; р 4 + Sie + 

так как if = jj = kk = u ij = jk = ki = 0. 
Таким образом, теорему Гаусса в и ифференциальной форме 

можно написать также в виде: 

УЕ = + 
В декартовой системе «оординат она имеет вид: 

or Ey и _ В 

+ a5 т в’ 

В случае неоднородной и анизотропной среды теорема Гаусса 
не применима. При этом следует пользоваться аналогичным, 
имеющим значительно более общий характер уравнением для 
вектора электрического смещения D. Именно, согласно постулату 
Максвелла поток вектора электрического смещения сквозь любую 
замкпутую поверхность в любой среде равен свободному электри- 
ческому заряду, заключенному в пространстве, ограниченном 
этой поверхностью: 

ф Dds =(.. 

В дифференциальной форме постулат Максвелла принимает 
ВИД:
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или, в иной записи, 
\УВ = р. 

В декартовых координатах это уравнение пишется в форме: 

— 0. 

Заметим попутно, что выражение го{А может быть записано 
через знак \/ в виде векторного произведения [\/.А], в чем 
нетрудно убедиться. 

$ 5. Выражение в дифференциальной форме принципов 
непрерывности магнитного потока и непрерывности 

электрического тока 

Имеющий фундаментальное значение принцип непрерывности 
магнитного потока утверждает, что линии магнитной индукции 
нигде не имеют ни начала, ни конца — они всюду непрерывны. 
Иными словами, магнитный поток сквозь любую замкнутую по- 
верхность равен нулю: 

¢ Bds =0. 

В природе He существует магнитных масс, являющихся источ- 
никами линий магнитной индукции, подобных электрическим 
зарядам, которые дают начало линиям электрического смещения. 
Магнитное поле порождается только электрическими токами, 
и линии магнитной индукции, окружающие электрические токи, 
всегда замкнуты, непрерывны. Дифференциальной формой мате- 
матической формулировки этого важного принципа является 
выражение: 

у В = 0, 

которое справедливо для всех точек любого магнитного поля. 
Столь же фундаментальное значение имеет принцип непре- 

рывности электрического тока, согласно которому линии тока 
нигде не прерываются, всегда являясь замкнутыми. Полный 
ток — проводимости, переноса и смещения, — проходящий 
сквозь любую замкнутую поверхность в направлении внешней 
нормали, равен нулю: 

фаз =0. 

Как было указано в первой части, это важнейшее положение 
приобретает совершенно общий характер лишь с введением в рас- 
смотрение, помимо токов, представляющих собой движение эле-
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ментарных заряженных частиц, также и токов электрического 
смещения в пустоте. Дифференциальной записью последнего 
равенства является выражение: 

(У 9 = 0, 

которое так же, как и выражение div В = 0, справедливо во всех 
точках пространства. 

С формальной стороны выражение div 6 = 0 является прямым 
следствием первого уравнения Максвелла. Действительно: 
div 8 = div rotH, но для любого вектора. А расхождение его 
вихря тождественно равно нулю. Действительно: 

. д д 9 
divrotA= Gy Tots A+ 3, roty A+ 9: rot, А = 

_ 0 [дА. dAy о (24 о) 2 (9% OAy\ _ 
-3(G-S)t+a dz ax) 1 52 ae — Gy) =0. 

Поэтому в полной системе уравнений электромагнитного поля, 
в которую в качестве одного из основных входит первое уравнение 
Максвелла, из двух выражений, характеризующих принципы 
непрерывности магнитного потока и электрического тока, должно 
содержаться только первое. 

6. Теорема Остроградского. Теорема Стокса 

Установим два важных, имеющих большое значение в теории 
поля равенстваа выражающих собой теорему Остроградского 
и теорему Стокса. Эти равенства имеют чисто геометрический 
смысл и справедливы для произвольного вектора A, но мы получим 
их сначала на основании имеющихся в нашем распоряжении урав- 
нений для векторов напряженностей электрического и магнитного 
полей и затем уже дадим им геометрическую интерпретацию. 

Пусть заряд g распределен некоторым образом по объему У, 
ограниченному поверхностью 5. Тогда g= |р4У. Используя теорему 

Гаусса в интегральной форме, можем написать: ф Eds = je dV. 

Заменяя + через div Е согласно той же теореме в дифферен- 

циальной форме, получаем равенство: 

h Eds = | divEdv. 
$ у 

Это равенство может быть написано для любого вектора А, 
непрерывного вместе со своими первыми производными в области 
У и на поверхности $: 

h Ads = | div Adv. 
5$ V
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Оно является формулировкой теоремы Остроградского и имеет 
чисто геометрический смысл преобразования объемного интеграла 
в поверхностный. Действительно, представим себе объем У раз- 
деленным на элементы объема АУ. Величина div А, в соответствии 
с ее определением, есть отношение потока вектора А сквозь по- 
верхность, ограничивающую объем dV, к объему dV. Следова- 
тельно, div А dV есть поток вектора А сквозь поверхность, огра- 
ничивающую объем dV. Представим два соседних объема AV, 
соприкасающихся друг с другом по некоторой поверхности ds. Оче- 
видно, если поток сквозь поверхность соприкосновения для одного 
объема будет выходящим из него, т. е. положительным, то для 
другого он будет входящим в него, т. е. отрицательным. Поэтому 

при составлении интеграла | divAdV по всему объему У 
у 

потоки сквозь вее поверхности между смежными элементарными 
объемами dV в сумме дадут нуль. Останутся только потоки сквозь 
те поверхности dS крайних элементарных объемов dV, которые 
являются элементами поверхности $, ограничивающей весь 

объем У. Таким образом, интеграл | 41 А АУ действительно равен 

потоку вектора А сквозь поверхность $, т. е. равен интегралу 

ФА ds. 
5 

Установим теперь второе важное равенство. Пусть сквозь 
некоторую незамкнутую поверхность $, ограниченную контуром J, 

проходит ток i. Имеем: i = } 6 4$. Согласно первому уравне- 

нию Максвелла в интегральной форме можем написать: 

фна — J Bas, Используя то же уравнение в дифференциаль- 

НОЙ форме, заменим 8 на го{ Н. Получим: 

ф Hdl = J rot Н 45. 

Это равенство может быть написано для любого вектора А, 
непрерывного вместе со своими первыми производными на поверх- 
ности $ и на контуре ZT: 

ФА = | го: Ads. 
l s 

Оно выражает собой теорему Стокса и имеет чисто геометрический 
смысл преобразования поверхностного интеграла в интеграл по 
контуру. Действительно, представим себе поверхность $ разде- 
ленной на элементы dS. Величина нормальной составляющей 
вектора rot А, в соответствии с ее определением, есть отношение 
суммы произведений А di по всем сторонам контура, ограничи-
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вающего элементарную площадку 45, к величине поверхности 4$. 
Следовательно, го{ А 4$ представляет ‘собой эту сумму. При соста- 
влении интеграла [ rot А ds по всей поверхности $, произведения 

5 

А dl для всех соприкасающихся сторон соседних элементарных 
поверхностей взаимно компенсируются, и остаются только произ- 
ведения Adl по всем элементам 4/ контура /, ограничивающего 
всю поверхность $, что и приводит к последнему равенству. 

$ 7. Полная система уравнений электромагнитного поля 

Рассматривая элементарные заряженные частицы, движущиеся 
в пустоте, и окружающее их поле, мы различаем два вида электри- 
ческого тока: ток переноса и ток электрического смещения в пу- 
стоте. В части пространства, занимаемой движущимися заряжен- 
ными частицами, существуют токи переноса, плотность которых 
имеет выражение: 6,,, = ру. В остальном пространстве, окру- 
жающем движущиеся заряженные частицы, существуют токи 

электрического смещения, имеющие плотность 8, = >-, где 
D — электрическое смещение в пустоте. 

dD 
В общем виде можно написать 6 = 57 + оу, причем в одних 

точках пространства первое слагаемое равно нулю, а в других 
точках равно нулю второе слагаемое. 

Векторы D и Е электрического поля и соответственно векторы 
ВиН магнитного поля связаны через электрическую постоянную во 
и магнитную постоянную py соотношениями: 

=e F и В = pH. 

Таким образом, полная система уравнений электромагнит- 
ного поля в этом случае имеет вид: 

us. _ ОВ. 
ТОН = 8; го Е = ——-; 

О == Е; В =вщН; divD = р; divB = 0. 

aD . 
5 = 3 + Pv; 

Используя ‘связи D = ¢,E и В = щН, можно эти уравнения 
переписать так, чтобы они содержали только векторы E и В. 
Эти векторы следует рассматривать как основные векторы элек- 
тромагнитного поля. Действительно, как мы видели (ч. 1), сила, 
действующая на заряженную частицу, движущуюся в электро- 
магнитном поле, определяется именно этими векторами. Учиты- 
вая, ЧТО зе, И py Постоянные величины, получаем: 

ГО В = p,6; ГО Е = — ——; 6 = ey + ру; 

ЧЕ = -^; divB = 
20
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При микроскопическом рассмотрении явлений только что 
приведенный случай является общим. При этом в некоторой 
области пространства элементарные частицы, обладающие элек- 
трическим зарядом, могут отсутствовать, и электрические токи 
являться замкнутыми на себя токами электрического смещения, 
что, например, имеет место в излученной электромагнитной волне. 

При изучении электромагнитных процессов в веществе обычно 
нет необходимости рассматривать сложную микроструктуру ве- 
щества. Действительное электромагнитное поле в веществе весьма 
резко изменяется от точки к точке в пространстве между элемен- 
тарными заряженными частицами, входящими в состав вещества, 
и в каждой точке величины, характеризующие поле, являются 
быстро изменяющимися функциями времени вследствие движения 
с большой скоростью этих частиц. Однако эти неоднородности 
имеют микроскопический характер, и мы имеем все основания их 
осреднить в пространстве и во времени при рассмотрении макро- 
скопических процессов. При этом осредненные величины, вообще 
говоря, будут функциями координат и времени, но изменяющи- 
мися значительно медленнее, чем истинные величины при микро- 
скопическом рассмотрении явления. 

Если свободные заряженные частицы находятся в столь раз- 
реженном веществе, что они могут беспрепятственно ускоряться 
под действием электрического поля, не испытывая или почти не 
испытывая столкновений с молекулами вещества, то в таком слу- 
чае под действием осредненного электрического поля возникает 
упорядоченный ток переноса. Примером может служить ток между 
электродами в сильно разреженном газе, когда расстояние между 
электродами меньше средней длины свободного пробега ионов 
и электронов. 

Если элементарные заряженные частицы, движущиеся в веще- 
стве, на своем пути многократно путем столкновения передают 
атомам вещества кинетическую энергию, приобретаемую при 
ускорении в осредненном электрическом поле, то под действием 
постоянного осредненного поля устанавливается постоянная сред- 
няя скорость заряженных частиц. При этом в изотропной среде 
осрэдненная плотность тока может быть выражена в форме произ- 
ведения осредненной напряженности электрического поля Е 
и величины {, характеризующей электропроводность вещества 
и именуемой удельной проводимостью вещества. Такой ток мы 
называем током проводимости. Примерами могут служить токи 
в металлах, полупроводниках и электролитах. 

Плотность тока переноса @,,, и плотность тока проводимости 
6.5 могут быть представлены в виде произведения осредненной 
объемной плотности заряда движущихся частиц на осредненную 
их скорость. При этом, если в движении участвуют как положи- 
тельно, так и отрицательно заряженные частицы, то плотность 
тока может быть выражена в виде 8 = р. Vi + P_V_, rae p, HV, —
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объемная плотность заряда и средняя скорость положительно 
заряженных частиц и р_ и V_— то же отрицательно заряженных 
частиц. 

В случае тока проводимости мы имеем возможность предста- 
вить плотность тока в изотропной среде также в форме: 

бр = ТЕ. 

Удельная проводимость 1 зависит от температуры среды и в общем 
случае может зависеть также и от напряженности электрического 
ПОЛЯ. 

Во всех остальных случаях, когда среду не представляется 
возможным характеризовать определенным образом зависящей 
от температуры и напряженности поля удельной электрической 
проводимостью, т. е. когда связь между плотностью тока и напря- 
женностью электрического поля не представляется возможным 
выразить в форме 6 = 1Е, условимся явление движения заряжен- 
ных частиц именовать током переноса. При таком условии в окре- 
стности данной точки пространства может быть либо ток проводи- 
мости, либо ток переноса, а не оба эти вида тока одновременно. 

Всякое вещество под действием электрического поля поляри- 
зуется. Элементарные заряженные частицы, входящие в состав 
атомов и молекул, смещаются: частицы с положительными заря- 
дами — в направлении поля, с отрицательными зарядами — про- 
тив поля. Процесс этот мы количественно характеризовали поля- 
ризованностью Р вещества. Полное осредненное электрическое 
смещение D в веществе равно сумме осредненного электрического 
смещения О), в пустоте и поляризованности Р вещества: 

О =), + Р == Е-Р. 

Между осредненными значениями D и Е для изотропного 
вещества можно паписать соотношение: 

О = cE, 

где = — асболютная диэлектрическая проницаемость вещества. 
В выражении для плотности тока смещения в диэлектрике 

5 OD _ О(=Е) 

cH Ot at 

мы будем подразумевать под 8,„, Du Е также осредненные 3Ha- 
чения соответствующих величин. 

При внесении вещества во внешнее магнитное поле в веще- 
стве возникают согласованные элементарные токи, создающие 
магнитные поля, направленные против внешнего поля в случае 
диамагнитных веществ и в сторону внешнего поля в случае пара- 
магнитных и ферромагнитных веществ. Осредненное значение
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магнитной индукции может быть представлено при этом в виде 
суммы: 

В = pH + в, 

где Н — осредненная напряженность магнитного поля и J — 
намагниченность вещества. Соотношение между В и Н для изо- 
тропного вещества пишется в виде: 

В = pH, 

где и — абсолютная магнитная проницаемость вещества. 
Рассматривая в дальнейшем осредненные в указанном смысле 

значения всех величин, мы будем иметь для любого изотропного 
вещества следующую систему уравнений электромагнитного поль: 

0B. 
. oD . 

О = =Е; B=pH. divD =p; divB = 0. 

Плотность тока для общности выражена в виде суммы трех соста- 
вляющих. При этом надо иметь в виду, что по самому смыслу 
первой и третьей составляющих они не могут иметь места в одной 
и той же точке пространства одновременно. Две первые соста- 
вляющие могут иметь место одновременно в полупроводящей 
среде. Однако в хорошо проводящих веществах всегда можно пре- 
небречь второй слагаемой по сравнению с первой и в диэлектри- 
ках обычно можно пренебречь первой слагаемой по сравнению 
со второй. 

При решении конкретных задач к приведенным выше уравне- 
ниям электромагнитного поля необходимо добавить граничные 
условия на поверхностях, являющихся границами между раз- 
личными средами — границами между диэлектриками и про- 
водниками, между двумя диэлектриками с различными е, между 
двумя проводящими средами с различными “, между двумя сре- 
дами с различными p. Эти граничные условия будут сформули- 
рованы в соответствующих главах. При исследовании перемен- 
ных полей в общем случае должны быть заданы также начальные 
условия. 

Кроме того, для решения вопроса о передаче энергии электро- 
магнитным полем необходимо использовать выражение для объ- 
емной плотности энергии электромагнитного поля: 

И, И, = 2 Ви.
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$ 8. Электростатическое поле и поле постоянных токов 
как частные случаи электромагнитного поля 

Уже было отмечено, что при движении заряженного тела 
около него обнаруживаются как электрическое, так и магнитное 
поля, т. е. обнаруживается электромагнитное поле, и что лишь 
в частном случае покоящегося заряженного тела около него 
обнаруживается только одно электрическое поле. Уже из этого 
простого факта следует, что уравнения, характеризующие электро- 
статическое поле, должны вытекать как частный случай из общих 
уравнений электромагнитного поля. Очевидно, это будет простей- 
ший частный случай, характерный тем, что всюду плотность тока 
равна нулю. Рассмотрению этого частного случая будут посвя- 
щены следующие две главы. 

Другим простейшим случаем является система неподвижных 
сверхпроводящих контуров, по которым протекают постоянные 
токи. Около таких контуров обнаруживается только статическое 
магнитное поле. Действительно, электрическое поле в такой си- 
стеме полностью отсутствует, так как магнитный поток не из- 
меняется во времени и, следовательно, в пространстве не индук- 
тируется никаких 9. д. с. и, кроме того, сопротивление проводни- 
ков, а следовательно, и падение напряжения в проводниках равны 
нулю. Магнитное поле неподвижных постоянных магнитов имеет 
такой же характер, как и поле около неподвижных сверхпро- 
водящих контуров с токами, так как оно создается элементар- 
ными токами в теле магнита, протекающими без потерь энергии. 
Несколько более сложным и вместе с тем весьма важным част- 
ным случаем электромагнитного поля является поле постоянных 
токов, протекающих в неподвижных проводниках, обладающих 
отличным от нуля электрическим сопротивлением. В этом случае 
около проводников и внутри них обнаруживаются как постоян- 
ное магнитное поле, так и постоянное электрическое поле. Рас- 
смотрепию этих случаев посвящаются четвертая, пятая и шестая 
главы. 

В последних двух главах будет рассмотрен общий случай 
электромагнитного поля, изменяющегося во времени. 



ГЛАВА ВТОРАЯ 

ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 

6 9. Безвихревой характер электростатического поля. 
Градиент электрического потенциала 

Основной задачей настоящей главы является рассмотрение 
методов расчета электростатического поля, т. е. электрического 
поля системы неподвижных относительно наблюдателя заряжен- 
ных тел при отсутствии электрических токов. Если в системе нет 
намагниченных тел, то магнитное поле отсутствует. Следовательно 
всюду 

8 =0; В =0; Н=0. 

Наличие в электрическом поле свободных распределенных 
в объеме зарядов привело бы к возникновению электрического 
тока. Поэтому предположение, что 8 = 0, ведет к заключению, 
что всюду p = 0. Могут быть только заряды, распределенные 
по поверхностям заряженных тел. 

Из системы уравнений электромагнитного поля остается сле- 
дующая совокупность: 

го Е =.0; D=cE; divD = 0. 

Условие го{ Е = 0 свидетельствует, что электростатическое 
поле имеет безвихревой характер. Поле, удовлетворяющее этому 
условию, называют безвихревым. Согласно теореме Стокса, для 
любого замкнутого контура имеем: 

фе = {rot Eds =0. 
l 5 

Таким образом, условие го{ Е = 0 выражает в дифференциаль- 
ной форме ранее высказанное важное положение: в электроста- 
тическом поле линейный интеграл вектора Е вдоль любого замк- 
нутого контура равен нулю. Соответственно в электростатическом 
‘поле линейный интеграл вектора Е, взятый от точки А до точки В, 
не зависит от выбора пути интегрирования и полностью опре- 
деляется в заданном поле положением точек А и В. Это обстоя- 
тельство дало нам возможность ввести понятие о потенциале
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электростатического поля. Потенциал электростатического поля 

в точке А мы определили как линейный интеграл вектора Е, взя- 
Р 

тый от точки А до некоторой заданной точки Р, т. е. Ил = | Edl. 
А 

Потенциал в точке Р равен нулю. Линейный интеграл вектора Е 
вдоль некоторого пути от точки А до точки В есть разность элек- 
трических потенциалов в точках 
А и В: 

В 

| Е dl =U, — Us. 

Установим связь между напря- 
женностью электрического поля 
и изменением нотенциала в про- 
странстве. Допустим, что положе- 
ние точки А, в которой мы рас- 
сматриваем потенциал U, опреде- 
ляется ее расстоянием / от на- Рис. 7. 
чальной точки О вдоль некоторого 
пути (рис. 7), идущего в точку Р, где потенциал принят равным 
нулю. Выражение для потенциала при этом можно написать в виде: 

ly 1 
р 

U= | Edl = | Всоза 4, 
l 

причем /, — длина всего пути от точки О до точки P, a — угол 
между направлением вектора Е и касательной к пути. 

Взяв частную производную от обеих частей равенства по ниж- 
нему пределу, найдем: | 

г = - Е cos &, 

откуда следует, что приращение потенциала, рассчитанное на 
единицу перемещения в каком-либо направлении, численно равно 
взятой с обратным знаком составляющей напряженности поля 
в этом направлении. 

В частности, в декартовых координатах имеем: 

ди ди ди 

дх = Вх Oy =—fy a =—E,. 

Если направление перемещения 4/ составляет прямой угол 

(« = +) с вектором E, To cose = 0 u a= 0. Следовательно, 

перемещаясь в направлении, нормальном к направлению линий 
напряженности поля, мы будем иметь U = const, т. е. будем 
оставаться на поверхности равного потенциала. Линии напряжен- 
ности поля нормальны к поверхностям равного потенциала. Урав-
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нение U (x, у, 2) = const определяет совокупность точек, лежащих 
на поверхности равного потенциала, т. е. является уравнением 
этой поверхности. Следы поверхностей равного потенциала в пло- 
скости чертежа называют линиями равного потенциала. Линии 
равного потенциала пересекаются с линиями напряженности 
поля всюду под прямым углом. 

Совмещая направление перемещения d/ с направлением век- 
тора Е, будем иметь: 

ди 

г = TF. a=0; соз а = |; 

Это характерное направление совпадает с нормалью к поверхно- 

сти равного потенциала. Поэтому условимся обозначать переме- 

щение d/ в этом направлении через dn, в соответствии с чем напи- 

шем: 

Очевидно dn есть элемент длины линии напряженности поля, 
причем координату п мы считаем растущей в направлении век- 
тора Е. 

Производная от потенциала по координате имеет наибольшее 
значение в направлении, нормальном к поверхности равного 
потенциала, в сторону, противоположную направлению вектора Е. 
Это наибольшее значение производной может быть изображено 
вектором, направленным против вектора Е и носящим название 
градиента электрического потенциала. Его обозначают симво- 
лом gradU. 

Градиент потенциала равен npupawexuto потенциала, отне- 
сенному к единице длины и взятому в направлении, в котором 
smo приращение имеет наибольшее значение: 

| grad U | =|]. 

Векторы Е и gradU равны между собой по величине и напра- 
влены в противоположные стороны: 

grad U = —Е. 

Составляющие градиента электрического потенциала NO OCAM 
» OU aU ди 

в декартовой системе координат суть: > — Oy? dz" 

Следовательно: 
ди . 00 ди 

Градиент потенциала может быть обозначен при помощи сим- 
волического оператора \/ (знак «набла») в виде \/U. При этом
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\/U формально можно рассматривать, как произведение симво- 
лического вектора \/ на скаляр U. В декартовых координатах 
имеем: 

. 0d ,, 0 д 9, . 00 aU VU = (ise tice tks) U =i >a + is + k—— = огаа(. 

Следовательно, равенство Е = — grad U может быть напи- 
сано в форме: 

Е = — 7Ы. 

Знак «минус» в этом равенстве указывает, что потенциал убы- 
вает в направлении линий напряженности поля. Это является 
следствием определения потенциала как линейного интеграла 
напряженности электрического поля, взятого от рассматриваемой 
точки А до заданной точки Р, в которой U = 0. Такое определение 
целесообразно, так как при этом потенциал положительно заря- 
женного тела оказывается также положительным при условии, 
что потенциал бесконечно удаленных точек принимается равным 
нулю. 

Все сказанное свидетельствует о том, что всякое безвихревое 
поле есть поле потенциальное, т. е. такое, которое может быть 
охарактеризовано потенциальной функцией U (x, у, 2). 

‚Обратно, всякое потенциальное поле является безвихревым, 
что вытекает из тождества: rotgradU = 0. Действительно, 

д д 
rot, grad U = a grad, И — — grady U = 

2 (2) 9 (MU) 29 
— “Oy а=- Oz a) = O- 

Аналогично: rot, gradU = 0 и rot,gradU = 0. 
Подчеркнем еще раз, что для заданного поля потенциал опре- 

деляется с точностью до произвольной постоянной, зависящей от 
выбора той точки, где принимается U = 0. 

$ 10. Убывание потенциала и напряженности поля 
на больших расстояниях от системы заряженных тел 

Во многих случаях существенно знать, как изменяется потен- 
циал при удалении на весьма большое расстояние от системы 
заряженных тел. 

Простейшие случаи были рассмотрены в первой части. Так, 
напряженность поля и потенциал уединенного точечного заряда 
g на расстоянии г от него в однородной и изотропной среде соот- 
ветственно равны: 

Е. yal 9 

e 4nr2’ = 4nr’
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з 

причем принимается равным нулю потенциал бесконечно удален- 
ных точек. 

Любая система заряженных тел с отличным от нуля суммар- 
ным зарядом, расположенных в конечной области пространства, 
может рассматриваться на расстояниях, весьма больших по срав- 
нению с размерами этой области, как точечный заряд. Поэтому 
на таких весьма больших расстояниях будут справедливы с точ- 
ностью до малых более высокого порядка последние формулы, 
причем 49 — общий заряд системы. Следовательно, для любой 

A 

Y 

-¢ of +q \ 
а 

Рис. 8. Рис. 9. 

системы заряженных тел, расположенных в конечной области 
пространства и имеющих суммарный заряд, отличный от нуля, 
потенциал стремится к нулю в бесконечности, как 1/г, и напряжен- 
ность поля, как I/r?, 

В том случае, когда сумма зарядов всех тел, образующих 
систему, равна нулю, потенциал убывает в бесконечности еще 
быстрее. Такую систему можно подразделить на диполи, так 
как каждому положительному заряду dg, можно подобрать 
в системе равный ему по величине отрицательный 4492. Потенциал 
диполя на больших расстояниях г от него, как было получено 
в первой части, выражается формулой 

U 94с0$Ф pcos» 

— 4ner?  4nera ? 

где р = 494 — электрический момент диполя, Ф — угол между 
радиусом -вектором г и осью диполя, положительное направление 
которой принимаем от отрицательного заряда к положительному 
(рис. 8). 

Заметим, что потенциал равен нулю не только в бесконечности, 
но во всех точках плоскости, нормальной к оси диполя и прохо- 
дящей через середину оси диполя, так как для этой плоскости 
cos ф = 0.
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Составляющие FE, и E, напряженности поля вдоль радиуса г 
и по касательной к окружности радиуса г в плоскости, проходя- 
щей через ось диполя, оказываются равными: 

Таким образом, 

E=VE?+ Е? = 7", V3cos?¢ +1. 

Итак, потенциал диполя на больших расстояниях OT него убы- 
вает, как 1/72, а напряженность поля, как 1/73. Поэтому для любой 
совокупности заряженных тел, заключенных в конечной области 
пространства и имеющих суммарный заряд, равный нулю, потен- 
циал убывает в бесконечности не медленнее, чем 1/r?, a напряжен- 
ность поля не медленнее, чем 1/73. При этом возможно и более 
быстрое убывание потенциала, если оси отдельных диполей, на 
которые можно подразделить систему зарядов, ориентированы 
в противоположных направлениях, и, следовательно, поля этих 
диполей ослабляют друг друга. 

Во всех указанных задачах был принят равным нулю потен- 
циал бесконечно удаленных точек. Это не может быть сделано при 
рассмотрении поля бесконечно длинных проводов, суммарный 
заряд которых отличен от нуля. Хотя реальные провода всегда 
имеют конечную длину, однако при исследовании поля очень 
длинных параллельных прямолинейных проводов часто упро- 
щают задачу, допуская, что провода имеют бесконечную длину. 
Как мы увидим дальше, этим достигается существенное упрощение 
задачи. Рассмотрим уединенный бесконечно длинный прямоли- 
нейный провод, равномерно по длине заряженный с линейной плот- 
ностью”заряда t. Напряженность поля такого провода, как было 
получено в первой части, равна: 

Е = — 
Oner ° 

Полагая, что точка Р, в которой И = 0, удалена от оси про- 
вода на расстояние Гр, получим: 

Гр 
—_ х и" 

и- | Scop 47 = Gz пи, — Inv). 

В частности, можно принять U = 0 при г, = 1. Тогда будем p 
иметь: 

к 
5 In r. U=— 
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Принять же г, = со нельзя, так как интеграл при этом теряет 
смысл — потенциал всюду при любом конечном г становится 
бесконечным. 

Однако, если существует несколько параллельных проводов 
и при этом суммарный их заряд равен нулю, т. е. T= Ут, = 0, 
что обычно и имеет место в реальных задачах, то потенциал в бес- 
конечности можно принять равным нулю даже и в том случае, 
если условно рассматривать провода как бесконечно длинные. 
Рассмотрим сначала два провода с зарядами на единицу длины т, = 
= ти т. = —т. На рис. 9 помечены точки пересечения проводов 
с плоскостью рисунка. Провода нормальны к плоскости рисунка. 
Расстояние между проводами обозначим через 4. Для потенциала 
в точке А имеем выражение: 

2цЕ р ls QT Г no 2: га ' 

где м, и г. — расстояния точки А от проводов; roy 
стояния точки Р от проводов. 

При удалении точки Р в бесконечность /„ > fp, и первое 
слагаемое обращается в нуль. Таким образом, * если принять рав- 
ным нулю потенциал бесконечно удаленных гочек, то на всех 
конечных расстояниях т, и г. потенциал получается конечным: 

т r 
U =— = In — e 

2ще lo 

и fp. — pac- 

Заметим, что при этом потенциал равен нулю также Ha пло- 
CKOCTH, проходящей посредине между проводами, так как для 
всех точек этой плоскости 7, = го. 

Определим, как убывает потенциал на больших расстояниях 
| г d cos 6 а cos 8 

от проводов. При г » 4 имеем: = = 1 — ; = | —_——., 
2 2 

где г — расстояние точки А от середины отрезка, соединяющего 
оси проводов, а § — угол между радиусом г и этим отрезком. Сле- 
довательно, при г > d 

Я со$ 0 
Разлагая логарифм в ряд по степеням и пренебрегая 

членами высших порядков малости, находим: 

та со$ 9 U = TACOS 
oner 

Составляющие напряженности ПОЛЯ при г» d имеют выра- 

жения. 

oU та cos 8 1 ou td sin 6 

r Qr Qner? 6 г ov Qner?
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и, следовательно, 

td 

Таким образом, для пары бесконечно длинных проводов, имею- 
щих равные и противоположные по знаку заряды, потенциал в бес- 
конечности стремится к нулю, как 1/г, и напряженность поля, 
как 1/г?. Любую систему бесконечно длинных параллельных про- 
BOJOB, расположенных на конечных расстояниях друг от друга 
и имеющих суммарный заряд Ут,, равный нулю, можно разделить 
на пары проводов с равными и противоположными по знаку заря- 
дами. Следовательно, потенциал такой системы убывает в беско- 
нечности не медленнее, чем 1/г, а напряженность поля не мед- 
леннее, чем 1/7?. 

$ 11. Определение потенциала по заданному 
распределению зарядов 

Выражение потенциала точечного заряда дает возможность 
указать в случае однородной среды общий метод вычисления 
потенциала при заданном распределении в конечной области про- 
странства электрических зарядов. 

Подразделив все распределенные 
в пространстве заряды (рис. 10) на 
элементарные части dg, будем рассма- 
тривать эти элементы 44 как точечные 
заряды. Потенциал в точке А, опреде- 
ляемый каждым таким элементом, ра- 

_ | dq вен aU = in’ Следовательно, по- Рис 10. 

тенциал, определяемый всей совокуп- 
ностью распределенных в пространстве зарядов, может быть 
найден из формулы: | 

и= | 49 __1 [99 
4ner 4те Г 

Если электрический заряд распределен по объему У, причем 
объемная плотность заряда в некоторой точке пространства есть р, 
то следует разбить весь объем на элементы dV. Тогда 

и=- м. 

ЩЕ r 
V 

Если заряд распределен лишь в весьма тонких слоях у поверх- 
ности заряженных тел, как это имеет место в случае тел из про- 
водящего материала, то можно считать, что заряд распределен 
на поверхности тел. Разбивая заряжечные поверхности на



40 Электростатическое поле [Гл. 2 

элементы dS, можем написать: dg = ods, где в — поверхностная 
плотность заряда. Тогда потенциал принимает выражение: 

| ods 

Ч , г › 

причем интеграл должен быть распространен по всем заряженным 
поверхностям. То обстоятельство, что в объемах, занятых самими 
ъ‘заряженными телами, находится. проводящая среда и, следова- 
тельно, среда вс всем пространстве неоднородна, в данном случае 
несущественно, так как внутри проводящих тел поле отсутствует. 
Мы могли бы мысленно убрать проводящее вещество тел, заменив 
его диэлектриком с проницаемостью зи сохранив все поверхност- 
ные заряды тел. При этом поле осталось бы без изменения. 

В случае, когда заряд распределен на проводах, диаметр сече- 
ния которых мал по сравнению с расстояниями от проводов до то- 
чек поля, в которых определяется потенциал, можно считать заряд 
сосредоточенным на осях проводов. Если т — линейная плотность 
заряда, то dq = «dl и | 

причем интеграл распространяется вдоль всех заряженных про- 

BOJIOB. 

Наконец в случае конечного числа п зарядов, которые могут 

рассматриваться как точечные, имеем: 

k=n 

—- LV 4 
4ne rp 

k=] 

Отметим еще раз, что формулами, приведенными в настоящем 
параграфе, можно пользоваться для вычисления потенциала 
только в том случае, если заряды распределены в конечной области 
пространства. В частности, предпоследней формулой можно поль- 
зоваться, если длина проводов конечна. Действительно, эта фор- 
мула основана на выражении для потенциала точечного заряда, 
которое получено в предположении, что потенциал бесконечно 
удаленных точек равен нулю. Однако, как выше было показано, 
в случае бесконечно длинных проводов потенциал в бесконечности 
не может быть принят равным нулю, так как при этом на всех 
конечных расстояниях потенциал получился бы бесконечно боль- 

tdl 
шим. Соответственно, и интеграл |1 в применении к беско- 

I 
нечно длинным проводам всюду обращаетея в бесконечность. 

Заметим, что в случае объемного и поверхностного распределе- 
ния зарядов потенциал остается конечным и в тех точках, где
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@ или с не равны нулю. В случае же линейного распределения 
зарядов потенциал самих заряженных нитей, если предположить 
их бесконечно тонкими, получается бесконечно большим. Поэтому 
точки нитей должны быть исключены мз рассмотрения. Точно 
так же в случае системы точечных зарядов потенциал обращается 
в бесконечность в точках, где сосредоточены заряды. Эти точки 
также должны быть исключены из рассмотрения. 

Физический смысл имеет только объемное распределение за- 
рядов. Тем не менее условное представление о поверхностном, 
линейном или точечном распределении зарядов весьма полезно 
при решении многих конкретных практических задач. 

$ 12. Уравнения Пуассона и Лапласа 

Подставляя в уравнение 

OE, OE i eel 
ox ' ди 

OE, _ р 
+ 92 = € 

выражающее теорему Гаусса в дифференциальной форме, вместо 
величин E,, Е, и Е, их выражения через потенциал: 

_ wu aU _ ди 
Вх ор» = бу И В, = — a. 

получаем уравнение: 
9 aU 00 _ р 
Ox? oy? | of в. 

Это дифференциальное уравнение носит название уравнения 
Пуассона. Интеграл 

а U= (te 
€ me .§ rr ? 

dine у 

приведенный в предыдущем параграфе, является решением ypaB- 
нения Пуассона в случае, когда заряды распределены в конечной 
области пространства. | 

Если в рассматриваемой области пространства отсутствуют 
объемные электрические заряды, то уравнение Пуассона полу- 
чает вид: 

eu | би _ 4» 
“Ox? ду? “022 ^— 

и называется в этом частном случае уравнением Лапласа. Элек- 
тростатическое поле удовлетворяет уравнению Лапласа. 

Левые части уравнений Пуассона и Лапласа представляют собой 
расхождение градиента потенциала и могут быть записаны в форме, 
не зависящей от выбора системы координат: 

div grad О = —— ‚ divgradU =0.
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Нередко можно встретить запись левой части этих уравнений 
с помощью символического оператора в виде \/2U. Действительно, 

д д 9? @ д д 2. [3 _7 - _ — 

V = (i x tiggt ke) = oF Тб t ee 

и, следовательно, 
д 920 0?U \7U = | | > 
Ox? ду? dz? * 

Оператор \/? часто обозначают /\ и называют оператором Лап- 
ласа или лапласианом. Следовательно, уравнения Пуассона 
и Лапласа могут быть написаны также в виде: 

р р. — — VU = — — или ДИ = — —-; \/И =0 или AU =0. 

$ 13. Граничные условия на поверхности проводников 

Так как вслучае электростатического поля электрические токи 
отсутствуют, то из соотношения 8 = YE следует, что внутри 
проводников (+ == 0) всюду должно быть Е = 0. Из выражения 
Е= —grad И при этом следует, что для каждого проводника 
потенциал всех его точек имеет одно и то же значение. Поверхно- 
сти проводников суть поверхности равного электрического потен- 
циала, и линии напряженности поля в диэлектрике нормальны 
к ним. Обозначим через Е„иЕ, нормальную и касательную к по- 
верхности проводника составляющие вектора Е в диэлектрике 
около поверхности проводника. Граничное условие для поля 
в диэлектрике на поверхности проводника может быть записано 

ди 
в виде: U = const или, что то же, Е, =0, Е = Е, = ——. 

ди 
При этом D = «Е = —в -_ =, где в — плотность электри- 

ческого заряда на поверхности проводника. 

$ 14. Граничные условия на поверхности раздела 
двух диэлектриков 

Рассмотрим поле на границе двух однородных и изотропных 
диэлектриков с различными абсолютными диэлектрическими про-. 
ницаемостями в; И ео (рис. 11). Пусть линии напряженности поля 
в первой среде у поверхности раздела образуют с нормалью к ней 
угол 8. Определим соответствующий угол 89, во второй среде. 
Составляя линейный интеграл напряженности поля по контуру 
абсаа, получим: 

Е dl = Е, sin§,ab — E, sin§,cd = 0, 
abegu
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если bc и ad бесконечно малы по сравнению с ab и Cd. 
Ввиду того, что аб = с4, имеем: 

т. е. на поверхности раздела равны касательные составляющие 
вектора Е. 

Вообразим замкнутую поверхность, образованную двумя 
плоскими поверхностями $ H So, следы которых в плоскости 
рисунка суть линии аб и са, и цилиндрической поверхностью, 

пересекающейся с плоскостью рисунка по линиям bc и ad. Поток 
смещения сквозь эту замкнутую поверхность равен нулю, так 
как внутри поверхности нет свободных электрических зарядов. 
Пренебрегая потоком сквозь бесконечно малую цилиндрическую 
поверхность, получаем: 

| р 48 + | Dds = — 0, cos 6,5, + До соз 6,5, = 0. 
$1 

откуда, приняв во внимание, что $ = Sp, находим: 

D, cos 8, = D, cos 6., 

т. е. на поверхности раздела равны нормальные составляющие 
вектора D. 

Деля равенства D, cos 0, =). cos 0 и Е, sin 8, = E, sin 6, 
одно на другое и учитывая соотношения D, = в. ЕЁ; и). = co Eo, 
получаем условие преломления линий при переходе их из одной 
среды в другую: 

tg 0, ey 

tet, ey 

Если линии напряженности поля нормальны к поверхности 
раздела (рис. 12), то векторы смещения будут одинаковы в обеих
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средах: О, = D2, но напряженность поля на поверхности раздела 
скачком изменяет свою величину, так как 

Е, = D,/e, KE, = D,/ep. 

Пусть в: > ео, и соответственно диэлектрическая восприимчи- 
вость @, первой среды больше диэлектрической восприимчи- 
BOCTH «о второй. Тогда ЕЁ, < Е... На рис. 12 изображено для этого 
случая поле вектора Е. 

У поверхности раздела двух диэлектриков выступают из пер- 
вой среды положительные заряды диполей и из второй среды 
отрицательные заряды диполей; так как a, > «., то положи- 
тельные заряды преобладают над отрицательными, и в тонком слое 
у поверхности раздела образуется связанный положительный 
заряд. Ввиду чрезвычайной малости толщины этого слоя его заряд 
можно рассматривать как поверхностный с плотностью о’. При- 
меняя постулат Максвелла к замкнутой поверхности, след которой 
изображен на рис. 12 пунктиром, мы получим: D, = Ds, так как 
свободных зарядов на поверхности раздела двух диэлектриков нет. 
Следовательно, имеем: 

воЁ; + P= во. + Py ИЛИ в, (E, — E,) = P,— P,. 

С другой стороны, применяя теорему Гаусса в форме ф Eds = 

= 949 и учитывая, что g = 0, будем иметь: 
0 q’ ; д’ 

фЕ4 = > или — Е, $ + Е.5 =>, 

5 
0 

откуда 
, 

(Е, — Е) = =o". 
Таким образом, 

с’ = P, — Ро. 

Итак, вследствие неодинаковой способности диэлектриков 
поляризоваться, на их поверхности возникает связанный по- 
верхностный заряд с плотностью, равной разности поляризо- 
ванностей диэлектрика, из которого линии напряженности поля 
выходят, и диэлектрика, в который они входят. В общем случае, 
когда линии напряженности поля подходят к поверхности раздела 
под некоторым углом, 9 равно, как нетрудно убедиться, разности 
нормальных составляющих векторов P, и Po». 

В виде примера рассмотрим концентрический кабель с не- 
сколькими слоями диэлектрика с разными диэлектрическими про- 
ницаемостями (рис. 13). Вообразим цилиндрическую поверх- 
ность радиуса ги длины [, ось которой совмещена с осью кабеля. 
Поток смещения сквозь эту поверхность равен заряду 4 = тр
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расположенному на отрезке / внутреннего провода кабеля, т. е. 
| Dds =g = *[, причем т — линейная плотность заряда. 
5 

Так как на всей поверхности ввиду симметрии D = const 

и вектор D нормален к поверхности, TO J Dds = Ds = 2ariD. 
Итак, 

р = Прямой в и изоляции 
кг 

Обратный а 
Напряженность в Ё-том слое провод Soe D 

изоляции равна: 7 
D v 

Е, — eh — Qnrep ° ~ р BN 
1p 77 wate, not 

В пределах каждого слоя ESS] By 
напряженность поля убывает И Be 
с увеличением г, при переходе stale 
же к следующему слою она реа oa 
изменяется скачком в связи | 
с изменением е. Этот скачок мы / D \ 
и может объяснить появлением я Е р 
связанных зарядов на поверх- | М 
ности раздела двух слоев ди- я NNS 
электрика. 

В каждом слое напряжен- 0 г 
ность поля имеет максимальное Рис. 13. 

значение у внутренней поверх- 

ности слоя, равное Е ‚ причем г, — внутренний 
__ v 

km QT pep 

радиус слоя. Представляется возможным при проектировании 
кабеля подобрать величины Г,е, для всех слоев так, чтобы вели- 
чины «OE, отвечали допустимым значениям напряженности, 
соответствующим электрической прочности слоев. В частности, 
если допустимая максимальная напряженность поля Ey, BO всех 
слоях одинакова, то следует стремиться к соблюдению условий: 

Г.Е, = Р.Е) =... == Р/В, =... = const. 

Применением многослойной изоляции достигается значительное 
выравнивание напряженности поля вдоль радиуса, что иллюстри- 
руется эпюрой на рис. 13. 

$ 15. Основная задача электростатики 

Общей задачей расчета электрического поля является опреде- 
ление напряженности поля во всех его точках по заданным заря- 
дам или потенциалам тел. В случае электростатического поля 
задача полностью решается отысканием потенциала как функции
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координат. Если полностью задано распределение электрических 
зарядов в однородной и изотропной среде, то решение может быть 
получено методом, изложенным в § 11. Обратная задача отыска- 
ния распределения зарядов по заданному распределению потен- 
циала решается с помощью уравнения Лапласа и граничного 

ди 
Условия — п = су поверхности заряженных проводящих тел. 

Однако большей частью задача оказывается значительно сложнее. 
Обычно рассматривается система заряженных проводящих тел, 
окруженных диэлектриком, в котором отсутствуют объемные 
заряды. Заданы либо потенциалы всех тел: Uy, 0И.,...,ЦИ,..., 
либо полные заряды тел: Gi, Go,..., 4»... Распределение же 
зарядов по поверхности каждого тела неизвестно и подлежит 
определению. В этом и заключается основная трудность задачи. 
Также неизвестным является и распределение потенциала в про- 
странстве. Особенно усложняется задача в случае неоднородной 
или неизотропной среды. 

Решение такой задачи аналитическим путем в конечном виде 
возможно только для отдельных частных случаев. В некоторых 
случаях удается найти решение при помощи искусственных при- 
емов. В связи с этим чрезвычайно важно установить те необхо- 
димые и достаточные требования, при удовлетворении которых 
поле определяется единственным образом. Этими требованиями 
являются нижеследующие: 

1. Поле в диэлектрике должно удовлетворять уравнениям: 

го{ Е = 0: 0) = Е; div D= 0. 

При этом уравнение rot Е = 0, как было показано в $ 9, экви- 
валентно равенству Е = —grad U. 

В случае однородной среды эти уравнения приводятся к одному 
уравнению для потенциала U: 

div (<Е) == ЧЕ = —edivgrad U = — =\/?0 = 0, 

т. е. к уравнению Лапласа: 
д? 0?U 90 

“ae + дук + ae = 0. 
2. Поверхности проводящих тел должны быть поверхностями 

равного потенциала, т. е. для каждой такой поверхности должно 
быть соблюдено условие: U = const; этот же потенциал тело имеет, 
конечно, и во всем своем объеме. | 

3. Потенциалы на поверхности тел должны быть равны задан- 
ным значениям U,, если по условиям задачи известны эти потен- 
циалы. Если же заданы полные заряды тел, то для каждого тела 
должно быть удовлетворено условие:
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Можно показать, что выполнение этих требований не только 
необходимо, но и достаточно, чтобы задача была решена един- 
ственным образом. Это важное положение часто называют теоремой 
единственности. 

$ 16. Плоскопараллельное поле 

Задача расчета весьма упрощается, если все величины, харак- 
теризующие поле, зависят только от двух координат. Такому 
условию удовлетворяет поле системы из нескольких бесконечно 
длинных параллельных друг 
другу цилиндрических прово- 
дов с зарядами, равномерно 
распределенными по их длине. 
Диэлектрик будем предполагать 
однородным. Направим ось OZ 
параллельно осям проводов. 
Тогда все линии напряженно- 
сти поля будут лежать в плоско- 
стях, параллельных плоскости 
ХОТ. Картина поля во всех 
этих плоскостях одинакова, и 
достаточно исследовать поле ( ] Г 
только в плоскости ХОУ. Поле | ™ 
такого вида мы будем называть Рис. 14. 
плоскопараллельным. На рис. 14 
изображены поперечные сечения двух проводов и картина поля 
около них. Потенциал плоскопараллельного поля есть функция 
только двух координат, хи и. Поверхности равного потенциала 
суть цилиндрические поверхности с образующими, параллель- 
ными оси OZ. Линии равного потенциала в плоскости XOY 
определяются уравнениями вида: 

О (x, у) = const. 

Условимся наносить на чертеже линии равного потенциала 
через такие промежутки, чтобы при ‘переходе от любой линии 
к соседней всегда получать одинаковое приращение AU потен- 
циала. 

Уравнение линии напряженности поля может быть получено 
на основе следующих соображений. Пусть некоторая линия напря- 
женности поля рассматривается как начальная (рис. 14). Соеди- 
ним произвольную точку М (x, и) с некоторой точкой А начальной 
линии криволинейным отрезком МтА. Обозначим через VY, поток 
вектора Е сквозь поверхность, которую описал бы отрезок МмА, 
перемещаясь параллельно самому себе в направлении оси OZ 
и проходя путь 2. Условимся рассматривать поток на единицу 

Wr длины проводов и введем обозначение: У = >.
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Величина У так же, как и величина потока Ф,;, зависит OT 
положения точки М, т. е. является функцией ее координат, что 
мы запишем в виде У (x, и). Ясно, что для всех точек М (x, и), 
лежащих на одной и той же линии напряженности поля, функция 
У (x, и) имеет одинаковые значения. Поэтому уравнение 

У (x, y) = const, 

определяющее совокупность таких точек, и является уравнением 
этой линии напряженности поля. Функцию У (x, и) называют 
функцией потока. 

Функция V (x, и) многозначна, так как, если обойти по неко- 
торому замкнутому контуру сечение какого-либо заряженного 

Е AY 
провода, то У получит приращение, равное +=, где У: — поток 

сквозь цилиндрическую поверхность, охватывающую отрезок 
этого провода длиною /. Эта многозначность не имеет существен- 
ного значения, так как напряженность поля, как сейчас будет 
показано, определяется в виде производной функции У по коор- 
динате, и значение постоянной слагающей функции не играет 
существенной роли. 

Условимся наносить на чертеже линии напряженности поля 
так, чтобы при переходе от любой линии к соседней всегда полу- 
чать одно и то же приращение АУ функции потока. 

Отметим, что уравнения U (x, и) = const и V(x, и) = const 
определяют два семейства кривых, пересекающихся всюду под 
прямым углом, T. е. образующих в плоскости XOY ортогональ- 
ную сетку. Пусть dn — элемент длины линии напряженности 
поля и аа — элемент длины линии равного потенциала. Оче- 
видно, во всех точках поля dn | аа. Будем считать координату п 
возрастающей в направлении вектора Е. Координату а будем 
считать возрастающей влево от вектора Е для наблюдателя, 
расположившегося так, что для него вектор Е направлен снизу 
вверх. Потенциал (/ увеличивается в направлении против век- 
тора Е, т. е. в сторону уменьшения координаты nN. Условимся 
считать функцию потока У возрастающей в том же направлении, 
в котором увеличивается а. Напряженность электрического поля 
при этих условиях может быть выражена через U и У в форме: 

on = Та. ") 
ди 

Равенство Ё = — = нам уже знакомо. Оно говорит, что 

величина вектора Е численно равна убыли потенциала на еди- 
ницу длины в направлении линии напряженности поля. Соот- 

OV 
ношение же Е = ба следует из того, что напряженность поля 

численно равна потоку вектора Е, проходящему через единицу
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поверхности, нормальной к линиям напряженности поля. Давая 
приращение только одной координате а, получим соответствующее 
приращение потока d,¥,. Поток а,; проходит через поверх- 
ность / аа. Гак как эта поверхность нормальна к линиям напряжен- 
ности поля, то 

Е ФЕ dV _ 9% 
[аа аа да 

Уравнение (*) выражено в системе криволинейных ортого- 
нальных координат пл и а, где п отсчитывается вдоль линии напря- 
женности поля и а — вдоль ли- 
ний равного потенциала. Пере- У ау>0ау>0 yl Ey 
ходя к JeKapTOBbIM координа- | | 
там, напишем: aV>0| ах>0 

aU у | E 7 
Ех = Ox. +r ду ’ 

pew wf (0 x 9 —% 
, oy Ox Рис. 15. 

д 
Равенства E, = — Su Ey =— были уже приведены ранее. 

Равенства EF, = г и Ey = — ae вытекают из следующих 

соображений. Дадим приращение только координате и. Сквозь 
площадку édy проходит поток dyW, = E,/ dy. Отсюда имеем: 

хи Ри ay нак «плюс» (++) следует принять потому, 

что Уи и возрастают оба влево от E, (рис. 15). Давая приращение 
только координате х, найдем соответственно: 

dW, = —Eyldx или Ey = — Ste OV 

Здесь необходимо поставить знак «минус» (—), так как У воз- 
растает влево, а х — вправо от Ё, (рис. 15). 

Обе функции U и V удовлетворяют уравнению Лапласа. 
Продифференцировав первое уравнение (**) еще раз по х и вто- 

poe еще раз по и, получим: би = 
, Ox? дхду д `` дхду’ 

откуда 
ви, GU | 
Ox? ду? 

Дифференцируя первое уравнение по у и второе по х, най- 

дем: — дхди Е И ~~ дхди — д ’ откуда
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Таким образом, любые функции И и У, удовлетворяющие 
совокупности уравнений (**), удовлетворяют и первому требо- 
ванию, сформулированному в $ 15. 

Для заданной системы проводников эти функции должны быть 
такого вида, чтобы удовлетворилось второе требование — по- 
стоянство потенциала U на поверхности каждого проводника. 

Кроме того, для определения постоянных в выражениях функ- 
ций U и У необходимо использовать третье условие — количе- 
ствеиное задание потенциалов или зарядов проводников. 

Соотношения (**) вполне достаточны для вычисления соста- 
вляющячх напряженности поля, если тем или иным способом най- 
дена либо функция U (x, и), либо функция У (x, и). 

$ 17. Применение функций комплексного переменного 

Будем рассматривать плоскость, в которой расположены линии 
капряженности плоскопараллельного поля, как плоскость ком- 
плексного переменного 2 = x + jy, в которой по оси абсцисс 
откладываются вещественные количества (х), а по оси ординат 
мнимые количества (jy). Назовем эту плоскость плоскостью г. 
Кажлой точке такой плоскости соответствует вполне определен- 
ное комплексное число 2. 

Введем в рассмотрение комплексную величину € =&- jn, 
где & (x, и) и т (x, у) — функции хи и. 

Говорят, что & есть регулярная аналитическая функция ком- 
плексного переменного 2 в некоторой области, если она одно- 
значна, непрерывна и имеет определенную непрерывную произ- 
водную во всех точках этой области. При этом обозначают 
Е = /(г). 

Давая переменной 2 приращение Аг, получим приращение 

функции AC = f (z+ Az) — } (2). Если отношение : 

к определенному пределу 

ac 
lim — = lim 
Az>0 2 Az >0 

Az 
стремится 

[(2 + 42) — | (2) _ %& 
Az ~~ dz 

независимо OT того, по какому закону стремится к нулю Az, 
то этот предел и называется производной от функции комплекс- 
ного переменного. 

Выбирая приращение Аг один раз в направлении оси веще- 
ственных (Аг = Ах), другой раз в направлении оси мнимых 
(Az = jAy) количеств, мы можем написать условие дифферен- 
цируемости функции в виде: 

4 Axe + [2х1 z= lim — = =, 
2 дх-> 0 Ax Ay >0 jay 
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где АБ и A,» — изменения & и 1 при изменении только х на 
величину Ах; Ay§ и Ayn — то же при изменении только и на вели- 
чину Ау. Это равенство может быть переписано в виде: 

dt = . 0Е Chi 
“dz Pa jo — — 15 + “Oy 9 

откуда следует, что 

д _ KE д _ 0 
Ox — ду?’ ду дх` 

Последние уравнения называются уравнениями Коши — Ри- 
мана. Они необходимы и, как нетрудно показать, достаточны для 
того, чтобы функция & = f (2) комплексного переменного 2 имела 
определенную производную, Из этих уравнений получаем: 

0271 _ д?Е Ш 027] И OE __ 07 _ hd 3 

0х2 — дидх 0 Ox?  дх 0 

ИЛИ 
027 nH _ 0% д? 

де + oye 09 И ae + ayr = 0 

т. е. функции &(xX, у) и (xX, у), а следовательно, и функция 
Е = € + jy удовлетворяют уравнению Лапласа. 

Сопоставляя уравнения Коши — Римана, связывающие ё и т, 
с уравнениями (**) в предыдущем параграфе, дающими связь 
между И и U, мы замечаем их полное соответствие. Это значит, 
что мы можем непосредственно принять & = Уи лм = Ии coor- 
ветственно положить: 

C=E+ jn =V + jU =f (2). 
Функция € = V + jU, вещественная часть которой есть функ- 

ция потока, а мнимая — потенциал, называется комплексным 
потенциалом поля. 

Составляющие вектора напряженности поля могут быть полу- 
чены из уравнений: 

д д д Е, = — U т. dU т 

Нередко интересуются только модулем Е вектора Е, так 
как вынужденное состояние диэлектрика определяется именно 
величиной напряженности поля. Для вычисления E имеем соот- 
ношение. 

[-увтЕ-У (СЕ. 
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Но согласно уравнениям Коши — Римана o =. Следо- 

вательно, 

—_ on ,? oe \2 | de 
B=V (3) +(e) = |= 

Из всего сказанного следует, что задача расчета поля решена, 
если найдена аналитическая функция € = fF (2), удовлетворяющая 
грёничным условиям на поверхности проводов, т. е. такая, мни- 
мая часть которой принимает постоянное значение на контуре, 
ограничивающем сечение провода. Указать общий метод нахо- 
ждения такой функции для любой формы сечений проводов не пред- 
ставляется возможным. 

По заданной конфигурации контура сечения проводов функ- 

ция & = f(z) может быть найдена только для некоторых форм 
сечений. Однако можно пойти обратным путем. Именно, иссле- 
дуя различные аналитические функции, можно найти соответ- 
ствующие им поля и получить таким путем решения для ряда 
конкретных случаев. Это очень существенно, так как создается 
BO:MOKHOCTb при сложной форме сечения проводов, для которои 
не может быть получено точное решение, подобрать близкий 
случай, разобранный теоретически, и выводы, полученные из 
последнего, приближенно применить к исследуемому реальному 
случа... 

$ 18. Поле уединенного провода кругового сечения 

Рассмотрим аналитическую функцию & = А] ша- С, где А — 
вещественная величина, а С = С, + [С.. 

Обозначив 2 = ге, получим: 

C=& + м = Ajinr — Ab + C,+ jC. 

Полагая § = У и т = U, находим: 

У = — 48+С,; U=Alnr+C,. 

Уравнение линий напряженности 
поля: У = соп${ или 9 = const. Уравне- 
ние линий равного потенциала: И = 
= с0п${ или г = const. 

Следовательно, функция € = Ajlnz + С определяет поле, 
линии напряженности которого являются лучами, исходящими 
из начала координат (рис. 16). Линии равного потенциала являются 
окружностями с центром в начале координат и поверхности рав- 
ного потенциала — поверхностями круговых цилиндров Если 
мы совместим с одной из этих поверхностей поверхность заряжен- 
ного провода кругового сечения, то для поверхности провода 
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будет удовлетворено основное требование — постоянство потен- 
циала. Следовательно, можно утверждать, что рассматриваемая 
функция является комплексным потенциалом поля вне провода. 

Постоянная А определяется на основании того, что при обходе 
по замкнутому контуру вокруг сечения провода угол 9 возра- 

стает на 2*, а функция У получает приращение, равное 2, 

где YW, — поток вектора Е сквозь цилиндрическую говерхность, 
охватывающую отрезок провода длиною /. Согласно теореме 
Гаусса этот поток должен быть равен отношению заряда 4 отрезка 
провода к абсолютной диэлектрической проницаемости е среды. 

_9_ — — e = — _9_ —=— — 7 Следовательно, i А.ж и А т] Sap) причем 

tT — заряд на единицу длины провода. 
Игак: 

Tv , _—_ T . 

И = = 9 + Gi И = — 5 Inr+C,. 

Постоянные С; и С. зависят от выбора начальной линии нгпря- 
женности поля, для которой принимается У = 0, и от выбора 
линии равного потенциала, на которой принимается И = 0. 

Напряженность поля, согласно последнему выражению пре- 
дыдущего параграфа, равна: 

Е—| 48 и” и" 
= a = 

] 

one |2 — Oner* 

Приращение AU потенциала при переходе OT линии равного 
потенциала, помеченной номером у к соседней (» -- [)-ой линии, 
согласно принятому, должно быть постоянным, не зависящим 
ОТ у: 

AU = U,,,—U, = — 5 (Inr,,,—Inr,) = 

т Г 
=— 3 In = const, 

т. е 

HN = В = const. 

Следовательно, радиусы окружностей равного потенциала 
изменяются в геометрической прогрессии, знаменатель которой 
может быть выбран произвольно. 

Приращение АУ функции потока при переходе от у-той линии 
напряженности поля к (v + 1)-ой мы условились также принимать 
одинаковым для всех промежутков между линиями напряжен- 
HOCTH ПОЛЯ: 

и" 
ДУ =У,,,— И, = (8,,, —9,) = const, 

21 
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откуда 
0, —0, = 40 = const, v+1 

т. е. линии напряженности поля должны отстоять друг от друга 
Ha равные углы. На рис. 16 вычерчено поле уединенного провода, 
причем принято В = 1,5 и Дб = т/4. 

Поле вне провода такое же, как если бы весь заряд провода 
был сосредоточен на его оси. Следовательно, полученное решение 
справедливо для уединенного линейного провода любой формы 
сечения. Линейными проводами мы называем такие, поперечные 
размеры сечений которых весьма малы по сравнению с расстоя- 
нием от проводов до точек, в которых рассматривается поле. 

Заметим, что если бы ось провода проходила не через начало 
координат, а через точку 2 = x, -- Jy, то поле характеризова- 
лось бы функцией 

C=V+jU = — ЛП (2— 2) + С. 

$ 19. Поле двух плоскостей, сходящихся под углом 

Рассмотрим теперь функцию 6 = А шё-| С. Полагая опять & = V и? = (0, 
будем иметь: 
ЕД =Alnr + 148 + С, + jC. 

Уравчение линий напряженности поля: И = Ашг- С! = const, т е. 
r= const. Уравнение линий равного потенциала: U = Ab + С. = const, т. е. 
8= const. | 

Линии напряженности поля представляют собой окружности. линии рав- 
ного потенциала — радиальные прямые и поверхности равного потенциала -- 
плоскости, проходящие через ось ОЙ. Совместим с любыми двумя поверхностями 
равного потенциала поверхности двух металлических пластин, имеющие элек- 
трические заряды. равные по величине, но противоположные по знаку (рис 17). 
В начале координат пластины отделены друг от друга весьма тонким слоем 
диэлектрика. Так как основное требование постоянства потенциала на поверх- 
ности каждой пластины оказывается удовлетворенным, то, следовательно, поле 
таких пластин характеризуется рассмотренной функцией. Постоянные A и Co 
найдем из условий: U = С» = Uy при 6 = 0, ПО = Ав + С. = Ug при 9 = а. 
Следовательно, Aa = И, — Uj, где a — угол между пластинами. Кроме того,
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Inr=0O n С, = И! при r= 1. Таким образом, функция, характеризующая 
поле, имеет вид: 

U, =— U 
: Inz-+V, + jU,, || 

Напряженность поля равна: 

at 
dz 

E= == — 

т. е. так же, как и в случае уединенного провода, она изменяется обратно 
пропорционально г. 

Обратим внимание на то, что функция * = A In z+ С отличается от фугк 
ции, рассмотренной в предыдущем параграфе, только множителем }. Это п; и- 
водит к перемене местами U и V и соответственно к перемене местами линий 
напряженности поля и линий равного потенциала (рис. 16 и 17). 

& 20. Поле двухпроводной линии передачи 

Рассмотрим важный для практики случай двухпроводной линии 
передачи (рис. 18). Провода, расположенные друг от друга на рас- 
стоянии 26, вначале будем 
считать линейными. 

Пользуясь принципом на- 
ложения, получаем выраже- 
ние для комплексного по- 
тенциала: 

У = 
= — 5 jin(z—z,)— 

In(z— st Пи (2 — 25) + С, Рис. 18. 

где <, и т, — линейные плотности зарядов проводов, 2: И 22 — 
комплексные координаты точек пересечения проводов с пло- 
скостью ХОУ. | 

Расположив оси координат так, как показано на рис. 18 
(2; = — 6, 2. = + 5), и учитывая, что в случае двухпроводной 
линии т, = — т) = т, получаем: 

. . z+ ; 

Обозначая z+ 6 = пе: и z— В = ге, где г, и г) — pac- 
стояния от точки 2 до осей проводов и 6, и 6, — соответствую- 
щие углы с осью ОХ, находим: 

У = — зе (—8)+C; И=з Ш + С,. 
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Положив С, = 0, получаем И = 0 при и = ro, т. е. линией 
нулевого потенциала при С, = 0 является ось ординат. Урав- 
нение любой линии равного потенциала имеет вид: 

Го 
= In —+ = const или — =k = const. 

OnE ry ry 

Покажем, что линии равного потенциала суть окружности 
с центрами на оси ОХ. Имеем: 

2 
Го СОРИ р 

pe (b+ xP + ¥? 

ИЛИ 

(1 — 2) 2—2 (1-4 Е) bx + (1 — 28) y? = — (1—2). 

Разделим последнее уравнение Ha (1 — А?) и добавим с каждой 
2.2 

стороны по члену Е) 6?. Получим: 

ee girl poo + (LER) ot + pa — ot (LER, 

(та 5). +y 2 — (17°), 

что является уравнением окружности с координатами центра 

Хо = ae 55 uy =0 

ИЛИ 

и радиусом 
2Е 

Чтобы приращение потенциала при переходе от любой линии 
равного потенциала к соседней оставалось постоянным, должно 
быть соблюдено условие: 

AU=U..,—U.=— (In tt — In) = 
Th, У Thy 

1 
= const, 

т. е. числа А при возрастании порядкового номера » линий должны 
изменяться в геометрической прогрессии: 

Ave 
Е 

= В =const, 
У
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Положив в выражении для функции потока С, = 0, получим 
У = Опри 6, = 0,, т. е. начальной линией напряженности поля 
при С, = 0 являются участки оси абсцисс, уходящие от прово- 
дов в бесконечность. Уравнение любой линии напряженности 
поля имеет форму: 

У = — 0,) = const или 0, —8, = $ = соп$ 

и, следовательно, является уравнением дуги окружности, пере- 
секающейся с проводами, что видно непосредственно из рис. 19. 
Действительно, угол QMP, под , 
которым видеи отрезок QP из Jy 
точек М (x,y), лежащих Ha ли- 
нии напряженности поля, ра- 
Ben углу $ и остается постоян- Bao 

НЫМ. Координаты центра окруж- — 0 wen Oy 
ности: м = Ou y, = — 6 СВ. Q , р 

Так как углы QO,F и QMP 
равны между собой, как изме- 
ряемые одной и той же дугой 
QSF, то 

у, = — bctg (п — $) = bctg 4. 

cons 

Чтобы подразделить поле на 
трубки равпого потока, следует Рис. 19. 
считать разность AV = У: — 
— У, одинаковой для двух любых соседних линий. Для этого 
необходимо при переходе от любой линии напряженности поля 
к соседней изменять угол 3 на постоянную величину As. 

На рис. 20 построена картина поля двух линейных проводов, 

причем принято В = узи 4$ = */б. 
Провода реальной линии передачи имеют конечные сечения. 

Распределение электрического заряда по поверхности проводов 
при этом зависит от формы их сечений и будет неравномерным 
даже для проводов кругового сечения. Последнее утверждение 
становится очевидным, если принять во внимание притяжение 
зарядов разного знака, расположенных на прямом и обратном 
проводах. Поверхностная плотность заряда должна иметь макси- 
мум в точках двух проводов, находящихся па кратчайшем рас- 
стоянии друг от друга. Распределение заряда по поверхности 
проводов неизвестно, что весьма осложняет задачу. Однако 
в важном частном случае проводов кругового сечения задача 
может быть решена точно, если заметить, что в поле двух линей- 
ных проводов все поверхности равного потенциала являются 
поверхностями круговых цилиндров. Всегда можно так располо-
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жить оси линейных проводов, чтобы две поверхности равного 
потенциала совпали с поверхностями реальных проводов (рис. 20). 

Поле внутри металлических проводов будет отсутствовать. 
Поле же в диэлектрике при такой замене реальных проводов 
эквивалентными им линейными останется без изменения, так 
как при этом удовлетворяется основное граничное условие — 

Jy 

ы 
RY 

7 2 
~ > 

И: сои 

Рис. 20.. 

постоянство потенциала на поверхности провода. Таким образом, 
задача расчета поля двух проводов кругового сечения сводится 
к отысканию положения эквивалентных им линейных проводов 
или, как говорят, к нахождению электрических осей проводов. 

Обозначим через D расстояние между геометрическими осями 
р . 

проводов и через й = 5 расстояние от геометрическои оси до 

плоскости нулевого потенциала. Пусть х и А — координата 
центра и радиус окружности равного потенциала, совпадающей 
с окружностью сечения провода. Имеем й = |х| и согласно выра- 
жениям ДЛЯ № и А получаем: 

h= 1 + k? 

| 1 — R? | 

2k b; R=. 

Отсюда нетрудно убедиться, что h* — Ю? = 67°, и, следова- 
тельно, 

b= Va В 

Эта формула и дает возможность определить положение элек- 
трических осей по заданным расстоянию D = 2h между геометри- 
ческими осями и радиусу R сечений проводов.
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На рис. 20 заштрихованы сечения проводов около контуров 
сечений. Так как поле подразделено на трубки равного потока 
(AV = const), то густота линии напряженности поля всюду про- 
порциональна величине напряженности поля. Картина поля, 
изображенная на рисунке, отчетливо показывает, что напряжен- 
ность поля имеет максимум в точках A, и Ay. Около этих точек 
диэлектрик находится в наиболее напряженном состоянии, и при 
повышении напряжения между проводами нарушение электри- 
ческой прочности диэлектрика начинается именно в этих точках. 

$ 21. Поле параллельных несоосных цилиндров 

Решенная в предыдущем параграфе задача для двух линейных 
проводов дает возможность найти поле между двумя параллель- 
ными несоосными цилиндрами, имеющими круговые сечения раз- 
личных радиусов R, и 
Ю. (рис. 21).  Дейсави. у JY ked 
тельно, всегда можно ww д. 
так расположить оси | 
эквивалентных прово- / ера "2 - 
дов, чтобы в их поле \у:6075 | 
две поверхности рав- Г 
ного потенциала сов- ТР mM |, 
пали с поверхностями ид О Ч’ par 
заданных проводящих «и РА 
цилиндров. Пусть D — БАР, \ 
расстояние между гео- 1 
метрическими осями ци- M(x,y) 
линдров, A, и hy — pac- s 
стояния OT геометриче- | 5 
ских осей до плоскости 
постоянного (нулевого) 
потенциала, 6 — рас- Рис. 21. 
стояние от электриче- 
ских осей до этой плоскости. Согласно формуле b= V/V h*— ^*, 
справедливой для каждого провода, имеем: 

b? = h? — R? = hi — Ri, 

ae
} 

ИЛИ 

(he — hy) (Ag + Ay) = К — К. 

При расположении цилиндров согласно рис. 21 имеем 
R2 — Rp? 

ho +h, = Ди, следовательно, hz — А, = : D -. 

В этом случае имеем: 

h a D? + Ri— Rj h. = D?+ № — Ri 
1 2D a. 2D у
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При расположении цилиндров один внутри другого полого 
Ri — Ri 

(рис. 22) #, — h, = Du, следовательно, h, + hy = — Б a 

В этом случае имеем: 

hae №, _ PERRI 
1 2D a 2D у 

Ам. 

и &>1 | < м} 

РР " \ 

te \ OY 

$ ом! 
$ ^^ | 

м 
-~ / 

7 / 
7 

—j-—~ 

Я 

h, 4 

Puc. 22. 

Выражения для A, и Ay можно написать в общем виде, спра- 
ведливом для обоих расположений цилиндров при любом соотно- 
шении радиусов А, и Ro: 

pi + № — № 
2D 

D? + В? — R? | 
„= ’ h, = 9D 

Из этих формул определяется положение плоскости нулевого 

потенциала, и из формул 6 = ]/ pi — Ri = ув — Ю2 находятся 

положения электрических осей, т. е. эквивалентных линейных 
проводов, что дает возможность построить поле по методу, изло- 
женному в предыдущем параграфе. 

$ 22. Поле у края плоского конденсатора 

Рассмотрим функцию г = А (ce +. аб), где аи А — вещественные и по- 
стоянные величины. Положив & = И + jU, будем иметь: 

x + jy == A (е1" cos aU + уе?" sin aU + aV + 180) 
или 

х = А (21 соз аИ + а\); у=А (ей зп aU + av).
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В частном случае, когда aU = +r, выражения для хи у приобретают вид: 

х=А (У — ее"), у= Е Ам. 

Эти уравнения определяют две полупрямые, параллельные оси OX. Действи- 
тельно, координата х при изменении функции потока У имеет один максимум, 
определяемый из условия: 

а 
у = Аа (1— в") = 0, т.е. У =0. 

Это максимальное значение равно хиакс = —A. Крайним значениям функции 
потока. У = — < и V= + сю, соответствует значение x = — со. Следова- 
тельно, при изменении функции потока 
OT — со до -- со координата х принимает 
все значения между — © и —A. Коор- 
дината же у остается постоянной. Она 

JY a 
—со U, т =-А rH 

~ 0 т Е, 
| <, 

aw OO U, 

V= const 

Puc. 23. Puc. 24. 

имеет значения: для одной полупрямой y; = +An и для другой yo = —Arn. 
На рис. 23 изображены эти полупрямые. Обозначив расстояние между ними 

через 4, будем иметь: и — Yo = 2An = 4 и, следовательно, А = on: 

Обнаруживается замечательное свойство исследуемой нами функции, 
а именно’ две линии равного потенциала определяемого ею поля являются 

. п 

параллельными полупрямыми Потенциал одной из них равен Uy = —  потен- 

5 п 

циал другой имеет значение (/. = —= Таким образом, постоянная а опре- 

деляется через разность потенциалов (И! — Из = a откуда 

2 

а = О, — U, 

Если мы заметим. что эти полупрямые являются следами в плоскости 2 
двух ограниченных с одной стороны бесконечных параллельных пластин, то 
нам станет ясно что рассмотренная функция определяет поле между пласти- 
нами плоского конденсатора ограниченными с одной стороны Подставляя 
b выражение для г найденные значения постоянных A и а, получаем: 
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причем 6 = У + jU. Полагая У = const = И, и задаваясь рядом значений U 

в интервале Up < И < Uy, получим ряд точек, лежащих на одной линии 
напряженности поля, по которым и можем построить эту линию. Для построе- 
ния других линий постоянную величину И, будем изменять при переходе 

от одной линии к соседней каждый раз на одинаковую величину ДИ 
Полагая U = const = U,, причем Up < И, < Ш, и задаваясь рядом зна- 

чений У, найдем точки, принадлежащие одной и той же линии равного потен- 
циала Линии равного потенциала строим так, чтобы для любых двух соседних 
линий имело место условие AU = const. На рис. 24 построено поле у края 
плоского конденсатора. 

Весьма существенно выяснить, на каком расстоянии от края конденсатора 
можно счнтать поле практически однородным. С этой целью найдем положе- 
ние той точки на оси ОХ, в которой напряженность поля отличается на 1% 

Сирони ло — Мб от напряженности E, = а однородного 

поля. Напряженность в любой точке поля имеет 
И. часть U" |. at 

CUT) wee &~ |e] ооо 1 а 
Е = Е = Aa |e* +1]. 

Puc. 25. На оси ОХ потенциал равен нулю, что нетрудно 
усмотреть из выражения для координаты у Дей-. 

ствительно, если положить в этом выражении U = 0, то получим y = 0. 
Поэтому для точек на оси ОХ имеем: & = У. Приняв еще во внимание, что 

| 
Аа = U,—U, = EF’ получаем Ha оси ОХ уравнение: 

to 
Стало быть, 

E-~E& _Е | ev 

Ey Ро ей" -|- | га -1 ‘ 

Е — Ey аи 

Полагая Е = —0,01, получим е”” == 0.0101 и а! = —4,61. Вводя эти 
0 

числовые значения в выражение для координаты x, которое при И = 0 имеет 

ВИД: Х =А (ce +. aV), получаем x = —4,6А. Расстояние искомой точки от края 
конденсатора равно : |x — х| = 3,6А, Tak как расстояние края пластин 
от оси ОУ есть х = —А. Используя значение постоянной А, окончательно 
находим: 

d 
| x — x9] = 3,6 o> = 0,574. 

Таким образом, уже Ha расстоянии от края конденсатора, имеющем порядок 
толщины диэлектрика между пластинами, поле можно считать однородным 
с весьма высокой степенью точности. 

В эталонных воздушных конденсаторах, рассчитанных на высокое напря- 
жение, в которых. расстояние между пластинами значительно, для исключения 
краевого эффекта выделяют в качестве рабочей части только среднюю часть ̀ 
пластины (рис. 25). Край пластины образует при этом так называемое охранное 
кольцо, изолированное от рабочей части пластины, но имеющее потенциал, 
по возможности близкий к потенциалу рабочей части. Произведенный расчет 
дает возможность определить требуемую ширину охранного кольца.
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$ 23. Графический метод построения картины 
плоскопараллельного поля 

Во многих практических случаях форма сечений заряженных. 
проводников и их взаимное расположение настолько сложны, 
что точный аналитический расчет поля оказывается невозможным. 
В связи с этим получает большое практическое значение графи- 
ческий MeTOT построения картины поля, который разработан для 
случаев плоскопараллельных полей и полей, окружающих заря- 
женные тела вращения. Ч 

Наиболее просто построение ons’ we 
осуществляется в случае плоско- ии tar ВЯ 
параллельного поля. Должны “Ах 
быть соблюдены следующие усло- © 
ВИЯ: 

1) линии напряженности поля | 
и линии равного потенциала a 
должны пересекаться всюду под 
прямым углом; + - 

2) линии напряженности поля 
должны быть перпендикулярны 
к контурам, ограничивающим се- 
чения проводников; 

3) ячейки сетки, образованной Рис. 26. 
линиями напряженности поля и 
линиями равного потенциала, при достаточной густоте сетки 
должны быть приблизительно подобны друг другу. 

Третье условие соответствует требованию, чтобы приращение 
потенциала AU при переходе от любой линии равного потенциала 
к соседней было постоянным и чтобы поле было подразделено 
на трубки равного потока, т. е. чтобы было AV = const. При нали- 
чии такого требования третье условие вытекает из уравнений: 

ди ду 

Y
y
Y
Y
V
 

1]
 

Если обозначить средние размеры ячейки сетки: Ап — по 
направлению линии напряженности поля и Аа — по направлению 
линии равного потенциала (рис. 26), то эти уравнения прибли- 
женно могут быть написаны в форме: 

E=— AU AV 

м da’ 

При условиях AU = const и AV = const имеем: 

An 
Ta == k, = const, 

откуда и следует, что при достаточно густой сетке ее ячейки 
должны представлять собой приблизительно подобные прямо-
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угольники, если форма ячейки не слишком искажена кривизной 
линий. Но даже и при значительном искажении ячеек, когда 
трудно говорить об их подобии, последнее соотношение весьма 
помогает правильно построить картину поля. Обычно рисуют 
картину поля на-глаз, стремясь удовлетворить первому и вто- 
рому условиям, а затем уже постепенно вносят исправления 
так, чтобы удовлетворилось и третье условие. Рекомендуется 
для облегчения построения выбирать An = Aa. На рис. 26 в виде 
примера построено поле между двумя прямолинейными прово- 
дами прямоугольного сечения, имеющими одинаковые заряды 
разных знаков. 

$ 24. Графический метод построения картины 
поля тел вращения 

Построение поля, образованного заряженными телами вращения с общей 
осью вращения, также может быть выполнено графическим путем. Поле строят 
в одной из меридианных плоскостей. В виде примера на рис. 27 построено поле 

около круглого стержня, проходящего через вы- 
резанное в пластине круглое отверстие. 

Первое и второе условия, сформулированные 
для случая плоскопараллельного поля в предыду- 
щем параграфе, остаются без изменений, трэтье же 
условие, касающееся формы ячеек, несколько услож- 
няется. При вращении картины поля вокруг оси 
заряженных тел каждая линия напряженности 
поля опишет поверхность вращения. Можно усло- 
виться выбирать эти поверхности’ так, чтобы поток 

1A + AW, проходящий между двумя соседними поверх- 
ностями, всюду был одинаков. Тогда, если да — 
среднее в пределах ячейки поля расстояние между 
этими поверхностями, отсчитываемое в меридиан- 
ной плоскости по направлению линии равного по- 
тенциала, и Е — среднее значение напряженности 
в пределах отрезка Aa, то AW, = 2пг.Да.Е, где 
г — расстояние от середины отрезка Да до оси 
вращения. Таким образом. имеем: 

— AU 1 AW, 

~ — Qnr da ‘° 

{17 
| Rate 

a : НИХ ail 

Так как AU =const и AWg=const. TO получаем: 

An 
A = ког, 

а 
где Ко = const. 

Такому соотношению приблизительно и удовлетворяет поле, построенное 
на рис. 27. 

$ 25. Графический метод построения картины поля 
в случае неоднородной изолирующей среды 

Все вышеизложенное относилось к случаю однородной среды. Допустим, 
что изолирующая срзда состоит из нескольких однородных диэлектриков с раз- 

личными значениями €, причем поверхности раздела между диэлектриками
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в случае плоскопараллельного поля являются цилиндрическими поверхностями 
и в случае поля тел вращения — поверхностями вращения вокруг общей оси. 
При этом лучше изображать на рисунке не линии напряженности поля, а линии 
электрического смещения, так как на поверхности раздела двух диэлектриков 
трубки смещения не претерпевают разрыва. 

Так как 2 = ЕЁ и AVp = cAW pg, то будем иметь для случая плоскопарал- 
лельного поля: 

AU 1 Ар 

Е = и =a, da’ 

Vp 
где Vip = TT поток смещения, рассчитанный на единицу длины проводов. 

Следовательно, для плоскопараллельного поля получается условие: 

An 

Ra = tev 
y 

где kj = const и = — абсолютная диэлектрическая проницаемость в той области, 
где строится ячейка сетки поля. 

Для случая поля тел вращения: 

AU | AWVp 
E= An = 2trep Да 

H 
An 
Aa = ГЕро, 

где ky = const. 
Кроме этого, необходимо принять BO внимание условие преломления линий 

элентрического смещения на поверхности раздела двух диэлектриков (§ 14). 

$ 26. Тело из диэлектрика во внешнем электростатическом поле 

Практическое значение имеет задача о расчете поля в случае, 
когда тело из диэлектрика вносится в заданное внешнее псле. 
Тело поляризуется. Положительно заряженные частицы, входя- 
щие в состав атомов и молекул вещества, смещаются в направле- 
нии поля, отрицательно заряженные частицы — в противополож- 
ном направлении. На поверхности тела появляются ‘связанные 
заряды разных знаков. Эти связанные заряды создают свое поле 
как внутри тела, так и вне его. Напряженность Е результирую- 
щего поля является геометрической суммой напряженности Е 
внешнего поля и напряженности Е, поля связанных зарядов. 
Трудность задачи заключается в том, что поляризация вещества, 
а следовательно, и связанные заряды определяются результя- 
рующей напряженностью Е, которая сама зависит от связанных 
зарядов. 

Если тело из диэлектрика находится в среде, днэлектрическая 
проницаемость которой меньше диэлектрической проницаемости 
тела, то внутри тела поле связанных зарядов направлено против 
внешнего поля. Это нетрудно усмотреть из рис. 28. Такое поле



66 Электростатическое поле [Гл. 2 

связанных зарядов внутри тела называют деполяризиющим элек- 
трическим полем и напряженность его обозначают через EQ. 

Задача расчета поля заключается в следующем. Необходимо 
найти распределение связанных зарядов, создающих такое поле, 
которое, будучи наложено на заданное внешнее поле, дает резуль- 
тирующее поле, удовлетворяющее граничным уловиям на поверх- 
ности тела: равенству касательных составляющих вектора E- 

| 

Внешнее поле Поле связанных Результирующее 
зарядов поле 

Рис. 28. 

и равенству нормальных составляющих вектора D по обе стороны 
поверхности. В следующем параграфе рассмотрен простейший 
пример задачи такого типа. | 

$ 27. Диэлектрический шар во внешнем однородном поле 

Пусть шар из диэлектрика внесен во внешнее однородное поле 
напряженности Ey, существующее в пустоте. Предположим, что 
шар поляризуется однородно, т. е. что однородно результирующее 
поле, создающее поляризацию, и, следовательно, однородно и депо- 
ляризующее поле связанных зарядов. 

Обозначим напряженность деполяризующего поля через EQ. 
Следовательно, напряженность результирующего поля внутри 
шара будет: 

Е =Е-—Е.. 

Направим ось OZ в сторону внешнего поля (рис. 29). В силу 
симметрии относительно оси OZ достаточно рассмотреть поле 
в одной меридианной плоскости. 

Потенциал (’” внутри шара найдется из условия: 

п ou" 

Е =— dz ° 

откуда 
(Л = — E’z-+ const.
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Полагая И” = 0 при 2=0 и замечая, что 2 = 7 со03ф, 
получим: 

Л = — (Е, — Е_) г соз$.. 

При этом составляющая — Er cos? представляет собою потен- 
циал внешнего поля, а составляющая Езг со$ ¢ — потенциал 
поля связанных зарядов внутри шара. 

Во внешнем пространстве однородно поляризованный шар 
создает поле такое же, как электрический диполь, помещенный 

Ро 2 Е, Е 

Ир 
ak , 

i 
у i 4 

Внешнее поле Поле связанных Резильтириующее поле 
008 J Park 

Рис. 29. 

в центре шара. Действительно, неполяризованный диэлектри- 
ческий шар можно представить себе как две наложенные друг 
на друга разноименно заряженные сферы с зарядами, равно- 
мерно распределенными по их объему. Эти заряды образуются 
совокупностью положительных и, соответственно, отрицатель- 
ных элементарных частиц, входящих в состав молекул диэлек- 
трика. При однородной поляризации все молекулы поляризуются 
одинаково. Пусть 4 — длина осей элементарных диполей, т. е. 
среднее расстояние, на которое смещаются друг от друга в моле- 
кулах заряды противоположных знаков. Весь поляризованный 
шар эквивалентен двум равномерно и разноименно заряженным 
сферам, смещенным друг от друга на расстояние 4. Но каждая 
сфера создает во внешнем пространстве такое же поле, как если бы 
весь ее заряд был сосредоточен в ее центре. Следовательно, две 
смещенные друг относительно друга сферы эквивалентны диполю. 

Так как радиус Ю шара много больше длины 4 диполя, то 
вне шара потенциал поля, вызванного поляризацией шара, опре- 

pcos» 

Aner?’ 
ческий момент диполя, эквивалентного поляризованному шару. 
Налагая этот потенциал на потенциал внешнего однородного поля, 
будем иметь вне шара: 

—— pcos ф 
U’ Eyr cos ¢ + ——+ “Treg 

делится приведенной в § 10 формулой где р — электри-
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Обозначим результирующие напряженность поля и электри- 
ческое смещение вне шара Е’и О’. Используем граничные условия 
на поверхности шара. 

При г = В имеем: 

E, == E; или (--: 5) = (——.)_, , 

т. е 

—E,sing + де р —=— (Р. — ЕЁ.) $т$. 

Следовательно, 

Е> in 

Кроме Toro, при г = R 

Dn = Dn или © (-5-) 
Г Or 

т.е 

GE cose + ia = е (ЕР. — E_) cos 

Следовательно, 
р воЁо - oops = Е, — Е 

> 

р . Используя выражение ЁЕ_= Fae,pe > Получаем: 

eofy + 2e,E, = cE, — cE, 

И 

Е. — Е + Е + Qe Eo. 

Таким образом, момент эквивалентного диполя равен: 

р = 4ке,АЗЁЕ_ = Что E,. 
о 

Нам удалось выразить ри Е_ через напряженность EL, задан- 
ного внешнего поля. При этом граничные условия на поверх- 
ности шара удовлетворяются для всех точек поверхности, т. е. 
для любого значения ф при г = R. Следовательно, наше пред- 
положение, что шар в однородном поле поляризуется однородно, 
правильно. 

Нетрудно найти распределение связанных зарядов по поверх- 
ности шара. Именно, поверхностная плотность в этих зарядов 
равна нормальной составляющей вектора поляризованности: 

o=—P,=Pcosg,
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где р ее 
P= Te, Вы Ey = 3e,£..- 

TT 

Мы нашли распределение связанных зарядов из условия, что 
шар поляризован однородно. Можно высказать обратное поло- 
жение, что распределение связанных зарядов на поверхности шара 
с плотностью, пропорциональной COS $, вызывает однородное 
деполяризующее поле внутри 
шара. 3 

Можно Доказать, что та- И 
ким же замечательным CBOH- a 

ством поляризоваться одно- 
родно во внешнем однород- 
ном Поле обладает эллип- 
соид. Шар является его част- — - 
ным случаем. 

Однако нетрудно сообра- внешнее поле Поле связаннь! 390я008 зить, что тело произвольной при однородной пдляри- 
формы будет поляризоваться зации 
в однородном поле неодно- Рис. 30. 
родно. Рассмотрим, напри- | 
мер, цилиндр конечной длины, помещенный в однооодное поле 
так, что его образующие совпадают с направлением поля 
(рис. 30). Если предположить, что цилиндр поляризуется одно- 
родно, то связанные заряды появятся только на его торцах. 
Очевидно, при этом поле связанных зарядов не может быть внутри 
цилиндра однородным, а следовательно, неоднородным будет 
и результирующее поле, что противоречит предположению об одно- 
родной поляризации. 

$ 28. Проводящее тело во внешнем электростатическом поле, 
Электростатическое экранирование 

Большое практическое значение имеют также задачи, в кото- 
рых рассматриваются заряженные или незаряженные проводя- 
щие тела, внесенные в заданное внешнее электрическое поле. 
Поле внутри проводящего тела исчезает. В пространстве вне 
тела внешнее поле изменяется. На поверхности тела наводятся 
(индуктируются) электрические заряды. Это явление называется 
явлением электростатической индукции. На рис. 31 в виде при- 
мера показано результирующее поле около проводящего тела, 
внесенного в поле заряженных пластин. 

Если внесенное тело не было заряжено, то сумма наведенных 
на нем зарядов оказывается равной нулю. Заряды эти распреде- 
ляются так, чтобы их поле внутри проводящего тела B точности 
скомпенсировало поле всех внешних зарядов. Ничто не изменится;



70 Электростатическое поле [Гл. 2 

если проводящее тело будет полым — во всей полости тела поле 
также будет отсутствовать. Этим обстоятельством широко поль- 
зуются для электростатического экранирования электрических 
измерительных приборов и элементов измерительных схем от внеш- 

них электрических полей. С этой целью 
| приборы помещают в замкнутые метал- 

У лические оболочки, называемые экра- 
- нами. Как показывает опыт, достаточно 
- выполнить экраны из мелкой металли- 

—_ ческой сетки. 
- Если желательно придать самому 
. экрану потенциал, равный нулю, TO 
. экран соединяют с землей. Это бывает 

/ полезно, например, в случае, если от 
прибора, заключенного в экран, выхо- 

Рис. 31 дят проводники к внешней схеме, ко- 
торая находится при потенциале, близ- 
ком к потенциалу земли. 

Заземленный экран способен в равной мере защитить внешнее 
пространство от поля зарядов, помещенных внутри экрана. 

Подобную экранирующую роль играет защитная свинцовая 
оболочка кабелей (рис. 32, а). Поле, существующее между отдель- 
ными проводами кабеля, не выходит за пределы свинцовой обо- 

+
+
 

+ 
t
+
 

+ 
+ 

+ 

Свинцовая оболочка 
Pasnoie провода Экраны 

7 Заземление 

Рис. 32. 

лочки, и этим исключается электростатическое влияние кабеля 
на близлежащие провода линий связи. Иногда в кабэле экрани- 
руют каждый провод в. отдельности (рис. 32, 6), чем достигается 
более равномерное распределение поля около каждого из прово- 
дов кабеля, 

Интересуясь результирующим полем, которое образуется вне 
проводящего тела, внесенного во внешнее поле, например, в слу- 
чае, показанном на рис. 31, мы должны рассматривать это поле 
как результат наложения поля наведенных на теле зарядов на 
заданное внешнее поле. Если, Кроме Того, внесенноз тело имеет
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суммарный заряд, отличный от нуля, то необходимо наложить 
еще и поле этого заряда. 

Пример расчета результирующего поля приведен в следующем 
параграфе. 

$ 29. Металлический шар во внешнем однородном поле 

Задача, рассмотренная в $ 27, позволяет найти поле, окру- 
жающее металлический шар, внесенный во внешнее однородное 
поле. Внутри шара поле должно отсутствовать и потенциал 
в объеме шара должен иметь постоянное значение. Следова- 
тельно, заряды, которые наводятся на поверхности шара, должны 
создавать внутри шара однородное поле, полностью компенси- 
рующее внешнее поле. Как вытекает из рассмотрения, произве- 
денного в § 27, такое поле образуется зарядами, поверхностная 
плотность которых пропорциональна созФ. Во внешнем простран- 
стве эти заряды создают поле такое же, как эквивалентный диполь, 
помещенный в центре шара. Таким образом, интересующая нас 
задача сводится к рассмотренной в § 27 задаче о диэлектрическом 
шаре, если в ней положить ЕЁ” = Е — Е. = 0, т.е. Eg = Е. 

Е — Eg 

e+ 2=% 

деле при в = oo, Поэтому поля вектора Е одинаковы в случаях 
металлического шара и шара из диэлектрика при в = co. Вне 
шара в обоих случаях одинаковы и поля Вектора D. Однако внутри 
шара из диэлектрика вектор D и при ев = со остается конечным 
и не равным нулю. Именно, учитывая равенства P = Зе, Ё- 
и Е- = E,, имеем: 

О -= ¢,F + Р=Р = 3, Ё.. 

Согласно формуле EL, = Е это равенство достигается в пре- 

Это связано с тем, что трубки электрического смещения непре- 
рывны на границе диэлектрика и, сгущаясь внутри тела с боль- 
шой диэлектрической проницаемостью, они проходят через тело 
без разрыва. Связанные заряды на границе двух диэлектриков 
не дают начала новым трубкам смещения. 

В случае же металлического тела внутри тела исчезает не только 
поле вектора Е, но и поле вектора О. Заряды, наведенные на 
поверхности тела, являются теперь свободными, образовавшимися 
вследствие конечной проводимости тела. Трубки электрического 
смещения, существующие вне тела, заканчиваются на этих заря- 
дах и не проникают внутрь тела. Отсюда видно, что рассмотрение 
проводника как диэлектрика с ве = со по существу является 
формальным. 

$ 30. Метод зеркальных изображений 

Расчет поля заряженных проводников, расположенных вблизи 
плоских поверхностей, ограничивающих проводящую среду, сво- 
дится при помоши метода зеркальных изображений к расчету
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поля нескольких проводников при отсутствии проводящей среды. 
Рассмотрим поле прямолинейного провода, расположенного 

на расстоянии A от плоской поверхности проводящей среды 
(рис. 33). Это соответствует, например, проводу, подвешенному 
на высоте A над поверхностью земли. Все линии напряженности 

поля, начинающиеся на положи- 
тельно заряженном проводе, закан- 
чиваются у поверхности проводящей 
среды, где появляется индуктиро- 
ванный отрицательный заряд. Поле 
определяется как зарядом провода, 
так и всем зарядом, распределенным 
по поверхности проводящей среды. 
Распределение индуктированного 
заряда из условий задачи не известно 
и Также подлежит определению. 

На первый взгляд задача рас- 
чета поля в такой системе кажется 

достаточно сложной. Однако она решается весьма просто при 
помощи метода зеркальных изображений. Устраним мысленно про- 
водящую среду и заменим ее проводом, являющимся зеркальным 
изображением реального провода в поверхности раздела и имею- 
щим заряд той же величины, 
что и заряд реального провода, 

Рис. 34. Рис. 35 

но противоположного знака (рис. 33). Действительный провод 
и его зеркальное изображение составляют двухпроводную линию, 
поле которой изображено на рис. 20. Из рис. 20 видно, что пло- 
скость, расположенная посредине между действительным проводом 
и его зеркальным изображением, является поверхностью равного 
потенциала. В действительных условиях поверхность проводяще 
среды как фаз совпадает с этой плоскостью и также является 
поверхностью равного потенциала. Отсюда следует, что если 
заменить проводящую среду зеркаленым изображением провода
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с изменением знака заряда, то в области над проводящей средой 
поле останется таким же, как и в действительных условиях. 
В этом и заключается метод зеркальных изображений. 

Этот метод применим и в случае любого числа проводов, протя- 
нутых параллельно друг другу и параллельно плоской поверх- 
ности, ограничивающей проводящую среду (рис. 34). Каждый 
провод должен быть зеркально отражен в поверхности проводящей 
среды с изменением знака заряда, после чего проводящая среда 
может быть мысленно удалена и рассмотрено поле совокупности 
действительных проводов и их зеркальных изображений. В таком 
поле плоскость, расположенная на месте поверхности проводящей 
среды, является поверхностью равного потенциала, так как заряды 
противоположных знаков размещены симметрично относительно 
этой плоскости. Следовательно, найденное таким путем поле и будет 
действительным полем в области над поверхностью проводящей 
среды. 

Метод зеркальных изображений также может быть ‘исполь- 
30BaH, когда проводящая среда ограничена двумя плоскостями, 
сходящимися под углом а = лп/и, где п — целое числе, причем 
угол a отсчитывается в диэлектрике, где рассматривается поле. 
Разделив все пространство на одинаковые части плоскостями, 
пересекающимися под углом а (рис. 35), что возможно только, 
если п есть целое число, и последовательно отражая провод в этих 
плоскостях, получим систему из действительного провода и серии 
его зеркальных изображений. В поле такой системы плоскости 
А—А’и B— В’ являются плоскостями равного потенциала, 
так как заряды противоположных знаков размещены симметрично 
по отношепию к ним. Поэтому поле этой системы совпадает с дей- 
ствительным полем в той части пространства, где последнее суще- 
ствует. 

Метод зеркальных изображений в полной мере применим и для 
случая заряженных тел любой формы, расположенных в диэлек- 
трике около плоскостей, ограничивающих проводящую среду. 
Естественно, поле при этом уже не будет плоскопараллельным. 



ГЛАВА ТРЕТЬЯ 

РАСЧЕТ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЕМКОСТИ 

$ 31. Емкость между круговыми цилиндрами. 
Емкость двухпроводной линии передачи 

Емкость между двумя уединенными проводящими телами равна 
отношению заряда 4, = 4 одного из тел к разности их потенциалов 
U, — Ц., причем предполагается, что заряды тел равны по абсо- 
лютной величине и противоположны по знаку, т. е. gg = — 9: = 
= —g. Вычисление емкости между двумя телами сводится к вычис- 
лению разности их потенциалов в этих условиях. В качестве 
важного примера найдем выражение для емкости между двумя 
параллельными круговыми проводящими цилиндрами Цилиндры 
будем предполагать бесконечно длинными, емкость будем опре- 
делять между их отрезками длиной J. В $ 20 и 21 было исследовано 
поле таких цилиндров. 

Потенциал в некоторой точке, удаленной на расстояния #11 
и го от электрических осей цилиндров (рис. 18 и 21), определяется 
формулой: 

t 

2m 
Ink +C,. 

т г 
— In — = 

U one | ri + С, 

Hac интересует разность потенциалов самих цилиндров. Для 
определения потенциалов цилиндров выберем на их поверхностях 
точки, например, наиболее близкие друг к другу точки A, и А. 
(рис. 20 и 21). Пусть Е, — значение отношения го/г, для точки Ay 
и, соответственно, Ro — значение этого отношения для точки Ao. 
Имеем: 

К ИИ т 
Ry 

Так как д = tl, то 
__ 4 __ Qnel 

C= U,—U, — ky ` 
ne-, 

Re 

Отношение г./’, для любой точки поля может быть выражено 
через радиус Ю окружности равного потенциала, проходящей 
через эту точку (рис. 18), и через расстояние A = | ж| от центра
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этой окружности до плоскости постоянного потенциала (на рис. 18 
до плоскости нулевого потенциала). Воспользовавшись формулами 

й = т Би КЮ = у и р, приведенными в $ 20, получаем: 

й _ 1-Е? оо AL т 
R= откуда № — 2-5 +1 =0и 

h h? 

Знак «плюс» следует брать при К > 1, что соответствует слу- 
чаю г. > м, т. е. расположению окружности равного потенциала. 

Ket 
ff 9 
1¢ 4 — 

к 
v 

р > 

Рис. 36. Рис. 37. 

слева от плоскости U = соп$ё (рис. 21). Знак «минус» следует 
брать при К < 1, что соответствует расположению окружности 
равного потенциала справа от плоскости И = const. 

Рассмотрим частные случаи. 
1) Емкость кругового цилиндра относительно плоскости 

(рис. 36). 
Для плоскости постоянного потенциала Ryo = г./п, = |, так 

как эта плоскость расположена посредине между электрическими 
осями (рис. 18). Следовательно, 

Onel 

Здесь И — расстояние от оси цилиндра до плоскости и R — 
радиус цилиндра. Полученной формулой можно пользоваться 
для вычисления емкости относительно земли провода, подвешенного 
на высоте A параллельно поверхности земли. Так как обычно 
h > R, то приближенно: 

Cm Qrel 

2) Емкость между несоосными не охватывающими друг друга 
круговыми циличдрами (рис. 37).
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Имеем k, > | иК.< 1, и, следовательно, перед знаком квадрат- 
ного корня в формуле для К, надо взять знак «плюс», а для А. — 
знак «минус». Таким образом, 

2Qnrel C= — | 
h hy \2 h hp \2 in| { 2. V (4 -1):(#-/ #1) 

"| (2 + р.) К. (z 

Учитывая, что для любого числа х существует тождество: 

— 2— | 
ув tts , 

можем переписать формулу для емкости между цилиндрами в виде: 

ЭпЕ] 

EVER VR) 
Величины fy и Ay определяются через 

расстояние D между геометрическими ося- 
ми цилиндров и через их радиусы Ri и КЮ. 
по формулам: 

D+ RE ю | D? + RB - R? | 
2D cn h, = oD \? 

выведенным в $ 21. 
Для двух цилиндров одинаковых ра- 

диусов имеем Ri = Ю. =Кий = hy = 
= 0/2. Формула для емкости при этом принимает вид: 

C = mel 

= тр pe 
in B+ pe!) 

3) Емкость между тонкими проводами. Емкость двухпровод- 
ной линии передачи. 

Если Ю < Ри ВЮ), < D, то согласно формулам для hy и Йо 
имеем: 

р hy _ he _ D D 
’ hy => R, ~ oR >! И R, ~ oR, > | h,~= В. 

5 

Поэтому формула для емкости может быть представлена 
в приближенной форме: 

C~ 2Qrel __ Tel 

~ in (=) In Dp 
К № Ук,к 
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Если радиусы проводов одинаковы, К, = R, = R, как это 
обычно имеет место в случае двухпроводной линии передачи, 
то получаем: 

| 
Ст. 

In 2 

R 

4) Емкость между несоосными охватывающими друг друга Kpy- 
говыми цилиндрами (рис. 38). 

В этом случае имеем ky > Ти Е. > I и, следовательно, 

ау: VR 
При этом И, и hy определяются теми же формулами, что и вп. 2. 
5) Емкость между соосными круговыми цилиндрами. 
Последняя формула переходит в формулу для емкости между 

соосными цилиндрами (ч. 1) в пределе при А/К, > с<ий./К. <. 
Действительно, для соосных цилиндров D = 0, и согласно 

выражениям для fh, и Ay, имеем fy = CO HA, = <, причем 
й./й. = 1. Учитывая это, получаем из последней формулы: 

__ Qrel 

In 2 
К, 

$ 32. Потенциальные коэффициенты, коэффициенты 
электростатической индукции и частичные емкости 

в системе тел 

В системе нескольких заряженных тел потенциал каждого 
тела определяется не только зарядом данного тела, но также 
и зарядами всех остальных тел. При этом, если в не зависит 
от напряженности поля, то потенциал является линейной функ- 
цией зарядов. Это положение было использовано (ч. Г) при выводе 
выражения для энергии заряженных тел. Рассмотрим это поло- 
жение и вытекающие из него соотношения более подробно. 

Если внести незаряженное проводящее тело А. в поле другого 
тела A,, имеющего заряд gi, то тело A, приобретает некоторый 

потенциал Uy, отличный от нуля. Если вносимое тело А. имеет 
ничтожно малые размеры (рис. 39), то можно пренебречь искаже- 
нием поля, возникающим от появления на вносимом теле индук- 
тированных зарядов. При этом тело A, приобретает потенциал, 
который был в точке его расположения и до его внесения. При 
значительных размерах вносимого тела (рис. 40) поле искажается, 

и потенциал (. будет определяться как зарядом 4. тела Aj, так 

и зарядами, индуктированными на теле Ay. Следовательно, (2
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зависит от формы поверхностей обоих тел и от взаимного их распо- 
ложения. Если диэлектрическая проницаемость среды не зависит 

от напряженности поля, то потенциал (› изменяется пропорцио- 
нально заряду gi, так как в этом 
случае при изменении заряда ди 

Рис. 39. Рис. 40. 

распределение зарядов на поверхности тел и, соответственно, 

картина поля не изменяются. Итак, можно написать: 

(5 = “0:1. 

Связь между потенциалом И! тела А, и его зарядом 9 
можно выразить в аналогичной форме: 

О! = 4119,- 

Следует подчеркнуть, что коэф- 
фициент 1, не равен величине 

on где С, —емкость тела Aj, 

определяемая в предположении, 
что все другие тела от него беско- 
нечно удалены. Такое равенство 
приближенно имеет место только 
в том случае, когда вносимое 

Рис 41. тело А, весьма мало (рис. 39). 
В общем случае (рис. 40) потен- 

циал U, определяется как зарядом 9, распределенным на поверх- 
ности тела Д., так и зарядами, индуктированными на теле Ag. 
Таким образом, коэффициент ay, так же, как и коэффициент &о1, 
зависит от формы обоих тел и от их взаимного расположения. 

Предположим теперь, что тело A, имеет суммарный заряд, 
равный нулю, в то время как заряд go тела А. отличен от нуля 
(рис. 41). При этом тела приобретают потенциалы, величины кото- 
рых пропорциональны заряду go: 

(1 = 4,24» и (2 = %..4..



$ 32] Потенциальные коэффициенты и частичные ‘емкости 79 

Если заряды обоих тел отличны от нуля, то потенциалы тел 
могут быть найдены на основе принципа наложения. Имеем: 

U, =U, FU, = 4449, + 1099: 

И. =: Us + U,= 1019, + “2202. 

В общем случае, когда имеется п заряженных тел — Aj, Ao, 
.... A,, Получаем систему уравнений: 

U, = 4119, + %19Jo+.- - + eine tee et inns 

О. = 919) + % 9042 +. ..- Conde te - -- 4219; 
° e e ® e e e e e И 

Uy == GiGi -Г 9202 |. + t+ Я 9ь te «+ Wenn’ 

U, — hid) + Onoda te + e+ Mandy te + + Cann 

Коэффициенты « носят название потенциальных коэффициен- 
тов. Они зависят от формы и размеров поверхностей тел, от взаим- 
ного расположения тел и от диэлектрической проницаемости 
среды. Коэффициенты «,, с одинаковыми индексами называют 
собственными потенциальными коэффициентами, а коэффи- 
циенты a, с различными индексами называют взаимными потен- 
циальными коэффициентами. Эти уравнения служат для вычисле- 
ния потенциалов тел по заданным их зарядам. 

Нередко возникает обратная задача: известны потенциалы тел, 
требуется найти их заряды. Решая приведенные выше уравнения 
относительно зарядов, получим: 

4: —= В.С: В,» +... В.О» tee eb Bina 

Je == Ва + В.М +... ВО». - - РВ О»; 

4 ° 

дв = Вы Оз t+ Broa +. » -t Beet.» + Вы в 

In = Виа + Ви 2 +. .. + Bars + .. Bann: 

Коэффициенты В называются коэффициентами электростати- 
ческой индукции — собственными при одинаковых индексах 
и взаимными при разных индексах. Они имеют размерность емкости. 

Собственный коэффициент электростатической индукции В», 
может быть найден, если принять, что потенциалы всех тел, кроме 
тела A,, равны нулю. При этом получим: д, = By,U,. 

На практике равным нулю принимают потенциал поверхности 
земли. Следовательно, для того чтобы тело приняло потенциал, 
равный нулю, его, как принято выражаться, необходимо «зазем- 
лить», т. е. соединить проводником с землей. Для определения 
опытным путем коэффициента Р,, следует, заземлив все тела, 
кроме тела A, (рис. 42), сообщить последнему потенциал U,,
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хотя бы присоединив это тело к полюсу электрической батареи, 
другой полюс которой заземлен. Измерив вольтметром напря- 
жение И, между телом и землей, отключим вольтметр и батарею 
и разрядим тело A, на землю через баллистический гальвано- 
метр G,. По отбросу гальванометра мы определим заряд а, тела, 
а следовательно, сможем вычислить и искомый коэффициент В,,.. 
Все соединительные и заземляющие проводники в этом опыте 
должны быть весьма тонкими, чтобы присутствие их по возмож- 
ности мало искажало поле. Коэффициенты с одинаковыми индек- 
сами все положительны: Ё,, > 0, так как в описанном опыте 
потенциал и заряд тела A, имеют одинаковые знаки. 

Рис. 42. Рис. 43. 

Если в том же опыте измерить при помощи другого гальвано- 
метра G, заряд g,, который был связан на поверхности тела A, 
н освободился при разряде тела A,, то мы получим возможность 
определить и взаимный коэффициент электростатической индук- 
ции В,, из соотношения: 9, = В„„ОЬр. 

Очевидно, коэффициент B,, так же, как н все взаимные коэф- 
фициенты электростатической индукции, отрицателен. Это непо- 
средственно явствует из рис. 42: при И, > 0 линии поля начи- 
наются на теле A, и заканчиваются на теле A,, и, следовательно, 
Qn < 0. Таким образом, вообще F,, < О при k == р. 

Нередко пользуются уравнениями несколько в иной форме. 
Именно, выражают заряд каждого тела не через потенциалы тел, 
а через разности потенциалов данного тела и других тел, в том 
числе и земли. Имеем: 

а. = С, (И, TOL Ca Oh —U,)+...+ 
FOG бы +.. НС (U, ~ Ua) 

= Сы Ur— U,) + Cy (Up — Us) + + 

ы бы (С ~~ о) tr. . Сы (U, _U,), 

0, = Cy Up —U,) + Cyz Ug — И... 
+ Cap(U,—U,) +. . НС, (И, — 9).
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Коэффициенты С в этих уравнениях называют частичными 
емкостями — собственными при ‘одинаковых индексах и взаил- 
ными при различных индексах. Для определения собственной 
частичной емкости С,, следует положить потенциалы всех тел 
равными U,. Тогда а, = С„„Оь. 

Для измерения емкости C,, необходимо соединить между 
собой все тела, зарядить всю эту систему до потенциала U, отно- 
сительно земли и затем, отключив источник э. д. с., разрядить 
ее на землю (рис. 43). При этом гальванометр должен быть вклю- 
чен так, чтобы был измерен только заряд 4, тела Ay. 

Ясно, что Cy, > 0, так как при положительном потенциале 
системы и заряд на ней будет положителен. 

При этом же условии Ш =. =... = 0, =... = U, 
из уравнений, содержащих коэффициенты электростатической 
индукции, имеем: 

92 = (Вы + Bee te . Bert +» + Ben) Ор. 
Следовательно, 

Coe = Ва + Bao + - . „Е Bap . Е Вл. 

Взаимная частичная емкость С ль определяется из того же опыта, 

что и коэффициент B,,. Действительно, при U, = ЦИ.=...=И,_ = 
= О, =... = И, =Ои U, == 0 имеем из уравнений, содер- 
жащих частичные емкости: 9, = —C,,U,. Следовательно, 
Cir = —В,„ь. Таким образом, вообще при k ¥ p: 

Ср = — Bap И Cy, > 0. 

Преимущество уравнений, содержащих частичные емкости, 
по сравнению с уравнениями, содержащими коэффициенты элек- 
тростатической индукции, состоит в том, что в них все коэффи- 
циенты положительны. 

Отметим, что имеет место равенство @,, = «,‚, справедли- 
вость которого легко показать из условия независимости энер- 
гии системы заряженных тел от последовательности, в кото- 
рой устанавливаются заряды системы, аналогично тому, как было 
доказано равенство: M,, = M,, (ч. 1). Пользуясь определите- 
лями, легко показать также, что B,, = B,,. И из условия C,, = 
= —В,› следует, что Cy, = C,,. Это соотношение выражает 
принцип взаимности для системы заряженных тел. 

$ 33. Потенциальные коэффициенты в системе параллельных 
весьма длинных проводов 

В виде примера, весьма важного для практики, рассмотрим 
систему проводов, протянутых параллельно друг другу над поверх- 
ностью земли (рис. 44). Длину проводов будем предполагать столь 
большой, что поле можно считать плоскопараллельным. Обычно
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диаметры проводов весьма малы по сравнению с расстоянием 
между их осями и с высотой их подвеса. В таком случае проще 
всего определяются потенциальные коэффициенты a. Для опре- 
деления коэффициентов &11, Go1, “з,...&,: Достаточно положить 
д 5 Ои 09. =4:=.... = д, = 0. При этом ни один провод 
не должен быть заземлен. Уравнения приобретают вид: 

U, = 41, Ц. = Gag, -.., Ок = MM, 

Поле заряженного первого провода будет таким же, как и в слу- 
чае одного провода, протянутого над поверхностью земли (рис. 33), 
так как искажением поля вследствие существования других про- 
водов можно пренебречь ввиду малости их сечений. При таком 

2 условии коэффициент &.! является вели- 
‚ 20 k чиной, обратной емкости провода по 
® 1! p Te и отношению к земле, выражение для ко- 

| Ihe TX a / | 3 торой получено в $ 31 в предположении 
h А |“ отсутствия остальных проводов. Следова- 

| lb yl | тельно, 
NSS ANON ANA | 2h 

| | Г) => In, } ! -\ | 2rel R, 

, x | pis = | 
1 xk’ И вообще 

’ ° | | 2hp 
m0 04 = —— ]n ——% 

Puc. 44 eo Brel Re 

Коэффициент «о, нетрудно определить, если заметить, что 
незаряженные провода, ввиду малости их сечений, принимают 
в поле заряженного провода те потенциалы, которые получаются 
В местах их расположения и при отсутствии их. Найдем, NOJIb3YACb 

T r 
уравнением И = р п + Co, приведенным в $20, потенциал 

на оси второго провода, определяемый зарядами первого провода 
и его зеркального изображения в поверхности земли. Постоян- 
ная С. в данном случае равна нулю, так как для точек на поверх- 
ности земли расстояния и! и re до провода и его зеркального изобра- 
жения равны между собой и, кроме того, для этих точек И = 0. 

Замечая, что для точки, лежащей на оси второго провода, 
необходимо положить Г! = fig И fe = Me (рис. 44), получаем: 

rye 

U, A_ jp 1? 
— Oneal Tin 

Следовательно, 

_ ol Fire 
1 = ЕП - 

Вообще будем иметь: 

1 ror 

р 91 Гр
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Так как Гр’к = Гри’ (рис. 44), TO ay, = a&,,%, что было отмечено 
в предыдущем параграфе для общего случая. 

Умение рассчитывать потенциальные коэффициенты, козэф- 
фициенты электростатической индукции и частичные емкости 
весьма важно во многих практических задачах, например, при рас- 
чете параметров линии передачи со сложным расположением 
проводов, при выяснении вопроса о влиянии линии передачи высо- 
кого напряжения на расположенные рядом с ней линии связи 
и т. д. 

$ 34. Емкость двухпроводной линии с учетом 
влияния земли 

Полученные в предыдущем параграфе выражения для потен- 

циальных коэффициентов в системе параллельных проводов, про- 

тянутых над поверхностью земли, дают возможность найти выра- 

жение для емкости двухпроводной линии передачи с учетом влия- 

ния земли. ` 
+ o 

В случае двух проводов имеем: "а 

И. = “119, + % 1003 О. = 4219, - 4229. 2 
& 

Пусть заряды проводов равны по абсо- 
лютной величине и противоположны по 
знаку: gg = —01. Заменяя go на —4и, по- 
лучаем: 

Рис. 45. 
И, = (81, — &,2) 9; Ug = (Gq, — 4») 41. и 

Следовательно, искомая емкость имеет выражение: 

C= 91 — | 

U,—U, O11 - 622 — 2а12° 

Определим, пользуясь этой формулой, емкость двухпровод- 
ной линии, провода которой подвешены на одинаковой высоте й 
от земли и на расстоянии О друг от друга (рис. 45). Радиусы прово- 
дов одинаковы и равны К. Согласно формулам, полученным в пре- 
дыдущем параграфе, имеем: 

| oh 1 V (2h)? + D2 
аль =ty= oy ings M12 = For — “Orel In D 

Следовательно, 

1 mel 
C = = ° 

2 (“11 — &12) In ( 24 _ D 

RV 4h? + D? 
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Если высота подвеса И много больше расстояния между прово- 

дами О, то у 4h? - 0" = 21 и 

т. е. получаем формулу, выведенную ранее ($ 31) без учета влияния 
земли. 

$ 35. Емкость трехфазной линии передачи 

Все полученные выше соотношения, строго говоря, справед- 
ливы только для электростатического поля. Однако с большой 
степенью точности они могут быть использованы и при вычислении 
параметров линий передачи при технической частоте. Критерием 
допустимости приближенного рассмотрения переменного электри- 
ческого поля около проводов линии в отдельные моменты времени 
как электростатического поля может служить соотношение между 
линейными размерами области, в которой рассматривается поле, 
и длиной электромагнитной волны. Вопрос о длине A электро- 
магнитной волны и о скорости UV ee распространения будет рассмот- 
рен в $ 75 и 76. Имеет место соотношение: A = v/f, где { — частота: 
колебаний. В воздухе о = 3.10? км/сек, и при частоте 50 гц 
имеем A = 6000 км. На длине волны фаза колебаний напряжен- 
ности поля меняется на 2x. В пределах области, линейные размеры 
которой значительно меньше A, можно считать фазу колебаний 
напряженности поля одинаковой во всех точках области и с боль- 
шой степенью точности рассматривать поле в каждый момент 
времени как электростатическое. 

В уравнениях, связывающих заряды и потенциалы, необхо- 
димо под ди И понимать в этом случае мгновенные значения заря- 
дов проводов и напряжений между проводами и землей. При enny- 
соидальном режиме эти уравнения могут быть написаны в симво- 

лической форме для комплексных действующих значений ди U 
зарядов и напряжений. Для случая трехпроводной линии уравне- 
ния приобретают вид: 

9 = BU + ВО» + Выз Оз; 
4 = Bo U, + В + BU; 

qs — В.С + Вэ + Выз 0. 

Предположим, что напряжения (Л, О и Us образуют симмет- 

ричную систему, т. е. Up = a?U, и Из = аЦ1, где а — комплекс- 
ный множитель (ч. [1). Имеем: 

1—2" УЗ. 
а=е 3 ЕЛ
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4" - 
im | . ИЗ 

| 
a? = |, + Lg, —5 =a. 

a a 

В этом случае уравнения могут быть записаны в форме: 

9 = (Bir + 8» as) Us: 

дз = (Boy + 4B os + ав») Ue; 

43 = (Bsa + ав, + Bye) Us. 

Величины, стоящие в скобках, вещественны при условии, что 
провода линии расположены симметрично друг относительно 
друга, т, е. если By, = В.з = B31, так как (а + a?) = —1 вещест- 
венное число. При этом стоящие в скобках величины представ- 
ляют собой емкости проводов относительно земли или, что то же, 
емкость линии на одну фазу при соединении звездой. 

При отсутствии симметрии в расположении проводов, т. е. 
если Big == В.з == Ва, стоящие в скобках величины оказываются 
комплексными. Их вещественные части являются емкостями про- 
водов относительно земли, так как они определяют часть заряда, 
изменяющуюся в фазе с напряжением, и, следовательно, опреде- 
ляют реактивную составляющую тока, сдвинутую по фазе на угол 
к/2 относительно напряжения... Мнимые части величин, стоящих 
в скобках, определяют активные составляющие токов в проводах, 
находящиеся в фазе или в противофазе с напряжениями. Заметим, 
что сумма мнимых частей для всех трех фаз равна нулю, так как 
при суммировании мы получаем перед всеми коэффициентами В;., 
Bo3 и В., вещественные множители (а + а?) == —1. Это значит, 
что если в одних фазах они определяют положительную активную 
мощность, то в других фазах они определяют такую же по абсолют- 
ной величине, но отрицательную активную мощность. Физически 
это означает, что при несимметричном расположении проводов 
некоторое количество энергии передается за период путем электро- 
статической индукции из одной фазы в другую. Это своеобразное 
явление проявляется в несимметрии токов при симметричных 
напряжениях. Естественно, что несимметрия токов определяется 
не только появлением разных по величине и по знаку активных 
составляющих, но также и различием реактивных составляющих 
вследствие того, что емкости проводов различны. 

Полная симметрия в расположении проводов может быть дости- 
гнута только в кабеле, в котором заземленная оболочка охваты- 
вает симметрично все три провода (рис. 32). В воздушной линии 
даже при расположении проводов по вершинам равностороннего
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треугольника (рис. 46) наличие земли вносит несимметрию. 
Подавно несимметричной оказывается линия с расположением 
проводов, согласно рис. 47. 

Обычно через равные расстояния изменяют расположение 
проводов на опорах так, что постепенно осуществляется круговая 
перестановка (транспозиция) проводов (рис. 48). Основная цель 
круговой перестановки уменьшить электростатическое и электро- 

магнитное влияние проводов 
линии высокого напряжения 

< | и сильного тока на соседние 
| , 2 ‚ Линии связи. При наличии 

2—4 2—2 круговой перестановки сред- 
СИ Г | a ние значения параметров 
ста < < < всей линии получаются оди- 

наковыми для всех фаз, и 
i ; всю линию можно рассма- 

Рис. 46. Рис. 47. тривать как симметричную. 
В среднем для всей линии не 

будет иметь места передача энергии за целый период из одной 
фазы в другую путем электростатической индукции. 

С достаточной для практики точностью решение можно полу- 

чить, вводя в систему уравнений: 

U, = 01191 + 019 + 1393; 

И. = 9191 + %o0_ + 93953 

Из = 919; + 2 9099 + 93393 

средние для всей линии значения потенциальных коэффициентов &. 
Обозначим: | } 

1 

On = ts Ss a ; 2х 5 —y ——s 3 == 

9 2 1 
911 а ‘а 

в = — — =, Puc. 48. 

ГДе 19, Gog, &31, B11, Xoo, @зз — истинные значения коэффи- 
циентов для одного из участков, и будем считать в дальнейшем, 
что для всей линии все коэффициенты a с разными индексами 
равны аи„ и все коэффициенты @ с одинаковыми индексами 
равны а. 

Естественно, что в симметричной линии при симметричной 

системе напряжений и заряды ду, Go, G3 образуют также симметрич- 

ную систему, т. е. д. = а?9, g3 = aq.



$ 36] Метод средних потенциалов 87 

Уравнения в этом случае приобретают вид: 

U, = а of + а ид + ms = [% + (a+ а^) ап] Ч, = (& — &m) Ч; 

U, = = omy + oJ + а ид = — (a —~ a =) 923 

U, = а + аи + 64s = (% — а п) 43. 

Следовательно, искомая емкость провода относительно земли 

равна: 

С. 
40 — Lm 

Согласно формулам, приведенным в § 33, имеем: 

] Ги 2h, Phe n 2hs 
C.== ь.—__ И 

0 ‘3 (In К, + In в”); 

1 1 Го’ 93 73] 

a= ae (Ш + In), 

a 3 -—___—— 
In! 2 У №, | У гтэгозГ ал 
3; 3 

У RiR2Rs У Mi9'F 93°31" 

При расположении проводов, согласно схеме рис. 47, имеем. 

Tig = Гоз = D, rz, = 2D; h,=h,=h,=h,; 

Г127 == fe3' = у 4h? + 02; гз’ == V 4h? + 4D 

Следовательно, 
C= Qrel 

SAD 
In 5 

| У (4h2 + D2) V 2 + > 

Пренебрегая влиянием земли, т. е. полагая D < A, получим: 
ЭщЕ;[ 

$ 36. Метод средних потенциалов для расчета потенциальных 
коэффициентов и емкостей в системе проводов 

Для расчета емкости сложных систем, состоящих из нескольких 
проводов конечной длины, например емкости радиоантенн, широко 
используется приближенный метод, предложенный Хоу
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В электростатическом поле потенциал проводника одинаков 
во всех его точках, заряд же распределяется по поверхности провод- 
ника неравномерно. Хоу предложил для вычисления емкости 
исходить из обратного, по существу не отвечающего действитель- 
ности предположения. Именно, предполагается, что заряд распре- 
деляется равномерно по поверхности проводников и в случае 
линейных проводников — равномерно по их длине. Вычисляется 
распределение потенциала по поверхности или по длине провод- 
ников и в формулу для емкости вводится среднее значение вычислен- 
ных таким образом потенциалов проводников. В соответствии 
с этим мы будем называть этот метод методом средних потенциа- 

лов. Этот метод, хотя и основан на 
al предположении, не соответствующем 

реальным условиям, в ряде случаев, 
< например, при вычислении емкости си- 

стемы, образованной параллельными 
we, проводами, дает достаточно точные pe- 

зультаты. Это объясняется тем, что 
Рис. 49. неравномерность распределения заряда 

заметно сказывается лишь на концах 
таких проводов. Упрощение же расчета достигается весьма боль- 
moe, так как при заданном распределении заряда потенциал 
вычисляется по формулам: 

1 ( ods \ cdl 
О. | би | г‘ 

$ 

Предположим, что имеется два отрезка проводов, длины кото- 
рых Д wl, (рис. 49). Требуется вычислить потенциальный коэф- 
фициент ao. Предположим, что gy = Ои д. * 0. Нри этом имеем: 

U,= (1202. 

Пользуясь приближенным методом, предполагаем, что д. рас- 
пределен равномерно вдоль второго провода с Линейной плот- 
HOCTbIO т. = 05/2. Потенциал в некоторой точке первого провода, 
определяемый зарядом go, будет равен: 

(7, __ 1 | To dl. __ Jo dl, 

1 Че. г 41 r 
2 2 

причем интегрирование производится вдоль всего второго про- 

вода. Среднее значение потенциала первого провода получается 

в результате интегрирования вдоль первого провода: 

_ i ! __ 92 ана 

“a=, фа, = actin.) | a 
lily 1 1 
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Таким образом, искомый потенциальный коэффициент опре- 
деляется формулой: 

_ 1 | | dl, dl, 
“12 _ Anelyls ‚о Г ` 

ly ly 

Выражение для потенциального коэффициента с одинаковыми 
индексами, например a для прямолинейного отрезка провода 
кругового сечения, может быть найдено путем следующих рассуж- 
дений. Предполагаем, соответственно принятому допущению, что 
заряд, находящийся на поверхности провода, равномерно распре- 
делен по длине провода. Находим 
потенциал И’, создаваемый этим У 

зарядом в разных точках оси про- dx, 
~ — —— = 

xy 

A ~ 

. и | р 
aL, i 

Рис. 51. 

вода, и вычисляем среднее значение U потенциала вдоль OCH. 
Пусть г — расстояние от кольцевого элемента поверхности про- 
водника, имеющего длину АГ в направлении оси проводника 
(рис. 50), до элемента 4 оси проводника, / — длина проводника 
и fo — радиус его сечения. Потенциал U’ в некоторой точке 
OCH, определяемый всем зарядом g проводника, равен: 

U's 9 dl’ 

Ane | г‘ 
1 

Среднее значение потенциала вдоль всей оси будет: 

и= ии q | ea | Anel? , r 
l 

Следовательно, 

1 dl’ dl 

“= Gre |) Jr? 
1 1 

причем наименьшее значение г есть fp. 
В качестве примера определим, пользуясь методом средних 

потенциалов, потенциальный коэффициент а. для случая парал- 
лельных отрезков проводов, расположенных на расстоянии D друг 
от друга и имеющих одинаковые длины И = р = 1, причем
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начала отрезков лежат на одном перпендикуляре к ним. Оси коор- 
динат расположим так, как показано на рис. 51. Имеем: 

| dx, dX, 
19 — —— 

12 4nel? УР? + (x, — x4)? 
0 0 

Ho 

d а ) 1 у Хо __ Ха —Х! А —^! xj 
— == Arsh Arsh =, 

| УР? + (ж — хи)? V D? + (x, — х, D т р 
—х, 

Следовательно, 
1 

O19 = — TF | ( ( Arsh — +- Arsh +) dx,. 

0 

Нетрудно убедиться, что 

l 

| Arsh = dx, = | Arsh a dx,. 
0 

Замечая, что 

| Arsh ydy—=y Arsh y — | yd (Arshy) = 

y dy тв = y Arsh y— у =yArshy—Y1-+ и? + const, 

находим: 

_ РБ 

~ Qnel? 
*1 Я __ D Arsh D 

D? D 
= | Arsh 7 —~V +14 |. 

При вычислении коэффициентов &11 И & 99 с одинаковыми индек- 
сами для прямолинейного проводника, имеющего круговое сече- 
ние радиуса fo, результат интегрирования приведет к формуле, 
которая получается из формулы, только что полученной, путем 
замены D на fo. Следовательно, 

2 
1 [ Го ro 

eu =-gir [Anh — Bay tl
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Так как при выводе этой формулы наличие другого провода 
не учитывалось, то емкость уединенного цилиндра конечной длины 
получается из выражения: 

| Qnel 

wu Arsh ~! ro ра fo 
"ти вт 

Заметим, что имеет место соотношение: 

Arsh = In + | 
° Го Го г: ; 

При [ > ry имеем: 

ash b—V/ Я In —1 = 

— In +1n2—1= In—+— 0,307. 
Го Го 

Следовательно, 
Cm eee ~ ene 

In ——- — 0,307 In — 
Го Го 

Емкость между цилиндрами найдется из системы уравнений: 

О, = 0419, + % 10923 Ч. =4 9, + (202. 

Полагая gg = —gi и учитывая, что Goi = Gig И Aog = вц. 
получаем: ? 

1 — (“1 —@ hoe U, — — (G1, — % 12) Vy 

| 
C= — 

U, aay 2 (G11 — O49)’ 

re 4:2 И «в находятся по только что полученным формулам. 
При J > и ul > D получаем: 

star (и) $] чье 
и, следовательно, 

что совпадает с выведенной ранее формулой для емкости двухпро- 
водной линии передачи ($ 31).
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$ 37. Вычисление емкости по картине поля 

Емкость между двумя цилиндрическими телами большой 
длины или между двумя телами вращения с общей осью можно 
вычислить, пользуясь картиной поля, построенной хотя бы 
приближенным графическим методом, изложенным в $5 23—25. 

Отношение потока вектора смещения AW, сквозь сечение одной 
трубки к приращению потенциала AU между соседними линиями 
равного потенциала, согласно уравнениям, приведенным в § 25, 
равно: 

для плоскопараллельного поля 

eee 
И для поля тел вращения 

| se | = dure, = =. 

Заряд тела равен, согласно постулату Максвелла, полному 
потоку смещения сквозь сечения всех трубок, начинающихся 
на теле. Если число этих трубок равно ми, то д = m AW,. Раз- 
ность потенциалов между двумя телами равна U, — U, = т.АИ, 
где mM, — число интервалов между соседними линиями равного 
потенциала. Таким образом, 

AY m m с=_ 9 = | 4% | Lp, 

l 
причем ДЛЯ плоскопараллельного ПОЛЯ ЮЗ = > H для поля тел 

1 
Qt 

вращения Аз = . Число Ез задают, приступая к графическому 
Re 

построению поля. Оно определяет Форму ячеек поля, т. е. OTHO- 
шение Aa/An. Числа пи и то находят из построенной картины поля. 



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННЫХ TOKOB 

$ 38. Уравнения электромагнитного поля постоянных токов 

В настоящей главе мы будем рассматривать поле постоянных 
токов в неподвижных проводниках и проводящих средах. Постоян- 
ный ток может протекать только в замкнутой проводящей цепи. 
Если электрическое сопротивление цепи отлично от нуля, то про- 
хождение тока в ней вызывает падение напряжения. Следова- 
тельно, как в диэлектрике, окружающем проводники с постоян- 
ным током, так и внутри самих проводников будет существовать 
не только магнитное, но и электрическое поле. Эти постоянные 
поля называют стационарными. 

Первое уравнение Максвелла го{ Н = 8 в этом случае указы- 
вает, что H, а следовательно, и В, так же как и 6, не зависят 
от времени. Поэтому из второго уравнения Максвелла го{ Е = 

OB 
= — py следует, что вне источников 9. д. с. rot Е = 0. 

Таким образом, уравнения электромагнитного поля для слу- 
чая постоянных токов в неподвижной ‘проводящей среде вне источ- 
ников 9. Д. с. приобретают вид: 

rotH=6; rotE=0; 8={Е; 

=eE, B=pH; divD=p, divB=0. 

Условие rot Е = 0 свидетельствует, что вне источников 9B. д. с. 
электрическое поле постоянных токов является так же, как и элек- 
тростатическое поле, безвихревым. Такое поле является потен- 
циальным, т. е. для его характеристики может быть введена функ- 
ция координат U (x, y, г), называемая электрическим потенциалом, 
причем Е = — grad 0. 

39. Электрическое поле в диэлектрике, окружающем проводники 
с постоянными токами 

Рассмотрим сначала электрическое поле в диэлектрике, 
окружающем проводники с постоянными токами. Так как при
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отсутствии токов в диэлектрике следует положить в нем р =0, 
то поле в днэлектрике характеризуется уравнениями: 

го{ Е =0, т. е. Е = -gradU; О =еЕ; divD=0. 

В случае однородной среды, когда е = const, эти уравнения 
дают div Е = Onan div grad U = 0, т. е. потенциал удовлетворяет 
уравнению Лапласа. 

Таким образом, в самом диэлектрике такое поле ничем не отли- 
чается от электростатического. Однако граничные условия 

на поверхности проводников уже не со- 
у } ответствуют тем, которые имеют место 

> _ 

Е, 

в электростатике. В случае электростати- 
Я ческой задачи поверхность каждого про- 

Е Ng водника является поверхностью равного 
Е, потенциала. При прохождении по провод- 

= 3 нику электрического тока в проводнике 
\ ЕЛ у возникает падение потенциала, и, следо- 

вательно, поверхность проводника уже 
Рис. 52. не является равнопотенциальной. Линии 

напряженности электрического поля в ди- 
электрике подходят к поверхности проводника не под прямым 
углом, так как на поверхности проводника появляется каса- 
тельная составляющая напряженности поля в направлении линий 
тока. На рис. 52 показан характер линий напряженности элек- 
трического поля около проводов линии передачи. С принци- 
пнальной точки зрения указанное обстоятельство существенно 
осложняет расчет поля, однако практически во многих случаях 
его можно не учитывать, так как обычно падение напряжения 
вдоль проводников на длине, сравнимой с расстоянием между 
проводниками, ничтожно мало по сравнению с разностью потен- 
циалов проводников. 

Сравним в качестве примера между собою касательную Ё, 
и нормальную E, — составляющие вектора Е в диэлектрике 
у поверхности проводов линии передачи (рис. 52). Касательная 
составляющая представляет собой падение напряжения, отнесен- 
ное к единнце длины провода, и может быть определена из выра- 
жения: EL, = 5/1. Если принять для медных проводов 1 = 
= 58 м/ом мм* и $ = 5 а/мм?, то получим Е, = 0,086 в/м. Hop- 
мальная составляющая зависит от напряжения и между проводами 
и расстояния D между ними. Так как поле между проводами 
неоднородно и наиболее сильное поле сосредоточено около про- 
вводов, то ЕЁ, > u/D. Даже для проводов линии низкого напряже- 
ния, проложенных на значительном расстоянии друг от друга, 
как это бывает в сырых помещениях, величина Е„ оказывается 
много больше E,. Пусть, например, и = 100 ви D = 10 см. При
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этом Е, > 1000 в/м и, следовательно, Е„/Е, > 10%. В случае 
линии высокого напряжения величина FE, близка к критическому 
градиенту потенциала для воздуха, т. е. имеет порядок FE, = 
=~ 30 кв/см = 3.108 в/м. Следовательно, для таких линий E,/E, == 
= 3,0. 107. 

Полученные цифры показывают, что составляющая Ё, 
ничтожно мала по сравнению с E, и при рассмотрении поля около 
проводов ею можно пренебречь без опасения внести этим сколь- 
нибудь заметную ошибку. В таком случае граничные условия 
на поверхности проводников оказываются тождественными 
с условиями в электростатике. Поэтому при рассмотрении электри- 
ческого поля в диэлектрике, окружающем проводники с постоян- 
ными токами, можно использовать решения, полученные при 
рассмотрении соответствующих электростатических задач. 

$ 40. Электрическое поле и поле вектора плотности тока 
в проводящей среде 

Внутри проводников, по которым проходит электрический 
ток, Также существует электрическое поле. Напряженность этого 
поля в изотропной в отношении проводимости среде связана 
с плотностью тока соотношением: 8 = YE, которое представляет 
собой выражение закона Ома в дифференциальной форме. 

В изотропной среде направление линий электрического тока 
всюду совпадает с направлением линий напряженности электри- 
ческого поля. Если, кроме того, среда однородна ({ = const), 
то и густота линий тока всюду пропорциональна густоте линий 
напряженности электрического поля, т. е. картины линий тока 
и линий напряженности поля подобны друг другу. 

Если среда неоднородна в отношении проводимости, то линии 
тока остаются в ней непрерывными, что следует из принципа непре- 

рывности тока, выражаемого условием: ф84$ = 0 или div 6 = 0, 
$ 

которое представляет собой обобщенную форму первого закона 
Кирхгофа соответственно в интегральной и в дифференциаль- 
ной форме. Но в такой неоднородной среде линии напряженности 
электрического поля будут прерывными. На поверхности раздела 
двух сред с различными удельными проводимостями нормальная 
составляющая вектора напряженности электрического поля изме- 
няется скачкообразно. 

Поверхности проводников, являющиеся границами между 
проводящей средой и диэлектриком, очевидно, образуются сдвокуп- 
ностью линий Тока, так как нормальная к ним составляющая век- 
тора плотности тока равна нулю. 

В настоящей главе мы будем исследовать пространственное 
распределение тока в массивных проводящих средах. Поле вектора 
плотности тока в Таких средах, вообще говоря, будет неоднород-
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ным, и для вычисления тока i, проходящего сквозь некоторую 
поверхность $, взятую в проводящей среде, необходимо произво- 

дить интегрирование i = |845. 
$ 

Внутри проводящей среды вне источников э. д. с. всюду соблю- 

дается условие: ФЕ! = 0 или rotE = 0, что выражает второй 
закон Кирхгофа соответственно в интегральной и дифферен- 
циальной форме в области, где нет источников э. д. с. Поле оказы- 
вается потенциальным. Поверхности равного электрического потен- 
циала, определяемые уравнением U (x, у, 2) = const, пересекаются 
линиями напряженности электрического поля под прямым углом, 
а следовательно, в изотропной среде они пересекаются под прямым 
углом и линиями тока. 

Таким образом, электрическое поле и поле вектора плотности 
тока в проводящей среде вне источников 9. J. с. характеризуется 
системой уравнений: 

го Е =0; 8 =4Е; divé=0. 

Эти уравнения вытекают из приведенной в § 38 системы урав- 
нений, причем уравнение divé = 0, как было указано в $ 5, 
является следствием уравнения rot Н = 8, так как div rot Н = 0. 

Вопрос о пространственном распределении тока чрезвычайно 
важен при рассмотрении многих. практических задач, например, 
при исследовании токов в земле, токов в массивных проводнаках, 
токов проводимости в изоляции и т. д. 

$ 41. Граничные условия на поверхности раздела двух 
проводящих сред 

При переходе тока через поверхность раздела сред с различ- 
ными удельными проводимостями, 1, и Yo, направление тока изме- 
няется ‚ если только линии тока не паправлены нормально к поверх- 
ности раздела. Установим соотношение между углом падения 0. 
и углом преломления 8, (рис. 53). Составляя линейный интеграл 
вектора Е по контуру абсаа, стороны ab и cd которого располо- 
жены в разных средах бесконечно близко к поверхности раздела, 
получим: 

ф ЕД! = Е, 316, ab —E,sin6,cd = 0, 
abcda 

H TaK Kak ab = cd, To 

Применяя соотношение, выражающее принцип непрерывности 
тока, к замкнутой поверхности, образованной двумя поверхно- 
стями $, и So (на рисунке показаны их следы), расположенными 
в разных средах бесконечно близко к поверхности раздела, и бес-
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конечно малой боковой цилиндрической поверхностью, пересе- 
кающей поверхность раздела, найдем: 

6 &ds = — 8, с03 6,5, + 8, cos 655 = 0. 

Имея в виду, Что $, = $2, получаем: 

5, cos 0, = 8, cos 6.. 

Приняв BO внимание соотношение EY = 8, находим: 

tg 6, EF, 81 Ya 

ыы FE, Ya’ 

Закон преломления линий тока по форме вполне аналогичен 
закону преломления линий электрического смещения на границе 

^^” Во я многих практических слу- WN Y Yj 
f 20 й М sy 

чаях мы. встречаемся с переходом 

Es 
тока из металлических тел в окру- NN \XX 
жающую среду, удельная прово- \N\ Ц 
димость которой во много раз WS 

SS
 

2. а РР ый 
NG меньше удельной проводимости N WY 

материала этих тел. Такие усло- \ у 
вия имеют место, например, в слу- YH 

1 чае токов утечки через изоляцию Yyy 
KGW Ue 

при разных потенциалах. Ток Рис. 53. 
утечки возникает вследствие несо- 
вершенства изоляции. Удельная проводимость изоляции во много 

между проводами, находящимися 

раз меньше удельной проводимости материала проводов. Напри- 

мер, для кабельной бумаги имеем приблизительно { = 107% и 
1 

. 

тогда как для меди Y = 58.108 =» Т. е. отношение удельной 

проводимости меди к удельной проводимости изоляции имеет 
порядок 6. 10*°. В качестве другого примера можно указать на слу- 
чай перехода тока в землю через зарытые в землю металлические 
электроды. Обычно применяют стальные электроды. Удельная 

| 
проводимость стали приблизительно равна \ =5-10% ии. 

Удельная проводимость почвы зависит от влажности почвы 
| 

ом.м` 
Таким образом, отношение удельной проводимости материала 
электродов к удельной проводимости почвы имеет порядок 5.108. 

Во всех этих случаях при рассмотрении поля в среде с малой 
удельной проводимостью можно пренебречь падением напряжения 
внутри металлических тел и считать поверхности тел поверхно- 
стями равного потенциала. 

и от ее состава. В среднем ее можно считать равной 1 = 10-2? 
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$ 42. Аналогия электрического поля в проводящей среде 
с электростатическим полем 

Между  соотношениями, характеризующими стационарное 
электрическое поле постоянных токов в проводящей среде, и соот- 
ношениями, характеризующими электростатическое поле в диэлек- 
трике, можно провести формальную аналогию. 

Для электрического поля токов в проводящей среде имеют 
место соотношения: 

В 
rotE=0; JEdl=U,—U,; 8=4Е; div8=0, [845 =1. 

А $ 

Они формально совпадут с соотношениями для электростати- 
ческого поля в диэлектрике: 

В 
го Е =0; | ЕЙ=И,—И;; D=eE; divD=0; J Dds =0, 

А $ 

если в Последних заменить вектор электрического смещения D 
вектором плотности тока 8, электрический заряд @ током Ги абсо- 
лютную диэлектрическую проницаемость е удельной проводи- 
MOCTbIO 1. 

Отсюда ясно, что если условия для вектора 6 = YE на границе 
данной проводящей среды с удельной проводимостью 7 совпадают 
с условиями для вектора D = eE на такой же формы границе 
диэлектрика с абсолютной диэлектрической проницаемостью в, 
то электрические поля в проводящей среде и в диэлектрике должны 
быть аналогичны друг другу. 

В электростатической задаче границей диэлектрика является 
поверхность проводящего тела. Эта поверхность есть поверхность 
равного потенциала, и вектор О к ней нормален. В примерах, 
рассмотренных в предыдущем параграфе, границей плохо проводя- 
щей среды (почвы или несовершенной изоляции) является поверх- 
ность проводников. С большой степенью точности эту поверхность 
можно считать поверхностью равного потенциала и вектор плот- 
ности тока 8 в плохо проводящей среде считать направленным 
по нормали к ней. На основании изложенного можно утверждать, 
что картина электрического поля токов (в почве или в изоляции) 
В этих задачах должна совпадать с картиной поля в соответствую- 
щих электростатических задачах. 

На этом основан так называемый метод электростатической 
аналогии, позволяющий в ряде случаев при расчете токов в прово- 
дящей среде воспользоваться готовыми решениями соответствуго- 
щих задач электростатики. Метод электростатической аналогии 
дает возможность также заменить исследование электростати- 
ческого поля экс-периментальным исследованием поля тока в про- 
водящей среде, о чем будет сказано в $ 99.
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В частности, формулы для электрической проводимости G = 
= i/U сред, в которых протекает TOK, могут быть получены из соот- 
ветствующих формул для емкости С = g/U тел, так как в анало- 
гичных задачах TOK i заменяется через заряд 4. Электрическая 
емкость тела или емкость между телами определяется геометри- 
ческими параметрами тел и абсолютными диэлектрическими про- 
ницаемостями сред, окружающих тела. Поэтому, чтобы получить 
формулу для G достаточно заменить в соответствующей формуле 
для С абсолютные диэлектрические проницаемости = диэлектриков 
на удельные проводимости { проводящих сред. Если проводящая 
среда и, соответственно, диэлектрик однородны, То в формулу 
для проводимости @ удельная проводимость 1 входит множите- 
лем и, соответственно, в формулу для емкости С абсолютная диэлек- 
трическая проницаемость ег также входит множителем. В таком 
случае для аналогичных задач имеем: 

$ 43. Ток утечки в кабеле и сопротивление изоляции кабеля 

Определим ток утечки { в кабеле, возникающий вследствие 
несовершенства изоляции. Сечение кабеля изображено на рис. 54. 
Линии напряженности поля и линии тока утечки в изоляции 
можно считать направленными по 
радиусам. 6 Плотность 

Проведем внутри изоляции ци- пока утечки 
линдрическую поверхность, имею- 
щую радиус ги длину / в направле- 
нии оси кабеля. Имеем: i = 2arld и, 

И 
м”. 

Напряжение из между прово- 
дами найдем, составляя линейный 
интеграл напряженности электриче- 

Прямой 
npobod 

Изоляция 
следовательно, E = 

Обратный 
70809 

` 
‘Защитные 

ского поля вдоль радиуса: покровы 
B le 

- > 

и = [Ей = | Ear - т ° 
AB ~~ ~ ~ Only ory Puc. 54 

А} ly 

Отсюда находим сопротивление R и проводимость G изоляции 
кабеля: 

К = Г 94 ry 
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Формулу для проводимости G можно было написать сразу, 
пользуясь методом электростатической аналогии. Для этого доста- 
точно в формуле для емкости кабеля 

Эт [Е 

приведенной в $ 31, п. 5, заменить е на Т. 

$ 44. Сопротивление заземления 

Для осуществления соединения какой-либо точки электриче- 
ской цепи с землей зарывают в землю металлические проводники, 
к которым и присоединяют соответствующую точку цепи. Систему 

таких зарытых в землю проводни- 
ков называют заземлителем. Так 
например, при соединении в звезду 

0 обмоток высокого напряжения трех- 
Al фазного трансформатора, питающего 

линию передачи, обычно заземляют, 
непосредственно или через некото- 
poe сопротивление, нейтральную 
точку трансформатора (рис. 55). Этим 
достигается то, что напряжения про- 
BOJOB линии по отношению к земле 

при нормальном режиме не могут быть больше фазных напря- 
жений. При повреждении изоляции одного из фазных прово- 
дов возникает ток короткого замыкания, проходящий от места 
повреждения через землю и заземлитель к нейтральной точке 
трансформатора. Электрический TOK, проходя через землю, встре- 
чает некоторое сопротивление, называемое сопротивлением зазем- 
ления. По существу это — сопротивление земли, которое встре- 
чает ток при растекании от заземлителя. Вдоль поверхности земли 
создается падение напряжения, которое вблизи от мест заземления 
может достигать опасных для жизни человека значений уже 
на длине шага человека. Поэтому весьма существенно уметь вычис- 
лить сопротивление растеканию тока в земле при различных 
конструкциях заземлителей. 

С заземлением отдельных точек цепи мы встречаемся в цепях 
как переменного, так и постоянного тока. В приведенном примере 
в земле протекает переменный ток. Распределение переменного 
тока в проводящей среде в принципе должно отличаться от распре- 
деления постоянного тока, так как при переменном токе в конту- 
pax, которые можно себе представить в проводящей среде, возни- 
кают индуктированные электродвижущие силы, оказывающие 
влияние на распределение тока. Однако ввиду большого удель- 
ного сопротивления земли при вычислении токов вблизи электро- 
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дов можно пренебречь, во всяком случае при промышленной 
частоте, индуктированными электродвижущими силами по срав- 
нению с активным падением напряжения и вести расчет, как при 
постоянном Токе. 

Формулы для проводимости G = ИИ заземления могут быть 
написаны на основании метода электростатической аналогии 
по имеющимся формулам для емкости С = g/U соответственно 
расположенных тел. 

В электростатических задачах обычно равным нулю прини- 
мают потенциал бесконечно удаленных точек. В интересующих 
нас задачах, относящихся к токам в земле, также принимают 
равным нулю потенциал бесконечно удаленных точек или, практи- 
чески, достаточно удаленных от электрода точек. При этом в выра- 
жении G = КИ величина U есть потенциал электрода, так же как 
в выражении С = 49/0 величина U есть потенциал заряженного 
тела. 

Необходимо еще заметить, что в земле линии тока не уходят 
в бесконечность, а собираются у другого электрода или, как 
в примере, изображенном на рис. 55, у места повреждения изоля- 
ции линии. Однако это обстоятельство мало сказывается на рас- 
пределении тока около данного электрода и на величине ему соот- 
ветствующего сопротивления заземления, так как основное сопро- 
тивление растеканию тока сосредоточено вблизи электрода, где 
плотность Тока в земле имеет наибольшие значения. 

Рассмотрим некоторые примеры. Так как емкость уединенного 
шара: радиуса г равна 

С = 4т ef, 

то проводимость заземления в случае шарового электрода, погру- 
женного в землю столь глубоко, что можно пренебречь влиянием 
поверхности земли (рис. 56), должна быть равна 

С == су = 4%, 

причем R — сопротивление заземления. 
Если электрод расположен близко от поверхности земли, 

то линии тока искажаются, как это видно из рис. 57. В этом слу- 
чае можно воспользоваться методом зеркальных изображений. 
Линии тока у поверхности земли должны быть к ней касательны. 
Это условие останется удовлетворенным, если мысленно запол- 
нить воздушное пространство над поверхностью земли проводящей 
средой стакой же, как у земли, удельной проводимостью и поместить 
в эту среду электрод, являющийся зеркальным изображением 
в поверхности земли действительного электрода. Ток, выходящий 
из мнимого электрода, должен быть равен по величине и по знаку 
току, выходящему из действительного электрода в землю. Прово-
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димость заземления для действительного электрода, очевидно, 
равна половине проводимости системы, образованной электродом 
и его зеркальным изображением. Так, например, проводимость 

| _™ ^. ONE “, ‘ | / 
a - 7 \ 

SS NIA WS ~~ A a + = ` \ 7 „” 

_ WSN -— Tyee ye `\ \ , ft 

WN ` \\ ——=—-—-“ In ~ > Vig / ”” 

© С RIE . ‹ № SN `` „7 

№ WS GEEK. x : 

к QYWN 
о aE \N\\ SS SSS SSX 

Puc. 56 Рис. 57. Рис. 58. 

в случае электрода в форме полушария, расположенного у поверх- 
ности земли так, как показано на рис. 58, равна: 

` 1 J Г / G=z _. 2ny{r. 

Часто применяют заземлители в виде 
и труб, забитых вертикально в землю 

espero =’ (рис. 59). | 
Пусть / — длина трубы и г — ее 

адиус. Предположим, что один конец 
77 LMC, РИА трубы находится у самой поверхности 

oe земли. Длина трубы вместе с ее 3ep- 
кальным изображением равна 21. 

Емкость цилиндра, имеющего дли- 
ну 21 и радиус г, при 213 г согласно 
формуле, приведенной в $ 36, прибли- 

Mi) 77 ‚  женно равна: _ 

C= —=5. 

Рис. 59. In — 

Следовательно, проводимость для системы из электрода и его 
зеркального изображения равна: 
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Таким образом, проводимость заземления для электрода в форме 
вертикальной трубы выражается формулой: 

G= 27 Yl 

Для уменьшения сопротивления заземления заземляющее 
устройство часто выполняют в виде рядов забитых в землю труб, 
соединенных между собой металлическими полосами. Расчет про- 
водимости заземления при таком сложном заземлителе может быть 
выполнен по аналогии с расчетом емкости системы соединенных 
между собой прямолинейных отрезков проводников. С этой целью 
с успехом может быть использован метод средних потенциалов, 
изложенный в § 36. 



ГЛАВА ПЯТАЯ 

МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННЫХ TOKOB 

$ 45. Вихревой характер магнитного поля токов. Скалярный 
потенциал магнитного поля в области вне токов 

Уравнения магнитного поля постоянных TOKOB, как это сле- 
дует из системы уравнений, приведенных в § 38, имеют вид: 

го Н =8; В=ьН, divB=0. 

Первое уравнение свидетельствует о том, что магнитное поле 
токов является вихревым. Следовательно, там, где 8 = 0, нельзя 
указать такую скалярную функцию координат U, (x, у, г), градиент 
которой пропорционален вектору Н, так как в силу тождества 
rotgradU, = 0, при этом оказалось бы всюду rot H = 0. 

Иными словами, вихревое поле не является потенциальным. 
Однако в той части пространства, где плотность тока равна 

нулю, имеем го{ Н = 0 и, следовательно, в этой части простран- 
ства можно представить Н в виде: 

Н =~ огаа U,. 

Величину U, называют скалярным потенциалом магнитного 
поля. Индекс м мы ставим, чтобы отличить магнитный потенциал 
от электрического. Имеем: 

ди 
A,=— a Ну = —-5 ’ г = — 

и вообще составляющая вектора Н по любому направлению равна 

убыли магнитного потенциала, отнесенной к единице длины 

в этом направлении: 
[610 

H, = Н с0$ & = — м 
ol” 

где х — угол между направлением вектора Н и направлением, 
в котором определяется составляющая Н.. 

Потенциал одинаков во всех точках поверхности, пересекаемой 
линиями напряженности поля под прямым углом, так как, пере- 

° OU и 
мещаясь по этой поверхности, имеем cosa = 0 4H д = 0, 
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т.е. U, = соп${. Такую поверхность. называют поверхностью 
равного магнитного потенциала. Ее уравнение имеет вид: 

U(x, y, 2) = const. 

Если обозначить через dn перемещение в сторону вектора H 
по нормали к поверхности равного потенциала или, что то же, 
по касательной к линии напряженности поля, то, очевидно, будем 
иметь: 

9 
| га U, | = H = — 5. 

Из сказанного ясно, что пользоваться понятием скалярного 
магнитного потенциала можно только в той области пространства, 
где 8 = 0. Однако и в этой части про- 
странства U, является многозначной 
функцией. Чтобы показать это, рассмо- 
трим магнитное поле около контура 
с током (рис. 60). Линейный интеграл 
напряженности магнитного поля, взя- 
тый по любому замкнутому контуру, 
не охватывающему контура с током, 
равен нулю фНа1 = 0. В частности, 

равен нулю интеграл по пути AnBmA, 

изображенному на рис. 60. Следовательно, | Hdl = | Hdl, т. е. 
AnB AmB 

интеграл, взятый между двумя заданными точками A и В, опре- 
деляется только положением этих точек и не зависит от выбора 
пути интегрирования между точками при условии, что замкну- 
тые контуры, образованные двумя различными путями интегри- 
рования, не охватывают контуров с токами. При таком усло- 
вии интеграл | 

В 
на = | Hdl=U,,—U J Ain В MA AB 

можно рассматривать как разность магнитных потенциалов U,, 
и Он в поля в точках А и В. Если условно принять равным нулю 
потенциал в некоторой заданной точке Р (U,, = 0), то разность 
потенциалов в точках А и Р будет равна потенциалу в точке A: 

Р 

| Н dl — О ил: 

A 

Однако, если выбрать такой замкнутый путь интегрирования, 
который охватывает контур тока #, например путь А/ВтА нарис. 60, 
то линейный интеграл напряженности магнитного поля по такому 
пути уже не равен нулю: 

Hdl= | Hdli— { Hdl=i+<0, 
B ALBmA AIB Am
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откуда 

{ Hdl= | Hdl +i=U,,—U,, +i. 
АВ AmB 

Путь АгВтА охватывает два раза контур с током #. Для такого 
пути имеем: ф Hdl = 2i и, следовательно, 

ArBmA 

a H dl = | Hdl + 2i=U,,—U,, + 2i, 

и вообще интеграл по некоторому пути АхВ может отличаться 
от интеграла по пути AmB на ki, где Е — целое число, если все 
пути проходят вне области пространства, занятой самими провод- 
никами с током 

J Hdl=U,,—U,, +i. 
AxB 

Совместив точку В с точкой P, в которой потенциал принят 
равным нулю, получаем: 

J Hdl =U,,-+4+ &i. 
AxP 

Таким образом, скалярный магнитный потенциал оказывается 
величиной многозначной. 

$ 46. Векторный потенциал магнитного поля токов 

Вектор магнитной индукции можно представить в виде вихря 
некоторого вспомогательного вектора А: 

В =rot А, 

причем вектор А при заданном распределении в пространстве 
электрических токов является функцией координат. 

Вектор А носит название векторного потенциала магнитного 
поля. Определим его так, чтобы уравнения магнитного поля 

го{ Н =8; В=ьН; divB=0 

были удовлетворены во всем пространстве—и там, где отсутствуют 
токи, и там, где 8 # 0. 

Условие div В = 0, выражающее принцип непрерывности 
магнитного потока, удовлетворяется тождественно, если В пред- 
ставить через А в виде В = го{ А, так как всегда Шу го{ А =0 ($ 5). 

Найдем выражение векторного потенциала, определяющее 
его по заданному распределению токов так, чтобы были удовлетво- 
рены остальные два уравнения: 

rotH=64u В=вь НЦ.
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Ограничимся рассмотрением однородной среды. Умножим 
правую и левую части первого уравнения на абсолютную магнит- 
ную проницаемость № среды. Получим: 

u rot Н =rot в Н == го% В = pé, 

и так как В = ГОА, то имеем: 

rotrot А = 18. 

В частности, для проекции на ось ОХ можем написать: 

rot, (rot A) = p6,. 

Развернем левую часть этого уравнения. Имеем: 

rot, (rot А) = rot, A = = rotyA = 

о ( 24s As) _ 9 (9s о, 
ду \ дх ду ‘Oz \ 02 дх 

_ д OA, PA, ` BA, | О OA, 
~ Ox ди Oy? 02 Ox Oz ° 

| д дА , Прибавим к этому выражению величину Ox Or и вычтем ей 
2 

равную величину ee ca 

д (04, , Ay дд, | OA,  d8A,\_ 
oe (“ae + ы + ве.) — (Ge + aye t боя = 

=> div A — \/*А,,, 

rot, (rot A) = 

Подчиним вектор А условию divA =0, т. e. будем считать, 
что поле вектора А не имеет источников. Действительно, при 
условии ЧУ А == 0 всегда можно положить A = A’ + A’, причем 
ЧУ А’ =O и АА" #0. Поле составляющей A’, как созданное 
источниками, является потенциальным, и, следовательно, rot А” = 
=0. Поэтому В = го{ А = го{ А’, т. е. наличие составляющей 
А” не изменяет величину В и можно принять А“ = 0. Оконча- 
тельно получаем: 

rot, (rot А) = — \/?A,. 

Уравнение rot, (rot А) = p38, переписывается в виде: 

027A д?А 0*А 2 —_ x x x _—_ 

V A, — Ox? + Oy? + 02? — pd,. 

Это есть уравнение Пуассона, оно полностью совпадает с урав- 
нением Пуассона для электрического потенциала ($ 12), если заме- 
нить A, на U un pd, на р/е. Поэтому его решение можно написать
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по аналогии с решением уравнения Пуассона для электрического 

потенциала. Для электрического потенциала мы имели: 

U= о dV 

Заменяя И на A, и p/e Ha pd,, получаем: Xx?) 

d A, = te | Peet 

Интегрирование достаточно распространить по всему объему, 
где 5, “0. Величина г есть расстояние от центра элемента 
объема dV, в котором проекция вектора плотности тока есть 4,, 
до точки, в которой определяется A, 

Аналогичным путем нетрудно получить выражения для других 
составляющих векторного потенциала. Окончательно будем иметь: 

4n r ? 

A. — by, ау. _ в {2 y dV _ в 5, аУ , 
x —_ у — 4n » 

V "4 

; . idy + jd, + kd, A=iA,+j4,+kA,= | + iy + ke) AV 
r 

что можно записать кратко: 

понимая здесь интегрирование как геометрическое суммирование. 
Полученные выражения, служащие для определения состав- 

ляющих векторного потенциала по заданному распределению тока 
в пространстве, справедливы всюду, в частности и там, где 8-2 0. 
Они пригодны при условии, что токи существуют в ограниченном 
объеме пространства, что физически всегда и имеет место. При этом 
величина векторного потенциала убывает по мере удаления в бес- 
конечность от области, занятой токами, не медленнее, чем I/r, 
что нетрудно усмотреть из последнего выражения. Так как состав- 
ляющие вектора В выражаются через пространственные производ- 
ные от составляющих вектора А, то величина магнитной индук- 
ции В, а следовательно, и величина напряженности поля Н убы- 
вают в бесконечности не медленнее, чем 1/и?. 

Выражение для А может быть упрощено, если токи протекают 
по контурам из линейных проводников, поперечные размеры 
сечений которых весьма малы NO сравнению с длиной контуров 
и по сравнению с расстояниями от проводников до точек, в которых 
определяется А. Представим элемент объема проводника в виде
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dV = 41 4$, где ds — элемент поверхности $ поперечного сече- 
ния и dl — элемент длины [Г проводника. 

Выберем направления dl всюду так, чтобы они совпадали 
с направлениями вектора плотности тока 8, т. е. разобьем про- 
водник на отрезки трубок тока. При этом 8 (ds dl) = (8 а$) 41. 

в ge (%90 _ в dl 
= ф| а ; =e f J 97. 

i $ 5 

Но при соблюдении вышеуказанных условий можно считать, 
что расстояния г до точки, в которой определяется A, одинаковы 
для всех элементов ds данного сечения $. Точно так же можно 
считать одинаковыми все отрезки d/ между двумя поперечными 
сечениями. Следовательно, можно написать: 

— fo leds = fa 
4n . r 

l 

где { = (54$ — ток в проводнике. 
5 

$ 47. Выражение магнитного потока через векторный потенциал 

Установим связь между магнитным потоком Ф сквозь некото- 

рую поверхность $ и векторным потенциалом А магнитного поля. 

Имеем: 

Ф = [В 4$ = | го Ads. 

Согласно теореме Стокса | rot Ads = ФА dl. Следовательно, 
$ 

O=¢ Adl. 

Таким образом, магнитный поток сквозь поверхность $ равен 
линеиному интегралу векторного потенциала по замкнутому 
контуру, ограничивающему эту поверхность. 

Для вычисления магнитного потока через вектор магнитной 

индукции при помощи интеграла | В 45 необходимо определить 
$ 

вектор В во всех точках поверхности 5. При вычислении магнит- 
ного потока через векторный потенциал А достаточно знать послед- 
ний только на контуре, ограничивающем эту поверхность. Интегри- 
рование по поверхности заменяется интегрированием по контуру, 
что во многих случаях оказывается весьма полезным. 

Оперирование векторным потенциалом облегчает рассмотре- 
ние ряда важных положений теории магнитного поля, так же как 
пользование скалярным потенциалом упрощает рассмотрение 
многих вопросов электростатики.
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$ 48. Общая задача расчета магнитного поля постоянных токов 

Общей задачей расчета магнитного поля постоянных электри- 
ческих токов является нахождение вектора магнитной индукции 
или вектора напряженности поля во всех точках пространства 
по заданному распределению тока в пространстве. Эта задача 
полностью решается нахождением векторного потенциала А как 
функции координат. При этом магнитная индукция находится 
из соотношения В = rot А. В конечном виде задачу удается решить 
в ограниченном числе случаев. 

Интересуясь магнитным полем вне проводников с током, 
т. е. только в той области пространства, где плотность тока равна 
нулю, мы имеем возможность воспользоваться также другим мето- 
дом. В этой области пространства можно охарактеризовать магнит- 
ное поле скалярным магнитным потенциалом 0 „. Вектор напряжен- 
ности поля при этом определяется из соотношения: Н = —gradU,. 

Последний метод аналогичен методу, использованному при 
расчете электростатического поля, и в этом его большое достоин- 
ство. Пользуясь этим методом, возможно решить ряд задач, отно- 
сящихся к расчету магнитных Полей, путем сопоставления 
их с соответственными решенными задачами электростатики. 
Мы и воспользуемся этим методом при исследовании плоскопарал- 
лельного магнитного поля в области вне проводников с током. 

$ 49. Плоскопараллельное поле 

Рассмотрим магнитное поле системы бесконечно длинных 
параллельных цилиндрических проводников с токами в однород- 
ной среде. Ось OZ направим параллельно осям проводников. 
В таком случае линии напряженности поля целиком лежат в пло- 
скостях, параллельных плоскости ХОТ, и картина поля во всех 
этих плоскостях одинакова, т. е. поле такой системы токов есть 
плоскопараллельное. Поверхности равного магнитного потен- 
циала U, суть цилиндрические поверхности с образующими, 
параллельными оси OZ. Линии равного потенциала в плос- 
кости ХОТ определяются уравнением: 

U, (x, y) = const. 

Интервалы между соседними линиями равного потенциала 
будем выбирать так, чтобы при переходе от одной линии к другой 
соблюдалось условие AU, = const. | 

Уравнение линии напряженности поля можно получить на 
основе соображений, аналогичных тем, которые были исполь- 
зованы для получения уравнения линии напряженности электри- 
ческого поля. Условимся считать положительными токи, направ- 
ленные к наблюдателю. Выберем одну линию напряженности поля 
в качестве начальной. На рис. 61 она отмечена жирной линией.
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Соединим произвольную точку М (х, и) с некоторой точкой А 
начальной линии криволинейным отрезком МтА. Пусть W,, есть 
поток вектора Н сквозь поверхность, которую описал бы отрезок 
МтА, перемещаясь параллельно самому себе в направлении 
оси OZ и проходя путь [. Условимся рассматривать поток на еди- 

Va 
| 

чина V,, называемая функцией потока, зависит от положения 
точки М и, следовательно, являет- 
ся функцией координат этой точ- 
ки. Для всех точек, лежащих на У 
одной и той же‘линии напряжен- к 
ности поля, функция V, (x, и) RY A 
имеет одинаковое значение. Сле- < 
довательно, уравнение M(x) 

У„(х, y) = const, Uses tal 

Вели- ницу длины проводов. Введем обозначение V, = 

>
>
 

P=
) w
a
 

o
r
 

п 

определяющее совокупность таких 
точек, и является уравнением ли- 
нии напряженности поля. 

Условимся располагать на чер- 0 x 
теже линии напряженности поля Рис 61. 
так, чтобы при переходе от любой 
линии K соседней всегда полу- 
чать одно и то же приращение AV, функции потока. 

Обозначив через dn элемент длины линии напряженности поля 
и через da — элемент длины линии равного потенциала, будем 
иметь всюду dn | аа. Координату п условимся считать возрастаю- 
щей в направлении вектора Н. Координату а будем считать воз- 
растающей влево от вектора Н для наблюдателя, расположив- 
шегося так, что вектор Н кажется ему направленным снизу вверх 
(рис. 61). Функцию потока будем считать возрастающей в том же 
направлении, в котором увеличивается а. 

Напряженность магнитного поля выражается через Uy, un V, 
в виде: 

Uy, Vn . 
== ба (С) 

Первое равенство уже было приведено ранее. Второе выраже- 
ние следует из того, что напряженность поля численно равна 
потоку вектора Н сквозь единицу поверхности, нормальной 
к линиям напряженности поля. Пусть d,W,, — приращение 
потока вектора H, соответствующее приращению только одной 
координаты а. Поток d,W,, проходит через поверхность а, нор- 
мальную к линиям напряженности поля. Следовательно, 

ан Ча У м OV и 

Н = ida da oa 
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Выражения (*) совершенно аналогичны соответствующим 
выражениям в $ 16, определяющим напряженность электриче- 
ского поля. 

Составляющие вектора Н в декартовых координатах выра- 
жаются в виде: 

__ Wy __ __ __ 

A, = — Ox = + Oy ' yo бу _ 
ae (**) 

Эти равенства пишутся на основании тех же соображений, 
что и соответственные равенства (**) в $ 16. Из них путем повтор- 
ного дифференцирования получаем уравнения: 

Ин | By OVy , бу, _ 
aa Коди = аи + ae = 9 

т. е. обе функции U, wu V, удовлетворяют уравнению Лапласа. 
Необходимо, однако, подчеркнуть, что это имеет место только 
в области пространства, не занятой электрическим‘ током. 
Только в этой области возможно выразить напряженность поля 
в виде градиента скалярного потенциала U,. Такая оговорка 
не относится к выражениям напряженности поля через функцию 
потока: | 

__ Vy. 

~ ба’ 

которые по самому их смыслу должны быть справедливы также 
и внутри проводников с током. 

Наконец отметим, что функция потока У „, введенная для харак- 
теристики плоскопараллельного поля, весьма просто связана 
с векторным потенциалом. В рассматриваемом случае векторный 
потенциал направлен всюду параллельно оси OZ, т.е. A, = 
= А, = 0, A, == 0, так как вектор плотности тока всюду парал- 
лелен этой оси. Поэтому имеем: 

Умножая равенства (**) на 1 и сопоставляя с последними равен- 
ствами, получаем: 

A,=pV,+C, 

причем постоянная С может быть отброшена, как не имеющая 
существенного значения.
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$ 50. Применение функций комплексного переменного 

Магнитный потенциал U, и функция потока V, в области, 
не занятой токами, связаны между собой соотношениями (**), 
совпадающими с уравнениями Коши — Римана, которым должны 
удовлетворять функции € (x, у) и т (x, и), определяющие веще- 
ственную и мнимую части аналитической функции € = — + 
+ м = f(z) комплексного переменного z= x + jy. Поэтому 
для описания плоскопараллельных магнитных полей вне токов, 
так же как и при описании плоскопараллельных электрических 
полей, мы можем воспользоваться аналитическими функциями 
комплексного переменного, положив & = У, и т = (0, ‚т.е. при- 
нимая: 

Came b+ fq =V,+ jU, = f(z). 

Составляющие вектора Н могут быть получены из уравнений: 

Uy 0%. _ Wy On 

Пя ye ПУ, = ду 
2 2 dé 

Модуль вектора Н равен: H = ив + Hy = — |. 

$ 51. Поле линейных проводов. Принцип соответствия 
плоскопараллельных электрических и магнитных полей 

Рассмотрим функцию & = Kinz -- С, где К — вещественная 
величина и С = С, + jC. Выражая переменную Zz в полярных 
координатах, будем иметь 2 = ге и 

C=V,+jU, =Кши- jk0+C, + jc,. 

Уравнение линий напряженности поля можно написать в виде: 

У, =Кшл + С, =const, т. е. г == соп$. 

Уравнение линий равного потенциала имеет вид: 

U „ = К -{ С. = сопз+, т. е. 0 = const. 

Линии напряженности поля суть окружности с общим центром 
в начале координат. Линии равного потенциала — радиальные 
лучи. Такой характер имеет магнитное поле линейного провода 
с током, проходящего перпендикулярно к плоскости ХОУ через 
начало координат. Постоянная К определяется из условия, что 
при обходе вокруг тока { в положительном направлении угол 8 
изменяется на 2x, а магнитный потенциал получает приращение, 

. . 1 
равное AU, = —. Стало быть, # = —К.2 и К = — i Окон- 

чательно получаем выражения для V, и U,: 

Vy=—arlnr4+ С; И, =— 5 С,
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Чтобы интервал между двумя линиями равного потенциала 
соответствовал определенному приращению AU, потенциала, 
эти линии должны отстоять друг от друга на равные углы AQ. 

Для того чтобы линии напряженности поля делили |поле 
на трубки равного потока, необходимо соблюсти для двух сосед- 
них v-TOH и (у + [)-ой линий условие: 

АУ = — а (Ши, -— шли, = 
yv+1 

= — Jn +1 == const, 
pee ry 

T. e 

Ty 4 
——— = N=const. 

У 

Следовательно, радиусы линий 
напряженности поля должны возра- 
стать в геометрической прогрессии, 

Рис. 69. знаменатель которой можно выбрать 
| произвольно. 

На рис. 62 изображено магнитное поле уединенного провода, 
причем принято М№ = 1,5 и 49 = т/4. 

В том случае, когда имеется и линейных проводов с токами, 
можно воспользоваться принципом наложения и находить ком- 
плексный потенциал из выражения: 

Raman 

C=V,+ Ин = — У i, In (2 — 2.) - С, 
Е == | 

где 2, определяет точку, через которую проходит провод с то- 
KOM lp. 

Сравнивая полученные выражения для потенциала и функции 
потока магнитного поля линейных проводов с токами с соответ- 
ственными выражениями для потенциала и функции потока элек- 
трического поля линейных заряженных проводов (5 18) и сопо- 
ставляя картину магнитного поля на рис. 62 с картиной электри- 
ческого поля на рис. 16, мы замечаем их соответствие с той лишь 
разницей, что И и У поменялись местами. Отсюда следует заме- 
чательный вывод: 

картина магнитного поля линейных токов совпадает с картиной 
электрического поля ‘линейных зарядов, если токи и заряды pacnpe- 
делены в пространств? одинаково. Различие между этими карти- 
нами заключается лишь в том, что на месте линий напряженности 
электрического поля располагаются линии равного магнитного 
потенциала и на месте линий равного электрического потен- 
циала располагаются линии напряженности магнитного поля.
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Поэтому достаточно построить только картину одного поля, 
электрического или магнитного, второе же получается на основе 
только что высказанного положения, которое можно назвать 
принципом соответствия плоскопараллельных электрического 
и магнитного полей. 

52. Прямолинейный провод с током во внешнем 
однородном поле 

Функция € = Dz+C определяет собой однородное магнит- 
ное поле. Действительно, имеем: , 

C=V,+jU,=Dx + jDy+ С, + С» 

Линии напряженности поля 
суть прямые, параллельные оси ОУ. 
Они выражаются уравнением: 

V, = Эх - С, = сопз 

ИЛИ 

x = const. 

Вектор напряженности поля 
направлен параллельно оси OY. 
Напряженность поля равна: 

Ну=—5*=—р = —Н.. 

На основании принципа нало- 
жения мы можем утверждать, что 
функция 

[ C=— =~ Inz+Hz+C Puc. 63. 

определяет собой поле прямолинейного провода с током # BO внеш- 
нем однородном поле, напряженность которого Н, = —Н.. Так 
как 

. 1 . 
Inzg=Inr+ j= = In (x® + у?) + jarctg+, 

то уравнение линий напряженности поля может быть написано 
в виде: 

i ; 
У = a In (x? + y*) + H,x +C, = соп$+, 

а уравнение линий равного потенциала может быть представлено 
в виде: 

i y U,=— a> arc tg —- + Hy + С, =const.
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Такое поле изображено на рис. 63. В точке Ь напряженность 
поля равна нулю. Линию напряженности поля, проходящую 
через эту точку и помеченную вторым номером, можно рассматри- 
вать как одну линию abfdbc. В таком случае она подобна линиям 9, 
4 и 5, расположенным вправо от провода с током. Ее можно рас- 
сматривать так же, как две линии: линию абс и замкнутую 
линию 6/4. В таком случае она подобна двум линиям, отмеченным 
первым номером, из которых одна проходит слева от провода, 
а другая охватывает провод. 

$ 53. Поле проводов, имеющих конечное сечение произвольной 
формы 

При исследовании магнитного поля вблизи массивных проводов, имеющих 

сечение сложной формы, эти провода уже нельзя рассматривать как линейные. 
Разобьем провод на бесконечно тонкие параллельные нити. Координаты центра 

т г 

QQ 9 

/ д, 
УХ ys 

A р у B y 

| 

I< | 
| n | 
| [ 

0 4, a Х 

Puc. 64. 

сечения нити в плоскости XOY обозначим через х’и и’ (рис. 64). Поверхность 
сечения нити равна ds = dx’dy’. Каждая такая нить является линейным про- 
BOOM с током di = 6 ds, где 5 — плотность тока, и по отношению к ней спра- 
ведливы полученные выше выражения для функции потока и потенциала. 
Функция потока и потенциал, определяемые в точке М (x, и) током #, проте- 
кающим во всем проводе, получаются суммированием функций потока и потен- 
циалов, определяемых в этой точке токами, протекающими в отдельных нитях. 
Следовательно, выражения для величин Ум и U, в точке М (x, и) должны 
быть получены интегрированием по сечению 5 провода выражений для функции 
потока и потенциала, определяемых в точке М (х, и) токами в нитях. Таким 
образом, можно написать: 

$ 8 
Vane — |5; Inrds+C,; ии=- [55 045 + Cs, 

5 5 

где г — расстояние от центра сечения нити тока до точки М (x, и) и @ — угол, 
составляемый осью ОХ с радиусом-вектором г. 

Формулой для И можно пользоваться лишь при рассмотрении поля вне 
проводника с током, так как понятие скалярного потенциала только здесь 
имеет смысл. Формула же для Vy пригодна как вне провода с током, так 
и внутри него.
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Полученное общее выражение функции потока в случае $ = const может 
быть написано в виде: 

85 1 1 
ия 3 | №74 С, = — — 

3 

Ons Inrds+C,, 

1 
где 5 — поверхность сечения провода. Величину = Inrds, входящую B это 

выражение, обозначают следующим образом: 5 

1 
| Inrds= ing. 

5 

Здесь г — расстояние от точки М до элемента 4$ поверхности. Величину 8 
называют средним геометрическим расстоянием от точки М до площади 5. 
Поясним этот термин. Разобьем площадь $ на п равных частей As (рис 65) так, 
uTO 5 = nAs. Среднее геометрическое всех п расстояний от точки М до центров 

п 

всех площадок AS равно g == У г.г. ... Ги ИЛИ 
‹ 

kan , k=n 

ше У плз Зуи 

a} Rw} 

Увеличивая число площадок, получаем в пределе при п -> со: 

“| 
па 55 Inr as. 

$ 

Таким образом. имеем: 
+ 

7 
Ум = — 5 ШЕ + С. 

Ясно, что среднее геометрическое расстояние от точки до плоской поверх- 
ности зависит только от формы контура, ограничивающего эту поверхность, 
и от положения точки по отношению к этой поверхности. 

$ 54. Поле проводов кругового сечения 

Поле вне провода кругового сечения такое же, как если бы весь 
ток i проходил по оси провода. Поэтому вне провода, согласно 
полученному в $ 51, имеем: 

t 
У = —5— Ши tC, 

где г, — расстояние от точки М, в которой определяется V, 
до центра сечения. 

Найдем выражение для функции потока внутри провода. 
Напряженность поля на расстоянии г, от оси провода опреде-
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ляется на основании закона полного тока и соображений симмет- 

рии: 
2 

9 . Го ` $6 Hdl = Н2ти, = burp =i рр, 

где R — радиус сечения провода (7, < R). Имеем: 

— Го 
Н = 27 К? 

Поток вектора Н сквозь площадку, имеющую длину в направ- 
лении оси провода, равную единице, и ширину dry, имеет вели- 

| чину Нат. Следовательно, 
__ iT 

dV „= — H dr. = — apr Ao 

Знак «минус» необходимо поставить, так как 
V, и го возрастают при i > 0.в противополож- 
ных направлениях. 

Интегрируя, находим: 
2 

, Го ’ 

Vy = lap tC. 

Подразделяя поле на трубки равного потока AV, , получаем: 

t 2 2 AV y= — арт (5,541 — fo ,) = const 

ИЛИ 
2 2 

To yt =f, ,tkK. 

Так Kak внутренний радиус внутренней трубки равен нулю, 
то имеем связь между радиусами линий магнитной индукции: 

2 2 2 2 РК, М, +K =9K,...,.° =. 
На рис. 66 изображено поле внутри провода, причем поток 

подразделен на пять трубок равного потока. 

$ 55. Поле двухпроводной линии передачи 

Магнитное поле нескольких постоянных токов, протекающих 
в прямолинейных проводах, имеющих круговые сечения любых 
размеров, вне проводов такое же, как если бы эти токи протекали 
по линейным проводам, совмещенным с осями действительных 
проводов. В самом деле, постоянное магнитное поле соседних 
проводов не индуктирует в теле данного провода электродвижу- 
щих сил. Поэтому распределение тока в теле каждого провода 
остается таким же, как и в том случае, когда этот провод уединен. 
Так как магнитное поле тока, протекающего в уединенном про-
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воде кругового сечения, вне провода такое же, как если бы весь 
ток был сосредоточен на оси провода, то и при любом числе про- 
водов кругового сечения при рассмотрении поля вне проводов 
можно их заменить линейными проводами, совмещенными с гео- 
метрическими осями действительных проводов. Необходимо под- 
черкнуть, что это правило справедливо только по отношению 
к пространству вне проводов, только при постоянном токе и только 
в том случае, если магнитная проницаемость материала проводов 
равна магнитной проницае- y 
мости окружающей среды, 
например, в случае медных 
или алюминиевых проводов 
в воздухе. 

Такое правило неверно 
по отношению к электриче- 
скому полю нескольких мас- Я 
сивных проводов кругового 
сечения, так как близость 
соседних проводов вызывает 
перераспределение заряда на 
поверхности данного про- 
вода. 

Для построения картины Рис 67. 
магнитного поля токов, про- 
текающих в двух линейных | 
проводах, образующих двухпроводную линию передачи, вос- 
пользуемся ранее рассчитанной картиной электрического поля 
двух заряженных линейных проводов (рис. 20), заменив 
в этой картине на основании принципа соответствия ($ 51) 
линии напряженности электрического поля линиями равного 
магнитного потенциала и линии равного электрического потен- 
циала — линиями напряженности магнитного поля. Выражения 
для функции потока и для потенциала имеют вид: 

Г. | 
Ук = — т in +i Inn) + С, =z ШС, 

MX? 
V9 200% Sn 

Inst 

l |; . | 
И „= — on (1,8, + ,8,) + С, = => (8, — 6,) +C,, 

так как й = —& = 1. 

Линии напряженности поля суть окружности с центрами 
на прямой, пересекающейся с осями проводов. Координаты цен- 
тров и радиусы этих окружностей определяются из выражений, 
полученных в § 20 при расчете электрического поля. Линиями 
равного магнитного потенциала являются дуги окружностей, 
проходящих через оси обоих проводов. На рис. 67 изображена 
картина магнитного поля двухпроводной линии передачи.
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В реальных условиях провода имеют сечения конечных разме- 
ров. При этом вне проводов поле такое же, как если бы токи были: 
сосредоточены на геометрических осях проводов. В этом отноше- 
нии магнитное поле отличается от электрического, так как элек-` 
трическое поле около проводов кругового сечения оказывается 
таким же, как если бы заряды были сосредоточены на электриче- 
ских осях проводов, не совпадающих с их геометрическими осями. 
Внутри проводов магнитные линии представляют собой сложные 
кривые. Так, внутри прямого провода функция потока имеет 
выражение: 

2 ir , vy ] | 

У Чек + я п РС, 
и линии V, = const имеют сложную форму. 

$ 56. Граничные условия на поверхности раздела двух сред 
с различными магнитными проницаемостями 

Если линии магнитной индукции пересекают поверхность раз- 
дела двух участков магнитной цепи, имеющих различные магнит- 
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Рив. 68. Рие. 69. 

ные проницаемости, под некоторым углом к нормали к этой поверх- 
ности, то на поверхности раздела линии магнитной индукции изме- 
няют свое направление. 

Найдем общие условия, которым подчиняются составляющие 
векторов магнитной индукции и напряженности поля на границе 
двух сред с различными абсолютными магнитными проницаемо- 
стями pf И во. Обе среды будем предполагать однородными и изо- 
тропными. Пусть 9, и 8, — углы между направлением линии 
магнитной индукции и направлением нормали к поверхности раз- 
дела в первой и во второй среде (рис. 68). Составим линейный интег- 
рал вектора Н по контуру abcda, стороны которого ab и са лежат 
в разных средах бесконечно близко к поверхности раздела. Имеем: 

| Hdl=H,sin6, ab — H,sin®,cd = 0, 
abeda
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так как сквозь поверхность, ограниченную контуром интегри- 
рования, не проходит электрический ток. Принимая во внимание, 
что аб = cd, получаем: 

A, $т 9, = H, sin Q., 

т. е. на поверхности раздела равны касательные составляющие 
вектора Н. 

Представим себе замкнутую поверхность, образованную двумя 
плоскими поверхностями $ и So, следы которых в плоскости 
рисунка суть линии аб и cd, и цилиндрической поверхностью, 
пересекающейся с плоскостью рисунка по линиям bc и ad. Магнит- 
ный поток сквозь эту поверхность равен нулю. Следовательно, 

{Bds + |Bds = — В, с0$ 6,5, + B, cos 0,5, == 0, 
$1 So 

откуда, приняв во внимание, что $1 == So, находим: 

В, cos 9, == B, cos 6», 

т. е. на поверхности раздела равны нормальные составляющие 
вектора В. 

Из условий на поверхности раздела для векторов Н и В имеем: 

Bi cos 8; ИИ By cas 9, И 120, mm fh, 

fi, sin 0 fT, sin 6. 19 6, Lo 

Большое практическое значение имеет вопрос о характере магнит- 
ного поля в воздухе около поверхностей стальных частей машин, 
трансформаторов, электромагнитов и других электротехнических 
устройств. Магнитные проницаемости ферромагнитной среды и BO3- 
духа сильно разнятся между собой. Для воздуха практически 
№. = py. Пусть для ферромагнитной среды p, = 1000 №. В таком 
случае имеем: tg ® == 1000 150.. Если линии магнитной индук- 
ции внутри ферромагнитной среды (рис. 69) составляют с нор- 
малью угол 8, = 89°, то соответствующий угол в воздухе оказны- 
вается равным 9, = 3°20’. Поэтому во всех случаях, когда маг- 
нитное поле создается токами, протекающими по проводникам, 
расположенным в воздухе, практически можно принять 6. == 0, 
т. е. считать, что линии магнитной индукции в воздухе нормальны 
к поверхностям тел из ферромагнитных материалов. 

$ 57. Поле токов вблизи плоских поверхностей ферромагнитных 
тел. Метод зеркальных изображений 

Пусть около бесконечной плоскости, ограничивающей ферро- 
магнитную среду, для которой примем p = со, расположен в воз- 
духе параллельно плоскости провод с током i (рис. 70). Поверх- 
ность ферромагнитной среды является поверхностью равного
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магнитного потенциала, так как линии напряженности поля в BO3- 
духе к ней перпендикулярны. 

Удалим мысленно ферромагнитную среду, заменив ее током Г, 
являющимся зеркальным изображением в поверхности раздела 
действительного тока i. Ток Г примем равным току i WH имеющим 
то же направление. 

Средняя плоскость между действительным током и его зер- 
кальным изображением, совпадающая с поверхностью раздела 

в действительной задаче, является плоскостью равного магниг- 
ного потенциала. Это вытекает хотя бы из того, что линии магнит- 
ной индукции, охватывающие оба тока, должны расположиться 
симметрично относительно этой плоскости, что возможно только, 
если они ее пересекают под прямым углом. 

Итак, после замены ферромагнитной среды током Г условия 
на граничной плоскости не изменились. Остался без изменения 
и ток i в области действительного поля. Поэтому мы приходим 
к следующему весьма существенному выводу: поле прямолинейного 
тока i, проходящего в воздухе параллельно плоской поверхности 
массивного тела из ферромагнитного материала, совпадает в воз- 
духе с полем, которое образуется двумя токами — действительным 
током i и его зеркальным изображением i’ =.ЁГ в поверхности тела 
в предположении, что ферромагнитная среда удалена. 

Основанный на этом положении метод расчета поля называют 
методом зеркальных изображений. С аналогичным методом мы озна- 
комились в главе о расчете электростатического поля. Однако 
электрические заряды должны быть отражены в поверхности про- 
водящей среды с изменением знака заряда, ток же отражается 
в поверхности ферромагнитной среды без изменения направления. 

Метод зеркальных изображений, очевидно, может быть распро- 
странен на случай любого числа проводников с токами, причем 
проводники могут иметь сечения любой формы. Этот метод, так же,
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как и в случае электростатического поля, может быть использован, 
когда две’ поверхности, ограничивающие ферромагнитную среду, 
сходятся под углом a = т/п, где п -- целое число, причем угол a 
отсчитывается в воздухе. Поле при a = т/2 показано на рис. 71. 

$ 58. Графический метод построения картины поля 

В сложных случаях аналитический расчет поля оказывается 
невозможным и приходится прибегать к приближенным графиче- 
ским методам построения картины поля. Такой метод весьма поле- 
зен при построении картины поля около стальных полюсов элек- 
трических машин и аппаратов. На помощь нам при это приходит 
то обстоятельство, что линии магнитной индукции в воздухе 
около полюсов нормальны к их поверхностям, и, следовательно, 
поверхности полюсов можно считать поверхностями равного маг- 
нитного потенциала. Такое условие верно в том случае, когда 
поле создается токами, проходящими по проводникам и обмоткам, 
расположенным в воздухе, что обычно и имеет место. Установим 
сначала метод построения картины поля в области, не занятой 
проводниками с токами, создающими исследуемое поле, т. е. около 
тех частей полюсов, которые выступают за пределы обмоток 
с током, наложенных на сердечники полюсов. Если, помимо того, 
в данной области пространства поле. приближенно можно считать 
плоскопараллельным, то, очевидно, следует руководствоваться 
правилами, аналогичными тем, которые были установлены в $ 23 
для построения электрического поля, а именно: 

1) линии напряженности поля и линии равного магнитного 
потенциала должны пересекаться всюду под прямым углом; 

2) поверхности ферромагнитных сред следует считать по- 
верхностями равного магнитного потенциала, и линии напря- 
женности поля в воздухе следует проводить перпендикулярно 
K НИМ; | 

3) ячейки сетки, образованной линиями напряженности поля 
и линиями равного потенциала, при достаточной густоте сетки 
должны быть приблизительно подобны друг другу. 

Обозначим средние размеры ячейки сетки в направлении линии 
напряженности поля через Ап и в направлении линии равного 
магнитного потенциала через Аа. Тогда последнее правило можно 
выразить в форме 

An 
To. == k = const. 

Путем ряда последовательных приближений удается нарисо- 
вать картину поля, удовлетворяющую всем указанным требова- 
ниям. На рис. 72 построена таким способом картина поля около 
полюсов электрической машины.
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Если построена картина поля, то из нее может быть найдено 
магнитное сопротивление Кн ‚или магнитная проводимость 

] Ф 
G,= р- = 7 воздушного промежутка между полюсом и яко- 

м 

рем, причем Ф — магнитный поток в рассматриваемом промежутке 
и РГ —м. д. с. на длине 

| А , промежутка. Если т; — 
IRL) ry \ Ve Я ‚ число трубок магнитной 

, 5 6 v i) 

N We ASK SKK Хх индукции, то 
4; La . 

>22 sam 77 р РЫРНЕЕЯ Ф == m,A® a m,ly HH Аа, 

К в 

\ / где A@® — поток в одной 
трубке и / — длина в на- 

Рис. 72. правлении оси OZ (перпен- 
дикулярном плоскости ри- 

сунка). Если т. — число интервалов между соседними линиями 
равного потенциала, то Ff = mAU, = m,HAn, где АЦ, — изме- 
нение потенциала на протяжении одного интервала. 

Таким образом, 
Aa my, 

Величина ^ представляет собой магнитную проводимость Ha еди- 
ницу длины в направлении оси OZ. Она зависит исключительно 
от конфигурации рассматриваемого участка магнитной цепи, 

nr O 
(С OER ae 

(SCARE aH awa 
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Рис. 73. Рис. 74. 

Приведенные правила построения картины поля справедливы 
только в области, не занятой электрическим током. В области, 
где расположены проводники или катушки с током, эти правила 
неприменимы, так как здесь теряет смысл понятие скалярного 
магнитного потенциала. Для построения приближенной картины 
поля и в тех местах, где около сердечника полюса расположены 
катушки с током, поступают следующим образом. Сжимают сече- 
ние катушки в направлении к поверхности сердечника до нулевых
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размеров. Иначе говоря, предполагают, что TOK течет по беско- 
нечно тонкому слою, прилегающему к поверхности сердечника. 
При таком . предположении во всем пространстве около полюса 
токов нет, и понятие скалярного магнитного потенциала может 
быть использовано. При этом поле всюду должно удовлетворять 
первому и третьему условиям. Однако второе условие — перпен- 
дикулярность линий напряженности поля к поверхности ферро- 
магнитной среды — сохраняется только там, где на поверхности 
ферромагнитной среды нет токов. В местах, где имеются распреде- 
ленные поверхностные токи, соответствующие токам в катушках, 
это условие не соблюдается. Рассмотрим плоскую поверхность 
ферромагнитной среды, по которой протекает в тонком слое ток 
(рис. 73). Пусть ток протекает в направлении, нормальном к пло- 
скости рисунка. Составим линейный интеграл вектора Н по кок- 
туру abcda. Если для ферромагнитной среды принять в = со, TO 
будем иметь внутри ферромагнитной среды Н = 0. Пусть ad 
и bc весьма малы по сравнению с ab. Тогда 

$ На! == Н ab, 
афсаа 

где Н, — касательная составляющая вектора Н в воздухе около 
поверхности ферромагнитной среды. Но этот интеграл равен току &, 
проходящему сквозь контур абсаа. Поэтому 

i 
p= т, 

т. е. касательная составляющая напряженности поля в воздухе 
отлична от нуля и равна линейной плотности тока. Следова- 
тельно, линии напряженности поля около таких поверхностей 
не перпендикулярны к ним. Направление линий остается неиз- 
вестным, так как неизвестна нормальная составляющая вектора Н. 

При построении поля поступают следующим образом. Строят 
сначала поле около тех частей полюсов, где нет токов, пользуясь 
вышеизложенными правилами. Поверхности полюсов в этих местах 
считают равнопотенциальными. Остальные линии равного потен- 
циала этого поля подводят к соответствующим точкам контура 
полюса в местах, где протекают поверхностные токи. Положение 
этих точек зависит от распределения тока в поверхностном слое. 
Разность потенциалов двух соседних линий равна току, протекаю- 
щему между соответствующими двумя точками, к которым необ- 
ходимо подвести эти линии. Линии равного потенциала так же, как 
и линии напряженности поля, в местах, где протекают токи, 
наклонны к контуру полюса (рис. 73). Затем строят все поле, 
стремясь к тому, чтобы всюду удовлетворялись первое и третье 
требования. Когда это удастся — поле построено правильно. 
На рис. 74 приведен пример построенного таким путем поля около 
полюса, обтекаемого током.
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Если поле создается несколькими токами и при этом легко может быть 
построено поле каждого тока в отдельности, то для построения результирующего 
поля можно применить графический метод наложения полей, предложенный 

Максвеллом. 
Пусть имеется два парал- 

лельных провода кругового се- 
чения с токами ft; и {5 в одно- 
родной среде. Картины поля 
каждого тока в отдельности 
строятся весьма просто ($ 5]). 

‚ Построим на одном рисунке 
картину линий напряженности 
поля тока й и картину линий 
напряженности поля тока fo 
с такой густотой, чтобы имело 
место равенство |АУи1| =|ДУимг|. 
При соблюдении этого условия 
получающаяся в итоге наложе- 
ния двух полей сетка позволяет 
легко построить картину линий 
напряженности — результирую- 
mero поля обоих токов й И fg. 
Действительно, уравнение линии 
напряженности результирующе- 
го поля имеет вид: Ум! + Им = 
== const, и, следовательно, для 
любых двух точек, лежащих 

v \ 

на этой линии, имеем: AVyr + AV yo == 0, т.е. ДУ! = —AV yo. 
Если при построении отдельных полей соблюдено условие |AV yi] = [AV aol, 

то ряд точек пересечения линий напряженности отдельных полей будет при- 
надлежать одной и той же ли- 
нии напряженности результи- 
рующего поля. Для того чтобы 
перейти от одной такой точки 
к другой, необходимо, переходя 
в одном поле на соседнюю ли- 
нию, переходить и в другом 
поле также на соседнюю Линию. 
При этом если токи Й и > оди- 
наково направлены, то, уда- 
ляясь от одного тока, следует 
приближаться к другому; если 
же токи й и fp имеют разные 
направления, то следует одно- 
временно удаляться от обоих 
токов или одновременно при- 
ближаться к ним. Практически 
это означает, что линия напря- 
женности результирующего поля 
переходит через ячейку сетки, 
получающейся от наложения 
отдельных полей, по криволи- 
нейной диагонали этой ячейки, 
причем следует избрать ту или 
иную диагональ в зависимости от знаков токов. На рис. 75, а (верхняя 
часть рисунка) построена картина линий напряженности поля при ip = —2iy 
и на рис. 76, а при fg = 2й. Аналогичный прием может быть использован 
для построения картины линий равного магнитного потенциала результирую-
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щего поля, которые описываются уравнением: Uy + Uyo=const. На рис. 75,6 
(нижняя часть рисунка) осуществлено такое построение для случая fp = —2и 
и на рис. 76,6 для случая 15 = 2й. , 

Если мы наложим картины линий напряженности на картины линий рав- 
ного магнитного потенциала результирующего поля для соответствующих слу- 
чаев, то получим ортогональную сетку. 

Пользуясь принципом соответствия плоскопараллельных электрического 
и магнитного полей ($ 51), мы можем утверждать, что для двух заряженных 
линейных проводов рис. 75, аи рис. 76, а дают картины линий равного элек- 
трического потенциала при т» = —2t1 и при te = 2t1 и, соответственно, 
рис. 75, би рис. 76, б дают картины линий напряженности электрического поля. 
Этот метод может быть использован и в более сложных случаях. Например, 
если поле в электромагните создается токами в двух катушках, и построены поля, 
создаваемые отдельно током в одной и током в другой катушке, то указанным 
методом легко построить результирующее поле как при {>/й > 0, так и при 
fo/ty < 0. 

$ 59. Пространственная задача. Поле кругового контура с током 

Расчет магнитных полей токов, протекающих по контурам, 
имеющим во всех направлениях конечные размеры, представляет 
собой весьма сложную задачу. При этом все величины, характе- 
ризующие поле, являются функциями трех координат. Общий 
метод решения заключается в случае однородной среды в нахожде- 
нии MO заданному распределению токов векторного потенциала 
по формулам, указанным в § 46. Вектор магнитной индукции нахо- 
дится из соотношения В == ГОА. 

Простейший случай пространственной задачи — поле токов, 
протекающих по круговым контурам, лежащим в параллельных 
плоскостях и имеющим центры на общей оси. Достаточно рассмот- 
реть картину такого поля в одной плоскости, проходящей через 
эту ось, так как все поле получается вращением найденной кар- 
тины вокруг оси. Сюда относится важный случай магнитного 
поля катушек с током, состоящих из круговых витков. 

Определим поле одного кругового контура с током # (рис. 77). Естественно 
рассматривать поле в цилиндрических координатах г, P, а. Начало ксординат 

поместим в центре контура с током. Ось 02 направим перпендикулярно пло- 

скости контура. 
Пусть поперечные размеры сечения $ проводника весьма малы по сравне- 

нию с радиусом R кольца. Рассматривая поле на расстояних от проводника зна- 

чительно больших поперечных размеров его сечения, можем вычислять векторный 
потенциал по формуле ($ 46): 

Интегрирование производится вдоль всего контура с током. Вследствие 
симметрии относительно оси OZ линии векторного потенциала должны быть 
окружностями, лежащими в плоскостях, параллельных плоскости контура тока, 
и имеющими центры па оси OZ, Следовательно, А имеет единственную составляю- 
щую A,. Она равна: 

ц ф i cos adl 

A= 4, = т г 
| 
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Так как 

г = Улс В? + 6? — 2Ro cosa; dl = Rda, 

TO 
д UR cos ada 

__ 2% 

=) УР 
0 

+ 02 — 2Ю) cos а 

Приведем этот интеграл к эллиптическим интегралам, для которых имеются 

таблицы. Положим: 

amt — 28; 

4Ro ра 

И (Вт. 

do. = ~~ 248; KEP 

Puc. 77. 

04 7 
rr И х/00 

x р 

Jaanen 4 
вв! 

mt 4 
ГМ 

I 
I 

1 

ts | k 
“Of 02 03 0% 05 06 07 08 09 10 

Puc. 78. 

в
и
а
 

[<
 

у 

|| 

Число А лежит в пределах OS Аж 1. Значение А = | получается при 
2 = Ои р = К, т. е. на оси контура с током, который мы предполагаем весьма 
тонким. Здесь А обращается в бесконечность, но, как было отмечено, принятая 
упрощенная формула для А может быть использована только на достаточном 
расстоянии от проводника. Имеем: 

cos a = — cos 23 = 2 sin? 8 — 1; 

r= УЛ-- Р-р — 40 sin? 8 + 2Rp = 

Следовательно, 

ИЛИ 

ыы] 

2V Rp 
г V 1 — 22312 8. 

~ oF 
2 (2 sir? В — 1) dB 

И! — 22 sin? В 
> 

к 

5 
2 sin? 8 — | 

; У 1 — 2231128 
ue В 

48 = у = Г (R).
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Пользуясь тождеством 

2 sin? В — | ral 2 — k? 

Vie Рав Е \ У! sin? B 
—2V |—k? sin? ), 

можем написать: 

где 

2 И: 

К = 
|7 — А? 5112 В 
0 

п 

2 
2 

Е = | УТ 9128 43 

представляют собой полные эллиптические интегралы первого и второго рода. 
Они являются функциями модуля &. На рис. 78 приведены кривые. выражающие 
эти функции, и кривые, дающие величину f (А). входящую в выражение для век- 
торного потенциала. 

Линии магнитной индукции исследуемого поля лежат в плоскостях, про- 
ходящих через ось OZ. Вектор магнитной индукции имеет только две составляю- 
щие В, и Bo которые находятся из выражений: 

В. = го, А, B, = rot, A. 

Для вычисления этих: составляющих необходимо использовать выражения 
составляющих вектора го{ А через составляющие вектора А в цилиндрических 
координатах. 

$ 60. Выражение скалярного потенциала через телесный угол, 
под которым виден контур тока 

Покажем, что скалярный магнитный потенциал Uy в некоторой точке М 
поля замкнутого тока Г пропорционален телесному углу w, под которым видна 
из этой точки поверхность, ограниченная контуром тока (рис. 79). При пере- 
мещении из точки M в точку М’ на расстояние dl’ потенциал получает при- 
ращение: 

dUy = — Н cos «А! = — Hdl’. 

Точно такое же приращение получил бы потенциал в точке М, если весь 
контур переместить самому себе параллельно на расстояние — dl’ в противо- 
положном направлении. 

Выделим элемент длины 4/ контура тока и рассмотрим приращение потен- 

циала dU, в точке М, вызванное перемещением этого элемента по пути 

—dl’ (рис. 80) Имеем: 

dU, = —dH dl’,
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тре г у = р 

где dH — напряженность поля в точке М oT тока é в элементе d/. Согласно 
закону Био-—Савара—Лапласа 

Следовательно, 
1 @ | i , г 

а = — Gra dl al. +] = луз [— al а]. 

Но [—dl’-dl] = 4$ есть вектор, нормальный к площадке, описываемой 
отрезком d/ при перемещении ero на пути — 4/’ и равный по величине этой 

ht 

as=(-dli dl 

Pue. 79. Puc. 80. 

r 
площадке, Следовательно. ds = cos® ds есть проекция этой площадки 

] r 
Ha сферу радиуса г с центром в точке М, и 7 ds >) = dw’ есть телесный 

угол, под которым видна площадка из точки М. Итак, 

1 
du, = ar dw’. 

Чтобы получить изменение 40 „ потенциала. вызванного в точке М током 

во всем замкнутом контуре (рис. 79), необходимо просуммировать величины dU „ 

по всем элементам d/ контура При этом, суммируя в правой части величины dw’, 
получим телесный угол dw, под которым видна из точки поверхность, описы- 
ваемая всем контуром прн перемещении его на пути — 4/’. Очевидно, dw есть 
приращение телесного угла w, под которым видна из точки М поверхность, 
ограниченная контуром тока Таким образом, 

{ | 
dU, = Gz do И Un= Tr 

пк 
o+C, 

Если положить Uy =0 в бесконечно удаленных от контура тока точках, 
для которых w = 0, то будем иметь С = Ои 

i 
Un = до. 

Телесный Угол w положителен, если из точки М ток в контуре кажется 
направленным против часовой стрелки (рис. 79).
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$ 61. Магнитное поле контура произвольной формы 
на большом расстоянии от контура 

7 

Обозначим через г расстояние точки М, в которой ищется потенциал U,, 
от некоторой точки О внутри контура (рис. 81). Пусть г много больше линейных 
размеров контура. Пусть ОМ — направление от О к М, при котором при задан- 
ном г телесный угол « получается наибольшим, равным в макс. При всяком 
другом направлении, составляющем с этим направлением угол ~, при том же г 

$ 
будем иметь w = а иакс COS P HO wyane = = » THe 

$ — часть поверхности сферы радиуса г, вырезаемая цен- 
тральным конусом с телесным углом в макс. Гаким обра- 

i 
зом, согласно выражению („= an ® имеем: 

15 cos ф 
= => > . 

Ux 4x # 

В случае плоского контура, при г много большем, 
чем размеры контура, $ есть площадь, ограниченная кон- 
туром, и ОМ — направление нормали к ней. 

Так как произведение {5 = р есть магнитный мо- 
мент тока { в замкнутом контуре, то формулу для Uy 
можно представить в виде: 

pcos Ф 

Их = 4кг8 ‘ 

Составляющие напряженности поля на больших расстояниях от контура 

имеют выражения: 
a 

И  22pcas¢ 1 Uy, psing 

Or 413’ Ay=— > op 4nr3 

Из изложенного вытекает следующее важное положение. Ha больших pac- 
стояниях от контура тока напряженность магнитного поля убывает обратно 
пропорционально кубу расстояния и характер поля совершенно не зависит 
от формы контура тока. Напряженность поля полностью определяется магнит- 
ным моментом. | 

Весьма интересно отметить. что характер магнитного поля на больших 
расстояниях от контура тока такой же, как и характер электрического поля 
диполя на больших от него расстояниях. Это становится ясным, если сопоставить 
полученные в настоящем параграфе формулы с формулами в $ 10 для поля 
электрического диполя. 

$ 62. Тело во внешнем магнитном поле. 
Аналогия с электростатической задачей 

Задача о расчете магнитного поля при наличии во внешнем маг- 
нитном поле тела из вещества с абсолютной магнитной проницае- 
MOCTbIO и аналогична рассмотренной в $ 26 и 27 задаче о расчете 
электрического поля при наличии во внешнем электрическом поле 
тела из диэлектрика с абсолютной диэлектрической проницае- 
МОСТЬЮ $5. 

Действительно, как уравнения поля, так и граничные условия 
аналогичны в обоих случаях.
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В случае магнитного поля имеем во всей интересующей нас 
области пространства го{ Н = 0, так как в этой области отсут- 
ствуют макроскопические токи. Следовательно, уравнения магнит- 
ного поля имеют вид: 

го Н =0; B=pH=p,H+p4,J; divB=0. 

В соответствующей электростатической задаче в рассматривае- 
мой области пространства div D = 0, Tak как в этой области нет 
свободных зарядов. Поэтому уравнения электрического поля 
имеют вид: 

го{ Е =0; ЮО = Е = в Е + Р; 910 =0. 

Заметим, что уравнения го{ Н = 0 и го{ Е = 0 эквивалентны 
уравнениям: 

Н == —gradU, и Е = — grad U. 

Граничными условиями у поверхности тела, внесенного во внешнее 

магнитное поле, являются равенство в обоих средах нормальных 

составляющих вектора магнитной индукции и касательных состав- 

ляющих вектора напряженности поля: 

Bay = Ви. и Ay = Но. 

В случае тела из диэлектрика, внесенного во внешнее электри- 
ческое поле, граничные условия имеют аналогичный вид: 

Dai = Dag и ЕЁ, = Ep. 

Таким образом, при исследовании поля тел BO внешнем магнит- 
ном поле мы можем воспользоваться аналогичными задачами, 
решенными в электростатике, с заменой E на Н, О на В, P Ha yp, J 

а 
И в на и. Так как поляризованность вещества Р = re а намагни- 

a ° 
ченность J = И ‚ то в аналогичных задачах электрический момент 

соответствует умноженному на fy магнитному моменту. 

$ 63. Шар и эллипсоид вращения во внешнем однородном поле 

В § 27 был рассмотрен случай шара из диэлектрика, находяще- 
гося во внешнем электрическом поле. Было найдено, что шар 
поляризуется однородно. 

Точно так же шар из вещества с абсолютной магнитной прони- 
цаемостью и, помещенный во внешнее однородное магнитное поле, 
поляризуется магнитно однородно. Пусть шар помещен в пустоте 
Hp > po. Гогда вектор напряженности H_ поля, определяемого 
намагниченностью шара, оказывается внутри шара направленным 
против вектора напряженности Н, внешнего поля. В этом случае 
поле вектора Н_ называется размагничивающим полем. Используя 

>
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формулы, полученные в $ 27, и произведя в них соответствующую 
замену, получим формулы для интересующего нас случая. Напря- 
женность размагничивающего поля определяется формулой: 

H = И — Ho 

cB + epg © 

Вне шара поле, вызванное намагниченностью шара, такое же, как 
поле тока в весьма малом замкнутом контуре, находящемся 
в центре шара. имеющего 
магнитный момент р, равный _ = 
геометрической сумме маг- = 
нитных моментов всех эле- : 
ментарных токов в объеме = = 
шара. $ sO 

Пользуясь формулами, : = 
полученными в $ 27, полу-  Вмешнее однородное Результирующее 
чаем: поле поле дектораН 

Pop = 4кр, КН» = = 

— 3 р — № = 4 АЗ, 7 Нь, = 

где R — радиус шара. =— 
Намагниченность У ве- Инны 

Поле набеденных Поле вектора 
щества шара равна мМагнит- могутных mace магнитной кии 
ному моменту, отнесенному 
к единице объема шара. Сле- Рис. 89. 
довательно, 

и — 

tol = Fen, = She т Hy = 3p... 

Результирующая напряженность и результирующая магнит- 
ная индукция внутри шара равны: 

_ _ __ Зро . __ 3p H.= Зы В 

Н= Hy Ne = Ty hy 19 B= op, Molto a Oey Oe 

Чем больше в, тем сильнее размагничивающее поле и тем сла- 
Gee поле Н, но тем сильнее поле В. В пределе при п -— co имеем: 

В = 3B,. 

Таким замечательным свойством намагничиваться однородно 
во внешнем однородном поле обладает эллипсоид, частным случаем 
которого является шар. На рис. 82 изображены для случая эллип- 
соида: внешнее однородное поле, поле вектора Н, определяемое
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намагниченностью эллипсоида и связанное с условным представ- 
лением о наведенных магнитных массах, результирующее поле 
вектора Н и результирующее поле вектора В. 

$ 64. Коэффициенты размагничивания 

Для эллипсоидов как Нъ, Tak и J пропорциональны напря- 
женности Но, внешнего поля. Стало быть, можно написать: 

Но = NJ. 

Коэффициент пропорциональности № называют коэффициентом 
размагничивания. От него зависит при данной намагниченности 
величина напряженности размагничивающего поля. Коэффициент 
размагничивания зависит только от формы намагничиваемого 
тела. Для шара получаем: 

] 
— . > — № = —> ==. 

Расчет дает для эллипсоида вращения формулу: 
А — 

(АИ фо 
мА! ы _ Игл: 

— = 1 — 1— 8 

arc со$ A 

причем ^ есть отношение оси вращения эллипсоида, которая пред- 
полагается направленной вдоль линий внешнего поля, к оси, 
ей перпендикулярной. Первым выражением для N удобно пользо- 
ваться при A > 1, вторым — при A < 1. 

Для бесконечной пластины, расположенной поперек поля, 
которую можно рассматривать как сплющенный эллипсоид, нахо- 
дим N = |, положив ^ = 0. Это — наивысшее возможное зна- 
чение №. Для шара, полагая Х = | и раскрывая неопределенность, 
получаем N = #/3. Для бесконечно длинного стержня, располо- 
женного вдоль поля, полагая A = co и раскрывая неопределен- 
ность, получаем N = 0. | 

Свойство эллипсоидов однородно намагничиваться в однород- 
ном внешнем поле используется в магнитометрии. Для исследова- 
ния магнитных свойств ферромагнитных материалов можно изго- 
товить из этих матерналов образцы, имеющие формы. эллипсоида 
вращения или близкую к ней форму. Однородность намагничива- 
ния особенно важна именно при испытании ферромагнитных мате- 
риалов, так как магнитная проницаемость в их зависит от напря- 
женности поля и только при однородном намагничивании вели- 
чина № во всем объеме образца будет одинакова. 

Ввести в рассмотрение коэффициент размагничивания. завися- 
щий только от формы тела, строго говоря, возможно только для 
эллипсоидов и их частных случаев: шара, пластины, бесконечно
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длинного цилиндра с эллиптическим или круговым сечением. 
Однако для приближенных практических расчетов магнитного 
поля, которое образуется при внесении в однородное внешнее 
поле тёл иной формы, например коротких цилиндров, все же 
вводят в расчет коэффициенты размагничивания таких тел. Однако 
такой расчет является только ориентировочным, так как тела, 
отличные по форме от эллипсоидов, намагничиваются неоднородно 
в однородном внешнем магнитном поле. 

$ 65. Магнитное экранирование 

Для защиты электроизмерительных приборов от влияния посто- 
ронних магнитных полей их системы помещают в массивные зам- 
кнутые или почти замкнутые оболочки из ферромагнитного мате- 
риала. Такие оболочки называют 
магнитными экранами. Поле внутри 
экрана оказывается ослабленным по 
сравнению с внешним полем. 

В случае экрана в форме полого 
шара с радиусами К, и К.(рис. 83) и 
с абсолютной магнитной проницае- 
мостью стенок и, помещенного во 
внешнее однородное поле с индук- 
цией By), магнитная индукция BB поО- 
лости экрана может быть рассчитана 
и оказывается равной: 

B=B, _ _ 

1+2 (1-1) (+2) Puc. 83 
9 К | Ho HC. 95. 

Например, если А, = 0,9R, и в = 500 в, то В = 0,031 By, 
т. е. напряженность поля внутри экрана составляет 3% от напря- 
женности внешнего поля. В случае ферромагнитного вещества 
и > ш, И экранирующее действие определяется тем, что линии 
магнитной индукции внешнего поля. стремясь пройти по пути 
с наименьшим магнитным сопротивлением, сгущаются внутри сте- 
нок экрана, почти не проникая в его полость. 

Нередко применяют многоступенчатые экраны в виде несколь- 
ких полых ферромагнитных тел, расположенных один внутри 
другого. 

gf 



ГЛАВА ШЕСТАЯ 

РАСЧЕТ ИНДУКТИВНОСТЕЙ 

$ 66. Общие выражения для взаимной и собственной 

индуктивностей 

В настоящей главе мы будем рассматривать статические индук- 
тивности. Соответственно, магнитные потоки, определяющие эти 
индуктивности, мы будем находить при постоянном токе. Статиче- 

ские индуктивности зави- 
сят от геометрических па- 
раметров, определяющих 
форму, размеры и взаим- 
ное расположение конту- 
ров, и от магнитной про- 
ницаемости среды, окру- 
жающей контуры, а так- 
же от магнитной прони- 
цаемости вещества самих 
проводящих контуров. 
Если р = сопз{, то индук- 
тивности контуров не за- 
ВИСЯТ ОТ TOKOB В НИХ. 

Обратим особое внимание на то, что индуктивности опреде- 
ляются потокосцеплением, т. е. для вычисления индуктивности 
электрического контура необходимо определить полное число сцеп- 
лений единичных линий магнитной индукции с контуром. 

Получим общее выражение для взаимной индуктивности двух 
контуров произвольной заданной формы (рис. 84). 

Предположим, что контуры находятся в воздухе и материал 
проводников не ферромагнитный. Примем всюду в = py. Усло- 
вимся снабжать обозначение потокосцепления взаимной индук- 
ции Двумя индексами: первый индекс будет указывать, с каким 
контуром рассматривается сцепление потока, второй — ‘каким 
током обусловливается поток. Будем искать потокосцепление Wa, 
со вторым ‘контуром, обусловленное током й в первом кон- 
туре. 

Представим себе весь проводник второго контура подразделен- 
ным Ha элементарные трубки тока i, (рис. 84). Цоток, сцепляю- 
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щийся с одной из таких трубок, равен линейному интегралу век- 
торного потенциала вдоль оси этой трубки: 

Ф, = f Agdly, 
lp 

< 

На рис. 84 заштрихована поверхность, сквозь которую про- 
ходит поток Фа. 

Этот поток сцепляется с током 4, протекающим в рассматри- 
di 

ваемой трубке тока и составляющим долю т всего тока iy во BTO- 

ром контуре. Следовательно, он вносит в. величину ЧФ., ДОЛЮ, 
равную 

dv, = "фл: Ч. 

Так как di, имеет постоянное значение вдоль всей трубки тока, 
то его можно внести под знак интеграла. Обозначая через ds. 
сечение трубки тока и через 8, плотность тока в этом сечении, 
можем написать di, = 8.4$.. Последнее равенство приобретает 
ВИД: 

| 
аФ» = ум ф (84$) (A,dl,). 

A 

Tak как векторы 6, и dl, имеют одно и то же направление, 
то (8.45.) (А...) = (4154$) (A,8,) и, следовательно, 

| 
av, = <9 (6,A,) (dspdl,). 

ly 

Интегрируя по всему сечению $. второго проводника, получим: 

| v,=4 \  (B2A,) (ав). 
2 $8 l, 

Произведение 4$.41, есть элемент объема dV». второго провод- 
ника. Поэтому потокосцепление Ч ›, может быть представлено в виде: 

| Уи. | 8.А,АУ.. 

Так как мы желаем определить величину W.,, как потокосцепле- 
ние взаимной индукции, обусловленное током &, то соответственно 
и векторный потенциал А. необходимо выразить через TOK й. 
Согласно изложенному в $ 46, имеем: 

A, = +2 Bo | ау, 
4 

у,
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где ИУ, — объем пространства, занимаемого первым контуром, 
г — расстояние от элемента объема dV, до точки, в которой опре- 
деляется векторный потенциал, и 9, — вектор плотности тока 
в точках элемента объема dV,. Подставляя выражение для вектор- 
ного потенциала в последнее выражение для oi, получаем: 

Отсюда находим общее выражение для взаимной индуктивно- 
CTH: 

у р ау ‚ау M,, = = №0 | (aa. 
11 Amb yly 

Vi Ve 

Интегрирование должно быть произведено один раз по всему 
объему первого проводника и другой раз по всему объему второго 
проводника, причем г есть расстояние между элементами объемов 
dV, и АУ... Полученная формула верна только в случае однородной 
в магнитном отношении среды, так как использованное при 
ее выводе выражение для векторного потенциала справедливо 
только в этом случае. В частности, и магвитная проницаемость 
материала самих проводников должна быть такой же, как и про- 
ницаемость окружающей среды. Как было ранее отмечено, при 
и = const взаимная индуктивность не зависит от токов в контурах. 
Наличие токов i, и fy в последнем выражении не противоречит 
этому положению. Действительно, внеся токи под знаки интегра- 
лов, мы получим в подынтегральном выражении отношения 8,/4 
и 92/12, которые характеризуют распределение токов в проводни- 
ках. Но при постоянном токе распределение тока зависит только 
от формы проводника и не изменяется при изменении тока. Поэтому 
отношение плотности тока в каждой точке проводника ко всему 
току полностью определяется формой проводника. 

Если бы мы стали определять потокосцепление взаимной индук- 
ции W,, с первым контуром, обусловленное током во втором KOH- 
туре, то, очевидно, получили бы выражение: 

p dV dV = | | 8, 
Vi Vs 

Следовательно, для взаимной индуктивности M,, = $, 2/15 
мы получили бы то же самое выражение, что и для М... Тем самым 
подтверждается важный вывод, полученный в первой части из усло- 
вия независимости энергии магнитного поля токов от порядка уста- 
новления токов, а именно, что при p = const имеет место равен- 
ство:
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Получим общее выражение для собственной индуктивности L 
контура, пользуясь найденным общим выражением для взаимной 
индуктивности М., двух контуров. Представим себе два совер- 
шенно одинаковых контура, сближающихся до полного слияния 
так, что один из них занимает объем другого. После такого слия- 
ния по существу уже остается только один контур. Из выраже- 
ния для Мо; нетрудно получить выражение для L такого контура, 
положив i, = ig = in И = И, = У. Имеем: 

L — Po. | favor, 
r 

VV 
4ni 

причем 6 — плотность тока в элементе объема AV, 6° — плотность 
тока в элементе AV’ Hu г — расстояние между элементами объема 

dV и dV’. Интегрирование произ- 
водится дважды по объему всего 
проводника (рис. 85). 

A
 

Puc. 86. Puc. 86 

Выражение для М., весьма упрощается в случае контуров 
из линейных проводников, поперечные размеры сечений которых’ 
весьма малы по сравнению с длиной контуров и по сравнению 
с расстоянием между ними (рис. 86). В таком случае нет необходи- 
мости делить прозодники на трубки тока. Векторный потенциал 
в центре элемента d/, проводника второго контура можно вычис- 
лить по формуле (} 46): 

а A, = $2 gh Boh -. 
_ 4 r 

1 

Потокосцепление Ф,, при этом может быть принято равным 
потоку @®,, сквозь поверхность, ограниченную осью проводника 
второго контура, т. е. 

41:4]. 
У, — D,, = $ A,dl, = fo hp ee ; 2 . 

1, нь 

Разделив Ф., на д, получаем: 

ти d\,d\. 
М. =p gg 2 

i, 1,
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Представляется возможным упростить и выражение для В 
контура, образованного из топкого проводника. Однако упрощен- 
ную формулу нельзя при этом привести в точности к тому виду, 
к которому было приведено выражение для Ma, т. е. нельзя 
свести в формуле для L двухкратное интегрирование по объему 
проводника к двухкратному интегрированию по оси проводника, 
так как такой интеграл обращается в бесконечность. 

Упрощение формулы для [ контура из тонкого проводника 
кругового сечения можно выполнить следующим путем. Разделим 
потокосцепление Ч на две части: Ф = Wi, + ЧФнуть, причем 

VY vey Определяется линиями магнитной 
индукции, охватывающими весь проводник, 
следовательно, расположенными целиком BO 
внешней по отношению к проводнику среде, 
и Ч.„,тр Определяется линиями магнитной 
ипдукции, проходящими внутри тела про- 
водника. Линии, определяющие величину 
W „.и, Проходят сквозь заштрихованную на 
рис. 87 поверхность, ограниченную конту- 
ром /2›, лежащим на внутренней поверхно- 
сти проводника. В случае, если проводник 

образует один виток, то каждая такая линия сцепляется один 
раз с проводником и, следовательно, 

Ф внеш = ЧФ неш — ф A,dl,, 

l; 

где А, — значения векторного потенциала на контуре /›. Вели- 
чину A» мы можем приближенно вычислить. по формуле: 

предположив, что весь ток é течет по оси проводника. При этом 
интегрирование производится по всей оси / проводника. Интеграл 
имеет конечное значение, так как все точки контура /›, в которых 
определяется Az, лежат на конечном расстоянии г от точек кон- 
тура Л. 

Таким образом, 

W овнеш — re фе —. 
ly ly 

Величину WY euymp Приближенно можно принять ‘равной BHYT- 
реннему потокосцеплению в отрезке длиною Д бесконечно длин- 
ного прямолинейного провода кругового сечения, поскольку радиус 
кривизны контура проводника велик по сравнению с поперечными
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размерами сечения. Согласно выражению, полученному в первой 

части, имеем: 

. в, 
Ф внутр — Or il,, 

rye yw — абсолютная магнитная проницаемость материала про- 

вода. Индуктивность [ можно представить в виде: 

y’ у. ymp [ внеш | ons | [Ване | [ 

lt внутр» 

причем L,,,,, — называют внешней, а [ЁГ.„,т, — внутренней 
индуктивностями. Итак, можем написать следующее упрощенное 
выражение для индуктивиости контура из тонкого проводника 
кругового сечения: 

Ш £ аа! pl 
L= Lene + [ внутр = pp2> + =. 

нь 

$ 67. Взаимная индуктивность двух круговых контуров 

Найдем выражение для взаимной индуктивности круговых 
контуров, расположенных в параллельных плоскостях так, что 
их центры лежат на одной прямой, нормальной к этим плоскостям 
(рис. 88). | 

Искомую формулу мы получим, выпол- 
HUB двукратное интегрирование вдоль обоих С _ | >) 
контуров согласно выражению: | 

Одно интегрирование уже было выпол- че) 
нено B§ 59 при отыскании векторного потен- 
циала в поле кругового тока. Именно вели- 
чина А, векторного потенциала на OCH вто- Рис. 88. 
рого проводника, определяемого током Ц, 
протекающим в первом контуре, имеет выражение: 

‘ой ^ В, A, в Y/R (by, 

При этом в соответствии с принятым в $ 59 обозначением имеем: 

po — 4 
h? -+ (Ry + Re)? | 

Здесь R, и Ю, — радиусы контуров и A — расстояние между 
их центрами. Принято р = ро, так как предполагается, что кон- 
туры находятся в воздухе.



142 Расчет индуктивностей [Гл. 6 
; wor 

ыы epee а чер" 

Функция / (Е) изображена в виде кривой на рис. 78. Она может 
быть представлена через полные эллиптические интегралы первого 
и второго рода, согласно выражениям, приведенным в $ 59. Век- 
тор Ay касателен к оси проводника второго контура и в силу сим- 
метрии имеет одинаковую величину вдоль всего второго контура. 
Следовательно, потокосцепление взаимной индукции со вторым 
контуром, обусловленное током 4 в первом контуре, получается 
равным: 

Po = ф A,dl, = ф А, 41, = А, фа, == A,2tRe = poly V R,Rof (®). 
I, [, Г, 

Таким образом, искомая взаимная индуктивность выражается 
формулой: 

У. ] a 
М = 77 = Во RiR,f (К). 

68. Индуктивность кругового контура 

Найдем формулу для индуктивности круглого кольца из тон- 
кого проводника кругового сечения (рис. 89). Внешняя индуктив- 
HocTb L определяемая потоком @,,,.,, линии которого охва- 

тывают все сечение проводника, равна взаим- 
ной индуктивности между бесконечно тон- 
кими круговыми контурами, один из кото- 
рых Д совпадает с осью проводника и дру- 
гой /› является внутренней, т. е. наимень- 
шей окружностью на поверхности провод- 
ника. Следовательно, полагая в последнем 
выражении Rk, = Ю и А), = Ю — а, можем 
написать: 

[ овнеш m= Bo УК (К — а) | (^) — и, А] (К), 

где а — радиус сечения проводникаи Ю — 
радиус кольца, причем а < R. Так как кон- 
туры Д и /. лежат в одной плоскости, TO 

внеш» 

Рис. 89 о 
в выражении для А? следует положить A= 0. 
Имеем: 

pe АК-ЯК _ а? =] — =) 

~ (R—a+t+R)y 4R?—4Rqa+ а? ^^ (oR ° 

Следовательно, 

kw V 1-4 1% 

Величина f(k), входящая в выражение для’ L,,,,,, Может 
быть взята из кривой на рис. 78. Однако для рассматриваемого
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случая а< Ю можно получить приближенное выражение 
для f(k). Так как k = 1, то приближенно имеем: 

F(R) = (Е-А)К-ЕЕ=К— 28. 

Можно показать, что при К = 1 эллиптические интегралы 
K(k) и Е (Е) имеют следующие приближенные значения: 

4 8R 
К= [п ия = п и Е = |. 

Следовательно, 
8R 

Lone <= uw Rf (Е) ры шо (In = — ). 

Так как / = 2xR, то внутренняя индуктивность выражается 
формулой: 

внутр 8 

Следовательно, 

Ев (т —2) +1. 

Если провод из неферромагнитного материала, TO п = po и 

L = во (in=* — 1,75). 

Выражение для внутренней индуктивности получено в предпо- 
ложении равномерного распределения тока по сечению провод- 
ника, что соблюдается при постоянном токе. При переменном токе 
высокой частоты при резком проявлении поверхностного эффекта 
внутренний поток при p = po будет мал, и точнее вычислять индук- 
тивность по формуле: 

8R ый (In 222), 
пренебрегая величиной Ley yo. 

$ 69. Метод участков 

Полученкые в & 66 выражения для индуктивностей контуров 
из тонких проводников дают основание ввести метод расчета, 
основанный на условных понятиях о взаимной индуктивности 
между участками проводников и об индуктивностях участков 
проводников. 

Пусть имеется два контура. Разобьем первый контур на т 
участков и второй контур Ha и участков (рис. 90). Длину Р-того
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участка первого контура обозначим через Д, и длину р-того 
участка второго контура — через /,,. Разбивая в выражении 
для Мо, интегралы по замкнутым контурам Д и /2 на суммы. инте- 
гралов, взятых вдоль участков контуров, будем иметь: 

(Гай _ Po 1912 

Ма, = У hand ге | | г‘ 

Выражение, стоящее под знаком двойной суммы, мы можем 
рассматривать как взаимную индуктивность M,, ›, между -тым 

Рис. 91 

участком первого контура и р-тым участком второго контура. 
Таким образом, 

pn m 

© 
Me, — Мл» 2р. 

Аналогично можно поступить при вычислении индуктивности 
контура Разобьем весь контур на т участков (рис. 91). При этом 
пусть д, есть отрезок Ё-того участка по оси проводника, а /,, — 
отрезок р-того участка по внутреннему контуру, лежащему 
на поверхности проводника. Хотя для тонкого. проводника 
li, = (2,, НО необходимо различать эти два участка, так как в фор- 
муле для L интегрирование производится один раз по оси провод- 
ника, другой раз по указанному внутреннему контуру. Формула 
для L принимает вид: 

| 
3
 s
 ] 3 

Выражение под знаком двойной суммы можно условно рассмат- 
ривать при ^ = р как внешнюю индуктивность L,,,,,,, Е-того 
участка контура и при k == р как взаимную индуктивность М», 
между К-тым и р-тым участками контура. При вычислении M,, 
можно интегрирование по отрезку внутреннего контура /,, заме-
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нить интегрированием по отрезку оси /,, того же р-того участка. 
Тогда будем иметь: 

Myr, op == Map, lp = M pp и My, op = Mo. в = Mop 

Учитывая, что M,, = M,,, получаем: 

k=m k=m p=m 

7 L= VP Lovewe £20 У May + Levan 
= kR=1 р=| 

rye 

L _ № didi, . M _ № dl,dl, 
внешЕ ” Ar r ’ kp” dn r ’ 

“ie lok Lie 1p 

причем d/, — элемент Ha оси k-Toro участка, dl; — элемент на OCH 
р-того участка. 

В выражении для /[. во втором членер == Е и определенное соче- 
тание индексов Е и р встречается только один раз независимо 
от порядка, в котором они стоят. 

Рассмотренный метод облегчает расчет индуктивностей в тех 
случаях, когда контуры можно разбить на участки, имеющие 
простую форму, например, на прямолинейные отрезки или на дуги 
окружностей. 

$ 70. Индуктивности контуров, составленных из прямолинейных 
отрезков 

Формулы для взаимной индуктивности М,, 9, и индуктив- 
ности [,нешь УЧастков проводов сходны с формулами для потен- 
циальных коэффициентов отрезков проводов, полученными в § 36 
по методу средних потенциалов. Различие заключается в мно- 
жителях, стоящих перед знаками интегралов, и в том, что 
в формулы для индуктивностей входит скалярное произведение 
векторов dl, и dle, T. е. величина 4141: = cos Вад 4, где 
$ — угол между направлениями элементарных отрезков dl, и dlp, 
а в формулы для потенциальных коэффициентов входит произве- 
дение 4/4/, длин отрезков. 

В случае, когда отрезки Д и /› прямолинейны, величина Cos 0 
одинакова для всех элементов АД и 4/› и может быть вынесена 
за знак интеграла. При этом формула для взаимной индуктив- 
ности между этими отрезками приобретает вид: 

My, соб [| [46 
нА



146 Расчет индуктивностей [Pa 6 

В формуле для собственной индуктивности L,,,,, прямолиней- 
ного отрезка необходимо положить cos# = | и, следовательно, 

Lo dl,dl, 
Ё внеш = чт | J Г 

1 

Эти формулы отличаются от формул для потенциальных коэф- 
фициентов &@,2 и &,, только множителями. Именно имеем: 

12 внеш = вобо/1/5 cos 6; ha = ровоГ. 

На это обстоятельство обратил внимание в одной из своих работ 
Л. А. Цейтлин. Оно имеет важное значение, так как дает возмож- 
ность имеющиеся в литературе формулы для индуктивностей 
использовать для вычисления потенциальных коэффициентов, 
и обратно. 

В $ 36 была выведена формула для коэффициентов «,‚›, двух 
параллельных отрезков прямых проводов одинаковой длины /, 
расположенных так, что начала отрезков находятся на одном к ним 
перпендикуляре. Расстояние между осями проводов равно В. 

Если направления обхода, которые мы считаем положитель- 
ными, для обоих отрезков совпадают, то 9 =0и cos 0 = 1. 
Если положительные направления обоих отрезков противопо- 
ложны, TO 9 =т и cos 0 = —1. Используя выражения для 
отношения /[,2/х,2, получаем: 

| | р? р — 2 yf a — М-ва [Arsh f +1 2). 

Учитывая равенство 

Arsh = In (4 + Vert |, 

можем написать: 

М = + tol [ШИР yer? 
On \ D | 

В частном случае при / » D получаем: 

М = + Fol (Inz-— ). 

Из последней формулы непосредственно вытекает выражение 
для внешней индукгивности прямолинейного отрезка проводника 
длиною /, имеющего круговое сечение радиуса fo, причем fo < /. 
В этой формуле необходимо заменить D на fo и взять знак плюс. 
Имеем: 

Lol 21. Lenew = М (In — Г).
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Обратим особое внимание на то, что коэффициенты «,. были 
вычислены в $ 36 приближенным методом средних потенциалов, 
основанным на` допущении; что заряд распределен равномерно 
по длине провода, т.е., что линейная плотность заряда т одинакова 
по всей длине провода. Однако формулы для М и L в этом отноше- 
нии вполне точны, так как постоянный ток имеет одно и то же зна- 
чение на всей длине провода. 

$ 71. Индуктивность прямоугольной рамки 

Воспользуемся методом участков для вычисления индуктивности прямо- 
угольной рамки из провода кругового сечения (рис. 92). Длины сторон рамки 
обозначим через а и 6, радиус сечения — через 7. Пусть a Dr HOD мк. 

Взаимная индуктивность между взаимно перпендику- 
лярными сторонами рамки равна нулю, так как здесь 
cos § = 0. Следовательно, достаточно учесть только взаим- 
ные индуктивности между парами противоположных парал- 
лельных сторон рамки. Для этих сторон cos § = —1, так 
как, идя вдоль контура рамки, мы обходим противолежащие 
стороны в противоположных направлениях. To 

Для сторон рамки, имеющих длину / = а и расстояние — 
между осями проводников D = 6, получаем, обозначив че- 

рез d= Уа? - 6? диагональ рамки: 

воа(, ата о bt В _ <—*\. See 

Ma = — On (i ~on\Mafat а Puc. 92. | а 

Соответственно, для сторон, имеющих длину 6 и расстояние между осями 
проводов а. можем написать: 

не (пра). 
Мь = 5 рать 

Внешние индуктивности сторон, имеющих длины а и 6, равны: 

а 2а цоб 26 
Ганеша 5 (In —1), ешь = (in = —1), 

Го 

Внутреннюю индуктивность всей рамки находим, замечая, что длина кон- 
тура равна 2 (а + 5). Следовательно, 

Ё внутр — = (a + 5). 

где и — абсолютная магнитная проницаемость материала провода. 
Таким образом, получаем окончательно: 

L = 2 внеш а + 2Гвнеш b + 2Ма + 2Мь + [внутр — 
т аб 2ab Ё a+b = №№ аш ета + one 20+ b—A)| + ( 7): 

$ 72. Взаимная индуктивность между двумя двухпроводными 
ЛИНИЯМИ 

Найдем выражение для взаимной индуктивности между двумя 
двухпроводными линиями, образованными проводами кругового 
сечения. На рис. 93 цифрой / помечено сечение прямого провода
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первой линии и цифрой /’ — сечение обратного провода этой 
линии. Соответственно, цифрами 2 и 2’ помечены сечения прямого 
и обратного проводов второй линии. Пусть длина линии / много 
больше всех расстояний между проводами. В таком случае при под- 
счете величины М можно пренебречь отрезками, соединяющими 
провода в начале и в конце линии и изображенными на рис. 93 
пунктиром. Пользуясь методом участков, находим: 

М = Мь + Myo + Myo + Myre = pol (in — Г) — 

Lol | Mor 712 
=— —— п———- e 

Qt Гого’ 

В числителе под знаком логарифма стоят расстояния между 
прямым проводом одной линии и обратным проводом другой 

линии, а в знаменателе — расстояния 
между прямыми проводами и между 
обратными проводами обеих линий. 
Величина М может оказаться положи- 
тельной или отрицательной в зависи- 
мости от того, оказывается величина, 

< ——— стоящая под знаком логарифма, больше, 
7 2’ или меньше единицы. Для расположе- 

ния проводов, показанного на рис. 93, 
Рис. 93. М > 0. Это значит, что при обоих по- 

ложительных токах в линиях потоки 
самоиндукции и взаимной индукции направлены согласно. 

Если бы мы поменяли местами прямой и обратный провода 
в одной из линий, т. е. изменили бы условное положительное 
направление тока в одной из линий, то получили бы для такого же 
расположения проводов М < 0. Это значит, что при обоих поло- 
жительных токах потоки были бы направлены встречно. 

$ 73. Индуктивность двухпроводной линии 

Определим, пользуясь методом участков, индуктивность петли, 
образованной двумя параллельными проводами кругового сече- 
ния (рис. 94). Расстояние между осями проводов — D, радиусы 
их сечений — Ru А’. Длина петли — /. Можем написать: 

L= vanew 1 + Leneu 1 + 2M i" + Г внутр, 
где
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причем p — абсолютная магнитная проницаемость материала 
проводов. Получаем: 

Е `В о D pe 

В важном частном случае двухпроводной линии обычно R’ = R, 
При этом 

L=— (ving +1). 
При p> po, например для стальных 

проводов, эта формула является прибли- 
женной, так как наличие ферромагнитной Рис. 94. 
среды искажает поле около проводов. 
Однако этим искажением можно пренебречь, если радиусы сече- 
ний проводов малы по сравнению с расстоянием между прово- 
дами. При в = ш эта формула, как можно показать, дает 
при / » D точное значение статической индуктивности для лю- 
бых соотношений между Ри Ю. 

$ 74. Индуктивность трехфазной линии 

В каждом проводе трехфазной линии передачи индуктируется 
не только 9. д. с. самоиндукции, обусловленная переменным током 
в этом проводе. но также и 9. д. с. взаимной индукции, обусловлен- 
ная токами в других проводах линии. Рассмотрим трехпроводную 
линию, т. е. линию, в которой отсутствует нейтральный провод. 
Обычно активные сопротивления ги индуктивности L одинаковы 
для всех трех проводов. Однако взаимные индуктивности М, 2, Mog 
и Мз, между проводами при несимметричном расположении про- 
водов будут различаться друг от друга. Если токи в линии изме- 
няются по синусоидальному закону, TO можно воспользоваться 
символическим методом и для падения напряжений в проводах 
написать nea 

= (г + jwl)/,+ joM ol, + joM,.!5; 

U, = (r+ юр) р, + 15 М, sls + юМ Г; 

U, = (r+ joL) 5 + joMgl, + юМу Го. . 

Предположим, что токи в линии образуют симметричную 
систему, т. е. — 

: : ; | V3 | ] V3 
I,=a],, 1, =al,, где а = —э+ iS и a= ВЕ 

Учитывая, что a? = |, можем переписать уравнения в виде: 

И, = [r + jo (1. + a’ Мо + аМ,з)] 1; ) 7 

U,= [r+ jo. (L + а М»; + aM,,)} lyst | (*) 

U,=[r+jo(L + а*Мь + аМ3›) Is.
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Выражения, стоящие в круглых скобках, все вещественны 
только в случае симметричного расположения проводов, когда 

My. = М» = Ms, = М. 

Действительно, принимая во внимание, что а? +a = —l, 
получаем в этом случае: 

U, = [7 + jo (В — M)] hs 

U,= [r+ jo(L—M)] 1; 

U, = [r+ jo(L —M)] 45. 

Разность L — М = L’ в последних уравнениях можно pac- 
сматривать как эквивалентную индуктивность одного провода. 
Индуктивность L уединенного провода длиною / и с радиусом сече- 
ния А выражается формулой: 

Lol 21 l 
L= Lenew + Ё внутр — on (In — ) + =, 

где в — абсолютная магнитная проницаемость материала про- 
вода. 

Взаимная индуктивность М между параллельными проводами 
длиною / с расстоянием между осями О при { > D выражается 
формулой: 

При этом перед формулой следует взять знак плюс, так как поло- 
жительные направления токов во всех проводах мы принимаем 
в одну сторону вдоль линии передачи. Таким образом, 

М =L—M=5-(p,nz+). 

При несимметричном расположении проводов расстояния между 
осями проводов не равны друг другу: D,, == Dos # Ва. 

Однако, если через равные интервалы вдоль линии осуще- 
ствлена транспозиция проводов, то выражение для L’ сохранит 
свой вид, если под М понимать среднее значение взаимной индук- 
тивности для трех участков линии: 

| l 21 
М = zx (Mi, + Mos + Ms,) — On Mo (ins — 1) , 

где 
3 

О’ = УБ..ОзО 

В несимметричной трехфазной линии при прохождении по ней 
переменного тока имеют место своеобразные энергетические про-
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цессы. В уравнениях (*) при М, 2 == М»з == Mz, выражения, 
стоящие в круглых скобках, являются комплексными. Их мнимые 
части после умножения на fw дадут вещественные величины, 
имеющие смысл активных сопротивлений. 

Складывая выражения, стоящие в уравнениях (*) в круглых 
скобках для всех трех фаз, мы получим при каждой взаимной 
индуктивности вещественный множитель a® + а = —1[. Следова- 
тельно, сумма дополнительных активных сопротивлений во всех 
трех фазах равна нулю, т. е. если в отдельных фазах они положи- 
тельны, то в других они отрицательны. Иными словами, если 
из одних фаз энергия отдается, то в другие она. поступает в том же 
количестве, т. е. совершается перенос энергии путем электромаг- 
нитной индукции из одной фазы в другую. 

В заключение главы отметим, что разработке методов расчета 
индуктивностей посвящен ряд работ советских авторов: Г. Н. Пет- 
рова, Л. А. Цейтлина, В. А. Фока и других. 



ГЛАВА СЕДЬМАЯ 

ПЕРЕМЕННОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 

В ДИЭЛЕКТРИКЕ 

$ 75. Плоская электромагнитная волна в диэлектрике. 
Скорость распространения электромагнитной волны 

В предыдущих главах были исследованы частные случаи 
электромагнитного поля, именно электрические поля, окружаю- 
щие системы неподвижных заряженных тел, и электрические 
и магнитные поля, окружающие системы неподвижных контуров 
с постоянными токами. 

В общем случае изменяющихся во времени зарядов, изменяю- 
щихся во времени токов, движущихся заряженных или намагни- 
ченных тел или движущихся контуров с токами в окружающем 
их пространстве существует переменное электромагнитное поле. 
Ограничимся рассмотрением переменного электромагнитного поля 
в неподвижных однородных и изотропных средах. Для исследова-. 
ния этого поля необходимо обратиться к полной системе уравнений 
электромагнитного поля: | 

| AB aD 
ro.H =8; rot =~ $ = ЛЕ вер 

D=cE, В=ьН; ФУ =р divB =O. 

В декартовой системе координат первые два уравнения запи- 
шутся в виде шести уравнений соответственно трем проекциям 
на оси координат. Используя еще выражения для векторов 8, 
Du В, полуплем эти уравнения в виде: 

ОН OH a __ 5 = F,+ e+ 6 опер ” (a) 

0H ОН 

eae = Ey + ee = + бпер у; (6) 

OH y ОН OE 

Ox — ay Е. + е 7 + О опер 2, (в) 

OE, OE, OH x 
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OE, ‘0Е, _ ЭН, | 
9 к Ра} м) 
OE, OE, _ aH, | 
Ox ди = Ра (e) 

Предположим, что проводимость диэлектрика равна нулю 
(1 = 0) и что свободные заряды в диэлектрике отсутствуют 
(р = 0). В такой среде могут существовать только токи электри- 
ческого смещения. 

Для того чтобы лучше выявить осповные соотношения 
в электромагнитном поле, рассмотрим сначала простейший слу- 
чай плоской электромагнитной волны, распространяющейся 
в однородном и изотропном диэлектрике. Электромагнитная волна 
называется плоской, когда все величины, характеризующие 
интенсивность электромагнитного процесса, зависят только 
OT одной из декартовых координат, например от координаты 2. 
Приблизительно такой характер имеет электромагнитная волна, 
излученная антенной, если эту волну рассматривать в небольшой 
области пространства на большом расстоянии от излучающего 
центра. | | 

Итак, предположим, что векторы E и H не зависят от коорди- 
нат XH у, т. е. 

OH 

Ox 
on 
ду 

ОЕ = 0; =0; 5:=0; 5 =0 

Следовательно, Е и Н являются функциями толькоаги &. 
Учитывая еще условия: 1 = О и р = 0, получаем уравнения 

поля в виде: 

OH OE ОЕ ОН 

а = (a) Pa? (г) 
ОН OE OE Off 
a SE (6) = = a3 (д) 

OE. | OH 
O=e Te ; (в) O= p > ; (e) 

Предположим, что поле вызвано источниками, не содержащими 
посгоянных токов и постоянных зарядов, как это и имеет место 
в случае излучения волн антенной Гок и напряжение в антенне 
не имеют постоянных составляющих. В таком случае векторы 
Е и Н не могут иметь составляющих, не ‘зависящих от времени, 
и уравнения (в) и (е) дают: | 

E,=cons = 0; H,=const = 0. 

Выберем направление. осей ОХ и OY “Tak, чтобы вектор Е был 
направлен по оси ОХ. Тогда будем иметь: Ey = 0.
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он, 
Oz 

OH x 
=QOun 9; При этом уравнения (6) и (г) дают: = 0, т. е. 

A, = const = 0. 
Следовательно, вектор Н направлен по оси ОУ. Мы получаем 

первый существенный вывод: в электромагнитной волне, свободно 
распространяющейся в однородном и изотропном диэлектрике, 
векторы Е и Н взаимно перпендикуляоны: 

E LH. 

Итак, остаются два уравнения (a) и (д): 

ЭН, _ ОЕ, . OE, _  ОНу 
ем} (а) 02 = Pat (д) 

Дифференцируя второе уравнение по 2 и первое no Ё, полу- 
чаем: 

OPE, __ Ну . 07H y: __ O7E, 

да — #00? ` 020 © OF”? 

откуда имеем: 
OPE д?Е 
>. = а» (*) 

| 
причем о = ——-. 

pe 

Уравнения (a’), (д’) и (*) по форме совершенно аналогичны 
уравнениям: 

_ dy a, _ ды _ 9. ды ag 
дх ot’ Ox ot’ ot? ox? ? 

| - © причем v = Vic’ полученным во второй части при рассмотре- 

нии переходных процессов в неискажающей однородной линии, 
Решение последних уравнений было получено в виде: 

u, = $ (х — vt) + Ф(х 4 91); 

i= V визы) 
Пользуясь этим решением, мы можем написать выражения 

для EY И Ну, заменив в последних выражениях u, на E,, i, на Hy, 
х на 2, С на ви Lua в. Произведя эту замену и обозначая функции 
от (2 — vt) иот (2 + vt) через F, (2 — vl) и Р. (2 + 90), будем 
иметь искомые выражения в виде: 

Е, = Е, (2—4) + F, (2 + 9); 
Hy = Vt [F, (2 — ot) ~F, (z+ 51].



$ 75] Плоская электромагнитная волна в диэлектрике 155 

\ 

Так как по условию E, и Н, не имеют составляющих, He зави- 
сящих от времени, то и функции Р, и Fy не имеют этих составляю- 
ЩИХ. 

Выясним смысл, который имеют частные решения: 

Е = Р, (2—0; Hy = | Е, (2—0. 

В любой точке, движущейся в положительную сторону оси OZ 
dz 

со скоростью —„- = U, значения Ем и Hy, остаются постоянными. 

Действительно, положение такой точки определяется координа- 
ТОЙ 2 = vf + 2, и, следовательно, величины E,, и My, В этой дви- 
жущейся точке имеют значения: 

E,, =F, (ot + 2 — ut) = F, (2,) = const; 

Ay, = Vt Е, (2) = const. 

Отсюда следует, что каждое определенное значение величины E,, 
или величины H,, распространяется в сторону положительной 
оси OZ со скоростью 9. Поэтому мы можем утверждать, что эти 
частные решения определяют собой электромагнитную волну, 
распространяющуюся со скоростью UV в положительном направле- 
нии оси OZ (прямую волни). Так как с величинами E и Н связана 
определенная плотность энергии электромагнитного поля, то дви- 
жущаяся электромагнитная волна несет с собой определенное 
количество электромагнитной энергии. 

При помощи аналогичных рассуждений мы приходим к заклю- 
чению, что частные решения: 

Ед = Е. (2 + 9); Ну = — Ve F,(z + vt) 

определяют собой электромагнитную волну, движущуюся CO ско- 
ростью и в отрицательном направлении оси OZ (обратную волну). 

Итак, мы получили, что электромагнитная волна распростра- 
няется в пространстве со скоростью 

| 
о — — 

Уве 
Эта скорость зависит только от магнитных и электрических 

свойств среды. В пустоте она равна: 
| e 

с = ——— = 2,998- 108 м/сек = 3-108 м/сек. 
у В обо 

Абсолютные значения напряженностей магнитного и электри- 
ческого полей связаны как в прямой, так и в обратной волне соот- 
ношением. 

н- VE,
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откуда получаем: 
pH? _ Е 

2 2 

Следовательно, если существует только прямая или только 

обратная волна, то энергии магнитного ц электрического полей 
равны между собой. 

Обратим внимание на аналогию, которую можно провести 
между рассмотренным явлением распространения плоской электро- 
магнитной волны в диэлектрике, характеризующейся напряжен- 
ностями Ё, и Ну, и явлением распространения волн напряжения и 
и тока { в однородной линии при отсутствии потерь в линии. 
Уже было отмечено, что выражение для Е, совершенно аналогично 
выражению для и и, соответственно, выражение для Hy анало- 
гично выражению для {. Это обстоятельство не является случай- 
ным. Действительно, можно рассматривать величину E как паде- 
ние напряжения, отнесенное к единице длины линии напряжен- 
ности электрического поля и, соответственно, величину Н как 
ток, отнесенный к единице длины линии напряженности магнит- -— Ex 7 

—_— = — = 2 имеет pa3Mep- 
Ни Е 

НОСТЬ электрического сопротивления и может рассматриваться как 

волновое сопротивление среды аналогично волновому сопротивле- 

НОГО ПОЛЯ. При этом отношение 

Е “ 
нию 2 = yi однородной линии. В случае распространения 

волны в пустоте имеем: 

_ Po _ 4n-10—7 _ _ 
2. = у & = V (/4n-9-108 = 1202 = 377 ом. 

| 
Выражение для скорости UV = Vue распространения электро- 

we 

магнитной волны в диэлектрике аналогично выражению для CKO- 
l 

VIC 
Можно было бы ввести вместо электромагнитных констант ео 

И ш Две другие, выражающиеся через них физические константы, 

а именно: 

рости VU = распространения волн в линии. 

— 

| и И и cote 
. 0 V voto , 

что лучше бы выражало волновые свойства поля. 
Чтобы уяснить возможность существования одновременно 

и прямой.и обратной волн, рассмотрим переход волны из среды 
с абсолютной диэлектрической и абсолютной магнитной прони- 
цаемостями в, и p, в среду с проницаемостями в и po. Предполо- 
жим, что среды разделены плоскостью и что волна распростра- 
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няется в направлении, нормальном к плоскости раздела. /[ladat- 
щая в первой среде на поверхность раздела волна (Е, Не) 
(прямая волна) частично проходит сквозь поверхность раздела, 
образуя во второй среде преломленную (прямую) волну (Ege, Нез), 
и частично отражается от поверхности раздела, образуя в первой 
среде отраженную (обратную) волну (£y,, Hy,). Соотношения 
между напряженностями поля для этих волн на поверхности раз- 
дела можно написать, использовав на основании вышеотмеченной 
аналогии соотношения между напряжениями и токамл в падаю- 
щих, преломленных и отраженных волнах тока и напряжения. 

Имеем на поверхности раздела: 

2г о —2 
E og = ——* Ем; Evy, = 3 —E 

Pe 22 + 2 Pls +1 <2 ae els 

221 21 — 25 

Mes аа Ms ры Me 
. „— 

где 2 = V2 И 29 = Га — соответствующие волновые сопро- 
2 

тивления первой и второй среды. 
Если 2, = 2,, TO отраженные волны отсутствуют. 
Если 22 > а, то Ем и Ey, имеют одинаковые знаки, а Ни и Hy, 

имеют разные знаки. В первой среде в результате частич- 
ного отражения волны напряженность электрического поля 
Е, = Ез + Ey, возрастает, а напряженность магнитного поля 
A, = Hy, + Hy, убывает. При 2, < 2, мы имеем обратную 
картину. 

Все остальные выводы, полученные при исследовании распро- 
странения волн в однородных линиях без потерь, могут быть 
соответствующим образом перенесены на исследуемый случай 
распространения плоской электромагнитной волны в диэлектрике. 

В общем случае, когда направление распространения падающей 
волны составляет некоторый угол с нормалью к поверхности раз- 
дела сред, для нахождения отраженной и преломленной волн 
необходимо использовать все граничные условия для векторов 
Е, О, НиВ. 

76. Вектор Пойнтинга 

Определим мощность потока энергии, отнесенную к единице 
поверхности, нормальной к направлению распространения волны. 
Будем предполагать, что существует только волна, движу- 
щаяся в одном направлении. В таком случае объемная плотность 
энергии электромагнитного поля равна: 

cE? | pH? _ «Е г ul A tn У tea Veen = ТЕН 
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и, следовательно, в объеме dV =4[ ds (рис. 95) заключена энергия: 

-ЕН dl ds. 

Отрезок пути d/ волна проходит за промежуток времени dt, 
который связан с 4/ соотношением: dl=v dt. 

Мощность потока энергии, отнесенная к единице поверхности, 
нормальной к вектору скорости у, численно равна количеству 
энергии, которая проходит через единицу поверхности, нормаль- 
ной к вектору у. в единицу времени. Она получается равной: 

ay — о 4 ° 

A- 
a Принимая во внимание, что a= о, находим: 

Рис. 95. S = EH. 

Эта величина может рассматриваться как вектор $, направлен- 
ный в сторону движения волны, т. е. в направлении вектора ско- 
рости у. 

Представления о потоке энергии и о мощности потока энергии, 
отнесенной к единице поверхности, были развиты в 1874 г. в работе 
Н. А. Умова, в которой он применил эти представления к случаю 
передачи энергии в упругих средах. На одиннадцать лет позже 
Пойнтинг применил эти представления к случаю передачи электро- 
магнитной энергии и получил выражение вектора $ через векторы 
Е и Н. Соответственно, вектор $ получил наименование вектора 
Пойнтинга. 

Найдем связь между направлением вектора Пойнтинга 
и направлениями векторов Е и Н. В прямой волне, как это сле- 
дует из выражений, полученных в предыдущем параграфе, 
Ея 4 Hy, всегда одного знака, т. е. в тот момент, когда вектор Е 
направлен в сторону положительной оси ОХ, вектор Н направлен 
в сторону положительной оси ОУ. Вектор же скорости у в прямой 
волне направлен в сторону положительной оси OZ. Взаимное 
расположение векторов Е, Н и $ для случая прямой волны пока- 
зано на рис. 96. 

В обратной волне Fy и Н,2 всегда имеют различные знаки 
и вектор у направлен в отрицательную сторону оси OZ. Взаимное 
расположение векторов Е, Н и $ в обратной волне изображено 
на рис. 97. 

Мы видим, что направление вектора Пойнтинга совпадает 
с направлением поступательного движения оси правого винта, 
головка которого вращается в плоскости, содержащей векторы 
Е и Н в направлении от Е к H по кратчайшему расстоянию.
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Следовательно, вектор $ можно представить. как векторное 
произведение векторов Е и H: 

$ = [Е.Н]. 

Он определяет собой мощность потока электромагнитной 
энергии, отнесенную к единице поверхности, нормальной к направ- 
лению распространения волны. Выражение для вектора Пойн- 
тинга было получено в предположении, что среда однородна 
и изотропна и что существует только прямая или только обратная 
волна. В следующем параграфе будет показано, что это выражение 
справедливо в общем случае. 

x Xx 
hE AE 

у а 

YH (Ее — — —=—@® 

Рис. 96. Рис. 97. 

Остановимся на важном практическом случае, когда Е, и A, 
изменяются во времени по закону синуса. Предположим, что 
существует только одна прямая волна. Имеем: 

Ey, = F,(z— ot) = Е’т sin (wt + 9); 

Ay, = V tr, (z— uv) = у a Exm sin (wt + 9), 

причем w — угловая частота колебаний. 
Последние уравнения удовлетворяются при условии, что 

существует равенство: wf + ф = А(2 — ий), где k — постоянная 
величина. Так как это равенство должно удовлетворяться для 
любого момента времени Е, то, положив Е = 0, найдем ф = kz. 

Следовательно, ®Ё= — ЕЁ и k= ——. Таким образом, 

w 

начальная фаза ф может быть представлена в виде: ф = — — 2. 

Стало быть, имеем: 
. © € . @ 

Fy = Ехт sin (of — = г); Hy, = V ££ msn (wt— ® г). 

На рис. 98 изображены векторы Е и H в разных точках оси OZ 
для момента времени ¢ = 0. Величины ЕЁ и Н распределены в про- 
странстве по закону синуса, и все это распределение перемещается
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в положительную сторону оси OZ со скоростью 9. Действительно, 
о © 

точка, в которой ЕЁ, = 0, определяется условием: wt — и 2= 0 

или г = ut, т. е. движется со скоростью 9 в положительном 
направлении оси OZ. На рис. 98 пунктирными линиями изобра- 
жено распределение поля в некоторый момент времени 1 > 0. 

Расстояние, на которое распространяется электромагнитная 
волна в течение одного периода колебаний, называется длиной 
волны. Обозначая длину волны через X, будем иметь: 

о 
==, 

где / — частота колебаний. 

Х 

4 у р. у Н 

Е 
Н oF 7, AA, 

\ = \N 0 
OE, / = 2 

\ 7 ——a 7 J 57 /) 

у Ин - Y i | | | 

ПИ A =y [——e} E 

Puc. 98. Рис. 99. 

Разность фаз колебаний в двух точках, удаленных друг 
от друга в направлении распространения волны на расстояние A, 

[п 

имеет значение —— ^ = of = 2x. Следовательно, длина волны 

есть расстояние между двумя ближайшими точками, в которых 
напряженность поля имеет максимальное положительное значение. 

Чтобы наглядно представить себе все поле плоской волны, 
необходимо вообразить два взаимно перпендикулярных семей- 
ства линий напряженности электрического и магнитного полей, 
заполняющих собой все пространство, в котором распростра- 
няется волна (рис. 99). В каждой плоскости, параллельной пло- 
скости ХОУ, линии напряженности поля распределены равномерно, 
но в направлении оси ОЙ густота линий меняется по закону синуса. 
Все это распределение движется со скоростью и в положительном 
направлении оси OZ. 

$ 77. Поток электромагнитной энергии 

Вектор Пойнтинга, определяющий величину и направление 
потока электромагнитной энергии, передаваемой в единицу вре- 
мени сквозь единицу поверхности, нормальной к направлению 
расиространения волны, равен: 

$ = [Е.Н].
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¢ 

Покажем справедливость этого утверждения для любой среды, 
которая в общем случае может быть и неоднородной и анизотроп- 
ной, и для любого характера поля. Свое рассмотрение мы ограни- 
чим только одним предположением, что электрические (ви 1) 
и магнитные (р) свойства среды не зависят OT напряженностей 
электрического и магнитного полей и не являются функциями 
времени. 

Рассмотрим некоторый произвольно выбранный объем У 
пространства, ограниченный замкнутой поверхностью $. — 

Предположим, что энергия (W, + ,) электрического и маг- 
нитного полей, заключенная в объеме У, изменяется во времени. 
Скорость ее уменьшения равна: 

9 ow д f ED HB 
ЭР (И) = — far (= + > )av. 

V 

В общем случае анизотропной среды имеем: 

— 
— 

д (ED) _ д ( EDet EyDy + Eade) _ д (авы) 
Е 2 Ot 2 

90 — р дБ, aD, aD, _ 
= Fae t Ey ae + Eee HE a 

и точно так же 

Таким образом, 

д 6) B) OB —>3 (Wet+ и,) = | (— Е; — Н 5; dV. 

V 

Выражая плотность тока смещения в виде разности результи- 
рующей плотности тока и плотностей токов проводимости и пере- 
носа и используя первое уравнение Максвелла, находим: 

oD T= 8— yE—8,,, = го Н —1Е—8 пер* 

Кроме того, второе уравнение Максвелла дает: 

ob ар = — Го E. 

Таким образом, 

—2(W,+W,) = | (—Erot H + 1Е? + 8, „В + H rot Е) dV. 
V
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Заметим, что имеет место тождество: 

Н rot Е — Е гоё Н = div [Е.Н]. 

Действительно, векторное произведение [Е.Н] выражается 
в виде: ; 

[Е.Н] = i(£,H,—E£,H,) + j(E,H,— E,H,) + К(Е,Н, — EyH,). 

Следовательно, 
. д | д 

div [Е.Н] => (EyH, — E,Hy) + 57 (E,— E,H,) + 

+ $5 (Eyl, — EyH,) = H, ($2 —S4) 4H, (Se — =) 4 Oy Oz Oz Ox 

OE, ОЕ, ан. OH, ( Sit OH, 
+H,( St — 5, \—E, (52 — 54) — Ey (55 i) — 

OH OH | 
—E, (4 Е ) =H, rot, E+ H,rot,E + H,rot,E— 

— Е, rot, Н — Eyroty Н — E,rot,H = Hrot Е — Е го H. 

Согласно этому тождеству и на основании теоремы Остро- 
градского можем написать: 

| (Hrot В — E rot H) dV = div [Е.Н] dV = Ф [E-H] ds. 
V V $ 

Таким образом, получаем: 

— > (WetW,) = ] Е? АУ + j бер Е dV + ф [Е.Н] ds. (*) 

Первый интеграл в правой части полученного уравнения пред- 
ставляет собой энергию, поглощаемую в объеме У в единицу вре- 
мени вследствие конечной проводимости среды, т. е. энергию, 
переходящую в тепло в тех частях объема У, где среда обладает 
удельной проводимостью { и где, следовательно, существуют токи 
проводимости. Второй интеграл представляет собой работу, 
затрачиваемую в единицу времени на ускорение свободных заря- 

женных частиц в объеме У, т. е. на увеличение кинетической 

энергии этих частиц в тех частях объема У, где существуют токи 

переноса свободных заряженных частиц. Если имеет место стол KHO- 

вение этих частиц с молекулами вещества, то часть сообщенной 

им кинетической энергии также переходит в тепло. 
Наличие третьего интеграла показывает, что не вся убыль 

энергии электрического и магнитного полей в объеме У превра- 

щается внутри этого объема в тепло и в кинетическую энергию 

свободных заряженных частиц. Величина этого третьего интеграла
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представляет собой мощность, численно равную той энергии, 
которая передается в единицу времени из объема У сквозь поверх- 
НОСТЬ $5. 

Таким образом, мощность потока электромагнитной энергии 
сквозь поверхность $ выражается в виде: 

p = > [E-H] ds = > Sds. 

Отсюда следует, что удельная мощность потока электромаг- 
нитной энергии, численно равная количеству энергии, переда- 
ваемой в единицу времени сквозь единицу поверхности, перпен- 
дикулярной к направлению распространения волны, может быть 
представлена вектором 

$ = [Е.Н]. 

Уравнение (*) получено в предположении, что в области У 
не совершается механической работы на перемещение в простран- 
стве заряженных проводящих тел и проводящих контуров 
с токами, а также на перемещение отдельных частей среды, неодно- 
родных в электрическом и магнитном отношении. Это предполо- 
жение заключалось в TOM, что величины |, ви ве были приняты 
постоянными в каждой точке пространства. Следовательно, все 
части неоднородной среды и, в частности проводники, предпола- 
гались неподвижными. Кроме того, не было предположено суще- 
ствование в области У каких-либо источников электродвижущей 
силы. Уравнение (*) представляет собой выражение закона сохра- 
нения энергии в применении к такому случаю. 

В более общем случае внутри области У могут существовать 
источники электромагнитной энергии, в которых совершается пре- 
образование энергии какого-либо вида (тепловой, химической энер- 
гии ит. д.) или механической работы в электромагнитную энергию. 
Обозначив через р, мощность этих источников, можем написать 
на основании закона сохранения энергии следующее равенство: 

a= ар, + Wa) + [TEV + | 2,вау + [EH] ds. (**) 

Умножив это уравнение на df, получим, что работа, совер- 
шаемая всеми источниками за время dt, идет на изменение запаса 
энергии в магнитном и в электрическом полях в объеме У, на выде- 
ление тепла в этом объеме, на увеличение кинетической энергии 
находящихся в объеме У свободных заряженных частиц, и что, 
кроме того, часть этой работы соответствует энергии, передавае- 
мой за пределы области сквозь поверхность 5.
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§ 78. Излучение электромагнитных волн антенной. Опыты Г. Герца. 
Работы П. Н Лебедева. Изобретение радио А. С. Поповым 

Всякая цепь переменного тока, принципиально говоря, излу- 
чает электромагнитные волны. Это принципиальное положение 
следует из решения системы уравнений электромагнитного поля, 
которое может быть получено для контуров той или иной формы. 
В следующих параграфах будет приведено решение для случая 
электрического диполя с переменными зарядами. Здесь мы оста- 
новимся Лишь на некоторых общих соображениях, связанных 
с вопросом об излучении электромагнитных волн. 

Предположим, что ток в некотором контуре увеличивается 
от нуля до конечного значения и затем вновь уменьшается 
до нуля. Если увеличивать ток в контуре бесконечно медленно, 
то потокосцепление самоиндукции WY при каждом значении тока i 
принимает то значение, которое оно имеет при том же значении 
установившегося и весьма длительно существующего постоянного 
тока. Энергия, израсходованная внешним источником э. д. с. 

dV , 
при увеличении тока и равная А=| Га dt =| 4, преобразуется 

при этом в энергию магнитного поля. При бесконечно медленном 
уменьшении тока в контуре вся энергия, запасенная в магнитном 
поле, возвращается обратно источнику э. д. с. Однако полный 
возврат энергии поля источнику э. д. с. имеет место только при 
бесконечно медленном изменении тока. При конечной же скорости 
установления и уменьшения тока часть энергии уносится излу- 
ченной электромагнитной волной. 

Самый факт излучения связан с тем, что скорость о распро- 
странения электромагнитного поля имеет конечное значение. 
Пусть в момент времени f¢ =O ток в контуре начинает 
увеличиваться. До момента ¢ = 0 ток в контуре отсутствовал. 
К моменту времени 4, когда ток в контуре достигает максималь- 
ного значения, электромагнитное поле успевает распространиться 
только на конечное расстояние от контура, равное vt,. Если вслед 
за тем ток в контуре уменьшается, то энергия поля частично воз- 
вращается источнику. Однако граница электромагнитного поля 
продолжает распространяться в прежнем направлении с той же 
скоростью я, и к моменту времени 2, когда ток в контуре вновь 
станет равен нулю, поле распространится на расстояние от кон- 
тура, равное Vf. Поэтому энергия поля не возвращается полностью 
источнику э. д. с. Часть энергии оказывается связанной с электро- 
магнитной волной, свободно распространяющейся в пространстве. 

Из сказанного ясно, что количество энергии излученной волны 
за некоторый промежуток времени зависит от скорости изменения 
тока в контуре. При постоянном токе и постоянных зарядах излу- 
чение не имеет места. Всякий контур, в котором протекает пере- 
менный ток, принципиально говоря, излучает электромагнитные
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волны. Однако при промышленной частоте } = 50 гц в системах, 
с которыми мы имеем дело в технических устройствах, количества 
энергии излученной волны практически ничтожно, и при расчетах 
мы эту энергию не принимаем во внимание. Излучение незначи- 
тельно и в диапазоне звуковых частот. Поэтому в радиотехнике 
используются высокие частоты приблизительно от |= 10° ey 
и выше. | 

Способность контура к излучению сильно зависит от его гео- 
метрической конфигурации. Для увеличения этой способности 

Рис. 100. Рис. 101. 

необходимо создать такие условия, чтобы магнитное и электри- 
ческое поля, связанные с переменным током и переменным напря- 
жением в контуре, были распределены в одной и той же области 
пространства, окружающего контур. Так, например, контур, 
изображенный на рис. 100, содержащий катушку самоиндукции 
с плотно навитыми витками обмотки и конденсатор с небольшим 
расстоянием между пластинами, обладает весьма слабой спо- 
собностью к излучению, так как основное магнитное поле и основное 
электрическое поле сосредоточены в разных областях простран- 
ства. Излучение незначительно также и в случае контура, изоб- 
раженного на рис. 101. Магнитное поле распределено вдоль такого 
контура, но основное электрическое поле’ остается сосредоточен- 
ным в небольшом пространстве между обкладками конденсатора. 
Но если раздвинуть обкладки на возможно большее расстояние 
друг от друга, выпрямив соединяющий их привод так, как показано 
на рис. 102, то электрическое и магнитное поля оказываются распре- 
деленными в одной и той же области пространства. Такая система 
обладает высокой способностью к излучению. 

Первые замечательные опыты, экспериментально подтвердив- 
шие теорию Максвелла, были поставлены Герцем. Основной коле- 
бательный контур, так называемый вибратор, которым пользо- 
вался Герц, по существу был подобен контуру, изображенному 
на рис. 102. Обкладки конденсатора, выполненные либо в виде 
пластин, либо в виде шаров, могли передвигаться вдоль стержней д 
и J, (рис. 103), чем достигалось изменение емкости системы. Чтобы 
иметь возможность зарядить конденсатор, в проводе, соединяющем
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его обкладки, был образован между двумя маленькими шариками 

искровой промежуток К. Обкладки конденсатора Герц присоеди- 

нял ко вторичным зажимам индукционной катушки К. Каждое 

прерывание тока в первичной обмотке катушки вызывало 

импульс э. д. с. во вторичной обмотке. Конденсатор заряжался 

до напряжения, при котором проскакивала искра между шариками. 

Заряженный конденсатор оказывался коротко замкнутым через 

искру, и в системе вибратора возникали колебания весьма высо- 

кой частоты. Частота колебаний зависела от емкости и индуктив- 

+ 

R 

и Г 

1 

1 К ( ) 
Puc. 102. Puc. 103. 

ности вибратора. Эти колебания весьма быстро затухали, так как 
их энергия расходовалась на излучение и на выделение тепла 
в контуре. 

Для обнаружения электромагнитных волн, излученных вибра- 
тором, Герц применял так называемый резонатор, состоявший 
из колебательного контура, снабженного искровым промежутком. 
При настройке резонатора в резонанс с частотой электромагнитных 
колебаний в вибраторе, в контуре резонатора возникали доста- 
точно сильные колебания, вызывавшие проскакивание искры 
в его искровом промежутке. Ilo длине этой искры можно было 
судить об интенсивности электромагнитного поля в месте располо- 
жения резонатора. Герцу удалось обнаружить электромагнитное 
излучение на расстоянии в двенадцать метров от вибратора, имев- 
шего геометрические размеры порядка одного метра. 

Опыты Герца показали, что электромагнитные волны распро- 
страняются в соответствии с законами, которые вытекают из тео- 
рии Максвелла. Эти опыты подтвердили также гипотезу Мак- 
свелла об электромагнитной природе света. Направляя излучение 
вибратора на большую металлическую пластину нормально 
к ее поверхности, Герц наблюдал стоячие волны, образующиеся 
в результате наложения на прямую волну волны, отраженной 
от пластины. Обнаруживая резонатором узлы и пучности колеба- 
ний в стоячей волне, от получал возможность измерять длину волны 
и, зная частоту электромагнитных колебаний в вибраторе, мог
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вычислить скорость распространения электромагнитных волн. 
Эта скорость оказалась равной скорости света. 

Герц обнаружил, что электромагнитные волны, излучаемые 
вибратором, отражаются от металлических зеркал по тем же 
законам, по которым происходит отражение от зеркал и светового 
луча, и наблюдал также преломление электромагнитной волны 
при прохождении ее сквозь большую призму, сделанную 
из асфальта. 

Блестящие опыты по исследованию распространения и пре- 
„ломления в различных средах электромагнитных, волн и по экспе- 
риментальному доказательству электромагнитной природы света 
были произведены выдающимся  физиком-экспериментатором 
I]. Н. Лебедевым. I]. Н. Лебедев впервые осуществил в созданной 
им лаборатории вибратор весьма малых размеров, который излу- 
чал весьма короткие волны, имеющие длину волны меньше одного 
сантиметра. Он осуществил также резонатор с термопреобразо- 
вателем, позволяющий принимать столь короткие волны. Герц, 
оперировавший с волнами, имевшими длину порядка метра, вынуж- 
ден был создавать призмы и зеркала больших размеров. П. Н. Лебе- 
дев в своей установке получил возможность пользоваться пре- 
ломляющими и отражающими волны устройствами весьма малых 
размеров. Это не только сделало всю экспериментальную уста- 
новку негромоздкой, но и открыло новые возможности для иссле- 
дования, а именно, оказалось возможным исследовать прохожде- 
ние электромагнитных волн через кристаллические тела. Резуль- 
таты этого замечательного экспериментального исследования 
I]. Н. Лебедев опубликовал в 1895 г. в работе под названием 
«О двойном преломлении лучей электрической силы». Мировую 
славу принесли П. Н. Лебедеву его блестящие опыты, в которых 
он впервые экспериментально доказал давление света. В первых 
опытах, успешно завершенных в 1900 г., I]. Н. Лебедев обнаружил 
и измерил давление света на твердые ‘тела. В последующих еще 
более трудных опытах, завершившихся к 1910 г., П. Н Лебедев 
экспериментально доказал существование светового давления 
на газы. Результаты экспериментальных работ I]. Н. Лебедева 
оказались в согласии с выводами максвелловой теории электро- 
магнитного поля. 

Имеющее мировое значение изобретение первого радиотеле- 
графа было сделано выдающимся русским физиком и электротехни- 
ком А. С. Поповым. А. С. Попову принадлежит заслуга создания 
первого радиотелеграфа и применения радиосвязи для практических 
целей. А. С. Попов создал первый приемник радиотелеграфных си- 
гналов. В этом приемнике он использовал для регистрации прохо- 
дящих электромагнитных волн так называемый когерер, представ- 
ляющий собой стеклянную трубку с металлическим порошком. 
Такая трубка имеет весьма большое электрическое сопротивление, 
но при прохождении в месте ее расположения электромагнитных
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волн ее сопротивление резко падает. Включив такую трубку в цепь 
источника э. д. C., можно по резкому увеличению тока судить 
о появлении электромагнитных волн. Однако после прекращения 
действия электромагнитных волн сопротивление трубки вновь 
не восстанавливается и для этого требуется встряхнуть трубку. 
А. С. Попов ввел в свой приемник устройство для автоматического 
встряхивания трубки, действующее под влиянием тока, возни- 
кающего в цепи трубки в результате прохождения электромаг- 
нитной волны. Таким образом, трубка автоматически приводилась 
в состояние готовности зарегистрировать новый сигнал. Это изобре» 
тение сразу же дало возможность регистрировать сигналы азбуки 

Морзе. Для увеличения чувствитель- 
ности приема А. С. Попов первый 
предложил использовать антенну — 
вертикальный провод, одним кон- 
цом присоединенный к приемному 
устройству. Первоначально А. С. По- 
пов применил свое приемное устрой- 

D>» Ae ство для регистрации приближаю- 
5 ~ a 5 

7--— щихся грозовых разрядов, в связи 
$5 5 с чем и назвал изобретенное им 

Рис. 104. устройство грозоотметчиком. Затем 
он применил свое устройство для 

осуществления радиосвязи в военно-морском деле. 
Официальной датой изобретения радио принято считать 7 мая 

1895 г., когда А. С. Попов выступил с публичным докладом на засе- 
дании физического отделения Русского Физико- Химического 
общества на тему «Об отношении металлических порошков к элек- 
тромагнитным колебаниям». На этом докладе А. С. Попов демон- 
стрировал действие своего приемного устройства. 

Современные антенны передающих и приемных радиостанций 
осуществляются по тому же принципу, который был положен 
в основу конструкции первой антенны А. С. Попова. При конструи- 
ровании антенны ставится задача создания развернутого коле- 
бательного контура. Антенны, расположенные над поверхностью 
земли, обычно состоят из вертикальных проводов, соединенных 
с более или менее развитой горизонтальной сетью проводов. 
В случае передающей радиостанции нижний конец антенны при- 
соединяют к одному из зажимов катушки генератора электромгг- 
нитных колебаний высокой частоты. Другой зажим катушки сое- 
диняют с землей через специальную систему заземлителя. 
Э. д. с. высокой частоты, возбужденная в катушке генератора, 
создает мощные колебания тока в антенне, контур которой обычно 
настраивают в резонанс с частотой колебаний в генераторе. 

Мощность излучения антенны может быть вычислена следующим 
путем. Если антенна расположена над поверхностью хорошо про- 
водящей земли, то можно представить себе землю замененной
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зеркальным изображением антенны (рис. 104). Окружив антенну 
и ее зеркальное изображение замкнутой поверхностью $, приме- 
ним к объему У, ограниченному этой поверхностью, уравнение (**) 
предыдущего параграфа. Подразумевая под величиной р, только 
мощность, равную скорости перехода энергии из антенны в окру- 
жающее ее поле, т. е. исключая из рассмотрения потери энергии 
в самом генераторе и в проводах антенны, и полагая для всего 
окружающего антенну пространства y = 0 u p =0, 8,,, = 0, 
получаем: 

Pe— (И, + W,) = > [E-H] ds = фа = b S, ds, 
5 

пер 

где S, — нормальная к поверхности $ составляющая вектора 
Пойнтинга. 

Изменение запаса энергии полей (№, + W,) в объеме У 
за целый период колебаний тока в антенне равно нулю. Поэтому 
средняя мощность волны, излученной антенной и ее зеркальным 
изображением, равна: 

р [ра | [за ds = | Sq op ds 

причем $, cp есть среднее арифметическое за период колебаний 
значение нормальной составляющей вектора Пойнтинга. Таким 
образом, для вычисления мощности излучения необходимо опре- 
делить в каждой точке поверхности $ для каждого момента времени 
вектор Пойнтинга $ = [Е.Н] и, следовательно, найти величины Е 
и Н путем решения системы уравнений электромагнитного 
поля. 

$ 79. Электродинамические векторный и скалярный потенциалы 
электромагнитного поля 

Представляется возможным аналогично тому, как это было 
сделано при рассмотрении статических и стационарных полей, 
выразить и в общем случае переменного электромагнитного поля 
векторы Е и В через вспомогательные величины — векторный 
потенциал А и скалярный потенциал U поля. Введение этих вспо- 
могательных величин ценно тем, что они в случае однородной 
и изотропной среды довольно просто вычисляются по заданным 
распределению в пространстве и изменению во времени свобод- 
ных зарядов и токов проводимости и переноса. Естественно, что 
при этом Аи И являются функциями не только координат, 
но и времени.
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Будем исходить из совокупности уравнений электромагнитного 
поля: 

OB 
— > 

oD 6= Cap + Sem + О пер = (6,5 + бер) + 5; 

D=cE, B=pH, divD=p, divB=0. 

rot.H=6, rotE= 

Здесь обозначены: 6,, — плотность тока проводимости, 
oD 

6.4 = =; — Плотность тока смещения и 6,,, — плотность тока 

переноса. 
Умножая первое уравнение на в и используя третье, четвертое 

и пятое уравнения, можем при p = const и в = const привести 
эту совокупность к четырем уравнениям: 

ОЕ 
rotB = р (6,5 + биер) + ев 5: 3 rotE = — 5} 

dvE=+; divB=0. 

Последнее уравнение дает возможность представить вектор В 
через векторный потенциал А электромагнитного поля в виде: 

В = rot А, (*) 

так как всегда div rot А = 0. Из второго уравнения имеем: 

д OA\ - 
rotE = — = ot A = rot (— a). 

что удовлетворяется, если положить: 

Е = — A — gradu, (**) 

так Kak rot grad И = 0. Величина U есть скалярный потенциал 
электромагнитного поля. 

Подставив выражения (*) и (**) в первое уравнение электро- 
магнитного поля, получаем: 

O7A ди 
rotrot А = в (бр + пер) — ce) aa — Cu grad —- 

Kak было показано в $ 46, имеет место тождество: 

rot, (rot A) = >. ЧУ А — \/?А, = grad, (div A) — \?А,.. 

Составляя такие же выражения для проекций А, и A,, умно- 
жая эти выражения на орты и складывая их, получаем: 

rot rot A = grad divA — VA.
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Следовательно, 
. м 72А ou 

grad у А —V"A = в (8,, + 8,25) — ep a — ep grad—-. 

Вектор А пока выбран так, что определен ero вихрь (rot А =B). 
Мы можем еще тем или иным способом определить расхождение 
этого вектора. Сделаем это так, чтобы упростилось последнее урав- 
нение, а именно, чтобы в нем сократились первый член в левой 
части с последним членом в правой части. С этой целью положим: 

90 — —_ — *KK div A= — =. (***) 

После сокращения указанных членов в правой и левой частях 
уравнения, получаем уравнение Даламбера для вектота А: 

0?7A > > 
Vr A— CY aa = № (6,5 + Опер). 

Это уравнение распадается на три соответствующих уравнения 
для проекций A,, А, и A,, причем в правых частях будут содер- 
жаться соответственно проекции векторов плотности тока. 

Подставляя выражение (**) для Е в оставшееся третье урав- 
нение электромагнитного поля, получаем: 

. 9 4: . о 
divE = —-; div A —divgradU == --. 

Заменяя div А его выражением через U, согласно равенству (***), 
и замечая, что div grad И = V°U, находим: 

“ 92) о 

УИ — ty aa =— 5, 

т. е. скалярный потенциал при этом также удовлетворяет уравне- 
нию Даламбера. 

OA ди 
ra = On Ot =0, 

уравнения Даламбера переходят в уже известные нам уравнения 
Пуассона для U и A. 

Исследуя поле в области, где нет свободных зарядов (р = 0) 
и нет токов проводимости и переноса (8,, = 0; 8nep = 0), будем 
иметь уравнения: 

O27 A VU =ер- 5; V2A=ep Sh — Ep aa V — Epa» 

Заметим, что при постоянных полях, когда 

которые носят название волновых уравнений. 
Получим, пользуясь некоторыми общими соображениями, 

выражения для U, A,, Ay, и A,, определяющие эти величины 
по задачному распределению зарядов и токов и их изменению 
во времени и являющиеся частными интегралами приведенных 
выше уравнений Даламбера.
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Предположим, что в некотором малом элементе объема про- 
странства содержится изменяющийся во времени заряд д. Есте- 
ственно, это осуществимо физически только путем притекания 
или утекания свободных заряженных частиц в данный элемент 
объема из смежных с ним элементов объема. Однако сначала мы 
рассмотрим поле, создаваемое только зарядом, находящимся 
в данном элементе объема. Пусть элемент объема столь мал, 
что заряд 4 можно рассматривать как точечный. 

Вне заряда 4 потенциал И удовлетворяет волновому урав- 
нению: 

причем v = . Найдем решение этого уравнения для рассма- 
] 

У 
триваемого случая. Полагая, что заряд находится в начале коорди- 
нат и обозначая через г расстояние от заряда до точки, в которой 
определяется И, будем иметь: 

Or x 
2 — yP ty? + 22; 275 = 2x; = = — 

Ox r 

и аналогично 

Поле заряда g обладает сферической симметрией и, следо- 
вательно, И является функцией только ги 1. При этом вектор 
стада ( направлен по радиусу и имеет величину, равную 

grad,U = a При таком условии имеем: 

QU OU Or _ wx. 
—— —————, ee —_—— — 

1 oU oU 

Ft ay MOF д’. += (+) +5; = 

OU xP 1 д 1х OU 

2 2 

Составляя такие же выражения для И и складывая их, полу- ди? 92? 

чаем: 

ие 2 ди 1 92 (7) 
\ 72 = or? -|- ——  —— 

U r or ror 

Волновое уравнение приобретает вид: 

| a2(rU) 1 «aU 9%("И) _ 1 62 (rU) 
r ore 95 off д 5 де‘ 
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Последнее уравнение для rU совершенно аналогично урав- 
нению (*) для E,, которое мы имели при исследовании плоской 
волны в $ 75. Следовательно, по аналогии можем написать его 
решение в виде: 

rU =F, (r—vt) + F,(r 4+ a). 

Интересуясь только прямой волной, распространяющейся от 
заряда, ограничимся рассмотрением частного решения Fy (и — a), 
причем запишем его в виде: 

rU = Е, | (1—5) |=! (1-5). 

| 
При этом v = Vu есть скорость распространения волны. Итак, 

pe 

HMeeM: 

Так как в частном случае неизменяющегося во времени заряда д 

эта формула должна приобрести вид: U = и ‚ то, следовательно, 

U 4ne 

r 

q\t—7F | 
f (1 _ 5) — с) . Здесь g (: —=) — значение заряда gq 

в момент времени (>) ‚ предшествующий моменту времени & 

v r 
в который определяется ЦИ. При этом > есть промежуток времени, 

в течение которого волна, движущаяся со скоростью и, проходит 
путь г. 

Если заряды распределены в некотором объеме У пространства 
с объемной плотностью р (x, и, 2, И, являющейся функцией коор- 
динат и времени, то, применяя полученное решение к элементар- 
ному заряду dg = pdV, заключенному в элементе объема AV, 
и суммируя потенциалы в некоторой точке поля от всех элементар- 
ных зарядов, получаем: 

ya. в (+=) 
— Ate г. ’ 

где г — расстояние от элемента объема dV до точки, в которой 
определяется U, 

Последнее выражение является частным решением уравнения 
Даламбера для U.
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Аналогичным путем получаем частные решения уравнений 
Даламбера для проекций вектора А: 

в, (а в, (+ ат 
x An r У 4. r 

у у 
® 

в. (а 
А. = о 

2 4т r . 
V 

7! 
w 

вектора плотности тока проводимости или переноса в элементе 

Здесь 8, (+=) ‚ 5, (+=) и 8, (+) — значения проекций 

объема АУ в момент (t—<) ‚ предшествующий моменту Ё&, в KO- 

торый определяются A,, Ay и А.. 
Полученные выражения переходят при постоянных токах 

в найденные ранее выражения ($ 46). 
Полученный результат имеет глубокое принципиальное зна- 

чение, он выражает то существенное обстоятельство, что электро- 
магнитные возмущения распространяются от центров возмущения 
с конечной скоростью 9, и чем дальше от центра возмущения, 
тем больше запаздывает его действие. Соответственно, скалярный Ц 
и векторный А потенциалы, выражаемые последними формулами, 
называют электродинамическими запаздывающими потенциалами. 

В заключение обратим внимание на то, что напряженность элек- 
трического поля (**), помимо члена (— grad И), содержит еще член 

дА\: ОИ 
(-5) . Составляя линейный интеграл напряженности электри- 

ческого поля вдоль некоторого произвольного замкнутого контура, 
будем иметь: 

fEd=G(—A—gadu) a=—Pgaa=—%. 

так как 9 grad (а! =0 итак как интеграл $ А 41 равен магнитному 
потоку Ф сквозь поверхность, ограниченную контуром интегри- 
рования. 

ot 

ческого поля имеет смысл э. д. C., индуктируемой переменным 
магнитным потоком, отнесенной к единице длины в направлении 
этой составляющей. 

В случае электростатического поля и электрического стацио- 
нарного поля около неподвижных проводников с постоянными 
токами электродвижущие силы индукции отсутстуюти напряжен- 
ность электрического поля определяется только членом (— grad U), 
причем U не зависит от времени. 

OA 
Таким образом, составляющая (—%) напряженности электри-
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$ 80. Электрический диполь с переменными зарядами 

Рассмотрим электрическую колебательную систему, образо- 
ванную двумя малыми металлическими сферами, соединенными 
проводником длиной [. Предположим, что вся емкость такого 
вибратора есть емкость между сферами и что соединительный 
проводник обладает только индуктивностью. При возникновении 
колебаний в такой системе переменный ток {в проводнике в каждый 
момент времени имеет одно и то же значение вдоль всего провод- 
ника. Такой вибратор на расстояниях г от него, намного превы- 
шающих [, можно рассматривать, как диполь с переменным элек- 
трическим моментом 9[. ПО- 
местим диполь в начале коорди- 2 

нат и направим его ось по оси OZ А 
(рис. 105). | р Я т 8 

Запаздывающий векторный | 
потенциал А в точке, удален- 
ной на расстояние г от вибра- ay 
тора, равен: Рук" 

[№ +9 r 

:(:->) dl a) 
А =_Ё ы — 

4n r -J 

/ L x 

x 
[ € —<) | 

— ы 
— 4 r у Рис. 105. 

Последнее выражение получается, если учесть, что при г» | 
величину 1/г, а также в соответствии с вышеотмеченным об одина- 

. r 
KOBOCTH тока вдоль проводника и величину 1 (¢—<) » МОЖНО 

вынести за знак интеграла. 
Запаздывающий скалярный потенциал в той же точке равен: 

r’ г" 

| (1-5) _а(:-5) 
и = Че г’ г’ ` 

При г » [ имеем: 
| I ГГ — 5 6039; rr + 5 с03$. 

93 l 
Разлагая в ряд по степеням малои величины — COS? и ограничи- 

ваясь двумя первыми членами разложения, получаем: 

(5) 5) ys (1-4) 
_9 ® 

г’ — r 2 ? Or r 7? 
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Следовательно, 

Условимся в дальнейшем опускать обозначение аргумента 
г 

(#+—--) и кратко писать: 

Заметив, что 

99 199 „ re 
or о Ot Or — о ot’ 

. 99 Ot 
будем, пользуясь этими соотношениями, производные a Ho 

д Oi 
заменять умноженными Ha (—--) производными 5 И 57. Кроме 

того, заметим что 99 = 14H 9.4 _ % И 9: 
Составляющие вектора магнитной индукции определяются 

из соотношений: 

B,=rot,A; В, = го{,А; В, = го, А. 

| 
Заметив, что A, = Ay =O01n A, = a, ‚ находим: 

В = 942 _ 9Az Or _ pl [= 9. 
x" Oy 9 ду An r2 rv xr) r? 

__ ОА. _ OAz or __ wl t 1 of x __ 

By = — ae =o Oe —£(-4-wa)t B,=0 

Так как B,/B, = — y/x, To вектор В касателен к окружности, 
лежащей в плоскости, перпендикулярной к оси OZ и имеющей 
центр на этой оси (рис. 105). Эти окружности являются магнит- 
ными линиями. Следовательно, в сферической системе координат г, 
Ф, а вектор В имеет единственную составляющую B,, равную 

по величине |B,| = V В, + Ву. Так как У @+y =rsing 
и знак В. должен совпадать со знаком В, при у = дих > 0 
(рис. 105), то 

Ш (Е 194 . _ plsin e ( dt о, * 
В, = te (ata эр) sine = 4Anru (5; +70). (С) 

Определим составляющие Е., Е, и Ех в сферических коорди- 
натах, пользуясь выражением: 

OA 
Е = —-; —egradU,
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причем заметим, что А, =0, А, = А, с0зфи A, = —A, sin? 
и что U можно представить в виде: 

__ lcosp O [9 “ee ( 1 099 q\__leospy, i 7") 

U=— 4ne Or (f)=- 4ne \ rvot — 5) = Ante ro 1 

Так как A, = Ои U ue зависит oT a , то Е. = 0. Далее имеем: 

Е — OA, _ 00 _ plcosp Ob _ 

ri at “Or Anr 9 

loose (__t a ЗИ: 
Ane \ 19? dt r2y го 9 +) 

| . 
Так как = = в, то первое слагаемое и первый член в скобках 

сокращаются, и получаем: 

__ [с05ф / 2i 24\ _ 2plcosp fv. 02 ek 

Е, = Ame (os +=) 4 (71+559). (**) 

Наконец 
Е dA, 1 ди Ш Япф Oi [91Ф/ 1 oq g 

PO г 4 9 4ne \r?v o¢ | 48 

ИЛИ 

ul sin Фф (=. Oi o., 9 ie 

Ey = Anr 9). ee) 

Поскольку Е. = 0, то Е | В. 
В дальнейшем будем рассматривать важный практический 

случай синусоидального изменения тока в диполе: J, sin wt. 

С учетом конечной скорости распространения электромагнитных 
волн в выражения для напряженности электрического поля 
и для магнитной индукции мы должны подставить величину 

. . r wr 2кг 2ur 
= П — —_ . — = —_—_ = — —- - i= [п По € с Замечая, что я = ть —› где Г — пе 

риод колебаний и Х = 9Г — длина волны, получаем: 

Ot r о. А r 
7 = OY OO) (t— 5), == (so) wl, Sin © (4—5), 

ча=— (a) Oy т cos (+). 

Следовательно, в выражениях для В., E, и Ey амплитуда 
каждого последующего члена отличается от амплитуды преды- 

дущего множителем 5
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$ $1. Электромагнитное поле на расстояниях OT диполя, 
малых по сравнению с длиной волны 

Пусть г <i. В этом случае можно оставить только последние 
члены в выражениях для В., Е, и Е. Имеем: 

_ ВИ ЗФ. = 219 с0$ф . _ Iqsing 
Ва = Gea) Е, = a) Be = рез 

При этом приближенная формула для В. совпадает с формулой 
Био — Савара — Лапласа, справедливой для постоянного тока. 
Приближенные формулы для Е, и Е, совпадают с формулами, 
выведенными ранее для статического диполя ($ 10). 

Рассмотренные здесь члены общих выражений для составляющих 
векторов В и Е определяют только реактивную мощность в связи 
с тем, что мгновенные значения напряженностей магнитного 
и электрического полей сдвинуты друг относительно друга 
по фазе на угол x/2, так как на этот угол сдвинуты по фазе фи 0. 
Заметим, что составляющие, которыми мы здесь пренебрегли, 
но которые существуют и в рабсматриваемой области (г < A), 
определяют активную мощность, что будет показано в следующем 
параграфе. 

$ 82. Электромагнитное поле на расстояниях от диполя, 
значительно превышающих длину волны 

При г» Ав выражениях для В. и для Е», можно прене- 
бречь всеми членами, кроме первых. Величиной Е, можно прене- 

бречь полностью, так как оба 
__| ее члена весьма малы по срав- 

27 — > „ Нению с первым членом соста- 

bee ~ вляющей Ey». Имеем: 
/ . 

[п wr 
/ о г \ By = a wl cos ( wi — = 

/ \ 
. 2 

| 0’ | = bm sin 960$ (of — =) , 

| 
2ri A 

\ —-== / = pl sin ? ( ) — \ © , Ey Tar 8! m COS ot — — 

Puc. 106. Волна, имеющая такой ха- 
рактер, называется сферической. 

Мы приходим к замечательному соотношению, полученному 

ранее при исследовании плоской волны: 

¢ F2 uH?. 

ae
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Таким образом, и в случае сферической электромагнитной 
волны энергия электрического поля равна энергии магнитного 
поля. 

Отметим особо, что Е и Н имеют одинаковую фазу колебаний 
и, следовательно, определяют собой активную мощность. Вектор 
Пойнтинга, как это видно из рис. 106, в любой момент времени 
и в любой точке направлен по радиусу г в сторону от диполя, 
и, следовательно, энергия передается в направлении радиусов 
от диполя. Эта энергия уже не возвращается обратно к источнику 
н является энергией излученного электромагнитного поля. 

$ 83. Мощность и сопротивление излучения диполя и антенны 

Окружим диполь сферической поверхностью, имеющей центр 
в месте расположения диполя (рис. 106), и вычислим мощность 
потока электромагнитной энергии, проходящей сквозь эту поверх- 
ность. Нормальная к поверхности сферы составляющая вектора 
Пойнтинга равна S, = E,H,. Отличное от нуля среднее арифмети- 
ческое за период значение этой составляющей вектора Пойнтинга: 

T 

Опер = т | ЕН .@ может получиться только от тех слагаемых 
0 

Е.В 
произведения Ё,Н. = ——, которые являются произведениями 

членов в выражениях (*) и (***) в $ 80 для Ва и Ey, находящихся 
в одинаковой фазе. Сюда относятся: произведение первых чле- 
нов В, и Е., произведение первого члена В, и третьего члена Ey 
и произведение вторых членов В. и Ey. Легко убедиться, что два 
последних произведения в сумме не дают отличной от нуля средней 
мощности. 

Таким образом, остается только произведение первых чле- 
нов В. и Е», которые были рассмотрены в предыдущем параграфе. 
меем: 

2 Г р 
Т 

__ 1 и a) о Эпг 
бт | ae УЕ ф COS (ot — я \ de. 

6 
T 

Учитывая, что т | cos? (wt — arr ) dt = т ‚ получаем: 
0 

Г re [212 т 
К с; и <; 

Эпер = Bays V Esin 7" GAP V+ sin’, 

| I “ 
где | = y — действующее значение тока. 

2
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Элемент поверхности сферы (рис. 106) равен: ds = гах rsingda. 
Средняя мощность всего потока электромагнитной энергии сквозь 
поверхность сферы оказывается равной: 

п Qt __ __ ft 

gk мо о: Е в (og 
Р=| | (4. V £sin $) Ут ф ааа = 5; | - | sin’ ¢ dg. 

00 0 

Но 
к —] —1 

| sin®¢ dg = — $11 ф4с0$ ф = | (cos? — 1) 4505$ = 5. 
| 0 | 

Следовательно, 

— = fp 
~~ 3 e \2° ° 

Итак, средняя мощность потока электромагнитной энергии, 
передаваемой` сквозь поверхность сферы, оказалась отличной 
от нуля. Эта мощность численно равна энергии электромагнитного 
поля, изличаемого диполем, отнесенной к единице времени. 

Множитель при /? представляет собой активное сопротивление 
колебательного контура, характеризующее его способность к излу- 
чению. Его называют сопротивлением излучения. Для электри- 
ческого диполя сопротивление излучения Ю’ выражается формулой 

PR = Qn в Ё 
И 2 

3 e А: ° 

Реальная антенна представляет собой более сложную, чем 
диполь, излучающую систему. Обычно антенна состоит из проводов, 
расположенных над поверхностью земли. Участки антенны обла- 
дают емкостью по отношению к земле и друг относительно друга. 
Вследствие этого мгновенное значение тока неодинаково вдоль 
проводов антенны, так как ток ответвляется от проводов в диэлек- 
трик в виде тока смещения. Однако всегда можно разделить про- 
вод на элементарные отрезки длиною d/, в пределах которых TOK 
можно считать одинаковым в каждый данный момент времени. 
Эти отрезки с переменным током { представляют собой не что иное, 
как элементарные диполи Электромагнитное поле всей антенны 
определится путем наложения полей всех диполей, т. е. путем 
интегрирования вдоль проводов антенны. 

Наиболее просто можно использовать результаты, получен- 
ные для диполя, в случае антенны, расположенной над поверх- 
ностью весьма хорошо проводящей земли и образованной верти- 
кальным проводом, заканчивающимся в верхней своей части 
сильно развитой системой горизонтальных проводов (рис. 107). 
При этих условиях землю можно заменить зеркальным изображе-
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нием антенны, а также можно пренебречь емкостью вертикального 
провода. Заметим еще, что горизонтальные провода и их зеркальное 
изображение практически мало излучают энергию, так как токи 
в действительных горизонтальных проводах и в их зеркальных 
изображениях направлены в противоположные стороны (рис 107). 
Эти горизонтальные участки осуществляют для увеличения емко- 
сти системы, что приводит к увеличению тока в вертикальном про- 
воде, а следовательно, к увеличению мощ- 
ности излучения. Таким образом, рассмат- = > 
риваемая антенна приводится к перемен- 
ному электрическому диполю. имеющему Lh ih 
длину { = 2h, где 4 — высота действитель- 
ной антенны. Электромагнитное поле на рас- 
стояниях г > A характеризуется теми же Wy fll: 7 
соотношениями, что и в случае диполя. i 

Сопротивление излучения КЮ’ такой р if 
антенны вместе с ее зеркальным изображе- | | 
нием найдется из последней формулы, если --—-»—-+-+—- - 
в ней положить / = 2h. В действительно- Рис. 107. 
сти излучает только сама антенна. IIo- 
этому сопротивление излучения антенны определится формулой 

Ra => or ув GF (2h)? Ar вю 
2 3 e А? ° 

Обычно антенна расположена в воздухе и p = ши & = &. 

Подставив числовые значения в, и py, получаем R = (4*)?. 10-х = 

= 1580 5 ом. 

$ 84. Передача электромагнитной энергии вдоль 
проводов линии 

Передача энергии вдоль проводов линии осуществляется элек- 
тромагнитным полем, распросграняющимся в диэлектрике вдоль 
проводов линии. Провода линии служат направляющими электро- 
магнитного поля. 

Окружим часть линии вместе с приемником замкнутой поверх- 
ностью 5 (рис. 108). На основании уравнения (*), полученного 
в § 77, можем написать: 

—~2(W,+ W „) =| тЕ?ЧУ +  [E-H] ds, 
V 5 

если в пространстве, окружащем провода линии, нет свободных 
зарядов (р = 0; 6,,, = 0). 

Если У — объем области, заключенной внутри поверхности $5, 
то вектор ds должен быть направлен по нормали AN, внешней
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к этой области. Если мы желаем считать положительной энергию, 
передаваемую внутрь области У сквозь поверхность 5$, то необхо- 
димо изменить направление положительной нормали на обрат- 
ное, т. е. принять положительной внутреннюю нормаль М, 
(рис. 108). Вектор 4$, направленный по нормали М,, равен ds, = 
= — ds. Заменяя в последнем равенстве ds на 4$, получим: 

f [E-H] ds, = on (У, W,) + | ЧЕМУ. 
$ V 

Мы видим, что приращение энергии электрического и магнит- 
ного полей в объеме У и поглощение энергии в приемнике и в про- 
водах линии, расположенных в этом объеме, происходит за счет 
передачи электромагнитной энергии в область У сквозь ограчи- 

чивающую ее поверхность $. 
и < В частном случае, когда ток в це- 

ea af < пи постоянный, энергия полей не 
W 15 \ изменяется во времени. Следова- 

e as P= и ог 4 тельно, первый член в правой части 
e | у |! последнего уравнения равен нулю, 

b\ и мы имеем: \ / 
“у A 

—— ф [Е.Н] ds, = | {E®dV, 
Рис. 108. ` у 

т. е. энергия, поглощаемая в цепи в форме тепла, равна энергии, 
передаваемой в область V через поверхность $5. 

Таким образом. энергия, выделяемая в проводнике в форме 
тепла, передается в проводник сквозь поверхность проводника 
из диэлектрика, окружающего проводник. 

В простейшем случае отрезка / прямолинейного провода кру- 
гового сечения радиуса R (рис. 109) это положение подтверждается 
непосредственным вычислением напряженностей полей на поверх- 
ности.провода. Вычислим поток электромагнитной энергии сквозь 

[ tr 
поверхность $ отрезка провода. Имеем: Н = ap И Е, =-т, 

причем Е, — составляющая напряженности электрического поля 
по касательной к поверхности провода и г — сопротивление 
отрезка провода. Следовательно, нормальная составляющая 
вектора Пойнтинга равна: 

Е 
Величина' 2x R/ == $ есть цилиндрическая поверхность отрезка 

провода. Мощность, передаваемая в провод сквозь его поверх- 
ность из окружающей среды, оказывается равной: 

— ;2
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На рис. 110 показаны направления линий напряженности 
магнитного и электрического полей около проводов линии пере- 
дачи. Линии напряженности электрического поля несколько изо- 
гнуты, так как вследствие наличия активного сопротивления 
самих проводов вектор E у поверхности провода имеет касательную 
к этой поверхности составляющую по направлению тока в про- 
воде. Определяя направление вектора Пойнтинга в разных точках 
поля, получаем картину, изображенную на рисунке. Мы видим, 
что поток электромагнитной 
энергии направлен в диэлек- E 
трике от генератора к прием- 
нику и частично направлен 
внутрь провода вследствие на- + 
личия активного сопротивле- 
ния проводов. Om генераторе 5 к приемнику 

5 
= 5 

- a 
5 

5 

Рис. 109. Рис. 110. 

Необходимо отметить, что изгиб линий напряженности электри- 
ческого поля на рис. 110 сильно преувеличен. В поле действитель- 
ной линии передачи этот изгиб ничтожен, так как касательная 
составляющая вектора Е у поверхности провода весьма мала 
по сравнению с нормальной составляющей (§ 39). 

При исследовании однородных линий было показано, что 
скорость движения волн электрического тока и напряжения вдоль 

линии (ч. IT) равна v = vara где L и С — индуктивность и емкость 

линии на единицу ее длины. Так как энергия передается электро- 
магнитным полем в диэлектрике, окружающем провода линии, 
то скорость о должна равняться скорости движения электромаг- 
нитной волны в диэлектрике. Следовательно, должно иметь место 
равенство: 

Ус Vue’ 

где си p — абсолютные диэлектрическая и магнитная проницае- 

мости диэлектрика. В этом выражении L есть внешняя индуктив- 

ность, определяемая магнитным потоком в диэлектрике. Напри- 
мер, для кабеля имеем (ч. I): 

о 

Следовательно,
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$ 85. Передача электромагнитной энергии по внутренней полости 
металлических труб 

В предыдущем параграфе мы видели, что провода линии пере- 
дачи служат направляющими электромагнитного поля, движуще- 
гося в диэлектрике, окружающем эти провода. Однако такую 
направляющую роль провода линии могут выполнять только при 
услсвии, что длина электромагнитной волны в диэлектрике во много 
раз превосходит расстояние между проводами, т. е. только при 
условии, что частота напряжения и тока не слишком велика. В про- 
тивном случае провода линии будут весьма эффективно излучать 
электромагнитное поле в окружающее пространство, т. е. будут 
действовать подобно антенне. 

Таким образом, при весьма высоких частотах, соответствую- 
щих так называемым ультракоротким волнам с длиной волны 
порядка нескольких сантиметров, которыми пользуется совре- 
менная радиотехника, уже становится затруднительным переда- 
вать энергию по линиям обычного вида. Затруднения при этом 
возрастают еще потому, что при столь больших частотах в изоля- 
ции проводов возникают значительные потери энергии. При креп- 
лении проводов на отдельных изоляторах мы имеем в местах 
расположения изоляторов среду с повышенной диэлектрической 
проницаемостью, что превращает линию в своего рода фильтр, 
срезающий высокие частоты. 

В связи со всем сказанным относительно свойств линии пере- 
дачи при весьма высоких частотах представляет большой интерес 
возможность передачи электромагнитным полем энергии внутри 
металлических труб. . 

Стенки трубы, если они выполнены из материала с весьма высо- 
кой удельной проводимостью, не пропускают сквозь себя электро- 
магнитные волны. В предельном случае трубы со стенками из сверх- 
проводящего материала электрические токи, возникающие в стен- 
ках трубы, не создают падения напряжения, и, следовательно, 
касательная составляющая напряженности электрического поля 
на внутренней поверхности стенок всюду должна быть равна нулю. 
Следовательно, вектор Пойнтинга не имеет составляющей, нормаль- 
ной к поверхности стенки. Электромагнитное поле не проникает 
внутрь стенок и может, при надлежащих условиях, передавать 
энергию только в направлении оси трубы. | 

При детальном анализе условий распространения электро- 
магнитных волн вдоль трубы, которое мы произведем в следующем 
параграфе, выясняется одна интересная и важная особенность, 
а именно: вдоль трубы возможно распространение только корот- 
ких волн, Для которых длина волны в свободном пространстве 
одного порядка или меньше поперечных размеров полости трубы. 
В связи с этим такие трубы получили применение в радиотехни- 
ческих устройствах ультракоротких волн для передачи электро-
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магнитной энергии от генератора электромагнитных колебаний 
к излучающему устройству и получили название волноводов. Длина 
волноводов обычно невелика и, следовательно, потери энергии 
в их стенках, вызванные конечной удельной проводимостью мате- 
риала стенок, незначительны. Поэтому при исследовании вопроса 
о распространении электромагнитных волн в волноводах мы пред- 
положим, что удельная проводимость материала стенок беско- 
нечно велика, не допуская при этом существенных отклонений 
от практических условий. 

$ 86. Волноводы 

Для уяснения особенностей распространения электромагнит- 
ных волн в металлических трубах, рассмотрим наиболее простой 
и вместе с тем имеющий большое практическое значение случай 
волновода прямоугольного сечения. Ось OZ 
направим вдоль трубы. Оси ОХ и OY у 
расположим так. как показано на рис. 111. 

Рассмотрим случай, когда линии на- 
пряженности электрического поля распо- 
ложены в плоскостях, перпендикулярных 
оси OZ, т. е. когда Е, = 0 

Предполагая, что все величины изме- 
няются во времени по синусоидальному Рис. 111. 
закону, воспользуемся символическим 
методом. Кроме того, предположим, что волновод имеет бесконеч- 
ную длину по оси OZ. По аналогии со случаем движения волн 
тока и напряжения вдоль длинных однородных линий (ч. IT) 
предположим, что изменение напряженностей полей вдоль оси OZ 

выражается функцией вида е"*,* что соответствует наличию 
одной прямой бегущей волны. 

При этих условиях комплексные выражения мгновенных зна- 
чений составляющих напряженностей электрического и магнит- 
ного полей будут иметь вид: 

О ° jot —y! e . int —y'z . , 

E,=Eqel"e'?; Ву Еее"; Ё,=0; 
e оф —y'2 . . int —y'z, ° С wt —y'z H,= Нее "*; Ну=Не“ ет"; H, = Hyp ee "*, 

РРР АРУ 4, 

р й 

где комплексные амплитуды Eny, Emy, Hing, Нту И Ни: ЯВЛЯ- 
ются функциями Хх и у. | 

Подставляя эти выражения в уравнения (а), (6), (в), (г), (д), 
(е) ($ 75) и учитывая, что в диэлектрике { = Оир = OU что, кроме 

* Через {’ обозначена величина, имеющая смысл коэффициента распро- 
странения, в отличие от 1, которая обозначает удельную электрическую 
проводимость вещества.
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того, по условию Ё, == 0, получаем после сокращения на общий 
множитель e/%e—T2: 

Ни og va 

+ Yt 'H ny = josey; (a) T Е ny = —jopl ns (г) 

1: ots iT : * 
—1 Н ing — = josE ny (6) — 7 Етх = —jopl пу; (д) 

a 4 ay = 0; (B) Ox _— Oy = — Ло Ню, (е) 

Подставляя Ему из (г) в (6) и Ев, из (д) в (a), получаем: 

Vo OHm:. г 1’ ОН Ни, = — Hy Mat 5 Hyg = а, с 
где К? = 1’? + wpe. 

Уравнение (в), если в него подставить выражения (*), удовле- 
творяется автоматически. Остается уравнение (е). Подставляя 
в него Еш, и Е my из (д) и (г) и затем вместо Н„„и Hmy их выражения 

(*), получаем уравнение для H,,,: 

д2Н 2H ей, = 0, с 
Будем искать Ни, в форме: Hyz,=X Y, где Х — функция только 

хи У— функция только у. последнее уравнение принимает вид: 

y SP +X 5 + ХУ =0, 

Деля на ХУ, ‚находим: 

1 ex 1 , 1 eX 4, | ey 
coe typ arte =0 или eset =— 7 ar 

Левая часть последнего уравнения является функцией 
только х, правая — функцией только у. Следовательно, уравнение 
удовлетворяется для любых хи и только в том случае, если и левая 
и правая его части равны некоторой постоянной величине 7”. 
При этом уравнение распадается на два: 

=0; 5 + =0, 

rye {2 = К? — 47. 
Интегрируя эти уравнения, получаем: 

Х = Асоз (&х + $); У = В соз (чу - 9), 

Ни, = H, cos (5х + $) cos (щи + $), 

где H, = AB.
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expe hberainn, 

” аа —— 

Постоянные &, 7, фи $ определяются из граничных условий 
на поверхностях стенок волновода. При сверхпроводящих стен- 
ках падение напряжения в стенках равно нулю и, следовательно, 
внутри стенок всюду E,, = 0. 

Поэтому граничным условием для поля в диэлектрике внутри 
волновода является равенство нулю у поверхности стенки каса- 
тельной к этой поверхности составляющей вектора Е. Используя 
это условие, имеем (рис. 112): y 

Ев, = 0 при x =0 и при x =a, —— 
Cm. FHT tt F 

Em, =0 при у=0и при и=6. 

Из уравнений (г), (д) и (*) при этом полу- Г 
чаем , 

и 
nas — 0 при x=Oun при x =a, = 

|| \ 
| 

| 
, | 

[>
 
=
 

OH mz о, =O при и=0 и при у==6. 

/ 
р
и
 

>
 

пк тк 
Это дает: ф = 0, c=—, ф = 0, y= 

где mun целые числа. Имеем окончательно: 
\
)
 

A
E
L
B
V
E
B
D
 

V
E
B
e
E
S
@
u
a
a
a
r
 

. . MTX пт 
A ing = 0 a 5 5 Рис. 112. 

‚ Подставляя это выражение в уравнения (*) и используя урав- 
нения (г) и (д), находим комплексные выражения мгновенных 
значений составляющих напряженностей электрического и маг- 
нитного полей: 

. тт пу elot— '2 H, = оз” Hysin т cos 44 ет, 

Н = 17" + H, cos —— = sin “A ет", У 6 b 

nny eflot-1'2, 
bh ’ 

: Горпт р ТИХ <; ППУ №ю—1’2, Е, = a Но cos ап eft 1, 

в Фит т пт —т- : 
В, = — Рут Н, sj se el ve. E, = 0. 

Кроме Toro, уравнение (**) пссле подставки в него выраже- 
ния Ни, И его вторых производных дает: 

(EY (FY | Hae =
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откуда 

Найденное решение показывает, что в волноводе может суще- 
ствовать ряд волн, причем каждая волна соответствует паре целых 
чисел т и п. Задание одновременно т и п равными нулю приво- 
дит к равенству нулю всех составляющих Ё. Следовательно, 
простейший случай получается, если одно из этих чисел равно 
нулю, а другое равно единице. Пусть, например, т = | ип = 0. 
Согласно последнему соотношению при этом # = л/а, и уравнения 
для составляющих напряженностей поля приобретают вид: 

e ‘a ° . TX ‘ t{—y’ . . . TX ; 4! 

H, = +* Asin = el т"; Hy=0, H, = H,cos — e'*" es 

Е, = 0; Ey = —}] a Но sin ет", E, = 0. 

Постоянная {’ имеет такой же смысл, как коэффициент pacnpo- 
странения в теории однородных линий (ч. IT). В общем случае 
можно ее представить в виде: 1’ = В + ja, где В характеризует 
затухание волны вдоль оси OZ и может быть названо коэффициен- 
том затухания, а а характеризует изменение фазы вдоль оси OZ 
и может быть названо коэффициентом фазы. 

Из соотношений А? == 1’? -- wine и 3) + G4) =k? полу- 
b 

чаем для прямоугольного волновода со сверхпроводящими стен- 

ками: 

тп \? пп \? 172 =k? — фе = (= + (=F) — wpe. (#**) 

При (meV + ("= >> w'ne получаем 1’ > 0 и 1’ — веще- 

ственное, т. е. 1’ = Ви a =0. В этом случае мы получаем 
затухающую волну. 

тп\2 пт \2 о ро | , При (= + (=) < wpe имеем 1’° < 0Ои {’ — мнимое, т.е. 

1’ = ja и В = 0. В этом случае мы получаем волну, распростра- 
няющуюся вдоль волновода без затихания. 

Мы приходим к интересному заключению, что для волновода 
с заданными размерами а и В существует критическая частота, 
определяемая из условия {’ = 0 выражением: 

o == У (1) + (4). 
При частотах ниже wy невозможно распространение вдоль волно- 

вода волн без затухания. При частотах выше wy волны распро- 
страняются без затухания, 
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Обозначая, как и ранее, через A длину электромагнитной волны 
при ее распространении в свободном пространстве (вне стенок 
волновода), будем иметь ($ 76): 

] 1 _ 2% | 

Ув Г Vue ®` 

Следовательно, критической частоте Wo соответствует крити- 

ческая длина волны № в свободном пространстве: 

Qn 2 

= у = 2 п.“ 

| Were У (a) +G) 
Величины Wo H Хо зависятот чисел ти п, определяющих харак- 

тер волны. Если а > 6, то самая малая критическая чаетота полу- 
v им 

чается при т = [ия = 0. Она оказывается равной wo = — | Vie a 
и, следовательно, наибольшая критическая длина волны имеет 

— от = 

значение Ay = 2а. Если а = 10 см, то do = 20 сми f, мы — 
3. 1010 

о 

= = = 1,5-10° ey. Из этого примера видно, что волновод 

способен пропускать электромагнитные волны только весьма 
высокой частоты. 

Так как при w > в имеем 1’ = ja и efet—i'2 = ef (wt—s2z), 
TO для получения выражений для действительных мгновенных 
значений H1,, Ну, Н,, Е’; и Е, необходимо в выражениях для их ком- 
плексов заменить множитель е/!-—12 на sin («Ё — az). Вели- 

OY) 

чина — = 0’ есть фазовая скорость волны. 

Длина волны A В волноводе получается из соотношения 
aA = 2x. Заменяя в соотношении (***)]”? через (—a’) и w?pe 

Эк \2. 
через (=) ‚ находим: 

Тогда имеем: 

2 = (2 2 m\? n\2 a 1 _ 1. 1 

= (т) — (4) — (5), м д] а 
Отсюда видно, что длина волны A в волноводе больше длины 

волны A в свободном пространстве при той же частоте. Эта разница 
тем больше, чем больше A приближается к критической длине 
волны Ag, И при A = Ay получаем A = <. 

@ 
Фазовая скорость может быть представлена в виде о’= —— = 
Ww | A A Г. 

=--Л=-——— = v-—. Следовательно, фазовая скорость 9 
2% A А Уве
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электромагнитных волн в волноводе больше скорости движения 
электромагнитных волн в свободном пространстве. Это, конечно, 
не означает, что электромагнитное поле движется со скоростью 
большей, чем 9, так как 9’ есть только скорость, с которой 
в установившемся режиме движется фазовое распределение вдоль 
оси OZ. 

В вышеисследованном случае вдоль оси OZ волновода 
имеет отличную от нуля составляющую только напряженность 
магнитного поля. Соответственно, волны такого типа получили 
наименование «магнитных волн». Их принято обозначать бук- 

вой Н. Так как линии на- 
пряженности электрического 
поля при этом лежат цели- 
ком в поперечных сечениях 
волновода, то волны этого 
типа называют также «попе- 
речными электрическими 
волнами» и обозначают бук- 
вами TE. Для прямоуголь- 
ных волноводов вводят обо- 

значение Ни, (или, соответственно, ТЕ»), причем индексы со- 
ответствуют вышеуказанным числам т и п. На рис. 112 изобра- 
жена в поперечном и продольном сечениях прямоугольного волно- 
вода картина поля для волны H,, (или ТЕ). Сплошными ли- 
ниями изображены линии напряженности электрического поля, 
пунктирными — линии напряженности магнитного поля. При 
больших значениях чисел т и п картина поля получается более 
сложной. 

Могут существовать также так называемые «электрические 
волны», обозначаемые буквой E с соответствующими индексами. 
Волны этого типа характеризуются тем, что в них вдоль оси 
волновода имеет отличную от нуля составляющую только напря- 
женность электрического поля. Эти волны называют также «попе- 
речными магнитными волнами», обозначая их при этом бук- 
вами ТМ. 

На рис. 113 изображены линии напряженности магнитного 
поля (MYHKTHPHble линии) и электрического поля (сплошные 
линии) для простейшего случая «электрической» волны в цилиндри- 
ческом волноводе. Этот случай интересен тем, что картина поля 
в нем имеет много общего с картиной поля при распространении 
электромагнитных волн вдоль концентрического кабеля. В вол- 
новоде в отличие от кабеля отсутствует внутренний провод, и роль 
токов проводимости во внутреннем металлическом проводе кабеля, 
в волноводе играет ток смещения. 

Возникновение того или иного типа волн в однородном волно- 
воде зависит от свойств концевых устройств, в частности, от устрой- 
ства, генерирующего волны в начале волновода. 

Рис. 113.
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Для возбуждения желаемого типа волн можно ввести в волно- 
вод металлический стерженек, расположив его ось в месте, где 
должно возникать наиболее сильное электрическое поле желае- 
мой волны, и направив ось стерженька в направлении линий напря- 
женности этого поля. Подводя напряжение высокой частоты между 
стерженьком и волноводом хотя бы по концентрическому кабелю, 
можно возбудить колебания в волноводе. Можно также ввести 
в волновод небольшую петлю из проволоки, обтекаемую током, 
расположив петлю в месте ожидаемого максимума напряженности 
магнитного поля, так, чтобы плоскость петли была перпендику- 
лярна к направлению магнитных линий требуемого поля. 

На приемном конце волновода можно применить аналогичные 
устройства. Можно также оставить этот конец открытым или снаб- 
дить его рупором для излучения волн в пространство. 

При сравнении характера электромагнитных волн в волно- 
воде и в однородной линии обнаруживаются наряду с общими 
их чертами и существенные различия в них. В теории однородных 
линий был рассмотрен только простейший тип волн, характери- 
зующихся тем, что при отсутствии сопротивления проводов линии 
напряженности как магнитного, так и электрического поля распо- 
лагаются целиком в плоскостях, нормальных к направлению 
проводов. Если направление проводов параллельно оси OZ, 
то для таких волн всюду Н, = Е, = 0. Эти волны называют 
поперечными, или также основными для линии передачи. Как 
мы видели, фазовая скорость распространения этих волн UV = 

| | . 
== —_, Независимо от формы кривой тока и напряжения = 

УС Ув 
или от их частоты, равна скорости распространения электромаг- 
нитных волн в свободном пространстве (при отсутствии проводов). 
Соответственно, при периодическом процессе длина волны A = vT 
равна длине электромагнитной волны в свободном пространстве. 

Волны такого типа не могут существовать в волноводе. Дей- 
ствительно, если в волноводе всюду Е,=0, т. е. если линии напря- 
женности электрического поля лежат только в поперечных плоско- 
CTAX, TO только в этих плоскостях располагаются и линии тока 
смещения, которые могут быть замкнуты на себя или кончаться 
у стенок волновода и продолжаться в стенках в виде линий тока 
проводимости. Ясно, что такие линии тока смещения должны 
охватываться замкнутыми на себя линиями напряженности магнит- 
ного поля, а следовательно, вектор H, вообще говоря, должен 
иметь отличную от нуля составляющую вдоль оси OZ (Н, # 0). 

Если в волноводе всюду Н, == 0, т. е. линии напряженности 
магнитного поля лежат целиком в поперечных плоскостях, то 
неизбежно должен существовать продольный ток смещения, охва- 
тываемый этими линиями, а следовательно, вообще говоря, 
Е, == 0. Таким образом волны, которые являются основными 
в линии передачи, не могут существовать в волноводе. В волно-
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воде могут распространяться только волны, в которых либо век- 
тор Н, либо вектор Е имеют продольные составляющие. При этом 
весьма существенно, что распространение этих волн вдоль волно- 
вода возможно только, если частота } выше критической частоты р. 
Критическая длина волны Ag = 9 имеет порядок линейных 
размеров поперечного сечения волновода. 

Интересно отметить, что и в линии передачи возможно возникно- 
вение волн этого типа, если длина волны A будет сравнима с рас- 
стоянием между проводами линии, но при этом линия будет пред- 
ставлять собой антенну, и электромагнитное поле будет весьма 
интенсивно излучаться в окружающее пространство, что приведет 
к быстрому затуханию волн вдоль линии. В случае линии в виде 
концентрического кабеля излучение этих волн не будет происхо- 
дить, так как область, в которой распространяются волны, заэкра- 
нирована от внешнего пространства наружным трубчатым про- 
водом кабеля. Однако кабель используют обычно при более низ- 
ких частотах, так как он проводит упомянутые выше поперечные 
волны, а при частотах выше критической можно воспользоваться 
BOJIHOBOJOM. 

Для волн, распространяющихся вдоль волновода, можно 
также ввести понятие волнового сопротивления. Передача энер- 
гии вдоль волновода определяется взаимно перпендикулярными 
составляющими векторов Е и Н, перпендикулярными оси волно- 
вода. В рассмотренном выше примере прямоугольного волновода 
это были составляющие Ё, и Н, и составляющие Е, и H,. Поло- 
жительная величина вектора Пойнтинга (В положительном направ- 
лении оси OZ) получается от умножения Е, и Н, одного знака 
и от умножения Е, и Н, разных знаков. Поэтому волновое сопро- 
тивление следует определять из соотношений: 

2-Х или z= — 22. 
Hy Hy 

Из вышеприведенных уравнений получаем для волн типа Н 
(типа TE): 

_ ов wp _ уе 
у OR = e Л‘ 

Но у Е = 2’ есть волновое сопротивление в случае, когда среда, 

заполняющая волновод, не ограничена стенкёми волновода. 
Кроме того, — | 

д (9) =И!- (№). 
Следовательно, 
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Таким образэм, волновое сопротивление г не определяется 
как 2’ только параметрами среды, а зависит от частоты / и харак- 
тера волны, т. е. от чисел ти п, от которых зависит критическая 
частота К. Оно зависит также от типа волны. Так, для волн 
типа Е (типа ГМ) имеем выражение: 

=гУ1- (7). 
Столь сложная зависимость г от многих величин, характеризую- 

щих .He только передающее устройство, но и процессы в нем, есть 
результат того, что волновод пе может быть рассмотрен как элек- 
трическая цепь с определенными параметрами. Для исследования 
процессов в волповоде необходимо, как это и было сделано, обра- 
титься к системе уравнений электромагнитного поля. 



ГЛАВА ВОСЬМАЯ 

ПЕРЕМЕННОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 
В ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ 

$ 87. Плоская электромагнитная волна в проводящей среде 

Рассмотрим случай, когда плоская электромагнитная волна, 
распространяющаяся в диэлектрике, подходит нормально к пло- 
ской поверхности. ограничивающей с одной стороны проводящую 

среду (рис. 114). Будем предпола- 
Е, se By гать, что проводящая среда прссги- 

0 рается во всех остальных направле- 
ниях До бесконечности. Падающая 

ty волна частью отражается от поверх- 
EC 7 ности проводящей среды, частью 

7 проникает в эту среду и поглощается 
в ней. Рассмотрим волну, прошед- 
шую сквозь поверхность раздела и 

J Y распространяющуюся в проводящей. 
у YY среде. Направим ось OZ в глубь про- 

^  водящей среды нормально к ее по- 
Рис. 114. верхности. Плоскость ХОТ совме- 

стим с этой поверхностью. 
В проводящей среде практически всегда можно пренебречь 

токами смещения по сравнению с токами проводимости. В таком 
случае уравнения Максвелла принимают вид: 

OB OH 
rotH = 6 = ТЕ; rotE=— г = — ру. 

Предположим, что величины напряженностей полей не имеют 
составляющих, постоянных во времени. 

Направив ось ОХ по вектору Е и учитывая, что в плоской 
велне Е и Н не зависят от хи у, получаем из уразнения (г) ($ 75): 

=—p-— 5, т. е. H,=const = 0. 

Из уравнений (а) и (д) находим: 

_ Oy _ к. Ех _ ЭН, 
д2 о Рф 
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Предположим, что напряженность электрического и напря- 

женность магнитного полей изменяются во времени по закону: 

Е, = Е тя (ЕЁ + фк); Hy = H,, sin (wt + фн), 

Выражая. мгновенные значения напряженностей полей в симво- 
лической форме, будем иметь: 

i (wt +B) ВЕР _ pr ры E, = Ее! E) — Fee! = Ee 
. 7 (wt+_,) 

— Н Hy = He 
jot ivy jot 

=H,e“e =AHy,e . 

Амплитуды Ем 4 Ни и начальные фазы фе и фи, а следовательно, 
и комплексные амплитуды Еи и H,, являются функциями только 
одной координаты 2. Подставляя "выражения величин FE, и Hy 
в символической форме в уравнения, связывающие Ё, и My, 
получаем после сокращения на общий множитель eff 3TH урав" 
нения в виде: 

dE m dtm : ay 
— = {Em = = — Я. (*) 

Дифференцируя ‘первое уравнение по 2 и используя вторее, 
находим: 

Решение этого линейного уравнения с постоянным коэффициен- 
том имеет вид: 

Н„ = Aye~*? + Ае!“, 

= У юрт. 
| ‚, 

Так как У j = Vr (1 + j), что легко проверяется возведением 

где ` 

этого равенства в квадрат, то, вводя еще обозначение 

ony _ om =k 

получаем: 

= Уют = (1) У = (1+ pe. 

Второй член в выражении для Н„ при А, + 0 увеличивается 
до бесконечности при возрастании 2, так как вещественная часть a 
положительна. Напряженность поля не может расти до бесконеч- 
ности, и, следовательно, мы должны принять Ag = 0. Таким обра- 
30M, 

H,, = Ae~™.
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Постоянная A, получается из условия, что при 2 = 0 вели- 
iY 

чина Н„ имеет заданное значение Ни, = H,,,e @ на поверхности 
среды. Все величины, относящиеся к поверхности среды. будем 

отмечать индексом е. Стало быть, A, = H nos и решение имеет вид: 

Н» — H ne eo? elke 

ИЛИ 

Hy, = Hee? sin (wt + фи, — Кг). 

Выражение для напряженности электрического поля находим 
из первого уравнения (*). Имеем: 

EW = — (1 + j)kH,e 'e 

ИЛИ 

OU Г —^2 с; Ш E,= yo Mme Sin (wl + b,,—kz + =) , 

так как 
. т 1 — , т 

. 1 — . w — 

——(l+j=e* uw — (14 = И“ з. 
V2 | \ 

Плотность тока изменяется по такому же закону, как напряжен- 
ность электрического поля, так как § = YE. 

Волновое сопротивление в случае проводящей среды оказы- 
вается комплексным и равным: 

_ Em _ (ЛЕ Ут =o = SFO Lt AVS, 

Располагая этим выражением, можно найти соотношения между 
напряженностями волн: падающей из диэлектрика на поверхность 

проводящей среды (Е, На), отраженной от поверхности среды 

(Ey, Нь) и преломленной (Fo, Foz), т.е. прошедшей в проводящую 
среду. Для этой цели могут быть использованы формулы, выве- 
денные во второй части курса при исследовании распространения 
периодических волн в однородной линии, замкнутой в конце 
на сопротивление 2. Имеем па поверхности раздела: 

22 
Е = о Eg Ey = та Fa 

. 92 . 

Heo = Ня; Ни = 1S Het 

rye 2, = | волновое сопротивление Для падающей и отра- 
1 

женной волн в диэлектрике, причем p, и ве, — абсолютные магнит- 
ная и диэлектрическая проницаемость диэлектрика.
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В предельном случае, когда удельная проводимость прово- 
дящей среды бесконечна, получаем Z = 0, 

Ey, =— Eg И Ay = На 

и, следовательно, на поверхности раздела 

@ . . 5 . . 

т. е. волна полностыо отражается от поверхности сверхпроводя- 
щей среды. В диэлектрике при этом в результате интерференции 
падающей и отраженной волн устанавливаются стоячие волны. 
Этот случай аналогичен режиму короткого замыкания однородной 
линии передачи, 

$ 88. Длина волны и затухание волны 

Полученные выражения для напряженностей электрического 
и магнитного полей прежде всего свидетельствуют о том, что 
амплитуды напряженностей по мере проникновения волны в глубь 
проводящей среды в случае плоской волны убывают по показатель- 
ному закону. Кроме того, начальная фаза колебаний изменяется 
пропорционально 2, причем по мере проникновения волны в глубь 
среды колебания все более запаздывают по фазе по отношению 
к колебаниям на поверхности среды. Во всех точках среды, в том 
числе и на ее поверхности, напряженность электрического поля 
опережает по фазе напряженность магнитного поля на угол 1/4. 

Длина волны ^, т. е. расстояние, на котором фаза изменяется 

ory на 27, определяется из условия: 5 \ = 2к, откуда находим: 

—————— 

9 | haan И 2, 
ony у Ул 

так как w = 2nf, где f — частота колебаний. Отношение ампли- 
туд напряженностей полей на расстоянии z = A от поверхности 
среды к их значениям на поверхности равно е-—*^ = е-?" = 
= 0,00185, т. е. на этом расстоянии волна практически полностью 
затухает. 

В нижеследующей таблице приведены значения длины волны 
при частоте колебаний | = 50 гц и при частоте } = 500 000 гц 
в меди, в ферромагнитном веществе (если считать в = const), 
в морской воде и в сухой почве. Мы видим, что при промышленной 
частоте | = 50 ey, электромагнитная волна проникает в медь 
на несколько сантиметров, а в ферромагнитное вещество всего 
лишь на несколько миллиметров. При радиочастотах глубина 
проникновения измеряется в меди десятыми долями миллиметра, 
а в ферромагнитном веществе сотыми долями’ миллиметра. При
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ВЫСОКИХ частотах глубина проникновения волны в морской воде 

и даже в сухой почве незначительна. 

$ 

-|3 2 [я 5 
=) WS — 

:. = —|2 Ss |x < |5 
© = в > OL 2 ea 

с 58, 3 = [5 = 1 
oo = Зо 22 < o£ < > > 

o i i SH VU Y са | x UV | 
on Ses OR - 3s Sr 3 ое 

50 гц 5,9 см 0.45 см 450 м 4500 м 
500 000 ey 0059 см 0.45.10—2 см 4,5 м 45 м 

Величина вектора Пойнтинга имеет значение: 

$ = ЕН, — V 2 Не 2? sin (wf + ф,, — Кг) X 

Х sin ( wt + фиг — he +7). 

Среднее значение S,, вектора Пойнтинга за период колебаний 
равно: 

Т —— Hn Vee 

Jsa-V > 7 COs Sep = 

|
 

— 

Таким образом, на расстояние от поверхности, равное z= A/2, 
проникает только e—2*- 100% =0,185°/ энергии, поглощаемой в про- 
водящей среде. Поэтому практически можно считать, что волна 
затухает уже на расстоянии, в два-три раза меньшем по сравнению 
с приведенными в таблице. 

$ 89. Явление поверхностного эффекта 

Переменный электрический ток распределяется неравномерно 
по сечению проводов, причем плотность тока имеет наибольшие 
значения на поверхности провода и убывает по мере удаления 
от поверхности в глубь провода. Это явление называется поверх- 
ностным эффектом. 

Переменный магнитный поток в телах, обладающих конеч- 
ной проводимостью, вызывает в этих телах вихревые токи, которые 
ослабляют магнитный поток’ внутри проводящего тела. Этот 
эффект иногда называют размагничивающим действием вихревых 
токов. По существу и в этом случае мы имеем дело с явлением 
поверхностного эффекта.
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\ 

Явление поверхностного эффекта можно объяснить, рассмат- 
ривая проникновение электромагнитного поля в глубь провода 
из пространства, окружающего провод. В $ 84 было показано, 
что потери энергии на нагревание провода током следует рассмат- 
ривать как поглощение внутри провода электромагнитной энергии, 
передаваемой в тело провода через его поверхность из окружаю- 
щего пространства. В предыдущем параграфе мы убеэдились, 
что переменная электромагнитная волна затухает по мере проник- 
новения в глубь проводящей среды. Поэтому вполне естественно, 
что амплитуды плотности тока и напряженностей электрического 
и магнитного полей при переменном токе и при переменном потоке 
имеют наибольшее значение у поверхности тел из проводящего ма- 
териала. 

$ 90. Активное и внутреннее индуктивное сопротивления проводов 

Общую индуктивность L контура тока можно просто разделнть 
на внутреннюю и внешнюю только в случае, когда линии магнит- 
ной индукции располагаются либо целиком внутри тела проводов 
контура, образуя вну- 
тренний магнитный по- 
ток Dyyymp, Либо цели- 
ком вне проводов, обра- 
зуя внешний MOTOK 
Ф,„.и. При этом кон- 
туры сечения проводов 
совпадают с линиями В 
магнитной — индукции. Hy ее | 
Эти условия соблюдают- нитро Crew 
ся точно в единствен- Рис. 115. 
ном случае прямолиней- 
ного концентрического кабеля (рис. 115), в котором прямым 
проводом является провод кругового сечения, а обратным прово- 
дом является соосный с ним трубчатый провод, сечение которого 
ограничено двумя концентрическими окружностями. 

Составляя линейный интеграл напряженности электрического 
поля по контуру agdmcfbna, будем иметь: 

(" APD grew GEdl= | Edl + fea + | Е + | 
а cfb gd атс bna 

Величина 

[Е4— [Е = иль — Ито 
атс anb 

равная разности напряжений между проводами контура по путям 
anb и dmc, представляет собой падение напряжения на участке



200 Переменное электромагнитное поле в проводящей среде [гл. 8 

линии длиной Al. Отрезок Al мы берем столь малым, чтобы можно 
было считать ток { одинаковым на его длине, т. е. чтобы можно 
было не считаться с токами смещения между проводами. В этом 
случае рассматриваемое падение напряжения можно представить 
в форме: 

di 
Uang — Lame = И + Е, 

где ги Г — сопротивление и индуктивность рассматриваемой 
пары проводов на участке длиной Al. 

Используя написанное выше выражение для величины pEdl, 

получаем: 

Е | Е 4 = | ва | Е — Чем jp 4p  бОаеы. 
ава cfb anb dmc 

AD внеш dt 
и, наконец, осуществляя замену — Ч = Г внеш a7 и Г. = 

= [внеш + Ёзнутр» будем иметь: 

| Batt | Edl=irt Leryn 4 
agd cfb 

Это соотношение можно рассматривать как определяющее вели - 
чины ГИ Ley my. 

Для упрощения рассмотрения сначала предположим, что 
обратный трубчатый провод образован из сверхпроводящего 
материала, т. е. имеет бесконечно большую удельную проводи- 
мость. При этом его активное сопротивление будет равно нулю. 
Равна нулю будет и его внутренняя индуктивность, так как со- 
гласно сказанному в $ 88, длина электромагнитной волны в металле 
при Y = co равна пулю, т. е. электромагнитное поле не проникает 
внутрь провода. На поверхности обратного трубчатого провода 
касательная составляющая Е, напряженности электрического 
поля при этом равна нулю и, соответственно, падение напряжения 
вдоль него также равно нулю, т. е. 

ДЕЯ =0 

Величина Е, на поверхности внутреннего провода постоянна 
вдоль отрезка Al, так как ток i не изменяется вдоль этого отрезка. 
Следовательно: 

| Е 41 = EAL. 
ара 

При синусоидальном изменении тока с угловой частотой w можем 
написать: 

Е ml = rlat iL внутр! m= (+ [Xeuvmp) Гт l
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Так как, согласно закону полного тока, /,, =H ти, где и = 2*Ю — 

периметр сечения прямого провода, а Нм — напряженность маг- 
нитного поля на его поверхности, TO 

ГЕ 
=r-+ jx = — 2 внутр +d внутр и Him e 

Таким образом, для вычисления Zy,ym, прямого провода в дан- 
ном случае достаточно найти комплексные амплитуды касательных 
к поверхности провода составляющих напряженностей электри- 
ческого и магнитного полей на поверх- 
ности провода. 

Если бы удельная проводимость ма- 
териала обратного трубчатого провода, 
так же как и материала прямого провода, 
имела конечное значение, то падение на- 
пряжения вдоль пути cfb также было бы 
отлично от нуля: 

`` 

., ,. р di 

| Е 41 = Е: А = ГЕ - [внутр at? 

cfb 

roe ro uw L’ — активное сопротивление 
внитр 

и внутренняя индуктивность обратного 
провода, а Е, — касательная составляю- 

щая вектора Е на внутренней его поверхности. При этом ток $ 
в обратном проводе равен Hw’, где Н’1 — касательная составля- 

ющая вектора Н на внутрен ней поверхности обратного провода, 
а и’— длина внутренней окружности, ограничивающей его се- 
чение. При синусоидальном процессе имеем: 

р Е 
г’ + foLleuymp = a , 

tm 

Для сложной формы сечения провода, например для случая, 
изображенного на рис. 116, уже не представляется возможным 
столь определенно разделить магнитный поток на внешний и внут- 
ренний. На рис. 116 изображена картина поля при постоянном 
токе в случае провода прямоугольного сечения из неферромагнит- 
ного материала. Как видно из этой картины, кроме линий магнит- 
ной индукции, замыкающихся целиком либо внутри, либо вне 
провода, имеются линии, проходящие частично в теле провода 
и частично вне его. При переменном токе картина поля еще услож- 
няется, Так как переменный ток распределяется неравномерно 
по сечению и, кроме того, вся картина меняется в течение периода, 
так как плотность тока в разных точках сечения провода имеет 
различные фазы.
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Вследствие этого нельзя предложить в общем случае столь 
же простой и притом точный способ вычисления активного и внут- 
реннего индуктивного сопротивлений, как для рассмотренного 
выше случая концентрического кабеля. 

Однако для проводов фигурного сечения из ферромагнитного 
вещества (рис. 117) при резком проявлении поверхностного эффекта 
может быть применен с весьма большой точностью аналогичный 
изложенному выше простой метод расчета ($ 92), так как вследствие 
высокой магнитной проницаемости вещества линии магнитной 
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Рис. 117. 

индукции для большой части внутреннего магнитного потока замы- 
каются внутри тела проводника и имеют форму, весьма близкую 
к форме контура сечения проводника. Только для незначительной 
части магнитного потока линии магнитной индукции проходят 
частично внутри проводника и частично в воздухе вне его. 

Такой приближенный метод расчета имеет большое значение 
также в связи с тем, что внутреннее реактивное х,„у„, сопротив- 
ление таких проводов обычно составляет большую, а часто и основ- 
ную, часть всего индуктивного сопротивления. 

Точная величина активного сопротивления г провода сложной 
формы сечения, очевидно, всегда определяется из соотношения 

г = -=, причем мощность P, поглощаемая в проводе, может быть 

вычислена как интеграл по поверхности провода от среднего зна- 
чения за период нормальной к этой поверхности составляющей 
вектора Пойнтинга. Однако для проводов сложной формы сечения 
такой общий метод расчета по большей части мало что дает практи- 
чески, так как не известно точное распределение поля во все 
моменты времени по всей поверхности провода. Поэтому большую 
ценность представляют также возможные приближенные методы 
расчета.
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$ 91. Сопротивление провода при резком проявлении 
поверхностного эффекта 

Рассмотримпрямолинейный провод кругового сечения (рис. 118) 
и предположим, что обратный провод удален от него на столь 
большое расстояние, что его влиянием на распределение тока 
в рассматриваемом проводе можно пренебречь. Пусть длина элек- 
тромагнитной волны А в веществе провода значительно меньше 
радиуса А сечения, т.е. A < А. На рисунке величина A показана 
толщиной дополнительно заштрихованного слоя. В таком случае. 
поскольку на длине A волна в проводе 
практически полностью затухает, можно 
пренебречь кривизной поверхности провода, 
считать волну, проникшую в тело провода, 
плоской и воспользоваться зависимостями, 
полученными в $ 87 при исследовании пло- 
ской волны. На поверхности провода (при 

= 0) имеем: 

Him = Hye Eom = (1+ i) V 2 Hine 

Следовательно, согласно формуле предыдущего параграфа: 

внутр = Г + ]Хвнутр = (1 + f)— Ly ==, 

l ray) 
Г — Xenymp = | Oy * 

Отношение активного сопротивления провода при переменном 
токе к его сопротивлению при постоянном токе получается равным: 

r - ( / V3): 1\ _ 5 у == 
им И эт): (+) = ИУ, 

где $ — сечение провода. 
Явление поверхностного эффекта, как было указано выше, 

следует рассматривать как результат затухания в проводе элек- 
тромагнитной волны, проникающей через поверхность провода 
из окружающего его диэлектрика. Представляет интерес получить 
выражения для ГИ Х,„ут,, Исходя из этого физического представ- 
ления. 

Средняя мощность потока электромагнитной энергии, переда- 
ваемой внутрь провода сквозь его поверхность и выделяющейся 
в проводе в форме тепла, равна Р = S,,ul, где S,, — среднее 
за _период значение вектора Пойнтинга на поверхности провода, 

= 2«А — периметр сечения провода и ши/ — поверхность 

откуда



204 Переменное электромагнитное поле в проводящей среде [Гл. 8 

провода, сквозь которую проникает электромагнитная волна. 
Полагая 2 = 0 в выражении для S,, в конце $ 88 , получаем: 

и, следовательно, 

Амплитуда напряженности магнитного поля на поверхности 

связана с действующим значением [тока в проводе законом пПол- 

ного тока: Ни = У 2/1. Стало быть, 
Е Aw) 

ИИ /__\__1 Р=- | 9 |= 
5 и 21 
cp 
bt Таким образом, получаем: 

rab VV oh 
Puc. 119. и 21 

Как было получено в $ 87, напряженность магнитного поля 
отстает по фазе от напряженности электрического поля на угол ®/4, 
что соответствует одной восьмой периода колебания. На рис. 119 
изображены кривые изменения величин Е, Н u S на поверх- 
ности провода в функции времени. В течение большей части 
периода колебаний, равной трем восьмым периода изменения E 
и Н, величина вектора Пойнтинга положительна, и, следовательно, 
энергия поступает в провод из внешнего пространства и идет 
на изменение энергии магнитного поля в объеме провода и на выде- 
ление тепла в проводе. В течение меньшей части периода колебаний, 
равной одной восьмой периода изменения E и Н, вектор Пойн- 
тинга имеет отрицательную величину, и, следовательно, поток 
энергии направлен от провода в окружающее его пространство. 
В течение этого промежутка времени энергия, запасенная в маг- 
нитном поле в объеме провода, частично возвращается в окружаю- 
‘lee провод пространство и частично преобразуется в тепло. Эти 
колебания энергии с частичиым возвратом ее в пространство, 
окружающее провод, можно рассматривать как результат нали- 
YHA внутреннего реактивного сопротивления х.,,ми, провода. 
Как известно, между реактивным хи активным г сопротивлением 
цепи и разностью $ фаз напряжения и тока в этой цепи существует 
соотношение х/г = tg 5. 

В случае, который мы рассматриваем, напряженность маг- 
нитного поля на поверхности провода совпадает по фазе с током 
в проводе. Напряженность электрического поля на поверхности
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провода представляет собой напряжение на единицу длины про- 
Рода, которое может рассматриваться как напряжение, преодо- 
левающее активное г и внутреннее реактивное х,„,и, сопротив- 
ления провода. Так как разность х фаз напряженностей электри- 
ческого и магнитного полей равна «/4, то имеем: 

“enue — {2Ф — 1. 

_ il V2 
Хвнутр = "= 7 51° 

Таким образом, исследуя процесс передачи электромагнитным 
полем энергии сквозь поверхность провода, мы приходим к тем 
же выражениям для Г И х,„,и,, Которые были получены выше 
иным путем. 

Полученное в настоящем параграфе выражение 

Следовательно, 

для средней мощности, выделяемой в проводе и отнесенной к еди- 
нице поверхности провода, позволяет очень просто при резком 
проявлении поверхностного эффекта вычислить потери в проводе, 
если известно распределение по поверхности амплитуды касатель- 
ной составляющей H,, = Ни. напряженности магнитного поля 
на поверхности. В вышеприведенном простейшем примере провода 
кругового сечения Ни = Ни, во всех точках поверхности оди- 
наково, и мощность подсчитывалась простым умножением 5., 
на величину поверхности провода. В более сложных случаях ее 
необходимо вычислять путем интегрирования по поверхности $ 
провода: 

| WU 2 
Р — oy V = | Hi mds. 

Обычно резкое проявление поверхностного эффекта имеет место 
при высоких частотах, например, при распространении электро- 
магнитных волн в волноводах. Зная распределение Ни по внут- 
ренней поверхности волновода, нетрудно, пользуясь последней 
формулой, вычислить мощность, теряемую в стенках волновода. 

$ 92. Поверхностный эффект в массивных проводах 
из ферромагнитного материала 

Все соотношения в предыдущих параграфах получены в предположении, 
что магнитная проницаемость среды постоянна В случае проводов из ферро- 
магнитного материала это условие не соблюдается. Магнитная проницаемость 
ферромагнитных веществ сильно зависит от напряженности магнитного поля.
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Поэтому величина 1 в каждой точке среды изменяется в течение периода изме- 
нения напряженности поля. Пусть в есть некоторое среднее за период значение 
абсолютной магнитной проницаемости. Это среднее значение является функ- 
цией амплитуды Нт напряженности поля, так как гистерезисная петля изме- 
кяегся с изменением Нм. 

Величина Ни убывает по мере удаления от поверхности провода в глубь 
его. Поэтому, если амплитуда напряженности поля Нт на поверхности имеет 

достаточно большое значение (рис. 120), то в 
д сначала растет по мере удаления от поверхно- 

сти в глубь провода, а затем, достигнув макси- 
мума, вновь убывает. Возрастание № приводит 
к более резкому проявлению поверхностного 
эффекта по сравнению с тем случаем, когда во 
всем проводе имеется такое же значение Le, как 
на поверхности провода Такой характер влия- 

— ния непостоянства в можно предвидеть на 
Hm основании вышеприведенных формул, получен- 

0 Нте ных при условии p» = const, из которых сле- 
дует, что чем больше в, тем быстрее затухает 

Рис. . 120. волна. 
На рис. 121 приведены кривые зависимо- 

сти амплитуды плотности тока %$т от коорди- 
наты 2 для плоской волны в случаях: и = ре = const и p const. При 
этом = есть расстояние от поверхности ферромагниткой среды, отсчиты- 
ваемое в глубь ее. Кривые, изображенные на рис. 121. построены при одина- 
ковых в обоих случаях значениях тока. На рис. 122 приведены кривые изме- 
нения амплитуды магнитной индукции. При в = сопз{ величина Вт сначала 
убывает медленно вследствие явления насыщения, а на некоторой глубине резко 
падает практически до нуля. 

би Ар и 

Рис. 121. Рис. 122. 

Непостоянство м и связанное с ним быстрое затухание волны приводят 
к увеличению активного сопротивления провода. Этому способствуют также 
потери на гистерезис. Можно показать (Л. Р. Нейман, «Поверхностный 
эффект в ферромагнитных телах»), что активное и внутреннее реактивное сопро- 
тивления проводов из ферромагнитного материала при резком проявлении 
поверхностного эффекта с большой точностью выражаются формулами, аналс- 
гичными по своей структуре формулам при & = const, а именно: 

L y/o. _ | У“ 
ау oy Я и 7 Хвнутр = 0.67 

где р, — значение абсолютной магнитной проницаемости на поверхности про 
вода, определяемое по основной кривой намагничивания при действующем 
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\ 

значении напряженности магнитного поля Негейст на поверхности провода. 

I 
Реличина Неейст находится из еоотношения Нодедст = вытекающего и y 

из закона полного тока, причем / — действующее значение тока в проводе 
и и — периметр сечения провода. Эти формулы весьма точны, если Нте больше 
того значения Hy», при котором и имеет максимум, но и при меньших значе- 
ниях те OHH могут быть использованы для ориентировочных подсчетов. 

Из таблицы, приведенной в § 88, видно, что ‘электромагнитная волна 
в ферромагнитной среде даже в предположении p == const уже при частоте 
f = 50 гц практически полностью затухает на глубине нескольких миллиметров. 
Негостоянство № способствует еще более быстрому затуханию волны. Поэтому. 
последние формулы, полученные из уравнения плоской волны, оказываются 
справедливыми практически во всех случаях, когда в качестве токоведущих 
частей тех или иных устройств используют рельсы или иные стальные массив- 
ные провсдники фасонкого профиля. 

$ 93. О комплексных магнитной и диэлектрической. проницаемостях 

При исследовании периодических электромагнитных процес- 
сов в ферромагнитных средах потери энергии, связанные с пере- 
магничиванием среды, могут быть учтены введением в уравнения 
электромагнитного поля комплексной абсолютной магнитной 
проницаемости: 

В, =" = pe” = pcosp — 1 5$, 
т 

равной отношению комплексных амплитуд магнитной индукции 
и напряженности магнитного поля. 

Понятие о комплексной магнитной проницаемости впервые 
было введено в 1913 г. В. К. Аркадьевым и оказалось весьма 
полезным при многих исследованиях и расчетах. В частности, 
формулы, приведенные в предыдущем параграфе, получены с ис- 
пользованием понятия о комплексной магнитной проницаемости 
и с допслнительным учетом зависимости № от Ни, характерной 
для ферромагнитных веществ. 

Введение комплексной магнитной проницаемости дает воз- 
можность учесть потери на гистеризис, а также, когда это суще- 
ственно, и потери, возникающие в ферромагнитной среде вслед- 
ствие явления магнитной вязкости. Введение комплексной маг- 
нитной проницаемости с целью учета потерь на гистерезис соот- 
ветствует замене гистерезисной петли равным ей по площади 
эквивалентным эллипсом, что дает возможность пользоваться 
при исследовании периодических процессов в ферромагнитной среде 
символическим методом. 

Аргумент ф комплексной магнитной проницаемости представ- 
ляет собой угол запаздывания по фазе эквивалентной синусоиды 
магнитной индукции от эквивалентной синусоиды напряженности 
магнитного поля. Модуль » равен отношению B,/H,, амплитуд 
этих эквивалентных синусоид.
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Введение комплексной магнитной проницаемости дает возмож- 
ность при периодических процессах написать второе уравнение 
Максвелла для ферромагнитной среды, в которой имеют место 
потери на перемагничивание, в той же форме, что и для среды, 
в которой эти потери отсутствуют. В частности, в случае плоской 
волны второе уравнение Максвелла для ферромагнитной среды 
приобретает вид: " 

dE mx 
42 = jopH my, 

тогда как для среды, в которой отсутствуют потери на перемагни- 
чивание, это уравнение имеет вид: 

dE mx oe 
ee = OP ny. 

При исследовании электромагнитных процессов в несовершен- 
ном диэлектрике, в котором имеют место потери энергии при 
изменении поляризации, в случае синусоидального изменения 
напряженности электрического поля во времени весьма полезным 
является введение комплексной абсолютной диэлектрической про- 
ницаемости: 

-_ _ os 
е = —" = ce № — =с03® — je ind. 

При этом ф есть угол, на который запаздывает по фазе сину- 
соидально изменяющееся электрическое смещение D oT синусо- 
идально изменяющейся напряженности электрического поля Е. 
Этот угол представляет собой так называемый угол потерь в ди- 
электрике. 

В этом случае первое уравнение Максвелла для плоской элек- 
тромагнитной волны приобретает вид: 

Введением комплексной диэлектрической проницаемости можно 
учесть и потери в среде от токов пповодимости, что весьма важно, 
когда рассматривается электромагнитное поле в несовершенном 
диэлектрике, имеющем отличную от нуля удельную проводимость J 
и когда плотности токов смещения и проводимости соизмеримы 
друг с другом. При этом первое уравнение Максвелла принимает 
ВИД: | 

dH m , .. у | 1\ Е 
а = 1 их + /ФеЁ т». = JO (e—j) Е mx 

Обозначая 

e— jo = €Ccos) — | ( esiny + +) ее’ = ее №, 
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мы можем это уравнение написать в форме: 

dH m 

dz 
~ = jwe'E,, 

совершенно аналогичной форме этого же уравнения: 

dH m 

dz 
—_ — jock ms 

для случая диэлектрика, в котором отсутствуют потери. 
Таким образом, использование понятий о комплексной маг- 

нитной проницаемости и о комплексной диэлектрической прони- 
цаемости дает возможность написать основные уравнения электро- 
магнитного поля при периодических процессах в простой и сим- 
метричной форме и в общем случае, когда в среде имеют место 
потери энергии того или иного вида. | 

§ 94. Неравномерное распределение переменного магнитного потока 
в плоском листе 

Исследуем случай, когда плоский проводящий лист пронизч- 
вается переменным синусоидальным потоком Ф, линии магнатной 
индукции которого направлены вдоль 
листа перпендикулярно заштрихован- 
ному на рис. 123 сечению. Рассмотре- 
ние этого случая представляет большой 
интерес, так как сердечники трансфор- 
маторов и электромагнитов, а также 
участки магнитных цепей электриче- 
ских машин, пронизываемые перемен- 
ным магнитным потоком, обычно соби- 
рают из листовой электротехнической 
стали. Переменный магнитный поток 
индуктирует электродвижущие силы 
в контурах, расположенных в плоско- 
стях, нормальных к линиям магнитной 
индукции. В этих контурах под дей- 
ствием индуктированных 9. д. с. возникают вихревые токи. Как 
магнитный поток, так и вихревой ток распределяются неравномерно 
по сечению листа. Обычно длина / листа и его высота A (рис. 123) 
значительно превосходят его толщину 4. При этом можно пренеб- 
речь искривлением линий тока у краев листа и считать линии 
тока прямыми, направленными параллельно поверхности листа 
и перпендикулярно линиям магнитной индукции. Расположим оси 
координат так, как показано на рис. 123, т. е. так, чтобы, как 
и раньше, вектор Е был параллелен оси ОХ и вектор Н был парал- 
лелен оси ОУ. Начало координат поместим в середине сечения листа 

Рис. 123.
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При Я > dul » 4 электромагнитную волну можно считать пло- 
ской. Сделаем допущение, что р = const. При этом остаются 
в силе уравнения, полученные в $ 87. Следовательно, имеем: 

Ap = Ae” +- A,e"**, E,=— 

rye 

= У = +) у ар 

Однако граничные условия теперь оказываются иными, нежели 
для случая, исследованного в $ 87. Электромагнитные волны про- 
никают в лист с двух его сторон, и на обеих поверхностях листа 
векторы В и, соответственно, векторы Н должны быть одинаковы 
по величине и направлению. Это требование соблюдается при усло- 
вии: A, = A, = А. Следовательно, 

H, = Ale” +e’) = 2A chaz; 

By = 2Apch az = Вто ch az; 

$ = 1E = —2Aash az = — 7" shaz, 

где Ви, = 2Ap представляет собой значение Ви в середине листа` 
(при г = 0). Обычно нас интересует среднее значение B., индук- 
ции по сечению листа. Комплексная амплитуда этого среднего зна- 
чения получается как среднее значение комплекса Ви на толщине 
листа: 

а а 

2 ру ad 
’ . В sh - 2 

Втр =-т | Bade = a | haz dz B аа ° 

а а —° 

= == 

Для нахождения самих действительных амплитуд индукции 
и плотности тока необходимо взять модули найденных выражений. 
Имеем: 

Чу 
\sh az |? = sh (kz -+ jz) sh (kz — jhz) = 9282 an 2kz , 

|ch az |? = ch (kz + jkz) ch (kz — 1 kz) = ch 2kz + cos 28. 

Следовательно, 7 

в. = В. И 0 Но 2. 5 | | Bom ya She =e The
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На рис. 124 приведена кривая Ви/Втш в функции от 9№2. 
На поверхности листа г = 4/2 и 2kz = kd. Для -электротехни- 

| 

___ ом.м 

| = 50 гц и а = 0,5 мм параметр kd = у“ а имеет значение: 

kd = 0,7. 
Из кривой на рис. 124 видно, что при этом значении Ad неравно- 

мерность распределения магнитного потока еще практически 
не заметна. 

Однако при той же толщине листа 8 Bn 
и | = 2000 гц получаем kd = 4,4, и 7 Bng 
соответственно, отношение амплитуды 
индукции на поверхности В, к ампли- 6 
туде индукции В, в середине листа ; 
оказывается равным Вши,/Вт = 4,5. 
Отсюда видно, что для звуковых ча- 
стот толщина листа 0,5 мм недопустимо 7 
велика. При звуковых частотах она 
должна быть порядка 0,05—0.10 мм. 
При радиочастотах уже и при таких 
малых толщинах листа поток распреде- 
ляется весьма неравномерно по тол- 212 
щине листа — вихревые токи сильно 0 ! 2 9 4 § 6 
ослабляют поле в середине листа. При 
высоких частотах находят применение Рис. 
сердечники, спрессованные из тончай- 
шего ферромагнитного порошка и изолирующего материала. 

Определим потери P, на вихревые токи в листе с учетом нерав- 
номерности распределения магнитного потока. Активная мощ- 
ность, расходуемая в проводящей среде и отнесенная к единице 
объема, равна квадрату действующего значения плотности тока, 
деленному на удельную проводимость среды. Следовательно, 

ческой листовой стали имеем : и = 1000 po, 1 = 10: ипри 

Ч
 

<
 

_
 

\
 

Ww
 

~
~
 

124. 

2 а |2 В2 
as — = Ga = | rte (ch 2kz — cos 242). 

Так как |a|=) py, To 
dP, © 
= В (ch 222 — cos 22). 

Выразим В», через амплитуду средней по сечению листа 
индукции из выражения: 

sh + V nat 3 ae V ch kd —cos kd 
Bn ср = B mo ad = Вто уз kd = Bing —— kd —. 
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Следовательно, 

dP о всп 2kz — cos 22 
WV = Вт ep GZ, Red ch kd — cos kd ° 

Потери P, в объеме всего листа получим, умножая удельные 
АР» 

потери т; на длину [, на высоту В и на элемент толщины 42 листа 
dV 

и интегрируя по толщине листа. Получаем: 
а 

2 7 dP, о ЗП АД — «т Аа Р, = #1 | dz = Вт eplh 4 4a kd ch kd — чо kd * 
d 

2 

Таким образом, потери, отнесенные к единице объема всего 
листа, выражаются в виде: 

Р 2 w 
8 = Bn ew zz kd 

sh kd — sin kd 

Po = Td ch kd — cus kd ° 

Нетрудно убедиться, что при kd < 1 эта формула переходит 
в формулу: 

P,= ky Ра? Вии cps 

полученную во второй части с пренебрежением явлением поверх- 
к 

= — Коэффици- су op ностного эффекта. В последней формуле Ry 

ент формы синусоиды. 

$ 95. Неравномерное распределение тока 
в цилиндрическом проводе кругового сечения 

Рассмотрим явление поверхностного эффекта при прохожде- 
нии переменного тока по цилиндрическому проводу кругового 
сечения. Предположим, что обратный провод находится настолько 
далеко, что влиянием переменного магнитного потока, вызван- 
ного током в нем, на распределение тока в исследуемом проводе 
можно пренебречь. Естественно выбрать цилиндрические коор- 
динаты 2, ги 0, совместив ось OZ с осью провода (рис. 125). 
Линии электрического тока направлены параллельно оси OZ. 
Вследствие осевой симметрии линии магнитной индукции пред- 
ставляют собой окружности, лежащие в плоскостях, нормальных 
к оси провода, с центрами на этой оси. Таким образом, вектор 8 
имеет единственную составляющую 9, и вектор Н — единствен- 
ную составляющую Hy. Поэтому в дальнейшем опустим индексы 
y 6, и Hy. Однако будем помнить, что 8 и Н суть проекции векто- 

ров, а не их модули и, следовательно, они могут иметь как поло-
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жительные, так и отрицательные значения. В силу осевой сим- 
метрии 5 и Н зависят только OT г. 

Для нахождения связи между 5 и Н воспользуемся уравне- 
НИЯМИ: 

ан. 
> 8. Е = rotH = 8; гоЁ Е = —в -. 

Магнитодвижущая сила вдоль контура abcda, ограничиваю- 
щего заштрихованную на рис. 125 площадку, равна: 

— Нав + (H+ Sh dr) (r + dr) d8 = 5 r dr dé + H dr а 

причем в правой части отброшен член третьего порядка малости. 

Рис. 125. Рис 126. 

Величина площадки, ограниченной контуром абсаа, равна 
ds = гаваг. Следовательно, в данном случае, когда вектор H 
имеет только одну составляющую Hy = Н, имеем: 

ОН Н 
rot, H = >=-+—, r 

и первое уравнение Максвелла представляется в виде; 

0H H 

oe ta =8. (*) 

Электродвижущая сила вдоль контура gkmng, ограничиваю- 
щего заштрихованную на рис. 126 площадку, имеет значение: 

Е&— (Е+ 5dr) dz = — 57 dr de. 

Разделив на величину площадки ds = 4г 42, получаем в дан- 
ном случае, когда вектор Е имеет только одну составляющую 
E,=E, 

OE
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Следовательно, второе уравнение Максвелла может быть 
написано в форме: 

дЕ ЭН. 
“та 

Или 
да _ ОН an 
or PY or: mo") 

Дифференцируя уравнение (*) по ¢, а уравнение (**) по г, 
имеем: 

1 0H | @H _ 08 0 2H 
т 9 дтаг = ‘9? or = №1 Gar: 

Из этих соотношений с учетом уравнения (**) получаем урав- 
нение для плотности тока: 

025 | 08 08 

or Tr or РТ or: 

Дифференцируя уравнение (*) по г и используя уравнение (**), 
получаем уравнение для напряженности магнитного поля: 

эн пон нН_ On 
Or? r or re PY op: 

Если TOK, а следовательно, также $ и Н являются синусон- 
дальными функциями времени, то, вводя комплексные выраже- 
ния мгновенных значений плотности тока и напряженности маг- 

НИТНОГО ПОЛЯ: 

= ие" И Н = He!" 

в уравнения (*)и (**) и сокращая Ha общий множитель е/', полу- 
чаем их в виде: 

dH Hm __ Ч . 

> + = 0, (*) 

dB 
— = foe: (**) 

Соответственно, вместо уравнений с частными производными 
для $ и Н получаем обыкновенные линейные дифференциальные 
уравнения для их комплексных амплитуд: 

428 1 4 d?H 1 dH H . 
Ge ре = т па” тие Oe = В 
Введением новой переменной 

. / e 

х=гу — jopy 
последние два уравнения приводятся к более простому виду: 

d28m , 1 48т 0. Ни 1 dita (1—5) _ 
а ТГ х ах + Bq =0; dx? +\! Hy = 0. 
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Эти уравнения являются частными случаями уравнения Бес- 
селя: 

ay та (1) у=0. x2 

Функции, удовлетворяющие уравнению Бесселя, называются 
функциями Бесселя. Общий интеграл уравнения может быть 
написан в виде: 

у = AJ, (x) + ВМ, (x), 

где A и В — произвольные постоянные; J, (x) — функция Bec- 
cea первого рода порядка п; N, (x) — функция Бесселя второго 
рода порядка п. 

Уравнение для плотности тока получается из общего урав- 
нения Бесселя, если в нем положить п = 0. Уравнение для напря- 
женности магнитного поля получается, если положить п = |. 
Следовательно, общие интегралы этих уравнений могут быть 
представлены в виде: 

Sm = Ао (x) + В.М (x); Ни = А, (х) + В.М, (x), 

где J, (x) и №. (x) — бесселевы функции первого и второго рода 
нулевого порядка, a J, (x) и №, (x) — бесселевы функции первого 
и второго рода первого порядка. 

Обозначим радиус сечения провода через R. Постоянные Ay 
и B, и, соответственно, A, и В, определяются из граничных усло- 

вий при г = Ои при г = РЮ, т. е. прих = Ои прих = ВУ — jopy. 
Из подробного рассмотрения бесселевых функций следует, 

что J, (0) = 1и; (0) = 0, вто время как № (0) = con М, (0) = oc. 

Так как ни $,,, ни Ни Ha оси провода не могут иметь бесконечно 
больших значений, то В, = Ou В, = 0. 

Итак, для плотности тока имеем выражение: 

от = А (x). 

J) (x) можно представить в виде ряда: 

x’ x4 x8 
о (х) = 1—5: + 24 dete: 

что легко проверить подстановкой в уравнение для $. 
Постоянная А, равна комплексной амплитуде плотности 

тока 5 на оси провода. Следовательно, 
—_ x2 — ж x? 

bn = био I-E+ т — (2-4-6)? +...) = 

— $ оо (x) = 6 mod ye”. (***)
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J, (x) есть комплексное число, так как х является числом ком- 
плексным. Через 6, обозначен модуль, а через В, — аргумент 
комплексного числа J, (x). 

Напряженность магнитного поля может быть получена из 
уравнения (**): 

Я 1 48 _ V—jout din _ AB mp 
m jopy 4 — jowy dx _ У —jopry ах 

ИЛИ | 
H — 5 то (-= и 

п У-ю dx 

Дифференцируя ряд J, (xX), находим: 
И Sma x x3 хз x’ 

Ag = Ув (5 254 1246 91078 +...) — 

то В ” = J, (x) = be. ут = у (.. 
Полученный новый ряд представляет собой не что иное, как 

бесселеву функцию J, (x) первого рода первого порядка. Через 5 
обозначен модуль, а через В, — аргумент комплексного числа J 1x), 

r V we Y By Bo by By 

0 1 0 0 —45 
| 1,015 14.20 0.501 —37,84 
2 1,229 52.08 1.041 —16,73 
3 1,950 96.52 1.800 415,71 
4 3,439 138,19 3,173 53.90 
5 6,231 178.93 5,812 93,55 
6 11,501 219.62 10,850 133,45 
7 21,548 260,29 20.500 173,51 
8 40.817 300,92 39.0/0 213.69 
9 77.957 341.52 74.971 953,95 

10 149,831 382.10 144.586 294.27 

В таблице даны значения модулей 65, и В и аргументов By и Py 

комплексных величин Jy (ГИ —jopy) и Л (ГУ —ои1) при 
нескольких значениях величины 76 VY wpy. 

Так как 6, с увеличением ГИ wrt монотонно возрастает, то 
амплитуда плотности тока имеет наименьшее значение на оси 
провода, и отношение амплитуд тока на поверхности провода 
и на его оси будет тем больше, чем больше угловая частота, удель- 
ная проводимость, магнитная проницаемость и радиус провода КЮ. 
Что же касается угла By, то он также монотонно возрастает с уве- 
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личением ГУ wey, и в тех случаях, когда r V wey достигает 
больших значений, фаза плотности тока на некотором расстоянии 
от оси может оказаться прямо противоположной фазе плотности 
тока на оси, а при дальнейшем увеличении г может снова совпасть 
с фазой плотности тока на оси, и так далее. Зависимости вели- 

чин 82 8m0 = 0) и в OT ГУ why даны на рис. 127. На рис. 128 
показаны на временной диаграмме векторы, характеризующие 
распределение плотности тока по величине и фазе вдоль радиуса 

провода, причем в конце каждого 
18 270° вектора помечено соответствующее 

6 2 значение г VY opt. 
4! о 

12 и 180 Г 6 —— 

10 on at ый Lg 

6 Omp 7190 ~ иг 

4 ay. 60° ay © aS (a 

2 = 30° iw К ee 
== ГРУШИ 5 a 

0 f 2 J 4 9 6 7 . —/2 

Рис. 127. Рис. 128. 

Рассмотрение рис. 127 и 128 приводит нас к тем же общим физи- 
ческим положениям, которые были установлены выше и которые 
характеризуют явление поверхностного эффекта во всех без 
исключения случаях. Электромагнитная волна проникает внутрь 
провода сквозь его поверхность из диэлектрика, окружающего 
провод. По мере проникновения волны в глубь провода она посте- 
пенно затухает, и амплитуды напряженности электрического 
поля и, соответственно, плотности тока убывают. При этом коле. 
бания по мере проникновения в глубь провода все более запазды- 
вают по фазе по отношению к колебаниям на поверхности провода. 

$ 96. Активное и внутреннее индуктивное сопротивления 
цилиндрических проводов кругового сечения 

Согласно соотношению, установленному в $ 90 для провода 
кругового сечения, имеем: 

IE те 

иН те 
2 внутр =f+ ]Хвнутр =
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где Ёи, и Ни, — значения E,, и H,, на поверхности провода, т. е. 
при г = R; / — длина провода и и — периметр его сечения. 

_ Zenymp о Г Хвн,тр Ё внут р 

R У opt Го ° Го Го [ внутр, 0 

0 ] 0 | 0 | 
1 1,013 7,06 1.0001 0,1247 0,9976 
2 1,180 24.01 1.080 0,481 0,961 
3 1,625 35,81 1,318 0.951 0,846 
4 2,168 39,29 1,678 1,373 0,686 
5 2;680 40,39 2.043 1,737 0.556 
6 3,180 41,17 2,394 2.093 0,465 
7 3,679 41,78. 2,744 2.450 — 0,400 
8 4,179 42.23 3,096 2,814 0,352 
9 4,679 42,57 3,446 3.165 0,313 

10 5,179 42.83 3,796 3,522 0,275 

Используя выражения (***) и (=) из предыдущего параграфа 

и связь $„ = Eq, получаем: 

1.(RV =o) 
Jy (R V —jop%) 

. l - 
r+ ]Хвнутр = 1918 у— JOT 

Сопротивление провода при постоянном токе равно: fy = 
кА? ° 

Следовательно, 

внутр _ Г. 4 j Zenyme — RV —jopt (ВУ — jox') 

Го ro Го 2 Л, (КУ — joey) 

14 

Так как У—]=е 4, то имеем: 

—_ т 

внутр __ К Уъьл Doe e 1 (Foe — Pre — +) __ “enymp е® 
——_—_ = — — 9 

’ _ 2внутр COS Ф Xenymp Zenymp Sin Ф 
— —— 9 — == e 

lo ro ro ry 

Здесь bo, и b,, — значения модулей В и b,, a Bo, H Bi, — значения 
аргументов В, и В, комплексных величин J, (x) и, (x) при г = К, 

т. е. на поверхности провода (при x = R Y — оц). 
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Угол, на который запаздывает по фазе напряженность маг- 
нитного поля относительно напряженности электрического поля 
на поверхности провода, равен: 

у ? = Boe — В, — 

Отношение внутренней индуктивности [ внутр при переменном 

токе к ее значению Leyymy,o MPH постоянном токе нетрудно найти, 
x 

если принять во внимание, что Leyymy = 22 и что Ley ymy,0 = 
pl И . = =—. Имеем: 
8x 10 50 

[ внутр — внутр Го — ИА P внут) 

Г внутр, 0 Го внутр, 0 08 бтутр,й 7 |0 70 40 

| 8 бнитр р 

— Хвнутр о = Np mp, 0 ro rR? «Ш 06 <“ b um 30 
NLA 

Xenymp 8 

= — 5. 04 2 ‚ 20 
о (R V op) Г YY a 

ор 
02 ZA 10 В таблице даны отношения ° И внут 

| L . Zonymp Г Xoxnymp т ИТР и угол С AVWLY 
fo oo OY 0 2 4 6 в W 

$ в зависимости от ЮУ wp. 
Ha рис. 129 приведены кри- Рис. 129. 

вые —^, "р y мии ха. 
0 Го [ внутр. 0 

рактеризующие возрастание активного и внутреннего индуктивного 
сопротивлений провода и уменьшение его внутренней индуктив- 

ности при увеличении параметра R | шьт. При возрастании пара- 

метра ЮУ wpy — отношение ь, Стремится к единицеи разность 

Boo — Bi, стремится К т/2, а следовательно, угол Ф стремится 
К 1/4, 

Поэтому при больших значениях параметра имеем: 

внутр К V ot ay . 7 Хвнутр —_ К ФВ Y SES е у; мм —^, 
lo 2 ro lo 2 2 

что совпадает с результатом, полученным в $91 при рассмотре- 
нии случая резкого проявления поверхностного эффекта, если 
учесть, что для провода кругового сечения необходимо положить 

5 к Ю 

и 9Ю 2°
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Введя обозначение * cet = %, можно дать приведенные 

в таблицах приближенные выражения для отношений — внутр. 
0 0 

И [внутр 

Ё внутр, 0 

хх 1 х > | х > 30 

r ха | 3 a a — + 0 265 & ro 1+ até | *t . 

хх | х» | 

внутр 2 хз и Ш 3 ~ % 

Го 6 64x ~ 

Ёвнитр i x4 ] 3 7 | 

[ внутр, о 6 х 646 ~ y 

Если x > 30, то при расчете активного сопротивления про- 
вода его условно можно заменить эквивалентным трубчатым 
проводом с тем же внешним радиусом и равномерным распреде- 
лением тока по сечению. Для определения толщины 6b стенки 
эквивалентного трубчатого провода, называемой иногда экви- 
валентной глубиной проникновения тока, имеем: 

l [ 

вю — p= ох = TRY х. 

Следовательно, 
2 ] b= = Ут. 

$ 97. Эффект близости. Поверхностная закалка 
индукционным методом 

Если в непосредственной близости друг от друга расположено 
несколько проводников с переменными токами и каждый из них 
находится не только в собственном переменном магнитном поле, 
но и в магнитном поле других проводников, то распределение 
переменного тока в каждом проводнике будет несколько отли- 
чаться от того, которое имело бы место, если бы этот проводник
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был уединен. Этот эффект носит наименование эффекта близости. 
Он приводит к дополнительному увеличению активного сопро- 
тивления проводников. 

_ В случае двухпроводной линии передачи, в проводах которой 
токи протекают в противоположных направлениях, эффект бли- 
‚зости приводит к тому, что плотность тока на сторонах провод- 
ников, обращенных друг к другу, оказывается большей, чем 
на противоположных сторонах. Это можно объяснить стремлением 
тока избрать путь, при котором полное сопротивление получается 
наименьшим. Хотя дополнительная неравномерность распреде- 
ления тока ведет к возрастанию активного сопротивления про- 
вода, но индуктивное сопротивление при этом уменьшается, так 
как вследствие сближения прямого и обратного тока уменьшается 
эквивалентная индуктивность контура. 

Поверхностный эффект и эффект близости широко исполь- 
зуются при поверхностной закалке стальных изделий индукцион- 
ным методом. В виде примера рассмотрим плоский контур, по кото- 
рому протекает ток высокой частоты. Если поднести контур 
близко к плоской поверхности стального тела, то в этом теле 
вблизи его поверхности возникнут индуктированные токи. Эти 
токи, согласно принципу электромагнитной инерции, будут 
направлены противоположно току в указанном выше контуре, 
называемом в данном случае индуктором. Эффект близости при 
этом проявлется в том, что ток в теле стремится следовать за про- 
водниками индуктора. Придавая проводникам индуктора ту или 
иную форму, можно соответствующим образом направлять токи 
в теле и получать нагревание поверхностного слоя тела для 
целей последующей закалки только в требуемых местах. Если 
поверхность тела не плоская, то и индуктору необходимо придать 
соответствующую форму. Метод поверхностной закалки разра- 
ботан в СССР В. П. Вологдиным и другими. 

$ 98. Электромагнитное экранирование 

Для защиты элементов электрических цепей, например кату- 
шек самоиндукции, электронных ламп, электроизмерительных 
приборов и т. д., от влияния на них переменных электромагнит- 
ных полей применяют металлические экраны. Если защищаемый 
элемент цепи окружить сплошной металлической оболочкой, 
то при достаточной ее толщине внешнее электромагнитное поле 
практически не проникает внутрь оболочки, что ясно из произ- 
веденного выше рассмотрения процесса проникновения электро- 
магнитной волны в проводящую среду. Подобные оболочки носят 
название электромагнитных экранов. Ясно, что такой экран ока- 
зывается также практически непроницаемым и для переменного 
электромагнитного поля, ‘созданного элементом электрической 
‘цепи, заключенным в его полости, т. е. экран защищает также все



222 Переменное электромагнитное поле в проводящей среде [Гл. 8 

приборы, расположенные вне его, от влияния поля, существую- 
щего внутри него. 

Физически экранирующее действие может быть объяснено 
возникновением токов в стенках экрана, создающих поле, которое 
компенсирует их вызывающее внешнее поле. Эти токи могут рас- 
сматриваться как вихревые токи. 

Для получения эффективного экранирующего действия тол- 
щину стенок экрана необходимо взять порядка длины волны A 
в веществе экрана. Действительно, в $ 88 мы убедились, что 
на расстоянии, равном длине волны в проводящей среде, электро- 
магнитная волна практически полностью затухает. Как видно 
из таблицы, приведенной в $ 88, при частоте | =500 000 гц 
длина волны в меди получается примерно равной 0,6 мм. 
Поэтому при радиочастотах нет необходимости применять для 
экранов ферромагнитные материалы, которые нежелательны вслед- 
ствие зависимости их магнитной проницаемости от напряжен- 
ности поля и явления гистерезиса. Обычно применяют экраны 
из хорошо проводящего материала, например из меди или алю- 
миния. При технической частоте | = 50 гц медный экран оказн- 
вается эффективным лишь при значительной толщине стенок, так 
как длина волны в меди при этой частоте имеет порядок 6 см. При 
таких низких частотах можно воспользоваться экраном из ферромаг- 
нитного материала, в котором электромагнитная волна затухает 
значительно быстрее, чем в меди, если, конечно, потери в фер- 
ромагнитном экране не прелятствуют его применению. Ферро- 
магнитный экран оказывает экранирующее действие и при постоян- 
ном поле, как это было показано в § 65. При переменном поле 
его экранирующее действие значительно возрастает вследствие 
дополнительного экранирующего эффекта токов, возникающих 
в стенках экрана. 

$ 99. Экспериментальное исследование и моделирование 
электрических и магнитных полей 

Наряду с расчетом электрических, магнитных и электромаг- 
нитных полей имеет большое практическое значение их непосред- 
ственное экспериментальное исследование в реальных устрой- 
ствах, а также их экспериментальное исследование методом моде- 
лирования. 

Для экспериментального обследования электрического поля, 
например электрического поля в воздухе около изолятора высо- 
кого напряжения, можно воспользоваться тем обстоятельством, 
что удлиненное тело из металла или из диэлектрика с ев > в,, 
внесенное BO внешнее электрическое поле, стремится располо- 
житься вдоль линий напряженности этого поля. Прикрепим 
маленькую стрелку из тонкой и узкой алюминиевой ленты или 
из соломинкИ в ее середине к волосу, натянутому между кон-
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цами небольшой стеклянной вилки. Вилку прикрепим к концу 
длинного стержня из изолирующего материала, служащего для 
ввода стрелки в исследуемое поле. Стрелка должна свободно вра- 
щаться на волосе. При внесении стрелки в исследуемое поле она 
располагается вдоль линий напряженности поля. 

оместим изолятор и стрелку между источником света и белым 
листом бумаги и устроим освещение так, чтобы на листе бумаги 
получалась резкая тень от изолятора и от стрелки. При этом 
мы получаем возможность обрисовать на листе бумаги тень изо- 
лятора и тень стрелки. Перемещая стрелку в различные положе- 
ния в поле изолятора, каждый раз будем проводить черточку 
на бумаге вдоль ее тени. При большом количестве черточек на 
бумаге отчетливо намечается направление линий напряженности 
исследуемого поля. Эти линии надлежит проводить так, чтобы 
черточки были к ним касательны. Имея картину линий напря- 
женности поля, легко провести перпендикулярные им линии 
равного потенциала. Если подобрать расстояния между линиями 
напряженности поля и между линиями равного потенциала так, 
чтобы удовлетворились требования к форме ячеек сетки поля, 
сформулированные в $ 24, то картина поля даст возможность 
судить и о величине напряженности поля в разных точках. 

Величину напряженности поля можно измерить и непосрелд- 
ственно, пользуясь маленькой безэлектродной неоновой лампой. 
Располагая лампу в некоторой точке поля в направлении линии 
напряженности, увеличивают напряжение на изоляторе до тех 
пор, пока лампа He вхлыхнет. Лампа вспыхивает при определен- 
HOH напряженности поля, которая может быть определена пред- 
варительно путем помещения лампы в нарастающем известном 
поле. Производя опыт в разных точках исследуемого поля, опре- 
деляют напряжения на изоляторе, при которых вспыхивает 
лампа в этих точках поля. Результаты измерений дают возмож- 
ность путем пропорционального пересчета определить напря- 
женность в разных точках поля при одном напряжении на изо- 
ляторе. 

Для исследования постоянного магнитного поля или магнит- 
ного поля, изменяющегося с небольшой частотой, но не меняю- 
щего своей конфигурации, можно воспользоваться аналогичным 
методом, помещая в различные точки поля свободно вращаю- 
щуюся стрелку из ферромагнитного материала и наблюдая поло- 
жения, которые занимает стрелка в этих точках поля. Для иссле- 
дования магнитного поля можно использовать также явление 
электромагнитной индукции. Помещая в разные точки поля не- 
большй виток или катушку и измеряя с помощью баллистического 
гальванометра электрический заряд, переносимый сквозь попе- 
речное сечение провода катушки при убывании потока до нуля, 
или измеряя действующее значение или амплитуду э. д. с., индук- 
тируемой в катушке при периодически изменяющемся потоке,
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можно вычислить значение потока, сцепляющегося с витками 
катушки. Отыскивая положение катушки около данной точки 
поля, при котором поток имеет наибольшее значение, получаем 
направление вектора В, перпендикулярное плоскости катушки. 
По величине потока при этом находим величину магнитной индук- 
ции в сеэедине катушки. Катушка должна быть столь малых раз- 
меров, чтобы в пределах ее поле мало отличалось OT одно- 
родного. 

Исследование электрического поля постоянного тока в про- 
водящей среде производится весьма просто. Если среда твердая, 
можно исследовать поле только на ее поверхности. Если же 
среда жидкая или рыхлая, то представляется возможным иссле- 
довать поле и внутри нее. С этой целью вводят в среду зонд, 
представляющий собой тонкий металлический стержень, изоли- 
рованный по всей длине, кроме небольшого отрезка на конце. 

Зонд принимает потенциал той точки среды, в которой нахо- 
дится его открытый конец. Разность потенциала зонда и потен- 
циала какой-либо другой неизменной точки среды может быть 
измерена вольтметром или при малых разностях потенциалов 
высокоч "вствительным гальванометром. Сопротивление вольт- 
метра или гальванометра должно быть достаточно велико, чтобы 
ток через них, выходящий из конца зонда в среду, не вызывал 
заметного изменения потенциала в месте расположения конца 
зонда. Наиболее точные результаты могут быть получены при 
использсвании для измерения разности потенциалов компенса- 
ционного метода. Помещая конец зонда в различные точки иссле- 
дуемого поля, можно найти в них потенциалы, что дает возмож- 
ность построить поверхности равного потенциала или линии 
равного потенциала на поверхности среды или в каком-нибудь 
сечении среды. Линии напряженности электрического поля, 
а в однородной в отношении проводимости среде и линии тока, 
проводят перпендикулярно поверхностям равного потенциала. 
На поверхности среды линии тока лежат в этой поверхности и, 
следовательно, они перпендикулярны к линиям равного потен- 
циала на этой поверхности. 

Зная разность потенциалов двух близлежащих поверхностей 
равного потенциала и расстояние между ними в данном месте 
поля, можно без труда определить величину напряженности 
электрического поля в этом месте. Можно напряженность поля 
измерить и непосредственно, если воспользоваться двойным 
зондом, состоящим из двух вышеописанных одиночных зондов, 
открытые концы которых расположены на небольшом опреде- 
ленном расстоянии друг от друга. Измеряя разность потенциа- 
‚лов зондов и деля ее на расстояние между концами зондов, полу- 
чаем значение составляющей вектора напряженности электри- 
‚ческого поля в направлении линии, соединяющей концы зондов. 

‚Экспериментальное исследование электрических и магнитных
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полей в тех или иных технических устройствах — изоляторах, 
приборах, машинах, аппаратах — имеет большое значение для 
правильного проектирования этих устройств. Экспериментальное 
исследование растекания тока в проводящей среде имеет боль- 
шое значение для правильного проектирования заземляющих 
устройств, а также для определения так называемых блуждаю- 
щих постоянных токов в земле, ответвляющихся в землю от 
рельсовых путей городского электрического транспорта и вызы- 
вающих разъедание проложенных в земле металлических труб 
и оболочек кабелей. 

Постоянное электрическое поле в диэлектрике при отсутствии 
объемных зарядов, постоянное магнитное поле в области вне 
токов и постоянное электрическое поле в проводящей среде 
в области вне источников э. д. с. описываются аналогичными 
уравнениями, имеющими соответственно вид: 

104 Е = 0 (Е = — эгад 0); D=cE, divD = 0; (а) 

го Н = 0(H = — гад О „); В =вН, divB = 0; (6) 

го{ Е =0(E=—gradU); = YE, div8 =0. (B) 

Поэтому, если одинаковы геометрические конфигурации обла- 
стей пространства, в которых существуют эти поля, если анало- 
гичны граничные условия на границах областей и если подобны 
относительные распределения значений е, ми внутри областей, 
то картины этих полей будут подобны друг другу. 

Это обстоятельство может быть использовано для моделиро- 
вания одного поля другим. Из вышеизложенного следует, что 
проще всего и с наибольшей точностью удается экспериментально 
исследовать электрическое поле в проводящей среде. Поэтому, 
естественно, исследование постоянных электрических полей в ди- 
электрике и постоянных магнитных полей вне токов заменять 
исследованием электрического поля в проводящей среде на соот- 
ветствующих моделях. Важно при этом, чтобы при моделировании 
было соблюдено геометрическое подобие областей, в которых 
существует поле, а также соблюдены требуемые граничные усло- 
вия. Если среда однородна, то требование правильного распреде- 
ления значений Y внутри области отпадает. 

Для исследования плоскопараллельных полей используют 
металлические листы или листы из проводящей бумаги, выре- 
занные по определенной фигуре, изображающей область исследуе- 
мого поля. К некоторым частям границ листа подводят и отводят 
ток, определенным образом распределяя его вдоль этих частей 
границ. Остальные части границ листа будут, очевидно, линиями 
тока. Если моделируется, например, плоскопараллельное маг- 
нитное поле около каких-нибудь частей машин или аппаратов, 
то границы. листа, вдоль которых подводится ток, соответствуют 
границам, вдоль которых. распределена магнитодвижущая сила,
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вызывающая магнитное поле, а границы, вдоль которых в листе 
ток не подводится и которые являются линиями тока, соответ- 
ствуют границам, вдоль которых не распределена м. д. с. и кото- 
рые, следовательно, являются линиями равного магнитного 
потенциала. На рис. 130 изображена область abcdefga в электри- 
ческой машине, в которой существует магнитное поле в воздухе 
между полюсом и якорем и в пространстве между полюсами. 
На рис. 131 изображен фигурный лист, на котором может быть 
обследовано поле тока, аналогичное магнитному полю в машине. 

Рис. 130. 

Чтобы исключить в машине область, где протекают токи, обмотка 
на сердечнике полюса условно предположена сжатой к линии ab, 
Вдоль этой линии определенным образом распределена м. д. с. 
Так же следует распределить ток, входящий в лист по линии ab. 
Линии bed и ера в машине суть линии равного магнитного потен- 
циала. Линии bed и еса в листе — линии тока. Поэтому всем 
линиям равного магнитного потенциала в поле машины будут 
соответствовать линии тока в листе и всем магнитным линиям 
в поле машины будут соответствовать линии равного электри- 
ческого потенциала в листе. Последние легко могут быть экспе- 
риментально найдены при помощи щупа К и гальванометра G. 

Для обследования пространственных полей можно применить 
ванну со слабо проводящей жидкостью, в которую погружены 
металлические тела (электроды) и тела из изолирующего веще- 
ства определенной формы. К металлическим телам линии тока 
подходят перпендикулярно их поверхностям, тела из изолирую- 
шего вещества обтекаются линиями тока. Надлежащим образом 
подбирая форму тел и самой ванны, можно моделировать в такой 
ванне магнитное поле или электрическое поле в диэлектрике 
около той или иной интересующей нас системы намагниченных 
или заряженных тел. Во избежание появления э. Д. с. Поля- 
ризации около электродов пользуются переменным током низкой 
частоты, который распределяется в ванне практически так же, 
как и постоянный ток при отсутствии этих э. д, с.
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В электролитической ванне можно моделировать не только 
постоянные и изменяющиеся с малой частотой магнитные и элек- 
трические поля, но и поля вектора скорости в газовой или жидкой 
среде при отсутствии турбулентного движения, а также поля 
других физических величин, если эти поля описываются уравне- 
ниями, аналогичными по форме уравнениям электрического поля 
постоянного тока в проводящей среде (в случае однородной среды— 
уравнением Лапласа). 

Сплошную среду электрической модели можно заменить, допу- 
ская известную степень приближения, большим числом элемен- 
тов, составленных из сопротивлений, т. е. заменить, как говорят, 
электрической решеткой или сеткой. На 
рис. 132 изображен элемент из шести 
сопротивлений, заменяющий параллеле- 
пипед, вырезанный из сплошной среды. 
Применение электрических сеток для при- 
ближен ного решения уравнений Лапласа 
предложено С. А. Гершгориным в 1929 г. 

Этот метод может быть распростра- 
нен и на исследования быстро-перемен- Рис. 132. 
ных полей, уже не описываемых уравне- 
нием Лапласа. Переменные электромагнит- 
ные поля отличаются от постоянных электрических и магнитных 
полей тем, что в них появляются токи электрического смещения и 
индуктируемые переменным магнитным потоком 9. д. с. В элек- 
трической модели это можно учесть введением в ‘каждый элемент 
модели, помимо сопротивлений, также конденсаторов и индуктив- 
ных катушек. На этом принципе Л. И. Гутенмахером разработаны 
так называемые электроинтеграторы. Вводя в эти элементы, кроме 
вышеуказанных деталей, еще усилители и дополнительные про- 
водимости, определяющие отбор или генерирование энергии в 
элементе, представляется возможным решать при помощи элек- 
троинтеграторов весьма разнообразные задачи. 

Отметим, наконец, что для непосредственного исследования 
переменного электромагнитного поля в проводящей среде, т. е. 
для изучения явления поверхностного эффекта, можно исследо- 
вание вести в устройствах геометрически подобных действитель- 
ным устройствам, но линейные размеры / которых уменьшены 
или увеличены в некоторое число раз. При этом; как следует 
из вышеизложенной теории поверхностного эффекта, необходимо, 
чтобы в модели и в оригинале оставалась неизменной безразмер- 

ная величина / wy, называемая критерием подобия. 
Для непосредственного исследования переменного электро- 

магнитного поля в диэлектрике в геометрически подобных моде- 
лях критерием подобия является при периодических процессах 

величина Jw Уре и при любых процессах величина —V re, 

gw = => — 
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rye ¢— промежуток времени, отсчитываемый от начального 
момента времени. Действительно, отношение ИЁ в модели (1/&) 

и в оригинале (/2/t,) должно быть равно отношению скоростей 
| 

| Уве, 
и в оригинале 9. = УЕ, откуда AL 7 Уве, = РУ Шоео = const. 

2-3 

‚ В области теории и практики моделирования приоритет 
и большие заслуги принадлежат советским ученым: академикам 
Н. Н. Павловскому, A. Н. Крылову, М. В. Кирпичеву, а также 
С. А. Гершгорину, Л. И. Гутенмахеру, Н. В. Королькову, 
Д. Ю. Панову и др. 

распространения электромагнитных волн в модели 4, 

$ 100. О параметрах электрических и магнитных цепей 

При исследовании электромагнитных явлений в электриче- 
ских и магнитных цепях одной из основных задач является уста- 
новление параметров, характеризующих эти цепи и отдельные 
их элементы. Теория электрических цепей базируется на введе- 
нии параметров отдельных участков цепи, из которых основ- 
ными являются индуктивности, емкости и сопротивления. 

Помимо указанных основных параметров, вводят в рассмотре- 
ние еще множество других, находящихся в известной связи с этими 
параметрами или имеющих самостоятельное значение. Так, маг- 
нитные цепи принято характеризовать их магнитным сопроти- 
влением, равным отношению магнитодвижущей силы к магнит- 
ному потоку в цепи. При синусоидальном изменении магнитного 
потока можио ввести более общий параметр — комплексное маг- 
нитное сопротивление, характеризующее также и потери энергии 
‘на гистерезис и на вихревые токи в магнитной цепи. При иссле- 
‘довании электрических цепей при синусоидальных переменных 
токах вводят понятия об активных и реактивных сопротивлениях 
и проводимостях участков цепи, которые в простейших цепях 
находятся в функциональной зависимости от индуктивностей, 
емкостей и сопротивлений отдельных элементов цепи. При синусо- 
идальном изменении токов вводят также более общие параметры — 
комплексное электрическое сопротивление и комплексную про- 
водимость. Многие элементы цепей характеризуются их специ- 
‚фическими параметрами. Так например, основные свойства трех- 
-электродной электронной лампы определяются не только ее вну- 
тренним. сопротивлением, но и коэффициентом усиления. 

Из всего рассмотренного выше следует, что только для стати- 
‚ческих или стационарных режимов всем этим параметрам может 
быть придано вполне определенное значение и что при переменных 
-процессах использование их существенно осложняется. Так 
‘например, распределение магнитного поля около какого-либо
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электрического контура при заданном электрическом токе в кон- 
туре зависит не только от формы контура, но и от распределения 
тока внутри проводника, образующего контур. Только при 
постоянном токе распределение тока при заданных электрических 
свойствах проводника однозначно определяется геометрической 
формой проводника. Соответственно, только при постоянном токе 
такой важнейший параметр электрической цепи, как ее индуктив- 
ность, вполне определяется при заданных магнитных свойствах. 
среды геометрическими размерами и формой контура цепи. При 
изменении тока во времени изменяется распределение тока по сече- 
нию проводников, образующих контур тока, исоответственно 
изменяется распределение в пространстве магнитного потока, 
сцепленного с контуром, а следовательно, изменяется и индуктив- 
ность контура. Так, при периодических процессах, как мы имели 
возможность убедиться в этой главе, электрический ток распре- 
деляется преимущественно в поверхностном слое проводника, 
что ведет к ослаблению магнитного поля внутри проводника 
и к уменьшению индуктивности цепи. При синусоидальном токе 
индуктивность является функцией угловой частоты тока. При 
несинусоидальном периодическом токе она, очевидно, будет 
являться функцией также формы кривой тока. При непериоди- 
ческих изменениях тока индуктивность, принципиально говоря, 
будет являться, хотя бы NO одной только указанной причине — 
неравномерности распределения тока в проводнике — сложной 
функцией времени. 

От скорости изменения тока зависит в еще большей мере 
активное сопротивление проводника. Строго говоря, это утвер- 
ждение относится и к емкости конденсатора, так как неравно- 
мерное распределение переменного тока по ширине обкладок 
конденсатора должно вызывать перераспределение потока элек- 
трического смещения в диэлектрике, а следовательно, приводить 
к некоторому изменению емкости конденсатора. 

Критерием того, следует ли считаться с рассмотренными 
явлениями, служит соотношение между промежутком времени, 
необходимым для прохождения электромагнитной волны внутрь 
проводника от его поверхности до центральных частей попереч- 
ного сечения, и промежутком времени, в течение которого ток 
в проводнике успевает измениться на заметную величину посрав- 
нению со своим максимальным значением. При периодических 
процессах этот критерий сводится к соотношению между длиной 
электромагнитной волны внутри проводника и линейными раз- 
мерами поперечного сечения проводника. Если длина волны 
в проводящей среде имеет порядок или меньше линейных раз- 
меров поперечного сечения проводника, то явление поверхност- 
ного эффекта становится заметным. Мы видели, что длина электро- 
магнитной волны в проводящей среде даже при сравнительно. 
низких частотах весьма невелика.
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Мы начали рассмотрение вопроса о параметрах цепей при пере- 
менных токах с анализа влияния на величины этих параметров 
процессов, происходящих внутри проводников, потому что эти 
процессы приходится учитывать уже при сравнительно медленных 
изменениях тока. Вопрос о параметрах цепи еще больше ослож- 
няется, когда токи и напряжения в цепи изменяются столь быстро, 
что за время заметного их изменения электромагнитные волны 
не успевают распространиться в диэлектрике вдоль всей цепи. 
Так как скорость распространения электромагнитных волн в ди- 
электрике велика, например, в воздухе она равна приблизительно 

3-10°—, TO учитывать ее конечное значение при не очень протя- 

женных цепях приходится лишь при весьма быстрых изменениях 
тока и напряжения. В тех случаях, когда можно не считаться 
с конечной скоростью распространения волн в диэлектрике, 
электрическую цепь называют цепью с сосредоточенными пара- 
метрами. При периодических процессах критерием допустимости 
рассмотрения цепи, как цепи с сосредоточенными параметрами, 
является малость линейных размеров цепи и ее элементов по срав- 
нению с длиной электромагнитной волны в диэлектрике. При 
частоте f = 50 гц длина электромагнитной волны в воздухе равна 
A = 3-108/50 = 6.10° м = 6000 км. Поэтому при этой частоте 
обычные электромагнитные устройства и электрические цепи, 
за исключением длинных линий передачи, рассматриваются как 
обладающие сосредоточенными параметрами. Периодические про- 
цессы в них часто называют квазистационарными процессами. 

Если цепь можно рассматривать как обладающую сосредото- 
ченными параметрами, но приходится учитывать явление поверх- 
ностного эффекта, то вводят понятие об эквивалентных парамет- 
рах цепи. Эти эквивалентные параметры зависят уже не только 
от геометрической конфигурации элементов цепи и от электри- 
ческих и магнитных свойств материалов, но и от скорости происхо- 
дящих в цепи процессов. Понятие об эквивалентных параметрах 
обычно еще более расширяют, включая в них влияние различных 
факторов. Например, при определении эквивалентной индуктив- 
ности принимают во внимание влияние вихревых токов, которые 
возникают в расположенных вблизи от проводников цепи массив- 
ных проводящих телах, и влияние намагниченности сред. Послед- 
нее обстоятельство в случае ферромагнитных материалов приводит 
еще к зависимости индуктивности от тока в цепи, т. е. приводит 
к нелинейным связям. Нелинейные связи возникают, как мы 
видели, и в случаях, когда другие параметры, например сопроти- 
вления или емкости, зависят от напряжений и токов. Введение 
эквивалентных параметров цепи во многих случаях позволяет 
с достаточной точностью производить расчеты квазистационарных 
процессов, пользуясь методами, аналогичными методам, исполь- 
зуемым для расчета стационарных процессов. Ярким примером
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этого служит сопоставление методов расчета сложных электри- 
ческих цепей с сосредоточенными постоянными параметрами 
при переменном токе (символический метод) и при постоянном токе. 

Если протяженность электрической цепи столь велика, что 
промежуток времени, необходимый для прохождения электро- 
магнитной волны вдоль цепи, становится сравнимым с промежут- 
ком времени, в течение которого токи или напряжения в отдель- 
ных участках цепи успевают заметно измениться, то такую цепь 
уже нельзя характеризовать сосредоточенными параметрами. 
В простейшем случае, когда цепь имеет большую протяженность 
лишь в одном направлении, вводят понятие о параметрах, рас- 
пределенных по длине цепи. Примером таких цепей являются 
однородные линии. Другим примером могут служить обмотки 
трансформаторов и электрических машин, которые при распро- 
странении вдоль них волн тока и напряжения с длительностью, 
‘измеряемой микросекундами, должны рассматриваться как цепи 
с распределенными параметрами. Для характеристики подобных 
цепей вводят параметры, отнесенные к единице длины цепи. 

Однако и этот метод становится уже невозможным в тех слу- 
чаях, когда длина электромагнитной волны в диэлектрике срав- 
нима с размерами устройств во всех направлениях. С такими 
условиями мы встречаемся в технике ультракоротких волн, 
длины которых измеряются сантиметрами и которые находят 
широкое применение в современной радиотехнике. При столь 
быстрых процессах уже невозможно характеризовать устройство 
определенными параметрами: индуктивностью, емкостью и сопро- 
тивлением. Невозможно говорить также и о параметрах, распре- 
деленных вдоль какого-то одного направления. Электрические 
колебательные системы при столь коротких волнах приобретают 
весьма своеобразный вид — это полые металлические тела, внутри 
полостей которых возбуждаются электромагнитные волны в ди- 
электрике, многократно отражающиеся от стенок тел. В таких 
системах возможна настройка в резонанс, причем резонансные 
частоты определяются размерами и формой тел. Весьма своеоб- 
разную форму принимают при столь коротких волнах и устрой- 
ства, служащие для передачи электромагнитной энергии, полу- 
чившие название волноводов. Это металлические трубы, внутри 
которых распространяются электромагнитные волны в направле- 
нии осей труб. По отношению к подобным устройствам затруд- 
нительно применение понятия об электрической цепи в его обыч- 
ном смысле. Для расчета электромагнитных процессов в подоб- 
ных системах необходимо прибегать к решению уравнений элек- 
тромагнитного поля с учетом соответствующих граничных условий. 
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