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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Второе издание этой книги состоит из двух частей..

Первая часть есть некоторое улучшение первого
издания. Существенных изменений здесь не

произошло— исправлены лишь замеченные недочеты, в

отдельных местах упрощены доказательства, уточнены
числовые константы.

Вторая часть написана Н. П. Корнейчуком и
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наиболее важные результаты, непосредственно
связанные с идеями, изложенными в первом издании,

полученные в математической литературе уже после

выхода в свет первого издания.

Самому Николаю Павловичу Корнейчуку и его

ученикам
—

научным сотрудникам Днепропетровского
государственного университета — принадлежит
существенная доля среди этих результатов.

Я выражаю Николаю Павловичу свою глубокую
благодарность за это дополнение, значительно

повысившее актуальность криги.
В свою очередь мы оба выражаем благодарность

А. М. Полосуеву за участие в улучшении книги.

Я благодарю также Е. Я. Ремеза, обратившего
мое внимание на неполноту некоторых приведенных
в книге числовых материалов, и Ю. Я. Доронина за

помощь по их проверке и исправлению.

С. М. Никольский



§ 1. ПРОСТЕЙШИЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ

Пусть нам надо вычислить приближенно
определенный интеграл от некоторой положительной
непрерывной функции f(x) на отрезке [а, Ь].

Очень простое приближенное выражение интеграла
представляет собой величина площади

прямоугольника, основанием которого служит отрезок [a, b], a

высотой ордината /1 а1Г ] графика f(x) в средней

точке
а + Ь

этого отрезка (рис. 1).

Рис. 1.

*-л?

Мы получили, таким образом, приближенную
квадратурную формулу

ъ

jf(x)dx™(b-a)f(Z±±), (1.1)

имеющую смысл для любой непрерывной функции, не

обязательно положительной.



Левая часть здесь равна правой, бели функция
f(x) есть произвольная линейная функция Ах-\-Вг
где А и В — постоянные. Мы будем говорить в> связи

с этим, что наща приближенная квадратурная
формула точна для любой функции f(x),
представляющей собой произвольную линейную функцию.
Мы рассмотрели простейшую квадратурную

формулу прямоугольников. Несколько более сложной
является формула трапеций. В случае положительной:

функции f(x) она сводится к тому, что определенный,
интеграл заменяется числом, равным площади

трапеции, сторонами которой является отрезок [а,Ь] оси

Оху отрезки прямых х = а и х = Ь и хорда АВ

графика функции (рис. 2).

->~л?

Рис. 2.

Таким образом, квадратурная формула трапеций
представляет собой следующее приближенное
выражение:

ь

jf(x)dx~±(b-a)[f(a) + f(b)], (1.2)

имеющее смысл для произвольной непрерывной (не
обязательно положительной) функции.

Квадратурная формула трапеций (1.2), так же

как формула прямоугольников, точна для всех

линейных функций, у = Ах + 5, графики которых
представляют собой всевозможные прямые.

Наконец, мы рассмотрим еще одну широко

распространенную на практике квадратурную формулу-^
б



формулу Симпсона. Она (в случае положительной

функции) сводится к тому, что определенный
интеграл приближенно выражается площадью фигуры,
ограниченной осью Ох, прямыми х = а, х = Ь и

параболой второй степени, проходящей через точки

графика функции /(а:), имеющие абсциссы а,

(рис. 3).

>y*ftxp

а + Ь
и Ь

Рис. 3.

Эта формула имеет следующий вид:

о

j f(x)dx~^{f(a) + 4f(l±±) + f(b)}. (1.3)

Из способа получения формулы Симпсона

непосредственно вытекает, что она точна для всех

многочленов

р2 (х) = а0 + ахх + а2х2 (1.4)

второй степени. Графики-этих многочленов

представляют собой всевозможные параболы второй степени,
оси которых направлены параллельно оси Оу.

Более того, хорошо известно, что формула
Симпсона на самом деле является еще лучшей: она точна

не только для многочленов второй степени, но и для
всех многочленов

Рз (Х) — а0 + а1Х + а2*2 + а3*3

третьей степени.



В самом деле, мы можем представить многочлен

Р3 в виде

Рг{х) = Р2{х) + аъх\

где РгМ определяется равенством (1.4). Тогда
ь ь ъ

Г Рг (х) dx = Г Р2 (х) dx + аг J xzdx =

а а а

Ь

= jp2(x)dx+^-(b*-a%
а

Но уже известно, что

ъ

j P2(x)dx =^-{p2(a) + 4P2(^-) + P2(b)}.
а

С другой стороны, величину
■—- (б4 — а4) можно

формально записать в виде

^(6«-а^) = -^|-(а^=а + 4(аз^=в_^+(а3^=^
Отсюда следует равенство
ь

jp3(x)dx = -^-[p3(a) + 4P3(^) + P3(b)]i
а

Мы рассмотрели три квадратурные формулы.
Первые две из них — формулы прямоугольников и

трапеций — точны для многочленов первой степени.

Третья — формула Симпсона — точна для многочле-

аов третьей степени.

Этими конкретными примерами мы ограничимся.
Скажем только, что можно построить бесчисленное
множество квадратурных формул, точных для всех

многочленов

Рт (х) = а0 + ахх + а2х2 + .., + атхт

любой наперед заданной степени т. Источником

получения таких формул могут служить классические

интерполяционные многочлены Лагранжа,

8



Зададим на отрезке [а, Ь) произвольную систему
из т + 1 точек:

которые мы будем называть узлами, и поставим

задачу: требуется построить многочлен Рт{х) степени

т, совпадающий с заданной функцией f(x) в этих

Рис. 4.

точках. Требуется, таким образом, чтобы
одновременно выполнялись равенства

f(xk) = Pm(xk) (* = 0, 1, ..., т).
Как известно, искомый многочлен, носящий

название многочлена Лагранжа, будет единственным и

выражается следующей формулой:

Pm(x) = 2QW(x)f(xk),
где QW представляет собой многочлены степени т>

определяемые равенствами

_

(*-xo)(x-xl)"-(x-xk-l)(x-xh+l)-"(*-*m)

(k = 0, 1, ..., m).
На рис. 4 мы схематически изобразили графики

функции f(x) и ее интерполяционного многочлена

Лагранжа четвертой степени, совпадающего с f(x) в пяти

равноотстоящих точках отрезка [а, Ь]^

9



Интерполяционным многочленом Лагранжа можно

воспользоваться для получения квадратурной
формулы, точной для многочленов степени т.

Действительно, в качестве приближенного выражения
определенного интеграла от функции f(x) на отрезке [а, Ь]
можно взять определенный интеграл на этом отрезке
от интерполирующего функцию f(x) многочлена

Рт(х). В результате мы получим
Ь Ь т < Ъ

j f(X)dx~ I л. (*)<**=2'(**) I w*^*
a a 0 a

ИЛИ

b m

jf(x)dx^^ipkf(xk), (1.5)
a 0

где
b

Pk
= SQ%(x)dx (Л-0, 1,— m). (1.6)

a

Приближенное равенство (1.5), определяет
некоторую квадратурную формулу, точную для
многочленов степени т.

Многие классические квадратурные формулы
имеют такое происхождение.

Например, формулу Симпсона мы получим, если

в (1.5) и (1.6) положим т = 2,л;о = а> хг =
а

"Г ,

х2 = Ь.

Нетрудно видеть, что, наоборот, если при помощи

заданных различных между собой точек хи отрезка
[а, Ь] и чисел р'к (k = 0, 1, ..., т) получена

квадратурная формула
Ъ т

j"f(*)</*~ £/#(*,), (1.7)
а О

точная для всех многочленов Рт(х) степени т, то эта

формула вытекает, как было показано выше, из

соответствующей интерполяционной формулн Лагранжа
т

f(*)~| <?<*>(*)/(**>

построенной по узлддо х&.

10



В самом деле, наряду с формулой (1.7)
рассмотрим квадратурную формулу (1.5), где числа pk опре^
деляются при помощи равенств (1.6). Обе формулы
определяются одной и той же системой узлов хь,
(k = 0, 1, ..., m), и обе они точны для многочленов

степени т*), в частности, для функций х1 (1=0, 1, ...

...,т). Отсюда следует, что должны выполняться

равенства
т

2(Р*-Р04 = О (' = 0, 1, ..., т). (1.8)

Определитель системы (1.8)
1

*0

[ *0

• • •

...

...

1

Хт

представляющий собой определитель Вандермонда,
для системы различных точек хц, (k = 0, 1, ..., т) не

равен нулю, а это возможно, лишь если

Рк = Рк (* = 0, 1, *.�* т).

Наряду с формулой (1.5) введем другую

квадратурную формулу
d m

\F{u)du^PkF{x'k) ^-бО
с 0

cd следующими свойствами:

а) Pk-Pk= (d— c):(b — a) (k = 0, 1, ..., m);
б) узлы х0 < х{ < ... < хт принадлежат к

отрезку [с, d] и делят его в том же отношении, как

узлы Xk делят [а, Ь]:

(х1 — с):(х] — с): ... :(*;-*) =
= (х0 — a):(xi — a)z ... : (хт — а).

Формулу (1.5') мы будем называть подобной

формуле (1.5).

*) Мы называем многочленом степени т функцию
do + d\X + ... + атхт, где Да (k = 0, 1, ..., т) — произвольные
(в том числе и равные нулю) коэффициенты.

Л



Покажем, чта подобные формулы (1.5) и (1.5')
одновременно точны для многочленов степени т.

В самом деле, если R(u)—многочлен степени т, то и

R(c + ±=±(x-a))
— многочлен степени т. Поэтому
d Ъ

[R(u)du~j^l R{c + j=±{x-a))dx =
с а

т т

о о

Из сказанного выше и из единственности

квадратурной формулы (1.5'), имеющей заданные узлы

хо> • • •
> хт е \.с> d] и точной для многочленов

степени т, следует, что если эти узлы удовлетворяют
условиям б), то они удовлетворяют и а), т. е. веса

формулы (1.5') получаются из весов pk умножением

о —- а

Формулу
a m

J* / (x) dx ~ J] pkf {xk)r xk e= [- a, a],
-a 0

мы будем называть симметрической, если

выполняются условия

pk = pm-b 4= —

Xm-k (6 = 0, 1, ..., m).

Отметим, что, если в выведенной выше формуле
(1.5) отрезок [а, Ь] на самом деле имеет вид [—ауа]
и узлы Xh s {—а, а] удовлетворяют условию
симметрии: Xk = —xm-k, то отсюда автоматически следует,
что pk = pm-k> т. е. формула (1.5)—симметрическая.

В самом деле, легко проверить, что из условий
xk = —xm-k следует, что

Q&4-x) = Q%-*{x) (* = 0, 1, ,.., т)

12



й тогда

а а

Рт-к = J ОЙ1"»» (*) <** = J Qg> (- *) Л-
-а -а

а

- J*Q£>(")d« = P*.
—а

Формула (1.5), точная для всех многочленов

степени т, на самом деле может оказаться точной для
многочленов степени, большей чем /п, как это имеет

место в случае формулы Симпсона. Наилучшими в

этом смысле квадратурными формулами являются

известные формулы Гаусса, соответствующие таким

расположениям т + 1 узлов х0, хи ..., хт, при
которых квадратурная . формула оказывается точной

для всех многочленов степени 2т + 1. Что такие

расположения узлов возможны, будет доказано в § 17.
В § 5 приводятся частные случаи формулы Гаусса
для отрезка [—1, +1].

Отметим еще квадратурные формулы Чебышева,
которые определяются из условия: при т узлах
х\9 ...

I. Хт формула должна быть точной для

многочленов степени т и иметь равные множители при

ординатах. В общем виде квадратурные формулы
Чебышева для отрезка [—1,+1] записываются

следующим образом:

i »

Jf(*)d*~4-2/<*A>. 0-9)
-i i

где узлы Xk подбираются согласно указанному выше

условию. То обстоятельство, что множитель в правой
части этой квадратурной формулы равен 2/т,
следует из того, что она должна быть точна для f (х) = 1.
В § 5 приводятся первые четыре квадратурные
формулы Чебышева для отрезка [—1, +1].

П. Л. Чебышев ([17], т. III, стр. 49—62) показал,
что такие квадратурные формулы существуют для
случаев т=1, 2, ..., 7, 9 и являются симметрическими.
Вследствие этого последнего свойства при четных

13



m = 2, 4, 6 они являются точными для функции
хт+г, следовательно, не только для многочленов

степени т, но и т+1. Оказывается, что при т = 8 и

m ^ 10 формула (1.9) уже не существует (см. [3]).
Формула (1.5) может оказаться точной только

для многочленов степени, меньшей, чем т9 или

неточной для каких бы то ни было многочленов.

Формула (1.5), точная для многочленов степени

т, если она соответствует узлам xk = a-\ =— k

(& = 0, 1, ..., т), делящим отрезок [а, Ь] на.равные
части, носит название квадратурной формулы Ко-
теса*).

В дальнейшем условимся чисто формально всякое

выражение вида
m-l

M/)=2p*f(**), (l.io)
0

где pk — произвольные числа и Хп
— произвольные

точки, принадлежащие отрезку [а, Ь], независимо от

происхождения чисел ри и Xk> считать приближенным вы-

ражением определенного интеграла функции f(x) на

отрезке [а, Ь] и в связи с этим приближенное равенство
* ъ

jf(x)dx~L(f) (1.11)
а

называть квадратурной формулой, определяемой
весами pk и узлами хъ

Заметим, что определенный интеграл

удовлетворяет условиям аддитивности и однородности:

ь ь ъ

j[f(*) + 4>(x)]dx=jf(x)dx+ jq>(x)dx,
а а а

Ь Ъ

С J f(x)dx=j Cf(x)dx,
а а

*) Более полные сведения об упомянутых и других

квадратурных формулах читатель может, например, найти в книгах

В. Л. Гончарова [4], Ш. Е. Микеладзе [9], В. И. Крылова [8],
И. С. Березина и Н. И. Жидкова [2], Н. С. Бахвалова [1].
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где f(x) и ф(д:)—интегрируемые на отрезке [а, Ь]
функции, а С — постоянная. Этим же свойствам
аддитивности и однородности удовлетворяет
функционал *) (1.10):

L(f + <p)-L(fl + I(q>), CL(f) = L(Cf).
»

§ 2. КЛАССЫ ФУНКЦИИ

Многообразие всех интегрируемых функций весьма

обширно. Если рассматривается какой-либо вполне

определенный метод приближенного интегрирования
функций, то нет возможности указать заранее
величину оценки приближения для всех вообще
интегрируемых функций. Эта оценка просто равна со.

Обратимся, например, к методу трапеций. Можно,
очевидно, построить функцию, равную нулю на

концах отрезка [а, Ь] и такую, что определенный интеграл
от нее на этом отрезке будет больше любого наперед
заданного числа. Ошибка приближения определенного
интеграла такой функции по методу трапеций (1.2)
равна самому этому интегралу и может, таким

образом, быть как угодно большой.

Выход из положения находят в том, что оценки

приближения получают для тех или иных достаточно

узких классов интегрируемых функций. Такими

весьма распространенными в современном анализе

классами функций являются прежде всего классы

дифференцируемых функций и классы функций,
удовлетворяющих условиям Липшица.
Мы можем, например, рассматривать класс

функций, который мы обозначаем через W^{M\a,b),
непрерывных на некотором отрезке [я, Ь] и имеющих

на нем кусочно-непрерывную**) производную /'(я),

*) Если каждой функции / из некоторого класса функций
по некоторому закону приведено в соответствие число L(f)y то

L(f) называется функционалом, определенным на этом классе

функций.
**) Если отрезок [а, Ь] можно разбить точками a<Xi<x2<...

... < хп < Ь на конечное число отрезков, в каждом из которых

функция f(x) имеет непрерывную производную, то говорят, что

f(x) имеет на [a/b] кусочно-непрерывную производную. Здесь

надо учесть^ что в точках деления хи x2l ..., хп предполагается

только существование односторонних производных: правой и левой.
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удовлетворяющую на этом отрезке неравенству

\Г(х)\<М.

Более хорошими дифференциальными свойствами
обладает класс ■ W&(M\ a, b) функций, непрерывных
на отрезке вместе со своими первыми производными
и имеющих на нем вторую кусочно-непрерывную
производную, удовлетворяющую неравенству

1Г(*)1<А1.

Обобщая эти классы, мы приходим к классу
WW(M\ а, 6), где г — натуральное число. Класс
WW(M;a, b) состоит из функций, заданных на

отрезке [а, Ь]9 непрерывных и имеющих непрерывные
производные до (г—1)-го порядка включительно и

кусочно-непрерывную производную r-го порядка,
удовлетворяющую на этом отрезке неравенству

\РЧх)\<М. (2.1)

Можно еще ввести промежуточные классы.

Например, если 0<а^1, то будем считать, что

На(М\ а, Ь) = Wi°*Ha(M; а, Ь) обозначает класс

функций /(х), заданных на отрезке [а, Ь] и

удовлетворяющих для всех точек х и х' этого отрезка неравенству

\f(x)-f(x')\^M\x-x'\a.

Вообще, если г — целое неотрицательное и 0<
<сс ^ 1, мы можем определить класс WWHW(M; a, b)
функций f(x)9 заданных на отрезке [а, Ь], имеющих на

нем непрерывные производные порядка г,

удовлетворяющие для всех х и xf из [а, Ь] неравенству

| fr) до _ f(r) ^,j \^M\X — X'F.

Обозначим еще через W^H^(a,b) (без значка М)
класс всех функций, каждая из которых
принадлежит при некотором М к классу WWHW(M\ a, b).

Введенные таким образом классы W(rWW(a,b)
составляют весьма детальную классификацию
непрерывных и дифференцируемых функций. При
увеличении r + а дифференциальные свойства функций,
принадлежащих к WWHW(a9b), улучшаются. Если
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rx'+ ai < r2'+ &2, tq класс Wir2) Н{аг) (a, b) составляет

часть класса W{ri)H^(at b).
Полезно иметь в виду следующее обобщение

классов W(W*){a,b).
Вводится в рассмотрение непрерывная на отрезке

[a, b] функция со (х), удовлетворяющая условиям

(о (0) = 0, 0 < со (х2) — со (х{) < со (х2 — хх) (2.2)

для всех хи x2i для которых а ^ Х\ ^ х2 ^ Ь.
Функция f(x), заданная на отрезке [а, Ь\ по определению,
принадлежит к классу WWH<*(a,b)y если она имеет

на этом отрезке производную f(r)(x) порядка г,
удовлетворяющую неравенству

1/(г) (х2) — fr) (хг) | < со (х2 — х{) (а < х1 < х2 < 6). (2.3)

Класс W(r)Hia)(M; a, b) совпадает с классом

W^Hb (a, b), если

со (а:) = Мха.

Неравенство (2.2) для функции Мха вытекает из

результатов приведенного ниже в этом параграфе
примера 3.

Если на отрезке [a, b] задана произвольная

непрерывная функция cp(#), то модулем ее непрерывности
на отрезке [a, b], соответствующим данному
положительному числу б, называется величина со (б),
определяемая при помощи равенства

со (6) = max | ф (*") — ф (х') |,
\х"^х' |<6

где а <; х', х" <; 6.
Таким образом, со (б) есть наибольшее среди

чисел |ф(#")—ф (#')!> соответствующих различным
парам точек х' и х" отрезка [а, Ь], удовлетворяющих
неравенству \х? — х'\ <; б, со (б) есть монотонно

неубывающая функция от б, так как если 0 <; б' < б", то

со (60= max |ф(*") —ФМК
|x"-jc'|<S'

< max | ф (х") — ф (х') | = со (6").
• !*"-*'!< б"

Из непрерывности ф(л:) на замкнутом отрезке [а, Ь]
следует свойство ее равномерной непрерывности на
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[a,b]r которое эквивалентно, как легко видеть,

следующему соотношению: .

Итсо(6) = 0 = со(0). (2.4)

Далее, если б = 6i + б2, где 6j ^ 0 и б2 ^ О и

если хг и х"— точки отрезка [а, й], для которых имеет

место \х"— х'|^б, то, очевидно, на отрезке [а, Ь]
найдется такая точка х0, что для нее одновременно
выполняются неравенства \х' — Хо|^бь W— #о|^
^ б2. Отсюда следует:

(о(6)= max 1ф(*") —ф(*01<

< max {|Ф(л:0 — Ф(*о)1 + |ф(*") — ф(*о)П <

|*"-*о1<в2

< max | ф (л;') — ф (х0) | + max | ф (х") — ф (л;0) | =

= <*(6г) + (й(62). (2.5)

Свойство монотонности функции (о (б) и

соотношение (2.5) можно объединить, очевидно, в

следующие два неравенства:

О < со (6") — со (60 < © (6" — 60, (2.6)

которые должны иметь место для любых б' и б",
удовлетворяющих неравенствам 0^6'^ 6".

Из (2.4) и (2.6), очевидно, следует непрерывность
со (б) для всех 6^0.

Заметим, что если непрерывная на отрезке [а, Ь]
функция ф(лг) имеет модуль непрерывности со (б), то,

очевидно, она' принадлежит к определенному выше

классу На,(а, Ь) = WV>H„(a, Ь).
Еще лучшими свойствами, сравнительно с

функциями классов W<r>#©(a, 6), обладают аналитические

функции.

Возможны также некоторые видоизменения изложенной

классификации. Можно ввести класс w£ {М; а, Ь) функций,

заданных на [а, 6], имеющих абсолютно непрерывную производную
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порядка г —1 и производную f(r)(*) порядка Г, обладающую тем

свойством, что

<М (р>1),^\fr)(x)fdxj
где интеграл понимается в смысле Лебега.

Некоторые сведения, связанные с этими классами, мы

будем приводить в дальнейшем мелким шрифтом. В этом случае
мы будем предполагать знание у читателя простейших свойств
функций, интегрируемых (суммируемых) по Лебегу в р-й
степени (см., например [14] и [15]).

Заметим, что если функция <р(я) измерима и ограничена на

отрезке [а, 6], то имеет место равенство

'

| ф (х) f dx 1 = supvrai | <р (х) | = М, (2.7)

правая часть которого есть так называемый существенный
максимум *) |ф (х) | на отрезке [а, Ь].

В самом деле,

Ob
yiP

откуда
Hm |ФЬ <Af. (2.8)
р->оо Р

С другой стороны, если Е обозначает множество точек

отрезка [а, о], на котором

|q>(*)|>Af — в

(где 8 > 0), а тЕ — меру Е, то

откуда

IФ кв > ( J (Af - е>Р ^)UP «(М - е) (т£)Ч

Ит ПфИх, >ЛГ-е,
р->оо

р

и так как 8 произвольно, то

Ит |ФЬ >М. (2.9)
р->оо Р

*) Это есть наименьшее число М, обладающее тем

свойством, что множество всех х из отрезка [а, 6], для которых

|ф(*)|> Л1, имеет меру нуль.
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что

Из (2.8) и (2.9) следует (2.7). Поэтому естественно считать,

W{r) (М; а, Ъ) = Wf (M; а, Ь).

Рис. 5.

При р = 1 будем писать W{p (М; а, Ь) вместо W{p (М; я, Ь),

Пример 1. Рассмотрим функцию \х\ на отрезке
[—1, +1]. Ее график изображен на рис. 5.

Она непрерывна на отрезке [—1,+1] и имеет на

нем кусочно-непрерывную производную.
Действительно, на отрезке [—1,0]
производная от \х\
непрерывна и равна всюду
— 1, считая, как обычно,
что при х = 0
производная берется левая, а при
х = —1—правая. На

отрезке [0, 1] производная
также всюду непрерывна
и равна +1. По
абсолютной величине

производная от |л:| на всем отрезке [—1,+1] равна единице.
Отсюда следует, что функция \х\ принадлежит к

классу 1^(4(1;—1,1).
Однако наша функция не принадлежит к классу

W^(M\—1,+1) ни при каких значениях постоянной

Му так как тогда она необходимо должна была бы

иметь всюду на отрезке [—1,+1] первую
непрерывную производную. Но в данном случае первая
производная при х = 0 разрывна.
Пример 2. Рассмотрим функцию ср(л:), график

которой изображен на рис. 6 (здесь х$ = Ь).
Чтобы она была однозначной в точках х0, Х\у х2,

можно в этих точках положить ее равной любому
значению, например, среднему арифметическому из

предельных правой и левой ординат графика.
Положим

<Pi (x)=j<p(u)du + d

Эта функция изображена на рис. 7. Она

принадлежит к классу WM(M;a9b), гдеМ^|<р(л:)| (а^х^Ь).
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Если положить далее
х

ф2(*)= J" Ф1 (ы) tfи + С2,
а

то получим функцию, изображенную на рис. 8,

принадлежащую к классу W&{M',ay ft), но не

принадлежащую, очевидно, к классу W^(a, ft).
Повторив этот процесс интегрирования г раз, мы

получим функцию класса W^{M\ a, ft), где г есть

наперед заданное целое

число.'

Пример 3.

Рассмотрим функцию ха (О <
< а <; 1) на полупрямой
[О, оо]. Ее график (при
некотором а< 1)
изображен на рис. 9.

-^-х Покажем, что она на

полупрямой [0, оо] удов-
рис. д. летворяет условию

Липшица степени а с

константой М = 1. Иначе говоря, покажем, что для всех

х и х\9 удовлетворяющих неравенствам 0 ^ х ^ Х\ <
< оо, имеет место

*« — *<*<(*, — xf. (2.10)

В самом деле, при х — 0 и х = Х\ это очевидно.

Пусть 0 < х < х\. Рассмотрим отношение

где и =— и, следовательно, 1 < и < оо. Легко

проверить, что функция г|?(и) обладает следующими
свойствами:

lim ф(и)=1, ф'(и)>0 (1 <н<оо).
U->oo

Отсюда следует, что

va va
Л1
— X

(xi - *)
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и неравенство, (2.10) доказано. Таким образом,
функция ха принадлежит к классу #<а)(1; 0, 1) =
= В7<°>#<а>(1; 0, 1). Если эту функцию умножить на

число М и проинтегрировать г раз с любыми

постоянными, выбираемыми совершенно произвольно, то

получим функцию класса В7<г>Я<а>(М; 0, 1).

§ 3. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА

Рассмотрим функцию f(x)9 определенную на

отрезке [а, 6], имеющую на нем непрерывные
производные*) до (г— 1)-го порядка включительно и кусочно-
непрерывную производную порядка г. Она, таким

образом, принадлежит к классу W^(M\atb) с

некоторой константой М.

Для такой функции при помощи
последовательного применения метода интегрирования по частям

получим следующее равенство:.

X

(x-t)'
r-\

(г-1)1

(x-a)r-1
(г-1)1

X

+ (г-3)! J ('

Г" (а)

"

+ 7^rJc*-<rr-°«*-
(X - t)r~2 f(r-2) (f.
(г-2)1 I W

t-x

t—a
+

■t)r-^f~^{t)dt:

(x — a)r t(r-u
(r — 1)1 Г- '<«)■

(x-a)r-2 fr-2)(a)_(r-2)!

-f(a) + f(x).

*) Формула, которую мы здесь получим, справедлива также

при более общем условии, именно при условии, что функция f(x)
имеет абсолютно непрерывную производную порядка г — 1 и,
таким образом, почти всюду имеет суммируемую производную
порядка г. Это замечание нужно иметь в виду при чтении частей

.книги, набранных петитом.
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Отсюда получаем, что для всякой функции f(x)
класса W^(M;a9 b) справедлива формула Тейлора

••• + V-ui"V~"(<*) + flr(*) (3.1)

с остаточным членом в интегральной форме:

х

Ъ (х) = -^ггуг J (* - 0r_I fr) (О л- (3.2)

Введем в рассмотрение функцию Кг (и),
определяемую при помощи равенств

Кг(и) = \ ,

г"1
для и > О,

О для и<0.
(3'3^

Тогда выражение для остаточного члена Rr(x) можно

записать еще в виде

ъ

*г (х) = -(T^iyr J Кг (* - О /(г) (О Л, (3.4)

так как функция /Сг(# — *) при всяком

фиксированном х при изменении t от л; до Ь равна нулю.
Условимся еще через W{a] (M; с, d) обозначать

ignacc функций f e WW(M\ с, d), удовлетворяющих
условиям:

f(a) = f(a)= ... -/(г-!>(а)-0.

Очевидно, что для f е fl?ir) (M; a, 6)

f (x) = Rr (x) =j^ JKr(x-1) fr) (t) dt. (3.5)
а
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§ 4. ТОЧНАЯ ОЦЕНКА
ПРИБЛИЖЕНИЯ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ

Рассмотрим произвольную квадратурную формулу
ъ

\f(x)dx~Hf),
'

(4.1)
а

L(f)= 2>pkf(xk), (4.2)
О

определяемую заданными весами pk (& = 0, 1, ...

...,
т — 1) и узлами а ^ х0 < хх < ... < хт~\ ^ Ъ.

Будем предполагать, что эта формула точна для всех

многочленов

Pr-i(x) = a0 + a{x-\- ... +ar_lxr~l
степени г— 1 (/* ^ 1), т. е. для всех таких

многочленов выполняется равенство
ь

\pr^{x)dx^L(Pr_l).
а

Дадим точное выражение для оценки

приближения при помощи этой квадратурной формулы для

функций класса W^{M\ayb).
Итак,, зададим произвольную функцию f(x),

принадлежащую к классу W^(M\ a, b). Она, таким

образом, определена на отрезке [а, Ь], имеет на нем

непрерывные производные до порядка г — 1

включительно и имеет кусочно-непрерывную производную f^(x)
порядка г, удовлетворяющую неравенству

|f,r)(*)|<M. (4.3)
Разложим эту функцию по формуле Тейлора (см.

§ 3) по степеням х — а (а^х^Ь) с остаточным

членом в форме (3.4):

/M-Pr-,W + *r(*).

о

Rr (*) = j^njr J Kr (x -1) fv> (t) dt.

a

(4.4)
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В силу того, что наша квадратурная формула
точна для многочленов степени г—1, будем иметь:

ь ъ

$f(x)dx-L(f) = jpr_l(x)dx-L(Pr_l) +
а а

Ъ Ъ

+ J Rr(x)dx-L(Rr)=j Rr(x)dx-L(Rr) =
а а

Ь Ъ

-

(7=151 J JKr(x-t)f^){t)dtdx-
а а

-F^IjrS^J Kr(.Xk-t)Pr)(t)dt =
О а

г- Ъ Ъ

~T^\lf{r){i)lKr{X~t)dXdt~
\-а а

Ь т-\ -|
~J ]£р*Р О) *,(**-<)<«[«=

о О J

-

у=ж J11 ^-/)Г~' ^- 2р*^(*й_01 f(r> w Л=я

—CF3T5T J iLT^ ~ 2 '**'(**~Ч ^W Л- <4-5>
a L 0 J

Таким образом, если ввести в рассмотрение
функцию

^(^^^[-^ (4.6)

то получим следующее точное выражение ошибки

приближения при помощи рассматриваемой

квадратурной формулы для данной функции f(x) класса

1РЩМ\а9Ь):
ъ ъ

J f (x) dx -L (f) = J Fr (0 /<'> (t) dU (4.7)
a a
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Для дальнейшего важно заметить, что функция
Fr(t) не зависит от отдельных функций / класса

WW (а, Ь), в частности, не зависит от М. В то же время
функция Fr(t) определяется всем классом W^(ayb)
(числом г и отрезком [а, Ь]).

Формула (4.7) дает точное выражение
приближения квадратурной формулы (4.1) через производную
порядка г от функции f(x). Эта формула в

дальнейшем будет служить исходной для получения
различных оценок, связанных с приближениями
квадратурных формул.

Если принять во внимание, что для функции f
класса W^(M;a9 b) должно выполняться неравенство

(4.3), то будем иметь

ь | ь

J f(x)dx — L(f) <M j\Fr(t)\dt = Mcr. (4.8)
la I a

При этом в полученном неравенстве правую часть

нельзя уменьшить, так как в классе W^(M\ayb)
существуют функции f, для которых это неравенство

превращается в равенство. Именно это

обстоятельство имеет место для всякой функции /, производная
-

*)r-го порядка от которой равна sign/>(*), т. е.

f(r) (Х) = М sign Fr(x). (4.9)

Чтобы получить любую такую функцию
эффективно, надо проинтегрировать г раз правую часть

(4.9), каждый раз с произвольными постоянными

интегрирования. Отсюда следует, что точная оценка

приближения при помощи квадратурной формулы (4.1)
для класса функций WW(M;a, b) равна числу

&[Wir4M; a, b)] = sup
V{r)(M>,a, b)\

jf(x)dx-L(f)
a

= MJ\Fr(f)\dt= Mcn (4.10)

*) sign и j

1 для w>0,

0 для й«0,

•1 для u<Q<
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где Fr(t) есть функция, определяемая по формуле
(4.6).

Полученная оценка является точной в

предположении, что мы ничего не знаем о функции, для

которой приближенно вычисляется интеграл, кроме того,
что она принадлежит к классу W^(M\ а, Ь).

Константу ст можно вычислить точно или с любой

степенью точности приближенно, поскольку она

задается при помощи известных для каждой
конкретной квадратурной формулы весов ри и узлов х^
Трудности, связанные с вычислением константы сг,

сводятся к необходимости определить точки интеграла
(а, 6), в которых функция Fr(t) меняет знак.

Замечание. В приведенных выше рассуждениях
мы предполагали, что квадратурная формула (4.1)
точна для всех многочленов Рг~\ степени г—1.

Допустим теперь, что это не имеет места, т. е.

существует многочлен Pr-и для которого

(p?4^-l(p;-,)=^o.

Но тогда для многочлена

P?liW—т-^-iW.

где N— любое число, имеет место равенство

j P*rUdx-L(P*rU) = N,

а это показывает, что каково бы ни было N > О,

ь

sup

f€=r(r)(M;a, *)
j f(X)dX-L(f) >

\pr-{dx-L{P?-{)\ >N
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и, следовательно,

g[WW(M\ a, &)] ='

Slip
f s №(r) (M; a, b)

j f(x)dx-L(f) = «>�

Таким образом, верхняя грань <g[WW{M\ a, b)]
может быть равна числу сг или оо, в зависимости от

того, будет ли квадратурная формула (4.1) точна или

неточна для многочленов Рг-\ степени г—1.

Это замечание высказано М. Левиным (см.
добавление [23]).

Если функция / принадлежит к классу W^ (M; а, Ь) функций,

имеющих на [а, Ь] абсолютно непрерывную производную порядка
г—1 и производную }(гЦх) порядка г, для которой выполняется

неравенство
/ Ь \1/р

II /(r) hp -Ml /(r) W f dx\ <M <p>l), (4.11)

то легко проследить, что для нее все проведенные в этом

параграфе выкладки, вплоть до равенства (4.7), остаются в силе.

Далее, для квадратурной формулы, точной для многочленов

степени г—1, вместо неравенства (4.8) теперь можно написать

согласно неравенству Гёльдера

\ f(x)dx-L(f) <

(4.12)
где

\\Fr\\Lq
= lj\Fr(t)fdt\ . (4.13)

При этом для класса функций W^ (M; af b) константу,

стоящую в правой части (4.12), нельзя уменьшить, так как в силу

известного свойства неравенства Гёльдера правая часть (4.12)
достигается для функции

/(г) (t) = [\\Fr it) fdt) | Fr (t) I*-1 sign Ff (t),

удовлетворяющей условию (4.11). Таким образом, правая часть

(4.12) достигается для некоторой функции /, принадлежащей
к классу W{r)Lp {М; а> Ь).
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В случае р
— 1, т. е. если функция f (x) принадлежит

к классу W^ (M; а, Ь)9 имеет место неравенство

ь
. | I ь I

J/«te-Mf) -J Fr(t)fir)(t)dt \<
а I \а \

Ъ

< max \Fr(t)\[\fr)(t)\dt<iM max 1F, CO !•
a

При этом правая часть этого неравенства есть наименьшее

число, для которого оно выполняется для всех функций f
рассматриваемого класса. Объединяя оба полученных результата,
мы приходим к следующему равенству*), верному для

квадратурной формулы, точной для многочленов степени г—1:

I ь I
sup И fdx-L(f)\ = M\\Fr\\L (1+ 1-lV (4.14)

где при р> 1 \\Fr\\q определяется равенством (4.13), а при

Рв

mL - max |M0|. (4ЛВ)

Так же как для класса WW(М; а, Ь), доказывается, что если

квадратурная формула (4.8) не точна для многочленов степени

г—1, то рассматриваемая в (4.14) верхняя грань равна <х>.

§ 5. ЧИСЛЕННЫЕ КОНСТАНТЫ

ДЛЯ ЧАСТНЫХ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ

В случае, если а = 0, 6=1, имеем

jfdx-L(f) = JFr(t)P4t)dt, (5.1)
о о

Fr (t) « угТ)Гf1^~ S Л*г (**~ ОJ • (5.2)

где

Положим
1

Cr=(\Fr(t)\dt= max \[fdx— L(f)\. (5.3)
¥ . __(ri *

f6f(r)(l;0, 1> | 0

*) sup —знак точной верхней грани множества чисел, т. е.
наименьшего числа, которого не превышают все числа,
принадлежащие к множеству.
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Надо иметь в виду, что

max

fGs№(r)(Af;0, 1)
jfdx-L(f) = Mcr.

Формула прямоугольников {см. рис. 1).
Для нее т= 1, р0= 1, х0= {/2- Она точна для

линейных функций — многочленов первой степени,

поэтому изложенная теория применима к ней при"
г= 1,г = 2.

Для нее

в1«Л<1-0-^(1-/)]л--
О

Чг 1

-Jl(l-0-lU«+ /(1-0Л—jV
о «А

о Vi

Формула трапеций. В этом случае т = 2,
/?о = Pi = V2, #о = 0, #i = 1. Формула точна для

многочленов первой степени, поэтому в данном случае
теория применима при г = 1 и г = 2:

1

dt:

■I 1—/~i.|£tf. ЛЬ<* л«

c,==- rio-o'

-jV^+Jmw.
TK*(-t)-T>Kt(l-f)\dt~

(i-O2 l —
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Формула Симпсона (см. рис. 3). Для этой

формулы т = 3, Ро = р2 = 7бэ Р\ = 2/з> *о = 0, хх = l/2i
х2=1. Для нее можно вычислить си с2, сг и сА.

Вычисления показывают, что в данном случае

С1— /36> С2— /81» ^3— /б76> ^4===1

Численная константа с4 для формулы Симпсона
хорошо известна в литературе.

Формула Котеса с четырьмя
(равноотстоящими) узлами*) (& = 0, 1, 2, 3):

Ро = Рз = 1/8, Р1 = Л —8/в» хк =%

Она точна для всех многочленов третьей степени,
и поэтому для нее возможны константы ск при
*=1, ..., 4.

В данном случае ^= §480 (см-**) ПЗ]).

Формула Котеса с пятью узлами (&=0, 1, 2, 3, 4):

Ро = Р4 = 7/90, Р1 = Рз = 32/90, P2 = l2U *k = kU

(точная для многочленов пятой степени). Для нее

1 1

1935360
« 517.КГ9.

Константу Сь вычислил П. Пилика (см. [13]), а кон*

станту с6 — Ю. Я. Доронин.
Положим еще

h\Fr(t)\qdt) '-^ • (5.4)

Таким образом, ф = сг

*) Квадратурная формула (1.5), где веса рц определяются

интегралами (1.6), называется формулой Котеса с (т + 1)
узлами, если ее узлы а = Хо < Х\ < ... < хт = 6 делят отрезок
[а, Ь] на т равных частей. При т + 1 нечетном она точна для

многочленов не только m-й, но и т+ 1-й степени: если ее

переписать для [— 1, 1], то она будет симметрической и, следовательно,
точной для хт+К

**) Впрочем, в [13] эта константа приведена с опечаткой,
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Ниже мы приводим численные значения констант
с<2) для определенных выше формул
прямоугольников, трапеций и формулы Симпсона. Эти константы

вычислены Ю. Я. Дорониным.
Формула прямоугольников:

с<2> =—^= 0,289.1 2^3

Формула трапеций:

_1_
2^3"

~~v,~"' "2
—

2j/3o-
<.<*> =—L_e o,289; 42)== TT7SF — 0,0914.

Формула Симпсона:

<f—у-0,167,

с<2) =—5^= 0,0152,2 12К30

с® = —7= = 0,00203,3 48^105

42) = т=
= 0,000464.4 576^14

Замечание*). Сделаем замечание, иногда

упрощающее вычисление оценок.

Пусть квадратурная формула вида

j fdx~ ^pkf(xk)
-1 -m

симметрическая, т. е. удовлетворяет условиям

й точна для Pr_i (многочленов степени г—!)•

*) Это замечание принадлежит Ю. Я. Доронину (см. [6])
Мы приводим здесь другое доказательство.
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Тогда (пояснения ниже)

8[W^{M\ -1,1)]=*

sup
f€=^(/,) (M;-l. 1)

== sup

fs^r)(Af; -1,1)

= SUp

f€=I^r)(Af; -1.0)

—m

1 m

\fdx-Y,
*k<°-1

+

+ sup
fe^{M:0J)

«= 2 sup

f<=W^r)(A*;0, 1)

(r - 1)1 J
(l-0r

Jm«-E

- 2 /vu о
*ь>0

Л. (5.5)

Здесь Wq} (М; с, rf) обозначает класс функций
f(=WW{M;ctd) таких, что /(0) =/'(0) = ...

... = f(r-1)(0) = 0. Второе равенство цепи верно
потому, что рассматриваемая формула точна для всех

Рг-\ (см. конец § 3).
Третье равенство объясняется следующим

образом. Если функция f(x) определена на отрезке
[—1,+1], то можно определить с помощью нее две

функции:

h(x) = f(x) (-1<*<0),

f2 (*)«/(*) <0<*<1).

При этом очевидно, что если f^Wor)(M; —1, +1)^
то fx&Wp(M\ -1, 0) и f2EF(f)(M; 0, 1), и

наоборот. Кроме того, надо учесть, что если А и £ —

множества действительных чисел таких, что из аеЛ

следует —а еЛ и из реВ следует —р е В, то имеет
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место равенство

sup | а + р | = sup | а | + sup | p |.

Предпоследнее равенство цепи вытекает из

следующих соображений. Если f (х) e Wor) (М; — 1, 0), т©

Ф (*) = f (—*)е Wor) (M; 0, 1), и наоборот. Кроме этого,
в силу симметричности квадратурной формулы
0-1 \ т

jf(x)dx— .J Pkf(xk) = j(p(x)dx — ^pky(xk).
-1 fc=-m 0 Jfe«l

Верхняя грань левой части этого равенства по классу

f^W[r)(M\ —1, 0), очевидно, равна верхней грани
правой его части по классу qp e U^or)(M; 0, 1). Отметим еще,
что у рассматриваемой квадратурной формулы л:0=0,
потому что —Хо = #о, но тогда /?о/(0) = роф(0) = 0,
так как/(0)=ф(0)=0.

Наконец, последнее равенство цепи вытекает из

равенств (4.6), (4.10) при а = 0, 6=1, во всяком

случае верных для f e Wor) (M\ 0, 1).
Покажем для примера, как вычислялась верхняя

грань %[WW(\\ — 1, +1)] в случае квадратурной
формулы Гаусса с тремя узлами:

*_i =
— а = — |/-|, аг0 = 0, л;1=а=|/-|,

5 8

при г=»2.

Эта формула симметрическая и во всяком случае
точна для многочленов первой степени. Поэтому к

ней применимо равенство (5.5):

1Г[Г^(1;-1Л1)]-2/|Ц^--4^(а--в|л-/.
о

Функция под интегралом, которую мы обозначим

через ф(/), определяется формулами:

+ (Q«iLz«l + l«_e) (0<*<a)f
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злов
>»

4

S

г !

- 2

3

4

301

Щ

Формулы Чебышева для отрезка [—1, + 1]

1

Вид формулы

+1

f fdx**2f{0)

Г»-(-^)*'№)
—1

'J""{[«(-*)«"«№)1
+ 1

J f^«^If(-b) + f(-a) + f(fl)+f 0)3,

-1

V 3/5 Г 3/5

*) Таблица вычислена Ю. Я. Дорониным. О (
л [21], [22]. Там же он привел точные значени*

Четвертый ряд можно дополнить константо

Значе

г=»1

!

5-2^/3 д05п966

j (5-3 /Т)=0,336604

lZ-(a + 36)=0,261777
О

■1

1

i
1

1

1
формуле Чебышева см. [5]. 1
i констант формулы Чебы 1

S, соответствующей г=6,



Таблица 1*)

sup
lf<r>(*)l<l

j f(x)dx-Hf)
-I

(l; -l. +1)1

r»2 r*=3 rr=4 г=5

—1= (2/3 -з),/2=0,081128
9/3

^(з/Т-^'-о,ol

9-4 /3"
108

=0,0191833

£[(e/7-ii)v4

+ 58^2—82]*=0,l00555819

(4fe ,3)7» xO.0251626 0.003358

—-=0,0074074

4-=0.0027778
360

0,0005719 0,0000879

Константа во втором ряду таблицы при г=4 впервые вычислена Е. Я. Реме-

шева для 3, 4, ... 9 узлов, соответственно когда г=4, 6, 6, 8, 8, 10, 10.

равной iJir-0-000048-
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Формулы Гаусса для отрезка [—1, +1J

2*1 Вид формулы
г=*\

Значения

Г fd*«2f(0)

-1

/»■•<(-ч-ыт

1-1

+1

J fdx~± Uf (-/6^) + 8f (0) + 5f (YOfi)]
-1

+1

-1 ~2

?-2/3
_

3
^

=0,511966.

455 (1°51-

-1170/173)=

=0,357337

0,275993

X
9/T

X(2/T-3)8/2
=0,081128

2187X
X(90/ffi§-69)3/*.

=0,040545

0,021853

•2/30
35

P-.-P,-
18 + /30

1~и1- 36

-*-»-*:,-/*+ 2/30

35

P-2=P2
18—/30

*) Таблица вычислена Ю. Я. Дорониным. О формуле Гаусса см. § 17.
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Таблица 2*)

$[W(r) (I; -1, + 1)]- sup
\f<r)ix)\<\

+ 1

J fdx-L(f)
-l

(I; -l. +1)1

r=3 г=:4 г—5 r=6 r=:7 r=8

9~4/"з_
108

SQ,0191833

^[16(30/076-
-23),/2+1548 /03-
— 1198]=0,002011

0.00236

1
135

=0,0074074

0,000909

0,00027

5-6/0,6
_

1800

==0,0001958

0,0000348

15750
• 0,000063491

0,0000053 0,000001 0,0000003

Для двух узлов формулы Гаусса и Чебышева совпадают.
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На интервале (0, а) имеется всего два нуля функции
гр(/)> равные

4+V"k 4-VT и с\г\ се

d = -^—, с2 =—^—, k = 90a — 65,

и при этом \p(t) отрицательна на интервале (Сг, С\) и

положительна вне его.

Заметим еще, что

, _

8 . 2\Hk
С\ ~Г С2 -д" . С2 СХ д ,

2 , , 2 48+ fe 90а— 17
с1 + С1С2"г с2— 81

—

81
#

Поэтому имеем (5а2 = 3)

р

-![Ц£+1<,-4]*+
+ /[^+4(/-«)]л+/^'л-

с, а

•=-g-|-a-oa|oe, + o-o8|';-(i-o8|i-o-o8|!l]+ ;

I +ra|('-«),|?-«-«)tt + ('"e),iy-
I =j[-(l-c2)3+(l-c,)3] +

;e(c«-rci)[l—J-^ + ^-T-^tW+ ^i + ^I-
'

—
_

2^* /1 _ 3? _ 10 v 90a - 17\
_

—

9 I1 81 9 a+ 243 )~
= ^l8r(90a-65) = U8f

и мы получили оценку

#[ГГ>(1; -1, -И)] = -^7(90-|/-!-65),'\
приведенную в таблице.
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§6. УСЛОЖНЕННЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ
ФОРМУЛЫ. ОЦЕНКИ ПРИБЛИЖЕНИЙ СВЕРХУ
ДЛЯ КЛАССОВ ФУНКЦИИ

Зададим на отрезке [0, 1] систему точек (узлов)

0<*0<*,< ... <дгт_,<1 (6.1)

и чисел (весов)
Роу Р\> ••

•> Pm-i (6.2)

и составим линейный функционал
m-l

L(f) = L(0, l;/)-2p*f(**). (6.3)
о

где / — произвольная непрерывная на отрезке [0, 1]
функция.

Будем считать, что L(f) есть приближенное
выражение для интеграла от f(x) на отрезке [0, 1]:

J/(*)<** ~L(f). (6.4)
о

Таким образом, (6.4) есть (приближенная)
квадратурная формула, определенная узлами (6Л) и

весами (6.2).
Пуст> теперь задан произвольный отрезок [а, р].

Будем называть квадратурную формулу

jf(x)dx**L(a, p;/), (6.5)
а

где

Ца,р;/)=2РУ(4

подобной формуле (6.4), а функционал L(a, Р; f)—
подобным функционалу L(f), если система точек а,

*<ь *b...f*m-b P геометрически подобна системе

О, *о?.*р •■•> *m-r *» а веса Pk относятся соответ-

ственно к весам ph, как длина. отрезка [а, р] к
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единице, иначе говоря, если выполняются соотношения

*ie<* + **(P —<*). р/_рл-(р_ а)

(6 = 0, 1, ..., т— 1).

На практике, если требуется вычислить

приближенно определенный интеграл
ь

jf(x)dx,
а

обычно поступают следующим образом: выбирают ту-
или иную квадратурную формулу (6,4), например,
формулу Симпсона, делят отрезок [а, Ь] на п равных
частей точками

6*-А + ^~*. (6.6)

и К каждому отдельному частичному интервалу
(|fc,|fc+i) (k — 0, l, ..., п— 1) применяют
квадратурную формулу, подобную формуле (6.4),
соответствующую отрезку (Eft,Sft+i):

J /(*) d* ~ L (|ь Ба+i; /).

В результате, исходя из квадратурной формулы
(6.4), которую мы будем называть канонической, мы

получим усложненную квадратурную формулу
Ь rt-l

lf(x)dx^^iL(tk,lk+l;f). (6.7)
а О

Например, усложненная квадратурная формула
прямоугольников выглядит, очевидно, так:

ь „-,

jf(*)*f~-^2f(*i),
а О

где
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1

'Усложненная квадратурная формула' трапеций
имеет такой вид:

ь

J f (х) dx «

2п
- U (to) + 2/ ft,) + 2f ft2) + ... + 2f ft,.,) + f (tn)],

a .

6-a

где числа §& определяются равенствами (6.6).
Усложненная формула Симпсона имеет такой вид;

ь

$f(x)dx~±=i2-{f(xQ) + 4f(xl) + 2f(x2)+4f(x3)+...

... +4f(x2n.l) + f(x2n)),
где

лг£ = а Н- / —^^— (/ = 0, 1, ..., 2/г).

Легко видеть, что если квадратурная формула (6.4)
точна для всех мкюгочленов Рр(х) степени р, т. е.

если ддя всех PQ(x) выполняется равенство

1

jPp(x)dx = L(P(>), (6.8)
о

то это же имеет место для соответствующей
усложненной формулы (6.7).

В силу (4.7) имеем

1 1

jfdx-L(f)=\Fr(t)f(rHt)dt9 (6.9)

>е

FrM^-j^y11^ (6.

Положим, как в § 5,

; I 1 I 1

cr= max \[fdx-L{f)\=[\Fr{t)\dt. (6.11)
fs^djO. l)|o J о
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2 л-i

f(x)dx— VMlbI*+i; f)

Теорема 1. Если квадратурная формула (6.4)
точна для всех многочленов степени г—1, то для
любой функции /, принадлежащей к классу
WW(M\ a, &), имеет место неравенство

^Ь-а)^сгМ ^ (612)
а 0

- |

Существует функция /*, зависящая от /г,
принадлежащая к классу WW(M\ а, 6), для которой
неравенство (6.12) превращается в равенство.

Доказательство. На основании свойств
подобия функционала L(|fe, lh+uf) функционалу L(f) и

равенства (6.9) имеем (пояснения ниже)
Ь rt-l

а 0 . .

'

— 21 i X fdx-L^,h+uf)\
о I lk

rt-i 1

= /tr+'S j4(")f(r,(I*+/*«)d« (Л= 1^±). (6ДЗ)
о о

Символ L[f{%k + hu)] обозначает L(F), где F(u)=>
= Hlk + hu).

Если теперь функция f принадлежит к классу
№<r) (M; а, Ь), то

а О |

< hr+l S M J | Ff (Q Id/ -
(6 " a)w?'СгМ , (6.14)

О О

что доказывает неравенство (6.12).
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Нам остается показать возможность построения
функции f*e WW(M\ а, й), для которой неравенство
(6.12) обращается в равенство. Пусть fk(x) есть

некоторая функция, определенная на отрезке [£ь, lk+i],
имеющая кусочно-непрерывную производную порядка
г и удовлетворяющая условию

fV (h + hu) = M sign Fr (и) (6.15)

(0<и< 1, k = 0, ..., n— 1).
Положим /*(л;)= foM на отрезке [|o, |i]. Если

функция f*(x) уже определена на отрезке [|о>Ы и

имеет на его конце |* производные*), равные

f. (6*) = «о, ft (W = о„ ..., fJT-« (W = ar_„

то положим

f.(x) = fk(*) + Pr-Lk(x) (6.16)
на отрезке [£ь Еь+iL где Pr-i,k(x) есть многочлен

степени г—1, подобранный так, чтобы правая часть

(6.16) в точке |ft имела производные до (г— 1)-го
порядка включительно, равные соответственно числам

ао, ось ..., ar-i.

Этим функция /*(*) полностью определена (по
индукции) на отрезке [а, Ь]. Она, очевидно,

принадлежит к классу №<г)(М;я, Ь). Подставим ее в (6.13) и

примем во внимание, что

-£/V-,.» W-o.
Тогда на основании (6.15) получим:

f*dx— 2)L(Sfc, |*+i; /J =
о

rt-i

о

= hr+l jj j* Fr (и) М sign F, (и) rf« —
о о

- Mhr+in J | Fr (a) |d« = ^-y^ .

и теорема полностью доказана.

*) Здесь и в дальнейшем считается, что производная
нулевого порядка равна самой функции,
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Если для функции /(л:), для которой мы хотим

вычислить определенный интеграл, имеется

возможность оценить ее несколько производных, т. е. если

возможно узнать несколько констант Мь М2, ..., для

которых имеют место на отрезке [а, Ь] неравенства

If'WKAf,, 1Г(*)КЛ12, ...,

то знание численных величин сг позволяет, пользуясь
оценкой (6.12), выбрать среди соответствующих
квадратурных формул ту, которая дает лучшее
приближение.

Эта теорема может быть перенесена на класс W^[' (M; atb)

следующим образом.
Теорема Г. Для любой функции f, принадлежащей к

классу W^ (М; а, Ь)> где I < р < оо, име.ет место неравенство

(6-а)Г+ pc{rq)M
2 «-I

\fdx- 2L(6*.5*+i; f)

^-[j\^rWfdtJ , (} + {-l). (6Л7)

точное в том смысле, что существует функция f*,
принадлежащая к указанному клабсу, для которой это неравенство

обращается в равенство.

Доказательство. Из (6.13) на основании неравенства

Гёльдера следует:

2 «-1

J fdx- J] Мб*- E*+i;if)

)r{lk + hu)du
о 6

:v+l%n\Fri'dt) n\fr)(U+hu)\pdu) .
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j_ n-i /h+i i/p

S J ""i d*

0 *fe

Л-1 N

S1*
Ml

(b
r+1—-

/„>

■a) pc<;?>M
(6.18)

С другой стороны, если определить на отрезках [|а, Sa+i]
функции fk(x) так, чтобы их производные порядка г

удовлетворяли равенствам

fW/ПЬ + Л«)~
M\Fr(u) f"] sign Fr (и)

(b-a)4'n\Frfdu\
Up (ft= 0. 1 л-1),

а затем построить функцию /*(•*:) с помощью функций fh(x),
подобно тому как это было сделано выше, то полученная
функция f*(x) будет, как нетрудно проверить, принадлежать к классу

WW (М\ а, Ь) и для нее неравенство (6.17) обратится в ра-
р

венство.

Теорема 1". Для любой функции f класса W*p {Ml a% b)
имеет место неравенство (6.17), где

4°°»= max \Fr(t)\.г

0«<Г
r ' (6.19)

Правая часть этого неравенства не может быть уменьшена.

Доказательство. Соотношения (6.18) остаются в силе»

если в них считать, что с*00* определяется равенством (6.19). Но

теперь уже нельзя утверждать существование функции класса

W*£* (M; a,b)t для которой неравенство обращается в точное

равенство.

Однако всегда можно построить на отрезках (|а, 6а+0

функции fh(x) класса w£4——; tk, ik+\) так» чт°бы левая часть

неравенства

•

,
И fkdx-Hb%bk+l;fu <(1^.)Г+1,
Uk I

о)М
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была как угодно близка к правой. Далее при помощи функций
fk(x) строим, как выше, функцию f*(x)t для которой левая часть

(6.18) как угодно мало отличается от правой.

Теорема 2. Если квадратурная формула (6.4)
точна для всех постоянных (многочленов нулевой
степени), то для всякой функции f(x), принадлежащей
к классу Wffl(a,&)=PW(o(a,6), имеет место

неравенство

2 «-I

jfd*-2L&.b+i;f)
m-1

i+2ip*iр-«Ц^).

Доказательство. Допустим пока, что

функция / принадлежит к классу Я© (0, 1) и пусть

f (*)-/№)+ ф(*).

Тогда (см. (2.1))

1фМ1-1/(*)-/(0)К©(1)

и в силу того, что в данном случае квадратурная
формула (6.4) точна для постоянных, будем иметь

»-г

j fdx-L(f) =M cpdx — ^pky(xk) <
m-l \

0 /

<»(!)! +

Если теперь функция f принадлежит к классу
Hm(a,b), то, приняв во внимание соотношение (6.13)
(без последнего равенства) и учитывая, что

I / & + А"") -/(!* + hu') |< со (Л («" - и')) < о> (А)

(О < и' <«"<!),
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получим

2 »-»

<
О

n-l |
■

о lo

m-1

<а2«>(л) i + 2ip*i -

о ,
\ о /

Теорема З. £сл« квадратурная формула (6.4)
тоада для многочленов степени г, го для всея

функций /, принадлежащих к классу W^H^(a9b)9 при
г ^ 1 имеет место неравенство

о
«_1

J fdx-YtL(lk,lk+uf)
•(—)

<(&-а)г+Ч
V *

\ (6.20)

где сг определяется формулой (6.11).
Доказательство. Если в равенство

1 1

ffdx-L(f) = fFr(t)r(t)dt

(см. (5.1) и § 4), которое было выведено при условии,
что квадратурная формула (6.4) точна для

многочленов степени г—1, подставить в качестве f(x)
функцию хг, то в силу того, что рассматриваемая в

этой теореме квадратурная формула точра для

многочленов степени г, получим

J Fr(t)dt*=0. (6.21)

Пусть теперь функция f принадлежит к классу
№<г>#ад(а, Ь). Применим к ней преобразование (6.13).
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= л
r+1

— А1r+l

Тогда, учитывая (6.21), получим:

J /^^ — 5]^(iblfe+i; f)\

SJ Л Mf(0 «* + *«)<*«
о о I
-I '

I

о о I

< Лг+1 £ J I fг (") II Г> (6* + Л") ~ Г> (Ы Id" <
0 0

<^+,SJ|F^a)|a)(A)d""(6"a)r+,c'-4r-ii
и теорема доказана.

Заметим, что в то время как оценки, полученные в

теореме 1 (а также Г и 1"), абсолютно точны и не

могут быть улучшены, оценки, полученные в

теоремах 2 и 3, этим свойством не обладают. Их можно

улучшать далее. Однако доказано (см. [13]), что в

смысле порядка обе последние оценки улучшены быть
не могут. Это значит, что если в неравенстве (6.20)
заменить г на большее число г\ или функцию ®(х)
на другую (ui(x), для которой

x-±Q (д(х)

то ни при какой константе А левая часть (6.20) не

может быть меньшей А или, соответственно,

для всех f <= Ч7^Н<ь{а, b) и п = 1, 2, ...

Некоторые точные оценки для классов функций,
удовлетворяющих условию Липшица, были получены
А. X. Турецким [16}.
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§ 7. ОЦЕНКИ

ДЛЯ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ФУНКЦИИ.
ВЫБОР КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ

В силу теоремы 1 предыдущего параграфа, если к

функции /, принадлежащей к классу WW(M;a9b)9
применить усложненную квадратурную формулу

ь п-\

J fd*~ J/. (!*_„&*;/),■ (7.1)
а О

точную для многочленов степени г—1, то порядок
приближения *) при помощи этой формулы равен
0(ггг). Этот результат дает оценку приближения
сверху для всего класса функций

И?<г) (М; а, Ь).

Теорема 1 утверждает также существование в

классе W^(M\ a, b) функции (зависящей от я), для

которой порядок приближения при помощи формулы
(7.1) достигается. В этом параграфе будет показано,
что это явление в известном смысле имеет место для

каждой (не зависящей от п) функции класса

WW(M',afb), если только она не является многочле;

hqm степени г— 1 и если квадратурная формула не

точна для многочленов степени г. Какова бы ни была

функция / класса W^(M\ a, 6), если она не есть

многочлен степени г— 1,то порядок приближения,
даваемого квадратурной формулой (7.1), в известном

смысле строго равен 0(ггг).

*) Говорят, что порядок величины en (n=l,2,...) есть

0('пгг) и пишут еп == 0(пгг), если существует положительная

константа С, не зависящая от п, такая, что для всех п = 1,2, ...

имеет место

|вЛ1 <'■£.'
Величина вп имеет порядок, строго равный 0(trr), если

существуют положительные константы Ci и Сг такие, что для всех

п я 1, 2, ... имеет место

#-<im<£.
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Мы начнем с того, что докажем следующую
теорему.

Теорема 4. Пусть функция f(x) имеет на

отрезке [а, Ь] непрерывную производную f(r)(x) порядка
h — п

г, |* = а + ——* (& = 0, 1 л— 1), I

—натуральное число, удовлетворяющее неравенствам О <
< / <; п, со (Л) —модуль непрерывности функции
/<г> (а:) «а отрезке [а, 6].

Пусть, далее, квадратурная формула (7.1)
является точной для многочленов степени г—1 и и—

константа, определяемая равенством (см, (6.10))
1

х —J>r(0<tt. (7.2)
о

Тогда имеет место следующее асимптотическое

равенство:

v

J idx-y%L{%k,%k+bi) =

I
I

к|Г>(*)**+01*(Л)][ (A=^), (7.3)
a J

где константу с, входящую в оценку 0[<o(/i)] ^ cw (ft),
можно взять не зависящей от I и модуля
непрерывности (о функции /<г> (х).

Доказательство. Подобно (6.13) имеем

*i /-1 /-1 ih+i |

о 0 0 ЧЦ
• J

'"Mr I
-ASIJ fd* + *«Jd«-I.[f(6» + A«)] =

о [о J
1-1 J

« hr+i J J Fr («) Г> (|ft + hu) du - A' (a, + <r2) (7.4)

(»-^)-
0 0
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где
/-1 i /-1

*> -h S J ^(tt) f(r) (|*}dw=hK 2 f(r) <£*)»
0 0 0

/-1 1

a2= A J] J /v («) [fO (%k + Ли) - /О (lk)]du.
0 0

Ho

(7.5)

J fin dx -h 2p (y < ]g J | /o (*) - /w (у |Лс<
о о I o 5ft

0

поэтому
E

a, = x J /<r) (*) d* + О [0 (А)]. (7.7)
о

При этом в качестве константы, входящей в оценку
0 [© (Л)], можно взять число | и | (6 — а), т. е. величину,
не зависящую от / и /<г).

Далее,
/-1 1 1

1 о2 |<Л J J I ^(") |©(A)da<(6-a) J I />(и) \dua>(h)=
0 0 0

= (6 — a) cr(D (A) = О [со (А)]. (7.8)

Здесь также константа, входящая в оценку О [со(А)],
не зависит от / и /<г>.

Из (7.4), (7,5), (7.7) и (7.8) немедленно следует

(7.3); причем константа, входящая в величину
О [со(А)], не зависит от I и /<г>, так как этим свойством

обладают соответствующие константы правых частей

равенств (7.7) и (7.8).
Замечание 1. В доказанной теореме мы предположили,

что производная /(г)(*) непрерывна на [a, b]. Если предполагать,
что функция /ч(г)(*) только интегрируема по Риману на [a, b], то
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0

равенство (7.3) сохраняется в следующем виде:

\ fdx-^L (Ik, Sfe-и; /) - (^И* J /*г)<*> dx + eSt (7.9)

где при h -*■ 0 ел -»■ 0 равномерно относительно /.

Действительно, обозначая через о* колебание функции
/(г)(*) на отрезке [|а, |ft+i], т- е. разность между ее точными

верхней и нижней гранями на этом отрезке, будем иметь вместо

(7.6):

h

<2 J \f{r)(x)-?r)(U)\dx<
0 Ik

tr-l rt-1

<2^*+i"^<d*<S^*+i""^®*">° (при A_>0)
о о

и вместо (7.8), имея в виду, что gft+i — gA = h,
Z-1 I /г-1

I о2\ < h ^ J | Fr (и).| ©ft rfM < cr 2 (6Л+1 - U) Щ ->0

0 0 0

(при А->0).

Это замечание принадлежит К. М. Кардашевскому.

Проанализируем полученную формулу (7.3). В ее

правую часть входит константа и, определяемая
равенством (7.2). Если рассматриваемая нами

квадратурная формула, будучи точной для многочленов

степени г—1, уже неточна для многочленов степени г,
то она необходимо неточна для функции хг. Поэтому
на основании формулы (6.9) получим

*=[Fr{t)dt = ±\FT{t)^dt=±M
об (о )

Пусть теперь нам задана произвольная функция f,
имеющая непрерывную производную порядка г и в

то же время не являющаяся многочленом степени

г— 1. Очевидно, что производная /<r)(#) не равна
тождественно нулю. Но тогда интеграл

х
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также не равен тождественно нулю на [а, Ь]. Пусть лг0
есть точка отрезка [а, Ь] такая, что Ф(яо)=^0 и пусть /

есть такое натуральное число, для которого
выполняются неравенства

£|<*о<Ь+1.

Таким образом, / есть функция от п. При этом

Urn |/ = *o- Далее,
П->оо

jf^(x)dx = O(x0)- $ f(r4x)dx=Q>(x0)+O(h), (7.10)

так как

где

J* f{r) (x) dx <Af|*0 —Б/КА1Л,

М= max |f(r)(*H

После подстановки (7.10) в формулу (7.3)
получим

fdx^^L(lbU^f) =j
а и

= (~J {*Ф(*0) + 0(A) + О [co(A)]} =

= (^£)Г{хФ(^о) + 8А} (ей-*0 при А-*-0). (7.11)

Первое слагаемое суммы, стоящей в фигурных
скобках, заведомо не равно нулю, а второе, е^,
стремится к нулю при п -> оо. Отсюда следует, что левая

часть (7.11) имеет порядок, строго равный 0(п~г).
Полученный нами результат приводит к

следующему утверждению.
Теорема 5. Если функция f имеет непрерывную,

не равную тождественно нулю производную f(r)(jc)
порядка г и квадратурная формула (7.4) точна для
многочленов степени г—1, но не точна для
многочленов степени г, то существуют положительная
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константа с и точка х0 на отрезке [а, Ь] такие, что

имеет место неравенство

jfdx-^Lfa-u tk,f)\ >? (7.12)

для всех п=1, 2, ..., где I — наибольшее
натуральное число, при котором li ^ х0.

В частности, если

J/<'>(*)**=* О,

то можно считать I = п и, таким образом, %п = Ь.
Если же

ь

J/W(*)dx=0,
ТО Xq < Ь.

Теорема 5 является некоторым дополнением к

теореме 1.

Формулировка теоремы 1 может быть усилена.
Именно, имеет место следующая теорема.

Теорема 6. Если квадратурная формула (7.1)
точна для всех многочленов степени г — 1, то для
любой функции f, принадлежащей к классу W^(M\ a, Ь),
имеет место неравенство

f f dx-L fa, 1м1 f)\
«-I

<
(b - a)r+l crM

(7.13)

Чтобы убедиться в верности этого утверждения,
нужно проследить еще раз выкладки (6.13) и (6.14),
которые приводились при доказательстве теоремы 1.

Соответствующий аналог теоремы 5,
представляющий в то же время следствие теоремы 5, выглядит так:

Теорема 7. Если функция f имеет

непрерывную, не равную тождественно нулю производную
fW(x) порядка г и квадратурная формула (7.1) точна

для многочленов степени г—1, но не точна для
многочленов степени г, то существует положительная
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константа с такая, что имеет место неравенство

я-\ h+1

Г fdx-L(lk,lk+1;f) >ir

для всех п = 1, 2, ...

Замечание 2. В теоремах 5 и 7 вместо непрерывности
fir)(x) можно предполагать интегрируемость ЦгЦх) по Риману
(см. замечание 1 в этом параграфе).

Таким образом, доказано, что для всех функций,
имеющих непрерывную (или даже интегрируемую по

Риману) на [а, Ь] производную порядка г, исключая

только многочлены Рг-\ степени г—1, приближение
при помощи квадратурной формулы (7.1) имеет

порядок, строго равный 0{ггг). Следовательно, если

функция f(x) имеет производную более высокого

порядка, чем г,
—

пусть она даже будет
аналитической,— все равно при применении для вычисления ее

определенного интеграла квадратурной формулы
(7.1), точной только для многочленов Pr-i (но не

для Рг), мы заведомо не сможем получить лучший
эффект в смысле порядка приближения сравнительно с

тем, который имеет место для функций, обладающих
разрывной производной r-го порядка. Например, как

бы ни была хороша функция, если только она не есть

многочлен третьей степени, порядок приближения ее

интеграла при применении усложненной формулы
Симпсона заведомо не может быть лучшим, чем

О (я-*).
Если функция f(x) имеет на отрезке [а,Ь]9 скажем,

пятую производную, то для того, чтобы это

дифференциальное свойство функции могло дать полный

эффект в смысле порядка приближения квадратурной
формулы, необходимо взять квадратурную формулу,
точную для всех многочленов четвертой степени,

например, усложненную формулу Котеса с пятью узлами
или усложненную формулу Гаусса с тремя узлами

(см. § 5).
Мы рассматривали случай, когда определенный

интеграл от функции класса WW(a, b) приближенно
вычисляется при помощи усложненной квадратурной
формулы, точной для многочленов степени г—1. Но
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может случиться, что функция принадлежит к классу
WW (а, 6), а квадратурная формула точна для

многочленов степени р—1, и при этом г и р независимы

друг от друга. Если г Г^ р, то, как мы уже выяснили,

порядок приближения при помощи квадратурной
формулы (7.1) равен О (д-р), и этот порядок для всех

функций f^Wr(a,b), за исключением многочленов

степени р— 1, не может быть улучшен.
Попробуем отдать себе отчет в том, что будет,

когда г < р. Из того, что квадратурная формула
точна для многочленов степени р—1, следует, что

она точна для многочленов степени г—1. Таким

образом, на основании теоремы 6 мы можем

утверждать, что для всего класса W^(M\at b) функций
имеет место оценка (7.13), дающая точный порядок

0(п~г) приближения квадратурной формулы. Однако
для каждой отдельной функции / класса W^(M\ayb)
этот порядок несколько лучше. Это видно из формулы
(7.3), которая очевидно применима к

рассматриваемому случаю. В этой формуле константа х

1 i

О О

равна нулю, что следует из основного равенства (6.9)
и того обстоятельства, что по условию наша

квадратурная формула точна для многочленов степени

р > г—1. Поэтому для каждой отдельной функции /
класса W^(a,b) имеет место равенство

Ь м

J f dx _ £ L (|ь gfe+1; f) = (^)Г e„ = о («->),
о о

где еп->0 равномерно относительно / (O^l^n).
В некоторых случаях эта оценка может быть

усилена. Например, если функция f(x) класса

УРЩМ\а, Ь) имеет разрывы производной /(г)(*)
только в точках аи а% ..., aNi принадлежащих к

совокупности Iky а на отрезках [а, а{\, [аь а2], • •
> [я*г, Щ она

имеет кусочно-непрерывные производные порядка р,
то порядок приближения квадратурной формулы
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(7.1) будет о(л-р) *). Это обстоятельство
непосредственно вытекает из неравенства (7.13), которое надо
применить к каждому из конечного числа отрезков
[a, a{]t [аи Ы •

•, [aN, Ь].
Если же точки ад разрыва /<г> будут оказываться

строго внутри отрезков [|л, |a+i], to, вообще говоря,
порядок приближения для данной функции, даваемый
квадратурной формулой (7Л), не будет о{п~г).

Высказанные соображения следует иметь в виду

при выборе той или иной квадратурной формулы,
когда необходимо вычислить приближенно
определенный интеграл от заданной конкретно функции.

Надо, впрочем, учесть, что мы здесь говорили о

порядке приближения. Сам по себе порядок (без
знания входящей в него постоянной) дает представление
только о том, как ведет себя приближение, если

увеличивать п до бесконечности. Но в практических
вычислениях приходится довольствоваться
определенными фиксированными значениями п. Для
действительной оценки приближения при фиксированном п

решающую роль играет знание не только порядка
приближения, но и константы, входящей в порядок.
Поясним это замечание на примере.

Если известно, что две рассматриваемые

квадратурные формулы дают порядки приближения 0(п~2)
и О (/г-"4), то это значит только, что существуют две
положительные константы С\ и С2 такие, что

указанные приближения не превышают соответственно С\гг2
и С2п-4. Ясно, что вторая оценка при достаточно
больших п лучше первой, т. е. существует такое

достаточно большое /г0, что для всех п> п0

С,/г-2 > С2/г~4. (7.14)

Но при малых-п вопрос о том, какая из

рассматриваемых величин меньше, зависит еще от того, чему

равны С\ и С2. Например, если Ci = 0,001 и С2= 1,
то при п < 10 первая .оценка лучше второй. Заметим,
что и само число /г0, начиная с которого имеет место

*) Пишут ап=о(рп) («-*<»), если Hm -JZ-=0, и гово-

рят, что а'п при п-^оо есть величина высшего порядка малости

сравнительно с рп.
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неравенство (7.14), зависит от величин констант

Сх и С2.
Из сказанного следует, что если нам нужно знать

действительную численную оценку приближения
данной квадратурной формулы, то мы не можем избежать
вычисления соответствующей константы приближения.
Мы знаем из предыдущего (см. неравенство (6.12)),
что этот вопрос в рассмотренных нами случаях

сводится к вычислению констант сГу определяемых
равенством (6.11).

К высказанным соображениям на практике
примешиваются еще другие немаловажные

обстоятельства. Более точная квадратурная формула часто

оказывается и более сложной, более громоздкой. Таким

образом, вычисление с ее помощью связано с

затратой большего труда. Надо еще иметь в виду, что во

многих случаях на практике нам известны не точные,

а вычисленные с некоторыми ошибками

приближенные значения f(xk) функции f(x). Это

обстоятельство приводит к тому, что суммы

Mf)=2p*f(*ft)
О

или подобные им суммы для усложненных
квадратурных формул также оказываются известными нам

только с точностью до некоторых ошибок, которые,
естественно, будут тем большими, чем более
громоздки взятые квадратурные формулы.

§ 8. КОНСТАНТА х. УТОЧНЕНИЕ

КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ

В предыдущем параграфе была выявлена роль
констант

i

х —j>r(0<tf
о

в теоретических вопросах приближения
квадратурными формулами. Ниже мы увидим, что константы и

также могут играть существенную роль при самом

построении квадратурных формул.
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Представим себе, что для вычисления

определенного интеграла на отрезке [а, Ь] от некоторой функции
f(x) мы воспользовались определенной усложненной
квадратурной формулой

Ъ д-1

Jf(*)*f~2£«*b+i;fl. (8.1)
а О

точной для всех многочленов степени г—1. Если

функция имеет ограниченную производную порядка г,
то, как мы знаем, порядок приближения формулы
(8.1) равен 0(ггг). Мы знаем также, что если наша

функция имеет на самом деле производную порядка
г+1, то это обстоятельство в случае, если формула
не точна для многочленов степени г, само по себе не

вызывает улучшения порядка приближения. Однако
мы сейчас увидим, что возможно добавить к правой
части приближенного равенства (8.1) несложное

выражение такое, что оно приведет к новой
квадратурной формуле, дающей приближение уже порядка
0(п~г~1) для функций с непрерывной производной
Р+Цх).

Будем для удобства рассуждений считать, что

наша функция f(x) задана и имеет непрерывную

производную порядка г+1 на отрезке [а, с], где Ь < с.

Это не ограничивает общности, так как функцию,
имеющую на [а, Ь] непрерывную производную Ьг+1Цх)9
можно всегда продолжить на [а, с] с сохранением это-'

го свойства.
Положим

Л*/ -/ (|*+!) - f (Ы, A*f = Ajk+if - A*f.

A|/ = Al+if —Alf, ...

и покажем, что квадратурная формула

f f (х)dx ~ У. L (U, %ш; f) + Ы (AIT1/- А5"7)
'

(8.2)

дает для всех функций f(x)> имеющих непрерывную

производную порядка г+Ь приближение порядка
0{ггг~х).
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В самом деле, заметим, что

2 Лг*/ - 2 (АЙ/- AT1/) - Aff- Aj-'f.
0 0

Кроме этого, на основании теоремы о среднем
имеет место равенство*)

^r = fir4lk + rhQk),

где 0fc удовлетворяет неравенству 0 < 8ft< 1.
Поэтому в силу равенства (6.13)

J fdx-^ки, ь+i; D-AxCAr'f-AS"1/)
о

я-1 J «-1 -1

^S \FAu)fr){U+hu)du-hr+i 2 J4(«) ^Л»
l 0 0 0 0о о

»-1
'

fin(h + hu)—Щ- \du<hr+lZJ\Fr(u)
ч о

»-1 1

= лг+1 J J | Fr(«) и r> &+и-Г &+r/*eft) м«<

где

< hr+lrhncrKr+i = /Cr+ir (6 — а) сгЛг+1 = О (n"r_1),

с, = f | Fr (t) | Л, Kr+i - max | fr+1) (x) \,
a^x^c

Наше утверждение доказано.

*) При г = 1 это обычная теорема о среднем. Допустим,
что она верна для г — 1, тогда

ду *;-'[/(*»+*)-к*>]_
Ar

~

hr
~

f(r-U (Ife + (г - I) Й8' + А) - f"-1» (jfe + (г - 1) А8')
™

А
™

= f*0 (I* + (г -1) ле- + лв") = /<r> (U + гАв*).

Здесь 0 < в', в", в* < 1.
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При помощи формулы (8.2) можно в некоторых
случаях уточнить результат, уже полученный по

формуле (8.1). Представим себе, что после вычислений
по формуле (8.1) обнаружилось, например, по

характеру изменения Д*/, что рассматриваемая функция
f(x) имеет малую производную порядка г+ 1. В этом

случае добавление к правой части (8.1) выражения
hni^rT^f — До-"1/) или более удобного
(отличающегося от него на величину 0(п~г~1)) выражения

AxCA^W-AS-1/) (8.3)

может привести к дальнейшему уточнению
полученного приближенного результата.

Вычисление точного значения х не представляет

никаких трудностей. Оно сводится к простому
интегрированию функции Fr(t), равной на отдельных

частичных интервалах отрезка [0,1] некоторым
известным алгебраическим многочленам степени г.

Пример. Для формулы Симпсона при г = 4

константа

.-*/{^-**.(т-'К*.а-<>}*-

-А—S-/ (4—*Г«—й-/"-*»-*.
-1

2880*
о о

Таким образом, добавочное слагаемое (8.3) в этом

случае выглядит так:

2880

§ 9. ОЦЕНКИ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ

КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ

При приближенном вычислении кратных

интегралов вида
ь а

\ \ f(x, y)dxdy
а с

очень часто применяют квадратурные формулы,
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которые можно получить из одномерных
квадратурных формул путем соответствующего их усложнения.

Возьмем в качестве исходных какие-либо две

квадратурные формулы вида (4.1):
1 1

\fdx~Hf), \fdy~Ldf), (9Л)

где
m-l

L(f)=IiPkf(xk), 0<*<,<*,< ... <*т_,<1,
о

mt—1

ii(f)- 2 P'J{yk)> 0<У0<У1< •••< Ут1-1<1-

При этом мы во всяком случае будем предполагать,
что формулы (9.1) точны для постоянных, т. е. что

выполняются условия

т—1 mi—1

2p4«2pi-l. (9-2)

Если на квадрате 0 ^ х, у ^ 1 задана
непрерывная функция \{х>у), то мы можем для приближенного
вычисления ее кратного интеграла на указанном
квадрате применить следующую квадратурную

формулу:

J* J f (*, у) dx dy ~ J) jj P»Ptf (**. 0,) - ^ (0,1; 0,1; f).

(9.3)
0 0 fc=*0 /=0

Пусть теперь мы имеем два класса непрерывных

функций ф = ф(#), заданных на отрезке [0,1]: Ш/
и ЯК".

Обозначим через с' верхнюю грань:

с'= sup I f Ф dx — L (ф) (9.4)

распространенную на все функции ф класса 2Я'.

Иначе говоря, константа сг есть наименьшее число
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среди чисел Я, для которых выполняются неравенства

J ф dx — L (ф) <А (9.5)

для всех функций ф класса Зй'. Мы предполагаем,
что такая конечная константа с' существует*) для
данного множества Ш' функций.

Аналогично, положим •

1

с"= sup j q>dy — Lx (ф) (9.6)

Если функция f(x,y)f заданная на прямоугольнике
— 1 ^ #> У <1 1| обладает тем свойством, что для

всякого фиксированного у как функция от х она

принадлежит к ЭИ' и для всякого фиксированного х как

функция от у принадлежит к Зй", то в силу (9.2),
(9.4) и (9.6) приближение при помощи нашей

двумерной формулы (9.3) будет удовлетворять
неравенству

I 1 т—\ тх—\ I

j j f(x,y)dxdy — J] j ?*/>//(** Уд =
0 0 0 о I

1 1 1 m-l

j j f(x,y)dxdy—f %Pkf{*k>y)dy +
о о

m-1

0 fc=0

m—1 m!—1

+ ^Pkj f (**. y)dy — 2 S p*p^ (**' ^)
&=0 0

11 1

<

m-1

< N J" / (*i 0) <** — 2 P*f (**. #)
0 |0
m-1

fc=»0

<ty+

+ S I Ps IЛ / (**» У) ^— 2 Pi/ (**> 0i)
fc=0

mi—1

m-l

<

<c' + c"2lP*l <9-7)
ft==0

*) Из общей теоремы анализа о существовании верхней
грани следует, что верхняя грань с' существует, если существует
хотя бы одно число А,, для которого имеет место (9.5) для всех <р,

принадлежащих к классу $Ш'.
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или неравенству

1 1 m—1 mi—1

J J / (x, y) dx dy— J] S Pftp^ (**» ^)
о о

m,-

/«0

которое получается аналогичным рассуждением.
Исходя из формулы (9.3), можно для

произвольного прямоугольника a<*<6, c^y^d построить
квадратурную формулу
ь а

\ \ fi*> У) dxdy^L (а, Ь\ с, d\ f) =
а с

т—\ mi—1

= (й — a)(d — с) J] jp*P|f(a + (* —а)*А,

c + (d — c)f/z),

которую естественно назвать подобной исходной
формуле.

Наконец, мы можем данный прямоугольник
разбить на \iv равных прямоугольников оц (|<^х^1м-1;
4j<0<4i+i) (*=0, 1, ..., |i—1; /=0, 1, ..., V—1),
где точки li и r\j делят соответственно отрезки [a, b]
и [с, d] на равные части, а затем к каждому такому

прямоугольнику применить соответствующую

подобную формулу. В результате мы получим, исходя из

формулы (9.3), усложненную, соответствующую
прямоугольнику а ^ л; < 6, c^y ^ d, квадратурную
формулу:

ь d ti-i v-i

\\ f{x,y)dxdy ^^L4{!),
а с *=0 /=0

m—1 mt—1

La if) = (6ж - i«) (л»+. -i*)SS *V# & +

+ (£*+i — £*) xk, Tiy + (Л/+1 — Л/) »/).
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Ниже мы приводим несколько теорем, дающих
оценки приближения построенных таким образом
квадратурных формул.

Теорема Г". Пусть функция f(x,y) имеет

частные производные по х порядка г и по у порядка s,

удовлетворяющие на прямоугольнике а ^х ^.Ь, с ^
^у ^.d неравенствам

drf
дхг \<М, d*f

ду*
<N.

Пусть, далее, квадратурные формулы (9.1),
определяемые функционалами L(f) и Li(f), точны

соответственно для многочленов степеней г—1 и s—1.
Тогда

Ь d
|Л.—I V—1

///лс^-Е 2 *«/(/) <

<(&— a)(d — с)

m

где сг и cs
— константы, определяемые по формуле

(5.3) соответственно для L(f) и L\(f).
Доказательство. Положим h = , g =

и*

= —=—
. Тогда будем иметь:

b d Ц-J v—1

$ jfdxdy-^^LvW-
ас 0 0

H5_i v-1 / &*+i ty + i

-SSI J J fdxdy-Lu(f)
о о \i{ r\t
ц-l v-! , 1 1

= hg^ J] j j f(h + hu, r\f + gv)dudv —
о о l о о

-1(0Л;0,1;/в| + Аи,Л/ + во))}. 0.9)

Функция fdi + hu, r\j + gv) имеет на квадрате
0 ^ и, v ^Г 1 по и частную производную порядка г,
не превышающую по абсолютной величине Mhr и по

v — частную производную порядка 5, не превышающую
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по абсолютной величине Ng*. Таким образом, она

принадлежит при любом фиксированном v как

функция от и к классу WW(Mhr; О, 1) и при любом

фиксированном и как функция от v к классу W^(Ngs;6y 1).
Поэтому в силу неравенства (4.8) имеет место

неравенство

/ / (h + hu, ть + gv) du — Lu (f fa + hu; щ + gv)) <

<сгМЛг, (9.10)
где Lu(<f>) обозначает операцию L, которая
применяется к функции ф, рассматриваемой как функция
от и при фиксированных остальных переменных.

Аналогично,
1 |

j f (h + hu, r\k + gv) dv — Lv (f (h + hu, rife + gv))

<csN$f. (9.11)
Надо иметь в виду, что применение неравенства

(4.8) законно лишь при условии, что формулы (9.1)
точны соответственно для многочленов степеней г—1
и s — 1.

'

Из (9.9), (9.10) и (9.11) вследствие неравенства

(9.7), где надо считать с'= cTMh\ c" = csNg\
получим:

ъ d n-i v-i |

ас 0 0 I
|i-lv-l| I 1

<

<hg^ 2|J jffa + hu,i\t + gv)dudv —

0 |0 0

-L(0,l;0,Uf(h + hu,4l + gv)\

< Hvhg \crMhr + CsNg* J I Pk IJ
=

Г m-1

I- 0

и теорема доказана.
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Теорема 2'. Пусть функция f{x,y)
удовлетворяет на прямоугольнике а ^.х ^Ь, с ^у ^.d
условиям

1/(*',</)-/(*>г/)1<М1*'-*1), 1 /П10Х

lf(^irt-f(*.y)l<Mly'-yl). )' (9Л2)
где o)i и 0)2

— функции, для которых выполняются

неравенства (2.2), и, кроме того, квадратурные
формулы (9.1) точны для произвольных констант.

Тогда имеет место неравенство

1 i u-i v-i

j/ fdxdy-^^L^f) <

\^ А», (±=*)+ *•,(-*=*-). (9.13)
где А и В— константы (см. ниже, (9.14)).

Доказательство. Из неравенств (9.12)
следует, что функция f(li + hu, y]j + gv) от uyl v на

прямоугольнике 0 ^ и, v ^ 1 удовлетворяет
неравенствам

I f(h + hu\ т|/ + «t>)-/(6i + *«. Л/ + **) |<
<со!(/г| и' — « |) = ©|Л(| а' — и \)>

1/в| + А«.Л/ + ^/)-/(6| + Аи.Л/ + в»)Г<
< ©2 (#1 »' — У |) = <U2g (I О' — V |).

Таким образом, эта функция по переменной и

принадлежит к классу Нф (0, 1) при любом

фиксированном v и по переменной v принадлежит к классу

#©2 (0, 1) при любом фиксированном и. Поэтому в

силу теоремы 2 (§6), где надо считать а = О, Ь = 1,
л=1, имеют место неравенства

1

J / (Si + hu, л/ + £») du — La (f (g, + Ли, т|у + go))
о

ro-1

<

;(i + Sip^i)
i I
f / (Б/ + hu, 4, + go) Л - L0 {f (h + hu, r\f + gv))

0 /
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и, следовательно, из (9.9) на основании неравенства

(9.7), в котором надо считать

/ m-I \ /• .mi-1 \

с' = [1 + 2 I Pk ij щ W, с" = ^1 + 2 | Pi |] со2 (g),

получим

Ъ d ц—1 V—1

\ jfdxdy-^^L,,®
ас 0 0

<p,vAg{Ai<uX(h) + Bi(o2(g)) = А(д{ (A) + 5co2(g),
^e

A-(6-a)(d-c)(l+2!|p*i),
где

mi—1

B= (6-a)(d-c)l+||p;| S|4
m-i

fc=0
'

(9.14)

Теорема З'. Пусть функция f(x,y) имеет част-

ныв производные соответственно порядка г по х

(г ^ 1) и s по у (5^1), удовлетворяющие на

прямоугольнике а^х ^ Ъ, с ^ у ^.d условиям

№)(х'>У)-%Чх,у)\<<»{(\х'-х\)>
\f^4x9yf)-f^(x9y)\<:^(\y7-y\)y

где g)i и о)2
— функции, подчиняющиеся неравенствам

(2.2). Пусть, кроме того, квадратурные формулы (9.1)
точны соответственно для многочленов степеней

,
г

и 5. Тогда

Ь d
ц-1 v-1

■2£млJ- \fdxdy-
«6_ «) (rf - с) [с, (±=±)' Ш| (1=£) +

т—1

.H-^SlP*!^)'»»^.)]-. -(9-^
0

'

•

*

Доказательство. Из условий, наложенных

на функцию }(х,у), следует, что функция f(lt + hu,
t]f + gv) на квадрате 0<«, t><l принадлежит по
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переменной и при фиксированном v к классу

№{г)Нигф (а, Ь), где со1Л {и) = coj (/ш), и по переменной у

при фиксированном и —к классу W(S)H* (с, d).

Таким образом, по теореме 3 § 6, где надо считать
а —О, 6=1, я=1 и заменить (о{(х) на hra>i(hx)9
будем иметь

1

j f(h + hu, т!7 + gv) du — Lu (f (g, + hu, r\} + gv)) <

< crhr(nl (h).
Аналогично,

l I

J* f (h + hu, т)у + gv) dv — L„ (f (|, + An, ц, + go)) <
о I

и, следовательно, из (9.9) на основании неравенства
(9.7), полагая в нем с' = сгкгщ{1г) и с" = с3£щ(g)f
получим:

j j fdxdy-^Yi^m
о о

<

|JL— 1 V—1

< Ля J] 5j I J J f (6i + Л". П/ + ^ dU dV ~~

о о |o о

- L (0,1; 0,1; f(lt +fiu, 4, + gvn^

< livhg ( сгАг«ц (Л) + c,g4 (g) J I p* I j —

.(ft_e)(d_c)[Cr(±Z«)'ei(^«) +

Этим теорема доказана.

Распространение изложенных результатов на

случай трех и более переменных не представляет
затруднений. Например, в случае трех переменных,
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кроме исходных двух квадратурных формул (9.1),
возникает необходимость в третьей:

jfdx~L2{f),
т%—\

L2(f)= | №{*„), 0<г0<2,< ... <*м,<1.

Тогда исходная трехкратная формула выглядит так:

1 1 1

ооо

/71—1 ГП{—1 ttl%—Л

\ \\ f(x> y>z)dxdydz~
)

tfi—1 ГП{—1 tti%—Л

S S S *V/W(**• ^> 2<) = z-(0,l; o,i; 0,1; f).
0 0 0

Для получения неравенства, аналогичного (9J),
теперь уже мы должны исходить из условия, что

функция f(xyy,z) по каждой из переменных х> у, z в

отдельности принадлежит соответственно к классам Ш\
зи", а»'".

Имеют место следующие неравенства:

i 1 1

ооо
J J J* f(x>y>z)dxdydz —

m—\ mx—1 m2—1

<
0 0 0

1111 m-1 m!-l

^ I J J ' (*' У* ^ dX dy ~ S S PkP'lf{Xk> Ур Z)
о |o о

m—1 mi—1

0 0

dz+

I m%—1

0 0 |o *=o

m—1 m—1 mi—1

<c/+c-sip4|+C'"2 Sipw^i.

<

о о
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где константы с' и с" по-прежнему определяются
равенствами (9.4) и (9.6) и

с'"= sup \ ydx — L2 (ф)

§ 10. ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ

Многообразие различных квадратурных формул
бесконечно. При этом, в зависимости от требований,
предъявляемых к методу приближенного вычисления

определенного интеграла, и в зависимости от класса

функций, к которым этот метод применяется, та или

иная квадратурная формула может иметь большее
или меньшее преимущество перед другими.

В этом параграфе мы решим одну экстремальную
задачу, приводящую при некоторых обстоятельствах
к квадратурной формуле, дающей наилучшее
приближение.

Общая проблема, охватывающая в себе как

частный случай эту задачу, заключается в следующем.
Задан класс функций Н, определенных на отрезке

[0, 1] и задано натуральное число т. Требуется среди
всех квадратурных формул

jfdx~.L(f), (10.1)

где
т-1

L(f)=S Pkf(Xk), 0<аг0<х1< ... <*.„_!< 1, (10.2)
о

определить такую, чтобы величина верхней грани
1

jfdx-L(f)\f (10.3)sup

распространенной на все функции f класса Я, была
наименьшей.

Таким образом, речь здесь идет о таком выборе
на отрезке [0, 1] узлов формулы #0, ..., *m-i и весов

ро> • • •
> Рт-и при котором приближение, даваемое
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квадратурной формулой для всего класса функций Я,
было бы наилучшим среди всех возможных

приближений.

Ниже мы решаем эту проблему для класса

функций /, имеющих ограниченную на отрезке вторую

производную.
Можно получить различные видоизменения

поставленной задачи, если искать наилучшую в указанном
смысле квадратурную формулу среди формул, у
которых узлы и веса не произвольны, а подчинены

определенным, заранее наложенным связям.

Начнем с того, что введем в рассмотрение класс

функций Wa](M; a, b), состоящий из всех функций
класса WW(M; a, 6), удовлетворяющих
дополнительному условию

/(а) = Па)= ••• =/(г^Ы = 0 (а<а<6).

Всякая функция f(x)> принадлежащая к классу

WV (М; 0,1)» может быть записана в виде интеграла
(см. § 3)

f(x)=1F^mJKr(x-t)f^(t)dt,
о

где
( ur~l для и > 0,

*'<»>-{<, дл, „<0,
<10-4>

и потому, независимо от того, будет ли квадратурная
формула (ЮЛ) точна или неточна для многочленов

тех или иных степеней, рассуждая так же, как при
получении соотношений (4.5), где надо положить

рг_х(х) = 0, приходим к равенству

1 1

jfdx-L(f) = fFr(t)f<'>(f)dt,
о о

справедливому для всех функций / класса Wo](M; 0,1),
где

^г (0 = о^=П)Г 1111=Л1 -5 ^^- ^^ — ^| •
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Отсюда

sup
fs W^iM; 0,1)

\fdx-Hf)
0

_

M f
(r — 1)1 J

(i-0r
m-1

^PkKr(xk— fj dt=

r I m~1

d«, (10.5)
о | о

где положено

A* = Pm-*-b wfe — 1 — *m-*-l («A < «ik+l). (Ю.6)

Поставленная выше экстремальная задача в

случае класса Wo] (M\ а, Ь) сводится к нахождению

минимума интеграла (10.5) среди всевозможных систем

чисел %h и Uk (& = 0, 1, ..., т—1), где 0^«0<
<«!<...< ит-\ <1 и/n фиксировано.

Положим
m-1

и сконцентрируем наше внимание на случае г = 2.

В этом случае, как это следует из равенства (10.4),

4г /

Рис. 10.

•+-V

график функции #2(и— иь) представляет собой

ломаную, изображенную на рис. 10 с углом ср = я/4.
График же функции XhK2(u — uk) представляет собой

подобную ломаную, где tgq> = A*. Легко, далее,
видеть, что график функции о$(и) представляет собой
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ломаную (рис. 11), вершины которой имеют абсциссы
«о, «ь • •.

> wm_i. Существенно еще отметить, что

когда и изменяется на отрезке [0, «о], соответствующее
звено ломаной лежит на оси и и что X* представляет
собой скачок (приращение) углового коэффициента
ломаной при переходе через вершину с абсциссой щ.

Рис. П.

В остальном наша ломаная произвольна: каждой
наперед заданной ломаной вида, изображенного на

рис. 11, однозначно соответствует определенная
система чисел Kk (таким образом, и рь) и определенное
расположение на отрезке [0, 1] абсцисс uh ее вершин

(k = 0, 1, ..., m-1).
Из сказанного следует, что в случае г = 2 наша

экстремальная задача сводится к нахождению среди
ломаных вида о® (и) такой, для которой интеграл

(10.5) при г = 2 достигает своего минимума.
Употребляя язык теории приближений, можно сказать, что

наша задача свелась к наилучшему приближению в

среднем (в метрике L(0, 1) суммируемых функций)

параболы */ = -if ПРИ помощи ломаных вида о{^(и)
с наперед заданным количеством вершин.

Заметим, что минимум интеграла

a+h

л4г — Ах — В \ dx (h > 0)
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X2
среди многочленов второй степени -= Ах — В с

коэффициентом при х2, равным 1/2, и произвольными
Л и В, достигается для единственного многочлена:

тл^(£^£)-4-"-(-т-т). <М=*2-т
(Ю.7)

(доказательство см. в § 15). Этот минимум, таким

образом, равен

т*ТМт?1)1л-т!,|*-т
a-h -1

4

(10.8)

Говорят, что многочлен у /g2Q2 (
*

^ g) наименее

уклоняется от нуля в среднем на интервале (а — Л,
а + К) среди многочленов второй степени с

коэффициентом при х2у равным 72- Говорят еще, что взятая

с обратным знаком линейная часть

" + (т—Г") (10-9)

многочлена y^2\Tj пРиближает наилучшим

образом в среднем на отрезке [а — h,a-\-h] функцию
х2/2 при помощи линейных функций (многочленов
первой степени). Величину й3/4 называют наилучшим

приближением в среднем функции х2/2 на отрезке

[a — h,a + h] при помощи линейных функций.
Рассмотрим два многочлена (10.7)» наименее

уклоняющиеся от нуля, соответствующие интервалам

(a — h9a + h) и {b — hub + hx)9 где a + h=b — h{.

При x = a + h = b — hi оба они принимают
соответственно значения

Так как

|/i2Q2(D и ±h*xQ2(-l).

Q2(l) = Q2(-l),

то значения эти совпадают тогда и только тогда,

когда h = h\. В этом случае угловые коэффициенты
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линейных частей обоих многочленов различаются на

величину
6 —а = 2Л. (10.10)

Зададим теперь некоторое положительное число

«о, и пусть a — h = u0, где h > 0. Подберем h таким,
чтобы линейная функция А0и + В0у наилучшим обра-

и2
зом приближающая в среднем параболу // =у на

интервале (а — Л, а + А), обращалась в нуль при
и = uo. Так как эта функция должна, как мы знаем,
иметь вид (10.9), то искомое число h должно

удовлетворять уравнению

Л2 К+Л)2 «О 3
,о Л

откуда следует

h=y=ru0, a = u0 + h= yZ u0,

и соответствующая наилучшая линейная функция
равна

А0и + В0 = Ц^Р-Щ(и-и0). (10.11)

Пусть

uk = u0+2kh (£ = 0, 1, ..., т— 1).

На каждом из интервалов (и&, иь+0 определим

линейную функцию

Aku + Bk,

приближающую наилучшим образом в среднем

функцию и2/2.
На основании сказанного выше функция А0и+В0

при и = и0 обращается в нуль; кроме того, графики
Aku + Bk (k = 0t I, ...,

т— 1) непрерывно
продолжают друг друга в точках ии •.., ит-\. Таким обра-
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зом, все они вместе с отрезком [0, и0] оси и образуют
непрерывную ломаную.

Подберем и = и*0 так, чтобы ыт=1; отсюда
находим:

«о = ]/3 <йт,

w/i = (l/3" + 4£)co„ (ft = 0,1 m), Л' —2»a-

(10.12)

.1
Полученная таким образом ломаная сг^* (и)

определена на отрезке [0, 1] и является одной из ломаных

о{%(и)9 которыми мы должны варьировать, чтобы

найти минимум интеграла (10.5) при г = 2. Ниже мы

докажем, что именно эта ломаная а{$, (и) обращает в

минимум интеграл (10.5). При этом она есть

единственная ломаная, обладающая этим свойством.

Величина нашего интеграла при подстановке в

него о®*(и) вследствие (10.8) и (10.12) равна

dw =

о

"fc+I

14- Л£« — Б**

"л

du —

—

-7Г + 2m(*m
2

где уй=Л*а + В* есть уравнение звена ломаной

a^l(tt), соответствующего интервалу (u*k, «£+,).
С другой.стороны, пусть о^(и) есть произвольная

ломаная с абсциссами вершин uk, где

0 < щ < щ < <«m-l <««—!.

и пусть у— Aku + Bk есть уравнение линейной функ-
ции, наилучшим образом в среднем приближающей -^
на интервале (uk} иш). Тогда, принимая во внимание
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(10.8), имеем:

i

J

-J-frfu + E J \Jr-<)w\du>
0 ft=0 «^

3 m-i w*+i

(10.13)

При этом неравенство, имеющееся среди этих

соотношений, превращается в строгое равенство, лишь

если на каждом из интервалов (uk, uk+l)
соответствующие звенья ломаной а{$(и) наилучшим образом в

среднем приближают параболу -у-.
Чтобы оценить правую часть (10.13) снизу, мы

должны найти ее минимум среди всевозможных ц<ь
и\ — Uo, ..., ит — ит-и удовлетворяющих равенству

«о+2(и*+1-и*)=1. 00.14)

Не представляющие никаких затруднений
подсчеты, основанные на применении обычных методов
решения задачи на относительный экстремум,

показывают, что правая часть (10.13) достигает своего

минимума при условии (10.14) для единственной
системы значений tik=ul> определяемых равенствами
(10.12).

Таким образом, мы доказали, что

m-l

есть единственная ломаная, которая обращает в

минимум интеграл (10.5) среди других ломаных сг^(и).
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При этом в силу (10.10) и (10.11)

Х%=*А%— Лй_, = 2/г' = 4сош {k = 1, 2, ..., т— 1),

Яо = Ло:
VT

G)„

Если принять, наконец, во внимание подстановки

(10.6), то мы получили следующий результат:
Теорема 7. Среди квадратурных формул вида

(ЮЛ), где m — заданное натуральное число, формула
1 m-l

о о

определяемая узлами и весами

x*k = 4(k+ l)<am (£ = 0,1, ..., пг— 1),

с0т = (/3~ + 4тГ',
!4ю„ (£ = 0,1,...,т-2),

Р* ,=(2+1/3*) (О

(10Л5)

является единственной наилучшей для класса

функций W{q]{М\ 0,1). Иначе говоря, имеет место

равенство

jfdx-L(f)\mm max

Mf) fe=Tr(02)(M;0,l) 10

max

f e W^ (Af; 0,1)

Mol

(10Л6)

Мы получили наш результат для отрезка [0, 1]. При
переходе от отрезка [0, 1] к произвольному отрезку
[а, р] узлы хь очевидно, преобразуются подобным
образом, веса pi увеличатся в / = р — а раз, а точная

оценка приближения для класса будет равна
в

max

fel^'(M;a,0)
jfdx-LAf) Af/Vm

(10Л7)

т. е. увеличится в /3 раз (сравнить с (6Л2)).
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Полученная наилучшая квадратурная формула
имеет, однако, тот недостаток, что она дает

гарантированную указанную выше минимальную оценку

—2—
не Для всех функций, имеющих ограниченную

вторую производную, а только для тех из них,

которые удовлетворяют начальному условию

Д0) = П0) = 0. (10.18)

Таким образом, если бы мы пожелали

воспользоваться полученной формулой в случае функции f(x),
не удовлетворяющей условию (10.18), мы должны

были бы предварительно разложить f(x) в

окрестности х = 0 по формуле Тейлора

/М-/(0) + *П0) + <Р(х),

отдельно вычислить определенный интеграл от f(0) +
-fxf (0) и затем уже применить нашу квадратурную

формулу к <p(#). Тогда только можно гаранитировать

приближение с указанной выше оценкой у М(й2т.
Некоторое видоизменение полученной

квадратурной формулы приводит к новой формуле, лишенной

указанного недостатка и в то же время в

определенном смысле наилучшей для всего класса №<2>(М;0, 1)
функций. Рассмотрим квадратурную формулу

+1 т

jfd*~Eli*f<S»>. (10.19)
-1 ~т

где полагаем в силу (10.15)

И*
= 1*-а —pLp — £-* —6л-*1-1 (*—1,...,т),

Таким образом, эта новая квадратурная формула,

определенная теперь уже для отрезка [—1,+1],
получена путем симметризации старой и добавления
одного узла £о = 0. При этом \iq мы подобрали так,

чтобы
m
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Благодаря этому и симметрии формула (10.19) точна

для функций 1 и х, а следовательно, для любой
линейной функции. Но, кроме этого, она обладает
следующим замечательным свойством.

Теорема 8. Среди всевозможных квадратурных
формул

+1 m

] fdx~^pkf(xk) (10.20)
-1 -m

с 2m + 1 узлами *)
— 1 < x_m < ... < х0 < ... < xm < 1

и весами /?&, где фиксировано только пг, формула
(10.19) является единственной наилучшей для класса

W& (М; -1, +1).
При этом

'

+ 1 m |

-1 -771 J

Доказательство. Если квадратурная формула
не является точной для всех Р\ (многочленов
степени г—1), то для нее (см. § 4) рассматриваемая

верхняя грань равна оо. Поэтому достаточно

рассмотреть всевозможные кв'адратурные формулы вида

(10.20), точные для Рь
Имеем (f(0) = 0l)

&[Wi2)(M; -1, +1)] = <И<>(М; -1. +1)1-

supJ J fdx—^pkf(xk)\

sup
f€swW{M; -1, +1)

(2)

*1

+

few

sup
-1 -m

J

J hdx— ^pkh(Xk)
*o 1

+

sup
h**f.(Mlxo-l)\
>

(Xo + О3 + (1 - *o)3 Mo > Ma)2 (1Q21)

*) Т. А. Шайдаева [17] обобщила этот результат на случай

произвольного необязательного нечетного числа узлов.
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Пояснения к первым трем соотношениям этой цепи

(равенствам) вполне аналогичны тем, которые были

приведены в связи с цепью (5.5). Предпоследнее
соотношение (неравенство) верно в силу теоремы 7 и

(10.17). Последнее соотношение обращается в

равенство, очевидно, лишь при х0 = 0. Если теперь
положить х0 = 0, то получим на основании теоремы 7, что

предпоследнее соотношение обратится в равенство
только для квадратурной формулы (10.19), где пока

не определен только вес. Последний определяется из

соотношения
т

которое должно иметь место, так как искомая

квадратурная формула точна для /(*)s=l. Теорема
доказана.

В следующей теореме рассматривается четный

случай*).
Теорема 8'. Среди всевозможных квадратурных

формул

J M*«2 Pkf(Xm)
-1 -m

(10.22)

с 2m узлами (штрих у 2 указывает, что слагаемое

с индексом k = 0 опускается)

и весами ph при фиксированном m формула
1 т

\fdx~ y^vkf(x\k)y
-1 -т

где

—

ri-jfe = Ли = (4Л — 2)нт (£ = !,...,т),

1>* = 4ит (£= 1, ..., пг— I),

является наилучшей для класса W{2} (M; — 1, +!)•

(10.23)

(10.24)

*) Эта теорема доказана Т. А. Шайдаевой [18], применившей

для ее получения метод множителей Лагранжа.

84



При этом

sup

fe^(2)(M; -1, +1)
j fdx — Yfvkf(r\k)

-1 -m

= Mxi

>cm = (/3 +2(2m-l)) .

(10.25)

Доказательство. Зададим произвольную
квадратурную формулу вида (10.23), точную для всех

многочленов Р{. Пусть

/i M-fM (-K*<*i).

f2(x) = f(x) (*,<*<1).

Рассуждая так же как при доказательстве
теоремы 8, получим (пояснения ниже)

sup
fe=lH2>(Af; -l, 1)

= SUp

J fdx — YiPkf(xk)
m

J f\dx — YiPkh(xk)
-1 -m

г
m

J hdx — YiPbh&k)+ sup
f2s<)(M^l'1)

+

>

>f <*, +1)3< + -f (i - *,)3 <_, - *(*,)> Aft*.
(10.26)

Производная от \|) обращается в нуль, когда

или

(л;1 + 1)сот=± (1— ^Юда.!.

Внутри отрезка [—1, 1] это уравнение имеет

единственное решение (соответствующее знаку +)

чг : ^%/n»
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Для него ^г/(ц\) > 0, поэтому функция г|>(л;)
достигает на отрезке [— 1, -f- 1] своего единственного

минимума в точке Х\ = т]ь равного

Таким образом, в цепи (10.26) последнее

соотношение обращается в равенство только при Х\ = ци
Положив в рассматриваемой квадратурной

формуле (10.22) х\ = у\и мы заключаем, что второе
соотношение в цепи (10.26) обращается в равенство (см.
теорему 7), только если точки хь, = щ {k = 2,..., т)
делят отрезок [г|ь 1] в том же отношении, в котором
точки 4(& — 1)сот_1 (k = 2,..., т) делят отрезок [0,1]
и, кроме того, если точки Xk = ць. (А = — т,... э

— 1)
делят отрезок [— 1,t|i] в том же отношении, в каком

точки — 4&com (k = — m,...,— 1) делят отрезок

[-1.0].
В результате мы получим единственную систему

узлов

— 1 < х\_т < ... < ч)„{ < т), < ... < цт < 1

и единственную систему весов t/_m, ...,у_ь »2, ...,oOTf

для которых все соотношения цепи (10.26)
обращаются в равенство. После этого число v\ тоже

определяется единственно из соотношения

2'i>« —2,

которое должно иметь место, потому что наша

квадратурная формула должна быть точной для

линейных функций, в частности, для функции f(x)= 1.
Вычисления показывают (см. (10.15)), что

%
—

rife-i = 4ют_! (1 — t)i) = 4ит (k = 2, ..., /га),

4*
—

Л*-1 = 4(om (1 + Tfc) = 4xm

(*«-("»-!). ....-1,1)1



учитывая, что t|i
= 2ят, получаем первые равенства

(10.25). Далее (см. (10.15)),

о* = 4©т_,(1— rii) = 4xm (k = -(m — \),..., —i),
vk = 4©m(1 + Ti,) = 4xOT (k = 2, .... т— 1),

vm = (2 + V$_)»»-i (1 -t)i) = (2 + VT)xm,
f-m = (2+ /3 )«m(l +ч,) = (2+ ^3 )xm,

4 —1 m

i>, = 2— 2 оЛ— 2 vk = 4Km.
—m 2

Теорема доказана.

Пример. При т — 1 полученная симметричная
квадратурная формула имеет вид

1

Г fdx «

~ Oi{(2+l/T)f(-40,) + 4f(O) + (2+VT)f(4©I)}.
При этом мера приближения этой формулы для

класса W& (Л1; — 1, +1) равна

^=

F!W-0'045M-
Для сравнения отметим, что мера приближения
соответствующей отрезку-[—1, +1] формулы Симпсона

+i

J*/rf*~l{f(-l) + 4/(0) + f(l)}
-!

о

для того же класса W&) (М\ — 1, -fl) равна-grM»
«0,10М (константу с2 = Чв\ для отрезка [0,1] (см. § 5)
надо умножить на 23).

Интересно еще полученный результат сравнить
с усложненной формулой трапеций

+1

J* fdx~±[f(-l) + 2f(0) + f(l)]

с тремя узлами. Она дает меру приближения для
класса W&(M; —1, 4:1), равную 7б (константу
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C2 = V12 для простейшей формулы трапеций (см. § 5)
надо удвоить).

Рассмотренная (при г=2) задача в случае
произвольного г > 2 не решена.

При г = 1 вопрос сводится к нахождению

минимума интеграла

1 I m-l I 1

о

{и > 0),
где

КЛ") = { (и < 0).

Таким образом, речь идет о наилучшем
приближении в среднем на отрезке [0,1] функции при помощи

ступенчатых функций сг{^ (и) с произвольными
точками разрыва tt0,Мь...,Om-ь т.е. таких функций,
которые на каждом из интервалов (0, u0), (wo,Ui), ...

..., (ttm-i,l) принимают постоянное значение; при
этом на интервале (0, и0) это постоянное значение

равно нулю. Следовательно,

<w={
0 (0 <и<и0)

ck (uk<u<uh+x) (fe = 0, ..., m—1, ttm=l),

где ck u uk (0^«fe^l) — произвольные постоянные

числа.

Очевидно, что

п-\ иЬ+1

f\ц—°{£(u)\du=) udu+ S J и—^и«
о о

*- л -

>
fe=0 ы^

2 m"""*

=т+ 2j—5—>
I

fe=0
2(2w+l)

*
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Последнее неравенство вытекает из решения

задачи на относительный минимум функции

1+S («*+!-«*)

при условии, что

т-1

«0+ S(«*+l —"*)=!•
fc==0

Минимум соответствует значениям

ul =W (*-0.1,...,m-l)

и экстремальная ступенчатая функция будет

<.(")=

Отсюда имеем

О (°<"<Wm)>2m+l,

Л^ =
2w+i

и, наконец,

«
_

2

Р*
—

2m + 1

2Aj + 2
Xh =b 2m+1

(ft = 0, 1, 2, ..., m-1)

(£ = 0, 1, ..., m —2, m—1),

(& = 0, 1, ..., m—1).

Мы получили, таким образом, квадратичную

формулу
1 m-l

1^-жтт2Кжтт)- (1(к27)
0 k=0
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обладающую тем свойством, что она наилучшая для

класса функций Wq1) (M; 0, 1) при заданном
натуральном т. Мера ее приближения для всего класса равна

М
(10.28)2(2т+1)

*

Как и в предыдущем случае, из этой формулы
можно получить симметрическую квадратурную
формулу

+i

/М*~2^/(Ьк), (Ю.29)

полагая

4

При этом величина v0 подобрана так, чтобы

т

Таким образом, квадратурная формула (10.29)
точна для всех линейных функций. Она обладает
следующим минимальным свойством.

Теорема 9. Среди квадратурных формул вида

I пг

]fdx^^pkf{xk), (10.30)

где m — заданное натуральное число, — 1 ^ Х-т < ...

... < Хо < ... < хш ^ 1, формула (10.29) дает для
класса W^(M\ — 1, 1) наилучшее приближение,
равное М/(2ш + 1).

В самом деле, ограничимся рассмотрением
квадратурных формул, точных для констант (многочленов
нулевой степени) -—для формул, не обладающих этим

свойством, все равно соответствующие верхние грани
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равны оо. Имеем (пояснения ниже)

sup
fe=W{l) (M; -1,-1)

j fdx — ^pkf(xk)

jfdx-%sup

fE^ (Af; —1, 1)

sup

+ sup

-1

m

+

X»

>

>
Al M

^rir[^+1)2+(1-^21>^TT- <I031>

Первое равенство этой цепи верно, потому что

рассматриваемая квадратурная формула точна для

констант; второе объясняется как третье равенство
в (5.5). Третье соотношение верно в силу того, что

7(1)
наилучшая для Wx9 Ш; х0> 1) формула дает оценку

М/2(2т+ 1) (см. (10.28)), которую в случаях
классов Wxl(M; —l9x0), Wjb(M;xQtl)' надо увеличить
соответственно в (#о+ I)2, (1—#о)2 раз.

Последнее неравенство цепи обращается в

равенство лишь при #о — 0. Будем считать дальше х0 = 0;
тогда предпоследнее неравенство обращается в

равенство лишь если (см. (19.30))

xk= lb Pk^Vk (k = — m, ...,
— 1, 1, ..., т).

Вес ро определяется из равенства

т

которое должно выполняться, потому что искомая

квадратурная формула должна быть точной для
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Рассмотренная задача может быть поставлена в метрике Lv.
Отметим относящийся к этому вопросу результат Т. А. Шайдае-
вой [18], получившей квадратурную формулу вида (10.1),

наилучшую для класса W^P {М\ 0, 1) среди всевозможных таких фор-
р

мул, точных для всех линейных функций. Таким образом,
принимая во внимание сказанное в § 4 (петит), мы получаем, что

решение этой задачи состоит в нахождении минимума интеграла

I
'

О-О2 2р*М**-9 V -!- + -!-
Р Я

т-1

при варьировании рь, удовлетворяющих двум связям УрА =

о

m-t

«- 1 и £>Рьхь
=

~п9 с фиксированным числом т узлов #*, при-

0

надлежащих отрезку [0,* 1]. Решение этой задачи теперь
основывается на привлечении свойств многочлена (в данном случае

—

второй степени), наименее уклоняющегося ог нуля в метрике Lp
(см. § 16).

В метрике L2 подобная задача решена К). Я. Дорониным [5].

§ 11. НАИЛУЧШАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА

ДЛЯ КЛАССА W[*+»(M; 0, т)

С РАВНООТСТОЯЩИМИ УЗЛАМИ

Рассмотрим для данного натурального т

квадратурную формулу

\f{x)dx~^pkf{k) (11.1)

с узлами Xh = k (k = 0,1,... , m), делящими отрезок

[0, т] на равные части.

Будем предполагать на этот раз, что функции f(x)
принадлежат к классу W{l*1)(М\ 0, т) (см. § 2 и 4).

Если квадратурная формула (11.1) точна для

многочленов степени л, то на основании (4.14) имеет
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место следующая точная оценка:

1*2

где

п+1 (О рл (11.2)

О J

и функция /Cw+i(") определяется при помощи
равенства (3.3).

Сард [20] исследовал задачу о нахождении

минимума интеграла, стоящего в правой части (11.2), если

варьировать весами ръ.. Задача эта отличается от

рассмотренных в § 10 экстремальных задач тем, что в

ней задаются фиксированные, в данном случае
равноотстоящие, узлы и подвергаются варьированию
только веса Pk, которые удовлетворяют следующим
связям, выражающим, что соответствующие варьируемые
квадратурные формулы точны для многочленов Рп(х)
степени п:

ТП

^fT=^Pkks (5 = 0, 1 л). (11.3)
fc=0

Сард показал, что при тех заданных натуральных

тип, при которых система (11.3) имеет решения
(относительно pk)t поставленная экстремальная
задача имеет единственное решение.

Таким образом, в указанном случае среди
всевозможных систем чисел pk (k = 0,1,..., m),
удовлетворяющих уравнению (11.3), существует единственная

система, для которой правая часть (11.2) достигает

минимума. Естественно говорить, что эта система

определяет наилучшую квадратурную формулу (11.1)
для класса W{l*x){M\ 0, т) при фиксированных
равноотстоящих узлах (делящих отрезок [0, т] на т

частей).
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Таблица, 3

Наилучшая формула для класса W^+l) (M; 0, т)
с равноотстоящими узлами на отрезке [0, т]

>rr(/t+D (1;0> „,)]«, sup1 U J
li^+^llL2(0,m)<l

рО = Сл, Р\ = С\у

т т

ffdx-^pj
о о

рт
= ст

(*) =Лг

с0Л CiA С2А с3Д

«==0

1

2

3

4

5

6

2

2

2

2

2

2

2

2 2

2

2

2

2

2

2

Л»1

1

2

3

4

5

6

1

3

4

11

15

41

10

11

32

43

118

26

37

100 106

2

8

10

28

38

104

-L. = 0,083333

J2_
12

_3_
12

_4_
12

_5_
12

= 0,166667

= 0,25

= 0,333333

= 0,416667

4-w

1

120

1

160

1

120

1

105

5

456

77

6240

«0,008333

= 0,00625

— 0,008333

= 0,009524

= 0,010965

= 0,012340



Продолжение табл. 3

co^ CiA С2А СзА

я = 2

1

3

21

112

55

4

9

76

379

192

46

289

132 172

3

8

60

312

155

я = 3

2

3

4

5

6

1

3

2349

29392

1082811

4

9

9932

110209

4409946

4430

76819

2225043 4304484

3

8

7248

86568

3290014

1

1890

И

8960

11

12600

73

69888

11

10850

1

= 0.000529J
= 0,0012281

= 0,00087з|
= 0,001045

= 0,001014]

9072

13

17920"

6557

36529920

61633

= 0,000110

193912320

210047

= 0,000725

= 0,000179)
= 0,000318

921203920
= 0,000228

Сард, кроме того, разработал метод получения

указанных чисел /?&, соответствующих

экстремальному решению, позволяющий эффективно найти
точные значения этих чисел для каждой конкретно
заданной пары (т, п)9 если соответствующая задача
имеет решение.
Мы ограничимся только тем, что приведем

сводную таблицу окончательных численных результатов

Сарда [20], сделав соответствующие разъяснения*).

*) Таблицы 3 и 4 взяты из статьи Сарда [20]. Более
подробные таблицы этого рода см. в [19].
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Таблица 4

Приближенная формула для класса

с равноотстоящими узлами на отрезке [0, го]
(формула, приближающая данные таблицы 3)

* тп
** * тп

соД CjA С2Л С3А 'тп 0T 'mnl

«==1

4

5

6

39

40

40

115

112

112

92

98

98 100

100

100

100

143

15-Ю3

11

: 0,009533

103
= 0,011

31
25 • 102

: 0,0124

д = 2

5

6

43

355

146

1238

111

853 1108

120

1000

79

756-102

7079

7.10е

= 0,001045

= 0,001014

я = 3

4

5

6

5

6

97

407

329

81

33

412

1529

1341

307

134

182

1064

675

212

67

1310

132

300

1200

1000

240

100

10193

567-105

1154043

35288-105

31923

= 0,000180

= 0,000318

14-Ю7

46987

= 0,000228

145152-103
= 0,000324

^^= 0,000236



При пользовании таблицами 3 и 4 надо иметь в

виду, что числа рк (k = 0,1,..., т) удовлетворяют
симметрии

Рк = Рт-Ь

что можно было бы доказать в общем случае.
Поэтому в таблицах для каждой данной пары (т, п)
приводятся только значения Ро> Ри •••! р т+\, когда т

2

нечетное, и значения р0, ри ...9pjn_ , когда т
2 +I

четное.

Рассматриваемые значения рц, оказываются

числами рациональными, но, вообще говоря, не целыми.

Чтобы не загромождать таблицы дробными числами,

для каждой пары (т, п) подбирается целое число Д —

общий наименьший знаменатель соответствующих
этой паре чисел pk и вместо дробных ph приводятся
целые числа /г^Д. Точные верхние грани приближений,
даваемых рассматриваемыми квадратурными

формулами, как видно из таблиц, также суть числа

рациональные.
В таблице 4 числовые данные результатов (не

всех) таблицы 3 несколько изменены (веса сдвинуты)
в целях получения более удобных для практики

формул. Последний столбец таблицы 4 показывает

возникающие при этом ошибки приближения в процентах.
В двух случаях в таблице 4 приведены два

возможных варианта измененной квадратурной формулы.
Пример применения таблиц 3 и 4.

Требуется написать наилучшую квадратурную формулу
для класса WlI (M; О, 4) с равноотстоящими узлами
в случае пг = 4. В данном случае п = 1.

Из таблицы 3 находим, что искомая формула
имеет следующий вид:

4

jf(x)dx~-£[f(0) + f(4)] +
о

+ -§[/(1) + /(3)] + ||/(2). (11.4)

При этом ошибка приближения для функции f(x)9
имеющей на отрезке [0,4] производную /"(*) второго
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порядка, удовлетворяющую неравенству
4 \V,

f"(x)\4x) <М, (11.5)
о
л

не превышает

-j^=M. 0,009524. (11.6)

Вместо точной наилучшей (для класса W{L2(M;0,4))
формулы (11.4) можно, воспользовавшись таблицей 4,
написать близкую к наилучшей (для указанного
класса) квадратурную формулу. Она имеет такой вид:

4

jf(x)dx~o,mf(o)+f№ +
+ l,15[f(l) + f(3)] + 0,92f(2). (11.7)

Ошибка приближения, даваемого формулой (11.7)
для функции /(л:), имеющей на отрезке [0,4]
производную f"(x)9 удовлетворяющую неравенству (11.5),
уже оценивается несколько большей величиной
М- 0,009533, отличающейся, однако, от величины

(11.6) всего лишь на 0,1%.
Приведенные таблицы 3 и 4 даны для отрезков

[0, т]. Переход их на любой другой отрезок не

представляет затруднений. Именно, легко видеть (см. § 6),
что если формула (11.1) является наилучшей для

класса W{l*])(M; 0, т) среди формул, имеющих

фиксированные узлы Xh — k (k = 0, l,...,m), то

подобная ей .формула
b m

jf(x)dx^^icg(x'k) = Ll(f),
а 0

где

<-S^T1' x*-a +4rk <*-0.1,...,m).

является соответственно наилучшей для класса

W(l*1)(M\ я, b) с фиксированными узлами x'k. При
этом в силу неравенства (6.17), в котором надо
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положить п=1 (п имеет там другой смысл), оценка

sup

fe?l"+1) (М; fit, 6)
jfdx-Lx(f) = M\\Fn+dU{a.b)

связана с оценкой (11.2) следующим образом:

II Fn+l HLf (a. fr)
= ("ЙГ) 2 'I Fn+l К (0. т)-

§ 12. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ,
В КОТОРЫЕ ВХОДЯТ ЗНАЧЕНИЯ

ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИИ

До сих пор мы рассматривали квадратурные
формулы, при помощи которых приближенно вычисляют

определенный интеграл от функции, когда известны

значения этой функции в отдельных точках — узлах

квадратурной формулы. Но возможны более общие

квадратурные формулы, в которые входят как

значения функции, так и значения ее производных того или

иного порядка.
Если нам известны не только значения функции

f (х) в точках x0iXu ... ,#m отрезка [0,1], но и значения

ее производных того или иного порядка, то

естественно, что при правильном использовании всех этих

данных мы можем ожидать более точный результат, чем

в случае использования только значений функции.
Квадратурная формула, в которую входят

значения функций f (х\ и ее производных до порядка р
включительно в точках х0,Хи...,#т, в общем виде

выглядит так:

1 т—1 р

[fdx~ ^^РыГ1)(ч) = ЦП, (12.1)

где ры
— заданные, числа

— веса, и хь, — заданные

точки, удовлетворяющие условию

0 < х0 < хг < ... < xm„i < 1.

Если формула (12.1) точна для многочленов

Рг-\(х) степени г— 1, т. е. если для нее приближенное
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равенство обращается в точное при подстановке
вместо / любого многочлена Рг-и то для нее возможно

получить точное значение ошибки, выраженное через

производную /(г)(*) порядка г > р.
Нам будет удобнее с этой целью нашу формулу

записать следующим образом:

1 m-l р

J М*~тг2ИЧг)(г-/-1)!Р(**) = МЛ. (12.2)
О fc«0 /=50

полагая

Пусть задана функция f(x), имеющая на отрезке

[0,1] кусочно-непрерывную производную fir)(x).
Разложим ее по формуле Тейлора:

о

где (см. (3.4))

1

Rr(x) =y±w jKr(x-t)r>(t)dt.

Заметим, что производная порядка /< г от

остаточного члена может быть записана следующим
образом:

i

№ (*) - (Г-J--i)t J* Kr-t (* -1) /<'> W dt.

Поэтому в силу того, что формула (12.2) точна

для Рг_х (т. е. узлы хк и веса к$ связаны условием
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0 fc=0 /=»0

точности),
1 1

j fdx-L(f) = j Rrdx-L(Rr) =
о о

1 1

0 0

m-\ p
1

-7Г 2 S^J Kr-i(xk-t)r>(t)dt =
fc=0 1=0 0

1 1

= TT^DF J J (* ~ Or~' ^/(r_I) (0 dt -

0 *

—Ti-J £Еч'%-*(**-9/(г>(')^==
l

= JFr{t)fW{t)dt, (12.3)
о

Мы получили точное равенство, выражающее
оценку приближения квадратурной формулы для

данной функции f(x)t имеющей на [0,1] производную
порядка г. Оно совершенно аналогично

соответствующему равенству (4.7) и содержит его в себе как

частный случай при р = 0, если принять во внимание, что

грЛ0 = Л^0). Это обстоятельство говорит о том, что и

для рассматриваемой более общей квадратурной
формулы можно получить результаты, аналогичные тем,

которые были изложены в § 6 и 7.

Квадратурная формула
Ь т—\ р

a fc=0 /=0

соответствующая отрезку [a, ft], подобная формуле
(12.1), имеет узлы х'к, расположенные на [at b] геомет-
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рически, подобно тому как расположены на отрезке
[0,1] узлы Xh формулы (12.1). Что касается весов p'kV
то они связаны с ры соотношениями

Я,-А,+1Ры.
где h » Ь — а — длина отрезка [а, Ь]. Это соотношение

дает возможность ввести понятие усложненной
квадратурной формулы

jfdx^^L (%k, |ft+1; J), (|ft = a +-^ k), (12.5)
a 0

в точности по тому же образцу, как это было сделано
в § 6 для формулы (6.7).

Теорема 1 полностью сохраняется и для формулы
(12.5), полученной из (12.2); нужно только, конечно,
под Fr(t) понимать функцию, определенную
равенством (12.4). Ясно, что для формулы (12.5),
полученной из (12.2), полностью сохраняются также теоремы
4—7 и все вытекающие из них сделанные в § 7 общие
заключения.

§ 13. ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ФОРМУЛА ЭРМИТА

Подобно тому как интерполяционная формула Ла-
гранжа ;(см. § 1) служит источником квадратурных
формул обычного вида (1.11), интерполяционная
формула Эрмита может служить источником для

квадратурных формул типа (12.1), содержащих в себе

наряду с значениями интегрируемой функции значения

ее производных того или иного порядка.
Зададим на отрезке [а, Ь] точки

■^0» *1» • • •
> ^т—1

и соответствующие им системы чисел

Vv У{о]> •••»!#Ч

Ут-V Ут-V '••» Ут-\ >

где ро,'.:., pm-i — заданные натуральные числа,
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Поставим задачу: построить многочлен Р(х)
степени п = ро + ... + pm-i + m— 1, который обладал
бы свойствами

р{Чхь)=у$ (*=0> ь •••• *-1; /=0> »••••» р*)-
Искомый многочлен единственный, так как если

допустить, что существуют два таких многочлена, то

их разность, которую мы обозначим через Q(x),
должна удовлетворять равенствам

QTO(*ft) = 0 . (ft = 0, 1, ..., m-l; Z = 0, 1, ..., pk),

и, следовательно, точки xh должны быть нулями Q(x)
соответственно кратностей рл+1. Отсюда многочлен

Q{x) степени п должен делиться на многочлен

m-l

степени /г+1, что возможно, только если Q(x)sO.
Непосредственной проверкой можно убедиться в

том, что решающий поставленную задачу многочлен

Р(х) может быть записан следующим образом:
m-l Н

Р(х)=2 2^Рк1(х), (13.1)
где

p"w-,Ui-,/»«-'i »» lw • (13-2)

m-l .

л (*)=П (*-**>*
О

(£ = (), 1, ..., m—1; / = 0, 1, ..., рк),

и выражение I/7 (*)}{«) обозначает сумму членов

разложения функции F(x) в ряд Тейлора в окрестности
х = а, в которое (я — а) входит в степенях, не

превышающих натуральное число X.

Чтобы убедиться в этом, надо принять во

внимание, что многочлен Ры{х) подобран так, чтобы он
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имел степень п й удовлетворял условиям

Pi\{xs) =
( 1, если одновременно k = s, l — i,

= | 0 в остальных случаях (13.3)
1 (k = 0, 1, ..., т— 1; / = 0, 1, •.., pk).

Это следует из того, что

^{xAjbrZrl + K{x~ar+l + "" (13*4)

так как jut-й отрезок разложения Тейлора функции
(13.4), очевидно, совпадает с jui-м отрезком

соответствующего разложения единицы:

1 =ф(л:)—г-г.

Формуле (13.1) соответствует общая
приближенная интерполяционная формула Эрмита

m н

fW-SS /(/) W) Ры (х) = Р (х), (13.5)

которая приводит в соответствие заданной функции
f(x) многочлен Р(х) степени п, удовлетворяющий
условиям

Pl)(xk) = P^(xk)
(Aj^O, 1, ..., пг—и / = 0, 1, ..., pk).

Если проинтегрировать левую и правую части

приближенного равенства (13.5), то получим

(приближенную) квадратурную формулу *)

ь

'\f(x)dx~Hft, (13.6)

*) Эта формула имеет несколько более общий характер, чем

рассмотренная в предыдущем параграфе формула, где было

Ро = ...
= Pm-i = р.
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где

m-I Pfc

i(fl=2b'/fW (13.7)

b

№=1 PkiWdx. (13.8)

Так как для всякого многочлена Р(х) степени

п = Ро + . •. + pm-i + m — 1 интерполяционная
формула (13.5) Эрмита обращается в тождество, то

квадратурная формула (13.6) точна для всех

многочленов степени п.

Легко видеть, что, наоборот, если задана

квадратурная формула
ь

\fdx~LUf),
а

где
m-1 Pfe

о которой известно, что она точна для всех

многочленов степени я, то определяющее ее коэффициенты р'£1)
совпадают соответственно с выведенными выше

числами pk\ определенными при помощи интегралов

(13.8). Действительно, для любого многочлена Р(х)
степени не выше п L(P)= ^i(P).

В частности, если в качестве Р(х) взять

многочлены Ры(х) вида (13.2), то вследствие их свойств

(13.3) будем иметь

(* = 0, 1, ..., т— 1; / = 0, 1, •.., pfe),

что и требовалось доказать.

Квадратурная формула (13.7) содержит в себе

как частный случай формулу (12.1) предыдущего
параграфа при pi = ... == pm

=

р-

№



§ 14. ОБЩАЯ ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА

В этом параграфе мы решим задачу для

квадратурных формул вида

1 m-l r-2

\fdx~-L 2 SW-l-Wf(l)(xk)= L(f)> (14Л>

представляющую собой обобщение экстремальной
задачи, решенной в § 10.
Мы начнем с того, что найдем среди квадратурных

формул (14.1) со всевозможными узлами Xh и весами

Я1Р, где

0<а:0< ... <л:т_1<1>

такую, которая дает наилучшее приближение для

класса функций Wo} (M; 0, 1). Здесь предполагается,
что г и т — заданные натуральные числа. При этом

г — четное число.

Рассмотрим произвольную функцию f(x) класса

№ог)(М;0, 1). Она, таким образом, удовлетворяет
условиям

/<о)-Г0>)- ... -/«'-"(Р),
и для нее при р = г — 2, независимо от того, будет ли

формула (14.1) точна или неточна для многочленов

степени г— 1,
1

о

1 ( m~i г—2 }

=7F J <1-/)Г- S ЦЧ%-,(**-9 f(n ЮЛ (14.2)

Отсюда мера приближения нашей произвольной

квадратурной формулы для класса Wq](M;0, 1) равна

*8?- sup-
■ I Jf£te-I(f)|--

1 I m-l r-2 I

>-0i=0

ЙЯЭ
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Полагая
^ .

,.

l-t= u, 6,-1-*„_*_„ xp-ufcfcu (14.4)

получим

*s? -тг J к- S 2^%+, (и -G*) Idu- <146>
О I fe=aO /=1

При произвольных числах \i$ сумма

на отрезке [0&, Qk+\] есть произвольный многочлен

степени г—1, обращающийся в нуль при и = 8& (fc =
= l,2,...,m-l; 9m= 1).

Таким образом, принимая во внимание, что

Ks (" — 6ft) = 0 для и ^ 0ft и s > 1, получаем, что

двойная сумма

<> («)='% 2 «+1 («- efc) (H.6)

представляет собой произвольную непрерывную на

отрезке [0,1] функцию, равную тождественно нулю на

отрезке [0,0О] и равную некоторому многочлену
степени г—1 на отрезке [0ь, 0fc+i] (Л=1, ..., т— 1).

Наша задача свелась к нахождению минимума

интеграла (14.5) для фиксированного т при
варьировании узлами 0ь, удовлетворяющими неравенствам

О<0<0!< ... <0m-i<l,

и числами ^ или, иначе говоря, при варьировании

функциями а^(м)> обладающими указанными выше

свойствами.

Введем в рассмотрение определенную на отрезке
[а — ft, a + h] функцию

hrQr(^), (14.7)
где

Qr(x)=slnl{r+}l^losx] (-1<*<1).
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В § 15 и 16 будет дано полное доказательство

следующих свойств этой функции.
Функция (14.7) есть алгебраический многочлен

степени г

с коэффициентом при хг, равным единице. Она
является единственным многочленом, для которого
интеграл

a+h

J \Pr(x)\dx
a-h

достигает своего минимума среди всевозможных

алгебраических многочленов Рг(х) степени г с

коэффициентом при хг, равным единице.
Указанные свойства, благодаря которым

многочлен (14.7) называют многочленом степени г,

наименее уклоняющимся от нуля в среднем на отрезке
[а — А, а + Л], можно еще трактовать так.

Интеграл
a+h

j \xr-Pr_{(x)\dx,
a-h

где Pr-i(x) есть произвольный алгебраический
многочлен степени г— 1, достигает своего наименьшего

значения для единственного многочлена P?_i (х), для

которого

hrQr[^)=x'-PU (x). (I4.8)

Многочлен PjLi (х) называют наилучшим
многочленом степени г—1, приближающим в среднем на

отрезке [а —• A, a + h] функцию хг.

Заметим, что если г четное, как мы с самого

начала предположили, то для того, чтобы два
многочлена вида (14.7)*, наименее уклоняющиеся от нуля
на. отрезках [а — Л, a + А] и [Ь — Аь b + AJ, где

а + А = & — Аь совпадали в точке a + Л, необходимо
и достаточно выполнение условия А = hx.
Действительно, то обстоятельство, что они равны в точке
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a + А, сводится к равенству

/*rQro)=A;Qr(-D>

которое эквивалентно равенству A = Аь так как при
г четном

Qr(-l)-QrO)
(см. § 16).

Зададим теперь положительное число 0О, и пусть
а — Л = 80, где Л > 0. Подберем Л таким, чтобы

многочлен Pj2-i (w), наилучшим образом приближающий
функцию иг на отрезке [а — А, а + Л], где а — А = 60,
обращался в нуль при и = 80. Таким образом,
вследствие (14.8)

^-1 (в0) - в;- hrQr (-о=в;- hrQr (1)=0.

Отсюда следует, что

во-К570)Л, (14.9)
и так как

Сг(1) = -Ф~.
ТО

Пусть теперь
г

efe = 9o + 2feA = 90^r + I + 4fe
(*«0, 1, ..., m);

Кг + 1

тогда, если мы на каждом из отрезков ©& = [6*, 9ft+i]
определим многочлены Рг_1,ь(ц), наилучшим образом
в среднем приближающие соответственно на них

функцию и\ то графики этих многочленов вместе с

отрезком [0, Ыо], лежащим на оси и, образуют на отрезке

[0,6т] непрерывную кривую.
В самом деле, мы уже убедились в том, что эта

кривая непрерывна в точке 0О. Пусть теперь а& есть

середина отрезка со&, т. е. 0л = йь — А, Qh+i = аи + А.
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Тогда

ur-Pr-Uk(u) = hrQr(—fi-) на ю*

и' — Pr,lt fe+1 (ы) = /zrQr (
*

~~^+1) на ©л+1.

Подставив в эти функции одно и то же значение

u = ak + h = ak+x
— h, получим равные числа ArQr(l) =

= hrQr(— 1), откуда
^-ь*(вЛ+1) — Яг-ыь+1 (в*+,) (k = 09 1, ..., m-2).

Подберем 0О так, чтобы 8т=1; тогда

в;

/к =

4fe + Уг + 1

4m + Уг + 1

2
(& = 0, 1, ..., m— 1), (14.10)

Am + Уг + 1

и соответствующая полученной системе точек 0*
кривая является одной из определенных выше

кривых о(% (и). Обозначим эту кривую через о%} (и) и

докажем, что именно для нее и только для нее

интеграл (14.5) достигает своего минимума. Пусть

в*— (£ = 0, 1, ..., пг— 1).

Величина нашего интеграла при подстановке
в него ог{£ (и) равна

1

7rf|«r-<(«)K«-
О

( Э0 , Vй

О k~0 fl^
г!

г! \ г+1
"Г

2Г~' J
rl \4m + |/> + lj

-. (Н.П)

ПО



С другой стороны, если о^(и) — произвольная

определенная выше функция, то она имеет такой вид:

( о (о<м<е0)
= (£ = 0,1 m-l),

У Pr-ukM (efe<«<eft+1),
(14.12)

где Pr-i,k(u) — многочлены степени г—1. Поэтому,
полагая 20fe = 9ft + 0fc+i> будем иметь:

7rJV-«8?(«>H«-
-i-i Ч+1

>7Г
ОГ+1
В0
Г + 1

=

7Г I"rd"+S J l"r-pr-i.fe(")lrf"

ws(^r}-

>

fe=0 6;

dw

l

7Г
C1
r+l

1

7Г

2

+ T1F ^(0ft+i — 6&)
r+l

r+l
fc=*0

(14.13)

При этом неравенство, входящее в эти

соотношения, превращается в строгое равенство лишь тогда,

когда звенья кривой о%}(и), соответствующие

изменениям и на отдельных отрезках [0&, 6a+iL представляют
собой многочлены степени г—1, наилучшим образом
в среднем приближающие параболу иг.

Чтобы оценить правую часть (14.13) снизу, мы

должны найти ее минимум среди всевозможных

Во, 8i — во»... f Вт — вт-ь связанных соотношением

m-l

е„+ 2(в.
&=0

Л+ 1
' е*) = 1. (14.14)
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Решение этой задачи на относительный минимум

приводит к тому, что правая часть (14.13) достигает

минимума при условии (14.14) для единственной

системы значений 0^==8ь определяемых равенствами
(14.10).

Перейдем теперь к вычислению коэффициентов
\1<*\ соответствующих минимуму интеграла (14.5).

На отрезке [бо, &\] функция, стоящая под знаком

абсолютной величины в интервале (14.5), равна

=\г{<эг(-о+-^Ч'(-1)+ ...

•••+-^T-Q',(-i)J-
Отсюда, разлагая иг по степеням а — во и

сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получим,
принимая во внимание (14.9),

< ^-VllF^Tyr [QrCDl^-Q^ (-1)} (14.15)

(f-l r-\)
и, подставляя вместо Qr(l) его величину, получим

l\\Am + Vr + \) - (14.16)
(/-1, •-., г-1).

Если учесть свойства функций Kt+\(u — Qk), то

нетрудно видеть, что на отрезке [б*, ft^+i] функция,
стоящая под знаком абсолютной величины в

интеграле (14.5), при \xf = \xW равна

w(-«+t*)-

ы

т



Если принять теперь во внимание, что при четном г

функция Qr(x) четная и, таким образом, Q^(—1) =
= (-D'Q^(l). то

Н^(.1+^Ц(.1+^)).
_«{<b(l+^)-*(-, + ^)}-
=2A:{^Q;(i)+-^Qr(i)+...

* *

Таким образом, для £=1, .... пг— 1

<+Ч
Ф

(2/ + 1)! ^
^ ^ —U, i 2 /•

Пересчет на исходные узлы хк и коэффициенты А,£
(см. (14.4)) приводит к следующим результатам:

x'k=2(k+l)ht (6 = 0, 1, .... т— 1),

м:+1 =о.

(i = 0, 1, ....

г-4

2А2'+|
Ч (Г-2/-1)!

' — 2

; 6 = 0, 1, ..., т —2),

оГ*-0(1)

6 = 0, 1, ..., m—2),(/ = 0,1, .

=(7^{(7^1«,а>Г-оГ'-"<-1>}
(/ = 0, 1 г —2),

(14.17)

из



где

К = 7
= 2ют. (14.18)

4т + Кг + I

Мы пришли к следующему утверждению.

Теорема 10. Среди квадратурных формул вида
(14.1), определяемых при фиксированных шит
произвольными коэффициентами Х$ и узлами xki где

0^х0<х{< ... < xm_i ^ 1, наилучшей для класса

W{o](M; 0, 1) является единственная формула
1

Jfrf*~L.(f)
о

с коэффициентами К^ и узлами х%, выражаемыми
при помощи равенств (14.17), (14.18), и с мерой
уклонения, равной

sup \\fdx-LJf) }-Af^. (14.19)
fe=w£l(M;0, l> I о J

Оценка (14,19) непосредственно следует из (14.13),
где в правой части надо положить 6&= 0£ (см. (14.10)).

Рассмотрим частный случай полученного
результата при /* = 4. В этом случае наилучшая
квадратурная формула имеет такой вид:

J f dx ~ 2 [a*/(i») + Р*Г (x»)] + Yf (*«-i), (H.20)
0 fc=0

где
:

xk = 4(k+l)am (k=0y 1, ..., m-1), ©т= \4т+/5) ,

* 2 5©^,
«ife==o-G>m, . $*=-**- (^ = 0, 1, ,.., W-^2),

"5"-7 2

"8 <» «m-l- 6Y =^|^<, a =Ы^5+2),

r^-i(iVW-t *~3г
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Формуле (14.20) можно привести в соответствие

симметрическую квадратурную формулу
1 т

jfdx~ J] [**/&)+ &*Г (£*)] +
—1 k=—m

"

+у[Г(и + Г(и] + УоГ(0) + б0Г(0), (И.21)
где
— Е-л = Ik = *fc^h a-fc = я* = <Xft-i,

ft_fe = ^=P^b £o = 0 (fc=l, ..., m), (14.22)
a a0, &o, Yo* бо подобраны так, чтобы полученная

формула была точной для многочленов третьей степени.

Формула (14.21) замечательна тем, что она

является наилучшей для класса функций, имеющих

четвертую производную, удовлетворяющую неравенству

|/(IV)(*) |^ М на отрезке [— 1, + 1], т.е. для класса

W*)(M\—1,+1) среди квадратурных формул вида
1 т

jfdx~% [Kkf (*ft) + у*Г (**) + Ы" (**)] + bf" (*o),
—т

— 1<*_W< ... <*0< ... <*т<1, (14.23)
где т фиксировано, а параметры %^ у&> М»а» б, хь —

произвольны,

Действительно, пусть Wa} (М\ с, d), как и

раньше, обозначает класс функций, принадлежащих к

Г(4>(АГ; с, d) и таких, что /(а) =/'(а) = f"(a) =
= f"'(a) = 0. Тогда для произвольной квадратурной

формулы вида (14.23), точной для многочленов

третьей степени (см. начало доказательства теоремы 8)>
будем иметь

-1

*<*>
sup
(AI;-lf+l)L-i

+^Г(**)] + бГ'(*о)

I *о

= sup
&Л4' (М: —fsW^'(M;-l, xt)\-\

jfdx-%Xkf(xk) + ykf'(xk) +

—m

J-s

= SUp
fe№<4)(M; -I,+1)

+ sup

■*o
Xq

> ^? [(*„ + l)5 + (1 - *o)5] > "ТГ •-^[(^o+D5 + (l
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В этой цепи последнее соотношение обращается
в равенство лишь при х0 = 0, а предпоследнее
соотношение на основании теоремы 10 обращается в

равенство, лишь если (см. (14.21) и (14.22))

Л-* =Ч= а*> ^-*
= ^= 6* {k=l,..., m),

Y_, = Y*= 0 (*-1, ..., m—1), Y-m = Ym = Y>

x-k = xk=*lk (&=1, ..., m).

Указанные узлы и веса, таким образом,
определены однозначно. Но тогда однозначно также

определяются веса Я0 = а0, |Ло = Ь0> у0 и бо из условия,
выражающего, что искомая формула должна быть

точной для функции 1, х, х2, я3.
Точность, которую дает приближение по формуле

(14.21), очень велика. Например, при т = 1

12 ^
12-54

•

В этом случае формула (14.21) имеет такой вид:

1

j fdx=a[f(Xl) + f (*_,)Н-а0/(0)+И№)+П*-.)]+

+ Ц" (0) + Y [f (*i) + Г (*-t)l + Yof (0) + ь0г (0);
4
_

4

, 2 + V5 22+5^

8(4 + KF)

6 = 4 (б + (/5)%?,
6o=|-8^[l(2+V'5)-(5 + Vr5)3]t

2VT-7 , 7-2fb 2

Y==_L_ ^ Yo=
_J_^

60=2(7-2/5)(Df, ©,-(4+^6). .

Далее, при m = 2

<
12

^
12-9*

*
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Теоретическое значение изложенных результатов
заключается в том, что они дают точные оценки снизу
приближений для любых квадратурных формул типа

(14.1).
Замечательно, что при четном г наилучшие

квадратурные формулы вида (14.1) содержат значения

нечетных производных только для крайних узлов. Это
обстоятельство следует иметь в виду при выборе той
или иной квадратурной формулы, гем более, что оно

упрощает формулу.
Непосредственное применение в практике

вычислений выведенных квадратурных формул затруднено
тем, что узлы и веса их выражаются
иррациональными числами.

Однако вид выведенных экстремальных формул
может послужить руководящим указанием для
поисков более простых рациональных формул.

Ниже мы остановимся на результатах А. И. Киселева,
который распространил изложенные выше исследования на класс

функций W{[] (ЛГ; 0, 1) (см. § 2).

Обозначим через W%1 (M; О, 1) совокупность функций f (х)
класса W^(M; О, 1), удовлетворяющих условию

*<<*)-/'(«>- ... =/<'-'> (а) =0.

Для всякой функции /, принадлежащей к W$l(M; О, 1),
имеет место равенство (14.2), где L(f) определяется по-прежнему
формулой (14.1). Отсюда на основании (4.14) и (4.15) получим

*<:>"^.-wSLni \fdx-HnfewftHMiO, 1)
[О

М

^о^.К-^'И. (Н.24)
0<м<1

где о$ (и) по-прежнему определяется равенством (14.6).

Наилучшая квадратурная формула вида (14.1) для класса

W%l(M; 0, 1) соответствует такой функции о$ (и), для которой

величина &^L Д°стигает своего минимума.

В определении этой функции существенную роль играет на

этот раз многочлен

Тг (х) —i

—p^j-
cos (r arccos x)
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Чебьтшева степени г, наименее уклоняющийся от нуля на

отрезке [—I, +1] в метрике непрерывных функций (см. §. 15).
Соответствующий ему многочлен, наименее уклоняющийся от

иуля на отрезке [a — h, a + h\, имеет такой вид:

hTT-m
Зададим 93 и подберем h>0 таким, чтобы многочлен Pj.°Lj (и),

ягаилучшим образом приближающий хп в метрике непрерывных

функций на отрезке [а — Д, а + /г], где а — h = 9j, обращался
в нуль и,ри и = 90. Тогда при четном г (см. § 15)

о = Pj?i, (е0) - ej - at, (-D = в5-Аг ^Lj-,
откуда

г—1

Д-=2
г
К

Положим теперь

9* = 90 + 2£/г (£==0, 1 т)

и подберем 90 = 90 так, чтобы 9m = 9m — 1; тогда
2Г-1

в^=
+

2г_!- (*-0. 1, .... Я1-1).

i + 2
r
m

Определим теперь функцию а(пг,. (и) при помощи равенства

где

в*-.

:=0, 1, ..., m— 1),

• г-1

2г-1

1 + 2 г
m

Рассуждениями, подобными изложенным выше, в которых

только надо заменить Qr на Гг, доказываем, что функция

с^1 (и) непрерывна на отрезке [0, 1], равна нулю на [О, 9q] и

на каждом из отрезков [9&, 9fe+i] является многочленом
степени г — 1. Иначе говоря, эта функция одна из допустимых

функций о$ (и) вида (14.6). Для функции а£1 (и)

г!\1 + 2
г m)

(14.25)
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С другой стороны, если в\„ (и) — произвольная функция
вида (14.6), то она, как мы знаем, определяется равенствами

(14.12), где 9& (& = 0, 1, ..., т
— 1) — произвольные точки

отрезка [О, I].
Если 90 > 90, то

Если же 90<90, то пусть отрезок [9Й 0£+i] имеет

наибольшую длину среди т отрезков [9&, 9fc+il- Очевидно, что

2/го - \+{ - \ > oi+, - в;« 2аа.
При этом равенство возможно, лишь если 9Л = 9fe для всех

£ = 0, 1, ..., m—1. Тогда имеем

Ц- max W -о^{и)\>Ц- max |иг - Р;. fc (в) I >

Л*
^— max &л

rl
° Т/

h Mhr0 M hr ^

r\2r~l
*"

r\ 2r~l ml'

причем неравенства всюду обращаются в равенства лишь при

Этим доказано, что а|$.(и) есть единственная функция для

которой величина <%^L достигает минимума.

Вычисление коэффициентов Я^' наилучшей квадратурной
формулы вида (14.1) в данном случае производится в точности

так же, как было изложено выше, в случае класса W§'(М\ 0, I).
Нужно только всюду в рассуждениях заменить многочлен Qr(x)
на Тг(х). В результате мы придем снова к формулам (14.17),
где надо заменить Qr(x) на Тт(х) и положить

г-\

К
2 i_x . (14,26)

1+2 -г m

Мы пришли к следующему результату.

Среди квадратурных формул вида (14.1), определяемых при
фиксированных m и г произвольными коэффициентами Х$ и

узлами хк, где 0 < дго < *i < ... < *m-i < 1, наилучшей для

класса W^L(M] 0, 1) является единственная формула,

jfdx~Lm(&
119



с коэффициентами и узлами, выражаемыми при помощи равенств

(14.17), где надо заменить Qr(x) на многочлен Тг(х) Чебышева
и считать /г* определенным по формуле (14.26).

Мера приближения &*mL этой наилучшей формулы опреде*
ляется равенством (14.25).

Полученная экстремальная квадратурная формула допускает
симметризацию аналогично тому, как это имело место в случае

соответствующей экстремальной формулы для класса W§'(M;Ot\).

§ 15. МНОГОЧЛЕНЫ ЧЕБЫШЕВА,

НАИМЕНЕЕ УКЛОНЯЮЩИЕСЯ ОТ НУЛЯ

Рассмотрим две функции,

Тп (х) — -"szr c°s (n arccos #), (15.1)

Qn{x) = ^±n^iA> (15.2)

заданные на отрезке [— 1, + П- Первая из них

называется многочленом Чебышева степени п, наименее

уклоняющимся от нуля в метрике непрерывных
функций. Вторую, как мы увидим ниже, естественно
называть многочленом степени я, наименее уклоняющимся
от нуля в среднем (или в метрике L суммируемых
функций). .

С точностью до постоянного множителя функция
Qn(x) есть производная от многочлена Тп+\{х)
Чебышева.

Сначала убедимся в том, что Тп(х) и Qn(x)
действительно являются алгебраическими многочленами

степени п с коэффициентами при хп, равными
единице, т. е. в том, что обе эти функции можно

представить в виде

Тп(х) = хп+ап_{хп~1 + ... + а0,

ап(х) = хп+Ьа-1Хп-1+ ... +Ь*

где ан и bh — некоторые числа. Это обстоятельство

проще всего получить по индукций от п к (п-}-1)-
В самом деле, наше утверждение верно при п = 1,

так как очевидно, что

Qi(x) = Tl(x) = *t

120



Если теперь допустить, что утверждение верно для
л— 1, то

т
/ ч х cos (п — 1) arccos х У\ — х2 sin (n — \) arccos x

In\x)
2«-i 2n-i

(х^ , \ (1 — л:2) sin (гс --» 1) arccos x

™("т+ •••) + Нт+ • ••)=** +^-^-'Ч- ....

л г ч х sin я arccos л; , cos n arccos x

2п f\-x2 2n

~(тг+ •••) + Нг + •••)~*,| + *»-1*,,"1+ ■•••

т. е. оно верно также для /г.

Отметим, что многочлен /п (л:) Чебышева обладает
следующим очевидным свойством:

max |ГЛ*)1 = -гг=г.

При этом максимум достигается в п + 1 точках л*

отрезка [— 1, + 1], определяемых равенствами

*, = cos-~- (k = 0, l, ..., л), (15.3)

и значения Тп(Хк) многочлена в этих точках равны
для k — 0,1,..., я, попеременно то числу 1/2""!, то
числу

— l/2n_I, т. е. последовательно меняют знак.

Из сказанного немедленно вытекает следующее
важнейшее свойство многочлена Чебышева.

Среди многочленов

Рп(х) = хп + ап-1хп-1 + ап-2хп-2+ ... + <х0

степени п с коэффициентом при х*1, равным единице,
многочлен Тп(х) Чебышева единственный, для

которого максимум модуля Рп(х) на отрезке [•—1, +1]
достигает своего минимума, т. е.

max |РЯ(*)|> max |Г„(*)1 = ^=г-
В самом деле, если алгебраический многочлен

Рп(х) степени п с коэффициентом при хп, равным
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единице, отличен от Тп(х), то обязательно

max | Рп {х) | > max | Тп (х) |.

Если бы это было не так, то, представляя Рп(х)
в виде суммы

Рп(х) = Тп(х) + Рп-{(х),

мы бы получили, что Рп-\(х) есть многочлен степени

п— 1, для которого в определенных выше

равенствами (15.3) (я+1) точках хи выполняются

неравенства

(-l)k+lPn-i(*k)>0 (£ = 0, 1, ..., /г).

Но тогда, применяя теорему Ролля, мы придем к

следствию, что многочлен Рп~\(х) степени п— 1

обращается в нуль в п точках и, следовательно,

тождественно равен нулю, т.е. Рп(х)в Тп{х)> что

противоречит тому факту, что Рп и Тп отличны друг от друга.
Доказанное свойство многочлена Тп (х) и дало

основание называть его многочленом, наименее

уклоняющимся на отрезке [—1, + 1] от нуля в метрике
непрерывных функций*).

Перейдем теперь к доказательству аналогичного

свойства многочлена Qn(x). Оно гласит:

Среди многочленов Рп{х) степени п с

коэффициентом при хп, равным единице, многочлен Qn{x)—
единственный, для которого интеграл

\\Pn{x)\dx

*) В метрике непрерывных на [—1, +1] функций каждой

непрерывной на отрезке [—1, +1] функции f(x) приводится в

соответствие ее норма

Ц/11- max |/(*)|.
-1<х<1

В метрике же L суммируемых на [—1, +1] функций норма ||flU
+1

определяется как ||/1|^ = | / (х) \ dx.
-1

Расстояние между двумя функциями /ч и /г определяется
как норма их разности

— ||/i ^/2||.-
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достигает своего минимума, г. е.

+i +i

\\Pn{x)\dx> \\Qn{x)\dx =
я

= ^rJ|sin(«+l)8|de = -i=r.
о

Это свойство многочлена Qn (х) можно установить,,
всецело базируясь на том. факте, что функция *)

q (х) = sign Qn (x) — sign sin (n + 1) arccos x

ортогональна на отрезке [— 1, + 1] ко всем

многочленам степени л— 1. Иначе говоря, для всех

многочленов Рп-\ (х) степени п — 1 имеет место

+1

J" q(x)Pn^(x)dx = Q. (15.4)

В самом деле, пусть Рп(х) есть отличный от Qn(x)
многочлен степени п с коэффициентом при хп9 равным
единице. Тогда,' если считать, что

Qn (x) = xn + qnmmX (*), Рп (х) =хп + рп„х (*),

где qn-\ и рп-\
—

некоторые многочлены степени д— 1,
то в силу (15.4)
+i +i +i

J I Qn (*) I dx = J* Qn (x) q (x) dx = J* xnq (x) dx =
-l -i -l

+i +i

- jPn(x)q(x)dx< j\Pn(x)\dx.
To обстоятельство, что в этих соотношениях стоит

знак строгого неравенства, вытекает, во-первых, из

того, что

UM 1=1

для всех х, за исключением конечного числа точек, и,

во-вторых, из того факта, что в силу предположенного

*) См. сноску на стр. 27,
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различия многочленов Рп(х) и Qn(x), имеющих раб-
ные коэффициенты при хп, знаки этих функций не

могут совпадать на отрезке [— 1, + 1] всюду*).
Нам осталось только доказать равенство (15.4).
Ряд Фурье функции <7(cos9) имеет такой вид:

q (cos э) - sign sin (n + о е -± j;sin <2fe + у;+'>е.
о

Отсюда для k = 0, 1, .
�.,

п — 1

+1 я

J* xkq (x) dx = — J* cos* 0 sign sin (я + 1) 9 sin 9 dQ = 0,
-1 0

(15.5)

так как функция cosft9sin0 есть нечетный

тригонометрический полином порядка k + 1 ^ п, т. е. она

может быть представлена в следующем виде:

cos* 9 sin 0 = 2 щ sin/9 (k + 1 < n),

а разложение функции sign sin (>T-f 1)(Э в ряд Фурье
содержит синусы только кратностей / > п. Надо
иметь в виду, что

я

J* sin/i9sin/29d9 = 0 (1гф12)
о

для натуральных /i и /г.
Из равенств (15.5), верных для 6 = 0,1,..., я — 1

следует равенство (15.4) для всех многочленов

степени /г— 1.

Ниже приводятся примеры многочленов Чебышейа

Тп(х) и Qn(#), наименее уклоняющихся от нуля (в
метриках С и L) на отрезке [—1, +1] для малых п.

*) Если бы знаки Рп(х) и Qn{x) совпадали, то оба

многочлена должны были бы иметь одни и те же п нулей, и так как

коэффициенты при хп у них равны, то, очевидно, было бы

Pn(x)mQnix).
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Многочлены Чебышева Тп(х):
Т*(х) = 19

Т\ (х) = cos arccos х = х,

Т2 (х) = j cos 2 arccos x = j (2x2 — 1)

Тз (х) — -ср cos 3 arccos л: = -j (4хг — Зх)

Та (х) = -^г cos 4 arccos л; — -~ (8*4 — 8*2 + 1)

Г5 (х) = ~- cos 5 arccos л; = -~ (16л:5 — 20л:3 + 5л:).

Многочлены Чебышева Qn (#):

Qo(x)=U

Qi(x)=*x,

Q2W-j(4^-l),

Q3W =l(2^_x),

Q4(x)=*-fc(lGx*-12x*+l),
Яь(х)=*±(Ш5-16х*+Зх).

О некоторых свойствах многочленов Чебышева бу-
дет идти еще речь в следующем параграфе,
посвященном многочленам, наименее уклоняющимися от нуля

в метрике Lp.

§ 16. МНОГОЧЛЕНЫ, НАИМЕНЕЕ

УКЛОНЯЮЩИЕСЯ ОТ НУЛЯ В МЕТРИКЕ Lp

Более общим случаем является мнргочлен степени л,

наименее уклоняющийся на отрезке [—1, +1] в метрике LP (р > 1).
Это есть такой многочлен

Rn(x)=xn+an-ixn-l+ ... +аэ,

для которого интеграл

+1

\\Pn(x)\pdx.
-1
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достигает своего минимума среди произвольных многочленов

Рп(х) степени п с коэффициентами при хп, равными единице.

Можно доказать, но мы на этом останавливаться не будем, что

многочлен, наименее уклоняющийся от нуля в метрике Lp,
существует и единствен. При р = 1 это было установлено нами
выше *).

При четном п многочлен ЯЛ(х), наименее уклоняющийся от

нуля, четный, т. е. содержит только четные степени х.

Действительно, если в интеграле

+1 +1

J I Rn (*) \pdx = J | xn + an-ixn-1 + ... + a0fdx (16.1)
-l -l

произвести замену переменной х на —д:, то получим равный ему
интеграл

+1 +1

J |*»-cfe-i*,l-1 + ... +a0I*rf*= j\Rln(x)\Pdxt
-l -l

при этом Rm(x) есть многочлен степени я, отличающийся от

Rn (x) тем, что члены его при нечетных степенях противоположны
по знаку соответствующим членам Rn(x).

Так как

+ 1 +1

J |Я»(*)1Л**- \\Rm{x)\pdx
-1 -1

и Rin(x), так же как Rn(x), имеет коэффициент при хп, равный
единице, то Rin(x) есть, так же как Rn(x), многочлен, наименее

уклоняющийся от нуля. Но вследствие единственности такого

многочлена

Rn (x) ев Rln (*),

что возможно только тогда, когда все коэффициенты при
нечетных степенях х равны нулю.

Подобным образом доказывается, что при нечетном л

многочлен, наименее уклоняющийся от нуля, нечетный, т. е. содержит

только нечетные степени х.

Для Qn(x) эти свойства непосредственно следуют из
равенств

sin (л + 1) arccos (— х) =» sin (п + 1) (от — arccos х) =
-■ \ в(—1)яsin(п+ 1) arccosx.

Подобными свойствами обладает и Тп (х):

cos n arccos (— х) = cos п (я — arccos х) = (—l)rt cos n arccos x.

*) При р > 1 не только существование, но и

единственность многочлена, наименее уклоняющегося от нуля, вытекает из
общих свойств пространства" функций LP.
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Отметим еще следующее важное свойство многочлена,

наименее уклоняющегося от нуля.

Многочлен, наименее уклоняющийся от нуля, имеет п

различных действительных нулей хь. (6=1, ..., п), расположенных
строго внутри отрезка [—1, +1]. Таким образом,

-!<*,< ... <хп<\.

В самом деле, если бы это утверждение было неверно, то

строго внутри отрезка [—1, +1] наш многочлен Rn(x)
обращался бы в нуль с переменой знака не более чем в пг точках,

где m < л. Пусть эти точки будут

Хи #2> • •
•» Хт.

Определим многочлен

Я, (х) « ± (х — *,) ... (х — хт)

(при т ав= 0, К(х) = ±1). Знак + или — подобран так, чтобы

знак Х(х) на отрезке [—1, +\] совпадал со. знаком Rn(x).
Рассмотрим функцию

+ 1

/(e)- j\Rn(x) + eX(x)\f>dx.
-I

Так как Rn(x) есть многочлен, наименее уклоняющийся от нуля,
то

min/(e)-/(0)
8

и, следовательно *),
-

.
+1

/' (0) - р J | Rn (x) I*-1 sign Rn (х) k (x) dx «

+ i

-p ]\Rn[x)\*~l\W\dx-Q.
Но это равенство невозможно, так как многочлен Rn(x), как

имеющий коэффициент при хп, равный единице, равен нулю
только в конечном числе точек и Х(х), очевидно, обладает тем
же свойством.

Доказанное свойство в случае р = 1 непосредственно
усматривается из рассмотрения эффективного выражения (15.2) для

Qn(x). Оно очевидно имеет место и у Тп(х).

'■' *) Надо иметь в виду, что -—- | и \ = sign и. В данном

случае под знаком абсолютной величины стоит функция,
обращающаяся на отрезке -[*-?-1," +1] в нуль только в конечном числе

точек. Можно доказать, что при этом условии формальное
дифференцирование под знаком интеграла и абсолютной величины,

законно.
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Заметим, что линейная функция

У — а

—и—*

преобразует отрезок [—1, +1] точек х в отрезок [а — A, a + h]
точек у. Отсюда нетрудно видеть, что многочлен S(x) степени п

с коэффициентом при хп% равным единице, наименее

уклоняющийся от нуля на отрезке [a —h, a + h] в метрике LPt имеет вид

SW-W»(ip). (16.2)

Пусть R(p)(x) и Т(х) суть многочлены n-й степени с

коэффициентом при хп, равным единице, наименее* уклоняющиеся от

нуля на отрезке [—I, +1], соответственно в метрике LP (1 ^ р <
•< оо) и метрике С непрерывных функций.

Положим

/ +1 у1р

|1Л11р
= ( J IfMf*) 0<Р<«>).

Справедлива следующая теорема.
Теорема. Имеет место равенство

lim #р (л:) * /}(Л) (*) (1 < /?, ро < оо) (16.3)

равномерно на [—1, +1]. Оно влечет за собой равенство

Hmll^lL-II^IL. (16.4)
/>->Ро

Доказательство теоремы основано на следующей общей
лемме.

Лемма. Пусть задана последовательность многочленов

Ф*(*)-4*)+«1**+ — +<№*" (*-Ь2, ...)

данной степени п с нормами в метриках Ln. ограниченными

константой

lq>Oz <Af (Kpk<oo)t (16.5)

не зависящей от k.
Из этой последовательности можно выделить

подПоследовательность {q>*/(*)}, равномерно сходящуюся на отрезке [—1, +1J,
или, что все равно, подпоследовательность, для которой, суще*
ствуют пределы

lim c£l)**a8 (s~0, I, .�., n), (16.6)
/-►оо

еде а8 — некоторые числа.
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Доказательство. Пусть / — натуральное число,
удовлетворяющее неравенству 1 < / < п. Тогда из (16.5) в силу того,
что на отрезке — 1 < х < 1 функция х1 не превышает единицы
и на основании неравенства Гёльдера следует:

1
„(*>

5=0
1+S + / \^aWxs+Ux\J[^k(x)xUx

+i

< j \4k{*)\dx<

<2

(+1J'\<tk(x)fkdx
VPk

■>ll"k^

<tk\\L<2M (ft-1, 2, ...; -!_+_1_.Л

Отсюда для каждого к система линейных уравнений

„(ft)

s=0
l + s + --Я}» (/ = 0, I a)

с неизвестными а^> (s = 0, 1,

влетворяющие неравенству

\K\k)\<2M%
и так как определитель этой системы

1

п) имеет правые части, удо-

Д =

1

п+ 1

\

п + 2

1

л+1 п + 2 2п+\

не равен нулю и не зависит от ft, то, очевидно, существует кон-

станта с, зависящая от п, но не от ft, для которой имеют место

неравенства

|4fc)|<cAI (s = 0, 1, ..., п; ftel, 2, ...)• (16.7)

Рассмотрим теперь последовательность

Ji) fl(2) д(3)ао » ао » ао > •••

Она вследствие (16.7) ограничена, и потому из нее можно

выбрать подпоследовательность

>Г) а(40)) а(4°>)
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сходящуюся к некоторому числу, которое мы обозначим через До.

М0)) (40)) (»f)
Подпоследовательность а) ', а) ', а) \ ... также по (16.7)
ограничена, и из нее можно выделить подпоследовательность

аЮ „(4") а№
сходящуюся к некоторому числу, которое мы обозначим через а\.

Продолжая этот процесс п раз, мы, наконец, придем к

подпоследовательности натуральных чисел

Л1 rtl * R2 — n2 » * * "»

для которой будут одновременно иметь место все п + 1 равенств
(16.6), а это все равно, что имеет место равенство

!ф(*)

равномерно на [—1,1], где

Ф (х) = а0 + а\х + ... + апхп.

Переходим к доказательству равенства (16.3). Пусть
Hm pk = p0, 1 < /?ft < ооФ Очевидно, что

\\хГкйх\ <М,

где М — константа, не зависящая от k = 1, 2, ...

На основании доказанной леммы из взятой

последовательности чисел {pk} можно выделить подпоследовательность,

которую мы снова обозначим через {pk}, такую, что

lim Я^к) (х) = R {х) (16.8)

равномерно на [—1, 1], где R(x) есть некоторый многочлен

степени п с коэффициентом при хп, равным единице. Поэтому

Hm IUHL -11*11,p>UW\L. (16.9)

Примем во внимание, что функция

Ф(р)-( J \f\"dx\ , .

когда f(x) непрерывна на [—1, +1], есть непрерывная функция
от р для 1 <; р ^ оо. При р = оо этот факт следует из (2.7).
Тогда для всякого ро, удовлетворяющего неравенству 1 ^ ро <

130



< оо и для е > 0 можно указать такое б > 0, что коль скоро

lp-Pol<«. (16.10)
то

№,кр<Ъ#*)кр. + * <16Л1>

При р = оо неравенство (16.11) также сохраняется, если

вместо условия (16.10) считать, что р достаточно велико.
Отсюда для достаточно больших k

ЫРк)1Рк<ЫРЯРа+г
и, переходя к пределу при к -*• оо, получим

WRW, <11/?'<р,'11,п+е,LPd ЬРй

или, так как е произвольно,

IIЯ II, <||Л(Л,0, . (16.12)

Из (16.9) и (16.12) следует, что

lim |*<'*>|_ -||*|L -|*^|, ,
■ (16.13)

Pk+Po LPk LPo LPo

и так как многочлен, наименее уклоняющийся от нуля в метрике

Ьр9 (1 < р0 < оо), как мы знаем, единственный, то

я (*) ■*/г(*> до. (16.14)

Мы доказали, что из любой последовательности чисел,
сходящейся к ро, можно выделить подпоследовательность {/?*}, для

которой имеют место равенства (16.8) и (16.14). Так как правая

часть (16.8) —одна и та же для любой исходной

последовательности, то равенства (16.3) и (16.4) полностью доказаны.

Заметим, что равенства (16.3) и (16.4) при р0 = оо лишний

раз подтверждают, что метрику (С) непрерывных функций
естественно рассматривать как частный случай метрики Lp при
р = сю.

Многочлен RW(x) степени п с коэффициентом при хп,
равным единице, наименее уклоняющийся от нуля на отрезке [—1, 1]
в метрике LP (1 < р < оо), обладает тем свойством, что

Я(р)(1)>0. (16.15)
Это следует из того, что

R(P) (*) . (* _ Х1) (*-*,)...(*- *„),

где хи #2, ..., Хп — нули RW(x), о которых мы знаем, что они

все удовлетворяют неравенствам
— 1<Xi<*2< ... <*Л<1.
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Перенесение этих свойств с отрезка [—1, +1] на отрезок

[а, 6] легко усматривается из формулы (16.2), дающей выражение
для многочлена R(?\ наименее уклоняющегося от нуля на

отрезке [а — h, a + А], через многочлен Rn, наименее

уклоняющийся от нуля на [—1, +1]. В нашем случае надо а и h заме-

а-\-Ь Ь — а
нить соответственно на —~— и —^—.

§ 17. МНОГОЧЛЕНЫ ЛЕЖАНДРА.

КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА ГАУССА

Случай р = 2 является важнейшим частным

случаем метрики Lp. О многочлене, наименее

уклоняющемся от нуля в метрике L2, говорят, что он наименее

уклоняется от нуля в смысле среднего квадратиче-
ского. Это есть хорошо известный в математике

многочлен п-й степени Лежандра. Обозначим его через*)
1п{х). Таким образом,
+ i

+1

= min f [*я + Яд-i*»-1 + ял-2*я~2 + ... + a0]2dx,

(17.1)

где минимум распространен на всевозможные

коэффициенты ак (k = 0, 1, ..., я— 1).
Из равенства (17.1) следует, что частная

производная по коэффициентам ак от интеграла, стоящего

в его правой части, равна нулю, откуда получаем

+1

J xkln{x)dx = 0 (6 = 0, 1, ...,/г—1),
-1

*) Многочленом Лежандра степени п называют часто

функцию cln (х), где с — постоянная, подобранная так, чтобы

+ 1

\{cln{x)Ydx=U
-1

или так, чтобы cln (1) =* 1.
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т. е. известное свойство ортогональности многочлена

Лежандра я-й степени к многочленам низшей степени.
Покажем, что многочлен Лежандра 1т+\(х) степени

т + 1 обладает тем замечательным свойством» что

если

х0 < хх < ... <хт (17.2)

суть его нули, то квадратурная формула
+ 1 т

\fdx~^pkf(xk),
-1 О

где веса рк подобраны так, что она точна для всех

многочленов степени т, на самом деле точна для всех

многочленов степени 2т + 1. Это и есть квадратурная
формула Гаусса, соответствующая т + 1 узлам.

Из § 1 (см. (1.6)) мы знаем, что веса ph нашей

квадратурной формулы вычисляются при помощи
равенства

1

-1

\{k)
где Qm (x) можно записать в виде

qj»m-—^±4^—-

=
WiW-Wifa)

{k = 0> lf...t w).
(*-**)Wi(**)

Если f(x) есть многочлен степени 2m+1» то

разность
*

/ (*) - f; f (xk) lm;lix)~!m+\(x? -v. m s (x), (i7.3)
k=Q

где S(x) есть многочлен степени не выше т.

Действительно, левая часть (17.3) обращается в

нуль в точках (17.2) и представляет собой многочлен

степени не выше 2т + 1. Таким образом, левая часть

(17.3) делится на 1т+\(х) и частное S(x) есть

многочлен степени не выше т. Если мы теперь проинтегри-
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руем равенство (17.3) на отрезке [— 1, + П. то левая

часть превратится в

+ 1 т

]f{dx)-^pkf{xk),
-1 О

а правая будет равна нулю, так как многочлен Ле-

жандра 1т+\(х) ортогонален на [—1, + 1] ко всем

многочленам низшей степени.
Ниже приводятся примеры многочленов 1п(х) Ле-

жандра для малых п:

/о(*)-1.

1{(х) = х,

M*) = j(3*2-1),
/3(*) = у(5*3-3*),

h(x) = -^(35x* — 30x2 + 3),

/5 (х) = -L (63^5 _ 70*3 + 25х).

Нули многочлена 1п(х) Лежандра являются

узлами соответствующей квадратурной формулы Гаусса
(с п узлами).
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ДОБАВЛЕНИЕ

О НОВЫХ РЕЗУЛЬТАТАХ ПО ЭКСТРЕМАЛЬНЫМ

ЗАДАЧАМ ТЕОРИИ КВАДРАТУР

Н. П. Корнейчук

Выход в свет в 1958 г. первого издания книги

«Квадратурные формулы» С. М. Никольского привлек
к поставленным в ней задачам внимание многих
математиков как теоретического, так и прикладного
направлений. За прошедшие 15 лет в математической
печати появилось немало работ, так или иначе

связанных с содержанием этой книги.

Особый интерес обнаружился к экстремальным
задачам теории квадратур, которым в книге уделено
значительное место. Следует отметить, что решение
таких задач, т. е. отыскание наилучшей для

заданного класса функций квадратурной формулы и

получение точной оценки ее остатка, требует, как правило,
привлечения глубоких и тонких фактов теории
функций и функционального анализа и сопряжено с

преодолением значительных трудностей. И хотя за

последние годы в этом направлении получен ряд
существенных результатов, немало задач такого рода
(особенно в многомерном случае) до настоящего времени
не решены.

В этом добавлении изложены некоторые, на наш

взгляд, наиболее важные результаты по

экстремальным задачам теории квадратур, опубликованные
после 1958 г. и непосредственно связанные с

содержанием книги и поставленными в ней проблемами.
Автор добавления не ставил своей целью дать

полный обзор того, что появилось в математической

печати по оптимальным квадратурным формулам. Мы

не коснулись глубоких исследований по теории

кубатур С. Л. Соболева и его школы,
— исследований,

которые составили целое направление и, безусловно,
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должны составить содержание отдельной монографии.
В добавлении не затронуты важные результаты
Н. С. Бахвалова, а также другие интересные работы
по приближенному интегрированию, непосредственно
не связанные с содержанием этой книги. 01бирая
материал для добавления, мы, будучи ограничены его

объемом, включили лишь наиболее существенное, по

нашему мнению, из того, что можно считать

непосредственным продолжением содержащихся в книге

исследований по экстремальным задачам теории
квадратур.

Не все результаты, помещенные в добавлении,
сопровождаются полными доказательствами; многие из

них лишь сформулированы, — или потому, что методы

их получения аналогичны уже изложенным, или в

силу того, что исчерпывающие их доказательства

далеко увели бы нас от круга идей, очерченного
содержанием книги. В силу последнего обстоятельства*

например, мы не без сожаления ограничились в §Д.2
лишь формулировкой недавно полученных интересных

результатов В. П. Моторного, базирующихся на

исследовании тонких свойств некоторых классов

кусочно-полиномиальных функций.
Напомним постановку общей задачи для функций

одной переменной. Рассматривается квадратурная

формула

1 т р

J* f (х) dx = 2 j PklfW (xk) + R(f)^L(f) + R (f), (A)
0 ft=l /=0

(/(0)(jc) = /(#)), задаваемая векторами узлов X={xk)
(О < X\ < x2 < ... < xm <; 1) и коэффициентов Р =

= {phi} {k = 1, 2, ..., m; / = 0, 1, ..., p), т. e.

L(f) = L(f\X,P), R(f) = R(f\X,P). При
фиксированных целых т>1ир^0 через $£ обозначим все

множество векторов (X, Р) либо некоторое его

подмножество, определяемое теми или иными ограничениями
на узлы и коэффициенты (например, требованием
точности формулы (А) для многочленов заданной

степени).
Если 30G — некоторый класс заданных на [0,1] и

достаточное число раз дифференцируемых функций
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f(x), то положим

*[»] = /?[Эй; X, P]^sup\R(f; X, Р)\.

Требуется найти величину

К [Щ = %*т [К; Щ - itif R [Ш; X, Р]

и указать вектор (Г, Р*) (Хт={х\}9 Я* = {/>;,}) из

множества «5^, на котором достигается точная нижняя

грань, т.е. выполняется равенство <£9тЩ\ Щ —

Квадратурная формула (А) с узлами х*к и

коэффициентами p*kl дает наименьшую на всем классе Ш

погрешность среди формул, задаваемых множеством

$4> векторов (Х,Р), и в этом смысле является

наилучшей для класса Зй.

Мы хотим отметить два метода решения

сформулированной задачи, которые в ряде случаев привели к

точным результатам.
1) Сведение к задаче минимизации нормы

некоторой кусочно-полиномиальной функции и

последующее исследование и решение этой задачи. Этот

метод, разработанный С. М. Никольским в § 10 и 14,
при некоторых значениях р позволил получить* для

ряда классов функций окончательные результаты.

2) Оценка остатка R(f) на множестве функций
/еЗЙ, для которых квадратурная сумма L(f;XtP)
обращается в нуль. Оказывается, что в ряде случаев
верхняя грань остатка наилучшей квадратурной
формулы достигается именно на таких функциях, и это

позволяет точно оценить величину 1Гт[3№] снизу.

Содержание параграфов Д.1 и Д.2 добавления
построено в соответствии с приведенной
классификацией. В третьем параграфе изложены некоторые
новые результаты по оптимальным квадратурным
формулам с фиксированными узлами*),
дополняющие Содержание § 11.

*) При написании § Д.З существенную помощь оказал

В. Л. Великий, которому автор Добавления искренне благодарен.
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Читатель должен будет обратить внимание на
весьма тесную связь экстремальных задач теории

квадратур с экстремальными свойствами

кусочно-полиномиальных функций (сплайн-функций), которая
четко прослеживается (хотя и в разных аспектах)
на протяжении всех трех параграфов добавления. По-

видимому, впервые эта связь обнаружена С. М.
Никольским еще в 1950 г.

Мы приняли в каждом параграфе добавления
автономную систему нумерации формул. При ссылках на

формулы другого параграфа добавления вместе с

номером формулы указывается и номер этого параграфа.

§ Д.1. МИНИМИЗАЦИЯ НОРМЫ

КУСОЧНО-ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ

1. Переход к задаче кусочно-полиномиального
приближения. Этот пункт не содержит принципиально
новых моментов по сравнению с основной частью
книги и имеет целью лишь сделать более удобным
дальнейшее изложение.

Рассматривая классы *) функций WrLp (M; а, Ь),
введенные в § 2, будем в этом параграфе полагать

Л1 ===== 1, а также [а, Ь] = [0, 1] — в соответствии с

заданием квадратурной формулы (А). Это не уменьшит
общности наших рассуждений и полученных
результатов по экстремальным задачам. Действительно, пусть

Ь т Q

J * ю л- 2 jды8(1) (tk)+*ig) (B)

(<*<*!< f2< ... <tm^b)

—квадратурная формула для функций g^WrLp (М; а, Ь).
Замена / = а + fix, где h=*b— а, устанавливает
взаимно однозцачное соответствие между функциями
g&WrLp(M; а, Ь) и функциями f (x) = g(a + hx)

класса WrLp\Mli p; 0, 1/, а также между
формулами (В) и квадратурными формулами вида (А)

*) Класс WrLp определен в § 2. Там он обозначен так: WrL �
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с узлами xk
= -jr(tk — а), коэффициентами pkl===^riqkl

и остатком R(f)***-jR'{g)> Поэтому

sup \R'(g)\^Mhr+l~ sup | R(f)\,
ge=WrLp(Af; a, b) f^WrLp(l; 0, 1)

причем наилучшей для класса WrLp(M;ay b) формуле
(В) соответствует наилучшая для класса WTLP(\\ 0,1)
формула (А).

Условимся еще вместо WrLp(l\0> 1) писать просто
WrLp. Таким образом, WrLp(\ ^ р ^ оо) есть класс

функций /(#), заданных на отрезке [0,11 У которых
f(r-l)(x) абсолютно непрерывна на [0, 1] и

11/(г) 11£,= и I / (*) \P **) < 1 (1 <р < оо),

||f(r)||£ = supvrail f<'> (jc) К 1.

Наконец, вместо WrL\ будем писать WrL, а вместо

WrLoo—иногда просто Wr.
В предположении, что квадратурная формула (А)

точна для многочленов степени г—1 и р ^/*—1, на

стр. 101 *) получено интегральное представление
остатка /?(/) для произвольной функции f^WrLp:

R(f) = ^lGr(t)f<r4t)dt, (l)
о

где

ог(0-
т р

= (f-l)'-(-l)'% % (г_Г-1)1 PkiKr-i(xk-t) (2)

*,»-{ I
*-'

(/>o),
0 (t<0), (v=l, 2, ...)•

*) См. также сноску на стр. 23.
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Используя при 1 < р < оо неравенство Гёльдера,
а при р = 1 или р = оо оценивая /?(/) по модулю и

заменяя под знаком интеграла (1) |Gr| или

соответственно \fW\ нормой в метрике. Loo, получим для
любой / е WrLp (как и на стр. 30 при р = 0) оценку

l*0)l<7Tl°'bf (7 + Г1)' (3)

которая точна на классе WrLp при каждом
фиксированном векторе (Х,Р). Если 1</?^оо, то в (3)
знак равенства имеет место для функции feWrLPt
у которой fr) (х) = || Gr ||J7*| Gr (*) Г1 sign Gr (x) (в

частности, прир = оо (q = 1) р)(л:) = sign Or{x)). В
классе U7r£ нет функции, реализующей знак равенства
в (3), однако для любого е > 0 существует f8 e WrL

такая, что •

l^(fe)i>7Tl|Gr||£oo-8.
Таким образом, если квадратурная формула (А)

точна для многочленов степени г— 1, то

R[WrLp}= sup |*(f)|-7Tl|GfIL (4)
t*?WrLp

Ч

(1<р<сх>, 1/р+1/^-1).

Отметим некоторые свойства функции Gr(t). Так
как Kr-i{Xh — 0 разрывна в точке #а при 1 = г—1,
непрерывна при / = г — 2 и имеет непрерывную
производную порядка г — / — 2 при /<г— 2, то при
произвольных значениях коэффициентов ры функция
Gr(t) разрывна в точках Хи (&== 1, 2, ..., т), если

р«=г— 1, непрерывна на [0, 1] при р = г — 2 и имеет

на [0,1] непрерывные производные до (г — р
— 2)-го

порядка включительно, если р < г — 2.

Выясним, как сказывается на виде функции Gr{t)
условие точности квадратурной формулы для

многочленов степени г— 1. Если это условие выполнено, то

тождественно по t

1 то

](х- ог-' их - 2 S (г -7-1)1 р* (**- ')г_/~'; ©
0 ft=l /=0
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а так как левая часть здесь равна

7-1(1 -ty-(-tY] = l=^-[(t-iy-t%
то

т р

(*-D'-(-i)'2 s(r.Xi)iPH(*»--<r<~i-<r. (в)

Из (2) видно, что значение Gr(t) на промежутке
[О, х{\ в точности совпадает с левой частью
тождества (6), следовательно,

Gr(t) = f «><*<*!). (7)

Нетрудно проверить, что и обратно: из

соотношения (7) следует точность формулы (А) для любого

многочлена степени г—1. Действительно, в силу (2)
Gr(t) на [0, a:i] есть многочлен, записанный в левой

части (6), а из совпадения двух многочленов на

отрезке [0, ati] следует их совпадение на всей числовой

оси, т. е. справедливо соотношение (6) и

эквивалентное ему тождество (5). Дифференцируя (5) по /

последовательно г—1 раз, получим тождества,

характеризующие точность формулы (А) для всех

многочленов степени г — 1.
Из равенства (2), учитывая вид функций

Kr~i(Xh — t)f легко усматривается, что для хт < t ^ 1

Gr(t) = (t— 1)г. Что касается промежутков xk < t ^

^ Xk+i (k=l9 2, ..., т—1), то на каждом из них

Gr(t) есть некоторый многочлен степени г со старшим

коэффициентом, равным единице, остальные

коэффициенты которого однозначно определяются заданием

вектора (X, Р) и числа р.

При фиксированных т, г и р (О^р^г— 1)
обозначим через $i?mr множество

кусочно-полиномиальных на [0, 1] функций ф(0 вида

(f^ProW (0<*<*i),

I tr + r%aJ^Prk(t)

ф(0===| (**<*<**+!, *=1, 2, ... m-1).
(8)

J (t—lY mm Prm{t) (*m<*<l),

{ ((><*, <*2< ... <*m<l),
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удовлетворяющих при р ^ г — 2 следующим
условиям: в случае р=г— 2 функции (реА
непрерывны на [0,1], а при р<г— 2 —непрерывны на [0,1]
вместе со своими производными до (г — р

— 2)-го
порядка включительно. Узлы хн

кусочно-полиномиальной функции ф е s4>mr произвольны, а коэффициенты
ahi составляющих ее многочленов Prh(t) (£ = 1, 2, ...

..., т—1) или тоже произвольны (при р = г—1),
или связаны условиями непрерывности функции ф(*)
и ее производных. Легко проверить, что обеспечить

нужную гладкость функции ф вида (8) можно лишь

при условии,т^ ,

2
, а если заранее фиксировать

узлы, то при условии т^ , t
.

Из предыдущего следует, что каждой
квадратурной формуле (А), точной для многочленов степени

г—1, т. е. каждому вектору (Х,Р), координаты

которого рм связаны этим условием точности,'
однозначно соответствует функция <p(t)= Gr(t) из

множества <S&mr>
Покажем, что и обратно: каждой функции фе s&mr

можно однозначно сопоставить квадратурную

формулу (А), точную для многочленов степени г — 1,
причем узлы Xk формулы (А) совпадают с узлами

функции ф(0> а коэффициенты ры вычисляются по

формуле

ры = ^[ф(-/-1)(^_0)-ф^^)(^ + 0)] .
(9)

(& = 1, 2, ..., m; / = 0, 1, ..., р).

Пусть ф^А. Для любой f^WLp, интегрируя
по частям последовательно г раз на каждом

промежутке (xki xk+l) (& = 0, 1,..., m), где x0 = 0, *m+i = 1,
будем- иметь

xk+i г-\

J Ф (о f (о dt=£ (- dv [<p(v> fow-o) f-v-X) (**«> -

xh+i

-T<v,(** + 0)/(r-v-,)M + (-l)rr! J" f(i)dt.
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Суммируя по k от 0 до т и учитывая, что q>(v)(0)
= <p(v)(i) = o (v = 0, 1, ..., г—1), получим

О fc=l v=0

1

-ф(Л" (** + 0)] + (-1Гг! / f (/) Л. (10)
о

Так .как для феА при р<г —2 <p(v)(*ft — 0) =
— Фм(^ + 0) (v = 0, I,..., r —p —2), то (10) можно

записать в виде

т р

J f (0 dt = -i J J (-1)' №-*-» (xk - 0) -
0 fc=l /«О

- ф<'-'-'>(** + 0)] р (xk) + ±=}il J ф (о f"> (/) <я. (И)
о

Мы пришли к квадратурной формуле вида (А) с

коэффициентами (9) и остатком

i

ЖЯ—^/фЮ^ЧОЛ. (12)

Точность формулы (11) для многочленов степени

г— 1 в силу приведенных выше рассуждений по этому
поводу следует из сравнения (12) с (1) и того факта,
ЧТО ф(/) = tr ДЛЯ 0 ^ t ^ Х\.

Из равенства (4) и сказанного выше вытекает,

что при условии точности формулы (А) для

многочленов степени г — 1

g*m[WrLp] =± inf ,!ф|1^ (13)

(0<р<г-1;1+1-1).
Экстремальная функция <р.е.я^г с узлами х\ и

коэффициентами а*м, реализующая в (13) точную
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нижнюю грань *).

||ФЛ - »nf ||<р||,,

однозначно определяет вектор (Х*,Р*) наилучшей
квадратурной формулы для класса WrLp. При этом

&»m[WrLp] = R[WrLp\ X\ /»']-7rllf.llv
Итак, задача отыскания наилучшей квадратурной

формулы (А) на классе VPrLp сведена к задаче (13)
минимизации нормы в сопряженной метрике Lq на

множестве s4?mr кусочно-полиномиальных функций
(сплайн-функций). Эта последняя задача

представляет и самостоятельный интерес в связи с

появившимися в последние годы многочисленными работами
по использованию сплайн-функций в качестве

аппарата приближения (см., в частности, книгу [3]).
Отметим, что в силу вида функций фе^г

минимизация нормы || ф \\L эквивалентна наилучшему

приближению в метрике Lq функции tr на отрезке [0, 1]
функцией, «склеенной» в точках Хн из многочленов

степени г — 1 (из которых в данном случае первый и

последний фиксированы). Именно в такой постановке

эта задача рассматривалась в основной части книги.

2. Оценка нормы кусочно-полиномиальной
функции по схеме С. М. Никольского. Некоторые из

точных результатов, которые мы намерены привести,

получены по схеме рассуждений, разработанной в § 10
и. 14 книги.

В силу включения АсК'г1 (0<р<г— 1)
inf 11ФН^> inf ||<pllv (14)

Но для qpQ^mT1 при 1<<7<оо

II ф |£ = f r dt+\(i-tr dt + 2 j I Prk (t) fat (15)
°

xm ft-1 xk

*) Существование и единственность экстремальной функции
в рассматриваемых ниже случаях будет следовать из хода

рассуждений.
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IIЯРП, = sup |Ф(01=*
00

0<*<I

— max [х\\ (1 — xY\ max max I Prk (t) |]; (16)

поэтому при любом фиксированном векторе узлов
X=\Xi, хъ ..., хт\

ИфИ^ИФхИ^ (1<?<оо),

где Ф* (t) — функция из ЖТ~ГХ вида (8), у которой
Л*(') = Л*(0 (*=1» 2,..., т—1) —многочлены,

наименее уклоняющиеся в метрике L^ от нуля на

соответствующих промежутках [Xk, xk+i] среди всех

многочленов степени г со старшим коэффициентом,
равным единице. Это значит, что

inf || ФII*, > influx И£ (Kf<oo), (17)

и дело сводится к минимизации по узлам xk нормы

11Фх11/у
В § 14 аналогичная задача решена для q=\ и

<7=оо. В нашем случае идея рассуждений та же,

но мы их приведем ради полноты изложения.

Пусть 1^<7<оо. Нам потребуются некоторые
свойства многочленов, наименее уклоняющихся от

нуля в метрике Lqi дополняющие содержание § 16.

Пусть Rrq (а; А; х) — многочлен вида

г-1

хТ + 2 щх1

такой, что

a+h a+h Гх г-1

dx.J I Rrq (*; A; *) N*= min J Ur+ J] a,**

Из этого условия следует, что

a+h

J jc*| Rrq (а; /г; *) f"1 sigrn Rrq (a; h\ x)dx= 0 (18)

(Л-0.1, ...,r-l).
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Многочлен Rrq(0; 1; я), наименее уклоняющийся
от нуля на [—1, 1], будем обозначать просто Rrq(x).
Так как (см. § 16)

Rrq{a\ h\ x) = hrRrq(^-j^y (19)
то

a+h

a-h
J \Rrq(a; h; x)fdx =

l

= Ar'+I l\Rrq(x)fdx^hrq+lN (20)
-l

и

Rrq(a\ h; a + t)=>(-l)rRrq(a; h\ a-t\ (21)

ибо Rrq(x) — четный многочлен при четном г и

нечетный— при г нечетном.

Докажем еще, что

1

[Rrq (Df = ■£г£1 N =-^±1 11 Rrq (х) f dx. (22)
-1

В самом деле, многочлен Rrq(x) имеет на (—1, 1)
ровно г нулей &: — 1 < ${ < fl2 < ... < рг < 1.
Положим Ро==: — 1 > Рг+1 = 1« Интегрируя по частям и

учитывая, что Rrq(l)>0 (§ 16), найдем

1 г P*+i

N*= j\Rrq(x)fdx = % j \Rrq(x)\qdx =
-1 *=0 p,

г

=S{ Pi+i i *r, (ft+i) r - p» i *r, (w r -

— q J* x\Rrq (x) Г1 Rrq {x) sign *r, (x) dx

2[Rrq(l)V-q j xR'rq(x)\Rrq(x)\q
!

sign Rrq(x)dx.
-l
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Ho xR'rq (x) — rRrq {x) + Qr_, (*), где Qr_t (л:) —

некоторый многочлен степени г—1. Поэтому последний
интеграл, если учесть (18), равен riV, и мы

получаем (22).
Вернемся к минимизации по #fe в (17) при 1 <!<7 < °°-

Так как на промежутках (xkt хш) (&=1, 2,..., т — 1)
функция фя (^) задается многочленами PrJfe (?) =

=Rrq(ak\hk;t), где а*-у(*Л+**+1), Ла—jf(**+i — **)>

то, полагая еще x{ = 2h0, l—xm = 2hm, мы придем,
с учетом (15) и (20), к задаче отыскания минимума

функции

Ф(Л0, К • ••> Ат)вИФх1£ =

-^(2Н0Г+1 +т^(2^Г+1 + N J ЛГ' (23)

при условиях:

Ao>0, Am>0, A*>0
m

(ft-1, 2, ..., m-1), 2**—i. (24)
fe=0

Чтобы упростить выкладки, будем искать минимум
функции

т—1

^(Yo. Y,. .... Y„) = 4(yS + Y*) + *2y2 («>D

на множестве ^, задаваемом соотношениями

Yft>0 (fc = 0, l, ..., rn), Y0 + Y1 + ••• +Ym = C,

причем Л, В и С — положительные числа.

Необходимые условия экстремума функции F приводят
к системе уравнений

Г Ai*-l = A<p-i = Btfrl (6=1, 2,..., m-1),

i Y0 + Y1+ .-• +Ym = C.

Этой системе удовлетворяет единственный вектор
(Yo> y!i •••> Y^)> определяемый равенствами

2y;= 2y;= 6y;=6+^_! <*-1, 2,..., m-1),
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где

»-»{тГ-
при этом

%;> v;,.... Y;)=Bca(6+m-i)i-°. (25)

Это есть минимум, и притом единственный,
функции F на множестве ^, ибо, как легко проверить, в

любой граничной точке, т. е. если хотя бы одна из

координат уь была бы равна нулю, функция F
принимает значение большее, чем правая часть (25).

Применяя полученный факт к функции (23) и

используя (22), находим, что Ф(А<ь hu ..., hm) (при
условиях (24)) имеет единственный минимум, если

Al = A2=s ... =hm_l=h> 2ho = 2hm^[Rrq{l)]4rh,
где

k=
2{m-\ + [Rrq(\)W

(26)

Omin =-^fh«. (27)

причем

Это значит, что при I ^.q < оо минимум в (17) имеет

место для единственного вектора узлов #*,

удовлетворяющих соотношениям

х2~х1 = х3
—

х2=^ ... =хт
—

xm_l ~2ht

где h определено равенством (26). При этом правая
часть (17) равна правой части (27) в степени l/q.

Теперь о случае q=^oo. Найти минимум правой
части (17) при q = 00 можно, следуя
соответствующим рассуждениям § 14. Здесь существенную роль

играет тот факт, что если максимумы многочленов

Pro, Prk {k = 1, 2, ...,
т— 1) и Prm на

соответствующих промежутках не все равны между собой, то

путем сдвига одного или нескольких узлов xk норму

II Фх h можно уменьшить. Оказывается, что и в этом
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случае единственный минимум нормы || ф^ \\L
реализуется узлами x*k, определяемыми из (28), причем

Rroo(x)=Tr(x) = 2l-rcos(rarccosx), Tr(l) = 21-", a

правая часть (17) равна 21~rhr.

Пусть при 1«^<7<оо
tr = Pro(t) (0<г«),

Ф.(<) = 1 «

(*;<*<*;+,, *=1,2,..., от—1),

(^-1)г=^(0«<^<1),

где узлы x*k определены из (28), а ЯгЛ(0-—многочлен,
наименее уклоняющийся в метрике Lq от нуля на

отрезке [х*, х*к+{]. Как следует из предыдущих

рассуждений, <р#— единственная функция в множестве

^тг\ удовлетворяющая соотношениям

(29)
1 Ч V Ч Ч

фе«<

inf ||ф11,=тП|ф*||, =|1ф.1Ь
*г—1 ч

X
ч ч

тг

При этом в силу (23) и (27), а также сказанного

выше относительно случая q = оо,

1<М^
= 1

2l~rhr

(1<<7<оо),

(<7=°°)>

(30)

где h определено в (26).
Таким образом, задача минимизации в правой

части (13) при р=г— 1 полностью решена. Для
остальных значений р, О^р^г— 2, из (14) и (29) мы

получаем лишь оценку снизу:

inf 1|ф11^>||Ф.Нг (1<<7<°°), (31)

которая, однако, оказывается точной еще в одном

случае: р = г — 2иг— четное (г = 2, 4, 6, ...).
Действительно, для четных г в силу (21) значения многочлена
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Prh (k=l9 2, ..., m—1) на концах промежутка

(x*v xl+\) Равны> а так как Равны и длины этих

промежутков при i=l, 2 /я—1, то ср* непрерывна
в узлах я*, **, ..., х*тшт1. Далее, ввиду (19) й (28),

Ф#(х; + 0) = Аг^(-1) = Л^(1) = (ху-ф,(^-0);
аналогично проверяется непрерывность ф в узле х*.

Следовательно, <р,€«я1£^2 и потому

inf ||Ф||, =|I<PJL (r = 2,4,6,...;l<?<oo). (32)

Теперь из равенств (13), (29), (30) и (32) мы

получаем точное значение &%, \wrL^ при р = г— 1

(г = 1, 2, ...) и р = г — 2 (г = 2, 4, б, ...)• Узлы

наилучшей квадратурной формулы (А) в этих случаях
совпадают с узлами функции ф*, т. е. даются
соотношениями (28), а коэффициенты р*ы легко

вычислить по формуле (9), учитывая структуру функции
Ф*. В результате мы придем к следующему
утверждению.

Теорема Д.1. Среди квадратурных формул
вида (А), точных для многочленов степени г—1,
наилучшей для класса WrLp (1 ^ р ^ оо) при р = г— 1

(г= 1,2,3, . ..)> а также при р=г
— 2 (г=2, 4, 6,.. .)>

является единственная формула, определяемая
следующими узлами х\ и коэффициентами р*ы:

x\ = h(2(k-l) + [Rrq(l)]lh) (*=1, 2,,.., т);

(/ = 0, 1, ..., р),

P*,2v 7\ Krq (i)

(& = 2, 3, ..., т-\\ v = 0, 1, ..., [-^])*)>

*) W — Целая часть числа а.
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A-2-4m-l + [*r,a>],/') *•

я Rrnit) —многочлен вида f + 2 PA наименее укло-4
*«=o

няющийся от нуля в метрике Lq (р"1 + <7-1 = 1) wa

отрезке [—1, 1]. tf/ш эгож

*r,U)Ar Дг,(1)
Я

~

g
*

/■! ^ + 1 г! ^г<7 + 1 2Г (т - 1 + [Rrq (l)lI/r)'

Отметим частные случаи. Если р=\ (q = oo), то

многочлен RrM(t) есть многочлен Чебышева Tr[f) =
= 21-rcos(rarccos0 и тогда

Л = [21/г + 2(/п-1)Г1,
Л[Г1] = г![2+(т-1)2^Г-

Если p = q = 2, то /^(О есть многочлен Лежандра
lr{t)\ при этом

"-[4улЖ+2<т-1)Г'

Наконец, в случае р = оо (q=l) Rr\(t) есть

многочлен Чебышева Qr(t) (второго рода) (стр. 120), и

тогда

Л«[2(т-1)+У7+Т] ,

^[rrLoo] = —г

'
г у.

rlU(/n-l) + 2j/r + lJ

Приведенные равенства справедливы для всех г= 1,
2, 3, ..., если р

= г — 1, и для г = 2, 4, 6, ..., если

р
= г —2.

Теорема Д.1 для р= 1, 2 и оо получена в 1965 г,

И. И. Ибрагимовым и Р. М. Алиевым [12]; для всех
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1 < p <g oo в 1966 г. случай р = г — 2 (r=2, 4, 6, ...)
рассмотрели М. Б. Аксень и А. X. Турецкий [1], а

случай р==г—1 (г=1, 2, 3, ...)—Н. Е. Лушпай
[26] (см. также [20, 27]). В 1970 г. теорема Д.1 была

передоказана Каутским [42], который, в частности,
привел соотношение (9).

Отметим, что частные случаи теоремы Д.1 (р = 0,
г = 1 и 2), как указывалось в § 10, получены
Ю. Я. Дорониным и Т. А. Шайдаевой еще в 50-х

годах после первых работ С. М. Никольского по

экстремальным задачам теории квадратур.
Замечание. Наилучшие квадратурные формулы

для класса WrLp получены выше в предположении
их точности для многочленов степени г—1. Однако
если класс 9Й содержит любой многочлен степени v,

то квадратурная формула (А), наилучшая для
класса ЯЯ, необходимо точна для всех многочленов

степени v. (Этот факт замечен М. Левиным [25] и уже
отмечался в § 4.) Так как класс WrLv содержит
любой многочлен степени г— 1, то теорема Д.1 остается

справедливой, если в ее формулировке опустить
условие точности квадратурной формулы для многочленов

степени г — 1.

В § 10 и 14 рассматривались классы WqLp
функций f(~WrLp таких, что

f(o)-no)- ... -f'-D(o)-o.

Задача о наилучшей квадратурной формуле (А) для

этих классов сводится к минимизации нормы || ф Ц^
функций <р(0 вида

( f+%(*„*
I *=0

Ф

] (**<*<**+i. * = 0, 1, ..., m—U х0 = 0),
I (<-1)г (*«<<<1),

непрерывных при р <; г — 2 на [0, 1] вместе со своими

производными до (г — р
— 2)-го порядка

включительно.

При р = 0иг=1и2, а также при р = г— 2

(г ™ 2, 4, 6, ...) эта задача для р = оо решена еще
в 1950 г. С. М. Никольским, а для р =» 1 —А. И. Ки-
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селевым (§ 14). Общий случай 1 ^ р <g oo на классе

WnLp при тех же предположениях относительно р
и г, что и в теореме Д.1, рассмотрен в [1], [26], [20]
и [27].

Отметим еще, что в работе М. Левина [24]
рассматривается класс Wtr\Lp функций f<=W2rLp> у
которых

р(0)-р(1)-0 (/ = 0, 1, ..., г-1),

и методом, аналогичным описанному в этом пункте,
получена для этого класса наилучшая квадратурная
формула вида (А) с р

= 2г —2.
3. Случаи, когда оценка (31) не является точной.

Вернемся к оценке (31). Если г>2 нечетно

(г = 3, 5, 7, ...), то многочлены Prk(t) (&= 1, 2, ...

...,
т— 1) на концах промежутков (x*k, x*k+l)

принимают значения противоположного знака и <р*

разрывна в каждом из узлов #*(&=1, 2,..., т — 1),
т. е. qp^tS^. при р^г— 2. Пусть

inf ||ф||£ — ЦФ0И1 . Фо е=*&тг

(р<г-2; г=3,5,7, ...).

Легко понять, что \\%\\L >||<pJk. Действительно,
так как ф0 е^Т2с: st£rl9 то равенство || ф011^ = || ф„ 1^
означало бы, что две различные функции из $&ГтГ{
реализуют минимум в правой части (14), что

невозможно. Таким образом, при р ^ г — 2 и г == 3, 5, 7, ...

неравенство (31) не дает точной оценки снизу для

величины &m[WrLp\.
Аналогичная ситуация возникает при р ^ г — 3 и

г 1$5 4 четных, так как в этом случае каждая функция
Ф^Л имеет на [0, 1] по крайней мере непрерывную
производную, в то время как функция ф*, хотя и

непрерывна, но в узлах х\ не дифференцируема и,

следовательно, ф„ ф. ^тГ9
Итак, при р = г —2 (г = 3, 5, 7, ...) и при р^

<; г — 3 (г ^ 3) оценка (31) явно занижена, и

решение задачи о минимизации нормы || ф \\L на множестве
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st<*mr требует более тонких рассуждений. В общем

виде эта задача пока не решена. Получено решение
лишь в нескольких частных случаях, на одном из

которых мы остановимся подробнее, чтобы составить

представление о возникающих здесь трудностях и

возможных путях их преодоления.

Пусть р = г — 2, г = 3, 5, 7, ..., р=1 и, значит,

q=oo. Требуется минимизировать норму || <р || = || <р \\L
кусочно-полиномиальной функции ф(/) вида (8) по

узлам Xk и коэффициентам а^и обеспечивающим

непрерывность ф(^), и указать функцию Фо^^^Т2, для

которой
inf || ф ||» inf шах|ф(01= ||Фо11=Л1. (33)

Идея рассуждений состоит в том, чтобы найти

характеристические свойства экстремальной функции
ф0. Эти свойства выражаются, во-первых, через

характер склеивания многочленов Рги в узлах Хь и, во-

вторых, через количество точек, в которых каждый из

«внутренних» многочленов Рги (k= 1, 2, ..., т—1)
принимает значения, по абсолютной величине

равные М, но с чередующимся знаком. Реализация этой
идеи в отдельных местах (леммы Д.З и Д.4)
напоминает доказательство теоремы Чебышева о

характеристических свойствах многочлена наилучшего

равномерного приближения (см., например, [11], стр. 224).
При этом мы существенно будем использовать тот

факт, что алгебраический многочлен степени г имеет

не более г нулей (с учетом их кратности) и что между

двумя нулями многочлена всегда есть нуль его

производной.
Основной результат этого пункта базируется на

следующей теореме, которая дает решение одной

задачи о сплайне, наименее уклоняющемся от нуля, и

может представить самостоятельный интерес.

Теорема Д.2 [18]. Экстремальная функция
q>0^s4>m2 (г = 3, 5, 7, ...)> удовлетворяющая
соотношению (33), однозначно определяется следующими
свойствами:

1) В каждом узле xk (k= 1, 2, ..., m)
многочлены Pr,k-i u Prk склеены гладко, т. е. P'ft k_^xk)=
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= pr*(*ft)> причем ф0(л:А) = 0 (6 — 2, 3, .,., m— 1),
<Po(*i) = — Фо(^т).

2) Каждый из многочленов PVk(t) (&=1, 2, ...

..., т—1) есть многочлен Чебышева первого рода,
наименее уклоняющийся от нуля в метрике Loo на

некотором отрезке [ah — К а>п + А], содержащем
промежуток [Xk,Xk+\], причем Prk(t) внутри (Xk>Xk+\)
г — 1 раз принимает значения ±М с чередующимся
знаком.

Рассуждать будем от противного, т. е. покажем,

что если функция у^яФш не удовлетворяет хотя бы.

одному из условий теоремы, то найдется в

множестве s^m? функция с меньшей нормой и, значит,

Ф не может быть экстремальной.
Лемма Д. 1. Если для функции ф <= ^~2 (г = 3,

5, 7, ...) хотя бы в одном из узлов xk (6=1, 2,..., m)
одновременно имеют место соотношения

| Ф (**) I < IIФII. Р'г, k-i (**) * Р'гч {Ч)> (34)

то ф(0 не является экстремальной.
Доказательство. Пусть в некотором узле xk

(1 ^ k < m) выполнены соотношения (34). Положим

f ф(0 (0</<др*),
ф,(,_1 /»,.*-! (О (**«<1);

(ЛЦ Prk(t) $<*<*&

ф2(,~"\ф(0 (**<*< П.

причем в случае .k = 1 полагаем ф!(/)== Яг0(/), а в

случае k = m ф2(0 и Prm(t). Для 0 < А, ^ 1 пусть

+1 (Я, 0 = АЛр, (|), ф2 (Я, 0 = Ягф2 (1 - -Цр-).
Функции i|)i(h, *) и г|?2(Хг, 0 непрерывны по

параметру %. Графики их при X == 1 в силу (34) пересекаются
без касания в точке Хи, причем

I +1 (1, xk) | = | *2(1, **) | = | фМ | < ||ф||.

Из соображений непрерывности следует, что при
значениях Х< 1, но достаточно близких к 1, в

окрестности узла Хи найдется точка т, Xh-\ < т < лгь+ь в кото-
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рой пересекаются графики ipi и г|>2, причем при Х->1
т-*хк. Выберем Х0 < 1 так, чтобы выполнялись

неравенства

max | ifo(Я0, 0 |< ||Ф||, max | о|)2(Я0, О I <IIФ1Ь (35)

и положим

*(0=Ь2(^ о (т</<1).
(36)

Функция ф(/) непрерывна на [0, 1],
кусочно-полиномиальна и имеет ту же структуру, что и (f{t)> но

с узлами в точках

h*i ('=1, 2, ..., k — 1), т,

1— Я0(1— xt)(i = k+ 1, ..., m).

Значит, фе^шТ2 и так как в силу (35) и (36)
ЙфН<||ф||| то ф не экстремальна.

Лемма Д.2. Пусть фе^Т2 (г — 3, 5, 7, ...) и

М* = max 1ф(01= max \Prk(t)\
xk<f<xk+i xk<*<*k+i

(fc=l, 2, ..., m—1).

Если хотя бы для одного k (& = 1, 2, ..., m—1)
Л^<||ф||, то ф(/) не экстремальна.

Доказательство. Пусть Мk <||ф||. Положим
в случае 2 < /г < m — 1

J Ф(0 (0<^<^),

ф,(')_1 />„*_,(*) (**<«1);

/л-Л P"*+'W (° <'<**+!>■
ф2(^-1 ф(/) (**+1.</<1).

Если &=1, то Ф1 = Рг0» а если & = т, то ф2 = Ргт.
Пусть при 0 < Я < 1

+1 (Я, 0 = ЯГФ1 (|), ф2 (Я, *) = ЯГФ2 (1 - 1=1).
Заметим, что

1+1(1,**)1-1ф(^1<А'*<11ф11.

1*2(1» *A+i) 1 = 1 Ф(*А+1)1<МЛ<||Ф11,
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и потому в силу непрерывности найдется число

Я0< 1 такое, что для всех Я0^Я < 1

max | ф, (Я, t) |< || ф ||, max | <ф2 (Я, О КII ФII- (37)

Рассмотрим многочлен

Prk(%, t) = Prk(t) + at + $,

где при каждом фиксированном Я, Я0^Я^1, числа

а = а(Я) и р = р(Я) выбраны так, что выполняются

равенства

Ргк(Ъ **)e*l(*. *к)> Prk(K **+t) = *M^ ХШ).

Ясно, что при Я-*1 <х->0 и Р->0. Так как на

промежутке хк < t < л;&+1 | Prk (1, 0 | = | Ргй (0 | < || ф ||, то

для Я, достаточно близких к единице, также будет

\РГЛК t)К||фII (**<*<W. (38)

Следовательно, существует число Хь Я0<Я!<1,
такое, что при Я = Я{ выполняются (37) и (38).
Положим

( ЪЛК t) (<)</<**).

•i Ф2(^> /) (**+i<f<i).

Ясно, что фе^72 и ||г|)||<||ф||. Этим лемма Д.2
доказана.

Лемма Д.З. Если для у^Мш2 (г = 3, 5, 7, ...)
хотя бы в одном узле xk (k = 1, 2, ..., tri) выполнено

соотношение

1фЫ1=Иф11, (39)

то ф (0 — не экстремальная функция .

Доказательство. Пусть для некоторого

6=1, 2, ..., m ф(*fe)в||ф||. Рассмотрим два случая.

1) Prk(xk)^P'r, k-i{xk)> т- е* в У3ле xk многочлены

Prtk-\ и Prk склеены не гладко. Из равенства
Ф (*&) = IIФII следует, что Prk(t) убывает в правой
окрестности точки xk, a Prtk-X{t) возрастает в левой

окрестности этой точки. Так как Prk{t) — многочлен

нечетной степени, то он имеет по меньшей мере один

нуль левее точки xki а значит, на интервале (xk, xk+l)
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Prk(t) меняет знак не более, чем в (г—1)-й точке.

Пусть это точки %х < %2 < ... < ts_{ < xsf где t! > xk,
ts < #fc+i. Предположим сначала, что s — r— 1. Тогда,
очевидно, P'rk(t)>0 для всех ts^t^xk+l. Положим

11(0 = 1*(Л, t) = K(t— %l){t — %2)...(t — xs-l)(t— xh+l)9

где Я< 0, и потому на интервалах (xkt тх)9 (т1э т2),. .•

..., (xs-u xs) Iх (0 и Prk(t) имеют противоположные
знаки. \i(t) есть многочлен степени г—1. Ясно, что

при достаточно малом по абсолютной величине Я = Л0
для многочлена Q(A0, t) = Prk(t) + \i(X0> t) выполнено

неравенство | Q (Я0, t) \ < ||_ср || для всех xk<t< xk+u и

найдется точкахк (хк-\ <хк<хк) такая, что Q(Л0, хк) =
= Рг. ^ (**), Q'(V хк) ФP;t к_х(хк), | Q (Я0, хк) |< ||Ф ||
и IQ(Л0, ОКИфЦ Для всех х*<*<**+1- Функция

f ф(0 «><*<** **+,<*< 1),
*W 1 Q(*o,*) (**<« **+!),

очевидно, принадлежит множеству ^т72, причем
11^11 ^ Нф||. Но для $(t) выполнены условия

леммы ДЛ и, следовательно, г|>(/), а значит, и <p(t), не

являются экстремальными функциями.
Теперь пусть s ^.г— 2. Полагаем

\x(t) = \i(X, t) = b(t — Tx){t — %2) ... (t — rs)(t — xk+l)t
и знак X выберем так, чтобы на [хк, хк+{\ выполнялось

соотношение sign[i(t) = —signPrk(t). При
достаточно близком к нулю К = Ко найдется точка хк

(хк-\ <.хк< хк) такая, что для многочлена Q(A,o, t) =
= Prk(t)+ \x(Xo,t) выполнены в точке хк и на

промежутке [Xk,Xh+i] те же соотношения, что и в

рассмотренном случае s = r—1. Остальное — как выше.

2) Р'г к_{ (хк) = Р'гк (х^ = 0, т. е. многочлены

в точке хк склеены гладко. Заметим сначала, что при
условии (39) это возможно только для 2i£Zk^m—1.
В силу нечетности г многочлен Рг, к-\ на интервале
(Xk-uXk) может иметь не более г — 2 перемен знака

в некоторых точках х\ < t2 < ... < ts.
Если s = r— 2, то на отрезке [ага_ь п] многочлен

Pr,k-i строго возрастает. Поэтому, положив

Ц(Я, *) —Ц* —**-i) (t — x2) ... (t — xs){t — xk),
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можно выбрать % = %о Ф 0 таким образом, что будет
| Рт\ k-i (0 + 1* (tot О I < НфН Для **-i < / ^ jcft. Для
функции

( Ф(<) (0<*<х*-„ **<*<1),
' U I Яг§ ^! (0 + Ц (Я0, О (Х^ < * < Xk\

принадлежащей, очевидно, множеству ^т72>
выполнено условие ф(^) = ||\|?|| = ||ф||, и так как |л'(Я0, xk) >0,
то в точке л:^ склеивание негладкое. Как показано в

случае 1), if, а значит, и ф
— не являются

экстремальными функциями.
Если s ^г— 3, то к такому же выводу придем с

помощью поправки

ц(Л, /) = Я(/— **_,)(/ — т,) ... (t — xs)(t — xk)

при соответствующем выборе %.

Наконец, в случае ф(д:^) = —М рассуждения
совершенно аналогичны, только при негладком
склеивании вводим поправку к Рг,и-и а при гладком — к

Л*. Лемма Д.З доказана.

Из лемм Д.1 и Д.З следует, что в узлах xk
многочлены экстремальной функции склеены гладко.

Лемма Д.4. Если внутри хотя бы одного из

интервалов (xk, Хь+\) (k = 1, 2, ...,
m — 1) многочлен

Pru принимает значения ±ll<pll с чередующимися
знаками менее, чем г — 1 раз, то ф

— не экстремальная

функция.
Доказательство. Будем называть точку х&

е{0,1] точкой максимального уклонения (т. м. укл.)
для ф, если |ф(лг) |= ||ф||, причем, если ф(л;) = ||ф||,
то будем говорить, что х — т. м. укл. положительного

знака, а если <р(х) = —||ф||, то х — т. м. укл.
отрицательного знака. Выберем точки zi = zf\

rxk=*z0<zx< ... <zs-l<zs = xk+b

из условий: а) ЯгА(^) = 0 (/=1, 2, ...,s—-1) и

б) на каждом из отрезков [zif zw] (i=0, 1, ..., s— 1)
есть т. м. укл., причем только одного знака, а знаки

т. м. укл. на соседних отрезках противоположны.

(Если внутри (я*, xh+\) нет т. м. укл., то ф не

экстремальна уже в силу леммы Д.2.)
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Пусть фе^тг и внутри (хк, xk+\) ф принимает
значения ±||<р|| с чередующимися знаками не более»
чем г — 2 раза. Так как по лемме Д.З точки хь, и хи+\
не могут быть т. м. укл., то s^.r — 2. Положим

1*(Я, t) = X(t-z0)(t-zl) ...(t-zs)

и знак К выберем так, -чтобы на каждом интервале
(ZfeZi+i) знак содержащейся там т. м. укл. был
противоположен знаку |л(Я, /). При X, достаточно близком

к нулю, очевидно, будет
I Prk (t) + |i (Я, t) |< || Ф || (**<*< хм),

поэтому в силу леммы Д.2 функция г|)(/),
совпадающая с Prh(t) + ii(ht) на промежутке [xk,xk+i] и с

ф(0 вне его, не экстремальна. А так как ||ф|| ^ ||-ф||,
то лемма Д.4 доказана.

Теперь нетрудно завершить доказательство
необходимости условий 1) и 2) теоремы Д.2. Пусть ф0

—

экстремальная функция из s4^2 вида (8). По
лемме Д.4 каждый многочлен Prk(t) (&=1,2, ..., т—1)
внутри промежутка (*ь, хд+i) принимает г—1 раз
значения ±М (М = ||q>oll) с чередующимися знаками.

В этих точках, очевидно, P'rk(t) — 0. Ввиду
нечетности г существуют точки ак < хь и р& > xk+i такие,
что Prk(ak) = —Af, PrAfa) = М = max | Prk(t) |.

Следовательно, Prh(t) на отрезке [а&, р&] принимает
значения ±М с чередующимися знаками г + 1 раз,
а таким свойством обладает (см. § 15) только много*

член Чебышева I рода, т. е.

Prk(t)^hlTr(^^) (*-l, 2, ..., т-1),

где Tr{u)*=2l~rcos(rarccosu)9 2Afe = pfe — а* и 2а*=
= а* + р*.

Так как максимум каждого многочлена Prk
(£=1, ..., т— 1) на промежутке [ak — hkf ak + hk]
равен М, то все /г^ равны между собой: /гй = Л

(&=*1, 2, ..., т—1) и графики Prk(t) отличаются

друг от друга только сдвигом вдоль оси t.

Теперь учтем, что если x'k и %"к—соответственно
самая левая и самая правая точки экстремума Prk(t),
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то производная P'rk(t) строго монотонна при *^т£
и при / ^ т£. При этом для всех и ^ О

р;1(т;-ы)=р;1«+«)=р;2(^-«)=р;2«+«)=
- • • • = К,«., К-1 - ")=К «-, К-. + «).

Отсюда следует, что гладкое склеивание в точках

хъ xZi..., л:т-1 возможно лишь при условии ф0(л^) = 0

(А = 2, 3, ..., т — 1).
Что касается точек *! и л:т, то в них условие

гладкого склеивания определяется равенствами

Рп {х{) = xr e _ (1 _ *ny =- pr m-i (лд(

Остается доказать, что условиями 1) и 2)
теоремы Д.2 экстремальная функция <p0(tf) определяется
однозначно. Так как

Фо'*)!

tT (0<*<*i),

(**<*<*ft+i, k=l, 2, ..., m—1),
(40)

то однозначность экстремальной функции будет
следовать из однозначности определения числа h и

точек ak (& = 1, 2,..., m— 1) или xk (&= 1, 2,..., m).
Для их определения условия 1) и 2) теоремы Д.2
дают следующие уравнения:

^.»-|(*т)-к-1-1),в-дс|.
(41)

* #9 ЛГд ■*,= •
— *т-1 *т-2 — 2А COS

"2^Г »

Xi + {X2
— Xl) + {X3 — X2)+ ...

... + (*w —*m-|) + (l—*«)— 1.
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Первые из этих уравнений с учетом (40) позволяют

найти %\ и хт:

*1-1-*«-А[Гг(2о)Г. (42)

где z0 (z0 < 0) — наименьший корень уравнения

П(*) = г[Гг(2)Г1/г. (43)

Так как, далее, х2 есть наибольший нуль

многочлена Pr\(t), то х2
— a1 = Acos-^r, а с учетом того,

что ах
—

хх = hz0f получаем

x2 — x{=h (cos -^г — ^о). (44)

и в силу (42) и (44)

х2 = 1 - *т_, = Л ([Tr (z0)]1/r + cos^ _ z0). (45)

Эти равенства вместе с последними уравнениями

(41) легко позволяют однозначно определить
остальные узлы xk экстремальной функции и число h:

*k- h ([Tr (z0)]Ur -z0 + (2k - 3) cos -£) (46)

(fc = 3, 4, .... от —2),

A —i- ([Г, (z0)],lr + (от - 2) cos^- - z0)~l. (47)

Итак, функция q>0(t) вида (8), определяемая
условиями теоремы Д.2 и соотношениями (40) —(47), дает

единственное решение в задаче (33) минимизации

нормы || ф || на множестве s4-rmr • Но из условий
теоремы Д.2 следует также, что <р0(0 имеет непрерывную

производную на [0, 1], т. е. <р0^£&1^. Так как

stw3<=strn?, то

11Фо11> inf ||ф||> inf ||ф||

ф^Т3 »e*C8

и, с учетом (33), получаем, что

inf ||ф||= inf ||ф|| = ||фо1|,
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т. е. функция ф0(0 дает решение экстремальной за- I
дачи и на множестве зФ^ (г = 3, 5, 7, ...). 1

Вид-составляющих фо(0 многочленов Prk(t) no- I
зволяет легко найти по формуле (9) коэффициенты |
рм наилучшей квадратурной формулы. В результате 1
получаем следующую теорему [18]. I

Теорема Д.З. Среди квадратурных формул вида 1
(А) при р = г — 2 и р

= г — 3, точных для всех мно- I
гочленов степени не выше г— 1, наилучшей для клас- |
са WrL при г = 3, 5, 7, ... является единственная 1

формула, определяемая следующими узлами х\ и коэф- I

фициентами р\{\ |
x]=l-x-m = h[Tr(z0)]Ur, *;e^ + A(cos-5—го), I

*; —*; + 2(* —2)ftcosJL (ft —2, 3, .... и—1); 1

(1 = 0, 1 р), I

Pk,2i— r\
lr \C0S2rJ I

(ft-=2, 3, .... m-1; * = 0, 1, .... [f-]), 1

P**.«+|-° (k==2' 3 m—l; / —0, 1 [^Г1])' J
где Tr(u) — 21_r cos (rarccosu), Zo — наименьший ко- 1
рень уравнения (43) ы /г определяется равенством 1
(47). Яри эгсш I

^-2[rrL] = ^-3[rrL]= J
= 21-2г(г!Г{[ГГ(2о)11/г-го + (т-2)со8-|Г}"Г. j

Примечание. Условие точности квадратурных I
формул для многочленов степени г—1 в формули- 1

ровке теоремы Д.З можно снять (см. замечание к 1
теореме Д.1). 1

Отметим, что аналогичный теореме Д.З результат 1

получен в [18] также для классов WoL. I
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Естественно было бы попытаться применить
изложенный в этом пункте метод к решению задачи

минимизации нормы ||ф|| на множестве s4?mr при р < г — 3.
Однако здесь возникают существенные трудности,
связанные с необходимостью обеспечить более
высокую гладкость экстремальной функции. Еще
сложнее обстоит дело с минимизацией нормы ||ф||£ при

1^<7<оо, ввиду особенностей интегральной
метрики, затрудняющих доказательство утверждения,
аналогичного теореме Д.2. Лишь при q = 2 в

периодическом случае получено некоторое продвижение в

этом направлении, о чем будет сказано в п. 5 этого

параграфа.
4. Квадратурные формулы с фиксированными

узлами на концах промежутка. Узлы и коэффициенты
наилучших квадратурных формул, полученных в пп. 2
и 3, выражающиеся через значения многочленов,

наименее уклоняющихся от нуля, имеют несколько

громоздкий вид, что затрудняет использование этих

формул в практике вычислений. Более простой вид

получит наилучшая квадратурная формула в тех же

случаях, если заранее зафиксировать в качестве

узлов концы промежутка: х0 = О, #m=l, а узлы

Хи #2, ..., xm-i и коэффициенты выбрать
оптимальным образом. (Такие формулы впервые изучались
А. А. Марковым.)

Итак, считая, что 0=*0 < *\ < • • • < *т=1>

рассмотрим квадратурную формулу

1 т Pft

J f (*)<**-2 5>/Р (**) + *(/)• (48)
О fe=0 J=0

Формула Тейлора (3.1), записанная для а=0 и а=1,
позволяет функцию f e WrLp представить так:

fW-Pr-i(0+2(F=T)r

X

^{X-trxf\t)dt-
О

х -J

165



где Pr-\(t) — многочлен степени г—1. Если формула
(48) с рд ^Г г— 1 точна для таких многочленов, то ее

остаток R(f) запишется в виде (1), где

Gr(t)=±[f+(t-m-
т <>k

-ЙГ-Е S (r-/-I)! lKr-l(Xk-t) +

+ (-l)r+lKr-l{t-xk)l
При pfe = г—1 Gr(t) на каждом промежутке
{Xk,Xh+i) (& = 0, 1, ...,m—1) есть произвольный
многочлен степени г со старшим коэффициентом,
равным единице. Из точности формулы (48) для

многочленов степени г—-1 следует, что при pk ^ г — 2

Gr(0)=Gr(l) = 0.
С помощью рассуждений, аналогичных тем,

которые использованы при доказательстве теоремы Д.1,
В. М. Алхимова получила следующий результат [4]
(см. также [41]).
Теорема Д.4. Среди квадратурных формул вида

(48) при pft=r— 1 (£==0, 1, .... m) и г—\9 2, 3, ...,

а также при р0
= рт = г— 1, pfe = г — 2 (&=1, 2, ...

...,
т — 1) и г = 2, 4, 6, ..., наилучшей на классе

WrLp (l^p^oo) является единственная формула

'/ж*=4£ *1~У [Г(о)+(-1//(<)(о]+

верхняя грань остатка которой на классе WrLv
(1 sc: р ^ оо) в точности равна

Rtqi})

1

<7

27! J^r? + 1 гпт
(т+т-О-

Таким образом, наилучшая формула (48) в этом

случае имеет равноотстоящие узлы. Этот же факт
имеет место для наилучшей формулы вида (48) на

классах WrL и WrL2 при ро = Рт = г—- 2, pk
— r — 2

или г —3 (k = 1, 2, .,., m
— 1) и нечетных г ^ 3 [4].

166



Отметим, что при г = 2 и р^
= 0 теорема Д.4

получена ранее в работе [23]. Для класса WrL при р0 =
= рт = г— 1 и г —2, рк = г

— 3 и г —4 (А=1, 2, ...

..., m—1), г = 4, 6, 8, ... наилучшие формулы вида

(48) указаны в [32].
5. Периодический случай. Отдельно рассмотрим

задачу о наилучшей квадратурной формуле (А) для
классов периодических функций. Вместо формулы
Тейлора здесь удобнее воспользоваться

представлением функции через ее r-ю производную,
учитывающим периодичность.

Пусть f(x)—заданная на всей числовой оси,

периода 2я функция, имеющая абсолютно непрерывную
на всей оси производную (г—1)-го порядка и,
следовательно, интегрируемую на (0, 2я) по Лебегу
производную fW(x). Разложим f(x) в ряд Фурье по

тригонометрической системе:

оо

f (*)=--?-+ S (я* cos kx + bk sin kx\ (49)

где

ak =
± J f(t) cos ktdt (6 = 0, 1, 2, ...),

6
2я

U* = JL J" f(t)$mktdt (k=l, 2, ...)•
о

Так как
2я

ай cos kx + bk sin kx
— —A f (t) cos k(t — x) dt,

"

о

то, интегрируя по частям последовательно г раз и

учитывая периодичность функции /, найдем

ak cos kx + bk sin &л; =

=^f\ f{r)(t)cos[k(t-x) + -f\dt =
0

2я

—arj/<rtwcoe[*(x-o-^]*.
о
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Подставляя в (49), представим функцию f в виде

2л

/ (*) ~f+ ^ J" я, <* - 0 /(r) W *. (50)
о

где Ог(и) — 2я-периодическая функция, определенная
равенством

-со C0Jku_UL)
/?rW-S

V
у

У
(r-l, 2, ...). (51)

Ряд (51) мажорируется числовым рядом 1+2~г-{-
,4-3"г + --«» поэтому функция Dr(a) непрерывна при
г ^ 2, а при г ^ 3 имеет на всей оси непрерывные

производные до (г — 2) -го порядка включительно.

При этом D2(u) = D\(u) для 0 < и < 2л, Dfr(u) =
= Z)r_i (и)(г = 3, 4, 5, ...) для всех | и |< оо и

и

Д. (а) = J £,__, (0 <0 (r = 2, 3, 4, ...), (52)

где константа рг определена условием
2я

f Dr(t)dt = Q.

о

Для D,(a) имеют место равенства

vi sin Да ( iLTJi (0 < и < 2я),
AW-S-5^- 2

(53)
fetf *

I 0 (и = 0),

которые легко получить, разлагая стоящую справа
функцию в ряд Фурье. Из (53) и (52) следует, что на

интервале (0,2я) Dr(u) есть алгебраический
многочлен степени г. Заметим, что функция Dr(u) четна при
г четном и нечетна при г нечетном.

Чтобы сделать более удобным сравнение с

результатами пп. 2 и 3, мы перейдем к функциям периода 1
и будем рассматривать задачу отыскания наилучшей
квадратурной формулы (А) для класса WrLv 1-перио-
дических функций /(#), имеющих на всей оси абсо-

168



лютно непрерывную производную (г — 1) -го порядка
и таких, что ||/(г) |^ <[ 1. Так как класс WrLp
содержит любую тождественную константу, то наилучшая

для этого класса формула (А) необходимо должна

быть точна для константы. Поэтому поставленную

задачу можно решать на классе W[LP функций / из WrLp
таких, что

f f(x)dx = 0. (34)
о

Заменяя в (50) переменную, для функции f^W[Lp
получим, с учетом (54), представление

1

f(x) =-^rr f Dr[2n(x-t)]P'4t)dt. (55)
2 я J

Пусть

«(9---3=ГтА-(2я<) (/-=2, 3, 4, .... | / |< оо);

( -1д(2я0 (0</< 1),

fli(0-| , , (56)
I _1х)1(0 + 0)=-| (/ = 0);

BHt+l) = BUt)-

Из (56) и отмеченных выше свойств функции Dr(u)
следует, что В* (t) на промежутке 0 < t < 1 есть

некоторый алгебраический многочлен Br(t) степени г.

(В математической литературе этот многочлен известен

как многочлен Бернулли (см., например, [21], гл. I).
Так как

Dx{2nu) = — n{u — у) (0<и< 1),

и

Dr (2яи) = 2л J Dr-X (2я0 dt (r = 2, 3, ...),

то последовательно интегрируя, легко убедиться в том,

что старший коэффициент многочлена Br(t) равен
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единице:
r-\

Br(t) = f+ ЦсцД (57)
v=o

Отметим еще, что

fli(-0«-*i(<) (**»0, ±1, ±2, ...),

#(-0 = (-l)r#« (UK oo, r«2, 3, ...).
(58)

Виду (56) представление (55) запишем в виде

1

f(*)— -frj&(x-f)fW(f)dt. (59)
О

Если fe=WrLP9 то fl)s=Wr~lLp {1 = 1, 2, ..., г-1),
а так как представление (59) справедливо для fe IF[Z,P
при каждом г=1, 2, 3, ..., то для любой f<=W[Lp

1

О

(/ = 0, 1, 2, ..., г-1).

Подставив (60) в формулу (А), получим,

учитывая (54), выражение для остатка функции f^W[Lp:

Г Г т р 1

о Lfe^i /=o J

Это выражение нам будет удобно, с учетом (58),
записать так:

1

R(f)=-tTT-JG,(t)f(rHt)dt, (61)
О

где
т р

e' W - S S-^гРыК-i С - **) + сг. (62)

а Сг — произвольная константа, не влияющая на

значение /?(/), ибо /<г) (*) — производная периодической
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функции и потому
1

Jp>(*)d* = 0.
о

Выберем константу Сг из условия минимума

нормы ||Grlli.» чт0 ПРИ 1^9<оо равносильно
соотношению

j\Gr(x)rlsignGr(x)dx = 0,
о

а при ^= оо

sup Gr (x) = ~ inf Gr(x).
X

,
X

Для любой f e l^Lp, применяя к интегралу в (61)
неравенство Гёльдера или оценивая его по модулю,
получим

!*<Я 1<тг1в,11ц (j + j = *)- <63>

Эта оценка на классе W[LP точна. При 1<р^оо
знак равенства в (63) реализует функция-/0 е W[LP
(1 < р < оо), у которой

fV (х) = II Gr \?-«\ Gr (х) Г1 sign Gr (x). (64)
Здесь существенно, что в силу выбора Сг среднее
значение Дг> на периоде равно нулю и потому

функция /0 равенствами (64) и (54) определена корректно
и однозначно: f0(x) есть г-й периодический интеграл
от Дг> со средним значением на периоде, равным нулю.

В случае р=1 (q=oa>) для любого е>0 можно

построить функцию /е s W*L, для которой

|/?(/8)1>тг1|5г|Ц-8. (65)

Для этого надо определить Дг)(*) равной нулю везде

на периоде, кроме двух промежутков (/0, t0 + 6) и

и (t\t h + б), таких, что

sup Gr (x) = sup Gr (x) —
х h<x<U+6

= — inf Gr (x) = — inf Gr (x).
X ti<X<tk+ 6
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На этих промежутках надо задать /*г)(*) равной 1/26
и — 1/26 соответственно, причем число 5 = 5(e) можно

выбрать так, что будет выполнено (65).
Таким образом, для любой квадратурной

формулы (А), точной для константы,

R[WrLp] = R[w:Lp] = ±-\\Gr\\L(i '(± + 1=1). (66)

Теперь заметим, что если f e WrLp, то функция
f(x-\-a), где а — любое число, также принадлежит
этому классу. Поэтому сдвиг всей сетки узлов Xh на

одну и ту же величину не меняет значения левой

части (66), и мы можем считать, что в формуле (А) узел
Х\ фиксирован: jti = О, а произвольными остаются

узлы 0 < х2 < хг < ... < хт < 1.
Отметим некоторые свойства функции Gr(t),

вытекающие из равенства (62) и свойств функций В*:
1) Gr(t) имеет период 1.

2) На каждом промежутке (xh xi+{) (/==1, 2,..., т\

*m+i
= l) Or (t) есть многочлен вида

Qri(t) = f+%aivt\
v=o

В самом деле, на интервале xt<t < xi+i

( Br_t(t-xk) (1 <£</),
#_,(*-**) = ( Br_l(t_Xk+ 0 (/+ ,<k<m)

(67)

и, следовательно, Gr(t), как линейная комбинация
многочленов степени г — I (I = 0,1,... ,

г — 1), на

(хиXi+\) есть многочлен QTi(t) степени г. Точность

формулы (А) для константы равносильна соотношению

т

2р*о=1. (68)

поэтому, записав Gr(t) в виде

т

Gr (О = 5>*А* ('-**) +
k=l

+SSiF^yr^fi;-/('-^)+^(г-1)1
*=1 /=1
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и учитывая (67) при / = 0, (57) и (58), заключаем,
что старший коэффициент многочлена Qri(t) равен
единице.

3) Еслир = г— 1,toG(/) разрывна в каждом узле xit
так как одна из входящих в сумму (62) функций,
а именно B\{t—x^, разрывна в точке хг При р = г—2

все функции £*_/(* — **) (/ = 0, 1, ..., р), а значит,

и Gr(t), непрерывны. Если же р<г— 3, то Gr(t)
непрерывнодифференцируема на всей оси г—р—2 раза.

Пусть J&mr (0 ^ р ^ г — 1; г = 1, 2, ...) —

множество заданных на всей оси кусочно-полиномиальных

функций ф(0 периода 1 с узлами

0 = хх < х2 < ... <хт< хт+1 = 1 (69)
таких, что

Ф(0 —f+Saik/ (xk<t<xk+u k=l, 2, ..., m),

причем при p = r— 1 ф(/), вообще говоря, разрывны,
а при р^г— 2 непрерывны вместе с производными
(г — р

— 2)-го порядка включительно. Из свойств

1)—3) функции Gr следует, что Gr&s&mr, т. е. каждой

квадратурной формуле (А) с фиксированным узлом
хх = 0 однозначно соответствует некоторая функция
<p(t) = Gr(t) из множества sl9mr.

То, что каждой функции феА можно

однозначно сопоставить заданную на классе WTLp
квадратурную формулу (А), точную для константы,

доказывается так же, как аналогичный факт в

непериодическом случае
—

интегрированием г раз по частям
в интегралах

xk+\

J ФЮРЮЛ <*=1, 2, ..., т),

где / ^ WrLp. Суммируя по k полученные результаты,
надо в данном случае учесть, что в силу
периодичности

Ф<^ (*«+i - 0) - <рМ (*, - 0), /cv) (*т +,) - /(v) (*,)
(v = 0, 1, ..., г-1).
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В результате придем к'квадратурной формуле вида

(А) с узлами (69), коэффициенты ры которой даются

соотношениями (9), а остаток R(f) — равенством (12).
Точность полученной формулы для константы следует
из того, что #(1) = 0. Интересно заметить, что

квадратурная формула, соответствующая функции ф е

^ я&тг, записывается в точности так же, как и

формула (11), соответствующая (psA в

непериодическом случае. Таким образом, множество функций
Gr(t)f определяемых точными для константы

формулами (А) с узлами (69), совпадает с множеством

Лтг. ПОЭТОМУ, ВВИДУ (66),

K\WrLp]^^ inf ||Ф|Ц (1+1= i). (70)

Если р = г — 1 (г = 1,2,...) или р
= г — 2 (г =

= 2, 4, 6, ...), то, как и в непериодическом случае,

переходя на каждом промежутке xk^t < Хи+\ к

многочленам, наименее уклоняющимся от нуля, а

затем минимизируя норму || ф \\L по узлам, получим

следующий результат [28].
Теорема Д.5. Среди всех квадратурных формул

(А) при р = г
— 1 (г = 1, 2, ...) и р

= г — 2 (г =
= 2,4,6,...) наилучшей для класса WrLp (l^p^oo)
является формула

J/w*4rS Si*^V"(¥)+«<ft. (7i)

где ЛГа(/)— ror асе многочлен, что и в теореме Д. 1.

Яра этом

ур[д^,]а—J^ .

г! ^г? + 1 (2^)г

В случае р==г—J2, г — 3 (г = 3, 5, 7, ...) решение
задачи на классе WL можно получить рассуждениями,
аналогичными приведенным в п. 3. Имеет место [18].

Теорема Д. 6. Экстремальная функция ф0,
удовлетворяющая соотношению

inf И ЯР II — inf тах|ф(01Н|Фо11 (/- = 3,5,7,...),
Ф^~2 фе^2

'
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принадлежит множеству s&rmr3 и однозначно
определяется следующими условиями:

1)ФоЫ = 0, Ф5(*л-0) = ф£(*л+0) (Л==1,2,...,т);

2) на каждом из промежутков хи ^ t ^ яа+i ф0(/)
есг& многочлен Чебышева, наименее уклоняющийся
от нуля в метрике L^ на отрезке [аи — Л, аи + А],
содержащем [Xk, Xk+\], и принимающий внутри
интервала xk<.t<.xh+\ г—1 раз значения ±||фо11 с

чередующимся знаком.

Доказательство теоремы Д.6 можно провести

методом от противного, следуя рассуждениям,

доказывающим леммы Д.1—Д.4, но с учетом периодичности.
При этом можно считать, что точка Хн или

промежуток (хьХн+\), к которым относятся предположения
той или иной леммы, лежат внутри интервала (0, 1),
ибо в силу периодичности вместо (0,1) можно

рассматривать любой интервал (х&»хд+1) (л =
= 1,2,...,т).

Из теоремы Д.6 следует, что экстремальная
функция фо имеет равноотстоящие узлы: #fc —(&—\)jm
(£=1, 2, ..., m)9 которые являются крайними
нулями многочленов Чебышева, из которых она склеена.

Вычисление производных этих многочленов в точках

Xk позволяет по формулам (9) найти коэффициенты
рм, и мы придем к такому результату [18]:

Теорема Д.7. Среди всех квадратурных формул
(А) при р = г-2 мр = г~3 наилучшей для класса

WrL при г = 3,5,7,... является формула

j f (x) dx —
о

г-З

-a-2.Z (».-frv'(V)+«(f>. та

где Tr(x) = 2l~r cos(r arccos*). При этом

^[n]=22r_V|mr(cosjt/2r)r.
Отметим, что доказательства теорем Д.2 и Д.6

базировались на особенностях равномерной метрики Loo
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и свойствах многочленов Тг(х), наименее

уклоняющихся от нуля в этой метрике. Поэтому приведенные
там рассуждения не могут быть непосредственно
перенесены на случай 1 ^ q < оо. Используя ту же

общую идею (выяснение характеристических свойств

экстремальной функции), но с помощью рассуждений,
существенно учитывающих особенности метрики L^
Н. Е. Лушпай получил решение задачи о

минимизации нормы || ф||ь2 на множестве s4?mr при р = г — 2 и

р=г —3 (/*=3, 5, 7, ...,) [30], а также при р=г —4

(г = 4,6,8,...) [33]. Это привело к точным

результатам в соответствующих вариантах задачи о

наилучшей квадратурной формуле (А) на классах WrL2.
В частности, Н. Е. Лушпаем доказана следующая

теорема [29, 30]:
Теорема Д.8. Наилучшая на классе ffrL2

квадратурная формула (А) при р = г — 2 и р = г — 3

(г = 3,5,7,...) имеет вид

г-З

1 m 2

0 fc>l 1=0
х f

-(2,-»<,-о«'-'>(1)]Г(^-) + «(0. <73>

где lr (t) — многочлен Лежандра степени г. При этом

jpprtf'/l— г! -,/" (г+1)(г + 2) 1
&m[W L2\_-—y г(г_1)(2г + 1) "^Г.

Примечание 1. В силу периодичности
наилучшие квадратурные формулы в теоремах Д.5, Д.7 и

Д.8 единственны только с точностью до жесткого

сдвига всех узлов Хи на одну и ту же величину, не

влияющего на значение <$рт [№%>].
Примечание 2. Легко проверить, что

квадратурные формулы (71) — (73) в силу равномерного
распределения узлов точны для тригонометрических
полиномов порядка ^ m—1 (см., [21], стр. 161).

6. О квадратурных формулах, не содержащих
значений производных. В практике приближенного
интегрирования наиболее употребительны квадратурные
формулы, в которые входят значения в узлах только
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самой функции f:
i т

jfWdx-^pbfixd + Rd), (74)
О fc-1

т. е. формулы вида (А) при р = 0. Решение одной из

экстремальных задач для формулы (74) изложено

в § 10.
В общем случае задача о наилучшей квадратурной

формуле вида (74) для классов WrLp и WrLp
сводится, как это видно из (13) и (70), к минимизации

нормы ||ф||£ на множествах si?mr%
соответственно s£0mr, кусочно-полиномиальных функций ф(/),
непрерывных вместе с (г — 2)-й производной.
Некоторые окончательные результаты для малых значений г

содержатся уже в доказанных выше теоремах. Так,

теоремы Д.1 и Д.5 дают наилучшие квадратурные

формулы вида (74) для классов WrLp и WrLp при
г = 1 и г = 2, теоремы Д.З, Д.7 и Д.8 — для классов

W*Ly WL и W3L2.
В частности, из теорем Д.5, Д.7 и Д.8 следует,

что для классов WrLp при г = 1 и г = 2, а также

для классов WZL иФгЬ2 наилучшая квадратурная
формула (74) имеет вид

о

при этом

fe-1

Л[#Ч,]~-г-! ; s»rn\w%] = Я
'

2 fq + 1 т 8 j/*2</ + 1 т2

Оптимальная формула (74) для класса WlLp
записывается в виде ([21], стр. 216)
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причем

2 )Л/ + 1 m
Ч '

Узлы х\ и коэффициенты р\ наилучшей для

класса W2LP (1 ^р^оо) квадратурной формулы (74),
а также ее максимальная погрешность определяются
равенствами:

2(fe-1) + Kg(I)

Pl Pm 2 [m-1 + ^5^1)]'

gl[W%\=—q **<!>
2

8 K2^TT [m - 1 + VR^ffil

Отметим к этому, что

/?2l0)=3/4, ^22(l) = 2/3, Л2вв(1)-72.

Ряд точных результатов по оптимизации

квадратурной формулы (74), полученных иным путем, будет
приведен в § 2 Добавления.

7. Некоторые двумерные аналоги. В заключение

этого параграфа отметим некоторые результаты по

оптимизации двумерных квадратур, полученные по

той же схеме —сведением к задаче минимизации

нормы сплайн-функции, в данном случае
—

двух
переменных.

Рассмотрим квадратурную (кубатурную) формулу

11 тпру.

ljf{X,y)dxdy=Yi 2 2 Е/да/+/,(*»У|)+*(/>'
0 0 fc=I i=l /=0 /=0

(75)
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где0<л, <х2<...<*т<1, 0<#, < у2<...<</„< 1,
Р{кР — числовые коэффициенты и

d*' d#y ду1
-

^(/+0) _
^ /

^
*(0+0) __ f

Если Ш —некоторый класс заданных на квадрате
Q = {0 < л: < 1, 0 s£ */ < 1} функций f(x,y), для

которых формула (75) имеет смысл, то, как и в

одномерном случае, задача состоит в отыскании величины

&Z[m= inf RIM], (76)

где

R№]= sup\R(f)\,

и в указании узлов (xk, у^ и коэффициентов р^/\
реализующих в (76) точную нижнюю грань.

Пусть WrsLp(Q) (1 </?<сх>) —класс заданных на

квадрате Q функций f (х, у), удовлетворяющих
следующим условиям:

1) I/"+•'(*. у) t„(Q)-
11 \1/р

Pr+*4x,V)fdxdy\ <1,

2) \\РГ+Чх, 0)IVQ)<1 (j = 0, 1 s-1),

3) ||f'+s>(0, ynh(Q)<1
'

(1 = 0, I,..., г-I),

в предположении, что выписанные частные

производные существуют и кусочно-непрерывны. (Можно было
бы это определение несколько расширить, вводя, как

и в одномерном случае, понятие абсолютно
непрерывной функции.)

Через WosLp(Q) будем еще обозначать множество

функций f ^WrsLp(Q)i удовлетворяющих условию 1)
и таких, что

f('+°>(0, */) = /«>+/>(*, о) = 0

(/ = 0, 1, ..., г—U / = 0, 1, ..., 5-1).
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Так как класс Wr8Lp(Q) содержит любой
многочлен степени г — 1 по а: и степени s — 1 по у, то при
вычислении верхней грани остатка /?(/) на этом

классе можно считать, что квадратурная формула (75)
точна для всех таких многочленов. При этом

предположении, используя формулу Тейлора, остаток /?(/)
для f e Wr8Lp(Q) можно представить в виде

5—1 1

R (/) = *=¥- SliW J *'i(ы) fir+I) ("' 0) du +
/-0 О

'

+ Чг2ТТТТТГI «* (v) /«+*> (0, v) dv +
/=о о

1 1

+Чпг-1 \ °« ("• °) f(r+s) ("• °><*"dv- <77)
о о

Здесь grj(u) и gs/(y)—одномерные сплайн-функции
(типа функции Gr(t) в (1)) с узлами соответственно

в точках Xh и уи гладкость которых определяется

значениями р и |ы. Отметим, что коэффициенты
многочленов, из которых «склеены» grj и g8h зависят

соответственно от / и /. Что касается Grs(u, v)9 то эта

функция на каждом из прямоугольников {Xh < х ^ хи+и
Уг< у ^ yi+\) совпадает с некоторым многочленом

Prs(ufv) степени г по а и степени s no v,

начинающимся с члена urvs.

Оценивая каждый из интервалов в правой части

(77) с помощью обычных в таких случаях неравенств
и учитывая условия 1)—3), задающие класс

WrsLp(Q)f придем к соотношению

R [WL, (Q)] -Jp 'J 1Г115Г || grt \\Lq +

+ ТГ1TTTWII 8« К + ТРИ" 0 °»Ц «» (78)
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Если f e WosLp (Q), то в представлении (77) все

слагаемые, кроме последнего, равны нулю и потому

R [Wr0sLp (Q)] = -Jjj-ll Grs \\Lq (Q). (79)

Таким образом, вычисление величин <gPmn [WrsLp (Q)]
и &Pmn[WosLp(Q)] сводится к отысканию минимума по

узлам и коэффициентам правых частей (78) и (79).
Точное решение здесь получено лишь при р = q = 2

в случае р = / — 1, \i = s — 1 (г, s = 1,2,...) и р
=

= г«— 2, (л == s — 2 (г, s = 2,4,6,...). Это как раз те

случаи, когда, минимизируя норму сплайнов по

коэффициентам при фиксированных узлах, мы можем, не

загрубляя оценки, перейти, как в аналогичном случае
в одномерном варианте, к многочленам, наименее

уклоняющимся от нуля. Укажем некоторые
результаты, полученные в этом направлении.

М. Левин [22] в 1963 г. нашел, что для класса

Wq]L2 (Q) наилучшая квадратурная формула (76) при

р = ц = 0 определяется узлами xk
— 2k/(2m + 1) у{ =

= 2//(2д + 1) и коэффициентами pjg)a=(2m+ 1)(2n+ 1},
причем

. с*,оо Гиг" г /л\1 /4 (т2 + п2+ т + п) + \
&тп [ Wo L2 (Q)j = 3(2m+l)(2/i+D

•

В работе Э. М. Шаца [38] получена наилучшая
квадратурная формула (75) с р

= г — 2, |л = $ —2 для

классов WosL2 (Q) при г и s четных.

На классах WrsLq(Q) получено несколько точных

результатов при фиксированных узлах на сторонах

квадрата Q. Рассматривая формулу (75) с р
= ц, = О,

коэффициентами вида
т п

k=0 *—О

и решеткой узлов {xk> yt), где

о = х0<х{< ... <xm=i, о = у0<ух< ...<уп=1.
(790

И. И. Ибрагимов и Р. М. Алиев в 1967 г.

доказали [13], что для класса WnL2(Q) оптимальными
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являются узлы (k/tn, i/n) и коэффициенты akbi, где

a0r=am= 1/2/гс, ak=l/m (£=1,2, ..., m —1)Л=
= £„ = 1/2/г, bi = l/n (i=U 2, .. .,я— 1), причем

1,1, УAm2 + 4n2 + 1
1 v /J

2m ^3 2nJ/T 12m«

При p = jx = 0 и узлах (79'), но при иных

ограничениях на коэффициенты р$\ Г. Коман получил

соответствующий результат [15] для класса WrsL2(Q),
где г и s принимают значения 1 или 2.

Более общие результаты содержатся в работах
Г. Комана и Г. Микулы [40], а также Н. Е. Луш-
пая [31]. В статье [31] рассматривается
квадратурная формула
II т п Ok Н

J / / (х, у) dx dy - 2 2 S SW+" (**. У,) + * (/)
0 0 fc=0 /М) /=0 /=М)

/вдч

с решеткой узлов (79'). Среди формул вида (80), где

pfe
= p = r—1 (^ = 0, 1, ..., т) при г=1, 2, 3, ...

или p0
= pm = r— 1, рь = р = г—2(&=1, 2, ..., т— 1)

при г=2, 4, 6, ..., а также fix/
= fix == ^— 1 (/ = 0,1, ...,/г)

при s= 1, 2, 3, ..., или ii0
= \xn = s— 1,1л* = ц = 5—2

(/ = 1, 2, ..., п — 1) при 5 = 2, 4, 6, ..., наилучшей
для класса WrsL2 (<2)является квадратурная формула

1 1

я./ (*, У) d* dy =

б о

=7nrSSS^'!'"-"<1"S*-""<'»<
Xf/(/+/)(0, 0) + (-1)/+/f'+Л (lf 1)] +

m_l л-1 [р/2] [ц/2]

V V V V 2
v

Ll ZA ZA Zl m2'+l„2/+l Лrf s| J-d ^d ^J ^d m^
fc=l *=*i /r=0 /=0

Xi(r2l-l) (i) /Г2'"" (l) f/+2/) (4 > 4) + * (/)• (81)\ m *
n

Здесь /r(0 — многочлен Лежандра,
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Погрешность этой формулы на классах WrsL2(Q)
в точности равна

1 МО _!_ V 1
т ^ (/ +

+
г! f2r + \ (2m)r J* (/+1)!

I
' Ь0)_ l V l

I
'

V

s! )/2s + l (2/t)s £■ (/+!)! r!s!/(2r+l)(2s+l)

чЛ [MOP . [/«(DP [MO-MOP 1'A
Л1 (2/n)2r (2«)2s (2m)2r(2«)2s I

'

§ Д.2. РЕЗУЛЬТАТЫ, ПОЛУЧЕННЫЕ
ПУТЕМ ОЦЕНКИ ОСТАТКА НА ФУНКЦИЯХ,
ОБРАЩАЮЩИХ В НУЛЬ КВАДРАТУРНУЮ
СУММУ

1. Некоторые соображения общего характера.
Будем рассматривать задачу об отыскании наилучшей
для класса Ш квадратурной формулы вида

Ь m

jf(x)dx = ^ipkf(xk) + R(f), (l)
a fc=l

задаваемой вектором (X, Р) узлов Xh,

а < х{ < х2 < ... < xm < b

и коэффициентов р^ (Это частный случай формулы
(А) при р = 0.) Ясно, что R(f) = R (f; X, Р). Полагаем

R[3R] = R№; х, P]=sup\R(f; X, Р)\9

'#«[SR] = jnf R[Tt; X, P].

Оценку снизу для величины &т[Щ, причем в ряде

случаев, как мы увидим ниже, неулучшаемую, можно

получить с помощью следующих простых
соображений общего характера. При каждом фиксированном
векторе узлов X = {хих2,...9хт} через Шх обозначим

множество функций /е=2Я таких, что f(xk)=0 (k =
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ass 1,2,..., m). Если f^Wlx, то /? (/) не зависит от рь. и

ь

а

В силу включения ШхаШ для каждого вектора

(Х.Р)
R [ЯЛХ] - sup | /? (/) | < R [Ш; X, Р] (2)

t<=mx

и, следовательно,

%т \Щ > inf # Щх\ — inf sup f f (л:) Лс. (3)
* x f&mx

*

В (З) заведомо будет знак равенства, если при

любом векторе (Хч Р) равенство осуществляется в (2),
а последнее будет, в частности, иметь место, если

экстремальная в классе 9К функция принадлежит
множеству ЭК*. Можно заранее предположить, что проверка
этого факта окажется далеко не всегда легко

выполнимой задачей, и мы, в общем случае, должны

довольствоваться тем, что имеем в неравенстве (3)
некоторую оценку снизу для &т[Щ>

Более обнадеживающая ситуация возникает, если

у нас есть соображения, позволяющие относительно

некоторого вектора (Х°, Р°) предполагать, что именно

он определяет наилучшую для класса Ш

квадратурную формулу, т.е. что /?[2W;*°,P4 = ffm[3M]. Если
нам удастся установить, что для любого вектора
узлов X

ь

sup f/(*)</*> Я [SK; Я0, Р°],
Мтх i

или, что то же самое, доказать, что для каждого X
существует функция fх ^ ЗЯх такая, что

ъ

J fx(x)dx^R[Tt; J°, Я],
а

то гипотеза относительно оптимальности вектора

(Х°, Р°) подтвердится и задача будет решена.
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Очевидно, что изложенные соображения применимы
и в многомерном случае. Они применимы также для

квадратурных формул вида (А), содержащих
значения в узлах производных функции /, если в качестве

Шх взять множество функций f e Зй таких, что

f (**)-/'(**)- ••• =f(p)(**) = 0 (k=l, 2, ..., m).

Ниже мы рассмотрим применение описанного

здесь метода к решению задач по оптимизации

квадратурных формул для некоторых классов функций.
2. Оптимальные квадратурные формулы для

классов, задаваемых модулем непрерывности.
Ограничиваясь двумерным случаем (хотя все рассуждения
этого пункта тривиальным образом переносятся на

случай функций любого конечного числа переменных),
рассмотрим для функции f(x,y), заданных на

прямоугольнике

квадратурную формулу
т п

\\ f(x,y)dxdy=^y% pkif (xk, yt) + R (/), (4)

определяемую вектором (X, Y\ P) узлов

a<*, <x2 < ... < *m<6, c^y{<y2< ... <yn^d

и коэффициентов ры- Для краткости точки

прямоугольника D будем иногда обозначать через М (М =
= М(х,у))9 а узлы

— Mki (Mki=*M(xk,yi)). Положим

%тп [ЭК] - inf R [ЯЯ; X, Y; Р] = inf sup | R (/) I,
(X.YiP) Mki>Pkt f=W

где 2tt — некоторый класс функций f(x, у).
Обозначим через //®l,e*(D) класс определенных

на D функций f(x, у) таких, что для любых точек

(*', У') и (*",*/") из D

\f(x',y')4(*"> /0I<cd1(U'-^|)+co2(|/-^|), (5)

где ©J (б) и со2 (б) — заданные модули непрерывности
(§ 2), т. е. непрерывные функции, удовлетворяющие
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соотношениям

О < (0! (6") — 0! (60 < COj (6" — 60

(0<6'<6"<& —а), со1(0) = 0;

О < со2 (6") - со2 (60 < со2 (6" - 60

(0<6'<6"<d— с), со2(0) = 0.

Легко проверить, что неравенство (5) эквивалентно

системе неравенств

|f(*', у)-Г(х"9у)\<щ(\х'^-х"\) (c^y^d),
\f(x, у*)-Г(х, у^КаЛМ-У"!) (а<х^Ь).

Параллельно будем рассматривать класс Н® (D)
функций f(x, у), заданных на В и таких, что

ЩЛГ)-/(ЛГ)Кш[р(М', Л!")],

где р (М', М") — расстояние между точками Ш'(х'9 у')
и М" (x"t у"), т. е. р (М\ М") = Yix'—x**)2 + (у'-у")2,
а со (6) — заданный модуль непрерывности.

Теорема Д. 10 [17]. Среди квадратурных формул

(4) наилучшей для классов Я0"Wj (D) и Я0 (D) является

формула

J* J f(x9 y)dxdy=*

m n

-=4A?2 S / [a + (2*—1) Л§ с + (2/—1) ^] + /?(/), (6)

Л/ b — a d — с п
где h =

"2ЙГ' 9^"~ШГ ' Я/ш эг0л|

лh q П

? Jo^fltf + ft J®8(*)<tt ; (7)
0 0 J

<7 h

&mn [H* (D)] = Amn J J со (1Л2 + t2 ) Л dr. (8)

Доказательство теоремы Д. 10 будет базироваться
на двух довольно простых леммах.
Лемма Д.5. Пусть в области D (двумерного или,

вообще, конечномерного пространства) фиксирована
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произвольная система точек Ми М2, ..., Mv и

функция g(M) определена равенством

g(М) = min <p[p (Mt MM (M e D),

где ф(0 — неубывающая и полуаддитивная, т. е.

удовлетворяющая соотношениям

о<ф(У-фй)<ф(<2-<1) (o</i</2<e) (9)

(0 — диаметр области D) функция, а р(Л1,
М^—расстояние между точками М и М^ Тогда для любых

точек Mf и М" из D

\g(M')-g(M")\<q>[p(M',M'%

Действительно, считая для определенности, что

g(M')>g(M") = q>[p(M"iMk)l с учетом (9) будем
иметь

| g (M')-g (ЛГ) | = min Ф [р (М', Му)]-Ф [р (М", Mk)\ <
K/<v

<Ф[р(Л1', М*)]-Ф[р(М", А1Д<

< Ф [р (М\ Mk) - р (М", Мк)] < ф [р (М', М-)].

Лемма Д.6. Пусть ф (и) — неубывающая для

0^.и^.Ь—а функция. При фиксированном m = 1,2,...
каждому вектору Т = {/1э /2> • •

•» im] {a ^t{<t2<...
... <tm*^.b) сопоставим функцию

5(Г;0= min ep(|*-/*|) + C (а<<<6),

где С — некоторая постоянная. Тогда, если Т0 —

-W, 4 .... 4), «te 4-a + ^lA. Л-^L, «,

для любого вектора Т

ь ь

\ g(T; t)dt>jg(T0< t)dt.
а а

Доказательство. Если положить z0
— a, zk =

^-jQk + tk+i) (* —1. 2, ...,-m—1), zm = b, то в силу

монотонности ф

g(T; /) = Ф(|/ —41) (**-!<*<** *—1,2, ..., m).
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Поэтому
b т zk 2т av

/*(Г;/)Л-2 j Ф(1'-'*1)<«-11 /ф(")^«.
где ai = ^ — г0> aa^Z!—flf а3 = *2 — *ь • •

•» а2т =

— zm
— tm. Теперь имеем

Ь 2т / av Л \

J [g (Г; 0—в(7"в; 01Л = SI J Ф («) А< - JФ (и) Л )=-
a v=l *0 0 /

2т °v °V ft

= 2 J Ф(«)** —Ц, J ф(ы)^и~22 jv(u)du,
v=l Л

причем в сумму 2i вошли те интегралы, у которых

av
= a^> Л, а в сумму Ц2 — те, у которых av=a^ < А.

Но так как у (и) не убывает, то

av h

J ф (a) d« > ф (Л) (av — А), - f ф (и) d« < ф (А) (А — ей).

«;
Поэтому

j[g(T;t)-g(T0-t)]dt^
а

/2т \

>9(A)[21(<-A)^22(A-a;0]=9(A)^2av-2mAJ=O.
Следуя идее п. 1 этого параграфа, каждому

вектору {X, Г), задающему решетку узлов MM=M(xk9 yt),
сопоставим множество HT,y2{D) функций f^ H®u ®2

(D)
таких, что / (Мы) = 0 (/5=1,2, ..., т\ i = 1, 2, ..., /г).
Фиксируем произвольный вектор (X, Y). Если /е
е Ях/^2 (О), то для любой точки М (х, у) € Z) и

любого узла Afw будем иметь

| f (M) | = | f (Af) -/ (Mkl) | <©, (|*-** |) + co2( |y-y, J)

и, следовательно,

| f (M) Kmln {an (Ix—xA |) + a»s( |jf—^ I)} —*(A4). (10)
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Функцию ^(M) = ylpXty(M)9 определенную последним
равенством, в силу решетчатого расположения узлов,
а также монотонности ф{(6) и co2(S), можно записать

г|з(М) = ф^к(л:, у) =щ (mini х—хк\) + щ(mini у—yd).
k i

При любом у е [с, d], применяя лемму Д.5 в

одномерном варианте, получим

Ж*', */)-*(*'', </)! =

Н ©, (mini л:'—xk |)—coj (min| *"—** |) |<©, (\х'—х" |),
ft &

и, аналогично, для всех х е [a, ft]

Так как, кроме того, -ф(М^) = 0, то -ф е Я$!; ?"(/)).
Это, с учетом (10), приводит к соотношению

sup |/?(f;*, Г)|= sup j J" fdxdy\ =
о I

= JJ4x.r(*> y)dxdy= R(<bXtY). (11)

Докажем, что /?(^ y)> #(^0 r0), где (X°, У0) —

вектор, задаваемый равенствами

xl = a + (2k-l)h (ft-1,2, ...,m), A--^;
^вС + (2/_1)^ (/==1, 2, ..., л), <7 = -^.
Фиксируем (X, У). При каждом у, c^.y^.dy функция

g(X\ x)=tyXt у (х, */)=min ®, (|х—** |)+min со2 (| y—yt |)
fe i

удовлетворяет условиям леммы Д.6, поэтому
ъ ъ

\ Фх,у(*> y)dx^ J ^Х\у(х> У)Лх (c<y<d),
а а

и, значит, R(tyx, у)*^К($х\у)- Аналогично, с помощью

леммы Д.6 доказывается, что R(tyX\y) ^#(+**, у°\
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Таким образом, учитывая (11) и рассуждения п. 1,
получаем

'Smn[H*l-*4DJ\>infRtox,r)~

= R (*Л Ус) = J J фЛ у, (х, у) dx dy. (13)
D

Рассмотрим квадратурную формулу (6), заданную
вектором (Х°, Y0, Р°) узлов (12) и коэффициентов
p°ki = 4hg. Ясно, что р\. есть площадь прямоугольника

dli = {а + 2{k — 1) h < х < а + 2М;
с + 2(i — \) q < у < с + 2iq}

с центром в узле М(х°к, г/°). Поэтому для /еЯк>''0>!(/))
I Я (/;*», У°;/>0)| =

<

Но если (х, у) <= й&ь то

•i(l*-*°»D-

Подставляя в (14), находим, что

D

Так как это справедливо для любой /еЯЙ1,<Й2(0), то

Я [Я»" *2
(Я); Х°, Г°; Р°] = RtyX9§ yo), (15)

и, значит,

#тДяю,<9 (£)]<*(**..у.)- (16)
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Сравнение (13), (15) и (16) приводит к равенствам

»тп[НФиЛгШ = ^Нф19ф1(й); Х°, Г°; Р°] =

= * (�*•, У») = j J *Л уо (*> ^/) ^^=
D

q f Л

= 4тп /{/[©, (*) + ©2 (у)] dx \ dy,
О v О J

что дает утверждение теоремы Д.9 для класса

H°t9*l(D). Если, в частности, со, (6) = /C,.6ai, со2(б) =
===== /Сг6а2 (0 < о^, а2< 1), то правая часть (7) равна

(ft-«)(rf-")(irSr*e,+-5TrH-
Для класса Н® {D) доказательство проводится по

той же схеме. Пусть #*, y(Z))— множество функций
/еЯ^ф), обращающихся в нуль в узлах Mki

решетки, задаваемой вектором (X, К). Если /<=#$, у (#),то

/ (М) < min со [р (М, Afw)] s г) (М) = %, к (*, у),

причем в силу леммы Д.5 %уеЯ" Y(D) я

%.у(*> У)в min © (У(* — **)2 + (У — У;)2) =

===== 0 f y/"min (x — я*)2 + min (у — yt)2 \.

Таким образом,

R[Hly(D)- X, Y]*=jjik.Y(x. y)dxdy~R(4XtY).
D

Если фиксировать произвольный вектор (X, К), то

при любом у^[с, d] функция

g (X; х) — %> у (х9 у) шп min ш (/(* —**)2 +y),
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Где Y=min {у—уif* удовлетворяет условиям леммы Д.б,
i

применение которой приводит к неравенству
d ъ

Я(%,у)={ d# j%,r(*> y)dx>
с а

d Ь

>\dy\ %о, Y (х> У) dx = R(y)XQ у).
с а

Аналогично, применяя при каждом фиксированном
*€=[а, Ь] лемму Д.б к функции g(Y\ */) = %0,у(*, У)>
найдем, что R(%0, у) ^ R(чх*> у°)- Следовательно,

Кп [«• (й\ > in* * (Пх. г) - * (%». г.)-

С другой стороны, так же как и для класса

ЙВ1,й>2ф), легко проверить, что для любой /е #*(/))

| R (f; JP, Р, Р°)|< J J %.. уо (*, У) Лс d*/ « /? (%о, уо).
D

Из этих оценок вытекают соотношения

$тп [Я* (£>)] - R [Я* ф); Л°, Г°; Р°] -

==|| %°. у° (*» У)dx аУ ^ 4mn JJ0 (^*2 + т2) dt dx>
D 0 0

доказывающие теорему Д.9 для класса H®(D).
Заметим, что утверждение теоремы Д.9

справедливо на классах функций f(x,y), для которых в

каждой точке (x,y)^D выражение

I/(* + *. y + *) + f(x + t, y-T) + f(x-~t9 y + x) +

+ f{x-t,y-x)-4f{x>y)\

{{х ±tfy±x)f=D)

не превосходит 4 [cdid/l) + со2(1* I) ] или 4со (Vt2 + т2).
Нетрудно проверить, что эти классы шире, чем

соответственно классы Н^О'ф) и H*(D).
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Как мы уже отмечали, утверждение, аналогичное

теореме Д.9, справедливо для функций любого
конечного числа переменных. В одномерном случае это

означает, что для класса Я00 [а, Ь] функций f(x) таких,
что |/(*') — f(x") |< cod*7 — *"|), наилучшей
квадратурной формулой вида (1) является формула
прямоугольников с узлами х\ = а + (2k — 1) Л и

коэффициентами ph = 2Л, где h = 2~а .

Задачу о наилучшей квадратурной формуле (4)
можно рассматривать в несколько более общей

форме, если считать фиксированными не каждое из чисел

т и п, а только их произведение N = тп9 т. е. общее
количество узлов. Минимизируя правые части (7) и

(8) по т и п при условии тп = Л/, находим, что-

оптимальный их выбор определяется для класса H®(D)
равенством h = q, а для класса Я0" ^(D) —
соотношением

h q

М*)—т МОЛ—М?) — -^ о2(О Л,

которое в частном случае ©i (б) =/Ci6a,f ш2 (б) =/Сгб"2
запишется в виде

ai + 1 a2 + 1
*

3. Квадратурная формула с равноотстоящими
узлами. В § Д. 1 получено несколько точных результатов
по оптимизации квадратурной формулы (А) при р,
близких к г на некоторых классах периодических
функций, причем на этих классах наилучшая формула
имеет равноотстоящие узлы и равные коэффициенты
(при значениях производных одного порядка).

Метод, описанный в п. 1 этого параграфа,
позволил получить полное решение задачи на ряде классов

дифференцируемых периодических функций в случае,
когда в формуле (А) р = 0 и р

= 1. И здесь

оказалось, что оптимальной для таких классов является

формула, имеющая равные коэффициенты и

равноотстоящие узлы. Поскольку нам удобно будет в

дальнейшем рассматривать функции периода 2я, то
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запишем эту формулу в виде

J fW^=^2KiiL)+/?0(/)==L0(f)+^0(/)- (17)
0 fc=0

Оптимальность такой формулы для классов Ш

периодических функций можно предугадать, поэтому

естественно искать оценку сверху для &т [Эй],
вычисляя верхнюю грань ее остатка, т. е. величину

/гор]—sup |я°(/)|.

Впрочем, даже независимо от решения задачи на

оптимизацию, ввиду простоты формулы (17) и удобства
ее для вычислений, представляется целесообразным
вычисление верхней грани остатка /?°[2Л] на тех или

иных классах периодических функций.
Один точный результат в этом направлении

можно получить при весьма общих предположениях
относительно класса Ш.

Пусть Ж— класс непрерывных на всей оси 2я-пе-

риодических функций f(x), удовлетворяющих
условиям:

1) Если \\ е Ж и f2 е Ж> то при любом 0 < а < 1

функция g(x) = af\(x)-\~(l — a)f2(x) также

принадлежит Ж

2) Если }^Ж, то функции —f(x), f(x)-\-Ct
/(х + а), где С и а — любые константы, также

принадлежат классу Ж.
Легко проверить, что эти условия выполнены, в

частности, для класса fflrLp (М\ О,2я) (г = 1,2,...
..., 1 ^ р ^ °°) функций f(x) периода 2я с (г— 1)-й
абсолютно непрерывной на всей оси производной и

с r-й производной, ограниченной в метрике Lp(0,2я)
числом М.

Обозначим, далее, через Жт (т= 1,2,...)
множество функций / из Ж периода 2я/т, у которых среднее

т

значение на периоде равно нулю, т. е. J / (х) dx=Q,
о
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и положим

\im[3%]= sup max|/(*)!= sup f(0).

Имеет место следующий факт, указанный В. П.
Моторным:
Лемма Д.7. Для верхней грани остатка R°(f)

формулы (17) на классе Ж справедливо равенство

ro [щ в sup | #о ф | = 2niim [Ж].

Доказательство. Так как формула (17) точна

для константы, то R°[2e] = R°[2e{], т. е. при
вычислении верхней грани можно рассматривать только

функции $<=Ж, имеющие среднее значение на

периоде (0, 2я), равное нулю. Пусть }^Жи
m-l

Из 2л-периодичности функции f следует, что

g(x + -^Ц — g(x), а так как в силу условий 1) и 2),

определяющих класс Ж, g вместе с f принадлежит Жи
то g^3@m. Далее,

т—1 т—1 т—1

Но при каждом фиксированном 6 = 0, 1, ..., m—1,
опять же в силу периодичности f(x),

m—1 fe+m—1 m—1

поэтому
m—1

v=0

и, следовательно, /?° (g) = /?° (/), ибо

J g(x)dx=j f(x)dx = 0.
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Таким образом, каждой функции / е 2№х
поставлена в соответствие функция g e Жт9 причем
R°(f)=*R*(g). Если учесть, что 2%таЖи то,

переходя к верхним граням, получим, что R0 \ЖХ]= RQ [2ёт]
и» следовательно,

#[Ж]-*°[Жт]« sup £■

Учитывая свойства класса Жт> при вычислении

последней верхней грани можно рассматривать лишь те

функции g из Звт> для которых

tf(-^)-max|*(*)| (Л-0, 1,..., т-\).

Поэтому

RQ[2/6] = 2n sup max|.g(jc)| —2nnm[5^]f

и лемма Д.7 доказана.
Величины fxw [5#] для различных классов Ж

вычислялись или оценивались в ряде работ по теории
функций, например, в работе С. Н. Бернштейна [6],
дополнении С. Б. Стечкина к книге [37], а также

в [16].
Рассматривая в качестве Ж класс WrLp(Q, 2я) =

s=wLp(l\ О, 2я), выделим из него при каждом

т=1, 2, ... множество W[Lp(0, 2я/т) функций с

периодом 2тс/т и средним значением на периоде,
равным нулю. Разложив функцию f e W[LP (О, 2п/т) в ряд
Фурье на промежутке (0, 2я/т), с помощью выкладок,

совершенно аналогичных тем, которые мы применяли
в начале п. 5 § Д.1, получим представление

т

f (*) =—Ьг f D,[m(x-1)] /">(t) dt =

0

2я

= ~^r\ Dr[m(x-t))fV(t)dt,
о

fc=0
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Dr(u) = Dr(u) + yr (18)

где

и константа уг = Уг(я) выбрана из условия
минимума нормы

H5rllV0,2„) (1/P+ 1/9=1). (19)

С помощью обычных в таких случаях приемов
оценки интеграла от произведения двух функций найдем

М»%(0,2я)]- sup |/(0)|-

2я I

J Dr(mt)f<r)(t)dt\ =I sup

—±rlDrW) \\Lq <0l2jl) —ssrO Л,Ю Ц (o. 2„>•

Таким образом,

\xm[WrLp(0,2n)] =

—£г ft [*%«>. 2n)] - -^|| Dr ||^ (0,2Я). (20)

Для отдельных значений q норма \\Dr\\L {02n)

может быть выражена через_сумму некоторых числовых

рядов. Если ? = 2, то Dr(u) — Dr(u) (т.е. уг = 0),
ибо минимум нормы (19) в этом случае имеет место,
если среднее значение Dr(u) на периоде равно нулю,
а этим свойством обладает сама функция Dr(u). Так
как ряд в (18) есть ряд Фурье функции Dr(u)y то по

равенству Парсеваля
оо

1
I Яг 11(0.*.)-» 2"У

fal

и, следовательно, ([37], стр. 385)

1 М V! 1
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Отсюда и из леммы Д.7 получаем

'

/Р>[#"Х2(0, 2я)] =
т̂

Чтобы вычислить значение нормы (19) при (7=1»
нам потребуется следующее свойство функций Dr(u),
непосредственно вытекающее из соотношений (52) и

(53) § Д.1: при каждом г = 2,3,... функция Dr(u)
имеет на периоде [0,2я) в точности два нуля,
проходя через которые она меняет знак, и в точности два

экстремума (максимум и минимум).
__

Условие минимальности нормы |J Z>r ||^ (0^ 2я)

равносильно соотношению

J signDr(u)du = 0. (21)
о

Если г нечетно, r = 2v—1 (v= 1, 2, ...), то

оо

Dr{u) = D^{u) ={-\r-^~ (22)

и, значит, £>2v-i (u) меняет знак только в точках пп

(/г = 0, ±1, ±2, ...). Но тогда условие (21)
выполнено при у2^{=г:09 т. е. D2v-i (и) = A^v-i (и) и

sign 52v_i (и) = sign £>2V-i (") = (— l)v-1 sign sin и.

Если же г четно, r==2v (v=i, 2, ...), то

оо

Dr (и) = D2V (и) - (- l)v £^, (23)

т.е. D2v(u) — четная функция, принимающая в точке

и = О максимальное по абсолютной величине

значение. Нули D2v{u) расположены симметрично
относительно начала координат и потому равенство (21)
возможно лишь при условии, что

sign D2v (и) = (— l)v sign cos и.
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Таким образом,

II ^2v-l llL (0, 2я)
=

2я 2я

-J I ^>2v~i W I rf^ = (— l)v_1 J D2v^(t) sign sin tdtf
о о

И °2v It (0, 2ji)
=

2я 2я

= J |D2v(*)|d/ —(-l)v J D2v (t) sign costdt =
о о

2я

= (—l)v J D2v(t) sign cos tdt (v=l, 2, ...).
0

Интегралы в правых частях этих соотношений

проще всего вычислить, если заменить стоящие там

функции их рядами Фурье и затем почленно

проинтегрировать произведение рядов, учитывая ортогональность
тригонометрической системы. Ряды Фурье функций
D2v-i(u) и D2y(u) даны равенствами (22) и (23);
обычными подсчетами находим также, что

. . 4 V sin(2*+l)f

sign cos * = -~-]g(-l)J
k cos (2ft + \)t

fe=0
2k +1

Выполнив несложные вычисления, придем к равенству
2л оо

iSrUw-J \^r(t)\dt=4^-0^r=KKr (24)

(г-1, 2, ...),

где полагаем

«--^SidhFr- <25)
fc=G

С константами /Сг связаны результаты решения
многих экстремальных задач теории функций (см., на-
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пример, работу А. Н. Колмогорова [14] и

монографию Н. И. Ахиезера [5]). Нетрудно подсчитать, что

Ko=l, /Ci —я/2, /С2 = я2/8, /С3 = я3/24, ..., причем

1 = Ко<К2<К4< ... <4/я< ... <K3<Ki = n/2.

Таким образом, из (20) и (24) находим, что [6]

\xm[Wr(0, 2я)]-Кг/т' (r=l, 2, ...),

а с учетом леммы Д.7 получаем значение верхней
грани остатка R° (f) формулы (17) на классе Wr (0,2я) =

-t'LJO, 2я):

/?°[ГГ(0, 2я)] = 2лКг/тг (г= 1, 2, ...), (26)

где /Сг определены в (25). Отметим, что равенство (26)
непосредственными вычислениями получено в работе
В. Н. Малоземова [34].

Пусть теперь в (20) q = оо (р = 1). Минимум нормы

№r\\L (о>2я)
= тах|Ог(«)1 (г = 2, 3, 4, ...)

оо и

обеспечивается таким выбором уп когда

max Dr (и) = — min Dr (и). (27)
и и

Если г четно, то г—1 нечетно и, значит, Drzi(a) =
= Z>r_1 (и). Учитывая монотонность функции Dr{u) =
= D2v(u) на каждом из промежутков (0, я) и (я, 2я),
а также равенство (27) и соотношение (52) § ДЛ,
можем написать

"ДЛ (0,2я)
= 15г(0)1=! J |ЯГ-1(01Л-

00

о

2л

= 1||Ог_,(01Л=^/Сг_, (г-2,4,6, ...)•
о

Подставив в (20), получим равенства ([37], стр. 385)

|iM[iTrL(Qf 2я)] = -^ (г-2, 4, 6, ...).
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которые вместе с леммой Д.7 дают следующий
результат:

R*[WrL(Q9 2я)]--=&=*- (г-2, 4, 6, ...).

Отметим еще, что верхняя грань остатка R°(f) на

классах ж #^(0, 2я) при выпуклом вверх модуле
непрерывности ш(б) вычислена в [34] и [35].

4. Результаты оптимизации на классах

дифференцируемых периодических функций. Рассмотрим
квадратурные формулы

J f(*)dx = ^pkf(xk) + R(f)9 (28)
О k=0

J* f(*)<** = £ [pj (хк) + p'kl' {xk)\ + Я, (/), (29)

задаваемые вектором (X, Р) узлов 0 = х0 < х\ < ...

... < хт < 2я и коэффициентов рй (ft=0,1,..., т— 1)
для формулы (28), рЛ и р£ (ft = 0,1,.. .,т — 1) —для
формулы (29). Заметим, что формулы (28) и (29)
соответствуют наиболее важным с практической точки

зрения частным случаям формулы (А) при р = 0 и

Здесь мы приведем ряд точных результатов по

оптимизации формул (28) и (29) на некоторых
классах дифференцируемых периодических функций,
полученных применением приема, описанного в общих
чертах в п. 1. Мы ограничимся лишь формулировкой
основных фактов, а также некоторых вспомогательных

предложений, на которых они существенно

базируются. Полное доказательство потребовало бы
значительного увеличения объема Добавления, а

главное, привлечения совершенно новых идей и понятий

из современных областей теории функций.
Отметим, что как в периодическом, так и в

непериодическом случаях решение задачи о наилучшей
квадратурной формуле (А) с р

= 0 и р= 1 для
классов Wr и fi?r при г = 1,2, а также для классов WrL и

и WrL при г =1,2,3 получено в § Д.1 (см. также
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§ 10) сведением к задаче минимизации нормы
кусочно-полиномиальной функции. Что касается метода

п. 1 этого параграфа, то он позволяет без труда
получить нужный результат на тех же классах при г = 1
и 2. Но уже при г=3 применение этого приема
наталкивается на серьезные трудности, причем не

только технического, но и принципиального характера.
Возвращаясь к формулам (28) и (29), где R(f) =

— R{f\XtP) и R\(f)=R\{f;X9P)9 по аналогии с

ранее вводимыми обозначениями положим

&т[Щ= inf sup|*(f; X9F)l
(Х,Р) fesgt

8\nim= inf supI Я, (f; X, P)\,
(X.P) f€gt

где Ш — некоторый класс 2зт-периодических»непрерыв-
но дифференцируемых на всей оси функций.

Через Шх будем здесь обозначать множество

функций f e Ш таких, что

fW =fW= 0 (*-0f 1, ..., m-1).

Так как формула (28) есть частный случай
формулы (29) (при р£ = 0), то с учетом сказанного в п. 1

получаем цепь неравенств

2я

inf sup f f(Jc)d*<#U2>q<ffm[3R]
X fesro.. ix f*mxo

<

<sup|/?(f;X<\ /»)|, (30)
fesn

9£>тт
где (Х°у Р0) — вектор узлов x°k = -^-

и

коэффициентов р1 = 2п/т (6==0, 1, ..., m—1), задающий
квадратурную формулу (17) (R(f; Х°, /») = #>(/)).

Пусть m=Wr(0, 2n) = WrLoo(0i 2л) (г=1, 2, ...)
и wx{0, 2я) = 3йх. Как уже отмечалось, задача

оптимизации формул (28) и (29) на классе #г(0, 2л) при
г= 1 и 2 решена иным путем (§ 10 и § Д1). Исследуя
случай г = 3, Т. Н. Бусарова с помощью довольно
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сложных построений показала (см. [7] и [9]), что

inf sup
Х

f<= W3X(0, 2я) О

2я 2я

J / (х) dx = sup j / (х) dx =

fezWXo(0, 2я) 0

2я

f/.w^—j£r- 2я/С3
m3 (31)

2kn
где Л° — вектор равноотстоящих узлов *£——г-.
a f, (*) — сплайн-функция периода 2я/т,
определяемая равенством [7, 9]

/.w—J J j j sign sin m^d/ J du
я

4 2m

cte.

Сопоставление соотношений (26), (30) и (31) приводит
к равенствам

#т[Г3(0, 2я)] = #* [Г3(0, 2я)1-

- sup |#(f)|~ij*i-
*

fe=i^(0, 2я)
12т3

•

Решение задачи на классах fi?r(0,2я) при всех

г > 3 получил В. П. Моторный [36], которому
принадлежит также ряд других существенных
результатов в этом направлении. По причине, о которой
говорилось выше, здесь приводятся лишь формулировки
полученных В. П. Моторным основных экстремальных
теорем.

Теорема ДЛО [36]. Для класса t^r(0,2я) при
любых натуральных г наилучшей квадратурной
формулой вида (28) или (29) является формула (17) с

равноотстоящими узлами и равными коэффициентами.
При этом

$m [Wr (0, 2я)] = %' [Wr (0, 2я)] =

= sup
fe W' (0, 2я)

где константа Кг определена равенством (25)

*°(f)l=-^
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Узловым моментом доказательства теоремы Д. 10
является следующее утверждение, выясняющее

экстремальные свойства определенного класса сплайн-

функций и представляющее поэтому и

самостоятельный интерес.

Лемма Д.8 [36]. Пусть при г = 1,2,... Mrm есть

множество функций f e fi?r(0,2я), имеющих 2т

экстремумов на периоде [0,2я), производная которых
fw(x) меняет знак на периоде 2т раз, принимая
попеременно значения + 1 или — 1. Тогда для любой
системы точек X = {0 = #o < Х\ < ... < xm-i < 2я}
существует функция fx e Mrm такая, что

min/HO ===/*(**) = 0 (k = 0, 1, ..., m-1)
t

и

J fx(t)dt>^.

Из леммы Д.8 сразу следует, что

inf sup I f(x)dx>^>

откуда, в связи с (26) и (30), следует теорема Д.Ю.'
Отметим, что в доказательстве леммы Д.8 как раз

и сосредоточены трудности, препятствовавшие
длительное время получению результата,
сформулированного в теореме Д. 10.

Для классов (FrL(0,2я) та же схема рассуждений
позволила получить точный результат [36] только для

четных г. И в этом случае наилучшей среди формул
(28) и (29) является формула (17), причем

Sm [WrL (0, 2я)] - #1 [WrL (0, 2я)] -

- sup |/?>(/)|-i&L (г-2,4,6, ...). (32)
f s WrL (0. 2я)

Уже отмечалось, что для г= 1,2,3 решение задачи

на этих классах дано в § Д.1 с помощью совершенно
иных рассуждений.
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Пусть о (б)—некоторый заданный модуль
непрерывности и Й?г//ю (0,2я)— класс 2я-периодических
функций f(x), у которых

| fir) (*') _ f(r) (*") I ^ и (l x> _ jp/r |)e

Имеет место следующее утверждение:
Теорема Д. 11 [36]. Если со (б)—выпуклый вверх

модуль непрерывности, то для класса \^Г#0(О,2я)
лри всех нечетных г =1,3,5,... наилучшей среди
формул (28) и (29) является квадратурная формула
(17). Яри эгсш

#т [№'#<* (0, 2я)] = g^ [WrH„ (0, 2я)] =

= 2ятах|/тг(01 ('=1> 3, 5, ...),

где fmr(t)—fmr(®\t) —функция из класса №Г/Уш(0,2л;)
с периодом 2я/т и средним значением на периоде,
равным нулю, у которой r-я производная нечетна и

определяется равенствами

/аю-
-^•0(20 (0</<зг/2т),

-я- со (2я/т — 20 (я/2т ^ t ^ я/т).

Функции fmr(t) являются экстремальными в ряде
задач теории приближения (см., например, [19]) и,
как нетрудно подсчитать, разлагая fmr в ряд Фурье,

(-i)v(r+1)<|,max|fmr(0l=^S—^

где

. V+1)'

(m—1, 2, ...; /- = 0, 1, 2, ...),

я/2

fi&ii-£{©(-|-) sin (2v+l)*Л.
о

Если со(б)=б (0<б^я), то класс $"•//<»(0,2я)
совпадает с классом ^г+1(0,2я), так что теорема Д.10

при г четных содержится в теореме Д.11.

Центральную часть доказательства теоремы Д.11
составляет получение утверждения, аналогичного
лемме Д.8. При фиксированном выпуклом вверх
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модуле непрерывности cd (6) вводится множество Мгт (со)
функций /е #г#о(0, 2я), имеющих в точности 2т

экстремумов на периоде, производная которых /(г)(*)
везде непрерывна, меняет знак на периоде в

точности 2т раз в некоторых точках %{ < |2 < ... < g,OT <
< £2/71+1 —h + 2я, причем на каждом из промежутков
(£b£*+i) (k=h 2, ..., 2m)

p)(O=±Ymin{(o(2|/-|,|),0(2U-i,+I|)}.

Тогда при r=l, 2, 3, ... для любой системы точек

X = {0 = х0 < хх < ... < Arm_! < 2я} существует

функция fx e М^ (ш) такая, что

min/x(0 = M**) = 0 (* = 0, 1, ..., т-\)

и
2я

. J fx(t)dt^2jtmax\fmr(t)\.
о

'

Это дает для ^„[#^(0, 2я)] й ^ [#ГЯШ (0, 2зх)]
оценку снизу. Точность этой оценки при нечетных г

следует из леммы Д.7 с учетом того, что

**m[#rtf0(O, 2n)] = max|fmr(0l.

Последнее равенство получено в [16] для т = 1;
обобщение на случай произвольного натурального т не

представляет затруднений.
Отметим некоторые следствия для

сплайн-функций, наименее уклоняющихся от нуля. В § ДЛ было
установлено, что задача оптимизации остатка

квадратурной формулы (А) на классах WrLp и WrLp
эквивалентна задаче минимизации нормы в сопряженной
метрике Lq кусочно-полиномиальных функций из

множества зФтг или s£mr. Результаты § Д.1 получены
решением именно второй задачи; решение первой
задачи— о наилучших квадратурных формулах —
получалось как следствие. Здесь же мы можем, наоборот,
из приведенных выше результатов по оптимальным

квадратурным формулам вида (28) и (29) для

классов Й?г(0,2л) и Й?г1(0,2я) вывести, как следствие, со-
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ответствующие утверждения о сплайнах, наименее

уклоняющихся от нуля.

Считая г^З, обозначим через s£mr (0, 2я) и <s£lmr(0,
2л;) множества 2я-периодических непрерывных на

всей оси вместе с производными до (г — 2) -го,
соответственно (г — 3)-го порядка, сплайнов ф(/) с

узлами 0 = х0 < Xi < — < хт-\ < 2л, совпадающих на

каждом промежутке [хи, хи+\] с некоторым многочле-
Гг-\

ном f+2<M'- Из соотношения (70) § Д.1 и тео-

ремы ДЛО следует, что для всех г ^ 3 [36]

>f 11Ф1(0,2Л)= W ИФ^(0.2Я) =
фе*тг«>.2я) фе=^г(0.2я)

и ||
2яг1 /fr

II ™* И/, (0, 2я)
—

тг

причем точную нижнюю грань реализует сплайн

Ф# <^s£mr (0, 2я) с периодом 2я/т и узлами х\ = 2kn/m
который можно записать в виде

2я

где уг выбрано из условия J sign [Dr (и) + yr] du = 0.

о

При г==3 этот результат получен в [7] и [9].
Аналогично, из (32) и соотношения (70) § Д.1 вытекает,
что для четных г (г = 2, 4, 6, ...)

inf max] ф (/)|= inf тах|ф(/)| =

= тах|фо(0 И яг!9^Г
фе^г(0, 2я)

2тг

где

Ф«(0 = —|гФг(т0 + Рг)

и константа рг выбрана так, чтобы было

max [Dr (t) + М = - min [Dr (t) + pr].

В заключение этого параграфа сделаем одно

замечание об асимптотике остатка квадратурной формулы
(17) для индивидуальных функций класса Фг(0,2я),
дополняющее содержание § 7.
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При каждом га =1,2,... верхняя грань остатка

д° (/) = /&(/) формулы (17) на классе Гг(0,2я)
достигается для функции f(x) = fm(x) из fi?r(0,2я) с

периодом 2я/га такой, что

fS? W = sign [Dr(mO +С],
где С — некоторая константа; при этом

2лКг

fe= Wr(0, 2я)

Таким образом, экстремальная функция существенно
зависит от т. Если, однако, с самого начала

фиксировать любую функцию /е \Fr(0,2я), то при
неограниченном возрастании количества узлов остаток R0m(f)
стремится к нулю, существенно быстрее, чем его

верхняя грань на всем классе. А именно, для любой f e
е fi?r(0,2я) имеет место соотношение [8]

lim mr/?°m(f)==0.

Более точные выводы о поведении остатка R°m (f)
для индивидуальной функции /ей?г(0,2я) можно

сделать, если нам, например, известно, что f(r)(x)
монотонна и ограничена на каком-нибудь интервале
(а, а + 2я) с длиной 2я. Тогда для всех т = 1,2,3,...

|/?°m(f)l<-fe-[ SUP fr)(X)- inf /"»(*)],
Ш
^

а<х<а+2л а<х<а+2п

e

2я

fir=| \Dr(t)\dt.

§ Д.З. ОПТИМАЛЬНЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ
ФОРМУЛЫ С ФИКСИРОВАННЫМИ УЗЛАМИ

ДЛЯ КЛАССА W'L2

В § 11 приведены результаты Сарда, связанные с

оптимизацией по коэффициентам рн квадратурной
формулы

1 т

jf(x)dx^pkf(xk) + R(f)
О *=Q
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с равноотстоящими узлами хк = k/m {k = О,1,..., т)
на классах WrL2 (г = 1,2,...). В 1964 г. Шёнберг [43]
решил эту задачу на тех же классах в случае
произвольных фиксированных узлов хи (если только лс0=0,
Хт= 1).

Наиболее общий результат в этом направлении
получен в 1966 г. Албергом и Нильсоном в работе [39],
где указаны оптимальные на классе WrL2
коэффициенты ры в квадратурной формуле

1 т р

/(/)=//(*)<** = £ ^PuPHxJ + Rif)-

= L(f) + R(f) (0<р<г-1) (1)

с фиксированными узлами

О = ЛГ0 < A^i < ... < *m-l <Xm=l.

Этот результат содержится также в книге [3], гл. V,
где он вытекает как следствие из более общих теорем
о приближении линейных функционалов, полученных
на базе общей теории сплайнов. Мы сочли

целесообразным включить в Добавление результат Алберга и

Нильсона с более элементарным доказательством, в

котором следуем в основном схеме рассуждений
работы Шёнберга [43].

Как и выше в таких случаях, мы можем считать,

что квадратурная формула (1) точна для всех

многочленов степени г—1, т. е. что коэффициенты р#
связаны соотношениями

т (X

L (*v) = S 2P« 17=Ж*Г' = ; <*v> ®

(v = 0, 1, ..., r-1),

где \L = min{v, p). При этом предположении остаток

R(f) формулы (1) для f^WrL2 можно записать

в виде (см. § 12)
1

RW = y±bi\Nr®№(f)dt9 (3)
Q
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где

ЛГ,Ю-ЛГг(ли;0-
т р

=

} S S (г —/ —1)! PklKr-li4— t)

и Ку,(и) = и?~х при и>0, /Cv(w) = 0 при и<0.

Непосредственно проверяется, что

Nr(t) = R[Kr{x-t)] = I[Kr(x-t))-L[Kr(x-f)},

если иметь в виду, что линейные функционалы R, I

и L вычисляются от Кг(х — О как функции от х при
фиксированном /. Из (3), как и выше в аналогичных

случаях, выводим, что

su? l^(/)i=ir^fyrii^iL=-(^T)rv'7"' (4)

где
l

I = J{pki) = lN2r(t)dt. (5)
О

Мы должны найти минимум функции 1{рм) при
условии, что числа рш удовлетворяют соотношениям

(2). Для решения этой задачи нам придется привлечь
некоторые понятия и факты из теории
сплайн-приближений. Здесь мы снова, но уже в другом аспекте,
наблюдаем тесную связь экстремальных задач теории
квадратур с теорией сплайнов.

Пусть Сп[а,Ь] (п = 0,1,2,...) — множество

функций f{x), непрерывных на [а, Ь] вместе со своими

производными до п-го порядка включительно (f° — f).
Множество функций f(x)y удовлетворяющих этому
условию на всей оси, будем обозначать С£>.

Считая, как и выше, узлы 0=x0<*i<.. .<#m=l

фиксированными, введем в рассмотрение класс

Smr (0<р<г—1) заданных на всей оси кусочно-
полиномиальных функций s(x) таких, что

1) s (х) €= С?Гр-2;
2) на каждом отрезке [xki xh+x] (k = 0,1,..., т — 1)

s(x) есть алгебраический многочлен степени %т—J;

810



3) на каждом из промежутков (—-оо,0] и [1,оо)
s(x) есть алгебраический многочлен степени г—1.

Функции 5 (x) e S^r называют [3] сплайнами

порядка 2г —- 1 и дефекта р+ 1. Мы их в дальнейшем
будем называть просто сплайнами.

Если для функции feCp[0, 1] и сплайна s(x) =

=?=$(/; x) из Smr удовлетворяются соотношения

*(,)(f;**)-P(**> (6)

(& = 0, 1, ..., т\ / = 0, 1, ..., р),

то s(f\x) будем называть интерполяционным
сплайном для f(x).

Нам потребуются два фундаментальных
утверждения теории сплайнов [3], которые здесь будут играть
вспомогательную роль и поэтому формулируются в

виде лемм. -

Лемма Д.9. Если f(x) имеет на [О, 1] абсолютно

непрерывную производную (г—1)-го порядка и s (/; #)—
интерполяционный сплайн для f, то

1

j[f^(x)-S^)(f;x)Ydx^
О

1 1

-J[P(*)№-JV> (/;*)№
О О

Действительно,

f[f(r) — sM]2dx~*
о

11 1

= J [/(r)]2 dx — J [s<'>]2 dx — 2J sW [/*'> — sO] d*,
0 0 0

и надо лишь доказать, что последний интеграл равен

нулю. Разбив его на сумму интегралов по

промежуткам (xk9 xk+l) и интегрируя на каждом из

них г—1 раз по частям, получим, положив для
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краткости Л (х) — f (х) — s (/; х),
1 т—1 xk + i

jV>[fW>]d*-E ] sw(f;x)A<r)(x)dx =
fe—0 xk

-SHir'S^^^^A^we
Но числа

m-1

av
= S s<r+V_1) (f; *) A(r_V) M C+' (v - 1. 2 r)

ЫЮ '**

равны нулю. В самом деле, если г — P^v^r, то

A(r~v) (Xk) = 0 (* —О, 1, ..., т) в силу (6), и в случае

р = г—1 все доказано. Если же р < г—1, то при
1 ^ v ^ г — р

— 1 функция s<r+v-i) (/; я) непрерывна

на всей оси (ибо seC2^-"-2), причем так как

г + V— 1 >г, а s(f; х) на (—- оо, 0] и [1, оо)
совпадает с многочленами степени г— 1, то s(r+v""1)(/; 0) =
_s(r+v-i)(f; i) = o. Поэтому

m-1

+ 2 A^Wl/^-1'^ Jf4-0)-e«r+*-,,(f;xlk + 0)]+

+ s(r^-l)(f;xm-0)b{r-*(xm) = 0.

Лемма Д. 10. В классе Smr (0<p<r— 1; m>r)
для любой функции f <= Cp [0, 1] существует, и притом
единственный, интерполяционный сплайн s(f; x).

Сначала докажем, что если для функции/еСр [0,1]
интерполяционный сплайн s (/; х) г Smr существует,
то он единствен. Пусть 5, (/; х) — тоже

интерполяционный сплайн для f. Тогда, очевидно, функция
so (х) = s (f'> x) — 5i (f*> x) принадлежит классу Smr и

является интерполяционным сплайном для f0 (л:) ^ 0.

Применяя к этому случаю лемму Д.9, получим, что

1 1

j[sp(x)¥dx--j[sp(x)Ydx,
212



т. е. sjp(я)ss0, а поэтому s0(x) может быть только

многочленом степени <г—1. Но так как sQ(xk) = 0

(6 = 0, 1, ..., т) и т^г, то $0(л;)г=г0, т. е.

sx(f\ x)zs*s(f\ х). Чтобы установить существование
интерполяционного сплайна для любой / е Ср [а, 6],
введем в рассмотрение функции

o(x) = o(q4; pv; x) =

" 2 2 (2г-/-1)1 *»-/(*-**) + ЦМ\ (7)

в предположении, что на числа <&/ наложено г

уравнений связи:

22>/7^*Г/в° (v-0. !...., г-1), (8)
vl

М) /=0

где, как и выше, n=min (v, р). Ясно, что а (х) е С^~р~2
и что на каждом отрезке [*Л,хЛ+1] (6 = 0, 1, ..., т—1)
а (я) есть алгебраический многочлен степени 2г—1.

Так как для ^<дг0 = 0 /С2г_7 (х — xt) = 0 (/ = 0,

1, ..., m), то на (— оо, 0] а{х) совпадает с алгебраи-

ческим многочленом 2 Pv*v степени г—1. Далее,
v=0

для х ^ хт = 1

- м - 2 2 (i^Tjr <* - ^)2Г_/" + 2 ь*-

т р 2г-/-1
s+1

-s S(-iy*, s ,(2,ri;-„i^-'--^+
^0 /=0 5=0

*•—1

V=s0

Если выписать коэффициенты при *s для s = r,
г + 1, ..., 2г— 1, то сразу обнаружим, что они равны

нулю в силу (8) — надо лишь положить 2г — s — 1 = v.

Следовательно, и на промежутке [1, оо) а(х) есть

многочлен степени г—1, т. е. доказано, что а(х)^
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e 5mr. Обозначим подмножество сплайнов вида (7)
при условиях (8) через Sfnr-

Теперь заметим, что сплайн а{х) из S^r, у
которого <7//

= Pv = 0 (т- е- сплайн <х (#)==()) и, в силу

доказанного выше, только он один является

интерполяционным для /0(л;) = 0. Условия (6) в этом

случае запишутся в виде

°{l) (**> = 2 S (2г —/ —7— 1)! **r- I-l (** - Xt) +
*=0 /=0

+ SPv7^b)T^-/=0 (9)

(6 = 0, 1, ..., m; / = 0, 1, ..., p).

Из наших рассуждений следует, что однородная
система уравнений {(8), (9)} имеет только нулевое
решение:

<7*7
= 0 (/==0> *> •••> т*> / = 0, 1, ..., р),

Pv = 0 (v = 0, l, ..., r-1),

и поэтому ее определитель не равен нулю. Если

теперь f(x)— произвольная функция из Ср[0, 1], то

условия интерполяции <х(/) (xk) = f<l) (xk) вместе с (8)
дадут систему, вообще говоря, неоднородную, но

с тем же, отличным от нуля, определителем, а потому
имеющую единственное решение. Это решение и

определяет интерполяционный сплайн a(f; х) для /.
Лемма Д.10 доказана.

Отметим, хотя для дальнейшего это и

несущественно, что из единственности интерполяционного
сплайна вытекает совпадение классов Smr и Smr-

Вернемся к задаче отыскания минимума
величины (5) при уравнениях связи (2)* Следуя обычным
в таких случаях рассуждениям, рассмотрим функцию

г—1 Г т ц "I

Приравняв нулю частные производные Е по р^ и Av,
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получим систему:

дЕ

J^W.^+ S^T^F^"1-0 (10)
О

Ы
V=l

(6 = 0, 1, .... т; 1 = 0, 1, .... р),
т р.

(v = 0,l r-l)

относительно неизвестных ры и A,v.
Если учесть легко проверяемое тождество

/Cv(") = "v-4-(-l)vtfv(-"),
а также тот факт, что в силу (2), тождественно по t,
R[(x — /)г-1] = 0, то будем иметь

Nr(t) = R[Kr(x-t)] =

= R[(x- tf-1] + (- l)r R [Kr (t - x)] =

= (-\YR[Kr(t-x)] = (-iyi.I[Kr(t-x)]-
mi p ч

*=0 /=0 J

Так как, кроме того,

dNr
_

(г -1)1 „ ,

Л

то система (10) примет вид

(-1)'И-/[Кг ('-*)] +
•о I

m р |
+ SS(-0Vi/7£7=Tjr^-,('-*i) X

i=0 /=0 J

х
(г(17-1yXr-i fa- о ^+S^ (Т4тп *г' =- о оо

v=/

(& = 0, 1, ..., m; /==0, 1, ..., р).
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При подсчете стоящих в левых частях интегралов

воспользуемся тем, что при любых фиксированных у
и г из [0, 1]

J /Cv(/ — у) ^ (ат—0 ^= (V~+!S(17)!>! ^v+,(^—J/)> (12)
о

Действительно, если 0<г<*/<1, то /Cv(* —#)Х
XKs(z— 0 — 0, если же 0*^iy <z^.l, то

1 г

0 у

и последовательным интегрированием по частям

получаем (12).
С учетом (12) систему (10) перепишем следующим

образом:
т р

г-1

+ (""-"!)' 2^v (v-/)! **
'
—

_(г-1)1(г-1)!/г , ,,

(fc = 0, 1, ..., га; / = 0, 1, ..., р).
Если умножить каждое из этих уравнений на

,

jw ,_ ^
и присоединить уравнения (11), то

получим систему

S S (2г — / — / — 1)! *2'-/-1 <** — *«) +
*=0 /=0

г—1

+ 2Чт^^-^=Ггт5Т/^-'^-д:И (13)

(& = 0, 1, ..., т; / = 0, 1, ..., р),
т р,

S Е^Т^Ьй*?-'-'^) (v-o, 1,.... г-1)
*=о /=о

-2 ,
яотносительно неизвестных рц и А^= (—-1)г[(г—1)!] 2Л,
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Определить системы (13) в точности совпадает

с определителем системы {(8), (9)} и, как мы

установили при доказательстве леммы Д. 10, этот

определитель отличен от нуля. Следовательно,
неоднородная система (13) имеет единственное ненулевое
решение:

Рц
= Р*и (*' —°> Ь •••> т> / = 0> Ь .-, р),

X'V = VV (v = 0, 1, ..., г—I).

Из общих соображений ясно, что числа p*i} реализуют
минимум, причем единственный, функции (5) при

условиях (2).
Остается указать значения оптимальных

коэффициентов р]г
Введем в рассмотрение так называемые

фундаментальные сплайны cif(x) из класса 5^г, которые

однозначно определяются соотношениями

4?М-*«Л/ (14)

(/, k = 0, 1, ..., т\ /, / = 0, 1, ..., р),

где Ьы = 1 при k = i и 6W = 0 при кФ1\ б/7
определяется аналогично. Для любой f gCp
интерполяционный сплайн 5 (/; л:) можно записать в виде

т р

s(f; *)=2 2Р(х,)сч(х). (15)
/=0 /=0

Покажем, что системе (13) удовлетворяют числа

p]f = I[ci}(x)] = j Cij(x)dx, (16)
о

и, следовательно, равенство (16) есть формула для

вычисления оптимальных коэффициентов. С этой

целью рассмотрим квадратурную формулу,
задаваемую коэффициентами (16):

1 т р
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В силу (15) и (16) для любого сплайна s(x)<^Smr

/Г (S)-JS (X) dX - 2 2 /7;/S(» (*,) =
о /=о /=о

I Г m p

= j\s(x)-%%sM(Xi)c4(x)
В частности, если

/«о /=о

dx = 0.

5 (*) = 2d AU (2г — /— 1)1
^2r-/ (*fc — *)>

6=0 /=0

где ^ связаны соотношениями (8), то, как нетрудно

проверить, s (x) e Smr и, следовательно, R* (s) = 0.
Так как R*(s)=*I(s) — L*(s), то этот факт можно

записать в следующем виде:

т
'

р

/?*(*) = 2 Ноилм-о,
6=0 /=0

(17)

где
1

%/ — (2г — / — 1)1
^ [^2г-/ (** — *)1

(2г — / — ^ — Г)Т

m р Г—П/
*

S Ц (2г —/ —Л —I)! K2r-l-k(Xk — Xi) (18)
/=0 /=0

и ^ удовлетворяют (8).
Здесь нам потребуются некоторые соображения из

теории конечномерных евклидовых пространств.
Каждый набор чисел {^} (* = 0,1,..., т; / = 0,1,..., р)
можно рассматривать как вектор евклидова
пространства Я размерности (т-\-\) (р+I). Множество

векторов {qij}^H, удовлетворяющих уравнениям (8),
образует в Я подпространство Я0 размерности
(т + 1) (р+ 1)— г. Условия (8) означают, что

каждый вектор {qij} e Я0 ортогонален векторам

№-{т£пГ*Г'} (v-0, 1.....Г-1), (19)

координаты которых с / < v заменены нулями.
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Векторы (19) линейно независимы, и множество

их линейных комбинаций образует в Н

подпространство Но1 размерности г — ортогональное дополнение

подпространства Н0. Любой вектор из #,
ортогональный каждому вектору подпространства Я0, есть

линейная комбинация векторов (19). В частности, это

выполняется в силу (17) для вектора {цм},
координаты которого заданы равенством (18).
Следовательно, найдутся числа К (v = 0, 1, ,.., г— 1) такие, что

(£ = 0, 1, ..., m; / —0, 1, ..., р).

Эти равенства, с учетом (18), как раз и означают,

что р!у и Я* удовлетворяют первым (т+1)(р+1)

уравнениям системы (13).
Далее, функции sv(x) = xv (v — 0, 1, ..., г— 1)

удовлетворяют всем условиям, которыми задан класс

сплайнов Smr, т. е. sv(x) e Smr> Поэтому

£•(**) = /(**) —ГИ=

т м,

/=0 /=0

(v-0, 1, ...,г-1),

где jx == min fv, р), т. е. p*if удовлетворяют и

остальным уравнениям системы (13).
Итак, доказано следующее утверждение.

Теорема Д. 12 [39]. Среди всех квадратурных
формул (1) с фиксированными узлами 0 — Xq<xx < ...

. .. < хт= I наилучшей для класса WrL2 (г =» 1,2, ...)
является единственная формула, задаваемая

коэффициентами

P\i=*\ oM(x)dx (k = 0, 1, ..., m\ / —0, 1, ..., p),
о

где Сы (x) — фундаментальные сплайны, определяемые
равенствами (14).
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Отметим, что аналогичными рассуждениями можно

получить соответствующий результат и в

периодическом случае,
— для классов WrL2. В этом случае

оптимальные коэффициенты в формуле (1)
определяются равенствами

1

Pli= j skt(x)dx (fe==5s0> Ь •••. tn—U ' = 0, 1, ...,p),
о

где ckt(x)—1-периодические фундаментальные сплайны

из С^~р"~2, совпадающие на каждом промежутке

Iхь xk+\] (& = 0, 1, ..., т
— 1) с многочленом

степени 2г—1 и такие, что

diii(xk) = bki6ii (1>к = 0> Ь •-•• /я—1;/,/ — 0,1, ...,р).

Исходя из определения фундаментальных
сплайнов, как в периодическом, так и в непериодическом

случаях можно построить алгоритмы приближенного
вычисления оптимальных коэффициентов p*kl.

Для случая р = г— 1 (г= 1, 2, ...) В. Л. Великий

получил [10] простые формулы, дающие точные

значения этих коэффициентов. Положим при р^О

Po,=V*i+l> p«/-(-i)'W (/ = 0> !.-••. р).

/^-мод-н^п (20)

(k—l, 2, ..., т— 1; / = 0, 1, ..., р),

где hk = xk
—

xk_x и

и _ Р+1 у (p + s)'(/ + s)i
^ /! Li s!(p + / + s + 2)l

•

Оказывается, что при р = г
— 1 числа pki совпадают

с оптимальными для класса WrL2 коэффициентами р*ы
формулы (1). В. Л. Великий рассмотрел
квадратурные формулы

1 т р

jf(*)uc-2]£p«p(**)+£(f) (p^0'1....),
0 fc=0 /=Ю
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где 0 = х0 < хх < ... < хт = 1, а коэффициенты
Pki=Pki(X), заданные равенствами (20), определяются
выбором вектора X узлов xk (из которых *0 = 0

и хт=1 закреплены). Таким образом, #(f) = #p(f; X).
Пусть Х° — вектор равноотстоящих узлов xk = k/m.
Тогда для класса WrLp (1<р<оо, г=1, 2, ...)
и для р-[^=1], [-^-L] + i, ...,г~1

соотношения [10]
inf sup RQ(f;X)= sup RQ(f; A»)-

имеют место

1 1 ^2p+2-r

-^«■-<>'"')[ (^_I}.mr (2p + 2)!
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