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(
j
n

)
���
(	�����. ����� �����
������'�. 	��!��


��� /� "� �� n 	����. ����
) ������� xj * j�n� j * /� "� � � � � n� �
��!�	� � ���
���
 �j �
��. ������ ��������. ��	
���� 	��!�
��&�

=� ����� S ��-
� !��� �����
�� ���-
 ��� �	
�
�

S * lim
n→∞

n−�∑
j��

f

((
j @ "

n

)�)[(j @ "

n

)�
−
(
j

n

)�]

���
(	�����. ����� �����
������'�. 	��!�
��� /� "� ������� xj *
* �j�n��� j * /� "� � � � � n − "� � ��!�	� � ���
���
 �j �	���. ������
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��������� � ��	� ������ ����� j��	 �������	�	
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��� ��	�����	
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j � �

n
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(
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n
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�

�
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� ��n− � � �
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�

�n− �
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�

�
�

n
− �

n�
→ !� n→∞�

"	�����#$��% ��	 �������&��' �� ��� �����' "
���' ����� �����%
��
���$�#��  ���# ������ � ��	�
��������� �	�
�������� n�

� ��	
�� 	"
�������	�	 �����
��� �	���������% ��	 ����� ��"
�(

����� �� 	�
��� )a� b* +��,�� �����
�
���� �� ���% ���� ��� ��� "
�(
��� �- ��$�������� .��#�� � ������� �"	������' +��% ��	 ����� +�(
��
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����	�
���	�	 ���� ��"� ����� "�	$��&�

� � � � � � �	 �
���� S ����	 �	���� ���������� ����
�� y � x��
���� x � ������ x � �� ���

S � lim
n→∞

�

n

n−�∑
k��

(
k

n

)�
� lim

n→∞
�
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n−�∑
k��

k� �

� lim
n→∞

�
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�n� − �n�  n

�
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n→∞

(
�

�
− �
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�
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)
�
�

�
�

!" ��#$
�� �%� ��%���
��� �&�� '&�#(�� y � x�� ���%��%�%�&���
�$������ )*� �+ � ���"� ��%�� �%����%�� # ���
& ���	

,��	 �	��

-�% '#%� �%� �&��
∑n−�
� �xj�

�.xj �
���%��%�%�&��� ����$��
����& �$������
)*� �+� �%����%�� # ���� #��� max.xj → *�
��#$%� ���������%����� /
����%��"�� ��0
%���� �� %# &1 ����%�	 2%�� ���#�� �
��&�%
�$ &�����&%��� &%���1������ �%� ������
��0
�"� ��%���
 �% ������"���� � �#��������
�%��$#� '&�#(�� ����� �&���%�&�%	

/
������ �
���� "
���
� "
������(
�� �����% 
������ 	�	
�� ��	����� 
���������# 	"
��������� �����
��	��

0 � � 	 � �� /���&  ���1�$�'�� "	 "
��	' �	�� "
��	1��� ��(
"
�������� ��	�& ��	' "
��	' "�
������� ���� F � f�x % ��� f�x ���&
��"
�
����� +��,�� 	� x2 ���,���� ���1�$�'�� �	��� 0��	�� ����
F "
� "�
����1���� �	�� 	� a �	 b 
����

W � lim
max�xj→�

n−�∑
j��

f�xj 3xj �

∫ b

a

f�x dx�

��� a � x� � x� � � � � � xn � b% 3xj � xj�� − xj � � ���	� ����% �
���� ��"
�
���	��� f "
	��������� f�xj 3xj ����	  ������	' 
��	��
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�� )xj � xj��*% � ����� ���� "
	��������' �����  ������	' 
��	�� ��
)a� b* � "
��	� ��� ���1�% ��� ���&�� max

j
3xj �

4 � � � � � � � 
 1 � � " � 
 � � � � � 	 ' " � 	 � � 	 � � �� 5�(
��� ������&% ��	 	�
��	 )a� b* 	�� x ����� ����� � "�
�����	' ����'�	'
"�	��	��&# ��x � !% ��� ��x 2 ��"
�
����� �� )a� b* +��,��� .�$��
����� ��	�	 	�
��� 
���� �����
���

M � lim
max�xj→�

n−�∑
j��

��xj 3xj �

∫ b

a

��x dx� �6 

a � x� � x� � � � � � xn � b� 3xj � xj�� − xj �

7�"	�
��������	� ���������� 	"
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�
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����'% 	�	
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����	�% 	�
��������"�	$��& �������� "�
��	��� ����&��'����� "
	��1���� ��(
	� ��	��� ��������� 
����� ������ �� ���������� "�	$���' +���
 �
	�:��	� ���� ���1� �$� �XVII ��� "	����	�� ���� ����� � ���	����

������ �	���� �����	 ������' ��
���
� ;�$��������' ����� � ��	�
�	"
	�� ������� 7&#�	� � <�'���,% �������� 	�$�' ���	� 
������
���� ������ .�� "	�����% ��	 ���������� 	"
�������	�	 �����
��� 	�
+��,�� �	1�� ���& ������	  	������# �� "�
�		�
���	'�

/���& ������ ��"
�
����� �� )a� b* +��,�� f�x % � "���& F �x ���&
�� "�
�		�
������ =�	
��� 7&#�	�� � <�'���,� ����
1���� �"
����(
���	��& 
�������� ∫ b

a

f�x dx � F �b − F �a � �> 

"	�����#$��	% ��	 ���� ��� +��,�� f �������� �� "�
�		�
����� F %
�	 ���������� 	"
�������	�	 �����
��� 	� f �� )a� b* ��	�����  "
	��	'
"	�����	�� ����� a � b � F �

?�� ��	
��� ����� �	����� � § @�@% � ��'��� �� ����� �� "
	��	�
���������	� �	�	������ 5���� ������&% ��	 x ���& �
���% � +��,��
y � F �x ��
�1��� ��	� ���1���� "	 "
��	' �	��% ���� y ���& 
��(
��	���� � �		��������#$�� ���	� � �	���� x ���1�$�'�� �	�� �	 ��(

�"����	' �����	' �	���

/��&% "
	'�����' �	�	' �� "
	��1��	 �
����� a � x � b% 	�����(
�	% 
���� A 

B � F �b − F �a � �C 

4� 5������� %����� 6�&%�� ��������"� %��#��7� �� ������ %���� �"�1�%
����� ��
����	 8�
�� �������� $#�� ���1���� %#��� �%� %��# ���
 ���0
����&
�� ������ ������ �&%� 9��  $%�� �
���� ������ �&%� 9�� %� 9 � 9�−9�	
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 ���	 ��	� �������
 �
	��������
�� ������	�
f�x� � F ′�x� 	�����

� � lim
max�xj→�

n−�∑
j��

f�xj��xj �

∫ b

a

f�x� dx� ���

����  ���!����
�� f�xj��xj  �������

� �������	  �	��  �����

��
	����� 
� �	��!�� ����
� "xj � xj��#� ��� xj � ������
�� ��� � �$�% &�
	���� �! �'� � ��� ������	 �(�%

� � � � � � �	

∫ b

a

x
n−�

dx 

xn

n

∣∣∣∣
b
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n

(
b
n − a
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� n �
 ��

∫ b

a

cos�x dx 

sin�x

�

∣∣∣∣
b
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�
�sin�b− sin�a� � �
 ��

��� ���� �� �������� ��� F �x
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a

 F �b− F �a	
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0�����
�, 1���
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x ����� ������� � ����� !" #����$ �%�"

������� S �	
��� �
���	������ ����� ������	�	 	� �������
�
������ O �����	 � � ��� � � �∗ 	 ��	��� �� �������� � �������
�����	����� ���������� �����	�� � � f �!� ��"�� #�� ����������
�������	� �#�����  �	�$ %&$%!$

���	����	� ���#	��	� ������� '��� �∗( 	������	� �)

�� � �� � � � � � �n � �∗�
*������ ������	 �	
��� �
���	������ ��	��� � 	 �����	 � � �k�
� � �k��� ��	#�	"���� ���"��� �������� ���
���
� �������� �
��+

���� ���� ���� ����

�	�����
� ���	 "� �����	 	 ����"������ ���	��� �k � f �k!� ������
��
k
,�k�-� ,�k � �k�� − �k$
.���������� ��	���� �� ���������	�

S � lim
max��k→�

n−�∑
k��

��k,�k �
%

-

∫
�∗

��

�� d� �
%

-

∫
�∗

��

f� �! d��  %!

/ �����	�	 ������� ������	 �	
�� � ������� �����	�����$
0�� ���������� �����		 f �! 	���
���  %!� ��� � ������ ����������$

1������� ����	���� ������� #���� �	 ������������ ���	� �#�����
���	�	�� S ����� ���� "� �	���� ��� ���	 # � ��	��	�	 �������
��2�� �	
�� � ��������� �����	�����$ *��� ������ ����"	������
��2����� �� �������		 �#��� ����		 ��� �� 3������  ��$ § %-$4!$
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� � � � � � �	 
���������� �� ���	 ��	� ���������� � �������� ���������
��� ������������ ���������� �  �R cos �	 ! ���� "�# �� ���$��� �����

S  �R�

∫ ���

−���
cos� � d�  �R�

∫ ���

�

� % cos ��

�
d� � �R

�
�

x ����� ����	 
��� �������

����� � ���� �	
��� ��
������� � �	���������� �
����� ���	�
�
��� x� y ���	�	����� �����
������� �����
�� y � f�x�� a � x � b�
 �!
��
� �"#�� V ���� �	�$��
� ��	��
!������ ���������
 x � a�
x � b 
 ����	%�����& �	�$��
 �	
��� � ���	�� ��
 x�

�	�
'���
� 	�'"
��
� ��	�'�� (a� b) �� !���
 a � x� � x� � � � �
� � � � xn � b 
 �!
����� !�� *������ +V �"#��� ����� ��	��
!�����
���������
 x � xk� x � xk��� �	
"�
����� 	���� �"#��� �
�
��	�
������ +xk � xk�� − xk 
 	��
��� yk � f�xk�,

+Vk ∼ � y�k+xk � �f��xk�+xk�

 ��
!
�� Vn � �
∑n−�

k�� f
��xk�+xk �	
"�
����� ��	����� V 


V � lim
max�xk→�

n−�∑
k��

f��xk�+xk � �

∫ b

a

f��x� dx� �-�

.� ����!
�
 ��	���� �"#��� ���� �	�$��
� �	
����� �$� �	���� ���
��� *�����	����� ������������ ������

�
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��� �"#���� /"�0
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�
 a 
 x ��
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���	��
� ��������� �	
�� -1�2�� �	
	��
$��
� +V �x�� �����������&$��
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	�$��
& +x � 1� ���� �"#�
�� !���
 ����� '���&!����� ����
�� ���������
� ��	����
���	�
���
 � ��
 x� �	�%��$
�
 !�	�'
��!�
 x 
 x3+x�

4������� !�� 
���� �����	��
�������

+V � �f��x�+x 3 o�+x�� +x→ 1� �5�

 ����� ����� �����

m � min
x���x��x

f���� M � max
x���x��x

f����



����� ���� ��� �����	� ���	� ��'

6����� �!��
����

�m�+x � +V �x� � �M�+x�

�m�+x � �f��x�+x � �M�+x�
�2�


 ��� ��������
 ���	�	����� �� M−m→ 1� +x→ 1� 7�� ����'������
!��

��M� −m��+x � o�+x�� +x→ 1 �8�

9' �2� 
 �8� ������� �5��
:�������� �5� ����	
�� !�� ��	��� ��������� ��� �	���� !���
 ����

�
���	���
�� V ,
dV � �f��x�+x � �f��x� dx�
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 ��	���� ;�&����<=��"�
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������ �"#�� 	����

V � V �b� � V �b�− V �a� � �

∫ b

a

f��x� dx�

� � � � � � �	 (�������� ���$���� "�����) ��� x#
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%
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y  b

√
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a�
� −a � x � a�
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x ����� ����� ���� ������� �����
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�
 ���� § >�?�
x � ��t�� y � 	�t�� z � 
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�
 �� (a� b) ���	�	����� �	�
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��
� a �
� t� � t� � � � � � tn � b 
 ������
� ����� ���� § >�@�

Sn �

n−�∑
k��

√
+x�k 3+y

�
k 3+z

�
k �

+xk � ��tk���− ��tk�� +yk � 	�tk���− 	�tk��

+zk � 
�tk���− 
�tk�� � � max
k
+tk� +tk � tk�� − tk�
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√
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′���k�#tk !

!

n−�∑
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√
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→
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b

a

√
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′��t� dt�
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1�� ������ ���������� ��� ������ ������&��� ��))����%������
)��%�� t ! ���� ��′��� �  � c � � � d� ��	���� ���������

S !

∫
d

c

√
�′
�

���� " 	′
�

���� " 
′
�

���� d�� �-�
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��� ����� ! �������� � � � � ��� �����&���� �������������' )���	& �.�
�	��& ����

2�	� �����
 ��	����
� ������ ���������

y ! f�x�� a � x � b�

��� f ����� ������&��� ���������� �� 3a� b4� ��� ��������� �� �	���
��� �&��,����
 )���	��

S !

∫
b

a

√
. " f ′��x� dx

����� ��	�,��' � �0� t ! x� y ! f�x�� z !  ��

� � � � � � 	
 ���� ���� ������� ����

x � a cos �� y � a sin �� z � b�� � � � � ���

� ���� ��� ����

S �

∫
��

�

√
a� � b� d� � ��

√
a� � b� �

x ����� ����	
� ���������� ���	 �	�����

1��' � ���' �����
� ����&�����
 � ��
����	'��� ������� ������/
��� x� y ��	�,���	'��� )��%��� y ! f�x�� a � x � b� ������� ��
3a� b4 ������&��� �����������

$&���	�� �	����' S ����������� �������
 � ����� ��� x� 5	

6���� ���������� ��������� 3a� b47

a ! x� � x� � � � � � xn ! b� �.�

������ � ����� � 	����� �n � ��������� �xk� f�xk�� � �&���	��
�	����' ����������� �������
 ���	����� ����� ��� x7

Sn ! �

n−�∑
k��

(
f�xk� " f�xk���

)√
#x�

k
"#y�

k
�

#yk ! f�xk���− f�xk��

� �������� � �����	 ��� maxk#xk →  �
$ ���	'���� ��	���

S ! 0�

∫
b

a

f�x�

√
. " f ′��x� dx ! 0�

∫
b

a

y

√
. " y′� dx� �0�
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� ����� ����	 
���� ������ �����xk ��xk � �� � ������ ��yk
������� � �������	 ������� �������� �����

Sn � �

n−�∑
k��

(
f�xk� � f�xk���

)√
� � f ′���k��xk �

� ��

n−�∑
k��

f��k�

√
� � f ′���k��xk � �→

→ ��

∫
b

a

f�x�

√
� � f ′��x� dx� max

k

�xk → �� xk � �k � xk���

 ��

� � �

n−�∑
k��

(
f�xk� � f�xk���− �f��k�

)√
� � f ′���k��xk�

!��������"��
� �� �	 ��� �→ � �p� �xk → �	 ������� �� ������#���$

|�| � �M

n−�∑
k��

|f�xk� � f�xk���− �f��k�|�xk �

� 	

n−�∑
k��

�xk � 	�b− a�� max
k

�xk � 
�

 ��

M � max
a�x�b

√
� � f ′��x��

� ����� 
 � �	 ��
��%�� �� 	 � �	 ������"�� ����	 ���

|f�xk�− f��k�| � 	

��M
�p� �xk � 
�

&���� 
 ��%���
��� 
 ���� ��
�������$ �������
����� '���(�� f
�� )a� b*+

,-%�� ����������� ���%��� �����
��"��$  �����$ ��
��.����� ��+

 § ��+�/+

� � � � � � �	 �
���� ����������� ������� ���� ����
� y � x� �� �
� x � �� ������ ��� x ���

S �  �

∫
�

�

x
�
√

� ! "x� dx�
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���	���	���� ��	�	���� �������� ��#

x ����� ����	
��������� ��������� ���	����

0���" �� ������� )a� b* ������ '���(� f � ������� �����

x�� x�� � � � � xn� ���

0����
�� ������1 ���-���� ��$�� ��� ����� 2� P �x� � a� � a�x � � � �
� � ��anx

n ������� n	 ��
����3%�$ � f�x� 
 ��������.�����.	 �+�+ ���-�

��������" ��
����
�

f�xk� � P �xk�� k � �� �� � � � � n� ���

4��-� ��#��" 5�� ������	 

���� ��� ������

Qk�x� �
�x − x�� � � � �x− xk−���x− xk��� � � � �x− xn�

�xk − x�� � � � �xk − xk−���xk − xk��� � � � �xk − xn�
� �6�

k � �� �� � � � � n�

,��
����	 ��� Qk ������� � k � �� �� � � � � n ���"��� ����� �������n	
��
��$ � 
 ����� xk � � 
 �����"��. �����. ������� ���1 Qk�xj� � 
kj 	
k� j � �� �� � � � � n+

7��
�� 
kj �8��������� ���������� ��
����
��1


kj �

{
�� k � j�

�� k �� j�

0������

P �x� �

n∑
k��

Qk�x�f�xk�� �9�

P �x� ���" ��� ����� ������� n	 �-����3%�$ �
�$��
���

P �xj� �

n∑
k��

Qk�xj�f�xk� � Qj�xj�f�xj� � f�xj�� j � �� �� � � � � n�

�+�+ �� ��#��� �����
�����3 ������	 � ������ ������
����� �-�����	
������ ��� ���� ��������"	 ��� ��%���
��� �%� ��� �$ ��� ����� P��x�
������� n	 ��#�3%�$ 5�� ������	 �� �������"P �x�−P��x� -��� -� ���:
 ������� ������� n	 ���3%�� n� � �����$+ ;� �� �� P �x� − P��x� ≡ �+

,������	 ��� ���� ��.���� '���(� f ���� ���" ��� ����� �����:
�� n	 �� f�x� ≡ P �x�	 ������ ��� �
� ��� ������	 ��
����3%�� 
 n � �
��������. �����.	 �������
���� ��
��+

$� %�&''�(����� �����)
�� ����� ���� 
*���� )��
��+ � )������� ��,
-�� ���� an � �	
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x ����� ����	�
�	�� ��	��� �	�������������

����� ���	 
������ 	����������� ������� 	� �������
�	� �� 	��
����� �a� b� ����� f � ��� �
����� �� ���
		�������� �	 ���  �	�	 ���
����
���	 ��!���� �	�!��� "�#�	��$%������� "	 �����	 �� 
�����
���
		������� �
������  
	������ ������ 	 ����&���	! 
������
� ���������

��	����'� ��	�	� ����&���	�	 
������� 	���������	�	 ��
������� 
������� � 	��������� �	�������	� (��! 	����	� �a� b� ��
��
��� ���� �	���!

xk ) a* k
b− a
N

� k ) +� ,� � � � � N� -,.

 �	�����! ∫
b

a

f-x. dx ≈ b− a
N

N−�∑
k��

f

(
xk * xk��

/

)
� -/.

��� ����≈ 
���&��� ����&���	� ��
����
	�
0���&��� -/. ����
����� ����������	
 �	���	
 ����	��	����

�	�� 0 ������ ��� ,+�1 ��	!�� ��	2��� ������ 	��������	� ��
	�

���� ����

y ) f-x.� 	��# x  ���!�!
x ) a� x ) b� ����&���	
��
�� ��!!� ��	2���� �	����
&����3 ��! ���!	��	����	
�

4� ����!� ��	 ��� ������
��
�	� �� �a� b� ����� ����
��� �� N → ∞ ���
	� ����
� ����&���	� �	�!��� -/.
�	��	 ��
�� ��
	�� ��	 ���� 	��
�	
��� ������� ��	 �� �	���
'	! N 	'��� �
��������	�
�	�!��� -/.� �� �� ���	�#����

����� ����	�� ���
	�  ���

	� �� ������� !����

5����	 
	������ 
	��	�
	� 	����� 	'��� "&� !� �����!� ���  �� 	����� �	������ ��� �	�
����	
���� ��	�� ������ f � ��	!� �������
�	��� ��	
���
	���� ���
�	�	��! ���	
�! �����	���

"���
����
	 -�!� 16� �����  �	� ���� § ,+�7.

|RN | � ,

/1

-b− a.�
N�

M� |f ′′-x.| �M� -8.

���� 	����� ����&��� �
������ -/. �
��������	� �	�!��� ���!	�
��	����	
 ��� ������ f � !�#23 �� �a� b� �������
��# 
�	��# ��	�
�
	���#� 9���� Rn : �	���'�	��� ����&��� : ����	��� !�&��
��
	�  ���
	� �����# 
 -/.�
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9 � ! � � � �  �� "������	 ��	
����� ��	 ��� ������3 ������
y ) Ax * B� �� �� ������ ������ m ) ,� �	�!��� -/. �	���� ����
��� �3 RN ) +� 5�����	��� ��	 ��� ������ f !��� ��	�
	���#
�	����� / ) m * ,� �	 ����&��� �
��������	� �	�!��� -,. �	&�
!��� �	���	�N−��

;�	� ���� �	�� 	�2� 3������� -�!� ��!����� 
 § ,+�<.�

x ����� ��	���� �������� ��

0  �	! ��������� !� 

	�! 
�&��# 
 �������	! ������ �������
������ �	���� �����	��� 5�� 	���� ��	���  
 �	&� 
��!� 	�������
��!���������! �
	���
	!= 	�� �	��� ��� 
��3 !�	�	����	
 ������� ����
����

"����! � �	�	� ��	 ��'! ������= ��������� ���� ���� A�B�C
����� ��	�� �
���������� �	�!���

∫
�

−�
f-x. dx ≈ Af-−,. *Bf-+. * Cf-,. -,.

���� �	��� ��� ������ ,� x� x�� �	����
���  � ����� 
 -,. 
!���	 f �
�	���! ����!� ���
����

/ ) A*B * C� + ) −A* C�
/

8
) A* C�

	�����A ) C ) ,�8� B ) 1�8� "	 ��� ���A ) C� �	 ����	 ��	
��������
��	 �	�������� �	�!��� -,. �	���  ��� ����� x�� "	 �	��� 	�� �	���
��� 
��3 !�	�	����	
 �� 
�'� ������� �������

>	��� 	�2�� �
���������� �	�!��� !��� 
�

∫
b

a

f-x. dx ≈ b− a
?

(
f-a. * 1f

(
a* b

/

)
* f-b.

)
� -/.

;�	 : ��	����'�� �
���������� �	�!��� @!��	��� �		�
����
��
#2�� 	������ �a� b�� 5�� �	��� ��� ������ ,� x� x�� x�� �	 �	���� ���
����	 
�����  ��� �#�	�	 !�	�	����� a� * a�x* a�x

� * a�x
� ������

m ) 8�
��� �������� 	����	� �a� b� �� /N ��
��3 ������ �	���!

xk ) a*
b− a
/N

k� k ) +� ,� � � � � /N� -8.

∗	 
� ������ ����������	 � ���������� ����������
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x�� x��� 
x�� x��� � � � ���	���� ���	��� ���� �� � ����������
������	 ���������� ����������� ���	��� ��	����∫

b

a

f�x� dx ≈ b− a
�N

(
f�x����f�x����f�x����f�x���� � ��f�x�N �

)
� ���

 ���!�����"� �#�$�� ���$�����" �� ����������% ���	��� ���
�&�������" ���'

|RN | � �b− a�
�M

�(()N�
� |f ����x�| �M� �*�

+ � 	 � � �  � �, -������������ �������� �!������� � ��	���.
�� � § /),�' ���� m 0 ������ 	�1������� ��" �����!2 ���������.
�" ���	��� ����� �� ��" ���&�% f � �	��3�2 � 
a� b� �����!���
���������� ���"��� �m � /�� ���"��� ���$�����" ���	���% ����

O�N−�m	���, 4 ���	 ������ m 5 6,
 $������� 7��% ������ �	, � �8	 ������ 7��% ��1�� § /),�9/),:,
� ����� ����" �����������2 �!������%� �������� �!������%

�� ���	��� ��	���� � �� ��p	��� ��"	��1������� ��������, ;� ��.
�� ���&�" f ��������� 1�����"� �� �#�$�� ���$�����" �� ���	���
��	���� ��� $���#�2N ���������	��#� ������������3�% �#�$��
��� ���$������ 	�����	 ��"	��1�������,
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�� ����� uk 
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����� ������ ������������ ������� �� ��������
k � �� �� �� � � � � ���������� 
��� !���" ��������# �� �� ���������
������� ������ �����" ��� �������� ����������� ����� �������$ ��
����� ������ %�� 
�� ��� ��������#� ���&

∞∑
k��

uk �

∞∑
�

uk� 
��

!�� ����� '�����(��� �����( ����� ����� "������ ��� �����( 
�� 
)����

Sn � u� 	 u� 	 � � � 	 un� n � �� �� � � � �

������#��� n��� �������	�� ������� 
��� 
�� 
*� ����������# ��� 
�� �$������� ���� �"�����"�� ������

lim
n→∞Sn � S�

� +��� ��"��� ��,"�

S � u� 	 u� 	 u� 	 � � � �

∞∑
k��

uk 
-�

� ������#� S ����� 
���� � � ���������� 
�� ��� 
�� ���������#�
����� S .������ ���� ��� ��� 
-� �$������ � S 

� ���" "������ /�,� 
������ � ��� ����������$ ������ ��� ��
���	 
�� 
�� ������� � ������� � �������� ���	 ��� ����
�� � � � ������ ���� N � ���	 ��� ���� ����
����	� n � N �
���� ����
����� p �	������� ��
�������

|un�� 	 � � � 	 un�p| � |Sn�p − Sn| � ��

0��#��� � ��������� 
������ p � ��� ����"��� ��� ���� ��� 
�� �$�1
������ �� �� ����2 ���� ��������� � �"�#&

lim
n→∞un � �� 
3�
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!��������� �"� ���

un�� # un�� # � � � $

∞∑
k��

un�k� 	%�

&�� ��� ������� '��� ���������� ����� 	(� � 	%� )������������ ���
�������� ���������� �� ��� ������������ ��� ��������� ��� ���������
�� 	�� ��������� *��� ��� ��������� �� ����� ���� 	%� �����

lim
m→∞

m∑
k��

un�k $ lim
m→∞	Sn�m − Sn� $ S − Sn�

*��� ����� ���� 	(� ������+������� 	����� ������� ������������
���� �� �,� ��������� ����� �����-� ������-"�- ��������������
����� S� � S� � S� � � � � � �������� ���� ��� ������������������ �,���
�������

Sn �M� n $ (� .� � � � �

��� �������� � �,� ����� ������������� �����������

lim
n→∞Sn $ S �M�

*��� /� ��� ���,��������� �� ��� ����������0

lim
n→∞Sn $∞�

1 ���� ������ �����
∞∑
k��

uk $∞�

� � � � � � �	 
��

�  z  z�  � � � ���

����� ���� z �� �� ��������� ����� Sn�z� � ��− zn������− z�	 ���� |z| � �� ��

|zn��| � |z|n�� → �� �	�	 zn�� → �� n → ∞� ���� |z| � �� �� |zn��| → ∞� ��
�� ���!� ���� |z| � �� �� ��� ��� ���"������� ������ ��� # $��� ������ �%� �&'�(

����� ����'�( �����)� ��#�*( �����!� �|zn��| � ��� �� ���������  ���� ���
n→∞	

+� ���&��,��� ��� ��� �"������������ ������ ��#�����−z�−� ���� �*���
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�����(  :��

���� 		�
 ���� 		��

4������ '��� ����� 	��
������
������ {fn�x�}� �����	
��� � f�x�
�� ����� x ∈ �a� b�� ��� �� ��������� � � � �� ��	������� ����� N �
����� ����
�
 fn�x� � n � N ������
 �������� � �� ! "��# �����
#� �����
#� ��� ���������������� {fn�x�} ����
��� � f�x� �� �a� b�
�������#���� ��# ���� ��
#�� $ 
 �
� %% &� 

'�(�� �	� ���� ��������� ��������
� �����#����) ����
#���
 �
���� *�+
, ���������������� {fn�x�} ���������� �	�
��� �� E�
��
 �� ����� � � � ��)����� ����� N � ��� ���������� �����������

|fn�p�x�− fn�x�| � � �-�

��
 ���� n � N 
 ����p����� p � � �� ���� x ∈ E 
./ ����� ��� ���������������� �����#���� ����
��� � �#��� ���0

���� ��������
�� ������� ��� �� ������� � � � ��)����� �����N � ���
�� n � N 
 ���� p ���������� �����������

|fn�p�x�− fn�x�| � |fn�p�x�− f�x�|1 |f�x�− fn�x�| � $�

�� ���� x ∈ E�



��� ��� ��� ����

���� �����	
���
 �������� �������	��� � ����� ����	�� ����� ���
���	
���
 �������� �������	��� ����� ��
 ������� ������	��� �	����
	�
 x ∈ E �����	
���
� ������	�� ����	�� ���	�� ���� ����� ���
�� �������������	����� ��!�� � �	� �������
 � 	������� "�	�#�� f$x%�
&����� ����� � � ' � ������ N ���� ��� �����	� � ������� ����
����	��� ( 	����	���� $)%� ��� n � N "�������	�� ������ � ������
�� p→∞� � ��������� ������ 

|f$x%− fn$x%| � �� x ∈ E�
� ��� ��� n � N  ��	� ��
�� �*�� � �� �����	
���
 ����� ��������
	���

+����	� ������� ��� �����,������ � {fk$x%} � {�k$x%},��� ���
�����������	���� "�	�#��� ��	� �	� ����
-���
 	� E� �� ����������
����	���� {�fk$x%} � {fk$x%±�k$x%} ����� ��	� �	� ����
��
 	�E�
+����	� ����� ������� ��� ���� �������������	���� "�	�#�� ��	��
 �	� �������
 	�E� �� �	� ��	� �	� �������
 � 	�E′ ⊂ E� .���	��
�������	��� ����-� ����
� 	� ��	��

&� ��� �-�� ��� ������ �������������	���� "�	�#�� {fn$x%} ���
����������� 
�

f�$x% / $f�$x%− f�$x%% / $f�$x%− f�$x%% / � � � �

n0� ������	�� ��  � ������� �����������		� ��	� fn$x%�
1���� ����� ����	 
�

u�$x% / u�$x% / u�$x% / � � � � $2%

���	� �������� ����-� ����
� �� �����	��"�	�#�� �� x ∈ E� ���E,
��0���	� � 	�������  	������� ����� n0 �	��� �����	���� ���
�� �����	�� ����������

1� �������	�* ��� $2% ������	��� 
����
� �� ����	
�	 E
� ������� S$x%� ���� �������������	���� {Sk$x%} ��� ������	�� ��  
��	� �	� �������
 	� E � S$x%�

.������	�� ��	� �	�� ����� ���� 
��� ������	��  ��	� ������
���� � ���3 
� $2% ��	� �	� �������
 	�  	������� E� ���� ��
 �*�
���� � � ' 	������
 ����� N � ��� ��
 n � N � p � ' � ��
���� x ∈ E
�����	
���
 	����	���� |un��$x% / � � �/ un�p$x%| � ��

�����*-�
 ���� � ���� ���	�� ������ ��	� �	�� ����� ���
�� 
���

4 � �  �  � 5 $(���������%� �
�� ��	�� ���� $2% �����	���
��� �	���	�
���

|uk$x%| � �k� k 6 '� 5� � � � � $7%

��	 x ∈ E� � �k � ��
�� $�	 ����
���	 � x%� � 	
�� ��� 
 ��	���
�� �k 
����
� � � ��� $2% 
����
� �� ����	
�	 E ��
�����
� ������	����



���	� 
��������������� � ���� ������� ���

( �� � ����� �� ����� ���� 
�� � ���	� � �k � �� $7% �������� ���
��
 �*���� � � ' 	������
 ����� N � ��� �� �*��� n � N � p � ' �
��������	� x ∈ E

� � �n�� / � � �/ �n�p � |un��$x%|/ � � �/ |un�p$x%| �
� |un��$x% / � � �/ un�p$x%|�

� !�� � �	����� ��� 
� $2% ��	� �	� �������
 	� E� 8����*�	�
 ���
����� ���� ������	��

4 � �  �  � 9� �
�� ��
�	����	� ��
 ������! {fn} ������
�	��� 
����
� �� ����	
�	 E � ������� f � fn �	��	����� �
���	 x� $���
�	� �� E%� � f ���	 �	��	����� � x

��
+� 
���� 
��� !�� ���� � ������3 ��  � ��	� �	� ����
-����


	� E 
�� "�	�#��� 	�����	�� � ����� x� ∈ E� ���� 	�����	�

"�	�#�
 � !��� ������

: � � � � � � � � � � � � �� ������� ��	����

f$x%− f$x�% 6
(
f$x%− fn$x%

)
/

/
(
fn$x%− fn$x

�%
)
/
(
fn$x

�%− f$x�%
)
� $;%

&����� � � '� ( ���� ��	� �	�� ����� ���� fn � f 	� E 	������
�
 n ������ ���

|f$x%| − fn$x%| � �	< ��
 ���� x ∈ E $=%

�� � ����	�����
|f$x�%− fn$x

�%| � �	<� $>%

:�
 	����		��� n "�	�#�
 fn 	�����	� � ����� x
�� ��!�� � 	������


�����	���� U$x�% ����� x� ����
� ���

|fn$x%− fn$x
�%| � �	<� x ∈ U$x�%� $5'%

4���� �� $;%?$5'% �������� ��� ��
 ����� x ∈ U$x�% �����	
*��

	����	����

|f$x%− f$x�%| � �

<
/
�

<
/
�

<
6 ��

���� � ���  ���� 	�����	���� f � ����� x�� 4��� � ������	��
@��� ��� 
�

��
� / ��
� / ��
� / � � � � $55%

��� �k� 
k ,"�	�#�� �� x ∈ E $��� �����
		�� �����%�



��� ��� ��� ����

������� Bk � �n�� � �n�� � � � � � �n�k � 	 
������� �
���
���� ��� �������� �����������	
� �������

�n���n�� � � � �� �n�p�n�p �

� �n��B� � �n���B� −B�� � � � �� �n�p�Bp −Bp−�� �
� ��n�� − �n���B� � ��n�� − �n���B� � � � �

� � �� ��n�p−� − �n�p�Bp−� � �n�pBp �

�

p−�∑
k��

��n�k − �n�k���Bk � �n�pBp� ����

���	� ������ 
��������� ����
 !�� ��� 	������� ����������� �"�#
������� �� ��
�� ��������$" �k% �k & ������ �"��������� ���� ����'

( � � � � � � ) ����*��	 +���"�� ����������� �"�������� �����'
���
 ����	�� ����� ���

�� � �� � �� � � � � ��)�

����	
��	� � �������	���
% � ������
����	� ��	��
 �k�x� �� ����
�����	
�� k� ���	����	� ���	��
����	� x� 	� E �����
�� � 	��
��% ����� % �� �� ���� ����
�� ���	����	��

,���������% �
��� 	��������M ����$-������
������$" �
���n
���� ��)�' (���� ��� � .$" n � k

|Bk| � |�n�k − �n| � |�n�k|� |�n| � �M�

��/���
 � ���
 ���� � ���� 0�	��% �� �s ���������� ��������� 	 �
� %

.$���% �$��������� �����������

∣∣∣∣ p∑
k��

�n�k�n�k

∣∣∣∣ � �M p−�∑
k��

��n�k − �n�k��� � �n�p�M � �M�n�� � �

���� .$" n � N � p �� .$"x ∈ E% ���� ����	�N ��������� ����	�'
1������������% ��� ���� ���������� �"������' ��������� ����������� �
/��� 2��� ����� ��� ���"x ∈ E � ���
 ������������ �����������n���x�
	 �
� '

( � � � � � � 3 ����*��	 4.��� ����������� �"�������� �����'
���
 ������
����	�� ��	��

 �k ��	���		� ������� �� ������ 
��	
�� k� 
 ����	
��	� � �������	���
% � �� ��)� ���	����	� ����
�
�� 	� E	 �� 
 �� ���� ����
�� ���	����	� 	� E'

, ���������% �
���M � |�k|% k � 5	 �	 � � � �0
�	2���k ���
� .$�� �
����2������$���' , ���
����������� �"������������ ��)����� .���
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��������������� � ���� ������� ���

� � 5 ����� 
	�*��� ��	�� N % �� |Bk| � � ��� � .$" n � N � k'
��/���
 � ���
 ���� � ������������ �s ��� � .$" n � N � p

∣∣∣∣ p∑
k��

�n�k�n�k

∣∣∣∣ � �

p−�∑
k��

��n�k − �n�k��� � �|�n�p| �

� ���n�� − �n�p� � �|�n�p| � )�M	

�'�' ��� ���� ���������� �"������'

� � � � 	 � �
 ��

� � �x− �� � �x� − x� � �x� − x�� � � � � � � � x � �� ����

������� �� ���	��	 ��� ��� �� �	������	���
 � �����	�	�n � 	!� "����"��� �#���
����� Sn�x� $ xn �

lim
n→∞Sn�x� $ S�x� $

{
�� x $ ��

�� � � x � ��

��%���# �n $ supx∈����� |S�x� − Sn�x�| $ supx∈����	 |xn| $ �� � �n �	
���	����� � �#�& '�� n→∞


( �#!�) ������*� �� ���� ������	��� ������� �� �&+�� ���	��	 ��� q�� !	
� � q � �� ��� ��� � %��� ��#"�	

�n $ sup
x∈���q�

|S�x� − Sn�x�| $ sup
x∈���q	

|xn| $ qn → �� n→∞�

(#��� ��� ���� ����*��� � ��"�	 x $ �� ���� "�	�* ��� , �	'�	�*��*	
-#��.�� �� ��� ��
 /�� '����*��	�� "�� �#��� �	������	��� ����0	!��� ��� �	1
'�	�*��*� -#��.�) �	 �+����	�2�� 	��2 �	'�	�*���� -#��.��
 3���� �#0	���#1
&� �	������	��� ����0�	�� ��* �'���	����	�2������ �	'�	�*��*� -#��.�)�
����0�	�� � �	'�	�*��*� 4	 -#��.���� ��� '����*��	� ��	#&0�) '���	�


� � � � 	 � 5
 �#��2 ����
 ��
�� -#��.��

fn�x� $

{
� 'p� x $ � � ��n � x � ��

n 'p� x $ ���5n�
��6�

���	)�� � �	'�	�*��� �� ��� ���5n�� � ����5n�� ��n�
 3"	����� limn→∞ fn�x� $
$ �� � � x � �


( �#!�) ������*� ��������2 �� ���	��	 ��� �� �	������	���� '����# "��
�n $ supx∈����� |fn�x� − �| $ n → ∞
 7� ������ 4	 ���	��	 ��� �� ��������2

������	���� '����# "�� fn�x� ≡ � �� ��� �� '�� 5n � ���

� � � � 	 � �
 ��*

∞∑
k��

cos kx

k�
�

∞∑
k��

sin kx

k�
� 	 � �� ����



��� ��� ��� ����

��� � � � ��	
���
� � �������
� �������� 
� 	�� ����	����
�� ��� �−∞ �

� x � ∞�� ������ ��� �������
� 	����
� �� k�� ��
�	 
 ��	����� k−��

� ��� � � � ���
∑

k−� �������� ! "��� �����#�
�� �� ����
��� ���$
�%

!��������� &�� � � � �
 �# 
 ����
��� ��% %�% 	 "��� ����� ���
∑

k−�
���������� '�
�%� ��� ( � � � � 
��� ���� ��	
���
� �������� 
� ���$%
)�� ��− �*� %�%�	� �� 
� ���� ����#����
� �� +� ( � � � ��− � � �� ! �����
��� ����
� ����� ����	

�

�
, cosx , cos �x , cos �x , � � � � sinx, sin �x , � � �

����	���	

� ��	
� ��� ������ 	 %�
- § . ��

Dn�x� /

sin

(
n ,

�

�

)
x

� sin
x

�

� n / �� �� � � � �

Kn�x� /

cos
x

�
− cos

(
n ,

�

�

)
x

� sin
x

�

� n / �� �� � � �

'
� �+��
��
� 	 ��	�%��
���� 
� )�� �� − �*0

∣∣Dn�x�
∣∣ /

�

� sin�����
�

∣∣Kn�x�
∣∣ � �

sin�����
� n / �� �� � � � 1

%��� ��+�� n−� � �n , ��−� � n−� → (� ��"���� �� ���$
�%� 2�����
���� ���� ��	
���
� �������� 
� )�� �� − �* 

x ����� �����	
	���
� 
 �
���	���
	���
�
	�����	�� ������
��� 	���� � ��	����

� � � � � � � �� ����� �� ��	
��
 	a� b
 ����� ����
����
���
����� {fn} ������
����������� � �
�	
	����� ������� ���������
� ������� f � ���� ��������� 	�����
	�� �� 	a� b
� ��

lim
n→∞

∫
x

a

fn�t� dt �

∫
x

a

f�t� dt ���

	�����
	�� �� 	a� b
� � ��������� ��	� x � b��

lim
n→∞

∫
b

a

fn�t� dt �

∫
b

a

f�t� dt� ���



���	� 
����������� � �������������� ����� ���

� � � � � � � � � � � � � �� �� ������� ������� ������� ���� § ����
������� �� ���  ������!�" #�!�$�" f !� �����!� !� 	a� b
 �

max
a�t�b

|fn�t�− f�t�| � rn → %� n→∞�

&�'����∣∣∣∣∫ x

a

fn�t� dt−
∫

x

a

f�t� dt

∣∣∣∣ � ∫ x

a

|fn�t�− f�t�| dt �
∫

b

a

rn dt � �b− a�rn�

(��  ����" ����� !� ������� �� x � ��������"  �� n → ∞ � !��) � '��
���������� ��������

� � � � � � � �� ������
	�� ��������� �� ��	
��
 	a� b
 	�
������
����������� � �
�	
	����� �������

S�x� � u��x� * u��x� * u��x� * � � � �+�

�� �� ����
��� ���
!	�	����� �a � x�� x � b� ,∫
x

x�

S�t� dt �

∫
x

x�

u��t� dt*

∫
x

x�

u��t� dt* � � � �-�

�����
���� �	� "��� 	� �-� 	�����
	�� ������� �� 	a� b
�
� ���������∫

b

a

S�t� dt �

∫
b

a

u��t� dt*

∫
b

a

u��t� dt* � � � �.�

� � � � � � � � � � � � � �� &� ������) �����

Sn�x� �
n∑

k��

uk�x�

���!����!� �/�����" � S�x� !� 	a� b
� &�'���� !� ��!���!�� ������� �
�� ��!"���" ����!����∫

x

x�

S�t� dt � lim
n→∞

∫
x

x�

Sn�t� dt � lim
n→∞

n∑
k��

∫
x

x�

uk�t� dt

���!����!� ��!�������!�x ∈ 	a� b
� 0��  ��������� ����"� �-� �/�����"
���!����!� ��!�������!� x ∈ 	a� b
�

� � � � � � � +� ����� �� ��	
��
 	a� b
 ����� ����
����
���
����� ������
����������� � ������� {fn}� ��
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 ,	���� ������&� 
 
������� ��������$ �� �	�����&�	�$ ���5
��� ����������� !�$ ������		��� �����	� ,� 
���� ��
����&�	��
������� ������	�% �	������ �����	�$ ��������$ 
 	�& �	��������
�� ������ ����
 Pj ∈ ,j��

7�
 ����	� � �	�&��� ��� ������&�	�� ���	� ��	����� � ���% ��
5
����&�	�	�%� ����&�%0 	� $�
� �� 	 � 	� $�
� ���&�������&�	������

(� $�
� �� 	 �	� .����&������$ ��
0
��������� ����� �� �
����� f �� �������
 , ��������

����� I� 
�������������� ����
���
 �������
 0 ��� ������� � 
 8
������ ������	 ����� 	 
 8� ��������� �� �� ���� ������  �
��  ��� ��� ����� , �� ����� ,j � ��������� ��	!�� 	� �
�����  � ��  �� �� �� ����� Pj ∈ ,j � j � �� "� � � � � n� �����������
����������� ∣∣∣∣I − N∑

j��

f�Pj�m,j

∣∣∣∣ � �� �9�

(� $�
� ���&�������&�	����� �	� .����&������$ ��
0
�������� ����� �� �
����� f �� �������
 , ���	 �������

� ������
 �������� �� �� ������������	����	 ��������	��"
�
 S�k �
����� f� ����������
���" ��� ����� �k� k � �� "� � � � �
�� ��������� � �
�� ������	�� ������� 	k ��������"
�������0

I �

∫
�

f dx �

∫
�

f d, � limS�k � 	k → 8� �:�
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� � � � � � � � � �	 
����� �� �������� ��� ���� ������������ ��
������������������������� f ���������� � ���� ��� ��� ��� �������
��� ������ ������������ ������������������ ��� ����� �k �!������
������ "#$� ����%� I � �� ������!�� �� �% ��� ����� Pj ∈ �j � �� &�����
���  ��� �������� � �������'��� ���������� ��� ����� ��� % ��������
��� �!������ �������� �� f �� �� ����%� I � �	 e	 ����� �������������
�%��������� ��������� "#$� ������  % ��  %�� ������������������ ����
 ����� ��� ��� � � � � ��� ������� �k → ( "��	 §�)	*� ������� )$	

+�������� ��� � § �)	) "����� ����% #$  %�� ��������� ��� �����
����� ��������� ������ ����� ��� ��� �� ������ ���,!�� �������%�
����'�� ������� ��������� � � (	

-������� .����� �� ������ f �� �� ���� �� �!������� � �������
���� ���/

I 0

∫
�

f"P $ d� 0

∫
�

f"P $ dP� "1$

2 &��� ����� ������� �!�� ��� f �����������	 
� ���	�� �	 �	
n3�����%� �������� �� f �� ��������� � �����%��,� �!� ���/

I 0

∫
· · ·
∫

�

f"x�� � � � � xn$ dx� � � � dxn�

4�� � ��������� �� �� ������ ���� ��� �% ����� � �������'��� �%�
�������� �������� ��������� �������� � �%�������, ����������,!�5
���������%5 ��������� � ����������� �� x�� x�� � � � � xn	

6��� ������ f"P $ 0 A 0 const �� ��������� ��������� �� �� ��
������������ ���� ����� ����

S� 0

N∑
j��

Am�j 0 Am��

�� ������!�� �� ����� � ��� ����� � �� �����	 7�&���∫
�

Ad� 0 A

∫
�

d� 0 Am�� "*$

8������ �!�� ��� ���� � ����� �������� ��� ��� "m� 0 ($� ��∫
�

fd� 0 lim
max d��j�→�

N∑
j��

f"Pj$m�j 0 lim
max d��j�→�

( 0 (

����, ���������� ��������� f � ���� ���� ��� �� ����������	 9����
� ������ �� �������������� f �� � �� ������ ������ �������������� f
�� �	 �� ��������	��� ������� f� �
���������� �	 
�����������
��������� ��������� �� �� �	�	��� ����� 
���
��	�	��� ��� ��	
���	�����	 �	 ��
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2  �!��� ��� % �� ����� ��'��5 ����� ����������� ��� ���� ���
�����, f"x$ �%  ��� ��������� ��� ��� ����������� �� .���� ��
��������� � ⊂ Rn� �� ��� &���  ��� ��������������� ��� � ���� ���
������� � n3������ ��%��� �� :����� ���������	 4�� �����'����
������ ������������ ��� ��� ����������� ��������� �� .���� �� � ����
�� ������� � �����������, � ��:�����	

x ����� ����	

 � 	��	

 �	������	�� ������
��	��	�
 ������

7��� Rn ���� n3������ ������������	 7�� ������ ������ ��������
����� �������� ��� n 0 ) ��� n 0 ;� �� ���������� � �����������
� &��� ��������� ������ ���������% � ��� �, �� ���������� n� � ���
����� � ��� n 0 �	

7��� ��������������� "�������������� ������������$ ��:�����
"� n3������ ��%���$ ��������� �� �� ������� ���������� ������������
������/

|f"P $| � K �∞� P ∈ ��

<�������� � �����  %�� ��� ��� �� ����� "�������%� ��:�����
� ��������,!���� ����� ��� �� ����� ��������$ �������%�� ����� ���	
7��� � � �′= ��� ����5 ��� �����/

� 0 �� > � � �>�N � � 0 �′� > � � �>�′N �

?�������� ��������� ��� �′ ���� 
���������� �� � ������ � ⊂ �′� ����
�, �� ��������� ��������� �′k "k 0 �� � � � � N ′$ ��� ����� �′ ���� �����
������ �� �������%5 �������� �j ��� ����� �	 -���� ������� ��� ���
��� �′ ��������� �� �� ���� �������%� ��������� �j ��� ����� � � ���,
������� ��� ��� �� �������� ����� ������/

�j 0

lj∑
k��

�jk� j 0 �� � � � � N�

9���� � ������ ��� ����� �′ ������� �� �������%5 ������� ���%

� 0

N∑
j��

lj∑
k��

�jk� "�$

������� ��� ����� �	 6� ������������ ������������ ���� ����
��� f

S� 0

N∑
j��

f"Pj$m�j 0
∑
�

f"P $m	

"Pj ∈ �j$	 <%  ��� ������������ ��� ������� ��� � ������ ���������
�%�� �������� S�	
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����� ����	��
 � ��� ���� �	 ������� � � P ∈ �� �������

Mj � sup
P∈�j

f�P �� mj � inf
P∈�j

f�P ��

S� �
∑
�

Mj m�j �
∑
�

M m�� S� �
∑
�

mj m�j �
∑
�

m m��

����� S�� S� �	
��	��� ����������� ������� � ������ ��	�
�

������� ������� ������� f ����	��	�	������� ��������� ���
��� ����
������� ���� Pj ∈ �j ���	������� ���	�����	 mj �

� f�Pj� �Mj � j � �� � � � � N �  �!���� �����	�� ��m�j � "� �����

mjm�j � f�Pj�m�j �Mjm�j �

����	
S� � S� � S�� �#�

$	��� �%�	
��� ���� ����������� �	 ������ 	���� Pj� ��	�
�
������ ����� ������� f� ���	��	�	������ ��������� �� ������	�
�� ����� �� ������ � ������� ��	�
������� �������� ���	��	�
�	������� 	��� �� ��������� ��

���&�� �	'��� ������� ���(��( � ��'��( ���� 
	����	��� � ���
�� ���� � ⊂ �′� � ���� ���� ���	�����	

S� � S�′ � S� � S�′ � S�� �)�

*���� �
 ��( �'� ���	
	���
+�%� �%������ � ���	���������� �	������� ������&� ���	���,

��	� 
	��-�� S�′ � ����

S�′ �
N∑
j��

lj∑
k��

Mjkm�jk�

&��
Mjk � sup

P∈�jk

f�P ��

��� ��	������ ����� S� ��'�� 
	���	� ����%��� �%�	
��.

S� �
N∑
j��

Mjm�j �
N∑
j��

Mj

lj∑
k��

m�jk �
N∑
j��

lj∑
k��

Mjkm�jk � S�′ �

$����� ����� �� S�′ � S�� ����� �� �
 ���'���� �jk ⊂ �j �������
��Mjk �Mj�
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���� � ��� �� � �� / ��	������ � � � � �� 0 �� ��� ����� ��	��,
����
  ���"����� ���������� �� �� ��� ��'�� � ���  ���������� �� �
�� �

S�� � S� � S� � S�� �

����� ����	��

S�� � S�� � �1�

������ �� �� ���� ��	������ �� � ���
2��� 	�3��������� �� � �����  ���	������ �� ������� ��������

���	��"�� "���	 ��
 �  ���"��

I�f� � sup
�
S� � S�� �

4 � ���
 �������� ��	������ �� ����	��"����� "���	 ��
  ���"��

I�f� � I�f� � inf
�
S��

+���� I�f� � I � I�f� � I ��	������ ����������� ������� �
������ ��	�
����� ������� f �� �� 5	  ���������( ����������!
������
 "� �� ����������� �
���������� �� � ������� ������ �
������� ��	�
��� �� � �����	���	�

������� ������ �������
� � � p � � � # �����������  ��	� � ⊂ Rn ��	� ��������� ����

���	�� �	� �� ��������� � n!������ ����� �� "�������
 �� ���
	���� ��������� �
���������� ������� f �|f�x�| � K��

#�
�� �������� �	��������� $�������	��.
#� I � I 6

&� �� �����
� � � % �����	�� 	���� ��������� �� �	�

S� − S� � �6 �7�

)� �� �����
� � � % �����	�� � � % 	����
 �	� �� ���� �������
��� � � �����	���� d��j� � � ����	 ���	� ��������	�� �7�6

1� �����	���	 ��	�
��∫
�

f d� � I� �8�

 �� $	�� I � I � I�
9����
 ����"��
  ����	��������
 "� I � I / �����! � ���(��! ��,

�'���� � f ��G
 � S�
 S� /������ � ���(��� ���'������� ����� f 

���������:�� ��	������ ��

;� �����������  ���3��	������ ��. �� 	�
� �	��� �����	�
���� ��	�
�� �	 f �� �� ���������� � ���	�	���� �������
��� ����
� �� ������ #�<)��  �� $	�� ������� ��	�
��� �����
I � I�
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��� � � � � � � 	 
 � � �� �→ ��� ��� ������ � ������
� ��������� ��
� �� ������ ���

I − �

�
� S�� � S�� � I �

�

�
�

����� ��� � � �� � ��

I − �

�
� S�� � S� � S� � S�� � I �

�

�
�

������ �� � 
������ � �� �� �� ���
��→ !�� "�� 
�#�� ���������	��� ��
�	 �����#$� �����%���&���

��� �
�� ��� ������ � � ' ������
� ����
�&�� �� ���� ��������� �∗(

) �

N∑
j��

)∗j �

��� �������� S�∗ − S�∗ � �� �� ���%� ������
� � � ' ������ ��� ��� �
�*

��������� � 
 d�)j� � � �$+������
� �������
��� � ��
,�������# ����� -∗ ��.�������� �
�* �������$* ����� )∗j � ������

�$ �� �$�� j � � � � � � N � ,�� �#��� #��� ���	 �)∗j ��#���#$�� �

+���#� #�%�� �+�������	 /����� �′� +���$���&�� -∗� ������ ���
|�′| � �	��K�� 0����# �&� ����� /����� �� 
����%�&�� 
����� ������

��� �′� �� ������ ��� |�| � �	��K��

1�
�	 � � ' �
�	 ��
���	�� #���� +���%����	��� ��
��� ��� ��

��2
���� #�%�� ���$#� ���#� �����#� �����3 � � �′ ���	4�� ��# �� ��#
����� ��

������ ����� ����� -∗ �� �����3$ � ���	4�� ��# ��

5�����# �����6�����	 ��������� �� �� ������� ����%��� ����
����2
��� �
������ ��� �
� ��� ��
����$�#��%�
���
 �#��� ���#��� d�
� � �
���# ������ ����� �* +�
��	 ��� �����
�� ��� %�� ��� 
������
����&��
�#m �M�� 7#��#

S� − S� �
∑′

�M −m�m
 �
∑′′�M −m�m
�

��� 
�##�
∑′ ��
+��
������� �� �
� ��
����$� #��%�
��� 
 ������2

��� �� ��%��� �� �����$* 
����%�� � 
��� ���� �� ����� -∗� ��� ���
d�
� � �� �� �
� �����
 ⊂ � ��* ��&��#��� �� +���$4���m� � �	��K��
1�8��#� ∑′

�M −m�m
 � �K
∑′

m
 � �K
�

�K
� ��

9�##�
∑′′ ��+�4�# � ���� ������� 
�##$

∑′′ �∑
i

∑i� ���
∑i ������2

���� 
�##� 
�����#$*
∑′′� 
������
����&�* ��
����$# #��%�
���# 
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��������� �� +�+��4�# +����
�	� � ��
������ #��%�
��� )∗i 
������
��������� �∗� 7#��#∑′′

�M −m�m
 �
∑
i

∑i
�M −m�m
 �

�
∑
i

�M∗
i −m∗i �

∑i
m
 �

∑
i

�M∗
i −m∗i �m)∗i � ��

1�8��#� S� − S� � �� ��� �
�* ��������� � 
 d�
� � �� �� �� �#���

#�
�� !��
!�→ :�� 1�
�	 �#��� #�
�� !�� 5�����# � � ' � +������# � � ' ����

��� ������� � !�� ����� ��� ��������� �� � �����$* �������
� � !��

S� �
∑

f�Pj�|)j | � S�� S� � I � I � S�� �;�

� ��� ��� �$+������
� � �� ��� � � ' ������ �� I � I � I � �

|I −
∑

f�Pj�|)j | | � �� �<�

���� I �
�	 �������� �� f �� )� =$ �������� :��
7� :� 
������� ��� ��� ������ � � ' ������
� � � ' � ��������� � 


�� � � ���� ��4�� 3��� ��
������� ������ �� ������ ���

|I − S�| � �� S� �
∑
�

f���|
| �>�

+�� ����# �$���� � ∈ 
�
����# ������#� I − � � S� � I � � ��� ���$* � ∈ 
� ?�

inf
�∈�

S� � inf
�∈�

∑
�

f���|
| �
∑
�

m|
| � S�� �'�

sup
�∈�

S� � sup
�∈�

∑
�

f���|
| �
∑
�

M |
| � S�� ��

1�8��#�
I − � � S� � I � I � S� � I � ��

������
I − � � I � I � I � ��

��� ��� � � ' ������ ��
I � I � I� ���

=$ ��������� ��� �� :� 
������ ��
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� � � � � � � �� ����� ����	� 
����������	���� �����	�� �k�
k 	 
� �� � � � � ��������� �	������ � � ��k → � � ����	��		��
��	���� f 	� ��

���������	� 
����

lim
k→∞

S�kf� 	 lim
k→∞

∑
�k

fPj�|�j | 	 I 
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-������� ������ ��� � $������	��������� .� �� ���� ���� �� � �	%
�� � $������� 2$���� �  �	�����1�  � ���� #������� ��� ��	 ����%
 ���� � �������������� ��	��	�  ��� $������ ��������� ���� � ����

3�#�� ������ ��� ���� $��� ���	� xn � ��� $������ �� �� ��������%
���� 2��� ���� �� ��	 � ��	 �	 $�����	� a � b� #�� a � b� �� �����	��
�a−�� a��� � �b−�� b���� #�� � + �b−a��4� ������ ���� �� ������	��
�	���� �� ����� $������	��������� {xn}� �	 ����(����� �������#�
�) ����	� -� ���� �������� ���� ����� $��� � ��� ��� �����	�� ��
� �(� ��
�) ����� ��� $������	(�����

��� �� ,� $��	��	��� ��� ��� �	���) n�� n� ��������� ��	�����
$������	��������� {xn}  �#�� ���� �	�� �" xn� + xn� � ���	�� xn�
� xn� �	�� 	���	(��� �	� ������ ������� $������	����������

3�#�� ������ �� ���� ��� ������������������ {xn}� {x′n} ���
	� ������ ����
��� 
���� �����
��� �����������	��� ������
��� ���	��� ���������� ������ n�� �� ��� ����������� ���� ��
��	� ��������� ���� ��	� �������� � ����� �������

5��	�� ��������� ����� � ��	�	(
�) �����	 $��� ����)�
���� �
�)�� � $�����	 �

' � � � �  	 .� ���� ��������� xn ���� ������� �� ��� �����
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����

5 � � 	 � 	 � � � � � �  �� ����� xn → a� '�#�	 ��� � + . ������
�	����� �	���	����� �����N �	���� ���

. � |xn − a| ��� n � N�
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���(�� . � |xn − a| � |xn| − |a| ��� |xn| � |a|� . ��� n � N �
������ M + max{|a|� .� |x�|� � � � � |xN |}� '�#�� �����	�� ���

|xn| �M� n + .� 0� � � � �

��� $� 		�� xn �#��	��	��
'  � �   � 0� ���� ��������� xn ���� �� ������ ���	

������ a� �� �������� ����� N� 
��

|xn| � |a|
0

��� n � N�

���� � ����� ��� ��������� n ���� a � �� �� xn � a�0� ����
�� a � �� �� xn � a�0! "��� ������� ��
���� � ����������
������ xn ��������� ���� a�

5 � � � � � �  � � � � � �� ����� xn → a� '�#�� ��� � + |a|�0 ����	�
	������ 	�������	�N ����� ���

|a|
0

� |a− xn| � |a| − |xn|� n � N�

������ |xn| � |a| − |a|�0 + |a|�0� � $��� ������	� ��� 
 ��%
����	�� * ���#�� �����	
� 	���	���� |a|�0 � |a − xn| �������	�	�
����(�� ��� "

a− |a|
0

� xn � a�
|a|
0
� n � N�

'�#�� ��� a � �� ��

a

0
+ a− |a|

0
� xn� n � N�

� ��� a � �� ��

xn � a�
|a|
0
+ a− a

0
+

a

0
� n � N�

� ��� ������	� ����� ������	� ��� 
�
'  � �   � 4� ���� xn → a� yn → b � xn � yn ��� ����

n + .� 0� � � � � �� a � b�
5 � � � � � �  � � � � � �� 5�$���� � ��� b � a� 6����� � � �a− b��0

� $���� 	�������	
N� � N� ���� ����


a− � � xn �n � N��� yn � b� � �n � N���

��� ��� ��	�� $��� � ��� xn → a� � yn → b�
7��� N + max{N�� N�}� ��� �����	�� yn � b � � � a − � � xn�

n � N � �  
 $��1�� � $���������( � � � ��� $� ������( xn � yn ���
��) n�
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���� �� � ���	��� 
�	��� � ���	 �� xn � yn ����
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	 a � b ������� xn � �− �−n�
yn � �− �−n��

� � 	 � �  �  � ���� ������		
� xn � yn ���������  ��	��� �
���� �� ������� a � xn � zn � yn� n � �� �� � � � � �� ������		�� zn
���� ���������  a�
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 � � � � 
 � 	� $���� � � %� 	��	 ��&
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a− � � xn �n � N��� yn � a' � �n � N���

	
"��� ��( n � N � max{N�� N�}

a− � � xn � zn � yn � a' ��

|zn − a| � �� n � N�
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	 � 
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� � 	 � �  � )� ���� xn → a� �� |xn| → |a|�
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 � � � � 
 � 	 
�	��� ������
 �# ��������
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||xn| − |a|| � |xn − a|�

� � � � � � 	 � 
 	�

∀� ∃N � ∀n � N  |xn − a| � �⇔ ∃�� ∀N ∃n � N  |xn − a| � ��
��� �	���� ���
���� ���	�	�	�
	 xn → a� ��	��	 � �	���� ��� ���
�� ���

�
��	� ��� ���	�	�	�
	� ��	� �����
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���
	 �!���
��	��" � �����
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n � N � ��" &������� |xn − a| � ��

x ���� �����	
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��� � ��	�	����

*��
� xn � yn 	�	#����+
 ���������� ��	��,�+-�� �		
��
�
���.
�	 �	����	��
����	�
� {xn} � {yn}� *	 	���������+ ��� xn ' yn�
��#�	�
� xn − yn� ��	�#������� xnyn � ���
�	� xn�yn ��
� ����������
��	��,�+-�� �		
��
�
����	 �	����	��
����	�
� {xn'yn}� {xn−yn}�{xnyn}� {xn�yn}� / ������ ���
�	,	 �����	��,��
�(� �
	 yn �� % ��(
���0 n � �� �� � � �

���� xn � c ��( n � �� �� � � � � 
	 � 1
	 ������ ����
 c ± yn� cyn�
c�yn ���
	 xn ± yn� xnyn� xn�yn�

2���������� �����+-�� �
��������(�

lim�xn ± yn� � lim xn ± lim yn� ���

lim�xnyn� � limxn lim yn� ���

lim
xn
yn

�
limxn
lim yn

� ���� lim yn �� %� ���
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 xn � yn� �� ���������� ���� � ������

�� ����
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� xn → a � yn → b� $����� � � % �
�	�����N 
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	��

|xn − a| � �

�
� |yn − b| � �

�
� n � N�

�	,��

|�xn ± yn�− �a± b�| � |xn − a|' |yn − b| � �

�
'

�

�
� �� n � N�

� � �	"�#��� ����
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|xnyn − ab| � |xnyn − ayn ' ayn − ab| �
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�"� �
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'
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3
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	 xn → a � yn → b� �	����(�
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�
	 b �� %� �	,��∣∣∣∣xnyn − a

b

∣∣∣∣ � ∣∣∣∣xnb− yna

ynb

∣∣∣∣ � |�xn − a�b' �b− yn�a|
|yn| |b| �

� |xn − a|
|yn| '

|b− yn| |a|
|yn| |b| � �9�
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|yn| � |b|
�
� n � N�� ���

�� ��������
� 	�� ��� N�! "������ � � # � ���	���� N� � N�

������ ���	�

|xn − a| � �|b|
$

� n � N�� �%#�

|a| |yn − b| � �b�

$
� n � N�� �%%�

������ ���&��N ' max{N�� N�� N�}� 	���� � ��� �(�)�%%� �����∣∣∣∣xnyn − a

b

∣∣∣∣ � �|b|
$

�

|b| *
�

�
� �� n � N�

��� ���������� ����
���� �+�!
"������� ��� ������ ������

�,� ������� � ���, �����, ����
���

�%�)�+�� ����� ������������ 	�� ����� ���	� ����������� �����
� ���-
��� xn � yn! .�������� ��� xn ' yn ' n� �� xn � yn 
� ���/�
���
��
�,� �������� � �� ����� ��� lim�xn − yn� ' #� lim�xn�yn� ' %!
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���� �%�)�+� ��/� �����&
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���� ����� � ������
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����� � ���� �
 ����
� ��� �
� ���� �������� ��
��
��� ���� ����-
���������, �������� 
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��������� ������� ������

���� ��������-
��
�� � �����
� ������� ������, ������
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��� ����� �������/��� ������ ��,������ �� ���
�2� �����
�-
����� ������

�, ������� � ����� �������� 	�� �� ��� �� �
�2����-
�� ����������!
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����� �	������ ������

�� �n ���� 	����
��
� ����� ��� �� /-
	��� � � # 
�������N ������ ��� |�n| � �� n � N !
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� ������� ��� ��� ����� ����� ����	���
� xn �	��
 ����
��� a� ��������	� � ����
������ ����� xn ' a * �n� ��� �n ����
���������� 	
�
�!

3�����

�� 	n 
��������� ���������� ������� ��������� ��
������ ���������� �������� ��� �� /	���M � # 
������� �����N �
��� |	n| � M � n � N ! 3�� 4��� �� ��

lim 	n '∞ �� 	n →∞ �%�

� �������� ��� 	n ����	���� � �������������! ����� �����
�����
��������� ���	
��� 
������� 
� ��� ��� �
��∞ 
� �	��
����� 
�������
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�� ��

lim 	n ' *∞ �� 	n → *∞� ���

�����������

�
lim 	n ' −∞ �� 	n → −∞� �+�

����� �	������ �� ���� ��� &� ��� � �� �+�� ������ �%�! 3�����
������

�� {�−%�nn} ����������� ��� ��&�� ����� ����� ����
� �
��
�%�� � �� ����� ��� 
� ����� ����� 
� ��� 
� �+�!
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�
� ���� ���������� 	
�
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�
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��� �
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� �����

���
� ������ #�
���$ �����	 B #�����������

� A$� �� �������
���� ������ lim xn� ���
�� 
�������	� ����� M #�����������
�

� m$� ��������������	� 
�����
���� M � B #�����������

�
A � m$� ���� �� �
� 
� ����
���
� ������ #�
���$� �� limxn ! %∞
#limxn ! −∞$�

& � � � � �  � � � �  � �� '��� ��	�
����� xn �(	������� ���	)�
�����
 B � �� �������

*��� x� � +� � � xn � + ��� n !  � "� � � � , -�
 ������ ��	�
� ���
���� �������� #�
� § "�.� ������� V$� *� ���	������ ���� ���	��� �
������� ����(� �� �������) ������ �����������) ������ '	� �����/

�������
���)��� -� ���	������ 
��� ��� �	���� ��� �����
�V
�����������(� ����� ��	��� � �����
�
� I0IV #�
� ����1 § "� $�

5# 7& ����� ��������������� (������% $�*����
 ��� �� ������ �,���� �
��8� 8�����&� �p��p���&	 �� �� �����, ��������, ��� �p��������
 ���� �&���	
��������&% �� ������� ����������% �� xn	 ��
 � § "
9	 ������ .
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'��� ���	� x� � + � c � |x�|� '�	�
����� yn ! xn % c�
n !  � "� � � � � ��������� �	���
�� ������������ �������� #yn � +$�
�� ������ #yn � yn��$ � �(	������� ���	)� �����
 B% c #yn � B% c$�
'�-�
� �� ��������� ��� ���������(� �������� �	����

lim yn ! y� � B % c�

�� �(�� �������� ���� �	����

M ! limxn ! lim#yn − c$ ! y� − c � B�

'��� ���	� ����������� ��	�
����� xn �� �(	������� ���	)��
��(��� ��� �� �� ���� ������ ������������ ����� N � ������� �/
��� n�� �� N � xn� � �� � ���� �(�� �� xn �� �������

xn� � xn ��� n � n��

����
 ��	���
� ������ �� �� ���� ������������ �����N � �����/
�� ���� n�� ��

N � xn ��� n � n��

� -� � ������ �� limxn ! %∞�
&�� �����	������� ��	�
����� xn ��	�
� ����������� �����/

(����� �� 
���� ����� ���	�� � ��� ���������
�� ��� ��� xn �� ���/
	���� � �(	������� ����� �����
 A� � −xn �� ������ � �(	�������
���	)� �����
−A� ��-�
� �������� lim#−xn$ � −A� � � ��
 � �	����
limxn� 	�����

m ! limxn ! − lim#−xn$ � A�
, � � � � � -� ,�������
� qn� n . -� /� � � � � ��� 1 � q � -� �������������

������) qn�� � qn� ���� ��
 ��������� ��%�
��� ����� ����� ��
 ���
����

������ ������ �� 1 � qn ��� �)���� n� ,�&���� ����
��� ������� - ����������
������ limn→∞ qn . A�

�������� �� qn�� �����
 ����� ��� �� ������A� ��

lim qn�� . q lim qn . qA � A . qA�

(
� �
� q �. -� �� &�� ����� �%��� ��7� ����A . 1� ;�
��

lim
n→∞ qn . 1� 1 � q � -�

���)�
 �������� �� ��� a � -

lim
n→∞ an . lim

n→∞
-

�-�a"n
. 3∞� �-"
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 � � � �' ���� ������ 	����������������� ��
����� �����
����� ����� x� ��� ����
�� an � x � bn�

�n � ?an� bn@� n � �� �� � � � �

��������� �
�� � �
��� ���� �����  ��� �n�� ⊂ �n� n � �� �� � � � �
� ������� ��
��������� � ����<

dn � bn − an → 7� n→∞�

����� ���������� � 	
���� ������������ ����� ������� ���
���
������ 	
����������� ���� ��
����� �n'

* � ! � , � � 
 � � � � � �' A�
��#�� ��� a� � a� � � � � � bm 	�� �/
&�� ,�#�����m' 0�� 	�!�,���
� ��� ����� an �
 �&���� � �"�����
��
��
��� ������ bm 	�� �&�� m � ��"����� �
��
�
 � § �'B ���
����
�
����� c ! !������� ���
����- 	���
#����
������� an 	�� )��� an �
� c � bm' +�! !�! � )��� �
���
������ n � m 	���,������ �� � ����/
����� 

an � c � bn� n � �� �� � � � �
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#����
���� c ∈ �n !�!��� &� �� &��� n'
5�$#
���- ���!� c 1 
#�����
���- �#���
����-��- �4������/

��������� ���$����' 3
#� 
��� #�	������ ���
��������
 #��"�$ ��!�$
���!� c� �� ��	���-���� &� �
���
����� an � c � bn an � c� � bn 
��!�#� bn − an � |c� − c| � � � 7 #�- �&�"� n' 5� )�� 	�������
����
&� ���� ��� bn − an → 7'
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 � � � �' � ��
���������� ���
�� ������� ������ M �����
��� m� ��������� �� ����������� ����� ���������� ������
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��� �� 	
���!����� ��� ����!��� M �m��
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 � � � � � �' (���� E 
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 �"�����
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����� ���
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!� � 	����x� 1
!�!�-.��&� ���!� E'
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�� �a�M � ��	 a � x�� ������� ���
����� �	�	
 ���
���	���� ��� ���	
�� �� ���	���� ����� E� ����� ������ ����	��� ����
�� x�� � ������ �������� ����		 �� �	� ���	� E� �� ���� �����! �	�"�
�!! ����# E ���� �����# � ��� $�
�	��� �� �� ��� �����" ���	
�� �
���
����� �	�	
 �� ������ �
 ��"� 	��� �� ���	���� � �	�	 ����� E� �
��������� �����	 ���
����� �	�	
 �� �	��� ���	
��� %��		� �	�	
 ��
���
����� ����! �����! �������� ���	
�� ��� ���	���&�! ����� E� �
���� ���������  ��� ���'	�� �� �����'��� ������� ����	�����	�#����#
���	
��� �� ⊃ �� ⊃ �� ⊃ � � � ����"� ��� �" ����� ���	����� � ���!
� ��� �!��� n ���	
�� �n ���	���� � �	�	 ����� E� �� ����		 �n �	�
���	� E� �������� �	��	 ( ��&	����	� � ������ 	������	���� ����� c�
�������	��&�� ��	� �n� )�	������ ��� c �M � %����	�� ���

supE * c�

%��  ���� �����	�� ��� �������!��� ��� �������+
(, x � c ��� ��	" x ∈ E-
., ��� �!���� � � / ��&	����	� x� ∈ E ����	� ���

c− � � x� � c� 0(,

1��� �� ���	���	��	 (, �	 ���� �	���� �� ��&	�������� �� �����
y ∈ E ������ ��� c � y� 2�� ��� ���	
���n ���	���� � �	�	 c � ����� �"
���	����� � ���!� �� ����	��� n ����	� ��� ����� y ���	� ����		 �n� 3�
 ���� �	 ���	� ���#� ������ ��� �� ������	��! ����		 �n �	� ���	� E�
4��� ����
��� ������	 (,�

������� �	�	�# � � /� )�	������ ����	��� n ����	� ��� �n ����	���
����		 ����� c − �� ���  ��� � �n ��		��� �� �����	� �	�	 ���� ������
������! ���
����� �	�	
 x�� �������	��&�� E� %�� �		 �������!���
�	���	����� 0(,�

1��� �	�	�#E 	��# �������	���	 ���
� ������m����	���� ���	�x�
�� �����	�����!&		����	���� ���	�−x �������	�� ��	�"� ������−m�
� ��� ��� ����	��		 ��		� �����! �	�"�!! ����#� ������� �	 ��	��5�	�
−m� �� ��&	����	�

inf
x∈E

x * − sup
x∈E

0−x, � m�

6 	 � � � 7� ���� ����	�
�� R ��	� 	��
��
	����� ���	�
�����
� �� �� �	�	�	�	�������� �	���
�� ����	�
��+

R * A8B�


�� � �
� �����	 a ∈ A �	���	 ������� b ∈ B� 
� ���� ���	�
��	

����� c� ��������		 � A� � 
��� � B �	
 ����	���	�� ������ ����
���	�
��	
 ����� c� ����	���		 � B� � 
��� � A �	
 ��������	��
������

% � � � 
 � � 	 � # � � � �� ����# ����	���� R ��	" �	������	�#��"
���	� ��
���� �� ��� ������ A � B� ���  �� ���
��� � 9����������	
�	���� ����# b:������ �������	��&		B� 2���� a � b ��� ��	" a ∈ A�
� � ���� �	��� . ��&	����	� ������ �	�"��� ����#

sup
a∈A

a * c � b� 0.,

;���� c �� ������! �������	��� ������ �
 �������A ��� B�
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1��� c ∈ A� �� ��	������ ��� c 	��# ������#5		 ����� � �����	 A�
%�������� ��� ������ �  ��� � B 	��# ����	�#5		 ������ ������	 ����

����� �	�	
 b�� 2���� ��	��		 ���9�	���	���	

c8 b�

.
* d � b��

� ������ d ∈ A 0�	�# b� : ����	�#5		 ����� � �����	 B,� � ������
�������� c � d � ���	�����	 0., d �	 ���	� �������	���# A� � ��
���5�� � ��������	��!�

1��� �	�	�# ��������#� ��� c ∈ B� �� ������������ �������	�����
�	��� �����������	���� ��� c 	��# ����	�#5		 ����� � �����	 B� � �����
� A �	� ������#5	�� ������ 4��� �	��� 7 ����
����

� � � 	 � � � � 	� < ��5	� ��������	��� ��	!��� �	���	 ��	5�	
�������"� �� �� ��&	���� �	�#�� ���
��" ���	���	���+

(, �	��� (: � ����	���" ���	
��"-
., �	��� .:� ��&	��������� ������ �	�"�	� ����� � �������	�����

����	����-
7, �	��� 7: � �	�	��� �� ����	���	 �	������	�#��" ���	�-
=, �	��	�� ( �
 § 7�=: � ��&	��������� ��	�	�� ���������� �������

�	���� ����	�����	�#������
< ��5	� �
���	��� ���	���	��	 =, ��	�������	� ����� ���� �
 ���

�����" ������� �	������	�#��" ���	� : �������� V� � ����&#!  ����
�������� 0� ������� I>IV, �� ����
��� ���	���	��� (,>7,�

3� ����� �	�	 ���	���	��� (,>=, 0��� ������� I>IV,  ������	���
��� 6!��	 �
 ��" ��	�	� 
� ������ ��� �	������ ����	���#� �	�����#
�����#��"�

%������	  ��� ��	� �������	� ��� �
 7, ��	��	� =,�

x ���� ������	 
���	�����������	��	�
������� � ������ �������

����# 
����� ����
���#��� ����	�����	�#����# �	������	�#��"
���	� {xn} * {x�� x�� x�� � � � }� ?
 �		 ����� ���	���# �	����	����
������ �������� ����! ����	�����	�#����#

{xnk} * {xn� � xn� � xn� � � � � }�

��	 ���	�� nk ����	��	� ��
�����!&�! ����	�����	�#����# 0�	���@
�	���!, �������#��" ���	� n� � n� � n� � � � � ����	�����	�#@
����# {xnk} ��
���	��� ������	���
	�����
�� ����	���
	���
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� {xn}�
3�� 
�	�# ����� ���	�	�����# ���#�� �������	�����	�#������ �����

��	 �"������ ���� � ���	����������� ���� �8∞� ���� �−∞ 0��	� ��	!�
��	�	� ���	����� 8∞ ��� −∞,� ?" �� ���	� ��
����# ���������� �
� �" ��	�	��: ������� 0���	����� ��� �	����	�����,� �����������
���� ����� ����
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2 � � � � � � )� �� ������ ������
	���� ����	�����	�������
{xn} ���� ���	���� �������	�����	������� {xnk}� ���������� �
�	������� 
����  ���	
���#�

� � � � � � 
 � � � � 
 � �� $��
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��� �	�
 ����� k ���������  ���#�
� ��� " �����	�
���� �"�����
���� ��	��������

|xnk − a| � �

�
� nk � N� 3��

1� ����� � ��	�������� 3�� 
���� �������� m � nk� �  ���
 �
���

|xn − a| � |xn − xnk |% |xnk − a| � �

�
%
�

�
� �� n � N�

4�� �����"����� ��� ������������������ {xn} �
��� �	����� 	���
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�� ��� ����� xn� � ���������� �������	�E ����� ���
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�
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E � {x�� x�� x�� � � � }� ���

 �� ������� ��� 	 ����� ������ 	�� �������!� 	"�#$
� 	 �������
	����������� ����
��!� %�& ��� ���
 ��� �
���� �� xk �� xl ��
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� �������	� �'� ���������!" �
��� ��
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�� ��&��� ��� �������	� ����!" ���������!" �
���
������� ��������� ��� ���&������
 ��� �������!x����� ��������	����
�����
	 xn � �n �n � '� �� � � � ��
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 E ��	
 ���	��� ������	��� ���������������� � ����
���������	��
���	� ���� � A � �����	�� ��� ���	
� ����� � A
����	�� ������	 � ������
��� �������� � ����� ���� 	 ��� 
�����
�# �������A � ��&����!� ������� n�� )�������	 	A � �������
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�����# ����&� &������� �
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� ��
����+
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�-$
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� ����� z� �������A � ��
����+
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	E* 	!&
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�	� A� 	!�
���� ������� � ��
����+
� ������� 	 E� &����!. �������
���� ����� z�* 	!&
!	��� z� 
� A� 
 ���

���	��� �	����	����������	������� �����

E �

∞⋃
k��

Ek � E� /E� / � � �
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���#�



���� �����
� ��
�����
 ��

��� Ek 
 El 
��-� ��$
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��� �&��!	����#� ��� �������� ����� E � E�/ � � �/EN
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��� ������	�� ���! ��"�����
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��� p�q �p � 5� q � 5 0��!�� � p / q � ' ���� ���
 �� �
��� p�q
� p / q � � 
�����# ���� ' � '�'* �������
� ��� ����� y�� 6��
 ���
��������	���!" �$�� �
��� p�q � p/q � 7 
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 � � ��'*
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�
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6 ����. ������!� ������	�� ���! ��$�	��	��
� ! ����� ��
���	�� ������	����

3�&����� ��� ��� �
�
��!. 
����	�� �5� '� ���� ��������� �������
�	�� ��&�� 
 ���� ����	��� 	!�&������� ��	�����
�� ������ ��� �!
������ ��� ����� �������� �������	� ����� �!�� ����&� &������. 
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:�� �n ��&� ����! 	!����#�
��
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 ����
��� ��&
� �������� ����
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0� �7��
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x �� ������� ������� �������

����� A ���	
���� ���	��
� ������ f � �
��� a� ���� �����
�� f ���������� �� ��������� ����������� a� ���� �� ��������� ������

��� �c� d�� ��� c � a � d� �� ������������ �	� ��!��� ����� ����� a� �
���� �� 
����� � � " ��!�� ������ ��
��#�� �� ���� � � " ������ ���
�� 
��$ x� �� �����	$ " � |x− a| � �� ����� �����

|f�x�−A| � ��

%�� ����� ��� A ��� ������ f 
 ����� a� ������ �����	
�� ������
�#�� �������&

lim
x→a

f�x� ' A ��� f�x�→ A� x→ a�

(����� ����������� ������� ������� 
 ����� ��!�� �	� 
	�������

 �������$ �������
 �������
���� �������

�����A ���	
���� ���	��
� ������ f � �
��� a� ���� ��� �����
������ �� ��������� ����������� ����� a� �� ������������ �	� ��!���
����� ����� a� � ���� ������ �������
���� ����� {f�xn�} ��#���
��� �
��
�� A� ����
� �	 �� �	�� �������
���� ���� {xn}� �$��#�� � a �
����� ��� xn �' a �� 
��$ n� %���� ��������

lim
xn→a

xn ��a
f�xn� ' A�

)��� ��������� ��� � 
 �����$ ������	$ �����$� ���� ����� �����
���#���� ��� �$��#�� � a ��������� xn ��������� �������� ��
�����	$ f�x� �����������

*	�������	� ���������� +�
�
������	� * ����� ����� ���� �����
�� f ����� ������ 
 ��	��� ���
��� ����������� � ���� ������ �����
����� xn� �� ��
�� �� ��� ����� n ����� a � �����#�� � a� )����
��� � � �������� � ���� ��� +�� ������� 
 ���
�� ������������ )����
�������� ������� ���N ���� ����	 |xn − a| � � �� n � N � ,� �����

|f�xn�−A| � � �� n � N�
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�� � ���� x" �
�����
�!$%�� �

��
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������� �
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 �� ��� ����� �
��� xk � x���" �! �
�
�
�

/ � |xk − a| � 0

k
� xk �� a�

|f�xk�−A| � ��� k � 0� 1� � � �
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�
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 ��� x→ � ������ ��
������
��� �� ����
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lim
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�x$ ���

(� �
������ ���
 �
���
�� � �� ��)���% '� ���� ���� �& �������� ��*�����%
� ��*������ ����!��
��� ���� +
���� �
&��% ����� �#�% '� )�)'����,
������ ������� �x� − ����x − ��% ���
�'�� �)'����, ������  ���� �����!
�������x$�� (���������!���x→ �% �'������% �
��� �� -��, ��������
��,
� x $ � ����� x ����&���,��� ���������� xn% �����*���� � �% � ��&
������
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lim
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�xn $ �� � � $ � � ��
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x! � � ��
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	�� ��� %�
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� ��� x �� ��  �� �	�� $�$ �����
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�� ��	�	�� %�
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� +�� %�
$&��  ����)
���$	 x � �� � ��$ $�$ f x" � � x" ��� x �� �� ��

lim
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f x" � lim
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� x" � � �"�

# � � � 	 � �' (�	��
�� ��� limx→� x
� � ,� ������ ��� 	��� xn → ,�

xn �� ,� �� limx�n � limxn limxn � , · , � ,' - �����) �����
�� +��� %�$�
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A � lim
x→∞ f�x�

� �������� ��� ����� A ���� 	
���� ������ f�x� 	
� x� ��
�������
�� � �������������� ���� f ��������� ��� ���� x� 	���������
���
���������	 |x| � K �� ��������K � �� � ��� �
���� � � � �� ��
��!�� �����M � K ������ ��� |f�x�−A| � � ��� ���� x� 	���������
"
��� ���������	 |x| � M �

#� �� ����$���� ��� %�� ���������� %����������� ����	
���	�
����� A ���� 	
���� ������ f�x� 	
� x→∞� ���� &	��'�� f�x�

��������� ��� ���� x � |x| � M �� �������� M �

lim
xn→∞

f�xn� � A

��� �
��! �������!�� �∞ ������������������ {xn}�
(���$��������� %�������������� %��� ��	� ���������! �������"

�� �� ��! � ������ ��� � ��$��������)*� ��	��� ������ f � �������!
����� a�

������� ������ ���!���� ������� f�x� �� x → a� ��� a + �����"
��� ������ � �� x → ∞ ����
��� ���������)��� #� �� �$�� ���
%�� ���!���� ����)� ���$�� ���� ��� �$�� ���� �	��� �����������
���������� ��� � ��	��
� ����� x → a� ��� a + �������� ������ ��� �
� ��	��
 x → ∞� (�� %���� ��� �	���! a ���� �������� ���� �����
��������� ,��� ���� ������∞� -��� a ���� ������ �� ��� ����������

����� a ���������� �
��! ������� �c� d�� ���� ���! � ���� ����	 a�
.���� ���$��� ��
�������� ���������� ����� a ���� ��� ����� ����
�����x� 	���������
��� ����������� c � x � d� -��� � a �∞ ����
/∞� ���−∞�� �� ��� ����������
a�)	�������� ����������� �����
���� x� 	���������
��� ���������	

|x| � M ���� x � M� ��� x � −M� M � ���

#) �	��� ������
lim
x→a

f�x� � A�

���a�� ���)��������)����������∞ ����/∞� ���−∞�� ����&	��"
'�� f�x� ��������� �� �������! ���������� a� $� ����
������ ,,��
�)�� �� ��� ����! ����� a� � ���� ��� �
���� � � � ��!����� �����
���������� ����� a� ��� ��� ���� x� ������� ���� � ��! � ������)�
�� a� ����� ����� ����������

|f�x�−A| � ��
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�	�� �������		�� ����
�����
 ������� f � ����� x �����
�� � ��	��	��� �
��� a 
 ����� x �����
�
�� �∞� �∞�−∞�

��
����
� � 
�����	
 ���!��� "�	�#

 f$x%� 
�� &�! �������
��
 x → a� ��� a ���' �
��� 
�
∞� �∞�−∞� (����
�� ���
����'	� 
������	���' a ����	����' �
������ U$a%� )���� ������
�'� ��� �����
������� 	
�� ����������� U�$a% 
 U�$a%� ���� ��
� �������
��������� U$a%�

* � � � � � � +� ���� limx→a f$x% , A� �	� A � ������ �����
� �� ������ ��������� U$a% ������� f$x% ���������� �� ��
������
��� ���������� ���� M ����� ��

|f$x%| �M 	�� 
��� x ∈ U$a%� x �, a�

- � � � � � � � � ' � � � �� .� �����
 ������� ������� ��&�������	
�
������	���
 U$a% ����!� ���

+ � |f$x%−A| � |f$x%| − |A|� x ∈ U$a%� x �, a�

/�� �� �� �����		�0 x

|f$x%| � + � |A| ,M�

*������ ������	��
* � � � � � � 1� ���� limx→a f$x% , A � A �, 2 � ������

����� � ������
��� ��������� U$a% ����� � ��

|f$x%| � |A|
1

� x ∈ U$a%� x �, a�

����� ��� 	�� ������� � x

f$x% �
A

1
� ���� A � 2�

f$x% �
A

1
� ���� A � 2�

- � � � � � � � � ' � � � �� .� �����
 ������� ������� ��&�������	
�
�� � , |A|�1 ������	���
U$a% ����!� ���

|A|
1

� |A− f$x%| � |A| − |f$x%|� x ∈ U$a%� x �, a�

������ |f$x%| � |A|�1 �� �����		�0 x� ������ 
� 3�
0 	�����	���
���	� ����	
�' ����� &
�
�

A− |A|
1

� f$x% � A�
|A|
1
�
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 A � 2 ��� �� �������

A

1
, A− |A|

1
� f$x%�

� ��
 A � 2 �������

f$x% � A�
|A|
1
,
A

1
�

��� 
 ����������' �������'�
* � � � � � � 4� ����

lim
x→a

f�$x% , A�� lim
x→a

f�$x% , A�

� f�$x% � f�$x% �� ������ ��������� U$a%� x �, a� �
A� � A��

- �� � � � � � � ' � � � �� ����' xn → a� xn �, a5 ����� ����������	�
���'���� n� 
���� ����� 	�����	����

f�$xn% � f�$xn%� n � n��


 ����� ����0��� � ������� 6 	�����	���� A� � A��
* � � � � � � 7� ����

lim
x→a

f�$x% , A� lim
x→a

f�$x% , A $+%

� �� ������ ��������� U$a%� xn �, a�

f�$x% � �$x% � f�$x%� $1%

�
lim
x→a

�$x% , A� $4%

- � � � � � � � � ' � � � �� ����' xn → a� xn �, a5 ����� ��
 ��������	�
���'��� n� �� n � n�

f�$xn% � �$xn% � f�$xn%� lim f�$xn% , lim f�$xn% , A


� ����������'	�� ��&������� ������ �$xn%� ���	�! A� � ��� ��� {xn}
���' ���
����'	� �0��&�� � a ������������'	���'� �� 
���� ����
�� $4%�

* � � p � � � 8 $��
���
!9��
 ��&�������	
 �������%� !�� ��
��" ������

�� ���	�� $����� �% limx→a f$x%� ��"�	�# �
	������� ��" ������� f$x% " �� ���	����� 
 ��������� a�
�� ����$�����#� " �� #���� ��#� ���� a� � 	�� 
���� � � 2
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�� �
�������� U�a�� ���� 
�
��� �� � ��	�
���
� x′� x′′ ∈ U�a�� x′� x′′ �� a� ����	�	��� �p�������

|f�x′�− f�x′′�| � ��

� � � � 	 � 
 � �  � 
 � �� ���
 limx→a f�x� � A� ��� A� ��������
������ 
���� �����
���
 �����
���
 a� ��� f�x� ����������� 	� ��������
�����  !
��"�
� ����# 
����a� $���� 
���� ��%�� ��� � � & ��#��
�%

���% �����
���
 U�a�� �
� ���� x ∈ U�a�� x �� a� 
� |f�x� − A| � ��'�
���
 x′� x′′ ∈ U�a� � x′� x′′ �� a� 
����

|f�x′�− f�x′′�| � |f�x′�−A|( |A− f�x′′�| � �

'
(
�

'
� ��

� �! ��������� �
� ������� 
�����! ��� )������
����"�� ���
�
�����
 *
��� ������%� ���
 +���,�% f�x� �����

������ � ����
���# �����
���
� a� 	� ������������  !
 ��"�
� ����#

���� a� � ���
 ��% �� ��� � � & ��"�� ���	�
 �����
���
 U�a� 
��
���� �
� |f�x′�− f�x′′�| � � ��% ���) x′� x′′ ∈ U�a�� x′� x′′ �� a� -������
����	������ ���������
�����
 {xn}� xn �� a� n � .� '� � � � � �
���
�%����% � a� /���� ��#��
�% ��
������� N 
����� �
� ��% n�m � N
 ���
 xn� xm ∈ U�a�� 0� 
����

|f�xn�− f�xm�| � �� n�m � N�

� ���������
�����
 {f�xn�} ������
���%�
 ���
���� $�1� �� ������
��
����� ����
 �������

2! ����	��� ��������� ���#�
�� ������
�������# +���,�� f 3 ��%
�� �# �)��%��#�% � a ���������
�����
� ����� xn �� a �����
���
�
 lim f�xn�� 4	 *
��� ���#�
�� ��
���
������ ������
� �
� ������!
lim f�xn�� ���
��
�
������ ��	�!� �)��%����% � a ���������
������

%�� ����! ��"�� �� �#� 0� 
���� �����
���
 limx→a f�x�� 5 �����
����� ���
 xn → a� x′

n
→ a� xn� x

′
n
�� a� n � .� '� � � � /���� �� ����	���

���� �����
���
 ����� A � A′ 
����� �
� f
(
xn
) → A � f

(
x′
n

) → A′�
6��
���� ����� ���������
�����
3

{
x�� x

′
�
� x�� x

′
�
� x�� � � �

}
� 7�� �)��

��
�% � a� �� ����	������ �!1� ���"�� �)���
�% � ����
����� ����
�� � ���
��
�
�����% ���������
�����


{
f
(
x�
)
� f
(
x′
�

)
� f
(
x�
)
� f
(
x′
�

)
�

f
(
x�
)
� � � �

}
� 0� *
� ��	��"��� 
���� ���� A � A′� /���� � ��	���

A � A′� /������ ����	����
/ � � � � � � 8� �����

lim
x→a f�x� � A� lim

x→a��x� � B�

��� A � B � 
����� ���	�� �����

lim
x→a�f�x� ± ��x�� � A±B� lim

x→a�f�x� · ��x�� � AB
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� ��� ��	����� ��� B �� &�

lim
x→a

f�x�

��x�
�
A

B
�

����"�� ��% ������� �
���� ������
��� ���
 xn → a� xn �� a�
n � .� '� � � � � 
����

lim f�xn� � A� lim��xn� � B�

�� 
�� ��� ������ ����	������% ���) ��������!)� ��� ������) ������
����
�����
�� ����� ����	������� �) ��������� 
�

lim�f�xn���xn�� � lim f�xn� lim��xn� � AB�

9
� ������
�� ����	��� ��% �� �# ���������# xn → a� xn �� a�
��*
��� limx→a�f�x���x�� � AB�

�� ����������� limx→a f�x� �∞� ���� +���,�% f�x� ���������� ��
����
���# �����
���
� a� 	� ������������  !
 ��"�
� ����# 
���� a� �
���� ��% ��%���� ����"�
������ �����M ��#��
�% 
���% �����
���

U�a� 
���� a� �
�

|f�x�| � M� x ∈ U�a�� x �� a�

:��� limx→a f�x� � ∞ � � ����
���# �����
���
� 
���� a +���,�%
f�x� � & ����
��
�
����� f�x� � &�� 
� ��� ��1�


lim
x→a f�x� � (∞

����
��
�
����� limx→a f�x� � −∞��
;���� ����	�
 ��������� 
�����!�
/ � � � � � � <� ��	� ��
��� f�x� ����	�������� � �
������

�
�������� a ���������

|f�x�| � M � &�

� �	� ��
��� ��x� ����� �����

lim
x→a��x� � &� ��x� �� & �	� x �� a�

��

lim
x→a

f�x�

��x�
�∞�

/ � � � � � � =� ��	� |f�x�| � M � �
������ �
�������� ����

� a � ��	� limx→a ��x� �∞� ��

lim
x→a

f�x�

��x�
� &�
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� � � � � � � � �	 ���� �
x� → �� x→ a� �
x� � �� ��

lim
x→a

�

�
x�
∞� 
��

� ���� �
x�→∞� x→ a� �
x� � �� ��

lim
x→a

�

�
x�
 �� 
��

� � � � � � � �	 �	��
 ��� 	����� f� ������������ � ����������
�� ����� a 
�������� ��� ������������� ����������� 	������� ��
������ ���������� � a ������������
����� {xn} ����� �������

���������������
����


{
xnk

}
� ��� ������� limk→∞ f
xnk �  A�

 �!�� limx→a f
x�  A�
��� � � � � � � � � � � �	 �����xn → a	 ������ � ������!�!"�# $��%

$������������ ���� $������������ ���� {f
xn�} �����&�� � ��"� $��%
$������������ ����� �'��#(�!�# � A	 )� ����� $� ������� * �� § *	+
f
xn�→ A	

x ���� �������	
��� ��
���� 	 ����

�� �$������ �! ,� �-�# f  ��.�����# ����������� � ����� 
���
������� a� ���� � � �$������ � �  �������/ ������ ���� ��0�� a 
� ���
0���� � � ����/ ��0�� a� � ����

lim
x→a

f
x�  f
a�� 
��

)� �� ��� �� �����  ��� � § �	� � $������ ,� �-�� � ��0�� ��& �
���� �����!(�! ������ ���! ,�����������  �$���.� ���� ,� �-�� �
��0��	

"	����� f ���������� ����������� � ����� a� ���� ��� �����
������ �� ��������� ��������� 
c� d�� ���������� ����	 a� � ���
�#��!� � � � ����� ����� ����� � � �� ��� ��� ���� x� 	���������
��#��� ����������	 |x− a| � �� ����������� �����������

|f
x�− f
a�| � ��

1 ���� �����  ��� � § �	� $������  �/ ,����������� $�� ����! 2�%
������ � � �����!(�# ,�����������	

"	����� f ���������� � ����� a� ���� ��� ���������� �� �����
����� ��������� 
c� d�� ���������� a� � ���� ��� �#��� ��������
�����
����� {xn}� ���������� � a� ����� �����

lim
xn→a

f
xn�  f
a��
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3��� ,� �-�# f
x�� ����  �# � ������ ���� ��0�� a�  � #��#���#  �%
$���.� �/ � ��0�� a� �	�	 ���� ��#  ��  � �.$�� #���# �.�����  �� �.4�
���/����� �� �����#�� 0�� � � �������� � ����� a	

5�& � ���� � $�#��� �$������ �� ����.� ���� f � ��0�� a	
�	��
 	����� f ���������� � ����������� ����� a� � �	��


�	�����	�� ����� ���������
��� ����� �� � �� ��� ��� �#��!�
� � � �������� ����� x� ����� � ���

|a− x�| � �� |f
a�− f
x��| � ��6

��!�� f
x� �������� � ����� a	
7���������  �$���.� �! �����! 8 9 ���,��  �$���.� �/ ,� �%

-�� y  f
x�� x ∈ :a� b; 
���	 �	<�	 ����� = �$���.� �# �����#> �����
�$����"�� � &���/���� 
� ������ ��� ��.��� 9 �� ��& �  �0������
��!�  � ���.��# ���� ��4� �� "�����	

?������ $�������� �� � �0� �� x� ∈ 
a� b�	 3�� ������������� � �%
0� �� f
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 �����������
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	����!#�� �$����� �� 
����h�4 	
����� f�x� ���������  ����� a�
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����� ��x� ���������  ����� a � 	
�� 

��� f�y� ���������  ����� b " ��a�� �� 	
����� �� 	
�����
F �x� " f���x�� ���������  ����� a�
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��� � ���$�����	+ �������+�
<��$� �������+ ��������	�+ F � ����� x " a ��		����!� �#�

���� .�� ��� (����
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������������ #���������
 ��� ������ ��������)

∀� ∃�� ∀x |x− a| � � ) |f�x�− f�a�| � � ⇔
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���	�,�
#��� ,�&��� �,�� ����	 a� 	 ��	 ��� �
#�!� � � - ,�&�� ������� ���
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��	 limxn→a f�xn� . A ��� �
#�� $���'��� � a ���������������	
{xn}� ������	� �������xn �� p���� a 	 ��	�����&�� ����������������
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�������� ���������	�, �������� �� ������ � 	 ��� ��!�� ���������
��� ��� ��!�� ���#� f 	,��� ������ � �������� ����� a� ���#$��	,� 	
���������� ���#� �'�������	 ������ 	 ����� ������� f � )��� �����
	 #��	 ����� ,�&�� �#��� 	 ��!�� f�a -� . f�a− -� . limx→a f�x��

������� f ��	 x → −∞�  ∞�∞ ���� ���	���
� ������������
���7

lim
x→−∞ f�x� . f�−∞�� lim

x→�∞ f�x� . f� ∞�� lim
x→∞ f�x� . f�∞��

8���� ��� � ����� �������� ����	� 	,��� ,��� ����	���� �����&���
�	�7 ��� ��!� ���#� �'������� ������ f ��	 x → ∞� ���#$��	,� 	



���� ������� 	
���� ������ � ����� ��

���������� ���#� �'�������	 	 #��	 ����� ,�&�� �#�� ������� f
��	 x→  ∞ 	 x→ −∞� 	 ��!�� f�−∞� . f� ∞� . f�∞��

9� 	$ ��� ,� !����	�	 � �������$ �������$ *���+		 �A #��� ���
������� �� ,�&�� �� �����!		 ����	 �������7

lim
x→�∞ f�x� .  ∞� lim

x→�∞ f�x� . −∞�

lim
x→−∞ f�x� .  ∞� lim

x→−∞ f�x� . −∞�

(���	,��� �������� 	� )�	$ ������$ �����2��	� ����&���� ���
*���+	� f ���������� ��� ��$x� ,���2	$ ��������!� �	�� ����� �� �����
����� ��������	−∞�� 	� ������ #� �	 #��� ����&	������� �	��N �
������� ����� �	�� L� ��� ��� ��$ x � L 	,��� ,��� f�x� � −N �

:���������	� �������� ���� ������� ����� 	 ����� 	,�
� #����
2�� ������	� ��	 ��,�����		 ,��������$ *���+	��

����E",��&���� �����	������$ �	�� ������ ���,���� ;����
+	� f � ������������ ��E� ��������� 
���������� �
�������	������
�� E� ��	 	� ��!�� ��� x′� x′′ ∈ E 	 x′ � x′′� ������� ��� f�x′� � f�x′′�
������������� f�x′� � f�x′′���

(��#���
'	� 	 ���������
'	� �� E *���+		 ���� �#'�� ������
�	���
�	�

�� ��
���� ��E�

1 � � � � , � 4� ���	� ��
���� f 
� ������	 
� �
	������
�a� b�� ���� � ��	
��	�� �� �	 ��	� a . −∞� b .  ∞! "���
�
� ����
��
� ������ ����� M� 	� �����	���	 ������ ���
��

��� lim

x→b
x�b

f�x� � M ! "���  � �
� 
� ����
��
� ������ � 	�

lim
x→b
x�b

f�x� .  ∞�
9 � � � � � � � � �  � � �� <� �!���	������	 f ������ �'�������

�	� �������� ������ ���$��� !���	 supx∈�a�b� f�x� . A � M � 1��	,

�#����,� f�x� � A ��� ��$ x ∈ �a� b�� 	 ��� ����!� � � - �'������
x� ∈ �a� b� ������ ���A−� � f�x�� � A� (� � 	�� ��!�� ��� f �� �#������
f�x�� � f�x�� x� � x � b� 1��	, �#����,� ��� �
#�!� � � - ,�&�� ����
���� x� � b ������ ���A−� � f�x� � A � ��� ��$ x� �����������
'	$
����������, x� � x � b� =�� 	 ����	�� ���

A . lim
x→b
x�b

f�x��

���� ������ ���#���
'�� *���+	� f �� �!���	���� ���$�� 1�!��
��� �
#�!�M �'������ x� ∈ �a� b� ������ ���M � f�x��� 	 ������	�
��!�� ��� f �� �#����� �� �a� b��

M � f�x�� � f�x�� x� � x � b�



�� ��� �� ������ 	
����

� ��� � ������� � ��	
 ���

lim
x→b
x�b

f�x � �∞�

�� ������� ���������� �����	� ����� ������������ �
� � � � � 	 � � ���� ����	�
 f �� ������ �� �a� b� ��� �����

��� a � −∞� b � �∞� � f�x ���������� ����� ������ m� ��
���������� �������� ������ ����	�� f � ����� a ������!

lim
x→a
x�a

f�x � A � m�

���� �� ����	�
 f �� ���������� ����� 
 ��

lim
x→a
x�a

f�x � −∞�

"������# 	�$�� ��	��������#�� ������	����# %��	�������� � ��&
�������#���� '������( �����	 ��� ����������)*�� �� �a� b %������ 

� � � � � � �	 
� ������ ��� �� ������ �������

f�x� �

{
x ��� � � x � ��

x� � ��� � � x � ��

� ��! "� ��� �������"�� � �������� �� ��� ��	 #�$�� %���&! "� f�� − �� � �!
f�� � �� � f��� � �	

� � � � � 	 � + ���� ����	�
 f �� ������ �� ������� ,a� b-� ��
� ������ ����� x ∈ �a� b ���������� ������ f�x− . � f�x� .
� �����
���
 �����������

f�x− . � f�x � f�x � .�

���������� ����� ������ f�a � .� f�b − .� ����������
����
������������

f�a � f�a � .� f�b− . � f�b�

/�� �����	� ��	������� ������� �� '������*�( �����	
 ���� �����#

��� �� �� ������� ��������
 ��� %������ f �� ������� �� ��$��	 ��
�������� ,a� x-
 ,x� b- 

0�$�� ������ '������ ������������ ����	�� � ����� ������ �
����� 

1������ f ���������� ���������� � ����� a ��������� ������
������
 ���� ��*������� f�a � . � f�a � . � f�a ���������������
���� ��*������� f�a− . � f�a− . � f�a 



���� ������	 
����� ������ � ����� %&

1��� �� #������ f � ��.�� a �����.���� ���'� ����� ��	 .���	
f�a−,� � f�a�,� �����.���� � ���� ��	 ��� "� �	
����	 � a� �� ��������
.�� 2�	 #������ ����� ����� ������� ���� � ����� a�

3������� .�� ���� ����	�
 f ��������� ��� ������� ��� � ����
�� � ����� a� �� ���� ��������� ��������� � ����� a� /�"�� �(�
��	
	�!� .�� ��
 ����� ���� ����	�
 f�x� ��� ���������� � ����
�� a� ���� ����� � ����������� ���� ��� ����� f�a − ,�� f�a��
f�a� ,� ����� ���� � ���� ��� ��� ���� ����� ������

/� %������ �� %�����	 4���! ��	#���� #������� ���'(�& �	
$
��� %������ ��	 � ��.�� a� 5���	 A ���
�	.	�� ��.�� A � �a� f�a��
%��������� 6�����	 �	 ����� ����	 ������ ���
�	.	��� .�� ������	� ��.$
�	� �� �	&����� ������	� �����4��	� 7	 ������	& 8�9:8�; �
���	"���

���� ��� ���� ��� ���� ���

���� ��	 ���� ��
 ���� ����

��	#��� #������ f � �� ������& ��� ��� .���	 f�a�� f�a− ,�� f�a� ,�
���'� ������ 7	 ���� 8�9 .���	 f�a�� f�a−,�� f�a�,� �	
��.�� ��"�
�����< #������ �� ���!�� �	
����	 � a� �� � �	
����	 �%�	�	 � ����	 � a�
7	 ���� 8�= f ��%������	 ����	 � a� 7	 ���� 8�> f ��%������	 �%�	�	 � a�
7	 ���� 8�; f ����� ����	����� �	
��� � a� 7	 ���� 8�? f �� �%������	
� a� 7	 ���� 8�@, f �� �%������	 � a� �� f ��"�� ��%������! � a �	��
.�� ��	 ���� ��%�������� � a�

A	����� ����'(�� �	"��� #	��� ���� �������
 �� ������� *a� b+
����	�
 f ��������� �� ��� ��� ������ ��� �� ������������ ���
������ � �� ��� ����� x ∈ *a� b+� � ��� ����	�
 f ���� ��������
��� ���� ����� ����� ������� ����� -�� �����"���� ���! ��%����$

' (�)� ��
�$��*



�� ��� �� ������ 	
����

�������� �������	� 	
 ������ � � 	 ���������	� �����	� ����	 ��
����
������� ���� ���

���	 �����	� f ���������� � ����������	 ����	 a 	 	���� ��
���
� a� �� ������	 �� ��
����� ������� ����� �� �������� ��� ��� 	���� � a
������ ������� ��	�
 !���	���� �����	�� ������ sin"�x� 	 ���� ���
x # $� 	���� � ����� x # $ ��
��� ������� ����� %����	�

�"x� #

{
$� x � $�

sin


x
� x � $�

���&� 	���� � ����� x # $ ��
��� ������� ����� ������ ��� '��� ��� ���
	 	���� ����� �	���

�"$− $� # $�

�� �� 	���� ������ �	��� �"$ ( $��

x ���� �������	 �
��
���
 �� ���
��


%����	� f ��
������� ���������� �� ������� )a� b* "�� ���&�����
����� x� �������������	' ������������ a � x � b�� ���	 ��� �����+
����� �� ���' �����' 	�������� "a� b� "���&����� ����� x� ��� ������'
a � x � b�� ���������� ������ � ����� a 	 ���������� ����� � ����� b ����

%����		� ����������� �� ����
��� �,������ ����� 
��������-��'
��� ���� � 	
��&��	� ������' �� �� ��� ��	����	�� .������� �� ��
��������	������ ���� �� ��&��� �����		/ ���������� �����������+
�	 �����		0 ��� ,���� 	
����� ��
���� "§ 1�$� ������� 2� ���
� ��� ����+
�		 n ���������'� 3
 ���������' ��� ��
��-����� ��������� �������+
������	� ��
��-���� ��� ���������� �� ����
�� )a� b* �����		 �� ��+
�� ��������� �

!����� �� �������� ������
4 � � � � � ���� ��� �������� xn ����	������������ {xn}�

����������� � ����� �� ����	����� )a� b*� �� � � ∈ )a� b*�
5 � � � 
 � � � � - � � � �� 6�� ����� ������� 	
 ������� 7 § 7��
8 � � � � � � � ���� ������� f ��������� �� ������� )a� b*� ��

��� ���������� �� ����
5 �� � 
 � � � � - � � � �� 5�����	�� ��� f �� �����	���� �� )a� b*� 8����

��� ��&���� �������-���� �	��� n �� ����� ����� xn ∈ )a� b* ������ ���

|f"xn�| � n� n # � �� � � � "�

9�����������-����- {xn} �����	���� "a 	 b/�	���� 	 	
 ��� ��&��
�����	�- ���������������-����- {xnk}� �'�������� � �������� �����

�� � ���	
 ���
 ������� ���������� ������ ��� ��
� § ����
��� ����
��
�� ��� � ���
�� �a� b� ��
 �� 
 � ���� ! ��
���
 ���	�

"������



���� �
����� ����������� �� ������� ��

� ∈ )a� b* "��� ���������� ����� 	 �������  	
 § 7�1�� !� � ����� �
�����	� f ���������� 	 ������ ��

lim
k→∞

f"xnk� # f"��� "��

!� ��� ���� "�� ����	�����	� ��� ���� "�� 9�:���� f ��&�� ,��- ���-+
�� �����	����� �� )a� b*�

;����	�� ��� ���	 �����	� ���������� �� 	�������� "a� b� 	�	 ��
����	�������� )a� b� 	�	 "a� b*� �� ��� �� �,�
����-�� �����	���� �� ����
!���	���� �����	� �x ���������� �� ����	�������� "$� *� �� �� ����+
�	���� �� ���� ���	 :�� �����	� ���������	�-� ����&	� f"$� # $� ��
��� ,���� � � � � � � �  � ��,� ����� ����
�� )$� *� ������ �� �������
������ �� ���


8 � � � � � � �� ���������� �� )a� b* ������� f 	�������� �
��������� ������ ������� )a� b* ����� ��������� � ��������� �
�

�������� � ����� � � 	� ����	������� )a� b*� 	�� ������� �����
�����

min
x∈�a�b�

f"x� # f"��� max
x∈�a�b�

f"x� # f"	��

!���� �"������ f"�� � f"x� � f"	� 	�� ���� x ∈ )a� b*�
5 � � � 
 � � � � - � � � �� 9� ��������� ������� ����������� �� )a� b*

�����	� �����	����� ����������-��� ��� �����	���� ����'� ���������
�	����K<

f"x� � K� x ∈ )a� b*�

!� ����� ���������� ������ ���'��� ����- f �� )a� b*<

sup
x∈�a�b�

f"x� #M� "7�

=	��� M �,������ �������	� ��� �����< ��� ��,��� �������-����
�	��� n �� ����� �� )a� b* ����� xn ������ ���

M − 

n
� f"xn� �M� n # � �� � � �

9�����������-����- {xn} ��� ��	�����&���� � )a� b* �����	����� 	 ��+
���� 	
 ��� ��&�� �����	�- ���������������-����- {xnk}� �'��������
� ���������� �	��� 	� ������� 
������� ��	�����&	� )a� b* "�����- ���+
�� �� !� �����	� f ���������� � ����� 	� 	 ������ limk→∞ f"xnk � #

# f"	�� > ����� �������� M − �
nk

� f"xnk� �M � k # � �� � � � � 	

lim
k→∞

f"xnk� #M�

�� #�	� � $ b "�����
����
��� � $ a�� �� � %��� ���
 f �
&�
����� �	
��
"�&������

'�



��� ��� �� ������ 	
����

�� ��� ��� f�xnk � ��	
� ���
����� ������ � ������ ��
�
��� ��
M � f����

�
����� ����� ���� ���� �������� ������
��� � ����
 �� ��
�� ��� �� 
������ ������� f �	
����� � �	��� � 
�	��	 ��
���� � 	������
!a� b"� #$ �������� ��� ��%
����
� ����� � ∈ !a� b"� ��� ������&

max
x∈�a�b�

f�x� � f����

'������
������ �����& ���� �
��
�$ � �����
 ���������� ��

�� ��	�� ��
�� � �������
�������
���& ���� �
��
�$� ���$���� ���

min
x∈�a�b�

f�x� � − max
x∈�a�b�

�−f�x���

( � � 
 � � �  
� )���*� y � x �
��
�$��� �� ��
����
 �+� ,� 
������
�� �� �
�- �
����� 

 ����� supx∈����� x � , �
 ������
����

��
� �
� ������ x� ∈ �+� ,�� ��� �������� .�� /���*� ����� ,� 0���
�������� � ���������& �
��
�
 �����
 �
��
�$����� f � ������	�
����
�	�%
� � �
�
 ��� ���*� a  b� 	������ ��%
���
����

1�
����� ��� supx�� arctgx � ��2� 1����� �
� ������ x �� ���


x � +� ��� �������� /���*� arctgx �����
� ����
�
 ��2�  ��� �

������
� �������� �� x � +� � ������ �����
 ������ �
��
�$ �

�$�����3���4 ������� ������ �
��
�$���& /���* arctgx �
 ���� 
��
���

0 
 � � 
 � � �� �
�� ������� f ��������� � 	������ !a� b"
� ��
� f�a� � f�b� �� ���� ���� � ����� ����� ����� �	 �
�������� �a� b� �����
� �	 ������ ���� 	�� �	�� c ��� � ��	
f�c� � +�

' � � � � � � 
 � � � � � �� 1������� ���
��� !a� b" �
�
� 5�� 6���
 
�� 5� �� ��
 ����$
 ����� 7�� � �
�
��
 5� /���*� ����� ���3�
�� �
��
�� ��������- 
�� .���� �
�� �� ���� � ��������5� ������� ���
�� ���*�� 

 ��8� /���*� �����
� ����
�� ����$� ������� 1����� 
�� �
��� .�� �������� �
�
� 5�  ����
�� 

 �� ��
 ����$
 ��� 
�� #�	
� ��������� ��� � �
�
��
 5� ��8� /���*� ����� ���3� 
����� �
��
�� ��������� 7�� �
�� �� �������� �
�
� 5� �� � ����� 
���� �� ���*�� ������& f �����
� ����
�� ����$� ������� 6����	���
��� �� ����*� �$ ��� �����
��� �� ��
�
���� .���
 �����	�
�& ��
����� c ∈ �a� b�� ��� ������& f�c� � +�  ����� �
��
�� ��������� ���
������ ����
�����
������� ��
����
���3� ���	
��$� ���� � ����� �� 
�
���� 5� ⊃ 5� ⊃ � � � � �� ��	��� � �����$� f �

� ����
�� ����$�
������� 0���� ��%
����
� ����� c� ������
	�%�� ��
� 5n� ��
���� 
�
�����  !a� b"� 1�
����� f�c� � +� ������ ���� 
�� ��������� �� 
���
�� ��� f�c� � +� �� ��8���� �$ ���
������� Uc ���� c ������ ���
��� ��
� x � !a� b"� ������
	�%� Uc� /���*� f�x� �$�� �$ ����	 
�
����&� �� .���� �
 ��	
� �$��� ������ ��� �� ���������� ����8�� n
���
��� 5n ⊂ Uc� � f �
 �������
� ���� �� 5n� 0
��
�� ���������
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9 � 
 � � � �  
� �
�� ������� f ��������� � !a� b"� f�a� � A�
f�b� � B � C � ��	���	���	� ��
�	� ��	�����
� ����� ��
��
�� A � B �A �� B�� �	 � �������� �a� b� �����
� �	 ������
���� 	�� �	�� c� ��� �	�	�	� f�c� � C�

:�� ��
����
 ��	�� �/�����������  ���4 ���������� � 	��
����� !a� b" ������� �������� �
� ��	�����	���� ������� ����
�� �� ��������� � �	��� 	����� !a� b"�

' �� � � � � 
 � � � � � �� 1��
�
��
�����3/���*3F �x� � f�x�−C�
��
 C ; ��������� ; ����� ������%

�� �
	�� A � f�a�  B � f�b��
0�� ��� f ; �
��
�$���� �� !a� b" /���*�� ��  F ; �
��
�$���� ��
!a� b" /���*�� <� .���� ��
����� F �����
� �� ���*�� ���
��� !a� b"
����
��� �
3%
 ����$
 ����� 0���� �� ���������& �
��
�
 ���	��
��&��� ����� !a� b" ����� ����� c� ��� F �c� � + � f�c� − C � +� ��
�
f�c� � C� :�� ��
�������� ���������

� � � � � � �� 	�
������ cos x− x  � ����� ������ �
 ������
�� ��� ���
� �
��� ����� ������� f�x�  cos x − x ���������
 �
 �������  �� �! � �


����
" �#� ������
�� ��
$���� �
���" ��
���% f���  �� f���  −�� & ���

( � � 
 � � �  
� '�� ����$���& �� !a� b" /���* ���������� �
��
��
����%
 �
 �

� �
���� ��� �
��� ��
�� �� ���
�
 /���*

f�x� �

{−,� −,� x � +�

,� +� x � ,�

x ���� �����	�
 ��	��


(����� ����3=��� /���*3 y � f�x� �� ����������� ���	
� 
��
 ��
� ����
� �� �����&� E  �������� �
�
� E� � f�E� ����� E
���� § ,����

>�	���� y ∈ E� ���
�
� � �����
����
 ���	
���� ��
� x ∈ E� ���
�����$� y � f�x�� :�� �
 �����
 ���	
����� �������� 
�� �
�
� ey�

0��� �������� �� E� ���
�
�
�� /���*� x � 	�y�� ����%
 �������
������������� )���*� 	�y� ���$��
��� 	 ���	� �������� �	 	��	�
!���� � f�x��

��	�� �$�
��� ��� �����&� ����� �������� /���*� �����������
:�� ��
��� �

� �
���� 
�� /���*� f 
��	�	 �	�	�	��� ��
� ������
��������
� � ������ ��$��
� �� ������E ���
�� ���
�
�
���

)���*� f ���$��
��� 
��	�	 �	��
����� �� ������� �� E�

�� � ����� ��� x′� x′′ ∈ E  x′ � x′′� ��
��
�� ��� f�x′� � f�x′′�
������
����
��� f�x′� � f�x′′���

�
�� f�x� �
�� 
��	�	 �	��
���� �� ������ ������� � E�
�	 	 ���� �� ������� x � 	�y�� 	������	� ���� 	��	����� �

��	�	 �	��
���� �� ������ � 	 ��� E� � f�E� ��������

� .��� �����
� ��
����� �
3� �
��� ��	�
����4

	�f�x�� � x� x ∈ E- f�	�y�� � y� y ∈ E��



��� ��� �� ������ 	
����

��� ���� �	�
�� �
������ �
����� � f ������� �������� f−��

f−�f�x� � x� x ∈ E� ff−��y� � y� y ∈ E��

� � � � � �  �� ����� y � f�x� ���� ���	�	
��� ��	��� ���	���
����� �� ��	����  a� b! ������ � A � f�a�� B � f�b��

����� ��	��  a� b! ���� ��	����  A�B! � ��	���� � f ������
x � ��y� ����������� ��	��� ���	������ � ���	�	
��� ��  A�B!�

" ���# ������� ��$�� ������� %�������&'( � %�
)��&'(*
� ��+	 � �� ��������� �	� �������  A�B! �  B�A!�

, � �  �  � � � � � � � �� �����E� � f� a� b!�� �� �������A�B ∈ E�*
� �� �� ������' f ��-���)�� � E �  a� b!* �� � ��
' ����  A�B!
-���	��$�� E� ���� ���	����� ������) . § /�/ � -����$�����)0 ����1
��'0 ��-���)���# ���������

2��� ���� y �� -���	��$��  A�B!* �� ����	����� ����+�# �������1
����� f �� �� ��$�� 
)�� �
���� ���#3��
� ����� x ∈  a� b!� 4��� 	�1
����* ��� �
�� ������  a� b! -�� -���&� f ���� �������  A�B!� ��* ���
�
���' �-��	�����' �  A�B! ������' x � ��y� �	������ � ����+�
��������* ���	��� ��-����	������� �� ����+�# ������������ y � f�x�
�  a� b!� 5�����' 	����� ��-���)������ x � ��y� � ��
�# �����
y� ∈  A�B!�

����� y� ���� ��������'' ����  A�B!* �� �� y� ∈ �A�B�� 2#* �) �$�
����* ������������� �	��������' ���� x� ∈ �a� b� ��'* ��� y� �
� f�x�� ��� x� � ��y���

6		�� -���$�������� ����� � � 7* ������� 
�	�� ������ �1
������� ��)�* ���  x� − �� x� 8 �! ⊂  a� b!* � -���� y� � f�x� − ��*
y� � f�x� 8 ��� 9� ����+�# ������������ f ���	���* ��� 	�' ��
�+�
y ∈ �y�� y�� ������������&�� ������� x � ��y� -���	��$�� ������1
�� �x� − �� x� 8 ���

���� �
����* 	�����* ��� 	�' ��'��+� 	�������� ���+� � � 7*
������ ���+�* ���  x�− �� x� 8 �! ⊂  a� b!* ��$�� -�	�
��� �����������
�y�� y�� ����� y� ����* ��� |x − x�| � |��y� − ��y��| � � 	�' ���0
y ∈ �y�� y���

:�������������� �	��� ���#���� ������� ��y� 	����� 	�' 	�1
������� ��)0 � � 7� ;� ��+	 ���* �����	��* ����� � 	�' ��
)0
� � 7� 4�� ���#���� �)�$�� ��� ���* ��� ������' ��y� ��-���)�1
� � ����� y��

,�' �������# ����� y� � B ������������&' ���� x� � b � ��y���
���+�� x� � b − � � a* y� � f�x�� � ��+	* �����	��* 
�	�� �����
|��y��− ��y�| � � 	�' ���0 y ∈ �y�� y�!�

" ���� $� 	�0� �����������' ����# y� � A�

� � � � � � �	 
����� y � sinx ���������� � ������ ���p������ �� ������
�−���� ����	 ������� ����� ������ �����������  ����� sinx ��!����� ������
�−��"��	 #� ��������� ��������$ ������� ��%������� ������!����� �� ������
�−��"�� ��������  sinx �������&��� ����������� ������ ��������'%��  ��(
��� x � arcsin y )−� � y � �*	



���� �������� 	
���� ��+

,!�  ����� y � sinx- ��������������$ �� ���$ ��$������!.��$ ���- �����(
���  �����- � ��������- �/� ��������&��0

x � Arcsin y � )−�*k arcsin y " k�� k � ��±��±�� � � � � )�*

�	�	 �/���� y ∈ �−��"�� ������������� ���/����� ey ���&���$ x- ������!����1
 ����!�$ )�*	

� � � � � �  <� ����� y � f�x� ���� ���	�	
��� ��	��� ���	���
����� �� ����	���� �a� b� ������ * � �����

A � inf f�x�� B � sup f�x�� x ∈ �a� b�� �<�

���* � ���������* ����� �
�� a�A � −∞� b� B � 8∞ 
����� ��	�� �a� b� ���� ����	��� �A�B� � ��	���� � f ������

x � ��y� ����������� ��	��� ���	������ � ���	�	
��� �� �A�B��
6  � � �  � � �� " ���# ������� ��$�� ���� %�������&'(* %���1

�����( ������� � %�
)��&'(* %�
)���(* �� ��+	 �
�� �a� b�

�	�� �B�A��

9� �-��	�����' ���� B ��-����	������� ���	���* ��� ���� ��� ��1
�����* �� ���� y � B �� ��$�� -���	��$�� �
��� f��a� b��� ;� �
����� B ��$� �� ��$�� -���	��$�� f��a� b��* ���� ��&������� 
)
���� x� ∈ �a� b� ��'* ��� B � f�x��* � �� �� � �������� �a� b�
��$�� �-��	����� ����� x� � x�* �� � ���� ����+�# ������������ f �)
-������� 
) f�x�� � B � f�x��* ��� -����������� �-��	������ B�

��	�
�)� �
���� 	���)����'* ��� � ����� A �� -���	��$��
f��a� b��* ���� ��� �������� 9��* �
�� f��a� b�� -���	��$�� �A�B��
;� � ���� 	��� ��� 	� ���$���� ���-	��� ,�#����������* -����
y ∈ �A�B�� ��+	 � ���� �-��	�����# �<� 	��$�) �#���� ����
x�� x� ∈ �a� b�* ���

y� � f�x�� � y � f�x�� � y��

� ����	����� ����+�+� ��������' f 	��$�� 
)�� x� � x�� ;� ����1
��' f ��-���)�� � �a� b�* ��� 
���� �  x�� x�!* � ��+	 x -��
�+�� ��1
�����  x�� x�!* �� �� 	��$� -��
�+�� ��� ������' ��$	� y� � y�*
���	��������* � ������� y�

4�� �����* ��� ��&������� ������� x � ��y� ��	���������� � ����
����+�# ������������ f � ����* ��� y � f�x�� 4��� 	�����* ��� �
��
������� �a� b� ���� ������� �A�B� � ��� �-��	�����' �)=� ������'
x � ��y� ���� �
���' � f ������'�

>�����'� ��-���)�� � ����� y* -����� ������$�� ��$� �����1
����� �� �
����� ������� � ������� f * �-��	������# � �������
�������  x�� x�!*  � ���# -����	��# ��$�� -�������� -��	)	�&�� ���1
����� ��� ���* ��� � ����+� ��������* �����	��� ������ 	�����

� p � � � �  � � �� " ������� < �������) �a� b�* �A�B� ��$��
�������������� ������� � -����������)* �-����� �  a� b�*  A�B�*
� ��+	 a � A ? ������)� �����
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� � � � � � 	
 ���� a � � � n � ���������� �����
 ���	��������
��� ��������� ����� n�� ������� �� a ��������� ������������ ������ n��
������ ������� ����� a
 �� ����� � ��������� ��!

n
√
a " a��n� #$%

&�'��������� � �(���������� )��� ����� ������ �� ���(�*'�+ ��� ����,
��-
 .���/��

y " xn #�%

���������� � ����� �������� �� ������������ 0��∞%� � p���� �� �������
���� �������p���� 0��∞%
 1� ��������� ������ 	 � ���������� � ��- 2����
/�� y " xn ���� � ����* �(��������* � ����������* 2���/�* x " �#y%�
� � y � ∞� ����� �������*'�*� �����* ���* ��� y " � � �����'�*��
� 3∞ ����� � y


4���� � ������ ������  � ��  ��� y ∈ 0��∞%� ��'����� �(��������� ����,

�������� ����� x " �#y% ����� �� #�#y%%n " y
 1� ��(� �#y% " y��n " n

√
y�

� � y �∞

5 �������� ���� ����� y " a� � �� (������� ��'��������� � �(������,

���� ���2���������� �������� ����� n�- ������ �� a #a � �%


x ���� ������	
���� � ����������
���� ������

� � � � � � � ax� 	
�
��� ������������ ����� a � �� ���� n �
�
���
����� ������ �� ����� an ����������� �
� ����������� an �
� a � � � a �� n ������������� �
���� �� ������ �
��� a� 
 �����
a��n � �
� 
��!���������� ��
����� ����� n"� ������ �� a�

���� ����� p�q #q � �� p� q �����$ ���� �
����
���
� ���%�� �� �
���������& ��
'
&�

ap�q � #ap$��q � #a��q$p� a� � (� #($

)��
�
�������� �����'� �
������
 � *��� ��� � ��'� !
��
� ��� *��
���������� ������� � ���� �� ������ ���� ���%� p�q %���� �
��
�
 �
!���� np�nq � p�q� '�� n� ����������� �
���
����� ������ ��������
���
���& �� *������
���� 
�'�%���

+%���
��� ����� Q ��������� ��� �
����
���� ������ ����,
��� ax ��������
 ��
 �
 *��� ���������� - ����� *������
���� �
,
���
���� ���
���
���� �
 �����
��� ������ 
����� ����
 I.IV '���
��� ����� ����� ��������/

ax�y � axay� #0$

�
���� %� �� %��� x� y ∈ Q � 1
� ���
���
���� �
��� ���
�������
ax � ay #x � y2 x� y ∈ Q � a � ($�

�� ������	 ax 
���� ����������� �� ���� ��������������
������ ��� � ��� ����������� ����
 ������
 �� ���� ��������
������� ��� R ����������� ������� � ������	 ����������� ����
������� ����� ����� ax� ����� ���������� ��	�� �� R� ���� �



���� ������������� � ������	�������� 	
���� ��6

��!�� ��� ����������� ������� �������� #0$ ���������� ���
��� ���� x� y ∈ R�

1����� � ���� �� (������ �������������� ���������� #7������� 8%%


9��� a � � � N ����������� ������ � a��N " �3�� �(� � � �
 ��)����
������� 2������  ����� 1�*���� �������

a " #� 3 �%N � � 3N� � a��N − � � #a− �%�N�

9��� ����� h ��� ������������ ������������ ��/��������� ������ �(��,
������*'�� ����������� � � h � �� � ����� ��(� ��� ���� ����������
�����N � �� ��#N 3 �% � h � ��N 
 ��)��� ��� a � �

ah − � � a��N − � �
a− �

N
"

N 3 �

N
#a− �%

�

N 3 �
� 	#a− �%h�

3
 �����
��� *��'� ���
������
� �
���
���'� ��p��������
 ����
������ ������

ay−ax � ax#ay−x−($ � 0ax#a−($#y−x$� x� y∈Q � � � y−x � (� #4$

	
�
��� ����������� ������������ �
����
����� ����� c � ���,
��� ����� ��������� Q c� ������5�� �� ��� x ∈ Q � ������� ���������,
��&� ���
������� x � c� 6� #4$ �������/

ay−ax �M#y−x$� x� y ∈ Q c� � � y−x � (� M � 0#a−($ac� #7$

'��� �
��� �%�
���� M ���� �����
��
� �� �
����5
� �� �
���
����
�,
�� x� y� �� �
����5
� �� c�

8�����
�������

|ax − ay| �M |x− y|� x� y ∈ Q c� |x− y| � (� #9$

:���� x ∈ Q c� xn ∈ Q c� xn → x2 ��'�


|ax − axn | �M |x− xn|�

�� ������
������� ����� �����

lim
xn→x

axn � ax� #;$

1
� �
� c ����� %��� �&%�� ������� �� �� ���
�
�� #;$ ��� �&%� 
xn ∈ Q � x ∈ Q �

8% :
 7������� #�;6�<�=�6% �>��-/�����- �������
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����� ������ x � c � ����� ���	
���	����� ���� � xn ∈ Q c�
xn → x� �	 �����	��� �������� ���� ���������	��� ������	 ��� ���
���� � � � �	������ �	���N � ��

|xn − xm| � �

M
� n�m � N�

 �� ���	!"�	�� � ���� #$%� �� �&��� &���� ���	�������

|axn − axm | �M · �
M

' �� n�m � N�

���� ������� ���� ��� ��������	��������� ���� axn � �� ����	 �������
���� ������ (��� ��������	���������� �����"� ���!�	�& ���! ax)

lim
xn→x

axn ' ax� #*%

�	�����"� ������ �� !	����� �� �"��	���� �	&� ��������	����+
����� xn → x� ,��� ���� xn� � ����	� ��������	���������� ���
������� xn − xn� → �� ��

|axn − axn� | �M |xn − xn� | → ��

-�	�� .���
�� ax ���������	 ��� ���"/ x� 0�� �	
���	���"/ x
����������& .��&��" #1% � ��� �p�	
���	���"/ x .��&���� #*%�

2���� ������ x � y � ���"� ������������"� ���	� |x − y| � 1�
x � c� y � c� xn → x� yn → y� xn ∈ Q c� yn ∈ Q c� 3���	

|axn − ayn | �M |xn − yn|� n ' 1� 4� � � � #5%

2������& � ��������& ���	������� � ������� ��� n→∞� 3	� �	�
axn → ax� ayn → ay � .���
�� |x| ������"��	� �� �����&

|ax − ay| �M |x− y| #6%

��� � � |x − y| � 1� -! ���	������	 #6% ��������������� ��������
�� .���
�� ax ������"��	 ��� ������ x � c� ������	������� � ���
������ x� ����&� �� c &�7�� ���	�� ����!�����"&�

-&��� &���� �������	)

ax � �� #1�%

ax � ay� ���� x � y� a � 1� #11%

lim
x→−∞ax ' �� lim

x→�∞ ax ' 8∞� #14%

ax�y ' axay� #19%
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���� ���

:��#���"��� )�� �� ����� ����'��0���� �" ��� �� �
������
��
��#0 x� y �� �"�����# �" ��
��� ����� )
�'������ �
����#�

����� � � �	 ������#� ������
��#� ���
� ������ �� x � � �
� � � y� � ����� xn� yn ∈ Q	 ����'���#� ������ �� xn → x� �"����
���� � yn → y� ��#���� 3��� axn � a� � a� � ayn � � ��
� ����0��
� �����
� ax � a� � a� � ay� � '# �
���
� $22& � $2�&� ��'� ��
� � a� � ay� ;� ���� $24& �
����� �" ��� �� )� ���� � �
�����
���� x → −∞ �
� x → 8∞� ������� ������
��#� "�������� � �"
���"��� �7� '������� $�'� $22&&� ������� $29& �
����� �" ������
���� axn�yn ( axnayn ��
� ����0�� � ��' � �����
��

1 ��0 �� '# �����
� a � 2� <�
� � � a � 2� � �
����'

ax (
2

$2	a&x
� −∞ � x � 8∞�

- )�' �
���� �� ��� $29& /������ ax � �� ������#����� �0�������
��� � ������ �7� /������ ����� ���� ��#����� ������� �
����'

2x ( 2 $2=&

�
� ���0 x�
>�'���' ���� �� ��� ������
��'m

axm ( axa�m−��x ( $ax&� a�m−��x ( � � � ( $ax&m�

$ax�m&m ( ax � ax�m ( $ax&��m�

�)�'� �
� ������
��� ���
� p	q

$ax&p�q ( $ax&���q�p ( $ax�q&p ( ax�p�q��

1�
��� ��
� y 	 ���"�
��� ���
 � yn → y� ��� yn ������
��#��
�

axy ( lim
n→∞ axyn ( lim

n→∞$ax&yn ( $ax&y�

� '# ���"�
�� �� axy ( $ax&y�
? � � � � � � loga x $a � �� a �( 2&� ����� �
� �����
������ a � 2�

3��� y ( ax ���� /������� ������#���� � ���� �"��������� �� ��� 
�� ������
�� ��� ��� )�'

inf
x∈�−∞��∞�

ax ( �� sup
x∈�−∞��∞�

ax ( 8∞�

3���' ���"'� /������ ax ����7��� �� ������
���� �� $−∞�8∞&
�� ���#����
��� $��8∞&� � ������� � �� /������ � ����'� 4 §=�%
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����������� �	
��� ���
��	�	 � ��

���� �� ����∞�� �	� �������
������	�� ���������� y 	�� �
������� a � ��������	�� 	���

loga y�

�� ���������� ����	� �	� � � �� �� y �� x�

lim
x→�∞ loga x ! �∞� lim

x→�
x��

loga x ! −∞�

"
� a � # 
����$���� ����������� %������ ax 	��$ �	��
�$�	
�&�	��	�'��( ��' �−∞��∞� �� ������' ����∞�� �� �	
��� �������
)�
�	��� ������� loga x� ��
������ �� ����∞�� 	��$ ���	 �	
���
�����	'� � 	�
'

lim
x→∞ loga x ! −∞� lim

x→�
x��

loga x ! �∞�

� (	  �	� 	�$��	�� �a �! #� a � ��

aloga x ! x �� � x � �∞�� loga a
x ! x �−∞ � x � �∞��

)	�(�� �� ��������� ���&�	� ������� ax �
� x� y � � �  

aloga�xy� ! xy ! aloga x aloga y ! aloga x�log
a
y�

loga�xy� ! loga x� loga y�

*��� � +	� 
����	� �� ��	' x �� x�y� 	� ������ 

loga x− loga y ! loga
x

y
�

,���

aloga x
y

! xy !
(
aloga x

)y
! ay loga x� x � ��

��+	� �
loga x

y ! y loga x� a �! #� a � �� x � ��

-������ �	 	� � �	� ��� ����$�	�'��. � 
����. # ���� a � b
� 	  �	�

aloga b·logb a !
(
aloga b

)logb a ! blogb a ! a



���� ��������� 	
���� x
b

���

�� ������	�'���
loga b · logb a ! #�

/���
�� ����� a �
� ��������� e ������	�� ���������� �����
������ ����� a � ��������	�� 	��� loge a ! ln a�

x ���� �������	
 �����
 xb

0��' b1 ���	������� � x1 �
 ����� "
� �(�� b +	� �������
�� ����� ����� ��
���� �� ����$�	�'��& ������� x � � ���'
� § 2�3  � ���������� ��
���� ����� ax� �� a � � � x �
������'����

� 	  �	� ��
 ��� �� � § 2�3�

xb ! eb lnx� x � �� �#�

� �� �4'( ��	�
�& ���&�	�� �	����& �������  �$�� ����	� �� ��5
��	��. �$ �� ���&�	� ������	�'��& � ����
�� �����& ������&�

���� ���� ���� ����

)������� xb �	' ��

����� �������� "
� b � � ��� �	
��� ���
��5
	�	 � ������	 ���&�	�� �

lim
x→�
x��

xb ! �� lim
x→�∞xb ! �∞�

"
� b � � �	�	���� ���	�	'� �	� �b ! �6 	���� ������� xb ���	5
�� ��

����& ��
��� � 	��� x ! ��

"
� b � � ������� xb ��

���� � �	
��� �����	 �� ����$�	�'5
��& ������� � ������	 ���&�	�� �

lim
x→�
x��

xb ! �∞� lim
x→�∞xb ! ��
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������� �	
 ����� ����������������� �������� ��������� �����
����

�xy
b � xb yb� x� y � ��

�� ���� 	�� � ���� ��		 ��	� �����!��" #������ ������� y � xb 
x � � !�$ ������%��� ����&����%�"� � ���������%�"� '������ b�

(�������$ ������$ xb ����� ��"�� ��� !���������%��$ ������$ �
!�$ ���������%�"� x ���� b) ����� ��� ��������%��� p�q #!� q �����
����

x ���� ��� � �	
�� e

* § +�, ��������������% ������$

��n
 �

(
	 -

	

n

)n
�� ����#� ��#������ n � ."�� ����'��� �� ���� n→∞ ���.�#�$ �����
���%�"� ���� �� ��n
 ��������$ � ���!��� �����"� ."� ��'��� ���
��� e� �� ������$ ��n
 ����!����� �� ����� !��� !�$ ����'���%�"�
!���������%�"� '������ n ����/�$ n ∈ �−	� �0� 1" ����&�� � 2��
��&�� !�$ �����&���� ��

lim
n→∞��n
 � e� �	


#!� ���!�� ���������$ ��� ���!�� ������� ��n
 ����!������� !�$ ����
'���"� n�

3��." !���'��% �	
 !�������� �.�!��%�$ � ��� �� �	
 ����� � !���
����$�� ��#!� n → -∞ � ��#!� n → −∞ ���.�#�$ �� �.$'����%��
���"� '�����$�

4��� n ) ����&����%��� !���������%��� ���� � 5n0 ) �#� ����$
���% �� n � 5n0 - 	 � n - 	 � ����!�� ��

(
	 -

	

5n0 - 	

)�n���

�

(
	 -

	

n

)n��

�

(
	 -

	

5n0

)�n���

� e

(
	 -

	

5n0

)�

�

6�� n→ -∞ ����!�� 5n0 5n0 - 	→ -∞ ����!� ����"� � �����!���
���" ���� �����$��$ � e� 6�2����

(
	 -

	

n

)n��

→ e� n→ -∞�

� ��� ��� ��� 2��� 	-	�n→ 	 �� �" !���'��� �	
� 6��� !�$ n→ -∞�



���� limx→�
sinx
x � � ���

4��� �����% n→ −∞ �� m � −n→ -∞ �

lim
n→−∞

(
	 -

	

n

)n
� lim
m→�∞

(
	− 	

m

)−m
� lim
m→�∞

(
m

m− 	

)m
�

� lim
m→�∞

(
	 -

	

m− 	

)m−�(
	 -

	

m− 	

)
� e�

���� !���'��� �	
 � ��� n→ −∞� �� ��#!� ����� �	
�
6���#�$ h � 	�n ������ �7�

lim
h→�

�	 - h
��h � lim
n→∞

(
	 -

	

n

)n
� e�

x ���� lim
x��

sinx

x

8��%/ 2��#� ����#���� $��$���$ !���'����%���� ��#� ��

lim
x→�

sinx

x
� 	� �	


������$ ��x
 � �sinx
�x ����!����� !�$ ���� '������ x �� ��
6���% � � x � 	��9 ��#!� ����� ��	+
 sinx � x � tg x ������ ��

���� ���	

�������� ���!" ��$#���/7�� !�#�
����&����� ���%:� �������" !�#� 
������$ � ���/ ����!% ���%:� �����
���" !���" �.;���/7�� !�#� �����
���� <�#!� 	 � x��sinx
 � 	��cosx
 
���

cosx �
sinx

x
� 	� ��


=�� ����������� ����!�� ����" ��
���%�� !�$ ����&����%�"� �� � !�$
���������%�"� x �!��������$/7��
������������ � � |x| � 	�� � ���� ������� ���!$7�� � ��
 ��������

������$ cosx ������"��� ���� § ��� ������ >
 ��2����

lim
x→�

cosx � cos � � 	�

6����!�� � ������:���$� ��
 � ���!��� ��� x → �� 6��!��" ����� �
������ ����� ��
 ����" 	 ��2���� ��7������� � ������ ����"� 	 ���!��
���!��� ���� ��
�
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x ����� ����	�
 ����������
�
������������� ���������
��

�������� ��� f �� �������	� ��
�� E ����� ������ � 	
	 ��� f
���� O ������� �� � �� E� 	 �	�� ��	 ����

f�x� � O���x�� �� E� ���
��
	

|f�x�| � C|��x�| �� E� ���

��� C � �� ���	����� �� x ��
��	��
����  ��������!
" ��������	� ��������� f�x� � O��� �� E �#�������� ��� $� ��

��� f �� E �����	����!
%���	���� ��
	 f�x� � O����x�� �� E 	 ���x� � O����x�� �� E� ��

f�x� � O����x�� �� E!

� � � � � � �� sinx 	 O
x� � 
−∞��∞��
� � � � � � �� x 	 O
x�� � ���∞� 
�� �� � ��� ���� ��� ���� x� � x �����

���������� ������� ��������� �������  ��!"�# ������$� x� 	 O
x� 	 O
��
� ��� ���

&' #��� �	����

f�x� � o���x��� x→ a� �(�

	 �����	��� ��� ������� f ���� o ����� �� � �� x→ a� ��
	

f�x� � ��x���x�� �(′�

��� $� )	� ��x�→ * �x→ a�!
&' �� �� #��� �	����

f�x� � O���x��� x→ a� �+�

��
	 �������� � ��������� U�a� ��� 	 a � ������, 	
	 #�� ������,�
�� ��� ���

f�x� � O���x��� x ∈ U�a�� x �� a� �+′�

-��� ��#�, ���������� ��� ������
��	� �(� �� ���  � 	 �+�� ������.

������ ��� �#� $� )		 f 	 � ������
��' �� �� �����, � ��������	
��� 	 a� �� 	� 
/���	��� #'�� ������ ����, ��� 	 a! 0�
	 �� �� ���.
��, �� �, � ��������	 �	� 
/��� ���  a� ��x� �� *� �� ������
��	� �(�
	 �+�� ����	���� � �	��
����' �
��/�	�1 �������� ��� f ���� � �����
�� � �� x→ a� ��
	

lim
x→a

f�x�

��x�
� *� �2�
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 ���������� �
������������� ���������
�� ��%

� f �	
� O ������� �
 � ��� x→ a� ���� ��"������� 	������	���U�a��
�� �	�	�	#� %� ����'������ �	��� a� 	��	,���� f�x����x� 	��������	

�	 �	 �������� ��	 ���������� x � a ��	��-	��� �	���	 ����� �x � a�
��� ������ �x � a�� � �	��� ��� ���	����	# �	��� � ����	� ������
���	 �������� ��	 x → .∞� � �	 ��	�	�� ��	 x → −∞
 /	����	� �	�
	������	���' a �	�������� �	��� ����� ��� �		����������	 ������ ��
	������	���


0��	���� �	 �	 ������� � ���� �!�� ��	 x ��������� � �	����	�� ���
���	����	�� ������� a� ��	���� 	����������' �	����	�������	���
x�� x�� � � �

1������	� ��	 ���� f�x� � o���x�� �x → a�� � ��x� � o�	�x��
�x→ a�� �	 f�x� � o�	�x�� �x→ a�� �	�	�� ��	

f�x� � ��x���x� � ��x� ���x�	�x� � ���x�	�x��

��� ���x� � ��x� ���x�→ � �x→ a�� ��� ��� ��x�→ � � ���x�→ �


� � � � � � %�

�
 xn � o	ex
 	x→ ∞
� n � �� �� %� � � � �
�
 x� � o	x
 	x→ �
�

%
 x � o	x�
 	x→∞
�
&
 lnx � o	x
 	x→ ∞
�
'
 x � O	sinx
 	x→ �
�

2	�	���� ��	 ������� f��x� � f��x� ��������
�� ����� 	����

�
���	��� ��� x→ a� � ��,��

f��x� ≈ f��x�� x→ a�

���� 	� 	�� 	��������� � �� ����� ���' �� ���	�	�	# 	������	��� �	�&
�� a� %� ����'������� ��� �	 ��� ���	# �	��� a� � ����

lim
x→a

f��x�

f��x�
� 3� �4�

5���� 	��	�������	 ���������� x � a �	 �	 �	��������� ���  �� ��� �
��,�


6 � 	 � � � � 3
 ��� 
��� �
��� ��� ������� f��x� � f��x� ����
��������
���� ������� 	���
�
���	��� ��� x→ a� ���������
�� � ��	

����� �
��� ���������	� 	���	
�

f��x� � f��x� . o�f��x�� �x→ a��

f��x� �� � �x �� a��
�7�



��� ��� �� ������ 	
����

� � � � � � � � � 	 
 � � �� � ��� 
������� ���

f��x�

f��x�
� � � ��x�� ��x�→ �� x→ a�

������

f��x� � f��x� � ��x�f��x� � f��x� � o�f��x��� x→ a�

���� 
���������� ����
�������� ��
�	 � ���  �
�� ���� !�"��

f��x� � f��x� � ��x� f��x��

"�� ��x�→ �� x→ a� ��
#��

f��x�

f��x�
� � � ��x��

� ��
�� ����$��� � ������� ��� x→ a ������ ����
%� ��� � ��� �
�� f��x� ≈ f��x�� x → a� ��� ��������� � �������

f��x� ≈ f��x�� x→ a�
! � � � �  � &� ����� � ��	
������� ���� a� �� �����
��
��

���� ���
�� 

 ������ ������ �	� ������� f��x�� f��x� � '�x��
���� f��x� ≈ f��x� �	� x→ a� ��

lim
x→a

(
f��x� '�x�

)
� lim
x→a

(
f��x� '�x�

)
� �(�

)�� �����
��� ���� ���� ��	 � �� 
 *
��� ��� 
��� ���
����
�
�	
�
� �	���� 
�� ����� �� ���
����
� ����
� � �	���� 
��
	������ �	
�
� �
��� ����� � ��	�����

��
#�� 
������� ��� �
�� ���� �� �������� �� 
�+�
������ �� �� 
�,
+�
����� � �����-�

� � � � � � � � � 	 
 � � �� .�
�	 
�+�
����� ������� 
��/+�- � �����-
��
�� �(�� ����*- A� !�"��� ���������

lim
x→a

(
f��x� '�x�

)
� lim
x→a

f��x�

f��x�
lim
x→a

(
f��x� '�x�

)
� � · A � A�

0����"���� �����*����
/ 
�+�
�������� ������� �����- ��
�� �(� � ��,
���
��� �(�� �
�� ����
���� ��� 
�+�
����� ������ ����- ��
�� �(��

���������/ ����� � ����	 ���
��� � � �� 1� ��� / ��� ��
	 � ��1���
��/ ��� �����/ �� �� �������� ���� ����	 �����	2� 
������ 3�����,
�����*$ ��� 4���5�-�

6�1�  * ������� �/� ����$ 
�������



����� ������� ����������� ��������������� ������������� ���

�� sinx ≈ x �x→ ��� ���� � ��� lim
x→�

sinx
x � ��

&� �− cosx ≈ �
� x

� �x→ ��� ���� � ���

lim
x→�

�− cosx
x�

� lim
x→�

& sin� x�
x�

� lim
x→�

&
(
x
�

)�
x�

�
�

&
�

7����� �����
��� � 3��- 5��� ����� �� �
������� ����� * & � 
���
��"�� ��� sin�x�&� ≈ x�& �x→ ���

8� eh − � ≈ h �h → ��� ���� � ��� �
�� ����1��	 eh − � � z� ��
eh � � � z� h � ln�� � z� �

lim
h→�

eh − �
h

� lim
z→�

z

ln�� � z�
� lim
z→�

�

ln�� � z���z
�

�

ln e
� ��

.�� 3�� ������
������ �����
��� ������ ���� � ��� lnu �
�	 4���,
5�/� ������*���/ ��/ u � � �� � ��
���
��� � ����� u � e�

9� ln�� � u� ≈ u �u→ ��� ���� � ���

lim
u→�

ln�� � u�

u
� lim
u→�

ln�� � u���u � ln e � ��

:� n

√
� � u− � ≈ u

n �u→ ��� n � �� &� � � � � ���� � ���

n

√
��u−�
u
n

�
u

u
n

[
���u��n−���n����u��n−���n �� � ���

] → �� u→ ��

;��
�	� ��� 4���5�/ �� � u�� ������*��� � ����� u � ��
�� tg x ≈ x �x→ ��� ���� � ���

lim
x→�

tg x

x
� lim
x→�

(
sinx

x
· �

cosx

)
� ��

��� ��� cosx< ������*���/ 4���5�/�
6���� ��� � 
��� &� � :� � ����� * &

lim
x→�

�
√
� � x� − �
�− cosx � lim

x→�

x�

�
x�

�

�
&

8
� �=�

.������ 
����#+�� ������������ >
�� ��/ 4���5�� ��x�  �1�� ��,
������	 ��
�� � � m� "�� � �� �� ������ ��� ��x� ≈ �xm� x → �� �� "�,
���/�� ��� ������� �xm 
��� ������� ��
�
���� �
� ������� ��x��
��������� ��� ��
�� ��m ���������� ����
/� �� 4���5�� ��x��
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����

������ ���	
 ��
��		
����
� ������	� ����� ��	�� ���
��� �����
��� �	������� ����� ����� ���	��� �� 
� ��	�� ���!���
" �������
�	������������ � ���� ��!��� �����"� �������� ��
�����

#��
���� $����� %��� ����� § &���� ��
���� '� (� 
 § &��(��

)��
 �xm� �xn %�� � �* +� ��	� ������� �	������� ����� �	��	�
�	���� #���,
� � 
 �� 	 �� �����

 	����� -

lim
x→�

�%x�

�%x�
* lim
x→�

�xm

�xn
*

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�

�
� m * n�

+� m � n�

∞� m � n�

%�+�

.	 �����!���
� � ���	�� ������ ��� ������� ��
 ���
����

 ����
���� %/��







� � � � � �

�����������	
�������	����
�	� ����������������������

x ���� �����������

����� ������	 
��� ���� 	� ����	�����	 �������� �������� ���
��� § ���� �� ��������� � ��	� ��� ��������� ������� ������������
� ������ 	� �������	 ����� �  ��	������ ����������� ������������

���	
����� �� �����		 f � ����� x ���������� ������� � ������!
	� ����	���� ����"���� �� ���������� #y � 
��� ����� � �����������!
���	� ���������� #x ���	����� ���� ��������� ����	���� � ����$

f ′%x& ' lim
�x→�

#y

#x
' lim
�x→�

f%x(#x& − f%x&

#x
� %�&

)�	���	� ��� ���  �����������	x �������� �y
�x

���� ������ ������!
������  ���*�� �� #x$

�%#x& '
#y

#x
�

+��� ���*�� f ���������� � ��������� ����������� �����x� ��  ���*��
�%#x& ���������� ��� ���������� 	���,� �� �����, ���� #x� �� �� ���
#x� ��������������, ����������� - � |#x| � �� �� � . ����������
	���� ����/�������� ������ ��� #x ' - ��� ������	� �� �����������
0����� � ������������� �����������  ���*�� f � ����� x 
�����������
������� � ������������� �������  ���*�� �%#x& � ����� #x ' -�

1 � � � � 	 � �� ���	 �����	� f 	���� ���	
������ � ����� x�
�� ��� ���������� � ��� ������

2 � � � � � � � � � � � � �� 3� ������������� �������� ������� %�&
�������� ���

#y

#x
' f ′%x& ( �%#x&�

�� �%#x&→ - ��� #x→ -� 4�����

#y ' f ′%x&#x ( �%#x&#x ' f ′%x&#x ( o%#x&� #x→ -�

�
lim
�x→�

#y ' -�



��� ��� �� �����	�
����
�� �������
�� ��� ��
���� ��
�� ��	���

��

� ��� �����	
�� ���
��� ������� ��� ��� ��
���� f  ����� x 
�����
��
��

�����	�
��� �����
�� ������� �� 
� ��
�� ���� ��
���� f 
�����
��
�  ����� x� �� ����	� 
� ���	���� ��� �
� ����� ���� �	
��  ���!
����� "��� 
���#�

$������ ��� ��
���� f ����� � ����� x 	�
������� ���������
��� ����� %∞ ��� −∞ "�����! ∞ �����������#� �
�� � ����

����� f ′"x# & lim�x→� �y�x & %∞ ��� 
������
������ f ′"x# &

& lim�x→� �y�x & −∞�
'���
��� �	����
���������� ������ ����������� �� ������� f

� ����� x�

f ′�"x# & lim
�x→�
�x��

(y

(x
& �") % )#� f ′−"x# & lim

�x→�
�x��

(y

(x
& �")− )#�

��� ���� ���	� 
���
������� ����������� f ′"x#� ��������� ���
�	������ � ��
�������� ���	� 
���
������� ����������� �� f �
����� x 
����� � 
���� � 	��� ����� ����� 
�	��� ����� �������
����
�� ��� ����� f ′"x#�

*�� �����	�
�� ��
� ������ ����  
�� �����
 +���� �	
��,  ��
��
��- 
� +�����
��
�� ���� �	
��,�

.�
����� � ������

�� 
� ���� /��� �� ����� ���� �	
��  ����
�� x� 0 1�����  ���! ����� ����� "��� § ��/# �������-
�� "�	�
���
�

��#� .�
����� � ������

�� 
� ���� /��� 	� 
� ����� ���� �	
�!� 
�
��2������ f ′�"x�# � f ′−"x�#� 
� ��
�� 	��1 	��1�� .�
����� � �����
��

�� 
� ���� /��� �� �� ����� �����
��
�� ���� �	
�� f ′"x�# & %∞
� f ′"x�# & −∞ ���������

�� � ��
���� 
� ���� /��� �� �� 
� ����� ����
� �	
�3  ����� x�� 4 ������ ���� /��� �� f ′−"x�# & %∞� f ′�"x�# & −∞�
�  ������ ���� /��� �� f ′−"x�# & −∞� f ′�"x�# & %∞�

a � � � � �

���� ���

'�	� ����-  �	�� ��� ���� �	
�� �� ��
����  ����� x ���- ��
��
��� �� x� 5 ���! �����  ��
�� ��� 
���
�� f ′"x# ������� ��-�� �	���

��� f ′"a# ��� 
����� ����� 0 ���� �	
�� �� ��
���� f  ����� a�



���� �	������
�� ���

4 § ��/ ���� ��	�
� ������� "�#6"7# ���� �	
�! �� xn� n &
& )� �� � � � � �� sinx � cosx� '��� ��	���� ���� �	
�� �� ���� ��
���-
�! ��
���� ax� a � )�

"ax#′ & lim
h→�

ax�h − ax

h
& lim
h→�

ax
ah − �

h
& ax lim

z→�

z

loga"� % z#
&

& ax
�

lim
z→�

loga"� % z#��z
&

ax

loga e
& ax ln a� "8#

9	��- �� �����- �����- ��	���
���! ah − � & z → ) "h → )#
� ��� ������� ��� ��
���� loga u 	�� u � )�  ����
���� ��� u & e�

������
��

:���  �����	
�� ���
��� �������- a & e� �� �������(
ex
)′

& ex� "7#

;��������� ��
���� "���� /�8#

y & |x| &
{

x� x � )�

−x� x � )�

<�� x & )

(y

(x
&
|) % h| − |)|

h
&
|h|
h
→
{

�� h � )� h→ )�

−�� h � )� h→ )�

<��� �	
�� �� |x|  ����� x & ) 
� ��2������� ������ ��� ����� ���=

���� ��	

� �	
��  ���! ����� �����
� �� ���!>
 �����-
�3 �����3 ���� �	
�� �� |x| ���
2������ � ��
�

|x|′ & signx &

{
%�� x � )�

−�� x � )�

? ���������
�� 1������ �	
�� ���
��
���� |x| 
������
�	������1�x�  ���
����� �  ����� x & )� *�� �	
� ����� � 
���	��2�3 ����	���

| |x% h| − |x| | � |x% h− x| & |h| → )� h→ )�

.�
���� |x| �
�����
� ���� ��� �
� 
������
� 	�� ����1�x� 
� ����
���� �����  
���
�� x� ���

� x & )� 	�� ������1� �
� 
� ����� ���� �	�

�!� 4 ����� x & ) 1������ ���! ��
���� 
� ��2������ �������-
�!�



��� ��� �� �����	�
����
�� �������
�� ��� ��
���� ��
�� ��	���

��

������ ���	
�� |x| ��	������ ��� ������� ������� � ���������
��� �� ������

� ������	� �������� ����������	
�� f � ����������� � �����	�
�a� b� � �� ��� !�� ����������� �� � ����� ���	� "��#� �����	 $���	
�%
�����&����'� (� #���	� ���������� �������)� �� ��� ��#�� ���)
���� � ����!) ��	������ �����*� +�� ������� �� �� ��������
����)�

� � � � � � �	 
�����

f�x� �

{
� ��� p����������� x�

x� ��� �pp����������� x

�������� �� ���� ����� x �� �� �� � ���� x � � �����  ���������! f ′��� � ��

 ����� ��� ��� h ������������
f�h�−f���

h
� �−�

h
� � � ��� h ��������������

f�h�−f���
h � h�−�

h � h→ � �h→ ��	

� � � � � � �	 
�����

f�x� �

⎧⎨
⎩ x sin

�

x
 p� x �� ��

�  p� x � �

�� ������� �� �−∞�"∞�# ��� ���� x �� � ��� �����  ���������!� �� � ���$
� x � � ��� �� ����� ��%�  ����&  ���������& � ����&�  ����� ��� ��������

f�h�−f���
h

� sin �
h

�� �����  ������� �'�� h → �� ���������  ���%��������

��� �������������	

,�*� ���	
�� u$x' � v$x' ��� � ����������� � ���	� x� �� �� �����
������)� ������������ � ������ $��� ��*����� ��� v$x' �- .' ��� �
����������� � ������*��� �������

$u± v'′ - u′ ± v′� $/'

$uv'′ - uv′ 0 u′v� $1'(
u

v

)′
-

vu′ − uv′

v�
� v �- .� $2'

3�	���*)���� $/' ��������� � § ��1� 3�	��� $1'� $2'� �������
���������� ���������� x ����!���� 4x� ����) ����������� !��
����!���% u � v ����� 4u � 4v� 5�#�

$uv'′ - lim
�x→�

4$uv'

4x
- lim

�x→�

$u04u'$v 04v'− uv

4x
-

- lim
�x→�

u
4v

4x
0 lim

�x→�
v
4u

4x
0 lim

�x→�

4u

4x
4v - uv′ 0 vu′�

������ ��� �� ��#�� ��� v ����� ���������� � �*������ ��� �� ���������
�� ���� ��� 4v → . ��� 4x→ .�



���� �����	�
���� ��
���� ���

� ��������� ��*� C 6 �����%��%� �� $Cu'′ - Cu′ 0 C′u - Cu′�
������ ��� C′ - .�

3�	��� $2'7(
u

v

)′
- lim

�x→�

�

4x

(
u04u

v 04v
− u

v

)
- lim

�x→�

v
4u

4x
− u

4v

4x
v$v 04v'

-
vu′ − uv′

v�
�

8 � � 	 � * ) 	 � � � � � � � � � � � � � � * � � � � � � � � 
 � � � �  � � %�

��

(
�

x

)′
-

x · �′ − � · x′
x�

-
−�
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���� �������� ������� 

�y � A�x � o��x�� �x→ �� �!�

"����#�� ��� $��%&�# f �������������	
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����� �y � '��( ���% ����� �������� � ��� �!�� )� A * �%�����#
%��������� � �����#��# �� �x ��� ����� �����#��# �� x�+
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�������� � �
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-��� � ������� �������� ���� ������� f �������������	

� ���� x� �� �� �� ����
����� � ���� x ������
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 �	��� ��������� � ���� x� �
���� ����� A+

- ����� ��� ����� �������� �y � ���%x ���������� � ��� �!�+
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dy � df � f ′�x� �x�
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� � � � � � �� ����� ����	� 
�	��� �� 
�	�� z � F 	x
 �
� f	�	x

� ��� y � �	x
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�������	�� � ����� x� � 
�	��� f ���� �������	�� � ����� y�

����� ���������� �������	�� �� F � ����� x� ���	��

F ′	x
 � f ′	y
�′	x
� 	�
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� �"��/�����
����� %y �� ������� 	(
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��������� � ��e: ��%� ����&���� ��������	

� � � � � � �	 ;��!� !�����

x �
t� − a

b� -t
√
c
� b� − <ac � $� c � $�

����������� �� ��� ����������� ������ �����������# �� �"������# t �� �−∞�
−b�-√c �� �−b�-√c ��∞�	 1� �*��� �" '��/ ���������� !����� ���������
��"������� �� −∞ �� �∞	 =�� ���� �����&� ���� �%���&� %�� � ���� �������
b� − <ac � $ ����"������ x′ � $ � ��� t � −b�-√c ����*���� �t� − a� �

� b���<c� − a ���&>� ����	

x ���� �����	
 ��	��
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$

f ′	a
� � � � � f �n−��	a
 � ����� f � �� ���������6 � ����� a � ��������

�������!� � ����������& f �n� � ����������� %��& �����  ����' ���"��#
�����$ ����� � "��'7�& �������',$ �������� f � �����6 %��& ������8
������

+�������� ���"������! !��!,��! �������'�� ����!)���! ��  ��#
����� �������!� ���*�����$ �������� ������������ ������
�����& � ������

1 ������ � ��*�$ ��� ������ ���� � ��&���� ��! ���*������

P 	x
 . b� 9 b�x9 � � �9 bnx
n� 	�


(������ ��������'��� ����� a � � �����& ����� ��������� 	�
 ���#
������� ����� x �� 	x− a
 9 a:

P 	x
 . b� 9 b�2	x− a
 9 a3 9 � � �9 bn2	x− a
 9 a3n�

(��������������������� ���"��� ������������"�� �����������6
������!6 x− a� � ��� �'���� ��� ��� ���������

P 	x
 . �� 9 ��	x− a
 9 � � �9 �n	x− a
n .

n∑
k��

�k	x− a
k� 	;


*�� �k < �����!���$ �����!)�� �� ��6���6 ��%���������� bk�
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� ���� ����� ������ �������� ��������� 	��  ���� ���������! ���
���������� P 	x� "� ���"��� x� �� �� "� ���"��� x− a� ��� a # $�
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��	x− a� * +��	x− a�� * � � � �
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′
k
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� � �*
P �n�	a�

n-
	x− a�n #

n∑
k	�

P �k�	a�

k-
	x− a�k� 	,�

7�� &�� 	,� ��������� ���
���� ������� � ������
 x− a ���

��������� P 	x� �����	 n�



���� ��	���� �����	� ���

7�� &�& 0������ "� ���"��� x� �� �� ��������

P 	x� #

n∑
k	�

P �k�	$�

k-
xk� 	8�

������� ����� ���
���� ����������

� � � � � � � 	
 � � � �  � � � � � ��� ���������� ��������� n�� �������

P 	x� � 	a� x�n�

���a����� !������ �����" � n����#������� ������ $�� k�% ���� !����% ��!��

P
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n	n− �� � � � 	n − k � ��
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#
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!
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�
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f �k��a�
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x− a�n

n4
f �n�a1 �x− a�� $

x − a�n

n4
f �n�a� 1 rnx� $

$
x− a�n

n4

(
f �n�a� 1 o��

)
$
x− a�n

n4
f �n�a� 1 ox− a�n�� x→ a�

�3�

=������������"

fx� $

n∑
k��

f �k�a�

k4
x− a�k 1 ox− a�n�� x→ a� �>�

.����'���� �>� �������� �������� ������
 �
������� ����
��� f �� ������� x− a� � ���
����� ����� � ����� ��
� ?��

-� �������� ����
�)
� ������
�
: � � � � � � 3� ���� ������ f ����� ��������� ����������

������
 n � ����� a" �� �
 �
��
�
���� �� ������� �>� ������

�� ������� x− a � ���
����� ����� � ����� ��
��

@���'�� ����
�
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�� 1 ��x− a� 1 � � �1 �nx− a�n 1 ox − a�n� $

$ �′� 1 �′�x − a� 1 � � �1 �′nx− a�n 1 ox − a�n�� x→ a� �A�

��� �k� �
′
k ! ����
" � �
����"�� �� x" �������" ���

�k $ �′k� k $ *� �� � � � � n� �B�

@������������" ������� ������ ����� � ������ ������ �A� ���
x → a� :�!�� ���
��� ��������� �� $ �′�� :���� �(�����" ��'�� ����
����" ��� � �A� ���!����� ��" �

′
� ���" � ��'�� �A� ��������� �� x− a �

���
���� ���������

�� 1 ��x− a� 1 � � �1 �nx− a�n−� 1 ox− a�n−�� $

$ �′� 1 �′�x− a� 1 � � �1 �′nx − a�n−� 1 ox − a�n−���

���
�� ����� �������� � ������
 ��� x → a ���
��� �)�" ��� �� $ �′��
<�����'�� 2��� ������� ���������������" �� ���
��� �B�� 8���� ���
�������

�� �� �	
�� ���������� � ��
�������� �
�	�
����



��� ��� �� �����	�
����
�� �������
�� ��� ��
���� ��
�� ��	���

��

�� ���������� 	
���  ���������� ���
 �	
��
� �������������	

�������� ������� f �� ��
��� ����
� � �������� � ��
��
������ �� �	��� ���� ������� � �	
����
� ����	
� ��	 ������ f �
�
���� � ����
 x  a �
�!
!����� �!�������� n"�� ��!����� �!
�#
����	
�� � ��


f$x%  ��&��$x−a%& � � �&�n$x−a%n&o$$x−a%n%� x→ a� $'(%

��
 �k) ���������
 ��	�� �� *� ��	� !����

�k  
f �k�$a%

k+
�

��
� $'(% 
��� �
�	�!��� !��	�,
�
 f � �������� � ��!�
 -
����
��
��� ����
� � ��
�������� x  . ������ $��������% �����

��� f ����
��� � ���� ���� ��	�� ������ $��������% ������� x/

f$x%  a� & a�x
� & a�x

� & � � �
(
f$x%  a�x& a�x

� & � � �
)
�

��� �	
��
� � ����� ��� �
�
���
 �!�������
 �� �
���� ������ ���
,
 ��� �
���
 �!�������
 �� �
�
���0 ������� ���� �
�
���
 ����#
� $��� ���
� § 1�(%� 2� ���	
��
 � ���� ,
 �!
���	������� �
�!
!��#
��� � ����
 x  .� �� ����� �� �
�30���� !���� ��	� � *��� ����
�

4 ��������� � ������� *���� ���
!,�
�� 	
��� �	
��
�� ��� ��
����� ����� ��������

P $x%  

n∑
k��

�kx
k

�� ������ $��������%� �� �� ������ $��������% ��������� ���
�� ����� � ����������� ����� ��� ��� ���� ���� x � ������
$��������% ��������

� � � � � � 	
 �� ������� � � x
� � � � � � x�m � �� − x�m	����� − x�� �

���� ���� ��� x�m	����− x�� � o�x�m�� x→ �� �������� ���

�

�− x�
� � � x� � � � � � x�m � o�x�m�� x→ �� �� �

!� ���� �� � ���" ������ #�$��� ����%�� ��−x��−� &� ���&��'� x � ������(
�)� ������ � ����� ����


x ����� ����	
� ��
���
�
� �������� �
�������� �	�����

5 � � � �  � f$x%  ex� 6	� *��� �����

f �n�$x%  ex� f �n�$.%  '� f �n�$�x%  e�x� n  .� '� � � �

-�*���� ��!��	� 7
�	�!� �� ��
�
��� x ����� ex � �������� � ��!�
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��	
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���� �� 

8��!��,� �

� ��

ex  ' &
x

'
&

x�

9+
& � � �&

xn−�

$n− '%+ &Rn$x%�

Rn$x%  
xn

n+
e�x� . � � � '�

��	 ��	�,�� � �
� x  '� �� ��	��� �!3	,
���
 ��!�,
�

�	� e/

e ≈ ' & ' & '

9+
& � � �&

'

$n− '%+ �

� ��3��� |Rn$'%| � �
n
 e �

�
n
 � -! 	�3�� x � .

|Rn$x%| � xn

n+
ex → .� n→∞�

 �! x � .

|Rn$x%| � |x|
n

n+
ex → .� n→∞�

5 � � � �  � f$x%  sinx� 6	� *��� �����

f �n�$x%  sin

(
x&

n�

9

)
� f �n�$.%  sin

n�

9
�

f �n�$�x%  sin

(
�x&

n�

9

)
� n  '� 9� � � �

5�!��	�7
�	�!� �� ��
�
���x � �����������	
���8��!��,��
#

� ��

sinx  x− x�

:+
& � � �& $−'%�	� x��−�

$9� − '%+ &R��	�$x%�

R��	�$x%  
x��	�

$9� & '%+
sin

(
�x& $9� & '%

�

9

)
�

;������ ��!
���� � ��	� �! � →∞ �	� 	�3��� x/

|R��	�$x%|  |x|��	�

$9� & '%+
→ .� � →∞�
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���� ��
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��

� � � � � � � f�x	 
 cosx� �� ���� �������

f �n��x	 
 cos

(
x�

n�

�

)
� f �n���	 
 cos

n�

�
�

f �n���x	 
 cos

(
�x�

n�

�

)
� n 
 �� �� � � �

������ ������ �� �������� x � ���������� �����  ����� !�"
#���$� �����  �%

cosx 
 �− x�

�&
�
x�

'&
− � � �� �−�	�−� x���−��

���� − �		&
�R���x	�

R���x	 

x��

���	&
cos

(
�x � ��

�

�

)
�

(������  �%�� ��)�* ��� �  ����� sinx+

|R���x	| 
 |x|
��

���	&
→ �� � →∞�

(��)���� ,���-� ��������� � ��. ������� ������� sinx � cosx ���
|x| � �� /������* ��� �������� 0������� ���, ������� ��� ��0 %����"
����� 0���1 %� %�# x  ���%��, ��$%� ����� � � ����� ��' � ��

� � � � � � � f�x	 
 ln�� � x	 ����%���� � ���1�� �#�%�� ��0
%��������������%� x 	 −�� 2������������� �� ��������x��$��
�������1 %� n 
 �� �� � � � ��� x 	 −�� ��� ���

f �n��x	 

�−�	n−��n− �	&

�� � x	n
� f �n���	 
 �−�	n−��n− �	&�

�� ������ ������ �����  �%

ln�� � x	 
 x− x�

�
� � � �� �−�	n x

n−�

n− �
�Rn�x	�

3�� ���� %� ������� 0���-�� % � �����4 ����� !�#���$�+

Rn�x	 

�−�	n��xn

n�� � �x	n
� � � � � ��

� ����� 5�-�+

Rn�x	 
 �−�	n�� xn

� � �x

(
�− �

� � �x

)n−�
� � � � � ��



����� ��	���� �����	� ��� �����
��	
�� ��
���� ���

3���1 � � x � �6 ��#%�* �)��7���1 � ����� !�#���$�* ������
|Rn�x	| � �

n
xn → �* n → ∞� 8�  �%��* ��� ��� � � x � � �������

��������� � ��. )�����* ��� x 
 � ��������� � ��. �����,�%��
����1 ��%�����

9 ����� −� � x � � �����!�#���$��� %���  �0��$����� �%���1
����%������ 0��.����� � ��������� Rn�x	 � ��.* ������ ��� ��
0���� ��1��* ��� � �%� �� ����� ���� ���� �� � � � � �� 3�� ����
�� ��%� 0�)� ��1* ��� � 0� ���� �� x � n� :�* �������� ����� 5�-�*
������* ������* ��� � � |x| � �* ������

|Rn�x	| � |x|n
�− |x| → �� n→∞�

������ ��� �−�
���x � �−�

�−� 
 ��

3�� x 
 −� ������� ln�� � x	 �� ����� ������ 3�� x 	 � ������
��� .)�� n ����� ����* �%���� �� ���������� ��� Rn�x	 �����1 �$�
�� ��������� � ��. ��� n→∞�

;���* ���������� ��� ������ ������ ������� ln�� � x	 �� ���"
����� x ��������� ��� n → ∞ � ��. ��1�� ��� x* �%� �� ���.7�,
���� ���� �� −� � x � ��

� � � � � � � f�x	 
 �� � x	m� �� ���� �������

f �n��x	 
 m�m− �	 � � � �m− n� �	�� � x	m−n�

f �n���	 
 m�m− �	 � � � �m− n� �	�

������ ������ �� �������� x �����  �%

�� � x	m 
 � �mx�
m�m− �	

� · � x� �
m�m− �	�m− �	

<&
x� � � � �

� � ��
m�m− �	 � � � �m− n� �	

�n− �	&
xn−� �Rn�x	�

3�� ���� �������  ����� !�#���$� 0����� ����� ���+

Rn�x	 

m�m− �	 � � � �m− n� �	

n&
xn�� � �x	m−n�

�  ����� 5�-�

Rn�x	 

m�m− �	 � � � �m− n� �	

�n− �	&
xn�� � �x	m−�

(
�− �

� � �x

)n−�
�

3�� ������1��� m � .)�� x  �� ���� ������* ������� �
�m��	=#�* ����0�.� � ������ ������ ��� ��7�����  ����������.
������ :1.���� ���� § >�?* �@		�



��� ��� �� �����	�
����
�� �������
�� ��� ��
���� ��
�� ��	���

��

��� ������	
� m ������ ����� ��
��� �� ������ ������ ��
x � −��

����� � � x � �� ������ ���� ��������������� ������� ���	!��
������� ��� n � m"

|Rn#x$| � |m#m− �$ � � � #m− n% �$|
n&

xn → �� n→∞

#��� 	�!� ������	��$�
'��� !� −� � x � �� ��� ������������(��� ������� )�(�� ����*

��� #��� 	�!� ������	��$

|Rn#x$| � C
|m#m− �$ � � � #m− n% �$|

#n− �$& |x|n → �� n→∞�

���C+������ ���,-�� ������-�� �� x� 	� 	� ������-�� �� n� ������ ���
##�− �$�#� % �x$$n−� � ##�− �$�#�− �$$n−� . � � �� m− � � �

#� % �x$m−� � /m−��

� ��m− � � �
#� % �x$m−� �

�

#�− |x|$�−m �

����� �,����� �������	
� ���	 �����
 ������ ��	�0�� #� % x$m

�� −� � x � � �������� � 	��1 �� n → ∞� �� x � � �������	
�
���	 �!� 	� �������� � 	��1 2$�

3����� x . ±� �
 	� ������������ 3��!�� ������� ��� � 4���
������� �������	
� ���	 Rn#x$ ������� �� m� �� m � � � x . −�
��	�0�� #� % x$m ���,-� 	� ����� ��
����

5 � � � � � 	 � �� ���

un .
m#m− �$ � � � #m− n% �$

n&
xn�

���m+ ��������	�� �����������	�� ������ ����� �����∣∣∣∣un��

un

∣∣∣∣ . |m− n|
n% �

|x| → |x|� n→∞�

6� ������ ��� ����!�� 4�� ��������� �� n→∞
un → �� ���� |x| � �� un →∞� ���� |x| � �

#������� ��� § ���7� ������ /$�
�� ��� 	
���� ����� �� ��	������	�� ���� ��� x � � 	 ����� �
����

m�m−������m−n���
n� x

n �	�� § ������



����� ��� �����	� ���

6�!� ��������� ����� ������1-���� ����
 ����!�	�� ��*
���
 ���	�"

ex . � % x%O#x�$ . � % x%
x�

/
% o#x$� x→ �8

sinx . x%O#x�$ . x− x�

7&
% o#x�$� x→ �8

cosx . � %O#x�$ . �− x� % o#x$� x→ �8

ln#� % x$ . x%O#x�$ . x− x�

/
% o#x$� −� � x � �� x→ �8

#� % x$m . � %mx%O#x�$ . � %mx% o#x$� −� � x � �� x→ ��

x ����� ��� ��	
��

9
�!�	��
u� % u� % u� % u� % � � � � #�$

��� uk + ������ ������-�� � ���� 	�������� ����	� �� 	������	���
�	����� k #k . �� �� � � � $� 	��
������ ������

:,��	���� ���� Sn .
∑

n−�
� uk ����� ��� ���
� n ���	��� ;����

Sn ��������1� �������������	���� {Sn} . {S�� S�� S�� � � � }� '��� �	�
��������� ���� ��-������� ��	��	
� ����� limn→∞ Sn . S� �� �������
��� �� #�$ ����	
�� 	 	���
 ����� � ����� S� �� 4��� ��(��
S . u� % u� % u� % � � �

'��� ��	�0�� f ����� � 	������� �����	���� ����� a �������	
�
����� ����	� �
������ ������� �� ��� 	�� ����� ������	� ��!	� 	�*
������ ��

f#a$ %
f ′#a$
�

#x− a$ %
f ′′#a$
/&

#x− a$� % � � � � #/$

����
� 	���� 	����	�� ��� ������ �����		 f �� �
������ x − a�
��� ��		
� �	���	�� a � x �	 ��!�� ��������� ��� ����������� :��*
,�		� ��!�	 ��� ������� ����� �� ������ ��	�0�� f �������� � �����
��	�0��� ���� ����� ������ f#x$�

<�� ����� ����� ����� � ������ ������ ����� �������	
� ���	 � ��*
���� ������

f#x$ .

n−�∑
k	�

f �k�#a$

k&
#x− a$k %Rn#x$ . Sn#x$ %Rn#x$ #7$

�������� � 	��1 �� n→∞� �����������	�� ���� limn→∞Rn#x$ . ��
�� �� #7$ �������� ���

lim
n→∞Sn#x$ . f#x$�
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��

� ��� ��� Sn�x� ���	 �
��� ����� n ������ ��� ���� �� �� ��� ��������
� ����� ����� �
���� f�x��

f�x� � f�a� �
f ′�a�
�

�x− a� �
f ′′�a�
��

�x− a�� � � � � ���

 !����� ���� �"������� ��� ��� �������#� "������� x ����� ����� �$
������� ���� �% �% ���� �"������� ��� �� ��� �� &��� "������� x ��������
� ����� ����� �
���� ����� f�x�� �� &�� "������ ��� ��� 
��"����#� "��$
�����

lim
n→∞Sn�x� � f�x��

'� ��#�� �" �(� ����
��� ��� Rn�x� → )� n→∞%
'� ��������� �"
�	������ ������ !��� ���
���� � �����
*��

���#�+�� �� ��,�� ����	 ���"��	� ��� ���-� ����� ����
-*�� �"$
��,���� � ��� .������

ex � � � x�
x�

��
�
x�

(�
� � � � � −∞ � x � �∞�

sinx � x− x�

(�
�
x�

/�
− � � � � −∞ � x � �∞�
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0�� F �x�  f�x� − f�x�� − m�x − x��� !"�
m  �f�x�� − f�x�����x� − x��� �"�������*

���� ����������� F �x� � � �� 	x�� x�
� ��������� %�� 1�� �� ���� ��!"�
minx��x�x� F �x�  F �x�� � � � x� � x� � x�� ��1���� F

′�x��  ��
�������� /������ ��2����� ����%��

�  F �x��  F �x�� &
�x� − x��

�

'3
F ′′�x� & ��x� − x��� 

 F �x�� &
�x� − x��

�

'3
f ′′�x� & ��x� − x����

-� � �����2 %���� 1��2 0���%�� �������� �����2 %��� �� ���"����+�*
��# ����0�������2� � �����2 ������+�������2� ��1���� ������ %����
������ ����� � �� ������ � ���������%�#�

�������������� � ���%�� f ′′�x� � � �����!�%���
	 
 � � � 
 �� ������ y � sin ����� ���
�
����� ��
��� �
��������� �

���
�� �
���������
�sinx�′′ � − sinx � �

�� ��� �� !� 	�"���� #�
�� OA$ ���%����&�� ��%� �
���' y � sinx �� ��� �� !$
��(� ��������� �
��� ������ )�� ��� �
������� #�
�� y � � ���x$ �� �� ��*�+��
��
��������

 

�
x � sinx� � � x � �

 
�

+���� ����
�,*����� � ��������+����� ���*����
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x ����� ����	
�� ���	��������

� ����� ���	
����� ��	��� ������ 
���� ������ ���
�� ���
����������
�
 �������� ��
���� 
 �������  �
����� ����
���
� � 	
�
 �� �
��
 �!�
���"�
!��� !������� ��
�� 	�����
!#
	�!
�� � 	� ���$
� 	������ 
$����� 	��!� % ��
	��������
��
��� !�� �

�
# ∞∞ # ∞−∞# & · ∞# &�# ∞�# '∞�

� � � � � � &�&� ���$����� !������ limx→a
f�x�
��x� ! 	���	
�
���

�# ��
 limx→a f(x) * &# limx→a �(x) * &# �(x) �* & ! 
%�����
�� a�
+���� a , %
����
� ���
  ��� ���%�� f  � ������� ���!���

���	����� ����� (
��
������
 x− a)�

f(x) * �p(x− a)p - o((x − a)p)� x→ a� �p �* &�
�(x) * �q(x − a)q - o((x− a)q)� x→ a� �q �* &�

�
��� (��� § .�'&# ('&))

lim
x→a

f(x)

�(x)
* lim

x→a

�p(x− a)p

�q(x− a)q
*

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�p
�p

	p p * q�

& 	p p � q�

∞ 	p p � q�

� � � � � � ��

lim
x→�

x− tg x

x− sinx
� lim
x→�

x−
(
x	

�



x
� 	 o

(
x�
))

x−
(
x− �


�
x� 	 o

(
x�
)) � lim

x→�

−�



	 o��

�

�
	 o��

� −��

� � � � � � ��

lim
x→�

� − cos x

sinx
� lim

x→�

�− �� − x��� 	 o�x�

x	 o�x
�

� lim
x→�

x��� 	 o�x�

x	 o�x
� lim

x→�

x���

x
� ��

� � � � � � 
�

lim
x→�

ex − �− x√
� − x− cos

√
x
�

� lim
x→�

� 	 x	
x�

�
	 o�x�− � − x(

�− x

�
− x�

�
	 o�x�

)
−
(
�− x

�
	

x�

��
	 o�x�

) �

� lim
x→�

x�

�
	 o�x�

−
(
�

�
	

�

��

)
x� 	 o�x�

� −
�
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�� ��� ��
���� ��
�� ��	���

��

��������� f ��	�
�� �� �	�� ����������� � ����� a ��� ����	������
	���� ��� ������������� ��� ����������� ���������� �� � ����
������ ��
�� 	���� ��� ������� ����� !�" ��!�" �����	�# ������$
������� ������� �������� �� ���	������ �����	� %�&� � ������	�

� � � � � 	 � '� ����� ����	

 f 
 � �������� 
 
���� ��
��
������ � ���������
 ����
 a (a� �
��� 
�
∞)# �� 
�������
��#
���� �����# ����
 a* �
 ���� � 
 �′ �� ���� ���� � ����
������ ���������
 


lim
x→a

f(x) + lim
x→a

�(x) + ,�

����� ���
 �� ������� �����

lim
x→a

f ′(x)
�′(x)

+ A (')

(�������� 
�
 �����������)# �� �� ������� ����� ����� ���
�����

lim
x→a

f(x)

�(x)
+ lim

x→a

f ′(x)
�′(x)

+ A� (-)

. ���������# ���� ��� 	���� ���� � �����	 ��� ����	 �������# �
��
�� ��� ���������� a ����	����" �����" ��� ����" �� �����������

/ � � � � � � � �  � � � �� 0��� a1����� (��������)� ��
��# ����
�"
f(a) + , + limx→a f(x)# �(a) + , + limx→a �(x)# 	� ������	# ���
������� f � � ���������� � ����� a� 2�� �������� �	���� �� ����	���$
�������	� � �����	� ��������	� ������"�� ���	���� � ������"	 f � �
�����	� %�&�� ����	 ������	# ������ �� �� ���� ����� x �� ���������
�����������# �������" 	���� a � x ����� � + a 3 �(x − a)# , � � � '#
����"# ���

f(x)

�(x)
+

f(x) − f(a)

�(x) − �(a)
+

f ′(�)
�′(�)

� (4)

5��� ��!������� ������ (')# ��# ��������# ����� ��!������� ������

lim
x→a

f ′(�)
�′(�)

+ A�

� ������������# � ������ (-)�
6���# ��!���������� �����
� ������� � (-) ������ ��!����������

�����
� �	� �����
� ������� � (-)� 7������� ����������� ��������

� � � � � � 	
 � ��� ����� ��� sinx ≈ x �x→ ���

lim
x→�

x
� sin���x�

sinx
� lim
x→�

x sin
�

x
� ��



����� ����	���� 
���	�����

����� ���

� ������ �������� ��������������� ���������  ���!�����" �#���

$x sin���x�− cos���x�

cos x
� $x

�

cos x
sin

�

x
− cos���x�

cos x
� �	�

%��� ��������� �� ��������& �� ' '#'���  �����  �� x → �
 (�� ����� �! �����
���  ����� ���  �#��� �#��� ��������& ' ���� # ������ �� ��������& ' '#'�)
��*�+�  �����
 (�� �� ���#�� ����� ���  ���  ����#���'� � �	� ������ x ,��')
-�� � � ��x�� '����#& ��!��'#�� � ,����� .��� �/��  ���#���& �#'#& ,��'-�&
�� x� '����#& �����  ����  �� x→ �


��	��������	����� �!� ������a +∞ (���a + 3∞���a + −∞)�
8�����	 ����������� x + '�u� ��
�� ������	 ������� F (u) + f('�u)#
9(u) + �('�u) �� u� 7�� ���������� � ����������� ����� , (��� a +
+ 3∞ ��� a + −∞ � ������ ��� ����� ����������"� ����� ,)# �	� �
����������� (�� u) � ���� ����������� � 9# ��� �� ��� 9′ �� ����� ��� 
� ����

0�� ���	

lim
u→�

F (u) + lim
x→∞ f(x) + , � lim

u→�
9(u) + lim

x→∞�(x) + ,� (:)

/����# ���� ��!������� limx→∞ f ′�x�
�′�x� # ��# ��������# ��!������� ������

�	� ������;

lim
u→�

F ′(u)
9′(u)

+ lim
u→�

f ′('�u)(−'�u�)
�′('�u)(−'�u�) + lim

x→∞
f ′(x)
�′(x)

� (<)

0����	� �� ��������� ��� ���������
� ��&� (��" �������
� a)

lim
x→∞

f(x)

�(x)
+ lim

u→�

F (u)

9(u)
+ lim

u→�

F ′(u)
9′(u)

+ lim
x→∞

f ′(x)
�′(x)

� (=)

2��	 �����	� ���������
8 � � � � � ∞�∞� 8���������� ����� !�" �����	��
� � � � � 	 � -� ����� ����	

 f(x) 
 �(x) �������� 
 
���

�� ��
������� f ′ 
 �′ � ���������
 (� ��������
# � �����

�
 � ����� ���������
) ����
 a (�������� 
�
 �����������)# ��

�������
�� ����� ����
 a! �
 ���� �′ �+ , � ��������� ������
����
 


lim
x→a

f(x) + lim
x→a

�(x) +∞ (3∞ 
�
 −∞)� (>)

����� ���
 �� �������

lim
x→a

f ′(x)
�′(x)

+ A� (?)

�� �� ������� ����� ��� �����

lim
x→a

f(x)

�(x)
+ lim

x→a

f ′(x)
�′(x)

+ A� (',)

� �
0
 1�'�2�'��
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�� � � � � � � � 	 
 � � �� ������ ��������	��� ��
���������	��
�	
����� xk �xk �� a�� 
��������
� � a �xk → a��

��� ��� �� �
����� f�xk�→∞� ��xk�→∞� �� ������� �������	�
���� k ����� �����
�� � 
������
���� �������	��� nk � k �nk � nk−��
������ ���

k|f�xk�| �
∣∣f(xnk)∣∣� k|��xk�| �

∣∣�(xnk)∣∣� k �  � !� � � �

"���������	���

f�xk� � o
(
f
(
xnk

))
� ��xk� � o

(
�
(
xnk

))
� k →∞�

#�$���� �
�� ������%  � ! § &� '� ��� �������%( �k ∈
(
xk� xnk

)
lim
k→∞

f
(
xnk

)
�
(
xnk

) � lim
k→∞

f
(
xnk

)− f�xk�

�
(
xnk

)− ��xk�
� lim

k→∞
f ′��k�
�′��k�

� A� �  �

k �  � !� � � � �

������ ��� ��� k → ∞ xk → a� 
���������	��� xnk → a �k � nk� �

�k → a� )%��������� ��� �� �
���* ��
���������	��
��
{
f�xk�
��xk�

}
�����

�%�����	 �����
���������	��
�	
{
f�xnk �

��xnk �

}
� ��� ������*

lim
k→∞

f
(
xnk

)
�
(
xnk

) � A�

+� ��,�� �
�� ������� - § &� � 
���
����� ������

lim
x→a

f�x�

��x�
� A

� �%�������
� �����
��� � '��
. �����
��� � '� 
���
�������� �����,� ������� ������ 
���
����

����� ��� �����,� �����,�� �� �� ���/����� ��� �����%���� 
�������*
������0 ������

lim
x→∞

x− sinx

x
� lim

x→∞

(
 − sinx

x

)
�  


���
������ ����� ��� ��� ������ ��� x → ∞ ����1���� ���������%(
� − cosx�� �� 
���
������

.%������%� ���������  � ! �������� � 
��� �����%( �%��
�����
������� ����1���� 2���3�* ����� /%�	 
������ � �%��
����� �������
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2����������� $�� �������� ������� ��� ��
	��
���
�%( 
������� .������� $�� ������� /%�� ����
��� 4� 5������� ��
6������� 7��

� � � , � � � � � � � � � � � � � � � 
 � �� +�� �
����
� ��� ��

������	
���,�� ���% �������������
��*� 4( ����� 
��
�� � ����%������

8
�� f →∞ � �→∞� �� ��1�� f − � �
(
�
� − �

f

)
0 �
f� � ��������

�������������
�	 ���� '�'�

8
�� �� f → ' � � → ∞� �� ��1�� f� � f
��� � ��� �������� �

�������������
�� ���� '�'�
.%������� uv� ���������� � �������������
��� '�� ∞��  ∞� ���/�

�� ��,���2�������	� ��� �������� � �������������
��� ���� ' · ∞�
+�������� limx→a u

v � elimx→a v lnu� �
�� ������ ���������� 
���
���� � �����* ��
�� ������%*� 8
�� �� ��
�����* ����� 9∞� −∞� ��
������ ����* ��
�� ����� 
������
������ 9∞� '�

� � � � 	 � 
�

lim
x→∞

lnx

x

� lim
x→∞

��x

�
� �

� � � � 	 � ��

lim
x→�
x��

x lnx � lim
x→�
x��

lnx

��x
� − lim

x→�
x��

��x

��x�
� �

� � � � 	 � ��

lim
x→�∞xke−x � lim

x→�∞
xk

ex
� lim
x→�∞

kxk−�
ex

� � � � � lim
x→�∞

k�

ex
� �

k � �� �� � � �

x ����� �����	
	�

#�
�	 ������ ������ ���� ����	 �����*� :� ������������ ������;
����

y � f�x�� x � N� � �

,�� f�x� < ������%���� ��� ��/�,� x � N 2���3��� )���� 
�����	
����� A � �x� f�x�� �����* : ����
���* �� x�

#�
�	� ����� ��,�� ������ ������ L0

y � ax9 b �!�

�� ���� �������� ���������� � ��� !"#$%�& ���	����%� '� (	� "���
���������)� �*+	&!��$%�& ���	����%�

��
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�a� b� ������		
� ������ ��� �������	� �� ���� A ����� �� ����
��� L �������� � 	��� �� 	�����	��		�� ��������	 x� �� ����
��� L 	��
������ ���������� ����� �� ��������������� ��������
	� x �  ∞�

!���� ����" L ���" �������� � �� x →  ∞� #���	�	� L � 	���
���"	�� ��� ����
������ ���$

y − ax− b√
%  a�

& '�

(�)���� �������	� ���� A & �x� f�x�� ����� � �� L ���	� ��x� &

& |f�x� − ax − b|�√%  a�� *�� ��� L � �� ������ �������� � ��
x→  ∞� �� limx→�∞ ��x� & '� +�����

lim
x→�∞�f�x� − ax− b� & '� �,�

(�)���� lim
x→�∞

(
f�x�
x
− a− b

x

)
� lim

x→�∞

(
f�x�
x
− a

)
� �� ����

lim
x→�∞

f�x�

x
� a� �	�


� ��������� �������� � ���� ���������� ����� ����� ��������
�� � ��� x →  ∞� !��� "���� �����# �	�� $�#� �� �� ��%���"���� ��
��"�� � �� ����� ���������� $�#� &� �����# �	� ��%���"��� � ��"�� a�
���� "����#��� �����#

lim
x→�∞

(
f�x�− ax

)
� b� �'�

$�#� �� �������#� �����# �'� �� ��%���"���� �� ��"��� �� ����� ������
���� ��� x →  ∞� $�#� &� �� ��%���"���� �� ��#������� �������� a
� b ������#�(� �����(� ������ � ���� ��������� � ��� x →  ∞� )�
� �����#� �	� � �'� ��#� ��%���"�(�� �� ������"����� �� �������"���
��"�� � ��#� "��"� ��"���� ������#����� ��"����"�� �*�� #��� �� ����
�� "�"��� #��� ����� ������"����( ��������� ��� x→  ∞�

+��#������ ������#����� ��������� ��� x→ −∞ �������"��� ���
"�� �"��"� ��"���

y � f�x�� x � −N� �,�

� ��&� ��������� ��� x→∞ ��"��

y � f�x�� N � |x| �-�

�������%�� �� �"�. "��"��� ����"����"�(%�. x � N � x � −N��
/ ���"������. "�0� �����&�����. ���� ������� " �#���� �,�� ���

x→ −∞� � " �#���� �-�� ��� x→  ∞�
$�#� ��"�� � ��#� "��"� ��"��� ������#����� ���"������ y �
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���	��� ���

7�� *��� ��� �/� ���� ���%� ��&� �� ��� ��� �,� ��� p � � ���� ���%�
������� ����� %�&�� ����������

6��������� ,� ��
����� �����������	 ������������� 2 ��#�
%����% ��� ���	%����% ��#�� �������� ���������� ��� �� �� �
�
�&���������
� ���%����������*��� ��� ���� ������
���#�����
��� �� ����
 �� �#%%
 ���� ������
	 ��� ��#	 ������� � ����� ���
��
��� '��� *�� ����������% �#��%�

8� ��������� ,� ����#�� ����� �%����� � ��% x � x − y ��� y
� y − x�� ���

‖x− y‖ � ‖x‖ − ‖y‖� ‖x− y‖ � ‖y‖ − ‖x‖�
��'��%#

‖x− y‖ � ∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣� �9�

2 ���%�������% ����������� E %�&�� ���������� ������� ����
����� :#��% ��������� ��� ����������������� '��%����� xn ∈ E ����
����� �����	����� � '��%���# x ∈ E� � ����� xn → x ���
limxn � x� n→∞� ���� ‖xn − x‖ → �� n→∞�

���� ������������������ ���	����� xn ∈ E �	��� ������
x ∈ E� �� ���� ������ ������������� ����%# ��� �� ����� ���
xn → x� xn → y� ����#��

‖x− y‖ � ‖�x− xn� 0 �xn − y�‖ � ‖x− xn‖0 ‖xn − y‖ → ��

���#� ‖x− y‖ � �� ���� x � y�
7� ��

∣∣‖xn‖ − ‖x‖∣∣ � ‖xn − x‖ → �� �� �� ����� ��� xn �	������
� x� ����#��� ��� ‖xn‖ ����%���� � ‖x‖4

‖xn‖ → ‖x‖� n→∞�

$��� xn�yn�x�y ∈ E�  �n� �; ���� � ���� xn → x� yn → y�
�n → �� ��

lim
n→∞�xn ± yn� � x± y� lim

n→∞��nxn� � �x�

2 �%�% �����

‖�x± y�− �xn ± yn�‖ � ‖x− xn‖0 ‖y− yn‖ → �� n→∞�

‖�x− �nxn‖ � ‖��− �n�x0 �n�x− xn�‖ � ‖��− �n�x‖0
0 ‖�n�x− xn�‖ � |�− �n| ‖x‖0 |�n| ‖x− xn‖ → �� n→∞�

x ���� ����	
�������� � n���
�	� ������	�	� �
	��
�����

�#��� E ���� %��&����� ������������
	 ����� t� $��� �&��%#
t ∈ E � ���# ������������� ���� �������� � ������������ ������ <�
n5%������ ����������

x � x�t� � �x��t�� x��t�� � � � � xn�t��� ���

�� -#��% ��������� ��� '��% ��������� �������������� x�t� �� E�

�� �� �	
�� ���� � �
	 ������� x� ����
������ 
������������	 ����
��������	Rn� �� ����� � �� !����	�
��"! �� #�����"� ��� ������ ! �p�
��
������ �����������	 �p���p�����	 Cn$



��� ��� �� n������� ����	�
��	��� ����	��� ������

������� ���	
�� ��t ����������� � ������������ 	������ t ∈ E
����� ��t �������� ��	�� ��������	
 ����
�	
�

����� �������� ��� ��	���!���	
�� x�t 
	��� ������ � ����� t� 
�����" ��	���� y # �y�� � � � � yn � ������

lim
t→t�

x�t # y ��� x�t→ y� t→ t�� �$

����
lim
t→t�

|y − x�t| # %� �&

��� ��� ��� ����� ���������� ���� ����

lim
t→t�

xj�t # yj� j # '� � � � � n� �(

)�������� �& ���������� ��� �	������� ���	
�� |y−x�t| �� t ���*
�� ������ ��� t → t� �����" ���� �� +�� 	�	 �� ����� ������������ 
��� ��� ���������� �� ��	�����" �	��������� ���	� t� �� ��	�������� 
���� ����� ����" ���	� t� �� ����� � ��� 	��������� xj�t ����������
�� +��" �	���������,

-���� ����� ����������� ���, § .,$ �'%

'√
n
|yj − xj�t| �

� '√
n

n∑
j��

|yj − xj�t| �
( n∑
j��

�yj − xj�t
�

)���

# |y − x�t|�

�� 	�����/ ������� ��� ���� ����������� �& �� ����������� � �( ���
���/ j # '� � � � � n � ��������,

0� ����������� ��	���!���	
�� x�t ���������� � ����� t�� ����
���������� ������ limt→t� x�t �����" x�t�,

1�� ����������� �������� +	���������� ����������� ��� 	����*
����� xj�t j # '� � � � � n � ���	� t� ����������,

0���������� �� ��	���!���	
�� x�t � ���	� t ������������ 	�	 ���*
���2

3x�t #
dx

dt
# lim

h→�

x�t 4 h− x�t

h
# lim

h→�

5x

h
�

���� 	������ �� ����������, 0���������� �����	� m �� x�t ��������*
���� �� ����	
��2

dmx

dtm
#

d

dt

dm−�x
dtm−�

� m # $� &� � � �

0�� +��� �������� ������������� �� ������ �� ����" �������������
����������/ m!�� �����	� �� 	�������� � �������� �,�, ����� �����
���������

dmx

dtm
##

(
x
�m�
� �t� � � � � x�m�

n �t
)
� m # '� $� � � �



���� ��������	�� ������� ������� ������ ���

0���������� ������� � ������� �����	�� ���������� � ��	2

3x # 3x�t� 6x # 6x�t�

7��� x�t y�t 8 ��	���!���	
�� � ��t 8 �	������� ���	
�� ��
����� ����� ���������

lim
t→t�

(
x�t± y�t

)
# lim

t→t�
x�t± lim

t→t�
y�t�

lim
t→t�

(
��tx�t

)
# lim

t→t�
��t lim

t→t�
x�t�

d

dt
�x± y #

dx

dt
± dy

dt
�

d

dt
��x # �

dx

dt
4

d�

dt
x�

��� 	������ �������������� ��� ������� ��� ����������� ��������*
���� � �����/ �����/ �������� ����������, 1�� ��������� ��������*
��� ������� ��	��������� ����/���� �� ��	����� 	 ���������������
	����������9 �������� 

lim
t→t�

(
x�t± y�t

)
#
(

lim
t→t�

(
x��t± y��t

)
� � � � � lim

t→t�

(
xn�t± yn�t

))
#

#
(

lim
t→t�

x��t± lim
t→t�

y��t� � � � � lim
t→t�

xn�t± lim
t→t�

yn�t
)

#

#
(

lim
t→t�

x��t� � � � � lim
t→t�

xn�t
)
±
(

lim
t→t�

y��t� � � � � lim
t→t�

yn�t
)

#

# lim
t→t�

x�t± lim
t→t�

y�t�

:� ����� ����������� ��������� ����� ��	������ ����� �������� 
������� limt→t� ��t # � limt→t� x�t # y �������

|��tx�t− �y| � |���t − �x�t|4 |��x�t− y| �
� |��t − �| |x�t|4 |�| |x�t− y| → % · |y|4 |�| · � # %� t→ t��

x ���� ���	�	
��� �	���� ����� �	���

0���� ������ ����������� ��	���!���	
��

x�t #
(
x��t� � � � � xn�t

)
� a � t � b� �'

;�������� ���/ ����	 x�t ∈ Rn t ∈ <a� b= ������������� ��� ������
������� ��������� t ���������� ����������� ��
���� ;� �� �����
���������� �������� ��	��" >,

?���� t ���������� �� a �� b ���	� x�t ��/���� �� ��	�����" ���	�
A # x�a ∈ Rn � ���/���� � ��	������ ���	� B # x�b ∈ Rn,
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�

�������� ��� 	
�
���� t ����������� 
���� ������ �� ��� n �
� �� � ����
� � 	�������
�� ��
����� ����� �����  �!"� #
 ��� ��$��
�������� �������� ��
%��
�&�� ��&�� �
	�
������ ��$���� �����
x�t" 	� � 	�� ��%�
��
��� t�

'��� ���
�� %
���� t �
 � 	�� 	���&� ����(� ��%�
��
�&�� ��	��)
������ *���+�� t � ���"� � ∈ ,c� d-� �� 	������ ����� ������.*���+��

x����"" �
(
x�����""� � � � � xn����""

)
� � ∈ ,c� d-� ��"

�	������&�� �� $� ������ �� �� �$� 	�� 	���&� 	
�
����
 � � /

���� ����
�� ��(
 � ��%�
��
�� �� c � d� ��%�
��
�� �
�$� t �� a � b�

���� ���

�������� ��� � 0��� ����
� %
���
 t �
 � ��
�%������ ������
+�� ��

1��(�� ���� ���� *���+�� t � ���" ����(�
����
��� 2�(
 ��d" � a� ��c" � b � ��	���
d � c� � ��(
 � ��%�
��
�� �� d � c� 	
�
.
���� t ����
�� �� b � a � �
	�
������
��$���� 	���$��� �����x ∈ ��%�������� �

	������	���$���� / 0��� ����
� (������� ���
������.*���+�� ��" �	������� �� $� �������
�� ����������
���� 	������	���$���

���������� ���������.*���+���!"�	���.
���� �� ������ ������ � ����$����� �����"� �� � �� ������
+�� �3
)
�
���� �	��������� ����� x�t" 	�� 	���&� t"� / %�
� ��(�� ��� � �$�
�������� �
� �	���������� �	��������� t ��� �" ���$������ 	�4���
�
	������ ���

2�$� ������ �� ����������
���� 	������	���$��� ��$�� ���%�
)
���� ��	��� ����% �−�

/����� ��(�� ����� (������� 5����
�� �	�������
� ������.*���.
+��� x�t"6� ���� �
��� (������� 5����
� x�t"6�

7���
� � �
%��
���� �	
��� �
 ,a� b- ��
 �a� b""� ���� �� ��$�� 8"
%

�� 	�� 	���&� �	
��� �������������� x�t"� �� �� ��	�������� �
����&�� ��	�������� �� �
���� ��	� 	���%����� �
 ,a� b- ��
 �a� b""�
���� ���� �������� ��� �
���� ���� ���	������ xj�t" ������.*���+��
x�t" ���� (�
��� ��
������ *���+�� �
 ,a� b- ��
 �a� b""� ����&�� 	���%)
������ ����������� �� �
���� ����9

∣∣
x
′�t"
∣∣� � n∑

j��

(
x′j�t"

)�
� :� t ∈ ,a� b- �∈ �a� b""� ��"

;� ���� �
%��
�� 	
�
���� � ���������� 	
�
������ (�
���
������ �� ���� �� ���%
� � t 	�� 	���&� �
������
 t � ���"� � ∈ ,c� d-

	
 ���� ������������ ���������� ������ ������������ !���"�����#
�� ���$�������� ���% ���&' $������ � $�� $����� $���������� t ( �)� 
� ��
�)� 
 * ������ ���������% �$��&���% !���"�%� �����% $���+������� ������
���� � ������&, ��-��, ��� ���� � �����% $���+�����' � ������&, � �
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�∈ �c� d""� (� ���" �� ������ ��	������
 � ����(� ��������
� �� �����
��	�������� 	���%������ �� �
���� ���� �
 ,c� d- ��
 �c� d""� 2
���
���
%��� 	���%���
� �′��" �
 �
��� ��� ����� ��� � ��� $� %�
� �

,c� d- ��
 �c� d""9 < ��� −� '��� � = �	������� 	
�
����� �� �*��)
�������
���� ��4� �
 �%��� t �	������&�� �������� (�
��� �������
�������� ��3�
������ ���� �(� *���������
�� �
 �%��� � � 	����� ���
������.*���+�� x����"" � x∗��" ����� ��	�������� 	���%����� �

,c� d- ��
 �c� d""� � ���� $� �� �
���� ����9

n∑
j��

x′∗j
�
��" � �′���"

n∑
j��

x′j
�
�t" � :�

/ �������� ����
� (�
�
� ����
� �	��������� ���� ��
�����)
���9

x � ��t"� y � 	�t"� t ∈ �a� b"� �>"

(� � � 	 ����� ��	��������� ����������� �� �
���� ���� 	���%)
������ '���� �
	������ �′�t�" �� :� �� ��&������� ������
� �t� −
− 
� t� < 
"� �
 ������� � ����� ���
���� *���+�� t � �−��x"� � ��()

 y � f�x" � 	��−��x""� ?����� � 0��� ����
� (������� ��� *���+��
y � f�x" %

�
 �
�
���������� �
������
�� �>"� '� 	���%���
� ��)
��������� 	� *������

dy

dx
�

dy

dt

dt

dx
�

dy

dt
dx

dt

� �@"

�������� ��� *�����
 �@" ���
$
�� 	���%����� �� *���+�� f�x" � �
�
�
����������� ����� ?������ �
�$�� ���

d�y

dx�
�

d

dx

(
y′t
x′t

)
�

d

dt

(
y′t
x′t

)
dt

dx
�

x′ty′′t − y′tx′′t
x
′�
t

� � "

���� �	������� ��� ��&������� ������ 	���%����� x′′t � y′′t �
#�	������
� ����
� �!" �
%��
���� �
�$� ����� ����
�
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�

�!B�BC!D��"� '��� 	�� 0��� x�a" � x�b"� �� ������ �
%��
�� �
���
���� ��
������ ����� ����
�
"� '���� ����� ��(�� �% ��(�
*
��
� ��� x�t�" � x�t�"� ������ ������� ��� ���� t� � t�� ���� ���
�% ����� t�� t�� �
��� a� 
 ��(�� b� �� ����
� � �
%��
���� �
������
�
�����������
����� ���������
�
�

'��� �% �
������
 x�t�" � x�t�" �t�� t� ∈ ,a� b- ��� t�� t� ∈ �a� b""
������ t� � t�� �� (������� ��� � ���� ���
�����
� �
�����������
��
�
��� ����
��

��� n � � �� 	������ 	������ ��	�������� ������

x� � x��t"� x� � x��t"� t ∈ ,a� b- ��� t ∈ �a� b"� �E"
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x  cos �� y  sin �� −∞ � � � �∞� ���

���������� �����	� �����	� ���
	�� ����� � �������
�� ���������
�� �� −∞ �� �∞� ����
����
	���� �� �� �x� y� �����
��� !������ ���
 ���� ��� ���	"����#

x� � y�  $� �%�

& �
��� � '��� ��
�����  �� 	��
����� ��� �	�# ��������� ����� 	��
���
��� ���	"����� �%�� & ������ ��	 �� �������� � ����� �������� ����(
�����) '�� ���# 	���� �!����
����( ����	�*
������� �� �� �x� y� � ���
��"����#��� �����
������ ��� x�

�	"�� ������#�  �� ����������� �������
��( ���
�( �
������ ���
����#�� �!����  �� ������� ������� 	��
���
������+ '���	 �������
����� �������� ����+ �!,����
� ������� 
��#�� ���#�� �����������
�� ��-��� �!� ���� �������
����� � ���
�(� 
 ���!�������� ���� ������
-��# �( �������������#���

.�������� ���������  �� ��"�� ���������# ����� �������
��� ��
������� /0� $1 2	��3��

x  ��t�� y  ��t�� 0 � t � $� �$0�

 �� ��� �������
��� 
���������� t �� t  0 �� t  $ ���������� �� ��
���t�� ��t��� �����
����# ��� t  0 �� ����"���� �0� 0�� ���!�"�� !	��
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( �

n∑
j��

|xj − x�j | � �� j � )� 4� � � � � n�



���� �	���� ��
���� ���

��� ���#���� ��� ��$ �%���� � � ( �������$ ����������� U�x�� ����$�
��� ��$ ���	 
���������&�	 � ��� x �� x� ��
���$���$ �1�!

8�������������� 
������ � ������� �
��������� 
������ � ��� ����'
���������� � n ������ ������ ����#������$ ���������� ����� ��� 6��
�������� � ���������� ������ ���! § 7!)�!

,���������� �������� 9��� ��&���������$ 
������ �����#����'
���� ��� � ���������� ������: ��! § 7!)� ������� +�!

�
� ���� ���	� ������� f ���
� � ����� x� �����
 �����������
���	������ � ����������� ���	� �
� 
�	��� � � ( ���
�� �������
���� U�x�� �� ���������� ��� ��� ��� � ������� � x�� ����� � ���	�
�
� ���� x� x� ∈ U�x��� ��
����� �� x�� ���
� ����� �����������

|f�x�− f�x��| � ��

;�������� ��� ���� ����� A ���� 
����� f�x� � x�� �� A ���� 
�����
������ f�x� / h� �� h � ������� �����3

lim
h→�

f�x� / h� � A�

� ��������!
<��������� ��������% �����% f � #������% �� ���	 �����	 ������'

����� ����� x�� ������ ���� ������ ����� x�: 
���� � � ���� � � � � �n� =

���#������� ������ ����� ������� �|�| � )� � t � ( = ����$�! >����
���� x� / t� �( � t� ����#�%� ��	��$&�� �# x� 
�� � ������
����
������� �! 5�$ ������� � ����� ������������� �����%

f�x� / t�� � f�x�� / t��� � � � � x
�
n / t�n�� ( � t � ���

�� ����$���� 
��������� t� ��� �� ���� ������ #����$&�� �� �! 2�����
6��� ������ ��� ����� 
��������� t�

lim
t→�
t��

f�x�/t�� � lim
t→�
t��

f
(
x�� / t��� � � � � x

�
n / t�n

)
�

���� �� ��&�������� ����������� ��#���� �����
�� f � ����� x� ��
������
���� ������� �!

� ���������� ���� � = ��������� ��� ej � �(� � � � � )� (� � � � � (�� ��'

��������� 
� ��� xj � �� ����� �������� � 
������ f � ����� x� 
� ��'

�������% 
������������ 
������ xj 3

lim
t→�
t��

f�x�/tej� � lim
t→�
t��

f
(
x��� � � � � x

�
j−�� x

�
j / t� x�j��� � � � � x

�
n

)
�

��� ������������� 
������ xj 3

lim
t→�
t��

f�x�−tej� � lim
t→�
t��

f
(
x��� � � � � x

�
j−�� x

�
j − t� x�j��� � � � � x

�
n

)
�
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���� ��	���

��

�� ���� ��� ��	
�� f ����� � ���
� x� ������� ���	�� A� �������� ����
���	�� ��� �	� ����� � ���� ���
� ������� ���	��A� � �� ������ 	������
��	��� �� �����	�� ����� ��	�� 	����	� ! ��	
�� f �� �� ����"
������ � x�� ���	��A� �� ������ 	�������	�� � � ��  � ���� 	� ����"
������� � x��

� � � � � � 	
 ����

	� f�x� y� �
x� � y�

x� � y�
� �� ��x� y� �

x� − y�

x� � y�
�

������� f � � ���������� �� �������� �x� y�� �� ���� !����� �!�� ��� ��

"����

|f�x� y�| � ��x� � y�����

x� � y�
� ��x� � y������

�����

lim
x�y→�

f�x� y� � �

���# � � � ����$��� � � ���� � �$�� |f�x� y�| 	 �� ���� ����� �x� � y����� 	 ��

%����� �!��#� !� k ����#���#� �����

��x� kx� �
	− k�

	 � k�
�

����� &����� !� ������� & ��� �� �� ������ �����&����#� &��'(� �����!��

��)��� � �� ���� ������� & ��� ��


� � � � � � �
 * �������� x� y ��������� ������� 
 � � �� 	 � � ���� $��

+������,&����� � �+���#���- �$��
 ���� �x� y� �������#��# ����� (��

.��
 /
	

�'����� ����
 /
	�0 ��� �� � 	� �x� y� � � ��#


 �
√
x� � y� � � � ��  ����-�� �� � '�� �1

������ ������# (�� �!�� ��� �� � �!��- �������

2�$�� &����� !� limt→� �tx� ty� � 	� ����&� '�
�� '��� �!�� �x� y� �� ��� ��� 
�
 ��(��&�� ��&1
��- 	 ������ & ��� �� �� � '��� �����&���� � ��31
�� �� ��� ������  & ��� �� �� ��(��&��
 *��� ����
���'��3���# � �!�� ��� �� �� ���&�-� ��4��#(�-�#
��3�� ������� � ��� x & ���&�- !�&��� ����1
���� x� y� � &���� )�- ���&�- �x� y� � �


#���� �����" lim
x→x

� f$x% & ∞� ����
��	
�� f ��������	� � 	�
������ �
����	���
�� x

�� �� ��
����	���� ���" �� ��� x�� �
�� ��
��� N � ' 	������ � � ' ��
��� ��� |f$x%| � N � 
��" �
���
' � |x− x�| � ��

(� 	� �������" � ������� f � 
���� x→∞)

lim
x→∞ f$x% & A� $*%



���� �	���� ��
���� ��5

��������� � ������ 
�	��	��� ����� A ����	���� $*% 	��� ��	����" �
��� ������� ��� �� ��
��� � � ' �� 	� �
����" ��
�� N � '� ���
�� ����
 x� �� 
�����+ |x| � N � ��	
�� f ��������	� � ����� �����
	�����	���� |f$x%−A| � ��

,���������� ����	����

lim
x→x

�

$f$x%± �$x%% & lim
x→x

�

f$x%± lim
x→x

�

�$x%� $-%

lim
x→x

�

$f$x%�$x%% & lim
x→x

�

f$x% lim
x→x

�

�$x%� $.%

lim
x→x

�

f$x%

�$x%
&
lim

x→x
� f$x%

lim
x→x

� �$x%

(
lim
x→x

�

�$x% �& '
)
� $/%

���� �� �� ���"� x� & ∞� 0�� ����� 
�
 ����	�� ������� $
�	��	��% �
�+ ����+ ����+ ��1�������� ���� ��1������� ������� f � �� 2�
� ��
�� ������� $.%�

0���" xk → x
� $xk �& x

�%3 �����

lim
x
k→x

�

$f$xk%�$xk%% & lim
x
k→x

�

f$xk% lim
x
k→x

�

�$xk% &

& lim
x→x

�

f$x% lim
x→x

�

�$x%� $4%

5�
�� �������� ������ � ����� ����� $4% ��1������� � ����	 ������ ����
�� $4%� � ��
 
�
 ������������"	���" {xk} ��������"	�� �� �	 ����	 ����
���� ��	
��� f$x%�$x% � ���
� x��

5 � � � � � � 6� ���� ����	�
 f ���� ������� �� ������ ���� �
���� x��

lim
x→x

�

f$x% & A �& '�

� �������� � � ' ����� �� ��
 ���� x� ���������
����
�����������

' � |x− x�| � �� $6'%

��� ���������
� ����������

|f$x%| � |A|	7 � $66%

������ ���� ��� ������
� �� ���� A�
8 ����� ����� ���� �� � & |A|	7� 	����� � � ' ��
��� ����� �� x�

�����������1�+ 	�����	����� $6'%� �����	���"

|f$x%−A| � |A|	7� $67%

0������ �� ��
�+ x |A|	7 � |A − f$x%| � |A| − |f$x%|� ���� �����
����� $66%�
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��

�� ���� ��	 
������ x ����
���

A− |A|�� � f�x� � A� |A|�� �
���
�� A�� � f�x� ��� A � � � f�x� � A�� ��� A � � ���������
������

� � � � � �  � �� � § ����  
��� ���  ���� � !�� ���������� �������
"
�#��$ �����% � �����&��'�� ��(���&��

x ���� �������	
�� �
����

)� ���������* "
�#�	 f�x� + f�x�� � � � � xn� ���������� � �	
��
x� +

(
x�
�
� � � � � x�

n

)
$ ���� �� ��������� & �������% �� ����������$ & ���

����� � & ����% ����� x�$ � ���� ������ �� & ����� x� ��&� �� �����*
& �%�

lim
x→x

�

f�x� + f�x��� ���

,���&�� ������&���� f & ����� x� ��(� ������' & -�&�&����.
�% "�����

lim
h→�

f�x� � h� + f�x��� ��′�

���� "
�#�	 f�x� ������&� & ����� x�$ ���� ������&� "
�#�	
f�x� � h� �� h & ����� h + ��

/�(� &&���� �����!��� f & ����� x�$ ����&����&
*!�� �����!�.
�* h + �h�� � � � � hn�$ 0hf�x

�� + f�x� � h� − f�x��$ � � �1� 	����
���������' ������&���' f & x�� ������ f ���������� � x�� ����

lim
h→�

0hf�x
�� +

+ lim
h������hn→�

[
f
(
x�� � h�� � � � � x

�

n � hn
)− f

(
x��� � � � � x

�

n

)]
+ �� ��′′�

�� "���
� �2�3�4� § ��� ���������&�� ����
��
5 � � � � � � �� ����$ ����	���$ ��	��������� � 
����	� ���

��������� � �	
�� x� ������ f�x� � ��x� ���� �����������
������ � ��	� �	
��$ ����$ �	��
�	$ � ��
�� 
����	�	 ��x�� �+ ��

)����	
* c ��(� ���������&��' ��� "
�#�* f�x� + c �� x +
+ �x�� � � � � xn�� 6� ������&� ��	 �* �1� x$ �����
 ���

f�x � h�− f�x� + �− � + �→ �� h→ ��

7���
*!�% �� ���(���� 	&�	���	 "
�#�	 fj�x� + xj $ j +
+ �� �� � � � � n� 6� ���(� ������&� ���� "
�#�	 �� x + �x�� � � � � xn���
8�%��&����'�$ �
��' h + �h�� � � � � hn�9 ��1��

|fj�x � h�− fj�x�| + |�xj � hj�− xj | + |hj | � |h| → �� h→ ��



���� ���	�	��
�� ��
���� ���

:��� �����&����' �� "
�#�	�� xj � �����	��� ��%��&�	 ���(�.
�	$ &������	 � 
��(��	 & ������ �����$ ��  
��� ���
���' "
�.
#��$ ���&����� ��	�	
������ 	� x� ��� �x�� � � � � xn�� ;� ���&���
�"���
����&���&�<� �&�%��&��	�	
���� ��� ����������� ����
��� �� Rn ���	 &��� x ∈ Rn�� 6��<��� P�Q �&
� ��1�����& ���'
����	������� ������ $ ���&���$ ������&�	 &�*�
 � Rn$ �� ����*.
����� ����� x$ 1�� Q�x� + ��

=
�#�	

P �x� + x�� − x�� � x��x� � �x��x� − >x�� � ?

��(�� ��
(��' �������� ��1����� �� x�� x�� x� ����'�% �������
��� !�$ ����� ����� ���&���	
5 � � � � � � �� ���� f�x�� � � � � xm� � ����������� ������ �

�	
��
(
x��� � � � � x

�
m

)
��	��������� Rm � m � n�

���� �� ������������� ��� ����� 

F �x�� � � � � xn� + f�x�� � � � � xm�

	� x + �x�� � � � � xn�$ �	 F ���������� 	��	�������	 x + �x�� � � � � xn�
�� ��	��������� Rn� � � !	� �	
�� ���� �x��� � � � � x

�
m� x

�
m��� � � � � x

�
n�$

��� 
���� x�m��� � � � � x
�
n ��	���	�����

� ����� ����$ ���� h + �h�� � � � � hn�$ ��

0hF �x
�� + F �x�� � h�� � � � � x

�
n � hn�− F �x��� � � � � x

�
n� +

+ f�x�� � h�� � � � � x
�
m � hm�− f�x��� � � � � x

�
m�→ �� h→ ��

)
��' k + �k�� � � � � kn� ���' #���% �����#����'�% &�����$ ���� ���.
*!�% �����#����'�� #���� �������� kj $ j + �� �� � � � � n� :���
x + �x�� � � � � xn� @ ����� Rn$ �� 
���&���	 � ����
*!�� � ��������

xk + xk�� xk�� � � � xknn � ���

A�� "
�#�	 ������&� ��	 &��� x ∈ Rn$ �����
 ��� �� ���' ���.
��&����� �����1� �������(�����% &��� xj $ ��(��%�� ������� ���'
������&�	 "
�#�	 �� x� �&���� �!� �&�� � ��������

|k| +
n∑
j��

kj � �>�

������� 
����� �	*� ��	 #���� �����#����'�� &������& k � �������

� ��� �
���' � |k| +
(∑n

j�� k
�
j

)���
� 7����&�� �
��


PN �x� +
∑
|k|�N

akx
k +

∑
|k|�N

ak����� �knx
k�
� � � � xknn �
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���� �
���� ��	���

��

��������������	
 �� ����������� ������� k � |k| � N � ��� ak �
� ak����� �kn � ���������� ������������� ���������� �������������
��������� �������� k� ��� �	�����  ��������� �����������! ����"
������ ����������� �� x 	��
��� N �

#����������
$ � � � �  � %� �	�� ������ f x! � f x�� � � � � xm! ��
������

�� � ����� x� �  x�
�
� � � � � x�m! 
��	����	��� Rm  ����� x!� � ����

��� �j u! � �j u�� � � � � un!� j � &� '� � � � �m� ��
������� � �����
u� �  u�

�
� � � � � u�n! 
��	����	��� Rn  ����� u!� �	��� ����� �����

�j u
�! � x�j � j � &� '� � � � �m� ����� ������

F  u! � f �� u!� �� u!� � � � � �m u!!

��
�������  
� u! � ����� u��
( � � � � � � � � ) � � � �� $�� ��� f ���������� � x�� �� ��� �
����

� � * ���� 	�����) � � * ������ ��� f �	��� ���������� ��� ���+ x�
��� ������+ |xj − x�j | � �� j � &� '� � � � �m� � ��� ��+ �	��� ��������)��

����������� |f x!−f x�!| � �� � ��� ����	������j ���������� � �����
u� ������������ Rn� �� ���� ���������) ����� 	 � *� ��� ��� �����
u ∈ Rn ,��� |u− u�| � 	 �������
��� �����������

|�j u!− �j u
�!| � �� j � &� '� � � � �m�

$���� ����������� ����� �����������

|F  u!− F  u�!| � |f �� u!� � � � � �m u!!− f �� u
�!� � � � � �m u�!!| � ��

� ������ ���������
-	����
 � �	�� �������) ������������ ������� �� ������"

��+ x�� � � � � xn� ���� ��� ���� ���) ���	���� �� ���+ ��������+ � ���"
����� c ��� ���.� ��������� ����� �������/ ��������� ����������
	�������� ������� � �������/ �� ��� � � ����������� �	����� ��
����/ ��������/  �� § &�%!� -	�����

&! sin ln
√

& 0 x� 0 y� � ���
'! sin� x0 cos % x0 y! � ���
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��� ��� ������� ���	�	�	�� � �	��	����� �� Rn� �	��	����� �! f� ���	��	�
�"  �	��#$�% ��������&∣∣f�x� h�− f�x�
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)
�z # �)�

# f ′x�x� y� z��x� f ′y�x� y� z��y � f ′z�x� y� z��z � o���� �→ *� �+�
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���������� ��� ���� A �� �� �� ������ ���������  ���� ��� -x → � '���"
��� *�����% !����	 ��� n � � $�� �&� �� ��/ ��������� ��� n � 0� ����
'� �� '��� !���� A� B� C� ������������ �� ������ ����� ���*�� ��&�� ����"
��� -x� -y� -z  ���� ��� !��'� ��� $��� ��������� ���������� ���������
A-x . B-y . C-z � �� �� ��*�� � ���� ������!��% !��� o��� ���'+� '�� 1�
*�����*�	 2���!��� ���� �� #������� -x� -y� -z ������� ��  ���� ��� !��'�
���������� ������������ ���� -x 3 -y 3 -z � A 3 B 3 C� �� ��*�� *������
!��� �����+���� '���� ����!���%� ����+�% ����*� ������ �� � ������ '����
������� ��  ���� '������ *�����% !����	 4��� ��������*������ !�� ���� �# !�"
���A�B�C ����!�� �� ����	

���� ����	�
 f �������	����� � ����� �x� y� z�� �� ������
 ������
��
 ����� �� �������
 � ���� ����� ���������
 ��� �����������	
� f
� �
� �
���� �

������������ �����������  x� y� z �������
����� ���������� !

"� �����������
 ���# df $ �f
�x x %

�f
�y y %

�f
�z z! " ����& �'��

�������
& �� '���� ��� �������!
(�������� ����&����� S� ����������) ����	��� z $ f�x� y�� ���

������ � ���������� ����� �x�� y��� � ��������� L�#

z − z� $ A�x − x�� %B�y − y��� �*+�

��&��
��) ���� ����� C� $ �x�� y�� z�� ∈ S� z� $ f�x�� y��!
(�����
��� r�x� y� �� ����������� ����� C $ �x� y� f�x� y�� ∈ S

�� L� ����� z ����

r�x� y� $
[
f�x� y�− f�x�� y��−A�x− x��−B�y − y��

]
� �*,�

���� ���-���
� ���

r�x� y� $ o�r� �r → .�� r $
√
�x− x��� % �y − y���� �*/�

�� ��� ������� ��� ����	�
 f �������	����� � �x�� y�� �

A $

(
�f

�x

)
�

� B $

(
�f

�y

)
�

� �*0�

"'����� ���� ����	�
 f �������	����� � �x�� y�� � �����A �B
������
)��
 ���������� �*0�� ��� ��� �� ������ ������
���
 ����1
���� �*/�!
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2����� ����������!
3��������L� ���� �*+� ���������
 ������	��
� �	
��
���� � ����

�� C� $ �x�� y�� z�� ����&����� S� �������� ��������� z $ f�x� y��
���� �����
��� r�x� y� �� ����������� ����� C $ �x� y� z� ∈ S �� L�

����� z �������
 � ���) '������ ��� r $
√
�x− x��� % �y − y���� �! �!

���� r�x� y� $ o�r�� r→ .!
4���������� ��� ��
 ����� ���'�� ����&����� z $ f�x� y� �������

������ � �� ����� C� $ �x�� y�� z�� ����������
 ���������� ���'&�����
� ����������� ���'� ����	�
 f�x� y� '��� �������	����� � �x�� y��� �
����� �������� ����������� ��������� � ����&����� S � �����C� ����
�� ���

z − z� $

(
�f

�x

)
�

�x− x�� %

(
�f

�y

)
�

�y − y��� �*5�

� � � � � � �	 
����� �� � ��

f�x� y� �

{
�x� . y��������� � p������� ��� ��!���

� � ����� ��� ��!���

�!������� ��#����� � ��'�% ��!�� ����!��% �� ������%� � ������% &� ��!� ���
��((�����������3

f�x� y�− f��� �� � f�x� y� � �x. �y . �
���

�

*�� ���� � o���� �→ �	 )��� �'��#��� f ��� ������ (������ ��((��������"
���% � ��!�� �� �� ����+�% ����������� !������ ����#������ � $��% ��!�	

3���� * � + ��������)�� ��� �������� ����	�� '��� �������	��
����� � ����� ���'�� �������� ����� ��������� ������� ��������
��� � ������ �� ������� �������� ����� ������� ���������� � �����!

x ���� �����	�
�� ������� ��������
�����	�
�� �� �����	������ ���
����

"��������
 ����������� ����	�� ��& ��������&� ���������
��� �� ����������-�����G ⊂ R�! (������������ ���������& �����
������ �� n1����� ������ ����������
 ����������!

6 � �  � � � *! ����� �������

u $ f�x� y� z� �*�

��������������� � �
��� �x� y� z� ∈ G� � �������

x $ ��t�� y $ ��t�� z $ ��t�� �+�

��������� 
� ���	���
�
 ��������� t� ����� ��
���
���� � t�  
��
�� ��
���
���� �
 t �	
!�
� ������� ���
���
���� ������� f ��
	�



��� ��� �� �����	�
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�� �������
�� ��
���� �
���� ��	���

��

������ ���� u � F �t� � f���t�� ��t�� ��t�� ����	
��	� �� �����
�

F ′�t� � f ′
x
���t�� ��t�� ��t���′�t��

� f ′y���t�� ��t�� ��t���
′�t� � f ′z���t�� ��t�� ��t���

′�t��

�
�� �������
du

dt
�

�f

�x

dx

dt
�

�f

�y

dy

dt
�

�f

�z

dz

dt
� ���

� 	
��� ���� �	��	���� ��������������	�� f � �x� y� z�� �
����
�� �� ���� �	�
����� �
��� ����
����� ��x��y��z��

�u � f�x��x� y ��y� z ��z�− f�x� y� z� �

�
�f

�x
�x�

�f

�y
�y �

�f

�z
�z � o���� ���

� �
√
�x� ��y� ��z� →  �

!�
����" t� �������� ��� ������ �
���	�� ��� 	������	����� ����

�x� y� z�� ���
�� ����
����� �t# $�� ��%���� ����
����& �x� �y�
�z ������' ���# (	�� ������ �) ��	�
���* � ���� �� ������� ����
��+
��� F �t��t�−F �t� � �u ������� F � ����� t# ,�	�� �����& ��� �
 �t
� ����)�
 � ������ �������

F ′�t� � lim
�t→�

�u

�t
� lim
�t→�

(
�f

�x

�x

�t
�

�f

�y

�y

�t
�

�f

�z

�z

�t
�

o���

�t

)
�

�
�f

�x

dx

dt
�

�f

�y

dy

dt
�

�f

�z

dz

dt
�

�#�# ���� ������ ��� ������� ��� ���"� ����%������ 


o���

�t
� 	���

√(
�x

�t

)
�

�

(
�y

�t

)
�

�

(
�z

�t

)
�

→

→  ·
√
x′t
� � y′t

� � z′t
� �  � �t→  

��t→  ������ �→  �#
- � �� � � 
 �# �	
� ������� f ��������������� � ���� �x� y� z��

� �
� ��� ���� 	��	
 ����������� �� ������
���� 
����� ����
������� ������ n � �cos
� cos�� cos ��� ���������� �����
��

�f

�n
�

�f

�x
cos
�

�f

�y
cos� �

�f

�z
cos �� �.�
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�� ������� ������� ���

/ � � � % � � 
 � * � �  �# 0�1����� ���
	
�
��! ����%�	��' ��
������
��! ���# § 2#�� �  ���� ��
	�	��
' �
��
��
�f

�n
� lim

t→�

t��

f�x� t cos�� y � t cos�� z � t cos	�− f�x� y� z�

t
�

�

[
d

dt
f�x� t cos�� y � t cos�� z � t cos	�

]
t��

�

�
�f

�x
cos��

�f

�y
cos� �

�f

�z
cos 	�

1	
 ������
 ����%�	��
 %&��  �x� y� z�#
(��� x � 
�s�� y � ��s�� z � ��s� 3 ����
��
 1��	��' ����' 4�

1	
 �����
�� s3 	���� 	�1�� �� 
������

dx

ds
� 
′�s��

dy

ds
� �′�s��

dz

ds
� �′�s�

���* ������&!��
 �������� 
����� �����
�*��' � 4# ,�5���� 
��+
����

�f

�s
�

�f

�x

′�s� �

�f

�y
�′�s� �

�f

�z
�′�s� �

d

ds
f�
�s�� ��s�� ��s���

1	
 f 3 	���
�
�����
��& ������&� 
��* ����%�	��& �� ������
��!

���%����1������
�*��1�
�����# 6���&� 
�
� ��� �f
�s


��* ����%�	��&
������� f 	��* 4#

�
	
� 
����

grad f �

(
�f

�x
�
�f

�y
�
�f

�z

)
� �7�

��%��
��' ��������� ������� f  ����
 �x� y� z�#
,�������*� ���)�	&��& �
�
% ����� �x�� y�� z�� � �
��
�	����&���&

� 1��	�
��� f  5��' ����
� 
��� �� �
 ��
� ���!� ��

� ����
��
(
�f

�x

)
�

�x− x�� �

(
�f

�y

)
�

�y − y�� �

(
�f

�z

)
�

�z − z�� � �� �2�

8�� ��������* %��
���
�*�� �
�� ��� 

 ��9�� � ���� �.�� ���������+
��* ��� 1
��
����
���
 �
��� �)�	&��) �% �x�� y�� z�� ���
'� 	��* ��+
����) ����%�	��& �� f ���� ���!# � § 2#:; ��	
� 	���%���� ��� 5��
��������* 
��* �����
�*��& ��������*  �x�� y�� z�� � ��
�)������ ���
+
	
�&
��' ����
��
�

f�x� y� z� � A �A � f�x�� y�� z���� �<�
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��

�� ������	 
�� ������� ��� ���������� f � ����� 
x� y� z� �
���������� ���������� ������� n ����� ������� ��������� f � ����
����� �� ���������� n�

�f

�n
� 
grad f�n� � grad

n
f� 
 �

����� ��!�� ��������� �������!���

�f

�n
� | grad f | 
"#�

��� ��$��� ������� n% &!�� gradf � �� ��� �$	��� $	���� ���'�� �
�!��������'�	( �����(� �� �f

�n
� # ��� ��$��� ������� n% &!�� )�

gradf �� � 
���� �� ��!��	( ��������	( ������� f �� ����� ������
�� 
"#� �!�' !������ �������!��� ��� �!�( �������	( �������� n� �� �!*
��������� ����!�������� ������� n� � 
cos��� cos��� cos ���� �����*
������� � !������ gradf % +���� �$������

cos�� �

�f

�x√(
�f

�x

)
�

,

(
�f

�y

)
�

,

(
�f

�z

)
�

�

cos�� �

�f

�y√(
�f

�x

)
�

,

(
�f

�y

)
�

,

(
�f

�z

)
�

�

cos �� �

�f

�z√(
�f

�x

)
�

,

(
�f

�y

)
�

,

(
�f

�z

)
�

�


""�

�� !��������� !������� ��� �������� 	
����� f  ����� 
x� y� z�
����� ���������� ��� ������ ���������� ����
����� �
��
���������

"� ����� ��� ���� ������������ ������� ���������� �� ���

�������� �f
�n

 
x� y� z� 
��� ���������������� � 
x� y� z� �������
���� ���!���� !�-�!����� � �!�' ��!�� �����������'����.

/� ���� ��� ����� �� ���� �
��� �� �� ��������  �
 �� ����

���
 � ��� � ����� n� ���� �������� ���������� �f
�n

�����������%
0�� ����� ���������� ��������� ����!�'� ������������ ��� ���*

���'���� ���������� �� ���-� ������	 
1�% 2�� ����	����� ���
gradf �!�' ���������� �%�% �� ��)�� $	�' �������� ������!��� �� !�!��*
�	 ���������� � ������� ��!!���������!� ������� f �� ����� 
!�% 
"��%
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3��$	 ��!���' ��� !����� ��!!������ ������!��� �����% 4���� !��*
���'� ��� G �!�' ������!��� ����� � u � u
P � �!�' ���������� �*
�������� ��� ����� P � ���$-� �����-��!� �� ����� � �����% &!�� �
��!����!��� ���!�� ��������'��� !�!���� ��������� x� y� z� �� ��*
����!��� ������� u � u
P � ��)�� $	�' �������� �� ����������!���
u � f
x� y� z�� ��� 
x� y� z�5 ��������'�	� ���������	 ����� P ∈ G% 6
������ ��������'��� !�!���� x′� y′� z′ ��7� ������!��� ������� $����
��!	���'!�� ���$-� ������� ������ ����������!��� ��������

u � f�
x
′� y′� z′� �

� f
(
��x

′ , ��y
′ , ��z

′� ��x′ , ��y
′ , ��z

′� ��x′ , ��y
′ , ��z

′)�

"/�

���
x � ��x

′ , ��y
′ , ��z

′�
y � ��x

′ , ��y
′ , ��z

′�
z′ � ��x

′ , ��y
′ , ��z

′

"8�

5 ������	 ���$��������� ���������%
9������� ��7�� ������!��� ������� u � u
P � �!��!������ �����*

���' � ��(� ������� ����������� �	7� ����������% 0�� �!�' ������� �
���������� �������� ���������� � ������ ����� P �����!���� $	!�*
��� �!���� ����� )� ��� ����� ���!����'��� !����!�� �����!����� ���*
������	 !���� !����!���� !������!����-�( ����	� �����������%

:	 ������ ��� �!�� ������� f � ��!	���-�� ��7� ������!���
�������� � !�!���� x� y� z ��������������� � ����� P � 
x� y� z�� ���
��� ����� !�	!� �������� � ���� ������ ���������	� ������� ��!��(

�f

�x
�
�f

�y
�
�f

�z

)
� 
";�

6� ������ !�!���� ��������� x′� y′� z′ �� ������!� ������ ��������(
�f�

�x′
�
�f�

�y′
�
�f�

�z′

)
� 
"��

+���� �$������ �	 �� ��!�� ������!��( !��$��)���� ��������� ���
�!�� �������	� ������ � ��������'��� !�!���� ��������� x� y� z �����
������� ��!�� 
";�� �� �� �!����� ���������������!�� f � 
x� y� z� ��
� ����� !�!���� x′� y′� z′ ������!� ������� 
"��� ��� f� ���������!� ���*
������ 
"/�� 
"8�% 0��� ���� ��)�� �������' � ������'�� 
!�% ;<� ����*
��� ����� ������ =>��! ����������!���� �������?� § @%1�� ��!!��������
gradf ��� !��������!��� ����������� �������∇ �� !����� f %

� � � � 	 � �
 ���� f�r� � F �Q� 	�� ������� � ��������� r � r�P�Q�
�	��� ������������� ����� P �x�� y�� z�� � �	�	�	���� �����Q�x� y� z��

gradF �

(
f
′�r�x− x�

r
� f
′�r�y − y�

r
� f
′�r�z − z�

r

)
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���� ����	
� ������ ���
������� ����	
� PQ � ����� | gradF | � |f ′�r�|� �	��
�	�

�F

�n
� |f ′�r�| cos�PQ�n��

� �����	���� ���� F �Q� � f�r� � ln� �r�� �	

�F

�n
� − cos�PQ�n�

r
�

� 
 �  � 
 �� !���"��

�∇u�∇u� �
(
�u

�x

)�
#

(
�u

�y

)�
#

(
�u

�z

)�
� � $�

%u � ∇∇u �
��u

�x�
#

��u

�y�
#

��u

�z�
� &�

���� ����
����' 	��	�������	 �
�	(
�)	����� �
*	�+	���', ����� �		
������
�	�	� ��	 ∇u � gradu - ����	
 �����
������ ����* ����� � $� ���� ����
��
�+	 ����' �����*
�	� �
	�)������� ����	
� �� ��	+	 ��(*�� �∇∇ ���� ���	���
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 x ∈ E�
(�������� 	
��� E �
��	 ���������	� � �� ���������	� E� �
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	 	-� ��	�	���
��	 ������ �� ������� ����	
���� ������	��	 ��������� E � �������
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�	 A� �� -����&�� ��� f �������� �� A�
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x∈A

f*x,�
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′�x′′ ∈ A �
|x′ − x′′| � � ����� ����� |f x′!− f x′′!| � 	�

2
��������� 5! ����� �� ��*�� 8!�
������ ��� �� 5! �������� ��� ��	 ��*��� 	 � . �������	 ����� �� ���

	 � � �! " sup
x
′�x′′∈A

|x′−x′′|��

|f x′!− f x′′!| �

� |f x′!− f x′′!| � x
′�x′′ ∈ A� |x′ − x′′| � ��
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 �	�	��� ���	�	 �	�	������	
	����������� ������� 0��/

1� ���� -� � )� -� � )� -� � )� � � � � �−0�n-n � )
 �	 �	���
���	�	 	���"������	 	����������� ������� 1��/

&� ���� -� � )� -� � )� � � � � -n � ) ��� -� � )� -� �
� )� � � � � �−0�n-n � ) � ������� j
 ��� �	�	�	� -j . )
 �	 �	���
�����	�	 �� ���	�	 	����������� ������� &��/

%� �	 ���� 	������!� ������� �	��� ��	����������� ������� %��#
$ �������	� ������ ��������	 �1� �!������ ������'�� 	 ���	�,

f�x�� x��− f�x��� x
�

�� .
0

1

(
A��� * 1B���� * C���

)
* ����

A .

(
��f

�x�
�

)
�

� B .

(
��f

�x��x�

)
�

� C .

(
��f

�x�
�

)
�

�

� �		���������'�� ���������	� ��� �	��	�� �� ���� ����	�,

-� . A� -� .

∣∣∣∣A B

B C

∣∣∣∣ . AC −B��

+���	�������	

a� ���� A � ) � AC − B� � )
 �	 f ����� � x� �������/
b� ���� A � ) � AC −B� � )
 �	 2 ��������/
c� ���� AC −B� � )
 �	 ��� ����������/
d� ���� AC −B� . )
 �	 �� �������	
 ���� �� ���������#



����� ���	��� ����������
�� 
���
�� ��
���� ���

$��	���
 ��� ����! ����	 �	������ ���	����������	 �� �����������
��� �� . ��� 	� �. )�

3��� . A�� * 1B�	 * C	� .
�A� *B	�� * �AC −B��	�

A
� A �. )�

$ ������ a� ���� |	| � )
 �	 3��� � )
 � ���� 	 . )
 �	 �	��	  !��
� �. ) � �	��� ��	�� 3��� � )#

$ ������ b� ���� |	| � )
 �	 3��� � )
 � ���� 	 . )
 �	 �	��	  !��
� �. ) � �	��� 3��� � )#

$ ������ c� � A �. ) �	�	
 � 	��	� ��	�	�!
 �	�	 ���� ��� 	� ���

��	 	 �. ) � �A�*B	� . )
 � � ����	�
 �	�	��� 	 . ) � � � )# $ 	 	��
�������  ���� 3��� �. )
 �	 ����!� ����	�# ���� � A . )
 �	 C �. )
 �	
����	��� � ��� � ������
 �������A �� C#

$ ������ d� ��� A �. ) ����� 3��� . �A� * B	��
A
 � �	�	
������� ��������� �	��� � . ��� 	� �����
 ��	 A��� . )# 4	� � ����
�	����� ��� C �. )
 �������A �� C# 5��	��"
 ���� A . C . )
 �	 �	���
A��� . B�	
 	������	
 ��	�����������#

� � � � 	 � �
 f�x� y�  x� � y� − �xy � �
 �����	��� �f
�x

 �� �f
�y

 �

���� ��� �	�	���� x  y  � ���������� x  y  � ��	� �����	�����


� � � � 	 � �
 f�x� y�  x� � y� − �x� � �xy − �y� � �
  �� �	�	���� x
 �

√
�� y  −√� ���������! x  −√�� y  �

√
� ���������! x  y  �

��"�#�$ d�� �% �� ���%� �	"	 �	� �����	�����


� � � � 	 � �
 f�x� y�  x� − �xy� � y� − y�
 &	�	��	 x  y  � ��%���'

�	"(�)$ �"�#�$�
 * ���+%$ ��%�%�)� %#	����%� f�x� y�  �x−y���−y�� � ��� ���

,�� "�-%� � � � f���� ��  −�� � �� f��� ��  �� � �� �% �����	���� � �%#�	

��� �� �	�
 .����% ,�� "�-)/ h� k �h� � k� � �� 0���1�� y�t�  f�ht� kt� ��		�
������� ,�� t  �


x ����� �����	
 ������������ ������� �������

6������ ��	���	����� ����"�� f�x� y� 	� ���� ��������!� x� y#
7��������� �� ����,

f�x� y� . )�

8�	����	 ���� �	��� �x� y�
 ��� �	�	�!� �!�	������� ��	 ��������	

	 	������ �����M# 7���� �x�� y�� ∈M
 �# �# f�x�� y�� . )#

���� �� ������!���� ������� ���	��� �� f 
 �	 ��	����	 M �	9
�� ����� ����� ��������� ����	��# 5�������
 � ������ f�x� y� .
. �x − x��

� * �y − y��
� ��	����	 M �	��	�� �� 	��	�9����������	�

�	��� �x�� y��/ � ������

f�x� y� . �x− x��
� − �y − y��

� . �x* y − x� − y���x− y − x� * y��

M ���� ���� ����!�
 ��	�	��'�� ����� �x�� y��# :����	 ����	 �����
����	 ������
 �	���M
 �	 ������� ���� � �	����	��	���	� 	������	���



��� ��� �� �����	�
����
�� �������
�� ��
���� �
���� ��	���

��

�x�� y��� �����	
���	 ����� ������� ������
���� ����������� ������
��
����� ��������

y � ��x�� x ∈ �x� − �� x� � ���

������
�	 ������ �
� �� �����	�
� ������� f ���
	!� �	� ����	
���	� ������ "	�	 ����
�#

$�%� ���
���
�	� ��� ��&�� 	������� �	���
�&�� �
 ���	
�����
��� ������'

( � � � � � 
 )' ����� ����	
 ����		�

f�x� y� � *� �)�

��
����
���� �������� ��
�������
��	���� f 
����	� 	� 	�
�
�
� �����	
� 
����	
��� +

�
��� �x�� y�� ��
��
��� x� y � 	�����	� ��� ���� �
 ��
���
����	��� ��
���
�	��� ����
�
 �
������, ��� ��
� -�

�f

�y
�� * �.�

� f�x�� y�� � *'
������ ����M ��� �	
����
 ��� �
�� �x� y�� ��
����
 

������ ����		�� �)� �� ����	
���� �x�� y�� ∈M�'
!
���� ���
� "� 	� "�� ����
��
��	��

/ � {|x− x�| � a� |y − y�| � b}� / ⊂ +� �0�

����
 a �
�	
 ��	�#��� ��� � ��
 �	
����
 M ∩/ 
������ 
��� 	�����	
 ��$$�	�����
� $�	����

y � ��x�� x ∈ /�� �1�

/� � {|x− x�| � a}� �2�

3��4��� ����
��� �����4��!��� / ���
�
�	 	�� �����	���� �	� �

�4� �������� /� �
 ��! x ��%�� ��������	! ���������� �������������
���� ������� �1�� ������	����&�� ��
������ �)� 

f�x� ��x�� ≡ *� x ∈ /��

5�
��� �� ������	!� ����
���%�	 /' 6	
 ������ �����	����
 � 	��
������� �	� ���
 	���
 �x� y� ∈ M ∩ / ����	 �������
	�� ���
����
��
������� �1�' � �
�	���	�� y� � ��x��� ��	��� �	� �x�� y�� ∈M ∩/'

�� ����	��
�� ������	�	��� 
��
(�f
�y

)
�
� f ′y

(
x�� y�

) �� �� �����	 � ���

�� ����������� �f
�y

������� ���������� ������� ��� �	 �� ����! � ��������

��
 � �x�� y���



����� ���	��� ����������
�� 
���
�� ��
���� ��"

( � � � � � 
 )′' ����� ����	
 ����		�

f�x� y� � f�x�� � � � � xn� y� � *� �)′�

��
����
���� �������� ���
�����
��	���� f 
����	� 	� 	�
�
�
� 
����	
��� + �
���

�x�� y�� �
(
x��� � � � � x

�
n� y

�
)

��
����	���� Rn�� �
�� �x� y� �
� �x�� � � � � xn� y� � 	�����	� ��� ���� �
 ��
��� ����	���
��
���
�	��� ����
�
 �
������, ��� ��
�

�f

�y
�� *� f

(
x
�� y�

)
� *� �.′�

������ ���� M ��� �	
����
 ��� �
�� �x� y�� ��
����
 
������ ����		�� �)′� �� ����	
���� �x�� y�� ∈M��

!
���� ���
� "� 	� "�� ����
��
��	��

/ �
{∣∣xj − x�j

∣∣ � a� j � )� � � � � n� |y − y�| � b
}
� / ⊂ +� �0′�

����
 a �
�	
 ��	�#��� ��� � ��
 �	
����
 M ∩/ 
������ 
��� 	�����	
 ��$$�	�����
� $�	���� ��� � ����� 	�� 
���	� ����	� ��
���
�	��

y � ��x� � ��x�� � � � � xn�� x ∈ /�� �1′�

/� �
{∣∣xj − x�j

∣∣ � a� j � )� � � � � n
}
� �2′�

3 � � 
 � 
 	 � � ! � 	 � � 	 � � � � � � )' (
� �
� �f
�y

���������
 �


���
�	� +� 	� �� �.� ������	� �	� �f
�y

����	 ���� � 	�	 %� ��
� ����� �
 +'

3� ������������	� ���	! �f
�y

� * �
 +'

������ �
����	�� �����4��!���

/ � {|x− x�| � a� |y − y�| � b}� �7�

����
���%
&�� + �/ ⊂ +�' (
� �
� �f
�x

� �f
�y

���������� �
 / �
�f
�y

� *� 	� �� ����	���8 ����%�	��!��8 ����	
�	m� � m�

�f

�y
� m� � *�

∣∣∣∣�f�x
∣∣∣∣ � m�� �9�

:����� f�x�� y� �	 ���������� y �	��4� ����
�	
�	 �
 �	����� ;y� − b�

y� � b<� ��	��� �	� �f
�y

� * �
 /� � 	
� �
� f�x�� y�� � *� 	�

f�x�� y� − b� � *� f�x�� y� � b� � *' ������	��� �����������	� f �
 /
��%�� ����� a � �2� �
����
�!�� ����!=�	! 	
�� �	� f�x� y� − b� � *�
f�x� y� � b� � *� x ∈ /� ���' �2��'



��� ��� �� �����	�
����
�� �������
�� ��
���� �
���� ��	���

��

���������� �	
	�� �� 
���������� ������������� ����� x ∈ ��

������� f�x� y� �� y �� ���	��	 �y� − b� y� � b��  ��� ������� f ��� �	!


�	�"���# ����$� ��������	�
(
�f
�y

� %
)
� ��		� 
������
��&�"	 �����

�� 	$� �����'� (� ��$�� ��)	����	�# � 
����� 	������	���	# y ∈ �y� − b�
y� � b�# �" 	$� �*������� �	�	� ��x�# �� ������$� f�x� ��x�� + %�

,��� �������� ��)	��������	 �
�	�		���� �� �� ������� ��x�#
����	������)	� ��	*������� �	��	�"# 	�� �	 �������# ��� 
��� �	
�������� 		 �	
�	�"���� ����	�	�����	������

-���� x� x��x ∈ ��# y + ��x� �

�y + ��x��x� − ��x��

.�$��# 
���	������������	��"'
����)	���/�$���&�������!
��� ���' 
	�	�	��"' ���� § 0�12# �0��# 
�����

% + f�x��x� y ��y�− f�x� y� +

+ f ′x�x� ��x� y � ��y��x� f ′y�x� ��x� y � ��y��y

��

�y + −f
′
x�x� ��x� y � ��y�

f ′y�x� ��x� y � ��y�
�x� �3�

4���"���# ��� � ⊂ � ���� �0��# 
�����∣∣f ′x�f ′y∣∣ � m��m� �� �� �5�

�	�����	���#
lim

�x→�
�y + %� �1%�

��� 
����"��	�# ��� ������� y + ��x� �	
�	�"��� �� ���
(� �	
	��# �	� �3� �� �x# �" ��&	� 
	�	��� � 
�	�	� 
�� �x→ %

� 
������# ��� �� �*�$� x ∈ �� ��)	����	� 
����������

�′�x� + −f
′
x�x� y�

f ′y�x� y�
+ −f

′
x�x� ��x��

f ′y�x� ��x��
� �11�

6�	�� ���� ��	���# ��� f ′x � f ′y �	
�	�"��" � f ′y � % �� ��

7" ������� �	 ����� ��)	��������	 
���������� �′�x�# �� � ��&!
��� ������ �11�# � 
���)�� ������� ��&�� �"������ �′�x�� (	
�	!
�"������ �′�x� �	
���	����	��� ����� �� 8��� �����"# 
����� ��� f ′x
� f ′y �	
�	�"��" �� 
�����$�����	# � ������ y + ��x�# �	
�	�"������
������� �&	 �������	��# �	 �"'���� �� 	$� 
�	�	"�



����� �����	
 ������������ ������� ������� ���

- � � � � �  	 � � �  � �  	 � � 	 ! � �′ �����&����� .!	��
x ��
� ����!������ x � ������ ��M� �� �� ���	
	��$��� ��� �
���!�������	 	��	!� �′� �

� �
{∣∣xj − x�j

∣∣ � a�
∣∣y − y�

∣∣ � b
} ⊂ /�

0	�	�� �"	 �!	$ !	�� �	���	����∣∣f ′xj

∣∣ � m�� f ′y � m� �� �� �1′�

� �� �����&�� 
�������	�� ��'	�������	 � 	
����	����� �������

y � ��x� � ��x�� � � � � xn�� x ∈ ���

�x� ��x�� � �x�� � � � � xn� ��x�� ∈ ��
��2�

�
���	����$'	# �����	��$ ��′�� 3
����	����� ����!�	�� � �!
�!���	� �� �$%�� ���� �x� y� ∈ �� �
���	����$'�� �����	��$ ��′��
�!		 ����
����� ��������	 !	"
� ��%�# ���	����! ��2��

4��� 	�	��

�y � ��x5�x�− ��x�� x�x5�x ∈ ���

&
	 x � �x�� � � � � xn�� �x � ��x�� � � � ��xn�� 0�&
� ��&����� ���*
!��	 ���	���, �����'	��# 6�&���"� 
�� ������� !��&�, �	�	!	���,
��!� § 1��7� �1��

� � f�x5�x� y 5�y�− f�x� y� �

n∑
j��

f ′xj
�x5 ��x� y 5 ��y��xj5

5 f ′y�x 5 ��x� y 5 ��y��y� � � � � ��

�� ��	
���	�����

�y � − �

f ′y�x5 ��x� y 5 ��y�

n∑
i��

fxi
�x5 ��x� y 5 ��y��xi � ′�

� � ���� �1′�
lim

�x→�
�y � �� ���′�

-��		� ������ �� �xj �� �� �xi � � ��� j �� i� �� � ′� ������	!

�y

�xj
� −fxj

�x�� � � � � xj−�� xj 5 ��xj � xj��� � � � � xn� y 5 ��y�

fy�x�� � � � � xj−�� xj 5 ��xj � xj��� � � � � xn� y 5 ��y�
�
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� ���′� � ��� ��� fxj
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�xj
� −

�f

�xj
�f

�y

� −
�f�x� ��x��

�xj

�f�x� ��x��

�y

� j � �� � � � � n� ���′�

��� ���� ���x�
�xj

���������� �� x� ������ ��� ��
�
� �
��� ���′�
���������
 �� x�

� � � � � � 
  � ���� ����	�
 f�x� y� ������������� f�x� y��
��������
�� �����
� ������� � ������������� ������� �′�
�� ����� ����� ����� �� ! ���������� ������� ���������� ���
�
��� l� �� � ����	�
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�������� ������� ���������� ���
��� l�

" � � 
 # 
 � � � � � � � �� "�$$����%���� ���� �� x� �������

�′′�x� � −f
′
y

(
f ′′xx & �′f ′′xy

)− f ′x
(
f ′′yx & �′f ′′yy

)
f
′�
y

� ��'�

(	�� �������� ��)	� � �
����� ����#��	��� �
	� ������ �x� y� ��	��
����
�x� ��x��� ��
�
� �
��� ���(� �
������
 * ���������
� $���%�� �� x�
���	��
������� � �′′�x� ���������
�

���	��+
� 	�$$����%����
���� �
����% �������� ��� ����#��	�
�

��l��x� ���� �
%���
���
� $���%�� �
����� ����#��	��� �� f 	� ����	,

�
 l ���)�������� � ����#��	��� �′� � � � � ��l−��� ������������� ����,
��� ���
������
 �
 ���	�	�-�� ��
�� 	�$$����%����
���� ��� ����
#�
���
���� 	��.�� �
���/ ���/ �
%���
����/ $���%�� �� ���� �������
f ′y �� ��� �� �
��� ���)�

0 ����
� ������� �′ �
������� ��'� .�	�� ������������
�� ���	�),
-�� ���� ���′�� �
������
1

���

�xi �xj
� −

f ′y
(
f ′′xixj

& �′xi
f ′′yxj

)− f ′xj

(
f ′′xiy

& �′xi
f ′′yy

)
f
′�
y

� i� j � �� � � � � n�

� � � � � � 	
 ���� ���� �������� �y − x�� � � ����� �����������
������ ������������ �� ���������� �� y ��� x � y � � ��� ��� 
 !�� ��
��"�� ����� ��� ����� �������� ����� ������������ ��"���� �y � x�� �����
��� ��� x � �
 #$�� �%����� ������ 	 ��� ����$� ���������� ������� ���
��&��������� �����������' ������' (��$)��� *�(�$ $�����' ���+���� �����

����� ���$�
(
x
�
� y

�)� �� �� ���%+������




����� ���	��� ����������
�� 	� �
�� ������� �	��
�
�� ��,

x ����� �����	
 ��������
��� ������� �����	� ��
������

� � � � � � 
 �� ����� ������ ������� ��������

fj�x�� � � � � xn� y�� � � � � ym� � fj�x�y� � �� j � �� � � � �m� ���

��������
���
 ��������� ��������
����	�� fj ���������� �� ��������� ��n &m� ������� �������

����� ! ����� �x��y�� � �x��� � � � � x
�
n� y

�
�� � � � � y

�
m� �����������

Rn�m ����� �x�y� � �x�� � � � � xn� y�� � � � � ym� � ��������� ��� ����
�� �� ����� �������� ����������� ������� ���
���� � 
��!���
��� �������������� "��!� 2��

D�f�� � � � � fm�

D�y�� � � � � ym�
�

∣∣∣∣ �fi�yj

∣∣∣∣ �� �� � �

#���� ����� ����� �x��y�� ��������
�� ������� ����
����� M ���� ���$���� ��% ����� �x�y�� ��������
���%

������� ��� � ���������& �x��y�� ∈M��
'����� ����� !� �� !��� b� � �� �������
 ��
����������

�
{∣∣xi−x�i ∣∣ � a� i��� � � � � n�

∣∣yj−y�j ∣∣�b� j��� � � � �m
}
� b�b� �'�

� ⊂ !�� ������ ��� ���$���� M ∩ ���������
 ���������
��������	�������� ����	�
��

yj � �j�x�� j � �� � � � �m� x ∈ �� �3�

� �
{∣∣xi − x�i

∣∣ � a� i � �� � � � � n
}
� �4�

"��(��� ����
��� ������(������ �.�
	
�� ��� ���/������ ��� �

�(� �����%�� � �
 ����	��
���� ��	������
����� �x�� � � � � xn� ��+��
����	����� ���������� 	�$$����%������� $���%�� �3�� �	���������),
-�� ��
������� ���1

fj�x� ���x�� � � � � �m�x�� ≡ �� x ∈ �� j � �� � � � �m� �5�

� ���
������
�
∣∣�j�x�−y�j ∣∣ � b� 6�� $���%�� �	��������� � ��� �������

��� �).
� ����
 �x�y� ∈M∩ ����� ����	��
��� ���#
���� ��
�����,
��� �3��

0 �
�������� y�j � �j�x
��� j � �� � � � �m� ��������� �x��y�� ∈M∩�
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∣∣ � a ��+�� #
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�����
 ����
 ����� ���� �� �������

∣∣xi − x�i
∣∣ � ai� i � �� � � � �m� 

����� ��� ���
� �
���� ��
∣∣xi − x�i

∣∣ � a� ��
 a � mini ai�
 ��
��� ������� 	�� �
��!����� ������" ����� 	���� a  b � �#�

��� ������� � 	
� �
��� ��
����" �� ���
�
 ������ �����
�"$

F �x� y� � y − %x � &� x� � y� � &�

'� � � ! � � 
 � � � � � �� (�m � � �
��
�� ��
 ����!��� ���� § )��*�
�
��
�� �′�� �
�� ��" �+���� b� ����� ��������� a � &  b � b�� 	����
, ⊂ -� (���� ��� �
��� ��m− � �m � ��. �����
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/�� ��� "����� �%� �
 ���
� ���+ � ��	�
 �x��y��� ��� ! 
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5� �� ��
������
�+ �
��
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�"� ���  !���+	��� 	��
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� � Rn�m ������
��2� - ��"���������

,′ �
{∣∣xi − x�i

∣∣ � a� i � �� � � � � n�
∣∣ym − y�m

∣∣ � ��∣∣yj − y�j
∣∣ � b′� j � �� � � � �m− �} �#′�

������ 	�� ����
���� ��	
� �x�y� � �x�� � � � � xn� y�� � � � � ym� ! ,
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�
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yj � �j�x� ym�� j � �� � � � �m− �� �x� ym� ∈ ,′��
,′� �

{∣∣xi − x�i
∣∣ � a� i � �� � � � � n�
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∣∣ � �

}
� �7�
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∫ a
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∫ a
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��/� �������� �����)�� 
a� a� ��") a�

� � � � � � � �� ����� f�x�� ��x� 9 �����
�
����� �� 
a� b�
������� � C � 	��������� � ����� �������: &� f�x�±��x�� �� Cf�x��
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f�x� � ��� |f�x�| � d � 8 �� 
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�f�x�± ��x�� dx �

∫ b

a

f�x� dx±
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��x� dx� �$�∫ b
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Cf�x� dx � C
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f�x� dx� �$′�
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lim
max�xj→�

∑
j

(
f�	j�± ��	j�

)
!xj � lim

∑
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∑
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��	j�!xj �
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��x� dx�
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�������� �������∫ b

a

Cf�x� dx � lim
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Cf�	j�!xj �
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max�xj→�

∑
j

f�	j�!xj � C

∫ b
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f�x� dx�

5� ��)����� &�	 ��	 �$� � �$′��
.��� ������"���:

Mf � sup
x∈�xj �xj��	

f� mf � inf
x∈�xj �xj��	

f�
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|f���| − |f���| � |f���− f���| �Mf −mf �

f������� − f������� � |f���| |���� − ����|�
� |����| |f��� − f���| � Kf �M� −m�� �K��Mf −mf ��

�

f���
− �

f���
�

f���− f���

f���f���
� �

d�
�Mf −mf ��

 ��� ������� !�
�� ����� �
�	�" ��������� ���
����	� � �� � ∈
∈ �xj � xj���� ���#�� �� �
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� � j� ������∑
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∑
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∑
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∑
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∑
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�
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∑
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���
�
�	� �%�)�'� ��� $x � �� !�� � ��	
	�� �
�� �#� ����
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*
�!�� �
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 � ������  ����
� �&� �
"��� ��� �
��! 	
�
�+����� R�� R�� ��� *	���

SR�
�f�− SR�

�f� � 	� SR�
��� − SR�

��� � 	�

,	� ���
����	�
 �	
��	�� �������� ���� �
����	� R�� R� �

R � R� �R��

-
��	��� �	 �� ��	�!�������	� |f�x�| �� ������	 ��	�!�������	�
f�x�� *
* .	 ��!* ����	� �
 ������� /��*0��� �
��" � � �
0��
�����
	�*
� �a� b� � −� � ���
0��
������

x ���� ������	
��� � ������  
���	��

1 �  � � � 
 �� ���� f � � �����	�	
��� � 
�������	���
��	�������
 f�x� � ��x� �� �a� b�� ��∫ b

a

f dx �
∫ b

a

�dx� ���
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5������ * ������� ��� max$xj → 6� ������ ����
1 �  � � � 
 7� ���� f �����	�	
��� �� �a� b�� ��∣∣∣∣∫ b

a

f dx

∣∣∣∣ � ∫ b

a

|f | dx � K�b− a�� �7�

�� K � supa�x�b |f�x�|�
����� −|f�x�| � f�x� � |f�x�|� 5.	�� � �������3�" 	�����

− ∫ b
a
|f | dx � ∫ b

a
�−|f |� dx � ∫ b

a
f dx �

∫ b
a
|f | dx� 	*��
 ������	 �����

���
����	� �7�� 8
���� |f | � K� �.	��
∫ b
a
|f | dx � ∫ b

a
K dx � K�b−a��

� �� ������� �	�� ���
����	� �7��
1 �  � � � 
 9 � ��������� ���� f � � �����	�	
��� �� �a� b� �

��x� � 6� �� ∫ b

a

f� dx � :

∫ b

a

�dx� �9�

�� m � : �M� m � infa�x�b f�x�� M � supa�x�b f�x��
8�"�	��	����� � ���� 	!� �	 ��x� � 6�

m��x� � f�x���x� �M��x�� �%�

��	�!����� .	� ���
����	�
� ������

m

∫ b

a

�dx �
∫ b
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f� dx �M
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�dx� �&�

;���
∫ b
a
�dx � 6� 	 �	�" ��	�!�
� � .	�� �	�<����� 	
*#� �
���

���4 � �
����	� �9� ������= ���� #�
∫ b
a
�dx 
 6� 	 �� �&� ������	

m �
∫ b
a
f� dx

/ ∫ b
a
�dx � M � 	� �� �	�" ���� � .	�� �	�<�����

�
��� ����� :� �����	���43��� ���
����	�
� m � : � M � �	 �
	��+�
��� �*
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���
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 � ��
��� ���	��
	����� �� �a� b� �
����� f 	�������� �9� ����� �������� � ���∫ b

a

f� dx � f���

∫ b

a

�dx� a � � � b� �'�
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 �� ���
�
���
����� f�x� � �� �� ∫

b

a

f dx � ��

� ����� ����� �� ������� ������� �������� ��� ���������� �����
� � � � ������� � ⊂ 	a� b
� ���������� � �� � x�� ������ ��� f�x � �

!� �� "���# � $ 	a� b
− � % �!������� ���������� �� ��!�&� ��� ���'
��������� ��&��∫

b

a

f dx $

∫
�

f dx(

∫
�

f dx �
∫
�

f dx � �|�| � ��

&�� |�|%���!� ��
) � � � � � � � � *� ���� � ���
��� + f � � ���
�
���� �

	a� b
 � ��x � � � 	a� b
� �� � 
������� �, a 	 
 	 b�
� ����� ����� -���# 
 $ b � ��� �� �' 
 	 b ����!���� �, !� ��.

-��!�����/ ��&�� 0�!�1�� f�b−f�x ��'��!��� �!�� !� 	a� b
� ��� �-����.
��!!���� -��������#!��� ��&��  ���  �

∫
b

a

(
f�b − f�x

)
��x dx � ��

��� -������������  � ������� �� ���# ����# -�� �!��&����� ����� -���.
�����#!�� !� 	a� b
 0�!�1���

x ���� �����	
� �
� ������ ��	����� �	����
�
���	��
 ������
��������


"���# !� ������� 	a� b
 ����!� �!��&�������� 0�!�1�� f � 2��!�� �
��&�� ��� �������� ��� ∫

b

a

f�x dx $

∫
b

a

f�u du�

���� !� ����� !�����&� �!���!��� �����  ���� �x ���u ����� -�� �!����f
� �-������!!�� �!��&���� -� ������� 	a� b
�

3������ -�������#!�� �!���!�� x ∈ 	a� b
 � �-������� !���� 0�!�.
1�� F �x $

∫
x

a
f�t dt� 4!� �-������!� ��� ���' �!���!�� x ∈ 	a� b
�

-����� ��� �� �!���� ��� ���� ���������� �!��&��� �� f !� 	a� b
� �� ��.
�������� ����� �!��&��� �� f !� 	a� x
� &�� a � x � b� 2�-��!��� ��� ��
������� -� �-������!��

F �a $

∫
a

a

f�t dt $ �� �5

3������� ���

F �b $

∫
b

a

f�t dt�
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"������� ��� F ���
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��� !� ������� 	a� b
� � ����� ����� -���#
x� x( h ∈ 	a� b
/ ��&��

F �x( h− F �x $

∫
x�h

a

f�t dt−
∫

x

a

f�t dt $

∫
x�h

x

f�t dt�

� ���� K $ sup |f�t|� a � t � b� ��

|F �x ( h− F �x| �
∣∣∣∣∫ x�h

x

f�t dt

∣∣∣∣ � K|h| → �� h→ ��

����� � ������F !�-�����!� !� 	a� b
 !��������� �� ��&�� ����� ���
!� ����� f �������/ ���!�� ��� f �!��&������� !� 	a� b
�

2� ���� 6�5 ��� ����! &��0�� f � "�����# -�����!!��0�&��� aABx
���!� F �x� 7� -������!�� F �x ( h − F �x ���!� -������ 0�&���
xBC�x ( h� ������� � ���� �&��!���!!���� f � ������!�� ��������� �

���� 	��

!��� -�� h → � !��������� �� ��&��  ����
�� x ������ !�-�����!���� ��� ������� f �
!�-����� ������ x $ d�

"���# ��-��# ������� f �� ������ ���
��	
�
��� � 	a� b
� �� ���
�
��� � ����
�� x ∈ 	a� b
� 8������� ��� ��	� F �����
� ���� ����� �
���������� 
����

F ′�x $ f�x� �*

� ����� ����� ��� �����!!�� ����� x �-���.
!�!�� !���

F �x( h− F �x

h
$

5

h

∫
x�h

x

f�t dt $
5

h

∫
x�h

x

(
f�x ( ��t

)
dt $

$
5

h

∫
x�h

x

f�x dt(
5

h

∫
x�h

x

��t dt $ f�x ( o�5� h→ �� �+

9�-������� f�t $ f�x(��t� � ��� ��� f�x -�����!!�� ��!������#!�

t� ��
∫
x�h

x
f�x dt $ f�xh� 8����� � ���� !�-�����!���� f � ����� x ���

�����&� � � � ���!� ������# ����� �� ��� |��t| 	 � ��� |x − t| 	 ��
"�:���� ∣∣∣∣ 5h

∫
x�h

x

��t dt

∣∣∣∣ � 5

|h| |h| � $ � ��� |h| 	 ��

��� ����������� ��� ����� ����# :��&� !�����!���� ���# o�5 -�� h→ ��
"���'�� � -������ � �+ -�� h→ � -��������� ����������!�� -����.

���!�� �� F � ����� x � �-�����������# ����!���� �*� "�� x $ a� b ���#
����# ���� �����������!!� � -����� � ����� -�������!���
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F �x� �

∫
x

a

f�t� dt � �

�!��� ����������� ����� f�x�" F ′�x� � f�x�� a � x � b# $������%
���&��� ����	�
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�	��� ��������		��
�
��	����� � �� ���� ���
�
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,���& ����& -�x� ���& �������&��
 �����'����
 ����	�� f�x�
�� �a� b�# (� ����!� )�� -�x� � F �x�.C� ��� C /�������
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���
#
,�����
 � 0��! �������� x � a � �)�����
� )�� F �a� � 1� ����)�!
-�a� � C#

2���! �'���!� F �x� � -�x�− -�a�# 3�

∫ b

a

f�x� dx � F �b��
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a

f�x� dx � -�b�− -�a� � -�x�
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� ��������
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∫ b

a
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F ′�x� dx� �;�
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�
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F ′�x� dx �
∫ b

a

F ′�x� dx� ���
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−
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 ���	#� ������������ ������	��� �� 5�����	(

u�x�v�x�
)′
� u�x�v′�x� ! u′�x�v�x��

6�� ��	�� 	�	� ��� 5��#,�� u′�x�v�x�� u�x�v′�x� ���	�����	��
�
 (a� b)� �� � ��� ��	�����	$ �	��	��

u�x�v�x�

∣∣∣∣b
a

�

∫ b

a

u′�x�v�x� dx !
∫ b

a

u�x�v′�x� dx

��#��
 �	��	� �/��
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� � � � � � � � �� 	���
� ������

��� ��������	�
 �������
∫ b

a

f�x dx �

∫ d

c

f���t�′�t dt� ���

��� �����	� x � ��t ���������
 �	�������	����� �� �c� d�� a � ��c�
b � ��d 	 ������	� ��t� c � t � d� ��	������� 
����� �A�B��
�� �

�
� f�x ����������� ����	� 
����
�� �a� b� ⊂ �A�B��

� ����� ����� ����� F �x � ��t � �����������

� ������ ��	
!�
"�
#$�� f�x � f���t�′�t� ��%�� ���� § &��� �' ����� ����� ��(����)
�� ��t � F ���t * C� c � t � d� %�� C � 
�#�����+ �����+

�+� ��)
���� ��� ������� �	 �,����
�%� ����
����

F �b− F �a � F ���d − F ���c � ��d − ��c


� ��
���
�� ������! -�.��
�/0�� 
�$��

� � � � � � �	

∫ �

�

sinxdx 
 − cos x
∣∣∣�
�


 � � ��� ������� �������������

����� sinx ���������� ��  !� �"# − cos x $ �� ���������%��&	
� � � � � � �	∫ b

a

sign t dt 
 |t|
∣∣∣b
a


 |b| − |a|�
∫ x

�

sign t dt 
 |x| '��(

� ��� ������� �# ������ )�� |x| ��� ����������& *��)�� +��,*�& '��� +��,*�&#
��� ab � !( -��*��& �� ����%*�  a� b"# � signx $ �� ����%��,��&# �.�����.�&
��,� ��  a� b"# %� �*��)����� ��)*� x 
 !	

x ���� ������ �	��	
� � ��	�	


� � � � � � �� ���	 � � ��
�	�������� ����������� �� 
 
����� �a� b� �����	�� � f ! 	����	������ �� �a� b� �����	�� 

�������� 
��� � ∈ �a� b� ����� �
∫ b

a

��xf�x dx � ��b

∫ b

�

f�x dx�

1�#�	��������� ��� � �2� �	��
�� 3��� #
�%�� § 4����
x ����� ������
		�	 ������

� � � � � � �� ���	 �����	� f 	����	����� �� �a� b�� 
 �
���
�	�
	������	� �� � �
����
� �	��� 
��� 
����� �a� b� 
�� 
�� 
���� 	����	����
" ��� 	������	� ���	�	�� 	��������

1 � # � 	 � � � � � � � � �� 5�
�� ,�� �����	��
�

�+ "�
#$�+

f��x � f�x * ��x�
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%�� � ���
� 
��. ��.�� 
� �a� b�� 	� ��#�.,�
��� �#�	�

!6 � �������
������! ��,�#� 5�
� ��#(�� ,�� �
��%��� �� � 
� �a� b� ����
 
��.� 7�)
3���� f� �
��%������� �∫ b

a

f� dx �

∫ b

a

f dx*

∫ b

a

�dx �

∫ b

a

f dx�

1���6 ��� ������������
��"�
#$�� f 
��
��%�����������!����)
����%���� ,�� f 	���
� �� ���6 ��,#�6 �a� b�� 8	 ��#�	�

�� ������! �!
������ ,�� �
��%���������� f 
� 	������ �� ��%�� #�#�� 	
�,�
�+ ���
�)
���� f 
� #�
�,
�� ������� ��,�# ����	#� �a� b�� -� ��	 ��#� �� ��(
� �

� ��������%���� ,�� f 	���
� 
� 3��6 ��,#�6� � 3��� ��!��� �!  ����
%������� � �
��%���������� �%��
�,�

�� "�
#$�� 
� �a� b�� 	���

��

� ����� ���� 
� �
�(������ ����,�

�� �! ���!��
��� �	 �a� b� #�
�,)

�%� ,���� ��,�#� 
������� � �
��%���������� sin���x ��� �sinx�x

� ��� ��� 9 � 3�� "�
#$�� 
�����!�
! � �%��
�,�
! ����#� 
� ��� ��� 
�
%����+�� ,�� �
� �
��%������! 
� ��� ���

x ����� �	������	�	 ��	�����

:������ 
� #�
�,
�� �����
������� �a� b "�
#$�. f � 1��������
,�� �
� �
��%������� 
� �. �� ����	#� �a� b′�� %�� b′ � b� � 
��%��
�,�)

� � �#����
���� ��,#� b� ��%�� �� �
��%��� 
� �a� b� ���� ,�� ��� ���
��

� �a� b� � � !,
�� ��!��� �;���
�� 
� ��(�� ��<���������� ������ ,��
�
��%�������+ 
� �a� b� �� ;���
� "�
#$�+ 
�� 6����� �%��
�,�
�� 9�)


�#� ��(�� ���,����+� ,�� ��<������� ������ limb′→b

∫ b′
a

f�x dx� =���
3�� ��#� �� 3��� ������ 
�	!��.� ���
�������� 	������
� 
 f 
�
����	#� �a� b� � 	����!��.� � ����

∫ b

a

f�x dx � lim
b′→b

∫ b′

a

f�x dx� ��

� ��#�� ���,�� %����+�� ,�� 	������
∫ b
a
f dx �#
�	��� � ���)

���
�� ���,�� %����+�� ,�� �
 ���#
�	�� ��� �� �������� ��� �� 
�
�������" �	���
� 	�������

1������� ������� ,�� "�
#$�+ f 	���
� 
� ��,� �a�∞ � �
��%����)
��� 
� �. �� #�
�,
�� ����	#� �a� b′�� %�� a � b′ � ∞� =��� ��<�������
������

lim
b′→∞

∫ b′

a

f�x dx�

�� �
 
�	!�����+���
�������� 	������
� 
 f �� �a�∞ � � �	
�)
,����+ ��#> ∫ ∞

a

f�x dx � lim
b′→∞

∫ b′

a

f�x dx�
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��������� � ��	
��	� �	����������� �����	��	∫
b

a

f�x� dx ���

��
	� �������� ��������	
 �	� f� � 	�	����	��� � �	��� b� 	���
����������� ��	
���	 ������� 	��� b ! "��	#��� ��#"�� �� $��"%
&�� f ���	�����	�� �� 'a� b′( ��� ����� b′� �
���	������	� �	���	�%
����� a � b′ � b� �� "���	 ����� �	������#	�� � �"�	������� ��#"� b)
	��� �	 b * +∞� �� ��� $��"&�� f ��	
������	��� ��,� ��� #�� ���
���	�����	�� �� 'a� b′( ��� ����� "��	#��� b′ � a�

-�
����� ������� ���	
	��	��� ���	����
∫
b

a
f�x� dx � 	
�����	�%

��� ����	������� � ��#"	 a� .	�	�� b ! "��	#��� ��#"�� /��� ��#"�
a � b ���	 "��	#��� �� f � �"�	������� a �	������#	�� � ���	�����	��
�� ����� ���	�"	 'a′� b(� �
	 a � a′ � b� /��� �	 a * −∞� �� $��"&�� f
��	
������	��� ���	�����	��� �� 'a′� b( 
�� ������ a′ � b�

� 
����	�,	� �� ��
	� 
�� ���	
	�	������ ������������� ���	�%
��� ��� � 	
�����	���� ����	������� � ��#"	 b� "��	#��� ��� �	�"��	#%
���� ��	 ����
� �� �������� ����� ���� �	�	�	�	�� �� ���#�� ���	���%
�� � 	
�����	���� ����	������� � ��#"	 a�

. 	 � � 	 � � 0� ���� ����� �������� ��� � ����������	� 	�	�
����	��� � �	��� b� ��� ��	 �������	����� ��	��	��
	 � �	����
�	��	 ���	������ ���	��� ��	 �� ��� ����	�	 � � 1 ����������
b� � b ���	�� ��	 ∣∣∣∣ ∫ b

′′

b′
f�t� dt

∣∣∣∣ � �� �2�

���	�� �� �� ���� b′� b′′� ��	�����	������ �����������
 b� � b′ �
� b′′ � b�

3 � " � � � � 	 � � � � � �� 4��������� $��"&��

F �x� *

∫
x

a

f�t� dt� a � x � b�

5�	��������	 ���	����� ��� 6"�����	���� ��	��������� ��	
	%
�� lim

x→b
x�b

F �x�� #�� � ���� �#	�	
� 6"�����	���� ������	��� �������

7�,� 
�� ������ � � 1 ��	����	� b�� �
	 a � b� � b� ��" #�� �������%
	��� �	���	����� |F �b′′�− F �b′�| � � 
�� ��	8 b′ � b′′� �
���	�������8
�	���	������ b� � b′ � b′′ � b� 9�

F �b′′�− F �b′� *

∫
b
′′

b′
f�t� dt�

� �	��	�� 
�"������
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� � � � 	 � �
 ��	���� ∫
�

�

dx

x�
� ���

��	 � � � � ��������	 ������ ��		� ��	������ 	�����	���� ����	���� �
��!	 x " �
 #��$ �$���� � �%����� �� ��� ���� �$����� ��	�	�

lim
�→�

���

∫
�

�

dx

x�
" lim
�→�

�

�− �
· �

x�−�
∣∣∣�
�

" lim
�→�

�

�− �
��−��−�� "

⎧⎨
⎩

�

�−� � ����

∞� ����

&�!�� ����'��� ��	���� ��� �%����� ��� � � � � ���	� �� − ��−� �
���%����� ��� � � �


(��� )	 � " �� � �� ���%�����*

lim
�→�

∫
�

�

dx

x
" − lim

�→�
ln � " +∞�

� � � � 	 � �
 ��	����∫ ∞
�

dx

x�
" lim
N→∞

∫
N

�

dx

x�
"

�

�− �
lim

N→∞x
�−�∣∣∣N

�

"

"

⎧⎨
⎩

�

� − �
��� � � � ��%�������

+∞ ��� � � � ����%�������∫ ∞
�

dx

x
" lim
N→∞

∫
N

�

dx

x
" lim
N→∞ lnN " +∞ ����%�������

-���� ����� ��
�� ���	����∫
b

a

f�x� dx� �:�

��	��� 	
�����	���� ����	������ � ��#"	 b� .��
� ���	����∫
b

c

f�x� dx� �;�

�
	 a � c � b� ��"�	 ��		� 	
�����	���� ����	������ � ��#"	 b� ����%
��	 7�,� ��	��������� ���	������ �:� � �;� $��������	���� �#	��
���
���	�,	��� �
���"���� -�6���� 6�� ���	����� �
����	�	��� �8�
����
��� �
����	�	��� ���8�
����� 7���	 ����� ��� a � c � b� �#	��
���
��		� �	���∫

b

a

f dx * lim
b′→b

∫
b
′

a

f dx * lim
b′→b

(∫
c

a

f dx +

∫
b
′

c

f dx

)
*

*

∫
c

a

f dx + lim
b′→b

∫
b
′

c

f dx *

∫
c

a

f dx +

∫
b

c

f dx� �<�

�� ,
-
 .�!�� �!�/
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∫
c

a
�����	�
 ���	�� �������		�
 �	������� � �	�������

∫
b

a
�
∫
b

c

	��������		���
����� ����	����∫

b

a

�Af �B�� dx � lim
b′→b

∫
b
′

a

�Af �B�� dx �

� A lim
b′→b

∫
b
′

a

f dx�B lim
b′→b

∫
b
′

a

�dx � A

∫
b

a

f dx�B

∫
b

a

�dx� ���

��� A � B � ������		��� ��� 	��� ��	���� � �� ������ ��� ����
�� �����!� �	������� � �����
 ������ �� �� ������� ��"#� �	������
� ����
 � ���� ���� ����	���� ����

$������� ��� �	������ �%� ���! �
 �����		���� � ���"� b� �������
�� 	
������� ���� �&������ �	������∫

b

a

|f�x�| dx �∞ �'�

�� �����!�	��� (	���	�� |f�x�|�
�
������ ���������� �����	� ��������� ) ��� ����� �( �&�*

������ �	������� �'� �������� ��� ��� �!���� � � + 	� �	������� �a� b��
	�
����� ���"� b� ��"��� ��� ���� b� � b′ � b′′ � b� ��

� �

∫
b
′′

b′
|f�x�| dx �

∣∣∣∣∫ b
′′

b′
f�x� dx

∣∣∣∣ �
���� ��� �	������� �,� �����	����� ������� -�.�� /�" "�"∣∣∣∣∫ b

′

a

f�x� dx

∣∣∣∣ � ∫ b
′

a

|f�x�| dx�

�� ����� ����&��� " ������� ��� b′ → b ��� �����!�	� �&��� ����� �	*
������� �%� ������ ∣∣∣∣∫ b

a

f�x� dx

∣∣∣∣ � ∫ b

a

|f�x�| dx� �,+�

0��������		�
 �	������ �#�� �&������� � 	������!�	� ��� �����
������ § '�,1� '�,2�� -�	��	�� 	��������		�
 �	������ �� 	�����3�*
����	�
 4�	"3�� ���� �&������� �� �����!�	��

����� � � �����! �! ������	�! �������
/ � � � �  � 5� ���� F �������	 	 ������� 6a� b7 � �����

��������� 	 6a� b� ���������� F ′�x�� ��

F �b�− F �a� � lim
b
′→b

b
′
�b

(
F �b′�− F �a�

)
� lim

b
′→b

b
′
�b

∫
b
′

a

F ′�x� dx �
∫

b

a

F ′�x� dx�
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√
x
∣∣�
�
�
,

5

∫
�

�

dx√
x
�

��� �����		���� �	������� ���� ���� � ���� "�	3� ����("� 6+� ,7�

x ����� ����	�
����� ��
�����
�
 ���
����
����� �������

8���� (���	 �	������ ∫
b

a

f�x� dx� �,�

��! �
 ���	����		�! �����		���� � ���"� b� � 	� ����#��"� 6a� b�
�	���������	�� f�x� � +�

/����� ������	�� 4�	"3��

F �b′� �
∫

b
′

a

f�x� dx� a � b′ � b�

�� b′ �	���		� 	� �������� 8�9���� ���� �	� ����	���	�� F �b′� � M �
a � b′ � b� �� ������� �	������ �,�:∫

b

a

f�x� dx � lim
b′→b

∫
b
′

a

f�x� dx �M�

���� #� F 	�����	���	�� �� �	������ �,� ���&������:∫
b

a

f�x� dx � lim
b′→b

∫
b
′

a

f�x� dx � �∞�

���� f�x� � + 	� 6a� b�� �� ��.��∫
b

a

f�x� dx �∞ ���

∫
b

a

f�x� dx �∞�

� (��������� �� ����� ����� �� �	������ �&������� ��� ���&��������
/ � � � �  � ,� ����� �����	��∫

b

a

f�x� dx�

∫
b

a

��x� dx �,�� �5�

����� ��������� ���
����� � ����� b � 	 ���������� 6a� b�
���������� ��	�����	

+ � f�x� � ��x�� �1�

���



��� ��� �� ��p�����		
� �	��p�� ����	�

����� �� �	���
���� �������� ��� ����� �	���
���� �����
���� ��� � �
� 
��� ���������∫ b

a

f�x� dx �
∫ b

a

��x� dx�

� �� ���	���
���� �������� ��� ����� ���	���
���� �������
�� ����

� � � 	 
 	 � �  � � � � �� �
 ��� ������� ��� �� a � b′ � b∫ b′

a

f�x� dx �
∫ b′

a

��x� dx� ���
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