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Ï ðåäèñëî âèå

Ýòà êí èãà î  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿõ. Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè - î áúåêò

÷ðåçâû ÷àéí î  èí òåðåñí û é è ï î ëåçí û é. Î í è èçó÷àþ òñÿ è ï ðèì åí ÿ-
þ òñÿ â òåî ðèè ÷èñåë, àëãåáðå è ãåî ì åòðèè; ñ èõ ï î ì î ù üþ  ì î æí î
î ï ðåäåëèòü òàêèå ô óí äàì åí òàëüí û å ï î í ÿòèÿ ì àòåì àòè÷åñêî ãî  àí à-
ëèçà, êàê ï ðåäåë è í åï ðåðû âí î ñòü. Í àï ðèì åð, òåî ðèÿ ðÿäî â ï î ëí î -
ñòüþ  áàçèðóåòñÿ í à ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿõ. Î äí àêî  ýòè âî ï ðî ñû â
êí èãå ï î ÷òè í å çàòðàãèâàþ òñÿ. Öåëü àâòî ðà ãî ðàçäî  ñêðî ì í åå -
ðàññì î òðåòü êî í êðåòí û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Ñ í åêî òî ðû ì è èç
í èõ ÷èòàòåëè ï î çí àêî ì èëèñü â ø êî ëüí î ì  êóðñå ì àòåì àòèêè, í î

áî ëüø àÿ èõ ÷àñòü ñòàðø åêëàññí èêàì  í åèçâåñòí à.
Â êí èãå äî ñòàòî ÷í î  ï î äðî áí î  î ï èñû âàþ òñÿ ñâî éñòâà ï î ñëåäî -

âàòåëüí î ñòåé, ðàññì àòðèâàþ òñÿ ñàì û å ðàçí î î áðàçí û å, ñâÿçàí í û å
ñ í èì è çàäà÷è, òàê ÷òî  è çí àêî ì û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ñì î ãóò ï ðå-

ï î äí åñòè ÷èòàòåëÿì  ñþ ðï ðèçû . Èí î ãäà ï î  õî äó ï î âåñòâî âàí èÿ
ââî äÿòñÿ í åî áõî äèì û å ñâåäåí èÿ, ðàñø èðÿþ ù èå êðóãî çî ð ñòàð-
ø åêëàññí èêî â.

Êàæäàÿ ãëàâà êí èãè ï î ñâÿù åí à î ï ðåäåëåí í î é òåì å. Âí óòðè
è â êî í öå ï àðàãðàô î â äàþ òñÿ óï ðàæí åí èÿ, ÷àñòü êî òî ðû õ âçÿòà èç
ðàçí û õ í î ì åðî â æóðí àëà «Êâàí ò». Ðåçóëüòàòû  âû ï î ëí åí èÿ óï ðàæ-
í åí èé, ðàçì åù åí í û õ âí óòðè ï àðàãðàô î â, í åï î ñðåäñòâåí í î  èñ-
ï î ëüçóþ òñÿ â ï î ñëåäóþ ù èõ ðàññóæäåí èÿõ.

Äëÿ óäî áñòâà ÷èòàòåëåé êí èãà ñí àáæåí à ï ðåäì åòí û ì  óêàçàòå-
ëåì  è ñï èñêî ì  èñï î ëüçî âàí í î é ëèòåðàòóðû .

Â çàêëþ ÷åí èå õî ÷ó âû ðàçèòü áëàãî äàðí î ñòü âñåì  òåì , êòî  ï î ì î -
ãàë ì í å ï ðè ï î äãî òî âêå ýòî é êí èãè, êòî  ñî äåéñòâî âàë åå ðî æäåí èþ .
Ï ðåæäå âñåãî  À. À. Åãî ðî âó, êî òî ðû é ñòèì óëèðî âàë ì î é èí òåðåñ
ê òåì å êí èãè, è 3. Ô. Ø èáàñî âî é, âí èì àòåëüí î  ï ðî ÷èòàâø åé è î ò-
ðåäàêòèðî âàâø åé ðóêî ï èñü, à òàêæå âñåì  òåì , êòî  ñâî èì è ñî âå-
òàì è, çàì å÷àí èÿì è ñï î ñî áñòâî âàë åå óñî âåðø åí ñòâî âàí èþ .

Àâòî ð



Ââåäåí èå

×òî  òàêî å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü? Â ï î âñåäí åâí î é ðå÷è ýòî ò òåðì èí
óï î òðåáëÿåòñÿ äî âî ëüí î  ÷àñòî . Ì û  ãî âî ðèì  î  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè
âû ï î ëí åí èÿ ô èçè÷åñêèõ óï ðàæí åí èé, î  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ï ðèå-
ì à ëåêàðñòâ, î  ï î ñëåäî âàòåëüí î ì  ÷åðåäî âàí èè âðåì åí  ãî äà. Çàì å-
òèì , ÷òî  ï ðè ýòî ì  âñåãäà èì ååòñÿ â âèäó í å òî ëüêî  ñî âî êóï í î ñòü

ñî áû òèé èëè ÿâëåí èé, í î  è î ï ðåäåëåí í û é ï î ðÿäî ê èõ ñëåäî âàí èÿ.
×òî áû  çàäàòü í óæí û é ï î ðÿäî ê, ñî áû òèÿ í óì åðóþ ò. Í àï ðèì åð, ï ðè
ï ðî âåäåí èè ãèì í àñòèêè í åï î ñðåäñòâåí í î  óêàçû âàþ ò: óï ðàæí åí èå

1, óï ðàæí åí èå 2 è ò. ä.
Â ì àòåì àòèêå ñèòóàöèÿ ï ðàêòè÷åñêè àí àëî ãè÷í àÿ. Ï ðî ñòåéø àÿ

ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü - ýòî  í àòóðàëüí û é ðÿä

1
, 2, 3,ë,....

À òåï åðü âî çüì åì  ï ðî èçâî ëüí î å ì í î æåñòâî  è ï î ñòàâèì  â ñî î òâåò-
ñòâèå êàæäî ì ó í àòóðàëüí î ì ó ÷èñëó í åêî òî ðû é âï î ëí å î ï ðåäåëåí -
í û é ýëåì åí ò äàí í î ãî  ì í î æåñòâà. Âî çí èêàåò ô óí êöèÿ í àòóðàëüí î -
ãî  àðãóì åí òà. Åå è í àçû âàþ ò ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòüþ , ñî ñòàâëåí í î é
èç ýëåì åí òî â èñõî äí î ãî  ì í î æåñòâà. Çí à÷åí èå {{ï ) ýòî é ô óí êöèè
î áû ÷í î  çàï èñû âàþ ò êàê à

ï
 è í àçû âàþ ò åãî  ï -ì  ÷ëåí î ì  èëè ýëåì åí -

òî ì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Ï î ñòðî åí í àÿ òàêèì  î áðàçî ì  ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòü âû ï èñû âàåòñÿ â ï î ðÿäêå âî çðàñòàí èÿ í î ì åðî â

àè à2, à3,àï ã....

Ì û áóäåì  ðàññì àòðèâàòü ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, ñî ñòî ÿù èå èç
äåéñòâèòåëüí û õ ÷èñåë è èç ãåî ì åòðè÷åñêèõ ô èãóð.

Ýëåì åí òû  ÷èñëî âî é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ì î æí î  ñðàâí èâàòü ï î
âåëè÷èí å. Åñëè äëÿ ëþ áî ãî  ï  âû ï î ëí ÿåòñÿ í åðàâåí ñòâî  àï

 < àï +]9 
òî

ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü í àçû âàåòñÿ âî çðàñòàþ ù åé,
 åñëè à

ï
 > à

ï Í  
-

óáû âàþ ù åé (ï ðè âû ï î ëí åí èè í åñòðî ãèõ í åðàâåí ñòâ ï î ñëåäî âàòåëü-
í î ñòü í àçû âàåòñÿ ñî î òâåòñòâåí í î  í åóáû âàþ ù åé è í åâî çðàñòàþ ù åé).

Âî çðàñòàþ ù èå è óáû âàþ ù èå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè í àçû âàþ ò ì î í î -
òî í í û ì è.

Í àï ðèì åð, ÷ëåí û  àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè

àõ = à, à2 = à + 4, àú = à + 2(1,à
ï  = à + (ï - \)ñ1,...

ï ðè  > 0 î áðàçóþ ò âî çðàñòàþ ù óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü, ï ðè  = Î
î í è ðàâí û  ì åæäó ñî áî é (â ýòî ì  ñëó÷àå ãî âî ðÿò, ÷òî  ï î ñëåäî âàòåëü-
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í î ñòü ï î ñòî ÿí í àÿ èëè ñòàöèî í àðí àÿ), ï ðè < 0 ñî ñòàâëÿþ ò óáû -
âàþ ù óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü. Â ñëó÷àå ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ô åññèè

Üõ = Ü,Ü2 = Üä, Üú = Üä2,Üï = Üäï -\ ...

(äëÿ Ü> 0) èì ååì  âî çðàñòàþ ù óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ï ðè ä >\ \ ñòà-
öèî í àðí óþ , åñëè <7 = 1; óáû âàþ ù óþ , åñëè 0 <  < 1; à ï ðè  < 0 -
çí àêî ÷åðåäóþ ù óþ ñÿ.

Åñëè óäàåòñÿ í àéòè ô î ðì óëó ë-ãî  ÷ëåí à ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, òî
äëÿ åå î áî çí à÷åí èÿ (âì åñòî  ãðî ì î çäêî ãî  ï åðå÷èñëåí èÿ í åñêî ëüêèõ
ýëåì åí òî â) èñï î ëüçóþ ò êî ì ï àêòí óþ  çàï èñü {à . Òàê, àðèô ì åòè÷å-
ñêóþ  ï ðî ãðåññèþ  ì î æí î  çàï èñàòü ñëåäóþ ù èì  î áðàçî ì : {à +{ï - 1) },
à ãåî ì åòðè÷åñêóþ  - â âèäå [Üä"'*}. Í àäî  ñêàçàòü, ÷òî  ï åðâî í à÷àëü-
í î  ñàì î  ñëî âî  ï ðî ãðåññèÿ (î ò ëàò. ðãî ¸ ãåççþ  - äâèæåí èå âï åðåä) î ç-
í à÷àëî  ëþ áóþ  ÷èñëî âóþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü, äëÿ êî òî ðî é ì î æí î
óêàçàòü ë-é ÷ëåí , è òî ëüêî  â XVII â. î í î  î ñòàëî ñü â äâóõ ï ðèâû ÷í û õ
í àì  ñëî âî ñî ÷åòàí èÿõ. ×àñòî  áû âàåò èçâåñòí û ì  ï ðàâèëî  ñî ñòàâëå-
í èÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, í î  í àéòè ï î  í î ì åðó ï  ô î ðì óëó äëÿ ýëå-
ì åí òà à

ï
 í å óäàåòñÿ, òî ãäà êî ì ï àêòí àÿ çàï èñü í åâî çì î æí à. Èí î ãäà

ðàññì àòðèâàþ ò êî í å÷í û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè: ä,,  àò'> â ýòî ì
ñëó÷àå ï ðè èñï î ëüçî âàí èè êî ì ï àêòí î é çàï èñè [à  ï åðå÷èñëÿþ ò
âñå çí à÷åí èÿ, êî òî ðû å ï ðèí èì àåò í î ì åð ï .

Ãî âî ðÿò, ÷òî  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü î ãðàí è÷åí à, åñëè âñå åå ÷ëåí û
çàêëþ ÷åí û  ì åæäó äâóì ÿ êàêèì è-òî  ÷èñëàì è. Í àï ðèì åð, ï î ñëåäî -

âàòåëüí î ñòè! 1| è {çò ï ) î ô àí è÷åí û , ï î ñêî ëüêó âñå ÷ëåí û  ï åðâî é
çàêëþ ÷åí û  ì åæäó 0 è 1, à âòî ðî é - ì åæäó -1 è 1. Ðàññì àòðèâàþ ò
òàêæå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, î ô àí è÷åí í û å òî ëüêî  ñ î äí î é ñòî ðî í û ,
òàê, ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {2ï } è {ÿ2} î ô àí è÷åí û  ñí èçó, à {-ï ] è {-ë3} -

ñâåðõó.

Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü í àçû âàþ ò ñõî äÿù åéñÿ ê ÷èñëó à, åñëè ï ðè

âî çðàñòàí èè í î ì åðà ï  åå ýëåì åí òû  àï
 í å âñåãäà ì î í î òî í í î , í î  í å-

óêëî í í î  ï ðèáëèæàþ òñÿ ê ÷èñëó à, òàê ÷òî  ì î äóëü ðàçí î ñòè \àï  - à\,
í à÷èí àÿ ñ í åêî òî ðî ãî  í î ì åðà, ñòàí î âèòñÿ ì åí üø å ëþ áî ãî  (ñêî ëü
óãî äí î  ì àëî ãî ) í àï åðåä çàäàí í î ãî  ï î ëî æèòåëüí î ãî  ÷èñëà. Â ýòî ì
ñëó÷àå ÷èñëî  à í àçû âàþ ò ï ðåäåëî ì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè è çàï èñû âà-
þ ò Èò à = à. (Ãî âî ðÿò òàêæå, ÷òî  àï  ñòðåì èòñÿ ê à ï ðè ï , ñòðåì ÿ-

Ë -  ñî

ù åì ñÿ ê áåñêî í å÷í î ñòè.) Òàê, ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü|1| ñõî äèòñÿ ê
Ââåäåí èå 5



í óëþ , ï î ñêî ëüêó ýëåì åí ò 1 çà ñ÷åò óâåëè÷åí èÿ ï  ì î æí î  ñäåëàòü
ï

ì åí üø èì  ëþ áî ãî  çàäàí í î ãî  ï î ëî æèòåëüí î ãî  ÷èñëà, î ÷åâèäí î , äëÿ

âñåõ ñëåäóþ ù èõ ýëåì åí òî â í åðàâåí ñòâî  ñî õðàí èòñÿ.

Í àðÿäó ñ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿì è ÷àñòî  ðàññì àòðèâàþ ò ñóì ì û  èõ

ò

ò

÷ëåí î â. Ï ðè ýòî ì  èñï î ëüçóþ ò î áî çí à÷åí èå Å
â
 àË = à| +  + ... + àÿ

äëÿ ñóì ì û  êî í å÷í î ãî  ÷èñëà ÷ëåí î â è Å àï  = à1 + 02 + à3 + ... äëÿ
ñóì ì û  âñåõ ÷ëåí î â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. ×èòàåòñÿ: ñóì ì à àï

 ï î  ï  î ò

åäèí èöû  äî  ò (ñî î òâåòñòâåí í î  äî  î î ).



à â à
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Áî ëüø èí ñòâó ÷èòàòåëåé èçâåñòí à äðåâí ÿÿ ëåãåí äà, ñâÿçàí í àÿ ñ èçî -
áðåòåí èåì  ø àõì àò. Èí äóññêèé öàðü Ø åðàì , âî ñõèù åí í û é ýòî é èã-
ðî é, ðåø èë î òáëàãî äàðèòü åå èçî áðåòàòåëÿ Ñåòó, ï ðåäëî æèâ òî ì ó ëþ -
áóþ  í àãðàäó. Ñåòà ï î ï ðî ñèë çà ï åðâóþ  êëåòêó ø àõì àòí î é äî ñêè âû -
äàòü åì ó î äí î  ï ø åí è÷í î å çåðí î , çà âòî ðóþ  - 2, çà òðåòüþ  - 4, çà
÷åòâåðòóþ  - 8 è ò. ä. Öàðü ï ðèêàçàë í åì åäëåí í î  èñï î ëí èòü ýòó «ñì å-
õî òâî ðí óþ » ï ðî ñüáó. Êàêî âî  æå áû ëî  åãî  óäèâëåí èå, êî ãäà î í  óçí àë,
÷òî  ï ðèäâî ðí û å í å ì î ãóò âû ï î ëí èòü ï ðèêàç ñâî åãî  ï î âåëèòåëÿ. ×èñ-
ëî  çåðåí  5, ï ðè÷èòàâø èõñÿ èçî áðåòàòåëþ , î êàçàëî ñü ñëèø êî ì  áî ëü-
ø èì :

5= 264 _ 1 = 1á.(1024)6- 1 > 16-Þ 18.

Òàêî ãî  êî ëè÷åñòâà çåðåí  í å ì î ãëî  áû òü í å òî ëüêî  â öàðñêèõ êëàäî -
âû õ, í î  è í à âñåé Çåì ëå.

Ëåãåí äà ýòà, êî í å÷í î , í å î  ø àõì àòí î é äî ñêå, à î á î ø åëî ì ëÿþ -
ù åì  ðî ñòå ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè ñî  çí àì åí àòåëåì , ðàâí û ì  2.
Í åñì î òðÿ í à äðåâí î ñòü ëåãåí äû , ýòî  í å ñàì î å ðàí í åå óï î ì èí àí èå
î  ï ðî ãðåññèÿõ. Èí òåðåñ ê í èì  è äðóãèì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿì  ñó-
ù åñòâî âàë åù å çà äâå ñ ï î ëî âèí î é òû ñÿ÷è ëåò äî  ï î ÿâëåí èÿ ø àõ-

ì àò. Î á ýòî ì  ãî âî ðÿò ñî õðàí èâø èåñÿ èñòî ÷í èêè.
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§1.1. Èñòî ðè÷åñêèé ýêñêóðñ

Ï ðî ãðåññèè

Çà ÷åòû ðå òû ñÿ÷è ëåò äî  í àø èõ äí åé î ñí î âí û ì è öåí òðàì è öèâè-
ëèçàöèè áû ëè Åãèï åò è Âàâèëî í . Â Äðåâí åì  Åãèï òå òåêñòû  ï èñà-
ëèñü í à ñâèòêàõ, ñäåëàí í û õ èç ï àï èðóñà - òðàâÿí èñòî ãî  ðàñòåí èÿ.

Ì àòåðèàë áû ë í åï ðî ÷í û é, à çà ï ðî ø åäø èé ï åðèî ä âû äàëî ñü ñòî ëü-
êî  ëèõî ëåòüÿ, ÷òî  óäèâèòåëüí î , êàê âî î áù å ì î ãëè ñî õðàí èòüñÿ
ï èñüì åí í û å ñâèäåòåëüñòâà òî ãî  âðåì åí è. Äî ñòàòî ÷í î  âñï î ì í èòü î
òî ì , ÷òî  ì í î ãî êðàòí î  ãî ðåëà Àëåêñàí äðèéñêàÿ áèáëèî òåêà - ãëàâ-
í àÿ êóëüòóðí àÿ ñî êðî âèù í èöà Äðåâí åãî  ì èðà, ñî äåðæàâø àÿ â ñâî è
ëó÷ø èå ãî äû  áî ëåå 700 òû ñ. ñâèòêî â. Èì åþ òñÿ ñâèäåòåëüñòâà, ÷òî
âî  âðåì ÿ àðàáñêèõ çàâî åâàí èé àëåêñàí äðèéñêèå áàí è öåëû é ãî ä
î òàï ëèâàëèñü ñâèòêàì è çí àì åí èòî é áèáëèî òåêè. Òåì  í å ì åí åå äî

í àñ äî ø ëî  î êî ëî  äåñÿòêà äðåâí ååãèï åòñêèõ ï àï èðóñî â ñ ì àòåì àòè-

÷åñêèì è òåêñòàì è. Ñðåäè í èõ í àèáî ëåå èçâåñòí û ì è ÿâëÿþ òñÿ äâà,
î òí î ñÿù èåñÿ ê ýï î õå Ñðåäí åãî  öàðñòâà (XX-XVIII ââ. äî  í . ý.). Ýòî
ï àï èðóñ Ðèí äà, í àçâàí í û é ï î  èì åí è ó÷åí î ãî , êóï èâø åãî  ýòî ò ï à-
ï èðóñ è ï åðåäàâø åãî  åãî  â äàð Áðèòàí ñêî ì ó ì óçåþ , è Ì î ñêî âñêèé
ï àï èðóñ, ï ðèî áðåòåí í û é ó÷åí û ì -âî ñòî êî âåäî ì  Â. Ñ. Ãî ëåí èù åâû ì
è õðàí ÿù èéñÿ â Ì óçåå èçî áðàçèòåëüí û õ èñêóññòâ èì . À. Ñ. Ï óø êè-
í à. Ï àï èðóñ Ðèí äà, ñî ñòàâëåí í û é ï èñöî ì  Àõì åñî ì

, ñî äåðæèò ðåø å-
í èÿ 84 çàäà÷. Ì î ñêî âñêèé - 25. Â í èõ âû ÷èñëÿþ òñÿ î áúåì û

ï ðèçì , óñå÷åí í û õ ï èðàì èä, ðàçëè÷í û õ òåë âðàù åí èÿ, ðåø àþ òñÿ çà-

äà÷è, ñâÿçàí í û å ô àêòè÷åñêè ñ ëèí åéí û ì è è êâàäðàòí û ì è óðàâí å-
í èÿì è, à òàêæå èõ ñèñòåì àì è.

Â Äðåâí åì  Âàâèëî í å òåêñòû ï èñàëèñü í à ì ÿãêî é ãëèí å
,
 ï î ñëå

÷åãî  ãëèí ÿí û å ï ëèòêè î áæèãàëèñü. Òàêèå òàáëè÷êè ï ðî ÷í åå ï î
ñðàâí åí èþ  ñ ï àï èðóñî ì . Ñî õðàí èëî ñü î êî ëî  50 òàáëè÷åê ñ ì àòåì à-
òè÷åñêèì è òåêñòàì è è î êî ëî  200 ÷èñëî âû õ òàáëèö. Áî ëüø èí ñòâî

èç í èõ î òí î ñèòñÿ ê òî ì ó æå ï åðèî äó, ÷òî  è åãèï åòñêèå ï àï èðóñû .
Äà è ï î  ñî äåðæàí èþ  çàäà÷è äðåâí èõ âàâèëî í ÿí  âî  ì í î ãî ì  ï î õî æè
í à åãèï åòñêèå

, í î  â í èõ âñòðå÷àþ òñÿ áî ëåå ñëî æí û å âû ÷èñëåí èÿ.
Â çí à÷èòåëüí î é ñòåï åí è ýòî  î áúÿñí ÿåòñÿ òåì

,
 ÷òî  âàâèëî í ÿí å èñ-

ï î ëüçî âàëè ø åñòèäåñÿòåðè÷í óþ  ñèñòåì ó ñ÷èñëåí èÿ - áî ëåå ñî âåð-
ø åí í óþ  ï î  ñðàâí åí èþ  ñ èåðî ãëèô è÷åñêî é, ï ðèì åí ÿâø åéñÿ â
Äðåâí åì  Åãèï òå.

Î áðàòèì ñÿ ê äðåâí èì  èñòî ÷í èêàì
. Â ï àï èðóñå Ðèí äà ñî äåðæèò-

ñÿ òàêàÿ çàï èñü [11, ñ. 40]: «Ï óñòü òåáå ñêàçàí î : ðàçäåëèòü 10 ì åð
ÿ÷ì åí ÿ ì åæäó 10 ëèöàì è; ðàçí èöà ì åæäó êàæäû ì  ÷åëî âåêî ì  è åãî
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ñî ñåäî ì  ñî ñòàâëÿåò 1 ì åðû  ÿ÷ì åí ÿ». Çäåñü æå ï ðèâî äèòñÿ ðåø åí èå:
î

«Ñðåäí ÿÿ äî ëÿ åñòü 1 ì åðà. Âû ÷òè 1 èç 10. Î ñòàòî ê åñòü 9. Ñî ñòàâü

ï î ëî âèí ó ðàçí èöû ; ýòî  åñòü X . Âî çüì è åå 9 ðàç, ýòî  äàåò 1 + -ê.
16 2 16

Ï ðèëî æè ýòî  ê ñðåäí åé äî ëå; âû ÷èòàé äëÿ êàæäî ãî  ëèöà ï î  1 ì å-
î

1+1-
2 16

ðû , ï î êà í å äî ñòèãí åø ü êî í öà». Òàêèì  î áðàçî ì , é10 = 1 + 1 + -;
1 7

à9 = à10 -        à{ = -. Äëÿ ï ðî âåðêè ðåçóëüòàòà Àõì åñ ñêëàäû âàåò
8 16

ï î ëó÷åí í û å ÷èñëà è ï î ëó÷àåò 10. Çàì åòèì , ÷òî  â Äðåâí åì  Åãèï òå
ï ðàâèëüí û å äðî áè çàï èñû âàëè òî ëüêî  ñ ÷èñëèòåëåì , ðàâí û ì  åäè-

9 1 1
í èöå, ï î ýòî ì ó âì åñòî      â òåêñòå èñï î ëüçóåòñÿ ñóì ì à - -ü 

'

16 2 16

Ýòà çàäà÷à í à í àõî æäåí èå ÷ëåí î â êî í å÷í î é àðèô ì åòè÷åñêî é
ï ðî ãðåññèè ï î  èçâåñòí î é ñóì ì å âñåõ åå ÷ëåí î â è ðàçí î ñòè ñ1. Èñ-
ï î ëüçóÿ ô î ðì óëó î áù åãî  ÷ëåí à àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè è ô î ð-

ñ     (à{ + àï )ï     {2à> + ñ1(ï  - \))ï
ì óëó ñóì ì û  ï  åå ï åðâû õ ÷ëåí î â ëË

 =   '  "    = --
!  -,

êî òî ðàÿ âû âî äèòñÿ â ø êî ëå, ì û  ëåãêî  ñì î æåì  î áî ñí î âàòü ðåø åí èå,
25

èçëî æåí í î å â ï àï èðóñå. Òàê êàê     =  + àï
 è à

ï
 - à{ = ñ1{ï  - I),

 òî

ÿ = - + -Ö Í î  âî  âðåì åí à Àõì åñà ýòèõ ô î ðì óë âî î áù å í å áû -
ï 2

ëî . Êàê æå î í  äî ëæåí  áû ë ðàññóæäàòü, ÷òî áû  ï ðèéòè ê ýòî ì ó ðå-
çóëüòàòó?

Ñêî ðåå âñåãî  òàê [11, ñ. 41]. Ðàññì àòðèâàÿ ÷èñëî âû å ï ðèì åðû ,

ëåãêî  çàì åòèòü, ÷òî  ñðåäí ÿÿ äî ëÿ - åñòü ñðåäí åå àðèô ì åòè÷åñêî å
ï

êðàéí èõ ÷ëåí î â ï ðî ãðåññèè - = Ñëåäî âàòåëüí î , à
ï
 í à

ï 2

ñòî ëüêî  æå ï ðåâî ñõî äèò ñðåäí þ þ  äî ëþ , í à ñêî ëüêî  ñðåäí ÿÿ äî ëÿ

ï ðåâî ñõî äèò ÿ,, à èì åí í î  í à âåëè÷èí ó ä
" - ä'

. Í î  ðàçí î ñòü àï
 - ÿ,

ï î ëó÷àåòñÿ (ï  - 1)-êðàòí û ì  ï î âòî ðåí èåì  ðàçí î ñòè  ï ðî ãðåññèè,

ï î ýòî ì ó à„
 - - = - - à,

 = --- =    
~ 0  Î òñþ äà è ï î ëó÷àåò-

ï - ï      ï 2 2

ñÿ í óæí àÿ ô î ðì óëà äëÿ àï
. Î ñòàëüí û å ÷ëåí û  ï ðî ãðåññèè í àõî äÿòñÿ

ï î ñëåäî âàòåëüí û ì  âû ÷èòàí èåì  ÷èñëà 4.
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Ï ðèì åðí î  â òî  æå âðåì ÿ áû ëà í àï èñàí à âàâèëî í ñêàÿ òàáëè÷êà,
ãäå âû ÷èñëÿåòñÿ ðàçí î ñòü àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè [11, ñ. 103]:

«10 áðàòüåâ, 1 + - ì èí û  ñåðåáðà, áðàò í àä áðàòî ì  ï î äû ì àåòñÿ; í à

ñêî ëüêî  î í  ï î äû ì àåòñÿ, ÿ í å çí àþ . Äî ëÿ âî ñüì î ãî  åñòü 6 ø åêåëåé.
Áðàò í àä áðàòî ì , í à ñêî ëüêî  î í  ï î äû ì àåòñÿ?»

Èçëî æèì  ñ èñï î ëüçî âàí èåì  ñî âðåì åí í û õ î áî çí à÷åí èé ðåø å-
í èå, ï ðèâåäåí í î å â òàáëè÷êå. Â Äðåâí åì  Âàâèëî í å 1 ì èí à ðàâí ÿ-
ëàñü 60 ø åêåëÿì , ï î ýòî ì ó èì óù åñòâî  5áðàòüåâ ñî ñòî ÿëî  èç 100 ø å-

ñ

êåëåé ñåðåáðà. Ñðåäí ÿÿ äî ëÿ áðàòüåâ - = 10. Òàê êàê ñóì ì à (ðàâí î -
ï

î òñòî ÿù èõ î ò êî í öî â) äî ëåé ä8 âî ñüì î ãî  áðàòà è àú òðåòüåãî  áðàòà

ðàâí à óäâî åí í î é ñðåäí åé äî ëå, òî  ï î ëó÷àåì  à8 + = _ =20 ø åêå-

ëåé. Çàòåì  í àõî äèòñÿ ï ðåâû ø åí èå äî ëè òðåòüåãî  áðàòà í àä äî ëåé

âî ñüì î ãî  #3 - ÿ8 = - - 2à% = 8. ×òî áû  í àéòè «í à ñêî ëüêî  áðàò í àä

áðàòî ì  ï î äû ì àåòñÿ», ò. å. âû ÷èñëèòü ðàçí î ñòü ñ! àðèô ì åòè÷åñêî é
ï ðî ãðåññèè, í àäî  ï î äåëèòü ï ðåâû ø åí èå 8 í à ÷èñëî  ï ðî ì åæóòêî â

î

ì åæäó äî ëÿì è àú è é8, ò. å. í à 5. Î òâåò:  =  ø åêåëÿ.
Â ï àï èðóñå Ðèí äà èì ååòñÿ çàäà÷à í à âû ÷èñëåí èå ñóì ì û  ãåî ì åò-

ðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè [11, ñ. 44]:

1 2801                  äî ì à Ò
2 5602                  êî ø êè 49

Ò
"

                             11 204                  ì û ø è 34Ã

Âì åñòå                     19 607                  ÿ÷ì åí ü 2401

ì åðû 16 807

Âì åñòå 19 607

Í åñî ì í åí í î
, ýòî  çàí èì àòåëüí àÿ çàäà÷à òèï à: èì ååòñÿ 7 äî ì î â, â

êàæäî ì  äî ì å ï î  7 êî ø åê
, êàæäàÿ êî ø êà ñúåäàåò ï î  7 ì û ø åé, êàæ-

äàÿ ì û ø ü - ï î  7 êî ëî ñüåâ ÿ÷ì åí ÿ, èç êàæäî ãî  êî ëî ñà âû ðàñòàåò 7
ì åð ÿ÷ì åí ÿ; ñêî ëüêî  âñåãî  ï ðåäì åòî â? Èí òåðåñí î ,

 ÷òî  èñêî ì àÿ

ñóì ì à í àõî äèòñÿ äâóì ÿ ñï î ñî áàì è. Â ï åðâî ì  ñòî ëáöå ÷èñëî  2801
óì í î æàåòñÿ í à 7 = 1 + 2 + 4 ñòàí äàðòí û ì  äëÿ åãèï òÿí  ñï î ñî áî ì
(ï î ñëåäî âàòåëüí û ì  óäâî åí èåì  ÷èñëà è ñëî æåí èåì  ï î ëó÷åí í û õ âå-
ëè÷èí ). Âî  âòî ðî ì  ñòî ëáöå ñêëàäû âàþ òñÿ âñå âåëè÷èí û  è ï ðî âåðÿ-
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åòñÿ î òâåò, ï î ëó÷åí í û é ï åðâû ì  ñï î ñî áî ì . Âî çí èêàåò åñòåñòâåí -
í û é âî ï ðî ñ: äëÿ ÷åãî  ï î òðåáî âàëàñü ï ðî âåðêà ðåçóëüòàòà ï åðâî ãî
ñòî ëáöà è î òêóäà â í åì  ï î ÿâèëî ñü ÷èñëî  2801? Ï î -âèäèì î ì ó,

 äëÿ

ï î äòâåðæäåí èÿ òî æäåñòâà 7 + 72 + 73 + 74 + 75 = 7(1 + 7 72 + 73 +
+ 74). Í à ñàì î ì  äåëå 1 + 7 + 72 + 73 + 74 = 2801. Ï î õî æå, çäåñü ì û
èì ååì  ï ðèì åð î äí î é èç ï åðâû õ ï î ï û òî ê äî êàçàòåëüñòâà òî ãî

,
 ÷òî

î áù èé ì í î æèòåëü ì î æí î  âû í î ñèòü çà çí àê ñóì ì û .
Ï ðèì åðí î  çà òðè-äâà âåêà äî  í î âî é ýðû  áû ëà í àï èñàí à âàâè-

ëî í ñêàÿ òàáëè÷êà, ñî äåðæàù àÿ òàêî é òåêñò [11, ñ. 105]: «Î ò 1 äî  10
ï î ëî æè; ÷åðåç 2 ï åðåø àãèâàé, ñêëàäû âàé. 512. 1 î ò 512 âû ÷òè. Î ñ-
òàåòñÿ 511. 511 ê 512 ï ðèáàâü. 1023». Çäåñü ðå÷ü èäåò î  ñóì ì èðî âà-
í èè äåñÿòè ÷ëåí î â ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè ñ ï åðâû ì  ÷ëåí î ì
à, = 1 è çí àì åí àòåëåì  ä = 2. Òðåáóåòñÿ í àéòè ñóì ì ó 5 = 1 + 2 + 22 +
+ 

... + 29, êî òî ðàÿ â òåêñòå âû ÷èñëÿåòñÿ òàê: 5= (29 - 1) -ü 29 = 511 -Ü
+ 512= 1023

.

Çàì åí ÿÿ ñóì ì ó 1 + 2 -ü ... -I- 28 ÷èñëî ì  29 - 1, àâòî ð çàäà÷è, ï î  ñó-
ù åñòâó, ï ðèì åí èë ô î ðì óëó 5  = 2" - 1. È â ýòî ì  í åò í è÷åãî  óäèâè-
òåëüí î ãî  äëÿ òàêî ãî  ï î çäí åãî  ï åðèî äà. Âåäü òî ãäà óæå áû ëè í àï è-
ñàí û  çí àì åí èòû å «Í à÷àëà» Åâêëèäà (IV â. äî  í . ý.), ãäå âû ÷èñëÿ-
ëàñü ñóì ì à ï ðî èçâî ëüí î ãî  ÷èñëà ÷ëåí î â ãåî ì åòðè÷åñêî é
ï ðî ãðåññèè. Ñï î ñî á âû ÷èñëåí èÿ ñî î òâåòñòâî âàë èçâåñòí î é í àì
ô î ðì óëå

Åñëè Ì  < 1, òî , óñòðåì ëÿÿ â ýòî é ô î ðì óëå ï  ê áåñêî í å÷í î ñòè (òî ãäà
"ñòðåì èòñÿ ê í óëþ ), ï î ëó÷àåì  ñóì ì ó áåñêî í å÷í î  óáû âàþ ù åé ãåî -

ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè

5= Ü

1-ß

Äðåâí èå ó÷åí û å òàêî é ô î ðì óëû  í å çí àëè, î í è âî î áù å ñòàðà-
ëèñü í å èì åòü äåëà ñ áåñêî í å÷í î ñòüþ . Âåäü åù å äðåâí åô å÷åñêèé
ô èëî ñî ô  Çåí î í  (V â. äî  í . ý.) í à ðàçëè÷í û õ ï ðèì åðàõ ï î êàçàë, ÷òî
î áðàù åí èå ê áåñêî í å÷í î ñòè ï ðèâî äèò ê ëî ãè÷åñêèì  ï ðî òèâî ðå÷è-
ÿì .

Î äèí  èç òàêèõ ï ðèì åðî â í î ñèò í àçâàí èå «Äèõî òî ì èÿ» (ò. å. ï î -
ï î ëàì í î å äåëåí èå). Â í åì  óòâåðæäàåòñÿ î òñóòñòâèå äâèæåí èÿ: äâè-
æóù åì óñÿ òåëó äëÿ ï ðî õî æäåí èÿ í åêî òî ðî ãî  î òðåçêà ï óòè ñí à÷àëà

í åî áõî äèì î  ï ðåî äî ëåòü åãî  ï î ëî âèí ó, à äëÿ ýòî ãî  - ï î ëî âèí ó äàí -
í î é ï î ëî âèí û  è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå òåëî  âî î áù å í å ñäâèí åòñÿ ñ ì åñ-
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òà. Ñ äðóãî é ñòî ðî í û , âñåì  ÿñí î , ÷òî  çà êî í å÷í û é ï ðî ì åæóòî ê âðå-
ì åí è òåëî  ï ðî éäåò âåñü î òðåçî ê. Ðàçáèðàÿ ï àðàäî êñû  Çåí î í à, âû -
äàþ ù èéñÿ ô èëî ñî ô  äðåâí î ñòè Àðèñòî òåëü ï ðåäî ñòåðåãàë ó÷åí û õ
î ò èñï î ëüçî âàí èÿ áåñêî í å÷í î ñòè â êàêî ì -ëèáî  åå ï ðî ÿâëåí èè.
Â äàëüí åéø åì  ýòî  ï ðåäî ñòåðåæåí èå í åóêî ñí èòåëüí î  âñåì è âû ï î ë-
í ÿëî ñü, í î  èí î ãäà ï î ÿâëÿëèñü çàäà÷è, äëÿ ðåø åí èÿ êî òî ðû õ ï ðè-

õî äèëî ñü î áðàù àòüñÿ ê áåñêî í å÷í û ì  ï ðî öåññàì . Èì åí í î  â òàêî é
ñèòóàöèè î êàçàëñÿ Àðõèì åä, êî ãäà åì ó ï î òðåáî âàëî ñü í àéòè ñóì ì ó
áåñêî í å÷í î  óáû âàþ ù åé ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ô åññèè. Êàê î í  âû -
ø åë èç í åå, ì û  óçí àåì  â § 5.1.

Ï èô àãî ðî âû  òðî éêè

Çàòðî í óâ àí òè÷í óþ  ì àòåì àòèêó, í åëüçÿ í å âñï î ì í èòü î á î äí î ì  èç
ñàì û õ çàì å÷àòåëüí û õ åå ðåçóëüòàòàõ - òåî ðåì å Ï èô àãî ðà.

Ì û  óæå èì åëè âî çì î æí î ñòü óáåäèòüñÿ â òî ì , ÷òî  äî ãðå÷åñêàÿ
ì àòåì àòèêà ï ðåäñòàâëÿëà ñî áî é ñî áðàí èå çàäà÷, ðåø åí èå êî òî ðû õ
äàâàëî ñü áåç î áúÿñí åí èé, ï ðî ñòî  óêàçû âàëàñü ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü
äåéñòâèé, ï ðèâî äÿù èõ ê î òâåòó. È õî òÿ çà ðåø åí èÿì è êî í êðåòí û õ
çàäà÷ ÷àñòî  óãàäû âàþ òñÿ î áù èå ì åòî äû , î áî ñí î âàí èÿ ýòèõ ì åòî äî â
â äðåâí èõ äî êóì åí òàõ ì û í å í àõî äèì . Ëèø ü â Äðåâí åé Ãðåöèè
ñï î ñî áû  ðåø åí èÿ çàäà÷ í à÷àëè î áî ñí î âû âàòü, à âñå óòâåðæäåí èÿ
äî êàçû âàòü. Í à÷àëî  ãðå÷åñêî é ì àòåì àòèêè âî ñõî äèò ê äâóì  í àó÷-
í û ì  ø êî ëàì  - Èî í èéñêî é è ï èô àãî ðåéñêî é. Âî  ãëàâå ï åðâî é èç
í èõ ñòî ÿë Ôàëåñ (VII-VI ââ. äî  í . ý.), âî  ãëàâå âòî ðî é - Ï èô àãî ð
(VI â. äî  í . ý.). Ôàëåñó ï ðèí àäëåæàò ï åðâû å ãåî ì åòðè÷åñêèå äî êà-
çàòåëüñòâà. Â ø êî ëå Ï èô àãî ðà ãåî ì åòðèÿ ï î ëó÷èëà äàëüí åéø åå
ðàçâèòèå, áî ëüø î å âí èì àí èå óäåëÿëî ñü òàêæå èçó÷åí èþ  ÷èñåë. Í å-
ï î ñðåäñòâåí í û õ ó÷åí èêî â è ï î ñëåäî âàòåëåé Ï èô àãî ðà í àçû âàþ ò
ï èô àãî ðåéöàì è.

Ðàññì î òðèì  í àèáî ëåå èçâåñòí û é ðåçóëüòàò ï èô àãî ðåéöåâ: ñóì -
ì à ï ëî ù àäåé êâàäðàòî â, ï î ñòðî åí í ûõ í à êàòåòàõ, ðàâí à ï ëî ù àäè
êâàäðàòà, ï î ñòðî åí í î ãî  í à ãèï î òåí óçå:

**+ó* = ã2. (1)
Âåðî ÿòí åå âñåãî , Ï èô àãî ðó èëè êî ì ó-òî  èç åãî  ó÷åí èêî â ï ðèí àäëå-
æèò äî êàçàòåëüñòâî  ýòî é çí àì åí èòî é òåî ðåì û , ï î ñêî ëüêó ñàì î  ðà-
âåí ñòâî  (1) áû ëî  èçâåñòí î  çà òû ñÿ÷ó ëåò äî  Ï èô àãî ðà. Òàê, â î äí î é
èç âàâèëî í ñêèõ òàáëè÷åê, äàòèðóåì î é î êî ëî  1500 ã. äî  í . ý., ñî äåð-
æàòñÿ í àáî ðû  ÷èñåë, óäî âëåòâî ðÿþ ù èå óðàâí åí èþ  (1); ñðåäè í èõ,
í àï ðèì åð, (3, 4, 5), (4961, 6480, 8161). À åãèï òÿí å ñ ï î ì î ù üþ  òðå-
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óãî ëüí èêà ñ äëèí àì è ñòî ðî í , ðàâí û ì è 3, 4 è 5 (òàêî é òðåóãî ëüí èê
òåï åðü í àçû âàþ ò åãèï åòñêèì ), ñòðî èëè ï ðÿì î é óãî ë. Òåì  ñàì û ì
î í è ô àêòè÷åñêè ï î ëüçî âàëèñü î áðàòí î é òåî ðåì î é,

 äî êàçàí í î é

ì í î ãî  ï î çæå â «Í à÷àëàõ» Åâêëèäà: òðåóãî ëüí èê, ñóì ì à êâàäðàòî â
äâóõ ñòî ðî í  êî òî ðî ãî  ðàâí à êâàäðàòó òðåòüåé ñòî ðî í û ,

 ÿâëÿåòñÿ

ï ðÿì î óãî ëüí û ì .

 Óï ðàæí åí èå I. Äî êàæèòå óòâåðæäåí èå Åâêëèäà.

Î òâëå÷åì ñÿ î ò ãåî ì åòðè÷åñêî ãî  ñî äåðæàí èÿ òåî ðåì û  Ï èô àãî ðà
è î áðàòèì ñÿ ê óðàâí åí èþ  (1). Í àéäåì  åãî  ðåø åí èÿ â í àòóðàëüí û õ
÷èñëàõ, âåäü âî  âðåì åí à Ï èô àãî ðà äðóãèõ ÷èñåë í å çí àëè. Áóäåì  çà-
ï èñû âàòü ðåø åí èÿ òðî éêàì è ÷èñåë (õ, ó, 1). Ýòè òðî éêè í àçû âàþ ò
ï èô àãî ðî âû ì è, êàê è ï ðÿì î óãî ëüí û å òðåóãî ëüí èêè, äëèí û  ñòî ðî í
êî òî ðû õ âû ðàæàþ òñÿ í àòóðàëüí û ì è ÷èñëàì è õ,óè1. Åñëè äâà ÷èñ-
ëà ï èô àãî ðî âî é òðî éêè èì åþ ò î áù èé äåëèòåëü, òî  í à í åãî  äåëèòñÿ
è òðåòüå ÷èñëî . Ï î äåëèâ èõ âñå í à î áù èé äåëèòåëü, âí î âü ï î ëó÷àåì
ï èô àãî ðî âó òðî éêó. Â ðåçóëüòàòå âñåãäà ì î æí î  ï ðèéòè ê ðåø åí èþ
(õ, ó, ã), âñå ÷èñëà êî òî ðî ãî  ï î ï àðí î  âçàèì í î  ï ðî ñòû . Òàêóþ  òðî éêó
í àçû âàþ ò ï ðèì èòèâí î é èëè î ñí î âí î é. Î ÷åâèäí î , äëÿ ðåø åí èÿ ï î ñ-
òàâëåí í î é çàäà÷è äî ñòàòî ÷í î  í àéòè î áù èé âèä ï ðèì èòèâí û õ ï è-
ô àãî ðî âû õ òðî åê.

 Óï ðàæí åí èå 2. Ï î êàæèòå, ÷òî  â ï ðèì èòèâí î é ï èô àãî ðî âî é
òðî éêå ÷èñëî  I - í å÷åòí î å, à ÷èñëàõèó ðàçí î é ÷åòí î ñòè.

Ï óñòü õ = 2è, ó è 1 - í å÷åòí û å ÷èñëà. Î áî çí à÷èì  ó + 1 = 2ö
 - ó-1 . ×èñëà V è í ' í å ì î ãóò èì åòü î áù åãî  äåëèòåëÿ  > 1, èí à÷å

áû  í à äåëèëèñü =óÍ -í 'è
>
ó=ó - ö à ýòî  ï ðî òèâî ðå÷èò èõ âçàèì -

í î é ï ðî ñòî òå. Èòàê, ÷èñëà V è í ' âçàèì í î  ï ðî ñòû å, êðî ì å òî ãî , î í è
èì åþ ò ðàçí óþ  ÷åòí î ñòü (â ï ðî òèâí î ì  ñëó÷àå ÷èñëà óú ã áû ëè áû
÷åòí û ì è). Èç ðàâåí ñòâà õ2 = (ã - Æ* +Ó) ñëåäóåò, ÷òî  è2 = óæ

Âî  ì í î æåñòâå í àòóðàëüí û õ ÷èñåë ñï ðàâåäëèâî  ñëåäóþ ù åå.

Ëåì ì à. Åñëè ï ðî èçâåäåí èå äâóõ âçàèì í î  ï ðî ñòûõ ÷èñåë åñòü êâàäðàò
í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà, òî  è êàæäû é èç ñî ì í î æèòåëåé ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòî ì .

Ì û  åå ï ðèì åì  áåç äî êàçàòåëüñòâà.
Ï î  ëåì ì å í àéäóòñÿ òàêèå í àòóðàëüí û å ÷èñëà /? è (áóäåì  ñ÷è-

òàòü  < ð), ÷òî  V = 1?,™ = ô . ßñí î , ÷òî  ÷èñëà ðÿä âçàèì í î  ï ðî ñòû å
è ðàçí î é ÷åòí î ñòè. Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷àåì  ó = ð1

~ä
2
,1 = ð1 + ä2, î ò-

êóäà õ2 = I2 - ó2 = 4/72 2. Èòàê, äî êàçàí î  ñëåäóþ ù åå.
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Ï ðåäëî æåí èå. Äëÿ ëþ áî é ï ðèì èòèâí î é ï èô àãî ðî âî é òðî éêè (õ, % )
í àéäóòñÿ âçàèì í î  ï ðî ñòû å í àòóðàëüí û å ÷èñëà ð èä ðàçí î é ÷åòí î ñòè,
ä <ð, òàêèå, ÷òî

õ = 2ðä, ó = ð2 - ä2,1 = ð1 +ä2. (2)

 Óï ðàæí åí èå 3. Ï î êàæèòå, ÷òî  ñï ðàâåäëèâî  è î áðàòí î å óòâåðæ-
äåí èå: ï ðè òåõ æå óñëî âèÿõ, í àëî æåí í û õ í à ð è ä, ÷èñëà õ, ó, I,

ï î ëó÷àåì û å ï î  ô î ðì óëàì  (2), î áðàçóþ ò ï ðèì èòèâí óþ  ï èô àãî -
ðî âó òðî éêó.

Åñëè â (2) âçÿòüð = 2, ä = I, òî  ï î ëó÷èì  òðî éêó (3, 4, 5), çàäàþ -
ù óþ  åãèï åòñêèé òðåóãî ëüí èê. Ï èô àãî ðåéöû  ñ÷èòàëè åãî  ñâÿù åí -
í û ì , ï î ñêî ëüêó î í  î áëàäàåò ì í î ãèì è çàì å÷àòåëüí û ì è ñâî éñòâà-
ì è. Â ÷àñòí î ñòè, åãî  ï ëî ù àäü ðàâí à 6 - ÷èñëó, ñëåäóþ ù åì ó ï î  ï î -
ðÿäêó çà äëèí àì è åãî  ñòî ðî í , ê òî ì ó æå ñî âåðø åí í î ì ó (§ 1.3), à
ï åðèì åòð ðàâåí  12 - ÷èñëó, ï ðèí î ñÿù åì ó, ï î  ì í åí èþ  ï èô àãî ðåé-
öåâ, ñ÷àñòüå.

Èñï î ëüçóÿ ðàâåí ñòâà (2), ï ðèõî äèì  ê çàêëþ ÷åí èþ , ÷òî  âñå ï è-
ô àãî ðî âû  òðî éêè èì åþ ò âèä

2êðä, ê{ð> - ô ),      + ô ),
Àí òè÷í û å ó÷åí û å, ñêî ðåå âñåãî , í å ñòàâèëè ñåáå öåëüþ  í àéòè âñå
í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (1). Í î  â ø êî ëå Ï èô àãî ðà î òêðû -
ëè ñëåäóþ ù óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ï ðèì èòèâí û õ òðî åê:

Ã   /ÿ2 - 1   «2 + Ï

2    7 2

çàäàâàåì óþ  í å÷åòí û ì è ÷èñëàì è /ë > 3,
 à â ï ëàòî í î âñêî é àêàäåì èè

áû ëà èçâåñòí à äðóãàÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü òðî åê:

çäåñü ò - ÷åòí î å ÷èñëî
,
 /è > 4.

Ï î ì èì î  ï èô àãî ðî âû õ òðåóãî ëüí èêî â ðàññì àòðèâàþ ò åù å ãåðî -
íòû - òðåóãî ëüí èêè, ï ëî ù àäè êî òî ðû õ è äëèí û  ñòî ðî í  âû ðàæà-
þ òñÿ í àòóðàëüí û ì è ÷èñëàì è. ßñí î , ÷òî  ëþ áî é ï èô àãî ðî â òðå-
óãî ëüí èê ÿâëÿåòñÿ ãåðî í î âû ì : äëèí à î äí î ãî  èç êàòåòî â ï èô àãî ðî -
âà òðåóãî ëüí èêà ðàâí à ÷åòí î ì ó ÷èñëó, ñëåäî âàòåëüí î , ï ëî ù àäü

òàêî ãî  òðåóãî ëüí èêà âû ðàæàåòñÿ í àòóðàëüí û ì  ÷èñëî ì . Ï èô àãî ðî -
âû òðåóãî ëüí èêè ñ äâóì ÿ ðàâí û ì è êàòåòàì è ì î æí î  ï ðèëî æèòü
äðóã ê äðóãó ýòèì è êàòåòàì è è ï î ëó÷èòü ãåðî í î â òðåóãî ëüí èê,

 í î

ðàçáèòü ï ðî èçâî ëüí û é ãåðî í î â òðåóãî ëüí èê âû ñî òî é í à äâà ï èô à-
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ãî ðî âû õ òðåóãî ëüí èêà í å âñåãäà óäàåòñÿ (óï ð. 20). Ñ äðóãèì è ñâî é-
ñòâàì è ï èô àãî ðî âû õ è ãåðî í î âû õ òðåóãî ëüí èêî â ÷èòàòåëè ï î çí à-
êî ì ÿòñÿ â êî í öå ýòî ãî  ï àðàãðàô à.

Âàâèëî í ñêàÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü

Î ñï àðèâàòü ñòåï åí ü äðåâí î ñòè ó àðèô ì åòè÷åñêî é è ãåî ì åòðè÷å-
ñêî é ï ðî ãðåññèé ì î æåò ëèø ü òàê í àçû âàåì àÿ âàâèëî í ñêàÿ ï î ñëå-
äî âàòåëüí î ñòü. Î í à âî çí èêëà [8, ñ. 442-444] â ñâÿçè ñ ðåø åí èåì
ñëåäóþ ù åé çàäà÷è: ðàçäåëèòü òðàï åöèþ  ï ðÿì î é, ï àðàëëåëüí î é î ñí î -
âàí èÿì , í à äâå ðàâí î âåëèêèå ÷àñòè.

Ì û , êàê è âàâèëî í ÿí å, áóäåì  ðàññì àòðèâàòü òî ëüêî  ï ðÿì î -
óãî ëüí û å òðàï åöèè, õî òÿ í à ðåçóëüòàòå ýòî  í èêàê í å î òðàçèòñÿ. Âû -
ÿñí èì , ï ðè êàêèõ í àòóðàëüí û õ çí à÷åí èÿõ , ãè

.

óääèí  î ñí î âàí èé è
äåëÿù åãî  î òðåçêà òðåáî âàí èå çàäà÷è âû ï î ëí ÿåòñÿ. Î áî çí à÷èì  ÷å-
ðåç Ë, è Ë2 âû ñî òû  ï î ëó÷åí í û õ ðàâí î âåëèêèõ òðàï åöèé (ðèñ. 1). Èç
óñëî âèÿ çàäà÷è èì ååì

(õ + 1 = 0' + ã)À2 = ã)(Ë- + /'2)
2

I

î òêóäà ñëåäóåò, ÷òî -1 = -- è -  = 1 -Ü  ' Èñêëþ ÷èâ î òí î -
È

È

2 Õ + ó        X +1 È
2

ø åí èå   , ï ðèõî äèì  ê óðàâí åí èþ

+ ã2 = 2 ,

êî òî ðî å ðàâí î ñèëüí î  ñëåäóþ ù åì ó óðàâí åí èþ  Ï èô àãî ðà:

è+õ)2 + è-õ)2 = (2 )2.

Âñå åãî  í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ
èì åþ ò âèä

1+õ= 2êðä, 1-õ=      - ô ),
2ó = ê(ð>+ß\

ãëå êè ð > ä - ï ðî èçâî ëüí û å í àòó-
ðàëüí û å ÷èñëà. Î òêóäà

õ=
ê{ä* + 2ðä-ð*) ó == ê{ð2 + ä*)

ê(ð* + 2ðä - ä*)
* 2

§1.1. Èñòî ðè÷åñêèé ýêñêóðñ. Âàâèëî í ñêàÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü

X

È

Ó

í
2

2

Ðèñ. I
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Ï ðè ýòî ì  î òí î ø åí èå âû ñî ò òðàï åöèé 1 = Ó* * = Å. Ï î ëî æèâ
È2     õ + ó ä

ê = 2, ð = ä + \, ï î ëó÷èì

õ=2ä2- \,ó=2ä2 +2ä + \,1=2ä2 +4  + 1.

Â òàêî é òðàï åöèè À,: À2 = (<7 + \) : ä. Âû ï èø åì  ñî î òâåòñòâóþ ù èå
òðî éêè (õ, ó, ã) äëÿ ä= 1, 2, 3, 4, 5:

(1, 5, 7), (7, 13, 17), (17, 25, 31), (31, 41, 49), (49, 61, 71).

Èì åí í î  ýòè òðî éêè è áû ëè èçâåñòí û  âàâèëî í ÿí àì .
Ï ðÿì î óãî ëüí àÿ òðàï åöèÿ, î òâå÷àþ ù àÿ í àòóðàëüí û ì  ÷èñëàì  ä

è ð = ä + I, çàäàåòñÿ í å î äí î çí à÷í î : åå âû ñî òà ï ðî ï î ðöèî í àëüí à
2ä + \ . Âî çüì åì  êî ýô ô èöèåí ò ï ðî ï î ðöèî í àëüí î ñòè äëÿ âñåõ òðà-
ï åöèé î äèí àêî âû ì .

 Óï ðàæí åí èå 4. Ï î êàæèòå, ÷òî  åñëè ýòè òðàï åöèè ï ðèëî æèòü
äðóã ê äðóãó ðàâí û ì è î ñí î âàí èÿì è, òî  âí î âü ï î ëó÷èòñÿ òðàï å-

öèÿ, ï î äî áí àÿ èñõî äí û ì .

Âî çí èêàþ ù àÿ ï ðè ýòî ì  òðàï åöèÿ áóäåò ðàçáèòà í à ÷åòí î å ÷èñëî
ï î ï àðí î  ðàâí î âåëèêèõ ï î ëî ñ ï ðÿì û ì è, ï àðàëëåëüí û ì è î ñí î âàí è-

ÿì , ï ðè÷åì  âû ñî òû  ï î ëî ñ ä-\\ ï àðû  (ñ÷èòàÿ î ò ì åí üø åãî  î ñí î âàí èÿ)
î òí î ñÿòñÿ êàê {ä+ \) ä. Äëèí û  î òðåçêî â ðàçáèåí èÿ ñî ñòàâÿò ÷àñòü
ñëåäóþ ù åé ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè

1
,

5
,
7

, 13, 17,25,31,41,49,61,71,....

Ýòó ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü åñòåñòâåí í î  í àçâàòü âàâèëî í ñêî é, ï î -
ñêî ëüêó â ì àòåì àòè÷åñêèõ òàáëè÷êàõ âàâèëî í ÿí  âñòðå÷àþ òñÿ åå î ò-
ðåçêè ðàçëè÷í î é äëèí û .

Áî êî âû å è äèàãî í àëüí û å ÷èñëà

Ñëåäóþ ù èì è ï î  âî çðàñòó ì î æí î  ñ÷èòàòü ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ÷è-
ñåë, ï î ÿâèâø èõñÿ â èññëåäî âàí èÿõ äðåâí åãðå÷åñêî ãî  ì àòåì àòèêà

Òåî í à Ñì èðí ñêî ãî  (II â. í . ý.), êî ãäà î í  í àõî äèë ï ðèáëèæåí èÿ ÷èñ-

ëà ë/2.

 Óï ðàæí åí èå 5. Äî êàæèòå èððàöèî í àëüí î ñòü ÷èñëà ë/2 .
Òåî í , ñëåäóÿ ãðå÷åñêî é òðàäèöèè

, èñï î ëüçî âàë ÷èñòî  ãåî ì åòðè-

÷åñêèé ï î äõî ä ê ðåø åí èþ  ýòî é çàäà÷è [8, ñ. 176-177]. Ï óñòü à -
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ñòî ðî í à, Ü - äèàãî í àëü êâàäðàòà,

òî ãäà ë/2 = - . Ï î ñòðî èì  î òðåçêè ë, =
à

= Ü - à\\ Ü
õ
 = à - à{ (ðèñ. 2). Í åòðóä-

í î  âèäåòü, ÷òî  à, è Ë, ï ðåäñòàâëÿþ ò

ñî áî é ñî î òâåòñòâåí í î  ñòî ðî í ó è äè-
àãî í àëü ì åí üø åãî  êâàäðàòà, ï ðè÷åì

à = àõ + Üõ\\Ü = 2àõ +6,. Àí àëî ãè÷í î
ñòðî èì  î òðåçêè ÿ2 = Ë, - ÿ,, />2 = ÿ, - 
è ò. ä. Í à ê-û ø àãå ï î ëó÷àåì  êâàäðàò
ñî  ñòî ðî í î é àê è äèàãî í àëüþ  Üê, ï ðè
ýòî ì  ñï ðàâåäëèâû  ñî î òí î ø åí èÿ:

àê-\ = àê + üê' üê-\ = 2àê + üê-

 Óï ðàæí åí èå 6. Äî êàæèòå, ÷òî  ýòî ò ï ðî öåññ áåñêî í å÷åí .

Î ñòàí î âèì ñÿ í à ÿ-ì  ø àãå. Ï ðè äî ñòàòî ÷í î  áî ëüø î ì  ï  ï î ëó÷àåò-
ñÿ í àñòî ëüêî  ì àëû é êâàäðàò, ÷òî  åãî  ñòî ðî í à è äèàãî í àëü ï ðàêòè-
÷åñêè í åðàçëè÷èì û , ï î ýòî ì ó ì î æí î  ñ÷èòàòü àï

 = Ü
ï

. Òåî í , êàê èñ-

òèí í û é ï ðåäñòàâèòåëü ï èô àãî ðåéñêî é ø êî ëû , ñ÷èòàë, ÷òî  «åäèí è-
öà, êàê í à÷àëî  âñåõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ è ñòî ðî í î é, è äèàãî í àëüþ ».
À ï î ýòî ì ó î í  ï î ëàãàë à

ï
 = Ü

ï
 = 1

. Ì û  òî æå òàê ï î ñòóï èì , ï î ñêî ëüêó

äëÿ ï ðèáëèæåí èÿ ë/2 í óæí û  ëèø ü î òí î ø åí èÿ - . À òåï åðü áóäåì

Ü

à
à

è
Ü

à

Ðèñ. 2

à ê

ï åðåáèðàòü ÷ëåí û  ï î ëó÷åí í û õ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòåé {à  è { } â î á-
ðàòí î ì  ï î ðÿäêå. Ñ ýòî é öåëüþ  î áî çí à÷èì  àï _ê+] = î ñ , Üï _ê+Õ = $ê.
×èñëà àê è $ê ñâÿçàí û  ðàâåí ñòâàì è

Âû ï èø åì  í åñêî ëüêî  ÷ëåí î â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòåé {à*} è (Ð }, ó÷è-
òû âàÿ í à÷àëüí û å óñëî âèÿ àõ = àï = 1,$õ = Üï  = I,

1
,

2
,

5
, 12,29,70,...;

1
,

3
,

7
, 17,41,99,....

Â ï åðâî é ñòðî êå çàï èñàí û  äëèí û  ñòî ðî í  êâàäðàòî â, ï î ýòî ì ó ãðåêè
í àçâàëè ÷èñëà ï åðâî é ñòðî êè áî êî âû ì è, à âòî ðî é - ñî î òâåòñòâåí í î
äèàãî í àëüí û ì è.

Óï ðàæí åí èå 7. Ï î êàæèòå, ÷òî  ï àðà (ÐË, àË) óäî âëåòâî ðÿåò óðàâ-
í åí èþ  õ2 - 2Ó2 = (-1)*.

§1.1 Èàø ðè÷ òêèé-ýêñêóðñ. Áî êî âû å è äèàãî í àëüí û å ÷èñëà
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Ðàçäåëèì  êàæäî å äèàãî í àëüí î å ÷èñëî  í à ñòî ÿù åå í àä í èì  áî êî -

Â ß 7
âî å ÷èñëî , ï î ëó÷èì  äðî áè õê= - : õ, = 1; õ2 = - = 1,5; Õ3 = - =1,4;

õ4 = II « 1,417; õ5=1è 1,414;....

 Óï ðàæí åí èå 8. Ï î êàæèòå, ÷òî  ÷èñëà ï ðèáëèæàþ ò  ñ âî çðàñ-

òàþ ù åé òî ÷í î ñòüþ , ï ðè÷åì  õ2ò>      õ2ò +1< *Ä.

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

9
. Ï î äòâåðäèòå ðåçóëüòàò Ãèï ñèêëà (II â. äî  í . ý.): «Â àðèô ì åòè÷åñêî é

ï ðî ãðåññèè ñ ÷åòí û ì  ÷èñëî ì  ÷ëåí î â ñóì ì à âòî ðî é ï î ëî âèí û  ï ðåâû -
ø àåò ñóì ì ó ï åðâî é ï î ëî âèí û  í à ÷èñëî , êðàòí î å ï î ëî âèí å ÷èñëà ÷ëå-

í î â» [34, ñ. 12].

10. Î áî áù èòå ðåçóëüòàò Ãèï ñèêëà í à ñëó÷àé, êî ãäà ñêëàäû âàþ òñÿ êâàäðà-
òû  ÷ëåí î â àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè ñ ÷åòí û ì  ÷èñëî ì  ÷ëåí î â.

Ï
. Äî êàæèòå, ÷òî  èç àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ô åññèè {à + ï ñ!\ {4ô  0) ì î æí î

âû äåëèòü ï î äï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü, ÿâëÿþ ù óþ ñÿ ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî -

ãðåññèåé òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà î òí î ø åí èå ? ðàöèî í àëüí î
.ã  - -  -

(Í . Á. Âàñèëüåâ).

12. Âû äåëèòå èç ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè \ - \ àðèô ì åòè÷åñêóþ  ï ðî ô åññèþ
È

äëèí û  ò.

13. Ï ðè êàêèõ ï  ñóì ì à êâàäðàòî â ï  ÷ëåí î â ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ô åññèè äå-
ëèòñÿ í à ñóì ì ó ýòèõ ÷ëåí î â?

14. Â âî çðàñòàþ ù åé ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè í àòóðàëüí û õ ÷èñåë êàæäî å ÷èñ-
ëî , í à÷èí àÿ ñ í åêî òî ðî ãî , ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì  ñóì ì û  âñåõ ï ðåäø åñò-

âóþ ù èõ. Äî êàæèòå, ÷òî  ï ðè äî ñòàòî ÷í î  áî ëüø èõ í î ì åðàõ ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòü ÿâëÿåòñÿ ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ô åññèåé ñî  çí àì åí àòåëåì  2.

15. Î áðàçî âàí û  âñåâî çì î æí û å ï ðî èçâåäåí èÿ ÷èñåë 2, 3, ï . ×åì ó ðàâí à
ñóì ì à ÷èñåë, î áðàòí û õ âñåì  ýòèì  ï ðî èçâåäåí èÿì ?

16. Ï î êàæèòå, ÷òî  ï ðî èçâåäåí èå äëèí  ñòî ðî í  ï èô àãî ðî âà ô åóãî ëüí èêà
äåëèòñÿ í à 60.

17. Äî êàæèòå, ÷òî  ëþ áàÿ ï èô àãî ðî âà òðî éêà, ÷ëåí û  êî òî ðî é ñî ñòàâëÿþ ò
àðèô ì åòè÷åñêóþ  ï ðî ô åññèþ , èì ååò âèä (ÇÀ:, 4À:, 5 ), ãäå ê - í àòóðàëü-
í î å ÷èñëî . Â ÷àñòí î ñòè, åãèï åòñêèé òðåóãî ëüí èê åäèí ñòâåí í û é èç ï è-
ô àãî ðî âû õ, äëèí û ñòî ðî í  êî òî ðî ãî  âû ðàæàþ òñÿ ï î ñëåäî âàòåëüí û ì è
í àòóðàëüí û ì è ÷èñëàì è.

18. Í àéäèòå âñå ï èô àãî ðî âû  òðåóãî ëüí èêè, ï ëî ù àäè êî òî ðû õ ðàâí û  èõ

ï åðèì åô ó.
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19. Ï î êàæèòå, ÷òî  åñëè ãèï î òåí óçà ï èô àãî ðî âà òðåóãî ëüí èêà áî ëüø å êàòå-
òà í à I, òî  èõ ñóì ì à ðàâí à êâàäðàòó âòî ðî ãî  êàòåòà.

20. Óáåäèòåñü, ÷òî  òðåóãî ëüí èê (65, 119, 180) ãåðî í î â, í î  åãî  í åëüçÿ ï î ëó-
÷èòü ï ðèëî æåí èåì  äâóõ ï èô àãî ðî âû õ (Â. Ñåðï èí ñêèé).

21. Í àéäèòå ãåðî í î â òðåóãî ëüí èê, ñòî ðî í û  êî òî ðî ãî  è ï ëî ù àäü âû ðàæà-
þ òñÿ ï î ñëåäî âàòåëüí û ì è í àòóðàëüí û ì è ÷èñëàì è.

22. Í àéäèòå àëãî ðèòì  âû èãðû ø à â ñëåäóþ ù åé èãðå. Èô àþ ò äâî å. Ï åðâû é
èãðî ê í àçû âàåò ëþ áî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî , í å ï ðåâû ø àþ ù åå ë, âòî ðî é
èãðî ê ï ðèáàâëÿåò ê í åì ó ï ðî èçâî ëüí î å ÷èñëî  î ò 1 äî  ë âêëþ ÷èòåëüí î ,
çàòåì  ï åðâû é ê ï î ëó÷åí í î é ñóì ì å ï ðèáàâëÿåò ÷èñëî , ì åí üø åå èëè
ðàâí î å ï , è ò. ä. Âû èãðû âàåò òî ò, êòî  ï åðâû ì  í àçû âàåò ÷èñëî  N. (Î áî á-
ù åí èå èçâåñòí î é çàäà÷è Áàø å (1612).)

§ 1.2. Ï ðî ñòû å ÷èñëà

Ðåø åòî  Ýðàòî ñô åí à

Ï î æàëóé, ñàì î é èí òåðåñí î é è ñàì î é çàãàäî ÷í î é ÿâëÿåòñÿ ï î ñëå-
äî âàòåëüí î ñòü ï ðî ñòû õ ÷èñåë. Í àï î ì í èì , ÷òî  í àòóðàëüí î å ÷èñëî
í àçû âàåòñÿ ï ðî ñòûì , åñëè î í î  äåëèòñÿ òî ëüêî  í à ñåáÿ è í à åäèí è-
öó. ×èñëî  æå, èì åþ ù åå áî ëüø å äâóõ ðàçëè÷í û õ äåëèòåëåé, í àçû âà-
åòñÿ ñî ñòàâí û ì . Ê åäèí èöå â ï ðî öåññå ðàçâèòèÿ ì àòåì àòèêè î òí î -
ø åí èå ì åí ÿëî ñü. Ï èô àãî ðåéöû  í å î òí î ñèëè åå ê ÷èñëàì , ñ÷èòàÿ
åäèí èöó ýòàëî í î ì  ñ÷åòà, «ô àí èöåé ì åæäó ÷èñëî ì  è ÷àñòÿì è». Ï î ç-
æå åå ñòàëè î òí î ñèòü ê ï ðî ñòû ì  ÷èñëàì , òàê ï ðî äî ëæàëî ñü âï ëî òü äî

XIX â. Â ñî âðåì åí í î é ì àòåì àòèêå åäèí èöó, êàê è âî  âðåì åí à ï èô à-
ãî ðåéöåâ, ñ÷èòàþ ò î ñî áû ì  ÷èñëî ì , í å î òí î ñÿ åå í è ê ï ðî ñòû ì , í è
ê ñî ñòàâí û ì . Ýòî  óï ðî ù àåò ô î ðì óëèðî âêè è äî êàçàòåëüñòâà ì í î -
ãèõ òåî ðåì  î  ÷èñëàõ.

Ëþ áî å ñî ñòàâí î å ÷èñëî  ï  ì î æí î  ðàçëî æèòü í à ï ðî ñòû å ì í î æè-
òåëè ï  = ð%*ð%*:ô %*9 ãäå Ð] < />2 < ... <Ðê~ ðàçëè÷í û å ï ðî ñòû å ÷èñëà,

î , àê ~~ í àòóðàëüí û å ï î êàçàòåëè. Ì àòåì àòèêè åù å ñ àí òè÷-
í û õ âðåì åí  èñï î ëüçî âàëè òàêî å ï ðåäñòàâëåí èå í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà

è áû ëè óâåðåí û  â åãî  åäèí ñòâåí í î ñòè. Ñòðî ãî  ýòî  óòâåðæäåí èå áû ëî
äî êàçàí î  Ê. Ãàóññî ì  â 1799 ã. è í î ñèò òåï åðü í àçâàí èå î ñí î âí î é òåî -
ðåì û  àðèô ì åòèêè. Ñàì î  æå ðàçëî æåí èå í àçû âàåòñÿ êàí î í è÷åñêèì .
Òàêèì  î áðàçî ì , ï ðî ñòû å ÷èñëà âû ñòóï àþ ò â ðî ëè ñòðî èòåëüí î ãî
ì àòåðèàëà, èç êî òî ðî ãî  âñå î ñòàëüí û å ÷èñëà ï î ëó÷àþ òñÿ ñ ï î -
ì î ù üþ  óì í î æåí èÿ. Ï î ýòî ì ó ï èô àãî ðåéöû  í àçû âàëè ï ðî ñòû å ÷èñ-
ëà ï åðâû ì è è ï ðî ÿâëÿëè ê í èì  ï î âû ø åí í û é èí òåðåñ, ñî õðàí èëñÿ
î í  ó ì àòåì àòèêî â è ï î  ñåé äåí ü.
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Ï èô àãî ðåéöû äî êàçàëè áåñêî -
í å÷í î ñòü ì í î æåñòâà ï ðî ñòû õ ÷è-

ñåë. Â «Í à÷àëàõ» Åâêëèäà ýòî  óò-
âåðæäåí èå ô î ðì óëèðóåòñÿ òàê [17,

ò
. 2, ñ. 89]: «Ï åðâû õ ÷èñåë ñóù åñòâó-

åò áî ëüø å âñÿêî ãî  ï ðåäëî æåí í î ãî
êî ëè÷åñòâà ï åðâû õ ÷èñåë». Äî êàçà-
òåëüñòâî  Åâêëèä ï ðî âî äèò í à ãåî -
ì åòðè÷åñêî ì  ÿçû êå: «Ï óñòü ï ðåä-
ëî æåí í û å ï åðâû å ÷èñëà áóäóò Ë, Â,

Ñ; ÿ óòâåðæäàþ , ÷òî  ï åðâû õ ÷èñåë ñóù åñòâóåò áî ëüø å, ÷åì  À, Â, Ñ
(ðèñ. 3). Äåéñòâèòåëüí î , âî çüì åì  í àèì åí üø åå ÷èñëî , èçì åðÿåì î å
À

, Â, Ñ, è ï óñòü î í î  áóäåò ÂÅ, è ï ðèëî æèì  ê åäèí èöó /)/. Âî ò Å1
è áóäåò ï åðâû ì , èëè í åò». Äàëåå Åâêëèä ï î êàçû âàåò, ÷òî  â î áî èõ
ñëó÷àÿõ í àéäåòñÿ «ï åðâî å» ÷èñëî , í å ñî âï àäàþ ù åå í è ñ î äí èì  èç
÷èñåë À, Â, Ñ. Òàê æå ï î ñòóï àåì  è ì û  ñåãî äí ÿ, ï ðî âî äÿ äî êàçàòåëü-
ñòâî  í à ï ðèâû ÷í î ì  í àì  ÿçû êå àëãåáðû : ï óñòü {ð]9Ð2, Ðï } - êî í å÷-

í û é í àáî ð ï ðî ñòû õ ÷èñåë. Ðàññì î òðèì  ÷èñëî ðõ* ðï
 + 1,

î í î  ÿâëÿåòñÿ ëèáî  ï ðî ñòû ì , ëèáî  ñî ñòàâí û ì . Â ï åðâî ì  ñëó÷àå Ð -
ï ðî ñòî å ÷èñëî , í å âõî äÿù åå â çàäàí í û é í àáî ð; âî  âòî ðî ì  - Ð èì å-
åò ï ðî ñòî é äåëèòåëü, êî òî ðû é í å ì î æåò ñî âï àäàòü ñ /?,, /72,ðï ,

 ï î -

ñêî ëüêó í à í èõ Ð í å äåëèòñÿ. Èòàê, äëÿ ëþ áî ãî  êî í å÷í î ãî  í àáî ðà
ï ðî ñòû õ ÷èñåë í àéäåòñÿ ï ðî ñòî å ÷èñëî , í å âõî äÿù åå â ýòî ò í àáî ð.
Òàêèì  î áðàçî ì , ì í î æåñòâî  ï ðî ñòû õ ÷èñåë áåñêî í å÷í î .

Äðåâí åãðå÷åñêèé ì àòåì àòèê Ýðàòî ñô åí  Êèðåí ñêèé (III â. äî  í . ý.)
ï ðèäóì àë çàì å÷àòåëüí û é ñï î ñî á í àõî æäåí èÿ ï ðî ñòû õ ÷èñåë. Çà-
êëþ ÷àåòñÿ î í  â ñëåäóþ ù åì . Âñå í àòóðàëüí û å ÷èñëà âû ï èñû âàþ òñÿ
â ï î ðÿäêå âî çðàñòàí èÿ, à çàòåì  èç ýòî é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ï î ñòå-
ï åí í î  âû ÷åðêèâàþ òñÿ âñå ñî ñòàâí û å ÷èñëà. Äåëàåòñÿ ýòî  òàê: ï åð-
âî å ï ðî ñòî å ÷èñëî  â ýòî é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè 2, åãî  î ñòàâëÿþ ò, à âñå
î ñòàëüí û å ÷åòí û å ÷èñëà âû ÷åðêèâàþ ò; çàòåì  ï åðåõî äÿò ê ñëåäóþ -

ù åì ó ï ðî ñòî ì ó ÷èñëó 3, î ñòàâèâ åãî , âû ÷åðêèâàþ ò èç ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòè âñå ÷èñëà, êðàòí û å 3; ï î òî ì  - êðàòí û å 5 (í î  áî ëüø èå 5)
è ò. ä. Î ñòàí óòñÿ í å âû ÷åðêí óòû ì è ëèø ü 1 è ï ðî ñòû å ÷èñëà. Ï î -
ñêî ëüêó Ýðàòî ñô åí  èçî áðàæàë ÷èñëà í à äî ñêå, ï î êðû òî é âî ñêî ì ,
è í å âû ÷åðêèâàë ÷èñëà, à ï ðî êàëû âàë èõ òî í êî é ï àëî ÷êî é - ñòèëåì ,
òî  ï î ëó÷åí í àÿ òàáëèöà í àï î ì èí àëà ðåø åòî . Î òêóäà è ñàì  ì åòî ä í àçû -
âàþ ò ì åòî äî ì  î òñåèâàí èÿ ñî ñòàâí û õ ÷èñåë èëè ðåø åòî ì  Ýðàòî ñô åí à.

Ó÷åí û å àí òè÷í î ñòè è ï î ñëåäóþ ù èõ âåêî â áåçóñï åø í î  ï û òà-
ëèñü í àéòè çàêî í î ì åðí î ñòü ðàñï ðåäåëåí èÿ ï ðî ñòû õ ÷èñåë â í àòó-
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ðàëüí î ì  ðÿäó. Âåðî ÿòí î , åå ï ðî ñòî  í åò. Í à ñàì î ì  äåëå, ñðåäè (ë - 1)
ï î ñëåäî âàòåëüí û õ í àòóðàëüí û õ ÷èñåë (ë! + 2), (ë! + 3), (ë! + ï )
í åò í è î äí î ãî  ï ðî ñòî ãî . Çäåñü ë! = 1 . 2 .... . ë (÷èòàåòñÿ «ýí  ô àêòî -
ðèàë»). Â òî  æå âðåì ÿ í à èí òåðâàëå (ë, 2ë - 2) ï ðè ë > 3 âñåãäà èì å-
åòñÿ, ï î  êðàéí åé ì åðå, î äí î  ï ðî ñòî å ÷èñëî . Ýòî  óòâåðæäåí èå ñô î ð-
ì óëèðî âàë ô ðàí öóçñêèé ì àòåì àòèê Æ. Áåðòðàí , í î  í å ñì î ã äî êà-
çàòü è ï ðèí ÿë åãî  â êà÷åñòâå ï î ñòóëàòà (î ò ëàò. ðî âéËàØò -
òðåáî âàí èå, äî ï óù åí èå). Äî êàçàë (1852) ï î ñòóëàò Áåðòðàí à ðóñ-
ñêèé ì àòåì àòèê Ï . Ë. ×åáû ø åâ.

Èí òåðåñí î , ÷òî  àí àëî ãè÷í î å óòâåðæäåí èå ï î çæå áû ëî  î áí àðó-
æåí î  â çàï èñí û õ êí èæêàõ Ýéëåðà: ì åæäó ÷èñëî ì  è åãî  óäâî åí è-
åì  âñåãäà ñóù åñòâóåò ï ðî ñòî å ÷èñëî . À àí ãëèéñêèé ì àòåì àòèê
Äæ. Ñèëüâåñòð ï î êàçàë â 1892 ã., ÷òî  ï ðè äî ñòàòî ÷í î  áî ëüø èõ ë
ì åæäó ë è 1,092ë í àõî äèòñÿ ï ðî ñòî å ÷èñëî . Â òî  æå âðåì ÿ í åèçâåñò-
í î , âñåãäà ëè ì åæäó ë2 è (ë + I)2 åñòü õî òÿ áû  î äí î  ï ðî ñòî å ÷èñëî .

Ï ðî ñòû å ÷èñëà ì î ãóò âñòðå÷àòüñÿ ï àðàì è, êî ãäà ðàçí î ñòü ì åæäó
í èì è ðàâí à 2. Òàêèå ÷èñëà í àçû âàþ òñÿ áëèçí åöàì è. Í àï ðèì åð,

 11 è

13, 17 è 19, 29 è 31. ×èñëà 3, 5, 7 î áðàçóþ ò «òðî éí þ », ýòà òðî éí ÿ
åäèí ñòâåí í àÿ (ñì . óï ð. 12).

Êàæåòñÿ, ï ðè óäàëåí èè î ò í à÷àëà í àòóðàëüí î ãî  ðÿäà áëèçí åöû
áóäóò âñòðå÷àòüñÿ âñå ðåæå è ðåæå è â êî í öå êî í öî â âî î áù å èñ÷åç-
í óò. Í î  óñï åø í û å ï î èñêè î òäåëüí û õ ýí òóçèàñòî â, âî î ðóæåí í û õ ñî â-
ðåì åí í û ì è ÝÂÌ , óáåæäàþ ò í àñ â î áðàòí î ì : è í à áî ëüø î ì  óäàëåí èè
î ò í à÷àëà î òêðû âàþ òñÿ âñå í î âû å è í î âû å áëèçí åöû . Âî ï ðî ñ î  áåñ-
êî í å÷í î ñòè ì í î æåñòâà áëèçí åöî â äî  ñèõ ï î ð î ñòàåòñÿ î òêðû òû ì .

Í à÷èí àÿ ñ äðåâí èõ âðåì åí  ó÷åí û å èñêàëè ï ðèçí àê, ï î  êî òî ðî ì ó
ì î æí î  áû ëî  áû  î ï ðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ï ðî èçâî ëüí î  âçÿòî å í àòó-
ðàëüí î å ÷èñëî  ï ðî ñòû ì . Â 1770 ã. àí ãëèéñêèé ì àòåì àòèê Ý. Âàðèí ã
â «Àëãåáðàè÷åñêèõ ðàçì û ø ëåí èÿõ» ñô î ðì óëèðî âàë ãàï î òåçó ñâî åãî
ó÷åí èêà Äæ. Âèëüñî í à: äëÿ òî ãî  ÷òî áû  ÷èñëî  ð áûëî  ï ðî ñòû ì , í åî á-
õî äèì î  è äî ñòàòî ÷í î , ÷òî áû  ÷èñëî  (/? - 1)! + 1 äåëèëî ñü í à ð. Âñêî ðå
ô ðàí öóçñêèé ó÷åí û é Æ. Ëàãðàí æ äî êàçàë ýòî ò ï ðèçí àê, í î  ï ðàê-
òè÷åñêî é ï î ëüçû  î ò ýòî ãî  áû ëî  ì àëî , ï î òî ì ó ÷òî  ï ðè áî ëüø î ì  ð
÷èñëî  (ð - 1)! + 1 í åî áû ÷àéí î  âåëèêî , è ï ðî âåðèòü åãî  äåëèì î ñòü
í à ð í å ëåã÷å, ÷åì  í åï î ñðåäñòâåí í î  ï ðî âåðèòü ï ðî ñòî òó ñàì î ãî  ð.

Ï î èñê ô î ðì óëû  ï ðî ñòî ãî  ÷èñëà

Ï ðî ñòû å ÷èñëà î áðàçóþ ò áåñêî í å÷í óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü. Î áî -
çí à÷èì  åå {ðï }. Áåçóñï åø í û å ï î ï û òêè ó÷åí û õ í àéòè ô óí êöèþ Äë),
ï ðèí èì àþ ù óþ  ï ðè êàæäî ì  ï  çí à÷åí èå ðï , âû í óäèëè èõ î òêàçàòüñÿ
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î ò ýòî é çàòåè. È òî ãäà î í è í àï ðàâèëè ñâî è óñèëèÿ í à ï î èñêè ô î ð-
ì óëû , äàþ ù åé ï óñòü í å âñå, í î  ëèø ü ï ðî ñòû å ÷èñëà. Ï î í ÿòü èõ
ñòðåì ëåí èå ì î æí î : õî òÿ ï ðî ñòû å ÷èñëà ñî ñòàâëÿþ ò áåñêî í å÷í î å
ì í î æåñòâî , óêàçàòü ñðåäè í èõ êî í êðåòí î å äî ñòàòî ÷í î  áî ëüø î å
÷èñëî  - çàäà÷à í å èç ëåãêèõ. Ï ðàâäà, ñ ðàçâèòèåì  âû ÷èñëèòåëüí î é
òåõí èêè î í à óï ðî ñòèëàñü, í î  í å î ÷åí ü.

Î á î äí î é èç ï åðâû õ òàêèõ ô î ðì óë ñî î áù èë Ï . Ôåðì à â ï èñüì å
Á

. Ï àñêàëþ  (1654): «Ï î ñëåäî âàòåëüí î å êâàäðèðî âàí èå äâóõ ï ðè óâå-
ëè÷åí èè í à åäèí èöó âñåãäà ï ðî ñòî å ÷èñëî  - ýòî  ñâî éñòâî , çà èñòèí -
í î ñòü êî òî ðî ãî  ÿ ðó÷àþ ñü». Òàêèì  î áðàçî ì , ðå÷ü ø ëà î  ÷èñëàõ

 =22ë+ 1.
ë

Èõ â äàëüí åéø åì  ñòàëè í àçû âàòü ÷èñëàì è Ôåðì à.

Ø Óï ðàæí åí èå 1. Ï î êàæèòå, ÷òî  ÷èñëî  2ò + 1 ï ðè ò*2ï  ÿâëÿåòñÿ
ñî ñòàâí û ì .

Ï î ýòî ì ó Ôåðì à âçÿë â êà÷åñòâå ï î êàçàòåëÿ 2ï  è í àø åë Ð
ÿ
 äëÿ

ë = 0, 1, 2, 3, 4. Ï î ëó÷èëèñü ï ðî ñòû å ÷èñëà 3, 5, 17, 257, 65 537.
Äàëüø å î í , åñòåñòâåí í î , í å ñ÷èòàë, à æàëü. Â ñëåäóþ ù åì  ñòî ëåòèè

Ýéëåð, âû ÷èñëèâ Ã5, î áí àðóæèë, ÷òî  ÷èñëî  232 + 1 = 4 294 967 297
äåëèòñÿ í à 641. Áî ëåå òî ãî , î í  í àø åë (1739) âèä äåëèòåëåé ÷èñåë
Ôåðì à, ï ðè óñëî âèè èõ ñóù åñòâî âàí èÿ [24, ñ. 236]: ï ðè ï  > 1 êàæ-
äû é ï ðî ñòî é äåëèòåëü ÷èñëà Ð

ï
 èì ååò âèä ò = ê* 2/,+2 + 1. Î òñþ äà

÷èñëî  Ð5 ì î æåò äåëèòüñÿ ëèø ü í à /è = Ë . 27 + 1. Èñï û òû âàÿ ï î î ÷å-
ðåäí î  ýòè ÷èñëà, ï ðè ê = 5 ï î ëó÷àåì  /è = 641 - äåëèòåëü Ð5. Ï ðåä-
ï î ëî æåí èå Ôåðì à î êàçàëî ñü í åâåðí û ì , áî ëåå òî ãî , ï î  åãî  ô î ðì óëå
äî  ñèõ ï î ð í å í àéäåí î  áî ëüø å í è î äí î ãî  ï ðî ñòî ãî  ÷èñëà, êðî ì å
òåõ, ÷òî  óêàçàë î í  ñàì . Í î  ÷èñëà Ðï

 î êàçàëèñü ï î ëåçí û ì è äëÿ ðåø å-

í èÿ äðóãèõ çàäà÷, ì û  åù å âñòðåòèì ñÿ ñ í èì è â § 2.1.
Î áî áù èì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ÷èñåë Ôåðì à, çàì åí èâ î ñí î âàí èå

ï ðî èçâî ëüí û ì  í àòóðàëüí û ì  ÷èñëî ì  à: À
ï
(à) = à2" + I. ßñí î , ÷òî

â ñëó÷àå í å÷åòí î ãî  à ÷èñëà Àï (à) âñåãäà ñî ñòàâí û å, ï î ýòî ì ó ï ðî ñ-

òû å ñðåäè À
ï (à) ì î ãóò ñî äåðæàòüñÿ òî ëüêî  ï ðè ÷åòí î ì  î ñí î âàí èè à.

È í à ñàì î ì  äåëå ÷èñëà À(){4) = Ðõ \ Ë, (4) = À2{À) = Ò ; ÀÚ(À) = Ð
(6) = 7; ,(6) = á2 + 1 = 37; >42(6) = á4 + 1 = 1297; (10) = 11; ,(10) =

= 101; (12) = 13; (18) = 19 ÿâëÿþ òñÿ ï ðî ñòû ì è. Í î  óæå ñëåäóþ -
ù èå çà í èì è ï î  ï î ðÿäêó ÷èñëà - ñî ñòàâí û å: (4) = Ð5\ Àú(â) =
= 17-98 801; À2(\0) = 104 + 1 = 73- 137; /1,(12) = 122 + 1 = 5-29;
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/12(12)= 124 + 1 =89-233;ó11(18)='182 + 1 = 52- 13;Ë2(18)=184 + 1 =
= 113*929

. Ï åðåáèðàÿ ðàçí û å ñòåï åí è è î ñí î âàí èÿ, óáåæäàåì ñÿ
,

÷òî  ñèòóàöèÿ ñðî äí è òî é, êî òî ðàÿ èì ååò ì åñòî  äëÿ ÷èñåë Ôåðì à:
ï ðè ì àëû õ ï  â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {À

ï (à)} ï ðî ñòû å ÷èñëà âñòðå÷à-
þ òñÿ, à ï ðè áî ëüø èõ - í åò.

Â 1947 ã. àì åðèêàí ñêèé ì àòåì àòèê Ì èëëñ äî êàçàë ñóù åñòâî âà-
í èå òàêî ãî  äåéñòâèòåëüí î ãî  ÷èñëà ñ

, ÷òî  [ñ3
"

] - ï ðî ñòî å ï ðè ëþ -
áî ì  í àòóðàëüí î ì  ï ; çäåñü êâàäðàòí û å ñêî áêè î çí à÷àþ ò öåëóþ  ÷àñòü
÷èñëà. Í î  ýòà ô î ðì óëà í å ì î æåò áû òü èñï î ëüçî âàí à äëÿ í àõî æäå-
í èÿ ï ðî ñòû õ ÷èñåë, âåäü çí à÷åí èå ÷èñëà ñ í åèçâåñòí î  - óòâåðæäà-

åòñÿ ëèø ü åãî  ñóù åñòâî âàí èå. Äðóãèå àí àëî ãè÷í û å ï ðèì åðû  ÷èòà-
òåëè ì î ãóò í àéòè â [24, ñ. 239].

Ï î ï û òêè î áí àðóæåí èÿ ãåí åðàòî ðà ï ðî ñòû õ ÷èñåë â âèäå ì í î ãî -
÷ëåí à î ò î äí î é ï åðåì åí í î é òî æå î êàçàëèñü áåçóñï åø í û ì è. Í à-
ï ðèì åð, ì í î ãî ÷ëåí  Ð(ï ) = ï 2 - ï  + 41 ï ðèí èì àåò ï ðî ñòû å çí à÷åí èÿ
ï ðè ë = 0, 1,40, í î  Ð{4\) = 412 - ñî ñòàâí î å ÷èñëî . Åù å áî ëüø å
ï ðî ñòû õ ÷èñåë äàåò ì í î ãî ÷ëåí  Ð(ï ) = ï 2 - 79ï  + 1601; î í è ï î ëó÷à-
þ òñÿ ï ðè âñåõ « î ò 0 äî  79, à ß(80) = 412. Î áñóæäàÿ â ñâî åé ï åðåï èñêå
ýòó ï ðî áëåì ó, äâà çàì å÷àòåëüí û õ ó÷åí û õ, ðàáî òàâø èõ â Ðî ññèè,

 X.

Ãî ëüäáàõ è Ë. Ýéëåð äî êàçàëè òåî ðåì ó: í èêàêî é ì í î ãî ÷ëåí  Ð{õ) ñ öåëû -
ì è êî ýô ô èöèåí òàì è í å ì î æåò ï ðèí èì àòü òî ëüêî  ï ðî ñòû å çí à÷åí èÿ.

 Óï ðàæí åí èå 2. Äî êàæèòå òåî ðåì ó Ãî ëüäáàõà-Ýéëåðà.

Åñëè æå î ñëàáèòü òðåáî âàí èÿ, í àëî æåí í û å í à ì í î ãî ÷ëåí  Ð{ï ),
è ï î çâî ëèòü åì ó ï ðèí èì àòü í å òî ëüêî  ï ðî ñòû å çí à÷åí èÿ, í î  ï ðî ñ-
òû õ - áåñêî í å÷í î  ì í î ãî

, òî  çàäà÷à ñòàí î âèòñÿ òðèâèàëüí î é: ñðàçó
ï ðèõî äèò í à óì  ì í î ãî ÷ëåí  Ð{ï ) = 2ÿ + 1, äàþ ù èé âñå í å÷åòí û å
÷èñëà, â òî ì  ÷èñëå è âñå ï ðî ñòû å (çà èñêëþ ÷åí èåì  2 - åäèí ñòâåí -
í î ãî  ÷åòí î ãî  ï ðî ñòî ãî  ÷èñëà). Çí à÷åí èÿ ýòî ãî  ì í î ãî ÷ëåí à î áðàçó-
þ ò àðèô ì åòè÷åñêóþ  ï ðî ô åññèþ  ñ ðàçí î ñòüþ  (1=2. Âî çí èêàåò âî -
ï ðî ñ: à ñóù åñòâóþ ò ëè äðóãèå àðèô ì åòè÷åñêèå ï ðî ãðåññèè, ñî äåð-
æàù èå áåñêî í å÷í î  ì í î ãî  ï ðî ñòû õ ÷èñåë? ßñí î , ÷òî  åñëè ðàçí î ñòü
ï ðî ãðåññèè è åå ï åðâû é ÷ëåí  èì åþ ò î áù èé äåëèòåëü, òî  í à í åãî  äå-
ëÿòñÿ è âñå ÷ëåí û ï ðî ãðåññèè. Ï î ýòî ì ó ñëåäóåò ðàññì àòðèâàòü
ëèø ü òå ï ðî ãðåññèè {à + ò/}, ó êî òî ðû õ Í Î Ä(éã, ô  = \. Çäåñü
Í Î Ä( , ô  î áî çí à÷àåò í àèáî ëüø èé î áù èé äåëèòåëü ÷èñåë à è Ë
Î áðàòèì ñÿ ê ï ðèì åðó.

Ï ðèì åð. Ðàññì î òðèì  ï ðî ãðåññèþ  {4ÿ +3}. Ëþ áî å í å÷åòí î å ÷èñëî
çàï èñû âàåòñÿ â âèäå 4ï  + 1 èëè 4ÿ + 3. Ï î ñêî ëüêó ï ðî èçâåäåí èå
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äâóõ ÷èñåë ï åðâî ãî  òèï à èì ååò òî ò æå âèä, òî  ó ñî ñòàâí î ãî  ÷èñëà 4ë + 3
åñòü õî òÿ áû  î äèí  ï ðî ñòî é ì í î æèòåëü òàêî ãî  æå âèäà. À òåï åðü ï î -
êàæåì , ÷òî  ï ðî ô åññèÿ {4ï  + 3} ñî äåðæèò áåñêî í å÷í î  ì í î ãî  ï ðî ñ-
òû õ ÷èñåë. Äî êàçàòåëüñòâî  ï ðî âåäåì  ì åòî äî ì  î ò ï ðî òèâí î ãî : ï óñòü

ï ðî ãðåññèÿ ñî äåðæèò òî ëüêî  êî í å÷í î å ì í î æåñòâî  />1, ï ðî ñ-
òû õ ÷èñåë. Ðàññì î òðèì  ÷èñëî  Ð= Àð Ðê +  Î í î  í å ì î æåò áû òü
ï ðî ñòû ì , òàê êàê âñå ï ðî ñòû å ÷èñëà òàêî ãî  âèäà í àì è óæå óêàçàí û ,

è ñðåäè í èõ í åò Ð. Ñëåäî âàòåëüí î , Ð - ñî ñòàâí î å, òî ãäà ó í åãî  åñòü
õî òÿ áû  î äèí  ï ðî ñòî é äåëèòåëü âèäà 4/7 + 3, à î í , ï î  ï ðåäï î ëî æå-
í èþ , ñî âï àäàåò ñ î äí èì  èç ÷èñåë ð ,ðê, î äí àêî  í è í à î äí î  èç
í èõ Ðí å äåëèòñÿ. Ï ðèø ëè ê ï ðî òèâî ðå÷èþ .

Î êàçû âàåòñÿ, ñï ðàâåäëèâà ñëåäóþ ù àÿ òåî ðåì à.

Òåî ðåì à. Åñëè Í Î Ä(ë, (1)= I, òî  ï ðî ãðåññèÿ {à + ï ñ1\ ñî äåðæèò áåñ-
êî í å÷í î å ì í î æåñòâî  ï ðî ñòûõ ÷èñåë.

Ñô î ðì óëèðî âàí à î í à áû ëà â 1788 ã. ô ðàí öóçñêèì  ì àòåì àòèêî ì
À

. Ëåæàí äðî ì , à åù å ðàí üø å â 1783 ã. Ýéëåðî ì . Äî êàçàòåëüñòâî  åå ñ
èñï î ëüçî âàí èåì  ì àòåì àòè÷åñêî ãî  àí àëèçà áû ëî  äàí î  òî ëüêî  â 1837 ã.
í åì åöêèì  ì àòåì àòèêî ì  Ë. Äèðèõëå, ï î ýòî ì ó òåî ðåì à í î ñèò òåï åðü
åãî  èì ÿ. Ì åòî äàì è òåî ðèè ÷èñåë òåî ðåì à Äèðèõëå áû ëà äî êàçàí à â
ñëåäóþ ù åì  ñòî ëåòèè (1950) äàòñêèì  ì àòåì àòèêî ì  À. Ñåëüáåðãî ì .

Ì àòåì àòèêè, î ñî çí àâ áåñï ëî äí î ñòü ï î èñêà ãåí åðàòî ðî â ï ðî ñ-
òû õ ÷èñåë, ðåø èëè ï î ï û òàòüñÿ î áí àðóæèòü êàêóþ -ëèáî  çàêî í î -
ì åðí î ñòü â ðàñï ðåäåëåí èè ï ðî ñòû õ ÷èñåë â í àòóðàëüí î ì  ðÿäó.

Ñ ýòî é öåëüþ  åñòåñòâåí í î  áû ëî  âû ÿñí èòü ï î âåäåí èå í à áåñêî í å÷-

í î ñòè î òí î ø åí èÿ       , ãäå ÷åðåç ï {ï ) î áî çí à÷åí î  êî ëè÷åñòâî  ï ðî ñ-
ï

òûõ ÷èñåë, í å ï ðåâî ñõî äÿù èõ í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà ï . Î òí î ø åí èå

í àçû âàåòñÿ ñðåäí åé ï ëî òí î ñòüþ  ðàñï ðåäåëåí èÿ ï ðî ñòû õ ÷èñåë í à
î òðåçêå [1; ÿ]. Áû ëè ñî ñòàâëåí û  ñî î òâåòñòâóþ ù èå òàáëèöû  äëÿ äî -
ñòàòî ÷í î  áî ëüø èõ çí à÷åí èé ï . Ýòî  áû ë êî ëî ññàëüí û é òðóä - í å
í àäî  çàáû âàòü

, ÷òî  âñå âû ÷èñëåí èÿ âåëèñü âðó÷í óþ . Â ñëåäóþ ù åé
òàáëèöå óêàçàí û  ï ðèáëèæåí í û å çí à÷åí èÿ ñðåäí åé ï ëî òí î ñòè äëÿ
í åêî òî ðû õ ï  (ñì . [5, ñ. 51], [24, ñ. 274]):
~

ï

~

   ~Ò0    102    [ ç     104~~105     Ù á"    107        108 109

ï (ï )   4     25     168    1229  9592   78 498 664 579 5 761 455 50 847 534

ê{ï )   0,4   0,25   0,17   0,123 0,096 0,078   0,066    0,058 0 051
ï
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Àí àëèçèðóÿ òàáëè÷í û å äàí í û å, Ëåæàí äð â 1808 ã. ï ðèø åë ê ï ðè-

áëèæåí í î ì ó ðàâåí ñòâó       «  1        . Ýòî  áû ëî  î äí î  èç ï åð-
ï       1ï ÿ - 1,08366

âû õ ï ðèáëèæåí èé ñðåäí åé ï ëî òí î ñòè, ï î çæå áû ëè í àéäåí û  áî ëåå
òî ÷í û å åå âû ðàæåí èÿ. Çí à÷èòåëüí û é âêëàä â ðåø åí èå ýòî é ï ðî áëå-
ì û  âí åñ Ï . Ë. ×åáû ø åâ. Â 1849 ã. î í  äî êàçàë, ÷òî  åñëè ï ðåäåë î òí î -

ø åí èÿ ñðåäí åé ï ëî òí î ñòè ê - ñóù åñòâóåò, òî  ýòèì  ï ðåäåëî ì  ì î -
\ï ï

æåò áûòü òî ëüêî  åäèí èöà. Áî ëåå òî ãî , â 1852 ã. ×åáû ø åâ óêàçàë
ãðàí èöû  ýòî ãî  î òí î ø åí èÿ ï ðè äî ñòàòî ÷í î  áî ëüø èõ ï \

0
,
92129 < -)1ï ë< 0,10555.

ï

Ñóù åñòâî âàí èå æå ï ðåäåëà óêàçàí í î ãî  î òí î ø åí èÿ í åçàâèñèì î
äðóã î ò äðóãà óñòàí î âèëè ô ðàí öóçñêèé ì àòåì àòèê Æ. Àäàì àð è
áåëüãèéñêèé ì àòåì àòèê Ø . Æ. Áàëëå Ï óññåí  â 1896 ã.

Ì àëàÿ òåî ðåì à Ôåðì à

Î ñòàí î âèì ñÿ í à î äí î ì  ñï î ñî áå ðàñï î çí àâàí èÿ ï ðî ñòî òû  í àòóðàëü-
í î ãî  ÷èñëà. Î í  ñâÿçàí  ñ âàæí î é òåî ðåì î é, êî òî ðàÿ èí òåðåñí à ñàì à
ï î  ñåáå è áóäåò í àì  í óæí à â äàëüí åéø åì .

Ôåðì à â ï èñüì å (1640) ô ðàí öóçñêî ì ó ì àòåì àòèêó Ôðåí èêëþ  äå
Áåññè ñô î ðì óëèðî âàë

Óòâåðæäåí èå. Åñëè ð ï ðî ñòî å ÷èñëî  è à âçàèì í î  ï ðî ñòî å ñ ð, òî  ñó-
ù åñòâóåò òàêî é äåëèòåëü 8 ÷èñëà ð-\, ÷òî  à5 - 1 äåëèòñÿ í à ð; áî ëåå
òî ãî , ï ðè ëþ áî ì  í àòóðàëüí î ì  ò ÷èñëî  àø  - 1 òî æå äåëèòñÿ í à ð.
Â ÷àñòí î ñòè, í à ð äåëèòñÿ ðàçí î ñòü àð~] - 1.

Ï î ñëåäí åå óòâåðæäåí èå ï î ëó÷èëî  í àçâàí èå ì àëî é òåî ðåì û  Ôåð-
ì à. Î äí àêî  äî êàçàòåëüñòâà òåî ðåì û  í å áû ëî  â ýòî ì  ï èñüì å, åãî  äàë
Ã

. Ëåéáí èö â ñâî åì  ï èñüì å È. Áåðí óëëè â 1698 ã.
Ì àëóþ  òåî ðåì ó Ôåðì à óäî áí î  çàï èñû âàòü â òåðì èí àõ òåî ðèè

ñðàâí åí èé, ââåäåí í î é Ê. Ãàóññî ì  â çí àì åí èòû õ «Àðèô ì åòè÷åñêèõ
èññëåäî âàí èÿõ» (1801). Ãî âî ðÿò, ÷òî  äâà ÷èñëà à è Ü ñðàâí èì û  ï î  ì î -
äóëþ  ò, è ï èø óò

à = Ü(òî ä ò),

åñëè ðàçí î ñòü à - Ü äåëèòñÿ í à ò.
Ñðàâí åí èÿ ï î çâî ëÿþ ò ï ðè âû ÿñí åí èè âî ï ðî ñà î  äåëèì î ñòè à í à

ò çàì åí èòü à ì åí üø èì  ÷èñëî ì . ßñí î , ÷òî  ëþ áî å ÷èñëî  à ñðàâí èì î
ï î  ì î äóëþ  ò ñî  ñâî èì  î ñòàòêî ì  î ò äåëåí èÿ í à ò. Î áû ÷í î  áåðóò î ñ-
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òàòî ê, í àèì åí üø èé ï î  ì î äóëþ . Ñðàâí åí èÿ î áëàäàþ ò ì í î ãèì è (í î
í å âñåì è) ñâî éñòâàì è, ï ðèñóù èì è î áû ÷í û ì  ðàâåí ñòâàì .

 Óï ðàæí åí èå 3. Óáåäèòåñü â âåðí î ñòè ñëåäóþ ù èõ ñâî éñòâ:
à) äâà ÷èñëà, ñðàâí èì û å ñ òðåòüèì , ñðàâí èì û  ì åæäó ñî áî é;
á) ñðàâí åí èÿ ì î æí î  ï î ÷ëåí í î  ñêëàäû âàòü è ï åðåì í î æàòü; ï ðè-
÷åì  åñëè àè Ü âçàèì í î  ï ðî ñòû  ñ ò, òî  àÜ  0(òî ñ1 /è);
â) ñðàâí åí èÿ ì î æí î  ï î ÷ëåí í î  äåëèòü í à î äí î  è òî  æå ÷èñëî ,
âçàèì í î  ï ðî ñòî å ñ ì î äóëåì ; â î áù åì  ñëó÷àå òàêî å äåëåí èå í å-
âî çì î æí î ;

ã) åñëè à = Ü (òî é ò), òî  àê = Ì (òî ñ1 ò) ï ðè ëþ áî ì  í àòóðàëü-
í î ì  ê.

Ì àëàÿ òåî ðåì à Ôåðì à (÷àù å åå ï ðî ñòî  í àçû âàþ ò òåî ðåì î é Ôåðì à)
í à ÿçû êå ñðàâí åí èé ô î ðì óëèðóåòñÿ òàê: åñëè ð ï ðî ñòî å ÷èñëî  è à í å
äåëèòñÿ í à ð, òî  àð~õ = 1(òî ñ1 ð).

Äî êàæåì  åå. Ï î ñêî ëüêó à í å äåëèòñÿ í à ð, òî  à = êð + ãõ,
$ < ãõ< ð\\à = ã, (òî é /?), î òñþ äà 2à = 2ãõ = (òî ñ! ð).

 Óï ðàæí åí èå 4. Ï î êàæèòå, ÷òî  0 < /2 </? è ã2  ã,.

Äàëåå í àéäåì  2>à = ãú{òî éð),(ð - 1)à = ã òî äð). Ï åðåì í î -
æèâ âñå ñðàâí åí èÿ, ï î ëó÷èì  1*2*...â(/? - 1)àð~1 ã,* -...
...
.ã

ð_,(òî ñ1 ð). Òàê êàê âñå ñî ì í î æèòåëè ã,, ã2, ãë_, ðàçëè÷í û å
è çàêëþ ÷åí û  â ï ðåäåëàõ î ò 1 äî  /? - 1, òî  èõ ï ðî èçâåäåí èå ðàâí î
(ð - 1)!. Â ëåâî é ÷àñòè òàêæå ñòî èò (ð - 1)!. Ýòî  ÷èñëî  âçàèì í î
ï ðî ñòî å ñ ð, ï î ýòî ì ó î áå ÷àñòè ñðàâí åí èÿ ì î æí î  ï î äåëèòü í à
(ð- 1)!. Òåî ðåì à äî êàçàí à.

Â ñëåäóþ ù åì  ñòî ëåòèè (1763) Ýéëåð î áî áù èë ýòó òåî ðåì ó í à
ñëó÷àé ï ðî èçâî ëüí î ãî  ì î äóëÿ.

Òåî ðåì à Ýéëåðà. Åñëè àè ò âçàèì í î  ï ðî ñòû , òî  à È = Öòî ñ! ò).

Çäåñü ô (ò) - ô óí êöèÿ, í àçâàí í àÿ, ï î  ï ðåäëî æåí èþ  Ãàóññà,
ô óí êöèåé Ýéëåðà. Ï ðè ò > 1 î í à ðàâí à êî ëè÷åñòâó í àòóðàëüí û õ ÷è-
ñåë, ì åí üø èõ ò è âçàèì í î  ï ðî ñòû õ ñ í èì ; ï ðè //* = 1 åå ï î ëàãàþ ò
ðàâí î é åäèí èöå. Í àï ðèì åð, ô (6) = 2, òàê êàê âçàèì í î  ï ðî ñòû ì è ñ
÷èñëî ì  6 ÿâëÿþ òñÿ ëèø ü äâà ÷èñëà 1 è 5. Äëÿ âû ÷èñëåí èÿ çí à÷åí èé
ô (ÿÎ  Ýéëåð âû âåë ô î ðì óëó

Ô ) !-1X1--').-(1-1),

ãäå Ð\9Ðú9..., ðê - ðàçëè÷í û å ï ðî ñòû å äåëèòåëè ÷èñëà ò.
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V Óï ðàæí åí èå 5. Äî êàæèòå ñëåäóþ ù èå ñâî éñòâà ô óí êöèè ö>(ò):
à) ô (/ë) = /ë - 1 òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà ò - ï ðî ñòî å ÷èñëî ;
á) äëÿ ëþ áî ãî  ï ðî ñòî ãî  ÷èñëà ð è í àòóðàëüí î ãî  ï î êàçàòåëÿ ñ
èì ååò ì åñòî  ðàâåí ñòâî  ñðÑðÎ  = ð0'1 ) - 1);
â) åñëè Í Î Ä(ò, ë) = 1, òî  ô (/ëë) = ô (/ë)ô (À1);
ã) ô (/è) ï ðè ò>2 ÿâëÿåòñÿ ÷åòí û ì  ÷èñëî ì .
Ï ðèì åí èì  òåï åðü ì àëóþ  òåî ðåì ó Ôåðì à è òåî ðåì ó Ýéëåðà äëÿ

âû ÿñí åí èÿ ï ðî ñòî òû  ÷èñëà ò. ×òî áû  âû ÷èñëåí èÿ áû ëè ì åí åå ãðî -
ì î çäêèì è, âî çüì åì  í àèì åí üø åå âî çì î æí î å î ñí î âàí èå à = 2. Òî ãäà

äëÿ ëþ áî ãî  í å÷åòí î ãî  /è > 1 ï î  òåî ðåì å Ýéëåðà 2(ð(ò) = 1(òî (1 ò).
Ï ðè ï ðî ñòî ì  ò>2 ï î ëó÷àåì

2ò-õ = \(òî &ò). (1)

ßñí î , ÷òî  åñëè äëÿ çàäàí í î ãî  ò ñðàâí åí èå (1) í å âû ï î ëí ÿåòñÿ, òî
÷èñëî  ò ñî ñòàâí î å. Èì åí í î  òàêèì  ì åòî äî ì  áû ëà äî êàçàí à äåëè-
ì î ñòü í åêî òî ðû õ ÷èñåë Ôåðì à, õî òÿ ýòî ò ì åòî ä í å ï î çâî ëÿåò í àéòè
ñî ì í î æèòåëè ñî ñòàâí î ãî  ÷èñëà. Î äí àêî  åñëè ñðàâí åí èå (1) äëÿ ÷èñ-
ëà ò âû ï î ëí åí î , òî  ýòî  åù å í å ãàðàí òèðóåò åãî  ï ðî ñòî òû . Òàê 2340 =
= 1(òî ñ1 341), â òî  âðåì ÿ êàê 341 = 11*31. Ï ðè÷èí à çàêëþ ÷àåòñÿ â
òî ì , ÷òî  èì ååòñÿ ì åí üø èé, ÷åì  340, ï î êàçàòåëü 5 = 10, äëÿ êî òî ðî ãî
210 = 1(òî <1341). Ï ðè÷åì  ÷èñëî  10 ÿâëÿåòñÿ î äí î âðåì åí í î  äåëèòåëåì
÷èñåë ò-\= 340 è ô (/è) = ô (11 . 31) = 10 . 30. È ýòî  í å ñëó÷àéí î .

Í àèì åí üø åå í àòóðàëüí î å ÷èñëî  5, äëÿ êî òî ðî ãî

= 1(òî (1ò), (2)

í àçû âàåòñÿ ï î êàçàòåëåì  ÷èñëà à ï î  ì î äóëþ  ò.

 Óï ðàæí åí èå 6. Ï î êàæèòå, ÷òî  åñëè èì ååò ì åñòî  ñðàâí åí èå àï  =
= 1 (òî é /ë),

 òî  ë äåëèòñÿ í à 5.

Â ÷àñòí î ñòè, åñëè ÈÎ Ä (à, ò)= 1, òî  èç òåî ðåì û  Ýéëåðà ñëåäóåò, ÷òî
5 äåëèòåëü ÷èñëà ô (àë). Í àï ðèì åð, äëÿ /ÿ = 91 =7*13 èì ååì  ô (91) =
= 6 . 12 è ëåãêî  ï ðî âåðèòü, ÷òî  12 - í àèì åí üø èé ï î êàçàòåëü, ï ðè êî -
òî ðî ì  2,2 = 1(òî (1 91). Èì åí í î  î á ýòî ì  ï î êàçàòåëå 5 ø ëà ðå÷ü â óï î -
ì ÿí óòî ì  ðàí åå ï èñüì å Ôåðì à. Òî ëüêî  î í  ðàññì àòðèâàë ñëó÷àé ï ðî ñ-
òî ãî  ÷èñëà ò

, à òî ãäà ô (ò) = /ë - 1, è î í  ï èñàë î  äåëèì î ñòè /ë - 1 í à 5.
Åñëè Í Î Ë(à, ò) = I è âû ï î ëí ÿåòñÿ ñðàâí åí èå (1), òî  î áà ÷èñëà

/è - 1 è ô (ò) êðàòí û  5. Â ýòî ì  ñëó÷àå ÷èñëî  ò ì î æåò áû òü êàê ï ðî ñ-
òû ì

, òàê è ñî ñòàâí û ì . Ï ðèì åð ñî ñòàâí î ãî  ÷èñëà 341 ì û  ðàññì î ò-
ðåëè âû ø å, à òåï åðü î áðàòèì ñÿ ê ï ðî ñòî ì ó ÷èñëó 7: èì ååì  ô (7) = 6
è 23 = 1(òî ñ1 7); çäåñü 5 = 3 è ò - I = ô (/ë) = 2ç. Äëÿ ÷èñëà 7 âì åñòî
à = 2 âî çüì åì  äðóãî å î ñí î âàí èå, í àï ðèì åð à = 3. Òî ãäà Ç6 = 1 (òî ñ! 7),

§ 1.2. Ï ðî ñòû å ÷èñëà. Ì àëàÿ òåî ðåì à Ôåðì à 27



í î  Ç2 = 2(òî ¸  7), 33= - 1(òî ñ1 7); î òêóäà çàêëþ ÷àåì ,
 ÷òî  ÷èñëî  7

ï ðî ñòî å.

Ï ðåäëî æåí èå. Ï óñòü ñðàâí åí èå (2) âû ï î ëí ÿåòñÿ ëèø ü ï ðè 8 = ò - 1,
òî ãäà ò - ï ðî ñòî å ÷èñëî .

 Óï ðàæí åí èå 7. Äî êàæèòå ýòî  ï ðåäëî æåí èå.

Òåï åðü ÿñí î , êàê óçí àòü, ÷èñëî  ò ï ðî ñòî å èëè í åò.

Âû âî ä. Í àäî  âçÿòü âçàèì í î  ï ðî ñòî å ñ ò ÷èñëî  à è ï ðî âåðèòü, èì ååò
ëè ì åñòî  ñðàâí åí èå (1). Åñëè í åò, òî  ÷èñëî  ò ñî ñòàâí î å. Ï ðè âû -
ï î ëí åí èè ðàâåí ñòâà (1) í àäî  âû ÿñí èòü, à í å âû ï î ëí ÿåòñÿ ëè î í î
ï ðè ì åí üø èõ çí à÷åí èÿõ ï î êàçàòåëÿ. Ï ðè ýòî ì , êàê ì û  çí àåì , í àäî
èñï û òàòü òî ëüêî  î áù èå äåëèòåëè ÷èñåë ò - 1 è ô (ò). Åñëè à** 

1(òî (1 ò) ï ðè âñåõ òàêèõ äåëèòåëÿõ , òî  ÷èñëî  ò - ï ðî ñòî å. Åñëè
ï ðè êàêî ì -ëèáî  Ï î êàæåòñÿ = \(òî Ë ò), òî  í àäî  ðàññì î òðåòü äðó-
ãî å î ñí î âàí èå à è âí î âü ï î âòî ðèòü âñþ  ï ðî öåäóðó óæå äëÿ í åãî .

Òåî ðåì à Ýéëåðà ï ðèì åí ÿåòñÿ ï ðè âû ÷èñëåí èè î ñòàòêî â î ò äå-
ëåí èÿ ñòåï åí è ëþ áî ãî  ÷èñëà í à çàäàí í î å ÷èñëî . Ðàçáåðåì  êî í êðåò-
í û é ï ðèì åð. Í àéäåì  î ñòàòî ê î òäåëåí èÿ ÷èñëà 632315 í à 35. Òàê êàê
632 = 35 . 18 + 2, òî  632 = 2(òî ñ1 35), îòêóäà 6323,5 = 2315(òî ñ1 35). Ï î
òåî ðåì å Ýéëåðà 2(ð<35> = 1(òî ñ1 35), à ô (35) = ô (5)(ð(7) = 4-6 = 24,
ñëåäî âàòåëüí î , 224 = 1 (òî ñ! 35). ×èñëî  315 = 24 . 13 + 3, ï î ýòî ì ó 2315 =
= 23(òî ñ1 35). Î òêóäà 632315 ï ðè äåëåí èè í à 35 äàåò î ñòàòî ê 8.

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

8
. Äî êàæèòå âçàèì í óþ  ï ðî ñòî òó ëþ áû õ äâóõ ÷èñåë Ôåðì à (ðåçóëüòàò

Ãî ëüäáàõà).
9

. Ï î êàæèòå, ÷òî  ÷èñëà Ôåðì à Ð
Ë ï ðè ÿ > 1:

à) î êàí ÷èâàþ òñÿ öèô ðî é 7;
á) í å ï ðåäñòàâëÿþ òñÿ â âèäå ñóì ì û  äâóõ ï ðî ñòû õ ÷èñåë.

10. Äî êàæèòå äåëèì î ñòü ÷èñëà 23ë + 1 í à Çë+1.
È

. Äî êàæèòå, ÷òî  ÷èñëî  Ü
ï
 = 22ï  + 22',"I + 1 ï ðè ëþ áî ì  í àòóðàëüí î ì  ÿ > 1

äåëèòñÿ í à      è èì ååò í å ì åí åå ï  ðàçëè÷í û õ ï ðî ñòû õ ì í î æèòåëåé.
12. Í àéäèòå âñå òðî éêè ï ðî ñòû õ ÷èñåë, î áðàçóþ ù èõ àðèô ì åòè÷åñêóþ

ï ðî ô åññèþ  ñ ðàçí î ñòüþ : à)  = 2; á)  = 4.
13. Ï î êàæèòå, ÷òî  â ï ðåäû äóù åì  óï ðàæí åí èè ñ! í å ì î æåò áû òü í å÷åòí û ì

÷èñëî ì .

14. Ï ðèâåäèòå ï ðèì åð àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ô åññèè, ñî ñòî ÿù åé èç ï ÿòè
ï ðî ñòû õ ÷èñåë.

15. Ðåø èòå âî  ì í î æåñòâå ï ðî ñòû õ ÷èñåë óðàâí åí èå: à)    + 1 = ã; á) õó +
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§ 1.3. Ñî âåðø åí í û å ÷èñëà

×åòí û å ñî âåðø åí í û å ÷èñëà

Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ÷èñåë, î  êî òî ðî é ï î éäåò ðå÷ü â äàí í î ì  ï àðàã-
ðàô å, òàêæå áû ëà î áí àðóæåí à â ø êî ëå Ï èô àãî ðà. Ï ðàâäà, â î òëè-
÷èå î ò ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ï ðî ñòû õ ÷èñåë, çäåñü ñèòóàöèÿ,

 ì î æí î

ñêàçàòü, ï ðî òèâî ï î ëî æí àÿ: ô î ðì óëà ï -òî  ÷ëåí à ï î ñëåäî âàòåëüí î ñ-
òè óñòàí àâëèâàåòñÿ äî âî ëüí î  ëåãêî , à êî í å÷í à ýòà ï î ñëåäî âàòåëü-

í î ñòü èëè í åò, í å èçâåñòí î . Í î  î áî  âñåì  ï î  ï î ðÿäêó.
Âî çüì åì  ï ðî èçâî ëüí î å í àòóðàëüí î å ÷èñëî  è í àéäåì  ñóì ì ó âñåõ

åãî  ñî áñòâåí í û õ, ò. å. ì åí üø èõ ñàì î ãî  ÷èñëà, í àòóðàëüí û õ äåëèòå-
ëåé. Ýòà ñóì ì à ì î æåò î êàçàòüñÿ ì åí üø å èñõî äí î ãî  ÷èñëà, áî ëüø å
åãî  èëè ðàâí à åì ó. Í àï ðèì åð, äëÿ ÷èñëà 10 ñóì ì à ñî áñòâåí í û õ äå-
ëèòåëåé 1 + 2 + 5 = 8 < 10, äëÿ 12 ï î ëó÷àåì  1+2 + 3 + 4 + 6= 16 >
> 12

, à äëÿ 6 èì ååì  1+2 + 3 = 6. ×èñëà ï åðâî ãî  òèï à ï èô àãî ðåéöû
í àçâàëè í åäî ñòàòî ÷í û ì è, âòî ðî ãî  - èçáûòî ÷í û ì è, à òðåòüåãî  - ñî -
âåðø åí í û ì è. Èòàê, ÷èñëî  6 ñî âåðø åí í î å. Ýòî  í àèì åí üø åå ñî âåð-
ø åí í î å ÷èñëî . Ï åðåáèðàÿ ï î  ï î ðÿäêó í àòóðàëüí û å ÷èñëà, í àõî äèì
âòî ðî å ñî âåðø åí í î å ÷èñëî  28=1+2 + 4 + 7+14è ñëåäóþ ù åå çà
í èì  - 496. Ýòè òðè ñî âåðø åí í û õ ÷èñëà çí àëè óæå ðàí í èå ï èô àãî -
ðåéöû . Äàëüí åéø àÿ ï ðî âåðêà â äðåâí èå âðåì åí à áû ëà í åëåãêèì
çàí ÿòèåì : 4-å ñî âåðø åí í î å ÷èñëî  8128 áû ëî  î áí àðóæåí î  òî ëüêî  â
I â. óæå í î âî é ýðû  Í èêî ì àõî ì  èç Ãåðàñû , ï î ñëåäî âàòåëåì  Ï èô àãî -
ðà. À ñëåäóþ ù èå ñî âåðø åí í û å ÷èñëà æäàëè ñâî åãî  î òêðû òèÿ áî ëü-
ø å òû ñÿ÷è ëåò.

Ñàì  Í èêî ì àõ ï èñàë: «Ñî âåðø åí í û å ÷èñëà êðàñèâû . Í î  èçâåñò-
í î , ÷òî  êðàñèâû å âåù è ðåäêè è í åì í î ãî ÷èñëåí í û , áåçî áðàçí û å æå
âñòðå÷àþ òñÿ â èçî áèëèè. Èçáû òî ÷í û ì è è í åäî ñòàòî ÷í û ì è ÿâëÿ-
þ òñÿ ï î ÷òè âñå ÷èñëà, â òî  âðåì ÿ êàê ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë í åì í î -

ãî ». Èí òåðåñí î , êàêèõ ÷èñåë áî ëüø å, èçáû òî ÷í û õ èëè í åäî ñòàòî ÷-
í û õ? Î êàçû âàåòñÿ, í åäî ñòàòî ÷í û õ «âäâî å» áî ëüø å, ÷åì  èçáû òî ÷-
í û õ. Òî ÷í åå [7, ñ. 323], åñëè ÷åðåç À(ï ) î áî çí à÷èòü êî ëè÷åñòâî

èçáû òî ÷í û õ ÷èñåë, ì åí üø èõ èëè ðàâí û õ ÿ, òî  î òí î ø åí èå ëå-
ï

æèò â ï ðî ì åæóòêå (0,241; 0,314). Â 1933 ã. äî êàçàí î , ÷òî  ýòî  î òí î -
ø åí èå èì ååò ï ðåäåë ï ðè ë î î 9 í î  óñòàí î âèòü âåëè÷èí ó ï ðåäåëà

äî  ñèõ ï î ð í å óäàëî ñü.

Àëãî ðèòì  ï î ëó÷åí èÿ ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë áû ë í àéäåí  åù å äðåâ-
í åãðå÷åñêèì è ì àòåì àòèêàì è. Â «Í à÷àëàõ» Åâêëèäà î í  ô î ðì óëèðó-
åòñÿ òàê [17]: «Åñëè î ò åäèí èöû  î òêëàäû âàòü ñêî ëü óãî äí î  ï î ñëåäî âà-

§ 13. Ñî úåô ø åí òëå÷úñëú. ×åòí û å ñî âåðø åí í û å ÷èñëà Æ

Þ Í



òåëüí î  ï ðî ï î ðöèî í àëüí ûõ ÷èñåë â äâî éí î ì  î òí î ø åí èè äî  òåõ ï î ð, ï î -
êà âñÿ èõ ñî âî êóï í î ñòü ñëî æåí í àÿ í å ñäåëàåòñÿ ï åðâû ì  ÷èñëî ì  è âñÿ
ñî âî êóï í î ñòü, óì í î æåí í àÿ í à ï î ñëåäí åå ÷èñëî , ï ðî èçâåäåò ÷òî -òî ,
òî  âî çí èêàþ ù åå ÷èñëî  áóäåò ñî âåðø åí í û ì ». Í à ñî âðåì åí í î ì  ÿçû êå
ýòî  î çí à÷àåò, ÷òî  ÷èñëî  ë = (1 + 2 + ... + 2À:~,) . 2ê~õ = 2 ~, . (2* - 1)
ÿâëÿåòñÿ ñî âåðø åí í û ì , åñëè (2* - 1) - ï ðî ñòî å.

Äî êàçû âàòü ýòî  óòâåðæäåí èå ì û áóäåì  èí à÷å, ÷åì  ýòî  äåëàë
Åâêëèä, ï î ñêî ëüêó èì ååì  âî çì î æí î ñòü âî ñï î ëüçî âàòüñÿ ðåçóëü-
òàòàì è ì àòåì àòèêî â, æèâø èõ í à äâå ñ ëèø í èì  òû ñÿ÷è ëåò ï î çæå

í åãî .

Î áî çí à÷èì  ñóì ì ó âñåõ í àòóðàëüí ûõ äåëèòåëåé ÷èñëà ï  (âêëþ ÷àÿ
è ñàì î  ï ) ÷åðåç à(ë). Ôóí êöèÿ à(ë) î áëàäàåò ðÿäî ì  èí òåðåñí û õ
ñâî éñòâ è âñòðå÷àåòñÿ âî  ì í î ãèõ òåî ðåòèêî -÷èñëî âû õ âî ï ðî ñàõ.

 Óï ðàæí åí èå 1. Äî êàæèòå ñëåäóþ ù èå ñâî éñòâà ô óí êöèè à{ï ):
à) òî ëüêî  äëÿ ï ðî ñòî ãî  ÷èñëà ð âû ï î ëí ÿåòñÿ ðàâåí ñòâî  à(ð) =
= />+!;
á) åñëè ÷èñëà òèï  âçàèì í î  ï ðî ñòû å, òî  à{òï ) = ñ(ò) . à(ë);
â) äëÿ ï ðî ñòî ãî  ð è í àòóðàëüí î ãî  ê âû ï î ëí ÿåòñÿ ðàâåí ñòâî

à(ð*) = 1;Ð - 1
ã) ÷èñëî  ï  ñî âåðø åí í î  òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà à(ï ) = 2ï .

Èñï î ëüçóÿ ýòè ñâî éñòâà, äî êàæåì  àëãî ðèòì . Òàê êàê ï  =
= 2*-1(2* - 1) = 2ê-]ð, òî  à{ï ) = (2ê - \){ð+ \) = (2ê - 1)2* = 2ï , Ñëå-
äî âàòåëüí î , ï  - ñî âåðø åí í î å ÷èñëî .

Çàì åòèì , ÷òî  âñå ï åðå÷èñëåí í û å ðàí åå ñî âåðø åí í û å ÷èñëà -
÷åòí û å è ï î ëó÷àþ òñÿ èì åí í î  òàêèì  ñï î ñî áî ì : 6 = 2(22 - 1),

 28 =

= 22(23 - 1), 496 = 24(25 - 1), 8128 = 26(27 - 1). Â ñâÿçè ñ ýòèì  âî çí è-
êàåò ï ðåäï î ëî æåí èå, ÷òî  âñå ÷åòí û å ñî âåðø åí í û å ÷èñëà èì åþ ò

óêàçàí í û é âèä.
Ê ýòî é ì û ñëè, âî çì î æí î

, ï ðèø ëè óæå ï èô àãî ðåéöû : ï î  êðàéí åé
ì åðå, ß ì âëèõ, æèâø èé â 111 â. í . ý., ï èñàë, ÷òî  äðóãèõ ÷åòí û õ ñî -

âåðø åí í û õ ÷èñåë í åò. Ýòà ãèï î òåçà áû ëà äî êàçàí à ëèø ü â XVIII â.
Ë

. Ýéëåðî ì . Äëÿ äî êàçàòåëüñòâà åå âí î âü âî ñï î ëüçóåì ñÿ ô óí êöèåé
î (ï ).

Ï óñòü ï  - ÷åòí î å ñî âåðø åí í î å ÷èñëî ,
 òî ãäà ï  = 2ê~1ò, ãäå ê -

í àòóðàëüí î å ÷èñëî , ê > \,à ò - í å÷åòí î å ÷èñëî , òî æå áî ëüø åå åäè-
í èöû , èí à÷å ï ðè ò = 1 ï î ëó÷èëî ñü áû  ñó(ï ) = à(2ê~1) = 2ê - I <2ê =
= 2ï

, ÷òî  ï ðî òèâî ðå÷èò ñî âåðø åí ñòâó ÷èñëà ï . Òàê êàê 2 _, è ò âçà-
èì í î  ï ðî ñòû å ÷èñëà, òî  à(ÿ) = î (2ê~*)î (ò) = (2ê - \)<ó(ò). Ñ äðóãî é
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ñòî ðî í û , ï  - ñî âåðø åí í î å ÷èñëî , ï î ýòî ì ó à(ÿ) = 2ë = 2êò. Ï ðèõî -
äèì  ê ðàâåí ñòâó (2* - 1)à(/ë) = 2êò, èç êî òî ðî ãî  âû òåêàåò î {ò) =
= 2ê8

, ãäå  - í å÷åòí î å ÷èñëî . Î òêóäà /è = (2* - 1 )5. Åñëè 5  1, òî  ï î -
ëó÷èì  î {ò) = (2  - 1)5) >\+ 8 + 2ê -\ +{2ê-\)8 = 2ê8+2ê =
= à(/ÿ) + 2ê

, ÷åãî  í å ì î æåò áû òü. Èòàê, 5=1, ï î ýòî ì ó ò =2ê - 1
è à(/è) = 2* = /è + 1. Ï î ñëåäí åå ðàâåí ñòâî  î çí à÷àåò, ÷òî  ò - ï ðî ñ-
òî å ÷èñëî .

Â ðåçóëüòàòå äî êàçàí  êðèòåðèé.

Êðèòåðèé. ×åòí î å ÷èñëî  ñî âåðø åí í î  òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà,
 êî ãäà î í î

èì ååò âèä ï  = 2ê~1(2ê - 1), ãäå {2ê - 1) - ï ðî ñòî å ÷èñëî .

×èñëà Ì åðñåí í à

×èñëà Ì ê = 2ê - 1 í àçû âàþ òñÿ ÷èñëàì è Ì åðñåí í à ï î  èì åí è ô ðàí -
öóçñêî ãî  ó÷åí î ãî , èçó÷àâø åãî  èõ â XVII â. Êàæäî å èç í èõ ï ðåäñòàâ-
ëÿåò ñî áî é ñóì ì ó ÷ëåí î â ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè ñî  çí àì åí à-
òåëåì  2 è ï åðâû ì  ÷ëåí î ì  1, à ï î ýòî ì ó â äâî è÷í î é ñèñòåì å ñ÷èñ-
ëåí èÿ çàï èñû âàåòñÿ â âèäå (1, 1, 1)2. Äëÿ ï î èñêà ÷åòí û õ
ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë î ñòàåòñÿ âû ÿñí èòü, ï ðè êàêèõ ê ÷èñëà Ì ê ÿâëÿ-
þ òñÿ ï ðî ñòû ì è.

 Óï ðàæí åí èå 2. Äî êàæèòå, ÷òî  ï ðè ñî ñòàâí î ì  ï î êàçàòåëå ê = /5,
ãäå / > 1, 5 > 1, ÷èñëî  (2/5 - 1) ñî ñòàâí î å.

Ñëåäî âàòåëüí î , ÷òî áû  ï î ëó÷àòü ï ðî ñòû å ÷èñëà Ì åðñåí í à, í àäî
áðàòü òî ëüêî  ï ðî ñòû å ï î êàçàòåëè ð. Ï ðàâäà, ýòî  í åî áõî äèì î å, í î
í å äî ñòàòî ÷í î å óñëî âèå, è ï ðî ñòî òà ï î êàçàòåëÿ ð åù å í å ãàðàí òèðó-

åò ï ðî ñòî òó ÷èñëà Ì
ð

. Í àï ðèì åð,

Ë/, 11- 1 =2047 = 23-89.
Ñàì  Ì åðñåí í  â «Ôèçèêî -ì àòåì àòè÷åñêèõ ðàçì û ø ëåí èÿõ»

(1644) óòâåðæäàë, ÷òî  ÷èñëà 2 -1 ÿâëÿþ òñÿ ï ðî ñòû ì è äëÿ ð = 2, 3,
5

, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257. Ýòî ò ô àêò ï ðî èçâåë ñèëüí î å âï å÷àò-
ëåí èå í à åãî  ñî âðåì åí í èêî â. Âåäü òî ãäà í å áû ëî  âû ÷èñëèòåëüí î é
òåõí èêè, è ï ðî âåðèòü ýòî  óòâåðæäåí èå âðó÷í óþ  áû ëî  ï ðî ñòî  äåëî ì
í åì û ñëèì û ì : í àï ðèì åð, ÷èñëî  Ì úõ áî ëüø å äâóõ ì èëëèàðäî â (ï ðî -
ñòî òà ýòî ãî  ÷èñëà áû ëà äî êàçàí à òî ëüêî  ÷åðåç ñòî  ëåò Ýéëåðî ì ).
Î ñòàåòñÿ ëèø ü óäèâëÿòüñÿ, í àñêî ëüêî  ãëóáî êî  ï ðî í èê Ì åðñåí í  â
ñòðóêòóðó ýòèõ ÷èñåë. Â äàëüí åéø åì  áû ëî  âû ÿñí åí î , ÷òî  â ýòî ì  óò-
âåðæäåí èè òî ëüêî  äâà ï î êàçàòåëÿ (67 è 257) óêàçàí û  î ø èáî ÷í î .
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Í åî áõî äèì î å è äî ñòàòî ÷í î å óñëî âèå ï ðî ñòî òû  ÷èñåë Ì åðñåí í à
áû ëî  í àéäåí î  â 1878 ã. ô ðàí öóçñêèì  ì àòåì àòèêî ì  Ô. Ëþ êà. Ï ðåæ-
äå ÷åì  ô î ðì óëèðî âàòü ýòî ò êðèòåðèé, ââåäåì  åù å î äí ó ï î ñëåäî -
âàòåëüí î ñòü í àòóðàëüí û õ ÷èñåë. Î í à î ï ðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ ù èì  î á-
ðàçî ì : 1, = 4, Üï  = 12ï _\ - 2. Â ÷àñòí î ñòè, 12 = 14, Üú = 194, 14 =
= 37 634 è ò

. ä.

Êðèòåðèé Ëþ êà, óñî âåðø åí ñòâî âàí í û é â 1930 ã. àì åðèêàí ñêèì
ì àòåì àòèêî ì  Ä. Ëåì åðî ì , çâó÷èò òàê: ÷èñëî  Ì

ð
 ï ðè ï ðî ñòî ì  í å÷åò-

í î ì  ð òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòû ì , êî ãäà 1ð_,

 äåëèòñÿ í à

Ì
ð

. Ï ðèâî äèòü äî êàçàòåëüñòâî  êðèòåðèÿ ì û  í å áóäåì . Î áðàòèì ñÿ

ê ï ðèì åðàì . Ï ðèð = 3 èì ååì  1  = 14, î í î  äåëèòñÿ í à Ì 3=7, è í à
ñàì î ì  äåëå ÷èñëî  7 ï ðî ñòî å; ï ðè ð = 5 í àõî äèì  14 = 37 634, êî òî ðî å
äåëèòñÿ í à Ë/5 = 31, è ÷èñëî  31 ï ðî ñòî å. Í î  ï ðè áî ëüø èõ í î ì åðàõ
ð ï ðèì åí åí èå êðèòåðèÿ Ëþ êà ñâÿçàí î  ñ ãðî ì î çäêèì è âû ÷èñëå-
í èÿì è.

Äëÿ èõ óï ðî ù åí èÿ óäî áí î  èñï î ëüçî âàòü ñðàâí åí èÿ. Óáåäèì ñÿ â
ýòî ì  í à ï ðèì åðå. Ï óñòü ð = 7, òî ãäà Ì 7 = 127. Í àì  í óæí î  âû ÿñ-
í èòü, äåëèòñÿ ëè Ü6 í à 127. Äëÿ ýòî ãî  äî ñòàòî ÷í î  çàì åí èòü ÷èñëà Ü3,
Ü4, Ü5, Üâ èõ î ñòàòêàì è î ò äåëåí èÿ í à 127, à èì åí í î : Ü3 = 194 =
= 67 (òî ñ! 127), 14  672 - 2  42(òî 6 127), 15  422 - 2 åå -16 (òî é 127),
Ü6= 162 - 2 = 0 (òî ñ! 127). Í à î ñí î âàí èè êðèòåðèÿ ÷èñëî  127 ï ðî -
ñòî å.

Ï ðèì åí åí èå ñðàâí åí èé ï î çâî ëÿåò í à êàæäî ì  ø àãå ï åðåéòè ê
÷èñëó, ï î  ì î äóëþ  í å ï ðåâî ñõî äÿù åì ó Ì

ð,
 í î  ï ðè î ÷åí ü áî ëüø èõ

çí à÷åí èÿõ Ì
ð
 è ýòî ò ñï î ñî á í å ñï àñàåò î ò ãðî ì î çäêèõ âû ÷èñëåí èé.

Ê ï î èñêó ï ðî ñòû õ ÷èñåë Ì åðñåí í à ì î æí î  ï î äî éòè ñ äðóãî é ñòî ðî -
í û : ï î ï û òàòüñÿ í àéòè âèä äåëèòåëåé ÷èñëà Ì

ð
 ï ðè óñëî âèè èõ ñó-

ù åñòâî âàí èÿ. Ýòî  ï î çâî ëèò ñðàçó î òñåÿòü í åêî òî ðû å èç Ì .ð*

Ñí à÷àëà ðàññì î òðèì  í åñêî ëüêî  ï åðâû õ ÷èñåë Ì åðñåí í à ñ ï ðî ñ-
òû ì è í î ì åðàì è: Ë/2 = 3,

 = 2- 3+1
, Ë/5 = 2- 3*5Í -1,Ì 7 = 2*7*9 +

+ 1
, Ë/,, = 2 . 11 . 93 -+- 1. Çàì å÷àåì , ÷òî  ï ðè  = 3, 5, 7,11 ÷èñëà Ù  - 1

äåëÿòñÿ í à 2ð. Ýòî ò ô àêò èì ååò ì åñòî  äëÿ âñåõ ÷èñåë Ì åðñåí í à ñ
ï ðî ñòû ì è í î ì åðàì è, èñêëþ ÷àÿ /? = 2, è âû òåêàåò î í  èç ì àëî é òåî -

ðåì û  Ôåðì à: 2 ?-, = 1 (òî ñ! /?), à ï î ýòî ì ó Ì ð- \ =:2ð - 2 = 2(2 "1 - 1)
äåëèòñÿ í à 2ð. Åñëè î áî çí à÷èòü ÷àñòí î å ÷åðåç ê, òî  Ì

ð
 = 2ðê + 1.

Ôåðì à, î ï èðàÿñü í à ñâî þ  ì àëóþ  òåî ðåì ó, óñòàí î âèë ñëåäóþ ù åå.
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Óòâåðæäåí èå. Ï ðè ï ðî ñòî ì ð >2 í å òî ëüêî  ñàì è ÷èñëà Ì ð,
 í î  è âñå èõ

äåëèòåëè èì åþ ò âèä 2ðê + 1.

Äëÿ äî êàçàòåëüñòâà ï î ñëåäí åãî  óòâåðæäåí èÿ âû ï èø åì
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ñòåï åí åé ÷èñëà 2:

2
, 22, 23,...,2-,....

Î ñòàòêè î ò äåëåí èÿ ÷ëåí î â ýòî é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè í à ï ðî èç-
âî ëüí î å ï ðî ñòî å ÷èñëî  ä í å ï ðåâî ñõî äÿò # - 1, âñëåäñòâèå ÷åãî  î í è
ï åðèî äè÷åñêè ï î âòî ðÿþ òñÿ. Í àéäåì  äëèí ó ï åðèî äà. Òàê êàê 2 "1 =
= 1(òî (1 ä), òî  ÷èñëî  1 î áÿçàòåëüí î  ï ðèñóòñòâóåò ñðåäè î ñòàòêî â.
Ï óñòü 5 - ï î êàçàòåëü ÷èñëà 2 ï î  ì î äóëþ  ä (ñì . § 1.2), ï ðè ýòî ì
ñðàâí åí èå 2" = 1(òî ñ1 ä) âû ï î ëí ÿåòñÿ (ñì . óï ð. 6 § 1.2) òî ãäà è òî ëü-
êî  òî ãäà, êî ãäà ï  êðàòí î  5; â ÷àñòí î ñòè, ä - \ = Ï óñòü òåï åðü
ï ðî ñòî å ÷èñëî  ä ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì  ÷èñëà Ì

ð,
 ò. å. 2ð = 1(òî ñ1 ä),

òî ãäàð = 5Ã,èî ð - ï ðî ñòî å ÷èñëî , ï î ýòî ì ó ã= \ È5 = ð.Â ðåçóëüòà-
òå ï î ëó÷àåì  ä - I = ðÃ. Òàê êàê (<7 - 1) - ÷åòí î å ÷èñëî , ð - í å÷åò-
í î å, òî  / = 2ê. Òàêèì  î áðàçî ì , ä = 2ðê + 1.

Ýòî  óòâåðæäåí èå Ôåðì à î áëåã÷àåò ï î èñê ï ðî ñòû õ äåëèòåëåé ÷è-
ñåë Ì åðñåí í à. Òàê â ñëó÷àå ð = 23 í àäî  èñï û òàòü äåëèì î ñòü ÷èñëà
Ë/2ç = 8 388 607 í à ÷èñëà 46+ 1,46-2+1,46-3 + 1 è ò. ä. Óæå ï åðâàÿ
ï ðî âåðêà ï ðèâî äèò ê óñï åõó, ÷èñëî  Ì 23 äåëèòñÿ í à 47. Ï î ëó÷åí í î å
÷àñòí î å 178481, åñòåñòâåí í î , òî æå ï ðåäñòàâèì î  â àí àëî ãè÷í î ì
âèäå 46 - 3880 + 1. Ï óñòü ð = 29; ï åðåáèðàÿ ï î  ï î ðÿäêó ÷èñëà âè-
äà 58Ë + 1, í àéäåì  ï ðî ñòû å äåëèòåëè ÷èñëà Ë/29: î í î  äåëèòñÿ í à
58 . 4 + 1 = 233, ÷àñòí î å âí î âü äåëèòñÿ í à 58 - 19 + 1 = 1103. Â ðå-
çóëüòàòå Ì 29 = 233 . 1103 - 2089.

Î òì åòèì , ÷òî  âñå âñòðåòèâø èåñÿ í àì  äåëèòåëè ÷èñåë Ì åðñåí í à
èì åþ ò âèä 8àÿ ± 1. Ýòî  î áù èé ô àêò (èçâåñòí û é åù å Ýéëåðó) èì ååò
ì åñòî  äëÿ âñåõ ï ðî ñòû õ äåëèòåëåé ÷èñåë Ì

ð
.
 À âû òåêàåò î í  èç áî ëåå

ñèëüí î ãî  óòâåðæäåí èÿ.

Äëÿ âçàèì í î  ï ðî ñòûõ ÷èñåë õ è ó âñå í å÷åòí û å ï ðî ñòû å äåëèòåëè
÷èñëà 2õ2 -ó1 èì åþ ò âèä 8ò ± 1, ÿ ÷èñëà 2õ2 +ó1âèä 8ò + 1 èëè 8ò + 3
(ñòðî ãî å äî êàçàòåëüñòâî  áû ëî  í àéäåí î  Ëàãðàí æåì ; ì û  åãî  ï ðèâî -
äèòü í å áóäåì ).

Èç ýòî ãî  óòâåðæäåí èÿ, í à î ñí î âàí èè ðàâåí ñòâà Ì
ð
 = Ì 2ã + , =

= 2 - 22ã - I2
, ï î ëó÷àåì , ÷òî  âñå ï ðî ñòû å äåëèòåëè ÷èñåë Ì åðñåí í à

ñ í å÷åòí û ì è í î ì åðàì è èì åþ ò âèä 8ò ± 1.
×èñëà Ì åðñåí í à âñåãäà ï ðèâëåêàëè è ï ðèâëåêàþ ò âí èì àí èå èñ-

ñëåäî âàòåëåé. Î òêðû òî  í åñêî ëüêî  ï ðèçí àêî â äåëèì î ñòè ÷èñåë Ì
ð

.
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Ï ðèâåäåì  î äèí  èç í èõ, ï ðèí àäëåæàù èé Ýéëåðó: åñëè ð = 4ò + 3
è ä = 8ò + 7 - î áà ï ðî ñòû å, òî  Ì ð

 äåëèòñÿ í à ä.

Äëÿ åãî  äî êàçàòåëüñòâà î áðàòèì ñÿ ê ì àëî é òåî ðåì å Ôåð-
ì à. Ï ðè ï ðî ñòî ì  äô 2 ÷èñëî  2 ", - 1 äåëèòñÿ í à ä. Åñëè (7=2/7 + 1,
òî  2  - 1 = (2'- 1)(2 + 1).

 Óï ðàæí åí èå 3. Ï î êàæèòå, ÷òî  ëèø ü î äèí  èç ýòèõ ñî ì í î æèòåëåé

äåëèòñÿ í à ä.

Èòàê, í à ä äåëèòñÿ ëèáî  2  - 1, ëèáî  2  + 1. Ï î ëî æèì  òåï åðü ð =
= 4ò + 3

,
òî ãäà 2ð-\= 2(22'"+,)2 - I2, 2  + 1 = 2(22'é+,)2 + I2, í î ÷èñ-

ëî  <7 = 2/7 + 1 = 8/è + 7 èì ååò âèä 8À: - 1, à ï î ýòî ì ó í å ì î æåò áû òü äå-
ëèòåëåì  âòî ðî ãî  ñî ì í î æèòåëÿ. Ï ðèçí àê Ýéëåðà äåëèì î ñòè ÷èñåë
Ë/  äî êàçàí .

Ðàññì î òðèì  ï ðèì åðû . Ï ðè ò = 0 ÷èñëà ð = 3 è ä = 7 ï ðî ñòû å è
Ì 3 = 7 äåëèòñÿ í à 7; äëÿ ñëåäóþ ù åãî  í î ì åðà ò = 1 ÷èñëî   = 15 ñî -
ñòàâí î å; â ñëó÷àå ò = 2 î áà ÷èñëà /? = 11,  = 23 ï ðî ñòû å è ÷èñëî  Ë/,,
äåëèòñÿ í à 23; äàëåå ï ðî ñòû å ÷èñëà ï î ëó÷àþ òñÿ ï ðè ò = 5: ð = 23,
ä = 47, Ë/2ç = 47 . 178 481; ï î òî ì  ï ðè ò = 20: ð = 83, ä = 167 è Ì 3 =
= 167 «57 912 614 113 275 649 087 721

. Äàëüí åéø èõ ï ðèì åðî â ì û
ï ðèâî äèòü í å áóäåì , ï î ñêî ëüêó ñëåäóþ ù èå ï ðî ñòû å ð è ä ï î ÿâëÿ-
þ òñÿ ï ðè ò = 32, ñî î òâåòñòâóþ ù åå ÷èñëî  Ì {31 ñî äåðæèò 40 öèô ð;
ñî ãëàñèòåñü, äî ñòàòî ÷í î  ãðî ì î çäêî å ÷èñëî .

Èí òåðåñ ê ï ðî ñòû ì  ÷èñëàì  Ì åðñåí í à î áúÿñí ÿåòñÿ í å òî ëüêî  èõ
ñâÿçüþ  ñ ñî âåðø åí í û ì è, à åù å î äí èì  î áñòî ÿòåëüñòâî ì . ×åëî âå÷åñò-
âî  âñåãäà èí òåðåñî âàëî ñü ÷èñëàì è-ãèãàí òàì è, â òî ì  ÷èñëå è òåì , êà-

êî å í àèáî ëüø åå ï ðî ñòî å ÷èñëî  èçâåñòí î  í à äàí í û é ì î ì åí ò. Äî êàçà-
òåëüñòâî  ï ðî ñòî òû  áî ëüø î ãî  ÷èñëà äî ñòàòî ÷í î  òðóäî åì êî å çàí ÿòèå
äàæå ñåé÷àñ, êî ãäà â ðàñï î ðÿæåí èè ì àòåì àòèêî â èì ååòñÿ ñî âðåì åí -
í àÿ âû ÷èñëèòåëüí àÿ òåõí èêà. È çäåñü í à âû ðó÷êó ï ðèõî äÿò ðàçëè÷-
í û å ï ðèçí àêè äåëèì î ñòè, à ï î ñêî ëüêó äëÿ Ì

ð
 í àéäåí î  ì í î ãî  òàêèõ

ï ðèçí àêî â, äà ê òî ì ó æå èì ååòñÿ êðèòåðèé ï ðî ñòî òû , òî  ñðåäè í à-
èáî ëüø èõ î òêðû òû õ í à äàí í û é ì î ì åí ò ï ðî ñòû õ ÷èñåë ÷àñòî  î êà-
çû âàþ òñÿ ÷èñëà Ì åðñåí í à. Ï î êà òàêèì  ÷åì ï èî í î ì  ÿâëÿåòñÿ

13466917 - ýòî  39-å ï î  ñ÷åòó ï ðî ñòî å ÷èñëî  Ì åðñåí í à. Í àø åë (2001)
åãî  20-ëåòí èé àì åðèêàí ñêèé ñòóäåí ò Ì . Êàì åðî í . Èí òåðåñí î , ÷òî
äëÿ ýòî ãî  ï î òðåáî âàëî ñü 42 ñóòî ê í åï ðåðû âí î é ðàáî òû  êî ì ï üþ òåðà.
Í àäî  ñêàçàòü

, ÷òî  èñï î ëüçî âàí èå ÝÂÌ  ï î çâî ëèëî  òàê óñêî ðèòü
ï î èñê ï ðî ñòû õ ÷èñåë Ì åðñåí í à,

 ÷òî  çà ï î ñëåäí èå ï î ëñòî ëåòèÿ áû ëî

î áí àðóæåí î  27 òàêèõ ÷èñåë. Òåï åðü ýòî ò ï ðî öåññ ï î éäåò, âåðî ÿòí î ,
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áû ñòðåå. Äåëî  â òî ì , ÷òî  ñî çäàí  ì åæäóí àðî äí û é ï ðî åêò «Ï î èñê
áî ëüø èõ ï ðî ñòû õ ÷èñåë Ì åðñåí í à ñ èñï î ëüçî âàí èåì  Èí òåðí åòà»,
àí î í èì í û é ñï î í ñî ð î ñí î âàë ô î í ä í à ñóì ì ó áî ëåå ï î ëóì èëëèî í à
äî ëëàðî â äëÿ ÷åòû ðåõ óäà÷í èêî â, êî òî ðû å ï åðâû ì è í àéäóò ï ðî ñòû å
÷èñëà Ì åðñåí í à ñ êî ëè÷åñòâî ì  öèô ð ñî î òâåòñòâåí í î  áî ëåå 1 ì èëëè-
î í à, 10 ì èëëèî í î â, 100 ì èëëèî í î â è î äí î ãî  ì èëëèàðäà. Ï åðâû é èç
÷åòû ðåõ äåí åæí û õ ï ðèçî â óæå âû ï ëà÷åí  çà 38-å ÷èñëî  Ì åðñåí í à,
ñî äåðæàù åå áî ëåå äâóõ ì èëëèî í î â öèô ð. Ñî çäàí èþ  ô î í äà, ï î -âè-
äèì î ì ó, ñï î ñî áñòâî âàëî  òî  î áñòî ÿòåëüñòâî , ÷òî  ï ðî ñòû å ÷èñëà Ì åð-
ñåí í à ëåæàò â î ñí î âå çàù èòû  ýëåêòðî í í î é êî ì ì åðöèè è ýëåêòðî í -
í î é ï î ÷òû  - âî ï ðî ñàõ, ñòàâø èõ àêòóàëüí û ì è â ï î ñëåäí åå âðåì ÿ, à
òàêæå èñï î ëüçóþ òñÿ â î áëàñòè êðèï òî ãðàô èè è äðóãèõ ï ðèëî æåí èÿõ
ì àòåì àòèêè. Òàê ÷òî  òåï åðü í å òî ëüêî  ï ðî ñòàÿ ëþ áî çí àòåëüí î ñòü è
í àó÷í û é ï ðåñòèæ áóäóò ñòèì óëèðî âàòü î õî òí èêî â çà áî ëüø èì è
ï ðî ñòû ì è ÷èñëàì è. À âåäü åù å â 1811 ã. Ï . Áàðëî ó, ï ðèâåäÿ â ñâî åé
«Òåî ðèè ÷èñåë» âî ñüì î å ñî âåðø åí í î å ÷èñëî ,

 ï èñàë: «Î í î  í àâñåãäà

î ñòàí åòñÿ í àèáî ëüø èì  èç êî ãäà-ëèáî  î òêðû òû õ ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë,
ï î ñêî ëüêó, ï ðèí èì àÿ âî  âí èì àí èå èõ áåñï î ëåçí î ñòü, òðóäí î  ï ðåäï î -
ëî æèòü, ÷òî áû êòî -í èáóäü ñòàë çàòðà÷èâàòü óñèëèÿ í à ï î ëó÷åí èå
áî ëüø èõ ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë» [13, ñ. 346]. Êàê æå î í  î ø èáàëñÿ!

Ï î õî æå, ì àòåì àòèêè, è í å òî ëüêî  î í è, òâåðäî  âåðÿò â áåñêî í å÷-
í î ñòü ì í î æåñòâà ï ðî ñòû õ ÷èñåë Ì åðñåí í à, õî òÿ ýòî ò ô àêò äî  ñèõ
ï î ð í å äî êàçàí . Â XIX â. í åêî òî ðàÿ í àäåæäà í à òàêî å äî êàçàòåëüñò-
âî  ï î ÿâèëàñü. Áåëüãèéñêèé ì àòåì àòèê Ý. Êàòàëàí  âû ñêàçàë

ï ðåäï î ëî æåí èå: åñëè ð = 2ò - \ ï ðî ñòî å ÷èñëî , òî  Ì ð
 òî æå ï ðî ñòî å.

Â ýòî ì  åãî  óáåäèëè ï ðèì åðû : 3, Ì 3 = 7, Ë/7 = 127, Ë/127 - âñå
ï ðî ñòû å ÷èñëà. Í î  â 1953 ã. áû ëî  î áí àðóæåí î , ÷òî  õî òÿ ÷èñëî  Ì ]3 =
= 8191 ï ðî ñòî å, ÷èñëî  Ë/8,91 ñî ñòàâí î å.

Î  í å÷åòí û õ ñî âåðø åí í û õ ÷èñëàõ

Âî ï ðî ñ î  ñóù åñòâî âàí èè í å÷åòí û õ ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë òî æå äî  ñèõ
ï î ð î ñòàåòñÿ î òêðû òû ì . Ï î èñê òàêî âû õ í àï î ì èí àåò î õî òó çà ï ðèç-
ðàêî ì , êî òî ðî ãî  í èêòî  í èêî ãäà í å âèäåë. Â ï ðî öåññå ýòî é î õî òû
í àéäåí î  ì í î ãî  ñâî éñòâ, êî òî ðû ì è äî ëæí û  î áëàäàòü ýòè ÷èñëà, ï ðè
óñëî âèè èõ ñóù åñòâî âàí èÿ. Í àï ðèì åð, óñòàí î âëåí î , ÷òî  êî ëè÷åñò-
âî  ðàçëè÷í û õ ï ðî ñòû õ äåëèòåëåé í å÷åòí î ãî  ñî âåðø åí í î ãî  ÷èñëà
í å ì åí üø å 8. Ëåãêî  äî êàçû âàåòñÿ, ÷òî  ÷èñëî  òàêèõ ñî ì í î æèòåëåé

áî ëüø å äâóõ.

§ 1.3. Ñî âåðø åí í û å ÷èñëà. Î  í å÷åòí û õ ñî âåðø åí í ûõ ÷èñëàõ

3*
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Í à ñàì î ì  äåëå, ï óñòü ï = ð" . äü,ãä,úð> 3, ä> 5 - ï ðî ñòû å ÷èñëà,
àè Ü í àòóðàëüí û å, òî ãäà

/ ÷ _ ðà+] - 1   àü+* - 1  ðà+]     àü+] _<ó(") = ò- * ã- < -ã * -ã -
/?-!       ä - 1      ð - 1 -1

= ï --Ð
- --3

- <ï -1-*<2ï .
ð-\   ä-\        2 4

Ñëåäî âàòåëüí î , ÷èñëî  /7 í åäî ñòàòî ÷í î å.

Ñëî æí åå î ï ðåäåëèòü âèä í å÷åòí î ãî  ñî âåðø åí í î ãî  ÷èñëà ï . Äëÿ
ýòî ãî  î áðàòèì ñÿ ê åãî  ðàçëî æåí èþ  í à ï ðî ñòû å ì í î æèòåëè

Ï î ñêî ëüêó âñå ñî ì í î æèòåëè âçàèì í î  ï ðî ñòû å, òî

à(ë) = à î )à .)...à ).
Ó÷èòû âàÿ ñî âåðø åí ñòâî  ÷èñëà ë, ï î ëó÷àåì  ðàâåí ñòâî

õ (1       + ... ... + ),
 (1)

ãäå ð0, /?,,..., /7Ë - í å÷åòí û å ÷èñëà.

 Óï ðàæí åí èå 4. Äî êàæèòå, ÷òî  òî ëüêî  î äèí  èç ï î êàçàòåëåé à0,
à,,àê - í å÷åòí î å ÷èñëî , î ñòàëüí û å - ÷åòí û å.

Áóäåì  ñ÷èòàòü à0 = 2ñ + 1, 01,= 2 ,,     àê = 2àê. Òî ãäà â ï ðàâî é
÷àñòè ðàâåí ñòâà (1) ÷åòí û é ñî ì í î æèòåëü âî çí èêàåò çà ñ÷åò ï åðâî é
ñêî áêè. Ï ðåî áðàçóåì  åå òàê

1 + />î  + ... + ñ+1 = (1 + />î )( I + +...+
Í å÷åòí î å ÷èñëî  ð0 ì î æåò èì åòü âèä ð0 = 4ê - I èëè /?0 = 4À: + 1.
Â ï åðâî ì  ñëó÷àå ï ðàâàÿ ÷àñòü ðàâåí ñòâà (1) äåëèòñÿ í à 4, à ëåâàÿ -
òî ëüêî  í à 2. Î ñòàåòñÿ âòî ðî é âàðèàí ò. Êðî ì å òî ãî , ÷èñëî  ñ í å ì î -
æåò áû òü í å÷åòí û ì , èí à÷å ñêî áêà (1 + + ... + ð1ñ) äåëèòñÿ í à 2.
Ñòàëî  áû òü, ÷èñëî  ñ - ÷åòí î å, ñ = 2Ü. Â èòî ãå ï î ëó÷àåì  åù å î äèí
ðåçóëüòàò Ýéëåðà: åñëè í å÷åòí î å ñî âåðø åí í î å ÷èñëî  ñóù åñòâóåò, òî
î í î  èì ååò âèä

ï  = {Àê + 1)™í ð *$&...ð}**,
ãäå 4ê + \, ð,ðê - ðàçëè÷í û å í å÷åòí û å ï ðî ñòû å ÷èñëà.

È õî òÿ î òêðû òî  ì í î ãî  ñâî éñòâ í å÷åòí û õ ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë,
âåðèòñÿ â èõ ñóù åñòâî âàí èå ñ òðóäî ì . Èí òåðåñí î  ì í åí èå í à ýòî ò
ñ÷åò ó÷åí û õ ï ðî ø ëî ãî . Í èêî ì àõ ñ÷èòàë, ÷òî  í å÷åòí û õ ñî âåðø åí -
í û õ ÷èñåë í åò âî î áù å, Äåêàðò âåðèë â èõ ñóù åñòâî âàí èå, î í  è âû -
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ñêàçàë ï ðåäï î ëî æåí èå î  âèäå òàêèõ ÷èñåë, äî êàçàí í î å â ñëåäó-

þ ù åì  âåêå Ýéëåðî ì . Í î  ñåé÷àñ, ï î õî æå, í èêòî  í å âåðèò â ñóù åñò-
âî âàí èå ýòèõ ÷èñåë: ï î  êðàéí åé ì åðå, â ï ðî ì åæóòêå î ò 1 äî  10300
èõ í åò.

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

5
. Ï î êàæèòå, ÷òî  åñëè Ì ê äåëèòñÿ í à ò, òî  è âñå ÷èñëà Ì êï

 òî æå äåëÿòñÿ

í à ò. Â ÷àñòí î ñòè, Ë/2ë äåëÿòñÿ í à 3, Ì 3ï  - í à 7, Ë/4ë - í à 5, Ì 5ï  - í à
31.

6
. Äî êàæèòå, ÷òî  ÷èñëà Ì 1ï +Õ î êàí ÷èâàþ òñÿ åäèí èöåé èëè ñåì åðêî é.

7
. Äî êàæèòå, ÷òî  ëþ áî å ÷åòí î å ñî âåðø åí í î å ÷èñëî :

à) î êàí ÷èâàåòñÿ öèô ðî é 6 èëè 8 (ï ðåäï î ëî æåí èå Í èêî ì àõà);

á) çàï èñû âàåòñÿ â âèäå òðåóãî ëüí î ãî  ÷èñëà: 1 (§ 3.1);
â) í å ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòî ì  í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà;

ê-\

ã) ï ðåäñòàâèì î  (èñêëþ ÷àÿ ÷èñëî  6) â âèäå ñóì ì û  2 2 êóáî â ï î ñëåäî -

âàòåëüí û õ í å÷åòí û õ í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, í à÷èí àÿ ñ åäèí èöû ;

ä) (êðî ì å ÷èñëà 6) óì åí üø åí í î å í à åäèí èöó, äåëèòñÿ í à 9.
8. Äëÿ í å÷åòí û õ ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë (ï ðè óñëî âèè èõ ñóù åñòâî âàí èÿ) äî -

êàæèòå ñëåäóþ ù èå óòâåðæäåí èÿ:

à) åñëè ÷èñëî  äåëèòñÿ í à 3, òî  î í î  äåëèòñÿ è í à 9;
á) èç äåëèì î ñòè ÷èñëà í à 7 ñëåäóåò åãî  äåëèì î ñòü í à 49;
â) í è î äí î  èç í èõ í å äåëèòñÿ í à 105.

9. Äëÿ ëþ áî ãî  í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà ï  äî êàæèòå í åðàâåí ñòâî  à(ë) + ô (À7) >
> 2ï  (Â. Ô. Ëåâ).



ëàâ

Ï Î ÑËÅÄÎ ÂÀÒÅËÜÍ Î ÑÒÈ
Â ÃÅÎ Ì ÅÒÐÈÈ

1

ã

ã
.

Ë

>

/
ã /

Ã/

ñ*-

/ I
.

à

Â ãëàâå I ì û  âñòðåòèëèñü ñ ÷èñëî âû ì è ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿì è, âî ç-
ðàñò êî òî ðû õ èçì åðÿåòñÿ òû ñÿ÷åëåòèÿì è. Í î  åñëè âñï î ì í èòü, ÷òî
ì àòåì àòèêà í à÷àëàñü ñ òåî ðèè ÷èñåë è ãåî ì åòðèè, òî  åñòåñòâåí í î

î æèäàòü, ÷òî  ó÷åí û å Äðåâí åãî  ì èðà èçó÷àëè òàêæå ï î ñëåäî âàòåëü-
í î ñòè, ñî ñòàâëåí í û å èç ãåî ì åòðè÷åñêèõ ô èãóð. Òàê è áû ëî  í à ñà-
ì î ì  äåëå. Çà ì í î ãî  âåêî â äî  í àø åé ýðû  ì àòåì àòèêè ðàññì àòðèâàëè
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè èç ðàçëè÷í û õ ì í î ãî óãî ëüí èêî â, â òî ì  ÷èñëå

çâåçä÷àòû õ, èç äî âî ëüí î  î ñòðî óì í î  ðàñï î ëî æåí í û õ êðóãî â è ò. ä.;

ï ðè ýòî ì  î í è î áí àðóæèëè ì àññó èí òåðåñí û õ ñâî éñòâ êàê ñàì èõ
ô èãóð, òàê è èõ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòåé. Î áðàòèì ñÿ è ì û  ê ýòèì  âî ï -
ðî ñàì .

Í àèáî ëåå ï ðî ñòû ì è è èçâåñòí û ì è ÿâëÿþ òñÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñ-
òè, ñî ñòàâëåí í û å èç ï ðàâèëüí û õ ì í î ãî óãî ëüí èêî â. Ñ í èõ ì û è
í à÷í åì .
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§2.1. Ï î ñòðî åí èå ï ðàâèëüí û õ
ì í î ãî óãî ëüí èêî â

×òî  çí àëè äðåâí èå

Í àï î ì í èì  î ï ðåäåëåí èå ï ðàâèëüí î ãî  ì í î ãî óãî ëüí èêà: âî -ï åðâû õ
,
 î í

âû ï óêëû é, ò. å. âåñü ëåæèò â î äí î é ï î ëóï ëî ñêî ñòè
, î ï ðåäåëÿåì î é

ï ðÿì î é, ï ðî õî äÿù åé ÷åðåç ëþ áóþ  åãî  ñòî ðî í ó; âî -âòî ðû õ, ó ýòî ãî

ì í î ãî óãî ëüí èêà ðàâí û  âñå ñòî ðî í û ; â-òðåòüèõ, ðàâí û  âñå óãëû  ï ðè
âåðø èí àõ. Âî êðóã ëþ áî ãî  ï ðàâèëüí î ãî  ì í î ãî óãî ëüí èêà ì î æí î
î ï èñàòü î êðóæí î ñòü. Ï î ýòî ì ó çàäà÷à ï î ñòðî åí èÿ ï ðàâèëüí î ãî
ì í î ãî óãî ëüí èêà ñî âï àäàåò ñ çàäà÷åé äåëåí èÿ î êðóæí î ñòè í à ðàâ-
í û å ÷àñòè.

Åñëè í àì  äàí à î êðóæí î ñòü ðàäèóñà Ë è åå öåí òð - òî ÷êà Î
(ðèñ. 4), òî  äëÿ ðåø åí èÿ çàäà÷è äî ñòàòî ÷í î  âû ÷èñëèòü, í àï ðèì åð,
èñï î ëüçóÿ êàëüêóëÿòî ð, äëèí ó ñòî ðî í û ï ðàâèëüí î ãî  ë-óãî ëüí èêà

ÀÂ = 2Ê çø - è, í à÷èí àÿ î ò ô èêñèðî âàí í î é òî ÷êè î êðóæí î ñòè, ï î -
ï

ñëåäî âàòåëüí î  î òì åòèòü í à í åé ï ðè ï î ì î ù è öèðêóëÿ âåðø èí û
ì í î ãî óãî ëüí èêà. Ì î æí î  ï î ñòóï èòü èí à÷å: ï ðè ï î ì î ù è òðàí ñï î ð-

òèðà ï î ñòðî èòü óãî ë ÀÎ Â, ðàâí û é  , è òåì  ñàì û ì  ñí î âà ï î ëó-
ï

÷èòü ñòî ðî í ó ÀÂ ï ðàâèëüí î ãî  /1-óãî ëüí èêà. Î äí àêî  òàêèå ðåø åí èÿ
í å óäî âëåòâî ðÿò âçû ñêàòåëüí î ãî  ãåî ì åòðà, õî òÿ áû  ï î òî ì ó, ÷òî  î í è
ï ðèáëèæåí í û å. Òðàäèöèî í í î  ãåî ì åòðè÷åñêèì è ñ÷èòàþ òñÿ ï î ñòðî -
åí èÿ, ï ðî èçâî äèì û å òî ëüêî  ï ðè ï î ì î ù è äâóõ èí ñòðóì åí òî â - öèð-

êóëÿ è ëèí åéêè. Êî ðí è ýòî é òðàäèöèè ëåæàò â äðåâí åãðå÷åñêî é ì à-
òåì àòèêå.

Â Äðåâí åé Ãðåöèè âñå äî êàçàòåëü-
ñòâà ï ðî âî äèëèñü ï ðè ï î ì î ù è ãåî -

ì åòðè÷åñêèõ ï î ñòðî åí èé, ñî áñòâåí -
í î , äðóãèõ î áëàñòåé ì àòåì àòèêè, ï î -
ì èì î  ãåî ì åòðèè, òî ãäà åù å í å áû ëî .
Àí òè÷í û å ó÷åí û å áû ëè ñòðî æàéø è-
ì è òåî ðåòèêàì è è í èêàêèõ ï ðèáëè-
æåí í û õ ï î ñòðî åí èé í å äî ï óñêàëè;
âî  âñÿêî ì  ñëó÷àå, ï ðèáëèæåí í î å ðå-
ø åí èå í å ñ÷èòàëî ñü í àó÷í û ì  - ãåî -

ì åòðè÷åñêèì . Ï ðè ï î ñòðî åí èÿõ ðàç-
ðåø àëî ñü èñï î ëüçî âàòü òî ëüêî  äâà

èí ñòðóì åí òà - öèðêóëü è î äí î ñòî -

â

î

À

Ðèñ. 4
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ðî í í þ þ  ëèí åéêó áåç äåëåí èé, ï ðè ï î ì î ù è êî òî ðû õ ñòðî ÿòñÿ äâå
ï ðî ñòåéø èå ëèí èè - î êðóæí î ñòü è ï ðÿì àÿ. Åñëè ñ÷èòàòü öèðêóëü
è ëèí åéêó èäåàëüí û ì è, òî  è ñî î òâåòñòâóþ ù èå ëèí èè ï î ëó÷àþ òñÿ
èäåàëüí û ì è.

Èòàê, ï åðåä í àì è î êðóæí î ñòü çàäàí í î ãî  ðàäèóñà ñ î òì å÷åí í û ì
öåí òðî ì . Ñëåäóÿ àí òè÷í î é òðàäèöèè, áóäåì  äåëèòü åå í à ðàâí û å
÷àñòè, ï î ëüçóÿñü òî ëüêî  öèðêóëåì  è ëèí åéêî é. Êàæäû é ø êî ëüí èê
ñóì ååò ðàçäåëèòü ëþ áóþ  äóãó î êðóæí î ñòè ï î ï î ëàì  è, çí à÷èò, ñì î -
æåò ï î ñòðî èòü ï ðàâèëüí û é ì í î ãî óãî ëüí èê ñ ÷èñëî ì  ñòî ðî í  ï  = 2ê

,

ê > \ . Çí àÿ, ÷òî  ñòî ðî í à ï ðàâèëüí î ãî  ø åñòèóãî ëüí èêà ðàâí à ðàäè-
óñó î ï èñàí í î é î êðóæí î ñòè, ëåãêî  ï î ñòðî èòü ø åñòèóãî ëüí èê è, ñî -
åäèí èâ åãî  âåðø èí û  ÷åðåç î äí ó, ï î ëó÷èòü ï ðàâèëüí û é òðåóãî ëü-
í èê. Òàêèì  î áðàçî ì , í åòðóäí î  ï î ñòðî èòü ëþ áî é ï ðàâèëüí û é ì í î -
ãî óãî ëüí èê ñ ÷èñëî ì  ñòî ðî í  ï  = 3*2ê, ê > 0. Çí àëè î á ýòî ì  è
àí òè÷í û å ì àòåì àòèêè. Áî ëåå òî ãî , î í è óì åëè ñòðî èòü ï ðàâèëüí û å
5- è 10-óãî ëüí èêè. Ñî î òâåòñòâóþ ù èå ðàññóæäåí èÿ äî ñòàòî ÷í î
ï ðî ñòû .

Áóäåì  ñ÷èòàòü, ÷òî  ï ðàâèëüí û é 10-óãî ëüí èê óæå âï èñàí  â î ê-
ðóæí î ñòü ðàäèóñà Ê ñ öåí òðî ì  Î . Ï óñòü ÀÂ = õ - ñòî ðî í à 10-óãî ëü-
í èêà (ðèñ. 5). Â ðàâí î áåäðåí í î ì  òðåóãî ëüí èêå ÀÎ Â óãî ë ï ðè âåð-
ø èí å Î  ðàâåí  36°, à óãëû  ï ðè î ñí î âàí èè â äâà ðàçà áî ëüø å. Àí òè÷-
í û å ì àòåì àòèêè í àçû âàëè òàêî é òðåóãî ëüí èê âî çâû ø åí í û ì .

Ï ðî âåäåì  áèññåêòðèñó /?Ñóãëà Â, òî ãäà ÑÎ  = ÑÂ = ÀÂ = õ, ÑÀ =
= ß-õ

. Èñï î ëüçóÿ ñâî éñòâî  áèññåêòðèñû , çàï èø åì  ï ðî ï î ðöèþ

Ê:õ = õ:(ß-õ) (1)
èëè

õ2 + Ëõ - Ë2 = î .

Ï î ëó÷åí í î å óðàâí åí èå èì ååò òî ëü-
êî  î äí î  ï î ëî æèòåëüí î å ðåø åí èå

Â

î ñ À

Î

Ðèñ. 5

õ= -
.
Êàê

2
ï î ñòðî èòü î òðå-

çî ê äëèí û  õ, âèäí î  èç ðèñóí êà 6.
Òàêèì  î áðàçî ì , ï ðàâèëüí û é äåñÿ-
òèóãî ëüí èê (à çí à÷èò, è ï ðàâèëü-
í û é ï ÿòèóãî ëüí èê) ï î ñòðî åí .

Î òí î ø åí èå Ô= - = - = _2_ =
ÿþ 75-1

= 1 = 1,61803398... ñ äðåâí èõ

40
;

Ãëàâà È. Ï Î ÑËÅÄÎ ÂÀÒÅËÜÍ Î ÑÒÈ Â ÃÅÎ Ì ÅÒÐÈÈ



âðåì åí  èí òåðåñî âàëî  í å òî ëüêî  ì àòåì àòèêî â. Äåëåí èå î òðåçêà äëè-
í û  Ê í à ÷àñòè õ è Ê - õ, äëÿ êî òî ðû õ âû ï î ëí ÿåòñÿ ï ðî ï î ðöèÿ (1),
í àçû âàþ ò çî ëî òû ì  ñå÷åí èåì  (ó äðåâí èõ î í î  èì åí î âàëî ñü äåëåí èåì
î òðåçêà â êðàéí åì  è ñðåäí åì  î òí î ø åí èè). Í àçâàí èå ýòî  ââåë âåëè-
êèé èòàëüÿí ñêèé õóäî æí èê è ó÷åí û é ýï î õè Âî çðî æäåí èÿ Ëåî í àð-
äî  äà Âèí ÷è, ï î ä÷åðêèâàÿ áî ãàòñòâî  ñâî éñòâ ñå÷åí èÿ (óï ð. 8). Äå-
ëåí èå â òàêî ì  î òí î ø åí èè î ÷åí ü åñòåñòâåí í î  âî ñï ðèí èì àåòñÿ, ï î -

ýòî ì ó ÷àñòî  èñï î ëüçóåòñÿ â ï ðî èçâåäåí èÿõ èñêóññòâà è ï ðåäì åòàõ

áû òà. Í àï ðèì åð, ï ðÿì î óãî ëüí èê, î òí î ø åí èå äëèí  ñòî ðî í  êî òî ðî -
ãî  ðàâí î  Ô (åãî  í àçû âàþ ò ï ðÿì î óãî ëüí èêî ì  çî ëî òî ãî  ñå÷åí èÿ èëè çî -
ëî òû ì  ï ðÿì î óãî ëüí èêî ì ), âû ãëÿäèò ñî ðàçì åðí û ì , ï î ýòî ì ó åãî  ÷àñ-
òî  âû äåðæèâàþ ò â ô î ðì àòàõ êí èã. Î áî çí à÷åí èå ýòî ãî  î òí î ø åí èÿ
áóêâî é Ô ï ðèí ÿòî  â ÷åñòü èçâåñòí î ãî  äðåâí åãðå÷åñêî ãî  ñêóëüï òî ðà
Ôèäèÿ (Óâ. äî  í . ý.), ø èðî êî  èñï î ëüçî âàâø åãî  åãî  â ñâî èõ ï ðî èç-
âåäåí èÿõ. ×àù å ýòî  î òí î ø åí èå î áî çí à÷àþ ò ñòðî ÷í î é áóêâî é ñð, í î
î í à ó í àñ óæå çàí ÿòà.

Äðåâí åãðå÷åñêèé àñòðî í î ì  Ê. Ï òî ëåì åé (II â. í . ý.) ï ðåäëî æèë
äðóãî é ñï î ñî á ï î ñòðî åí èÿ ï ðàâèëüí î ãî  5-óãî ëüí èêà. Ï óñòü ÀÑ =
= 2Ê - äèàì åòð äàí í î ãî  êðóãà è Î Â - ï åðï åí äèêóëÿðí û é åì ó ðà-
äèóñ. Î áî çí à÷èì  ÷åðåç Ë/ñåðåäèí ó ðàäèóñà Î Ñ è î òëî æèì  î ò òî ÷êè
Ë/í à äèàì åòðå ó4Ñ î òðåçî ê Ì Ì , ðàâí û é Ì Â (ðèñ. 7). Äî êàæåì , ÷òî
Ì ) - ñòî ðî í à äåñÿòèóãî ëüí èêà, à ÂÌ  - ñòî ðî í à ï ÿòèóãî ëüí èêà.

Í à ñàì î ì  äåëå, ÒÓË/ = Ë/â = Ð + (|)2 =  , î òêóäà N0= N111-

- Î Ì /?(ë/5- 1)
2

ñòî ðî í à ï ðàâèëüí î ãî  10-óãî ëüí èêà, à NÂ =

= Î Â2 + Ì 202 = 4_

 î  5 - 75
2

Â

À

2

À    N Î Ì Ñ

Ðèñ. 7Ðèñ. 6
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 Óï ðàæí åí èå 1. Ï î êàæèòå, ÷òî ë5 = /?  = Ê ô -Ê/  - ñòî ðî -
í à ï ðàâèëüí î ãî  ï ÿòèóãî ëüí èêà, âï èñàí í î ãî  â î êðóæí î ñòü ðàäè-

óñà Ê.

Ï ðàâèëüí û å ï ÿòèóãî ëüí èêè çàñëóæèâàþ ò î ñî áî ãî  âí èì àí èÿ,
òàê êàê î áëàäàþ ò ì í î ãèì è èí òåðåñí û ì è ñâî éñòâàì è. Î òì åòèì  í å-
êî òî ðû å èç í èõ.

Ï ðî âåäåì  â ï ðàâèëüí î ì  ï ÿòè-
óãî ëüí èêå âñå äèàãî í àëè. Î í è î áðàçó-
þ ò çâåçä÷àòû é ï ÿòèóãî ëüí èê (ðèñ. 8),
êî òî ðû é àí òè÷í û å ì àòåì àòèêè í àçû -
âàëè ï åí òàãðàì ì î é (î ò ãðå÷. òõåóòå -
ï ÿòü, óðà'ööà - ëèí èÿ). Ðàññì î òðèì
ðàâí î áåäðåí í û é òðåóãî ëüí èê ÑËÂ.
Ï î ñêî ëüêó ÑÎ  - áèññåêòðèñà óãëà Ñ,
òî  èì ååì  ÀÑ : ÀÎ  = ÑÁ : Î Á èëè

ÀÁ : ÀÎ  = ÑÁ : Î Á, Ñ äðóãî é ñòî ðî -
í û , òðåóãî ëüí èêè ÀÎ Ñ è ÁÑÎ  ðàâí î -
áåäðåí í û å, ï î ýòî ì ó ÀÎ  = Î Ñ = ÑÁ.

Òåï åðü ï î ëó÷åí í àÿ í àì è ï ðî ï î ðöèÿ ï åðåï èø åòñÿ òàê: ÀÁ: ÀÎ  =
= ÀÎ : Î Á = Ô

. Í àéäåì  î òí î ø åí èå

À Å Î Â

Ñ

Ðèñ. 8

ÀÅ:ÅÎ = ÀÅ Î Â    _   \ _= Ô
.

ÀÎ -ÀÅ    ËÎ -Î Â    Ô- 1

Î òêóäà ï î ëó÷àåì  öåï î ÷êó ï ðî ï î ðöèé

ÀÁ\ÀÎ  = ÀÎ :ÀÅ=ÀÅ\ ÅÎ =Ô.

Î áðàòèì  âí èì àí èå í à òî , ÷òî  âí óòðè ï åí òàãðàì ì û  î áðàçî âàëñÿ
ï ðàâèëüí û é ï ÿòèóãî ëüí èê. Åñëè ï ðî âåñòè â í åì  äèàãî í àëè, òî  ï î -
ëó÷èì  í î âóþ  ï åí òàãðàì ì ó è ò. ä. Ï óñòü ñòî ðî í à ÀÂ èñõî äí î é ï ÿòè-
êî í å÷í î é çâåçäû  ðàâí à 1, òî ãäà ÑÁ=ô -1,ÀÅ= Ô-2, ÅÎ  = Ô-3 è ò. ä.
Òàêèì  î áðàçî ì , âî çí èêàåò áåñêî í å÷í àÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ÷èñåë

1, Ô-1
, Ô-2, Ô-3,....

Â í åé Ô-1, Ô~3, Ô~5, ... - ñòî ðî í û  óì åí üø àþ ù èõñÿ ï ðàâèëüí û õ
ï ÿòèóãî ëüí èêî â, à 1, Ô-2, Ô~4, ... - ñòî ðî í û  ëó÷åé ï ÿòèêî í å÷í û õ
çâåçä.

 Óï ðàæí åí èå 2. Ï î êàæèòå, ÷òî  äëèí à ñòî ðî í û ï ÿòèêî í å÷í î é

çâåçäû , âï èñàí í î é â î êðóæí î ñòü ðàäèóñà /?, ðàâí à à'

5
 = Ê Ô Ü

.
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Åñëè ñòî ðî í û  èñõî äí î ãî  ï ÿòèóãî ëüí èêà ï ðî äî ëæèòü äî  ï åðåñå÷å-
í èÿ, òî  î áðàçóåòñÿ áî ëüø àÿ ï î  âåëè÷èí å ï åí òàãðàì ì à. Ñî åäèí èâ åå
êî í öû , ï ðèäåì  ñí î âà ê ï ðàâèëüí î ì ó 5-óãî ëüí èêó. Òàêèì  î áðàçî ì

,

äàí í óþ  ï åí òàãðàì ì ó ì î æí î  í åî ãðàí è÷åí í î  óâåëè÷èâàòü. Â ðåçóëü-
òàòå èì ååì  áåñêî í å÷í óþ  â î áå ñòî ðî í û  ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ô åññèþ

Ô-3
, Ô-2, Ô1, Ô0, Ô\ Ô2, Ô\ ....

 Óï ðàæí åí èå 3. Äî êàæèòå, ÷òî  ýòî  åäèí ñòâåí í àÿ ãåî ì åòðè÷åñêàÿ
ï ðî ô åññèÿ, ñî ñòàâëåí í àÿ èç ï î ëî æèòåëüí û õ ÷èñåë, ñóì ì à ëþ -

áû õ äâóõ ñî ñåäí èõ ÷ëåí î â êî òî ðî é ðàâí à ñëåäóþ ù åì ó åå ÷ëåí ó.
Ï èô àãî ðåéöû , âî ñõèù åí í û å çàì å÷àòåëüí û ì è ñâî éñòâàì è ï åí -

òàô àì ì û , âû áðàëè åå â êà÷åñòâå ñâî åãî  òàëèñì àí à
, ñëóæèâø åãî

î äí î âðåì åí í î  è ñèì âî ëî ì  çäî ðî âüÿ, è çí àêî ì  ï ðèí àäëåæí î ñòè ê

ø êî ëå Ï èô àãî ðà. Çàì å÷àòåëüí û é í åì åöêèé àñòðî í î ì  è ì àòåì àòèê
È

. Êåï ëåð, óäèâëÿÿñü ì í î ãî î áðàçèþ  ñâî éñòâ çî ëî òî ãî  ñå÷åí èÿ,
ï èñàë: «Ãåî ì åòðèÿ âëàäååò äâóì ÿ ñî êðî âèù àì è: î äí î  èç í èõ - òåî -
ðåì à Ï èô àãî ðà, äðóãî å - äåëåí èå î òðåçêà â ñðåäí åì  è êðàéí åì  î ò-
í î ø åí èè. Ï åðâî å ì î æí î  ñðàâí èòü ñ ì åðî é çî ëî òà, âòî ðî å æå áî ëü-
ø å í àï î ì èí àåò äðàãî öåí í û é êàì åí ü».

Èòàê, äðåâí èå ô åêè óì åëè ñòðî èòü öèðêóëåì  è ëèí åéêî é ï ðà-
âèëüí û å ë-óãî ëüí èêè äëÿ ï  = 2À:+1, 2Ë- 3, 2 * 5, 2/:* 15, = 0, 1,2,....
Ðàçëè÷í û å çàäà÷è, ðåø àåì û å èì è, áû ëè ñâÿçàí û  èì åí í î  ñ òàêèì è
ì í î ãî óãî ëüí èêàì è. Ýòî  çàäà÷è î  çàì î ù åí èè ï ëî ñêî ñòè ï ðàâèëü-
í û ì è 3-, 4- è 6-óãî ëüí èêàì è, çàäà÷è î  ï ðàâèëüí û õ ì í î ãî ãðàí í è-
êàõ, ãðàí ÿì è êî òî ðû õ ÿâëÿþ òñÿ ï ðàâèëüí û å 3-, 4- è 5-óãî ëüí èêè, à
â àñòðî í î ì èè èì  ï î í àäî áèëñÿ ï ðàâèëüí û é 15-óãî ëüí èê: óãî ë í à-
êëî í à ýêëèï òèêè ê ýêâàòî ðó ñî ñòàâëÿåò ï ðèáëèçèòåëüí î  15-þ
÷àñòü î êðóæí î ñòè.

 Óï ðàæí åí èå 4. Óêàæèòå ñï î ñî á äåëåí èÿ î êðóæí î ñòè í à 15 ðàâ-
í û õ ÷àñòåé, åñëè èçâåñòí û  ñï î ñî áû  åå äåëåí èÿ í à 3 è 5 ðàâí û õ
÷àñòåé.

Ï î õî æå, ÷òî  í åî áõî äèì î ñòü â ï î ñòðî åí èè äðóãèõ ï ðàâèëüí û õ
ì í î ãî óãî ëüí èêî â ó àí òè÷í û õ ó÷åí û õ í å âî çí èêàëà. Ï ðàâäà, Àðõè-
ì åä ðåø àë çàäà÷ó î  äåëåí èè î êðóæí î ñòè í à 7 ðàâí û õ ÷àñòåé. Í î  â
ñâÿçè ñ ÷åì  åì ó ï î í àäî áèëî ñü òàêî å äåëåí èå, ì û  í å çí àåì : äî  í àñ
äî ø ëî  ëèø ü òî ëüêî  ðåø åí èå Àðõèì åäà, ï åðåâåäåí í î å í à àðàáñêèé
ÿçû ê Ñàáèòî ì  èáí  Êóððî é. Ñêî ðåå âñåãî , Àðõèì åäî ì  äâèãàëà ÷èñ-
òî  ì àòåì àòè÷åñêàÿ ëþ áî çí àòåëüí î ñòü: âåäü èçâåñòí û  æå ñï î ñî áû

ï î ñòðî åí èÿ ï ðàâèëüí û õ ì í î ãî óãî ëüí èêî â äëÿ ë = 3, 4, 5, 6; åñòåñò-
âåí í î , âî çí èêàåò àí àëî ãè÷í àÿ çàäà÷à äëÿ ÿ = 7. Í î  î áî éòèñü ï ðè åå
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ðåø åí èè òî ëüêî  öèðêóëåì  è ëèí åéêî é Àðõèì åäó í å óäàëî ñü, åì ó
ï ðèø ëî ñü ï ðèâëå÷ü åù å ì åõàí è÷åñêèé ñï î ñî á í åï ðåðû âí î ãî  ï åðå-
ì åù åí èÿ ëèí åéêè.

Òåî ðåì à Ãàóññà

Ï î ñëå äðåâí èõ ãðåêî â ï î èñê äðóãèõ ï ðàâèëüí û õ ì í î ãî óãî ëüí èêî â,
êî òî ðû å ì î æí î  ï î ñòðî èòü ñ ï î ì î ù üþ  öèðêóëÿ è ëèí åéêè, ï ðàêòè-
÷åñêè í å âåëñÿ. Í å ï î ñëåäí þ þ  ðî ëü â ýòî ì , ï î õî æå, ñû ãðàë àâòî ðè-
òåò Àðõèì åäà. Í î  ì î ëî äû å äàðî âàí èÿ, í å î áðåì åí åí í û å ãðóçî ì
î ï û òà ï ðåäø åñòâóþ ù èõ ï î êî ëåí èé, ëåãêî  áåðóòñÿ çà ñëî æí óþ  çà-
äà÷ó, òâåðäî  âåðÿ â ñâî þ  óäà÷ó. È ê í åêî òî ðû ì  èç í èõ ñóäüáà î êàçû -
âàåòñÿ áëàãî ñêëî í í î é. Ï ðàâäà, ÷òî áû î êàçàòüñÿ â ÷èñëå èçáðàí -
í û õ, í àäî  ê òàëàí òó, äàðî âàí í î ì ó ï ðèðî äî é, ï ðèëî æèòü ñî áñòâåí -
í î å êî ëî ññàëüí î å òðóäî ëþ áèå. Âñåãî  ýòî ãî  î êàçàëî ñü â èçáû òêå ó
18-ëåòí åãî  Ê. Ãàóññà. Ï åðåëî ï àòèâ ãî ðó ì àòåðèàëà, î í  ï ðèø åë ê
ì û ñëè î  òî ì , ÷òî  âî ï ðî ñ í àäî  ñòàâèòü ø èðå: âñåãäà ëè (äëÿ ëþ áî ãî
ëè ï ) ì î æí î  ï î ñòðî èòü ï ðàâèëüí û é ë-óãî ëüí èê öèðêóëåì  è ëèí åé-
êî é? Ðåø åí èå ýòî ãî  âî ï ðî ñà î êàçàëî ñü òåñí î  ñâÿçàí í û ì  ñ âàæí åé-
ø èì è çàäà÷àì è àëãåáðû  è àðèô ì åòèêè.

Â 1801 ã. Ãàóññ èçäàåò êí èãó «Àðèô ì åòè÷åñêèå èññëåäî âàí èÿ»,
ãäå äî êàçû âàåò ñëåäóþ ù èé êðèòåðèé.

Êðèòåðèé (òåî ðåì à Ãàóññà). Ñ ï î ì î ù üþ  öèðêóëÿ è ëèí åéêè ï ðàâèëüí û é
ï -óãî ëüí èê ñòðî èòñÿ òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà,

 êî ãäà

ï  = 2êð]ð2..,ðò,

ãäå ê = 0, 1, 2,...; /?1, /72,..., ðò
 - ðàçëè÷í û å ì åæäó ñî áî é ï ðî ñòû å ÷èñ-

ëà Ôåðì à, ò. å. ÷èñëà âèäà ð= Ð
5
 = 225 + 1

.

Ï î êà, êðî ì å ï ÿòè ï åðâû õ ÷èñåë Ã0, Ðõ, à* í å í àéäåí î
áî ëüø å í è î äí î ãî  ï ðî ñòî ãî  ÷èñëà Ôåðì à. Òåì  í å ì åí åå äëÿ ëþ áî ãî
ð âñåãäà ì î æí î  óñòàí î âèòü, ÿâëÿåòñÿ î í î  ï ðî ñòû ì  ÷èñëî ì  Ôåðì à
èëè í åò. Ï î ýòî ì ó òåî ðåì à Ãàóññà ï î ëí î ñòüþ  ðåø àåò ï ðî áëåì ó âî ç-
ì î æí î ñòè ï î ñòðî åí èÿ ï ðàâèëüí î ãî  ë-óãî ëüí èêà öèðêóëåì  è ëè-

í åéêî é. Í àï ðèì åð, ï ðàâèëüí û å 6-, 10-, 15-, 17-, 34-óãî ëüí èêè ï î -
ñòðî èòü ì î æí î , à ï ðàâèëüí û å 7-, 9-, 11-, 13-óãî ëüí èêè - í åëüçÿ
(÷èñëà 7, 11, 13 í å ÿâëÿþ òñÿ ÷èñëàì è Ôåðì à, à 9 = 3 . 3 ï ðåäñòàâèì î
â âèäå ï ðî èçâåäåí èÿ äâóõ î äèí àêî âû õ ï ðî ñòû õ ÷èñåë Ôåðì à,

 ÷òî

çàï ðåù åí î  òåî ðåì î é Ãàóññà). Òåï åðü ÿñí î , ÷òî  ï î ï û òêà Àðõèì åäà
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ï î ñòðî èòü ï ðàâèëüí û é 7-óãî ëüí èê öèðêóëåì  è ëèí åéêî é áû ëà î á-
ðå÷åí à í à í åóäà÷ó.

Òåî ðåì à Ãàóññà ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é çàì å÷àòåëüí û é î áðàçåö ãëó-
áèí í û õ ñâÿçåé, ñóù åñòâóþ ù èõ ì åæäó ðàçëè÷í û ì è ì àòåì àòè÷å-
ñêèì è äèñöèï ëèí àì è. Ñàì à ô î ðì óëèðî âêà òåî ðåì û ñâÿçû âàåò
ãåî ì åòðèþ  ñ òåî ðèåé ÷èñåë, à ñï î ñî á äî êàçàòåëüñòâà - ãåî ì åòðèþ
ñ àëãåáðî é. ×óäåñí û ì  î áðàçî ì  ýòà òåî ðåì à î êàçû âàåòñÿ ñâÿçàí í î é
[18] ñ ô óí êöèåé Ýéëåðà.

Òåî ðåì à. Ï ðàâèëüí û é ï -óãî ëüí èê ì î æí î  ï î ñòðî èòü öèðêóëåì  è ëè-
í åéêî é òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà ô (ë) ÿâëÿåòñÿ ñòåï åí üþ  ÷èñëà 2.

Ñí à÷àëà äî êàæåì  í åî áõî äèì î ñòü ýòî ãî  óñëî âèÿ. Åñëè
ë-óãî ëüí èê ï î ñòðî èòü ì î æí î , òî  ï î  òåî ðåì å Ãàóññà èì ååì  ï  =
= 2êðõ...ðò, ãäå        ðò - ðàçëè÷í û å ì åæäó ñî áî é ï ðî ñòû å ÷èñëà
Ôåðì à, ò. å. ÷èñëà âèäà 22' + 1. Âñå ñî ì í î æèòåëè ÷èñëà ï  âçàèì í î
ï ðî ñòû å, ï î ýòî ì ó, ó÷èòû âàÿ ñâî éñòâà ô óí êöèè Ýéëåðà (§ 1.2),

 èì å-

åì  ô ) = ô (2À:)ô (ð1)...ô Î ?/„). Òàê êàê ô (2*) = 2ê~1, ô (225 + 1) = 22\ òî
ö>(ï ) ÿâëÿåòñÿ ñòåï åí üþ  ÷èñëà 2.

À òåï åðü äî êàæåì  äî ñòàòî ÷í î ñòü óñëî âèÿ. Ï óñòü ô (àÎ = 2å.
Ëþ áî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî  ï  ðàñêëàäû âàåòñÿ í à ï ðî ñòû å ì í î æèòåëè

À2 = 2 . 2... ã,
ãäå 9|9  ßò

 "~ ðàçëè÷í û å ì åæäó ñî áî é ï ðî ñòû å í å÷åòí û å ÷èñ-

ëà, ÿ,, à2,àò
 - í àòóðàëüí û å ï î êàçàòåëè; ê = 0

, 1,2,.... Âñå ñî ì -

í î æèòåëè â ýòî ì  ðàçëî æåí èè âçàèì í î  ï ðî ñòû å, ï î ýòî ì ó ô (ÿ) =
= ô (2À)ô ( |)...ô ( ). Ï î ñêî ëüêó ô (ë) ÿâëÿåòñÿ ñòåï åí üþ  ÷èñëà 2,
à Ö){2ê) = 2ê~1, ô ( ) = äà~]{ä - 1), òî  êàæäû é èç ñî ì í î æèòåëåé
äà~1(ä - 1) åñòü ñòåï åí ü äâî éêè. Í î  ä - í å÷åòí î å ÷èñëî , çí à÷èò,
à= I, ä - \ =2Ã. Òàêèì  î áðàçî ì , êàæäû é í å÷åòí û é ï ðî ñòî é ñî ì í î -
æèòåëü èì ååò âèä ä = 2Ã + \ è âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëî æåí èè ÷èñëà ï
òî ëüêî  â ï åðâî é ñòåï åí è. Í î  ÷èñëî  2Ã + 1 ì î æåò áû òü ï ðî ñòû ì
ëèø ü â ñëó÷àå ã=25 (ñì . óï ð. 1 § 1.2). Î êî í ÷àòåëüí î  ï î ëó÷àåì : êàæ-
äû é í å÷åòí û é ï ðî ñòî é ñî ì í î æèòåëü ÷èñëà ï  åñòü ï ðî ñòî å ÷èñëî
Ôåðì à. Òåî ðåì à äî êàçàí à.

Çâåçä÷àòû å ï ðàâèëüí û å ì í î ãî óãî ëüí èêè

Â ýòî ì  ï àðàãðàô å ì û  âñòðåòèëèñü ñ èí òåðåñí î é ï î ñëåäî âàòåëüí î -
ñòüþ , ñî ñòàâëåí í î é èç ï ÿòèêî í å÷í û õ çâåçä. Ï î ñòðî èì  ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòè èç äðóãèõ çâåçä÷àòû õ ì í î ãî óãî ëüí èêî â. Í î  ñí à÷àëà âû ÿñ-
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á) ëëà) 22

À À
ÀÀ ç

3

À À À7 4 7

ÀÀ À Àá5 5 6

ï  = 7, ò = 3ï  = 7, ò = 2

Ðèñ. 9

í èì , ÷òî  ï î äðàçóì åâàåòñÿ ï î ä ï ðàâèëüí û ì  çâåçä÷àòû ì  ì í î ãî óãî ëüí è-
êî ì . Î í , êàê è ï ðàâèëüí û é ì í î ãî óãî ëüí èê, èì ååò ðàâí û å ñòî ðî í û
è ðàâí û å óãëû , í î , â î òëè÷èå î ò ï î ñëåäí åãî , í å ÿâëÿåòñÿ âû ï óêëû ì :

åãî  ñòî ðî í û  ï åðåñåêàþ òñÿ. Äëÿ ï î ñòðî åí èÿ ï ðàâèëüí û õ çâåçä÷àòû õ
ë-óãî ëüí èêî â âí î âü î áðàòèì ñÿ ê î êðóæí î ñòè. Ðàçäåëèì  åå í à ï  ðàâ-
í û õ ÷àñòåé òî ÷êàì è Àè À2,     Àï

. Í à÷í åì  òåï åðü ñî åäèí ÿòü òî ÷êè

î òðåçêàì è. Åñëè ñî åäèí èòü ñî ñåäí èå òî ÷êè, òî  ï î ëó÷èì  âû ï óêëû é
ì í î ãî óãî ëüí èê. Áóäåì  ñî åäèí ÿòü èõ ÷åðåç î äí ó (ø àã ò = 2): À1 ñ À3,
À3 ñ À5,.... Ï ðè í å÷åòí î ì  ï  ì û  âåðí åì ñÿ â èñõî äí óþ  òî ÷êó 4,, ï ðî é-
äÿ ÷åðåç âñå î ñòàëüí û å (ðèñ. 9, à). Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èì  çâåçä÷àòû é
ì í î ãî óãî ëüí èê. Â ñëó÷àå ï  = 2ê ì û  âåðí åì ñÿ â Ë, ÷åðåç ê ø àãî â, ï î -
ñòðî èâ òàêèì  î áðàçî ì  ï ðàâèëüí û é À:-óãî ëüí èê è ï ðî éäÿ òî ëüêî  ï î -
ëî âèí ó òî ÷åê äåëåí èÿ î êðóæí î ñòè (ðèñ. 10, à, á). ×òî áû î õâàòèòü

à) À
2

ÀÀ
ç

À
À4

á

À
5

ÿ = 6, /è = 2

Ðèñ. 10

á) À
ç

À

ÀÀ
5

Ë Àá '8

À
1

ë = 8, /ÿ = 2
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âñå òî ÷êè, í àäî  ï î âòî ðèòü ï ðî öåññ, í à÷àâ åãî , í àï ðèì åð, ñ òî ÷êè À2.
Ï î ñòðî åí í àÿ òàêèì  î áðàçî ì  ô èãóðà ñî ñòàâëåí à èç äâóõ ï ðàâèëüí û õ

 -óãî ëüí èêî â. Î í à í å ÿâëÿåòñÿ ì í î ãî óãî ëüí èêî ì , òàê êàê í åëüçÿ
ï î ï àñòü èç î äí î é âåðø èí û  â ëþ áóþ  äðóãóþ , äâèãàÿñü òî ëüêî  ï î  î ò-
ðåçêàì , ñî åäèí ÿþ ù èì  âåðø èí û .

Ì î æí î  ñî åäèí ÿòü òî ÷êè Ë
, ÷åðåç äâå (ø àã ò = 3). Í àï ðèì åð, À]

ñ À4, ÀÀñ À7 è ò. ä. (ñì . ðèñ. 9, á). Åñëè ï  êðàòí î  3, òî  ì û  âåðí åì ñÿ
â èñõî äí óþ  òî ÷êó, ñî åäèí èâ ì åæäó ñî áî é òî ëüêî  òðåòüþ  èõ ÷àñòü
(ðèñ. È, à). Âñå âåðø èí û  áóäóò ï ðî éäåí û  ëèø ü â ñëó÷àå ï  = Çê±1
(ðèñ. 9, á9 12).

Âû ÿñí èì  òåï åðü, êî ãäà ï î ëó÷àþ òñÿ ï ðàâèëüí û å çâåçä÷àòû å
ë-óãî ëüí èêè. Ñî åäèí èì  ì åæäó ñî áî é òî ÷êè Ë,, À]+ò, À1+2ò,.... Åñ-
ëè í à ê-ì  ø àãå í î ì åð âåðø èí û  ï î ëó÷àåòñÿ áî ëüø å ÿ, òî  â êà÷åñòâå
ñëåäóþ ù åé áåðåì  âåðø èí ó À

5,
 ãäå 5 åñòü î ñòàòî ê î ò äåëåí èÿ 1 + êò

Àà) 2

ÀÀ
ç

À
4

ÀÀ
5

À6 À7

ë = 9, /è = 3

À9

â) À
2

ÀÀ
ç

À9À
4

À À
5

À6 À7

ÿ = 9, /ë = 4

Ðèñ. è

Àá) 2

Ë À
ç

ÀÀ
4 9

À* À
6 "7

5 3  8

/1 = 9,/è = 2

À
2

À À
ç

À Ë
4

ÀÀ
75

ë = 8, ò = 3

Ðèñ. 12
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í à ï . Â ñëó÷àå Í Î Ä(ò, ï ) = (1 ÷åðåç 5 ø àãî â î êàæåì ñÿ â èñõî äí î é
à

òî ÷êå í å ï ðî éäÿ ÷åðåç âñå ï  òî ÷åê, òåì  ñàì û ì  ë-óãî ëüí èê í å áó-

äåò ï î ñòðî åí . Åñëè æå Í Î Ä(/72, ï )= 1, òî  ï î ï àäåì  â Àõ ëèø ü í à ï -û
ø àãå, ï î ñêî ëüêó êò í å äåëèòñÿ í à ï  ï ðè ê < ï . Ï åðåáèðàÿ âñå ò,
âçàèì í î  ï ðî ñòû å ñ ï , ï î ëó÷èì  ðàçëè÷í û å ï ðàâèëüí û å çâåçä÷àòû å

ë-óãî ëüí èêè (ñì . ðèñ. 9, 11, á, 11, â, 12).

 Óï ðàæí åí èå 5. Ï î êàæèòå, ÷òî  ÷èñëî  ï ðàâèëüí û õ çâåçä÷àòû õ

«-óãî ëüí èêî â ðàâí î        - 1.

Ï î ñêî ëüêó òî ëüêî  äëÿ òðåõ ÷èñåë èì ååò ì åñòî  ðàâåí ñòâî  ô (5) =
= ô (8) = ô (10) = 4, òî  ï ðàâèëüí û å çâåçä÷àòû å 5-, 8-, 10-óãî ëüí èêè,
âï èñàí í û å â çàäàí í óþ  î êðóæí î ñòü, ñóù åñòâóþ ò òî ëüêî  î äí î ãî  âè-

äà êàæäû é. Ï ðè äðóãèõ ï  âèä çâåçä÷àòî ãî  ì í î ãî óãî ëüí èêà çàâèñèò
î ò ø àãà ò, ÷åðåç êî òî ðû é ì û  ñî åäèí ÿåì  î òì å÷åí í û å òî ÷êè î êðóæ-
í î ñòè. Î áî çí à÷èì  òàêî é ì í î ãî óãî ëüí èê ÷åðåç Ì

ò
{ï ).

 Óï ðàæí åí èå 6. Í àéäèòå äëèí ó ñòî ðî í û  à{0 ï ðàâèëüí î ãî  çâåçä÷à-
òî ãî  10-óãî ëüí èêà, âï èñàí í î ãî  â î êðóæí î ñòü ðàäèóñà Ê.
Ï î ñòðî èì  òåï åðü ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ï ðàâèëüí û õ çâåçä÷àòû õ

«-óãî ëüí èêî â. Ï óñòü â î êðóæí î ñòü âï èñàí  ì í î ãî óãî ëüí èê Ì ò(ï ).
Ëåãêî  çàì åòèòü, ÷òî  âí óòðè í åãî  î áðàçî âàëñÿ âû ï óêëû é ï ðàâèëü-
í û é «-óãî ëüí èê. Ñî åäèí ÿÿ åãî  âåðø èí û  ï î ñëåäî âàòåëüí î  ÷åðåç ò,
ï î ëó÷èì  ì í î ãî óãî ëüí èê, ï î äî áí û é èñõî äí î ì ó. Ï ðî äî ëæàÿ ýòî ò
ï ðî öåññ äàëüø å, ï ðèäåì  ê ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè óáû âàþ ù èõ ì í î ãî -
óãî ëüí èêî â Ì ò(ï ). ×òî áû  ï î ñòðî èòü ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü óâåëè÷è-
âàþ ù èõñÿ ì í î ãî óãî ëüí èêî â, ï î ñòóï èì  òàê: ï ðî âåäåì , í àï ðèì åð,

÷åðåç òî ÷êè À] è  ï ðÿì óþ  äî  ï åðåñå÷åí èÿ ñ ï ðÿì î é, ï ðî õî äÿù åé
÷åðåç òî ÷êè À1+ò è 2+ ,

 à åå, â ñâî þ  î ÷åðåäü, - äî  ï åðåñå÷åí èÿ ñ

ï ðÿì î é À1+2òÀ2+2ò è ò. ä. Ï î ëó÷èì  áåñêî í å÷í óþ  â î áå ñòî ðî í û  ï î -
ñëåäî âàòåëüí î ñòü ï î äî áí û õ ï ðàâèëüí û õ çâåçä÷àòû õ «-óãî ëüí èêî â.

 Óï ðàæí åí èå 7. Ï î êàæèòå
, ÷òî  äëÿ ñî ñåäí èõ çâåçä÷àòû õ 10-óãî ëü-

í èêî â êî ýô ô èöèåí ò ï î äî áèÿ ðàâåí  Ô.

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

8. Äî êàæèòå ñëåäóþ ù èå ñâî éñòâà çî ëî òî ãî  ñå÷åí èÿ:
à)ô -1 = ô _ 1

5
ô 2 = ô -û ?ô Ç = 2Ô+ 1;
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â) åñëè î ò çî ëî òî ãî  ï ðÿì î óãî ëüí èêà î òðåçàòü êâàäðàò ì àêñèì àëüí î é
ï ëî ù àäè, òî  î ñòàí åòñÿ çî ëî òî é ï ðÿì î óãî ëüí èê. Ýòî ò ï ðî öåññ áåñêî í å-
÷åí , â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷àåòñÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü çî ëî òû õ ï ðÿì î óãî ëü-

í èêî â, äëèí û  (ì åí üø èõ èëè áî ëüø èõ) ñòî ðî í  êî òî ðû õ î áðàçóþ ò ãåî -
ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèþ  ñî  çí àì åí àòåëåì   = Ô-1;
ã) â âî çâû ø åí í î ì  òðåóãî ëüí èêå ñ åäèí è÷í û ì  î ñí î âàí èåì  ï ðî âåäèòå
î òðåçêè, ï àðàëëåëüí û å î ñí î âàí èþ , äëèí û êî òî ðû õ î áðàçóþ ò ãåî ì åò-
ðè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèþ  {Ô"ë};
ä) í àçî âåì  ï ðÿì î óãî ëüí û é ï àðàëëåëåï èï åä ñ ðåáðàì è Ô, 1 è Ô-1 çî -
ëî òûì . Ï î êàæèòå, ÷òî  äèàãî í àëü çî ëî òî ãî  ï àðàëëåëåï èï åäà ðàâí à 2,
ï ëî ù àäü ï î ëí î é ï î âåðõí î ñòè - 4Ô, î òí î ø åí èå ï ëî ù àäè ï î âåðõí î -
ñòè î ï èñàí í î é ñô åðû ê ï ëî ù àäè åãî  ï î ëí î é ï î âåðõí î ñòè ðàâí î
ê: Ô;

å) ï óñòü à, Ü,ñ - äëèí û  ñòî ðî í  òðåóãî ëüí èêà (â òî ì  ÷èñëå è âû ðî æäåí -

í î ãî ), 0 < à <  < ñ, òî ãäà òø  < |> < Ô.
[Ü à]

9
. Î áî çí à÷èâ ÷åðåç 5Ë

 ï ëî ù àäü ï ðàâèëüí î ãî  «-óãî ëüí èêà, âï èñàí í î ãî  â

åäèí è÷í óþ  î êðóæí î ñòü, äî êàæèòå ô î ðì óëó 82ï
 =  2 -       - ( ) .

10. Ï óñòü õ, ó, I- êàòåòû è ãèï î òåí óçà ï ðÿì î óãî ëüí î ãî  òðåóãî ëüí èêà, àê

è - ñòî ðî í û  ñî î òâåòñòâåí í î  âû ï óêëî ãî  è çâåçä÷àòî ãî  ï ðàâèëüí û õ

Ë:-óãî ëüí èêî â, âï èñàí í û õ â î äí ó è òó æå î êðóæí î ñòü. Äî êàæèòå, ÷òî :

à) åñëè õ = ÿ10, ó = à(0, òî  ã = à3;
á) åñëè õ = àò ó = àâ,òî 1 = à5;

â) åñëè õ = à[0, ó = à6,òî  1= à .

§ 2.2. Çàäà÷è Àðõèì åäà

Àðáåëî í

Äâå èí òåðåñí û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè êðóãî â ï î ÿâèëèñü â òðàêòàòå
«Ì àòåì àòèêà» äðåâí åãðå÷åñêî ãî  ó÷åí î ãî  Ï àï ï à, æèâø åãî  â III â.
è

. ý. Çàäà÷è, ñâÿçàí í û å ñ ýòèì è ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿì è, êàê ï ðåäï î -
ëàãàþ ò ó÷åí û å, áû ëè ðåø åí û  Àðõèì åäî ì . Ï ðèâåäåì  ýòè çàäà÷è â
ô î ðì óëèðî âêå Ï àï ï à [3, ñ. 606], çàì åí èâ ãðå÷åñêèå áóêâû áî ëåå
ï ðèâû ÷í û ì è í àì  ëàòèí ñêèì è.

Çàäà÷à 1. «Âî çüì åì  òðè êàñàþ ù èåñÿ äðóã äðóãà ï î ëóî êðóæí î ñòè
ÀÎ Â, ÀÅÑ, ÑÐÂ è â çàêëþ ÷àþ ù óþ ñÿ ì åæäó èõ î êðóæí î ñòÿì è ô èãó-

§ 2.2. Çàäà÷è Àðõèì åäà. Àðáåëî í

4 - 4232

49



î 4
î

î
ç

Î
2

Å

Î

À Ñ Â

Ðèñ. 13

ðó, êî òî ðóþ  í àçû âàþ ò àð6åëî í \ âï èø åì  í åñêî ëüêî  êðóãî â, êàñàþ -
ù èõñÿ äðóã äðóãà è î ñí î âí û õ ï î ëóêðóãî â (ðèñ. 13); ï óñòü öåí òðû
ýòèõ êðóãî â áóäóò Î ,, 02, Î 3, 04. Òðåáóåòñÿ ï î êàçàòü, ÷òî  î ï óù åí í û é
èç öåí òðà 0{ í à ÀÂ ï åðï åí äèêóëÿð áóäåò ðàâåí  äèàì åòðó êðóãà, î ï è-
ñàí í î ãî  î êî ëî  Î ]* äàëåå, ÷òî  ï åðï åí äèêóëÿð, î ï óù åí í û é èç Ñ » áó-
äåò âäâî å áî ëüø å äèàì åòðà êðóãà î êî ëî  02, à ï åðï åí äèêóëÿð èç Î 3
âòðî å áî ëüø å ñî î òâåòñòâóþ ù åãî  äèàì åòðà, è âî î áù å ï î ñëåäî âà-
òåëüí û å ï åðï åí äèêóëÿðû áóäóò êðàòí û ì è ñî î òâåòñòâóþ ù èõ äèà-
ì åòðî â â ï ðî ô åññèè í àòóðàëüí î ãî  ðÿäà ÷èñåë, ï ðè÷åì  âï èñû âàí èå

êðóãî â ì î æåò ï ðî äî ëæàòüñÿ äî  áåñêî í å÷í î ñòè».

Òàêèì  î áðàçî ì , â çàäà÷å óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî  î òí î ø åí èÿ äëèí
ï åðï åí äèêóëÿðî â, î ï óù åí í û õ èç öåí òðî â î êðóæí î ñòåé, âï èñàí -
í û õ â àðáåëî í , ê äèàì åòðàì  ýòèõ î êðóæí î ñòåé î áðàçóþ ò ï î ñëåäî -
âàòåëüí î ñòü í àòóðàëüí û õ ÷èñåë 1, 2, 3,....

Çàäà÷à 2. «Ï óñòü ÀÎ Â è ÀÅÑáóäóò ï î ëóêðóãè (ðèñ. 14), î ï èø åì  êà-
ñàòåëüí û å ê èõ î êðóæí î ñòÿì  êðóãè ñ öåí òðàì è Î ,,  Ç' à òàêæå
ñëåäóþ ù èå çà í èì è âï ëî òü äî  òî ÷êè À. Òåï åðü òî , ÷òî  î ï óù åí í û é
èç Î , í à ÀÂ ï åðï åí äèêóëÿð áóäåò ðàâåí  ðàäèóñó êðóãà Î ,, ÿâëÿåòñÿ

î ÷åâèäí û ì ; åù å ÿ óòâåðæäàþ , ÷òî  ï åðï åí äèêóëÿð, î ï óù åí í û é èç

02, áóäåò âòðî å áî ëüø å ðàäèóñà êðóãà 02, î ï óù åí í û é èç Î 3 - â ï ÿòü
ðàç áî ëüø å ðàäèóñà êðóãà Î ú è âñå ñëåäóþ ù èå ï åðï åí äèêóëÿðû  áó-

I Î ò ãðå÷. àðÐ Õî ó - ñêðåáî ê, ñåêèðà, ñàï î æí û é í î æ.
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äóò áî ëüø å ñî î òâåòñòâóþ ù èõ ðàäèóñî â â êðàòí î ñòÿõ ï î ñëåäî âà-
òåëüí û õ í å÷åòí û õ ÷èñåë».

Àâòî ðñòâî  Àðõèì åäà â ðåø åí èè ýòèõ çàäà÷ í àèáî ëåå âåðî ÿòí î ,
ï î ñêî ëüêó Ï àï ï  â ï ðî öåññå äî êàçàòåëüñòâà ññû ëàåòñÿ í à ðåçóëüòà-
òû  Àðõèì åäà. Ê òî ì ó æå Àðõèì åä î áðàù àëñÿ è ê äðóãèì  çàäà÷àì ,
ñâÿçàí í û ì  ñ àðáåëî í î ì . Ðåø èòå èõ â êà÷åñòâå óï ðàæí åí èé.

 Óï ðàæí åí èå 1. Ï î êàæèòå,
 ÷òî

ï ëî ù àäü àðáåëî í à ðàâí à ï ëî -
ù àäè êðóãà, ï î ñòðî åí í î ãî  í à

ï åðï åí äèêóëÿðå ÑÎ  êàê í à äèà-
ì åòðå (ðèñ. 15).

è

ãåí å âë

Ðèñ. 15

Ø Óï ðàæí åí èå 2. Äî êàæèòå,
 ÷òî

êðóãè, âï èñàí í û å â àðáåëî í  ï î
î áå ñòî ðî í û  î ò ï åðï åí äèêóëÿ-
ðà ÑÎ  (ñì . ðèñ. 15), ðàâí û .

Ï ðàâäà, äðåâí åãðå÷åñêèé òåêñò
è ýòèõ çàäà÷ í å ñî õðàí èëñÿ, í î  èì ååòñÿ åãî  ï åðåâî ä í à àðàáñêèé
ÿçû ê. Ï åðåâî ä÷èê, àðàáñêèé ì àòåì àòèê Ñàáèò èáí  Êóððà (IX â.)
ï ðèï èñû âàåò èõ Àðõèì åäó.

Àí òè÷í û å ó÷åí û å ðåø àëè ãåî ì åòðè÷åñêèå çàäà÷è, ñðàâí èâàÿ
ðàññì àòðèâàåì û å î òðåçêè è óñòàí àâëèâàÿ ñî î òí î ø åí èÿ ì åæäó

í èì è. Ñ ýòî é öåëüþ  èì  ÷àñòî  ï ðèõî äèëî ñü âû ñòðàèâàòü äëèí í û å
öåï è ï ðî ï î ðöèé - ðåø åí èÿ ï î ëó÷àëèñü äî âî ëüí î  ãðî ì î çäêè-
ì è. Î êàçû âàåòñÿ [38], ì î æí î  ðåø èòü çàäà÷è Àðõèì åäà ñî âñåì
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êî ðî òêî  è äàæå äî êàçàòü áî ëåå î áù èå óòâåðæäåí èÿ, åñëè î áðàòèòü-
ñÿ ê çàì å÷àòåëüí î ì ó ï ðåî áðàçî âàí èþ  ï ëî ñêî ñòè, í àçû âàåì î ì ó èí -
âåðñèåé.

Èí âåðñèÿ

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî  ýòî  ï ðåî áðàçî âàí èå áû ëî  ââåäåí î  â 1830 ã. í åì åö-
êèì  ì àòåì àòèêî ì  Ë. Ì àãí óñî ì , õî òÿ î í î  óæå ðàññì àòðèâàëî ñü
â òðóäàõ äðåâí åãðå÷åñêî ãî  ãåî ì åòðà Àï î ëëî í èÿ (III â. äî  í . ý.). Í å-
ñì î òðÿ í à ñâî é äî âî ëüí î  þ í û é âî çðàñò, ñ÷èòàÿ î ò âòî ðî ãî  ðî æäå-
í èÿ, èí âåðñèÿ áû ñòðî  çàí ÿëà äî ñòî éí î å ì åñòî  â ñåì üå ãåî ì åòðè÷å-
ñêèõ ï ðåî áðàçî âàí èé. Í àèáî ëåå ÷àñòî  î í à èñï î ëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ,
ñâÿçàí í û õ ñ êàñàþ ù èì èñÿ î êðóæí î ñòÿì è í à ï ëî ñêî ñòè è êàñàþ -

ù èì èñÿ ñô åðàì è â ï ðî ñòðàí ñòâå. Ì û  î ãðàí è÷èì ñÿ ðàññì î òðåí èåì
ï ðåî áðàçî âàí èÿ èí âåðñèè í à ï ëî ñêî ñòè.

Ï óñòü í à ï ëî ñêî ñòè çàäàí à î êðóæí î ñòü ñî  ðàäèóñà Ê ñ öåí òðî ì  â
í åêî òî ðî é òî ÷êå Î . Èí âåðñèåé (î ò ëàò. ø óåãçþ  - ï åðåâî ðà÷èâàí èå,
î áðàù åí èå) í àçû âàþ ò òàêî å ï ðåî áðàçî âàí èå ï ëî ñêî ñòè, ï ðè êî òî -
ðî ì  ëþ áî é òî ÷êå Ä/, î òëè÷í î é î ò Î , ñòàâèòñÿ â ñî î òâåòñòâèå òî ÷êà
Ì ' òàêàÿ, ÷òî  Ì ' ëåæèò í à ëó÷å Î Ì è Î Ì * Î Ì ' = Ê2, Òî ÷êà Î  í àçû -
âàåòñÿ öåí òðî ì  èí âåðñèè, Ê - ðàäèóñî ì  èí âåðñèè, ñî  - áàçèñí î é î ê-
ðóæí î ñòüþ . Èç î ï ðåäåëåí èÿ âû òåêàåò ï ðàâèëî  ï î ñòðî åí èÿ òî ÷êè,
èí âåðñí î é äàí í î é (ðèñ. 16): åñëè òî ÷êà Ë/ëåæèò âí óòðè î êðóæí î ñ-
òè ñî , òî  âî ññòàí àâëèâàþ ò â ýòî é òî ÷êå ï åðï åí äèêóëÿð ê ëó÷ó Î Ì  ï î
åãî  ï åðåñå÷åí èÿ â òî ÷êå À ñ î êðóæí î ñòüþ  ñî , à çàòåì  ï ðî âî äÿò êàñà-
òåëüí óþ  ê ñî  â òî ÷êå À; ýòà êàñàòåëüí àÿ ï åðåñåêàåò ëó÷ Î Ì  â èñêî ì î é
òî ÷êå Ì '

. Äëÿ òî ÷åê, ðàñï î ëî æåí í û õ âí å ñî , ï î ñòðî åí èå ï ðî âî äèòñÿ
â î áðàòí î ì  ï î ðÿäêå. Ï ðèâåäåí í û é ñï î ñî á ï î ñòðî åí èÿ ì î æåò áû òü
ï ðèí ÿò çà ãåî ì åòðè÷åñêî å î ï ðåäåëåí èå èí âåðñèè.

ßñí î , ÷òî  òî ÷êè áàçèñí î é î ê-

ðóæí î ñòè ñî  ï ðè èí âåðñèè î ñòàþ ò-

ñÿ í åï î äâèæí û ì è; òî ÷êè, ðàñï î -

ëî æåí í û å âí óòðè áàçèñí î é î ê-
ðóæí î ñòè, ï åðåõî äÿò â òî ÷êè,

ëåæàù èå âí å ñî , è í àî áî ðî ò; ï ðÿ-
ì àÿ, ï ðî õî äÿù àÿ ÷åðåç öåí òð èí -

âåðñèè, ò. å. ï ðÿì àÿ, ï åðï åí äèêó-

ëÿðí àÿ ñî , ï åðåõî äèò â ñåáÿ. Í à-
ï î ì í èì , ÷òî  ï î ä óãëî ì  ì åæäó

ëèí èÿì è â òî ÷êå èõ ï åðåñå÷åí èÿ

ï î í èì àåòñÿ óãî ë ì åæäó êàñàòåëü-

À

(Î

Î ì Â Ì '

Ðèñ. 16
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í û ì è ê í èì  â ýòî é òî ÷êå. Ï î âòî ðí î  ï ðèì åí åí í àÿ èí âåðñèÿ ñ òåì
æå öåí òðî ì  è òî é æå î êðóæí î ñòüþ  âî çâðàù àåò âñå òî ÷êè í à ñâî è
ì åñòà. Ýòè ñâî éñòâà ï î çâî ëÿþ ò í àçâàòü èí âåðñèþ  ñèì ì åòðèåé î ò-
í î ñèòåëüí î  áàçèñí î é î êðóæí î ñòè. Äëÿ ï î ëí î ãî  î áî ñí î âàí èÿ òàêî ãî
í àçâàí èÿ ï î êàæåì , ÷òî  î ñåâàÿ ñèì ì åòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ï ðåäåëüí û ì

ñëó÷àåì  èí âåðñèè ï ðè Ë î î . â ñàì î ì  äåëå, î áî çí à÷èì  ðàññòî ÿ-
í èÿ Ì Â= Äì  ÂÌ ' = é' (ðèñ. 16); òàê êàê (/?-</).(/? + </') = Ë2, òî

ñ! = [\ - 4'

. Åñëè òåï åðü î ñòàâèòü òî ÷êó Â í à ì åñòå, à öåí òð Î

ï î  ëó÷ó ÂÎ  óñòðåì èòü â áåñêî í å÷í î ñòü, òî  î êðóæí î ñòü ñî  ï åðåéäåò
â ï ðÿì óþ , ï åðï åí äèêóëÿðí óþ  î òðåçêó Ì Ì '

, è áóäåò âû ï î ëí ÿòüñÿ
ðàâåí ñòâî  ñ!' = (1.

Ï î çí àêî ì èì ñÿ åù å ñ í åêî òî ðû ì è ñâî éñòâàì è èí âåðñèè.

Ñâî éñòâî  1. Î êðóæí î ñòü ó, ï ðî õî äÿù àÿ ÷åðåç öåí òð èí âåðñèè, ï åðåõî -
äèò â ï ðÿì óþ , ï åðï åí äèêóëÿðí óþ  ëèí èè öåí òðî â äàí í î é î êðóæí î ñòè
è áàçèñí î é,

Äî êàçàòåëüñòâî . Ï óñòü Î , - öåí òð î êðóæí î ñòè ó, ï ðî õî -
äÿù åé ÷åðåç öåí òð Î  èí âåðñèè, À - òî ÷êà, â êî òî ðî é ó ï åðåñåêàåò
ëèí èþ  öåí òðî â 00,, À' - òî ÷êà

, èí âåðñí àÿ À (ðèñ. 17). Ï î êàæåì ,
÷òî  ó ï åðåõî äèò â ï ðÿì óþ  /, ï åðï åí äèêóëÿðí óþ  00, è ï ðî õî äÿù óþ
÷åðåç òî ÷êó À'

. Âî çüì åì  ï ðî èçâî ëüí óþ  òî ÷êó 5 í à ó è ï î ñòðî èì  èí -
âåðñí óþ  åé òî ÷êó Â*

. Äî ñòàòî ÷í î  óáåäèòüñÿ, ÷òî  óãî ë Î À'Â' ï ðÿì î é.
Òàê êàê Î Â-Î Â' = Î À-Î À' = Ê2, òî  Î À : Î Â = Î Â' : Î À',
ñëåäî âàòåëüí î , òðåóãî ëüí èêè

Î ÂÀ è Î À'Â' ï î äî áí û , î òêóäà
À Î À'Â' = À Î ÂÀ, à ï î ñëåä-

í èé - ï ðÿì î é (êàê âï èñàí í û é,
î ï èðàþ ù èéñÿ í à äèàì åòð).
Ñâî éñòâî  äî êàçàí î .

Î ÷åâèäí î , âåðí î  è î áðàòí î å
óòâåðæäåí èå.

Ñâî éñòâî  2. Ï ðÿì àÿ, í å ï ðî õî äÿ-
ù àÿ ÷åðåç öåí òð èí âåðñèè, ï ðåî á-
ðàçóåòñÿ â î êðóæí î ñòü, ï ðî õî äÿ-
ù óþ  ÷åðåç öåí òð èí âåðñèè.

Ñâî éñòâî  3. Î êðóæí î ñòü ó, í å
ï ðî õî äÿù àÿ ÷åðåç öåí òð èí âåðñèè

I

Â'

Â

Î
Î 'À À'

Ó

Ðèñ. 17

§ 2.2. Çàäà÷è Àðõèì åäà. Èí âåðñèÿ

'1

53



Ì '

4 2
3N 1

ÑÂ â ëÓ

Ó

Î
, ï åðåõî äèò â î êðóæí î ñòü ó', òàêæå í å ï ðî õî äÿù óþ  ÷åðåç òî ÷êó Î ;

ï ðè÷åì  î êðóæí î ñòè ó è ó' ãî ì î òåòè÷í û  ñ öåí òðî ì  ãî ì î òåòèè Î .

Äî êàçàòåëüñòâî . Ï óñòü Î  - öåí òð áàçèñí î é, à Ñ - öåí òð
äàí í î é î êðóæí î ñòè ó (í à ðèñ. 18 áàçèñí àÿ î êðóæí î ñòü í å èçî áðà-
æåí à). Ëèí èÿ öåí òðî â ï åðåñåêàåò î êðóæí î ñòü ó â òî ÷êàõ Àè Â. Èí -
âåðñí û å èì  òî ÷êè î áî çí à÷èì  ÷åðåç À' è Â'. Òàê êàê Î À'Î À' =

= Î Â* Î Â' = Ê2
, òî  Î À': Î Â = Î Â': Î À = ê. Ï ðèì åí èì  ãî ì î òåòèþ  ñ

öåí òðî ì  Î  è êî ýô ô èöèåí òî ì  ê. Â ðåçóëüòàòå î êðóæí î ñòü ó ñ äèà-
ì åòðî ì  ÀÂ ï åðåéäåò â î êðóæí î ñòü ó' ñ äèàì åòðî ì  Â'À'. Ï î êàæåì ,
÷òî  ó' - î êðóæí î ñòü, èí âåðñí àÿ ó (ï ðè ýòî ì  èõ öåí òðû  Ñ è /) í å ï å-
ðåõî äÿò äðóã â äðóãà ï ðè èí âåðñèè). Âî çüì åì  í à ó ï ðî èçâî ëüí óþ
òî ÷êó Ì  è ï ðî âåäåì  ëó÷ Î Ì . Ï óñòü î í  âòî ðî é ðàç ï åðåñåêàåò î ê-
ðóæí î ñòü ó â òî ÷êå Ì , à î êðóæí î ñòü ó' - â òî ÷êàõ Ì ' è Ì '; çäåñü
òî ÷êà Ì ' ãî ì î òåòè÷í à òî ÷êå Ë/, à Ë/' - òî ÷êå N. Òàê êàê ÑÌ \\ Î Ì \
òî  öåí òðàëüí û å óãëû  Î Ñ Ì è Î  Î Ì ' ðàâí û  è, ñëåäî âàòåëüí î , /. Î ÂÌ =
= À Î Ì 'Â'

. Ï î ýòî ì ó òðåóãî ëüí èêè Î ÂÌ  è Î Ë/'/Ãï î äî áí û , î òêóäà
Î Ì ': Î Â' = Î Â: Î Ì ø è Î Ì - Î Ì ' = Î Â- Î Â' = Ê2. Òàêèì  î áðàçî ì ,
òî ÷êà Ì ' î êðóæí î ñòè ó' ÿâëÿåòñÿ èí âåðñí î é äëÿ Ì . Ñâî éñòâî  äî êà-
çàí î .

Ñâî éñòâî  4. Ï ðè èí âåðñèè ñî õðàí ÿþòñÿ óãëû  ì åæäó ëèí èÿì è,

Ì û  äî êàæåì  ýòî  ñâî éñòâî  ï ðèì åí èòåëüí î  ê ï ðÿì û ì  è î ê-
ðóæí î ñòÿì . Ñí à÷àëà ï î êàæåì , ÷òî  ï ðÿì àÿ, ï ðî õî äÿù àÿ ÷åðåç
öåí òð èí âåðñèè, ï åðåñåêàåò äàí í óþ  î êðóæí î ñòü ó è èí âåðñí óþ  åé
ï ðÿì óþ  èëè î êðóæí î ñòü ï î ä î äèí àêî âû ì è óãëàì è. Â ï åðâî ì  ñëó-
÷àå î áðàòèì ñÿ ê ðèñóí êó 17 è ï ðî âåäåì  â òî ÷êàõ Î í  Â êàñàòåëüí û å
ê î êðóæí î ñòè ó. Óòâåðæäåí èå ñëåäóåò èç ðàâåí ñòâà î òì å÷åí í û õ í à
ðèñóí êå óãëî â. Âî  âòî ðî ì  ñëó÷àå (ñì . ðèñ. 18) ï ðî âåäåì  êàñàòåëü-
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í û å ê ó â òî ÷êàõ Ì è N,àêó' â òî ÷êàõ  è Ì '. Èç ãî ì î òåòèè î êðóæ-
í î ñòåé ï î ëó÷àåì   1 =  2,  3 =  4, í î   1 =  3,

 ÷òî  è äî êàçû âà-

åò í àø å óòâåðæäåí èå.

Ï óñòü òåï åðü Ë/ - òî ÷êà ï åðåñå÷åí èÿ äâóõ ëèí èé ð è ó (êàæäàÿ
èç í èõ ì î æåò áû òü î êðóæí î ñòüþ  èëè ï ðÿì î é); ï ðè èí âåðñèè î í è
ï åðåéäóò â ëèí èè ð' è ó', ï åðåñåêàþ ù èåñÿ â òî ÷êå Ë/'. Ï ðî âåäåì  ÷å-
ðåç òî ÷êè Ì è Ì ' ï ðÿì óþ  /, î í à ï ðî éäåò ÷åðåç öåí òð èí âåðñèè. Óã-
ëû , î áðàçî âàí í û å ëèí èÿì è ð è Ð' ñ ï ðÿì î é /, ï î  äî êàçàí í î ì ó ðàâ-
í û  ì åæäó ñî áî é; àí àëî ãè÷í î  ðàâí û  ì åæäó ñî áî é óãëû , î áðàçî âàí -
í û å ó è ó' ñ ï ðÿì î é /. Î òêóäà è ñëåäóåò ñâî éñòâî  4.

À òåï åðü âñï î ì í èì , ÷òî  ì û  í àçâàëè èí âåðñèþ  ñèì ì åòðèåé î ò-
í î ñèòåëüí î  áàçèñí î é î êðóæí î ñòè. Í î  ï ðè ñèì ì åòðèè î òí î ñèòåëü-
í î  ï ðÿì î é / ëþ áàÿ ï ðÿì àÿ è ëþ áàÿ î êðóæí î ñòü ï åðåõî äÿò â ñåáÿ
òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà î í è ï åðï åí äèêóëÿðí û  /. Âû ï î ëí ÿåòñÿ
ëè ýòî  ñâî éñòâî  äëÿ èí âåðñèè? ßñí î , ÷òî  ï ðÿì àÿ, ï åðï åí äèêóëÿð-
í àÿ áàçèñí î é î êðóæí î ñòè ñî , ï åðåéäåò â ñåáÿ (âåäü î í à ï ðî õî äèò
÷åðåç öåí òð èí âåðñèè), è í àî áî ðî ò: åñëè ï ðÿì àÿ ï åðåõî äèò â ñåáÿ
ï ðè èí âåðñèè, òî  î í à ï ðî õî äèò ÷åðåç öåí òð èí âåðñèè, à çí à÷èò,

ï åðï åí äèêóëÿðí à î êðóæí î ñòè ñî . Î êàçû âàåòñÿ, ýòî  ñâî éñòâî  ñî õðà-
í ÿåòñÿ è äëÿ î êðóæí î ñòåé.

Ñâî éñòâî  5. Ï ðè èí âåðñèè î òí î ñèòåëüí î  î êðóæí î ñòè ñî  ëþ áàÿ î ê-
ðóæí î ñòü, ï åðï åí äèêóëÿðí àÿ ñî , ï åðåõî äèò â ñåáÿ.

Í à ñàì î ì  äåëå, åñëè î êðóæí î ñòü ó ï åðï åí äèêóëÿðí à î êðóæí î ñ-
òè ñî , òî  î í à í å ï ðî õî äèò ÷åðåç öåí òð èí âåðñèè (äî êàæèòå), à ï î -
ýòî ì ó â ðåçóëüòàòå èí âåðñèè ï åðåéäåò ñí î âà â î êðóæí î ñòü ó'.

 Òî ÷-

êè ï åðåñå÷åí èÿ î êðóæí î ñòåé ó è ñî  î ñòàí óòñÿ í åï î äâèæí û ì è è,
êðî ì å òî ãî , ñî õðàí ÿåòñÿ ï åðï åí äèêóëÿðí î ñòü ýòèõ î êðóæí î ñòåé.
Ýòèì è ñâî éñòâàì è î êðóæí î ñòü î ï ðåäåëÿåòñÿ î äí î çí à÷í î , ñëåäî âà-
òåëüí î , ó è ó' ñî âï àäàþ ò.

Ñâî éñòâî  6. Ï óñòü ó - î êðóæí î ñòü, î òëè÷í àÿ î ò áàçèñí î é. Åñëè ï ðè
èí âåðñèè ó ï åðåõî äèò â ñåáÿ, òî ó èñî  ï åðï åí äèêóëÿðí û .

Ï î ñêî ëüêó ó ï åðåõî äèò ï ðè èí âåðñèè â ñåáÿ, òî  î í à ï åðåñåêàåò
áàçèñí óþ  î êðóæí î ñòü ñî  â äâóõ òî ÷êàõ Àè Â. Ï ðî âåäåì  ÷åðåç î äí ó
èç í èõ, í àï ðèì åð òî ÷êó À, è ÷åðåç öåí òð Î  èí âåðñèè ï ðÿì óþ . Äëÿ
äî êàçàòåëüñòâà ï åðï åí äèêóëÿðí î ñòè ó è ñî  äî ñòàòî ÷í î  ï î êàçàòü, ÷òî

Î À êàñàåòñÿ î êðóæí î ñòè ó. Ï ðåäï î ëî æèì  ï ðî òèâí î å: ýòà ï ðÿì àÿ
ï åðåñåêàåò ó åù å â î äí î é òî ÷êå Ñ. Ï ðè èí âåðñèè Ñ ï åðåéäåò â Ñ,
î òëè÷í óþ  î ò Ñ (òàê êàê Ñ í å ï ðèí àäëåæèò ñî ), ï ðè÷åì  Ñ ëåæèò í à
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Î À è í à ó. Í î  ï ðÿì àÿ í å ì î æåò ï åðåñåêàòü î êðóæí î ñòü â òðåõ òî ÷-
êàõ. Çí à÷èò, í àø å ï ðåäï î ëî æåí èå í åâåðí î . Ï ðÿì àÿ Î À êàñàåòñÿ
î êðóæí î ñòè ó. Ñâî éñòâî  äî êàçàí î .

Î áî áù åí èÿ çàäà÷ Àðõèì åäà

Ï ðåäëî æåí èå. Ï óñòü ÀÂ è ÀÑ - äèàì åòðû  ï î ëóêðóãî â (ðèñ. 19). Âï è-
ø åì  â î áðàçî âàâø èéñÿ ðî ãî âèäí û é óãî ë ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü î êðóæ-
í î ñòåé ó,, Ó2,..., ï î ï àðí î  êàñàþ ù èõñÿ äðóã äðóãà ñ ðàäèóñàì è ã,, à , ...,
ï î ëî æåí èå ï åðâî é î êðóæí î ñòè ï ðî èçâî ëüí î . Î áî çí à÷èì  ÷åðåç È

ï
 äëè-

í ó ï åðï åí äèêóëÿðà, î ï óù åí í î ãî  èç öåí òðà ï -é î êðóæí î ñòè í à ÀÂ. Î ò-
í î ø åí èÿ õ

ï
 = Í

ï
 : ã

ï  î áðàçóþ ò àðèô ì åòè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèþ  ñ ðàçí î -
ñòüþ  2.

Äî êàçàòåëüñòâî . Ï óñòü Î ,, ... ~~ öåí òðû  î êðóæí î ñòåé

ó,, ó2, ... . Áóäåì  ñ÷èòàòü ÀÂ = 2Ê, ÀÑ = 2ã. Ï ðî èçâåäåì  èí âåðñèþ
ï î ëó÷åí í î é êî í ñòðóêöèè î òí î ñèòåëüí î  î êðóæí î ñòè ñî  ðàäèóñà 2Ê
ñ öåí òðî ì  â òî ÷êå À. Â ðåçóëüòàòå èí âåðñèè èñõî äí û å ï î ëóî êðóæ-
í î ñòè ï åðåéäóò â ëó÷è ÂÜ è Ñ'Ê, ï åðï åí äèêóëÿðí û å ï ðÿì î é ÀÂ,

à ó,, ó2, ... - â î êðóæí î ñòè ó'

,, ó , êàñàþ ù èåñÿ ýòèõ ëó÷åé è ï î -
ï àðí î  äðóã äðóãà. (Í àï î ì í èì , ÷òî  öåí òðû  Ð19 Ð2,... ýòèõ î êðóæí î ñ-
òåé í å ÿâëÿþ òñÿ èí âåðñí û ì è äëÿ òî ÷åê Î ,, Ñ ' ... .) Î áî çí à÷èì  ÷å-

ê(Î

Ð
2

Ó2

Î
2

Ó2 Ð
Î
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ðåç ð ðàäèóñû  ï î ëó÷åí í û õ î êðóæí î ñòåé. Î ï óñòèì  èç öåí òðî â Î , è

Ð, ï åðï åí äèêóëÿðû  Î , ß  è ÒÓ í à ï ðÿì óþ  45 è î áî çí à÷èì  Î õÍ = Í ü

Ð]Ì = ã\. Î êðóæí î ñòè ó, è ó',, êàê è òðåóãî ëüí èêè ÀÎ õÍ \\ ÀÐÕÌ ,
 ãî -

ì î òåòè÷í û  ñ î äí èì  è òåì  æå êî ýô ô èöèåí òî ì  ãî ì î òåòèè. Ï î ýòî ì ó

õ, = - = 3 . Äëÿ ñëåäóþ ù åé î êðóæí î ñòè èì ååì  Õ') = - =  + 2ð =

ãã    Ð Ã2 Ð
= ë:, + 2. Àí àëî ãè÷í î  äëÿ ëþ áî ãî  í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà à/ âû âî äèòñÿ

ðàâåí ñòâî

Ñëåäî âàòåëüí î , ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü {õ  ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é àðèô -
ì åòè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèþ  ñ ðàçí î ñòüþ  2. Ï ðåäëî æåí èå äî êàçàí î .

×òî áû  ï î ëó÷èòü ðåø åí èå çàäà÷è 1 Àðõèì åäà, í óæí î  ê ï î ñëåäî -
âàòåëüí î ñòè      ï ðèñî åäèí èòü åù å î äèí  ýëåì åí ò    = 0. Ï ðè ýòî ì

ê ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè âï èñàí í û õ î êðóæí î ñòåé ï ðèñî åäèí ÿåòñÿ
ï î ëóî êðóæí î ñòü àðáåëî í à ñ äèàì åòðî ì  ÑÂ. Í óæí î  òî ëüêî  ï î ì -
í èòü, ÷òî  Àðõèì åä â çàäà÷å 1 ðàññì àòðèâàåò î òí î ø åí èÿ Í

ï
 í å ê ðà-

äèóñàì  ãë, à ê äèàì åòðàì , ï î ýòî ì ó ó í åãî  âî çí èêàåò ï î ñëåäî âàòåëü-

í î ñòü í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, à ó í àñ - ÷åòí û õ: 2,4, 6,.... Ï î ëàãàÿ â ï î -
ñëåäî âàòåëüí î ñòè     õ, = 1, ï î ëó÷àåì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü í å÷åòí û õ

÷èñåë, ò. å. ðåø åí èå çàäà÷è 2 Àðõèì åäà.

Çàì å÷àí èå. Ñ ï î ì î ù üþ  èí âåðñèè ï ðî èçâî ëüí î å ðàñï î ëî æåí èå êàñàþ -
ù èõñÿ î êðóæí î ñòåé, ðàññì î òðåí í û õ â ï ðåäû äóù åì  ï ðåäëî æåí èè,
ì î æí î  ï ðèâåñòè ê ñëó÷àþ  àðáåëî í à.

Í à ñàì î ì  äåëå, â ðåçóëüòàòå èí âåðñèè ñ öåí òðî ì  â òî ÷êå À ï î ëó-
÷àåì  êî í ñòðóêöèþ , èçî áðàæåí í óþ  í à ðèñóí êå 19. Åñëè âí î âü ï ðî -
èçâåñòè èí âåðñèþ  î òí î ñèòåëüí î  î êðóæí î ñòè ñ öåí òðî ì , ðàñï î ëî -

æåí í û ì  í à ï ðÿì î é, ï àðàëëåëüí î é ÀÂ è ï ðî õî äÿù åé ÷åðåç òî ÷êó
Ð]9 òî  ï î ëó÷èì  àðáåëî í  ñ âï èñàí í û ì è â í åãî  î êðóæí î ñòÿì è.

Àðõèì åäà èí òåðåñî âàëî  è âû ðàæåí èå äëÿ ðàäèóñà ã, î êðóæí î ñ-

òè, âï èñàí í î é â àðáåëî í , ÷åðåç ðàäèóñû  Ê è ã èñõî äí û õ êðóãî â. Î í
ðàññì î òðåë ñëó÷àé, êî ãäà ã: /? = 3 : 5, è, èñï î ëüçóÿ ï ðî ï î ðöèî í àëü-
í î ñòü î òðåçêî â, ï î ëó÷èë, ÷òî  ã,: /? = 6 : 19. Äî êàçàòåëüñòâî  Àðõèì å-
äà (ï î  åãî  ñî áñòâåí í î ì ó çàì å÷àí èþ ) ëåãêî  ì î æåò áû òü ï åðåí åñåí î
í à ñëó÷àé ëþ áî ãî  ñî î òí î ø åí èÿ ì åæäó ðàäèóñàì è Êè ã î êðóæí î ñ-
òåé àðáåëî í à.

Èí âåðñèÿ äàåò âî çì î æí î ñòü âû ðàçèòü ÷åðåç Ë è ã í å òî ëüêî  ã19
í î  è âñå ãï  ï ðè ï ðî èçâî ëüí î ì  ðàñï î ëî æåí èè ï åðâî é î êðóæí î ñòè.
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Ðèñ. 20

Ðàäè ï ðî ñòî òû âû ÷èñëåí èé ï ðî äåëàåì  ýòî  òî ëüêî  äëÿ àðáåëî í à.
Î ñòàâèì  òå æå î áî çí à÷åí èÿ, êî òî ðû å èñï î ëüçî âàëèñü ï ðè äî êàçà-
òåëüñòâå ï ðåäëî æåí èÿ; ðàäèóñ áàçèñí î é î êðóæí î ñòè áóäåì  ñ÷èòàòü

ðàâí û ì  Ø  Òî ãäà ÀÑ =       è ð = Ù èé. Öåí òðû  Ðè Ð2, ... î ê-
ðóæí î ñòåé Ó|, ... ëåæàò í à ñåðåäèí í î ì  ï åðï åí äèêóëÿðå ÓÓÐ, î ò-
ðåçêà ÂÑ (ðèñ. 20). Ï ðè èí âåðñèè î òí î ñèòåëüí î  î êðóæí î ñòè ñî
ýòî ò ï åðï åí äèêóëÿð ï åðåéäåò â ï î ëóî êðóæí î ñòü Ã, ï î ñòðî åí í óþ  í à
äèàì åòðå Ë .

Ø Óï ðàæí åí èå 3. Ï î êàæèòå,
 ÷òî  ÀÌ  = , ø  = 4- 1.

ã Ê + ã

Ï óñòü Î  - öåí òð î êðóæí î ñòè Ã; Ë/,, Ë/2,... - òî ÷êè ï åðåñå÷åí èÿ

Ã ñ ó15 Óç,... ñî î òâåòñòâåí í î ; èí âåðñí û ì è èì  áóäóò òî ÷êè Ì \, Ù 9....
Òàê êàê ï ðè èí âåðñèè óãëû ñî õðàí ÿþ òñÿ, òî  î êðóæí î ñòü Ã ï åðå-
ñåêàåò êàæäóþ  èç î êðóæí î ñòåé ó

ï  ï î ä ï ðÿì û ì  óãëî ì . Î áî çí à÷èì
/
.ÂÀÌ Õ = (ð0, /.Ì ï

ÀÌ
ï +õ

 = ô Ë äëÿ ëþ áî ãî  í î ì åðà ë, òî ãäà /.ÂÎ Ì õ =

= 2ô 0,
  Ì

ï
Î Ì

ï +1
 = 2ô Ë. Î ÷åâèäí î , 1å ô 0 = -2  = | Ã, 1¸ (ô 0 + ô ,) =

òðåóãî ëüí èêà Ì ]1Þ ]
 èì ååì
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ã, = ÂÌ & ô , =  Ø Ù  + Ô,) - Ôî ! =
2
ß-ã

=
 2Êã ß + ã     

=   Êã(Ê- ã)
ß+ã   1 + 3(ß- ã)2     ß 2 + ã2-ßã

'

(/?+ ã)2

Ýòî  ðåçóëüòàò Àðõèì åäà äëÿ ï ðî èçâî ëüí û õ Ëèã. Çàï èñû âàÿ äëÿ ëþ -
áî ãî  ï  óãî ë ô Ë â âèäå ðàçí î ñòè ô ë = (ô 0 + ... + ô Ë) - (ô 0 + ... + ô , ,),
àí àëî ãè÷í î  í àõî äèì

ã = ßã(ß-ã)
ï ßã+ï 2{ß-ã)2

'

 Óï ðàæí åí èå 4. Ï î êàæèòå, ÷òî  äëÿ âòî ðî é çàäà÷è Àðõèì åäà
(çäåñü ô 0 = 0)

= 4ßã{ß- ã)
"    (ß + ã)2 + 4ï (

<
ï -\)(ß- ã)2

'

Â î áù åì  ñëó÷àå ô î ðì óëû  äëÿ ãï
 èì åþ ò áî ëåå ñëî æí û é âèä.

Â äî êàçàí í î ì  í àì è ï ðåäëî æåí èè î äí à èç ô èêñèðî âàí í û õ ï î -
ëóî êðóæí î ñòåé (ðàäèóñà ã) êàñàëàñü äðóãî é (ðàäèóñà ß) âí óòðåí -
í èì  î áðàçî ì . Î ÷åâèäí î , óòâåðæäåí èå î ñòàåòñÿ â ñèëå,

 åñëè ýòè ï î -

ëóî êðóæí î ñòè áóäóò êàñàòüñÿ äðóã äðóãà âí åø í èì  î áðàçî ì ; áî ëåå
òî ãî , î í î  âåðí î  è ï ðè çàì åí å î äí î é èç í èõ í à ï ðÿì óþ , êàñàþ ù óþ -

ñÿ äðóãî é ï î ëóî êðóæí î ñòè. Åñëè æå èñõî äí û å ï î ëóî êðóæí î ñòè
èëè ï ðÿì àÿ è ï î ëóî êðóæí î ñòü í å êàñàþ òñÿ äðóã äðóãà, à ï åðåñåêà-

þ òñÿ, òî  êàðòèí à ñóù åñòâåí í î  èçì åí èòñÿ.

Ðàññì î òðèì  í àèáî ëåå ï ðî ñòî é ñëó÷àé, êî ãäà ï î ëóî êðóæí î ñòü
ï åðï åí äèêóëÿðí à ï ðÿì î é. Âï èø åì  â ï î ëóêðóã, ï î ñòðî åí í û é í à

äèàì åòðå ÀÂ = 2ß , î êðóæí î ñòü Ã0 ì àêñèì àëüí î ãî  ðàäèóñà (î í à êà-
ñàåòñÿ äèàì åòðà â òî ÷êå /)), à çàòåì  ï î  î áå ñòî ðî í û  î ò í åå âï èø åì
äâå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {óï } è {óï } ï î ï àðí î  êàñàþ ù èõñÿ î êðóæí î ñ-
òåé (ðèñ. 21). Âû ÷èñëèì  ðàäèóñû  ãï  î êðóæí î ñòåé óï  è óï .

Äëÿ ýòî ãî  ï ðî èçâåäåì  èí âåðñèþ  ñ öåí òðî ì  À è ðàäèóñî ì  2ß . Â
ðåçóëüòàòå ï î ëóî êðóæí î ñòü, ï î ñòðî åí í àÿ í à ÀÂ, ï åðåéäåò â ëó÷ ÂÜ,
ï åðï åí äèêóëÿðí û é ï ðÿì î é ÀÂ; âï èñàí í û å î êðóæí î ñòè ï åðåéäóò â

î êðóæí î ñòè Ó , ó
'

ï  (í à ðèñ. 21 î í è í å èçî áðàæåí û ), ó'ï , ï î ï àðí î  êà-
ñàþ ù èåñÿ äðóã äðóãà è ñòî ðî í  À ÜÂÃÓ. Òàê êàê ÃÓ - òî ÷êà, èí âåðñ-

í àÿ òî ÷êå Ä òî  ðàäèóñ î êðóæí î ñòè Ãö ðàâåí  2ß (ï ðî âåðüòå), ðàäè-
óñû  î êðóæí î ñòåé ó'

ï  âî çðàñòàþ ò ñ óâåëè÷åí èåì  ï ,àó'ï  - óáû âàþ ò.

§ 2.2. Çàäà÷è Àðõèì åäà. Î áî áù åí èÿ çàäà÷ Àðõèì åäà 59



/å

Ï 2ßî

Ó71

ëàñ î â
2 1

Ðèñ. 21

 Óï ðàæí åí èå 5. Äî êàæèòå, ÷òî  êàñàòåëüí û å, ï ðî âåäåí í û å ê î ê-
ðóæí î ñòÿì  Ã0, óï , óï  â òî ÷êàõ èõ êàñàí èÿ, ï åðåñåêàþ òñÿ â î äí î é

òî ÷êå, í àõî äÿù åéñÿ í à ðàññòî ÿí èè Ê42 î ò òî ÷åê Ë VI Â.

 Óï ðàæí åí èå 6. Ï î êàæèòå, ÷òî  ðàäèóñû  î êðóæí î ñòåé, âï èñàí í û õ
â óãî ë ÜÂÂ, î áðàçóþ ò ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèþ , çí àì åí à-

òåëü êî òî ðî é ðàâåí  (ë/2 + I)2.
Î òñþ äà äëÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ó'ï  ðàñø èðÿþ ù èõñÿ î êðóæí î ñòåé,

ñëåäóþ ù èõ çà 7 , í àõî äèì  ðàäèóñ ë-é î êðóæí î ñòè Êï
 = 2Ê{42 +\)2ï

.

Í à òàêî ì  ðàññòî ÿí èè î ò 5 ðàñï î ëî æåí à òî ÷êà Ñ (í à ðèñóí êå î í à í å

èçî áðàæåí à) êàñàí èÿ ó'

ï  ñ ï ðÿì î é ËÂ, à î ò öåí òðà èí âåðñèè î í à í à-

õî äèòñÿ í à ðàññòî ÿí èè é9

ï
 = 2Ë(1 + {*]2 + \)2ï ). Ñëåäî âàòåëüí î , ðàñ-

ñòî ÿí èå ñ1
ï  î ò öåí òðà èí âåðñèè äî  òî ÷êè Ñë,

 â êî òî ðî é î êðóæí î ñòü

2ß
. Èç ãî ì î òåòèè î êðóæ-Ó- êàñàåòñÿ äèàì åòðà ÀÂ, ðàâí î  -

1+(72+1)2''
í î ñòåé óï

 è   èì ååì  Ê
ï

: ãï  = (1  : ñ1ï
 = (I + {*/2 + + 1)2ë)2. Î òêóäà

„
 

=
  (72+ 1)2ë>

ß      ~ë      ,   /ã   .   . .
2Ë _ 2Ê

((1+(72+Î )2")2    ((-Ë - 1)' + (ë/2 + 1)")Ë÷2

Î òâåò ï î ëó÷åí .

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

7. Ï óñòü àèð - î êðóæí î ñòè, âï èñàí í û å â àðáåëî í  ï î  î áå ñòî ðî í û  î ò î ò-
ðåçêà ÑÂ (ðèñ. 22), Åì  Ã ø . òî ÷êè êàñàí èÿ ñ ï î ëóêðóãàì è àðáåëî í à.
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ì
î

î
ã

è

Å
Ê

È
Ó

è

ÑÀ Â À Î Ñ âî î
2

Ðèñ. 22 Ðèñ. 23

Ï î êàæèòå, ÷òî  ËÐ\\ / êàñàþ òñÿ î êðóæí î ñòåé àèð, ï ðè÷åì  ËÐ'= ÀÎ ,
ÂÅ=ÂÎ .

8
. Äî êàæèòå ñëåäóþ ù èå óòâåðæäåí èÿ, ñâÿçàí í û å ñ àðáåëî í î ì :

à) î áù àÿ êàñàòåëüí àÿ ÑÊ, ï ðî âåäåí í àÿ ê ì àëû ì  ï î ëóî êðóæí î ñòÿì  àð-
áåëî í à (î òëè÷í àÿ î ò ÑÏ ), ï àðàëëåëüí à êàñàòåëüí î é, ï ðî âåäåí í î é ê
áî ëüø åé ï î ëóî êðóæí î ñòè â òî ÷êå /)(ðèñ. 23);
á) ï ðÿì û å ÀÑ è /Ì Ã ï åðåñåêàþ òñÿ â òî ÷êå 0\
â) ÷åòû ðåõóãî ëüí èê ÑØ )À

'

ÿâëÿåòñÿ ï ðÿì î óãî ëüí èêî ì ;

ã) î òðåçêè ÑÊ è ÑÎ  ðàâí û  ì åæäó ñî áî é è äåëÿòñÿ òî ÷êî é ï åðåñå÷åí èÿ
ï î ï î ëàì ;

ä) ÂÎ  - áèññåêòðèñà óãëà ÑÎ Ü, ÀÎ  - áèññåêòðèñà óãëà Ì Î Ñ.
9. Ï î äòâåðäèòå ñëåäóþ ù èå ðåçóëüòàòû  Àðõèì åäà.

1) Ï óñòü äàí û  ï î ï àðí î  êàñàþ ù èåñÿ î êðóæí î ñòè, öåí òðû  êî òî ðû õ ëå-
æàò í à î äí î é ï ðÿì î é. Ðàäèóñû  ýòèõ î êðóæí î ñòåé î áðàçóþ ò ãåî ì åòðè-
÷åñêóþ  ï ðî ô åññèþ  òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà âñå î êðóæí î ñòè âï èñà-

í û  â î äèí  óãî ë. Â ýòî ì  ñëó÷àå êàñàòåëüí û å, ï ðî âåäåí í û å èç öåí òðî â ê
ñî ñåäí èì  ï î  ï î ðÿäêó î êðóæí î ñòÿì , ï àðàëëåëüí û  ì åæäó ñî áî é. Òî  æå
ñàì î å áóäåò ñ êàñàòåëüí û ì è, ï ðî âåäåí í û ì è èç êî í öî â äèàì åòðî â ê ñî -
ñåäí èì  ï î  ï î ðÿäêó î êðóæí î ñòÿì .

2) Ï óñòü î êðóæí î ñòè êàñàþ òñÿ äðóã äðóãà âí óòðåí í èì  î áðàçî ì  â î äí î é
òî ÷êå, òî ãäà èõ ðàäèóñû  î áðàçóþ ò ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ô åññèþ  â òî ì  è
òî ëüêî  òî ì  ñëó÷àå, êî ãäà êàñàòåëüí û å, ï ðî âåäåí í û å èç êî í öî â äèà-

ì åòðî â ê ñî ñåäí èì  ï î  ï î ðÿäêó î êðóæí î ñòÿì , ï àðàëëåëüí û .



ø
à â à

ÊÀÊ Í ÀÉÒÈ ÑÓÌ Ì Ó
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â
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I >

Î äí î é èç ñàì û õ ï åðâû õ çàäà÷ ï î  î òí î ø åí èþ  ê ÷èñëî âû ì  ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòÿì  áû ëà çàäà÷à î  âû ÷èñëåí èè ñóì ì û  åå ÷ëåí î â. Ì û  ï î ì í èì
(ãë. I), êàê äðåâí ååãèï åòñêèé ï èñåö Àõì åñ â ø óòî ÷í î é çàäà÷å ñóì ì è-
ðî âàë êî ø åê, ì û ø åé è êî ëî ñüÿ, à ï ðèäâî ðí û å öàðÿ Ø åðàì à âû ÷èñ-
ëÿëè, ñêî ëüêî  çåðåí  ï ø åí èöû  ï ðî ñèò â í àãðàäó èçî áðåòàòåëü ø àõ-
ì àòí î é èãðû . È â äàëüí åéø åì  çàäà÷à ñóì ì èðî âàí èÿ ÷ëåí î â ï î ñòî -
ÿí í î  ñî ï ðî âî æäàëà èçó÷åí èå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòåé. Â ýòî é ãëàâå ì û
òî æå ðàññì î òðèì  ýòó çàäà÷ó. ×èòàòåëè ï î çí àêî ì ÿòñÿ ñ ðàçëè÷í û ì è
ñï î ñî áàì è, ï î çâî ëÿþ ù èì è ï î ëó÷èòü êî ì ï àêòí óþ  ô î ðì óëó äëÿ ñóì -
ì û  ï  ñëàãàåì û õ. À í à÷í åì  ì û  ñí î âà ñ ðåçóëüòàòî â ï èô àãî ðåéöåâ.

§3.1. Ãåî ì åòðè÷åñêèå î áðàçû

Ãåî ì åòðè÷åñêî å èçî áðàæåí èå ÷èñåë

Âî  âðåì åí à Ï èô àãî ðà â Ãðåöèè ñóù åñòâî âàëà äî âî ëüí î  ô î ì î çäêàÿ
àòòè÷åñêàÿ ñèñòåì à çàï èñè ÷èñåë. Âî çí èêø àÿ â VI â. äî  í . ý. â Àòòè-

êå - î áëàñòè, ðàñï î ëî æåí í î é í à þ ãî -âî ñòî êå Ãðåöèè, î í à ðàñï ðî -
ñòðàí èëàñü çàòåì  âî  âñå ãðå÷åñêèå ï î ñåëåí èÿ. È äàæå ðèì ëÿí å, ñî -
çäàâ ñâî þ  í óì åðàöèþ , ô àêòè÷åñêè ñêî ï èðî âàëè åå ñ àòòè÷åñêî é.
Â ýòî ì  ëåãêî  óáåäèòüñÿ. Â àòòè÷åñêî é í óì åðàöèè åäèí èöà î áî çí à-

62 Ãëàâà III. ÊÀÊ Í ÀÉÒÈ ÑÓÌ Ì Ó



÷àëàñü çí àêî ì  I, 5 - Ã, 10 - À, 100 - Í , 1000 - X,.... ×èñëà ñî ñòàâ-

ëÿëèñü ï î  ï ðèí öèï ó ñëî æåí èÿ; í àï ðèì åð, ÷èñëî  1232 çàï èñû âà-
ëî ñü òàê ÕÍ Í ÀÀÀÏ . Ðèì ëÿí å ëèø ü í åñêî ëüêî  èçì åí èëè î áî çí à÷å-

í èÿ: 1 - I, 5 - V, 10 - X, 50 - Ö 100 - Ñ, 500 - Î , 1000 - Ì ,
è í àðÿäó ñ ï ðèí öèï î ì  ñëî æåí èÿ â çàï èñè ÷èñåë ñòàëè èñï î ëüçî -

âàòü åù å ï ðèí öèï  âû ÷èòàí èÿ. Òàê, ÷èñëà 4 è 9 â ðèì ñêî é í óì åðà-
öèè çàï èñû âàþ òñÿ â âèäå IV è IX, à í å ÈÏ  è ÃÈÏ , êàê ýòî  áû ëî

â àòòè÷åñêî é í óì åðàöèè. Ðàáî òàòü ñ òàêèì è ÷èñëàì è áû ëî  ñëî æí î ,
ï î ýòî ì ó Ï èô àãî ð è åãî  ó÷åí èêè, âî  èçáåæàí èå ãðî ì î çäêî é çàï èñè,
÷àñòî  èçî áðàæàëè ÷èñëà êàì åø êàì è èëè òî ÷êàì è í à ï åñêå.

Êñòàòè, ï î  ýòî é ï ðè÷èí å ï àì ÿòü ëþ äñêàÿ, ï ðèâû êø àÿ ï ðèï è-
ñû âàòü âåëèêèå î òêðû òèÿ âû äàþ ù èì ñÿ ëè÷í î ñòÿì , ñâÿçàëà ñ èì å-

í åì  Ï èô àãî ðà èçî áðåòåí èå àáàêà, õî òÿ ýòî ò ñ÷åòí û é ï ðèáî ð ï î ï àë
â Ãðåöèþ  èç Âàâèëî í à. Í àï î ì í èì , ÷òî  àáàê ï ðåäñòàâëÿë ñî áî é äî -
ñêó, í à êî òî ðî é ï åðâî í à÷àëüí î  áû ëè æåëî áêè, êóäà êëàëèñü êà-
ì åø êè èëè æåòî í û ; çàòåì  æåëî áêè ñ êàì åø êàì è ï ðåî áðàçî âàëèñü
â ñòðóí û  ñ í àí èçàí í û ì è í à í èõ êî ñòî ÷êàì è - ï î ÿâèëèñü çí àêî -

ì û å í àì  ï î  í åäàâí åì ó ï ðî ø ëî ì ó ñ÷åòû .

Ï î ñêî ëüêó àëãåáðàè÷åñêî é ñèì âî -
ëèêè òî ãäà í å áû ëî , òî  î êàçàëî ñü óäî á-
í û ì  äëÿ äî êàçàòåëüñòâà ðàçëè÷í û õ ÷èñ-
ëî âû õ ñâî éñòâ âû êëàäû âàòü êàì åø êè

â âèäå ãåî ì åòðè÷åñêèõ ô èãóð. Ýòî  ï î -
çâî ëèëî  ï èô àãî ðåéöàì  î òêðû òü, â ÷àñò-
í î ñòè, ï åðåñòàí î âî ÷í û é çàêî í  (êî ì -
ì óòàòèâí î ñòü) óì í î æåí èÿ è ðàñï ðåäå-
ëèòåëüí û é çàêî í  (äèñòðèáóòèâí î ñòü)
óì í î æåí èÿ î òí î ñèòåëüí î  ñëî æåí èÿ. ×òî áû  ï î í ÿòü õî ä èõ ì û ñëåé,
ðàññì î òðèì  ï ðèì åð: ðàñï î ëî æèì  äåñÿòü òî ÷åê í à ï ëî ñêî ñòè, êàê

ï î êàçàí î  í à ðèñóí êå 24. Ì î æí î  ñ÷èòàòü, ÷òî  ì û  èì ååì  äâà ðÿäà
ï î  ï ÿòü òî ÷åê â êàæäî ì , èëè ï ÿòü ðÿäî â ï î  äâå òî ÷êè, î òñþ äà ï î ëó-

÷àåì  5 . 2 = 2 . 5. Ðàçáèâ 10 òî ÷åê ñî î òâåòñòâóþ ù èì  î áðàçî ì  í à áëî êè
(ðèñ. 25), ï ðèõî äèì  ê ðàâåí ñòâó 2 . (2 + 3) = 2 . 2 + 2 . 3.

Ðèñ. 24

. . | .   . .

. . I .   . .
+

Ðèñ.25

§3.1. Ãåî ì åòðè÷åñêèå î áðàçû . Ãåî ì åòðè÷åñêî å èçî áðàæåí èå ÷èñåë 63



Ðèñ. 26

Ï ðî èëëþ ñòðèðóåì  åù å î äí î  î áí àðó-
æåí í î å ï èô àãî ðåéöàì è ÷èñëî âî å ñî î ò-
í î ø åí èå: ëþ áî å í å÷åòí î å ÷èñëî  ï ðåäñòà-
âèì î  â âèäå ðàçí î ñòè äâóõ ï î ñëåäî âà-

òåëüí û õ êâàäðàòî â. Äëÿ äî êàçàòåëüñòâà
î í è èçî áðàæàëè î äí ó òî ÷êó, ê í åé äî áàâ-
ëÿëè òðè òî ÷êè, ðàñï î ëî æèâ èõ â ô î ðì å
Ã-î áðàçí î é ô èãóðû  (ðèñ. 26) - ï î ëó÷àë-
ñÿ êâàäðàò 2 õ 2. Ê í åì ó ï î äðèñî âû âàëè
ñëåäóþ ù óþ  Ã-î áðàçí óþ  ô èãóðó èç 5 òî -
÷åê - ï î ëó÷àëñÿ êâàäðàò 3 õ 3 è ò. ä. Â ðå-
çóëüòàòå ï ðèõî äèëè ê ðàâåí ñòâó 2ÿ + 1 =

= (ÿ + I)2 - à/2
, î ÷åâèäí î ì ó äëÿ í àñ, çí àêî ì û õ ñ àëãåáðàè÷åñêî é

ñèì âî ëèêî é.

Ã-î áðàçí àÿ ô èãóðà, êî òî ðàÿ â ðàññì î òðåí í î ì  ï ðèì åðå ï î äðè-
ñî âû âàëàñü ê êâàäðàòàì , í î ñèëà í àçâàí èå ãí î ì î í , ÷òî  ï î -ãðå÷åñêè

î çí à÷àåò «ðàñï î çí àâàòåëü». Ï åðâî í à÷àëüí î  ýòî  áû ë ðàñï î çí àâàòåëü
âðåì åí è - ï ðî ñòåéø èå ñî ëí å÷í û å ÷àñû : î í è ñî áèðàëèñü èç äâóõ
ï ëàí î ê, ñêðåï ëåí í û õ â âèäå áóêâû  Ã; çàòåì  - î ï ðåäåëèòåëü ï åð-
ï åí äèêóëÿðí î ñòè, à ï î çæå - Ã-î áðàçí àÿ ô èãóðà, ï ðèëî æåí èå êî -
òî ðî é ê î ñí î âí î é ô èãóðå í å ì åí ÿåò åå ô î ðì û . Â I â. í . ý. Ãåðî í
Àëåêñàí äðèéñêèé äàë òàêî å î ï ðåäåëåí èå ãí î ì î í à: «Âñå, ÷òî  ï ðè-
áàâëåí í î å ê ÷èñëó èëè ô èãóðå, äåëàåò öåëî å ï î äî áí û ì  òî ì ó, ê ÷åì ó
ï ðèáàâëÿåòñÿ, í àçû âàåòñÿ ãí î ì î í î ì ».

Ôèãóðí û å ÷èñëà

Èçî áðàæàÿ ï ðè ï î ì î ù è òî ÷åê ðàçëè÷í û å ãåî ì åòðè÷åñêèå ô èãóðû ,
ï èô àãî ðåéöû  ï ðèø ëè ê ï î í ÿòèþ  ô èãóðí û õ èëè ì í î ãî óãî ëüí û õ ÷è-
ñåë. Âñëåä çà ï èô àãî ðåéöàì è âû ëî æèì  èç òî ÷åê ï ðàâèëüí û å ì í î ãî -
óãî ëüí èêè, «ðàñòóù èå» èç êàêî é-ëèáî  î äí î é âåðø èí û (ðèñ. 27).
Êàæäû é ì í î ãî óãî ëüí èê ï î ëó÷àåòñÿ èç ï ðåäû äóù åãî  äî áàâëåí èåì
ñî î òâåòñòâóþ ù åãî  ãí î ì î í à (â ñì û ñëå Ãåðî í à). Ï î äñ÷èòàâ êî ëè÷å-
ñòâî  òî ÷åê, î áðàçóþ ù èõ ì í î ãî óãî ëüí èêè, ï î ëó÷èì  ï î ñëåäî âàòåëü-
í î ñòè ñî î òâåòñòâóþ ù èõ ì í î ãî óãî ëüí û õ ÷èñåë, â ÷àñòí î ñòè,

òðåóãî ëüí û õ (ðèñ. 27, à): 1, 3, 6, 10,

êâàäðàòí ûõ (ðèñ. 27, á): 1,4, 9, 16,
ï ÿòèóãî ëüí ûõ (ðèñ. 27, â): 1, 5, 12, 22,... è ò. ä.
Èí òåðåñí î , ÷òî  À7-å òðåóãî ëüí î å ÷èñëî  ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é ñóì ì ó

ï åðâû õ ï  í àòóðàëüí û õ ÷èñåë: 1 + 2 + 3 + 4 + ... + ë; ë-å êâàäðàòí î å -
ñóì ì ó ï åðâû õ ï  í å÷åòí û õ ÷èñåë: 1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2à7 - 1); ÿ-å ï ÿ-
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à) á) â)

Ðèñ. 27

òèóãî ëüí î å - ñóì ì ó ï  ÷ëåí î â ï ðî ô åññèè: 1 + 4 + 7 + 10 -ü ... + (3« -
- 2). Ýòè ñâî éñòâà áû ëè ï î äì å÷åí û  ãðå÷åñêèì è ó÷åí û ì è

,
 è âî  II â.

äî  í . ý. Ãèï ñèêë äàë î áù åå î ï ðåäåëåí èå ì í î ãî óãî ëüí î ãî  ÷èñëà.

×èñëî  í àçû âàåòñÿ ê-óãî ëüí û ì  ñ í î ì åðî ì  ï , åñëè î í î  ÿâëÿåòñÿ ñóì ì î é
ï  ÷ëåí î â àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè ñ ï åðâû ì  ÷ëåí î ì  1 è ðàçí î ñòüþ
ê -2. Áóäåì  î áî çí à÷àòü åãî  Ôê{ï ).

Óï ðàæí åí èå 1. Äî êàæèòå, ÷òî

Ôê(ï ) = ((ï -1)(ê-2) 2).
Èç í åå ï ðè ê = 3 ï î ëó÷àåì  òðåóãî ëüí û å ÷èñëà Ô3(ï ) =

=        Ö
, ï ðè ê = 4 - êâàäðàòí û å Ô4(ï ) = ÿ2, ï ðè ê = 5 - ï ÿòè-

óãî ëüí û å Ô5(ï ) = ï (3ï - 1)
2

ÈÒ. ä.

Ì í î ãî  ñâî éñòâ ô èãóðí û õ ÷èñåë î òêðû ë è äî êàçàë â êí èãå
«Âñòóï ëåí èå ê àðèô ì åòèêå» (I â. í . ý.) äðåâí åãðå÷åñêèé ì àòåì àòèê
Í èêî ì àõ. Ï ðèâåäåì  î äí î  èç í èõ: äëÿ ëþ áûõ í àòóðàëüí ûõ ï  è ê > 3
èì ååò ì åñòî  ðàâåí ñòâî  Ôê(ï ) = Ôê

_
õ{ï ) + Ôú{ï  - 1).

 Óï ðàæí åí èå 2. Äî êàæèòå ýòî  ðàâåí ñòâî , èñï î ëüçóÿ àëãåáðàè÷å-
ñêóþ  ñèì âî ëèêó.

Í èêî ì àõ, êî í å÷í î , èñï î ëüçî âàë í àãëÿäí î å èçî áðàæåí èå
ô èãóðí û õ ÷èñåë. Ï î êàæåì , êàê ýòî  ñäåëàòü äëÿ í àèì åí üø åãî  çí à-
÷åí èÿ À: = 4. Â ýòî ì  ñëó÷àå èì ååì  ðàâåí ñòâî  Ô ï ) + Ô ï  - 1) = ÿ2,
êî òî ðî å ñëåäóåò èç ðèñóí êà 28. Ýòî ò ÷àñòí û é ñëó÷àé áû ë èçâåñòåí
åù å ðàí í èì  ï èô àãî ðåéöàì .

§3.1. Ãåî ì åòðè÷åñêèå î áðàçû . Ôèãóðí û å ÷èñëà
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Ðèñ. 28

Ñ ô èãóðí û ì è ÷èñëàì è ñâÿçàí à î äí à
èí òåðåñí àÿ çàäà÷à. Ï î õî æå, åù å äðåâ-
í åãðå÷åñêèé ì àòåì àòèê Äèî ô àí ò (III â.
í

. ý.) î áí àðóæèë, ÷òî  ëþ áî å í àòóðàëüí î å
÷èñëî  ï ðåäñòàâèì î  â âèäå ñóì ì û  í å áî -
ëåå ÷åòû ðåõ êâàäðàòî â. Í àï ðèì åð, 11 =
= Ç2 4- Ð +    26 = 52 + 12 = 42 + Ç2 + 12 =

= 32 + 32 -I- 22 + 22
.
 Ýòî  ñâî éñòâî  î í  èñ-

ï î ëüçî âàë â ñâî åé «Àðèô ì åòèêå» ï ðè
ðåø åí èè çàäà÷. Ôðàí öóçñêèé ì àòåì àòèê
Ï

. Ôåðì à, èçó÷àÿ â XVII â. ýòî ò òðóä,
ñô î ðì óëèðî âàë áî ëåå î áù åå.

Óòâåðæäåí èå. Âñÿêî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî  ÿâëÿåòñÿ ñóì ì î é í å áî ëåå
òðåõ òðåóãî ëüí ûõ ÷èñåë, í å áî ëåå ÷åòûðåõ êâàäðàòî â, í å áî ëåå ï ÿòè
ï ÿòèóãî ëüí ûõ ÷èñåë è ò. ä.

Â äàëüí åéø åì  ì í î ãèå ì àòåì àòèêè ï û òàëèñü äî êàçàòü êàê äî ãàä-
êó Äèî ô àí òà, òàê è ãèï î òåçó Ôåðì à. Í î  ñäåëàòü ýòî  óäàëî ñü í å ñêî -
ðî : òî ëüêî  â 1770 ã. ô ðàí öóçñêèé ì àòåì àòèê Æ. Ëàãðàí æ äî êàçàë
ï åðâóþ  èç í èõ, à â 1815 ã. åãî  ñî î òå÷åñòâåí í èê Î . Êî ø è - âòî ðóþ .

Çàì åòèì , ÷òî  â ô î ðì óëèðî âêå Ôåðì à í å óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî  ñëà-
ãàåì û å ðàçëè÷í û  è ÷òî  ï ðåäñòàâëåí èå åäèí ñòâåí í î . Ýòî  âèäí î  è èç
ï ðèâåäåí í û õ í àì è ï ðèì åðî â.

Ø àðû  â ï ðî ñòðàí ñòâå

Î áî çí à÷èì  ñóì ì ó À;-óãî ëüí û õ ÷èñåë ÷åðåç Ô \ï ). Ñì û ñë âåðõí åãî
èí äåêñà (3) ñòàí åò ÿñåí  ï î çæå.

Ô[3\ï ) = Ôë(1) + Ôê(2) + ... + Ù ï ).
Í àéäåì  çí à÷åí èå ï ðàâî é ÷àñòè:

1 2+(À:-2)2 2+(À:-2)2ç      2+(À: - 2)( -1) = 1  2  3  +
2 2 2

+ « + 2(1.2+ 2-3+ ... + («- 1)ÿ) = "("+ Ö+  1(ò-1)ò.
2 2 2 ò-

Òàê êàê (ò -  \)ò = -\)ò{ò+\)  _ {ò-2)(ò-\)ò òî
3 3

Å (ò - \)ò = (2 - 0) + (8 - 2) + (20 - 8) + ... + Ã(*-!)*(*+ Ö -
ò= I V Ë

_

{ï  - 2){ï  - \ )ï \ _ (ÿ - \)ï (ï + 1)
Ú ) 3
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Î òêóäà

Â ÷àñòí î ñòè, ï ðè ê = Ú \\ ê = À ï î ëó÷àåì

ô \ï ) = "("+ \Ø ±2) 5 ô [3\ï ) = ï (ï  + 1)(2/ã + Ó

×èñëà Ô 3) è Ô 3) èì åþ ò êðàñèâóþ  ãåî ì åòðè÷åñêóþ  èí òåðï ðåòà-
öèþ . Âî çüì åì  äî ñòàòî ÷í î  áî ëüø î å ÷èñëî  î äèí àêî âû õ ø àðî â è
í à÷í åì  èç í èõ ñêëàäû âàòü ï ðàâèëüí û é òåòðàýäð - òðåóãî ëüí óþ
ï èðàì èäó, âñå ãðàí è êî òî ðî é - ï ðàâèëüí û å òðåóãî ëüí èêè. Ñí à÷à-
ëà ï ëî òí î  óëî æèì  ø àðû í èæí åãî  ñëî ÿ â âèäå ï ðàâèëüí î ãî  òðå-

óãî ëüí èêà ñî  ñòî ðî í î é ï  (â êàæäî é ñòî ðî í å ñî äåðæèòñÿ ï  ø àðî â);
â óãëóáëåí èÿõ ì åæäó ø àðàì è í èæí åãî  ñëî ÿ ðàçì åñòèì  ø àðû  ñëå-
äóþ ù åãî  ñëî ÿ è ò. ä. Êî ëè÷åñòâî  ø àðî â êàæäî ãî  ñëî ÿ âû ðàæàåòñÿ
ñî î òâåòñòâóþ ù èì  òðåóãî ëüí û ì  ÷èñëî ì , à ï î ýòî ì ó â òåòðàýäðå ñî -

äåðæèòñÿ

Ôú{ï ) + Ô,{ï  - 1) + ... + Ôç(1) = Ô \ï ) =      + 1 Ê" + 2)

ø àðî â. Ï î  ýòî é ï ðè÷èí å ÷èñëî  Ô \ï ) í àçû âàþ ò òåòðàýäðàëüí û ì .
×òî áû  ï î ä÷åðêí óòü, ÷òî  ï î ëó÷åí î  î áî áù åí èå òðåóãî ëüí î ãî  ÷èñëà
í à ñëó÷àé òðåõì åðí î ãî  ï ðî ñòðàí ñòâà, ì û  ï î ñòàâèëè âåðõí èé èí -
äåêñ (3); äëÿ ï ëî ñêî ãî  ñëó÷àÿ ñî î òâåòñòâóþ ù åãî  èí äåêñà (2) ì û  í å
ï èñàëè.

Èí òåðåñí î , ÷òî  ñóù åñòâóåò åäèí ñòâåí í î å òåòðàýäðàëüí î å ÷èñ-
ëî , âû ðàæàþ ù åå êî ëè÷åñòâî  ø àðî â, èç êî òî ðû õ ì î æí î  ñëî æèòü

êàê î äèí  òåòðàýäð, òàê è äâà î äèí àêî âû õ. Ýòî  ÷èñëî  ðàâí î  20 =
= ô (3)(4) = ô (33)(3) + Ô(ç3)(3). Åñëè æå ñêëàäû âàòü äâà í åðàâí û õ òåò-
ðàýäðà, òî  í àèì åí üø åå ÷èñëî  ø àðî â, êî òî ðî å äëÿ ýòî ãî  ï î òðåáóåòñÿ,

ðàâí î  680 = Ô 3)(15) = Ô 3)(8) + Ô 3)(14) = 120 + 560.

Ì î æí î  âû êëàäû âàòü ø àðû  â âèäå ï ðàâèëüí î é ÷åòû ðåõóãî ëüí î é
ï èðàì èäû . Â í èæí åì  ñëî å òàêî é ï èðàì èäû  ñî äåðæèòñÿ Ô ï ) = ï 2

ø àðî â, à âî  âñåé ï èðàì èäå ÷èñëî  èõ âû ðàæàåòñÿ ñóì ì î é

àä +   - î  +... +    =Ô13)(«) = *&±ø *±ë.
×èñëà Ô 3)(ë) í àçû âàþ ò ï èðàì èäàëüí û ì è.

Ñ òåòðàýäðàëüí û ì è è ï èðàì èäàëüí û ì è ÷èñëàì è áû ëè çí àêî ì û
óæå ï èô àãî ðåéöû , èì  è ï ðèí àäëåæèò èäåÿ âû êëàäû âàí èÿ ñî î òâåò-
ñòâóþ ù èõ òåë ñ ï î ì î ù üþ  ø àðî â. Í î  ï ðî ñòðàí ñòâåí í û õ àí àëî ãî â

§ 3.1. Ãåî ì åòðè÷åñêèå î áðàçû . Ø àðû  â ï ðî ñòðàí ñòâå      7
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À:-óãî ëüí û õ ÷èñåë äëÿ ê> 4 î í è í å ðàññì àòðèâàëè. Âåäü â ýòî ì  ñëó-
÷àå í åëüçÿ í à ï ðàâèëüí û é Ë-óãî ëüí èê, ñëî æåí í û é èç ø àðî â, óëî -
æèòü í î âû é ñëî é òî é æå ô î ðì û  èç ì åí üø åãî  ÷èñëà ø àðî â òàê, ÷òî -
áû ø àðû ëåæàëè ï ëî òí î  è í å ñêàòû âàëèñü. Òåì  áî ëåå àí òè÷í û å
ó÷åí û å, ì û ñëÿù èå ãåî ì åòðè÷åñêè, í å ì î ãëè ï î ñòðî èòü î áî áù åí èÿ
òåõ æå òåòðàýäðàëüí û õ è ï èðàì èäàëüí û õ ÷èñåë í à ñëó÷àé ÷åòû ðåõ-
ì åðí î ãî  ï ðî ñòðàí ñòâà. Ì û  æå ì î æåì  ï î éòè äàëüø å è ðàññì î òðåòü
ñóì ì ó òðåõì åðí û õ À:-óãî ëüí û õ ÷èñåë

Ô (ï ) = Ôð(1) + Ô%\2) + ... + Ô13)(ÿ) = (À: - 2)(1 + 4 + ... +
+ {ï ~1)ï (ï +1)] + Ã] + 2_13 +    . ï (ï +1))

3!            V       2      "'         2 )'

×òî áû  óï ðî ñòèòü ï ðî öåññ âû ÷èñëåí èÿ âî çí èêø èõ ó í àñ ñóì ì ,
ââåäåì  òàê í àçû âàåì óþ  î áî áù åí í óþ  ñòåï åí ü ÷èñëà õ.

ó{ò)=õ(õ_ |)      (<õ-ò + 1).

 Óï ðàæí åí èå 3. Î áî çí à÷èì  Äõ  = (õ+      - õ . Óáåäèòåñü, ÷òî

= ãþ 6ò-\\ (1)
ï

Í àéäåì  ñóì ì ó 116ò>> = Èò> + 2(ò> + ... + ï . Ï ðèì åí ÿÿ (1),
 ï î -

ê = 1

ëó÷èì

úò** 1®**»
. (2)

Ôî ðì óëû  (1) è (2) í àï î ì èí àþ ò ï ðàâèëà äèô ô åðåí öèðî âàí èÿ è
èí òåô èðî âàí èÿ î áû ÷í î é ñòåï åí í î é ô óí êöèè.

Âî ñï î ëüçóåì ñÿ ô î ðì óëî é (2) äëÿ âû ÷èñëåí èÿ Ô )(ï ). Ñ ýòî é
öåëüþ  ï î äåëèì  î áå ÷àñòè ðàâåí ñòâà (2) í à ò1 è ó÷òåì , ÷òî  ñóì ì èðî -
âàí èå â (2) ô àêòè÷åñêè í à÷èí àåòñÿ ñê = ò (âñå ñëàãàåì û å ï ðè ê<ò
ðàâí û í óëþ ). Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èì , ÷òî  ï åðâàÿ ñêî áêà ðàâí à

(ï  + 2Ó4) (ï  + 2)<3> 
-

4ð
-» âòî ðàÿ - è  ;   , ï ðàâäà, ï î ñëåäí ÿÿ ñóì ì à áû ëà óæå

âû ÷èñëåí à ðàí üø å. Èòàê
,

ô ð)(ï ) = (ÿ + 2ÃÊê - 2) + (ï  + 2)'3) =ê
 Ó ' 4! 3!

= "Ñ + Ù » + 2) ((„ _ò_2) + 4).

4!

Ï ðî äî ëæàÿ òàêèì  ñï î ñî áî ì  äâèãàòüñÿ äàëüø å
, î ï ðåäåëèì  ë-å

À:-óãî ëüí î å ÷èñëî  -ì åðí î ãî  ï ðî ñòðàí ñòâà Ô \ï ) êàê ñóì ì ó ñî î ò-
âåòñòâóþ ù èõ À:-óãî ëüí û õ ÷èñåë    - 1)-ì åðí î ãî  ï ðî ñòðàí ñòâà
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Ô Êï ) = Ô -õ\\) + Ô| -1>(2) + ... + Ô -'×ä).
Èí äóêöèåé ï î  ä âû âåäåì  ô î ðì óëó

ô $\ï ) = {ï  + ä-2){÷-'\(ï -\){ê-2) +ä) =

= «(ÿ+1)-(è + -2)((|< _ò_2) + ä),

Äëÿ  = 2,3,4 ô î ðì óëà âåðí à. Ï óñòü î í à âåðí à äëÿ ä = ð, òî ãäà

Ô +|)(é) = 2 Ô \ò) =

=  2 (ë|+/>-2) )+-!
-- 1(ò + ð-2)(ð-').

ð\    ò=\ (ð - \)\ ò = \

Èñï î ëüçóÿ ô î ðì óëó (2), í àéäåì

Ôî ðì óëà äëÿ Ô ï ) äî êàçàí à.
Â ñëó÷àå òðåóãî ëüí û õ ÷èñåë (ê = 3) ï î ëó÷àåì

= ë(ë + 1)...(À1 + - 1)
7!

Ýòó ô î ðì óëó äëÿ ä= 1,2,3 çí àëè äðåâí èå ãðåêè, èí äèéñêèé ì àòå-
ì àòèê Í àðàéàí à ï î ëó÷èë åå â XIV â. äëÿ ï ðî èçâî ëüí î ãî   < 8.

Ï î  àí àëî ãèè ñ Ô$\ï ) ì î æí î  ñ÷èòàòü, ÷òî  Ô \ï ) çàäàåò ÷èñëî
ø àðî â, ñî ñòàâëÿþ ù èõ ï ðàâèëüí û é -ì åðí û é «òåòðàýäð» ñ ðåáðî ì
ï

. Â ì àòåì àòèêå åãî  í àçû âàþ ò ï ðàâèëüí û ì  -ì åðí û ì  ñèì ï ëåêñî ì
(î ò ëàò. 81òð1åõ - ï ðî ñòî é); î í  ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòåéø èì  -ì åðí û ì
ì í î ãî ãðàí í èêî ì : ëþ áî é ì í î ãî ãðàí í èê ì î æí î  ñëî æèòü èç ñèì ï -

ëåêñî â, êàê ì í î ãî óãî ëüí èê èç òðåóãî ëüí èêî â. Ï î ýòî ì ó Ô \ï ) åñ-
òåñòâåí í î  í àçâàòü -ì åðí û ì  ñèì òèöèàëüí û ì  ÷èñëî ì . Èí î ãäà ýòè
÷èñëà í àçû âàþ ò {ä + 1)-óãî ëüí û ì è èí äåêñà ï . Òàêî å í àçâàí èå
í åëüçÿ ñ÷èòàòü óäà÷í û ì , ï î ñêî ëüêó î í î  çàêðåï ëåí î  çà ô èãóðí û ì è
÷èñëàì è.

Èí äèéñêèå ì àòåì àòèêè, â î òëè÷èå î ò ãðåêî â, áî ëüø å òÿãî òåëè ê
àðèô ì åòèêå è àëãåáðå, ÷åì  ê ãåî ì åòðèè, è í å ñòðåì èëèñü ê í àãëÿä-
í î ì ó èçî áðàæåí èþ  èñï î ëüçóåì û õ èì è ÷èñåë. Ï î ýòî ì ó ó í èõ í å

áû ëî  è ðå÷è î  ì í î ãî ì åðí û õ àí àëî ãàõ ô èãóðí û õ ÷èñåë. ×èñëà Ô$\ï )
âî çí èêëè ó Í àðàéàí û  â ñâÿçè ñ ðåø åí èåì  äðóãî é çàäà÷è: í àéòè
÷èñëî  êî ðî â è òåëî ê, ï î ÿâèâø èõñÿ î ò î äí î é êî ðî âû  çà 20 ëåò, ï ðè
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óñëî âèè, ÷òî  êî ðî âà â í à÷àëå êàæäî ãî  ãî äà ï ðèí î ñèò òåëêó, à òåëêà

äàåò òàêî å æå ï î òî ì ñòâî  â í à÷àëå ãî äà, äî ñòèãí óâ òðåõ ëåò. Ï ðè-
âåäåì  ðàññóæäåí èÿ Í àðàéàí û  ñ èñï î ëüçî âàí èåì  í àø èõ î áî çí à-
÷åí èé:

1
. Êî ðî âà ï ðèí î ñèò 20 = Ô 1)(20) òåëî ê ï åðâî ãî  ï î êî ëåí èÿ.

2
. Ï åðâàÿ òåëêà ï åðâî ãî  ï î êî ëåí èÿ äàåò 17 òåëî ê âòî ðî ãî  ï î êî -

ëåí èÿ, âòî ðàÿ - 16 è ò. ä. Âñåãî  áóäåò 17+ 16 + 15 +... + 1 òåëî ê âòî -
ðî ãî  ï î êî ëåí èÿ. Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷àåì  ÷èñëî  Ô 2)(17) = 153.

3
. Ï î äñ÷èòû âàÿ ï î òî ì ñòâî  òåëî ê âòî ðî ãî  ï î êî ëåí èÿ, ï ðèõî äèì

ê ñóì ì å Ô(ç2)(14) + Ô(ç2)(13) + ... + Ô 2)(1). À î í à ðàâí à Ô 3)(14) = 560.
4

. Ï ðî äî ëæàÿ ðàññóæäåí èÿ äàëüø å, í àéäåì  ÷èñëåí í î ñòü âñåãî
ñòàäà:

1 + Ô(ç1)(20) + Ô 2)(17) + Ô >(14) + Ô(ç4)(11) + ÔÇÄ + Ô 6)(5) + Ô 7)(2) =
= 1 + 20 + 153 + 560 + 1001 + 792 + 210 + 8 = 2745

.

Òåëåñêî ï è÷åñêèé ì åòî ä ñóì ì èðî âàí èÿ

Ï ðè î áî áù åí èè ô èãóðí û õ ÷èñåë ï ðèø ëî ñü âû ÷èñëÿòü äî âî ëüí î
ñëî æí û å ñóì ì û , è â ýòî ì  í àì  î ÷åí ü ï î ì î ãëà ô î ðì óëà (2). À í åëüçÿ
ëè åå êàêèì -òî  î áðàçî ì  î áî áù èòü, ÷òî áû î áëåã÷èòü í àõî æäåí èå
äðóãèõ ñóì ì ? Í àì  áóäåò óäî áí î  ñ÷èòàòü ñëàãàåì û å çí à÷åí èÿì è
ô óí êöèè Äõ) â òî ÷êàõ õ = 1, 2,        à âî çí èêàþ ù óþ  ñóì ì ó/(1) +

+/(2) + ... + /(ÿ) çàï èñû âàòü êðàòêî  â âèäå Å ÄÀ:). Åñòåñòâåí í î , ì û
ê = I

í å âï ðàâå î æèäàòü, ÷òî  ðåçóëüòàò ñóì ì èðî âàí èÿ ñî âï àäåò ñ êà-

êèì -òî  çí à÷åí èåì  ô óí êöèè Äõ). Í î  áóäåì  ñ÷èòàòü, ÷òî  í àì  çäî ðî -
âî  ï î âåçëî , åñëè ï î  ô óí êöèè/(õ) óäàñòñÿ í àéòè äðóãóþ  Ð{õ) òàêóþ ,
÷òî

ò = Ð<<ê+ 1) - ò = ÀÙ ). (3)

Âåäü òî ãäà ëåãêî  í àéòè ñóì ì ó

Å Ä*) = Äÿ + 1) - (4)
ê = I

Òàêî é ì åòî ä ñóì ì èðî âàí èÿ í àçû âàþ ò òåëåñêî ï è÷åñêèì , óñì àòðè-
âàÿ çäåñü àí àëî ãèþ  ñ óñòðî éñòâî ì  ñêëàäí î ãî  òåëåñêî ï à, òî ëù èí à
ñòåí î ê êî òî ðî ãî  â ñëî æåí í î ì  ñî ñòî ÿí èè çàâèñèò òî ëüêî  î ò âí åø -

í åãî  ðàäèóñà áî ëüø åé òðóáû  è âí óòðåí í åãî  ðàäèóñà ì åí üø åé.
Êàê è â ñëó÷àå ô î ðì óë (1) è (2), ï ðèâåäåí í û å ô î ðì óëû  (3) è (4)

í àï î ì èí àþ ò ñî î òâåòñòâåí í î  ï ðàâèëà äèô ô åðåí öèðî âàí èÿ ô óí ê-
öèè Ð(õ) è èí òåãðèðî âàí èÿ ô óí êöèè Äõ), çí àêî ì û å ÷èòàòåëÿì  èç
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ø êî ëüí î ãî  êóðñà ì àòåì àòè÷åñêî ãî  àí àëèçà. Í î  åñëè â ì àòåì àòè÷å-
ñêî ì  àí àëèçå ï ðèðàù åí èå àðãóì åí òà óñòðåì ëÿþ ò ê í óëþ , òî  çäåñü

î í î  ðàâí î  åäèí èöå è âñå âðåì ÿ î ñòàåòñÿ ï î ñòî ÿí í û ì . Ï î ýòî ì ó ì û
í å ì î æåì  âî ñï î ëüçî âàòüñÿ èçâåñòí û ì è èç àí àëèçà ï ðàâèëàì è âû -

÷èñëåí èÿ ï åðâî î áðàçí î é. Ï î èñê ï î  ô óí êöèè Ëõ) åå «ï åðâî î áðàç-
í î é» Ð(õ) çäåñü óæå í åëåãêàÿ ï ðî áëåì à; â êàæäî ì  êî í êðåòí î ì  ï ðè-
ì åðå î í à ðåø àåòñÿ èí äèâèäóàëüí î  è í å âñåãäà óñï åø í î . Òåì  èí òå-
ðåñí åå ñëó÷àè, êî ãäà óäàåòñÿ í àéòè ðåø åí èå. Ðàññì î òðèì  ï ðèì åðû .

Ï ðèì åð 1. Í à÷í åì  ñ ï ðî ñòî é ãåî ì åòðè÷åñêî é çàäà÷è. Í à ï ëî ñêî ñòè
ðàñï î ëî æåí û  äâå êàñàþ ù èåñÿ äðóã äðóãà âí åø í èì  î áðàçî ì  î êðóæ-
í î ñòè åäèí è÷í î ãî  ðàäèóñà. Ê í èì  ï ðî âåäåí à âí åø í ÿÿ êàñàòåëüí àÿ.
Â ô èãóðó, çàêëþ ÷åí í óþ  ì åæäó î êðóæí î ñòÿì è è êàñàòåëüí î é

,
 âï è-

ñû âàåòñÿ êðóã, çàòåì  â î áðàçî âàâø óþ ñÿ ô èãóðó ì åæäó äàí í û ì è î ê-
ðóæí î ñòÿì è è ï åðâû ì  êðóãî ì  âï èñû âàåòñÿ âòî ðî é êðóã è ò.ä.
(ðèñ. 29). Ñï ðàø èâàåòñÿ, êàêî âà ñóì ì àðí àÿ äëèí à äèàì åòðî â âï è-
ñàí í û õ êðóãî â, ï î ëó÷åí í û õ í à ï -ì  ø àãå?

 Óï ðàæí åí èå 4. Ï î êàæèòå, ÷òî  äèàì åòð ê-ãî  âï èñàí í î ãî  êðóãà
1

ðàâåí  -

Èòàê, ÷òî áû  î òâåòèòü í à âî ï ðî ñ ï ðèì åðà I, í óæí î  í àéòè ñóì ì ó

1-2 2-3
+ 

...
 +

ï {ï  + 1)

Ï î ñêî ëüêóÄÀ:) = =
 1

ê(ê+\) ê

1

= Ð{ê) - Ð{ê + 1), òî  ï î  ô î ð-
À:+ 1

ì óëå (4) ï î ëó÷èì  5=1 -
ï  + 1

Ï ðèâåäåì  áî ëåå ñëî æí û å ï ðèì åðû .

I
1 ã

Iã

Ðèñ. 29
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Ï ðèì åð 2. Âî çüì åì  â êà÷åñòâå Äë:) ô óí êöèþ
õ(õ+ 1)...(ë:+ ò)

 Óï ðàæí åí èå 5. Ï î êàæèòå,
 ÷òî  äëÿ í åå

òõ{õ + 1)...(õ + 111-1)

Í à î ñí î âàí èè ðàâåí ñòâà (4) ï î ëó÷àåì

2 !
 = ( - ! V (5)

Òàêóþ  ñóì ì ó ðàññì àòðèâàë í åì åöêèé ì àòåì àòèê Ã. Ëåéáí èö,
êî ãäà â þ í î ñòè í à÷àë ñåðüåçí î  èçó÷àòü ì àòåì àòèêó. Ï ðàâäà, î í  í à-
õî äèë ñóì ì ó áåñêî í å÷í î é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ñëàãàåì û õ, ò. å. ñóì -
ì ó ðÿäà (§5.1)

1
I

ê=\ê(ê+ \)...(ê + ò)

Ýòó çàäà÷ó â ÷èñëå äðóãèõ ï î ñòàâèë ï åðåä í èì  X. Ãþ éãåí ñ, ê êî -
òî ðî ì ó Ëåéáí èö î áðàòèëñÿ ñ ï ðî ñüáî é ï î ì î ÷ü åì ó ëèêâèäèðî âàòü,
êàê î í  âû ðàçèëñÿ, åãî  «ì àòåì àòè÷åñêî å í åâåæåñòâî ». Ì û  ì î æåì
í àéòè ðåø åí èå çàäà÷è Ãþ éãåí ñà, óñòðåì èâ â ðàâåí ñòâå (5) ï  ê áåñ-
êî í å÷í î ñòè. Ñóì ì à ðÿäà ðàâí à ÷èñëó 5 = (ò* ò\)~1. Çàì åòèì , ÷òî
Ëåéáí èö í å òî ëüêî  áû ñòðî , í î  è ñòî ëü óñï åø í î  ëèêâèäèðî âàë ñâî å
«ì àòåì àòè÷åñêî å í åâåæåñòâî »

, ÷òî  ñóì åë â òå÷åí èå äåñÿòè ëåò ñî -

çäàòü í è ì í î ãî  í è ì àëî  í î âóþ  î áëàñòü ì àòåì àòèêè - äèô ô åðåí -
öèàëüí î å è èí òåãðàëüí î å èñ÷èñëåí èå.

Ï ðèì åð 3. Âû ÷èñëèì  ñëåäóþ ù óþ  ñóì ì ó: çø ë + 8ò2à + ... + $òï à.

Óì í î æèì  êàæäî å ñëàãàåì î å í à 28ò ? è ï ðåî áðàçóåì  ï î ëó÷åí -
í û å ï ðî èçâåäåí èÿ â ðàçí î ñòè:

28ò?8òÀë = ñî 8(2ê~ 1)ä - ñî81)à = Ã(ê) - Ã{ê+ \).
Î òêóäà

28ò? I 8ø Àî  = åî 82 ñî 8<2/| 1)î  =28Ø <*Ó>0 -ÿï ™
2ê=\ 2 2 2 2

Òàêèì  î áðàçî ì , ï ðè à * 2êò èì ååì

Å 81Ï  êà =
ê= 1 .à

81Ï -
2
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Â ñëó÷àå à = 2ï ò ñóì ì à ðàâí à í óëþ .
Â î òí î ø åí èè äàí í î ãî  ì åòî äà ñäåëàåì  äâà çàì å÷àí èÿ.

Çàì å÷àí èå 1. Åñëè ï î  ô óí êöèè /í å óäàåòñÿ í àéòè ô óí êöèþ  Ã, óäî â-
ëåòâî ðÿþ ù óþ  (3), òî  ñòî èò ï î ï ûòàòüñÿ í àéòè ô óí êöèþ  Ð

, óäî â-
ëåòâî ðÿþ ù óþ  äðóãî ì ó ï î äõî äÿù åì ó óñëî âèþ , í àï ðèì åð òàêî ì ó:

Ëõ) = õ(Ð{õ - 1) - 2ò +     + 1)).
Ï ðè âí èì àòåëüí î ì  ðàññì î òðåí èè í åòðóäí î  óâèäåòü

, ÷òî  âû ðà-

æåí èå, ñòî ÿù åå â ñêî áêàõ
, ðàâí î  ÀÃ(õ) - ÀÐ(õ - 1) = À{ÀÃ(õ - 1)) =

= À2Ð{õ - 1). È â ýòî ì  ñëó÷àå ï ðè ñóì ì èðî âàí èèÓ(Ë) âñå ï ðî ì åæó-
òî ÷í û å ñëàãàåì û å âçàèì í î  óí è÷òî æàþ òñÿ, â ðåçóëüòàòå

Å Äê) = ï Ã(ï  + 1) - (ÿ + 1)Äë) + (0).
ê= I

Ï ðèì åð 4. Âû ÷èñëèì  ñóì ì ó ñî $à + 2ñî $2à + ... + /I . ñî üï à.

 Óï ðàæí åí èå 6. Ï î êàæèòå
,
 ÷òî

4ñî $êà . 81Ï 2 2 = -ñî $(ê - 1)à + 2ñî $êà - ñî ${ê + 1) 7.

Óì í î æàÿ î áå ÷àñòè ðàâåí ñòâà í à  è ñóì ì èðóÿ ï î  ê, í àéäåì  ï ðè
à ô  2êò èñêî ì óþ  ñóì ì ó

% ê ñî çêà = (ï +1)™*ï à-ï ñî 5{ï +1)à-\

2

Ýòî ò ðåçóëüòàò ì î æí î  âû âåñòè èç ï ðèì åðà 3,
 åñëè çàì åòèòü, ÷òî

(üòêõ)' = ê*ñî $êõ, è ï ðî äèô ô åðåí öèðî âàòü ï î ëó÷åí í óþ  òàì  ñóì -
ì ó, ï ðåäâàðèòåëüí î  çàì åí èâ â í åé à í à õ. Ýòî  ï ðåäëàãàåòñÿ ÷èòàòå-
ëÿì  ï ðî äåëàòü ñàì î ñòî ÿòåëüí î .

Çàì å÷àí èå 2. Óì í î æèì  î áå ÷àñòè ðàâåí ñòâà (3) í à & è î áî çí à÷èì
8(ê) = 1ê/(ê), Ñ{ê) = 1ê-]Ð(ê). Â ðåçóëüòàòå ðàâåí ñòâî  (3) ï åðåï èø åò-
ñÿ â âèäå

8{ê) = Ñ{ê+\)-1Ñ{ê). (6)

Ó÷èòû âàÿ ô î ðì óëó (4), ï î ëó÷èì

= <Ê*+1) 
-Ñ{\), (7)

Òàêèì  î áðàçî ì , åñëè ï î  ô óí êöèè §(õ) óäàåòñÿ í àéòè ô óí êöèþ
(Öõ)9 óäî âëåòâî ðÿþ ù óþ  ðàâåí ñòâó (6), òî  ô î ðì óëà (7) ï î çâî ëÿåò
ëåãêî  âû ÷èñëèòü ñî î òâåòñòâóþ ù èå ñóì ì û .
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Ï ðèì åð 5. Ï î ëî æèì  §(õ) = õ(3 - õ). Òàê êàê õ(3 - õ) = õ{õ + 1) - 2(õ -
-      òî  çäåñü /= 2

, Ñ{õ) = (õ- \)õè, ó÷èòû âàÿ (7), í àõî äèì

? (3 - ê) = ï {ï  + 1)
ê= 1    2ê 2"

Ï ðèì åð 6. Âû ÷èñëèì  ñóì ì ó -ñî $à + ñî 82à - ñî &Çà + ... + (-1)ï ñî $ï à.

2
.

/ñ ~\~ 1 2/ñ 1Çàï èø åì  òî æäåñòâî  2ñî 8 ? ñî çÀ» = ñî ç      ä + ñî 8    
~

 à; çäåñü

/ = -1, ï î ýòî ì ó 2ñî 8 ? 1)Ë ñî 8  = (- 1 )Ëñî 8  à - ñî 8 ?. Î ò-

êóäà ï ðè ä  ÿ(2/ÿ + 1) ï î ëó÷àåì

2 (-1)*ñî 8À:î  = -1 +(-1)'' .
2 2ñî

2

Ï ðè à = ë{2ò + 1) êàæäî å ñëàãàåì î å ðàâí î  åäèí èöå è ñóì ì à ðàâí à ï .

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

7
. Í àéäèòå áåñêî í å÷í óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü êâàäðàòí û õ ÷èñåë, î ñòàþ -

ù èõñÿ êâàäðàòàì è ï î ñëå ï ðèï èñû âàí èÿ ê í èì  ñï ðàâà 1.
8. Äî êàæèòå ñëåäóþ ù èå óòâåðæäåí èÿ:

à) ï ëî ñêî å ÷èñëî  ï (ï  + 1) ÿâëÿåòñÿ óäâî åí í û ì  òðåóãî ëüí û ì  (ðåçóëüòàò
ï èô àãî ðåéöåâ);
á) âî ñüì èêðàòí î å òðåóãî ëüí î å ÷èñëî , óâåëè÷åí í î å í à åäèí èöó, ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðàòî ì  (ðåçóëüòàò Äèî ô àí òà);
â) ï èðàì èäàëüí î å ÷èñëî  ðàâí î  ñóì ì å äâóõ ï î ñëåäî âàòåëüí û õ òåòðàýä-
ðàëüí û õ ÷èñåë.

9
. Í àéäèòå áåñêî í å÷í óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü öåëû õ ÷èñåë, í å ï ðåäñòàâè-

ì û õ â âèäå ñóì ì û  òðåõ êóáî â öåëû õ ÷èñåë.
10. Í à êëåò÷àòî é áóì àãå í àðèñî âàí  ï ðÿì î óãî ëüí èê ðàçì åðî ì  òõ ï . Êàêî å

ì àêñèì àëüí î å ÷èñëî : à) êâàäðàòî â; á) ï ðÿì î óãî ëüí èêî â ì î æí î  í à í åì
í àñ÷èòàòü?

11. Î êðóæí î ñòü ðàçäåëåí à í à 2ÿ + 1 ðàâí û õ ÷àñòåé. Ñêî ëüêî  ñóù åñòâóåò
òðåóãî ëüí èêî â ñ âåðø èí àì è â òî ÷êàõ äåëåí èÿ î êðóæí î ñòè, ñî äåðæà-

ù èõ öåí òð î êðóæí î ñòè?
12. Äî êàæèòå, ÷òî  ñðåäè ÷èñåë 2ò + 2ë è Çò + 3" èì åþ òñÿ áåñêî í å÷í û å

ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè êâàäðàòî â, à ñðåäè ÷èñåë 4ò + 4ÿ, 5ò + 5", 6ò + á",
1ò + 1" í åò í è î äí î ãî  êâàäðàòí î ãî  ÷èñëà.

13. Í àéäèòå ñóì ì û :

) 2 '        á) Xà'
*=1(3*- 1)(ÇÀ: + 2)'

 *=1(2*- 1)(2Ë+ 1)(2Ë + 3)
'
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â) Å (2*- 1 )(2ê + 1); ã) Å ê{ê + 2)(À + 4);
À = I À = I

ä) I - 
|

 _ Ê _ 
|

 ;       å) I àãñ18
1)(À:+ 2)(À:+ 3)' * = î     1 +  + 1)'

æ) Å ï õ . ç)  ê(ê + ñ1- 1)!.

è) Å 8Ë

à=1(2À:+ 1)(2*+ 3)(2À: + 5)
*

14. Ï ðè   2ÿò äî êàæèòå, ÷òî

ÿ                      2        V 2
Å $\ï (à + êñ1)= .

ê= 1 . 
§1Ï  -

2

15. Âû âåäèòå ñëåäóþ ù èå ô î ðì óëû :

à) Å çø 1)8 - 1
;

48Ø
2

á) Å à òêõ= +2 ï õ-à Û ï (ï  + 1)õ±àø 1Õ
ê=\ 1 - 2àñî 8õ + à2

§ 3.2. Âî çâðàòí û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè

×èñëà Ôèáî í à÷÷è

Â 1202 ã. èòàëüÿí ñêèé ì àòåì àòèê Ëåî í àðäî  Ï èçàí ñêèé,
 áî ëåå èç-

âåñòí û é â èñòî ðèè ì àòåì àòèêè êàê Ôèáî í à÷÷è (î ò èòàë. éÍ ø
Âî ï àññ! - ñû í  Áî í à÷÷è, ò. å. äî áðÿêà), èçäàë çàì å÷àòåëüí î å ñî ÷è-
í åí èå ï î ä í àçâàí èåì  «Êí èãà àáàêà». Â í åé î í , â ÷àñòí î ñòè, ï î çí à-

êî ì èë åâðî ï åéöåâ ñ èí äèéñêî é ñèñòåì î é ñ÷èñëåí èÿ - ï ðèâû ÷í î é
í àì  ñåé÷àñ äåñÿòè÷í î é çàï èñüþ  ÷èñåë. «Êí èãà àáàêà» ñî äåðæàëà í å
òî ëüêî  äî ñòèæåí èÿ àðàáñêèõ è åâðî ï åéñêèõ ì àòåì àòèêî â, í î  è
ñî áñòâåí í û å î òêðû òèÿ Ëåî í àðäî . Ðåçóëüòàòû áû ëè èçëî æåí û â
î ñí î âí î ì  â ô î ðì å çàäà÷, ñðåäè í èõ í àèáî ëüø óþ  èçâåñòí î ñòü ï î ëó-
÷èëà çàäà÷à î  ðàçì í î æåí èè êðî ëèêî â [13, ñ. 389]: «Í åêòî  ï î ì åñòèë
ï àðó êðî ëèêî â â çàãî í å, î ãî ðî æåí í î ì  ñî  âñåõ ñòî ðî í , äàáû  óçí àòü,
ñêî ëüêî  ï àð êðî ëèêî â ðî äèòñÿ â òå÷åí èå ãî äà. Ï ðèðî äà êðî ëèêî â
òàêî âà, ÷òî  ÷åðåç ì åñÿö ï àðà êðî ëèêî â ï ðî èçâî äèò í à ñâåò äðóãóþ

ï àðó, à ï î òî ì ñòâî  äàþ ò î í è ñî  âòî ðî ãî  ì åñÿöà ï î ñëå ñâî åãî  ðî æäå-

í èÿ». Äàëåå Ëåî í àðäî  ï ðèâî äèò ðåø åí èå.

ã
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Â í à÷àëå ï åðâî ãî  ì åñÿöà áû ëà î äí à ï àðà êðî ëèêî â, â í à÷àëå
âòî ðî ãî  - äâå. Ï ðè÷åì  î äí à èç í èõ çðåëàÿ, ò. å. ñï î ñî áí àÿ ÷åðåç
ì åñÿö ï ðèí åñòè ï î òî ì ñòâî , âòî ðàÿ - í åò. Ï î ýòî ì ó â í à÷àëå òðåòüå-
ãî  ì åñÿöà áóäóò òðè ï àðû  êðî ëèêî â, äâå èç í èõ çðåëû å. Çàòåì  ñòà-
í åò ï ÿòü ï àð (òðè ï àðû áû ëè è äâå - í î âî å ï î òî ì ñòâî ), èç í èõ
òî ëüêî  òðè çðåëû å è ò. ä. Èç òàáëèöû  âèäí î , ÷òî  â êî í öå ãî äà â çàãî -
í å î êàæåòñÿ 377 ï àð êðî ëèêî â.

Í à÷àëî 1    2    3    4    5    6    7    8    9   10    Ï      12 Ãç
~

ì åñÿöà

×èñëî 1     I    2    3    5    8   13   21   34   55    89   144 233

çðåëû õ ï àð

×èñëî 1    2    3    5    8   13   21   34   55   89   144   233 377

âñåõ ï àð

×èñëà âòî ðî é ñòðî êè ñ ëåãêî é ðóêè Ëþ êà ñòàëè í àçû âàòü ÷èñëà-
ì è Ôèáî í à÷÷è. Î áî çí à÷èì  èõ ÷åðåç ô ë, èì ååì  ô ! = ñðç = 1, Ôç = Ô1 +
+ Ô2, ô 4 = (ð2 + ô ç è ò. ä. Äðóãèì è ñëî âàì è, äëÿ ÷èñåë ô ë âû ï î ëí ÿåò-

ñÿ ñî î òí î ø åí èå

Ôé = Ôë-1 + Ôë-2- Î )

Ñî î òí î ø åí èÿ òàêî ãî  òèï à â ì àòåì àòèêå í àçû âàþ ò ðåêóððåí òí û ì è
(î ò ëàò. ãåñèããåø  - âî çâðàù àþ ù èéñÿ), à âî çí èêàþ ù óþ  ï ðè ýòî ì
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü - ðåêóððåí òí î é èëè âî çâðàòí î é. Í à ñàì î ì
äåëå, äëÿ âû ÷èñëåí èÿ ýëåì åí òà ô ë ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè í åî áõî äè-
ì î  çí àòü äâà åå ï ðåäû äóù èõ ýëåì åí òà ô , è ô ë_2, à äëÿ èõ âû ÷èñëå-

í èÿ - âí î âü í àäî  çí àòü ï ðåäû äóù èå ýëåì åí òû è ò. ä. äî  òåõ ï î ð,

ï î êà í å ï ðèäåì  ê ô 2 è ô ,.

Ðåêóððåí òí û å ñî î òí î ø åí èÿ ï î çâî ëÿþ ò í àéòè ì í î ãèå ñâî éñòâà
ýòèõ ÷èñåë. Äî êàæåì  í åêî òî ðû å èç í èõ (äðóãèå ñâî éñòâà ÷èòàòåëè
í àéäóò â óï ðàæí åí èÿõ). Äëÿ óäî áñòâà ï åðåï èø åì  í åñêî ëüêî  ï åð-
âû õ ÷ëåí î â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè Ôèáî í à÷÷è

1
,     I,   2,   3,   5,   8,   13, 21, 34, 55,   89,   144, 233, 377, ...

Ôð    Ô2'  ÔÇ'  Ô4'  Ô5'  Ôá'   Ô?'   Ô8'   Ô9'   ÔÞ '   Ô1Ð   Ô12»    Ô13'    ÔÍ ' -

Ñâî éñòâî  1. Ñî ñåäí èå ÷ëåí û  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè Ôèáî í à÷÷è âçàèì í î

ï ðî ñòû .

Äî êàçàòåëüñòâî . Ï ðåäï î ëî æèì  ï ðî òèâí î å: í àéäóòñÿ ô ë+1
è ô ë, èì åþ ù èå î áù èé äåëèòåëü  > 1. Òî ãäà ô ,, = ô ë+,

 - ô ,,
 òî æå äå-
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ëèòñÿ í à Ë. Ï ðî äî ëæàÿ ýòî ò ñï óñê äàëüø å
, äî éäåì  äî  ô ç = 1, êî òî ðî å

òàêæå äî ëæí î  äåëèòüñÿ í à   ÷òî  í åâî çì î æí î . Ñâî éñòâî  äî êàçàí î
.

Ñâî éñòâî  2. Åñëè (ðï
 - í àèì åí üø åå ÷èñëî

, äåëÿù ååñÿ í à ¸ , òî  ÷èñëà

Ôèáî í à÷÷è, êðàòí û å ¸ , ï î âòî ðÿþ òñÿ ñ ï åðèî äî ì
, ðàâí û ì  ï .

Äî êàçàòåëüñòâî . Ï óñòü ï  í àèì åí üø èé í î ì åð, äëÿ êî òî ðî -
ãî  ô „ äåëèòñÿ í à ± ô ë = à0ñ1. Òî ãäà ô ë+1 =     + ã, 0 < ã < , ï ðè÷åì  ï î

ï ðåäû äóù åì ó ñâî éñòâó ¸  è ã âçàèì í î  ï ðî ñòû å; ô ë+2 = (à0 + à})ñ1+ ã =
= à2(1 + ã, ô ë+ç = à ¸  + 2ã, ô ë+4 = àËñ1 + Çã, ô ë+5 = + 5ã,.... Î ñòàòêè

ã, ã, 2ã, Çã, 5ã,... èì åþ ò âèä ô ã(ýòî  í å í àèì åí üø èå î ñòàòêè î òäåëå-
í èÿ ô ë+À í à ô . Í à ñ! î í è ï ðè À: < ë í å äåëÿòñÿ â ñèëó òî ãî

, ÷òî  ô ë í å

äåëèòñÿ í à ñ! ï î  óñëî âèþ , à ã âçàèì í î  ï ðî ñòî  ñ ä. Ï î ýòî ì ó è ÷èñëà
Ôë+  = àȩ̂  + ô ã ï ðè À < ë í å äåëÿòñÿ í à , í î  ÷èñëî  ô 2Ë = àï ñ1 + ô ëã
êðàòí î  . Àí àëî ãè÷í î  ñëåäóþ ù åå ÷èñëî , äåëÿù ååñÿ í à - ýòî  ô çë

è ò. ä. Ñâî éñòâî  äî êàçàí î .

Èç ýòî ãî  ñâî éñòâà âû òåêàåò, í àï ðèì åð, ÷òî  ÷èñëà óÚò - ÷åòí û å
,

Ô4ò êðàòí û  òðåì , ô 5ò äåëÿòñÿ í à 5, óÜò - í à 8. ßñí î , ÷òî  ÷èñëî  ô ë
êðàòí î  ô ò (ò * 2) òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà ï  êðàòí î  ò.

 Óï ðàæí åí èå 1. Ï î êàæèòå, ÷òî  åñëè ö>ð - ï ðî ñòî å ÷èñëî , òî  ï ðè

/7 4 åãî  í î ì åð ð òî æå ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòû ì . Î áðàòí î å óòâåðæäå-
í èå í åâåðí î .

Ñâî éñòâî  3. Ëþ áî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî  N î äí î çí à÷í î  çàï èñû âàåòñÿ
â âèäå ñóì ì û  ÷èñåë Ôèáî í à÷÷è.

Äî êàçàòåëüñòâî , ðàçóì ååòñÿ, í àäî  ï ðî âåñòè òî ëüêî  äëÿ òåõ
í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, êî òî ðû å ñàì è í å ÿâëÿþ òñÿ ÷èñëàì è Ôèáî í à÷-
÷è. À òî ãäà äàí í î å ÷èñëî  ÒÓ çàêëþ ÷åí î  ì åæäó äâóì ÿ ÷èñëàì è Ôèáî -
í à÷÷è: ô ë < Ì < ô ë+|. ×èñëî  ÒÓ- ô ë, â ñâî þ  î ÷åðåäü, çàêëþ ÷åí î  ì åæ-

äó äðóãèì è ÷èñëàì è Ôèáî í à÷÷è ô ò è Ôò+1, ï ðè÷åì  ò+ \< ï  (èí à÷å
ï ðè /è + 1 > « ï î ëó÷èì  0< Ì - (ô ë + ô ò) < Ì - (ô ë + ô ,,.,) = Ì ~ ô ë+|,
÷òî  í åâî çì î æí î ). Çàòåì  í àõî äèì  í àèáî ëüø åå ÷èñëî  ô , í å ï ðåâî ñõî -
äÿù åå ðàçí î ñòè Ëã- (ô ë + ô ò), è ò. ä. Ðàçí î ñòü ÓÓ - (ô ë + ô ò + ô ë + ...)
í åî òðèöàòåëüí à è óáû âàåò ñ êàæäû ì  ø àãî ì . Áåñêî í å÷í î  óáû âàòü
î í à í å ì î æåò, ï î ñêî ëüêó î ãðàí è÷åí à ñí èçó í óëåì . Ï î ýòî ì ó í à í åêî -
òî ðî ì  ø àãå ýòà ðàçí î ñòü ñòàí åò ðàâí î é í óëþ . Í à ýòî ì  ï ðî öåññ çà-
êî í ÷èòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷èñëî  ÓÓ áóäåò åäèí ñòâåí í û ì  î áðàçî ì  ï ðåä-
ñòàâëåí î  â âèäå ñóì ì û  ÷èñåë Ôèáî í à÷÷è. Ñâî éñòâî  äî êàçàí î .
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Åñëè âêëþ ÷èòü â í àéäåí í óþ  ñóì ì ó âñå ï ðî ï óù åí í û å ÷èñëà Ôè-
áî í à÷÷è ñ í óëåâû ì è êî ýô ô èöèåí òàì è, ï î ëó÷èì  î äí î çí à÷í î å ðàç-
ëî æåí èå ÷èñëà N110 ÷èñëàì  Ôèáî í à÷÷è

7Ó= àï ö>
ï  + _,ÔË_1 + ...+ ÿ2Ô2,

ãäå êî ýô ô èöèåí òû  àê ðàâí û  í óëþ  èëè åäèí èöå. Í àï ðèì åð,

20= 13 + 5 + 2 = ô 7 + ô 5 + ô ç = (1,0, 1,0, 1,0)ô ,
50 = 34 + 13 + 3 = ô 9 + ô 7 + ô 4 = (1,0, 1,0, 0, 1,0, 0)ô ,
100 = 89 + 8 + 3 = ô 11 + ô 6 + ô 4 = (1,0, 0, 0, 0, 1,0, 1,0, 0)ô .

Èòàê, èñï î ëüçóÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü {ô
Ë}, ì î æí î  ï î ñòðî èòü í î -

âóþ  ñèñòåì ó ñ÷èñëåí èÿ, êî òî ðóþ  åñòåñòâåí í î  í àçâàòü ô èáî í à÷÷èå-
âî é. Çàï èñü í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà â ýòî é ñèñòåì å í àï î ì èí àåò äâî è÷-
í óþ , í î , â î òëè÷èå î ò í åå, í å ì î æåò èì åòü äâå ï î äðÿä èäóù èå åäè-

í èöû (ï î ÷åì ó?). Èí äåêñ Ô óêàçû âàåò í à òî , ÷òî  ÷èñëî  çàï èñàí î
â ô èáî í à÷÷èåâî é ñèñòåì å ñ÷èñëåí èÿ.

Èí òåðåñåí  ñëåäóþ ù èé ô àêò: ÷èñëî  ô 12 = 122. Î êàçû âàåòñÿ, ï ðè
ï > 2 ñðåäè ÷èñåë ô Ë áî ëüø å í åò êâàäðàòî â. Ýòî  óòâåðæäåí èå áû ëî

äî êàçàí î  àí ãëèéñêèì  ì àòåì àòèêî ì  Äæ. Êî í î ì  â 1963 ã.

Ðåêóððåí òí û å ñî î òí î ø åí èÿ

Ì û  óæå í å ï åðâû é ðàç âñòðå÷àåì ñÿ ñ ô î ðì óëàì è, â êî òî ðû õ ÿ-é
÷ëåí  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè âû ðàæàåòñÿ ÷åðåç î äèí  èëè í åñêî ëüêî

ï ðåäû äóù èõ ÷ëåí î â. Äî ñòàòî ÷í î  âñï î ì í èòü àðèô ì åòè÷åñêóþ  è
ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèè, ÷èñëà Ëþ êà, áî êî âû å è äèàãî í àëüí û å
÷èñëà, à òåï åðü è ÷èñëà Ôèáî í à÷÷è. Í î , ñî ãëàñèòåñü, í àõî äèòü âñå
ï ðåäû äóù èå ýëåì åí òû ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè óòî ì èòåëüí î , äà è í å

âñåãäà ðåçóëüòàò ï î ëó÷àåòñÿ â êî í å÷í î ì  âèäå. Ï î ýòî ì ó âï î ëí å åñ-
òåñòâåí í î  æåëàí èå í àéòè ô î ðì óëó, âû ðàæàþ ù óþ  î áù èé ÷ëåí  ï î -
ñëåäî âàòåëüí î ñòè í åï î ñðåäñòâåí í î  ÷åðåç ï , êàê â ñëó÷àå ï ðî ô åñ-

ñèé. Î êàçû âàåòñÿ, äëÿ ðåêóððåí òí û õ ñî î òí î ø åí èé, â êî òî ðû õ
êàæäû é ýëåì åí ò ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè âû ðàæàåòñÿ ÷åðåç ï ðåäû äó-
ù èå ñ ï î ì î ù üþ  ëèí åéí î é ô óí êöèè, ýòà çàäà÷à ðàçðåø èì à.

Ï óñòü ýëåì åí òû  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {èï ] ñâÿçàí û  ô î ðì óëî é

è
**ò = à\èï +ò-\ + à2èï +ò-2 + - + (2)

ãäå â], à2,..., àò
 - äåéñòâèòåëüí û å ÷èñëà

.
 Çàì åí èâ èï +ê í à À*, ï î ëó-

÷èì  àëãåáðàè÷åñêî å óðàâí åí èå

Õò = à{Êò-1 + à2
Õò-2 + 

...
 + à

ò
.
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Î í î  í àçû âàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì  ääÿ ñî î òí î ø åí èÿ (2). Í àéäåì
åãî  êî ðí è À,|,Õò. Åñëè âñå î í è ðàçëè÷í û å è äåéñòâèòåëüí û å, òî

î áù åå ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (2) çàï èñû âàåòñÿ [23] â âèäå àëãåáðàè÷å-
ñêî é ñóì ì û

ãäå êî ýô ô èöèåí òû  ñ,, ñ2,..., ñò î ï ðåäåëÿþ òñÿ ï åðâû ì è ò ýëåì åí òà-

ì è ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {èï }.

Ðàññì î òðèì  í åñêî ëüêî  ï ðèì åðî â.

Ï ðèì åð 1. Í àéäåì  î áù èé âèä ï -ãî  ÷ëåí à ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ô åñ-
ñèè. Ï î  î ï ðåäåëåí èþ  èì ååì  Ü

ï
 = äÜ

ï _19 î òêóäà ï î ëó÷àåì  õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêî å óðàâí åí èå Õ = ä, ñëåäî âàòåëüí î , Ü

ï
 = ñäï ~]. Ï î ëî æèì  çäåñü

ï  = 1, òî ãäà ñ = Ü] è Üï
 = Üõäï ~1

,

Åñëè í åêî òî ðû é êî ðåí ü, í àï ðèì åð õàðàêòåðèñòè÷åñêî ãî
óðàâí åí èÿ ÿâëÿåòñÿ Ë-êðàòí û ì , à î ñòàëüí û å - î äí î êðàòí û ì è, òî
â î áù åì  ðåø åí èè êî ýô ô èöèåí ò ñ, çàì åí èòñÿ í à ñóì ì ó ñ', + ñ ë + ... +
+ ÑäË*"1

. Äëÿ èëëþ ñòðàöèè ýòî ãî  ñëó÷àÿ ðàññì î òðèì

Ï ðèì åð 2. Âû ÷èñëèì  ï -é ÷ëåí  àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè. Èç àï +2
 =

= 2à
ï +]

 - àï  ï î ëó÷àåì  X2 - 2ß , -Ì  = Î Ä, 2 =: 1; î òêóäà àï +1 = ñ, + ñ2ï .
Ï ðè ï  = 0 èì ååì  à, = ñ,, çàòåì , ï î ëî æèâ ï = \, í àéäåì   = 1 + ñ2»
ñëåäî âàòåëüí î , ñ2 = à2 - 0  = Ë.Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èì  àï +]

 == ë, + ñ1ï .

×èòàòåëè, çí àêî ì û å ñ ëèí åéí û ì è äèô ô åðåí öèàëüí û ì è óðàâ-
í åí èÿì è ñ ï î ñòî ÿí í û ì è êî ýô ô èöèåí òàì è, í åñî ì í åí í î , çàì åòèëè
â ï ðèâåäåí í î ì  ðåø åí èè ï î ëí óþ  àí àëî ãèþ . È ýòî  í å ñëó÷àéí î .
Â òåî ðèè êî í å÷í û õ ðàçí î ñòåé ðåêóððåí òí û å ñî î òí î ø åí èÿ èãðàþ ò
òó æå ðî ëü, ÷òî  è äèô ô åðåí öèàëüí û å óðàâí åí èÿ â ì àòåì àòè÷åñêî ì
àí àëèçå. Åñëè ðåêóððåí òí î å ñî î òí î ø åí èå çàäàåòñÿ áî ëåå ñëî æí î é
ô óí êöèåé, òî  òàê ëåãêî  í àéòè ðåø åí èå í å óäàåòñÿ. Í î  èí î ãäà è â
ýòî ì  ñëó÷àå èññëåäî âàòåëÿ ï î äæèäàåò óäà÷à. Èì åí í î  òàê î áñòî èò
äåëî  ñ çàäà÷åé Ýéëåðà î  ðàçáèåí èè ì í î ãî óãî ëüí èêà, î  êî òî ðî é
ðå÷ü ï î éäåò â ñëåäóþ ù åì  ï óí êòå äàí í î ãî  ï àðàãðàô à.

Ï ðèì åð 3. Í àéäåì  ï -é ÷ëåí  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, î áî áù àþ ù åé
àðèô ì åòè÷åñêóþ  è ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèè [30]. Î ï ðåäåëÿåòñÿ
î í à ðåêóððåí òí î

Åñëè çäåñü ï î ëî æèòü ä = 1, òî  ï ðèäåì  ê àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî -
ãðåññèè, à ï ðè 4=0 - ê ãåî ì åòðè÷åñêî é. Ï î ýòî ì ó åñòåñòâåí í î  í à-

§ 3.2. Âî çâðàòí û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Ðåêóððåí òí û å ñî î òí î ø åí èÿ      79



çâàòü ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü {ó
ï } àðèô ì åòèêî -ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåñ-

ñèåé,

Òàê êàê óï +]
 - ó

ï  = ä(ó
ï
 - ó ), òî  õàðàêòåðèñòè÷åñêî å óðàâí åí èå

èì ååò âèä X,2 - + \)Õ + ä = 0. Åãî  êî ðí ÿì è ÿâëÿþ òñÿ X,, = = 1.
Ñëåäî âàòåëüí î , óï  = ñ, "-1 + ñ2. Î ñòàåòñÿ ó÷åñòü í à÷àëüí û å óñëî âèÿ
ó, = à, ó2 = <7à + ñ1. Ï î äñòàâèâ èõ â í àéäåí í î å ðåø åí èå, ï ðèõî äèì
ê ñèñòåì å

à = ñ, +

äà + ñ1= ñõä + ñI
Î òêóäà ñ, = à + - - , ñ9 =       . Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷àåì

4 - 1        1 - <7

ó
„
 = Ãà+ ó-'+   * (3)

V       - ê 1 - <7
Âî ñï î ëüçóåì ñÿ ô î ðì óëî é (3) äëÿ ðåø åí èÿ ñëåäóþ ù åé çàäà÷è:

â òðàï åöèè ÀÂÑÎ  ñ î ñí î âàí èÿì è ÀÂ = àè ÑÂ = Ü (à < Ü) ï ðî âåäåí
î òðåçî ê À , ñî åäèí ÿþ ù èé ñåðåäèí û  äèàãî í àëåé (ðèñ. 30). Â ï î -
ëó÷åí í î é òðàï åöèè ÀÕÂÕÑÂ ñí î âà ï ðî âåäåí  î òðåçî ê À2Â2, ñî åäè-
í ÿþ ù èé ñåðåäèí û  åå äèàãî í àëåé, è ò. ä. Í àéòè äëèí ó î òðåçêà Àï

Â
ï .

Î áî çí à÷èì  À
ï
Â

ï
 = à

ï
. ßñí î , ÷òî  òî ÷êè Àõ è Âõ ëåæàò í à ñðåäí åé

ëèí èè Æ èñõî äí î é òðàï åöèè è ÃÀ  Â]Ê=    Î òêóäà à, = -

- à = Ö-
. Àí àëî ãè÷í î  à2 =    Ä|,     àï +1 = -- . Ï ðèõî äèì

ê àðèô ì åòèêî -ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè, ó êî òî ðî é  = -1, = .

5/1

À Â Ê

Ë Â
2 2

Ñâ

Ðèñ. 30
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Ï î  ô î ðì óëå (3) í àéäåì  à
ï  = -  (| - + |. ßñí î ,

 ÷òî  ýòà ï î -

ñëåäî âàòåëüí î ñòü èì ååò ñâî èì  ï ðåäåëî ì  ÷èñëî  |. Â ñëó÷àå Ü = Çà
âñå î òðåçêè èì åþ ò ï î ñòî ÿí í óþ  äëèí ó, ðàâí óþ  . Â î ñòàëüí û õ ñëó-
÷àÿõ äëèí û  î òðåçêî â ï î ï åðåì åí í î  òî  áî ëüø å ï ðåäåëüí î é âåëè÷è-

í û  , òî  ì åí üø å åå.
Ï ðèì åð 4. À òåï åðü âåðí åì ñÿ ê ÷èñëàì  Ôèáî í à÷÷è. Äëÿ í èõ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêî å óðàâí åí èå çàï èø åòñÿ òàê ê2 = X + 1. Åãî  êî ðí è

Õ] = 11Ë è À,2 = 1 ~  ðàçëè÷í û å, ï î ýòî ì ó ô
,,
 = ñ 1 Õ Ù

* +

(ë _ /5 ë-,
+    -. ×òî áû  í àéòè ñ

, è ñ2, ï î ëî æèì  ÿ = 1 è ÿ = 2, òî ãäà

1 = ñ1 +ñ2è 1 = ,11-  +ñ2Õ- 1.
2 1 2

Î òêóäà ñ. = 1±Ë, ñ7 = . 

,
  . Î êî í ÷àòåëüí î  ï î ëó÷àåì  ô î ðì óëó

2Ë 2Ä

ô.= (( )
"

-( )-
Î í à í àçû âàåòñÿ ô î ðì óëî é Áèí å- ï î  èì åí è î òêðû âø åãî  åå

â 1843 ã. ô ðàí öóçñêî ãî  ì àòåì àòèêà Æ. Áèí å, õî òÿ åù å ðàí üø å
â 1728 ã. ýòà ô î ðì óëà áû ëà î ï óáëèêî âàí à ø âåéöàðñêèì  ì àòåì àòè-
êî ì  Ä. Áåðí óëëè.

 Óï ðàæí åí èå 2. Èñï î ëüçóÿ ô î ðì óëó Áèí å, äî êàæèòå ðàâåí ñòâà:

à) ô  + ô 2+1=Ô2„+1;

á) +ô Ç + ... + ô Ç = (ô çë+2 + (-Î -'áô
,., + 5).

×èòàòåëè, í åñî ì í åí í î , çàì åòèëè, ÷òî  ô î ðì óëà Áèí å âû ðàæàåò

Ôë ÷åðåç ñòåï åí è ÷èñëà Ôèäèÿ Ô =  * 1:

41 ï  = Ôï -{-\)ï Ô-ï . (4)

§ 3.2. Âî çâðàòí û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Ðåêóððåí òí û å ñî î òí î ø åí èÿ      8 1
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Ýòî  í å ñëó÷àéí î : åñëè âñï î ì í èòü ðàâåí ñòâî  Ô2 = Ô + 1 (óï ð. 8
§ 2.1) è óì í î æèòü åãî  í à Ôï , òî  ï î ëó÷èì  Ôï +2 = Ôï +{ + Ô". Òàêèì
î áðàçî ì , ñòåï åí è ÷èñëà Ô óäî âëåòâî ðÿþ ò òî ì ó æå ðåêóððåí òí î ì ó
ñî î òí î ø åí èþ , ÷òî  è ÷èñëà Ôèáî í à÷÷è. Í àéäåì  òåï åðü î áðàòí óþ
çàâèñèì î ñòü Ôï  î ò ô ë

. Äëÿ ýòî ãî  óì í î æèì  ðàâåí ñòâî  (4) í à Ô è ñëî -

æèì  ñ ë/Çô
,
 = Ô"-1 + (-\)ï Ô~ï +]

. Â ðåçóëüòàòå ï î ñëå ï ðåî áðàçî -

âàí èÿ ë/5 (ô
ÿ
Ô + ô ,,.,) = Ôï +] + Ô""1 = ÔË(Ô + Ô"1) = 45Ôï  áóäåì

èì åòü

Ô Ô
.
Ô+Ô

,.,. (5)

 Óï ðàæí åí èå 3. Ï î êàæèòå, ÷òî  Ô~ï  - (-1)ë(ô ë+1
 - ÔË

Ô).

Â òî  æå âðåì ÿ, çàì åí ÿÿ ô î ðì àëüí î  â (5) ï  í à -ë, ï î ëó÷èì  Ô~ï  =
= ô

_ë
Ô + Ô

_Ë-|- Ðåçóëüòàòû  ñî âï àäóò, åñëè ñ÷èòàòü ô _ë = (-1)ë",ô ë.
Ï ðàâäà, ï î êà ì û  äàæå í å çí àåì  î ï ðåäåëåí èå ÷èñëà ô

_ë
.
 Í î  ýòî ò í å-

äî ñòàòî ê ëåãêî  óñòðàí èòü, î áðàòèâø èñü ê ðåêóððåí òí û ì  ñî î òí î -
ø åí èÿì : ô 0 = ô ç - ô ð ô _1 = ô ! - Ôî » Ô_2 - Ôî  ~ ô _1 È Ò. Ä. ÂüØ ÈØ ÑÌ
í åñêî ëüêî  çí à÷åí èé ô

_Ë.

~

ï 0 1 2 3 4 5 6 7 8 -9 -10
~

Ãï        0      1    -1      2    3     ~5    8      13   21      34 -55

Ì û  âèäèì , ÷òî  âí î âü âî çí èêàåò ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ÷èñåë Ôèáî -
í à÷÷è, òî ëüêî  ñ ÷åðåäóþ ù èì èñÿ çí àêàì è.

Óï ðàæí åí èå 4. Äî êàæèòå ðàâåí ñòâî  ô
_ë = (-1)ë~1ô ï

'

Âî î áù å ãî âî ðÿ, ðåêóððåí òí î å ñî î òí î ø åí èå (1) çàäàåò í å î äí ó
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü, à áåñêî í å÷í î å ì í î æåñòâî  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñ-

òåé, êàæäàÿ èç êî òî ðû õ î ï ðåäåëÿåòñÿ í à÷àëüí û ì è ýëåì åí òàì è èõ è

«2- Âñå î í è í àçû âàþ òñÿ î áî áù åí í û ì è ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿì è Ôèáî -
í à÷÷è. Åñëè ñ÷èòàòü «1 =  =  òî  ï î ëó÷àåì  ÷èñëà Ôèáî í à÷÷è, åñëè
æå ï î ëî æèòü = 1, 2 = 3, òî  ï ðèäåì  ê ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè 1, 3, 4,
7

, 11, 18,í àçû âàåì î é ðÿäî ì  Ëþ êà.
Èí òåðåñ ê ÷èñëàì  Ôèáî í à÷÷è ï î ÿâèëñÿ òî ëüêî  â XIX â., è ðàáî -

òû , ï î ñâÿù åí í û å èì , î áðàçí î  ãî âî ðÿ [13, ñ. 391], «ñòàëè ðàçì í î -
æàòüñÿ, êàê ô èáî í à÷÷èåâû  êðî ëèêè». Òàêî é èí òåðåñ ê í èì  âï î ëí å
î áúÿñí èì  [9]. Î í è ÷àñòî  âñòðã àþ òñÿ â ï ðèðî äå, í àï ðèì åð, ÷èñëà-
ì è Ôèáî í à÷÷è âû ðàæàþ òñÿ êî ëè÷åñòâà ñï èðàëåé, ï î  êî òî ðû ì  ðàñ-
ï î ëàãàþ òñÿ ñåì å÷êè â ï î äñî ëí óõå, öâåòî ÷êè â ñî öâåòèÿõ ðî ì àø êè,
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÷åø óéêè åëî âî é ø èø êè è äð. Ï ðèì åí ÿþ òñÿ î í è ï ðè ì àø èí í î é
ñî ðòèðî âêå è î áðàáî òêå èí ô î ðì àöèè, ï ðè ãåí åðèðî âàí èè ñëó÷àé-
í û õ ÷èñåë, ï ðè í àõî æäåí èè ýêñòðåì óì î â ô óí êöèé, ï ðî èçâî äí û å
êî òî ðû õ í å èçâåñòí û . Èñï î ëüçóþ òñÿ î í è è â òåî ðèè ÷èñåë. Òàê,
Ëþ êà ñ èõ ï î ì î ù üþ  äî êàçàë â 1891 ã. ï ðî ñòî òó ÷èñëà Ì åðñåí í à
2127 - 1, í àéäÿ òàêèì  î áðàçî ì  12-å ñî âåðø åí í î å ÷èñëî . Çàì åòèì ,
÷òî  ýòî  ï î ñëåäí åå ñî âåðø åí í î å ÷èñëî , í àéäåí í î å áåç èñï î ëüçî âà-
í èÿ ÝÂÌ .

Í î  ñàì î å çàì å÷àòåëüí î å ï ðèëî æåí èå ÷èñëà Ôèáî í à÷÷è í àø ëè â
XX â. Ñ èõ ï î ì î ù üþ  ñî âåòñêèé ì àòåì àòèê Þ . Â. Ì àòèÿñåâè÷ â 1970 ã.

ðåø èë äåñÿòóþ  ï ðî áëåì ó Ãèëüáåðòà. Çäåñü í àäî  ñêàçàòü í åñêî ëüêî
ñëî â î  çí àì åí èòî ì  äî êëàäå í åì åöêî ãî  ì àòåì àòèêà Ä. Ãèëüáåðòà,
ñäåëàí í î ì  èì  í à âòî ðî ì  ì åæäóí àðî äí î ì  êî í ãðåññå ì àòåì àòèêî â,

ñî ñòî ÿâø åì ñÿ â 1900 ã. â Ï àðèæå. Â ýòî ì  äî êëàäå î í  î áðèñî âàë ñî -
ñòî ÿí èå ì àòåì àòèêè í à ðóáåæå âåêî â è ï î ñòàâèë 23 ï ðî áëåì û , ðàç-
ðåø åí èå êî òî ðû õ æåëàòåëüí î  áû ëî  áû  ï î ëó÷èòü â í î âî ì  âåêå. Ñðå-
äè í èõ áû ëè è äðåâí èå çàäà÷è, è ñî âåðø åí í î  í î âû å, êî òî ðû å ï î -
ÿâèëèñü â ðåçóëüòàòå ï î ñëåäí èõ èññëåäî âàí èé ó÷åí û õ, â òî ì  ÷èñëå
è ñàì î ãî  Ãèëüáåðòà. Ï ðî áëåì û  î êàçàëèñü ñòî ëü àêòóàëüí û ì è, ÷òî
ï ðàêòè÷åñêè âñÿ ì àòåì àòèêà XX â. ðàçâèâàëàñü ï î ä çí àêî ì  ðåø å-
í èÿ çàäà÷, ï î ñòàâëåí í û õ Ãèëüáåðòî ì . Ï î ä í î ì åðî ì  äåñÿòü â äî -
êëàäå áû ëà ñô î ðì óëèðî âàí à ï ðî áëåì à ðàçðåø èì î ñòè äèî ô àí òî -
âû õ óðàâí åí èé (§ 4.2). Èñï î ëüçóÿ äåëèì î ñòü ÷èñåë Ôèáî í à÷÷è,
Ì àòèÿñåâè÷ äî êàçàë î òñóòñòâèå àëãî ðèòì à, ï î çâî ëÿþ ù åãî  î ï ðåäå-
ëèòü, ðàçðåø èì î  ëè âî  ì í î æåñòâå öåëû õ ÷èñåë ï ðî èçâî ëüí î å àë-

ãåáðàè÷åñêî å óðàâí åí èå ñ öåëû ì è êî ýô ô èöèåí òàì è.
ÿ

×èñëà Êàòàëàí à

Â 1751 ã. â ï èñüì å ê Ãî ëüäáàõó Ýéëåð ñô î ðì óëèðî âàë è ðåø èë ñëå-
äóþ ù óþ  çàäà÷ó: ñêî ëüêèì è ñï î ñî áàì è âû ï óêëû é ï -óãî ëüí èê ì î æí î
ðàçáèòü í à òðåóãî ëüí èêè í åï åðåñåêàþ ù èì èñÿ äèàãî í àëÿì è ?

 Óï ðàæí åí èå 5. Ï î êàæèòå, ÷òî  ë-óãî ëüí èê ðàçáèâàåòñÿ í à ï  - 2
òðåóãî ëüí èêà, ï ðè÷åì  î ñóù åñòâëÿåòñÿ òàêî å ðàçáèåí èå ï  - 3 äè-
àãî í àëÿì è.

Ðåø èì  çàäà÷ó. Äëÿ ýòî ãî  âû âåäåì  ðåêóððåí òí óþ  ô î ðì óëó, âû ðà-
æàþ ù óþ  ÷èñëî  Òï +1 ñï î ñî áî â ðàçáèåí èÿ (ë + 1)-óãî ëüí èêà ÷åðåç
÷èñëî  Ò

ï
 ñï î ñî áî â ðàçáèåí èÿ ë-óãî ëüí èêà. Ðàññì î òðèì  (/7 + 1)-

óãî ëüí èê À À .-Ë  è âû äåëèì  â í åì  î äí ó ñòî ðî í ó, í àï ðèì åð

§ 3.2. Âî çâðàòí û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, '/ì ñóø  à óø /ø 
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á)à)

Ë

4.+

ÀË Ë Ë
2 I 2

Ðèñ. 31

À , à âì åñòå ñ í åé è òðåóãî ëüí èê ÀóÀ À  Åñëè ê = Ú èëè ê = ï  + \
(ò. å. âåðø èí à  - ñî ñåäí ÿÿ ñî  ñòî ðî í î é ÀÕÀ  (ðèñ. 31), òî  â î áî èõ
ñëó÷àÿõ äëÿ êàæäî ãî  èç î ñòàâø èõñÿ ë-óãî ëüí èêî â ñóù åñòâóåò Ò

ï

ñï î ñî áî â ðàçáèåí èÿ, à çí à÷èò, âñåãî  27  ðàçáèåí èé. Åñëè 4 < À: < ë,
òî  ï î  î äí ó ñòî ðî í ó î ò òðåóãî ëüí èêà ËõÀ2Àê ðàñï î ëàãàåòñÿ (Ë-1)-óãî ëü-
í èê, à ï î  äðóãóþ  - (ë - À: + 3)-óãî ëüí èê (ðèñ. 32). Ï åðâû é èç í èõ
ðàçáèâàåòñÿ í à òðåóãî ëüí èêè Òê_õ ñï î ñî áàì è, âòî ðî é - Òï _ê+Ú ñï î -
ñî áàì è; âñåãî  â ýòî ì  ñëó÷àå áóäåò Òê

_õ . Ò
ï _ê+Ú âàðèàí òî â. Òàêèì

î áðàçî ì , ÷èñëî  ðàçáèåí èé (ÿ + 1)-óãî ëüí èêà í à òðåóãî ëüí èêè ðàâí î
= 27; + òãò

ï _{ + ò4òï _2 +... +    ò3. (6)
À òåï åðü í àéäåì  ÷èñëî  Ò

ï ,
 î áðàòèâø èñü ê äèàãî í àëÿì  ë-óãî ëüí è-

êà. ×òî áû ï ðåâðàòèòü (ÿ + 1)-óãî ëüí èê â ÿ-óãî ëüí èê, î òî æäåñòâèì
âåðø èí ó À] ñ âåðø èí î é  Â ðåçóëüòàòå òðåóãî ëüí èê À À  âû ðî äèò-
ñÿ â î òðåçî ê. Ýòî ò î òðåçî ê áóäåò äèàãî í àëüþ  ë-óãî ëüí èêà òî ëüêî  äëÿ

4< ê < ï . Ï ðè ô èêñèðî âàí í î ì  ê äàí í àÿ äè-
àãî í àëü ðàçáèâàåò ë-óãî ëüí èê í à {ê - 1)-
óãî ëüí èê èí à(ï - ê + 3)-óãî ëüí èê, ÷òî  äàåò

Ò
ï _ê+3 âàðèàí òî â ðàçáèåí èÿ. Âñåãî  èì å-

åì  ÒóÒ  + Ò4Òï _2 + ... + Ò Ãç ðàçáèåí èé
ë-óãî ëüí èêà äèàãî í àëÿì è, âû õî äÿù èì è èç

âåðø èí û  À1 = ó42. Ï åðåáèðàÿ âñå âåðø èí û ,
ï î ëó÷èì  ñóì ì ó

{Ò3Òï _{ + Ò4Òï _2 + ...+ Ò„_1Ò3)ï .

Î í à ðàâí à ÷èñëó ðàçáèåí èé Ò
ï , ï î âòî ðåí í î -

ì ó ñòî ëüêî  ðàç, ñêî ëüêî  äèàãî í àëåé ó÷àñò-
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À
ê

À À
I 2

Ðèñ. 32
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âóåò â î äí î ì  ðàçáèåí èè, ò. å. (ï  - 3); êðî ì å òî ãî , ñëåäóåò ó÷åñòü,
 ÷òî

êàæäàÿ äèàãî í àëü â ñóì ì å èñï î ëüçóåòñÿ äâàæäû . Ï î ýòî ì ó

(Ã3+ Ò4Ò„_2 + ...+ Òï _õ 7> = 2(ÿ - 3)Òï .
Òåï åðü ðàâåí ñòâî  (6) ì î æí î  ï åðåï èñàòü òàê:

»

Ò
ï +,

 = 2Ò
ï  + 2ï- 1òï

 = 12Ë 1ò,
Í àéäåí í àÿ ðåêóððåí òí àÿ ô î ðì óëà ï î çâî ëÿåò í åï î ñðåäñòâåí í î

âû ðàçèòü Ò
ï  ÷åðåç ï :

Ò = 2 ï  ~        = 22 'ï  ~ )( Àã ~ =
" /1-1    Ë-1 (Ë-1)(À2-2) ï '2

'

=    2„-ç(2Àã-5)(2/;-7)...Çã = 2ï .33 - 5 - 7 .... . (2ï  - 5) =
(é - 1)(ë-2)...3   3 3-4- 5 -...-(/7-I)

= 2ï -21'3'5'...-(2/1-5)
(/2-1)!

Âû ï èø åì  í åñêî ëüêî  ï åðâû õ çí à÷åí èé Ò
ï
 äëÿ // = 3, 4, 5,...

1
,

2
, 5, 14,42, 132, 429,....

Ýòà ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü çàòåðÿëàñü ñðåäè ðî ññû ï è äðóãèõ çàì å-
÷àòåëüí û õ ðåçóëüòàòî â Ýéëåðà è î áðàòèëà í à ñåáÿ âí èì àí èå ëèø ü â
ñâÿçè ñ ðåø åí èåì  â 1838 ã. Êàòàëàí î ì  ñëåäóþ ù åé çàäà÷è: èì ååòñÿ
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü èç ï  áóêâ; ñêî ëüêèì è ñï î ñî áàì è ì î æí î  ðàñ-
ñòàâèòü ï  - 1 ï àðó ñêî áî ê òàêèì  î áðàçî ì , ÷òî áû âí óòðè êàæäî é
ñêî áêè èì åëî ñü ðî âí î  2 «âû ðàæåí èÿ»? Çäåñü ï î ä «âû ðàæåí èåì »
ï î í èì àåòñÿ ëèáî  äâå ñî ñåäí èå áóêâû , ëèáî  áóêâà è ñêî áêà, ëèáî
äâå ñêî áêè. Ï ðè /1 = 2 èì ååòñÿ î äèí  âàðèàí ò (àÜ), äëÿ /2 = 3 - äâà:
((àÜ)ñ) è (à{Üñ)), äëÿ /2 = 4 - ï ÿòü: {{àÜ){ñô ), {à(Ü{ñô )), {à{(Üñ)ô ),
{{(àÜ)ñ)ñ1), ((à{Üñ))ñ1) è ò. ä. Âî çí èêàåò òà æå ñàì àÿ ï î ñëåäî âàòåëü-
í î ñòü. Åå ÷ëåí û  è áû ëè í àçâàí û  ÷èñëàì è Êàòàëàí à.

Ñóì ì à ñòåï åí åé

À òåï åðü ðàññì î òðèì  ï ðèì åðû  ñóì ì , êî ãäà èç ðåêóððåí òí û õ ñî î òí î -
ø åí èé í å óäàåòñÿ í àéòè â êî í å÷í î ì  âèäå ô î ðì óëû  äëÿ ï  ñëàãàåì û õ.

Ï ðèì åð 1. Î áî çí à÷èì
Çò= \ò + 2ò + 

...
 + ï ò

ï

è âû ÷èñëèì  ýòó ñóì ì ó äëÿ í åêî òî ðû õ ï î êàçàòåëåé ò.

Äëÿ ýòî ãî  î áðàòèì ñÿ ê áèí î ì ó Í üþ òî í à - ô î ðì óëå âî çâåäåí èÿ
äâó÷ëåí à â í àòóðàëüí óþ  ñòåï åí ü

§ 3.2. Âî çâðàòí û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Ñóì ì à ñòåï åí åé      Ì  8 5



ò

(à + *)« = Å Ñêòàò-êÜê.
ê = 0

Ýòà ô î ðì óëà, êàê è âèä êî ýô ô èöèåí òî â Ñê = ò{ò - 1)...(/ÿ - À: + 1)

áóäóò í àì è âû âåäåí û  â § 4.1. Èñï î ëüçóÿ ô î ðì óëó áèí î ì à, çàï èø åì
ðàçí î ñòü

{ê + 1)*+' -  = Ñ'+1*« + Ñ2+1Ë"-' + ÑÇ+1 -2+ ... + Ñ«+1À + I.
Ï ðî ñóì ì èðóåì  î áå ÷àñòè ýòî ãî  ðàâåí ñòâà ï î  Ë î ò 1 äî  ï . Â ëåâî é
÷àñòè ï î ëó÷èì â ï ðàâî é - ñóì ì ó +
+ Î

òÏ 8  + + ... + Ù +ó&ï  + ÿ. Âû ðàçèì  î òñþ äà 5* Ó÷è-
òû âàÿ

, ÷òî  Ñ +1 = /è + 1, èì ååì

  ãï . 
Èç ýòî é ðåêóððåí òí î é ô î ðì óëû  í àéòè ÿâí óþ  çàâèñèì î ñòü Ù  î ò ò
è ë í å óäàåòñÿ, ï î ýòî ì ó ï ðèõî äèòñÿ î áðàù àòüñÿ ê ô î ðì óëàì  äëÿ

âñåõ ï ðåäû äóù èõ ñòåï åí åé 5 "!, 5 "2,8\.

 Óï ðàæí åí èå 6. Âû ÷èñëèòå òàêèì  ñï î ñî áî ì  5|, 5 , 5 , 5 .
Ï ðèì åð 2. Ôðàí öóçñêèé ì àòåì àòèê Á. Ï àñêàëü ðàññì î òðåë ñóì ì ó
áî ëåå î áù åãî  âèäà

Ñ?ò =  +    +     + ... + (ÿ + (ÿ - \Ø ò-
Î í  òî æå èñï î ëüçî âàë ô î ðì óëó áèí î ì à

(é + Î 1 -      = Ñ>|+1àò + Ñ1+õàò-õ(Ð- + ... + 1È+1,
(ÿ + 2 +1-(ÿ + 4)'è+1 =

(ë + ï ñ1)ò+õ -(à + (ï - 1)ñ1)ò+1 =
= Ñ +1(à + (ÿ - 1)  + Ñ2+1(ë + (ÿ- Î Ó"-1 2 + ... + 4-1,

Ñêëàäû âàÿ ëåâû å è ï ðàâû å ÷àñòè ðàâåí ñòâ, ï î ëó÷èì

(à + ï ñ1)ò+1 - àò+] =

Ï ðèì åí èì  ô î ðì óëó (8) äëÿ âû ÷èñëåí èÿ í åêî òî ðû õ áò (ó÷èòû -

âàÿ ðàâåí ñòâî  Ñ +1 = 0 ëðè ê> ò + 1). Çí à÷åí èÿ (?0 = ÿ è (?, =

= 2ä +  ~ í àì  õî Ðî ø î  èçâåñòí û . Í àéäåì Ï î ëî æèì  â (8)

ò = 2:    + ÿ )3 - ë3 = 3(22  + 3(2,  + (20 3. Î òêóäà
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= î ò+õàò
à+ ñãëë + ñç .î  ç +... + û *". (8)



Î
, = ï {à2 + î (ë - 1) +  (2ë2 - Çë + 1)).

6

_
 
„
4ë2_1Â ÷àñòí î ñòè, Å (2ê - I)2 = I {2ò + I)2 = ë

 Óï ðàæí åí èå 7. Í àéäèòå 0Ú è óáåäèòåñü â âåðí î ñòè ðàâåí ñòâà

1(2À:-1)3 = À22(2ë2-1).

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

8
. Äî êàæèòå ñëåäóþ ù èå ñâî éñòâà ÷èñåë Ôèáî í à÷÷è:

3)9, +ô 2 + ...+ ô ÿ = ô ë+2
- 1;

á) ô 1+ô ç + ... + ô 2ë_1=ô 2ë;

â) ô 2 + ô 4+... + ô 2ë = ô 2/1+1
-1;

ã) ô ? + ô 22 + ... + ô 2 = ô ë ô ë+1;

Ä)ô +1-Ôë = (ÐË+2Ôï
-!;

å) ô ë_,
 ô ë+, - Ô2 = (-1)" (ðåçóëüòàò Äæ. Êàññèí è, 1680);

ç) í å ñóù åñòâóåò òðåóãî ëüí èêà, äëèí û ñòî ðî í  êî òî ðî ãî  âû ðàæàþ òñÿ
ðàçëè÷í û ì è ÷èñëàì è Ôèáî í à÷÷è;
è) î òí î ø åí èå ô ë+1 : ô ë ï ðè ÿ -  î î  ñòðåì èòñÿ ê ÷èñëó Ô. (Ñâî éñòâî , ï î ä-
ì å÷åí í î å È. Êåï ëåðî ì  â XVII â. è äî êàçàí í î å ÷åðåç ñòî  ëåò ø î òëàí ä-
ñêèì  ì àòåì àòèêî ì  Ð. Ñèì åî í î ì .)

9
. Èì åþ òñÿ äâå î áî áù åí í û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè Ôèáî í à÷÷è {ó

ë} è {í },
ñ ï åðâû ì è ÷ëåí àì è V, = 1, Óç = 2, í ', = 2, >ó2 = 1. Ï î êàæèòå, ÷òî  ï ðè ë > 3
î í è í å èì åþ ò î áù èõ ÷ëåí î â.

10. Í àéäèòå ÿ-é ÷ëåí  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, çàäàí í î é ðåêóððåí òí î :

_

  + 1 .
1   »

à) Ë",   2, õ.,, -

á) õõ = à,õ2 = Ü,õï

Õï  * Õï -I .
2 '

â) - 1,  - 3,      - Çõë
 - 2õ

ë_,
;

ã) õ, = î ,    = 5õ
ï  + ë/24  + 1;

ä) õ Ú.õ õ -Úõ  + Úõ,,.
11. Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòüþ  Åâêëèäà í àçû âàåòñÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü {å

ë},
 î ï -

ðåäåëÿåì àÿ ðåêóððåí òí û ì  ñî î òí î ø åí èåì  åï  = 1å2... ÿ_1 + 1, |:= 1. Ï î -
êàæèòå, ÷òî :

à) î í à ñî äåðæèò êàê ï ðî ñòû å, òàê è ñî ñòàâí û å ÷èñëà;
á) âñå åå ÷ëåí û  âçàèì í î  ï ðî ñòû .
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12. Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü Ñèëüâåñòðà çàäàåòñÿ ðåêóððåí òí û ì  ñî î òí î ø åí èåì

àê+\ =àê~àê'  à\= 2- Ï î êàæèòå, ÷òî  àê = åê+\ (ñì . óï ð. 11).
13. Èì åþ òñÿ äâå ãåî ì åòðè÷åñêèå ï ðî ãðåññèè {àä"} è {Üð"}; ï î êàæèòå, ÷òî

ýëåì åí ò è
ï  = àä" + Üð" óäî âëåòâî ðÿåò ðåêóððåí òí î ì ó ñî î òí î ø åí èþ  èï +2 =

= {ð + ß)èï +\ -Ðßèï -
14. Ñêî ëüêèì è ñï î ñî áàì è ì î æí î  ðàçì åñòèòü ì àëü÷èêî â è äåâî ÷åê í à ï

ñòóëüåâ, ñòî ÿù èõ â ðÿä, ÷òî áû  í èêàêèå äâå äåâî ÷êè í å ñèäåëè ðÿäî ì ?
15. Î êðóæí î ñòü, âï èñàí í àÿ â òðåóãî ëüí èê ËÂÑ, êàñàåòñÿ åãî  ñòî ðî í  â òî ÷-

êàõ Ë,, Ñ,. Àí àëî ãè÷í î  äëÿ òðåóãî ëüí èêà Ë Ñ, î ï ðåäåëÿåòñÿ òðå-
óãî ëüí èê À2Â2Ñ2 è ò. ä. Äî êàæèòå, ÷òî  óãëû  òðåóãî ëüí èêà Ëï Âï Ñï  â ï ðå-
äåëå ðàâí û  60°.

16. Ï î êàæèòå, ÷òî  áî êî âû å ÷èñëà à
ï  è äèàãî í àëüí û å ÐË çàäàþ òñÿ ô î ðì óëà-

ì è à
„
=(1 + Ó2Ã-(1 - 72) ð

ÿ

=
(1 + 72Ã + (1 -Ò Ã
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§ 3.3. Äðóãèå ñï î ñî áû  ñóì ì èðî âàí èÿ

Ï åðåãðóï ï èðî âêà ñëàãàåì û õ

Â ï ðåäû äóù èõ ï àðàãðàô àõ ì û  í àõî äèëè ñóì ì û , èñï î ëüçóÿ ðåêóð-
ðåí òí û å ñî î òí î ø åí èÿ è òåëåñêî ï è÷åñêèé ì åòî ä. Î ñòàí î âèì ñÿ åù å
í à í åêî òî ðû õ ÷àñòî  âñòðå÷àþ ù èõñÿ ñï î ñî áàõ âû ÷èñëåí èÿ ñóì ì  [16].
Í à÷í åì  ñ í àèáî ëåå èçâåñòí î ãî  ñï î ñî áà ï åðåãðóï ï èðî âêè ñëàãàåì ûõ.
Òðàäèöèî í í î , ï ðåæäå ÷åì  èçëàãàòü ýòî ò ì åòî ä, ðàññêàçû âàþ ò ëåãåí -
äó î  ì àëåí üêî ì  Ãàóññå. Í å áóäåì  è ì û  î òñòóï àòü î ò ýòî é òðàäèöèè.

Êî ãäà Ãàóññó áû ëî  äåâÿòü ëåò, ó÷èòåëü äàë åãî  êëàññó çàäà÷ó:
í àéòè ñóì ì ó âñåõ í àòóðàëüí û õ ÷èñåë î ò 1 äî  100. Ó÷åí èêè çàï èñû -
âàëè âû ÷èñëåí èÿ í à àñï èäí û õ äî ñêàõ è äî ëæí û  áû ëè êëàñòü èõ í à

ó÷èòåëüñêèé ñòî ë ðåø åí èåì  âí èç, ÷òî áû  í èêòî  í å ñì î ã ï î äñì î ò-
ðåòü î òâåò. Ãàóññ, í å ï ðî èçâî äÿ í èêàêèõ âû ÷èñëåí èé, ñðàçó æå ï î -
ëî æèë ñâî þ  äî ñêó í à ñòî ë ó÷èòåëÿ. Âñåì  áû ëî  ÿñí î , ÷òî  ñ çàäàí èåì
î í  í å ñï ðàâèëñÿ. Êëàññ ï ðî äî ëæàë ðàáî òàòü, à Êàðëó í å÷åì  áû ëî
çàí ÿòüñÿ, î í  âåðòåëñÿ è ñì î òðåë â î êí î . Ó÷èòåëü ï î î áåù àë åì ó õî -
ðî ø óþ  ï î ðêó çà í åðàäèâî ñòü è ï ëî õî å ï î âåäåí èå. Êî ãäà âñå ñäàëè
ñâî è äî ñêè, í à÷àëàñü ï ðî âåðêà ðåø åí èé. Â êàæäî ì  èç í èõ ñî äåð-
æàëèñü î ø èáêè (äà è ì óäðåí î  áû ëî  èõ í å ñäåëàòü ï ðè òàêî ì  î áúåì å
âû ÷èñëåí èé). Äî ø ëà î ÷åðåäü äî  ï î ñëåäí åé äî ñêè. Äî ñòàâ åå, ó÷è-
òåëü óäèâèëñÿ: òàì  áåç êàêèõ-ëèáî  âû ÷èñëåí èé áû ë çàï èñàí  ï ðà-
âèëüí û é î òâåò. Î í  ï î òðåáî âàë î ò Ãàóññà ðàçúÿñí åí èÿ åãî  ðåø åí èÿ.
Òî ò ðàññêàçàë, ÷òî  ï î äì åòèë ñëåäóþ ù óþ  çàêî í î ì åðí î ñòü: åñëè
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ñëî æèòü ï åðâî å è ï î ñëåäí åå ÷èñëî , òî  ï î ëó÷èòñÿ 101, ï ðè ñëî æå-
í èè 2 ñ 99 âí î âü ï î ëó÷èòñÿ 101 è ò. ä. Âñåãî  òàêèõ ï àð 50, çí à÷èò,
èñêî ì àÿ ñóì ì à ðàâí à 50- 101 = 5050. Ï î  î äí î é èç âåðñèé ó÷èòåëü
áû ë í àñòî ëüêî  âî ñõèù åí  ðåø åí èåì , ÷òî  î òì åí èë ï î ðêó âñåì  ó÷à-
ù èì ñÿ, ï ðî âèí èâø èì ñÿ â ýòî ò äåí ü.

Âû , êî í å÷í î , ï î ì í èòå èç ø êî ëû , ÷òî  ì åòî ä ï åðåãðóï ï èðî âêè ñëà-
ãàåì û õ èñï î ëüçóåòñÿ ï ðè âû âî äå ô î ðì óëû  ñóì ì û  ï  ÷ëåí î â àðèô ì åòè-
÷åñêî é ï ðî ãðåññèè. Ï ðèì åí èì  åãî  ê ðåø åí èþ  áî ëåå ñëî æí û õ çàäà÷.

Ï ðèì åð 1. Í àéäåì  ñóì ì ó 5 âñåõ í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, ì åí üø èõ ô èê-
ñèðî âàí í î ãî  ÷èñëà ï  è âçàèì í î  ï ðî ñòû õ ñ í èì . Ñí à÷àëà çàì åòèì ,
÷òî  åñëè Í Î Ä(À:, ï )= 1, òî  è Í Î Ä(ÿ - ê, ï )= 1, ï î ýòî ì ó ÷èñëà, âçà-
èì í î  ï ðî ñòû å ñ ë, ï ðèñóòñòâóþ ò â ñóì ì å ï àðàì è. Âû ï èø åì  ñóì ì ó

äâàæäû : â ï î ðÿäêå âî çðàñòàí èÿ ñëàãàåì û õ è â ï î ðÿäêå óáû âàí èÿ.

5=1     +
... + ê     +... + Ë-1,

5=ï -        + ë-Àã+
.,.

 + 1.

Ï î ñêî ëüêó êî ëè÷åñòâî  ÷èñåë, ì åí üø èõ ï  è âçàèì í î  ï ðî ñòû õ ñ í èì ,
ðàâí î  ô (ë), òî  â êàæäî é ñòðî êå ô (À2) ñëàãàåì û õ. Ñóì ì à ÷èñåë, ñòî ÿ-

ù èõ äðóã ï î ä äðóãî ì , ðàâí à «, ï î ýòî ì ó 5= ÒØ *!
.

Ï ðèì åð 2. Ï î êàæåì , ÷òî  ñóì ì à 5 = Å {-1)ê{Ñ%)à = 0 ï ðè í å÷åòí î ì  ï .
ê = 0

Çäåñü à - ï ðî èçâî ëüí û é äåéñòâèòåëüí û é ï î êàçàòåëü, - áèí î -
ì èàëüí û å êî ýô ô èöèåí òû , êî òî ðû å ï î äðî áí î  áóäóò ðàññì àòðèâàòüñÿ

â § 4.1; ñåé÷àñ í àì  ï î òðåáóåòñÿ ëèø ü î äí î  èõ ñâî éñòâî = Ñ%~ê
.
 Êàê

è â ï ðåäû äóù åì  ï ðèì åðå, çàï èø åì  ñóì ì ó â èñõî äí î ì  è î áðàòí î ì
ï î ðÿäêå:

\= (Ñ2)à~(Ôà +... + (-1)àäà
Ç

ï
 = -(ñðà + (ÑÃ1)0-... + (~1)ï -ê(0*-ê)* + ... + ((Óï Ã'

Ï ðè í å÷åòí î ì  ï  ÷èñëà êè ï  - ê ðàçí î é ÷åòí î ñòè, à ï î ýòî ì ó ñóì -
ì à êàæäî é ï àðû  ÷èñåë, ñòî ÿù èõ äðóã ï î ä äðóãî ì , ðàâí à í óëþ , î ò-
êóäà 25Ë

=0
.

Ì àòåì àòè÷åñêàÿ èí äóêöèÿ

Ì åòî ä ì àòåì àòè÷åñêî é èí äóêöèè èñï î ëüçî âàëè åù å àí òè÷í û å ó÷å-
í û å. Ï î çæå â 1665 ã. î í  áû ë ÷åòêî  î ï èñàí  Á. Ï àñêàëåì  è â 1686 ã.
ß

. Áåðí óëëè. Âñï î ì í èì , â ÷åì  ñî ñòî èò ýòî ò ì åòî ä.

§ 3.3. Äðóãèå ñï î ñî áû  ñóì ì èðî âàí èÿ. Ì àòåì àòè÷åñêàÿ èí äóêöèÿ     Ì  9



Òðåáóåòñÿ äî êàçàòü, ÷òî  í åêî òî ðî å ñâî éñòâî  À âåðí î  í à ì í î æå-
ñòâå í àòóðàëüí û õ ÷èñåë. Ñí à÷àëà ï ðî âåðÿåòñÿ ñï ðàâåäëèâî ñòü ýòî -
ãî  ñâî éñòâà äëÿ ï  = 1 (ýòî  òàê í àçû âàåì àÿ áàçà èí äóêöèè). Äàëåå, åñ-
ëè èç ï ðåäï î ëî æåí èÿ î  òî ì , ÷òî  ñâî éñòâî  À âû ï î ëí ÿåòñÿ ï ðè í åêî -
òî ðî ì  ò, åãî  óäàåòñÿ âû âåñòè äëÿ ò + 1 (èí äóêòèâí û é ø àã), òî
ñâî éñòâî ì  À î áëàäàåò ëþ áî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî .

Ê ì àòåì àòè÷åñêî é èí äóêöèè ì û óæå í åî äí î êðàòí î  î áðàù à-
ëèñü. Ðåø èì  ñ åå ï î ì î ù üþ  åù å í åñêî ëüêî  çàäà÷.

Çàäà÷à 1. «Õàí î éñêàÿ áàø í ÿ». Ýòó çàí èì àòåëüí óþ  èãðó, ï î ëó÷èâø óþ
âï î ñëåäñòâèè òàêî å í àçâàí èå, ï ðèäóì àë â 1883 ã. Ý. Ëþ êà. Î í à í àï î -
ì èí àåò äåòñêóþ  ï èðàì èäêó: í à î áù èé ñòåðæåí ü í àäåòî  í åñêî ëüêî
ï ëî ñêèõ êî ëå÷åê ñ ðàçí û ì è âí åø í èì è äèàì åòðàì è. Òî ëüêî  â èãðóø -
êå Ëþ êà í å î äèí  ñòåðæåí ü, à òðè; í à î äèí  èç í èõ í àäåòî  8 êî ëåö, î á-
ðàçóþ ù èõ ï èðàì èäó. Òðåáóåòñÿ çà í àèì åí üø åå ÷èñëî  ø àãî â, êàæäû é
èç êî òî ðû õ ñî ñòî èò â ï åðåêëàäû âàí èè êî ëüöà ñ î äí î ãî  ñòåðæí ÿ í à

äðóãî é, ï åðåì åñòèòü âñþ  ï èðàì èäó í à ëþ áî é èç ñâî áî äí û õ ñòåðæí åé,
ï ðè÷åì  í å ðàçðåø àåòñÿ êëàñòü áî ëüø åå êî ëüöî  í à ì åí üø åå. Ï åðâî í à-
÷àëüí î  èãðóø êà í àçû âàëàñü «ï èðàì èäî é áðàì èí î â». Í àçâàí èå çàèì -
ñòâî âàí î  èç ì èô à, ï î âåñòâóþ ù åãî  î  òî ì , ÷òî  Áî ã ï ðè ñî òâî ðåí èè ì è-
ðà ï î ì åñòèë â î äí î ì  èç èí äèéñêèõ õðàì î â òðè àëì àçí û õ ø ï èëÿ, í à
î äí î ì  èç êî òî ðû õ í àí èçàí û  64 çî ëî òû õ äèñêà ñ óì åí üø àþ ù èì èñÿ
âí åø í èì è äèàì åòðàì è, è ï î âåëåë æðåöàì  ï åðåì åñòèòü èõ í à ëþ áî é
èç ñâî áî äí û õ ø ï èëåé ñ ñî áëþ äåí èåì  î ï èñàí í î ãî  óñëî âèÿ. Ì èð áó-
äåò ñòî ÿòü, ï î êà æðåöû  çàí ÿòû  ýòî é ðàáî òî é. Êî ãäà î í è ñï ðàâÿòñÿ ñ
çàäà÷åé, õðàì  ðàññû ï ëåòñÿ â ï ðàõ è ì èð èñ÷åçí åò.

Ï ðåæäå ÷åì  ðåø àòü çàäà÷ó Ëþ êà, à òåì  áî ëåå âû ÿñí ÿòü, êî ãäà
èñ÷åçí åò ì èð, äàâàéòå í àéäåì  ì èí èì àëüí î å ÷èñëî  ø àãî â äëÿ ñà-
ì û õ ï ðî ñòû õ ñëó÷àåâ ýòî é çàäà÷è. Åñëè êî ëüöî  î äí î , äî ñòàòî ÷í î
î äí î ãî  ø àãà; åñëè äâà - í åî áõî äèì î  òðè ø àãà (âåðõí åå êî ëüöî  ï å-
ðåì åù àåì  í à î äèí  èç ñâî áî äí û õ ñòåðæí åé, í èæí åå - í à äðóãî é, è
í à í åãî  êëàäåì  ì åí üø åå êî ëüöî ); äëÿ áàø í è èç òðåõ êî ëåö óæå
ï ðèõî äèòñÿ ñäåëàòü 7 ø àãî â: äâà âåðõí èõ êî ëüöà ï åðåêëàäû âàåì  í à
î äèí  ñâî áî äí û é ñòåðæåí ü (òðè î ï åðàöèè), í èæí åå - í à äðóãî é
ñòåðæåí ü, è í à í åãî  êëàäåì  äâà ðàí åå ï åðåëî æåí í û õ êî ëüöà (åù å
òðè î ï åðàöèè). Ï î ñëåäí èé ñëó÷àé ï î äñêàçû âàåò, êàê ðåø èòü çàäà÷ó
â î áù åì  âèäå. Â ì àòåì àòèêå òàê ÷àñòî  áû âàåò: äëÿ ðåø åí èÿ êî í ê-
ðåòí î é çàäà÷è ãî ðàçäî  ï ðî ù å ðàññì î òðåòü î áù èé ñëó÷àé.

Èòàê, ï óñòü ÷èñëî  êî ëåö áàø í è ðàâí î  ï . Ì èí èì àëüí î å ÷èñëî
ø àãî â, çàâèñÿù åå, ðàçóì ååòñÿ, î ò ë, î áî çí à÷èì  ÷åðåç Êï

.
 Ðàí åå áû ëè

í àéäåí û À
'

,
 = 1

,     = 3, À'ç = 7. Åñòåñòâåí í î  ï ðåäï î ëî æèòü, ÷òî
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Ê
ï
 = 2" - 1

. Äî êàæåì  ýòó ô î ðì óëó èí äóêöèåé ï î  ï . Äëÿ ï  = 1,2
,
 3

ô î ðì óëà âåðí à. Ï óñòü î í à âåðí à ï ðè ï  = ò,è ðàññì î òðèì  ñëó÷àé ï  =
= /è + 1

. Ï åðåì åñòèì  ò âåðõí èõ êî ëåö í à ñâî áî äí û é ñòåðæåí ü
,
 ï î

ï ðåäï î ëî æåí èþ  èí äóêöèè í à ýòî  ï î òðåáóåòñÿ Ê
ò
 = 2ò- 1 ø àãî â

.
 Î ñ-

òàâø ååñÿ í èæí åå êî ëüöî  í àèáî ëüø åãî  äèàì åòðà ï åðåì åù àåì  í à äðó-
ãî é ñâî áî äí û é ñòåðæåí ü, à çàòåì  î ñòàëüí û å êî ëüöà êëàäåì  í à í åãî  -
ýòî  âí î âü 2ò - 1 î ï åðàöèé. Â ðåçóëüòàòå èì ååì  ÀÃò+1

 = (2ò - 1) + 1 +

+ {2ò - 1) = 2ò+, - 1. Çàäà÷à â î áù åì  ñëó÷àå ðåø åí à. Î òì åòèì , ÷òî
÷èñëî  Ê

ï  âû ðàæàåòñÿ çí àêî ì û ì  í àì  ÷èñëî ì  Ì åðñåí í à.
Òàêèì  î áðàçî ì , äëÿ ðåø åí èÿ ãî ëî âî ëî ì êè Ëþ êà ì èí èì àëüí î å

÷èñëî  ø àãî â ðàâí î  28 - 1 = 255, à äëÿ ï åðåêëàäû âàí èÿ áàø í è Áðà-
ì û : 264 - 1 > 16 . 1018. Òàê ÷òî  åñëè æðåöû  áóäóò è äí åì

,
 è í î ÷üþ  ï å-

ðåêëàäû âàòü êî ëüöà, ï î  î äí î ì ó â êàæäóþ  ñåêóí äó, òî  êî í åö ñâåòà

í àñòóï èò ÷åðåç ì èëëèî í û  òû ñÿ÷åëåòèé.

Çàäà÷à 2. «Ðàçðåçàí èå òî ðòà». Âû ÿñí èì , í à êàêî å ì àêñèì àëüí î å
÷èñëî  êóñêî â ì î æí î  ðàçäåëèòü òî ðò ñ ï î ì î ù üþ  ï  ï ðÿì î ëèí åéí û õ
ðàçðåçî â. Ýòà çàäà÷à ðàâí î ñèëüí à ñëåäóþ ù åé: í à êàêî å ì àêñèì àëü-
í î å ÷èñëî  Ð

ï  ÷àñòåé ðàçáèâàåòñÿ ï ëî ñêî ñòü ï  ï ðÿì û ì è?

Âí î âü í à÷í åì  ñ ÷àñòí û õ ñëó÷àåâ. Ï ðè ë = 0 ï ëî ñêî ñòü í å ðàçáè-
âàåòñÿ, ì î æí î  ñ÷èòàòü, ÷òî  â ýòî ì  ñëó÷àå ï ëî ñêî ñòü ðàçáèâàåòñÿ í à
î äèí  êóñî ê. Î äí à ï ðÿì àÿ ðàçáèâàåò ï ëî ñêî ñòü í à äâå ÷àñòè, äâå
ï ðÿì û å - í à ÷åòû ðå ÷àñòè (ï ðÿì û å áåðåì  ï åðåñåêàþ ù èì èñÿ, èí à-
÷å í å ï î ëó÷èòü ì àêñèì àëüí î ãî  êî ëè÷åñòâà ÷àñòåé), òðè - í à 7 ÷àñ-
òåé: òðåòüÿ ï ðÿì àÿ ï åðåñåêàåò äâå ï åðâû å â ðàçëè÷í û õ òî ÷êàõ. Ï î -
ñì î òðèì , í à ñêî ëüêî  óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî  Ð

ï
 ÷àñòåé ï ëî ñêî ñòè ñ äî -

áàâëåí èåì  î ÷åðåäí î é ï ðÿì î é: - = 2 - 1 = 1;  - = 4 - 2 = 2;
Ðç - = 7 - 4 = 3. Ì û  âèäèì , ÷òî  ýòè ÷èñëà ñ êàæäû ì  ø àãî ì  ðàñòóò
êàê í àòóðàëüí û å, ñ òàêî é ñèòóàöèåé ì û  âñòðå÷àëèñü ï ðè èçó÷åí èè

òðåóãî ëüí û õ ÷èñåë Ôú{ï ) = -- Ï î ýòî ì ó ï ðåäï î ëàãàåì , ÷òî
Ð

ï
 = Ô3{ï ) + 1, âî  âñÿêî ì  ñëó÷àå, ï ðè ï = 1,2,3 óòâåðæäåí èå âåðí î .

Ï óñòü î í î  ñï ðàâåäëèâî  ï ðè ï  = ò,ò. å. Ð
ò
 = Ô3(ò) + 1 = ò(ò* Ó +

+ 1
. Äî áàâèì  ê èì åþ ù èì ñÿ ò ï ðÿì û ì  åù å î äí ó ï ðÿì óþ  î áù åãî

ï î ëî æåí èÿ, ò. å. ï åðåñåêàþ ù óþ  äàí í û å ò ï ðÿì û õ â ò ðàçëè÷í û õ

òî ÷êàõ. Î í à äî áàâèò ê èì åþ ù èì ñÿ Ð
ò ÷àñòÿì  ï ëî ñêî ñòè åù å (ò+ \)

÷àñòåé. Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èì  Ðò+]
 = ò{ò* Ó + 1 + (ò + 1) =

=       0(  + 2) + , ô î ðì óëà äî êàçàí à.

§ 3.3. Äðóãèå ñï î ñî áû  ñóì ì èðî âàí èÿ. Ì àòåì àòè÷åñêàÿ èí äóêöèÿ       9 1



Î í à ï î çâî ëÿåò ðåø èòü åù å î äí ó çàäà÷ó: í àéòè, í à êàêî å ì àêñè-
ì àëüí î å ÷èñëî  Ê

ï
 î áëàñòåé äåëèòñÿ ï ðî ñòðàí ñòâî  ï  ï ëî ñêî ñòÿì è.

Óï ðàæí åí èå 1. Ï î êàæèòå, ÷òî  Êï
 =    1 Î **

-

ï  + 6)
6

Ì åòî ä ï ðèâåäåí èÿ

Ì àòåì àòè÷åñêàÿ èí äóêöèÿ ÷àñòî  èñï î ëüçóåòñÿ â ì àòåì àòèêå. Í î  ó
í åå èì ååòñÿ î äèí  ñóù åñòâåí í û é í åäî ñòàòî ê: í àäî  êàêèì -òî  î áðà-
çî ì  óãàäàòü èí òåðåñóþ ù èé í àñ î òâåò. Ýòî ãî  í åäî ñòàòêà ëèø åí  ì å-
òî ä ï ðèâåäåí èÿ, êî òî ðû é í àï î ì èí àåò çàêëþ ÷èòåëüí óþ  ÷àñòü äî êà-
çàòåëüñòâà ñ ï î ì î ù üþ  èí äóêöèè. Î ï èø åì  ñóòü ýòî ãî  ì åòî äà. Äëÿ
âû ÷èñëåí èÿ ñóì ì û  ï  ñëàãàåì û õ 5

ï  î áðàù àþ òñÿ ê 5ï +1 = 5ï  + àï  è
âû ðàæàþ ò êàêèì -ëèáî  äðóãèì  ñï î ñî áî ì  ëåâóþ  ÷àñòü ðàâåí ñòâà ÷å-
ðåç 8ï . Èç ï î ëó÷åí í î ãî  óðàâí åí èÿ í àõî äÿò 5ï . Ï ðèâåäåí èå ñóì ì û
5 í  ê ñóì ì å 5ï  è äàëî  í àçâàí èå ì åòî äó. Ï î ÿñí èì  åãî  í à ï ðèì åðàõ.

ï

Ï ðèì åð 1. Í àéäåì  5=2 ê2ê. Î áðàòèì ñÿ ê 3 +] = 5 + (ÿ + 1)2/ãÍ .
ê = I

Ñ äðóãî é ñòî ðî í û , 5ï +]= Å (#+ 1)2Æ = 25
ï  + 2Ë+2 - 2. Ï ðèðàâí è-

À: = Î

âàÿ äðóã äðóãó î áà âû ðàæåí èÿ äëÿ       ï î ëó÷àåì  5ï
 = (ï - 1)2Ë+| + 2

.

ï

Ï ðèì åð 2. Âû ÷èñëèì  Ñ?Ë
 = Å ê22ê

. Èç ðàâåí ñòâà 0 +] = 0„
 + (ë +

ê = \

+ 1)22ï +1 = I (À: + 1)22ê+{ = 2()ï  + 4{ï  - 1)2Ë+, + 8 + 2ï +2 - 2 í àõî äèì

å
ë
 = (/22-2/1 + 3)2Ë+,-6.

Ï ðàâäà, ì î æåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî  â ï ðî öåññå âû ÷èñëåí èÿ èñêî ì àÿ
ñóì ì à 5

ï  èñ÷åçí åò. Í î  èí î ãäà è â òàêèõ ñëó÷àÿõ óñèëèÿ î êàçû âàþ ò-
ñÿ ï î òðà÷åí í û ì è í å í àï ðàñí î .

Ï ðèì åð 3. Ï î ï û òàåì ñÿ âû ÷èñëèòü ñóì ì ó 5  = I4 + 24 + ... + ÿ4. Âû ðà-

çèì  52+1 = 31 + (" + Î 4 = 1 (À: + I)4 = Ç4 + 45 + 652 + 45' + ÿ + 1.
Ï î ñëå ï ðèâåäåí èÿ ï î äî áí û õ ÷ëåí î â ñëàãàåì û å 5  óõî äÿò,

 í î  çàòî  ì û

ì î æåì  í àéòè 451 =    + Î 4 - 651 ~     - ÿ - 1. Èñï î ëüçóÿ ô î ðì óëû

51 - ÈÈð) è % = "("+òï +1), ï î ëó÷àåì   = "Ë1±Ì . ßñí î ,
÷òî  äëÿ âû ÷èñëåí èÿ ýòèì  ì åòî äî ì  ñóì ì û  Ë*4 í àäî  î áðàòèòüñÿ ê 5*
èò. ä.
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Ì û  âèäèì , ÷òî  ì åòî ä ï ðèâåäåí èÿ óäî áåí  òî ãäà, êî ãäà óäàåòñÿ

í àéòè âòî ðî å âû ðàæåí èå äëÿ ñóì ì û  8ï +1 ÷åðåç 8ï  áåç èñï î ëüçî âà-
í èÿ àï +1. Òàê ÷òî  î í  í å ñòî ëü óí èâåðñàëåí , êàê ì åòî ä ì àòåì àòè÷å-
ñêî é èí äóêöèè.

Ñðàâí åí èå êî ýô ô èöèåí òî â

Èäåÿ ñðàâí åí èÿ êî ýô ô èöèåí òî â ì í î ãî ÷ëåí î â âî ñõî äèò ê Äåêàðòó,

êî òî ðû é â ñâî åé çí àì åí èòî é «Ãåî ì åòðèè» (1637) óñòàí î âèë, ÷òî
ñï ðàâåäëèâà òåî ðåì à.

Òåî ðåì à. Òî æäåñòâåí í î å ðàâåí ñòâî  äâóõ ì í î ãî ÷ëåí î â î ò õ âëå÷åò çà
ñî áî é ðàâåí ñòâî  êî ýô ô èöèåí òî â ï ðè î äèí àêî âû õ ñòåï åí ÿõ õ.

Ì û  í à÷í åì  ñ ÷àñòí î ãî  óòâåðæäåí èÿ: åñëè ì í î ãî ÷ëåí  Ðï (õ) = à0 +
+ à õ + ... -I- à

ï õï  ðàâåí  í óëþ  ï ðè ëþ áû õ äåéñòâèòåëüí û õ õ, òî  à0 =
= à] = ... = à

ï
 = 0.

Äî êàçàòåëüñòâî  ï ðî âåäåì  èí äóêöèåé ï î  ï . Ï ðè ï  = 0 óò-
âåðæäåí èå î ÷åâèäí î . Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  î í î  âåðí î  äëÿ âñåõ ï < ò
(òàêàÿ èí äóêöèÿ, â î òëè÷èå î ò âû ø åî ï èñàí í î é, í àçû âàåòñÿ âî ç-
âðàòí î é), è äî êàæåì  åãî  äëÿ ÿ = /ÿ + 1. Ðàññì î òðèì  ì í î ãî ÷ëåí
Ð
ò+\(õ) = à0 + à,* + ... + ä õ"1 + àò+1õò+]. Åñëè î í  ðàâåí  í óëþ

ï ðè âñåõ äåéñòâèòåëüí û õ õ, òî  ðàâí à í óëþ  è ñëåäóþ ù àÿ ðàçí î ñòü
2»**Ðò+1(õ) - Ðò+1(2õ) = (2-+| - 1)à0 + 2(2- - 1Öë: + ... +
+ 2/"(2 - 1)à

ò
õò. Ýòà ðàçí î ñòü ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é ì í î ãî ÷ëåí  ò-é

ñòåï åí è, è ï î  ï ðåäï î ëî æåí èþ  èí äóêöèè åãî  êî ýô ô èöèåí òû  ðàâí û
í óëþ , î òñþ äà ÿ0 = à, = ... = àò

 = 0. Î ñòàåòñÿ â ì í î ãî ÷ëåí å Ðò+{{õ) =

= à
ò+]õò+1 ï î ëî æèòüõ= 1, î òêóäà àò+1 = 0. Óòâåðæäåí èå äî êàçàí î .

 Óï ðàæí åí èå 2. Äî êàæèòå òåî ðåì ó Äåêàðòà.

Ðàññì î òðèì  ï ðèì åðû , èñï î ëüçóþ ù èå ì åòî ä ñðàâí åí èÿ êî ýô -
ô èöèåí òî â.

Ï ðèì åð 1. Âû âåäåì  ðàâåí ñòâî  (Ñ )2 = Ñ%ï
. Ðàññì î òðèì  ì í î ãî -

÷ëåí  Äõ) = (1+ õ)ï ( 1 + õ)Ë = (Ñ<! + Ñ õ + ... + Ñó1) . (Ñ  + Ñ> 4-... +
+ ÑÓÎ  = (1 + õ)2ë = (Ñ  + Ñ\ï õ + ... + Ñ õ2"). Ñðàâí èâàÿ êî ýô ô èöè-
åí òû  ï ðè õË, ï î ëó÷èì  Ñ2 . + . Ñïï -] + 

...
 + . = Òàê êàê

Ñ* = Ñ ~ê, òî  ðàâåí ñòâî  óñòàí î âëåí î .
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ÿ

Ï ðèì åð 2. Í àéäåì  ñóì ì ó Å (-!)*(Ñ*)2. Í àñ èí òåðåñóåò òî ëüêî  ñëó÷àé
À = Î

÷åòí î ãî  ÷èñëà ï , ï î ñêî ëüêó ï ðè í å÷åòí î ì  ï  ýòà ñóì ì à, êàê ì û  óñòàí î -

âèëè âû ø å, ðàâí à í óëþ . Â êà÷åñòâå âñï î ì î ãàòåëüí î ãî  ì í î ãî ÷ëåí à

âî çüì åì  1\õ) = (õ +1 )2ò{õ -\)2ò = {Ñ%ò + Ñ\òõ + ... + Ñ&õ Ñ õ2"1 -
- Ñ -]õ2ò-] + ... + Ñ20ò) = (ä:2 - \)2ò = Ñ1%õ4ò - Ñ -1Õ*ò~2 + ... -
- Ñ ðñ2 + Ñ%ò

. Ñðàâí èâàÿ êî ýô ô èöèåí òû  ï ðè õ2ò, ï î ëó÷èì
2ò

1
î
(-òÑê2ò)1 = (-1ÃÑ?ò.

Í à ñðàâí åí èè êî ýô ô èöèåí òî â ì í î ãî ÷ëåí î â î ñí î âàí  ì åòî ä í å-
î ï ðåäåëåí í û õ êî ýô ô èöèåí òî â. Î í  ï ðèì åí ÿåòñÿ äëÿ ï ðåäñòàâëåí èÿ
ðàçëè÷í û õ âû ðàæåí èé â âèäå ñóì ì û  áî ëåå ï ðî ñòû õ ñëàãàåì û õ èëè
â âèäå ï ðî èçâåäåí èÿ áî ëåå ï ðî ñòû õ ñî ì í î æèòåëåé. Ï ðî äåì î í ñò-
ðèðóåì  ýòî  í à ï ðèì åðàõ.

Ï ðèì åð 3. Âû ÷èñëèì  ñóì ì ó Å -- . Ï ðåäâàðèòåëüí î  ï ðåî áðà-
ê = 2ê(ê2 - 1)

çóåì  åå ñëàãàåì û å, èñï î ëüçóÿ ì åòî ä í åî ï ðåäåëåí í û õ êî ýô ô èöèåí -
òî â. Âî ñï î ëüçóåì ñÿ ñëåäóþ ù èì  óòâåðæäåí èåì , âåðí û ì  äëÿ äðî á-
í î é ðàöèî í àëüí î é ô óí êöèè: åñëè çí àì åí àòåëü ï ðàâèëüí î é äðî áè
ðàñêëàäû âàåòñÿ í à ðàçëè÷í û å ëèí åéí û å ì í î æèòåëè, òî  òàêàÿ äðî áü
ï ðåäñòàâèì à â âèäå ñóì ì û  ï ðàâèëüí ûõ äðî áåé, çí àì åí àòåëåì  êàæäî é
èç êî òî ðû õ ÿâëÿåòñÿ î äèí  èç ýòèõ ëèí åéí ûõ ì í î æèòåëåé. Í à î ñí î -
âàí èè ýòî ãî  óòâåðæäåí èÿ çàï èñû âàåì :

2      -   À   + Â + Ñ
ê(ê2 - 1)    ê-\     ê     *+ 1

×èñëèòåëè äðî áåé â ï ðàâî é ÷àñòè ðàâåí ñòâà ï î êà í å èçâåñòí û , î í è
î áî çí à÷åí û áóêâåí í û ì è - í åî ï ðåäåëåí í û ì è êî ýô ô èöèåí òàì è,
î òñþ äà í àçâàí èå ì åòî äà. Ï î ñëå ï ðèâåäåí èÿ ê î áù åì ó çí àì åí àòåëþ
ï î ëó÷àåì  ðàâåí ñòâî  äâóõ äðî áåé ñ î äí èì  è òåì  æå çí àì åí àòåëåì ,
î òêóäà ñëåäóåò ðàâåí ñòâî  èõ ÷èñëèòåëåé

2 = Àê(ê+ 1) + Â(ê2- 1) + Ñê(ê- 1).
Ï ðèðàâí èâàÿ êî ýô ô èöèåí òû ï ðè î äèí àêî âû õ ñòåï åí ÿõ ê, ï ðèõî -
äèì  ê ñèñòåì å

À-Ñ=0
,

-5=2
.

Î òêóäà Â = -2, À = Ñ= 1. Çàäàí í àÿ ñóì ì à ï ðèî áðåòàåò âèä:

I
*-2×_ 1     ê ê+\)
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Óï ðàæí åí èå 3. Ï î êàæèòå, ÷òî  ýòà ñóì ì à ðàâí à 1 -
2 ï (ï +\)

1Ï ðèì åð 4. Âû ÷èñëèì  5= Å --- , ãäå ÷èñëà   î áðàçóþ ò àðèô ì åòè-

÷åñêóþ  ï ðî ô åññèþ . Î áî çí à÷èì  ÷åðåç  ðàçí î ñòü ï ðî ô åññèè
, òî ãäà

àø  ~ 9ê 1"  Çäåñü - ï î ñòî ÿí í î å ÷èñëî , àê - ï åðåì åí í àÿ âåëè÷èí à

(çàâèñÿù àÿ î ò ê). Ï î ëî æèì  !-- = - + - - , òî ãäà À(àü + (1) +
àê(àê + Ë    àê àê+à

+ Âàê = 1. Ñëåäî âàòåëüí î , À + Â=0èÀñ1=]. Î òêóäà À = 1, Â = --.
Î ñòàåòñÿ âñï î ì í èòü òåëåñêî ï è÷åñêèé ì åòî ä ñóì ì èðî âàí èÿ:

5= 1 I-   1 1 = ± - 
_

!
_

 = "

Ì åòî ä Àáåëÿ

Èì åþ òñÿ äâå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {àï } è {Üï }, òðåáóåòñÿ í àéòè ñóì ì ó
|Ó

ß
 = à, , + +... + à

ï
1>

ï
- Î êàçû âàåòñÿ óäî áí û ì  ñëåäóþ ù åå ï ðåî áðà-

çî âàí èå, ï ðèí àäëåæàù åå í î ðâåæñêî ì ó ì àòåì àòèêó Í . Àáåëþ . Î áî çí à-
÷èì  Â1 = Ü19 /?2 = />! + Ü2,= À, + À2 + ... + Üï

. Òî ãäà 6, = 5,, Üê =
= Âê - Â

ê_õ äëÿ âñåõ ê> 1, Â ðåçóëüòàòå ñóì ì à ï ðèí èì àåò âèä 8ï  =
= éõÂõ + à2(Â2 - Â,) +... + (Ä,

- Â-,) = (à, -       + ( 2- ç)52+ +
ë -

+ ( -1 " àï )Âï -\ + «Ë = " 1)  + «Ë- Î áî çí à÷èâ Ààì  =
= +1 ~ àêÈ çàì åí èâ Üê í à ËÂË = Âê - Âê_  ñ÷èòàÿ Ù  = 0, ï ðèäåì  ê
ô î ðì óëå

Úà Â à -ÚÂ à , (5)

í àï î ì èí àþ ù åé èí òåô èðî âàí èå ï î  ÷àñòÿì . Åå èí î ãäà í àçû âàþ ò
ô î ðì óëî é ñóì ì èðî âàí èÿ ï î  ÷àñòÿì .

Ðàññì î òðèì  èñï î ëüçî âàí èå ì åòî äà Àáåëÿ í à ï ðèì åðàõ.

ï

Ï ðèì åð 1. Í àéäåì  ñóì ì ó 5Ë
 = 2 Ëä*"1. Ï î ëî æèì  àê = ê, Üê = ä*'1,

ê 1

òî ãäà Âê = ñ1
- ~

 
, Àä. = 1. Ï î äñòàâèâ â (5), ï î ëó÷èì

* <7-1

ã» _ ä* - 1 
_

 "ó1 äê - 1 _ ï ä" - ï  + ï  - 1 
_
 äï  - ä _        _|_  1 -

ï êø 1ä 1 1 (737)2 ( -1)2-
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1 1Ï ðèì åð 2. Âû ÷èñëèì  ñóì ì ó I Í ê, ãäå ß ë = 1 + 1 +...+ * Î áî çí à-
ê=\ Ë 2 ê

÷åí èå ß âçÿòî  ï î  ï åðâî é áóêâå ñëî âà Üàï òþ òñ, ï î ñêî ëüêó êàæäî å
ñëàãàåì î å, ñî ñòàâëÿþ ù åå Í ê, ÿâëÿåòñÿ ñðåäí èì  ãàðì î í è÷åñêèì
äâóõ ñî ñåäí èõ (§ 5.2). Ï î ëî æèì  àê = ê, Âê = Í ê, òî ãäà Ààê+] = 1,

ÀÂê = - . Çàï èñû âàÿ ô î ðì óëó (5) ñï ðàâà í àëåâî , ï î ëó÷àåì
ê

Í ê = ï Í - ÚêË =ï (Í -1).
ê=\  *       ï     ê=\    ê ï

Ï ðèì åð 3. Ï î ï û òàåì ñÿ î áî áù èòü ï ðåäû äóù èé ðåçóëüòàò. Ñ ýòî é

öåëüþ  í àéäåì  ô óí êöèþ  Ä ), ÄËß êî òî ðî é ñóì ì à ÷èñåë - -  ëåãêî
ê

âû ÷èñëÿåòñÿ. Î áðàòèì ñÿ ê ô óí êöèè      = õ{õ - 1) ... (õ - àè + 1),
/1-1

êî òî ðàÿ í àñ óæå âû ðó÷àëà. Í àéäåì  ñóì ì ó X 16ò)Í ê, Âí î âü î áî çí à-
ê = 1

÷èì  Âê = Í ê, àê = 16ò*õ\ À +1 = (ò + \)16ò) è, ï î äñòàâèâ âñå ýòî  â
(5), ï î ëó÷èì

ê=1 ê=\ ê

= - 2      1)  = - .

Çäåñü ì û  âî ñï î ëüçî âàëèñü ñâî éñòâàì è ô óí êöèè )6ò) (§ 3.1). Î òêóäà

ê-\       ê (ò+1)2

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

ø 1
4

. Ï î êàæèòå, ÷òî  ï ðè ï ðî ñòî ì  ð > 2 ÷èñëèòåëü äðî áè - = 1 + _ 4- _ +
ï 2 3

+ ... +          äåëèòñÿ í à ð.
Ð- 1

5. Äëÿ ÷èñåë Ôèáî í à÷÷è èí äóêöèåé ï î  ò äî êàæèòå ðàâåí ñòâî  ô ë+ò =

6
. Èñï î ëüçóÿ ï ðåî áðàçî âàí èå Àáåëÿ, í àéäèòå ñëåäóþ ù èå ñóì ì û :

à) 5= à]Ü] + à2 2 + ... + àï
Ü

ï , ãäå {àï } - àðèô ì åòè÷åñêàÿ ï ðî ô åññèÿ,
{Üï ) - ãåî ì åòðè÷åñêàÿ ï ðî ãðåññèÿ;

ï

á) Î  = Å ê2 $\ï êà ï ðè à * 2ï ò, ãäå ò - öåëî å ÷èñëî .
ê= I

ï

7
. Äî êàæèòå ðàâåí ñòâî  Å ê{Ñ )2 =  Ñ?

,,
.



IV
ëàâà

ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ Ì Î ÒÈÂÛ

7
1 1

ã

)

V

;

V

Â ýòî é ãëàâå ì û  áóäåì  çàí èì àòüñÿ òåì è æå âî ï ðî ñàì è, êî òî ðû å ðàñ-
ñì àòðèâàþ òñÿ â ø êî ëüí î ì  êóðñå àëãåáðû , ò. å. òî æäåñòâåí í û ì è ï ðå-
î áðàçî âàí èÿì è àëãåáðàè÷åñêèõ âû ðàæåí èé è ðåø åí èåì  óðàâí åí èé.
Ï ðàâäà, óðàâí åí èÿ, ê êî òî ðû ì  ì û  î áðàòèì ñÿ, î òëè÷àþ òñÿ î ò ø êî ëü-
í û õ: â í èõ í å î äí î  í åèçâåñòí î å, à í åñêî ëüêî . Â î ñí î âí î ì  òàêèå

óðàâí åí èÿ èì åþ ò áåñêî í å÷í î  ì í î ãî  ðåø åí èé, î äí àêî  í àñ áóäóò èí -
òåðåñî âàòü òî ëüêî  öåëû å. Òåì  í å ì åí åå è ï ðè ýòî ì  î ãðàí è÷åí èè
÷àñòî  î ñòàåòñÿ í àñòî ëüêî  ì í î ãî  ðåø åí èé, ÷òî  î í è âû ñòðàèâàþ òñÿ
â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, è â í åêî òî ðû õ ñëó÷àÿõ äàæå ðàçðàñòàþ òñÿ

â äåðåâüÿ. Í î  ï ðåæäå ÷åì  ï ðèñòóï àòü ê óðàâí åí èÿì , ï î çí àêî ì èì ñÿ
ñ çàì å÷àòåëüí û ì  ÷èñëî âû ì  òðåóãî ëüí èêî ì , êî òî ðû é êàê âî ëø åáí û é
ñóí äó÷î ê õðàí èò â ñåáå í åñì åòí û å ñî êðî âèù à.

§ 4.1. Àðèô ì åòè÷åñêèé òðåóãî ëüí èê

Áèí î ì èàëüí û å êî ýô ô èöèåí òû

Â òî æäåñòâåí í û õ ï ðåî áðàçî âàí èÿõ ÷àñòî  ï ðèõî äèòñÿ âî çâî äèòü áè-
í î ì  (ò. å. äâó÷ëåí ) â ñòåï åí ü ï . Ï ðî àí àëèçèðóåì  çí àêî ì û å ô î ðì óëû :

(à + *)0=1,
{à + ÜÓ=à + Ü,

§ 4.1. Àðèô ì åòè÷åñêèé òðåóãî ëüí èê. Áèí î ì èàëüí û å êî ýô ô èöèåí òû

7-4232
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(à + Ü)2 = à2 + 2àÜ + ß
(à + Ë)3 = à3 + Çä2À + Çä  + .

Ï ðàâàÿ ÷àñòü êàæäî é èç í èõ ñî äåðæèò í à î äí î  ñëàãàåì î å áî ëüø å
ï î êàçàòåëÿ ñòåï åí è; ñëàãàåì û å ï ðàâî é ÷àñòè ï ðåäñòàâëÿþ ò ñî áî é
ï ðî èçâåäåí èÿ ñòåï åí åé ÷èñåë à è 6, ï ðè ýòî ì  ï î êàçàòåëè ÷èñëà à
óáû âàþ ò î ò ï  äî  í óëÿ, ï î êàçàòåëè ÷èñëà Ü âî çðàñòàþ ò î ò í óëÿ äî  ë,
òàê ÷òî  èõ ñóì ì à î ñòàåòñÿ âñå âðåì ÿ ðàâí î é ï . Êî ýô ô èöèåí òû  âû -
ï èø åì  â òàáëèöó, èì åþ ù óþ  ô î ðì ó òðåóãî ëüí èêà:

1

1 1

1      2 1

13      3 1

Â í åì  ï î  áî êî âû ì  ñòî ðî í àì  ðàñï î ëî æåí û  åäèí èöû ; ëþ áî å äðóãî å
÷èñëî  ðàâí î  ñóì ì å äâóõ ñòî ÿù èõ í àä í èì  ÷èñåë ï ðåäû äóù åé ñòðî -
êè. Ýòî  ñâî éñòâî  î êàæåòñÿ âåðí û ì  è äëÿ î êàéì ëÿþ ù èõ åäèí èö,
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî  âí å òðåóãî ëüí èêà ñòî ÿò í óëè. Òåï åðü åñòåñòâåí í î
âî çí èêàåò âî ï ðî ñ: ï î ëó÷èì  ëè ì û  êî ýô ô èöèåí òû  ñëåäóþ ù èõ ñòå-
ï åí åé áèí î ì à, ï ðî äî ëæàÿ âû ï èñû âàòü í î âû å ñòðî êè òðåóãî ëüí èêà
ï î  òî ì ó æå ï ðàâèëó? Í î ì åðà ñòðî ê òðåóãî ëüí èêà áóäåì  ñ÷èòàòü
ñî âï àäàþ ù èì è ñ ñî î òâåòñòâóþ ù èì è ï î êàçàòåëÿì è ñòåï åí è áèí î -
ì à. Çàï èø åì  ÷åòâåðòóþ  ñòðî êó: 1,4,6,4, 1. Î ÷åâèäí î , î í à ñî âï àäà-
åò ñ êî ýô ô èöèåí òàì è ÷åòâåðòî é ñòåï åí è áèí î ì à:

{à + á)4 = (à3 + Úà2Ü + ÚàÜ2 + Üú){à + 6) = à4 + 4à3À + 6à2*2 + Àà& + À4.
Ï ðî öåññ âû ï èñû âàí èÿ ñòðî ê ì î æåò áû òü ï ðî äî ëæåí  í åî ãðàí è-

÷åí í î . Â ðåçóëüòàòå âî çí èêàåò áåñêî í å÷í û é òðåóãî ëüí èê, êî òî ðû é
í àçû âàþ ò àðèô ì åòè÷åñêèì . Î í  ÷àñòî  ï ðèì åí ÿåòñÿ â ì àòåì àòèêå.
Â ÷àñòí î ñòè, ï ðè âî çâåäåí èè äâó÷ëåí à â ëþ áóþ  í àòóðàëüí óþ  ñòå-
ï åí ü. Ï ðàâäà, ì û  ï ðî âåðèëè ýòî ò ô àêò ëèø ü äëÿ í åêî òî ðû õ ï î êà-
çàòåëåé. Óáåäèì ñÿ òåï åðü, ÷òî  î í  èì ååò ì åñòî  è â î áù åì  ñëó÷àå. Çà-
ï èø åì  ô î ðì óëó äëÿ ï ðî èçâî ëüí î é í àòóðàëüí î é ñòåï åí è áèí î ì à
ñëåäóþ ù èì  î áðàçî ì :

{à + Ü)ï  = ÑÓ + ÑÓ"1* + ÑÓ"2/*2 + ... + Ñ é&ã* + Ñ . (1)
Êî ýô ô èöèåí òû Ñó í àçû âàþ ò áèí î ì èàëüí û ì è. Ï î êàæåì , ÷òî  äëÿ
í èõ âû ï î ëí ÿþ òñÿ ñëåäóþ ù èå ñâî éñòâà.

Ñâî éñòâî  1. Ñ +1 = Ñ?-1 + Ñ .

Äåéñòâèòåëüí î , í à î ñí î âàí èè òî æäåñòâà {à + = (ÿ + Ü)ï {à + Ü)
èì ååì
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ÑÎ í àë+, + ... + Ñ*+õàÐ~òÏ ÜÐ + ... + Ñ ' 1 =
= (Ñ  + ... + Ñ"-1ëë~ë+,*'|Ì  + Ñóï -òÜò + ... + Ñ*&)(à + é).

Ñðàâí èâàÿ êî ýô ô èöèåí òû ï ðè à Ü"1, ï î ëó÷àåì  òðåáóåì î å ðà-
âåí ñòâî .

Ýòî  ñâî éñòâî  âì åñòå ñ ðàâåí ñòâàì è Ñ§ = = = 1 ï î êàçû âàåò,

÷òî  áèí î ì èàëüí û å êî ýô ô èöèåí òû  ñî âï àäàþ ò ñ ýëåì åí òàì è àðèô ì å-
òè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà. Òàê ÷òî  òåï åðü åãî  ì î æí î  çàï èñàòü â âèäå:

à ñ!

ÃÞ Ë× Ã2
2 2 2

/ 0 Ã"! / 2 / 3
3 3 3 '-'Ç

Ã'Î / 1 / 2 Ã'Ç 4
4 4 4 4 4

Àðèô ì åòè÷åñêèé òðåóãî ëüí èê ÷àñòî  í àçû âàþ ò òðåóãî ëüí èêî ì  Ï àñ-
êàëÿ, òàê êàê î í  áû ë ï î äðî áí î  î ï èñàí  Ï àñêàëåì  â «Òðàêòàòå î á àðèô -
ì åòè÷åñêî ì  òðåóãî ëüí èêå». Èñòî ðè÷åñêè òàêî å í àçâàí èå í å ñî âñåì
î ï ðàâäàí î , ï î ñêî ëüêó àí àëî ãè÷í û å òàáëèöû  âñòðå÷àëèñü ó í åêî òî ðû õ
ó÷åí û õ çàäî ëãî  äî  Ï àñêàëÿ; áî ëåå òî ãî , î í è áû ëè èçâåñòí û  åù å äî  í î -
âî é ýðû  êèòàéñêèì  è èí äèéñêèì  ì àòåì àòèêàì , í î  Ï àñêàëü

,
 í åñî ì -

í åí í î , ï ðèø åë ê ýòî ì ó òðåóãî ëüí èêó ñàì î ñòî ÿòåëüí î , âåäü â òî  âðåì ÿ

èí ô î ðì àöèÿ î  äî ñòèæåí èÿõ ï ðåäø åñòâåí í èêî â í å áû ëà ñòî ëü ï î ëí î é
è äî ñòóï í î é, êàê ñåé÷àñ. Ï àñêàëü ï ðèäóì àë àðèô ì åòè÷åñêèé òðå-
óãî ëüí èê äëÿ î áëåã÷åí èÿ ðåø åí èÿ êî ì áèí àòî ðí û õ çàäà÷.

Âû ï èø åì  ï î áî ëüø å ñòðî ê òðåóãî ëüí èêà, ÷òî áû ðàññì î òðåòü
ñâî éñòâà, êî òî ðû ì è î í  î áëàäàåò.

1

1 1

1        2 1

13       3 1

1       4       6       4 1

1       5       10      10      5       1 .

1        6       15      20      15       6 1

1        7       21      35      35      21       7 1

1        8       28      56      70      56      28       8 1

Âî -ï åðâû õ, î í  ñèì ì åòðè÷åí  î òí î ñèòåëüí î  ñâî åé áèññåêòðèñû .
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Âî -âòî ðû õ, ÷èñëà, ðàñï î ëî æåí í û å í à ï ðÿì û õ, ï àðàëëåëüí û õ
ëþ áî é ñòî ðî í å óãëà, î áðàçóþ ò çí àêî ì û å í àì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè:
í à ï åðâî é ï ðÿì î é í àõî äÿòñÿ åäèí èöû , í à âòî ðî é - ï î ñëåäî âàòåëü-
í î ñòü í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, í à òðåòüåé - òðåóãî ëüí û õ ÷èñåë, í à ÷åò-
âåðòî é - òåòðàýäðàëüí û õ è äàëåå ñèì ï ëèöèàëüí û õ ÷èñåë ñî î òâåò-
ñòâóþ ù èõ ðàçì åðí î ñòåé.

Â-òðåòüèõ, åñëè èñêëþ ÷èòü åäèí èöû - êðàéí èå ÷ëåí û  êàæäî é
ñòðî êè, òî  âí óòðåí í èå ÷èñëà òðåòüåé ñòðî êè äåëÿòñÿ í à 3, ï ÿòî é - í à
5

, ñåäüì î é - í à 7; í î  â òî  æå âðåì ÿ ä ëÿ 4-é, 6-é è 8-é ñòðî ê äåëåí èå
ñî î òâåòñòâåí í î  í à 4, 6 è 8 í å âû ï î ëí ÿåòñÿ.

Ï î ÷åì ó òàê ï ðî èñõî äèò è áóäóò ëè ï î äì å÷åí í û å ñâî éñòâà ñî õðà-
í ÿòüñÿ, åñëè ì û  ï ðî äî ëæèì  âû ï èñû âàòü ñòðî êè àðèô ì åòè÷åñêî ãî
òðåóãî ëüí èêà? ×òî áû  î òâåòèòü í à âñå ýòè âî ï ðî ñû  è í àéòè äðóãèå
èí òåðåñí û å ñâî éñòâà òðåóãî ëüí èêà, âû âåäåì  î áù óþ  ô î ðì óëó, çà-
äàþ ù óþ  ï ðî èçâî ëüí û é åãî  ýëåì åí ò (í óì åðàöèÿ ñòðî ê è ýëåì åí òî â
êàæäî é ñòðî êè í à÷èí àåòñÿ ñ í óëÿ).

Ñâî éñòâî  2. Ýëåì åí ò ï -é ñòðî êè, ñòî ÿù èé í à ò-ì  ì åñòå, çàäàåòñÿ
ô î ðì óëî é

Ãò =       ï \       = ï (ï - 1)...(/7-ò-Ü 1) /2)
"    (ï -ò)\ò\ ò\

Äî êàæåì  ýòî  ñâî éñòâî  èí äóêöèåé ï î  ÷èñëó ï . Äëÿ 0 < ë < 8
ô î ðì óëà (2) âåðí à: î í à äàåò ÷èñëà, ñòî ÿù èå â âû ï èñàí í î é í à-
ì è ÷àñòè àðèô ì åòè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà. Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  î í à

âåðí à ï ðè ï  = ê,ú å.     = Ø È "' ~ò + 
, è í àéäåì  Ñ +1. Èç

ñâî éñòâà 1 èì ååì

ãò  =ãò + ï ò-õ = ê(ê -\)...(ê - ò + 1) . ê(ê -\)...(ê - ò + 2) _

= ê(ê-\)...(ê- ò + 2)(ê- ò + \ + ò) -{ê+ \)ê(ê-\)...{ê - ò + 2)

Ôî ðì óëà (2) äî êàçàí à. Èç í åå çàì åí î é /ÿ í à ÿ - /ÿ ï î ëó÷àåì

Ñâî éñòâî  3.    = Ñ*-ò.

Äðóãèì è ñëî âàì è, ÷èñëà àðèô ì åòè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà í à ñà-
ì î ì  äåëå ñèì ì åòðè÷í û  î òí î ñèòåëüí î  áèññåêòðèñû  óãëà.

Ñâî éñòâî  4. Ñòðî êè ñ í î ì åðàì è ï  = ê2 - 2, ê = 2, 3, 4,è òî ëüêî  î í è
ñî äåðæàò äâå òðî éêè ñî ñåäí èõ ÷ëåí î â, î áðàçóþ ù èõ àðèô ì åòè÷åñêèå
ï ðî ãðåññèè; ï ðè÷åì  ýòè òðî éêè ñèì ì åòðè÷í û  î òí î ñèòåëüí î  áèññåêò-
ðèñû  óãëà òðåóãî ëüí èêà.
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 Óï ðàæí åí èå 1. Äî êàæèòå ñâî éñòâî  4.

Ï ðèâåäåì  ï ðèì åðû . Ï ðè ê=Ú ï î ëó÷àåì  ë = 7. Â ñåäüì î é ñòðî êå

àðèô ì åòè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà èì åþ òñÿ äâå òàêèå òðî éêè: Ñ] = 7,

Ñ = 21, Ñ = 35 è Ñ = 35, Ñ = 21, Ñ = 7. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî  âí å òðå-

óãî ëüí èêà ñòî ÿò í óëè, òî  âî  âòî ðî é ñòðî êå (î í à ñî î òâåòñòâóåò çí à-
÷åí èþ  ê= 2) òî æå ðàñï î ëî æåí û  äâå àðèô ì åòè÷åñêèå ï ðî ãðåññèè
Î

, 1,2 è 2, 1,0.

 Óï ðàæí åí èå 2. Ï î êàæèòå, ÷òî  í è â î äí î é ñòðî êå àðèô ì åòè÷å-
ñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà í åò:

à) ÷åòâåðêè ñî ñåäí èõ ÷èñåë, î áðàçóþ ù èõ àðèô ì åòè÷åñêóþ  ï ðî -
ãðåññèþ ;

á) òðî éêè ñî ñåäí èõ ÷èñåë
, î áðàçóþ ù èõ ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî -

ãðåññèþ .

Âî ï ðî ñû  äåëèì î ñòè

À òåï åðü î ñòàí î âèì ñÿ í à âî ï ðî ñàõ äåëèì î ñòè ýëåì åí òî â ñòðî ê
àðèô ì åòè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà.

 Óï ðàæí åí èå 3. Äî êàæèòå ðàâåí ñòâî

òÑ" = «åä. (3)

Èç (3) ñëåäóåò äåëèì î ñòü ÷èñëà Ñ í à ï  ï ðè âçàèì í î  ï ðî ñòû õ í à-
òóðàëüí û õ ÷èñëàõ òèï . Î òêóäà âû òåêàåò

Ñâî éñòâî  5. Ï ðè ï ðî ñòî ì  ð âñå âí óòðåí í èå ÷èñëà ð-é ñòðî êè àðèô ì å-
òè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà äåëÿòñÿ í à ð,

Â äàëüí åéø åì  äëÿ êðàòêî ñòè áóäåì  ãî âî ðèòü «ñòðî êà äåëèòñÿ
í à ÷èñëî », åñëè í à ýòî  ÷èñëî  äåëÿòñÿ âñå âí óòðåí í èå ýëåì åí òû

ñòðî êè.

Ñëî æí åå î áñòî èò äåëî  ñ äåëèì î ñòüþ  ñòðî ê â ñëó÷àå ñî ñòàâí î ãî
ï

. Òàê ÷åòâåðòàÿ è âî ñüì àÿ ñòðî êè äåëÿòñÿ í à 2, í î , êàê ì û  óæå î ò-
ì å÷àëè, í å äåëÿòñÿ ñî î òâåòñòâåí í î  í à 4 è 8; äåâÿòàÿ ñòðî êà äåëèòñÿ
í à 3, í î  í å äåëèòñÿ í à 9; à ñòðî êè ñ í î ì åðàì è ë = 6, 10, 12 âî î áù å
í å èì åþ ò î áù åãî  ì í î æèòåëÿ, î òëè÷í î ãî  î ò åäèí èöû . Òåì  í å ì åí åå

è çäåñü ì î æí î  î áí àðóæèòü ñòðî ãóþ  çàêî í î ì åðí î ñòü.

Ñâî éñòâî  6. Í è î äí à ñòðî êà àðèô ì åòè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà í å äå-
ëèòñÿ í à ñî ñòàâí î å ÷èñëî .

§4.1. Àðèô ì åòè÷åñêèé òðåóãî ëüí èê. Âî ï ðî ñû  äåëèì î ñòè
î
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Äî êàçàòåëüñòâî  ï ðî âåäåì  ì åòî äî ì  î ò ï ðî òèâí î ãî . Ï óñòü
í àéäåòñÿ ñòðî êà ñ í î ì åðî ì  ë, äåëÿù àÿñÿ í à ñî ñòàâí î å ÷èñëî  ê. Âû -
äåëèì  â ê ï ðî ñòî é ñî ì í î æèòåëüð â í àèâû ñø åé ñòåï åí è: ê = ðàã, ãäå
÷èñëà ð è /-âçàèì í î  ï ðî ñòû å. Ï î ñêî ëüêó ê ñî ñòàâí î å ÷èñëî , òî  ëèáî
ã = 1, òî ãäà ï î êàçàòåëü ä > 1; ëèáî  ã > 1, òî ãäà ï î êàçàòåëü à ì î æåò

áû òü ëþ áû ì  í àòóðàëüí û ì  ÷èñëî ì . Òàê êàê ñàì î  ÷èñëî  ï  í àõî äèòñÿ
â ë-é ñòðî êå, òî  î í î  äåëèòñÿ í à ê, ò. å. ë = êç. Âû äåëèì  â 5 ñî ì í î æè-
òåëü ðü (åñëè î í  åñòü) â ì àêñèì àëüí î é ñòåï åí è. Â ðåçóëüòàòå ï î ëó-
÷èì  ï  = ðñä, ãäå ñ = à + 6, Í Î Ä(/?, ä)= I.

Ðàññì î òðèì  ñëó÷àé  > 1, òî ãäà ýëåì åí ò Ñðä
 - âí óòðåí í èé,

à çí à÷èò, äåëèòñÿ í à À; = ðàã è òåì  áî ëåå í à ðà. Í à î ñí î âàí èè (3) èì å-
åì  ðñÑÐÑ

ñ
ä
 = äðñÑÐÑ

ñ~}
_{. Ñî êðàòèâ î áå ÷àñòè í àðñ è óì í î æèâ í à {ðñ - 1),

ï ðèì åí èì  ê ï î ëó÷åí í î ì ó ðàâåí ñòâó ñí î âà (3), áóäåì  èì åòü

{ðñ - 1)Ñðÿ = {ðñ- Î âÎÄ, = (ðñä - 1)äÑð-12. Ï ðî äî ëæàÿ àí àëî -
ãè÷í û ì  î áðàçî ì  óì åí üø àòü ñ êàæäû ì  ø àãî ì  í à åäèí èöó âåðõí èé è

í èæí èé èí äåêñû , ÷åðåç ðñ ø àãî â ï ðèäåì  ê ðàâåí ñòâó àÑðÿ
 =

= ÐÑ .,)
 = Ð, â êî òî ðî ì  êî ýô ô èöèåí òû  à è ð í å äåëÿòñÿ í à ð (í à

ñàì î ì  äåëå î äèí àêî âû å ñòåï åí è ÷èñëà ð ï î ÿâëÿþ òñÿ ó âåðõí åãî  è

í èæí åãî  èí äåêñî â î äí î âðåì åí í î , è ï î ñëå ï ðèì åí åí èÿ ô î ðì óëû
(3) í à í èõ ì î æí î  ñî êðàòèòü). Ñ äðóãî é ñòî ðî í û , èç í àø åãî  ï ðåäï î -
ëî æåí èÿ âû òåêàåò, ÷òî  ð äåëèòñÿ í à /? - ï ðèø ëè ê ï ðî òèâî ðå÷èþ .

Â ñëó÷àå ä = 1 èì ååì  ï  = ðñ9è ýëåì åí ò Ñ ' = 1 - êðàéí èé â ñòðî -
êå. Ï î êàæåì , ÷òî  í àéäåòñÿ âí óòðåí í èé ýëåì åí ò ñòðî êè, êî òî ðû é í å

äåëèòñÿ í è í à êàêóþ  ñòåï åí ü ÷èñëà ð. Î áðàòèì ñÿ ê ýëåì åí òó Ñ Ã1

.

Èç (3) ï î ëó÷èì  ð ÑÉ4 = ðñÑðÑñ~ ]. Ñî êðàòèâ î áå ÷àñòè í à ðñ~1 è
ï ðî äî ëæàÿ óì åí üø àòü âåðõí èå è í èæí èå èí äåêñû , ÷åðåç/7å"1 ø àãî â
ï ðèäåì  ê ðàâåí ñòâó à'Ñ Ã' = $'ðÑ0ðñ_ðñ-\

 = Ð'

ð. Î òêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ÑÉ"1 äåëèòñÿ òî ëüêî  í à ï åðâóþ  ñòåï åí ü ð. Ñâî éñòâî  äî êàçàí î .
Èòàê, ñòðî êè àðèô ì åòè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà ì î ãóò äåëèòüñÿ

ëèø ü í à ï ðî ñòû å ÷èñëà.

Ñâî éñòâî  7. Â àðèô ì åòè÷åñêî ì  òðåóãî ëüí èêå ï -ÿ ñòðî êà äåëèòñÿ í à
ï ðî ñòî å ÷èñëî  ð òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà ï  ÿâëÿåòñÿ ñòåï åí üþ
÷èñëà ð, ò. å. ï  = ðñ, ñ = /, 2, 3,....

Äî êàçàòåëüñòâî . Í à ñàì î ì  äåëå, åñëè ÷èñëî  ï  ñî äåðæèò
â êà÷åñòâå ñî ì í î æèòåëÿ êðî ì å ðñ åù å è ä, í å äåëÿù ååñÿ èàð(ä> 1),
òî , êàê ì û  âèäåëè, í àéäåòñÿ âí óòðåí í èé ýëåì åí ò Ñ% ï -é ñòðî êè,
í å äåëÿù èéñÿ í à ð. Î ñòàåòñÿ äî êàçàòü, ÷òî  ï -ÿ ñòðî êà ï ðè ï  = ðñ ëå-
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ëèòñÿ í à ð. Î áðàòèì ñÿ ê (3): ï ðè ï  = ðñ è ò< ðñ î í î  ï ðèí èì àåò âèä
òÑß = ÐñÑ

ðñ1\. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåí ñòâà äåëèòñÿ í àðñ, à ï î ýòî ì ó (â ñè-
ëó /ÿ < ðñ) Ñ2 äåëèòñÿ í à ð. Ï ðè÷åì  åñëè â ðàçëî æåí èè ÷èñëà ò í à

ï ðî ñòû å ì í î æèòåëè ÷èñëî  ð ñî äåðæèòñÿ â ñòåï åí è à, òî äåëèòñÿ

í à ðñ~à. Ñâî éñòâî  äî êàçàí î .

Äâà ðåçóëüòàòà Ï àñêàëÿ

Ñí à÷àëà óñòàí î âèì  ñâÿçü áèí î ì èàëüí û õ êî ýô ô èöèåí òî â ñ òðå-
óãî ëüí û ì è ÷èñëàì è è èõ î áî áù åí èÿì è - ñèì ï ëèöèàëüí û ì è ÷èñ-
ëàì è. Í àï î ì í èì , ÷òî  ë-å ñèì ï ëèöèàëüí î å ÷èñëî  äè-ì åðí î ãî  ï ðî -

ñòðàí ñòâà èì ååò âèä Ô ò\ï ) = ï ï  + Ö Ö! + ò ~ ) Ñëåäî âàòåëü-

Í Î ,

Ñ'Õ = (Öï \ï -ò+1). (4)
À òåï åðü äî êàæåì  äëÿ ÷èñåë àðèô ì åòè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà äâà

ñâî éñòâà, î òêðû òû å Ï àñêàëåì . Ñ ýòî é öåëüþ  î áðàòèì ñÿ ê çàï èñè
òðåóãî ëüí èêà, êî òî ðóþ  èñï î ëüçî âàë ñàì  Ï àñêàëü, - â ô î ðì å ï ðÿ-
ì î óãî ëüí î ãî  òðåóãî ëüí èêà. Çàì åí èì  â í åì  áèí î ì èàëüí û å êî ýô -
ô èöèåí òû  í à î ñí î âàí èè ô î ðì óëû  (4) ñî î òâåòñòâóþ ù èì è ñèì ï ëè-
öèàëüí û ì è ÷èñëàì è.

ô )(1)   ô )(1)  ô )  ô ç)(1)  ô 4)(1)  ô )(1) ...

Ô (2)   Ô )(2)  Ô (2)  Ô (2) Ô (2)

Ô 0)(3)   ÔÓ>(3)  Ô (3) Ô 3>(3)

ô )(4)   ô )(4) ô 2)(4)

Ô 0>(5) Ù Ù 5)

Ì û  âèäèì , ÷òî  â ò-ì  ñòî ëáöå ñòî ÿò âñå ï î äðÿä, í à÷èí àÿ ñ ï åðâî ãî ,
ñèì ï ëèöèàëüí û å ÷èñëà /è-ì åðí î ãî  ï ðî ñòðàí ñòâà. Ï î  ñâî éñòâó
ñèì ï ëèöèàëüí û õ ÷èñåë èì ååì

ô )(ï ) = Ô -]\1) + Ôó-1\2) + ... + Ô -{)(ï ), (5)
î òêóäà ï î ëó÷àåì
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Ñâî éñòâî  8. Ëþ áî å ÷èñëî , ñòî ÿù åå í à ï åðåñå÷åí èè ò-ãî  ñòî ëáöà è ï -é
ñòðî êè òðåóãî ëüí èêà Ï àñêàëÿ, ðàâí î  ñóì ì å ï  ÷èñåë, í à÷èí àÿ ñ âåðõí å-
ãî , ðàñï î ëî æåí í ûõ â ï ðåäû äóù åì  ñòî ëáöå.

Â ñèëó ñèì ì åòðèè òðåóãî ëüí èêà Ï àñêàëÿ î òí î ñèòåëüí î  áèñ-
ñåêòðèñû ï ðÿì î ãî  óãëà àí àëî ãè÷í î å óòâåðæäåí èå âåðí î  è äëÿ

ñòðî ê. À ï î ñêî ëüêó òðåóãî ëüí èê Ï àñêàëÿ î òëè÷àåòñÿ î ò àðèô ì åòè-
÷åñêî ãî , ðàññì î òðåí í î ãî  í àì è â í à÷àëå ï àðàãðàô à, ï î âî ðî òî ì  í à
45°, òî  ì û  í å òî ëüêî  ï î êàçàëè, ÷òî  ï î  äèàãî í àëÿì  àðèô ì åòè÷åñêî -
ãî  òðåóãî ëüí èêà ðàñï î ëî æåí û  òðåóãî ëüí û å, òåòðàýäðàëüí û å è ò. ä.

÷èñëà, í î  è í àø ëè êî í å÷í û å ñóì ì û  òàêèõ ÷èñåë.

Â ðàâåí ñòâå (5) çàì åí èì  ï î ñëåäí åå ñëàãàåì î å Ô ò~])(ï ) ñóì ì î é
ñèì ï ëèöèàëüí û õ ÷èñåë ì åí üø åé ðàçì åðí î ñòè (ï î  òî é æå ô î ðì óëå
(5)), â ï î ëó÷åí í î ì  ðàâåí ñòâå âí î âü çàì åí èì  ï î ñëåäí åå ñëàãàåì î å

Ô$ò~2)(ï ) ÷èñëàì è ì åí üø åé ðàçì åðí î ñòè è ò. ä., â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èì
ô ð)(ï ) = Ô Î ) + Ô -1\2) + ... + Ô -1)(ï  - 1) + Ô -2>(1) +

+ Ô -2)(2) + ... + Ô -2\ï  - 1) + Ô -2Í ï ) =
= Ô -{\\) + Ô -{\2) + ... + Ô - ë - 1) + Ô -2>(1) + Ô -2>(2) +

+ 
... + Ô -2)(ï  - 1) + ... + ô 0)(1) + ... + ô Ö»{ï ).

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî  Ô 0)(àÎ  = 1, òî  í àì è äî êàçàí î

Ñâî éñòâî  9. Ëþ áî å ÷èñëî , ñòî ÿù åå í à ï åðåñå÷åí èè ò-ãî  ñòî ëáöà è ï -é
ñòðî êè òðåóãî ëüí èêà Ï àñêàëÿ, óì åí üø åí í î å í à åäèí èöó, ðàâí î  ñóì ì å
÷èñåë, ñòî ÿù èõ â ï ðÿì î óãî ëüí èêå, î êàéì ëåí í î ì  ò-ì  ñòî ëáöî ì  è ï -é
ñòðî êî é.

Ï àñêàëü â «Òðàêòàòå» ï î  åãî  ñî áñòâåí í î ì ó âû ðàæåí èþ  «âû í óæ-
äåí  áû ë î áî éòè ì î ë÷àí èåì » ì í î ãèå ñâî éñòâà àðèô ì åòè÷åñêî ãî
òðåóãî ëüí èêà. Í å èçâåñòí î , çí àë ëè î í  î  ñâÿçè ÷èñåë âû ï èñàí í î é
èì  òàáëèöû  ñ ÷èñëàì è Ôèáî í à÷÷è. ×òî áû  î áí àðóæèòü ýòó ñâÿçü,
óäî áí î  çàï èñàòü àðèô ì åòè÷åñêèé òðåóãî ëüí èê â ñëåäóþ ù åì  âèäå

4 1

Î 10 5 1

6 15   6 115 20
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Ï ðî âåäåì  â ýòî ì  òðåóãî ëüí èêå äèàãî í àëè òàê
,
 êàê ï î êàçàí î  â òàá-

ëèöå. Í àéäåì  ñóì ì ó ÷èñåë, ñòî ÿù èõ í à êàæäî é äèàãî í àëè
,
 í à÷è-

í àÿ ñ âåðõí åé. Ï î ëó÷èì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü
1

, 1,2,3,5, 8, 13,21,34,...,

ýëåì åí òàì è êî òî ðî é ÿâëÿþ òñÿ çí àêî ì û å í àì  ÷èñëà Ôèáî í à÷÷è.

Ñâî éñòâî  10. Ñóì ì à ÷èñåë, ñòî ÿù èõ í à ï -é äèàãî í àëè (í óì åðàöèþ  äè-
àãî í àëåé í à÷èí àåì  ñ í óëÿ), ðàâí à ï -ì ó ÷èñëó Ôèáî í à÷÷è.

Äëÿ äî êàçàòåëüñòâà î áðàòèì ñÿ ê áèí î ì èàëüí û ì  êî ýô ô èöèåí òàì

à

Ñ7

2 2

Ñ
ç 3 3 3

4 4 4

à
5 5 5

ñ, 
ñ* ñ* ñ*

Í à ï -é äèàãî í àëè â ñëó÷àå ÷åòí î ãî  ï  ñòî ÿò ÷èñëà Ñ , Ñ ,, Ñ ,
0*$, à â ñëó÷àå í å÷åòí î ãî  ï  - ÷èñëà Ñ , Ñ _,,ÑÉ }] . Î áî çí à÷èì
÷åðåç 5ï  ñóì ì ó ÷èñåë, ðàñï î ëî æåí í û õ í à ï -é äèàãî í àëè. Âû ÷èñëèì
ñóì ì ó Çï

 + 5
ï +1 ï ðè ï  = 2ê (äëÿ í å÷åòí î ãî  ï  ðàññóæäåí èÿ àí àëî ãè÷-

í û å):

Ó÷èòû âàÿ ñâî éñòâî  1 áèí î ì èàëüí û õ êî ýô ô èöèåí òî â è ðàâåí ñòâà

ÑÇæ = Ñ0,+2 = 1 = Ñ* = Ñ&\, ï î ëó÷àåì  52ê + 52ê+] = Ñ , + (Ñ«À +

+ Ñ1ê + ... + Ñ +2 + Ñ ] = +2- Òàêèì  î áðàçî ì , ÷èñëà 8ï  óäî âëåòâî -

ðÿþ ò ðåêóððåí òí î ì ó ñî î òí î ø åí èþ  Çï  + 5ï +1 = ï ðè÷åì  50 =
= = 1 è -5, = = 1, ï î ýòî ì ó î í è ñî âï àäàþ ò ñ ÷èñëàì è Ôèáî í à÷-
÷è. Ñâî éñòâî  äî êàçàí î .

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

4
. Äî êàæèòå ñëåäóþ ù èå ñâî éñòâà áèí î ì èàëüí û õ êî ýô ô èöèåí òî â:

à)  +  + ... +  = 2";
á) -Ñ Ñ2-ÑÇ + ... + (-1)  = 0;
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â) (Ó
ï
 + Ñ2

ï
 + Ñ*

ï
 +... = 2"-,;

ã) Ñ* + ñà + Ñ« + ...-2-';
Ä)  + Ñ'Ñ 1 + ... + Ñ Ñ* = Ñ ò;

å)    + Ñ2+| + ... + Ñ™+ò
 = Ñ{|+|1ãÈ;

2     3 /1+1      ë + 1

ç) Ñ' + 2Ñ2
ï  + ... + /|Ñ2 = 2*- ;

è) Ñ]1-2Ñ2 + ÇÑÇ-4Ñ ... = 0.
5. Í àéäèòå ñóì ì ó âñåõ ÷èñåë, ðàñï î ëî æåí í û õ âû ø å ÿ-é ñòðî êè àðèô ì å-

òè÷åñêî ãî  òðåóãî ëüí èêà.

6. Ï î êàæèòå, ÷òî  âñå ÷èñëà {2ò- 1)-é ñòðî êè àðèô ì åòè÷åñêî ãî  òðåóãî ëü-
í èêà í å÷åòí û å.

§ 4.2. Äèî ô àí òî âû  óðàâí åí èÿ

Óðàâí åí èÿ ï åðâî é ñòåï åí è

Äî âî ëüí î  ÷àñòî  âî çí èêàþ ò çàäà÷è, ñâî äÿù èåñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì
óðàâí åí èÿì  ñ öåëû ì è êî ýô ô èöèåí òàì è, äëÿ êî òî ðû õ èì åþ ò
ñì û ñë òî ëüêî  öåëî ÷èñëåí í û å ðåø åí èÿ.

Í àï ðèì åð, â ì àãàçèí å ï ðî äàþ òñÿ òåòðàäè ï î  3 ð. è 5 ð. êàæäàÿ;
ì àëü÷èê çàòðàòèë í à ï î êóï êó òåòðàäåé 22 ð. Ñêî ëüêî  è êàêèõ òåòðà-
äåé î í  êóï èë? Ï óñòü ì àëü÷èê êóï èë õòåòðàäåé ï î  3 ð. è  - ï î  5 ð.;
çàäà÷à ñâî äèòñÿ ê ðåø åí èþ  óðàâí åí èÿ

Çõ+5>;=22.

Î ÷åâèäí î , õ = 4, ó = 2. Ï ðî ñòû ì  ï åðåáî ðî ì  óáåæäàåì ñÿ, ÷òî  ýòî
åäèí ñòâåí í î å ðåø åí èå çàäà÷è. Ëåãêî  í àéòè áåñêî í å÷í óþ  ï î ñëåäî -
âàòåëüí î ñòü öåëî ÷èñëåí í û õ ðåø åí èé (4 + 5 ; 2 - 3 ) äàí í î ãî  óðàâ-
í åí èÿ (í î  í å çàäà÷è), çàñòàâèâ  ï ðî áåãàòü ì í î æåñòâî  öåëû õ ÷èñåë.
Ï ðàâäà, ï î êà í å èçâåñòí î , âñå ëè öåëî ÷èñëåí í û å ðåø åí èÿ ï î ëó÷à-
þ òñÿ òàêèì  ñï î ñî áî ì . Î òâåòàì è í à ýòî ò è äðóãèå âî ï ðî ñû  ì û  è
çàéì åì ñÿ â ýòî ì  ï àðàãðàô å.

Àëãåáðàè÷åñêèå óðàâí åí èÿ ñ öåëû ì è êî ýô ô èöèåí òàì è, ðåø àå-
ì û å âî  ì í î æåñòâå öåëû õ (ðåæå ðàöèî í àëüí û õ) ÷èñåë, í àçû âàþ òñÿ
äèî ô àí òî âû ì è ï î  èì åí è äðåâí åãðå÷åñêî ãî  ì àòåì àòèêà Äèî ô àí òà
(III â. í . ý.), ï î ñâÿòèâø åãî  ðåø åí èþ  çàäà÷ â öåëû õ è ðàöèî í àëüí û õ
÷èñëàõ ñâî é çí àì åí èòû é òðàêòàò «Àðèô ì åòèêà». Òî ÷í åå,

 ø åñòü äî -

ø åäø èõ äî  í àñ êí èã; ñî äåðæàí èå î ñòàëüí û õ ñåì è êí èã ýòî ãî  òðàê-
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òàòà í àì  í å èçâåñòí î . ×àñòî  ðàññì àòðèâàþ ò í åî ï ðåäåëåí í û å óðàâí å-
í èÿ èëè èõ ñèñòåì û , ò. å. òàêèå, â êî òî ðû õ êî ëè÷åñòâî  ï åðåì åí í û õ

áî ëüø å ÷èñëà óðàâí åí èé. Í àèáî ëåå èçó÷åí û  äèî ô àí òî âû  óðàâí å-
í èÿ 1 è 2 ñòåï åí è. Í à÷í åì  ñ óðàâí åí èé ï åðâî é ñòåï åí è.

Ï î ñêî ëüêó ðåø åí èå ëèí åéí î ãî  óðàâí åí èÿ ñ î äí èì  í åèçâåñò-
í û ì  í å ï ðåäñòàâëÿåò èí òåðåñà, î ñòàí î âèì ñÿ í à óðàâí åí èè ñ äâóì ÿ

í åèçâåñòí û ì è

àõ+ Üó = ñ. (1)

Ñóù åñòâóåò í åñêî ëüêî  ñï î ñî áî â ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (1).

Ñï î ñî á 1. Î í  î ñí î âû âàåòñÿ í à ï ðèì åí åí èè ê ÷èñëàì  à\\Ü àëãî ðèòì à
Åâêëèäà. Ñëî âî  «àëãî ðèòì » î áðàçî âàí î  î ò èì åí è óçáåêñêî ãî  ì àòå-
ì àòèêà àë-Õî ðåçì è (IX â.), ï î çí àêî ì èâø åãî  àðàáî â ñ èí äèéñêî é
äåñÿòè÷í î é ñèñòåì î é ñ÷èñëåí èÿ. Ï åðâî í à÷àëüí î  àëãî ðèòì î ì  {àëãî -
ðèô ì î ì ) í àçû âàëàñü ñàì à ñèñòåì à ñ÷èñëåí èÿ, à ñåé÷àñ - ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòü î ï åðàöèé, ï ðèâî äÿù àÿ ê ðåø åí èþ  ï î ñòàâëåí í î é çàäà÷è.

Àëãî ðèòì  Åâêëèäà - ýòî  ì åòî ä í àõî æäåí èÿ í àèáî ëüø åãî  î áù å-
ãî  äåëèòåëÿ äâóõ öåëû õ ÷èñåë. Ì åòî ä âï åðâû å áû ë èçëî æåí  â «Í à-
÷àëàõ» Åâêëèäà â ãåî ì åòðè÷åñêî é ô î ðì å êàê ñï î ñî á í àõî æäåí èÿ
î áù åé ì åðû  äâóõ î òðåçêî â. Ì û  çàï èø åì  åãî  â àëãåáðàè÷åñêî ì  âè-
äå. Ï óñòü à> Ü, òî ãäà

à = Üä0 + 0 < ã, < 6;
Ü = ã]ä1 + ã2, 0 < ã2 < ã,;
ã, = ã2ä2 + ã,, 0 < Ãç < ã2;

ã
ï _2

 = ã
ï _1äï _]

+ãï , ()</.
„
</.

„_,
;

Ã
ï -\ 

= Ãï ßï '

Î òñóòñòâèå î ñòàòêà â ï î ñëåäí åì  ðàâåí ñòâå ñëåäóåò èç òî ãî , ÷òî  í à-
òóðàëüí û å ÷èñëà ãï

 í å ì î ãóò óáû âàòü áåñêî í å÷í î , ï î ýòî ì ó í à í åêî -

òî ðî ì  ø àãå î ñòàòî ê ñòàí åò í óëåâû ì . Èç ï åðâî ãî  ðàâåí ñòâà âû ðàçèì
 = à - Üä0è ï î äñòàâèì  åãî  âî  âòî ðî å, ï î òî ì  âû ðàçèì  ã2 = Ü(1 +

+ - àäõ è ï î äñòàâèì  åãî  â òðåòüå ðàâåí ñòâî  è ò. ä. Ï ðî äî ëæàÿ

âû ðàæàòü î ñòàòêè ÷åðåç ÿ è />, í àéäåì  ï î ñëåäí èé í åí óëåâî é î ñòà-
òî ê ã

ï
 = Àà + ÂÜ.

 Óï ðàæí åí èå 1. Äî êàæèòå,
 ÷òî  ã

ï
 = Í Î Ä(à, Ü).

Òàêèì  î áðàçî ì , åñëè ñ! = Í Î Ä(ñ, Ü), òî  í àéäóòñÿ òàêèå öåëû å
÷èñëà À è Â ðàçí û õ çí àêî â, ÷òî  Àà + ÂÜ = ñ1. Åñëè à è Ü âçàèì í î
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ï ðî ñòû å, òî Àà + ÂÜ= 1. Êàê í àéòè ÷èñëà À è Â, âèäí î  èç àëãî ðèòì à
Åâêëèäà.

Ï ðèì åí èì  ï î ëó÷åí í û é ðåçóëüòàò ê ðåø åí èþ  óðàâí åí èÿ (1).
Âî çì î æí û  äâà ñëó÷àÿ: ëèáî  ÷èñëî  ñ í å äåëèòñÿ í à  = Í Î Ä(ë, Ü),
ëèáî  äåëèòñÿ. Â ï åðâî ì  ñëó÷àå óðàâí åí èå í å èì ååò öåëî ÷èñëåí í û õ
ðåø åí èé: ï ðè ëþ áû õ õè ó ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ í à ñ1, ï ðàâàÿ - í åò.
Âî  âòî ðî ì  - ì î æí î  ðàçäåëèòü î áå ÷àñòè óðàâí åí èÿ í à  è ï ðèéòè ê
óðàâí åí èþ , êî ýô ô èöèåí òû êî òî ðî ãî  âçàèì í î  ï ðî ñòû . Ï î ýòî ì ó
áóäåì  ñðàçó ñ÷èòàòü ÷èñëà àè Ü âçàèì í î  ï ðî ñòû ì è. Òî ãäà, êàê ì û
òî ëüêî  ÷òî  âèäåëè, í àéäóòñÿ òàêèå öåëû å ÷èñëà À è Â, ÷òî  àÀ + ÜÂ=
= 1

. Î áî çí à÷èì  õ0 = Àñ, ó0 = Âñ, ï àðà (Õä, ó0) óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí å-
í èþ  (1). Âì åñòå ñ í åé ýòî ì ó óðàâí åí èþ  óäî âëåòâî ðÿåò áåñêî í å÷í î å
ì í î æåñòâî  ï àð (õ, ó), ãäå

õ = õ0 + Û,ó = ó0-à19 (3)
/ - ëþ áî å öåëî å ÷èñëî .

 Óï ðàæí åí èå 2. Äî êàæèòå, ÷òî  (3) - î áù åå ðåø åí èå óðàâí åí èÿ
(1), ò. å. ëþ áî å åãî  ðåø åí èå ï î ëó÷àåòñÿ èç (3) ï ðè ñî î òâåòñòâóþ -
ù åì  çí à÷åí èè ÷èñëà /.

Ðåø àÿ ýòèì  ñï î ñî áî ì  óðàâí åí èå Çõ + 5ó = 22, ñ êî òî ðî ãî  ì û
í à÷àëè ï àðàãðàô , ï î ëó÷àåì  ñëåäóþ ù åå î áù åå ðåø åí èå (44 + 5/,
-22 - 3/). Çàì åí î é / = 5 - 8 î í î  ï ðèâî äèòñÿ ê óæå çí àêî ì î ì ó í àì
ðåø åí èþ  (4 + 55, 2 - Ç ).

Ñóù åñòâî âàí èå öåëî ÷èñëåí í û õ ðåø åí èé óðàâí åí èÿ (1) ãî âî ðèò
î  òî ì , ÷òî  ï ðÿì àÿ àõ+ Üó= ñ ñî äåðæèò áåñêî í å÷í î å ì í î æåñòâî  òî -
÷åê ñ öåëû ì è êî î ðäèí àòàì è.

Ñï î ñî á 2 ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (1) èñï î ëüçóåò öåï í û å äðî áè. ×òî  æå
ýòî  çà äðî áè?

Âåðí åì ñÿ ê ñèñòåì å (2). Èç ï åðâî ãî  óðàâí åí èÿ ñèñòåì û  èì ååì

ò = <7ï  = <7î "," -ã > èç âòî ðî ãî - = ÿ, + - = ÿ, + 1 è ò. ä. Â ðåçóëü-
Ü Ü Ü

_

 ã\ ã\ ã\

òàòå ï î ëó÷àåì  ? = 0 + !_ . Äðî áü
, ñòî ÿù óþ  â ï ðàâî é

ä2 + ... + 1
ß*

÷àñòè ðàâåí ñòâà, í àçû âàþ ò öåï í î é èëè í åï ðåðû âí î é. Âì åñòî  ãðî -
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ì î çäêî é çàï èñè èñï î ëüçóþ ò áî ëåå êî ì ï àêòí óþ  ? = 1ä0; ô ,, ä2,..., äï ].

Í àï ðèì åð,  = 3 + À = 3+1=3 + Ö = [3; 2, 1, 1, 2].
5 I + - 1

Î ÷åâèäí î , ÷òî  ëþ áî å ðàöèî í àëüí î å ÷èñëî  è òî ëüêî  î í î  çàï èñû -
âàåòñÿ â âèäå êî í å÷í î é öåï í î é äðî áè. Èððàöèî í àëüí û ì  ÷èñëàì
ñî î òâåòñòâóþ ò áåñêî í å÷í û å öåï í û å äðî áè.

Åñëè ï ðè ï î ñòðî åí èè öåï í î é äðî áè î ñòàí î âèòüñÿ í à çí àì åí à-
òåëå äê9 òî  ï î ëó÷èòñÿ äðî áü [ä0;    2,..., äê], êî òî ðóþ  í àçû âàþ ò ê-é

Ð
ï î äõî äÿù åé äðî áüþ  äëÿ èñêî ì î é è î áî çí à÷àþ ò . Í àéäåì  âèä í å-

êî òî ðû õ ï î äõî äÿù èõ äðî áåé:

0° = 12 - !ë = à +1= äî ß ] + 1 .

Ë =     4-     1      = 2( 1 -È) + î  =        + Ë)
02 0 + 1 1 + 1 201 +00

'

Äëÿ ðàöèî í àëüí î ãî  ÷èñëà ? ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ï î äõî äÿù èõ äðî -
Ü

ð
áåé êî í å÷í à, è åå ï î ñëåäí èé ýëåì åí ò = 2, Í åòðóäí î  çàì åòèòü,

÷òî  èì åþ ò ì åñòî  ñëåäóþ ù èå ðåêóððåí òí û å ñî î òí î ø åí èÿ:

 Óï ðàæí åí èå 3. Äëÿ ëþ áî ãî  À: = 1, 2,..., ë âû âåäèòå ô î ðì óëó

Èç í åå ñëåäóåò âçàèì í àÿ ï ðî ñòî òà ÷èñåë Ðê è ()ê.
Âåðí åì ñÿ ê óðàâí åí èþ  (1). Í àï î ì í èì , ÷òî  â í åì  àè Ü âçàèì í î

à 
=
 Ðï

Í à î ñí î âàí èè (4) èì ååì  6ÐÉ
_1
 -        = Óì í î æèâ î áå ÷àñòè

ýòî ãî  ðàâåí ñòâà í à (-1)ï ñ9 ï î ëó÷èì  (-1)ë+,éã6
ë_,

ñ + (-\)ï ÜÐ
ï _{ñ = ñ,

î òêóäà âèäí î , ÷òî  ï àðà ÷èñåë

§ 4.2. Äèî ô àí òî âû  óðàâí åí èÿ. Óðàâí åí èÿ ï åðâî é ñòåï åí è

ï ðî ñòû , ï î ýòî ì ó èç ðàâåí ñòâà 7=7  âû òåêàåò, ÷òî  à= Ðï , Ü= (?„.
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óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ  (1). Î áù åå ðåø åí èå í àõî äèòñÿ ï î  ô î ð-
ì óëàì  (3).

Ðåø èì  ýòèì  ñï î ñî áî ì  óðàâí åí èå 44õ + 13  = 5. Òàê êàê  =
= [3; 2, 1, 1, 2], òî ï  = 4, Ð2 = 17, ()3 = 5, î òêóäàë:0 = -25,ó0 = 85. Î á-
ù åå ðåø åí èå èì ååò âèä õ = -25 + 13/, ó = 85 - 44/.

Ñï î ñî á 3 ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (1) - ì åòî ä ðàññåèâàí èÿ èëè ðàçì åëü-
÷åí èÿ. Âï åðâû å åãî  ï ðèì åí èë â í à÷àëå VI â. èí äèéñêèé ì àòåì àòèê
Àðèàáõàòòà. Ì åòî ä çàêëþ ÷àåòñÿ â ñâåäåí èè äàí í î ãî  óðàâí åí èÿ ê
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè äðóãèõ óðàâí åí èé ñ óáû âàþ ù èì è ï î  àáñî ëþ ò-
í î é âåëè÷èí å êî ýô ô èöèåí òàì è ï åðåä í åèçâåñòí û ì è [37, ñ. 144].

Ï ðî äåì î í ñòðèðóåì  åãî  í à ï ðèì åðå ðåø åí èÿ ñëåäóþ ù åé çàäà÷è:
í àéòè äâà ÷èñëà, åñëè ðàçí î ñòü ï ðî èçâåäåí èé ï åðâî ãî  í à 19 è âòî -
ðî ãî  í à 8 ðàâí à 13. Ò. å. òðåáóåòñÿ ðåø èòü óðàâí åí èå \9õ - 8ó= 13.

Ï åðåï èø åì  åãî  èí à÷å: ó = 2õ +    ~    è î áî çí à÷èì  ó] = ó - 2õ.
î

Â ðåçóëüòàòå óðàâí åí èå ï ðèì åò âèä 8
.
Ó, = Çõ - 13 èëè õ = 2ó] +

1óõ + 13  
+ -11--. Åñëè âí î âü ï ðî èçâåñòè çàì åí ó õõ = õ-1óõ, òî  ï ðèäåì  ê

óðàâí åí èþ  Çë:, - 1óõ = 13. Çàì åòèì , ÷òî  êî ýô ô èöèåí òû  ï ðè í åèç-
âåñòí û õ óì åí üø èëèñü - èçì åëü÷èëèñü. Ï ðî äî ëæèì  äàëüí åéø åå

õ, - 13
èõ óì åí üø åí èå: òàê êàê    = õ, +     -, òî  ï î ëî æèì  Ó2 = Ó\ -

Â ðåçóëüòàòå ï î ñëåäí åå óðàâí åí èå ï ðåî áðàçóåòñÿ ê âèäó õ, - 2ó2 =
= 13

. Çäåñü êî ýô ô èöèåí ò ï ðè õ, ðàâåí  1, à ï î ýòî ì ó ï ðè ëþ áî ì  öå-

ëî ì  Ó2 - 1 ÷èñëî  õ, òî æå öåëî å. Î ñòàåòñÿ âû ðàçèòü èñõî äí û å ï åðå-
ì åí í û å ÷åðåç /: õ = 8/ + 39,  = 19/ + 91. Èòàê, ï î ëó÷àåì  áåñêî í å÷-
í óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü (39 + 8/, 91 + 19/) öåëî ÷èñëåí í û õ ðåø å-
í èé.

Í åòðóäí î  çàì åòèòü
, ÷òî  ì åòî äû öåï í û õ äðî áåé è ðàññåèâàí èÿ

ÿâëÿþ òñÿ ëèø ü äðóãî é ô î ðì î é ï ðèì åí åí èÿ àëãî ðèòì à Åâêëèäà.

Óðàâí åí èå Ï åëëÿ

Î áðàòèì ñÿ òåï åðü ê äèî ô àí òî âû ì  óðàâí åí èÿì  âòî ðî é ñòåï åí è ñ
äâóì ÿ í åèçâåñòí û ì è

ë,õ2 + à ó + àó2 + à4õ + à  + é6 = 0.
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 Óï ðàæí åí èå 4. Ï ðè à, * 0 ï ðèâåäèòå ýòî  óðàâí åí èå ñî î òâåòñò-
âóþ ù åé çàì åí î é ï åðåì åí í û õ ê óðàâí åí èþ

õ2 + àó1 = Ü
ñ öåëû ì è êî ýô ô èöèåí òàì è.

Èñêëþ ÷åí í û é í àì è ñëó÷àé à, = 0 ì àëî èí òåðåñåí
, òàê êàê òî ãäà

ï åðåì åí í àÿ õ ðàöèî í àëüí î  âû ðàæàåòñÿ ÷åðåç óó è ñðåäè áåñêî í å÷-
í î ãî  ì í î æåñòâà ðàöèî í àëüí û õ ðåø åí èé ì î ãóò ñî äåðæàòüñÿ è öå-
ëû å. Âû ÿñí èì  òåï åðü, êàêèå âî çì î æí û  âàðèàí òû  äëÿ êî ýô ô èöè-
åí òî â ï î ëó÷åí í î ãî  óðàâí åí èÿ.

 Óï ðàæí åí èå 5. Ï î êàæèòå, ÷òî  ï ðè ë > 0 è ï ðè à = -ò2 óðàâí åí èå
õ2 + àó2 = À ì î æåò èì åòü ëèø ü êî í å÷í î å ì í î æåñòâî  öåëî ÷èñëåí -
í û õ ðåø åí èé.

Â ýòî ì  ñëó÷àå âñå î í è ì î ãóò áû òü í àéäåí û  ï ðî ñòû ì  ï åðåáî ðî ì
âàðèàí òî â. Î ñòàåòñÿ ðàññì î òðåòü óðàâí åí èå

õ2-àó2 = Ü (5)
ï ðè öåëî ì  Ü è í àòóðàëüí î ì  à, í å ÿâëÿþ ù èì ñÿ êâàäðàòî ì .

 Óï ðàæí åí èå 6. Ï î êàæèòå, ÷òî  â (5) ì î æí î  ñ÷èòàòü 6 > 0.

Èòàê, â óðàâí åí èè (5) ÷èñëà àèÜ í àòóðàëüí û å. Î êàçû âàåòñÿ, äëÿ
åãî  ðåø åí èÿ í àäî  î áðàòèòüñÿ ê ñëåäóþ ù åì ó ÷àñòí î ì ó óðàâí åí èþ

õ2-àó2=\. (6)
Èñòî ðèÿ åãî  ï î ÿâëåí èÿ í à ñâåò òåðÿåòñÿ â âåêàõ. Èçâåñòí î , ÷òî

ï ðè í åêî òî ðû õ çí à÷åí èÿõ à î í î  ðàññì àòðèâàëî ñü åù å äðåâí åãðå÷å-

ñêèì è è èí äèéñêèì è ì àòåì àòèêàì è. Òàê, Àðõèì åä ï î ñëàë Ýðàòî ñ-
ô åí ó çàäà÷ó î  «áû êàõ Ñî ëí öà», ñâî äÿù óþ ñÿ ê óðàâí åí èþ  (6) ï ðè
òàêî ì  î ãðî ì í î ì  çí à÷åí èè ä = 4 729 494, ÷òî  âðÿä ëè î í  ñàì  çí àë
åãî  ðåø åí èå. Ñëó÷àé à = 2 âî çí èê ó Òåî í à (óï ð. 7 § 1.1) â ï ðî öåññå

ï ðèáëèæåí èÿ ÷èñëà 42. Â ñåðåäèí å XVII â. î áù èé ñï î ñî á ï î ëó÷å-
í èÿ í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé óðàâí åí èÿ (6) í àø åë Ôåðì à. Î í  ï ðåä-
ëî æèë ì àòåì àòèêàì  Åâðî ï û  ï î ï ðî áî âàòü ñâî è ñèëû  äëÿ ÷àñòí û õ
ñëó÷àåâ ä = 109, 149, 433. Àí ãëèéñêèå ì àòåì àòèêè ï ðèí ÿëè âû çî â
Ôåðì à è ñï ðàâèëèñü ñ ï ðåäëî æåí í î é çàäà÷åé. Ï î çæå Âàëëèñ î ï è-
ñàë ñï î ñî á ï î ëó÷åí èÿ í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé óðàâí åí èÿ (6) â ñâî åé
«Àëãåáðå» (1685).

Â ñëåäóþ ù åì  ñòî ëåòèè ñ ýòî é êí èãî é ï î çí àêî ì èëñÿ ì î ëî äî é
Ýéëåð, è ó í åãî  î ñòàëî ñü âï å÷àòëåí èå, ÷òî  ðåø åí èå ï ðèí àäëåæèò
Ï åëëþ  - ì àòåì àòèêó, êî òî ðî ãî  Âàëëèñ í å ðàç öèòèðî âàë â ýòî é

§ 4.2. Äèî ô àí òî âû  óðàâí åí èÿ. Óðàâí åí èå Ï åëëÿ



êí èãå. Ýéëåð è ñâÿçàë óðàâí åí èå (6) ñ èì åí åì  Ï åëëÿ, õî òÿ ñàì
Ï åëëü í å èì åë ê ýòî ì ó óðàâí åí èþ  í èêàêî ãî  î òí î ø åí èÿ. Òåì  í å
ì åí åå í àçâàí èå ï ðèæèëî ñü, õî òÿ èçðåäêà í àçû âàþ ò åãî  è óðàâí å-

í èåì  Ôåðì à, ÷òî  áî ëåå ñï ðàâåäëèâî . Êàê æå î òû ñêèâàþ òñÿ í àòó-
ðàëüí û å ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (6)?

 Óï ðàæí åí èå 7. Ï î êàæèòå, ÷òî  åñëè (õ19 ó ) åãî  ðåø åí èå, òî  ÷èñëà

óäî âëåòâî ðÿþ ò óðàâí åí èþ  (6) ï ðè ëþ áî ì  í àòóðàëüí î ì  ï .

Î ñòàåòñÿ âû ÿñí èòü, âñå ëè ðåø åí èÿ òàêèì  î áðàçî ì  áóäóò ï î ëó-
÷åí û . Êàê ï î êàçàë Ë. Ýéëåð, åñëè (õ,, óõ) - í àèì åí üø åå í àòóðàëü-
í î å ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (6), òî  ï ðèâåäåí í û å ô î ðì óëû  äàþ ò âñå í à-
òóðàëüí û å ðåø åí èÿ ýòî ãî  óðàâí åí èÿ.

Èòàê, âñå ñâî äèòñÿ ê ï î èñêó í àèì åí üø åãî  í àòóðàëüí î ãî  ðåø å-
í èÿ óðàâí åí èÿ (6). Äëÿ í åáî ëüø èõ çí à÷åí èé êî ýô ô èöèåí òà à í à-
èì åí üø åå ðåø åí èå ëåãêî  ï î äî áðàòü, í î  óæå ï ðè à = 13 í àèì åí ü-
ø åé ï àðî é ÿâëÿåòñÿ (649, 180), è ï î ëó÷èòü åå ï î äáî ðî ì  ñëî æí î .
Î êàçû âàåòñÿ, ï î èñê í àèì åí üø åãî  ðåø åí èÿ ñâÿçàí  ñ ï ðåäñòàâëåí è-

åì  ÷èñëà ë/à â âèäå öåï í î é äðî áè. Ñí à÷àëà ï î êàæåì  í à ï ðèì åðàõ,
êàê ï î ëó÷èòü òàêî å ï ðåäñòàâëåí èå. Ï óñòü à = 2, òî ãäà ë/2 - 1 =

= -!
- = ! . Î òêóäà ë/2 = 1 +  !--- èëè â êî ì ï àêò-

72+1    2 + (ë/2-1) 2 + -1-
2 + ...

í î é çàï èñè ë/2 = [1; 2, 2, ...]. Ðàññì î òðèì  åù å î äèí  ï ðèì åð. Ï î -

ñêî ëüêó ë/3 - 1 = --- , òî   ~ 1 =
  

, î òêóäà ë/3 - 1 =
ë/3 -Ì  2        2 + (73 - 1)

=
 

!
 

, ñëåäî âàòåëüí î , ë/3 = [1; 1,2, 1,2,...]. Ì û  çàì å÷à-
1 +  ! 

2 + ë/3 - 1
åì , ÷òî  ï î ëó÷åí í û å í àì è öåï í û å äðî áè èì åþ ò ï åðèî ä. Ýòî ò ô àêò
í å ñëó÷àåí .

Ëàãðàí æ ï î êàçàë, ÷òî  öåï í àÿ äðî áü äëÿ êâàäðàòè÷í î é èððàöè-

î í àëüí î ñòè âñåãäà ï åðèî äè÷åñêàÿ: 4à = [<70; äõ, äè     ä5,...
].

Â 1769 ã. î í  æå í àø åë ñï î ñî á ï î ëó÷åí èÿ í àèì åí üø åãî  í àòóðàëüí î -
ãî  ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (7). Ñï î ñî á ýòî ò ñî ñòî èò â ñëåäóþ ù åì . Åñëè

Ð
äëèí à ï åðèî äà 5 - ÷åòí î å ÷èñëî , òî  î áðàù àþ òñÿ ê äðî áè -  = 1ä0;

Ñ?5-1
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9è ß5-\]' Â ýòî ì  ñëó÷àå ï àðà 0 ,) ÿâëÿåòñÿ í àèì åí üø èì

í àòóðàëüí û ì  ðåø åí èåì  óðàâí åí èÿ (6). Í àï ðèì åð,
 äëÿ ë/3 èì ååì

5 = 2, ï î ýòî ì ó -1 =1-1- - = - è (2, 1) - í àèì åí üø åå ðåø åí èå óðàâ-

í åí èÿ

õ2-3ó2=\. (7)
Ï ðè í å÷åòí î ì  5 í àèì åí üø èì  ðåø åí èåì  ÿâëÿåòñÿ ï àðà (Ð -

ð 625-1)'

ãäå        = [ 0; äè    25-1]- Òàê êàê äëÿ 72 äëèí à ï åðèî äà ðàâí à 1, òî
025-\

2  - 1 = 1 è ï î ëó÷àåì  ~ = 1 +  =  , ò. å. (3,2) - í àèì åí üø åå ðåø å-
í èå óðàâí åí èÿ

õ2-2ó1=\.
Ï ðèâåäåì  òåï åðü âñå í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ ýòî ãî  óðàâí å-

í èÿ. Âî ñï î ëüçî âàâø èñü ðàâåí ñòâî ì  3 ± 2ëÓ2 = {42 ± I)2, ï î  î áù åé
ô î ðì óëå ï î ëó÷èì

Âû ï èø åì  í åñêî ëüêî  ï åðâû õ ðåø åí èé: (õ,, ó,) = (3, 2), {ù 9 =
= (17, 12), {õ3, ó3) = (99, 70). Êàê ì û  âèäèì , ÷èñëà õï  ÿâëÿþ òñÿ äè-
àãî í àëüí û ì è, à ÷èñëà óï

 - áî êî âû ì è
, ï ðè÷åì  â ñî î òâåòñòâóþ ù èõ

ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿõ î í è èì åþ ò ÷åòí û å í î ì åðà.

Ñ óðàâí åí èåì  (7) ñâÿçàí à èí òåðåñí àÿ ãåî ì åòðè÷åñêàÿ çàäà÷à.
Â § 1.1 ì û  äàëè î ï ðåäåëåí èå ãåðî í î âû õ òðåóãî ëüí èêî â. Ñðåäè í èõ
î ñî áû é èí òåðåñ ï ðåäñòàâëÿþ ò òðåóãî ëüí èêè, äëèí û  ñòî ðî í  êî òî ðû õ
âû ðàæàþ òñÿ ï î ñëåäî âàòåëüí û ì è í àòóðàëüí û ì è ÷èñëàì è. Âû ÿñí èì ,
ï ðè êàêî ì  à òðî éêà ÷èñåë (à - 1,à,à+ I) çàäàåò ãåðî í î â òðåóãî ëüí èê.

 Óï ðàæí åí èå 8. Ï î êàæèòå, ÷òî  â ýòî é òðî éêå ÷èñëî  à - ÷åòí î å.

Èòàê, èí òåðåñóþ ù èå í àñ ãåðî í î âû  òðåóãî ëüí èêè çàäàþ òñÿ òðî é-
êàì è (2ë: - 1, 2ë:, 2ë: -Ü 1). Êàêèå æå çí à÷åí èÿ ì î æåò ï ðèí èì àòü õ? Ï î

ô î ðì óëå Ãåðî í à í àéäåì  ï ëî ù àäü òðåóãî ëüí èêà 5=õ43(õ2 - 1). Î í à
ðàâí à í àòóðàëüí î ì ó ÷èñëó ï ðè ëñ2 - 1 = Çó2

, ò. å. ï àðà (õ, ó) óäî âëåòâî -
ðÿåò óðàâí åí èþ  (7), à ï î ñêî ëüêó (2, 1) - åãî  í àèì åí üø åå ðåø åí èå,
òî  âñå î ñòàëüí û å í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ ï î ëó÷àþ òñÿ ï î  ô î ðì óëàì

2õ
ï
 = (2 + 73)" + (2 - 73)", 2 73 = (2 + 73)" - (2 - 73)".

§ 4.2. Äèî ô àí òî âû  óðàâí åí èÿ. Óðàâí åí èå Ï åëëÿ
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Òàêèì  î áðàçî ì , äëèí à ñðåäí åé ñòî ðî í û  òðåóãî ëüí èêà ðàâí à àï
 = 2õ

ï ,

åãî  ï ëî ù àäü 8
ï
 = Úõãóï

 = 3((2 + 3) - (2-73) )  à ÂÜ1ÑÎ òà? Î Ï ó.

ù åí í àÿ í à ñðåäí þ þ  ñòî ðî í ó, òî æå âû ðàæàåòñÿ í àòóðàëüí û ì  ÷èñ-

ëî ì *,=
«2+ )'

2
-<2- )ã

Óï ðàæí åí èå 9. Äî êàæèòå, ÷òî  êàæäû é èç ýòèõ òðåóãî ëüí èêî â
(èñêëþ ÷àÿ «åãèï åòñêèé») ì î æí î  ñî ñòàâèòü èç äâóõ ï èô àãî ðî -
âû õ.

Óï ðàæí åí èå 10. Ï î êàæèòå, ÷òî  â ðåø åí èè (õë, óï ) óðàâí åí èÿ (7)

÷åòí î ñòü ÷èñëà óï  ñî âï àäàåò ñ ÷åòí î ñòüþ  í î ì åðà ÿ, à ÷èñëî  õï

èì ååò ï ðî òèâî ï î ëî æí óþ  ÷åòí î ñòü.

Âåðí åì ñÿ ê óðàâí åí èþ  (5). Åñëè (õ, ó) êàêî å-ëèáî  åãî  ðåø åí èå,
à (õï , óï ) - î áù åå ðåø åí èå ñî î òâåòñòâóþ ù åãî  óðàâí åí èÿ (6), òî  ÷èñëà

Õ
ï
 = õõ

ï  + àóó
ï è Óï

 = óõï  + õó
ï

óäî âëåòâî ðÿþ ò óðàâí åí èþ  (5). Ï ðàâäà, í åëüçÿ áû òü óâåðåí í û ì  â
òî ì , ÷òî  òàêèì  î áðàçî ì  áóäóò ï î ëó÷åí û  âñå í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ
ýòî ãî  óðàâí åí èÿ. Äëÿ ýòî ãî  èí î ãäà í óæí î  çí àòü [14, ñ. 46] í å î äí î

÷àñòí î å ðåø åí èå (.õ, ó), à í åêî òî ðû é êî í å÷í û é í àáî ð è «ðàçì í î -
æèòü» èõ ñ ï î ì î ù üþ  óêàçàí í û õ ô î ðì óë.

Çàì åòèì , ÷òî  óðàâí åí èå (5) çàäàåò í à ï ëî ñêî ñòè ãèï åðáî ëó. Åñëè
(5) èì ååò öåëî ÷èñëåí í î å ðåø åí èå, òî  ñî î òâåòñòâóþ ù àÿ ãèï åðáî ëà
ñî äåðæèò áåñêî í å÷í î  ì í î ãî  òî ÷åê ñ öåëû ì è êî î ðäèí àòàì è.

Â çàâåðø åí èå ðàññì î òðèì  ÷àñòí û é ñëó÷àé óðàâí åí èÿ (5) - òàê
í àçû âàåì î å óðàâí åí èå «ì èí óñ Ï åëëÿ»

õ2-àó1 = -1.

Î áðàòèì ñÿ ê î äí î é èç çàäà÷, ï ðèâî äÿù èõ ê ýòî ì ó óðàâí åí èþ .
Í àéòè âñå ï èô àãî ðî âû  òðåóãî ëüí èêè, ó êî òî ðû õ äëèí à ãèï î òåí óçû
ðàâí à êâàäðàòó öåëî ãî  ÷èñëà, à î äèí  èç êàòåòî â í à åäèí èöó êî ðî ÷å

ãèï î òåí óçû .

Î áî çí à÷èì  ÷åðåç õ äëèí ó âòî ðî ãî  êàòåòà, ÷åðåç ó1 äëèí ó ãèï î -
òåí óçû . Òàê êàê òðåóãî ëüí èê ï èô àãî ðî â, ï ðèõî äèì  ê óðàâí åí èþ

Ñè2- Î Ñê2)2 èëè

õ2_2ó1 = -1.
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Ï àðà (1,1) óäî âëåòâî ðÿåò ýòî ì ó óðàâí åí èþ . Î êàçû âàåòñÿ
,
 ýòî é ï à-

ðû  äî ñòàòî ÷í î  äëÿ ï î ëó÷åí èÿ âñåé ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ðåø åí èé.
Ï î  î áù åé ô î ðì óëå í àõî äèì  Õ

ï
 = õ

ï  + 2óï , Ó
ï = õï  + óï 9 ãäå ï àðà

(õï , óï ) î ï ðåäåëÿåòñÿ ðàâåí ñòâàì è (8). Ï ðî ñòî é ï î äñ÷åò ï î êàçû âàåò,
÷òî

ó =(72+ 1)2 1
-(72- 1)2 ' ó=(72+1)2/>+|+(72-1)2 1

Ï ðè ï  = I è ï  = 2 ï î ëó÷àåì  ï àðû  (7, 5) è (41, 29), êî òî ðû ì  ñî î òâåò-
ñòâóþ ò ï èô àãî ðî âû  òðî éêè (7, 24, 25) è (41, 840, 841).

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

È
. Î ò ï ðÿì î óãî ëüí èêà ñî  ñòî ðî í àì è àè Ü î òðåçàåòñÿ êâàäðàò ì àêñèì àëü-

í î é ï ëî ù àäè, î ò î ñòàâø åãî ñÿ ï ðÿì î óãî ëüí èêà ñí î âà î òðåçàåòñÿ ì àê-
ñèì àëüí û é êâàäðàò è ò. ä. Âû ÿñí èòå, ï ðè êàêèõ àè Ü ýòî ò ï ðî öåññ êî -
í å÷åí .

12. Ðåø èòå óðàâí åí èå (1) ñ ï î ì î ù üþ  òåî ðåì û  Ýéëåðà (§ 1.2).
13. Äî êàæèòå, ÷òî  ÷èñëî  Ôèäèÿ Ô çàï èñû âàåòñÿ â âèäå öåï í î é äðî áè

[1; 1,1, 1, ...], à åå ï î äõî äÿù èå äðî áè  ðàâí û , ãäå ö>ê - ÷èñëà
Ôèáî í à÷÷è.

14. Ï î êàæèòå, ÷òî  ÷èñëà, ÿâëÿþ ù èåñÿ î äí î âðåì åí í î  êâàäðàòí û ì è è òðå-
óãî ëüí û ì è, î áðàçóþ ò ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü, ÿ-é ÷ëåí  êî òî ðî é èì ååò âèä

15. Äî êàæèòå, ÷òî  âñå ï èô àãî ðî âû  òðåóãî ëüí èêè, äëèí û  êàòåòî â êî òî ðû õ
î òëè÷àþ òñÿ í à åäèí èöó, çàäàþ òñÿ òðî éêàì è {õï , óï , 1ï ), ãäå õï  =

(à4ï ±\ _ 2 - /,±1) (ä4„±1 + 2 - Ü4ï ±]) =   (ä4ÿ±1 + 4ÿ±1)
4 'Ó* 4 ' é=2 '

çäåñü à=*Ä+\9Ü = */2 - \.Â ÷àñòí î ñòè, ï ðè ï = \ ,2 ï î ëó÷àåì  (3, 4, 5),
(20, 21, 29), (119, 120, 169), (696, 697, 985).

16. Äî êàæèòå, ÷òî  åñëè ðàçí î ñòü ì åæäó êóáàì è äâóõ ï î ñëåäî âàòåëüí û õ í àòó-
ðàëüí û õ ÷èñåë åñòü êâàäðàò í åêî òî ðî ãî  ÷èñëà, òî  ýòî  ÷èñëî  ï ðåäñòàâèì î

â âèäå ñóì ì û  äâóõ êâàäðàòî â ï î ñëåäî âàòåëüí û õ í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, è

âñå òàêèå ÷èñëà î áðàçóþ ò áåñêî í å÷í óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü (À. Ï . Ñà-
âèí , Â. È. Äóáðî âñêèé).

17. Äî êàæèòå, ÷òî  óðàâí åí èå õ2 - Çó2 = - \ í å èì ååò í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé.
18. Ï ðè êàêèõ ï èê âû ï î ëí ÿåòñÿ ðàâåí ñòâî  1 + 2 + ... + ë = (ë + 1) + ... +

+ (À2 + ê)?

§ 4.2. Äèî ô àí òî âû  óðàâí åí èÿ. Óðàâí åí èå Ï åëï ÿ
8*
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§ 4.3. Äåðåâüÿ ðåø åí èé

Óðàâí åí èå Ì àðêî âà

Òåî ðåì û , ñî äåðæàù èåñÿ â òðóäàõ êðóï í û õ ó÷åí û õ ï î ñëåäí èõ ñòî -
ëåòèé, êàê ï ðàâèëî , î ÷åí ü ãëóáî êè, òðåáóþ ò ðàçâèòî ãî  ì àòåì àòè÷å-
ñêî ãî  àï ï àðàòà è èõ ï ðàêòè÷åñêè í åâî çì î æí î  äî êàçàòü ýëåì åí òàð-

í û ì è ñðåäñòâàì è. Í î  èí î ãäà âñòðå÷àþ òñÿ ñ÷àñòëèâû å èñêëþ ÷å-
í èÿ. Â 1879 ã. â ì àãèñòåðñêî é äèññåðòàöèè âû äàþ ù åãî ñÿ ðóññêî ãî
ì àòåì àòèêà À. À. Ì àðêî âà ï î ÿâèëî ñü ñëåäóþ ù åå óðàâí åí èå

õ2 + Ó + <:2 = 3 , (1)
êî òî ðî å í àäî  áû ëî  ðåø èòü â öåëû õ ÷èñëàõ. Î êàçû âàåòñÿ

,
 ÷òî áû

í àéòè âñå åãî  ðåø åí èÿ, äî ñòàòî ÷í î  çí àòü òåî ðåì ó Âèåòà. Í î  ñàì î å
èí òåðåñí î å: â ï ðî öåññå ï î èñêà ðåø åí èé âû ÿñí ÿåòñÿ, ÷òî  î í è î áðà-
çóþ ò í å ï ðî ñòî  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü, à öåëî å äåðåâî .

Ï ðåäâàðèòåëüí î  ñäåëàåì  í åñêî ëüêî  çàì å÷àí èé ï î  ï î âî äó ðåø å-
í èé óðàâí åí èÿ (1). Áóäåì  êàæäî å èç í èõ çàï èñû âàòü â âèäå òðî éêè
{à, Ü, ñ), í àçû âàÿ ÷èñëà à, Ü è ñ ñî î òâåòñòâåí í î  ï åðâî é, âòî ðî é è
òðåòüåé êî î ðäèí àòàì è. Ðåø åí èå (0, 0, 0), ââèäó î ÷åâèäí î ñòè, í àñ
èí òåðåñî âàòü í å áóäåò. Åñëè í àéäåí û âñå í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ
óðàâí åí èÿ, òî  âñå öåëû å ï î ëó÷àþ òñÿ èç í èõ èçì åí åí èåì  çí àêî â

ó äâóõ êî î ðäèí àò î äí î âðåì åí í î . Ï î ýòî ì ó äàëüø å ì û  áóäåì  ãî âî -
ðèòü òî ëüêî  î  í àòóðàëüí û õ ðåø åí èÿõ. Òðî éêè, ñî ñòî ÿù èå èç î ä-
í èõ è òåõ æå ÷èñåë, çàï èñàí í û õ â ðàçí î ì  ï î ðÿäêå, ðàçëè÷àòü í å áó-
äåì  - âû áåðåì  çàï èñü â ï î ðÿäêå óáû âàí èÿ êî î ðäèí àò. Òåï åðü ï å-
ðåéäåì  í åï î ñðåäñòâåí í î  ê ï î èñêó ñàì èõ ðåø åí èé.

Ï óñòü òðî éêà (à, Ü, ñ) óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ  (1), òî ãäà êàæäî å èç
÷èñåë à, Ü, ñ ÿâëÿåòñÿ êî ðí åì  ñî î òâåòñòâóþ ù åãî  êâàäðàòí î ãî  óðàâí å-
í èÿ, í àï ðèì åð ÷èñëî  à - êî ðåí ü óðàâí åí èÿ

õ2-ÇÜñõ+Ü2 + ñ1 = 0,

Î áî çí à÷èì  ÷åðåç à' âòî ðî é êî ðåí ü ýòî ãî  óðàâí åí èÿ. ×èñëà à è à'
ñâÿçàí û  ô î ðì óëàì è Âèåòà

à + à!- ÇÜñ, àà'= Ü2 + ñ2.

Î òêóäà âû òåêàåò, ÷òî  à' - í àòóðàëüí î å ÷èñëî , è òðî éêà (à', Ü, ñ) òî æå
óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ  (1). Ðåø åí èÿ (à, Ü, ñ) è (à', Ü, ñ) í àçî âåì
ñî ñåäí èì è ï î  ï åðâî é êî î ðäèí àòå. Àí àëî ãè÷í î  î ï ðåäåëÿþ òñÿ ñî ñåä-
í èå ðåø åí èÿ ï î  î ñòàëüí û ì  êî î ðäèí àòàì .

Ëåãêî  âèäåòü, ÷òî  í àáî ð (1, 1, 1) óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ  (1),
í àéäåì  åãî  ñî ñåäí åå ðåø åí èå ï î  ëþ áî é êî î ðäèí àòå, í àï ðèì åð
ï åðâî é. Âî ñï î ëüçóåì ñÿ ï åðâî é ô î ðì óëî é Âèåòà: à' = 3 - 1 = 2. Ï î -
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ëó÷àåì  òðî éêó (2, 1,1). Í àõî äÿ äëÿ í åå ñî ñåäí þ þ  ï î  âòî ðî é êî î ð-
äèí àòå, ï ðèäåì  ê òðî éêå (2, 5, 1). Âñï î ì í èì , ÷òî  ì û  óñëî âèëèñü
âû ï èñû âàòü êàæäóþ  òðî éêó â ï î ðÿäêå óáû âàí èÿ êî î ðäèí àò,

 ï î ýòî -

ì ó ï åðåï èø åì  åå â âèäå (5, 2, 1). Î í à èì ååò äâà í î âû õ ñî ñåäí èõ ðå-
ø åí èÿ: (13, 5, 1) - ï î  âòî ðî é êî î ðäèí àòå è (29, 5, 2) - ï î  òðåòüåé.
Ï ðî äî ëæàÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î  í àõî äèòü ñî ñåäí èå òðî éêè, ï î ëó÷èì
äåðåâî  ðåø åí èé, ðàçðàñòàþ ù ååñÿ âí èç:

(1, I, Î

(2, 1, 1)

(5,2, 1)

(13,5, 1) (29,5,2)

(34, 13, 1)   (194, 13, 5) (169, 29, 2) (433, 29, 5)

Çàì åòèì , ÷òî  ï ðè ï åðåõî äå î ò êàæäî é òðî éêè ýòî ãî  äåðåâà ê ñî -
ñåäí åé ï î  í å ì àêñèì àëüí î é êî î ðäèí àòå ì û  ñï óñêàåì ñÿ ï î  âåòâÿì
äåðåâà, óâåëè÷èâàÿ ï ðè ýòî ì  ì àêñèì àëüí óþ  êî î ðäèí àòó, à ï ðè ï å-

ðåõî äå ê ñî ñåäí åé òðî éêå ï î  ì àêñèì àëüí î é êî î ðäèí àòå - ï î äí èì à-
åì ñÿ, óì åí üø àÿ ì àêñèì àëüí óþ  êî î ðäèí àòó. Áû ëî  áû  èí òåðåñí î  âû -
ÿñí èòü, ñî õðàí èòñÿ ëè ýòà çàêî í î ì åðí î ñòü è äàëüø å, è âñå ëè í àòó-

ðàëüí û å ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (1) ñî äåðæàòñÿ â ýòî ì  äåðåâå? Ì àðêî â
äàë î òâåò í à î áà âî ï ðî ñà. Ï î çæå í åì åöêèå ì àòåì àòèêè À. Ãóðâèö è
Ô

. Ôðî áåí èóñ, èçó÷àÿ ðàáî òó Ì àðêî âà, èññëåäî âàëè óðàâí åí èå

õ2 + ó2 + ã2 = êõóú
ãäå ê - ëþ áî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî , è ï î êàçàëè, ÷òî  î í î  èì ååò í àòó-
ðàëüí û å ðåø åí èÿ òî ëüêî  ï ðè ê= \ è ê= Ú. Ï ðè÷åì  ï åðâû é ñëó÷àé
ñâî äèòñÿ êî  âòî ðî ì ó.

 Óï ðàæí åí èå 1. Ï î êàæèòå, ÷òî  âñå ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ õ2 + Ó + 2 =
= õó1 èì åþ ò âèä (Çë, ÇË, Çñ), ãäå {à, Ü, ñ) - ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (1).

Òåî ðåì ó Ì àðêî âà è óòâåðæäåí èå Ãóðâèöà-Ôðî áåí èóñà ì û  äî -
êàæåì  äëÿ óðàâí åí èé áî ëåå î áù åãî  âèäà. Ðàññì î òðèì  ï ðè í àòó-
ðàëüí î ì  Ë óðàâí åí èå

õ  +   + ... + õ2 = êõ ... õï
 (2)

è äâà åãî  ÷àñòí û õ ñëó÷àÿ

õ? + õ  + ... +õ2ï  = ï õõõ2... õë, (3)

õ] + õ\ + ... + õ2 = õõõ2 ... õë. (4)
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Óðàâí åí èå (3) í àçî âåì  î áî áù åí í û ì  óðàâí åí èåì  Ì àðêî âà. Í àñ, êàê è
ï ðåæäå, áóäóò èí òåðåñî âàòü òî ëüêî  í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ (à,, 

à
,) òàêèõ óðàâí åí èé. Ï ðè ýòî ì  ì û  ï î ëàãàåì , ÷òî  êî î ðäèí àòû

óäî âëåòâî ðÿþ ò í åðàâåí ñòâàì  àõ> à1> ...> àï .

 Óï ðàæí åí èå 2. Í àéäèòå ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (2) ï ðè ï  = I è ï  = 2.

Äàëåå áóäåì  ñ÷èòàòü ï > 3. Àí àëî ãè÷í î  ñëó÷àþ  ÿ = 3 î ï ðåäåëèì
ñî ñåäí èå ðåø åí èÿ. Åñëè í àáî ð (à,,  ...» ÿë) óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí å-
í èþ  (2), òî  ÷èñëî  ë, ÿâëÿåòñÿ êî ðí åì  êâàäðàòí î ãî  óðàâí åí èÿ

õ2 - êà2à3... à ðñ + (% + ... + à;- = î .
Î áî çí à÷èì  ÷åðåç à{ âòî ðî é êî ðåí ü ýòî ãî  óðàâí åí èÿ. Òî ãäà (à{,
à2,..., àï ) - ðåø åí èå, ñî ñåäí åå äëÿ èñõî äí î ãî  ï î  ï åðâî é êî î ðäèí à-
òå. Î ÷åâèäí î ,

à{ = êà7àú... àï
-àõ = -

1
 

ï
-

.

«1

Í àèáî ëåå ï ðî ñòî  í àõî äÿòñÿ ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (3). Åì ó óäî âëåò-
âî ðÿåò í àáî ð èç ï  åäèí èö (1, 1, 1). Ñî ñåäí èì  ñ åäèí è÷í û ì  ðå-
ø åí èåì  ï î  ëþ áî é êî î ðäèí àòå, í àï ðèì åð ï î  ï åðâî é, ÿâëÿåòñÿ í à-
áî ð (ÿ - 1, 1,1). Äëÿ í åãî  ñî ñåäí åå ï î  ëþ áî é èç ñëåäóþ ù èõ êî -
î ðäèí àò èì ååò âèä (ÿ2 - ÿ - 1, à/ - 1, 1, 1). Ï ðî äî ëæàÿ äàëåå
í àõî äèòü ñî ñåäí èå ðåø åí èÿ, ï î ëó÷èì  ñëåäóþ ù åå äåðåâî :

(1,1,...,!)

(ë-è,...,1)

I
("2-"-1,"-1,1,...,1)

{ï 3-ï 2-2ï + 1,ë2-/1- 1, !,„., 1)      (ë4 - 2ë3 + ÿ - 1, ÿ2 - ë - 1, ë - 1, I,..., I)

êî òî ðî å òàêæå í àçî âåì  äåðåâî ì  Ì àðêî âà.

Êî ðí åâû å ðåø åí èÿ

Âåðí åì ñÿ ê óðàâí åí èþ  (2). Âû ÿñí èì , êàê èçì åí ÿþ òñÿ ï î  âåëè÷èí å
êî î ðäèí àòû ðåø åí èé óðàâí åí èÿ (2) ï ðè ï åðåõî äå ê ñî ñåäí èì .
Ï óñòü í àáî ð (ñ,,        àï ), à  à2> ... > àï , óäî âëåòâî ðÿåò ýòî ì ó óðàâ-
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í åí èþ . Í àéäåì  ñí à÷àëà ñî ñåäí åå ñ í èì  ðåø åí èå (à  à'

ò,
à

ï ) ï î

êî î ðäèí àòå àò,
 ãäå ë? > 1,

à'
ò
 = êà

õ ... àò_õàò+õ ...
 à

ï
~à

ò> àõ {êà2... àò_õ
à
ò+õ ... à

ï
 - 1).

Ï ðè êà2... Ñ1ò_\
à
ò+\ ... ë

ë > 2 èì ååì  ñòðî ãî å í åðàâåí ñòâî  à!ò > éõ. Î í î
í å âû ï î ëí ÿåòñÿ ëèø ü â òðåõ ñëó÷àÿõ: 1) Ë = 1, ë2 = 1 (òî ãäà  = ... =
= à

ë
 = 1); 2) À:= 1, ë2= 2,   = 1; 3) Ë = 2, ä2 = 1. Í î  í àáî ðû  (à, 1,1)

è(à, 2,1,..., 1) í å óäî âëåòâî ðÿþ ò óðàâí åí èþ  (4), à í àáî ð (à, 1,..., 1) -
óðàâí åí èþ  (2) ï ðè ê = 2 (í å í àäî  çàáû âàòü, ÷òî  ï > 2).

Èòàê, ñî ñåäí åå ðåø åí èå ï î  í å ì àêñèì àëüí î é êî î ðäèí àòå èì ååò
áî ëüø óþ  ì àêñèì àëüí óþ  êî î ðäèí àòó ï î  ñðàâí åí èþ  ñ èñõî äí û ì .
À ÷òî  ï ðî èçî éäåò, åñëè âñå êî î ðäèí àòû  ðåø åí èÿ ðàâí û  ì åæäó ñî áî é?
×òî áû  ýòî  âû ÿñí èòü

, ï î äñòàâèì  í àáî ð (à, à,à) â óðàâí åí èå (2):
êà"-2 = ï .

 Óï ðàæí åí èå 3. Ï î êàæèòå,
 ÷òî  êàï ~2 > ï , åñëè ï > 4èà>2.

Äëÿ à = 1 ï î ëó÷àåì  ê= ï , ò. å. åäèí è÷í î å ðåø åí èå óäî âëåòâî ðÿåò
ëèø ü óðàâí åí èþ  (3). Î ñòàåòñÿ ðàçî áðàòü ñëó÷àé à > 1 ï ðè à? = 3 è
ÿ = 4. Åñëè ï  = 3,òî  êà = 3; î òêóäà ê=1,à = 3. Òðî éêà (3, 3, 3) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåø åí èåì  óðàâí åí èÿ (4) ï ðè /7 = 3, ÷òî  ñî ãëàñóåòñÿ ñ óòâåðæäå-
í èåì  óï ðàæí åí èÿ 1. Ï ðè ï  = 4 ï ðèõî äèì  ê ðàâåí ñòâó êî 2 = 4, èç êî -
òî ðî ãî  ñëåäóåò ê= 1, à = 2, ò. å. ÷åòâåðêà (2, 2, 2, 2) - ðåø åí èå óðàâ-
í åí èÿ (4) ï ðè ë = 4. È çäåñü êðàòí î ñòü åäèí è÷í î ì ó ðåø åí èþ  í å
ñëó÷àéí à.

 Óï ðàæí åí èå 4. Äî êàæèòå, ÷òî  âñå ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (4) ï ðè
ï  = 4 èì åþ ò âèä {2à, 2Ü, 2ñ, 2ñ1), ãäå {à, Ü,ñ,ñ1) - ðåø åí èå óðàâí å-
í èÿ (3) ï ðè ÿ = 4.

Òàêèì  î áðàçî ì , ñëó÷àè ðàâí û õ êî î ðäèí àò ñâî äÿòñÿ ê åäèí è÷-
í û ì  ðåø åí èÿì  óðàâí åí èÿ (3), à ñî ñåäí åå äëÿ åäèí è÷í î ãî  ðåø åí èÿ
èì ååò ì àêñèì àëüí óþ  êî î ðäèí àòó, î òëè÷í óþ  î ò 1. Òàê ÷òî  è â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ñî ñåäí åå ðåø åí èå èì ååò áî ëüø óþ  ì àêñèì àëüí óþ  êî î ðäè-
í àòó ï î  ñðàâí åí èþ  ñ èñõî äí û ì . Ï ðî äî ëæàÿ í àõî äèòü ñî ñåäí èå ðå-
ø åí èÿ ï î  í å ì àêñèì àëüí û ì  êî î ðäèí àòàì , ï î ëó÷èì  áåñêî í å÷í óþ
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ðåø åí èé ñ óâåëè÷èâàþ ù èì èñÿ ì àêñèì àëüí û -
ì è êî î ðäèí àòàì è. Òî  åñòü, åñëè óðàâí åí èå (2) èì ååò õî òÿ áû  î äí î  í à-
òóðàëüí î å ðåø åí èå} òî  èõ ó í åãî  áåñêî í å÷í î  ì í î ãî . Â ÷àñòí î ñòè, áåñ-
êî í å÷í û ì  ÿâëÿåòñÿ äåðåâî  Ì àðêî âà.

Í àéäåì  òåï åðü äëÿ ðåø åí èÿ (ÿ,,  à  ñî ñåäí åå ñ í èì  ï î
ì àêñèì àëüí î é êî î ðäèí àòå àõ. Ì î æåò î êàçàòüñÿ, ÷òî  à[ < àõ, òî ãäà
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ñî ñåäí åå ðåø åí èå (ë,',  ..., àï ) áóäåò ðàñï î ëàãàòüñÿ â äåðåâå âû ø å
èñõî äí î ãî . Åñëè æå à{ > à òî  - í èæå. Ï ðè à{ = à, ñî ñåäí åå ðåø å-
í èå ñî âï àäàåò ñ èñõî äí û ì . Î ñòàí î âèì ñÿ í à ñëó÷àå ä,' > àõ. Òî ãäà
ï åðåõî ä î ò ðåø åí èÿ (ë,, ..., ëË

) ê ñî ñåäí åì ó ï î  ëþ áî é êî î ðäèí à-
òå ì î æåò ëèø ü óâåëè÷èòü åãî  ì àêñèì àëüí óþ  êî î ðäèí àòó. Òàêî å ðå-
ø åí èå í àçî âåì  êî ðí åâû ì  - èç í åãî  ðàñòåò äåðåâî  ðåø åí èé. Âû áî ð
òåðì èí à «êî ðí åâî å ðåø åí èå», âì åñòî  åñòåñòâåí í î  í àï ðàø èâàþ ù å-

ãî ñÿ «ì èí èì àëüí î å ðåø åí èå», ï ðî äèêòî âàí  òåì , ÷òî  óðàâí åí èå (2)
ì î æåò èì åòü í åñêî ëüêî  êî ðí åâû õ ðåø åí èé (óï ð. 12), è êàêî å èç
í èõ ñ÷èòàòü í àèì åí üø èì , í å ÿñí î .

Í åðàâåí ñòâî  à[ > ä,, î ï ðåäåëÿþ ù åå êî ðí åâî å ðåø åí èå, ðàâí î -
ñèëüí î  (èñõî äÿ èç ô î ðì óë Âèåòà) ñëåäóþ ù åì ó í åðàâåí ñòâó

à]<à22 + à1 + ... + à2ï . (5)

Çàì åòèì , ÷òî  äëÿ ëþ áî ãî  ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (2), ñî äåðæàù åãî  áî ëåå
î äí î é ì àêñèì àëüí î é êî î ðäèí àòû , í åðàâåí ñòâî  (5) âû ï î ëí ÿåòñÿ âñåã-
äà, çí à÷èò, òàêî å ðåø åí èå çàâåäî ì î  ÿâëÿåòñÿ êî ðí åâû ì . Î òñþ äà ñëåäó-
åò, ÷òî  í åêî ðí åâî å ðåø åí èå èì ååò òî ëüêî  î äí ó ì àêñèì àëüí óþ  êî î ðäèí àòó.

Âû ÿñí èì , ï ðè êàêèõ ï èê ñóù åñòâóåò êî ðí åâî å ðåø åí èå. Äëÿ
ýòî ãî  î áðàòèì ñÿ ê êâàäðàòí î ì ó òðåõ÷ëåí ó

Ð{õ) = õ2 - êà2... à õ + ä  + ... + à2,
êî ðí ÿì è êî òî ðî ãî  ÿâëÿþ òñÿ ÷èñëà àõ è à[. Âû ÷èñëèì

Ð{à2) = à2(2 - êàú... àï
) + à2 + ... + à2.

Ï ðè ê> ï  èì ååì (2 -     ... Ë) + Ëç   ... + àë       - ÿ) +
+ àÖï  - 2) = {à] - à|)(ë - 2) < 0.

Ñëåäî âàòåëüí î , à2 ëåæèò ì åæäó êî ðí ÿì è ä, è à[ òðåõ÷ëåí à Ð{õ),
è ï î ñêî ëüêó 2 í å ï ðåâû ø àåò ä,, òî  èì ååì  ñòðî ãèé ï î ðÿäî ê ñëåäî -
âàí èÿ à[ < à2< à .

Ï ðè ê < ï  òàêî é î ï ðåäåëåí í î ñòè âî  âçàèì í î ì  ðàñï î ëî æåí èè
÷èñåë ä, è ä,' í åò: ì î æåò âí î âü âû ï î ëí ÿòüñÿ í åðàâåí ñòâî  ä[ < ä,,
à ì î æåò î êàçàòüñÿ

, ÷òî  à[ > ä,. Â ï î ñëåäí åì  ñëó÷àå èç í åðàâåí ñòâà
ä2 < ä, < ä,' âû òåêàåò Ð{à2) > 0 èëè

ä2(/:äç...äë
-2)<ä2+

...
 + ä2

. (6)

Èòàê, í åðàâåí ñòâî  (6) - í åî áõî äèì î å óñëî âèå òî ãî , ÷òî  ðåø åí èå (ä,,
ä2,àï ) ÿâëÿåòñÿ êî ðí åâû ì  äëÿ óðàâí åí èÿ (2). Ï î ñêî ëüêó ï ðè ê> ï
î í î  í å âû ï î ëí ÿåòñÿ, òî  óðàâí åí èå (2) ï ðè ê>ï í å èì ååò êî ðí åâûõ ðåø å-
í èé.
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Ï ðåäëî æåí èå 1. Åñëè êî ðí åâî å ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (2) ï ðè  < À: < ÿ
ñóù åñòâóåò, òî  î í î  èì ååò âèä (à, 1, Ã). Èñêëþ ÷åí èå ñî ñòàâëÿåò
ðåø åí èå (2, 2, 1, 1, 1, Ã) óðàâí åí èÿ â ñëó÷àå ï  = 6, ê = 3.

Äî êàçàòåëüñòâî . Ï óñòü (à,, ä2, ..., à  - êî ðí åâî å ðåø å-
í èå. Åãî  êî î ðäèí àòû óäî âëåòâî ðÿþ ò í åðàâåí ñòâó (6). Óâåëè÷èì
ï ðàâóþ  ÷àñòü ýòî ãî  í åðàâåí ñòâà: + ... + àÿ2< à\{ï  - 2) (ðàâåí ñòâî

äî ñòèãàåòñÿ ëèø ü ï ðè àã =... = Çàòåì  ï ðè àú > 1 óì åí üø èì  ëåâóþ
÷àñòü: à%(êà3... àï

 - 2)> à\{2ê-2) > à]{ï  - 2) (ðàâåí ñòâî  âû ï î ëí ÿåò-
ñÿ òî ëüêî  â ñëó÷àå ï  = 2ê, àú = 2\\ àÀ = ... = àï = 1). Òàê êàê ñëó÷àé

ðàâåí ñòâà ï î ëó÷åí í û õ âû ðàæåí èé èñêëþ ÷àåòñÿ (äëÿ ýòî ãî , ñ î äí î é
ñòî ðî í û , í óæí î , ÷òî áû  à3 = ... = àï , í î  ñ äðóãî é - ÷òî áû  à3 = 2,
àË = ... = àï

 = 1), òî  ï ðèõî äèì  ê í åâî çì î æí î ì ó í åðàâåí ñòâó

à|(ë - 2) < à](ï  - 2). Çí à÷èò, à3 í å ì î æåò áû òü áî ëüø å 1. Èòàê,
à3= I, î òêóäà à4 = ... = àï

 = I. Ï î äñòàâèâ ýòè çí à÷åí èÿ â (6), ï î ëó-

÷èì  í åðàâåí ñòâî

à22(ê-2)<ï -2.
Åñëè ê = 1 èëè ê =2, î í î  âû ï î ëí ÿåòñÿ ï ðè ëþ áî ì  çí à÷åí èè à2. Ï î -
ñêî ëüêó ï  < 2ê, òî  â ï åðâî ì  ñëó÷àå ë < 2, âî  âòî ðî ì  ÿ < 4. Ó÷èòû âàÿ,
÷òî  ï >2, èì ååì  äâà âàðèàí òà ï  = 39ê=2èï  = 4, ê=2. Í î  í àáî ðû
(à, Ü, I) è(à, Ü, 1, 1) í å óäî âëåòâî ðÿþ ò ñî î òâåòñòâóþ ù èì  óðàâí åí è-

ÿì . Åñëè ê> 2, í åðàâåí ñòâî  ì î æí î  ï åðåï èñàòü â âèäå à% < ò-  

< 2ê - 2  2 -Ü   2   . Î òêóäà à9 = 1 ï ðè ê> 3 è ëèø ü ï ðè ê = 3 âî ç-
ê-2 ê-2

ì î æí î  åù å î äí î  çí à÷åí èå  = 2. Òàêèì  î áðàçî ì , êî ðí åâî å ðåø å-
í èå, åñëè î í î  åñòü, çàï èñû âàåòñÿ â âèäå (à, 1, 1). È òî ëüêî  ï ðè
ê = 3 í àáî ð (à, 2, 1, 1) ì î æåò áû òü ðåø åí èåì  óðàâí åí èÿ (2).
Ï î äñòàâëÿÿ ýòî ò í àáî ð â óðàâí åí èå, ï î ëó÷àåì  à2 + ÿ + 2 = 6à èëè
(à - Ç)2 = 7 - ï . Ðàâåí ñòâî  âî çì î æí î  ëèø ü ï ðè ï  = 3èï  = 6(â ñëó-
÷àå ÿ = 7 í å âû ï î ëí ÿåòñÿ í åðàâåí ñòâî  2ê> ï ).Â ï åðâî ì  ñëó÷àå èì å-
åì  äâà çàâåäî ì î  í å êî ðí åâû õ ðåø åí èÿ (1, 2,1) = (2, 1, 1) è (5, 2, 1), âî
âòî ðî ì  - (4, 2, 1, 1, 1, 1) è (2, 2, 1, 1, 1, 1), çäåñü òî ëüêî  ï î ñëåäí åå
ÿâëÿåòñÿ êî ðí åâû ì  ðåø åí èåì . Ï ðåäëî æåí èå äî êàçàí î .

À òåï åðü âû ÿñí èì , êî ãäà âî î áù å í àáî ð (à, 1, 1) ÿâëÿåòñÿ
êî ðí åâû ì  ðåø åí èåì . Äëÿ ýòî ãî  ï î äñòàâèì  åãî  â óðàâí åí èå (2):
à2 + ï  - \ = êà, î òêóäà ÿ - 1 = à(ê - à). Èç (5) ñëåäóåò í åðàâåí ñòâî
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à2 < ï  - \ = àê - à2
, ò. å. ê > 2à. Ï î ñêî ëüêó ï ðè óñëî âèè ï  - I =

= à(ê - à), ê > 2à9 í àáî ð (à, 1, 1) - âñåãäà êî ðí åâî å ðåø åí èå
(ï ðî âåðüòå ýòî ), òî  óðàâí åí èå (2) èì ååò êî ðí åâî å ðåø åí èå (ä, 1,..., 1)
ëèø ü ï ðè ï  - I = à(ê - à), ê> 2à. Â ÷àñòí î ñòè, ï ðè ï ðî ñòî ì  ÷èñëå
ï  - 1 (òî ãäà à= 1,ï  = ê) ï î ëó÷àåì  óæå èçâåñòí î å í àì  åäèí è÷í î å ðå-
ø åí èå, à ï ðè ÷åòí î ì  ï  - \ è ê> 4 - êî ðí åâî å ðåø åí èå (2, 1,1).
Â ï î ñëåäí åì  ñëó÷àå ÷èñëà ï èê ñâÿçàí û  ðàâåí ñòâî ì  ï  = 2ê - 3. Çà-
ì åòèì , ÷òî  ì åí üø èå êî î ðäèí àòû  ï î  ñðàâí åí èþ  ñ í àáî ðî ì  (à, 1,1)
èì ååò òî ëüêî  åäèí è÷í î å ðåø åí èå, ï î ýòî ì ó ï ðè ô èêñèðî âàí í î ì
çí à÷åí èè ê> 4 óðàâí åí èå (2) í å èì ååò ðåø åí èé äëÿ âñåõ ï  èç ï ðî -
ì åæóòêà (ê; 2ê-3).

Ñòðóêòóðà ì í î æåñòâà ðåø åí èé
Êî ðí åâî å ðåø åí èå (à, 1, 1) î äí î çí à÷í î  î ï ðåäåëÿåòñÿ ÷èñëàì è
ï èê, ï î ýòî ì ó èç ï ðåäëî æåí èÿ 1 âû òåêàåò, ÷òî  óðàâí åí èå (2) ï ðè

!1 < ê<: ï  ì î æåò èì åòü ëèø ü î äí î  êî ðí åâî å ðåø åí èå.
 À êàê î áñòî èò

äåëî  â î ñòàëüí û õ ñëó÷àÿõ?

Ï ðåäëî æåí èå 2. Óðàâí åí èå (2) í å ì î æåò èì åòü áåñêî í å÷í î ãî  ì í î æå-
ñòâà êî ðí åâûõ ðåø åí èé.

Äî êàçàòåëüñòâî . Ï óñòü (à,, à2, àË) - ï ðî èçâî ëüí î å
êî ðí åâî å ðåø åí èå, òî ãäà èì ååò ì åñòî  í åðàâåí ñòâî  (6), î òêóäà

à\êàú... àï  < 2à\ +  + ...  < à\ï .

Ñðàâí èâàÿ êðàéí èå ÷ëåí û í åðàâåí ñòâ, ï î ëó÷àåì  àã ... àï < .
Òî  åñòü êàæäàÿ èç êî î ðäèí àò à3, ...,àï  ï ðèí èì àåò êî í å÷í î å ì í î æåñò-

âî  çí à÷åí èé. Çàô èêñèðóåì  ÷èñëà à3,..., àï  è î áî çí à÷èì  à] + ... + à2 =
= À

, êàú... àï  = Â. Óðàâí åí èå (2) çàï èø åòñÿ â âèäå õ2 + à\ + À = Âà õ.
Ï î ñêî ëüêó î í î  èì ååò ðåø åí èå õ = à,, òî  åãî  äèñêðèì èí àí ò í åî òðè-

öàòåëåí , ÷òî  âî çì î æí î  ëèø ü ï ðè â > 2. Èç (6) èì ååì  à\ <   À   
,
 ÷òî

Á -2

î çí à÷àåò î ãðàí è÷åí í î ñòü âòî ðî é êî î ðäèí àòû . Äàëåå, èç ðàâåí ñòâà

à\ + à\ + À = Âàõà2 âû òåêàåò ù Ù à÷ - à ) = à1 + À, î òêóäà ë, < Äà2,
ò

. å. è ï åðâàÿ êî î ðäèí àòà î ãðàí è÷åí à. Ï ðåäëî æåí èå äî êàçàí î .

Ï ðåäëî æåí èå 3. Êàæäî å í àòóðàëüí î å ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (2) ñî äåð-
æèòñÿ â í åêî òî ðî ì  äåðåâå. Äåðåâüÿ í å ï åðåñåêàþ òñÿ.
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Äî êàçàòåëüñòâî . Ï óñòü ÷èñëî  âñåõ êî ðí åâû õ ðåø åí èé
ðàâí î  ò. Î áî çí à÷èì  ÷åðåç /)15 /)2,/)ò äåðåâüÿ, ðàñòóù èå èç êî ð-
í åâû õ ðåø åí èé. Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  ñóù åñòâóåò ðåø åí èå, í å ï ðè-
í àäëåæàù åå í è î äí î ì ó èç ýòèõ äåðåâüåâ. Ýòî  ðåø åí èå í å ì î æåò
áû òü êî ðí åâû ì , à ï î ýòî ì ó ó í åãî  î äí à ì àêñèì àëüí àÿ êî î ðäèí àòà.
Í àéäåì  äëÿ í åãî  ñî ñåäí åå ðåø åí èå ï î  ýòî é êî î ðäèí àòå. Ï î ëó÷èì
ðåø åí èå ñ ì åí üø åé ì àêñèì àëüí î é êî î ðäèí àòî é. Î í î  í å ï ðèí à-
äëåæèò í è î äí î ì ó èç    (èí à÷å áû  èñõî äí î å ðåø åí èå áû ëî  èç Î ,),

çí à÷èò, í å ÿâëÿåòñÿ êî ðí åâû ì  è ï î ýòî ì ó ó í åãî  òî æå òî ëüêî  î äí à

ì àêñèì àëüí àÿ êî î ðäèí àòà. Ï ðî äî ëæàÿ äàëåå í àõî äèòü ñî ñåäí èå
ðåø åí èÿ ï î  ì àêñèì àëüí î é êî î ðäèí àòå, ì û í å ñì î æåì  ï î ëó÷èòü
êî ðí åâî ãî  ðåø åí èÿ, ñëåäî âàòåëüí î , ýòî ò ï ðî öåññ áåñêî í å÷åí . Í î ,
ñ äðóãî é ñòî ðî í û , âî çí èêàþ ù àÿ ï ðè ýòî ì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü í à-
òóðàëüí û õ ðåø åí èé ñ óáû âàþ ù èì è ì àêñèì àëüí û ì è êî î ðäèí àòà-
ì è í å ì î æåò áû òü áåñêî í å÷í î é, òàê êàê ì í î æåñòâî  í àòóðàëüí û õ
÷èñåë î ãðàí è÷åí î  ñí èçó. Ï î ëó÷åí í î å ï ðî òèâî ðå÷èå ï î êàçû âàåò,
÷òî  í àø å ï ðåäï î ëî æåí èå í åâåðí î , è êàæäî å ðåø åí èå ï ðèí àäëåæèò

êàêî ì ó-òî  äåðåâó.

Äåðåâüÿ í å ï åðåñåêàþ òñÿ, òàê êàê î ò ëþ áî ãî  ðåø åí èÿ ï î äí ÿòüñÿ ê
êî ðí åâî ì ó ì î æí î , òî ëüêî  í àõî äÿ ñî ñåäí èå ðåø åí èÿ ï î  ì àêñèì àëü-

í î é êî î ðäèí àòå, à î í à ó í åêî ðí åâî ãî  ðåø åí èÿ åäèí ñòâåí í à. Ï î ýòî -
ì ó ï î äúåì  âî çì î æåí  òî ëüêî  ï î  åäèí ñòâåí í î é âåòêå è ï ðèéòè ê ðàç-
í û ì  êî ðí åâû ì  ðåø åí èÿì  í åâî çì î æí î . Ï ðåäëî æåí èå äî êàçàí î .

Ï î äâåäåì  í åêî òî ðû å èòî ãè.
1

. Âñå í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (3) ñî äåðæàòñÿ â äåðåâå
Ì àðêî âà.

2
. Åñëè óðàâí åí èå (2) èì ååò õî òÿ áû î äí î  ðåø åí èå, òî  èõ ó í åãî

áåñêî í å÷í î å ì í î æåñòâî , è âñå î í è ñî äåðæàòñÿ â äåðåâüÿõ, ðàñòóù èõ
èç êî ðí åâûõ ðåø åí èé.

3
. Óðàâí åí èå (2) ï ðè ê > ï  í å èì ååò í àòóðàëüí ûõ ðåø åí èé.

Ï î èñê êî ðí åâû õ ðåø åí èé â ñëó÷àå  < ê< ï  î ÷åí ü ï ðî ñò: í àäî
âû ÿñí èòü, èì ååò ëè óðàâí åí èå (2) ðåø åí èå âèäà (à, 1,1), è ï ðî -

âåðèòü âû ï î ëí èì î ñòü äëÿ í åãî  í åðàâåí ñòâà (5). À âî ò ï ðè  
ó í àñ í åò í èêàêî ãî  ðåöåï òà ï î ëó÷åí èÿ êî ðí åâû õ ðåø åí èé. Óòâåðæ-
äåí èÿ, ñî äåðæàù èåñÿ â óï ðàæí åí èÿõ 1 è 4, ì î ãëè çàðî í èòü í àäåæ-
äó í à òî , ÷òî  âñå ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (4) ñâÿçàí û ñ ðåø åí èÿì è
óðàâí åí èÿ (3). Âåäü èì åí í î  òàê î áñòî èò äåëî  ï ðè ï  = 3 è ï  = 4. Í î
ï ðè ï > 4 äàæå äëÿ óðàâí åí èÿ (4) ñèòóàöèÿ çí à÷èòåëüí î  ñëî æí åå.
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 Óï ðàæí åí èå 5. Óáåäèòåñü, ÷òî  êî ðí åâû å ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ (4)
ï ðè ë = 5èë = 7í å ÿâëÿþ òñÿ êðàòí û ì è åäèí è÷í î ì ó.

 Óï ðàæí åí èå 6. Ï î êàæèòå, ÷òî  óðàâí åí èå (4) í å èì ååò êî ðí åâî ãî
ðåø åí èÿ â ñëó÷àå ï  = 6.

Ï î õî æå, ÷òî  ï ðè    î áù åãî  ñï î ñî áà çàï èñè êî ðí åâû õ ðåø å-
í èé í å ñóù åñòâóåò. Õî òÿ äëÿ êî í êðåòí û õ ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ëèáî  í àé-
òè êî ðí åâû å ðåø åí èÿ, ëèáî  óñòàí î âèòü èõ î òñóòñòâèå. Ï ðèâåäåì
òàáëèöó êî ðí åâû õ ðåø åí èé äëÿ âñåõ ÿ < 7 (ï ðî ÷åðê î çí à÷àåò èõ î ò-
ñóòñòâèå).

12       3 4 5 6 7

1 (1)    -   (3, 3, 3) (2, 2, 2, 2) (4, 3,3, 1,1)        -        (3,2, 2,2, 1, 1,1)

2  (2) (à,à)     - - - - (2,2,2,1,1,1,1)

3  (3)    -   (1,1,1)      - -       (2,2,1,...,!) (3,2, 1,1)
4 (4)    -       - (1,1,1,1)(2,1,...,1)

5   (5)    -       - -      (!,...,!) - (2,1,...,!)

6  (6)    -       - - -       (1,1,..., 1)
7 (7)    -       - - - - (1,1,...,!)

Î òì åòèì , ÷òî  ï ðè ï  = ê = 2 óðàâí åí èå èì ååò áåñêî í å÷í î å ì í î æåñò-
âî  êî ðí åé (à, à), ãäå à ëþ áî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî ; í î  ï î ñêî ëüêó ñî -
ñåäí åå ðåø åí èå äëÿ êàæäî ãî  èç í èõ ñî âï àäàåò ñ èñõî äí û ì , òî  èç

ýòèõ êî ðí åé í è÷åãî  í å ðàñòåò: êàæäî å äåðåâî  ñî ñòî èò òî ëüêî  èç
êî ðí ÿ. Ï ðè ï  = 1 äëÿ êàæäî ãî  ê èì ååòñÿ ï î  î äí î ì ó êî ðí þ  (ê), èç
êî òî ðî ãî  òî æå í è÷åãî  í å ðàñòåò.

Äåðåâî  Ôàðåÿ

Ï î ñòàâèì  çàäà÷ó: çàï èñàòü ï ðèáëèæåí í û å çí à÷åí èÿ äåéñòâèòåëüí î -
ãî  ÷èñëà à ñ ï î ì î ù üþ  î áû êí î âåí í û õ äðî áåé. Ðàññì î òðèì  ñëó÷àé,
êî ãäà à ëåæèò í à èí òåðâàëå (0; 1). Òî ãäà ï ðèáëèæåí èå î ñóù åñòâëÿåò-
ñÿ ï î ëî æèòåëüí û ì è ï ðàâèëüí û ì è äðî áÿì è. Î ÷åâèäí î , ÷åì  áî ëüø å
çí àì åí àòåëü äðî áè, òåì  áî ëåå òî ÷í î  ì î æí î  î ñóù åñòâèòü ï ðèáëèæå-
í èå. Í î  âî  èçáåæàí èå ãðî ì î çäêèõ âû ÷èñëåí èé æåëàòåëüí î  èì åòü äå-
ëî  ñ äðî áÿì è, ó êî òî ðû õ í å ñëèø êî ì  áî ëüø èå çí àì åí àòåëè. Ï óñòü
î í è í å ï ðåâî ñõî äÿò í åêî òî ðî ãî  í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà ï . ×òî áû  ñðåäè
òàêèõ äðî áåé í àéòè í àèáî ëåå áëèçêóþ  ê ÷èñëó à, í àäî  èì åòü âñå ýòè
äðî áè â í àëè÷èè. Â ðåçóëüòàòå í àø à çàäà÷à ñâî äèòñÿ ê ñëåäóþ ù åé:
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í àéòè ñï î ñî á, ï î çâî ëÿþ ù èé âû ï èñàòü âñå í åñî êðàòèì û å äðî áè èç
î òðåçêà [0; 1], çí àì åí àòåëè êî òî ðû õ í å ï ðåâî ñõî äÿò ï .

Èí òåðåñí û é ñï î ñî á ï î ëó÷åí èÿ òàêèõ äðî áåé ï ðåäëî æèë â 1816 ã.
àí ãëèéñêèé ó÷åí û é Äæ. Ôàðåé. Ñóù åñòâóþ ò òî ëüêî  äâå äðî áè èç

î òðåçêà [0; 1] ñî  çí àì åí àòåëåì , ðàâí û ì  åäèí èöå: ó è ó - Ñëî æèì

÷èñëèòåëü ï åðâî é äðî áè ñ ÷èñëèòåëåì  âòî ðî é è òàê æå ï î ñòóï èì  ñî

çí àì åí àòåëÿì è, â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èì  äðî áü - . Âì åñòå ñ äâóì ÿ èñ-

õî äí û ì è î í à î áðàçóåò ì í î æåñòâî  âñåõ äðî áåé, çí àì åí àòåëè êî òî -

ðû õ í å ï ðåâî ñõî äÿò 2. Äðî áü Å Å! í àçû âàåòñÿ ì åäèàí òî é äðî áåé 
ß + ß \ ß

è -. Âñòàâëÿÿ ì åäèàí òû  ì åæäó èì åþ ù èì èñÿ äðî áÿì è, ï ðèäåì  ê

äðî áÿì , çí àì åí àòåëè êî òî ðû õ í å ï ðåâî ñõî äÿò ÷èñëà 3: ó, 1, 1, ? ,
1

. Í à ñëåäóþ ù åì  ø àãå òàêóþ  æå î ï åðàöèþ  ï ðî âî äèì  òî ëüêî  ñ äðî -

áÿì è, ñóì ì à çí àì åí àòåëåé êî òî ðû õ ðàâí à 4 (ì åäèàí òû  äðî áåé  è 1
1 1

è äðî áåé - è - ì û  í å ðàññì àòðèâàåì , ï î ñêî ëüêó èõ çí àì åí àòåëè
2 3

ðàâí û  5). Ï î ëó÷àåì  äðî áè 9,1,1,1,?,2,1. Ï î ñòóï àÿ äàëåå àí à-
ëî ãè÷í û ì  î áðàçî ì , ï î ëó÷èì  òàáëèöó, êî òî ðóþ  í àçî âåì  òàáëèöåé
Ôàðåÿ. Ñï ëî ø í û ì è ëèí èÿì è â í åé âû äåëåí î  äåðåâî  Ôàðåÿ, êî òî ðî å
ñî äåðæèò òî ëüêî  ï ðàâèëüí û å ï î ëî æèòåëüí û å äðî áè.

Èç ï î ñòðî åí í î é ÷àñòè òàáëèöû  âèäí î , ÷òî  äðî áü ñî  çí àì åí àòå-
ëåì  ï  âï åðâû å ï î ÿâëÿåòñÿ â ÿ-é ñòðî êå â âèäå ì åäèàí òû  äâóõ ñî ñåä-
í èõ äðî áåé ï ðåäû äóù åé ñòðî êè, ï ðè÷åì  äðî áü, âî çí èêø àÿ â êà-
êî é-ëèáî  ñòðî êå, ñî õðàí ÿåòñÿ âî  âñåõ ñëåäóþ ù èõ ñòðî êàõ.

 Óï ðàæí åí èå 7. Ï î êàæèòå, ÷òî  äëÿ òàáëèöû  Ôàðåÿ âû ï î ëí ÿþ òñÿ
ñëåäóþ ù èå ñâî éñòâà:
à) äðî áè êàæäî é ñòðî êè ðàñï î ëî æåí û â ï î ðÿäêå âî çðàñòàí èÿ
(à ï î ýòî ì ó í èêàêàÿ ñòðî êà í å ñî äåðæèò äâóõ î äèí àêî âû õ äðî áåé);

á) äëÿ äâóõ ñî ñåäí èõ äðî áåé Â < ?1 ëþ áî é ñòðî êè âû ï î ëí ÿåòñÿ
ß ß 1

ðàâåí ñòâî  Ð\ß - Ðß \ = \\
â) êàæäàÿ äðî áü í åñî êðàòèì à.

§ 4.3. Äåðåâüÿ ðåø åí èé. Äåðåâî  Ôàðåÿ
î
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î -

1

1

1

2
Ó

Ià 2-1
- N / -

3 2 3
\

N

1 3Î 1 11 2

1 3 2 3
/

\ N /

\ /

\ / /

Î I 1 1 3 22 1 3 4

51 5 2 5 5

À òåï åðü äàäèì  î ï ðåäåëåí èå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè Ôàðåÿ ï î ðÿäêà
ï , êî òî ðóþ  ì û  î áî çí à÷èì  ÷åðåç Ôï

. Ýòî  âî çðàñòàþ ù àÿ ï î ñëåäî âà-

òåëüí î ñòü âñåõ í åñî êðàòèì û õ äðî áåé, ï ðèí àäëåæàù èõ î òðåçêó [0; 1],
çí àì åí àòåëè êî òî ðû õ í å ï ðåâî ñõî äÿò ï . Î ÷åâèäí î , êàæäàÿ äðî áü
ï -é ñòðî êè òàáëèöû  Ôàðåÿ âõî äèò â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü Ôàðåÿ ï î -
ðÿäêà ï . Ï î êàæåì , ÷òî  âåðí î  è î áðàòí î å.

Óòâåðæäåí èå. Ëþ áî é ýëåì åí ò ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè Ôàðåÿ ï î ðÿäêà ï
ñî äåðæèòñÿ â ï -é ñòðî êå òàáëèöû .

Äî êàçàòåëüñòâî  ï ðî âåäåì  èí äóêöèåé ï î  ï . Ï ðè ë < 5 óò-
âåðæäåí èå âåðí î . Ï ðåäï î ëî æèì  åãî  ñï ðàâåäëèâî ñòü ï ðè ï < òè î áðà-

òèì ñÿ ê Ô
ò. Ðàññì î òðèì  ï ðî èçâî ëüí óþ  äðî áü  èç Ôò. Åñëè Ü< ò,

òî  äðî áü | ï ðèí àäëåæèò Ôü è ï î  ï ðåäï î ëî æåí èþ  èí äóêöèè ñî äåð-
æèòñÿ â Ü-é ñòðî êå òàáëèöû  Ôàðåÿ, à ñëåäî âàòåëüí î , è â ò-é ñòðî -

êå. Î ñòàåòñÿ ðàññì î òðåòü ñëó÷àé Ü = ò. Ï ðåäñòàâèì  - â âèäå öåï -
ò

í î é äðî áè. Ï óñòü 2 åå ï ðåäï î ñëåäí ÿÿ ï î äõî äÿù àÿ äðî áü, òî ãäà
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(§ 4.2) ðò - äà = (-1)*, ãäå ê - äëèí à öåï í î é äðî áè. Í àï ðèì åð, - =
5

= [0; 2,2], òî ãäà  = 1 è 5 . 1 - 2 . 2 = 1, òàê êàê À: = 2; 1 = [0; 5],  =
= 9 è 5 . 0 - 1 . 1 = -1 (çäåñü À: = 1). Â ñëó÷àå ÷åòí î ãî  ê èì ååì  - <

1 ò

< 
, à ï ðè í å÷åòí î ì  ê èì ååì  2 < -. Ðàññì î òðèì , í àï ðèì åð

, ñëó÷àé
ß ä ò

÷åòí î ãî  ê. Òàê êàê ä < ò,òî  äðî áü 2 í àõî äèòñÿ â (ò - 1)-é ñòðî êå

òàáëèöû  Ôàðåÿ. Âî çüì åì  òåï åðü äðî áü à - ð

ò - ä
'

Óï ðàæí åí èå 8. Ï î êàæèòå, ÷òî  à~ ð - ï ðàâèëüí àÿ äðî áü.
ò - ä

Òàêèì  î áðàçî ì , äðî áü à~ð òàêæå ðàñï î ëî æåí à ú {ò - 1)-é
ò- ä

ñòðî êå òàáëèöû , à ? ÿâëÿåòñÿ ì åäèàí òî é ýòèõ äâóõ äðî áåé, ï î ýòî ì ó
Ü

î í à í àõî äèòñÿ â ò-é ñòðî êå òàáëèöû . Óòâåðæäåí èå äî êàçàí î .

 Óï ðàæí åí èå 9. Ï î êàæèòå,
 ÷òî  ÷èñëî  ÷ëåí î â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè

Ô
ï  ðàâí î  1 + ô (1) + ô (2) + ... + ô (ë), ãäå ô (ë) - ô óí êöèÿ Ýéëåðà.

Í àï ðèì åð, â ï ÿòî é ñòðî êå òàáëèöû  Ôàðåÿ ñî äåðæèòñÿ 11 äðî áåé,
è 1 +ô (1) + ô (2) + ô (3) + ô (4) + ô (5)= 1 + 1 + 1+ 2 + 2 + 4=11.

Â § 4.2 ì û  ï î çí àêî ì èëèñü ñ òðåì ÿ ñï î ñî áàì è ðåø åí èÿ äèî ô àí -
òî âà óðàâí åí èÿ àõ + Üó ~ ñ ï ðè âçàèì í î  ï ðî ñòû õ à è Ü. Î ï èø åì
åù å î äèí , èñï î ëüçóþ ù èé ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè Ôàðåÿ. Áóäåì  ñ÷è-

òàòü à< Ü. Äðî áü ? ï ðèí àäëåæèò ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè Ôü. Ï óñòü - -

ï ðåäû äóù àÿ äðî áü ýòî é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, òî ãäà àç - Üã= 1, î ò-
êóäà àñç - Üñã= ñ, ï î ýòî ì ó ï àðà (ñó, -ñã) - ðåø åí èå í àø åãî  óðàâí å-
í èÿ. À î áù åå åãî  ðåø åí èå èì ååò âèä (ñó + Û , -ñã - Ø). Ýòî  ðåø å-
í èå, ï î  ñóòè äåëà, ÿâëÿåòñÿ ì î äåðí èçàöèåé ì åòî äà ðåø åí èÿ, èñ-
ï î ëüçóþ ù åãî  öåï í û å äðî áè.

Î áðàù åí èå ê ï ðàâèëüí û ì  äðî áÿì  èí î ãäà óï ðî ù àåò ðåø åí èå òå-
î ðåòèêî -÷èñëî âû õ çàäà÷. Ï ðèâåäåì  ï ðèì åð.

Ï óñòü 1 = </, <  < < ñ1ò = ï  - âñå äåëèòåëè í àòóðàëüí î ãî  ÷èñ-

ëà ï . Ï î êàæåì , ÷òî  ô ( 1) + Ô ) + ... + Ö>( ò) == ï -
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Äëÿ äî êàçàòåëüñòâà ðàññì î òðèì  ì í î æåñòâî  âñåõ ï ðàâèëüí û õ
ï î ëî æèòåëüí û õ äðî áåé ñ ô èêñèðî âàí í û ì  çí àì åí àòåëåì  ï  è äî áà-

âèì  ê í åì ó äðî áü - . Âñåãî  ï î ëó÷èì  ï  äðî áåé: 1, ï  
-
 È, -.

ï ï   ï ï ï

Ï î ñëå ñî êðàù åí èÿ (åñëè ýòî  âî çì î æí î ) áóäåì  èì åòü ñî âî êóï í î ñòü
âñåõ í åñî êðàòèì û õ äðî áåé, çí àì åí àòåëåì  êàæäî é èç êî òî ðû õ ÿâëÿ-
åòñÿ äåëèòåëü ÷èñëà ï . Òàê êàê êî ëè÷åñòâî  í åñî êðàòèì û õ äðî áåé ñî
çí àì åí àòåëåì  À ðàâí î  ô ( ), òî  ÷èñëî  âñåõ äðî áåé ðàâí î  ñð ,) +

+ 9(4) + ...+<ð(4ÿ) = /1.

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

10. Í àéäèòå êî ðí åâî å ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (2) ï ðè ï  = 7, ê = 2.
11. Äî êàæèòå î òñóòñòâèå êî ðí åâî ãî  ðåø åí èÿ ó óðàâí åí èÿ (2) ï ðè ê=2ú ñëó-

÷àå: à) ë = 5; á) ë = 6.
12. Í àéäèòå âñå çí à÷åí èÿ ï èê, ï ðè êî òî ðû õ óðàâí åí èå (2) èì ååò äâà

êî ðí åâû õ ðåø åí èÿ âèäà:

à) (à, 1,1) è (2, 2, 1,1); 6) (à, 1,1) è (3, 3, 1,1).
13. Äî êàæèòå î òñóòñòâèå í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé ó óðàâí åí èé

à) õ2 + Ó + 2 = 2õóã; 6)õ2 + ó2 + 12 = ýðó*.
14. Í àéäèòå ì í î æåñòâî  ðåø åí èé óðàâí åí èÿ ë:3 + Ó + ã3 = Çõóú
15. Ðåø èòå ñ èñï î ëüçî âàí èåì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè Ôàðåÿ äèî ô àí òî âî

óðàâí åí èå Çõ + 5ó = 2.
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ñîI
Ã4

4.

5

Äî  ñèõ ï î ð ì û  ðàññì àòðèâàëè ñóì ì û  êî í å÷í î ãî  ÷èñëà ñëàãàåì û õ.
Â ýòî é ãëàâå ì û  ï î äî éäåì  ê çàäà÷å âû ÷èñëåí èÿ ñóì ì û  âñåõ ÷ëåí î â
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Åå, êàê ï ðàâèëî , í åâî çì î æí î  ðåø èòü ýëåì åí -
òàðí û ì è ñðåäñòâàì è. Ï î ýòî ì ó í àì  ï ðèäåòñÿ î áðàòèòüñÿ ê ì åòî äàì
ì àòåì àòè÷åñêî ãî  àí àëèçà. Ðå÷ü èäåò î á èñï î ëüçî âàí èè ï ðåäåëüí î -
ãî  ï åðåõî äà, äèô ô åðåí öèðî âàí èÿ è èí òåãðèðî âàí èÿ. Í à÷àëüí û å
ï ðåäñòàâëåí èÿ î á ýòèõ ï î í ÿòèÿõ ÷èòàòåëè ï î ëó÷èëè â ø êî ëüí î ì
êóðñå ì àòåì àòèêè, í î  äëÿ ðåø åí èÿ í åêî òî ðû õ âî ï ðî ñî â í àì  ï î í à-

äî áÿòñÿ áî ëåå ãëóáî êèå óòâåðæäåí èÿ, êî òî ðû å áóäóò ñô î ðì óëèðî -
âàí û  áåç äî êàçàòåëüñòâà. Â çàêëþ ÷èòåëüí î ì  ï àðàãðàô å ì û  óâèäèì ,
ê êàêèì  î òêðû òèÿì  ï ðèâåëî  î áí àðóæåí í î å åù å â äðåâí î ñòè ñî î ò-
âåòñòâèå ì åæäó àðèô ì åòè÷åñêî é è ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèÿì è.

§5.1. Î áðàòèì ñÿ ê àí àëèçó
×èñëî  å

×èñëî  å í àñòî ëüêî  ÷àñòî  âñòðå÷àåòñÿ ï ðè ðåø åí èè ðàçëè÷í û õ âî ï -
ðî ñî â ì àòåì àòèêè, ÷òî  í à í åì  ï ðî ñòî  í åëüçÿ í å î ñòàí î âèòüñÿ. Ýòî
÷èñëî  ÿâëÿåòñÿ î ñí î âàí èåì  ô óí êöèè  = (åå í àçû âàþ ò ýêñï î í åí -
òî é), î áëàäàþ ù åé ì í î ãèì è çàì å÷àòåëüí û ì è ñâî éñòâàì è, â ÷àñò-
í î ñòè, ýòî  åäèí ñòâåí í àÿ ô óí êöèÿ, ñî âï àäàþ ù àÿ ñî  ñâî åé ï ðî èç-

§5.1. Î áðàòèì ñÿ ê àí àëèçó. ×èñëî  å
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âî äí î é. Ëî ãàðèô ì è÷åñêàÿ ô óí êöèÿ, í åî áõî äèì àÿ äëÿ ðåø åí èÿ
ì í î ãèõ çàäà÷, òî æå, êàê ï ðàâèëî , ðàññì àòðèâàåòñÿ ñ î ñí î âàí èåì  å.

Ëî ãàðèô ì û  ï î  î ñí î âàí èþ  å í àçû âàþ òñÿ í àòóðàëüí û ì è è î áî çí à÷à-
þ òñÿ 1ï  õ. Î áðàù åí èå ê òàêèì  ëî ãàðèô ì àì  ï ðî äèêòî âàí î  òåì  î á-

ñòî ÿòåëüñòâî ì , ÷òî  ï ðî èçâî äí àÿ (1ï  õ)' = 1 èì ååò í àèáî ëåå ï ðî ñòî é

âèä ï î  ñðàâí åí èþ  ñ ï ðî èçâî äí û ì è î ò ëî ãàðèô ì î â ï î  äðóãèì  î ñí î -
âàí èÿì . Ï î ýòî ì ó î í è åñòåñòâåí í û ì  î áðàçî ì  âî çí èêàþ ò ï ðè ðåø å-
í èè äèô ô åðåí öèàëüí û õ óðàâí åí èé, î ï èñû âàþ ù èõ ñàì û å ðàçí î -
î áðàçí û å ï ðî öåññû , ï ðî èñõî äÿù èå â ï ðèðî äå è î áù åñòâå. Ì î æí î
äàòü ðàçí û å î ï ðåäåëåí èÿ ÷èñëà å, ì û  î ï ðåäåëèì  åãî  ï ðè ï î ì î ù è

ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ñ î áù èì  ÷ëåí î ì  à
ë
 ~ \ \ + Ë .

Ï î ï û òàåì ñÿ ï ðåäñòàâèòü ñåáå, êàêî é ï ðåäåë èì ååò à
ï ,
 åñëè ï

ñòðåì èòñÿ ê áåñêî í å÷í î ñòè. Í à ï åðâû é âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî  ï ðåäåë
à

ï  äî ëæåí  áû òü ðàâåí  1, ï î ñêî ëüêó ï ðè äî ñòàòî ÷í î  áî ëüø èõ ï  ÷èñ-

ëî  1 + 1) ì àëî  î òëè÷àåòñÿ î ò åäèí èöû , à åäèí èöà â ëþ áî é ñòåï å-
í è ðàâí à åäèí èöå. Î äí àêî  âû ÷èñëèì  í åñêî ëüêî  ï åðâû õ ÷ëåí î â ï î -
ñëåäî âàòåëüí î ñòè: ÿ, = 2;  = 2,25; àú« 2,37; ä4 « 2,44; àú ø  2,49;....
Ëåãêî  çàì åòèòü, ÷òî  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü, ï î  êðàéí åé ì åðå í à í à-
÷àëüí î ì  ýòàï å, âî çðàñòàåò. Åñëè òàê ï î éäåò è äàëüø å, òî  ï åðâî å
âï å÷àòëåí èå í àñ î áì àí óëî . Òàê î í î  è åñòü í à ñàì î ì  äåëå, è ï ðè÷è-
í à í åñî ñòî ÿòåëüí î ñòè í àø åãî  ï åðâî í à÷àëüí î ãî  âû âî äà çàêëþ ÷àåò-

ñÿ â òî ì , ÷òî  â í àø èõ ðàññóæäåí èÿõ ì û  ï åðåí åñëè ñâî éñòâà êî í å÷-
í î é ñòåï åí è í à ñëó÷àé «áåñêî í å÷í î ãî » ï î êàçàòåëÿ. À ýòî ãî  áåç äî -
ñòàòî ÷í î ãî  î áî ñí î âàí èÿ äåëàòü í åëüçÿ.

Ñåé÷àñ ì û  äî êàæåì , ÷òî  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü {à  âî çðàñòàåò, í î
ï ðè ýòî ì  åå ýëåì åí òû  í å óõî äÿò â áåñêî í å÷í î ñòü: âñå î í è ì åí üø å
÷èñëà 3, ò. å. ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü î ãðàí è÷åí à ñâåðõó.

Î áðàòèì ñÿ ê èçâåñòí î é ô î ðì óëå âî çâåäåí èÿ áèí î ì à â í àòóðàëü-
í óþ  ñòåï åí ü:

' 1! 2!

+ ï {ï - \ )(ï -2)àï - Ü3 +    + ï \Ü*

3! 
*"

     ï \ '

Ï î äñòàâèâ â í åå ä = 1 è 6 = 1, ï î ëó÷èì :
ï
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ë   V      ï        2\ï 2 3!ë3

+ 1Ã1-Ï
. Ã1- <2 + 1+1+... + 1.ë! V        Ë  ; 2!     3! ë!

Í àõî äèòü ñóì ì ó, ñî äåðæàù óþ  ô àêòî ðèàëû , ì û  í å óì ååì , ï î ýòî ì ó
çàì åí èì  ô àêòî ðèàëû  ñòåï åí ÿì è ÷èñëà 2.

 Óï ðàæí åí èå 1. Ï î êàæèòå, ÷òî  ï ðè ê>2 âû ï î ëí ÿåòñÿ í åðàâåí ñò-

âî 1< 1

ê\ 2Ë-,

Â ðåçóëüòàòå ï ðèäåì  ê í åðàâåí ñòâó

à <2 + 1 +1+... + -1_=2+1-   1    < 3
.

2     22 2/,-, 2Ë -1

Î ãðàí è÷åí í î ñòü ñâåðõó ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {à  äî êàçàí à. Ï î -
êàæåì  òåï åðü åå âî çðàñòàí èå. Ðàññì î òðèì  ñëåäóþ ù èé çà à

ï
 ýëå-

ì åí ò *é+1. Î ÷åâèäí î ,      = 2+ (1- -±ò) +  (1 -  (1 -
-

À
-1 + ... + -!-,{\ - -!-1 ... [\ - ËË . Ýëåì åí òó, ñî -

(/1+1)!      è+ 1  V
äåðæèò í à î äí î  ï î ëî æèòåëüí î å ñëàãàåì î å áî ëüø å, ÷åì  àï , êðî ì å òî -

ê ê
ãî , äëÿ êàæäî é èç ñêî áî ê âû ï î ëí ÿåòñÿ í åðàâåí ñòâî  1 -         > 1 - -.

« + 1 ï

Ï î ýòî ì ó äë

À òåï åðü î áðàòèì ñÿ ê ï ðåäëî æåí èþ , êî òî ðî å ì û  ï ðèì åì  áåç äî -
êàçàòåëüñòâà.

Ï ðåäëî æåí èå. Åñëè ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü âî çðàñòàåò {óáû âàåò) è î ã-
ðàí è÷åí à ñâåðõó {ñí èçó), òî  î í à èì ååò ï ðåäåë.

Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü |(' + ) |' êàê Ì Ü1 òî ëüêî  ÷òî  äî êàçàëè,
óäî âëåòâî ðÿåò óñëî âèÿì  ï ðåäëî æåí èÿ, ñëåäî âàòåëüí î , î í à ñõî äèò-

ñÿ. Åå ï ðåäåë Ýéëåð î áî çí à÷èë áóêâî é å, Ñ òåõ ï î ð òàêî å î áî çí à÷å-
í èå ï ðî ÷í î  çàêðåï èëî ñü â ì àòåì àòèêå:

å= Èãà Ã1 + 1Ò.
ë  î î  V
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Â 1766 ã. í åì åöêèé ì àòåì àòèê È.Ëàì áåðò óñòàí î âèë, ÷òî  ýòî
÷èñëî  èððàöèî í àëüí î , à ï î ýòî ì ó ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é áåñêî í å÷í óþ
í åï åðèî äè÷åñêóþ  äåñÿòè÷í óþ  äðî áü. Âû ï èø åì  í åñêî ëüêî  åå äåñÿ-
òè÷í û õ çí àêî â

ã = 2,718281828459....

Î êàçàëî ñü, ÷òî  ýòî  ÷èñëî  ê òî ì ó æå è òðàí ñöåí äåí òí î å, ò. å. í å
ÿâëÿåòñÿ ðåø åí èåì  í èêàêî ãî  àëãåáðàè÷åñêî ãî  óðàâí åí èÿ ñ öåëû ì è
êî ýô ô èöèåí òàì è. Äî êàçàë ýòî ò ô àêò ô ðàí öóçñêèé ì àòåì àòèê
Ø

. Ýðì èòâ 1873 ã.

Ì åòî ä èñ÷åðï û âàí èÿ

Ýòî ò ì åòî ä âû ÷èñëåí èÿ ì åð ï ðèäóì àë äðåâí åãðå÷åñêèé ó÷åí û é Åâ-
äî êñ (IV â. äî  í . ý.). Åãî  ðàáî òû  äî  í àñ í å äî ø ëè, à ï î ñëåäóþ ù èå
ó÷åí û å ï ðèì åí ÿëè í åñêî ëüêî  âàðèàí òî â äàí í î ãî  ì åòî äà, è êàêî é èç
í èõ ï ðèí àäëåæèò ñàì î ì ó Åâäî êñó, í å èçâåñòí î . Ñóòü ì åòî äà ñî ñòî èò
â ñëåäóþ ù åì . ×òî áû  äî êàçàòü, í àï ðèì åð, ÷òî  ï ëî ù àäü êðèâî ëèí åé-
í î é ô èãóðû  ðàâí à ÷èñëó 5, â ýòó ô èãóðó âï èñû âàþ ò ðàñø èðÿþ ù óþ -
ñÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ì í î ãî óãî ëüí èêî â òàêèì  î áðàçî ì , ÷òî áû  ðàç-
í î ñòü ì åæäó ô èãóðî é è ì í î ãî óãî ëüí èêî ì  ñ êàæäû ì  ø àãî ì  èì åëà
âñå ì åí üø óþ  ï ëî ù àäü. Âî î áù å ãî âî ðÿ, ýòî ò ï ðî öåññ áåñêî í å÷åí , è
ï î ñëåäî âàòåëüí û å ì í î ãî óãî ëüí èêè ï î ñòåï åí í î  êàê áû  èñ÷åðï û âà-
þ ò ô èãóðó - î òñþ äà è í àçâàí èå, êî òî ðî å ï î ëó÷èë ì åòî ä â ýï î õó
Âî çðî æäåí èÿ. Àí òè÷í û å ó÷åí û å, ï î ì í ÿ î  ðàçëè÷í û õ ï àðàäî êñàõ,

ñâÿçàí í û õ ñ áåñêî í å÷í î ñòüþ , í å äî âåðÿëè åé, ï î ýòî ì ó î í è î ñòàí àâ-
ëèâàëè ï ðî öåññ âï èñû âàí èÿ ì í î ãî óãî ëüí èêî â í à í åêî òî ðî ì  ø àãå è

í àõî äèëè ðàçí î ñòü ì åæäó ÷èñëî ì  5 è ï ëî ù àäüþ  í àèáî ëüø åãî  ì í î -
ãî óãî ëüí èêà. Äàëåå, èñï î ëüçóÿ òî ò ô àêò, ÷òî  ýòó ðàçí î ñòü ì î æí î
ñäåëàòü ì åí üø å ëþ áî ãî  í àï åðåä çàäàí í î ãî  ÷èñëà, î í è ì åòî äî ì  î ò
ï ðî òèâí î ãî  âû âî äèëè, ÷òî  èñêî ì àÿ ï ëî ù àäü ô èãóðû  í å ì î æåò áû òü
í è áî ëüø å, í è ì åí üø å 5. Î òêóäà ñëåäî âàëî  í óæí î å óòâåðæäåí èå.

Ï ðî èëëþ ñòðèðóåì  ì åòî ä èñ÷åðï û âàí èÿ í à ï ðèì åðå äî êàçàòåëü-
ñòâà Àðõèì åäî ì  (III â. äî  í . ý.) ñëåäóþ ù åé òåî ðåì û .

Òåî ðåì à [3, ñ. 93]. «Âñÿêèé ñåãì åí ò, çàêëþ ÷åí í û é ì åæäó ï ðÿì î é è
ï àðàáî ëî é, ñî ñòàâëÿåò ÷åòûðå òðåòè òðåóãî ëüí èêà, èì åþ ù åãî  ñ í èì

î äí î  è òî  æå î ñí î âàí èå è ðàâí óþ  âû ñî òó.»

Êàê âñåãäà, í åï î ñðåäñòâåí í î å äî êàçàòåëüñòâî  òåî ðåì û  ó Àðõè-
ì åäà ï ðåäâàðÿåòñÿ ðÿäî ì  ëåì ì  è ï ðåäëî æåí èé.

Ãëàâà V. ÀÍ ÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ Ì ÅÒÎ ÄÛ132



Ëåì ì à 1. Âåðø èí î é ï àðàáî ëè÷åñêî ãî  ñåãì åí òà áóäåò òî ÷êà Î  ï åðåñå-
÷åí èÿ ï ðÿì î é, ï ðî âåäåí í î é èç ñåðåäèí û  î ñí î âàí èÿ ÀÂ ï àðàëëåëüí î  äèà-
ì åòðó {î ñè ñèì ì åòðèè) ï àðàáî ëû  (ðèñ. 33).

Ï î ä âåðø èí î é ï àðàáî ëû ï î äðà-
çóì åâàåòñÿ í àèáî ëåå óäàëåí í àÿ î ò
î ñí î âàí èÿ òî ÷êà ï àðàáî ëû . ßñí î ,
÷òî  î í à ÿâëÿåòñÿ òî ÷êî é êàñàí èÿ ï à-

ðàáî ëû  è ï ðÿì î é, ï àðàëëåëüí î é ÀÂ.
Ï óñòü Î Ñ - ï ðÿì àÿ, ï àðàëëåëüí àÿ

î ñè ï àðàáî ëû . Òðåáóåòñÿ äî êàçàòü,
÷òî  ÀÑ=ÑÂ.

Ì û äî êàæåì  óòâåðæäåí èå
ëåì ì û  í å ãåî ì åòðè÷åñêè, êàê ýòî  äå-

ëàë Àðõèì åä, à ñ èñï î ëüçî âàí èåì
ï ðî èçâî äí î é. Äëÿ ï ðî ñòî òû  ðàññóæ-
äåí èé áóäåì  ñ÷èòàòü, ÷òî  ï àðàáî ëà
èì ååò âèä ó = -õ2, òî ãäà åå î ñü ñèì ì åòðèè - ýòî  î ñü î ðäèí àò

,
 à î ñ-

í î âàí èå ÀÂ çàäàåòñÿ óðàâí åí èåì  ó = êõ+ Ü. Óãëî âî é êî ýô ô èöèåí ò
êàñàòåëüí î é, ï ðî âåäåí í î é â òî ÷êå Ä ðàâåí  ê, è î í  ðàâåí  ï ðî èçâî ä-

í î é â ýòî é òî ÷êå ó' = -2õ
, î òêóäà = -  - àáñöèññà òî ÷êè Î . ×òî áû

í àéòè àáñöèññû  õõ è    òî ÷åê À\\ Â, ðåø èì  óðàâí åí èå êõ + Ü = -õ1.

.
Ó

Å

Î
õ õ Xî 2 Ë

'

Î
Â

Ñ
À

Ðèñ. 33

Èç í åãî  ï î ëó÷àåì  õ, = --Ø   4Ü, õ2 =   - -        4-. Ï óñòü Ñ -

ñåðåäèí à î òðåçêà ÀÂ, åå àáñöèññà ðàâí à Õ] - - = -  . í à ñî âï àäà-

åò ñ õ0, ñëåäî âàòåëüí î , òî ÷êè Ñ è Î  ëåæàò í à î äí î é âåðòèêàëè, ï ðî -
õî äÿù åé ÷åðåç ñåðåäèí ó î òðåçêà ÀÂ. Ëåì ì à äî êàçàí à.

Ëåì ì à 2. Òðåóãî ëüí èê ÀÂÃ, î áðàçî âàí í û é êàñàòåëüí î é ÂÒ ê ï àðàáî ëå
è ï ðÿì î é ÀÒ, ï àðàëëåëüí î é äèàì åòðó ï àðàáî ëû , èì ååò ï ëî ù àäü, â ÷å-
òûðå ðàçà ï ðåâû ø àþ ù óþ  ï ëî ù àäü òðåóãî ëüí èêà ÀÂÎ .

È ýòó ëåì ì ó ì û  äî êàæåì ñ èñï î ëüçî âàí èåì  ï ðî èçâî äí î é. Î áðà-
òèì ñÿ âí î âü ê ðèñóí êó 33. Î áî çí à÷èì  ÷åðåç 5ÀÂ[) è 8ÀÂ1? ï ëî ù àäè
òðåóãî ëüí èêî â ÀÂÎ  è ÀÂÒ. Î ÷åâèäí î , $ÀÂ[): 8ËÂð = ÑÎ : ÀÒ, ï î ýòî ì ó
äî ñòàòî ÷í î  äî êàçàòü, ÷òî  ÀÒ - 4ÑÎ  èëè Î Å= ÑÎ . Ï î ñêî ëüêó ÂÒ -
êàñàòåëüí àÿ ê ï àðàáî ëå, òî  åå óðàâí åí èå èì ååò âèä ó - Ó2 = Ó(ë Ê* ~
- ë:2), ãäå ó2 = -õ\. Í àéäåì  î ðäèí àòó òî ÷êè Å: óÅ = -õ  - 2õ2{õ{) - ë:2) =
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=  - 2x2  = -Ó2 + êõ2 = -Ü. Î áî çí à÷èì  î ðäèí àòû  òî ÷åê Ñè Î  ÷åðåç

× = -
2

. Òàêêàê - ñ =7Ñ è /), òî ãäà ñ =     + é = - - + Ü, óð

ê2_ òî  Î Å= ÑÎ . Ëåì ì à äî êàçàí à.

Ï ðåäëî æåí èå. Ï ëî ù àäü 5 òðåóãî ëüí èêà ÀÎ Â áî ëüø å ï î ëî âèí û  ï ëî ù à-
äè X ñåãì åí òà ÀÎ  Â.

Äëÿ äî êàçàòåëüñòâà ï ðåäëî æåí èÿ äî ñòàòî ÷í î  ï ðî âåñòè
ï ðÿì û å ÀÜ è ÂÌ , ï àðàëëåëüí û å ÑÄ à ÷åðåç âåðø èí ó Î  - êàñàòåëü-
í óþ  ê ï àðàáî ëå (ðèñ. 34). Í à î ñí î âàí èè ëåì ì û 1 ýòà êàñàòåëüí àÿ
ï àðàëëåëüí à î ñí î âàí èþ  ÀÂ. Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èòñÿ ï àðàëëåëî ã-
ðàì ì  ÀÜÌ Â, ï ëî ù àäü êî òî ðî ãî  ðàâí à 25. Òàê êàê ï àðàáî ëè÷åñêèé
ñåãì åí ò âï èñàí  â ýòî ò ï àðàëëåëî ãðàì ì , òî Õ< 25. Ï ðåäëî æåí èå äî -
êàçàí î .

Èç  í åãî   ï î ëó÷àåì  í åðàâåí ñòâî

X- 5< Õ-  = . Òî  åñòü ñóì ì àðí àÿÎ Ì

Ê ñ

I I

À   N   Ñ   Ì  Â

Ðèñ. 34

ï ëî ù àäü äâóõ ñåãì åí òî â, î ñòàâø èõñÿ

âí å òðåóãî ëüí èêà ÀÎ Â, ì åí üø å ï î ëî -
âèí û  ï ëî ù àäè ñàì î ãî  ñåãì åí òà. Ï î ñ-

ëå óñòàí î âëåí èÿ ýòî ãî  ô àêòà Àðõèì åä
ï ðèñòóï àåò ê äî êàçàòåëüñòâó ñàì î é
òåî ðåì û . Çäåñü ì û  ï î âòî ðèì  ðàññóæ-
äåí èÿ Àðõèì åäà, èñï î ëüçóÿ ñî âðå-
ì åí í óþ  òåðì èí î ëî ãèþ  è î áî çí à÷å-

í èÿ. ×åðåç ñåðåäèí û  î òðåçêî â ÀÑ è ÑÂ ï ðî âåäåì  ï ðÿì û å, ï àðàë-
ëåëüí û å ÑÎ  äî  ï åðåñå÷åí èÿ ñ ï àðàáî ëî é â òî ÷êàõ Ê è Ñ (ðèñ. 34).
Î áî çí à÷èì  ÷åðåç Ð ñóì ì ó ï ëî ù àäåé 8ÀÊ[) è Ç â ñî î òâåòñòâóþ ù èõ
òðåóãî ëüí èêî â. Ï î  ï ðåäëî æåí èþ  âåëè÷èí à Ð áî ëüø å ï î ëî âèí û

ñóì ì û  ï ëî ù àäåé ñåãì åí òî â ÀÊÎ  è Î ÑÂ, ò.å.Ð>
Õ-5

2
. Î òêóäà

Õ-8- Ð< < X.
2 4

Í à ñëåäóþ ù åì  ýòàï å ñòðî èì  ÷åòû ðå âï èñàí í û õ â ñåãì åí òû  òðå-
óãî ëüí èêà è âû ÷èòàåì  èõ ñóì ì àðí óþ  ï ëî ù àäü 0, è ñí î âà X- 8- Ð-

ó
- ()< - èò

. ä. Çàòåì  Àðõèì åä î áðàù àåòñÿ ê ëåì ì å Åâäî êñà, äî ø åä-

ø åé äî  í àñ â èçëî æåí èè Åâêëèäà [17, ò. 2, ñ. 102]:

Ãëàâà V. ÀÍ ÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ Ì ÅÒÎ ÄÛ134



Ëåì ì à. «Äëÿ äâóõ çàäàí í ûõ í åðàâí ûõ âåëè÷èí , åñëè î ò áî ëüø åé î òí è-
ì àåòñÿ áî ëüø å ï î ëî âèí û  è î ò î ñòàòêà áî ëüø å ï î ëî âèí û

,
 è ýòî  äåëà-

åòñÿ ï î ñòî ÿí í î , òî  î ñòàí åòñÿ í åêî òî ðàÿ âåëè÷èí à, êî òî ðàÿ áóäåò
ì åí üø å çàäàí í î é ì åí üø åé âåëè÷èí û .»

Ï î  ëåì ì å Åâäî êñà ï ëî ù àäü ï î ëó÷àåì î é ðàçí î ñòè í à êàêî ì -òî
ø àãå ì î æåò áû òü ñäåëàí à ì åí üø å ëþ áî ãî  í àï åðåä çàäàí í î ãî  ÷èñëà
å

. Í àéäåì  ï ëî ù àäè òðåóãî ëüí èêî â, âï èñàí í û õ â ñåãì åí ò. Ï î  ëåì ì å

2 èì ååì  5ÀÊ0=  = , 8ÊÂ = ?Ø  =      ; î òêóäà èõ ñóì ì àð-
ñ Ð ×

ï àÿ ï ëî ù àäü Ð= . Àí àëî ãè÷í î  Ñ?= ò =     è ò. ä. Ì û  ñåé÷àñ äëÿ
4 4 42

âû ÷èñëåí èÿ ï ðåäåëà ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ï ëî ù àäåé ðàñø èðÿþ -
ñ      ñ ñ

ù èõñÿ ì í î ãî óãî ëüí èêî â î áðàù àåì ñÿ ê ñóì ì å 5+  +41 +  + ...,
4    42 43

4 9
êî òî ðàÿ, êàê èçâåñòí î , ðàâí à .

Êàê æå ï î ñòóï àë Àðõèì åä? Î í  î ãðàí è÷èëñÿ ñóì ì î é òî ëüêî
ï ÿòè ñëàãàåì û õ, î ò÷åòëèâî  ï î í èì àÿ, ÷òî  ì î æí î  èõ âçÿòü â ëþ -

ñ       ñ       ñ ñ

áî ì  êî ëè÷åñòâå. Ï óñòü Ë = 5 +  +     +  + - > òî ãäà
4     42     43 44

4Ã5,+ - +  + - + -1 5+ - + - + -
4ß 

=

  Ê     4    42    43    4  
=; 4  4

.

       4    42    43 
=

3 3 3 3

= 45 + Ë _ ã
3     3     3 '

Ñ

ãäå äëÿ óäî áñòâà ðàññóæäåí èé î áî çí à÷åí î  ã= -4- Î òêóäà

_

 45

Ðàâåí ñòâî  X =  Àðõèì åä äî êàçû âàë ì åòî äî ì  î ò ï ðî òèâí î ãî .
Ï óñòü ñí à÷àëà Õ> . Î áî çí à÷èì  Õ-  = å. Òàê êàê ì î æí î  äî -

3 3

áèòüñÿ òî ãî , ÷òî áû  âû ï î ëí ÿëî ñü í åðàâåí ñòâî  Õ- Æ å9òî  ï î ëó÷èì

Õ- Ê< Õ-      ò
. å. /?> , ÷òî  ï ðî òèâî ðå÷èò (1).

 Óï ðàæí åí èå 2. Ï î êàæèòå, ÷òî  í åðàâåí ñòâî   ó í åâî çì î æí î .
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Î ñòàåòñÿ Õ= . Èòàê, òåî ðåì à äî êàçàí à, à âì åñòå ñ í åé í àéäå-
í à ñóì ì à áåñêî í å÷í î  óáû âàþ ù åé ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè

5+  +  + ... = .
4     42 3

Âû ðó÷àþ ò èí òåãðàëû

Êàê ì û  âèäåëè â § 3.1, àí òè÷í û å ì àòåì àòèêè ÷àñòî  èñï î ëüçî âàëè
ï ðè äî êàçàòåëüñòâàõ ðàçëè÷í û õ óòâåðæäåí èé ãåî ì åòðè÷åñêèå î á-
ðàçû . Ñåé÷àñ òàê ï î ñòóï àþ ò êðàéí å ðåäêî , è ê ãåî ì åòðè÷åñêèì  î á-
ðàçàì  ÷àù å î áðàù àþ òñÿ äëÿ èëëþ ñòðàöèè ï ðî âî äèì û õ ðàññóæäå-
í èé. Í î  èí î ãäà î í è ï î äñêàçû âàþ ò í àï ðàâëåí èå ï î èñêà ðåçóëüòàòà.
Î áðàòèì ñÿ ê ï ðèì åðàì .

Ï ðèì åð 1. Í àéòè ñóì ì ó 5  = 1 + 2 + 
...
 + ë. Î í à ëåãêî  âû ÷èñëÿåòñÿ

ì åòî äî ì  ï åðåãðóï ï èðî âêè ñëàãàåì û õ. À çäåñü í à ýòî é ï ðî ñòî é çà-
äà÷å âû ÿñí èì , êàê äëÿ âû ÷èñëåí èÿ ñóì ì  ì î æí î  èñï î ëüçî âàòü èí -

òåãðàëû . Êàæäî å ñëàãàåì î å äàí í î é ñóì ì û ì î æí î  ñ÷èòàòü ï ëî -
ù àäüþ  ï ðÿì î óãî ëüí èêà ñ åäèí è÷í û ì  î ñí î âàí èåì  è ñî î òâåòñòâóþ -

ù åé âû ñî òî é, à 8ï  - ï ëî ù àäüþ  ñòóï åí ÷àòî é ô èãóðû (ðèñ. 35).
Ï î ñêî ëüêó ï ëî ù àäè ô èãóð, êàê ï ðàâèëî , âû ÷èñëÿþ òñÿ ñ ï î ì î ù üþ

èí òåãðàëî â, òî  åñòåñòâåí í î  æåëàí èå çàì åí èòü ñóì ì ó èí òåãðàëî ì  -

âåäü èí òåãðàëû î ò ì í î ãèõ ô óí êöèé ì û óì ååì  âû ÷èñëÿòü. Í àäî
òî ëüêî  ï î äî áðàòü òàêóþ  ô óí êöèþ , èí òåãðàë î ò êî òî ðî é ñî âï àäàåò

ó

ç 

2-

1 0 12 3 ÿ - 1 ï
2

Ðèñ. 35

õ
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ñ 8
ï

. Äëÿ í àø åé ñóì ì û  ñäåëàòü ýòî  í åòðóäí î , ï î ñì î òðåâ í à ðèñó-

í î ê. Ôóí êöèÿ Äë:) = õ + 1 í à êàæäî ì  èç î òðåçêî â [ê - 19 ê] çàäàåò
òðàï åöèþ , ðàâí î âåëèêóþ  ï ðÿì î óãî ëüí èêó âû ñî òû  ê. À ï î ýòî ì ó

Ï ðèì åð 2. À òåï åðü òåì  æå ñï î ñî áî ì  âû ÷èñëèì  ñóì ì ó 53ï = I3 -1- 23 í -

+ 
... + ë3. Äëÿ ýòî ãî  í àéäåì  ô óí êöèþ , èí òåãðàë î ò êî òî ðî é í à î ò-

ðåçêå [ê - I, ê] ðàâåí  ê3. Åñòåñòâåí í î  î áðàòèòüñÿ ê ô óí êöèè Äõ) =
= õ3 + äõ2 + Àõ + ñ è í àéòè

, ï ðè êàêèõ çí à÷åí èÿõ êî ýô ô èöèåí òî â à,
Üèñ âû ï î ëí ÿåòñÿ ðàâåí ñòâî

ê

ê3 = I (õ3 + àõ2 + &ñ + ñ)ñ1õ.
ê-1

 Óï ðàæí åí èå 3. Ï î êàæèòå,
 ÷òî  à= 1, Ü= -,ñ = 0.

ï

Î ñòàåòñÿ âû ÷èñëèòü èí òåãðàë | õ3+  + Ë=  + +  =
= ÿ2(ÿ + I)2

4 
'

ê

Åñëè æå ô óí êöèþ  /(õ), äëÿ êî òî ðî é \ /{õ)ñ1õ = àê, í å óäàåòñÿ
ê-\

í àéòè, òî  ñòî èò î áðàòèòüñÿ ê òî æäåñòâåí í î ì ó ðàâåí ñòâó

1àê = 1Ë*)À: + 1- I Äõ)(Üñ\
ê=\ Ê     î Ë-À ê     ê-\ '

è ï î äî áðàòü ô óí êöèþ  /(õ) òàê, ÷òî áû  ï î ñëåäí ÿÿ ñóì ì à âû ÷èñëÿ-
ëàñü ï ðî ù å èñõî äí î é. Âåðí åì ñÿ ê ï ðåäû äóù åì ó ï ðèì åðó è âî çü-
ì åì  â êà÷åñòâå/(õ) ô óí êöèþ  õ3, òî ãäà

"    î ë-Ä      ê-\      '     4 4 /

= 4 + 1(6 -4  + «).

Çí àÿ âû ðàæåí èÿ äëÿ 8  è 8\, ï î ëó÷àåì  î òâåò 5  = ï 1 ï  1)2.
Ñî  ñâî éñòâî ì  èí òåãðàëî â î ò ñòåï åí í û õ ô óí êöèé ñâÿçàí  åù å

î äèí  ñï î ñî á âû ÷èñëåí èÿ ñóì ì , êî òî ðû é ì û  ï ðî äåì î í ñòðèðóåì  í à
ñëåäóþ ù åì  ï ðèì åðå.

§ 5.1. Î áðàòèì ñÿ ê àí àëèçó. Âû ðó÷àþ ò èí òåãðàëû 37



Ï ðèì åð 3. Âû ÷èñëèì  0= 1 + 2*2 + Çæ22+ ... + «. 2Ë~,. Åñëè áû  óäà-
ëî ñü êî ýô ô èöèåí ò ï ðè ñòåï åí è äâî éêè â êàæäî ì  ñëàãàåì î ì  çàì å-
í èòü åäèí èöåé, òî  ì û  ï ðèø ëè áû ê ñóì ì å ï  ÷ëåí î â ãåî ì åòðè÷å-
ñêî é ï ðî ãðåññèè, âû ÷èñëÿòü êî òî ðóþ  óì ååì . Î ñóù åñòâèòü ýòî  óäà-
åòñÿ ñ ï î ì î ù üþ  èí òåãðèðî âàí èÿ. Í î  î ï åðàöèÿ èí òåãðèðî âàí èÿ
ï ðèì åí ÿåòñÿ ê ô óí êöèÿì , ï î ýòî ì ó î áðàòèì ñÿ ê ô óí êöèè 0(õ), êî -
òî ðàÿ ï ðè õ=2 äàåò èñêî ì óþ  ñóì ì ó:

0{õ) = 1 + 2ä: + Çë: + ... + ï õï -].

Ï ðî èí òåãðèðóåì  ýòó ô óí êöèþ  í à î òðåçêå [0, õ]:
Õ

\0{õ)ñÜñ= 1Û -,Ë= 1õê = õÏ +1-õ.
Î ê=\0 ê=\ õ - 1

×òî áû âåðí óòüñÿ ê ô óí êöèè 0(õ), í àäî  ï ðî äèô ô åðåí öèðî âàòü
êðàéí èå   ÷ëåí û    ðàâåí ñòâà.   Â   ðåçóëüòàòå   ï î ëó÷èì    0{õ) =

= ï õÏ  +1 - (ï  + 1)õÏ  + *
. Ýòî  ðàâåí ñòâî  ñï ðàâåäëèâî  äëÿ ëþ áî ãî  õ,

(õ - I)2
î òëè÷í î ãî  î ò 1. Ï î ëî æèâ â í åì  õ = 2, í àéäåì  èñêî ì óþ  ñóì ì ó

(2=2"(ë- 1)+ 1.

Í î  ñàì û é ýô ô åêòí û é ðåçóëüòàò äàåò ï ðèì åí åí èå èí òåãðàëî â
ï ðè âû ÷èñëåí èè ï ðåäåëî â í åêî òî ðû õ ñóì ì , äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ,

êî ãäà â êî í å÷í î ì  âèäå ýòè ñóì ì û  çàï èñàòü í å óäàåòñÿ. Ï ðåæäå ÷åì
î áðàù àòüñÿ ê ï ðèì åðàì , í àï î ì í èì  î ï ðåäåëåí èå èí òåãðàëà ñ ï î -
ì î ù üþ  èí òåãðàëüí û õ ñóì ì . Èòàê, í à î òðåçêå [à; Ü] çàäàí à ô óí êöèÿ
Äõ). Ðàçî áüåì  ýòî ò î òðåçî ê í à ï  ÷àñòåé òî ÷êàì è à = õ0<õ1< ...<õï  =
= Ü

. Î áî çí à÷èì  ÷åðåç Àäã  = ë:  - õê
_õ äëèí ó ê-òî  ÷àñòè÷í î ãî  î òðåçêà.

Â êàæäî ì  èç î òðåçêî â [õê
_

õ\ õ ] âû áåðåì  ï î  òî ÷êå ñê. Ñî ñòàâèì  ñóì -
ï Ü

ì ó Õ /(ñê)Àõê, êî òî ðàÿ í àçû âàåòñÿ èí òåãðàëüí î é. Èí òåãðàë 1 /(õ)ñ1õ
ê=\ à

ì î æí î  î ï ðåäåëèòü êàê ï ðåäåë èí òåãðàëüí û õ ñóì ì  ï ðè ñòðåì ëåí èè

ê í óëþ  äëèí  ÷àñòè÷í û õ î òðåçêî â.

À òåï åðü ï åðåéäåì  ê ï ðèì åðàì .

Ï ðèì åð 4. Í àéäåì  ï ðåäåë î òí î ø åí èÿ 1 + 2à * + 
~ ï ðè ÿ -  î î .

Ï ðåî áðàçóåì  åãî  ê âèäó . Ï î ëó÷åí í î å âû -
ï

ðàæåí èå ÿâëÿåòñÿ èí òåãðàëüí î é ñóì ì î é äëÿ ô óí êöèè /(õ) = õà, çà-
äàí í î é í à î òðåçêå [0; 1]. Çäåñü î òðåçî ê [0; 1] ðàçäåëåí  í à ï  ðàâí û õ
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10 I

÷àñòåé òî ÷êàì è - , -; ï î ýòî ì ó Àõ  = - , à çí à÷åí èÿ ô óí êöèè/
ï   ï        ï ï

ê
âû ÷èñëåí û  â òî ÷êàõ ñê =    Ï ðè ï  -* <*> äëèí û  î òðåçêî â ðàçáèåí èÿ

ï

ñòðåì ÿòñÿ ê í óëþ , è ï ðåäåë èí òåãðàëüí î é ñóì ì û  ðàâåí  èí òåãðàëó

+ 11õàñ1õ =
î à + 1

_

 1

î à+1

Ï ðèì åð 5. Âû ÷èñëèì  ï ðåäåë ñóì ì û Å - ñî â -. Ýòî  èí òåãðàëüí àÿ
ê=\Ï 2ï

ñóì ì à äëÿ ô óí êöèè/õ) = ñî 8ó í à î òðåçêå [0; 1]. Ðàçáèåí èå î òðåçêà

è âû áî ð òî ÷åê òàêèå æå, êàê è â ï ðåäû äóù åì  ï ðèì åðå. Èñêî ì û é
I

ï ðåäåë ðàâåí  1ñî 8 7 (Üñ= -8ø Í
î       2        ÿ 2

=
 2

ÿ

Ðàäû

Â ì àòåì àòèêå ï ðèõî äèòñÿ èì åòü äåëî  í å òî ëüêî  ñ êî í å÷í û ì è ñóì -
ì àì è, í î  è ñ áåñêî í å÷í û ì è. À ì î æí î  ëè âî î áù å âåñòè ðå÷ü î  áåñ-
êî í å÷í î é ñóì ì å ÷èñåë

01 + ÿ2 + ßç+...+ 0,,
 + ...? (2)

Î êàçû âàåòñÿ äà, åñëè ñì î òðåòü í à í åå êàê í à ï ðåäåë ï î ñëåäî âàòåëü-
í î ñòè ñ î áù èì  ÷ëåí î ì  5

Ë
 = à, +  + ... + à

Ñóì ì ó (2) â ì àòåì àòèêå í àçû âàþ ò ÷èñëî âû ì  ðÿäî ì , à 5  - ÷àñòè÷-
í î é ñóì ì î é ðÿäà (2). Åñëè ñóù åñòâóåò êî í å÷í û é ï ðåäåë 5 ï î ñëåäî -
âàòåëüí î ñòè {äÓ

ä}, òî  ðÿä í àçû âàåòñÿ ñõî äÿù èì ñÿ, â ï ðî òèâí î ì  ñëó-
÷àå - ðàñõî äÿù èì ñÿ. Â ñëó÷àå ñõî äèì î ñòè ðÿäà (2) ÷èñëî  5 è ï ðè-
í èì àåòñÿ çà åãî  ñóì ì ó.

Ñòðî ãàÿ òåî ðèÿ ñõî äèì î ñòè ðÿäî â âî çí èêëà â XIX â., í î  ãî ðàçäî
ðàí üø å ó÷åí û å î òëè÷àëè ñõî äÿù èåñÿ ðÿäû  î ò ðàñõî äÿù èõñÿ, ï ðàâ-

äà, âû ÿñí ÿòü ýòî  ï ðèõî äèëî ñü äëÿ êàæäî ãî  ðÿäà èí äèâèäóàëüí û ì

ì åòî äî ì . Ï î ñì î òðèì , êàê ô ðàí öóçñêèé ì àòåì àòèê Í . Î ðåñì  â XIV â.
âû âåë ðàñõî äèì î ñòü ãàðì î í è÷åñêî ãî  ðÿäà

I 1 = 1 + 1 í -... + 1 + ....
/1=1/1 2 Ï

Î í  ñãðóï ï èðî âàë ñëàãàåì û å, í à÷èí àÿ ñ òðåòüåãî , ñëåäóþ ù èì  î áðàçî ì :

1 + 1+(1 + 11 + +....2    3    4     5    6    7 8

§ 5.1. Î áðàòèì ñÿ ê àí àëèçó. Ðÿäû    øçÙ &Üî  1 39



Ñóì ì à ï î ëó÷åí í î ãî  ðÿäà, åñëè î í à ñóù åñòâóåò, áî ëüø å ñóì ì û  ðÿäà

1 + 1 + Ã1+Ï  +Ã1 + 1 + 1 + 1è... = 1 + 1 +1 +1 +
2    ×   V    8   8   8   8 2    2 2

à ï î ñëåäí ÿÿ áåñêî í å÷í à, ñëåäî âàòåëüí î , ãàðì î í è÷åñêèé ðÿä ðàñõî -
äèòñÿ.

 Óï ðàæí åí èå 4. Ï î äòâåðäèòå ðåçóëüòàòû :
00 1

à) Áðî óí êåðà I -        = 1;
ï =\ï (ï  + 1)
ÑÎ    ,   ÑÎ 1 V

á) Ãî ëüäáàõà Å   Å  =1.

Â ï ðî öåññå ðàáî òû  ñ ðÿäàì è âàæí î  çí àòü, êàêèå ñâî éñòâà êî í å÷-
í û õ ñóì ì  ñî õðàí ÿþ òñÿ ï ðè ï åðåõî äå ê ðÿäàì , à êàêèå - í åò. Î êàçû -
âàåòñÿ, ñâî éñòâî  àññî öèàòèâí î ñòè (ò. å. ðàññòàí î âêà ñêî áî ê) âû ï î ë-
í ÿåòñÿ äëÿ âñåõ ñõî äÿù èõñÿ ðÿäî â, à äëÿ ðàñõî äÿù èõñÿ î í î  í å âñåãäà

âåðí î . Í àï ðèì åð, ðÿä 1 - 1 + 1 - 1 + ... ðàñõî äèòñÿ, î äí àêî  ðÿä (1 -
+ +    = 0 + 0 + 0 + 

... ñõî äèòñÿ ê í óëþ . Çàì åòèì , ÷òî
Î ðåñì  ï ðè äî êàçàòåëüñòâå ðàñõî äèì î ñòè ãàðì î í è÷åñêî ãî  ðÿäà í åî -
áî ñí î âàí í î  ï ðèì åí èë ê í åì ó ñâî éñòâî  àññî öèàòèâí î ñòè. Í î  ýòî
í å ï î âëèÿëî  í à ðåçóëüòàò.

Ñâî éñòâî  êî ì ì óòàòèâí î ñòè (ï åðåì åñòèòåëüí î å) äàæå äëÿ ñõî äÿ-
ù èõñÿ ðÿäî â í å âñåãäà ñï ðàâåäëèâî .

 Óï ðàæí åí èå 5. Äî êàæèòå, ÷òî  ðÿä Ëåéáí èöà

!Ì ) =,-1+1 (3)
ÿ=÷     ï 2     3 4

í å î áëàäàåò ï åðåì åñòèòåëüí û ì  ñâî éñòâî ì .

Ñõî äèì î ñòü ðÿäà (3) âû òåêàåò èç ñëåäóþ ù åé òåî ðåì û .

Òåî ðåì à Ëåéáí èöà. Åñëè ì î äóëè ÷ëåí î â çí àêî ÷åðåäóþ ù åãî ñÿ ðÿäà
ñòðåì ÿòñÿ ê í óëþ , ì î í î òî í í î  óáû âàÿ, òî  äàí í û é çí àêî ÷åðåäóþ ù èéñÿ
ðÿä ñõî äèòñÿ.

Ýòó òåî ðåì ó ì û  ï ðèì åì  áåç äî êàçàòåëüñòâà.
Í àðÿäó ñ ÷èñëî âû ì è ðÿäàì è ðàññì àòðèâàþ ò è ô óí êöèî í àëü-

í û å, ò. å. ðÿäû , ÷ëåí àì è êî òî ðû õ ÿâëÿþ òñÿ ô óí êöèè. Èçâåñòí î , ÷òî
ñóì ì à êî í å÷í î ãî  ÷èñëà í åï ðåðû âí û õ ô óí êöèé ÿâëÿåòñÿ í åï ðå-
ðû âí î é ô óí êöèåé, ï ðî èçâî äí àÿ ñóì ì û  ðàâí à ñóì ì å ï ðî èçâî äí û õ,
èí òåãðàë î ò ñóì ì û  ðàâåí  ñóì ì å èí òåãðàëî â. Òðóäí î  ðàññ÷èòû âàòü,
÷òî áû  ýòè ñâî éñòâà ñî õðàí èëèñü äëÿ ï ðî èçâî ëüí û õ ô óí êöèî í àëü-
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í û õ ðÿäî â, âåäü äàæå ï ðî ñòåéø èå àðèô ì åòè÷åñêèå ñâî éñòâà í å ï å-
ðåí î ñÿòñÿ í à ÷èñëî âû å ðÿäû . Òàê î í î  è åñòü í à ñàì î ì  äåëå.

 Óï ðàæí åí èå 6. Ï î êàæèòå
, ÷òî  ñóì ì à ðÿäà Å ÿâëÿåòñÿ

«=1(1 + õ2)"- 1
ðàçðû âí î é ô óí êöèåé.

Í î  ñóù åñòâóåò öåëû é êëàññ ô óí êöèî í àëüí û õ ðÿäî â
, í à êî òî ðû å

ï åðåí î ñÿòñÿ ì í î ãèå ô óí êöèî í àëüí û å ñâî éñòâà
, èì åþ ù èå ì åñòî  äëÿ

êî í å÷í î ãî  ÷èñëà ñëàãàåì û õ. Ýòî  ñòåï åí í û å ðÿäû
00

ï  = Î

Î ÷åâèäí î , ëþ áî é ñòåï åí í î é ðÿä ñõî äèòñÿ ï ðè õ = 0. Í î  åñëè î í
ñõî äèòñÿ â êàêî é-ëèáî  òî ÷êå

, î òëè÷í î é î ò í óëÿ, òî  åãî  î áëàñòü ñõî -
äèì î ñòè èì ååò î ÷åí ü ï ðî ñòóþ  ñòðóêòóðó. Êàê óñòàí î âèë â 1827 ã.
Àáåëü, äëÿ êàæäî ãî  òàêî ãî  ðÿäà í à î ñè Î õ ñóù åñòâóåò èí òåðâàë,

ñèì ì åòðè÷í û é î òí î ñèòåëüí î  í à÷àëà êî î ðäèí àò, âí óòðè êî òî ðî ãî

ðÿä ñõî äèòñÿ, à âí å - ðàñõî äèòñÿ. Î í  í àçû âàåòñÿ èí òåðâàëî ì  ñõî -
äèì î ñòè äàí í î ãî  ñòåï åí í î ãî  ðÿäà. Â ÷àñòí î ñòè, èí òåðâàë ñõî äè-
ì î ñòè ì î æåò çàï î ëí ÿòü âñþ  ÷èñëî âóþ  î ñü. Â êî í öåâû õ òî ÷êàõ èí -
òåðâàëà êàæäû é ñòåï åí í î é ðÿä âåäåò ñåáÿ â ñì û ñëå ñõî äèì î ñòè èí -
äèâèäóàëüí î . Âí óòðè èí òåðâàëà ñõî äèì î ñòè ñóì ì à ñòåï åí í î ãî
ðÿäà ÿâëÿåòñÿ í åï ðåðû âí î é ô óí êöèåé. Êðî ì å òî ãî , â ýòî ì  èí òåð-
âàëå ðÿä ì î æí î  ï î ÷ëåí í î  äèô ô åðåí öèðî âàòü è èí òåãðèðî âàòü.
Ï î ëó÷åí í û é â ðåçóëüòàòå í î âû é ñòåï åí í î é ðÿä áóäåò èì åòü òî ò æå
èí òåðâàë ñõî äèì î ñòè, ï ðè÷åì  ñóì ì à í î âî ãî  ðÿäà áóäåò ðàâí à ñî î ò-
âåòñòâåí í î  ï ðî èçâî äí î é èëè èí òåãðàëó ñóì ì û èñõî äí î ãî  ðÿäà.
Â ðåçóëüòàòå èí òåãðèðî âàí èÿ î áëàñòü ñõî äèì î ñòè ì î æåò ðàñø è-
ðèòüñÿ çà ñ÷åò ï ðèñî åäèí åí èÿ î äí î é èëè î áåèõ ãðàí è÷í û õ òî ÷åê
èí òåðâàëà, à ï ðè äèô ô åðåí öèðî âàí èè í åêî òî ðû å ãðàí è÷í û å òî ÷êè
ì î ãóò ï åðåñòàòü ï ðèí àäëåæàòü î áëàñòè ñõî äèì î ñòè. Áëàãî äàðÿ òà-
êèì  õî ðî ø èì  êà÷åñòâàì  ñòåï åí í û å ðÿäû  í àèáî ëåå ÷àñòî  èñï î ëüçó-
þ òñÿ â ì àòåì àòèêå. Ï î êàæåì  í à ï ðèì åðàõ, êàê èõ ì î æí î  ï ðèì å-
í èòü ï ðè í àõî æäåí èè ñóì ì  ÷èñëî âû õ ðÿäî â.

Î Î             | ÷   |

Ï ðèì åð 1. Í àéäåì  ñóì ì ó ðÿäà Á > V
"

 
|
 ï , Âî î áù å ãî âî ðÿ, í óæí î

áû ëî  áû â ï åðâóþ  î ÷åðåäü ï î êàçàòü ñõî äèì î ñòü ýòî ãî  ðÿäà. Ì û
ýòî ãî  äåëàòü í å áóäåì , ï î ñêî ëüêó ÷óòü ï î çæå ï î ëó÷èì  î áî ñí î âàí èå
âñåõ í àø èõ ø àãî â. Ââåäåì  ñëåäóþ ù èé ñòåï åí í î é ðÿä

5(õ)= Å/âñÊ
ë =!
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Ï ðî èí òåãðèðóåì  åãî  ï î ÷ëåí í î  í à î òðåçêå [0; õ]:
X X 

_î î       - î î

0 ï =\   0 ï =\ 1 - X

Â ï î ñëåäí åì  ðàâåí ñòâå ì û  âî ñï î ëüçî âàëèñü ô î ðì óëî é ñóì ì û  áåñ-
êî í å÷í î  óáû âàþ ù åé ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè, êî òî ðàÿ âåðí à
äëÿ âñåõ õí à èí òåðâàëå (-1, 1). Ýòî  è åñòü èí òåðâàë ñõî äèì î ñòè ðÿ-

00

äà Åõ". Ï î ñêî ëüêó ï ðè èí òåô èðî âàí èè è äèô ô åðåí öèðî âàí èè
ÿ = 1

èí òåðâàë ñõî äèì î ñòè ñòåï åí í î ãî  ðÿäà í å ì åí ÿåòñÿ, òî  âñå í àø è

î ï åðàöèè èì åþ ò ñì û ñë òî ëüêî  ï ðè |õ| < 1. Ï ðî äèô ô åðåí öèðóåì  òå-

ï åðü êðàéí èå ÷ëåí û  ðàâåí ñòâà ï î  õ. 5{õ) = -

1
--

.
 Î ñòàëî ñü ï î ëî -

æèòü  := ' ñäåëàòü ýòî  ì î æí î , òàê êàê äàí í àÿ òî ÷êà ï ðèí àäëå-

æèò èí òåðâàëó ñõî äèì î ñòè ðÿäà. Òåì  ñàì û ì  í àì è äî êàçàí à ñõî äè-

ì î ñòü èñõî äí î ãî  ðÿäà è âû ÷èñëåí à åãî  ñóì ì à (- ) =  .
Ï ðèì åð 2. Í àéäåì  ñóì ì ó 5 ðÿäà Ëåéáí èöà Å - -. Äëÿ ýòî ãî

/|=1 Ï

î áðàòèì ñÿ ê ñòåï åí í î ì ó ðÿäó 5(õ) = - Å . Ï ðî äèô ô åðåí öèðóåì

åãî  ï î ÷ëåí í î : 8'(õ) = - Å .õ -1 = - . Çäåñü âí î âü ðÿä ñõî äèòñÿ
ï =1 1 - X

í à ï ðî ì åæóòêå (-1; 1). ×òî áû  âåðí óòüñÿ ê 3{õ), í àäî  ï ðî èí òåô è-
ðî âàòü ï î ñëåäí åå ðàâåí ñòâî ; ï ðè ýòî ì  äî áàâèòñÿ ñõî äèì î ñòü â òî ÷-
êå õ = -1 (ñì . òåî ðåì ó Ëåéáí èöà). Èòàê, 3(õ) = 1ï ( 1 - õ). Ï ðè õ = -1,

ï î ëó÷èì  Å ç- - = 1ï  2.
ÿ= I Ï

Ï ðî èçâî äÿù èå ô óí êöèè

Èí î ãäà äëÿ èçó÷åí èÿ ÷èñëî âî é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {àï } áû âàåò

óäî áí î  î áðàòèòüñÿ ê ô óí êöèè
î î

/(õ)= Úà *, (4)
ë = 0

êî òî ðàÿ í àçû âàåòñÿ ï ðî èçâî äÿù åé ääÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {àï
}.

Ï ðàâóþ  ÷àñòü ðàâåí ñòâà (4) ì î æí î  ðàññì àòðèâàòü êàê ô î ðì àëü-
í û é ðÿä, â ýòî ì  ñëó÷àå ô óí êöèÿ/- ëèø ü êðàòêî å åãî  î áî çí à÷åí èå.
Ñ òàêèì è ðÿäàì è ï ðî èçâî äÿò àðèô ì åòè÷åñêèå äåéñòâèÿ

, î ñóù åñòâ-
ëÿþ ò â í èõ çàì åí ó ï åðåì åí í û õ, èí òåô èðóþ ò è äèô ô åðåí öèðóþ ò,
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í å çàáî òÿñü î  ñõî äèì î ñòè èñõî äí û õ è ï î ëó÷àåì û õ ðÿäî â. Ñòðî ãî å
î áî ñí î âàí èå í àéäåí í û õ ðåçóëüòàòî â çàòåì  âû âî äÿò êàêèì -ëèáî
ñï î ñî áî ì , í àï ðèì åð, ì åòî äî ì  ì àòåì àòè÷åñêî é èí äóêöèè.

Í î  ì î æí î  í à ï ðàâóþ  ÷àñòü (4) ñì î òðåòü êàê í à î áû ÷í û é ñòåï åí -
í î é ðÿä, ñõî äÿù èéñÿ â í åêî òî ðî ì  ï ðî ì åæóòêå. Òî ãäà /(õ) - ñóì -
ì à ýòî ãî  ðÿäà; â ýòî ì  ñëó÷àå âñå êî ýô ô èöèåí òû à

ï  ëåãêî  âû ðà-

æàþ òñÿ ÷åðåç çí à÷åí èÿ ï ðî èçâî äí û õ ô óí êöèè / ×òî áû âû âåñòè
ñî î òâåòñòâóþ ù èå ô î ðì óëû , çàï èø åì  ðàâåí ñòâî  (4) â ðàçâåðí óòî ì
âèäå:

/(*) = à0 +        à2õ2 + à3õ3 + ßô Õ4 + ... + à ðñ" + ....

ßñí î , ÷òî  ÄÎ ) = à0. Ï ðî äèô ô åðåí öèðóåì  ðÿä ï î ÷ëåí í î :

/×õ) = ë, + 2à2õ + Çà3õ2 + 4à4õ3 + ... + ï àï õï -] + ....

Ï î ëî æèâ ä: = 0, í àéäåì  /'(0) = à1. Î áðàòèì ñÿ ê ñëåäóþ ù åé ï ðî èç-
âî äí î é

/"(õ) = 2à2 + 6à3õ + 12à4õ2 + ... + ï {ï  - 1)àï
õï -{ + ...

è çäåñü ï ðè õ = 0 èì ååì /"{0) = 2 2- Ï ðî äî ëæàÿ ï ðî öåññ àí àëî ãè÷-
í û ì  î áðàçî ì , í à ï -ì  ø àãå ï î ëó÷èì  / (0) = ï \àï

. Â ðåçóëüòàòå èñ-

õî äí û é ñòåï åí í î é ðÿä ï åðåï èø åòñÿ â âèäå

Ýòî ò ðÿä í àçû âàåòñÿ ðÿäî ì  Òåéëî ðà ääÿ ô óí êöèè Äõ) ï î  èì åí è àí ã-
ëèéñêî ãî  ì àòåì àòèêà, âï åðâû å óñòàí î âèâø åãî  â 1715 ã. ñâÿçü ì åæäó
ñóì ì î é ñòåï åí í î ãî  ðÿäà è åãî  êî ýô ô èöèåí òàì è.

Ï åðåéäåì  ê ï ðèì åðàì .

Ï ðèì åð 1. Í àéäåì  ðÿä Òåéëî ðà äëÿ ô óí êöèè /(õ) = åõ. Òàê êàê âñå
åå ï ðî èçâî äí û å ñî âï àäàþ ò ñ åõ,àå0 = 1

, òî  ï î ëó÷àåì

ï  = 0ï \

Ï î ñêî ëüêó 0! = 1, ï åðâî å ñëàãàåì î å ï ðàâî é ÷àñòè èì ååò ñì û ñë. Òà-

êèì  î áðàçî ì , äëÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè 1,1,
1
,
1

,...
 ï ðî èçâî äÿù åé

ô óí êöèåé ÿâëÿåòñÿ å . Ñòàí äàðòí û ì è ì åòî äàì è ì àòåì àòè÷åñêî ãî
àí àëèçà ì î æí î  ï î êàçàòü, ÷òî  í àéäåí í û é í àì è ñòåï åí í î é ðÿä ñõî -
äèòñÿ í à âñåé ÷èñëî âî é î ñè ê ô óí êöèè åõ

, î òêóäà ï ðè õ = 1 èì ååì

å = 1 + 1 + 1 +1 + ... - åù å î äí î  î ï ðåäåëåí èå ÷èñëà å.
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Ï ðèâåäåì  äðóãèå ï ðèì åðû ï ðî èçâî äÿù èõ ô óí êöèé, î áðàòèâ-
ø èñü ê ðàí åå ï î ëó÷åí í û ì  ðåçóëüòàòàì .

Ï ðèì åð 2. Òàê, äëÿ ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè {Üä"} ï ðî èçâî äÿù åé

ô óí êöèåé ÿâëÿåòñÿ   = 21 Ü(äõ)ï ; â ÷àñòí î ñòè, äëÿ ï î ñëåäî âà-
1 - äõ    /1 = 0

òåëüí î ñòè åäèí èö ýòî  -!-, à äëÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {(-1)ï } -
1 - õ

ô óí êöèÿ
1 + õ

Ï ðèì åð 3. Äëÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè í àòóðàëüí û õ ÷èñåë ï ðî èçâî äÿ-

ù åé ÿâëÿåòñÿ ô óí êöèÿ -:-- = X (ë + 1) .
(1 -õ)2   ï  = î

Ï ðèì åð 4. Äëÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè 0, 1, ... ï ðî èçâî äÿù àÿ
2   3 4

ô óí êöèÿ èì ååò âèä 1ï ( 1 - õ) = Å - .
ï = 1 Ï

Ï ðèì åð 5. À òåï åðü í àéäåì  ï ðî èçâî äÿù óþ  ô óí êöèþ  äëÿ ÷èñåë Ôè-
î î

áî í à÷÷è. Î áî çí à÷èì  åå ÷åðåç Ô{õ) = 2 4>ï õï , ãäå ô  - ë-å ÷èñëî
ë = 0

Ôèáî í à÷÷è. Óì í î æèâ ýòî  ðàâåí ñòâî  ï î ñëåäî âàòåëüí î  í à õ è õ2,
ï î äï èø åì  ðåçóëüòàòû  ï î ä äàí í î é ñóì ì î é:

Ô{õ)       = Ôî  ","       + Ö>2õ2 + Ôç 3 + ... + Ôë+1 ;ñË+1 + ...
Ô(õ) . õ =       (ð0õ + ô , 2 + ô 2Ë:3+ ... + ô "*"1    + ...
Ô(õ)-õ2= ô  + ô  + .+ ô  +

Èç ï åðâî ãî  ðàâåí ñòâà âû ÷òåì  äâà ï î ñëåäí èõ. Ó÷èòû âàÿ, ÷òî  ô ë+1 
-

- Ôÿ
 - ô ë_1 = 0, ô 0 = 0, ô , = ô 2 = 1, ï î ëó÷èì  Ô{õ) (1 - õ - õ2) = õ. Î ò-

êóäà ï ðî èçâî äÿù àÿ ô óí êöèÿ Ô{õ) =
õ

\-õ-õ2

Ðàâåí ñòâî
î î

1
- ? = I ô " (5)

ì î æí î  èñï î ëüçî âàòü, í àï ðèì åð, äëÿ ï î ëó÷åí èÿ ÿâí î ãî  âèäà ÷èñåë

Ôë. Í à ñàì î ì  äåëå, ô óí êöèÿ Ô(õ) ï ðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçí î ñòè
äâóõ äðî áåé

õ      _ 1

\-õ-õ2
_

!
 

> 1
.

1 _ õ(1 + 75)    1 _ ë:(1-75)
2 2    

~

)
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Êàæäóþ  èç ýòèõ äðî áåé ì î æí î  ñ÷èòàòü ñóì ì î é áåñêî í å÷í î  óáû -
âàþ ù åé ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè:

1 -

1 -

:(1 +75)
2

:(1 -75)õ(1-Ë)    " = î Ê   2 
2

Ñðàâí åí èå ñ ðÿäî ì  (5) ï ðèâî äèò ê óæå çí àêî ì î é í àì  ô î ðì óëå Áèí å

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

7
. Ðåø èòå â öåëû õ ÷èñëàõ óðàâí åí èå È + 11     = Ì  + Ã) .

8
. Äî êàæèòå ñëåäóþ ù èå ô î ðì óëû :

î î 2ß

à  ?
î ( Ó! = Ôóí êöèÿ, çàï èñàí í àÿ â ï ðàâî é ÷àñòè ýòî ãî  ðà-

âåí ñòâà, í àçû âàåòñÿ ãèï åðáî ëè÷åñêèì  êî ñèí óñî ì  è î áî çí à÷àåòñÿ ñÍ õ;
ÑÎ        ~ Î Î -> |

á) Å  = -' 1ï (1 -õ ); â) I = ' 1ï |±*.ÿ=I2ë       2 ë=12ë - 1     2    1 -õ

î î î î

9. Í àéäèòå ñóì ì ó ðÿäà: à) X - ; á) Å
||-1113ë       11-1(2/1 - Î Ç2"-1 

"

10. Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü çàäàí à ðåêóððåí òí î : õ] = , õï +1
 =    + õ

ï
. ×åì ó

ñî

ðàâí à ñóì ì à ðÿäà ¨  -!-?
ï =\õ

ï
 + 1

11. Í àéäèòå ï ðåäåë ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, çàäàí í î é ðåêóððåí òí î  é, = Òÿ
,

à à + à,  (à> 0).
12. Äàí  ï ðàâèëüí û é òðåóãî ëüí èê ñî  ñòî ðî í î é à; èç òðåõ åãî  âû ñî ò ñòðî èò-

ñÿ í î âû é òðåóãî ëüí èê è ò. ä. Í àéäèòå ñóì ì ó ï ëî ù àäåé âñåõ ï î ñòðî åí -
í û õ òðåóãî ëüí èêî â.

13. Â êðóã ðàäèóñà ß âï èñàí  êâàäðàò, â ï î ëó÷åí í û é êâàäðàò âï èñàí  êðóã,
ñí î âà â í åãî  âï èñàí  êâàäðàò è ò. ä. Êàêî âà ñóì ì à ï ëî ù àäåé î òäåëüí î
âçÿòû õ êðóãî â è êâàäðàòî â?

14. Í àéäèòå ñóì ì àðí óþ  ï ëî ù àäü êðóãî â, ï ëî òí î  óëî æåí í û õ â ï ðàâèëü-
í û é òðåóãî ëüí èê ñî  ñòî ðî í î é à, åñëè ê êàæäî é ñòî ðî í å ï ðèì û êàåò ï
êðóãî â. Âû ÷èñëèòå ï ðåäåë ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ï î ëó÷åí í û õ ï ëî ù àäåé.

15. Ðåø èòå òó æå çàäà÷ó äëÿ êâàäðàòà ñî  ñòî ðî í î é à.

§ 5.1. Î áðàòèì ñÿ ê àí àëèçó. Ï ðî èçâî äÿù èå ô óí êöèè  3 © 145
10 - 4232



§ 5.2. Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè
èç ñðåäí èõ âåëè÷èí

Í åì í î ãî  èñòî ðèè

Èí òåðåñí û å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ì î æí î  ñî ñòàâèòü èç ðàçëè÷í û õ
ñðåäí èõ âåëè÷èí . ×òî  æå ýòî  çà âåëè÷èí û ? Ñî  ñðåäí èì  àðèô ì åòè-

÷åñêèì  à  è ñðåäí èì  ãåî ì åòðè÷åñêèì  */àÜ ÷èñåë à è Ü ÷èòàòåëè

õî ðî ø î  çí àêî ì û . Ñ ýòèì è âåëè÷èí àì è äî âî ëüí î  ÷àñòî  ï ðèõî äèòñÿ
âñòðå÷àòüñÿ ï ðè ðåø åí èè ø êî ëüí û õ çàäà÷. À ñðåäí åå àðèô ì åòè÷å-
ñêî å èñï î ëüçóåòñÿ â ðàçëè÷í û õ öèô ðî âû õ ñâî äêàõ, ï ëàí àõ è î ò÷å-
òàõ òàê ÷àñòî , ÷òî  êî ãäà ì û  ñëû ø èì  î  ñðåäí åé âåëè÷èí å, òî  àâòî ì à-
òè÷åñêè ï ðåäñòàâëÿåì  ñåáå èì åí í î  ñðåäí åå àðèô ì åòè÷åñêî å. Í à
ýòî ì  î ñí î âàí à èçâåñòí àÿ çàäà÷à-ëî âóø êà: òåëî  äâèãàëî ñü ï åðâóþ

ï î ëî âèí ó ï óòè ñî  ñêî ðî ñòüþ  à, à âòî ðóþ  - ñî  ñêî ðî ñòüþ  Ü; í àéòè
ñðåäí þ þ  ñêî ðî ñòü òåëà í à âñåì  ï óòè. Èñêî ì àÿ ñêî ðî ñòü ðàâí à í å
ñðåäí åì ó àðèô ì åòè÷åñêî ì ó äâóõ ñêî ðî ñòåé, êàê ýòî  ì î æåò ï î êà-

çàòüñÿ í à ï åðâû é âçãëÿä, à ÷èñëó - , êî òî ðî å í àçû âàåòñÿ ñðåäí èì
à + Ü

ãàðì î í è÷åñêèì  ÷èñåë àè Ü.
Êî ãäà âî çí èêëè ï î í ÿòèÿ ñðåäí èõ âåëè÷èí  â ì àòåì àòèêå, òî ÷í î  í å

èçâåñòí î . Í î  ï ðåäï î ëàãàþ ò [19, ñ. 56], ÷òî  áî ëåå òðåõ òû ñÿ÷ ëåò òî ì ó
í àçàä èõ óæå èñï î ëüçî âàëè âàâèëî í ÿí å ï ðè èçâëå÷åí èè êâàäðàòí û õ

êî ðí åé. Ï ðèâåäåí í û å â ãëèí ÿí û õ òàáëè÷êàõ î êî í ÷àòåëüí û å î òâåòû
ï î çâî ëèëè ñî âðåì åí í û ì  ó÷åí û ì  âî ññòàí î âèòü õî ä ðàññóæäåí èé âà-
âèëî í ñêèõ âû ÷èñëèòåëåé. ×òî áû  í àéòè êâàäðàòí û é êî ðåí ü èç í àòó-
ðàëüí î ãî  ÷èñëà /V, åãî  ì î æí î  çàï èñàòü â âèäå ï ðî èçâåäåí èÿ äâóõ
ñî ì í î æèòåëåé N = àÜ (ï ðè ï ðî ñòî ì  ÓÓî äèí  èç ñî ì í î æèòåëåé ðàâåí

åäèí èöå). Ï ðåäï î ëàãàþ ò, ÷òî  â êà÷åñòâå ï åðâî ãî  ï ðèáëèæåí èÿ */àÜ

âàâèëî í ÿí å áðàëè Üõ = Ö-  è óáåæäàëèñü, ÷òî  Ü{ - ï ðèáëèæåí èå
ñ èçáû òêî ì . Çàòåì  î í è í àõî äèëè ï ðèáëèæåí èå ñ í åäî ñòàòêî ì    = ,
ðàâí î å ñðåäí åì ó ãàðì î í è÷åñêî ì ó   à   ÷èñåë à\\Ü<

à + Ü

 Óï ðàæí åí èå 1. Äî êàæèòå ñï ðàâåäëèâî ñòü äâî éí î ãî  í åðàâåí ñòâà

Û ßÜêÖ*. (1)
à + Ü 2
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Ï î âòî ðÿÿ òå æå ðàññóæäåí èÿ äëÿ ÷èñåë à, è Ü*, î í è í àõî äèëèI Ã1 è\

ñëåäóþ ù èå ï ðèáëèæåí èÿ Ü0 = ä' 
- ' è à1 = 1 = . Ëåãêî
2 Ü2      Ñ1\ + Üõ

âèäåòü, ÷òî  à, < ë2 < *1àÜ <  < Üõ. Äàëüø å ñðåäí åãî  àðèô ì åòè÷å-
ñêî ãî  ÷èñåë 2 è 2 î í è í å ø ëè» ï î ñêî ëüêó óæå í à ýòî ì  ø àãå ï î ëó-

÷àëî ñü äî ñòàòî ÷í î  õî ðî ø åå ï ðèáëèæåí èå êî ðí ÿ. Ì û æå ì î æåì
ï ðî äî ëæèòü ýòî ò ï ðî öåññ è ï î ëó÷èòü í à ÿ-ì  ø àãå

_ àï _õ +  2à„_Ë_1
2 " *ß

-1+*é-1

Ï ðèì åí èì  ýòî ò àëãî ðèòì  ê âû ÷èñëåí èþ , í àï ðèì åð, ë/14 =
= /7 2. Çäåñü é, = 4,5; ë, = 3,(1); 62 = 3,80(5); à2 « 3,678832; 63 «
« 3

,742194;  « 3,741121; Ü4 « 3,741657; ä4 « 3,741657. Òàêèì  î áðà-
çî ì , ñ òî ÷í î ñòüþ  äî  0,000001 êâàäðàòí û é êî ðåí ü èç ÷èñëà 14 ðàâåí
3
,741657. Ï ðèì åð ï î êàçû âàåò, ÷òî  ñ âî çðàñòàí èåì  í î ì åðà ï  ÷èñëà

à
ï
 è Ü

ï  ñ êàæäû ì  ø àãî ì  âñå òî ÷í åå ï ðèáëèæàþ ò ÓÉ. Ýòî ò ô àêò
èì ååò ì åñòî  è â î áù åì  ñëó÷àå.

 Óï ðàæí åí èå 2. Ï î êàæèòå, ÷òî  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü {à
ï

} âî çðàñòà-

åò, à ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü {Ü
ï

} óáû âàåò, è î áå ñõî äÿòñÿ ê ÷èñëó */àÜ.

À òåï åðü î áî áù èì  ï î í ÿòèå ñðåäí åé âåëè÷èí û . Î äí àêî , ÷òî áû
êàæäû é ðàç í å çàäóì û âàòüñÿ í àä âî ï ðî ñî ì  åå ñóù åñòâî âàí èÿ, áó-
äåì  ñ÷èòàòü ÷èñëà àè Ü ï î ëî æèòåëüí û ì è.

Ñðåäí èå ñòåï åí í û å ï î ðÿäêà 5
Ñðåäí èì  ñòåï åí í û ì  ï î ðÿäêà 5 (êî ðî ÷å: ñðåäí èì  ñòåï åí è 5 èëè ï î ðÿä-
êà ç) äâóõ ï î ëî æèòåëüí û õ ÷èñåë àè Ü í àçû âàåòñÿ âåëè÷èí à À

5
(à, Ü),

çàäàâàåì àÿ ï ðè çô Î  ðàâåí ñòâî ì

2

Ï ðè 5 = 0 ï î ëàãàþ ò À0(à, Ü) = Èò Ë5
(ÿ, Ü).

5 -. 0

 Óï ðàæí åí èå 3. Äî êàæèòå, ÷òî  À0{à, Ü) = 4àÜ.
Î òì åòèì , ÷òî  À

5(à, à) = àääÿ ëþ áî ãî  5. Ëåãêî  âèäåòü, ÷òî  À, (ÿ, Ü) =

=        
, À_,(é, Ü) =        . Ï î ëî æèâ 5 = 2, ï î ëó÷èì  åù å î äí ó ÷àñòî
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âñòðå÷àþ ù óþ ñÿ â ì àòåì àòèêå âåëè÷èí ó - ñðåäí åå êâàäðàòè÷í î å
äâóõ ÷èñåë à\\Ü:

Èç î ï ðåäåëåí èÿ âèäí î , ÷òî  âåëè÷èí à À5
(à, Ü) ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é

ô óí êöèþ  òðåõ ï åðåì åí í û õ: à, Ë, 5. Çàô èêñèðî âàâ ëþ áû å äâå èç í èõ,
ï î ëó÷èì  òðè ô óí êöèè, êàæäàÿ èç êî òî ðû õ çàâèñèò òî ëüêî  î ò î äí î é
ï åðåì åí í î é. Âû ÿñí èì , êàêèì è ñâî éñòâàì è î áëàäàþ ò ýòè ô óí êöèè.

Ñâî éñòâî  1. Ï ðè ë: > 0 ô óí êöèè À
5(õ, Ü) è À5(é, õ) âî çðàñòàþ ò ñ âî çðàñ-

òàí èåì  õ.

Ýòî  ñëåäóåò èç ï î ëî æèòåëüí î ñòè ï ðè ë: > 0 ï ðî èçâî äí û õ ï î  õ
î áåèõ ô óí êöèé.

Ñâî éñòâî  2. ò1ï {ë, Ü] < À5
(ë, Ü) < òàõ{à, Ü).

Í à ñàì î ì  äåëå, ï ðè ë < Ë í à î ñí î âàí èè ñâî éñòâà 1 ï î ëó÷àåì

Ñâî éñòâî  3. Åñëè à Ü, òî  ô óí êöèÿ À
5
(à, Ü) âî çðàñòàåò ï ðè âî çðàñòà-

í èè 8.

Äëÿ äî êàçàòåëüñòâà ñâî éñòâà 3 äî ñòàòî ÷í î  äî êàçàòü âî ç-

ðàñòàí èå 1ï  À5(ä, Ü)=-\ï  à5 - ä. Äëÿ ýòî ãî  í àéäåì  åãî  ï ðî èçâî äí óþ
ï î  ï åðåì åí í î é 5:

à5\ï  à5 +      Ü* - {à5 + )1ï  Ö-
(1ï  Ä/à, Ü)Ó8 = 

(à5 + Ü5)82

Çí àì åí àòåëü ï î ëó÷åí í î é äðî áè ï î ëî æèòåëåí , ï î êàæåì , ÷òî  è ÷èñ-
ëèòåëü ï î ëî æèòåëåí . Î áî çí à÷èì  î * = ëñ,,  = ë , õ] > 0, ë:2 > 0. Çàäà÷à
ñâî äèòñÿ ê äî êàçàòåëüñòâó í åðàâåí ñòâà õ11ï õ1 + ï ë  > (õ, +

+ 2)111 1 2. Åñëè ââåñòè ô óí êöèþ  Äõ) = õ1ï õ, òî  î í î  ï åðåï èø åòñÿ

â âèäå

/(*,) +/(õ2) >
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Ëåì ì à. Í åðàâåí ñòâî  (2) âåðí î  äëÿ ëþ áî é ô óí êöèè, ï ðî èçâî äí àÿ êî òî -
ðî é âî çðàñòàåò.

Äî êàçàòåëüñòâî  ëåì ì û . Äëÿ î ï ðåäåëåí í î ñòè áóäåì  ñ÷è-

òàòü õõ < *2» òî ãäà äëÿ õ3 = Õ{ ~ Õ2 èì ååì  õ1 < Õç < õ . Ï î  òåî ðåì å Ëàã-
ðàí æà äëÿ ô óí êöèè, çàäàí í î é í à î òðåçêå [õ  õ$]9 í àéäåòñÿ òî ÷êà
ñ, å (Õð õ3) òàêàÿ, ÷òî /(ñ1)(Õç - õ ) =Àõú) -Ë )* Àí àëî ãè÷í î  í àéäåò-
ñÿ òî ÷êà ñ2 å (ä:ç, õ2), äëÿ êî òî ðî é/ã( )(  - õ ) = Ë ) -Ë- ç)- àê êàê

ñ, < ñ2, òî Ëñ,) </(ñ2), ò. å. Ëõç)~ËÕ|) < Ëõ2)"Ëõç).

Ï î äñòàâèâ ñþ äà çí à÷åí èå Õ3, ï ðèõî äèì  ê í åðàâåí ñòâó (2). Ëåì ì à
äî êàçàí à.

Ï î ñêî ëüêó í àø à ô óí êöèÿ Ë ) = õ1ï õ èì ååò âî çðàñòàþ ù óþ  ï ðî -
èçâî äí óþ  í à âñåé î áëàñòè î ï ðåäåëåí èÿ, äëÿ í åå í åðàâåí ñòâî  (2)
âû ï î ëí ÿåòñÿ. Ñâî éñòâî  3 äî êàçàí î .

Èñï î ëüçóÿ ï åðå÷èñëåí í û å ñâî éñòâà, ï ðèõî äèì  ê í åðàâåí ñòâàì

òò{ë, Ü) < À
.

ÿ, Ü) < À0(à, Ü) < Üõ{à9 Ü) < À2(ÿ, Ü) < òàõ(à, Ü).
Ðàâåí ñòâà çäåñü äî ñòèãàþ òñÿ ëèø ü ï ðè à = Ü. Ýòà öåï î ÷êà í åðà-

âåí ñòâ èì ååò ðàçí î î áðàçí û å êðàñèâû å ãåî ì åòðè÷åñêèå èí òåðï ðå-
òàöèè. Î áðàòèì ñÿ ê í åêî òî ðû ì  èç í èõ.

 Óï ðàæí åí èå 4. Ï óñòü àêÜ - î ñí î âàí èÿ ðàâí î áåäðåí í î é òðàï å-
öèè, î ï èñàí í î é î êî ëî  î êðóæí î ñòè (ðèñ. 36). Ï î êàæèòå, ÷òî  åå

áî êî âàÿ ñòî ðî í à ðàâí à       , âû ñî òà - ËàÜ, ï ðî åêöèÿ âû ñî òû

í à áî êî âóþ  ñòî ðî í ó -    à -
.

à + Ü

 Óï ðàæí åí èå 5. Í à î òðåçêå ÀÂ êàê í à äèàì åòðå ï î ñòðî åí à ï î ëó-
î êðóæí î ñòü (ðèñ. 37), Î Ð - åå ðàäèóñ, ï åðï åí äèêóëÿðí û é ÀÂ,

Ðèñ. 36

Î

Ë È   Î âñ

Ðèñ. 37
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à

Ì N

Ì N
2 2

Ë/

N
4 4

Î

Ðèñ. 38

òî ÷êà Ñëåæèò í à ï ðî äî ëæåí èè î òðåç-
êà ÀÂ, ÑÎ  - êàñàòåëüí àÿ ê î êðóæí î ñ-
òè, Í  - ï ðî åêöèÿ òî ÷êè Î  í à ÀÂ. Äî -
êàæèòå, ÷òî  åñëè ÑÀ = à, ÑÂ = Ü, òî

Ñ0==à + Ü
2

,
 ñî =ËÜ, ñí = 2**-, ñð=

à + Ü

2 + Ú2

2

Óï ðàæí åí èå 6. Äàí à òðàï åöèÿ ñ î ñ-
í î âàí èÿì è àè Ü. Ì êÌ ê (À: = 1, 2, 3, 4)
- î òðåçî ê, ï àðàëëåëüí û é î ñí î âàí è-
ÿì  è çàêëþ ÷åí í û é ì åæäó áî êî âû ì è
ñòî ðî í àì è (ðèñ. 38). Äî êàæèòå, ÷òî :

à) î òðåçî ê Ì óÙ , ï ðî õî äÿù èé ÷åðåç òî ÷êó ï åðåñå÷åí èÿ äèàãî í à-
2àÜ .

ëåè, ðàâåí
à + Ü 1

á) î òðåçî ê Ë/2Ë 2, äåëÿù èé òðàï åöèþ  í à äâå ï î äî áí û å ì åæäó ñî -

áî é òðàï åöèè, ðàâåí  [àÜ;
â) î òðåçî ê Ì 3Ì 3, ÿâëÿþ ù èéñÿ ñðåäí åé ëèí èåé òðàï åöèè, ðàâåí
î  +À.

2
1

ã) î òðåçî ê Ì 4Ì 4, äåëÿù èé òðàï åöèþ  í à ðàâí î âåëèêèå ÷àñòè, ðà-

âåí ã-2 -ü Ü2

2

Óï ðàæí åí èå 7. Ï î êàæèòå, ÷òî  î òðåçêè ï åí òàãðàì ì û  (ñì . ðèñ. 8)

óäî âëåòâî ðÿþ ò ñî î òí î ø åí èÿì : ÀÎ  = - - -, ÀÎ  = ÀÂ* ÀÅ,

ÀÅ= 2ÀÂ-ÅÐ

ËÂ+ ÅÂ
'

Ï ðåäåëû  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòåé
èç ñðåäí èõ âåëè÷èí

Â ï åðâî ì  ï óí êòå ì û  âñòðåòèëèñü ñ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿì è, ñî ñòàâ-
ëåí í û ì è èç ñðåäí èõ àðèô ì åòè÷åñêèõ è ñðåäí èõ ãàðì î í è÷åñêèõ, è
óáåäèëèñü, ÷òî  î í è èì åþ ò î áù èé ï ðåäåë. À òåï åðü î áðàòèì ñÿ ê
äâóì  ï ðî èçâî ëüí û ì  ñðåäí èì  ï î ðÿäêà 5 è ï î ðÿäêà ã. Ï î  àí àëî ãèè
î áðàçóåì  èç í èõ ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {àï ) è {Üï }
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à, = À
5(à, Ü), Üõ = ÄÄà, 6), à2 = ÀÄä,, 6,),

Áóäåì  ñ÷èòàòü 5 < ã è âû ÿñí èì  ï î âåäåí èå ï î ëó÷åí í û õ ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòåé, èñï î ëüçóÿ ñâî éñòâà ô óí êöèè À

5
(ë, Ü).

Èç ñâî éñòâà 3 âû òåêàåò í åðàâåí ñòâî  à
ï
 = ê

8{àï _õ, />„_,) < ÀÄ ,,,
Ü

ï _õ) =     Î òêóäà, ó÷èòû âàÿ ñâî éñòâî  1, ï î ëó÷àåì  àï  = À3(àï , àï ) <
< À

5(äë, 6,,) = àï +] è      = ÀÄ , Üï ) < ÀÄÀË, 6Ë) = *„. Òàêèì  î áðàçî ì ,

ò
. å. î áå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {àï } è {Üï } î ô àí è÷åí û . Èç ì î í î òî í í î ñ-

òè è î ô àí è÷åí í î ñòè âû òåêàåò èõ ñõî äèì î ñòü. Ï óñòü à - ï ðåäåë ï åð-

2
âî é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, ð - âòî ðî é. Òàê êàê      = -1--2, òî , ï å-

ðåéäÿ â ýòî ì  ðàâåí ñòâå ê ï ðåäåëó, ï î ëó÷èì  à5 = 1_1_¨ .5.
 Î òñþ äà à5 =

= Ð5, à çí à÷èò, à = ð ï ðè 5  0. Â ñëó÷àå 5 = 0 í àäî  î áðàòèòüñÿ ê ðàâåí -

ñòâó +| = --, èç êî òî ðî ãî  ï ðè ãô  0 âí î âü èì ååì  à = ð. (Åñëè 5 =

= ã= 0
,
 òî  à

ï
 = Ü

ï
 = 4àÜ - î áå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ï î ñòî ÿí í û

.) Î áî -
çí à÷èì  î áù èé ï ðåäåë ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòåé      è {Ü

ï ) ÷åðåç ö5 Äë, Ü).
Ê ñî æàëåí èþ , åãî  í å âñåãäà óäàåòñÿ çàï èñàòü â ÿâí î ì  âèäå. Í î  â î ò-
äåëüí û õ ñëó÷àÿõ ýòî  ñäåëàòü ì î æí î . Ñï ðàâåäëèâî  ñëåäóþ ù åå.

Ï ðåäëî æåí èå 1. Ï ðè ëþ áî ì  8 èì ååì  ö
_5 Äÿ, Ü) = *[àÜ.

Äî êàçàòåëüñòâî . Òàê êàê à, = À_Ää, Ü) = äã* ý  0 =
= ( )1/Ä è Ë, = ÀÄ , Ë) = ( ±À5)

,Ë

' òî       = àÜ- Àí 0™4"0

= àÜ ï ðè ëþ áî ì  ë. Â ï ðåäåëå ï î ëó÷àåì (à, À) = àé. Ï ðåäëî -
æåí èå äî êàçàí î .

Ï ðè 5 = 1 î í î  äàåò âàâèëî í ñêèé ñï î ñî á âû ÷èñëåí èÿ êî ðí ÿ.
Ðàññì î òðèì  åù å äâà ñëó÷àÿ âû ÷èñëåí èÿ ö5 Äà, Ü), ñî ñòàâèâ ï î -

ñëåäî âàòåëüí î ñòè èç êëàññè÷åñêèõ ñðåäí èõ âåëè÷èí . Ï óñòü ñí à÷à-
ëà 5= 0, ã = 1, òî ãäà

î , + Üõ
2   '        ë/

"

I ~ I » ~1       2    ' 
"*'

2
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Ýòè äâå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè èçó÷àë åù å 14-ëåòí èé Ãàóññ. Í à
÷èñëî âû õ ï ðèì åðàõ î í  î áí àðóæèë, ÷òî  î í è î ÷åí ü áû ñòðî  ñõî äÿòñÿ
ê î áù åì ó ï ðåäåëó, êî òî ðû é î í  í àçâàë àðèô ì åòèêî -ãåî ì åòðè÷åñêèì
ñðåäí èì  ÷èñåë àêÜ. Î áû ÷í î  ýòî ò î áù èé ï ðåäåë \\.  \{à, Ü) î áî çí à÷à-
þ ò ï ðî ñòî  ÷åðåç Ü). ×òî áû  í àéòè åãî  ï ðèáëèæåí í î å çí à÷åí èå,
äî ñòàòî ÷í î  âû ÷èñëèòü í åñêî ëüêî  ï åðâû õ ÷ëåí î â ï î ñëåäî âàòåëü-

í î ñòåé. Í î  ï î ëó÷èòü òî ÷í û é âèä Ü) äî ñòàòî ÷í î  ñëî æí î . Â
1799 ã. Ãàóññ ðåø èë ýòó çàäà÷ó, âû ðàçèâ Ü) ÷åðåç ñëåäóþ ù èé
èí òåãðàë

ÿ/2

ñ= [      Ù    _.

0 ë/ë281Ï 2ô  + /)2Ñ052ô

Ðåçóëüòàò èí òåãðèðî âàí èÿ í å çàï èñû âàåòñÿ â êî í å÷í î ì  âèäå ÷åðåç
ýëåì åí òàðí û å ô óí êöèè î ò ä è Ë. Ýòî ò èí òåãðàë î òí î ñèòñÿ ê òèï ó
ýëëèï òè÷åñêèõ, î í è äî âî ëüí î  ÷àñòî  âñòðå÷àþ òñÿ â ì àòåì àòèêå è

ï î òî ì ó õî ðî ø î  èçó÷åí û . Ñî ñòàâëåí û  òàáëèöû , ï î ëüçóÿñü êî òî ðû -
ì è ì î æí î  í àéòè ï ðèáëèæåí í û å çí à÷åí èÿ ýëëèï òè÷åñêèõ èí òåãðà-
ëî â.

Êàê æå ï î ëó÷èòü ðåçóëüòàò Ãàóññà? Ï ðî èçâåäåì  â èí òåãðàëå çà-
ì åí ó ï åðåì åí í î é, ï î ëî æèâ

2Ü$\ò
81Ï ô  =

à + * + (À -à)51ï 2/

Àðãóì åí ò êàê è ô , ì åí ÿåòñÿ î ò 0 äî  5. Äèô ô åðåí öèðóÿ ýòî  ðàâåí -

ñòâî , ï î ëó÷àåì

ñî çô Ëð = 2Ü à + Ü-{Ü-à)*ò×
        (à + Ü + {Ü- ä)8Ø 202

Çäåñü è äàëåå ì û  î ï óñêàåì  í åêî òî ðû å ýëåì åí òàðí û å ï ðåî áðàçî âà-
í èÿ, êî òî ðû å ÷èòàòåëè ñì î ãóò âî ñï ðî èçâåñòè ñàì î ñòî ÿòåëüí î . Òàê
êàê

ñî 8ô  =71-5  = ØØ Ù Å !Ù 1ñî ü è
à + Ü + {Ü- â)8ò21

Ë

òî

. = 2Üà + Ü-{Ü-à)ü\ï *1
.
 

à + Ü + {Ü- à)8ò2/ + Ü)2 -(Ü- à)×ò2*
Êðî ì å òî ãî ,

ÒàØ ô  + 62ñî 82ô  = Üà + Ü-(Ü~à)çò**

Ãëàâà V. ÀÍ ÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ Ì ÅÒÎ ÄÛ52



Â ðåçóëüòàòå ï î äû í òåãðàëüí î å âû ðàæåí èå ï ðèí èì àåò âèä

2 / _ Ë

+ Ü)2 - (À - à)×ò21 \(à+ÜË2
ñî ç2/ + àÜ$ò21

È ì û  ï ðèõî äèì  ê ðàâåí ñòâó
ÿ/2 ÿ/2

0   ë/ÿ28Ø 2ô  + 2Ñ052ô         0 Òé Ï ÒÒ ÑÎ Ç2/
Ï î ñëå ë-êðàòí î ãî  ï ðèì åí åí èÿ óêàçàí í î é çàì åí û  ï åðåì åí í û õ ï î -
ëó÷àåì

Ñ= 1       é =9òòà
ï
<Ü

ï .

0 ë/ ÇØ 2/ + 2Ñ052/

Òàê êàê

à
ï < à1Ø  + ËË

2ñî 82/ < 6
,,

òî
* < 

/
       1      = < 1.

     7 281Ï 2/ + 2Ñ082/ 

Ï ðî èí òåô èðóåì  ýòî  í åðàâåí ñòâî  ï î  /, òî ãäà     < (7 < -. Î ñòàåòñÿ
2ÜÍ 2àí

ï åðåéòè ê ï ðåäåëó ï ðè ÿ î î :

Ôî ðì óëà Ãàóññà ï î ëó÷åí à. Î äí àêî  è î í à ï î çâî ëÿåò í àéòè òî ëüêî
ï ðèáëèæåí í î å çí à÷åí èå Ü) ñ ï î ì î ù üþ  òàáëèö ýëëèï òè÷åñêèõ
èí òåãðàëî â.

Î áðàòèì ñÿ òåï åðü ê ñëó÷àþ  5 = -1, ã = 0, ò. å. ï î ñòðî èì  ÷èñëî -
âû å ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè, ñî ñòàâëåí í û å èç ñðåäí èõ ãàðì î í è÷åñêèõ

è ñðåäí èõ ãåî ì åòðè÷åñêèõ:

"ë èï

Î áù èé ï ðåäåë ö
_10(à, À) ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòåé {àë} è {ð } í àçû âàþ ò

ãåî ì åòðè÷åñêî -ãàðì î í è÷åñêèì  ñðåäí èì  ÷èñåë é è é. Î í  ëåãêî  ñâî äèò-
ñÿ ê àðèô ì åòèêî -ãåî ì åòðè÷åñêî ì ó ñðåäí åì ó. Òàê êàê

1 + 1
1   _ éë 1 = ÃÃË

,
Òî .

_

=Ö(1)Ë

§ 5.2. Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè èç ñðåäí èõ âåëè÷èí



ï î ýòî ì ó
ÿ/2

71     0 Ò ñî ô
'

Ò
"

Ï î ñëåäí èé ï ðèì åð ï î äñêàçû âàåò í àì , êàê ì î æí î  ñî êðàòèòü ï î -
èñê çí à÷åí èé |ë5 Äà, Ü) äëÿ ðàçëè÷í û õ 5 è ã.

Ï ðåäëî æåí èå 2. ö
_5 _ã(ÿ, 6) = ö Äÿ-1, é-1).

Ï ðåäëî æåí èå ï î ëó÷àåòñÿ ï ðåäåëüí û ì  ï åðåõî äî ì  â ñëåäóþ ù èõ

ðàâåí ñòâàõ À_5{àï , Üï ) = Ä-1 1, á"1) è À
_ã( , Üï ) = À;1 1, á"1).

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

8. Ï î êàæèòå, ÷òî  ÷ëåí û  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {Ô"} óäî âëåòâî ðÿþ ò ñî î òí î -

ø åí èÿì
ô ë + ô ÿ+3 = ô *2

,
ô *=Òô *\ = Ô**ô ï ô "*\ = ô 1, ãäå

Ô - ÷èñëî  Ôèäèÿ.
9

. Ï ðè êàêî ì  óñëî âèè ï åðèì åòð ï ðÿì î óãî ëüí î ãî  òðåóãî ëüí èêà ñ çàäàí -
í î é ãèï î òåí óçî é ì àêñèì àëåí ?

10. Ï î êàæèòå, ÷òî  èç âñåõ ï àðàëëåëåï èï åäî â ñ çàäàí í î é ñóì ì î é ðåáåð í àè-
áî ëüø èé î áúåì  èì ååò êóá.

11. Î áî çí à÷èì  ÷åðåç 8ï
 è 8

ï  ï ëî ù àäè ï ðàâèëüí û õ ë-óãî ëüí èêî â, ñî î òâåò-
ñòâåí í î  âï èñàí í û õ â ô èêñèðî âàí í óþ  î êðóæí î ñòü è î ï èñàí í û õ î êî ëî

í åå. Ï î êàæèòå, ÷òî  52ë = ï
8

ï  (ðåçóëüòàò Â. Ñí åëëèóñà, 1621 ã.) è 31ï  =
25 $\

(ðåçóëüòàò Äæ. Ãðåãî ðè, 1667 ã.).
8ï  + 2/1

§ 5.3. Ñî î òâåòñòâèÿ
ì åæäó ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿì è

Ï ðî áëåì à ñ÷åòà

Êî ãäà çàï èñû âàþ ò èëè í àçû âàþ ò äî ñòàòî ÷í î  áî ëüø î å ÷èñëî , åãî

ðàçáèâàþ ò í à êëàññû : åäèí èöû , òû ñÿ÷è, ì èëëèî í û  è ò. ä. Êàæäû é
êëàññ ñî äåðæèò òðè ðàçðÿäà, â êëàññ åäèí èö âõî äÿò ÷èñëà î ò 1 äî
(103 - 1), â êëàññ òû ñÿ÷ - ÷èñëà î ò 103 äî  (106 - 1), â êëàññ ì èëëèî -
í î â - î ò 106 äî  (109 - 1) è ò. ä. Ýòî  í àñòî ëüêî  õî ðî ø î  âñåì è óñâà-
èâàåòñÿ åù å ñî  ø êî ëüí î é ñêàì üè è ï ðåäñòàâëÿåòñÿ ñòî ëü åñòåñò-
âåí í û ì , ÷òî , êàæåòñÿ, èí à÷å è áû òü í å ì î ãëî . Í î  èäåÿ ðàçáèåí èÿ

|   Ãëàâà V. ÀÍ ÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ Ì ÅÒÎ ÄÛ154



áî ëüø î ãî  ÷èñëà í à êëàññû , êàê è ëþ áàÿ äðóãàÿ
, äî ëæí à áû ëà âï åð-

âû å ó êî ãî -òî  ï î ÿâèòüñÿ. È âî çí èêëà î í à âï åðâû å ó Àðõèì åäà.

Â ñåðåäèí å V â. äî  í . ý. â Ãðåöèè âì åñòî  óæå óï î ì èí àâø åéñÿ
ãðî ì î çäêî é àòòè÷åñêî é í óì åðàöèè ñòàëà èñï î ëüçî âàòüñÿ áî ëåå
óäî áí àÿ àëô àâèòí àÿ çàï èñü ÷èñåë. Â í åé ï åðâû ì è äåâÿòüþ  áóêâà-
ì è ãðå÷åñêî ãî  àëô àâèòà î áî çí à÷àëè ÷èñëà î ò 1 äî  9, ñëåäóþ ù èì è
äåâÿòüþ  áóêâàì è - äåñÿòêè, ï î ñëåäí èì è - ñî òí è. ×òî áû  î òëè÷èòü
áóêâó - ÷èñëî  î ò áóêâû  òåêñòà

, í àä í åé ñòàâèëè ÷åðòî ÷êó. Í àï ðè-
ì åð, çàï èñü ñî Õã| î çí à÷àëà ÷èñëî  838. Í î  óæå äëÿ î áî çí à÷åí èÿ òû -
ñÿ÷ áóêâ í å õâàòèëî , ï î ýòî ì ó èõ çàï èñû âàëè òåì è æå ï åðâû ì è áóê-
âàì è àëô àâèòà, ñòàâÿ ï åðåä í èì è çí àê ø òðèõà, à äëÿ äåñÿòêî â òû -

ñÿ÷ - òî ÷êó ï î ñëå ñî î òâåòñòâóþ ù åé áóêâû .
Òàêèì  ñï î ñî áî ì  ì î æí î  áû ëî  çàï èñàòü ëþ áî å ÷èñëî  î ò 1 äî  108.

×èñëî  10 òû ñÿ÷ ãðåêè í àçû âàëè ì èðèàäî é,
 òàê ÷òî  ñàì û ì  áî ëüø èì

÷èñëî ì , êî òî ðî å î í è çí àëè, áû ëà ì èðèàäà ì èðèàä. Äëÿ ï ðàêòè÷å-
ñêèõ âû ÷èñëåí èé ýòèõ ÷èñåë áû ëî  áî ëåå ÷åì  äî ñòàòî ÷í î . ×òî áû

ï î êàçàòü, ÷òî  ñ÷åò ëþ áû õ ï ðåäì åòî â í å î ãðàí è÷èâàåòñÿ óêàçàí í û -
ì è ÷èñëàì è, Àðõèì åä â ðàáî òå «Ï ñàì ì èò» (ò. å. «Èñ÷èñëåí èå ï åñ-
÷èí î ê») óêàçû âàåò ñï î ñî á

, êî òî ðû ì  ì î æí î  ñî ñ÷èòàòü ÷èñëî  ï åñ÷è-
í î ê, ñï ëî ø ü çàï î ëí ÿþ ù èõ âñþ  Âñåëåí í óþ . Â ï ðåäèñëî âèè ê ðàáî òå
î í  ï èø åò [3, ñ. 358]: «Í åêî òî ðû å ëþ äè ï î ëàãàþ ò, ãî ñóäàðü Ãåëî í ,
÷òî  ÷èñëî  ï åñêà ï î  âåëè÷èí å áåñêî í å÷í î ; ÿ ãî âî ðþ  í å òî ëüêî  î
ï åñêå, êî òî ðû é èì ååòñÿ â î êðåñòí î ñòÿõ Ñèðàêóç è î ñòàëüí î é Ñè-
öèëèè, í î  è òî ì , êî òî ðû é èì ååòñÿ âî  âñåõ ñòðàí àõ, êàê í àñåëåí -
í û õ, òàê è í å í àñåëåí í û õ. Åñòü, î äí àêî , è òàêèå, êî òî ðû å í å ñ÷èòà-
þ ò åãî  áåñêî í å÷í û ì , í î  òåì  í å ì åí åå äóì àþ ò, ÷òî  í å ñóù åñòâóåò òà-
êî ãî  èì åþ ù åãî  í àçâàí èå ÷èñëà, êî òî ðî å áû ëî  áû áî ëüø å åãî
êî ëè÷åñòâà». Äàëåå Àðõèì åä ï ðåäëàãàåò ñëåäóþ ù èé ñï î ñî á î áî -
çí à÷åí èÿ áî ëüø èõ ÷èñåë: ÷èñëà î ò 1 äî  (108 - 1) î í  í àçû âàåò
«ï åðâû ì è» ÷èñëàì è, î ò 108 äî  (Þ 2*8 - 1) - âòî ðû ì è, î ò Þ 16 äî
(Ê)3'8 - 1) - òðåòüèì è è ò. ä. ßñí î , ÷òî  òàêèì  î áðàçî ì  ì î æí î  çàï è-
ñàòü ÷èñëî , ï ðåâî ñõî äÿù åå äàæå êî ëè÷åñòâî  ï åñ÷èí î ê âî  Âñåëåí -
í î é, êî òî ðî å î í  î ï ðåäåëèë êàê 1063.

Äëÿ î áëåã÷åí èÿ âû ÷èñëåí èé Àðõèì åä â ñëî âåñí î é ô î ðì å âû âåë
ï ðåäëî æåí èå, êî òî ðî å â í àø èõ î áî çí à÷åí èÿõ çàï èñû âàåòñÿ òàê

10ò . 10ë= \0ò+ï .

Ï ðèãëÿäèì ñÿ ê ýòî ì ó ðàâåí ñòâó. Äëÿ ï î ñëåäî âàòåëüí î ãî  ï åðåõî äà
î ò ï åðâû õ ÷èñåë êî  âòî ðû ì , î ò âòî ðû õ ê òðåòüèì  è ò. ä. Àðõèì åä
óâåëè÷èâàåò ï î êàçàòåëü â ï ðàâî é ÷àñòè ñ êàæäû ì  ø àãî ì  í à 8 - âû -
ñòðàèâàåòñÿ àðèô ì åòè÷åñêàÿ ï ðî ô åññèÿ. Ñî î òâåòñòâåí í î  â ëåâî é

§ 5.3. Ñî î òâåòñòâèÿ ì åæäó ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòÿì è. Ï ðî áëåì à ñ÷åòà  ÊÆ ! 155



÷àñòè ðàâåí ñòâà ñ êàæäû ì  ø àãî ì  ï î ÿâëÿåòñÿ í î âû é ì í î æèòåëü
108 - çäåñü âî çí èêàåò ãåî ì åòðè÷åñêàÿ ï ðî ãðåññèÿ. Ñëî æåí èþ  ÷ëå-
í î â àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè î òâå÷àåò óì í î æåí èå ÷ëåí î â ãåî -
ì åòðè÷åñêî é.

Ñåé÷àñ í à ðàâåí ñòâî , óñòàí î âëåí í î å Àðõèì åäî ì , ì û  ñì î òðèì
êàê í à õî ðî ø î  èçâåñòí î å ñâî éñòâî  ï î êàçàòåëüí î é ô óí êöèè ñ î ñí î -
âàí èåì  10. Åñëè î áðàòèòüñÿ ê ëî ãàðèô ì è÷åñêî é ô óí êöèè ñ î ñí î âà-
í èåì  10, òî  ýòî  ñâî éñòâà ï åðåï èø åòñÿ â âèäå: 1¸ (10ò . 10") = ò + ï .

Èì åí í î  ýòî  ñâî éñòâî  âû çâàëî  ï î ÿâëåí èå â í à÷àëå XVII â. ëî ãà-

ðèô ì è÷åñêî é ô óí êöèè, ï î ñêî ëüêó î í î  ï î çâî ëèëî  çàì åí èòü ñëî æ-
í óþ  â òåõí è÷åñêî ì  î òí î ø åí èè äëÿ òî ãî  âðåì åí è î ï åðàöèþ  óì í î -

æåí èÿ áî ëåå ï ðî ñòî é î ï åðàöèåé ñëî æåí èÿ. Â Äðåâí åé Ãðåöèè í å
ñòî ÿëà òàê î ñòðî  ï ðî áëåì à ñ÷åòà, î í à çàÿâèëà î  ñåáå â ýï î õó Âî ç-
ðî æäåí èÿ - ýï î õó áóðí î ãî  ðàçâèòèÿ ï ðî ì û ø ëåí í î ñòè, òî ðãî âëè,
ì î ðåï ëàâàí èÿ.

Ï î ýòî ì ó í å Àðõèì åäó ñóæäåí î  áû ëî  î òêðû òü ëî ãàðèô ì è÷åñêóþ
ô óí êöèþ . Í î  óñòàí î âëåí í î å èì  ðàâåí ñòâî  ï î ñëóæèëî  èñòî ÷í èêî ì
èçó÷åí èÿ ï î ñëåäóþ ù èì è ó÷åí û ì è ñî î òâåòñòâèÿ ì åæäó ï ðî ãðåñ-

ñèÿì è, êî òî ðî å î êàçàëî ñü âåñüì à ï ëî äî òâî ðí û ì .

Èçî áðåòåí èå ëî ãàðèô ì î â

Ï î ñëå Àðõèì åäà, êàê ì û óæå ñêàçàëè, ê ñðàâí åí èþ  àðèô ì åòè-
÷åñêèõ è ãåî ì åòðè÷åñêèõ ï ðî ô åññèé ó÷åí û å í à÷àëè âí î âü î áðà-
ù àòüñÿ ãäå-òî  â XV â. Í àèáî ëåå ï î äðî áí î  ýòî  ñî î òâåòñòâèå î ï èñàë
â 1544 ã. í åì åöêèé ì àòåì àòèê Ì . Ø òèô åëü, ñðàâí èâ ï ðî ãðåññèè
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,
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×ëåí û  ï åðâî é èç ýòèõ ï ðî ãðåññèé î í  í àçâàë ýêñï î í åí òàì è (î ò ëàò.
åõðî ï åï ! - ï î êàçàòåëü, èñòåö) ñî î òâåòñòâóþ ù èõ ÷ëåí î â âòî ðî é.
Ø òèô åëü í å òî ëüêî  ï î êàçàë, ÷òî  óì í î æåí èþ  è äåëåí èþ  ÷ëåí î â
ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè ñî î òâåòñòâóåò ñëî æåí èå è âû ÷èòàí èå
ñòî ÿù èõ í àä í èì è ÷ëåí î â àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè, í î  è ï ðî -
äî ëæèë ýòó ñâÿçü í à î ï åðàöèè âî çâåäåí èÿ â ñòåï åí ü è èçâëå÷åí èÿ

êî ðí ÿ äëÿ ÷ëåí î â âòî ðî é ï ðî ãðåññèè. Âñå ýòî  ï î äñêàçàëî  ï óòü çà-
ì åí û ãðî ì î çäêèõ î ï åðàöèé áî ëåå ï ðî ñòû ì è. Í î  êàê âî ñï î ëüçî -
âàòüñÿ ýòèì è ï ðî ô åññèÿì è, äî ï óñòèì , äëÿ âû ÷èñëåí èÿ ï ðî èçâåäå-

í èÿ äâóõ ÷èñåë à è Ü? Ñí à÷àëà í àõî äèì  í àèëó÷ø èå èõ ï ðèáëèæå-
í èÿ ñðåäè ÷ëåí î â ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè, çàòåì  ñêëàäû âàåì

Ãëàâà V. ÀÍ ÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ Ì ÅÒÎ ÄÛ156
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ðàñï î ëî æåí í û å í àä í èì è ÷èñëà àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè è
ï î ä ï î ëó÷åí í î é ñóì ì î é í àõî äèì  ñî î òâåòñòâóþ ù èé ÷ëåí  ãåî ì åòðè-
÷åñêî é ï ðî ãðåññèè. Î í  è áóäåò ï ðèáëèæåí í î  ðàâåí  ï ðî èçâåäåí èþ
àÜ. ×òî áû  ðåçóëüòàò î êàçàëñÿ äî ñòàòî ÷í î  òî ÷í û ì

, í àäî  âçÿòü çí à-

ì åí àòåëü ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè áëèçêèì  ê åäèí èöå
, òî ãäà åå

÷ëåí û  ãóñòî  ðàñï î ëî æàòñÿ í à ÷èñëî âî é î ñè.
Âï åðâû å òàáëèöà çí à÷åí èé ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè ñî  çí à-

ì åí àòåëåì , áëèçêèì  ê åäèí èöå, ï î ÿâèëàñü ó í èäåðëàí äñêî ãî  ì àòå-
ì àòèêà Ñ. Ñòåâèí à â ñâÿçè ñ ðåø åí èåì  çàäà÷è âû ÷èñëåí èÿ ñëî æ-
í û õ ï ðî öåí òî â.

 Óï ðàæí åí èå 1. Ï óñòü áàí ê åæåãî äí î  í à÷èñëÿåò ð% ãî äî âû õ î ò
èì åþ ù åéñÿ í à êî í åö ãî äà ñóì ì û  âêëàäà. Ï î êàæèòå, ÷òî  ÷åðåç ï  ëåò

ï î ëî æåí í àÿ â áàí ê ñóì ì à óâåëè÷èòñÿ â (I +    ðàç, ãäå  = .

Ñòåâèí  ñî ñòàâèë òàáëèöû  äëÿ çí à÷åí èé ä = 0,05; 0,04 è äð. Í î
è ï ðè òàêèõ ä çí àì åí àòåëè (1 Í - */) ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ô åññèè
î êàçàëèñü ñëèø êî ì  áî ëüø èì è ï î  ñðàâí åí èþ  ñ åäèí èöåé - ÷èñëà

(1 +9)" í å äî ñòàòî ÷í î  ï ëî òí î  ðàñï î ëàãàëèñü í à ÷èñëî âî é î ñè.
Í óæí î  áû ëî  áðàòü çí àì åí àòåëü ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè,

åù å ì åí üø å î òëè÷àþ ù èéñÿ î ò åäèí èöû , è ñî ñòàâëÿòü òàáëèöó çí à-
÷åí èé ýòî é ï ðî ãðåññèè (ô àêòè÷åñêè òàáëèöó çí à÷åí èé ëî ãàðèô -
ì è÷åñêî é ô óí êöèè), ï ðî äåëàâ ï ðè ýòî ì  î ãðî ì í óþ  âû ÷èñëèòåëüí óþ
ðàáî òó. Í å í àäî  çàáû âàòü, ÷òî  òî ãäà âñå âû ÷èñëåí èÿ ï ðî èçâî äèëèñü
âðó÷í óþ . Ï î ñêî ëüêó ï ðî áëåì à áû ëà í àñóù í î é, òî  çàí èì àëèñü åþ
ì í î ãèå ó÷åí û å. Î äí àêî  èçî áðåòàòåëåì  ëî ãàðèô ì î â ï î  ï ðàâó ñ÷è-
òàåòñÿ ø î òëàí äñêèé ó÷åí û é Äæ. Í åï åð. Â 1614 ã. î í  î ï óáëèêî âàë
ñâî é òðóä «Î ï èñàí èå òàáëèö ëî ãàðèô ì î â», ãäå, â î òëè÷èå î ò ï î ñëå-
äóþ ù èõ ñî ñòàâèòåëåé ëî ãàðèô ì è÷åñêèõ òàáëèö, ï î ëî æèë â î ñí î âó
í å äèñêðåòí û é ï î äõî ä (ñðàâí åí èå ï ðî ãðåññèé), à í åï ðåðû âí û é,
ñâÿçàí í û é ñî  ñðàâí åí èåì  äâèæåí èé. Ï åðåäàäèì  ñóòü åãî  ðàññóæ-
äåí èé [28, ñ. 107-108].

Ï óñòü èç òî ÷åê >4 è Ñ î äí î âðåì åí í î  í à÷èí àþ ò äâèæåí èå äâå ì à-
òåðèàëüí û å òî ÷êè Ì èò, í à÷àëüí û å ñêî ðî ñòè êî òî ðû õ ðàâí û  V.
Òî ÷êà Ë/äâèæåòñÿ ï î  î òðåçêó ÀÂ ðàâí î çàì åäëåí í î  ñî  ñêî ðî ñòüþ ,
ï ðî ï î ðöèî í àëüí î é åå ðàññòî ÿí èþ  äî  òî ÷êè 5, à òî ÷êà ò - ï î  ëó÷ó
ÑÎ  ðàâí î ì åðí î  (ðèñ. 39). Äëÿ ï ðî ñòî òû  ðàññóæäåí èé áóäåì  ñ÷è-
òàòü äëèí ó î òðåçêà/Ó? ðàâí î é åäèí èöå. Ñàì  Í åï åð ï î ëàãàë åå ðàâ-
í î é 107, ÷òî áû  í å èì åòü äåëà ñ äðî áÿì è. Í åï åð äåëèò ï ðî ì åæóòêè
äâèæåí èÿ í à ÷àñòè: ï åðâî ãî  - òî ÷êàì è À = Ë/0, Ë/,, Ë , âòî ðî -
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À      Ì \ Ì ãÌ }...
I 1 1 1 1 Â

ñ,
I 1-I-I î

Ðèñ. 39

ãî  - òî ÷êàì è Ñ = /ë0, ò,, ò2,
 
...
 òà-

êèì  î áðàçî ì , ÷òî áû ó÷àñòêè ðàç-
áèåí èÿ ï ðî õî äèëèñü òî ÷êàì è Ë/è /è
çà 10~7 åäèí èöû  âðåì åí è. ßñí î , ÷òî
ðàññòî ÿí èÿ î ò òî ÷åê òï  äî  Ñ çàäàþ ò-
ñÿ àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ô åññèåé

ó-Þ "7
,
 2ó Þ -7, Çó 10-7,...

...,
òÌ 0-7,....

Ñêî ðî ñòü í à êàæäî ì  ó÷àñòêå ðàç-
áèåí èÿ î òðåçêà ÀÂ ï ðèì åì  ï ðî ï î ðöèî í àëüí î é ðàññòî ÿí èþ  åãî  ëåâî -
ãî  êî í öà äî  òî ÷êè Â. Ï î ñêî ëüêó Ì ÕÀ = V Þ -7, ÂË/, = 1 - ó Þ -7, òî
Ì 2Ì Õ = (1 - V 10-7)ó Þ "7 è ÂÌ 2 = (1 - V Þ "7)2, àí àëî ãè÷í î  ÂÌ Ú =
= (1 - V 10~7)3 è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ðàññòî ÿí èÿ î ò òî ÷åê Ì

ï
 äî  òî ÷êè

Â î áðàçóþ ò ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèþ

1 - V Þ -7, (1 - V Þ -7)2, (1 - V Þ -7)3,(1 - V 10-7)Ë,....
×ëåí û ï åðâî é ï ðî ô åññèè Í åï åð í àçâàë ëî ãàðèô ì àì è ñî î òâåò-
ñòâóþ ù èõ ÷ëåí î â âòî ðî é (î ò ãðå÷. «ëî ãî ñ» - î òí î ø åí èå è «àðèô -
ì î ñ» - ÷èñëî , ò. å. ÷èñëî  î òí î ø åí èé). Èñòî êè ï ðî èñõî æäåí èÿ òà-
êî ãî  òåðì èí à ëåæàò â àí òè÷í î é ì àòåì àòèêå, ãäå ñòåï åí è î òí î ø å-

í èé  ,  , ... í àçû âàëè ñî î òâåòñòâåí í î  äâî éí û ì , òðî éí û ì ,
... î òí î ø åí èåì .

Êàê ì û âèäèì , Í åï åð òî æå ñðàâí èâàë àðèô ì åòè÷åñêóþ  ï ðî -
ãðåññèþ  ñ ãåî ì åòðè÷åñêî é. Í î  â ñàì î é ï î ñòàí î âêå çàäà÷è î  ñðàâí å-
í èè äâèæåí èé, ò. å. í åï ðåðû âí û õ ï ðî öåññî â, ñî äåðæèòñÿ èäåÿ í å-
ï ðåðû âí î é ô óí êöèè.

 Óï ðàæí åí èå 2. Î áî çí à÷èì  ÷åðåç ó ï óòü, ï ðî éäåí í û é òî ÷êî é ò çà
âðåì ÿ /, à ÷åðåç õ - î ñòàâø ååñÿ ðàññòî ÿí èå î ò òî ÷êè Ë/äî  Â. Ï î -

êàæèòå, ÷òî  çàâèñèì î ñòü óî òõ âû ðàæàåòñÿ ô î ðì óëî é ó= \î %õ õ.
å

Â ñâÿçè ñ ýòèì  ðàâåí ñòâî ì  ÷èñëî  å ÷àñòî  í àçû âàþ ò í åï åðî âû ì .

Êàí òî ðî âñêàÿ òåî ðèÿ ì í î æåñòâ

Åñëè äâà ì í î æåñòâà ñî äåðæàò êî í å÷í î å ÷èñëî  ýëåì åí òî â è í óæí î
âû ÿñí èòü, â êàêî ì  èç í èõ ýëåì åí òî â áî ëüø å, òî  ì î æí î  ï ðî ñòî  ï å-
ðåñ÷èòàòü ýëåì åí òû êàæäî ãî  èç ì í î æåñòâ è í àéòè î òâåò. Ï ðàâäà,
ï ðè áî ëüø î ì  ÷èñëå ýëåì åí òî â ì î æí î  î ø èáèòüñÿ. Ñóù åñòâóåò
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î ÷åí ü ï ðî ñòî é ñï î ñî á èçáåæàòü êàêèõ-ëèáî  î ø èáî ê. Ðàññì î òðèì
ï ðèì åð. Â êî í êóðñå ÊÂÍ  ó÷àñòâóþ ò äâå êî ì àí äû . Â ô î éå êëóáà ñî -
áðàëèñü áî ëåëüù èêè. Í à âñåõ áî ëåëüù èêàõ î äí î é êî ì àí äû  î ðàí -
æåâû é ø àðô , í à áî ëåëüù èêàõ äðóãî é - ñèí èé. Êàê âû ÿñí èòü, ÷üèõ
áî ëåëüù èêî â áî ëüø å? Ï î ñêî ëüêó î áû ÷í û é ï î äñ÷åò çàòðóäí èòå-
ëåí , òî  ï ðåäëî æèì  áî ëåëüù èêàì  ï ðî éòè èç ô î éå â çðèòåëüí û é çàë
ï àðàì è, òàê ÷òî áû  ó êàæäî é ï àðû  áû ëè ø àðô û  ðàçí î ãî  öâåòà. Äëÿ
êàêèõ áî ëåëüù èêî â í å õâàòèò ï àðû , òåõ î êàæåòñÿ áî ëüø å. Åñëè í å-
ï àðí û õ áî ëåëüù èêî â í å î êàæåòñÿ, òî  î áå êî ì àí äû  èì åþ ò ï î  ðàâ-
í î ì ó ÷èñëó áî ëåëüù èêî â; â ýòî ì  ñëó÷àå ì û  êàæäî ì ó áî ëåëüù èêó
«î ðàí æåâî é» êî ì àí äû ï î ñòàâèëè â ñî î òâåòñòâèå åäèí ñòâåí í î ãî
áî ëåëüù èêà «ñèí åé» êî ì àí äû , è í àî áî ðî ò. Òàêî å ñî î òâåòñòâèå
ì åæäó ì í î æåñòâàì è í àçû âàåòñÿ âçàèì í î  î äí î çí à÷í û ì . À ñàì è ì í î -
æåñòâà, åñëè ì åæäó í èì è ì î æí î  óñòàí î âèòü âçàèì í î  î äí î çí à÷í î å

ñî î òâåòñòâèå, í àçû âàþ òñÿ ýêâèâàëåí òí û ì è. Î ÷åâèäí î , êî í å÷í û å

ì í î æåñòâà ýêâèâàëåí òí û  òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà î í è ñî äåðæàò

î äèí àêî âî å êî ëè÷åñòâî  ýëåì åí òî â.

Ñï î ñî á ñðàâí åí èÿ ì í î æåñòâ ï î  çàï àñó ýëåì åí òî â ñ ï î ì î ù üþ
óñòàí î âëåí èÿ âçàèì í î  î äí î çí à÷í î ãî  ñî î òâåòñòâèÿ ì î æåò áû òü ï å-
ðåí åñåí  è í à áåñêî í å÷í û å ì í î æåñòâà. Èäåÿ ýòà ï î ÿâèëàñü äàâí î ,
í î  ñî  âðåì åí  Àðèñòî òåëÿ, ï ðåäóï ðåæäàâø åãî  î  ï àðàäî êñàõ ï ðè
ðàáî òå ñ áåñêî í å÷í î ñòüþ  (§ 1.1), ó÷åí û å èçáåãàëè î áðàù åí èÿ ê
áåñêî í å÷í û ì  ì í î æåñòâàì .

Òàê áû ëî  â òå÷åí èå ì í î ãèõ âåêî â âï ëî òü äî  ýï î õè Âî çðî æäåí èÿ,
ï ðèí åñø åé Åâðî ï å ðàñêðåï î ù åí èå âî  ì í î ãèõ î áëàñòÿõ ÷åëî âå÷å-
ñêî é äåÿòåëüí î ñòè. Ó÷åí û å í î âî ãî  âðåì åí è ñòàëè èãí î ðèðî âàòü
ï ðåäî ñòåðåæåí èÿ Àðèñòî òåëÿ.

Ã
. Ãàëèëåé â «Áåñåäàõ è ì àòåì àòè÷åñêèõ äî êàçàòåëüñòâàõ» (1638)

ï î çâî ëèë ñåáå ñðàâí èòü áåñêî í å÷í û å ì í î æåñòâà ï î  çàï àñó ýëåì åí -
òî â. Î í  óñòàí î âèë âçàèì í î  î äí î çí à÷í î å ñî î òâåòñòâèå ì åæäó í àòó-
ðàëüí û ì è ÷èñëàì è è èõ êâàäðàòàì è, í àòóðàëüí û ì è ÷èñëàì è è

êâàäðàòí û ì è êî ðí ÿì è èç í èõ:

,2
ë/ë .ï  «-  ÿ% ï  <-

Âñå òðè ì í î æåñòâà î êàçàëèñü ýêâèâàëåí òí û ì è. Èç ï î ëó÷åí í î ãî
ðåçóëüòàòà ñëåäî âàëî , ÷òî  âñå î í è î áëàäàþ ò î äèí àêî âû ì  çàï àñî ì
ýëåì åí òî â, õî òÿ êàæåòñÿ, ÷òî  ì í î æåñòâî  êâàäðàòî â áåäí åå ì í î æå-
ñòâà í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, ï î ñêî ëüêó í å âñÿêî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòî ì . Âî ò î í  - ï àðàäî êñ! Ï î  ýòî ì ó ï î âî äó Ãàëèëåé
çàì å÷àåò [33, ò. 2, ñ. 196]: «Ñâî éñòâà ðàâåí ñòâà, à òàêæå áî ëüø åé è
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ì åí üø åé âåëè÷èí û  í å èì åþ ò ì åñòà òàì , ãäå äåëî  èäåò î  áåñêî í å÷-

í î ñòè, è ï ðèì åí èì û  òî ëüêî  ê êî í å÷í û ì  êî ëè÷åñòâàì ».

Âî ï ðî ñàì è ñðàâí åí èÿ áåñêî í å÷í û õ ì í î æåñòâ ï î  çàï àñó ýëå-
ì åí òî â çí à÷èòåëüí î  ï î çæå çàèí òåðåñî âàëñÿ í åì åöêèé ì àòåì àòèê
Ã

. Êàí òî ð. Â 1873 ã. î í  äî êàçàë ýêâèâàëåí òí î ñòü ì í î æåñòâ ðàöèî -
í àëüí û õ è í àòóðàëüí û õ ÷èñåë. Ýòî ò ô àêò òåì  áî ëåå âû çâàë óäèâëå-
í èå ñî âðåì åí í èêî â, ÷òî  ðàöèî í àëüí û å òî ÷êè í à ÷èñëî âî é î ñè ðàñ-
ï î ëî æåí û ï ëî òí î : ì åæäó êàæäû ì è äâóì ÿ ðàöèî í àëüí û ì è òî ÷êà-

ì è åñòü ï î  êðàéí åé ì åðå åù å î äí à ðàöèî í àëüí àÿ òî ÷êà (í àï ðèì åð,

èõ ñðåäí åå àðèô ì åòè÷åñêî å).
Ï ðåæäå ÷åì  î áî ñí î âû âàòü ðåçóëüòàò Êàí òî ðà, ï î êàæåì , ÷òî

ì í î æåñòâî  âñåõ öåëû õ ÷èñåë ýêâèâàëåí òí î  ì í î æåñòâó í àòóðàëü-

í û õ ÷èñåë. Äëÿ ýòî ãî  í óæí î  êàæäî ì ó öåëî ì ó ÷èñëó ï î ñòàâèòü â ñî -
î òâåòñòâèå åäèí ñòâåí í î å í àòóðàëüí î å ÷èñëî  - í î ì åð, ï ðè ýòî ì

ðàçí û å öåëû å ÷èñëà äî ëæí û ï î ëó÷èòü ðàçí û å í î ì åðà. Äðóãèì è
ñëî âàì è, âñå öåëû å ÷èñëà í àäî  âû ï èñàòü â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü.

Ñäåëàåì  ýòî  ñëåäóþ ù èì  î áðàçî ì : 0, 1,-1,2, -2, 3, -3, 4, -4....
À òåï åðü î áðàòèì ñÿ ê ì í î æåñòâó ðàöèî í àëüí û õ ÷èñåë. Î í î

ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é ì í î æåñòâî  î áû êí î âåí í û õ äðî áåé - , ãäå ð ï ðî -

áåãàåò ì í î æåñòâî  öåëû õ ÷èñåë, ã. ä - ì í î æåñòâî  í àòóðàëüí û õ ÷è-
ñåë. Ï î ñêî ëüêó í å í àëî æåí î  óñëî âèå í åñî êðàòèì î ñòè, åñòåñòâåí -
í î , ñðåäè ýòèõ äðî áåé åñòü ðàâí û å ì åæäó ñî áî é - î í è çàäàþ ò î äí î
ðàöèî í àëüí î å ÷èñëî . Çàäà÷à ñî ñòî èò â òî ì , ÷òî áû âû ï èñàòü âñå
ðàçëè÷í û å ðàöèî í àëüí û å ÷èñëà â âèäå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Ï ðåä-
âàðèòåëüí î  ðàñï î ëî æèì  âñå äðî áè (í å òî ëüêî  í åñî êðàòèì û å) â âè-
äå áåñêî í å÷í î é òàáëèöû

2 2 3
2 4 4

Î 1 I 2 2 3

2

Î 2 2 3I I

3 3 3
5 9 13

Î 1 2 2 3

4 4 4
12

Î 1 1 2 2 3

5 5 5 5

-3

_

3

2

_

3

3

_

3

4

_

3

5

4

4

2

4

3

4

4

4

5

-4 ...

_

4 ...

2

_

4 ...

3

_

4

4

_
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Çàí óì åðóåì  âû ï èñàí í û å äðî áè, èñï î ëüçóÿ äèàãî í àëüí û é ì åòî ä:
áóäåì  ï åðåäâèãàòüñÿ âäî ëü ñòðåëî ê è ñòàâèòü ó êàæäî ãî  í î âî ãî  ÷èñ-
ëà (âí èçó) åãî  ï î ðÿäêî âû é í î ì åð. Ýêâèâàëåí òí î ñòü ì í î æåñòâà ðà-
öèî í àëüí û õ ÷èñåë ì í î æåñòâó í àòóðàëüí û õ ÷èñåë äî êàçàí à.

Óçí àâ î  ðåçóëüòàòå Êàí òî ðà, Äåäåêèí ä óñòàí î âèë ýêâèâàëåí ò-
í î ñòü ì í î æåñòâ í àòóðàëüí û õ è àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ò. å. ÷èñåë,
ÿâëÿþ ù èõñÿ ðåø åí èÿì è àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâí åí èé ñ öåëû ì è êî -
ýô ô èöèåí òàì è. Ï î ëó÷åí í û å ðåçóëüòàòû ì î ãëè çàðî í èòü ì û ñëü î
òî ì , ÷òî  âñå áåñêî í å÷í û å ì í î æåñòâà ýêâèâàëåí òí û  ì åæäó ñî áî é.
Í î  ýòî  í å òàê. Â òî ì  æå ãî äó Êàí òî ðî ì  áû ëà äî êàçàí à òåî ðåì à.

Òåî ðåì à. Ì í î æåñòâî  òî ÷åê î òðåçêà [0; 1] í å ýêâèâàëåí òí î  ì í î æå-
ñòâó í àòóðàëüí ûõ ÷èñåë.

Äî êàçàòåëüñòâî . Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  âñå òî ÷êè î òðåçêà [0;
1] ì î æí î  ï åðåí óì åðî âàòü, ò. å. çàï èñàòü â âèäå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè

Ðàçäåëèì  î òðåçî ê [0; 1] í à òðè ðàâí û å ÷àñòè è âî çüì åì  òó èç

í èõ, êóäà í å ï î ï àëà òî ÷êà õõ. Î áî çí à÷èì  ýòî ò î òðåçî ê ÷åðåç À|. Çà-
òåì  ðàçäåëèì  î òðåçî ê Ë, í à òðè ðàâí û å ÷àñòè è âû áåðåì  â êà÷åñòâå

À2 òó èç í èõ, êî òî ðàÿ í å ñî äåðæèò òî ÷êè õ2, è ò. ä. Ï î  ï î ñòðî åí èþ
õ

ï  å ÄË. Ï î ëó÷èì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü âëî æåí í û õ äðóã â äðóãà î ò-
ðåçêî â À, ç À2 ç Àç ç ..., äëèí û  êî òî ðû õ ñòðåì ÿòñÿ ê í óëþ . À òåï åðü
âî ñï î ëüçóåì ñÿ ï ðèí öèï î ì  âëî æåí í ûõ î òðåçêî â: åñëè í à ï ðÿì î é äàí à
ñèñòåì à âëî æåí í ûõ äðóã â äðóãà î òðåçêî â, äëèí û  êî òî ðû õ ñòðåì ÿòñÿ
ê í óëþ , òî  ñóù åñòâóåò åäèí ñòâåí í àÿ òî ÷êà, ï ðèí àäëåæàù àÿ âñåì
ýòèì  î òðåçêàì . Ýòî ò ï ðèí öèï  âû ðàæàåò í åï ðåðû âí î ñòü ï ðÿì î é:
êóäà áû  í è ñòÿãèâàëèñü î òðåçêè, â ýòî ì  ì åñòå í à ï ðÿì î é åñòü òî ÷-
êà. Òàêèì  î áðàçî ì , í à î òðåçêå [0; 1] ñóù åñòâóåò òî ÷êà, ï ðèí àäëå-
æàù àÿ âñåì  î òðåçêàì  Àï  ñèñòåì û , à ï î ýòî ì ó î í à í å ñî âï àäàåò í è ñ

î äí î é èç òî ÷åê õ
Ë
 ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Ñëåäî âàòåëüí î , í àø å ï ðåä-

ï î ëî æåí èå í åâåðí î . Òåî ðåì à äî êàçàí à.

 Óï ðàæí åí èå 3. Äî êàæèòå, ÷òî  ñëåäóþ ù èå ì í î æåñòâà ýêâèâà-
ëåí òí û :

à) î òðåçî ê [0; 1] è ï ðî èçâî ëüí û é î òðåçî ê [à; Ü];
á) ï ðî èçâî ëüí û é èí òåðâàë (à; Ü) è ï ðÿì àÿ;
â) ï î ëóèí òåðâàë [0; 1) è î òðåçî ê [0; 1];
ã) ëþ áî é î òðåçî ê [à\ Ü] è ï ðÿì àÿ.

×òî áû  ðàçëè÷àòü áåñêî í å÷í û å ì í î æåñòâà ï î  çàï àñó ýëåì åí òî â,
Êàí òî ð ââåë ï î í ÿòèå ì î ù í î ñòè, í àçâàâ ýêâèâàëåí òí û å ì åæäó ñî -
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áî é ì í î æåñòâà ðàâí î ì î ù í û ì è. Ï î ñêî ëüêó äâà ýêâèâàëåí òí û õ êî -
í å÷í û õ ì í î æåñòâà î áëàäàþ ò î äèí àêî âû ì  ÷èñëî ì  ýëåì åí òî â, òî

ì î ù í î ñòü ÿâëÿåòñÿ î áî áù åí èåì  í à áåñêî í å÷í û å ì í î æåñòâà ï î í ÿ-

òèÿ êî ëè÷åñòâà ýëåì åí òî â. Â ðåçóëüòàòå âñå áåñêî í å÷í û å ì í î æåñò-
âà î êàçàëèñü ðàçáèòû ì è í à êëàññû  ðàâí î ì î ù í û õ ì í î æåñòâ. Êàæ-
äóþ  ì î ù í î ñòü Êàí òî ð î áî çí à÷èë í åêî òî ðû ì  êàðäèí àëüí û ì  ÷èñëî ì .
Í àèì åí üø àÿ èç âñåõ ì î ù í î ñòåé áåñêî í å÷í û õ ì í î æåñòâ - ì î ù -

í î ñòü ì í î æåñòâà í àòóðàëüí û õ ÷èñåë - áû ëà í àçâàí à ñ÷åòí î é;
ì î ù í î ñòü ì í î æåñòâà òî ÷åê î òðåçêà - ì î ù í î ñòüþ  êî í òèí óóì à (î ò
ëàò. ñî ï Èï èèò - í åï ðåðû âí î å).

Ñàì  Êàí òî ð áû ë óâåðåí , ÷òî  ì î ù í î ñòü êî í òèí óóì à åñòü ï åðâàÿ
ì î ù í î ñòü, ï ðåâî ñõî äÿù àÿ ñ÷åòí óþ . Ýòî  ï ðåäï î ëî æåí èå áû ëî  í à-
çâàí î  êî í òèí óóì -ãèï î òåçî é. Î í  ì í î ãî  ðàáî òàë í àä äî êàçàòåëüñò-
âî ì  ýòî é ãèï î òåçû , í î  áåçóñï åø í î . Çà äåñÿòü ëåò Êàí òî ðî ì  áû ëî
ñî çäàí î  ñòðî éí î å ó÷åí èå î  áåñêî í å÷í û õ ì í î æåñòâàõ, â î ñí î âå êî -
òî ðî ãî  ëåæàëè ñëåäóþ ù èå òåî ðåì û .

Òåî ðåì à 1. Åñëè èç áåñêî í å÷í î ãî  ì í î æåñòâà óäàëèòü êî í å÷í î å èëè
ñ÷åòí î å ì í î æåñòâî  òàê, ÷òî  î ñòàí åòñÿ ñí î âà áåñêî í å÷í î å ì í î æå-

ñòâî , òî  ì î ù í î ñòü î ñòàâø åéñÿ ÷àñòè ñî âï àäàåò ñ ì î ù í î ñòüþ  èñ-
õî äí î ãî  ì í î æåñòâà.

Òåî ðåì à 2. Ì î ù í î ñòü ì í î æåñòâà òî ÷åê ëþ áî ãî  ï ðî ì åæóòêà í à ï ðÿ-
ì î é, ñàì î é ï ðÿì î é è ï -ì åðí î ãî  åâêëèäî âà ï ðî ñòðàí ñòâà ðàâí à ì î ù -
í î ñòè êî í òèí óóì à.

Òåî ðåì à 3. Ì í î æåñòâî , ñî ñòî ÿù åå èç âñåõ ï î äì í î æåñòâ äàí í î ãî
ì í î æåñòâà, èì ååò ì î ù í î ñòü, áî ëüø óþ  ì î ù í î ñòè èñõî äí î ãî  ì í î æå-
ñòâà.

Èç ï î ñëåäí åé òåî ðåì û  ñëåäóåò áåñêî í å÷í î ñòü ì í î æåñòâà êàð-
äèí àëüí û õ ÷èñåë, à èç òåî ðåì  1 è 2 - êî í òèí óàëüí î ñòü ì í î æåñòâà
èððàöèî í àëüí û õ ÷èñåë. Ýòî ò ðåçóëüòàò ì î æåò ï î êàçàòüñÿ í åî æè-
äàí í û ì : âåäü ì û  â î ñí î âí î ì  èì ååì  äåëî  ñ ðàöèî í àëüí û ì è ÷èñëà-

ì è, à èç èððàöèî í àëüí û õ èñï î ëüçóåì  ëèø ü ðàäèêàëû  è í åêî òî ðû å

ï î ñòî ÿí í û å, â ÷àñòí î ñòè â è ÿ. Í à ñàì î ì  äåëå èððàöèî í àëüí û õ ÷è-
ñåë ãî ðàçäî  áî ëüø å, ÷åì  ðàöèî í àëüí û õ, ï ðî ñòî  ì û  ðàáî òàåì  ëèø ü
ñ î ãðàí è÷åí í û ì  èõ í àáî ðî ì . Èç òåõ æå äâóõ òåî ðåì  ñëåäî âàëà êî í -
òèí óàëüí î ñòü ì í î æåñòâà òðàí ñöåí äåí òí û õ ÷èñåë,

 ò. å. äåéñòâè-

òåëüí û õ ÷èñåë, í å ÿâëÿþ ù èõñÿ àëãåáðàè÷åñêèì è. Ýòî ò ðåçóëüòàò
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ï ðî ñòî  ø î êèðî âàë ñî âðåì åí í èêî â Êàí òî ðà: â òî  âðåì ÿ ì í î ãèå ó÷å-
í û å áèëèñü â ï î èñêàõ ï ðèì åðî â òðàí ñöåí äåí òí û õ ÷èñåë

,
 à èõ, î êà-

çû âàåòñÿ, ñóù åñòâóåò áî ëüø å, ÷åì  àëãåáðàè÷åñêèõ.

Ï àðàäî êñû  òåî ðèè ì í î æåñòâ

Í åñì î òðÿ í à î ÷åâèäí û å óñï åõè êàí òî ðî âñêî é òåî ðèè ì í î æåñòâ
, ó

í åå î ñòàâàëèñü è í åðåø åí í û å ï ðî áëåì û , í àï ðèì åð êî í òèí óóì -ãè-
ï î òåçà, êðî ì å òî ãî , èì åëèñü è ï àðàäî êñû , î áí àðóæåí í û å êàê ñà-
ì èì  Êàí òî ðî ì , òàê è äðóãèì è ó÷åí û ì è. Î ï èø åì  ñóòü î äí î ãî  èç
í èõ, í àéäåí í î ãî  â 1902 ã. àí ãëèéñêèì  ì àòåì àòèêî ì  Á. Ðàññåëî ì .

Í àçî âåì  ì í î æåñòâî  ï ðàâèëüí û ì , åñëè î í î  í å ñî äåðæèò ñåáÿ â
êà÷åñòâå ñâî åãî  ýëåì åí òà. Òàêèì è ÿâëÿþ òñÿ ï ðàêòè÷åñêè âñå èç-
âåñòí û å í àì  ì í î æåñòâà: ì í î æåñòâî  âñåâî çì î æí û õ òðåóãî ëüí èêî â

í à ï ëî ñêî ñòè - í å åñòü òðåóãî ëüí èê, à ì í î æåñòâî  í àòóðàëüí û õ ÷è-

ñåë - í å ÷èñëî  è ò. ä. Î áî çí à÷èì  ÷åðåç Ì  ñî âî êóï í î ñòü âñåõ ï ðà-
âèëüí û õ ì í î æåñòâ. Âû ÿñí èì , ñàì î  Ì  - ï ðàâèëüí î å ì í î æåñòâî
èëè í åò? Î êàçû âàåòñÿ, î òâåòèòü í à ýòî ò âî ï ðî ñ í åëüçÿ. Ï ðåäï î ëî -
æèì , ÷òî  Ë/ - ï ðàâèëüí î å ì í î æåñòâî , í î  âñå òàêèå ì í î æåñòâà ñî -
áðàí û  í àì è â Ë/. Ñëåäî âàòåëüí î , Ì  ñî äåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëå-
ì åí òà è ï î ýòî ì ó í å ì î æåò áû òü ï ðàâèëüí û ì . Ï ðèø ëè ê ï ðî òèâî -
ðå÷èþ . Ï óñòü òåï åðü Ì  í å ÿâëÿåòñÿ ï ðàâèëüí û ì  ì í î æåñòâî ì ,
çí à÷èò, î í î  ñî äåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåì åí òà, í î  â Ë/ ñî äåðæàòñÿ
òî ëüêî  ï ðàâèëüí û å ì í î æåñòâà, ñëåäî âàòåëüí î , Ì - ï ðàâèëüí î å
ì í î æåñòâî . Ñí î âà ï ðèõî äèì  ê ï ðî òèâî ðå÷èþ .

Ñóù åñòâóåò áî ëåå ï ðî ñòî é âàðèàí ò ýòî ãî  ï àðàäî êñà ï î ä í àçâà-
í èåì  «Ñåëüñêèé ï àðèêì àõåð».

 Óï ðàæí åí èå 4. Â ñåëå æèâåò ì óæ÷èí à - ï àðèêì àõåð, áðåþ ù èé
òåõ è òî ëüêî  òåõ ì óæ÷èí  ñåëà, êî òî ðû å í å áðåþ òñÿ ñàì è. Âû ÿñ-
í èòå, áðååò ëè î í  ñåáÿ.

Äëÿ ðàçðåø åí èÿ âñåõ âî çí èêø èõ â òåî ðèè ì í î æåñòâ ï ðî òèâî ðå-
÷èé è äî êàçàòåëüñòâà êî í òèí óóì -ãèï î òåçû  Ä. Ãèëüáåðò ï ðåäëî æèë
â 1900 ã. ñî çäàòü ñèñòåì ó àêñèî ì  ýòî é î áëàñòè ì àòåì àòèêè. Ï åðâû é
âàðèàí ò òàêî é àêñèî ì àòèêè ï î ñòðî èë í åì åöêèé ì àòåì àòèê Ý. Öåð-
ì åëî  â 1908 ã., åãî  ñî î òå÷åñòâåí í èê À. Ôðåí êåëü óñî âåðø åí ñòâî âàë
åå â 1922 ã. Ï î çæå áû ëè ñî çäàí û  è äðóãèå ñèñòåì û  àêñèî ì  òåî ðèè
ì í î æåñòâ, í î  àêñèî ì àòèêà Öåðì åëî -Ôðåí êåëÿ ÿâëÿåòñÿ í àèáî ëåå
óï î òðåáèòåëüí î é. Ñ åå ï î ì î ù üþ  óäàëî ñü óñòðàí èòü èçâåñòí û å ê
òî ì ó âðåì åí è ï àðàäî êñû . Î ñòàâàëî ñü äåëî  çà êî í òèí óóì -ãèï î -
òåçî é. Òî ëüêî  â 1939 ã. àâñòðèéñêèé ëî ãèê Ê. Ãåäåëü äî êàçàë, ÷òî
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êî í òèí óóì -ãèï î òåçà í å ï ðî òèâî ðå÷èò ñèñòåì å àêñèî ì  Öåðì åëî -
Ôðåí êåëÿ. À â 1963 ã. àì åðèêàí ñêèé ì àòåì àòèê Ï . Êî ýí  ï î êàçàë
í åçàâèñèì î ñòü êî í òèí óóì -ãèï î òåçû î ò òî é æå ñèñòåì û àêñèî ì .
Òàêèì  î áðàçî ì , â ðàì êàõ äàí í î é àêñèî ì àòèêè ì î ãóò áû òü ï î ñòðî -
åí û êàê êàí òî ðî âñêàÿ òåî ðèÿ ì í î æåñòâ, â êî òî ðî é âû ï î ëí ÿåòñÿ
êî í òèí óóì -ãèï î òåçà, òàê è í åêàí òî ðî âñêàÿ òåî ðèÿ ì í î æåñòâ.

Ï î -âèäèì î ì ó, ýòà ï ðè÷èí à ï î áóäèëà ãðóï ï ó ì î ëî äû õ ô ðàí öóç-
ñêèõ ì àòåì àòèêî â, èçëàãàâø èõ â ì í î ãî òî ì í î ì  òðàêòàòå «Ýëåì åí -
òû ì àòåì àòèêè» âñþ  ì àòåì àòè÷åñêóþ  í àóêó ï î ä ñî áèðàòåëüí û ì
ï ñåâäî í èì î ì  Í . Áóðáàêè, î áúÿâèòü â 1968 ã. î  ï ðåêðàù åí èè ñâî åé
äåÿòåëüí î ñòè. Äåëî  â òî ì , ÷òî  î í è èçëàãàëè ì àòåì àòèêó í à àêñè-
î ì àòè÷åñêî é î ñí î âå, áàçèðóÿ åå í à òåî ðèè ì í î æåñòâ. Í î  åñëè âçÿòü
ðàçëè÷í û å ì î äèô èêàöèè òåî ðèè ì í î æåñòâ, òî  â ðåçóëüòàòå ì î æí î
ï î ëó÷èòü ðàçëè÷í û å ì àòåì àòèêè. Ï ðàâäà, ýòî  áóäåò ï ðî ÿâëÿòüñÿ â
òàêèõ òî í êèõ âåù àõ, êî òî ðû å í å ñêàæóòñÿ í à âñåì  çäàí èè ì àòåì à-

òèêè. Í î  âñå æå ñ ýòèì è ñî î áðàæåí èÿì è í åëüçÿ í å ñ÷èòàòüñÿ.

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

5
. Áàí ê ï ðåäî ñòàâëÿåò äâà âèäà óñëóã: 1) î ô î ðì ëåí èå âêëàäà í à ãî ä ï î ä

21% ãî äî âû õ; 2) î ô î ðì ëåí èå âêëàäà í à ï î ëãî äà ï î ä 20% ãî äî âû õ. ×òî
êëèåí òó âû ãî äí åå, âî ñï î ëüçî âàòüñÿ ï åðâû ì  âèäî ì  óñëóã èëè âòî ðû ì ,

ï åðåî ô î ðì èâ ñâî é âêëàä ÷åðåç 6 ì åñÿöåâ?
6

. Áàí ê åæåì åñÿ÷í î  í à÷èñëÿåò ñëî æí û å ï ðî öåí òû : í åñêî ëüêî  ì åñÿöåâ ï î

5%, ñëåäóþ ù èå í åñêî ëüêî  ì åñÿöåâ ï î  1  %, çàòåì  - ï î   % è, í àêî -
í åö, - ï î  12%. Çà ýòî  âðåì ÿ ñóì ì à âêëàäà óâåëè÷èëàñü í à 180%. Êàêî â
ñðî ê äåéñòâèÿ êàæäî é èç ï ðî öåí òí û õ ñòàâî ê?

7
.
 Ï î êàæèòå, ÷òî  åñëè ì í î æåñòâî  ñî ñòî èò èç ï  ýëåì åí òî â, òî  ì í î æåñòâî

âñåõ åãî  ï î äì í î æåñòâ ñî äåðæèò 2" ýëåì åí òî â.
8

. Äî êàæèòå ñ÷åòí î ñòü:
à) î áúåäèí åí èÿ êî í å÷í î ãî  èëè ñ÷åòí î ãî  ì í î æåñòâà ñ÷åòí û õ ì í î æåñòâ;
á) ì í î æåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ì í î ãî ÷ëåí î â /1-é ñòåï åí è ñ öåëû ì è êî -
ýô ô èöèåí òàì è;
â) ì í î æåñòâà âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ì í î ãî ÷ëåí î â ñ öåëû ì è êî ýô ô èöè-
åí òàì è;

ã) ì í î æåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
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Î áî áù åí èå î äí î ãî  ñâî éñòâà

ñî âåðø åí í î ãî  ÷èñëà

Î áðàòèì  âí èì àí èå í à òî , ÷òî  ñî âåðø åí í î å ÷èñëî , áóäó÷è ñóì ì î é
âñåõ ñâî èõ ñî áñòâåí í û õ äåëèòåëåé

,
 ÿâëÿåòñÿ äëÿ í èõ í àèì åí üø èì

î áù èì  êðàòí û ì  (Í Î Ê). Â ñâÿçè ñ ýòèì  âî çí èêàåò

Çàäà÷à. Ñóù åñòâóþ ò ëè, ï î ì èì î  ñî âåðø åí í û õ, äðóãèå ÷èñëà, ï ðåä-
ñòàâèì û å â âèäå ñóì ì û  ðàçëè÷í û õ í àòóðàëüí û õ ñëàãàåì û õ è ÿâ-
ëÿþ ù èåñÿ äëÿ í èõ Í Î Ê?

Î òâåò í à âî ï ðî ñ çàäà÷è ï î ëî æèòåëåí . Äî ñòàòî ÷í î , í àï ðèì åð,
ñí î âà âçÿòü ÷èñëî  ò = 2ê-õ{2ê - 1), î òì åí èâ òðåáî âàí èå ï ðî ñòî òû
âòî ðî ãî  ì í î æèòåëÿ. Î áî çí à÷èì  2* - 1 = <7, òî ãäà

ò = 2ê-]ä= 1 + 2 + ...+2 -, + (1 + 2+2Ë-2)
ÿâëÿåòñÿ Í Î Ê ñâî èõ ñëàãàåì û õ. Çäåñü ä í å ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòû ì  ÷èñ-
ëî ì , ï î ýòî ì ó â ñóì ì å ï ðèñóòñòâóþ ò í å âñå ñî áñòâåí í û å äåëèòåëè
ò, è ÷èñëî  ò ÿâëÿåòñÿ èçáû òî ÷í û ì , êàê è ÷èñëà, êðàòí û å ñî âåð-
ø åí í û ì .

×èñëà, êðàòí û å ÷èñëàì  âèäà ò = 2ê~1(2ê - 1), òî æå óäî âëåòâî ðÿ-
þ ò ï î ñòàâëåí í î é çàäà÷å. Í à ñàì î ì  äåëå, òî ãäà äëÿ ëþ áî ãî  í àòó-
ðàëüí î ãî  5 èì ååì

5ò = 5(\ +2 + ...+ 2À-,) + (1 + 2 + ... + 2À:-2)
è ÷èñëî  çò ÿâëÿåòñÿ Í Î Ê ñëàãàåì û õ ï ðàâî é ÷àñòè.

Î áî áù åí èå î äí î ãî  ñâî éñòâà ñî âåðø åí í î ãî  ÷èñëà ã,
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ßñí î , ÷òî  èì ååò ì åñòî  áî ëåå î áù èé ô àêò: åñëè ÷èñëî  Ë óäî âëåò-
âî ðÿåò ï î ñòàâëåí í î é çàäà÷å, òî  ÷èñëî , êðàòí î å Ë, òî æå óäî âëåòâî -
ðÿåò åé.

Ï î ì èì î  ÷èñåë, êðàòí û õ 2ê~\2ê - 1), èì åþ òñÿ è äðóãèå èçáû òî ÷-
í û å ÷èñëà, ÿâëÿþ ù èåñÿ Í Î Ê ñâî èõ ñëàãàåì û õ. Í àï ðèì åð, ñóì ì à
ñî áñòâåí í û õ äåëèòåëåé ÷èñëà 20 = 22 . 5 ðàâí à 1+2 + 4 + 5+10 = 22 >
> 20 è 1 + 4 + 5 + 10 = 20; äëÿ ÷èñëà 40 = 23 . 5 èì ååì  1 + 2 + 4 + 5 +
+ 8+ 10 + 20 = 50>40è1+2 + 4 + 5 + § + 20 = 2 + 8+ 10 + 20 = 40;
óáðàòü ñëàãàåì û å 2 è 8 í åëüçÿ, ï î ñêî ëüêó ñóì ì à 1+4 + 5+10 + 20 =
= 40 õî òÿ è äåëèòñÿ í à êàæäî å èç ñâî èõ ñëàãàåì û õ

,
 í î  í å ÿâëÿåòñÿ

äëÿ í èõ Í Î Ê.

Êàê ï î êàçû âàåò ï ðàêòèêà, óáðàòü ëèø í èå ñëàãàåì û å èç ñóì ì û
ñî áñòâåí í û õ äåëèòåëåé èçáû òî ÷í î ãî  ÷èñëà â áî ëüø èí ñòâå ñëó÷àåâ
óäàåòñÿ, í î  í å âñåãäà. Òàê, ÷èñëî  70 = 2 . 5 . 7 èçáû òî ÷í î å: 1 + 2 + 5 +
+ 7 + 10 + 14 + 35 = 74

, í î  óáðàòü èç ýòî é ñóì ì û  ëèø í þ þ  ÷åòâåðêó
í åâî çì î æí î . Óêàæåì  äî ñòàòî ÷í î  ø èðî êèé êëàññ ÷åòí û õ ÷èñåë, äëÿ
êî òî ðû õ óáðàòü èçáû òî ê óäàåòñÿ. ßñí î , ÷òî  ñòåï åí ü ÷èñëà 2 í å óäî â-
ëåòâî ðÿåò ï î ñòàâëåí í î é çàäà÷å. Ëþ áî å äðóãî å ÷åòí î å ÷èñëî  èì ååò
âèä 2À:~,<7 ï ðè í å÷åòí î ì  (/.

Òåî ðåì à. ×èñëî  À = 2*~,<7, ãäå ä - í å÷åòí î å, ê>1,3<ä<2ê-\, ï ðåä-
ñòàâèì î  â âèäå ñóì ì û  ðàçëè÷í ûõ í àòóðàëüí ûõ ñëàãàåì ûõ, äëÿ êî òî -
ðûõ î í î  ÿâëÿåòñÿ Í Î Ê.

Äî êàçàòåëüñòâî . Ðàññì î òðèì  ñóì ì ó ðàçëè÷í û õ ñî áñòâåí -
í û õ äåëèòåëåé ÷èñëà À:

5=1+2 + 
... + 2 -, + (1 + 2 + ... + 2*-2) = 2Ë - 1 + (2 -, - 1).

Î òì åòèì , ÷òî  òî ëüêî  ï ðè ï ðî ñòî ì  ä ýòà ñóì ì à ñî äåðæèò âñå ñî áñò-
âåí í û å äåëèòåëè ÷èñëà À. Òàê êàê ðàçí î ñòü 4=8-À = 2ê- 1 - ä>
> 0

, òî  ÷èñëî  À ëèáî  ñî âåðø åí í î å, ëèáî  èçáû òî ÷í î å. Âî  âòî ðî ì
ñëó÷àå í àäî  èç  óáðàòü ñëàãàåì û å, ñóì ì à êî òî ðû õ ðàâí à ñ19 è ñäå-
ëàòü ýòî  ñëåäóåò òàê, ÷òî áû  À = 5 - ñ! ñëóæèëî  Í Î Ê î ñòàâø èõñÿ
ñëàãàåì û õ. Êàê ýòî  ñäåëàòü, çàâèñèò î ò òî ãî , ä > 2 -, èëè ä < 2ê~Ê

Ï óñòü ñí à÷àëà 2 -, < ä<2ê, òî ãäà ñ1<2ê - 1 - 2ê~1 = 2ê~] - 1, à ëþ -
áî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî  î ò 1 äî  2ê~1 - 1 ï ðåäñòàâèì î  â âèäå ñóì ì û
÷èñåë èç í àáî ðà 1, 2, 2*-2. Ñðåäè î ñòàâø èõñÿ ñëàãàåì û õ í àõî -
äÿòñÿ ÷èñëà 2ê-] è ä, à ï î ýòî ì ó èõ Í Î Ê í å ì î æåò áû òü ì åí üø å À,
Òðåáóåì î å ï ðåäñòàâëåí èå ÷èñëà À ñóù åñòâóåò.

Ï óñòü òåï åðü ä < 2ê~Ê
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 Óï ðàæí åí èå 1. Ï î êàæèòå, ÷òî  â ýòî ì  ñëó÷àå ñ! ì î æí î  ï ðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóì ì û  ÷èñåë í àáî ðà

1
,
2
,...,2 ,<7, 2ú..,Ëê-\

Ñðåäè î ñòàâø èõñÿ ñëàãàåì û õ â ñóì ì å À ï ðèñóòñòâóþ ò 2ê~õ è 2ê~2ö
,

à ï î ýòî ì ó èõ Í Î Ê ñî âï àäàåò ñ À. Òåî ðåì à äî êàçàí à.
Ï ðè äàí í î ì  ï î êàçàòåëå ê ì í î æåñòâî  ÷èñåë âèäà À, óäî âëåòâî -

ðÿþ ù èõ óñëî âèþ  òåî ðåì û , ñëèø êî ì  óçêî å çà ñ÷åò î ãðàí è÷åí èÿ,

í àëî æåí í î ãî  í à ä. Í î , êàê ì û  çí àåì , åãî  ì î æí î  çí à÷èòåëüí î  ðàñ-
ø èðèòü, î áðàòèâø èñü ê ÷èñëàì , êðàòí û ì  À. Òàê ÷èñëî  860 =
= 22 . 5 . 43 ï ðåäñòàâèì î  â âèäå ñóì ì û  (1 + 4 + 5 + 10) . 43,

 à ÷èñëî

2156 = 22 . 72 . 11 - â âèäå (1 + 2 + 4 + 7 + 14) . 77.

 Óï ðàæí åí èå 2. Ï î êàæèòå, ÷òî , í å í àðóø àÿ î áù í î ñòè, ì î æí î
ñ÷èòàòü â óñëî âèè òåî ðåì û  ÷èñëî  ä ï ðî ñòû ì .

Î áî çí à÷èì  ÷åðåç À  ì í î æåñòâî  ÷èñåë âèäà 2À:~,<7, ó êî òî ðû õ
ñî ì í î æèòåëü ä èì ååò ï ðî ñòî é äåëèòåëü óäî âëåòâî ðÿþ ù èé í åðà-
âåí ñòâó ð < 2ê. Ñòðóêòóðà ì í î æåñòâà À  î ÷åí ü ï ðî ñòàÿ. Èì ååòñÿ
êî í å÷í û é í àáî ð ï ðî ñòû õ ÷èñåë /?à,

 ì åí üø èõ 2ê, è ëþ áî å ÷èñëî  èç

À  çàï èñû âàåòñÿ â âèäå ï ðî èçâåäåí èÿ 2ê~]ðàä, ãäå ä - ï ðî èçâî ëü-
í î å í å÷åòí î å ÷èñëî . Í àï ðèì åð, ì í î æåñòâî  À  ñî âï àäàåò ñ ï î ñëå-
äî âàòåëüí î ñòüþ  {2*3* (2/1 - 1)}, à ì í î æåñòâî  À  ñî ñòî èò èç òðåõ
ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòåé {4 . 3 . (2ë - 1)}, {4 . 5 . {2ò - 1)} è {4 . 7 . (2/ -
- 1)}. Ì î æí î  áû ëî  â êà÷åñòâå ñî ì í î æèòåëÿ ä âçÿòü è ÷åòí î å ÷èñëî ,
òî ëüêî  òî ãäà ï î ëó÷èëî ñü áû  ÷èñëî  èç À ò) ñ í î ì åðî ì  ò> ê. Î ÷åâèä-
í î , êàæäî å À(ê) áåñêî í å÷í î  è ï ðè ðàçëè÷í û õ ê ýòè ì í î æåñòâà í å
ï åðåñåêàþ òñÿ.

î î

Âû âî ä. ×èñëà, ï ðèí àäëåæàù èå î áúåäèí åí èþ  èÀ ê\ óäî âëåòâî ðÿþ ò
2

ï î ñòàâëåí í î é çàäà÷å.

Ñô î ðì óëèðî âàí í î å óòâåðæäåí èå ÿâëÿåòñÿ äî ñòàòî ÷í û ì , í î  í å
í åî áõî äèì û ì  óñëî âèåì  èñêî ì î ãî  ï ðåäñòàâëåí èÿ ÷èñëà. Åñòü ï ðè-
ì åðû  ÷èñåë, í àèì åí üø èé ï ðî ñòî é äåëèòåëü êî òî ðû õ ï ðåâî ñõî äèò
2ê, òåì  í å ì åí åå èõ ì î æí î  çàï èñàòü â âèäå ñóì ì û  ñëàãàåì û õ, äëÿ
êî òî ðû õ î í è ÿâëÿþ òñÿ Í Î Ê. Í àï ðèì åð, 350 = 2-52- 7=1+2 + 7 +

+ 10 + 35 + 50 + 70 + 175; 572 = 22- 11 . 13 = 1 + 11(1 +2 + 4) +
+ 13(1 +4)+ 143(1 +2).

À òåï åðü ñäåëàåì  í åñêî ëüêî  çàì å÷àí èé, êàñàþ ù èõñÿ ðàññì î ò-
ðåí í î é çàäà÷è.
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Çàì å÷àí èå 1. Äî  ñèõ ï î ð ðå÷ü ø ëà î  ÷åòí û õ ÷èñëàõ, í î  ñóù åñòâóþ ò
è í å÷åòí û å ÷èñëà, óäî âëåòâî ðÿþ ù èå ï î ñòàâëåí í î é çàäà÷å. Î áðà-
òèì ñÿ ê í àèì åí üø åì ó í å÷åòí î ì ó èçáû òî ÷í î ì ó ÷èñëó 945 =
= Ç3 . 5 . 7

.
 Òàê êàê 1 + 3 + 9 + 27 + 5 + 7 + 15 + 21 + 35 + 45 + 105 +

+ 135 + 63 + 189 + 315 = 975 > 945
, òî , óáðàâ â ñóì ì å ñëàãàåì û å 3 è

27, ï ðèõî äèì  ê òðåáóåì î ì ó ðàâåí ñòâó

1+5 + 7 + 9+ 15 + 21 + 35 + 45 +

+ 63 + 105 + 135 + 189 + 315 = 945.

Çàì å÷àí èå 2. Èí òåðåñåí  ñëåäóþ ù èé ô àêò. Åñëè âî  âñåõ ñóì ì àõ, ÿâ-
ëÿþ ù èõñÿ Í Î Ê ñâî èõ ñëàãàåì û õ, ï î äåëèòü î áå ÷àñòè ðàâåí ñòâà í à
ýòî  Í Î Ê, òî  ï ðèäåì  ê ï ðåäñòàâëåí èþ  åäèí èöû  â âèäå ñóì ì û  ðàç-

ëè÷í û õ äðî áåé âèäà -:

1 = 1 + 1 + 1,1 = 1 + 1 + 1 + 1,1 = 1 + 1 + 1 + 1,
236'      18    932'      20 542'

1 = 1+1 + 1 + 1 + 1,1 = 1+1 + 1+1+1,
30     10    6    5    2'      40    20    5    4 2'

1 =  + _1+ + +1 + 1 + 1+1+1 + 1 +
945     189     135     105     63    45     27     21     15 9

+ 1+1+1.
7     5 3

Çäåñü â êàæäî ì  ðàâåí ñòâå í àèáî ëüø èé èç çí àì åí àòåëåé ÿâëÿåòñÿ
Í Î Ê î ñòàëüí û õ. Ï ðèì åðû  çàï èñè ÷èñëà 1 â âèäå ñóì ì û  åäèí è÷-

í û õ äðî áåé ì î æí î  ðàçì í î æèòü, èñï î ëüçóÿ ðàâåí ñòâî  - = -1- +
ò    ò + 1

+
 

!
 

, í î  ï ðè ýòî ì  í àèáî ëüø èé çí àì åí àòåëü í å âñåãäà áóäåò
ò{ò + 1)

äåëèòüñÿ í à î ñòàëüí û å çí àì åí àòåëè.

Çàì å÷àí èå 3. Âû ÿñí èì , äëÿ ëþ áî ãî  ëè í àòóðàëüí î ãî  ï  í àéäóòñÿ ï
ðàçëè÷í û õ ñëàãàåì û õ, ñóì ì à êî òî ðû õ ðàâí à èõ Í Î Ê.
Ï ðè ï  = 1 çàäà÷à òðèâèàëüí à.

 Óï ðàæí åí èå 3. Ï î êàæèòå, ÷òî  ñóì ì à äâóõ ÷èñåë í å ÿâëÿåòñÿ èõ
Í Î Ê.

Äëÿ à; = 3 èñêî ì àÿ ñóì ì à ñóù åñòâóåò 1+2 + 3 = 6. Óì í î æèâ ýòî
ðàâåí ñòâî  í à 3, ï î ëó÷èì  3 + 6 + 9=18; òàê êàê 3 = 1 + 2, òî  èì ååì
óæå 4 ñëàãàåì û õ 1+2 + 6 + 9=18, óäî âëåòâî ðÿþ ù èõ óñëî âèþ  çàäà-
÷è. Âí î âü óì í î æèì  î áå ÷àñòè ðàâåí ñòâà í à 3: 3 + 6 + 18 + 27 = 54,
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î òñþ äà 1 + 2 + 6 + 18 + 27 = 54. Çäåñü óæå 5 ñëàãàåì û õ è ò. ä. Í à ê-ì
ø àãå ï î ëó÷èì

1 + 2(1 +3 + ... + 3À:-,) +3 =2-3

Òàêèì  î áðàçî ì , ï ðè ï *2 âñåãäà í àéäóòñÿ ï  ðàçëè÷í ûõ ÷èñåë, ñóì -
ì à êî òî ðûõ ÿâëÿåòñÿ Í Î Ê ýòèõ ñëàãàåì ûõ.

 Óï ðàæí åí èå 4. Ï ðî âåäèòå àí àëî ãè÷í î å äî êàçàòåëüñòâî , óì í î æàÿ

î áå ÷àñòè ðàâåí ñòâà 1 + 2 + 3 = 6 í à 2 è í à 4.

Óðàâí åí èÿ Ëåî í àðäî  Ï èçàí ñêî ãî

Â § 4.2 ì û  í å ñòàëè ðàññì àòðèâàòü ñëó÷àé, êî ãäà êî ýô ô èöèåí ò à â
óðàâí åí èè (6) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòî ì  í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà, î òì åòèâ,
÷òî  òî ãäà óðàâí åí èå ì î æåò èì åòü ëèø ü êî í å÷í î å ÷èñëî  í àòóðàëü-

í û õ ðåø åí èé, è î í è ëåãêî  í àõî äÿòñÿ ï î äáî ðî ì . Í î  è çäåñü ì î æí î
ï î ñòðî èòü ñòðî ãóþ  òåî ðèþ . Ëåî í àðäî  Ï èçàí ñêèé â êí èãå «Ï ðàêòè-
÷åñêàÿ ãåî ì åòðèÿ» (1223) ï î ñòàâèë ñëåäóþ ù óþ  çàäà÷ó [4, ñ. 164-
165]: «ï ðåäëàãàåòñÿ í àéòè í åêî òî ðî å êâàäðàòí î å ÷èñëî , êî òî ðî å
ï ðè ñëî æåí èè ñ 5 ñí î âà äàåò êâàäðàòí î å ÷èñëî . È ýòî  ì î æí î  ñäå-
ëàòü ì í î ãèì è ñï î ñî áàì è». Òàêèì  î áðàçî ì , ðå÷ü ø ëà î  ðåø åí èè
óðàâí åí èÿ

õ2 + 5 = ó2. (1)

Ï ðèâåäåì  ðàññóæäåí èÿ Ëåî í àðäî .
Ï î ñêî ëüêó êâàäðàò í àòóðàëüí î ãî  ÷èñëà ï ðåäñòàâèì  â âèäå ñóì -

ì û  ï î ñëåäî âàòåëüí û õ í å÷åòí û õ ÷èñåë, í à÷èí àÿ ñ åäèí èöû , òî

õ2= Ú{2ê-\),ó2= Ú(2ê- 1).
ê=\ ê=\

ßñí î , ÷òî  âî  âòî ðî é ñóì ì å ñëàãàåì û õ áî ëüø å, ÷åì  â ï åðâî é. Åñëè
÷èñëî  ñëàãàåì û õ áî ëüø å òî ëüêî  í à åäèí èöó, òî  2

.

Ó - 1 = 5, î òêóäà ó
= 3

, ñëåäî âàòåëüí î , õ = 2. Ï àðà (2, 3) ÿâëÿåòñÿ ðåø åí èåì  èñõî äí î ãî
óðàâí åí èÿ. Äðóãèõ í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé í å ì î æåò áû òü, òàê êàê
ñóì ì à òðåõ, ï ÿòè è áî ëåå ï î ñëåäî âàòåëüí û õ í å÷åòí û õ ÷èñåë áî ëü-
ø å 5.

×òî áû  í àéòè ñåðèþ  ðàöèî í àëüí û õ ðåø åí èé, äî ñòàòî ÷í î  óì í î -
æèòü î áå ÷àñòè óðàâí åí èÿ í à êâàäðàò ï ðî èçâî ëüí î ãî  í å÷åòí î ãî
÷èñëà. Ëåî í àðäî  â êà÷åñòâå òàêî ãî  ÷èñëà áåðåò 9. Ï ðèì åí ÿÿ ê ï î ëó-
÷åí í î ì ó óðàâí åí èþ

(Çõ)2 + 45 = (Çó)2
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òå æå ðàññóæäåí èÿ, î í  í àõî äèò 2(3 ) - 1 = 45, î òêóäà Çó = 23, Çõ =

= 22
. Ò. å. ï àðà óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ  (1). Ï óñòü òåï åðü

÷èñëî  ñëàãàåì û õ âòî ðî é ñóì ì û  áî ëüø å ÷èñëà ñëàãàåì û õ ï åðâî é ñóì -
ì û  í à òðè, òî ãäà 45 = (2/ - 1) + (2/ + 1) + (2/ + 3), / = 7, Çõ = 6,3  = 9.
Ï î ëó÷àåì  òó æå ï àðó (2, 3). Í î  åñëè ÷èñëî  ñëàãàåì û õ âî  âòî ðî é ñóì -
ì å áî ëüø å, ÷åì  â ï åðâî é, í à 5, òî  èì ååì  45 = (2/ - 1) + (2/ + 1) -I-
+ (2/ + 3) + (2/ + 5) + (2/ + 7), / = 3, Çë: = 2, 3  = 7 - ï î ëó÷àåì  í î âóþ

ï àðó ÖÒ).
Â «Êí èãå êâàäðàòî â» (1225) Ëåî í àðäî  ï ðèâåë ðåø åí èå çàäà÷è,

ï ðåäëî æåí í î é åì ó â òî ì  æå ãî äó âî  âðåì ÿ èñï û òàí èÿ èì ï åðàòî ð-
ñêèì  ô èëî ñî ô î ì  Èî ãàí í î ì  Ï àëåðì ñêèì  [4, ñ. 166]: «Í àéòè êâàä-
ðàòí î å ÷èñëî , êî òî ðî å, áóäó÷è óâåëè÷åí î  èëè óì åí üø åí î  í à ï ÿòü,
âñÿêèé ðàç ï î ðî æäàëî  áû  êâàäðàòí î å ÷èñëî ». Òàêèì  î áðàçî ì , ðå÷ü
ø ëà î  ðåø åí èè ñèñòåì û  óðàâí åí èé

\õ2 + à = ó>,

ï ðè à = 5. Åñëè ñëî æèòü î áà óðàâí åí èÿ ñèñòåì û , òî  ï ðèäåì  ê äè-
î ô àí òî âó óðàâí åí èþ

2õ2=ó2 å9

âñòðåòèâø åì óñÿ í àì  ï ðè ðàññì î òðåí èè âàâèëî í ñêî é ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòè (ñì . § 1.1). Ýòî  ï î äñêàçû âàåò, ÷òî  âñå í àòóðàëüí û å ðåø å-
í èÿ ñèñòåì û  óðàâí åí èé (2) ñî äåðæàòñÿ ñðåäè âàâèëî í ñêèõ òðî åê (1,
5

, 7), (7, 13, 17), (17, 25, 31),.... Í î  72 - 52 = 52 - I2 = 24, 172 - 132 =
= 132 - 72 = 120

, 312 - 252 = 252 - 172 = 336. Âñå ÷èñëà 24, 120, 336
âî çðàñòàþ ò è êðàòí û  24, à ó í àñ à = 5, ï î ýòî ì ó äàí í û é ì åòî ä í å
ï ðèâî äèò ê ðåçóëüòàòó. Êàê æå ï î ñòóï àåò Ëåî í àðäî ?

Ñí à÷àëà î í  âû ÿñí ÿåò, ï ðè êàêèõ çí à÷åí èÿõ à ñèñòåì à (2) èì ååò
í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ. Òàê êàê ã <  < 

.
ó, òî  î í  ï î ëàãàåò õ = 1 +

ó = 1+ ò + ê, ñ÷èòàÿ À: < ò. Èç ðàâåí ñòâà ó1 - õ1 = õ2 - & ñëåäóåò
(  + ò + Ë)2 - (  + ò)1 = è + ò)2 - ò}. Î òêóäà

=
 1òê + ê2 - ò2        ê2 + ò2

2{ò - ê)    9 2{ò-êÓ

/ÿ2 + 2òê - ê2    _ òê{ò + ê)
Ó       2{ò-ê)    9 ò-ê 

'

Ðåø åí èÿ ñòàí óò í àòóðàëüí û ì è, åñëè óì í î æèòü âñå í åèçâåñòí û å í à

2(ò - ê), â ðåçóëüòàòå ÷èñëî  à óì í î æèòñÿ í à 4(ò - ê)2.
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Èòàê, ñèñòåì à (2) èì ååò áåñêî í å÷í óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü í àòó-
ðàëüí û õ ðåø åí èé

õ= ò2 + ê2,
ó = ò2+ 2òê - ê2,
I = 2òê + ê2 - ò2,

÷òî  âî çì î æí î  ëèø ü ï ðè à = 4òê(ò2 - ê2).

 Óï ðàæí åí èå 5. Ï î êàæèòå, ÷òî  â ýòî ì  ñëó÷àå ÷èñëî  à äåëèòñÿ í à
24.

Òàêèì  î áðàçî ì , ñèñòåì à, ï ðåäëî æåí í àÿ Èî ãàí í î ì  Ï àëåðì ñêèì ,
í å èì ååò í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé. ×òî áû  èñï ðàâèòü ï î ëî æåí èå, Ëå-
î í àðäî  óì í î æàåò êàæäî å óðàâí åí èå ñèñòåì û  í à ÷èñëî  ñ!2, êðàòí î å
24. Èç ðàâåí ñòâà à = 4òê{ò2 - ê2) = 5ñ12 âèäí î , ÷òî  äî ñòàòî ÷í î  ï î ëî -
æèòü ò = 5, ê = 4. Òî ãäà à = 5 . (12)2, * = 41, >> = 49, ã= 31 è

Èñêî ì î å ÷èñëî  ðàâí î  
ó
1

.

Âû ÿñí ÿÿ äàëüø å âèä ÷èñëà à â ñèñòåì å (2) ï ðè óñëî âèè ñóù åñò-
âî âàí èÿ í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé, Ëåî í àðäî  óáåäèëñÿ, ÷òî  à í å ì î æåò
áû òü òî ÷í û ì  êâàäðàòî ì . Êàê ì û  óâèäèì  í èæå, èç ýòî ãî  óòâåðæäå-
í èÿ âû òåêàåò ÷àñòí û é ñëó÷àé Áî ëüø î é òåî ðåì û  Ôåðì à - î äí î é èç
ñàì û õ çí àì åí èòû õ òåî ðåì  äèî ô àí òî âà àí àëèçà. Î áî éòè åå ì î ë÷à-
í èåì  ñî âåðø åí í î  í åâî çì î æí î , ï î ñêî ëüêó î í à áóäî ðàæèëà óì û
ëó÷ø èõ ì àòåì àòèêî â ì èðà (è í å òî ëüêî  èõ) â òå÷åí èå òðåõ ñ ï î ëî -
âèí î é âåêî â.

Áî ëüø àÿ òåî ðåì à Ôåðì à

Èçó÷àÿ «Àðèô ì åòèêó» Äèî ô àí òà, Ôåðì à í àï èñàë (î ê. 1630 ã.) í à åå
ï î ëÿõ, ï ðî òèâ òî ãî  ì åñòà, ãäå Äèî ô àí ò ðåø àë óðàâí åí èå Ï èô àãî -
ðà: «Í àî áî ðî ò, í åâî çì î æí î  ðàçëî æèòü í è êóá í à äâà êóáà, í è áè-
êâàäðàò í à äâà áèêâàäðàòà è âî î áù å í èêàêóþ  ñòåï åí ü, áî ëüø óþ
êâàäðàòà, í à äâå ñòåï åí è ñ òåì  æå ï î êàçàòåëåì . ß î òêðû ë ýòî ì ó ï î -
èñòèí å ÷óäåñí î å äî êàçàòåëüñòâî , í î  ýòè ï î ëÿ äëÿ í åãî  ñëèø êî ì

ì àëû ». Òàê ðî äèëàñü
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Âåëèêàÿ, èëè áî ëüø àÿ, òåî ðåì à Ôåðì à: óðàâí åí èå

ÕÏ  + óÏ  = 

ï ðè ï  >2 í å èì ååò í àòóðàëüí ûõ ðåø åí èé.

Í åñì î òðÿ í à ñòî ëü ï ðî ñòóþ  ô î ðì óëèðî âêó, äî êàçàòåëüñòâî  ýòî é
òåî ðåì û  äî ëãî  í å ï î ääàâàëî ñü óñèëåí í î ì ó í àòèñêó ó÷åí û õ. Â ï ðî -
öåññå ï î èñêà äî êàçàòåëüñòâà áû ëè ñî çäàí û í î âû å í àï ðàâëåí èÿ â
òåî ðèè ÷èñåë, ÷òî  äàëî  î ñí î âàí èå í àçâàòü òåî ðåì ó âåëèêî é. Áî ëü-
ø î é åå í àçû âàþ ò äëÿ òî ãî , ÷òî áû  î òëè÷èòü î ò äðóãî é - ì àëî é òåî -
ðåì û  Ôåðì à. È òî ëüêî  â 1995 ã. àí ãëèéñêèé ì àòåì àòèê Ý. Óàéëñ,
èñï î ëüçóÿ äî ñòèæåí èÿ ñî âðåì åí í û õ ó÷åí û õ, ñóì åë çàâåðø èòü äî -

êàçàòåëüñòâî  âåëèêî é òåî ðåì û . Êî í å÷í î , âî  âðåì åí à Ôåðì à í å áû -
ëî  äàæå òåõ ï î í ÿòèé, í à êî òî ðû å î ï èðàëñÿ Óàéëñ, ï î ýòî ì ó, åñëè
Ôåðì à í à ñàì î ì  äåëå èì åë ÷åòêî å äî êàçàòåëüñòâî  ñâî åé òåî ðåì û

,

òî  î í î  â êî ðí å î òëè÷àëî ñü î ò í àéäåí í î ãî  â í àø å âðåì ÿ.
Ï î ÷åì ó ì û  ñòàâèì  ï î ä ñî ì í åí èå í àëè÷èå äî êàçàòåëüñòâà ó ñà-

ì î ãî  Ôåðì à? Äåëî  â òî ì , ÷òî  òå óòâåðæäåí èÿ, â êî òî ðû õ î í  áû ë
óâåðåí  (à èõ í å î äèí  äåñÿòî ê). Ôåðì à ï ðåäëàãàë äî êàçàòü äðóãèì
ì àòåì àòèêàì . Í î  í è â î äí î ì  èç (èçâåñòí û õ í àì ) åãî  ï èñåì  í å ñòà-
âèòñÿ âî ï ðî ñ î  äî êàçàòåëüñòâå òåî ðåì û  äëÿ ëþ áî ãî  ï > 2. Õî òÿ ÷à-
ñòí û é åå ñëó÷àé ï ðè ÿ = 4, ï ðàâäà, â èí î é ô î ðì óëèðî âêå, ó í åãî
âñòðå÷àëñÿ. Ðå÷ü èäåò î  ñëåäóþ ù åì  óòâåðæäåí èè: ï ëî ù àäü ï èô àãî -
ðî âà òðåóãî ëüí èêà í å ì î æåò âûðàæàòüñÿ êâàäðàòí û ì  ÷èñëî ì .

 Óï ðàæí åí èå 6. Äî êàæèòå ì åòî äî ì  î ò ï ðî òèâí î ãî ,
 ÷òî  èç ýòî ãî

ï ðåäëî æåí èÿ ñëåäóåò î òñóòñòâèå í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé ó óðàâ-
í åí èÿ

õ4 + / = .
Çàì åòèì , ÷òî  âèä ÷èñëà à, í àéäåí í û é Ëåî í àðäî  Ï èçàí ñêèì  ï ðè

ðåø åí èè ñèñòåì û  (2) ï ðåäû äóù åãî  ï àðàãðàô à, ëèø ü ì í î æèòåëåì
22 î òëè÷àåòñÿ î ò ï ëî ù àäè 5 ï èô àãî ðî âà òðåóãî ëüí èêà. Ï î ýòî ì ó óò-
âåðæäåí èå Ëåî í àðäî  î  òî ì

, ÷òî  à í å åñòü êâàäðàò í àòóðàëüí î ãî  ÷èñ-

ëà, ï î çâî ëÿåò í àì  ñ÷èòàòü, ÷òî  áî ëüø àÿ òåî ðåì à Ôåðì à äëÿ ï  = 4
áû ëà åì ó ô àêòè÷åñêè èçâåñòí à çà ÷åòû ðå ñòî ëåòèÿ äî  Ôåðì à.

Ì àòåì àòèêè í å òî ëüêî  ï û òàëèñü äî êàçàòü áî ëüø óþ  òåî ðåì ó
Ôåðì à, í î  è î áî áù èòü åå. Ë. Ýéëåð áû ë óâåðåí  â òî ì

, ÷òî  óðàâí åí èå

õ?* õ% + ... + õ™ = 1ò

èì ååò í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ ï ðè ëþ áî ì  ï î êàçàòåëå ò. Í à ñàì î ì
äåëå, ï ðè ò = 3 óòâåðæäåí èå ñï ðàâåäëèâî : Ç3 + 43 + 53 = á3. Ýòî  ðà-
âåí ñòâî  áû ëî  èçâåñòí î  åù å Äèî ô àí òó. À ñàì  Ýéëåð í àø åë öåëóþ
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ñåðèþ  í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé óðàâí åí èÿ â ýòî ì  ñëó÷àå. Äëÿ ò = 4
óâåðåí í î ñòü Ýéëåðà áû ëà ï î äêðåï ëåí à (1911) ï ðèì åðî ì  304 + 1204 +
+ 2724 + 3154 = 3534

.

Âì åñòå ñ òåì  â 1772 ã. Ýéëåð âû äâèí óë ãèï î òåçó î  òî ì , ÷òî  óðàâ-
í åí èå

+ + ... + ë:™-1 = %ò
í å èì ååò í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé ï ðè ò> 2. Î í , âèäèì î , èñõî äèë èç
äî êàçàí í î ãî  èì  ÷àñòí î ãî  ñëó÷àÿ áî ëüø î é òåî ðåì û  Ôåðì à ï ðè ò = 3.
Í î  â 1966 ã. Ë. Ëåí äåð è Ò. Ï àðêèí  î òêðû ëè ï ðèì åð 275 + 845 + 1105 +
+ 1355 = 1445

, î ï ðî âåðãàþ ù èé ýòó ãèï î òåçó. Áî ëåå òî ãî , Í . Ýëüêèñ
â 1987 ã. äî êàçàë, ÷òî  ï ðè ò = 4 ñóù åñòâóåò áåñêî í å÷í î å ì í î æåñòâî
ðåø åí èé, í î  òî ëüêî  â 1998 ã. Ð. Ôðàé, èñï î ëüçóÿ ì î ù í û é êî ì ï üþ -
òåð, ñðåäè 1<106 í àø åë åäèí ñòâåí í î å òàêî å ðåø åí èå:

95 8004 + 217 5194 + 414 5604 = 422 4814. (3)

Ðàññì î òðèì  áî ëåå î áù åå óðàâí åí èå

Õ'{,+Õ%+ ... +Õ% = 1ò

ï ðè ï ðî èçâî ëüí û õ í àòóðàëüí û õ òèï . Èí òåðåñí û é ñï î ñî á åãî  ðå-
ø åí èÿ äëÿ í åêî òî ðû õ ï î êàçàòåëåé ï ðåäëî æèë Í . È. Áî ñóí î âñêèé
[61.

Í à÷í åì  ñ 1'. õ] + õ\ + ... + õ2ï  = I2. Äëÿ ï  = 2 èçâåñòí à áåñêî -
í å÷í àÿ ñåðèÿ ðåø åí èé ñî î òâåòñòâóþ ù åãî  óðàâí åí èÿ. Í àñ èí òåðåñóåò
õî òÿ áû  î äí î  èç í èõ, í àï ðèì åð ëñ, = 3, = 4 (òî ãäà I = 5). Î êàçû âàåò-
ñÿ, äëÿ î ñòàëüí û õ ï  ðåø åí èÿ ï î ëó÷àþ òñÿ ï î  ðåêóððåí òí î é ô î ðì óëå

.2
ï -\

2

Ï ðî âåðèì  åå äëÿ ï åðâû õ çí à÷åí èé ï . Ï óñòü ÿ = 3, òî ãäà Õ3 = 4 +  =
= 12

, è í à ñàì î ì  äåëå, Ç2 + 42 + 122 = 132; ï ðè ÿ = 4 èì ååì  Õ4 = 12 +

+ - = 84
, Ç2 + 42 + 122 + 842 = 852. Ì û  çàì å÷àåì , ÷òî  â ï ðàâî é ÷àñ-

2

òè ðàâåí ñòâà êàæäû é ðàç ï î ëó÷àåòñÿ ÷èñëî , ñëåäóþ ù åå ï î  ï î ðÿäêó
çà ï î ñëåäí èì  èç ëåâî é ÷àñòè ðàâåí ñòâà.

 Óï ðàæí åí èå 7. Èí äóêöèåé ï î  ï  äî êàæèòå,
 ÷òî  ÷èñëà õ

ë, ï î ëó÷àå-

õ2
ì û å ï î  ðåêóððåí òí î é ô î ðì óëå õï

 = õ
ï _õ + , óäî âëåòâî ðÿþ ò

ðàâåí ñòâó    +    + ... + õ2 = (ë:ë -Ü I)2.
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Ï åðåéäåì  òåï åðü ê ï î êàçàòåëþ  /ÿ = 3. Âí î âü í à÷í åì  ñ èçâåñòí î -
ãî  ñëó÷àÿ Ç3 + 43 + 53 = á3, çäåñü ÿ = 3. Óì í î æèì  î áå ÷àñòè ðàâåí ñò-
âà í à 23: á3 + 83 + 103 = 123 è çàì åí èì  â í åì  ï åðâî å ñëàãàåì î å í à
33 + 43 + 53 ç ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èì  ðàâåí ñòâî  Ç3 + 43 + 53 + 83 -ü 103 =
= 123

. Ï î ñòóï àÿ àí àëî ãè÷í î , ï ðèäåì  ê ñëåäóþ ù åì ó ðàâåí ñòâó: Ç3 +
+ 43 + 53 + 83 + 103 -Ì á3 + 203 = 243 è ò

. ä. Òàêèì  î áðàçî ì , í àéäåí û
ðåø åí èÿ äëÿ âñåõ í å÷åòí û õ ï . ×òî áû  ï î ëó÷èòü ðåø åí èÿ äëÿ ÷åòí û õ
ï 9 í àäî  èñõî äèòü èç ðàâåí ñòâà I3 + 53 + 73 +123 = 133. Óì í î æèì  åãî
í à á3 è çàì åí èì  ï åðâî å ñëàãàåì î å í à Ç3 + 43 + 53, â ðåçóëüòàòå ï î ëó-
÷èì  Ç3 + 43 + 53 -ü 303 + 423 + 723 = 783. Ï î âòî ðÿÿ ï ðåäû äóù óþ  î ï å-
ðàöèþ , í àéäåì  ðåø åí èÿ ï ðè âñåõ ÷åòí û õ ï > 4.

Ââèäó ãðî ì î çäêî ñòè âû ÷èñëåí èé ñëó÷àé ò = 4 ï ðèâî äèòü í å áóäåì .
Óêàæåì  òî ëüêî , ÷òî  äëÿ ï î ëó÷åí èÿ âñåõ ðåø åí èé í óæí î  î áðàòèòüñÿ ê
ðàâåí ñòâàì  44 + á4 + 84 +  + 144 = 154 è (3) â í å÷åòí î ì  ñëó÷àå è ê ðà-
âåí ñòâàì  304 + 1204 + 2724 + 3154 = 3534 è (3) â ÷åòí î ì  ñëó÷àå.

Âàðèàöèÿ í à òåì ó óðàâí åí èÿ Ì àðêî âà

Çàì åí èì  â ëåâî é ÷àñòè î áî áù åí í î ãî  óðàâí åí èÿ Ì àðêî âà âòî ðû å
ñòåï åí è í à ï åðâû å:

õ, + ë:2 + ... + õË
 = êõ

... õ
ï

. (4)

Ðåø èòü ýòî  óðàâí åí èå - çí à÷èò í àéòè ï  í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, ñóì ì à
êî òî ðû õ ï ðè äåëåí èè í à èõ ï ðî èçâåäåí èå äàåò ê. Ðàññì î òðèì  ãåî -
ì åòðè÷åñêóþ  çàäà÷ó, ï ðèâî äÿù óþ  ê óðàâí åí èþ  òàêî ãî  òèï à.

Çàäà÷à. Í àéäèòå âñå òðåóãî ëüí èêè, î ï èñàí í û å î êî ëî  î êðóæí î ñòè
åäèí è÷í î ãî  ðàäèóñà, ñòî ðî í û  êî òî ðû õ âû ðàæàþ òñÿ öåëû ì è ÷èñëà-

ì è (Â. Â. Ï ðàñî ëî â).

Áóäåì  èñï î ëüçî âàòü î áî çí à÷åí èÿ, óêàçàí í û å í à ðèñóí êå 40. Òî ã-
ëà2õ = Ü + ñ - à, 2ó = à + ñ - Ü, 21 = à +
+ Ü - ñ

, ï î ëóï åðèì åòð /? = õ +  + . Òàê
êàê êâàäðàò ï ëî ù àäè òðåóãî ëüí èêà ï î

ô î ðì óëå Ãåðî í à ðàâåí  Ç2 = ð{ð - à) õ
õ (/? - Ü)(ð - ñ)è = ð ã2 = ð2, òî  ï ðèõî -
äèì  ê óðàâí åí èþ

Õ + ó + 1 = ÕÓ1,

Çäåñü ÷èñëà õ, ó, 1 ëèáî  öåëû å, ëèáî  ï î -
ëóöåëû å.

Ï ðèëî æåí èÿ

õ
X

Ü
ñ

ã
Ó

à2 Ó
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 Óï ðàæí åí èå 8. Ï î êàæèòå, ÷òî  ÷èñëà õ, õ ã í å ì î ãóò áû òü ï î ëóöå-
ëû ì è.

Í àéäåì  í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ ï î ëó÷åí í î ãî  óðàâí åí èÿ. Áóäåì
ñ÷èòàòü ã   õ, òî ãäà õóã < Çõ, î òêóäà óã < 3. Âî çì î æí û  òðè âàðè-
àí òà:        3, = 1; 2)>'= 2, = 1; 3) = 1, ã= 1.

 Óï ðàæí åí èå 9. Ï î êàæèòå, ÷òî  òî ëüêî  òðî éêà (3, 2, 1) ÿâëÿåòñÿ
ðåø åí èåì  óðàâí åí èÿ õ + .ó + ã:= õóã.

Òàêèì  î áðàçî ì , ëèø ü åãèï åòñêèé òðåóãî ëüí èê (3, 4, 5) óäî âëåò-
âî ðÿåò ï î ñòàâëåí í î é çàäà÷å.

À òåï åðü âåðí åì ñÿ ê óðàâí åí èþ  (4). Áóäåì  ñ÷èòàòü > õ2 > ... >
> õ

ï . Ï ðè ê> ï  óðàâí åí èå í å èì ååò í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé. Í à ñà-

ì î ì  äåëå, åñëè áû  í àáî ð (à,, ÿ2, àï ) áû ë åãî  ðåø åí èåì , òî  âû -

ï î ëí ÿëî ñü áû  í åðàâåí ñòâî  êà .ì , < àø ,, î òêóäà à](êà2...àï
 - ë) < Î

,

÷òî  í åâî çì î æí î . Ï ðè ê = ï  í àáî ð (1, 1, 1) ÿâëÿåòñÿ ðåø åí èåì
óðàâí åí èÿ (4). Ï î êàæåì , ÷òî  ï ðè ï  > 1 äðóãèõ ðåø åí èé ó í åãî  í åò.
Ï ðåäï î ëî æèâ ï ðî òèâí î å, âí î âü ï ðèäåì  ê í åðàâåí ñòâó à à .ì ,,

 -

- 1) < 0, êî òî ðî å âî çì î æí î  ëèø ü ï ðè à2 = ... = àë = 1, í î  í àáî ð
(à, 1,1) í å óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ  ï ðè àÔ 1. Ï ðè ê< ï  óðàâí å-
í èå ì î æåò èì åòü í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ, à ì î æåò í å èì åòü. Í àï ðèì åð,

â ñëó÷àå äåëèì î ñòè ÷èñëà (ï  - 1) í à (À: - 1) í àáî ð , 1,Î
ÿâëÿåòñÿ ðåø åí èåì  óðàâí åí èÿ (4). Â ÷àñòí î ñòè, (ï  - 1, 1, 1) -
ðåø åí èå óðàâí åí èÿ ï ðè À: = 2, à ï ðè ê = 3 è í å÷åòí î ì  ï  ðåø åí èåì

ÿâëÿåòñÿ        , 1,1 .
 Óï ðàæí åí èå 10. Ï î êàæèòå, ÷òî  ï ðè ê=3èï  = 4 óðàâí åí èå (4) í å

èì ååò í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé.

Â ñëó÷àå ê = 1 óðàâí åí èå (4) âñåãäà èì ååò í àòóðàëüí î å ðåø åí èå.
Ï ðè ï  = 1 ýòî  ëþ áî å í àòóðàëüí î å ÷èñëî , ï ðè ÿ = 2 - ï àðà (2, 2),
ï ðè ï >2 - í àáî ð (ë, 2, 1,1).

Èí î ãäà óðàâí åí èå (4) èì ååò í åñêî ëüêî  ðåø åí èé. Äëÿ ï î ëó÷å-
í èÿ âñåõ åãî  ðåø åí èé ì î æí î  ï î ñòóï èòü ñëåäóþ ù èì  î áðàçî ì . Ñí à-
÷àëà í àéäåì  ðåø åí èå âèäà (à, 1,1). Ýòî  âî çì î æí î , åñëè ë - 1 =
= à(ê - 1), ò. å. â ñëó÷àå äåëèì î ñòè (ï  - 1) í à (Ë - 1), î  ÷åì  ì û  óæå
ãî âî ðèëè. Çàòåì  ðàññì î òðèì  í àáî ðû (à, Ü, 1, 1), äëÿ êî òî ðû õ
âû ï î ëí ÿåòñÿ ðàâåí ñòâî  à + Ü + ï  - 2 = êàÜ. Ï î ñêî ëüêó çäåñü âàðè-
àí òî â ãî ðàçäî  áî ëüø å, òî  óäî áí î  âû ðàçèòü ï  = êàÜ - à - Ü + 2 è ï ðè

Âàðèàöèÿ í à òåì ó óðàâí åí èÿ Ì àðêî âà 175I



ô èêñèðî âàí í î ì  ê í àõî äèòü ñî î òâåòñòâóþ ù åå ë, ï î ñòåï åí í î  óâåëè-
÷èâàÿ à\\Ü. Ï î òî ì  î áðàòèì ñÿ ê í àáî ðàì  (à, é, ñ, 1,1) è ò. ä. Ï ðè-
âåäåì  òàáëèöó ðåø åí èé äëÿ í åêî òî ðû õ çí à÷åí èé êèï .

3 4 5 6 7

I (3,2,1)   (4,2,1,1)  (2,2,2,1,1)(6,2,1,1,1,1) (4,3,1,1,1,1,1)
(3,3,1,1,1) (7,2,1,1,1,1,1)
(5,2,1,1,1)

2 (2,1,1)   (3,1,1,1)  (4, 1,1,1,1) (5, 1,1,1,1,1) (6,1,1,1,1,1,1)
(2, 2,1,1,1,1)

3 (1,1,1) -       (2,1,1,1,1) - (3,1,1,1,1,1,1)

4 -     (1,1,1,1) - - (2,1,1,1,1,1,1)

5 (1,1,1,1,1)

ÓÏ ÐÀÆÍ ÅÍ Èß

11. Äî êàæèòå, ÷òî  ï ðè ï ðî ñòî ì  ð> Ú óðàâí åí èå õð~õ + óð~õ = 1ð~õ í å èì ååò
í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé, åñëè ë: è ó í å äåëÿòñÿ í à ð.

12. Í àéäèòå âñå í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ:
à)      ó* = Xõ + óÓ\ á) ï õ + ï ó = ï *.

13. Ðåø èòå âî  ì í î æåñòâå ðàöèî í àëüí û õ ÷èñåë óðàâí åí èå:
à) õó = óõ (çàäà÷à Ýéëåðà); á) õï  +ó* = õï +1 + óï +]

.

14. Äî êàæèòå î òñóòñòâèå í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé óðàâí åí èÿ:
à) 2õ + 13'= 19<; á) 7õ + 10'= 13 .



Î òâåòû  è ðåø åí èÿ

§1.1
1. Âî ñï î ëüçóéòåñü òåî ðåì î é êî ñèí óñî â.
2

. Â ï ðèì èòèâí î é òðî éêå äâà ÷èñëà í å÷åòí û å, à òðåòüå ÷åòí î å. Åñëè
I = 2/72, òî  õ\\ ó - í å÷åòí û å ÷èñëà: äñ = 2Ë + 1, ó = 2/+ 1. Â ýòî ì  ñëó÷àå ñóì -
ì à õ2 + ó2 = Öê2 + À:+/2-Ü/) + 2í å äåëèòñÿ í à 4, â òî  âðåì ÿ êàê 4ò2 äåëèòñÿ
í à 4.

3. ßñí î , ÷òî  òðî éêà (2ðä, ð1 - ä2, ð1 + ä2) ï èô àãî ðî âà, äî êàæåì  åå ï ðè-
ì èòèâí î ñòü. Ï ðåäï î ëî æèì , í àï ðèì åð, ÷òî  ï åðâû å äâà ÷èñëà äåëÿòñÿ í à
í å÷åòí î å ï ðî ñòî å ÷èñëî  ; èç äåëèì î ñòè ï åðâî ãî  ñëåäóåò, ÷òî  ëèáî  ð, ëèáî

äåëèòñÿ í à </, à èç äåëèì î ñòè âòî ðî ãî  - ÷òî  î áà äåëÿòñÿ í à ñ1, ýòî  ï ðî òè-
âî ðå÷èò âçàèì í î é ï ðî ñòî òå ÷èñåë ðèä.

4
. Òàí ãåí ñ óãëà í àêëî í à áî êî âî é ñòî ðî í û  êàæäî é òðàï åöèè ê î ñí î âà-

í èþ  ðàâåí  1.

5
. Ï ðåäï î ëî æèì  ï ðî òèâí î å: */2 ~~9 ãäå ðè ä - âçàèì í î  ï ðî ñòû å ÷èñ-

ëà; òî ãäà 2ä2 = ð2 è ÷èñëî  ð ÷åòí î å: ð = 2ï , ñëåäî âàòåëüí î , ä2 = 2ï 2. Î òêóäà

ä = 2ò, ò. å. äðî áü - = - - ñî êðàòèì àÿ, ï ðèø ëè ê ï ðî òèâî ðå÷èþ .
ß 2ò

6. Èç ï î ñòðî åí èÿ ï î ëó÷àåì  àê+õ = Üê- àê, Üê+] = 2àê- Üê. Åñëè ï ðî öåññ
çàêî í ÷èòñÿ í à ò-û ø àãå, òî  ëèáî  Ü

ò
 = à

ò,
 ëèáî  2à

ò
 = Ü

ò
. Â ï åðâî ì  ñëó÷àå

ï î ëó÷àåì  2Ü
ò_õ

 = Úà
ò_õ\ âî  âòî ðî ì : ÚÜò_õ = 4àò_ó Â î áî èõ ñëó÷àÿõ î òí î ø å-

í èå Ü
ò_\

 : ä
ò_,

 åñòü ðàöèî í àëüí î å ÷èñëî . Ï ðî äî ëæàÿ óì åí üø àòü èí äåêñû

÷èñåë àê è Üê, ï ðèäåì  ê ðàöèî í àëüí î ì ó çí à÷åí èþ  î òí î ø åí èÿ Ü: à, ÷òî  í å-
âî çì î æí î .

7
. Òàê êàê ð2+1 - 2à2+1 = (2à, + ð,)2 - 2(à, + ð,)2 = 2à2 - Ð  è ð2 - 2à2 =

= -1
, òî  ï î ëó÷àåì  ð  - 2à2ê = {-\)ê.

8
. Èç óï ðàæí åí èÿ 7 èì ååì  õ? =Ã-1  = 2 +        . ×èñëà õê ï ðè âî çðàñ-

òà/

òàí èè í î ì åðà ê âñå òî ÷í åå ï ðèáëèæàþ ò Ë ; ï ðè ÷åòí û õ ê ñòàí î âÿñü áî ëü-
ø å ë/2 , ï ðè í å÷åòí û õ - ì åí üø å.

9
. Ñóì ì à ï åðâî é ï î ëî âèí û  5, = ëà, +      ~     > âòî ðî é  = 5- 5, =

= 2ï à
õ + ï {2ï  - \)ñ1-ï à{ - "(" ~      î òêóäà 52 - 5, = ï × .

10. Êàê è â ï ðåäû äóù åì  ñëó÷àå, í àéäåì  ðàçí î ñòü ()2ï
 - 2()ï , ãäå ()ï  =

= %à
ê
2= % (à2 + (Ð(ê - I)2 + 2ë/(* - 1)) = ï (à2 + (ï  -\)(2ï  -\) +

+ «/(ë - 1)). Î í à ðàâí à (1ï *(2à + (2ë - 1)).

Î òâåòû  è ðåø åí èÿ 1
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11. Ì î æí î  ñ÷èòàòü, ÷òî  àè (I î äí î ãî  çí àêà. Ï óñòü - = - , ãäå /ÿ è ë -
ñ! ï

í àòóðàëüí û å ÷èñëà. Ðàññì î òðèì  ñê = 21! + ï )ê - à = "ÊÎ  + ÿ)* - Î  7àê êàê

(1 + ë)Ë - 1 äåëèòñÿ í à ë, òî  ÷èñëî  ñê í àòóðàëüí î å. Òàêèì  î áðàçî ì , ê-é ÷ëåí
ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè Üê = à(\ + ï )ê èì ååò âèä Üê = à + ñ í  ï ðèí à-
äëåæèò àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè. Î áðàòí î , ï óñòü â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè
{à + /ì /} èì åþ òñÿ õî òÿ áû  òðè ÷ëåí à à + çñ1, à + Ø , à + (ç < Ê ã), î áðàçóþ -
ù èõ ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèþ . Òî ãäà èç ðàâåí ñòâà (à + 1ñ1)2 = (à + +
+ «0 ï î ëó÷àåì  à(21 - 5 - ã) = ñ1{8ã - /2). Çäåñü 2/  5 -ü ã (â ï ðî òèâí î ì  ñëó÷àå
ï î ëó÷àåì  5ã= /2 è (ã - ç)2 = (ã + 5)2 - 45ã= 412 - 4Ð = 0 è ã= ç

, ÷òî  ï ðî òèâî ðå-

÷èò í åðàâåí ñòâó 5 < ã). Ï î ýòî ì ó î òí î ø åí èå 2 =     
~

 - ðàöèî í àëüí î .

î     21 - ç - ã

12. Âî çüì åì  /ï  ÷ëåí î â àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè à, à + */,..., à +
+ (ò - 1) è ï óñòü   ëþ áî å èõ î áù åå êðàòí î å. Ï î äåëèâ ÷ëåí û  ï ðî ô åññèè

í à N. ï î ëó÷èì  äðî áè âèäà - . Î í è î áðàçóþ ò àðèô ì åòè÷åñêóþ  ï ðî ô åññèþ ,
ï

ï î ñêî ëüêó ñî ñåäí èå äðî áè î òëè÷àþ òñÿ í à  .
/V

13. Òàê êàê ß , =     -, à ñóì ì à êâàäðàòî â (?„ = 1)2(ÿ*ï
-

Î  
? òî  Ï ðÈ ï  =

71      - 1 ä2-\

= 2ò+\ ï î ëó÷àåì  (?2/ÿ+|: 52ò+1 =  Ö = Ü{ô ò-ô ò-õ +       - ...
 +

+ 1) - öåëî å ÷èñëî . Äëÿ ÷åòí î ãî  ÷èñëà ñëàãàåì û õ óòâåðæäåí èå í åâåðí î .
Í àï ðèì åð, I2 + 22 = 5 í å äåëèòñÿ í à 3 = 1 + 2.

14. Ï óñòü 8ï
 - ñóì ì à ï åðâû õ ï  ÷ëåí î â ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè {à , ï î  óñ-

ëî âèþ  ê
ï
 =       - í àòóðàëüí î å ÷èñëî .

 Èç À:ë+, 
=   <   =

= À:
ë + 1 ñëåäóåò êï Ë.õ

 < À:
ÿ

. Ì í î æåñòâî  í àòóðàëüí û õ ÷èñåë î ô àí è÷åí î  ñí è-
çó, ï î ýòî ì ó óáû âàí èå êï

 í å ì î æåò áû òü áåñêî í å÷í û ì : í à÷èí àÿ ñ í åêî òî ðî -

ãî  í î ì åðà ÒÓ, âñå î í è ðàâí û  êî í ñòàí òå ê\ ï ðè ï  > âû ï î ëí ÿåòñÿ àï
 = ,

Ú = -1 + «ÿ = {ê+1)5->
. Î òêóäà 5  = (ô )

"

 Ï ðè Ë > 1 ÷èñëî
 + 1 í à Ë í å äåëèòñÿ; äåëèì î ñòü 5  í à ëþ áóþ  í àòóðàëüí óþ  ñòåï åí ü ÷èñëà ê

âî çì î æí à ëèø ü ï ðè ê= \,à ï î ýòî ì ó à/ +ò = 2ò~õ8

15.  ~  ; òàê êàê èñêî ì àÿ ñóì ì à í à 1 ì åí üø å ï ðî èçâåäåí èÿ [\ +

178
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16. ßñí î , ÷òî  ÷èñëî  Ï = 2ðä(ð - ä){ð + ä)  + ä2) äåëèòñÿ í à 4,
 í à 3 è í à

5
. Ï ðî èçâåäåí èå äëèí  ñòî ðî í  êðàòí î  ÷èñëó ß , à ï î ýòî ì ó äåëèòñÿ í à 60.

17. Èç ðàâåí ñòâà (à - ê)2 + à2 = (à + ê)2 ï î ëó÷àåì  à(à - 4ê) = 0. Î òêóäà
à = 4ê.

18. Èç ðàâåí ñòâà 5 = ß ñëåäóåò ðäÎ ? - ä2)ê2 = 2ð(ð + ä)ê èëè ä{ð - ä)ê =
= 2

. Ï åðåáèðàÿ âñå âàðèàí òû , ï î ëó÷èì  ë èø ü äâå òðî éêè (6, 8,10) è (5,12,13).
19. Óñëî âèþ  çàäà÷è óäî âëåòâî ðÿþ ò òî ëüêî  ï ðèì èòèâí û å ï èô àãî ðî âû

òðî éêè. Ï óñòü 1-õ= 1, òî ãäà ð2 + ä2 - 2ðä = 1, î òêóäà ð = ä+ 1; ñëåäî âà-
òåëüí î , õ= 2 + 1),ó=2<7 + 1, =2 2 + 2  + 1 èä:+ =(2 + 1)2 = ó2. Ñëó-
÷àé I - ó = \ í åâî çì î æåí , ï î ñêî ëüêó òî ãäà ð2 + ä2 - ð1 + ä2= 1.

20. Óäâî åí í àÿ ï ëî ù àäü òðåóãî ëüí èêà ðàâí à 3276 è í å äåëèòñÿ í è í à î ä-
í î  èç ÷èñåë 65, 119 è 180.

21. Ï óñòü õ- 1, õ, ä: + 1 - äëèí û  ñòî ðî í , õ+2 - ï ëî ù àäü òðåóãî ëüí èêà.

Ï î  ô î ðì óëå Ãåðî í à èì ååì  (õ + 2)2 = 
ä*2(  

- I)- Ï î ñëå ï ðåî áðàçî âàí èé
ï î ëó÷èì  óðàâí åí èå {õ - 4)(3õ3 + 12ëñ2 + 20ë: +16) = 0, èì åþ ù åå ëèø ü î äèí
ï î ëî æèòåëüí û é êî ðåí ü õ = 4. Ï ðèõî äèì  ê òðåóãî ëüí èêó (3, 4, 5) ñ ï ëî -
ù àäüþ  5 = 6. Â ñëó÷àå, êî ãäà äñ-1,õ-Ü1,õ+2 - äëèí û  ñòî ðî í  òðåóãî ëüí è-
êà, ä: - åãî  ï ëî ù àäü, ï ðèäåì  ê óðàâí åí èþ  Çõ3 + 8ë:2 - 36õ - 16 = 0, èì åþ ù å-
ì ó ëèø ü î äèí  ï î ëî æèòåëüí û é êî ðåí ü, ï ðèí àäëåæàù èé ï ðî ì åæóòêó (2; 3).
Â äâóõ î ñòàâø èõñÿ âàðèàí òàõ òî æå í åò í àòóðàëüí û õ ðåø åí èé.

22. Ðàçäåëèì  ÓÓí à (ë + 1); ÓÓ= (ë + 1) + ã, 0 < ã< ë. Ï åðâû é èãðî ê í à-
çû âàåò ÷èñëî  ã. Ï î ñëå õî äà âòî ðî ãî  èãðî êà ì î æåò ï î ÿâèòüñÿ ñóì ì à î ò ã + 1
äî  ã+ ï . Ñëåäóþ ù èì  õî äî ì  ï åðâû é èãðî ê í àçû âàåò ÷èñëî  ã + ë + 1, ÷òî
âñåãäà ì î æí î  ñäåëàòü è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ï åðâû é èãðî ê âû èãðàåò, í àçû âàÿ
âñå ÷èñëà àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ô åññèè ã, ã + (à? + 1), ã+ 2(Àã + 1), ã +
+        1) = Æ

§1.2
1

. Ï óñòü ÷èñëî  ò èì ååò í å÷åòí û é ñî ì í î æèòåëü: ò = (2ê + \)ç, òî ãäà

2(2À:+1)5 _|_ | =    -ü \)(22ê* - 2(2ê~])5 + 2{2ê~2)5 - ... - 25 + 1).
2

. Ï ðåäï î ëî æèì  ï ðî òèâí î å: Ð(ï ) - âñåãäà ï ðî ñòî å ÷èñëî ; ï óñòü Ð(ï 0) = ð.

Òàê êàê (ë0 + ð()ê = ë§ + ðÖ-1 + ... + ð***, òî  Ð{ï  + /?/) = + ð0(1) =
= ð(\ + 0(1))> ò. å. ï ðè í àòóðàëüí î ì  / äåëèòñÿ í à ð, à çí à÷èò (ï î  ï ðåäï î ëî -
æåí èþ ), ðàâí î  ð. Í î  ì í î ãî ÷ëåí  í åí óëåâî é ñòåï åí è í å ì î æåò í à áåñêî í å÷-
í î ì  ì í î æåñòâå òî ÷åê ï ðèí èì àòü î äí î  è òî  æå çí à÷åí èå.

3. Ï óí êòû  à) è á) î ÷åâèäí û ; çàì åòèì  ëèø ü, ÷òî  èç  = 0 (ï êõ! ò) ñëåäó-
åò äåëèì î ñòü àÜ í à ò\ â) åñëè àñ1 = Ì  {òî á ò), òî  ñ1{à - Ü) äåëèòñÿ í à ò, í î
4]* ò âçàèì í î  ï ðî ñòû , ï î ýòî ì ó í à ò äåëèòñÿ à - Ü\ î áå ÷àñòè ñðàâí åí èÿ
15 = 9 (òî ñ! 6) ðàçäåëèòü í à 3 í åëüçÿ, òàê êàê 5 3 (ãòþ ñ! 6); ã) èç ðàâåí ñòâà
à = ãò + Ü ñëåäóåò àê = (ø  + Ü)ê = ò(òê~]5ê + ... + êçÜê~õ) + Üê.
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4
. Ðàâåí ñòâî  2/*,  0(ï êê1 ð) ï ðè ð>2 í åâî çì î æí î  (ñì . ï ðåäû äóù åå óï ðàæ-

í åí èå). Åñëè ã, = ã2, òî  ï î ëó÷àåì  1ãõ = ã, (òî ñ!ð), î òêóäà 2  1(òî (1 /?), ÷åãî  í å
ì î æåò áû òü.

5
. à) Î ò 1 äî  ò ñî äåðæèòñÿ ò - 1 í àòóðàëüí û õ ÷èñåë, âñå î í è âçàèì í î

ï ðî ñòû  ñ ò òî ãäà è òî ëüêî  òî ãäà, êî ãäà ò ï ðî ñòî å ÷èñëî ; á, ã) ï ðèì åí èòå
ô î ðì óëó Ýéëåðà; â) âî ñï î ëüçóéòåñü êàí î í è÷åñêèì  ï ðåäñòàâëåí èåì  ÷èñåë
ø èï è ô î ðì óëî é Ýéëåðà.

6. Ï ðåäï î ëî æèì  ï ðî òèâí î å: ë = + ã, 0 < ã< 5, òî ãäà àï  àã(òî á /è), í î
à" = 1 (òî ñ! /è), ñëåäî âàòåëüí î , àã= 1 (òî á ò), ÷òî  í åâî çì î æí î  ï ðè 0< ã <5.

7
. ×èñëî  5 äåëèò ô (ò), ï î ýòî ì ó ô (ò) = &ó = ê(ò - 1). Òàê êàê ô (/è) í å

ì î æåò ï ðåâû ø àòü ò - 1, òî  À: = I, î òêóäà ô (ò) 88 /ÿ - 1, çí à÷èò, ÷èñëî  ò
ï ðî ñòî å.

8
. Ðàññì î òðèì  ÷èñëà Ð

ÿ è Ó . Ï óñòü ï  = ò + 5, òî ãäà    = 22'ï +, + 1 =
= (22

ò

)2' + 1 = (/  - I)2, -Ü 1 = (/"2 - ...) + 2. Í àì è ó÷òåí î , ÷òî  áèí î ì  âî çâî -
äèòñÿ â ÷åòí óþ  ñòåï åí ü. Âñå ñëàãàåì û å, ñòî ÿù èå â ï î ñëåäí åé ñêî áêå, ñî -
äåðæàò Ðò â í àòóðàëüí î é ñòåï åí è, ï î ýòî ì ó ñêî áêà äåëèòñÿ í à ëþ áî é äåëè-
òåëü ÷èñëà Ð

ò9 í î  ýòî ò äåëèòåëü - í å÷åòí î å ÷èñëî  è 2 í à í åãî  í å äåëèòñÿ.

9
. à) 22ë + 1 = 24'2'"2 + 1 = \62"~2 -Ü 1, à ÷èñëî  16  ï ðè ëþ áî ì  í àòóðàëüí î ì

ê î êàí ÷èâàåòñÿ öèô ðî é 6; á) ï óñòü Ð
ï = ðõ+ ð2, ãäå ð[,Ð2 - ï ðî ñòû å ÷èñëà;

òàê êàê Ð
ë í å÷åòí î , òî  î äí î  èç ÷èñåë, äî ï óñòèì , ð2 = 2. Òî ãäà    = 22ÿ - 1 =

= (22''"1 - 1)(22""1 + 1). Ï ðè ï  > 1 ï åðâû é ñî ì í î æèòåëü áî ëüø å åäèí èöû , ÷òî
ï ðî òèâî ðå÷èò ï ðî ñòî òå ÷èñëàð .

10. Ï ðè ï  = 1 óòâåðæäåí èå î ÷åâèäí î ; ï óñòü î í î  âåðí î  ï ðè ï  = ò: ÷èñëî

2çò + 1 äåëèòñÿ í à Ç × Ðàññì î òðèì  2Çß+* + 1 = (23'")3 4- 1 = (2ÇÆ + 1)((23'ÿ)2-
- 23ò + 1). Ï åðâû é ñî ì í î æèòåëü ýòî ãî  ï ðî èçâåäåí èÿ äåëèòñÿ (ï î  ï ðåäï î ëî -
æåí èþ  èí äóêöèè) í à Çÿðí ; âòî ðî é ñî ì í î æèòåëü (23'è)2 - 23'" + 1 = (2çò + I)2 -
- 3 . 2çò äåëèòñÿ í à 3. Óòâåðæäåí èå äî êàçàí î .

11. Î áî çí à÷èì  2ï ~2 = ò, òî ãäà 2ò = 2Ë~|, 4ò = 2Ë, ÷èñëî  Ü
ï
 çàï èø åòñÿ òàê:

Üÿ = 24ò + 22ò+\= (22ò + 2  + 1)(22ò- 2ò+\) = Üï _õ(22ò - 2ò + 1). Î áà ñî ì -
í î æèòåëÿ î òëè÷í û  î ò åäèí èöû  è âçàèì í î  ï ðî ñòû  (èí à÷å èõ ðàçí î ñòü, ðàâ-
í àÿ 2ò+,, äåëèëàñü áû  í à î áù èé ì í î æèòåëü, à î í  ó í èõ ì î ã áû òü òî ëüêî  í å-
÷åòí û ì  ÷èñëî ì ). Â ñâî þ  î ÷åðåäü, Ü

ï _õ
 = Ü

ï _2(22ò~2 - 2ò~] + 1) è òàê äî  òåõ

ï î ð, ï î êà í å ï î ëó÷èòñÿ  = 222 + 22 + 1 = 21 = 3 . 7.

12. à) Â òðî éêå {à, à + 2, à + 4) âñå ÷èñëà í å÷åòí û å. Åñëè ä = Çñ + 1, òî
à + 2 äåëèòñÿ í à 3, î í î  ì î æåò áû òü ï ðî ñòû ì  òî ëüêî  ï ðè à= 1, í î  òî ãäà
ï åðâî å ÷èñëî  òðî éêè áóäåò åäèí èöåé. Åñëè ä = Çñ-Ü2,òî ä + 4>Çè äåëèò-
ñÿ í à 3. Î ñòàåòñÿ ñëó÷àé à = Çñ, ýòî  ÷èñëî  ï ðî ñòî å òî ëüêî  ï ðè ñ = 1. Èñêî -
ì àÿ òðî éêà ï ðî ñòû õ ÷èñåë î äí à (3, 5, 7); á) ï óñòü à, ä + 4, ä + 8 ï ðî ñòû å
÷èñëà; åñëè ä = Çò+1,òî ä + 8 = Ú(ò + 3) í å áóäåò ï ðî ñòû ì ; åñëè à=Úò + 2,
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òî  ä -Ì  = 3(ò + 2) ñî ñòàâí î å ÷èñëî . Î ñòàåòñÿ ñëó÷àé ÿ = 3, ï î ëó÷àåì  åäèí -
ñòâåí í î å ðåø åí èå (3, 7, 11).

13. Åñëè (1=2ò+ 1, òî  â òðî éêå (à, à + 2ò+ 1, à + 4ò + 2) ëèáî  äâà ÷èñ-
ëà ÷åòí û å (ï ðè ÷åòí î ì  à), ÷åãî  í å ì î æåò áû òü, ëèáî  ñðåäí åå ÷èñëî  ÷åòí î å

,

î í î  ðàâí î  2 ëèø ü ï ðè à= 1, /è = 0, í î  òî ãäà ï åðâû ì  ÷èñëî ì  áóäåò 1.
14. 5, 11, 17, 23, 29.

15. à) ×èñëàõè I èì åþ ò ðàçí óþ  ÷åòí î ñòü, òàê êàê ä: < , òî õ = 2, ï ðèõî -
äèì  ê óðàâí åí èþ  2>' + 1 = ã. Ï ðè ó=2ê+ 1 èì ååì  I = 22 +, + 1 = 2 . 4* +1 =
= 3 . 4  - (4  - 1) = 3 . 4  - (2  - 1 ){2ê + 1); ò. å. ÷èñëî  ã > 3 è äåëèòñÿ í à 3.
Î ñòàåòñÿ ó = 2, òî ãäà 1=5. Ðåø åí èåì  ÿâëÿåòñÿ òðî éêà (2, 2, 5); á) õî òÿ
áû  î äí î  ÷èñëî  ÷åòí î å; òàê êàê ã > 2, òî  ï óñòü  = 2. Óðàâí åí èå ï ðèì åò âèä
õ2 + 2õ = I. Åñëè ë: = 2, òî  ã = 8. Çí à÷èò, õ í å÷åòí î å ÷èñëî , òî ãäà 22ê*1 = 2 . 4  =

= 2(3 + 1)* = 2 . 1* (òî ñ! 3) = -1 (òî ñ! 3). Åñëè, êðî ì å òî ãî , ÷èñëî  õ èì ååò âèä
õ=Úò± 1, òî  (Çò ± I)2 = 1(òî ñ1 3) è ÷èñëî  ã äåëèòñÿ í à 3, í î  ã > 3, î ñòàåòñÿ
äñ= 3, = 17. Ðåø åí èåì  áóäóò òðî éêè (3, 2, 17) è (2, 3, 17).

§ 1.3

1
. à) Åñëè ð í å ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòû ì  ÷èñëî ì , òî  à(/0, í àðÿäó ñ 1 è ñî äåð-

æèò äðóãèå ñëàãàåì û å; á) äåëèòåëè ÷èñåë /è è ÿ ðàçëè÷í û å (í å ñ÷èòàÿ 1),
ï î ýòî ì ó <ç(ò) . à(ë) ñî äåðæèò âñå äåëèòåëè ÷èñëà ò . ï  ðî âí î  ï î  î äí î ì ó ðà-

À * I 1

çó; â) ï (ðê) = 1 + /? + ... +    = 2-1_1; ã) î ÷åâèäí î .
Ð - 1

2
. 2/5 - 1 = (2'- 1)(2(5-,)'+ 2<5-2)/+ ... -Ü 2'+ 1).

3
. Ï ðî èçâåäåí èå äåëèòñÿ í à ï ðî ñòî å ÷èñëî   ëèø ü òî ãäà, êî ãäà õî òÿ áû

î äèí  èç åãî  ñî ì í î æèòåëåé äåëèòñÿ í à ä. Î áà äåëèòüñÿ í à ä í å ì î ãóò, èí à÷å
áû  í à <7 äåëèëàñü èõ ðàçí î ñòü, à î í à ðàâí à 2.

4
. Ï ðè í å÷åòí î ì  ð ñóì ì à 1 +/?+...+ /ò* äåëèòñÿ í à 2 ëèø ü ï ðè í å÷åò-

í î ì  ê. Åñëè â ðàâåí ñòâå (1) áî ëåå ÷åì  î äèí  ï î êàçàòåëü í å÷åòåí , òî  åãî  ï ðà-
âàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ í à 4, à ëåâàÿ - í åò.

5
. Åñëè Ë/  äåëèòñÿ í à /ÿ, òî  è Ì êï

 = (2ê - 1)(2À:(/,",) + ... + 1) äåëèòñÿ í à ò.

6. Ï ðè ëþ áî ì  í àòóðàëüí î ì  ê ÷èñëî  24* = 16* î êàí ÷èâàåòñÿ öèô ðî é 6,
ò

. å. 24* = 6 (òî ñ! 10), ï î ýòî ì ó 24 +, ø  2(òî ñ1 10), 24À:+2 = 4(òî ñ1 10),
 24 -, =

å 8(òî ñ1 10). Ñëåäî âàòåëüí î , Ì Àê_õ = 7(òî ä 10), Ì 4ê+1 ø  \(òî 6 10).
7

. à) Èç ðåø åí èÿ óï ðàæí åí èÿ 6 ï î ëó÷àåì  24À:"2 . Ë/
.,

 = 4 . 7 = 8(òî ñ1 10),

24ê' Ì Àê+1 =6*1= 6(òî ñ1 10); á) î ÷åâèäí î ; â) òàê êàê ï  = 2ê~õð, à ï ðî ñòî å
÷èñëî  ð í å ì î æåò áû òü êâàäðàòî ì  (â ñèëó ñî ì í î æèòåëÿ (4à + 1 ñâî éñò-

ò

âî  âåðí î  è äëÿ í å÷åòí û õ ñî âåðø åí í û õ ÷èñåë); ã) òàê êàê  Å/3 =

7/ 49 ò 2ò - I       ò - 1

=  <ò+ Ö
-
 

, òî  I (2/- I)3 = Å /3 - I (2/)3 = ò2(2/ÿ - I)2 - 2{ò - \)2ò2 =
4 /=1 /= I /-1
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= ò2(2ò2 - 1); ï î ëî æèâ ò2 = 2ê~õ9 ÷òî  âî çì î æí î  ï ðè í å÷åòí î ì  ê, ï ðèõî -
äèì  ê òðåáóåì î ì ó ðàâåí ñòâó; ä) ó ñî âåðø åí í î ãî  ÷èñëà 2*~,(2* - 1) ï î êàçà-
òåëü ê í å÷åòåí  (ï ðè ê> 2): ê = 2$ + 1, î òêóäà 22$(21ó+| - 1) - 1 = (22ó - 1) õ
õ (22Æ + 1) = (4 - 1 )(45-1 + 45-2 + 

... + 0(2+ \){2ú-22  + ... + 1).
8

. à)-á) ×èñëà 3 è 7 í å ï ðåäñòàâèì û  â âèäå 4/: + 1, à ï î ýòî ì ó î í è ì î ãóò
ï ðèñóòñòâî âàòü â ðàçëî æåí èè ÷èñëà í à ï ðî ñòû å ì í î æèòåëè ëèø ü â ÷åòí î é
ñòåï åí è; â) ï óñòü ÷èñëî  ï  äåëèòñÿ í à 105 = 3 . 5 . 7. Ñî ì í î æèòåëè 3 è 7 â
ðàçëî æåí èè ÷èñëà ï  ì î ãóò áû òü òî ëüêî  â ÷åòí î é ñòåï åí è, à 5 - â ëþ áî é,
ï î ýòî ì ó

5 ) > Ã1 + ËÃ1 + 1 + ËÃ1 + 1 + 11 = 1 46 > 2.
ï        V      çÀ      3     9' V      7     49  2205

9
. ×èñëî  ï  - ô (ë) âû ðàæàåò êî ëè÷åñòâî  ÷èñåë, í å ï ðåâî ñõî äÿù èõ ë è í å

âçàèì í î  ï ðî ñòû õ ñ ï . Ï óñòü  = 1 <  < ... <  =  - âñå äåëèòåëè ÷èñëà ï .

Êî ëè÷åñòâî  ÷èñåë, êðàòí û õ (1ê, ðàâí î  - = ñ1ã_ê+], ï î ýòî ì ó ñóì ì à - + 
àê 2 "ç

+

+
... +  = 1 + ... +  = à(ë) - ï . ßñí î , ÷òî  í åêî òî ðû å äåëèòåëè ì î ãóò

áû òü ï î ñ÷èòàí û  í åñêî ëüêî  ðàç. Í àï ðèì åð, äëÿ ï  = 12 äåëèòåëü 6 áóäåò ï ðè-
ñóòñòâî âàòü ñðåäè ÷èñåë, êðàòí û õ 2, 3 è 6. Ï î ýòî ì ó à{ï ) - ï > ï  - ô (ë). Äëÿ
ï ðî ñòî ãî  ÷èñëà ð èì ååì  à(/?) =/1+1, ô (/0 = /? - 1 è ô (/?) + à(/?) = 2ð.

§2.1

1
. Ï î ñêî ëüêó àü = 2/&ø 360 = 4/ã8ø 180ñî 8180, à à10 = 21&\ï \Ú0 =

= òî  8ø 180= 1,
ñî 8180= , î òêóäà <75 = .

2
. Òàê êàê à5 = ß ô - Ë è  : ä5 = Ô, òî  à'5 = Ê*!ô Ò5 .

3. Ô - åäèí ñòâåí í î å ï î ëî æèòåëüí î å ðåø åí èå óðàâí åí èÿ 1 + ë: = õ2.
ò ò î

4
. Ñï î ñî á ï î ñòðî åí èÿ âû òåêàåò èç ðàâåí ñòâà     = 2 .     - 3 . .

5. Ë/
ò(À|) ï î ëó÷àåòñÿ ï ðè ðàçëè÷í û õ ò, âçàèì í î  ï ðî ñòû õ ñ ë, à èõ ÷èñëî

ðàâí î  ô (à2). Í î  ï ðè ò = ò0èò = ï  - ò0 èì ååì  î äèí  è òî ò æå ë-óãî ëüí èê,
ñëåäî âàòåëüí î , ÷èñëî  ô (ë) í àäî  ðàçäåëèòü í à 2. Êðî ì å òî ãî , ï ðè ò = 1

ì í î ãî óãî ëüí èê áóäåò âû ï óêëû ì , à í å çâåçä÷àòû ì . Èòàê, 5=       - 1.

6
. Èç ðèñóí êà 5 ï î ëó÷àåì  Î Ñ= 00 = ß , à[0 = Î Â= Ê+ à10 = ß( \ + ô -') =

= ßÔ
.

7
. Êî ýô ô èöèåí ò ï î äî áèÿ X ðàâåí  î òí î ø åí èþ  ï åðï åí äèêóëÿðî â, î ï ó-

ù åí í û õ èç öåí òðà î êðóæí î ñòè í à ñòî ðî í û ; äëÿ 10-óãî ëüí èêà èì ååì
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ñ

À Â
2 2

Î
À Â

à

Ü-à à À Â

Ðèñ. 42Ðèñ. 41

X = /?ñî 5180 : /?ñî 8540 = (ñî 82180 - Çéï ×â0)"1. Ó÷èòû âàÿ ðåø åí èå óï ðàæ-
í åí èÿ 1, ï î ëó÷àåì  X, = Ô.

8
. à) Ô"1

2 75 - 1 ô _1;ô 2 = 1+Ô;Ô3 = Ô+Ô2 =
75+1        2 - 2

= 1 + 2Ô; á) ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ñ î áù èì  ÷ëåí î ì  ëÀ * 71 + ... âî ç-
ðàñòàåò è î ô àí è÷åí à ñâåðõó ÷èñëî ì  2, ñëåäî âàòåëüí î , î í à ñõî äèòñÿ; ï óñòü /
åå ï ðåäåë, òî ãäà /2 = 1 + Ã, ï î ëó÷àåì  óðàâí åí èå, âî çí èêø åå â óï ðàæí åí èè 3;

» «

â) ï óñòü - = Ô, òî ãäà        = Ô - 1= Ô-1, ò. å. ï ðÿì î óãî ëüí èê à*(Ü - à)
à à

(ðèñ. 41) ÿâëÿåòñÿ çî ëî òû ì ; ã) òàê êàê ,4/?= 1, òî  /?Ñ= Ô(ðèñ. 42); ï ðî âåäåì
áèññåêòðèñó ÀÂ1 óãëà ó4; èç ï î äî áèÿ òðåóãî ëüí èêî â ñëåäóåò ÂÂ1 :ÀÂ=ÀÂ: ÂÑ,

î òêóäà Äâ, = Ô-1, í î  À1Â1 = âÂ|; àí àëî ãè÷í î = ( ~2 è ò- Ä » Ä) êâàäðàò
äèàãî í àëè ï àðàëëåëåï èï åäà ðàâåí  Ô2 + 1 + Ô~2 = Ô + 2 + (Ô - I)2 = 4;

å) ï óñòü ê = òø èç í åðàâåí ñòâà ô åóãî ëüí èêà èì ååì  ñ < à + À èëè

Ë< 5 < I + 2 < 1 + Ä:-1; î òêóäà À:2 - À: - 1 < 0, ò. å. À: < Ô, ðàâåí ñòâî  À: = Ôäî -
ü ü

ñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå âû ðî æäåí í î ãî  òðåóãî ëüí èêà - î ô åçêà, ðàçäåëåí í î ãî

çî ëî òû ì  ñå÷åí èåì .

9
. 8=181Ï  -; ô î ðì óëà ñëåäóåò èç ðàâåí ñòâà 25ò2à = 1 - 71 - 81Ï 22à.
"2 ï

10. à) Òàê êàê ä20 = /?2ô -2, (à'ò)2 = Þ Ô, òî   = /?2(1 - ô -×- 1 + Ô) =
= Ç/?2; á) à20 + à2 = ß2{\ - Ô-' + 1) = Ê2Ë Ô"1 = à2; â) (ÿ;î )2 + à2 = /?2(1 +

+ Ô2) = /ã275Ô=Ö)2.
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§2.2
1

. Ï óñòü À Â = 2 ß , ÀÑ = 2ã, òî ãäà ï ëî ù àäü àðáåëî í à  =

= ÿ(/?2-ã2-(/?-ã)2) = ê ê _ ãó Èç ðàâåí ñòâà 01? = ÀÑ- ÑÂ (ðèñ. 15) í à-

õî äèì , ÷òî  ï ëî ù àäü êðóãà, ï î ñòðî åí í î ãî  í à äèàì åòðå ÑÄ ðàâí à ï ã(Ê - ã).
2

. Ï óñòü Ð\\ Ñ - ñåðåäèí û  î òðåçêî â ÀÑ è ÀÂ (ðèñ. 15); Ê - öåí òð î ê-
ðóæí î ñòè, êàñàþ ù åéñÿ î òðåçêà Ñ/) ñëåâà; åå ðàäèóñ î áî çí à÷èì  ÷åðåç õ. Èç
òðåóãî ëüí èêà (/ÀÒ/í àõî äèì  ÊÍ 2 = {ß - õ)2 - {2ã - ß - õ)2, à èç òðåóãî ëüí è-

êà ÐÊÍ  ï î ëó÷àåì  ÊÍ 2 = (ã + õ)2 - (ã - õ)2. Î òêóäà õ =        ã . Ï î ëó÷åí í î å
À

âû ðàæåí èå ñèì ì åòðè÷í î  î òí î ñèòåëüí î  ã è (ß - ã), ñëåäî âàòåëüí î , ðàäèóñ
î êðóæí î ñòè, êàñàþ ù åéñÿ î òðåçêà ÑÎ  ñï ðàâà, òî ò æå.

3
. ÀÌ =ÀÑ-ð= *(* +ã), î òêóäà Ë7Ó'= -1 1.

ã ß + ã

4
. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî  ((ð, + ... + ô  ) = =5 - - ã , à ï î ýòî ì ó    ô

ë
 =

2(ß- ã)(ß+ ã)
{ß + ã)2 + 4ï (ï  - \)(ß- ã)2

'

5. Áèññåêòðèñà óãëà ÜÂÎ ' ï åðï åí äèêóëÿðí à âñåì  î êðóæí î ñòÿì  Ã'0, ó ,ó
(ðèñ. 21). Ï ðè èí âåðñèè î í à ï åðåéäåò â äóãó î êðóæí î ñòè (í à ÷åðòåæå î í à

èçî áðàæåí à ï óí êòèðí î é ëèí èåé), î ðòî ãî í àëüí î é Ã0, óÿ, óï  è ï ðî õî äÿù åé

÷åðåç òî ÷êè À è Â. Öåí òðî ì  ýòî é î êðóæí î ñòè ÿâëÿåòñÿ òî ÷êà ï åðåñå÷åí èÿ
áèññåêòðèñû ÂÅ è ñåðåäèí í î ãî  ï åðï åí äèêóëÿðà ê ÀÂ. Î í  í àõî äèòñÿ í à

ðàññòî ÿí èè ß*/2 î òòî ÷êè À
6

. Ï óñòü ß
ï
 > ß

ï _\
 - ðàäèóñû  ñî ñåäí èõ î êðóæí î ñòåé (ðèñ. 21). Ñî åäèí èì

èõ öåí òðû . Ðàññì î òðèì  ðàâí î áåäðåí í û é ï ðÿì î óãî ëüí û é òðåóãî ëüí èê,
ãèï î òåí óçî é êî òî ðî ãî  ÿâëÿåòñÿ ï î ëó÷åí í û é î òðåçî ê, à êàòåòû  ï àðàëëåëü-

í û  ÂÜ è ÂÎ '. Èì ååì  ß
ï
 + /?

„_,

 = {ß
ï
 - ß

ï _õ)Ë, î òêóäà ßï  :       = (72 +
+ 1):(72 -1) = (72 +1)2.

7
. Ï î êàæåì , ÷òî  Ó7êàñàåòñÿ î êðóæí î ñòåé à è ó. Âû ï î ëí èì  èí âåðñèþ

ñ öåí òðî ì  À è ðàäèóñî ì  ÀÎ . Òàê êàê ÀÂ' ÀÑ = ÀÎ 2, òî  â ðåçóëüòàòå èí âåð-
ñèè òî ÷êè Â\\Ñ ï î ì åí ÿþ òñÿ ì åñòàì è, ò. å. î êðóæí î ñòü ó ï åðåéäåò â ñåáÿ.
Ï î ëóî êðóæí î ñòü Ã è ëó÷ ÑÎ  ï åðï åí äèêóëÿðí û  ÀÂ è ï ðî õî äÿò ÷åðåç í åï î -
äâèæí óþ  òî ÷êó Ä ï î ýòî ì ó î í è ï åðåéäóò äðóã â äðóãà. Î êðóæí î ñòü à êàñà-
ëàñü ÑÄ ó è ï î ýòî ì ó ï î ñëå èí âåðñèè åå î áðàç ñí î âà áóäåò êàñàòüñÿ òåõ
æå ëèí èé, î òêóäà ñëåäóåò, ÷òî  à ï åðåéäåò â ñåáÿ. Çí à÷èò, òî ÷êà êàñàí èÿ
î êðóæí î ñòåé à è ó î ñòàåòñÿ í åï î äâèæí î é. Ï î ýòî ì ó ÀÐ= ÀÎ , ï ðè÷åì  ï ðÿ-
ì àÿ ÀÐ - êàñàòåëüí àÿ ê à è ó (èí à÷å áû  ï ðÿì àÿ èì åëà åù å î äí ó î áù óþ
òî ÷êó ñ êàæäî é èç ýòèõ î êðóæí î ñòåé, í î  òî ãäà î í à ï åðåñåêàëà áû èõ è â
òðåòüåé òî ÷êå - åé èí âåðñí î é, ÷åãî  í å ì î æåò áû òü).

8. à) Ï óñòü ÀÂ = 2ß , ÀÑ = 2ã, Î ,, Î , 02 - öåí òðû  ñî î òâåòñòâóþ ù èõ ï î ëó-
î êðóæí î ñòåé àðáåëî í à (ðèñ. 23), òî ãäà èç òðåóãî ëüí èêî â Î õÍ 02 è Î Î Ñï î -
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ì

Ð = 0

î

Å
Ê

Ó

À ñ    î
2
 âî

Ðèñ. 43

ëó÷àåì  ñî ç ð
ã-(Ê-ã) 2ã - Ê

- ñî ç à
,
 ò. å. Î , á1

 ï àðàëëåëüí à 00, î òêóäà
ã+(/?-ã) Ê

ñëåäóåò ï àðàëëåëüí î ñòü êàñàòåëüí û õ ÑÊè Ì Ö á-ã) òàê êàê /.(Þ ÕÑ= ÀÊ02Â,
òî  /.ÑÑË = /.ÊÂÑ (ðèñ. 43) è ï ðÿì î óãî ëüí û å òðåóãî ëüí èêè ËÑÑ è ÑáÀ

'

ï î -

äî áí û , ï î äî áåí  èì  è òðåóãî ëüí èê ÀÂÐ, ãäå Ð- òî ÷êà ï åðåñå÷åí èÿ ï ðÿì û õ
ÀÑ è ÂÊ. Î òêóäà òî ÷êà Ð ëåæèò í à áî ëüø åé ï î ëóî êðóæí î ñòè àðáåëî í à.
Â 4-óãî ëüí èêå ÑÊÐÑ âñå óãëû  ï ðÿì û å, ñëåäî âàòåëüí î , ýòî  - ï ðÿì î óãî ëü-
í èê, à ï î ýòî ì ó åãî  äèàãî í àëè ðàâí û  è äåëÿòñÿ òî ÷êî é ï åðåñå÷åí èÿ ï î ï î -
ëàì . Òàêèì  î áðàçî ì , èç òî ÷êè ê î êðóæí î ñòè ó ï ðî âåäåí à êàñàòåëüí àÿ ÅÊ
è ðàâí û é åé î òðåçî ê ÅÑ, ñëåäî âàòåëüí î , /ÃÑòî æå êàñàòåëüí àÿ è òî ÷êà ñî â-
ï àäàåò ñ òî ÷êî é Ä ä) òàê êàê /ÂÎ Å = /ÑÑÊ= /ÑÑÎ  = /ÑÎ Â, òî  Î Â - áèñ-
ñåêòðèñà /ÑÎ Å.

9
. 1) Ï î ëî æèì  óãî ë, â êî òî ðû é âï èñàí û  î êðóæí î ñòè, ðàâí û ì  2à, ï óñòü ã è

ã

Â - ðàäèóñû  äâóõ êàñàþ ù èõñÿ î êðóæí î ñòåé (ðèñ. 44), òî ãäà - = 5 5 -
ã ã

+ ã+ ß

Î òêóäà Ê = êã, ãäå ê =  + ï à (ñðàâí èòå ñ óï ð. 6). Åñëè ã - ðàäèóñ ô èêñè-
1 - çø à

ðî âàí í î é î êðóæí î ñòè, òî ãäà ðàäèóñû  óâåëè÷èâàþ ù èõñÿ î êðóæí î ñòåé î á-

ðàçóþ ò ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü Êï  = ãêï , à óì åí üø àþ ù èõñÿ - ï î ñëåäî âàòåëü-
í î ñòü ã

ï  = ãê'". Î áðàòí î , åñëè Âï
 = ãêï

, òî  êàñàòåëüí àÿ, ï ðî âåäåí í àÿ ê äâóì

ñî ñåäí èì  î êðóæí î ñòÿì , î áðàçóåò óãî ë à ñ èõ ëèí èåé öåí òðî â, ï ðè÷åì  çø  à =
Ê - ã     ê - 1

= -- =
 

. Ýòà âåëè÷èí à ï î ñòî ÿí í àÿ, ñëåäî âàòåëüí î , âñå î êðóæí î ñ-
ß + ã    ê + \

òè âï èñàí û  â î äèí  óãî ë. Î áî çí à÷èì  ÷åðåç ð óãî ë, î áðàçî âàí í û é ñ ëèí èåé
öåí òðî â êàñàòåëüí î é, ï ðî âåäåí í î é èç öåí òðà î êðóæí î ñòè ê ñî ñåäí åé î ê-

ê
ðóæí î ñòè. Òàê êàê 81Ï  ð =

ß + ã    ê+ \
- âåëè÷èí à ï î ñòî ÿí í àÿ

,
 òî  âñå ýòè
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Ó (3
Ã

à

Ðèñ. 44

Ó

Ðèñ. 45

êàñàòåëüí û å ï àðàëëåëüí û  äðóã äðóãó. Àí àëî -
ãè÷í î  î áñòî èò äåëî  è ñ êàñàòåëüí û ì è, ï ðî âå-
äåí í û ì è èç êî í öî â äèàì åòðî â ê ñî ñåäí èì  î ê-

ðóæí î ñòÿì . 2) Çàì åòèì , ÷òî  öåí òðû âñåõ î ê-
ðóæí î ñòåé ëåæàò í à äèàì åòðå áî ëüø åé
î êðóæí î ñòè, ï ðî âåäåí í î ì  ÷åðåç òî ÷êó

êàñàí èÿ. Èñï î ëüçóÿ ï ðåäû äóù èå î áî çí à÷å-

í èÿ, ï î ëó÷èì  (ðèñ. 45) çø ó = --- = ---.

Î ñòàåòñÿ äî ñëî âí î  ï î âòî ðèòü ðàññóæäåí èÿ
ï óí êòà à).

§3.1
1. Ñëåäóåò èç ô î ðì óëû  ñóì ì û  àðèô ì åòè÷åñêî é ï ðî ô åññèè.

2 ï (ï -\)(ê-Ú) + Ë + ï {ï -\) = ï (ï -\)(ê-2) + ï
2 2 2

Ç
. Àë:<ò> = (õ+ \)õ...(õ-ò + 2)-õ(õ - \)...{õ-ò+ \) = òõ ò-]\

4
. Èç ðèñóí êà 29 èì ååì  (1 - ã.)2 + I2 = (1 + ã,)2, î òêóäà À = 2ãI

1

2
'

Àí àëî ãè÷í î  èç (1 -  - Ã2)2 + I2 = (1 + ã2)2 ï î ëó÷àåì  2=  . Èí äóêöèåé ï î
 

!
 ê í àéäåì  àê

5.

ê{ê+ 1)
*

1 1 1

òõ{õ+ I)... (õ+Ø- 1)    ò(;ñ+ 1)... (õ + ò)    õ(õ + \) ... (õ + ò)
6. Äâàæäû ï ðèì åí èòå ô î ðì óëó ï ðåî áðàçî âàí èÿ ï ðî èçâåäåí èÿ òðèãî -

í î ì åòðè÷åñêèõ ô óí êöèé â ñóì ì ó.
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7
. Ñëåäóåò ðåø èòü óðàâí åí èå Þ ò2 + 1 = ë2. Î äí à ï àðà ðåø åí èÿ (6, 19)

í àõî äèòñÿ ï î äáî ðî ì . Ï óñòü ï àðà (/ë, ï ) óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ
, òî ãäà

\0{2òï )2 + 1 = 40ò2ï 2 + 1 = 40ò2{\0ò2 +!)+!= (20ò2 + I)2; ï àðà (2/ëÿ
,

20ò2 + 1) òî æå óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ . Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷àåì  ï î ñëåäî -
âàòåëüí î ñòü ðåø åí èé (6, 19), (228, 721), (328 776, 1 039 681),....

8
. Âñå óòâåðæäåí èÿ äî êàçû âàþ òñÿ ï ðî ñòû ì è âû ÷èñëåí èÿì è.

9
. Òàê êàê (3/ë)3 = 0(òî ñ19), (Çò ± I)3 = ±1(òî ñ19), òî  õ3 + ó3 -Í   ï ðè äå-

ëåí èè í à 9 èì åþ ò î ñòàòêè 0, ±1, ±2, ±3. Ñëåäî âàòåëüí î , ÷èñëà ï î ñëåäî âà-
òåëüí î ñòåé {9ê ± 4} óäî âëåòâî ðÿþ ò ï î ñòàâëåí í î é çàäà÷å.

10. à) Áóäåì  ñ÷èòàòü, ÷òî  ó ï ðÿì î óãî ëüí èêà ò ñòðî ê è ï  ñòî ëáöî â, ò< ï .
Èì ååòñÿ òï  êâàäðàòî â ðàçì åðà 1x1; ëþ áî é êâàäðàò 2x2 äî ï óñêàåò (/è - 1)
ñì åù åí èé ï î  âåðòèêàëè è (ÿ - 1) ï î  ãî ðèçî í òàëè, ñëåäî âàòåëüí î , òàêèõ
êâàäðàòî â í àñ÷èòû âàåòñÿ (ò - \){ï  - 1); ÿñí î , ÷òî  èì ååòñÿ (ò - 2)(ï  - 2)
êâàäðàòî â ðàçì åðà 3 õ 3 è ò. ä. Âñåãî  êâàäðàòî â áóäåò òï  + (ò- \)(ï - 1) +

ò ò + 1)
+ 

...+ 1-(ë-/è+ 1)= Å ê(ï -ò + ê) = (ï -ò)ò(ò* Õ) +

=       + Ö (Çë - ò + 1); á) ï ðÿì î óãî ëüí èêè ï î ëó÷àþ òñÿ â ðåçóëüòàòå ï åðå-
6

ñå÷åí èÿ ãî ðèçî í òàëüí û õ è âåðòèêàëüí û õ ï î ëî ñ. Ï î ëî ñà çàäàåòñÿ ï àðî é

ï ðÿì û õ, î òêóäà ÷èñëî  ãî ðèçî í òàëüí û õ ï î ëî ñ ðàâí î  Ñ2 = ò{ò* Ö 
, âåðòè-

êàëüí û õ - Ñ2 =        Ö. Âñåãî 1) +1) ï ðÿì î óãî ëüí èêî â.

11. Çàô èêñèðóåì  î äí ó òî ÷êó äåëåí èÿ. Î áî çí à÷èì  åå À. Î ñòàëüí û å çàí ó-
ì åðóåì , êàê ï î êàçàí î  í à ðèñóí êå 46: Ë,, /12,ó4ë, 5,, Â2,Âï

. Ðàññì î òðèì

òðåóãî ëüí èêè ñ âåðø èí î é Ë. Äâå äðóãèå âåðø èí û  äî ëæí û áû òü Ëê è Âò
.

Óñëî âèþ  çàäà÷è óäî âëåòâî ðÿþ ò òðåóãî ëüí èêè ÀÀêÂò,
 äëÿ êî òî ðû õ ê + ò>

> ï  (äèàì åòð, ï ðî õî äÿù èé ÷åðåç Ëê, ï åðåñåêàåò î êðóæí î ñòü â ï ðî òèâî ï î
ëî æí î é òî ÷êå, ëåæàù åé ì åæäó Â

ï _ê
 è

ßä
-

à+ã» à ï î ýòî ì ó õî ðäà ËêÂò ðàñï î ëî æåí à
ï î  äðóãóþ  ñòî ðî í ó î ò öåí òðà Î  î êðóæí î ñ-
òè, ÷åì  âåðø èí à Ë, ëèø ü òî ãäà, êî ãäà
ò > ï  - ê). Òàêèì  î áðàçî ì , åñëè âòî ðî é
âåðø èí î é òðåóãî ëüí èêà áóäåò Ë

ï ,
 òî  ñó-

ù åñòâóåò ï  èí òåðåñóþ ù èõ í àñ òðåóãî ëü-

í èêî â, åñëè âåðø èí î é ñòàí åòó!
,,
 òî  òðå-

óãî ëüí èêî â áóäåò (ÿ - 1), à ñ âåðø èí î é Ë,
òî ëüêî  î äèí  ËÀõÂï

. ×èñëî  òàêèõ òðåóãî ëü-

í èêî â ðàâí î  ÿ + (ÿ - 1) + ... + 1 = "("
2
+ Ö 

.

Áóäåì  òåï åðü ì åí ÿòü âåðø èí ó À. ×èñëî  ï î -
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ëó÷àåì û õ òðåóãî ëüí èêî â óâåëè÷èòñÿ â (2ÿ + 1) ðàç. Ï ðè ýòî ì  êàæäû é òðå-
óãî ëüí èê âñòðåòèòñÿ 3 ðàçà (ï î  ÷èñëó âåðø èí , êî òî ðû å áóäóò ô èêñèðî âàòüñÿ

ó òðåóãî ëüí èêà). Èòàê, âñåãî  ñóù åñòâóåò ï ï  
- Ù -é 1 Ó òðåóãî ëüí èêî â.

12. Òàê êàê 23 + 2° = Ç2, òî  ï î ëó÷àåì  23+2ï  + 22ï  = (3 . 2Ë)2 - áåñêî í å÷-
í óþ  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü êâàäðàòî â; èç ðàâåí ñòâà Ç1 + 3° = 22 í àõî äèì
3,+2ë + 32ë = (2 . Ç")2 - âí î âü ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü êâàäðàòî â. Â òî  æå âðåì ÿ
èç ï ðåäï î ëî æåí èÿ, ÷òî  4  + 4Ë = à2, ñëåäóåò äåëèì î ñòü à í à 2", åñëè ï < ò;

î áî çí à÷èâ - =* ñ, ï î ëó÷èì  í åâî çì î æí î å âî  ì í î æåñòâå öåëû õ ÷èñåë ðà-

âåí ñòâî  (ñ - 2ò~ï ){ñ + 2ò~ï ) = 1. ×èñëî  5ò + 5" ëèáî  ðàâí î  10 (êî ãäà ï  = ò =
= 1), ëèáî  î êàí ÷èâàåòñÿ í à 30 (ï ðè ÿ = \, ò> 1), ëèáî  î êàí ÷èâàåòñÿ í à 50
(åñëè ò> ï > 1), à êâàäðàò ÷èñëà, î êàí ÷èâàþ ù åãî ñÿ í à 0, äåëèòñÿ í à 100,
ï î ýòî ì ó Ç7" + 5" í å ì î æåò áû òü êâàäðàòî ì . ×èñëî  6Ë î êàí ÷èâàåòñÿ í à 6, ï î -
ýòî ì ó ñóì ì à 6ò + 6" î êàí ÷èâàåòñÿ í à 2, í î  êâàäðàò öåëî ãî  ÷èñëà î êàí ÷èâà-
åòñÿ í à 0,1,4, 5,6,9. ×èñëî  7 = Öòî ¸  3), ñëåäî âàòåëüí î , 1ò + 7" = - 1(ï êõ13);
í î  ëþ áî å öåëî å ÷èñëî  çàï èñû âàåòñÿ â âèäå Úê èëè Úê ± 1, à ï î ýòî ì ó äëÿ

êâàäðàòî â èì ååì  (Ç )2  0(òî ñ1 3), (ÇÀ: ± I)2 = 1(òî ñ1 3).

13. à)      2     ;á)1- ! ; â) 1 + (2  - 1)(2  1)(2/  3);
7 2(3/1 + 2)' 7 12    4(2ë+ 1)(2ë + 3), 7 2 6

ã) òàê êàê ê(ê + 2)(À: + 4) = À:(Ë + 1)(À: + 2) + Úê(ê + 1) + 3  òî  èñêî ì àÿ

ñóì ì à ðàâí à (ï  + 1)(ï + 2)(ï  + \)ï  + (ë + 2){ï  + 1)ë + ÚÙ Ã}ï  =
= + 1)(  + 4)(à; + 5)

;ä) 1 
_
-

ãÿ + 3      (âî ñï î ëüçóéòåñü ðàâåí ñòâî ì
4 4    2(ë + 2)(ë + 3)

ê 1 3
); å) àãñ1§ /I (ï óñòü

(ê + 1)(Ë + 2)(Ë + 3)   (À: + \)(ê + 2)   (À: + \)(ê + 2){ê + 3)

àãñ  (À: + 1) = à, àãñ1¸  ê = Ü, òî ãäà 1§(à - ) = --1--); æ) 1§(ë + 1 )ë: - 1§õ;
1 + À:(À: + 1)

ç) (1±  - Ë (òàê êàê - =     +      ); è) ï î ëî æèâ

â çàì å÷àí èè 1 ô óí êöèþ  Ð{ê) =    * 
-

,
 ï î ëó÷àåì  1 -

2  + 3'     " 
 

3    (2Ë + 3)(2/1 + 5)
*

14. Ï ðåî áðàçóéòå ï ðî èçâåäåí èå ñèí óñî â â ðàçí î ñòü êî ñèí óñî â.
15. à) Ñì . ï ðèì åð 4; á) âî ñï î ëüçóéòåñü ðàâåí ñòâî ì  (1 - 2àñî $õ + à2) õ

õ à*8ø  êõ= à*$ø  Àóñ- ëÀ:+,81ï (À: + 1)õ- àê+1$\ï {ê - 1)õ+ äÀ:+281Ï  À ñ.

§3.2

1
. Åñëè - ï ðî ñòî å ÷èñëî , àð = òê(ò> 2, ê> 1), òî  (ðòê äåëèòñÿ í à ô ò.

Ï ðèõî äèì  ê ï ðî òèâî ðå÷èþ . Í î  ï ðè /7=19 èì ååì  ô 19 = 4181 = 37 . 113.
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2
. à) Òàê êàê 1 + ô 2 = ô Ä òî + ö>2ï +]

 = 1 (Ô2" + (-Ô)-2" - 2(-1)ë +

+ ô 1ï +2 + (_ô )-2ï -2 _ 2(-1)''+|) = ± Ô2 1 + 11 11 = ô 2ë+1; á) ï î ñêî ëüêó

Ô3 - 1 = 2Ô, òî     +    + ... + Ô3 = -1 ((Ðï +2 - (-ô )- -2 + (-Î - Ô1-1 -

- áÔ-ë+| + Ô-2 - ô 2 + áÔ-' + 6Ô) = 1 (ô çÿ+2 + û ó-'áô
,
 +5).

3
. Í àäî  èç 75ô ë+, = ÔË+1 + (-1 óô -"-1 âû ÷åñòü 5ô

ë
Ô = ô +" - (-1 óô -ï + \

è ó÷åñòü ðàâåí ñòâî  Ô + Ô-1 = 75 .
4

. Ï ðè ë = 0 è ë = - 1 ðàâåí ñòâî  âû ï î ëí ÿåòñÿ; ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  î í î
âåðí î  äëÿ âñåõ ê<ò, òî ãäà Ô

_(ò+1) = Ô
_(ò_,) - Ô_ò

 = Û Ó×ì  - (-1)ò~|ô Ë =
= (-0òÔò+,.

5
. Ñí à÷àëà ï î êàæåì  (èí äóêöèåé ï î  ë), ÷òî  ï î ëó÷àåòñÿ ï  - 2 òðåóãî ëü-

í èêà. Äëÿ ë = 4 óòâåðæäåí èå î ÷åâèäí î , ï óñòü î í î  âåðí î  äëÿ ï  = êè ðàñ-
ñì î òðèì  (ê + 1)-óãî ëüí èê. Ï ðè ëþ áî ì  åãî  ðàçáèåí èè í àéäåòñÿ äèàãî í àëü,
î òñåêàþ ù àÿ î ò í åãî  òðåóãî ëüí èê; î ñòàâø èéñÿ À:-óãî ëüí èê ðàçáèâàåòñÿ í à
ê -2 òðåóãî ëüí èêî â, ñëåäî âàòåëüí î , (ê + 1)-óãî ëüí èê ñî ñòàâëÿåòñÿ èç  - 1
òðåóãî ëüí èêî â. Óòâåðæäåí èå äî êàçàí î . Í àéäåì  òåï åðü ÷èñëî  äèàãî í àëåé,
ó÷àñòâóþ ù èõ â ðàçáèåí èè ë-óãî ëüí èêà. Ó ï î ëó÷àåì û õ òðåóãî ëüí èêî â èì å-
åòñÿ 3(à1 - 2) ñòî ðî í , èç êî òî ðû õ ï  ÿâëÿþ òñÿ ñòî ðî í àì è /7-óãî ëüí èêà, î ñòàëü-
í û å (2/2 - 6) - åãî  äèàãî í àëÿì è, ï ðè÷åì  êàæäàÿ ó÷òåí à äâàæäû , ñëåäî âà-
òåëüí î , âñåãî  äèàãî í àëåé ë - 3.

6. Í àéäåì  5*. Èç (7) èì ååì  5* = (" + 1)4"("+ 0 -

_ ï (ï  + \){2ï  + \) + 2ï (ï  + \) = ï Í ï + I)2   Àí àëî ãè÷í î  ï î ëó÷àåì  54
ë

 =

=
 ï {ï + 1)(2ë+ 1)(3/?2 + 3/?- 1)     ã.5   =   ï 2(ï + \)2{2ï 2 + 2/7- 1)     î á =

30 '     ï 12 9 *

=
 ï (ï  + \)(2ï  + 1)(Çà?4 + á/?3 - Çà? 4- 1)

42

7
.4Ñ?ç = 4ä3ë + áâÎÄë - 1) + 2àà2ï (2ï 2 - Çë -Í  1) + 3ë2(/2 - I)2.

8
. Óêàçàí èå: ñëî æèòå ðàâåí ñòâà à) Ô| = Ôç - Ô2, Ô2 = Ô4 ~ Ôç» Ôç = Ôç ~

" Ô4» -» Ô/, = Ôë+2 - Ô/ò+Ð á) Ô1 = Ô2» ÔÇ = Ô4 - Ô2' . > Ô2||-1 = Ô2ï  " Ôãè-ã Â) ÂÜ14-
òèòå èç ðàâåí ñòâà à) ðàâåí ñòâî  á); ã) òàê êàê ~ Ôë

-|Ôë 
~ Ôë(Ô/í -1 ~

- Ôë
_1) = Ô , òî  î ñòàåòñÿ ñëî æèòü ýòè ðàâåí ñòâà ï ðè âñåõ À: î ò 1 äî  ë; ä) ô 2+, -

- ô 2 = (ô ë+1 + ÔàÊô , - Ôë) = Ôé+çÔè-!  å) Ôë-|Ôë+1 - Ô« = Ô||-1(Ôß + Ô*-|) "
- Ô  = ô '., " ÔË(ÔË " Ôÿ-,) = -(Ôß_2ÔË " Ô'-, ) = ... = (-1)Ë-,(Ôî Ô2 " Ô?) =
= (-1)ë; æ) çàì åí èòå â ï óí êòå å) ô ë+, í à ô ë + ô ë_,

; ç) ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî

äëèí û  ñòî ðî í  òðåóãî ëüí èêà ðàâí û  ô ë, ô ò, (ðê9 ï > ò> ê, òî ãäà Ô  + Ôò  Ôò_| +
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+ Ôò = (ðò+1 < ô
ÿ,
 ÷òî  ï ðî òèâî ðå÷èò í åðàâåí ñòâó òðåóãî ëüí èêà; è) òàê êàê

Ô > 1, òî  ï ðåäåë î òí î ø åí èÿ ô ë+,
: ô Ë ðàâåí  ï ðåäåëó î òí î ø åí èÿ Ô 1 :Ôï  = Ô.

9
. Ï î êàæåì , ÷òî  äëÿ ï >4 âû ï î ëí ÿåòñÿ äâî éí î å í åðàâåí ñòâî  óë_,

 <    < ó
ï

.

Í à ñàì î ì  äåëå,   = è*} = 3, ó4 = 5, óó4 = 4, ó5 = 8,  = 7, òàê ÷òî  ï ðè ÿ = 4 è
ÿ = 5 í åðàâåí ñòâî  âû ï î ëí ÿåòñÿ. Ï ðåäï î ëî æèì  åãî  âû ï î ëí åí èå äëÿ 4 < ÿ < /ÿ.
Òî ãäà èç í åðàâåí ñòâ óò_1 <ì ãò<óòï  Óò_2 < í ., <  ñëåäóåò óò < >Óò+1 < óò+1,
ò

. å. äâî éí î å í åðàâåí ñòâî  âû ï î ëí ÿåòñÿ è ï ðè ï  = ò+ 1.
10. Í àõî äÿ êî ðí è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâí åí èé è èñï î ëüçóÿ í à÷àëüí û å

óñëî âèÿ, ï î ëó÷èì : à) õË = 1 ((1      + 1); á)  = 1    + 2  + (/>-        1 )
Ë"2

);

â) òàê êàê õÿ+, -õ
ï  = 2(õ

ï
 - õ

ï „õ), òî , î áî çí à÷èâ -õë=8 >'ÿ, í àéäåì  óï  =
= 2óï _1, ó, = 2,ó2 = 4, óÿ = 2". Ï î ñêî ëüêó , + ó2 + ... + =õï - õ19 òî
ë:

ë
 = 2" - 1; ã) ï ðè ï  > I èì ååì  õ2

ï +]
 - \0õ

ï
õï +]

 + õ2
ï
 - \ = 0 è õ1 - Þ õ  +

+ õ2
ï -\
 -1=0

. Âû ÷èòàÿ èç ï åðâî ãî  ðàâåí ñòâà âòî ðî å è ñî êðàù àÿ í à õï +] 
-

- äñ
ÿ_,, ï ðèõî äèì  ê óðàâí åí èþ + ä:ë_, - \0õï  = 0. Êî ðí è åãî  õàðàêòåðèñ-

òè÷åñêî ãî  óðàâí åí èÿ ðàâí û  5 ±2*/á = (ë/3 ± */2)2. Î òêóäà õ
ï
 = ñ Ç +

+ *Ä)2ï -2 + ñ2(73  - Ë)2"-2. Ï î ñêî ëüêó ä:, = 0,  = 1, òî  õ
Ë
 =

= ( 3 + Ë)2ï  2 - (73 - Ë)2"   . Ä) òàê êàê_ ] =    _ 1 )3? òî ? î áî çí à÷èâ
47á

" 1 =  ï î ëó÷èì óø  =ó1,ó]=2,ó2 = 23,ó3 = 29, +| = 23,'
,
õï +]

 =23ï +\.

11. à)  = 2, 3 = 3,  = 7, å5 = 43, í î  å6= Ü2-3*7»43+ 1 = 13- 139;
á) ï óñòü å

ò
 < å

ï , òî ãäà åÿ = åËò+ 1, î òêóäà Í Î Ä( , åò) = 1.
12. 02 = 2 + 1 =0, + 1, ß3 =      + 1, ï ðåäï î ëî æèì , äò = à .ì  + I,

òî ãäà àò+| =à2
ò
-à

ò
+1 = à

ò(àò - 1) + 1 = à à .ì  + 1 - 1) + 1 =
= à1à2...àò+1.

13. (/? + ) +| - ðäèï
 = à(ð + ä)äï +] + Ü(ð + ä)ðï +] - àðää* - Üðäð" = èï +2.

14. Ï ðè ï = 1,2,3,4 èì ååì  2 = Ô3, 3 = ô 4, 5 = ô 5, 8 = ô 6 ñï î ñî áî â ðàñï î -
ëî æåí èÿ äåòåé. Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  äëÿ ÿ < /è ï î äì å÷åí í î å ñâî éñòâî  ñî õðà-
í èòñÿ, è ÷èñëî  ñï î ñî áî â ðàçì åù åí èÿ äåòåé í à ò ñòóëüÿõ ðàâí î  <ðò+2. Äî áà-

âèì  ê ò ñòóëüÿì  åù å î äèí . Í à í åãî  ì î æí î  ï î ñàäèòü ì àëü÷èêà (ï î ëó÷èì
Ôò+2 ñï î ñî áî â) èëè äåâî ÷êó, åñëè í à ò-ì  ñòóëå ñèäèò ì àëü÷èê, í î  òî ãäà äëÿ

î ñòàâø èõñÿ {ò - \) ñòóëüåâ èì ååì  ô ò+, ñï î ñî áî â ðàçì åù åí èÿ. Âñåãî  ï î ëó-

÷àåì  ô ò+2 + Ôò+,
 = Ôò+ç ñï î ñî áî â. Î òâåò: ô ë+2.

15. Âû ðàçèì  óãëû òðåóãî ëüí èêà À1Â]Ñ] ÷åðåç óãëû èñõî äí î ãî  òðå-
óãî ëüí èêà ÀÁÑ (ðèñ. 47). Î áî çí à÷èì  ÀÀ = à,      = ð, ÀÑ = ó. Î ÷åâèäí î ,

ÀÀ] = 90° - 5, /:Â1 = 90° - 2, Ù  = 90° - 1. Ñëåäî âàòåëüí î , í à ï -ì  ø àãå
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áóäåì  èì åòü 2ÀÀ
ï
 = 180° - 

ë_,

.
 Ï î

ô î ðì óëå (3) í àéäåì  ÀÀï  = 60° + -Ë (à -
- 60°). Â ï ðåäåëå (ï ðè ï î î ) ï î ëó÷èì
60°. Àí àëî ãè÷í î  í àõî äÿòñÿ ï ðåäåëû  î ñ-
òàëüí û õ óãëî â.

16. ×èñëà à
ï è ð

Ë óäî âëåòâî ðÿþ ò

î äí î ì ó âî çâðàòí î ì ó óðàâí åí èþ  õï +2 
-

- 2õï +] -õ
ï
 = 0

. Êî ðí è åãî  õàðàêòåðèñòè-

÷åñêî ãî  óðàâí åí èÿ ðàâí û  1 ± 72. Î ñòà-
åòñÿ ó÷åñòü, ÷òî  à, = ð, = 1, àç = 2, ð2 = 3.

Â

Ð
Ñ

À

à Ó

À Â Ñ

Ðèñ. 47

§3.3

1
. Äî áàâèì  ê èì åþ ù èì ñÿ ï  ï ëî ñêî ñòÿì  åù å î äí ó î áù åãî  ï î ëî æåí èÿ.

Î í à ï åðåñåêàåò èñõî äí û å ï î  ï  ï ðÿì û ì , à ï î ýòî ì ó ñàì à ðàçäåëèòñÿ ýòèì è

ï ðÿì û ì è í à Ðï
 = Ó + 1 ÷àñòåé

. Òàêèì  î áðàçî ì , ýòà ï ëî ñêî ñòü äî áà-

âèò ê èì åþ ù åì óñÿ ÷èñëó ßï  åù å Ðï  î áëàñòåé ï ðî ñòðàí ñòâà, çí à÷èò, ßï +1 =
= ß

ï + Ðï
. Òàê êàê Ë, = 2, òî  ï î ëó÷èì  ß

ï
 = 2 + Ô \) 4- 1 + Ôú{2) -Ì  + ... +

+ ÔËï  - 1) + 1 = ë + 1 + òï  - 1) = ë + 1 +     - 0   Î  =
  6

_.(/!+ \)(Ï 2 - Ë + 6)
6

2
. Ï óñòü Ð{õ) = 0{õ). Ðàññì î òðèòå ì í î ãî ÷ëåí  ß(õ) = Ð{õ) - 0{õ).

3
. Ï ðèì åí èòå òåëåñêî ï è÷åñêèé ì åòî ä ñóì ì èðî âàí èÿ.

4
. Çàï èñàâ ñóì ì ó â î áðàòí î ì  ï î ðÿäêå è ñëî æèâ åå ñ èñõî äí î é, ï î ëó÷èì

2 ™
Ð- 1
Å

-
. Ï î ñëå ï ðèâåäåí èÿ ï ðàâî é ÷àñòè ê î áù åì ó çí àì åí àòåëþ

Ï        ê = 1 ê(ð - Ë)
áóäåì  èì åòü â ÷èñëèòåëå â êà÷åñòâå ñî ì í î æèòåëÿ ÷èñëî à â çí àì åí àòåëå -
ï ðî èçâåäåí èå 2 . 3 .... . (ð - 1).

5. Ï ðè ò = 2 ðàâåí ñòâî  ñï ðàâåäëèâî : ô ë+2 = ô ë+, + ô
ë

. Ï óñòü î í î  âû -

ï î ëí ÿåòñÿ ï ðè ò < Ë, â ÷àñòí î ñòè, ï ðè ò = ê èì ååì  ô ë+ë = ÔË+|ÔË + ÔÿÔ*-.ð
Ï î ëî æèì  ò = À: + 1 è ðàññì î òðèì  Ôë+ë+| = Ôë+Ë + ô ë+ _1. Ï î  ï ðåäï î ëî æå-
í èþ  èí äóêöèè ï ðàâàÿ ÷àñòü ðàâåí ñòâà çàï èø åòñÿ òàê: ÔË+1Ô  + ô ëÔë-1 +

6. à) Òàêêàê  = ä + (Ë- 1) ,  =        òî   =  + ... +  = ,

Äà. = . Ï î  ô î ðì óëå (5) èì ååì  5= (à + (ë - \)à)Ü -1 -Ì Ë =
ö - \        ê= \ ä - I
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= 5ò + ØÿËÏ ~Õ)111õ)2 ' + 1; á> î áî çí à÷èâ àê = ê, Üê = Û ï êà,
í àéäåì  Âê =       êà - Û ï (ê + \)à (óï ð  à) § 3  Òàê êàê è ä =

2

= 2 81ï
_

 _        Î ï  ï à  à ñóì ì à ï ðàâî é ÷àñòè ðàâí à _2 2_
*=,28Ø 2? 48ø 2? 28ò

2 2 2

(ï ðèì åð 3 § 3.1), òî  èç ô î ðì óëû  (5) ï î ëó÷àåì

==_
____ _

 + (2/ã - 1)5ø /ãà  2 2_
281Ï ? 48ò2? 28ò3?

2 2 2

7
. Çàï èñàâ ñóì ì ó 8

ï  â î áðàòí î ì  ï î ðÿäêå è ñëî æèâ ñ èñõî äí î é, ï î ëó÷èì

25
„
 = ï ÖÑ*)2 + (Ñ )2 + ... + (Ñ )2) = ï Ñ"2ï .

§4.1

1
. Ï óñòü ýëåì åí òû Ñ™~1, Ñ", Ñ +| ë-é ñòðî êè î áðàçóþ ò àðèô ì åòè÷å-

ñêóþ  ï ðî ãðåññèþ : 2Ñ  = Ñ -1 + Ñ 1, î òêóäà ï î ëó÷àåì  ðàâåí ñòâî  4ò2 -
- 4ï ò + ï 2 - ï  - 2 = 0. Ñ÷èòàÿ åãî  óðàâí åí èåì  î òí î ñèòåëüí î  ò, í àéäåì

êî ðí è 2 =  ~  + -. Î í è áóäóò í àòóðàëüí û ì è ëèø ü â ñëó÷àå ë + 2 = ê2,

ãäå ê - í àòóðàëüí î å ÷èñëî . Í à ñàì î ì  äåëå, òî ãäà ò] =    + 0  - 2) èò =
= (
 

1){ê + 2) 
_ öåëû å ÷èñëà

? à Ï ðÈ /ñ> 2 î í è åù å è ï î ëî æèòåëüí û å. Â

ñèëó ñâî éñòâà 3 òàêèõ ï ðî ô åññèé â ï -é ñòðî êå äâå.
2

. à) Åñëè áû  òàêàÿ ï ðî ãðåññèÿ í àø ëàñü â ï -é ñòðî êå, òî  î í à ì î ãëà áû
áû òü ðàçáèòà í à äâå ðàçëè÷í û å òðåõ÷ëåí í û å ï ðî ô åññèè. Èç óï ðàæí åí èÿ 1
ñëåäóåò, ÷òî  ï  = ê2 - 2. Èî  â êàæäî é òàêî é ñòðî êå ï àðà òðåõ÷ëåí í û õ

ï ðî ãðåññèé ñî ñòî èò èç î äèí àêî âû õ ÷èñåë; á) èç (Ñ )2 = Ñ -1 Ñ +| ñëåäóåò
(ï  - ò+ \)(ò + 1) = (ë - ò)ò, î òêóäà ë = - 1.

3
. Ðàâåí ñòâî  òÑ™ = ï Ñ™~1 ñëåäóåò èç ñâî éñòâà 2.

4
. à) Ðàâåí ñòâî  ï î ëó÷àåòñÿ èç ô î ðì óëû  (1) ï ðè à = Ü= 1; á) äëÿ äî êàçà-

òåëüñòâà ï î ëî æèòå â(\) à = -Ü = 1; â)-ã) ðàâåí ñòâà èç óï ð. à) è á) ñëî æèòå

(ñî î òâåòñòâåí í î  âû ÷òèòå); ä) èç ðàâåí ñòâà (1 + ëã)ë(1 + õ)ò = (1 + õ)ï +ò èì å-

åì  (Ñî  + Ñ> + ... + Ñ'ë")  + Ñ õ + ... + Ñ:**) = ((Ó„+ò + Ñ'+ì
 *+...+

+ Ñï
ï +™õï +ò). Êî ýô ô èöèåí ò ï ðè õã â ï ðàâî é ÷àñòè ðàâåí  Ñ'ï +ò , à â ëåâî é -
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ñóì ì å à>Ñ'
ò
 + Î

ï
Ñ  + ... + ÂÄ; å) òàê êàê Ñ"ï  + Ñ ,

 = 1 + (ë + 1) = 1,

òî  î ñòàåòñÿ âî ñï î ëüçî âàòüñÿ ñâî éñòâî ì  1 áèí î ì èàëüí û õ êî ýô ô èöèåí òî â

+ Ñ**) + ÑÜç + - + ÑÜ* = (ñïï ++1ç + Ñ ç) + - +  = - =

= Ñ"*
, ; æ) èç ðàâåí ñòâà (ï  + 1)Ñ  = (ò + 1)0  ñëåäóåò    +  +  +

+ ... +       =      +ñ | 10 1 = 2  - 1. ç) Èç (3) í àõ0äÈÌ  à + 2Ñ2
ï

 +

+ ... + ÿÑ  = «(Ñ
,, + Ñ , + ... + Ñ*:]) = ï 2ï -1; è) ó÷èòû âàÿ (3), ï î ëó÷àåì

Î  - 2Ñ1 + ÇÑ  - 4Ñ  + ... = ï {(Ó 1 - Ñ" . +     , - ...) = 0.ï ï ï ï >    Ë- I Ë- I Ë- I '

5
. Èñï î ëüçóÿ óï ð. 4, à), í àéäåì  5= 1 + 2 + 22 + ... + 2Ë", = 2Ë - I.

6
. Âû ï èø åì  À:-é ýëåì åí ò (2ò-1)-é ñòðî êè (2ò - 1)(2/ï  - 2) . . {2ò - ê).

1 . 2 .... . À:

â ÷èñëèòåëå èç âòî ðî é ñêî áêè âû í î ñèòñÿ ì í î æèòåëü 2, èç ÷åòâåðòî é - 4
è ò. ä., í î  ýòè æå ÷èñëà í à òåõ æå ì åñòàõ ñòî ÿò â çí àì åí àòåëå. Â ðåçóëüòàòå
ê-é ýëåì åí ò í å ñî äåðæèò í è î äí î é ñòåï åí è ÷èñëà 2.

§4.2

1
.
 Í à ã

Ë äåëÿòñÿ ÷èñëà ãë_2,ã2, ã,, à çí à÷èò, èà,èÜ; åñëè áû àè Ü

èì åëè î áù èé äåëèòåëü  > ã
ÿ, òî  í à (/äåëèëèñü áû  ÷èñëà ã19 ãË,

 ÷åãî  í å

ì î æåò áû òü.

2
. Ï óñòü (õ,, ä ,) ï ðî èçâî ëüí î å ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (1), òî ãäà î õ, + Üó1 =

= ñè àõ0 + Üó0
 = ñ

, î òêóäà ó]-ó0= - -- - öåëî å ÷èñëî . Òàê êàê àè Ü
âçàèì í î  ï ðî ñòû å, òî  í à äåëèòñÿ ðàçí î ñòü ë:, - õ0, ò. å. í àéäåòñÿ òàêî å öå-
ëî å ÷èñëî  , ÷òî  õ1 -õ0 = Û ]. Î òêóäà õ, = õ0 +    , ó] = ó  - ë/,.

3
. Ï ðè ê = I ô î ðì óëà (4) âåðí à: / Î , - Ð100 = àä, - (àä, + 1) = -1.

Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  î í à âåðí à äëÿ í î ì åðà  è äî êàæåì  åå äëÿ À: +1: ÐêÎ ê+\ -
- ðê+&=Ë(4æ0*+å*_,) -     +ï -.þ *=- =

4
. Ï ðè çàì åí å ã = ë: +  èñõî äí î å óðàâí åí èå ï ðèì åò âèä ä,/2 + à4( +

2 ,

+ + 2>; + à6 = 0. Àí àëî ãè÷í î  ï ðèõî äèì  ê óðàâí åí èþ  à,ã2 + ñ, 2 + ñ2 = Î
ñ ðàöèî í àëüí û ì è ñ, è ñ2 èëè ê óðàâí åí èþ  Àõ2 + Âì 2 + Ñ = 0 ñ öåëû ì è êî -

ýô ô èöèåí òàì è. Óì í î æèâ åãî  í à À, âî çüì åì  À? â êà÷åñòâå í î âî é ï åðåì åí -
í î é.

5
. Ï ðè à> 0 óðàâí åí èå èì ååò äåéñòâèòåëüí û å ðåø åí èÿ ëèø ü â ñëó÷àå

 > 0; ì í î æåñòâî  òàêèõ ðåø åí èé êî í å÷í î : \õ\ <     ,\ó\< . Åñëè à = -ò2,
òî  (õ- òó)(õ + òó) = Ü; êàæäû é ñî ì í î æèòåëü ëåâî é ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ äåëèòå-
ëåì  ÷èñëà Ü, à èõ ÷èñëî  êî í å÷í î å.
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6
. Åñëè  < 0, òî  çàï èø åì  óðàâí åí èå (5) òàê: -àõ2 + (àó)2 = -àÜ\ î áî çí à-

÷èâ àó = I, -àÜ = ñ > 0, ï ðèõî äèì  ê óðàâí åí èþ - àõ2 = ññ í àòóðàëüí û ì è
êî ýô ô èöèåí òàì è.

7 ã2 - äóÄ Ö*! + àó')Ï  +  " ')
ß)2

-

 (<<õ\ + *ÃàÓ\)ï -<<õ\- àÓ\)ï )2 =

= {õ  Òàó '(õõ- 4
~

àóõÃ = {õ]-àó1õ)ï =\.
8

. Åñëè òðî éêà (2ò, 2/è + 1, 21ß + 2) çàäàåò òðåóãî ëüí èê, òî  ï î  ô î ðì óëå
Ãåðî í à èì ååì  (45)2 = (6ò + 3)(2ò + 3)(2ò + 1)(2ò - 1); ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåí -
ñòâà - ÷åòí î å ÷èñëî , ï ðàâàÿ - í å÷åòí î å.

9
. Í àéäåì  êâàäðàò ï ðî åêöèè áî ëüø åé ñòî ðî í û  òðåóãî ëüí èêà í à ñðåä-

í þ þ : (àï
 + 1 )2 - À2 = ((2 + ë/3)Ë + (2 - ë/Ç)" +1 )2 - 3((2 + Ó3)ÿ - (2 - ÓÇ)")2 =

= ((2 + ÓÇÃ + (2 - Ó3)ÿ -4- 4)2 =  + 2)2 Àí àëî ãè÷í î  ï î ëó÷àåì  {àï

 
- I)2 - Ë2 =

= {õ
ï
 - 2)2

. Òàêèì  î áðàçî ì , ãåðî í î â òðåóãî ëüí èê ñî ñòàâëåí  èç äâóõ ï èô àãî ðî -
âû õ (Ëÿ, õï

 - 2
, àÿ - 1) è (/*„, õï  + 2,àï + 1). Èñêëþ ÷åí èåì  ÿâëÿåòñÿ «åãèï åò-

ñêèé» òðåóãî ëüí èê, ï î ñêî ëüêó òî ãäà õ, = 2.

10. Èç ðàâåí ñòâà (2± */3)2 = 7 ± 4*Ä ñëåäóåò õ
ï
 = 7õ

Ë_2 + 12 2» =
= 7ó

ï _2
 + 4ä:

ë_2,
 ò. å. ÷åòí î ñòü ÷èñåë ä:

ë è óï  ñî õðàí ÿåòñÿ ï ðè óì åí üø åí èè

í î ì åðà í à äâå åäèí èöû . Î êî í ÷àòåëüí û é î òâåò ñëåäóåò èç ÷åòí î ñòè ÷èñåë
ä:, = 2,    = 0 è í å÷åòí î ñòè ÷èñåë ä:0 = 1, ó, = 1.

11. Ï óñòü à< Ü; ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  î ò èñõî äí î ãî  ï ðÿì î óãî ëüí èêà ì î æ-
í î  î òðåçàòü ä0 êâàäðàòî â ì àêñèì àëüí î ãî  ðàçì åðà àõ à, òî ãäà Ü = ä0à + à,,
ãäå < à. Åñëè ÿ, > 0, òî  èç î ñòàâø åãî ñÿ ï ðÿì î óãî ëüí èêà à õ à, âí î âü

ì î æí î  î òðåçàòü ä] êâàäðàòî â ì àêñèì àëüí î ãî  ðàçì åðà ÿ, õ î , è ò. ä. Ï î ëó÷à-

åì  ï ðåäñòàâëåí èå äðî áè ? â âèäå öåï í î é. Ýòà äðî áü êî í å÷í à [ä0; ä ,äò]

ëèø ü â òî ì  ñëó÷àå, êî ãäà - - ðàöèî í àëüí î å ÷èñëî .
à

12. Ï î ëî æèì  õ = ñ . äô û , ó = 20 ~ àÔ( 1; ÷èñëî   - öåëî å, òàê êàê ï î
î

òåî ðåì å Ýéëåðà -- 1 äåëèòñÿ í à Ü. Î ÷åâèäí î , (õ, ä') - öåëî ÷èñëåí í î å
ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (1).

13. Ô - ï î ëî æèòåëüí î å ðåø åí èå óðàâí åí èÿõ2 = õ+ 1, ï î ýòî ì ó Ô = 1 +
+ <ãí  = [1; 1, 1, \,...].ÒàêêàêÐê+1 = äê+]Ðê+Ð Î û -ä Î ü + Î è
ßê+\ ~ 1, òî è óäî âëåòâî ðÿþ ò òî ì ó æå ðåêóððåí òí î ì ó ñî î òí î ø åí èþ ,
÷òî  è ÷èñëà Ôèáî í à÷÷è, ï ðè÷åì  Ð0 = 00 = \, Ð  2, 01 = \.

14. Ðåø èì  óðàâí åí èå 8
.

Ó2 = (2  + I)2 - 1, ðàâí î ñèëüí î å óðàâí åí èþ

ó! = 1(1+ Î  Î áî çí à÷èì  õ = 2% + 1; í àèì åí üø èì  ðåø åí èåì  óðàâí åí èÿ
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õ2 - Âó2 = 1 ÿâëÿåòñÿ ï àðà (3; 1). Í àéäåì  âòî ðóþ  êî î ðäèí àòó åãî  î áù åãî  ðå-

ø åí èÿ (*„;
 ó Ó. óï  = (3  272)-- (3 - 272)" = (Ë + \)2ï  - Ô - \)2"

,
 Î ñòà-

278 472
åòñÿ âû ÷èñëèòü ò

„ = óð-.

15. Ñëåäóåò ðàññì àòðèâàòü òî ëüêî  ï ðèì èòèâí û å ï èô àãî ðî âû  òðî éêè
,
 à

ï î ýòî ì ó õ = 2ðä, ó = ð2 - ä2,1 = ð1 + ä1. Âî çì î æí û  äâà ñëó÷àÿ 2ðä - ð2 + ä2 =
= \ è ð2 - ä2 - 2ðä = 1. Î í è î áà ï ðèâî äÿò ê î äí î ì ó óðàâí åí èþ - 2/2 = 1
(â ï åðâî ì  ñëó÷àå ï î äñòàí î âêî é ì > = ä + ð, I =   âî  âòî ðî ì   = ð - ä, ( = ä).

Åãî  ðåø åí èÿ èì åþ ò âèä:    = - ~ -, /„ = - 
~

     . Â ï åðâî ì  ñëó÷àå ï î ëó-
2 272

÷àåì /7Ë
 = /„, äï  = ï

ï -ðï
 = - . Î òêóäàõ

,
 = 2ðï äï  = 2 ±-- ,

/Èë-1 _ 2 - Ë4"-1
Óë = Ðï  - ßï  = 

4
 

. Âî  âòî ðî ì  ñëó÷àå äï  = /ÿ, ðï  = ï ï  + äï . Òî ã-

äà õï  =  , óï  =  --- . Âòî ðî é ñëó÷àé î òëè÷àåòñÿ
î ò ï åðâî ãî  çàì åí î é õï  í à óï  è ï î êàçàòåëåì , ï î ýòî ì ó èõ ì î æí î  î áúåäèí èòü

ï 4ï ±\ -è À4ë±1

è ï ðî âåðèòü, ÷òî  2- = - .

16. Ï óñòü (ò+ I)3 - ò3 = ë2, òî ãäà 3 . 4/è2 + 3 . 4/ï  + 4 = 4ë2 èëè 3(2/ÿ +
+ I)2 = (2à2 - \)(2ï  + 1). Òàê êàê ñî ñåäí èå í å÷åòí û å ÷èñëà 2ÿ - 1 è 2ÿ + 1

âçàèì í î  ï ðî ñòû , òî  ï î ñëåäí åå ðàâåí ñòâî  âî çì î æí î , êî ãäà î äèí  èç ñî ì í î -

æèòåëåé åñòü êâàäðàò öåëî ãî  ÷èñëà, à âòî ðî é - óòðî åí í û é êâàäðàò. Ï î -
ñêî ëüêó ï 2 ÿâëÿåòñÿ ðàçí î ñòüþ  ÷èñåë ðàçí î é ÷åòí î ñòè, òî  ÷èñëî  ï  í å÷åò-
í î å: À7 = 25 + 1. ×èñëî  2à2 + 1 = 45 -í  3 í å ì î æåò áû òü êâàäðàòî ì  (êâàäðàò öå-
ëî ãî  ÷èñëà ëèáî  äåëèòñÿ í à 4, ëèáî  ï ðè äåëåí èè í à 4 äàåò î ñòàòî ê 1).
Òàêèì  î áðàçî ì , 2« - 1 = (25 + I)2, î òêóäà ë = 252 + 25 + 1 = 52 + (5 + I)2.
×òî áû  í àéòè âñþ  ñåðèþ  ðåø åí èé èñõî äí î ãî  óðàâí åí èÿ, çàï èø åì  åãî  òàê:
3(2ò + I)2 = (2à/)2 - I. Î áî çí à÷èâ õ = 2ï , ó = 2ò + I, ï ðèõî äèì  ê óðàâ-

í åí èþ  (7). Åãî  í àòóðàëüí û å ðåø åí èÿ èì åþ ò âèä ë:  = (2 + 3)   ~  ,

óê = (2   */3) - (2 - 73)   àñ èí õåðåñóþ ò ÷åòí û å õê (ï î ñêî ëüêó õê = 2ï ê),
2 ë/ç

÷òî  âî çì î æí î  (óï ð. 10) ëèø ü ï ðè í å÷åòí û õ í î ì åðàõ ê. Âû ï èø åì  í åñêî ëü-
êî  ï åðâû õ ï àð ÷èñåë: (ë:,, ó,) = (2, 1), (õ3, ó3) = (26, 15), (õ5, ó5) = (362, 209);
èì  ñî î òâåòñòâóþ ò ï àðû  (ë, /è) = (1, 0), (13, 7), (181, 104). È í à ñàì î ì  äåëå,
13-03= I2, 83 - 73 = 132 = (22 + 32)2, 1053 - 1043 = 1812 = (92+ 102)2.

17. Åñëè õ êðàòí î  3, òî  ëåâàÿ ÷àñòü óðàâí åí èÿ äåëèòñÿ í à 3, ï ðàâàÿ -
í åò; åñëè õ = Çê ± 1, òî  ëåâàÿ ÷àñòü ï ðè äåëåí èè í à 3 äàåò î ñòàòî ê 1, ï ðà-
âàÿ - 1.
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18. Î áî çí à÷èâ ï  + ê = I, ï ðèõî äèì  ê óðàâí åí èþ  ï (ï  + I) = /  Ö . Î ò-
êóäà 2{2ï  + I)2 - 1 = (2/ + I)2. Ï ðî èçâåäÿ çàì åí ó 2/ + 1 = õ, 2ë + 1 =  ï î -

ëó÷èì  óðàâí åí èå õ2 - 2}? = - \. Åãî  ðåø åí èÿ èì åþ ò âèä õ = ä2ò+' - Ü2ò+1 

ó-
*2"*'**2"*'

.
 Ñëåäî âàòåëüí î , ï  =  + Ü -2ß ê=1_ï  = õ-1_

- ï  = --- . Ï ðè ò = 1 ï î ëó÷àåì  ï  = 2, ê= 1, ï ðè ò = 2: ï = \4, ê = 6;

è í à ñàì î ì  äåëå, 1 + 2 = 3, 1 + 2 + ... + 14 = 15 + ... + 20.

§4.3

1
. Åñëè âñå òðè êî î ðäèí àòû  èì åþ ò âèä Çò± 1, òî  (3/ÿ ± I)2 = 1(òî ñ1 3);

â ëåâî é ÷àñòè ï î ëó÷àåì  ñóì ì ó, êðàòí óþ  òðåì , â ï ðàâî é - ï ðî èçâåäåí èå,
í å äåëÿù ååñÿ í à òðè. Åñëè î äí à èëè äâå êî î ðäèí àòû èì åþ ò âèä 3/ë ± 1,
à î ñòàëüí û å äåëÿòñÿ í à òðè, òî , í àî áî ðî ò, ëåâàÿ ÷àñòü í à òðè í å äåëèòñÿ,
à ï ðàâàÿ äåëèòñÿ. Î ñòàåòñÿ åäèí ñòâåí í û é âàðèàí ò: ðåø åí èå èì ååò âèä
(Çà, 3/>, Çñ), í î  òî ãäà {à, Ü, ñ) - ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (1).

2
. Ï ðè ï  = 1 óðàâí åí èå (2) èì ååò åäèí ñòâåí í î å ðåø åí èå õ= ê. Ï óñòü

ï ðè ï  = 2 êî î ðäèí àòû  ðåø åí èÿ (ëñ, ó) èì åþ ò î áù èé ì í î æèòåëü õ = äà, Ü =
= äð, ñî êðàòèâ í à í åãî , ï î ëó÷èì : êà$ - à2 = ð2, ãäå à è ð âçàèì í î  ï ðî ñòû å
÷èñëà. Ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ í à à, ñëåäî âàòåëüí î , í à à äî ëæí î  äåëèòüñÿ è ð,
÷òî  âî çì î æí î  ëèø ü ï ðè à = 1. Àí àëî ãè÷í î  Ð = 1. Çí à÷èò, ê = 2, (à, à) - ðå-
ø åí èå.

3. Ï ðè à = 2 ãðàô èê ô óí êöèè Ä|) = 2'~2 ï åðåñåêàåòñÿ ñ ï ðÿì î é ó = I
â äâóõ òî ÷êàõ; àáñöèññà î äí î é èç í èõ ëåæèò í à ï ðî ì åæóòêå (0; 1), à âòî -
ðî é ðàâí à 4. Ï î ýòî ì ó 2/~2 > / äëÿ âñåõ / > 4. Òåì  áî ëåå à1~2 > / â ñëó÷àå à> 2
è Î  4.

4
. Âñå êî î ðäèí àòû ðåø åí èÿ í å ì î ãóò áû òü í å÷åòí û ì è, èí à÷å â ëåâî é

÷àñòè ï î ëó÷èì  ÷åòí î å ÷èñëî , à â ï ðàâî é - í å÷åòí î å. Àí àëî ãè÷í î  ðåø åí èå
í å ì î æåò ñî äåðæàòü òðè èëè î äí ó í å÷åòí óþ  êî î ðäèí àòó (ï ðè ÷åòí û õ î ñ-
òàëüí û õ). Åñëè äâå êî î ðäèí àòû ÷åòí û å, à äâå í å÷åòí û å, òî  ï ðàâàÿ ÷àñòü
äåëèòñÿ í à 4, à ëåâàÿ - í åò. Èòàê, ðåø åí èå èì ååò âèä (2à, 2Ü, 2ñ, 2 ), òî ãäà
÷åòâåðêà (à, Ü,ñ, (I) - ðåø åí èå óðàâí åí èÿ (3) ï ðè ë = 4.

5
. (4, 3, 3, 1, 1) è (3, 2, 2, 2, 1, 1, 1) - êî ðí åâû å ðåø åí èÿ.

6. Êî î ðäèí àòû    êî ðí åâî ãî    ðåø åí èÿ   óäî âëåòâî ðÿþ ò í åðàâåí ñòâó

à1{à3,..à6 - 2) <    + ... + à . Î í î  âî çì î æí î  ëèø ü â ñëó÷àå à5 = à6= 1; òî ãäà
ï î ëó÷àåì  à\(àúàÀ - 2)<2 + à\ + à\. Åñëè à4 > 1, òî  í åðàâåí ñòâî  âû ï î ëí ÿåò-
ñÿ òî ëüêî  ï ðè î 2 =    = à4 = 2, í î  í àáî ð (2, 2, 2, 2, 1, 1) í å óäî âëåòâî ðÿåò

óðàâí åí èþ  (4). Åñëè ä4 = 1, òî  èç í åðàâåí ñòâà à\(àú - 2) < 3 + à2 ñëåäóåò
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ëèáî  2 = 03 = 3, ëèáî  à3 = 2, ëèáî   = 1. Í î , ï î äñòàâèâ í àáî ðû  (à, 3, 3, 1,
1

, 1), (à, Ü, 2, 1, 1, 1), (ä, Ü, 1, 1, 1, 1) â (4), ï î ëó÷èì  óðàâí åí èÿ, í å èì åþ ù èå
äåéñòâèòåëüí û õ êî ðí åé.

7
. à) Ì åäèàí òà í å í àðóø àåò ï î ðÿäî ê ñëåäî âàí èÿ äðî áåé: - < ð + ð <

ß   ß + ß \ ß\

á) äëÿ ï åðâî é ñòðî êè óòâåðæäåí èå î ÷åâèäí î ; ï óñòü î í î  âåðí î  äëÿ /ë-é

ñòðî êè: ð<ä - /*7, = 1; ñî ñåäí åé ñ äðî áÿì è - è - â (ò + 1)-é ñòðî êå áóäåò
ß ß \

ì åäèàí òà ð + Ð] ï ðè óñëî âèè ä +  = 1é + 1, à äëÿ í åå (ð + ð ä - ð{ä +

+ ß\)= Ð\ß- Ðß \ = 1 + ß\)-ß\{Ð + Ð\)= Ð\ß-Ðß \ = 1; â) ñî êðàòèì î ñòü

äðî áè É ï ðî òèâî ðå÷èò ðàâåí ñòâó= 1.

8
. Èç ðàâåí ñòâà ðò- äà= \ ñëåäóåò à~ ð = 1 (ë - -!- ].

ò - ä    ä      ò -

9. Ô
ï  ñî äåðæèò äðî áè ? , 1 è âñå ï î ëî æèòåëüí û å äðî áè , ãäå /? <   < /?.

Òàê êàê Í Î Ä(ð, ä)= 1, òî  èì ååòñÿ ðî âí î  ô ( ) äðî áåé ñî  çí àì åí àòåëåì  ä.
10. (2, 2, 2,1,1,1,1).
11. à) Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî  ñóù åñòâóåò êî ðí åâî å ðåø åí èå (à,, à2, ä5)

äàí í î ãî  óðàâí åí èÿ, òî ãäà í à î ñí î âàí èè (6) èì ååì  2à\(àúàÀà5 - 1) < <É + +
+ ä . Ï ðè ä4 > 1 (òî ãäà è  > 1) ëåâàÿ ÷àñòü í åðàâåí ñòâà áî ëüø å èëè ðàâí à

6à\, à ï ðàâàÿ í å ï ðåâî ñõî äèò Úà\. Åñëè àú> 1,    = 1, òî  ëåâàÿ ÷àñòü í å
ì åí üø å 2à\, ï ðàâàÿ - ðàâí à  + 2, à çí à÷èò, ì åí üø å 2à\. Î ñòàåòñÿ åäèí ñò-
âåí í û é âàðèàí ò  = 1. Í î  í àáî ð (ÿ, />, 1, 1, 1, 1) í å óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí å-
í èþ  (2), òàê êàê (à - /?)2 + 3 > 0; á) äî êàçû âàåòñÿ àí àëî ãè÷í î  à).

12. à) Í àáî ðû  (2,2, 1,..., 1)è(ä, 1,..., 1) óäî âëåòâî ðÿþ ò î äí î ì ó óðàâí å-
í èþ : ë + 6 = 4À:, à2 + ï  - \ = êà, î òêóäà à2 - êà + 4ê - 1 = $ èëè (ê - 2à)2 +
+ á2 = (ê - 8)2. Åñëè ê=2à,þ  ê= 14, à = 7, ë = 50 (ðåçóëüòàò, óêàçàí í û é
â [10]). Ñðåäè ï èô àãî ðî âû õ òðî åê èì ååòñÿ ëèø ü î äí à ñ êî î ðäèí àòî é, ðàâ-
í î é 6: (8, 6, 10), à ï î ýòî ì ó ê = 18, à = 5, ë = 66 - åù å î äí î  ðåø åí èå;
á) àí àëî ãè÷í î  ï î ëó÷àåì  ÷åòû ðå ñëó÷àÿ: 1) ÿ = 10, À: = 83, ë = 731; 2) ÿ = 11,
ê = 52,ï  = 452; 3) ÿ = 13, À: = 38, ë = 326; 4)à=\7,ê= 34, ï  = 290.

13. à) Ï óñòü ðåø åí èå èì ååòñÿ; åñëè î äí à åãî  êî î ðäèí àòà - ÷åòí î å ÷èñ-
ëî , à äâå äðóãèå - í å÷åòí û å, òî  ï ðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ í à 4, ëåâàÿ - í åò. Î ñ-
òàåòñÿ î äèí  âàðèàí ò - âñå ÷èñëà ÷åòí û å: õ = 2õ,, 

.
ó = 2.ó,,  = 2 , ï ðèõî äèì

ê óðàâí åí èþ + 
.
V? +  = 2õ]ó111. Âí î âü ðåø åí èÿ ì î ãóò áû òü òî ëüêî  ÷åò-

í û ì è õ, = 2 2, ó] = 2 , %\ = 2 , ï î ëó÷àåì  óðàâí åí èå    + >  -Í   88 4ë:2>'2 2
è ò. ä. Òàêèì  î áðàçî ì , ï ðè ëþ áî ì  ï  ÷èñëà õ, ó, ã äåëÿòñÿ í à 2", ÷òî  âî çì î æ-
í î  ëèø ü ï ðè õ = ó= % = 0;6) äî êàçû âàåòñÿ êàê óï ð. à).
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14. Óðàâí åí èå ï ðåî áðàçóåòñÿ ê âèäó {õ + ó + 1){õ2 + ó1 + ã2 - õó - õ?,
 - óõ) =

= 0 èëè (õ +  + õÙ õ - ó)1 + (õ - ã)2 + (ó - ã)2) = 0. Åãî  ðåø åí èåì  ÿâëÿþ òñÿ
òðî éêè (õ, ó, -õ - ó) è (äñ, X, õ).

15. Ðàññì î òðèì  Ô5, â í åé 1 è  - ï î ñëåäî âàòåëüí û å äðî áè, ï î ýòî ì ó
3 . 2 - 5 . 1 = 1, ñëåäî âàòåëüí î , î áù åå ðåø åí èå èì ååò âèä (4 + 5/, -2 - 3/).

§5.1

1  11
.
 Òàê êàê 2 ~, < 2. 3.... . Ë, òî - <

2
. Ï î ëî æèì  å =  - Õ Â ñèëó óáû âàí èÿ ÷ëåí î â ãåî ì åòðè÷åñêî é ï ðî -

ãðåññèè êàêî é-òî  èç í èõ î êàæåòñÿ ì åí üø å ÷èñëà 8, ï óñòü ã < 8. Èç (1) ñëå-

äóåò Ù  - Ê = ã

 <ã<8=
ó
-Àã

, î òêóäà Õ< Ê, ÷òî  í åâî çì î æí î .

3. Ï î ñëå èí òåãðèðî âàí èÿ è ï ðèâåäåí èÿ ï î äî áí û õ ÷ëåí î â ï î ëó÷àåì  ðà-

âåí ñòâî  (à- 2 + (1 - ä +     + ñ + ? -  - 1 = 0.
4

. à) Òàê êàê Çï
 =-2

-ã (ñì . ï ðèì åð 1 § 3.1), òî  â ï ðåäåëå ï ðè ÿ -  ñî
/7+1

ñî

ï î ëó÷àåì  1; á) î áî çí à÷èì  Àï +ã = Å  !        =  !-- ; ï î  ï ðåäû äóù åì ó
ò=\(ï  + 1)ò+,     ï (ï  + 1)

ðÿä ÈÇ Ëÿ+| ÑÕÎ ÄÈÒÑß ê 1.

5. Ï åðåñòàâèì  ÷ëåí û  ðÿäà òàê, ÷òî áû çà î äí èì  ï î ëî æèòåëüí û ì  ø ëè

~\ + [\ " _ § 4'-=1(1~5 + 5 5+ ') ï î ëî âèí à ÑÓÌ Ì Ü1 ÐÿÄà
Ëåéáí èöà.

6. Ï ðè 0 ðÿä ñõî äèòñÿ ê ô óí êöèè 3(õ) = 1 + õ2 êàê ñóì ì à ÷ëåí î â ãåî -

ì åòðè÷åñêî é ï ðî ô åññèè ñî  çí àì åí àòåëåì  ä = -!- , à 5(0) = 0.
1 + õ2

7
. Ï ðè ò > 0 ðåø åí èé í åò: èç (ò - Ï     = (ï  *     è í åñî êðàòèì î ñòè

äðî áåé ñëåäóåò òò+| = ï ", í î  ï ðè /è > ë ï î ëó÷àåì  òò+] > ï ï , à ï ðè ï  = ò + ê,
ê - í àòóðàëüí î å ÷èñëî , - í åðàâåí ñòâî  òò+1 < (ò + ê)ò+ê. Ï ðè /ÿ < 0,

î áî çí à÷èâ ò = -5, â ëåâî é ÷àñòè óðàâí åí èÿ ï î ëó÷èì  Ã- -Ë   . Ï î ëî æèâ
5 - 1 

5 - 1 = ë, ï ðèäåì  ê ï ðàâî é ÷àñòè óðàâí åí èÿ. Èòàê, ò = -ï  - 1.

8
. à) Ï óñòü ó{õ) - ñóì ì à ðÿäà, òî ãäà Ó(õ) = õ +  +  +..., ó"(õ) = 1 +

+ - +  + ... = ó{õ). Ôóí êöèÿ ó{õ) =      + ñ å"* ÿâëÿåòñÿ ðåø åí èåì  äèô -
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ô åðåí öèàëüí î ãî  óðàâí åí èÿ ó" = ó. Î êàçû âàåòñÿ, äðóãèõ ðåø åí èé í åò. Î ñòà-
åòñÿ ó÷åñòü ><0) = 1, /(0) = 0; á) î áî çí à÷èì  ñóì ì ó ÷åðåç 8{õ)9 òî ãäà 8'(õ) =

î î

= Å õ2ï ~1 =  õ 
.

. Ðÿä ñõî äèòñÿ í à èí òåðâàëå (-1; 1). Ï ðî èí òåãî èðóåì  î áå
ÿ = I \ - X1

õ

÷àñòè ðàâåí ñòâà âí óòðè èí òåðâàëà ñõî äèì î ñòè:      = [ - = -11ï ( 1 - õ2);
î  1 - 2 2

ñþ

â) î áðàòèì ñÿ ê ðàâåí ñòâó Å - = -1ï (1 - õ). Çàì åí èì  çäåñü õ í à -õ
.

ï = 1 Ï

î î

Å {" Ó*" = -1ï (1 + õ). Î ñòàåòñÿ âû ÷åñòü èç ï åðâî ãî  ðÿäà âòî ðî é è çàì å-
/1=1 ï

òèòü, ÷òî  î ñòàí óòñÿ ëèø ü ñëàãàåì û å ñ í å÷åòí û ì è ï .

9
. à) Ï î äñòàâèâ â ô î ðì óëó óï ð. 8, á) ä: = -!= , í àéäåì  1ï  ; á) èç óï ð. 8;

73 2

â) ï ðè õ =  ï î ëó÷èì  1ï  ë/2 .
10. ÒàêêàêõË+| =äñ

ÿ(õÿ+ 1),òî -  = = _=1- _. Î òêó-
ËÏ    1 Ë71+1 Ë

Ï
ÕÏ +1 ËÏ ÕÏ +\

äà ñóì ì à ðÿäà ðàâí à - = 2.
*\

11. Ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü âî çðàñòàþ ù àÿ; ï î êàæåì  èí äóêöèåé ï î  ï  åå î ã-

ðàí è÷åí í î ñòü ñâåðõó ÷èñëî ì  Òà + I. Î ÷åâèäí î , àõ = à <4
~

à + \. Ï óñòü

à
ò

< */à + 1
,
òî ãäààò+] = Ò  <+ 4à + \ < *1à + 24à + 1 » +1.

Ñëåäî âàòåëüí î , ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü ñõî äèòñÿ. Î áî çí à÷èì  åå ï ðåäåë ÷åðåç

à
. Ï åðåéäÿ ê ï ðåäåëó â ðàâåí ñòâå à2

ï
 = à + %ô  ï î ëó÷èì  à2 = à + à

. Óðàâ-

í åí èå èì ååò åäèí ñòâåí í û é ï î ëî æèòåëüí û é êî ðåí ü ! + à +- 
,
 î í  è ÿâ-

ëÿåòñÿ ï ðåäåëî ì  ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè. Ï ðè à = 1 ï î ëó÷èì  à = Ô.

12. Äëèí à ñòî ðî í û  òðåóãî ëüí èêà, ï î ñòðî åí í î ãî  í à ï -ì  ø àãå, ðàâí à ( ) »
à åãî  ï ëî ù àäü -  . Âû ÷èñëÿÿ ñóì ì ó áåñêî í å÷í î  óáû âàþ ù åé ãåî -
ì åòðè÷åñêî é ï ðî ãðåññèè, í àéäåì  3= à24ú .

13. Ðàäèóñû êðóãî â î áðàçóþ ò ãåî ì åòðè÷åñêóþ  ï ðî ãðåññèþ  (- Ë, èõ
ñóì ì àðí àÿ ï ëî ù àäü ðàâí à 2ÿ/?2. Ñòî ðî í û  êâàäðàòî â çàäàþ ò ï ðî ãðåññèþ  ñ

òåì  æå çí àì åí àòåëåì  è ï åðâû ì  ÷ëåí î ì  ä, = ß !. Ñóì ì à ï ëî ù àäåé âñåõ
êâàäðàòî â ðàâí à 4/?2.
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14. Ï óñòü ã - ðàäèóñû  êðóãî â, âï èñàí í û õ â òðåóãî ëüí èê, òî ãäà à = 2ã(ï  -

- 1 + 
ë/3); âñåãî  âû ëî æåí î  Ô3(ï ) = ï ï  Ö êðóãî â ñ ñóì ì àðí î é ï ëî ù àäüþ

Å*(1±1} - 
. â ï ðåäåëå ï î ëó÷èì  Í -2.

8(ë-1 + 73)2 8

15. Äèàì åòðû êðóãî â, âï èñàí í û õ â êâàäðàò, ðàâí û - ; ñóì ì àðí àÿ ï ëî -
ï

ù àäü ï 2 êðóãî â ðàâí à 5 =  .

§ 5.2

1
. Èç {Ü - à)2>0 ï î ëó÷àåì  (à + Ü)2 > 4àÜ, î òêóäà 22  < Ü < ±±1.

à + Ü 2

2
. Èç (1) ñëåäóþ ò í åðàâåí ñòâà àë< àï _õÜï _õ < Ü

ï , àï  =->àÿ-\>

Ü
ï
 = à

" ]  ~  
-1- Ò. å. î áå ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè ñõî äÿòñÿ; ï óñòü {àï }

ñõî äèòñÿ ê à, à {Ü
ï } - ê ð. Èç   =       /'"' â ï ðåäåëå ï î ëó÷àåì  ð = à   ,

î òêóäà à = ð. Ï î ñêî ëüêó àÜ = à, , =      == ... =      = ... = à2
>òî  à   ÷ Ü .

3. Èç    \ï ÀÕà, Ü) = - \ï - - .     ñëåäóåò,    ÷òî      Öù  1ï  ÀÕà9 Ü) =

= Èò 1ï (  + ) - 1ï 2 = Èò àÏ ä à±Ì üÜ = 1 (1ï à + 1ï ) = 1ï  . (Çäåñü
5-0 5 5-0     à5 + Ü5 2

èñï î ëüçî âàí î  ï ðàâèëî  Ëî ï èòàëÿ-Áåðí óëëè: Öù  Ä ! == Öù / .)
5-0 (5) 5-0 ( )

6
. à) Ì äË  - î òðåçî ê, ï ðî õî äÿù èé ÷åðåç òî ÷êó Î  ï åðåñå÷åí èÿ äèàãî í à-

ëåé (ñì . ðèñ. 38), õè ó - î òðåçêè, í à êî òî ðû å î í  äåëèòñÿ òî ÷êî é Î . Ðàñ-
ñì î òðåâ äâå ï àðû  ï î äî áí û õ òðåóãî ëüí èêî â, ï î ëó÷èì  õ : Ü = à : (à + Ü). Î ò-

êóäà õ =       ; àí àëî ãè÷í î  ó =       ; á) Ì ÀÃ, äåëèò òðàï åöèþ  í à ï î äî áí û å
à + î à + Ü

òðàï åöèè, ï î ýòî ì ó à: Ë Ë  = Ë Ë  : Ü\ â) Ë/3ËÃ3 = ; ã) ï óñòü Ë, è /22 - âû -

ñî òû  ðàâí î âåëèêèõ òðàï åöèè,  - äëèí à Ì 4ë149 òî ãäà --        = -=-  -

(Ë, + È2){à + Ü) ì í /.ã.      - /ë2 + á2
_ õ

_
!
 / Èñêëþ ÷èâ èç ýòî é ñèñòåì û  Ë, è Ë2, í àéäåì   = /---.

7
. Ï óñòü ÂÑ=\, òî ãäà =Ô,ÀÅ= Î Â= ô -\ ÅÎ  = Ô"2. Î òêóäà ï î ëó-

÷àþ òñÿ èñêî ì û å ðàâåí ñòâà.

8
. Ï åðâî å ñî î òí î ø åí èå ñëåäóåò èç ðàâåí ñòâà 1 + Ô3 = 2(1 + Ô) = 2Ô2,

î ñòàëüí û å ñî î òí î ø åí èÿ î ÷åâèäí û .
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9
. Ð=à + Ü + Ëà2 + Ü2 < Ë(à2 + + ñÐ + Ü1 =ñ(1 + ),çäåñüñ-

ãèï î òåí óçà. Ì àêñèì àëüí î å çí à÷åí èå ï åðèì åòð Ð ï ðèí èì àåò ï ðè à =

10.
. Ê< õó1 < (* + ç +    = ( 3) * Ï åðâî å í åðàâåí ñòâî  ï åðåõî äèò â ðà-

âåí ñòâî , åñëè ï àðàëëåëåï èï åä ï ðÿì î óãî ëüí û é, âòî ðî å - ï ðè õ = ó= I.

11. 5 = /?2/71åÃ-1, ç
ï  =      81ï ~ ãäå /? - ðàäèóñ î ï èñàí í î é î êðóæí î ñ-

òè, òî ãäà 52ÿ = /?2à?51ï - = ëÄÄ
,, Ë- = 2Ê2ï {% - . Î òêóäà -1+1

ï 2ï 52ï Ü
ï

1 _

1

ß2ï

1 + 005 -

$ø  -
ï

ë _ 
_

2
_

§5.3

2
. Ñêî ðî ñòü òî ÷êè Ë/ ï ðî ï î ðöèî í àëüí à ë: Ä  ~  = Úñ. Î òêóäà 1ï ë: =

= -Ø + ñ
. Òàê êàê V/ = ó è ï ðè / =0, ë: = 1, òî  ñ = 0 è Ë = 1? ñëåäî âàòåëüí î ,

3. à) Äî êàçàòåëüñòâî  ñëåäóåò èç ðèñóí êà 48; á) äî ñòàòî ÷í î  óñòàí î âèòü ñî -

î òâåòñòâèå, í àï ðèì åð, ì åæäó èí òåðâàëî ì        ; 2  è ï ðÿì î é ñ ï î ì î ù üþ

ô î ðì óëû  ó = 1%õ\ â) âû áåðåì  í à î òðåçêå [0; 1] ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòü -11é-

Êàæäî é òî ÷êå ï î ëóèí òåðâàëà [0; 1) ï î ñòàâèì  â ñî î òâåòñòâèå òó æå òî ÷êó
î òðåçêà [0; 1], åñëè î í à í å ï ðèí àäëåæèò âû -

I
áðàí í î é ï î ñëåäî âàòåëüí î ñòè;

ï + 1
å [0; 1)

ñòàâèì  â ñî î òâåòñòâèå 1 € [0; 1] äëÿ âñåõ í à-
ï

òóðàëüí û õ ë; ã) àí àëî ãè÷í î  ï ðåäû äóù åì ó
ñëó÷àþ  äî êàçû âàåòñÿ ýêâèâàëåí òí î ñòü èí -

òåðâàëà (0; 1) è î òðåçêà [0; 1], à ñëåäî âàòåëü-
í î , î òðåçêà è ï ðÿì î é.

4
. Ëþ áî é âàðèàí ò ï ðèâî äèò ê ï ðî òèâî -

ðå÷èþ .

21
5

. Äî õî äû  ðàâí û  ì åæäó ñî áî é: 1 +  =

V 200>/

Î I

ÂË

Ðèñ. 48
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6. Ï óñòü à, Ü,ñ,ñ1- ñðî êè äåéñòâèÿ êàæäî é èç ï ðî öåí òí û õ ñòàâî ê, òî ã-

äà Ã1 + À-ÓÃ! -I-1) (I + 1Õ(1 + Ä:Ó = 1 + ?  Ï î ñëå ï ðåî áðàçî âàí èé, ï î ëó-
÷èì  2-2à+ü-ñ+2(* - ç<'-2û -ñ.5-à+1>+ñ-ì .7à-ñ+4=2 . 7 . Ç"1

. Î òêóäà à = 2, Ü = ñ1=3,
ñ = 4.

7
. Ì í î æåñòâî  âñåõ ï î äì í î æåñòâ ñî äåðæèò î äí î  ï óñòî å ì í î æåñòâî , Ñ]

ï

î äí î ýëåì åí òí û õ ì í î æåñòâ,    äâóõýëåì åí òí û õ ì í î æåñòâ è ò. ä. Âñåãî  (ñì .

óï ð. 4, à) § 4.1) 1 +    + Ñ* + ... + Ñ"ï  = 2".
8

. à) Ðàññì î òðèì  ñðàçó âàðèàí ò î áúåäèí åí èÿ áåñêî í å÷í î ãî  ì í î æåñòâà
ñ÷åòí û õ ì í î æåñòâ. Ýëåì åí òû  êàæäî ãî  ì í î æåñòâà âû ï èø åì  â ñòðî êè. Ï î -
ëó÷èì  òàáëèöó, ñî ñòî ÿù óþ  èç áåñêî í å÷í î ãî  ì í î æåñòâà ñòðî ê. Ï ðèì åí ÿÿ
ê í åé äèàãî í àëüí û é ì åòî ä, ï åðåí óì åðóåì  âñå ýëåì åí òû î áúåäèí åí èÿ;
á) î áî çí à÷èì  ÷åðåç Ðï (õ) = à0 + à õ + ... + à õ". Äî êàæåì  óòâåðæäåí èå ì åòî -
äî ì  ì àòåì àòè÷åñêî é èí äóêöèè. Ï ðè ï  = 1 óòâåðæäåí èå âû òåêàåò èç à).
Ï óñòü î í î  âåðí î  ï ðè ï  = ò. Ï ðåäñòàâèì  Ðò+\{õ) = {Ðò{õ))õ + Ü0. Ï î  ï ðåä-
ï î ëî æåí èþ èí äóêöèè Ð

ò{õ) ñ÷åòí î , ï î ýòî ì ó ñ÷åòí î  è ì í î æåñòâî
ì í î ãî ÷ëåí î â Ð

ò + , (õ); â) ì í î æåñòâî  âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ì í î ãî ÷ëåí î â
åñòü î áúåäèí åí èå ï î  ï  î ò åäèí èöû  äî  áåñêî í å÷í î ñòè ì í î ãî ÷ëåí î â Ð

ï {õ),
ï î  ñâî éñòâàì  à) è á) î í î  èì ååò ñ÷åòí óþ  ì î ù í î ñòü; ã) ÷èñëî  êî ðí åé
êàæäî ãî  ì í î ãî ÷ëåí à ñ÷åòí î , ñëåäî âàòåëüí î , ì í î æåñòâî  àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë ñ÷åòí î .

Ï ðèëî æåí èÿ

1
. ×èñëî   ì åí üø å ñóì ì û  2À:~, - 1 + (2À:~2 - 1) ÷èñåë í àáî ðà. Äî ñòàòî ÷-

í î  âû äåëèòü â 4 ì àêñèì àëüí î å ñëàãàåì î å âèäà äà ï ðè à < 2*~2 - 1, òî ãäà ñ! =
= <7ä + ã, ãäå 0< ã < 2*-1 - 1. ×èñëî  ãñî ñòàâëÿåòñÿ èç ï åðâû õ ê - 1 ÷èñåë í à-
áî ðà, äà - èç ï î ñëåäí èõ ê -2 ÷èñåë í àáî ðà.

2
. Ï óñòü ä = /è, ãäå ð - ï ðî ñòî é ñî ì í î æèòåëü í å÷åòí î ãî  ÷èñëà ä, òî ãäà

À = 2ê-]ð5 èèçðç < 2ê ñëåäóåò ð < 2ê. ×èñëî  Â=2ê~]ð óäî âëåòâî ðÿåò óñëî -
âèþ  òåî ðåì û .

3. Ñóì ì à äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ í à êàæäî å ñëàãàåì î å òî ëüêî  ï ðè èõ ñî âï à-
äåí èè, í î  2à í å ÿâëÿåòñÿ Í Î Ê äëÿ à.

4
.
3'2ê = 2ê-* (1 +2 + 3), 6-4* = 1 + 3(1 + 4 + ... + 4*) + 2-4 .

5
. Ï ðî èçâåäåí èå òç{ò + 5){ò - ç) âñåãäà äåëèòñÿ í à 6.

6
. Åñëè (õ01 ó0, î ) - í àòóðàëüí î å ðåø åí èå, òî ãäà, î áî çí à÷èâ  = ,  :=/?,

ï î ëó÷èì  Õö = $ - ó%= ð? - ä2. Òðåóãî ëüí èê ñ êàòåòàì è õ = 2ðä9 ó - ð  - ô

èì ååò ï ëî ù àäü  = / (ð2 - 2) = ä ä , ÿâëÿþ ù óþ ñÿ êâàäðàòî ì .
7

. Äëÿ ë < 4 ðàâåí ñòâî  âû ï î ëí ÿåòñÿ; ï ðåäï î ëî æèì  åãî  ñï ðàâåäëèâî ñòü

äëÿ ë = Ü2 + ... + õ2 = (  + I)2. Òî ãäà*2 + ... + ë2 + õ2+| = (õê + I)2 + õ2+1 =
= õ2 + 2ä:

,+ 1+ë2+1
 = 2*

,+1
 + 1+*2+1 =( +1 + 1)2.

Î òâåòû  è ðåø åí èÿ202



8
. Åñëè õ - ï î ëóöåëî å, òî  2ë: - í å÷åòí î å ÷èñëî . Èç ðàâåí ñòâà 2ë: - 2  =

= 2 (À - à), 2õ-21= 2(ñ - à) ñëåäóåò í å÷åòí î ñòü ÷èñåë 2ó è 21. Òî ãäà â ëå-
âî é ÷àñòè ðàâåí ñòâà 2ë: . 2

.

Ó . 2 ; = 4(2ë> ) = 4(2ë: +2ó+ 21) = 4(à +  + ñ) ñòî -
èò í å÷åòí î å ÷èñëî , à â ï ðàâî é - êðàòí î å 4.

9
. Ï åðåáåðèòå âñå âî çì î æí û å âàðèàí òû .

10. Í åðàâåí ñòâî  Çà ç  < 4, ÷òî  âî çì î æí î  òî ëüêî  äëÿ í àáî ðà (à, 1, 1, 1),
êî òî ðû é ï ðè í àòóðàëüí î ì  à í å óäî âëåòâî ðÿåò óðàâí åí èþ .

È
. Ï óñòü (à, Ü, ñ) - ðåø åí èå óðàâí åí èÿ. Òî ãäà {àð~õ - 1) + (Üð~ - 1) =

= ñð~õ - 2
. Ï î  òåî ðåì å Ôåðì à ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ í à ð, ï ðàâàÿ - í åò.

12. à) Ï ðè õ<ó èì ååì  õõ{õó-õ - 1) = óõ(óÓ-õ - 1), î òêóäà Ã Ò = õÓ~õ " 1 
.

V õ'      óÓ~* - 1

Ëåâàÿ äðî áü áî ëüø å 1, à ï ðàâàÿ - ì åí üø å I. Ê òàêî ì ó æå ï ðî òèâî ðå÷èþ
ï ðèõî äèì  ï ðè ó<õ. Î ñòàåòñÿ õ = ó òî ãäà ëþ áàÿ ï àðà («, ï ) óäî âëåòâî ðÿåò
óðàâí åí èþ ; á) ï ðè ï  = 1 ðåø åí èé í åò, ï î ýòî ì ó ÿ > 1. Ï óñòü ä: <  < ã; ï î äå-
ëèâ î áå ÷àñòè óðàâí åí èÿ í à ï õ, ï î ëó÷èì  1 = ï ó~õ{ï 1~ó - 1). Åñëè 

.

ó > ë:, òî  1
äåëèòñÿ í à ÿ > I, ÷åãî  í å ì î æåò áû òü. Èòàê, ó = õ, òî ãäà ãð-õ = 2; î òêóäà ë = 2,
1 = õ+ 1. Ëèø ü ï ðè /7 = 2 èì ååòñÿ ñåðèÿ ðåø åí èé (õ, õ, õ + 1).

14.à) Ï óñòüó= ,òî ãäà-\Ù  ,î òêóäàõ  =  èõ=  Ê"'7. ×èñëî
ß ß V

õ ðàöèî í àëüí î  ï ðè ä = {ð - ä)ï . Çí à÷èò, ð = ï  + \1
, õ = [ï  * ] , ó =

= Ñ1+1) '; á) ï î ëî æèì ó=Â, òî ãäà (?)
" = èõ = ä Ð' + ×"

\     Ï     / ß ä - ÐÕ ðß+1 -|- äÏ I 'ó
× × ×      Ó" È ' ×

= ð- - .

15. à) Òàê êàê 2õ = ±1(òî ñ1 3), 13  = 1(òî ñ1 3), 19ã ÿ 1(òî à 3), òî  ëåâàÿ
÷àñòü óðàâí åí èÿ ñðàâí èì à ñ 0 èëè 2 ï î  ì î äóëþ  3, à ï ðàâàÿ - ñ 1; á) ï î -
ñêî ëüêó 7 = 1(òî ñ1 3), 10 = 1(òî ñ1 3), 13 = 1 (òî ñ! 3), òî  ëåâàÿ ÷àñòü óðàâí å-
í èÿ ñðàâí èì à ñ 2 ï î  ì î äóëþ  3, à ï ðàâàÿ - ñ 1.
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