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из ПРЕДИСЛОВИЯ АВТОРА

К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

Не следует на эту книrу смотреть,
как на леrкопонятный учебник ал-

rебры для начинающих. Подобно

прочим моим сочинениям той же ce 

рии, «Занимательная алrебра»
прежде Bcero не учебное руковод-
ство, а книrа для вольноrо чтения.

Читатель, KOToporo она имеет в ви-

ду, должен уже обпадать HeKOTO 

рыми познаниями в адrебре, хотя

бы смутно усвоенными или полуза-

бытыми. «Занимательная алrебра»
ставит себе целью уточнить, BOCKpe 
сить и закрепить эти разрозненные
и непрочные сведения, но rлавным

образом воспитать в читателе

вкус к занятию алrеброй и возбу 
дить охоту самостоятельно попол-

нить по учебным книrам пробелы
своей подrотовки.

Чтобы придать предмету привле-
I{ательность и поднять к нему ин-

терес, я пользуюсь в книrе разно-
образными средствами: задачами с

необычными сюжетами, подстрекаю-
щими любопытство, занимательны-

ми экскурсиями в область истории

математики, неожиданными приме-

нениями алrебры к практическоЙ
жизни и т. П.



rЛДВА

ПЯТОЕ

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ

ДЕЙСТВ 1Е

Пятое действие

Ашебру называют нередко «арифметикоЙ семи деЙ-
ствиЙ», подчеркивая, что к чеТЫРбl общеизвестным ма.

темаТl!чеСКIIМ операциям она присоединяет три новых;,

возведение в степень II два ему обратных действия.
Наши а,lrебраические беседы начнутся с «пятоrо

действия» возведения в степень.

Вызвана ли потребность в этом новом действии
практической ЖИЗНЬЮ? Безусловно. МЫ очень часто

сталкиваемся с ним 13 реа.ТIЬНОИ деЙствительности.
Вспомним о мноrочисленных случаях вычисления пло-

щадей и объемов, rде обычно ПРИХОДИТСЯ возводить

числа во ВТОРУЮ и третью степени. Далее: сила все..

мирноrо тяrотения, электростатическое и маrнитное

взаимодеЙствия, спет, звук ослабевают пропорцио"
нально второй степени расстояния. Продолжитель..
ность обращения планет BOKpyr Солнца (11 спутни.ков
BOKpyr планет) связана с расстояниями от центра
обращения также степенноЙ зависимостью: вторые
степени времен обращения относятся между собою,
как третьи степени расстояний.

Не надо думать, что праКТlIка сталкивает нас

только со вторыми и третьими степенями, а более BЫ 
cOКlIe показатели существуют только в упражнениях
алrебраических задаЧIIШЮВ. Инженер, производя
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расчеты на прочность, сплошь и рядом имеет дело

с четвертыми степенями, а при друrих вычислениях

(например, диаметра паропровода) даже с шестой

степенью. Исследуя силу, с какой текучая вода увле 
кает камни, rидротехник натаЛКивается на заВIIС\l 

мость также шестой степени; если CI{OPOCTb течения в

одной реке вчетверо больше, чем в друrой, то быстран
река способна перекатывать по своему ложу l<аМШI
в 46, т. е. в 4096 раз более тяжелые, чем медленная 1).

с еще более BbICOКIIMII степеннми встречаемся мы,

изучая заВ\lСИМОСТЬ ЯрI<ОСТИ раскаленноrо тела Ha 

пример, нити накала в электрической лампочке от

температуры. Общая яркость растет Прll беJIOМ Ka.'1e 

нии с двенадuатой степенью температуры, а Прll I<pac-
ном с тридцатоЙ степенью температуры (<<абсолют-
ной», т. е. считаемоЙ от минус 273°). Это означает,
что тело, HarpeToe, НаПрНl\.lер, от 2000° до 40000 (абсо-
лютных), т. е. в два раза сильнее, становится ярче
в 212, иначе rоворя, более чем в 4000 раз. О том, I\аlюе

значение имеет эта своеобразная зависимость в Tex 

нике изrОТОВ.'IеНJlЯ электричеСЮIХ лампочек, мы еще

будем rоворить в друrом месте.

Астрономические числа

НШ<ТО, пожалуй, не пользуется так ШJlрОКО пнтым

математическим действием, как астрономы. Исследо 
вателям вселенной на каждом шаrу приходится BCTpe 
чаться с оrромНЫМИ числами, СОСТОящпми из одной-
двух значащих цифр и длинноrо ряда нулей.
Изображение обычным образом подобных числовых

ИСПОЛПIIОВ, справедливо называемых «аСТРОНОМIIче 
скими ЧIIСЛа!IШ», неизбежно вело бы к большим HeJ

удобствам, особенно при вычислениях. Расстояние,
например, до туманности Андромеды, написанное

обычным п()ряДКОМ, представляется таким ЧIIСЛОМ IШ-

лометров:

95 000 000 000 000 000 000.

При выполнении астрономических расчетов Пр\lХО 
ДИТСЯ К тому же выражать зачастую небесные pacJ

') Подробнее об этом см. в моей книrе «ЗЗllllматеJJьная ме-

ханика», fJJ. IX.
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стояния не в километрах или более крупных единицах,
а в сантиметрах. Рассмотренное расстояние изобра 
зится в этом случае числом, имеющим на пять нулей
больше:

9 500 000 000 000 000 000 000 000.

Массы звезд выражаются еще большими числами,
особенно если их выражать, как требуется дЛЯ MHO 

rих расчетов, в [раммах. Масса нашеrо Солнца в

[раммах равна

1 983 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000.

Леrко представить себе, как затруднительно было
бы производить вычисления с такими rрОМОЗДКИМII
числами и как .11erKO было бы при этом ошибиться.

А ведь здесь ПРl1ведены далеко еще не самые боль 
шие астрономические числа.

Пятое математическое деЙствие дает вычислителям

простой выход из этоrо затруднения. Единица, сопро-
вождаемая рядом нулеЙ, предстаВ,'Iяет собой опреде-
ленную степень десяти:

1 00 == 1 02, 1 000 == 1 03, 1 О 000 == 1 04 И т. д.

Приведенные раньше Чllсловые веЮIКаны MorYT
быть поэтому предстаВ,1'Jены в тш<ом виде:

первый ... ...... 950. 1022,

второй ... ... ... 1983. 1030.

Делается это не только для сбережения места. но

и для облеrчения расчетов. Если бы потребовалось,
например, оба эти числа перемножить, то достаточно

было бы найти произведение 950. 1983 == 1 883850 п

поставить ero впереди множителя 1021+30== 1051;

950. 1021.1983.1030== 188 385.1052.

Это, конечно, rораздо удобнее. чем выписывать

сначала число с 21 нулем, затем с 30 и, наконец, с

52 нулями, не только удобнее, но и надежнее, так

как при писании десятков нулей можно проrлядеть
один-два нуля и получить неверныЙ результат.
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Сколько весит весь воздух?

Чтобы убедиться, насколько облеrчаются практи-
ческие вычисления при пользовании степенным изо..

бражением больших чисел, выполним такой расчет:

определим, во сколько раз масса земноrо шара больше

массы Bcero окружающеrо ero воздуха.
На каждый кв. сантиметр земной поверхности воз 

дух давит, мы знаем, с силой около Килоrрамма. Это

означает, что вес Toro столба атмосферы, I<ОТОРЫЙ
опирается на 1 кв. см, равен 1 ке. Атмосферная обо-
лочка Земли как бы составлена вся из таких воздуш 

ных столбов; их СТОЛЬКО, сколько кв. саНТlI1нетров cOJ

держит поверхность нашей планеты; столько же

Rилоrраммов весит вся атмосфера. Заrлянув в спра-
вочник, узнаем, что величина поверхности земноrо

шара равна 510 млн. кв. км, т. е. 51.107 кв. /см.

Рассчитаем, СКОЛЬКО квадратных сантиметров в

квадратном километре. Линейный километр содержит
1000 м, по 100 см в каждом, т. е. равен 105 СМ, а кв.

километр содержит (105) 2 == 1010 кв. сантиметров. Во
всей поверхности земноrо шара заключается поэтому

51 . 107 . 1010 == 51 . 1017

кв. сантиметров. Столько же килоrраММОБ весит и

атмосфера Земли. Переведя в тонны, получим:

51.1017: 1000==51.1017: 10З==51.101Н==51.101 .

Масса же земноrо шара выражается числом

6 . 1021 тОНН.

Чтобы определить, во сколько раз наша планета

тяжелее ее воздушной оболочки, производим деление:

6.1021: 51.101 :::::::106,

т. е. масса атмосферы составляет примерно миллион-

ную долю массы земноrо шара 1).

1) Знак"" означает приближенное paBeHCTDO,
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fорение без пламени и жара

Ес,fШ вы спросите у химика, поч мудрова ИЮI

yrO,fJb rорят только при высокой температуре, он ска-

жет вам, что соединение уrлерода с кислородом про.
исходит, cTporo rоворя, при в с я к о й температуре, но

при низких температурах процесс этот протекает чрез-
вычайно медленно (т. е. в реакцию вступает весьма

незначите,fJьное ЧИС,fJО молеКУ,fJ) и потому ускользает
от нашеrо наблюдения. Закон, определяющий ско'

рость химических реакций, rласит, что с понижением

температуры на 100 скорость реакции (чис.'IО участву.
ющихв ней MO,fJeKY,IJ) уменьшается в два раза,

Применим сказанное к реакции соединения дре-
весины с кислородом, т. е. к процессу rорения дров,
Пусть при темп ратуреП,fJамени 6000 cropaeT ежесе-

кундно 1 rpaMM древесины. Во CKO,fJbKO времени cro-

рит 1 rpaMM дерева при 20
0

? МЫ уже знаем, что при

температуре, которая на 580==58.10 rрадусов ниже,

скорость реакции меньше в

258 раз,

т. е. 1 rpaMM дерева сrориТ в 258 секунд.
сI<о,fJыIмM rодам равен такой промежуток времени?

МЫ можем приблизите,fJЬНО подсчитать это, не произ-

водя 57 повторных умнож нийна два и обходясь без

лоrарифмических таблиц. ВОСПО,fJьзуемся тем, что

210== 1024 10З.

с.IJедовате.fJЬНО.

258 === 260 2=== 260 : 22 === . 260:== i . (210)6::::::: { , 1018,

Т. е. около четверти ТРИЛ,fJиона секунд. В rоду OKO,IJO
30 млн., т. е. 3. 107, секунд; поэтому

( . 1018) : (3 . 107) === 1 . 1011::::::: 1010.

Десять МИ,fJлиардов лет! Вот во CKQ.fJbKO примерно
времени сrорел бы rpaMM дерева без П,fJамени и жара.

Итак, дерепо, уrоль rорят и при обычной темпера-

туре, не будучи вовсе подожжены. Изобретение ору-
дий добывания оrНЯ УСIЮрИЛО этот страшно MeA,fJeH-

ный процесс в МИ,fJЮlарды раз.

11



Разнообразие поrоды

ЗАДАЧА

Будем характеризовать поrоду только по одному

признаку, покрыто ли небо облаками ИЛII нет, т. е.

станем различать лишь дни ясные и пасмурные. Как
вы думаете, мноrоли Прll таком условии возможно

недель с различным чередованием поrоды?
Казалось бы, HeMHoro: пройдет месяца два, и все

комбинации ясных и пасмурных дней в неделе будут
исчерпаны; тоrда неизбежно повторится одна из тех

комбинаций, которые уже наб,fJюдались прежде.
Попробуем, однако, точно подсчитать, сколько раз 

личных комбинаций возможно при таких условиях.
Это одна из задач, неожиданно приводяших к пя 

'JOMY математическому действию.

Итак: сколышми различными способами MorYT на

одной неде,fJе чередоваться ясные и пасмурные дни?

РЕШЕНИЕ

Первый день недели может быть юrбо ясный, Юlбо

пасмурный; имеем, значит, пон:а две «комбинаЦИII».
В течение двухдневноrо периода возможны сле-

дующие чередования ясных 11 пасмурных дней:

ясный и ясный

ясный II пасмурный
пасмурный II ясный

пасмурный и пасмурный.

Итоrо в течение двух дней 22 раЗ,fJlIчноrо рода че 

редований. В трехдневныЙ промежуток каждая из

четырех комбинаций первых двух дней сочетается с

двумя комбинациями TpeTbero дня; всех родов чере 
дованиЙ будет

22.2==23.

в теченпе четырех дней число чередовании достиr 
нет

23 . 2 == 24.

За пять дней возможно 25, за шесть дней 26 и, на-

конец, за неде,fJЮ 27 == 128 различноrо рода чередований.

12



Отсюда С,fJедует, что неде,fJb с различным ПОрЯД4
ком С.fJедования ясных и пасмурных дней имеется 128.

Спустя 128.7==896 дней необходимо ДО,fJЖНО повто-

риться одно из прежде бывших сочетаний; повторение,
конечно, может С,fJУЧИТЬСЯ и раньше, но 896 дней

срок, по истечении KOToporo такое повторение неиз"

бежно. И обратно: может пройти це,fJЫХ два rода, да-
же больше (2 rода и 166 дней), в течение которых ни

одна неделя по поrоде не будет похожа на друrую.

Замок с секретом

ЗАПАЧА

В одном советском учреждеНИII обнаружен был
HeCrOpae!llbIII шкаф, сохраНIIВШИЙСЯ с дореВО,fJЮШЮН-
ных лет. Отыска,fJСЯ и J{,fJЮЧ к нему, но чтобы им вос-

пользоваться, нужно бы,'ю знать секрет замка; дверь
шкафа открыва,lась лишь тоrда, коrда имевшиеся на

двери 5 кружков с а,'IфаВIIТОМ на их ободах (36 букв)
устанавюша,fJИСЬ на определенное CJIOBO. Так как НII-

кто этоrо C.'IOBa не знал, то, чтобы не взламывать

шкафа, решено было перепробовать все комбинаUlШ

букв в крУЖI\ах. На составление одной комбинации

требова.'IОСЬ 3 секунды времени.
Можно ли надеяться, что шкаф будет открыт в те-

чение {}.;lижаИШJlХ 10 рабочнх дней?

РЕШЕНJlЕ

ПОДСЧIlтаем, сколько всех Суквенных l<омБJlнацнй
надо было перепробовать.

Каждая из 36 букв первоrо I<ружка может сопо-

стаВ,fJЯТЬСЯ с каждоЙ из 36 букв BToporo кружка. Зна-

чит, двухБУlшенных l\Омбинации возможно

36.36==362.

К каждои из этих комбllнации можно присоеДII-

НИТЬ ,fJюбую из 36 букв TpeTbero кружка. Поэтому
трехбуквенных комбинаций возможно

362 . 36 == 363.

Таким же образом опреде,fJяем, что четырехбуквен 
ных комбинаций может быть 36\ а пятибуквенных 365

13



или 60466 176. Чтобы составить эти 60 с лишним мил.

лионов комбинаций, потребовалось бы времени, счи-

тая по 3 секунды на каждую,

3 . 60 466 176 == 181 398 528

секунд. Это составляет БО,fJее 50000 часов, ИЮf почти

6300 восьмичасовых рабочих дней БО,fJее 20 .lJет.

Значит, шансов на то, что шкаф будет открыт в

течение ближайших 1 О рабочих дней, имеется 1 О на

6300, или один из 630. Это очень ма.fJая вероятность.

Суеверный велосипедист

ЗАДАЧА

До недавнеrо времени каждому ве.IJосипеду при-
сваивался номер подобно тому, как это делается для

автомашин. Эти номера были шестизначные.

Некто куши себе велосипед, же,fJая выучиться
ездить на нем. Владелец велосипеда оказался на pek
кость суеверным че.IJовеком. Узнав о существовании

повреждения велосипеда, именуемоrо «восьмеркой»,
он реши.IJ, что удачи ему не будет, если ему доста-

нется велосипедный номер, в котором будет хоть одна

цифра 8. Однако, идя за получением номера, он YTe 

шал себя следующим рассуждением. В написании

каждоrо числа MorYT участвовать 10 цифр: о, 1, ...
,
9.

Из них «несчастливой» ЯВ.lJяется только цифра 8. По 
этому имеется лишь один шанс из десяти за то, что

номер окажется «несчастливым».

ПраВИ,fJЬНО ли бьJ.J]О это рассуждение?

РЕШЕНИЕ

Bcero имелось 999999 номеров: от 000001, 000002
и т. д. до 999999. Подсчитаем, сколько существует
«счаСТЛИВblХ» номеров. На первом месте может стоять

любая из девяти «счаСТ,fJИВЫХ» цифр: о, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 9. На втором также любая из этих девяти

цифр, Поэтому существует 9.9==92 «счастливых»

двухзначных комбинаций. К каждой из этих комби-

наций можно приписать (на третьем месте) любую из

девяти цифр, так что «счастливых» трехзначных ком-

бинаций возможно 92.9==93.
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Таким же образом определяем, что число шести-

значных «счастливых» комбинаций равно 96. Следует,
однако, учесть, что в это число входит комбинация

000000, которая неприrодна в качестве велосипедноrо

номера. Таким образом, число «счастливых» ве,flOСИ 

педных номеров равно 96 l==531440, что составляет

немноrим более 53% всех номеров, а не 90%, кш,

предnолаrал велосипедист.

Предоставляем читателю самостоятельно убедиться
в том, что среди семизначных номеров имеется больше

«несчастливых» номеров, чем «счастливых».

Итоrи nOBTOpHOrO удвое ия

Разительный пример чрезвычаЙно быстроrо возра 
стания самоЙ маленькоЙ ве.fШЧИНЫ при ПОВТОРНОМ ее

удвоении дает общеизвестная .llereHAa о HarpaAe изо-

бретателю шахматной иrры 1). Не останавливаясь на

этом классическом примере, приведу друrне, не столь

ШИРOI<а известные.

ЗАДАЧА

Инфузория парамеция l<аждые 27 часов (в cpeд 
нем) делится пополам. Если бы все нарождающиеся
таким образом инфузории оставались в живых, то

СI<ОЛЫЮ понадобилось бы времени, чтобы потомство

одной парамеЦИII заняло объем, равный объему
Солнца?

Даliные для расчета: 40-е поколение парамеций, не

поrибающих после деления, занимает в объеме 1 куб, м;
объем Солнца прпмем равным 1027 куб. .М.

РЕШЕНИЕ

Задача сводится к ТО.му, чтобы определить, сколь.

ко раз нужно удваивать 1 куб. м, чтобы получить
объем в 1027 куб. м. Делаем преобразования:

1027== (103)9 (210)9==290,

так как 210 1000.

Значит, сороковое поколение ДОЛЖНО претерпеть
еще 90 делений, чтобы вырасти до объема Солнца.

1) См. мою книrу «)l,нвая математика», r,lI. VII.
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Общее чис,l'lO поколениЙ, считая от первоrо, равно
40+90== 130. Леrко сосчитать, что это произойдет на

147 eсутки.
Заметим, что фактически одним микробиолоrом

(МетаЛЬНИКОВЫ1\f) набдюдалось 8061 деление параме 

ции. Предоставляю читате,l'JЮ самому рассчитать, ка-

кой колосса,l'JЬНЫЙ объем заняло бы последнее поколе"

ние, если бы ни одна инфузория из этоrо количества

не поrибла...

Вопрос, рассмотренныЙ в этоЙ задаче, можно пред-
ложить, так сказать, в обратном виде:

Вообразим, что наше СОЛlluе разде,I'JИЛОСЬ попо 

лам, половина также раздеЛИ,l'Jась пополам и т. д.

Сколько понадобится таких де,l'Jений, чтобы получи-
лись частиuы ведичиноЙ с инфузорию?

Хотя ответ уже известен читателям 130, он все

же поражает своею несоразмерноЙ скромностью_
Мне пред,l'JОЖИЛИ ту же задачу в Т3I<ой форме:
Листок бумаrи разрывают пополам, одну из ПО,I'JУ 

ченных половин снова делят пополам и т. д. Сколько

понадобится делениЙ, чтобы ПО,l'Jучить частицы атом-

ных размеров?
Допустим, что бумажный ,I'JИСТ весит 1 2, И примем

1
Д.'IЯ веса атома величину порядка 1024

Z. Так как в по-

сдеднем выражении можно заменить 102 прибли-
женно равным ему выражением 280, то ясно, что

де,l'Jений пополам потребуется Bcero 80, а вовсе не

миллионы, как приходится IIноrда слышать в ответ

на вопрос этой задачи.

в миллионы раз быстрее

Электрический прибор, называемый т р и r r е р о м,

содержит две электронные лампы 1) (т. е. примерно
Т3Iше лампы, которые прнменяются в радиоприемни-
ках). Ток в триrrере может идти TO,l'JbKO через одну
,l'Jампу: либо через «.l'Jевую», либо через «правую».
Триrrер имеет два контакта, к которым может быть

1) Существо дела не меняется, если вместо электронных ламп

используются транзисторы илн так называемые твердые (пленоч-
ные) схемы.
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извне подведен кратковременныЙ Э.'IектричеCl<ИЙ сиr-

пал (импульс), и два контакта, через которые с

триrrера поступает ответныЙ импульс. В момент прп 

хода извне Э,fJектрическоrо ИМПУ,fJьса триrrер перек.'1Ю-
чается: лампа, через I<ОТОрУЮ шел ток, выключается,

а ток начинает идти уже через друrую лампу. OTBeT 
ныЙ импульс подается триrrером в тот момент, коrда

ВЫК.fJючается правая ,fJампа и ВR.fJючается левая.

Проследнм, как будет работать триrrер, если к He 

му подвести один за друrим несколько электрических
импульсов. Будем характеризовать состояние триrrера
по ero пр а в о й лампе: если ток через правую ,fJаl\ШУ
н е и Д е т, то скажем, что триrrер находится в «по-

ложении О», а еслн ток через правую лампу идет,
то в «положении 1».

1[&1 01
ЛерВОflО'lаАЬh'ое ЛОАo.JICеh'Ш'! О

I о yr; 11;О
LЩЛРЫ 

ЛОСАе лервOr?О lI,ИЛУАЬСО: 17000.JICeh'Lie I

Oтsemh'blLl

Li:'ЛУАЬС I й5 о I! и
Шfl7у,ЛЫ'

Лосле 8IЛtp080 lIAIl7УАьса' ЛОАLJ.7ICеh'Liе О
и170Оауо omвeI7Jh'OCO Li"ИI7УАьса

Рис. 1.

Пусть первоначально TpHrrep находился в по,,'} 0-

женин О, т. е. ток ше,fJ через левую ,fJаl\ШУ (рис. 1).
После перБоrо импульса ток будет идти через пра-

вую лампу, т. е. триrrер переК,fJЮЧИТСЯ в ПО,fJожение 1.

При этом oTBeTHoro импульса с триrrера не поступит,
так как ответныЙ сиrнал подается в момент ВЫК,fJЮ 

чения правой (а пе левоЙ) лампы.

После BToporo импульса ток будет идти уже через

Jlевую лампу, т. е. триrrер снова попадет в положе-

2 я. И. Перельман 17



Вне О. Однако при этом триrrер подаст ответныЙ сиr-

нал (импульс).
В результате (после двух ИМПУ,J]ьсов) триrrер

снова придет к начальному состоянию. Поэтому после

TpeTbero импульса триrrер (как и после nepBoro) по 

падет в положение 1, а после четвертоrо (как 11 noc.lJe

BToporo) в положение О с одновременной подачей
oTBeTHoro сиrнала и т. д. После каждых двух импуль-
сов состояния триrrера повторяются.

Представим себе теперь, что имеются несколько

триrrеров и что импульсы извне подводятся к первому
Триrrеру, ответные импульсы первоrо триrrера подво 
дятся КО второму, ответные импульсы BToporo к

третьему и т. Д. (на рис. 2 триrrеры расположены

 OOl 10 01-=
8 иmpl/&'l&jJ 2 иm/Ше3EljJ

'OO 
Ы

/ иmpvccEljJ

Рис. 2.

один за друrим справа налево). Проследим, как бу 
дет работать такая цепочка триrrеров.

Пусть сначала все триrrеры находились в поло-

жениях О. Например, для цепочки, состоящеЙ из пяти

триrrеров, мы имели комбинацию 00000. После пер 
Boro импульса первый триrrер (самый правый) попа-

дет в положение 1, а так как oTBeTHoro импульса при
этом не будет, то все остальные триrrеры останутся
в положениях О, т. е. цепочка будет характеризовать 
ся комбинацией 00001. После BToporo импульса пер-
вый триrrер выключится (попадает в положение О), но

подаст при этом ответньiй импульс, блаrодаря чему
RК,IJЮЧИТСЯ второй триrrер. Остальные триrrеры оста-

нутся в положениях О, т. е. получится комбинация
00010. После TpeTbero импульса включится первыЙ
триrrер, а остальные не изменят своих положений.
Мы будем иметь комбинацию 00011, После четвертоrо
импульса ВЫК.1Iючится первый трпrrер, подав ответ-

ный сиrнал; от этоrо oTBeTHoro ИМПУ.!Jьса выключится

второй триrrер и также даст ответный импульс; Ha 

I\Опец, от этоrо последнеrо импульса ВК.lJЮЧIlТСЯ тре-
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ТИЙ триrrер. В реЗУ,f\ьтате мы По,f\УЧИМ комбинацию
00100.

Аналоrичные рассуждения можно продолжать и

Далее, Посмотрим, что прИ этом получается.

1-й импульс комбинация00001
2 й» »00010
3 й» »00011
4-й» »00100
5-й» »00101
6-й» »00110
7-й» »00111
В-Й» »01000

Мы видим, что цепочка триrrеров «считает» подан-

ные извне сиrналы и своеобразным способом «запи-

сывает» число этих сиrналов. Нетрудно видеть, что

«запись» числа поданных импульсов происходит не

в ПрПВЫЧНОЙ Д,f\Я нас десятичной системе, а в Д в о и ч..

н о й системе счисления.

Всякое число в двоичной системе счисления запи-

сывается нулями и единицами. Единица следующеrо
разряда не в десять раз (как в обычной десятичной

записи). а TO,f\bKO в два раза больше единицы преды 
дущеrо разряда. Единица, стоящая в двоичной записи

на ПОС,f\едпеl\l (самом правом) месте, есть обычная

еДИНIща. ЕДИНlща С,f\едующеrо разряда (на втором
месте справа) означает ДВОЙI\У, следующая единица

означает четверку, затем восьмерку и т. д.

Например, ЧИС,f\О 19== 16+2+ 1 запишется в двои:ч-

11О i'1 СlIстеме в виде 10011.

Итак, цепочка триrrеров «подсчитывает» число по 

данных Сllrналов и «записывает» ero по двоичной си-

стеме счисления. Отметим, что переключение триr..
[ера. т. е. реrистрация ОДНоrо приходящеrо импульса,

продолжается всето... с т о м и л л и о н н ы е Д о л и

с е к у н Д ы! Современные триrrерные счетчики MorYT

«подсчитывать» десятки миллионов импульсов в ce 

кунду. Это в миллионы раз быстрее, чем счет, кото..

рый может проводить человек без всяких приборов:
r,f\аз человека может отчетливо различать сиrналы,
следующие Apyr за друrом не чаще, чем через 0,1 сек.
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Ес,fШ составить цепочку из двадцати триrrеров,
т. е. записывать ЧИС.J]О поданных сиrналов не более

чем двадцатью цифрами двоичноrо разложения, то

можно «считать» до 220 1; это число больше милюl-

она. Если же составить цепочку из 64 триrrеров, то

можно записать с их помощью знаменитое «шахмат 

ное ЧIIС.J]О».

Возможность подсчитывать миллионы сиrналов в

се!\унду очень важна для э!\спериментальных работ,
относящихся к ядерной физике. Например. можно

ПОl1.считывать чис.fю частиц Toro или ШlOrо вида, вы..

летающих при атомном распаде.

10000 действий в секунду

Замечательно, что триrrерные схемы позволяют
таюке производить Д е й с т в и я над ЧИС,fJами. Рас-

смотрим, например, как можно осуществить сложе-
ние двух чисел.

Пусть три цепочки триrrеров соединены так, как

УI<азано на рис. 3. Верхняя uепочка триrrеров СДУЖIIТ

' eслаi?ое.иое

  ЗЗ2 и 
I сриш

4 итРШ13ej7 B итpиl!ёe;; 2 итpu&ejJ , yтpUl!ёejl

Рис. 3.

для записи первоrо c.fJaraeMOro, вторая цепочка для
записи BToporo c,fJaraeMOro, а нижняя цепочка для

получения суммы. В момент включения прибора на

триrrеры нижней цепочки приходят импульсы от тех

триrrеров верхней и средней цепочек, которые нахо..

дятся в подожеНШI 1.

Пусть, например, как это указано на рис. 3, в

первых двух Ilепочках записаны слаrаемые 101 и 111

(двоичная система СЧИС,IJения). TorAa на первый (са-
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J\1ЫЙ правый) триrrер нижней цепочки ПРИХОДЯТ (в MOJ

мент включения прибора) два импульса: от первых

триrrеров каждоrо из слаrаемых. МЫ уже знаем, что

в результате получения двух импульсов первыЙ трИl'-
[ер останется в положении О, но даст ответный ИI\I 

пульс на второЙ триrrер. Кроме Toro, на второй триr 

rep приходит сиrнал от BToporo слаrаемоrо. Таким

образом, на второй триrrер приходят два импульса.
вследствие чеrо второй триrrер окажется в положе-

нии О и пошлет ответный импульс на третий триrrер.
Кроме Toro, на третий триrrер приходят еще два им-

пульса (от I<аждоrо из слаrаемых). в результате по 

лученных трех сиrналов третий триrrер перейдет
в положение 1 и даст ответный импульс. Этот ответ-

ный импульс переводит четвертыЙ триrrер в положеJ

ние 1 (друrих сиrналов на четвертый трпrrер не по-

ступает). Таким образом, изображенныЙ на рис. 3

прибор выполнил (в двоичной системе счисления)
сложение двух чисел «столбиком»:

+
101
111

1ТОО

ШJИ В десятичной системе: 5 + 7 12. Ответные им 

пульсы в нижней цепочке триrrеров соответствуют

тому, что прибор как бы «запоминает в уме» одну

сдиющу и переносит ее в следующиЙ разряд, т. е.

выполняет то же, что мы делаем при сложении «стол-

биком».

Если бы в каждоЙ цепочке было не 4, а скажем,

20 триrrеров, то можно было бы производить сло 

жение чисел в пределах МIfJIлиона, а при большем

числе триrrеров можно складывать еше БО.1ьшие

числа.

Заметим, что в деЙствительности прибор дЛЯ ВЫ-

поднения сложения должен иметь несколько более

сложную схему, чем та, которая изображена на рис. 3.

В частности, в прибор должны быть включены осо-

бые устроЙства, осуществляющие «запаздывание»
сиrналов. В самом деле, при указанной схеме при-

бора сиrналы от обоих слаrаемых приходят на пер-

выЙ триrrер нижней цеПОЧКII о Д н о в р е м е н н о (в
момент включения прибора) . В реЗУ.1ьтате оба
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сиrнала сольются вместе и трипер воспримет их как

о Д и н сиrна.IJ, а не как два. Во избежание этоrо ну-

Жно, чтобы сиrналы от слаrаемых приходили не OДHO 

временно, а с некоторым «запаздыванием» ОДИН после

друrоrо. Наличие таких «запаздываншЪ> приводит К

'Тому, что сложение двух чисел требует большеrо вре-
мени, чем реrистраuия одноrо сиrнала в трИ'перном
счетчике.

Изменив схему, можно заставить прибор выпол 

нять не сложение, а вычитание. Можно также осуще 

С1вить умножение (оно сводится к последопательному

выполнению сложения и поэтому требует в несколько

раз больше времени, чем сложение), деление и дру-
rие операuии.

Устройства, о которых rоворилось выше, приме-
I1ЯIOТСЯ в современных вычислительных машинах. Эти
машины MorYT выполнять десятки и даже сотни ты-

сяч действий над числами в одну секунду! А в Неда-

леком будущем будут созданы машпньr, рассчитан-
НЫе на выполнение миллионов операций в секунду.
Казалось бы, что такая rО.l:lOвокружительная скорость
выполнения действий ни к чему. Какая, например,
может быть разница в том, сколько времени машина

будет возводить в квадрат 15-значное число: одну

десятитысячную долю секундЫ или, скажем, четверть

ceKYHДЬi? И то и друrое покажется нам «MrHOBeHHbIM»

решением задачи...

Однако не спешите с выводами. Возьмем такой

лример. Хороший шахматист, прежде чем сделать

:ход, анализирует десятки и даже сотнп возможных

вариантов. Если, скажем, исследование одноrо ва-

рианта требует нескольких секунд, то на разбор сотни

вариантов нужны минуты и десятки минут. Нередко
бывает, что в сложных партиях I\rроки попадают в

«цейтнот», т. е. вынуждены быстро делать ходы, так

как на обдумывание предыдуlllИХ ходов они затра-
тили почти все положенное им время. А что, еС.1JИ ис-

следование вариантов шахматной партии поручить
машине? Ведь, делая тысячи вычислениЙ в секунду,
машина исследует все варианты «MrHOBeHHo» И ни-

Коrда не попадет в цейтнот...

ВЫ, конечно, возразите, что одно дело вычисле.

ния (хотя бы 11 очень сложные), а друrое дело иrра
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n шахматы: машина не может этоrо делать! Ведь
шахматист при исследовании вариантов не считает,

а Д у м а е т! Не будем спорить: мы еще вернемся к

этому вопросу НИЖе.

Число возможных шахматных партий

Займемся приблизительным подсчетом числа раз-
юlчных шахматных партиЙ, какие вообще MorYT быть

cbIrpaHbI па шахматноЙ доске. ТОЧНЫЙ подсчет в этом

случае немылим,' но мы познакомим читателя с по.,

пыТJ\ОЙ приближенно оценить величину числа возмож-

ных шахматных партиЙ. В книrе бельrиЙскоrо MaTe 

матика М. Крайчпка «Математика иrр и математи-

ческие развлечения» находим такой подсчет:

«При первом ходе белые имеют выбор из 20 ходов

(16 ходов восьми пешек, каждая из которых может

передвинуться на одно ИЛИ на два поля, и по два

хода каждоrо коня). На каждый ход белых черные

MorYT ответить ОДШIМ из тех же 20 ходов. Сочетая

каждЫЙ ход белых с каждым ходом черных, имеем

20.20==400 разтlЧНЫХ партий после первоrо хода
каждой стороны.

Пос.1е первоrо хода число возможных ходов YBe 

личивается. Ес.'IИ, например, белые сделали первый
ход e2 e4.они для BToporo хода имеют выбор из

29 ходов. В дальнейшем число возможных ходов еще

больше. Один только ферзь, стоя, например, на поле

d5, имеет выбор из 27 ходов (предполаrая, что все

ПОJIЯ, куда он может стать, свободны). Однако ради
упрощения расчета будем держаться следующих cpeд 
Них чисел:

по 20 возможных ходов для обеих сторон при пер-
вых пяти ходах;

по 30 возможнЫх ходов для обеих сторон при по-

следующих ходах.
Примем, кроме Toro, что среднее число ходов HOp 

мальноЙ партии равно 40. TorAa для ЧИС.'Iа возмо}к-

ных партий найдем выражение

(20. 20)5. (30.30)35»,

Чтобы определить приближенно величину этоrо вы-

ражения, пользуемся следующими преобразованиямп
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и упрощениями:

(20.20)5. (30.30)35==2010.3070==210.370. 1080.

Заменяем 210 близким ему числом 1000, т, е. 103,

Выражение 370 представляем в виде

370==368.32""'10(34) 17"", 10. 8017 10.817. 1017 ==251. 1018==

== 2(210)5.1018 2.IО15.1018==2.10З3.

Следовательно,

(20.20)5. (30.30)35;:,;: 103.2. 1033. 1080==2. 10Ш.

ЧИС,IJО эro оставляет далеко позади себя леrендар-
ное множество пшеничных зерен, IIспрошенных в

наrраду за нзобретение шахматной иrры (264 1 ;:,;:

;:,;: 18. 1018). Еслн бы все население земноrо шара

круrлые сутки нrрало в шахматы, де.:1ая ежесе 

кундно по одному ходу, то для исчерпания всех воз 

можных шахматных партий такая непрерывная поrо-

ловная иrра должна была бы длиться не менее 10100

веков!

Секрет шахматноrо автомата

Вы, вероятно, очень удивитесь, узнав, что некоrда

существовали шахматные автоматы. Действительно,
как примирить это с тем, что число комбинаций фи-
[ур на luахматной доске практически бесконечно?

Дело разъясняется очень просто. Сушествовал не

шахматный автомат, а только вера в Hero. Особенной

популярностью ПО.'lьзовался автомат BeHrepcKoro Me 

ханика Вольфrанrа фон КемпеJlена (1734 1804), KO 

торыЙ показывал свою машину при австрийском и

русском дворах, а затем демонстрировал публично в

Париже и Лондоне. Наполеон 1 иrрал с этим авто-

матом, уверенный, что меряется силами с машиной.
В середине прошлоrо века знаменитый автомат попаJl

в Америку и IЮНЧИЛ там свое существование во время
пожара в Филадельфии.

Друrие автоматы шахматной иrры пользовались

уже не столь rромкой С,l1авой. Тем не менее вера в су-
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ществование подобных автоматически действующих
машин не иссякла и в позднейшее время.

В действительности ни одНа шахматная машина

не деЙствовала автоматически. Внутри прятался ис-

кусный ЖИВО I шахматист, который и двиrал фиrуры.
ТОТ мнимый автомат, о котором мы сейчас упомина 
ли, предстаплял собою объемистый ящик, заполнен 
вЫй СЛО)l(ИЫIII механизмом. На ящике имелась шах-

матная доска с фнrурамп, передвиrавшимися рукой
большой I{УI<ЛЫ. Перед началом пrры публике давали
возможность удостовериться, что внутри ящика нет

Пичеrо, I<poMe деталей механизма. Однако в нем оста-

валось достаточно места, чтобы скрыть человека не-

большorо роста (эту роль иrрали одно время знаме 

нитые иrрОЮI Иоrанн А,'1ьrайер и Вильям Льюис).
Возможно, что пока публике показывали последова-

тельно разные части ящика, спрятанный человек бес-

шумно перебира.'1СЯ в соседние отделения. Механизм
же никакоrо участия в работе аппарата не принимал
lt лишь маскировал присутствие живоrо иrрока.

Из Bcero сказанноrо можно сделать следующий
вывод: число шаХ;\fатных партий практически беско 
нечно, а машины, позволяюшие автоматически вы-

брать самый правильный ход, существуют лишь в во-

ображении .'JerKOBepHbIX людей. Поэтому шахматноrо

кризиса опасаться не приходптся.
Однако в ПОС,lеДние [оды произошли события. по-

зволяюшие усомниться в прави.1ЬНОСТИ этоrо вывода:
сейчас у ж е с у Щ е с т в у ю т машины, «иrрающие»
в шахматы. Это сложные вычислительные машины,
позволяющие выполнять мноrие тысячи вычислениЙ
В секунду. О таIШХ машинах мы уже rоворили выше.

Как же может машина «иrрать» в шахматы?

Конечно, никакая вычислительная машина НIIчеrо,

кроме деЙствиЙ над числами, делать не может. Но

вычисления проводятся машиной по определенной
схеме действий, по определенной про r р а м м е, со-

ставленноЙ заранее.
Шахматная «проrрамма» составляется матемаТII-

ками на основе определенноЙ т а к т и к и иrры, при-
чем ПОД тактикой понимается система правил, позво 

ляющая для каждой позиции выбрать единственный
(<<наилучший» в смысле этой таКТIIIШ) ход. Вот один
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IIЗ примеров таIЮЙ тактики. Каждой фиrуре приписы 
вается определенное число очков (стоимость) 1

Король , +200 очков Пешка . . . . +1 очко

Ферзь +9 очков Отсталая пешка  O,5очка
Ладья +5 очков Изолированная
Слон. +3 очка пешка .  O,5очка
Конь. +3 очка Сдвоенная пешка  O,5очка

Кроме Toro, определенным образом оцениваются

позиционные преимущества (подвижность фиrур, рас-
положение фиrур ближе к центру, чем к краям,
и т. д.), которые выражаroтся в десятых долях очка.

Вычтем из общей суммы очков для белых фиrур
сумму очков для черНЫХ фиrур. Полученная разность
ДО некоторой степени характеризует материальныЙ и

позищюнный перевес белых над черными. Если эта

разность положительна, то у белых более выrодное

положение, чем у черных, если же она отрицатель 
на менее выrодное положение.

Вычислительная машина подсчитывает, как мо-

жет измениться указанная разность в течение бли 

жайших трех ходов, выбирает наилучший вариант из

всех возможных трехходовых комбинаций и печатает

ero на специальной карточке: «ход» сделан 1}. На

один ход машина тратит очень HeMHoro времени (в
зависимости от вида nporpaMMbI и скорости деЙствия

машины), так что опасаться «цейтнота» ей не прихо 
ДI:IТСЯ.

Конечно, «обдумывание» партии ТО.1ЬКО па три
:хода вперед характеризует машину как Довольно сла 

боrо «иrрока» 2). Но можно не сомневаться в том,

что при происходящем сейчас быстром совершенство 

1) Существуют и друrие виды шахматной «тактики». Так, Ha 

пример. при вычислениях можно рассматривать не все возмож 

иые ответные ходы противника, а только «сильные» ходы (шах,
взятие. нападение, защнта и т. д.). Далее, при особо сильных хо-

дах противника можно вести вычисления не на три, а на боль-

шее число ходов вперед. Можно также использовать иную шкалу
стоимости фиrур. В заВИСllМОСТИ от выбора той или иной TaK 

тики меняется «СТl/ль иrры» машнны.

2) В партиях лучших мастеров шахматной иrры встречаются
комбинации, рассчитанные за IO и более ходов вперед.

26



вании вычислительной техники машины скоро «на-

учатся» rораздо лучше «иrрать» в шахматы.

Более подробно рассказать о составлении шах-

матной проrраммы для вычислительных машин было

бы в этой книrе затруднительно. Hel<OTopbIe простей-
шие виды проrрамм мы рассмотрим схематически в

следующей rлаве,

Тремя двойками

Всем, вероятно, известно, как следует написать

три цифры, чтобы изобразить имЙ возможно большее

число. Надо взять три девятки 11 расположить их так:

999,

т. е. написать третью «сверхстепень» от 9.
Число это столь чудовищно велико, что никакие

сравнения не помоrают уяснить себе ero rрандиоз-
ность. Число электронов видимой вселенной ничтож-
но по сравнению с ним. В моей «ЗанимательноЙ

арифметике» (rл. Х) уже rоворилось об этом, Воз-

вращаюсь к этой задаче лишь ПОТQМУ. что хочу пред-
ложить здесь по ее образцу друrую:

Тремя двойками, не употребляя зиаков действий,
написать возможно большее число.

РЕШЕНИЕ

Под свежим впечатлением трехъярусноrо располо-
жения девяток вы, вероятно, [отовы дать 11 двоlIкам
такое же расположение:

222.
Однако на этот раз ожидаемоrо эффекта не по-

Jlучается. Написанное число невелико меньше даже,

чем 222. В самом деде: ведь мы написаЛII Bcero лишь

2\ т. е. 16.

Подлинно наибольшее число НЗ трех двое[{ не

222 II не 222 (т. е. 484), а

222==4194304.

Пример очень поучителен. Он показывает, что в

математике опасно поступать по аналоrии; она леrI{О

может повести к ошибочным заl{лючениям.
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Тремя тройками
ЗАДАЧА

Теперь, вероятно, ВЫ осмотрительнее приступите
к решению следующей задачи:

Тремя тройками, не употребляя знаков действий,
написать возможно большее число.

РЕШЕНИЕ

Трехъярусное расположение и

к ожидаемому эффекту, так как

3з3 327
, т. е. J меньше

здесь не приводит

чем 3З3.

Последнее расположение и дает ответ на вопрос
задачи.

Тремя четверками

ЗАДАЧА

Тремя четверками, не употребляя знаков действий,
написать возможно большее число.

РЕШЕНИЕ

Если в данном случае вы поступите по образцу
двух предыдущих задач, т. е. дадите отВет

4  ,

то ошибетесь, потому что на этот раз трехъярусное
расположение

444

как раз дает большее число. В самом деде, 44==256.
а 4256 больше чем 4Н.

Тремя одинаКОВblМИ цифрами
Попытаемся уrлубиться в это озадачивающее яв-

ление и установить, почему одни цифры порождзют
числовые исполины при трехъярусном расположении,
друrие нет, Рассмотрим общиЙ с.IJучай.
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Тремя о Д и н а к о в ы м и ц и фра м и, не употреб 
ляя знаков действий, изобразить возможно большее

число,

Обозначим цифру буквой а. Расположению

222, 333, 444

соответствует написание

a1oa+a, Т. е. аl1а
.

Расположение же трехъярусное представится в

общем виде так:

ааа .

Определим, при каком значении а последнее рас-
положение изображает большее число, нежели пер-
вое. Та!{ как оба выражения предстаВJ1ЯlOТ степени

с равными целыми основаниями, то большая вели-

чина отвечает большему показателю. Коrда же

аа> Ila?

Разделим обе части неравенства па а. Получим:
aa l>11.

Леrко видеть, что aa 1больше 11 ТШ1ЬКО при усло-
вии, что а больше 3, потому что

4Н>II,

Между тем как степени

32 и 21

меньше 11.

Теперь понятны те неожиданности, с IШТОРЫl\1И мы
сталкивались при решении предыдущих задач: ДЛЯ
двоек и троек надо было брать одно расположение,
для четверок и больших ЧlIсел друrое,

Четырьмя единицами

ЗАДАЧА

Четырьмя едиющаr.ш, не употребляя никаких зна-

ков математичеСIШХ действиЙ, написать возможно

большее число,
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РЕШЕНИЕ

Естественно приходящее на ум число I1 t 1 не

отвечает требованию задачи, так как степень

Н11

во MHoro раз больше. Вычислять это число десяти-

кратным умножением на 11 едва ли у Koro хватnт

терпения, Но можно оценить ero величину rораздо

быстрее с помощью лоrарифмических таблиц.
Число это превышает 285 миллиардов и, следова-

тельно, больше числа 1111 в 25 с лишним млн. раз.

Четырьмя двойками

ЗАДАЧА

Сделаем следующий шаr в развитии задач pac 

сматриваемоrо рода и поставим наш Вопрос для четы-

рех двоек.

При каком расположении четыре двойки изобра 
>кают наибольшее число?

РЕШЕНИЕ

Возможны 8 комбинаций:

2222, 2222, 2222,

2222, 2222, 2222,
2222,

2222 .

Кююе же из этих чисел наибольшее?
Займемся сначала верхнпм рядом, т. е, числами

в двухъярусном расположении.

Первое 2222, очевидно, меньше трех прочих.
Чтобы сравнить следующие два

2222 и 2222,

преобразуем второе из них:

2222==222.11== (222)11==48411.

Последнее число больше, нежели 2222, так как и

основание, и показатель у степени 48411 больше, чем

у степени 2222,

Сравним теперь 2222 с четвертым числом первой
строки с 2222. Заменим 2222 большим числом 3222 И
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покажем, что даже это большее число уступает по ве-

личине числу 2222.

В самом деле,

3222== (25)22==2110
........ степень меньшая, нежели 2222.

Итак, наибольшее число верхней строки 2222.

Теперь нам остается сравнить между собой пять

ЧИсел сейчас полученное и следующие четыре:

2222, 2222, 2222, 2222.
Последнее число, равное Bcero 216, сразу выбывает

из
-

состязания, Далее, первое число ЭТОrО ряда, рав-
ное 224 и меньшее, чем 324 ИЛИ 220, меньше каждоrо

JlЗ двух следующих. Подлежат сравнению, следова-
1ельно, три 'числа, каждое из которых есть степень 2.

Больше, очевидно, та степень 2, показатель которой
больШ€. Но из трех показателей

222, 484 и 220+2 ( == 210.2 . 22 106 . 4)

последний явно наибольший.

Поэтому наибольшее число, какое можно изобра..
зить четырьмя двойками, таково:

22
2

2

Не обращаясь к услуrам лоrарифмических таблиц,
мы можем составить себе приблизительное представ-
ление о величине этоrо числа, пользуясь приближен-
ным равенством

21O 1000.

в самом деле,

222 == 220 . 22 4 . 1 Об,
22

2

2 24000000 > 101200000.

Итак, в этом числе свыше миллиона цифр.



rЛАВАII

ЯЗblК

АлrЕБРbl

Искусство составлять уравнения

ЯЗЫI( алrебры уравнения. «Чтобы решить ВО-

прос, ОТНОСЯЩllИСЯ 1( числам ИЛИ 1( отвлеченным отно-

шениям величин, нужно лишь перевести задачу с род-
1I0ro ЯЗЫl(а на язык алrебранчеСIШЙ», писал веЛIJ-

IШЙ Ньютон в своем учебнике алrебры, озаrлавлешю!vl

«Всеобщая арифметика». Как именно выпот!яется

такой перевод с родноrо языка на аJлебраllческий,
Ньютон показал на примерах. Вот один из них:

На родном языке: I На языке 8лrебры:

Купец IIмел некоторую I х

сумму денеr.

В первыЙ [од он IIстратил I
х 100

100 фунтов.

К оставшейся сумме доба- I (x 100) +
x 100

==

4x 4CO

вил третью ее часть. 3 3

В с. едующем roAy он

I
4х 400

100 ==

4х 700

вновь нстратил 100 ФУНТОВ 3 3
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Продолжение

4x 700
+
4x 700

11 увеЛИЧllЛ оставшуюся
3 9

сумму на третью ее часть. lбх 2800

9

lбх 2800
100

В третьем rоду 011 опять 9

нстраТИ.1 100 фунтов. lбх 3700

9

После Toro как он доба-

lбх 3700
+

lбх 3700
9 27

вил к остатку третью ero
б4х 14 800

часть,
27

капита.1 ero стал вдвое

I
б4х 14800

 2x
больше первонача.lыюrо. 27

Чтобы опредетпь первоначальный капитал иупиа,

остается ТО.1ЬИО решить последнее уравнение.

Решение уравнений зачастую дело нетрудное;
составление уравнений по данным задачи затрудняет
больше. Вы виде.IJ!1 сейчас, что искуссТl30 состаплять

уравнения действительно сводится 1{ умению перево 
дить «с родноrо языка на алrебраическии». Но язык

алrебры весьма немноrословен; поэтому перевести на

пеrо удается без труда далеко не кажДЫЙ оборот

родной речи. Переподы попадаются раЗ,IJичные по

7рУДНОСТН, как убедится читатель из ряда приведен-
ных далее примеров на составление уравнений пер 
вой степени.

Жизнь Диофанта

ЗАДАЧА

История сохранила на'м мало черт биоrрафии за-

мечательноrо дреВlIеrо математика Днuфанта. Все,
что известно о нем, почерпнуто из надписи на ero

rроБНlluе надписи, составленной в форме математи-

ческой задачи. Мы приведем эту надпись,

3 Я. н. ПсреiJьман з3



На 'родном языке: I На языке апrебры:

Путникl Здесь прах поrребен
Диофанта. И Чllсла поведать

х
MorYT, о чуде. ско.% долоr

был век ero жизни.

Часть шестую ero представляло
х

прекрасное детст.во. б

Двенадцатая часть протекла х

еще жизии покрылся 12
Пухом тоrда подбородок.

Седьмую в бездетном х

Браке провел Диофант. т

Прошло пятилетие; он
Был осчастливеи рожденьем 5

прекрасноrо первенца сыне,

Коему рок половину лишь
Н{изни прекрасной и светлой х

Дал на земле по сравненью "2
с отцом.

И в печали rпубокой
Старец зеМJlоrо удела конец

х х х х
восприял, переживши x== + + +5+ +4

[ода четыре с тех пор, как б 12 7 2

сына лишился.

Скажи, сколько лет жизни достиrнув,
Смерть восприил Диофант?

РЕШЕНИЕ

Решив уравнение и Найдя, что х==84, узнаем сле 

дующие черты биоrрафии Диофанта; он женился

21 [ода, стал ощом на 38 rоду. потерял сына На 80 M

rоду и умер 84 лет.

34-



Лошадь и мул

ЗАДАЧА

Вот еще несложная старинная задача, леrко пере-

водимая с родноrо языка на язык алrебры.
«Лошадь и мул шли бок о бок с тяжелой покла 

жей на спине. Лошадь жаловалась на свою непомер 

но тяжелую ношу. «Чеrо ты жалуешься? отвечал

ей мул. Ведь если я возьму у тебя один мешок,

ноша моя станет вдвое тяжелее твоей. А вот если бы

ты сняла с моей спины один мешок, твоя поклажа

стала бы одинакова с моей».

Скажите же, мудрые математики, сколько мешков

несла лошадь и сколько нес мул?».
РЕШЕНИЕ

Если я возьму у тебя один мешок, x l

ноша моя у+l
стаиет вдвое тяжелее твоей. y+l==2(x 1)
А вот если бы ты сняла с моей спины y l
один мешок,

твоя поклажа х+l
стала бы одинакова с моей. y 1==x+1

 ыпривели задачу к системе уравнений с двумя

неизвестными:

Y+l==2(X 1)
} {

2X Y:==3
или

y 1 :==Х+ 1 y x==2.

Решив ее, находим: х==5, у==7. Лошадь несла

5 мешков и 7 мешков мул.

Четверо братьев
ЗАДАЧА

у четырех братьев 45 рублей. Если деньrи первоrо

увеличить на 2 рубля, деньrи BToporo уменьшить на

2 рубля, деньrи TpeTbero увеличить вдвое, а деНblИ

четвертоrо уменьшить вдвое, то у всех окажется по 

РОВНУ. Сколько было У каждоrо?
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РЕШЕНИЕ

у четырех братьев 45 руб. I x+y+z+t==45
Если деньrи первоrо увеличить на

I х+2
2 руб.,

деньrи BToporo уменьшить на 2 руб., I )' 2

деньrи TpeTьero уве.1ИЧИТЬ вдвое, I 2z

I
t

деньrи четвертоrо умеНЬШIIТЬ вдвое, 2"

то у всех ОКажется ПОРОВНУ. I x+2==y 2==2z==

Расчленяем последнее уравнение на три отдель-
ных:

x+2===y 2.

х+2 === 2z.

t

х+2===2'

откуда

у==х+4.
х+2

z== .

t :== 2х + 4.

Подставив эти значения в первое уравнение, полу-
чаем:

х+2
х+х+4+ + 2х+ 4:== 45,

откуда х==8. Даме находим: у== 12, z==5, t==20. Итак,
у братьев было:

8 руб.) 12 руб.) 5 руб.. 20 руб.
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Птицы у реки
ЗАДАЧА

У одноrо арабскоrо математика XI n€l{a находнм

с,Т]едующуlO задачу.
На оБОIlХ береrах реки растет по пальме, одна

протнв друrоii. Выс.ота одной 30 локтей, друrой
20 локтей; расстояние между их основаниями

50 локте!"r. На верхушке каждоЙ паЛЬ:\IЫ сидит птица.

Внезапно обе птицы заметили рыбу, выплывшую к

поверхности воды между пальмами; онн КI/НУЛИСЬ К

неи разом и достиr,Т]и ее одновременно.

O

Рис. -l.

На каком расстоянии от основания более высокой
пальмы появилась рыба?

РЕШЕНИЕ

ИЗ схематическоrо чертежа (рис, 5), пользуясь
теоремоЙ Пифаrора, YCT8HaBтlВaeM:

АВ2==302 +х2
, АС2==202 + (50 x)2.

Но АВ==АС, так как обе птицы пролете,Т]и эти pac 
стояния в одинаковое время. Поэтому

302 +х2== 202+ (50 x)2.
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Раскрыв скобки и сделав упрощения, получаем

уравнение первой степени 100х==2000, откуда х==20.
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Рис. 5,

Рыба появилась в 20 локтях от той пальмы, высота

которой 30 локтей.

Проrупка

ЗАДАЧА

Зайдите ко мне завтра днем, сказал старый
доктор своему знакомому.

Блаrодарю Вас. Я выйду в три часа. .может

быть, и вы надумаете проrуляться, так выходите в то

же время, встретимся на полпути.

Вы забываете, что я старик, шаfаю в час Bcero

только 3 КМ, а вы, молодой человек, проходите при
самом медленном шаrе 4 КМ В час. Не rрешно бы

дать мне небольшую льrоту.

Справедливо. Так как я прохо.жу больше вас

на 1 км В час, то, чтобы уравнять нас, дам вам этот

километр, т. е. выйду на четверть часа раньше. ДOCTa 
точно?

Очень любезно с вашей стороны, ПОСпешИЛ
соrласиться старик.

Молодой человек так и сделал: ВЫшел из дому в

три четверти TpeTbero и шел со скоростью 4 КМ В час,

А доктор вышел ровно в три и делал по 3 КМ В час.

Коrда они встретились, старик пойернул обратно и

направился домой вместе с молодым друrом.
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Только возвратившись к себе ДОМОЙ, сообразил мо-

лодой человек, что из зальrотноЙ четверти часа ему

пришлось в общем итоrе пройти не вдвое, а вчетверо
больше, чем доктору.

Как далеко от дома доктора до дома ero молодоrо

знакомоrо?

РЕШЕНIIЕ

Обозначим расстояние между домами через Х (КМ).
Молодой человек Bcero прошел 2х, а доктор вче-

.х

тверо меньше, т. е.
'2' До встречи доктор прошел

u х_

половину проиденноrо !1М пути, т. е. 4'
а молодои

3х
человек остальное, т. е.

"""4'
Свою часть пути док-

.х &

тор прошел в 12 часа, а молодой человек в
16

1
Часа, причем мы знаем, что он был в пути на "4 часа

дольше, чем доктор.
Имеем уравнение

3.х .х 1

lб 12==4'

откуда х==2,4 КМ.

ОТ дома молодоrо человека до дома доктора 2,4 КМ.

Артель КОСЦОВ

Известный физик А. В. Цинrер в своих воспо-

минаниях о Л. Н. ТОЛСТОI\l рассказывает о следую-'
щей задаче, которая очень нравилась великому пп-

сателю:

«Артели косцов надо было СI<ОСИТЬ два луrа, один

вдвое больше друrоrо. Половину дня артель косила

большой луr. После этоrо артель разделилась попо..

лам: первая половина осталась на большом луrу и
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докосила ero к вечеру до I(ОIща; вторая же половина

I;OCli.lJa малый луr, lIа котором к вечеру еще остался

...............

"..-..) .' /./
. J А

Рис. 6.

участок, скошенный lIа друrоЙ день однш\! косцоы за

ОДИН день работы.
Сl\оЛЬКО косцов было в арте,тш?».

РЕШЕНИЕ

В ЭТО1\! случае, I<poMe rлавноrо неизвестноrо чис-

.па l\OCUOB, которое мЫ обозначим через х, удобно
ввести еще и вспомоrательное, именно размер уча-
стка, скашиваемоrо одним КОСЦОМ в 1 день; обозна-

чим ero через у. Хотя задача И не требует ero опре-
деления, оно облеrчит нам нахождеllие rлавноrо не-

известноrо.

Выразим через х 11 у площадь большоrо луrа. Луr
этот косили ПО,IJДНЯ Х косцов; ОШI СКОСIlЛН

1 ху

Х'2'У:==Т'
Вторую половину ДНЯ ero косила только ПО,rJOвина

х

артели, т. е. ""2 косцов; они СКОСИЛИ

х 1 ху

""2'2'У:==Т'

Так как к вечеру скошен был весь Луr, то ШJO 

щадь ero равна

40

ху ху 3ху
""2" +т

==

----т--- .



Выразим теперь через х и у площадь меньшеrо

Е
х

луrа. [о полдня КОСИЛИ 2" косцов и скосили пло 

хl ХУ
Пб

.

шадь 2"
.

'2
. у :==

4' ри авим недокошенныи уча-

СТОК, как раз равныЙ у (площади, скашиваемой ОД-
ним косиом В 1 рабочий день), и получим площадь
меньшеrо луrа:

Х: +у == xYt4Y .

Остается перевести на язык алrебры фразу: «пер-
вый луr вдвое больше BToporo», и уравнение со-

ставлено:

3ху : ХУ +4у
=-== 2 или

3ху
== 2.

4 4 '

ХУ + 4у

Сократим дробь в левой части уравнения на у:

вспомоrательное неизвестное блаrодаря этому исклю 

чае1"СЯ, и уравнение принимает вид
3х

х+4
==2. ИЮI 3х:==2х+8,

откуда х==8.

В артели было 8 косцов.
После напечатания первоrо издания «Заниматель-

ной алrебры» проф. А. В. Цинrер прислал мне по-

дробное и весьма интересное сообщение, касающееся
этой задачи. rлавныЙ эффект задачи, по ero мнению,
в том, что «она совсем не алrебраическая, а арифме 
тическая и притом краЙне простая, затрудняющая
только своей нешаблонной формой».

«История этой задачи такова, продолжает проф.
А. В. Цинrер. В Московском университете на MaTe 

матическом факультете в те времена, коrда там учи-
лись мой отец и моЙ дядя yI. yI. Раевский (близкий
друr Л. Толстоrо), среди прочих предметов препо-
давалось нечто вроде педаrоrики. Для этоЙ цели

студенты должны были посещать отведенную для уни-

верситета rородскую народную школу и там в сотруд-
ничестве с опытными искусными учителями упраж-
няться в преподавании. Среди товарищей Цинrера и

PaeBcKoro был некий студент Петров, по рассказам

чрезвычаЙно одаренный и ориrинальный человек. Этот

Петров (умерший очень молодым, кажется. от чахот-

ки) утверждал. что на ypOI{aX арифметики учеников
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портят, приучая их к шаблонным задачам и к шаб-

лонным способам решения. Для подтверждения своеЙ

мысли Петров изобретал задачи, которые вследствие

нешаблонности очень затрудняли «опытных искусных

учителеЙ», но леrко решались более способными уче-
никами, еще не испорченными учебой. К числу таких

задач (их Петров сочинил не-

сколько) ОТНОСIIТСЯ и задача об

артели косцов. Опытные учителя,

разумеется, леrко моrли решать
ее при помощи уравнения, но

простое арифметическое решение
от них ускользало. Между тем,
задача настолько проста, что при-
влекать для ее решения алrе-

браический аппарат совсем не

стоит.

Если большой луr
косила вся артель и

пол артели, то ясно,
1

полдня пол-артели скашивает "3 луrа. Следователь 

но, на малом луrу остался нескошенным участок в

1 1 1
Е

1
2 "3:==6'

сли один косец в день скашивает 6' лу-
б 2 8

[а, а скошено было
'6 + 6'

===

'6' ТО косцов было 8.

Толстой, всю жизнь любившиЙ фокусные, не слиш-

ком хитрые задачи, эту задачу знал от Moero отца

еще с молодых лет. Коrда об этой задаче пришлось
беседовать мне с Толстым уже стариком, ero осо-

бенно восхитило то, что задача делается I'ораздо яс"

нее и Прозрачнее, если при решении пользоваться са..

мым примитивным чертежом (рис. 7) ».

Ниже нам встретятся еще несколько задач, KOTO 

рые при некотороЙ сообразительности проще реша-
ются арифметически, чем алrебраически.

1/3

1/3
1/6

1/3 1/3

Рис. 7.

Коровы на луrу

полдня

полдня

что в

ЗАДАЧА

«При изучении наук задачи полезнее правил»,
писал Ньютон в своей «Всеобщей арифметике» и со"

провождал теоретические указания рядом примеров.
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В числе ЭТНХ упражнений находим задачу о быках,
пасущихся на луrу, родоначальницу особоrо типа

своеобразных задач наподобие следующей.
«Трава на всем луrу растет одинаково rycTo и бы 

стро. Известно, что 70 коров поели бы ее в 24 дня,
а 30 коров в 60 дней. Сколько коров поели бы всю

траву луrа в 96 дней?».
Задача эта послужила сюжетом для юмористиче-

cKoro рассказа, напаминающеrо чеХОВСI\ИЙ «Репети 

тор». Двое взрослых, род-
ственники школьника, ко-

торому эту задачу зада-
Ю! дЛЯ решения, без-

успешно трудятся над
нею и недоумевают:

Выходит что-то

странное, rоварит один
из решающих: если в

24 дня 70 коров поедают
всю траву луrа, то сколь-

ко I<OpOB съедят ее в

96 дней? Конечно, от

1

70, т. е. 172' н:оров... Пер-

вая нелепостьt А вот вто-

рая: 30 коров поедают траву в 60 дней; СКОЛbl(О KOJ

ров съедят ее в 96 дней? Получается еще хуже:
3

184 коровы. Кроме Toro: если 70 коров поедают тра-

 yв 24 дня, то 30 коров употребляют на это 56 дней,
а вовсе не 60, как утверждает задача.

А прuняли ВЫ В расчет, что трава все время

растет? спрашивает друrой.
Замечание резонное: трава пеП.рерЫВНО растет, и

если ЭТОfО не учитывать, то не только нельзя решить
задачи, но и само условие ее будет казаться ПРОТИЗ0-

речивым.
Как же решается задача?

p  
"

44-'
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Рис. 8.

РЕШЕНИЕ

Введем и здесь ВСПОl\lоrательное неизвестное, KO 

торое будет обозначать СУТОЧНЫЙ прирост травы в до-

ЛЯХ ее запаса на луrу. В одни сутки прирастает у,
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в 24 ДНЯ 24у; если общиЙ запас ПРИНЯТЬ за 1. то

в течение 24 дней коровы съедают

1 + 24у.

в сутки все стадо (из 70 коров) съедает

1 + 24у
24

а одна корова съедает

1 + 24у
24 . 70

.

Подобным же образом нз Toro, что 30 коров поеЮI
бы траву Toro же луrа в 60 суток, выводим, что одна

корова съедает в сутки
1 + 60у
30- 60

.

Но количество травы, съедаемое коровой в супш,
для обоих стад одинаково. Поэтому

1 +24у 1 +60у
24 . 70

==

30. 60
.

оп,уда
1

у:== 480
.

НаЙдя у (величину прироста), леrко уже опреде-
ЛИТЬ, какую долю первоначальноrо запаса травы
съедает одна корова в сутки:

1+24у
24 . 70

:==

1
1 + 24 .

480
24.70

1

1600
.

Наконец, составляем уравнение для окончатель 
Horo решения задачи: если искомое число коров Х, то

1
1 +96. 480

96х

1

1600
'

откуда х==20.

20 коров поели бы всю траву в 96 днеЙ.
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Задача Ньютона

Рассмотрим теперь ньютонову задачу о быках, по

образцу I<ОТОрОЙ составлена сейчас рассмотренная.
Задача, впрочем, придумана не самим Ньютоном;

она является продуктом народноrо математическоrо

творчества.
«Три луrа, покrытые травой одннаковой [устоты

1
и скорости роста, имеют ШIOщади: 3"3 ;:а, 10 2а и

24 2а. Первый прокормил 12 быков в продолжение
4 неде.1Ь; второй 21 быка в течение 9 недедь.
Сколько быков может ПРОКОРМIIТЬ третиЙ луr в Te 

чение 18 недель?».

РЕШЕНИЕ

Введем ВСПОl\lоrательное неизвестное у, означаю-

щее, какая доля первоначальноrо запаса травы ПР" 

растает на 1 2а в течение недели. На первом луrу в

1
течение неде,ТIII прирастает травы 3

"3 у, а в теченне

4 3
1

4
.

недель "3 у
.

==

3 У Toro запаса, коrорьш перво..

начально имелся на 1 2а. Это равносильно тому, как

если бы перВ'Оначальная площадь луrа увеличплас:>
и сдела.'1ась равной

(3 ; +  Oу)
reKTapoB. Друrими словами, быки съели столько травы.

1 40
сколько Покрывает луr площадью в 3 3+3 У [€1("

таров. В одну неделю 12 быков поели четвертую часть
1

этоrо количества, а 1 бык в неделю
48 часть, т, е.

запас, имеющийся на площади

(3 .!. +
40У ) . 48 IO+40y

3 3' 144

reKTapOB.
Подобным же образом находим площадь луrа,

кормящеrо одноrо быка в течение недели. из данных
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для BTOpOrO луrа:

недельный прирост на 1 2а==- у,

9-недельныЙ прирост на 1 2а== 9у,
9-недельныЙ прирост на 10 2а==90у.

Площадь участка, содержащеrо запас травы для

нрокормления 21 быка в течение 9 недель, равна

10+90у.

Площадь, достаточная для прокормления 1 быка

в течение недели,

10+90у 10+90у
9. 21 189

reKTapoB. Обе нормы прокормления должны быть оди-

наковы:

1O+40у 1O+90у
]44 189

1
Решив это уравнение, находим у ==

12.

Определим теперь площадь луrа, наличный запас

травы KOToporo достаточен для прокормления одноrо

быка в течение недели:

10+ 40у
144

1

10+40'12 5

144
:==

54

[ектаров. Наконец, приступаем к вопросу задачи.
Обозначив искомое число быков через х, имеем:

]

24+24.18'12 5

18х
:==

54
'

откуда х==36. ТретиЙ луr может прокормить в тече-

ние 18 недель 36 быков.

Перестановка часовых стрелок

ЗАДАЧА

Биоrраф и друr известноrо физика А. ЭЙнштеЙна
А. !v10ШКОВСКИЙ, желая однажды развлечь cBoero при 
ятеля во время болезни, предложил ему следующую

задачу (рис, 9):
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«Возьмем, сказал Мошковский, положение

стрелок в 12 часов. Если бы в этом положении боль-
шая и малая стрелки обменялись местами, они дали

бы все же правильные показания. Но в друrие мо-

менты, например, в 6 часов, взаимный обмен стре-
.тюк привел бы к абсурду, к положению, KaKoro на

правильно идущих часах быть не может: минутная

стрелка не может стоять на

6, Коrда часовая показыва-

ет 12. Возникает вопрос:

коrда и как часто стрелки
часов занимают такие поло 

жения, что замена одной

друrою дает новое положе-

ние, тоже возможное на пра-
вильнЫх часах?

Да, ответил ЭЙн-

штейн, это вполне подхо-

дящая задача для человека,

вынужденноrо из заболезни Рис. 9.

оставаться в постели: доста-

точно интересная и не слишком леrкая. Боюсь только,
что развлечение продлится недолrо: я уже напал на

путь к решению.
И приподнявшись на постели, он неСl<ОЛЬКИМИ

штрихами набросал на бумаrе схему, изображающую
условие задачи. Для решения ему понадобилось не
больше времени, чем мне на формулировку задачи...»

Как же решается эта задача?

РЕШЕНИЕ

Будем измерять расстояния стрелок по Kpyry ци-

ферблата от точки, rде стоит цифра 12, в 60-х долях

окружности.
Пусть одно Ц требуемых положений стрелок на-

бщодалось тоrда, коrда ча.совая стрелка отошла от

цифры 12 на х делений, а минутная на у делении.
Так как часовая стрелка проходит 60 делении за

12 часов, т. е. 5 делений в час, то х делении она про-
х

шла за "5 часов. Иначе rоворя, после Toro как часы

х
показывали 12, прошло "5 часов, Минутная cTpeJ1Ka
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у
ПрОШЛа у делениЙ за у мпнут, т. е. за

60
часов. Ина 

че rоворя, цифру 12 J\lинутная стрелка прошла lo ча 

сов тому Назад, 1I.'IП через
х у

5 OO

часов пос.1е Toro, как о б е стрелки были на ДBeHa 

дцати. Это число является целым (от нуля до 11),
так как оно показывает, сколько ПО.'I Н Ы Х часов

прошло после двенадцати.

KorAa стрелки обменяются местаМII, мы найдем

анадоrИЧIЮ, что с двенадцати часов до времени, по 

казываемorо стрелками, прошло

у х

5 60

полных часов. Это чпсло также является целым (от
нуля до J 1).

Имеем спстему уравнеНПII

I
х у

5 60:==т,

у х

I 5 60
:==n,

rAe т и п целые числа, которые MorYT меняться

ОТ О до ] 1. Из этоЙ системы находим:

50 (12т+п)
х :==

1.43
'

60 О2п + т)
у== 143

.

Давая т и п значения от О до 11, мы определим
все требуемые положения стрелок Так как каждое

JlЗ 12 значений т МОЖНО сопоставлять с каждым пз

12 значений п, то, казалось бы, число всех решений
равно 12. 12== 144. Но в деЙствительности оно равно
143, потому что при Пl==о, п==О 11 при т== 11, п== 11

получается одно и то же положение стрелок.
.при т==ll, п==11 имеем:

х==60, у==60,

т. е. часы показывают 12, как и в случае т==О, п==О.
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Всех возможных положений мы рассматривать не

станем; возьмем лишь два примера.
Первый пример:

m==1, п:==l;

60. 13 5
х ==

143"
:== 511 '

1:;
5

У=="11'
5

т. е. часы показывают 1 час 511 мин.; в этvт мо-

мент стрелки совмещаются; их, конечно, можно об.

менять местами (как и при всех друrих совмещениях

стрелок) .

ВтороЙ пример:

m==8, п==5;

90(8+ 12. 5)
28 53у 143
 ,.

60 (5 + 12. 8)
42 38x 

143
 "

Соответствующие моменты: 8 час. 28,53 мин. и

5 час. 42,38 мин.

Число решений мы знаем: 143. Чтобы найти все

точки циферблата, которые дают требуемые положе-

ния стрелок, надо окружнос1'Ь циферблата разделить
на 143 равные части: ПОЛУЧИМ 143 точки, являющиеся

IIСКОМЫМИ. В промежуто iНЫХточках требуемые поло..

жения стрелок невозможны.

Совпадение часовых стрелок

ЗАДАЧА

CKO,'IbKO есть положениЙ На правильно идущих ча-

сах, коrда часовая и минутная стрелки совмещаются?

РЕШЕНИЕ

Мы можем воспользоваться уравнениями, выве-

денными при решении предыдущей задачи: ведь если

часовая и минутная стрелкн совместились, то их МО.;

ЖIIО обменять местами от этоrо ничеrо не изме 

нится. При этом обе стрелки прошли одинаковое

число делений от цифры 12, т. е. х==у. Таким обра-
зом, из рассуждений. относящихся к: предыдущей
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задаче, мы выводим уравнение

х х

5 БО==m,

[де т целое ЧIIСЛО от О до 11. Из этоrо уравнения
находим:

БОт
Х ==

---п----
.

Из двенадцати возможных значений для т (от нуля
до 11) мы получаем не 12, а только 1) различных по-

ложений стрелок, так как при т == 11 мы находим

).."==60, т. е. обе стрелки прошли 60 делений и нахо.

дятся на цифре 12; это же получается при т==О,

Искусство отrадывать числа

КаждыЙ из вас, несомненно, встречался с «фоку-
сами» по отrадыванию чисел. Фокуciшк обычно пред-
лаrает выполнить действия следующеrо характера:
задумай число, прибавь 2, умножь на 3, отними 5,
отними задуманное число и т. Д. Bcero пяток, а то

и десяТок деЙствиЙ. Затем фокусник спрашивает, что

у вас получилось в результате, и, получив ответ, MrHo-

BeHI10 'сообщает задуманное вами число.

Секрет «фокуса», разумеетсSI" очень прост, и Б

основе ero лежат все те же уравнения,
Пусть, например, фокусник пр.едложил вам выпол-

нить проrрамму деЙствий, указашrую в левой колонке

следующей таблицы:

ЗадумаЙ число, I х

прибавь 2. I х+2

умножь результат на 3, I 3х+6

отними 5, I Зх+l

отними задуманное число, I 2х+l

умножь на 2, I 4х +.2

отними I I 4х+l
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Затем фОКУСНИI{ просит вас сообщить окончательный

результат и, получив ero, моментально называет за 

думанное число. Как он это делает?
Чтобы понять это, достаточно обратиться к пра 

вой колонке таблицы, [де указания фокусника пере 
ведены на язык алrебры. Из этой колоН1Ш видно, что

если вы задумали какое-то число х, то после всех

действий У вас должно получиться 4х+ 1. Зная это,

нетрудно «опадать» задуманное число.

Пусть, например, вы сообщили фокуснику, что по 

ЛУЧIIЛОСЬ 33. Тоrда фокусник быстро решает в уме

уравнение 4х+ 1 ==33 и находит: х==;8. Иными сло-

пами, от окончательноrо результата надо отнять еди-

ницу (33 1==32) и затем полученное число разде-
лить на 4 (32: 4 == 8); это и дает задуманное ЧИС,IJО

(8). Если же у вас получилось 25, то фокуснИI{ в уме

проделывает действия 25 1==24, 24: 4==6 и сооб-

щает вам, что вы задумали 6.

Как видите, все очень просто: фокусник заранее
знает, что надо сделать с результатом, чтобы полу-
чить задуманное число.

Поняв это, вы можете еще более удивить и озада-

чить ваших приятелей, предложив им с а м и м, по

своему усмотрению, выбрать характер действий над

задуманным числом. Вы предлаrаете приятелю заду-

мать число и производить В любом порядке деЙствия

с.lедующеrо характера: прибавлять или отнимать из 

l:eCTHoe число (скажем: прибавить 2, отнять 5 и т. д.),
умножать 1) на известное число (на 2, на 3 и т. п.),
прибавлять или отнимать задуманное число. Ваш

приятель наrромождает, чтобы запутать вас, ряд деЙ-

ствий. Например, он задумывает число 5 (этоrо он

вам не сообщает) и, выполняя действия, rоворит:

Я задумал число, умножил ero на 2, прибавил
к результату 3, затем прибавил задуманное число;

теперь я прибавил 1, умножил на 2, отнял задуман-
ное число, отнял 3, еще отнял задуманное число, от-

нял 2. Наконец, я умножил результат на 2 и приба-
вил 3.

1) Делить лучше не разрешайте, Ta1{ 1{a1{ это очень усложнит
«фокус».
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Решив, что он уже совершенно вас запутал, он

с торжествующим видом сообщает вам:

Получилось 49.
К ero IIзvмлению вы немедленно сообщаете ему,

что он задvмал число 5.

Как вы' это делаете? Теперь это уже достаточно
ясно. Коrда ваш приятель сообщает вам о действиях,
}юторые он ВЫПО,IJняет над задуманным числом, вы

одновременно деЙствуете в уме с неизвестным х. Он
вам rоворит: «Я задумал число...», а вы про себя

твердите: «значит, у нас есть х». Он rопорит:
«...умножил ero на 2...» (и он в самом деле произ-

водит умножение чисел), а вЫ про себя продоюкаете:
«теперь 2х». Он rоворит: «...прибавил к результату
3...», и вы немедленно следите: 2х+3, и т. д. Коrда
он «запутал» вас окончательно и выполнил все те

деЙствия, которые перечислены выше, у вас получи-

лось то, что указано в следующей таблице (левая ко-

лонка содержит то, что БСЛУХ rОБОрИТ ваш приятель, а

правая те деЙствия, которые вы выполняете в уме):

я задума.'l число, I х

умножил ero на 2, I 2х

прибавил 1{ результаlУ 3, I 2х+3

затем прибавил задуманное число. I 3х+3

теперь я прибавил 1, I 3х+4

умиожил на 2, I бх+8

отнял задумаиное число, I 5х+8

отнял 3, I 5х+5

еще отнял задуманное число, I 4х+5

отнял 2, I 4х+3

НaIюнец, я умножил результат на 2 I 8х+б

и прибавил 3 I 8х+9

52



в конце IЮНUОВ вы про себя подумали: окончатель-

ный результат 8х+9. Теперь он rоворит: «У меня по-

лучилосЬ 49». А у вас rOToBo уравнение: 8х+9==49.
Решить ero пара пустяков, и вы немедленно сооб-

щаете ему, что он задумал число 5.

Фокус этот особенно эффектен потому, что не

вы предлаrаете те операщш, которые надо произвести
над задуманным числом, а сам товарищ ваш «изо-

бретает» их.

Есть, правда, один случай, коrда фокус не удает-
ся. Если, например, после ряда операций вы (считая
про себя) получили х+ 14, а затем ваш товарищ ro-

ворит: «...теперь я отнял задуманное число; у меня

получилось 14», то вы следите за НIIМ: (х+ 14) 
 X==14 в самом деле получилось 14, но НИК81юrо

уравнения нет и oтraдaTb задуманное число вы не в

состоянии. Что же в таком случае делать? ПоступаЙ-
те тю(; кш, только У вас получается результат, не

rодержащий неизвестноrо х, вы прерываете товарища
словами: «Стоп! Теперь я Mory, ничеrо не спрашивая,
сказать, сколько у тебя получилось: у тебя 14». Это

уже совсем озадачит вашеrо ПрIlяте.:]Я ведь он со.

всем ничеrо вам не rоворилl И, хотя вы так и не уз-

наJlИ задуманное число, фокус получился на славу!
Вот пример (по-прежнему в левой колонке стоит

то, что rоворит ваш приятеJlЬ):

я задумал число, I х

прибавил 1{ нему 2 I х+2

11 результат УМНОжи.1 на 2, I 2х+4

теперь я прибавил 3. I 2х+7

отнял задуманное число, I х+7

прибзвил 5, I х+12

затем я отнял зздумашюе число... I 12

в тот момент, коrда у вас получилось число 12, т. е.

выражение, не содержащее больше неизвестноrо х,
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ВЫ И прерываете товарllща, сообщив ему, что теперь
у Hero получилось 12.

HeMHoro поупражнявшись, вы ,IJerKO сможете пока-

зывать своим приятелям такие «фОI{УСЫ».

Мнимая нелепость

ЗАДАЧА

Вот задача, I(оторая может показаться совершенно

абсурдной:
Чему равно 84, еСЛII 8. 8==54?
Этот странный вопрос далеко не лишен смысла,

и задача может быть решена с помощью уравнений,
Попробуйте расшифровать ее,

РЕШЕНИЕ

Вы доrадались, вероятно, что числа, входящие в

задачу, написаны не по десятичной системе, иначе

вопрос «чему равно 84» был бы нелепым. Пусть осно-

вание неизвестноii системы счисления есть х. Число
«84» означает тоrда 8 единиц BToporo разряда и 4 еди-

ницы первоrо, т. е.

«84»==8х+4.

Число «54» означает 5х+4.
Имеем уравнение 8. 8==5х+4, т. е, в десятичной

СИСТЕ'ме 64==5х+4, откуда х== 12.
Числа написаны по двенадцатеричной системе, и

«84»==8.12+4==100. Значит, если 8.8==«54», то

«84» == 100.
Подобным же образом решается и друrая задача n

f)TOM роде:

Чему равно 100, коrда 5. 6==33?
Ответ: 81 (девятеричная система счисления).

Уравнение думает за нас

Если вы сомневаетесь в том, что уравнение бывает
иной раз предусмотрительнее нас самих, решите сле.

дующую задачу:

Отцу 32 rода, сыну 5 лет. Через СКОЛЬКО лет отец

будет n 10 раз старше сына?
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Обозначим искомый срок через х. Спустя х лет,

отцу будет 32+х лет, сыну 5+х. и так как отец дол 
жен тоrда быть в 10 раз старше сына, то имеем ypa 
внение

32+х== 10(5+x).
Решив ero, получаем x== 2.

«Через минус 2 [ода» означает «два [ода назад»,

Коrда мы составляли уравнение, мы не подумали о

том, что возраст отца никоrда в б у д у щ е м не ока-

жется в 10 раз превосходящим возраст сына таlюе

соотношение моrло быть только в про ш л о м. Ура-
внение оказа.IJОСЬ вдумчивее нас и напомнило о сде-

ланном упущении.

Курьезы и неожиданности

При решении уравнений мы наталкиваемся иноrда

на ответы, которые MorYT поставить в тупик мало-

опытноrо математика. Приведем несколько примеров.
1. Найти двузначное число, обладающее следую.

щими свойствами. Цифра десятков на 4 меньше циф-
ры единиц. Если из числа, записанноrо теми же циф 
рами, но в обратном порядке, вычесть искомое число,
то получится 27.

Обозначив цифру десятков через х, а цифру еди 

ниц через у, мы леrко составим систему уравнений
для этой задачи:

{
x==y 4,

(10у +x) (10х+ у)== 27.

Подставив во второе уравнение значение х нз пер-

80ro, найдем:

IOy+y 4 [10(y 4)+у]==27,

а после преобразопаний:
36==27.

У нас не определились значения неизвестных, зато

мы узнали, что 36==27... Что это значит?
Это означает лишь, что дпузначноrо числа, УДОВ.lе"

Т80ряющеrо поставленным условиям, не существует
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и что составленные уравнения противоречат одно

друrому.
В самом деле: умножив обе части первоrо уравне-

ния на 9, мы наидем из Hero:

9y 9x==36,

а из BToporo (посде раскрытия скобок и приведеНIlЯ
подобных членов):

9y 9x==27.

Одна и та же величина 9y 9xсоrласно первому
уравнению равна 36, а соrласно второму 27. Это без-
условно невозможно, так как 36:;l=27.
.

Подобное же недоразумение ожидает решающеrо
следующую систему уравнениЙ:

{
х2у2 == 8,

ху == 4.

Разделив первое уравнение на второе, получаем:

ху==2.

а сопоставляя полученное уравнение со вторым, ви-

ДИМ, что

{
ху == 4,

ху == 2,

т. е. 4==2. Чисел, удовлетворяющих этой системе, не

существует. (Системы уравнений, которые, подобно
сеЙчас рассмотренным, не имеют решений, называют.

ся н е с о в м е с т н ы м и.)
11. С иноrо рода неожиданностью встретимся мы,

если несколько изменим условие предыдущей задачи.
Именно будем считать, что цифра десятков не на 4,
а на 3 меньше, чем цифра единиц, а в остальном оста-
вим условие задачи тем же. Что это за число?

Составляем уравнение. Если цифру десятков обо-

значим через х, то число единиц выразится через х+3,
Переводя задачу на язык алrебры, получим:

10(х+3) +x [10x+(х+3)]==27.

Сделав упрощения, приходим к равенству

27==27.
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Это равенство неоспоримо верно, но оно ничеrо не

rоВОрИТ нам о значении х. Значит ли это, что чисе.ТJ,

удовлетворяющих требованию задачи, не сущест-

вует?
Напротив, это означает, что составленное нами

уравнение есть тождество, т. е. что оно верно Прll то.

бом значении неизвестноrо х. Действительно, леrко

убедиться в том, что указанным в задаче свойством

обладает каждое двузначное число, у KOToporo цифра
единиц на 3 больше цифры десятков:

14+27==41, 47+27==74,

25+27==52, 58+27==85,

36+27==63, 69+27==96.

111. Найти трехзначное число, обладающее следую-
щими свойствами:

1) цифра десятков 7;
2) цифра сотен на 4 меньше цифры единиц:

3) если цифры этоrо числа разместить в обратном
порядке, то новое число будет на 396 больше ПClю-

Moro.

Составим уравнение, обозначив цифру еДИНIIЦ че-

рез х:

100х+70+x 4 [100(x 4)+70 +х]== 396.

Уравнение это после упрощений приводит к равен-

ству

396 == 396.

Читатели уже знают, как надо толковать подоб.
ный результат. Он означает, что каждое трехзначное
число, в котором первая цифра на 4 меньше третьей

l ),
увеличивается на 396, если цифры поставить в обрат 
ном порядке-.

До сих пор мы рассматривали задачи, имеющие

более или менее искусственный, книжный характер;
их назначение помочь приобрести навык в состав-

лении и решении уравнений. Теперь, вооруженные Teo 

ретически, займемся несколькими примерами задач

практических из области производства, обихода,
BoeHHoro дела, спорта.

1) Цифра десятков роли не иrра.1а.
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в парикмахерской

ЗАДАЧА

Может ли алrебра понадобиться в парикмахер-
ской? Оказывается, что такие случаи бывают. Мне

пришлось убедиться в этом, коrда однажды в пе.рик-

махерской подошел ко мне мастер с неожиданной

просьбой:
Не поможете ли нам разрешить задачу, с кото-

рой мы никак не справимся?
уж сколько раствора испортили из заэтоrоl

добавил друrой.
В чем задача? осведомился я.

у нас имеется два раствора перекиси водорода:

30-процентный и 3 процентный. Нужно их смешать

так, чтобы составился 12-процентныЙ раствор. Не мо-

жем подыскать правильноЙ пропорции...
Мне дали бумажку, и требуемая пропорция была

наЙдена,
Она оказалась очень простой. Какой именно?

РЕШЕНИЕ

Задачу можно реШIIТЬ и арифметически, но язык

алrебры приводит здесь к цели проще и быстрее.
Пусть для составления 12 процентнойсмеси требуется
взять х rpaMMoB З-процентноrо раствора и у rpaMMoB

30 процеНТНОI'0. Тоrда в первой порции содержится
0,03х [раммов чистой перекиси водорода, во второй
0,3у, а Bcero

0,03х+О,3у.

в результате получается (х+у) rpaMMoB раствора,
в котор.ом чистой перекиси должно быть 0,12 (х+у).

Имеем уравнение

O,03x+O,3y==0,12 (х+ у).

Из этоrо уравнения находим х==2у, т. е. 3-процент 
Horo раствора надо взять Вдвое больше. чем 30 про 
центноrо.
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Трамвай и пешеход

ЗАД АЧ А

Идя вдоль трамвайноrо пути, я заметил, что ка-

ждые 12 минут меня наrоняет трамваЙ, а каждые 4 ми..

нуты Я сам встречаю трамвай. И я и трамваи дви-
жемся равномерно.

Через сколько минут один после друrоrо поки-

дают трамвайные BaroHbI свои конечные пункты?
РЕШЕНИЕ

Если BarOHbI ПOlшдают свои конечные пункты ка-

ждые х минут, то это означает, что в то место, rде я

встретился с одним из трамваев, черев х минут прихо-
дит следующий трамвай. Если он доrоняет меня, то в

оставшиеся 12 xминут он должен пройти тот путь,

который я успеваю пройти в 12 минут. Значит, тот

путь, I<ОТОРЫЙ я прохожу в 1 минуту, трамвай про-
12 x

ходит в
12 минут.

Если же трамвай идет мне навстречу. то он встре-

тит меня через 4 минуты после предыдущеrо, а в ос-

тавшиеся (x 4)минуты он пройдет тот путь, который
я Уснел пройти в эти 4 минуты. Следовательно, тот

путь, который я прохожу в 1 минуту, тр'амваЙ прохо-
x 4

дит в минуты.

Получаем уравнение
12 x x 4

12== 

Отсюда х==6.. BaroHbl отходят каждые 6 минут.
Можно также предложить следующее (по сути де-

ла арифметическое) решение задачи, Обозначим рас-
стояние между двумя следующими один за друrим
трамваями через а. Тоrда между мной и трамваем,
двиrающимся навстречу, расстояние уменьшается на

а

'4 в минуту (так как расстояние между только что

прошедшим трамваем и следующим, равное а, мЫ

вместе проходим за 4 минуты). Если же трамваЙ ДО-

rоняет меня, то расстояние между нами ежеминутно
а

уменьшается на 12. ПреДПОЛОЖIIМ теперь, что я
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:е течение минуты шел вперед, а затем повернул назад
и МIШУТУ шел обратно (т. е. вернулся на прежнее ме-

сто). Тоrда между мной и трамваем, двиrавшимся
вначале мне навстречу, за первую минуту расстояние

а

уменьшилось на 4"
а за вторую минуту (коrда этот

трамвай уже доrонял меня) па l . Итоrо за 2 минуты

а а а

расстояние между нами уменьшилось на4+12 ==з.
То же было бы, если бы я стоял все время на месте,

так как в итоrе я все равно вернулся назад. Итак,
если бы я не двиrался, то за минуту (а не за две)

трамвай приблизился бы ко мне на : : 2 ===
. а все

расстояние а он проехал бы за 6 минут. Это означает,
что мимо неподвижно стоящеrо наблюдателя трамваи
проходят с интерва.'lОМ в 6 минут.

Пароход и плоты

ЗАДАЧА

Из rорода А в rород В, расположенныЙ ниже по

течению реки, пароход шел (без остановок) 5 часов.

Обратно, против течения, он шел (двиrаясь с той же

собственной СI\ОрОСТЬЮ и также не останавливаясь)
7 часов. СКОЛЬКО часов идут из А в В плоты (плоты
движутся со СIЮрОСТЬЮ течения реки)?

РЕШЕНИЕ

Обозначим через х время (в часах), нужное паро 

ходу для Toro, чтобы пройти расстояние от А до В в

с т о я чей в о Д е (т. е. при движении с собственной

скоростью), а через у время движения плотов. Tor-
1

да за час пароход проходит расстояния АВ, а пло.
х

1
ты (течение) этоrо расстояния. Поэтому вниз по

у
1 1

реке пароход проходит за час х+ у расстояния АВ,

1 1
а вверх (против течения) х  y'

Мы же знаем из
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условия задачи, что вниз по реке пароход проходит
1 1

за час '5 раССТОЯНИЯ,а вверх 7' Получаем систему

I
+

х у 5'

1 1 1

t x y==7'

Заметим, что для решения этой системы не СJlедует
освобождаться от знаменатеJIей: иужно просто вы-

честь из первоrо уравнения второе. В реЗУJlьтате мы

получим:

2 2

у== З5
'

откуда у==35. Плоты идут из А в В 35 часов.

Две жестянки кофе
ЗАДАЧА

Две жестянки, наполненные кофе, имеют одинако-

вую форму и сделаны из одинаковой жести. Первая
весит 2 К2 И имеет в высоту 12 см; вторая весит 1 К2

IJ имеет в высоту 9,5 см. Каков чистый вес кофе в же-

стянках?

РЕШЕНИЕ

Обозначим вес содержимоrо БОJlьшей жестянки че-

рез х, меньшей через у. Вес самих жестянок обо-

значим соответственно через z и t. Имеем уравнения

{
x+z ==2.

y+t==l.

Так как веса содержимоrо полных жестянок отно-

сятся, как их о б ъ е м ы, т. е. как кубы их высот 1), то
Х 123

у== 9,53
 2,02 или х==2,О2у,

1) ПропорциеЙ этоЙ позволительно пользоваться лишь в том

с. учае, коrда стенки жестянок не слишком толсты (так как на-

ружная и внутренняя поверхности жестянок, строю rоворя, не

подобны И, кроме Toro, высота внутренней полости банки, строю
rоворя, отличается от высоты самой банки).
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Веса же пустых жестянок относятся, как их пол-

ные п о В ер х н о с т и, т. е. как квадраты их высот.

Поэтому
z 122

7:== 9,52 1,60 или z == 1,601.

Подставив значения х и z в первое уравнение, по-

лучаем систему

{
2,02у+ 1 ,60' :== 2,

у+ '==1.

Решив ее, узнаем:
20

у ==

2[:== 0,95, t === 0,05.

И следовательно,

х== 1,92, z==O,08.
Вес кофе без упаковки: в большей жестянке 1,92 К2.
в меньшей 0,94 К2.

Вечеринка
ЗАДАЧА

На вечеринке было 20 танцующих. Мария танце-

вала с семью танцорами, Ольrа с восемью, Вера
с девятью п так да.'1ее до Нины, которая танцевала

со всеми танцорами. Сколько танцоров (мужчин) бы-
ло на вечеринке?
РЕШЕНИЕ

Задача решается очень просто, если удачно вы-

брать неизвестное. Будем искать число не танцоров,

а танцорок, которое обозначим через х:

l я,Мария, танцевала С 6+ 1 танцорами
2-я, Ольrа, » » 6+2 »

3-я, Вера, » » 6+3 »

х-я, Нина, » » 6+х »

Имеем уравнение

х+ (6+х) ==20,
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откуда
х==7,

а следовательно, число танцоров

20 7== 13,

Морская разведка

ЗАДАЧА 1

Разведчику (разведывательному кораблю), дви-

rавшемуся в составе эскадры, дано задание обследо 
вать район моря на 70 миль в направлении движения

 //A/
fY .4/.

r-..

&'#//

 4' /  

Рис. 10.

эскадры. Скорость эскадры 35 миль в час, скорость
разведчика 70 миль в час. Требуется определить,

через сколько времени разведчик возвратится к эс-

кадре.

РЕШЕНИЕ

Обозначим искомое число часов через х. За это

время эскадра успела пройти 35х миль, разведыва-
тельный же корабль 70х. Разведчик прошел вперед
70 миль и часть этО'rо пути обратно, эскадра же про-
шла остальную часть Toro же пути, Вместе они
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прошли путь в 70х+35х, равныЙ 2.70 МИJIЬ. Имеем
уравнение

70х+35х == 140,

откуда
140 1

х==
105

== 13

часов. Разведчик возвратится к эскадре через 1 час.
20 минут.

3АДАЧА2

Разведчик получил прш<аз произвести разведку
впереди эскадры по направлению ее движения. Че-

рез 3 часа судно это До.'IЖНо вернуться к эскадре.
Спустя сколько времени после оставления эскадры

разведывательное судно должно повернуть назад,
если скорость ero 60 узлов, а скорость эскадры
40 узлов?

РЕШЕНИЕ

Пусть разведчик должен повернуть спустя х ча.

сов; значит, он уда,,'IЯЛСЯ от эскадры х часов, а шел

навстречу ей 3 xчасов. Пока все корабли шли в од-

ном направлении, разведчик успел за х часов уда.
литься от эскадры на разность пройденных ими пу-

тей, т. е. на

60x 40x==20x.

При возвращении разведчика он прошел путь на-

встречу эскадре 60(3 x),сама же эскадра прошла

40(3 x).Тот и друrой прошли вместе 1 ох. Следова-

тельно,

60(3 x)+40(3 x)==20х,

откуда
1

х==2
2

.

Разведчик должен изменить курс на обратный спу.
стя 2 часа 30 мин. после Toro, как он ПOl\Инул эс..

кадру.
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На велодроме

ЗАДАЧА

ПО I<руrовой дорorе велодрома едут два веJ10сипе-

ДIICTa с неизменными скоростями. Коrда они едут в

противоположных направлениях, то встречаются каж-

дые 10 секунд; коrда же едут в одном направлении,
10 ОДIIН настиrает друrоrо каждые 170 секунд. Ка-
кова скорость каждоrо веЛОСlIпедиста, если длина

круroвой дороrи 170 м?

РЕШЕНИЕ

ЕСJlИ скорость первоrо велосипедиста х, то в 10 се.

кунд он проезжает 1 Ох метров. Второй же, двиrаясь

еМу навстречу, проезжает от встречи до встречи ос-

тальную часть Kpyra, т. е. 170 IОх метров. Если ско-

рость BToporo У, то это составляет lОу метров; итак,

170 10x==10у.

Если же ве.1IOсипедисты едут один вслед друrому,
то в 170 секунд первый проезжает 170х метров, а вто-

рой 170у метров. Если первый едет быстрее BToporo,
то от одной встречи до друrой он проезжает на один

Kpyr больше BToporo, т. е.

170x 170у == 170.

После упрощения этих уравнениЙ получаем:

х+у== 17, x y==1,
откуда

х==9, у==8 (метров в секунду).

Состязание мотоциклов

ЗАДАЧА

При мотоциклетных состязаниях одна из трех

стартовавших одновременно машин, делавшая в час

на 15 к.м меньше первой и на 3 км больше третьей,
пришла к конечному пункту на 12 минут позже пер-
вой и на 3 минуты раньше третьей. Остановок в пути
Не было.

5 я. И. Перельман 6 



Требуется опреде.1ИТЬ:
а) Kal< велик участок пути?
б) кю< велика скорость каждой машины?
в) Какова продолжительность пробеrа каждой Ma 

шины?

РЕШЕНИЕ

Хотя требуется опредеJlИТЬ семь неизвестных ве-

личин, мы обойдемся при решении задачИ только ДBY 
мя: составим систему двух уравнений с двумя неиз-

вестными.

Обозначим с к о р о с т ь второй машины через х.

Тоrда скорость первой выразится через х+ 15, а треть-
еЙ через x 3.

Длину участка пути обозначим буквой у. Тоrда

продолжительность пробеrа обозначится:

для первой машины через. .

Д.1Я второЙ »

у

х+ 15 ·

У
х'

»

для третьей » » . .

х з.

Мы знаем, что вторая машина была в пути на

12 минут (т. е. на часа) дольше первой. Поэтому

у у 1

x x+15  5'

Третья машина была в пути на 3 минуты (т. е. на

 oчаса) больше второй. Следовательно,
у у 1

x 3 x===20
.

Второе из этих уравнений умножим на 4 и вычтем

llЗ первоrо:

.L у
х х+ 15

4 (  L) ===0.
x 3 х

Разделим все члены этоrо уравнения на у (эта вели-

ЧИНа, как мы знаем, не равна нулю) и после этоrо

освободимся от знаменателей. Мы получим:

(х+ 15) (x 3) x(x 3) 4x(x+15) +4(х+ 15) (x 3)==0,
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или после раскрытия скобок и приведения подобных
iJленощ

откуда

3x 225== О,

х"",,75.

Зная х, находим у из первоrо уравнениЯl

у у 1

75 90
::::z

5
·

откуда у==90.
Итак, скорости машин опреде.'Iеныl

90, 75 и 72 километра в чао.

Длина Bcero пути == 90 КМ.

Раздецив длину пути на скорость каждой машины.
наЙдем продолжительность пробеrов:

первой ма.шины . . . 1 час,

второй машины . 1 час 12 мин.,

третьей машины. . 1 час 15 мин.

Таким образом, все семь неизвестных определены.

Средняя скорость езды

ЗАДАЧА

Автомобиль проехал расстояние между двумя [о-

родами со скоростью 60 километров в час и возвра 
тился СО скоростью 40 километров в час. Какова была

средняя скорость ero езды?

РЕШЕНПЕ

Обманчивая простота задачи вводит мноrих в за 

блуждение. Не вникнув в условия вопроса, вычисляют

среднее арифметическое между 60 и 40, т. е. находят

ПО.IJусумму

60+40 502
.

Это «простое» решение было бы праВИ.1ЬНО, если

бы поездка в одну сторону и в обратном направлении
длилась одинаковое время. Но ясно, что обратная по"

ездка (с меньшеЙ скоростью) должна была отнять
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больше времени, zzeM езда туда. Учтя это, мы поЙмем,
что ответ 50 неверен.
И действительно, уравнение дает друrой ответ. Со-

ставить уравнение нетрудно, если ввести вспомоrа-

Т('.'1ьное непзвестное именно величину 1 расстояния
между roродаМiI. Обозначив искомую среднюю ско-

рость через х, Составляем уравнение

'Д 1 1
Х-== 60 + 40

-

Так КаК 1 не равно нулю, можем уравнение разде-
лить на 1; получаем:

2 1 1

-Х== 60 + 40 '

откуда
2

х==
] ]

60 + 40

Итак, правильный ответ не 50 километров в час, а

48.

Если бы мы решали эту же задачу в буквенных
обозначениях (туда автомобиль ехал со Сl<ОрОСТЬЮ а

километров в час, обратно со скоростью Ь КИJюмет-

ров в час), то получили бы уравнение
21

+ .i.
х а Ь

'

48.

откуда для х получаем значение

2

1 1.

-а+ь
Эта величпна называется с р е Д н и м r а р м о н и ч е-

е I{ и м Д.'Iя величин а и Ь.

Итак, средняя скорость езды выражается не сред-
ним арифметнческим, а средним rармоническим Д.'lЯ

скоростей движения. Для положительных а и Ь сред-

lIee rаРМОНIIческое вснда м е н ь ш е, чем их среднее

арифмеТlIческое
а+Ь

что МЫ 11 I3IlДе.lII на численном примере (48 меньше,
ЧЕ'!\I 50),
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быстродействующие вычислительные машины

Беседа об уравнениях в плане «Занимательной ao'1-

rебры» не может пройти мимо решения уравнений П3

вычислительных машинах. Мы уже rоворили о том,

что вычислительные машины MorYT «иrрать» В шах 

маты (или шашки). Математические машины MorYT
выполнять и друrие задания, например, перевод с oд 

Horo языка на друrой, оркестровку музыкальной ме-

лодии и т. д. Нужно только разработать соответствую-

щую «проrрамму», по котороЙ машина будет деЙство-
вать.

Конечно, мы не будем рассматривать здесь «про-

rpaMMbI» для иrры в шахматы или для перевода с од"
Horo языка на друrой: эти «проrраммы» крайне Со'lOЖ-
ны. Мы разберем лишь две очень простеныше «про-
rраммы». Однако вначале нужно сказать несколько

слов об устройстве вычислительной машины.

Выше (в rл. 1) мы rОБОрИЛИ об устройствах, кото-

рые позволяют производить мноrие тысячи вычисле-

ний в секунду. Эта часть ВЫЧИСо'lИтельной машины,

служащая для непосредственноrо выполнения дей-
ствиЙ, называется а риф м е т и ч е с к и м у с т рой -

с т в о м. Кроме Toro, машина содержит у п р а в л я ю -

Щ е е у с т рой с т в о (реrулирующее работу всей ма-

шины) и так называемую п а м я т ь. Память, или,

иначе, запоминающее устройство, предст вляетсобоЙ

хранилище для чисел и условных сиrналов. Наконец,
машина снабжена особыми устройствами для ввода
новых цифровых данных и для выдачи rотовых ре-

зультатов. Эти roтoBble результаты машина печата-

ет (уже в десятичной системе) на специальных кар-
точках.

Всем хорошо известно, что звук можно записать

на пластинку или на пленку и затем воспроизвести.
Но запись звука на пластинку может быть произве 
дена лишь один раз: для новой записи нужна уже
новая пластинка. Несколько иначе осущеСТВо'шется
запись звука в маrнитофоне: при помощи намаrничи-

вания особой ленты. Записанный звук можно воспро-
извести нужное число раз, а если запись оказалась

уже ненужной, ее можно «стереть» И произвести на
той же ленте новую з<lпи('Ь. На одной и той же ленте
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можно произвести одну за друrой несколько записей,
причем при каждой новоЙ записи предыдущая «CТII-

рается».
На подобном же принципе основано деЙствие за 

поминающих устроЙств. Числа и YCJlOBHbIe сиrнаЛbl

записываются (при помоши Э.'Iектрических, маrнит"

ных или механических сиrналов) на специальном ба..

рабане, ленте или друrом устройстве. В нужныЙ
момент записанное число может быть «прочтено», а

если оно уже больше не нужно, то ero можно стереть,
а на ero месте записать друrое число. «Запоминание»
11 «чтение» ЧИс.'Iа или условноrо сиrнала длятся Bcero

лишь миллионные доли секундЫ.
«Память» может содержать несколько тысяч я ч е..

е к, каждая ячейка несколько десятков элементов,

например маrнитных. ДJ1Я записи чисел по двоичноЙ
системе счисления условимся считать, что каждыЙ
lIамаrниченныЙ Э,,'Iемент изображает цифру 1, а нена-

маrниченный цифру О. Пусть, например, каждая

ячейка памяти содержит 25 элементов (ШПI, как ro-

ворят, 25 «двоичных разрядов», причем первыЙ эле..

мент ячейки служит для обозначения з н а к а числа

(+ IШИ  ),следующие 14 разрядов служат для за..

лиси целоЙ части числа, а последние 10 разрядов
для записи дробноЙ части. На рис. 11 схематичеСКII

изображены две ячеЙЮI памяти; в каждой по 25 раз..

рядов. Намаrнпченные элементы обозначены знаком

+, ненамаПIиченные обозначены знаI<ОМ Рассмо-

трим верхнюю из изображенных ячеек (запятая по-

казывает, [де начинается дробная часть числа, а пунк"

тпрная тшия отделяет первый разряд, С,,'Iужащий дли

записи знака, от остальных). В ней записано (в Дво"
I!ЧIЮЙ системе счисления) число + 1 о 11,01 или в

привычной Д.'Iя нас десятичной системе счисления

число 11,25.
Кроме чисел в ячеЙках памяти записываются при..

К азы, из которых состоит nporpaMMa. Рассмотрим,
l<aK ВЫr.'IЯДЯТ приказы для так называемой т ре х..

а Д р е с н о й машины. В этом случае при записи при-
каза ячейка памяти разбивается на 4 части (пунктир-
ные линии на НlIжней ячейке, рис. 11). Первая часть

служит для обозначения операцип, причем операции
записываются числами (номерами).
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Например,
сложение операция 1,
вычитание операция 2,
умножение операция 3 11 т. д.

Приказы расшифровываются та\{: первая часть

ячейки номер операции, вторая Il третья части

номера ячеек (а Д р е с а), из которых надо взять числ а

для выполнения этой операции, четвертая часть

номер ячейки (а Д р е с), \{уда сдедует отправить по-

лученный результат, Например, на рис. 11 (нижняя

1
I

 I H I H H+H+I+I I+H I H H I I
I

I

Опероция: I : 11 : 111

H I H I+I+H I H+I+I=FI I+I+I+H I+H+I+I
I

I I

I I I

Рис. 11.

строка) записаны в двоичноЙ системе числа 11, ] 1,
111, 1011 или в десяТl1ЧНОЙ системе: 3, 3, 7, 11, что

означает следующий приказ: выполнить операцию 3

(т. е. умножение) над числами, находящимися в

т р е т ь е Й Il с е Д ь М О Й ячеЙках памяти, а получен-
ныЙ реЗУ.'Iьтат «запомнить» (т. е. записать) в оди H 

Н а Д ц а т о й ячей\{е.
В дальнейшем мы будем записывать числа и ПРII-

казы не условными зна ЧI<аI\Ш, ка\{ на рис. 11, а прямо
в десятичной системе СЧИС.IJеНlIЯ. Например, приказ,
изображенныЙ в нижнеЙ строке рис. 11, запишется
так:

умножеНllе 3 7 11

РаССМОТРIlМ теперь два простенышх Прllмера Пр04
трамм.

Проrра!\сlма 1

1) С.'Iожение 4 5 4

2) умножение 4 4

3) п. у. 1

4) О

5) 1
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Посмотрим, как будет работать машина, у KOTO 

роЙ В первых пяти ячейках записаны эти данные.
1  Йпри к а з: сложить числа, записанные в 4 Йи

5 йячейках, и отправить результат снова в 4 юячей 

ку (вместо Toro, что там было записано ранее), Таким
образом, машина запишет в 4-ю ячеЙку число 0+1 =" 1.
После выполнения l roприказа в 4 йи 5 йячейках

будут следующие числа:

4) 1,

5) 1.

2-й при к а з: умножить число, имеющееся в 4-й

ячейке, на себя (т. е. возвести ero в квадрат) и ре-
зультат, т. е. 12, выписать на карточку (стрелка озна-

чает выдачу rOToBoro результата).
3 йпри к аз: пер е д а ч а у пр а в л е н и я в 1  ю

ячейку. Иначе rоворя, приказ п. у. означает, что надо

снова по порядку выполнять все приказы, начиная с

l ro.Итак, снова I Йприказ.

1  йпри к а з: сложить числа, имеющиеся в 4 йи
5 йячейках, и результат снова записать в 4 Йячейке.
В результате в 4 йячейке будет число 1 + 1 ==2:

4) 2,

5) 1.

2-й при к а з: возвысить в квадрат число, стоящее
в 4-й ячеЙке, и полученныЙ результат, т. е. 22, выпи 

сать на карточку (стрелка выдача результата).
3-й при к а з: пер е Д а ч а у п р а в л е н и я в пер-

вую ячейку (Т. е, опять переход к 1 -му приказу).
I Й при к а з: число 2+ 1 ==3 отправить в 4-ю

ячейку:

4) 3,
5) 1.

2 Йпри к а з: выписать на карточку число 32.

3-Й при к а з: передача управления в l юячейку и

Т. д.

Мы видим, что машина вычисляет один за друrим

к в а Д р а т ы Ц е л ы х ч и с е л и выписывает их на

карточку. Заметьте, ЧТО каждЫЙ раз набирать новое

число вручную не надо: машина сама перебирает под-

ряд целые ЧИС.J]а и возводит их в квадрат. Действуя
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ПО этой проrраМl\Iе, машина вычислит квадраты всех

целых чисел, скажем, от 1 до 10000 в течение несколь 

J\ИХ секунд (пли даже долей секунды).
Следует отметить, что в деЙствптеJJЬНОСТИ про-

rpaMMa для вычисления квадратов це.'1ЫХ чисел

ДО.'1жна быть Н СКОЛЬJ{Осложнее тоЙ, которая приве-
дена выше. Это прежде Bcero относится ко 2 MYпри-
казу. Де.'1О в том, что выписывание rOToBoro резуль..
тата' на карточку требует во MHoro раз больше вре-
мени, чем выполнение машиной одноЙ операцип.
Поэтому rOToBbIe результаты сначала «запоминаются»

В свободных ячейках «памяти», а уже ПОС.'Iе этоrо

(<<не спеша») выписываются на карточку. Таким об-

разом, первый окончательный результат должен «за-

поминатьсю> в l-Й свободной ячеj:ше «памяти», вто-

рой результат во 2-й свободной ячейке, третий
в 3-Й и т. д. В приведенной выше упрощенноЙ про-
rpaMMe это никак не было учтено.

Кроме Toro, машина не может ДО.'1rо заниматься

вычпслением квадратов не хватит ячеек «памяти», 

а «уrадать», Korna машина уже вычислила нужпое

нам число квадратов, чтобы в этот момент выклю-

чить ее, невозможно (ведь машина производит

мноrие тысяЧи операциЙ в секунду!). Поэтому прелу-
смотрены особые приказы для остановки машины в

нужный момент. Например, проrрамма может быть со-

ставлена таким образом. что машина вычислит ква-

драты всех целых чисел от 1 до 10000 и после этоrо

автоматически выключится,

Есть и друrие более сложные виды приказов, на

которых мы здесь для простоты не останавливаемся.

Вот как выrлялит в деЙствительности проrрамма
для вычисления квадратов всех целых чисел от 1 до

10000:

Проrрамма lа

1) сложение 8 9 8

2) умножение 8 8 10

3) сложение 2 6 2

4) у. п. у. 8 7 1

5) стоп

6) О О
7) 10 000

73



8) О
9) 1

10) О

11) О

12) О

.........

Первые два приказа мало отличаются от тех, KO 

торые были в предыдущей упрощенной проrраl\1ме.
После выполнения этих двух приказов D. 8 й,9 Йи

10 Йячейках будут следующие ЧИС,'lа:

8) 1

9) 1

10) J2

Т Р е т ий пр 11 К а з очень интересен: надо сложить

то, что стоит во 2-Й и 6-й ячеЙках, и результаты CHO 

ва записать во 2 йячеЙке, после чеrо 2-я ячейка будет
иметь вид

2) УМllожение 8 8 11.

I(31{ видите, после выполнеНIIЯ TpeTbero приказа м e 

н я е т с я в т о рой при к а з, вернее меняется один

из а Д р е с о в 2 roприказа. Ниже мы выясним, Д.'Iя

чеrо это делается.

Ч е т в е рты й при к а з: у с л о в н а я передача

управления (вместо 3 ro приказа в рассмотренноЙ
ранее проrрамме). Этот приказ выполняется так: если

число, стоящее в 8 йячейке, м е II ь Ш е числа, стоя 

щеrо в 7-й ячейке, то передается управление в l ю

ячеЙI{У; в противном случае ВЬШО.'Iняется следующий

(т. е. 5 й) приказ. В нашем случае действительно
1 < 10 000, Т3I{ что происходит передача управления в

l юячейку. Итак, снова l-Й приказ.
После выполнения l roприказа в 8 йячейке будет

число 2.

Второй приказ, который теперь имеет ВIIД

2) умножение 8 8 1 1,

заключается в том, что число 22 направляется в 11 ю

ячейку. Теперь ясно, зачем был выполнен ранее 3 й

приказ: новое число, т. е. 22, должно попасть не в

10-ю ячеЙку, которая уже занята, а в следующую.
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После выполнения 1-ro и 2-ro приказов у нас будет
следующие числа:

8) 2

9) 1
1 О) 12
11) 22

После Вblполнения 3-ro приказа 2 яячейка примет

вид

2) умножение 8 8 12,
т. е. машина «подrотовилась» I{ тому, чтобы записать

новый результат в следующую, 12 юячейку. Так как

в 8 йячейке все еще стоит меньшее число, чем в 9 Й

ячейке, то 4 йприказ означает снова передачу упра-
вления в l юячейку.

Теперь после выполнения 1  ro11 2 roприказов П04

лучпм:
8) 3

9) 1
1 О) 12

11) 22
12) 32

До каких пор машина будет по этой проrрамме
ВblЧИСЛЯТЬ квадраты? До тех пор, пока в 8 йячейке
не появится число 10000, т. с. пока не будут вычислены
квадраты чисел от I до 10000. После этоrо 4 йприказ
уже не передаст управления в I  юячеЙку (так к3!{ в

8 йячеЙке будет стоять число, не м е н ь ш е е, а ра[!Ное
числу, стоящему в 7 Йячейке), т. е. после 4 roПрИ4

каза машина выполнит 5 йприказ: остановится (вы-
ключится) .

Рассмотрим теперь более сложный пример про-
[раммы: решение систем уравнений. При этом мы

рассмотрим упрощенную Проrрамму. При желанип

читатель сам подумает о том, как должна ВЫrJJЯдеть

такая проrрамма в ПОJJНОМ виде.

Пусть задана система уравнений

{
ах + Ьу:==с,

dx+ey:==f.

Эту систему НЕ:ТРУДНО решить:
се Ь' <1/ cd

.x 
ae Ьd

· y ae Ьd
.
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Для решения такоЙ системы (с заданными ЧIIСЛОВЫ1\Ш

значениями коэффициентов а, Ь, с, d, е, f) вам потре-

буется, вероятно, несколько десяткоп ceKYH;J.. МаШlIна

же может реШIIТЬ в секунду Т ы с я Ч!l таЮIХ систем.

Рассмотрим соответствующую проrрамму. Будем
считать, что даны сразу неско.'1ЬКО систем:

{
ах+ Ьу= с,

d:r:+ey=/,

{
ах + Ьу=с'
dx Н!;&/'

с ЧИСJlOВЫМИ значениями коэффициентов а, Ь, с, d, е.

" а/, Ь/, ...

ВОТ соответствующая проrрамма:

Проrрамма 2

26) а

1) Х 28 30 20 14)+ 3 19 3 27) Ь

2) Х 27 31 21 15)+ 4 19 4 28) с

3) Х 26 30 22 16)+ 5 19 5 29) d

4) Х 27 29 23 17)+ 6 19 6 30) е

5) Х 26 31 24 18) п, у. 1 31) f
6) Х 28 29 25 19) 6 6 О 32) а'

7) 20 21 20 20) О 33) Ь/

8) 22 23 21 21) О 34) с'

9) 24 25 22 22) О 35) d'

10) : 20 21 23) О 36) е/

11) : 22 21 24) О 37) "

12) + 1 19 1 25) О 38) а"

13) + 2 19 2

l йпри к а з: составить произве.'1.ение чисел, стоя-

щих в 28 йи 30 йячейках, и направить результат в

20 юячеЙку. Иначе rоворЯ. в 20-и ячеЙке будет запи-

сано число се.
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Аналоrично выполняются приказы 2-й 6 й.Пос-
ле их выполнения в ячейках 20 й 25 йбудут нахо-

ДИТЬСЯ следующие числа:

20) се

21) bf
22) ае

23) bd

24) af
25) cd

7 йпри к а 3: И3 числа, стоящеrо в 20 йячейке,
вычесть ЧИСJJО, стоящее в 21-Й ячейке, и результат
(Т. е. ce bf)снова записать в 20 юячеЙку.

Аналоrично выполняются приказы 8-й и 9 й.В pe 
зультате в ячейках 20 й,21 й,22-Й окажутся следую-
щие Чllсла:

20) ce bf
21) ае bd

22) af cd

10-Й и ll-Й при к азы: состав.'lЯЮТСЯ частные

ce b! af cd
ае Ьсl

И
ае bd

и выписываются на карточку (т. е. выдаются как ro-

товые результаты). Это и есть значения неизвестных,

ПО.1учаемых из первой системы уравнениЙ.
Итак, первая система решена. Зачем же дальней 

шие приказы? ДальнеЙшая часть проrраммы (ячей 
IШ 12 я 19-я) предназначена для Toro, чтобы заста-

вить машину «подrотовиться» К решению второй
системы уравнениЙ. Посмотрим, как это происходит.

Приказы с 10-ro по 17 йзаключаются в том, что к co 

держимому ячеек 1  й 6 Й прибавляется запись,
IIмеющаяся в 19 ЙячеЙке, а результаты снова остают-
ся в ячеЙках l й 6 й.Таким образом, после ВЫПОk

пения 17 roприказа первые шесть ячеек будут иметь

следующиЙ вид:

1) Х 34 36 20

2) Х 33 37 21

3) Х 32 36 22

4) Х 33 35 23

5) Х 32 37 24

6) Х 34 35 25
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18 Й при к а з: передача управления в первую
ячеi"ку.

Чем же отличаются новые записи в первых шести
ячейках от прежних записей? Тем, что первые два

адреса в этих ячейках имеют номера не от 26 до 3 1,
I\ак прежде, а номера от 32 до 37. Иначе rоворя, Ma 
шина снова будет производить те же действия, но

числа будет брать не из ячеек 26.Й 31 Й,а из ячеек

32-Й 37-й, rде стоят коэффициенты второЙ системы

уравненпЙ. В результате машина решит вторую си 

стему уравнений. После решения второй системы ма-

шина перейдет к третьей и т. д.

Из сказанноrо становится ясным, как важно уметь
составить правильную «проrрамму». Ведь машина
«сама» ничеrо делать не «умеет». Она может ЮIШЬ

ВЫполнять заданную ей проrрамму. Имеются про 

rpaMMbI для вычисления корней, лоrарифмов, синусов,
для решения уравнений высших степеней и т. д. Мы

уже rоворшш выше о том, что существуют проrрам-
мы для иrры в шахматы, для перевода с иностран-
Horo языка, ... Конечно, чем сложнее задание, тем

сложнее соответствующая проrрамма.
Заметим в заключение, что существуют так назы-

ваемые про r р а м м и р у 10 Щ И е про r р а м м ы, т. е.

такие, с помощью которых сама машина может со-

ставить требуемую для решения задачи проrрамму.
Это значительно оБJ1еrчает составление проrраммы,
I\OTopoe часто бывает очень трудоемким,
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в ПОМОЩЬ

АРИФМЕТИКЕ

Арифметпка зачастую не в силах собственными

средствами cTporo доказать правилыlOСТЬ пекоторых
из ее утверждений. Ей ПРИХОДИТСЯ в таких случаях

прибеrать к обобщающим приемам алrебры. К по-

добным арифметическим положениям, обосновывае.
мым алrебрапческп, принадлежат, например, MHOr!l6

праВllла сокращенноrо выполнения деЙствий, любо-
пытные особенности некоторых чисел, ПрllЗlIаЮI деЛII"
мостп 11 Др. Рассмотрению вопросов этоrо рода и ПО.

свящается настоящая rлава.

MrHoBeHHoe умножение

ВЫЧПСЛlIтели виртуозы во МНОПJХ случаях облеr-

чают себе вычислительную работу, ПРllбеrая к

несложным алrебраическпм преобразованиям. На-
пример, вычисление 9882 ВЫПОЛlIнется так:

988.988== (988+ 12) . (988 12)+ 122==

==1000.976+144==976144.

Леrко сообразить, что вычислитель в ЭТОМ случае

пользуется следующпм алrебрапчеСКIIМ преобразова-
Нllем:

a2==a2 b2+b2==(а+Ь) (a b)+Ь
2

.

На практике мы можем с успехом пользоваться

ЭТОЙ формулой для устных выкладок.
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Например:

272 == (27+ 3) (27 3) + 32 === 729,
632 == 66 . 60 + 32:== 3969.

182==20.16+22== 324,
372:== 40 . 34 + 32 == 1369,
482 === 50 . 46 + 22 == 2304,
542.==58.50+42==2916.

Далее, умножение 986.997 выполняется так:

986.997== (986 3).1000+3.14==983042.

На чем основан этот прием? Представим МНОЖII-

тели в виде

(1000 14). (IOOO 3)
и перемножим эти двучлены по правилам алrебры:

1000. 1000 1000.14 IOOO.3+ 14.3.

Делаем преобразования:
l000(1000 14) 1000.3+ 14,3==

== 1000 . 986 1000 . 3 + 14 . 3 ===

== 1000 (986 3) + 14.3.

Последняя строка и изображает прием вычис.'1И.

теля.

Интересен способ перемножения двух трехзначных
чисел, у которых число десятков одинаково, а цифры
единиц составляют в сумме 10. Например, умножение

783.787
выполняется так:

78 . 79 == 6162; 3. 7== 21 ;

результат:
616221.

Обоснование способа ясно из следующих преобра 
З0ваний:

(780+ 3) (780+ 7) :==

== 780 . 780+ 780 . 3+ 780 . 7 + 3 . 7 ==
== 780 . 780 + 780 . 10+3 . 7 ==

==780(780+ 10)+3.7==780.790+21 ==

==616200+21.
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Друrой прием для выполнения подобных умноже-
нии еще проще:

783.787;=0 (785 2)(785+2) ==7852 4==616225 4==
== 616 221.

В этом примере нам ПрИХОДИ,ТlОсь возводить в ква-

драт число 785.

Для быстроrо возведения в квадрат чисе.lJ, OKBH 

ЧlIвающихся на 5, очень удобен следующий способ:

352; 3.4:== 12. Отв. 1225.

652; 6. 7 0== 42. Отв. 4225.

752; 7.8:== 56. Отв. 5625.

Правило состоит в том, что умножают число дe 

сятков на число, на единицу большее, и к пропзведе-
нию приписывают 25.

Прием основан на следующем. Если число десяT 

ков а, то все число можно изобразить так:

1 Оа + 5.

Квадрат этоrо числа как квадрат двучлена равен

100а2+ 100a+25== 100a(a+ 1) +25.

Выражение а(а+ 1) есть произведенпе числа десятков

на ближайшее высшее число. Умножить число на 100

и прибавить 25 все равно, что пр 11 П И С а т ь к чис-

лу 25.
Из Toro же приема вытекает простой способ воз 

1

водить в квадрат числа, СОСТОЯЩ1lе из целоrо и 2""

Например:

(з У == 3,52 == 12,25 === 12 '

(7 У == 56 , (8 У === 72 и т. п.

Цифры 1, 5 и 6

Вероятно, все заметили, что от перемножения ряда
чисел, оканчивающихся единицей или пятеркой, по 

лучается число, оканчивающееся той же цифрой. Ме-
нее известно, что сказанное относится и к числу 6.

Поэтому, между прочим, всякая степень числа,
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оканчивающеrося шестеркой, также оканчивается ше 

стеркой.

Например, 462==2116; 46З == 97 336.

Эту любопытную особенность цифр 1, 5 и 6 можно
обосновать алrебраическим путем. Рассмотрим ее

для 6.

Числа, оканчивающиеся шестеркой. llзображают-
ся так:

10а+6, 10Ь+6 и т. д.,

[де а и Ь целые числа.

Произведение двух таких чисел равно

1 ООаЬ + 60Ь + 60а +36 =-

== 10( 100Ь+6Ь+6а) +30+6=-
>= 10(10аЬ+6Ь+6а+3) +6.

Как видим, произведение составляется из некото,

poro числа десятков и из цифры 6, которая, разу.
меется, должна оказаться на конце.

Тот же прием доказательства можно приложить
К 1 и к 5.

Сказанное дает нам право утверждать, что, напри-

мер,

3862567 оканчивается на 6,
81572З » » 5,
49}173Z » » 1 и т, П.

Числа 25 и 76

Имеются и двузначные числа, обладающие тем же

своЙством, как и числа 1, 5 и 6. Это число 25 и

что, вероятно, для мноrих будет неожиданностью,
число 76. Всякие два числа, оканчивающиеся на 76,
дают в произведении число, оканчивающееся на 76.

Докажем это. Общее выражение для подобных
чисел таково:

100а+76, 100Ь+76 и т. д.

Перемножим два числа 31оrо вида; получим:

1 О ОООаЬ +7600Ь +7600а + 5776 =-

== 1 О ОООаЬ + 7600Ь + 7600а + 5700 + 76 ==

=-100 (l ООаЬ +76Ь +76а+ 57) +76,
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Положение доказано: произведение будет оканчи-

ваться числом 76.

Отсюда следует, что всякая с т е п е н ь числа. окан-

чивающеrося на 76, есть подобное же число:

3762==141376, 5763==191102976 и т. п.

Бесконечные "числа"

Существуют и более длинные rруппы цифр, кото-

рые, находясь на конце чисел, сохраняются и в их

произведении. Число таких rрупп цифр, как мы по-

кажем, бесконечно велико.

Мы знаем двузначные rруппЫ цифр, обладающие
этим свойством: это 25 и 76. Для Toro чтобы наЙти

трехзначные rруппы, нужно при п и с а т ь к числу 25

И,lИ 76 спереди такую цифру, чтобы полученная трех-
значная rруппа цифр тоже обладала требуемым свой-
ством.

Какую же цифру следует приписать к числу 76?
Обозначим ее через k. TorAa искомое трехзначное
qllСЛО изобразится:

100k+ 76.

Общее выражение для чисел, оканчиваЮЩIlХСЯ этой

труппой цифр, таково:

1000a+l00k+76, 1000b+l00k+76 и т. д.

Перемножим два числа этоrо вида; получим:

1 000 ОООаЬ + 100000ak+ 100000bk+ 76000а+
+ 76000Ь+ 10 000k2+ 15200k+5776.

Все слаrаемые, кроме двух последних, имеют на

конце не менее трех нулей. Поэтому произведение
оканчивается на 100k+ 76, eC.1II разность

15200k+5776 (lOOk+76) == 15 100k+5700==
== 15 OOOk + 5000 + 100(k+ 7)

делится на 1000, Это, очевидно, будет TO,,'IbKO при
k==3.

Итак, искомая rруппа цифр имеет вид 376. Поэто 

МУ и всякая степень числа 376 окаичивается на 376.
Например!

3762;=;141376.
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Если мы теперь захотим наЙти четырехзначную
rруппу цифр, обладающую тем же свойством, то

должны будем приписать к 376 еще одну цифру спе-

реди. Если эту цифру обозначим через 1. то придем
к задаче: при каком 1 произведение

(10 ОООа + 10001+ 376) (1 О ОООЬ + 10001+ 376)

оканчивается на 1000I+376? Если в этом произведе 
нии раскрыть скобки и отбросить все слаrаемЫе, ко.

торые оканчиваются на 4 нуля и более, то останутся

члены

7520001+ 141376.

Произведение оканчивается на 10001+376, если раз-

ность 7520001+ 141 376 (10001+ 376) ==

==751 0001+ 141000==
== (7500001+ 140000) + 1000(/+ 1)

делится на 10000. Это, очевидно, будет только при

1==9.
Искомая четырехзначная rруппа цифр 9376,

Подученную четырехзначную rруппу цифр можно

дополнить еще одной IlПфрОЙ, для чеrо нужно рассу-

ждать точно так же, как и выше. Мы получим 09376.

Проделав еще один шаr, наЙдем rруппу цифр 109376,
затем 7109376 и т. д.

Такое приписывание цифр слева можно произво-

дить неоrраНIfченное число раз. В результате мы по.

лучим «число», у KOToporo б е с к о н е ч н о м н о r о

цифр:
.. .7 109376.

Подобные «числа» можно скдадывать и умножать

по обычным правилам: ведь они записываются сп р а-

в а н а л е в о, а сложение и умножение (<<столби-
ком») также производятся справа налево, так что в

с) мме и произведении двух таких чисел можно вы-

ЧIlСЛЯТЬ одну цифру за друrой сколько уrодно цифр.
Интересно, что написанное выше бесконечное

«число» удовлетворяет, как это ни кажется невероят.
ным, уравнению

х
2
==х,
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Б СаМОМ деле, Iшадрат этоrо «числа» (т. е. произве 
деНllе ero на себя) оканчивается на 76, так как Ka 

ждыЙ нз сомножителей имеет на конце 76; по тоЙ же

ПрИЧllllе квадрат написанноrо «числа» оканчи-

вается на 376; оканчивается на 9376 и т. д_

Иначе rоворя, вычисляя одну за друrоЙ цифры
«числа» х2

, [де Х==... 7109376, мы будем получать
те же цифры, которые имеются в числе х, так

что х2 ==х.

Мы рассмотрели rруппы цифр, оканчивающиеся
на 761). Если аналоrичные рассуждения провести для

rрупп цифр, оканчивающихся на 5, то МЫ получим
такие rруппы цифр:

5, 25, 625, 0625, 90625, 890625, 2890625 и т. д.

В результате мы сможем написать еще одно беСI<О 
нечное «число»

. . . 2 890 625,

также удовлетворяющее уравнению х
2
==х. Можно 6ы 

по бы показать, что это бесконечное «число» «равно»

« (52) 2)2)2...
Полученный интересный результат на языке бес-

конечных «чисел» формулируется так: уравнение
х2 ==х имеет (кроме обычных х==о и х== 1) два «беско 

нечных» решения:

Х==. . . 7109376 и Х==. . .2890625,

а друrих решений (в десятичной системе счисления)
не имеет 2).

1) Заметим, что двузначная rруппа цифр 76 может быть най-

дена прн ПОМОЩИ рассуждений, аналоrИЧНblХ приведенным выше:

достаточно решить вопрос о том, какую цифру надо спереди при-
пнсать к цифре 6, чтобы полученная двузначная rруппа цифр
обладала рассматриваемым своЙством. Поэтому «ЧИСIЮ»

...7 109376 можно получить. приписывая спереди одну за дpy 
сой цифры к шестерке.

2) Бесконечные «числа» можно рассматривать не тОЛhКО в де-

сятичной, а и в друrих системах счнсдения. Такие Числа, paCCMa 
трнваемые в системе счисления с основаннем р. называются

р-адическими числами. Кое-что об этих числах можно прочесть
в КlIиrе Е. Б. Дынкина и В. А. Успенскоrо «Математические бе-

седы» ([остехиздат, 1952).
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Доплата

СТАРИННАЯ НАРОДНАЯ ЗАДАЧА

Однажды в старые времена произошел такоЙ слу-
чай. Двое прасолов продали принадлежавший им

rypT волов, получив при этом за каждоrо вола столь.

1<0 рублеЙ, сколько в [урте было волов. На выручен.
ные деньrи купили стадо овец по 10 рублей за ОВЦУ

Jj одною яrненка. При дележе поровну одному доста,
l!ась лишняя овца, друrоЙ же взял яrненка и получил

с компаньона соответствующую доплату. Как велика
была доплата (предполаrается, что доплата ВЫра<
жается целым числом рублеЙ)?
РЕШЕНИЕ

Задача не поддается прямому переводу «на алrе'

браическии язык», для нее нельзя составить уравне-
IIИЯ. Приходится решать ее особым путем, так сказать,

по свободному математическому соображению. Но 11

здесь алrебра оказывает арифметике существенную
помощь.

Стоимость Bcero стада в рублях есть точный ква.

драт, так как стадо приобретено на деньrи от про-

дажи п волов по п рублеЙ за вола. Одному из ком-

паньонов досталась лишняя овца, следовательно, чис-

ло овец нечетное; нечетным, значит, является и число

десятков в числе п2. Какова же цифра единиц?
Можно доказ ть,что если в точном квадрате чис-

ло десятков нечетное, то llифра единиц в нем может

быть только 6.

В самом деле, квадрат всякоrо числа из а десят-
ков и Ь единиц, т. е. (lOa+b)2, равен

100a2 +20ab+b2 == (10а2 +2аЬ) .10+Ь2
.

Десятков в этом числе 10а2 +2аЬ, да еще некото-

рое число десятков, заключающихся в Ь2
. Но 10а2 +2аЬ

делится ца 2 это число четное. Поэтому число де-

сятков, заключающихся в (1 Оа + Ь)2, будет нечетным.
лишь если в числе Ь2 окажется нечетное число десят-
Ков. Вспомним, что такое Ь2

. Это квадрат цифры
единиц, т. е. одно из следующих 10 чисел:

О, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81.
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Среди НIIХ нечетное число Д е с я т к о в имеют

только 16 и 36 оба оканчивающиеся на 6. Значит.
точный квадрат

1 00а2+ 20аЬ + Ь2

может иметь нечетное число десятков только в том

случае, если оканчивается на 6.

Теперь леrко найти ответ на вопрос задачи. .ясно,
что яrненок пошел за 6 рублей. Компаньон, которому
оН достался, получил, следовательно, на 4 рубля
меньше Apyroro. Чтобы уравнять доли, обладатель
яrненка должен дополучить от cBoero компаньона

2 рубля.
Доплата равна 2 рублям.

Делимость на 11

Алrебра весьма облеrчает отыскание признаков.
ПО которым можно заранее, не выполняя делеиия,

установить, делится ли данное число на тот или инои

делитель. Признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 6, 8. 9.
10 общеизвестны. Выведем признак делимости на 11;
он довольно прост И практичен.

Пусть мноrозначное число N IIмеет uифру едlt 

IlИЦ а, цифру десятков Ь, цифру сотен с. цифру ты.

сяч d и т. д., т. е.

Х=а+ 10b + 100с+ 1000d+. ..==

==а+ 10(Ь+ 10с+ 100d+.. .}.

ое мноrоточие означает сумму дальнейших разрядов.
Вычтем из N число 11(Ь + 1Ос + 1 OOd+.. .), кратное
о;щннадцатн. Тоrда полученная разность, равная, как

,1erKO видеть,

a b 10(c+10d+.. .),

бvдет иметь тот же остаток от деления на 11, что н

чilСЛО N. Прибавив к этой разности ЧИс.lО

I1(c+IOd+...), кратное ОДИlIнадuаТII, мы получим
число

a b+c+10(d+.. .),

iакже имеющее тот же остаток от делеllIIЯ t1a 11, что

11 число N. Вычтем из Hero ЧИС.l0 11 (d+.. .), кратное
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одиннадцатн, п т. д. В результате мы получим число

a b+c d+.,.==(а+с+.. .) (b+d+...),

имеющее тот же остаток от деления на 11, что и ис-

ходное число N.

Отсюда вытекает следующий признак делимости

на 11: надо 113 суммы всех цифр, стоящих на нечет-

ных местах, вычесть сумму всех цифр, занимающих

четные места; если в разности получится О либо число

(ПОЛОЖlIтельное или отриuательное), кратное 11, то 11

испытуемое число кратно 11; в противном случае
наше число не делится без остатка на 11.

Испытаем, например, число 87635064:

8+6+5+6==25,
7 +3+0+4== 14,

25 14==11.

Значит, данное число делится на 11.

Существует и друrой признак делимости на 11,
удобный для не очень длинных чисел. ОН состоит в

том, что испытуемое число разбивают справа налево

на [ранн по две цпфры в каждой и складывают эти

rрани. Если полученная сумма делится без остатка на

11, то и испытуемое число кратно 11, в противном
случае нет. Например, пусть требуется испытать

ЧIIСЛО 528. Разбпваем число на rрани (5/28) и скла-

дываем обе rрани:

5+28==33.

Так как 33 делится без остатка на 11, то и число

528 KpaТllo 11:

528 : 11==48.

Докажем этот признаl{ делимости. Разобьем мно-

rозначное число N на rрани. Тоrда мы получим дву-
значные (ИЛII однозначные 1» числа, которые обозна-

чим (справа на.lево) через а, Ь, с 11 т. д., так что
чис.'IО N можно будет записать в виде

N==a+ 100Ь+ 10 ОООс+., .==а+ IОО(Ь+ 100с+.. .).

1) Если число N име.1Q нечеТllое число циФр, то последняя

(самая левая) rраиь будет однозначноii. Кроме Toro, rpaHb вида
03 также следует рассматривать как однозначное чнсло 3.
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Вычтем из N число 99(Ь+ 100с+.. .), кратное один 

надцати. Полученное число

а+ (Ь+ 100с+...) ==а+Ь+ 100(с+...)

будет иметь тот же остаток от делеНIIЯ на 11, что и

ЧJlСЛО N. Из этоrо числа вычтем число 99(с+.. .),
кратное одиннадцати, и т. д. В результате мы найдем,
ЧТО число N имеет тот же остаток от деления на 11,
ЧТО и число

а+Ь+с+.. .

Номер автомаШИНbI

ЗАДАЧА

Проrуливаясь по [ороду, трое CTyдeHTOB MaTeMa 
тиков заметили, что водитель автомашины rрубо на-

рушил правила уличноrо движения. Номер машины

(четырехзначный) ни один из студентов не запомнил,
но, так как они были математпками, каждый из них

приметил некоторую особенность этоrо четырехзнач-
HOro числа. Один из студентов вспомнил, что две пер-
вые uифры числа были одинаковы. Второй ВСПОМНIIЛ,
ЧТО две последние цифры также совпадали между

собой. Наконеи, третий утверждал, что все это четы-

рехзначное число является точным квадратом. Можно
ЛИ ПО этим данным узнать номер машины?

РЕШЕНИЕ

Обозначим первую (и вторую) пифру искомоrо

числа через а, а третью (и четвертую) через Ь.
Тоrда все число будет равно:

1000а+ 100а + 10Ь + Ь == 1100а+ 11 Ь == 11 (100а + Ь).

Число это делится на 11, а потому (будучи точным

квадратом) оно делится и на 112. Иначе rоворЯ, число

lOОа+Ь делится на 11. Применяя любой из двух

вышеприведенных признаков делимости на 11, найдем,
что на 11 делится число а+Ь. Но это значит, что

а+Ь== 11,

так как каждая из цифр а, Ь меньше десяти.
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Последннн Ilифра Ь числа, являющеrося точным

нвадратом, может принимать только следующие зна4

чення:

О, 1, 4, 5, 6, 9.

Поэтому для цифры а, которая равна 11 Ь, находим
такие возможные значения:

11, 10, 7, 6, 5, 2,

Первые два значения непрнrодны, и остаются сле-

дующие возможности:

Ь==4,

Ь==5.

Ь==6.

Ь:== 9,

а == 7;
а==6;
а==5;
а==2.

МЫ ВИДНМ, что номер автомашины нужно IICI{aTb

среди следующих четырех чисел:

7744, 6655, 5566, 2299.

Но последние три из этих чисел не являются точными

квадратами: число 6655 делится на 5, но не делится

на 25; число 5566 делится на 2, ио не делится па 4;
число 2299== 121.19 также не является квадратом.
Остается только одно число 7744 == 882; оно П дает

решение задачи.

Делимость на 19

Обосновать следующий признак делимости на 19.

Число де,тIИТСЯ без остатка на 19 TorAa и только

тоrда, коrда число ero десятков, сложенное с удвоен-
НЫМ числом единиц, кратно 19.

РЕШЕНИЕ

Всякое число N можно представить в виде

лr== 10х+у,

rде х ч и с л о десяТlЮВ (не ц п фра В разряде де-

сятков, а общее число целых десятков во всем числе),
у цифра единиц. Нам нужно показать, что N крат-
но 19 TorAa и только тоrда, коrда

N'==x+2y
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кратно 19. Для этоrо умножим N' на 10 и из этоrо

ПРОllзведения вычтем N; получим:

10N' N==10(x+2y) (10x+y)== 19у.

Отсюда видно, что если N' кратно 19, то II

N==10N' 19y

дедится без остатка на 19; 11 обратно, если N делится
без остатка на 19, то

1 ON' == N+ 19у

кратно 19, а тоrда, очевидно, и N' делится без остат..

ка на 19,

Пусть, например, требуется определить, делится
ли на 19 число 47045881.

Применяем послеДовательно наш признак дели.
I\IОСТИ:

470458811
+2

47045190
+ 18

470613
+6

47112
+4
4715

+10
5тf
+14
 .

Так как 19 делится на 19 без остатка, то кратны 19
11 числа 57, 475, 4712, 47063, 470459, 4704590,
47045881.

Итак, наше число делится на 19.

Теорема Софии Жермен

Вот задача, предложенная известным франuуз"
СКIIМ математиком Софией Жермен:

Доказать, что каждое число вида а4+4 есть со-

ставное (если а пе равно 1).
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РЕШЕНИЕ

Доказательство вытекает из следующих преобра-
зований:

a +4==a +4a2+4 4a2==(a2+2)2 4a2==
"" (a2+2)2 (2a)2==(a2+2 2a)(а2 +2+2а).

Число а
4+4 может быть, как мы убеждаемся,

представлено в виде произведения двух множителей,
не равных ему самому и единице 1), иными словами,

OHO COCTaBHoe.

Составные числа

Число так называемых простых чисел, т. е. пе-

лых чисел, больших единицы, не делящихся без

остатка ни на какие друrие целые числа, кроме еди-

ницы и самих себя, бесконечно велико.

Начинаясь числами 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,

31, ..., ряд их простирается без конца. Вклиниваясь

между числами составными, они разбивают HaTY 

ральный ряд чисел на более или менее длинные уча-
стки составных чисел. Какой длины бывают эти уча 
стки? Следует ли rде нибудь подряд, например.
тысяча составных чисел, не прерываясь ни одним

простым числом?
Можно доказать, хотя это и может показаться

неправдоподобным, что участки составных чисел

между простыми бывают л ю б о й д л и н Ы. Нет rpa-
ницы для длины таких участков: они MorYT состоять

из тысячи, из миллиона, из триллиона и т. д. состав-

ных чисел.

Для удобства будем пользоваться условным сим 

волом п!, которыЙ обозначает произведение всех чи-

сел от 1 до п включительно. Например 5! == 1 . 2 . 3.4 . 5.
Мы сеЙчас докажем, что ряд

[(п+l)!+2), [(п+l)I+3]. [(п+l)!+4],...
до [(п+ 1) I+п+ 1] включительно

состоит из п последовательных составных чисел.

1) Последнее потому, что

аЧ2 2а==(a2 2a+l)+1-= (a I)2+ 1+ 1,

если а + 1.
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Числа эти идут непосредствеюю друr за друrом в

натуральном ряду, так как каждое следующее на

1 больше прел.ыдущеrо. Остается доказать, что все

они составные.

Первое число

(п+l)!+2==1.2.3.4.5.6.7..... (п+1)+2

четное, так как оба ero слаrаемых содержат
множитель 2. А всякое четное число, большее 2, сос-

тавное.

Второе число

(п + 1) ! + 3 == I . 2 . 3 . 4 . 5 .
...

. (п+ 1) + 3

состоит из двух слаrаемых, каждое из которых KpaT 
но 3. Значит, и это число составное.

Третье число

(п + 1) ! + 4 == 1 . 2. 3 . 4 . 5 .
...

. (п + 1) + 4

делится без остатка на 4, так ка\{ состоит из слаrае 

мых, кратных 4.

Подобным же образом устанавливаем, что следую-
щее число

(п+l)!+5

кратно 5 и т. д. Иначе rоворя, каждое число на-

шеrо ряда сол.ержит множитель, отличный от едини-

ЦЫ и ero caMoro; оно является, следовательно, со-

ставным.

Если вы желаете написать, например, пять после-

довательных составных чисел, вам достаточно в при..
веденный выше ряд подставить вместо п число 5. Вы

получите ряд

722, 723, 724, 725, 726.

Но это не единственный ряд из пяти последо-

вательных составных чисе.FJ. Имеются и друrие, на-

пример,

62, 63, 64, 65, 66.

И.111 еще меньшие ЧИС.IJа:

24, 25, 26, 27, 28.
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П;шробуем теперь решить задачу:
Написать Д е с я т ь последовательных составных

чисел.

РЕШЕНИЕ

На основании ранее сказанноrо устанавливаем,
что в качестве первоrо из искомых десяти чисел мо-

жно взять

1 . 2 . 3 . 4 ....
. 10. 11 + 2 == 39 816 802.

Искомой серией чисел, следовательно, может служить
такая:

39816802, 39816803, 39816804 и т. д,

Однако существуют серии из десяти rораздо меньших

последовательных составных чисел. Так, можно ука.

зать на серию даже не из десяти, а из тринадцати
составных последовательных чисел уже во второй
сотне!

114,115,116,117 и т. Д, до 126 включительно.

Число простых чисел

Существование сколь уrодно длинных серий по.

следовательных с о с т а в н ы х чисел спосо.бно воз-

будить сомнение в том, действительно .'IИ ряд про.
с т ы х чисел не имеет конца. Не лишним будет по.

этому привести здесь доказательство бесконечности

ряда простых Чисе.'1.

Доказательство это принадлежит древнеrреческо.
МУ математику Евклиду и входпт В ero знамеНИТЫQ

«НаЧ"ала». Оно относится к разряду доказате.'IbСТВ «от

ПрОТИВноrо». Предположим, что ряд простых чисе.l

конечен, и обозначим последнее простое число в этом

ряду буквой N. Составим произведение

1 .2.3.4.5.6.7..... N == N!

1I прибавим к нему 1, Получим:

NI+I,

Это число, будучи uелым, должно содержать хотя бы

один простой множитель. т. е. ДОJ1ЖНО делиться хотя
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бы на одно простое число. Но все простые числа, по

предположению, не превосходят N, число же N! + 1

не делится без остатка ни на одно из чисел, меньших

или равных N, всякий раз получится остаток 1,.

Итак, нельзя было принять, что ряд простых чисел

конечен: предположеНИ,е это приводит К противоре-
чию. Таким образом, какую бы длинную серию по 

следовательных составных чисел мы ни встретили в

ряду натуральных чисел, мы можем быть убеждены
в том, что за нею найдется еще бесконечное множе..

ство простых чисел.

Наибольшее известное простое число

Одно дело быть уверенным в том, что с у Щ е с T 
В У Ю т I{aK уrодно большие простые числа, а друrое
дело з н а т ь, какие числа являются простыми.
Чем больше натуральное число, тем больше вычисле-
ний надо провести, чтобы узнать, является оно про-
стым или нет. Вот наибольшее ЧllСЛО, о котором В Ha 

стоящее время известно, что оно просто:

22281 1.

Это число имеет около семисот десятичных знаков.

Вычисления, с помощью которых было установлено,
что это число является простым, проводились на со-

временных вычислительных машинах (см. rл. 1, 11).

Ответственный расчет

В вычислительной праКТlше встречаются такие чи-

сто арифметические выкладки, выполнение которых
без помощи облеrчающих методов алrебры чрезвы-
чайно затруднительно. Пусть требуется, например,
найти результат таких действии:

2
1 .

1 + 90000000000

(Вычисление это необходимо для Toro, чтобы

установить, вправе ли техника, имеющая дело со
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скоростями движения тел, малыми по сравнению со

скоростью распространения электромаrнитных ВО,1II,
пользоваться прежним законом сложения скоростей,
не считаясь с теми I1зменениями, I<OTopbIe внесены в

механику теориеЙ относительности. Corласно стapol'
механике тело, участвующее в двух одинаково на-

правленных движениях со скоростями V1 If (12 ЮI,lO-

метров в секунду, имеет скорость (V1 + t'2) километров
в секунду. Новое же учение дает дЛЯ СКОРОСТII Te,'Ia

выражение

[1, + [12
километров в секунду,

1 +
[I.V2

с2

rде с скорость распространения света в пустоте,

равная приблизительно 300000 километров в секунду.
В частности, скорость тела, участвующеrо в двух оди-
наково направленных движениях, каждое со скоро-
стью 1 километр в секунду, по старой мехаНИI<е рав-

но 2 километрам в секунду, а по новой как раз

2

1
1 + 90000000000

километров в секунду.

Насколько же разнятся эти результаты? Уловима
ли разница для тончайших измерительных приборов?
Для ВЫяснения этоrо важноrо вопроса и приходится

выполнить указанное выше вычисление.)
Сделаем это вычисление двояко: сначала обыч-

ным арифмеrическим путем, а затем покажем, как по-

лучить результат приемами алrебры. Достаточно од-

Horo взrляда на прпведенные далее длиннЫе ряды

цифр, чтобы убедиться в неоспоримых преимуществах
алreбраическоrо способа.

Прежде Bcero преобразуем нашу «мноrоэтажную»

дробь:

2 180 000 000 000

1
==

90000000001
.

1 + 90000000000
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Произведем теперь деление числителя На знаменатель:

180 000 000 000 I 90 000 000 001
90000 000 001 1,999999 999 977...
899 999 999 990
810 000 000 009

899999999810
810000000 ОО9

899999998010
810000000 009

899999980010
81О 000 000 009

899999800010
810 000 000 009

899998000 010
810000000009
899980000010
810000000009
899 800 000 010
810000000009

898 000 000 01О
81О 000 000 009
880 000 000 010
810 000 000 009

700000000010
630 000 000 007

70 000 000 003

Вычисление, как видите, утомительное, кропотли-
вое; в нем леrко запутаться и ошибиться. Между тем,
для решения задачи важно в точности знать, на кото-

ром именно месте обрывается ряд девяток и начи-

нается серия друrих цифр.
Сравните теперь, как коротко справляется с тем

же расчетом алrебра. Она пользуется следующим
приближенным равенством: если а весьма малая

дробь, то

1

1 + а
1 а,

rде знак означает «приближенно равно».
Убедиться в справедливости этоrо утверждения

очень просто: сравним делимое 1 с произведением
делителя на частное:

1 == (1 +а) (I a),

7 Я. И. Перельман
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f. е.

I == ' a2.

Так как а весьма малая дробь (например, 0,001),
то а2 еще меньшая дробь (0,00000 1). и ею можно

пренебречь.
Применим сказанное к нашему расчету 1).

2 2
1 1

1 + 90000000000
1 + 9.1010

::::: 2(1 0.111... . 10 1O)== 2 0,0000000000222 ...

== 1,9999999999777 ...

Мы пришли к тому же результату, что и раньше,
но rораздо более коротким путем.

(Читателю, вероятно, интересно знать, каково зна-

чение полученноrо результата в поставленной нами

задаче из области механики. Этот результат показы-

вает, что ввиду малости рассмотренных скоростей по

сравнению со скоростью света уклонение от cTaporo
закона сложения скоростей практически не обшфу-
живается: даже при таких orpoMHbIx скоростях, как

1 км/сек, оно сказывается на одиннадцатой llифре
определяемоrо числа, а в обычной технике оrраничи-
ваются 4 6цифрами. МЫ вправе поэтому утвер-
ждать, что новая, эйнштейнова, механика практически
ничеrо Не меняет в технических расчетах, оТlIO-

сящихся к «медленно» (по сравнению с распростра-
нением света) движущимся телам. Есть, оцнако, одна
область современной жизни, rде этот безоrоворочный
вывод следует принимать с осторожностью. Речь идет

о космонавтике. Ведь уже сеrодня мы достиrлп ско-

ростей порядка 10 км/сек (при движещш спутников

Jl ракет). В этом случае расхождение классической и

эйнштейновой механики скажется уже на деВЯТО 1

знаке. А ведь не за rорами еще большие скорости...)

J) Мы пользуемся далее приближенным равенством

А
1 + а

А (1 а)
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KorAa без алrебры проще

Наряду со случаями, коrда алrебра OI<азывает

арифметике существеIIные услуrп, бывают JI такие,

коrда вмешательство алrебры вносит лишь неllужное
усложнение. Истинное знание математики состоит в

умении так распоряжаться математическими сред..
ствами, чтобы избирать всеrда самый прямой и на..

дежный путь, не считаясь с тем, относится .тпl метод

решения задачи к арифметике, алrебре, rеометрии
!1 Т. п. Полезно будет поэтому рассмотреть случаfl,
коrда привлечение алrебры способно лишь запутать
решающеrо. Поучительным примером может СЛУЖИТI)
следующая задача.

НаЙти наименьшее из всех тех чисел, коroрые при
делении

на 2 дают в остатке 1,
» 3 » » » 2,
» 4 » » » 3,
» 5 » » » 4,
» 6 » » » 5,
» 7 » » » 6,
» 8 » » » 7,
» 9 » » » 8.

РЕШЕНИЕ

Задачу эту предложили мне со словами: «Ка[{ вЫ

решили бы такую задачу? Здесь слишком MHoro урав-
нений; не выпутаться из них».

Ларчик просто открывается; никаких уравнениЙ,
никакой алrебры для решения задачи не требуется
она решается несложным арифметичеСIШМ рассужде-
нием.

Прибавим к искомому числу единицу. Какой оста..
ток даст оно тorда при делении на 2? Остаток 1 + 1 :-02;
друrими словами, число разделится на 2 без OCTaТl<a.

Точно так же разделится оно без остатка и па 3,
на 4, на 5, на 6, на 7, на 8 и на 9. Наименьшее из

таких чисел есть 9.8.7. 5 == 2520, а искомое число

равно 2519. что нетрудно проверить испытаНIIем 
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ДИОФАНТОВЫ
УРАВНЕНИЯ

Покупка свитера

ЗАДАЧА

Вы ДОЛЖНЫ уплатить за купленный в маrазине СВН-

тер 19 руб. У вас ОДНИ лишь трехрублевки, у касснра
только пятнрублевкн. Можете ли ВЫ при наличии та-

ких денеr расплатиться с кассиром и как именно?

Вопрос задачи с!Зодится к то1\1 у, чтобы узнать,
сколько ДО.1ЖНЫ !ЗЫ дать кассиру трехрублевок, что-

бы, ПОЛУЧИВ сдачу пятирублевками, уплатить 19 руб-
леЙ. Неизвестных в задаче два число (х) трехруб-
леВОI{ и ЧJ!СiЮ (у) пятирублевок. Но можно составить

только одно уравнение:

3x 5y==19.

Хотя одно уравиение с ДВУМЯ неизвеСrIIЫМИ имеет

бесчис,Т]еШlOе множество решений, но отшодь еще не

очевидно, что среди них найдется хоть одно с целыми

положнте,1ЫIЫI\Ш х и у (ВСПОI\lНИМ, что ЭТО числа

J\редитных бнлетов). Вот почему алrебра разработа,Т]а
lI'етод решения подобных «неопреде.1енных» ypaBHe 
IШЙ. ЗаС,IJуrа впедения IIХ в алrебру принадлежит пер 
[ЮМУ европейскому представителю этой науки, знаl\lе 

НИТО 1Уl\Iатематику древности Диофанту, отчеr'о таlше

уравнения часто называют «диофантовыМlР>.
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РЕШЕНИЕ

На приведенном примере покажем, как следует ре-
шать подобные уравнения.

Надо найти значения х и у в уравнении

3x 5y==19,

зная при этом, что х и у числа Ц е л ы е и п о л о"

жительные.

Уединим то неизвестное, коэффициент KOToporo
меньше, Т. е. член 3х; получим:

3х== 19+5у,

откуда
19+5у

6+ +
1+2y

x 
3 У 3

'

Так как х, 6 и у числаueJlbJe, то равенство может

быть верно лишь при условии, что 14;2У есть также

целое число. Обозначим ero буквоЙ t. Тоrда

x==6+y+l,
rде

t
1 + 2у

3
'

и, значит,

3/== 1 +2у, 2y==31 1.

Из последнеrо уравнения определяем у:

3t 1 t l

y== ==t+ .
t 1

Так как у и ' числа целые. то и должно быть

некоторым целым числом 1). Следовательно,

y==t+/1 ,

I1ричем
t 1

11== '
откуда

2tl==/ 1 и 1==2/1+ 1.
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Значение /==2/1 + 1 подставляем в предыдущие равен-
ства:

y==t+fl == (2/1 + 1) +/1==3/1+ 1,
x==6+y+I==6+ (3/1 + 1) + (2/1 + 1) ==8+5/1'

Итаl{, для х и у мы наШJIИ выражения 1)
х == 8 + 5tl'

у== 1 +3l1 .

Числа х и у, мы знаем, не толы<о uелые, НО I1

r;ОЛОЖlIте.1ьные, т. е. большие чем О. Следовательно,

8+5/1> О,

1+3tl >0.

ИЗ ЭТИХ неравеllСТВ находим:

3/1 > 1

8
и tl> 5'

1
и t1 > '3.

5t 1 > 8

Этим веЮ1чина 1] оrраничнвается; она БОJlьше чем

(и, значит, подавно больше чем  ). Но так

как ( 1 ЧИСЛО uелое, то заКJlючаем, что для Hero воз-

можны JIIIШЬ СJlедующие значения:

f1==0, 1,2,3,4,...

Соответствующие значения для х п у таковы:

х == 8 + 5/1 0== 8,

у == 1 + 3t1
== 1,

13. 18, 23, "',

4, 7, 10, ...

Теперь мы установили, как может быть произве.
дена УПJlата:

1) CTporo rоворя, мы доказали только то, что всякое цело-

численное решение уравнения 3х 5у== 19 имеет вид х 8+бt,.
y 1 +3/" rде t, некоторое целое число. Обратное (Т. е. то, что

при л ю б о м целом /1 мы получаем некоторое целочисленное ре-
шение AaHHoro иам уравнения) доказано не было. Однако в этом

леrко убедиться. проводя рассуждения в обратном порядке fЩИ

подставив найденные значеliИя х и у в пеРВОl1ачальное уравнение,

102



вы либо платите 8 трехрублеВОI<, получая одну
пятирублевку сдачи:

8. 3 5==19,

Шlбо платите 13 трехрублевок, получая сдачи
4 пятируБJlевки:

13. 3 4.5== 19

11 Т. д.

Теоретически задача имеет бесчисленный ряд ре..

шеннй, практически же ЧИСJIO решений оrраничено,
так как ни у покупаТeJlЯ, ни у кассира нет бесчислен-
Horo множества кредитных билетов. EC.IJlI, например,
у каждоrо Bcero по 10 билетов, то расплата может

быть произведена TOJlbKO одним способом: ВЫдачей
8 трехруБJlевок и ПОJlучением 5 рублей сдачи. Как
ВJlДИМ, неопределенные уравнения практически MorYT
давать ВПОJше определенные пары решений.

Возвращаясь к нашей задаче, предлаrаем чита-

телю в качестве упражнения самостоятельно решить
ее вариант, а именно рассмотреть случай, коrда у по..

купатеJIЯ TOJlbKO пятируБJlеВЮi, а у кассира ТОJIЫЮ

трехруБJlевки. В результате получится такой ряд ре-
шениЙ:

х==5,8, 11, ._.,

у==2, 7, 12, ...

Действительно,
5.5 2.3==19,
8.5 7.3== 19,
11.5 12.3==19,

МЫ моrли бы ПОJIУЧИТЬ эти результаты также и нз

rOTOBoro уже решения основноЙ задачи, ВОСПОJIЬЗО,
вавшись простым aJlrебраическим приемом. Так как

Д а в а т ь пятирублевки и п о л у ч а т ь трехруб.1Jевки
все равно, что «п О Л У Ч а т ь отриuательные пятируб 
левки» и' «д а в а т ь отриuатеJlьные трехрублевки», то

новый вариант задачи решается тем же уравнением.
Iюторое мы состаВlIJ1И для основноЙ задачи:

зх 5у== 19,
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но при условии, что х и y числа отр и Ц а тел ь-

н ы е. Поэтому из равенств

х==8+Бt " у== 1 +3/1

МЫ, зная, что Х<О И у<О, выводим:

8+5t1<O, 1 +3/1<0

и, следовательно,
8

' I < 5'

Принимая t1 == 2, 3, 4и т. д., получаем из пре-

дыдущих формул следующие значения для х и у:

t, == 2, 3, 4,

x== 2, 7, 12,

y== 5, 8, 11.

Первая пара решений, x== 2,y== 5,означает,
что покупатель «платит минус 2 трехрублевки» и «По-

лучает минус 5 пятирублевок», т. е. в переводе на

обычныЙ ЯЗЫК платит 5 пятирублевок и получает
сдачи 2 трехрублевки. Подобным же образом истол-

ковываем и прочие решения.

Ревизия маrазина

ЗАДАЧА

При ревизии ToproBbIX КНИf маfазина одна из за-

писеЙ оказалась залитой чернилами и имела такоЙ

ВИД:

 . )' 
jJD:  

по 19/" 36;<;,.-ч 
. ,

,ик.

Невозможно было разобрать число проданных
метров, но было несомненно, что число это не дроб-
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ное; в вырученной сумме можно было разтlчиrь толь-

ко последние три цифры, да установить еще, что

перед ними были три какие тодруrие цифры.
Может ли ревизионная комиссия по этим следам

установить запись?

РЕШЕНИЕ

Обозначим число метров через х. Вырученная сум-
ма выразится в копейках через

4936х.

Число, выражаемое тремя зашпыми цифрами в

записи денежной суммы, обозначим через у. Это, оче-

видно, число тысяч j\Опеек, а вся сумма в копеЙках

изобразится так:

1 ОООу + 728.

Имеем уравнение

4936х == 1 ОООу+ 728,

!lЛИ, после сокращения На 8,

617x 125y==91.

в этом уравнении х и у числа uелые и притом
у не больше 999, так как более чем из трех цифр оно

состоять не может. Решаем уравнение, как раньше
было указано;

125у :== 617х 91.
34 8x 2(17 4x)

y==5x 1+ 125 ==5x 1+ 125 5x 1+2t.

617 8
(Здесь мы приняли 125

== 5
125 ' так как нам вы-

rодно иметь возможно меньшие остатки. Дробь

(17  4x)
125

есть uелое число, а так как 2 не делится на 125, то

17 4х

125
должно быть uелым числом, которое мы и

оБОЭначили через (.)

1'3'5



Далее из уравнения

17 4х
t

125

имеем:

17 4х == 1251,

1  !
x==4 3It+ ==4 31t+11'

[де

1  !

tl== '
и. следовательно,

4f1==I t;
t== 1 4f1;

х== 125f1 27,

y==617t1 1341).

Мы знаем, что

100<:y< 1000.

Следовательно,

100<:617fl 134<1000,

откуда
234

t, >- 617
1134-

и t'<бfr'

Очевидно, для ' 1 существует только ОДНо uелое

значение:

t 1 ==1,

и Torда

х==98, у==483,
т. е. было отпущено 98 метров на сумму 4837 р. 28 к.

Запись восстановлена.

1) Обратите ВНИ1\lаlше на то, что коэффициенты при I1 равны
коэффициентам при х и у в исходном уравнении 617x 125y==91.
причем у о.дноrо из коэффициентов при I1 знак обратный. Это не

случаЙность: можно доказать. что так должно быть всеrда. есш/

КОЭффllциенты nplI х и у взаимно простые.
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Покупка почтовых марок

ЗАДАЧА

Требуется на один рубль купить 40 штvк почтовых

марок копеечных, 4 копеечных и 12-копеечных.
Сколько окажется MapOl{ каждоrо достоинства?

РЕШЕНИЕ

В этом случае у нас имеется Д в а уравнения с

т р е м я неизвестными:

х + 4у+ 12z == 100,

х+ у+ z==40,

rде х число копеечных марок, у 4-копеечных, z

12 копеечных.
Вычитая из перпоrо уравнения второе, получим

одно уравнение с двумя неизвестными:

3у+ llz==60.

Находим у:

z

у:==20 11'з.

Очевидно,

Имеем:

z

3' число uелое. Обозначим ero через t.

y==20 IH,
z==3t.

Подставляем выражения для у и z во второе из

исходных уравнений:

x+20 llt+3t==40;
получаем:

x==20+8t.

Так как х :;;;::'0, у:;;;::' о и z> О, то нетрудно устано-
вить rрашщы для t:

9
О<t<l-п-,

оп<уда заключаем, что ДJlЯ t возможны только два
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целых значения:

/==0 и /== 1.

Соответствующие значения х, у и z таковы:

t== I о I 1

х===/ 20 I 28 Проsерка

у === I 20 I
20 . 1 + 20 . 4 + о . 12 === 100,

9 28.1+ 9.4+3.12===100.

z:==/ о I 3

Итак, покупка марок может быть произведена

TOJIbKO двумя способами (а если потребовать, чтобы

была куплена х о т я б ы о д н а марка каждоrо ДО.
стоинства, то TOJIbKO одним способом).

Следующая задача в том же роде.

Покупка фруктов
ЗАДАЧА

На 5 руб. куплено 100 штук разных фруктов. Цены
на фрукты таковы:

арбуз, штука. .

яблоки, »

сливы, :.

. . 50 коп.
. . 10 »

1 »

Сколы<о фруктов каждоrо рода было куплено?

РI::ШЕНИЕ

Обозначив число арбузов через х, яблок через у
п С.rJIШ через Z, составляем два уравнения:

{
50х+ 10у + lz === 500,

х+ у+ z== 100.

Вычтя нз первоrо уравнения второе, получим одНо

уравненпе с двумя неизвестными:

49х+9у==400.
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Дальнейший ХОД решения таков:

у:== 400 49X 44 5x+4(1;'X) ==44 5x+4t.
l x

'== ,Х:== 1  9t.

У :== 44 5 (1 9t) + 41 :== 39 + 491.

Из неравенств
1 91> О и 39+491> О

устанавливаем, что

1 39

g>-I>- 49

и, следовательно, 1==0. Поэтому
х== 1, у==39.

ПодстаВIIВ эти значения х и у во второе ypaBHe 
ние, получаем: z==60.

Рис. 12.

Итак, куплены были 1 арбуз, 39 яблок и 60 слив.

Друrих l\ОмбинаЦIlЙ быть не может.

Отrадать день рождения

ЗАДАЧА

Уыенье решать неопределеНIIые уравнения Дает

возможность ВЫПОJlIlIIТЬ следующий математический
фокус.

Вы предлаrаете товарищу умножить число даты

ero рождения на 12, а номер месяuа на 31. Он
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сообщает вам сумму обоих произведений, и вы вы-

числяете по ней дату рождения.
Если, например, товарищ ваш родился 9 февра,lIЯ,

'{О 0\\ ВЪ\nОJlШ\ 1: след)ющие выкlадки::

9.12== 108, 2.31 ==62,
108+62== 170.

Это ПОСJlеднее число, 170, он сообщает сам, и БЫ

определяете задуманную дату. Как?

РЕШЕНИЕ

Зад.ача
уравнения

сводится к решению неопределенноrо

12x+31y== 170

в целых и положительных числах, причем число ме-

сяuа х не больше 31, а номер месяца у не больше 12.

170 31y 14 3 +
2+5у 14 3

I

tx 
12 У 12 у. ,

2+5у== 12/,

 2+1 l t
у== 5

==2t 2. ==2t 2/1'

1 t==5tJ, t== 1 5tl,

у==2 (1  5tl) 2t1==2 12tl'
х== 14 3(2 12t1)+ 1 5t1==9+зи}.

Зная, что 31 x>0и 12 y>0,находим rраниuы
ДJJЯ t1 

9 1
 3Т< '} <6.

Следовательно,
t l ==0, х==9, у==2.

Дата рождения 9 e число BToporo месяца, т, е,

9 февраля.
Можно предложить и друrое решение, не ИСПО,7]Ь-

зующее уравнений. Нам сообщено число а== 12х+31у.
Tal{ как 12x+24y делится на 12, то числа 7у и а

имеют одинаковые остатки от деления на 12. Умно-
жив на 7, найдем, что 49у и 7а имеют одинаковые

остаТlШ от деления на 12. Но 49у==48у+у, а 48у де-

,JJИТСЯ на 12. Значит, у и 7а имеют одинаковые остат.
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IШ от деления на 12. Иными словами, если а не де-

ЛИТСЯ на 12, то У равен остатку от деления числа 7а

на 12; если же а делится на 12, то у== 12. Этим число

у (номер месяuа) вполне определяется. Ну, а зная У,

уже ничеrо не стоит узнать х.

Маленький совет: прежде чем узнавать остаток от

деления числа 7а на 12, замените само число а ero

остатком от деления на 12 считать будет проще.
Например, если а == 170, то вы должны произвести в

уме следующие вычисления:

170==12.14+2 (остаток, значит, равен 2);

2.7==14; 14==12.1+2 (значит, у==2);

170 3Iy 170 3I.2 108
х==

12
===

12 12===9 (значит, х==9).

Теперь вы можете сообщить товарищу дату ero ро-
ждения: 9 февраля.
Докажем, что фокус всеrда удается без отказа,

т. е. что уравнение всеrда имеет только одно решение

в целых положительных числах. Обозначим число,

которое сообщил ваш товарищ, через а, так что Ha 

хождение даты ero рождения сводится к решению

уравнения

12x+3Iy==a.

Станем рассуждать «от противноrо». Предполо-
ЖИМ, что это уравнение имеет Д в а различных реше-
ния в uелых положительных числах, а именно реше-
ние Хl, У, и решение Х2, У2, причем хl и Х2 не пре4

восходят 31, а У1 и У2 не превосходят 12. Мы имеем:

12X1 +31У1 :==а,

12Х2 + 31У2 == а.

Вычитая из первоrо равенства второе, получим:

12(Xl X2)+31 (Yl Y2)==0.

Из этоrо равенства вытекает, что число 12(Xl X2)де4

лится на 31. Так как хl и Х2 положительные числа,

не превосходящие 31, то их разность Xl X2по вели-

чине меньше чем 31. Поэтому число 12(Xl X2)может
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делиться на 31 только в том случие, коrда хl ==Х2, Т. е.

коrда первое решение совпадает со вторым. Таким

образом, предположение о существовании двух р а з 

Jl и '1 Н Ы Х решений приводит к противоречию.

Продажа кур

СТАРИННАЯ ЗАДАЧА

Три сестры пришли на PbIHOI{ с курами. Одна при-
несла для продажи 10 кур, друrая 16, третья 26. До
полудня они продали часть своих кур по одной итой
же цене. После полудня, опасаясь, что не все куры
будут ПРОДаНЫ, они понизилИ цену и распродал!!
оставшихся кур снова по одинаковой цене. Домой все

трое вернулись с одинаковой выручкой: каждая сестра
получила от продажи 35 рублей.

По какой цене продавали они кур до и после по-

лудня?

РЕШЕНИЕ

Обозначим число I{YP, проданных каждоЙ сестрой
до полудня, через х, у, Z. ВО вторую половину дня они

продали 10 х, 16 у, 26 z I{Yp. Цену до полудня
обозначим через т, после П0ЛУДНЯ через п. Для
ясности сопоставим эти обозначения:

Число проданиых кур I иена

ДО ПОЛУДНЯ . Х у Z т

ПОCJIе ПОЛУДНЯ 10 x 16 y 26 z п

Первая сестра выручила:

тx+п(IO x); следовательно, тx+п(10 x)==35;

вторая:

тy+п(16 y); следовательно, тy+n(16 y)==35;

третья:

тz+п(26 z}; следовательно, тz+n(26 z)==35.
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Преобразуем эти три уравнения:

!
(т п)x+10п:==:35,

(т п)у + 16п :==35,

(m n)z+26п ==35.

Вычтя из TpeTbero уравнения первое, затем второе,
получим последовательно:

{
(т п) (z  x)+16п == о,

(m n)(z у)+ 10п ==0.
или

{
(т п)(x z)== 16п,

(т п) (у z) == 10п.

Делим первое из этих уравнений на второе:
x z 8 x z Y Z

Y Z==5'
или   .

Так как Х, у, z числа uелые, то и разности X Z,
y z тоже uелые числа. Поэтому ДJIЯ существова 
ния равенства

X Z Y z

 ---Б---

необходимо, чтобы x zделилось на 8, а y zна 5.

Следовательно,
X Z Y z

 :==t  .
откуда

x==z+8f,

y==z+5t.
Заметим, что число t не только uелое, но и ПО 

ложителыюе, так как x>z (в противном случае пер-
вая сестра не моrла бы выручить столько же, сколь-

ко третья).
Так как Х< 10, то

z+8t< 10.

При uелых и положительных z и t последнее перавен-
СТВО удовлетворяется только в одном случае: Kor,Ja
z== 1 и t== 1. Подставив эти значения в уравнения

x===z+8t и y==z+5t,
находим: х==9, у==6.
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Теперь, обращаясь к уравнениям

тx+п(10 x)==35,
ту+п(16  y)==35,

тz+п(2б z)==35

и подставив в них найденные значения х, у, z, узнаем

цены, по каким продавались куры:
3 1

т == 34' руб., п === 1'4 руб.

Итак, куры продавались до полудня по 3 руб.
75 коп., после полудня по 1 руб. 25 коп,

Два числа и четыре действия

ЗАДАЧА

Предыдущую задачу, которая привела к трем
уравнениям с пятью неизвестными, мы решили не по

общему образцу, а по свободному математическому
соображению. Точно так же будем решать п следую-

щие задачи, приводящие к неопределенным уравне-
ниям второй степени.

Вот первая из них.

Над двумя uелыми положительными числами БЫЛIl

выполнены следующие четыре действия:

1) их сложили;

2) вычли из большеrо меньшее;

3) перемножили;
4) разделили большее на меньшее.

Полученные результаты сложили составилось

243. Найти эти числа.

РЕШЕН И Е

Если большее число х, меньшее у, то

(x+y)+(x y)+xy+: ===243.

Если это уравнение умножить на у, затем раскрыть
скобки и привести подобные Ч.'Iены, то получим:

х(2у+у2+ 1) =:243у.
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Но 2у+у2+ l:=: (y+l)2. Поэтому

243у
х==

(у+ 1)2
.

Чтобы х было uелым числом, знаменатель (у+ 1)2
должен быть одним из делителей числа 243 (потому
что у не может иметь общие множите,'1И с у + 1) . Зная,
что 243==35, заключаем, что 243 делится только на

следующие числа, являющиеся точными квадратами:
1, 32, 92. Итак, (у+ 1)2 должно быть равно 1, 32 или

92, откуда (вспоминая, что у должно быть п о л о ж и-

тел ь н ы м) находим, что у равно 8 или 2.
Тоrда х равно

243 . 8 243 . 2

81
иди
 .

Итак, искомые числа: 24 и 8 или 54 и 2.

Какой прямоуrольник?

ЗАПАЧА

Стороны прямоуrольника выражаются uелыми
числами. Какой длины должны они быть, чтобы пери-
метр прямоуrольника численно равнялся ero пло-

щади?

РЕШЕНИЕ

Обозначив стороны прямоуrольника через х и у,
составляем уравнение

2х+2у==ху.
откуда

2уX== 
2

.

y 

Так как х и у должны быть положительными, то по..

ложительным должно быть и число y 2,т. е. у
должно быть больше 2.

Заметим теперь, что

х ==....J:JL... == 2 (у 2) + 4
:== 2 + .

y 2 y 2 y 2

Так как х должно быть целым числом, то выра..
4

жение у=2 должно быть целым числом. Но при
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у>2 это ВОЗМОЖНО Ш1ШЬ, если у равно 3, 4 или 6.

Соответствующие значения х будут 6, 4, 3.
Итак, искомая фиrура есть либо прямоуrольник

со сторонами 3 и 6, либо квадрат со Сl0рОНОЙ 4,

Два двузначных числа

ЗАДАЧА

Числа 46 и 96 обладают любопытной особенно-

стью: их пропзведенпе не меняет своей величины, если

lIереставить их цифры.
ДеЙСТl3итепьно,

46.96==4416==64.69.

Требуется установить, существуют ли еще друrие

пары двузначных Чllсел с тем же свойством. Как

раЗЫСI\ать пх все?

РЕШЕНИЕ

Обозначив uифры искомых чисел через х и у, z и t,
состаВ.lJяем уравнение

(10х+у) (lOz+t) == (10у+х) (lOt+z).

Рзскрыв скобки, получаем после упрошений:

xz==yt,

[де х, у, z, t uелые числа, меньшие 10. Для разыска-
ния решений составляем из 9 цифр все пары с рав-
ными произведепиями:

1.4==2.2
1.6==2.3
1.8==2.4
1.9:==3.3
2.6==3.4

2,8==4.4
2.9==3.6
3.8:::::4.6
4.9==6.6

Всех равенств 9. Из каждоrо можно составить

одну или две искомые rруппы чисел, Например, 113

равенства 1.4 == 2.2 составляем одно решение:

12.42==21.24.

Из равенства 1.6 == 2.3 находим два решения:

12.63==21.36, 13.62==31.26.
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Таким образом разыскиваем следующие 14 ре-
шении:

12.42 == 21 .24
12.63==21 .36
12.84===21.48

13 . 62 === 31 . 26

13,93==31.39
14 . 82 :== 41 . 28
23 . 64 == 32 . 46

23 . 96 == 32 . 69

24.63==42.36
24.84:==42.48
26 . 93 == 62 . 39
34.86==43,68
36.84==63.48
46 . 96 == 64 . 69

Пифаrоровы числа

Удобный И очень точный способ, употребдяемый
 еМ.1емерамидля проведения на местности перпеНДII-

кулярных линий, состоит В следующем. Пусть через
точку А требуется к прямоЙ MN провести перпенди 
I\У.1ЯР (рис. 13). ОТl<ладывают от А по направлению

АА1 три раза какое нибудьрас-
стояние а. Затем завязывают на

N 8 а а а Д N

шнуре три узла, расстояния меж-

ду которыми равны 4а и 5а. При-
ложив краЙние узлы к точкам А

и В, натяrивают шнур за средний
узел. Шнур расположится тре-
уrО.1ЬПИКОI\l, в котором уrол А

прямой.
Этот древний способ, по-види 

мому, применявшийся еще тыся 

челетия назад строителями еrи-

петских пирамид, основан на том,

что каждый треуrольник. стороны KOToporo относят-

ся, кю< 3: 4 : 5, соrласно общеизвестной теореме Пи-

фаrора, прямоуrольный. тю< как

32+42==52.

с

Рис. 13.

Кроме чисел 3, 4, 5, существует, как известно, бес 

численное множество uелых положительных чисел а,

Ь, С, удовлетворяющих соотношенпю

а2 +Ь2
==с2

.

Они называются п и Ф а r о р о в ы м и ч и с .ТJ. а м и. Со..
[.ТJ.aCHo теореме Пифаrора такие ЧIIсла MorYT служить
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Д.1Jинами сторон HeKoToporo прямоуrольноrо треуrоль-

lIика; поэтому а и Ь называют «катетами», а с «rи-

lIотенvзой».

Ясно, что еС,IJИ а, Ь, е есть тройка ппфаrоровых
Чllсел, то ира, рЬ, ре, [де р целочисленный множи-

тель, пифаrоровы числа. Обратно, если пифаrоровы
числа имеют общий множитель, то на этот общий
множитель можно их все сократить, и снова поду-
'lИтся тройка пифаrоровых чисел. Поэтому будем вна-

чале исследовать лишь тройки взаимно простых пи-

{!!aropoBbIX чисел (остальные получаются из них

умножением на uелочисленный множитель р).
Покажем, что в l{аждоЙ из таких троек а, Ь, е один

из «катетов» должен быть четным, а друrой нечетным.

Станем рассуждать «от ПрОТИВНоrо». Если оба «ка.

тета» а и Ь четны, то четным будет число а2 +Ь2
,
а

значит, и «rипотенуза». Это, однако, противоречит
тому, что числа а, Ь, с не имеют общих множитедеЙ,
так как три четных числа имеют общий множитель 2.

Таким образом, хоть один из «катетов» а, Ь нечетен.

Остается еще одна возможность: оба «катета» не-

четные, а «rипотенуза» четная. Нетрудно доказать,
что этоrо не может быть. В самом деле: если «катеты»

имеют вид

2х+l и 2у+l,

то сумма их квадратов равна

4х2+4х+ 1 +4у2+4у+ 1 ==4(х
2+х+у2+у) +2,

т. е. представляет собой число, которое при делеНИII
на 4 дает в остатке 2. Между тем квадрат всякоrо

четноrо числа должен делиться на 4 без остатка.

Значит, сумма квадратов двух нечетных чисел не мо-

жет быть квадратом четноrо числа; иначе rоворя,

наши три числа не пифаrоровы.
Итак, из «катетов» а, Ь один четный, а друrой не.

четный. Поэтому число а2 +Ь2
нечетно, а значит, не-

четна и «rипотенуза» С.

Предположим, для определенности, что нечетным

является «катет» а, а четным Ь. Из равенства

а2
+ Ь2 ==с2
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 Ылеrко подучаем:

a2==c2 b2==(с+Ь) (c b).

Множители с+Ь и c b,стоящие в правой часТII, вза-

имно просты. Действительно, если бы эти чпсда имели

общий простой множитель, отличный от единпцы, то

на этот множитель делились бы н сумма

(с+Ь) + (c b)==2с,

11 разность

(c+b) (c b)==2Ь,

11 произведение

(с+Ь) (c b)==а
2

,

т. е. числа 2с, 2Ь и а имели бы общий множите,ТIЬ. Так

как а нечетно, то этот множитель ОТ,ll1чен от двоЙки.
11 потому этот же общий множитель имеют числа а,

Ь, с, чеrо, однако, не может быть. По.'Iученное про-

тиворечие показывает, что числа с+Ь и c bвзаимно

просты.
Но если произведение взаимно простых чисел есть

точный квадрат, то каждое из них является квалра"

том, т. е.

{
с+Ь==т2,
c Ь === п2

.

Решив эту систему, найдем:

т
2 +п2 т2 п2

c==  .Ь== 2 '

а2 == (с+Ь) (c b)==т2
п
2
, а==тп.

Итак, рассматриваемые пифаrоровы ЧИС,IJа имеют вид.

т2 n2 т2 +n2

а == тп, Ь ===

2
' с ==

2
.

[де т и п некоторые взаимно простые нечетные

Чllсла. Читатель леrко может убедиться и в обратном:
пр" любых нечетнЫХ т и п написанные формулы
дают три пифаrоровых числа а, Ь, с.
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Вот неСКОJ1ЫЮ троек пифаrоровых чисел, подучае.
мых прп раз.'I!!ЧНЫХ т и п:

при т-== 3, п==l 32+ 42== 52

при т:с= 5, п == 1 52+ ]22 == 132

Р 7 1 72 +242",..,., 252П И т== . п==

при т == 9, п == 1 92+402== 412
при т== 11. п == 1 1 Р+602 == 6Р

пр!! т==13. п===l 132+842===852

при т:== 5. п===3 152+ 82== 172

при т== 7, п==3 2Р+202==292

при т:== 11. п -== 3 332+ 562 == 652

при т==: 13, п==3 392+802:==892

при т == 7, п == 5 352+ 122 == 372

при m с:== 9, п == 5 452 + 282 == 532

при m == 11, п === 5 552 +482 == 732

при m == 13, п == 5 652+ 722 == 972

при m== 9, п==7 632+162==652

при т:==11, п==7 772+362:::::;852

(Все остальные тройки пифаrоровых чисел или

имеют общие множители, или содержат числа. боль-
шие ста.)

Пифаrоровы числа обладают вообще рядом любо-
ПЫТНbIХ особенностей, которые мы перечисляем далее

без доказательств:

1) Один из «катетов» должен быть кратным т рем.
2) Один из «катетов» должен быть кратным Ч е-

1 ы рем.
3) Одно из пифаrоровых чисел должно быть

кратно п я т и.

Читатель может удостовериться в наЛИЧИlf этих

свойств, просматривая приведенные выше примеры
rрупп пифаrоровых чисел.

Неопределенное уравнение третьей степени

Сумма кубов трех uелых чисел может быть кубом
четвертоrо ЧИС.IJа. Например, 33+43+53==63.

Это означает, между прочим, что куб, ребро кото,

poro равно 6 с.м, равновелик сумме трех кубов, ребра
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которых равны 3 см, 4 см и 5 см (рис. 14). соотно-

шение, по преданию, весьма занимавшее П,lатона.
Попытаемся найти друrие соотношения TaKoro же

рода, т. е. поставим перед собой такую задачу: наЙти

решения уравнения x3+y3+z3==u3
. Удобнее, однако,

0+Пj+(}j==[]j
Рис. 14.

обозначить неизвестное u через  t.Тоrда уравнение
будет иметь более простой вид

х3 +у3+ z3 + [3 == О.

Рассмотрим прием, позволяющий наЙТII бесчнслен-
ное множество решений этоrо уравнения в ue.IJbIx (по-
. Q)J\lIТельных и отриuате.'IЬНЫХ) ЧИС.'Iах. Пусть а, Ь,
с, d и а,  ,V. б две четверки чисел, удовлетворяю-
ЩИХ уравнению. Прибавим к числам первоЙ четверки
числа второЙ четверки, умноженные на некоторое
ЧIlСЛО k,. и постараемся подобрать ЧИС,'IО k так, чтобы

полученные числа

a+ka, b+k(3, c+kV, d+k6

'f31(же удовлетворяли нашему ураВНеНIIЮ. Иначе [о-

норя, подберем k таким образом, чтобы бы.'IО выпол-

нено равенство

(a+ka)3+ (b+k(3)3+ (c+kv)3+ (d+k<'\)3==O.
Раскрыв скоБIШ и вспоминая, что четверки а, Ь, с, d и

0:, (3, V, <'\ удовлетворяют нашему уравнению, т. е.
имеют место равенства

 + +&+ ==  + +f+ == 
мы получим:

За2kа. + 3ak2
a
2+ 3b2k(3 + 3bk2(32 + 3C2kV + 3ck2V2 +

+3d2M+3dk262 ==0

или

3k[ (а2
а +b2 + c2V +d

2<,\) +k (аа.2 +Ь(32 +CV2 +d{)2) ]==0.
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Произведение может обращаться в нуль только в том

случае, lюrда обращается в нуль хотя бы один из ero
множителеЙ. ПрираВНlIвая каждый из множителей

нулю, мы получаем два значения для k. Первое зна 

чение, k==O, нас не интересует: оно означает, что если

к числам а, Ь, с, d ничеrо не прнбавлять, то получен-
ные числа удовлетворяют нашему уравнению. Поэто-

му мы возьмем .ТJишь второе значение Д.'IЯ k:

а2а + b2 + c2v + d2б
k ===

аа2 + b 2+ с\,2 + do2
.

Итак, зная две четверки чисел, удовлетворяющих
исходному уравнению, можно найпi новую четверку:
для этоrо нужно l( числам первой четвеРЮI прибавить
числа второй четверки, умноженные на k, rде k имеет

написанное выше значение.

Для Toro чтобы применить ЭТQТ прием, надо знать

Д в е четверки Чllсел, удовлетворяющих исходному
уравнению. Одну такую четверку (3, 4, 5, 6)мы уже
знаем. [де взять еще одну четверку? Выход из поло.

жения наЙти очень просто: в качестве второй четверки
можно взять числа r,  r,s,  s,которые, очевидно,
удовлетворяют исходному уравнению, Иначе rоВОрЯ,
положим:

а === 3, Ь === 4,

а==т,  == T,

с :== 5,

,\,==s,

d === 6,
{):== s.

Тоща для k МЫ получим, как леrко видеть, следую-

щее значение:

k  
 7y l157r+II5
7y2 52 7y2 52·

а числа a+ka,
ственно равны

28у2+ 11r5 352
7y2 $2

b+kj3, c+ky, d+kb будут соответ.

21у2 IIr5 452

7у2  52

35у2 + 7У5 + 652
7у2 52

 42y2 7У5  5S2

7r2 S2

COr,IJaCHO сказанному выше эти четыре выражения

удовлетворяют исходному уравнению

х3 +у3+z3+tЗ ;=0.
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Тю{ Kal{ все эти выражеНIIЯ имеют одинаковый зна-

менатель, то ero можно отбросить (т. е. числители

этих дробеЙ ТaI{же удовлетворяют рассматриваемому
уравнению). Итак, написанному уравнению удовле-
'Своряют (при любых r и 5) следующие числа:

х == 28r2 + llr5 352,
У == 21r2 l1r5 452,
Z:== 35r2 + 7r5+652

,

t == 42r2 7r8 552,

в чем, конечно, можно убедиться и непосредственно,
возведя эти выражения в куб и сложив. Придавая r

И s различные uелые значения, мы можем получить
целый ряд uелочисленных решений нашеrо уравнения.
Если при этом получающиеся числа будут иметь об-

щий множитель, то на Hero можно эти числа разде-
юпь. Например, при r== 1, 5== 1 получаем для х, У, z, t

следующие значения: 36, 6, 48, 54, или, после co 

кращения на 6, значения 6, 1, 8, 9.ТаКIIМ образом,

6З+ Р+83 ==9З.

Вот еще ряд равенств Toro же типа (получающих 
ся после сокращения на общиЙ множитель):

при r == 1, 8 == 2 38З + 733 == 173 + 76З
,

при r == 1, 5:== 3 173 + 553 == 243+ 543,
при r == 1, 8 === 5 43 + 1103:== 673+ 10Р,
при r:== 1, 5:== 4 83 + 533 == 293+ 5ОЗ,
при r:== 1, 8 === 1 73+ 143+ 173== 20З

,

при r== 1, 5== 2 23+ 163== 93+ 153,
при r == 2, 5 === 1 29З+ 343 +443== 53З

.

Заметим, что еСJШ в исходноЙ четверке, 3, 4, 5,  6
ИЛИ в одной из вновь полученных четверок поменять
числа местами и ПРlIменить тот же прием, то получим
новую серию решений. Например, взяв четверку 3, 5,
4,  6(Т. е. положив а==3, Ь==5, с==4, d==  6),мы по-

лучим дЛЯ Х, У, z, t значения:

х == 20r2 + 10r8 352,
У== 12r2 10r5 552,
Z:== 16r2 + 8rs+652,
t == 24r2 8r8 482.
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Отсюда при различных r и s получаем ряд новых со-
отношениЙ:

при r === 1,

при r===l,

при r === 1,

при r==l,

при r ==с 2,

при r === 1,
И т. д.

s:==l

s==3

s===5

s===6

s:==1

s== 3

93+ 10З == IЗ+ 123,
233+ 94З == 633 + 843,

53+ 1633+ 1643::=: 2063,

73+ 543+ 573 == 703,
233+ 973 + 863:== 116J

,

33 + 36З + 373 === 463

Таким путем можно получить бесчисленное МНО.

жество решении рассматриваемоrо уравнения.

Сто тысяч за доказательство теоремы

Одна задача из области неопределенных уравне-
ний приобре.'Iа rрОМI\УЮ известность, так как за "ра.
вильное ее решение было завещано целое СОСТОяние:

100000 немеuких марОI\!
Задача состоит в том, чтобы доказать следующее

положение, носящее название теоремы, или «великоrо

предложения» Ферма:
Сумма одинаковых степенеЙ двух uелых чисеJJ не

может быть тоЙ же степенью какоrо-либо TpeTbero ие-

лоrо числа. Исключение составляет лишь вторая сте-

пень, для котороЙ ЭТО возможно.

Иначе rоворя, надо доказать, что уравнение

хn +уn ==Zn

неразрешимо в uелых числах для п>2.
Поясним СI\азанное. МЫ видели, что уравнения

х2 +. у2 == Z2,

х3 + у3 + z3 == ,3

имеют сиолько уrодно uелочисленных решений. Но

попробуйте подыскать три uелых положительных чис 

ла, длн которых было бы выполнено равенство
х3 +уз::zз; ваши ПОИСIШ останутся тщетными.

Тот же неуспех ожидает вас и при подыскании

примеров для четвертой, пятой, шестой и т. д. степе.

НеЙ. Это и утверждает «великое предложение Ферма 
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Что же требуется от СОlIскателеЙ премии? Они

должны доказать это положение для всех тех степе 

ней, для которых оно верно. Де.10 в том, что теорема

Ферма еще не ДOl азана и висит, так СI<ззать, в B03 

духе.

Прошло три столетия с тех пор, как она выска..

зава, но математикам не удалось до сих пор наЙти ее

доказательства.

ВеличаЙшие математики трудились над этой про-
б.lеI\IOЙ, однако в лучшем случае им удавалось дока-
зать теорему ЛIIШЬ дЛЯ Toro или IIHoro отдельноrо пока-

зателя или для rрупп показате.'Iей, необходимо же

наити о б щ е е доказательство для в с я !{ О r о целоrо

по!(азателя.

Замечательно, что неуловимое доказательство Teo 

ремы Ферма, по видимому,однажды уже было найде-

но, но затем вновь утрачено. Автор теоремы, rениа,l]b-

вый математик XVH в. Пьер Фер ма 1), утверждал, что

ее доказательство ему известно. Свое «веЛlшое пред-
ложение» он записал (как и ряд друrих теорем из

теории чисел) в виде заметки на полях сочинения

Диофанта, сопроводив ero такой припиской:
«Я нашел поистине удивительное доказательство

Эl0rо предложения, но здесь мало места, чтобы ero

привести».
Ни в бумаrах великоrо математика, ни в ero пере-

ПИСI<е, ниrде вообще в друrом месте следов этоrо до-

казательства найти не удалось.
Последователям Ферма пришлось идти самостоя-

тельным путем.

Вот результаты этих усилий: Эйлер (1797) доказал

теорему Ферма для третьеЙ и четвертой степеней; для

пятой степени ее до!{азал Лежандр (1823), для седь-

ыои 2) Ламе и Лебеr (1840). В 1849 r. Куммер

1) Ферма (lб03 lбб5) не был профеССИОllалом-математиком.
Юрист по образованию, советник парламента, он занимался ма-

тематическими изыскаНИЯlllИ лишь между делом. Это не Поме-

ша,lO ему сделать ряд чрезвычайно важных открытий, которых
он. впрочем, не публиковал. а по обычаю той эпохи сообщал 8

письмах к своим ученым друзьям: к Паскалю, Декарту, rlOйrен.
СУ. Робервато и др.

2) Для составных показателей (l<роме 4) особоrо доказатель-
ства не требуется: эти случан сводятся к случаям с простыми
показателями,
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доказал теорему для обширной rруппы степенеЙ и,

между прочим, для всех показателей, меньших ста.

Эти последние работы далеко выходят за пределы тоЙ
области математики, какая знакома БЫ,,'Iа Ферма, и

становится заrадочным, как MOr последний разыскать
общее доказательство cBoero «велИкоrо преД,,'Iожения»,
Впрочем, возможно, он ошибался.

Иl:Iтересующнмся историеЙ и современным состоя..

нием задачи Ферма можно рекомендовать брошюру
А. Я, Хинчина «Великая теорема Ферма». Написан..
ная специалистом, брошюра эта предполаrает у чита..
теля лишь элементарные знания из математики.



ШЕСТОЕ

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ

ДЕЙСТВИЕ

 /l \, I
!'L"",<.'

 _"/11 р;\

ff+viii
4 "р
VЗ+VШ

о

rЛАВА v

Шестое действие

Сложение IJ умножение имеют по одному обрат-
ному действию, которые называются ВЫЧlпаIшеl\l 11 де-

лением. Пятое математическое деikтвие возведение
в степень имеет Д в а обратных: разыскание OCIIO-

вания и разыскание показателя. Разыскание ОСНОIЗа-

ния есть ш е с т о е математическое деiiствие IJ наЗbI-

вается извлечением корни. Нахождение показателя

с е Д ь м о е действие называется .1'IОI'арифмнрова-
нием. Причину Toro, что возведенне в степень ныест

два обратных действия, в то времн как сложение и

умножение только по одному, понять нетрудно: оба
слаrаемых (первое 11 второе) равноправны, их можно

поменять местами; то же верно относительно умно-
жения; однако числа, участвующие в возведеНИII в

степень, т. е. основание и показатель степени, нерав-
ноправны между собой; перестаВIIТЬ НХ, вообще ro-

БОрЯ, нельзя (например, 3"4:53). Поэтому раЗЫСI<аIше
каждоrо из чисел, участвующих в сложеНlIII If умно-

жении, ПРОИЗВОДllТся одинаковыми приемамн, а разы-
скание основания степени и показателя степени BЫ 

ПОЛllяется различным образом.
Шестое действие, извлечение корня, обозначается

знаком у. Не все знают, что это видоизменение

латинской буквы " начальной в латинском C,IJOBe,
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означающем «корень». Было время (XVI в.), lюrДВ

ЗНaIЮМ IЮрНЯ СЛУЖIf,'1а не строчная, а ПрОПllсная

буква R, а рядом с неЙ ставнлась первая буква ла-

тинских слов «квадратныЙ» (q) или «кубичеСIШЙ» (с).
чтобы указать, какой именно корень требуется из-

влечь 1). Например, писали

R.q.4352
вместо нынешнеrо обозначения

1/4352,
Еrли прибавить к этому, что в ту эпоху еще не

вошли в общее употреб.'Iение нынешние знаки д.пя

плюса и минуса, а вместо них писали буквы р. и т., "

что наши скобки заменяли знаками '  I,то станет

ясно, какой необычный для cOBpeMeHHoro rлаза вид

должны были иметь тоrда алrебраическне выражения.
Вот пример из книrи старинноrо математика Бом-

белли (1572):

R.c.l R.q, 4352р. 16 Iт.R.c.l R.q. 4352 т. 16  I.
МЫ написали бы то же самое иными знаками:

v" у4352+ 16 v" Y4352 16.

п

Кроме обозначения Vа теперь употребляется ЩIЯ
1

Tor{) же деЙствия еще и друrое, а n
, весьма удобное в

смысле обобщения: оно наfЛЯДНО подчерк:ивает, что

каждый корень есть не что иное, как степень, пока-

затель которой дробное число. Оно предложено
было замечательным fоллаНДСКIIМ математиком

XVI в. Стевином.

Что больwе?

ЗАДАЧА 1

Что больше У5 или 1/2?
Эту и следующие задачи требуется решить, ие

в ы ч и с л я я з н а ч е н и я к о р н е й.

1) В учебнике математики МаrНицкоrо. по которому обуча-
.пись у нас В течеиие всей первой половины XVIII В., вовсе нет

особоro знака для действия ИЗВ,11ечения корня.
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РЕШЕНИЕ

Возвысив оба выражения в 10 юстепень, ПОJIУ 
чаем:

CVs уо == 52 0== 25, (у2)1О == 25 === 32;

так ка\{ 32>25, то

у2> у5.
ЗАДАЧА 2

Что больше: lr4 или У7?
РЕШЕНИЕ

Возвысив оба выражения в 28 юстепень, ПО,IJУ-
чаем:

(
4

)
28

у'4 :== 47:== 214 === 27.27 == 1282,

(
7

)
28

V7 == 74 == 72.72== 492.

Так Kal{ 128>49. то и

У4> У7.
ЗАДАЧА 3

Что БО.1ьше: У7+уl0 или уз+ 1I19?
РЕШЕНИЕ

Возвысив оба выражения в квадрат, получаем:

(у?+ 1110)2== 17 +2У70,

(уз+ У19)2==22+2 У57.

Уменьшим оба выражения на 17; у нас останется

2у70 и 5+2У57.

Возвышаем эти выражения в квадрат. Имеем:

280 и 253+ 20 у57 .

Отняв по 253, сравниваем
27 и 20 У57.
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Так как у57 больше 2, то 201157 > 40; следова-

тельно.

113" + У19> У7 +1110.

Решить ОДНИМ взrлядом

ЗАДАЧА

Взrляните внимательнее на уравнение

хх' == 3

и скажите, чему равен х.

РЕШЕНИЕ

Каждый, хорошо освоившийся С алrебраическими
символами, сообразит, что

'1Sf 
х == у 3.

в самом деле, тоrда

х
3
=== сvrзу == 3,

и следовательно,

хХ' == х3 == 3,

что и требовалось,
Для KDro этр «решенне 9ДНИМ взrлядом» ЯВJlяеТСl1

непосильным, тот может облеrчить себе поиски неиз 

BecTHoro следующиr:l образом.
Пусть

ХЗ==r.у.
Тоrда

х == "Vii,
и уравнение получает вид

cvry)Y == 3,

или, возвоДЯ в куб 

уУ 33

Ясно. что у:;:;:3 и. следовательно,

х == V'u== V'3".
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Алrебраические комедии

ЗАдАЧА 1

Шестое математпческое действие дает возмож 
ность разыrрывать настоящие адrебраические 'KOMe 

ДНИ и фар ына такие СIQжеты, как 2.2==5, 2==3 и т. П.

Юмор подобных математических представленпй кроет.,
СЯ в том, что ошибка дов ольноэлементарная не.,

сколько замаскирована п не сразу бросается в rлаза.

Исподним две пьесы этоrо ко:-.шческоrо репертуара I:IЗ
об.1асти алrебры.

Первая:
2==3.

На сцене сперва появляется неоспоримое pa eH-
СТВО

4 10===9 15.

в следующем «явленш!» К обеим частям paBeH 

СТВ3 прибавляется ПО равной величине 6 t

1 1
4 10+64 :z::9 15+64'

ДальнейшиЙ ход комедии состоит в преобраЗОБЗ 
НIIЯХ:

22 5

(
5'

)
2, 5

(
5

)
2

2 . 2 .

'2 + 2
=::< 3 2 . 3 .

'2+ 2"

(2 )2==(з %У.
Извлека.я из 9беих частей paBeHCT a квадратный

корень, tюлуЧаlOtl
5 5

2 2==3 2'
5

Прибавляя по t к обеим частям, приходят к He 

лепому равенству
2==3.

в чем же кроется ошибка?
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РI::ШЕI-IИЕ

Ошибка проскользнула в следующем заключении:
из Toro, что

(2 Y (3 ;)2,
был сделан вывод, что

5 '5
2  2==3 2'

НО нз Toro, что I<вадраты равны, вовсе не следует, что

равны первые степенн. Ведь ( 5)2==52,но  5не paB 
но 5. Квадраты MorYT быть равны 11 TorAa, коrда

первые степени разнятся
знакаl\lll. В наше;'.! Прll 

мере IIIЫ пыееы 1I:11енно

ТaJ\ОЙ случаЙ:

. 1 1

I
НО '2 не равно :2

.

.1
,t !,I

I
:

I
".

р!I   II J

( tY== (}у,

ЗАДАЧА 2

Друrой а.1rебраllче 
СКIIII фарс (рис. 15)

2.2==5

PIIC. 15. разыrрывается ПО образцу
предыдущеrо 11 ОСНОВаН

на тоы же трюке. На сцене ПОЯВ.'Iяется не внушающее
сомнеНIIЯ равенство

16 36==25 45.

Прибав.1ЯIOТСЯ равные ЧlIсла:

16 36+20 ==25 45+20

и делаются следующие преобрэзоваНIIЯ:
9

(
9

)
2? 9

(
9

)
2

42 2 . 4.
2 + ,2

== 5 2 . 5 .

2 +"2 I

(4 %Y==(5 y.
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Затем с ПОМОЩЬЮ Toro же незаконноrо заКЛlOче 

ния переходят к финалу:
9 9

4 2==5 2'
4==5,

2 . 2 == 5.

Эти комические случаи должны предостеречь Ma 

лоопытноrо математика от неосмотрительных опера 
циЙ с уравнениями, содержащими неизвестное под

знаком корня,



УРАВНЕНИЯ

ВТОРОЙ

СТЕПЕНИ

r л А В А VI

Рукопожатия

ЗАДАЧА

Участники заседания обменялись рукопожатиями,

и КТО-ТО подсчитал, что всех рукопожатий было 66.

Сколько человек явилось на заседание?

РЕШ Е Н 11 Е

Задача решается весьма ПрОСТО алrебраически.
Каждый из х участников пожал x 1 руку. Значит,
всех рукопожатий должно было быть х(x 1); но на...

до принять во внимание, что коrда Иванов пожимает

руку Петрова, то и Петров пожимает руку Иванова;
эти два рукопожатия следует считать за одно. Поэто 

му число пересчитанных рукопожатий вдвое меньше,
нежели x(x I).Имеем уравнение

x(x l)
66

2

ИЮ!, после преобразованиЙ,
x2 x 132==0,

откуда
1:t }/1 +528

х==
2

'

Х1
== 12, Х2 == 11.
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Так как отрицательное решение ( 11человек) в

данном случае лишено реальноrо смысла, мы ero от-

брасываем и сохраняем  толькопервый корень: в за-

седаНIIII участвовало 12 человек.

Пчелиный рой

ЗАДАЧА

В древней Индии распространен был своеобразныЙ
ВИД спорта публичное соревнование в решении [o 

.IJОВОЛОМНЫХ задач. Индусские матеJlIатические руко-

водства имели отчасти целью служить пособием для
подобных состязаний на первенство в умственном
спорте. «По изложенным здесь праВllлам, пишет co 

ставитель одноrо из таЮIХ учебников, мудрый мо"

жет придумать тысячу друrих задач. Как соднце бле-
ском своим затмевает звезды, так и ученый человеI{

затмит славу друrоrо в народных собраниях, предла-
rая и решая алrебраические задачи». В подтШНlIке
это высказано поэтичнее, так как вся книrа наПllсана

стихами. Задачи тоже об.'1екаЛIIСЬ в форму стихотво-

рениЙ. Приведем одну из них в прозаllческоЙ пере-
даче.

Пче.'IЫ в ч11С,1Jе, равном квадратному корню из по 

ловины Bcero их роя, сели на куст жаCi\lIIна, остаВIIВ

8
позади себя

'9 роя. И только одна пче.1ка нз Toro же

роя кружится возле лотоса, привлеченная жужжа 
Нllем подруrп, неосторожно попавшеЙ в западню

сладко пахнущеrо цветка. Скштько Bcero было пчел

в рое?

РЕШЕНИЕ

Если обозначить IIСКОМУЮ численность роя че 

рез х, то уравнение имеет вид

-v + х+ 2===х.

.мы можем придать ему бштее простоЙ ВИД, введя
l!спомоrательное неизвестное

у
=== 1/ .
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Torдa х==2у2, И уравнение получится такое:

у+ 1 2+ 2=== 2у2, или 2y2 9y 18:==O.

Решив ero, получаем два значения для у:

Уl === 6,
3

У2=== 2'

Соответствующие значения для х:

ХI ==72, Х2==4,5.

'Так как число пчел должно быть целое и ПОЛоЖJ{..

тельное, то удовлетворяет задаче только первый ко-

рень: роЙ состоял из 72 пчел. Проверим:

.. / 72 В

V 2+ '9. 72 + 2 ==6+64+2:=:: 72.

Стая обезьян

ЗАДАЧА

Друrую индусскую задачу я имею возможность

привести в стихотворной передаче, так как ее перевел
автор превосходной книжечки «Кто изобрел алrеб.

ру?» В. И, Лебедев:
На две партии разбившись,
3абавлялись обезьяны.
Часть восьмая их в квадрате
В роще весело реЗВlIлась;
Криком радостным двенадцать
Воздух свежий orлашали.
Вместе сколько, ты мне скажешь.
Обезьян там было в роще 

РЕШЕНИЕ

Если общая численность стаи Х, то

( Y+12==X,
откуда

ХI ==48, Х2== 16.

Задача имеет два положительных решения: в стае

моrло бы быть Il.'Ш 48 обезьян, или 16, Оба ответа
ВПО,IJне удовлетворяют задаче,
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Предусмотрительность уравие ий
в рассмотренных сдучаях полученными двумя pe 

шениями уравнений мы распоряжались различно в

зависимости от условия задачи. В первом случае мы

отбросили отриuательный корень как не отвечающий
содержанию задачи, во втором отказались от дроб 
Horo и отриuательноrо корня, в третьей задаче, напро-
ТIlB, воспользовались обоими корнями. Существование
IIтoporo решения является иной раз полной неожи-

данностью не только Д,IJЯ решившеrо задачу, но даже

11 для придумавшеrо ее. Приведем пример, коrда

уравнение о!<азывается словно предусмотрительнее
TOro, кто ero составил.

Мяч брошен вверх со скоростью 25 .м в секунду.
Через сколько секунд он будет на высоте 20 .м над

землей?

РЕШЕНИЕ

Для тел, брошенных вверх при отсутствии сопро 
швления воздуха, механика устанавливает следую-

щее соотношение между высотой подъема тела над

землей (h), начальноЙ скоростью ([1), ускорением тя 

жести (g) и временем (t):
gt2

h==vt 2.

Сопротивлением воздуха мы можем в данном слу 
чае пренебречь, так как при незначительных скоро-
стях оно не СТО.1Ь велико. Ради упрощения расчетов
примем g равным не 9,8 м, а 10 м (ошибка Bcero в

2%). Подставив в приведенную формулу значения h,
v и g, получаем уравнение

20 ') t
lOt2

 b
2'

а после упрощения

'2 5!+ 4:=> О.

Решив уравнение, IJ;\IeeM:

t 1 == 1 и t2 ==4.

.1V1яч будет на высоте 20 м дважды: через секун-

ду и через 4 секунды.
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Это может, пожалуй, показаться невероятным и.
не вдумавшись, мы [отовы второе решение отбросить.
Но так поступить было бы ошибкой! Второе решение
имеет ПО.IJный смысл; мяч должен действительно два-
жды побывать на высоте 20 М: раз при подъеме и

вторично при обратном падении. Леrко рассчитать,
что мяч при начальной скорости 25 .JI! в секунду дол 
жен лететь вверх 2,5 секунды и залететь на высоту
31,25 м. Достиrнув через 1 секунду высоты 20 м, мяч

будет подниматься еще 1,5 сеКуНды, затем столько же

времени опускаться вниз снова до уровня 20.JI! И, спустя
секунду, достиrнет земли.

Задача Эйлера

Стенда,1JЬ в «АвтобиоrрафИII» рассказывает сле 

дующее о rодах cBoero учения:

«Я нашел у Hero (учителя математики) Эйлера и

ero задачу о числе яиц, которые крестьянка несла
на рынок... Это было для меня открытием. Я понял,
что значит пользоваться орудием, называемым алrеб-

рой. Но, черт возьми, никто мне об этом не [ово-

рIШ...».
Вот эта задача из «ВведеНIIЯ в алrебру» Эйлера,

произведшая на ум молодоrо Стендаля столь сильное

впечатление.

Две крестьянки принесли на рынок вместе 100 яиu.
одна больше, нежели друrая; обе выручили одинако-
вые суммы. Первая сказала тоrда второй: «Будь
у меня твои яйца, я выручила бы 15 крейцеров». BTO 

рая ответила: «А будь твои яЙuа у меня, я выручи-

ла бы за них 6 крейцера». Сколько яиu было У

каждой?

РЕШЕНИЕ

Пусть У первой крестьянки х яиu, Тоrда у второй
100 x.Если бы первая имела IOO xяиu, она BЫPy 
чила бы, мы знаем, 15 креЙuеров. Значит, первая
крестьянка продала яЙца по цене

15

lOO x

за штуку.
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Таким же образом наХОДIIМ, что вторая креСТ ЩIl а

продавала яйца по цене

2 20

6з-: х :==

зх

за штуку,

Теперь определяется действительная выручка каж-

дой крестьянки:

первой:
15 15x

х.
100 x lCO x

.

(100 x). == 20(1   x).второй:

Так как ВЫРУЧIШ обеих одинаковы, то

.I5x 20 (l()() x)
100 x

==

Зх

После преобразованиЙ имеем:

х2+ 160x 8000==0,

откуда

x1==40, Х2==  200.

Отриuательный корень в данном случае не имеет

смысла; у задачи только одно решение: первая кре-
стьянка принесла 40 яиц и, значит, вторая 60.

Задача может быть решена еще друrиМ, более

кратким способом. Этот способ rораздо остроумнее,
но зато и отыскать ero значительно труднее.

Предположим, что вторая крестьянка име.IJа в

k раз больше яиu, чем первая. Выручили они одина..

ковые суммы; это значит, что первая крестьянка про.
давала СВои яйuа в k раз дороже, чем вторая. Если
бы перед торrовлей они поменялись яйuами, то пер 
вая крестьянка имела бы в k раз больше яиu. чем

вторая, и продавала бы их в k раз дороже. Это зна"

чит. что она выручила бы в k2 больше денеr. чеlll

вторая. Следовательно, имеем:

" 2 45 9
k ==15: 6з- ==20 =='4;

отсюда

3

k==2'
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Теперь остается 100 ЯIЩ разде.1lПЬ в отношении

3 : 2. Леrко находим, что первая крестьянка имела

40, а вторая 60 яиц,

fромкоrО80рители

ЗАДАЧА

На площади установлено 5 rромкоrоворителей,
разбитых на две rруппы: в ОДI-:ой 2, в друrой 3 аппа 

рата. Расстояние между rруппами 50 м. [де надо

стать, чтобы звуки обеих rрупп ДОНОСШIIIСЬ содина.

ковой силой?

РЕШЕНИЕ

Если расстояние искомой точки от меньшей rРУП
J

пы обозначим через х, то раССТОЯНllе ее от большеЙ

ii

11 :с sO .x

I
I
I

I
I

Рис. 16.

rруппы выразится через 50 x(рис. 16). Зная, что

сила звука ослабевает ПРОПОРЩlOнально квадрату
расстояния, имеем уравнение

2 х2

3
==

(50 x)2
'

которое после упрощения ПРИВОДIIТСЯ к виду

х2 + 200x 5000== О,
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Решив ero, По.'Iучаем два корня:

х, ==22,5,

X2== 222,5.

По.пожитеЛЬНЫII корень прямо отвечает на вопрос
задачи: точка равной С.rIышимости расположена в

22,5 м от rруппы из двух rромкоrоворителей И, сле-

довательно, в 27,5 м от rруппы трех аппаратов.
Но что означает отриuате"lЬНЫЙ корень уравнения?

Имеет ли он смысл?

Безусловно. Знак минус означает, что вторая точ 

ка равноЙ СЛЫШIIМОСТИ лежит в напраВ.1еПНlI, п р о-

т II В О П о л о ж н о м ТОМУ, которое принято бы.'IО за

положительное при составлении уравнения.
Отложив от местонахождения двух аппаратов в

требуемом ЮlllраВ_'Iении 222,5 .М, наЙдем точку, КУ.1.а

звуки обеих rрупп rромкоrоворите.'IеЙ доносятся с O.1l1 

наковой силой. От rруппы из трех аппаратов точка

эта отстоит в 222,5 м+50 м:=о272,5 .М.

Итак, нами разысканы две ТОЧКII равноЙ С,1JЫШII 

мости из тех, что Jlежат на прямоЙ, соединяющеЙ
источники звука. Друrих таких точек на этой ШШIШ

нет, но ОН11 IIмеlOТСЯ вне ее. Можно доказать, что [ео-

метрическое место точек, удовлетворяющих требова-
нию нашеЙ задачи, есть окружность, проведенная

через обе сеЙчас найденные точки, как через кониЬ!

диаметра. Окружность эта оrраНИЧlIвает, как ВИ.1.Нl\I.

довольно обширныЙ участок (заштрихованный на чер-

теже) , внутри KOToporo слышнмость rp} ппы двух

rромкоrоворите,!\еЙ пересиливает СЛЫIlIl1МОСТЬ rруппы

трех аппаратов. а за пределами этоrо Kpyra наБJ1Ю 

дается обратное ЯВ.'Iение.

Аnrебра nYHHoro перепета

Точно таким же способом, каким мы наШ.1И точки

равной слышимости двух систем rромкоrоворите.lей,
можно наЙТII IJ ТОЧКlI paBHoro притяжения КОС!\lllче-

скоЙ ракеты ДВУ,\IЯ небесными те.1амн Зеl\'IДСЙ и

Луной. Разыщем эти точки.

По закону Ньютона. СИJ1а взаимноrо прптяжения

двух тел прюю пропорЦ!юнаJ1ьна ПрОlIзведеПIIЮ

ПРllтяпшаЮЩIIХСЯ масс и обратно пропорциона.1Ыlа
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квадрату расстояния между ними. Если масса Земли М,
а расстояние ракеты от нее х, то сила, с какой Земля

притяrивает каждый rpaMM массы ракеты, выразится

через
1I1k

Х2'

rде k си,'!а взаимноrо притяжения одноrо rpal\lMa
ОДНИМ rpaMMoM на расстоянии в 1 см.

Сила, с какой Луна притяrивает каждыЙ [рамм

ракеты в тоЙ же точке, равна
mk

(1 х)2
,

[де т масса Луны, а 1 ее расстояние от Земли

(ракета преДПО.'Iаrается находящейся между Зеl\lлей

\f Луной, на прямоЙ ЛИНlIИ, соединяющей их центры).
Задача требует, чтобы

Mk mk
7

===

(1  x)2
или

111 х2

m'
===

12 2lx+ х2 .

М
Отношение  ,как известно нз астрономии, ПрП4

т

бдиженно равно 81,5; подстаВIIВ, имеем:

х2

12 21х+ х2
=== 81 ,5,

откуда
80,5x2 163,0 [х+ 81 ,Бl2 == о.

Решив уравнеНllе относнтельно Х, по.'Iучаем:

x1==0,9l, X2==1,12l.

Kal{ и в задаче о rрОl\lкоrОВОрllте,'lЯХ, мы лрихо..
дим к заК.'lючению, что на ,1IIНИИ Земля Луна су"
ществуют две IIскомые точки две точки, rде ракета
ДОJ1жна одинаково притяrиваться обоими свети,нами;
одна на 0,9 расстояння между НИМИ, считая от центра
Земли, друrая на 1,12 Toro же расстояния. Так как

расстоянне l между uентрами Зем,щ и Луны
"",,384000 KJl, то одна из искомых точек отстоит от

центра Зеl\1ЛИ на 346000 I\М, друrая на 430000 КМ,
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НО I\IЫ знаем (см. предыдущую задачу), что тем

же своЙством обладают и псе точки ОКРУЖНОСТИ, про-
ходящеЙ через найденные дпе точки как через концы

диаметра. Если будем пращать эту окружность около

ЛIIНIIII, соединяющей центры Земли 11 Луны, то она

опишет шаропую поперхность, псе точки котороЙ бу-
дут УДОП.1етворять требопаниям задаЧII.

384000нм

"..... ............

"/ера nрuтя ;;-,
/ (,t\J ь "

I .
'Р

\

I '1 \

I ЛУ!1а
\

, J5OOHiitoi
 .

\
\ I
\ I
" /
" ",

.... ,-
.................. ,."""

l'

* Зенля

 ..

'13000 нн

84000I(H 

РИС. 17.

Диаметр этоrо шара, называеi\lоrо с Ф е рой при-
т я ж е н 11 Я (рис. 17) Луны, равен

1,12l 0,9l== О,22! ;::;: 84 000 1\.М.

Распространено ошнбочное мненне, будто бы для

попадания ракетоЙ в Луну достаточно попасть в ее

сферу притяжения. На первый взrляд кажется, что

еСЛII ракета очутится внутри сферы притяжения (об 
л адая не слишком значнтельной скоростью), то она

неизбежно должна будет упасть на поверхность ЛУ-
ны, так !,ак сила лунноrо притяжения в этоЙ области

«превозмоrает» силу притяження ЗеI\lЛИ. Если бы это

было так, то задача полета к Луне сильно облеrчи 

лась бы, так как надо было бы uешlТЬСЯ не в саму

Луну, ПQперечник которой виден на небе под уrлом
1/2°, а в шар диамеТРОI\l 84000 1\;11, уrловой размер ко-

Toporo равняется 120.

Однако нетрудно показать ошибочность подобных

рассуждениЙ.
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Допустим, что запущенная с ЗеМШI ракета, непре 

рывно теряющая свою скорость из-за зе"v!Ноrо притя-

жения, оказалась ВНУТРИ сферы притяжения Луны,
имея нулевую скорость. Упадет ,1111 она теперь на

Луну? Ни в коем случае!
-Во первых,и внутри сферы притяжения Луны про-

ДОЮl{ает действовать земное притяжение. Поэтому в

стороне от линии Земля Луна сила притяжения
Луны не будет просто «превозмоrать» силу притяже-
ШIЯ Земли, а СJ10ЖИТСЯ с ней по праВlI,lУ парал.'Iе.IJО 

rpaMMa сил и даст равнодействующую, направленную
отнюдь не прямо к Луне (только на ЛПНlIИ Земля

Луна эта равнодеЙСТВУЮЩая была бы направлена
прямо к центру Луны).

ВО-ВТОРЫХ (и это самое rлавное), сама Луна не

является неподвижной целью, и еСЛI! мы хотим знать,

как будет двиrаться по отношению к неЙ ракета (не
будет ли она на нее «падать»), то нужно учесть ско-

рость ракеты относительно Луны. А эта скорость
вовсе не равна нулю, так как сама Луна движется BO 

Kpyr Земли со скоростью 1 Klrt/ceK Поэтому скорость
движения ракеты относительно Луны слишком веJlика

Д.'IЯ Toro, чтобы Луна моrла притянуть к себе ракету
ИJIИ хотя бы удержать ее в своей сфере притяжеНIIЯ
13 качестве искусственноrо спутника.

Фактически притяжение Луны начинает оказывать

существенное влияние на движение ракеты еще до
Toro, как ракета приблизится 1{ сфере притяжения
Луны. В небеснои баллистике принято учитывать при-
тяжение Луны с момента, KorAa ракета окажется вну-

три так называемоЙ с Ф еры Д е й с т в и я Л у н ы

радиусом 66000 КМ. При этом уже можно рассматри-
вать движение ракеты относительно Луны, полностью

забывая о земном притяжении, но точно учитывая ту

скорость (относитеJlЬНО Луны), с какой ракета входит
в сферу действия. Естественно поэтому, что ракету
приходится ПОСЫ.'Iать к Луне по такой траектории,
чтобы скорость (относительно Луны) входа в сферу
действия была направлена прямо на Луну. Для этоrо

сфера действия Луны должна набеrать на ракету,

движущуюся еЙ наперерез. Как видим, попадание в

Луну оказывается вовсе не столь простым делом, как

попадание в шар диаметром 84000 KJ1t..
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"Трудная задача"

Картпна Боrданова-Бельскоrо «Трудная задача» из-

вестна l\IНОПIМ, но мало кто из видевших эту картину

Рис. 18.

вникал в содержание тои «трудной задачи», которая
на ней изображена. Состоит она в том, чтобы устным
счетом быстро наiiти результат вычисления:

102 + 112 + 122 + 132 + 142

365

10 51. 11, ПеI'С,1LМЭII 145



Задача в самом деле нелеrкая. С нею, однако, хо-

рошо справ.тIЯЛИСЬ ученики Toro учителя, который с

сохранением портретноrо сходства изобра)Кен на кар-

тине, именно С. А. РаЧИНСJ{оrо, профессора естествен-

ных наук, покинувшеrо университетскую кафедру, что-

бы сделаться рядовым учителем се.'IЬСКОИ ШКО.'IЫ. Та-

лантливый педаrоr культивировал в своей ШКО.1Jе

устный счет, основанный на виртуозном использова-

ния свойств чисел. Числа 10, 11, 12, 13 и 14 обладают
любtтытной особеНllOСТЬЮ: 102+ 1 Р+ 122== 132+ 142,

Так как 100+ 121 + 144==365, то леrко рассчитать
в уме, что воспроизведенное на картине 8ыра)Кение
равно 2.

АJ1rебра дает нам средство поставить вопрос об

этой интересной особенности ряда чисел более ши-

роко: единственный ли это ряд из пяти последова 

тельных чисел, сумма квадратов первых трех ИЗ ко-

торых равна сумме квадратов двух последних?

РЕШЕНИЕ

ОБQзначив первое из искомых чисел через х, имеем

уравнение

х
2
+ (х+ 1)2+ (х+2)2== (х+3)2+ (х+4)2.

Удобнее, однако, обозначить через х не первое,
а в т о р о е из искомых чисел, Тоrда уравнение бу 
дет иметь более простой Вид

(x I)2+x2+(х+ 1 )2== (х+2)2+ (х+3)2.

Раскрыв скобки и сделав упрощения, получаем:

x2 10x 11==0,
откуда

х==5:!:: У25+ 11, Х1 == 11, X2== 1.

Существуют, следовательно, Д в а ряда чисел, об 

ладающих требуемым свойством: ряд Рачинскоrо

10, 11, 12, 13, 14
и ряд

 2, 1,О, 1. 2.
в самом деле,

( 2)2+( 1)2+02==]2+22.
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Какие числа?

ЗАдАЧА

Найти три послещшательных числа, отличающихся

тем свойством, что квадрат среднеrо на 1 больше про 
изведения двух остальных.

РЕШЕНИЕ

Если первое из искомых чисел х. то уравнение
имеет вид

(х+ 1)2=-x(x+2) + 1.

Раскрыв скобки, получаем равенство

х2+2х+ 1 ==х2+2х+ 1,

из KOToporo нельзя определить величину х, Это пока 

зывает, что составленное наМII равенство есть т о ж 

Д е с т в о; оно справедливо при л ю б о м значении

входящей в Hero буквы, а не при н е к о т о р ы х лишь,

как в случае уравнения. Значит, в с я к и е три по 

следовательных числа обладают требуемым свой 
ством. В самом деле, возьмем науrад числа

17, 18, 19.

Мы убеждаемся, что

182 17.19==324 323==1.

Необходимость TaKoro соотношения выступает Ha 

rЛЯДНее, если обозначить через Х в т о р о е число.

TorAa получим равенство

x2 1== (х+ 1) (x 1»)

т. е. очевидное тождество,

10.



r л А В А УН

НАИБОЛЬШИЕ

И НАИМЕНЬШИЕ

ЗНАЧЕНИЯ

.....   

Помещаеl\lые в этой rлаве задачи принадлежат
к весьма интересному роду задач на разыскание наи-
больтеrо ПЮI наименьшеrо значения некоторой веЛI1 

чины. Qf!и 1\I0rYT быть решены различными приемами,
один из которых мы сейчас П0кажем.

РусскиЙ математик П. .п. Чебышев в своеЙ работе
«Черченпе rеоrрафических Kap »писал, что особен-

ную ВЮI\IIOСТЬ IIмеют те методы науки, которые по-

З130JJЯЮТ решать задачу, общую для всеЙ практиче 
екоЙ деяте.'lЬНОСТИ человека: как располаrать сред-
ствами CBOIIMII дЛЯ i{ОСТllжеНIIЯ по ВОЗI\IOЖНОСТlI

большеЙ ВЫrоды.

Два поезда

3 .\ Д А Ч А

Два железнодорожных пути скрещиваются под

ПРЯМЫМ уrЛОl\l. К. месту скрещения одновременно
мчатся по ЭТИМ путям два поезда: один со станции,

находящеi'Iся в 40 к.м ОТ скрещения, друrоЙ со стан-

ЦIШ в 50 к.м от Toro же места скрещения. ПервыЙ де-

дает в минуту 800 ,И, второй 600 лt.

Через СКО,1ЬКО МИНУТ, считая с момента отпраВ.'Iе 

нин, паровозы были в наименьшем взаимном расстоя-
юш? И как l3е,1ИКО ЭТО расстояние?
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РЕШЕНИЕ

Начертим схему движения поездов нашей задачи.

Пусть прямые АВ и CD скрещивающиеся пуТII
(рис. 19). Станция В расположена в 40 к.м от точки

скрещения О, станция D в 50 км от нее. Предполо 
жим, что спустя х минут пар080ЗЫ будут в кратчаЙ 
шем взаимном расстоянии друr от друrа MN:,,,m.

А А

со

N D

Рис. 19. Рис. 20.

Поезд, вышедший из В, успел к этому моменту проЙ-
ти путь ВМ==О,8х, так как за минуту он проходит
800 м==0,8 км. Следовательно, ОМ==40 O,8x.Точно
так же найдем, что ON==50 O,6x.По теореме Пифа-
ropa

MN == m == VOJtf2+0N2 == V(40 O,8x)2+(50 o,6x)2.
Возвысив в квадрат обе части уравнения

т:== Y(40 o,8xY+(50 O,6x)2
и сделав упрощения, получаем:

x2 124х+ 4100 т2== о.

Решив это уравнение ОТНОСJlтельно Х, имеем:,

х==62:!:: Yт2 256,
Так как х число протекших минут не может

быть мнимым, то т2 256 должно быть величиноЙ
ПОJюжительнЬй, или в крайнем случае равняться
нулю. Последнее соответствует н а и м е н ь Ш е м у
возможному значению т, и тоrда

т2 ==256, т. е. I1l== 16.
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Очевидно, что 11l меньше 16 быть не может, иначе

х становится l\Ш и 1\1 ЫМ. А если 11l2 256==0, то х==62.

Итак, паровозы окажутся Bcero блпже друr к дру-

ry через 62 МИН., п взаимное пх удаление тоrда будет
16 KI>I.

Определпм, как ОIIП в этот 1\IOl\IeHT расположены.
Вычисли!\! длину ОМ; она равна

40 62.O,8== 9,6.

Знак МИНУС означает, что паровоз проЙдет за скре-

щение на 9,6 KI>I. Расстояние же ON равно

50 62.0,6== 12,8,

т. е. второй паровоз не дойдет до скрещенпя на

12,8 KAl. Расположенпе паровозов показано на рпс. 20.

Как видим, оно вовсе не то, какое мы представляли

себе до решения задачп. Уравнение оказалось доста-

точно терппмым п, несмотря на неправильную схему,

дало правильное решение. Нетрудно понять, откуда
эта терппмость: она обусловлена алrебраичеСЮll\Ш
правилами знаков.

rде устроить полустанок?
ЗАДАЧА

в стороне от прямолинейноrо участка железнодо-

рожноrо пути, в 20 КI>! от Hero, лежит селение В

(рис. 21). [де надо устроить полустанок С, чтобы

д

 E '   O/

10
,

с

Рпс. 21.

х [)

проезд от А до В по железной дороrе А С и по шоссе

СВ отнимал возможно меньше времени? Скорость
движения по железной Aopore 0,8, а по шоссе 0,2 KII 

лометра в МИНУТУ.
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РЕШЕНИЕ

Обозначим расстояние AD (от А до основания

перпендикуляра BD к AD) через а, CD через х. То-

[да AC==AD CD==a x,а CB==-УСDz+ВD2==
==Ух2+202

. Время, в течение KOToporo поезд прохо.
дит путь АС, равно

АС a x

0,8
==

'"(),8.

Время прохождения пути СВ по шоссе равно

СВ Yx2+202
0,2

==

0,2
.

Общая ПРОДО.'Iжительность переезда из А в В равна

a x Ух2 +202

'"(),8+ 0,2
.

Эта сумма, которую обозначим через т, должна быть

наименьшей.

 'равнение
a x Ух2 +202

08+ 02
==т

, ,

представляем в виде

х Ух2 +202 а

 o:в+ 0,2
==tn

0,8
'

Умножив на 0,8, имеем:

 x+4Уx2+2020==O,8т a.
Обозначив O,8tn aчерез k и освободив уравнение

от радикала, получаем квадратное уравнениt'

15x2 2kx+6400 k2== О,

откуда
k:l: V 16k2 96 000

х :==

15
.

Так как k==0,8tn a,то при наименьшем значении т

достиrает наименьшей величины и k, и обратно 1). Но

1) Следует Iшеть Б виду, что k>O, так как

О,8m == a x+4Ух2 +202
> a x+x==a.
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чтобы х было деЙСТВlIтельным, 16k2 должно быть не

меньше 96000. Значит, наименьшая величина ДЛЯ

16k2
есть 96000. Поэтому tn становится наименьшим,

коrда

16k2 == 96 000,

откуда

k == 116000,

11 следовательно,

k:f:O У6000
Х==

1'5
==

15 5,16.

Полустанок должен быть устроен приБЛИЗlJтеJIЫIO
в 5 КМ 'от ТОЧКИ D, '{ а к о в а б ы н и б ы л а Д л IJ Н а

а ==AD.

Но, разумеется, наше решение имеет смысл только

для случаев, коrда х<а, так как, составляя уравне-
ние, мы считали выражеНIIе a xчислом положи 

те.']ьным.

Если x==a<=:::5,16, то полустанка вообще строить не

надо; придется вести шоссе прямо на станuию. Так

же нужно поступать и в случаях, коrда расстоянне а

I<ороче 5,16 КМ.

На этот раз мы оказываемся предусмотрительнее,
нежетr уравнение. Если бы мы слепо доверились

уравнеНIIЮ, нам пришлось бы в рассматриваемом
случае построить полустанок за станuией, что было
бы явной нелепостью: в этом С.'Iучае х>а и потому

время

a x

0;8'

в течение KOToporo нужно ехать по железной Дороrе,
отриuательно. Случай поучптельный, показывающий,
что при пользовании математическим орудием надо
с должной осмотрите.'lЬНОСТЬЮ относиться к получае 

мым результатам, помня, что они MorYT потерять ре..
альныЙ смысл, если не выполнены предпосылки, из

которых основыва.)1ОСЬ ПРlIменеиие нашеrо MaTeMaTII 

ческоrо орудия.
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Как провести шоссе?

ЗАДАЧА

1,
I а

Рис. 22.

провести шоссе от В к реке, чтобы провоз rрузов из А

в В обходился возможно дешеВJ1е, если провозная
плата С ТОШJO километрапо реке вдвое меньше, чем

по шоссе?

РЕШЕНIIЕ

Обозначим расстояние AD через х и длину DB
шоссе через у: по предположению, дтша АС paB 
на а 11 длина ВС равна d.

Так как провоз по шоссе вдвое дороже, че!ll по

реке, то сумма

х+2у

должна быть соrласно требованию задаЧII наимень-

шая. Обозначим это наименьшее значенпе через т.

Имеем уравнение

х+2у==т.

Но х == a DC,а DC:== 1
!
у2 d2

; наше уравненпе по 

лучает вид

a Vy2 d2+2y==m,
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И.'1И по освобождении от радикала:

3y2 4(т a)y+(т a)2+d2=:0.

Решаем ero:

2
+ У(т  a)2 3d2

у==з(т а) 3
.

Чтобы У было деЙствительным, (т a)2ДОJJЖНО
быть не меньше 3d2

. Наименьшее значение (т a)2
равно 3d2

, и тоща

f1l a==dY3,
2 (т a)+O 2d}fЗ.

У== 3  .

sin L BDC == d : У, Т. е.

. d 2dУЗ уз
s1П L BDC==y==d:  ==2.

уз
Но уrол, синус которorо равен 2'

Значит, шоссе надо провести под уrлом в

каково бы ни было расстояние Ас.

Здесь натаЛJшваемся снова на ту же особенность,
с котороЙ мы встретились в предыдущеЙ задаче. Ре-

шение имеет смысл To,тJbI<O при определенном усло-
вии. Если пункт располgжен так, что шоссе, прове-

денное ПОД yrJJOM в 600 к реке, пройдет по ту сторону

[орода А, то решение неприложимо; в таком случае
надо непосредственно связать пункт В с [ородом А

шоссе, вовсе не пользуясь рекой для переВОЗI<И.

равен 600.

600 к реке,

Коrда произведение наибольшее?

Для решения мноrих задач «на МaI<СИМУМ и мшш-

мум», т. е. на разыскание наибольшеrо и напмень-

шеrо значениЙ переменной величины, можно успешно
пользоваться одной алrебраической теоремой, с кото-

рой мы сеЙчас познакомимся. Рассмотрим следую-

щую задачу:
На какпе две части надо разбить данное число,

чтобы произведение их было наибольшпм?
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РЕШЕНИЕ

Пусть данное число а. Тоrда части, на которые
разбито число а, можно обозначить через

а а

"2+Х и 2 X;

число х показывает, на какую величину эти чаСfII

отличаются от половины числа а. Произведение обенх
частеЙ равно

( + Х)( Х) ===  2 х2.

Ясно, что произве ениевзятЫХ частей будет увели-
чиваться при уменьшении х, т. е. при уменьшении
разности между этими частями. Наибольшим произ 
веденпе будет при х==о, т. е. в случае, KorAa обе ча-

а
сти равны 2'

Итак, число надо разделить поп о л а м: произ-
ведение двух чисел, сумма которых неизменна, будет
наибольшим тоrда, KorAa этп числа равны между
собой.

Рассмотрим тот же вопрос для т р е х чисел.

На какие три части надо разбить данное число,

чтобы пронзведение их было наибольшим?

РЕШЕНIIЕ

При решении этой задачи будем опираться на пре-

дыдущую.

Пусть число а разбито на три части, Предположим
v

а

Тсначала, что ни одна из частеи не равна '3' оrда

v

б
' а

(среди них наидется часть, ольшая "3 все три не

MorYT быть меньше ; ); обозначим ее через

а

 +Х.

Т
а.

очно так же среди них найдется часть, меньшая "3 '

обозначим ее через
а

з у.
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Числа х н у положительнЫ. Третья часть будет, оче-

видно, равна
а

з+у х.
а а

Числа "3 и з+х уимеют ту же сумму, что и пер-

вые две части числа а, а разность между ними, т. е,

x y,меньше, чем раЗJ{ОСТЬ между первыми двумя
частями, которая была равна х+у. Как мы знаем И3

решения предыдущей задачи, отсюда следует. что

произведенне

i ( +x y)
больше, чем произведение первых двух частеЙ чи.

сла а.

Итак, если первые две части числа а заменить

числами

а а

3
и з+х у,

а третью оставить без изменения, то произведение
увеличится.

а

Пусть теперь одна из частей уже равна 3' Тоrда

две друrие имеют вид

+z и ;  z.
Если мы эти две последние части сделаем равными
а

"3 (отчеrо сумма их не изменится), то произведение

снова увеличится и станет равным
ааа аЗ

З'3"3== 27
'

Итак, если число а разбито на 3 части, не равные
между собоЙ, то произведение этих частей меньше чем
аЗ

27
' т. е. чем произведение трех р а в н ы х сомножи-

телеЙ, в сумме составляющих а.

Подобным же образом можно доказать эту тео-

рему и для ч е т ы р е х множителей, для n я т и

и т. Д.

Рассмотрим теперь более общий случай.
Найти, при каких значениях х и у выражение xPyq

наибольшее, если х+у==а,
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РЕШЕНИЕ

Надо найти, при каком значении Х выражение

xP(a x)q

достиrает наибольшеЙ величины.
I

УМIIОЖIIМ это выражение на число"""fJ7i" Получим
pq

новое выражение

хР (a x)q

рР qq

которое, очевидно, достиrает наибольшеЙ величины

10rда Же, KorAa и первоначальное.

Представим полученное сейчас выражение В виде

х х х х a xa xa x

p.p'p.p.... . . ...
...................... ............... 

р раэ q раз

Сумма всех множителей этоrо выражения. равна
х х х a x a x

...+ + +...+ + +...==
р р р q q
--.....................................  

р раз q раз

==
рх
+

q(a x)
x+a x==a,

р. q

1. е. величине постоянноЙ.

На основании ранее доказанноrо (стр. 154 156)
заключаем, что произведение

х х х a xa xa x

p.p'p.... . . ...

достиrает максимума при равенстве всех ero отдель-
ных I\Iножитедеii, т. е. KorAa

х a x
 ===...............

р q

Зная. что a x==У. получаем, переставив члены,

лропорuию

x p
y q'

Итак, произведение xPyq при постоянстве суммы
х+у достиrает наибо.'IЬшей величины тоrда, коrда

x:y===p:q.
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Таким же образом можно доказать, что ПрОIlЗl3е 
дения

xpyqzr, xpyqzrft< JI т. п,

при постоянстве CYMM.X+Y+Z, x+y+z+f 1I т. д. до-

стиrают наибо.тlьшей величины тоrда, коrда

х : у 1 z == Р : q : r, х: у ; z : t == Р : q 1 r : tl 1I Т, д.

KorAa сумма наименьшая?

Читатель, желающиЙ испытать свои силы на дока-

зательстве полезных алrебраических теорем, пусть
докажет сам следующие положения:

1. Сумма ДВУХ чисел, произведение которых неиз 

J\IeHHo, становится н а и м е н ь шей, коrда ЭТlI числа

ра13НЫ.

Например, для произведения 36: 4+9== 13,
3+ 12== 15, 2+ 18==20, 1 +36==37 и, наконец, 6+6>=> 12.

2. Сумма нескольких чисел, произведеНllе которых
неизменно, становится наименьшей, Korда эти числа

равны.
Например, для ПрОllзведения 216: 3+ 12+6==21,

2+ 18+6==26, 9+6+4== 19, между тем как 6+6+6== 18.

На ряде примеров покажем, как применяются на

праКТlIке эти теоремы.

Брус наибольшеrо объема
ЗАДАЧА

ИЗ цитШДРllческоrо бревна надо выпилить прямо 

уrольный брус наибольшеrо объема. КакоЙ формы
доюкно быть ero сечение (рис. 23)?

Рис. 23.
РЕШ J;: н 11 Е

Если стороны прямоуrольноrо сечения х и у, то

по теореме Пl1фаrора
х2+ y2==(f2.
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rAe d диаметр бревна. Объем бруса наибольшиЙ,
коrда площадь ero сечения наибольшая, т. е. KorAa

ху достиrает наибольшеЙ величины. Но если ху наи 

большее, то наибольшим будет и произведение х2у2.
Так как сумма х2 +у2 неизменна, то, по доказанному

ранее, произ'Ведение х2у2 наибольшее, коrда

х2
== у2 или х== у.

Итак, сечение бруса должно быть к в а Д р а т н ы 1\1.

Два земельных участка

ЗАДАЧИ

1. КакоЙ формы должен быть прямоуrольныЙ уча-
сток данноЙ площади, чтобы длина оrраничивающеЙ
ero изrороди была наименьшей?

2. КакоЙ формы должен быть прямоуrол:ьныЙ уча 
сток, чтобы при данноЙ Длине изrороди площадь ero

была наибольшей?

РЕШЕНИЯ

1. Форма прямоуrольноrо участка определяется co 
отношением ero сторон х и у. Площадь участка со

сторонамн х и у равна ху, а длина изrороди 2х+2у.
Длина изrороди будет н8.именьшей, если х+у Достиr.
нет наименьшеЙ величины.

При постоянном произведенип ху сумма х+у нан-

меньшая в с.IJучае равенства х==у. Следовательно,
искомый прямоуrольник квадрат.

2. Если х и у стороны прямоуrОЛЬНIша, ТО дли-

на изrороди 2х+2у, а площадь ху. Это произведение
будет наибольшим TorAa Же, KorAa и произведение
4ху, т. е. 2х. 2у; последнее же произведение при по 

стоянной сумме ero множителей 2х+2у становится

наибольшим при 2х==2у, т. е. коrда участок имеет

форму !шадрата.
К известным нам из rеометрии свойствам квадрата

мы можем, следовательно, прибавить еще следующее:
из всех прямоуrольников он обладает наименьшим

периметром при данной площади и наибольшеЙ пло-

щадью при данном периметре.
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Бумажный змей

ЗАДАЧА

Змею, имеющему вид KpyroBoro сектора, же'IаlOТ

придать такую форму, чтобы он вмещал в даННО;\I

периметре наибольшую площадь. Какова должна
быть форма сектора?

РЕШЕНIIЕ

Уточняя требование задачп, мы доткпы разыскать,
ПРИ каком соотношенип длины дуrп сектора и ero

радиуса площадь ero

достиrает нанБО.1ьшей
ветIЧПНЫ прп дан но",

пер и метре.
Еслп радпус секто-

ра х, а дуrау, то ero пе-

риметр 1 и П.l0щадь S

выразятся так (рпс. 24):

l ==2х+у,

S ху x(l 2x)
2 2

.

Ве,1JИЧIша S ДОСТIlrает

максимума при том же

значении х, что и про-
изведение 2x(l 2x),

е. учетверенная
площадь. Так как

Рис. 24. сумма J'vШОЖlпелей

2х+ и 2x)==1 есть ве-

дичина постоянная, то произведение их наllбольшее,
!шrда 2x==l 2x,откуда

1

Х==4'
1 1

y==l 2."4==2""

Итак, сектор при данном периметре замыкает наи-

большую площадь в том случае, коrда ero радиус со-

стаВ.'Iяет половину дуrи (т, е. дтIНa ero дуrи равна
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сумме радиусов или ДЛИНа кривой части ero пери 
метра равна длине ломаной), Уrол сектора равен
"'" 1150 двум радианам. Каковы леПfl;>Iе Качества

TaKoro широкоrо змея, вопрос друrоЙ, рассмотре-
ние l\oToporo в нашу задачу не входит,

Постройка дома

ЗАДАЧА

На месте разрушенноrо дома, от KOToporo уuелела

одна стена, желают построить новый. Длина уuелев-
шей стены 12 .м. Площадь HOBorO дома должна

lZ<C

Рис. 25.

равняться 112 кв. .м. Хозяйственные условия работы
таковы:

1) ремонт поrонноrо метра стены обходится в

25 % стоимости кладки новой;

2) разбор поrонноrо метра старой стены и кладка

из полученноrо материала новой стены стоит 50 % то-

ro, во что обходится постройка поrонноrо метра сте-
ны из HOBoro материала.

Как при таких условиях наивыrоднейшим образом
использовать упелевшуlO стену?
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РЕШЕНИЕ

Пусть от прежней стены сохраняется х метров, а

остальные 12 х метров разбираются, чтобы из по-

лученноrо материала возвести заново часть стены

HOBoro дома (рис. 25). Если стоимость кладки norOH 

Horo метра стены из HOBoro материала равна а, то

е

б
ах

ремонт х метров старои стены удет стоить 4; воз-

. а (12 х)
ведение участка длинои 12 х будет стоить

2
;

прочей части этой стены a[y 02 x)],т. е. a(y+x 
 12);третьей стены ах, четвертой ау. Вся работа
обойдется в

'

ах а (12 х)
4+ 2 +a(y+x 12)+ах+ау===

а (7х+ 8у)
==

4
ба.

Последнее выражение достиrает наименьшей ве-

личины тоrда же, коrда и сумма

7х+8у.

Мы знаем, что площадь дома ху равна 112; сле-

довательно,

7х . 8у == 56 . 112.

При постоянном произведении сумма 7х+8у ДО-
стиrает наименьшей величинЫ тоrда, коrда

7х==8у,
откуда

7

У==в Х'

Подставив это выражение для у в уравнение

ху== 112,
имеем:

х2 == 112, Х:== у128 11,3.

А так как длина старой стены 12 м, то подлежит

разборке только 0,7 м этой стены.
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Дачный участок

ЗАДАЧА

При постройке дачи нужно было отrородить дач-

ный участок. Материала имелось на 1 поrонных

метров изrороди. Кроме Toro, можно было воспользо-

ваться ранее построенным забором (в качестве од-

ноЙ из сторон участка). Как при этих условиях

отrородить прямоуrольный участок наибольшей пло-

щади?

РЕШЕНИЕ

Пусть длина участка (по забору) равна х, а ши-

рина (Т. е. размер участка в направлении, перпенди-
кулярном к забору) равна у (рис. 26). Тоrда для

Рис. 26.

оrораживания этоrо участка нужно х+2у метров из-

rороди, так что

x+2y==l.

Площадь участка равна
S ==ху == у (l 2y).

Она принимает наибольшее значение одновременно
с величиной

2у (l 2y)
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(удвоенноЙ площаДI,Ю), которая представляет собой

произведение двух множителей с постоянной суммой [.

Поэтому для достижения наибольшей площади

до,пжно быть

2y==l 2y,
откуда

1

У==4'
1

Х:== l 2у ==

2'

Иначе rоворя, х==2у, т. е. длина участка должна
быть вдвое больше ero ширины.

Желоб наибольшеrо сечения

ЗАДАЧА

ПрямоутольныЙ метаЛЛ/IчеСКИII лист (рис. 27) Ha 

до corHYTb желоБОl\1 с сечением в форме равнобокой
трапеЦИIl. ЭТО МОЖНО сделать различными способами,

!!

Рис. 27. Рис. 29. Рис. 30.

как видно из рис. 28. Какой ширины должны быть

боковые полосы и под каким уrлом они должны быть

oTorHYTbI, чтобы сечение желоба имело наибольшую
площадь (рис. 29)?

РЕШЕНИЕ

Пусть ширина листа [. Ширину отrибаемых боко 
вых полос обозначим через х, а ширину ДНа желоба 
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'lерез у. Введем еще одно неизвестное z. зна'lениР

KOToporo ясно из рис. 30.

Площадь трапеции, представляющей сечение же 

JJоба,

s== (z+ytZ)+Y уX2 Z2===Y(Y+Z)2(X2 Z2).
Зада'lа свелась к определению тех зна'lений х, у, z,

при которых S достиrает наибольшеЙ величины; при
этом сумма 2х+у (т. е. ширина листа) сохраняет
постоянную величину 1. Делаем преобразования:

S2== (Y+Z)2(X+Z) (x z).

Величина S2 становится наибольшей при тех же

зна'lениях Х, у, Z, 'lТO И 3S2
, последнюю же можно

представить в виде произведения

(y+z) (y+z) (x+z) (3x 3z).

Сумма этих 'leTbIpex множителей

у+z+у+z+х+z+3x 3z== 2у+ 4х== 21,

т. е. неизменна. Поэтому произведение наших четы 

рех множителей максимально, коrда они равны между

собой, т. е.

y+z==x+z и x+z==3x 3z

Из первorо уравнения имеем:

у==х,

1
а так как у+2х==l, то х===у:==--з.

Из BToporo уравнения находим:

х 1

z=="2==6"

Далее, так как катет z равен половине rипотену-
зы х (рис. 30), то противолежащиЙ ЭТОМУ катету уrол
равен 300, а уrол наклона боков желоба ко дну равен
900+ 300 == 1200.

Итак, желоб будет иметь наибольшее сечение,
коrда rрани ero corHYTbJ в форме трех смежных CTO 

роН правильноrо шестиуrольника.
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Воронка наибольшей вместимости

ЗАДАЧА

Из жестяноrо Kpyra нужно изrотовить коническую

часть воронки. Для этоrо в Kpyre вырезают сектор и

остальную часть Kpyra свертывают конусом (рис. 31).

Рис. 31.

Сколько rрадусов должно быть в дуrе вырезаемоrо

сектора, чтобы конус ПОЛУЧИJlСЯ наибольшей вмести 

мости?

РЕШЕНИF.

Длину душ тоЙ части Kpyra, которая свертывается
в конус, обозначим через х (в линейных мерах). Сле-
довательно, образующей конуса будет радиус R же-

стяноrо Kpyra, а окружность основания будет равна х,

Радиус r основания конуса определяем из равенства

2лr === х, откуда
х

r===2"n'

Высота конуса (по теореме Пифаrора)

Н ===
rЯ2

r
2 :==

.. .1
Я2у v 4л2

(рис. 31). Объем этоrо конуса имеет значение

V 2Н ( )
2.. .l

R.2  3
r

3 2л V 4л2 .
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Это выражение достиrает наибольшеЙ l3еЛИЧIIНЫ

одновременно с выражением

( )2yЯ2 ( )2
и ero квадратом

( )
4

[1<2 ( )2].
Так как

( :ny +Я2 (:п У ==Я2

есть величина постоянная, то (на основании доказан 

HorO на стр. 157 158) последнее произведение имеет

максимум при том значеНIIН Х, коrда

( :п )2 : [Я2 ( 2: У] == 2 : 1,

отк уда

( )2 == 2Я2 2 ( у ,

3( )\=:2Я2 и x== 2; RV6 5,15R.
В rрадусах дуrа x 2950и, значит, дуrа ВЫрезае 

Moro сектора должна содержать 650.

Самое яркое освещение

ЗАДАЧА

На какоЙ высоте над столом должно находиться

пламя свечи, чтобы Bcero ярче освещать лежащую на

столе монету?

РЕШЕНИЕ

Может показаться, что для достижения наилучшеrо
освещения надо поместить пламя возможно ниже. Это

неверно: при низком положении пламени лучи падают

очень отлоrо. Подняrь свечу так, чтобы лучи падали

круто, значит удалить источник света. Наиболее
выrодна в смысле освещения, очевидно, некоторая
средняя высота пламени над столом. Обозначим ее
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через х (рис. 32). Расстояние Ее монеты В от OCHO 

вания С перпендикуляра, проходящеrо Чt:рез пла-

мя А, обозначим через .а. Если яркость пламени i, то

,, \,.,

1f
11

А

м с в N

Рис. 32.

освещенность монеты соrласно законам оптики вы-

разится так:

i i cos а i cos а
 cosa:== ==

АВ2 (Уа2 +х2)2 а
2 +х2

'

rде а уrол падения пучка лучей АВ, Так как

cos а == cos А == 0==

Х

АВ Уа
2
+х

2 '

то освещенность равна

х ix

Уа2 +х2
.

(а2 +х2)
2

Это выражение достиrает максимума при том же

значении х, что и ero квадрат, т, е.

i2x2

(а2 + х2)3
'

а
2 + х2

Множитель i2 Ка!< величину постоянную опускаем,
а остальную часть исследуемоrо выражения преобра-
зуем так:

х
2 1

( 1
а2

)(а
2
+ х

2)3 (х2 + а2)2 х
2 + а2
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Преобразованное выражение достиrает максимума

одновременно с выражением

( х2
а
2 )2 ( 1

х2 а2 ) ,

так как введенныЙ постоянный множитель а" не вли-

яет на то значение х, при котором произведение до-
стиrает максимума. Замечая, что сумма первых CTe 
пеней этих МНОЖlIтелей

а2

+ ( 1
а2

) 1
х
2
+а2

\ х
2 +а2

ecrb величина постоянная, заключаем, что рассма-
триваемое произведение становится наибольшим.
I<оrда

а2

(
а2 \

х2 + а2
: 1

х2 + а
2 ) == 2 : 1

(см. стр. 157 158).
Имеем уравнение

a2.:::2x2+2a2 2a2,

Решив это уравнение, находим:

а
х===

Y2
 o,71a.

Монета освещается Bcero ярче, коrда исто'шик

света находится на вЫсоте 0,71 расстояния от проек 

uии источника до монеты. Знание этоrо соотношения
помоrает при устройстве наилучшеrо освещения ра-
оочеrо места.
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r л А В А V/II

проrРЕССИИ

Древнейшая проrрессия

ЗАДАЧА

ДревнеЙшая задача на проrрессии не вопрос о

вознаrраждеНИIl изобретателя шахмат, насчитываю-

ЩIlЙ за собой двухтысячелетнюю давность, а rораздо
более старая задача о делении Х,IJеба, которая запи 

сана в знамеНIIТОМ еrппетскоl'vl папирусе Ринда. Папи-

рус этот, разысканный РИНДОl\l в конце прошлоrо
столетия, составлен около 2000 лет до нашей эры 11

является СПИСКОМ с друrоrо, еще более древнеrо Ma 

.тематическоrо сочинения, относящеrося, быть может,

]{ третьему тысячелетию до нашей эры, В числе ариф 
метичеСКIIХ, алrебраических и rеометрических задач
этоrо документа им.еется такая (приводим ее в воль 

ной передаче);
Сто Мер хлеба разделить между пятью людьми

так, чтобы второй получил на столько же больше пер 
Boro, на сколько третий получил больше BToporo, чет-

вертый больше TpeTbero и питыЙ больше четвертоrо.
Кроме Toro, двое первых должны получить в 7 раз
меньше трех остальных. Сколько нужно дать каждому?

РЕШЕНИЕ

Очевидно, количества хлеба, полученные участни 
ками раздела, составляют возрастающую арифмеТII-
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ческую проrрессию. Пусть первый ее член х, раз 
ность у. Тоrда

до.чя первоrо. . . . . . . . . .

» BToporo. ,

» TpeTbero .

» четвертоrо
» пятоrо . .

.Х

.х+у

. х+2у

. х+3у

. х + 4у.

На основании условий задачи составляем следую 
щие два уравненпя:

{
х+(х+у)+(х+2у)+(х+3у)+(х+4у)== 100,
7 [х+(х+у)) ==(х+2у)+(х+3у)+(х+4у).

После упрощенпй первое уравнение получает вид

х+2у==20,
а второе!

11x==2y.

Решив эту систему, получаем:

2 1
х===lз-, у==9 6 0

Значит, хлеб должен быть разде,IJен на слеДУЮЩllе
части

2 5 1 1
1
3' 106' 20, 296' 383"

Алrебра на клетчатой бумаrе

Несмотря на пятидесятивековую древность этоЙ

задачи на проrрессии, в нашем школьном обиходе
проrрессии ПОЯВИЛИСЬ сравнительно недавно. В учеб 
нике Маrниuкоrо, изданном двести лет назад и слу 
жившем uелых полвека основным руководством для

школьноrо обучения, проrрессии хотя и имеются, но

общих формул, связывающих входящие в них вели-

чины между собой, в нем не дано. Сам составитель

учебника не без затруднений справлялся поэтому
с такими задачами. Между тем формулу суммы чле6

нов арифметической проrрессии леrко вывести про-
стым и наrляднЫм приемом с помощью клетчатой

бумаrи. На такой бумаrе любая арифметическая
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nроrрессия изображается ступенчатой фпrурой. Напри-
мер, фиrура ABDC на рис. 33 изображает nроrресспю:

2; 5; 8; 11; 14.

Чтобы опредетпь сумму ее членов, ДОПО,'IНIIМ чер 
теж до прямоуrольника АВОЕ. Получим две равные
фиrуры ABDC и DGEC. Площадь каждой из них

/J

. r f

I D
i--    l  i-- ...  c

9 I
  "1

щ У///

2
У ',-О," ,р'') 7 I

  -I
"/ '//.' /. "/., ,УЛ'. .fi. "'У"'-

I
 /." .

.3
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 -'///11'
/

/Ш// "'///. н /. /' nит
,./, 'N %',.d

 1А! l

I I I

Рис. 33.

изображает сумму членов нашей проrрессии. Значит,
двойная сумма проrрессии равна площади прямо 
} rольнпка АВОЕ. т. е.

(АС+СЕ) . АВ.

Но АС+СЕ изображает сумму l-ro и 5-ro членов

проrрессии; АВ число членов проrрессии. Поэтому
двойная сумма

25== (сумма крайних членов) . (число членов)

пли

S (первый + посдедний член). (число членов)
2

.

Поливка оrорода

ЗАДАЧА

В оrороде 30 rрядок, каждая Д,IJИНОЙ 16 М и ши 

риной 2,5 м. Поливая rрядки, оrороднпк приносит
всдра с водой нз колодца, расположенноrо в 14 м от
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I\рая оrорода (рис. 34), II обходит rрядки по меже,

причем ВОДЫ, ПРИНОСIlМОЙ за один раз, достаточно
для потJ8КП TO,ТIЬKO одноЙ rрядки.

  / 

Щ' /h'

 . I r. 1I 1-

 r r I("f'O ..:/, ..
 'r'1. ..

' e:-- "'-"(",,'J/ ....,{rJ) ('........,-...;,.
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....... "',,'

 ,.,. f

.......
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Рис. 34.

КакоЙ ДЛИНЫ путь доюкен пройти оrородшш, по-

ливая весь оrород? Путь начннается и кончается у
колодuа.

РЕШЕНИЕ

Для ПО,'IИВЮI первой rрядки оrородни!( должен

проЙти путь

14+ 16+2,5+ 16+2,5+ 14==65 м.

При потшке второЙ он проходит

14+2,5+ 16+2,5+ 16+2,5+2,5+ 14==65+5==70 м.

Каждая следующая rрядка требует пути на 5 .М длин-

нее предыдущей. Имеем проrрессию:

65; 70; 75;...; 65+5.29.

Сумма ее членов равна

(65+ 65+ 2 .5) 30 4125
2

Jl.

Оrородник прн потШI{е Bcero оrорода проходит
путь в 4,125 К.И.
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Кормление кур

ЗАДАЧА

ДЛЯ 31 куриuы запасено некоторое количество

корма из расчета по декалитру в неделю на каждую

курицу. При этом предполаrалось, что численность

ЕУР меняться не будет. Но так как в действительности
число кур каждую неде,IJЮ убывало на 1, то заrото 

вленноrо корма хватило на двойной срок.
Как велик был запас корма и на CKO.'JbKO времени

бы.'1 он первоначально рассчитан?

РЕШЕНИЕ

Пусть запасено было х декалитров корма на у He 

де,IJЬ. Так как корм рассчитан на 31 куриuу по 1 дека..

литру на куриuу в неделю, то

x==31y.
В первую неде,IJЮ израсходовано было 31 дл, во

вторую 30, в третью 29 и т. д. до последней недели
Bcero удвоенноrо cpol<a, коrда израсходовано было:

(31 2y+l)дл!).
Весь запас составлял, следовательно,

x==31y==31 30+29+...+(31 2y+1).
Сумма 2у членов проrрессии, первыЙ член кото-

рой 31, а последний 31 2y+1, равна

31у==
(31 +31  22Y+1) 2у (63 2у)у.

Так как у не может быть равен нулю, то мы вправе
обе части равенства сократить на этот множитель.

По.lJучаем:
31 ==63 2y и у== 16,

откуда

х==31у==496.
Запасено было 496 дека,IJИТРОВ корма на 16 недель.

I) Поясним: расход корма в течение

1-й недеди 31 дл,
2-й » 31 1 дл.
З-Й » 31  2дл.

. . . . . ,. . . . . . . . . . .

2у-й » 31 (2у 1) == 31 2y+ 1 дл.
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Бриrада землекопов

ЗАДАЧА

СтаршеК,'1аССНИЮI обязались вырыть на школыlOМ

участке канаву и орrанизовали для этоrо бршаду
землекопов. ЕСЛII бы бриrада работала в полном со-

ставе, канава была бы вырыта в 24 часа. Но в дей-
ствите.'1ЬНОСТII к работе прнстуПII.'1 сначала только

/;/ i4'  / r/ :c.
"
, ,

Рнс. 35.

один член брнrады. Спустя некоторое время присо-
еднннлся второй; еще через СТО,'1ько же временн

третнЙ, за ним через такой же ПрОl\lежуток четвертыЙ
н так до последнеrо. При расчете оказалось, что пер-
вый работал в 11 раз дольше последиеrо.

Сколько времени работал последниЙ?
РЕШЕНИЕ

Пусть последний член брнrады работал х часов,

тоrда первый работал 11х часов. Далее, еСЛII число

рывших канаву учеников было у, то общее число ча-

сов работы определится как сумма у членов убываю 
щеЙ проrреССIIII, первый член которой 11x, а послед 

ниН х, т, е.

(llx+x) у
6

2
== ху,

С друrой стороны, известно, что брllrаду нз у че-

ловек, работая в ПОЛllОi\1 составе, выкопала бы канаву
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в 24 часа, т. е. что для выполнения работы необхо-
димо 24у рабочих часов.

Следовательно,

6ху==24у.

Число у не может равняться нулю; на этот МНО-

жите,1JЬ можно поэтому уравнение сократить, ПОС,IJе

чеrо получаем:
6х == 24

и

х==4.

Итак, член бриrады, приступивший к работе
ПОСJlедним, работал 4 часа.

Мы отвеТИ,IJИ на вопрос задачп; но еслп бы мы

ПОJ1юбопытствовали узнать, сколько рабочих ВХОДИ,IJО
в бриrаду, то не моrли бы этоrо определить, несмотря
на то, что в уравнеНИII число это фиrурирова,IJО (под
БУКIJОЙ у). Для решения этоrо вопроса в задаче не

приведено достаточных данных.

Яблоки

ЗАДАЧА

Садовник продал первому покупатето половину
всех своих яблок и еще пол-яб,lJока, второму ПОКУ-
пате,IJЮ ПО,IJОВИНУ оставшихся и еще пол-яб,IJOI<а;
третьему половину оставшихся и еще ПО,l-яблока 11

т. д. Седьмому покупателю он прода.1J ПО,'10ВИНУ
оставшихся яблок и еще ПО.IJ-яб,IJока; после этоrо

яблок у HerO не осталось. CKO,IJbKO яблок было У са-

довника?

РЕШЕНИЕ

Если первоначальное ЧИС.IJО яб,IJОК Х, то первый
покупатель получил

3....
+
1. х+l

2 2 2
·

второй

(
X+l )+

x+l
2
х

2 2 22
,
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Третий

(
x+l X+l

)+! х+l2
Х

2 4 2 23'

седьмой покупатель

x+l
27"".

Имеем уравнение

х+l х+l х+l x+1
 + +23+... + ==x

ИЛИ

(
1 1 1 1

)(х+l) 2+22+"23+'" +21 ===х.

Вычисляя стоящую в скобках сумму членов [еоме-

трической проrресспп, наЙдем:
х 1

x+l ==l 21
и

x:==27 1==127.

Всех яб.'10К было 127.

Покупка лошади

ЗАДАЧА

В старинной арифметике Маrниuкоrо мы находим

следующую забавную задачу, которую ПрllВОЖУ здесь,
не сохраняя языка подлинника:

Некто продал лошадь за 156 руб. Но покупатель,
приобретя лошадь, раздумал ее покупать и возвратил
продавuу, rоворя:

Нет мне расчета покупать за эту цену лошадь,

которая таких денеr не стоит.

Тоrда продавеu предложил друrие УС.IJОВIIЯ:
Если по твоемуцена лошади высока, то купи

только ее подковные rвозди, лошадь же получишь
тоrда в придачу бесплатно. rвоздей в каждой под 

6 З
u u 1

кове . а первыи rвоздь даи мне Bcero 4 коп., за

. 1
u

1Второи 2' коп., за третии коп. 11 Т. Д.
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Покупатель, соблазненныЙ Н113КОЙ ценой и желая

даром ПО,1JУЧИТЬ лошадь, принял условия продавuа,

4h r- ..",....... 

 IО"
\)

"'*0
........

Рис. 36.

рассчитывая, что за rвозди придется уплатить не бо 

лее 1 О рублей.
На сколько покупатель проторrовался?

РЕШЕНИЕ

За 24 подковных rвоздя приш.1JОСЬ уплатить

+ ; + 1 +2 +22+23+ ... +224 3

копеек. Сумма эта равна
1

221.2 4 1 3

2 1
== 222 '4==41943034 коп.,

'Т. е. около 42 тысяч рублеЙ. При таких условиях не

обидно дать и лошадь в Прllдачу.

Возиаrраждение воина

ЗАДАЧА

ИЗ друrоrо старинноrо PycCKoro учебника матема..

'ТИКII, носящеrо пространное заrлавие:

«Полный курс чистой математики, сочиненный

Артиллерии ШТи/к-ЮнкерОА! и Мате.Лlатики пapTиKY 

178



J/ЯРНЫМ УtLUтелем ЕфиlrЮМ ВОЙТЯХОВСКUМ в пользу и

употребление юношества и упражНЯЮU{UХСЯ в MaTe 
матике» (1795). заимствую следующую задачу:

«Служившему воину дано вознаrраждение за пер-
ВУЮ рану 1 копейка, за друrую 2 копенки, за Tpe 
тью 4 копейки и т. д. По исчислению нашлось, что

воин получил Bcero вознаrраждеНIIЯ 655 руб. 35 I<ОП.

Спрашивается число ero ран».

РЕШЕНИЕ

Составляем уравнение

65535== 1 +2+22+23+...+2x 1
или

2x 1. 2. 1
65 535 ==

2 1
== 2Х 1,

откуда имеем:

65536==2" п х== 16

........

результат, который леrко находим путем испы 

Т8НИЙ.

При столь великодушной системе вознаrраждения
воин должен получить 16 ран и остаться при этом в

живых, чтобы удостоиться наrрады в 655 руб, 35 коп.



r л А В А 'Х

СЕДЬМОЕ

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ

ДЕЙСТВИЕ

CeAhMoe действие

Мы упоминали уже, что пятое действие возвы-

шение в степень имеет два обратных, Если

аЬ === с,

то разыскание а есть одно обратное действие IIЗ 

влечеНие корня; нахождение же Ь друrое, лоrариф-<
l\Iирование. Полаrаю, что ЧIlтатель этой книrи знаком

с основами учения о лоrарифмах в объеме школь-

Horo курса. Д,J]Я Hero, вероятно, не составит труда
сообраЗIlТЬ, чему, например, равно такое выражение:

aJgab
.

Нетрудно понять, что ес.1И основание лоrарифмов а

возвысить в степень .10rарифма числа Ь, то ДОЛЖНО

получитьсн ЭТо число Ь.

ДЛЯ чеrо были придуманы лоrарифмы? Конечно,
для ускорения 11 упрощения вычислений-. Изобрета 
тель первых лоrарифмичеСЮIХ таблиц, Непер, так

rоворит о своих побуждениях:
«Я старался, насколько :\lOr и умел, отделаться от

ТРУДНОСТII 11 скуки ВЫЧIIС.'IеШIЙ, докучность которых
обычно отпуrивает весьма Мl!оrих от изучения MaTe 

маТlIКИ».
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в самом де,'1е, лоrарифмы чрезвычаЙно об.'lеrчают
и ускоряют вычисления, не rоворя уже о том, что

они дают возможность производить такие операЩI\I,
ВЫПОЮlение которых без их помоши очень затрУДНIl 
тельно (извлечение корня любой степеll!!).

Не без основаllllЯ писал ЛаП"lас, что «lIзобретение
лоrарифмов, сокращая вычисления неСКО.J]ЫШХ меся-

цев в труд нескольких дней, словно удваивает ЖIIЗНЬ

аСТрОНОI\ЮВ». ВеюlКИЙ математик rоворит об aCTpOHO 
мах, так как 11М приходится де"lать особенно слож 

вые и утомительные вычисления. Но С"10ва ero с пол 

ным правом MorYT быть отнесены ко всем вообше,
кому приходится иметь дело с числовыми ВЫК"lад-

ка!\ш.

Нам, привыI<имM к употреблению лоrарифi\юв и к

доставляемым ими об"lеrчениям ВЫК"lадок, трудно
представить себе то изумление и восхишение, которое
вызватf они при своем появлении. Современник Не.
пера, Бриrr, прославившийся позднее изобретением
десятичных лоrарифмов, писал, ПО"lУЧИВ сочинение

Непера: «Своими новыми и удивительными "10rариф-
мами Непер заставил меня УСlшенно работать II ro-

ловой и руками. Я надеюсь увидеть ero летом, так

как никоrда не читал книrи, которая нравилась бы
мне больше и приводила бы в большее изумление».

Брин осуществил свое намерение II напраВlШСЯ в

Шотландию, чтобы посетить изобретателя "lоrариф-
1\1OB. При встрече Бриrr сказал:

«Я преДПрШIЯЛ это долrое путешествие с еДИII"

ственной целью видеть вас и узнать, помощью KaKoro

орудия остроумия и искусства бьти вы приведены
к первой мыст! о превосходном пособllИ д.'1Я астро"
номии лоrаРllфмах. Впрочем, теперь я больше уди-
БДЯЮСЬ тому, что никто не наше"l их раньше, Ha 

СТО"lЬКО кажутся они простыми после Toro, как о них

узнаешь».

Соперники nоrарифмов
Ранее изобретения лоrарифмов потребность в уско-

рении выlадокK породила таблиuы I1HOrO рода, с по-

мощью КОТОРЫХ действие умножения заменяется не

сложением, а вычитанием. Устройство этих таблиц
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основано на TO}K eCTBe

b (а+Ь)2 (a b)2
а

4 4
'

в верности KOToporo ,J]erKo убед-иться, раскрыв скобки.
Имея rотопые четверти квадратов, можно наХОДIIТЬ

произведение двух чисел, не производя умиожения,
а вычитая IIЗ четверти квадрата суммы ЭТIIХ чисел

четверть квадрата их разности. Те же табющы облеr 
чают возвышение в квадрат и извлечение квадратноrо
корня, а в соединеНИII с таблиuеЙ обратных чисел

упрощают и действие деления. Их преllмущество пе 

ред таб.'шцаМII лоrарифмическими состоит в том, что

с ПОМОЩЬЮ их ПО.'I)'чаются результаты т о ч н ы е, а

не прпб.'Iиженные. Зато они уступают лоrарНфМllче 
С!\l1М в ряде друrих пунктов, практически rораздо
БОJlее важиых. В то время как таблиuы четвертей
квадратов позво.'1ЯЮт переl\-аroжать только Д в а числа,

лоrарифмы дают возможность находить с раз у про-
изведеНllе ,1юбоrо ЧИСJ1а множптеJ1ей, а кроме Toro 

возвышать в .'I ю б У ю степень и извле1<ать корни с

л ю б ы м показатеJ1ем (целым И.lJlI дробным). Вычис..
лять, например, сложные процеН'l'Ь! с помощью та.

блиu четвертей квадратов нельзя.

Тем не :\leHee таб,ТIIЩЫ четвертей квадратов издава-
лись и после Toro, как появитlСЬ J10rарифмические
таблицы псевозможных родов. В 1856 [. во Фрапщш
ВЫШЛIl табющы под заrлавием:

«Та6.lИца квадратов чисел от 1 до 1000 миллионов,

nОАЮЩЬЮ котороЙ находят точное произведение чисел

весьма простым приемом, более удобным, чем по-

мощью лосаРllфмов. Составил Александр Коссар».
Идея эта возникает у мноrих, не подозревающих

о том, что она уже давно осуществлена. КО мне раза
два обраща.'IIlСЬ изобретатели подобных табтщ как

с новинкой И очень УДИВJ1ЯJ1ИСЬ, узнав, что их изобре 
тение имеет более чем трехсотлетнюю давность.

Друrим, БОJ1ее молодым соперником J10rарифмов
являются вычислитеJ1Ы-Iые табт1ЦЫ, имеющиеся во

мноrих те2СНИч. ских справочниках. Это сводные

таблицы, содt!ржащие СJ1едующи rрафы квадратЫ
чисе,J], кубы, квадратные корни, кубические корни,
обратные ЧИСJ1а, дтшы окружности и площади [<ру-
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rOB для чисел от 2 до 1000. Д.пя МНОПIХ технических

расчетов таблиuы эти очень удобны, однако они не

всеrда достаточны; лоrарифмнческие имеют rораздо
более обширную область применения.

Эволюция лоrарифмических таблиц

В наших школах еще не столь давно употреБЛSI 
лись 5 значные лоrарифмические табтщы. Теперь
пеоешли на 4 значные.так как они вполне достаточ 

нь; для технических расчетов. Но для бо.'Iьшинства

практических надобностей можно успешно обхо-

ДИТLСЯ даже 3-значными мантиссами: ведь обиходные

измерения редко Выполняются БО.'Iее чем с тремя

знаками.

МЫС"lЬ о достаточности более КОрОТК1\Х мантисс

осознана сравнительно недавно. Я ПОi\IНЮ еше вре:\1Я ,

коrда в наших ШКОJlах были в употреблении увеси 
стые томы 7 значныхлоrарифмов, уступившие свое

место 5 значнымтiШЬ после упорноЙ борьбы. Но и

7-значные лоrарифмы при СБоем появлеНIIИ (1794)
казались непозволительным новшеством. Первые л:е-

сятичные J10rарифмы, созданные трудом ,10ндонскоrо

математика rенри Бриrrа (1624), БыJ1и 14-значные.
Их сменшIИ спустя HecKoJ1bKO "1ет 10-значные таблиuы

rОЛJlандсн:оrо математика Андриана Влакка.

Как видим, эвотоuия ходовых J10rарифмических
таБJ1ИU шла от мноrозначных мантисс к более корот-
ким и не завершилась еще в наши дни, так как и те-

перь мноrими не осознана та простая мысль, что точ-

ность ВЫЧИСJ1ений не может превосходить точности

измерений.
Укорочение мантисс ВJ1ечет за собой два важных

практических СJlедствия: 1) заметное уменьшение

объема табтщ и 2) связанное с этим упрошение ПОJ1Ь-

зования ими, а значит, и ускорение ВЫПОJ1няемых с

помощью их вычисдений. Семизначные Jl0rарИфl\lЫ
чисел занимают около 200 страниu БОJ1ьшоrо фор-
мата, 5-значные 30 страничек вдвое меньшеrо

формата, 4-значные занимают вдесятеро меньший

объем, умещаясь на двух страниuах БОJ1ьшоrо фор-
мата, 3 значные же MorYT поместиться на одной

страюще.
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Что же касается быстроты ВЫЧИСJ1ениЙ, то установ-
лено, что, например, расчет, ВЫПО,,1няемый по 5 знач-
ным таБJ1ицам, требует втрое меньше времени, чем по

7 значным.

Лоrарифмические ДИКОВИНКИ

Ес.тш вычисюпельные потребности практической
Жизни и техническоrо обихода вполне обеспечивают 
ся 3 и 4-значными таблицами, то, с друrой стороны,
к услуrам теоретическоrо исследователя имеются таб-

лицы и с rораздо БОJ1ЬШИМ числом знаков, чем даже
14 значныелоrарифмы Бриrrа. Вообще rоворя, J10ra-

рифм в большинстве случаев есть ЧИС.'IО ирраuиона.тJЬ-
ное и не может быть точно выражен никаким ЧИСЛО!lI

uифр; лоrарифмы БОJ1ьшинства чисеJ1, сколько бы зна 

ков ни брать, выражаются лишь приб,J]иженно, тем

точнее, чем БО.тJьше цифр в их мантиссе. Для научных
работ оказывается иноrда недостаточной точность 14-

значиых лоrарифмов 1); но среди 500 всевозможных об-

разuов лоrарифмических таблиu, вышедших в свет со

времени их изобретения, исслеДоватеJ1Ь всerда найдет

такие, которые ero удовлетворяют. Назовем, напри:нер,
20 значныелоrарифмы чисел от 2 до 1200, изданные
во Франuии Калле (1795). Для еще более оrраничеll-
ноЙ rруппы чисел имеются таб.ТIИUЫ J10rарифмов с or-

ромным ЧИСJ10М десятичных знаков настоящие ло 

rарифмические диковинки, о существовании которых,
как я убедился, не подозревают и мноrие матемаТИКiI.

Вот эти лоrарифмы-исполины; все они не деся 

тичные, а натуральные 2) :

48-значные таблицы Вольфрама Д,'IЯ чисе.l до

1 О 000;
6l-значные таБJ1ИЦЫ Шарпа;
102 значныетаблицы Паркхерста

и, наконеи, лоrарифмическая сверхдиковинка:
260-значные лоrарифмы Адамса.

1) 14,значные лоrарифмы Бриrrа имеются, впрочем, только

ДЛЯ чисеп от r до 20000 и от 90000 до 101000.
S) Натуральными называются .поrарифмы. вычисленные не

при ОСlIоваюш НУ. а при основании 2.718.... о котором у нас еще
будет речь впереди.
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В ПОС.'IеДнем С:lучае мы имеем, впрочем, не таБЛII-

иу, а ТОЛЬко так называемые натура"lьные лоrариф 
мы пяти чисе.'I: 2, 3, 5, 7 и 10 и переводный (260 знач-
ныЙ) множитель для перечисления их в Десятичные.

Нетрудно, однако, понять, что, имея лоrарифмы этих

пяти чисел, можно простым сложением ИЮI умншке-
пием ПО"lУЧИТЬ "10rарифмы множества составных чи-

сел; например, "10rарифм 12 равен сумме лоrарифмов
2, 2 и 3 и т. п.

К "10rарифмическим диковинкаl\l МОЖНО было бы с

ПО"lНЫМ основанием отнести и счетную .'Iинейку «де-

ревянные лоrарифмы», если бы этот остроумный
прибор не сдела,J]СЯ блаrодаря своему удобству столь

же обычным счетным орудием Д"lЯ техников, как де-

сятикосточковые счеты для конторских работников.
Привычка уrашает чувство изумления перед прибо-
ром, работающим по принuипу "10rарифмов и тем не

менее не требующим от пользующихся им даже зна 

нин Toro, что такое лоrарифм.

Лоrарифмы на эстраде

Самый поразительныЙ из номеров, ВЬШО,J]няемых

перед публикой профеССИОllаЛЬНЫl\lИ счетчиками, без

сомнения следующнй. Предуведоr.тенные афишеЙ,
что счетчик-виртуоз будет извлекать в уме корни BЫ 

соких степенеЙ из мноrозначных чисел, вы заrотовляе-

те дома путем терпеливых выкладок 31-ю степень Ka 

коrо-нибудь ЧИС"lа и намерены сразить счетчика 35 
значным числовым линкором. В надлежащий момент
вы обращаетесь к счетчику со С"10вами:

А попробуЙте извлечь корень 31-й степени из

следующеrо 35-значноrо числа! ЗаПИШlIте, я продик-
тую.

ВИРТУОЗ-ВЫЧИС"lите"lЬ берет мел, но прежде чем вы

успе.'IИ открыть рот, чтобы произнести первую uифру,
у Hero уже написан результат: 13.

Не зная ЧИС"lа, он извлек из Hero корень, да еще
31-й степени, да еще в уме, да еще с МО"lниеносноЙ

быстротоii!...
Вы изуМ.'Iены, уничтожены, а между тем во всем

этом нет ничеrо сверхъестественноrо. Секрет просто
в ТОМ, что существует только о Д н о число, именно 13,

13 я. и. ПереJ1ЬМ311 180



которое в ЗI й степени дает 35-ЗНдЧНЫИ реЗУЛЬТд1'
Числа, меньшие 13, дают меньше 35-цифр, б6лr,шие
больше.

Откуда, однако, счетчик зна"l это? Как разыска.l
он ЧИС,!]О 13? Ему помоrЮl лоrарифмы, Д в у з н а '1-

н ы е лоrарифмы, которые он помнит наизусть для

первых 15 20чисел. Затвердить их вовсе не так труд-
но, как кажется, особенно если ПО"lьзоваться тем, что

.!Jоrарифм cOCTaBHoro ЧИС"lа равен сумме лоrарифмов
ero простых множителей. Зная твердо "10rарифмы 2,
3 и 71), вы уже знаете "10rарифмы чисел первоrо дe 

(ятка; для BToporo десятка требуется помнить "10ra.

рифмы еще четырех чисе.!].

Как бы то ни бьшо, эстрадныЙ вычисюпе"lЬ мыс'

ленно располаrает С"lедующей табличкоЙ двузначных
.!Jоrарифмов:

Числа I Лоr. 11 Числа I Лоr.

2 0,30 11 1,04
3 0,48 12 1,08
4 0,60 13 1,11
5 0,70 14 1,15
6 0,78 15 1,18
7 0,85 16 1,20
8 0,90 17 1.23
9 0,95 18 1,26

19 1,28

Изумивший вас математический трюк СОСТОЯ,!] в

следующем:

Ig

З

V(35 цифр) ==  'i".
Искомый лоrарифм может заключаться между

и И"lИ между 1,09 и 1,13.

в этом интервале имеется "10rарифм только од-

lIoro ue"10ro ЧИС"lа, именно 1, 11 лоrарифм 13. Таким

10
1) Напомним, что Ig 5 == Ig:2 == 1 Ig 2.
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путем и наlщен ошеJl0МИВШИII вас результат. Конечно,
чтобы быстро продеJlать все это в уме, надо обладать
находчивостью и СНОРОВI{ОЙ профессионала, но по cy 

ществу дело, как видите, достаточно просто. Вы и

сами можете теперь проделывать подобные фокусы,
ес.'1И не в уме, то на бумаrе.

Пусть вам преДJ10жена задача: извлечь корень 64 11
степени из 20 значноrочисла.

Не осведомившись о том, что это за число, вы мо-

жете объявить результат ИЗВJlечеIlИЯ: корень равен 2.

В I 6':/(20 ф)
19,...

самом деJlе g t ЦИ Р ::::=

-б4" I он должен

19 19,99
следовательно, заключаться меЖДУ-б4 и

б4'
т. о.

между 0,29 и 0,32. Такой Jl0rарифм ДJ1Я ue.1Joro чисда

толрко один: 0,30..., т. е. Jl0rарифм ЧИСJlа 2.
Вы даже можете окончатеJ1ЬНО поразить заrадчи-

ка, сообщив ему, какое число он собирался вам про-
диктовйtь! знаменитое «шахматное» число

264"",18446744073709551616.

Лоrарифмы на животноводческой ферме

ЗАДАЧА

КОJlичество так называемоrо «поддерживающеrо»
корма (т. е. то наименьшее КОЮlчество ero, которое
лишь ПОПОJ1НЯет траты орrанизма на теплоотдачу,

работу внутренних opraHoB, восстановление отмираю..

щих клеток и т. п.) 1) пропорщюнально наружной
поверхности TeJla животноrо. Зная это, опредеJlите
калорийность поддерживающеrо корма ДJ1Я вола, веся-

щеrо 420 к.е, если при тех же УСJ10ВИЯХ вол 630 к.е ве-

сом нуждается в 13500 ка.!JОрПЯХ,

РЕШЕНИЕ

Чтобы решить эту практическую задачу из об.!Jа-

сти животноводства, понадобится, кроме аJlrеБрыt
ПРИВJlечь на помощь и rеометрию. CorJlacHo УСЛОВИI6

1) В .отличие от «продуктивиоrо» корма, т. е. части корма,

идущеЙ на выработку продукции животноrо, ради КОТОРОЙ оно

содержится.
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задачи ИСКОi\lая каollОРИЙНОСТЬ х пропорци()пальна по 

верхности (s) вола, т. е.

х s

13 500
:==

s;--
,

rде Sl поверхность теда вола, весящеrо 630 ({ё. Из

rеометрии мы знаем, Что поверхности (s) подобных
тел относятся, как квадраты I1Х Jlинейных раЗl\lе 

ров (1), а объемы (и, СJlедовательно, веса) как кубы
линейных размеров. Поэтому

s [2 420 [3
и значит,===

[i' 630 l 
'

V"420

1;
===

  '630
'

откуда

13:00 ==   :: :== V(:  у == if( у ,

 зr4
х== 13500V 9'

С помощью ,1Jоrарифмических таблиц находим:

х 1 О 300.

Вол нуждается в 1 О 300 калориях.

ЛоrарИфМbI в МУЗblке

Музыканты редко увлекаются математикоЙ; боль 
шинство их, питая к этой науке чувство уваженин,

предпочитает держаться от нее подальше. Между тем

музыканты даже те, которые не проверяют, подоб-
но Сальери у Пушкина, «алrеброй rармонию», co 

прикасаютtя с математикоЙ rораздо чаще, чем сами

подозревают, и притом с такими страшными вещами,
как лоrарифмы.

ПОЗВО,'1ю себе по этому поводу привести отрывок
из статьи нашеrо покойноrо физика проф. А. Эйхен-

ва,J]ьда 1).

«Товарищ моЙ по rимназии Jlюбил иrрать на роя-
ле, но не любил математики. ОН даже rоворИ,J] с от-

1) Она БЫ,1а напечатана в «Русском астрономическом кален-

даре на 1919 r.» и озаrлавлена «О бо.'1ЬШНХ 11 ма.1ЫХ расстоя-

ниях».
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тенком пренебрежения, что музыка и математика

друr с друrом ничеrо не имеют общеrо. "Правда, ПН 

фаrор нашел какие-то соотношения между ЗВУКОВЫJ\Ш
КОJlебаниями, но ведь как раз пифаrорова-то ra1\l 

ма ДJ1Я нашей музыки и оказалась неприменимой".
Представьте же себе, как неприятно был поражеl[

Moft товарищ, коrда я доказаJl ему, что, иrрая по кпа.

вишам cOBpeMeHHoro рОЯ<1Я, он иrрает, собственно [o 

воря, на лоrарифмах... И действитеJ1ЬНО, так назы 
,

" . u

ваемые "ступени темперированнои хроматичеСКОI!
[аммы не расставлены на равных расстояниях ни по

отношению к числам КОJlебаниЙ, ни по отношению к

ДJlинам волн соответствующих звуков, а представляюr
собой л о r а риф м ы этих величин. TOJlbKO основание

этих ЛОfарифмов равно 2, а не 10, как принято в дpy 

rих СJlучаях.

ПОJlОЖИМ, Что нота do с моЙниз.коЙ октавы бу-
дем ее называть н у <1 е в О и октавои определена :z

колебаниями в секунду. Тоrда do первой октавы бу 
дет деJlать в секунду 2п КО.!Jебаний, а той октавы
п.2т колебаний и т. д. Обозначим все ноты хроматн..

ческой [аммы РОЯJ1Я номерами р, принимая основ..

ной тон do каждой октавы за нулевой; Тоrда, напри 

мер, тон 50! будет 7-й, [а будет 9-й и т. д.; 12-й тон

буде опять do, только октавой выше. Так как в TeM 

перированной хроматической [амме каждый после 
12

дующий тон имеет в у2 большее ЧIIСJlО колебаний,
чем предыдущий, то число КОJlебаний любоrо тона

можно выразить ФОРМУЛОli

N
рт

-==п.2т СV2У.
ЛОfарифмируя эту фОРМУ<1У, получаем:

Ig Nрт
== Ig п + IIllg 2 + р 1 22

или

Ig Nрт
== Ig п + (т + [2 ) Ig2,

а принимая
за единицу

число

(п== 1)
КОJJебаний caMorO низкоrО do

и переводя все ЛОfарифмы
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[{ основанию. равном)' 2 (ию! попросту принимая
Ig 2== 1), IIмеем:

Ig Npm
=== т+ :; ,

Отсюда видим, что номера К,IJавишеЙ рояля преk
ставляют собоЙ "10rарифмы чисе"l колебаний соответ-

ствующих звуков 1). Мы даже можем сказать, что но..

мер октавы предстаВ"lяет собой ха р а к т е р и с т и к У.
а номер звука в данной Октаве 2) М а н т и с с у этоrо

лоrарифма».
Например, поясним от себя,........ в тоне sol третьеЙ

7
октавы, т, е. в ЧИС"lе 3 + 12 (::::::: з.583), число 3 есть

характеристика доrарифма числа колебаний этоrо

7

тона, а 12 (::::::: 0,583) мантисса Toro же "10rаРИфi\I3

при основании 2; чисдо колебаний, сдедовате"1ЬНО, в

2З.
583

, т. е. в 11,98, раза больше чисда КО.J]ебанпи то-

на do первоЙ октавы.

ЗвеЗДbl, ШУМ И лоrарИфМbI
ЗаrО,IJОВОК этот, связывающиЙ столь, казалось бы.

несоединимые вещи, не притязает быть пародиеЙ на

произведения Кузьмы Пруткова; речь в самом де"lе

пойдет о звездах и о шуме в тесной связи с лоrариф-
мами.

Шум и звезды объединяются здесь потому, что и

[ромкость шума и яркость звезд оцениваются одина 
KOBbI!\I образом по лоrарифмической Шкале.

Астрономы распределяют звезды по степеням ви-

димой яркости на светила первоЙ величины, второЙ
величины, третьей и т. д. Последовательные звездные

величины воспринимаются r"lазом как члены арифме 
тической проrрессии. Но физическая яркость их Изме 

няется по иному З3Iюну: объективные яркости COCTaB 
JJЯЮТ rеометрическую проrрессию со знаменате"lем 2.5.
Лешо понять, что «веЮiчина» звезды предстаВ"lяет
собоЙ не что иное, как .rюrарифм ее физическоЙ яр-
кости, Звезда, например, третьей величины ярче звез-

1) Умноженные на 12.

2) Деленный на 12.
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ды первой величины в 2,53 1,т. е. в 6,25 раза. Короче
rоворя, оценивая видимую яркость звезд, астроном

оперирует с таблицеЙ лоrарифмов, составленноЙ Прll
основании 2,5. Не останавливаюсь здесь подробнее на

этих интересных соотношениях, так как ИМ удепено

достаточно страниц в друrой моей книrе «Занима-
тельная астрономия».

Сходным образом оценивается и rpoMKoCTb шума.

Вредное влияние промышленных шумов на здоровье

рабочих и на производительность труда побудило BЫ 

работать приемы точной числовоЙ оценки rромкости
шума. Единицей [ромкостн служит «бе.l», практиче-
СJ{И ero десятая доля, «децибел». Последователь-
ные степеНj1 rромкости 1 бел, 2 бела и т. д. (прак-
тически 10 децибел, 20 децибе.'I и т. д.)- составля 
ют для нашеrо слуха арифметическую проrрессию.
Физическая же «сила» этих шумов (точнее энерrия)
составляет проrрессию rеометрическую со знаменате-

лем 10. Разности rромкостей в 1 бел отвечает отно-

шение силы шумов 10. Значит, [ромкость шума, вы-

раженная в белах, равна десятичному лоrарифму
ero физической силы.

Дело станет яснее, если рассмотрим несколько при-

меров.

Тихий шелест листьев оценивается в 1 бел, rpoM-
кая разrоворная речь в 6,5 бела, рычанье льва в

8,7 бела. Отсюда следует, что по силе звука разrовор 
пая речь превышает шелест листьев в

106.5 1==105.5==316000 раз;

львиное рычанье сильнее rроМкой разruворной речи в

108,7 6.5==102.2== 158 раз.

Шум, [ромкость KOToporo больше 8 бел, признается
вредным для человечеClюrо орrанизма. Указанная

норма на мноrих заводах превосходится: здесь бы-
вают шумы в 10 и более бел; удары молотка в сталь-

ную плиту порождают шум в 11 бел. Шумы эти в 100
и 1000 раз сильнее допустимоЙ норыы и В 10 100раз
I'ромче caMoro ШУМllоrо места Ниаrарскоrо водопада

(9 бел).
Случайность ли то, что и при оценке видимой яр-

кости светил и при измерении rромкости шума мы
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имеем дело с лоrарнфмической зависимостью между

величиной ощущения и порождающеrо ero раздраже-
ния? Нет, то и друrое следствие общеrо закона (Ha 
Зываемоrо «психофизическим законом Фехнера»),
rласящеrо: величина ощущения пропорциональна ло-

rарифму величины раздражения.
Как видим, лоrарифмы вторrаются и в область

психолоrии.

Лоrарифмы в электроосвещении

ЗАДАЧА

Причина Toro, что наполненные rазом (часто Ha 

зываемые неправильно «полуваттными») лампочки

дают более яркий свет, чем пустотные с металличе,

скоЙ нитью из TaKoro же материала, кроется в раз-
личноЙ температуре нити накала. ПО правилу, уста-

новленному в физике, общее количество света, испу 

скаемое при белом ка.'1ении, растет пропорционально
12-й степени абсолютноЙ температуры. Зная это, про-
делаем такое вычисление: определим, во сколько раз

«полуваттная» лампа, температура нити накала ко-

торой 25000 абсолютной шкалы (т. е. при счете от

 2730Ц), испускает больше света, чем пустотная с

нитью, накаленной до 22000.

РЕШЕНИЕ

Обозначив искомое отношение через х, и:v!еем урав-

нение

(
2500 \ 12

(
25 '

)
12

x 2200) 22
·

откуда

19 х == 12 (lg 25 lg22); х == 4,6.

Наполненная rазом лампа испускает света в 4,6 ра-
за больше, нежели пустотная. Значит, если пустотная
дает свет в 50 свечей, то наполненная rазом при тех

же условиях даст 230 свечеЙ.

Сделаем еще расчет: какое повышение абсолют-

ной температуры (в процентах) необходимо для у k

в о е н и я яркости лампочки?
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РЕШЕНИЕ

Составляем уравнение

(1 + 1 0)
12
== 2,

откуДа

(
Х

) 19 2
19 1 + 100 ==12

и х === 6%.

Наконец, третье вычисление: насколько в про 
щ:нтах возрастет яркость лампочки, если темпсра 

тура ее нити (абсолютная) поднимется на 1 %?

РЕШЕНИЕ

Выполняя с помощью лоrарифмов вычисление

х === 1,0112,
находим:

х === 1 ,13.

Яркость возрастет на 13%.
Проделав вычисление для повышения температу 

ры на 2%, найдем увеличение яркости на 27%, при
повышении температуры на 3% увеличение ярко-
сти на 43%.

Отсюда ясно, почему в технике изrОТОВ.'Iения элек-

тродаl\lпочек так заботятся о повышении температу-

ры нити накала, дорожа каждым .'Iиrnним [радусом,

Завещания на сотни лет

Кто не сдыхал о том леrендаРНОl\i числе пшенич-

ных зерен, какое будто бы потребовал себе в наrраду
изобретатель шахматной иrры? Число это составля 

лось путем последовательноrо удвоения единицы: зз

первое поле шахматной доски изобретатель потребо-
вал 1 зерНО, за второе 2 и т. д., все удваивая, до по-

следнеrо, 64 roполя.

Однако с неожиданной стремительностью числа

растут не только при последовательном удвоении, 110

и при rораздо более умеренной норме увеличения.
Капитал, приносящий 5 %, увеЛlIчивается ежеrодно
в 1,05 раза. Как будто не столь заметно возрастание.
А между тем по прошествии достаточноrо проМежут-
ка времени капитал успевает вырасти в оrромпую
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сумму. Этим объясняется поражающее увеличение ка-

питалов, завещанных на весьма долrий срок. Кажется
странным, что, оставляя довольно скромную сумму,

завещате.1Ь делает распоряжения об уплате orpoMHbIX
капиталов. Известно завещание знаменитоrо амери-
KaHCKoro rосударственноrо деятеля ВеНЬЯМJIна Фран 
клина. Оно опубликовано в «Собрании разных сочи 

нений Веньямина Франклина». Вот извлечение из

Hero:

«Препоручаю тысячу фунтов стерлинrов бостон-
ским жителям. Если они примут эту тысячу фунтов,
ТО должны ПОРУ'/ить ее 0160рнейшим rражданам, а

они будут давать их с процентами, по 5 на сто в rод,
в заем молодым ремесленникам 1). Сумма эта через
сто лет возвысится до 131000 фунтов стерлинrов. Я

желаю, чтобы тоrда 100000 фунтов употреблены бы-
ЛII на постройку общественных зданий, остальные же

31000 фунтов отданы были в проценты на 100 лет.

По истечении BToporo СТО,'Iетия сумма возрастет до

4061 000 фунтов стерлннrов, из коих 1 060000 фунтов
оставляю в распоряжении бостонских жителей, а

3000 000 прав.'Iению Массачузетской общины. Да-
лее не осмеливаюсь простирать своих видов».

Оставляя Bcero 1000 фунтов, Франклин распреде-
ляет миллионы. Здесь нет, однако, HlfKaKoro недоразу-
мения. МатематическиЙ расчет удостоверяет, что со-

ображения завещателя вполне реальны. 1000 фунтов,
увеличиваясь ежеrодно в 1,05 раза, через 100 лет

должны превратиться в

х== 1000.1,05100 фунтов.

Это выражение можно вычислить с помощью ло-

rарифмов

Ig x==lg 1000+ 100 19 1,05==5,11893,

откуда
х== 131000

в соrласии с текстом завещания. Далее, 31000 фун.
тов В течение следующеrо столетия превратятся в

у==31 000. 1,05100,

1) В Америке в ту эпоху еще не было кредитных учреждений.
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откуда, вычисляя с помощью лоrарифмов, находи:\!:

у==4 076 500
.........

сумму, несущественно отличающуюся от указанноi'I
в завещании.

Предоставляю ЧlIтателю самостоятельно решить

следующую задачу, почерпнутую из «fоспод fоловле 
вых» Салтыкова:

«Порфирий Владимирович сидит у себя в кабине 

те, исписывая цифирными выкладками листы бумаrи.
На этот раз ero занимает вопрос: сколько было бы У
Hero теперь деНеr, если бы маменька подаренные ему
при рождении дедушкой на зубок сто рублей не при-

своила себе, а положила в ломбард на имя малолет.

Hero Порфирия? Выходит, однако, HeMHoro: Bcero во-

семьсот рублей».
Предполаrая, что Порфирию в момент расчета

было 50 лет, и сделав допущение, что он произвел
вычисление правильно (допущение маловероятное,
так как едва ли fоловлев знал лоrарифмы и справ-
лялся со сдожными процентами), требуется устано-
вить, по скольку процентов платил в то время лом 

бард.

Непрерывный рост капитала

В сберкассах процентные деньrи присоединяIOТСЯ
к основному капиталу ежеrодно. Если присоединение

совершается чаще, то капитал растет быстрее, так

как в образовании процентов участвует большая сум-
ма. Возьмем чисто теоретический, весьма упрощенный
пример. Пусть в сберкассу положено 100 руб. из 100%
[ОДОВЫХ. Если процентные деньrи будут присоедине-
ны к основному кашпалу лишь по истечении [ода, то

к этому сроку 100 руб. превратятся в 200 руб. По-

смотрим теперь, во что превратятся 100 рублей, если

процентные деньrи присоединять к основному капи-

талу каждые полrода. По истечении полуrодия 100 руб.
вырастут в

100 руб.. 1,5==150 руб.

А еще через полrода в

150 руб.. 1,5==225 руб.
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1
Если присоединение делать каждые 3" roAa, то по

истечении [ода 100 руб, превратятся в

(
1 \3

100 руб.. 1 3) 237 руб. 03 коп.

Будем учащать сроки присоединения процентных
денеr до 0,1 rода, до 0,01 [ода, до 0,001 rода и т. д.

Тоrда из 100 руб. спустя rод получится:

100 руб. ,l,РО  259руб. 37 коп.

100 руб. . 1 ,Ороо 270 руб. 48 коп.
100 руб.. l,ООРООО 271 руб. 69 коп,

Методами высшей математики доказывается, что

при безrраничном сокращении сроков присоединешш
наращенный капитал не растет беспредельно, а при 
ближается к некоторому пределу, равному приблизи-
телыю 1)

271 руб. 83 коп.

Больше чем в 2,7183 раза капитал, положенный из

100%, увеличиться не может, даже если бы нарос-
шие проценты присоединя.'IИСЬ к капиталу каждую
секунду.

Число "е"

Полученное число 2,718.." иrрающее Б высшей
математике оrромную роль, не меньшую, пожалуй,
чем знаменитое число 11:, имеет особое обозначе 
нне: е. Это число иррациональное: оно не может

быть точно выражено конечным числом цифр 2), но

вычисляется только приб.'1ижеНIIО, с любой степенью

точности, с помощью следующеrо ряда:

1+1+
1
+

I
+

1
+

1
+т 1.2.3.4 1.2.3.4.5

.,.

Из приведенноrо выше примера с ростом капита-

ла по сложным процентам .'IerKO видеть, что число е

1) Дробные ДОJlИ копейки мы отбросили.
2) Кроме Toro, оно, как и ЧИСJlО n. трансиендентно, т. е. не

может получиться в результате реu:еиия KaKoro бы то НИ БЫJlО

ашебраическоrо уравнения с uеЛblМИ коэффиuиентами.
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есть предеJJ выражения

(1 + )n
при беспредельном возрастании п.

По мноrим причинам, которых мы здесь изложить

не можем, число е очень це.'1есообразно принять за

основание системы лоrарифмов. Такие таб.'1ИЦЫ (<<на-
туральных лоrа рllфМОВ») существуют и находят себе

широкое ПРИl\lенение в науке и технике. Те лоrариф-
МЫ-ИСПО.'IllНы из 48, нз 61, из 102 и из 260 цифр, о ко-

торых мы rОВОРИ,lИ ранее, И:vIСЮТ основанием именно

число е.

Число е ПОЯВ.lяется нередко там, [де ero вовсе не

ожида.'IИ. Поставим себе. например, такую задачу:
rIa какие части надо разбить данное число а, что-

бы произведение всех частей было наибольше.е?

Мы уже знаем, что наибольшее произведение при
постоянной сумме дают ЧИС,IJа тоrда, коrда они равны

между собой. Ясно, что число а надо разбить на рав-
ные части. rIo на сколько именно равных частей? На

две, на три, на десять? Приемами высшей математи-

ки можно установить, что наибольшее произведение

получается, коrда части возможно ближе к числу е.

rIапример, 10 надо разбить на такое число равных
частей, чтобы части были возможно ближе к 2.718...
Для этоrо надо найти частное

10

2.718...
=== 3.678...

Так как разделить на 3,678.., равных частей нель 

зя, то приходится выбрать делителем ближаЙшее це-

лое число 4. Мы получим, следовательно. наибольшее

о

10
10

произведение частеи , если эти части равны4 '

т. е. 2,5.
Значит,

(2,5) 4 == 39,0625

есть самое большое число, какое может получиться
от перемножения ОДlIнаковых частей числа 10.

Действительно, разделив 10 на 3 или на 5 равныХ'
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частей, мы получим меньшие произведениЯl

( oy =:z 37.

( y ==32,

Число 20 надо для ПО.IJучения паибольшеrо произ-

ведения ero частей разбить на 7 одинаковых частеЙ,
потому что

20: 2,718.. ,==7,36 7.

Число 50 надо разбить на 18 частей, а 1 00 на 37,
потому что

50: 2,718.,. 18,4,

100: 2,718.. .==36,8.

Число е иrрает оrромную роль в математике, фи-
зике, астрономии и друrих науках. Вот некоторые BO 

просы, при математическом рассмотрении которых

приходится пользоваться этим числом (список можно

было бы увеличивать неоrраниченно):
Барометрическая формула (уменьшение давления

с высотой),
Формула Эйлера 1),
Закон охлаждения тел,

Радиоактивный распад и возраст Земли,
Колебания маятника в воздухе,
Формула Циолковскоrо Д,IJЯ скорости ракеты 2),
Колебательные явления в радиоконтуре.
Рост клеток.

Лоrарифмическая комедия

ЗАДАЧА

В добавление к тем математическим комедиям, с

которыми читатель познакомился в rлаве V, приве-
дем еще образчик Toro же рода, а именно «доказа-

тельство» IfepaBeн.cTBa 2>3. На этот раз в доказа-

тельстве участвует лоrарифмирование. «Комедия»

1) О неЙ см. ст. «Жюль-верновский силач и формула Эй-
лера» во 2-й книrе моей «Занимательной физики».

2) СМ. мою книtу «Межпланетные путешествия».
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начинается снеравенства

1 1

4>8'

бесспорно правильноrо. Затем следует преобразование:

( Y> ( )З,
также не внушающее сомнения. Большему числу со-

ответствует больший лоrарифм, значит.

2 IglO ( ) > 3 IglO ( ) .

После сокращения на IgIO ( ) имеем: 2>3, В чем

ошибка этоrо доказательства?

РЕШЕНИЕ

Ошибка в том, что при сокращении на Ig10 ( ;)
не был изменен знак неравенства (> на <); между

тем необходимо было это сделать, так как Ig10 ( )
есть число отрицательное. [Если бы мы лоrарифмиро-
вали при основании не 10, а друrом, меньшем чем

, то 19 ( )был бы положителен, но мы не вправе

были бы тоrда утверждать, что большему числу соот..

ветствует больший лоrарифм.]

Любое число тремя двойками

ЗАДАЧА

Закончим книrу остроумной алrебраической rо,тю-

воломкой, котороЙ развлекались участники одноrо

съезда физиков в Одессе. Предлаrается задача: лю-

бое данное число, целое и положительное, изобразить
с помощью трех двоек и математических символов.

РЕШЕНИЕ

Покажем, как задача решается, сначала на част-

ном примере. Пусть данное число 3. Тоrда задача ре-

шается так: 3 == Ig2 1g2VVv .
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Леrко удостовериться в праВИ.1ЬНОСТИ этоrо равен-
ства, Действите,'!ьно,

1

r
l

]
1 2 1

VVУ2 0==
l(22)

2

== 223 :== 22 3,

'а 22 3 2
 3

1 2
3

3Ь2 , g2 :== .

Если бы дано было число 5, мы разреши.'1И бы за-

дачу тем же приемом:

5:==  lg2Ig2VvVVV2.

Как видим, мы используем здесь то, что при KBak

ратном радикале показатель корня не пишется.

Общее решение задачи таково, Если данное чис..

.'10 N, то

No== lg2Ig'2VV. . . vу2.

.......... .......................,

N раз

причем число радикалов равно числу едиНИЦ в задан-

ном числе,


