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ОТ ПЕРЕВОДЧИКА

Настоящая книга знакомит читателя с такими

важными в теории множеств и теории функций поня-

понятиями, как мера Лебега и бэровская категория мно-

множества. Предпринятое автором изучение аналогий

между этими понятиями помогает глубже проникнуть
в их свойства и облегчает доказательства.

Важным достоинством книги является то, что

основные понятия и идеи иллюстрируются на весьма

богатом конкретном материале из разнообразных об-

областей математики. В особенности большой интерес
представляют собранные в книге многочисленные при-
примеры применения метода категории при доказатель-
доказательстве существования различных математических объ-

объектов. Все это делает книгу весьма полезным посо-

пособием для начальных семинаров по теории меры,
теории множеств и функций.

Кинга написана так, что существенная ее часть

доступна студентам младших курсов математических

факультетов и даже учащимся математических школ,

овладевшим лишь основами математического анализа

и знакомым с основными понятиями алгебры мно-

множеств. Отдельные места книги, для понимания и

освоения которых требуется знакомство с общей тео-

теорией порядковых и кардинальных чисел, могут быть

опущены при первом чтении без ущерба для понима-

понимания дальнейшего. Некоторые главы, в которых автор
излагает свои собственные результаты (например,
гл. 18), представляют интерес и для специалистов.

Таким образом, можно надеяться, что предлагае-
предлагаемая книга привлечет к себе внимание достаточно ши-

широкого круга читателей.
В. А. Скворцов





ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга посвящена двум основным темам: тео-

теореме Бэра о категории как методу доказательства

теорем существования и вопросу о двойственности
между мерой и категорией. Типичные применения ме-

метода категории иллюстрируются на разнообразных
примерах, а аналогия между мерой и категорией про-
прослеживается во всем многообразии ее проявлений.
Для этого сообщаются элементарные сведения о то-

топологии метрического пространства и выводятся

основные свойства меры Лебега. В рассматриваемых
нами вопросах оказывается возможным обойтись без

интеграла Лебега, используя лишь интеграл Римаиа.
Понятия общей теории меры и топологии вводятся

здесь не просто ради большей общности, а исполь-

используются по существу. Само собой разумеется, что тер-
термин «категория» всюду относится к категории Бэра;
он не имеет ничего общего с одноименным термином
из гомологической алгебры.

Книга предполагает предварительное знание эле-

элементов анализа и некоторое знакомство с алгеброй
множеств. Обсуждаемые здесь вопросы естественным

образом приспособлены к теоретико-множественному
подходу. Книга задумана как введение в такого рода
анализ. Ее можно использовать в качестве дополне-

дополнения к стандартному курсу действительного анализа,
как пособие для семинара или для самостоятельного

изучения. В книге излагаются главным образом ра-
ранее известные результаты, однако в некоторых слу-
случаях они приводятся здесь с небольшими измене-

изменениями и усовершенствованиями, например, теоре-
теорема 15.6 и предложение 20.4. Список литературы не

претендует на полноту. Работы, на которые делаются

ссылки, не всегда являются первоисточниками, но в



Предисловие

них в свою очередь можно найти дополнительную
библиографию.

Книга представляет собой переработанный и рас-

расширенный вариант записей, первоначально подготов-
подготовленных для курса лекций в Гейверфордском колледже

весной 1957 г., которые были осуществлены при под-

поддержке фонда У. П. Филипса. Они в свою очередь
базировались на лекциях памяти И. Р. Хедрика, про-
прочитанных на летней сессии Американской математи-

математической ассоциации в Сиэтле, штат Вашингтон, в ав-

августе 1956 г.

Джон Окстоби
Брин-Мор
апрель 1971 г.



ГЛАВА 1

МЕРА И КАТЕГОРИЯ НА ПРЯМОЙ

Понятия меры и категории опираются на понятие

счетности. Естественным отправным пунктом при изу-
изучении этих понятий служит теорема Кантора, утвер-
утверждающая, что никакой интервал действительных чи-

чисел не является счетным множеством. Напомним, что

множество называется счетным, если его элементы

можно поставить во взаимно однозначное соответ-

соответствие с натуральными числами 1, 2, ... . Если мно-

множество конечно или счетно, то будем иногда говорить,
что оно не более чем счетно, Множество рациональ-
рациональных чисел счетно. В самом деле, для каждого поло-

положительного целого k имеется только конечное число

(^.2k—1) рациональных чисел p/q, представленных
в виде несократимой дроби, у которой \р\-{- q = k

(мы считаем, что q > 0, а р и q взаимно просты).
Занумеруем сначала числа, соответствующие k=\,
затем те, для которых k = 2, и т. д.; мы получим
последовательность, в которой каждое рациональное
число встречается один и только один раз. Теорема
Кантора звучит так:

Теорема 1.1 (Кантор). Для любой последователь-
последовательности {ап} действительных чисел и для любого ин-

интервала I существует точка р из I, такая, что р -ф ап

при всех п.

Вот один из способов доказательства этой тео-

теоремы. Берем отрезок1) l\czl, такой, что а{ф1\. За-

Затем берем отрезок h с: 1\, такой, что а2 ф- h- Продол-
Продолжая процесс по индукции, выберем в 1п-\ отрезок

') Отрезком, или замкнутым интервалом, будем называть

множество точек х, удовлетворяющих неравенству вида а ^ х ^
^ Ь. Открытым интервалом, или просто интервалом, — множе-

множество х, удовлетворяющих неравенству а < х < Ь. — Прим. перев.
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/„, такой, что ап ф. /„. Полученная последователь-

последовательность вложенных отрезков /п имеет непустое пересе-
пересечение. Если p^f\In, то р^1 и р ф ап при всех п.

п

При этом доказательстве бесконечно много раз

выбираются некие отрезки, однако ничего не гово-

говорится о том, как произвести такой выбор. Этого

можно избежать, если ввести конкретное правило вы-

выбора. Будем, например, делить /„_i на три отрезка
равной длины и в качестве /„ брать первый слева из

них, не содержащий точки ап. Если в качестве /0
взять отрезок, концентрический с интервалом /ив

два раза меньшей длины, то выбор будет конкретно
описан и мы получим вполне определенную функцию
от (/, аь а2, ...), значениями которой являются точки

интервала /, отличные от ап при всех п.

Из теоремы Кантора непосредственно следует, что

ни один интервал не является счетным множеством.

Приведенное рассуждение после небольших изме-

изменений оказывается пригодным и для доказательства

теоремы Бэра о категории на прямой. Прежде чем

сформулировать эту теорему, введем некоторые опре-
определения. Множество А называется плотным в интер-

интервале I, если оно имеет непустое пересечение с каждым

подинтервалом из /. Будем говорить, что множество

плотно, если оно плотно на всей действительной пря-
прямой R. Множество Л называется нигде не плотным,

если оно не является плотным ни в каком интервале,
т. е. если каждый интервал содержит подинтервал,
целиком принадлежащий дополнению к Л (в нем, так

сказать, «полно дыр»). Полезны еще такие два экви-

эквивалентные определения: А нигде не плотно тогда и

только тогда, 1) когда его дополнение А' содержит
плотное открытое множество или 2) когда А (или
А-) — замыкание множества Л —не имеет ни одной

внутренней точки. Класс нигде не плотных множеств

замкнут относительно некоторых операций, а именно

справедлива

Теорема 1.2. Любое подмножество нигде не плот-

плотного множества нигде не плотно. Объединение двух
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(или любого конечного числа) нигде не плотных мно-

множеств нигде не плотно. Замыкание нигде не плотного

множества нигде не плотно.

Доказательство. Первое утверждение оче-

очевидно. Для доказательства второго заметим, что если

Ai и А2 нигде не плотны, то для каждого интервала /

найдутся интервалы /1с:/\/11 и /2 с: I\ \ А2. Зна-
Значит, /2 с: / \(Ai U А2), а это показывает, что Ai\jA2
нигде не плотно. Наконец, любой открытый интервал,
содержащийся в А', содержится также и в I'. I

Счетное объединение нигде не плотных множеств

не является, вообще говоря, нигде не плотным; оно

может быть даже плотным. Например, множество ра-
рациональных чисел плотно, но является счетным объе-

объединением отдельных точек (точнее, множеств, состоя-

состоящих только из одной точки), каждая из которых
— ни-

нигде не плотное множество в R.

Если множество можно представить в виде конеч-

конечного или счетного объединения нигде не плотных мно-

множеств, то оно называется множеством первой катего-

категории. Подмножество из R, которое нельзя представить
в таком виде, называется множеством второй катего-

категории. Эти определения были сформулированы в 1899 г.

Бэром [12, стр. 86], которому принадлежит также сле-

следующая

Теорема 1.3 (Бэр). Дополнение любого множества

первой категории на прямой является плотным. Ни-

Никакой интервал в R не является множеством первой
категории. Пересечение любой последовательности
плотных открытых множеств является плотным мно-

множеством.

Доказательство. Три сформулированных
утверждения по существу эквивалентны. Докажем

первое. Пусть ^4=(J/lra — представление А в виде

п

счетного объединения нигде не плотных множеств.

Для произвольного интервала / выберем отрезок
1\ с: 1\А\. Пусть /2 — отрезок, принадлежащий 1\\А2,
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и т. д. Тогда f"]/,i — непустое подмножество множе-
п

ства 1\А, следовательно, А' плотно. Если мы хотим

выбирать отрезки на любом этапе по заранее опре-
определенному правилу, то для этого достаточно предста-
представить счетное множество отрезков с рациональными
концами в виде последовательности, положить 1о=1,
а затем для п > 0 брать в качестве 1п первый член

указанной последовательности, содержащийся в

/п-1 \ Ап.
Второе утверждение теоремы непосредственно сле-

следует из первого. Третье также следует из первого,
если перейти к дополнениям. ^

Очевидно, что теорема Бэра содержит в себе

утверждение теоремы Кантора. Доказательства этих

теорем сходны, хотя мы и пользовались различными
правилами выбора отрезков /„.

Теорема 1.4. Любое подмножество множества пер-

первой категории также является множеством первой ка-

категории. Объединение любого конечного или счетного

семейства множеств первой категории является мно-

множеством первой категории.

Эти свойства класса множеств первой категории
очевидны. Заметим, что замыкание множества первой
категории, вообще говоря, не будет множеством пер-

первой категории. На самом деле замыкание множества

А есть множество первой категории тогда и только

тогда, когда А нигде не плотно.

Класс множеств, который содержит всевозможные

счетные объединения своих членов, а также любые

подмножества своих членов, называется о-идеалом.
Класс множеств первой категории и класс не более
чем счетных множеств представляют собой примеры
а-идеалов подмножеств прямой. Другой пример дает
класс нуль-множеств, который мы сейчас определим.

Длину любого интервала / обозначим через |/|.
Множество A a R называется нуль-множеством (или
множеством меры нуль), если для любого е > 0 су-
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ществует такая последовательность интервалов /„, что

А<=1Iп и 2|/„К в.

п

Очевидно, что отдельная точка является нуль-мно-
нуль-множеством и что любое подмножество нуль-множества
является нуль-множеством. Любое счетное объедине-
объединение нуль-множеств также является нуль-множеством.
В самом деле, пусть At — нуль-множества при
i= 1, 2, ... . Тогда для каждого i существует после-

последовательность интервалов 1ц (/= 1, 2, ...), такая,

что Atcz{Jlit и 2|/i/l<e/2*. Множество всех ин-

тервалов h, покрывает А и 2|Л/Ке- Значит, А —

нуль-множество. Тем самым доказано, что класс нуль-

нульмножеств является сг-идеалом. Подобно классу мно-

множеств первой категории он включает в себя все ко-

конечные и счетные множества.

Теорема 1.5 (Борель). Если конечная или беско-
бесконечная последовательность интервалов In покрывает

интервал I, то 21 А» I ^ I ^ 1>

Доказательство. Сначала предположим, что

/ = [а, Ь] — отрезок, а все /„ — открытые интервалы.
Пусть (aubi)— первый из интервалов последователь-

последовательности, содержащий точку а. Если by ^ Ъ, то обозна-
обозначим через (а2, Ь2) первый из интервалов последова-

последовательности, который содержит Ь\. Если frn_i ^ Ъ, то

пусть (ап,Ьп)— первый интервал, содержащий Ьп-\-
Этот процесс выбора интервалов должен оборваться
при некотором bN~> b. В противном случае возра-
возрастающая последовательность {&„} сходилась бы к не-

некоторому пределу х ^ Ъ и при этом точка х принад-
принадлежала бы 1и при каком-то k. Тогда в исходной по-

последовательности интервалу Ik должны были бы пред-
предшествовать все выбранные интервалы (ап, Ьп), кроме,
быть может, конечного числа из них, а именно все те,

для которых bn~\ e /ft. Но это невозможно, так как

среди этих интервалов нет совпадающих. (Между
прочим, именно так сам Борель доказывал «теорему
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Гейне — Бореля» [5, стр. 228].) Получаем
JV N

b — а < bN — а) = S (Ь{ — &,-_i) -\- b, — а, =С 2 (bi — #;)>
(=2 ,'=2

и, таким образом, теорема в этом случае доказана.
В общем случае1) для произвольного а>1 обозна-

обозначим через / замкнутый подинтервал интервала /, та-

такой, что |/| = |/|/а, а через /„ — открытый интервал,
содержащий /„, такой, что |/п|=а|/п|. Тогда после-

последовательность {/п} покрывает отрезок /. По доказан-

доказанному, 2|/„1>1 Л- Значит, aS|/nl=St h\>\ Л =
= I/ j/ex.. Полагая a->l, мы придем к нужному ре-
результату. В

Из этой теоремы следует, в частности, что ника-

никакой интервал не может быть множеством меры нуль.
Это дает еще одно доказательство теоремы Кантора.

Каждое счетное множество является множеством

первой категории и множеством меры нуль. Некото-

Некоторые несчетные множества также принадлежат к обо-
обоим этим классам. Простейший пример дает канторов-
ское множество С, состоящее из всех тех чисел от-

отрезка [0, 1], которые можно записать в виде троичной
дроби, не используя цифру 1. Это множество можно

построить, выбрасывая из отрезка [0, 1] открытый ин-

интервал— среднюю треть этого отрезка, затем выбра-
выбрасывая открытые средние трети у каждого из отрезков
[О, 1/3] и [2/3, 1], и т. д. Если Fn обозначает объедине-
объединение 2П отрезков длины 1/3", которые остались на п-м

шаге, то C= f}Fn. Множество С как пересечение
п

замкнутых множеств замкнуто. Оно нигде не плотно,

так как Fn (и, значит, С) не содержит ни одного ин-

интервала длины более 1/Зп. Сумма длин отрезков, со-

составляющих Fn, равна B/3)п, что при достаточно
большом п меньше любого е. Значит, С имеет меру

нуль. Наконец, каждое число х из полуинтервала
(О, 1] имеет единственное разложение в бесконеч-

бесконечную ДВОИЧНУЮ Дробь X = 0, #1*2*3 ¦ • ¦ ¦ ЕСЛИ ПОЛОЖИТЬ

1) То есть когда / может быть интервалом, а среди /„ встре-
встречаются как отрезки, так и открытые интервалы. — Прим, перев.
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tfi = 2хи то 0, у\У2Уз • • • будет троичным разложением
(с i/j =И= 1) некоторой точки у из С. Это соответствие

между х и у, дополненное условием, что 0 переходит

в себя, дает взаимно однозначное отображение от-

отрезка [0, 1] на (собственное) подмножество множе-

множества С. Поэтому С несчетно; оно имеет мощность с

(мощность континуума).

Множества меры нуль и множества первой кате-

категории образуют два ст-идеала, и каждый из них со-

содержит класс счетных множеств. Из свойств этих

ст-идеалов видно, что принадлежащие им множества

«малы» в том или ином смысле. Нигде не плотнее

множество мало с интуитивно-геометрической точки

зрения, так как оно все «изрешечено дырами», а мно-

множество первой категории можно «приблизить» таким

множеством. В множестве первой категории может

и не быть ни одной дырки, но у него всегда имеется

плотное множество разрывов. Никакой интервал
нельзя представить в виде счетного объединения
таких множеств. С другой стороны, нуль-множество
мало в метрическом смысле, поскольку его можно по-

покрыть последовательностью интервалов сколь угодно
малой общей длины. Если выбирать случайным об-

образом точку на интервале и при этом вероятность ее

принадлежности некоторому подинтервалу / считать

пропорциональной |/|, то вероятность того, что она

принадлежит некоторому заданному нуль-множеству,
равна нулю. Естественно поинтересоваться, связаны

ли как-нибудь между собой эти два понятия малости.

Не входит ли один из классов в другой? Следующая
теорема показывает, что это не так; более того, в

некоторых случаях эти два понятия могут быть диа-

диаметрально противоположными.

Теорема 1.6. Прямую можно разбить на два до-

дополняющих друг друга множества А и В так, что А

есть множество первой категории, а В имеет меру

нуль.

Доказательство. Пусть аь а2, ...

— зануме-

занумерованное множество рациональных чисел (или любое
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счетное плотное подмножество прямой). Пусть /г/
—

интервал длины 1/2'+у с центром в at. Положим
оо оо

Gj= \Jlu (/= 1, 2, ...) и В== fjG/. Для любогое>0
1=1 /=i

можно выбрать / так, что 1/2'< е. Тогда BcJJ/,-/
i

и 2|Л/1=23 1/2'+/=1/27<е. Значит, В-нуль-мно-

жество. С другой стороны, Gt — плотное открытое

подмножество прямой R, так как оно является

объединением последовательности интервалов и со-

содержит все рациональные точки. Значит, его дополне-

дополнение G'j нигде не плотно и А = В' = [J G] — множество

первой категории. ¦

Следствие 1.7. Каждое подмножество прямой
можно представить в виде объединения нуль-множе-
нуль-множества и множества первой категории.

Конечно, в том, что множество, малое в одном

смысле, в каком-то другом смысле может оказаться

большим, нет ничего парадоксального.
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ЧИСЛА ЛИУВИЛЛЯ

Теоремы Кантора, Бэра и Бореля являются тео-

теоремами существования. Если удается показать, что

множество всех тех чисел интервала, которые не об-

обладают некоторым свойством, либо счетно, либо меры
нуль, либо первой категории, то отсюда следует, что

существует точка интервала, которая обладает рас-

рассматриваемым свойством, и, более того, что этим

свойством обладает большинство (соответственно в

смысле мощности, или меры, или категории) точек

интервала. Рассмотрим применение такого метода

доказательства к вопросу о существовании трансцен-
трансцендентных чисел.

Комплексное число z называется алгебраическим,
если оно удовлетворяет некоторому уравнению вида

а0 + a{z + a2z2 + ... +artz" = 0

с целыми коэффициентами, не все из которых равны
нулю. Степень алгебраического числа z определяется
как наименьшее положительное целое п, такое, что г

удовлетворяет уравнению степени п. Например, любое

рациональное число является алгебраическим первой

степени, У 2—алгебраическое число второй степени,

а 1^2 + 1^3— алгебраическое число степени 4.

Действительное число, не являющееся алгебраиче-
алгебраическим, называется трансцендентным. Существуют ли

трансцендентные числа? В силу теоремы Кантора,
ответ на этот вопрос дает следующая

Теорема 2.1. Множество действительных алгебраи-
алгебраических чисел счетно.

п

Доказательство. Назовем число и+2|я*1
п О

весом полинома / (*) = 2 «<*'• Для любого задан-
о

ного веса найдется лишь конечное число имеющих
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такой вес полипомов. Их можно как-то упорядочить,

например по алфавитному принципу (т. е. в первую
очередь учитывая степень га, затем величину а0 и т.д.).
Каждый полином, не являющийся константой, имеет
вес не меньше 2. Взяв сначала все полиномы веса 2
в том порядке, который для них уже установлен, за-

затем полиномы веса 3 и т. д., мы получим последова-
последовательность /i, /2, /3, ...,

в которой каждый полино?л

степени 1 и выше появляется в точности один раз.
У каждого полинома может быть лишь конечное

число действительных корней. Занумеруем корни fb
затем корни /2 и т. д., пропуская те, которые уже
встречались раньше. Таким способом мы занумеруем
все алгебраические числа. Последовательность бес-
бесконечна, потому что в нее входят все рациональные
числа. ¦

Это, вероятно, самое простое доказательство су-
существования трансцендентных чисел. Заметим, что

это доказательство нельзя считать непрямым: если

заранее зафиксировать конкретное правило выбора,
то конструкция, использованная для доказательства

теоремы 1.1, приводит к вполне определенному транс-

трансцендентному числу из [0, 1]. Хотя вычисление даже

нескольких знаков в его десятичном разложении мо-

может оказаться довольно трудоемким, в принципе это

число можно вычислить с любой заданной точностью.

Больше информации дает более раннее доказа-

доказательство существования трансцендентных чисел, при-

принадлежащее Лиувиллю. Оно опирается на следующую

лемму:

Лемма 2.2. Для любого действительного алгеб-

алгебраического числа z степени п > 1 найдется положи-

положительное целое М, такое, что

Mqn

при всех целых р и q, q > 0.

Доказательство. Пусть f(x) — полином сте-

степени п с целыми коэффициентами, для которого

/(z)=0. Пусть М — такое положительное целое чис-
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ло, что |/'(л:)|^М, как только \z — x\^. 1. Тогда по

теореме о среднем значении

(О |/(*)l = |f(z)-f(*)|<Af|z-*| при |z-*|<l.

Возьмем теперь любые два целых числа р и q, q>0.
Нужно показать, что \z— pjq\>\jMqn. Очевидно,
что в случае \z — piq\> 1 это верно, поэтому можно

предположить, что |z — p/q\^l. Тогда, в силу A),
\f(P/q) \^M\z — Plq\ и, значит,

B) \qnf(p/q)\^Mqn\z-p!q\.

Уравнение /(*) = 0 не имеет рациональных корней
(иначе z удовлетворяло бы уравнению степени мень-

меньшей п). Кроме того, qnf(plq) является целым числом.

Следовательно, левая часть неравенства B) не мень-

меньше 1, и мы получаем, что \z — p/q\^s l/Mqn. Равен-
Равенство невозможно, потому что z иррационально. В

Действительное число z называется числом Лиу-
вилля, если оно иррационально и если для каждого
положительного целого п существуют целые р и q,

такие, что

\z-plq\<\lqn и q>\.
00

Например, z—]?jl/10ft! является числом Лиувилля

(возьмите <7=Ю"!).
Теорема 2.3. Любое число Лиувилля трансцен-

дентно.

Доказательство. Допустим, что какое-то чис-

число Лиувилля 2 оказалось алгебраическим степени п.

Тогда п > 1, так как z иррационально. По лемме 2.2

найдется такое натуральное М, что

C) \z-plq\>\IMqn

для всех целых р и q, q > 0. Выберем целое k > О,
такое, что 2h^2nM. Поскольку z — число Лиувилля,
существуют целые р и q, q > 1, такие, что

D) \z-plq\<\lq\



20 Глава 2

Из C) и (-1) следует, что i/qh > i/Mqn. Значит,
М > qh~n ^ 2к~п ^ М, т. е. мы пришли к противоре-
противоречию. В

Рассмотрим множество Е чисел Лиувилля. Из

определения сразу следует, что

E) E = Q'[\ [f)Gn),

где Q — множество рациональных чисел, а

С„=0 U (p/q-Vqn,p/q+l/qn).
G=2 р——оо

Множество Gn представляет собой объединение ин-

интервалов. Кроме того, в Gn входят все числа вида

p/<7. Ч 5s 2, значит, Gn => Q. Следовательно, Gn — плот-

плотное открытое множество, и, значит, его дополнение

нигде не плотно. Так как, согласно E), Е'—

( ^
G'n) , то отсюда видно, что Е'—множество

i /

первой категории. Таким образом, по теореме Бэра
трансцендентные числа Лиувилля имеются в каждом

интервале и, следовательно, в смысле категории пред-
представляют собой «типичный случай».

Что можно сказать о мере множества Е? Из E)
следует, что Е cz Gn для любого п. Положим

Gn,q= U (Р/Ч- 1/9". Р/Ч + 1/9") (<7= 2, 3, ...).

Для любых двух натуральных чисел тип имеем

Е П (- т, т) a Gn [\ (- т, т) =

оо оо тц

= \J[Gn,q()(-<n,ni)]cz\J У (p/q-l/qn,p[q+l/qn).
9=2 G=2 p=*—mq

Значит, Е П (—т, т) можно покрыть последователь-
последовательностью интервалов, сумма длин которых для любого
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п > 2 равна
со tnq

(j=2 p=—mg

= 2 Bm? + 1) B/<Я < ^ D/га</

xn~L п. — 2
q—2 1

Отсюда видно, что Е Л (—т, т) является нуль-мно-
нуль-множеством для любого т и, значит, Е

— нуль-множество.
Таким образом, Е мало в смысле меры, но велико

в смысле категории. Множества Е и Е' дают еще один

пример разбиения прямой на множество меры нуль
и множество первой категории (см. теорему 1.6).
Более того, множество Е, как мы сейчас покажем,
мало и в некотором еще более сильном смысле.

Пусть s — положительное число и Е cr R; говорят,
что Е имеет нулевую s-мерную меру Хаусдорфа, если

для любого е > 0 существует последовательность ин-
оо оо

тервалов /„, такая, что Еа (J /„, 2 IК f <е и

Кп| < е при всех п. Множества нулевой s-мерной ме-

меры образуют ог-идеал. При s = 1 он совпадает с клас-

классом нуль-множеств, а при 0 < s < 1 является его

собственным подклассом. Таким образом, следующая
теорема служит усилением утверждения о том, что
Е является нуль-множеством.

Теорема 2.4. Множество Е чисел Лиувилля имеет

нулевую s-мерную меру Хаусдорфа при любом s > 0.

Доказательство. Достаточно для любого
е > 0 и для любого положительного целого m найти

такую последовательность интервалов /„, что

оо оо

E[\(-m,m)cz\Jln, 2 | /„ Г < в и |/„ е.
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При любом положительном целом п имеем

оо mq

Е П (- т, т) с: (J (J (p/q- \/qn, p/q + \/q").
<j=2 p=—mq

Выберем п, удовлетворяющее одновременно следую-
следующим условиям:

1/2- < г, ns>2,

Тогда каждый из интервалов (p/q—\/qn, p/q-\-\/qn)
имеет длину 2fqn^.2/2n <e, и мы получаем
оо mq оо

fl=2 p=—mqr

<Bm + lJs2~ir^Bm+ !J* J
q=2

q 1

Bm +1J* <
ns — 2

д;43" 
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МЕРА ЛЕБЕГА В г-МЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Интервалом I в r-мерном (г =1,2, ...) евклидо-

евклидовом пространстве будем называть прямоугольный па-

параллелепипед с ребрами, параллельными осям. Он
является декартовым произведением г одномерных
интервалов. Как и в одномерном случае, г-мерный
объем интервала / будем обозначать через |/|. Мера
Лебега в r-мерном пространстве является расшире-
расширением понятия объема на больший класс множеств.

Таким образом, мера Лебега имеет разный смысл в

пространствах разной размерности. Но так как мы

обычно будем рассматривать фиксированную размер-
размерность, то у нас не будет необходимости явно указы-
указывать г в обозначениях.

Будем говорить, что последовательность интерва-
интервалов /j покрывает множество Л, если их объединение

содержит А. Нижняя грань сумм 2 Кг I по всевоз-

всевозможным последовательностям {/*}, покрывающим А,
называется внешней мерой множества А и обозна-

обозначается т*(А). Итак, для любого подмножества А ев-

евклидова г-мериого пространства

В случае, когда А принадлежит определенному классу

множеств, который мы вскоре опишем, т*(А) будет
называться мерой Лебега множества А и обозна-

обозначаться т{А).
Ребра1) интервалов /,• могут быть замкнутыми,

открытыми, полуоткрытыми, а последовательность ин-

интервалов может быть конечной или бесконечной. Мо-

Может случиться, что ряд 2 I h I расходится для любой

') Точнее, одномерные интервалы, декартовым произведе-
произведением которых являются r-мерные интервалы. — Прим. перев,
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последовательности {/;}, покрывающей Л; в таком

случае т*(А)= оо. Во всех других случаях т*(А)—

неотрицательное действительное число.

Наше определение можно слегка видоизменить, не

вызывая при этом изменения численного значения

т*(А). Во-первых, можно потребовать, чтобы диа-

диаметры всех интервалов /,- были меньше некоторого
данного положительного б. Это ясно, поскольку каж-

каждый интервал можно разбить на подинтервалы диа-

диаметра меньше б, и при этом значение суммы их

объемов не изменится. Во-вторых, мы можем потре-
потребовать, чтобы все интервалы были открытыми. Для
любой покрывающей последовательности {/,¦} и лю-

любого е > 0 мы можем найти открытые интервалы /,-,

такие, что /f с /,• и 2| Л 1=^ 2К/1 +е. Значит, ниж-

нижняя грань для открытых покрытий будет такой же,
как и для всех покрывающих последовательностей.

Выведем теперь несколько свойств внешней меры.

Теорема 3.1. Если Л с В, то т*(Л)<т*(В).
Это очевидно, потому что любая последователь-

последовательность {/,}, покрывающая В, покрывает также и Л.

Теорема 3.2. Если A — \J Ah то m* (Л) < 2 tn (At).
i

Это свойство внешней меры называют счетной

субаддитивностью. Для любого е > 0 найдется после-

последовательность интервалов 1ц (/=1, 2, ...), покры-
покрывающая А{ и такая, что 21 Л/1^ т* (Ад + е/2''- Тогда

^c[J/,y и 2|Л/1^2 m* (At) + e. Следовательно,

ni (А) г^ 2 пг*(Л,) -j- е. Полагая е—>0, получаем тре-
требуемое неравенство.

Теорема 3.3. Для любого интервала I имеем

т*(/) = |/|.
Доказательство. Неравенство /?г*(/)^|/|

очевидно, так как / покрывает себя. Для доказатель-

доказательства обратного неравенства возьмем произвольное
положительное е и такое открытое покрытие {/,¦} ин-
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тервала /, что 2l U I <tn{T) -f e. Пусть J—замкну-
J—замкнутый подынтервал в /, такой, что |/|>|/|—8. По тео-

й

реме Гейне — Бореля Jcz\Jli при некотором к.
1

Пусть /Сь ..., Кп — как-то перенумерованные замк-

замкнутые интервалы, на которые разобьются 1и ¦ ¦
¦, Ь,,

если через каждую (г—1)-мерную грань интервалов
/ь ..., /ft и J провести содержащую ее (г — ^-мер-
^-мерную гиперплоскость, и пусть /ь ..., /,„ — замкнутые
интервалы, на которые те же гиперплоскости делят J.

Тогда каждый интервал Jt совпадает по крайней мере
с одним из интервалов Kj- Следовательно,

Значит, |/| ^ ш* (/) + 2е. Искомое неравенство полу-
получается, если е устремить к нулю. В

Обобщая определение из гл. 1, назовем любое

подмножество r-мерного пространства с нулевой
внешней мерой нуль-множеством, или множеством

меры нуль. Если какое-то утверждение справедливо
для всех точек множества Е, кроме некоторого мно-

множества меры нуль, то будем говорить, что это утвер-
утверждение справедливо почти всюду или для почти всех

точек Е.

Выведем теперь некоторые результаты, которые
затем окажутся частными случаями доказанных в

дальнейшем теорем. Поэтому назовем их леммами.

Лемма 3.4. Если F{ и F2 — не пересекающиеся
ограниченные замкнутые множества, то m*{Fi\]F2)^=
= m*(F,) + m*(F2).

Доказательство. Найдется положительное

число б, такое, что никакой интервал диаметра мень-

меньше б не пересекается одновременно с F] и F2- Для
любого е.> 0 существует последовательность интер-
интервалов U диаметра меньше б, такая, что F\ U F2 с:

<= \Jli и Si /il< m* (F, U F,) + e. Через 2' | /; | O6o-
i

значим сумму по гем интервалам, которые пересе-
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каются с Fi, а через 2" I h I — сумму по оставшимся

интервалам (которые покрывают F2). Тогда

rn (F,) + т (F2) < 2' I /,1 + 2"I //I =

Полагая е->0, заключаем, что

Обратное неравенство следует из теоремы 3.2. В

Лемма 3.5. Если Fi Fn — ограниченные не-

пересекающиеся замкнутые множества, Tom*[[jFtj =

= S m (Ft).
i

Это следует из леммы 3.4, если применить индук-
индукцию по п.

Лемма 3.6. Для любого ограниченного открытого
множества G и любого г > 0 существует замкнутое
множество F, такое, что Fa G и m*(F)>m*(G) — е.

Доказательство. Множество G можно пред-

представить в виде объединения последовательности непе-

неперекрывающихся интервалов Lv По определению
п

m* (G) <С 21 //1- Подберем п так, чтобы 2 \h I >
1

> m"(G) — е/2, и обозначим через Jt отрезок, содержа-
содержащийся в U и такой, что| h\>\h | — е/2п (г == 1,2, ..., п).

п

Torflajp = (J/i — замкнутое подмножество G и, по

1
п п

теореме 3.3 и лемме 3.5, tn* (F) = 2 I h I > 21 h I —

-e/2>m*(G) —e. ¦

Лемма Z.T. Если F — замкнутое подмножество

ограниченного открытого множества G, то m*(G\F) =
= tn*(G)—m*(F).
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Доказательство. По лемме 3.6, для любого

е > 0 найдется замкнутое подмножество F\ открытого
множества G\F, такое, что m*(F1)> m*(G\ F) — г.

По лемме 3.4 и теореме 3.1,

nC(F) + m*{G \F) < m (F) + m*{Fx) + e =

= m'(fUfi) + «< m* (G) + e.

Полагая е->0, заключаем, что

m"(F) + m (G \ f)< m (G).

Обратное неравенство следует из теоремы 3.2. В

Определение 3.8. Множество А измеримо (в смы-

смысле Лебега), если для любого е > 0 найдутся замкну-
замкнутое множество F и открытое множество G, такие, что

F<=A<=G и m*(G\F)<e.
Лемма 3. 9. Если А измеримо, то и А' измеримо.

В самом деле, если FczAczG, то F'zzA'^G'
и F'\G'= G\F.

Лемма ЗЛО. Если А и В измеримы, то и А(]В

измеримо.

Доказательство. Пусть Ft и F2 — замкнутые,
a G, и G2 —открытые множества, такие, что Fx<^AcGu
F2cB<= G2, m^Gy \ Fi) < e/2, m*(G2 \ F2) < e/2. Тогда
F = FlnF2<=A[]BczGlr\G2 = G и

G\F<=(G1\F1)U (G2 \ F,2).

Значит, m (G \ /")< m* (G, \ /",) + m* (G2 \ F2) < e. s

Лемма 3.11. Ограниченное множество А измеримо,
если для любого е > 0 найдется замкнутое множество
F cz А, такое, что m* {F) > т*(А) — е.

Доказательство. Для некоторого произволь-
произвольного е>0 пусть F — такое замкнутое подмножество
в А, что m*(F)> m*(A) — e/2. Так как т*(Л)< с», то

найдется покрывающая Л последовательность интер-

интервалов U диаметра меньше 1, такая, что 2jKh<
<т*(ЛL-е/2. Пусть G—объединение тех интервалов /,-,
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которые пересекаются с А. Тогда F aAaG, G огра-
ограничено и, по лемме 3.7, т (G \ F) = т* (G) — т* (F) ^

< 2j! h I— tn (F) < tn (A) + e/2 — m (F) < e. Значит, Л

измеримо. Ш

Лемма 3.12. Любой интервал и любое нуль-мно-
жество измеримы.

Доказательство. Первое утверждение немед-

немедленно следует из леммы 3.11 и теоремы 3.3. Если

т*(Л) = 0, то для любого е > 0 найдется покрываю-
покрывающая А последовательность открытых интервалов U,

такая, что 2l^il<e- Возьмем б»=у/ги F—0.
i

Тогда F замкнуто, G открыто, FczAczG и

m* (G \F)<^. 2К* I < е- Значит, А измеримо, а

Лемма 3.13. Пусть {At} — последовательность не-

непересекающихся измеримых множеств, и пусть все они

содержатся в некотором интервале I. Если А = \jAu
i

то А измеримо и tn* (Л) = 2 т* (Л/).
Доказательство. Для любого е>0 суще-

существуют замкнутые множества Fi с At, такие, что

m*(Fi)> m*(Ai) — e/2i+1. В силу счетной субаддитив-
оо

ности, пг*(А)^. 2 tn* {At). Найдем такое k, что
1

k

и положим F = \jFt. Тогда, по лемме 3.5,
1

k k

tn (F) = 2m' (Fi) > 2 m* (At) — e/2 > m" (A) — e.
i i

Значит, по лемме 3.11, Л измеримо. Для любого п

выполняется неравенство

= tn' (\J F^j + е/2 < m* (Л) + e/2.
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Полагая п—>оо и е->0, получаем, что 2 т* (/!•) ^

<^/и* (Л). Обратное неравенство следует из счетной

субаддитивности, а

Лемма 3.14. Для любой последовательности непе-

непересекающихся измеримых множеств At множество

A =fj At измеримо и m (А) = ^пг*(Aj).
i

Доказательство. Пусть // (/=1,2,...) —
последовательность непересекающихся интервалов,

объединение которых совпадает со всем /--мерным

пространством, причем любое ограниченное множество

покрывается конечным числом этих интервалов. По

леммам 3.10 и 3.12, множества Ац = Ai{\Ij измеримы

и попарно не пересекаются. Положим Bj = \J Ai}.
i

По лемме 3.13, Bj— измеримое подмножество в I}.
Множества Bj не пересекаются и A — \jBj. Для

любого е > 0 найдутся замкнутые множества Fs и

ограниченные открытые множества Gj, такие, что

FjCzBjCzGj и m (G; \ Ft)< e/2j. Пусть F^^ljFj и

G = |jG/. Тогда F замкнуто, так как любая содержа-

щаяся в F сходящаяся последовательность ограничена
и, значит, содержится в объединении конечного

числа Fj, т. е. в замкнутом подмножестве множе-

множества F. Множество G открыто. Кроме того, Fez А с G

и G \ F= {J(G, \ F) с U(Gj \ Fj). Значит, m"{G \ F)<
/ i

ri" (Gj \ Fj) < e. Это показывает, что А измеримо.

Так как Лг = !|Л/» то т'(Д)<Е»»'D) и> следо-
Y /

вательно,

S m- (At) < S >п (Ач) =2|т* (А„) = Sm' (By)



30 Глава 3

по лемме 3.13. Кроме того, для любого п

? т (В,) < S tn (F,) -b|)m* (G, \ F,)

Полагая п -> оо, а затем е -> 0, получаем, что

2т*(й,Кт'(А). Итак, 2 го* (Л,) < го* (Л)- Обрат-

Обратное неравенство опять-таки следует из счетной субад-
субаддитивности. Н

Мы установили наиболее важные свойства внеш-

внешней меры. Для того чтобы сформулировать их в более

удобной форме, нам потребуется еще несколько опре-

определений.

Непустой класс S подмножеств некоторого множе-

множества X называется кольцом подмножеств множества

X, если он содержит объединение и разность любых

двух своих членов. Он называется а-кольцом, если он

содержит также объединение любой последователь-

последовательности своих членов. Кольцо (или а-кольцо) подмно-

подмножеств множества X называется алгеброй (соответ-
(соответственно а-алгеброй) подмножеств множества X, если

само X является элементом кольца. Очевидно, что не-

некоторый класс подмножеств из X является алгеброй
тогда и только тогда, когда он замкнут относительно

операций объединения (или пересечения) и взятия

дополнения; он является а-алгеброй, если он к тому
же замкнут относительно счетного объединения (или
счетного пересечения).

Функция множества ц,, определенная на кольце S

подмножеств из X, называется счетно-аддитивной,
если для любой последовательности {А{} непересекаю-
непересекающихся членов кольца S, объединение которых также

принадлежит S, справедливо равенство ц(Л) =
= 2ili{Ai). Неотрицательную счетно-аддитивную функ-
функцию множества ц,, определенную на а-кольце S под-
подмножеств множества X, принимающую значения на

расширенной действительной оси и такую, что
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[х@) = О, называют мерой. Набор (X, S, ц), где 5

есть окольцо подмножеств из X, а [х —мера, опреде-
определенная на S, называется пространством с мерой. При-
Принадлежащие 5 множества называются ^-измеримыми.
Если при этом каждое подмножество любого множе-

множества [х-меры нуль принадлежит 5 (т. е. если множе-

множества [х-меры нуль образуют а-идеал), то такое про-

пространство с мерой называется полным.

В силу лемм 3.9, ЗЛО, 3.12 и 3.14 класс 5 измери-
измеримых множеств является а-алгеброй подмножеств

r-мерного пространства, а т* является счетно-адди-

счетно-аддитивной на 5. Значит, сужение т* на 5 является ме-

мерой; она называется (r-мерной) мерой Лебега и обо-
обозначается т. Так как 5 включает все интервалы, то 5

включает и все открытые множества, все замкнутые
множества, все /7(Гмножества (счетные объединения
замкнутых множеств) и все G6-множества (счетные
пересечения открытых множеств). Более того, спра-
справедлива

Теорема 3.15. Множество А измеримо тогда и

только тогда, когда его можно представить в виде

объединения Fa-множества и нуль-множества (или
в виде разности пь-множества и нуль-множества).

Доказательство. Раз А измеримо, то для

каждого п существуют замкнутое множество Fп и от-

открытое множество Gn, такие, что Fncz A cz Gn и

m*(Gn\Fn)< l/n. Положим E = \jFn и N = А\Е.
п

Тогда Е есть /•'о-множество. При этом N — нуль-мно-
нуль-множество, так как N cz Gn\Fn и m*(N) < l/n для лю-

любого п. Итак, А является объединением непересекаю-
непересекающихся множеств Е и N.

Переходя к дополнениям, получаем, что А также

можно представить как G6-множество минус некото-

некоторое нуль-множество. Обратно, любое множество,

представимое в таком виде, измеримо; это следует из

леммы 3.12 и того, что 5 является а-алгеброй. ш

Для любого класса подмножеств множества X

найдется наименьшая а-алгебра подмножеств X, со-

содержащая этот класс. Это будет пересечение всех та-
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ких а-алгебр. Она называется а-алгеброй, пороокден-
ной данным классом. Элементы а-алгебры, порожден-
порожденной классом открытых множеств г-мерного простран-
пространства (или классом замкнутых множеств, или ин-

интервалами), называются борелевскими множествами.

Таким образом, каждое борелевское множество г-мер-

ного пространства является измеримым. По теореме
3.15 борелевские множества вместе с нуль-множе-
нуль-множествами порождают класс измеримых множеств. Сум-
Суммируя все сказанное, получаем такое утверждение:

Теорема 3.16. Класс S измеримых множеств яв-

является а-алгеброй подмножеств r-мерного простран-
пространства X, порожденной открытыми мноокествами вместе

с нуль-множествами. Мера Лебега m — это такая

мера на S, что т(/) = |/| для любого интервала I.

Тройка (X,S,m) является полным пространством с

мерой.

Свойство счетной аддитивности часто бывает удоб-
удобнее выражать в следующей форме:

Теорема 3.17. Если при любом i множество At из-

измеримо и Aid Ai+U то мноокество A =\J At измеримо
i

и m(A)= limm(/4j). Если при любом i множество А(

измеримо и AiZDAi+u то множество A =f*|/4,- изме-

i

римо и m(A) = hmm(Ai) при условии, что т(Аг)< оо

для некоторого i.

Доказательство. В первом случае положим

В[ = А[ и Bi = Ai\ Ai-i для i > 1. Тогда {В{} — по-

последовательность непересекающихся измеримых мно-

множеств, причем A =(Jb*. Значит,
i

п

™ (А) = 2 m (В{) = lim 2 m (Bi) = lim in (An),
l

где предел может оказаться равным оо.

Во втором случае мы можем предположить, что

т(А\)<, оо. Положим Bi = A\\Ai и B=>Ai\A.
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Тогда Вг а Вш и JJ Й; = В. Значит, т(А{) — т(А) =

() = limm(Bj)=. \\т(т{Ах) — т{А{)) = m(/4i) —
— \imm(Ai), и поэтому т(Л) = Итт(А{), причем оба

выражения конечны. ¦

Следующая теорема указывает, как функция мно-

множества т* определяется своими значениями на откры-
открытых и замкнутых множествах.

Теорема 3.18. Внешняя мера любого множества А

выражается формулой

т*{А) = inf [m (G); A a G, G — открытое множество}.

Если А измеримо, то

m* (A) — sup [m (F); A^> F, F — ограниченное замкну.
тое множество).

Обратно, если справедливо последнее равенство и

т*(А) < оо, то А измеримо.

Доказательство. Первое утверждение оче-

очевидно, потому что объединение любой покрывающей
последовательности открытых интервалов является

открытым множеством, покрывающим А. Для доказа-

доказательства второго обозначим через а произвольное дей-
действительное число, меньшее т(А), и положим Л, =
= Л П (—i, i). По теореме 3.17, т(Л) = Нтт(Л(), и,

значит, можно выбрать такое i, что т(Л,) > а. В силу
измеримости, At (будучи ограниченным) содержит
такое замкнутое множество F, что tn(F)i> а, причем
F является также подмножеством множества А. Об-

Обратно, если т*(Л)<оо и F — такое замкнутое под-
подмножество в А, что m(F) > m*(A) — е/2, то обозначим

через G такое покрывающее А открытое множество,
что m(G)<m*D) + e/2. Тогда FczAczG и

m(G\F)<. e, откуда следует, что А измеримо. ¦

Заметим, что леммы 3.4—3.14 неявно вошли в тео-

теоремы 3.16 и 3.18.

Следующая теорема устанавливает инвариант-
инвариантность меры Лебега относительно параллельного пере-
переноса.

2 Зак. 193
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Теорема 3.19. Если множество А можно получить
из измеримого множества В параллельным перено-

переносом, то А измеримо и т(А) = т(В).
Это следует непосредственно из определений и из

того, что объем интервала сохраняется при парал-
параллельном переносе. Измеримость и мера сохраняются
также при вращении и при осевой симметрии г-мер-
ного пространства, но мы не будем это доказывать.

Из определения измеримости и того факта, что

любое открытое множество представляет собой объ-

объединение некоторой последовательности непересекаю-

непересекающихся интервалов, следует, что любое множество ко-

конечной меры можно получить из некоторого конечного

объединения непересекающихся интервалов, добавляя
и вычитая два множества произвольно малой меры.
Таким образом, множество конечной меры, так ска-

сказать, приближенно равно конечному объединению ин-

интервалов. Намного более глубоким является тот факт,
что измеримое множество локально устроено по прин-
принципу «все или ничего»; почти во всех точках оно или

сильно сгущено или сильно разрежено. Строго эта

идея выражена в замечательной теореме, доказанной
Лебегом, которой мы закончим эту главу. Мы рассмо-
рассмотрим лишь одномерный случай.

Говорят, что измеримое множество Е с R имеет

плотность d в точке х, если предел
. m(Et\[x-h,x + h])
ft-»0 m

существует и равен d. Множество точек из R, в кото-

которых Е имеет плотность 1, обозначим ср(?). Тогда Е

имеет плотность 0 в каждой точке множества

q>(R\E). В теореме Лебега утверждается, что <р(?)
измеримо и отличается от Е на нуль-множество. Ина-
Иначе говоря, Е имеет плотность 1 почти во всех точках

Е и плотность 0 почти во всех точках R\E. Невоз-
Невозможно, например, чтобы какое-нибудь множество я

его дополнение оба имели в каждом интервале меру,
равную половине длины этого интервала. (Такое мно-

множество было бы измеримым и имело бы всюду плот-
плотность '/г-)
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Симметрическая разность двух множеств А я В —

это множество точек, которые принадлежат хотя бы

одному из этих множеств, но не принадлежат обоим

сразу. Она обозначается так: Л AS. Таким образом,
АлВ = (А\ВI)(В\А).

Теорема 3.20 (теорема Лебега о точках плотно-

плотности). Для любого измеримого множества Е a R имеем

т(ЕДср(?)) = 0.

Доказательство. Достаточно доказать, что

?\ф(?) имеет меру нуль, так как ф(?)\?с:
czE' \ф(?') и Е' измеримо. Можно считать, что Е

ограничено. Далее, Е \ф(?) = [J Ле, где
е>0

ft-ю

Таким образом, достаточно показать, что Л8 является

нуль-множеством при любом е > 0. Положив А = Ае,
мы придем к противоречию с предположением, что

т*(Л)>0.
Если т*(Л)>0, то найдется ограниченное откры-

открытое множество G, содержащее А и такое, что m(G)<.
</л*(Л)/A — е). Обозначим через |Г класс всех та-

таких замкнутых интервалов /, что /сб и гп(Е Г) /) ^
^A — е)|/|. Заметим, что (i) & содержит сколь

угодно малые интервалы вокруг каждой точки из Л и

(ii) для любой последовательности {/„} непересекаю-
непересекающихся элементов <§ справедливо неравенство
гп (А \\Jln) > 0- Свойство (ii) следует из того, что

V п I

—е)т@)<т'(Л).

') Можно считать, что е, пробегая дискретную последова-
последовательность значений, стремится к нулю. Выражение lim f (x)

}

означает нижний предел функции f(x) в точке х0, который опре-
определяется как нижняя грань пределов lim / (х) по всевозмож-

ным последовательностям [х^]- — Прим. перед.

2*
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Построим по индукции последовательность /„ не-

непересекающихся элементов из Ж. В качестве 1\ возь-

возьмем произвольный отрезок из &. Пусть отрезки
Л,.... /п уже выбраны, и пусть <%п — множество эле-

элементов Ж, не пересекающихся с Л,..., /«. Из свойств
(i) и (и) вытекает, что <%п непусто. Обозначим через

dn верхнюю грань длин отрезков из Шп и выберем
1п+х^Жп так, что |/n+I|>dn/2. Положим В —

оо

= А \ (J /„. В силу (ii), имеем т*(В)>0. Значит,

существует положительное целое N, такое, что

A) 2! I/„ К т* (Я)/3.
ЛЧ-1

Для каждого п~> N через /„ обозначим концентриче-
концентрический с 1п интервал, такой, что |/п| = 3|/п|- Из нера-
неравенства A) следует, что интервалы Jn{n>N) не по-

оо

крывают В, и, значит, найдется точка х е В \ \J /„.
ЛЧ-1

N

Так как х е A\\J 1п, то из (i) вытекает существо-
i

вание интервала / е &н с центром в х. Интервал /

должен пересечься с некоторым интервалом /„ при
п > N. (В противном случае |/| ^ dn <. 2|/n+i|. для

всех п, что противоречит неравенству 2l In l^

< оо.) Пусть k *— наименьшее целое число, при ко-

котором / пересекается с Ik. Тогда k> N и |/| ^ dk-\<.
<2|/а|. Отсюда следует, что х — центр интервала
/ — принадлежит интервалу /й, что противоречит

оо

условию х ф (J /„. ¦

лч-1

Будем писать А ~ В, когда т(А AS) = 0. Тем са-

самым задается отношение эквивалентности в классе 5

измеримых множеств. Следующая теорема утверж-
утверждает, что отображение ср: 5—>5 можно рассматривать
как функцию, которая выбирает по представителю из
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каждого класса эквивалентности. Более того, выбран-
выбранные при этом множества образуют класс, замкнутый
относительно пересечения и включающий пустое мно-

множество и все пространство.

Теорема 3.21. Пусть для любого измеримого мно-

множества А через ф(Л) обозначено мноокество тех точек

из R, в которых А имеет плотность 1. Тогда <р обла-
обладает следующими свойствами (А ~ В означает, что
А А В есть нуль-множество):

2)
3)
4)
5)

из А~В

Ф@) = B

Ф {А Л В) =

из Ad В

следует
) U ф (/?)
= Ф(Л)Л<
следует

ф(Л)
= /?;

РE);

Ф(Л) ф (В).

Доказательство. Первое утверждение совпа-

совпадает с теоремой Лебега о точках плотности. Второе и

третье немедленно следуют из определения ф. Чтобы

доказать 4), заметим, что для любого интервала /

имеет место равенство / \ {A f] В) — (/ \ А) О (/ \ В).
Значит, m (/)—m (/ Л A f| 5)< m (/) —m (/ Л A)+m (/) -
— m (/ Л В). Следовательно,

m(/fM) . т(/пв) 1 ^

Взяв / == [х — ft, х 4- й] и положив ft -¦ 0, получим, что

ф(Л) П фE)с: ф(Л Л В). Обратное включение оче-

очевидно. Свойство 5) следует из 4). ¦
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СВОЙСТВО БЭРА

Симметрическая разность, определенная формулой

А А В = (A U В) \ (А Л В) = (А \ В) U (В \ А),

является коммутативной и ассоциативной операцией,
удовлетворяющей следующему дистрибутивному за-

закону: Af\(BAC) = (Af]B)A(Af]C). Очевидно, что

ЛАВс Л[|В и А А А = 0. Легко проверить, что

любой класс множеств, замкнутый относительно опе-

операций Л и П, является коммутативным кольцом (в
алгебраическом смысле), где эти операции выполняют

роль соответственно сложения и умножения. Такой
класс замкнут также относительно операций объеди-
объединения и разности. Следовательно, он является коль-

кольцом подмножеств объединения своих элементов в

смысле определения из гл. 3.

Будем говорить, что множество А евклидова г-мер-
ного пространства (или любого топологического про-
пространства) обладает свойством Бэра, если его можно

представить в виде А = G А Р, где G — открытое мно-

множество, а Р — множество первой категории.

Теорема 4.1. Множество А обладает свойством

Бэра тогда и только тогда, когда оно представимо в

виде А = F Л Q, где F замкнуто, a Q — множество

первой категории.

Доказательство. Если А — G АР, где G —

открытое множество, а Р — множество первой кате-

категории, то N = G\ G — нигде не плотное замкнутое

множество, a Q — N А Р — множество первой катего-

категории^ Положим f = G. 7ornaA = GAP=(G AN)AP=
= GA{N AP) = F AQ. Обратно, если A = FAQ,
где F — замкнутое множество, a Q — множество пер-

первой категории, то пусть G — множество внутренних
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точек множества F1). Тогда N = F\G нигде не

плотно, Р = N AQ — множество первой категории и

A = FAQ= (GAN) AQ = GA(NA Q) = GAP. Ш

Теорема 4.2. Если множество А обладает свойст-
свойством Бэра, то им обладает и его дополнение.

Доказательство. Для любых двух множеств

А и В выполняется равенство (А А В)' = А' Л В. Зна-
Значит, если A = GAP, то /Г —G'AP, и утверждение
следует из теоремы 4.1. ¦

Теорема 4.3. Класс множеств, обладающих свой-
свойством Бэра, является а-алгеброй. Она порождается
открытыми множествами вместе с множествами пер-
первой категории.

Доказательство. Пусть Ai=GiAPi (i =.
= 1,2,...)—произвольная последовательность мно-

множеств, обладающих свойством Бэра. Положим G =

=(JGI( P=\JPt и A = \jA{. Тогда G открыто, Р —
t i i

множество первой категории и G\PaAczG\JP.
Значит, GAAczP— множество первой категории и

Л = ОЛ(ОЛЛ) обладает свойством Бэра. Этот ре-
результат вместе с теоремой 4.2 и показывает, что рас-
рассматриваемый класс является а-алгеброй. Кроме того,

очевидно, что это минимальная а-алгебра, включаю-

включающая все открытые множества и все множества первой
категории. ¦

Теорема 4.4. Множество обладает свойством Бэра
тогда и только тогда, когда его можно представить
в виде объединения &й-множества и множества пер-
первой категории (или разности Fa-множества и множе-

множества первой категории).

Доказательство. Так как замыкание любого

нигде не плотного множества нигде не плотно, то лю-

любое множество первой категории содержится в неко-

некотором Fo-множестве первой категории. Если G от-

1 Такое множество G называют также открытым ядром мно-

множества F. — Прим. перев.
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крыто, а Р — множество первой категории, то через

Q обозначим /^-множество первой категории, которое
содержит Р. Тогда Е = G\Q будет Gg-множеством
и мы получим

= Е A [(G Л Р) Л Q].

Здесь (GAP)flQ — множество первой категории, ко-

которое не пересекается с Е. Значит, любое множество,
обладающее свойством Бэра, можно представить как

объединение непересекающихся О6-множества и мно-

множества первой категории. Обратно, любое множество,

которое можно представить в таком виде, принадле-
принадлежит 0-алгебре, порожденной открытыми множествами

н множествами первой категории; оно, таким обра-
лом, обладает свойством Бэра. Утверждение в скоб-

скобках получается с учетом теоремы 4.2 путем перехода
к дополнениям, а

Регулярное открытое множество — это множество,

совпадающее с множеством внутренних точек своего

замыкания. Любое множество вида А~'~~' является ре-

регулярным открытым.

Теорема 4.5. Любое открытое множество Н имеет

вид Н = G \ N, где G — регулярное открытое множе-

множество, а N нигде не плотно.

Доказательство. Пусть G = #-'-' и Af =

= G\ Н. Тогда G — регулярное открытое_множест-

открытое_множество, N нигде не плотно _и Я
= G\N. Имеем N aG \ H.

Значит, G\N=)G_\(G\H) = G{)H = H. Кроме того,

H=G\N=>G\N. Таким образом, H = G\N. Я

Теорема 4.6. Любое множество, обладающее свой-

свойством Бэра, можно представить в виде А = G А Р, где

G регулярное открытое, а Р первой категории. Это

представление единственно в любом пространстве, в

котором каждое непустое открытое множество яв-

является множеством второй категории (т. е. не первой
категории).
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Доказательство. Существование такого пред-
представления следует из теоремы 4.5; в любом представ-
представлении можно заменить открытое множество множе-

множеством внутренних точек его замыкания. Для доказа-
доказательства единственности предположим, что G А Р =
= Я A Q, где G — регулярное открытое множество, Я

открытое, а Р и Q первой категории. Тогда Я \ О с
cHAG = PAQ. Значит, Я \ О — открытое множе-

множество первой категории и поэтому пусто. Имеем Н с G

и, значит, Ясг G~'~' = G. Таким образом, в том пред-
представлении, в которое входит регулярное открытое
множество, это открытое множество G максимально.
Если G и Я — оба регулярные открытые, то каждое

из них содержит другое. Значит, G = Н и Р = Q. ш

Теорема 4.7. Пересечение любых двух регулярных
открытых мноокеств является регулярным открытым
множеством.

Доказательство. Пусть G = G~'-' и Я =
__ //-/-/_ jaK как q |"| Ц — открытое множество, то

G Л Я с (G Л НУ''' с G~'~' = G.

Подобным же образом

G Г) Я с (G Л Я)"'"' с Н~'~' = Я.

Значит, G Л Н = (G Л Н)~'~', в

Все предыдущие определения и теоремы приме-
применимы к пространству любой размерности (фактически
доказательства проходят для любого топологического

пространства). Из сравнения теорем 4.3 и 3.16 видно,
что класс множеств, обладающих свойством Бэра,
аналогичен классу измеримых множеств, при этом

множества первой категории играют роль нуль-мно-
нуль-множеств. Надо заметить, однако, что в теоремах 4.4 и

3.15 роли Fa- и Gg-множеств поменялись местами. Бо-
Более того, теорема 4.1 не имеет аналога для измеримых
множеств; самое большее, что можно сказать, это то,

что измеримое множество отличается от некоторого
открытого (или замкнутого) множества на множество
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сколь угодно малой меры. Однако оба класса содер-

содержат борелевские множества и каждый инвариантен
относительно сдвига. Продолжая аналогию, можно

установить следующую теорему, в которой х-\-А озна-

означает множество А, сдвинутое на х. Для простоты мы

ограничимся одномерным случаем.

Теорема 4.8. Для любого линейного множества А

второй категории, обладающего свойством Бэра, и

для любого измеримого множества А положительной

меры найдется положительное число 6, такое, что

(х + Л) Л А ф 0, как только |х|<6.
Доказательство. В первом случае пусть А =

= G А Р. Так как G не пусто, оно содержит интервал
/. Для любых х верно включение

(х + А) П А => [(х + /) П /] \ [PU (х + Р)].

Если |х|<|/|, то множество в правой части пред-
представляет собой интервал минус множество первой ка-

категории. Значит, оно не пусто. Таким образом, можно
взять б = |/|.

Во втором случае пусть F — ограниченное замкну-
замкнутое подмножество в А, такое, что m(F)>0 (теорема
3.18). Покроем F ограниченным открытым множест-
множеством G, для которого m(G) <С D/3)m(F)\ G является

объединением последовательности попарно не пересе-
пересекающихся интервалов. По крайней мере для одного
из них — пусть это будет интервал / — должно выпол-

выполняться неравенство m(F П/)> C/4)пгA). Возьмем
б = т(/)/2. Если |х|<6, то {х-\-1)\) I — интервал
длины меньше C/2)m(I), который содержит как F[\I,
так и х + (F П /). Эти множества не могут не пересе-
пересекаться, так как m(x + (Ffl/)) = m(F[\I)> C/4)m(/).
Поскольку (а- + А) П А с: [х + {F П /)] П {F П /), множе-

множество слева не пусто. ¦
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НЕИЗМЕРИМЫЕ МНОЖЕСТВА

До сих пор у нас не было никаких указаний на то,

что класс измеримых множеств или класс множеств,

обладающих свойством Бэра, включает не все под-

подмножества действительной прямой. Мы знаем, что

любое множество, полученное из элементов некото-

некоторого счетного семейства открытых, замкнутых или

нуль-множеств путем применения счетного числа опе-

операций объединения, пересечения или взятия дополне-

дополнения, измеримо. Можно также показать, что любое

аналитическое множество измеримо (аналитическое
множество — это множество, которое можно предста-
представить как непрерывный образ некоторого борелевского
множества). Согласно одному результату Гёделя [12,

стр. 490], гипотеза о существовании неизмеримого
множества, которое представимо в виде непрерывного
образа дополнения некоторого аналитического мно-

множества, не противоречит аксиомам теории множеств,

если только сами эти аксиомы образуют непротиво-

непротиворечивую систему. Не известно ни одного конкретного
примера неизмеримого множества, допускающего та-

такое представление (см., однако, [32, стр. 30]). Тем не

менее, если использовать аксиому выбора, то легко

показать, что неизмеримые множества существуют.
Рассмотрим несколько таких конструкций.

Наиболее ранняя и простейшая конструкция при-
принадлежит Витали A905 г.) [12, стр. 96]. Пусть Q —
множество рациональных чисел, рассматриваемое как

подгруппа группы действительных чисел по сложе-

сложению. Смежные классы по подгруппе Q') образуют
разбиение прямой на несчетное семейство непересе-
непересекающихся множеств, каждое из которых получается
из Q в результате сдвига. По аксиоме выбора суще-

') То есть множества вида а + Q, где а — любое действи-
действительное число. — Прим. перев.
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ствует множество V, имеющее с каждым из этих

смежных классов ровно по одному общему элементу.
Любое такое множество назовем множеством Витали.

Счетное семейство множеств вида г + V (г е Q) по-

покрывает всю прямую. Из теоремы 3.19 видно, что V

не может быть нуль-множеством. По теореме 4.8,
если V измеримо, то найдется число б > 0, такое, что

(х + V) П V Ф 0, как только |х|<8. Но если х ра-
рационально и х Ф О, то (х + V) Л V = 0; получаем
противоречие. Следовательно, V не может быть из-

измеримым.
Точно так же доказывается, что ни одно из мно-

множеств Витали V не обладает свойством Бэра. Оно не

может быть множеством первой категории, так как

множества г + V (г е Q) покрывают всю прямую.
Поэтому, как и выше, из теоремы 4.8 следует, что V
не может обладать свойством Бэра.

Пусть V = A\JB — разбиение множества Витали
V на множество А первой категории и множество В

меры нуль (следствие 1.7). Тогда А неизмеримо, но

обладает свойством Бэра, в то время как В измеримо,
но не обладает свойством Бэра. Таким образом, ни

один из этих двух классов не включает в себя другой.
Совсем другая конструкция, приводящая к неиз-

неизмеримому множеству, принадлежит Ф. Бернштейну
A908) [12, стр. 524]. Она опирается на возможность

ввести полное упорядочение в множестве мощности

континуум. Прежде всего нам понадобится следую-
следующая

Лемма 5.1. Любое несчетное пумножество на пря-

прямой R содержит нигде не плотное замкнутое множе-
множество С меры нуль, которое можно непрерывно отобра-
отобразить на [0, 1].

Доказательство. Пусть Е = [~J Gn, где Gn
п

открыты, есть несчетное О6-множество. Пусть F обо-
обозначает множество всех точек конденсации множе-

множества Е, принадлежащих Е, т. е. всех точек х е Е, та-

таких, что любая окрестность х содержит несчетное

множество точек из Е. Множество F не пусто; в про-
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тивном случае семейство интервалов с рациональными
концами, содержащих лишь счетное множество точек

из Е, покрывало бы Е и Е было бы счетным. Подоб-
Подобное же рассуждение показывает, что F не имеет изо-

изолированных точек. Пусть /@) и /A)— два непересе-
непересекающихся отрезка длины не более 1/3, содержащихся
в G\ и содержащих внутри себя точки из F. Далее
рассуждаем по индукции. Пусть уже определены 2п

непересекающихся отрезков /(й, ..., in) (t"ft == 0
или 1) длины не более 1/3", объединение которых со-

содержится в Gn и у которых множество внутренних
точек пересекается с F; обозначим через I(i\, ...

..., in+1) (in+i = 0 или 1) непересекающиеся отрезки
длины, не превосходящей l/3n+1, содержащиеся в

Gn+if]I(ii, ..., in) и содержащие внутри себя точки

из Р. Поскольку F не имеет изолированных точек и

Е с Gn+i, ясно, что такие отрезки существуют. Таким

образом, семейство отрезков I(i\, ..., in) с указан-

указанными свойствами действительно можно определить.

Положим

С=П U /(л, ...,«•„).

Тогда С — замкнутое нигде не плотное подмножество

множества Е. Мера С равна нулю по той же причине,
что и мера канторова множества (и на самом деле С

гомеоморфно канторову множеству). Для каждого х

из С найдется единственная последовательность {in},
in = 0 или 1, такая, что х е / (h in) при любом п,
и обратно, каждая такая последовательность соответ-

соответствует некоторой точке из С. Пусть f(x) —действи-
—действительное число с двоичным разложением 0, м^з ••• •

Тогда f отображает С на [0, 1]. Значит, С имеет мощ-

мощность с. Отображение f непрерывно, так как \f(x)—
— 1(х') I ^1/2", когда точки х и х' обе принадлежат

множеству CD/(f'i, ..-, in), ш

Лемма 5.2. Класс несчетных замкнутых подмно-

подмножеств действительной прямой R имеет мощность с.

Доказательство. Класс открытых интерва-
интервалов с рациональными концами счетен, а каждое от-
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крытое множество есть объединение некоторого под-
подкласса. Следовательно1), имеется не более с откры-
открытых множеств, а значит (если перейти к дополне-

дополнениям), не более с замкнутых множеств. С другой сто-

стороны, имеется по крайней мере с несчетных замкну-
замкнутых множеств, ибо такова мощность множества всех

замкнутых интервалов. Итак, на прямой имеется ров-
ровно с несчетных замкнутых множеств. ¦

Теорема 5.3 (Ф. Бернштейн). Существует множе-

множество В действительных чисел, такое, что В и В' оба

пересекаются с каждым несчетным замкнутым мно-

множеством на прямой.

В силу принципа полной упорядоченности и лем-

леммы 5.2 класс ЗГ несчетных замкнутых множеств на

прямой можно снабдить индексами в виде порядковых

чисел2), меньших (ос, где сос
— первое порядковое

число, которому предшествует множество порядковых
чисел мощности с; таким образом, можно записать

<?" = {Fa; a < We}. Можно также предположить, что

прямая R и, значит, каждый член из класса У вполне

упорядочены. Заметим, что каждый элемент из #~

имеет мощность с в силу леммы 5.1, так как всякое

замкнутое множество является б^множеством. Пусть
pi и <7i — первые два элемента из iv Пусть, далее,

р2 и Цг
— первые два элемента из F%, отличные от р\

и <7i- Если 1 < а < (Ос и если pg и <7р уже определены
для всех Р < а, то пусть ра и qa

—

первые два эле-

элемента из fe\ (J {рп, <7д}- Это множество не пусто

(оно имеет мощность с) при любом а, и поэтому ра
и рц определены для всех а < (ос. Положим В =
= {ра\ а <(ос}. Так как pa^B(]Fa и q^^B' V[Fa
для любого а < (ос, то В обладает тем свойством, что

оно, как и его дополнение, пересекается с каждым

') Здесь используется тот факт, что множество всех подмно-

подмножеств счетного множества имеет мощность с. — Прим. перев.

2) О порядковых числах см., например, Натансон И. П.,
Теория функций вещественной переменной, М., 1957, стр. 410. —¦

Прим. перев.
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несчетным замкнутым множеством. Будем называть

любое множество с таким свойством множеством

Бернштейна.

Теорема 5.4. Любое множество Бернштейна В не-

неизмеримо и не обладает свойством Бэра. Более того,
каждое измеримое подмножество как В, так и В' яв-

является нуль-множеством и любое подмножество В
или В', обладающее свойством Бэра, есть множество

первой категории.

Доказательство. Пусть А — какое-нибудь
измеримое подмножество множества В. Любое замк-

замкнутое множество F, содержащееся в А, должно быть

не более чем счетным (так как каждое несчетнее

замкнутое множество пересекается с В'), следова-

следовательно, m(F) = 0. Значит, по теореме 3.18, гп(А) = 0.

Подобным же образом, если А — подмножество В,
обладающее свойством Бэра, то А = Е U Р, где Е

является Gg-множеством, а Р — множеством первой
категории. Множество Е должно быть счетным, так

как каждое несчетное б6-множество в силу леммы 5.1

содержит несчетное замкнутое множество и, значит,

пересекается с В'. Следовательно, А — множество пер-
первой категории. То же рассуждение применимо к В'. Ш

Теорема 5.5. Любое множество положительной

внешней меры содержит неизмеримое подмножество.
Любое множество второй категории содержит под-

подмножество, не обладающее свойством Бэра.

Доказательство. Если А имеет положитель-

положительную внешнюю меру, а В — множество Бернштейна, то,

по теореме 5.4, подмножества А П В и А П В' не могут
одновременно быть измеримыми. Если А — множество

второй категории, то эти же два подмножества не мо-

могут одновременно обладать свойством Бэра. В

Тот факт, что каждое множество положительной

внешней меры имеет неизмеримое подмножество, пер-
первым доказал Радемахер [24], используя совсем дру-

другой метод.
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Неизмеримость множества Витали связана с тео-

теоретико-групповыми свойствами меры Лебега (инвари-
(инвариантность относительно сдвига), а неизмеримость мно-

множества Бернштейна — с топологическими свойствами

(теорема 3.18). Однако есть и более глубокие при-
причины, чисто теоретико-множественной природы, по

которым (при определенных предположениях) невоз-

невозможно определить нетривиальную меру для всех под-

подмножеств множества X. В этом состоит известная

теорема Улама A930 г.) [31]. В этой теореме речь
идет не непосредственно о мерах на прямой, а о ме-

мерах в абстрактном множестве X ограниченной мощно-

мощности. В простейшем случае она касается мер в мно-

множестве мощности Kj. Сказать, что X имеет мощность

4*1, — это значит утверждать, что X можно вполне

упорядочить так, чтобы при этом каждому элементу
предшествовало только счетное множество элементов,

т. е. элементы X можно привести во взаимно одно-

однозначное соответствие с порядковыми числами, мень-

меньшими первого несчетного порядкового числа.

Теорема 5.6 (Улам). Конечная мера ц, определен-
определенная на всех подмножествах множества X мощности

4*1, равна нулю тождественно, если она равна нулю

для каждого подмножества, состоящего из одного

элемента.

Доказательство. По предположению, X моле-

молено вполне упорядочить так, чтобы для каждого у
из X множество {х; х < у} было счетным. Пусть
f(x,y) — взаимно однозначное отобралсение этого мно-

множества на подмножество положительных целых чисел.

Тогда / — целочисленная функция, определенная для

всех пар (х, у) элементов из X, для которых х < у.

Она обладает таким свойством:

A) если х<х'<у, то f(x, у)ф{(х', у).

Для каждого ieX и каждого целого положитель-

положительного п положим, по определению,

К=\У\ х<у, f{x,y)*=n].
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Эти множества можно расположить в виде таблицы

pi Fl F1г Xi
г

Xi
... г х . . .

F2 F- F2i х, * х, ••• Гх •••

ptl ptl

имеющей Ко строк и ^! столбцов. Эта таблица обла-
обладает следующими свойствами:

B) множества каждой строки
попарно не пересекаются;

C) объединение множеств каждого столбца

равно всему X

минус некоторое счетное множество.

Для проверки свойства B) предположим, что

у е Fx П Fx' при некотором п и некоторых у, х и х',
х^х'. Тогда х<у, х'<у и f(x,y) = f(x',y)=n.
Значит, х = х' в силу A). Таким образом, при любом

фиксированном п множества Fnx{x e X) не пересека-
пересекаются.

Чтобы установить C), заметим, что если х < у,
то у принадлежит одному из множеств F", а именно

тому, для которого n = f(x,y). Значит, объединение
множеств Fx (n=l, 2, ...) отличается от X на счет-

счетное множество {у; у ^ х].
В силу B) в каждой строке может быть ке более

чем счетное множество множеств, для которых

n(Fx)>0 (так как ц(Х) конечна). Значит, и во всей

таблице множество таких множеств не более чем

счетно. Но так как множество столбцов несчетно, то

найдется элемент х из X, такой, что |д.(/7")==0 для

всех п. Объединение множеств этого столбца имеет

меру нуль, и дополнительное счетное множество так-

также имеет меру нуль. Итак, ц(Х) = 0 к, значит, (х
тождественно равна нулю. ¦

Улам установил этот результат не только для
множеств X мощности Кь но и для некоторых мно-
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жеств большей мощности. Предельное кардинальное

число1) называется слабо недостижимым, если (i)
оно больше чем fc?o, и (п) его нельзя представить в

виде суммы, в которой число слагаемых и каждое

слагаемое меньше этого кардинального числа. Оно
называется недостижимым, если к тому же (Hi) оно

превосходит число подмножеств любого множества

меньшей мощности. Легко заметить, что с не яв-

является недостижимым ((Hi) не выполняется). Если
недостижимые кардинальные числа существуют, то

даже наименьшее из них должно быть чрезвычайно
большим. Продолжая прибеденные выше рассужде-

рассуждения, Улам показал, что в теореме 5.6 достаточно пред-
предполагать, что ни одно кардинальное число, меньшее

или равное мощности X, не является слабо недости-
недостижимым. Ни теорема 5.6, ни это ее обобщение не при-

применимы к мере на прямой, пока мы не сделаем не-

некоторых предположений относительно с. Если пред-
предположить, что справедлива гипотеза континуума (ко-
(которая утверждает, что с = Hi), или по крайней мере
предположить, что никакое кардинальное число, мень-

меньшее или равное с, не является слабо недостижимым,
то можно вывести следующее

Предложение 5.7. Конечная мера, определенная
на всех подмножествах множества мощности с, равна

нулю тождественно, если она равна нулю для каж-

каждого одноточечного подмножества.

Это утверждение приводит к одному замечатель-

замечательному обобщению. В дополнение к упомянутым выше

результатам Улам показал, что если множество X

допускает конечную меру ц, такую, что ц(Х)>0 и

М<(М) = 0 Для каждого х <= X, и если утверждение 5.7

справедливо, то X допускает двузначную меру (т. е.

принимающую лишь два значения 0 и 1) с теми же

свойствами, В соответствии с теоремой Ханфа и Тар-
ского [36, стр. 313] такая мера возможна только в

') Предельным кардинальным числом называют число вида

уа, где а — предельное порядковое число. О кардинальных чис-

числах см., например, Александров П, С. Введение в общую тео-

теорий множеств и функций, М, — Л., 1948. >—Прим. перев.
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случае, если мощность X равна чрезвычайно большому
кардинальному числу, а именно, ему должно предше-
предшествовать равное ему число недостижимых кардиналь-
кардинальных чисел!

Следует отметить, что неизмеримость множества

не означает, что ему нельзя приписать никакой меры.
На самом деле можно показать, что любое подмно-

подмножество из R входит в область определения некоторого

расширения меры Лебега. Однако, как показывает

теорема 5.6, если с = Кь то никакое расширение
меры Лебега не может быть определено одновремен-
одновременно для каждого элемента таблицы {Fi}. Более того,
Банах [1] показал, что из гипотезы континуума вы-

вытекает существование счетного семейства множеств

с тем же свойством. Но не следует при этом забы-

забывать, что без гипотезы континуума или какой-нибудь
другой гипотезы относительно с ни утверждение 5.7,
ни невозможность расширения меры Лебега на все

подмножества из R до сих пор не доказаны.



ГЛАВА 6

ИГРА БАНАХА - МАЗУРА

Приблизительно в 1928 г. польский математик

С. Мазур придумал такую математическую «игру».
Игроку (А) «выдается» произвольное подмножество

А замкнутого интервала /0. Дополнительное множе-

множество В = /0\Л получает игрок (В). Правила игры
(А, В) таковы: (А) выбирает произвольно отрезок
/) с/0; затем (В) выбирает отрезок /2cr/i; затем (А)
выбирает отрезок /зсз/г и т. д. поочередно. Таким

образом, игроки совместно определяют последова-
последовательность вложенных отрезков /„, причем (А) выби-

выбирает отрезки с нечетными индексами, а (В) — с чет-

четными. Если множество Р|/„ имеет хотя бы одну об-
п

щую точку с А, то выигрывает (А); в противном слу-
случае выигрывает (В).

Возникает вопрос: может ли один из игроков, ра-
разумно выбирая отрезки, обеспечить себе победу неза-

независимо от того, как играет его противник? Каждый,
кто знаком с доказательством теоремы Бэра о катего-

категории, конечно, заметит, что в случае, когда Л —мно-
—множество первой категории, для игрока (В) имеется

простая стратегия, придерживаясь которой, он навер-
наверняка победит. Если A—\J Ап, Ап нигде не плотны, то

п

(В) должен при любом п выбрать /2п с;/2n-i\ Лп, и

тогда он выиграет независимо от того, как играет
(А). Мазур высказал предположение, что второй
игрок наверняка сможет выиграть только в том слу-

случае, когда А — множество первой категории. Банах
доказал (но не опубликовал) справедливость этого

предположения [32, стр. 37], [40].
Чтобы сказать точно, что понимается под словами

«один из игроков наверняка сможет выиграть», нам

следует уточнить понятие «стратегии». Стратегия для
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каждого из игроков
— это правило, указывающее, ка-

какой ход он должен сделать в любой возможной си-

ситуации. В момент п-го хода (В) знает, какие интер-
интервалы /0, /[, ..., hn-\ были выбраны на предыдущих
ходах; кроме того, ему известны множества А и В —

вот и все, что он знает. На основе этой информации
его стратегия должна указать ему, какой интервал
выбрать в качестве hn. Таким образом, стратегия для

(В) — это последовательность функций fn (/0, /ь ...

...,/2n_i), значениями которых являются отрезки.
Правила игры требуют, чтобы

A) /Л/о. h /2«-i) <=/2„_, (я=1, 2, ...).

Функция fn должна быть определена по крайней
мере для всех отрезков, удовлетворяющих условиям

B) /0 =э /, =э /2 =э ... =э /2n_i

C) /2, = f,(/0,/,,..., /2i-i) (i =1,2 я-1).

Для того чтобы это была выигрышная стратегия для

(В), необходимо и достаточно, чтобы f]lncz В для
п

любой последовательности /„, удовлетворяющей B)
и C) при всех п.

Теорема 6.1. Для (В) существует выигрышная
стратегия тогда и только тогда, когда А — множество

первой категории.

Доказательство. Пусть fi, /2. •••
—

выигрыш-
выигрышная стратегия для (В). Пусть Г — множество внутрен-

внутренних точек отрезка /. Для данной /i можно определить
последовательность отрезков /j (i = 1, 2, ...), содер-
содержащихся в /i и таких, что (i) отрезки Ki = /i(/o, Ji)
не пересекаются и (ii) объединение множеств их

внутренних точек плотно в /о. Этого можно добиться,
например, так. Пусть 5 — последовательность всех

отрезков с рациональными концами, содержащихся

в /о. Пусть /i—первый член в 5. Если уже опреде-
определены /i Ju то в качестве /l+i возьмем первый
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член последовательности S, который содержится в

h\Ki\K2\ ••• \Kt. Используя A), легко про-
проверить, что эта конструкция индуктивно определяет
последовательность /,-, обладающую требуемыми свой-
свойствами.

Подобным же образом для каждого i обозначим

через Jjj (/=1, 2, ...) последовательность отрезков,

содержащихся в Ki и таких, что отрезки /С,-, =
= ЫЛь Л-, Ki,Jij) не пересекаются и объединение
множеств их внутренних точек плотно в Кг. Тогда

объединение всех интервалов Кц плотно в /0.
Продолжая процесс по индукции, мы определим

два семейства отрезков hx...in и К{: ... tn, где п и

каждый из индексов fa пробегают всевозможные по-

положительные целочисленные значения так, что при
этом выполняются следующие условия:

D) /G, ... г„
= //г(/о, /*,, Ktl, /г,г2. Kilti, ..., Jtl ... ;J,

E) J4...tn+^K°4...tn.
F) При каждом п отрезки Kix ... in не пересекаются

и объединение множеств их внутренних точек

плотно в /0.

Рассмотрим теперь произвольную последователь-

последовательность положительных целых чисел in и положим по

определению

G) /2«_1 = Л-1... irt, hn = Ki,...in («=1,2, ...).
Из D) и E) следует, что условия B) и C) выпол-

выполняются для всех п; значит, последовательность вло-

вложенных отрезков /,г может получиться в результате

игры, в которой (В) применял данную стратегию. По

предположению множество f] In должно содер-
п

жаться в В.

U
о

Kij i •

ч '«

Пусть E = f]Gn. Тогда для любого х из Е суще-
п

ствует единственная последовательность ilt i2,...,
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такая, что х ^ Kit ... i при каждом п. Если эту по-

последовательность использовать для определения по-

последовательности G), то х ^f]lncz В. Отсюда видно,
п

что Е cz В. Следовательно,

Из F) вытекает, что каждое из множеств /0 \ Gn
нигде не плотно; поэтому А должно быть первой ка-

категории. ¦

Эта теорема дает еще одно толкование, в каком

смысле мало множество первой категории; это мно-

множество, с которым даже самый блестящий игрок об-

обречен на поражение, если только его противник не

упустит возможности воспользоваться своим преиму-
преимуществом.

Теорема 6.2. Выигрышная стратегия для (Л) су-
существует тогда и только тогда, когда для некоторого
отрезка 1\ а /0 множество 1\ Л В является множест-

множеством первой категории.

Доказательство. Если такой отрезок суще-
существует, то (Л) может начать, выбрав его в качестве

/ь Затем с помощью очевидной стратегии он может

обеспечить, чтобы Р|/« не пересекалось с В. Так как

п

пересечение непусто, то это выигрышная стратегия
для (Л). С другой стороны, если у (Л) есть выигрыш-
выигрышная стратегия, он всегда может ее так усовершенство-
усовершенствовать, чтобы пересечение интервалов /„ состояло толь-

только из одной точки множества Л. (Например, этого

можно добиться, если всегда выбирать hn+\ так, как

будто /2« — отрезок вдвое меньшей длины.) Этим

определяется выигрышная стратегия для второго

игрока в игре A\ Г\ В, 1Х Л Л). По теореме 6.1 такая

стратегия может существовать только тогда, когда

1\ Л В является множеством первой категории. ¦

Теорема 6.3. Если множество А обладает свой-

свойством Бэра, то выигрышная стратегия существует
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либо для (В), либо для (А) в соответствии с тем,

является ли А множеством первой или второй кате-

категории.

Доказательство. Пусть А = G А Р, где G —

открытое множество, а Р — множество первой катего-

категории. Если G пусто, то у {В) есть выигрышная страте-
стратегия в соответствии с теоремой 6.1. Если G не пусто,
то (Л) нужно лишь выбрать I\ cr G, чтобы обеспечить
себе выигрыш. В

Говорят, что множество Е имеет первую катего-

категорию в точке х, если найдется такая окрестность U
этой точки, что U П Е — множество первой категории.
В противном случае говорят, что Е имеет вторую ка-

категорию в точке х. Эти понятия аналогичны метриче-

метрическому понятию плотности, рассмотренному в гл. 3.
Множество G тех точек, в которых А имеет первую

категорию, является открытым. Лели А обладает
свойством Бэра, то G можно рассматривать как ана-

аналог множества (f{A), рассмотренного в теореме 3.21;
это наибольшее открытое множество, которое отли-

отличается от А на множество первой категории. Следо-
Следовательно, множество G — это то самое регулярное от-

открытое множество, о котором шла речь в теореме 4.6.
Тот факт, что G отличается от А на множество пер-
первой категории, аналогичен теореме Лебега о точках

плотности.

В силу теорем 6.1 и 6.2 для одного из игроков
существует выигрышная стратегия тогда и только

тогда, когда А — множество первой категории или В

имеет первую категорию в некоторой точке. По тео-

теореме 6.3, одна из этих альтернатив имеет место, когда

А обладает свойством Бэра. Возможно ли, чтобы ни

одна из альтернатив не выполнялась? Да! Возьмем
в качестве А пересечение /о с множеством Бернштей-
на. Тогда ни А, ни В не содержат несчетного G6-mho-
жества (лемма 5.1). Следовательно, для любого от-

отрезка / cr /0 ни одно из множеств А Г) / или В Г) / не

будет множеством первой категории. (В самом деле,

если одно из них первой категории, то другое имеет

вторую категорию и обладает свойством Бэра. По
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теореме 4.4, любое такое множество содержит несчет-

несчетное G6-mho>kcctbo.) Следовательно, в этом случае
игра {А, В) не предопределена в пользу одного из

игроков.
Возможность неопределенности делает игру Ба-

Банаха—Мазура особенно интересной с точки зрения

общей теории игр. Кроме того, она ставит ряд инте-

интересных вопросов. Если игра предопределена в пользу
одного из игроков, следует ли ее в этом случае счи-
считать игрой, связанной с «умением»? Если ни один из

игроков не может контролировать исход, является ли

результат делом «случая»? И что означает «случай»
в этой ситуации?

Есть другой вариант игры Банаха — Мазура, в ко-

котором игроки поочередно задают цифровые наборы
(произвольной конечной длины), которые записы-
записываются последовательно один за другим и опреде-
определяют в результате десятичное (или двоичное) раз-
разложение некоторого числа. Если это число принад-
принадлежит А, то выигрывает (А); в противном случае
выигрывает (В). По существу это та же игра с от-

отрезками с той лишь разницей, что отрезки здесь де-
десятичные. Любую выигрышную стратегию для перво-
первоначальной игры легко приспособить к этому новому

требованию, и теоремы 6.1, 6.2 и 6.3 остаются спра-
справедливыми. Однако если потребовать, чтобы все циф-
цифровые наборы, которые задают игроки, были длины 1,
т. е. чтобы (А) и (В) поочередно выбирали по од-

одному последовательному разряду в десятичном раз-
разложении числа, то получится совсем другая игра, ко-

которую впервые изучали Гейл и Стюарт (см. [39]).
Условия, при которых в этом случае один из игроков
имеет выигрышную стратегию, еще не вполне выяс-

выяснены. Например, неизвестно, предопределена ли игра
с пользу одного из игроков, если А — борелевское
множество. Недавние результаты наводят на мысль,

что ответ может зависеть от принятия тех или иных

теоретико-множественных аксиом [16, стр. 75].
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ФУНКЦИИ ПЕРВОГО КЛАССА

Пусть f — действительная функция, определенная
на R. Для любого интервала / величину

ю (/) = sup / (х) — inf f (х)

назовем колебанием f на I. Для каждого фиксиро-
фиксированного х функция ы((х — б, х + б)) монотонно не

возрастает при убывании б и стремится к пределу

ffl(x) = Iimi»((x- б, х + б)),
б-»0

который назовем колебанием f в точке х. Функции
(й(х) определена на R и принимает значения из рас-
расширенной действительной оси. Очевидно, что со(хо)=:0
тогда и только тогда, когда f непрерывна в точке xq.

В противном случае co(x0) измеряет величину раз-
разрыва / в х0.

Если со(хо)<е, то со(х)<е для всех х в некото-

некоторой окрестности точки х0. Значит, множество {х;
со(л:)<е} является открытым. Множество D всех то-

точек разрыва функции / можно представить в виде

оо

Z)= \J{x; (n{x)~^ 1/rt);
n=i

значит, D всегда представляет собой Fa-множество.
Таким образом, справедлива

Теорема 7.1. Если f — некоторая действительная

функция, определенная на R, то множество точек раз-

разрыва этой функции представляет собой Fa-множество.

Эта теорема допускает следующее обращение:

Теорема 7.2. Для любого Fa-множества Е суще-

существует ограниченная функция \, у которой множество

точек разрыва совпадает с Е,



Функции первого класса

Доказательство. Пусть Е = (J Fn, где

п

Fn — замкнутые множества. Можно считать, что

FnczFn+l при всех п. Пусть Ап—множество рацио-
рациональных точек, принадлежащих Fn. Для любого мно-

множества А определим функцию

{ 1 при х е А,
Ха{х) =

\0 при хфА,

называемую характеристической (или индикаторной)
функцией множества А. Функция fn = %F —%А =

= xF ^л
имеет колебание 1 в каждой точке множе-

множества Fn и колебание 0 в остальных точках. Пусть
{а„} — такая последовательность положительных чи-

чисел, что при любом п выполняется неравенство ап >

> 2 ai (пусть, например, а„=1/л!). Тогда ряд

2 anfn(x) равномерно сходится на R к ограничен-
ограничений

ной функции /. Функция / непрерывна в каждой точке,
в которой непрерывны все члены ряда, т. е. в каждой
точке множества R \ Е. С другой стороны, в каждой
точке множества Fn \ Fn-\ колебание функции f не

меньше величины ап— 2 яг. Следовательно, мно-

жество точек разрыва функции f в точности рав-
равно Е. и

Функция / называется функцией первого класса

(Бэра), если ее можно представить в виде предела

всюду сходящейся последовательности непрерывных

функций. Как показывают простые примеры, такая

функция не обязательно непрерывна. Так, функции
fn(х) = max@, 1—п\х\) непрерывны и сходятся в

каждой точке к разрывной функции f(x), равной 1

при х = 0 и равной 0 при х ф 0. Однако, как пока-

показывает следующая теорема, функция первого класса

не может быть разрывной всюду. Эта теорема из-

известна как теорема Бэра о функциях первого класса
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(точнее, это часть теоремы Бэра). Именно здесь Бэр
впервые ввел понятие категории.

Теорема 7.3. Если f представима в виде предела
всюду сходящейся последовательности непрерывных
функций, то f непрерывна всюду, кроме множества
точек первой категории.

Для сравнения вспомним известную теорему о

том, что предел равномерно сходящейся последова-
последовательности непрерывных функций является всюду не-

непрерывной функцией.

Доказательство. Достаточно показать, что

для любого е>0 множество F = {х; <о(х)^5е} ни-

нигде не плотно. Пусть f(x) = Yimfn(x), fn непрерывны,
и пусть

?»= П МЫ*)-М*I<в} («=1,2,...).
1

Тогда Еп — замкнутое множество, Еп с Еп+\ и (J Еп
п

совпадает со всей прямой. Рассмотрим любой отре-
отрезок /. Так как I ={J(En[\I), то множества Еп П / не

п

могут быть все нигде не плотными. Значит, для ка-

какого-то целого п > 0 множество Еп П / содержит от-

открытый интервал /. Тогда | fг (х) — fj (х) | ^ е при всех
х из /; i,j^-n. Полагая / = п и г"->оо, получаем, что

\f(x) — fn(x) |^г при всех х из /. Для любого х0 из /

найдется окрестность I(xc)c:J, такая, что |/«(х) —
/()|<е ПРИ всех х из 1(х0). Значит, \f(x)~--

2е при всех х из /(хо). Следовательно,
() и ни одна точка из / не принадлежит F. Та-

Таким образом, для любого отрезка / существует откры-
открытый интервал J a I \ F. Это и означает, что F нигде

не плотно. ¦

Это рассуждение можно использовать, чтобы дока-

доказать нечто большее. Лишь небольшое словесное изме-

изменение позволяет применить его и тогда, когда f и все

функции fn определены на произвольном совершенном
множестве Р. В этом случае нужно рассматривать по-
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нятне категории относительно Р. Теорема Бэра о ка-

категории останется верной: если открытый интервал
/ пересекается с Р, то никакое счетное объединение
множеств, нигде не плотных относительно Р, не может

равняться I [} Р. Таким образом, если f — любая функ-
функция первого класса, а Р — любое совершенное множе-

множество, то сужение f на Р непрерывно во всех точках Р,
кроме множества первой категории относительно Р.

Бэр показал, что верно и обратное, т. е. любая такал

функция принадлежит первому классу. (Элементар-
(Элементарное доказательство этого см. в работе [4, замечание

II]1).) Мы не будем это доказывать, а лишь приведем

простой пример, который показывает, что теорему 7.3

обратить нельзя. Пусть f(x) = O во всех точках, не

принадлежащих канторовскому множеству С, f(x) =
= 1/2 в концевых точках всех открытых интервалов,
которые выброшены в процессе построения множе-

множества С, и f (х) = 1 во всех других точках множества С.

Функция f непрерывна всюду, кроме множества пер-
первой категории, а именно во всех точках из С. Но су-
сужение f на множество С разрывно в каждой точке С,
следовательно,/ не является функцией первого класса.

Довольно легко сформулировать необходимое и

достаточное условие справедливости утверждения
теоремы 7.3.

Теорема 7.4. Пусть f — действительная функция,
определенная на R. Точки разрыва функции f обра-
образуют множество первой категории тогда и только то-

тогда, когда f непрерывна на плотном множестве точек.

Это немедленно следует из теоремы 7.1 и того фак-
факта, что Га-множество является множеством первой ка-

категории тогда и только тогда, когда его дополнение

плотно.

Теорема 7.3 представляет собой очень полезный ре-

результат. Мы приведем два примера, показывающие,
как она помогает ответить на ряд естественных во-

вопросов.

') См. также Натансон И. П., Теория функций веществен-

вещественной переменной, М., 1957. — Прим. перев.
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Хорошо известно, что тригонометрический ряд мо-

может поточечно сходиться к разрывной функции. Од-
Однако насколько разрывной может быть такая функ-
функция? Может ли сумма всюду сходящегося тригономет-
тригонометрического ряда оказаться всюду разрывной? Теорема
7.3 показывает, что такого случиться не может.

Хорошо известно также, что производная всюду
дифференцируемой функции / не обязательно всюду
непрерывна. Простым примером является функция

f (*) = ** sin A/х), f@) = 0.

Может ли производная всюду дифференцируемой
функции быть всюду разрывной? Теорема 7.3 отве-

отвечает и на этот вопрос, так как производная

является функцией первого класса, если она всюду
определена и конечна.

Найдя условия, при которых множество D точек

разрыва некоторой функции является множеством

первой категории, естественно поставить вопрос, при

каких условиях D будет нуль-множеством. Ответ дает

следующая хорошо известная

Теорема 7.5. Для того чтобы функция f была ин-

интегрируема по Риману на каждом конечном интер-
интервале, необходимо и достаточно, чтобы она была огра-

ограничена на каждом конечном интервале и чтобы мно-

множество ее точек разрыва было нуль-множеством.

Для данной функции /, ограниченной на /, обозна-
обозначим через F(I) нижнюю грань сумм вида

где {/ь ..., /п} —любое разбиение отрезка /, т. е. лю-

любое конечное множество неперекрывающихся отрез-
отрезков, объединение которых равно /. Число F(I) равно
разности между верхним и нижним интегралами функ-
функции / по /; равенство F(/) = 0 представляет собой

условие того, что f интегрируема по Риману на /. Лег-
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ко проверить, что если {1\,...,1п}—любое разбиение
п

отрезка /, то F (/) = 2 F (/,). Лишь это свойство F

потребуется для доказательства следующей леммы.

Лемма 7.6. Если со(л;)<е при любом х из /, то

F(I)<b\I\.

Доказательство. Предположим противное.
Тогда /•"(/) ^ e|/|, и поэтому F(I\) ^ е|/|/2 по край-
крайней мере для одного из отрезков /ь полученных деле-

делением отрезка / пополам. Точно так же F(I2) ^ e|/i |/2
по крайней мере для одного из отрезков /2, полу-
полученных делением пополам отрезка /ь Продолжая
процесс деления, мы получим последовательность
вложенных отрезков /„, такую, что F(In)^ е|/|/2"
(п = 1,2,...). Они пересекаются в какой-то точке л;

из /. По предположению, со(л;)<е, и, значит, ш(/)<е
для некоторого открытого интервала /, содержащего
х. Выберем п так, чтобы 1п с: /. Тогда

F (/„) < и (/„) | /„ | < ш (J) \1 \/2п < г \1 Пп < F (/„),

й мы получим противоречие. Я

Следствие 7.7. Любая непрерывная на отрезке
функция интегрируема.

Стоит заметить, что приведенное доказательство

этого факта не использует понятие равномерной не-

непрерывности.
Перейдем теперь к доказательству теоремы 7.5 и

предположим сначала, что / интегрируема на /. Тогда
для любого положительного целого k можно разбить
/ на отрезки 1\,...,1п так, чтобы

Через 2' обозначим сумму по тем отрезкам /*, для

которых <a(x)^\lk в какой-то внутренней точке.
Тогда



64 Глава 7

Следовательно, 2'l^l< l/k. Множество

Fk={xf=I; ю(дс)

целиком покрыто этими интервалами, за исключением,

быть может, конечного числа точек (концов отрезкоз
разбиения). Значит, m(Fh)-<l/k. Если D — множе-

множество точек разрыва функции f, то D П / равно объеди-
объединению возрастающей последовательности Fk и мы по-

получаем

Итак, если f интегрируема на любом конечном от-

отрезке, то D является нуль-множеством.
Обратно, пусть D—нуль-множество, и пусть /

ограничена на /, причем Мит являются соответст-

соответственно ее верхней и нижней границами. Для любого

е>0 выберем k так, что (М — m)-\-\I\ < ke. По-

Поскольку Fh — ограниченное замкнутое нуль-множе-
нуль-множество, его можно покрыть конечным числом непересе-
непересекающихся открытых интервалов, сумма длин которых
меньше l/k. Концы этих интервалов, которые лежат
в /, определяют разбиение / на неперекрывающиеся

отрезки U и /;, такие, что 2l h К l/k и а(х) •< \!k на

каждом отрезке /;-. Значит, по лемме 7.6,

F(I)= 2 FVt) + S F(J,)^(M-m) 2 | h | +

Следовательно, f интегрируема по Риману на /.

Завершая изучение точек разрыва, можно поста-

поставить еще один вопрос: существует ли естественный

класс функций, имеющих лишь счетное число точек

разрыва. Ответ дает следующая

Теорема 7.8. Множество точек разрыва любой мо-

монотонной функции f не более чем счетно. Любое счет-

счетное множество является множеством точек разрыва

некоторой монотонной функции.

Доказательство. Если / монотонна, то число

точек на интервале (а,Ь), в которых (о(л:)^ е, не пре-
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восходит \f(b) — f(o)|/e. Значит, множество точек

разрыва функции f не более чем счетно. С другой сто-

стороны, пусть {х.} — некоторое счетное множество, и

пусть % ёг — сходящийся ряд положительных чисел.

Функция f(x)= У: е; является монотонной и ограпя-

ченной. Для нее a{x()=ei при любом i и ю(д:) = 0

при всех х, не входящих в последовательность хи И

Этот факт полезно сравнить с другой, намного бо-

более глубокой теоремой, принадлежащей Лебегу, о том,

что любая монотонная функция дифференцируема
(имеет конечную производную) всюду, кроме, бьпь

может, некоторого множества меры нуль [25, стр. 13].

3 Злг:.



ГЛАВА 8

ТЕОРЕМА ЛУЗИНА И ТЕОРЕМА ЕГОРОВА

Действительная функция /, определенная на R, на-

называется измеримой, если множество f~l{U) измеримо
для любого открытого множества U a R. Будем гово-

говорить, что f обладает свойством Бэра, если /~'(^) об-

обладает свойством Бэра для любого открытого U cz R.
В обоих определениях в качестве U можно брать не

любые открытые множества, а лишь принадлежащие
некоторой базе, или, наоборот, можно разрешить U

пробегать все борелевские множества. Характеристи-
Характеристическая функция %Е множества Е cz R измерима тогда
и только тогда, когда измеримо Е; %Е обладает свой-
свойством Бэра тогда и только тогда, когда им обладает Е.

Если Е обладает свойством Бэра, то ? = G Л Р =
= F A Q, где G открыто, F замкнуто, а Р и Q — мно-

множества первой категории. Множество ?\(PUQ) =
= G \ (P I) Q) = F \ (P U Q) одновременно замкнуто
и открыто относительно R\(P U Q), и, значит, суже-
сужение %Е на дополнение к Р U Q является непрерывной
функцией. В более общем случае связь между непре-
непрерывностью и свойством Бэра такова [12, стр. 408]:

Теорема 8.1. Действительная функция f, опреде-
определенная на R, обладает свойством Бэра тогда и только

тогда, когда существует такое множество Р первой
категории, что сужение f на R\ P является непре-

непрерывной функцией.

Доказательство. Пусть U\, U2, ...
— счетная

база топологии в R, например открытые интервалы
с рациональными концами. Если f обладает свойством

Бэра, то f~1(Ui)= GiAPi, где G* — открытое множе-

множество, а А — множество первой категории. Положим
оо

P = (JP;. Тогда Р — множество первой категории. Су-
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жеиие g функции / на R \ Р непрерывно, так как мно-

множество g-](Ui) = f-i(Ui)\P =(GfAPi)\P = Gi\P
является открытым относительно R \ Р при любом i,
а значит, таким же будет и множество g^1 (U) при
любом открытом U.

Обратно, если сужение g функции / на дополнение

некоторого множества Р первой категории является

непрерывной функцией, то для любого открытого мно-

множества U имеем g~l(U)= G\ P, где G — некоторое
открытое множество. Так как

g~l (и) с r1 (U) <= g-1 (U)u р,
то

G\P<=r1{U)<=G[JP.

Значит, f-l(U)= GAQ для некоторого Qcz Р. Таким
образом, / обладает свойством Бэра. ¦

Не столь простой характер носит связь между не-

непрерывностью и измеримостью. Эту связь выражает
следующая теорема, известная как теорема Лузина.

Теорема 8.2 (Лузин). Действительная функция f
на R измерима тогда и только тогда, когда для лю-

любого е > 0 найдется множество Е, такое, что гп(Е) <е
и сужение f на R\ E является непрерывной функ-
функцией.

Доказательство. Пусть U\, U2, ...

— счетная

база топологии в R. Если / измерима, то для каждого

i найдутся замкнутое множество Рг и открытое мно-

множество G,-, такие, что

FiCf'lUJcG, и m{Gt\Ft)< в/21.
оо

Положим E = {J(Gi\ Ft). Тогда tn (E) < е. Если g—

сужение /на R \ Е, то

g'1 (Ut) = Г1 (Ut) \E = Fi\E = Gl\E.

Значит, gr'(?/,-) одновременно замкнуто и открыто от-

относительно R\E, откуда следует, что g непрерывно.

з*
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Обратно, если f обладает указанным свойством, то

лайдется последовательность множеств ?,, m (?;)¦<
<С 1//, такая, что сужения ft- функции /на R \ Et не-

непрерывны. Для любого открытого множества U най-

найдется открытое множество G,-, такое, что f~l(U) —
по

= Ul \ Ez(i—\, 2, ...). Положив Е = ^ ] Еи получим
i

{=1 (=1

Следовательно,
оо

Г1 (U) = \Г1 (U) 0 ElUlJiGi \ ЕЛ.
i=\

Все эти множества измеримы, так как т(Е) = 0, и,

значит, / — измеримая функция. Ш

Измеримая функция может не быть непрерывной
на дополнении к некоторому нуль-множеству. Чтобы
в этом убедиться, построим такой пример. Пусть
U\, U2, ...

— база топологии в R. Так как каждый ин-

интервал содержит некоторое нигде не плотное множе-

спю положительной меры, то мы можем по индукции
определить последовательность непересекающихся
кнгде не плотных множеств Nn, такую, что m(iVn)>0

к Л'гп U ^V2n_! с: Uп. Пусть A={jNin и f — характе-

ристическая функция множества А. Так как и Л, и

R\A имеют положительную меру в каждом интер-
интервале, то сужение f на дополнение к любому нуль-мно-
нуль-множеству нигде не будет непрерывной функцией.

Следующий результат, известный как теорема Его-

Егорова, устанавливает связь между сходимостью и рав-
равномерной сходимостью.

Теорема 8.3. Если последовательность измеримых
функций fn сходится к f в каждой точке некоторого
множесчви Е конечной меры, то для любого е >¦ О
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найдется множество FczE, такое, что m(F)<e и fn
сходится к f равномерно на Е \ F.

Доказательство. Для любых двух положи-
положительных целых чисел п и k положим

Еп,к= У [х е= ?; | /, (x)-f(x) |> \lk\.
i—n

Тогда ?„, k zd En+U k и f\En, k~ 0 Для любого /г.

Для заданного е > 0 и любого k найдется целое

число n(k), такое, что m {En(k)t k) < е/2*. Положим
со

/-' = (J-Ente),*. ^ ГЛаtn(F)<e. Для любого ^ верно

включение Е \ F а Е \ Еп (ft)i ft. Значит, | ft (x)—f (x) \ <
<l/k для всех i^n(k) и всех x^E\F. Таким

образом, fn равномерно сходится к f на Е \F. ш

Интересно отметить, что, в то время как теорема

Лузина имеет вполне удовлетворительный аналог в

терминах категории — теорему 8.1, для теоремы Его-

Егорова соответствующий аналог неверен. Это видно аз

следующего примера.
Пусть ф(я) — кусочно-линейная функция, опреде-

определенная равенствами: q>(x) = 2x на [0, 1/2], q>(jt) =
= 2 — 2х на [1/2, 1] и ф(*) = 0 на R \ [0, 1]. Тогда
ПтфB"х) = 0 при всех х из R. Пусть {г(}—какая-то
«->оо

плотная в R последовательность, и пусть /п(*) =

:= ^j 2~'(fBn(x — Г[)). Как сумма равномерно сходя-

щегося ряда непрерывных функций, /„ непрерывна
на R и lim/„(.?) = 0 при каждом jc из /?. Если (а, Ь)—

П->оо

любой открытый интервал, то rt e (a, b) при неко-

некоторых г, и мы получаем sup /„(х)^1/2г для всех
а< х <Ь

достаточно больших п. Отсюда видно, что /„ не схо-

сходится равномерно на (а, Ь). Пусть Е — любое мно-

множество, на котором fn сходится равномерно. Это
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означает, что если мы положим ап = supfrt(A;), то

а„—>0. Так как /„ непрерывны, то аа является верх-

пен гранью /„ и на множестве Е. Значит, fn схо-

сходятся равномерно к нулю на Е. Но из доказанного

выше видно, что Е не может содержать интервала.
Следовательно, любое множество, на котором после-

последовательность \fn] сходится равномерно, будет нигде

не плотным.
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МЕТРИЧЕСКИЕ И ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ
ПРОСТРАНСТВА

Полезность понятия категории полностью прояв-
проявляется лишь в случае более общих пространств, осо-

особенно метрических пространств. Напомним основные

определения.
Метрическим пространством называется множе-

множество X вместе с функцией расстояния, или метрикой,
р(х,у), определенной для всех пар точек из X и удо-

удовлетворяющей таким условиям:

A) р(х, у)>0, р(х, х) = 0;
B) р(х, у) = р(у, х);
C) р(х, z)<p(*, y) + p(y, г) (неравенство тре-

треугольника);
D) если р(х, у) = 0, то х = у.

Это понятие (введенное Фреше) возникает в ре-

результате естественного обобщения некоторых свойств

расстояния в евклидовом пространстве любого числа

измерений. Многие теоремы анализа становятся про-
проще и яснее, если их формулировать в терминах подхо-
подходящей метрики.

Говорят, что последовательность Х\, х2, ... точек

метрического пространства (X, р) сходится к точке х,

если р(хп, x)—>0 при п—>оо. Мы в этом случае будем
писать хп—*х. Множество точек {х; р(хо,х)<1 г}, г>0,
называется r-окрестностыо точки х0, или шаром ра-
радиуса г с центром в х0.

Множество GgZ называется открытым, если для

любого jeG оно содержит некоторый шар с центром
в х. Все шары являются открытыми множествами;

произвольные объединения и конечные пересечения
открытых множеств суть открытые множества. Любой
класс ?Г подмножеств множества X, такой, что 0, А',
объединение любого подкласса из ?Г и пересечение
любого конечного подкласса из Т принадлежат $Г,
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называется топологией в X, а пара (X, 0~) называется

1 апологическим пространством. Подкласс &~Qcz&~ на-

называется базой топологии, если каждый элемент из W
является объединением некоторого семейства из 5Г0.

Открытые подмножества любого метрического про-

пространства X образуют некоторую топологию в X, но

не всякая топология задается именно таким образом.
Метрическое пространство называется сепарабель-

ныи, если в нем имеется счетное плотное подмноже-
подмножество или, что эквивалентно, счетная база. Две метри-
метрики в множестве Л' топологически эквивалентны, если

они задают одну и ту же топологию. Очень часто ос-

основной интерес представляет именно топологическая

структура метрического пространства, а метрика иг-

играет вспомогательную роль. Любое свойство, которое
можно описать с использованием только понятия от-

открытого множества, является топологическим свой-

свойством. Примером такого свойства может служить схо-

сходимость, так как хп-+х тогда и только тогда, когда

каждое открытое множество, содержащее х, содержит
все члены последовательности, кроме конечного числа

из них.

Дополнение к открытому множеству называется

замкнутым множеством. В метрическом пространстве
л множество F замкнуто тогда и только тогда, когда

из того, что {хп} cz F и хп —*х, следует, что x<=F. Наи-

Наименьшее замкнутое множество, содержащее множе-

множество А, называется замыканием А. Оно обозначается
А или А~. Подобно этому наибольшее открытое мно-

множество, содержащееся в А, называется открытым яд-

ядром множества А. Оно равно А'~'. Если х принадле-
принадлежит открытому ядру множества А, то А является

окрестностью х. Множество А плотно (в X), если

Л = X, т.е. если каждое непустое открытое множество

содержит по крайней мере одну точку из А. Множе-

Множество А нигде не плотно, если открытое ядро его замы-

замыкания пусто, т. е. если для любого непустого откры-
открытого множества G найдется непустое открытое множе-

множество //, содержащееся в G\A. Некоторое множество

является множеством первой категории, если его мо-

можно представить в виде счетного объединения нигде
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не плотных множеств. В противном случае оно яв-

является множеством второй категории. Борелевскне
множества, Gg-множества, /•'„-миожестпа и множества,

обладающие свойством Бэра, определяются точно

так же, как раньше. Все это — топологические свой-

свойства множеств, и данные определения пригодны для

любого топологического пространства.

Отображение / топологического пространства X
в топологическое пространство У назовем непрерыв-
непрерывным в точке xQ e X, если для любого открытого мно-

множества V, содержащего f(x0), найдется окрестность U
точки х0, такая, что /(х)е V для всех Jte U. Отобра-
Отображение f: X -*¦ У непрерывно, если оно непрерывно в

каждой точке из X, Взаимно однозначное отображе-
отображение / множества /Y на У называется гомеоморфизмом,
если как /, так и /-1 непрерывны. Если такое отобра-
отображение существует, то говорят, что X и У гомеоморф-
ны, или топологически эквивалентны. Две метрики р
иав множестве X топологически эквивалентны тогда

и только тогда, когда тождественное отображение Л'
на себя является гомеоморфизмом пространства
(Х,р) на (X, а). Л для этого необходимо и достаточно,
чтобы р(х„,х)-*0 тогда и только тогда, когда

о(х„, х) — 0.

Последовательность точек хп метрического про-
пространства (А', р) называется последовательностью

Koiuu, если для любого е > 0 найдется положитель-

положительное целое п, такое, что р(х,-, х,)<е для всех 1,/^-н.
Всякая сходящаяся последовательность является по-

последовательностью Коши, но обратное, вообще говоря,
не керно. Однако имеется важный класс пространств,
в которых каждая последовательность Кошн схо-

сходится. Такие метрические пространства называются

полными. Например, действительная прямая явлпется

полным пространством по отношению к обычной мет-

метрике \х — у\.
Важно отдавать себе отчет в том, что полпота не

является топологическим свойством и что класс по-

последовательностей Коши (в отличие от класса сходя-

сходящихся последовательностей) не сохраняется при го-

гомеоморфизме. Например, отображение, переводящее х
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в arctgx, есть гомеоморфизм прямой X на открытый
интервал У = (—я/2, я/2). Здесь X полно, a Y не-

неполно. Последовательность yn = arctgn является по-

последовательностью Коши в У, а последовательность

хп = п в X таковой не является.

Метрическое пространство (X, р) назовем тополо-

топологически полным, если оно гомеоморфно некоторому
полному пространству. Если f — гомеоморфизм (Х,р)
на полное пространство (Y, а), то o(f(x), f(y)) задает

в X метрику, топологически эквивалентную метрике р.
Таким образом, метрическое пространство топологи-

топологически полно тогда и только тогда, когда его можно

сделать полным путем введения новой метрики (топо-
(топологически эквивалентной исходной). Важное свойство
таких пространств состоит в том, что для них сохра-

сохраняется теорема Бэра о категории.

Теорема 9.1. Если X — топологически полное мет-

метрическое пространство и А — множество первой кате-

категории в X, то Х\А плотно в X.

Доказательство. Пусть A = \jAn, где Ап
п

нигде не плотны, пусть р
—

метрика, по отношению к

которой X полно, и пусть So — непустое открытое мно-

множество. Выберем последовательность вложенных ша-

шаров Sn радиусов гп < 1/я так, чтобы 5nCzSn_i\An
(п ^ 1). Это можно сделать шаг за шагом, выбирая
в качестве Sn шар достаточно малого радиуса с цент-

центром хп из множества Sn-i \An (оно не пусто, потому
что Ап нигде не плотно). Тогда \хп}—последователь-
\хп}—последовательность Коши, так как

р (хи х{) < р (*|, хп) + р (хп, х7) < 2гп при i, j > п.

Значит, хп—>х для некоторой точки х из X. Так как

Xi e Sn при i ^ п, то отсюда получаем, что х е

e("|Sn с: So \ А. Это показывает, что Х\А плотно

в X. и

Топологическое пространство X называется про-

пространством Бэра, если каждое непустое открытое мно-
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жество в X является множеством второй категории,
или, что эквивалентно, если дополнение к каждому

множеству первой категории является плотным.

В пространстве Бэра дополнение к каждому множе-

множеству первой категории называется остаточным множе-

множеством.

Теорема 9.2. В пространстве Бэра X множество Е

является остаточным тогда и только тогда, когда оно

содержит некоторое G(-подмножество, плотное в X.

Доказательство. Предположим, что В = (~\Gn,
п

где Gn — открытое множество, является О6-подмно-
жеством в Е, плотным в X. Тогда каждое Gn плотно и

X \ Е <^ Х\ В —\J(X \ Gn) — множество первой ка-

п

тегории. Обратно, если X\E = \J Ап, где Ап нигде

п

не плотны, то положим B = f](X\An). Тогда В яв-

п

ляется О6-множеством, содержащимся в Е. Его допол-
дополнение X \ В =U Ап есть множество первой категории.

п

Так как X — пространство Бэра, то отсюда следует,
что В плотно в А'. ¦
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ПРИМЕРЫ МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

Обозначим через С, или С[а,Ь], множество всех

действительных непрерывных функций /, определен-
определенных на отрезке [а, Ь], и положим

р(/, g) = sup \f(x)-g{x)\.

Легко проверить, что р является метрикой в С; ска-

скажем, неравенство треугольника следует из того, что

для всех х из [а, Ь] выполняется неравенство

<P(f, g) + p(g. h).

Сходимость в этой метрике означает равномерную
сходимость на [а, Ь]. Поэтому р называют равномерной
метрикой.

Пусть {fn}—произвольная последовательность

Коши из С, и пусть p(/i, /,) ^ е для всех i,j^n(e).
Тогда

\fi(x) — //Ml^s6 Для всех i, j^n{s) и a^.x^.b.

Значит, {fn(x)} является последовательностью Коши
действительных чисел для всех х из [а, Ь] и потому
сходится к некоторому пределу f(x). Полагая /—> оо,
мы видим, что \fi(x) — f{x) | ^ е для всех t^n(e)
и всех х из [а, Ь]. Таким образом, /{ сходится к / рав-
равномерно на [а, Ь]. Отсюда по известной теореме сле-

следует, что / непрерывна на [а, Ь]. Значит, fi-*f в С. Это

доказывает полноту пространства (С, р).
Рассмотрим теперь то же самое множество С, но

возьмем в нем другую метрику:
ь

f, g)=j\f{x)-g{x)\dx.
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Снова легко проверить, что все аксиомы выполняются.

Но эта метрика не будет топологически эквивалент-

эквивалентной метрике р. Чтобы в этом убедиться, возьмем

fn(x) = rnax(l — п(х — а),0), а в качестве / возьмем

функцию, тождественно равную нулю. Тогда

о(Ы,1)= 1/2л при л> 1/(Ь — п),~ но p([n,f)= 1. Та-
Таким образом, /„ сходится к / в (С,а), но не сходится

в (С, р), и, значит, эти пространства не гомеоморфны.
Чтобы показать, что (С, а) не является полным,

возьмем [а, Ь] = [О, 1] и положим

mind, 1/2-п(х- 1/2)) на [0,1/2],

тах@, 1/2 — п(х— 1/2)) на [1/2,1].

Из графиков этих функций ясно, что

o(fn, /,n) = (l/4)|l/n-l/m!.

Значит, fn является последовательностью Коши.
Предположим, что cr(fn,f)-*O при п—> оо для !1екото-

рой / из С. Тогда

1/2-1/Зя 1

o(fn, f)> J |l-f(jf)|d«+ j I /(jc) irfx.
о 1/2+1/-:n

Полагая л->оо, получим, что

'1/2 1

\\l-f(x)\dx= j\f(x)\dx = O.

<) 1/2

Ho / непрерывна, и поэтому па [0, 1/2] должно выпол-

выполняться равенство /(*)== 1, а на [1/2, 1] —равенство
f(x) = (J, что невозможно.

Рассмотрим далее множество R[a,b] к;г;егрир: ^>

мых по Римаиу функций на отрезке [а, Ь] с той же

метрикой а. Здесь возникает осложнение: четвертая
аксиома не выполняется. Множество X, в котором
функция расстояния удовлетворяет только трем пер-
первым аксиомам, называется псевдометрическим пу.о*
странством. Такое пространство всегда можно сделать

метрическим, отождествив точки х и у, для которых

р(х, y)=Q. Легко проверить, что этим задается опю-
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шение эквивалентности в X и что значение р(х, у) за-

зависит только от классов эквивалентности, которым
гфинадлежат х и у. Если эти классы взять в качестве

элементов нового множества К, то (К, р) будет метри-
метрическим пространством. В частности, если мы отожде-

отождествим любые два элемента из R[a,b], отличающиеся
ь

па функцию f, для которой J | f(x) \dx = 0,то получим
а

метрическое пространство (R, о), называемое про-

пространством R-интегрируемых функций на [а, Ь]. Пусть
J обозначает тот класс эквивалентности, которому
принадлежит {. Отображение f-*J из (С,о) в (R,o)
сохраняет расстояние. Таким образом, (К, о) содер-
содержит подмножество, изометричное пространству (С,а).
Это подмножество не совпадает со всем простран-
пространством (R, о), так как, если, например, в качестве/ взять

характеристическую функцию отрезка [а, (а + Ь)/2], то

J принадлежит К, но ни один элемент из f не можег

быть непрерывной функцией.
Для любого положительного целого М положим

EM=[f; fE=R[a, b] и|/|<М).

Так как каждая интегрируемая функция ограничена,
оо

то R= []Ем- Для любого элемента fo^EM, для ко-

торого Ifol^Af, положим g = /о + BМ + l)/i, где

%,—характеристическая функция интервала / длины

е, содержащегося в [а,Ь]. Тогда в (fa, g) = BМ + 1)е.
Если [/|^М, то \g — f\^l в точках /, и поэтому
°(f> Ё)^ г- Значит, никакой элемент из е-окрестности
g не принадлежит множеству ?м. Так как g можно

взять сколь угодно близко к Jo, то этим доказано, что

Ем нигде не плотно в К. Следовательно, $ является

множеством первой категории на самом себе. Отсюда

видно, что К не является полным пространством. Бо-
Более того, никакая другая метризация не может сде-

сделать его полным, так как категория является тополо-
топологическим свойством.
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В качестве последнего примера рассмотрим класс

5 множеств конечной меры в любом пространстве
с мерой и положим

р(?, F)=m(EAF).

Первые две аксиомы метрического пространства оче-

очевидны, а неравенство треугольника справедливо, так

как

р (Е, H) = m(EA H) = m ((E AF)A(FA H)) <

^m(EAF) + m{F AH) = p(E, F) + p(F, H).

Четвертая аксиома будет выполняться, если мы отож-

отождествим множества, которые отличаются на нуль-мно-
нуль-множество. Тем самым мы получим метрическое про-
пространство E, р). Для доказательства полноты этого

пространства обозначим через Еп какую-нибудь по-

последовательность Коши из E, р). Тогда для любого

положительного целого i найдется такой индекс «*,

что р(Еп,?т) < 1/2* при всех п,т~^щ\ при этом мо-

можно считать, что я; < яг+1. Положив Fi = Eni, полу-
получим p(Fh Fj) < 1/2' для всех / > L Определим

Hi = f)F} и E = \jH{.

Все эти множества принадлежат S. Множество Е со-

состоит из точек, принадлежащих всем множествам

Fi,F2,..., за исключением конечного числа из них.

Легко проверить, что множества Е A Hi и Ht A Ft,
а значит, и EAFh содержатся в множестве

(F, A F,+l) U (Fi+l A F{+2) U (Fi+2 A F{+3) [)....

Следовательно,

т (Е A Ft) < S m (F, A Fi+l) < 2 1/2у = 1/21'1.

Для любого п^щ получаем

т(ЕАЕп) = т ((? Д Ft) Д (Еп. А Еп)) <

< т {Е A Ft) + т (Ен А Еп) < 1/2' + 1/2'.
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Отсюда следует, что Ёа сходятся к Е в пространстве

Заметим, что когда в роли т выступает двумерная
мера Лебега на плоскости, то пространство (S,р) со-

содержит подмножество, изометричное пространству

(R,a). Для любой действительной функции f на [а,Ь\
обозначим через ф(/) ее ординатное множество, т. е.

множество

или /(*)<; г/<0}.

Нетрудно обнаружить, что если f и g принадлежат
R [а, Ь], то

Ъ

Значит, ф переводит эквивалентные функции в эк-

эквивалентные множества и определяет изометричное
вложение (R, а) в (S, р). Можно показать, что замы-

замыкание ф(Я) в E, р) изометрично пространству L1 функ-
функций, интегрируемых по Лебегу на [а,Ь]. Вряд ли такой

путь введения интеграла Лебега является самым лег-

легким, однако он указывает на одну из причин, по кото-

которой необходимо расширить класс интегрируемых фун-
функций. Так как (R, а) является множеством первой
категории на самом себе, то оно будет множеством

первой категории и в любом пространстве, которое
его топологически содержит. В частности, R — множе-

множество первой категории в пространстве интегрируемых
по Лебегу функций [17]').

') Справедливо более сильное утверждение: для любых р

и <7, 1 < р < q sg +oo, множество V есть множество первой
категории о пространстве LP (см. [17]). (Здесь L4 обозначает
множество функций, (?-я степень которых интегрируема по Ле-

Лебегу.) — Прим. персе.



ГЛАВА II

НИГДЕ НЕ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ

Известно много примеров нигде не дифференци-
дифференцируемых функций. Первый такой пример построил

Вейерштрасс. Одно из наиболее простых доказа-
доказательств существования нигде не дифференцируемых
функций дал Банах A931) [12, стр. 431]. Оно опи-

опирается на метод категорий. Банах показал, что в

смысле категории почти все непрерывные функции
нигде не дифференцируемы; фактически для непре-

непрерывной функции существование где-нибудь на интер-
интервале конечной односторонней производной или даже

ограниченность разностных отношений Af/Ax в какой-

нибудь точке с какой-нибудь стороны является исклю-

исключительным случаем,

В пространстве С непрерывных функций на [0, 1]
с равномерной метрикой рассмотрим множество Еп
таких функций /, для которых при некотором х из

отрезка [0, 1 — \/п] и при всех 0 < h < 1 —х справед-
справедливо неравенство \f{x-\-h) — f(x)\^Lnh. Для доказа-

доказательства замкнутости Еп рассмотрим любую функ-
функцию f из замыкания Еп и какую-нибудь последова-

последовательность {fui из Еп, которая сходится к /. Найдется
соответствующая последовательность чисел Хп, такая,

что при каждом k

A) 0 <л;*< 1 — 1/я

и

B) | fk {xk + К) — fk (хк) | < nh для всех 0 < h < 1 — xk.

Можно предположить еще, что

C) хк->х для некоторого я, 0<л;<П — \/п,

потому что этого можно добиться, заменив {fh} соот-

соответствующей подпоследовательностью. Если О < h <
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<. 1 — х, то для всех достаточно больших k справед-
справедливо неравенство 0 -< h -< 1 —хи, и тогда

f, fk) +

p(fk, f) + \f(x,d-f(x)\.

Полагая /г->оо и используя непрерывность / в точ-

точках х и х + h, получаем, что

\f(x + h) — /(х)|<яА для всех 0<Л<1—х.

Таким образом, / принадлежит множеству Еп.
Любая непрерывная функция на [0, 1] может быть

сколь угодно точно равномерно приближена кусочно-
линейной непрерывной функцией g. Для того чтобы

показать, что Еп нигде не плотно в С, достаточно по-

показать, что для любой такой функции g и любого
е>0 найдется функция h из С\Еп, такая, что

р(&> h) ^. е. Обозначим через М максимум абсолют-
абсолютных величин угловых коэффициентов линейных сег-

сегментов, образующих график функции g, и подберем
целое число т так, чтобы те > п + М. Через ф обо-
обозначим «пилообразную» функцию ф (х) = min (х — [х],
[х] + 1—х) (=расстояние от х до ближайшего це-
целого числа) и положим h(x) = g(x)-\- еф(тх). Тогда
в каждой точке из [0, 1) функция к имеет правую
производную, которая по абсолютной величине боль-
больше п. Это следует из того, что правая производная

функции щ{тх) всюду в [0, 1) равна ±ет, а правая

производная g(x) по абсолютной величине не пре-
превосходит М. Значит, /ге С\Еп. Поскольку p(g,h) =
— е/2, отсюда следует, что Еп нигде не плотно в С.

Следовательно ?' = |j?'n является множеством пер-

п

вей категории в С. Это множество состоит из всех не-
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прерывных функций, имеющих ограниченные прайме

разностные отношения в какой-нибудь точке из [0, 1).
Аналогично множеством первой категории является

множество функций, имеющих ограниченные левые

разностные отношения в какой-нибудь точке из @, 1];
это можно вывести из уже доказанного, если рассмот-

рассмотреть изометрию пространства С, определяемую под-
подстановкой 1 —х вместо х. Объединение этих двух мно-

множеств включает в себя все функции из С, которые
где-нибудь на [0, 1] имеют конечную одностороннюю
производную.

При помощи похожих рассуждений можно пока-

показать, что некоторое остаточное множество функций
из С нигде не имеет бесконечной (двусторонней) про-
производной. Возникает вопрос, а нельзя ли пойти еще

дальше и построить непрерывную функцию, которая
нигде не имеет ни конечной, ни бесконечной односто-

односторонней производной. Такая в сильном смысле нигде

не дифференцируемая функция была впервые по-

построена Безиковичем в 1922 г. Интересно, однако, за-

заметить, что существование таких функций уже нельзя

доказать методом категорий; Сакс A932) показал,

что множество таких функций имеет лишь первую

категорию в С. Точнее говоря, Сакс показал, что

остаточное множество непрерывных функций имеет

равную +оо правую производную в несчетном мно-

множестве точек (см. [12, стр. 431]).
Применение теоремы Бэра о категории для дока-

доказательства непустоты некоторого множества сводится

к доказательству того, что какой-то элемент этого

множества может быть определен как предел подхо-

подходящим образом построенной последовательности. Па-

пример, из приведенного выше доказательства видно,
что нигде не дифференцируемую функцию можно по-

получить как сумму равномерно сходящегося ряда вида
оо

2е„ф(т„х). Преимущество метода категорий со-

п=\

стоит в том, что он дает не один, а целый класс при-
примеров, причем проблема обычно упрощается и по-

появляется возможность сосредоточиться на принципи-
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альпых трудностях. Когда метод применим, пример

пеегда можно построить путем последовательных при-

приближений, начатых где угодно в пространстве. Это

верно по крайней мере в принципе. Однако если до-

доказательство нигде не плотности достаточно громозд-
громоздкое или непрямое, может оказаться затруднительным
получить таким способом явный вид примера.



ГЛАВА 12

ТЕОРЕМА АЛЕКСАНДРОВА

Любое подмножество метрического пространства
само является метрическим пространством с той же

самой метрикой. Очевидно, что любое замкнутое под-
подмножество полного метрического пространства полно

относительно той же метрики. В каком случае под-

подпространство можно метризовать так, чтобы оно ста-

стало полным? Ответ содержится в следующей теореме.

Теорема 12.1 (Александров). Любое непустое Сй-
множество полного метрического пространства топо-

топологически полно, т. е. оно становится полным после

некоторой метризации.

Следуя Куратовскому A955), мы докажем эту
теорему с помощью следующей леммы:

Лемма 12.2 [12, стр. 419]. Пусть (Х,р) — некоторое
метрическое пространство, и пусть существует такая

последовательность {/,} действительных функций, опре-
определенных на X, что всякая последовательность Коши

{хп} является сходящейся, если только каждая из по-

последовательностей {f\(xn)}, {U{xn)}, ... ограничена.
Тогда X можно метризовать так, что оно станет пол-

полным.

Доказательство. Определим новое расстоя-
расстояние в X, положив

в(х, у) = р{х, y)flf

Для проверки аксиомы треугольника достаточно за-

заметить, что ей удовлетворяет каждое слагаемое. Вы-

Выполнение других аксиом очевидно.

Для любого е>0 и х^Х найдутся такое целое

N, что 2~N < е, и такое положительное б < е, что из
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р(х,у)< б следует \fi(x) — fi(y)\<e {i=l, 2,..., N).
Если р(х, у) <С б, то

w

о (х, у)< е + 2 A/2') | ft (х) - ft (у) | + 1/2V < Зе.

Следовательно, а(х,хп)-*0, если р(д-, #„)->(). Обрат-
Обратное следует из неравенства р(х,у) s^ a(x, у). Таким

образом, о и р
— эквивалентные метрики.

Для доказательства полноты (А', о) возьмем по-

последовательность {хп}, которая является последова-

последовательностью Коши по отношению к метрике а. Тогда
для любого положительного целого i найдется такое

целое N, что а(хп, хт) <. 1/2' для всех п, т~^ N. При
всех п, m ^ N выполняется неравенство

1 > 2;о (хп, хт) > min A, | fi (х„) — /, (*,„) |)

и, следовательно,

\fi(xn)-fi(xm)\<l.

Значит, последовательность {fi(xn)} ограничена при
любом i. Так как р(х, у) ^ а(х, у), то {хп} — последо-

последовательность Коши и относительно метрики р. Следо-
Следовательно, по условию леммы последовательность {хп}
сходится. В

Доказательство теоремы 12.1. Пусть
X — непустое Об-множество полного метрического

пространства (У, р). Тогда X = ^\Gt, где G,- открыты
i

в У. Положим F-t = Y\ Gt и

d(x, Fi) = ini {p(x, у); y^Ft}.

Можно считать, что каждое из множеств F{ непусто.
Тогда d(x,F{) является действительной непрерывной
функцией на Y, положительной на множестве X. Функ-
Функции fi(x) = l/d(x, Ft) (i = I, 2, ...) удовлетворяют
условиям леммы 12.2. В самом деле, пусть {хп} — по-

последовательность Коши точек из А', и пусть при каж-

каждом i последовательность {fi(xn)} ограничена. Тогда
в силу полноты Y последовательность хп сходится
в У к некоторой точке у. Эта точка у не может при-
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надлежать Fit так как тогда последовательность

fi(xn)Z3: 1/р(хп, у) была бы неограниченной. Значит,
j/gGj при каждом i, т. е. у е X. Таким образом, по-

последовательность {хп} сходится в подпространстве X.

Следовательно, по лемме 12.2, X можно метризовать

так, что оно станет полным. Q

Теорема Александрова допускает такое обра-
обращение:

Теорема 12.3. Если подмножество X метрического

пространства (Z, р) гомеоморфно полному метриче-

метрическому пространству (Y,a), то X является G'^-подмно-
G'^-подмножеством в Z.

Доказательство. Пусть / осуществляет го-

гомеоморфизм X на Y. Для каждого 1бХи каждого п

найдется положительное число 6(х, п), такое, что

a(f(x),f(x'))<l/n, когда р(х,х')< 6(х,п) и i'g!
Можно считать, что Ь(х, п)<1/п. Обозначим через
Gn объединение всех шаров в Z с центром в х радиуса
д(х,пI2, когда х пробегает все точки множества X.

Тогда Gn открыто в Z. Пусть z^[]Gn. Для каж-

п

дого п существует такая точка inel, что p(z, xn) <.

<6(*п, «)/2. Так как 6(х„, «)< 1/п, то xn->z. Кроме
того, для любого m > п

(хп, п) , S (xm, пг) ^.

р(хп, «„)<рB, хп) + р(г, хт)< 2 2

<б(л:„, п) или б(л;т, т).

Следовательно, a(f(xn), f(xm)) < 1/п при всех т>п
и последовательность г/п = /(*„) является последова-

последовательностью Коши в (Y,a). Значит, она сходится к не-

некоторой точке у. Положим x = f~1(y). Тогда ieX и

хп->х, так как /~' непрерывна. Но мы уже показали,
что хп сходится к г. Значит, z = х, и поэтому z e X.

Этим доказано, что Пб„ с X. Обратное включение

п

очевидно в силу определения Gn. Итак, X является

С6-миожеством в Z. ш



ГЛАВА 13

ОТОБРАЖЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ МНОЖЕСТВ
В НУЛЬ-МНОЖЕСТВА

Пусть F-—нигде не плотное замкнутое подмноже-
подмножество отрезка / = [0, 1]. Легко заметить, что существует

гомеоморфизм h отрезка / на себя, при котором h{F)
будет нуль-множеством. Для этого достаточно поло-

положить G = / \ F и взять

/ф) = т([0, x](\G)/m(G).

Эта строго возрастающая непрерывная функция ото-

отображает / на себя. При этом составляющие G интер-
интервалы переходят в последовательность интервалов сум-
суммарной длины 1. Значит, h(F)-—нуль-множество.

Обобщение этого результата на множества первой
категории нельзя доказать эткм же способом. Однако
само утверждение верно, и мы докажем его, исполь-

используя понятие категории.
Обозначим через И множество всех автоморфиз-

автоморфизмов отрезка / (т. е. гомеоморфизмов / на себя), остав-

оставляющих неподвижными концы, и введем в Н метрику

р (g, К) = max | g (x) — h (х) |.

Очевидно, (Я,р) есть подпространство в простран-
пространстве С = С[0, 1] непрерывных функций на /, а также

в подпространстве С\ непрерывных отображении /

в /?, оставляющих неподвижными точки 0 и 1. Про-
Пространство (С], о) полно, так как С\ является замкну-

замкнутым подмножеством в С. Однако пространство (//, р)
не полно. В этом можно убедиться, рассмотрев по-

последовательность {/,,}, где /„ — кусочно-линейная
функция, график которой образован отрезками, со-

соединяющими точку A/2,1 —1/«) с точками @,0) и

A,1).
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Пусть Нп — множество всех таких / из С, что

f(x)?= f(y) пРн всех х и у из /, для которых \х — у \ ^г
2э 1/н. Если / принадлежит //„, то число

&=nnn{\f(x)~f(y)\; \x-y\>\/n\

положительно. Если р(/, g) < 6/2, то

I 8 (x)-g(y) \>\f (*)-/ (у) |-2р (/, g) > 6-2о (f, g) > О,

когда \х — у\^ \/п, и, значит, g также принадлежит

/¦/„. Это доказывает, что //„ — открытое множество

в пространстве С. Очевидно,

н = с, п П нп-
п

Значит, // является Ов-миожсством в С и, следова-
следовательно, по теореме 12.1, топологически полно. (Мож-
(Можно показать, что /7 полно по отношению к метрике

о (g, A) = P(?. A) + P(g~', А )
и что эта гле1рика топологически эквивалентна р, по

нам этог факт не понадобится.)

Теорема 13.!. Для любого множества А первой
категории в / = [0,1] существует h<=H, такое, что

h(A) является нуль-множеством. Более тос-о, та;из

автоморфизмы образуют в Н остаточное мкожеетсо.

Доказательство. Пусть A~=\jAni iy:e /'. а

п

нигде не плотны. Полозхпм

Eluk=[h^H\ m(h(An))<\lk).

Для любого /|б?„,|, ограниченное замкнутее ммо-

жество h(An) можно покрыть таким открытым мно-

множеством G из R, что tn(G)<l\/k. Найдется число

б > 0, такое, что G содержит 6-окрестпость каждой
точки из h{An). Если p(g,h)<6, то g(A~n)czG, и,

значит, g принадлежит Ьп,п- Отсюда следует, что

?п,ь является открытым подмиожсстеом в Я при лю-

любых п и k.

Для любого g с= Н и е>0 разобьем / па конеч-

конечное число замкнутых подинтервалов 1\ /л- дл;шы
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меньше е. Возьмем замкнутый интервал /(. cz I°{ \
\g{An) (г=1, .... N), где 1\— множество внутрен-

внутренних точек отрезка /;. Пусть ht — кусочно-линейный
гомеоморфизм /* на себя, который оставляет непод-

неподвижными концы и отображает )* па интервал длины
больше |/(|—1/kN (график такой функции hi можно

построить из трех отрезков). Вместе эти ht опреде-
определяют такое отображение Лей, что m(h ag{An)) •<
<.l/k. Значит, hog принадлежит Еп<к. Так как

РО1 °ё> ё) <¦ е> т0 отсюда получаем, что En<h плотно

в //. Следовательно, множество

п, к

является остаточным в Н. Если Ле?, то h(An) будет
нуль-множеством при любом п. Поскольку Л (Л) с:

cz \Jh (An), отсюда следует, что h{A) является нуль-
га

множеством. В

В следующей теореме даются достаточные усло-
условия справедливости противоположного утверждения:

Теорема 13.2. Для любого несчетного замкнутого
множества А, содержащегося в I = [0, 1], существует
такое /isW, что h(A) имеет положительную меру.

Доказательство. По лемме 5.1, существуют
замкнутое множество Fez А и непрерывное отобра-
отображение / множества F на [0, 1]. Для каждого хе/ по-

положим по определению

Тогда h — строго возрастающее непрерывное отобра-
отображение отрезка [0, 1] на себя. На каждом из открытых

интервалов, составляющих множество @, \)\F, спра-
справедливо равенство h'(x)= 1/2. Значит, m(/z(/\f)) =
= 1/2, и поэтому m(h{A))^m{h(F))= 1/2.

Из предыдущих теорем можно получить интерес-
интересное следствие. Пусть / — ограниченная функция на
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[О, 1] и D — множество ее точек разрыва. Пусть h —

произвольный автоморфизм отрезка [0, 1]. Тогда су-
суперпозиция foh ограничена и для нее множеством

точек разрыва является h'-l(D). Мы знаем (см. тео-

теорему 7.1), что D всегда есть /^-множество. Если D
несчетно, оно содержит несчетное замкнутое множе-

множество. Тогда при некотором /г множество h~l(D) имеет

положительную меру. С другой стороны, если D

счетно, то h~l(D) счетно и имеет меру нуль при лю-

любом h. Если D первой категории, то существует та-

такое h, что /z~'(D) — нуль-множество. С другой стороны,
если D второй категории, то одно из составляющих

его замкнутых множеств должно содержать интервал.
В этом случае h~x (D) также содержит интервал и по-

поэтому не может оказаться нуль-множеством. Вспом-
Вспомнив теорему 7,5 о том, что ограниченная функция
^-интегрируема тогда и только тогда, когда она не-

непрерывна почти всюду, мы получаем такое утвержде-
утверждение:

Теорема 13.3. Пусть f — ограниченная функция на

[О, 1], и пусть D — множество ее точек разрыва. Пусть
h — произвольный гомеоморфизм отрезка [0,1] на

себя. Суперпозиция f = h интегрируема по Риману

(a) при всех h тогда и только тогда, когда D не

более чем счетно;

(b) при некотором h тогда и только тогда, когда
D первой категории;

(c) при тождественном отображении h тогда и

только тогда, когда D — нуль-множество.

В этой теореме каждый из рассмотренных в ней

о-идеалов дает ответ на вопрос о том, какое влияние

на интегрируемость по Риману оказывает строго мо-

монотонная замена переменной.
В качестве другого следствия получаем характе-

характеристику множеств первой категории, не использую-

использующую понятия нигде не плотного множества:

Теорема 13.4. Линейное множество А является

множеством первой категории тогда и только тогда,
когда существует такой гомеоморфизм h прямой на
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себя, при котором h(A) содержится в некотором
Ри-нуль-мнолсестве.

Эта теорема показывает, что характеристическим
свойством множества первой категории является его

топологическая эквивалентность нуль-множеству спе-

специального вида.

Доказательство. Любое множество А первой
категории содержится в /'о-множестве В первой кате-

категории. Разобьем прямую на неперекрывающиеся ин-

интервалы /j единичной длины. Пусть h{ — автоморфизм
/,-, который оставляет неподвижными концы и перево-
переводит В Л U в нуль-множество. Отображения /г, опреде-
определяют автоморфизм h прямой, при котором h(B) яв-

является иуль-множеством. Значит, h (А) содержится з

/^-нуль-множестве h(B).
Обратно, пусть А—любое подмножество некото-

некоторого /7а-нуль-множества. Тогда A a ^J Fn, где Fn —~

а

замкнутое нуль-множество. Значит, каждое из мно-

множеств Fn нигде не плотно. Следовательно, А и его

образ при любом автоморфизме прямой являются

множествами первой категории. В
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ТЕОРЕМА ФУБИНИ

Линейная мера Лебега определяется с помощью

покрывающей последовательности интервалов, а пло-

плоская— с помощью последовательности прямоугольни-
прямоугольников. Мы сейчас рассмотрим, как эти ме{ ы связаны

между собой. Ясно, какого рода ответ здесь следует
ожидать. Из элементарного анализа известно, что

площадь между графиками двух функций / ^ g вы-

вычисляется по формуле

f(x)-g(x)\dx./I

Таким образом, площадь вычисляется с помошыо раз-
разбиения на параллельные «дольки». Обобщение этой

формулы, которое позволяет выразить меру плоско; о

измеримого множества А в виде интеграла от линей-
линейной меры множеств, лежащих на перпендикулярах к

одной из осей, называется теоремой Фубини. Мы не

будем приводить теорему во всей ее общности, а

ограничимся случаем, когда А ясляется нуль-множе-
нуль-множеством. В этом случае теорема утверждает, что почти

все вертикальные (или горизонтальные) линейные

множества, составляющие А. имеют меру нуль.
Пусть X и Y— диа непустых множества. Для лю-

любых подмножеств А а X и В cz Y произведение А X #

определяется как множество всех упорядоченных пар

(х, у), где JtG/1, а у е В. Например, в аналитической

геометрии плоскость рассматривается как произведе-
произведение двух прямых. Если Е а X X У и j;el, то мно-

множество

Ех = {у; (х, у)(^Е}

назовем х-сечением Е. Заметим, чго Ех являемся под-

подмножеством Y, а не ^Х^7- Взятие сечения комму-
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тирует с объединением, пересечением и дополнением,

т. е.

Отсюда видно, что отображение Е->ЕХ при любом

фиксированном хеА' является гомоморфизмом буле-
булевой алгебры подмножеств А' X У на алгебру подмно-

подмножеств У. Оно является гомоморфизмом даже по от-

отношению к любым бесконечным объединениям и пе-

пересечениям, т. е.

= U к?<)*] и (ГК

Будем говорить, что множество А бесконечно мно-

много раз покрывается последовательностью {Ап}, если

каждая его точка принадлежит бесконечному числу
членов последовательности. Иногда нам будет удобно
пользоваться следующей характеристикой нуль-мно-
нуль-множеств:

Лемма 14.1. Некоторое множество А имеет нуле-
нулевую меру Лебега тогда и только тогда, когда оно бес-

бесконечно много раз покрывается последовательностью

интервалов /„, для которой сходится ряд 2l Лг 1>

Доказательство. Если А является нуль-мно-
нуль-множеством, то его можно покрыть последовательностью

интервалов, сумма длин которых меньше 1/2, затем

последовательностью с суммой меньше 1/4, затем

меньше 1/8 и т. д. Вместе они образуют последова-

последовательность {/„}, которая покрывает А бесконечно много

раз и для которой 211 In I < !•

Обратно, если А покрывается бесконечно много

раз последовательностью {/„}, то оно покрывается и

последовательностью, начинающейся с fe-ro члена.
оо

Если 21Л»1 сходится, то сумма 2 I Л» I может быть
к

сделана сколь угодно малой при соответствующем
выборе k. Значит, А — нуль-множество. Ш
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Теорема 14.2 (Фубини). Если Е — плоское множе-

множество меры нуль, то Ех является линейным нуль-мно-
нуль-множеством для всех х, кроме некоторого множества А

линейной меры нуль.

Доказательство. Для любого s > 0 пусть
/i X /4 — такая последовательность прямоугольников,
что /j и /j полуоткрыты слева и при этом

A) последовательность U X h бесконечно
много раз покрывает множество Е;

B) Х| / II /• |<б
i

Дальнейшим разбиением каждого из интервалов U
можно добиться, чтобы

C) при каждом i >> 1 интервал U содержался
в единственном интервале разбиения прямой, опре-
определяемого концами интервалов Л, h h-i-

Положим фО(л;)= 0 и

<Рп(х)= 2. |/»| (я=1, 2, ...).

Тогда фг
—

ступенчатая функция, причем Фг_1^ф» и

| /41 при х е Ih
О в остальных точках.

Значит, в силу B)
п п

D) <р„dx = 2j (фг — ф(_1) dx = /2\ It 11 /, | ^s.
1 1

Положим

Тогда А{ или пусто, или равно /,-, и при этом интер-
интервалы А( не пересекаются. Так как <рп(х)^1 на А{
при п ^ i, то получаем

п

Ai\^ \ Wndx при любом п,
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п, значит, в силу D)

E) 2!Л,!<е.

Пусть А = {х\ Ех не есть нуль-множество}. Для
каждого х е= А имеем (х,у)<=Е при некоторого у, и,

значит, (jcjle/jX/.; для бесконечного множества

значений I. Пусть {/,-} — последовательность индексов,

при которых хе/ц. Если утЕх, то, в силу A),
у о= /ift для бесконечного множества значений к. Та-

Таким образом, последовательность |/,Л покрывает ЕК

бесконечно много раз. Так как Ех не является нуль-

нульмножеством, то ряд 5j|^(fe| должен расходиться.

Значит, для каждого хеЛ имеем lim ф„(;с)=со и,

следовательно, хеЛ при некотором i. Это показы-

показывает, что последовательность интервалов А\, А2, ...

покрывает множество А. Из E) следует, что А — ли-

линейное нуль-множество. Я

Теорема 14.3. Если Е — плоское измеримое мно-

множество, то Ех измеримо как линейное множество для
всех х, кроме, быть может, некоторого множества ли-

линейной меры нуль.

Доказательство. По теореме 3.15, Е можно

представить как объединение /^-множества А и нуль-
нульмножества N. Тогда Ех = Ах U Nx для всех х. Любое

сечение замкнутого множества замкнуто, згачкт, Ах
является /^-множеством при каждом х. По теореме

Фубини, Nx является нуль-мкожеством для почти

всех х. Тогда Ех измеримо для тех же х, и тем самым

теорема доказана. 3

Верна теорема, обратная теореме Фубнип; она

утверждает, что если почти все сечения плоского из-

измеримого множества Е являются нуль-множествами,
то Е — нуль-множество. Мы i;e будем эло доказькзлть

(стандартное доказательстве опирается па свойства

интеграла Лебега, которые здесь не рассматрива-

рассматривались). Заметим только, что если не предполагать за-
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ранее измеримость множества /:, то утверждение ста-

становится неверным. Это видно из следующей теоремы,
доказанной Серпипсккм.

Тьорема 14.4. Существует такое плоское м;ю?::г

ство Е, что (а) Е пересекается с каждым замкну! j:.h

множеством положительной плоской меры и (Ь) ни-

никакие три точки из Е не лежат на одной прямой.

Такое множество Е не может быть измеримым,
В самом деле, если бы оно было измеримо, то ¦ ;?,

утверждения (а) п теоремы 3.18 следовало бы, что

его дополнение является нуль-множеством, а в таком

случае свойство (Ь) противоречило бы теореме Оу-
бипи. Значит, Е не измеримо и, следовательно, не яв-

является нуль-множеством, несмотря на то что каждое

его сечение содержит не более двух точек.

Доказательство Серпинского см. Fund. Math., I,

стр. 112. Здесь мы приведем упрощенный вариант до-

доказательства, предполагающий справедливость гипо-

гипотезы континуума.

Пусть класс замкнутых множеств положительной

плоской меры вполне упорядочен так, что каждому

элементу предшествует лишь не более чем счетнее

множество элементов. Если принять гипотезу конти-

континуума, то такое упорядочение возможно, так как класс

замкнутых множеств положительной меры имеет

мощность с. Выберем точку р\ из первого мкожсе; -.а

Fi, затем точку р2 из следующего множества F2,

р2ф Р\. Затем выберем из F3 точку р3, не лежащую
на одной прямой с р\ и р2. Предполагая, что из каж-

каждого множества, предшествующего множеству /-',,_,
точки уже выбраны, выберем из Fa точку ра, не лежа-

лежащую на одной прямой с любыми двумя из уже выбр-дп-
кых. Индексы, меньшие ос, имеет только счепюе мно-

множество точек, поэтому при выборе рг, нужно учесть
лишь счетное множество прямых. Объединение этим

прямых имеет нулевую плоскую меру, a Fг, — положи-

положительную плоскую меру. Значит, такая точка ра дей-

действительно всегда найдется. Множество всех выбран-
выбранных так точек ра определяет множество Е, обладаю-
обладающее свойствами (а) и (Ь).

4 Зак. 1УЗ
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ТЕОРЕМА КУРАТОВСКОГО —УЛАМА

Теорема Фубини имеет аналог в терминах кате-

категории. В своей наиболее общей формулировке эта тео-

теорема была доказана в 1932 г. Куратовским и Уламом

{12, стр. 255].

Теорема 15.1 (Куратовский
— Улам). Если Е—<

плоское множество первой категории, то Ех — линей-
линейное множество первой категории для всех х, кроме
некоторого множества первой категории. Если Е —>

нигде не плотное подмножество плоскости X X У, то

Ех — нигде не плотное подмножество прямой У для
всех х, кроме некоторого множества первой катего-

категории на X.

Доказательство. Эти два утверждения по

существу эквивалентны. В самом деле, если E = [jEt,
т'о Ех = [J (Ei)x. Значит, первое утверждение сле-

дует из второго. Если Е нигде не плотно, то таким же

будет и Е, и тогда Ех нигде не плотно, когда (Е)х
первой категории. Значит, и второе утверждение сле-

следует из первого. Итак, достаточно доказать второе
утверждение для любого нигде не плотного замкну-

замкнутого множества Е.

Пусть {V,,} — счетная база в У, и пусть G =

= (Ху,У)\Е. Тогда G— плотное открытое подмно-
подмножество плоскости. Для каждого положительного це-

целого п обозначим через Gn проекцию G П (X X Vn)
на X, т. е.

Gn={x; (x,y)^.G при некотором ^еУ„).

Пусть x<=Gn и jeV, выбраны так, что (x,y)<=G.
Так как G — открытое множество, то найдутся такие

открытые интервалы U и V, что x<=U, y^.VaVn и

U y^V dG. Тогда Uc:Gn. Значит, Gn — открытое
подмножество на X. Для любого непустого открытого
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множества U множество G []{U X.Vn) не пусто, так"
как G плотно на плоскости. Значит, Gn содержит
точки из U. Отсюда видно, что Gn при любом п яв-

является плотным открытым подмножеством в X. Сле-

Следовательно, множество f}Gn есть дополнение к мно-

п

жеству первой категории в X. Для любой точки

xef^Cj сечение Gx содержит точки из Vn при
п

всех п. Значит, Gx — плотное открытое подмножество

в У, и, следовательно, Ех = Y\GX нигде не плотно.

Тем самым доказано, что Ех нигде не плотно для

всех х, кроме множества первой категории. Я

Это доказательство, как и доказательство трех

следующих теорем, применимо к декартову произве-
произведению X X У любых двух топологических пространств

при единственном условии, что У имеет счетную базу.
На самом деле достаточно предположить лишь, что

существует такая последовательность непустых от-

открытых множеств из У, что каждое непустое открытое
множество содержит какой-нибудь из членов этой по-

последовательности.

Теорема 15.2. Если Е — подмножество из X X У,
обладающее свойством Бэра, то Ех обладает свой-
свойством Бэра при всех х, кроме множества первой ка-

категории на X.

Доказательство. Пусть Е = G А Р, где G —

открытое множество, a P — множество первой катего-

категории. Тогда Ех = Gx А Рх при всех х. Каждое сечение

открытого множества открыто, поэтому Ех обладает
свойством Бэра, когда Рх первой категории. А это, в

силу теоремы 15.1, выполняется для всех х, кроме
множества первой категории. ¦

Теорема 15.3. Произведение Ау^В является мно-

множеством первой категории в X X У тогда и только

тогда, когда по крайней мере одно из множеств А
или В первой категории.

Доказательство. Если G — плотное открытое
подмножество в X, то G X У — плотное открытое под-
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•множество в XX У- Значит, АХ В нигде не плотно
в X X У, если А нигде не плотно в X. Так как

J АЛ X В =У (At X В), тоАХВ — множество пер-

первой категории, если А первой категории. Такие же рас-
рассуждения применимы к В.

Обратно, если А X В — множество первой катего-

категории, а А таковым не является, то, по теореме 15.1,
найдется такая точка х из А, что (АХВ)Х первой
категории. Так как (АХВ)Х = В при всех х из А,
то В первой категории. В

Следующая теорема представляет собой частич-
частичное обращение теоремы 15.1.

Теорема 15.4. Если Е— подмножество из X X У,
обладающее свойством Бэра, и Ех — множество пер-

первой категории при всех х, кроме множества первой ка-

категории, то Е является множеством первой категории.

Доказательство. Предположим противное.
Тогда Е = G А Р, где Р — множество первой катего-

категории, a G — открытое множество второй категории.
Найдутся открытые множества U и V, такие, что

U X V cz G, причем U X ^—множество второй кате-

категории. (В случае плоскости это ясно. В общем слу-
случае это вытекает из рассмотренной в следующей гла-

главе теоремы Банаха о категории.) По теореме 15.3, как

И, так и V являются множествами второй категории.
При всех х из U имеем Exzz V\PX. По теореме 15.1,
Рх первой категории при всех х, кроме множества

первой категории. Значит, Ех — множество второй ка-

категории для всех х из U, кроме множества первой ка-

категории. Отсюда следует, что Ех является множеством

второй категории для всех х из некоторого множества

второй категории, что противоречит условию. Ш

Теорема 15.4 без первого условия неверна; это вы-

вытекает из следующего аналога теоремы 14.4:

Теорема 15.5. Существует плоское множество Е

второй категории, никакие три точки которого не ле-

:-,сат на одной прямой.
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Доказательство. Класс плоских О6-мно..с, с из

второй категории имеет мощность с. Его можно з.'ио-

з.'ионе упорядочить и записать в виде {?а;а<со(}, где

©с
—

первое из порядковых чисел, которым предше-
предшествует с порядковых чисел. Предположим, что для

всех р < а выбраны такие точки рре?р, что ника-

никакие три из них не лежат на одной прямой. Так как

множество всех прямых, соединяющих пары точек

рр при р < а, имеет мощность, меньшую с, то ыожно
найти направление, не параллельное ни одной нз

этих прямых. По теореме 15.4, некоторая прямая, па-

параллельная этому направлению, пересекает Еа по

множеству второй категории и, значит, в силу лем-

леммы 5.1, по множеству мощности с. Поэтому мы сгло-

сгложем так выбрать ра из Еа, что ра не будет лежа гs

на одной прямой ни с какими двумя точками рр, гче

р < а. В множестве всех выбранных таким образом
точек рр никакие три точки не лежат на одной пря-
прямой. Это множество второй категории, так как ого

дополнение не содержит никакого Gg-множества вто-

второй категории. В

Аналогия между утверждениями теоремы Фуб:п>п
и теоремы Куратовского — Улама выдвигает интерес-
интересный вопрос: нельзя ли одно из этих утверждений спе-

сти к другому? Мы покажем, что теорему Куратоз-
ского — Улама можно в определенном смысле свесш

к теореме Фубини. Сведение ограничивается случаем
плоского множества; при этом оно не приводит ни к

каким упрощениям. Основной интерес представляет
сам метод сведения и возникающая при этом задача:
найти преобразование плоскости, которое сведет лю-

любой данный случай теоремы Куратовского — Улама

к теореме Фубини. Подобное сведение теоремы Фу-
Фубини к теореме Куратовского — Улама не представ-
представляется возможным.

В гл. 13 было показано, что любое линейное мно-

множество первой категории можно отобразить в нуль-
нульмножество с помощью некоторого автоморфизма пря-
прямой. Можно показать, что любое множество первой

категории в r-мерном пространстве также допускает
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отображение в множество меры нуль при некотором
автоморфизме пространства [21]. Впервые это дока-

доказал в 1919 г. (для подмножеств квадрата) Брауэр [6}.
Однако этот результат еще не подходит для нашей

задачи, поскольку такое отображение не обязано пе-

переводить сечение в сечение. Нам требуется усиленный
вариант теоремы Брауэра, утверждающий, что авто-

автоморфизм плоскости можно взять в виде произведения
отображений fXg, т. е. в виде x' = f(x), y' = g(y).
Мы установим существование такого автоморфизма
методом категорий, подобным использованному в од-

одномерном случае.

В дальнейшем т2 и m будут обозначать соответ-

соответственно плоскую и линейную меры Лебега.

Теорема 15.6. Для любого плоского множества Е

первой категории, расположенного в единичном квад-

квадрате, существует представимый в виде произведения
гомеоморфизм h единичного квадрата на себя, при
котором m2(h(E)) = 0.

Доказательство. Как и в гл. 13, пусть
(Н, р) обозначает пространство автоморфизмов еди-

единичного интервала, оставляющих неподвижными его

концы. Пусть И2 — множество всех автоморфизмов
единичного квадрата, представимых в виде / X g, гДе

f n g принадлежат Н. Множество Н2 можно отожде-

отождествить с декартовым произведением Н У( Н. Если

ft, = /, X g\ и h2 = /2 X g2, то положим по опреде-
определению

a {hu A2) = p(fi, /2) + p(gi, &)¦

Легко проверить, что (Я2, а) — метрическое простран-
пространство, причем оно топологически полно (любая дру-
другая метрика в // определяет соответствующую мет-

метрику в Н2).
Пусть F — нигде не плотное замкнутое подмноже-

подмножество единичного квадрата. Для каждого положитель-

положительного целого k положим
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Из тех же соображений, что и при доказательстве

теоремы 13.1, видно, что Eh является открытым под-

подмножеством в Я2. Чтобы доказать его плотность, для

любого положительного е выберем п > 2/е и разде-
разделим единичный интервал на п равных замкнутых

подынтервалов

It = [(i-l)/n, i/n] (г = 1, 2 п).

Пусть F{j = F П (/* X ^j), и пусть 7^- обозначает сдвиг

x' = x — (i—l)/n, y' = y
— (j— \)/n.

Тогда конечное объединение (J Tij(Fij) представляет

собой нигде не плотное подмножество в ЛХЛ- Вы-
Выберем внутри /i такие отрезки J и К, что

Тогда

U
i.l

[(i - 1) + Л X [(/ - 1) + К] с (Л X //) \ F.

В каждом из квадратов /,¦ X h имеются одинаково

расположенные прямоугольнички, свободные от F.

Для случая п = 3 это выглядит так:

t

f3
T

!

1-
r

D

0

: d
11

0

0

D

D

D

?

Пусть f — кусочно-линейный автоморфизм отрезка
1\, оставляющий неподвижными концы, при котором
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(достаточно трех линейных участков). Аналогично
пусть g'i — кусочно-линейный автоморфизм отрезка
1\, оставляющий неподвижными концы, при котором

т (g, (К)) > /1 —1/Л т {1Х).

Положим

U (х) =— г- /i [х —) при х е= U

и

g](y)—-^i \-g\\y ——I при t/e/y.

Отображения ft (i = 1, .... п) вместе определяют ку-
кусочно-линейное отображение f e Я. Аналогично ото-

отображения gj определяют отображение gefl. Произ-
Произведение / X § переводит каждый квадрат U X /j на

себя, и, значит, f X ? находится от тождественного

отображения на расстоянии меньше е. Кроме того,

m2(h(F)) < 1/й, так как та часть F, которая содер-
содержится в /,- X ^.ь отображается на множество меры
меньше l/kn2. Таким образом, при любом нигде не

плотном замкнутом множестве F s-окрестность в Я2

тождественного отображения содержит точки из Eh.
Если этот результат применить к множеству ф(/7),
где ф

— произвольный элемент из Я2, то получится
такой элемент /ie//2, что тг(/г о w(F)) < l/k и

а(/г°ф, ф) < е. Это доказывает, что Ей не только

открыто, но и плотно в Я2.
Если Е — любое множество первой категории в

единичном квадрате, то Ecz\jFh где Fr замкнуты
i

и нигде не плотны. Для любых двух положительных

целых i и k положим

Мы уже показали, чго Eih — плотные открытые под-
подмножества топологически полного пространства Я2.

Значит, существует элемент /ief]?jt. Для любого
/.ft
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такого автоморфизма h справедливо равенство
m2(h(E)) = 0. Ш

Теорема 15.7. Для любого плоского множества Е

первой категории существует представимый в виде

произведения гомеоморфизм h плоскости на себя, при
котором m2{h(E)) = 0.

Доказательство. Пусть /(;c) = tgri(x—!/г)
@<х<1). Тогда / — гомеоморфизм интервала
•@,1) на прямую. Произведение g = /X/ отобра-
отображает внутренность единичного квадрата на плоскость.

Так как /' непрерывна и положительна, то как g, так

и g отображают нуль-множества на нуль-множе-
нуль-множества. Если Е — множество первой категории па пло-

плоскости, то ?¦"'(?) — множество первой категории в

квадрате. По теореме 15.6, существует такой автомор-
автоморфизм ЛеЯ2, что h о g~x(E) является нуль-множеством.
Тогда g°hog~1 — автоморфизм плоскости, представи-
представимый в виде произведения одномерных отображений и

переводящий Е в нуль-множество. ES

Теперь легко свести теорему Куратовского — Ула-

ма к теореме Фубини. Пусть Е — нигде не плотное

замкнутое подмножество плоскости. Тогда каждое

сечение Ех или нигде не плотно, или содержит интер-
интервал. Пусть Vu V2, ...

— последовательность всех от-

открытых интервалов с рациональными концами. Поло-

Положим Ft = {х; ExzdVj}; Ft — замкнутое подмножество

прямой, так как каждое горизонтальное сечение

E>J = {х; (х,у)<^Е} множества Е замкнуто, a F; =

— Г| Еу. Тогда /^-множество А = (j Ft совпадает

с множеством всех точек х, для которых Ех не яв-

является множеством первой категории.

Пусть h = \y^g — представленный в виде произ-
произведения гомеоморфизм плоскости на себя, при кото-

котором m2(h(E)) = 0 (теорема 15.7). Для каждой точ-

точки х из Л сечение Ех содержит некоторый Интерпол
Vj. Сечение (h(E))m содержит интервал й(У,-) и,
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значит, не является нуль-множеством. Следовательно,
{(A)czB, где

В={х; (h(E))x не есть нуль-множество].

По теореме Фубини, т(В) = 0. Таким образом, \{А)
является /^-множеством меры нуль. Поэтому }{А), а

значит, и А является множеством первой категории в

силу теоремы 13.4.



ГЛАВА 16

ТЕОРЕМА БАНАХА О КАТЕГОРИИ

Очевидно, что в топологическом пространстве со

счетной базой объединение любого семейства откры-
открытых множеств первой категории является множеством

первой категории: надо лишь взять объединение тех

элементов базы, которые содержатся по крайней мере
в одном из множеств данного семейства. Такое же

рассуждение показывает, что объединение любого се-

семейства открытых множеств меры нуль имеет меру

нуль (при любой мере, определенной на всех откры-
открытых множествах). Интересно отметить, что первое

утверждение остается верным независимо от того,
имеет пространство счетную базу или не имеет. Пе-

Перенос на общий случай второго утверждения требует
некоторого уточнения.

Теорема 16.1 (теорема Банаха о категории).
В топологическом пространстве X объединение любого
семейства открытых множеств первой категории так-

также является множеством первой категории.

Доказательство. Пусть G — объединение се-

семейства *3 непустых открытых множеств первой ка-

категории. Пусть ЗГ = {Ua; аеЛ} — максимальное се-

семейство непересекающихся непустых открытых мно-

множеств, каждое из которых содержится в каком-ни-

каком-нибудь из членов семейства &. Тогда замкнутое множе-

множество G\\J ST нигде не плотно (иначе ЗГ не было бы

максимальным). Каждое из множеств Ua можно

представить в виде счетного объединения нигде не
оо

плотных множеств, скажем Ua=[) Na,n. Положим

Nn = \J Na>n. Если открытое множество U пересе-
ае=А

кается с Nn, то оно пересекается с каким-то из Nai n,
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и поэтому найдется непустое открытое множество

V a(U П Ua)\ Na, „. Отсюда вытекает, что V с

с(/\ Л'п, и поэтому Л/„ нигде не плотно. Следова-
Следовательно, множество

от

П <L€ A 1

есть множество первой категории. Я

Отсюда следует, что любое топологическое про-

пространство является объединением открытого (или
замкнутого) подпространства Бэра и множества пер-
первой категории. Чтобы обсудить аналог теоремы 16.1

для открытых множеств меры нуль, нам понадобится
лемма, принадлежащая Монтгомери [12, стр. 368].

Лемма 16.2 (Монтгомери). Пусть {Ga;aeyl}-
вполне упорядоченное семейство открытых подмно-
подмножеств метрического пространства X, и пусть {для ка-

каждого а ез A) Fa —замкнутое подмножество множе-
множества

Тогда Е = \J Fa является Fa-множеством.
as Л

Доказательство. Для каждого аеЛ и ка-

ждиго положительного целого п положим

Fn,n=\xe=Fa; d{x, Jf\Ga)>l/n}.
оо

Тогда f't,n — замкнутое множество и Fa=\jFa>n.
Если а ф |3, то р{х,у) ^г \/п для любого х е Fa, „ и

г/ s Гр, п- Значит, любая сходящаяся последователь-

последовательность, которая содержится в множестве /""„= (J Fu. „,

a -^ /1

должна вся, кроме, быть может, конечного числа чле-

членов, содержаться в одном и том же множестве Fa> n.

Значит, Fn замкнуто, и поэтому
оо

as Л л=1

является FCT множеством, ш
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В соответствии с определением, введенным Мар-
чевским и Сикорским [14, 15], которым принадлежит
и доказанная ниже теорема, будем говорить, что кар-
кардинальное число (или мощность) имеет меру нуль,
если любая конечная мера, заданная на всех подмно-

подмножествах некоторого множества, имеющего мощность,

равную этому кардинальному числу, тождественно

обращается в нуль, когда она равна пулю для ки-

ждой отдельной точки. Очевидно, что любое карди-
кардинальное число, меньшее кардинального числа меры
нуль, также имеет меру нуль. Как мы уже упоминали
в гл. 5, известно, что любое кардинальное число, мень-

меньшее первого слабо недостижимого кардинального чис-

числа, имеет меру нуль и что (в предположении справед-
справедливости гипотезы континуума) только очень большие

кардинальные числа могут не быть меры нуль.
Мера р,, определенная на классе борелевских под-

подмножеств пространства X, называется борелевской
мерой. Она называется нормированной, если \х(Х) =
= 1, и неатомической (рассеянной), если она равна
нулю для одноточечных подмножеств.

Теорема 16.3.Пусть ц
— конечная борелевскаямера

в метрическом пространстве X. Пусть G — объедине-
объединение семейства 'S открытых множеств меры нуль. Если

мощность CS имеет меру нуль, то \v{G) — 0.

Доказательство. Запишем семейство & в виде

вполне упорядоченного семейства {Ga; ссеЛ} и по-

положим Ha
— Ga\ U Gp для любого aei Каждое

из множеств На> будучи разностью двух открытых
множеств, является /-"„-множеством, и поэтому его

можно представить в виде На = \J Fa> „, где Fa,n

замкнуты. Для любого множества Е с: А имеем

По лемме Монтгомери (положим Fa = 0 при ае

еЛ\Е), множество в скобках при любом п яв-
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ляется /^-множеством и, следовательно, таким же

дет и объединение. Значит, функция множества

определена на всех подмножествах из А. Она, оче-

очевидно, является конечной и неатомпческой мерой. Так
как мощность А имеет меру нуль, то отсюда полу-

получаем, что ц (G) = ц / (J НЛ = v (Л) = 0. ¦

Теорема 16.4. Если X — метрическое пространство
с базой мощности меры нуль иц

— конечная борелев-
ская мера в X, то объединение любого семейства от-

открытых множеств меры нуль имеет меру нуль.

Доказательство. Пусть <М — база, мощность

которой имеет меру нуль. Для любого семейства С3

открытых множестз меры нуль пусть <%0— множестзо

всех тех элементов из $, которые содержатся в ка-

каком-нибудь члене из $. Тогда ja((J^)= Vй ((J^o) = ^

по теореме 16.3. ш

Как это ни удивительно, теорема 16.4 может ока-

оказаться неверной для мер в неметризуемых простран-

пространствах. Кемперман и Магарам [11] показали, что в де-

декартовом произведении X, полученном в результате

с-кратного перемножения прямой, на а-алгебре, по-

порожденной элементарными открытыми множествами,
можно определить такую нормированную меру ц, что

X допускает покрытие семейством открытых множеств

меры нуль. Элементарные открытые множества обра-
образуют базу мощности с, а с, по теореме 5.6, имеет меру

нуль (в предположении справедливости гипотезы кон-

континуума).
Следующая теорема представляет собой, пожалуй,

наиболее широкое обобщение теоремы 1.6.

Теорема 16.5. Пусть X — метрическое простран-
пространство, мощность базы которого имеет меру нуль. Пусть
j.i
— такая неатомическая борелевская мера в X, что
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(i) каждое множество бесконечной меры обладает
подмножеством положительной конечной меры;

(И) каждое мноокество меры нуль содержится в

некотором G^-множестве меры нуль.
Тогда X можно представить как объединение

СЛ-множества меры нуль и множества первой катего-

категории.

Доказательство. Выбирая по точке из каждо-

каждого члена данной базы, мы получим плотное множе-

множество S, мощность которого не превосходит мощности

базы. Для каждого положительного целого п обозна-

обозначим через Fn максимальное подмножество в S, для

любых двух различных точек х, у которого р(л;, г/)>
оо

13= 1/п. Положим D = \^Fn. Тогда D плотно в X, а так

1

как каждое подмножество из Fn замкнуто, то каждое

подмножество из D является /^-множеством. Зна-

Значит, |л определена для всех подмножеств из D. По-

Поскольку (л обращается в нуль на одноточечных мно-

множествах и мощность D имеет меру нуль, то мера ни

одного из подмножеств D не может быть положитель-

положительной и конечной. Значит, в силу (i) и (И), \i(D) =0
и D содержится в С6-множестве Е, для которого

|Л(?')=0. Дополнение к Е есть множество первой
категории. ¦

Ограничение на мощность существенно. В самом

деле, если существует множество X, мощность кото-

которого не имеет меру нуль, его можно метризовать, по-

положив р(х, у) = 1 для х ф у. Тогда все подмножества

в X открыты и нетривиальная конечная мера, опреде-
определенная для всех подмножеств в X и равная нулю для
одноточечных множеств, будет борелевской мерой,
удовлетворяющей условиям (i) и (и), однако для нее

заключение теоремы неверно.
Легко проверить, что любая конечная борелевская

мера в метрическом пространстве удовлетворяет усло-
условиям (i) и [п). (Класс борелевских множеств, для

каждого из которых имеется содержащееся в нем

^о-множество и покрывающее его С6-множество оди-
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наковой меры, представляет собой о-алгебру, вклю-

включающую в себя все замкнутые множества.) Однако
эти условия в теореме 16.5 опустить нельзя; в этом

можно убедиться, рассмотрев борелевскую меру ц
на R, определенную так: |х(?) =m(E) для каждого

борелевского множества Е первой категории и

li(E) = оо для каждого борелевского множества вто-

второй категории.



Г Л Л В А 1?

ТЕОРЕМА ПУАНКАРЕ О ВОЗВРАЩЕНИИ

Во время своих занятий небесной механикой Пуан-
Пуанкаре открыл теорему, замечательную по своей про-
простоте и весьма важным следствиям. Она заслуживает

упоминания еще и потому, что именно эта теорема
положила начало современному учению о преобразо-
преобразованиях, сохраняющих меру, известному как зргоди-
ческая теория. Для нас эта «теорема о возвращении»

особенно интересна потому, что при ее доказательстве

Пуанкаре предвосхитил как понятие меры, так и по-

понятие категории. Его труд «Les methodes nouvelles do
la mecanique celeste» [23] появился несколько раньше,
чем были введены эти понятия.

Пусть X — ограниченная открытая область в г-мер-
ном пространстве, и пусть Т — гомеоморфизм X па

себя, сохраняющий объем, т. е. такой, что G и T(G)
имеют равные объемы для любого открытого множе-

множества G а X. При многократном применении Т каждая
точка х порождает последовательность х, Тх, Т2х, ...

...,
Т'х, ..., называемую положительной полуорби-

полуорбитой х. Точка х открытого множества G называется

возвращающейся относительно G, если Т'х принадле-
принадлежит G для бесконечного множества положительных

целых значений I. Фактически Пуанкаре доказал две

теоремы, которые можно объединить и сформулиро-
сформулировать так:

Теорема 17.1. Для любого открытого множества

G а X точками, возвращающимися относительно G,
являются все точки G, кроме некоторого множества

первой категории меры нуль.

Утверждение о категории можно извлечь из самого

метода доказательства, которым пользовался Пуан-
Пуанкаре. Он начал с того, что доказал плотность в G

множества возвращающихся точек. При доказатель-
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стве строится последовательность вложенных обла-

областей; этот процесс по существу равносилен доказа-

доказательству теоремы Бэра для данного случая. Поскольку
никакого труда не составляет доказать, что возвра-

возвращающиеся относительно G точки образуют (?в-множе-
ство, то утверждение о категории можно с полным

правом считать принадлежащим Пуанкаре, хотя он

явно его и не высказал. Эта часть рассуждений Пуан-
Пуанкаре была затем существенно обобщена и расширена
Биркгофом [3, гл. 7]. Утверждение о категории в яв-

явном виде было сформулировано Хильми [35],
Утверждение о мере в теореме 17.1 было высказано

Пуанкаре в терминах «вероятности». В этой части

доказательства он молчаливо предполагал счетную
аддитивность «вероятности», хотя это свойство и не

было в то время должным образом обосновано. Од-
Однако на базе современной теории меры все детали

доказательства звучат безукоризненно. В современной
терминологии оно было воспроизведено Каратеодо-
ри [10].

Более внимательный анализ рассуждений Пуан-
Пуанкаре показывает, что предположение о сохранении
объемов на самом деле не существенно, В первой ча-

части доказательства оно используется лишь для того,

чтобы исключить возможность существования такого

открытого множества, образы которого попарно не

пересекаются, а во второй части оно служит только

для того, чтобы исключить существование множества
положительной меры с тем же свойством. Более того,
нет необходимости требовать, чтобы Т было взаимно

однозначным. Освобожденные от этих несущественных
деталей обе части теоремы Пуанкаре можно вклю-

включить в одну абстрактную теорему о возвращении, ко-

которую мы сейчас сформулируем и докажем.

Рассмотрим некоторое множество X и а-кольцо

S его подмножеств; пусть, кроме того, / есть а-идеал

в S. Отображение Т множества X в себя называется

S-измеримым, если T~lE e S для любых E^S. Мно-
Множество Е а X назовем блуждающим, если множества

Е, Т~1Е, Т~2Е, .,, попарно не пересекаются, Отобра-
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жение Т назовем рассеивающим (диссипативным),
если существует блуждающее множество, принадле-
принадлежащее S \ /; в противном случае Т будет нерассси-
вающим. Для любого множества ЕаХ обозначим че-

через D (Е) множество таких точек х из Е, что Tix^.E

лишь для конечного числа положительных целых i.

Будем говорить, что Т обладает свойством рекуррент-
рекуррентности, если D(E) <= I для каждого Е eS.

Теорема 17.2. Некоторое S-измеримое отображе-
отображение Т множества X в себя обладает свойством ре-
рекуррентности тогда и только тогда, когда оно не яв-

является рассеивающим.

Доказательство. Пусть Т не является рассеи-
рассеивающим. Рассмотрим любое E^S и положим

оо

F = E\\J T~kE. Так как Т S-измеримо, a S есть

1

о-кольцо, то F e S. Для любых целых 0 ^ i <C / имеем
оо

T~'F П T~lF с Т~'Е \ U Т~1~кЕ = Z.

Это доказывает, что F и каждое из множеств T~hF

(k = 1, 2, ...) являются блуждающими. Так как все

эти множества принадлежат S, а Т не является рас-
рассеивающим, то T~hF^I при всех k^O. Поскольку
/ является о-идеалом, ему принадлежит объединение
оо оо

[JT~kF, а также и множество H = E(][JT~kF. Но
о о

T~h состоит из всех таких точек х, что Thx e E и

Т*х(=Х\Е при всех i>k. Значит, H = D(E). Та-
Таким образом, мы показали, что D (Е) е/ для любого
? е S, т, е. Т обладает свойством рекуррентности.

Обратно, если Т-—рассеивающее отображение, то

существует блуждающее множество Е, принадлежа-
принадлежащее S \/. Тогда D(E) = Е, и мы получаем, что Е (=

eS, но О(Е)ф1. Это показывает, что Т не обла-
обладает свойством рекуррентности, ш

Оба утверждения теоремы 17.1 следуют из тео-

теоремы 17.2. Сначала предположим, что Г —взаимно
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однозначное сохраняющее меру преобразование огра-
ограниченной открытой области X r-мерного простран-
пространства на себя. В качестве 5 возьмем о-алгебру измери-
измеримых подмножеств X, а в качестве / возьмем а-идеал

нуль-множеств. Тогда Т S-измеримо. Так как мера X

конечна, любое измеримое блуждающее множество

должно быть нуль-множеством и, значит, Т не яв-

является рассеивающим. Следовательно, Т обладает
свойством рекуррентности. Это означает, что почти

все точки любого измеримого множества Е возвра-
возвращаются в Е бесконечно много раз при многократном

применении Т. В частности, для любого открытого
множества G с X все его точки, кроме точек множе-

множества меры нуль, являются возвращающимися относи-

относительно G.

Предположим теперь, что Г —такой гомеоморфизм
метрического пространства X на себя, что никакое

непустое открытое множество не является блуждаю-
блуждающим (так будет, например, если X — ограниченное

открытое подмножество r-мерного пространства, а Т

сохраняет объем). Возьмем в качестве S а-алгебру
подмножеств из X, обладающих свойством Бэра, а в

качестве / о-идеал множеств первой категории в X.

Тогда Т S-измеримо. По теореме Банаха о категории
существует наибольшее открытое множество Я пер-
первой категории. Пусть У = X \ Н. Тогда любое непу-
непустое открытое подмножество в У будет второй кате-

категории. Очевидно, что Я, а значит, и У инвариантны
относительно Т. Пусть Е — некоторое блуждающее
множество, обладающее свойством Бэра. Тогда Е =
= G А Р, где G открыто, а Р первой категории. Мож-
Можно считать, что G с У. Для любых целых 0 ^ i < /
имеем Т~1Е Л T-iE = 0, откуда следует, что

T~1G(]T~IG =
= {T~iP()T~iG)A(T-iG П Т~'Р)А{Т1Р f] T~'p) cr

с= T~lP U Г'1P.

Значит, Г-'G П Г-J'G — открытое подмножество из У

первой категории, поэтому оно пусто. Тогда G ока-

оказывается открытым блуждающим множеством. По-
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этому и оно должно быть пустым. Этим доказано, что

любое блуждающее множество, обладающее свой-
свойством Бэра, является множеством первой категории.
Таким образом, Т не является рассеивающим и, зна-

значит, обладает свойством рекуррентности. Это озна-

означает, что если Е обладает свойством Бэра, то все

точки Е, кроме множества первой категории, возвра-
возвращаются в Е бесконечно много раз при многократном

применении Т. В частности, для любого открытого
множества GczX все точки из G, кроме множества

первой категории, являются возвращающимися отно-

относительно G.

Теорему 17.1 иногда называют теоремой Пуанкаре
о возвращении, но это название правильнее относить

к теореме, которую мы сейчас выведем. Нам понадо-
понадобится новое определение. Точка х называется возвра-

возвращающейся точкой отображения Т, если она является

возвращающейся относительно каждой своей окрест-
окрестности. (Пуанкаре называл такие точки «устойчивыми
по Пуассону».)

Теорема 17.3 (теорема Пуанкаре о возвращении).
Если Т — сохраняющий меру гомеоморфизм ограни-
ограниченной открытой области X r-мерного пространства
на себя, то все точки X, кроме точек множества пер-

первой категории меры нуль, являются возвращающи-
возвращающимися точками гомеоморфизма Т.

Доказательство. Пусть ll\, U2, ¦¦¦

— счетная

база для X. Пусть Ek — множество таких точек х из

t/й, что Tix <= Uk не более чем для конечного числа

значений I. По теореме 17.1, каждое из множеств Ей
является нуль-множеством первой категории. Значит,

и Е = 11 Еь — также нуль-множество первой катего-

1

рии. Если х е X \ Е и если U — произвольная окрест-
окрестность точки х, тохе Uk cz U при некотором k, причем

хфЕи- Значит, Г'х е [/ для бесконечного множества

целых положительных значений L Следовательно, ка-

каждая точка из Х\Е является возвращающейся точ-

точкой отображения Т. щ
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Эта теорема играет важную роль в теории дина-

динамических систем, и вот почему. В классической меха-

механике конфигурация системы описывается конечным

набором координат <7ь <?2, • •
•, Qn- «Состояние» си-

системы определяется мгновенными значениями этих

координат и соответствующих компонент импульсов
Ри Р2, ¦•-, Pn- Эти 2Л/ значений задают точку в 2Л7-

мерном пространстве. Такие точки образуют фазовое
пространство системы. Точки фазового пространства

представляют все возможные состояния системы. Ко-
Когда состояние системы меняется во времени в соот-

соответствии с управляющими системой уравнениями дви-

движения, отвечающая этому состоянию точка описы-

описывает некоторый путь в фазовом пространстве. За еди-

единицу времени начальная точка х в фазовом простран-
пространстве переместится в некоторую точку Тх. Таким об-

образом, уравнения движения определяют преобразова-
преобразование Т фазового пространства в себя. Из фундамен-
фундаментальной теоремы существования и единственности ре-
решения системы дифференциальных уравнений следует,
что Т является гомеоморфизмом при условии доста-
достаточной гладкости входящих в уравнения членов. Бо-

Более того, уравнения Ньютона, записанные в соответ-

соответствующих координатах и импульсах (в гамильтоновой

форме), определяют преобразование Г, сохраняющее
2Л/-мерную меру. Этот факт известен как теорема

Лиувилля (того самого Лиувилля, о котором мы упо-
упоминали в гл. 2): для так называемых консерватив-
консервативных систем полная энергия постоянна. Отсюда сле-

следует, что Т преобразует любую поверхность постоян-

постоянной энергии в себя. Для некоторых систем можно по-

показать, что часть фазового пространства, где энергия
заключена в соответствующих пределах, является

ограниченной открытой областью 2Л^-мерного про-
пространства. Тогда из теоремы 17.3 вытекает, что для
почти всех начальных состояний (в смысле меры или

категории) система будет бесконечно много раз воз-

возвращаться к положениям, сколь угодно близким к на-

начальному состоянию. Пуассон пытался установить та-

такого рода устойчивость в «ограниченной проблеме
трех тел» путем нестрогих рассуждений, основанных
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на неких разложениях в ряд. Пуанкаре строго обосно-
обосновал свои выводы, используя принципиально новые ме-

методы. Это был один из первых триумфов современной
«качественной» теории дифференциальных уравнений,
начало которой положил Пуанкаре.

Последующее развитие теории сохраняющих меру
преобразований показало, что теорему Пуанкаре
можно существенно улучшить. Так, эргодическая тео-

теорема Дж. Д. Биркгофа A931 г.) утверждает, что при

сохраняющем меру отображении множества конечной

меры на себя почти все точки любого измеримого
множества Е не только возвращаются в Е бесконечно
много раз, но это происходит с частотой, стремящейся
к определенному положительному пределу. Точнее го-

говоря, если %е
—

характеристическая функция множе-

множества Е, то предельная частота

л-1

г=о

существует и положительна для почти всех х из Е.

Очевидно, что этот результат намного шире теоре-
теоремы 17.1. Любопытно, что такое уточнение теоремы
Пуанкаре, вообще говоря, не верно в терминах кате-

категории; множество точек, где f(x) определена, может

быть лишь первой категории. Аналогия между мерой
и категорией сохраняется здесь довольно долго, но

в конце концов нарушается.



ГЛАВА 18

ТРАНЗИТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Мы привели много иллюстраций метода категорий,
но в большинстве случаев он служил лишь для того,

чтобы дать новое, иногда более простое доказатель-
доказательство существования объектов, для которых это суще-
существование было уже известно заранее. Так, числа Лиу-
вилля, нигде не дифференцируемые непрерывные
функции, брауэровское преобразование квадрата были
известны еще до того, как появился метод категорий.
Поэтому интересно рассмотреть проблему, решение
которой было впервые получено методом категорий.

Проблема 18.1. Найти такой гомеоморфизм Т зам-

замкнутого единичного квадрата на себя, при котором
положительная полуорбита х, Тх, Т2х, ... некоторой
точки х плотна в квадрате.

Автоморфизм Т топологического пространства X

называется транзитивным, если существует точка х,

орбита которой {Тпх; n — Q, ±1, ±2, ...} плотна в X.

Когда X — полное сепарабельное метрическое про-
пространство без изолированных точек, из существования
такой точки х следует, что точки, у которых плотны

положительные полуорбиты, образуют остаточное

множество в X. В самом деле, пусть {?/,}— счетная

база; положим

и=0

Заметим, что х^Е тогда и только тогда, когда поло-

игельная полуорбита х плотна в X, Для любых двух
положительных целых чисел i и j либо Тп 11 i П Uj ф
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Ф-0, либо T"Ujf]Ui=/=0 при некотором целом
п ^ 0. В последнем случае множеству TnUj П Ut при-
принадлежат одновременно некоторое х и Ттх при неко-

некотором m > п, так как каждое непустое открытое мно-

множество содержит бесконечно много точек любой плот-

плотной орбиты. В любом случае ?/, П Gj Ф 0. Значит,
Gj — плотное открытое множество, а Е — остаточное

множество в X. Таким образом, проблему 18.1 можно

сформулировать в эквивалентном виде: найти тран-
транзитивный автоморфизм замкнутого единичного квад-

квадрата.

Некоторые пространства допускают транзитивный
автоморфизм, другие

— нет. Например, никакой авто-

автоморфизм единичного интервала не является транзи-

транзитивным; в то же время умножение на е2лг'а, где а ир-

иррационально, определяет транзитивное вращение еди-

единичной окружности в комплексной плоскости. При-
Пример транзитивного автоморфизма плоскости был в

явном виде построен Безиковичем [2], но для замкну-
замкнутого единичного квадрата нелегко построить такой

автоморфизм, не говоря уже о таких дополнительных

требованиях, как сохранение площади или неподвиж-

неподвижность граничных точек. Существование такого ото-

отображения впервые было установлено методом кате-

категорий [18]. Тем же методом можно доказать суще-
существование транзитивного автоморфизма любой обла-
области r-мерного евклидова пространства, г ^ 2. Метод
категорий позволил также установить существование
автоморфизмов, обладающих намного более сильным

свойством такого типа, а именно так называемой мет-

метрической транзитивностью [22].
Рассмотрим пространство Я всех автоморфизмов

единичного квадрата X, наделенное равномерной мет-

метрикой
p(S, r) = sup|Sx— Tx\.

Пространство И топологически полно по тем же со-

соображениям, что и в одномерном случае (гл. 13).
Предположим, что Т транзитивен; пусть х — точка

с плотной положительной полуорбитой. Пусть е > 0

настолько мало, что круг с центром в х радиуса е
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содержится в X. Пусть п — наименьшее положитель-

положительное целое число, при котором \х— Тпх\ < е. Возьмем
такой открытый круг U с центром в х радиуса <е,
что Тпх лежит внутри U, а Тх, Т2х, ..., Т'г~1х при-
принадлежат Х\С. Далее можно найти такой замкну-

замкнутый круг D с центром в х, что D и T'l(D) содержатся
в U, a T{D), T2(D), ..., Tn-l{D) содержатся в X\U.
Пусть S — автоморфизм /Y, равный тождественному
отображению вне U, а внутри U определяемый дефор-
деформацией вдоль радиусов, при которой Tn(D) отобра-
отображается на некоторое подмножество внутри D. Тогда
S °Т — такой автоморфизм X, что (S ° Т)п отображает
круг D на подмножество внутри него. Следовательно,
S о Т не является транзитивным, так же как и любой

автоморфизм, достаточно близкий к S °Т в Н. Но

p(So7, 7") <; е. Это показывает, что транзитивные ав-

автоморфизмы образуют лишь нигде не плотное под-

подмножество в Н. Теорема Бэра, примененная к Н, не

дает возможности утверждать, что такие автомор-
автоморфизмы существуют. Создается впечатление, что метод

категорий здесь не срабатывает!
Но попробуем усложнить проблему и потребуем

дополнительно, чтобы Т сохраняло меру. Тогда есте-

естественно рассмотреть пространство М сохраняющих
меру автоморфизмов квадрата с той же метрикой,
что и в Я. Так как М — замкнутое подмножество в Н,
то М топологически полно.

Пусть {Ui} — как-то занумерованные всевозмож-

всевозможные содержащиеся в X открытые квадраты с рацио-
рациональными вершинами. Для любых двух положитель-
положительных целых чисел i и / положим

к=Х

Ясно, что Eij открыто в М. Плотно ли оно? Рассмот-

Рассмотрим сначала множества

Ptj={TеЛ1; Т'х = х для всех х из Ut\
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Очевидно, что Рц замкнуты в М. Если Т принадле-
принадлежит множеству Pij, то каждая точка из Ut имеет пе-

период, на который делится /. Значит, можно найти

круг D сколь угодно малого радиуса, содержащийся
в Ui и такой, что для некоторого целого положитель-

положительного k (делителя числа /) множества D, T(D), ...

..., Th-l(D) не пересекаются, а Тк равен на D тожде-

тождественному отображению. Пусть S — сохраняющий
меру автоморфизм X, который вращает внутри D не-

некоторое концентрическое с D круговое кольцо на

угол, иррациональный относительно я, и который ра-
равен тождественному отображению вне D. Тогда ни

одна из точек этого кольца не будет периодической
относительно S °Т. Значит, S оТ принадлежит множе-

множеству М\Рц, причем p(SoT, T) сколь угодно мало.

Следовательно, Рц нигде не плотно и Р — множество

первой категории в М. Множество М \ Р состоит из

всех сохраняющих меру автоморфизмов квадрата,
имеющих непериодические точки в каждом непустом

открытом подмножестве квадрата.
Для любых i и /, любого Т ёМ\ Р и е>0 по-

построим следующее отображение S. Соединим отрез-
отрезком какую-нибудь точку из Ut с какой-нибудь точкой

из Uj. Выберем точки ри р2, ..., Pn+i на этом отрезке
так, что pi^Uh pN+i<=Uj и | ph — Ph+i | < e/2

(k = 1, ..., N). Подберем такое положительное чис-

число б < V2 niin \ph — Ph+i\, что 6-окрестности точек р\

и /?Л-_|_1 содержатся соответственно в Ui и Uj. Выберем
непериодическую точку %\ в б-окрестности точки рь

для которой некоторая точка Тп'х1 ее положительной

полуорбиты находится в той же окрестности. Это

можно сделать, так как возвращающиеся точки ото-

отображения Т образуют в квадрате остаточное множе-

множество (по теореме 17.3) и такое же множество обра-
образуют непериодические точки любого отображения Т

из М \ Р. Таким же образом для k = 2, ...,
N -\- \

выберем такую непериодическую точку хи в б-окрест-
б-окрестности точки рп, что Т"кхк при некотором я/4 > 0 лежит

в той же окрестности. Более того, пусть Xk выбрана
так, что она не принадлежит орбитам точек Х\, ...
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..., Xh-i. Тогда все точки множества

F={Tnxk; 0<rt<«,s> 1<й

различны и

"кхк — рк | +1 рк
—

рш \ +1 рк+1
—

< б + е/2 + 6 < е

при /г = 1, 2, ..., /V. Значит, существуют такие не-

непересекающиеся открытые области Ru ,.., RN диа-

диаметра меньше е, что

RkuF={Takxk,xk+i} (k =¦],..., N).

(В качестве Rh можно взять окрестности подходящих

дуг, соединяющих ТПкхк и xk+i.) Теперь легко опреде-
определить преобразование S из М, равное тождественному
вне областей R\, ..., RN и переводящее ТПкхк в xu+i

(k=\, ..., N), Тогда автоморфизм

"¦,+п + ... +п

(S о Т)
' 2 "

переводит Xi в Хг?+\. Значит, So Г принадлежит мно-

множеству Eij. Так как p(S°T,T) < e, то отсюда сле-

следует, что Ец плотно в М. По теореме Бэра о катего-

категории, множество f\ Eij является плотным Gg-множе-
t.i

ством в М и, следовательно, не пусто. Для любого Т

из \\Ец имеем

ut n U т~ки} ф 0

при любых / и /. Значит, множество
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открыто и плотно в квадрате. Следовательно,

f~)Gy=^=0 (снова по теореме Бэра о категории').
/

Для любой точки х из этого множества последова-

последовательность х, Тх, Т2х, ... плотна в квадрате. Таким

образом, любое отображение Т из f\Etl является

i, i

транзитивным.



ГЛАВА 19

ТЕОРЕМА ДВОЙСТВЕННОСТИ
СЕРПИНСКОГО—ЭРДЕША

Понятие категории находит применение главным

образом при доказательстве теорем существования.
В этом проявляется, так сказать, телескопическая

функция этого понятия. Теорема Бэра дает нам воз-

возможность обнаружить математические объекты, ко-

которые без нее было бы трудно разглядеть. Но изуче-
изучение категории может оказать и еще одну услугу. Из-
Излагая параллельно теорию меры и теорию категории
и обращая внимание на те моменты, которые обнару-
обнаруживают сходство и различие этих теорий, мы пыта-

пытались показать, как одна теория проливает новый свет

на другую. Поскольку теория меры более обширна и

считается более «важной» по сравнению с теорией ка-

категории, то это освещение направлено главным обра-
образом в сторону теории меры. Это можно назвать сте-

стереоскопической функцией изучения категории; благо-
благодаря этому теория меры становится более рельефной.
Попытки найти какому-то факту аналог в теории ка-

категории или соответственно в теории меры часто ока-

оказывались очень полезными. В этой и последующих
главах мы подробнее изучим уже отмеченную ранее
двойственность между мерой и категорией, выясним,

насколько далеко она распространяется в случае пря-
прямой и в случае других пространств, и установим, что

лежит в ее основе.

Напомним, какие сходные свойства мы отмечали

у класса нуль-множеств и класса множеств первой
категории на прямой. Каждый из них является

0-идеалом. Оба включают в себя все счетные множе-

множества. Оба включают в себя некоторые множества
мощности с. Оба класса имеют мощность 2° (в отли-

отличие от 0-идеала счетных множеств, мощность кото-

которого равна с). Ни один из классов не включает в себя
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интервалов; дополнение любого множества из каждо-

каждого класса плотно на прямой. Оба класса инвариантны

относительно сдвига. Любой член каждого из классов

содержится в борелевском множестве из того же

класса.

Мы заметили и ряд различий. Любое нуль-множе-
нуль-множество содержится в (?6-нуль-множестве, в то время как

любое множество первой категории содержится в

/„-множестве первой категории. Ни один из классов

не содержится в другом. Прямую можно разбить на

пару дополняющих друг друга множеств, одно из ко-

которых первой категории, а второе меры нуль.
Еще одно общее свойство, которое раньше в явном

виде не упоминалось, состоит в следующем:

Теорема 19.1. Дополнение любого линейного нуль-
нульмножества содержит нуль-множество мощности с. До-
Дополнение любого линейного множества первой катего-

категории содержит множество первой категории мощно-
мощности с.

Доказательство. По теореме 3.18, дополнение

нуль-множества содержит несчетное замкнутое мно-

множество, которое, по лемме 5.1, содержит замкнутое
нуль-множество мощности с.

Дополнение множества первой категории содер-
содержит несчетное Gg-множество, которое, по лемме 5.1,
содержит нигде не плотное множество мощности с. Ш

Свойства этих а-идеалов указывают на то, что они,

вероятно, подобны в следующем смысле. Класс К
подмножеств множества X называется подобным

классу L подмножеств множества У, если существует
такое взаимно однозначное отображение / множества

X на У, что f(E) e L тогда и только тогда, когда Е е

е/С.
В 1934 г. Серпинский [27] доказал следующую тео-

теорему:

Теорема 19.2 (Серпинский). В предположении
справедливости гипотезы континуума существует та-

такое взаимно однозначное отображение f прямой на

себя, что f(E) является нуль-множеством тогда и
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только тогда, когда Е язллегсч множеством игре >й

категории.

Эта теорема объясняет многие совпадения аюисп;;,

которые мы уже отмечали. Сна позволяет сформул :-

розагь следующий принцип двойственности. Пусп>
Р — любое утверждение, использующее лишь понятие

нуль-множества и понятия чистой теории множеств

(например, мощность, свойство пустоты пересечен;:;;
или любые другие сзойстйп, инвариантные отпоы-

тсльно произвольного взаимно однозначного отобра-
отображения). Пусть Р* — утверждение, полученное из Р за-

заменой всюду термина «пуль-мпожество» термин:;:-.!
«множество первой категории». Тогда каждое ¦! s

утверждений Р и Р* является следствием другого >;

предположении, что справедлива гипотеза контину-
континуума. Можно ли доказать теорему Сернинского, ке

используя гипотезу континуума, не известно.

Сераинскпй поставил вопрос о справедливости бо-
более сильной теоремы: существует ли отображение, пе-

переводящее каждый из дв\;х классов в другой одновре-
одновременно? Ответ на этот вопрос дал Эрдош [28] з 1943 г.

Лишь слегка усовершенствовал доказательство Се:,>-
пинского, Эрдеш доказал такое утверждение:

Теорема 19.3(Эрдёш). В предположении справед-
справедливости гипотезы континуума существует такое взаим-

взаимно однозначное отображение f прямой на себя, что

f = j-1 и f(E) является нуль-множеством тогда и

только тогда, когда Е является множеством первой
категории. {Отсюда следует, что f(E) является мно-

множеством первой категории тогда и только тогда, ко-

когда Е является нуль-множеством..)

Значение этой теоремы состоит в том, что о:л

устанавливает более сильную двойственность, коти-

котирую можно сформулировать так:

Теорема 19.4 (принцип двойственности). Пусть
Р — утверждение, в которое входят лишь понятии

множества меры нуль, множества первой категории и

понятия чистой теории множеств. Пусть Р* —¦ утвер-
утверждение, полученное из Р взаимной заменой всех тер-
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минов «нуль-множество» и «множество первой кате-

категории». Тогда каждое из утверждений Р и Р* следует
из другого при условии, что справедлива гипотеза

континуума.

Мы докажем теорему Серпинского — Эрдёша, опи-

опираясь на следующее чисто теоретико-множественное

утверждение:

Теорема 19.5. Пусть X — множество мощности К],
и пусть класс К подмножеств из X обладает еле*

дующими свойствами:

(a) К есть о-идеал;
(b) объединение всех множеств из К равно X;
(c) К содержит подкласс G мощности =^ 6*ь та-

такой, что каждый элемент из К содержится в некото-

некотором элементе из G;
(d) дополнение каждого члена из К содержит мно-

множество мощности 6<ь также принадлежащее К.
Тогда X можно разбить на 6^ непересекающихся

множеств Ха, каждое мощности J8i, так, что подмно-
подмножество Е множества X принадлежит К тогда и только

тогда, когда Е содержится в каком-нибудь счетном

объединении множеств Ха.
Доказательство. Пусть А = {ос; 0 ^ a<Q}—

множество порядковых чисел первого и второго клас-

класса, т.е. все порядковые числа, меньшие Q — первого
порядкового числа, которому предшествует несчетное

множество порядковых чисел. Тогда А имеет мощ-

мощность 6<i и существует отображение а —> Ga множе-

множества А на G. Для каждого ос^А положим по опреде-
определению

#„= U °Э И К* = На\ U ЯГ
Р<о р<<*

Положим В = {аеЛ; Ка несчетно}. Из свойств (а),
(с) и (d) следует, что у В нет верхней грани в А. Зна-

Значит, существует взаимно однозначное сохраняющее

порядок отображение ф множества А на В. Для каж-

каждого а из Л определим множество

U

5 Зак. 193
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По построению и по свойству (а) множества Ха не

пересекаются и принадлежат К. Так как Ха гэ К^а),
то каждое из множеств Ха имеет мощность Кь Для
любого реЛ справедливо неравенство р<ф(а) при
некотором аеЛ, и, следовательно,

(а)
= U

Значит, в силу (с) каждый элемент из К содержится
в счетном объединении множеств Ха. Используя (Ь),
получаем, что

Таким образом, {Ха; а е А} дает разбиение множе-

множества X, обладающее требуемыми свойствами. ¦

Теорема 19.6. Пусть X — множество мощности Кь

Пусть К и L — два класса подмножеств из X, каждый
из которых обладает свойствами (а) — (d) из теоремы
19.5. Предположим также, что X — объединение двух
дополнительных по отношению друг к другу множеств

М и N, причем М е К и N е L. Существует такое вза-

взаимно однозначное отображение f множества X на

себя, что f = f~l и f(?)e L тогда и только тогда, ко-

когда Ее=К.

Доказательство. Пусть Ха @^a"<Q)
—

разбиение множества X, построенное для класса К
так же, как при доказательстве теоремы 19.5. Можно

предположить, что М принадлежит порождающему
классу G и что Go взято равным М. Тогда Хо = М,
так как М не может быть счетным. Аналогично пусть
Ya @ ^ a < Q)— разбиение X, соответствующее
классу L, причем Yo = N. Тогда

М= (J Ya и JV= (J Ха.
0<a<Q 0<a<Q

Множества Ха и Ya при 0 < a < Q образуют разбие-
разбиение X на множества мощности К]. Для каждого
0 <. а < Q обозначим через fa взаимно однозначное
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отображение Ха на Уа. Определим отображение /, по-

положив его равным fa на Ха и равным /"' на Ya при

О < а < Q. Тогда /— взаимно однозначное отображе-
отображение X на себя, причем f равно /-1 и /(^а)= Уа при
всех 0 < а < Q. Так как

*о= U F« и Fo= U ^а>
0<а<Й 0<а<2

то, кроме того, f(X0)= Yo. Таким образом, f(Xa)= Ya
при всех 0 <: а < Q. Из свойств множеств Ха и Уа,
установленных в теореме 19.5, получаем, что f(E)^L
тогда и только тогда, когда ?е/(. i

Теорема 19.3 немедленно следует из теоремы 19.6.

Возьмем в качестве X прямую. Пусть К — класс мно-

множеств первой категории, a L — класс нуль-множеств.
Тогда К порождается классом Fa-множеств первой
категории, а L — классом О6-нуль-множеств. Каждый
из этих порождающих классов имеет мощность с. Со-
Согласно гипотезе континуума, с = Ни и, значит, усло-
условие (с) выполнено. Условие (d) следует из теоремы
19.1, а условия (а) и (Ь) очевидны. В качестве мно-

множеств М и N можно взять множества Л и Б из тео-

теоремы 1.6.



ГЛАВА 20

ПРИМЕРЫ ДВОЙСТВЕННОСТИ

В 1934 г. в своей книге «Hypothese du continu» [28]
Серпинский собрал несколько примеров двойственных

утверждений (в узком смысле, так как теорема Эр-
дёша тогда еще не была доказана). Здесь мы рас-

рассмотрим три пары таких утверждений, иногда в не-

несколько модифицированном виде. Каждое из них до-

доказано пока только с помощью гипотезы континуума.
Поэтому мы ничего не теряем, получая двойственные

утверждения с помощью принципа двойственности.
Из-за их зависимости от гипотезы континуума мы бу-
будем именовать их не «теоремами», а «предложе-

«предложениями».

Первое принадлежит Лузину A914) [28, стр. 36,

81].

Предложение 20.1. Любое линейное множество Е

второй категории имеет такое подмножество N мощ-
мощности с, что каждое его несчетное подмножество есть

множество второй категории.

Доказательство. Пусть {Ха; а <. Q} — раз-
разбиение прямой X, построенное, как в теореме 19.5, по

классу К множеств первой категории. Пусть N — мно-

множество, полученное путем выбора по одной точке из

каждого непустого множества вида Е Л Ха. Так как

Е — множество второй категории, то N несчетно и,

значит, имеет мощность с. Никакое несчетное подмно-

подмножество из N не может быть покрыто счетным объеди-
объединением множеств Ха. Значит, никакое несчетное под-

подмножество из N не является множеством первой кате-

категории. ¦

Несчетное множество, у которого каждое несчет-
несчетное подмножество является множеством второй кате-

категории, называется множеством Лузина. Двойственное



Примеры двойственности 133

утверждение было доказано Серпинским в 1924 г.

[28, стр. 80, 82].
Предложение 20.1*. Любое линейное множество Е

положительной внешней меры содержит такое под-
подмножество N мощности с, что каждое его несчетное

подмножество имеет положительную внешнюю меру.

В предложении 20.1 при Е = R мы можем при-
присоединить к iV счетное плотное множество и добиться
того, что N станет плотным. Тогда подмножество из

N будет первой категории относительно N в том и

только в том случае, если оно первой категории в R.
Следовательно, из этих предложений вытекает суще-
существование несчетных подпространств прямой, в кото-

которых различие между первой и второй категорией или

между лебеговским нуль-множеством и множеством,

таковым не являющимся, сводится к различию между
счетностью и несчетностью.

Так как каждое подмножество прямой есть объ-

объединение нуль-множества и множества первой катего-

категории (следствие 1.7), то множество Лузина должно

иметь меру нуль, а множество в предложении 20.1*

должно быть первой категории.

Предложение 20.2. Существует такое взаимно од-

однозначное отображение f прямой на свое подмноже-

подмножество, что f(E) —множество второй категории, как

только Е несчетно.

Доказательство. В качестве f возьмем любое

взаимно однозначное отображение прямой на множе-

множество Лузина. ¦

Предложение 20.2*. Существует такое взаимно

однозначное отображение f прямой на свое подмноже-

подмножество, что f(E) имеет положительную внешнюю меру,
как только Е несчетно.

Предложение 20.3. Любое линейное множество Е

второй категории содержит с непересекающихся под-

подмножеств второй категории.

Доказательство. Пусть f — взаимно одно-

однозначное отображение прямой R на множество Лузина,
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содержащееся в Е. Тогда наше утверждение следует
из того, что прямая и плоскость имеют одинаковую
мощность. Н

Предложение 20.3*. Любое линейное множество

Е положительной внешней меры содержит с непересе-
непересекающихся множеств положительной внешней меры.

Как было показано ранее (теорема 5.5), любое
множество положительной внешней меры содержит
неизмеримое подмножество. Значит, из предложения
20.3 *

вытекает, что любое множество Е положитель-

положительной меры содержит с непересекающихся неизмеримых
множеств. По лемме Цорна, это семейство содержит-

содержится в максимальном классе непересекающихся неизме-

неизмеримых подмножеств из Е. Дополнение к объединению
этого класса должно иметь меру нуль. Присоединив
его к одному из элементов класса, мы получим раз-
разбиение ? на с непересекающихся неизмеримых под-
подмножеств. В связи с этим интересно отметить, что,
как показали Лузин и Серпинский [29], не используя
гипотезу континуума, прямую можно разбить на с

непересекающихся множеств Бернштейна и, значит,
на с непересекающихся множеств положительной вне-

внешней меры. В то же время эта конструкция позволяет

установить двойственное утверждение: прямую можно

разбить на с непересекающихся множеств второй ка-

категории. Можно показать, что эти свойства влекут за

собой неполноту алгебры всех подмножеств прямой
по модулю идеала нуль-множеств или по модулю иде-
идеала множеств первой категории. Это означает, что не

каждое подмножество факторалгебры имеет верхнюю
грань [30, примечание 11].

Ни одно из до сих пор рассмотренных утвержде-
утверждений не касалось одновременно меры и категории. Рас-

Рассмотрим теперь некоторые примеры двойственности
в более широком смысле. Очевидный пример дает тео-

теорема 1.6: прямую можно разбить на два дополнитель-

дополнительных по отношению друг к другу множества, одно из

которых первой категории, а второе меры нуль. Это

утверждение двойственно самому себе. Вот несколько
более интересный пример: подмножество прямой яв-



Примеры двойственности 135

ляется нуль-множеством, если его пересечение с каж-

каждым множеством первой категории не более чем счет-

счетно. Двойственное утверждение: подмножество прямой
является множеством первой категории, если его пере-

пересечение с каждым нуль-множеством не более чем

счетно. Оба эти утверждения следуют из теоремы 1.6;
гипотеза континуума здесь не нужна.

Рассмотрим теперь один нетривиальный пример.
Мы слегка обобщим одно утверждение Серпинского
[28, стр. 138].

Предложение 20.4. Для любого класса К мощно-
мощности с взаимно однозначных преобразований прямой,
переводящих нуль-множества в нуль-множества, най-

найдется такое линейное множество Е первой категории
и мощности с, что ТЕ АЕ счетно при любом Т из К.

Доказательство. Припишем индексы элемен-

элементам из К и из R так, чтобы

K = {Ta;a<Q] и R = {pa;a<Q].

Пусть А — такое нуль-множество, что R\A— мно-

множество первой категории. Для 0 •< а < Q обозначим

через Ga группу, порожденную преобразованиями Т$
при р < а. Тогда Ga состоит из всех произведений
вида

ь ъ ь

7*1 т 2 т п

где Рг < a, ki = ± 1 (t = 1 п), a n — любое по-

положительное целое число. Следовательно, группа Ga
счетна и каждое Т из Ga переводит нуль-множества
в нуль-множества. Для каждого Т из Ga множество

ТА имеет меру нуль. Значит, Aa = \J{TA; Ге Ga} —

нуль-множество. Пусть х0 = Ро- Предположим, что

точки jtp из R уже определены для всех р < а, и по-

положим Ва = {Тх$; р < a, IeGJ. Тогда Ва — счет-

счетное множество, а Аа U Ва — нуль-множество. Пусть
ха — первый элемент при нашем полном упорядоче-
упорядочении прямой R, такой, что ха не лежит в Аа U Ва. По-

Положим Еа = {Тха; JgGJh определим Е = (J Еа.
o
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Тогда Еа счетно, а Е несчетно. Кроме того, Е является

подмножеством множества R\A. Значит, Е — мно-

множество первой категории. Для любых E < а < Q

имеем Т&Еа= Еа. Значит, T^EAEcz (J {ЕаиТ&Еа).
Это доказывает счетность множества ТЕ АЕ для лю-

любого Т из К- Ш

Предложение 20.4*. Для любого класса К мощ-
мощности с взаимно однозначных и сохраняющих катего-

категорию преобразований прямой найдется такое линейное

множество Е меры нуль и мощности с, что ТЕ АЕ яв-

является счетным при любом Т из К-

Серпинский доказал эти утверждения для класса

сдвигов. Однако понятие сдвига не является чисто

теоретико-множественным, и поэтому соответствующие
предложения, строго говоря, не являются двойствен-
двойственными. Класс всех гомеоморфизмов прямой на себя

также имеет мощность с, и поэтому из утверждения
20.4 *

вытекает

Следствие 20.5. В предположении справедливости
гипотезы континуума существует такое несчетное ли-

линейное множество Е, что его образ при любом авто-

автоморфизме прямой является нуль-множеством.

Отсюда видно, что в теореме 13.2 предложение о

замкнутости А нельзя опустить (хотя его можно за-

заменить более слабым предположением о том, что А
является борелевским множеством). Фактически Сер-
Серпинский [26, стр. 274] показал, что даже усиленный
вариант приведенного выше следствия можно дока-

доказать без использования гипотезы континуума. Однако,
как это ни странно, до сих пор не удалось доказать,
что множество Е может иметь мощность с. Если же

предположить справедливость гипотезы континуума,
то, как мы видели, не только существует такое мно-

множество, но его можно выбрать так, чтобы оно отлича-

отличалось от своего образа при любом автоморфизме пря-
пряной на не более чем счетное множество.
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РАСШИРЕННЫЙ ПРИНЦИП

ДВОЙСТВЕННОСТИ

Мы видели много примеров, где свойство Бэра иг-

играло роль, аналогичную измеримости. Типичным при-
примером такого рода может служить следующая тео-

теорема, которая представляет собой другую формули-
формулировку теоремы 5.5:

Теорема 21.1. Если каждое подмножество линей-
линейного множества Е измеримо, то Е является нуль-мно-
нуль-множеством. Если каждое подмножество из Е обладает
свойством Бэра, то Е ¦— множество первой категории.

Можно ли так расширить принцип двойственности,
чтобы включить в него измеримость и свойство Бэра
в качестве двойственных понятий? Такую возмож-

возможность впервые рассмотрел Шпильрайн [37]. Для обос-
обоснования такого принципа желательно найти взаимно

однозначное отображение / прямой на себя, при кото-

котором f(E) измеримо тогда и только тогда, когда Е об-

обладает свойством Бэра, и f(E) является нуль-множе-

нуль-множеством тогда и только тогда, когда Е является множе-

множеством первой категории (второе свойство следует из

первого по теореме 21.1 и обратному к ней утвержде-
утверждению). Однако, как показал Шпильрайн, такое отобра-
отображение невозможно.

В самом деле, предположим, что f — такое отобра-
отображение. Пусть / — единичный интервал и E = f~l(I).
Тогда Е обладает свойством Бэра. Пусть х\,х2,...—
счетное плотное подмножество в Е, и пусть /,• — такой

открытый интервал, содержащий хи что

Положим G = (J//. Тогда G— открытое множество

ц Е czG. Значит,
_

Ecz(G(]E)U(G\G).
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Следовательно,

Так как G \G нигде не плотно, то /(G \G) есть нуль-

множество, и, таким образом, т A) ^22~'~' = 1/2.

Получаем противоречие.

Между прочим, приведенные выше рассуждения
показывают, что в теореаме 19.2 отображения / и /~'
не могут быть одновременно измеримыми по Борелю,
т. е. мы не можем требовать, чтобы f (E) и /-' (Е) были

борелевскими множествами для любого борелевского
множества Е. (Фактически ни /, ни /~' не может быть

измеримым по Борелю. Это вытекает из того, что

отображение, обратное к взаимно однозначному и из-

измеримому по Борелю отображению, само измеримо
по Борелю [12, стр. 500].)

Чтобы окончательно убедиться в том, что расши-
расширенный принцип двойственности как некий общий

принцип не имеет места, рассмотрим пример, когда
он неверен.

Теорема 21.2. Пусть Eij — такая двойная после-

последовательность измеримых множеств, что Eit j zd Eit J+1

для всех натуральных чисел i и j и f]Eiit является

нуль-множеством при каждом L Тогда существует та-

такая последовательность отображений nk(i) множества

натуральных чисел в себя, что f"|(j?i, nkW является

к i

нуль-множеством.

Доказательство. Пусть h — [— k, k]. Для
любых i и k найдется натуральное nh(i), такое, что

m (E{,
Значит,

m
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Положим Е = flU^i, nk(i). Для любого конечного

к i

интервала / справедливо включение / с /ft при всех

достаточно больших k. Тогда

Значит, т(Е Л /) < I/ft при всех достаточно больших

k. Таким образом, Е Л / является нуль-множеством

при любом / и, значит, ? — нуль-множество. ¦

Двойственное предложение. Пусть ?,-, 3-—такая
двойная последовательность множеств, обладающих
свойством Бэра, что Ei: 3- :э Е{: ,+1 для всех натураль-

натуральных i и I и (]EL i
является множеством первой кате-

!

гории при каждом i. Тогда существует такая последо-
последовательность отображений nh(i) множества натураль-

натуральных чисел в себя, что {W_}Ei: „ft(i) является множе-

k С

ством первой категории.

Это утверждение ложно. Пусть г\ — последова-

последовательность всех рациональных чисел, и пусть Ец =
= (''(— 1//', г{-\- 1//). Эта двойная последовательность

удовлетворяет условиям нашего утверждения. При
любом отображении n(i) множества натуральных чи-

чисел в себя множество \}ELn{l) является плотным от-

i

крытым множеством. Для любой последовательности

таких отображений Иь(г) множество f*| (J Eit „к(() яз-

к i

ляется остаточным, что противоречит утверждению.
Хотя расширенный принцип двойственности в ка-

качестве общего принципа неверен, он представляет

определенную эвристическую ценность. Многие свой-
свойства меры связаны только с такими свойствами клас-
класса измеримых множеств, которые присущи и классу
множеств, обладающих свойством Бэра. В таких слу-
случаях принцип может подсказать (хотя и не может до-

доказать) верное двойственное утверждение. Это в свою

очередь наталкивает на поиски абстрактной теоремы,
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включающей оба утверждения. Иллюстрацией тому

служит наше обсуждение теоремы Пуанкаре о воз-

возвращении.
Теоремы Фубини и Куратовского — Улама продви-

продвигают аналогию еще дальше, ибо они показывают, что

топология произведения пространств соответствует
мере произведения. «Двойственность» здесь становит-

становится еще более зыбкой. Хотя утверждения обеих теорем
удивительно похожи, их доказательства мало напо-

напоминают одно другое, и нам не удалось найти обобще-

обобщения, включающего обе эти теоремы. (Связь, которую
мы установили, носит другой характер.)

Можно ли пойти еще дальше и распространить
аналогию на бесконечные произведения? Если {Xi} —¦

последовательность множеств, то декартовым произ-

произведением X = @Х{ является множество всех последо-

последовательностей {Хг}, где Xi e Xi, т.е. множество всех та-

таких функций х натурального аргумента со значениями

в U^' чт0 Xi e ^{ ПРИ кажД°м '• Если множества

i

Xi — топологические или метрические пространства,
то они определяют соответствующую топологию или

метрику в X. Если Xi — пространства с нормирован-
нормированной мерой, то они определяют нормированную меру
в произведении X. Мы не будем здесь рассматривать
эти понятия в общем виде, а сосредоточимся на одном

частном случае.

Пусть Xi состоит из двух элементов: 0 и 1. Тогда
X — множество всех последовательностей из нулей и

единиц. Чтобы ввести топологию в X, можно исполь-

использовать отображение X на канторовское множество,

определяемое функцией

f()S

Подобно этому отображение

множества X на [0,1], хотя и не взаимно однозначное,

определяет меру [i(E) = m(g(E)) на классе тех мно-
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жеств Е, для* которых g(E) измеримо. Таким спосо-
способом можно определить меру в произведении X.

Подмножество Е из X назовем хвостообразным,
если, как только х е?, а у отличается от х лишь в ко-

конечном числе координат, так у^Е. Таким образом,
принадлежность к хвостообразному множеству зави-

зависит только от «хвоста» последовательности {х$. Это
понятие удобнее выразить в такой форме. Пусть

Xn = &1Xi и Yn = &n+\Xi.

Тогда X = Хп X Уп при каждом п. Множество Е с X

является хвостообразным тогда и только тогда, когда

при любом п его можно представить в виде Е =

= Хп X Вп, где Вп — некоторое подмножество из Уп.
Важной теоремой, касающейся меры произведе-

произведения, является колмогоровский закон нуля и единицы.
Для рассматриваемого произведения X он выглядит

так:

Теорема 21.3. Если Е — измеримое хвостообраз-
ное множество в X, то либо \i(E) = 0, либо \х(Е) = 1.

Мы лишь наметим доказательство, применяя к рас-
рассматриваемому случаю рассуждения Халмоша [33,
стр. 196]. Пусть Л„ — подмножество из Хп, и пусть
F = Ап X Уп. Пусть Е = Хп X Яп, где Вп с Уп при
каждом п. Тогда Е (]F = Апу,Вп- В нашем случае
Хп — конечное множество. Если Ап состоит из k то-

точек, то ц (F) = k/2n и (х (Ап X Вп) =~ (х (Хп X Вп).

Значит, ц(Е П F) = n(E)n(F). Каждое измеримое
множество можно приблизить в пространстве измери-
измеримых множеств (гл. 10) множеством вида F, так как

g(F) может равняться любому конечному объедине-
объединению двоичных отрезков из отрезка [0, 1]. Отсюда сле-

следует, что равенство ц(Е Г) F) = \i(E)\i(F) справед-
справедливо для любого измеримого множества F. В частно-

частности, оно верно для F = Е. Значит, ц(Е) = 0 или 1.

Есть ли у этой теоремы аналог в терминах кате-

категории? Если есть, то он должен выглядеть так:

Теорема 21.4. Если Е — хвостообразное множество

в X, обладающее свойством Бэра, то Е является либо
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множеством первой категории, либо остаточным мно-

множеством.

Эта теорема верна! В самом деле, предположим,
что Е не является остаточным множеством. Тогда
Х\Е имеет вид GAP, где G — непустое открытое
множество, а Р — множество первой категории. Мно-
Множество G есть счетное объединение базисных откры-
открытых множеств вида U = Ап X Yn (соответствующих
отрезкам, с помощью которых строится канторово
множество). Следовательно, G содержит множество U

вида U = Ап X Yn, где Ап непусто. По предположению
Е можно записать в виде Е=ХпУ(Вп. Значит, U0E=
= Ап X Вп. Но, кроме того,

AaXBaaG<=(X\E)[)P.

Следовательно,

AnXBnciE(][(X\E)[}P}ciP.

Поэтому Ап X Вп является множеством первой кате-

категории. Так как Ап — непустое подмножество конеч-

конечного дискретного пространства Хп, оно является мно-

множеством второй категории. Тогда из теоремы 15.3 сле-

следует, что Вп есть множество первой категории в У™.

Значит, Е — ХпХВп — первой категории в X.
Хотя приведенное здесь доказательство применимо

лишь к рассмотренному частному случаю произведе-
произведения пространств, можно показать, что сама теорема
остается справедливой для произведения любого се-

семейства пространств Бэра, каждое из которых имеет

счетную базу [20].
В качестве иллюстрации к теореме 21.4 рассмот-

рассмотрим множество Е, состоящее из таких последователь-
п

ностей {*,}, для которых lim — Zjxi==:~o'• Очевидно,

что это хвостообразное множество. Кроме того, оно

борелевское. Отсюда ц(Е) — 0 или ц(Е)= 1 и одно

из множеств Е или X \ Е первой категории. Какое
именно? Нетрудно показать (мы опускаем доказатель-

доказательство), что множеством первой категории является Е.



Расширенный принцип двойственности 143

С другой стороны, из борелевского усиленного закона

больших чисел следует, что \\(Е)= 1. Исходя из это-

этого, можно сказать, что в терминах категории аналог

усиленного закона больших чисел оказывается невер-
неверным. Таким образом, аналогия между мерой и катего-

категорией сохраняется здесь вплоть до закона нуля и

единицы, но уже не распространяется на усиленный
закон больших чисел. Это напоминает ситуацию, ко-

когда аналогия имела место в теореме Пуанкаре о воз-

возвращении, но не распространялась на эргодическую
теорему. Фактически закон больших чисел можно вы-

вывести из эргодической теоремы, так что эти два слу-
случая нарушения аналогии не являются независимыми.

К сожалению, не известно никакого общего критерия,
с помощью которого можно было бы узнать, когда
для теоремы, касающейся меры, справедлив аналог

в терминах категории.



ГЛАВА 22

МЕРЫ, СОГЛАСОВАННЫЕ С КАТЕГОРИЕЙ

В предыдущей главе было показано, что никакое

взаимно однозначное отображение прямой на себя не

может одновременно переводить нуль-множества в

множества первой категории, а измеримые множе-
множества — в множества, обладающие свойством Бэра.
В более общем случае, если (X, S, \х)—пространство
с мерой, причем 0 < |л(Х) < со, a Y — сепарабельное
метрическое пространство без изолированных точек,
то ни одно 5-измеримое отображение X в У не может

быть таким, что прообраз каждого множества первой
категории имеет меру нуль. В самом деле, если бы f
было таким отображением, мы смогли бы определить
в Y конечную неатомическую борелевскую меру v, по-

положив v(E) = nif (E)) для каждого борелевского
множества Е. По теореме 16.5, У можно разложить
в сумму v-нуль-множества и множества первой кате-

категории. Тогда v(Y) равнялось бы нулю, что противоре-
противоречит условию ц (X) > 0.

Однако остается возможность, что в более общих
топологических пространствах такое отображение
осуществимо, а упомянутого выше разложения не

существует. Это действительно так, но такие про-
пространства, как мы увидим, обладают необычными то-

топологическими свойствами. Мы здесь сосредоточим
свое внимание на регулярных пространствах, т. е. ха-

усдорфовых пространствах, в которых каждая окрест-
окрестность точки содержит замкнутую окрестность этой
точки. Каждое компактное хаусдорфово пространство
является регулярным пространством Бэра, и каждое

подпространство регулярного пространства является

регулярным ').

') См., например, Колмогоров А. Н., Фомин С. В., Элементы
теории функций и функционального анализа, «Наука», М., 1972,
стр. 89—94. — Прим. перев.
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Если X— топологическое пространство с конечной

мерой \х, определенной на 0-алгебре S множеств, об-

обладающих свойством Бэра, и если ц(Е) = 0 тогда и

только тогда, когда Е является множеством первой
категории, то ц называется мерой, согласованной с

категорией, а (X, S, ц) называется пространством с

мерой, согласованной с категорией. В таких простран-
пространствах расширенный принцип двойственности не про-
просто верен, а сводится к тавтологии. Прежде чем рас-
рассматривать вопрос о существовании меры, согласован-
согласованной с категорией, отметим ряд свойств таких мер.

Теорема 22.1. Пусть \х— мера, согласованная с

категорией, в регулярном пространстве Бэра X. Тогда
для любого открытого множества G и любого е > О

существует замкнутое множество F, такое, что F a G

и fx(/7)> (x(G)—е, и для любого замкнутого множе-

множества F существует открытое множество G, такое, что

F^G и p(G)<\i(F)+B.

Доказательство. Пусть &~ — максимальное

семейство непересекающихся непустых открытых мно-

множеств U, таких, что UdG. Каждый член из ST имеет

положительную меру, значит, &~ не более чем счетно,

скажем SF = {Ui). Положим U= \JUt. Тогда U<^G.
i

Из максимальности семейства #" следует, что GczU.

Значит, множество G\U, содержащееся в U\U,
нигде не плотно, и поэтому li(G) = ][in(Ul). Выберем

_

такое п, что 2^(^)>^(G)—е. Тогда F = \JUi —
1 1

замкнутое подмножество в G, причем fx (F) > \х (G) — е.

Этим доказано первое утверждение. Второе полу-
получается переходом к дополнениям. ¦

Теорема 22.2. Если X — регулярное пространство
Бэра, а ц

—

мера в X, согласованная с категорией,
то каждое множество первой категории в X нигде
не плотно.
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Доказательство. Пусть P = {jNh где Nt
i

нигде не плотны,
—

произвольное множество первой

категории. Так как ц.(Л^) = 0, то из теоремы 22.1

следует, что для любых натуральных чисел i и }
найдется открытое множество Gtj, такое, что N{CzGtt

оо

и ц (G;/) < 1/2'+/. Положим Hj = \jGli. Тогда Н,

открыто, Per H, и ц(Н,) = ц(Н,) < 1/2;. Положим
оо

F = P)tf/( Тогда F замкнуто и PczF. Так как

n(F) = 0, то открытое ядро множества F должно быть

пустым. Значит, F, а следовательно, и Р нигде не

плотны.

Теорема 22.3. Если ц — согласованная с катего-

категорией мера в регулярном пространстве Бэра X, то для
любого множества Е, обладающего свойством Бэра,
имеем

lx(E) = ix(E) = li{E'-')
и

( inf {ц. (G); EcG, G открыто}
Ц ^ '

=

1 sup \ц (F); EziF, F замкнуто}.
Доказательство. Пусть Е = G ДР, где G от-

открыто, а Р—множество первой категории. Тогда Р,
а значит, и Р нигде не плотны. Так как

то
_

G \ РсЕ'~' с Е с Ес G U Р.

Первое и последнее из этих множеств отличаются

одно от другого на нигде не плотное множество. Зна-

Значит, все эти множества имеют одну и ту же меру. Это

доказывает первое утверждение; после этого второе
следует из теоремы 22.1. ш

Теорема 22.2 показывает, что пространства, допу-
допускающие согласованную с категорией меру, имеют

необычные топологические свойства, а из теоремы 22.3
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видно, что такие меры очень тесно связаны с тополо-

топологией пространства.
Рассмотрим теперь следующую проблему: можно

ли в данном пространстве (X, S, ц) с конечной мерой
ввести такую топологию 3~, по отношению к которой
\i будет мерой, согласованной с категорией? Очевидно,
необходимо предположить, что \i

— полная мера, так

как класс JC нуль-множеств должен совпасть с клас-

классом множеств первой категории. По теореме 4.5, лю-

любое открытое множество имеет вид H\N, где Н —

регулярное открытое множество, а N — нигде не плот-

плотное множество. Таким образом, топология опреде-

определяется регулярными открытыми множествами и нигде

не плотными замкнутыми множествами. В простран-
пространстве Бэра любое множество Е, принадлежащее классу
S множеств, обладающих свойством Бэра, однозначно

представимо в виде GAP, где G — регулярное откры-
открытое множество, а Р — множество первой категории
(теорема 4.6). Если мы положим G = ф(?), то ф бу-
будет функцией, которая выбирает по представителю из

каждого класса эквивалентности элементов S по мо-

модулю множеств первой категории. Теорема 4.7 пока-

показывает, что функция ф обладает теми же свойствами,
что и так же обозначенная функция в теореме 3.21.
Это приводит к следующей программе превращения
пространства с мерой (X, S, ц) в пространство с ме-

мерой, согласованной с категорией. Находим отображе-
отображение ф класса S в себя, которое удовлетворяет усло-
условиям 1)—5) теоремы 3.21. Затем находим подходя-
подходящий подкласс класса JT, элементы которого должны

сыграть роль нигде не плотных замкнутых множеств.

Мы покажем, что для этой цели всегда годится сам

класс JF. В результате мы получим максимальную то-

топологию, соответствующую ф. Чтобы реализовать эту

программу, нам понадобится следующая теорема, при-
принадлежащая фон Нейману и Магараму [13]. Другое
доказательство было дано Ионеску Тульча [8].

Теорема 22.4. Для данного пространства (X, S, ц)
с полной конечной мерой существует отображение ф
класса S в себя, обладающее следующими свойствами
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(где А ~ В означает, что А А В принадлежит классу
Jf ц-ну'ль-множеств):

2) если А~ В, то ф (А) = ф (В);
3) Ф@) = 0, ф(Х) = X;

5) если А а В, то ф(Л)сгф(В).

Мы не будем доказывать эту теорему в общем слу-
случае. Нас в первую очередь интересует пространство
с мерой Лебега, и мы уже видели, что в этом случае
теорема 3.21 определяет нужное нам отображение.
Однако дальнейшее введение топологии в этом част-

частном случае не отличается от общего случая. Поэтому
предположим, что (X, S, ц) — пространство с полной

конечной мерой и что дано отображение ф: S->S, об-

обладающее свойствами 1)—5). Обозначим через Jft
класс ц-нуль-множеств и положим по определению

47V; Л<=5, Ns=Jf).
Теорема 22.5. °Г является топологией в X.

Доказательство. Поскольку 0 е Jf, из свой-
свойства 3) следует, что множества X = ф(Х)\0 и 0 =

= Ф@)\0 принадлежат ?Г. Согласно свойству 4),

1Ф (Л.) \ ЛМ П 1ф (А2) N-A = Ф (Л П А2) \ (N, U N2).
Таким образом, класс 3~ замкнут относительно пере-
пересечения. Чтобы показать, что °Г замкнут относительно

произвольного объединения, предположим, что

& = {ф (Аа) \ Na; аеГ, Aat=S, Na^je)
— любой подкласс из ST. Обозначим через b верхнюю

грань мер конечных объединений элементов из &"

и выберем такую последовательность {а„}, что

n((J/la ) = 6. Положим A — \jAan. Тогда Ле5и

из определения b следует, что Аа\А^Ж для ка-

каждого аеГ, Так как

Аа \ (Аа \А)<=А,
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то из 2) и 5) следует, что

Ф (Аа) а ф (А) для каждого а.

Полагая

получаем, что Afoe/ и

А^ос|][Ф (Ааа) \ Nan] cz U [Ф (Аа) \Na]<=<? (A).

Крайние члены отличаются на нуль-множество, и

поэтому

для некоторого N^.Jf в силу полноты меры ц. ¦

Эту топологию подробно изучили Ионеску Тульча
[9, гл. 5].

Теорема 22.6. Множество N cz X нигде не плотно

по отношению к топологии *ЗГ тогда и только тогда,
когда N ^ Jf. Каждое нигде не плотное множество

замкнуто.

Доказательство. Если N^Jf, то X\N =
= ф(А')\ N е'Т", и, значит, каждый член из Jf зам-

замкнут. Если N^jf и (f(Ai)\ Nicz N для некоторых
Ai eS и Ni s=JC то y(Ax)^.JT, и поэтому ф(Л1)= 0
в силу 2) и 3). Значит, ф(Л1)\ Ы\ = 0, и, таким об-

образом, N нигде не плотно. Обратно, если F замкнуто

и нигде не плотно, то Х\ F — q>(A)\ N для некото-

некоторых /leS и N ^ jf; значит, F принадлежит 5. Так
как

то из нигде не плотности F вытекает, что y(F)cz
czq>(F)\F. Значит, в силу 1), 2) и 3) ф(^)= 0. Сле-
Следовательно, F ~ 0, т.е. F^Jf. Таким образом, Jf
совпадает с классом замкнутых нигде не плотных мно-

множеств. Поскольку каждое нигде не плотное множе-

множество содержится в замкнутом нигде не плотном мно-
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жестве и каждое подмножество элемента из JC также

принадлежит JT, отсюда следует, что каждое нигде
не плотное множество замкнуто. В

Теорема 22.7. Множество Лс^ обладает свой-

свойством Бэра тогда и только тогда, когда А е S.

Доказательство. Если /Ig.S, то А =

= ф(Л)Л(ф(Л)ЛЛ). Таккакф(Л)е.<Г иф(Л)Л A<=JT,
то из теоремы 22.6 следует, что А обладает свойством

Бэра. Обратно, если А обладает свойством Бэра,
то А = [ф(В) \N]AM для некоторых В е S, N <= JV
и некоторого множества М первой категории. По тео-

теореме 22.6, М принадлежит JT и, значит, Ле5. а

Теорема 22.8. Множество G с X является регу-

регулярным открытым множеством тогда и только тогда,
когда G = ф(Л) при некотором -4eS.

Доказательство. Если Л е5, то ф(Л) откры-
открыто и его замыкание в силу теоремы 22.6 имеет вид

ф(Л) U N при некотором N^Jf. Пусть ф(Лi)\ TVi —
любое открытое подмножество множества ц>(А) U N.
Тогда

Таким образом, ф(Л)— наибольшее открытое подмно-
подмножество в ф(ЛI1 N. Это показывает, что <р(А) равно

открытому ядру своего замыкания, т. е. является ре-
регулярным открытым множеством. Обратно, если G —

регулярное открытое множество, то G = q>(A)\N для

некоторых А е S и N <^JF. Так как ф (А) Д [ф (А) \ N]
содержится в N, то q>(A) ~ q>(A)\N = G. Поскольку
G и ф(^4) отличаются одно от другого на нигде не

плотное множество и оба являются регулярными от-

открытыми множествами, отсюда следует, что G =

Итак, мы показали, что проблема введения такой

топологии в пространстве с полной конечной мерой
(X, S,ц), при которой мера оказывается согласован-

согласованной с категорией, сводится к нахождению функции ф.
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В общем случае мало можно сказать по поводу регу-
регулярности полученной топологии Т. Пространство с

этой топологией не обязано даже быть хаусдорфовым,
так как 5 может не разделять точки из X. Однако в

случае лебеговской меры в R или в любом открытом
интервале мы можем взять в качестве ф(Л) множе-

множество точек, где А имеет плотность 1. Тогда соответ-

соответствующая топология °Г называется плотностнои топо-

топологией. Она состоит из всех измеримых множеств, ко-

которые имеют плотность 1 в каждой своей точке. Зна-

Значит, Т включает в себя и все множества, открытые
в обычной топологии, и, следовательно, является хаус-

дорфовой. На самом деле можно показать, что плот-

ностная топология в R определяет вполне регулярное,
но не обязательное нормальное пространство [7]. Мы
докажем лишь его регулярность.

Теорема 22.9.Плотностная топология в R опреде-
определяет регулярное пространство.

Доказательство. Пусть х — точка множества

/lef, Тогда А имеет в точке х плотность 1. Для
каждого целого положительного п через Fn обозна-
обозначим такое замкнутое в обычном смысле подмножество

из (х— 1/2/г, х+1/2п)[)А, что m(Fn)>(l — 1/п)Х
оо

Хт[(х— 1/2/г, х+1/2п)пА]. Если F—[x}\)[jFn,
то F — замкнутое в обычном смысле множество и

(f(F)cFCi4. Так как А имеет в х плотность 1, то

ппг [(х — 1/2/г, х + 1/2/г) (]F]^nm (Fn) -> 1.

Значит, F «имеет плотность 1 в х, и поэтому x^cp(F).
Таким образом, <p(F) является такой ^"-окрестностью
точки х, у которой ?Г-замыкание содержится в F, а

значит, и в Л. В

Итак, мера Лебега в любом открытом интервале
является мерой, согласованной с категорией, относи-

относительно плотностнои топологии. На прямой R мера Ле-
Лебега не является конечной, и поэтому не согласована

с категорией в том смысле, как мы это понимаем. Од-
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нако легко определить эквивалентную конечную меру,

которая тогда и будет согласована с категорией отно-

относительно плотностной топологии в R. Для плотност-

ной топологии справедлив расширенный принцип
двойственности и уже невозможно представить R в

виде суммы нуль-множества и множества первой ка-

категории.
Пространства с мерой, согласованной с категорией,

можно строить и другими способами. Первым приме-

примером таких пространств следует признать булевские
пространства с мерой, т. е. пространства, полученные
из алгебр с конечной мерой при помощи теоремы

Стоуна о представлении. Они дают примеры компакт-

компактных хаусдорфовых пространств, допускающих согла-

согласованную с категорией меру [34]. Среди непрерывных
образов этих пространств можно найти и другие при-
примеры [19]. Поскольку такие пространства больше отно-

относятся к сфере изучения булевских алгебр, мы не бу-
будем их здесь касаться.
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число 109

множество 12, 25
Метрика 71
Метрическое пространство 71
Множество нулевой s-мерной
меры Хаусдорфа 21

— первой категории 11, 72
— — — в точке 56
— второй категории 11, 73

в точке 56
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Неатомическая (рассеянная)
мера 109

Не более чем счетное множе-

множество 9

Недостижимое кардинальное
число 50

Непрерывное отображение 73
Нигде не плотное множество

10, 72
Нормированная мера 109

Нуль-множество 12, 25

Окрестность 72
г-окрестность 71
Ординатное множество 80

Остаточное множество 75

Открытое множество 71
—

ядро 39, 72

Отрезок (замкнутый интервал)
9

Плотное множество 10, 72

Плотностная топология 151

Плотность множества 34

Подобные классы подмножеств
127

Полное пространство с мерой
31

метрическое 73

Положительная полуорбита
113

Почти всюду 25

Предельное кардинальное чис-
число 50

Произведение множеств 93

Пространство ^-интегрируемых
функций 78

— с мерой 31
Псевдометрическое простран-

пространство 77

Пуанкаре теорема о возвраще-
возвращении ИЗ, 117

Равномерная метрика 76

Рассеивающее (диссипативное)
отображение 115

Расширенный принцип двой-
двойственности 137

Регулярное открытое множе-

множество 40
—

пространство 144

Свойство рекуррентности 115

Сепарабельное метрическое
пространство 72

Серпинского теорема 97, 127

Сечение 93

Сигма-алгебра 30

Сигма-идеал 12
Сигма-кольцо 30

Симметрическая разность 35

Слабо недостижимое карди-
кардинальное число 50

Степень алгебраического числа
17

Сходимость в метрическом про-
пространстве 71

Счетная субаддитивность 24

Счетно-аддитивная функция 30

Счетное множество 9

Топологически полное метриче-
метрическое пространство 74

— эквивалентные метрики 72,
73

пространства 73
Топологическое пространство

72
Топология 72
Транзитивный автоморфизм 120
Трансцендентное число 17

Улама теорема 48

Фазовое пространство 118

Фубини теорема 93, 95

Функция первого класса Бэра
59

—

расстояния 71

Характеристическая функция
множества 59

Хвостообразное множество 141

Шар 71

Эрдёша теорема 128
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