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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Классические вопросы теории аналитических функций, 
направленные на выяснение взаимоотношений между свой- 
ствами непрерывности, моногенности и аналитичности функ- 
ций комплексного переменного неизменно привлекают вни- 
мание многочисленных математиков. Интерес к такого рода 
вопросам заметно усилился за последнее время, особенно 
в связи с построением теории квазиконформных отображений 
и обобщенных аналитических функций. 

Пусть ® = и ® = (2) — непрерывная функция в об- 
ласти ®. Известно, что если функции и, v дифференци- 
руемы в ® и удовлетворяют уравнениям Коши — Римана 
ди до ди ду 
Ox Oy’ Oy Ox’ TO f(Z)— аналитическая функция 

в %. Естественно возникает вопрос об ослаблении указан- 
ных ограничений на функцию }(2), обеспечивающих ее ана- 
литичность, Наиболее значительные, ставшие уже классиче- 
скими, результаты здесь были получены в 20—30-х годах 
текущего столетия Д. Е. Меньшовым. Им были введены и 
исследованы различные свойства, представляющие ослабление 
требований сохранения углов, постоянства растяжения, ото- 
бражения 'бесконечно малых кругов в бесконечно малые 
круги и др., выполнение которых обеспечивает аналитич- 
ность рассматриваемых функций. В исследованиях Д. Е. Мень- 
шова, а также во многих работах других математиков по 
этим вопросам существенно предположение об однолистности 
рассматриваемых непрерывных отображений /(2) области ® 
(отображение (2) области ® называется однолистным, 
если различные точки области отображаются в различные 
точки). 

Были приложены большие усилия, чтобы освободиться 
от указанного весьма сильного ограничения, но долгое время
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безуспешно. Заслуга полного решения этой задачи принад- 
лежит Ю. Ю. Трохимчуку, автору настоящей книги, пред- 
ставляющей в основном переработку его докторской диссер- 
тации «Непрерывные отображения и аналитические функции» 
(1960 г.). Решение задачи стало возможным благодаря но- 
вому, разработанному Ю. Ю. Трохимчуком методу иссле- 
дования, представляющему синтез идей теории внутренних 
отображений и теории множеств моногенности. В книге 
Ю. Ю. Трохимчука дается сводное развернутое изложение 
не только результатов автора книги, но и всей теории 
в целом. , 

Чтение книги требует от читателя сравнительно неболь- 
шой подготовки по теории функций комплексного перемен- 

ного, но большей, чем обычно, подготовки по теории функций 
действительного переменного (постоянно приходится иметь 
дело с множествами первой и второй категорий, с теоремами 
Витали и Фубини, аосолютно непрерывными функциями, 
М№-свойством и т. д.). "Часть необходимых сведений по этим 
вопросам приведена автором в специальном приложении, 
с которым рекомендуется внимательно ознакомиться сразу же 
при чтении книги. 

Хотя книга Ю. Ю. Трохимчука по характеру своего 
изложения представляет собой законченное целое, она, тем не 
менее, приводит к постановке ряда новых задач или к новому 
подходу к решению ряда задач современной теории функций. 
Это, во-первых, приложение к Теории квазиконформных 
отображений и обобщенных аналитических функций (прежде 
всего к проблеме «устранимости», т. е. к характеристике 
ограничений на множество © и поведение функций указан- 
ных классов вблизи ©, при которых эти функции принад- 
лежат к своему классу и на ©), во-вторых, обобщение ука- 
занной Теории на случай аналитических функций многих 
комплексных переменных (обобщение теории множеств моно- 
генности, построение теории внутренних отображений, изу- 
чение особых поверхностей комплексных аналитических 
многообразий, приложение к теории дифференцируемых 
многообразий и т. д.). Нам представляется, что книга 
Ю. Ю. Трохимчука послужит толчком и отправным пунктом 
для многих дальнеййих исследований по теории функций. 

Л. И. Волковыский



ВВЕДЕНИЕ 

Классическая теорема Кошир—Гурса гласит, что 

непрерывная в области D функция комплексного пере- 
менного f (2), моногенная всюду в %, аналитична 
внутри этой области. 

В терминах действительного переменного эта теорема 
формулируется следующим образом: непрерывная функция 
$ (г) =и(х, У-Ю(х, У) является аналитической, если 
функции и(х, у) и о(х, у) дифференцируемы в области ® 
и всюду в % выполняются условия Коши — Римана: 

ди Ou Ou 00 
Ox Oy’ Oy = Ox” (1) 

Коши (1831 г.) доказал эту теорему фактически в пред- 
положении непрерывности производной f’(z), Typca [1] 
(1900 г.) показал, что это предположение излишне !). 

Результат Гурса явился первым 2) существенным усиле- 
нием основной теоремы в теории аналитических функций. 
Неоспоримые достоинства этого результата, а также про- 
стота и изящество метода явились прекрасным образцом для 
подражания и вызвали к жизни целую серию работ, посвя- 
щенных самым различным вопросам анализа (см., напри- 
мер, [3]—[11]), появились другие обобщения теоремы Коши, 
зозникли новые теоремы в теории полного дифференциала 
я связанного с ним криволинейного интеграла и т. п. В ка- 
честве примера приведем одно из указанных обобщений, 
принадлежащее Хеффтеру [11]. 

  

  

') Между прочим, наиболее простое доказательство теоремы 
в предположении непрерывности производной дано также Гурса [2]. 

?) Некоторое обобщение было получено также Миттаг-Леф- 
Daepont Gott. Nachrichte, 1874. Cm. taxxe C. R. Acad. Sci., 174,
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Для того чтобы непрерывная в области ® функция 
(2) = и(х, у) + Ю(х, у) была аналитической в 3, не- 
обходимо и достаточно, чтобы в каждом прямоуголь- 
нике Ю[ а, 6; с, а] = 3 со сторонами, параллельными 
осям координат, существовали точки (т) и (, т), 
для которых выполняются равенства 

и (6, 1) — и (а, 1) — я (&, 4) — ч (5, с) 
    

    

b—a d—c 

и ($, 4) —и (с) _ __ %(6 1’) —ч(а, 1’) 
d—c a b—a ° 

Интересно, что существование производных здесь никоим 
образом не предполагается. Читатель, конечно, обратит вни- 
мание на то, что написанные равенства внешне очень напо- 
минают условия Коши — Римана ` (1). 

И все же, несмотря на некоторое оживление в развитии 
теории функций, вызванное методом Гурса, существенно 
продвинуть эту теорию — и, в частности, обобщить теорему 
Коши — суждено было совершенно новому, родившемуся 
уже тогда, методу — методу теории множеств и метрической 
теории функций. Этот метод настолько изменил лицо теории 
функций, что совершенно естественно считать начало 
ХХ века моментом завершения классического (со времен 
Коши) периода ее развития, сменившегося новым периодом, 
гораздо более богатым и бурным. Это особенно ярко под- 
тверждается в настоящее время, когда самые, казалось бы, 
различные области математики взаимно проникают друг 
в друга и становится затруднительным обычное деление 
математики на анализ, теорию функций, алгебру, геометрию 
и т. д. Теория функций, например, в значительной мере 
ощущает влияние функционального анализа, алгебры, топо- 
логии, теории дифференциальных уравнений в частных про- 
изводных. Возникновение обширной теории так называемых 
обобщенных аналитических функций [53] связано именно 
с этим влиянием. 

Основой подобной перестройки всех областей математики 
и явился в свое время новый метод в лице теории множеств 
И ее ближайших приложений. 

Сила нового метода, с одной стороны, и самая возмож- 
ность обобщения классических теорем теории функций, 
открытая Гурса, — с другой, стимулировали попытки ученых
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к дальнейшим обобщениям. В течение первых десятилетий 

ХХ века развитие теории функций комплексного перемен- 

ного как раз и характеризуется появлением многочисленных 

усилений основной ее теоремы — теоремы Коши — Гурса. 

Ибо именно эта теорема наиболее полно раскрывает при- 

роду аналитических функций. 
Естественно, что обобщение теоремы Коши — Гурса шло 

по линии замены единственного ее условия — существования 

производной 
f (2+h) —f (2) 

h 
  f’ (z)= lim 

h->0 

в каждой точке области 3) — по возможности менее стесни- 

тельным требованием. 
Одно из первых таких обобщений было дано Помпейю [12], 

показавшим, что достаточно предположить существование 
производной /’ (2) лишь почти всюду, при условии, что вы- 
ражение 

= | 1(2-)— Л (2) 
h 
  lim 

h->0 

ограничено в %. Позже Г. Луман [13] заменил условие 
ограниченности этого выражения условием конечности в ка- 
ждой точке D. 

Ряд исследований был начат П. Монтелем [14], который 
дал следующее обобщение теоремы Коши: 

Если непрерывная функция /(2) = № такова, 
что первые частные производные функций и ит огра- 
ничены ц всюду в области ® выполнены условия Коши— 
Римана (1), то (2) аналитична в 1. 

Валле-Пуссен [17] заменил здесь условие ограниченности 
частных производных их конечностью и суммируемостью. 

При этом выполнение условий (1) требуется лишь почти 
всюду. 

Наконец, Г. Луману [18] и Д. Меньшову [19] удалось 
освободиться от лишних требований и доказать следующий 
результат (см., например, [20]): 

Пусть функции и (х, у) и о(х, у), непрерывные в 0б- 
ласти У, дифференцируемы по х и по у в каждой 

(eee 

') Сюда же примыкает результат Лихтенштейна [16].
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точке ®», за исключением самое большее точек счетного 
множества ий 

ди ov ди ди 
0х Oy’ Oy Ox 

почти всюду внутри BD. Тогда комплексная функция 
7 (2) =и-Н № является аналитической в Ъ. 

Еще в 1913 г. Монтель высказал эту теорему без до- 
казательства, причем функции u(x, y), U(X, Y) он предпо- 
лагал дифференцируемыми по х и по у всюду в ®, но 
требовал только их ограниченности (для неограниченных 
функций эта теорема неверна, что показывает данный им же 

1 

пример функции / (2) =е *, 1—0). Его предположе- 
ние оправдалось — доказательство было дано Г. П. Толсто- 
вым [21]. Между прочим, Монтель вывел эту теорему из 
другого своего предположения, которое все же оказалось 
неверным [21]. 

Моногенность функции f(z)=u-+iv в некоторой 
точке 2% равносильна существованию полного дифферен- 
циала у функций и (х, у), 9(х, у) и одновременно выполне- 
нию условий Коши — Римана (1); теорема Лумана — Мень- 
шова показывает, что теорема Коши справедлива и без 
предварительно обусловленной дифференцируемости функ- 
ций и и 9. С другой стороны, очевидно, моногенность 
равносильна существованию одновременно пределов 

но ле — 2) f(z+h)—f (2) 
h->0 h h 

    и lim Arg 
h>0 

(последнее — в точках, где }’ (2) -= 0), т. е. равносильна 
совокупности двух свойств: 

1) постоянство растяжений в точке Z, 
2) консерватизм углов (первого рода). 
При обобщении теоремы Коши естественно было попы- 

таться разъединить эти свойства и охарактеризовать анали- 
тические функции либо только в терминах растяжений 
в точке, либо только в терминах сохранения углов. Эти 
пспытки оказались удачными, и с этого момента на задан- 
ную функцию w== f(z) все чаще стали смотреть с точки 
зрения геометрических свойств отображения, которое она 
осуществляет на плоскости <.
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Первым результатом в этом направлении явилась сле- 
дующая теорема Г. Бора [22], в основе которой лежит 
свойство постоянства растяжений в точке: 

Если отображение ш—{(2) непрерывно и одно- 
листно в области ® и в каждой ее точке, за исклю- 
цченцем, возможно, не более чем счетного их множе- 
ства, существует конечный предел («растяжение») 

й>0 

отличный от нуля, то либо функция f(z), либо ей 

сопряженная }(2) является аналитической в D. 
Приведенный Бором пример функции 

2 при Шшё>.0, 
(2) =\ - z npw Imz<0 

показал, что для неоднолистных отображений его теорема, 
вообще говоря, неверна. 

Г. Радемахер [23] упростил доказательство Г. Бора, 
одновременно устранив лишнее предположение, что пре- 
дел (2) не равен нулю. 

Вторым существенным результатом явилась теорема 
Д. Е. Меньшова [24], кладущая в основу второе ха- 
рактеристическое свойство — консерватизм углов: 

Если отображение ®=}(2) непрерывно и одно- 
дистно в области Ъ и в каждой ее точке, за исклю- 
чением, возможно, не более чем счетного их множе- 
ства, существует предел 

tim Arg LEA M—=FE) в) 
h->0 

то функция }(2) является аналитической всюду в 1. 
инь 

Г) Отметим, что Радемахер в 1919 г. доказал эту теорему для 
любых непрерывных функций 1 (2), но при сильном ограничении: 
он дополнительно предполагал величину 

f(z+h)—f (2) 
h 
  о-в 

всюду конечной и суммируемой. Еще более слабый результат был 
получен в 1914 г. Ремаком [25].
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Большой заслугой Д. Е. Меньшова является то, что он 
первый заметил возможность дальнейшего усиления этих 
двух результатов, причем вместо (2) и (3) ему удалось 
найти в некотором смысле минимальные характеристики 
аналитических функций. Для полной формулировки резуль- 

тата Д. Е. Меньшова введем вместе с ним следующие 
понятия: 

1) Функция /(2) обладает свойством К’ (или К”) 
в точке 26%), если из этой точки исходят три луча, рас- 
положенные на трех различных прямых, вдоль которых 
существует один и тот же предел 

lim Arg LE+M—SO 
h->0 

(соответственно один и тот же конечный предел 

lim ею ||, 
h->0 h 

2) Функция { (2) обладает свойством К” в точке ZED, 
если из этой точки исходят два луча, расположенные на 
различных прямых, вдоль которых существует один и тот же 
конечный предел 

(2 1) — Л(2) h . 

  

lim 
h->0 

(4) 

Для однолистного oTO6paxeHua w= f(z) области ® 
свойства К’, К”, К” в точке 2% геометрически выра- 
жаются следующим образом: 

а) в точке 2 при отображении < = } (2) сохраняются по 
величине и направлению отсчета углы между тремя 
лучами (21, 25, [,, исходящими из 2 и принадлежащими раз- 
личным прямым (К’); 

6) растяжения вдоль трех лучей ¢,, fy, [;, выходящих 
из 2 и принадлежащих различным прямым, одинаковы (К”); 

в) сохраняется по величине и направлению отсчета угол !) 
между двумя лучами &, &, исходящими из 2 и принадле- 
жащими различным прямым, причем растяжения вдоль 
этих лучей в точке 2 одинаковы (К”). 
  

$11’ — 
г) При условии, что (4) отлично от нуля; пример: # = г?е * 

2 = ге (—п<о«я).
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В наиболее общей формулировке теорема Меньшова может 

быть представлена таким образом [26]: 
Пусть функция w= f(z) непрерывна и однолистна 

в области ® и пусть бу, 6, ©, — множества тех точек 
области, в которых функция ](2) обладает соответ- 

ственно свойствами К’, К", К". Предположим, что 
функция f(z) осуществляет прямое отображение 

области % на некоторую область плоскости и что 

где `) — не более чем счетное множество. 
Тогда функция }(2) является аналитической всюду 

внутри 
Ограничения этой теоремы, накладываемые на функ- 

цию (2) условиями К’, К” или К”, являются минималь- 
ными в Том смысле, что «незначительное» их изменение 
моментально нарушает возможный аналитический характер 
функции f (2). 

Например, если }(2) — произвольная неаналитическая, 
но всюду дифференцируемая функция в области %, то 
в каждой точке #ё@ ® можно указать — и притом бесчислен- 
ным множеством способов — две прямые, проходящие через 2, 
вдоль которых существуют одинаковые пределы: 

lim Mer fe) 

h>0 
Это означает, что в условии К” существенным является 
требование, чтобы три луча располагались на различных 
прямых. Далее, для неаналитической и дифференцируемой 
функции f(z) в каждой точке & можно указать три луча, 
вдоль двух из которых растяжения одинаковы, но отличны 
от растяжения вдоль третьего, и т. д. 

Отметим еще, что для всех трех свойств К”, К”, К” 
существенной является возможность приближения к соот- 
ветствующей точке области вдоль сплошных лучей и 
заменить ее возможностью приближения вдоль последова- 
тельностей точек на этих лучах в общем случае нельзя 
(см. ниже, главу 2). 

В связи с приложением к теории квазиконформных ото- 
бражений Д. Е. Меньшовым [27] было получено еще одно 
обобщение приведенной выше теоремы Г. Бора. Чтобы его 
сформулировать, введем следующее понятие:
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Пусть непрерывная и однолистная функция {(2) опре- 
делена в области %). Возьмем окружность С (2%, г): [2—2 |= г 
радиуса г с центром в некоторой точке 2, 6 % и рассмотрим 
величину 

/ 

H(Z, r)== max fey pat , 
z’,z"€C (20, r) 0 

Если Н(2, Г)—>1 при г-—>0, то скажем, что функ- 
und w= f(z) отображает бесконечно малый круг пло- 
скости 2 на бесконечно малый круг плоскости Ww. 

Теорема Меньшова формулируется следующим образом: 
Если непрерывная и однолистная в области ® функ- 

ция }(2) для каждой точки Е», исключая не более 
чем счетное их множество, отображает бесконечно 
малый круг с центром в этой точке в бесконечно 

малый круг, то либо f(z), au6o f(z) является анали- 
тической функцией в D. 

Одна аналогичная теорема была получена Н. С. Штейн- 
берг [28]. 

Во всех перечисленных нами результатах существенную 
услугу при их доказательстве оказывало предположение 
однолистности отображения < = } (2). Ясно было, что если 
указанные результаты верны без этого предположения, 
то необходим был несколько иной к ним подход. 

До недавнего времени для произвольных непрерывных 
функций были известны следующие две теоремы, также при- 
надлежащие Д. Е. Меньшову [29], [30]: 

1. Если функция }(2) непрерывна в области D u 
асимптотически моногенна в каждой ее точке, за ис- 
ключением, возможно, не более чем счетного их множе- 
ства, то }(2) является аналитической функцией в 3. 

2. Пусть функция }(2) непрерывна в области ® и 
пусть через каждую точку 2 этой области, исключая 
не более чем счетное их множество, проходят две раз- 
личные прямые, вдоль которых существует один и 
тот же конечный предел 

lim fer hfe) 
й->0 , 

Гогда функция }(2) аналитична в 1. 
  

') Это — естественное обобщение теоремы Лумана — Меньшова.
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Некоторые обобщения теорем Д. Е. Меньшова были 

сформулированы японским математиком Курамоти [31], 

но доказательства его неточны, к тому же он наперед 

накладывает ограничение на функцию ](2) — так называе- 

мое условие $5, которое обеспечивает ему прямое перенесе- 

ние метода Меньшова на рассматриваемые им случаи. 

Но теоремы, сформулированные им, оказались верными — 

они являются частными случаями теорем, приводимых 

в книге. 
Одним из основных понятий теории множеств, с кото- 

рым мы сталкиваемся при изучении аналитических функций 

и которое позволило получить подавляющее большинство 
обобщений теоремы Коши, является категория. Тем более 

удивительным является поэтому следующий результат А. Бези- 
ковича [32], [20]: 

Непрерывная в области ® функция f (2) аналитична 

в Х, если она моногенна почти всюду в » и если, 
кроме того, 

jim | 762 h) — f (2) 
й>0 h 

  < © 

в каждой точке 26», исключая, быть может, мно- 
жество, являющееся суммой последовательности мно- 
жеств конечной длины. 

Метод доказательства этой теоремы основан на понятии 
производных относительно последовательности сетей [20]. 
Метод же категорий, обычно применяемый в подобных слу- 
чаях, в прямом виде здесь непригоден, так как исключи- 
тельное множество, о котором идет речь в теореме, может 
оказаться множеством второй категории (см. ниже, прило- 
жение). 

Тем самым результат А. Безиковича указывает на более 
сложную природу аналитических функций, чем это могло бы 
показаться на первый взгляд. Весьма интересно было бы 
установить теорему, которая включала бы два результата: 
Безиковича и Лумана — Меньшова. 

Заметим, наконец, что новые критерии аналитичности 
непрерывных функций можно получать, идя по пути обоб- 
щения теоремы Морера. В этом направлении уже полу- 
en весьма общие результаты (см., например, [33], [34], 

)).
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Предметом настоящей книги являются различные обобще- 
ния теорем Г. Бора и Д. Е. Меньшова !) и, в конечном 
итоге, обобщения теоремы Коши — Гурса; при этом будут 
даны некоторые общие методы их получения. 

Укажем вкратце план и содержание работы. 
В первой главе изучаются множества моногенности про- 

извольных непрерывных функций ](2), введенные в науку 
еще Н. Н. Лузиным [36]. Основной результат этой главы 
заключается в следующем: множество моногенности NM, 
непрерывной в области ® функции }(2) почти для всех 
точек 2% является точкой, окружностью либо пол- 
ной плоскостью. 

Во второй главе доказывается аналитичность однолист- 
ной в области 8 функции }(2), обладающей свойством 
постоянства растяжения (конечного или бесконечного), свой- 
ствами К”, К”, а также функции ® = } (2), переводящей 
бесконечно малые круги в бесконечно малые круги. Мы при- 
водим доказательство последнего утверждения, принадле- 
жащее Д. Е. Меньшову [27]. 

Цель этой главы — дать основные вспомогательные пред- 
ложения, подготавливающие переход к общему случаю непре- 
рывных функций в главе 4. 

В третьей главе, посвяшенной изучению внутренних 
отображений (по Стоилову [37]), доказывается основная для 
всего дальнейшего теорема топологического характера. 
В книге наиболее часто применяется такое следствие 
этой теоремы: 

Пусть в области ® задано непрерывное отображе- 
ние & = } (2), аналитическое вне некоторого совершен- 
ного нигде не плотного множества =». Если функ- 
ция } (2) не принимает на В равных значений, то най- 
дется точка 263, в некоторой окрестности кото- 
рой } (2) однолистна. 

Отметим, что теория внутренних отображений в соеди- 
нении с теорией множеств моногенности непрерывных функ- 
ций и составляет содержание того общего метода, который 
позволил перенести все результаты Д. Е. Меньшова на слу- 
чай произвольных непрерывных отображений. 
  

') При этом одновременно возникают новые доказательства 
самих этих теорем.
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В четвертой главе мы и рассматриваем этот общий 
случай. В дополнение к главе 2 здесь доказывается также 

аналитичность произвольной непрерывной функции, сбладаю- 
шей свойством К’. (Соответствующий однолистный случай 
не был включен в главу 2, так как оба случая доказываются 
одинаково.) 

В этой же главе приводится доказательство одной тео- 
ремы Помпейю. 

Наконец, для удобства читателя приводится приложе- 
ние, в котором воедино собраны основные сведения, необхо- 

димые для понимания затрагиваемых нами вопросов и кото- 
рые нельзя было бы считать общеизвестными.



ГЛАВА 1 

МНОЖЕСТВА МОНОГЕННОСТИ 

$ 1. Определение множеств моногенности 

Н. Н. Лузин [36] предложил следующее построение. Для 
однозначной и непрерывной в области 3) комплексной пло- 
скости 2 функции / (2) рассмотрим множество , — миоже- 
ство значений отношения 

f (2+ Az) — f (2) 
Az 
  

при всевозможных Дг, 0 < |42| <е, для данного = >> 0; Me 
будем рассматривать как подмножество расширенной пло- 
скости 6. Пересечение замыканий всех 3, соответствующих 
любым = >> 0, называется множеством моногенности функ- 
ции / (2) в точке 2 и обозначается 9%. : 

3%, = [Г] %.. 
e>0 

Например, для случая моногенной в точке 2 функции f (2), 
т. е. когда существует 

lim f (24+ Az) — f (2) = f’ (2), 

42->0 Az 

множество №, содержит единственную точку 6 == /” (2); этим 
отчасти оправдывается название множеств Wt, и в общем 
случае. 

Основная задача в теории этих множеств, поставленная 
еще Н. Н. Лузиным, заключается в выяснении их структуры 
в общем случае, когда (2) однозначна и непрерывна 
в области D.
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Решение этой задачи приводится в следующем параграфе. 
Сейчас же мы дадим необходимые предварительные сведения 

о множествах моногенности. 
По аналогии с функциями действительного перемен- 

ного [38] назовем комплексное число а (случай а = со не 
исключен) производным числом функции } (2) в точке 2, 
если существует такая последовательность чисел {Az,}, 
Az, > O(n=1, 2, ...), 4TO 

lim LOZ 420) —F (2) у 
оо Ага 

Легко показать, что множество моногенности Mt, является 
множеством всех производных чисел функции { (г) в точке 2, 
и только их. 

Докажем теперь следующую теорему. 
Теорема 1. Если функция Г (2) = и(х, У-ЕЮ(х, у) 

имеет полный дифференциал в некоторой точке 
2=х-Н{у'), то множество моногенности №, функ- 
ции }(2) является окружностью или одной точкой. 

Доказательство. Возьмем приращение Д2=Ах -- 
+-1Ау==|А2|е; в силу дифференцируемости функции } (2) 
имеем (см. приложение, § 3): 

Л(2- 42) — 1 (2) =Ау= 1. Аа- 1. Аа- о(А2), (1) 
где 

1 {Ou Ou Ov Ou i 

f= tet ay) +3 ae — a): 
1 {ou до i (ov ди 

л=з (5—5) +3(=+5)- 
Разделив (1) на приращение Дг и устремив его к нулю, 

причем так, чтобы угол а сохранял постоянное значение, 
получим 

(2) 

A . 

Fo fat se. (3) 

_ Af 
Это показывает, что значения lim <> 

a=const г 

няют на плоскости $ окружность с центром в точке {, и 
eee 

(Az—>0) запол- 

') Заметим, что /(2) не предполагается непрерывной в осталь- 
ных точках области.



22 МНОЖЕСТВА МОНОГЕННОСТИ ГЛ. 1 

радиусом | }-]. Теперь легко показать, что и каждое произ- 

водное число функции f(z) в точке 2 принадлежит этой 
окружности и, следовательно, последняя совпадает с Me,. 
Если, в частности, /;==0 (т. е. выполнены условия Коши — 

Римана), то 3, содержит единственную точку [, и / (2) 
моногенна в точке 2. 

Теорема 1 доказана. 
Укажем еще, что для функции /(2) = и — №, сопряжен- 

ной /(2), параметрическое представление окружности J, 
имеет вид 

=: -Н 1-9“, а 1, 2]. (4) 
В общем случае множество моногенности , может даже 

содержать внутренние точки; укажем простой прием построе- 
ния функции / (2), для которой одно из множеств 9}, есть 
даже полная плоскость ©. 

Положим }(2) = (х), где Ф(х) — непрерывная на оси х 
функция, которая в некоторой точке ху обладает всевоз- 
можными производными числами; такие функции легко по- 
строить. 

Пусть 2 = х. НУ произвольно. Тогда 

АЛ 9 (м -Е Ах) — $ (%0) _ ia де со ae 
“Az Az s 

где, как и выше, Дг =| Az| e!*. 

Если 6 =|ц |2“ и ++, то в силу выбора функ- 

ции Ф(х) найдется такая последовательность {[Ах„}, Ах, ->0, 
что 

| bo | 
AXn COs @ 

OO 

Baas Tenepb Az, = Ax, + iAy, =Ax,-+i Ax, tga, noayaum 

Af > 

Azn " 

Итак, каждое значение , не лежащее на мнимой оси 
плоскости (, принадлежит множеству №,; из замкнутости 
последнего й вытекает, что УЖ, есть полная плоскость 6. 

А. Д. Мышкис [39] построил пример непрерывной на 
оси x функции $(х), которая в каждой точке х обладает
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всевозможными производными числами, следовательно, по 
предыдущему, функция }] (2) =Ф(х) в этом случае непре- 

рывна “BO всей плоскости 2 и в каждой ее точке множе- 

ство моногенности №, есть полная плоскость. Отметим, на- 

конец, что функция 

Лед = х-- Пу — 2 — №() (5) 
олнолистна в конечной плоскости г и обладает тем же свой- 

ством, что и функция Мышкиса Ф(х) (см. также стр. 190). 
Можно показать, что множество 9, может быть лю- 

бым плоским континуумом [40]. Мы укажем лишь на тот 
частный случай, когда на плоскости © =&--#] задана пара- 

метрическими уравнениями непрерывная кривая К (т. е. 
локально-связный континуум): 

{ee 

N= 7 (), 

причем функции & (а) и ч (а) — периодические с периодом 2м. 
В этом случае для функции 

Х (2) == ге" [8 (&) in(a)], z= re’, (6) 
множество моногенности 3, в точке 2 =0 в точности сов- 
падает с континуумом К. 

Но оказывается, что точки 2, в которых множество моно- 
генности 9, непрерывной функции }(г) не является окруж- 
ностью, точкой или полной плоскостью ©, составляют лишь 
множество плоской меры нуль в области %); это мы и дока- 
жем в следующем параграфе. 

aE[0, 2ж], 

$ 2. Основная теорема о множествах моногенности 

Введем сначала следующее понятие. 
Определение 1. Непрерывная функция /] (2), заданная 

на произвольном множестве @©, называется однолистной 
на этом множестве, если для любых точек 2, 2. Е © таких, 
что 2: = 2., всегда ] (21) = ] (25). 

Пусть в некоторой области % задана произвольная не- 
прерывная функция } (2). 

Рассмотрим сначала множество ©&CD sBcex точек 26», 
для которых множества ), производных чисел функции ] (2)



24 МНОЖЕСТВА МОНОГЕННОСТИ ГЛ. 1 

не содержат фиксированной точки С плоскости &. Это озна- 
чает, что для каждого 2. @ © найдется такая его =-окрест- 
ность (И. (2), что при всяком 2’Е И. (25) и некотором 8 > 0 
имеет место неравенство 

f (2!) — fF (20) —C >s (2’ # 2); 

2’ — 25 
  

очевидно, можно считать, что $ ==е. Обозначим через ©, cE 

множество тех точек множества ©, для которых =0 = — 

(п=1,2,...). 
Очевидно, что 

в—(] 6. (т) 
п 

Покажем, что каждое множество @, (п —=1, 2, ...) замк- 
нуто в ®. 

В самом деле, пусть 2, Е, иг, ->2 6% (Е =1, 2, ...). 

Возьмем в —-окрестности точки 2 произвольную точку 2’; 

1 
начиная с некоторого №, она попадает в ---окрестность лю- 

бой точки 2,, а потому (для этих А) 

f (2) — Ff (2p) > = 2,). 

2’ — 2ь 

Переходя в этих неравенствах к пределу при А -—> со, 
в силу непрерывности }(2) получим 

ея с] 1. 
2’ — 25 
  

т. е. 2@б,„, что и требовалось показать. 
Введем вспомогательную функцию 

w (z) = f (2) —Cz; 

очевидно, при 2Сб, и #2 - 426%, |Az| <> имеем 

Аг) — 1 w (z+ 2) oi) 1. (8) 

hn 

  Aw 

“Az 

    

B 5 —-окрестности каждой точки 2Сб, функция } (2) 

однолистна на соответствующей порции множества &G,. 
В самом деле, пусть 2, 22 — точки этой порции; тогда
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| Az | = | 29 — 2, | < > и неравенство (8) дает 

w (2,) — м (21) 

22 — 2! 

  > >0. 
Более того, это же неравенство выполняется, если 21 Е ©,, 

1 
a 2) — произвольная точка указанной 5, OKpecTHOCTH (в силу 

определения множества @®,). 
Итак, нами доказана 
Лемма 1. Нусть в области » задана произвольная 

непрерывная функция }(2) и пусть ба® — совокуп- 
ность всех точек 2, для которых множества моно- 
генности Ъ, не содержат фиксированного значения С. 
To20a: 

1) множество © есть сумма счетного числа замкну- 
тых в ® множеств 6,(п=1,2,...), т. е. является 
множеством типа §,; 

2) на каждом множестве ©, функция (2) = f (2)— Cz 
является локально-однолистной. 

Пусть теперь $< > — множество всех точек 2, для кото- 
рых №, не есть полная плоскость 6. Запишем все рацио- 
нальные точки плоскости © в последовательность 

ri Го, eeeys Tine 

Обозначим через &„ множество точек 22%), для кото- 
рых Yt, He содержит точки г»; тогда ясно, что 

т 

Отсюда и из леммы 1 мы получаем 
Следствие. Совокупность всех точек области D, 

для которых множества моногенности №, не являются 
полными плоскостями, образуют З.-множество, а по- 
тому точки, для которых 3, являются полными пло- 
скостями, образуют ©@,-множество '). 

Мы докажем, что функция /(2) почти всюду на множе- 
стве Х дифференцируема. В силу (9) это достаточно дока- 
зать для каждого множества %„. По теореме В. В. Степа- 
нова (см. приложение, 5 3) для этого нужно показать, что 
ыыы 

1) Cm. приложение, $ 1.
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почти всюду на 5» 

lim ze < ©. 
4z>0 2 

Так как это же неравенство выполняется одновременно 
и для функции вида < (2) == } (2) —С2, то из доказательства 
леммы | следует, наконец, что достаточно доказать такое 
предложение: 

Лемма 2. Пусть в замкнутом круге % определена 
некоторая непрерывная функция (2). Если для каж- 
дой точки 2 некоторого замкнутого множества 

EOD a z+AzED выполняется неравенство 

Aw Fe >8> 0, 

то почти всюду на © будет 

lim al < ©. 
4z—>0 

Докажем сначала еще одну лемму. 
Лемма 3. Густь однозначная функция = 2(%) не- 

зрерызвно отображает замкнутое множество ©, на 
замкнутое множество © плоскости 2 и 

Az z(w-+ Aw) — z(w) 
Aw -Aw 

— 
——   < 

  

    

при w, w-+AwE&,. Тогда точки из ©, в которых 
производные числа функции 2(%) (относительно ©) 
могут равняться нулю, отображаются в подмноже- 
ство © меры нуль. 

Доказательство. Очевидно, утверждение леммы 
верно для подмножеств ©, меры нуль; а так как из ее усло- 
вий следует, что функция z(w) почти всюду на @, имеет 
полный дифференциал относительно ©, (приложение, § 3), 
то достаточно рассмотреть лишь точки плотности множе- 
ства &,, rae такой дифференциал существует. 

Как и в случае обычного дифференциала (см. $ 1 настоя- 
щей главы), легко показать, что производные числа функции 
2 (в) =х (и, v)+iy(u, 9) (относительно б6,) в такой 
точке %==и-{- № заполняют окружность ® =2.-[- 2,е- М,
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a€ [0, 27], где 

__ __ Ox | ду i (Oy Ox 
to Fa = (Sa +50) + 2 (би — 5). 

Oz 1 (Ox oy i (Oy , Ox 

(sa — 50) +3 (52 +50) 
(частные производные здесь — асимптотические). 

Отсюда следует, что для того, чтобы производное число 
в данной точке могло равняться нулю, необходимо и доста- 
точно, чтобы указанная окружность проходила через начало 
координат ® == 0, т. е. чтобы |2„|==|25|. Но в этом случае 

—__ D (x, y) __. о 2 —_ 

Возьмем любую такую точку % =и--®, и соответ- 
ствующую ей в плоскости 2 точку 2, = хо, #,. Отображе- 
ние 2 —2(%) вблизи в, имеет вид 

Z— 2) = 2y(W— W) +25 (W— DW) +e(w)|w—w|, (11 

roe ¢(w)—>0 npu |w—wl>0(WEG,, zE®). 
Рассмотрим наряду с этим аффинное отображение 

2—2,=2z,(w—w,)+25(w— ®). (12) 

В силу (10) оно является вырожденным и образом всей 
плоскости 1 будет прямая линия Ё, проходящая через 

точку 2,!). Пусть 6? — часть множества G,, расположенная 
в круге |% — | <г. Докажем, что функция растяжения 
при отображении 2 =2(%) в точке 5 равна нулю, т. е. 
что 

tim _№88 2(®1) _ 13 
r->0 Mes GY”) (3) 

Обозначим через / отрезок прямой Ё, соответствующий 
кругу | — | <г при аффинном отображении (12); легко 
подсчитать, что длина Г равна 

= 42. г < 4 - г. 
eee 

') Либо сама эта точка, нд в последнем случае рассуждение 
лишь упрощается.
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Положим теперь 

г (г) = sup |e(w)], 
Ев”) 

где = (<) — функция, определенная равенством (11); в силу 
дифференцируемости функции 2 (4) в точке Wy) необходимо 
должно быть 

Нш = (г) = 0. (14) 
г>0 

Так как для точек 6 67 

|2— | = | ()| | — ®‹| <  (г)|® — aw], 

то множество 2(©7) расположено внутри прямоугольника 
с центром в 2, высоты Х и ширины 2=(г).г, дополненного 
двумя полукругами того же диаметра; площадь этой фигуры 

S = Qhre(r) +t [e (r)P 7? < [8k + me (r)] в (г) г. 
Мез 67 

— =1 сле- 
7 

Отсюда и из соотношений (14) и Пт 
г->0 

дует (13). 
Пользуясь теперь теоремой Витали о покрытии множеств 

и ограниченностью производных чисел функции 2 (<) на G,, 
нетрудно показать, что образ множества точек плотности ©, 
в которых производное число функции может равняться 
нулю, имеет плоскую меру нуль. Это же, как мы указывали, 
и завершает доказательство леммы 3. 

Докажем теперь лемму 2. 
Доказательство леммы 2. Из условий леммы сле- 

дует, что (2) однолистна на ®. Пусть Dd, —%(%) и 

$ —= (6)=%.. Очевидно, $, — континуум и ®, замкнуто, 
причем обратная функция 2 =& (4) = x (w)+/ly(w) одно- 
значна на ©, (9 =и | №). 

«Продолжим» функции х (4) и у (4) на весь континуум D,. 

Рассмотрим полный прообраз Я„ любой точки С %), при 
отображении < = ® (2); в качестве соответствующих «значе- 
ний» функций х (9) и y(w) примем соответственно мно- 
жество абсцисс и ординат всех точек замкнутого множества ®. 
Рассмотрим «поверхности» М = (4) и W=y(w). Пусть
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Wy —> Wo (n==1, 2,...); так Kak топологический предел 

полных прообразов точек WwW, — при непрерывном отображе- 
нии < = (2) — входит в полный прообраз точки ®., то 

указанные «поверхности» суть замкнутые множества трех- 
мерного пространства (и, 9, №). 

Из условия, наложенного на функцию WZ), следует, 
что для точек 2, С ©, имеют место неравенства 

z(w)—z(w,) |__| Az 1 
ш— и, |= 1-55 SF 
  (15) 

  

при любом прообразе 2 (12) Е № точки . Те же неравенства 
справедливы, очевидно, и для компонент х (4) и у (<) функ- 
ции 2 (4). 

Последнее означает, что контингенция «поверхностей» 
У = х (%) и = у(4) над точками множества ©, не пере- 
секается с некоторым двуполостным конусом, т. е. эта кон- 
тингенция не есть ни полное пространство, ни полупрост- 
ранство. Отсюда следует (см. приложение, $ 3), что почти 
всюду на ©, контингенция «поверхностей» \ = х (м), 
W = y(w) есть плоскость. 

В точках м, С б,, где это имеет место, можно естественно 
определить полный дифференциал «функций» х (4) и у(%) 

(относительно множества %.), например, 

x (W) — x (W,) = A(@,) (4 — 4,) + B(w,) (U—2,) + 0 (W—®) 

(W, = 4, + iU)) 

при любом выборе значения из множества х (<). Аналогично 
AAA y (w). 

Поэтому почти во всех точках множества ©, <=%), можно 
определить полный дифференциал функции 2 (4) =х (%)-Ыу (&) 

(относительно %,). Ясно, что в этих точках она имеет и 
полный дифференциал относительно @©,, который, совпадая 
с предыдущим, равен почти всюду на ©, полному асимпто- 
тическому дифференциалу однозначной (на ©.) функции = (%). 

Теперь для % Е ©, можно определить множество моно- 
генности ЗФ «функции» 2 (9) как совокупности всех ее 
производных чисел в этой точке. Почти во всех точках <) !), 
где определен дифференциал 2(%), множества Wty, CYTb 

i 

1) Например, в точках плотности ©.
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окружности (теорема 1). Но почти во всех точках плот- 
ности ® множества №, производных чисел однозначной 
на ©, функции 2(%), взятых относительно ©, суть также 
окружности, и очевидно, что в таких точках 

Mio, = Mro,- (16) 

В силу (15) остальным точкам (©, соответствует на @ 
подмножество меры нуль. Рассмотрим поэтому лишь точки 
и Е б,, в которых имеет место (16). 

Ясно, что в точке 2, ==2 (4) @ © производные числа 
функции (2) будут ограничены, если окружность №, 

совпадающая с №, не проходит через начало координат. 
Но таким точкам по лемме 3 соответствуют почти все 
точки @, т. е. почти всюду на © имеем: 

at Jim Az 
42-0 

< © 

    

Лемма 2 доказана. 
Как указывалось выше, из этой леммы, а также теоремы 1, 

вытекает следующее основное предложение: 
Теорема 2. Если 1(2) — произвольная однозначная 

и непрерывная в области ® функция, то почти для 
всех точек #2Е® множества моногенности M, amok 
функции суть либо окружности (в частности, точки), 
либо полные плоскости. При этом множество всех 
точек 2 области ®, для которых , не есть полная 
плоскость, является Р.-множеством, на котором функ- 
ция /(2) почти всюду имеет полный дифференциал '). 

То, что обе указанные возможности для множеств 9%, 
могут осуществляться для подмножеств № положительной 
меры, показывают примеры, приведенные в 6 1. 

Отметим, что для вещественных непрерывных функций 
f(x), x€[a, 5], wMeeT место утверждение, аналогичное 
теореме 2; именно, из известных дифференциальных соотно- 
шений Данжуа [20] следует, что множество производных 
чисел такой функции почти для каждого х С [а, 6] содержит 
либо все числа (включая +0), либо одно-единственное. 
  

') Недавно получен аналогичный результат и для произвольной 
конечной функции [54].
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В связи с понятием множества моногенности интересным 
является вопрос об однозначном определении функции { (2) 
(с точностью до аддитивной постоянной) совокупностью 
всех %№, 26%; ничего, кроме тривиальных результатов, 
здесь пока не имеется. 

$ 3. Свойство конформности и множества моногенности 

В этом параграфе мы рассмотрим непрерывные отобра- 
жения, обладающие свойством консерватизма углов в неко- 
торых точках, и выясним структуру множества моногенности 
в таких точках. Но прежде мы уточним и обобщим основ- 
ные понятия, связанные с этим свойством, приведем некото- 
рые леммы и построим различные примеры отображений. 

Будем пользоваться обычным обозначением Аге для 
аргумента комплексного числа ®-=0, определяемого лишь 
с точностью до целого кратного 2т, т. е. 

Argw=argwt2nrk (k==0, £1, 2, ...), 

где главное значение аргумента аге\ определяется нера- 
венствами 

— п «асш к. 

Если в плоскости 4 дан некоторый луч Т, выходящий 
из точки 1, то определим Ат»Т следующим образом: 

Arg T = Atg(w— ®), 

roe we T — произвольная точка, OTAMYHAA OT Wp. 
Если последовательность точек {,„| сходится и ée Mpe- 

nen w+0, TO (cm. [43] ) 

lim Atgw, = Arg w. 
п> с 

Это соотношение следует понимать в том смысле, что 
для любого значения & — Атгр ® существует последователь- 
ность значений &„ == Ага ®,, сходящихся к @. В случае, 
когда wW-Q не есть отрицательное число, предыдущее 
равенство можно заменить равенством 

lim arg w, = arg w. 
n>oo 

Дадим теперь следующее
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Определение 2. Пусть задана произвольная последо- 
вательность чисел {4}, w,#0, n= 1, 2, ... Последова- 
тельность | Arg w,| HX apryMeHTOB Ha30BeM CxOOAWelicA, ECA 
существует такое число <” -20, что 

lim Argw, = Arg @", 
n->oo 

или, что то же, обозначая луч О\” через Т, 

lim Arg w, = Аго Г. 
п> с 

Заметим, что сама последовательность {%,„] может быть 
и расходящейся. 

Легко показать, что последовательность {Аг „}, Фи == 0, | 
сходится тогда и только тогда, когда в плоскости  суще- 
ствует луч Г, выходящий из начала координат < = 0, такой, 
что при любом => 0 все точки последовательности {%,„}, 
начиная с некоторого п = М (=), лежат внутри угла ®, рас- 
твора 2= с вершиной 10 == 0, биссектрисой которого является 
луч Г; при этом, очевидно, 

lim Arg w, = ArgT. 
п>со 

Для произвольных чисел W,~O (n=—1, 2,...) из 
последовательности [Ага] всегда можно выбрать подпо- 

следовательность, сходящуюся в указанном выше смысле. 
Для этого, например, рассмотрим последовательность {arg w, | 
главных значений аргументов чисел %„; так как она ограни- 
чена ( | ага ®, | < т), то найдется подпоследовательность (№, 
для которой 

lim arg Wy, = 4. 
{> со 

Но |&|<т, поэтому существует число 1”, для которого 
аго и" = или «-- Эм (если х = — п). Очевидно, что тогда 

lim Arg и. = Атом”. 
> со , 

Ecau a= — т, то, в частности, получим 

lim arg @, = arg w’. 
i->20 t 

Так как сходимость аргументов для последовательности 
выяснена, то сходимость их по непрерывному параметру
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определяем обычно, т. е. пишем 

Ни Аге 1 (и) = Ато и", в Е[0, 1] 
n->0 

(w(u)-+0 mpw u>O0), если это равенство имеет место для 
каждой последовательности [из], и, —>0, и, [0, 1]. Напри- 
мер, если С: м == (и), 0% и <, — простая дуга на пло- 
скости %, то для существования касательной полупрямой Т 
в начальной точке и —=0 необходимо и достаточно, чтобы 
существовал Ит Аго Аю = Ит Ато [м (и) — ® (0)]. При этом 

и>0 и->0 

lim Arg Aw = Arg T; 
и->0 

ли Г не есть отрицательная полуось действительной оси 
плоскости 9, то, в частности, будем иметь 

lim arg Aw =argT. 
u->0 

Для наших целей годится более общее определение 
касательной, которое мы и приведем в соответствующей 
форме. 

Рассмотрим произвольное непрерывное отображение 
% = / (2) области %) плоскости г в плоскость %. Возьмем 
точку 26% и некоторую простую дугу J, выходящую из этой 
точки. Образ дуги { при нашем отображении есть некоторая 
непрерывная кривая [== } (Г), выходящая из точки f (2), 
уравнение которой имеет вид 

и —= 7 (2-42), z+azeél; 

так как / — простая дуга, то очевидно, что это уравнение 
можно считать параметрическим уравнением кривой Ё с пара- 
метром ДА. 

Определение 3. Скажем, что непрерывная кривая 
Е: —= Г (2-- 42), 2 А2Е1 (1 — простая дуга с концом 2) 
имеет касательную полупрямую Т в точке }(2) (т. е. 
при Аг —0), если 

а) либо при некотором 8 >> 0 функция / (2 -- Az) постоянна 
на / при |42| <5; тогда лучу Т приписываем любое напра- 
вление; 

6) либо существует 

lim ArgAw= lim Arg[f (z+ Az) — f (2)], 
42->0 

| 
| 
1 

Az—>0
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где Д2 пробегает все значения, для которых Дм = 0; тогда 

lim ArgAw== ArgT. 
4z>0 

Из нашего определения сходимости аргументов вытекает, 
что более полное определение 3 можно высказать следую- 
щим образом: непрерывная кривая [: == }(2-- Аг) имеет 
касательную Т в точке }(2), если при любом = > 0 най- 
netca takoe 8> 0, что отрезок кривой L ana |Az| <8 pac- 
положен в некотором замкнутом!) угле ®, раствора 2e 
с вершиной в точке } (2) и биссектрисой Г. 

Отметим, что в случае, когда вблизи точки 261 функ- 
ция / (2) непостоянна на [, то либо касательная Г для кри- 
Boh L вполне определена, либо не существует; это легко 
следует из того, что из любой последовательности {Arg w,}, 
%„ == 0, можно выбрать сходящуюся подпоследовательность 
(см. выше). 

Дадим теперь основное определение. 
Определение 4. Непрерывное отображение < == } (2) 

области 3 называется конформным в точке Е», если 
образ каждой простой дуги [, выходящей из точки 2 и имею- 

щей касательную # в этой точке, есть непрерывная кривая Д, 
имеющая касательную Т в точке }(2) в смысле определе- 
ния 3, причем касательные {Т] можно определить?) так, что 
выполняется свойство: если произвольные две дуги 1, Ly 
с касательными &, № отображаются на кривые Ё:, [о с каса- 
тельными Г,, Го, то 

[t, 5 fo] =17,7T.] 3); 

при этом будем говорить о конформном отображении пер- 
вого или второго рода, смотря по тому, сохраняется ли на- 
правление отсчета указанных углов или изменяется на про- 
тивоположное (ср. [43]). 

Заметим, что по этому определению постоянное отобра- 
жение (т. е. при / (2) == с0п${) также является конформным. 
Будем считать его конформным отображением первого рода, 
  

') Можно рассматривать и открытый угол ®,, но с присоеди- 
ненной к нему вершиной f (2). 

?) В случае, если неторые из них не определены. 
$) Через [1,75] обозначается величина угла между лучами 4), to, 

заключенная между 0 их,
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Очевидно, что конформность первого рода равносильна 
равенству 

Аг 6 — Ат Е = Arg T, — Arg T). 

Имеет место следующая легко доказываемая лемма. 
Лемма 4. Для того чтобы непрерывное отображе- 

ние == } (2) было конформным первого рода в некото- 
рой точке 26 №, вблизи которой функция }(г) непо- 
стоянна, необходимо и достаточно существование пре- 
дела 

A 
= lim Arg 

Az~0 

lim Arg 
Az—>0 

где №2 пробегает все значения, для которых А = 0. 
При этом, если Т — луч на плоскости $, выходящий 

из начала $==0 и такой, что АгеТ равен пределу (17), 
то АгеТ есть угол поворота касательной к кривой [ 
в точке г при переходе к ее образу L: w= }(2- Az), 
#- Аг Ср с начальной точкой } (2). 

Доказательство предоставляем читателю. 
Из определения предела (17) (см. выше) следует, что для 

того, чтобы отображение = } (2) было конформным пер- 
вого рода в точке 2%, необходимо и достаточно, чтобы 
в плоскости © существовал луч Т (с начальной точкой © = 0) 
со следующим свойством: каково бы ни было = >> 0, най- 
дется такое 8 >> 0, что замкнутый угол ®, раствора 2 с бис 
сектрисой Т содержит все значения отношения 

f(z+h2)—f(z) __ Aw 
Az Az 

при 0 < |42| <5; при этом, очевидно, 

Arg T= lim Arg “2 
Az->0 

Из определения множества моногенности ($ 1) отсюда 
сразу следует 

Лемма 5. Если непрерывное отображение w= } (2) 
области ® является конформным первого рода в точ- 
ке 22%, то множество моногенности №, расположе- 
но на некотором луче Т с начальной точкой &=0:
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при этом 

Arg T= lim Arg 
Az->0 

f (2+ Az) — f (2) 
Az ° 

Из этой леммы следует, что в случае конформности пер- 
вого рода естественно определить величину Аге,, взяв ee 
равной АгеТ; это, как и выше, — угол поворота кривых при 
отображении = } (2) в точке 2. В частности, если ЭХ, 
содержит точки & =2 0, со, то 

Arg M, = Arg, 

где © — произвольная точка M,. 
Заметим, что если отображение = {(2) конформно 

(первого рода) в точке 2, то множество №, может содержать 
и точку $ —0 (что, как известно, для аналитических функ- 
ций невозможно), это показывают следующие примеры ото- 
бражений вблизи точки г =0: 

w= 72h 

“(т ттт). 
Первая из приведенных en даже моногенна в точке 

&==0, для второй — множеством Ф)% служит сегмент [0, 2] 
действительной оси плоскости &. Можно дать пример даже 
однолистной функции с подобным свойством; это — функция 

2720) 
ар. 

где f(x)>0, / (0) =0 — строго возрастающая функция, не 
имеющая производной в точке х —=0, нижнее производное 
число которой равно нулю. 

Примеры отображений, конформных в точке 2 =0, вблизи 
которой функции }(2) принимают и равные значения, дают 
хотя бы функции вида 

w =r |sin no| ef? (n=1, 2,...) 

при г == ге. 
Но лемма 5 необратима, как показывает уже пример 

 —=2? или более сложный 

== (1+ тета ТИ.
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Для последней функции множеством Э является сег- 

мент [0, 2] действительной оси, и при условии существова- 

ния Ато )% имело бы место соотношение Аге № = 2жЁ 
(&=0, 1, +2, ...); но для любых точек {2„| таких, что 

1 
|2. —=—————_, Получим 

3m 
lim ar On 57, 
п> с 5 Zn 4 

Можно указать пример однолистной функции с подобным 
свойством: 

+ , gig 
w (2) = w (rev) =r|1—(1 —r)sin®Z |" т 

  

при —п<е<т (<. 

В самом деле, радиусам ф = с0п5& круга |2| < 1 соот- 
ветствуют радиусы Ф-==со0п${ круга |®| < 1, и это соот- 
ветствие взаимно однозначно и непрерывно; далее, вдоль 
каждого радиуса ф —= соп${ модуль |1 (ге®)| есть строго воз- 
растающая функция от г. Отсюда и следует однолист- 
ность 1 (2) в круге |2| < 1. 

Для этой функции множеством производных чисел № 
является отрезок [0; 1] действительной оси плоскости $; но 

конформность не имеет места, так как, например, радиусам 

ф=0 и Ф== 5 соответствуют радиусы Ф=0 и Ф= z . 

И все же частичное обращение леммы 5 можно привести. 
Лемма 6. Если для непрерывной функции }(2) мно- 

жество моногенности ЭХ, в точке 2 есть конечный 
отрезок (или конечная точка) луча, выходящего из на- 
чала координат, не содержащий точки $ =0, то ото- 
бражение = }(2) в точке 2 является конформным 
первого рода. 

В самом деле, из условий леммы и определения мно- 
жества моногенности легко следует, что условие леммы 4 
выполнено. 

Так как отрезок прямой есть непрерывная кривая, то по 
методу, указанному в главе 1 (см. (6) 8 1), легко построить 
примеры, удовлетворяющие условиям леммы 6.
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Из сказанного выше следует, что точка 6 =0 на пло- 
скости производных чисел играет особую роль в теории 
множеств моногенности, по крайней мере в вопросах, свя- 
занных с конформностью. Подобной же особенностью обла- 
дает и точка © = со, что легко предвидеть, так как, напри- 
мер, для однолистного отображения 2 = } (2) множество 9%, 
связано с множеством №. обратной функции 2 == (1) пре- 

1 
образованием «= и, следовательно, каждое свойство 

точки © =—0 для функции (2) выражается в соответствую- 
щем ему свойстве точки ® = со для обратной функции ф (4). 

Рассмотрим два примера: 

  

В том и лругом случае ЖЖ есть бесконечно удаленная 
точка с==о0о, но первое отображение конформно в точке 
< —=0, а второе — нет, так как для одного 

limArg—-==2nk (k=0, +1,...), 
2-0 г 

а для другого этот предел не существует. 
Вообще из леммы 4 следует, что если отображение ==} (2) 

конформно в точке & и 9%, содержит бесконечно удаленную 
точку © = со, то бесконечно удаленные точки, принадлежа- 
щие другим лучам плоскости ©, мы должны при этом считать 
отличными от первой; то же справедливо и для точки C—O. 

Другими словами, при изучении конформных отображе- 
ний мы должны считать, что плоскость © имеет не одну 
бесконечно удаленную — и «начальную» — точку, а бесчис- 
ленное их множество, именно, рассматривать ее не как 
сферу, а как замкнутое круговое кольцо с граничными 
«окружностями» бесконечно удаленных и «начальных» точек 
( —0. Приведенные нами примеры убеждают в необходи- 
мости различать эти топологии плоскости (. 

Но это различие имеет место пока мы рассматриваем 
отдельные точки 26%. Более того, ниже, в главё 4, мы 
покажем, что если при отображении = } (2) в каждой 
точке 2 С ® множество г, расположено на некотором луче Т,,
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Aw 
но, вообще говоря, Ит Аго —— не существует, то отобра- 

42-0 Az 

жение осуществляется аналитической функцией. Ясно, что 
в этих же условиях лемма 5 оказывается обратимой. 

Дадим теперь следующее определение, 
Определение 5. Функция f(z) обладает свой- 

ством К’ в точке 2%, если из нее исходят три луча [, (2) 
(1—1, 2, 3), расположенных на трех различных прямых, 
причем 

а) либо при некотором 8>0 функция Г (2-- Аг) по- 
стоянна при 2-- 42 ЕЁ (2) 1=1, 2, З) и |42| <5, 

6) либо существует определенный предел 

lim Arg 5@ = lim Arg fey Az)— SF) _ Arg T,, 
Az->0 42 az-90 Az 

z-+ Az Et; (2) == 1, 2, 3), 

roe AZ пробегает лишь значения, для KOTOpHIX Aw + 0. IIpu 
этом в случае а) лучу Т, приписываем произвольное напра- 
вление. 

Если, в частности, на лучах & (1=1, 2, 3) вблизи 2 
uMeem Aw #0 u луч Т, не есть отрицательная полуось дей- 
ствительной оси плоскости 6, то К”-свойство означает, что 
в обычном смысле 

A 
Jim arg — =argT,, 2-НА2СЫ. 

Как и в лемме 5, свойство К’ по определению 65 равно- 
сильно следующему: образы лучей [, fo, [; в плоскости ® 
при отображении чо = /(2) суть непрерывные кривые Д;, 
[2, [3 с касательными (в смысле определения 3) Т,, Го, Тз 
такими, что 

[1,6] — [7,57], [1,6] = [T,5T3], 

[25,2] = [T,, Ts], 

причем сохраняются направления отсчета углов. 

Из определений предыдущего параграфа следует, что 
существование предела 

lim Arg 72 = ArgT,, e+Az€t,, ty, В 
А2->0
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равносильно такому свойству: каково бы ни было => 0, 
найдется такое $0, что замкнутый на плоскости © 
угол ®, раствора 2е с биссектрисой Т, содержит все 
значения отношения 

  

Aw f (2+ Az) — f (2) Az = Az 9 z+ AzEt,, to, ts, 

при всех А2 таких, что 0 < jAz| <6. 
Отсюда вытекает, что все производные числа функ- 

ции } (2), соответствующие приближению к точке 2 вдоль 
1, 6, 4, расположены на одном луче Т,; ниже, в & 4, мы 
это используем. 

$ 4. Леммы о свойствах А”, К”, К” 

Здесь мы с помошью теоремы 1 ($ 1) докажем некото- 
рые утверждения о свойствах К’, К”, К” [26]. Напомним 
определение свойств К”, К”” (см. также введение). 

Функция /(2) обладает свойством К” в точке 2 
области %, если из этой точки исходят три луча — &, ty, &, 
расположенные на трех различных прямых, вдоль каждого 
из которых существуют конечные пределы 

lim 
й->0 

  fe+h=fe) ,  2+hEt, ty ty (18) 

причем все эти пределы одинаковы. 
Функция /(2) обладает свойством К”, в точке zED, 

если из нее исходят два луча 1, [5, расположенные на раз- 
личных прямых, вдоль каждого из которых существует ко- 
нечный предел 

  пи Ле -7®, zt Et, ty (19) 
й>0 

причем оба эти предела одинаковы. 
Напомним еще один удобный термин: скажем, что одно- 

листное отображение < = } (2) области % является прямым, 
если при этом отображении направление обхода каждой 
замкнутой жордановой кривой области ®) сохраняется. 

Докажем следующие леммы.
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Лемма 7. Если в точке 2 области ® yrkuyua f (Zz) 
обладает свойством К’ (или К”) и имеет полный диф- 
ференциал, то она моногенна в этой точке. 

Лемма 8. /Лусть непрерывная функция w= f(z) 
однолистна в области % и осуществляет прямое ото- 
бражение % на некоторую область плоскости щ. Если 
в некоторой точке 26% функция }(2) обладает свой- 
ством К” и имеет полный дифференциал, то она моно- 
генна в этой точке. 

Доказательство лемм 7 и 8. В силу теоремы 1 
множество моногенности Yt, функции (2) есть окружность 
(или точка) с параметрическим представлением 

C=f,+tfe-7*, a€[0, 2r], (20) 

где < есть производное число функции /[ (г) в точке 2, соот- 
ветствующее приближению к 2 вдоль луча с наклоном о; 
при этом лучам, расположенным на различных прямых, т. е. 
для которых разность углов х отлична от п, соответствуют 
и различные производные числа СЕ 3%, если ]- = 0. 

Из этого замечания сразу следует, что если выполнено 
свойство К”, то ]-==0, т. е. функция f(z) MOHOreHHa 
В точке &#. 

Пусть выполнено свойство К”; если бы };==0, то суще- 

ствовали бы три различных производных числа функции { (2), 
расположенных на одном и том же луче Т, с началом 
в точке C=O (см. 5 3), т. е. этот луч должен был бы пе- 
ресекать окружность 3, в трех различных точках, что не- 
возможно. Следовательно, и в этом случае }.==0. 

Пусть теперь для прямого однолистного отображения 
w = (2) выполнено свойство К” в точке 2. Если бы f; +0, 
то существовали бы три различные точки окружности 5%,, 
расположенные на одном и том же расстоянии от &=0 
(равном общему значению пределов (17)), т. е. №, было бы 
окружностью с центром в начале координат & ==0 и ради- 
усом |/;|==0; но тогда в силу (19) должно быть Д,=0. 

В этом случае сопряженная функция /(2) была бы 
моногенной в точке 2 и в силу (4) ее производная 

f’ (z) = f; #0; отсюда следовало бы, что в некоторой
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окрестности 2 отображение , = } (2) сохраняет направление 
обхода замкнутых кривых !), содержащих внутри точку 2, и, 
следовательно, отображение м = } (2) меняет это направле- 
ние на противоположное, что противоречит предположению 
леммы 8. 

Итак, в этом случае также должно быть ]; =0, и функ- 

ция (2) моногенна в точке 2. 
Леммы 7 и 8 доказаны. 
Из их доказательства ясно, что для каждой дифферен- 

цируемой и нигде не моногенной функции /(2) можно вы- 
брать в каждой точке 26% два луча Ё (2) и К (2), вдоль 
которых растяжения (т. е. значения (17)) одинаковы, тем 
не менее К” не выполняется, или выбрать три луча Ё, (г) 
(1—1, 2, 3) такие, что вдоль & (2) и &(2) растяжения оди- 
наковы, но отличны от растяжения вдоль #,(2) (невыполне- 
ние К”) ит. д. 

В этом смысле свойства К”, К”, К” являются минималь- 
ными характеристиками для свойства моногенности (в част- 
ности, аналитичности) дифференцируемых функций. 

Более того, мы увидим ниже, что во многих случаях 
выполнение какого-либо из условий К’, К”, К” в области 3) 
самого по себе, т. е. без предположения дифференцируемости 
функции, обязательно приводит к аналитическим функциям. 
Следовательно, характеристики К’, К”, К” оказываются 
в этих случаях не только необходимыми, но и достаточными 
для аналитичности. 

Эти вопросы мы затронем уже в следующей главе. 
  

') См. также доказательство леммы 26.



ГЛАВА 2 

ОДНОЛИСТНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

В этой главе мы приведем доказательства теоремы Бора 
(в несколько усиленной формулировке) и некоторых теорем 
Меньшова для случая отображений 2 —= } (2), непрерывных 
и однолистных в области %. При этом мы установим ряд 
вспомогательных лемм, которые также будут существенно 
использованы в дальнейшем. 

$ 1. Отображения с постоянным растяжением 

Пусть задано некоторое непрерывное отображение == (г) 
области %. Введем следующее понятие: 

Определение 6. Скажем, что отображение = { (2) 
обладает в точке 2% постоянным растяжением, если 
существует конечный или бесконечный предел 

lim fern se) 
h>0 

Этот npewel Ha3OBeM paCTAKeHHeM OTOOpaxenna w= f (Zz) 
в точке 2 области 3. 

Отметим, что это определение отличается от обычного 
тем, что в нем допускаются в бесконечные значения для 
растяжения. 

Нашей целью является доказательство следующей тео- 
ремы, несколько обобщающей теорему Бора. 

Теорема 3. Если непрерывное и однолистное ото- 
бражение ш==}(2) области » обладает постоянным 
растяжением в каждой ее точке, исключая не более 
чем счетное их множество, то либо функция }(2), 

либо ей сопряженная ](2) является аналитической 
всюду в».
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При доказательстве теоремы 3 можно считать, что ото- 
бражение w= / (2) является прямым ($ 3 главы 1), так как 
в противном случае этого можно было бы достичь опера- 

цией сопряжения: f (2). 
Аналитическая функция всегда осуществляет прямое соот- 

ветствие между областями; поэтому теорема 3 будет дока- 
зана, если мы докажем следующее предложение. 

Теорема 3’. Если непрерывное однолистное и пря- 
мое отображение = ](2) области » обладает по- 
стоянным растяжением в каждой ее точке, исключая 
не более чем счетное их множество, то функция (2) 
является аналитической всюду в DD. 

Для доказательства приведем сначала несколько лемм. 
Лемма 9. В условиях теоремы 3’ функция Х(2г) 

моногенна почти всюду в D. 
Доказательство. Если в точке 26% функция f (2) 

обладает постоянным растяжением, то очевидно, что все про- 
изводные числа ее в этой точке по модулю равны; следо- 
вательно, в каждой точке 26%, исключая не более чем 
счетное их множество, множество моногенности 9, не есть 
полная плоскость, а потому в силу теоремы 2 функция } (2) 
почти во всех точках 2 области % имеет полный диффе- 
ренциал. В каждой такой точке 2 функция }(2), очевидно, 
удовлетворяет всем условиям леммы 8 и, следовательно, 
моногенна в ней. 

Лемма 9 доказана. 
Рассмотрим снова функцию (2) теоремы 3’. Области 3 

при однолистном отображении < = } (2) соответствует неко- 
торая область %), плоскости . Пусть ф(%) — функция, 
определенная в области ®), и обратная к функции f (2). 

Из условий теоремы 3’ легко следует, что функция ф (<) 
также обладает постоянным растяжением в каждой точке 
wE®,, исключая не более чем счетное их множество, и 
осуществляет прямое соответствие между областями %, %.. 
Поэтому из леммы 9 вытекает 

Лемма 10. В условиях теоремы 3’ обратная функ- 
ция 2—$(%) моногенна почти всюду в соответствую- 
щей области Q),. 

Докажем еще одну лемму, которую для дальнейших при- 
менений сразу приведем в несколько более общей форме, 
чем это необходимо в настоящем параграфе.
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Лемма 11. Лусть непрерывная в области ® функ- 
ция } (2) =и- Ю(2=х--1у) обладает конечными ча- 
стными производными по х и по у вне некоторого 
замкнутого множества Зс%, причем существует 
такая постоянная п, что 

|Х (2) — Л (2) |1 < "|2 — 21| (1) 

для любых точек 21, 22 множества YB, лежащих либо 
на прямой х —= сопз+, либо на прямой у == соп$. 

Если 
1) функция }(2) моногенна почти всюду в области % 

и 
2) производная f'(zZ) суммируема в YD, mo f(z) 

является аналитической функцией внутри D. 
Доказательство. Возьмем произвольный прямоуголь- 

ник У[х:, х5; у. У], расположенный внутри области %, 
со сторонами, параллельными осям координат; обозначим 
через С контур этого прямоугольника. 

Из суммируемости производной 

5 Xx Ox ду ду 

вытекает суммируемость всех частных производных 9х, 

ди 00 40 
dy’ Ox’ ду 

По теореме Фубини 
у ^. 

ди ди Г [-2= ахау= Гау | 2 ах, 
R У! x 

причем внутренний интеграл существует почти для всех 
УС[У1, У]. Для каждого такого у рассмотрим в прямо- 
угольнике Х соответствующий отрезок А (у) прямой, парал- 
лельной оси Ох. Пересечение отрезка А (у) с множеством 
обозначим через 3$ (У). 

В силу (1) для функции и(х, у) =и(2) также имеем 

|4 (25) — и (21) | <п|22—2| при любых 2, 2€B(y). 
ди 

Так как производная Ox СУммируема на отрезке Ю (У), 

внутри ® и, в частности, на У. 

то и(х, у) — при фиксированном ур—есть абсолютно
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непрерывная функция от х на отрезке [х/, х.] (см. прило- 
жение, $ 4). 

Поэтому почти для всех уб[у:, у5] имеем 

№2 

д 

[3 AX == U(Xq, Y)— 4(xX), у). 
м 

Отсюда 

До Га fies a(x, Mdy= fady. 
С 

 Вычисляя подобным образом интегралы от остальных 
частных производных, окончательно получим 

—f f($+3 oe чу] Л (3 —$)dx dy = 
R 

= [ude—ody-4t foae-sady= f peas (2) 
С С С 

Так как функция { (2) моногенна почти всюду внутри %, 
то почти всюду в У выполнены условия Коши — Римана 

ди OU ди 0% 
Ox 0’ 0 = Ox” 

Формула (2) дает тогда 

| f (z)dz~=0. 
С 

Из произвольности прямоугольника Я и теоремы Морера 
отсюда и следует аналитичность функции { (2) всюду внутри 
области BD. 

Лемма 11 доказана. 
Приведем сразу же одно простое обобщение этой леммы. 

которое мы используем в следующем параграфе: 
Лемма 11’. Лусть непрерывная в области ® функ- 

ция f(Z) для некоторой косоугольной системы коор- 
динат (&, 1) обладает конечными частными производ- 
ными по $ и по 1 вне замкнутого множества За,
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причем существует такая постоянная п, что 

[Х (25) — Л (21) < п |2. — 21| 

для любых точек 21, 2) множествае В, лежащих либо 
на прямой & = соп${, либо на прямой n= const. 

Если имеют место свойства 1), 2) леммы 11, то 
f (2) является аналитической функцией внутри 3. 

Доказательство мы приводить не будем: оно аналогично 
предыдущему. Отметим лишь, что в данном случае вместо 
прямоугольников У [х1, хо; У, У2| рассматривают параллело- 
граммы 5 [&, &; 71, 72| со сторонами, параллельными осям 
координат &, 7. При этом интеграл по контуру параллело- 

грамма 5» получается из Гл (2) 42 подстановкой 2 = &-- де, 

где «—угол между осями координат & и 7; условия Коши — 
Римана заменяются здесь следующими равенствами: 

ди ди ди. 
GE Gy COSA |G, Sine 

до Ov ди . 
“OE т °0° “от 919. 

Замечание. В каждой из лемм 11 и 11’ мы поль- 
зуемся обобщенной теоремой Морера. В связи с последней 
отметим, что имеет место следующая весьма общая тео- 
рема (см. [21]): 

Если для всякого замкнутого выпуклого контура С 
в области D 

[ f@az=0, (+) 
С 

где {(2) измерима в ® и интеграл берется в смысле 
Лебега, то }(2) с точностью OO изменения на множе- 
стве меры нуль есть функция, аналитическая в D. 

Было бы интересно выяснить, справедлива ли эта тео- 
рема, если (+) понимать как интеграл в смысле Данжуа, 
Данжуа — Хинчина, А-интеграл и т. д. 

Докажем теперь теорему 3'. 
Доказательство теоремы 3’. Предположим, что 

утверждение этой теоремы неверно. Тогда найдется точка 
области №, в которой функция (2) не является аналити- 
ческой. Совокупность ФВ всех таких точек является,
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очевидно, замкнутым множеством в $); но так как функция { (2) 
непрерывна, то множество 3 не может содержать изолиро- 
ванные точки, т. е. Вс есть даже совершенное множе- 
ство. Из определенця этого множества следует, что в точках 
его (открытого) дополнения ®%`\\ В функция /(2) является 
аналитической. 

Рассмотрим множества DY = Uo" и Dp” =[Jo? 
n n 

(n==1, 2,...), rage 

о => 1 (2) — Л (2) 
г’ —2 

  

у <n; 1—2 <}, 

f(z) —f (2) 
z’—z 

DP =D} 
Zz 

  

1, | 
  

1 2 
другими словами, хе И HY определяются как множества 
всех точек 2 области %, для каждой из которых имеет 
место неравенство, указанное в фигурных скобках, при всех 

1 
2-Е & ee —--окрестности. 

Как ив $ 2 главы 1, легко показать, что эти множе- 
ства замкнуты в ®. В силу постоянства растяжений отобра- 
жения < —= / (2) имеем 

$) = HWY UJ (2) U $, (3) 

где 5) — не более чем счетное множество, входящее в фор- 
мулировку теоремы. 

Пересечение совершенного множества $ с %® обозначим 
через №) (& =1, 2; п=1, 2, 3, ...). Очевидно, каждое 

множество В замкнуто и в ® ив $. Из (3) получим 

B=U RUS. 
Ё, п 

где f= B—une более чем счетно и, следовательно, 
является множеством первой категории на % (см. прило- 
жение, $5 1). 

Отсюда следует, что сумма всех $® как дополнение к В 
является множеством всюду второй категории на совершен-
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ном множестве $. Поэтому найдется порция его $’ = п’ 

(где $) < Ф — некоторый круг), на которой одно из мно- 
жеств 2 и $ всюду плотно; но так как эти множества 
замкнуты в В, то порция №’ внутри 3%’ просто совпадает 
с одним из множеств $0), ©) (п=1, 2, ...). 

Пусть сначала $’ есть некоторое №0) внутри круга 8; 
1 

диаметр этого круга выберем меныше —. Тогда из опреде- 

ления множества Ё@) следует, что 

НХ (25) — Л (21) |< 1—2 | (4) 
для всех 2, 263. 

Покажем, что в круге %’ выполнены и все остальные 
условия леммы 11. Так как в точках множества %/\\ $" 
функция f (2) является аналитической, а в силу леммы 9 
почти всюду в %)’ существует производная /”’ (2), то остается 
лишь доказать суммируемость этой производной внутри %. 

Обозначим через 3), и Ъ, образы круга %' и множества $’ 

при однолистном отображении < == { (2); тогда, как известно, 

[ [ lf @ Pax ay = Mes (D;\ Bi) < 003 
$! \ $" 

из (4), очевидно, следует, что 

[ [lf @Pax ду < п? Ме $. 
$’ 

Из этих соотношений и вытекает суммируемость /’ (2) 
(даже с квадратом). В силу леммы 11 функция }(2) должна 
быть аналитической всюду внутри круга 8’ и, в частности, 
в точках множества 3’ < В, что по предположению невоз- 
МОЖНО. 

Пусть теперь ФВ’ совпадает в круге 3 с одним из мно- 
жеств %№® (п=1, 2, ...); взяв диаметр этого круга 

1 2 меньше —, в силу определения множества В получим 

1 (22) — f (21) 

22—21 
Wo — Wy 

22 — 21 

  

>= 

  

для всех 21, 2Е%,.
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Для функции o(w), обратной к {(2) и определенной 
f 

в соответствующей области ®1 плоскости , это неравен- 
ство дает 

? (Wo) — $ (1) — 

Wo — Wy 
  

  

22 — 2] 
—_ nh 
2. — W |< 

, , 

для BCeX W,, w, ES, где Ъ, — образ множества 3’ при 

функция ф (1%) является аналитической и имеет место лемма 10, 
то применимы все предыдущие рассуждения, из которых 

следует, что ф (4) аналитична внутри ®!; поэтому и прямая 
функция }(2) является аналитической всюду в круге 3), 
что опять-таки противоречиво. 

Итак, наше предположение, что утверждение теоремы 
неверно, приводит к противоречию. 

Тем самым теорема 3’, вместе с ней и теорема 3, до- 
казана. 

Формулировка этих теорем исключает из рассмотрения 
возможное не более чем счетное множество точек, о ко- 
торых заранее ничего не известно: аналитичность функции 
в каждой из них проявляется затем автоматически. Это ука- 
зывает на сравнительно большую разреженность счетных 
(хотя бы и всюду плотных) множеств, которую мы и фак- 
тически учитывали: ведь счетное множество — всегда первой 
категории на каждом совершенном множестве '). 

Оказывается, для справедливости этих теорем в общем 
случае нельзя, например, требовать лишь того, чтобы исклю- 
чительное множество было нигде не плотным, или первой 
категории, или меры нуль и Т. п.; это показывают следую- 
щие примеры. 

Пусть Ф (х) — произвольная непрерывная сингулярная функ- 
ция на отрезке [0, 1], т. е. непостоянная функция, для ко- 
торой производная $’(х) = 0 почти всюду на [0,1]. Тогда 
однолистная функция { (2) = 2 — ю(х) моногенна почти всюду 
в квадрате 55 [0, 1; 0, 1], причем }” (2) =1, но не является 
аналитической. 
  

1) Отметим, кстати, что если мощность континуума является 
первой несчетной мощностью (проблема континуума), то (см. [41]) 
существует несчетное множество первой категории на каждом 
совершенном множестве.
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Легко построить такую функцию }(2) с нигде не плот- 
ным (и совершенным) исключительным множеством. 

Заметим, далее, что в формулировке теоремы мы допу- 
скали и бесконечные значения для растяжения. Действи- 
тельно, легко привести примеры однолистных функций, кото- 
рые обладают бесконечным растяжением в отдельных 

точках (например, 1(2) = — #2 ш|2|, /(0)=0; [21 <). 

Теорема 3 показывает, однако, что требование постоянства 
растяжения в каждой точке области % (исключая, быть мо- 
жет, конечное или счетное их множество) с а рйой возмож- 
ными бесконечными значениями приводит а роз{е!1ог! лишь 
к конечным рястяжениям. 

В дальнейшем мы еще столкнемся с подобными явлениями. 

$ 2. Отображения со свойствами К”, К” 

В этом параграфе мы докажем следующие теоремы 
(Д. Е. Меньшов [42] ): 

Теорема 4. Если непрерывное и однолистное ото- 
бражение ® = {(2) области ® обладает свойством К” 
в каждой ее точке!), исключая не более чем счетное 
их множество, то либо функция }(2), либо ей сопря- 

женная f(z) является аналитической всюду в D. 
Теорема 5. Если непрерывное и однолистное ото- 

бражение ® = }(2) области ® обладает свойством К" 
в каждой ее точке, исключая не более чем счетное их 
множество, то функция }(2) является аналитической 
всюду в ®. 

Как ив $ 1, убеждаемся, что для доказательства тео- 
ремы 4 достаточно доказать такое предложение: 

Теорема 47. Если непрерывное однолистное и пря- 
мое отображение в = }(2) области обладает свойст- 
вом К” в каждой ее точке, исключая не более чем 
счетное их множество, то функция }(2) является 
аналитической всюду в ®. 

Для доказательства приведем ряд лемм. 
Заметим сначала, что в условиях приведенных теорем на- 

правления лучей 2, (2), входящих в определение свойств К”, К”, 
  

г) Определение свойств К’, К”, К/”’ см. 58 3, 4 главы 1.
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могут как угодно меняться от точки к точке. Поэтому про- 
стейшим является случай, когда эти направления просто 
одинаковы и, кроме того, растяжения вдоль лучей (1, (2) 
равномерно ограничены. Первая лемма, которую мы соби- 
раемся доказать, и сводит в некотором смысле самый общий 
случай к этому простейшему. 

Вот ее точная формулировка [42]: 
Лемма 12. Пусть / (2) — произвольная непрерывная 

функция в области ® и За® — некоторое совершен- 
ное множество точек. Обозначим через у >> 0 целое число, 
не зависящее от 2, и предположим, что существует 
множество Же} не первой категории на Ф, такое, 
что из каждой точки 2ЕЖ исходят » прямолиней- 
ных лучей ЕЁ, (2) 1(=1,2,..., у), расположенных на раз- 
личных прямых, причем‘ 

Tim | Ле 
n->0 

< OO, 

2de z+hEt,(z), 1=1,2,..., у. 
Тогда найдутся порция $'=»\, расположенная вну- 

три области QD, и положительное число с, такие, что 
из каждой точки 22% исходят у прямолинейных лу- 
чей т, (2) 1=1,2,..., у), обладающих следующими свой- 
ствами: 

1) [7, (2), (2) <o G@=1, 2,..., У) для любых mo- 

чек 2’, 2° EX’. 
2) 8005 < [“; (2), *,(2)] < * —800°') | 

при 1-27, /=1,2,..., ууи для каждой точки 26%’; 
3) расстояние от множества }’ до границы обла- 

сти % больше с; 

для каждой точки 2 Е 3’ и всех 6Е*,(2)(1=1,2,..., У), 
удовлетворяющих неравенствам 0 < |%‹—2| с. 

Доказательство. Фиксируем определенный луч Ё 
в плоскости 2 и обозначим через 

Я (р, п, п, ..., П,) =Ж (фр, п) 

  

  

1) При этом < ia"
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множество точек 2ЕЖ, ue, условиям: 

(А) (1, Г (z)} — 800 | < 0 (i — l, 2, e@ ees У), 

где через {27 (2)\ обозначена величина угла, отсчитываемого 
в положительном направлении от Ё, заключенная между Ои ж, 

8 - 8 
(Б) 5 <) <=— 

при #==/ (1, 1, =1,2,.... Уи 
(В) LO) — £@) <p 

  

для всех точек © ayuett ¢(z)(i= 1, 2,..., v), удовлетворя- 
ющих неравенствам 

1 
0< © — 2| < 200р° 

Из определения множества % следует, что 

ИХ (п, р=% 
где суммирование распространено на всевозможные целые 
положительные значения чисел р, п, по, ..., П.. 

Так как \Ж — не первой категории на №, то найдутся 
определенные значения р, п; такие, что соответствующее им 
множество (р, п;) будет всюду плотно на некоторой пор- 

ции =, причем }’ = ЗП 3)’, где $", =) — некоторый круг. 
Очевидно, можно предположить, что расстояние от множества $” 

  

1 
до границы области 3) больше 500р 

Для указанных значений р, п; положим 

1 
— / _ 

Докажем, что для множества 8’ uw так определенного числа 
<> 0 имеют место все свойства, указанные в лемме. 

Для этого определим в точках 26’ лучи т, (2) 
(1—1, 2,..., у) следующим образом: полагаем т, (2) = & (2) 
для точек 2 Е’ ПХ’, а для точек 26%’ \ Х’ в качестве 
т; (2) возьмем одно из предельных положений лучей [, (г”), 
когда точки 2’”@Ж’ сходятся к 2; такое определение воз- 
можно в силу плотности на 9". 

Из неравенств (А) следует теперь, что 

к @=1,2,... 9)
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для всех точек 2”, 2”Е 3’, а из неравенства (Б) получим 

8 ~ =< <= 
при [21 (1, /=1, 2, ..., у) для всех точек 26$’. 

Из последних неравенств в силу определения (5) числа o 
следует, что для лучей *,(2) 1(=1, 2,..., у) выполнены 
свойства 1) и 2) леммы. Так как расстояние от множества 3 

то имеем также и 
1 

до границы области ® больше 2002, 

свойство 3). 
Перейдем к доказательству свойства 4). 
Пусть = > 0 — некоторое фиксированное число, удовле- 

творяющее неравенству = < a , HZEP \ %' —произволь- 

ная точка !). 
Обозначим через &, 1==1, 2,..., у) точку луча х, (2), для 

которой 

[9 —2|==е. (6) 

Если 2’ ЖХ’, то через ©,(=1, 2,..., у) обозначим 

точку луча #, (2'), для которой 

  

  

уфа [== (7) 
и, следовательно, в силу выбора = 

[1—2 | «о 
Из неравенства (В) следует тогда, что 

f f (2 
Ate) <p (i=1,..., ). (8) 
2 

Jlya t,(z) @=1, 2,..., У) есть одно из предельных поло- 
жений лучей ¢, (2"), Korma z’ cTpemutca K z. V3 (6) u (7) cae- 

дует, что точки (, стремятся при этом к ;; поэтому в силу 
непрерывности } (2) и определения с из (8) получим 

|1 (10... у) 
Gi 2 

  

  

') Для точек 9%’ свойство 4) очевидно.
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При учете произвольности е, О «Ежа, отсюда и сле- 
дует свойство 4) леммы. 

Лемма 12 доказана. 
Мы используем лемму 12 для доказательства всех после- 

дующих лемм настоящего параграфа. 
Лемма 13. Пусть в области ® задана произволь- 

ная непрерывная функция f(z) u BCD — некоторое 
совершенное множество. Пусть из каждой точки Z He- 
которого множества Же не первой категории на Ъ 
исходят три луча Е (2) @=1, 2, 3), расположенные на 
различных прямых, причем 

Tim | ле —1(2) 
h й->0 

  < ©, 

где 2+ РЕЁ(2) (1—1, 2, 3). 
Тогда найдутся порция З: с} и постоянная [>0 

такие, что 

| f (2) — f (@) |< L| %—2,| 

для произвольных точек 2, 2Е%.. 
Доказательство. В силу леммы 12, взятой для на- 

шего случая у==3, найдутся порция = и число с > 0, 
удовлетворяющие условиям 1) — 4) этой леммы. 

Возьмем произвольную точку 269’. 
Так как ’ открыто относительно $$, то существует 

круг |2’—2| «гс центром в точке 2 такой, что порция В 
множества $”, определяемая этим кругом, является одновре- 
менно и порцией множества 3; очевидно, можно считать, 
что этот круг расположен внутри концентрического круга 

|2’ — 2| < 931700. (9) 

Докажем для найденной порции З<Ф утверждение 
леммы 13. 

Рассмотрим произвольные точки 21, 2. @ ЗВ, 2, = 2. Могут 
представиться две возможности. 

1. Одна из точек 2., 25 лежит на луче *,(21), т, (20) 
(1—1, 2, 3), соответствующем другой точке. 

Тогда в силу свойства 4) леммы 12 будем иметь 

If @)— Ле] < + | 2. — 2; |.
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2. Каждая из точек 2, и 2. лежит внутри одного из уг- 
лов, образованных лучами 7, (2), 7, (2) (i ==1, 2, 3), cooT- 
ветствующими другой точке. 

Предположим для определенности, что точка 2, лежит 
внутри угла, образованного лучами т, (2,1) и t)(2,) (рис. 1) 

т; (2,) 

  

    
2; (22) Te (z,) 

  

C2 (22) 

<, (2,) 
$, (22) 

Рис. 1. 

Из свойств 1) и 2) лучей <, (2) (лемма 12) вытекает, что 

7000 < [<; (21), <; (25)] < *— 7005 (10) 

при #1 (i, /=1, 2, 3); отсюда следует, что луч <. (25) 
сбязательно пересекает один из лучей т, (21) и *› (21) в не- 

которой точке 2 на плоскости. Пусть 265 (21). 

Рассмотрим треугольник с вершинами в точках 2, 2», 2 

и соответственными углами 6,, 65, 6 =[t, (21), %3(Z)]. U3 (10) 
имеем 

700s <6 << x— 7006, 
и следовательно, 

sind > sin700c. 
Легко находим 

1 ~ __ sin 95 

sin 7006 
|2, —2| [22 — 2,| < [22—2:|. (11) 

sin 4
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Но из (9) следует, что |2— 2. | < 05117006; поэтому 
в силу (11) _ 

[21 —2| < 5, 

т. е. точка 2 принадлежит области D, что следует из свой- 
ства 3) леммы 12. Но тогда на основании свойства 4) той же 
леммы имеем 

F (21) —F (2) 

  

  

  

    

    

    

  

  

<-. (12) 
ae,ummZ 6 

Аналогично получим неравенства 

~ 1 
122—2| < 70122 — 21|, (13) 

Л (2) — 1 (2) | 1 
2—2 $ 

Из (11), (12) и (13) следует 

f (2)—f (2) | If) —f@l+1fev—F @| 
22 — 2 |< _ | 22 — 21| < 

1 Ff (22) — f (2) 1 1 (2) —/ (2) < 
sin 700c 23—2 sin 7000 21 —2 

2 2 

< ¢ sin 700c < 2 

(sin 7000 > в, так как << 600) . 

Объединяя рассмотренные случаи | и 2, заключаем, что 
для любых точек 2, 2 Е ЗФ, имеет место неравенство 

1 (=) Л (21) | < 22—24, 
2 1 

roe L= = > > — постоянная. 

Лемма 13 доказана. 
Совершенно аналогично лемме 13 доказывается следую- 

щее утверждение, которое мы также используем в главе 4 
и дадим в соответствующей форме. 

Лемма 14. Пусть 2=%(%9) — непрерывная в 06- 
ласти % функция и $», — совершенное множество. 
Пусть из каждой точки ШЕЪ, как из вершины
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исходят три угла 8, (%) 1=1, 2, 3), полученных парал- 
лельным смещением фиксированной тройки углов @,, 
Я, @ со следующими свойствами: 

1) раствор каждого из этих углов равен 4“, <> 0, 
2) 8000 << [Q2, 9] <п— 8005 (1-=]), где [%;, ®} 

определяется как угол между биссектрисами Q,, о. 

Наконец, пусть из каждой точки ®ЕФ, исходят 
три простые дуги Ё; (4) Е=1, 2, 3), расположенные 
внутри соответственных углов ®, (%), со следующими 
свойствами: 

а) диаметры этих дуг >8>0и 

9 (w’)— 9 (w) 1 
6) | и’ — <- 

для всех м ЕЁ, (№) i= 1, 2, 3), удовлетворяющих нера- 
венствам 0 < |’ — |< 5. 

Тогда найдутся порция Зе, и положительное 
число Г, такие, что 

[$ (25) — $ (®) | <L|w,—2,| 

для произвольных точек W,, WE H,. 

Итак, для случая у==3 в условиях леммы 13 (а также 
леммы 14) найдется порция 3, множества 8, на которой 
значения функции /(2) удовлетворяют условию Липшица. 

Оказывается, что в случае у==2 такое утверждение не- 
верно. 

В самом деле, пусть $Ф(х) — непрерывная на оси Ох 
функция, нигде не дифференцируемая; определим непрерыв- 
ную в плоскости 2 функцию /(2) следующим образом: 

g(x—y) при у>0, 
Ф(х-- у) при ух0. 

Ясно, что вдоль лучей х — у== соп$, у>0 и лучей 
х—- у= сопзЬ у<0 имеем 

ев) — 1 (2) | _ | ) | 0, 

го=ле+ы=| 

и в то же время ни на каком отрезке оси Ох (играющей 
роль множества №), в точках которой }(2)=(х), функ- 
ция / (2) не удовлетворяет условию Липшица.
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Можно построить подобную функцию / (2) даже со всюду 
конечными производными числами вне оси Ох. 

Следовательно, в случае у =2 выполнения условия 

ferns (2) < со, z+ h€t, (2), &5 (2),   lim 
й->0 

даже всюду в otnacre недостаточно, вообще говоря, для 
справедливости утверждения леммы 13. 

Итак, случай = 2 существенно отличается от случая 
у= 3. Вспоминая доказательство леммы 13, можно объяснить 
причину этого явления так: тройки лучей &, (2) 1==1, 2, 3) 
«почти» одинакового направления образуют хорошо сцеп- 
ленную систему в отличие от системы пар лучей 2, (2) 
(==1, 2). 

Указанное отличие создает некоторые дополнительные 
трудности при доказательстве теоремы о свойстве К”. 

Приведем две леммы для случая у=2. 
Лемма 15. Пусть /(2) — произвольная непрерывная 

в области D функция и За? — совершенное мно- 
жество. Пусть из каждой точки 2 некоторого мно- 
жества с} не первой категории на 3 исходят два 
луча 1, (2) 1=1, 2), расположенные на различных пря- 
лых, причем 

гео (г) < ©, lim 
h+>0 

20e z+hEt,(z) G=1, 2). 

Тогда найдутся круг с», содержащий порцию 
=, и число Ё, такие, что каждая точка 22% 
является вершиной пары вертикальных углов У (2), по- 
лученных параллельным смещением фиксированных вер- 
тикальных углов У, со следующим свойством: для каж- 
дой точки 2’ Е 3ПЗ%, расположенной внутри или на 
границе углов \ (2), имеет место неравенство 

|7 (г) — 1 (2) <Ё#Ы— 2]. 

При этом [(2) почти всюду на З, имеет полный 
дифференциал относительно %5,. 

Доказательство. Применяя лемму 12 для v=2, 
находим порцию }В’=» и число <, удовлетворяющие усло- 
виям 1) — 4). 
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Как и при доказательстве леммы 13, берем в качестве \, 
порцию множества $’, расположенную в некотором круге 3, 
с диаметром, меньшим с 5117000. Для этого №, докажем 
утверждение леммы 15. 

Из свойств Г) и 2) лучей т, (2) 1=1, 2) следует, что 
на плоскости 2 найдется фиксированная прямая 5, удовле- 
творяющая условиям: 

а) лучи т, (2) и *.(2) лежат по одну сторону от пря- 
мой $5 (2), проходящей через точку 2 параллельно прямой $; 

6) углы, образуемые лучами <, (2), t)(2) с каждым из 
направлений прямой $ (2), по величине больше 350с. 

Отсюда вытекает, что вертикальные углы У (2) с общей 
вершиной 2, общей биссектрисой $ (2), каждый из которых 
равен 30‹, обладают следующими свойствами: 

1) лучи т, (2) и *›(2) лежат по одну сторону от каждой 
прямой, проходящей внутри У (2) и через точку 2; 

2) углы между лучами т! (2), *.(2) и каждым направле- 
нием такой прямой больше 300с. 

Пусть теперь 2%. Если внутри У (2) находится точка 
г’ ПЗ, то 

[У (2) — 12| < Е — 21, (14) 
2 

В самом деле, в силу построения вертикальных углов 
У (2) все лучи т; (2), *,(2’) (=1, 2) лежат по одну сторону 

от прямой 22’с< У (2); из свойства 2) леммы 12 следует 
тогда, что либо т, (2) и “о(2”) либо ч.(г2) и t,(2’) Mepece- 

каются в некоторой точке 2. Отсюда, как и в лемме 13, 
следует (14). 

Для доказательства последнего утверждения леммы заме- 
тим, что неравенство (14) имеет место и для компонент 
и (х, у), U(x, y) функции } (2) =и- ®. Отсюда легко сле- 
дует, что поверхности Й = и (х, у), 7 = 9 (х, у), определен- 
ные лишь для ToueK (x, y)E 3B имеют в каждой своей 
точке контингенцию, не являющуюся ни полным пространством, 
ни полупространством, так как не пересекается с некоторым 
круговым двуполостным конусом (ось симметрии которого, 
вообще говоря, не параллельна оси 2). Следовательно 
(см. приложение, $5 3), почти всюду на Фу функции и (х, у), 
9(х, у), а потому и } (2), дифференцируемы относительно Фи:
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Лемма 15 полностью доказана. 
Докажем теперь такую лемму: 
Лемма 16. Пусть непрерывная в области ® функ- 

ция }/(2) является аналитической всюду вне совершен- 
ного множества Ж3». 

Пусть из каждой точки г некоторого множества 
Же» не первой категории на 3 исходят два луча 
2 (2) (=1, 2), расположенных на различных прямых, 
причем 

пт | — 7 © 
й->0 

где & + ИЕ (2) 1=1, 2). 
Тогда найдется порция =, почти во всех точках 

которой }(2) имеет полный дифференциал. 
Доказательство. В силу лемм 12 и 15 находим пор- 

цию <, из каждой точки которой исходят два луча 
т, (2) 1=1, 2), обладающих свойствами 1) — 4) леммы 12, 
причем почти всюду на У, функция f(z) имеет полный 
дифференциал относительно %Ъ. 

Пусть 2 — произвольная точка плотности множества Bo, 
в которой такой дифференциал существует. Мы покажем, что 

1 < co (ие (15) 

  < ©, 

lim 
2' —>Zz 

по теореме В. В. Степанова отсюда и будет следовать 
утверждение (см. приложение, 5 3). 

Обозначим через В часть множества ‘By, лежащую 
внутри круга ®, :| 2’ — 2] < г; тогда в силу выбора точки 2 

Мез $) lim ——,°- = 1, 
r>0 er 

lim LE)— LE) < ©, 2’ € Bp. 

z'->z 

  

  

Следовательно, найдутся числа г, и [Г такие, что для 
всех г < гу будем иметь 

Mes $Y) > xr? (1 — 0°), (16) 

pee) <L npu 2 eR, (17) 

roe o > 0 — число, фигурирующее в лемме 12, 
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Введем временную прямоугольную систему координат by 
с началом в точке 2, направив положительную полуось & 
вдоль биссектрисы угла [t,(Z), t)(2)], где т, (2), ч› (2) — 
лучи, выходящие из точки 2 (рис. 2). 

  

    
Рис. 2. 

Из свойств 1), 2) леммы 12 следует, что острые углы 

между осями координат 2Е, zn и лучами <, (2’), #=1, 2 
(Е), удовлетворяют неравенствам 

3006 < [x, (2’)7Z8] < > — 3000, 

— я (18) 
3006 < [t, (2’), 24] < 5 — 300. 

Направив ось * вертикально вверх, назовем один из 
лучей точки 2 — пусть *, (2) — нижним, если он лежит в ниж- 
ней полуплоскости 1<0, а другой, <.(2), — верхним. 
В силу (18) и 1) леммы 12 для всех остальных точек 2’ СЪ; 
также естественно определить нижние лучи — это будут 
всегда х, (2”) — и верхние — то (2’).
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Рассмотрим два концентрических круга ®, и # с центром 
в точке 2 и соответственными радиусами г <гГу и 150г6в; 

в силу выбора 6, 6 << Thay uMeem 150ra < 5. 

Построим три круга радиуса го: два из них — внутри 
круга ®, с точками. касания (с ®,) на оси т, третий — 
внутри ® с точкой касания на отрицательной полуоси &. 
Из (16) следует, что в каждом из построенных кругов на- 
ходятся точки множества 5; выберем в них по одной такой 
точке, обозначив их соответственно 21, 25, 2.. Будем считать, 
что 2, лежит в нижней полуплоскости 9 < 0. В силу 2) 
леммы 12 верхний луч точки &, т.е. <. (2.), пересекает 
нижний луч <, (25) точки 25, при этом расстояние точки пе- 

ресечения до 2 меньше —г (если учесть, что в наших усло- 

виях $1п 600с >> с). 
В силу (18) лучи *;(23) (=1, 2) третьей точки 2. пере- 

секают обе полуоси м в точках, отстоящих от 2 не более 
r 

чем на 5. и, следовательно (опять-таки в силу (18)) пере- 

секают указанные выше лучи <, (25), <›(2:) точек 2, и 2. 
Эти четыре луча при пересечении образуют замкнутую ло- 
маную (четырехугольник) 4, диаметр которого меньше 

Г == [1 (в)г. Из построения ломаной 4, следует: далее, что 

внутри нее содержится и точка 2; при этом расстояние от Z 
до 4, больше (2005)? г = [. (с)г. 

Так как для каждой из точек 21, 22, 23 лучи одной из 
них пересекаются лучами двух других (см. выше), то, как 
и при доказательстве леммы 13, получаем 

[У (25) — Л (201 < 2 (@)| 2, —2и (19) 
2 

при А, 1[=1, 2, Зи Е (6) =. 

Рассматривая теперь различные случаи взаимного рас- 
положения двух точек 5’, 2” на ломаной 4, с помощью (19), 
свойства 4) леммы 12, а также используя оценку диаметра 
4(4,) < Ё! (с)г, получим неравенство 

(2) — (2) | < г (20) 
8 

для любых 2’, 2" 4,; при этом Г, (0) =.
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Так как точка 2 находится внутри ломаной g,, TO, Ha- 
пример, т, (2) пересекает ее в некоторой точке =” и, следо- 
вательно, 

| (2) — 12| < |2” —2| < 4 @г, (21) 

где L, (<) — [21 (5)? = + . 

Из (20) и (21) находим 

| (2) — Л (2) | <<, 

где 264, — произвольная точка; так как |2’ — 2] > [. (в) г 
(см. выше), то имеем, наконец, 

IF 2 — Л(2)| < 48 @ |2’ —2| (22) 

для любой точки 2’ €q,. 
Итак, показано, что при любом г<.г, найдется простая 

замкнутая ломаная 4,, содержащая строго внутри точку 2, 
причем диаметр 4 (4,) < Е! (с)г и имеет место (22). Поэтому, 
в частности, можно считать гу выбранным так, чтобы 
внутри 4,, г <. гу, всегда имело место (17). 

Пусть теперь 2 = 2 — произвольная точка внутри за- 
фиксированной ломаной 4,. Если 2 Е Фу, то имеет место (17); 

поэтому рассмотрим точку 2, вне %, где по условию леммы 
функция / (2) аналитична. 

Пусть 4, — замкнутая ломаная, содержащая точку 2 внутри 
и имеющая столь малый диаметр, что точка 2 ==г2 лежит 
вне 4, причем выполняется (22); по доказанному выше 
такая ломаная существует. 

(9 —/Л (2) 
6—2 

Очевидно, функция 9 (0) = непрерывна в зам- 

кнутой области 6,, ограниченной ломаными 4, и 4, и ана- 

литична там всюду вне Ф,. Так как на ломаных 4, и 4, 

1p (S)| < L6(9), 

а в точках множества %, попавших внутрь 8,, имеет 
место (17), то в силу принципа максимума модуля для ана- 

литических функций имеем во всех точках области 6, 

[$ (©| < Г’ = мах М (©), В]
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и, в частности, 
7 (20) — f (2) 

20 —& 
< Г. 

В силу произвольности точки 2, 2 == 2, взятой внутри Ч, ’ 

отсюда и следует (15). 
Лемма 16 доказана. 
Совершенно аналогично, почти не изменяя предыдущих 

рассуждений, можно получить следующее предложение: 
Лемма 17. Если в условиях леммы 14 функция $ (м) 

является аналитической всюду вне множества YB, CD,, 
то почти всюду на указанной там порции $ = \, она 

имеет полный дифференциал. 
В связи с леммой 16 докажем еще одно утверждение. 
Лемма 18. /Лусть непрерывная в области D функ- 

ция }(2) является аналитической всюду вне совершен- 
ного множества За. Пусть множество Qe YP— 
такое, что Мез > = Мез 3 и 

1) в каждой точке 265 функция }(2) имеет диф- 
ференциал относительно $; 

2) из каждой точки 23 исходят два луча Ё (2), 
2 (2), расположенные на различных прямых, причем 

lim Feri Fe) < ©, 

h->0 

roe 2-+-hEi,;(2), i=1, 2. 
Тогда почти всюду на 3 функция f(z) o6aadaem 

(обычным) полным дифференциалом. 
Доказательство. Для доказательства в силу тео- 

ремы Степанова нужно показать, что почти для всех точек 
2ЕЖ имеет место соотношение 

lim ae < ©. (*) 
А,->0 

Отметим прежде всего, что для произвольной непрерыв- 
ной функции /(2) множество © всех точек области BD, 
в которых выполняется (*), является измеримым, так как 

$ = (] <, (n==1, 2,...), rae 

о |< lal <a}   

—



66 ОДНОЛИСТНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (ГЛ. 3 

являются замкнутыми множествами (что доказывается, как и 
в главе |, $ 2). Поэтому измеримым является и дополни- 
тельное множество © =%® \ ©. 

Если утверждение нашей леммы неверно, то Мез © > 0 
и, очевидно, © < 3; выберем совершенное множество $’ < ©, 
каждая порция которого имеет положительную плоскую 
меру. Очевидно, можно считать, что 8’ с 5. По построе- 
нию, для любой точки 2Е3’ найдется последовательность 
точек ©,(2)->2 (п=1, 2,...), для которых 

F Gn) — Л (2) — —>COo (N-—>0d). (**) 

На основании леммы 12 находим порцию ЖЗ, > У’, 
каждой точки которой исходят два луча <,(2) (1=1, 2), 
обладающих указанными в ней свойствами; в силу выбора 
множества Ъ” имеем 

Mes $8, > 0. 

Взяв теперь произвольную точку плотности 2ЕЖ,, 
в которой f(z) имеет дифференциал относительно всего 
множества 3 > ФЗ, и повторяя доказательство леммы 16, 
как и там, придем к неравенству 

f =) — — г (2) 
=’ 

lim 
z' >: 

< ©, 

которое противоречит нашему предположению (**). 
Лемма 18 доказана. 
Отметим еще, что леммы 16, 17, 18 верны и в том слу- 

чае, если предположить, что рассматриваемые в них функции 
осуществляют открытое (в частности, однолистное) отобра- 
жение соответствующей области, и даже с усилением; именно, 
в условиях теорем 17, 18 можно показать, что они диффе- 
ренцируемы не только почти всюду в некоторой подобласти, 
но и почти всюду по всей первоначальной области; факти- 
чески это утверждение доказано уже Д. Е. Меньшовым [55] 
и для наших дальнейших целей было бы достаточно. 

Теперь докажем сформулированные в начале этого пара- 
графа теоремы 4” и 5. 

Доказательство теорем 4’ и 5. 
1) Предположим, что теорема 4’ неверна. Тогда найдется 

непустое совершенное множество } в области & такое, что
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ни в одной точке Ж функция /(2) не является аналитиче- 
ской; в то же время в каждой точке дополнения % \ $} эта 
функция аналитична. 

Из условий теоремы следует, что в точках 3 имеет 
место свойство К”, исключая не более чем счетное множе- 
ство, которое, следовательно, первой категории на 3. По- 

этому, применяя леммы 13 и 16, находим круг DCD, 
содержащий порцию З, = % и такой, что 

a.) (2) аналитична в ®, \ В; 
61) |1 (25) — 1(2\)| <L\z—z,| для любых точек 2), 

2 Е, (Ё — постоянная); 
в!) / (2) почти всюду в % дифференцируема. 
Но так как отображение < = } (2) является однолистным 

и прямым, то в силу леммы 8 

Bi) 1 (2) почти всюду в ®, моногенна. 
Наконец, как и в теореме 3’, докажем, что 
г.) производная /’(2) суммируема в 3). 
В силу леммы 11 функция f(z) с перечисленными свой- 

ствами должна быть аналитической всюду в круге % и, 
в частности, в точках 3, <; что противоречит определе- 
нию точек множества 3; следовательно, множество % должно 
быть пустым. 

Тем самым утверждение теоремы 4’, а вместе с ней и 
теоремы 4, доказано. 

2) Аналогично, предполагая, что неверна теорема 5, на- 
ходим совершенное множество $ < % всех точек », в ко- 
торых функция }(2) не является аналитической. 

Из условий теоремы следует, что в точках 3 выполнено 
свойство К”, исключая не более чем счетное множество. 
Поэтому, применяя леммы 15 и 16, найдем круг Dp, содер- 
жащий порцию 3, = 3, такой, что 

a.) /(г) аналитична в %% \ Зв; 
6.) | (25) — /(2)| < Ё [2—2 для любых точек 2, 

2. СЗ» лежащих на одной из прямых & = с0п$4, == с0п$%; 
при этом в качестве направлений осей &, ’ косоугольной 
системы координат можно взять направления сторон верти- 
кальных углов У (2), о которых идет речь в лемме 15; 

Во) } (2) почти всюду в %5 дифференцируема. 
В силу леммы 7 пункт во) можно заменить здесь таким: 
в.) (2) почти всюду в 5 моногенна.
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С помощью рассуждений теоремы 3’ получим, наконец, что 
го) производная ]’(2) суммируема в »,. Отметим лишь, 

что при доказательстве го) следует учесть, что почти во всех 
точках плотности 2, € В», где производная /”(2) существует, 
она ограничена по модулю числом С, так как в силу леммы 15 
для любой точки 2.С%»№ вертикальных углов У (21) также 
имеет место 6б.). 

Из леммы 11” следует тогда, что }(2) является аналити- 
ческой всюду в ®, > Py. что, как и выше, противоречиво. 

Теорема 5 доказана. 
Следует заметить, что теорему 4 нельзя считать обобще- 

нием теоремы 3 в полном смысле слова, так как определе- 
ние свойства К” требует конечности растяжения в точке 
(и этим мы существенно пользовались выше). Не известно, 
можно ли в условиях теоремы 4 допускать и бесконеч- 
ные растяжения; что же касается теоремы 5, то можно 
доказать ее, допуская также и бесконечные растяжения, если 
одновременно потребовать существования одного и того же 
предела 

Aw 
lim Arg =>: z+ Azét,(z), t,(2). 
Az—>0 

Мы не будем приводить этого доказательства, но из 
главы 4, & 65 будет достаточно ясно, как его получить. 

$ 3. Теорема Д. Е. Меньшова об отображениях, 
переводящих бесконечно малые круги в бесконечно 

малые круги 

Рассмотрим некоторое непрерывное и однолистное ото- 
бражение w== f(z) области 3 плоскости 2 на область BD, 
плоскости 1. Для произвольной точки 2% возьмем 
окружность С (2%, г): |2 — 2| =г и положим 

шах |1(2’) —Л (2) | 
—__ |12’-20|=7 

Пе = ии ЕТС. 
| 2" — 20| =Г 

  

В силу однолистности функции /(2) величина Н (2, г) 
конечна; геометрический смысл ее заключается в следующем. 

Обозначим через С, (2%, г) <= %, образ окружности С (2), г) 
при отображении % = } (2); из однолистности этого ото-
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бражения следует, что С, (2%, г) есть замкнутая жорданова 
кривая, содержащая точку 5 == } (2%) внутри. Если Ю’ и R” 
суть соответственно наибольшее и наименьшее расстояния 
до точек кривой С, (2, г), то 

/ 

H(z» r) = a . 

Предположим теперь, что при г—> 0 величина Н(2, г)>1, 
/ 

  

R 
тогда и prt. Геометрически это означает, что с умень- 

шением г до нуля кривая С. (2, г) может быть заключена 
в круговое кольцо с центром в 42, = / (2), ширина которого 
есть бесконечно малая высшего порядка по сравнению 
с внутренним (или внешним) его радиусом. 

Это оправдывает введение следующего понятия: 
Определение 6. Непрерывная и однолистная функ- 

ция } (2) отображает бесконечно малый круг 

С (2, Г): |2 — 2 | = 

в бесконечно малый круг!), если 

Ит Н (2% Г) =1. (23) 
г->0 

Очевидно, соотношение (23) выполнено, если существует 
конечный предел 

1 (2) — 1 (ео) | 
г — ̂̂ 

lim 
Z-> 2% 

He равный нулю. Обратное не всегда верно: (23) может 
выполняться даже тогда, когда множество моногенности 5... 
функции f(z) ecTb полная плоскость. 

Поэтому следующая теорема Д. Е. Меньшова является 
существенным обобщением результата Г. Бора (см. [27] и 
введение). 

Теорема 6. Если непрерывная функция == } (2) 
однолистна в области Ъ и для каждой точки 2ЕЪ, 
исключая не более чем счетное их множество, ото- 
бражает бесконечно малый круг с центром в этой 
ee 

1) Некоторая неточность в применении слова «круг» (вместо 
«окружность») вызвана установившейся уже традицией, и к суще- 
ственным недоразумениям это не приводит.
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точке в бесконечно малый круг, то либо функция } (2), 

либо ей сопряженная 1[(2) является аналитической 
всюду в ®. 

Как и в предыдущих параграфах, убеждаемся, что до- 
статочно будет доказать следующую теорему, которую 
сформулируем несколько короче: 

Теорема 6’. Если непрерывная и однолистная 
функция == } (2) осуществляет прямое отображение 
области % и в каждой точке 2%, исключая не более 
чем счетное их множество, имеет место (23), то } (2) 
является аналитической функцией в %. 

Мы приведем доказательство этой теоремы, в основном 
сохраняя рассуждения Д. Е. Меньшова, а также порядок 
следования его лемм. 

Лемма 19. Густь }(2) — функция, непрерывная и 
однолистная в области Ъ, и Зс 3 — совершенное 
множество. Если в каждой точке 2 множества Же} 
не первой категории на Ж имеет место (23), то для 

каждого => 0 найдется круг 3, < %®, содержащий не- 
которую порцию cP, и положительное число св, 
такие, что 

Н(2, г <1-ь, (24) 

для всех 2ЕЪ и всех г, «гов. 
Доказательство. Для данного => 0 обозначим 

через ©, множество точек 2, для которых имеет место (24) 

для всех 0<r<t: тогда в силу (23) 

N=VY(GN @=1,2,...). 

Покажем, что каждое множество б, замкнуто в ®. 
В самом деле, пусть 2, Сб, и 2, >26 ® (Е =1,2,...). 

Возьмем на окружности С (2%, Г), О<г<_, две произ- 

вольные точки 2’, 2”; на окружностях С (2,, г) (Е =1, 2,...) 
того же радиуса г выберем по две точки 2,, 2, так, чтобы 
2,—> 2’ и 2,->2”. Тогда 

f (2) —F (2p) 
f (22) —F (Zn) 
  <I-+e (k=l, 2, ...).
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В силу однолистности функции { (2) имеем }(2”)-=/ (2); 
поэтому в предыдущих неравенствах возможен предельный 
переход при А —> со, и мы получаем 

f (2) —F (20) 
Ff (2") — F (20) 

т. е. Н(2, г) <1-ев, что и требовалось. 

Так как Х = (] (©,Г] 7) и Я— не первой категории 
n 

<ite,   
  

на $, то найдется nopuua Ry = BND, (D, c D — nexoropritt 
круг), на которой одно их множеств ©, всюду плотно, но 
так как ©, замкнуто в ®, то Ф, внутри круга 8, просто 

совпадает с @,. Выбрав теперь с =, мы завершаем дока- 

зательство леммы 19. 
Лемма 20. В условиях теоремы 6’ функция (г) 

моногенна почти всюду в области D. 
Доказательство. Покажем сначала, что }/ (2) почти 

всюду в ® дифференцируема; для этого в силу теоремы 
В. В. Степанова (см. приложение, 8 3) нужно убедиться, 
что почти всюду в % 

ео 
  lim 

h->0 
< со. (25) 

На стр. 65 мы показали, что множество © всех точек 
26%, в которых имеет место (25), измеримо. Поэтому из- 
меримым является и дополнительное множество © ==%® \ ©. 

Предположим, что наше утверждение неверно и Мез © >> 0. 

Тогда можно указать круг Ъ, Dc D, для которого множе- 
ство ©, =@ > имеет также положительную меру 

Mes &, > 0. 

Ясно, что область №, = { (5) в плоскости < ограничена 
и, следовательно, имеет `конечную площадь. Идея приво- 
димого ниже доказательства состоит в том, чтобы получить 
для этой площади сколь угодно большое значение, опираясь 
на подходящее покрытие ©, кругами и теорему Витали; по- 
лученное противоречие и покажет, что (25) выполнено почти 
всюду BD u f(z) почти всюду дифференцируема.
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Вычитая, если нужно, из ©, точки исключительного не 
более чем счетного множества, указанного в теореме 6’, 
будем считать, что (23) имеет место в каждой точке &). 

Пусть А — сколь угодно большое число. Из нашего пред- 
положения следует, что для любой точки 26, найдется 
последовательность точек ©, =, (2) Е Ъ, для которых 

Lt) — LE) > A, (26) 
п— 2 

причем г, (2) = |, —=2|->0 (п =1, р ..). Далее, всилу (23) 
найдется г (2) > 0 такое, что при г < г ‘р (2) 

Н (2, г) < 2; (27) 

очевидно, можно считать, что для всех точек (, (2) числа 

ги (2) < Г (2). 
Через каждую точку &, (2) проведем окружность С(") (2) = 

=С (2, г, (2)), ограничивающую круг ®° (2). Пусть С" (2), 

RY” (2) — их образы. В силу (27) радиус Ю» описанного вокруг 

кривой С“ и радиус Ю„ вписанного в нее круга с центром 
в /(2) удовлетворяют условию 

21 < 2, 

а в силу (26) 1 
и 

Rn > ©} Ги. 

Отсюда следует, что площадь области a” будет 

Мез 8" > т Ага (2). (28) 

Так как замкнутые круги $”) (2), 2 бу, очевидно, обра- 

зуют покрытие Витали множества ©, то из них можно вы- 
брать конечное число попарно не пересекающихся кругов 

Ri = #2 (2) (1—1, 2,..., 5), для которых 

У, Mes R! == x У, rn > + Mes 6. (29) 
i i 

  

В силу однолистности OTOOpaxeHHA w== f(z) o6macTH 
! i | 

® =/ (9) также попарно не пересекаются, поэтому Ме$ 5, =
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= Mes f (d) > > Mes Ri: теперь в силу (28) и (29) получаем 

А? 

Mes р, > = Mes 6», 

что при любом 24, очевидно, невозможно. 
Итак, мы показали, что функция f(z) почти всюду в ® 

имеет полный дифференциал. Покажем теперь, что она моно- 
генна почти всюду. 

Пусть в точке ZED функция f(z) дифференцируема. 
Из условия lim #7 (@, г) =1 и определения величины Н (г, г) 

г> 

легко следует, что все производные числа (2) в точке & 
равны по модулю и, следовательно, отображение « == { (2) 
обладает постоянным растяжением .в этой точке. Так как это 
отображение является прямым, то в силу. леммы 8 в точке & 
функция /(2) моногенна. 

Лемма 20 доказана. 
Лемма 21. Если непрерывная и однолистная функ- 

ция }(2) моногенна почти всюду в области %, то ее 
производная }’(2) суммируема с квадратом внутри Ъ, 

т.е. для любой области d, dD, 

Г Пл фрахау < оо. (30) 
Ъ 

Доказательство. В силу леммы 20 для множества 
><, где существует конечная производная }” (2), имеем 
Мез > == Мез $, поэтому (30) равносильно тому, что 

ГГ’ фах ау < оо. (31) 
Q 

Пусть 5, — часть &, rue 

п 1 < | (2)| < п; 

тогда SQ = Us, (n==1, 2, ...), H TaK Kak 

[ [le @P ax ay <1? Mes Q,, 
Dy
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то (31) будет доказано, если мы покажем, что 

оо 

>, п? Мез Э, © со. (32) 
n=) 

Зафиксируем произвольно большое целое пу и для А =1, 
2,..., По рассмотрим такие попарно не пересекающиеся со- 
вершенные множества $,CQ,, To 

Mes $, > 5 Mes Qe: 

Эти множества отстоят на положительном расстоян! и 
друг от друга и от границы области $, поэтому их можно 
заключить в попарно не пересекающиеся открытые множе- 
ства ©,<Ъ. Тогда для произвольной точки 2 ФЗ, найдется 
последовательность точек $, =, (2) Е ©), таких, что 

F En) — Л (2) 
и —= 

>k—1, [и—2|->0. 

(п) Проводя окружности С’ (2), проходящие через (,, заклю- 
чаем, как при доказательстве леммы 20, что при фиксиро- 
ванном А можно выбрать конечное число замкнутых попарно 

не пересекающихся кругов 8) — 9") (2) (=1,2,..., 5»; 
ik 

2. С%,), таких, что их образы Я” также попарно не пере- 
секаются и имеют площадь 

Sp 
on. _ 2 _—_ 2 У, Mes K {i > 2—9 Ме З, > (— D" Mes D4. 

i=] 

Так как открытые множества 22,59, не пересекаются, 
то из предыдущих неравенств получим (А =1, 2,..., пу): 

п 5 по 
А 1 

Ме; > У, У, Mes RX’ > 6 У (k — 1)? Mes Q,, 
Rel im] Е=1 

откуда следует сходимость ряда 

оо 

2 (2 — 1)?MesQ,, 

а с ним и ряда (32).
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Лемма 21 доказана. 
Лемма 22. /[Густь непрерывная и однолистная фун- 

Kyun } (2) является аналитической всюду в круге 3 ра- 
диуса <> 0, исключая, возможно, точки совершенного 
множества с. Если в каждой точке 22% 

Н (г, г) < 2 

для всех г, 0 «гов, то функция } (2) обладает М-свой- 
ством!) почти на всех сечениях круга ® прямыми, 
параллельными осям координат. 

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать 
лемму для произвольного прямоугольника в 8 со сторонами, 
параллельными осям координат. 

Возьмем прямоугольник Я [х!, Хо; У, УЕ и докажем, 
что имеет место М№-свойство на прямолинейных сегментах 

2, (У) 2. (У), соединяющих точки 2,(y)=x,+/ly, 2(y)= 
= X,-+ ly, для почти всех уЕ[у, Yo]. 

Предположим противное; тогда для каждого значения у 
некоторого множества ес[у:, у5] положительной внешней 

меры тез“е > 0 существует на сегменте 2, (у) 25 (у) совер- 
шенное множество п(у) меры нуль, образ которого 4 (У) 
имеет положительную длину; так как вне №, функция f (2) 
аналитична и, следовательно, обладает М№М-свойством, то можно 
считать, что п (уда, уЁс. 

Нетрудно убедиться, что найдутся такие Х > 0 ие’сь, 
что 

mes*e’ > 0, 

длина 4(у) > ̂ 
для всех yEe’. 

Идея дальнейшего доказательства состоит в том, чтобы, 

покрывая «достаточно большую» часть множества 0 п (у) 

yee’ 
попарно непересекающимися кругами С (2, г) и оценивая пло- 
щадь совокупности их образов, получить для последней сколь 
угодно большое значение, что ведет к противоречию. 

Зафиксируем произвольно большое число А и каждое 
множество (у) 2, (у) 25. (у), убе’, заключим в конечное 

число р (у) непересекающихся сегментов 8(®) (у), L<k< p(y), 
— 

1) См. приложение, $ 4.
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одинаковой (и сколь угодно малой) длины 6(у) так, чтобы 

1 
р (у)8 (у) = 28 (у) <. (33) 

Занумеровав сегменты 8®(у), например, в направлении 
оси Ох, обозначим через.’ (у) и <” (у) части множества т (У), 
расположенные соответственно в четных и нечетных сегмен- 

тах 5) (у). Образ 49,(у) по крайней мере одной из этих 

частей имеет длину, большую 5. ; соответствующую часть п (у) 

обозначим через пу (У), а сегменты — через 55) (vy), lL<s<po(y). 
Из (33) следует, что 

Po(y)8(y) = pb (y) <—F- (34) 
Внутри каждого сегмента 8°(у) возьмем произвольную 

(5) С (5) 5 — ol) точку 2()(у)Ет (у) и рассмотрим окружности С(2”, 6} = 

радиуса 8(у); так как по построению расстояние между сег- 

ментами 58°) (у) всегда не меньше 8(у), то эти окружности 
не пересекаются. Далее, 8 (у) можно предположить настолько 
малым, чтобы все окружности С (2), 0) лежали внутри %. 

Пусть С, (2°), 8) =С? — образ соответствующей окруж- 

HocTu, a &, (2, 8) = — область, ограниченная кривой С®. 
Ясно, что эти области содержат 4%(У). Так как б<с и 
29) СЗ, то по условию 

H(z), 8) < 2. 

Поэтому радиус Ю, описанного вокруг кривой С) и ра- 

диус Ю; вписанного в нее круга с центром в } (2) удовле- 
творяет условию 

/ и 

Ю; < 2Rs. 

Так как описанные окружности охватывают множество 
A 

Qo(y) длины >- и так как с уменьшением 6 диаметры их 

также уменьшаются, то 8(у) можно выбрать таким, чтобы 
для всех его значений, меньших выбранного, было
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Из предыдущего следует далее, что 

ро 
Ч и А 

ХЕ >. (35) 
$=1 

Оценим теперь площадь 5 (у) совокупности областей ®®; 
так как они не. перекрываются и содержат вписанные круги 

и 

с радиусами А;, то 
Po Po 

S (y) = E Mes > = R;. 
$ = $ = 

По известному неравенству (7 Be) <a> В найдем 
р ko В 

отсюда, учтя (34) и (35), что 

ро 2 
п р А? А? 

$9 >. » Rs] > бир > 54 1° (У). 

Для каждого уе’ рассмотрим на оси Оу сегменты 
[У— 65 (у), У (У)]; так как 6 (у) произвольно мало, то ука- 
занные сегменты образуют покрытие Витали для множества ‹’, 
mes*e’ > 0. Поэтому найдется такое конечное число сегмен- 
roB A,==[y,;— 8(y,), yy + 8(у;)] (==1, 2, ..., У), один вне 

другого, таких, что 

у 

кл к 1 
2 (у) =У mes A; > = mes*e’, 

j=l 1 

Рассматривая теперь покрытие множеств к (у,) указанными 
выше непересекающимися кругами, замечаем, что образы по- 

следних, ® (у;), также лежат вне друг друга и последние 
неравенства дают оценку покрываемой ими площади 

к А? 2 eo 

Л j 

что при любом А, очевидно, невозможно. 
Докажем теперь теорему 67. 
Доказательство теоремы 6’. Предположим, что 

теорема неверна. Тогда имеется совершенное множество = 3
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точек, в которых /(2) не является аналитической, причем 
в точках дополнения 8 \ $ она аналитична. 

По лемме 19 находим круг $», содержащий порцию №, <= $, 
и число с>> 0, для которых Н (2, г) «2 для всех 2 Ъ% и 
0 «гс; очевидно, можно считать диаметр $ < в, а рас- 

стояние 8), до границы области 3) — больше с. 
В силу доказанных лемм функция }(2) = и Ю почти 

всюду в круге ®, моногенна и имеет суммируемую (с квад- 
ратом) производную /’ (2); при этом в силу леммы 22 } (2) 
обладает М№-свойством почти на всех сечениях круга Do, Ma- 
раллельных осям координат. 

Из суммируемости ]” (2) следует ‚СУммируемость всех част- 
ди ди ду 
Ox’ Oy’ Ox’ ‘бу. 

извольный прямоугольник У [х1, Хо; У1, Уз]. По теореме Фубини 

X2 

ffs реву о [Е 

R xy 

ных производных Возьмем внутри $» про- 

причем внутренний интеграл существует почти для всех 
УС[У1, У]; с другой стороны, функция ий почти для всех 
yE[y У5] обладает №-свойством. Отсюда следует, что функ- 
ция и (х, 7) почти для всех 9 С[уУ:, У] является абсолютно 

непрерывной по х (см. приложение, $ 4); следовательно, 

№2 

[ Shax=a(ey y)—alry »), 
x 

откуда, как и в лемме 11, 

[Г зяохву= [их 
С 

где С — контур прямоугольника %У. 
Поступая аналогично с остальными интегралами, как и 

в лемме 11, окончательно получим 

[ f@az=0. 
С 

Из произвольности прямоугольника Я и теоремы Морера 
следует аналитичность функции / (2) всюду внутри круга ®.
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и, в частности, в точках =}, что противоречит опреде- 
лению множества 3. 

Теорема 6”, а вместе и теорема 6, доказана. 
Заметим, что условия теорем 3, 4 и 6, а потому и сами 

эти теоремы, являются попарно независимыми; более того, 
легко построить примеры однолистных функций, для кото- 
рых в некоторой точке выполнено одно условие и не выпол- 
нены два других !). 

Все теоремы этого параграфа можно объединить следую- 
щим образом: 

Теорема 7. //усть неп рерывное и однолистное ото- 
бражение ш=}(2) области D является прямым и 
в каждой точке Е», исключая не более чем счетное 
их множество, выполнено одно из свойств: 

1) функция }(2) обладает постоянным и конечным 
растяжением ?); 

2) свойство К"; 
3) lim H(z, r)=1; 

r+>0 

4) свойство К”; 

тогда функция }(2) или [(2) является аналитической 
всюду в ®. 

Доказательство. Обозначим через @, ©6., ©. 6, 
множества точек 2, в которых имеют место соответственно 
свойства 1) — 4). 

Предполагая теорему неверной, как обычно, находим 
совершенное множество За % точек неаналитичности { (2), 
вне которого она аналитична. Найдется такая порция 

В =, ®, =» — круг), на которой одно из множеств 
6, (1=1, 2, 3, 4) — не первой категории; но тогда, приме- 
няя проведенные выше для соответствующего случая рассу- 
ждения и учитывая леммы 7, 8 и 20, придем к тому, что { (2) 
должна быть аналитической и в точках У; что приводит 
к противоречию с определением множества $. 

Теорема 7 доказана. 
Возвращаясь к свойствам 1)— 4) в ее формулировке, 

можно заметить одну особенность, присущую каждому из 
eee 

') Но если в точке = выполнены свойство К” и Н (2, г) > 1, 
TO f(z) обладает постоянным растяжением в этой точке. 

?) Не известно, можно ли и здесь допускать бесконечные 
растяжения.
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них; если в некоторой точке имеет место одно из этих 
свойств, причем функция ] (2) в той же точке имеет полный 
дифференциал, то она моногенна в этой точке (по крайней 
мере, если отображение = } (2) — прямое и однолистное). 
Теорема 7 показывает, что выполнение в области 8) указан- 
ных свойств самих по себе — без предположения дифферен- 
цируемости } (2) — уже достаточно для моногенности функции 
7 (2) всюду в ®, т. е. для ее аналитичности. 

Обозначим через 1% такое свойство функцин } (2) в точке 
области, которое при условии существования полного диф- 
ференциала у /(2) в той же точке обеспечивает ее моно- 
генность. Имея в виду полученный выше результат, есте- 
ственно было бы сформулировать следующее весьма общее 
утверждение: если 1 == ] (2) есть непрерывное, однолистное 
и прямое отображение области 3), то выполнение свойства pV. 
в каждой ее точке (за исключением конечного или счетного 
их множества), без предположения дифференцируемости ] (2), 
достаточно для аналитичности функции { (2) в % [см. [56]. 

Но в общем случае это утверждение оказывается невер- 
ным. Прежде чем привести соответствующий пример, заметим, 
что если в определении свойств КА’, К”, К” заменить 
сплошные лучи &, == (2) 1=1, 2 или 1, 2, 3) последо- 
вательностями их точек, сходящихся к 2, то эти свой- 
ства останутся свойствами типа BL. 

Рассмотрим теперь пример непрерывной на оси Ох функ- 
ции Ф(х), построенной А. Д. Мышкисом (см. [39], а также 
$ 1 главы Г), которая в каждой точке х обладает всевоз- 
можными производными числами. Для каждого х рассмотрим 
последовательность точек &, (х) > х (п =1, 2, ...) таких, что 

ф (и) ф (х) _>0 (п-> оо) 

—х ° 

Положим 

f@)=x-+ ily — 9(*)] = 2z— ie (x); 

функция / (2) непрерывна и однолистна в плоскости 2. 
Для каждой точки 2 = х,-- {у возьмем систему прямых 

х =, (хо) вместе с предельной прямой х = xX); легко видеть, 
что в точке 2, функция ] (2) моногенна относительно множе- 
ства точек этих прямых и /”(2)) =1: это явно свойство 
типа |2. Так как указанное свойство имеет место в каждой
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точке плоскости 2, то мы находимся в условиях сформули- 
рованного выше общего утверждения; тем не менее } (2) не 
только не аналитична, но в каждой точке плоскости имеет 
всевозможные производные числа (т. е. все множества моно- 
генности №, суть полные плоскости 6). 

Приведенный нами пример показывает также, что в опре- 
делении свойств К”,. К”, К” существенным является прибли- 
жение к точке 2 по сплошным линиям. 

Отметим все же, что если в этих определениях брать 
лучи одинаковых направлений и на параллельных лучах — 
конгруэнтные последовательности точек (относительно кото- 
рых и определяются К”, К”, К”), то в области обязательно 
найдутся точки аналитичности соответствующей 
функции }(2)`); но не известно, будет ли такая функция 
аналитической всюду в области. 
  

1) Доказательство этого факта мы приводить не будем, так 
как оно незначительно отличается от тех, которые привелены 
в главе 4.



ГЛАВА 3 

ВНУТРЕННИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

$ 1. Лемма С. Стоилова 

Следуя С. Стоилову [37]!), назовем непрерывное отобра- 
жение 1 = /(2) области % внутренним, если 

1) ни один континуум области не переводится при этом 
отображении в точку; 

2) образ открытого на плоскости 2 множества есть мно- 
жество, открытое на плоскости 1. 

С. Стоилову принадлежит следующий основной резуль- 
тат: всякое внутреннее отображение можно предста- 
вить в виде суперпозиции топологического и последую- 
щего аналитического отображения. Справедливо, оче- 
видно, и обратное. Из этого результата следует, что точки 
многолистности внутреннего отображения расположены в обла- 
сти изолированно и что, с точностью до топологической 
деформации, отображение в окрестности таких точек ведет 
себя, как степенная функция. Тот же результат показывает, 
что следующее определение внутреннего отображения равно- 
сильно предыдущему (см., например, [43]): существует такая 
триангуляция области %, что непрерывное отображе- 
ние ®=}(2) гомеоморфно в каждом треугольнике, 
а также в окрестности каждой его граничной точки, 
исключая, быть может, вершины треугольника. 

Приведем еще одно утверждение, которое также принал- 
лежит С. Стоилову и названо им леммой о непрерывном 
продолжении внутреннего отображения. 
  

1) См. также С. Стоилов, Теория функций комплексного пе- 
ременного, т. 1 и 2, М, 1962.
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Лемма Стоилова. //усть в области ® задано не- 
прерывное отображение ш = } (2) со свойствами: 

1. Существует замкнутое всюду разрывное в % мно- 
жество 3, такое, что в области ®\ В отображение 
и = / (2) является внутренним. 

2. Образ 3}, =} (В) множества $ есть (замкнутое) 
всюду разрывное множество на плоскости Ww. 

Гогда отображение м = }(2) является внутренним 
в области QD. 

Доказательство. Из условий леммы сразу следует, 
что никакой континуум в области % не сводится в точку 
при отображении < == } (2). 

Следовательно, если это отображение не является вну- 
тренним, то найдется точка 2 и замкнутая область 

б=3), содержащая точку 2, внутри, такие, что 2% == } (20) 

есть граничная точка континуума 5, = / (8). Рассмотрим пол- 

ный прообраз Зе» множества F, & = '(%.). Легко 
видеть, что в наших условиях 5» замкнуто и всюду разрывно 
в области 3. Поэтому внутри области 8 можно определить 
жорданову область $, содержашую 2 внутри, граница A 

которой не пересекает множества $». Для континуума D, = f (d) 

точка <, является также граничной. 
Так как множество Ж, разрывно, а №, — континуум, то 

каждая порция его границы должна содержать точки, рас- 
положенные вне 3,. Тогда найдется последовательность точек 
{w,}| (п=1, 2,...), лежащих вне №, принадлежащих гра- 

нице множества 2, и таких, что 

lim т = Wp. (1) 

п> с 

Так как „Е 1, то в > существует последовательность 
соответствующих им точек {2„} (п=1, 2,...), для которых 

Эти 2, расположены вне 5, а потому и вне $. Но 
в области > \ З отображение чи = } (2) является внутренним, 
поэтому точки 2, все принадлежат границе \ и одна из их 
предельных точек 2’Е^. Из (1) и (2) следует, что }(2/”) = 
= СЖ, т. е. должно быть 2’ Е 5, что противоречит по- 
строению кривой ^.
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Лемма Стоилова доказана. 
Ниже мы покажем, что утверждение этой леммы оста- 

нется справедливым, если предположить образ № лишь 
нигде не плотным на плоскости; это будет следовать из 
основной теоремы 8. 

$ 2. Основная теорема о внутренних отображениях 

Рассмотрим снова некоторое внутреннее отображение 
== } (2) области ». Из приведенной выше основной теоремы 

Стоилова следует, что функция (2) отображает область 
взаимно однозначно на некоторую риманову поверхность ®, 
расположенную над плоскостью Ww. 

Возьмем произвольную точку 2%); скажем, что ото- 
бражение м = / (2) сохраняет ориентацию в точке 2, или 
меняет ее на противоположную, смотря по тому, совпадает 
или нет направление обхода простой замкнутой кривой J, 
лежащей в достаточно малой окрестности 2, и содержащей 
эту точку внутри, с направлением обхода ее образа / (1) 
вокруг точки у = } (2%). 

Из той же теоремы Стоилова следует, очевидно, что 
внутреннее отображение области 3) либо во всех точках ее 
сохраняет ориентацию, либо во всех же точках % меняет на 
противоположную. 

Целью настоящего параграфа является доказательство 
следующего основного утверждения. 

Теорема 8. //усть в области % плоскости 2 рас- 
положено произвольное совершенное и нигде не плотное 
множество точек 3 и пусть непрерывная в » функ- 
ция }(2) осуществляет внутреннее отображение каж- 
дой компоненты (открытого) дополнения ® \ с со0- 
хранением ориентации в каждой его точке. Тогда, если 
при отображении м == } (2) 

1) никакой континуум на $} не сводится в точку и 
2) образ В, множества В нигде не плотен на пло- 

скости ®, то это отображение является внутренним 
в ®; в частности, найдется точка множества $,, 
в окрестности которой }(2) однолистна. 

Доказательство. 
1. Не ограничивая общности, можно предположить, что 3) 

есть некоторый круг, причем, взяв, если нужно, меньший
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круг, можно считать, что функция ] (2) удовлетворяет усло- 

виям теоремы в замкнутом круге $. Тогда образ множества 

BoD есть замкнутое (компактное) нигде не плотное множе- 
ство №, на плоскости %. 

Из условий теоремы следует, что никакой вообще кон- 
тинуум в области % не сводится в точку при отображении 

Следовательно, если это отображение не является вну- 

тренним, то найдется точка 2, © % и замкнутая область дс), 
содержащая эту точку внутри, такие, что 2, = (25) есть 

граничная точка континуума 8, == } (5). По условию прооб- 
раз $ точки 2 в 6 — очевидно, принадлежащий 3, — есть 
замкнутое всюду разрывное множество; поэтому внутри 
области 8 можно определить жорданову область 5, содержа- 
щую 2, внутри, граница Х которой не пересекает множе- 

ства $. Для континуума $2, = / (5) точка у также является 
граничной. 

Обозначим через \, образ замкнутой кривой A; по по- 

строению 2, {^,. Пусть % (и) — круг с центром 2, такой, 
что 

3 (2) ПЛ, =0. (3) 

Тогда все граничные точки континуума 5, = / (5), попавшие 

внутрь круга % (%.) — совокупнссть их обозначим через 
; 

З:, — обязательно принадлежат В, == } (№): ведь этим точкам 
по построению должны соответствовать внутренние точки 
области 2, которые, следовательно, могут принадлежать лишь 
множеству ‘I. 

Так как № — замкнутое множество, то в окрестности 

3 (45) его граничной точки , найдутся внешние для Dd, 
точки. Пусть 1’ — одна из них и 5 (4) с 3 (%) — круг 

с центром Ww’, расположенный вне множества $,. Будем 

перемещать 5>(%”) вдоль радиуса ®’, по направлению 
к центру ®%, круга 3» (<). На этом радиусе найдется такая 
первая точка 1”, что круг Ха (&”) с центром м”, конгруэнт- 

ный кругу > (<”), имеет на своей границе точки из Bi; каж- 

дую из таких точек $ временно назовем сильно достижимой
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извне !) с определяющим ее кругом 5 (<”) =5>. Так как 

произвольной точке из 1 соответствуют некоторые внутрен- 
ние точки области Ъ, то с самого начала можно предпола- 
гать точку 2, выбранной так, что = /(2.) есть сильно 

достижимая извне точка границы множества 2, с некоторым 
определяющим ее кругом &; для такой точки радиус рас- 
сматривавшегося круга % (<) возьмем меньшим, чем радиус > 
(рис. 3). 

<< 

  

© 
Рис. 3. 

Отметим, что так как ф, — континуум, точка Е: И 
имеет место (3), то в силу выбора круга 33 (<) каждая 
замкнутая кривая Ге (%`), содержащая точку у внутри, 

обязательно пересекает D, и множество By: 

Рассмотрим OTKpEITOe MOAMHOxECTBO D, 1) B (wy) MHOKecTBa 

>, =/ (5). В силу непрерывности отображения w == f (Zz) ему 
в $ соответствует некоторое открытое множество ®, рас- 

положенное в силу (3) строго внутри, области D, T. e. OCD. 
/ — 

При этом граничным точкам < (2) континуума 2, соот- 
ветствуют некоторые внутренние точки множества O. 
  

1) В литературе промелькнул термин «хорошо видимая» точка 
(bien у1$11е), но и он не является общепринятым.
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Легко видеть, что граничные точки множества ©, т. е. 

точки © \ ©, имеют образы лишь на границе круга 3% (%).). 
В самом деле, образ множества > принадлежит замкну- 

тому кругу 3, и если некоторая Touka 2’€ OCD coorser- 
ствует внутренней точке круга 3%, то из определения © сле- 
дует, что 26%. 

Очевидно, последние утверждения верны не только для 
круга 3 (5), но и для любой области @=3 (&`), содержа- 
wel TOYUKY Wo. 

2. Рассмотрим OTKpbiToe MHOxecTBO O\ №. Из условий 
теоремы следует, что каждая компонента !) его отображается 
функцией }(2) на некоторую риманову поверхность %, рас- 
положенную полностью над кругом 3 (%.). Обозначим через 

88° $ =1,2,...) компоненты открытого множества 3 (2) \ В, 

и покажем, что над точками одной компоненты % располо- 
жено одно и то же конечное число точек, принадлежащих 
указанным — возможно, различным — поверхностям © (считая 
при этом точки ветвления кратными; именно, точку порядка 
Е — 1 рассматриваем как А-кратную). 

Прежде всего, над каждой точкой из %° расположено 
всегда конечное число таких точек. В самом деле, если бы 

над некоторой точкой <” Е 33°’ было бесконечное множество 
точек {w',} (п=1,2,...), принадлежащих поверхностям ХФ, 

то им на множестве соответствовало бы бесконечное мно- 
жество различных точек {2} таких, что 

У (2„) = (n==1, 2,...). 

Если 2’— предельная точка множества [2„}, то ясно, что 

ни в какой ее окрестности отображение чо == } (2) не может 

быть внутренним и, следовательно, 2” ЕВ ПФ. Но так как 

Эа, то всилу непрерывности функции / (2) в > должно быть 

1 (2) =; 
поэтому точка ” должна принадлежать множеству :, чего 

не может быть, так как она взята из 3% \ F,. 
Докажем теперь, что над всеми точками 3® находится 

одно и то же число точек поверхностей 5. Множество проек- 
  

1) Являющаяся областью (см. [45]).
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ций всех точек ветвления [%! на плоскость ® обозначим 
через х; так как на каждой поверхности точки ветвления 
изолированы и самих поверхностей % не более чем счетное 
множество, то х не более чем счетно. 

Пусть, вопреки утверждению, над некоторыми точками 2, 

и, © 3° находится соответственно т, и т. точек %, причем 

т > Mm, > 9. 

CoequnuM w, uw w, BHyTpx %° npocro# aomaHof L; ato 

возможно, так как 3) — область. Деформацией этой ломаной 
легко достичь того, чтобы Ё не пересекала множества х, 
кроме, возможно, концевых точек 1, Wy; это можно сделать, 
так как х не более чем счетно. 

Будем двигатося на поверхностях $ от каждой из ее т, 
точек, лежащих над %,, вдоль ломаной [; ясно, что над 
некоторой окрестностью точки 1. мы будем перемещаться 
ВДОЛЬ Mm, ломаных, лежащих одна над другой (это, очевидно, 
верно и в случае, когда над , лежат точки ветвления {$}). 

{ 
Обозначим через ® множество точек 9, над каждой 

из которых расположено не более чем т, — | точек поверх- 

ностей [%}; ® замкнуто в 39, так как легко показать, что 
его дополнение открыто. 

По нашему предположению, 2.6; поэтому при указан- 
ном выше движении вдоль Ё найдется первая точка <” пере- 
сечения [ с %; в силу выбора ломаной [ — вне множе- 
ства х-— мы будем двигаться вдоль нее по поверхностям Х 
до точки ®’ беспрепятственно. Отсюда следует, что откры- 

тый с конца %’ путь w,w’CL тождественно переносится 
на поверхности 5 с т, начальными точками!) на них, 
дающими начало ровно т, ломаным. 

Ясно, что по крайней мере для одной из этих ломаных — 

  

пусть 12.’ — конец ее, расположенный над ®”, не принадле- 
жит соответствующей поверхности ®. Возьмем на этой по- 

~~! 

верхности последовательность точек wW, CW, W’, сходящихся 
в проекции к <”; в открытом множестве © им соответствует 
последовательность {2}. 
  

') HekoTopbie из этих точек могут совпадать, если Hal @W, 
имеются точки ветвления {5}.
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Предельная точка 2’ множества {2,! не может принадле- 

жать дополнению Ю\}, так как в противном случае 

путь W,W’ можно было бы продолжить на поверхности ® 
вдоль С над некоторой окрестностью точки == } (2). 

Следовательно, 2’ принадлежит либо множеству %, либо 

границе множества %); но первое невозможно, так как и’ $, 
а второе невозможно, так как образ границы множества © 
принадлежит границе круга 3 (%,) (см. выше), а ведь 

/ Ss w EB CB\ $,. 
Итак, предполагая в условиях теоремы 8, что отображение 

w== / (2) не является внутренним, мы доказали следующее: 

Существуют жорданова область 0, $<%), содержащая 
внутри некоторую точку 2%, и круг 3 (%) с центром 
в точке 4, = / (2) замкнутого нигде не плотного на пло- 
скости множества 3, == } (№) со следующими свойствами: 

а) точке 2, соответствует при отображении = } (2) 

граничная точка %, континуума 5, = } (5), сильно достижи- 
мая извне и определенная некоторым кругом 5; 

6) радиус круга % (%.) меньше радиуса круга 5; 
в) каждая замкнутая кривая Го (%,), содержащая 

точку 4, внутри, пересекает континуум 5; 
г) если < (%.) — произвольная область, содержащая 

TOUKY Wo, TO полный прообраз множества }, П © в D есть 

открытое множество ®, лежащее строго внутри d: Ocd; 

д) граница множества %, т. е. множество Э\\ ©, пере- 
ходит при отображении 1 == / (2) в границу области ©; 

е) каждая компонента открытого множества $ \ 3 топо- 
логически отображается функцией « == } (2) ‘на некоторую 
риманову поверхность &, причем совокупность {%]} всех этих 
поверхностей над кругом 3 (4) обладает следующим свой- 

ством: над каждой точкой одной и той же компоненты 8%) 
множества 3\%, (5=1, 2, ...) расположено одинаковое 
и конечное число точек, принадлежащих совокупности {%] 
(при этом точки ветвления их считаем кратными). 

Примечание. Заметим, что теорему 8 (и свойство е)) 
легко доказать, используя понятие локальной степени отображе- 
ния [58]; в самом деле, свойство е) следует из свойства степени [59]. 
Далее, очевидно, что 1 (4) = 0; с другой стороны, для #” С}. (во) \ I,
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имеем в силу условия теоремы 8 о сохранении ориентации и свой- 
ства е) 

(w= У 1(2)>0 
2’ € fa (wa!) 

(см. [60]), что противоречит свойству постоянства степени. Это 
позволяет обобщить теорему 8 и на п-мерный случай. Мы все же 
приводим в тексте другое доказательство, так как основная его 
часть необходима при доказательстве теоремы 10 (см. ниже). 

3. Проведем внутри круга 3% (5) окружность Г с центром 
в точке %, пересекающую множество $, = / (%) по всюду 
разрывному (и, очевидно, замкнутому) множеству © =ГП%,, 
причем так, чтобы Г не пересекала множества х проекций 
точек ветвления, принадлежащих поверхностям {$}; это 
можно сделать, так как множество №, нигде не плотно на 
плоскости ®, а х не более чем счетно (приложение, 5 2) 1). 

Обозначим через е, е<=5, полный прообраз множества & 
при отображении = (2); очевидно, е замкнуто и всюду 
разрывно. 

Из построения окружности Г и свойств поверхностей [$] 
над кругом % (4) следует, что над каждой дугой Г.сГ 
(1—1, 2,...), смежной к множеству ©, расположено ко- 

нечное множество (быть может, пустое) простых дуг ГУ” 
(т==0, 1,..., т; i=1, 2,...), принадлежащих поверх- 
ностям К и попарно без общих внутренних точек (если не- 
которые из них лежат на одной поверхности). 

Так как над Г нет точек ветвления поверхностей [%}, 

то в окрестности каждой (открытой) дуги ГУ” › обратная 
функция 2 = (<) однолистна на соответствующей поверх- 
ности К, поэтому в круге $ этим дугам соответствуют т; 
жордановых интервалов?) 1") (т==0, 1,..., т;) попарно 

без общих внутренних точек. При движении вдоль 1”) 

в каком-либо направлении соответствующая точка на Г”) 

стремится к определенной точке над множеством © —=ГПЗ.. 
Но функция f(Z) ни один континуум в \ не переводит 
в точку, поэтому все жордановы интервалы 1”) суть (от- 

крытые) простые дуги, концы которых принадлежат замк- 
  

') Отметим, что в нашем случае © не пусто, так как в, — 
сильно достижимая точка 3, и имеет место свойство в). 

2) Так называется гомеоморфный образ интервала (0, 1) на 
плоскости (ср. [43]).
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нутому множеству €, причем соответствие между каждой 
из дуг 1") и дугой Г”) ==Г, является топологическим. 

Из предыдущего следует еще, что все дуги системы 

[17] (т=0, 1,..., т; 1=1,2,3,...) попарно не имеют 
общих внутренних точек. 

Круг, ограниченный окружностью Г, обозначим через ©; 

полный прообраз множества >, [|] ©) является открытым мно- 
жеством Х), лежащим строго внутри ?: Ба 5. 

В силу свойства д) граничные точки множества © пере- 
ходят при отображении 2 = } (2) в некоторые точки окруж- 
ности Г; поэтому граница ® принадлежит системе дуг iy 

и множеству е. Но так как все дуги [19 попарно без 

общих внутренних точек, то отсюда вытекает такое свойство 
границы »): если точка 2’Е 1") является граничной для №, 

то и вся дуга 1") принадлежит границе ©. Следовательно, 

граница ® состоит из некоторого множества (полных) дуг 
системы [1 и точек замкнутого разрывного множества е. 

4. Компоненту открытого множества ©, содержащую 
точку 2, обозначим через 4; 4 является областью (ср. [45]). 
Из сказанного выше следует, что граница области 4 есть 
некоторая совокупность открытых дуг [1 и точек не- 

которого подмножества разрывного множества €. 

Возьмем замыкание $ области 4. Его дополнение по от- 
ношению к расширенной плоскости комплексного перемен- 
ного 2 есть некоторое открытое множество. Компоненту 
этого множества, содержащую бесконечно удаленную точку, 

обозначим через В; тогда № есть область, а так Kak g— 
континуум, то область В односвязна. Ясно, что граница В 

есть часть границы 4\ 4 области 4, а потому есть сово- 
купность некоторых дуг системы |1”) и замкнутого под- 
множества = разрывного множества е: все. 

Докажем теперь, что граница 1 области В есть замкнутая 
жорданова кривая. Для доказательства мы применим тео- 
рию простых концов односвязной области (ср. [43]). 

Обозначим граничные для области В дуги- системы [1 
через [1,;} (1==1, 2,...). Покажем сначала, что каждый 
простой конец области Ь содержит одну-единственную гра- 
ничную точку.
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Если какой-либо простой конец области В содержит кон- 
тинуум Ё, то, так как он содержит не более одной дости- 
жимой точки области и множество се разрывно, найдется 
подконтинуум ГС состоящий из недостижимых точек 
области В, расположенных вне е. Но точка 2’ЕЁ является 
граничной точкой области |, а потому и области 49, и так как 

/ 

точка 2’ Фе, то она принадлежит одной из дуг 1,, которая 

является граничной для 4 и, как легко видеть, для fh; следова- 
тельно, #<1,. Но это противоречит тому, что каждая точка про- 
стой дуги 1; является достижимой граничной точкой области Jb. 

Докажем теперь, что каждая граничная точка области В 
принадлежит лишь одному простому концу. 

Пусть, вопреки утверждению, два различных простых 
конца 7) и 72 одновременно содержат некоторую точку г”. 
Так как 2’— достижимая точка для обоих простых концов 
7, No TO, очевидно, эти концы можно соединить простой 
открытой дугой [ с концами в точке 2’ и полностью ле- 
жащей в области В; дополнив дугу [ точкой 2’, мы превра- 

тим ее в замкнутую жорданову кривую {[. Ясно, To J He 
имеет общих точек с областью 4. 

Так как / одновременно определяет достижимую точку 2" 
двух различных концов 4, И "72, то легко видеть, что как 

внутри жордановой кривой [, так и вне ее находятся точки Q, 

но так как / не пересекает 4, то это противоречит связности 
области 4. 

Итак, мы показали, что каждый простой конец области В 
содержит лишь одну-единственную точку и различным про- 
стым концам отвечают различные точки плоскости, т. е. 
граница области В есть простая замкнутая кривая 1 (которая 
совпадает с «внешним» граничным континуумом области 4). 

5. Образ кривой 11 при непрерывном отображении == ] (2) 
есть континуум, расположенный на окружности Г, в силу 
свойства границы области 4 (см. выше д)). Так как м — 
сильно достижимая точка, то в круге $», определяющем эту 

точку, нет образа ни одной точки области Ъ и, в частности, 

кривой 1? (см. рис. 3, стр. 86). В силу выбора круга 83 (0%) 

и окружности Ге 3 (5) (стр. 89), образ кривой 1 не может 
совпадать со всей окружностью Г и, следовательно, является 
некоторой простой дугой ГГ.
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Зададим определенное направление обхода вдоль замкну- 
той жордановой кривой 1; оно порождает определенную 
ориентацию каждой из дуг 1121 (==1, 2,...), которую 
назовем положительной. 

Мы докажем, что в наших условиях найдутся две дуги 11 
и ]2 кривой 1 — смежные с множеством все — такие, что 
образ их есть одна и та же дуга ГсГусГ, смежная к ©, 
причем положительной ориентации дуг 11, 12 соответствуют 
противоположные ориентации дуги Г;. Покажем сначала, 
как отсюда возникает искомое противоречие с условиями 
теоремы 8. 

Образы дуг 11, 1› при отображении 12 = ] (2) суть простые 

дуги 11, То на соответствующих поверхностях 3%, и %. (воз- 
можно, совпадающих); по условию эти дуги расположены 
над дугой Г. сГ и конгруэнтны ей. Возьмем произвольную 

точку %’ С Г;; ей на дугах 11, 1, соответствуют точки 121, <. 
В силу свойств окружности Г найдутся однолистные круги 

R (w,) и ® (4.) одинаковых радиусов, расположенные соот- 
ветственно на % и $, в которых обратное отображение 
2—$(%) однолистно; проекции этих кругов на плоскость ® 
дают конгруэнтный им круг К (”"). Поэтому вместо пере- 
хода к поверхностям %, %› будем считать, что в ® (7) 
определены два однолистных (топологических) отображения 
== $1 (4) и 2 == фо (4), «обратные» к отображению «о == f (Zz). 

Пересечение круга ® (') с кругом ©, ограниченным 
окружностью Г, есть некоторая жорданова область ®, < 6}; 
пусть Г/=Г — ее граничная дуга, лежащая на Г,. При одно- 
листных отображениях 2 ==, (4) и #==9.(&) области 6}, 
расположенной внутри Г, в силу определения ди кривой 1 
(см. выше) получим две области 4 и 4 расположенные 
также внутри 49 и примыкающие к ее граничным дугам 
1121 вдоль дуг 11 И 15, соответствующих Т”. 

По условию при указанных отображениях положительной 
ориентации дуг 1!, 1.) (соответствующих определенному на- 

правлению обхода замкнутой кривой 1) отвечают различные 
ориентации их образа — дуги Г’. Но тогда направления 
обхода областей, $91 42<4, индуцируемые положительным на- 
правлением обхода их граничных дуг 1,, 15, при отображе- 

нии < =- ] (2) переходят в различные направления обхода 
области ©, =© с граничной дугой Г’. Следовательно, при
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однолистном в 4, фСЬ\ 3 отображении = (2) для 
одной из областей 4, 4 ориентация замкнутых кривых 
меняется на противоположную, что невозможно. 

Итак, для завершения доказательства теоремы 8 доста- 
точно будет доказать такое предложение: 

Лемма 23. /ГГусть задано непрерывное отображение 
w= f(z) замкнутой жордановой кривой 1 плоскости 2 
на простую дугу Г плоскости %ш и замкнутое всюду 
разрывное подмножество @©сГ со следующими свой- 
ствами: 

1) полный прообраз е= 1 множества ©® есть (замкну- 

тое) разрывное множество; 
2) на каждой дуге 1ет (1=1, 2,...), смежной 

к множеству е, отображение ® = } (2) является тополо- 
гическим. 

Гогда найдутся две смежные к е дуги 11, СТ, 
образ которых есть одна дуга Г.<Г (смежная к 6) и 
такие, что положительной ориентации дуг 11 ий 1!) 
отвечают противоположные ориентации дуги Г,. 

Отображая гомеоморфно простую дугу Г на отрезок 
[0, 1] оси Оу, а замкнутую простую кривую 1 — на отрезок 
[0, 1] оси Ох, не различая в последнем случае концевых 
точек отрезка, и вспоминая, что гомеоморфизм между интер- 
валами осей Ох, Оу задается всегда строго монотонными 
функциями, легко сведем доказательство леммы 23 к дока- 
зательству следующего утверждения, которое сформулируем 
даже в несколько более общем виде, чем это нам необходимо: 

Лемма 24. Пусть на отрезке [0, 1] оси Ох заданы 
непрерывная функция у=Ф(х), 9 <5(х) < Г, и некото- 
poe замкнутое разрывное множество в=[0, 1] со сле- 
дующими свойствами: 

1) образ © множества в при отображении у=Ф(х) 
есть (замкнутое) разрывное множество на оси Оу, 
причем полный прообраз множества © совпадает с ©; 

2) на каждом интервале смежности множества в 
функция Ф(х) строго монотонна. 

Гогда либо функция Ф(х) строго монотонна на всем 
отрезке [0, 1], либо найдутся два смежных к ве интер- 
  

1) Соответствующей определенному направлению обхода замкну- 
той кривой {.
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вала, образ которых есть один и тот же интервал 
смежности к ©, причем на одном из них $(х) воз- 
растает, а на другом — убывает. 

Заметим, что из этой леммы вытекает лемма 23, так как 
отображение у=—Ф(х) отрезка [0, 1], индуцируемое отобра- 
жением 1% —= / (2) кривой 1 на дугу Г, не является монотон- 
ным, Потому что кривая Y замкнута и, следовательно, 

9 (0) =9(1). 
Доказательство леммы 24. Из условий леммы 

сразу следует, что прообраз любого интервала, смежного 
с множеством @©, состоит лишь из интервалов смежности 
множества 6; при этом некоторые интервалы смежности 
могут оказаться полуинтервалами, если какой-либо 
конец отрезка [0, 1] не принадлежит множеству е или ©. 

Далее, так как ни на одном отрезке [a, 6]<[0, 1] функ- 
ция ф(х) не постоянна, то ее монотонность на отрезке [0, 1] 
означает строгую монотонность. 

Поэтому если Ф(х) не монотонна, то найдутся точки х\, 
хо, © [0, 1], х, < х., для которых 

P(X) == (%2) = У. (4) 

Покажем, что в этом случае найдутся два смежных интер - 
вала {, [› множества е, образом которых является один и 
тот же интервал смежности / множества ©. 

Если х Фе, то и x Ge и У С, так как полный про- 

образ множества @© совпадает с е. Пусть Г — интервал смеж- 
ности множества б, содержащий точку Уд. Прообраз интер- 
вала / содержит смежные интервалы й, & множества е, 
содержащие точки х!, хо, причем эти интервалы различны, 
так как равенство (4) для точек одного смежного к е интер- 
вала невозможно в силу строгой монотонности на нем функ- 
ции ф(^х). Ясно, что образ интервалов #1, #5 есть интервал Г. 

Если же м, Се, то х.Сеи УЕ 6, так как полный про- 
образ точки УЕ Оу принадлежит е. Так как на отрезке 
[х1, х›] функция Ф (х) непостоянна, то по крайней мере одно 
из чисел 

т — ИИ Ф(х) и M= sup 9(x), XE[X,, Xl, 

отлично от У. Пусть, например, У < M u x* E(x, x.) — 
точка, для которой ф (х") = М, в силу (4) такая точка суще- 
ствует.
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Очевидно, что х*@еи точки у, МЕб; следовательно, 
каждый смежный интервал множества @® либо не пересе- 
кается с отрезком [У‚ М], либо полностью ему принадлежит. 
Так как множество @© всюду разрывно, то внутри отрезка 
[У. М] найдется его интервал смежности /. 

Из предыдущего построения следует, что множество зна- 
чений непрерывной функции $Ф(х) как на отрезке [x,, x*], 
так и на отрезке [х*, х.] содержит сегмент [У, М] и, следо- 
вательно, прообраз интервала / содержит по крайней мере 
два интервала: Нс[х1, х*]|, ipc[x", x], смежных к с. Как 
и выше, образ этих интервалов совпадает с Г. 

Итак, в обоих рассмотренных случаях найдутся по край- 
ней мере два интервала смежности (, & множества е, образ 
которых есть один и тот же интервал смежности / множе- 
ства ©. 

Полный прообраз интервала / = (у,, уд) содержит лишь 
конечное число смежных интервалов #, = (а„, В„) множе- 
ства е!); это следует из того, что на концах интервала {, 
функция Ф(Х) принимает разные значения у; и у.. В самом 
деле, если бы интервалов #, (п —=1, 2, ...) было бесконеч- 
ное множество, то шез{, —>0 при п—>со и можно было бы 
выделить подпоследовательность интервалов {,, сходящихся 

к некоторой точке хЕ[ 0, 1]; при этом соответствующая 
последовательность значений функции $ (х) на концах этих &,, 
очевидно, не имеет предела, что противоречит непрерывно- 
сти (x) на отрезке [0, 1]. 

Поэтому в прообразе интервала / найдутся два соседних 
смежных интервала множества с 

iy = (41, By), by = (qs Bo), В, < ao, 

т. е. таких, что отрезок [81, 2] не содержит больше интер- 
валов {,, соответствующих интервалу Г. 

Если В =—=0., то непосредственно получаем, что если на 
одном из интервалов й, 2 функция Ф(х) возрастает, то на 
другом — убывает, т. е. в этом случае лемма 24 справедлива. 

Пусть 8, “а, и характер монотонности функции ф(х) 
на обоих интервалах {, #5 одинаков, например, ф(х) воз- 
растает и на 1, и на 25. Тогда, так как Ф(х) непрерывна 
  

1!) Некоторые из указанных интервалов могут оказаться полу- 
интервалами.
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на отрезке [В1, %] и $(8;) = у, $ (а) = у., то множество ее 
значений на этом отрезке снова содержит интервал / = (уу, у-); 
это же противоречит тому, что отрезок [В1, “| не содержит 
ни одного интервала &, = (*„, Ви). 

Следовательно, на одном из интервалов й и ty PYHK- 
ция Ф(х) возрастает, а на другом — убывает. 

Тем самым лемма 24, а вместе и теорема 8, доказана 
полностью. 

Из теоремы 8 легко вывести 
Следствие. Густь в области % заданы непрерыв- 

ная функция } (2) и совершенное нигде не плотное мно- 
жество 3, такие, что в окрестности каждой точки 
дополнения %\ЗВ отображение ш==}(г2) является 
внутренним. Тогда для того чтобы это отображение 
было внутренним в %, необходимо и достаточно 
выполнение следующих условий: 

1) викакой континуум на З не сводится в точку; 
2) либо во всех точках 2 Е ® \ $ ориентация сохра- 

няется, либо во всех этих точках она меняется на 
противоположную: 

3) образ №, множества % есть множество первой 
категории!) на плоскости. 

В самом деле, необходимость условий 1), 2) очевидна. 
Необходимость же условия 3) следует из того, что В можно 
покрыть счетной системой {Ш} таких окрестностей своих 

точек, что Uc®, причем в каждой из этих окрестностей 
отображение о = } (2) ведет себя, как степень (с точностью 
до топологического преобразования); ясно, что образ пор- 
ции $} в такой окрестности нигде не плотен, а потому образ 
всего } есть сумма счетного числа нигде не плотных мно- 
жеств, что и нужно. 

Для доказательства достаточности указанных условий 
можно предположить, что отображение ==} (2) вне Ъ 
сохраняет ориентацию, так как в противном случае мы рас- 

смотрели бы сопряженное отображение == } (2); далее, 
очевидно, достаточно показать, что в этих условиях данное 

отображение является внутренним в любом круге Dd, DCD. 

') Напомним, что такое множество может быть и плотным на 
плоскости.
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Но образ множества 2 ПП } замкнут на плоскости , и следо- 
вательно, в силу 3) он должен быть нигде не плотным, 
а отсюда на основании теоремы 8 и следует высказанное 
утверждение. 

Мы закончим этот параграф следующей простой леммой: 
Лемма 25. Пусть в области ® расположено неко- 

торое совершенное и нигде не плотное множество З 
и пусть непрерывное в` ® отображение ==} (2) 
является внутренним в окрестности каждой точки 
дополнения ® \}1. Тогда, если образ B, множества F 
содержит некоторый круг ®, то существует мно- 
жество © всюду второй категории в ®, такое, что 
каждой точке м’ Е © соответствует при данном отобра- 
жении бесконечное множество точек (2) (п==1,2,...) 

дополнения ®\Ф: (2) ==”. 

Доказательство. Обозначим через %, множество 
точек на плоскости %, каждой из которых соответствует 

не более чем р точек дополнения ® \ $7); тогда 

WeBC ... CFC 

Каждое из множеств $, замкнуто на плоскости, так как 
легко показать, что его дополнение открыто. Покажем 
теперь, что в условиях леммы каждое ®, нигде не плотно 
в круге ®. 

Предполагая противное, найдем множество %,, содержащее 
некоторый круг %е®. Пусть точке Е Я соответствует 
максимальное возможное число М точек [2„} (п =1,..., №) 
из % \ З среди всех точек Я; ясно, что М < р. 

Построим теперь такие окрестности Ц (2„) (п =1,2, ..., №) 
точек 2, в ®\ $, чтобы образ каждой из них являлся 
фиксированным кругом 1 (4) <Я с центром у и чтобы 

W(z,cD\B (n==1, 2,..., N); (5) 

возможность такого построения легко следует из свойств 
внутренних отображений. 
  

г) Для различных точек ® \\ $ характер ориентации при этом 
отображении может быть неодинаков. 

2?) Точки ветвления считаем кратными.
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Но по условию значение ‹ принимается функцией {(2г)® 
в некоторой точке 2 Е %, а так как Ф нигде не плотно и, 

N 

в силу (5), 2, лежит вне 0 И (2,), то существует последо- 
n=l 

вательность точек [т 2 ЕЭ\З (т =1, 2, $, ...), 

сходящихся К 4. В силу непрерывности { (2) образы 
®" = (2т) этих точек, начиная с некоторого т, попадут 

. / внутрь круга # (25); это означает, что если ’ одна из таких 

точек, то ей в ®\З»} должно соответствовать по меньшей 
мере №М--1 точек из 3 \ В, что противоречит определению 
точки 5 и числа М. 

Полученное противоречие и доказывает, что каждое 
из множеств $, (р==0, 1,2, ...) нигде не плотно в круге ®. 

со 

Тогда множество 0 $, — первой категории в ®, и следова- 
р=0 

со 

тельно, дополнение © —=®\ 0 “,—-всюду второй катего- 
p=0 

рии в ®. Из определения %, легко следует, что множество @® 
является искомым. 

Лемма 25 доказана. 
В связи с этой леммой отметим лишь, что если в ее 

условиях ® — расширенная плоскость, а } (2) — ограничен- 
ная функция, сохраняющая ориентацию всюду вне 3, то 
образом всей плоскости явится некоторый двумерный конти- 
нуум %,, причем множество © указанного выше типа — 
всюду второй категории на %).. 

Если же в последних условиях З — произвольное замк- 
нутое множество, то можно утверждать лишь, что все зна- 
чения, которые функция ] (2) принимает вне №, т. е. в ®\ $, 
она принимает и на $B (cp. [44]). 

Простейшие примеры подобных функций дают интегралы 
вида 

ra=J J oe 

где ФО ЕЕ, ($), р> 2.
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$ 3. Отображения, однолистные на нигде 
не плотном множестве 

Из теоремы 8 мы выведем следующее утверждение, кото- 
рое чаще всего будем использовать в дальнейшем: 

Теорема 9. //усть в области % расположено 
произвольное совершенное нигде не плотное множе- 
ство 3 и пусть непрерывная в % функция } (2) является 
аналитической в каждой точке (открытого) дополне- 
ния 8% \ $ и однолистной на FP '). 

Тогда отображение в = }(2) является внутренним 
6 D и, в частности, найдется точка множества $3, 
в окрестности которой }{(2) однолистна. 

Доказательство. Как и при доказательстве тео- 
ремы 8, не ограничивая общности, можно предположить, 
что функция f (Z) удовлетворяет условиям теоремы 9 в замк- 

нутой области ®. 
Открытое множество % \ $ распадается на некоторое мно- 

жество компонент — областей %® (Е =1, 2, ...), в каждой 
из которых /(2) является аналитической функцией. 

Так как в различных граничных точках такой компо- 
ненты, принадлежащих I, f(z) He принимает равных значе- 

ний, то в каждой из областей $) имеем 

F (2) # const. 

В самом деле, в противном случае в одной из обла- 

стей ®®) имели бы $ (2) == с0п${; эта область $) не могла бы 
совпадать с ® \ 3, так как иначе было бы (2) == соп$1 
во всей области и, в частности, на множестве 3, чего не 

может быть. Но это значит, что граница $) относительно 
области ® должна содержать континуум — очевидно, при- 
надлежащий множеству Ж, — на котором в силу непре- 
рывности /(2) должно быть { (2) == соп$; это же противо- 
речит нашему условию. 

Из доказанного, следует, что в каждой области 3)®) =® \ $ 
(Е =1, 2,...) отображение = } (2) является внутренним 
и, очевидно, сохраняющим ориентацию во всех ее точках. 
  

1) См. определение | главы 1.
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Далее, так как (2) однолистна на совершенном нигде 

не плотном множестве З<3), то его образ $, = } (33) при 
отображении ® = } (2) есть также нигде не плотное совер- 
шенное множество на плоскости 1'); ясно при этом, что 
континууму на ФВ топологически соответствует континуум 
на +1. 

Отсюда на основании теоремы 8 и следует наше утвер- 
ждение. 

Теорема 9 доказана. 
Приведем еще одно утверждение для функций, одно- 

листных на множестве. Введем следующую функцию: 

B(z)=:x-+-ily| при |2|<1 
или, что то же, 

z при 12>.0, 

_ [21 <1. 
2 при Imz<0, 

В (2) = 

Это — некоторое видоизменение примера, данного Г. Бором 
(см. [22]); функцию В (2) назовем функцией Бора. 

Докажем следующую теорему. 
Теорема 10. Пусть в области ® расположено 

некоторое совершенное и нигде не плотное множество $ 
и пусть непрерывная в % функция м == } (2) однолистна 
на 3, причем ни одна точка множества ® \ $ не имеет 
образа на 3 = }(»). 

Если в каждой компоненте открытого множества 

%\3 4ибо функция Г[(2), либо ей сопряженная }(г) 
является аналитической и если имеются компоненты 
как первого, так и второго рода, то существует ана- 
литическая дуга АСЗ, в окрестности которой функ- 
ция }(2) конформно-эквивалентна функции Бора, т. е. 

7 (2) =$ {В 14 (2)]}, 
где ф, ФТ — однолистные и аналитические функции. 

Доказательство. Прежде всего, как и в теореме 8, 
имеем /(2) == соп${ в каждой компоненте D \ $; отсюда 
следует, что никакой континуум в % не сводится в точку 
при отображении < == { (2). 
  

') Это следует из теоремы о сохранении области при тополо- 
гическом отображении (см., например, [43] ).
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Но в условиях нашей теоремы это отображение не 
является внутренним в области 3), так как внутреннее ото- 
бражение либо во всех точках области сохраняет ориента- 
цию, Либо меняет ее на противоположную. 

Поэтому применимы все рассуждения, приведенные в дока- 
зательстве теоремы 8 (кроме последнего вывода), и, как и 
там, найдем жорданову область $, замкнутую жорданову 
кривую 1) и множество е<1 всех точек, соответствующих 
точкам множества $, = } ($) со следующими свойствами: 

1) е всюду разрывно на 1 и дополнение 1 \е=Ъ\ ¥; 
2) в некоторой окрестности каждой дуги на 1, смежной 

с множеством е, отображение чо = 7 (2) однолистно; 
3) найдутся две дуги 11, ]о, смежные к множеству е, 

такие, что образ замкнутых дуг 11 и 1 есть одна и та же 

простая дуга Г, некоторой окружности Г. При этом полный 
прообраз дуги Гу в Ь состоит из конечного числа дуг 
попарно без общих внутренних точек; 

/ / 4) найдутся две области 4, 4 внутри 71, примыкающие 

к дугам 11, То вдоль соответственных дуг 1', 15, В каждой 

из которых отображение ==} (2) однолистно, причем 

f (Q)=f ($2) и внутри Q, это отображение сохраняет ориен- 

тацию, а внутри $, меняет ее на противоположную. При 

этом образы областей 9, и 8 расположены внутри окруж- 

ности Г. 
Далее можно считать, что 
5) сбраз области, ограниченной кривой 1, расположен 

внутри круга 33 (<), обладающего свойством е) (см. стр. 89). 
В самом деле, так как центр Wy Kpyra 3 и окружности Г 

принадлежит множеству З:, то ему соответствует единствен- 
ная точка в области ®, принадлежащая №; вспоминая 
построение кривой 1, легко выводим, что окружность Г 
можно выбрать столь малого радиуса, чтобы образ всей 
области, ограниченной этой кривой (которая может и не 
совпадать с компонентой 4), был расположен внутри круга 3. 

Так как концы дуг 11 И 1]› отображаются, очевидно, 
в концы дуги Го которые принадлежат В, то в условиях 
теоремы 10 дуги 1!, 1› просто имеют общие концы 27’, 2"ЕЗ. 
В силу свойства 3) отсюда следует, что объединение 7, U 7, 
есть замкнутая жорданова кривая, которая, очевидно, совпа-
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дает с кривой 1; область, ограниченную этой кривой, обо- 
значим (71, 12). 

Покажем сначала, что в области (11, 12) нет больше 
точек, соответствующих точкам дуги Г“. 

По свойству 3) полный прообраз дуги Го в /. состоит 
из конечного числа простых дуг 1; (=1, 2, ..., т), KOTO- 
рые в силу условия теоремы имеют общие КОНЦЫ 2’, "ER. 
Пусть в области (11, 12) расположена одна-единственная 
дуга \., — доказательство будет аналогичным и в случае, 
если их больше; рассмотрим области (11, 13) и (12, 13). 

Каждая из этих областей содержит точки множества № 
В противном случае в одной из них, пусть (11, 13), функ- 

ция /(2) или /(2) была бы аналитической, но тогда образ 
области (11, 13) при отображении = (2) имел бы гра- 

ницу, принадлежащую дуге Г = Л (11) = (15), что невоз- 
можно, так как простая дуга не разбивает плоскости. 

Очевидно, области $ и 4, расположены соответственно 
/ f 

в областях (11, 1з) и (12, 13). Возьмем точки 2 Е. и 2. Е (4, 

такие, что 

Л (21) == 7 (25); 

такие точки будем называть соответствующими. Внутри (11, 12) 
соединим некоторой ломаной точку 2, с произвольной точ- 
кой из 3; первую точку пересечения этой ломаной с 3 обозна- 

чим 2. При движении вдоль ломаной 22 внутри области (11, 3) 
соответствующая точка будет перемещаться также внутри 

—— 

области (1о, 13). В самом деле, образ ломаной 2,2 без кон- 

цевой точки 2 есть некоторая кривая, не пересекающая ни 

В, = 1 (38), ни Гу; поэтому в силу свойства 5) прообраз 
этой кривой, состоящий из конечного числа непрерывных кри- 
вых, не имеет общих точек с дугами 11, Yo 3 

Итак, при движении точки внутри (11, 13) вдоль лома- 
—— 

HOH 2,2 соответствующая ей точка в (1.2, Y3) перемещается 
вдоль некоторой непрерывной кривой. Конец этой кривой 

должен соответствовать 2, но по условию такой точкой может 

быть только сама точка 2. Но так как 4. разбивает 
область (1, |2), то указанная кривая должна пересекать 
дугу 1., что по построению невозможно.
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Мы фактически показали, что, кроме дуг 11, |, в области $ 
вообще нет точек, соответствующих дуге Г. 

Обозначим расположенные внутри ' компоненты множе- 
ства $ \ В, содержащие области 3 и 4, соответственно 

через 4; и 4. Как и выше, убеждаемся, что в области (11, |5) 
содержатся точки %; из свойств 0 и 4 ясно, что внутри 9, 

аналитической является тся функция 7 (2), а внутри 4 — сопря- 

женная ей функция / (2). Отсюда следует, что множество FP 
даже разбивает область (11, 12). Из предыдущего следует 

также такое свойство областей 4; и 4: пути але с с кон- 

ЦОМ 26 $ соответствует некоторый непрерывный путь 22< 

с концом в той же точке. 

Отсюда сразу следует, что области 4; и 4› односвязны; 

в самом деле, если бы, например, внутри замкнутой кри- 

вой [< 40. находились точки №, то пути 212 = 91 с кон- 

цом 2СЖ:, лежащим внутри [, должен был бы соответство- 

вать непрерывный путь 224, т. е. 491 И 4 ДОЛЖНЫ 

были бы пересекаться, что невозможно. 
Из свойства 5) легко следует, что 

А (81) == 1 (42). 

Отсюда вытекает, что последовательности точек области цу, 
схолящихся к некоторой точке %, соответствует в $2 после- 
довательность точек, сходящихся к той же точке $. Поэтому 
все точки З в области (11, 12) являются общими граничными 
точками односвязных областей 4 и 4», 

Покажем теперь, что общей границей этих областей 
является простая дуга Ло» с концами 2’, 2”; для дока- 
зательства воспользуемся теорией простых концов. 

Пусть 26 8 — произвольная граничная точка области 4, 
(а потому и области 4), принадлежащая некоторому про- 
стому концу 7 этой области. В силу одной теоремы Кара- 

теодори [см. [46]) найдется точка 2, С” такая, что у опре- 
деляется поперечными сечениями, принадлежащими окруж- 

ностями с центром в 2, радиусы которых стремятся к нулю. 
Пусть 

, 

Mir Age eees Age eee
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— дуги этих окружностей, являющиеся поперечными сече- 
ци 

ниями области 4. Каждой дуге Л, в области 4› соответствует 
и 

некоторая кривая Ам, 
4 И и 

м, №, eee, Ans eee, 

с теми же концами на общей границе областей 4 и (>. 
Отсюда следует, что простой конец 1 лежит внутри одной 

из областей, ‚ограниченных кривыми Л, Л». Но так как все 

точки дуги Ап стремятся к точке 2,, то и кривые \„ должны 
стремиться к ТОЙ же точке; это значит, в частности, 
YTO 2, = 2. 

Отсюда следует, что простые концы областей 4.1, Qo, при- 
надлежащие }, содержат лишь по одной точке, являющейся, 
очевидно, достижимой для обеих областей, т. е. общая их 
граница является некоторой простой дугой А = 3. 

В силу равенства }(4,) = 7 (45), свойства 5), а также 
в силу однолистности ] (2) в окрестности дуг 11, 12 получим, 
что над каждой точкой f(z’), 27E€ 9, (или 492), располо- 
жено ровно две точки, принадлежащие поверхностям {Е}; 
другими словами, внутри каждой из областей 4, и 42 ото- 

бражение == / (2) является однолистным вплоть до гра- 
НИЦЫ 1). 

Следовательно, © = { (41) = ] (42) есть жорданова область 
плоскости 1, ограниченная дугой Г и ayro# A, = f (A) c #). 
По предыдущему, в области © определёны отображения 
2 =, (9) и 2=$.(%) соответственно на области 41 И (о, 
являющиеся «обратными» для w == f (2). 

Отобразим конформно область © на верхний единичный 
полукруг 

lol|<1, Imw>0, 

плоскости ®« посредством аналитической функции 

w= (o), 
причем так, чтобы дуге Л. соответствовал диаметр полукруга; 
отобразив,’ далее, единичный круг |(|< 1! плоскости © na 
полукруг |®|<1, Шо >0 при помощи функции Бора 

« = В ($, 
  

1) Это легко следует также из взаимной однозначности ото- 
бражения на границе.



106 ВНУТРЕННИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ [ГЛ. 3 

рассмотрим функции 

z=9,)[B(9)], ImC> 0, (6) 

z= [BO], Imo<0. (7) 

Это — аналитические функции соответственно в верхнем 
и нижнем полукруге единичного круга |$|< 1; аналитич- 
ность второй из них следует из того, что она является супер- 
позицией однолистных конформных отображений, из которых 
одно — первого рода, а два других — второго рода. 

Очевидно, функция (6) конформно отображает верхний 
полукруг |5|<1, Ш16> 0, на область 4, а функция (7) 
конформно отображает полукруг |$|<1, шо < 0, на об- 
ласть (о; так как все рассматриваемые области — жордановы, 
то функции (6) и (7) непрерывны вплоть до границы. 

Но так как приближению изнутри 4, к граничной точке 
из Л соответствует приближение изнутри 4› к той же точке, 
то функции (6) и (7) имеют одинаковые значения на диа- 
метре 6—0 круга || < 1 и, следовательно, являются 
аналитическими продолжениями одна другой в этом круге, 
т. е. соответствие между = и & является однолистным и ана- 
литическим: © =\ (2). Общая граница Л < В областей g, 
и 42 как аналитический образ прямолинейного диаметра есть 
простая аналитическая дуга. 

Отображения 2 = $1 (4) и 2 == $. (%) являются обратными 
для отображения чо == } (2), поэтому из (6) и (7) следует, что 

(2) =] =ф (В (2), 
т. е. функция f (2) в наших условиях конформно-эквива- 
лента функции Бора; другими словами, это означает, что 
существуют конформные отображения первоначальной области 
а =91 ИЛИ 6 на единичный круг плоскости 6 и ее образа } (4) 
на верхний единичный полукруг плоскости ® такие, что 
соответствие между точками & и ®, индуцируемое отобра- 
жением  — / (2), будет осуществлять функция Бора 

« —=В (0. 

Теорема 10 доказана. 
Не известно, является ли условие этой теоремы 

(В) пл (Ф \ $) =0 
необходимым для ее справедливости. 

 



ГЛАВА 4 

ПРОИЗВОЛЬНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

$ 1. Отображения с постоянным растяжением 

Обобщим сначала понятие прямого отображения на слу- 
чай неоднолистных функций (ср. $5 4 главы Г). Для наших 
целей будет пригодно следующее весьма общее определение. 

Рассмотрим какую-либо точку 2, области %, в которой 
задана непрерывная функция < = 7 (2), и образ этой точки 
Wy, == f (29) в плоскости . Точку 25 назовем И-точкой ото- 
бражения == } (2), если существуют две последователь- 
ности [2/, [21] (=1, 2,...) точек, сходящиеся к 2p, 
с полукасательными ¢t’, ¢” B TOUKe Zp, лежащими на различ- 
ных прямых, и таких, что все точки W)= Л (2,), в, == 1 (21) 

отличны от 1, = { (25). Скажем далее, что отображение 
% == } (2) является прямым в И-точке 2, если последова- 
тельности {w;|, {w;| имеют в точке % полукасатель- 
ные Т’, Т” со следующим свойством: если 0 < [РЁ] <х 
и угол [Ё,Ё”] отсчитывается в положительном направлении 
от Ё, то 0 < {Т”7 Г] < т при отсчете от Т”. 

Нетрудно показать, что это определение действительно 
является более общим, чем определение, данное в $ 4 главы 1, 
а также в [48]. 

Общую теорему Бора можно теперь сформулировать 
следующим образом: 

Теорема 11. Пусть в области Ъ задано произволь- 
ное непрерывное отображение = }(2), обладающее 
постоянным растяжением !) в каждой точке, исключая 
не более чем счетное их множество, и пусть почти 
  

1) В смысле определения 5 главы 2.
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в каждой И-точке, если таковые имеются, это ото- 
бражение является прямым. 

Тогда функция }/ (2) аналитична внутри области Ъ, 
при этом если И-точек не существует, то } (2) = соп${ 
83. 

Для доказательства приведем сначала некоторые леммы. 
Прежде всего, так же как и для случая однолистных 

функций с постоянным растяжением (см. леммы 8, 9), уста- 
новим следующую лемму. 

Лемма 26. В условиях теоремы 11 функция }(2г) 
моногенна почти всюду в области D. 

В самом деле, вспоминая доказательство леммы 8 и 9, 
замечаем, что в нашем случае достаточно доказать следую- 

щее: если функция /(2) моногенна в некоторой точке 2) 

и }’ (2) = 0, то 2, есть И-точка, причем любым после- 
довательностям 21, (2; —>2, с полукасательными 

i i 

р, и, 0< {Е”Р| «т, соответствуют последователь- 
ности ||, [м —> \, с полукасательными Т’, Т” такими, 
что {Т’ПТ” = {ЁР7Е]. Это в свою очередь следует из того, 
что в наших условиях 

Af =f (2)—f (0) =f’ () +8 (2) } Az, 
где e(z)—>0O при Az-—>0. Возьмем окрестность 25 так, 

1 
чтобы |8 (2)|<5; отсюда уже ясно, что 2, есть И-точка 

отображения wW,— f(z). На основании леммы 05 это отобра- 
жение является конформным первого рода (в точке 2), 
откуда и следует нужный нам результат. Из него вытекает, 
что отображение < = } (2) не может быть прямым в точке 2, 
по нашему определению, а это завершает доказательство 
леммы 26. 

Как ив $ 1 главы 2, представляем область % в виде 
суммы замкнутых множеств 

D=UorUsS r=1, 2, 
Ёп 

где $) — не более чем счетное множество, входящее в фор- 
мулировку теоремы 11. 

Имеет место
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Лемма 27. В условиях теоремы 11 существует 
открытое всюду плотное в области ® множество 5, 
в каждой точке которого функция }(2) является ана- 
литической. 

Доказательство. Рассмотрим произвольную об- 

ласть $ < ®); обозначая пересечение ? с множеством $) 

(Е =1, 2; п=1, 2, 3,...) через pi?) очевидно, получаем 

d>=U »’ Us. 
k,n 

ге В=®9ПЬ— не более чем счетное множество. Отсюда 
К) 

следует, что сумма всех pv Kak дополнение к Ь является 
множеством всюду второй категории в области Ь (приложе- 
ние, $ 1). Поэтому найдется круг 5’ <Ъ, в котором одно 

2 
из множеств № и 5 всюду плотно; но так как эти мно- 
жества замкнуты (в 5), то круг 9’ просто содержится в одном 

2 
из множеств РЭ и 50. 

Пусть $’ содержится в некотором множестве $) 
l 

(п=1, 2,...); выберем диаметр этого круга меньшим >. 

Тогда из определения множества $0) следует, что 

| (25) — Л (2) | < 12. — 21| 

для всех 2, 261’; так как, очевидно, выполнены все усло- 
вия леммы 11, то Х(2) является аналитической в круге У. 

2 
Пусть теперь Ъ” содержится в множестве №0); взяв диаметр 

круга $’ меньшим >. мы в силу определения №) получим 

1 
| f 2) — Л (212-12. — 21| 

для всех 2, 2.Е1’. Следовательно, функция f (2) OmHO- 
листна в круге У. Поэтому в силу теоремы 3 внутри D’ 
аналитической будет либо функция } (2), либо сонряженная 

ей функция / (2). Последнее же в наших условиях не может 
иметь места, так как на основании леммы 26 функция } (2) 
моногенна почти всюду в \. 

Итак, в обоих случаях в любой области с: % найдется 
круг 5’, внутри которого функция ] (2) является аналити-
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ческой. Совокупность всех таких кругов составляет, оче- 
видно, открытое всюду плотное множество 5 в области 3). 

Лемма 27 доказана. 
Докажем теперь теорему 11. 
Доказательство теоремы 11. Предположим, что 

утверждение этой теоремы неверно; тогда найдется непустое 
совершенное множество } < % всех точек, в которых функ- 
ция /(2) не является аналитической. Из леммы 27 следует, 
что 3 нигде не плотно в %. 

Пересечение множества № с множеством DY обозначим 
через %% (&=1, 2; п=1, 2, 3,...). Ясно, что каждое 

множество 3) замкнуто в ® и что 

8—0. 
k,n 

где В’ не более чем счетно. Сумма всех В) как дополнение 

к В’ является множеством всюду второй категории на совер- 
шенном множестве . Поэтому найдется порция его % = 

—=%313” (Ъ’= 3 — некоторый круг), на которой одно из 
множеств 0) и $@) всюду плотно, т. е., как и выше, 

3’ совпадает с одним из этих множеств внутри 3. 
Пусть Pe совпадает с некоторым множеством Fn внутри 

круга 3)”; диаметр этого круга выберем меньшим + В силу 

(1) определения множества Pt 

|У (25) — Л (21) | <п |2 — 21| 

для всех 2, 26%. 
Введем вспомогательную функцию 

Ф (2) = f (2) + 2nz. 

Из последнего неравенства следует, что 

tt | 2 — 21| < [Ф (2) — Ф (21) |< 31| 2.— 21| (1) 

для всех 2,, 2 С '. Это, в частности, означает, что функ- 
ция Ф(2) однолистна на нигде не плотном множестве У’, 
а потому в силу теоремы 9 ее можно считать однолистной 
и в круге 8%’ > №’. Так как функция Ф (2) = / (2) + 21 
почти всюду моногенна в ») (лемма 26), то, какив $ |
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главы 2, легко докажем суммируемость производной Ф’ (2) \). 
Отсюда и из (1) в силу леммы 11 следует аналитичность 
функции Ф (2), а вместе с тем и функции ] (2), всюду внутри 
круга %” и, в частности, на $’ 3, что по предположе- 
нию невозможно. 

Пусть теперь S$’ совпадает в”) с некоторым множе- 
2 1 

слвом 0; предполагая снова, что диаметр %” меньше >, 

получим 

ед —ле) > фа 
для любых 2, 22 Е’. Следовательно, функция } (2) одно- 
листна на $”; поэтому в силу теоремы 9 можно считать { (2) 
однолистной в круге %’>%’. Но тогда по теореме 3 функ- 
ция / (2) должна быть аналитической всюду в %, что опять- 
таки противоречиво. 

Итак, множество 3 должно быть пустым, т. е. функ- 
ция / (2) является аналитической всюду в области ®. 

Приведенное доказательство остается в силе и для слу- 
чая, когда И-точек в области % нет; но единственной 
аналитической функцией без И-точек является постоянная. 

Теорема 11 доказана. 
Тот же метод доказательства позволяет получить обоб- 

щение теоремы Кошир—Гурса, которое можно 
сформулировать следующим образом: 

Непрерывная функция f(z), имеющая в каждой 
точке области ® определенную производную Г’ (г), 
конечную или бесконечную, является аналитической 
всюду внутри ®. 

Если на отображение < = / (2), обладающее постоянным 
растяжением, не накладывать никаких ограничений, то тео- 
рема 11 перестает быть верной, как показывает пример 
функции Бора (глава 3): 

= В(2) =х--Иу|; |2|<1, 2=х- и. 

Но и для общего случая можно привести некоторые 
теоремы. Мы докажем следующее предложение. 

Теорема 12. Пусть щ- } (2) — непрерывное 
отображение области DD, обладающее постоянным 
——— 

1) Можно воспользоваться также леммой 21 (Д. Е. Меньшов).
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растяжением 
р (2) = Ит ето) <оо 

h->0 

в каждой точке 26%, исключая не более чем счетное 
их множество. ° 

Если р(2) может равняться нулю разве лишь на 
счетном множестве точек, то существует открытое 
всюду плотное в области ® множество 5, в каждой 
компоненте которого либо функция }(2), либо ей со- 

пряженная (2) является аналитической, причем на 
дополнительном совершенном множестве B=D\H 
(если оно не пусто) существует всюду плотная на Ъ 
не более чем счетная совокупность аналитических дуг, 
вблизи каждой точки которых функция 7 (2) конформно- 
эквивалентна функции Бора. 

Доказательство. Так как 

ое! | 16276 
г —г 

1, 1 >: ['—2| <, 
n   Zz 

то из условий теоремы следует 

2 D>=U:’ US. 
n 

где 5 — не более чем счетное множество точек. 
Рассмотрим произвольную область <=) и пересечения 

ее $ с замкнутыми множествами DH”) (п=1, 2,...); тогда 

5==(.] Us. Ь не более чем счетно. 
n 

Как и при доказательстве теоремы 11, найдем круг 0’CDd, 
в котором функция f (Z) однолистна, и следовательно, в силу 
теоремы 3 внутри $’ либо функция (2), либо ей сопря- 

женная /(2) оказывается аналитической. 
Итак, в любой области = найдется круг, внутри 

которого аналитической функцией является либо f (2), 

либо }(2). Совокупность всех таких кругов и составит от- 
крытое всюду плотное в ® множество O. 

Пользуясь методом, сходным с аналитическим продолже- 
нием, нетрудно показать, что компоненты множества >) можно
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считать максимальными по отношению к свойству функ- 

ций / (2) и /(2) быть аналитическими при неизменной функ- 
ции /(2) в области 3. 

Рассмотрим нигде не плотное совершенное множество 
$= \® и покажем, что если оно не пусто, то в любой 
окрестности каждой точки З нахолятся точки аналитично- 

сти как функции / (2), так и функции f (2). 
Если бы это было не так, то в определенной окрест- 

ности И некоторой точки 263 находились бы точки 
аналитичности либо только функции f(z), либо только 

функции f (2). Пусть для определенности имеет место 
первый случай (второй сводится к нему операцией сопря- 

жения). 

Обозначая замкнутые множества BD" через 
(п=1, 2, 3,...), получим 

$ =U 8? (т, №’ не более чем счетно. 
п 

(2) 
п 

Теперь, как и в теореме 11, найдем содержащий точки J 
круг И’= И, внутри которого функция }(2) однолистна, 
а потому в силу теоремы 3 всюду внутри И” либо }(г), 
либо /}(2) является аналитической. Так как, по нашему 
предположению, внутри (” находятся точки аналитичности 
лишь функции }(2), то именно } (2) аналитична в круге У”, 
который содержит точки 3. Но это противоречит макси- 
мальности компонент множества 5 по отношению к свой- 

ствам аналитичности либо }(2), либо } (2). 
Возьмем теперь произвольную порцию р? == 1) мно- 

жества В, где $с%) — круг. Обозначая замкнутые множе- 

ства 5[Г]®! через р’, имеем р =] ре], №: не более 
п 

чем счетно. 

Обычным путем находим порцию }” = Гу (5'<Ь— круг), 

которая внутри $’ совпадает с одним из множеств 26; взяв 

диаметр круга \’ меньшим >, получим 

i f (2) — f (2) 
=’ — = > 
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для любой точки 26 }’ и любого 2’Е\. Отсюда следует, 
что f (2) однолистна на }’, причем ни одна точка множе- 
ства ?’\\ р’ не имеет образа на р}, = (\’). 

Поэтому в силу теоремы 10 внутри 5’ найдется анали- 
тическая дуга, принадлежащая %№, вблизи которой функ- 
ция / (2) конформно-эквивалентна функции Бора. 

Продолжая максимально каждую из найденных дуг в об- 
ласти 3) с сохранением этого локального свойства, мы таким 
образом получим, очевидно, не более, чем счетную систему 
аналитических дуг, которая по доказанному выше всюду 
плотно расположена на множестве 3. 

Теорема 12 доказана. 
Не известно, является ли условие р(2) >> 0 (за исключе- 

нием счетного множества точек) в этой теореме существен- 
ным хотя бы для ее первого утверждения. Если бы это 
было так, то существовала бы в некоторой области % не- 
прерывная функция f (Z) со следующими свойствами: 

1) Г (г) удовлетворяет в № условию Липшица 

[У (25) — Л (2) < 22—21 | 

для любых 21, 26%; 
2) отображение и = /(2) обладает постоянным растя- 

жением р(2) в каждой точке ®, исключая не более чем 
счетное их множество; 

3) для точек 2 некоторого множества всюду второй ка- 
тегории в % имеет место р(2) = 0; 

4) в области %® существуют два всюду плотных мно- 
жества ©, ©., любая порция каждого из которых имеет 
положительную плоскую меру, причем в каждой точке 26 6, 
функция (2) (соответственно в каждой точке #6 ©. сопря- 

женная функция }(2)) является моногенной и f’ (2) (cooTBeT- 

ственно }”(2)) отлична от нуля. 
Но существование подобной функции } (2) кажется сом- 

нительным. 
Кроме функции Бора, приведем еще некоторые примеры 

функций, удовлетворяющих условиям теоремы 12. 
Возьмем на отрезке [0, 1] оси Оу произвольное совершен- 

ное разрывное множество точек } и обозначим совокупность 
всех его смежных интервалов через [5,} (п=1, 2, ...).
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В каждом интервале 8, построим концентрический ему ин- 

тервал ®„ такой, чтобы 

En 3 0 при wt—>oo. (2) 
п 

Рассмотрим функцию 

—1 при УСе, (п=1,2,...), 

eo) =| +1 при остальных УЕ [0, 1]. 

Из (2) следует, что 2(у) асимптотически непрерывна 
в каждой точке отрезка [0, 1], за исключением лишь концов 
интервалов е„, где она, очевидно, терпит разрыв первого 
рода. Отсюда и из ограниченности функции &(у) вытекает, 
что функция 

S(y)= f gay 
0 

имеет в каждой точке отрезка [0, 1] производные числа. 
равные лишь -Е1, причем вблизи каждой точки уЁр нахо- 
дятся точки, в которых производные числа — разных знаков. 

Возьмем теперь функцию 

(2 =х-- 15 (у) 

в квадрате (0% х<1; 0<у<!1. 
На основании указанных дифференциальных свойств 

функции 5 (у) легко показать, что в каждой точке 

lim pert) Te) — |. 
h->0 

Множество 3 = & \ Х состоит здесь из точек 2 = x + Ly 
квадрата %, для которых либо убр, либо у является одним 
из концов интервала в, (пл —=1,2,...), причем последние 
и составляют плотную на % систему аналитических дуг 
(в данном случае прямолинейных интервалов), о которых 
идет речь в теореме 12. 

Взяв множество }р на отрезке [0, 1] положительной ли- 
нейной меры, мы, очевидно, получим исключительное мно- 
жество В положительной плоской меры.
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$ 2. Отображения со свойством А” 

Здесь мы докажем следующую теорему. 
Теорема 13. Пусть в области ® задано npous- 

вольное непрерывное отображение ® = }(2), обладаю- 
щее свойством К” в каждой точке, исключая не более 

чем счетное их множество, и пусть почти в каждой 
U-mouke, если таковые имеются, это отображение 
является прямым. 

Гогда функция }(2) является аналитической в 06- 
ласти 5; при этом если И-точек не существует, то 
f (2) =const 6 ®. 

Доказательство. Покажем сначала, что в условиях 

теоремы существует открытое всюду плотное в области ® 
множество 5), в каждой точке которого }(2) аналитична. 

Возьмем произвольную замкнутую область DCD. Ilo 
лемме 13 найдется такой круг =, что 

| (25) — Л (2) [< 2]. — 21| 
для произвольных 2:, 22%’ (Г — постоянная). Отсюда сле- 
дует, в частности, что почти всюду в 5’ функция ] (2) имеет 
полный дифференциал; как и в лемме 9, это приводит 
к моногенности (2) почти всюду в $". В силу леммы 11 
функция /(2) аналитична внутри D’CD. 

Учитывая произвольность области №<%), отсюда полу- 
чаем, что точки аналитичности } (2) заполняют всюду плот- 
ное в № открытое множество 3. 

Предположим теперь, что теорема 13 неверна; тогда 

найдется непустое совершенное множество = всех точек, 
в которых функция f(z) не является аналитической. Из 
предыдущего следует, что 3 нигде не плотно в %. 

По лемме 13 находим порцию }’ =} 198)’ (%'’ — неко- 
торый круг) такую, что 

|Х (25) — Л (2)| < [2 —2| 

для любых 2,, 2.3’ (Г — постоянная); в силу леммы 16 
можно считать, что почти всюду на №’ функция /(2) имеет 
полный дифференциал, откуда, снова как в лемме 9, следует, 
что почти всюду в ®’ функция } (2) моногенна. 

Введем вспомогательную функцию 

@ (2) = f (2)+ QLe:
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из последнего неравенства следует, что 

22. —2|<|Ф (2) —Ф(2)| < 32 |2. — 21| 

для всех 21, 2СУ’.` Как и в предыдущем параграфе, легко 
докажем, что функция Ф (2), а вместе с ней и }(2), является 
аналитической всюду внутри 3)’ >3', что противоречит опре- 
делению множества JS. 

Теорема 13 доказана. 
Если не накладывать на отображение == } (2) никаких 

ограничений, теорема 13 оказывается неверной, что пока- 
зывают примеры предыдущего параграфа. 

$ 3. Обобщение теоремы Д. Е. Меньшова 

В главе 2 ($8 3) для однолистных функций f(z) была 
введена величина 

_ Ff (2) —F (20) 
Ho 1) gh, eC (ew r) Ff (2") —f (20) I 

где С (2%, г) — окружность |2 — 2 | ==г. 
В отличие от однолистных функций эта величина, вообще 

говоря, теряет смысл для произвольной непрерывной функ- 
ции } (2), так как может обращаться в бесконечность или 
даже оказаться неопределенной. Но для некоторых функций, 
в том числе и аналитических, величина Н (2, Г) всегда имеет 
смысл, по крайней мере если ограничиваться некоторой 
окрестностью соответствующей точки 2х. 

Здесь мы и рассмотрим лишь такие непрерывные функции 
7 (2), для которых Н (2, г) всегда имеет смысл, и выясним, 
для каких функций этого класса имеет место соотношение 
H(z, r)—>1 при г->0 в каждой точке области (исключая 
не более чем счетное их множество). Сделаем еще такое 
очевидное замечание: если величина Н (2, Г) для достаточно 
малых г имеет смысл и конечна, то точка 2 является И-точ- 
кой отображения 2 = { (2). 

Докажем теперь следующую теорему. 
Теорема 14. //усть для непрерывного отображе- 

ния ® — (2) области % величина Н(г, г) имеет смысл 
и при достаточно малых г конечна в каждой точке 2 
(исключая не более чем счетное их множество),
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причем почти в каждой И-точке это отображение 
является прямым. 

Гогда если 
lim H(z, r)=1 
r~>0 

во всех точках 26%, за исключением конечного или 
счетного множества, то }(2) является аналитической 
функцией всюду внутри », причем { (г) == сопз{. 

Доказательство. Мы сначала покажем, что в наших 
условиях имеет место утверждение леммы 19. Для этого до- 
статочно доказать замкнутость множества $,с:3) всех то- 
чек #63), для которых 

H(z, r)<ite 

1 
для всех Г, О<г<-. 

Пусть 2, Сб, и 2,->2 6» ( =1, 2, ...). Возьмем на 
окружности 

C (2 r):|2—2,|==r (0 <ri\ =| 

две произвольные точки 2”, 2”. На окружностях С(2,, г) 
того же радиуса г выберем по две точки #,, 2, так, чтобы 

, и 

2,2, И 2,2, Тогда k 

f (24) —F (2x) 

f (2) —F (22) 

Если бы имело место } (2”) =] (25), то, переходя в этих 
неравенствах к пределу !), мы получили бы, чтои ] (2”) = } (2%), 
т. е. на окружности С (2%, Г) функция /(2) принимала бы 
одно и то же значение f (Zp). Так как разве лишь для счет- 
ного множества величина ЯН (2, г) не имеет смысла (или бес- 

конечна), то на окружности С (2, г) найдется точка 2, для 

которой Н (2, г) имеет смысл и конечна, но этого не может 

быть, так как в любой окрестности 2 находятся точки ок- 
ружности С (2, г), а в них значения функции /(2) равны 

значению f (z) =f (2%). 
——.— 

') Избавившись сначала от дроби. 

<ite (k~1,2,...). 
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Поэтому должно быть {(2”) == } (2), и в предыдущих 
неравенствах возможен предельный переход при А -> со, что 
дает 

(=) —/ (20) <ite, 

f (2°) — Ff (20) 

т. е. Н (2, Г) имеет смысл и не превосходит 1 в, что и 
требовалось. 

Применяя лемму 19, покажем, что в условиях теоремы 14 
существует открытое всюду плотное в % множество > точек 
аналитичности функции f (2). 

Возьмем произвольную замкнутую область DCD; по 
лемме 19 найдется такой круг ’<Ъ, что 

Н(г, р<? (3) 

для всех 26 и всех г, О «го, где в — постоянная. 
Предполагая диаметр круга $’ меньшим с, мы в силу (3) и 
определения величины Н(2, Г) заключаем, что внутри 5’ 
функция /(2) не принимает равных значений, т. е. одно- 
листна. По теореме 6 внутри $’ будет аналитической либо 

функция / (2), либо ей сопряженная (2). Если бы аналити- 

ческой была /(2), то из конформности отображения %, = 

— /(2) (первого рода) всюду в $’ следовало бы, что ото- 
бражение < = ] (2) не может быть прямым ни в какой точке 5" 
(являющейся, очевидно, Ш-точкой), что противоречит нашему 
предположению. Поэтому аналитической в \” является функ- 
ция { (2). Из произвольности >’ и следует, что открытое 
множество 5) точек аналитичности /(2) всюду плотно в D. 

Предположим теперь, что теорема 14 неверна; тогда суще- 
ствует совершенное нигде не плотное множество Ё, в каждой 
точке которого (2) не является аналитической. 

По лемме 19 находим порцию $8’ = $3 (| D (где ®’— круг) 
такую, что 

H(z, r)<2 

для всех ZE€ 9’ uw pcex r, OS r<o. 
Снова предполагая диаметр ®)’ меньшим с, как и выше, 

получим, что на В” функция } (2) однолистна, поэтому в силу 
теоремы 9 можно считать, что f(z) однолистна в круге %. 
По теореме 6 в круге $ является аналитической либо функ- 

ция / (2), либо сопряженная ей функция / (2); но второе
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невозможно, так как 3)’ содержит точки аналитичности функ- 
ции (2). Следовательно, }(2) аналитична внутри %›' 5%’, 
что противоречиво. 

Теорема 14 доказана. Заметим, что уже из ее доказа- 
тельства видно, что }(2) =Е соп$. 

Примеры, приведенные в $ 1 настоящей главы, показы- 
вают, что если не требовать сохранения ориентации в точках 
области, теорема 14 перестает быть верной. Но оказывается, 
что в самом общем случае всегда имеет место утвержле- 
ние теоремы 12. 

Итак, докажем следующее предложение. 
Теорема 15. Пусть для непрерывного отображе- 

ния ®—}(2) области ® величина H(z, r) имеет смысл 
и конечна в каждой точке 2 (при достаточно малых г), 
исключая не более чем счетное их множество. 

Гогда если 
lim H(z, r)=1 
r—>0 

во всех точках 2 Е», за исключением их конечного или 
счетного множества, то существует открытое всюду 
плотное в области ® множество %, в каждой компо- 
ненте которого либо функция }(2), либо ей сопряжен- 

ная }(2) является аналитической. Если при этом Oo- 
полнительное (совершенное) множество $ = \ HO не 
пусто, то существует плотная на ХФ не более чем счет- 
ная совокупность аналитических дуг, вблизи каждой 
точки которых функция }(2) конформно эквивалентна 
функции Бора. 

Доказательство. Возьмем произвольную замкнутую 
область 2=%. Так как лемма 19 справедлива в наших усло- 
виях (см. доказательство теоремы 14), то, как и выше, най- 
дется круг 5’<>Ъ, в котором функция { (2) оказывается одно- 
листной, а потому (в силу теоремы 6) внутри №” либо ] (2), 

либо (2) является аналитической функцией. 
Таким образом, существует открытое всюду плотное в %) 

множество 5, в каждой компоненте которого либо (2), 

либо f(z) является аналитической функцией. 
Если дополнительное множество $ = \ © не пусто, 

то, как и в теореме 12 (ср. также доказательство теоремы `14), 
можно считать, что в любой окрестности каждой точки Ё
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находятся точки аналитичности как функции /] (2), так и функ- 

ции ] (2). 
Возьмем теперь произвольную порцию }х = ВП \ мно- 

жества №, где 5=% — круг. По лемме 19 существует пор- 
ция = № По ($’<% — круг), для всех точек #6 у’ кото- 
рой будем иметь 

H(z, r) <2 (4) 

при всех г, O<r<o (¢—nocTosnHaa). Предполагая диа- 

метр $’ меньшим с и взяв произвольные точки 2, Е 5’ и2’ЕМ, 
мы в силу (4) легко получим, что f (2) # f (2’). Это. озна- 
чает, что }(2) однолистна на р’, причем ни одна точка мно- 

/ / ’_—_ / жества 5’\ р’ не имеет образа на р, =} ($). 

Применяя теперь теорему 10, мы, как и при доказатель- 
стве теоремы 12, завершим доказательство. 

Теорема 15 доказана. 

$ 4. Конформные отображения 

Здесь мы докажем следующую теорему. 
Теорема 16. Пусть ® = } (2) — произвольное непре- 

рывное отображение области ®, являющееся конфорл- 
ным первого рода в каждой ее точке, исключая не более 
чем счетное их множество. Гогда }(2) есть аналити- 
ческая функция внутри области %. 

Для доказательства приведем некоторые леммы. 
Лемма 28. В условиях теоремы 16 функция }(2) 

моногенна почти всюду в области QD. 
Доказательство. В самом деле, из леммы 5 следует, 

что множество моногенности Jt, для каждой точки 26%, 
исключая не более чем счетное их множество, расположено 
на луче Т, плоскости © и, следовательно, не является пол- 
ной плоскостью. Поэтому, в силу теоремы 2, множества MM, 
почти для всех 26% являются отдельными конечными точ- 
ками, так как ясно, что они не могут быть и окружностями. 
Но это и означает моногенность функции / (2) почти всюду в %. 

Лемма 28 доказана. 
Более важным для нас явится другое предложение, кото- 

рое мы сформулируем даже в несколько более общем виде. 
Лемма 29. Пусть < = ®(2) — непрерывное однолист- 

ное отображение области 5 плоскости г на область D,
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плоскости w. Ecau 6 xkaxcdok mouxke zEd, ucKAn4anA не 
более чем счетное их множество, множество моно- 
генности Mt, функции (2) есть собственное подмно- 
жество некоторой прямой!) на плоскости $, то обрат- 
ная функция 2г==2(%) моногенна почти всюду в dy. 

Доказательство. Множества моногенности №, одно- 
листной функции Z==Z(w) получаются из соответствую- 

щих №, преобразованием ® == т. Поэтому из условий леммы 

следует, что каждое из №», есть собственное подмножество 
прямой или окружности на плоскости ®, исключая множе- 
ства моногенности №, для конечного или счетного множе- 
ства точек ®Е\.. Как и выше, отсюда снова следует, что 
почти для’ всех 91. множества №, суть отдельные конеч- 
ные точки, т. е. функция 2(%) моногенна почти всюду в \.. 

Конечно, прямая функция / (2) является также моноген- 
ной почти всюду (в области 5). 

Лемма 29 доказана. 
Лемма 30. В условиях теоремы 16 существует 

открытое всюду плотное в D множество ® точек ана- 
литичности функции } (2). 

Доказательство. Введем множества 

DY, dD? m=1, 2, 3,...), 
где 

DY) =D) 
Zz 

‘\ _. 1 , 1 

И о |e —21< 5}. г 

  

Как и в главе |, легко показать, что каждое из мно- 

жеств Хи 99 (и=1, 2,...) замкнуто (в %). Далее, из 
условий теоремы 16 следует, что 

D=UD?US G=!. 2, (5) 
р, п 

) 
где ® не более чем счетно. В самом деле, множество U 

n 

содержит точки 26%», для которых множества моноген- 

ности У, не пересекаются с кругом + (1 | < 

  

') То есть не содержащее всех точек этой прямой.
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(j=1, 2); HO так как в наших условиях каждое 9%, 
z€D\ H, принадлежит некоторому лучу Т, с началом © =0, 
то отсюда и вытекает (5). 

Рассмотрим вспомогательные функции 

1 (2) = ] (2) —2, 

Wy (Z) = (2) 2; 

очевидно, что при 26 DY (j=1, 2) и z’€D имеем 

w; (2’) — ш; (2) 1 

yor ~ 2 (6) 
  

при |2’ — 2] <-. Отсюда, как обычно (ср. 5 2 главы 1), 
1 . 

следует, что вэ.-окрестности каждой точки 26%) функ- 

ция %,(2) однолистна на соответствующей порции множе- 

ства DY). 

Возьмем произвольную область ?<=5); обозначая пересе- 

чение } с замкнутым множеством pi (1=1,2; п=1, 2,3...) 

через DY), очевидно, получим 

d= Uri Us. 
рп 

где = По не более чем счетно. Но сумма всех py) как 
дополнение к В является множеством второй категории в DP. 

Поэтому найдется круг 5’<=Ъ, в котором одно из множеств DY) 
(j= 1, 2; п=1,2,...) всюду плотно; но так как эти мно- 
жества замкнуты (в 5), то круг 5” просто принадлежит не- 

которому множеству УЛ. 
1 

Выберем диаметр круга Ъ’ меньшим >; тогда из (6) сле- 

дует, что функция w,(Z) является однолистной в №". Следо- 

вательно, образ Ъ; =,;(5) области > есть также область 
в плоскости 2. 

Так как 

  

A A 
wy AS + 1, 
Az Az 

/ 

то множества моногенности У, для функций W,(Z), We (Z) 
получаются из соответствующих множеств )), функции ] (2)
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сдвигом на +1, а потому суть собственные подмножества 
некоторых прямых: ведь З,с<Т., где Т, — лучи. 

На основании леммы 29 заключаем, что обратная функ- 

ция 2—2 (%,) (/==1, 2) моногенна почти всюду в области Dd}. 

Из неравенства (6) следует, далее, что при Wj, wed, 

2(w;)—2 (@)) 
/ 

м, 

  <2. 

В силу леммы 11 функция 2(%,;) является аналитической 

в области Ъ; } а вместе и обратная ей функция 2, (2) является 
аналитической в круге \. 

Но /(2)=%,(2) 2, поэтому в < аналитической 
оказывается и первоначальная функция } (2). Так как область 
<) была выбрана произвольно, то отсюда и следует утвер- 
ждение леммы. 

Докажем теперь теорему 16. 
Доказательство теоремы 16. Предположим, что 

утверждение теоремы неверно; тогда найдется совершенное 
множество =) всех точек, в которых функция {(2г) не 
является аналитической. Из леммы 30 следует, что 3 нигде 
не плотно в D. 

Пересечение множества % с множеством %/ обозначим 
через В (/=1, 2; п=1, 2,3, ...); каждое множество $0) 

замкнуто в ® и 

B= UR UY. 
j,n 

где №’ не более чем счетно. Сумма всех (Л как дополне- 

ние к 5” является множеством второй категории на совершен- 
ном множестве В. Поэтому найдется порция его №’ = п 
(3)’— некоторый круг), на которой одно из замкнутых мно- 
жеств 30) всюду плотно, т. е. совпадает с }’. 

1 
Предполагая, что диаметр %)’ меньше >, на основании (6) 

получим, что функция %,(2) является однолистной на мно- 
жестве = 8”; поэтому, в силу теоремы 9 можно считать 
ее однолистной в круге 8. 

Следовательно, образ №, = ,(%’) круга №” есть. неко- 

торая область в плоскости Ww, а образ $, =, (В) есть
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/ 

совершенное нигде не плотное множество в %;. При этом 
one 2(%,), обратная к W,(Z), является аналитической 
B Di \ Bi на основании леммы 29 функция 2(%,) моно- 

! 

rena почти всюду в области ®;. 
Из неравенства (6) следует, далее, что 

=) 2 | 2, 
7 

wW,—wW j j 

при ®,Е $, и м. Е. 

Как и в главе 2 (5 1), нетрудно показать суммируемость 

производной ') функции 2(%,) внутри области >. В силу 

леммы 11! функция 2(%;) аналитична в Dj, а потому и об- 
ратная ей функция 1, (2) = ] (2) -- 2 является аналитической 
всюду в круге 8; HO тогда и функция /(2) должна быть 
аналитической всюду в %’>%', что противоречит определе- 
нию множества $559". 

Теорема 16 доказана полностью. 
Заметим, что нами фактически доказано более сильное 

утверждение, которое мы сформулируем в виде самостоятель- 
ной теоремы. 

Теорема 17. Пусть м = } (2) — произвольное непре- 
рывное отображение области %. 

Если для каждой точки 2%, исключая не более 
чем счетное их множество, множество моногенности ЭХ, 
функции f(z) является собственным подмножеством 
прямой на плоскости 67), то }(г2) есть аналитическая 
функция всюду в области D. 

При доказательстве этой теоремы нужно лишь вместо 

двух множеств U 2” И (> (см. теорему 16), соответ- 
n ” 

  

ствующих кругам |$—1| < 5 u {C+ 1] <>. ввести еще 

множество U 2’, соответствующее, например, кругу 
п 

— 21| < 
  

Г) Ср. также лемму 21. 
?) При обычной топологии расширенной плоскости комплексного 

переменного & (ср. замечание перед доказательством теоремы 16).
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Более общий характер этой теоремы по сравнению с пре- 
дыдущей следует из того, что выполнение ее условия для 
некоторой точки 2%, вообще говоря, не гарантирует кон- 
формности отображения в этой точке, даже если множе- 
ство 3, расположено на луче с началом &==0 (см. выше). 

Не известно, верна ли эта теорема, если допускать в ка- 
честве 3, полные прямые. 

Выше мы видели, что конформность в точке не влечет 
за собой моногенности. В то же время конформность во всех 
точках области достаточна даже для аналитичности соответ- 
ствующей функции. В связи с этим можно было бы поставить 
вопрос: какова структура наиболее «массивных» множеств, 
конформность в каждой точке которых не связана с моно- 
генностью? В частности, возможно ли это на континуумах, 
совершенных множествах и т. д. Отметим лишь, что в силу 
теоремы 2 указанные множества — обязательно плоской меры 
нуль. 

$ 5. Отображения со свойством А” 

Докажем сначала некоторые леммы, связанные со свой- 
ством К”. 

Лемма 31. Пусть ю = } (2) — непрерывная в 06- 
ласти ® функция и За® — произвольное совершенное 
множество. Предположим, что }(2) обладает свой- 
ством К’ во всех точках множества Же} не первой 
категории на $. 

Тогда найдутся пориия В'<% и числа с, 80, та- 
кие, что из каждой точки 26%’ исходят три луча 
<; (2) 1=1, 2, 3), обладающие следующими свойствами: 

1) [< (2) 7х (2”)] < 1=1, 2, 3) для любых точек 2’, 
2” ’, ‘ 

2) 8006 < [t;(Z) 7 1 (Z)] << m— 8000 npu i#j i, f=1, 
2, 3) для всех точек 26%’; 

3) расстояние множества $’ до границы области D 
больше 8; 

4) существует в плоскости © фиксированный луч Т 
с начальной точкой (==0, такой, что угол ®. рас- 
твора 25 с вершиной $ =0 и биссектрисой Т содержит 

значения отношения ~ npu z+ Azer (2) @=—1, 2, 3)
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для всех А2, удовлетворяющих неравенствам 0 | Аг |<, 
ц для каждой точки 2Е У’. 

Доказательство. В плоскостях 2 и & фиксируем 
определенные лучи Г и т соответственно и обозначим через 

R (My, My, My у, р, = (и, ъ, р, 9) 
множество точек СЖ, удовлетворяющих следующим усло- 
BAM: 

п; (A) | @) — >| <в5 @=1 2, 3) 
где через {#,#;(2)}] обозначена величина угла, отсчитывае- 
мого в Положительном направлении от Ё заключенная 
между O 2т (включая 0); 

(5) р < <= 
при ==] (i, j=1, 2, 3); 

1 
(В) [<,Т,} — 8005 < 800р; 

  

угол ® (2) с вершиной С =0 раствора 0 и с биссектри- 

Aw 
coh T, содержит значения отношения > при всех Az 

Таких, что 

(Г)о < [Az] <a и 214268 (2) @=1,2, 3). 

Из определения свойства К” и условий леммы следует, 
что 

ОХ (пь ъ, р, 9) =%, 

где суммирование распространено на всевозможные целые 
положительные значения чисел п, у, р, 4. Так как St He 
первой категории на 3, то найдутся определенные значения 
п, У р, 9, такие, что соответствующее им множество 
Rn; у, р, 9) будет всюду плотно на некоторой порции 

3’ <= %, причем В’ = 1%)’, где ®’ < ® — круг. Очевидно,
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можно предположить, что расстояние от множества №’ до 
1 

границы области 4 больше 7 

Для этих чисел положим 

Х (пр >, р, 9 =%', 5005 =, о =8. 

Докажем, что для множества ‘8’ и так определенных 
чисел со, > 0 имеют место все свойства, указанные в лемме. 

Для этого определим в точках 26%’ лучи <; (2) 
(1—1, 2, 3) следующим образом: полагаем т; (2) = & (2) для 
точек 22’ П%\/, а для точек 22%’ \ Х’ в качестве т; (2) 
возьмем одно из предельных положений лучей #, (2), когда 
точки 26)’ сходятся к 2; такое определение возможно 
в силу плотности Ж’ на $B’. 

Из неравенств (А) следует теперь, что 

[t, (2’) 7%; ZN < вр (i=1, 2, 3) 

для всех точек 2’, 2” € 58’, a u3 HepaBeHcTs (B) получим 

8 < к. (2 < — 8 
p SIU, tC < р 

при #==/ (1, /=1, 2, 3) для всех точек 26 №’. Из послед- 
них неравенств в силу определения числа с следует, что 
для лучей т,(2) (1=1,2, 3) выполнены свойства 1) u 2) 
леммы. Так как расстояние от множества №’ до границы 

1 
области 3 больше 7? то имеем также и свойство 3). 

Перейдем к доказательству свойства 4). 
Возьмем на плоскости (С в качестве Т произвольный 

1 1 
луч Тг’ для 2’С 5)’ и построим угол ®, раствора Toop = 26 

с биссектрисой Т (и вершиной & =0); в силу неравенств (В) 
и (Г) углы 8 (2”) для всех 2”Е%)’ расположены внутри ®.. 

Пусть теперь 26 3’ \ Ж’ — произвольная точка и = > 0— 
некоторое фиксированное число, удовлетворяющее нера- 

венству <. Обозначим через 2, ({==1, 2, 3) точку луча 

т; (2), для которой 

|2) —2| — 6.
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Если 2'Е%’, то через 2, {=1, 2, 3) обозначим точку 

луча ¢;(2’), для которой 
, 1 

|2; — 27| =е За: 

Из (Г) следует, что значения отношений 

(2) — (2) 
/ 7 

2; —=& 

  

лежат в соответствующих углах ®(2/”) и, следовательно, 
внутри построенного выше угла Q,. 

Луч *,(2) 1=1, 2, 3) есть одно из предельных поло- 
жений лучей {, (2”), когда 2’ стремится к 2; из предыдущих 
равенств следует, что точки 2, стремятся при этом к 21; 

поэтому в силу непрерывности /(2) и замкнутости ®, по- 
лучим, что значения 

Ff (2) — fz) (i=1, 2, 3) 

2 —г 

принадлежат углу ®.. 
Лемма 31 доказана. 
Возьмем луч Т, определенный в лемме 31, и обозначим 

arg T= Фу; 
-i® 

тогда для функции Гу(2)=е ое 7 (2) будут выполнены все 
утверждения леммы, если вместо луча Т взять положитель- 
ную полуось Т’ действительной оси плоскости (, а вместо 
угла 2 — угол &' с биссектрисой Т’. Для функции 

W (2) = (2) + аг =е- 5} (2) - а2 (а > 0 произвольно) 

угол ©, сместится на а; получим угол ®,. По построению о, 

содержит значения отношения se при 2-—- А2 т; (2) 

(1—1, 2, 3) и для всех Аг, 0< [42| <, и, в частности, 

до || |050 (2$).   

  

т И 

Так как с < 7600 * ТО ©, является острым углом и из 

простых геометрических соображений следует, что 

  

—o<arg +. <‹ (при любом а>0). (7)
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Рассмотрим отображёние == 0 (2); в соответствующую 
точке 2%’ точку % перенесем параллельно!) лучи 7; (2) 
(1—1, 2, 3) и построим углы ®, (%) раствора 2 с верши- 
HOH и соответственными биссектрисами с, (2). Из (Т) сле- 

дует, что относительный поворот образа произвольной точки 
2 А2 луча <, (2) (при 0 < |Az| <8) не превышает по абсо- 
лютной величине числа с; поэтому образ [,(%) отрезка 
луча т, (2) 1—1, 2, 3) при |А2| <6 полностью расположен 
в угле ®, (4). 

Обозначим через , образ множества 3’ при отображе- 

НИИ = 0 (2); возьмем произвольную точку «СЖ, и соот- 

ветствующие ей углы ®, (19). Удвоив раствор каждого из 
этих углов (при тех же биссектрисах т, (2)), мы получим 
тройку углов ®,; (4), которые, в силу Г) леммы 31, обла- 
дают следующим свойством: если %’ С, то тройка углов 

Q,(w’), полученных параллельным переносом углов ®, (1) 
в точку и”, содержит образы [.;(%”) отрезков лучей с, (2”) 
(1=1, 2, 3) длины 8, где 2’ 6 В’ — произвольная точка, со- 
ответствующая точке м”. 

Итак, мы приходим к следующему утверждению. 
Лемма 32. Пусть == } (2) — непрерывная в 06- 

ласти Ъ функция и За — произвольное совершенное 
множество. Предположим, что }(2) обладает свой- 
ством К’ во всех точках множества Мс 3 не первой 
категории на J. 

Гогда найдутся порция 3’, и числа в, 8>0, 
такие, что из каждой точки ЕТ’ исходят три луча 
<; (2) 1=1, 2, 3), обладающих свойствами: 

1) [<, (2) 7, (2^)]| “с 1==1, 2, 3) для любых точек г’, 
2! ’. 

2) 8005 < [“; (2) ,<,(2)] < — 8005 при 1==] (1, Л=1, 

2, 3) для всех точек #63’; 
3) расстояние от множества У’ д0 границы об- 

ласти ® больше 4; 
4) функция вида (2) =е 5} (2)-Раг (Ф,— фикси- 

рованная постоянная, а > 0 произвольно) на лучах 7%, (2) 

  

') Считая при этом, что оси координат плоскостей 2 и & соот- 
ветственно параллельны.



$ 5] ОТОБРАЖЕНИЯ СО СВОЙСТВОМ К№ 131 

(1—1, 2, 3), 26%, удовлетворяет неравенствам 

ге) >a > 0 

при 2'Е (2) и |} —2| <5; 
5) если В, — образ множества В’ при отображении 

® —= (2), то из каждой точки Е ЗФ, как из вершины 

исходят три угла &,(w) (1=1, 2, 3) раствора 4 
каждый, полученных параллельным переносом фикси- 
рованной тройки углов ®, с общей вершиной и обла- 
дающих тем свойством, что образ Г, (4) отрезка %;(Z) 
(1—1, 2, 3), имеющего длину 6, при отображении 
и —= % (2) расположен в угле 9%, (%); при этом 

8000 < [2,72,] < x — 8000 

npu i#xy (1, j=l, 2, 3), ecau noxumamo [2,72] как 
угол между биссектрисами углов ®, ®;: углы Q, He 
зависят от а>0. | 

Приведем здесь же две леммы о свойстве К””, доказа- 
тельство которых естественно примыкает к предыдущему. 

Лемма 33. Пусть ® = {(2) — непрерывная в 06- 
ласти ® функция и За» — произвольное совершенное 
множество. Предположим, что }(2) обладает свой- 
ством К” во всех точках множества с 3 не первой 
категории на 3. 

Тогда найдутся порция В’с 3, числа в, 6>0 u 
целое г >> 0, такие, что из каждой точки 2Е}' исходят 
два луча *,(2) 1=1, 2), обладающих следующими свой- 
ства ми: 

1) [t, (2) 77, (2), <o (1=1, 2) для любых точек 2, 
2” ER’; 

2) 8006 < [t, (2)7t (2)] < «— 800 для всех точек 

26%’; 
f (2) —f (2) 1 

3) 2’ — 2 < в 

при всех 2'6‹;(2) (1=1, 2) таких, что |2'—2#| < 8; 
4) расстояние множества $’ до границы области ® 

больше 8; 
5) существует в плоскости © фиксированный луч Т 

с начальной точкой &—=0, такой, что угол Q, pac-
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твора 2с с вершиной $ =0 и биссектрисой Т содержит 
A 

значения отношения а функции 3, (2) = Г (2) гг 

при 2 А26*,(2) (1—1, 2) для всех А, удовлетворяю- 
щих неравенствам 0<|4А2| < 5, и для каждой точки 
ЕТ’. 

Доказательство. Обозначим через 

Rn, По, у, р, Ч, г) =% (п,, у, р, а, Г) 

множество точек 2@%Ж, удовлетворяющих условиям (А), 
(Б), (В), введенным при доказательстве леммы 31 (беря лишь 
—=1. 2), а также условиям 

(Г’) ГЕ) 76) «р при всех 2’ЕЁ (2) 

(1—1, 2) таких, что |e’ —2] <2. 

  

1 
Be HH = Wop < верш ой С=0ис 

биссектрисой Т, содержит значения отношения 

Угол 9 (2) раствора 

Aw, _ Af 
Az =a," 
  

при всех Д2 таких, что 

д) 014 и ормеЬФ @=12) 
Так как в точке 2% выполнено свойство К””, то оче- 

видно, что при некоторых целых г и 90 будем иметь 

Aw, |__| Af r 

| Az | trl >F 

при | Az| <7 z-+Az€t, (2) (1—1, 2); В силу свойства К" 

отсюда следует, что существует 

  

  

  

lim Arg-@- при 2-4 4А261(2) @=1, 2) 
Az->0 Az 

Из этого замечания, а также определений свойства К”” 
и множеств Ж (п; ,, р, 4, Г) следует, что 

ОХ (м, , р, 4, г) =,
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где суммирование распространено на всевозможные целые 
положительные значения чисел п,, у, р, 4, г. Так как Ж — 
не первой категории на }, то найдутся определенные зна- 
чения л,, ,, р, 4, Г такие, что соответствующее им мно- 
жество 

Х (п, у, р, 9, Г) =’ 

будет всюду плотно на некоторой порции %’ = $. 
Взяв теперь вместо функции f(z) функцию WwW, (Zz) = 

—=/(2) гг и дословно повторяя дальнейшие рассуждения, 
проводившиеся в лемме 31, придем к утверждению леммы 33. 

Так же как из леммы 31 вытекает лемма 32, из дока- 
занной леммы 33 выводится 

Лемма 34. /Густь = }(2) — непрерывная в 06- 
ласти ® функция и За — произвольное совершенное 
множество. Предположим, что f(z) обладает свой- 
ством К” во всех точках множества Же 3 не первой 
категории на $. 

Тогда найдуйся порция 3’=ЗВ 1%’ (2де D’ — 
круг), числа в, 8 >0 и целое г> 0, такие, что из ка- 
ждой точки 22%’ исходят два луча *,(2) (=1, 2), 
обладающих свойствами: 

1) [<, (2) 7, (2 < (=1, 2) д4я любых точек г’, 
2” ls 

2) 800o < [t, (2) (2)] < < — 800‹ для всех точек 

ZEB 
У (2) — Л (2) 1 

3) =’ —2г <. 

при всех 2'Е(2) (=1, 2) таких, что |2’—2| < 8; 
4) расстояние от множества 3’ до границы об- 

ласти ® больше 8; 
5) функция вида в (2) =е-" (г) |- а2 при %, (2) = 

=f(z)-+rz (®,— фиксированная постоянная и а>0 
произвольно) на лучах *,(2) (1=1,2 и 263%’) удовле- 
творяет неравенствам 

w (z') — w (2) 
2'— 2 

>a>0 

npu z’€x,(z) uw |2z’—2z| <3; 
6) если ФЗ, — образ множества В’ при отображении 

® —= ® (2), то из каждой точки ®ЕЗ, как из вершины
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исходят два угла ®,(%) 1=1, 2) раствора 4с каждый, 
полученных параллельным переносом фиксированной 
пары углов ®, ® с общей вершиной и обладающих 
тем свойством, что образ Е, (%) отрезка %, (2) @=1, 2), 
имеющего длину 5, при отображении в= (2) распо- 
ложен в угле 8, (и); при этом 

800c < [2,7 2,] < x — 8005, 

ecau noxumams [2,°>&,] как угол между биссектрисами 
углов @, ®.5: углы ®, не зависят от а> 0. 

Отметим, что из свойства 2) и из неравенств 

< arg ow — < в, w(z)=e-'Mw (z)-+ az, 

аналогичных неравенствам (7), следует, что направление крат- 
чайшего поворота от х, (2) к *›(2) (26 Ф”) совпадает с на- 
правлением кратчайшего поворота от ®, (4) к ®. (№) 1. 

Вернемся к изучению отображений со свойством К’. 
Лемма 35. В условиях леммы 32 найдется порция 

Зо множества Ъ, на которой Pyakyun w (Zz) = (2) 
--2 однолистна (в смысле определения 1 главы 1). 

Доказательство. По лемме 32 выделяем порцию 
< с указанными в ней свойствами. Из свойства 4) функ- 
ции (2) при а =1 следует, что образ С, (&) отрезка +, (2) 
(1—1, 2, 3) длины 6 имеет диаметр >68 и расположен в угле 
Q; (w). 

Возьмем произвольную точку 2’ и порцию Же’, 
расположенную в некотором круге с центром в точке 2, 
который можно считать расположенным в концентрическом 
круге 

|='—2| < 58517005. (8) 

Покажем, что на № функция ® (2) однолистна. 
Пусть 21, 2 СФ и 2, = 25; предположим, вопреки утвер- 

ждению, что 

W (Z,) = W (2) = W. (9) 

Прежде всего, из свойства 4) функции (2) следует, что 
ни одна из точек 2 и 2. не лежит на каком-либо луче <; (2), 
  

') Это замечание, конечно, справедливо и для леммы 32, но там 
оно нам не потребуется,



g 8] ОТОБРАЖЕНИЯ СО СВОЙСТВОМ К 135 

<; (25) (==1, 2, 3), соответствующем другой точке. В самом 
деле, если бы, например, 2х, (21), то в силу (8) 

|122 —2:| < бэ 7003 < 8, 

а потому из свойства 4) функции (2) (при а =1) 

(2) — (20 || 
22 — 21 

и, следовательно, % (25) == (2). 
Итак, если имеет место (9), то каждая из точек 21 и 2. 

лежит внутри угла, образованного лучами т; (21), <, (25), соот- 
ветствующими другой точке. Предположим для определен- 
ности, что точка 25 расположена внутри угла, образованного 
лучами т, (21) и то (21). 

Повторяя дословно рассуждение леммы 13, найдем, что 
луч т. (25) пересекает одну из сторон этого угла — пусть 

то (21) — в некоторой точке 2, .причем, учитывая (8), получим 

|2. —2| <8, 

|2. —2| < 8, 

т. 6. точка 2 принадлежит области D. 
Так как по предположению 1(21) = (25) = ®, TO 

в точке имеется тройка углов ®, (%.), в которых распо- 
ложены образы любых отрезков соответственных лучей t, (2,} 
и <; (25) длины 6. 

Из неравенств (10) следует, что образы отрезков лучей 
то (21) и “.(25) длины, меньшей 8, должны пересекаться 

(10) 

в точке < (2) == Wy, HO это невозможно, так как образы этих 
отрезков расположены в непересекающихся углах ®. (о) 

93 (93). 
Лемма 30 доказана. 
Докажем еще две простые леммы. 
Лемма 36. /Густь непрерывное однолистное ото- 

бражение #=2(%щ) области %, дифференцируемо в не- 
которой точке ® 6 %,. Предположим, что из % исходят 
три простые дуги Ё; 1=1, 2, 3), расположенные в не- 
которых углах 8, с единственной общей точкой — вер- 
шиной Wy, U таких, что соответствующие им три пары
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вертикальных углов также не пересекаются между 
собой. 

Гогда, если образы дуг Ё[; при отображении 2 = 2 (%) 
являются на плоскости = кривыми, исходящими из 
соответствующей точки 2 и с касательными в этой 
точке, расположенными на различных прямых, то 
либо якобиан 1(&) этого отображения в точке в) от- 
личен от нуля, либо функция 2(%) моногенна в этой 
точке и 2’ (%) =0. 

Доказательство. По условию отображение &=— 
—2 (4) = х (и, 9) -Н1у(и, 9) (и=а Ню) вблизи точки W, 
имеет вид (см. приложение, § 3) 

Az =z, Aw-+ 25 4w-+0 (Aw), 
где 

Aw = W— W) 

Az = 2 (w) — Z(®), 

__ 1 fox ду i ( oy Ox 

to= 93a + G0) +3 (Ge oe): 
__ 1 (0x ду 5 (5* Ox 

= 5—9.) 5 oe + ae) 
Предположим, что якобиан J(w,))=0, но dynkuna 2 (Ww) 

немоногенна (если бы она была моногенной, то при нашем 
предположении было бы 2’ (%,) =0). Это значит, что 

|2. | = | 2 | 

причем 2. ==0, так как в противном случае функция 2 (%) 
была бы моногенной. 

Положим 

тогда 

Az = z,,e!8 (e- #8 Aw + e/8 Aw) Но (4%). 

Вводя обозначения 

arg (Zye!*) = Bo, 
Aw = |Aw| e??, 

получим 

Az == 2 |2.| : |4%| с0з (ф — В) е!*-{- о (А). (11)
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Проведем через точку =, (т. е. Ам —=0) прямую Д, 
составленную из лучей 

д 

9—P=5 

3 
ф— В = 5 ) 

из условий леммы следует, что Ё может пересечь разве лишь 
один Из (замкнутых) углов ®; (1—1, 2, 3). Следовательно, 
по крайней мере два из этих углов — пусть ®,, ®, — не пе- 
ресекаются с [; поэтому для точек А = |А| е каждого 
из углов ®, ®. величина с0$ (ф —В) сохраняет знак, причем 
найдется такое в > 0, что для этих точек 

|cos(~ —B)|] > a%. 

Так как 2„==0, то отсюда и из (11) следует, что суще- 
ствует предел 

lim Arg 42 = lim АВ Тают 
Aw->0 | i |’ 

Korda AW принадлежит одному из углов ®®., причем оба 
эти предела могут быть равными только числам Ву и By-+ 73). 
Это, в частности, означает, что образы кривых L,, L,, pac- 
положенных в ®:, ®., суть кривые с одной и той же каса- 
тельной прямой, что противоречит условию леммы. 

Лемма 36 доказана. 
Пример однолистного отображения 2 = ® |®| вблизи точки 

® — 0 показывает, что случай, когда 2’ (4) =0, действи- 
тельно может представиться. Далее, что число кривых Ё; — 
три — в условиях леммы 36 нельзя уменьшить, показывает 
пример однолистной функции 

& (9) = и (и? 92) при == 

В этом примере оси координат плоскости и переходят в оси 
координат плоскости 2, и в то же время J(0)=0, a 2’ (0) 
не существует. 

Лемма 37. Если непрерывная функция 2=2(4) 
однолистна в области 3%, дифференцируема в точке 
WED, 4 ako6uan J(w) #0 в этой точке, то и обратная 
  

1) С точностью до кратного 2м.
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функция и —= (2) дифференцируема в соответству- 
ющей точке 2. 

Доказательство. Модули наименьшего и наиболь- 

шего из производных чисел функции 2 (4) в точке у, равны 
соответственно |2 |— [25 || и |2. |+ |25 | (см. теорему 1). 

В наших условиях эти числа не равны нулю, так как 

— 2 2 ео 950; 
поэтому в некоторой окрестности точки 5 будем иметь 

1 Az Эа» | [25 << 2 (|2 [+ |251). 
Отсюда и из однолистности функции г (4) легко следует, 

что величина о (4%) является величиной о (Дг), и наоборот; 
здесь мы, как и выше, полагаем Аг —= 2 — 2%, Ам = м — W. 

По условию леммы отображение 2==2 (4%) = х (и, 9) 
--1у (и, 9) вблизи точки ® =, --®, имеет вид 

x — xy = (и) 5% (0—0 -о (4), 
д д 

У— У = (u — 4) + => (YU — H)-+ 0 (Av). 

    

Так Kak J(wWo) #0, то, заменяя о (А) на о(4г), получим 

тд 1д t— 1 = 9 +0 (0s), 
1 a 1 o 

°— = — 5 5: (х — хот = (Y — Yo) -+ 0 (Az). 

Эти равенства и показывают, что обратная функция 
 — (2) = и (х, у) № (х, у) дифференцируема в соответ- 
ствующей точке 25 = X)-+- iyo. 

Лемма 37 доказана. 
Докажем теперь следующую теорему. = 
Теорема 18. /ЛЛ/усть ю = }(2) — произвольное не- 

прерывное отображение области ®, обладающее свой- 

ством К’ в каждой точке 2Е®, за исключением не более 
чем счетного их множества. 

Гогда функция }(2) является аналитической всюду 
в области %.
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Доказательство. Как и обычно, покажем сначала, 
что в условиях теоремы существует открытое всюду плотное 
в ® множество 5 точек аналитичности функции { (2). 

Возьмем произвольную замкнутую область DCD. По 
лемме 35 найдем круг "<, в котором функция вида 

w (Zz) = e-* (2-2 

является однолистной и обладает всеми свойствами, перечи- 
сленными в лемме 32 (при а =1). Образ круга Ъ при одно- 

листном отображении 1 —= ®(2) есть некоторая область d; 
naockoctH w. 13 cBofictB dyHKUMH w(z) ceayeT, 4TO OOpaT- 
ная функция 2 == 2 (<) удовлетворяет всем условиям леммы 14, 

/ 

если положить ФВ, =), =ф:, а в качестве дуг Ё, (&) взять 
образы отрезков длины 6 лучей т, i (2), z€d. В силу этой леммы 

можно считать, что в области : имеет место неравенство 

|2 (5) — 2 (%)| < Е |9. — | 
f 

для любых точек и, Е ([ — некоторая постоянная), 
/ 

т. е. функция 2 (4) в области $ удовлетворяет условию 
Липшица и, следовательно, имеет полный дифференциал 

/ 

почти всюду в М. 
Обозначим через В<=\’ множество точек, в которых функ- 

ция /(2) не обладает свойством К’, и через В <®, образ 

этого множества при отображении == (2); В, не более 
чем счетно. 

! Возьмем произвольную точку ® Е \В, в которой 

функция 2(%) дифференцируема. Так как в силу свой- 
ства углов ®, (1=1, 2, 3; лемма 32) условия леммы 36 
выполнены, то либо 2’ (%.) = 0, либо якобиан отображения 
2==2 (1) в точке %, отличен от нуля. Тогда из леммы 37 
следует, что и функция 1 (2) =е-—%}(2) --2 дифференци- 
руема в точке 2 Е \ 9; другими словами, дифференцируе- 
мой является и первоначальная функция { (2). Но ] (2) в точке 
2 Е \ В обладает свойством К”, поэтому в силу леммы 7 
эта функция моногенна в точке 2. Отсюда следует моно- 
генность функции <4 (2) и обратной ей функции 2 (<) в точке <. 

Тем самым показано, что функция 2 (WwW) удовлетворяет 

условию Липщица и почти всюду в области №, моногенна;
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в силу леммы 11 она является аналитической всюду в №. 
Вместе с ней аналитической являются прямая функция < (2)= 
—е-1°%} (2) -2 в круге $’<? и, очевидно, первоначальная 
функция /[ (г). 

Так как область $ф=% была взята нами произвольно, 
то отсюда и следует, что точки аналитичности функции } (2) 
в области № образуют всюду плотное и, очевидно, открытое 
множество У. 

Предположим теперь, что утверждение теоремы 18 не- 
верно; тогда найдется непустое совершенное множество З=» 
всех точек, в каждой из которых функция } (2) не является 
аналитической. Согласно предыдущему, 3 нигде не плотно 
B®. 

По лемме 35 находим порцию 3’ = BD’ (D’ <D—kpyr), 
на которой функция вида w (Zz) =e } (2) -- 2 однолистна; 
в силу теоремы 9 можно считать, что эта функция одно- 
листна в круге %. 

! ! 

Через %®: и 3, обозначим образы при отображении 
/ 

w=w(z) круга ®’ и множества 9’; %®, — область, 
а =®, — нигде не плотное совершенное множество; при- 

меняя, как и выше, лемму 14 к обратной функции 2 = 2 (4) 
в ®,, можно считать, что для любых точек W,, и, @ В, имеем 

|2 (45) — 2 (%)| < 2%. — | 

([ — постоянная). 
В силу леммы 17 функцию 2(%) можно предположить 

дифференцируемой почти всюду в D). 
Теперь применимы все предыдущие рассуждения, из ко- 

торых следует, наконец, что функция /(2) должна быть 
аналитической всюду в круге &’>%', что противоречит опре- 
делению множества №. 

Следовательно, В пусто и теорема 18 доказана. 
Мы приведем еще одно общее утверждение об отобра- 

жениях, сохраняющих величины углов, допуская теперь 
возможное изменение направления их отсчета на 
противоположное. 

Тройку лучей ЕЁ; (1—1, 2, 3), исходящих из одной точки, 
назовем развернутой, если сумма каждых двух углов,
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образованных этими лучами, всегда больше т, т. е. 

[t;, И-ЕЕ Ш >* 

при #5= 152 Ё = 1 (1, Л, А==1, 2, 3). Легко видеть, что для 
того, чтобы тройка лучей #, (1—1, 2, 3) была развернутой, 
необходимо и достаточно наличие по крайней мере двух 
тупых углов среди [&, ЕЁ] (=). 

Далее, тройку замкнутых углов ®, 1=1, 2, 3) с общей 
вершиной в некоторой точке назовем развернутой, если 
каждая тройка лучей Т,=®,, исходящих из <, является раз- 
вернутой. Ясно, что развернутая тройка замкнутых углов ®, 
(1—1, 2, 3) с вершиной в точке 1 обладает следующим 
свойством: какова бы ни была прямая, проходящая 
через точку м, по каждую сторону от нее лежит по 
крайней мере один из углов ®, который имеет с этой 
прямой одну-единственную общую точку w. 

Дадим следующее определение. 

Определение 8. Функция /(2) обладает свой- 

ством Ко в точке 2%, если 
1) она обладает свойством А’, причем тройка лучей &, (2) 

(1—1, 2, 3) является развернутой, и 
2) при всех достаточно малых |Д2| на этих лучах имеем 

f (@-+- Az) + f (2), 2+ Az € 2; (2). 
Определение 9. Функция f(z) обладает свой- 

ством К’ (или Ко’) в точке 26%, если сопряженная ей 

функция /(2) обладает свойством К’ (соответственно Ко) 
В этой точке. 

Свойство К” равносильно следующему: образы лучей (, (2) 
(1—1, 2, 3) — см. определение 7 — в плоскости при OTO- 
бражении <= {(2) суть непрерывные кривые [, (4) с ка- 
сательными Т; в смысле определения 5, такими, что 

[17 1 =1Т7 ТЛ 
при ==] (1, /=1, 2, 3), причем направления отсчета углов 
меняются на противоположные. 

Мы докажем следующую теорему. 
Теорема 19. ГЛусть ю = 7 (2) — произвольное не- 

прерывное отображение области ®%, обладающее свой- 

ствами К, или Ку в каждой ее точке, исключая не
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более чем счетное их множество. Гогда всюду в 0б- 
ласти »Ъ либо функция }(2), либо ей сопряженная 

7 (2) является аналитической. 
Заметим сразу, что в этой теореме нельзя заменить 

свойства Ky К’ более общими свойствами К”, К’, как по- 

казывает уже пример функции Бора В(2)=х + Иу| 

(2=х- 15). 
Для доказательства теоремы 19 приведем две леммы. 
Лемма 38. /Густь = }(2) — непрерывная в 06- 

ласти ® функция и с 3 — произвольное совершенное 
множество. Предположим, что существует множе- 
ство ЖсФ не первой категории на 3, в каждой точке 

которого имеет место свойство К’ или К. 

Тогда найдутся порция $’ с $ и числа в, 8, > 0, 
такие, что имеют место свойства (для 1, ]=1, 2, 3): 

1. Из каждой точки 263’ исходят три луча *, (г), 
для которых 

a) [t, (2’)7 2, (2”))_ «с при любых 2’, "Е! и 
6) 8005 < [х, (2); т, (2)] “тп — 8005, если [=] при лю- 

бом 2ЕТ’. 
2. Если № есть образ множества $’ при отобра- 

жений ®==}(2), то из каждой точки Е, как из 

вершины исходят три замкнутых угла 2,(wW), полу- 
ченных параллельным переносом фиксированной тройки 
углов ®, с общей вершиной и удовлетворяющих усло- 
BUAM: 

а) углы ®, образуют развернутую тройку; 
6) образ отрезка длины 6 луча (2) расположен 

в замкнутом угле ®,(%) и имеет диаметр >05. 
3. Расстояние множества 3’ до границы области ® 

больше 8. 
Доказательство. Лучи &(2) (1==1, 2, 3; 2%) 

отображаются на некоторые кривые с определенными каса- 
тельными Т, (4) в соответствующей точке ® СЖ, !); в силу 

свойств К. Ку эти касательные образуют, очевидно, раз- 

вернутую тройку. 
  

Г) Так как взаимной однозначности соответствия между $ и $, 
вообще говоря, нет, то в одной точке ме}, может быть опреде- 
лено несколько троек таких касательных.
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В плоскостях 2 и % зафиксируем определенные лучи t 
и Г соответственно и обозначим через 

(и, По, Ne, Ут» Vo» Уз, р; Ч, 4’) =ФЖ(п,, Vis р, qd; q’) 

множество точек 2ЕЖ, удовлетворяющих условиям (при 
i, j, R=I1, 2, 3): 

a 1 (А) (712) — 005 | < soo 

где через {#7 (2)}] обозначена величина угла, отсчитывае- 
мого в положительном направлении от &Ё заключенная 
между О и 2т (включая 0); 

(5) >< @ть ел <=— ; 
npu i+ J; 

rae w EB, —coorsetcrsylomad Touka aaa ZEN; 

Г) I, (w)37, (EIT, (YT, (WY > 2+ 
при попарно различных 1, /, k; 

(Д) угол &,(p, w) pacrBopa oe c BepumMHoh we S$, 

u OuccekTpucok T , (w) conepxut o6pa3 oTpeska aya &, (2) 

ДЛИНЫ т. причем при |А=| <z диаметр этого обра- 

за не меньше = uf (2+ Az)# f (2). 

Из определения свойств К, и К, и из условий леммы 

следует, что 

UR (Ap yp DO T=, 

где суммирование распространено на всевозможные целые 
положительные значения чисел п, у,, р, 4, 4’. Так как — 
не первой категории на 3, то найдутся определенные зна- 
чения П,, у, р, 4, 4’, такие, что соответствующее им мно- 
жество 5 (п;. у;, р, 4, 9’) будет всюду плотно на некоторой 

порции $’ <, причем %’ = 1%, где %< $ — круг.
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Очевидно, можно предположить, что расстояние от множе- 
1 

ства $’ до границы области % больше <. 

Положим , 
/‘\ / — — —_&/ 

\ (п, Vy Dp. q: q’) =, 900р —°' «=, д = 

и докажем, что для множества 3’ и чисел о, 6, 5’ имеют 
место все свойства, указанные в лемме. 

Для этого определим в точках 26%’ лучи т, (2) 
(1—1, 2, 3) следующим образом: полагаем т, (2) = & (2) 
для точек 2 Е %’ПЖ”, а для точек 26%’ \ Х’ в качестве 
<, (2) возьмем одно из предельных положений лучей &, (2”), 
когда точки 2”ЕЖ\” стремятся к 2; такое определение воз- 
можно в силу плотности %’ на У’. 

Из неравенств (А) следует теперь, что 

[< (2), % <> (=1, 2, 3) 

для всех точек 2’, 2” %', а из неравенств (Б) получим 
8 ~ 8 

> SI @, y@l<r— 

при #1 == 7 (1, /=1, 2, 3) для каждой точки 26 $B’. Из по- 
следних неравенств в силу определения числа с следует, 
что для лучей *,(2) выполнено свойство 1. Так как расстоя- 

1 
ние от множества $’ до границы области % больше 7’ 70 

имеем также и свойство 3. 
Докажем свойство 2. 
Возьмем на плоскости % фиксированную тройку лучей Т, 

(1—1, 2, 3), совпадающую с некоторой тройкой Т,; (&”) 
касательных в точке и’ С $B, соответствующей точке 

Е)’ п”; в силу (Г) эта тройка развернута. Построим 

фиксированную тройку замкнутых углов ®, раствора 

  

200р —° 
с общей вершиной в точке %”’ и с соответственными бис- 
сектрисами Т; (1=1, 2, 3); из (В) и (Г) следует, что углы ®, 
образуют развернутую тройку. Из этого построения в силу 
(В), (Г) и (Д) следует, что тройка углов ®, (&) (1==1, 2, 3), 
полученная параллельным переносом углов ®, в точку 9 Е $, 

соответственную точке 26 ЖЖ”, содержит углы &,(p, w),
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1 
а вместе с ними и образы отрезков 2, (2) длины а’ имею- 

1 
щие диаметры не меньше я‘ 

Покажем, что это имеет место и для всех остальных 

точек ЗФ. 
Пусть 2 $’ \ ЯД’ — произвольная точка и ® Е}, — соот- 

ветствующая ей точка при отображении = } (2). 

Выберем фиксированное <= и обозначим через 2, 

(1—1, 2, 3) точку луча т, (2), для которой 

|2, —2|==е. 

Если 2’СЖ)’, то через 2, 1=1, 2, 3) обозначим точку 

луча 2, (2'), для которой 
1 / 71 _ 

Согласно предыдущему, точки 
/ / wi=f(z)) Gé=1, 2, 3) 

лежат в соответствующих углах ®, (%”) с вершиной ®” == 
—= (2) С З,. Луч *,(2) (=1, 2, 3) есть одно из предель- 

ных положений лучей #,(2”), когда 2’ стремится к 2; из 
предыдущих равенств следует, что точки 2, стремятся при 

этом к 2,, а точки в, —к некоторым точкам WwW, = } (2). 

Но так как замкнутые углы ®, (%) (1==1, 2, 3) являются, 
очевидно, предельными для углов ®, (<’), то точки { (2,) = ®, 
лежат в %, (4). 

Тем самым мы показали, что углы ®, (4) содержат об- 
1 

разы отрезков “,;(2) длины д; Докажем, что диаметры этих 

1 
образов не меньше qm. 

В самом деле, для этого достаточно на лучах Ё (2”) 
выбрать точки 2, так, чтобы 

2—2’ |==в, (2’) < 
  

1 
9 

И ()— ле) |=, 
и провести прежнее рассуждение.
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Лемма 38 доказана. 
Теорему 19 мы выведем из следующей леммы. 
Лемма 39. Если непрерывная в области ® функ- 

ция ®—= (2) обладает свойством К’, или К, в каждой 

ее точке, исключая не более чем счетное их множе- 
ство, то отображение ю = }(2) области » является 
внутренним (по Стоилову; см. главу 3). 

Покажем сначала, как отсюда следует теорема 19. 
Так как внутреннее отображение есть суперпозиция то- 

пологического и аналитического отображений области D, 
то оно либо во всех точках области сохраняет ориентацию, 
либо во всех точках меняет ее на противоположную. Если 
имеет место первое, то ясно, что в условиях теоремы 19 
всюду в области № имеет место свойство К, (исключая не 

более чем счетное множество точек %)) и, следовательно, 
по теореме 18 функция (2) является аналитической всюду 
в %; второй случай операцией сопряжения приводится 
к первому. 

Переходим к доказательству леммы 39. 
Доказательство леммы 39. 
1. Покажем сначала, что в условиях леммы отображение 

< —= / (2) не переводит ни один континуум в точку; более 
того, докажем, что прообраз любой точки ® не более чем 
счетен в области №. 

Предположим противное; тогда в силу непрерывности 
отображения == } (2) полный прообраз некоторой точки 
является замкнутым и несчетным множеством. Обозначим 
совершенное ядро этого множества через р}. 

По лемме 38 находим порцию }р’< р, обладающую всеми 
свойствами, указанными в ЭТОЙ лемме. На каждом луче 
<; (2) 1=1, 2, 3), 26р’, выберем отрезок (с концом 2) 
наименьшей длины ^, (2) <8, такой, что диаметр его образа 
еще равен 5’>> 0. Так как расстояние множества р’ до гра- 
ницы области %) больше 6, то в силу равномерной непре- 
рывности отображения < = } (2) все числа ^, (2) 1 ==1, 2, 3; 
2Е р”) имеют положительную нижнюю грань ^, ^<д. 

По предположению все точки p’ отображаются в одну 
точку 5; поэтому найденное число ^`> 0 обладает тем 
свойством, что если в точке у взять замкнутые секторы 
5; (45) yraop 2 (mw) (1=1, 2, 3) радиуса 0’, то образы
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отрезков всех <,(2) (26 у’) длины Х расположены в соот- 
ветствующих секторах 5, (4). 

Из доказательства леммы 38 следует, что на р’ суще- 
ствует плотное множество точек, в которых имеет место 

свойство К, или К, с теми же лучами ‹х, (2) 1==1, 2, 5). 

Возьмем одну из таких точек 2 Е р’, а также произвольную 
точку 2 Е}’, лежащую внутри круга 

|2 — 2% < Аз 700c. 

Tak KaK Ja oOTpe3KoB Az ayueh t,(2)) (¢—1, 2, 3) npu 
1А2| <8 всегда 

1 (2 - Az) # Л (2) 

и по предположению {[ (2%) = { (21) = ®5, то точка 2, лежит 
внутри угла, образованного лучами <,(2.). Допустим для 
определенности, что точка 2, лежит внутри угла, образо- 
ванного лучами % (Zp) и “о (2%). 

Как и в лемме 13 (ср. также лемму 35), найдем, что 
луч < (2:) пересекает одну из сторон этого угла в некото- 

рой точке 2, такой, что 

[2—2] <^<8 

|Z) —2| <A <8, 
и, следовательно, }{ (21) = 1 (2%) = } (2). Но это противоре- 
чиво, так как образы отрезков х, (2%), < (2%) и *.(21) длины А 
расположены в непересекающихся секторах 5, (4%) (1=1, 2, 3). 

Из доказанной счетности прообраза следует, что для 
каждой точки 2 области ® можно провести окружность 
с центром 2, сколь угодно малого радиуса, не проходящую 
через прообраз точки == } (2%). 

2. Предположим, вопреки утверждению леммы, что ото- 
бражение < —= /(2) не является внутренним, и обозначим 
через 3 множество всех точек области 8, в каждой ок- 
рестности которых это отображение не является внутренним. 
Ясно, что 3} — совершенное множество !); следовательно, 
в каждой компоненте открытого множества % \ В отобра- 
жение < = / (2) является внутренним. 
  

1) Хотя бы в силу леммы Стоилова.
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По лемме 38 находим порцию №’ =ЗВП%®’ (где D’ — 
круг), для которой имеют место все свойства, указанные 
в этой лемме. 

Так как в силу определения множества YS внутри 8 
отображение < = (2) не является внутренним, то найдутся 

точка 2 Е’ и замкнутый круг $ < % с центром Zp, такие, 

что = / (2) есть граничная точка континуума 5. = } (5). 
В силу сказанного в п. 1, уменьшая, если нужно, радиус 
круга ), можно добиться того, чтобы образ его граничной 

. / / окружности не проходил через точку %;: Е 3, где }, — 

образ множества 8’ при отображении == } (2). 
Проводя теперь те же рассуждения, что и при доказа- 

тельстве теоремы 8 (см. п. 1), убедимся, что точку Е Ъ 
можно считать сильно достижимой граничной точкой кон- 

тинуума 5, с определяющим ее кругом %». 
Возьмем касательную Ту к этому кругу в точке %. 

Так как тройка замкнутых углов ®, (5) (i= 1, 2, 3), yka- 
занных в лемме 38, является развернутой, то по крайней 
мере один из них — пусть %, (4) — расположен по одну 
сторону касательной Ту вместе с кругом 53, имея с Ту лишь 
одну общую точку %. Отсюда следует, что некоторый 
сектор замкнутого угла &,(w)) расположен внутри 5%». 
Но это противоречит тому, что по построению круг SQ He 

содержит ни одного образа точки круга $, в то время как 
угол $. (%5), наверное, содержит внутри &» образы точек 
луча т, (2), так как образ отрезка *, (2) длины 68 лежит в 
этом угле и имеет диаметр, не меньший 6’. 

Тем самым лемма 39, а вместе и теорема 19, доказана 
полностью. 

Интересно, что можно сказать об отображениях 0 == ] (2), 

обладающих более общими свойствами К’, К’; в частности, 
имеет ли для них место утверждение теоремы 11? 

Отметим частный случай теоремы 19. 
Теорема 20. [lycms w= } (2) — непрерывное отоб ра- 

жение области®, для каждой точки 2 которой — за 
исключением не более чем счетного множества — най- 
дется окрестность ЦИ, такая, что 

(2 А2) = Л (2) 
при 2- &2СЦ(..
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Если в каждой точке Ъ», исключая не более чем 
сцетное их множество, отображение в = } (2) является 
конформным или первого или второго рода, то либо 

функция } (2), либо ей сопряженная f (Z) является ана- 
литической всюду внутри D. 

Эта теорема показывает, что если, например, непрерыв- 
ное отображение области в каждой ее точке сохраняет углы 
по величине, то — с точностью до операции сопряже- 
НИЯ — OHO BO всех точках области сохраняет и направле- 
ние их отсчета. 

Заметим, наконец, что теорема 18, являясь обобщением 
теоремы 16, все же не обобщает теорему 17, так как мы 
в ней, по существу, пользовались соотношением 

lim Arg 
Az—>0 

fey tz) — Tf) = Arg T, 

при 2-|-А2 СЕ; (2) (=1, 2, 3). 

$ 6. Отображения со свойством К” 

Мы докажем здесь следующую теорему: 
Теорема 21. Если произвольное непрерывное ото- 

бражение ® = }(2) области ® обладает свойством К” 
в каждой ее точке, исключая не более чем счетное их 
множество, то функция }(2) является аналитической 
всюду в №. 

Доказательство. IJ. Покажем сначала, что в усло- 

виях теоремы существует открытое всюду плотное в 8 мно- 
жество ® точек аналитичности / (2). 

Возьмем произвольную замкнутую область с». По 
лемме 15 находим круг 5’ < \ такой, что каждая точка 2 ЕТ’ 
является вершиной пары вертикальных углов У (2), для любой 
точки 2” С УПИ (2) которых имеем 

1) —л@|< |7 Ы— 2 (12) 
(Ё: — постоянная). 

Так как в углах У (2) можно провести сколько угодно 
лучей, выходящих из их вершин 2, то, применяя лемму 13,
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можно считать, что (12) имеет место для любых точек 
2, 26. Но тогда }(2) оказывается почти всюду в № 
дифференцируемой функцией. В силу лемм 7 и 11 отсюда 
следует аналитичность }(2) всюду внутри Dd’ CD. 

Из произвольности р? с ® и вытекает наше утверждение. 
Предполагая теперь, что теорема неверна, находим не- 

пустое совершенное множество } < % всех точек, в кото- 
рых / (2) не является аналитической; в силу только что до- 
казанного множество 3 нигде не плотно в %. 

По лемме 34 находим порцию №’ =3ВП® (= ® — 
круг), для которой имеют место указанные в ней свойства. 

Диаметр круга 8’ будем предполагать меньшим ут 700с. 

Лучи ‹, (2) (=1, 2, 3), исходящие из точки Е’, назовем 
лучами этой точки, а лучи <; (2,) и <, (25), точек 2, 26$’ 
при {== / — разноименными лучами. 

В силу леммы 34 имеем 

f2)—F@| < 1 
=’ — 2 с 

при 2’Ст, (2) 1=1, 2) и |2’ —2| <8. 
Если какие-либо из разноименных лучей точек 2., 2 С} 

пересекаются, то они пересекаются в точке 2 на не пре- 
восходящем 6 расстоянии от обеих точек 21 и 2. (см. дока- 
зательство леммы 13), и, как и в лемме 13, получим 

2 
[Л (22) — Л(21)| < == | 22 — 21|. 

Отсюда следует, что для тех же точек 

1%, (22) — 1, (21)| < |2. — 21|, 

2 
где 9, (2) = f(2)-+ гг и = г. 

Взяв теперь в лемме 34 число а =2Ё, для функции 
и (2) ==е- 5%, (2) -- 2Ё2 из предыдущих неравенств имеем 

Е 20—21 | < | (25) — ® (2) | < 3Ё|22— 21|. (13) 

Так как L>+ (напомним, что ‘< 155)’ то, очевидно,
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неравенства (13) имеют место и для произвольной точки 
26 т; (21) @= 1, 2). 

Используя утверждение леммы 34 и замечания к ней, 
приходим к следующему выводу: 

Если теорема неверна, то найдутся порция }’ = 1%’ 

(%)’ с 3) — круг) нигде не плотного совершенного множе- 
ства В и числа в, [> 0, такие, что из каждой точки 2 Е $" 
исходят два луча <, (2) (1==1, 2), обладающих следующими 
свойствами: 

1) [*, (2/);х; (#”)] < в (1—1, 2) для любых точек 
2’, 2" CR’. 

2) 8005 < [t, (2) t) (2)] < < — 80050 для всех точек 2 Е У'. 
3) Если 2,, 22 СФ’ и некоторые разноименные лучи этих 

точек пересекаются на плоскости !), то для непрерывной 
в 3)” функции вида 

(2) = е- f(z) + rz] + QLz 
(7, Ф, — постоянные) имеют место неравенства 

Е — 22| < | № (25) — щ (21) | < 3Ё|2— 21|. 

В частности, это имеет место, если одна из точек 21, 2, 
принадлежит вертикальным углам У (2) с вершиной в дру- 
гой точке (см. доказательство леммы 15). 

Эти же неравенства справедливы и для произвольной 
точки 2.6 т,(21) (=1, 2). 

4) Если ЗФ, — образ множества №’ при отображении 

& — 0 (2), то из каждой точки ФЕ %№ как из вершины 

исходят два луча ®, (4) (1==1, 2) раствора 40 каждый, 
полученных параллельным переносом фиксированной пары 
углов ©, ® с общей вершиной и обладающих тем свой- 
ством, что образ [,;(%4) отрезка +,(Z), расположенного 
в круге %’ (диаметр которого меньше 5), при отсбражении 
0 — (2) расположен внутри угла ®, (10); при этом 

8009 < [9,79.] <“ 8005, 

где [2 ,9.] есть угол между биссектрисами углов ®, ®.. 
  

г) Напомним, что эта точка пересечения принадлежит об- 

ласти ®, так как диаметр круга »” меньше a 6 sin 7000 (cM. Bplie).



152 ПРОИЗВОЛЬНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (ГЛ. 4 

5) Направление кратчайшего поворота от *, (2) до т. (2), 
2Е 3’, совпадает с направлением кратчайшего поворота 
от 9, (%) до Q, (w). 

Подчеркнем еще раз, что $” нигде не плотно в круге %, 
в каждой точке множества %' `\\ В’ функция { (г), а потому 
и (2), является аналитической и в каждой точке множе- 
ства В’ неаналитична. 

Мы покажем, что функция = (2) с указанными свой- 
ствами осуществляет внутреннее отображение круга %; 
в силу основной теоремы Стоилова и теоремы 5 отсюда 
будет следовать, что 4(2) является аналитической всюду 
в 2’. Ho это будет означать аналитичность и данной 
функции }(2) в %’ > $, что и явится искомым противо- 
речием. 

Возьмем произвольную точку 2%; ее лучи т, (2), чо (2) 
образуют угол 0х, ^.(2) < т, направление биссектрисы 
которого мы примем за направление оси Ох, причем ось Оу 
выберем так, чтобы этот угол был расположен справа !) от 
прямой, проходящей через 2 параллельно оси Оу; эту пря- 
мую можно считать общей биссектрисой вертикальных углов 
У (2) раствора 30с, определенных в лемме 15. Из свойств !)и 
2) лучей *, (2), 26’, следует тогда, что если параллельно 
перенести оси координат в любую точку 2’Е%»’, то один 
из ее лучей *,(2”) будет лежать в нижней полуплоскости 
(именно, в IV квадранте), а другой — в верхней (в Т квад- 
ранте). Из тех же свойств 1) и 2) следует, что все нижние 
(соответственно все верхние) лучи имеют одинаковый индекс 
1—1, 2; будем обозначать нижние лучи через т, а верх- 
ние — через хо. 

Точно так же на плоскости 1 в качестве направления 
оси абсцисс и возьмем направление биссектрисы угла 
8000 < 2," 2, «п— 8006, а ось ординат 9 выберем так, 
чтобы этот угол (вместе с ®,, {=1, 2) располагался справа 
от прямой, проходящей через вершину его параллельно 
оси 97). Тогда один из углов 9; (4) любой точки ® Е}, 

  

') Считая ось Оу направленной вертикально вверх, а ось Ох — 
вправо. 

2) Выбор направления осей и, о равносилен умножению функ- 

ции (2) на постоянный множитель г!?, что сохраняет все пере- 
численные выше свойства этой функции.
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будет нижним, а другой — верхним. В силу свойства 5) образ 
нижнего луча *,(2), 26%’, должен лежать обязательно 
в нижнем угле, и, следовательно, этот угол есть &, (w), 
где «СЗ, — точка, соответствующая точке 2; аналогично, 

образ верхнего луча “.(2) лежит в верхнем угле &,(w). 
П. Докажем, что при отображении м = (2) ни один 

континуум в круге 3’ не сводится в точку. Предполагая 
противное, найдем континуум Ё, на котором 

% (2) = ® = сопз$, 2ЕЁ (14) 

Можно считать, что континуум { принадлежит множе- 
ству 3’. В самом деле, если <’ \ $’, то из (14) в силу 
теоремы единственности для аналитических функций было бы 
w (Zz) ==с01п3{ в некоторой компоненте © множества %’ \ BP’. 
Но © не может совпадать с D’ \ $’, так как в противном 
случае < (2) == соп${ во всем круге 8’, что противоречило бы 
свойству 3) функции (2). Поэтому, в частности, граница 
области © относительно круга %’ должна содержать кон- 
тинуум, на котором также (2) = у, но этот континуум, 
очевидно, принадлежит J’. 

Если 26{— произвольная точка, то вертикальные 
углы У (2) не могут содержать точек континуума Ё, так как 
если бы 2’Е\ (2) была такой точкой, то из свойства 3) сле- 
довало бы 

| w (2’) —w(z)| >L|2’—z|>0, 

что противоречит равенству (14). 
Поэтому для каждой точки 2 континуума #Ё вертикаль- 

ные углы У (2) не содержат точек $ откуда следует, что # 
есть график однозначной функции у == у(х), удовлетворяю- 
щей условию Липшица. Теперь, используя TO же свой- 
ство 3), легко показать, что если 2С{ произвольно, то вся 
часть этого графика, расположенная правее точки 2, лежит 

внутри угла 7, <. (2). 
Покажем сначала, что на дуге { имеется всюду плотное 

множество (& точек 2 таких, что в обоих углах У (2) 
в произвольной близости от 2 найдутся точки множества 3’; 
мы убедимся даже, что © — всюду второй категории на fF. 

В противном случае найдется множество ©’ с Ё не пер. 
вой категории на {, для каждой точки 2 которого один и:
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секторов по крайней мере одного из углов У (2) не содержит 
/ ? и точек В’. Через 6’ и @” обозначим множество точек 2 ЕЁ, 

для которых сектор верхнего, соответственно нижнего, 

угла У (2) радиуса = He содержит точек В"; легко показать, 

что 6’, © (ип=1, 2,...) замкнутые множества на 1. 

Так как 

уд 
то, как и обычно, найдем дугу с которая содержится 
в одном из множеств 6’, @; пусть Га ©. 

Выберем произвольную внутреннюю точку 2” Е Ги такой 
прямоугольник < %)” с центром 2’ и сторонами, парал- 
лельными осям координат, внутри которого содержатся 
лишь точки дуги Ё и не содержатся другие точки f; 

часть дуги Ё внутри УЖ обозначим Ё, а часть прямо- 

угольника Я, расположенную выше #{, обозначим 5. Выбе- 
1 

рем диаметр прямоугольника % меньшим -_; тогда в силу 

определения множества 6» < внутри Х над дугой [нет 
точек }’, т. е. в жордановой области У” функция (2) 

всюду аналитична. Так как на граничной дуге { имеем 

W (Z) = Wy) = const, 

то в силу известной теоремы единственности аналитических 

функций получим, что всюду в области MR’ (2) = Wy = const. 
Рассмотрим _ лучи т, (2”), <. (2”) произвольной внутренней 

точки 2’ дуги Ё; так как вся часть Ё, расположенная пра- 
Bee 2’, лежит внутри угла “^^. (2”), то луч п. (2”) лежит 

выше кривой И<й. Некоторый начальный отрезок этого 
луча лежит, следовательно, в области %\’, но это противо- 
речит свойству 3), в силу которого 

| w (2”) — w(z’)| > L| 2” —2’|>0 

npu mo6om 2” €%,(z2’), i==1, 2. 
Итак, на Ё существует множество © всюду второй кате- 

гории, для каждой точки 2 которого оба вертикальных 
угла У (2) содержат точки В” в произвольной близости от 2,
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Пусть 2 Е © — некоторая внутренняя точка дуги Ё и 
р < Л” — прямоугольник, диагоналями которого служат сто- 
роны углов У (2). Выберем Ф так, чтобы внутри Hero 
лежала дуга <! с концами на обоих его вертикальных 
сторонах. Возьмем некоторые точки =’, 2” Е 3’ ПЪ, лежа- 
щие соответственно в верхнем и нижнем углах У (2%) (рис. 4). 

   
Рис. 4. 

Так как углы У (г”), У (2”) получаются параллельным пере- 
носом углов У(2\), то легко видеть, что 2’, 2% СИ (2”) 
(так же, Kak H 2”, 2,E€V(z2’)); поэтому разноименные 

лучи т, (2”) и <›(2”) точек 2’, 2” пересекаются в точке 2. 

Рассмотрим треугольник 2’2”2 с  соответственными 

углами 0’, 0” и 0; из соотношений 

  

[2—2]  Jz”—z| |2-—2”] 

sin 0” sin 6’ sind 

sin 8 > sin 7006 

(cM. cBOficTBO 2) ayyeh t,) CaeLyeT, 4¥TO наибольшая сторона 

треугольника 2’2”2 оказывается меньше |=” — =” |; 
1 

п 700 

так как смежные углы для У (2) — тупые, то 
12%— 2'|, |29— 2” | <2" — 2"
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Отсюда следует, что 

7 1 , и [20—21 < (1-Е изо)" — 27. 
Но 2@® с поэтому точки 2’, 2”6 3%’ можно выбрать 
с произвольно малым |2’—2”|; выберем их так, чтобы 
точка 2 пересечения их разноименных лучей х, (2”) и т. (2”) 
лежала внутри прямоугольника D. OTH лучи вместе с лу- 
чами т, (2%), “›(2%) при пересечении образуют некоторый 

четырехугольник 25’2(”, внутри которого находятся точки 
дуги #Ё; из построения следует, что один из лучей “т, (г’), 
т, (2”) — пусть t,(2’)— обязательно пересекает # в некото- 
рой точке 2. 

Так как каждая из точек 2, 2’, 2” лежит в вертикаль- 
ных углах У с вершинами в двух других, то в силу свой- 
ства 3) точки 2, = (2) и’ = (2) и ®’ = (2г”") попарно 
различны на плоскости %. По условию луч +, (2’) пересе- 
кает Г в точке 25; но (2) =. (2. ЕЁ), поэтому точка 5 

должна лежать внутри угла @&,(w’) HM, очевидно, вместе 
с углом 9, (45) (рис. 4). В силу выбора величины углов ®; 
и соотношений 

8006 < [2,7 2,] << x — 8006 

BTOpOH yroa 2, (Ww) He MOXKeT содержать точку Ww’ UH в пере- 
сечении с %, (1) образует треугольник 4, диаметр которого, 
как нетрудно подсчитать, не превышает 

, sin 4a ly, . 
1 — | 31700х < 100 |” — Pol’ 

здесь использованы известные неравенства 

sina <a (a > 0), 

sina > Ра (0<a<3). (*) 

Ясно теперь, что образ ®’ точки $’ пересечения лучей t, (2’) 
и <. (2) должен лежать внутри треугольника 94; поэтому 
должно выполняться соотношение 

wo! — Wo 1 

и < 10. (15) 
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С другой стороны, рассмотрим треугольник 272’ 
с углами во, 9, при вершинах 2”, 2. Если через В обозна- 
чить один из острых углов[“, (2). Оу], 26%’, то в силу 
свойства 1) лучей *,(2) другие углы [“, (2)”Оу] отличаются 
от В меньше чем на о. Далее, величина углов У (2) 

равна 305; так как прямая 252’ принадлежит У (25), то от- 
сюда и из свойства 2) получим 

В — 205 < 6, в, < В- 200 (16) 

3500 <В < — 3500. (17) 

Из неравенств свойства 3) имеем 

Е — >| < | (<) — (2) | < 32| — 5 |, 

Ё| =’ — 2 |< | (2) — ® (2) | < 3L| 2’ — Z|; 

так как (2) =, № (2) =щ”, ($) =’, то отсюда 

1 

>3 
с’ — 20 

7 
< — 20 

o’ — Wo 

WwW’ — Wy 

  

. (18) 
  

  

    

Из треугольника 2’2)6’ и неравенств (*), (16), (17) сле- 
дует 

  

    

      

  

<" — 2 sin 8, 1 > 1 

2’ — 2 sin (8 -+ 05) ~ sin By , sin 0 1 
sin 8, °8 8)-+ cos 85 sin 87 + 

Ho 

14 208 
sin 45 sin (8 + 205) <^ в 2% _т 8 

зп би ~ sin(B—20c) ~ 2 8B—20c 2 4 _ 20s’ 
. В 

так как 
20° 20° 2 
— 

в < 3505 — 35 

1-х 
и функция г х Возрастает при х < 1, то 

  

sin 45 п 37 До. < 9. 
sin 8) S23 <
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Возвращаясь последовательно к неравенству (18), окон- 
чательно получим 

«” — 109 

WwW’ — Wo 

  

> 9° 
  

что противоречит неравенству (15). 
Тем самым показано, что полный прообраз любой точки W, 

при отображении == (2) есть замкнутое (в ®’) всюду 
разрывное множество. Из замечания, сделанного в начале 
настоящего пункта, отсюда следует, что в каждой компо- 
ненте множества %’ \ $” должно быть 1 (2) = соп$+. 

Ш. Для доказательства того, что отображение W == w (Z) 
является внутренним в QD’, очевидно, достаточно показать, 

что оно является внутренним в любом ромбе М, Же, 
содержащем точки 3%, стороны которого параллельны сто- 
ронам вертикальных углов У (2) какой-либо точки 2 СУ’. 
По теореме 8 нам достаточно доказать, что образ части 

множества В’ в У нигде не плотен на плоскости &. Выясним 

некоторые свойства отображения % == (2) на ЗУ. 

Покажем, что образ Х, границы ^==\ \ Я ромба есть 
замкнутое нигде не плотное множество на плоскости. 
В самом деле, замкнутость А, следует из непрерывности 
функции (2) в ®'. Далее, ^ состоит из некоторого не более 

чем счетного множества открытых дуг (A)! (n=1, 2,...), 
принадлежащих множеству 8 \ $’, и некоторого подмно- 
жества р’ точек из №’. Но на каждой дуге № (п=1, 2, ...) 

функция (2) аналитична, а потому образ ее в плоскости ® 
нигде не плотен; в силу свойства 3) функции «4 (2) (см. п. П) 
часть множества р’, лежащая на одной из сторон ®t, ото- 
бражается взаимно однозначно в плоскость 1, а потому 
образ этой части также нигде не плотен. 

Итак, образ \, контура ХА при отображении ® == ® (2) 
есть объединение не более чем счетного числа множеств, 
нигде не плотных на плоскости <, т. е. является множе- 
ством первой категории на плоскости; но так как Х, еще и 
замкнуто, то оно само нигде не плотно на плоскости. 

Доказательство того, что образ множества 3’ ПП Я нигде 
не плотен, мы разобьем на ряд лемм. 

Обозначим через х множество следов на плоскости WwW 

всех точек ветвления системы римановых поверхностей {3},
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на которые функция (2) отображает компоненты мно- 
жества QD! \ УТ’. 

Лемма 40. //усть © — открытый выпуклый много- 

угольник плоскости , такой, что @П\ =0, причем 
граница области © есть сумма ломаных 1, Ь, не пере- 
секающих х, таких, что если в произвольную точку м 
ломаной 1, (Е=1, 2), параллельно перенести оба 
угла ®, ®, то угол ®, (4) лежит вне замкнутой об- 

ласти ©. 
Тогда: 
1) полный прообраз © области Э при отображении 

0 —= (2) ромба \ расположен строго внутри %:Э >: 

2) гранииа Э\® множества ®Э отображается 
в границу ©, причем граничной точке ©® могут coom- 
ветствовать лишь граничные точки множества QO; 

3) компоненты открытого множества © суть жор- 
дановы области. 

Доказательство. Как и на стр. 86—87, легко докажем, 

что ОЭС, а также что © \ © отображается в границу ©); 

ясно, что (5) = @). Покажем теперь, что граничной точке © 

могут соответствовать лишь граничные точки ®. 
Предположим противное; тогда найдется внутренняя 

точка 2 множества 5, переходящая при отображении < == 0 (2) 

в некоторую точку контура ©`\ ©. В силу включения 

& (Э) = © точка 2 не может быть точкой аналитичности «о (2), 
а потому 23”; но 2 — внутренняя точка ©, поэтому неко- 
торые начальные отрезки лучей <, (2), *.(2) лежат целиком 
в © и, следовательно, их образы, расположенные внутри 
соответствующих углов &,(w), 2,(w), должны принадле- 

жать ©. Но это противоречит условию, что один из этих 

углов расположен’ полностью вне © (исключая точку 4). 
Тем самым доказано и утверждение 2). 

Докажем утверждение 3). 
Прежде всего, из утверждения 2) следует, что мно- 

жество 5) не имеет «внутренних» граничных точек, т. е. 
граничных точек, являющихся внутренними точками замыка- 

ния &); следовательно, в любой окрестности каждой гранич- 
ной точки Х имеются точки, внешние относительно ©.
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Покажем теперь, что замкнутое множество © не разби- 
вает плоскости 2. Допуская противное и учитывая, что 

в силу Э< существует лишь одна компонента дополне- 

ния СЭ, содержащая и бесконечно удаленную точку и кон- 

тур ^=%`\\ Я, найдем ограниченную компоненту 4’=С®, 
лежашую строго внутри У. Легко видеть, что все граничные 
точки 4’ являются граничными и для множества ©, т. е. 
принадлежат множеству © \ ©); поэтому образ границы 4’ 
(при отображении < = (2)) принадлежит границе много- 
угольника @®. Но 4’ — ограниченная область, поэтому граница 
ее содержит невырожденный континуум и, следовательно !), 
образ границы 4’ содержит невырожденный отрезок / одного 
из граничных звеньев многоугольника ©. 

Из определения области 4’<=С® следует, что ее образ 4, 

полностью расположен вне многоугольника ©, а потому 

граничные точки континуума Gi, отличные от точек G \ G, 
должны соответствовать внутренним точкам 4’, т. е. неко- 
торым точкам множества $’ Г д". 

Выберем внутри 4’ последовательность точек {2„}, 
2 Е4’\%»}’ (п =1, 2,...), сходящихся к такой граничной 
точке области 4’, чтобы их образы {,„] стремились (извне @) 
к точке м” Е1, отличной от вершины многоугольника ©. 
Возьмем круг | — | «р столь малого риса о, чтобы 
вершины © лежали вне его, и одну из точе попавших 
внутрь этого круга, обозначим <”*. Так как соответствующая 
точка 2“Е 4’\ $” есть точка аналитичности функции 1 (2), 
то найдется окрестность ее ЦИ (2*) =’, образ которой есть 
некоторый круг 9 (42°) <= 0, с центром <”, также расположен- 

ный внутри круга |4 — "| “р. 
Рассмотрим теперь два возможных случая: 
а) луч, выходящий из каждой внутренней точки отрезка J, 

параллельный и одинаково направленный с положительной 
полуосью Ох, пересекает область ©; 

(6) каждый указанный в (а) луч не пересекает ©. 
Беря сначала случай (а), предположим для определен- 

ности, что {<=[; это значит, что при переносе углов ®, 8. 
во внутреннюю точку ® 1 угол ®, (%) входит в область ©, 
  

1) В силу доказанного в п. II.
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а угол 9. (4) лежит вне ее. Примем временно { за ось абс- 
цисс, направленную горизонтально так, чтобы выше / лежали 
внешние точки ©. Из проделанного построения и выпук- 
лости © следует, что луч Г, выходящий. из 12” и направлен- 
ный вправо от нее параллельно [, расположен полностью 

вне ©. В силу ограниченности континуума $, на Т найдется 
точка ® такая, что круг 9(®) с центром w, конгруэнтный 
Kpyry q(w*), лежит вне этого континуума. Будем теперь 

2,(w") 7 

  
Puc. 5. 

перемещать 9 (&) вдоль луча Г по направлению к его началь- 
ной точке <*; так как 10” есть внутренняя точка контину- 

ума 41, а ® — внешняя, то на луче Т найдется такая первая 

точка ®’, что круг 9 (®’), конгруэнтный кругу 4(®), имеет 
Uc at Ha левой своей полуокружности граничную точку Ед, 

(рис. 5). Но точке м” может соответствовать лишь внутрен- 
няя точка 2”Е 4’, принадлежащая, очевидно, множеству 3S’. 
Поэтому некоторые начальные отрезки обоих лучей т, (2), 

Tt) (2) должны лежать полностью внутри $’<4', в то время 
как их образы (принадлежащие $) должны лежать в углах 

©: (&”), ®, (&"); но из построения %” легко видеть, что по



162 ПРОИЗВОЛЬНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (ГЛ. 4 

крайней мере для одного из этих углов некоторый сектор 

его с вершиной %” лежит полностью внутри круга 9 (®’), 

который совсем не содержит точек континуума 4,. 
Если же имеем случай (6), то проведенные рассуждения 

полностью сохраняются, если в качестве луча Т взять полу- 
прямую, параллельную оси х и направленную вправо. 

Полученное противоречие и показывает, что множество © 
(в частности, замыкание каждой компоненты 4=) не раз- 
бивает плоскости. 

Отсюда и из уже доказанного утверждения 2) легко 
следует, что каждая компонента <=) односвязна. В самом 
деле, если бы это было не так, то нашлась бы простая 
замкнутая кривая 14, внутри которой находились бы гра- 
ничные, а потому (в силу 2)) и внешние точки 4; но это и 

означало бы, что 4 разбивает плоскость. 
Тем самым и показано, что © состоит из односвязных 

компонент. 
Покажем, наконец, что каждая компонента 4=® является 

жордановой областью. Так как 4 — континуум, не разбиваю- 

щий плоскость, то дополнение В —=С9 (до расширенной 
плоскости) есть односвязная область, множество граничных 
точек которой совпадает с таковым для области 4: это сле- 
дует из того, что 4 не имеет «внутренних» граничных точек 
‘см. выше). Поэтому достаточно показать, что граница } 
есть замкнутая жорданова кривая; здесь мы, каки на стр. 91, 
воспользуемся теорией простых концов. 

Покажем сначала, что каждая граничная точка В является 

достижимой. В самом деле, если 2”ЕВ\В и 2' 4%, то 

в некоторой окрестности И (2’) функция (2) аналитична и 

однолистна, так как %” = 0 (2) Е ® \ ©, а потому w’ Ex; 
но отсюда следует, что часть границы В внутри И (2/) топо- 

логически соответствует части контура © \ © вблизи w’. 
Ясно, что Ц (2’) можно выбрать так, чтобы эта часть кон- 

тура © \ © была простой дугой (ломаной). В силу указан- 
ного гомеоморфизма этой ломаной внутри И (2”) соответ- 
ствует простая граничная дуга области 5. Очевидно, что 
2’ — достижимая точка для В.
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Если же 2”С6\Би 26$’, то w=w(z)EG\ Gu 
и’ С; но так как %’ Е, (# =1 или 2), то угол @, (в) 

лежит вне многоугольника (©, следовательно, отрезок луча 

“,(2’) длины 61!) не может пересекать замкнутой области q 

(кроме TOUKH 2’), T. e. ayy t,(2’)Ch uM точка 2’ достижима 
даже прямолинейным отрезком на {. 

Но доказанное означает, что граница области В, а следо- 
вательно и 4, есть непрерывная кривая, а так как каждая 
граничная точка [есть граничная и для 4 (и наоборот), то 
каждая точка этой кривой достижима и из В, и из 4; это же 
равносильно тому, что совместная граница этих областей 
есть замкнутая простая кривая. 

Лемма 40 доказана полностью. 
Лемма 41. Пусть дан континуум {=3}’ такой, что 

лучи <, (2) (1=1, 2), 2 СЁ не имеют с ним общих точек, 
кроме 2. Тогда { содержит свободную?) дугу Ё одного 
из следующих типов: 

1. Г— график однозначной функции у=ф(х), удо- 
влетворяющей условию Липшица, причем для точек & 
некоторого плотного на { множества все точки ГР, 
расположенные вправо3) от =, лежат внутри угла 

74 T (2); 
2. Г— график однозначной функции х=$(у), удо- 

влетворяющей условию Липшица, причем для точек 2 
некоторого плотного на Г множества угол т” (2) 
расположен вправо3) от этого графика. 

Доказательство. Прежде всего ясно, что существует 
такой фиксированный угол У” на плоскости с биссектрисой, 
направленной вдоль положительной полуоси Ох, что при 
параллельном переносе его в любую точку 2 ЕЁ полученный 
угол У’ (2) всегда лежит внутри угла „хо (2). 

Покажем теперь, что в каждой точке континуума { кон- 
тингенция его не содержит некоторого угла. В самом деле, 
легко видеть, что в наших условиях на {! имеются лишь 
точкя двоякого рода: если 2 ЕЁ то 

1) См. лемму 34. 

*)_ Простая дуга abet (без концов) называется свободной, 

если 46 открыто на Ё 
3» Напомним, что ось Оу направлена вертикально вверх.
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1) либо угол х.,“›(2) полностью содержит некоторый 
подконтинуум f, 

2) либо угол “<! _.<о(2) совсем не содержит точек {. 
Ясно, что в случае (2) контингенция Ё в точке & не со- 

держит угла <, „^.(2) и, тем более, угла У’ (2). 
В случае же 1) по крайней мере один из вертикальных 

углов У (2) не входит в контингенцию {. Действительно, 
если бы в любой близости от 2 в обоих вертикальных 
углах У (2) можно было найти точки 2’, 2”, то, каки в п. П, 

  

мы построили бы четырехугольник 20/2” столь малых раз- 
меров, чтобы один из лучей т, (2”), “о (2”) пересекал подкон- 
тинуум континуума #1), расположенный внутри угла <, „то (2); 
но это по условию невозможно. 

Мы имеем 

=UAUUAUUS) © 
где е,, е, — множества точек 2 СЪ, для которых угол <, „то (2) 

содержит некоторый подконтинуум №, и сектор верхнего, 

соответственно нижнего, угла У (2) радиуса — не содержит 
uM точек {й; ©’ — множество Touek z€f, ana KOTOpHIX CeKTOp 

—^ 1 

угла т, ,т›(2) радиуса —- не содержит точек f. 

Имеем также 

=(US)UUS)UUS). 
~/ Ht 

roe б,, б„— множества точек 2@Ё для которых сектор 

верхнего, соответственно нижнего, угла У (2) радиуса т не 
MW 

cogepxuT Touex f; ©, — множество точек 2 ЕЁ для которых 
1 

сектор угла У’ (2) радиуса -_ не содержит точек 1. 

Легко показать, что каждое из множеств @47 (/=1, 2, 3; 
п=1, 2, ...) замкнуто и что 

obi. (20) 
  

1) Отметим, что в этом месте существенно используется связ- 
НОСТЬ &
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Так как континуум ТГ— второй категории в себе, то 
из (19) следует, что на некоторой порции = 1% 
(1 =’ — круг) одно из множеств © всюду плотно, но 

в силу (20) на Ё плотным будет и ©, а так как 6 зам- 

кнуто, то #=@7. По условию #— континуум, поэтому и 
содержит некоторый невырожденный подконтинуум Ё; будем 

еще считать, что радиус круга №, взят меньшим ". 

Для определенности положим, что ]==1, т. е. 

fciicG,; (21) 

случаи /==2, 3 разбираются аналогично. 

Из определения и и включения (21) следует, что Ё пере- 
секается каждой прямой, параллельной оси Оу, не более чем 
в одной точке 2, причем оба вертикальных угла У (2) внутри 5, 
не содержат точек {', т. е. {есть график однозначной функ- 
ции y= (х), удовлетворяющей условию Липшица. Из самого 
построения следует, что некоторая часть множества с, всюду 

плотна на Ё; тем самым доказано утверждение 1 леммы. 
Аналогично доказывается и утверждение 2. 

Лемма 41 доказана. 
Вернемся к условиям леммы 40 и рассмотрим частные 

случаи многоугольников ©, которые мы и используем в даль- 
нейшем. 

Величину наименьшего угла, образованного сторонами 
углов 9, 9, и содержащего биссектрису угла [98,9], 
0<[8,79.| < т, обозначим через я. Тогда в качестве много- 
угольника @® мы будем применять либо равнобедренный тр®- 
угольник А с основанием, параллельным оси и, и с углом 

1 
при основании, меньшим за, либо левую его половину А’, 

отделенную его высотой; ясно, что эти треугольники удовле- 
творяют условиям, предъявляемым к многоугольнику 9 
в лемме 40 (рис. 6). 

Лемма 42. Пусть треугольник А (или А) удовле- 
творяет всем условиям леммы 40 и пусть © (соответ- 
ственно 5’) — полный прообраз его внутри %\. Если 9 
(или 5’) имеет бесконечное множество компонент, то 

диаметры их стремятся к нулю.
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Доказательство. Рассматривая сначала случай тре- 
угольника А и предполагая противное, найдем бесконечную 
последовательность (попарно не пересекающихся) жордано- 
вых областей 9, =® (п =1, 2, ...) таких, что их диаметры 
4(4,) >85; в силу теоремы о сходимости множеств [49] можно 
считать, что последовательность {а„! сходится к некоторому 
невырожденному континууму Ё. 

  

2, 

< 
| a 

BK SY ~~ 
<< A 

S2, 

Рис. 6. 

Легко показать, что { нигде не плотно на плоскости. 
В самом деле, пусть ® — произвольный круг; тогда либо % 
не пересекается с (4„!, либо имеет с какой-либо 3„ общую 
внутреннюю точку $. Так как Q, попарно не пересекаются, 
то некоторый круг с центром © внутри ®% не может при- 
надлежать пределу областей {1„}. Из произвольности Я от- 
сюда и следует, что {=Ити, нигде не плотно на плоскости. 

Очевидно, что # принадлежит границе © \ © открытого 
множества >) и, следовательно (по лемме 40), образ его при 
отображении < = ® (2) лежит на контуре А. При этом образ 
граничных точек 4, вблизи любой точки { также лежит на 
контуре Д; отсюда легко вытекает, что ни одна точка 1 не 
является точкой аналитичности < (2), т. е. [<= 3’. Рассматри- 
вая, если нужно, подконтинуум Ё, можно предположить, что 
образ самого { принадлежит либо только основанию А, либо 
только паре боковых его сторон. Очевидно, что как в пер- 
пом, так и во втором случае углы %; () (=1, 2), исхоля-
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щие из точек чо этого образа, уже не пересекают послед- 
него; следовательно, каждый луч <; (2) (1—1, 2), исходящий 
из точек & ЕЁ не должен пересекать f 

Переходя снова к подконтинуумам, мы, в силу леммы 41, 
можем считать, что Ё есть простая дуга либо типа 1, либо 
типа 2. Но случай 2 не может иметь места; действительно, 
взяв Две различные точки указанного в лемме 41 плотного 
на Ё множества, мы получили бы в этом случае, что неко- 
торые разноименные лучи их должны пересечься, в то время 
как разноименные углы точек образа (по построению) не 
могут пересекаться. 

Итак, континуум Ё есть график однозначной функции 
у-=$(х) со свойствами, указанными в п. 1 леммы 41. 

Выберем на Ё три точки 2’, 2”, =”, принадлежащие плот- 
ному на { множеству (упоминаемому в лемме 41) и взятые 
последовательно слева направо: вся дуга 2’2” графика # 
лежит внутри угла <, ^“.(2”), а дуга 2"”2” — внутри угла 
т, по (27). В силу соотношения *<Итоа, для любого ¢ > 0 
точки всех областей ц„, начиная с некоторой, попадут внутрь 
полосы, ограниченной кривыми 

у=ф(х) Её; (22) 

то же относится и к граничным точкам указанных обла- 
стей 4,. Легко видеть, что при достаточно малом = оба луча 
<, (2”), *›(=2”) пересекают кривые (22) в произвольной бли- 
зости от 2”. Но так как 9, связна и по построению одна ее 
часть лежит вне угла <, „=. (2”), а другая — внутри, то отсюда 
следует, что в произвольной близости от 2” один из лучей 
т, (2”) (==1, 2), пусть *›(2”), пересекает все 9, и их гра- 
ницы, начиная с некоторого п. Но тогда внутри угла &, (w”) 
в произвольной близости от его вершины %” должны на- 
ходиться точки контура A!), так как только им соответ- 
ствуют граничные точки Q,; 9TO же, в силу построения ДА, 
невозможно. 

Тем самым лемма для треугольника А доказана. 
Предполагая теперь, что для треугольника Д’ лемма не- 

верна, мы найдем последовательность жордановых областей 
«с ®’, сходящихся к невырожденному нигде не плотному 
  

') Отличные от &”; см. свойство 3) функции (2).
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континууму Ё: 
Р — И 0». 

Как и выше, будем считать, что образ Ё (при отображе- 
НИИ < == (2)) принадлежит лишь одной из трех сторон A’; 
тогда также можно считать, что Ё есть дуга либо типа 1, 
либо типа 2 леммы 41. 

Если # — дуга типа 1, то проходят все предыдущие рас- 
суждения, приводящие это допущение к противоречию. По- 
этому Ё должно быть графиком однозначной функции 
—$(у) со свойствами, указанными в лемме 41; но тогда 

из рассуждений, проведенных для случая А, отсюда следует, 
что образ # должен принадлежать вертикальному катету Д’ 
(высоте A). 

В некоторой «правой» окрестности кривой Ё’, т. е. в по- 
лосе, ограниченной кривыми Х—фФ(у), х=Фх(у)--; (при 
некотором = >> 0), не могут находиться точки областей Q,, 
так как иначе они пересекались бы лучами *т,(2) (=1, 2) 
некоторых точек 2 Ев произвольной близости от них (по- 
дробнее ср. выше для А). Поэтому области 4, сходятся к 
«слева», т. е. для любого >> 0 точки всех 4,, начиная с не- 
которой, попадают внутрь полосы, ограниченной кривыми 

x= (у), х==Ф(у) —е. 
При доказательстве леммы 40 было показано, что из ее 

утверждения 2) следует, что вблизи каждой граничной точки 
множества ©’, находятся внешние к нему точки. Поэтому 
в любой «левой» окрестности кривой { вблизи каждой ее 

точки найдутся точки дополнения СХ. Покажем, что среди 
этих последних найдутся точки множества $’. 

Предполагая противное, находим «левую» окрестность 
© (2) некоторой точки 2 Е #, ограниченную кривыми х==(у), 
х =$(у) —е, а также соответственно подобранными прямыми 

у= у, У=уо (у > у,), такую, что СХ’ не содержит в ней 
точек №’ и, следовательно, состоит лишь из точек аналитич- 
ности функции (2). Так как никакой континуум не 
сводится в точку при отображении м == (2), то можно 
считать, что точки 2;, 2 Ef, лежащие на прямых у=у,, 
у == у., переходят в различные точки 1, 5 вертикального 
катета ; будем предполагать также, что 21 и 2. — внутренние 
точки Г.



6 6] ОТОБРАЖЕНИЯ СО СВОЙСТВОМ К”’ 169 

В силу соотношения f’Climg’ отсюда получим, что 

область 4, (начиная с некоторого п), имея точки внутри 
$ (20), имеет их также ниже прямой у=у, и выше прямой 

y = yo 
Проведем MpaMylo y=—Yo, проходящую через точку 25; 

перемещаясь от точки 2, влево до первой точки пересечения 
с границей $, (п =1, 2,...), будем двигаться от этой точки 

до первых точек пересечения с прямыми у==у;, у==у,. При 
этом мы получим простую (граничную для 6,) дугу /„, кото- 

рая вместе с указанными прямыми и кривой Ё ограничивает 

какую-то «левую» окрестность 9 (23) точки 2: © (2) (20). 
Так как дугу [, можно построить для каждой области $, 

начиная с некоторой, то из проделанного построения сле- 
дует бесконечность совокупности компонент множества 

СО! П 5 (2%). 
Возьмем полосу G3: у— 5 <у<у-8, со столь. 

малым & > 0, чтобы она лежала целиком внутри полосы 
с ограничивающими прямыми у=у,, у=у.. Так как ©», 
содержит граничные точки бесконечного множества обла- 
стей 4,, то существует также бесконечное множество ком- 

понент В (т=1, 2,...) множества CD’ 19 (20), содержа- 

щих некоторые точки из ©», (здесь еще раз используется то, 
что в окрестности граничной точки ©’ содержатся внешние 
его точки; см. выше). Ни одна из компонент fh’ не лежит 
строго внутри $ (2), так как это означало бы, что множе- 

ство ©’ разбивает плоскость, чего не может быть (см. до- 
казательство леммы 40); это означает, что каждая из обла- 
стей В’, «доходит» по крайней мере до одной из прямых 
у==у,, у», т. е. имеет хотя бы одну точку этих прямых в ка- 
честве граничной. В силу выбора ©, отсюда следует, что 

диаметры 4(9„) имеют положительную нижнюю грань: 

d(h,)24> 0 (m==1, 2,...). 

Ясно, что NOCAeROBaTenbHOCTE {h | MOXKHO CUHTaTb CXOMA- 

щейся к некоторой невырожденной дуге Ре! и что все В’. 

одновременно «доходят» или нет до прямой у == у, или пря- 
мой у == у.
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Пусть для простоты }, доходят только до прямой у = у; 
тогда образы 

7, = ® (#„), . 

лежащие вне А’ (Tak Kak f° CCD’), crpematca к отрезку 
1’ = (Г) вертикального катета А’, содержашему точку м. 
Диаметры этих образов 4(7„) также ограничены снизу: 

а (Tin) > & > 0. 

Наконец, выберем = > 0 столь малым, чтобы граничный для 

$ (20) отрезок прямой у==у; (длины =) при отображении 
f 

a 
W=W(zZ) переходил в ->-окрестность точки и, а образ 

окрестности 9 (2) не содержал всего контура ДА”. 

По предположению С®’ не имеет точек из Зв %(2)), 
поэтому во всех областях В’ функция (2) аналитична; 
следовательно, граничные точки образа В’ могут соответ- 

ствовать лишь граничным точкам самой области ).. Но гра- 

ница области №, принадлежит либо границе Х,, т. е. мно- 

жеству 5’ \\ ©’, либо отрезку прямой у==у,. Образ первого 
есть некоторая собственная часть контура А’ диаметра не 
меньше а’, а второго — некоторая непрерывная кривая, рас- 

/ 
© 

положенная в =--окрестности точки ®1. Очевидно, получен- 

ное множество не может содержать границу образа “ (9.,) 1), 

что и является искомым противоречием. 
f Случай, когда области №’, доходят сразу до обеих пря- 

мых у = 1, У», исчерпывается аналогично. 
Итак, в любой «левой» окрестности каждой точки Ё на- 

ходятся точки 58’, лежащие в дополнении СУ. 
Возьмем теперь на Ё такую точку 2, чтобы ей соответ- 

ствовала на вертикальном катете А’ внутренняя точка и чтобы 
в точке 2 кривая Ё имела определенную касательную 0; оче- 
видно, что этим требованиям легко удовлетворить. 

  

`) Лежащего, напомним, вне А’.
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По предыдущему слева от Ё найдется последовательность 
точек 

z,€ P NCL, 

сходящихся к 2. Так как лучи 7,(2,) @== 1, 2; n= 1, 2, 3, ...) 
удовлетворяют равномерно условию 

8006 < х, „л. (2„) << x — 8006, 

то очевидно, что по крайней мере один из каждой пары 
этих лучей пересекает прямую @ и близкие ей по направле- 
нию. Но отсюда легко следует, что, начиная с некоторого п, 
по крайней мере один луч <! (2„) или т. (2„) пересекает саму 

кривую Г; это же невозможно, так как точки 2, Е СХ’ ото- 
бражаются во вне АД’, их образы стремятся к внутренней 
точке вертикального катета A’ и, следовательно, начиная 
< некоторого п, оба угла ®, (,„), ®. (%„) полностью (вместе 
< вершиной 4, = w(Z,)) лежат вне А’ и не могут содержать, 
в частности, точек образа кривой #. 

Тем самым лемма 42 доказана полностью. 
Лемма 43. Пусть контур треугольника А’ не пере- 

секает множества х и пусть 5’ — его полный прообраз 
8 ромбе Л, а дс’ — произвольная компонента. Тогда 
произвольной внутренней точке вертикального катета А 
соответствует на границе { лишь конечное число точек. 

Доказательство. По лемме 40 область 4 ограничена 

простой замкнутой кривой 1 =4\\ 9. Рассмотрим две воз- 
можности: 

1) на { нет точек из $”, переходящих при отображении 
4) == (2) в точки вертикального катета A’; 

2) такие точки на 4 имеются. 
В первом случае из того, что контур АД’ не пересекает х, 

легко следует, что полный прообраз (открытого) вертикаль- 
ного катета A’ na 1 либо пуст, либо состоит из некоторой 
совокупности простых открытых дуг {1„} (п =1, 2,...), 
содержащих лишь точки аналитичности функции < (2), в не- 
которой окрестности каждой из которых она однолистна. 
Образами концов этих дуг могут быть лишь концы верти- 
кального катета А’; это показывается аналогично тому, как 
делалось на стр. 87.



172 ПРОИЗВОЛЬНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ [ГЛ. 4 

Легко видеть, что в рассматриваемом случае 1) образ ка- 
ждой дуги 1„ есть весь катет А’, причем это отображение 
гомеоморфно; чтобы убедиться в этом, можно воспользоваться 
следующим почти очевидным предложением: пусть функ- 
ция (2) аналитична в окрестности каждой точки простой 
кривой Г — замкнутой или нет, а также включая концы или 
нет — и (2) == 0 в любой точке 2 Е Г; если образ кривой Г 
при отображении ® == #(2) есть также простая кривая Г, 
(или, что то же, принадлежит простой кривой), то соответ- 
ствие между Г и Г; при этом отображении взаимно одно- 
значно. 

Теперь в силу равномерной непрерывности отображения 
% — (2) легко показать, что число дуг 1, (п=1, 2, ...) 
конечно; тем самым для случая 1) утверждение леммы до- 
казано. 

Переходя к случаю 2), так же как и выше, найдем на 7 
полный прообраз [1„! вертикального катета А’, состоящий 
из простых открытых дуг 1]„, которые уже могут содержать 
точки $’; при этом образами концов 1, опять-таки могут 
быть лишь концы катета, но эти образы для одной и той же 
"„ могут совпадать. 

Пусть точка 2Е1,ПЗ’ и — ее образ внутри верти- 
кального катета А’; тогда оба угла Q,(w), 2 (w) лежат вне 
треугольника 4’. Следовательно, если некоторая точка Ст, 
(п —=1, 2,...) принадлежит 3’, то оба луча т. (г), <. (2) не 
пересекают ни области 4, ни ее границы 1. При этом одно 
из двух: либо область у лежит внутри угла. <, „<. (2), либо 
вне него. В первом случае ясно, что 2 будет самой левой 

точкой области ц и, следовательно, такая точка может быть 
только одна. Итак, за исключением, быть может, одной 

точки, для всех точек 2 пересечений 1, ПЗ’ (п =1, 2, ...) 
область 4 лежит вне угла т, „т. (2). 

Рассмотрим произвольную дугу 1, (п=1, 2,...); если 
она не содержит точек 5B’, TO, Kak и выше, она топологи- 
чески отображается на катет. Пусть пересечение 1, ПП” не 
пусто и пусть пока для каждой точки 2Е1,П%}’ область $ 
лежит вне угла т. „<. (2). Ясно, что для произвольных раз- 
личных точек 2, 261, ПЗ’ некоторые из их разноименных 
лучей пересекаются вне области 4; из свойства 3) функ- 
ции 1(2) следует тогда, что им соответствуют на катете 
также различные точки 1., Wy, т. е. соответствие между
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1, П В’ и его образом взаимно однозначно. Более того, это 
соответствие оказывается подобием, т. е. сохраняющим поря- 
док. В самом деле, пусть, например, пересекаются лучи *, (25) 
И <о (21), т. е. точка 2. лежит выше точки 2, (относительно 
оси Оу); тогда должны пересекаться и углы ®, (425) и 9. (®.), 
что возможно лишь в том случае, если м. расположена 
выше 42. 

Далее, как и выше, убеждаемся, что открытые дуги из 
1„ \ В’ отображаются в вертикальный катет А’ взаимно одно- 
значно. Теперь можно показать, что на наименьшей откры- 

той дуге 1,с1„'), содержащей все точки 1,П%’ (предпо- 
лагая наличие более чем одной такой точки), это отображе- 
ние также взаимно однозначно. В самом деле, топологически 
отображая дугу 1„ на интервал (0, 1) оси Ох, а вертикаль- 
ный катет А’— на интервал (0, 1) оси Оу и учитывая, что 
взаимно однозначное непрерывное соответствие между интер- 
валами и подобное соответствие между произвольными ли- 
нейными множествами осуществляются строго монотонными 
функциями, убеждаемся, что наше утверждение вытекает из 
следующей легко доказываемой леммы. 

Лемма 44. Пусть на интервале (0, 1) заданы огра- 
ниченная непрерывная функция у=оФ(х) и замкнутое 
множество рс (0, 1), содержащее по крайней мере две 
точки такие, что на р Функция o(x) строго возра- 
стает, а на каждом интервале смежности кр — строго 
монотонна. Гогда $(х) строго возрастает на наимень- 
шем интервале, содержащем р. 

Из леммы 44 следует также, что одной точке оси Оу 
может соответствовать не более трех точек оси Ох. Возвра- 
щаясь к прежним условиям, получим, что одной точке вер- 
тикального катета А’ может соответствовать не более трех 
точек дуги 1, (п =1, 2, ...). 

Покажем теперь, что число различных дуг системы {1„}, 
образы которых содержат фиксированную точку (открытого) 
катета А’, конечно. В противном случае таких дуг Ти, | 

было бы бесконечно много и, следовательно, их диаметры 
Ч (т, ) 0, так как 1, лежат на жордановой кривой т. 

k k 
  

1) Легко видеть, что в наших условиях 1и„ не совпадает с 1, 
поэтому 1„ определена однозначно.
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Но так как концы 1, отображаются в концы катета (воз- 
Е 

можно, в один и тот же), то в силу равномерной непрерыв- 
ности отображения из предыдущего мы получили бы, что, 
начиная с некоторого №, образы всех 1, лежат в произ- 

k 
вольной близости от одного из концов катета; это же про- 
тиворечит нашему допущению. 

Итак, в случае, когда для всех точек 2Е {1 ПЖ’ 
область 4 лежит вне угла <, „“. (2), прообраз любой точки 
катета на 1] конечен. Но это же верно и в случае, когда для 
некоторой точки 2’С [1„] ПФ” область 4 лежит внутри угла 
т, ,^о (2), так как такая точка должна быть единственной; 
при этом, если 2’С1,„, то— в отличие от предыдущего — 
одной точке катета А’ может соответствовать на 1„ не более 
четырех точек. 

Лемма 43 доказана. 

Пусть Я, ЯсФ’ — произвольный ромб со сторонами, 
параллельными сторонам вертикальных углов У (2), 2 Е". 
Как было указано в замечании перед леммой 40, для завер- 
шения доказательства теоремы 21 достаточно показать, что 

образ множества ЖП” нигде не плотен на плоскости Ww; 
это мы и сделаем на основании предыдущих лемм, а также 
леммы 25 главы Ш. 

Лемма 45. Если функция (2) удовлетворяет усло- 

виям 1)—5), то образ множества ЖП’ при отобра- 
жении ® = (2) нигде не плотен на плоскости W. 

Доказательство. Выше было показано, что образ А, 
границы Х ромба Я нигде не плотен на плоскости. 

Допустим, что лемма неверна; тогда образ множества 

ЯП’ содержит внутренние точки и, следовательно, най- 
дется круг ®, принадлежащий этому образу; так как ^, нигде 
не плотно на плоскости, то круг ® можно выбрать так, 

чтобы ® ПЛ! =0.. 
По лемме 25 круг ® содержит подмножество © всюду 

второй категории, такое, что каждой точке %’ С © в Я соот- 
ветствует бесконечное множество точек |2„} аналитичности 

функции (2) 
7\ / W (z,) =".
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Мы найдем точку ©, где это не имеет места, что и явится 
искомым противоречием. 

Через каждую точку не более чем счетного множества х 
проведем вертикальную прямую й = соп${; совокупность всех. 
этих прямых образует, очевидно, множество первой катего- 
рии на плоскости. Поэтому в круге ® найдется точка 2, 6 ©, 
не принадлежащая ни одной из указанных прямых. 

Построим теперь в ® равнобедренный треугольник А 
с основанием, параллельным оси и, и высотой, проходящей 
через точку \‹, так, чтобы эта точка явилась серединой 
высоты; высота отделяет от A его левую половину АД’. Так 
как х не более чем счетно, то с помощью подобного пре- 
образования с центром подобия в ®, можно добиться того, 
чтобы контур А не пересекал х; высота его не пересекает х 
по построению. 

Пусть © и ©’ — полные прообразы в У треугольников 
А ид’ соответственно, а9,=®, g CO’ (m,n=1, 2, ...)— 
их (жордановы) компоненты: очевидно, Э’=®. Ясно, что 
прообраз М точки 5 содержится в ®); мы покажем, что он 
содержит лишь конечное число точек аналитичности функ- 
ции < (2): это и докажет лемму. 

Возьмем произвольную компоненту 9,<=® и совокуп- 

ность |4, } компонент АУ, принадлежащих 4,; легко видеть, 
k 

что J, имеет общие граничные точки с каждой из $, 
Е 

(^ =1, 2,...). Очевидно, прообраз М точки % не содер- 
жит внутренних точек из 5. Рассмотрим поэтому точки 
2Е МПа,„, являющиеся граничными точками множества 5; 
одно из двух: либо в произвольной окрестности 2 находятся 
точки бесконечного множества компонент Sin либо в неко- 

торой окрестности 2 их конечное число. 
Образы границ областей $, , попавших в окрестность 2, 

всегда лежат на контуре А’; поэтому легко показать, что 
в первом случае точка 2 не может быть точкой аналитич- 
ности 4(2). Во втором же случае, если 2 является точкой 
аналитичности < (2), то из однолистности последней вблизи Z 

(ведь и, Фх) следует, что в некоторой окрестности 2 лежат 
точки только одной компоненты 4’, т. е. 2 лежит на кон- 

k 
Type уж Но на контуре каждой из компонент и, в силу
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леммы 43 находится лишь конечное множество точек из М; 
покажем, что таких компонент, содержащих на контуре 
точки М, также конечное число. В самом деле, в противном 
случае нашлась бы бесконечная совокупность компонент Sn,’ 

на контуре каждой из которых имеется точка из М; чтобы 
не вводить новых обозначений, будем считать, что эта сово- 
купность совпадает с [$ „|. Но так как по лемме 42 

/ / dl (Sm,) —>0и каждая Sy имеет общие граничные точки с 4, 

то, очевидно, можно считать, что области 4, сходятся 

в некоторой граничной точке © области g,. Ho тогда SEM 
зв силу замкнутости М. В силу же леммы 40 точке & может 
соответствовать только точка на контуре равнобедренного 
треугольника A, чего не может быть, так как 1, взята 
внутри A. 

Далее, ни одна точка 2 М, принадлежащая, множеству 

$,\U3;., не может быть точкой аналитичности w (Zz); 
Я 

действительно, иначе некоторая окрестность 2 отобража- 
лась бы на окрестность точки %, и, следовательно, первая 

всегда содержала бы точки ХУ, т. е. 2651) =] 9, › ЧТО 
Е Е 

противоречиво. 
Из всего изложенного следует, что в произвольной ком- 

поненте 4,“ находится лишь конечное число точек М, 
являющихся точками аналитичности функции % (2). Теперь, 
точно так же как выше было для случая компонент Х), на 
основании той же леммы 42, легко доказываем, что компо- 
нент 4, <®, действительно содержащих точки М, — конечное 
число. 

Отсюда по доказанному выше и следует, что выбранной 
точке С @ соответствует внутри \ лишь конечное число 
точек аналитичности функции (2), вопреки определению 

множества ©. 
Тем самым лемма 45, а с ней и теорема 21, доказана. 
Было бы интересно доказать теорему 21, как и преды- 

дущие, сведением к однолистному случаю, пользуясь теоре- 
мой 9. 

Это, например, можно было бы сделать, если бы было 
доказано следующее утверждение: для функции (2) со
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свойствами 1)—5) (см. стр. 151—152) множества. 
ее производных чисел, взятых относительно JP’, He 
являются полными плоскостями для множества точек 
263’ не первой категории на З. 

Основные теоремы этой главы можно объединить сле- 
дующим образом: 

Теорема 22. Пусть непрерывное отображение 
% —= / (2) области ® в каждой ее точке, исключая не 
более чем счетное их множество, обладает одним из 
свойств? 

1) свойство К"; 
2) lim H(z, r)=1; 

г->0 
3) свойство К'; 
4) свойство К”. 
Если в каждой И-точке (в случае, когда они имеются), 

в которой выполнено свойство 1) или 2), отображение 
= }(2) является прямым, то }(2) есть аналитиче- 
ская функция всюду внутри %. 

Мы не будем приводить доказательства этой теоремы, 
которое аналогично доказательству теоремы 7 (глава 2). Ука- 
жем лишь, что, как и обычно, сначала находим открытое 
всюду плотное множество точек аналитичности функции / (2), 
а затем на основании теорем 8 и 9 сводим вопрос к одно- 
листным функциям так, как это сделано в каждом из слу- 
чаев 1), 2), 3) и 4) (см. 55 2, 3, 5). 

$ 7. Об условиях Коши — Римана 

Из доказанной в предыдущем параграфе теоремы 21 вы- 
текает теорема Лумана — Меньшова, если лучи ft; 1—1, 2) 
в определении свойства К” взять параллельными осям коор- 
динат. Отсюда, между прочим, следует, что в формулировке 
теоремы Лумана — Меньшова можно требовать лишь суще- 
ствования односторонних частных производных функций 
и(х, у) и 9(х, У) (но по каждой из координат хи у— 
с одной и той же стороны). Итак, если, например, условия 
Коши — Римана 

ди Ov Ou ou 

On Oy’ = 5х (23)
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выполнены всюду в области 8), то непрерывная функция 
7 (2) =и-Н® является аналитической также всюду в ®. 
Известно, что без добавочных предположений относительно 
функций ий, © этот вывод уже не верен (см., например, вве- 
дение). И все же можно высказать некоторые небезынтерес- 
ные утверждения о произвольных функциях, удовлетворяю- 
щих условиям Коши — Римана. 

Введем сначала одно понятие. Пусть 3 — некоторое зам- 
кнутое множество в области ® и Ь— подобласть %, для 

KOTOpOH DCD. Замыкание порции ЗПЪ мы назовем залм- 
кнутой порцией множества 3; очевидно, замкнутая порция 
компактна и полностью принадлежит области Э. 

Докажем следующую теорему. 
Теорема 23. Пусть в области ® заданы конечные 

функции и(х, у), 9(х, у), обладающие всюду конечными 
частными производными, для которых почти всюду 
в » выполнены условия (23). Тогда функция } (2) =и-мю 
является аналитической в ®, причем множество FB 
всех ее особых точек внутри D всюду разрывно; более 
того, проекция каждой замкнутой порции множества J 
как на ось Ох, так и на ось Оу есть линейное зал- 
кнутое всюду разрывное множество. 

Доказательство. Не ограничивая общности рассу- 
ждений, можно считать, что область 8) есть квадрат со сто- 
ронами, параллельными осям координат. 

Обозначим через %, множество точек 2 =х-Н{у6»%, 
для которых одновременно выполнены неравенства 

[и (х-А, у —и(х, У)| < п |1|, 
[9 (х-Н А, у) —9(х, у)| < п |#|, 
[u(x, yk) — a(x, y)| <a {RI 
lu(x, yt A)—o(x, y)] <a [al 

при всех < u |R| <+ (п—=1, 2,...). Очевидно, что 

в наших условиях 
>= ®,. 

Из условий теоремы следует далее, что функция { (2) = 
—=и--® непрерывна вдоль каждой прямой х = с01п${ и
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у == соп${; поэтому в силу одной леммы Г. П. Толстова [21] 
множество ®), замкнуто в ® (п=1, 2, ...). 

Возьмем произвольную область <=); обозначая через d,, 
пересечение > с замкнутым множеством %,, очевидно, по- 
лучим 

=. 

Так как 9 — множество второй категории, то найдется 

квадрат }’C), на котором одно из множеств D, всюду 
плотно; но эти множества замкнуты (в 5), поэтому квад- 
рат $’ полностью принадлежит некоторому множеству 3,. 

1 
Будем считать, что сторона квадрата 9’ меньше —. Тогда 

в силу определения множества ®, функция /{ (2) =и- м 
удовлетворяет в $’ условию Липшица (ср. приложение, $ 1, 
пример 1) и, в частности, является непрерывной функцией. 
В силу теоремы Лумана — Меньшова‘) /}(2) аналитична 
всюду внутри d’CD. 

Так как область ?=® была выбрана произвольно, TO 
из доказанного следует, что в области 3) существует откры- 
тое всюду плотное множество O, B каждой точке которого 
функция /(2) является аналитической. Следовательно, мно- 
жество }З =® \ HO всех особых точек функции / (2) зам- 
кнуто и нигде не плотно в %. 

Для доказательства последнего утверждения теоремы 
введем следующее понятие: замкнутое множество на пло- 
скости назовем %-множеством относительно одной из сей 
координат, если проекция каждой его замкнутой порции на 
эту ось содержит невырожденный отрезок. Из этого опре- 
деления следует, что всякое ®&-множество совершенно. 

Докажем теперь такую лемму: 
Лемма 46. Если проекция замкнутого множества В 

на одну из осей координат содержит невырожденный 
отрезок, то В содержит некоторое ®-множество от- 
носительно этой оси. 

Доказательство. Для определенности будем считать, 
что проекция $ на ось Ох содержит отрезок. 

  

1) Или леммы 11.
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Обозначим через [4„] (т ==1, 2,...) совокупность всех 
квадратов с рациональными сторонами и с центрами в ра- 
циональных точках плоскости: стороны 94„ параллельны 
осям координат. Через 4, обозначим квадрат указанной со- 

вокупности, такой, что |, <= и проекция замкнутой пор- 

ции Па, есть (замкнутое) всюду разрывное множество на 

OCH Хх. 
Часть — возможно, пустая — $’ множества %, принад- 

лежащая всем квадратам 4’, является открытым на З мно- 

жеством. Очевидно, проекция %№’ есть множество первой 
категории на оси Ох и, следовательно, не может содержать 
отрезок. Поэтому в силу условия леммы проекция замкну- 
того множества 3, =% \ №” содержит невырожденный от- 
резок, т. е. №, не пусто. Покажем, что оно является R-MHO- 
жеством. 

Допустим противное. Тогда для некоторой области D, 

$<», проекция замкнутой порции № ПЪ была бы всюду раз- 
рывна. Очевидно, существует квадрат q,,, содержащий 

точки ФЗ, и такой, что „<; ясно, что проекция пересе- 

чения ЗП 4„ также разрывна. Так как проекция множества 

В В Па», принадлежащего к 3%’, есть множество пер- 
вой категории на оси Ох, то и в целом проекция пересе- 
чения 

BN Gm2> BN Gn 

есть множество первой категории; но это пересечение зам- 
кнуто, поэтому его проекция есть замкнутое всюду разрыв- 
ное множество точек на оси Ох, т.е. Ч„ есть один из 
квадратов 1„. Это же противоречиво, так как Ж, принал- 

лежит дополнению ко всем квадратам (|, и не может иметь 

точки внутри какого-либо из них. 
Лемма 46 доказана. 
Вернемся к условиям теоремы 23. Предполагая, вопреки 

ее утверждению, что проекция одной из замкнутых порций 
множества №, например, на ось Ох содержит невырожден- 
ный отрезок, найдем по лемме 46 совершенное Я-множество 
= относительно оси Ох.
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Обозначая через В, (п =1, 2, ...) пересечение 3, с зам- 
кнутым множеством ®,, получим 

В =. В». 

{ ны 

Как и обычно, находим порцию Bo = № Па (а=® — ква- 
драт), принадлежащую одному из множеств $,; ясно, что и 

Boo P,. Легко видеть (ср. приложение, $ 1, пример 2), что 

функции. и (х, у), U(x, y), рассматриваемые лишь на мно- 

жестве ЗВ, удовлетворяют на нем условию Липшица и, в ча- 
CTHOCTH, являются ограниченными, т. е. 

| (2)|, |9(2)|<М при 26% 
(М — постоянная). 

Выберем произвольную точку 26%№ и квадрат q’ cq 
1 

с центром в 2 и стороной, меньшей —. Так как ФЗ, есть 

Я-множество относительно Ох, то проекция замкнутой пор- 

ции 3 П4’ содержит невырожденный отрезок [х\, х5|; часть 
квадрата 4’, проектирующаяся на этот отрезок, есть неко- 
торый прямоугольник т, содержащий, очевидно, точки >, 
внутри. 

Покажем, что внутри $ функции и (2), 9(2) ограничены. 
В самом деле, возьмем произвольную точку 2 == ли -Н 161; 
тогда Хх, б[х:, х5| и, следовательно, на прямой х = Ху най- 

дется по крайней мере одна точка из В; П4’, которую обо- 
значим через 2”. Но 

[и (=) — и (2)|<пв|^— |< 1 

[9 (2*) — 9 (2) | < в |2 — 5 |< 1, 

а так как |и (2*)|, |9 (2*)| <М, то 

ш (20) |, [9 (20) | < М-1. 

Но тогда в силу теоремы Толстова функция / (2) == 
—=и-- © должна быть аналитической всюду внутри прямо- 
угольника 1, содержащего точки %№, чего не может быть, 
так как точки из $$ предположены действительно особыми 
для f (2). 

Тем самым теорема 23 доказана полностью.
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Не известно, может ли множество 3 в условиях тео- 
ремы фактически содержать совершенное ядро. 

Можно показать (ср. [50]), что каждая точка из В обла- 
дает свойством, аналогичным свойству изолированной суще- 
ственно особой точки; именно в любой окрестности каждого 
2 Е функция м = {(2) принимает, и притом бесчис- 
ленное множество раз, почти каждое конечное значение. 

Весьма возможно, что функция / (2) с подобным свойством 
не является суммируемой вблизи 3; если это так, то ука- 
занную выше теорему Толстова можно будет усилить, заме- 
HMB в ней условие ограниченности { (2) условием суммируе- 
мости. 

Из нерешенных задач, связанных с условиями Коши — 
Римана, отметим еще следующее утверждение, которое 
явилось бы весьма сильным обобщением теоремы Лумана — 
Меньшова: пусть для непрерывной в области D функции 
7 (2) =и-- № на каждой прямой х==соп$ и y=const 
функции и, ч обладают М№-свойством и 

4 

Ou Ov Ou до 

Ox Oy’ Oy Ox 

8 тех точках, где эти частные производные существуют. 

одновременно; тогда f(z) является аналитической 
всюду в D. 

$ 8. Моногенность на множестве 

Функция f (2), заданная на некотором плоском мно- 
жестве ©, называется моногенной в точке 2, Е © по мно- 
жеству ® — или относительно @ —если существует ко- 
нечный предел 

lim Ff (20+ Az) — f (20) — ( 
Az>0 Az 6 

2.) 2. | 426, 

который называется производной функции /(2) по мно- 
жеству ©. 

Скажем, что f(z) обладает в области ® неполной 
моногенностью, если 

S=UE (1—1, 2,...),
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причем ©, П ©, =0 при { == Ли / (2) моногенна на каждом ©, 

(относительно ©). 
Помпейю высказал!) без доказательства следующую 

теорему. 
Теорема 24. Если непрерывная функция Г(г) об- 

ладает неполной моногенностью в области YD, то она 
является аналитической всюду в Ъ. 

Для доказательства этой теоремы приведем некоторые 
леммы. 

Лемма 47. Густь непрерывная в области D функ- 
ция }(2) имеет полный дифференциал в некоторой 
точке 2Е® относительно множества ©, контингенция 
которого в этой точке содержит по крайней мере два 
луча, расположенных на различных прямых. Если 
функция }(2) имеет обычный полный дифференциал 
в этой же точке, то он совпадает с относительным 
дифференциалом. 

Доказательство. [10 условию леммы имеем одно- 
временно 

ду=7,А2-- 7-Аа-- д (Аг), 

где fos fz- коэффициенты относительного дифференциала 

(z+ А Сб), и _ 

Af = }, Аг-- /-А2 о (82) 

для любых 2-- 42%. 
Выберем две последовательности значений Аг == | Аг | г 

так, чтобы точки 2 Аг@ © сходились к 2 по двум путям 
с двумя полукасательными я =, и а==а. в точке 2. Из 
написанных равенств получим одновременно 

A ~ ~ 
SSF 4 Foe-Me, я —& 

Аг 1? о 

и 
Af — о 

iz >i + hee 2, и —9“, @. 

Так как 4, 56 a, (mod), TO отсюда легко следует, что 

=, и = :. 

г) Заметим, кстати, что Помпейю предполагал конечное раз- 
биение области % на множества ©;. 

 



184 ПРОИЗВОЛЬНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (ГЛ. 4 

Лемма 47 доказана. 
В силу теоремы о точках плотности (см. [20]) произ- 

вольное плоское множество @® в каждой своей точке, исклю- 
чая множество плоской меры нуль, имеет контингенцию — 
полную плоскость; поэтому из леммы 47 следует 

Лемма 48. Если функция }(2) дифференцируема 
относительно множества ®с® в каждой его точке 
ц обладает почти всюду на ® обычным полным диф- 
ференциалом, то он совпадает с относительным пол- 
ным дифференциалом почти всюду на 6. 

Заметим еще, что множество @® может оказаться неиз- 
меримым, но термин «почти всюду», очевидно, имеет смысл 
для произвольных множеств. 

Лемма 49. Лусть непрерывная в области ® функ- 
ция }(2) является аналитической вне некоторого со- 
вершенного множества Зс®, причем 

|Х (2) — 1 (2) |< 1—2 | 
для любых 2, 2ЕЗ (п — постоянная). Если 

1) производная }’ (2) суммируема 6 D\ YH a 
2) функция }(2) обладает неполной моногенностью 

в №, то /(2) является аналитической функцией всюду 
внутри области ®. | 

Доказательство. Как и в лемме 11, применяя тео- 
рему Фубини, легко покажем, что в наших условиях почти 
на каждом сечении Хх, у —= сопз{ области % функция / (2) = 
—=и(х, У-- Ю(х, У) является абсолютно непрерывной. От- 
сюда следует, что множество точек ®<%, в которых 
хотя бы одна из частных производных функций и, х не 
существует, пересекается указанными прямыми х, у == соп34 
вдоль линейных множеств меры нуль. Но так как, очевидно, 
частные производные и, о — измеримые функции, то и мно- 
жество & измеримо, а потому Мез ® =0. Это означает, что 
все эти частные производные существуют почти всюду в об- 
ласти % и, следовательно, почти всюду на 3; другими сло- 
вами, существует измеримое множество Эс» такое, что 
Мез 5) = Мез В и через каждую точку 26 проходят две 
прямые 1 (2), $5(2), параллельные осям координат, вдоль 
которых существуют конечные пределы 

Но 222 —7®, лено @=12) 
#=>0 
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Далее, функция / (2) на 3 удовлетворяет условию Лип- 
шица; следовательно, можно считать, что в точках QC 
функция / (2) имеет полный дифференциал относительно 
(приложение, $5 2). 

На основании леммы 18 заключаем теперь, что почти 
всюду на №, а потому и почти всюду в 3 функция f (z) 
имеет (обычный) полный дифференциал 

Ау =, Аа- 7 -А2- 0 (Az). 

Из моногенности функции /(2) в точке 26 6, (относи- 
тельно &,) следует, что 

Af = fe, (2) Az+ 0 (A2), (24) 
z+ AzE&,. 

Так как совокупность всех @, — не более чем счетна и 

(6, =>, то в силу леммы 48 относительный полный диф- 
i 
ференциал (24) функции /(2) совпадает с обычным диффе- 
ренциалом почти всюду в %); в частности, почти для всех 
2Е ФЗ имеем 

Af = f' (z) Az-+ о (42), 

roe f’ ()= fe, nia ZEC, NB G=—1, 2, ...). Это озна- 

чает, что /(2) моногенна почти всюду в ®. 
Так как из условий леммы ясно, что производная /’ (2) 

суммируема в области №, то по лемме 11 функция } (2) 
аналитична в %. 

Теперь мы можем доказать теорему 24. 
Доказательство теоремы 24. 
1. Покажем сначала, что в условиях теоремы существует 

всюду плотное открытое множество © точек аналитичности 
функции /(2). 

Положим 

ив {| 7276 

Так как, очевидно, в, =] 6, то 
п 

® = (6 Gn=1,2,...) 
в 

<n, je’ —2| <4; г, |. 
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Возьмем произвольную область 2<=%); вводя обозначе- 
ние 5” = П 6”), получим 

b=”. 
i,n 

Tak Kak )—sTOpof KaTeropuu (B ce6e HM на плоскости), то 

найдется круг }’=?, внутри которого одно из множеств }/^ 
окажется всюду плотным; будем считать, что диаметр Dd’ 

1 

n 

Пользуясь теперь непрерывностью функции f(z) B Kpyre 0’, 
мы, каки в главе 1, легко получим, что для произвольных 
точек 2, 2” Е выполняется условие 

f(z) —f 2) 
Say 4 

В силу леммы 49 функция }(2) аналитична внутри "5. 

Из произвольности области DCD uv следует доказываемое. 
2. Предположим теперь, что теорема неверна; тогда совер- 

шенное множество % всех точек %, где }(2) не является 
аналитической, не пусто и, согласно доказанному, нигде 

не плотно в ®. Вводя обозначение В = BG)”, имеем 

B=YR — ie 

i,n 

Обычным путем находим порцию %' =№П 3’ (®’=э — 

круг), на которой одно из множеств SB)” всюду плотно; 
1 

взяв диаметр 8)’ меньшим —, как и выше, получим 

|9 (2) — (2) <п|2'—2| 
для любых точек 2, 2” ЕТ’. 

Рассмотрим вспомогательную функцию 

Ф (2) = f (2) + 212; 

для нее будем иметь 

п| 2—2, | <|Ф (2) — Ф (2) | <3п|2. — 21| 

при 2:, 22С%’. Отсюда следует, что аналитическая вне $’ 
функция Ф (2) однолистна на 3’, а потому в силу теоремы 9
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можно считать, что она однолистна и во всем круге %'. 
Но отсюда, как и в главе 2 ($ 1), следует суммируемость 
производной Ф’(2), а потому и /’ (2), в D’\ %'. Наконец, 
в силу леммы 49 заключаем, что }(2) является аналитиче- 
ской всюду в круге %’> В, что противоречит определению 
множества $B. 

Теорема 24 доказана. 
Эта теорема показывает, что в ее условиях моногенность 

по множеству приводит к обычной моногенности и анали- 
тическим функциям. Что это не всегда так, показывают хотя 
бы примеры произвольных дифференцируемых функций од- 
ного переменного на отрезках прямой; при этом, конечно, 
функцию можно выбрать не аналитической ни в одной точке. 

Приведем другой, не столь тривиальный пример. 
1. Пусть АВС — равнобедренный тупоугольный треуголь- 

ник в плоскости 2 с тупым углом В. Выкинем из него 
открытый равнобедренный треугольник ВДОЕ вместе с осно- 
ванием его ДЕсАС (без концов), такой, чтобы два остав- 
шихся треугольника АВО, ВСЕ были подобны первоначаль- 
ному треугольнику АБС. Каждый раз с остающимися тре- 
угольниками поступаем таким же образом; при этом в первом 
шаге получим два замкнутых треугольника АВО и ВСЕ, 

во втором — четыре,..., в п-м-—2” треугольников А® 
(Е =1, 2,..., 2”) п-го ранга. 

Совокупность всех треугольников п-го ранга о5означим 
через A”: 

4 =] А (k=1, 2,..., 2”). 
К 

Общая часть всех замкнутых множеств a” (п —=1,2,...) 
является простой дугой Ё (плоской меры нуль); установим 
определенное взаимно однозначное и непрерывное соответ- 
ствие между точками [, и отрезком [0, 1] оси &Ё. 

1 1 
Поставим в соответствие двум треугольникам АР и №) 

1 
(Т. е. АВР и BCE) первого ранга два отрезка [с. 5 

И > 1]; для каждого п, далее, делим отрезок [0, 1] на 

2" равных отрезков 8 (Е=1,2,..., 2") и ставим их во 
взаимно однозначное соответствие совокупности 2" треуголь- 

ников А n-ro ранга так, чтобы это соответствие удовлетво-
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ряло следующему условию: если треугольники AY u at 
имеют общую вершину, то соответствующие им от- 

резки ay”) u Sy имеют общий конец, причем если 
aya (п. > п), то и 855%. 

Каждая точка 26 может быть получена как пересече- 

ние некоторых треугольников др, у wees Ay, ...; ей 

соответствует некоторая точка [С [0, 1], являющаяся пересе- 
чением соответствующих отрезков Bp 6, Lees Be 

Легко видеть теперь, что различным точкам 21, 2 ЕЁ "соот- 
ветствуют при этом и различные точки &, 6 Е[ 0, 1]; этим 
установлено взаимно однозначное и непрерывное соответствие 
между точками дуги С и точками отрезка [0, 1] оси Ё, ко- 
торое мы запишем в виде 

Докажем, что /(2) моногенна в каждой точке 2 ЕЁ отно- 
/ 

сительно Ё, причем Г: (2) = 0. Для этого возьмем произвольные 
различные точки 2, 2’ | ЕЁ и оценим величину |} (2/^) — 1 (2) |. 

Пусть п— наименьший номер ранга замкнутых треуголь- 

ников Л, А, содержащих точки 2 и2 и не имеющих об- 
щих точек; такие треугольники обязательно найдутся, так 
как 2, 2’ — различные точки. 

Отсюда следует, что 2, 2’ принадлежат некоторому тре- 
= -2 

угольнику А” совокупности Д"-9; поэтому соответству- 
ющие им точки &, Ё принадлежат одному отрезку 89, 
и в силу определения числа п получим 

ИИ, ИЛ < (2) — 12| < yo 

Из подобия треугольников различных рангов легко полу- 
чить, что если @,=а — боковая сторона первоначального 
треугольника АВС, то боковая сторона любого треуголь- 
ника ранга п равна 

а 

п — 2 соз а)" ' 

где а — острый угол треугольника АВС; при этом основа- 
ние такого треугольника равно @„_1. Напомним, что угол 

В— тупой, поэтому «<. 

а
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Ясно, что наименьшее расстояние между рассматрива- 
емыми треугольниками 4), AY? cA” равно высоте #„ вы- 

—2 
кинутого из AR ’ «среднего» треугольника, опущенной на 
его боковую сторону; элементарный подсчет дает #, = 

а . 
=-———__ sin 4a. Следовательно, 

(2 cos a)"*—! довательно 

а . pi a 

(2 cés a)#—! sin 4a <|z Z| < (2 cos a)?-3 ° 

Из полученных неравенств имеем 

1 _ ‘\— _ 
Bq (cos а)" < ге) —1@) 2—7 (2) < = р (cos a)"~, 

Ясно, что, чем ближе одна к другой расположены точки 
си 2’ на Ё, тем больше номер ранга п, для которого тре- 

угольники AY, Ap, содержащие эти точки, не пересекаются; 
отсюда следует, что если #’—>2, то п» со, и из послед- 

них неравенств получаем Ге (2) =0. 
П. Рассмотрим функцию 

P@)=f@+ 

где f(Z)— построенная нами функция; из свойств этой по- 
следней вытекает, что 

|Ё (2) —Е(@) | 

4 

asin 4a cos « 
z, ЕЕ, 

2 
ey 7 i. 

a sin 4a cos a |2 Z| 

nad mo6nx Touek z, 2’EL. 
Следовательно, 1 = Р (2) является непрерывным и взаимно 

однозначным отображением дуги Ё плоскости 2 на некото- 
рую дугу Л плоскости 1; при этом 

4 

asin 4a cosa 
Рь (2) = > 0. 

Отсюда обычным путем выведем, что отображение w= 
—= (2) дуги Ё на дугу Л обладает свойством конформ- 
ности в следующем обобщенном смысле: если последова- 
тельность точек &,-—>2, 2, ЕЁ (Е =1, 2,...) имеет опре- 
деленную полукасательную # в точке 2 СГ, то и соответству- 

ющая ей цпоследовательность точек ®, >, ®,СА, также
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имеет определенную полукасательную Т в точке %ЕЛ 
и угол между двумя полукасательными {и #’ для различ- 

f M4 

ных последовательностей {zz}, {zn} CL равен углу между 
/ и 

полукасательными 7” и Г” последовательностей {0}, {we} cA; 
при этом сохраняется и направление отсчета углов. 

Это «конформное» отображение дуги осуществляется 
функцией Р (2), не связанной с аналитическими функциями; 
построение же подобных отображений для кривых, не имею- 
щих касательных, представляет известные трудности. 

Ш. Возьмем функцию # = } (2), 26 Е, построенную выше, 
и рассмотрим обратную функцию 

2=$() = (0-Е 14(@), #600, И. 

Из fi (2) = 0, очевидно, следует, что производная 

лин Ф(Ё)—$ (0 __ 
ф (2) = ит, t’ — ft — Со 

при любом значении ЁЕ [0, 1]. 
Подчеркнем, что действительные функции не могут обла- 

дать этим свойством; именно эти последние могут иметь беско- 
нечные производные лишь на множестве меры нуль (см. [20]. 

Интересной является общая задача о структуре множеств 
Mt, производных чисел комплексной функции } (В = (В -- 
-Н\. (©, ЕС[а, В], почти для всех #; приведенный пример 
показывает, что здесь нельзя ожидать полной аналогии с ве- 
щественными функциями /(х), хЕ[а, 6], и функциями (г) 
комплексного переменного 26». 

ГУ. Рассмотрим снова функцию $ф(Р) предыдущего пункта 
и положим 

D (Z) = 9 (x) = 9 (4) + Lg, (*) 

при 2=х-Н 6%, где 5> (0,1; 0,1) — открытый единичный 
квадрат. 

Из дифференциальных свойств функции Ф(х), хЕ (0,1), 
следует, что в каждой точке 2@5> множество моногенности 
3, функции Ф (2) есть бесконечный континуум, содержащий 
начало координат $ =0. В силу теоремы 2 главы 1 почти 
в каждой точке 26%) множество 9, является полной пло- 
скостью, Можно показать, что в данном случае каждое
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З\, содержит внутренние точки. Этот пример несколько на- 
поминает пример, данный А. Д. Мышкисом (глава 1). 

\У. Функция ЧФ (2) =Ф(х)-НФ(у), где $ (В) — пример п. Ш, 
очевидно, обладает следующим свойством: в каждой точке 
2 квадрата & (0,1; 0,1) вдоль прямых Ц (2) и [5 (2), па- 
раллельных осям координат, выполняется соотношение 

lim Ferrans) — 

h>0 
со. 

Этот пример показывает, что если допускать равенство 

.  f(z+th)y—f(z lim LEFTY —SO) оо, 2+ ВЕН(2), № (2). 
h+>) 

то без дополнительных ограничений Teopema 21 неверна. 
Одним из таких ограничений, как указано на стр. 68, яв- 
ляется существование в соответствующих точках предела 

lim Arg 
Fern Fe) | 2 ВЕЕ (2), & (2). 

й->0 

Мы закончим этот параграф одной теоремой, устанавли- 
вающей некоторый критерий «стираемости» возможных осо- 

бых множеств аналитической функции. 
Теорема 25. //усть непрерывная в области % функ- 

ция }(2) является аналитической вне некоторого совер- 
шенного множества =», такого, что Мез В =0. Если 
производные числа функции }(2) относительно } ко- 
нечны в каждой точке 2Е №, исключая не более чем 
счетное их множество, то } (2) является аналитической 
всюду в области Ъ. В частности, если | }(25)— Г (21) |< 
<п|2.—2:| (п — постоянная) для любых 21, 23, то 
7(2) аналитична в Dd. 

Доказательство. Предполагая теорему неверной, 
находим совершенное множество всех точек ре, ни в одной 
чз которых (2) не является аналитической. Полагаем 

  

= S@)—Ff) < n 2! —zZ т. 2! 

Dn р =e gn, | | < n? Е pt 

Каждое множество р, замкнуто (и =1, 2, ...), что доказы- 
вается, каки в главе 1; из условий теоремы следует, что 
y=LU>r, U5. § se более чем счетно, 

в
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Сумма всех р„, как дополнение к В, есть множество вто- 
рой категории на $; обычным путем находим порцию p’ = pf) D’ 
(%’ — круг в %), которая внутри ®’ совпадает с одним из 
множеств р, (п=1, 2, ...). Взяв диаметр круга %” мень- 

шим —, в силу определения }„ будем иметь 

|Х (25) — Л(2)| < п |2. — 24| 

для любых точек 2, 2.Су’. Так как для функции. 

Ф(2) = Л (2) 212 

имеем соответственно 

п [22 —2.| < [Ф (2) —Ф(2))| < 31 |2. — 21|, 

то она однолистна на }’; поэтому в силу теоремы 9 можно 
считать, что функция Ф(2) однолистна во всем круге D’. 

По условию Мез у’ = 0, следовательно, функция Ф (2) 
моногенна почти всюду в %’ и производная Ф’(2) сумми- 
руема; доказательство этого аналогично проводившемуся 
в главе 2 ($ 1). В силу леммы 11 функция Ф (2) должна 
быть аналитической всюду в круге %’>5 у’, что противоречит 
определению множества р. 

Теорема 25 доказана. Пример однолистной функции 

x 

Ле | с, (ах. 

0 

где с» (х) — характеристическая функция совершенного раз- 
рывного множества рс[0, 1], шезр > 0, показывает, что 
в этой теореме условие Мез $ =0 является существенным. 

С другой стороны, из примеров на стр. 50 следует, что 
даже в предположении однолистности функции }(2) одного 
условия Мез $ =0 недостаточно для стираемости. 

Тем не менее есть некоторые основания ожидать, что 
если } всюду разрывно и Мез $ =0, то однолистная функ- 
ция /(2) является аналитической и на % (но известно (см. 
[51], [57]), что при Мез $ >> 0 это не так).
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В настоящем приложении собраны некоторые сведения 
из разных разделов математики, которые необходимы для 
полного понимания изложенного в книге. Для удобства чи- 
тателя часть результатов мы приводим с их доказательствами. 
Особенно подробно рассмотрено здесь понятие категории 
плоских множеств. 

$ 1. Категория множеств 

Множество © конечной плоскости ® назовем открытым, 
если оно содержит лишь внутренние точки, т. е. вместе 
с каждой точкой 2. Е © в нем содержится и некоторый круг 
2 —2| «р (25). Замкнутые множества плоскости опреде- 
ляются тогда как дополнения открытых, взятых относи- 
тельно ®. 

Из этих определений следует прежде всего, что сумма 
любой совокупности открытых множеств, а также пересече- 
ние конечного их числа, есть также открытое множество. 
Далее, в силу известных формул двойственности 

2\U%=f(2\%,). 

2\f)%.=Yer%. 

в которых индекс & может пробегать множество любой мощ- 
ности, заключаем, что пересечение любого числа замкнутых 
множеств, а также сумма конечного их числа, есть также 
замкнутое множество. 

Положение меняется, если рассмотреть пересечения бес- 
конечного числа открытых и суммы бесконечного числа зам- 
кнутых множеств.
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Легко доказать, например, следующее утверждение: 
Всякое замкнутое множество % на плоскости @ 

есть пересечение счетного числа открытых множеств 
и, следовательно (в силу формул двойственности), вся- 
кое открытое множество ®с® есть сумма счетного 
числа замкнутых множеств. 

Это уже дает основание ввести следующие понятия: мно- 
жество, являющееся пересечением счетного числа открытых 
множеств, называется множеством типа © или просто 
,-множеством; множество, являющееся суммой счетного 
числа замкнутых множеств, называется множеством типа 5, 
или просто %.-множеством. 

Приведенное нами утверждение можно теперь сформули- 
ровать так: открытые множества являются множе- 
ствами типа %., а замкнутые множества — множе- 
ствами типа ©,. Другие примеры %,- и ©,-множеств 
будут приведены ниже. 

Из формул двойственности легко следует, что дополне- 
ние к %,-множеству есть @®,-множество, а дополнение 
к ©,-множеству есть %.-множество. Между прочим, одно 
и то же множество может быть одновременно и Х,- и ©,-мно- 
жеством; таковы, например, все открытые (©) и все зам- 
кнутые (%) множества, что следует из равенств 

“<=... ЖЦИ ..., 

©—=@ПОП... ПОП... 

Так как множество, состоящее из одной точки, замкнуто, 
то всякое счетное множество является множеством типа %, 
и следовательно, множество, дополнительное к счетному, 
является множеством типа ©,. Ниже мы покажем, что мно- 
жество всех рациональных точек плоскости ® (т. е. точек 
с обеими рациональными координатами) есть %,-множество, 
не являющееся @©,-множеством; поэтому множество точек 
плоскости, по крайней мере одна из координат которых 
иррациональна, будучи @®,-множеством, не является %,-MHO- 
жеством. 

Очень важное свойство ©,-множеств выражается следую- 
щей теоремой (см. [45]).
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Теорема 1. Пересечение счетного числа всюду плот- 
ных на плоскости 9 множеств 

My, Mor eee Myr oe. 

типа ©, есть всюду плотное на 2 множество, оче- 
видно, также типа ©. 

Эта теорема, вообще говоря, не имеет места, если мно- 
жества %\, не являются ©,-множествами. В самом деле, 
пусть 3) есть множество всех рациональных точек 

Гу, Го, eees Vins eee 

плоскости ®; положим 

Me = (Ta nap +}: 

OTH MHOxecTBa Jt, BCIOLy NAOTHbI, MexKAY TEM HX пересечение 
пусто. Отсюда, кстати, следует, что множество ЖЖ, всех 
рациональных точек плоскости не есть ©,-множество. 
В самом деле, в противном случае ©,-множествами явля- 
лись бы и множества №, а тогда, в силу теоремы 1, пере- 

сечение (1) 2, было бы не пусто, что противоречиво. 
п 

Назовем теперь какое-либо множество множеством пер- 
вой категории на плоскости ®, если оно может быть пред- 
ставлено как сумма счетного числа нигде не плотных на 9 
множеств (в частности, всякое нигде не плотное множество 
есть множество первой категории). 

Множество Ж<® называется множеством второй ка- 
тегории на плоскости ®, если ® \ Х есть множество пер- 
вой категории. 

Очевидно, сумма конечного или счетного числа множеств 
первой категории есть также множество первой категории. 

Легко видеть, что всякое множество первой категории 
содержится в некотором %,-множестве также первой катего- 

рии. В самом деле, если 3—9, где №, — нигде не 

n — 

плотные множества, то каждое замыкание JM, также нигде 

не плотно, так что p= LM, есть %.-множество первой 
п 

категории и, очевидно, MSM’.
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Докажем теперь следующую теорему. 
Теорема П. Для того чтобы множество с 9 было 

второй категории, необходимо и достаточно, чтобы 
оно содержало плотное в ® множество типа ©. 

Необходимость. Пусть Же — произвольное мно- 
жество второй категории на ®. Тогда = \ % есть сумма 
счетного числа нигде не плотных множеств ,, п=1, 2, ... 

Так как и Qt, нигде не плотно, то @,=®9 \ Я, — всюду 
плотные открытые множества; значит, согласно теореме 1, 

всюду плотным является и множество [`] ©, типа @,, содер- 
в 

Kameeca BM =f} (Q\ M,). 

Достаточность. Пусть множество % содержит плот- 
ное в @ множество Ж, типа ©,. Ясно, что Э есть пересе- 
чение открытых множеств @©,, п =1, 2,..., также плотных 
в Я. Дополнение № к № содержит дополнение к % и 
является суммой нигде не плотных замкнутых множеств 
2\G,. 

Теорема П доказана. 
Из нее (и в силу теоремы I) вытекает, например, что 

дополнение к множеству первой категории на плоскости не 
может быть первой категории, т. е. никакое множество 
не может быть одновременно множеством первой ци 
второй категории. 

В качестве следствия теорем Ги П отметим такое утвер- 
ждение: 

Пересечение конечного цли счетного числа множеств 
второй категории на ® есть также множество второй 
категории и, в частности, всюду плотно в ®. 

Можно доказать также, что множество второй кате- 
гориц на плоскости имеет в каждой своей порции 
мощность континуума. 

Свойства множеств второй категории, указанные во всех 
этих утверждениях, напоминают соответствующие свойства 
измеримых плоских множеств полной меры в какой-либо 
области (или измеримых линейных множеств полной меры 
на каком-либо отрезке) и указывают на то, что множества 
второй категории необходимо рассматривать как чрезвычайно 

сгущенные. Отличие же проявляется уже в том, что множество
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второй категории может иметь меру нуль (или вообше 
быть неизмеримым). Ниже, в примерах 2 и 3, мы укажем 
на другое, качественное отличие множеств второй категории 
от множеств полной меры. 

Мы рассмотрели множества первой и второй категорий 
на плоскости &. Ho категорию можно определить и для 
множеств, отличных от всей плоскости ®; остановимся вкратце 
на важном для нас случае совершенных множеств на ®. 

Пусть За — произвольное совершенное множество. 
Его подмножество $8’ назовем открытым на 3 — или отно- 
сительно В, — если оно является пересечением 3 с некото- 
рым открытым множеством © на плоскости 2: $’ =} 1 6; 
открытые множества на % называются его порциями или 
кусками. Замкнутые множества на } определим как допол- 
нения (до В) к открытым множествам; очевидно, замкнутое 
относительно В множество является одновременно абсолютно 
замкнутым, т. е. замкнутым на плоскости &. 

Множество Же называется плотным в каком-либо 
куске множества %, если каждая порция этого куска со- 
держит точки 9%; множество 9% называется нигде не плот- 
ным на $}, если оно не плотно ни в каком куске множе- 
ства $. Теперь можно говорить и о м®ожествах первой и 
второй категорий на В, а также о ®,- и @®,-множествах в I. 
Легко показать, что все утверждения этого параграфа 
остаются в силе и для множеств на $. 

Подчеркнем лишь, что любое счетное подмножество со- 
вершенного множества В — всегда первой категории на %. 

Замечание 1. Совершенное множество № может быть 
первой категории на плоскости ®, хотя в себе оно 
всегда второй категории; это имеет место, если $ нигде не 
плотно на ®. Наоборот, легко привести пример множества 
первой категории в себе и, тем более, в объемлющем его 
множестве; таким является, например, множество рациональ- 
ных точек плоскости или, как более общий случай, сумма 
счетного числа нигде не плотных замкнутых множеств, ко- 
торая сама плотна на плоскости. 

Замечание 2. Множества второй категории на BCR, 
определенные выше, называют еще множествами всюду вто- 
рой категории на В. Такая терминология оправдывается тем, 
что на 3% всегда существуют множества 53% не первой кате- 
гории, которые в то же время не являются и множествами
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второй категории согласно приведенному выше определению; 
например, если % — замкнутый круг |2|<\1, то таким мно- 
жеством будет полукруг |2|<1, шё> 0. Но для любого 
З-множества <» (например, типа %, или @,) не первой 
категории найдется порция ’=»\, на замыкании которой 
оно будет уже множеством всюду второй категории. Не 
известно, существует ли множество не первой категории, 
каждая порция которого не есть множество всюду второй 
категории. 

Прежде чем приводить примеры, отметим еще один ре- 
зультат (ср. [20]), который следует из предложения, анало- 
гичного теореме П: 

Каждое множество типа ®; на плоскости является 
множеством (всюду) второй категории в своем замы- 
кании и, тем более, в себе. 

Примеры. 
1. Построим пример множества меры нуль и второй 

категории на плоскости ®. Сделаем большее: построим мно- 
жество Же второй категории, длина которого, по Кара- 
теодори (ср. [20]), равна нулю, т.е. для любого = > 0 точки 
множества % можно заключить внутрь счетного числа замкну- 
тых кривых, сумма диаметров которых меньше :. 

В самом деле, возьмем фиксированное счетное всюду 
плотное на ® множество точек 

21 о, ee e9 ens eee 

и последовательность чисел {e,}, R==1, 2, ..., MOHOTOHHO 
стремящихся к нулю: в, \, 0. 

Для каждого А положим 

®,=U8 (en str}: 

где я (=. тег) — открытый круг радиуса —® “ont+t и с цен- 

тром в точке 2,. Ясно, что окружности этих кругов в сово- 
купности заключают множество ©,, а сумма их диаметров 

равна 2 tr = Так как @¢,\,0, To ©,>G,,,, 
п 

k=l, 2,... 
Очевидно, все @, суть открытые множества, плотные 

на плоскости; поэтому в силу теорем Г и П пересечение
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N=), есть множество второй категории на ®. Так 
р 

Kak €,—>0, то легко показать, что длина ») равна нулю. 
Ясно, что подобное построение можно провести и для 

любого совершенного множества Зе ®. 
2. Существует пример (см. [47]) функции Х(х, у), не- 

прерывной в некоторой области 8), имеющей конечные част- 
ные производные почти всюду в %, но все же лишенной 
полного дифференциала в каждой точке этой области. Пока- 
жем, что для такой функции множество © точек существо- 
вания конечных частных производных может быть множеством 
только первой категории (хотя оно и полной меры). Дока- 
жем большее: 

Если непрерывная функция }(х, У) имеет конечные 
частные производные числа по х и по у всюду на не- 
котором множестве © второй категории в области ® 
(хотя бы и меры нуль), то существует открытое 
всюду плотное множество Э=%, в окрестности каж- 
дой точки которого эта функция удовлетворяет даже 
условию Липшица (и, следовательно, почти всюду в > 
обладает полным дифференциалом). 

Введем множества 

__ f(x’, yy —F (x, y) Л (х, у’) — Л(х, У) 
C= 6 { х—х |<”. у’ — У 

, 1 , 1 и’ —х| <, |’ < @и=Ь0,...). 
Легко показать (ср. главу 1, $ 2), что каждое @, замк- 

нуто в ® и что в = (6... 
п 

  <n, 

Так как © — всюду второй категории в %, то в каждом 
квадрате 5\<3) найдется квадрат >’ со сторонами, парал- 
лельными осям Ох и Оу, на котором одно из множеств @, 
плотно; из замкнутости ©, следует, что ®, >55. Можно пред- 

положить, что сторона квадрата 5’ выбрана меньше + . 

Тогда по определению множества &, получим условие Липшица 

| f (Xa. Yo) — f (*), WIS F (Xo. Yo) — f (Xs Yo) | 

HFA W)— fF (Xp WI a(| %2— | + | yo — ye]) 

для любых точек (х\, Yi). (Xo. Yo) EQ’.
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Так как квадрат Х> был выбран произвольно, то найден- 
ные открытые квадраты Э’<5 образуют в совокупности 
всюду плотное открытое множество QQ, 

Наше утверждение доказано. Из его доказательства в силу 
замечания 2 следует, что указанная выше функция }(х, у) 
имеет конечные частные производные лишь на множестве 
первой категории. 

Заметим еще, что построен пример функции Х(х, у) 
(см. [47]), обладающей конечными частными производными 
числами не просто на множестве второй категории, а даже 

всюду в области %), и все же лишенной полного дифферен- 
циала на множестве положительной меры. 

Поэтому построенное выше открытое множество & мо- 
жет иметь произвольно малую относительно области ® пло- 
скую меру. 

3. Пусть 8(х) — неубывающая сингулярная канторова 
функция на отрезке [0, 1], постоянная на каждом интервале 
смежности к канторовому совершенному множеству 3. 

Известно, что на № существует подмножество @®, на 
котором производная 6’(х) = --со; при этом каждая пор- 
ция © имеет мощность континуума. 

Но это множество © может быть только первой катего- 
рии на $, так как существует множество < второй кате- 
гории на $$ (a потому также мощности континуума в каждой 
порции), на котором 0(х) не имеет ни конечной, ни бебко- 
нечной производной. Это доказывается аналогично преды- 
дущему. 

$ 2. Свойство нигде не плотных множеств 

Пусть $ — произвольное замкнутое и нигде не плотное 
множество на плоскости 2 и 2, — какая-либо точка плоско- 
сти: 2 может не принадлежать %. Через % (г) обозначим 
пересечение Ф с окружностью |2 — 2. |==г. Покажем, что 
существует множество значений г всюду второй категории 
на полуоси [0, ---со) таких, что для каждого такого г мно- 
жество $ (г) является (замкнутым и) всюду разрывным множе- 
ством точек. 

Обозначим через г (р, 4, р’, 4”) множество положительных 
чисел г, для каждого из которых множество %} (г) содержит
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И а’: 

о <и< (*) 

при этом мы временно рассматриваем полярную систему 
координат с полюсом в точке 2. Очевидно, если & — Muo- 
жество значений радиусов г, для которых $} (г) содержит 
невырожденную дугу, то 

6 = (и, 4. р’, 4), 
где суммирование распространено на всевозможные целые 
неотрицательные значения р, 4, р’, 4’, удовлетворяющие 
условиям (*). 

Легко видеть, в силу замкнутости В, что каждое из мно- 
жеств Г(р, 4, р’, 9’) является замкнутым и, следовательно, © 
есть множество типа Х.. 

Если © не есть множество первой категории, то одно из 
множеств г (р, а, р’, 9’) будет плотным на полуоси [0, -+- co); 
но так как оно замкнуто, то это значит, что оно содержит 
некоторый сегмент [Г:, Го], Г, < го. Из определения множе- 
ства г(р, 4, р’, 4’) следует теперь, что множество B co- 
держит целую дугу каждой окружности с радиусом г Е [и го] 

и с концами на лучах 9=о. =: это же означает, 

что $ содержит внутренние точки, чего не может быть, так 
как } нигде не плотно. 

Тем самым наше утверждение доказано. Из него следует, 
например, что множество значений г, для которых 3 (г) раз- 
рывно, имеет в каждой своей порции мощность континуума; 
в частности, окружность |2 — 2 | ==г, пересекающую % по 
разрывному множеству %Ъ (г), можно выбрать с произвольно 
малым радиусом г, причем так, чтобы она не проходила 
через точки наперед заданного счетного множества. 

Мы получили свойство нигде не плотного множества при 
пересечении его окружностями г — с0п${ при произвольном 
выборе полярной системы координат. Аналогичное свойство 
можно получить, рассматривая линии ф == соп${, а также 
х, у==с01$Ё и т. д. при любом выборе соответствующей 
системы координат. 

Из полученного результата легко вывести, например, сле- 
дующее свойство произвольного множества Ж первой кате- 

целую дугу с концами 9 = 

& 
|
S
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гории на плоскости: на оси Ох найдется множество е 
всюду второй категории такое, что каждая прямая 
х —=соп5{, проходящая через точку с, пересекает 53 
вдоль линейного множества первой категории. Соответ- 
ственно для множества всюду второй категории на пло- 
скости получим: на оси Ох найдется множество е всюду 
второй категории такое, что каждая прямая х —= const, 
проходящая через точку ев, пересекает Ж вдоль линей- 
ного множества всюду второй категории. 

Все это, очевидно, весьма напоминает свойства сечений 

множеств меры нуль, соответственно множеств полной меры 
на плоскости. 

$ 3. О полном дифференциале 

Пусть дано некоторое множество % в трехмерном про- 
странстве. Луч [, выходящий из точки а, называется 
промежуточной полукасательной множества Я в точке а, 
если существует последовательность [а„}| точек множества 5%, 
отличных от а, сходящихся к а и таких, что последова- 

—> 
тельность лучей {аа„| сходится к 1. Множество всех промежу- 
точных полукасательных множества Я в точке а называется 
контингенцией множества Я в точке а !); под контингенцией 
в изолированной точке множества % мы будем понимать 
пустое множество. Если контингенция множества % в точке а 
есть некоторая плоскость, то назовем ее касательной пло- 
скостью множества Я в этой точке. 

Для того чтобы сформулировать основное утверждение 
о контингенциях, введем следующее понятие: множество MM 
в трехмерном пространстве имеет нулевую площадь, если 
для каждого в > 0 его можно заключить в счетную систему 
сфер, общая поверхность которых меньше в. Из этого опре- 
деления следует, что проекция множества нулевой пло- 

щади на любую плоскость в пространстве имеет пло- 
скую меру нуль. 

Имеет место следующая теорема (ср. [20]). 
Теорема Ш. В каждой точке произвольного мно- 

жества УХ трехмерного пространства, исключая 
  

1) Это определение пригодно для подмножеств Я любого эвкли- 
дова пространства 5”, n> 2
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подмножество нулевой площади, контингенция % яв- 
ляется плоскостью, полупространством или полным 
пространством. 

Пусть теперь в области D задана непрерывная функция 
Г (х, У). Как известно, /(х, У) называется дифференпируе- 
мой — или имеющей полный дифференциал — вв некоторой 
точке (х, у)», если полное приращение ее вблизи этой 
точки представимо в виде 

1(х Ax, y+ Ay)— f(x, y) = AAx + Bay +- 

+ 0(VAx?-+ Ay’), 
roe Ди В — числа, не зависящие от Ах, Ду. При этом А 
и В оказываются частными производными функции }(х, у) 

of — в данной точке: A=75,° В= 5. 

Из теоремы Ш следует известная теорема В. В. Степа- 
нова [47] о существовании полного дифференциала. 

Теорема ТУ. Пусть в области ® плоскости хОу 
задана непрерывная функция Г(х, у). Чтобы функция 
f(x, У) имела полный дифференциал почти всюду на 
некотором множестве 6=%, необходимо и достаточно, 
чтобы почти всюду на © было выполнено соотношенце 

fim | ЛЕА, УЕ 4) — ЛС», У) 
Ах, ду->0 V Ax? + Ay? 

м 

В самом деле, обозначим через Я поверхность 2 = Д (х, у) 
над областью %, а через % с} — множество точек этой поверх- 
ности, соответствующих точкам множества 6, =, в которых 
выполнено условие (1). 

Из (1) следует, что в каждой точке а Е Я, контингенция 
множества % не содержит некоторого вертикального (если 
ось О2 направить вверх) кругового двуполостного конуса 
с вершиной в этой точке, а потому не является ни полным 
пространством, ни полупространством. В силу теоремы Ш 
почти всюду на $, — а потому и почти всюду на © — поверх- 
ность % имеет касательную плоскость; при этом, опять-таки 
в силу (1), нигде на ©) эта касательная плоскость не может 
быть параллельной оси 2. 

Но отсюда и следует достаточность условия (1), так как, 
существование невертикальной касательной плоскости к по- 

  < ©. (1)
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верхности 2 = }(х, у) равносильно существованию полного 
дифференциала функции / (х, у). 

Необходимость же условия (1) очевидна. 
Аналогично доказывается, что если непрерывная функ- 

ция f(x, Y) определена только на измеримом множе- 
стве ©, вообще говоря, не являющемся областью, и 
соотношение (1) имеет место почти всюду на © — при 
этом точка (х + Ах, у у Е6, — то почти всюду 
на © определен полный дифференциал функции }(х, У), 
взятый относительно множества ©, т.е. почти в ка- 
ждой точке (х, УЕ 6 будем иметь 

1(& + Ах, УЕ АУ) — Л(х, у = 
== ААх |+ ВАу-о (У Ах? -Р ду?) 

(x-+ Ax, y+ Ay) EG, 
где числа А, В зависят лишь от точки (х, у). 

По аналогии с предыдущим будем по-прежнему обозначать 

A=, pat. 
ду ` 

Эти обозначения оправдываются еще и тем, что А, В почти 
всюду на © действительно совпадают с так называемыми 
асимптотическими частными производными функции }(х, у) 
(ср. [20]). 

Приведем одно полезное видоизменение обычной записи (2) 
для случая функций комплексного переменного. 

Пусть 2=х Ну и / (2) = и(х, У-Ю(х, У) — непре- 
рывная функция, определенная в области & комплексной 
плоскости 2. Функцию f(z) назовем дифференцируемой 
в точке 26%), если в этой точке дифференцируемы обе 
функции: и (х, у) ич(х, у). Для такой точки получим 

лед — дал 9 к Аду ods), 
где of 

“Ox _ ag tl oy oe 

of р 

dy т! x 
he ALi hy 

причем о (Аг) nonumaem Kak 0 ([Az2(),
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Вводя обозначение Az = Az = Ах — [Ду и замечая, что 

__ Аг- Az 
А 

Ах — __ Аг — Аз 
2 ‚ Ау, 

предыдущее равенство получим в виде 

Af =f, Az-+ Г; Аа-Ро(42), 

fa Em H(i 2022 

1 {Ou ду i (dv Ou 

=3(ae +3) + 3 (ae —F): 
д 1 / of of nahn (erg) 

где 

— 
—- 

Oz 2 \ ax ay 
1 / Ou до i { ov ди 

= (= — 5) (5= +5). 
Для того чтобы функция 1 (2) была моногенной в точке 

26», т. е. чтобы существовал предел 

(2-Е Аг) —1 (2). 
lim As 

Az—+>0 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия Коши — 

Римана 

ди ov Ou ov 
_—tonee 

9х Oy’ y ox’ 

что равносильно равенству 

Аналогично моногенность сопряженной функции / (2) = 
=и — ® равносильна равенству 

f,=0. 

Отметим еще, что якобиан J oTo6paxenua w= f (z) 

можно представить в виде 

Р-Р
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$ 4. О функциях с М-свойством 

Докажем следующую теорему. 
Теорема У. /Густь непрерывная на отрезке [а, 6] 

функция Г(х) дифференцируема всюду, за исключением, 
возможно, точек некоторого замкнутого множества 
ра [а, 6], и пусть производная }’(х) суммируема вне }, 
т.е. 

У, Пл 4х < со, (3) 
п Sn 

где 8, (п=1,2,...)— все смежные интервалы к }. 
Если для любых точек Хх, Е} 

lf (%_) — Л — | (4) 

(. — постоянная), то f(x) абсолютно непрерывна на 
отрезке [а, 6]. 

Сделаем сначала одно замечание. 
Пусть на отрезке [а, 6] функция у=Р(х) абсолютно 

непрерывна и [а, В] < [а, 6]. Образ отрезка [, В] на оси Оу 
есть отрезок [т, М], roe т, М — соответственно нижняя и 
верхняя грани ЁР(х) на [а, В]; если а’, В’— точки этого 
отрезка, где эти грани достигаются, то 

В’ В 

М—т= ГЕ’ о ах < [ПЕ’ах. 

    

Пусть теперь непрерывная функция Р(х) абсолютно не- 
прерывна в каждом интервале 8, = (х„, В.) (п =1, 2, ...), 
смежном к некоторому замкнутому множеству ра [а, 6], 
причем Р(х) =0 для хери 

У ГЕ’ сотах < оо. (5) 
n bn 

Введем функцию 

0 при xp, 

в —| |F’(x)| при хе, ИХ
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в силу (5) функция © (х) суммируема и 
x 

G(x)= f g(x)ax 
a 

есть неубывающая абсолютно непрерывная функция на [а, 6]. 
Проводя дословно предыдущее рассуждение, получим, 

что колебание ® функции Е(х) на каком-либо отрезке 
[«, В] < [а, 6] удовлетворяет неравенству 

В 

ь< [5 (5) 4==0®—04.. 

Из абсолютной непрерывности монотонной функции С (х) 
отсюда следует, что и Р(х) абсолютно непрерывна. 

Теперь доказательство теоремы легко завершается. 
Прежде всего, ясно, что в ее условиях функция }(х) 

является абсолютно непрерывной на каждом смежном интер- 
Bane 6, (п—=1, 2,...) множества р, включая и его концы. 
Рассмотрим непрерывную на [а, 6] функцию $(х), совпадаю- 
щую с /(х) на множестве р и линейную на интервале 4,; 
если а’и 6’ — соответственно самая левая и самая правая 
точки р, то примем Ф(х) постоянной на отрезках [а, а] и 
[0’, 5]. В силу условия (4) для функции Ф(х) имеем 

|Ф (<2) — (x) | <L | x, — x, | 

ye 2a MO6bIX TOWeK x,, хо С [а, 6] и, следовательно, функ- 
ция Ф(х) абсолютно непрерывна. 

Положим 

Е (х) =] (х) —$(%); 

очевидно, Р(х) абсолютно непрерывна в каждом интервале д/, 

смежном к }, причем 

DY firrcolax<¥ fir lax + LY mes 8, < co. 
n 6, n 

no, 

Так как Р(х)=0 при хЕр, To, mo mpeablaymemy, F (x) 
является абсолютно непрерывной функцией, очевидно, вместе 
с данной функцией f (x). 

Теорема \ доказана.
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Для доказательства теоремы Меньшова (см. главу 2) 
мы приведем необходимые понятия и утверждения, относя- 
щиеся к М№-свойству непрерывных функций, отсылая за их 
доказательствами к монографиям Н. Н. Лузина [52] и 
С. Сакса [20]. 

Функция, /(х), непрерывная на сегменте [а, 2], обладает 
на нем М№-свойством, если она всякое множество меры нуль 
переводит в множество меры нуль. Введя это определение, 
Н. Н. Лузин показал, что отрицание М№-свойства приводит 
к существованию на [а, 6] такого совершенного множества п 
меры нуль, любая порция которого переводится в множество 
положительной меры. Отсюда, например, следует, что 
в определении М№-свойства можно вместо произвольных 
множеств меры нуль говорить лишь о совершенных множе- 
ствах меры нуль. 

Имеет место такая теорема. 
Teopema VI. Для того чтобы непрерывная функ- 

ция Г(х) была абсолютно непрерывной на [а, 6], необ- 
ходимо и достаточно, чтобы f(x) обладала М-свой- 
ством и чтобы 

[у сдах < оо, 

где ес [а, 6] — множество точек, в которых функ- 
yun f(x) имеет конечную неотрицательную произ- 
водную. 

В частности, утверждение теоремы имеет место, если 
f(x) обладает М№М-свойством, а производная }”(х) сумми- 
руема на том множестве, где она существует !). 

Прежде чем переходить к №-свойству однолистных функ- 
ций в области, введем два определения. 

1. Плоское совершенное множество 3 называется всюду 
разрывным, если любую его точку в сколь угодно малой 
ее окрестности можно окружить замкнутой жордановой кри- 
вой, не проходящей через точки J. 

Любое совершенное всюду разрывное плоское множе- 
ство всегда можно заключить в конечную систему замкну- 
тых спрямляемых жордановых кривых сколь угодно малого 

  

1) Отсюда, между прочим, снова следует теорема У.
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диаметра 
{yn} (kR=1, 2,...), 

которые лежат попарно одна вне другой и не имеют общих 
точек с ФЗ. Рассматривая всевозможные такие системы {7,} 
и обозначая через [(1,) длину 1,, приходим к опре- 
делению: 

2. Пусть $ — совершенное всюду разрывное множество 
и [1,]} какая-либо система замкнутых жордановых кривых, 
лежащих одна вне другой и заключающих внутри 3. Тогда 
число 

18) = inf x Г(1»), 

где нижняя грань берется по всевозможным системам кри- 
вых [1,]}, максимальный диаметр которых стремится к нулю, 
называется длиной множества $. 

Следуя Д. Е. Меньшову, введем определение 
3. Функция / (2), непрерывная и однолистная в области %, 

обладает М№-свойством на прямолинейном отрезке 8, ле- 
жащем внутри 3, если она всякое совершенное множество 
роб линейной меры нуль преобразует в множество нуле- 
ВОЙ ДЛИНЫ. 

Если /(2)=и-Н № обладает М№-свойством на сегменте 
8<%, то функции и (2), 9(2) на 6 обладают М№-свойством 

в смысле Н. Н. Лузина, так как разрывное множество длины 
нуль проектируется на любую прямую в множество меры 
нуль. Обратное, вообще говоря, не верно.
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