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АННОТАЦИЯ 

Настоящая монография посвящена теории 
автоморфных функций многих комплексных пере- 
менных. Это первая изданная у нас в Союзе 
книга, посвященная этой теме (если не считать 
перевода книги Зигеля «Автоморфные функции 
нескольких комплексных переменных»). В книге 
подробно рассматриваются так называемые клас- 
сические области и области Зигеля. 

Книга рассчитана на научных работников и 
аспирантов, занимающихся теорией функций комп- 
лексного переменного, а также на студентов, 
специализирующихся в этой области.
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ВВЕДЕНИЕ 

Теория автоморфных функций одного комплексного пере- 
менного была создана в конце ХШХ и начале ХХ веков 
Клейном, Пуанкаре, Кебе и др. Тогда же начала развиваться 
теория автоморфных функций многих комплексных перемен- 
ных. Следует, однако, заметить, что только после работ 
К. Зигеля [1—9] теория автоморфных функций многих ком- 
плексных переменных превратилась в самостоятельную ди- 
сциплину. 

Фундаментальную роль в теории автоморфных функций, 
по-видимому, призваны сыграть методы теории представлений 
групп Ли, в особенности, теории бесконечномерных пред- 
ставлений. 

Обзор применений теории представлений к теории авто- 
морфных функций см. в статье И. М. Гельфанда и И. И. Пя- 
тецкого-Шапиро [1]. 

В настоящей книге непосредственно не применяются 
методы теории представлений. Тем не менее связь с теорией 
представлений можно проследить во многих местах. 

Перейдем к изложению содержания книги. В теории 
автоморфных функций одного комплексного переменного 
фундаментальную роль играет теорема об алгебраических 
соотношениях. Эта теорема утверждает, что поле автоморф- 
ных относительно данной дискретной группы функций является 

полем алгебраических функций одного неизвестного. Иными 
словами, среди автоморфных относительно данной дискретной 
группы Г функций существуют такие две функции Хо и Л, 
связанные алгебраическим соотношением, что любая авто- 
морфная функция представляет собой рациональную функцию 
от них. Отметим, что для автоморфных функций одного 
комплексного переменного без труда описывается класс 
дискретных групп, для которых справедлива ‘указанная тео- 
рема. Само доказательство теоремы также очень просто.
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Аналогичная теорема для автоморфных функций от п 
«омплексных переменных формулируется следующим образом. 

Совокупность всех автоморфных относительно данной 
дискретной группы Г функций является полем алгебраических 
функций п неизвестных. Иными словами, среди всех авто- 
морфных относительно данной труппы Г функций существуют 

такие функции Л, (2),..., Л,(2), связанные алгебраическим 
соотношением А(Х,..., Х,) =0, что любая автоморфная 
функция является рациональной функцией от них. 

Одной из наиболее важных задач теории автоморфных 
функций многих комплексных переменных является задача 
отыскания общих условий, обеспечивающих справедливость 
теоремы об алгебраических соотношениях. 

Зигель [1] доказал, что эта теорема имеет место, если 
область существования автоморфных функций & ограничена 
й фактор-пространство &@/Г компактно. В случае некомпакт- 

ного фактор-пространства доказательство теоремы значи- 
тельно сложней. До настоящей работы были известны лишь 
частные примеры дискретных групп, для которых была 
установлена справедливость этой теоремы. В частности, 
Зигель [3] доказал справедливость этой теоремы для вве- 

денной им модулярной группы. 
В главе Ш описан общий класс дискретных групп в клас- 

сических областях *), названных нормальными дискрет- 
ными группами, для которых справедлива теорема об 
алгебраических соотношениях. | 

Описание этого класса дискретных групп и само доказа- 
тельство теоремы об алгебраических соотношениях основаны 
на детальном изучении геометрии классических областей. 

Хорошо известно, что граница области в многомерном 
комплексном пространстве с точки зрения комплексной 
структуры вообще говоря не однородна, т. е. расслаивается 
на аналитические кусочки различных размерностей. Простей- 
ший пример — область |2,|<1, |25|<\1. Граница этой 
области, очевидно, состоит из точек |2,|<1, |2.|< 1, 
  

*) Ограниченная область в п-мерном комплексном простран- 
стве называется классической, если полная группа ее взаимно 
однозначных аналитических отображений (аналитических автомор- 
физмов) является классической группой Ли и транзитивна на ней. 

oy лассификация классических областей принадлежит Э. Кар- 
тану [3].
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(1—|2,|)( —|25|) = 0. Совокупность точек границы вида 
(1, 22), |2›| < 1, представляет собой аналитический кусочек 
границы. Кпоме этого, в границе есть еще аналитические 
кусочки, состоящие из одной точки; типичным примером их 
является точка (1, 1). 

В главе П для всех классических областей описаны все 
максимальные аналитические кусочки их границы: Они на- 
званы компонентами границы. Доказывается, что каждая 
компонента границы может быть аналитически отображена 
на некоторую классическую область в пространстве меньшего 
числа измерений. Отметим, что строение границы класси- 
ческой области тесно связано со структурой множества всех 
унитарных представлений группы ее аналитических автомор- 
физмов. С точки зрения теории компонент границы стано- 
вятся понятными многие результаты из теории представлений 
(М. Граев [1]). 

Следующая задача состоит в изучении геометрии класси- 
ческой области вблизи данной компоненты. Для этой цели 

используются отображения классической области на некоторые 
неограниченные области, играющие для нее такую же роль, 
какую обычная верхняя полуплоскость играет для единичного 
круга. Разъясним это более подробно. Обычная реализация 
классических областей является реализацией типа «единичный 

круг», т. е. существует такая точка, что все аналитические 
отображения области, оставляющие эту точку на месте, 
являются линейными преобразованиями. 

Хорошо известно, что в случае одного комплексного 
переменного обычная верхняя полуплоскость обладает сле- 
дующим свойством. Для каждой точки 2 границы круга |2 |< 1 
существует аналитическое отображение круга на верхнюю 
полуплоскость, при котором все преобразования, оставляю- 
щие на месте точку 2, переходят в линейные преобразования 
верхней полуплоскости. 

Нами устанавливается полный аналог этой теоремы. 
Именно, в главе П показано следующее: 

Пусть & — классическая область, «Я — компонента ее 
границы, 2, — некоторая точка ‘компоненты. Существует такое 
аналитическое отображение области 4 на некоторую неогра- 
ниченную область $5, что все преобразования области &, 
оставляющие на месте точку 2, переходят в линейные 
преобразования области $, а все преобразования области @,
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переводящие в себя компоненту ‹Я , переходят в так назы- 
ваемые квазилинейные преобразования области 5. (Опре- 
деление квазилинейных преобразований см. в § 3 ra. I.) 

Естественно, что таких неограниченных областей суще- 
ствует столько же, каково число транзитивных частей *) 
границы области. Эти аналоги обычной верхней полуплоскости 
названы нами областями Зигеля в честь К. Зигеля, 
впервые использовавшего для одного частного случая анало- 
гичное отображение. | 

В главе | дано общее конструктивное описание областей 
Зигеля. Это представляет интерес не только для задач теории 
автоморфных функций, но и для других разделов теории 
функций многих комплексных переменных. В частности, 
с помощью этих областей впервые удалось построить пример 
ограниченной однородной **) несимметрической ***) области 
в аффинном комплексном пространстве и тем самым решить 
проблему, поставленную Э. Картаном в 1935 году. 

В 1935 г. Э. Картан нашел все ограниченные однород- 
ные области в комплексном пространстве размерности 2 и 3. 
Оказалось, что все они являются симметрическими. Уже 
в четырехмерном комплексном пространстве ему не удалось 
описать все ограниченные однородные области. Однако 
Э. Картан сумел найти все ограниченные симметрические 
области. В связи с этим он поставил вопрос: существуют ли 
ограниченные однородные несимметрические области? 

А. Борель [1] и Ж. Кошуль [1] доказали, что всякая 

ограниченная однородная область, в которой транзитивно 
действует полупростая группа Ли, симметрическая. Их ре- 
зультат был усилен Хано, который доказал, что если в не- 
которой ограниченной области транзитивно действует уни- 

модулярная группа Ли, то эта область симметрическая. 
  

*) Имеется в виду транзитивность относительно полной группы 
аналитических автоморфизмов области GF. 

**) Область называется аналитически однородной, 
если для любой пары ее точек существует взаимно однозначное 
аналитическое отображение на себя, переводящее одну из этих 
точек в другую. 

***) Область называется симметрической, если для любой 
ее точки существует аналитическое взаимно однозначное отобра- 
жение на себя ф со следующими свойствами: 1) $ (2) = 2 только 
при г == 2%, 2) $? — тождественное отображение. 

Как показал Э. Картан [3], всякая симметрическая область 
однородна.
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Первый пример ограниченной однородной несимметри- 

ческой области был построен автором настоящей книги 
(И. И. Пятецкий-Шапиро [8]). Оказалось, что несимметри- 
ческие области существуют для всех размерностей, начиная 
с четырех. Уже после оформления настоящей книги автору 
удалось получить полную классификацию ограниченных одно- 
родных областей, в которых просто транзитивно действует 

некоторая разрешимая группа Ли. По-видимому, это послед- 
нее ограничение несущественно; указанные результаты содер- 
жат классификацию всех ограниченных однородных областей. 

Отметим, что к рассматриваемому классу областей при- 
надлежит любая аффинно однородная область в комплексном 
пространстве, аналитически эквивалентная некоторой ограни- 
ченной области и гомеоморфная евклидовому пространству. 
Оказалось, что существует конечное число аналитически 
неэквивалентных областей указанного типа для размерности, 
не превосходящей шести. Неэквивалентные области указан- 
ного типа для размерности, равной семи, зависят уже 
от параметра, т. е. их континуум. С ростом размерности 
число параметров, от которых зависят неэквивалентные обла- 
сти, быстро растет. Основную роль в этих рассмотрениях 
играет алгебраическое изучение одного класса алгебр Ли 
(см. $ 19 настоящей книги) и теория областей Зигеля третьего 
рода (см. $ Зи 20 настоящей книги). 

Свое доказательство теоремы об алгебраических соотно- 
шениях Зигель основывал на разложении модулярных функ- 
ций в ряды Фурье. Аналогичное положение имеет место и 
в общем случае с той только разницей, что в рассматривае- 

мых в общей ситуации рядах Фурье коэффициенты не 
константы, а якобиевы функции. Такие ряды мы называем 
рядами Фурье — Якоби. 

По-видимому, ряды Фурье — Якоби представляют собой 
весьма сильный аппарат в теории автоморфных функций. 
Излагаемое в главе Ш доказательство теоремы об алгебраи- 
ческих соотношениях основано, помимо теории этих рядов, 
на теории аналитических нормальных пространств. В нем 
существенно использованы общая теорема Реммерта [1] 
о строении поля мероморфных функций на любом компактном 
аналитическом нормальном пространстве и общая теорема 
А. Картана [1] о расширении аналитических нормальных 
пространств.
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В главе 1\У дано другое доказательство теоремы об алге- 
браических соотношениях, которое основано только па теории 
рядов Фурье — Якоби и не использует теорию аналитических 
нормальных пространств. Это интересно тем, что показывает 
важность рядов Фурье — Якоби и областей Зигеля для теории 
автоморфных функций. Однако путь главы Ш, по-видимому, 
предпочтительней, поскольку одновременно вводятся инте- 
ресные общие понятия, например, пространство М (см. 
$ 9 гл. Ш). 

Нам кажется, что аппарат рядов Фурье — Якоби и обла- 
стей Зигеля может представить интерес для теоретико-число- 
вых применений. 

Для чтения настоящей книги достаточно знания линейной 

алгебры и теории функций комплексного переменного в объеме 
университетского курса и теории функций многих комплекс- 
ных переменных в объеме книги Зигеля [1]. 

В заключение автор выражает благодарность А. О. Гель- 
фонду, которому принадлежит инициатива написания настоящей 
КНИГИ. 

Схема зависимости глав 

IN, 
/ | 

V~— Ill 
Жирные стрелки означают зависимость основного 

текста, тонкие стрелки означают отдельные 

ССЫЛКИ.



ГЛАВА 1 

ОБЛАСТИ ЗИГЕЛЯ 

В настоящей главе изучаются некоторые неограниченные 
области в аффинном комплексном пространстве, являющиеся 
аналогами верхней полуплоскости в случае одного перемен- 
ного *). Эти области названы нами областями Зигеля. Как 
будет доказано в следующей главе, любая классическая 
область может быть отображена на некоторую область Зигеля. 

В настоящей главе рассматриваются общие свойства 
областей Зигеля, дается конструктивное определение, выяс- 
няются достаточные условия того, чтобы область Зигеля была 

аналитически однородна. 
В $1 рассматриваются наиболее простые области Зигеля, 

названные нами областями Зигеля 1-го рода, в $ 2 — области 
Зигеля 2-го рода и в $ 3-- области Зигеля 3-го рода. 

Заметим, что области Зигеля 1-го рода можно рассматри- 
вать как частный случай областей Зигеля 2-го рода, а обла- 
сти Зигеля 2-го рода — как частные случаи областей Зигеля 
3-го рода. 

В $ 4 описан класс комплексных многообразий, по своим 
свойствам аналогичных ограниченным областям. 

В книге мы будем пользоваться следующими обозначе- 
НИЯМИ: 

А’ — матрица, транспонированная к 4; 

А — матрица, все элементы которой заменены на ком- 
плексно-сопряженные; о 

A* = A’; 
det A— определитель матрицы A; 
  = 

*) Смысл этого объяснялся во Введении.
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Е, — единичная матрица порядка г; если порядок можно 
не указывать, то мы пишем просто Е; 

A>0O, где А — эрмитова матрица, означает положи- 
тельность собственных значений матрицы 4; 

С" — комплексное п-мерное аффинное пространство. 

$ 1. Области Зигеля 1-го рода 

В настоящем параграфе дается определение областей 
Зигеля 1-го рода, показывается, что всякая область Зи- 
геля 1-го рода 5$ может быть отображена на некоторую 
ограниченную область, и выясняется вид аналитических авто- 
морфизмов, оставляющих на месте «бесконечно удаленную 
точку» 5. 

Пусть У — открытый выпуклый конус в п-мерном веще- 

ственном пространстве *), пересечение которого с любой 
прямой либо отрезок, либо полупрямая. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только такие 
конусы. 

Определение. Совокупность $5 точек вида & = х у 
(УЕУ, х — любое, #ЕС”) условимся называть областью 
Зигеля 1-го рода. 

Покажем, что любая область Зигеля 1-го рода $ аналити- 
чески эквивалентна ограниченной области. 

Пользуясь тем, что конус У не содержит целой прямой, 

можно показать существование системы координат, в кото- 
рой У лежит внутри октанта у, >0,..., у, > 0. Следова- 
тельно, 5 содержится в области ша >0,..., ша, > 0, 

аналитически эквивалентной произведению п кругов. 

Часть границы 5, состоящую из точек вида 2 = х, усло- 
вимся называть остовом. 

Рассмотрим совокупность Е всех аналитических в 5**) 

функций, достигающих в 5 своего максимума. Легко показать, 
что для всякой функции ©(2) СЕ существует точка остова, 
  

*) Множество точек п-мерного вещественного пространства 
называется конусом, если оно вместе с любой точкой содержит 
всю полупрямую, соединяющую ее с началом координат. 

**) 5 означает замыкание области $ в естественной топологии 
аффинного пространства.
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в которой достигается максимум ее модуля. С другой сто- 
роны, для каждой точки остова существует функция $ (2) СБ, 
модуль которой в этой точке достигает своего максимума. 
Действительно, для точки 20 = (х tees xn) искомой является 

функция 

P 

1 

2)—x¢+i)...(2,—x, +2) 

Из сказанного вытекает, что остов области $ переходит 
в себя при автоморфизмах $, аналитических в 5. 

Теорема 1. Любой аналитический автоморфизи 

области $5, непрерывный в $, имеет вид 

> Аг Ь, (2) 

где А— аффинное преобразование конуса У на себя, 
р — действительный вектор. 

Для доказательства этой теоремы нам понадобится лемма 
Чеботарева (Левин [1], стр. 299), согласно которой функ- 
ция 2 (^), аналитическая в верхней полуплоскости [шА >> 0, 
непрерывная в ImA > 0 uw принимающая на вещественной оси 
вещественные значения, является линейной функцией. 

Без ограничения общности можно считать, что $ содер- 
жится в области |т2 > 0,..., ша, > 0. 

Пусть 2 —>$ (2) = ($1 (2),...,$„ (2) ) — аналитический авто- 

морфизм 5, непрерывный в 5. 
Вспомогательная функция # (^) = Ф, (ху ХУ), [< ЕП, 

где 2) = хи 1%65, удовлетворяет условиям леммы Чебо- 
тарева и, следовательно, является линейной функцией. Таким 

образом, 2—>0(2) — линейное преобразование в п-мерном 
комплексном пространстве и поэтому может быть предста- 
влено в виде $(2) = Аг--|-6, где А — некоторая комплексная 
матрица, а 6 — комплексный вектор. Остов области S nepe- 
ходит в себя при отображении 2-—%(2), поэтому А ифб 
вещественны. Разделяя действительную и мнимую части, мы 
получим 

(2) = Ax-+b-+iAy, 
т. е. если yEV, to ЛАуЕ\У. Обратное преобразование 
2-—>$ 1! (2) имеет вид 

  Ф (2) = (1) 
( 

2—> А '#— АТЩ.
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Следовательно, из УЕУ вытекает, что А 'уЕУ. Мы пока- 
зали, что А — матрица аффинного преобразования конуса У 
на себя. Доказательство теоремы закончено. 

Известно, что в любой ограниченной области существует 
инвариантный относительно ее аналитических автоморфизмов 
объем (см. $ 4). Укажем формулу для элемента инвариант- 
ного объема’ в области $. Положим 

ау =^(х, y)dx dy, (3) 

roe dx dx, ...dx,, dy=dy, ...dy,. Tlockoabxy область 5 
допускает преобразования вида 2-—>2--6, где 6 — любой 
вещественный вектор, коэффициент A HE должен зависеть 
от х. Следовательно, 

ау = ^ (у) ахау. (4) 

Далее, если у-> Ау — аффинное преобразование конуса У, 
то 2-> А: — преобразование $, и значит, 

^ (Ау) (4её 4) — ^ (у). (5) 

Если конус У линейно однороден, т. е. для любой пары 
точек у, уСУ существует аффинное преобразование У 
на себя, переводящее у, в у, то область 5 аналитически 
однородна. Такие области $5 представляют наибольший инте- 
рес. Отметим, что в них ^(у) однозначно определяется из (5). 

_ Если У, — однородный конус в п.-мерном вещественном 
пространстве, а У, — однородный конус в п.-мерном веще- 
ственном пространстве, то совокупность точек (у, у), у СУ,, 
у» Е\У., образует однородный конус в п, -- п›-мерном веще- 
ственном пространстве. Конусы, которые нельзя получить 
таким способом, называются неприводимыми. 

Ниже приволятся примеры неприводимых однородных 
конусов и соответствующих им областей Зигеля. 

1. Рассмотрим эрмитовы матрицы У=(у,.) порядка р. 
Каждой матрице У можно сопоставить точку в р?-мерном 
действительном пространстве с координатами 

Уп, sss Vopr RE Yay, IM yoy, ..-, REY, p-1, 1M yy, 5-4. 

Совокупность точек, соответствующих положительно опре- 
деленным эрмитовым матрицам, очевидно, образует конус.
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Аффинные преобразования этого конуса имеют вид 

у > А*УА, 

где А— любая певырожденная комплексная матрица порядка р. 
Соответствующую область Зигеля удобно описать как 

совокупность комплексных квадратных матриц 2 = X-+iY 
порядка р таких, что Х — любая эрмитова, а У — положи- 
тельно определенная эрмитова матрица. Эта область сим- 
метрическая (см. сноску на стр. 10). Инволюция в точке 

7 = имеет вид 2—7”. 
Как будет показано в следующей главе, эта область 

аналитически эквивалентна области первого типа с р=а 
(по классификации Э. Картана [3] симметрических областей; 
см. также Зигель [1]). 

2. Рассмотрим эрмитовы матрицы У порядка 2р, для 
которых 

(j 0... 0 

УИ, 1=|0 1... 0], j=( , 5): (6) 
(0 0... 7 

Положим У=(у,.), №, $=1,..., р, где у,, — матричы 
второго порядка. Соотношение (6) означает, что 

У У,» Vest = IV p5° 

Следовательно, 

Upp 0 Ups Uks 
| | ), Ys = ( - — (R<S), 

О Ш — Ups Ups 

Ups = Apes + lDp,, Uns = Crs + ld gs, 

THE Upp, Ops, Ops Ces Aps — действительные числа, которые 
можно принять за координаты. Такие матрицы У образуют 
p(2p— 1)-MepHoe действительное пространство. 

Совокупность точек этого пространства, соответствующих 
‘положительно определенным эрмитовым матрицам, очевидно, 
образует конус. Аффинные преобразования этого конуса 
имеют вид 

Y >A*YA,



18 ОБЛАСТИ ЗИГЕЛЯ [гл. т 

где А — любая невырожденная комплексная матрица по- 

рядка 2р, удовлетворяющая условию А./== ЛА. Можно пока- 
зать, что полученный конус состоит из всех положительно 
определенных кватернионных матриц. 

Соответствующую область Зигеля можно описать как со- 
вокупность всех квадратных комплексных матриц 2 —= X 4+-iY 
порядка 2р, где 

XJ=JX, X*=X, VYJ=JY, Y*=Y u Yoo. 

Иными caopamu, ZJ=JZ’ wu матрица i-'(Z — Z*) положи- 
тельно определена. Полученная область симметрическая. 
Инволюция в точке 2 — {Е имеет вид 2 —>— 7`'. Эта область 

‘аналитически эквивалентна области 2-го типа с четным р по 

классификации Картана. 
3. Рассмотрим все вещественные симметрические матрицы 

У = (у,.) порядка р. Каждой матрице У можно сопоставить 

точку в 5 Р(- П-мерном действительном пространстве 

с координатами 

Vip +.» Vpp Yap +.» Ур рф 

Совокупность точек, соответствующих положительно опре- 
деленным симметрическим матрицам, образует конус. Аффин- 
ные преобразования этого конуса имеют вид 

У > А’УА, 

где А— любая невырожденная вещественная матрица порядка р. 
Соответствующую область Зигеля можно описать как 

совокупность симметрических комплексных матриц й =Х-Ну 
порядка р, где Х— любая вещественная симметрическая 
матрица, а У — вещественная симметрическая положительно 
определенная матрица. Эта область также симметрическая. 

Как и выше, инволюция в точке {Е имеет вид Z>—Z". 

Эта область аналитически эквивалентна области 3-го типа 
по классификации Э. Картана; в литературе ее часто назы- 
вают «обобщенной верхней полуплоскостью Зигеля». 

4. Рассмотрим п-мерное действительное пространство, 
точки которого обозначим через у=(у,, ..., у,). Конус 
задается неравенством 

У — — ... — HWSO, y, >.
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Аффинные преобразования этого конуса имеют вид 

у->>Ау, А’НА=УАН, Н=|1 

rae }— любое положительное число. 

Соответствующая область Зигеля состоит из всех точек 
п-мерного комплексного пространства вида г = х - фу, где 
х — любое, ау принадлежит конусу; она симметрична. Инво- 

  

люция в точке 2 == (1, 1, 0, ..., 0) имеет вид 

__ —“2 — 21 23 Zn 2 == (2), 20, ..., 2.) > (т ‘Ta’ ime xy) 

__ 2 2 . (2) = 212, —24— ... — 2%. 

Как будет показано в следующей главе, эта область анали- 

тически эквивалентна области четвертого типа по классифи- 
кации Картана. 

Отметим, что для всех описанных выше однородных 
конусов соответствующие области Зигеля оказались симметри- 
ческими областями. 

Классификацией всех аффинно однородных конусов за- 
нимался Э. Винберг [1]. 

Приведем краткое изложение его результатов. 
Условимся конус У называть самосопряженным, 

если в объемлющем пространстве существует положительно 
определенная квадратичная форма Н(х, у) такая, что 1) при 

всех x, yEV H(x, у >20, 2) для любого хЕ\У существует 

такой уУЕХ, что. Н (х, у) < 0 (У означает замыкание конуса У). 
Легко видеть, что самосопряженный конус всегда выпук- 

лый и не содержит целой прямой. 

Э. Винберг полностью нашел все самосопряженные аф- 
финно однородные конусы. Оказалось, что, кроме перечи- 
сленных выше, существует только один неприводимый' конус 
в 27’-мерном пространстве. Этот конус можно реализовать 
с помощью эрмитовых матриц третьего порядка над чис- 
лами Кэли.
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Далее, Э. Винберг построил примеры аффинно однородных, 
несамосопряженных, выпуклых и не содержащих целой прямой 

конусов. 
Простейший из них — это совокупность всех симметри- 

ческих положительно определенных матриц У = (у,;) по- 
рядка 3 таких, что уз! = уз ==0. 

$ 2. Области Зигеля 2-го рода 

В настоящем параграфе дано определение областей Зи- 
геля 2-го рода, и для этих областей рассмотрены вопросы, 
аналогичные рассмотренным в § 1 для областей Зигеля 1-го 
рода. 

Простейшим примером области Зигеля 2-го рода является 
следующая область: 

Imz—|ul?> 0, (1) 

где 2, и — числовые комплексные переменные. 
К этой области естественно приводит следующая задача: 

отобразить шар 

lz: P+]? <1 
на нехоторую область $ так, чтобы все преобразования 
шара, оставляющие заданную точку границы на месте, стали 
бы линейными преобразованиями для 5. 

Непосредственными выкладками, которые мы опускаем, 
легко показать, что область (1) действительно решает эту 
задачу. В дальнейшем (гл. |) будет доказана общая теорема, 
из которой наше утверждение вытекает в качестве частного 
случая. 

Прежде чем давать общее определение областей Зи- 
геля 2-го рода, мы введем понятие У-эрмитовых вектор- 
функций, которые являются обобщением эрмитовых поло- 
жительно определенных форм. 

Пусть У — выпуклый конус в П-мерном действительном 

пространстве С”, не содержащий целой прямой, Р (и, 9) — 

функция от пары векторов и и VEC™ (вообще говоря, 
т = п), значение которой принадлежит С”. 

Вектор-функция Р (и, 9) называется У-эрмитовой, если 

1) F(a, v) =F, w); 

2) F (hw, + py, 0) == NE (uy, 0) + PF (Up, 2),
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где A HW и — любые комплексные числа; 

3) Е (и, шЕУ (У — замыкание У); 

4) Е (и, и) =0 только при и = 0. 

Определение. Областью Зигеля 2-го рода 
4 

условимся называть совокупность 5 всех точек (2, 4)EC" ”, 
для которых 

  

[тг — Р(и, м ЕУ. (2) 

Вот пример области Зигеля 2-го рода в С”*"; 

Imz—|u,?— ... —|4, > 9, (3) 

где 2, и, ..., Им — числовые комплексные переменные. 
Покажем, что эта область аналитически эквивалентна 

шару 

Р-Н... 4 2 < 1. 
Положим 

2—1 , u,V2 > ии У? 
— =—S— e e = oe e 

21 oti’ 2 z+i' 7 “m+ z+i 

Легко видеть, что 

т-1 9 

2 2 
—2Z | 2 | =e 7pimz — | 41 te — | 4, |?), 

k=l 

откуда сразу следует наше утверждение. 
В $ 1 мы отметили, что всякая область Зигеля 1-го 

рода содержится в такой, которую можно отобразить на 
произведение п кругов. Здесь мы установим, что любая 
область Зигеля 2-го рода содержится в такой, которая 
отображается на произведение п шаров. 

Без ограничения общности можно предполагать, что У 
содержится в конусе у >0,..., у, >0. Тогда каждая 
компонента РА, (и, и), R=I1,..., п будет неотрицательно 
определенной эрмитовой формой от т переменных ц|, ..., ит. 
Представим каждую из форм Р,(и, и) в виде суммы ква- 
дратов линейных форм 

Рав (и, и) —= Рае... | Ша |. (4)  
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Мы построим сейчас такую вектор-функцию Р (п, п), что 

1) область $ содержится в области $, заданной неравен- 
ствами 

[п 2, — А, (и, и) >0, Е=1,..., п; 

2) область $ аналитически эквивалентна произведению п 
шаров. 

Положим F, (и, и) = Р, (и, и). Для определения F, (и, и) 

мы поступим следующим образом. Вычеркнем из линейных 
форм [.1, ..., [о, те, которые линейно выражаются через 

2 

—- 2 ` 1»... [5 - Положим Ро» (и, и) = x 125.2, где штрих озна- 

чает, что суммирование распространено только на невы- 
черкнутые формы. Вычеркнем далее из форм Ly, ..., [35, 

те, которые линейно выражаются через формы Ё,. (1 < ЕХ 2). 

Положим Ру (и, и) = У, |[.,, где, как и выше, штрих 
$ 

означает, что суммирование идет только по невычеркнутым 

формам. Аналогично определяются Ра (и, и) и т. д. Ясно, 

uto SCS. 

Остается показать, что область 5 аналитически эквива- 
лентна произведению п шаров. Из пункта 4) определения 
Е (и, 9) вытекает, что уравнения L,,=—0 (1 < А< п, 1< 
< $ < $,) имеют единственное решение и = 0. Следовательно, 
число невычеркнутых линейных форм равно т. По построе- 
нию, они линейно независимы. Примем их за новые пере- 

/ / / / 

  

MeHHbIe Uy, ..., В переменных 21, ..., &,, Us eee, UY 

уравнения, определяющие $, имеют вид 

__ 7 пи” 12 Im z, cA ... Len > 9, | 

_ ' 20 ly’ PSO Im 2, | 4mm, +1 ... |, > 0, (5) 

Im z, | ag 1 +1 | ... | an | > 0, 

где т, т, ..., Т,_, — некоторые целые числа. 
Для завершения доказательства достаточно учесть, что 

каждое из полученных неравенств определяет область Зи- 
геля 2-го рода, аналитически эквивалентную шару (см. (3)).
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Мы показали, что любая область Зигеля 2-го рода анали- 

тически эквивалентна ограниченной области в С""". 
Часть границы области $, состоящая из точек (2, и), для 

которых | 2 =Р (и, и), называется остовом. Можно по- 

казать, что всякая аналитическая в ° функция, модуль ко- 

торой достигает в 5 своего максимума, имеет хотя бы одну 
точку максимума модуля на остове. С другой стороны, легко 
построить пример функции, модуль которой достигает мак- 
симума в наперед заданной точке остова. Таким образом, 
как и для областей, рассмотренных в 8 1, остов инвариан- 
тен относительно аналитических автоморфизмов области 5$, 

непрерывных в $. Более того, при любом аналитическом 
автоморфизме $5 точка остова может перейти либо опять 
в точку остова, либо в бесконечность. Отметим, что в отли- 
чие от областей Зигеля 1-го рода вещественная размерность 
остова больше комплексной размерности всей области. 

Аналогом параллельных переносов для областей Зи- 
геля 2-го рода являются следующие преобразования: 

z—>z+a+2iF (au, b6)+ iF (0, 5), 

u—->u-+td, (9) 

где а — любой п-мерный действительный вектор, a b— 
любой т-мерный комплексный вектор. Такие преобразования 
мы иногда также будем называть «параллельными перено- 
сами». Их совокупность образует нильпотентную группу 
2 класса *). Легко проверить, что при этих преобразова- 
ниях сохраняется |т2 — Р (п, п). Произвольная точка (2, и) 
области $5 преобразованием (6) может быть переведена 
в точку (1у, 0), где у= тг — Р (и, и). 

Вообще говоря, преобразования (6) не исчерпывают всех 
линейных преобразований, которые описываются следующей 

теоремой. 

Теорема 1. Любое линейное преобразование области 
Зигеля 2-го рода имеет вид 

z—> Az-t+a- 2iF (Bu, b)+iF (6, 6), | 
u— Bu+od, (7) 

  

*) Группа С называется нильпотентной группой 2 класса, 
если ее коммутант, т. е. группа, порожденная элементами вида 

£1828, | 8) (2 2 € G), KOMMyTaTHBHa.
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где а — любой вещественный п-мерный вектор, 6 — любой 
т-мерный комплексный вектор, А — линейное преобразо- 

вание конуса У на себя, В — комплексное. линейное пре- 
образование, причем АР(и, 9) = Е(Ви, Ву) для любых 
комплексных и и у. 

Доказательство. Пусть 

2—> К 2 Ки г, и >02 + Ои-а (8) 

— аффинное преобразование 5 на себя. Воспользуемся инва- 
риантностью остова при преобразовании (8). Точка (0, 0), 
очевидно, принадлежит остову. Образ ее (г, 9) также есть 
точка остова, и значит, [тг -==Р (4, 9). Умножив преобра- 
зование (8) на подходящее преобразование вида (6), мы по- 
лучим новое преобразование, для которого 4 ==0, г=0: 

z>Riz+Ryu, 1>Qz+Qu. (9) 

Точка остова вида (х, 0) (х вещественно) переходит в точку 
(Rix, 9х). Следовательно, для любого х 

(Im Ri) « = F(Qix, Qix). 

Левая часть этого равенства линейна по х, а правая — 

второй степени по х; это возможно только если | В! —= 0, 

Qi—0. Точка (iy, 4), y=F(u, 2), переходит в точку 

(iRiy-+ Rou, @2и), откуда 

Ry Im Rou — F (Qu, Qou). (10) 

Заменяя в полученном соотношении и на е№и, мы получаем, 
что [т е!?К.ц не зависит от ф. Следовательно, Ю’и = 0, 

и ввиду произвольности и также Ю, =0. Подставляя в (10) 

выражение у через и, получаем Ri F (и, u) =F (Qou, Q3u). 
Мы показали, что (9), а следовательно, и (8) имеет вид (7). 
Теорема доказана. 

Обозначим через ® совокупность всех линейных преобра- 
зований А конуса У, продолжающихся до линейных преоб- 
разований всей области 5, т. е. таких, что при некотором 
комплексном линейном преобразовании В 

АЕ (и, и) = F (Bu, Во). (11)
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Легко проверить, что если ® действует на У транзитивно, 

то соответствующая область 5 аналитически однородна. 
Приведем пример однородной области. 
Область $ однозначно описывается заданием конуса У 

и У-эрмитовой вектор-функции Р (0, У). 
Пусть У — конус эрмитовых положительно определенных 

матриц У порядка р. Пространство, в котором будет опре- 
делена вектор-функция Р, удобно реализовать как простран- 
ство всех комплексных прямоугольных матриц ( типа рх $. 
Размерность этого пространства, очевидно, равна р$. Функ- 
цию Р(И, У) определим формулой 

F(U, V) =UV*. (12) 

Эта функция является квадратной матрицей порядка р, при- 

uem F(U,U)EV. 
Группа © в этом случае состоит из всех аффинных пре- 

образований конуса У. Действительно, рассмотрим аффин- 
ные преобразования нашего пространства вида Ц —> ВУ, где 
В — невырожденная квадратная матрица порядка р. Мы 
имеем 

F (BU, BV) = BU (BV)* = BUV"*B* = BF (U, V) B*. (13) 

Остается вспомнить указанный в $ |1 вид всех линейных 
преобразований конуса У. 

Покажем, что наша область симметрическая. Действи- 
тельно, преобразование 

(Z, U)—>(—Z-!, —iZ-U) (14) 

является инволюцией с единственной неподвижной точкой 

(iE, 0). 

° Укажем теперь вид элемента 49 инвариантного объема. 

Положим | 
du=)(x, y, u,, u)dxdydu, duo, (15) 

где 

4х ==4х,...Ах,, Чу=ау,...4у,, и, = Кец, 

и —= ши, а du, u Ди, означают соответствующие произве- 
дения дифференциалов координат. 

Из существования у $ автоморфизмов вида (6) следует, 
очевидно, что 

h=(y— FU, U)). (16)



26 ОБЛАСТИ ЗИГЕЛЯ [гл. 1 

Далее, если 

2 > А2, и >Ви 

есть аналитический автоморфизм $, то 

Х (Ау) (4е{ А)? (4е{ В)? = ^ (у). (17) 

В случае аффинной однородности области $ из (17) одно- 
значно с точностью до числового множителя опреде- 
ляется Л (у). 

$ 3. Области Зигеля 3-го рода 

В настоящем параграфе дано определение и изучены не- 
которые свойства областей Зигеля 3-го рода. Причина по- 
явления этих областей состоит в следующем. Граница об- 
ласти в П-мерном комплексном пространстве, как известно, 
неоднородна, т. е. содержит аналитические «кусочки» раз- 
личных размерностей. 

В теории автоморфных функций от нескольких комплек- 
сных переменных важно рассматривать предельный переход, 
при котором точка внутри области приближается к точке 
границы, принадлежащей некоторому аналитическому «ку- 
сочку». При изучении такого предельного перехода очень 

удобно использовать области Зигеля 3-го рода. 
Применения областей Зигеля 3-го рода к теории огра- 

ниченных однородных областей будут даны в главе \У. 
Перейдем к определению областей Зигеля 3-го рода. 
Предварительно остановимся на некоторых простейших 

понятиях из линейной алгебры. Рассмотрим  скалярную 
(т. е. принимающую числовые значения) форму Ё(и, 9) от 

пары векторов и, ЕС”. Назовем форму [.(и, 9) полу- 
эрмитовой, если ее можно представить в виде суммы 
м, )ЭЁ (м, v), где ВБ (и, -— эрмитова форма, 
а [1 (и, 9) — симметрическая билинейная форма. Легко про- 
верить, что полуэрмитова форма [(и, 9) обладает следую- 
щими свойствами: 

1) форма [(и, 9) комплексно линейна по первому аргу- 
менту и вещественно линейна по второму; 

2) разность /. (и, 9) — [ (9, и) чисто мнимая. 
Верно и обратное, а именно, форма со свойствами 1) 

и 2) полуэрмитова, т. е. является суммой эрмитовой и сим-
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метрической билинейной форм. Действительно, из 1) сле- 
дует, что [ (и, 9) можно представить в виде 

т т 
1 y — 

Ё (и, 9) = A a Чи, bk x р О 
‚Г= »f= 

отсюда 
т 

(и, 9) — [ (9, и) = , > (a,,— 4,,) 4,0, + 
‚г= 

т т 7 — — — 

| >, р ИУ, У, Чьи. 
k, r=1 k,r=1 

Полагая все переменные, за исключением и, и э,, равными 

нулю, получим, что выражение 

(Qp, — a,p) UpU, + Dy ppd, a ово 

— чисто мнимое число. Легко проверить, что из этого 
соотношения следует 

App App И pp = Opp. 

Наше утверждение доказано. 
Легко проверить, что представление в виде суммы эрми- 

товой и симметрической форм единственно. 
_ В дальнейшем нам понадобятся векторные полуэрмитовы 
формы, которые определяются следующим образом: век- 
торная форма называется полуэрмитовой, если 
каждая ее компонента является полуэрмитовой формой. 

Условимся в дальнейшем форму [ (и, 9) называть невы - 
рожденной, если из равенства Ё (и, 9) =0 при всех и 
следует, что 9 = 0. 

Обозначим через & ограниченную область в простран- 
стве С*, точки которого условимся обозначать буквой 2. 
Пусть каждому Ё6 @ соответствует невырожденная полуэр- 
митова форма ., (и, 9) на С” со значениями в С”. У — конус 
в п-мерном вещественном пространстве, рассматривавшийся 
в & 1. 

Определение. Совокупность точек == (2, и, #) про- 

странства CN(N =mtn--k), 1aa KOTOpbix 

Imz—ReL,(4, w)EV, tED, (1)
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образует некоторую область 5. Эта область называется 
областью Зигеля 3-го рода, если она аналитически 
эквивалентна некоторой ограниченной области. 

Приведем простейший нетривиальный пример такой области. 
Пусть п = т == А==1; & — единичный круг |2 | < 1 в ком- 

плексной плоскости; У — полупрямая у > 0. Положим 

L,(u, v) =(1—|t%) 7 ao +41 —|t 27! wo. (2) 

Область (1) с этой L,(u, 9), как будет показано в $7, ана- 
литически эквивалентна некоторой классической области 
Ш типа (см. 8 Ти Зигель [1)). 

Очевидно, любая область Зигеля $ допускает преобразо- 
вания следующего вида: 

zZ—>z-+4, u—->u, tt, 

где а — произвольный вещественный вектор. 

Пусть с (Ё) — аналитическая в @ вектор-функция со зна- 

чениями в С”. 
Условимся говорить, что вектор-функция с (Г) согласо- 

вана с формой /., (щ, 9), если [,(и, с(Г)) при любом u 
является аналитической функцией от ЁЕ %®. 

Совокупность всех согласованных с данной формой L, (u, 9) 
вектор-функций представляет собой, как легко видеть, линей- 
ное пространство над полем вещественных чисел. 

Пример. Пусть с (1) =с— (6, где с — некоторое ком- 
плексное число. Тогда 

(и, с (Е)) = ис. (3) 

Этот пример показывает, что если C(t) согласована 

с формой [, (и, 9), то с, (Р) = {16 (Е), вообще говоря, уже не 

согласована. 
Роль согласованных вектор-функций видна из следующей 

теоремы. 
Теорема 1. /Лусть с (Е) — некоторая, не обязательно 

аналитическая, вектор-функция на @ со значениями в С". 
Преобразование 

z>zta+2iL,(u, c(t)) +iL,(c(@), ¢@)), 

u—->u-+ c(t), (4) 
> Е,
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где а — произвольный вещественный п-мерный вектор, 
является взаимно однозначным отображением области S 
на себя. Оно аналитическое тогда и только тогда, 
когда с(1) и L,(u, c(t)) при любом и — аналитические 
функции от [Е 9. 

Доказательство. Непосредственно проверяется, что 
преобразование вида (4) сохраняет разность п 2 — Ке /, (и, и) 
и, значит, переводит $ в себя. Взаимная однозначность выте- 
кает из того, что преобразование (4) имеет обратное, кото- 
poe можно получить, если в (4) заменить с(1) на—с(0. 
Перейдем к доказательству второй части теоремы. Непосред- 
ственно легко проверить, что если (4) аналитическое ото- 
бражение, то С(Ё) u L,(u, c(f)) при любом и аналитичны 
как функции от ЁЕ @. 

Покажем обратное, т. е., что если С(Р) и Ё, (ци, с ({)) 
при любом и аналитичны как функции от #, то ото?Гаке- 
ние (4) аналитическое. Достаточно проверить аналитичность 
L,(c(t), c(é)). Заметим, что Ён. (с, (#1), со (5)), где су и со 
фиксированные векторы, является аналитической Фулкцией 
от Ё при фиксированном #5 и аналогично от & при фикси- 
рованном #;. Следовательно, по теореме Гартогса функция 
[1 (С1(Ё), Со ()) аналитична от В и Ё& (см. Фукс [1]). 
Полагая # =, мы видим, что [,(с, (Г), с5(Г)) является ана- 
литической функцией от {. Теорема доказана. 

Преобразования вида (4) мы в дальнейшем будем называть 
«параллельными переносами». Совокупность таких преобразо- 
ваний образует группу, которая будет обозначаться буквой A. 
Как и для областей Зигеля 2-го рода, группа А является 
нильпотентной группой 2-го класса. Ее можно рассматривать 

как совокупность пар (с, а), где а — п-мерный вещественный 
вектор, с — и-мерный вещественный вектор (1 — размерность 

пространства всех согласованных с данной формой L,(u, v) 
вектор-функций). 

Заметим, что форма 

С (сл, Cy) = ИВ, (с, @), с. @)) — [, (© @), 0) (5) 
при любых фиксированных с, (Е) и с.([) аналитична по Ё и 
принимает только вещественные значения. Следовательно, 
она не зависит от Ё. Закон композиции в группе А, как 
легко проверить, определяется формулой 

(Cy, а) Ж (с, а.) = (с, с, «а О (с, сэ)). (6)
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При изучении областей Зигеля 1-го и 2-го рода важную 
роль играет группа их линейных преобразований. Для обла- 
стей Зигеля 3-го рода аналогичную роль играют квазилиней- 
ные преобразования. 

Определение. Взаимно однозначное преобразование 
области Зигеля 5 вида 

z—>A(f)z+au, 2), 

u—>B(thu+ obo), (7) 

t > 8 (1), 

где А (2), В (6) —аналитические в & матричные функции, а (и, 0), 
р (Е) — аналитические в 42 вектор-функции, Ё-> 2 (Ё) — ана- 

литический автоморфизм области &, называется квазили - 
нейным преобразованием. 

При изучении квазилинейных преобразований области $ 

нам понадобятся следующие общие свойства аналитических 
автоморфизмов ограниченных областей: 

А) Аналитический автоморфизм ограниченной области 
с неподвижной точкой однозначно определяется своей яко- 

биевой матрицей в этой точке. 
В) Последовательность аналитических автоморфизмов 

ограниченной области компактна, если существует хотя бы 
одна точка, последовательность образов которой компактна 
в этой области. 

Доказательство этих свойств см. в книге Б. А. Фукса [1]. 
Обозначим через $) следующий аналитический автомор- 

физм области 5: 

z—z, u—>hu, t—>t, (8) 

где ^ — произвольное вещественное число. 
Существование семейства автоморфизмов $) характерно 

для областей Зигеля. 
Отметим следующие свойства квазилинейных преобразо- 

ваний: 

1) Для всякого квазилинейного преобразования вида (7) 
матрица 4 (Ё) не зависит от 2. Линейное преобразование у—> Ау 
является взаимно однозначным преобразованием конуса У 
на себя. 

Действительно, точка (2, 0, ЁЕ5 переходит при пре- 
образовании (7) B TouKy (A(f)z-+- a(0, Е), 6 (1), #(@)). Усло-
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вие принадлежности полученной точки области 5 записы- 
вается следующим образом: 

ш (А-а (0, t))—ReLl, (6), b@)EV (9) 
при любом t€ @. 

Первоначальная точка (2, 0, #) принадлежит $5 тогда и 
только тогда, когда у= т2Е\У. Следовательно, вместе 

с точкой (2, 0, Ё) точка (2, 0, В, где Х — произвольное 
положительное вещественное число, принадлежит $. 

Заменяя в (9) 2 на ^2 и переходя к пределу при ^ —> со, 
мы получаем, что при любом ЁЕ @ 

[т (А (6) 2)ЕУ, если ш2ЕУ (10) 

(У — замыкание конуса У). Отсюда очевидным образом сле- 
дует, что А(Г) — вещественная матрица при любом {. 
Как известно, аналитическая функция, принимающая только 
вещественные значения, константа. Следовательно, А(Ё) не 
зависит от f. 

Для завершения доказательства остается рассмотреть 
обратное преобразование. 

2) Каждая компонента вектора а (и, Г) представляет собой 
полином от и не выше второй степени, коэффициенты кото- 
рого могут зависеть от f. 

Пусть ф — квазилинейное преобразование вида (7). Рас- 
смотрим семейство автоморфизмов $, = 'фф. Легко про- 

верить, что ф‚ имеет следующий вид: 

2—> АР). ‘а (и, В, 

u—->B(thutr ‘dd, , (11) 
t > git). J 

Применяя автоморфизм ф, к точке (2, 0, #), легко убедиться, 
что последовательность аналитических автоморфизмов 4, 
компактна при ^->со. Из явной записи (11) автоморфиз- 
MOB , видно, что последовательность их может быть ком- 
пактна только тогда, когда а (и, Г) — полином от и не выше 
второй степени. 

3) Вместе с преобразованием (7): 

z—>Aztad(u, 6), 

u—>B(thu+ 6(6), 

t + g(t) 

 



32 ОБЛАСТИ ЗИГЕЛЯ [гл. 1 

преобразование вида 

2 > Аг а(и, ¢), 

и—>В (и, (12) 

Е > 8 (1) 

(а2(и, Г) — совокупность членов второй степени в а(и, Ё) 
является аналитическим автоморфизмом области $5. 

Действительно, мы показали, что последовательность 
автоморфизмов (11) компактна при ^ —> со. С другой стороны, 
из явного вида (11) этих автоморфизмов ясно, что они схо- 
дятся при ^->со к отображению (12). 

4) Пусть КЕ. Если КВеа(0, К) =0 и 65(1)=0, 
то а(и, Г) содержит только члены второй степени по и. 

Покажем прежде всего, что [та (0, &) = 0. 
Точка (2, 0, &) принадлежит $ тогда и только тогда, когда 

[ш2СУ. Следовательно, если УСУ, то у-- та (0, 1) СУ, 

откуда [та (0, К) СУ. Рассматривая обратное преобразова- 

ние, легко показать, что — [та (0, 4)СУ. Следовательго, 

а (0, &) =0. В этом случае последовательность автоморфиз- 
мов (11) будет компактна при ^->0. Цействительно, после- 
довательность образов точки вида (2, 0, К) компактна. 
Компактность последовательности автоморфизмов вида (11) 
при ^->0 возможна лишь тогда, когда а (и, Ё) не содержит 
членов нулевой и первой степени по и. 

Пусть с (Г) — аналитическая в & вектор-функция, согла- 
сованная с формой [., (и, 9). 

Из свойства 4) следует, что если С(Ё)=0, то с (1) =0 
при всех t€Q. 

Для доказательства рассмотрим преобразование вида (4), 
где с(Ё) данная и а = 0. 

Из 4) следует, что такое преобразование тривиально и, 
значит, с (1) = 0. 

Из доказанного вытекает, что размерность 1. пространства 
согласованных с [,(и, 9) и аналитических в & вектор-функ- 

ций с (Ё) не превосходит 2т. В дальнейшем мы будем всегда 
предполагать, что и —=2т. На протяжении всей книги мы 
будем рассматривать только такие области Зигеля 3-го рода. 

5) Квазилинейное преобразование, для которого А = Е, 
В(Г)=Е, #(Р==ЁЬ является «параллельным переносом» 
в области $5, т. е. принадлежит группе А.
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Очевидно, достаточно показать, что если квазилинейное 
преобразование вида 

2 а(и, #), u->-u+d(), tot (13) 

обладает следующим свойством: при некотором f,€Q9 
Кед (0, 1) =0, Ь(&)=0, то оно является тождественным 

преобразованием. 
Заметим, что из 4) следует: а (0, &) =0. Следовательно, 

точка (г, 0, &) неподвижна для нашего квазилинейного пре- 
образования. Далее, из 4) ясно, что якобиева матрица пре- 
образования (13) в точке вида (2, 0, [)) такова же, как 

якобиева матрица тождественного преобразования. Следова- 
тельно, (13) — тождественное преобразование области 5, 
т.е. а(и, В =0, В (Р)=0. 

Из доказанного сразу следует, что группа А есть нор- 
мальный делитель в группе всех квазилинейных преобразо- 
ваний области 5. 

6) Преобразование вида 

z—>Az+ a, (u, 0), 

и >В (и, (14) 

t —>f, 

где 4.(и, Г) — однородная форма второй степени по и, тогда 
и только тогда является аналитическим автоморфизмом 

области 5, когда 

L,(B(t) 4, B(t)v)=AL, (a, v) (15) 
при всех и, 9Е С", ЕЁ &@ и при 

a, (u, t)= 0. (16) 
Трансформируя преобразование вида (4) с помощью (14) u 
пользуясь тем, что полученное преобразование согласно 
5) обязано опять иметь вид (4), мы получим соотношение (15). 
Непосредственно видно, что если выполняется (15), то пре- 
образование 

z—>Az, u—->Bit)u, tt (17) 

есть аналитический автоморфизм области 5. 
Далее, композиция преобразования (14) и обратного к (17) 

есть автоморфизм, принадлежащий к группе А. Отсюда сразу 
получается, что 45 (и, Г) =0.
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В заключение приведем некоторые достаточные условия 
для аналитической однородности области Зигеля 5. 

Обозначим через ® совокупность всех линейных преоб- 
разований у—> Ау конуса У на себя, для каждого из которых 
существует такая аналитическая в 4 матричная функция В (Е), 
что 

[(ВФи B(t)v)=AL, (a, v) (18) 

при всех и, 9ЕС", Е 9. 
Обозначим далее через С совокупность. всех аналити- 

ческих автоморфизмов области 4, для каждого из которых 
существуют: 

а) аналитическая в 4 матричная функция В (В) и 
6) симметрическая билинейная векторная форма К, (и, v) 

от пары векторов и, 9ЕС” со значениям в С”, аналитически 
зависящая от 12%, причем К, (и, и) + (В@и, Вэ) — 

-—[,(и, и) чисто мнимо при всех иЕС", ЕЕ 9. 
Имеет место следующая 
Теорема 2. Если группа ® транзитивна в конусе V, 

а группа С транзитивна в области &, то область 5 
аналитически однородна. 

Доказательство. Непосредственно легко прове- 
ряется, что преобразования вида 

z—>Az. u—>Bit)u, tt, (19) 

2—2 — Ж, (и, и), u->B(f)u, t->git) (20) 

являются аналитическими автоморфизмами области $. 
Пусть теперь , = (2, и, &) и 5 == (20, ци, 6) — две 

произвольные точки $. Докажем, что существует аналити- 
ческий автоморфизм нашей области $, переводящий одну 

из этих точек в другую. 
Сначала заметим, что с помощью автоморфизма вида (20) 

мы можем точку 4.—==(25, Uy, fo) перевести в точку 
3 == (23, из, Ё), а с помощью автоморфизма вида (19) мы 

можем перевести <. в точку 1. = (24, ид, #1) такую, что 

Im 2, —Re Ly, (a4, 44) = п 2, — Ке[, (и, и). 

Hakone, TOYUKY Wy, MOXKHO NMepeBecTH B W, C MOMOLLbIO 
некоторого «параллельного переноса», т. е. автоморфизма 
вида (4). Теорема доказана.
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Найдем вид элемента 49 инвариантного объема, Положим 

49 —=^(2, и, вах ауаи, диз аЁ\ 4, (21) 
где 

и! =Веи, и = ши, В =Юер 4 = 1, 

dx =dx,...dx dy—dy,...dy 
п’ п’ 

Из существования «параллельных переносов» вытекает 

| A(z, ua, В =^ (т — Вер, (и, и), В. (22) 
Если 

z—Az, u—->B(t)u, tt 

— аналитический автоморфизм области S, TO 

h(Ay, t) (det A)?| det B (A) |? =d(y, 4), (23) 

а если 
2—2 — Ж,(и, и), и>В(и, #—8(4) (24) 

— аналитический автоморфизм нашей области S, TO 

h(y, gO) det BY) PLA, O2=AY. 9, (25) 
где j,(f) o3HauaeT якобиан преобразования #-> 5 (Г). В слу- 
чае, когда выполняются условия теоремы |, из (23) и (25) 
однозначно определяется Л (у, 2). 

$ 4. Многообразия Кобаяси 

В настоящем параграфе мы введем некоторый класс ком- 
плексных многообразий, обладающих характерными чертами 
ограниченных областей в С” Эти многообразия названы 
нами многообразиями Кобаяси, которому принадлежит важная 
работа (Кобаяси [1]) по геометрии ограниченных областей 
в С". В этой работе Кобаяси выяснил, с какими свойствами 
комплексных многообразий связано существование на них 
положительно определенной метрики Бергмана. 

Пусть М — некоторое п-мерное комплексное многообра- 
зие. Обозначим через Н совокупность всех п-мерных анали- 
тических дифференциальных форм / таких, что *) 

[ул < оо. (1) 
M 

  

*) Знак Л означает внешнее произведение форм (см., напри- 
мер, Ж. де Рам «Дифференцируемые многообразия»).
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Пространство Н представляет собой сепарабельное гильбер- 
тово пространство со скалярным произведением 

(Л, fd=i" f AA fp (2) 
M 

Многообразие М называется многообразием Кобаяси, 
если: 

1) Существует форма «ЕН, отличная от нуля во всех 
точках М; 

2) для любой точки 2, Е М и любого направления [ суще- 
ствует такая форма / = f*dz,...dz,CH, что /* (2) =0, 
of* 

“Ol = 0. 

Основным свойством многообразий Кобаяси, сближающих 
их с ограниченными областями в С”, является существование 
на них положительно определенной метрики Бергмана. 

Перейдем к построению этой метрики. Пусть ® — форма, 
указанная в 1). Каждой аналитической форме ГЕН поставим 
в соответствие аналитическую функцию # (2), которая опре- 
деляется из соотношения 

1 = йо. 

Совокупность полученных таким образом функций образует 
гильбертово пространство со скалярным произведением 

(A, hy) =i" [ hyhgw Л ©. (3) 
M 

Обозначим это пространство опять через Н. Пусть Й, (2), 
й, (2), ... — некоторый ортонормальный базис в этом про- 
странстве. Положим 

a 

K (2, в) = i hy (2) hy (@): (4) 

K(z, w) представляет собой аналитическую функцию на 

МХ М, где М— многообразие, комплексно-сопряженное 
с М. Нетрудно показать, что функция К (2, &) не зависит 
от выбора ортонормальной системы, т. е. определяется 
самим многообразием. Она называется керн-функцией 
Бергмана.
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Бергман заметил, что, исходя из этой функции, можно 
построить инвариантную метрику. Положим 

ase — УРА, 2) К (2, 2) рой В (5) 
dz" az® 

a, 

где 2!,..., 2” — некоторая локальная система координат. 
Легко доказать, что форма 45? не зависит от выбора 

координатной системы и является инвариантом при аналити- 
ческих отображениях М на себя. Покажем, что она поло- 
жительно определена. 

Пусть 2, — произвольная точка Ми 21, ..., 2" — неко- 
торая локальная система координат в этой точке. Выберем 
такой ортонормальный базис в Н, что 

йо (25) = 0, h, (2) = 9, k=l, 2, see 

Непосредственные вычисления показывают, что 

1х — 
ds? SO dh dh e 

leas, K (Zo, 20) х _ 

Из определения многообразий Кобаяси следует, что форм: 452 
положительно определена. 

Отметим, наконец, что 

i"K(z, Zw Ao (6) 

представляет собой элемент объема, инвариантного относи- 
тельно аналитических отображений М на себя. Пользуясь 
этим, легко найти вид метрики Бергмана в областях Зигеля. 

Пример. Пусть Н, — область в 4-мерном комплексном 
пространстве с координатами 2, 25, 23, и, заданная нера- 
венствами 

та, — [и > 0, (таг, — [и |2) м2. — Им 2.) > 0. 

Заметим вначале, что инвариантный объем 49 в Ну имеет 
вид ($ 2) 

dv =(y,—|4)", Yo, ys) ax dy du, dug, (7)
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где 4х = ах, ах.ах., ау = ау, ау. 4уз, и! = Кеи, и = ти. 
Область Ну допускает следующие аналитические автомор- 
физмы: 

‚ > 412, -- 24,а.2. + @52., \ 

20 —> 4142. Е 42@3 23, 

2, —> A22,, (8) 

u—>ayu, 

re Q,, Q>, 23— произвольные вещественные числа с един- 
ственным ограничением @,а; == 0. Отсюда и из соотноше- 
ния (17) $ 2 мы находим 

= (9 — [4 PY" (() — 14) 95 — 98) 
Теперь легко найти явный вид метрики Бергмана. Поль- 

зуясь им и леммой | $ 18 о виде инволюции, можно дока- 
зать, что область Ну несимметрическая. Однородность Я 
вытекает из существования у нее преобразований вида (8). 

Область Ну — простейшая несимметрическая однородная 
ограниченная (точнее, аналитически эквивалентная ограничен- 
ной) область.



ГЛАВА П 

ГЕОМЕТРИЯ КЛАССИЧЕСКИХ ОБЛАСТЕЙ 

В настоящей главе изучаются классические области, т. е. 
ограниченные комплексные симметрические области, полная 
группа аналитических автоморфизмов которых является клас- 
сической полупростой группой Ли. В $ 5 сформулированы 
две основные теоремы геометрии классических областей. 
Там же показано, как доказательство этих теорем для при- 
водимых областей свести к доказательству их в случае не- 
приводимых областей. 

Как известно (Э. Картан [3]), неприводимые классические 
области бывают четырех типов. В 5 6 дано доказательство 
основных теорем для областей первого типа, в $ 7— для об- 
ластей второго и третьего типов, ав 5 8 — для областей 
четвертого типа. 

Введем некоторые обозначения. 
На протяжении главы П мы будем часто иметь дело 

с матрицами, разбитыми на блоки. Например, запись 

a=(j" “yn 

Ag: Apo2/ My 

т Mo 

означает, что матрицы А и Ао состоят из п, строк, 
а матрицы Ао; и. Ао› из по строк, соответственно, матрицы 
Ат и А» из т, столбцов, а матрицы А и 4.52 из то 
столбцов. 

Запись А = 
р строк и 4 столбцов; 

А 0, где А — эрмитова матрица, означает положитель- 
ность всех собственных значений матрицы А; 

A> 0 означает неотрицательность собственных значений 
Матрицы А; 

A’? означает, что матрица А состоит из
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А> В, где Аи В эрмитовы, означает, что A— B > 0). 
Выражение «матрица А типа т \Ж п» означает, что А 

состоит из ш строк и п столбцов. 

$ 5. Формулировка основных теорем. 
Сведение доказательства этих теорем для любых 

областей к случаю неприводимых областей 

Ниже мы будем предполагать, что рассматриваемые клас- 
сические области реализованы так, как это описано, напри- 
мер, в книге Зигеля [1] стр. 120. Эту реализацию мы будем 
называть канонической реализацией типа «еди- 

ничный круг» или просто канонической реализацией. 

Введенное ниже понятие компоненты формально зависит от 
вложения в С”. На самом же деле, ему можно придать 
инвариантную, т. е. не зависящую от выбора вложения 
форму. Ниже будет вкратце указано, как это сделать. 

Определение 1. Пусть Ар— некоторое множество 
в С”. Оно называется аналитическим, если в окрест- 
ности каждой своей точки оно может быть задано как мно- 
жество общих нулей конечного числа функций, аналитиче- 

ских в окрестности этой точки *). 
Определение 2. Аналитическое множество называется 

регулярным, если в окрестности каждой своей точки 

в подходящей системе координат оно может быть задано как 
множество общих нулей конечного числа линейных функций. 

Сформулируем теперь основное в настоящей главе по- 
нятие компоненты границы области. Формально мы опреде- 
лим его для произвольных областей, но пользоваться им будем 
только для канонических реализаций классических областей. 

Определение 3. Пусть 4 — некоторая область, 
F — ее граница. Аналитическое множество с‹Я < называется 
компонентой границы, если любая аналитическая кри- 
вая **) (ft), |¢| << ©, принадлежащая целиком Р и пересе- 
кающаяся с ‹Я , целиком содержится в сЯ. 

Условимся называть регулярной компоненту, которая 
является регулярным аналитическим множеством. 
  

*) Это определение несколько отлично от общепринятого, ко- 
торое мы приведем в 6 10. 

**) Аналитической кривой называется аналитическая 
вектор-функция $ (Г) = (5, (Г),.... 91 (#)). заданная в некотором 
круге |[{] <: обычной комплексной плоскости.
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Отметим, что из определения совсем не очевидно, что 

всякая точка границы содержится в некоторой компоненте 

границы. 

Очевидно лишь, по крайней мере для случая регулярных 

компонент, что всякая точка границы содержится не более 

чем в одной компоненте. 

Пример. Пусть &@ — полицилиндр, т. е. область, за- 
данная неравенствами: 

|2 <1,..., |211 < 1. 

Граница ЁР состоит, очевидно, из точек С”, для которых 

12| <1,..., [2 |< 1, 

причем хотя бы в одном неравенстве имеет место знак ра- 
венства. 

Множество сЯ , точек вида 

(1,..., 1, Фуа нее, 21), [21| <, ..., |21|<1 а) 

представляет собой, как мы сейчас покажем, компоненту 
границы. Очевидно, что cf ,— регулярное аналитическое 

множество и «Я. СР. Покажем, что любая аналитическая 

кривая в Р, пересекающаяся с «Я, целиком содержится 

в <Я .. 
Действительно, пусть ф (#) = ($, (#), ..., 9 (Ё)), |Ё| <е, — 

аналитическая кривая, лежащая в Р, и пусть $ (0) Ес .. 

Принадлежность кривой ф (Е) границе cf области &@ означает, 
что | (|< 1,..., |9, (@)|< ТГ для всех Ё |Ё <е. Из 
того, что ф(0) Е ‹Я ,, следует 

$1 (0) =1,..., $, (0) =1, [$,41(0)| < 1,..., [$ (0)| < 1 

и, значит, согласно принципу максимума для аналитических 
функций, | 

© (Ю =1,..., $,( = 1 [$9,1 (|< 1,..., |9. © < 1 

при |Ё|<.. 

Таким образом, кривая $(Ё) целиком содержится в Я .. 
Нетрудно проверить, что любая компонента границы Р 

аналитически эквивалентна компоненте с‹Я , с некоторым у, 

|] <у< п.
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Первая основная теорема. //усть & — классиче- 
ская область. Тогда 

1) любая точка границы содержится в некоторой ре- 
гулярной компоненте; 

2) всякая компонента аналитически эквивалентна не- 
которой классической области в пространстве меньшего 
числа измерений; 

3) если область @® представляет собой произведение 
неприводимых областей &,,..., ®,, то любая компо- 
нента «Я равна произведению компонент F,,..., F , 
соответствующих областей *). 

Предположим, что утверждения теоремы верны для не- 
приводимых классических областей, и покажем, что они 
верны для всех классических областей. Для этого нам, оче- 
видно, достаточно доказать следующее. 

Пусть D=D, xX... KDp, THe @,,..., @&, — непри- 
водимые области. Покажем, что любая компонента с‹Я пред- 
ставляется произведением «Я, Ж... Же в, где «Я |,..., «Я ь 
— компоненты, быть может «несобственные», областей 
Dy ver Dp 

Действительно, пусть of — некоторая компонента границы 
области 9. Рассмотрим проекцию & на область D; 

0 

(1 <ij<k). Komnonente cf при этом, очевидно, соответ- 
ствует некоторое аналитическое подмножество Я, границы 

0 

области @, или сама область @,. Легко проверяется, что 
0 0 

oF , представляет собой либо компоненту границы об- 
0 

ласти 9, либо всю область G,. Произведение F = 
0 о 

=F xX... Х.‹Я , есть аналитическое подмножество гра- 

ницы области @. Легко видеть, что cf < с. Если бы 9 

И <Я не совпадали, то нетрудно было бы построить анали- 
тическую кривую, принадлежащую Р, пересекающуюся с ‹Я’ 
и не содержащуюся целиком в oF . Отсюда следует, что 

< —=«Я. Пункты Г) и 2) теоремы вытекают из пункта 3). 
Доказательство справедливости утверждения теоремы для 

неприводимых классических областей см. в $ 6, 7, 8. 

  

*) Множество всех внутренних точек области 9; (1<1<®) 
мы рассматриваем как «несобственную>» компоненту границы этой 
области.
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Пусть @ — некоторая классическая область. Как будет 
доказано в дальнейшем, ее граница Г состоит из конечного 
числа у частей, транзитивных относительно полной группы 
аналитических автоморфизмов области 9. Очевидно, что 
точки каждой такой части содержатся в аналитически экви- 

валентных компонентах. Следовательно, существует ровно у 
типичных (аналитически не эквивалентных между собой) 
компонент границы области 9. 

Следующая теорема описывает структуру области вблизи 
границы. 

Вторая основная теорема. Для каждой класси- 

ческой области @ существует у областей Зигеля (мы их 
в дальнейшем будем называть каноническими), базами ко- 
торых служат типичные компоненты границы области 9%. 
Для любой точки границы 2, существует аналитическое 
отображение области @& на одну из этих Vv областей, 
причем аналитические автоморфизмы области @, пере- 
водящие в себя компоненту «Я (269), переходят 
в квазилинейные преобразования этой области, а анали- 

тические автоморфизмы области %®, оставляющие на 
месте точку 2%, переходят в линейные преобразования 
этой области. 

Доказательство этой теоремы см. в 6 6. Указанные ка- 
нонические области Зигеля будут построены в 6 6, Ти 8 
отдельно для каждого типа неприводимых классических об- 
ластей. Для области, которая является произведением непри- 
водимых областей, эти канонические реализации можно 
получить как произведения соответствующих реализаций 
неприводимых областей. 

Дадим теперь инвариантное, т. е. не зависящее от спо- 
соба вложения & в комплексное аффинное пространство, 
определение компоненты. | 

Как известно, для всякой классической области @ суще- 

ствует двойственное комплексное компактное симметрическое 
многообразие /[) *), в которое 4 вкладывается в виде не- 
которой области, причем аналитические автоморфизмы | 
являются аналитическими автоморфизмами О. Совокупность Р 
точек DN G, предельных для 4, называется, как обычно, 

границей области 97. _ 
  

*) См. $ 6, стр. 61.
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Как будет показано в $ 6, 7, 8, введенная таким спосо- 
бом граница совпадает с границей (в обычном понимании 
этого слова) для канонической реализации & в аффинном 
комплексном пространстве. Итак, существует единственное 
вложение области 9 в С". Компонента, определенная с по- 
мощью этого вложения, инвариантна. 

Укажем другой способ определения компонент при по- 
мощи «расстояния» между точками границы (И. И. Пятец- 
кий- Шапиро [11])*). 

Область & является симметрическим римановым простран- 
ством, поэтому в ней имеется инвариантное относительно 
аналитических автоморфизмов риманово расстояние. Обозна- 
чим расстояние между точками 2 @ и «Е @ через р (г, w). 
Покажем, что можно ввести «расстояние» между точками 
границы области 9. 

Пусть а и В — две точки границы Р; Аи В — любые 
их окрестности в О. Положим 

= inf 2, W), Pa B „ето? ) 

wEB/\D (2) 

a, b)=su , p(a, 5) sup Pa, 

Здесь верхняя грань чисел р, ; берется по всем возможным 

парам окрестностей А, В. 
Величину р(а, 6) (а, ВЕР) назовем расстоянием 

между точками а, 6 границы Р области 9. 
Для нас наиболее важно изучение тех кусочков границы, 

на которых расстояние р(а, 6) конечно. Замечательно, что 
они совпадают с компонентами в указанном ранее смысле. 

Определение 4. Совокупность точек «Я CF, Haxo- 
дящихся на конечном расстоянии от фиксированной точки 
из Р, назовем компонентой. 

Рассмотрим в качестве примера простейшую область — 
полицилиндр, Т. е. совокупность @ всех точек п-мерного 
комплексного пространства, для которых |2|<1,... 
ven |z,/< 1. 
  

*) Идея введения «расстояния» между точками границы воз- 
никла в результате обсуждения этих вопросов с Ф. И. Карпелевичем 
(см. Ф. И. Карпелевич [1]).



$ 5] ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ 45 

Как мы уже видели, типичными компонентами границы 
полицилиндра являются множества cf , точек следующего 
вида: 

(1,0... 1, ую нь» 21), |2 | <, ..., [|< 1. 

Покажем, что эти множества являются компонентами в смысле 
нового определения. Расстояние p(z, Ww) между двумя точ- 
ками 2, %Е 0, как известно, равно 

  

    

п 1+ 
р 2. — м p(z, w= Y Sint, rae = |288. (3) 

— Pp 1 — 2ршь 
k=1 

Ilyctb @=(a@,,..., a,) HW D=(b,, ..., 0,)— две точки 
границы области &. Покажем, что расстояние между ними 
конечно тогда и только тогда, когда из |@» | =1 следует, 
что Dp =p, WM что если это условие выполняется при 
всех К, то расстояние р(а, 6) вычисляется по формуле 

    

  

1 / 

а. = Yo Yin", (4) 
k=1 eR 

ap — dp —*—£-|], ec a СТ, 
где р, = 1 — арбь пи | el < 

0 ‚ если |а,|=1. 

Действительно, если р(а, 6) < со, то существуют две 
последовательности точек из 9 

т) — т т z( ) = (2 ,..., 20 ), 

wn) = (wt), ..., win), 

сходящиеся в топологии аффинного комплексного простран- 
ства соответственно к а иф, причем lim p(z2(™, wl) < oo, 

т > со 

i (m) (m)\ < Из (3) вытекает, что тогда lim sup p (2% ‚ м ) << при 

любом А, и следовательно, либо |а,|<1, |6,|<1, либо 

  
2(т) wi") 

*) Легко MpoBepHTb, 4TO ecan lim | ———————— ‚ ) ровер т ты) <1, то либо 

|apg| <1, | bp| <1, an6o ap = dp.
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Обратно, если выполняется либо |а,|< 1, |6, | < 1, либо 
AQ, =b,, то, как легко видеть, существуют две последова- 
тельности 27) и (7) точек круга |2,| < 1, сходящиеся 
в топологии аффинного комплексного пространства к а, 

(т) (m)\ — и 6», причем р (247), wi”) = p(a,, b,). 
Положим 

zim) = (20), ..., 27) и т = (ит, ..., (т), 

Тогда, согласно (3), 
n 

p2(a, b) << limp? (2, we) = Хр (т, в) = 
k=1 

M
s
 

67 (ay, 5,). (5) 
o
m
 k= 

С другой стороны, пусть 2 = (27), ..., 27) wo wim) — 

= (wl), tea wim) — nBe последовательности точек, сходя- 

щиеся в смысле топологии аффинного комплексного про- 
странства, соответственно, к а = (а,,..., а) и = (61,...,6,); 
тогда 

п 

lim inf p2(z™, w™) > У, Пт ий р? (217, wn) > 
т> с Е=1т- со 

> Die? (dy, 54). (6) 

Из (5) и (6), очевидно, вытекает (4). Наше утверждение до- 
казано. 

Пусть опять 4 — произвольная классическая область. 
Обозначим через 2(5) некоторую геодезическую. В § 6,7, 8 
будет показано, что в топологии аффинного комплексного 
пространства существует предел 2($) при $ —> -- со, принад- 
лежащий ГР. 

Пусть 22 @ и «ЕР. Условимся говорить, что точки 2 
и а можно соединить геодезической, если существует такая 
геодезическая 2 (5), что 2(0) =2и 2(- со) = lim z(s)—a. 

5> + < 
Вообще говоря, две произвольные точки 2Е@ и аЕР 
нельзя соединить геодезической, как это вытекает из 
теоремы 1.
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Отметим, что любые две внутренние точки @ можно 
всегда соединить единственной геодезической. 

Теорема 1. Пусть 2Е @. В любой компоненте 9 
содержится в точности одна точка а, которую можно 
соединить с 2 геодезической. Совокупность @, точек об- 
ласти Q, которые можно соединить геодезическими 
с данной точкой аЕ« ,‚ аналитически эквивалентна не- 
которой области Зигеля 3-го рода. 

Раньше (И. И. Пятецкий- Шапиро [11]) эта теорема за- 
меняла в приложениях к теории автоморфных функций более 
сильную вторую основную теорему. 

Пусть «Я — некоторая компонента границы. 
Обозначим через &, совокупность всех точек области &@, 

соединимых геодезическими с точкой аЕ «Я . 
Из теоремы | вытекает, что область &@ «расслаивается» 

на части @,, ЕЯ. Это расслоение не является аналити- 
ческим расслоением в обычном смысле слова ввиду того, 
что оно. не имеет локально структуру прямого произведения. 
Как будет показано в 6 6, 7, 8, это расслоение совпадает 
с естественно имеющимся расслоением в соответствующей 
канонической реализации 4 в виде области Зигеля. 

В дальнейшем мы будем использовать следующую тер- 
минологию: 

Компонента, состоящая из одной точки, называется 
нульмерной. 

Компонента ‹Я неприводимой классической области назы- 
вается компонентой первого рода, если соответствующие 
слои @, являются областями Зигеля 1-го рода. 

Компонента ‹Я неприводимой классической области назы- 

вается компонентой второго рода, если соответствующие 
слои @, представляют собой области Зигеля 2-го рода. 

В $6, Ти 8 будут перечислены все компоненты и соот- 
ветствующие им слои 9, для классических областей. Из этого 
перечисления станет ясно, что компоненты первого рода для 
неприводимых областей всегда нульмерны. Обратное утвер- 
ждение не справедливо. Например, у шара |2, |? |2. <1 
все компоненты нульмерны, но являются компонентами вто- 
рого рода. 

В $6, Ти 8 будет показано, что &, аналитически экви- 
валентна некоторой ограниченной однородной (вообще говоря, 
несимметрической) области. Так впервые было обнаружено
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существование несимметрических ограниченных однородных 
областей. 

Для приводимых областей мы будем пользоваться сле- 
дующей терминологией. 

Пусть 

D=DX +.» XDp (7) 

где 4, ..., @, — неприводимые области. Компонента 

F =F xX see XF (8) 

называется компонентой первого рода, если каждый 
сомножитель сЯ,(1< Ар) является либо компонентой 
первого рода, либо «несобственной» компонентой, т. е. 

совпадает с &,. 
Аналогично определяются компоненты (8) второго 

рода для областей типа (7). Остальные компоненты вида (8) 
называются компонентами третьего рода. 

С каждой компонентой «Я можно связать следующие 
замечательные подгруппы группы С всех аналитических авто- 
морфизмов области &: 

С. («Я ) — совокупность всех преобразований из СЦ, пере- 
водящих cof в себя: 

С. (Я ) — совокупность всех преобразований из С, оста- 
вляющих на месте каждую точку «Я; 

С. (‹Я ) — совокупность всех преобразований & из G, 
оставляющих на месте каждую точку «Я в смысле римановой 
геометрии в области &. Это значит. что для любой геоде- 
зической 2(5$) такой, что Ипт 2($) =аЕЁ, имеет место 

52+ < 
предельное соотношение 

lim 0(2($), 22 ($)) = 0. 
$5 > + 

Через С. (Я) условимся обозначать максимальный ком- 
мутативный нормальный делитель в группе G, (oF ). 

Через @5(Я) условимся обозначать  централизатор 
группы С. (с ) в группе С, («Я ). 

Очевидно, что С(,., (Я )(1 << 3) —- нормальный дели- 
тель в группе G,(cF ).
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В следующих параграфах будет показано, что группа Ц. (‹Я ) 
совпадает с группой А «параллельных переносов», соответ- 
ствующей канонической реализации области QM в виде 
области Зигеля. 

$ 6. Классические области первого типа 

Классические области первого типа описываются сле- 
дующим образом (Зигель [1] ). 

Пусть р>а > 0 — целые числа. Будем рассматривать 
прямоугольные матрицы С типа рЖд как точки рд-мерного 
комплексного пространства. Интересующая нас область GD 
состоит из матриц (, для которых 

Е. — 2*2 > 0, 

где через Е, обозначена единичная матрица порядка 4. 

Группа С аффинных преобразований т —= р-- 4-мерного 
комплексного пространства, сохраняющих эрмитову форму 
с р минусами и 4 плюсами, является группой аналитических 
автоморфизмов рассматриваемой области. Точнее говоря, 
каждой квадратной матрице М порядка т = ра, удовле- 

творяющей условию 

M*HM =H. н= (7? =). (1) 

соответствует аналитический автоморфизм области *) 

А >) Z—>(AZ + B)(CZ + Dy", м= (с р (2) 

Граница ЕР области 4 состоит, очевидно, из всех & 

таких, что 

F,—ZZ>0, det (FE, — Z*Z) = 0. (3) 

Мы начнем с перечисления всех компонент границы 

области @. 

Предварительно докажем следующую лемму. 
  

*) Можно показать, что все аналитические автоморфизмы 
имеют вид (2), если р-- 49. Если же р= 4, то добавляется еще 
автоморфизм 2 -»> 2’ (Клинген [1]).
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Лемма 1. J/lycms $ (0, ..., $, (Р) — аналитические 
8 круге |Ё| <: функции: 

М = (SUP (l¢q,@P+ ... +l¢,@F). 

Тогда 

(ОР... $, (0) < М, (4) 

причем знак равенства имеет место тогда и только 
тогда, когда все функции $, 1 < Е п) константы. 

Доказательство. Из интегральной формулы Коши 
вытекают следующие равенства: 

1 
on = ве) 6, Е—1,..., п; ре, 

0 

откуда 

2 п 

Yisior< <= Lf вер < м. 
0 

Если здесь стоят знаки равенства, то 

евр [19 фей) 48, ВТ, 65 
0 

и следовательно, ф,(Ё) = соп%{, К =|,..., п. Лемма до- 
казана. | 

Следующая теорема содержит описание всех компонент 
области 9. 

Теорема 1. Совокупность точек из Е вида 

Е 0 r ‘ (4 , oer 2*2 <Е в 1<г<Ч4, (6) 

rq—r 

образует компоненту oF „, которая аналитически экви- 
валентна классической области первого типа с пара- 
метрами р г, д— г. Любая компонента границы неко- 
торым аналитическим автоморфизмом области QD может 
быть переведена в компоненту «Я „ 1<г< а. Всякая 
точка Е принадлежит некоторой компоненте.
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Доказательство. Непосредственно легко проверяется, 
ЧТО ‹Я ‚ представляет собой регулярное аналитическое под- 
множество точек границы РГ области` @. Поэтому для дока- 

зательства того, что ‹Я ‚— компонента, достаточно доказать, 
что любая аналитическая кривая, принадлежащая Р и пере- 
секающаяся с ‹Я „, целиком содержится в с. 

Пусть Z=—Z(t), |Ё|<е, — некоторая аналитическая 
кривая, 7 (0) 6 «Я „, (ЕР при всех ¢, [Ё|<е. 

Представим 7 в виде 

Ви 2 \г 2). би 22 /р-—г 
roq-—r 

Включение СЕР означает, uto E,—Z°*Z>0. откуда, 
в частности, 

Е, — Риби — Раба, >> 0. (7) 

Из (7) вытекает, что если 2 (РЕЁ, то 

р r 
| 

a РИФ <" |] <=. 

Далее, 7(0)Е «Я ‚, означает, что 

р г 
2 Bz (OP =r. 

j=l 

Следовательно, согласно доказанной выше лемме, 2,,(1) 

1<]<г, 1<1< р) — константы, и значит, 7,, (1) =Е,„, 
Zo, (f) =0. Чтобы показать, что 12 ([) =0, достаточно заме- 
тить эквивалентность неравенств Е„—2"7 >0 и Е’— 22" >. 0 
(Зигель [1], стр. 135). 

Применяя те же рассуждения, что и выше, с помощью 
неравенства Е, — 22" > 0 легко показать, что 2,2(1) =0. 

Остается показать, что Zo (0 2.2() < Е _, при всех fF, 
[| <.. . 

Из того, что 2 (ВЕР, следует неравенство 122 (Е) Со» (1) < 

< Ва: Мы должны показать, что 4е+ (E,_,—Zo (Е) бо (t))4+0 

при всех ЕЁ, |[[| <=. Если это не так, то существует такое fo, 
|to| <2, TO 

E,_, — Z2 (to) Zo9 (ty) > 0, det (Eg_, — Z22 (to) Zap (to) == 0. 

r
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Тогда существует такой вектор-столбец &, что 

Eo (E,_, a 222 (£5) 22 (t,)) Eo = 0. 

Положим §(f) = (ВЕ. Ясно, что 

ГЕ < (8) 
при всех Е, |Ё| <е, и 

Е (0) (0) < &5. (9) 

Из доказанной выше леммы вытекает, что если в (8) имеет 
место равенство хотя бы в одной точке, то вектор-функ- 
ция #(Ё) константа. Получаем противоречие с (9), которое 
показывает, что 

222 (#) Zoo (t) < Eq_,. 

Таким образом, «Я , представляет собой компоненту границы. 
Отображение «Я, на классическую область осуществляется 

очевидным образом 

( 7 10 о 2)—2. (10) 
Докажем, что любая компонента аналитическим автомор- 

физмом области может быть переведена в компоненту сЯ ‚, 

l<r<q. 
Пусть 2, ЕР. Как известно, существуют такие унитарные 

матрицы ОИ; и (., что 
x, 0... 0 

0 Xo wae 0 

о НИ 
12, = (с! xy Х=|0 0... ж-.|. (1 

0 0... 0 

lo oO... 0 |     
Точка (11) принадлежит, очевидно, компоненте oF ,„, и значит, 
первоначальная точка принадлежит компоненте о («Я ,), где 
ф — аналитическое отображение & на себя 

>И: 

Мы показали, таким образом, что любую компоненту 
можно перевести в компоненту oF , C помощью аналитиче- 
ского преобразования области 4, оставляющего на месте
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некоторую наперед заданную внутреннюю точку. Одновре- 
менно показано, что всякая точка границы содержится 
в некоторой компоненте. 

Итак, первая основная теорема ($ 5) для областей пер- 
вого типа полностью доказана. 

Приведем критерий принадлежности двух точек 2 и 25 
одной компоненте. Положим 

Ув = Е, — 217. (12) 

Легко проверить, что при аналитическом автоморфизме 

7->7 области @ матрица \,. преобразуется по следую- 
щему закону: 

ШУ. >= 0*(21) №» (2.), (13) 
где ©(2)— невырожденная квадратная матрица порядка 4, 

зависящая от Ди от аналитического автоморфизма 2-2. 
Обозначим через г(7,, 25) ранг матрицы М).2. Из (13) ясно, 
что Г(7., 22) является инвариантом пары точек Z, UH 2. 
при аналитических автоморфизмах области Q. 

Следующая лемма содержит критерий в терминах 7 (Z,, 25) 
принадлежности точек ИХ, и Й. одной компоненте. 

Лемма 2. Две точки Z,, Z,E F принадлежат одной 
компоненте тогда и только тогда, когда 

r(Z,, Z,)=r(Z,, Z)=r(Zo, Zo). (14) 

Доказательство. Необходимость. Легко про- 
верить, что всякая точка Р аналитическим автоморфизмом 
области @ может быть переведена в точку вида 

Е, 0 r (бо) 15754 (15) 
г а-г 

Пусть 2, и 2. принадлежат одной компоненте. Без ограни- 
чения общности можно предполагать, что Д, имеет вид (15). 
Тогда 2. должно иметь вид 

Е 0\ 
(о 2). 72 < чи
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Непосредственное вычисление показывает, что в этом случае 

0 0 0 0 АНА Sac) п 12 22 . 

Отсюда, очевидно, следует, что (14) выполняется. 
. Достаточность. Пусть для 2,, 2. ЕР выполняется (14). 
Опять без ограничения общности можно предположить, что 7, 
является точкой вида (15). Представим С. в виде 

7 =(5" 212 r 

2 Zo 22 р—г' 

roq-—r 

Из соотношения r(Z,, Z,)—=r(Z,, Z.) вытекает, что ранги 
матриц 

0 0 Е— би — 712 -6е) ит 52 
равны и, значит, 0, =Е,. Далее, из 2. ЕР следует: 

of ok 

— 221221 — 212 — 221622 
* * ж 

~~ 212 — ZZ Ey, ~~ 212212 — 22222 
Е— “22 = > 9, 

arkyna Zo, =0, Z=0, Ej_,— ZZ > 0. 
Из соотношения r(Z,, Z,)—=r(Zo, Z.) caeayeT, 4YTO paHru 

матриц 
0 0 0 0 

Wh — , Wop = + 
Г 

равны, и значит, Ед, > 727. Лемма полностью доказана. 

Перейдем теперь к доказательству второй основной тео- 

ремы. Мы должны построить канонические реализации 

области & в виде областей Зигеля. 

Согласно сформулированной в § 5D теореме, таких реали- 

заций должно быть столько, сколько типичных компонент 

(в нашем случае 0). 
— Опишем сначала компактное комплексное симметрическое 

многообразие /[), стоящее в таком же отношении к @Q, 
в каком сфера Римана стоит к единичному кругу: Много- 

образие О) называется двойственным многообразием для 
многообразия 9.
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Обозначим через & совокупность всех комплексных прямо- 
угольных матриц OU максимального ранга типа тж ад, 

т=р- 9. - 
Econ UE®, to ИЮЕ®, где Ю— квадратная невыро- 

жденная матрица порядка 4. Условимся матрицы И и UR 
называть эквивалентными. 

Совокупность всех эквивалентных между собой матриц 
образует класс. Множество классов допускает естественную 
комплексную структуру. Нетрудно проверить, что оно пред- 
ставляет собой компактное симметрическое многообразие VD. 

Покажем, что @ можно реализовать в виде области 
на 0. Пусть Н— эрмитова матрица, определенная соотно- 
шением (1). Рассмотрим совокупность ®н матриц U, для 
которых 

U*HU > 0. (16) 

Легко проверить, что если ИЕ®н, то ИЮЕЗн, где 
Ю — любая невырожденная квадратная матрица порядка (0. 
Таким образом, всякий класс эквивалентных между собой 
матриц либо целиком содержится в ®н, либо не пересе- 
кается с ®н. Совокупность классов, принадлежащих Эн, 
очевидно, является областью в О. Положим 

u=(7) о (17) 

q 
Условие (16) можно переписать в виде 

U*HU =— U,U,+ Ц, > 0. (18) 

Следовательно, если (ИЕ ®н, то матрица Ц. невырождена. 
Поэтому в каждом классе, содержащемся в Ян, можно 
выбрать единственного представителя вида 

Z 

Е.) 
Условие (16) означает, что Е, — 2"7 > 0. 

Мы показали, что @ можно реализовать в виде области 
на Ш). Заметим, что классы, принадлежащие границе F 
области &@, состоят из таких И, для которых определитель 
матрицы (НИ равен нулю и (НИ >.0. Иными словами,
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ЕР состоит из 2, удовлетворяющих следующим условиям: 
1) определитель матрицы Е, — 2" равен нулю и 2) Е’ — 
—Z*Z>0. 

Перейдем к описанию канонических реализаций в виде 

областей Зигеля. Общий способ получения канонических 
реализаций состоит в следующем. 

Пусть Н — произвольная эрмитова матрица порядка т 
с р положительными и 4 отрицательными собственными 
значениями. Обозначим через ®@н класс таких прямоугольных 
матриц Ц типа тЖ а, что 0И*НО > 0. Матрицы И и UR, 
где АЮ — квадратная невырожденная матрица порядка 4, усло- 
вимся относить к одному классу. 

Покажем, что совокупность Он классов, принадлежа- 
щих Ян, является областью в Д (двойственном много- 
образии), аналитически эквивалентной нашей области 9. 

Действительно, существует такая невырожденная ма- 
трица М порядка т, что 

M*HM = FA. 

Здесь Ну обозначает определенную в (1) эрмитову матрицу. 
Отображение 

ИМИ 

переводит Эн в ®н. Оно индуцирует аналитический авто- 
морфизм О, переводящий Он в Дн.. 

Для реализации Он в аффинном комплексном простран- 
стве достаточно указать способ сопоставления каждому 
классу матриц ИЕ Ян точки аффинного комплексного про- 
странства. 

Аналитические автоморфизмы Он описываются следую- 
щим образом. Пусть С — совокупность всех квадратных 
матриц А порядка т таких, что 4*НА=Н. Каждой ма- 

трице А сопоставим аналитический автоморфизм И —> АЦ 
многообразия ®. Легко видеть, что ему соответствует ана- 
литический автоморфизм в О, переводящий Он в себя. Гра- 
ница Он в 0, очевидно, состоит из таких классов ма- 

триц И, что 

1) det(U*HU)=0, 2) U*HU>O. 

Введенный выше (см. лемму 2) инвариант пары точек 
г(7,, 23) совпадает с рангом матрицы (\НИ.. Действи-
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тельно, во-первых, ранг матрицы (НИ, не зависит от выбора 

матриц (И; и (С, а зависит только от тех классов, в которых 
они находятся; далее, ясно, что при подходящем выборе (7, 
и О. имеет место равенство 

W,, = UTHU,. 

Окончательный вывод можно сформулировать в виде 
следующей леммы, дополняющей лемму 2. 

Лемма 3. Обозначим через г(И\, Ц.) ранг матрицы 
ИНИ.. Матрицы Ц; и И, при отображении ® >) 

переходят в точки одной компоненты границы области Он 
тогда и только тогда, когда 

r(U,, U,))=r(U,, U,)=r(U,, U4). (19) 

Опишем каноническую реализацию So, соответствующую 

нульмерной компоненте границы области Q. 
Рассмотрим матрицу Н вида 

о 0 iE, 

0 —E, 0 | р = р — (0. 

([ — 129 0 0 

Как легко проверить, р собственных значений этой матрицы 

  

равны — 1, а остальные 4 равны 1. 
Разобьем И на клетки следующим образом: 

Го} а 

И = О. | pi. 

О] а 

Условие (16) можно записать в виде 

W = U*HU = i(U,U,— U,U,)— U,U, > 0. (20) 

Покажем, что если ОЕ®н, то матрица Из невырождена. 
Действительно, в противном случае существует такой 
не равный нулю вектор 6, что 0.6 =0. Тогда 5*И. =0 и, 

следовательно, 

b°Wb = ЦРИТИ.6 — МИЦ) — КИ = — ИВ <. 

Мы пришли к противоречию и тем самым показали, что 

для (ИЕ®н матрица О. невырождена. Из этого вытекает,
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что в каждом классе эквивалентных между собой матриц 
ОЕ ®н содержится единственная матрица вида 

ГО; о 
Е } 

Подставляя в (20) матрицу U такого вида, мы приходим 
к неравенству | 

"op = (U,— U})— UZU, > 0. (21) 

Это неравенство определяет в ра-мерном комплексном про- 
странстве (координаты которого — элементы матриц (,, 
Е —1|, 2) некоторую неограниченную область. Построенная 
область суть область Зигеля 2-го рода, описанная в $8 2 гл. 1. 

Мы должны теперь показать, что преобразования, сохра- 
няющие «бесконечно удаленную» нульмерную компоненту, 
линейны. Из леммы 3 следует, что принадлежность матрицы И 

некоторо4 нульмерной компоненте записывается следующим 
образом: 

(НИ = ЦИИ, — ИИ) "0, =0. 

Пользуясь этим, легко проверить, что класс матриц U, 
в котором содержится матрица вида 

[ГЕ 

о|, (22) 
0 

  

при отображении ® —>) переходит в нульмерную компо- 
ненту. Естественно считать ее «бесконечно удаленной». 
Найдем автоморфизмы области, оставляющие на месте 
точку (22). Матрицы А, соответствующие таким автомор- 
физмам, удовлетворяют условию 

[Е [Е 

Alo =|° R, А*НА=Н, (23) 
о} (0) 

  

rie Ю — некоторая квадратная невырожденная матрица 
порядка 4, зависящая, вообще говоря, от А.
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Разобьем на клетки: 

(Ai; Ai2 Ais) 

A= |An А» as Ри. 

Аз: Аз2 Аз} 4 

q Р q 

Запишем (23) в явном виде 

ГЕ (Ay, Aj. Аз ( Aji ГЕ | 

R, (24) А» А Aas = | An =| 0 

Аз Аз AgzsJ (OJ [Asi ) 0) 

      

откуда Аз = 0, = 0. 
Далее, из АНЯ — Н легко получить, что Ay = 0. Пре- 

образование с такой матрицей А линейно. Действительно, 

(Ay, Aig Aig) (U1 hata kA | 

  

0 ‘Ago Ags 0. | = AnU2 + Aas 

[0 OO Ags) E Азз J 

AU, A433. + AjgU, 453 + 413433.) 

= An Up Ag! + Ang 45) Аз. (20) 
| E : 

Легко проверить (см. 5 2 гл. 1), что преобразования 
вида (25) образуют полную группу аффинных преобразований 
области Зигеля (21). 

Перейдем теперь к описанию остальных канонических 
реализаций. Рассмотрим матрицу Н вида 

0 о о п 

—iE, 0 0 0 

Легко видеть, что р собственных значений матрицы Н 
равны. — 1, а остальные 4. равны + 1.
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Разобьем И на клетки следующим образом: 

Oi, Ure r 

U= О 0.2 Pie 

U3, Use 91 

Uy Use r 

r q\ 

Условие (16) записывается так: 

Wii Wie v= ( 
Was Woo )>0 

где 

1 ok * * + 

У, = (Ча Un ЧИ) U3 Us, — Ч Un, | (27) 

22” 

* 1 * * * + 

Wo — Wo — (Ча И 2 = Us, Ч.) + U3, И. — U3, U 

  1 № * # * 

Wo = т (U4, U,,— Ui Ч) + Us Us — Uy) Ч... | 

Покажем, что если ОЕ Фн, то матрица 

Ci un) (28) 
невырождена. Допустим, что для некоторой (, удовлетво- 
ряющей (27), это не верно. Умножим такую И на невырож- 

денную квадратную матрицу Q так, чтобы для И = ИО 

последний столбец матрицы 

| =" 

U4 Ue 

состоял из нулей. Обозначим через е 4\-мерный вектор, 
все координаты которого, кроме последней, равны нулю, 

а последняя координата отлична от нуля. Легко видеть, 

что Изое = 0, Цое =0. Поэтому 
2 7 _ * * a 
"ое = — e°U,U,,.e < 0. 

Мы получили противоречие. Таким образом, матрица (28) 
всегда невырожденная. Следовательно, И, удовлетворяю-
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щее (27), можно нормировать так, чтобы *) 

U3, Use =( 0 Eq, 

(un. uv.) E, 0 )- (29) 

Формулы (27) запишутся следующим образом: 

Wi и“) 0, ) 

(и, Wo. 
1 + * 

Wi = (И =. Ui) ЧИ, 

* 1 * 

Wi. = Wy = т U1, —U,,U 

Wy =E, — U3,U 
22~ 22° ; 

(30) 

22?   
Неравенства (30) определяют в р4-мерном комплексном про- 
странстве (координаты которого — элементы матриц Ц), 
1 <Ь /<_2) неограниченную область $,, г=9— 4.. 

Покажем, что 5, является областью Зигеля 3-го рода, 
причем базой ее служит компонента с. 

Вначале мы докажем, что 

w=(y" и)” >0 31) 

ЛИ Wal ( 

r q\ 

тогда и только тогда, когда 

Wi > Ур Ил, Wa > 0. (32) 

Действительно, из (31) следует, что 

"УЧ > 0 

при любой невырожденной матрице ©. Положим, в частно- 
CTH, 

Q E O\r 

— У. Е |4, " 

r 91 
  

*) Нормировка — это выбор в каждом классе эквивалентных 
матриц ( из ®,;‚ единственного представителя.
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Тогда 

Wi — Ир И 0 
0 W, 

Ясно, что неравенства (31) и (33), а следовательно, (32) и 
(33) эквивалентны. 

Пользуясь этим, мы можем соотношения (30) записать так: 

CWQ= ( > 0. (33) 
2 

1 + + 
т (U,, | От) о О i 

— (U1, + Uy Uy) Wa! (Uy + UU 9) >9, (34) 

Vy = Е, — UU 9 > 0. 

После раскрытия скобок первое из них имеет вид 

1 * \ + is ivy—l yp ye —1 

т. (Ui, _ Ui) — UU, — UU Wy, UU 9, — UW Чт — 

— Тут * —1 ут 

— И ЧИ НО И. > 0. (35) 

Чтобы ясней стало совпадение полученной области с областью 
Зигеля 3-го рода, мы введем новые характерные для обла- 
стей Зигеля обозначения. 

Положим 

t= Ug, z= 2U,,, u=(Uj, U>)), 9 — (У.ь, Vo). 

Из (30) следует, как и следовало ожидать, что # может 
меняться в классической области первого типа с пара- 
метрами р\, 91. Определим в пространстве 2 оператор взятия 
вещественной части 

Кег= И, (Ци. (36) 

В качестве конуса У возьмем конус всех эрмитовых поло- 

жительно определенных матриц порядка г. 

Положим, наконец, 
* —1 5 * —1 * 

[1 (и, 9) = Уз + YW Vig FV GW U2. Ua 

1 _1 у р) 
Tr 9 (Чи У Ут, Ч, Uy). (37) 

Непосредственно проверяется, что наша область есть область 
Зигеля, соответствующая KOHycy У и функции [,(и,9).
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Легко показать, что имеет место следующее тождество: 
ey\-l —1l 7 7* 

(Е„— ЧИ.) —=Ё + ЧМ. Ч... 

Пользуясь этим, [,(и, 9) можно представить в виде 

L(t, 0) =V3, (E,, — Uy y) | Un, + U Wig Vig + 

И У И). 

Граница Р этой области состоит из таких матриц (И, для 
которых 

det U*HU=0, U*HU>O. (38) 

Рассмотрим матрицы ИЕР следующего вида: 

E, 0 ]г 

и—| ° 7 7:7 <Е (39 
a 0 Eg, q\ - | ) 

0 О) г 

г 91 

Легко проверить, что в классе эквивалентных между собой 
матриц может содержаться не более одной матрицы вида (39). 

Далее, если И и О определяются из (39), то 

ино =(‹ ° >) — —\0 Е - 2%], 

откуда видно (см. лемму 3), что И образует компоненту, 
аналитически эквивалентную компоненте сЯ,. Эту компоненту 
естественно рассматривать как «бесконечно удаленную». 

Покажем, что аналитические автоморфизмы нашей области, 
переводящие в себя компоненту (39), представляют собой 
квазилинейные преобразования (определение см. в $8 3 гл. 1), 
я аналитические автоморфизмы, оставляющие на месте точку 

Е, 0 
оо 
oz, | (40) 

[о о 

представляют собой линейные преобразования.
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В самом деле, пусть А — матрица, соответствующая ана- 
литическому автоморфизму, оставляющему на месте компо- 

ненту (39). Тогда для любого И вида (39) существуют U 
того же вида и невырожденная квадратная матрица В по- 
рядка 4, для которых 

AU = UB. (41) 

Разобьем Аи В на клетки следующим образом: 

(Ay, Aji. Aig Ary) 

A= Ap, А.) Аз Аа | Pi в= (в a). 

[Аз Ase Азз Аз | 91 ~ \ Ba Boo] qi’ 

Ag: Agg Aggy Aggy) 7 r 9: 

гр @ Г 

Формула (41) может быть записана в виде 

ГА А, 22 +- Аз ( Bi, Bio 

Ay AgoZ + Азз С Во 2 Во 

Аз! Аз. 2 + Азз Bo) Boo ' 

Аи Ав Ав) | 0 0 
откуда 

An =0, Ap=0, АО, 

As, — Во, Ap, — ZB, — ZA). 

B cuay mpon3B0.1bHocTuH Z получаем 

Ay, = 0, Ag, = 9. 
Таким образом, 

ГА, Ajo Aj Aig 

Ago Азз Ал 

Аз2 Азз Аз. 

(оо од.) 
Легко проверить, что каждому А вида (42) соответствует 
следующее преобразование компоненты: 

Е 0 (E 0 

©
 

A= AHA =H. (42) 

©
   

0 Zz 0 Zz 
0 El 10 Ef? 

[оо [оо



§ 6] КЛАССИЧЕСКИЕ ОБЛАСТИ ПЕРВОГО ТИПА 65 

причем 

2 = (А»2 + Аз) (Аз2 - Аз)". (43) 

Из (43) сразу вытекает, что матрица А вида (42) соответ- 
ствует аналитическому автоморфизму области, оставляющему 
на месте точку (40), тогда и только тогда, когда 

Покажем обратное, а именно, что всякому аналитическому 
автоморфизму нашей области, оставляющему на месте 
точку (40), соответствует матрица А вида (42) с дополни- 
тельными условиями (44). Для этого достаточно доказать, 
что аналитический автоморфизм нашей области, оставляющий 
на месте точку (40), оставляет на месте всю «бесконечно 
удаленную» компоненту. Последнее сразу вытекает из того, 
что 1) при аналитическом автоморфизме компонента обязана 
переходить в компоненту и 2) всякая точка границы, со- 
гласно первой основной теореме, содержится в единственной 

компоненте. 
Покажем, что аналитические автоморфизмы в нашей обла- 

сти, оставляющие на месте точку (40), ‘являются линейными 
преобразованиями. Совокупность всех матриц А вида (42) 
с дополнительными условиями (44) порождается своими двумя 
подгруппами. Первая из них состоит из матриц А вида 

ГЕ А. Аз А 

ОЕ 0 д, 
00 E Axl? 

lo 0 оО Е 

(45) 

причем 

Ay= tA, Ay=tAy, | (Ai, — А, 4) = Aj, Ay, — AyAgy (46) 

Вторая из этих подгрупп состоит из матриц А вида 

[А оО 0 0 

о д, 0 0 

о 0 4: 0Г 
lo 0 0 Ay 

(47) 

причем 

А.Е, АА, =Е,  AbgAgg =E. (48)
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Каждой матрице А вида (15) соответствует, как легко 
проверить, следующее преобразэвание нашей области: 

U1 > Dy + AU 1 + Aya G9 Ay — Ayn U 99 Ag — Ag Aga: | 

U,, > Uy, + Ang — Up Azy, | 

U9 > Gig + Ayn U9 + Aj, 

Ug, --> Из. 

С помсщью (46) можно проверить, что полученные пре- 
образования являются «параллельными переносами» в смысле 
$ 3 главы 1. Каждой матрице вида (47) соответствует сле- 
дующее преобразование нашей области: 

U1, > Ay UA; | 

(49) 

11’ 

U1, > Ay, U 4.33, 

U,, >A, UA 

U,, > Ag Аз. 

(50) 

Из (49) и (50) следует, что каждой матрице А вида (42), 
удовлетворяющей дополнительному условию (44), соответ- 
ствует линейное преобразование нашей области. 

Каждой матрице вида (42) соответствует квазилинейное 
преобразование нашей области. Нетрудно видеть, что для 
этого достаточно показать, что матрице А вида 

(E 0 0 0 

А 0 Ago Ags 0 5] 

a 0 Аз? Азз 0 ( ) 

lo 0 ОВ 

соозветствует квазилинейное преобразование нашей области. 
Непосредственные вычисления показывают, что матрице А 

вида (51) соответствует следующее преобразование н: шей 

области: 

Uy, —> Ч, — Ч 2 (Аз Ч» Аз)! Аз Ч, | 

Uy > Ир (Аз И» -Ё Аз)", 

И —> (Аз Yon 4+- Aga) * Ua, 

И > (Аз И» Аз) (Аз Ч» + Aga). J 

(52)
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Таким образом, каждое преобразование области $, пере- 
водящее в себя «бесконечно удаленную» компоненту границы, 
является квазилинейным преобразованием. 

Доказательство второй основной теоремы 
для классических областей первого типа. 

Пусть Р — классическая область первого типа с парамет- 
рами риа, р>. 9. Как мы уже видели, существует ровно 
9 типичных компонент границы. Нами построено как раз 
столько же областей Зигеля, базами которых являются ти- 
пичные компоненты границы. Докажем, что для любой точки 
границы области 4 существует аналитическое отображение &7 
на одну из построенных нами областей Зигеля, удовлетво- 
ряющее требованиям теоремы. 

Пусть данная точка принадлежит компоненте, аналитиче- 
ски эквивалентной компоненте сЯ ,. Очевидно, что сущест- 
вует отображение @ Ha S,, при котором данная точка пере- 
ходит в точку вида (40). Как было показано, преобразования, 
оставляющие эту точку на месте, являются линейными пре- 
образованиями области 5,, а преобразования, оставляющие 
компоненту этой точки на месте, являются квазилинейными 
преобразованиями области $5... 

Вторая основная теорема для областей первого типа пол- 
ностью доказана. 

В главах Ш, [\У, посвященных теории автоморфных функ- 
ций, нам понадобится критерий «сходимости» последователь- 
ности точек к точке бесконечно удаленной компоненты. 

Введем общее определение «сходимости». 
Пусть $ — некоторая область Зигеля с базой ‹Я . Точки $ 

обозначим, как обычно, через == (2, и, Ё), а точки oF 
через ЕЁ. Пусть У и L,(u, 9) имеют тот же смысл, что и 
в бЗ гм. [. 

Определение 1. Пусть @ — некоторая область в с , 
г — вектор из У. Цилиндрической областью 5 (0, г) 
в области ® называется совокупность всех < — (2, и, [), для 

которых 
Imz—ReL,(u, u)—zEV, EQ. © (53) 

Определение 2. Пусть w,, Wo, ... —Mmocneqopatesb- 
ность точек из 5. Условимся говорить, что , 

lim w=t, tE¥, (54) 
у ©
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если для любой цилиндрической области $ (©, г) (где КЕО) 
существует такое у, что при у > vy 

w,ES(Q, г). (55) 

Пусть ИЕ Ян, И.Е Эн, положим 

B(U,, U,.)= Ни, (НУ) иНо., 

W (U,, U,) = U,HU,. (56) 

Нетрудно видеть, что 1) матрица В(И\, Ц.) не зависит 
от Ц;, а зависит лишь от класса, к которому принадлежит 
О'; 2) при замене матрицы И. на другую матрицу того же 
класса матрицы В(И., Ц.) и \(0,, Ц.) преобразуются 
одинаково: 

B->R*BR, \ > Ю*\Ю, (57) 

где Ю — невырожденная квадратная матрица, зависящая от (5 
и от заданного аналитического автоморфизма; 3) пара мат- 
pun B(U,, Ug) »n W(U,, Ц.) является совокупным инвариан- 
том (относительно аналитических автоморфизмов области Он) 

соответствующей пары точек из Дн, т. е. при аналити- 
ческом автоморфизме они преобразуются по формуле (57). 

Следующая лемма дает критерий сходимости к некоторой 
точке «бесконечно удаленной» компоненты. 

Лемма 4. //усть И, — некоторая матрица, перехо- 
дящая при отображении ® —О в точку «бесконечно уда- 
ленной» компоненты. Последовательность точек нашей 
области тогда и только тогда сходится к заданной 
точке компоненты, когда 

ит В(И,, Ч) =У(Оь Uo), (58) 
п> о 

где (И, Е ® — произвольные прообразы заданной последова- 
тельности точек. 

Доказательство. Очевидно, без ограничения общно- 

сти можно положить 

E 0 uw) 0 

0 0 0 n) 

ов] = С 0 Е 
0 0 E 0



$ 6] КЛАССИЧЕСКИЕ ОБЛАСТИ ПЕРВОГО ТИПА 69 

Непосредственное вычисление показывает, что 

„(п) 0 
UM) — UF и 

B(Un, Uo) = (uy И (п) ya! , nm Чо 0 (Е _ ui #5) 

0 0 

Из определения «сходимости» ясно, что последователь- 
ность О; сходится тогда и только тогда, когда 

Ci — uo —0, ИФ ->0, что эквивалентно (58). От- 

сюда вытекает утверждение леммы 4. 
Приведем без доказательства формулы для риманова рас- 

стояния и для геодезических. 
Мы будем предполагать, что область & реализована так, 

как описано в начале этого параграфа. Можно показать, 
что риманова метрика, инвариантная относительно аналити- 
ческих автоморфизмов, задается формулой (Клинген [1]) 

45 = ((Е.— 2"2) 142" (Е›— 22*) 142); 
с(А) обозначает след матрицы А. Расстояние между точ- 
ками 2, и 0. выражается следующим образом: 

+ 

  

я 1 — ri A; —1 = ГУ — “i 
р (2, 22) = 4 In? 1—r'h’ rp ль 9 

где hj, ..., 4g — собственные значения матрицы 

R(Zy, 2.) = 
= (Ey—ZiZ,)1 (Ey — 212, (Ey — 232,) Ey — Z3Z)). 

Любая геодезическая в &@ аналитически эквивалентна геоде- 

зической вида (Хуа Ло Кен [1]) 

Па, $ 0 eee 0 

0 thas... 0 
Z(s)y=| ee eee eee eee |, (59) 

0 0... thags 

0 о... O
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где м --...-- 02 =1, $ — длина дуги. Пользуясь (3), легко 
проверить, что для любой геодезической 1 ($) при $ —>-—- со 
существует предел, являющийся точкой Р. 

Пусть 7, Е® и 7.ЕР. Условимся говорить, что точки 
Г] и 2. можно соединить геодезической, если существует 
такая геодезическая 2 (5), что 2 (0) =, и lim Z(s)= 

$ > со 

Произвольные точки 7, и 22, вообще говоря, нельзя соеди- 
нить геодезической. Однако всякую точку 2, Е @ можно со- 
единить геодезической с любой компонентой, что вытекает 

из следующей леммы. 
Лемма 5. Точки Z,ECQ, Z,C F можно соединить гео- 

дезической тогда и только тогда, когда все собственныв 
значения матрицы 

Ки = Ур ИИ Wo (60) 

(\,; определено в (12)) равны нулю или единице. В част- 
ности, пусть 2, Е @ и oF — любая компонента. Сущест- 
вувт . единственная точка 2.Ес‹Я ‚, которую можно со- 
единить геодезической с 2.. 

Доказательство. Пусть точки Z,EDUZ, ЕР можно 
соединить геодезической 7 (5), 2(0)=2,. Без ограничения 
общности *) можно принять, что 7, =0, а ($) имеет вид 

th 915 0 eee 0 

(о о), Р9=| о thas ee 9 |, 61) 
0 0... Ша,5 

aa >... >a, > 0. 

Легко проверить, что 
Е— р? 0 В, 26))= (77 ® р), 

и значит, 
0 0 

R(Z), 2) = lim К (7, 2,(5))=(‹ Е). 

Мы доказали, что если точки С} и С. можно соединить 
геодезическими, ‘то собственные значения матрицы Ю равны 

> Собственные значения матрицы R, как это вытекает из (13), 
являются инвариантами при аналитических автоморфизмах обла- 
сти 9,



$ 6] - КЛАССИЧЕСКИЕ ОБЛАСТИ ПЕРВОГО ТИПА 71: 

нулю или.единице. Покажем обратное, т. е. что равенства ну- 

лю или единице собственных значений матрицы Ю. доста-. 

точно для соединимости точек геодезическими. Без ограни- 

чения общности можно считать: 

x, 0... 0 
0... 0 

oo. 0 x, ... 0 
1 — и. , До —= ооо , Xx, > 0. 

0...0 0 0... x, 

0 0... 0 

Непосредственные вычисления показывают, что собственные, 
значения матрицы Ю равны 1—42,..., 1 —х?, т.е. х, 

равны нулю или единице. Пользуясь (59), нетрудно прове- 
рить, что существует нужная геодезическая. 

Остается доказать второе утверждение леммы 5. 
Без ограничения общности можно принять, что 2, =0 и. 

of имеет вид, указанный в (10). С помощью доказанного 
критерия нетрудно проверить, что СЕ Я тогда и только 
тогда можно соединить с 0, = 0 геодезической, когда 

| E, 90 

a= (о с). 
Обозначим через @,(26‹Я) совокупность точек обла- 

сти 4, которые можно соединить с данной точкой РЕ. 

Из леммы 5 вытекает, что & «расслаивается» на слои @... 

Нетрудно проверить, что это расслоение совпадает с рас- 
слоением, естественно имеющимся в области Зигеля (34). 
Иными словами, слой состоит из точек области (34) с фик- 
сированной (Ц... 

Из (52) ясно, что все слои аналитически эквивалентны, 
между собой. Поэтому достаточно описать слой &, соот-, 
ветствующий какому-нибудь одному значению (>›. Для про-. 
стоты положим И, =0. Из (34) вытекает, что @% задается 
неравенствами 

1 + + * 
(Ив — И) — Ч — И. > 0. . 

Отсюда ясно, что % представляет собой область Зигеля 
2-го рода. 

Группа G,(F ) (cm. $5 5) совпадает с группой «порал-, 
лельных переносов» Д области $. . 

woe
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Пусть 2($) (—~co <s< + осо) — геодезическая, входя- 
щая в компоненту с‹Я. Как известно, (5) = ($) у, где 
2($) ([—-с<<;< о) — некоторая однопараметрическая 
подгруппа аналитических автоморфизмов области &. Пусть 
а—=7 (+ со) Е «Я. Очевидно, что g(s)a=a и, значит, 
5 ($) Е (Ц, (& ). Покажем, что #'($) Е С. («Я ). Рассмотрим гомо- 
морфизм С, («Я ) на О’ («Я ) = Ц, (% )/(. (Я). Он переводит 
2 (5$) в компактную группу &”’ (5), поскольку #($) (—-со < 
<$< --с0) оставляет на месте точку а. Собственные зна- 
чения матрицы 2($) в представлении (42) вещественны. Сле- 
довательно, 2’ (5) =Р. 

Пусть, далее, Е 0. (‹Я ), тогда для любой геодезической 
2 (5), (2 (+ оо) «Я ) 

limp(Z(s), g(Z(s)))=09. 
Полагая 2 ($) = g(s)(Z,), Mbl HMeeM 

im р (8 ($) 2, E(E(S)2Z)) = 9, 

откуда 
lim 8 1 (5)8 (8 (5))=Е. 

$ >+со 

Непосредственными вычислениями нетрудно показать, что 
совокупность матриц, выделенных последним требованием, 
совпадает с совокупностью матриц А вида (45). Из (45) и 
(49) вытекает доказываемое утверждение. 

$ 7. Классические области второго и третьего типов 

В настоящем параграфе результаты 5 6 для областей пер- 
вого типа переносятся на классические области второго и 
третьего типов. Как известно, области второго типа описы- 
ваются следующим образом. 

Пусть р> 0. Будем рассматривать квадратные кососим- 
Р(р—1) 

2 
метрические матрицы Z NOPALKa p KaK точки - мер- 

ного комплексного пространства. Совокупность 7 таких, что 

+ / 

образует ограниченную область &. Аналитические автомор- 
физмы области 4 описываются следующим образом. Рассмот-
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рим совокупность С всех квадратных матриц М порядка 
—2р, удовлетворяющих условиям 

МНМ=Н, М'КМ=К, (2) 
где 

н=(%” в). К=( $). 8) 
Каждой квадратной матрице М 

А В 

м= (с Г) 

соответствует аналитический автоморфизм области & 

Z—>(AZ + B)(CZ+D)"}. 

Граница ЁР этой области состоит, очевидно, из всех 0, для 
которых 

det(E— Z*Z)=0, E—Z*Z>0. (4) 

Мы начнем с перечисления всех компонент границы об- 
ласти 9. 

Теорема 1. Совокупность точек границы Е вида 

(/ oy ZZ<E,», Z'=—Z, 
0 Z p-2r 

Qr p—2r о Е, (5) 

(Ц, 0) j 
o6pasyem Komnonenmy oF ,, AHAAUMUNECKU эквивалентную 
классической области второго типа с napamempom p, = 
—р— 2г. Любая компонента границы некоторым анали- 
тическим автоморфизмом области D может быть пере- 

ведена в компоненту F ‚(1 <r<4). Всякая точка Е 

принадлежит некоторой компоненте. | 
Доказательство этой теоремы совершенно аналогично 

доказательству соответствующей теоремы в 65 6. 
Как ив 65 6, положим 

, * Wig =F, — 2,2.. (6) 

Легко проверяется, что ранг r(Z,, 25) матрицы 2 является 
инвариантом пары точек 0,, С. при аналитических автомор- 
физмах области 9.
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Сформулируем критерий принадлежности двух точек од- 
ной компоненте. | 

Лемма 1. Две точки 7, 2-Е Е принадлежат одной 
компоненте тогда и только тогда, когда 

г (21, 2) = (21, 2) = г (Со, 25). (7) 

Доказательство этой леммы совершенно аналогично доказа- 
тельству соответствующей леммы 2 в $ 6. 

Перейдем к описанию канонических реализаций области GD 
типа верхней полуплоскости. Обозначим через ® совокуп- 
ность всех комплексных прямоугольных матриц И максималь- 
ного ранга ‘типа 2рЖр и таких, что И’КИ = 0,-где К — 
невырожденная симметрическая матрица. 

Если ЧЕ®, то ОКЕ®, где К — любая квадратная не- 
вырожденная матрица порядка р. Условимся матрицы И и 
UR называть эквивалентными. Совокупность всех эк- 
вивалентных между собой матриц образует класс. Множе- 
ство классов является компактным комплексным симметриче- 
ским многообразием Ш. 

Многообразия ДО, двойственные области @ (определение 
см. в § 6) и соответствующие различным К, аналитически 
эквивалентны между собой. Поэтому К можно выбрать ка- 
ким угодно. Мы предположим сейчас, что. К имеет вид (3). 

Пусть Н — эрмитова матрица, определенная. в: (3). Рас- 
смотрим совокупность ®н матриц ИЕ®, для которых 

U*HU > 0. (8) 

‘JlerkKO проверить, что всякий класс эквивалентных между 
собой матриц либо целиком содержится в ®н, либо не пересе- 
кается с ®н. Совокупность классов, принадлежащих Эх, 
является областью в О. Положим 

(1) о 
Pp 

Аналогично тому, как это делалось в $ 6, легко пока- 
‘зать, что и 9 можно реализовать в виде области на @. 

Нетрудно’ ‘видеть, что граница Р области &@ состоит из 
U€®2, для которых определитель матрицы И*НИ равен 
нулю и ("НИ > 0. Иными словами, Р состоит из Д, удовле-
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творяющих следующим условиям: 1) определитель матрицы 
Е„— 2"2 равен нулю, 2) Е’ — 2"7 >. 0, 3) 2'=— 2. 

Дадим общий способ получения канонических реализаций. 
Пусть Н — эрмитова матрица порядка 2р с р положитель- 
ными собственными значениями и р отрицательными, а. К — 
невырожденная симметрическая матрица порядка 2р, причем 

HK AK ' = — Е. (10) 

Рассмотрим совокупность ®н матриц И типа 2рЖр, для 
которых 

H*HU >0, ИКИ=0. (11) 
Матрицы (И и ИЮ; где Ю — квадратная невырожденная 

матрица порядка р, условимся относить к одному классу ®н. 
Совокупность Он классов, принадлежащих ®н, является 

областью в О (см. Клинген [1]), аналитически эквивалентной 
нашей области 9. 

Аналитические автоморфизмы этой области описываются 
следующим образом. Пусть О — совокупность всех квадрат- 
ных матриц А порядка 2р таких, что -.4*НА = Н, А’КА = К. 
Каждому АС С сопоставим аналитический автоморфизм И—> АИ 
в @. Легко видеть, что ему соответствует аналитический 
автоморфизм в множестве классов. 

Граница области 4 состоит из таких классов, что 

U’'KU=0, U*tHU>O, det(U*HU)=0. 

Сначала опишем реализацию S12 | соответствующую нуль- 
2 

мерным компонентам границы области &. Рассмотрим от- 
дельно два случая в зависимости от четности р. 

Случай 1. р четно. Положим 

H=(Lip, 0)» K=(_5 о). 
(в, с). деф. 

(1.2) 

Легко проверить, что при таком выборе Н и К выпол- 
няется (10). Разобьем И на клетки следующим образом: 

и р 

О./ р 

р 

и
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Условия (11) означают, что 

1 * * / 

= (UU, —U;U,)>0, UJU,= UJU,. (13) 

Как легко проверить, о невырождена и, следовательно, 
в каждом классе есть единственный представитель вида 

(,)- 

(Е 2) > 0, 
JZ=Z2'J, 

Из условия (13) следует 

т.е. $р является областью Зигеля 1-го рода. 
2 

Случай П. р нечетно: р= 25-1. Положим 

      

0 0 O iss ) 0 00 Je) 
H 0 -10 0 0010 

=| 0 ото| ^=| отоо |: 9% 
\_iz, 00 O (-л ооо 

Разобьем И на клетки: 

(Un U9 25 

и=| и" О. | 1 

Оз Use 1 

| 42 25 

25 1 

Легко показать (см. аналогичное место в $ 6), что матрица 

(1 

O41 

невырождена. Следовательно, 
условиями 

Uy = l, 

7) 

O42 

мы можем нормировать (7 

U4, — E...
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Соотношения (11) означают, что 

Ui J= wa 2 =0, Uy, =I, 

(и в} >0 
Wi = (Ин = и) — UU, 

= = — И», 
Wo. = 1. 

Мы пришли к следующей области в РР —).мерном KOM- 

плексном пространстве (координаты его суть элементы 
матрицы (12 и независимые элементы матрицы (1): 

1 * * TT / 

(Чи — Ч) — ИИ» — ТО» Ч J>9, 

Ui J=JU и. j 
(15) 

Таким образом, область “| 2 в этом случае является областью 
2 

Зигеля 2-го рода. 
Перейдем к описанию остальных реализаций. 
В дальнейшем мы не будем делать разницы между чет- 

ным и нечетным р. 
Положим 

0 оо 18, ] 0 0 0 JV, 
0 —F 0 O | 0 0 &E, 0 

t= 0 ов, 0 | К =| о E, 0 0 _ (16) 
и 0 0 04) (_y, 0 0 0 

где 

(Е, в). ры +, 
Разобьем И на клетки так же, как ив 65 6: 

  

Oy, Uie \ 2S 

021. 022 r 
U= , 

U3, Use r 

lu, Ui) 2s 

2s r
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как и там, показывается, что если И удовлетворяет усло- 
Us, Оз2 

ОИ Une | 
тельно, в каждом классе ИЕ Эн есть единственный пред- 
ставитель, для которого Ц. = 0, Из =Е„ И =Ез, И=0. 
Соотношения (11) означают, что 

виям (11), то матрица ( невырождена и, следова- 

Ui, = JU, Us =— U,, Us, =JU,), | 

1 $ # 

У: = и (п — Ui) — ЧО , 

* 1 * 
М2 =>, = т И. — ЧО», (17) 

и — (7 р“) >0 

~ \War Woe "   }. 

Р(Р— 1) 
9 Неравенства (17) определяют в -мерном комплекс- 

ном пространстве (координаты которого — независимые эле- 
менты матриц И;, И», Ц12) неограниченную область 5. 

Аналогично тому, как это было сделано в $ 6, мы можем 
неравенства, задающие область, записать в следующем виде: 

1 * * ——1 О 

(Ив — Чи) — Из x Ug, — Ир > Ир — (18) 

—] * . * _1 * 

— 1U2W9 UU a + 1U 1 U2W22 U2 > 0, 
# 

Е — (оо оо > 0. 

Чтобы яснее стало совпадение полученной области с не- 
которой областью Зигеля 3-го рода, введем новые обозна- 
чения, характерные для областей Зигеля. Положим 

Из (18) следует, что Е принадлежит классической области 
П типа с параметром г = р— 25. 

Пусть конус У состоит из всех эрмитовых положительно 

определенных матриц У порядка 25$ таких, что УЛ = ЛУ. 
Положим 

[, (и, 9) = Ор nlVi2 + М Из + 
1 _ * / _ * / 

-+ = (Чл М» ИУ Ур Из Иль, ). (19)
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Нетрудно убедиться в том, что наша область есть область 
Зигеля, соответствующая конусу У и форме Г, (и, ч). 

Граница F этой области состоит из таких матриц И, 

для которых 
det *НИ =0, Ш“Ни>.0 (20) 

(сравните с формулой (38) § 6). 
Рассмотрим матрицы (ИЕР следующего вида: 

Ens 0 

од / * U=19 ph Z'’=—Z, ZZ <E,. (21) 

[оо 

Легко установить следующие результаты, аналогичные 
соответствующим результатам $ 6: 

В классе эквивалентных между собой матриц может 
содержаться не более одной матрицы вида (21). 

Матрицы И образуют компоненту, аналитически эквива- 
лентную компоненте ‹Я „, которую естеслв>нно рассматривать 
как «бесконечно удаленную». 

Аналитические автоморфизмы нашей области, переводящие 
в себя компоненту (21), представляют собой квазилинейные 
преобразования (определение см. в 5 3 гл. Г), а аналитиче- 
ские автоморфизмы, оставляющие на месте точку 

Exs 0) 
0 0 
о |’ (22) 

[оо 

представляют собой линелные преобразования. 
Для доказательства последнего утверждения прежде всего 

устанавливается тот факт, что матрицы А, соответствующие 
аналитическим автоморфизмам области $, которые переводят 
в себя «бесконечно удаленную» компоненту, имеют вид 

[Ан Aj, Aj3 Ais | 

| 0 As Аж Ам | 
—| 0 Aso Ass dae 
[оо о д, 

A (23)
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причем 
A*HA=H, A'KA=K; (24) 

Н и К определены в (16). 
Как ив § 6, показывается, что преобразования, соот- 

ветствующие таким матрицам, являются квазилинейными пре- 
образованиями нашей области. Матрицы А, соответствующие 
аналитическим автоморфизмам, оставляющим на месте точку 
(22), выделяются дополнительными условиями 

Аз=0, Ag = 0. (25) 
Таким матрицам соответствуют линейные преобразования 
нашей области (см. 5 6). 

Доказательства второй основной теоремы и леммы 4 $ 6 

для классических областей П типа проводятся совершенно 
аналогично тому, как это делалось выше. 

Приведем без доказательства формулы для риманова рас- 
стояния и для геодезических (Клинген [1]). 

Мы будем предполагать, что область & реализована так, 
как это описано в начале параграфа. Можно показать, что 
риманова метрика, инвариантная относительно аналитических 
автоморфизмов, задается формулой 

ds? = o((E, — 2*Z)"' dZ*(E, — ZZ*)"' a2), (26) 
с(А) означает след матрицы А. 

Расстояние между точками С, и С. выражается сл=дую- 
щим образом: 

р —_ 
1%\ 1 r Ap— 1 

k=l Ё Ё 

  

где ^!,..., ^, — собственные значения матрицы 
-1 

R(Z1, 2) =(Е,—2121) (E,—Zi22) (E,—Z3Z2)_ (E,—221). 
Любая геодезическая в Q@ аналитически эквивалентна 

геодезической вида 

thas-j 0 ... 0 0 

0 11 425]... 0 

0 0 ... tha,s-/ 

( о о... 0 0 

"=[8] 2=(4 9): 

2 ($) = 

>
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последняя строчка добавляется, если р нечетно, а--... 

... 2 =1, $ — длина дуги. 
Мы пропускаем формулировку и доказательство леммы о, 

так как они совершенно аналогичны данным в 6 6. 
Слой @%, соответствующий Ио. = 0, задается неравенством 

+ (Uy, _ Ч) — UU _ JU, US’ > 0. (28) 

Как и следовало ожидать, он представляет собой область 
Зигеля 2-го рода. 

Перейдем к исследованию классических областей Ш типа. 
Эти области описываются следующим образом. Пусть р > 0. 
Будем рассматривать квадратные симметрические матрицы 2 

РР 
2 

странства. Совокупность 2 таких, что 

порядка р как точки -мерного комплексного про- 

22 < Е» (29) 

образует ограниченную область @. 
Аналитические автоморфизмы области 4 описываются 

следующим образом. Пусть С — совокупность всех квадрат- 
ных матриц А порядка 2р таких, что 

А*НА=Н, ААА, (30) 
где 

н.в 
Каждой квадратной матрице А соответствует аналитический 
автоморфизм области @ 

-1 А А, Е (АИ АБ (АР А), АНА 4). (82) 

Формулы для линейного элемента метрики, инвариантной 
относительно аналитических автоморфизмов области &, и для 
расстояния между точками 7, и 7. аналогичны формулам 
$6 (стр. 69).
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| Любая геодезическая в @ аналитически эквивалентна 

геодезической вида 

{ th a,s о... 0 | 

Е |, (33) 
0 0... th ays J 

roe a?-+ ... На, =1, $ — длина дуги. 

Пусть © обозначает совокупность всех. комплексных 
прямоугольных матриц И максимального ранга типа 2рЖр 
и таких, что U’JU =O, rae Л определено в (30). 

Ecan UE®, to URE®, rae Ю — квадратная невырожден- 
ная матрица порядка р. Условимся матрицы И и ИР назы- 
вать эквивалентными. Совокупность всех эквивалент- 
ных между собой матриц образует класс. Множество 
классов является компактным комплексным симметрическим 
многообразием 0). 

Покажем, что. можно р>ализовать в виде области на О. 
Пусть Н — эрмитова матрица, определенная в (30). Рассмот- 
рим совокупность Ян матриц (ЕЯ, для которых 

U*HU > 0. (34) 

Легко проверить, что всякий класс эквивалентных между 
собой матриц либо целиком содержится в ®н, либо не 
пересекается с 8 и. Совокупность классов, принадлежащих Q;,, 
является областью в 0). Положим 

__ (ОР . (и, (35) 

Как ив 6 6, можно показать, что &@ реализуется в виде 
области на 0). 

Граница Р области & состоит из (Е®, для которых 
определитель матрицы (/*НИ равен нулю и ("НИ >.0. Иными 
словами, F состоит из Z, удовлетворяющих следующим 
условиям: 

1) определитель матрицы Е, — 2" 7 равен нулю, 
2) Е, — 2"А >. 0, 

3) 0’ =. 
Доказательство основных. теорем для областей Ш типа 

проводится совершенно аналогично доказательству для слу-
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чая областей Ги П типа. Поэтому мы ограничимся описа- 
нием необходимых изменений в формулировках и формулах. 

Лемма 1. Совокупность точек границы Е вида 

E, 0 ° — (р-г, p-r) (с „): Z—Z ; 

2—7, 22 < Е, 
(36) 

—7 

образует компоненту, которую мы обозначим через 
F (l<r<p). Любая компонента границы аналитиче- 
ски эквивалентна компоненте «Я ,. Всякая точка Е 
содержится в некоторой компоненте. 

Лемма 2. Две точки Г, 25ЕЕР принадлежат одной 
компоненте тогда и только тогда, когда 

r(Z,, 2, =r (Z,, Zo) =r (Zo, Zo), (37) 

20e r(Z;,Z;) o3Hauaem paHez mampuyn Wy=—E,— Z;*Z,. 
Перейдем теперь к описанию канонических реализаций 

областей третьего типа. 
Общий способ получения таких реализаций состоит в сле- 

дующем. Пусть Н — эрмитова матрица порядка 2р с р 
положительными собственными значениями и р отрицатель- 
ными а /— невырожденная несимметрическая матрица 
порядка 2р, причем 

НГ: НГ = Е. (38) 

Рассмотрим совокупность ®н матриц И типа 2рЖр, 
для которых | 

U*HU >0, U’JU=0. > (39) 

Матрицы И и UR, где Ю — квадратная невырожденная 
матрица порядка р, условимся относить к одному классу. 

Совокупность классов, принадлежащих Ly, является 

областью в ДО (см. Клинген [1]), аналитически эквивалентной 
нашей области 9@. 

Аналитические автоморфизмы этой области описываются 
следующим образом. Пусть @ — совокупность всех квадрат- 
ных матриц А порядка 2р таких, что 

4*“НА=Н, АЛЛА =).
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Каждому ЛАЕС сопоставим аналитический автоморфизм 
И АИ в 9н. Легко видеть, что ему соответствует ана- 
литический автоморфизм в множестве классов. 

Граница области 4 состоит из таких классов, что выпол- 
няются условия 

ИЛИ = 0, UTHU>SOD, det U*HU = 0. 

Можно показать, что две точки границы И; и U, nepe- 
водятся одна в другую с помощью аналитического автомор- 
физма области @ тогда и только тогда, когда ранги мат- 

риц и, = (1 HU, 4 W, =U; НО. совпадают. Отсюда можно 
вывести, что граница распадается на р транзитивных частей. 
Таким образом, существует ровно р канонических реализа- 
ций. Вначале опишем реализацию S,, соответствующую 
нульмерным компонентам границы области @. 

Положим 

и. 229). ao 
Легко проверить, что (38) выполняется при таком 

выборе Н и .. Разобьем И на клетки следующим образом: 

v= (0)! U2 р. 
Pp 

Условия (39) означают, что 

1 * * / , 
—(U2U, —U;, Uy) > 0, ШИ, = U2 Uj. (41) 

Легко проверить, что И. невырождена и, следовательно 
в каждом классе есть единственный представитель вида 

Z 

(=)- 
Из условий (41) следует тогда, что 

4(Z—Z2)>0, 2 =Z, (42) 
т. е. $5 является областью Зигеля 1-го рода. 

Эта область была введена Зигелем, в связи с чем в лите- 
ратуре ее часто называют обобщенной верхней полупло- 
скостью Зигеля степени р.
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Перейдем к описанию остальных реализаций. Положим 

0 о 08; 0 0 O Е, 

H 0 -F 0 0} | 0 , 0 3 
о ово || —& 0 о |: (43) 

—iE, 0 0 0 —E, 0 0 0 

Легко проверить выполнение условия (38). 
И разобьем на клетки так же, как и в 6 6, т. е. 

И, Ор $ 

Uo, Une r 
U — ® 

U3, Use r (44) 

Uy Оо 5 

$ r 

Как ив 6 6, показывается, что если И удовлетворяет (39), 

Оз Оз 

Un Une 
ждом классе ИЕ ®н есть единственный представитель, для 
которого И! =0, И», =E,, Uy =E,, Uy=0. U3 cootuo- 
шения (39) получаем 

то матрица невырождена и, следовательно, в ка- 

Ui = Uj, Us = Ugg, Ur, = Uy, ) 
Wi и”) > 0, v= ( 
Wa Woo 

где 

. ‚ 45 
Wy => (Uy — Un) — Un Uy), (49) 

* 1 * 

У 2 —= Ул = Ч — Ил О»,   
Неравенства (45) определяют ВР ЕО. мерном KOM- 

плексном пространстве (координаты которого — независимые 
элементы матриц И\;!, И, И.о) неограниченную область $.
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«Бесконечно удаленная» компонента состоит из матриц 

вида 

‚ 2-7, 2*2<Е. (46) 
o
o
o
n
r
y
 

2
ы
ю
м
 
>
 

Перейдем к описанию групп С, (‹Я ), Е =1, 2, 3. Так же 
как в 5 6; можно показать, что группа G, (oF ) состоит из 
всех преобразований с матрицами А следующого вида: 

ГА: 42 Ав 5 

А=[ 0 А» А» | 2, (47) 

0 О Ag3/ $5 

$ 2r $ 

А*НА=Н, А’ЛА =, 

В, В. 

Ay = (в. в.) 

где Ни ./ определены из (43). 
Каждому преобразованию. с такой матрицей. А соответ- 

ствует следующий автоморфизм компоненты: 

E 0 E. 0 

0 Z 0 Z > 1 
ов > o eI’ Z= (By 2 + By) (Bs 2 + By) 

0 0 0 0 

откуда вытекает, что матрица А из (,(«) принад- 
лежит С. («Я ) тогда и только тогда, когда 

Ag = Eo. 

Далее, можно показать, 4YTO COA QD, соответствую- 
щий О. = 0, представляет собой следующую область: 

1 * * | “. = (Uy, — Чи) — Ир Ив — Uy Un > 0, 

т..е, некотору.о_область Зигеля 2-го рода. .
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$ 8. Классические области четвертого типа 

Группа С аналитических автоморфизмов областей четвер- 
того типа описывается следующим образом. Пусть р > 0, 
т —=р--2 и Н— вещественная симметрическая матрица 
порядка т, р собственных значений которой отрицательны, 
а 2 положительны. 

Группа С состоит из всех вещественных матриц А, 
сохраняющих Н, т. е. 

А’НА=Н. (1) 

Опишем вначале двойственное многообразие О. Рассмотрим 
совокупность ® точек ¢ т-мерного комплексного простран- 
ства, удовлетворяющих уравнению 

t'Ht—0, t+#0. (2) 

Условимся точки Ё и 0Ё(а == 0) считать эквивалент- 
ными. Эквивалентные точки объединим в один класс. Мно- 
жество классов является компактным комплексным симмет- 
рическим многообразием О: Очевидно, )) есть поверхность 
второго порядка в проективном комплексном пространстве. 
Совокупность таких Ё, что 

t*Ht > 0, (3) 

образует область Qy B QB. Множество классов, принадле- 
жащих @н, распадается на две связные, аналитически экви- 
валентные между собой компоненты, каждую из которых 
можно принять за классическую область ТУ типа. Реализа- 
цию этой области типа «единичный круг» можно получить 
следующим образом. Пусть 

.. ’/— Бр 0 

о р) (4) 
CopokynHoctb Touek ¢=(t,,..., ¢,,) т-мерного комплекс- 
ного пространства, удовлетворяющих следующим условиям: 

2 Ht =—tr— ... —H4+644:+642=0, | 6) 

состоит из двух связных компонент, каждая из которых 
Гр 

содержит точки с определенным знаком мнимой части —. 
- pte
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Очевидно, что преобразования нашей группы либо сохра- 
ty+1 

няют знак мнимой части; — для всех точек рассматривае- 

р+? | 
мого множества, либо для всех точек изменяют его на про- 

тивоположный. Таким образом, линейные преобразования, 

  

+1 
сохраняющие знак мнимой части = ‚ составляют под- 

р-+2 
группу индекса два. Рассмотрим теперь эту подгруппу 

и множество точек, определяемое условиями: 

/ * Гр+1 ИНЕ=о0, fHt>0, ш—>0. (6) 
tp+2 

Переходя к неоднородным координатам, мы переведем это 

множество в ограниченную область в р-мерном комплексном 

пространстве. Разделив первое соотношение из (6) на 

(1 -НЙр-+2), получим 

(aes) te Hees) HERE. to+it lp+e tptit ltp+e ра + Ирча ° 

Деля второе соотношение в (6) на [2+ -Н Ио |? и замечая, 
что 

| +1 |? + [2+2 |2 | о-1 — ра |2 1 

ГЕ В Зри Г 2’ 
    

              

получаем 
ty | ty 

tn+it pre oT to+it lpr+e 

1 р+1 — Ира |? < — (1 4)?" pr" ). 8 
2 \ En+it itpie (8) 

Третье условие (6) означает, что 

1, —Й РР ||, (9 
ee a ) 

Значит, если мы положим 

ti + it, t, — its 
21 ЫД—— о ® <9 = оо , 

tnt + Пр+а pt! + 1 pt2 

te 2 = =, Е —=3, ..., Д, 10 be Fit Ира р (10)
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то множество, определенное в (6), перейдет в ограниченную 

область 

[2 P+ ]2.P?+2[23P?+ ... 212,2 < 

<1 )a%+243+ ... +23], 

2122 + 25+ oe Hee <1, 

a наша группа линейных преобразований — перейдет 

(РЕП (р) 
2 
  -параметрическую группу дробно-линейных 

преобразований этой области. Граница Р этой области, оче- 
видно, состоит из таких 2, что 

На Р-Н... 22, = 

1-22-23 -Н ... +2: | < 2. (11) 

Лемма 1. Граница Р области @Ф содержит компо- 
ненты следующих двух типов: 

1) «Я ,:2=(1, 9,0, ..., 0), Jol <1, 

2) «Я .:2==(1, 1,0, ..., 0). 

Любая компонента границы аналитически эквива- 
лентна компоненте одного из указанных выше двух 
типов. 

Доказательство аналогично доказательству соответствую- 
щей леммы в 65 6. 

Описание канонических реализаций. В соот- 
ветствии с общими соображениями число таких реализаций 
равно числу типичных компонент, т. е. двум. 

Мы опишем вначале реализацию $., соответствующую 
нульмерным компонентам границы. 

Пусть матрица Н имеет вид 

— 0 0 
0 01\ 1 

о... 0 
Н == 0 К 0 р, — e e e e e e ° К = . (2) 

1 0 o7 1 о... -1 0 
1 pl 0 0 .. 1
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Уравнения (2) и (3) в однородных переменных ¢, выде- 
ляющие нашу область при таком Н, записываются следую- 

щим образом: 

—|t,2?— ... —[tpP +1441? +2Ret t42 > 0, 
tt... tpt tyy1 4 20 ty 49 = 0. 

Можно считать, что ty = 0; в противном случае мы имели 

бы соотношения 

tou P > [to |? + cae НР, 

Р=В-+... НВ, 

очевидно, противоречащие друг другу. Положим 

(13) 

lp tp+2 
2—1, Е —=2,..., р, 2 = i   

Если в системе (13) разделить первое равенство на |, |2, 
2 

второе — на 1 и подставить #,.. из второго в первое, 
то получим 

|=, |? — Вел — (25? — Ве) +... (|2, — Ве 22)) >0. 

Иными словами, 

Я—я—... —>0, (14) 
где у, =та,, А =1, ..., Р. 

Область (14) состоит из двух связных аналитически 
эквивалентных между собой кусков, в одном у > 0, 
а в другом у, < 0. Область 9. совпадает с одним из них. 

Ясно, что $. является областью Зигеля 1-го рода. 
Группа аналитических автоморфизмов области So, остав- 

ляющих бесконечно удаленную точку на месте, описывается 
следующим образом. 

В однородных координатах бесконечно удаленная 
точка #{» записывается так: 

t= a, 1) = ... =, +2 = 0, & == 0. 

Аналитические автоморфизмы нашей области задаются веще- 
ственными матрицами 2 порядка р-- 2, удовлетворяющими (1).
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Разобьем каждую матрицу А на клетки: 

Аи Ар Ав 1 

А=| А» А» Ars] Pp. 

Аз, Аза Азз } 1 

1 р 1 

Условие А, = А» означает, что А = 0, А =0. Из (1) 
получаем 

КА, + ALA 33 =0, 2А 3 Аз: + АКА, = 0.. 

Легко показать, что эта группа изоморфна группе линейных 
преобразований области $5. 

#— 12-Й, (15) 

где [ — линейное преобразование конуса (14). на себя, 
а й — произвольный вещественный вектор. 

Перейдем к описанию ‘реализации 5.. Положим 

0 O &, 
H=|0 —&E, 0|, 9=р—2. (16) 

E, 0 0} | 

Соотношения (2) и (3) при таком выборе `Н имеют’ вид 

2Ке (ан) — | — wt —ltp >°, | (17) 
2 (Е иран) — В— eee — = ° J 

Легко показать, что Ё и 2. отличны от нуля и что 1m 2 # 0, 

Следовательно, область {17) состоит из двух явных KOM- 

понент, отличающихся знаком мнимой части -2, 
ey 

Рассмотрим ту ее часть, в которой 

[т 2. > 0. (18) 
1 ‚ ) 

Бесконечно удаленная компонента Состоит из точек вида 

ВЕНЕ... = typ =0, Im} > 0. (19)
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Опишем группу С} («Я ). Положим 

(Ai Ai, Ais} 2 

А=| 42 4» Аз| а. 

Аа Аз Аз) 2 
2 4 2 

Если АЕС, («Я ), то множество (19) переходит в себя, + 
значит 

Далее, из (1) получаем 

Ay=0, Al Ag=E,, AlyAy =Ey, 

19493 — АА, = 0, АзА 33-Е Аз А 13 — АА 23 = 0. 

Без труда можно показать, что группа С. (‹Я) состоит 
из таких АСС, («Я ), для которых 

). — вещественное число. 

Можно проверить, что область $, задается следующим 
неравенством: 

(1 — | 92| )Imz—]a,/?— ... —|aP— 

—Re(w+...+)u>0, (20) 

где Uv, 2, uy, ..., &y— комплексные переменные. 

Теперь окончание доказательства второй основной тео- 
ремы для областей IV типа проводится аналогично доказа- 
тельству этой теоремы для областей [ типа. 

Приведем в заключение формулы для расстояния и для 
геодезических. Положим 

р 

а (2, о) — (и — 01) (2 — т) -- № (в, — 9, 

b(z, о) == т -Н (а - аа... Нар) (и + 03+... + 05)— 
— 219, — 29, — 22; — ... — 220, 

где 2, 9Е@. Пусть в — произвольный аналитический авто- 
морфизм области &. Непосредственные выкладки показы-
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вают, что имеют место соотношения 

a(g(z), (9) =ь (в, да(2, v)p(g, | en) 
b(g(z), g(v~))=p(g, 2)b(z, v) P(g, 2). 

Составим из @а(2, 9) и 6(2, 9) следующие инварианты: 

— 6 , b , , 2 

Rs ee OF FE 4 (г, 9) 

6 (z, v) 
  

  

При помощи этих инвариантов расстояние между точками 2 
и © выражается saenyoues vee 

ma M1 а № 2 (2, 9) = дем — Fin 2 23 р”(2, 9) = ту Ух (23) 

где \; и ^› — корни уравнения 

—R A+R, = 0. (24) 

Можно убедиться, что любая геодезическая в @ аналити- 
чески эквивалентна геодезической вида 

2, = 1915, 20 = 955, 23= ... ==2,==0, @) >a, >. 0. (25) 

Лемма 2. Пусть 26%, УЕЁР. Точки & и д можно 
соединить геодезической тогда и только тогда, когда 
выполняется одно из следующих двух условий: 

1) |a(z, %)|=|5(@, v)|, 

2) a(z, v)=0. 

В частности, пусть 2Е 9, «Я — произвольная компо- 
нента границы. Существует единственная точка %Е %, 
которую можно соединить геодезической с 2. 

Доказательство. Без ограничения общности можно 
считать, что 2=(0,..., 0). Любая геодезическая, выходя- 

щая из точки 2==(0,..., 0), аналитически эквивалентна 
геодезической вида 

21 = Ша $, 20 — 1 4а.5, 2. = ... — 2, == 0, 

а) >. а. >. 0, a? tae =I, $ — длина дуги. 

Легко видеть, что 

а (2, 2 ($) ) = Ша$ Шао, 6(2, 2(5)) =1.
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Переходим к пределу при $ —> -- со, тогда 

|a(z, z(co))|=|b(z, z(c))], ecau a, > 0 

HJM 
а (2, 2 (со)) = 0, если a, — 0. 

В одну сторону утверждение теоремы доказано. Пока- 
жем обратное, т. е. если выполняются условия |) и 2) леммы 2, 
то точки 2 и 9 соединимы геодезической. Примем без огра- 
ничения общности, что 

2 = (0, 0, ..., 0), v=(%,, Uo, 0, ..., 0), 

9, 9. — вещественны, |9|<1, [9|<1, (1—9 |)Ж 
x (1 — | |) = 0. 

Тогда условие 1) леммы означает, uTO |v,v,}—=1, T. e. 
|9. |= | 92| =1; условие 2) означает, что |9,9.|=0, т. е. 
либо |9,|=0, либо |ч.|==0. 

Тривиально проверяется, что в каждом из этих случаев 
можно провести геодезическую, соединяющую точки & и YU. 

Второе утверждение леммы легко вытекает из первого 
(см. $ 6 настоящей главы).



ГЛАВА Ш 

НОРМАЛЬНЫЕ ДИСКРЕТНЫЕ ГРУППЫ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ АВТОМОРФИЗМОВ 

КЛАССИЧЕСКИХ ОБЛАСТЕЙ 

Предметом настоящей главы является описание некото- 
рого класса дискретных групп аналитических автоморфизмов 
классических областей, для которых справедлива теорема 
об алгебраических соотношениях. Эти группы названы нами 
нормальными дискретными группами. К. Зигель [1] 
доказал справедливость этой теоремы для всех таких дискрет- 
ных групп аналитических автоморфизмов ограниченной об- 
ласти @, для которых фактор-пространство &/Г компактно. 
Для нормальных дискретных групп фактор-пространство &/Г, 
вообще говоря, не компактно. 

По-видимому, хотя это и не доказано, для справедли- 
вости теоремы об алгебраических соотношениях необходимо, 

чтобы рассматриваемая дискретная группа была нормальна. 
Отметим, что даже в случае одного комплексного пере- 

менного теорема 0б алгебраических соотношениях справелд- 
лива не для произвольных дискретных групп. Класс дискрет- 
ных групп дробно-линейных преобразований единичного круга, 
для которых справедлива эта теорема, совпадает с тем клас- 
сом, который описан в настоящей главе. 

Перейдем к обзору содержания настоящей главы по 
параграфам. 

В $ 9 дано определение нормальных дискретных ‘групп. 
Это определение формулируется следующим образом. Вна- 
чале мы строим расширение фактор-пространства @/Г. В рас- 
ширенном пространстве М вводится топология. Условие нор- 
мальности состоит в том, что М в этой топологии сепара- 
бельно и компактно.
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В $ 10 определяется аналитическая структура в про- 
странстве М. Оказывается, что пространство М, вообще го- 
воря, не является комплексным многообразием. Можно лишь 
доказать, что оно представляет собой аналитическое нор- 
мальное пространство. Доказательство этого факта основано 
на одной теореме А. Картана, формулировка которой при- 
ведена в $ 10. Выполнение условий теоремы в нашем слу- 
чае устанавливается при помощи лемм, доказанных в § 11 
и 12. Теорема об алгебраических соотношениях автомати- 
чески следует из того, что М — компактное аналитическое 
пространство (см. Реммерт [1]). 

В $ 13 общая конструкция расширения проведена для 
так называемой модулярной группы Зигеля и некоторых ана- 
логичных групп. Полученное после расширения пространство 
совпадает с тем, которое было построено Сатаке (см. Са- 
таке [1] и А. Картан [2]). 

$ 9. Конструкция расширения фактор-пространства &/Г 

Пусть @ — некоторая классическая область, Г — диск- 

ретная группа ее аналитических автоморфизмов. В настоящем 
параграфе описана конструкция расширения фактор-про- 
странства &/Г, заключающаяся в следующем. Вначале вводится 
вспомогательное пространство У, состоящее из области @ 
и некоторого множества компонент границы этой области, 

называемых Г-рациональными компонентами. В нем естест- 
венным образом действует группа Г. Пространство М опре- 
деляется как фактор-пространство IM/T. 

Прежде чем излагать эту конструкцию в общем виде, 
проведем ее в простейшем случае: 4 — обычная верхняя 

полуплоскость (т. е. множество точек вида 2 = х iy, 
у > 0), Г — обычная модулярная группа. 

Обозначим через 3)» пространство, полученное присоеди- 
нением к 4 всех рациональных точек вещественной оси и 
точки со. Пространство М представляет собой фактор-про- 
странство З)/Г. Чтобы ввести топологию в пространстве М, 
достаточно, очевидно, ввести ее в пространстве ). Зададим 
топологию в ) базисом окрестностей. Окрестности точки 
2, Е @ определяются обычным образом. Окрестность точки со 
состоит из точек области @ вида у=тЕ>с > 0 и, ра- 

зумеется, самой точки со.
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Окрестность точки 2 = г (г — рациональное число) состоит 
из точек области &, лежащих внутри некоторой окружности, 
касающейся вещественной оси в точке & = г, и самой точки г. 

Очевидно, построенное таким образом пространство М 
гомеоморфно двумерной сфере. Весьма важно для переноса 
этой схемы на общий случай дать правильное определе- 

ние аналогов рациональных точек в указанном выше примере. 
С этой целью заметим, что рациональные точки — это пара- 
болические точки для модулярной группы. 

Напомним определение параболических точек. Совокуп- 
ность всех дробно-линейных преобразований верхней полу- 
плоскости, оставляющих на месте заданную точку границы 2х, 
описывается следующим образом. Отобразим точку 2% в со. 
Преобразования, сохраняющие бесконечно удаленную точку 
Ha M2cTe, имеют вид 

2 —^2-Е В, (1) 

где > 0, В — произвольное вещественное число. 
Совокупность преобразований вида (1) с ^—=1 образует 

параболическую подгруппу А группы всех преобразований, 
оставляющих на месте точку со. 

Пусть 2, — некоторая точка границы; условимся через 
А (2) обозначать параболическую подгруппу, соответствую- 
щую точке 25. Точку 2, границы области 4 будем называть 
параболической точкой для группы Г, если пересече- 
ние группы Г с группой А (2) содержит хотя бы один OT- 
личный от единичного элемент. 

Введем обозначения. Пусть ‹Я — некоторая компонента 
границы области 9. Положим 

Г, (Я ) =, («Я ) ПГ, &=1, ..., 5, | 

0’ (9) = 4, («Я )/ (7), Г’ (Я) = Г, («Я Г. (9), | (2) 
С" (Я) = 0, («Я )/3ь («Я ), Г" («Я )=Г, («Я (9). 

Следующее определение Г-рациональной компоненты 
можно рассматривать как естественное обобщение определе- 
ния параболической точки в случае одного переменного. 

Определение. Компонента ‹Я границы области @ 
называется Г-рациональной, если 

1) фактор-пространство С. («Я )/Г. (Я ) компактно, 
2) Г’ (‹Я ) — дискретная подгруппа группы С’ («Я ).
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Из леммы 2 $ 14 следует. что если компонента с‹Я является 
Г-рациональной, то фактор-пространства С, (Я )/Г. («Я ) и 

Сза (Я )/Гза («Я ) компактны (здесь Оз (Я) = Ц. (Я )/Ц4 («7 ) 
и аналогично Г-, (<Я ) = Г («Я )/Г. (© )). Отсюда очень просто 
вытекает следующее предложение: 

Лемма 1. Пусть сЯ — некоторая Г-рациональная 
компонента. Тогда группа Г” («Я ) является дискретной 
подгруппой группы G" (F ). 

Доказательство. Заметим, что каждому элементу 
группы С, (‹Я ) можно сопоставить автоморфизм в абелевой 
группе Ц, (‹Я). Действительно, каждому &Е(0, («Я ), по- 
скольку С. (Я) — нормальный делитель в Ц, («Я ), соответ- 
ствует следующий автоморфизм группы: 

h—> ghg. (3) 

Пользуясь матричной реализацией группы С, («Я ), легко про- 
верить, что ядро отображения группы С, (Я ) в группу авто- 
морфизмов группы С, (Я) совпадает с группой О, (Я ). 
Группа С. (‹Я ), как нетрудно видеть, представляет собой 
векторное пространство над полем вещественных чисел. Сле- 
довательно. С” (‹Я ) является подгруппой группы линейных 
преобразований соответствующего векторного пространства. 

Преобразования, принадлежащие группе Г” (‹Я ) в не- 
котором базисе, а именно в базисе решетки Г, (‹Я ), записы- 
ваются целочисленными матрицами. Следовательно, группа 
Г” («Я )— дискретная подгруппа соответствующей полной 
группы линейных преобразований, и тем более дискретная 
подгруппа группы С” («Я ). Лемма доказана. 

Перейдем к построению пространства М. Вначале вве- 
дем вспомогательное пространство Me. 

Пространство % для данной группы Г представляет собой 
теоретико-множественную сумму области & *) и всех Г-рацио- 
нальных компонент. В 3 естественным образом действует 
группа Г. Согласно указанному выше рецепту, мы опре- 
делим М как фактор-пространство З\/Г. 

Для описания пространства М, в частности, для описания 
топологии в нем **), удобно применять ориентированные 
  

*) Отметим, что 9 можно рассматривать как «несобствен- 
ную» Г-рациональную компоненту. 

**) Топологию в пространстве ЭХ мы вводить не будем, а сразу 
введем ее в пространстве М.
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графы, т. е. системы точек на плоскости, соединенных 
направленными отрезками. 

Граф пространства М строится следующим образом. 
Сопоставим каждому классу Г-эквивалентных (т. е. экви- 
валентных относительно Г) компонент, принадлежащих 5, 
точку на плоскости. Условимся точки 4 к А. соединять 
отрезком со стрелочкой, направленной от А, к Abo, в сле- 
дующем случае: если для любой компоненты сЯ |, соответ- 
ствующей точке А,, среди рациональных относительно Г’ (Я |) 
компонент содержится компонента с‹Я., соответствующая 
точке 45. Полученная совокупность точек и направленных 
отрезков называется графом пространства М. 

Мы будем предполагать в дальнейшем выполнение сле- 
дующей гипотезы. 

Сепарабельность. В каждой точке графа про- 
странстза М сходится лишь конечное число напразлен- 
ных отрезхов. Эта гипотеза эквивалентна сепарабельности 
пространства M в его естественной топологии. 

Топологии в Qt, приводящие к одинаковой топологии 
в М, могут быть весьма различными, поэтому их рассмо- 
трение нецелесообразно. | 

Перейдем теперь к описанию топологии в пространстве М. 
Пусть «Я, «Я .„...-—о полная система неэквивалентных 
между собой компонент с‹Я Е 3. Положим М, = F „/Г’(« ,). 
Пространство М = ЭГ является, очевидно, теоретико-мно- 
жественной суммой М, 

М= Мм М, -..., 

где М, = @/Г. 
Пусть & Е М, = ‚/Г’ (Я ,). Рассмотрим полную систему 

неэквивалентных относительно Г компонент из YK, Ha rpa- 
нице каждой из которых лежит ‹Я ;. Согласно нашему пред- 
положению, число их конечно. Обозначим их через 
<Я 1,..., с п. 

Пусть @,, ..., О, — какие-нибудь цилиндрические мно- 

жества соответственно в компонентах oF |,..., с п с осно- 
ваниями У, ..., Уи, лежащими в Я у. Мы предполагаем, 

конечно, что 2Е\У,, Е =1,..., т. Положим И = Ф- 
+Q,+ ... +Q,,, rae @, — некоторое открытое множество 
B oF ;, содержащее точку 2. Окрестность точки 25 опре- 

деляется`как образ (И при естественном отображении 3 на
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М = ЭГ. Очевидно, что для каждой точки пространства М 
есть счетная база окрестностей. 

Лемма 2. Пусть F ,, FoEM, F,—I’ (F „-рацио- 
нальная компонентаиУ — ко ипактное подмножество «Я |. 
Всегда существует такое цилиндрическое множество 9 

8 «Я. с основанием с что если 2ЕО и 1260, 

206 ТЕГ! (9, mo {oF \= 
Доказательство. Без ограничения общности можно 

принять, что «Я › = @. Обозначим «Я | через «Я. Восполь- 
зуемся канонической реализацией области , соответствую- 
щей компоненте oF . 

Для простоты будем считать, что & — неприводимая 
область. Как мы знаем, аналитические преобразования Q 
задаются матрицами, которые естественно рассматривать как 
клеточные матрицы третьего порядка (cM. ra. I). 

Можно непосредственно показать, что если 2, 2260, 
где 2 — некоторый аналитический автоморфизм, а @ — доста- 

точно малая цилиндрическая область с основанием У, то 
у соответствующей матрицы левый нижний элемент #., тоже 

мал. Если бы он не был равен нулю, то выбрав элемент 
СЕГ. («Я ), мы построили бы сходящуюся последовательность 

различных элементов группы Г 

= | de, Bo = Bi 88). ... (4) 
Поскольку группа Г дискретна, в ней не может существо- 
вать такого элемента 2. Следовательно, при достаточно малой 
цилиндрической области Q из вложения 2, 12 СО, где 1СГ. 

вытекает обращение в нуль левого нижнего элемента Yo) 
в матрице 1. В этом случае элементы 12, и ]3› матрицы 1 
также должны быть малы при достаточной малости @. Они 
равны нулю, ибо иначе мы построили бы сходящуюся последо- 
вательность элементов группы Г вида (4) с некоторым 4, 
являющимся элементом общего положения в Г. (с ). 

В случае любой области @ рассуждение проводится 
аналогично. 

Теперь мы можем показать, что М является сепарабельным 
хаусдорфовым пространством. Как мы указывали выше. М 
имеет счетный базис в каждой`точке. Кроме того, очевидно, 

что каждое М, содержит счетное всюду плотное множество 
ОО: 

  

точек, Следовательно, множество М = У М, сепарабельно. 
k=0
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Покажем, что М хаусдорфово. Пусть 2,, 22 Е М. У этих 
точек существуют непересекающиеся окрестности И} и Ц(.. 
Действительно, пусть 21 Е М; и 2ЕМ,.. Если Л =], то 
наше утверждение сразу следует из доказанной выше леммы 
и дискретности Г’ (Я }). 

Пусть теперь М, == М,. Покажем вначале, что суще- 
ствует окрестность (/ точки 2, не содержащая точку 21. 

Пусть <Я 1, ..., ‹ п полная система неэквивалентных 
компонент, на границе которых лежит F }- Обозначим через @ 
достаточно малое цилиндрическое множество в @ с осно- 
ванием УС-Я ‚, причем 2.СУ. Согласно доказанной выше 
лемме, мы можем считать, что если 2, 120, то 125 = 2p. 
Следовательно, все точки из @, эквивалентные точке 2), 
имеют вид 120, где 12. = 20, а 2, — некоторая фиксированная 
точка из (©. Отсюда ясно, что, уменьшая 0, мы можем 
добиться того, чтобы оно не содержало точек, эквивалентных 
точке 21. Аналогично можно выбрать цилиндрические MHO- 
жества ©, ..., Оз в компонентах «Я |, ..., с п, не содер- 
жащие точек, эквивалентных точке 2. Образ множества 

U=Q+90,+ ... +Q,, при естественном отображении 
3) —> М представляет собой искомую окрестность. 

Аналогичными рассуждениями можно доказать, что Ye 
хаусдорфово. Сформулируем теперь основное для настоящей 
главы определение. 

Определение. Нормальными дискретными 
группами аналитических автоморфизмов классических обла- 
стей условимся называть дискретные группы, для которых 
пространство М сепарабельно и компактно. 

Легко доказываются следующие свойства нормальных 
групп: 

1) Граф пространства М состоит из конечного числа 
точек. Действительно, в противном случае существует беско- 
нечное число Г-неэквивалентных рациональных компонент. 
Возьмем в каждой из них по точке, занумеруем их произ- 
вольным образом и рассмотрим полученную последователь- 
ность. Ясно, что у этой последовательности нет предельных 
точек. Это противоречит компактности пространства М. 

2) Объем фундаментальной области М, = O/T конечен. 
Действительно, из компактности М вытекает, что фунда- 

ментальная область содержится в конечном числе цилиндри- 
ческих областей. Нетрудно проверить, что если Г— цилиндри-
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ческая область с основанием в некоторой Г-рациональной 
компоненте of, TO фактор-пространство Т/Г. («Я ) имеет 
конечный объем. Отсюда и вытекает наше утверждение. 

Если @ — круг |2| < 1, то К. Зигелем [7] доказано, что 
справедливо обратное предложение, т. е. если фундаменталь- 
ная область М, = @/Г имеет конечную площадь по Лобачев- 
скому, то соответствующее пространство М компактно. 

Весьма вероятно, что аналогичная теорема справедлива 
в общем случае, но доказать это, по-видимому, очень трудно. 

В заключение приведем несколько иное определение нор- 
мальных дискретных групп. 

Пусть @ — классическая область, и Г — дискретная группа 
ее аналитических автоморфизмов. Предположим, что из любой 
последовательности точек P| можно выделить подпоследова- 
тельность 21, 2.,..., Для которой существует некоторая 
последовательность 11, 12, ... ЕСГ, причем либо 1,2, —> 2, 6 ®, 
либо существует Г-рациональная компонента ef и такая 
точка 2 Ес ‚, что для любой цилиндрической области О 
с основанием Ус сЯ (2 ЕМ) существует такое т, что 
+2, © © при всех А >. т. В этом случае условимся говорить, 
что для группы Г имеет место свойство А. 

Легко показать, что если для группы Г выполняется свой- 
ство А, то у нее есть лишь конечное число неэквивалентных 
Г-рациональных компонент. 

Нетрудно видеть, что группа Г нормальна тогда и только 
тогда, когда для нее и для всех групп Г’ («Я ) имеет место 

свойство А. В $5 13: мы будем пользоваться этим предло- 
жением. 

$ 10. Аналитические нормальные пространства 

В настоящем параграфе вводится аналитическая структура 
в пространстве М (см. 8 9). В случае одного комплексного 
переменного можно доказать, что М является комплексным 
многообразием. В общем случае это уже не так. Однако, 
как будет доказано ниже, М представляет собой аналитиче- 
ское нормальное пространство. Аналитические нормальные 
пространства представляют собой довольно широкий класс 
комплексных многообразий с особенностями, в то же время 
они обладают еще многими хорошими свойствами, например, 
на них переносится известная теорема об алгебраических



$ 10] АНАЛИТИЧЕСКИЕ НОРМАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 103 

соотношениях для мероморфных функций на компактном 
комплексном многообразии (Реммерт [1]). 

Мы приведем сейчас определение аналитических нормаль- 
ных пространств, разработанное в трудах Бенке, Штейна, 
А. Картана. Вначале дадим принадлежащее Серру понятие 
кольцованного пространства (А. Картан [3]). 

Топологическое хаусдорфово пространство Х, в каждой 
точке х которого определено подкольцо А, кольца всех 
ростков непрерывных комплекснозначных функций в этой 

точке, называется кольцованным пространством. 
Через А обозначается набор колец А... 

Для таких пространств естественным образом могут быть 
определены гомоморфизмы и изоморфизмы. 

Пусть И — область в комплексном пространстве СМ. 
Аналитическим подмно жеством в И называется 

замкнутое подмножество У < ЦИ, которое в достаточно малой 
окрестности любой своей точки представляет собой множе- 
ство общих нулей некоторого конечного числа аналитических 
в этой окрестности функций. 

Отметим, что каждое аналитическое множество предста- 
вляет собой кольцованное престранство, если в качестве A, 
взять совокупность функций, индуцированных функциями, 
аналитическими в некоторой окрестности точки Хх. 

Кольцованное пространство называется аналитиче - 
ским пространством, если для каждой его точки суще- 
ствует окрестность, изоморфная как кольцованное простран- 

ство некоторому аналитическому подмножеству в СУ 
Кольцованное пространство называется нормальным, 

если каждое локальное кольцо А, представляет собой цело- 
замкнутую область целостности. 

Напомним, что областью целостности называется 
всякое коммутативное кольцо без делителей нуля. Область 
целостности О называется целозамкнутой, если всякое 
решение уравнения 

yrtay t+ ... +a,=0, 
rie a,,..., а, О, принадлежащее полю отношений области 
целостности О, принадлежит ей самой. Например, кольцо 
целых чисел является целозамкнутой областью целостности. 

Точка хЕХ называется регулярной, если у нее суще- 

ствует окрестность, изоморфная области в СМ.
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Мы покажем, что в определенном в $ 9 пространстве М 
можно ввести структуру аналитического нормального про- 
странства так, что на каждом М, = „Г (Я }), где 

oF ‚— некоторая Г-рациональная компонента, она будет 

совпадать с имеющейся там естественной аналитической 

структурой. 
При доказательстве этого утверждения мы будем пользо- 

ваться теоремой А. Картана о продолжении аналитических 
нормальных пространств (А. Картан [1]). 

Пусть Х — локально компактное пространстзо. У — от- 
крытое всюду плотное множество в Хи W=XV. 
Предположим, что на У определена структура аналити- 
ческого нормального пространства размерности т. 

А. Картан ставит вопрос: существует ли на Х струк- 
тура аналятического нормального пространства со сле- 
дующими свойствами: 

a) на У она индуцирует заданную выше структуру; 
В) W — аналитическое подпространство X размерно- 

сти, меньшей т. 

Как замечает А. Картан, если такая структура воз- 
можна, то она единственна. 

Действительно, пусть хЕХ. Кольцо А, ростков непре- 
рывных комплекснозначных функций в точке х определяется 
однозначно следующим условием: функция / принадлежит А, 
тогда и только тогда, когда она непрерывна в некоторой 
окрестности М точки х и в каждой точке уСИйПуУ принад- 
лежит В, (В, — кольцо ростков аналитических функций 

в точке у). 
Как показал А. Картан, выполнение следующих трех усло- 

вий достаточно для существования искомой структуры: 
1) любая точка хЕМ\ имеет фундаментальную си- 

стему окрестностей, пересечение которых с У связно; 
2) всякая точка х, Е И имеет окрестность (, в кото- 

рой функции, непрерывные в (И и аналитические в ка- 
ждой точке из УПО, разделяют *) все точки УПИ; 

3) естественно возникающая на М структура А колец 
ростков непрерывных функций индуцирует на Я стоуктуру 
  

*) Говорят, что функция f (2) разделяет точки 2, и 22, если 

f (21) # Л (22).
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аналитического нормального пространства размерности, 
меньшей т. 

В качестве примера применения теоремы А. Картана 
докажем следующее утверждение, которое будет использо- 
вано в дальнейшем: 

Пусть @ — некоторое комплексное многообразие, 
Г — дискретная группа его аналитических автоморфиз- 
mos. B фактор-пространстве @&/Г всегда можно ввести 
структуру аналитического нормального пространства. 

Доказательство. Прежде всего заметим, что если 
группа Г не содержит нетривиальных преобразований с не- 
подвижными точками, то естественное отображение GY > Q/T 
локально взаимно однозначно и, значит, определяет на O/T 
структуру комплексного многообразия. 

Перейдем теперь к доказательству нашего утверждения. 
Обозначим через Dy) совокупность всех точек &, не являю- 
щихся неподвижными точками для элементов группы Г. Поло- 
жим теперь Х = @/Г и У = Г. Ясно, что @, а значит 
и У, являются комплексными многообразиями. Покажем, что 
для Хи У выполняются условия теоремы А. Картана. 

Пусть хх Е\М = Х \ У. Обозначим через уу какой-нибудь 
прообраз этой точки в 4. Нетрудно видеть, что любая 
фундаментальная система окрестностей точки у при есте- 
ственном отображении 9 -> @/Г переходит в фундаменталь- 
ную систему окрестностей точки х,. Отсюда сразу следует 
выполнение условия 1) теоремы А. Картана. 

Чтобы показать выполнение условия 2), достаточно найти 
для любой точки УЕ @ \ @% такую ее окрестность ЦИ, 
в которой аналитические и Г-инвариантные *) функции раз- 
деляли бы все Г-неэквивалентные **) точки. 

Обозначим через Гу совокупность всех 1ЕГ таких, что 
1 (Yo) = Yo. Выберем ок рретность И точки уу столь малой, 
чтобы из непустоты ИПТт(И) вытекало 1ЕГ.. Далее, мы 
можем считать, что окрестность И Гу-инвариантна. Пусть уу, 
УСОИ. Если у, == ту. при любом 1Е Гу, то существует такая 
аналитическая в И функция / (2), что 

Л(1У) =0 и Л(1у2)=1 

*) Функции, для которых имеет место функциональное уравне- 
ние (г) = /(1г) при всех {Е Г, называются Г-инвариантны ми. 

Две точки =; и 2. называются Г-эквивалентными, если при 
некотором 1ЕГ имеет место соотношение 2. = 12. 
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при всех {С Гу. Функция ф (2) = > 1(42) Г-инвариантна и 
Те *о 

разделяет точки у; и у2. Мы показали, что условие 2) также 
выполняется. 

Заметим теперь, что в достаточно малой окрестности И 
точки Уд можно выбрать систему координат, в которой все 
преобразования из Гу линейны. 

Совокупность неподвижных точек для Гу в этой системе 
координат будет линейным подпространством и, значит, под- 
многообразием многообразия &. Отображение @ \ Gy nwa М 
локально взаимно однозначно, следовательно, индуцированная 
на \ структура есть структура комплексного многообразия. 
Таким образом, условие 3) также выполняется. Наше утвер- 
ждение доказано. 

Мы покажем сейчас, что построенное в предыдущем 
параграфе пространство несет на себе структуру аналитиче- 
ского нормального пространства. Для этого применим тео- 
рему А. Картана в случае Х = М, У =М.. 

Проверка условия 1). Пусть х Е «Я ;. Рассмотрим 
последовательность цилиндрических областей (©, с основа- 
ниями В, Ес /, ХЕ В). Предположим, что 

12,=9% Пв,=о. 
п=1 n=1 

Тогда, как нетрудно видеть, существует фундаментальная 
система окрестностей Ц, точки ху такая, что И „ [|] М,— образ @, 

при естественном отображении & —> @/Г. Каждая цилиндри- 
ческая область ©, связна. Следовательно, И, П /\Щ, как непре- 

рывный образ @,„, также связно. 
Проверка условия 2). Пусть опять ХЕ сЯ д. Из 

леммы 2 $ 9 вытекает существование такой цилиндрической 
области @ с основанием Все }, хЕВ, что если ZEQ 
{2 @, где ТЕГ, то 1х, = х. Обозначим через И такую 
окрестность точки X 9, что ИПМ; есть образ @ при есте- 
ственном отображении &@ —> @/Г. 

Каждая непрерывная в (/ и аналитическая в Лк ПИ функ- 
ция индуцирует в (’некоторую Гу-инвариантную аналитическую 
функцию (Г, — совокупность таких 1ЕГ, что 1(х) = Xp) 
Отобразим область D на некоторую область Зигеля $5 так. 
чтобы все преобразования, оставляющие точку ху на месте,
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стали бы линейными преобразованиями; а все преобразования, 
переводящие SF j, в себя, стали бы квазилинейными. 

Заметим, что якобиан любого преобразования 1, Гу 
в области $ равен 1. Следовательно, понятия Гу-инвариантной 
функции и Гу-автоморфной формы совладают (см. определе- 
ние в $ 11). 

Из непрерывности функции в И вытекает, что индуциро- 
ванная ею функция в @ «аналитична в бесконечности» 
в смысле $ 12. Из леммы 1 5 12 очевидным образом следует 
обратное утверждение, а именно, любая аналитическая в ©, 

Г -инвариантная функция, которая «аналитична в бесконеч- 
ности», индуцируется некоторой непрерывной в И и анали- 

тичной в (ПМ функцией. 
Из леммы 4 $ 12 вытекает, что любые две Гу-неэквива- 

лентные точки области Q можно разделить аналитическими 
в Я Г\-инвариантными и «аналитическими в бесконечности» 
функциями. 

Проверка условия 3). Покажем теперь, что есте- 
ственно возникающая на \\ структура колец ростков непре- 
рывных функций индуцирует на \ структуру аналитического 
нормального пространства размерности, меньшей, чем т. 
Прежде всего, из леммы 1 5 12 получаем, что индуцирован- 
ная на \ кольцевая структура совпадает на каждом М, 

с имеющейся там естественной аналитической структурой. 
Покажем теперь, что структура, определенная на \, пред- 
ставляет собой структуру аналитического нормального про- 
странства. 

Обозначим через \. совокупность всех М; таких, что на 

границе соответствующей компоненты F ; He содержится 

никаких других компонент oF из $. Обозначим через \, 
совокупность всех М, таких, что на границе соответствующих 

компонент «Я, могут содержаться только такие компоненты oF , 

что соответствующее пространство М == «Я /Г' (сЯ ) принад- 
лежит \.. Аналогично индуктивным образом мы опреде- 
лим \,, \. ит. д. Ясно, что существует такое Rk, что 
\, =\. Мы покажем сейчас индукцией по /, что и, является 

аналитическим нормальным пространством размерности, равной 
максимальной размерности входящих в него М,. Для / =0 
это очевидно, поскольку \’. представляет собой объединение 
не более чем счетного числа замкнутых и не пересекающихся
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множеств /МШ,, причем индуцированная на каждом М, струк- 
тура совпадает с уже имеющейся там структурой аналити- 

ческого нормального пространства. 
Пусть мы уже доказали, что \, несет на себе структуру 

аналичического нормального пространства; покажем, что 
на \,.,, также имеется структура аналитического нормального 
пространства. ,., представляет собой объединение не более 
чем счетного числа замкнутых непересекающихся множеств. 
Очевидно, достаточно доказать наше утверждение для любого 
из этих замкнутых подмножеств. Для доказательства мы опять 
применяем теорему Картана. По тем же причинам, что и выше, 
условия 1) и 2) этой теоремы выполняются. Условие (3) 
выполняется в силу предположения индукции. 

Сформулируем для нормальных дискретных групп опреде- 
ление автоморфной функции. 

Пусть /] (2) некоторая мероморфная в &@ и Г-инвариантная 
функция. Ее можно рассматривать как мероморфную функ- 
цию на М. Если ее можно продолжить как мероморфную 
функцию на все М, то это продолжение, очевидно, един- 

ственно. 
Определение. Г-инвариантная мероморфная в &@ функ- 

ция называется автоморфной, если соответствующая ей 

функция на М, продолжима мероморфным образом на все М. 
Справедлива следующая важная теорема, называемая обычно 

теоремой об алгебраических соотношениях: 
Теорема 1. //оле автоморфных относительно данной 

дискретной группы Г функций изоморфно полю алгебраи- 
ческих функций от п неизвестных, где п — комплексная 
размерность области 9. 

Доказательство. Согласно теореме Реммерта (Рем- 
мерт [1]), поле мероморфных функций на компактном анали- 
тическом нормальном пространстве изоморфно полю алгебраи- 
ческих функций от г неизвестных, где г не превосходит 
комплексной размерности пространства, т. е. п. Остается 
показать, что г=и. С помощью рядов Пуанкаре можно 
доказать (см. лемму 2 $5 11), что существует п аналитически 
независимых мероморфных функций. 

Отметим в заключение следующую теорему: 
Теорема 2. Пусть BD — классическая область, являю- 

щаяся произведением неприводимых областей, размерность 
каждой из которых больше 1; Г — нормальная дискретная
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группа. Любая Г-инвариантная мероморфная в &@ функция 
является автоморфной функцией, т. е. аналитически 

продолжима на все М. 
Доказательство сразу следует из того, что в условиях 

теоремы комплексная размерность М`\ Му по крайней мере 
на две единицы меньше, чем размерность М, следовательно, 
любая мероморфная в М, функция мероморфно продолжима 
на все М. 

$ 11. Ряды Пуанкаре 

В настоящем параграфе изучаются ряды Пуанкаре. С по- 
мощью результатов. настоящего и следующего параграфов 
будет установлена лемма 4, из которой вытекает выполнение 
одного из условий теоремы А. Картана. 

Вначале дадим определение автоморфных форм. 
Пусть @ — некоторая область, Г — дискретная группа 

аналитических автоморфизмов этой области. 
Определение |*). Аналитическая в & функция ] (2) 

называется Г-автоморфной формой веса т, если она 
удовлетворяет функциональному уравнению: 

ЛС (2) ) Лт (2) =Л (2) при всех ТЕГ, (1) 
где /, (2) означает якобиан преобразования 2 —> 1 (2). 

Заметим, что при аналитическом отображении 2 — 2, = $ (2) 
области @ на некоторую область &, Г-автоморфные формы 
преобразуются следующим образом: 

(2) > (97 (2) ) Hea (%)- (2) 
В случае, когда область & ограничена, существует очень 

удобный метод конструкции Г-автоморфных форм с помощью 
предложенных А. Пуанкаре рядов. 

Пусть Г — произвольная дискретная группа аналитических 
автоморфизмов ограниченной области @. 

Ряд 

У 17 (2) Ё (3) 
ТЕГ 

*) Это определение несколько расходится с обычной термино- 
логией. Правильней автоморфными формами называть рещения 
функционального уравнения (1), на которые (см., например, $ 16) нало- 
жены еще дополнительные гипотезы о поведении вблизи некоторых 
граничных точек. В У Ши 12 мы все же будем пользоваться этим 
определением. 
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равномерно сходится в любой компактной подобласти 
области &@ (Зигель [1], стр. 103). 

Следовательно, ряд 

У № (1 (2)) 1" (2), т>2, (4) 
ТЕГ 

где й(2) — ограниченная аналитическая в & функция, пред- 
ставляет собой аналитическую в 4 функцию. Легко прове- 
рить, что для него выполняется уравнение (1), и значит, он 
представляет собой автоморфную форму веса т. Для изучения 
рядов Пуанкаре полезно предварительно изложить построение 
некоторой специальной фундаментальной области. 

Определение 2. Под фундаментальной об- 
ластью мы будем понимать замкнутое множество, ограни- 
ченное конечным или счетным числом вещественно аналити- 
ческих многообразий, причем для каждой точки области GO 

должна существовать хотя бы одна точка фундаментальной 
области, Г-эквивалентная ей, и любые две внутренние точки 
фундаментальной области должны быть Г-неэквивалентны 

друг другу. 
Обозначим через Р совокупность точек GY, для которых 

|1. (2)|<1 при всех ТЕГ. Мы покажем, что если в Г нет 
нетривиальных отображений с якобианом, по модулю тожде- 
ственно равным 1, то ЕЁ является фундаментальной областью 

в указанном выше смысле. Действительно, очевидно, что F 
замкнуто. Обозначим через Р, совокупность точек 2ЕР, 
для которых |7. (2)| < 1 при всех 1, за исключением 1 ==. 
Очевидно, Ру представляет собой открытое множество. Точки, 

принадлежащие F, HO не принадлежащие Р‹, очевидно, 
содержатся в какой-нибудь из счетного числа гиперповерх- 
ностей | /. (2) | =1. Для каждой точки 2 ЕД) существует 
эквивалентная ей точка 2’ЕР. Действительно, ввгду сходи- 
мости ряда (3) среди чисел J, (2), YEP, существует наиболь- 
шее по модулю. Обозначим его через 1+ (2). Положим 
2’ = 102. Тогда 

Ла, (2%) АЛ бо = | |< (5) 
и значит, 2’E F. 

Пусть 2 ЕРуи 2. =1(2,) С Ру, тогда 

Л; -1 (22) J, (21) = S741 (21) Jy (2,)=J, (2) = |. 
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Этого не может быть (см. определение Ру). Следовательно, 
среди точек Ру нет Г-эквивалентных. 

Установим одно полезное для дальнейшего свойство 
построенной нами фундаментальной области. Покажем, что 
любое замкнутое множество Де) можно покрыть конечным 
числом образов Р. 

Действительно, если 25 ЕП} и 2, =1,2, Е К, то 

. . ] 

hi, A) =A, 4) = Foe et (6) 
Ввиду равномерной сходимости ряда (3) в Do, может быть 
лишь конечное число различных 1, для которых справедливо 
последнее неравенство. 

Рассмотрим теперь случай, когда существуют нетривиаль- 
ные отображения 1ЕГ с якобианом, тождественно равным 
единице. Из (3) ясно, что таких отображений существует 
лишь конечное число. Ясно также, что они образуют группу, 
которую обозначим через Гу. Р определяется так же, как и 
выше. Ру определяется как совокупность всех 2, для которых 
|1. (2)| <1 при всех ТЕГ, за исключением 7 ET). 

Как и выше, устанавливается, что любая точка | экви- 
валентна некоторой точке из Р и что если две точки 21 и 2, 
из Ро эквивалентны между собой, то 22 = 1у2,, где оС Гу. 

Следующая лемма устанавливает возможность разделения 
при помощи рядов Пуанкаре Г-неэквивалентных точек @. 

Лемма |. Для любых двух точек 2] и 20, неэквива- 
лентных относительно Г, существуют такие ряды Пуан- 
каре +, (2) и %5(2) одного веса, что 

$1 (21) $2 (25) — Фи (22) Фо (21) == 0. (7) 

Доказательство. Без ограничения общности можно 
считать, что 2; и 2. принадлежат Г. Заметим, что при т —> со 

(2) = №  #(12) Л (2) +01). (8) 
[Л (2) [=1 

Выберем #,(2), {=1, 2, так, чтобы выполнялись условия: 

hy (21) Из (25) — №1 (22) he (21) # 0, (9) 

h,(yz;)=0, если LF, (2p l= 1, 12; # 2). (10) 

Условия (9) и (10) совместны, поскольку точки 2; и 2. 

неэквивалентны. Обозначим через 5, число таких 1, что
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12, =2,. Очевидно, что 1, имеющие общую неподвижную 

точку, образуют группу. Следовательно, согласно теореме 

Лагранжа, из 12; =2; вытекает, что yixe и, значит, 

. 5; e 

(11 (2) 7 = 5} (2) = 1. 

Пусть т = Т$152, Ту —> со; тогда 

из (9) и (11) утверждение леммы вытекает тривиально. 
Заметим, что аналогичным способом можно доказать не- 

сколько более общее предположение, а именно: пусть 
+.» 2, — некоторая система попарно неэквивалентных 

точек. Тогда существуют такие ряды Пуанкаре $;, ..., $, 
одного веса, что 

фи (21)... Фр (21) 

1 (22)... Фр (22) + 0, (12) 

фи (2р)... Фр (2р) 

Очевидно, из (12) вытекает существование ряда Пуанкаре 
достаточно большого веса, принимающего в точках 21, ..., 2, 
любые наперед заданные значения. 

Лемма 2. Пусть 2ЕР не является неподвижной 
точкой ни для одного из преобразований группы Г, за 
исключением тождественного. Тогда существуют ряды 

  

Пуанкаре $, ..., $, для которых 

fo +++ Fn 

09% 09 
0 

9% 0% 
02, °° O02,   = 2p 

Доказательство. Будем, как и выше, искать их 
в виде 

(г) = Dh, (12) 1" (2). (13) 
тег
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При достаточно больших т поведение функций <, (2) 
зависит только OT тех членов ряда (13), для которых 
| J, (Zo) | =1. Положим 

= >» вал. 

  

  

  

  

    

Jy (20) |= 

Очевидно, достаточно выбрать й,(2) так, чтобы 

< ... ®, 
db, do, 
02, ‘`` дг + 0. 

ab, do, 
OZ, ~° гп |„- 2. 

Последнее нетрудно сделать, пользуясь тем, что точки 12 
различны при различных 1. Отметим, что без предположения 
о том, что 2, не является неподвижной точкой ни для одного 
из преобразований, наше утверждение неверно. Действительно, 
пусть точка 25 является неподвижной точкой для некоторых 
преобразований из Г. Эти преобразования образуют конечную 
группу А. Разложим ряд Пуанкаре ‹(2) в степенной ряд 
с центром в точке г. Для простоты выкладок будем считать, 
что 2, — начало . координат. Согласно известной теореме 
А. Картана (см. Б. А. Фукс [1], стр. 31), можно считать, 
что ТЕК являются линейными и даже унитарными преобразо- 
ваниями. Таким образом, 

$ (12) = е$ (2), 

где = — корень из Ги ТЕК. Следовательно, либо ф, либо 
какая-нибудь из ее частных производных равна 0. 

При помощи рассуждений, аналогичных изложенным выше, 
легко получается следующая лемма. 

Лемма 3. Пусть 2, не является неподвижной точкой 
ни для одного из преобразований группы Г, кроме тожде- 
ственного. Тогда для всех достаточно больших т, для 
некоторого а > 0 и для любой последовательности аь,... he 

($=А- ... + А, < ат) комплексных чисел существует 
такой ряд Пуанкаре $ (2), что 

0$ 
А. = Gp, ... k,: (14) 

dz," ... дат г 
n 12=2
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Эта лемма обобщается на случай, когда 2, — неподвижная 
точка. Именно, можно доказать, что единственные ограни- 
чения на возможный выбор @,...ь, суть следствия функцио- 
нальных уравнений для автоморфной формы для таких Т, 
которые оставляют на месте точку 2%. 

В дальнейшем важно уметь оценивать ряды Пуанкаре 
вблизи границы области. 

Условимся в следующих обозначениях: 
Пусть 4 — некоторая ограниченная область; 2-—> м — 

—= (Z) — взаимно однозначное аналитическое отображение & 
на некоторую область &’, Г — дискретная группа аналити- 
ческих автоморфизмов области 4; Г’ = $Гф`!— соответствую- 
щая группа автоморфизмов области О’. Отметим, что область О’ 
может быть неограничена. 

Подмножество Го @’ условимся называть правил\ ным, 
если существуют такие зи №, что в любом полицилиндре 
C(@p, =)*), где в, ЕТ, имеется не более № Г”’-эквиналент- 
ных **) между собой точек. 

Лемма 4. Пусть /,(2)— некоторый ряд Пуанкаре’ 

Функция } (4) = К ($1 (щ)) ь-, 0) ограничена на любом 
правильном подмножестве области Q’. 

Доказательство. Достаточно доказать, что функция 

k(w) = > 171 (9-1 (в) ) | 1.1 (в) 
7 

ограничена на любом правильном подмножестве. 
Действительно, из (4) сразу следует неравенство 

Л (2) | < c(k(w))?, 

где с — максимум модуля функции Й (2). 
Пусть Г—правильное подмножество области &’. Докажем, 

что функция А (&) ограничена на Т. Из общих свойств ана- 
литических функций легко вывести неравенство 

РЁ"! f \f(w) ede, A= fae, 
C (Wp, 7) C (Wp, 7) 

  

*) C (Wo, €)— 3TO MHOMKECTBO точек и аффинного комплексного 
пространства таких, что модуль любой координаты разности W — Wo 
не превосходит é. 

**) Предполагается, что С (Шо, =) 2 @'’ при любом шо Е Г.
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гле 45 — элемент евклидова объема аффинного комплексного 
пространства. 

Применим это неравенство, полагая ] (12) = J, (911 (%)) Ж 
X j,-1 (®), ® ЕТ, г==е, где €—TO же, что и в опреде- 

лении Г 

(ауле) || лв) Л (а) Рав. 
С (м, г) 

Далее, мы имеем 

Л (91) ) Jot (@) = fyg—1 (W) = fe-1,(@) = 
= je (1' (@)) J, (@). 

Следовательно, 

во < АУ | [1-9 Л, в 46. 
т’ C (Wo, &) 

Сделав в каждом из интегралов замену переменного UV = ¥’ (w), 

мы получим 

(шо < А" У, ||| ® 4 <" [ | de-1 (@ Pde. 
т’ D’ 

Действительно, ввиду правильности множества Т каждая 

точка 46 @& содержится не более, чем в № областях типа 

7{/(C (Wp, £)). 
Последний интеграл, очевидно, равен евклидову объему 

области @ и, значит, так как 4 ограничена, конечен. Лемма 

доказана. 

$ 12. Некоторые леммы 

Настоящий параграф содержит некоторые леммы, с по- 
мощью которых проверяются условия теоремы А. Картана 
(cm. § 10). 

Пусть @ — классическая область, Г — дискретная группа 
ее аналитических автоморфизмов, ‹Я — некоторая Г-рацио- 
нальная компонента. Отобразим 4 на область Зигеля с ба- 
30H Ff. 

В $ 9 показано, что строение фундаментальной области 
для группы Г «вблизи» с‹Я определяется подгруппой группы Г, 
состоящей из квазилинейных преобразований.
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В настоящем параграфе мы займемся изуением автоморф- 
ных форм относительно дискретных групп квазилинейных 
преобразований областей Зигеля. 

Пусть 5 — некоторая область Зигеля с базой «Я, 
Г — некоторая дискретная группа квазилинейных преобразо- 
ваний области 5, А — группа «параллельных переносов» 
области $ и пусть Г. обозначает пересечение ГПА. 

Для приложений нам нужны только такие дискретные 
группы Г, что фактор-пространство А/Г. компактно. В даль- 
нейшем мы будем считать выполненным это’ условие. 

Напомним, как определяются цилиндрические области. 
Определение I. Пусть @ — некоторая область в GQ, 

г — вектор из У. Цилиндрической областью $ (0, г) 
в области $5 называется совокупность всех == (2, ц, f), 
для которых 

112 — Кеё, (и, и) — гЕ\, 
tEQ 

Наиболее важными из автоморфных форм являются так 
называемые «аналитические в бесконечности» автоморфные 
формы. 

Определение 2. Г-автоморфная форма называется 
«аналитической в бесконечности», если она ограничена 
в любой цилиндрической подобласти области 5%. 

В дальнейшем будет показано, что для весьма общего 
класса групп.Г любая автоморфная форма «аналитична в бес- 
конечности». Следующие определения позволяют уточнить 
смысл «аналитичности в бесконечности». 

Определение 3. Пусть %., 4, ... —- последователь- 
ность точек из 5. Условимся говорить, что 

lim W, — to где ty С QD, 

у> со 

если для любой цилиндрической области S(Q, r) (EQ) 
существует такое у, что при у>> vy) TOUKA W, принадлежит 

$ (©, г). 
Определение 4. Пусть ] (<) — некоторая функция 

в $. Условимся говорить, что Пт / (%) = А, если для любой 
w—> ly 

последовательности %,Е5 такой, что Ит , =, сущест- 
у > .х, 

вует предел / (4) при у->со и он равен А.
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Лемма 1. Для любой «аналитической в бесконечности» 
Г-автоморфной формы f(w) seca в существует предел 

lim f(w)—v(). 
w—>t 

Предельная функция v(t) axanumuuna 8 F . 
Доказательство. Обозначим через А, подгруппу А, 

состоящую из преобразований вида 

&—>2-На, \ 

и > и, (1) 

f—>f, 

где &@ — произвольный вещественный вектор. 

Положим Г =ГПА,. Ясно, что Г, — коммутативная 
группа с таким числом образующих, какова размерность 
группы Ау, т. е. Гу — решетка в Ду. 

Пусть функция /(2, и, Ё) является Г-автоморфной фоэ- 
мой веса №. Из инвариантности / относительно преобразо- 
ваний группы Г, вытекает возможность разложения / в ряд 
Фурье следующего вида: 

Л(а, и, N= Dy, Neve, ©, z= BD raze (2) " 
где р пробегает решетку, взаимную к решетке Гу, т. е. со- 
стоящую из всех таких векторов р, что (0, а) — целое число 
при любом аЕГ.. 

Ясно, что каждая из функций ф, (и, 2) аналитична в об- 
ласти С”Х «#. 

Обозначим через У’ взаимный конус. (Взаимным ко- 
нусом называется совокупность таких р, что (р, у) > 0 для 
Bcex yEV.) 

Покажем, что если Г-автоморфная форма f (w) orpaHu- 
чена в любой цилиндрической области, то ф,(п, Г) =0 при 

рЕ\’ (У’ — замыкание конуса У”). 
Воспользуемся равенством Парсеваля 

1 - Пле- о ц, t)Pax = Vio, t) |2 e—4r У), (3) 

L р 

  

mes L 

где [. — основной параллелепипед *) решетки Гу. 
  

‚*) Основной параллелепипед — это параллелепипед, построен: 
ный на образующих решетки Гу.
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Если ф, (и, 2) == 0, то для всех достаточно больших у 

1 

ету < тез С | Фр (шо fo) |? Л P(X EY, Moy be) Pdx <C, (4) 
  

где С — некоторая константа *). | 
Из неравенства (4) сразу следует, что 

(о, y) >C,, ecm y—re€V, (5) 

C,— некоторая константа. 
Заменяя в (5) у на Лу, где A— вещественное число, и 

устремляя Х к со, мы получим из (5) неравенство 

(р, yy >, 

верное уже для любого уЕ\; из него следует, что рЕ\'. 
Покажем теперь, что функция Фу (и, Г) не зависит от и. 

Действительно, фактор-пространство А/ГПА компактно, и 
значит, функция (и, Р) имеет 2m периодов по ц, где 

т — комплэксная размерность и. Отсюда с помощью теоремы 
Лиувилля заключаем, что (4, Г) не зависит от и. 

Пусть теперь м, = (2, и, Ё,) — последовательность то- 
чек S, сходящаяся к точке КЕ 9. 

Мы покажем сейчас, что предел / (%) при и —>Ё суще- 
ствует и равен ty (fp). 

Без ограничения общности можно предположить, что и, 
ограничены, ЁЕ0, где @ — фиксированная окрестность 
точки fp. 

Ряд Фурье аналитической функции сходится абсолютно, 
следовательно, 

211%, (u, t)|e-2" © У) < со. (6) 

Из общих свойств аналитических функций ясно, что ряд (6) 
сходится равномерно по совокупности и, {, когда [Е О, 
а и ограничено. 

Ясно, что если м,—=(2, и, Ё)—Ё то у, ->о, и 
значит, 

|7 (@,) — $ (|< 2 фе (м, £,) [er Pr) 0 
  

*) Это значит, что существует такой вектор ГЕИ, что если 
у —гЕ\, то неравенство (4) выполняется.
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при у —> со. Следовательно, 

lim f (w) = (0). 
w->t 

Лемма доказана. 
Нам понадобится в дальнейшем критерий ‹аналитичности 

в бесконечности». 
Лемма 2. Г-автоморфная форма /(%&) ‹аналитична 

в бесконечности» тогда и только тогда, когда для ряда (2) 

коэффициенты Фурье $, (и, #) =0 при р Е". 
Доказательство. Необходимость условий леммы 

следует из доказательства леммы |. Доказательство доста- 
точности проводится следующим образом. 

Пусть $ (©, г) — некоторая цилиндрическая область BS. 
Рассмотрим подмножество в %(@, г), состоящее из точ к 

вида 
[п 2 — Ке[, (и, и) —гЕ\, т 2 — Ве, (и, и) —гЕ 7) 

Jul< Ky, t€Q, 

где К, — некоторая константа *). 
Любая точка из $ (©, г) Г^-эквивалентна некоторой точке 

вида (7), если К, достаточно велико. Поэтому надо дока- 
зать, что / (4) ограничена в области (7). 

Заметим, что ряд Фурье аналитической функции сходится 
абсолютно, и следовательно, 

il (и, К |е-?" ©, У < со 

p 

naa moOoh TouKH w=—(z, u, t)ECS. THockonbky на любом 
компактном подмножестве области $ сходимость равномерна, 
мы имеем 

>| $, (и, t) | e7 (2, г+Ве Г, (м, и)) < К, 

р 

при любых ЁЕ О, |и| < К.. 
Далее, для любой точки вида (7) мы имеем 

12% (и, Г) ern! (0, й < 

Ee Dhyp (u, fe BO HR Lyle wry (or yl 9) 
< Dy, (a, te te 9), 

*) Имеется в виду, что модуль любой координаты не превос- 
ходит Ау. 
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Мы воспользовались тем, что рЕ У’, следовательно, 

(р, у— КеЁ, (и, и) — г) > 0. 

Наша задача состоит в доказательстве возможности раз- 
деления неэквивалентных точек с помощью «аналитических 
в бесконечности» автоморфных форм достаточно большого 
веса. В предыдущем параграфе мы показали, что с помощью 
автоморфных форм, представимых в виде рядов Пуанкаре, 
можно разделить любые две неэквивалентные точки. Ниже 
будет установлено, что автоморфные формы, представимые 
в виде рядов Пуанкаре, «аналитичны в бесконечности». Точ- 
нее, мы установим следующее. Пусть $5 — область Зигеля и 
Г — некоторая дискретная группа ее квазилинейных отобра- 
жений на себя. Отобразим S на некоторую ограниченную 
область @. Мы покажем, что функции в $, соответствую- 

щие рядам Пуанкаре в 9, представляют собой «аналитиче- 
ские в бесконечности» автоморфные формы. 

Предварительно заметим следующее. Обозначим через С, 
фактор-группу группы С (состоящей из всех квазилинейных 
отображений) по подгруппе А параллельных переносов. Че- 
рез Г, обозначим фактор-группу Г/ГПА. Мы будем предпо- 
лагать, что группа Г, является дискретной подгруппой 

группы С. Это, например, имеет место, если централизатор 
группы А в группе С состоит из одного единичного эле- 
мента. Последнее условие выполняется для всех областей 
Зигеля, являющихся каноническими реализациями неприводи- 
мых классических областей. 

Пусть 

z—>Azta(tu, t), и> Ви (Е), tog(h (8) 

— некоторое квазилинейное преобразование области $. Сопо- 
ставим ему следующее преобразование в пространстве у, и, 1: 

yo Ay, u>B(t)a, tog. (9) 

Это преобразование будем называть главной частью 
преобразования (8). Очевидно, между главными частями и 
классами смежности группы С по подгруппе А существует 
взаимно однозначное соответствие (см. 8 3). 

Следующая лемма содержит примеры правильных под- 
множеств области $, которые будут использованы в даль- 
нейшем (определение правильных подмножеств см. в $ 11),
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Лемма 3. Пусть № = (у, Ш, 1), причем точка 
(у, и, Ё) не является неподвижной точкой для главной 
части ни одного преобразования из Г. Множество Т то- 
чек вида (x+ihy,, u,, В), где >21, |х|<с, с — произ- 
вольная константа, является правильным подмноже- 
ством. 

Доказательство. Выберем = так, чтобы С (%%, =) 
принадлежало $ при любом № Е Т. 

Обозначим через К (%,) множество всех квазилинейных 
отображений < —>ф (%) области $ на себя, для каждого из 
которых существует такое %ЕС (%, =), что $ (4) ЕС (%, =). 

Пусть Ю — объединение всех К (4). 
Мы покажем вначале, что образ Ю при естественном го- 

моморфизме С — С, представляет собой компактное множе- 
ство. Пусть ФЕ А (45), где = (0 НУ, и, 8). Обозна- 
чим через 5) следующий аналитический автоморфизм об- 
ласти $: 

2->)2, и->У ди, ЕЕ 

—1 
Отображение 8›,46х. переводит некоторую точку из множе- 
ства 

1 1 
[п2 — пу, | “№, [ши | <. За, |¢—t,| < e (10) 

в некоторую точку того же множества. 
При достаточно малом в множество (10) принадлежит $. 
Непосредственно проверяется, что множество всех квази- 

линейных преобразований, переводящих при естественном 
гомоморфизме С —> Ц; какие-нибудь точки вида (10) в точку 
того же вида, переходит в компактное множество. 

Заметим, что 6, принадлежит центру группы С,, значит, 

фи фах переходят при гомоморфизме С —> (| в один и 
тот же элемент группы G, (cm. § 3 ra. 1). 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству леммы. 
Пусть %ЕТ. Мы должны показать, что в множестве 
P'(@)=TNR(w,) содержится не более М№ элементов, где 
№ — некоторая константа, не зависящая от выбора % Е Т. 

Заметим, что при отображении С —> Ц. элементы из Г (25) 
могут переходить лишь в конечное число различных эле- 
ментов, ибо Г, — дискретная подгруппа группы С(..
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Более того, при достаточно малом = множество Г (4) 
состоит из элементов, переходящих в единичный элемент 
группы C,. 

Покажем, что при достаточно малом е в Г (4%) содер- 
жится только единичный элемент. Действительно, пусть 
преобразование 

z>z+a+t2iLl,(u, c())+iL,(c, с@), 

u—-u+tc(t), t-t 

принадлежит Г (<). Тогда |с (#1) | < 2, откуда в силу произ- 
вольной малости = следует, что с =0. Далее, |а|< 1, 
т.е. а=0. 

Таким образом, мы показали, что Т — правильное мно- 
жество. Теперь мы можем доказать следующую основную 
лемму. 

Лемма 4. Пусть Г — дискретная группа квазилиней- 
ных отображений области $. Обозначим через в и ®. 
две Г-неэквивалентные точки области 5$. С помощью 
«аналитических в бесконечности» автоморфных форм 
достаточно большого веса можно разделить точки W, 
и Wo. 

Доказательство. Ввиду леммы 1 $ 11 достаточно 
показать, что функция, соответствующая ряду Пуанкаре, 
будет «аналитична в бесконечности», т. е. ограничена в лю- 
бой цилиндрической подобласти. Из леммы 3 вытекает, что 

функция / (3) ограничена на множестве точек W Bula 

Z=x+ iyo, 

“== Ug, 

t=). 

где |х|<с, с — произвольная константа, Yo, Uy, ty PUKCH- 
рованы, ^ > 1, причем (уу, и, &) не есть неподвижная точка 

для главной части какого-либо преобразования. Отсюда 
с помощью рассуждения, примененного при доказательстве 
леммы 1 настоящего параграфа, следует, что коэффициенты 
Фурье $,(и, г) разложения функции Л (№) в ряд вида (2) 

равны нулю, если 9 €V’ для почти всех цу, &. Остается 
заметить, что функция $, (цу, К) аналитична по совокуп-
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ности и, Ё, следовательно, из обращения в нуль на всюду 
плотном множестве вытекает ее обращение в нуль всюду. 

С помощью леммы 2 заключаем, что функция / (4) огра- 
ничена в любой цилиндрической области. Доказательство 
леммы закончено. 

$ 13. Модулярная группа Зигеля 

В настоящем параграфе общая конструкция 8 9 приме- 
няется к модулярной группе Зигеля и некоторым близким 
к ней группам. 

Задачей расширения фактор-пространства &@/Г в случае, 
когда Г— модулярная группа Зигеля, занимался И. Сатаке 
(И. Сатаке [1] и А. Картан [2]). Построенное им простран- 
ство совпадает с тем, которое получается, если исходить 
из общей конструкции 8 9. 

Обозначим через Н, совокупность всех комплексных 
симметрических матриц 2 = Х--/У порядка р таких, что 

У > 0. Очевидно, Н является областью в п == РЕ l) -Mep- 

HOM комплексном пространстве. Известно (см. 5 1), uTo f7, 
есть классическая область третьего типа. Группа аналитиче- 
ских автоморфизмов этой области изоморфна вещественной 
симплектической группе ранга р. Напомним, что в явном 
виде соответствие между матрицами из вещественной сим- 
плектической группы и аналитическими автоморфизмами Н, 
осуществляется следующим образом. 

Обозначим через /Л матрицу следующего вида: 

1=(во)- () 
Е--—единичная матрица порядка р. 

Сопоставим каждой вещественной матрице А порядка 2р, 
удовлетворяющей условию 

А’ЛА— (2) 

следующий аналитический автоморфизм области Н,: 

Z —>(Ay,Z + Aj) (Ay Z + Aggy) 's (3)
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где А, Ао, А), А» — квадратные матрицы порядка р, из 
которых следующим образом составлена матрица A: 

Ay, Ajo 
А= ( e 

Ap As) 

Определим модулярную группу Зигеля Г, как группу 
преобразований, соответствующих целочисленным матрицам А. 

Обычно одновременно с модулярной группой рассматри- 

ваются также следующие группы. 
Пусть У — некоторая рациональная невырожденная ма- 

трица порядка 2р. Через Г,(У) обозначим совокупность 
всех матриц А, удовлетворяющих (2), и таких, что матрица 

И == У ГАУ — целочисленная. Ясно, что если АЕ Г, (У), то 

U'RU=R, U=V''AV, (4) 

где Ю —=У’ЛУ. 
Следовательно, группу Г,(У) можно рассматривать как 

совокупность всех целочисленных матриц, сохраняющих 
некоторую рациональную кососимметрическую невырожден- 
ную форму. 

Легко проверить и обратное, т. е. что если Ю — матрица 
некоторой рациональной невырожденной кососимметрической 

формы, то группа всех целочисленных матриц, удовлетво- 
ряющих (4), сопряжена с группой типа Г, (У). 

Отметим, что Г,(Ё), где Е— единичная матрица, есть 
модулярная группа Зигеля Г.. 

Напомним, что две подгруппы Г; и Г. некоторой группы 
называются соизмеримыми, если индекс их пересечения Гу == 
—=Г, ПГ. в каждой из них конечен. 

Пусть У, и У. — две произвольные рациональные мат- 
рицы. Покажем, что группы Г,(У,) и Г, (У.) между собой 
соизмеримы. 

Заметим вначале, что Г, (У) =Г, (рУ) при любом рацио- 
нальном р. Поэтому без ограничения общности можно счи- 
тать, что У; и У. — целочисленные матрицы. 

Положим v,=detV, u v, = det Vo. 
Рассмотрим совокупность Г, целочисленных матриц A, 

удовлетворяющих (2), для которых выполняется сравнение: 

A=E,, (modv), V=1,U9; (5) 

здесь Е›, — единичная матрица порядка 2р.
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Покажем, что Г = Г, (У), 1=1, 2. Действительно, 
если АЕГ,, то . 

- - 11 ИРА: = УГ (АЕ У НВ =Уг' — (A — Ep) V+ Epp, 

_1 1 
Остается заметить, что матрицы VV; 5 (А —Б.р) цело- 

численны. 
Покажем теперь, что Гу является подгруппой конечного 

индекса в Г,(У}), [=1, 2. Для этого рассмотрим совокуп- 

ность целочисленных матриц (С, удовлетворяющих соотно- 
шению 

ИКИ = В, где R,=VJV;, (6) 

и сравнению 

И =Е. „(то4 99, (7) 

(Е в (6) и (7) одно и то же, оно равно либо 1, либо 2). 
Очевидно, матрицы, удовлетворяющие (6) и (7), образуют 
подгруппу конечного индекса в группе матриц, удовлетво- 
ряющих (6). Далее нетрудно проверить, что если Ц удовле- 
творяет (6) и (7), то А=УЦУ-1ЕГ.. Отсюда вытекает 
наше утверждение. 

Ниже будет показано, что модулярная группа Г, является 
нормальной дискретной группой. Из следующей леммы BbI- 

текает, что тогда все группы Г,(У) также будут нормаль- 
ными дискретными группами. 

Лемма 1. Пусть @® — классическая область, Г — нор- 
мальная дискретная группа аналитических автоморфиз- 
м0в области 4%. Любая соизмеримая с ней дискретная 

группа Г также 6 удет нормальной. 
Доказательство. Достаточно, очевидно, разобрать 

два случая: 

а) ГГ и 6) ГР. Прежде всего заметим, что если 
некоторая компонента ‹Я Г-рациональна, то она будет также 

Г-рациональной компонентой и наоборот. Действительно, 

если ГГ, то Г. (Я )еГ, (сЯ ) и индекс Г ь («Я ) в Г, («& ) 

не превосходит индекса Г в Г. Аналогичные утверждения 
справедливы для групп Г’ (Я) и Г” (Я).
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Совершенно очевидно, что если для группы Г имеет 

место свойство А (см. $ 9), то оно также имеет место для Г, 
и наоборот. Доказательство закончено. 

Опишем все Г-рациональные компоненты. Наиболее удобно 
это сделать, исходя из геометрической интерпретации сим- 
плектической группы как группы аффинных преобразований, 
сохраняющих некоторую невырожденную кососимметриче- 
скую форму. 

Обозначим через ЮР совокупность векторов-столбцов 
порядка 2р с вещественными элементами, через Q2P — coBo- 
купность векторов-столбцов с рациональными элементами 
и через 22Р — совокупность целочисленных векторов-столб- 
цов. Очевидно, имеют место естественные вложения: 

722 —> ОР — Ю?Р. 

Мы будем предполагать в дальнейшем, что 2? вложено 
B Q*?, которое, в свою очередь, вложено в АЗ. 

Пусть в пространстве Ю?Р задано невырожденное косо- 
симметрическое скалярное произведение, т. е. билинейная 
форма (х, у), обладающая следующими свойствами: |) (х, у) = 
— — (у, х), 2) если (ху, у) = 0 при всех у Ю?, то х,==0. 
Это скалярное произведение называется рациональным, 
если (х, у) — рациональное число при всех х, уЕ З2Р. 

Условимся подпространство Х пространства ЮР называть 
изотропным, если (х, у) =0 при всех xE Xu yEX. 

Подпространство Х пространства ЮР условимся называть 
рациональным, если размерность пространства Хо=Х П 9 
над полем рациональных чисел совпадает с размерностью 
пространства Х над полем вещественных чисел. 

Аффинное преобразование х->Ах пространства АР 
условимся называть симплектическим, если имеет 
место равенство 

(Ах, Ау) —= (х, у). (8) 

Аффинное преобразование х —> Ах пространства ЮР усло- 
вимся называть рациональным, если оно переводит QP 
в себя. 

Аффинное преобразование x—» Ax пространства АЮ?Р 
условимся называть целочисленным, если оно перево- 
дит 222 в себя.
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Пространство Ю* допускает следующий базис: 

  

1] 0 

0 1 

0 0 
a= , во — , e , 

0 0       
его мы будем называть основным базисом. 

Ясно, что рациональные и целочисленные преобразования 
в основном базисе записываются рациональными или цело- 
численными матрицами. 

Обозначим через Г совокупность всех целочисленных 
симплектических преобразований пространства А?Р, в кото- 
ром определено рациональное кососимметрическое скалярное 
произведение. 

Без труда проверяется, что полученная нами группа есть 
группа типа Г, (У) и что любая группа Г, (У) может быть 
получена таким образом. 

Ниже будет показано, что между Г-рациональными ком- 
понентами для группы Г и рациональными изотропными под- 
пространствами пространства ЮР существует взаимно одно- 
значное соответствие, и будет установлен способ осуще- 
ствления этого соответствия. 

Мы покажем вначале, что между изотропными подпро- 
странствами пространства ЮР и компонентами границы об- 
ласти Нр существует взаимно однозначное соответствие. 
Чтобы установить это соответствие, поступим следующим 
образом. 

Обозначим через G совокупность всех симплектических 
преобразований пространства ЮР. Покажем, что каждому 
элементу группы С соответствует аналитический автомор- 
физм области Н,. В пространстве КР выберем базис, в ко- 
тором матрица Грамма скалярного произведения имеет вид 

( 0 о?) 

Такие базисы условимся Называть каноническими. Со- 

поставим каждому симплектическому преобразованию про- 
странства ЮР матрицу этого преобразования в раз навсегда
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фиксированном каноническом базисе. Каждой матрице сопо- 
ставим по формуле (3) аналитический автоморфизм области Н,. 
Таким образом, мы установим взаимно однозначное соответ- 

ствие между симплектическими преобразованиями простран- 
ства К., и аналитическими автоморфизмами области Н,. Мы 
покажем сейчас, что совокупность @(Х) симплектических 
преобразований, переводящих в себя изотропное подпро- 
странство Х пространства ЮР, совпадает с некоторой груп- 
пой СЦ, («Я ). Тем самым будет показано, что между компо- 
нентами и изотропными подпространствами. существует вза- 
имно однозначное соответствие. 

Пусть е,,..., е, — базис некоторого изотропного под- 
пространства Х пространства ЮР. Дополним его векторами 
е,.1, ..-, Coy ДО базиса всего КР так, чтобы выполнялись 
соотношения: 

(C5, бор) == 155<У; v—2p+l<tc<y, 
(9) 

(2+5, €n+t) =6, lgsgp—yvy l<tcp. | 

Следовательно, матрица Грамма АЮ скалярного произведения 

имеет в этом базисе вид 

0 0 0 БД] У 

0 0 Е 0| р-» 

R= 0 —E 0 O| p—v- (10) 

—E 0 0 0 У 

У p—v p-—yv VY 

Матрицы А из С (Х), как легко проверить, должны иметь 
в этом базисе вид 

Aj Aj2 Аз Aj, У 

A 0 Ade Аз Ал р \ 

и, Аз? Аз Ам| ру’ (11) 
(0 0 0 Ags У 

У ру р-\ Vv 

причем А’ЮА’—= Ю’. Очевидно, группа G(X) совпадает 
с группой аналитических автоморфизмов области Н„, оста- 
вляющих на месте некоторую компоненту oF (в гл. П мы 

ее обозначили через С} («Я )).
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Обозначим через Х, аннулятор пространства Х, т. е. 
совокупность всех векторов х, Е Е*Р таких, что (х, x,) = 0 
при всех хЕХ. Легко проверить, что преобразования из 
С (Х) переводят пространство Х в себя. Действительно, 
если АЕС(Х), хЕХ,, ХЕХ, то 

(Ах, х) =(х, Ах) = 0. 

В базисе (9) пространство Х\, очевидно, порождается векто- 
рами е,, Е =1,..., 2р— у. 

Если скалярное произведение, определенное в простран- 
стве Ю?Р, рассматривать на Х', то оно будет вырождено, 
т. е. его матрица Грамма будет равна нулю. 

Обозначим через У фактор-пространство X,/X. Легко 
видеть, что скалярное произведение Х, индуцирует некото- 
рое скалярное произведение в пространстве У. Действи- 
тельно, если х, == х, (тодХ) и х. == х,(то4Х), то 

(x), х.) = (хр х5), 

поскольку (х, у) =0 при любых хЕХ, уЕХ,. Матрица 
Грамма Ю, этого скалярного произведения в базисе, состоя- 
щем из образов векторов е,, у 1< А < 2р—,, имеет вид 

0 Е — 

Е 0 p—vy 

Pp—vY Pp—Y 

Гомоморфизм группы С (Х) в группу симплектичзских 
преобразований пространства У имеет вид 

Ai Ale Aj3 Ai, 

A= 0 1. Аз Ал (3 ). (12) 

О As. Az3 Asa Аз2 Азз 

0 0 O Ags 

Ясно, что он совпадает с гомоморфизмом группы С, («Я ) 
в группу аналитических автоморфизмов компоненты 

Отметим еще, что гомоморфизм группы С (Х) в группу 
аффинных преобразований пространства Х совпадает с гомо- 
морфизмом в группу аффинных преобразований конуса: 

Ц, (9 )—> 0” («7 ).
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Рассмотрим подгруппу группы С (Х), состоящую из всех 
преобразований, оставляющих на месте каждый вектор из Х 
и из фактор-пространства У = Х\/Х. Непосредственно легко 
видеть, что эта подгруппа совпадает с группой А («Я ) 
(cm. § 7). . 

Таким образом, мы установили взаимно однозначное со- 
ответствие между компонентами и изотропными подпростран- 
ствами пространства А?Р. Это соответствие зависит от вы- 
бора канонического базиса. Мы будем в дальнейшем пред- 
полагать, что канонический базис, задающий соответствие, 

состоит из рациональных, т. е. принадлежащих (©2Р, векто- 
ров пространства ЮР. 

Покажем, что в этом случае рациональному изотропному 
подпространству соответствует Г-рациональная компонента 
и наоборот. 

Пусть Х — некоторое рациональное изотропное подпро- 
странство. Обозначим через е., ..., е, некоторый его рацио- 
нальный базис. Дополним его до рационального базиса 
всего пространства так, чтобы выполнялись соотношения (9). 

Группа А (Я ) состоит из преобразований, которые в этом 
базисе записываются следующим образом: 

Е Ais Aj; Ai, 

-A=|0 0 E Ay |’ (13) 
0 0 0 E 

где 

A), + Аза = 0, Аз— А —= 0, Aiy— Aj, + A) 4A34— Ag4A4,=9. 

Нетрудно видеть, что матрица А некоторого симплекти- 
ческого преобразования принадлежит группе Г тогда и только 
тогда, когда матрица У`1АУ целочисленная. (У — матрица 
перехода от основного базиса к выбранному нами базису.) 
Положим У —=рИ;, где У, — целочисленная матрица. Оче- 
видно, если матрица А — целочисленна и имеет место срав- 
нение 

A =E (mod v,), (14) 

‚где 9, — детерминант У,, то АЕГ. Действительно, из (11) 
следует, что А=Е-- В, где В — целочисленная матрица,
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и значит, УТ ТАУ = У! 'АИ, = E+v,V;'BV,. Остается учесть, 

что матрица о. У!" — целочисленная. 
Существование достаточно большого множества матриц 

АЕЛ (7), для которых имеет место сравнение (14), непо- 
средственно очевидно. 

Покажем обратное, а именно, что изотропное пространство, 
соответствующее Г-рациональной компоненте «Я, является 
рациональным подпространством. Запишем матрицы А, при- 
надлежащие подгруппе *) А, (Я) группы А («7 ), в основном 
базисе и положим А=Е-В. 

Обозначим через 3 подпространство, порожденное векто- 
рами-столбцами всех матриц В. Очевидно, построенное та- 
ким способом подпространство будет рациональным. Мы 
должны теперь показать, что оно является изотропным под- 
пространством и именно тем, которое соответствует взятой 
нами компоненте. С этой целью заметим, что хотя конструк- 
ция этого подпространства по группе А («Я ) зависит от не- 
которого базиса, построенное подпространство на самом 
деле не зависит от базиса. Следовательно, нам достаточно 
показать, что пространство 3 является искомым изотропным 
подпространством хотя бы для одного базиса. 

Выберем базис так, чтобы выполнялось соотношение (9). 
Для этого случая наше утверждение непосредственно оче- 
видно. Таким образом, мы показали, что между Г-рацио- 
нальными компонентами и рациональными изотропными под- 
пространствами существует взаимно однозначное соответствие. 

Легко видеть, далее, что Г-эквивалентным рациональным 
компонентам соответствуют Г-эквивалентные изотропные 
подпространства. 

Из сказанного вытекает следующий рецепт построения 
графа для группы Г. 

Рассмотрим подпространство (©, снабженное кососим- 
метрическим скалярным произведением. Обозначим через Г 
группу всех целочислениых симплектических преобразований 
пространства ©2Р. Отнесем каждому классу эквивалентных изо- 
тролных подпространств пространства @©?Р (в том числе и ну- 
левому подпространству) точку на плоскости. Условимся две 
точки А и В соединять отрезком со стрелочкой, направленной 
от Ак В, если любое подпространство, соответствующее 
  

*) Подгруппа Аз (9) выделяется условиями А; =0, ДА: =0.
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точке А, содержится в некотором подпространстве, соответ- 
ствующем точке В. 

Полученный граф описывает, как ясно из предыдущего, 
структуру аналитического расширения фактор-пространства 

Легко показать, что граф, соответствующий молулярной 

группе Зигеля, состоит из р--1 точки А., А.,..., А,, при- 
чем любые две из этих точек А, и А; соединены отрезком, 
направленным от A, K A,, если < $иот А, к А,, если 
$ <. Отметим, что точка A, соответствует k-MePHbIM H30- 
тропным подпространствам. 

Очевидно, что компонента, соответствующая А,, анали- 
тически эквивалентна Н,_, и что индуцированная на ней 
дискретная группа есть ПЯТЬ модулярная группа Зигеля соот- 
ветствующей размерности. 

Покажем теперь, что пространство М для модулярной 
группы Зигеля компактно. Доказательство основано на од- 
ном результате К. Л. Зигеля о строении фундаментальной 
области для модулярной группы. 

Обозначим через ®, (и), где и — положительное вещест- 
венное число, Совокупность всех 2 = Х-ЫЁЕН, следую- 
щего вида: 

lxyl<4, |wyl<u mpui< fj, Ш,=0 при {> /, 
и: ==1, ud,,,>d,>0, r=1,..., p—Il, ud,>1, 

где Х = (x,;), ¥=W'QW, \ = (щ,,) — треугольная матрица, 
@ — диагональная матрица с элементами 4, ..., 

Лемма Зигеля. Существует фундаментальная об- 
ласть Н Г ‚ содержащаяся в области 25 (u,) при неко- 

тором и, > 0. (См. Зигель [3] или А. Катан (2), сообще- 
ние 3.) 

Покажем с помощью этой леммы, что пространство М 
компактно. 

Очевидно, достаточно проверить для модулярной группы 
Зигеля выполнение свойства А (см. 8 9). 

Пусть 70), 7®), ... — бесконечная последовательность то- 
чек Л». В силу леммы Зигеля можно, не ограничивая общ- 

ности, принять, что Z™EQ, (u,) mpu Bcex & >. 0. Положим 

29 — ХО yO, yO убо ую,
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Ясно, что всегда можно выделить подпоследовательность, ДЛЯ 
k 

которой существует такое г, что lim а® | = oo, a a” orpa- 
Е> о 

ничено. Из этой подпоследовательности мы можем выбрать 

подпоследовательность, для которой существуют пределы Х“®, 

w® a, .. ., ay mph k—>oco. Toukn этой подпоследова- 

тельности снова обозначим через 7%. 
Положим 

k k wy (42 APY) 8 
k k —r 20 2] р 

г р-г 
k k 

Очевидно, существуют конечные пределы для Zi? 20, zy) 
при &—>со. Заметим далее, что отображение 

бт 212 

(аи 2) > 
есть проектирование на компоненту. Следовательно, надо 
ожидать, что наша последовательность сходится к точке 
компоненты вида 

T= lim 7®. 
Е > © 

Пользуясь леммой 4 65 6, покажем, что это действительно 
так. Положим 

Zn) 70) 

„= ( Е ). и. ( м). 

2 =(9 9). N=(> 9): 
Тогда (в обозначениях 6 6) 

lim B(U,, U.)=W(U,, Ш, 
a -> CO 

rue B(U,, U,) = UjJU, (UZIU,)'UtIU,, 
‚ T—T 0 W (Uy U) = UU, = ( - с). 

Наше утверждение доказано.



ГЛАВА ПУ 

 АВТОМОРФНЫЕ ФОРМЫ 

В настоящей главе изучаются автоморфные формы для 
дискретных групп аналитических автоморфизмов класси- 
ческих областей. 

В $ 14 содержатся вспомогательные факты о дискрет- 
ных подгруппах групп ЛИи. 

В $ 16 дан основной результат настоящей главы — оценка 
размерности пространства автоморфных форм, из которой 
следует теорема об алгебраических соотношениях. Эта оценка 
основывается на предварительном изучении некоторых рядов 
в областях Зигеля, чему посвящен $ 15. 

В $ 17 изучаются автоморфные формы. В конце $ 17 
дан очерк метода Сельберга для вычисления размерности 
пространства автоморфных форм данного веса. 

$ 14. Некоторые замечания о дискретных подгруппах 
групп Ли 

В настоящем параграфе устанавливаются некоторые леммы, 
которые будут применяться в следующих параграфах. 

Лемма 1. Пусть С — некоторая группа Ли, Г- 
дискретная подгруппа группы Ц, фактор-пространство С/Г 
имеет конечный объем. Пусть, кроме того, #(Р) — про- 
извольная замкнутая некомпактная однопараметрическая 
подгруппа группы С. Тогда в группе Г содержится беско- 
нечное множество элементов вида 88 (Г) 8, где в и 8 
принадлежат прочзвольно малой окрестности единицы 
в группе G. 

Доказательство. Мы используем сейчас принцип Ди- 
рихле в следующей форме. Пусть Х — топологическое простран- 
ство с мерой; Г — дискретная группа унимодулярных, т. е. со-
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храняющих меру преобразований пространства Х; мера в (Х/Г) 
фундаментальной области Х/Г группы Г конечна. Если @ — 
измеримое подмножество Х и в (©) >. Мы (Х/Г), то сущест- 
вует по крайней мере N таких элементов группы Г, что 

множество ОП т (©) не пусто. 
Перейдем теперь непосредственно к доказательству леммы. 

В качестве Х возьмем пространство группы С. Сопоставим 
каждому элементу 1Е Г преобразование g > vg, roe GEG. 

Пусть О — достаточно малая окрестность единицы группы 
G, Q(QU)= Ugi(t),, —со<Е< + со. Объем @(И).беско- 
нечен, поскольку 2 (Ё) некомпактная подгруппа. Существуют 
такие 7 Е Г, что при некотором 2 Е С (Ц) (своем для каждого 1) 

1g EQ(U). 
° Пусть 2, Е О(И). Представим их в виде g, = 4,8 (f,), 
Lo == Ung (to), где и, ЕО. Обозначим через р(#., 8) 
нижнюю грань модуля |1 —&| по всем указанным пред- 
ставлениям. Из дискретности группы Г вытекает, что если 
окрестность Ц достаточно мала, то 

int ‚р (8, ТЕ) =8 > 0. 
а, OW} 

Обозначим через А (<) совокупность таких Е О(И), что 

р (= (<), #) < 5. Рассмотрим множество к. = У, В (тт). 

m=1 

Объем А. бесконечен. Поэтому существует такое “TED, что 
при некотором & = 1:5 (1) ЕК. имеем 17 = ше (Ь)ЕЮ., 

откуда 1 = и & (Е —) из ‚, где u,, №2 Е Ц. Из определения К. 
ясно, что | —&| >*—6. Остается заметить, что число т 
можно взять сколь угодно большим и что 6 с уменьшением (, 
очевидно, может только убывать. Лемма доказана. 
`’ На плоскости Лобачевского, в отличие от обычной пло- 
скости, существуют дискретные подгруппы Г с некомпактной 
фундаментальной областью, но обладающие конечной пло- 
щадью. В связи с этим возникает вопрос, чем характери- 
зуются такие группы Ли Ц, у которых из конечности инва- 
риантного объема фактор-пространства С/Г следует, что G/T 
компактно. К числу таких групп принадлежат, как легко про- 
верить, коммутативные группы. Аналогичным свойством обла- 
дают нильпотентные группы Ли. Не касаясь доказательства
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этого факта, мы рассмотрим важный для дальнейшего част- 

ный случай. 
Пусть С состоит из пар (6, а), где 6 — т-мерный век- 

тор, а а — п-мерный вектор со следующим законом ком- 
позиции: 

(5), @) XK (bq, Gq) = (0, + bg, а 4-06, 6.)), 

здесь @(51, 65) — билинейная кососимметрическая векторная 
форма, которая невырождена в следующем смысле: для 
любого 6, = О существует такое 6., uT0 Q(b,, 6.) == 0. 

Совокупность элементов вида (0, а) образует нормаль- 
ный делитель Ю, изоморфный п-мерному векторному про- 
странству над полем действительных чисел. Фактор-группа 
G[R изоморфна т-мерному векторному пространству над 
полем действительных чисел. 

Лемма 2. Пусть Г — дискретная подгруппа группы 
Ц, Гь=ГПК, Г, =Г/Т. Если фактор-пространство ЦТ 
имеет конечный обзем, то Гь — группа с п образующими, 
а Г, —группа с т образующими, причем для любых 
р, 65 СГ, имеем 20(61, 65) Е ГЬ. 

Доказательство. Покажем вначале, что Г, дискретна. 
Действительно, в противном случае существует последова- 
тельность 1„=(„, а) ЕГ такая, что 5,„-—>0. Без ограниче- 
ния общности можно предположить, что = 6», lim р, = 

п» со 

—0’ == 0. С помощью леммы | легко доказать, что суще- 
ствует такое 1 = (5%, а)ЕГ, что © (6, 6’) = 0. С другой 
стороны, 

[1о, Тв] = (0,20 (5%, 6,))>0 при п-> оо. 

Следовательно, @ (5%, 6) = 0 для всех достаточно больших п, 

откуда 9 (6%, 6’) = lim + Q(by, 6,)= 0. 
п> со “Я 

Полученное противоречие показывает, что Г, дискретна. 
Согласно лемме 1, для любого а-=0 в Г имеется беско- 
нечное число элементов вида 

(b,, а,) (0, #а) (6%, а) = (6, ва -Н а), 
м 

где 6, и [., а Значит, и 6 сколь угодно малы. Поскольку Г’
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дискретна, то при достаточно малом 6 этот элемент при- 
надлежит Гр. Легко видеть, что существует п линейно не- 
зависимых элементов такого вида. Аналогичным способом 

проверяется, что Г’ — группа с т образующими. 

$ 15. Ряды Фурье — Якоби 

Пусть 5$ — некоторая область Зигеля, У, Ё[,(и, 9) и А 
имеют то же значение, что в § 3, Я — база ‘области S, 
Г — некоторая дискретная группа квазилинейных преобразо- 
ваний области $. Как ив § 12, мы будем предполагать, 
что фактор-пространство А/Г., где Г, =АПГ, компактно. 

Обозначим через А, коммутативный нормальный делитель 
группы А, состоящий из преобразований вида 

z->z+a, uu, tt. (1) 

Как было доказано выше (см. § 14), dakTOp-npocTpaHcTBO 
А/Г. компактно тогда и только тогда, когда число образую- 
щих в абелевых группах Гу =ГПА, и ГА/Гу соответственно 
равно размерности групп А, и А/Д,, т. е. пи 2%. 

Как мы видели в 5 12, любую Г-автоморфную форму 
f (w) можно разложить в ряд Фурье 

f(w) = ps фо (м, £) err! (2), (2) 

где р пробегает решетку, взаимную к решетке I’. 
Дальнейшее изучение автоморфных форм в областях 

Зигеля основано на детальном исследовании коэффициентов 
Фурье фь(ц, Г) в ряде (2). 

Мы покажем, что функции 4» (и, Г) как функции от и 
являются якобиевыми функциями. В связи с этим ряд (2) мы 
будем называть рядом Фурье — Якоби. 

Отметим следующее нужное для дальнейшего соотно- 
шение. 

Пусть (с1, 41) и (со, а5) принадлежат Гл, тогда 

20 (с, с) Е Г , (3) 

re Q(c,, C)) onpemeneHo B § 3. 
Действительно, 

[(Cy, 2), (со, а2)] = (0, 2%(С,, со).
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Из функционального уравнения для автоморфной формы 
вытекает следующее соотношение: 

(а а--2шШ., (и, с ®)- 

+iL,(c@, e@)), ate, ),=f@ 4 (4) 
при всех (с, а) Е ГА. Отсюда для функций фь (и, Г) получаем 

Yo (ut c(t), t) =, (u, t) e—2n! (р, а+21} (и, с (г) ) +11, (с (0, € (A) )). 

(5) 
Выражение, стоящее в показателе, является линейной функ- 
цией от и. Представим его в виде 

(6, (#), и) +8, @), (6) 
где 6, ([) и В. (Г) определяются из. следующих соотношений: 

(6, (Е), и) = 4 (р, L,(u, c(£))), 7 

8, (1) = 2m (p, L; (c(t), €(¢)) — 2nt(p, a)). 
Pasymeetca, b,(f) u B,(f) 3aBucaT oT Cc. 

Пусть с@),..., с(2т) образуют базис решетки Г’ = Г^/Г.. 
Соотношение (5) для базиса можно представить в виде 

(R) (Е) (1), t Ум, Эм, ele Oe (9) 
где oi”) (Фи в (#) определяются из (7) по с® (6). 

Напомним, что якобиевыми функциями ф(и) назы- 
ваются аналитические в т-мерном комплексном пространстве 
функции, для которых имеют место соотношения 

ф(и-Рс,) = $(ш) ев ")*%, В=1,..., От, (9) 

где С,,..., Сот — некоторая система вещественно линейно 
независимых векторов. Матрица С, столбцы которой суть 
векторы С, ..., Сот, Называется матрицей периодов. 

Известно, что не при любом выборе векторов с, и 6, 
существует функция, удовлетворяющая соотношениям (9). 

Напомним (см. Зигель [1], стр, 50—54), что для суще- 
ствования функций, удовлетворяющих (9), необходимо вы- 
полнение следующих условий: 

1 
а) все элементы матрицы А = Tai (B’C — C’B) — целые 

числа (здесь В — матрица со столбцами 65,,.,., бот);
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В) эрмитова матрица H=—G'RG неотрицательно опре- 

делена (С находится из условий СС =Е„, СЦ =0). 
Далее, размерность пространства якобиевых функций 

с данными Сс,, 6», В, всегда конечна и не превосходит 
2т/4р (4р — наибольший общий делитель миноров ма- 
трицы А максимального возможного порядка, при котором они 
не все равны нулю, в частности, если Ю — невырождена, 
то 4 — определитель матрицы Ю). 

Если матрица Н = i-1G’RG положительно определена, 

то размерность пространства якобиевых функций равна 

2тИ ар (легко проверить, что в этом случае матрица Ю 
невырождена). 

Покажем, что выполняется условие а). С помощью (7) 
мы получаем, что 

2 р — (6, Cp) — (Dp, с.) = 4n (р, L, (cl) (2), cls) (f) ) ) _ 

—4n(p, Ly(c(£), c® (t))) = Ari (p, Q (Cy, Cg) 
(г, — элемент матрицы А, стоящий на пересечении 5-Й строки 
и А-го столбца). Целочисленность г., вытекает из (3). 

Перейдем к проверке условия 8). Представим [,(и, 9) 
в виде 

L” (a, v) + LY? (и, 9), 

где 14) (и, 9) — симметрическая, а LY) (и, 9) — эрмитова части 
формы [,(и, 9). Как известно, такое представление единст- 
венно. Обозначим через \,(ЁЕ «Я _) совокупность всех век- 
торов р п-мерного вещественного пространства, для ко- 
торых 

(о, LY? (и, и)) >. 0 при любом и. (10) 

Мы покажем, что В) имеет место тогда и только тогда, 
когда рЁ\,. Заметим, что соотношение (7) каждой вектор- 
функции с(Г) из нашего семейства ставит в соответствие 
некоторую аналитическую на ef вектор-функцию 6, (4), 
причем если 

с’ (#5, (t), . с’ (t)>b (Г), 

то 

(107 + py”) (£) > в. 6, (Е в @) 
при любых вещественных p), po.
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Следовательно, связь между Сс(Р) и b,(f) можно пред- 
ставить в виде 

b(Q=KO HceH+KP Och, (11) 

где КО (6), 1—1, 2, — квадратные комплексные матричные 

функции от {, зависящие от р линейно. 

Аналитичность матричных функций Kt), вообще говоря, 
не имеет места. 

Подставляя в (7) выражение для р, (Г), легко убедиться 
в справедливости следующих соотношений: 

(КР с, и) = 4т (о, ЦР (и, с(0)), 
(К? (№ с(@, и) = 4п(р, (7 (и, с(0)). | 

Легко проверить, что матрица ко (Е) эрмитова. 

Из (12) вытекает, что KY? (Г) неотрицательна тогда и 
только тогда, когда pEW,. 

Остается показать, что указанная в В) матрица Н с точ- 
ностью до положительного вещественного множителя равна 

Ky (t). 
Подставляя в формулу, определяющую Н, выражение Ю 

через В и С, мы получим 

H=— (2n) 'G’(B'C — C'B) G = (2) 'BG= 

= (Qn) (KY OC+ KE OC)G = 2n) TK? /. 

(12) 

Здесь использованы соотношения: 

CG=CG=E,, CG=0. 

Из наших рассуждений непосредственно вытекает сле- 
дующая лемма: 

Лемма 1. Пусть Г — дискретная группа квазили- 
нейных преобразований области Зигеля %, причем фак- 
тор-пространство А/(ГПА) компактно. Если для всех t 
из некоторого открытого подмножества области F 

выпуклая оболочка векторов Ё,(и, и) совпадает с У’, то 
любая Г-автоморфная форма f (w) будет ограничена 
во всякой цилиндрической области.



$ 15] РЯДЫ ФУРЬЕ—ЯКОБИ 141 

Доказательство. Разложим ] (4%) в ряд Фурье — 
Якоби. Из наших рассмотрений вытекает, что при выпол- 
нении условий леммы коэффициенты Фурье ф, (щ, #) ==0, если 

рЕ\’. Отсюда и из леммы 2 $ 12 главы Ш следует, что 
функция / (4) ограничена в любой цилиндрической области. 

Впервые подобного рода «эффект», правда, в другом 
случае, был обнаружен немецким математиком Кехером, 
установившим следующую замечательную теорему (Кехер [2]): 

Теорема Кехера. /]7усть Н — верхняя полупло- 
скость Зигеля, т. е. совокупность всех комплексных 
симметрических матриц = Х-ШУ, где У положи- 
тельно определена. Обозначим через Г группу преобразо- 
ваний области Н вида 

2 — А’ГА- 5, 

20e А— любая целочисленная унимодулярная матрица, 

а 3 — любая целочисленная симметрическая матрица. 
Тогда Г-инвариантная аналитическая в Н функция 

будет ограничена во всякой области, состоящей из точек 
вида ДЕТ, где ЕН, а Г произвольная положительно 
определенная симметрическая матрица. 

Доказанная выше лемма показывает, что «эффект» Кехера 
имеет место, как правило, для областей Зигеля второго и 
третьего рода. 

Мы докажем сейчас лемму, включающую как частный 

случай теорему Кехера. В этой лемме содержатся условия, 
которые надо наложить на дискретную группу аффинных 
преобразований области Зигеля 5 первого рода для того, 
чтобы имел место «эффект» Кехера. 

Как известно, аффинные преобразования области Зигеля 

первого рода $ имеют вид 

2—> Ага, (13) 

где А — матрица аффинного преобразования конуса У в себя, 
а — произвольный вещественный вектор. Следовательно, 

группу всех аффинных преобразований $ в себя можно рас- 
сматривать как группу пар (4, а) с законом композиции 

(А, а) Ж (А, а.) =(А А, а + Аа). (14) 

Обозначим через А подгруппу группы @, состоящую из 
элементов вида (Е, а), Пусть СО’ обозначает совокупность
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7 
всех аффинных преобразований конуса У, а С, означает 

подгруппу С’, состоящую из унимодулярных аффинных пре- 
образований конуса У. 

Рассмотрим естественный гомоморфизм С 0’. Если 
Г, =ГПА имеет столько образующих, какова размерность 
группы А, то Г’ =Г/ГА — подгруппа группы 0’. Действи- 

тельно, каждому (4, а) соответствует следующий автомор- 
du3m решетки Гл: 

(А, а) (0, В (А, а) ' = (0, АВ). 

Очевидно, определитель матрицы автоморфизма решетки 
равен +1. 

Мы будем предполагать, что $ — произведение однорол- 
ных областей Зигеля 1-го рода, перечисленных в 8 1 гл. [. 

Лемма 2. Пусть Г — дискретная группа линейных 
преобразований области $ такая, что фактор-простран- 

/ / / 7 “ 
ство СГ’, где IY=T/Ps, umeem конечный объем. Тогда 

любая Г-инвариантная функция ограничена во всякой 
цилиндрической области. 

Доказательство. Пусть /(2) — некоторая аналити- 
ческая Г-инвариантная функция. Разложим ее в ряд Фурье: 

{a= 2 herr ( 2), (р, 2) = Pate: (15) 

Заметим, что между коэффициентами /, существует соот- 
ношение, вытекающее из инвариантности / (2) относительно 
группы Г. Пусть (А, а) ЕГ, тогда (Аг а) = 1 (г), и сле- 
довательно, 

А Ар = de?! (о, а), (16) 

где А’ определено из условия (Ау, р) =(у, А’р). Условимся 
в дальнейшем векторы р и А’р называть ассоциирован- 
ными. Лемма будет доказана, если мы покажем, что ho == 0 

для любого р СУ’. Будем вести доказательство этого факта 

от противного. Пусть ^», = 0 при некотором р Е У”. Обозна- 
чим через у, произвольную точку У и зафиксируем ее. Со- 
гласно равенству Парсеваля 

> | Л, [2 е-4* (р, Yo) < со. 
р :
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Обозначим через М, совокупность различных р, ассоцииро- 
ванных с ру. Из (16) получаем 

У, e ~ 4" (P, Yo) < со. (17) 

РЕМ 

Пользуясь явным описанием областей $ (см. 6 1 гл. J), 
легко проверить, что в группе С’ существует такая однопа- 
раметрическая подгруппа # (<), что Нм ($ (<), У) = — ©. 

>< 

Согласно лемме | & 14 существует бесконечное число эле- 
ментов группы Г’ вида В\2 (<) Вь, * > 0, где В; и В. сколь 
угодно близки к единице. Нетрудно показать, что при до- 
статочно малых В, и В. 

lim (Big ©) Вр, У) = — 00. 
<> +00 

Следовательно, существует такая последовательность элемен- 
тов А, группы Г, что 

И (Арво, ро) == — со. 

Это, очевидно, противоречит (17). Лемма доказана. 
Перейдем к доказательству лемм, с помощью которых 

в следующем параграфе будет произведена оценка размер- 
ности пространства автоморфных форм. 

Лемма 3. Пусть 5 (©, г\)=5 (©., го) — две цилиндри- 
ческие области, дс О., г, —г.ЕУ. 

Для любой «аналитической в бесконечности» Г-авто- 
морфной формы f(w), все коэффициенты Фурье которой 
ф, (и, Р) равны нулю при |2| «т, имеет место неравенство 

sup |/(%)| < сле" зир [1 (%)[, (18) 
weES(Q;, 71) we€S (Q;, 7s) 

где с] и с5 зависят только от Г==гГ, —го и не зависят 
от т. 

Доказательство. Непосредственным интегрирова- 
нием можно проверить справедливость следующей формулы: 

F(Z, и, = Гле—*—1)2(%; г, t)dx, 

— (19) 
e2re (p, х+1/), 

pEV’, Ip] >t 
@ (Х; г, <) = 

где  — фундаментальный параллелепипед решетки Гу.
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Из (19) следует: 

su <) | < Su W | 97 (х; Г, ах. 
А I< Sup „7 M west J Ors) (20) 

Остается оценить интеграл, стоящий в правой части (20). 

Мы имеем 

1 1 2 1 fia: г, vey ЕТ [lao r, t)Pdx< 
L L 

<f e- 4 (6, r= Dd (k) en, 
Не и 

где ^(Ю) означает число решений уравнения 

(р, г) =, рЕУ’, [|2 т 
Из того, что гЕ\У, следует существование таких положи- 
тельных констант сз и с4, что с3|р| < (р, г) < с. |р|. Отсюда: 
1) ^(Ё) = O(k"), roe n — размерность конуса У; 2) Х (Ё) = 0, 
если А < с;х, где с; — некоторая константа. 

Следовательно, 

— fig: Г, <)| ах < и У свете“ < се-сх. (21) 

L Е> си 

  

  

  

  

Из (21) и (22) непосредственно следует утверждение леммы. 
Следующая лемма представляет собой основу обычного 

метода оценки размерности пространства автоморфных форм 
в случае, когда фундаментальная область компактна. 

Лемма 4. Пусть А — некоторая область в комплек- 
сном М-мерном пространстве; В — область, содержа- 

щаяся строго внутри А, т.е. Вс А; Е — некоторое ли- 
нейное пространство аналитических функций }(2г). Если 
существует такая константа М, что 

sup [7 (2) < М Sup l\f(z)| для любой f(z)EE, (22) 
z€ 26 

то размерность Е конечна и не превосходит 1 (ш ММ, 
причем 1 зависит только от А ци В. 

Доказательство. Обозначим через 2р расстояние 
от В до границы А. Выберем в В конечную систему Р 
точек 2;,..., 2, обладающую следующим свойством: для
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всякой точки 2ЕВ существует такая точка 2,ЕР, что 

|2 — 24| <р. 
Очевидно, для того чтобы функция / (2) имела в точках 

2, ..-, 2 нули порядка не меньше т, достаточно наложить 
на функцию f(z) gm” линейных однородных соотношений. 
Таким образом, если бы размерность Е была больше ат”, 
то в Е содержалась бы функция, имеющая в точках 21,..., 2 
нули порядка не меньше, чем т. 

Покажем, используя условия леммы, что в Е не может 

4 

существовать функции /(2), имеющей в точках 21, ..., 2. 
InM 

нули порядка строго большего, чем Tha Предположим 

противное. Обозначим через 2, точку, в которой модуль 

|7 (=)| достигает максимума в В. Существует точка 2, ЕР, 
для которой |2, — 2. | “р. Очевидно, точка 2, -^ (2 — Z,) 
при любом комплексном Х, |^|<2, содержится в А. 

Функция 
—m InM А" А-а — 2), тэ |1, 

регулярна в круге |^\| <2 и, следовательно, достигает своего 
максимума на границе этого круга. Значит, в А существует 

Такая точка 2’, что 

11(2^)| > 2" мах [1 (2)|. 
22 В 

Следовательно, 
In M max | f (2’)| > 2” max | / (2) |, m=| 7 |+1, (23) 

2ЕА z€B 

Но (22) и (23) противоречат друг другу. Отсюда вытекает 
утверждение леммы. 

Прежде чем формулировать лемму 5, введем некоторые 
определения. Обозначим через С совокупность всех квази- 
линейных преобразований рассматриваемой области Зигеля $ 
следующего вида: 

z—>z-+a(u,t), и>В(@и--Ь(, Е—>2(Ё. (24) 

Через С’ обозначим фактор-группу С/А. 
Лемма 5. Пусть Г — такая дискретная подгруппа 

группы Ц, что фактор-пространства С’Г’ и АГ. ком- 
пактны, где Г, =ГПА, Г’=Г/Г,. Пусть, кроме того, 
Е(р, в) — совокупность всех аналитических в Я ХС" 
функций ф, (п, Е), могущих стоять в качестве коэффици-
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ента перед е?"®, 2) в ряде Фурье какой-либо Г-автоморф- 
ной формы веса в. Размерность пространства Е, в) 
конечна ц не превосходит 

e(|p|+p)”**, (25) 

где т — комплексная размерность пространства и, а k— 
комплексная размерность oF , с— константа, зависящая 
только от Г. 

Доказательство. Пусть 

z>zta(tu,t), u->Btu+sd), tog (26) 

некоторое квазилинейное преобразование области 5, принад- 
лежащее дискретной группе Г. Из функционального уравне- 
ния автоморфной формы вытекает: 

i *(w) Do, (4, He OP) = 
р 

= Dy, (BOuto(), Е (0) г" ® 2+0 69), 
p 

где j(w)— akoOnaH mpeoOpasospanuna (26). Непосредственно 
очевидно, что / (<) зависит только от Ёи от g, откуда мы 
получаем для функций ф, (и, Г) следующее функциональное 
уравнение: 

ф, (и, Э =, (ВФа-Ь(®, &®)е" "eV yw), (27) 

Х,(Р) означает якобиан /(%) преобразования (26). Кроме 
того, как мы видели раньше, функции ф, (и, Г) удовлетво- 

ряют функциональному уравнению (8). Из (27) и (8) сле- 
дует, что функции $, (и, Г) можно рассматривать как формы, 
азтоморфные относительно некоторой дискретной группы К, 

аналитические в области «Я ЖС". Из условий леммы вы- 

текает, что фактор-пространство ‹Я Ж С"/К компактно. 
Поэтому мы можем применить обычный метод оценки 

размерности пространства автоморфных форм, который осно- 
ван на лемме 4, доказанной выше. 

Обозначим через В фундаментальную область для группы К. 
Пусть А — некоторое открытое множество в ef XC™, co- 
держащее фундаментальную область В вместе с ее замыка- 

нием,
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Обычным методом с помощью функциональных уравне- 
ний (8) и (27) мы можем получить следующую оценку: 

sup |, (4, 9 | < еб Ии+ зир |4, (и, 0|. — (28) 
и, СА (и, ЕВ 

Из этой оценки и из леммы 4 сразу вытекает, что размер- 
ность пространства Е (р, в) конечна и, более того, что она 
не превосходит ‚ 

e({p|+p"*", 

где с зависит только от группы Г. Лемма 5 полностью до- 
казана. 

$ 16. Другое доказательство теоремы 
об алгебраических соотношениях 

В настоящем параграфе дано другое доказательство тео- 
ремы об алгебраических соотношениях. 

Хорошо известно (Зигель [1], стр. 77), что теорема об 

алгебраических соотношениях является простым следствием 
следующей оценки размерности пространства автоморфных 
форм 

М, < см, (1) 
где №, — размерность пространства автоморфных форм веса р, 
№ — комплексная размерность области существования этих 
автоморфных форм. 

Отметим, что полученная этим путем теорема об алге- 
браических соотношениях несколько слабее, чем та, которую 
мы доказали в предыдущей главе. Дело в том, что при вы- 
воде теоремы об алгебраических соотношениях из оценки (1) 
(Зигель [1]) автоморфные функции определяются как отно- 
шения автоморфных форм одинакового веса. Прямое опре- 
деление автоморфных функций, которое было дано в 8 10, 
во многих случаях удобней, кроме того, оно лучше с точки 
зрения логической законченности. Однако доказательство 
теоремы об алгебраических соотношениях с помощью оценки (1) 
представляет интерес, поскольку оно не требует знания тео- 
рии аналитических нормальных пространств. 

Отметим также, что дискретные группы, для которых 
ниже будет установлена оценка (1), определяются формально 
несколько иначе, нем нормальные дискретные группы.
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Можно показать, что модулярная группа Зигеля и ее 
обобщения, т. е. все абелевы модулярные группы (И. И. Пя- 
тецкий-Шапиро [11]), удовлетворяют этим новым предполо- 
жениям. 

Пусть 4 — некоторая классическая область, Г — дискрет- 
ная группа ее аналитических автоморфизмов. 

Определение. Группа Г называется квазинор- 
мальной, если существует конечное число Г-рациональных 
компонент of |, ..., с „ удовлетворяющих условиям: 

1) существуют такие цилиндрические области Г, ..., Т, 
с основаниями в этих компонентах, что фундаментальная 
область В = @/Г целиком содержится в 

Г... - ТГ, (2) 

2) фактор-пространство С’/Г”, где Г’ = Г; (Я )/Г. (© ), 
компактно *); 

3) существуют такие цилиндрические области Т,, aes Т,, 

с основаниями, принадлежащими Fy, ..., F,, причем 
/ — Т.Е Т,, Е =1,..., р, что для любого 1ЕГ 

41 (12) 
“ag (ey 11) «с, если 2ЕТ,, 7yzET;, 1k, l<p, (3) 

где с, — HeKOTOpad KOHCTaHTa (a, (Z)— якобиан отображения 
области Q на соответствующую каноническую область 
Зигеля). 

Перейдем теперь к определению автоморфной формы. 
Мы дадим это определение в форме, пригодной для любых 
дискретных групп аналитических автоморфизмов классических 
областей. 

Определение. Аналитическая в 4 функция /] (г) на- 
зывается Г-автоморфной формой веса в, если она 
удовлетворяет таким условиям: 

а) 1(12) (7. (2) \ = (2) для всех ТЕГ (7 (2) — якобиан 
отображения 2 -—> 12); 

6) пусть сЯ — некоторая Г-рациональная компонента; 
функция 9; (2) = (2) а-# (2), где а(г2) — якобиан отобра- 
жения области & на соответствующую каноническую область 
  

*) Определение Г. (9) и Г. (9 ) см. в $ 9.
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Зигеля, ограничена в любой цилиндрической области с осно- 
ванием в cf 

Условие 6) означает «аналитичность» функции 9х; (2) 
в точках компоненты ‹Я. Кехер [2] показал, что условие 6) 
для модулярной группы Зигеля выполняется автоматически. 
Основной причиной этого является то, что размерность ком- 
поненты, как правило, на две единицы меньше комплексной 
размерности самой области @ (см. $ 10). В следующем па- 
раграфе мы, пользуясь некоторыми леммами из 8 15, пока- 
жем, что в большинстве случаев условие 6) является след- 
ствием функционального уравнения автоморфной формы. 

Перейдем теперь к доказательству оценки (1). 
Теорема 1. Густь Г — квазинормальная дискретная 

группа аналитических автоморфизмов некоторой класси- 
ческой области 9. 

Размерность пространства Е, автоморфных форм 
веса в конечна и не превосходит 

cop , (4) 

где со — константа, зависящая только от Г, М — кол- 
плексная размерность области 9. 

Доказательство. Обозначим через М’ максимум 
модуля | 9.7, (2)| в областях Т, и через М максимум 9, (2) 

в областях Т,. 

Из (3) вытекает, что для любой отличной от тождествен- 
ного нуля функции /(2)Е Е, имеет место неравенство 

М!’ < Me, (5) 

где c,—=In|c,|. 
Функция Or, (2) инвариантна относительно группы Г; (с ,). 

Поэтому ее можно разложить в ряд Фурье — Якоби. Из 
леммы 3 $ 15 следует, что если все коэффициенты p, (4, Е) 
функции 9. (2) обращаются в нуль при условии |p| < т, то 

вир| 85, (| < cae-© sup в, (2). 6) 
2ЕТ, 2ЕТЬ 

где с. и с; — некоторые константы. 
Из (5) и (6) ясно, что существует такое сь, что если 

при всех ^ (1 <А<р) все коэффициенты Фурье ф, (и, Е) 
функций 9, (2) для |р| < съь равны нулю, то / (2) =0.
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Остается заметить, что ввиду леммы 6 $ 15 для того, 
чтобы обратить в нуль эти коэффициенты, достаточно нало- 
жить на / (2) не более, чем сурп+т+# — сы линейных одно- 
родных условий. Отсюда вытекает утверждение теоремы. 

$ 17. Автоморфные формы 

В настоящем параграфе показывается, что условие 6) 
определения автоморфной формы, как правило, является 
следствием условия а), т. е. функционального уравнения. 
Будет описано скалярное произведение, которое обычно вво- 
дится в пространстве автоморфных форм. В заключение мы 
дадим краткий очерк метода Сельберга [1] для подсчета раз- 
мерности пространства автоморфных форм данного веса. 

Пусть @ — некоторая классическая область, а Г — про- 
извольная дискретная группа ее аналитических автоморфизмов. 

Из леммы 1 58 15 непосредственно вытекает следующее 
предложение. Если of — Г-рациональная компонента 2-го 
рода (см. определение в § 5), то для любой Г-автоморфной 
формы функция 95 (2) ограничена в любой цилиндрической 
области с основанием в 

Ясно, что если все Г-рациональные компоненты второго 
рода, то условие 6) является следствием условия а). Напри- 
мер, это имеет место, если @ — произведение неприводимых 
областей первого типа, где р = 4. 

С помощью леммы 2 $ 15 можно дать аналогичные усло- 
вия в случае компонент 1-го рода. Они состоят в сле- 
дующем. Пусть «Я — Г-рациональная компонента первого 
рода. Если фактор-пространство Су, («Я )/Т, («Я ) имеет ко- 
нечный объем, то функция 9; (2) ограничена в любой ци- 
линдрической области с основанием в oF (Су (Я) означает 
подгруппу СЦ, («Я ), состоящую из преобразований, у которых 
определитель матрицы соответствующего однородного пре- 
образо:.ания равен единице). Окончательный вывод мы можем 
сформулировать следующим образом. 

Теорема 1. Обозначим через QD классическую об- 
ласть, а через Г — некоторую дискретную группу ее ана- 
литических автоморфизмов. Пусть Я — некоторая Г-ра- 
циональная компонента. Предположим, что область @ 
можно представить в виде: 

@х... Ж@,,
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где 4, ..., @, — классические области, не обязательно 
неприводимые, причем группа Г, («Я _) содержит произве- 
дение групп: 

Г.Я Х ... ХПГ. 
где каждая из компонент «Я, либо 2-го рода, ли- 
60 1-20 рода, но при этом фактор-пространство 
Су («Я,)/Г, (Я ,) имеет конечный инвариантный объем. 
Тогда функция 95(2г) ограничена в любой цилиндрической 
области. 

Отметим наконец, что если условие теоремы выполняется 
для всех Г-рациональных компонент, то условие 6) яв- 
ляется следствием а). Если же условия теоремы выполняются 
не для всех Г-рациональных компонент, то выполнение 6) 
достаточно потребовать только для тех компонент, для ко- 
торых не выполняются условия теоремы 1. 

Перейдем теперь к описанию скалярного произведения 
в пространстве автоморфных форм веса т. 

Следуя идее Петерсена, мы определим скалярное произ- 
ведение как интеграл по фундаментальной области В = @/Г. 

Пусть р (2) — непрерывная положительная функция, удов- 
летворяющая функциональному уравнению: 

р(82) = (2)1 1, (2)|? для всех ЕС (1) 

(С — полная группа аналитических автоморфизмов области 47). 
Такая функция р (2) определяется однозначно с точностью 

до постоянного множителя. 
Пусть Л, и Л. — функции, удовлетворяющие функцио- 

нальному уравнению для автоморфных форм веса т. Положим 

(fy Л) = [| Л.Л" (2) ав. (2) 
В 

Легко проверить, что интеграл (2) не зависит от выбора 
фундаментальной области В. 

Известно, что даже не для всех автоморфных форм / 
существует интеграл (7, /). 

Введем следующие обозначения: 
(Г, т) — пространство автоморфных относительно дан- 

ной дискретной группы Г форм веса т; 
А (Г, т) — пространство решений функционального урав- 

нения для автоморфных форм, для которых (Х, /) < ©®,
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Покажем, что пространство А(Г, т) как гильбертово 
пространство полно. 

Действительно, пусть последовательность функций Д) (2) Е 
Е А(Г, т) удовлетворяет критерию Коши, т. е. для лю- 
бого => 0 существует такое п==п (=), что при любых 

ny > Nn (=), No > n (€) 

(fn, — Frys fn, — Лп,) < в. 

С помощью функционального уравнения автоморфной формы 
легко показать, что 

lim — f | fa, (2) — Fn (2) |? »™ (2) dv = 0, 
D; 

п, п. >< 

где @, — любая фиксированная подобласть области &, для 

которой 9, < &@. Пользуясь общими свойствами аналитиче- 
ских функций, отсюда легко получить, что последователь- 
ность функций Г„(2) равномерно в любой подобласти &. об- 
ласти 4 сходится к некоторой функции Л (2). Для предель- 
ной функции Л, (2), очевидно, будет выполнено функциональ- 
ное уравнение автоморфной формы веса т. 

Обозначим через С верхнюю грань чисел (Л), Л„). 
Очевидно, что 

[ | fo@|2om(z)do< Ито || |Л, (е) Вр" (е) до < С, 
ВП 3, п>® р 

где 4, — произвольная подобласть области J, DC. 
Следовательно, 

(fo f= f lfo@Pem@dv<c. 
В 

Таким образом, 

Ло (2) = Jim Г» (2) Е АСТ, т). 

Мы покажем теперь, что требование конечности инте- 
грала (Х, Г) сильней условия 6), т. е. что А(Г, т) < %(Г, т). 

Пусть Т— некоторая достаточно малая цилиндрическая 
область с основанием @ в некоторой Г-рациональной компо- 
ненте «Я. Мы будем предполагать, что Т выбрана так, что 

если две точки 2; и 2› эквивалентны относительно Г (т. е.
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Zo= 72, rae YET), to ТЕГ, (Я). При таком выборе T 
имеет место неравенство: . 

Г [f@ Pe" @ dv < 09. (3) 
T/T, (F) 

Отобразим область &@ на соответствующую каноническую 
область Зигеля 5. Интеграл (3) после замены переменных 
запишется в виде 

Г |9)” (а) ао, (4) 
T/T, (F) 

где › (&) — решение в области 5 уравнения (1), 9 ;(%) = 
= f (9 (w)) /™ (w), du — инвариантный объем. 

Pyukuna O7(W) инвариантна относительно преобразова- 
ний из группы Г. («Я), следовательно, ее можно разложить 

в ряд Фурье — Якоби 

9; («) = = b,(u, Е) ext. 2), (5) 

Легко проверить, что ^ (4) =, (у — Ке Д, (и, и)) №. (Е) и что 
инвариаитный объем имеет вид 

dv =) (w) dx dy du, duy dt, dty, 
и=и що, tt, + its. 

Обозначим через AY, Uy, fy; ©) совокупность точек 
wW—=(z,u,t)CS Takux, 4To 

u—uyl<e, |t—hl<e ly—¥,|<e ADL «EL, 
где [, — фундаментальная область для группы Г. («Я ). 

Из (4) следует конечность интеграла 

] 
1 (У- и, fos &) 

7 2 
» фе (ш, Ре?" р, 2) X"—" (w) dx dy du, du, dt, dt, (6) 

р 

    

при подходящих Yo, Uy, ty) H & HM, значит (после выполнения 
интегрирования по х), конечность суммы: 

» frr-'@ly, (a, t)|?e-4* ) dydu, du,dt,dt,. (7) 
р
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Легко проверить, что отдельный член этой суммы может 

быть конечен только при условии-рЕ У’. Отсюда с помощью 
леммы 2 6 12 заключаем, что функция 9; (2) ограничена 
в любой цилиндрической области с основанием в «Я. Таким 
образом, мы показали, что из .(Х, Г) < со следует выполне- 
ние условия 6). 

Из доказанной в $ 16 теоремы вытекает, что для любой 
квазинормальной дискретной группы размерность простран- 
ства А(Г, т) конечна. 

Весьма важной задачей является вычисление размер- 
ности Л, пространства А(Г, т). Сельберг [1] дал метод, 
позволяющий это сделать. Мы вкратце изложим сейчас суть 
этого метода. 

Обозначим через А„(2, и) функцию OT ZED u u€G, 
обладающую следующими двумя свойствами: 

1) интегральный оператор 

f Ви (2, и) Г (и) о (8) 
D 

перестановочен с операторами TF (z) = f (gz) It (z); 

2) функция А (2, и) аналитична по 2. 
Легко показать, что свойство 1) эквивалентно следую- 

щему функциональному уравнению: 

Ет (22, би) Ле (2) Ле” (и) = Ет(2, и) 

для всех ЕС (С — полная группа аналитических автомор- 
физмов области 97). 

_ Нормируем функцию Аи (2, и) условием №„(0, 0) =1 
(мы предполагаем для простоты, что & реализована так, что 
все аналитические автоморфизмы, оставляющие на месте 
точку г = 0, являются линейными преобразованиями). Легко 
показать, что такая функция единственна и что имеет место 
соотношение Аи (2, и) = (Ё, (2, и)". 

Можно показать, что для. всех аналитических в @ функ- 
ций, для которых интеграл (5) сходится абсолютно, имеют 
место соотношения 

ый (2) = [| №» (2, и) 1 (и) ао, (9) 
D 

где \,, — KOHCTaHTa, зависящая только от т.
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Для „ мы имеем выражение *) 

hn = | Е. (0, и) до = [GO wy" dv. 
D D 

Можно легко показать, что модуль функции А, (0, и) дости- 
гает максимума, равного 1, в точке и =0. С помощью ме- 
тода перевала легко вычислить, что 

Ат — em", (10) 

где с — константа, зависящая только от природы области &, 
а п — комплексная размерность Y. 

Пусть Г — дискретная группа и В — ее фундаментальная 

область. 
Обозначим через Н совокупность всех измеримых в & 

функций / (2), удовлетворяющих соотношению Т,/ =] для 
всех 1ЕГ и таких, что 

[И ЛР” (2) av < оо. 
В 

Очевидно, Н можно рассматривать как гильбертово про- 
странство. Положим 

Ки(г, и; Г) = ЖЕ, (42, и) Лт (2). 
т 

Можно показать, что для всех ЛЕ А(Г, т) имеет место соот- 
ношение 

1.7 (2) = | Ки(а, и; ГЛ (ш) ао, (11) 
B 

т. е. функции ГЕ ЛСГ, т) собственные. Можно показать, 
что у операторов (11) нет других собственных функций. 

Таким образом, имеет место следующая фундаментальная 
формула: 

1 
Nm =e | Kn z; [) dv. (12) 

Совершенно элементарно, пользуясь только выражением К», 
в виде ряда, можно показать, что 

lim K,(z, 2; T)=1, “ee (13) 
m>co a 

  

*) Явное выражение для ^\„ легко найти, воспользовавшись 
интегралами, вычисленными в книге Хуа Ло Кена [1].
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если Z He является неподвижной точкой ни для одного из 
преобразований 1ЕГ за исключением ] =е. Отметим, что 
(13) выполняется равномерно в любой замкнутой подобласти 
D,cQ@, не содержащей неподвижных точек для группы Г. 

Далее, можно показать, что в любой замкнутой под- 
области 9, <= функция Ки(2, 2; Г) ‘ограничена равномерно 
по т некоторой константой С\, которая зависит только от &.. 

Эти утверждения наводят на мысль, что имеет место сле- 
пующее предельное соотношение: 

МЕ ут mon in ° rm", ( 4) 

где Уг — инвариантный объем фундаментальной области. 
Для справедливости последнего соотношения необходимо 

и достаточно, чтобы для всякого в > 0 существовала такая 
компактная подобласть В, П В, что при всех т 

[Kn@. z; [)dui<e. (15) 
B-B, 

Проверка этого утверждения очень трудна. По всей види- 
мости, можно доказать справедливость его для всех нор- 
мальных или даже квазинормальных дискретных групп.



ГЛАВА У 

ОГРАНИЧЕННЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ОБЛАСТИ 

В настоящей главе описаны некоторые методы конструк- 
ции ограниченных однородных областей в аффинном ком- 
плексном пространстве. 

Параграф 18 содержит описание аффинно однородных 
областей Зигеля 2-го рода, связанных с однородными кону- 
сами, перечисленными в $ 1. Можно показать, что конструк- 
ции этого параграфа охватывают все такие области. 

В $20 дана конструкция однородных областей Зигеля 
3-го рода. 

В $ 19 приведены без доказательства некоторые резуль- 
таты Кошуля, позволяющие редуцировать задачу классифи- 
кации всех ограниченных однородных областей к некоторой 
чисто алгебраической задаче. Эта задача еще далека от реше- 
ния, НО нам кажется, что в конструкциях & 20 содержатся 
все (или, точнее говоря, все с точностью до областей, свя- 

занных с особыми группами Ли) ограниченные однородные 
области в аффинном комплексном пространстве. 

$ 18. Однородные области Зигеля 2-го рода 

В настоящем параграфе описана конструкция однородных 
областей Зигеля 2-го рода и выяснено, какие из них являются 
симметрическими. Поскольку каждая область Зигеля 2-го рода 
аналитически эквивалентна ограниченной области (см. 8 2), 
то из результатов настоящего параграфа вытекает существо- 
вание ограниченных однородных несимметрических областей, 
и тем самым проблема, поставленная в 1935 г. Э. Карта- 
HOM [3], получает отрицательное решение. Как показал 
Э. Картан, всякая ограниченная однородная область в двух- 

или трехмерном комплексном пространстве симметрична. Ниже
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(см. лемму 1) будет приведен пример ограниченной однород- 
ной несимметрической области в четырехмерном комплексном 
пространстве. 

Отметим, что несимметрических областей в некотором 
смысле больше, чем симметрических. 

В дальнейшем Н будет означать область Зигеля 2-го рода, 
а У — соответствующий ей конус. Обозначим через @ сово- 
купность всех линейных преобразований А конуса У, про- 
должающихся до линейных преобразований всей области H, 
т. е. таких, что при некотором комплексном линейном пре- 
образовании и —> Ви имеет место соотношение 

AF (u, v0) =F (Bu, Bv). (1) 

Легко проверить, что если 2 действует на У транзитивно, 
то соответствующая область Н аналитически однородна. 

Для выяснения условий симметричности области Зигеля 
мы используем следующие леммы. 

Лемма 1. Инволюция области Н с неподвижной точ- 

кой (2%, 0), если она существует, всегда имеет вид 

(г, и) —> ($ (2), А (2) и), (2) 

где #—>$(2) — инволюция области гигеля 1-го рода с ко- 
нусом У, а А(2) — некоторая аналитическая матричная 
функция. 

Доказательство. Инволюцию с неподвижной точ- 
кой (2, 0) запишем в виде 

(2, и) > ($(2), А(2) и). (3) 
Очевидно, что она должна быть перестановочна с любым 
автоморфизмом области Н, сохраняющим точку (2, 0), и 
в частности, с преобразованием 

(2, и) > (2, ейи), Ох 09х72, 

откуда мы получаем 

Ф (2, е\и) = (2, и), А(2, ейи) = еВА (2, и). 

Пользуясь аналитичностью по и, теперь легко вывести, что 
инволюция должна иметь указанный в формулировке леммы 
вид. Остается заметить, что 2->< (2) — аналитический авто- 
морфизм области Зигеля 1-го рода с конусом У и седин- 
ственной неподвижной точкой 2—2, квадрат его равен
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тождественному преобразованию, и следовательно, это инво- 
люция этой области. Лемма доказана. 

В следующей лемме будет установлена несимметричность 
двух простейших областей Зигеля, комплексная размерность 
которых соответственно равна 4 и 5. Обозначим через Н, 
область в пространстве четырех комплексных переменных 21, 
20, 23, и, выделенную неравенствами 

у — [и > 0, (у —иРу—я>0, (4) 
где у, —=!та,, А —=1, 2, 3. Остов этой области, очевидно, 
выделяется уравнениями 

у, — [Ш = у» = уз=0. (5) 

Обозначим через Н, область в пятимерном комплексном 
пространстве (21, 2о, 2.3, и1, и), выделенную неравенствами 

у — [Ш > 0, (у — | 2) (95 — [2 2) —(уз— Ве ии)? > 0. (6) 

Остов этой области выделяется уравнениями 

Y, — 14, P = yo — | He |? = yg — Re a, = 0. (7) 

Лемма 2. Области H, u Hy necummempureckue. 
Доказательство. Рассмотрим сначала область Н.. 

Согласно лемме | инволюция в точке (1, Е, 0, 0), если она 

существует, должна иметь вид 

(21, 25, 23, И) > ( Te) | Е | а ‚ а(2, 2, 23) и). (8) 

А (2) = 212, — 22. 

  

Как мы знаем (см. $ 2), при аналитическом автоморфизме 
области Н точка остова переходит либо в бесконечность, 
либо опять в точку остова. Поэтому, для того чтобы пока- 
зать, что (8) не является аналитическим автоморфизмом нашей 
облясти, достаточно найти точку остова, переходящую при 
отображении (8) не в точку остова. Можно, например, взять 
точку 

(i, 1, 1, 1). 

Автоморфизм (8) переводит эту точку в точку 

1 i —1 
(i=: 1—1’ Tay? a, 1, 1), 

которая, очевидно, не принадлежит остову. 
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Докажем теперь, что область Н, несимметрическая. Мы 

можем считать, что область Но. состоит из пар (7, и), где 

2). «=. 23 20 Uo 

Остов этой области определяется уравнением 
, — 

т 2 = Ве ии” или (* =| || Rea) ‚ (9) 
Уз Ya Ве ши | ue |? 

где y,p—Imz,, R=1, 2, 3. Согласно лемме | инволюция 
с неподвижной точкой (Ш, 0), если она существует, должна 
иметь вид 

(Z, u) >(—Z~', A(Z)u), (10) 

roe A(Z)— аналитическая матричная функция от Z. 
Пусть (2, и) — произвольная точка остова. Условие пере- 

хода этой точки при инволюции опять в точку остова озна- 
чает, что 

ип (— 27‘) = Ве Auu*A’, если т —= Ве ии. (11) 

Из Ке ни" = Ке ии’ вытекает, что Ве Аии*А* = Ве Аци’А*, и 
значит, 

0 Re AJA*=0, rae J=(_, 9)- (12) 
Из последнего соотношения тривиально следует, что при 
любом Г матрица А(7) имеет вид е®В, где В — веществен- 
ная матрица, вообще говоря, своя для каждого С. 

Следовательно, А(7)=а(7)В, где а(7)— некоторая 
° аналитическая функция, а В — фиксированная вещественная 
матрица. Главная линейная часть инволюции (10) в точке 
(Е, 0), как известно, равна —Е. Поэтому, если нормиро- 
вать @(Z) условием а (Е) =— 1, то В=Е. Подставляя 
в (11) найденное выражение для А (7), мы приходим к сле- 
дующему равенству: 

27-1 — | а(2) РУ, (13) 

имеющему место для всех Z—X-+iY, Y>O. 

Подставляя z=(% .) в (13), приходим к противоре- 

чию. Лемма полностью доказана.
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Несимметричность рассматриваемых ниже однородных 
областей Зигеля можно установить обобщением приема, при- 

мененного для доказательства несимметричности областей Н/ 
и Н,. Мы, однако, изберем другой, более простой путь. 
Условимся говорить, что область @, правильно вло- 
жена в область @., если существует аналитический авто- 
морфизм = области &., множество неподвижных точек кото- 
рого аналитически эквивалентно 9.. 

Лемма 3. Если ограниченная область &, правильно 
вложена в ограниченную симметрическую область Фо, то 
4, сама является симметрической областью. 

Доказательство. Обозначим через 2 аналитический 
автоморфизм области @., выделяющий аналитическое много- 

образие «Я, аналитически эквивалентное области .. Инво- 
люция $ области 9. с неподвижной точкой ZC F nepe- 

ВОДИТ <Я в себя. Действительно, $2 = 2, так как инволю- 
ция $, перестановочна с любым аналитическим автоморфизмом 
с неподвижной точкой 2,, в частности с =. Далее, при 26 «Я. 

8 (902) = (%8)2= 92, т.е. $26. 
@. — симметрическая область, поэтому для каждой точ- 
ки 2 ‹Я существует инволюция с этой неподвижной точкой. 

Следовательно, область @., аналитически эквивалентная сЯ, 
будет симметрической. 

Согласно последней лемме для доказательства несиммет- 
ричности некоторой области & достаточно построить цепочку 
областей, в которой каждая следующая область правильно 
вложена в предыдущую и которая кончается некоторой 

заведомо несимметрической областью. 
В $ | были перечислены 4 серии неприводимых однород- 

ных конусов. Мы дадим сейчас для каждой из этих серий 
конусов конструкцию соответствующих однородных областей 
Зигеля 2-го рода и выясним, когда эти области являются 
симметрическими. 

1. Пусть У — конус вещественных положительно опреде- 
ленных симметрических матриц У порядка р>.2. 

Пространство, в котором будут определены вектор-функ- 
ции, описывается следующим образом. Пусть $ — некоторое 
целое положительное число и г(ГР) — неубывающая целочис- 
ленная функция на сегменте [1, $], причем г (1) > 0, г ($) < р. 
Рассмотрим все прямоугольные матрицы И = (и,,) из р строк
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и $ столбцов такие, что и, =0 при Е _>г(Ф), и,, — любые 
комплексные числа при А < г({). Иными словами, мы рас- 
сматриваем прямоугольные матрицы И, разбитые на клетки, 
и требуем, чтобы все элементы ниже главной диагонали были 
равны нулю. Матрицы указанного вида образуют комплексное 

афинное пространство, размерность которого равна > г (Г). 

Вектор-функция Р((, У) в этом пространстве onpene- 
ляется формулой 

F(U, V)=4(UV*+-7U. (14) 

Группа ® во всяком случае содержит все аффинные преобра- 
зования конуса У вида 

Y > BYB’, (15) 

где В — вещественная квадратная матрица порядка р, все 
элементы которой ниже диагонали равны нулю. Действи- 
тельно, поставим в соответствие преобразованию (15) пре- 
образование И —> ВИ. Если В — треугольная, то это пре- 

образование переводит матрицы U указанного выше вида 
в себя. Тогда мы имеем 

F(BU, BV) = 5 ((BU) BV)" +-(BV) (BUY) = 
= + (BUV'B’ + BVU’B’) = BF (U, У) В". 

Мы показали, что выполняется (1). Легко проверить, что 
та ая группа ® транзитивна в конусе У. 

Покажем, что все построенные области являются несим- 
метрическими. Обозначим через 2 аналитический автомор- 
физм области Н, который оставляет на месте С и первый 

столбец матрицы И, а у остальных элементов матрицы И 
меняет знак. Совокупность неподвижных точек этого авто- 
морфизма представляет собой область того же типа, только 
матрица (/ состоит из одного столбца. Согласно лемме 3, 
если область Н симметрическая, то совокупность ее точек, 
остающихся на месте при отображении 2-» 22, также будет 
симметрической областью. Таким образом, достаточно разо- 
брать случай, когда матрица Ц состоит из одного столбца. 
В этом случае И — вектор р\-мерного комплексного про- 
странства, где р, < р.
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Доказательство несимметричности мы будем вести индук- 
цией по р. Случай р=2 разобран в лемме 2. Пусть р>2. 
Покажем, предполагая установленной несимметричность для 
р— 1, что она имеет место для р. Обозначим через 5, ана- 
литический автоморфизм области Н, который меняет знак 
У 2рь И 2, Е =1,..., р 1, иуц,, если р, = р, а осталь- 
ные элементы матриц С и И оставляет на месте. Этот авто- 
морфизм выделяет некоторую область, являющуюся несим- 
метрической по предположению индукции. 

2. Пусть У — конус эрмитовых положительно определен- 
ных матриц У порядка р>.2. Пространство, в котором 
будут определены вектор-функции, описывается следующим 
образом. Пусть $1 и $5 — целые положительные числа, г, ([) 
и г. (Е) — неубывающие положительные целочисленные функ- 
ции, заданные на сегментах [1, $;] и [1, $5], причем г; ($;) < р, 
i=l, 2. 

Пространство, в котором будет задана вектор-функция, 
состоит из пар (1), (“2)), где ИП) и (2) — прямоугольные 
матрицы порядков ржЖ$, и рж $2 соответственно, причем 
ШИ = 0 при А > г; (Ё), 1=1, 2, а остальные элементы мат- 

риц И@) и U®> могут быть любыми комплексныки числами. 
Размерность пространства матриц указанного вида равна 
$1 Sq 

aiO+ Un. 
Вектор-функцию РЕ (И, У) определим формулой 

Е (И, У) = Фуа)" у. (16) 

Покажем, что группа ® во всяком случае содержит пре- 
образование вида 

У > ВУВ"*, (17) 

где В — квадратная матрица порядка р, все элементы кото- 
рой ниже диагонали равны нулю. Действительно, каждому 
преобразованию вида (17) соответствует следующее преобра- 
зование в пространстве, в котором задана вектор-функ- 
ция Р (О, И): 

(UM, U2) (ВИО, BU), (18) 

где В — матрица, определенная в (17). 
Непосредственно проверяется, что если все элементы ниже 

диагонали матрицы В равны нулю, то (18) есть преобразо-
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вание нашего пространства. Как и выше, проверяется, что 
имеет место соотношение (1). Хорошо известно, что такая 
группа ® транзитивна в конусе У. 

Если одно из чисел $; или $. равно нулю и соответ- 
ствующая функция г,;(Г) тождественно равна р, то соответ- 
ствующая область является симметрической. В $ 2 указана 
инволюция для этой области. Покажем, что в остальных 
случаях построенные области будут несимметрическими. 

Рассмотрим вначале случай, когда $150 == 0 и г, () =р, 
i=1, 2, l<t<s,. 

Обозначим через 2 аналитический автоморфизм области, 
оставляющий на месте 7 и первые столбцы матриц И) и (2), 
а у элементов остальных столбцов матриц И“ (1=1, 2) — 
меняющий знак. Согласно лемме 3, достаточно доказать, что 
совокупность точек, которые #2 оставляет на месте, есть 

_несимметрическая область. 
Таким образом, дело свелось к рассмотрению области 

в пространстве (7, (И), ((2)), выделенной неравенствами 

4 (Z—Z")— uMmuM—UeUe >0, 

где 7 — квадратная матрица порядка р, а (И) и Ul2) — 3a- 
писанные в столбцы р-мерные комплексные векторы. 

Обозначим через # следующий аналитический автомор- 
физм этой области: 

(2, UM, U(2))_» (Z’, 02), (О). (19) 

Множество точек, остающихся на месте при автомор- 
физме й, есть опять область Зигеля 

5: (2 — 2) — Ве ИИ* > 0, (20) 

где Z= 7’ — квадратная симметрическая матрица порядка р. 
а И — столбец из р строк. 

В пункте 1 мы показали, что область (20) несимметри. 

ческая. Рассмотрим теперь случай, когда одио из чисел $,, 
например $, отлично от нуля и г, (1) < р. С помощью под- 
ходящего автоморфизма доказательство несимметричности 
легко свести к случаю, когда $: = 1, 52 =0, г, (1) = р: < р. 

Доказательство несимметричности, как и в соответствую- 
щем месте пункта 1, мы будем вести индукцией по р. Пусть
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вначале р=2. Автоморфизм 

(2, Ц) >(7’, И) 

выделяет область Н;, несимметричность которой установлена 
в лемме 2. 

Пусть теперь р > 2. Предполагая доказанной несимметрич- 
ность при р — 1, покажем, что соответствующая область несим- 
метрическая. Рассмотрим следующие возможности: 1) р, =|и 
2) р! > 1.В первом случае мы используем автоморфизм 2, кото- 
рый меняет знак у всех элементов матрицы 2, стоящих в послед- 
нем столбце и последней строке, за исключением 2,„,. Во вто- 
ром случае мы применяем автоморфизм 2., который меняет 
знак у всех элементов матрицы 7, стоящих в первой строке 
и первом столбце, за исключением 211, и у ц, а остальные 
элементы матриц С и И оставляет на месте. 

3. Пусть У — конус в (п--2)-мерном действительном 
пространстве, заданный неравенствами 

У — — ... —y,>9, y, > 0. (21) 

Конструкция вектор-функции Р (и, 9) использует числа Клиф- 
форда (Г. Вейль [1], стр. 363 или Э. Картан [1]), что вполне 
естественно, поскольку мы должны в каком-то смысле «извлечь 
квадратный корень» из суммы квадратов. 

Обозначим через СУ вспомогательное /Л-мерное комплекс- 

ное пространство, в котором введено скалярное произведе- 
ние векторов с обычными свойствами. 

Пусть Т,,..., Г, — система унитарных преобразований 
в пространстве К, обладающих следующими свойствами: 

T,T + Т.Г, =0 (т = k). (22) 

Свойство (22) можно сформулировать еще так: при любых 
п 

вещественных /., ..., А! > p= | преобразование 7, = 
=1 

=, +... 4,7, YHHTapHo. 
Построение такой системы унитарных матриц и выясне- 

ние связи между возможными значениями п и № сводится 
к числам Клиффорда следующим образом. 

Системы Т,,..., Гл и АТВ, ..., АТГ,В, где Аи В- 
произвольные унитарные матрицы, естественно считать
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эквивалентными. Пользуясь этим, заданную систему можно 
заменить на эквивалентную, в которой Г, =Е. 

Положим 7,,,—iP,, R=1,..., n—1. Тогда из (27) 
мы получим для Р, следующие соотношения: 

PP m+ PmPp=0, m#k, Pe =E, R—=1,..., n—1, (23) 
Р*=Р,, k=1,...,n—1. (24) 

Соотношения (23) суть обычные условия для чисел Клиф- 
форда. Отметим, что (24) автоматически выполняется при 
обычной реализации чисел Клиффорда. Можно показать 
(Г. Вейль [1], стр. 363), -что для N возможны любые зна- 

п— 1 

2 
Перейдем к описанию вектор-функции Р (и, 9). Простран- 

ство, в котором она определена, состоит из троек (4, и\, шо), 

гле и, — $-мерный вектор, и ш, и: С Со. Размерность т 
этого пространства равна $ 2М. 

Выпишем формулы для РЕ (и, и) *) 

  чения, кратные 2”, где v= | 

Fi(4, 4)=(u, 4) + (4, 4), 

Ро(и, и) = (из, и), (25) 
Рь.о(и, и) = Ве(и, Г,ио), k=1, n 

Покажем, что Р (и, и) Е\У, т. е. что при любом и 
п 

2s Fea (ut, и) < Ра (и, и) Ру (и, и). (26) 

Рассмотрим следующее выражение с произвольными веще- 
ственными ^/, ..., Ам: 

п 

> АьРь+2 (и, и) = Ке(и, Ги). (27) 

n° 

Очевидно, что 

[Ве (и, Ги)? < (4, The) P< (4, 4) (Taq, The.) = 

— (и1, #1) (и, Ug) (3 i). 

В частности, полагая A, —Re(u,, Г»ьио), получаем (26). 
  

*) Р(и, 9) легко выразить через F(utv, utv) A 
Ри = iv, u + iv).
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Область с такой вектор-функцией Р однородна. В самом 
деле, каждому преобразованию конуса У вида 

У, — МУ, 

Yo —> №2», (28) 

у, >ву, R=3,..., A, и = Ул, 

соответствует преобразование в пространстве и 

Uo У№ Uo 

uy —>> Ул, Ш ’ (2 9) 

Uo Ул, Ud 

так что имеют место соотношения (1), следовательно, пре- 
образования (28) принадлежат группе ®. 

Далее, преобразования конуса У вида 

п п 

Yy>y+2 a Apne + Yo > a’, 

Уз —> У», (30) 

Ук+2 > Vara eM» #—1,..., П 

(а, ..., а, — любые действительные числа) соответствуют 
следующему преобразованию в пространстве и: 

Шо Ug 

ш }—>| ut+Teu.}, Ta=a,T,+ ... +4,T,, (31) 
Up Ug 

так что выполняется (1), поэтому преобразования (30) при- 
надлежат группе ®. 

Легко показать, что группа, порожденная (28) и (30), 
транзитивна в конусе У. 

Если $=0, п=2 и собственные значения матрицы 

T= ТТ, одинаковы *), то полученная область совпадает 
с областью, рассмотренной в пункте 2, где р=2, $, =2М, 

$0 = 0, г, (1) =2 при 1<#Ё< $1, и поэтому является сим- 
метрической. 

  

*) Из (22) вытекает, что собственные значения матрицы Т 
‚равны = 4.
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В $ 6 установлена симметричность нашей области при 
$ =0, п=4 и №=2. Покажем, что в остальных случаях 
построенные области не являются симметрическими. 

Пусть сначала $ > 0. Обозначим через g аналитический 
автоморфизм этой области, меняющий знак у всех компонент 
вектора и, кроме первой, и оставляющий на месте & и осталь- 

ные компоненты вектора и. Множество точек рассматриваемой 
области, остающихся на месте при автоморфизме х, есть 
опять область указанного типа с $ =| и ЛМ =0. Эта область 
в (п--3)-мерном пространстве (21, ..., 2..0, И) задается 
неравенствами: 

(у — и Ру, —... У > 0, у, > 0, (32) 

у, = тё,, k=1,..., n+2. 

Обозначим через 2, следующий автоморфизм области (32): 

2, —>2ь k=1, 2, 3, 

Lp —> — Lp, k=4,..., n+ 2, 

и —> и. 

Ясно, что совокупность точек области (32), неподвижных 
при автоморфизме 2,, есть область Н!, несимметричность 
которой установлена в лемме 2. 

Рассмотрим теперь случай, когда $ =0, а п — нечетно. 
Пусть Г, =Е, Го = Р., ..., Г, =Р roe P,, ...,P 

удовлетворяют (23) и (24). Положим 

P=(P,...P,,, = АША. 

п-1 п-] 

n-l 9 

Легко проверить, что имеют место равенства 

РР, =— Р.Р, Р?=Е, РР*=Е. (33) 

Рассмотрим следующий автоморфизм области: 

и (> 3 

Uo > Ри. ° (94) 

Легко проверить, что множество точек области Зигеля, 
остающихся на месте при автоморфизме (34), является 
областью такого же типа с $=0, п=| и № равным раз- 
мерности подпространства пространства К, в котором Ри = и. 
Число N положительно. Действительно, Р? = Е, следовательно,
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при Л = 0 все собственные значения Р были бы равны — 1, 
т.е. Р было бы перестановочно с Р‚,, что противоречит (33). 

Несимметричность полученной области установлена 
в пункте 1. 

Рассмотрим теперь случай четного п. Если п =2, то 
рассматриваемые области совпадают с областями, введенными 
в пункте 2 с р=2 *). Пусть п =4, тогда минимальное воз- 
можное значение N =2, а остальные кратны 2. В главе П 
было установлено, что при №==2 эта область сим- 
метрическая. Покажем, что при № >> 2 она несимметрическая. 
Рассмотрим вначале случай № = 4. Легко показать **), что 
тогда компоненты вектор-функции Р имеют вид 

ГР} = ии + и 202 + и 1313 + qty 

Ро = или и.о и - иззиз иди, 

ЕР; = Ке (и 1142 + и 12 + Uy 395 Uy gly), 

Fe, = Im (4,19) — Wy pltyy + Wy gltog — Uy 4llo4), 

PF, = Ве (— Ut Loy + Uy alto, — из + и 433), 

Ре = п (и 11422 + и 2 + ии + Ut 41203), 

где #11, Ш1о, И1з, И14-— Компоненты вектора и, а Шо, Шо, Иод, 
— компоненты вектора Uo. 
Рассмотрим следующий автоморфизм: 

(35) 

  
124 

2 —>2ь, k=l, 2, 3, 6; p> — Zp, k= 4, 5; | в 
Множество точек области, которые остаются на месте, есть 
область рассматриваемого типа с п=2. Несимметричность 
полученной области была нами установлена в пункте 2. 

Рассмотрим теперь случай № _> 4. Обозначим через К\ 
инвариантное относительно операторов Р\, Рь, Ру подпро- 
странство К’ размерности 4, а через К, ортогональное допол- 
нение к А,. Пусть & — автоморфизм нашей области, меняю- 
щий знак у всех векторов иЕК] и сохраняющий его у всех 
  

+) Легко проверить, что конус (21) с п=2 совпадает с кону- 
сом эрмитовых положительно определенных матриц порядка 2. 

**) Формулы (35) вытекают из рассмотрения обычного пред- 
ставления кватернионов с помощью матриц второго порядка.
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векторов иСК.. Совокупность неподвижных точек этого 
автоморфизма совпадает с областью, несимметричность кото- 
рой была установлена выше. 

Рассмотрим теперь случай, когда п четно и больше 4. 
Пусть Т, = Е, Го ={Р,, ..., Г. =Р,_ь где Py, ..., P 

удовлетворяют (23) и (24). Положим 
п-1 

п—4   P=?P,...P,_, v= 7 (37) 

Легко проверить, что 

РР, =Р,Р, Е =1,2,3; PP, =—P,P, k=4,..., n—1. 

Рассмотрим следующий автоморфизм области: 

Zp —> Zp, k= 1,2, 3, 4, 5, 6; p> — ep, k=7, oe ey n+ 2; 

u,->ePu,, U,o—>ePu,, rhe e= +1, 

(33) 

Совокупность неподвижных точек при автоморфизме (38) есть 
область рассматриваемого типа с п==4. Очевидно, что если 
п > 6, то хотя бы при одном значении = для М имеет место 
неравенство № `>». 4, следовательно, совокупность неподвиж- 
ных Точек автоморфизма (38) образует несимметрическую 
область. 

Если же п —= 6, то возможные значения Л имеют вид А2”, 
п— 1 

где у — | — 2. В случае, когда Е >> 1, применимо пре- 

дыдущее рассуждение. Если же Е =1|, то можно показать, 
что эта область будет симметрической областью, связанной 
с некоторой особой группой. Очевидно, что комплексная 
размерность ее равна 16. 

Таким образом, мы показали, что рассматриваемые области 
являются симметрическими только в следующих случаях: 

1) $=0, № = 0, п — любое, 

2) $=0, № — любое, п=2 и Т, =ЬГ,, где и = |, 
3) $=0, М№М=4, п=4, 
4) $=0, М = 4, п=6. 

В заключение отметим одно важное свойство построен- 
ных нами областей. 

Покажем, что если $ =0, то группа ® совпадает с пол- 
ной группой аффинных преобразований конуса У,



$ 18] ОДНОРОДНЫЕ ОБЛАСТИ ЗИГЕЛЯ 2-ГО РОДА 171 

Действительно, каждому преобразованию конуса У вида 

У: >, 
nh п 

Yo > Yo +2 x ав РУ > a’, 

Ув — Vero tay, R=Hl,..., Om 

соответствует, как легко видеть, следующее преобразование 
в пространстве: 

uy uj 

("иены ). T,=47,+ ... +4,T, 

Без труда можно проверить, что предыдущее преобразо- 
вание конуса У и преобразования (28) и (30) порождают 
полную группу аффинных преобразований конуса У. 

4. Пусть У — конус эрмитовых положительно определен- 
ных матриц У порядка 2р(р > 2), удовлетворяющих условию: 

10... 0 
Щи |0... 0 [01 У, 1=| 01...  1=( 1 о). 69 

оо... / 
Пространство, в котором будут определены вектор-функ- 

ции, описывается так же, как и выше. А именно, пусть 
$ — некоторое целое число и г (Г) — неубывающая целочислен- 
ная функция, г(1) > 0, г($) < 2р. Рассмотрим такие ком- 
плексные прямоугольные матрицы И = (и,,) из 2р строк 
и $ столбцов, что и, =0 при Е > г(Ё), а при <! 
и,, принимает любые значения. Матрицы этого вида, оче- 
видно, образуют комплексное аффинное пространство, раз- 

мерность которого равна У r(t). 
— 

Вектор-функция Ё (И, у) определяется формулой 

Б(И, У) = 5 (UV" ЛИ’). 

Группа ® во всяком случае содержит все аффинные пре- 
образования конуса У вида 

Y+BYB*, BJ=JB.,



172 ОГРАНИЧЕННЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ОБЛАСТИ [гл. у 

где В — квадратная матрица порядка 2р, причем все эле- 
менты этой матрицы ниже диагонали равны нулю. Действи- 
тельно, легко проверить, что преобразование И -> BU nepe- 
водит пространство матриц И указанного вида в себя. Хорошо 
известно, что такая группа ® транзитивна в конусе У. 

В $ 7 была установлена симметричность построенной 
нами области при $ = | иг(1) =2р. Покажем, что в осталь- 
ных случаях мы получаем несимметрические области. При- 
меним метод индукции по р. Конус (39) при р=2, как 
легко проверить, совпадает с конусом из пункта 3 при п = 4. 
Пользуясь этим, легко показать, что при р=2 область 

несимметрическая. 
Пусть р>2. Покажем, что область несимметрическая, 

предполагая это установленным для р— 1. 
Заметим вначале, что можно без ограничения общности 

считать $5< 2. Действительно, автоморфизм #, меняющий 
знак у элементов всех столбцов матрицы И, за исключением 

первых двух, выделяет область того же типа Cc S< 2, 
Рассмотрим вначале случай $ =2. Обозначим через gy 

следующий автоморфизм: 

k=2p—1 um 2p, t=—1,..., 2p— 2, 

7nt > — Pret при | 1, ..., 2p —2, —=2р— 1 или 2р, Е = 

и,—>— и, при $=2р—1, 2р; Е=1, 2. 

Остальные элементы матриц 2 и И остаются на месте. 
Легко проверить, что совокупность неподвижных точек 

этого автоморфизма есть произведение бицилиндра и области 
рассматриваемого типа, которая, согласно предположению 
индукции, является несимметрической. Аналогично рассматри- 
вается случай $ =1. 

Отметим, что, как можно доказать, нет других аффинно 
однородных областей Зигеля 2-го рода, соответствующих 
перечисленным конусам. 

$ 19. Некоторые результаты Кошуля 

В настоящем параграфе будут изложены без доказатель- 
ства некоторые результаты Кошуля, позволяющие свести 
задачу классификации ограниченных однородных областей 
в С” к некоторой чисто алгебраической задаче.
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Пусть М —- некоторое комплексное многообразие, & — 
транзитивно действующая на нем группа аналитических авто- 
морфизмов. Мы будем предполагать, что GW эффективна. 
Обозначим через 3 стационарную группу некоторой точки 
2. Е М, через С алгебру Ли группы ©, и через В алгебру 
Ля группы 3. 

Известно, что если многообразие М является комплекс- 
ным многообразием, то в алгебре Ли С существует эндо- 
морфизм /*), называемый эндоморфизмом квазикомплексной 
структуры и обладающий следующими свойствами: 

1) J(b)=0 ann seex dE B, 

2) /(г) | 2ЕВ для любого 2ЕС, 

3) 1(16, 2) —16, /2]ЕВ при любых ВЕВ и 2ЕС, 

4) (21, Sal +S UI, Lol) +e (в) — (8), ее В 
для любых # и 8.6 О. 

Отметим, что оператор J определен неоднозначно, но 
индуцированный им оператор на фактор-пространстве С/В 
уже определен однозначно. 

Предположим, что на многообразии М существует инва- 
риантный относительно группы 6) объем. Запишем элемент 
объема в виде 

Ка... Ла. Лаз... Ла, (1) 
где 2:,..., 2, — некоторая локальная система координат. 

Рассмотрим форму 

2 — 

Orin KK 42° 428. (2) 
3 02, C2, 

Без труда проверяется, что эта форма не зависит от выбора 
локальной системы координат: и является инвариантом при 
аналитических отображениях. 

В ряде важных случаев, например, для ограниченных 
областей в С” эта форма положительно определена. Это же 
имеет место и для многообразий Кобаяси, введенных в $ 4. 

Достижение Кошуля состоит в том, что ему удалось 
вычислить эту форму в терминах алгебры Ли. Сформули- 
руем его результат. 
  

*) Эндоморфизм / является эндоморфизмом С как векторного 
пространства, но не как алгебры Ли.
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Пусть #,, 2260. Положим $(8:, #5) = Л, 85| — 

{8}, Je]. Заметим, что ф(Е, Е)ЕВ при любом =. ЕВ 
Следовательно, каждому 2, ЕС соответствует аффинное 

преобразование в пространстве (/В 

& > (8, Lo). 

Обозначим через ® (2%) след этого преобразования. 
Перенесем форму (2) на фактор-пространство Ч/В и обо- 

значим ее через А (2', 25). Кошуль показал, что имеет место 
равенство 

Е (2, во) = (Ме, в) (2, 83). (3) 

гле 8, #. — элементы G/B, a gy, 25, — соответствующие 
элементы алгебры Ли С. 

Таким образом, справедлива следующая теорема: 
Пусть М — ограниченная область в С” или, более 

общо, произвольное многообразие Кобаяси. Пусть © — 
некоторая транзитивно и эффективно действующая на 
нем группа его аналитических автоморфизмов. Обозначим 
через С алгебру Ли группы ©, а через В алгебру Ли 
стационарной группы. 

Тогда в @ существует эндоморфизм Л, для которого 
выполняются свойства 1) —4) и форма (3) положительно 
определена на ЦВ. 

Таким образом, задача классификации всех ограниченных 
однородных областей естественно приводит к отысканию всех 
алгебр Ли С, в которых отмечена некоторая подалгебра В 
и задан эндоморфизм J, причем выполняются условия 1) 
— 4) и форма (3) положительно определена. Такие алгебры 
Ли будем называть /-алгебрами. Условимся говорить, 
что /-алгебры Ц, и С. изоморфны, если существует изо- 
морфизм ф алгебры G, Ha G,, причем 9(B,)—B, 

ФЛЕ— 148 Е В, при любом gE Gy. 
Условимся называть идеал С, алгебры С /Л-идеалом, 

если его проекция на G/B /-инвариантна. 
Легко доказать, что всякий /-идеал /-алгебры предста- 

вляет собой опять /-алгебру. Для этого достаточно про- 
верить, что форма (3) на С, будет положительно определена, 
а это сразу вытекает из того, что она совпадает с формой (3) 
на всей алгебре Ли G.
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Естественно в первую очередь поставить задачу клас- 
сификации всех /-простых J-anreOp, T. e. He имеющих 
/-идеалов. 

Пусть Н— одна из областей Зигеля, перечисленных 
в 618, (© — ее полная группа аффинных преобразований, 
О — алгебра Ли. Можно показать *), что алгебра Ли G 
/]-проста тогда и только тогда, когда соответствующая 
группа ® является полной группой аффинных преобразова- 
ний конуса У. 

$ 20. Конструкция однородных областей Зигеля 
3-го рода 

В настоящем параграфе дается способ построения области 
Зигеля 3-го рода по области Зигеля 2-го рода Н и неко- 
торой ограниченной области @. 

В конце параграфа дана конструкция однородных обла- 
стей Зигеля 3-го рода. 

Пусть Н — область Зигеля 2-го рода, которая задана, 

как обычно, соотношением 

ша — Р(и, и) Е\У, (1) 

где У — некоторый конус, а Р(и, 9) — У-эрмитова вектор- 
ная функция (см. $ 2) от пары векторов и, VEC™. 

`Пусть &@ — некоторая ограниченная область в про- 
странстве С”, точки которого мы будем обозначать 
буквой f¢. 

Пусть #—»^ (ЕЁ) — голоморфное отображение & в сово- 
купность аффинных преобразований С”, удовлетворяющее 
следующим условиям: 

a) Бои, 9) =РО (уч, и) при всех и, vEC™, tEGg, 

В) Е(и, и) — ЕОФи, ЛОЩЕИУ при всех иЕС", ЕЕ ®, 

1) F(a, и) = F(d(t)u, X(t) a), ecau u + 0, [Е 9. 

Заметим, что из 1) следует; что преобразование Е — № (t)d (t) 
невырождено (Е — тождественное преобразование). Действи- 
  

*) Этот результат принадлежит Э. Б. Винбергу и автору на- 
стоящей книги. Pe. !
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тельно, в противном случае существует такой вектор щ, 

Ш, = 0, что (Е ХХ) щ=0. Отсюда 

0=Р((Е—^ (4) ^. (4) ) що, hy) = F (Ug, ш)—Р ОХ @щ, ш) = 
=F (uy). ии) — РА щ, (Ef) Up). 

В последнем равенстве мы использовали условие а). 
Для задания области Зигеля 3-го рода $ с базой @ до- 

статочно, очевидно, задать конус и форму Ё, (и, 9) (см. § 3). 
В качестве конуса мы возьмем конус У, который фигу- 

рирует в определении Н. Форму Ё, (и, 9) определим следую- 
щим образом: 

(и, ) = Е (и, (ЕХАЛ) W—-2AOD). (2) 
Для с@ЕС” положим 

c(t) =c+ (ec, (3) 
где с означает комплексно-сопряженный вектор. Покажем, 
что для таких [,(и, 9) wu c(t) выполняются условия 8 3. 

Заметим вначале, что справедливо соотношение 

L,(4,c ()) =F (4, с) при всех и, СЕС", Е %. (4) 

Действительно, 

L,(u, c(t))=F (a (E—AOAO)" (C+AOC—AOe— 
— h(t) (Oc) =F (a, (E—ME)AO 7! (C—A() A. €)) =F (u,0). 

(5) 
Покажем, что форма Ё[,(и, 9) полуэрмитова. Для этого 

достаточно доказать, что 1) форма [,(и, 9) комплексно 
линейна по первому аргументу и вещественно линейна по 
второму, 2) разность L,(u, v)—L,(v, и) чисто мнима. 
Первое из этих утверждений непосредственно вытекает из 
определения Ё,(и, 9). Докажем второе. Для этого, очевидно, 
достаточно убедиться в том, что разность Д, (с\ (Ё), Cc, (t)) — 

— [., (со (#), с, (©)) чисто мнимая. Мы имеем 

1 (с, ©, с @))— (©, 4 OQV=F EO, ¢)—_ 
—Р (62 (6), с) ==Р (с, с) — Р (с, 6) + FAC, с.) — 

— РСА (Г) со, с) =2ИтР (с,, с). (6) 

В последнем равенстве мы воспользовались условием о).
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«Согласованность» L,(u, 9) и c(t) вытекает из (4). 
Таким образом, все условия & 3 выполняются. 

Мы должны теперь показать, что область Зигеля $, 
построенная с помощью определенной выше формы [, (и, ч), 
аналитически эквивалентна некоторой ограниченной области. 

Вначале мы докажем включение 

2 Ве Г, (с (#), ¢(t)) —F (c(t), c@))EV (7) 
при всех СЕС", ЕЕ ®. 

Пользуясь (4), мы имеем 

2Ке[., (с (6), с(#))— Р(с(#);с (0) =2ВеР (с (@), c)— 

—Е(с(@), с®)=2Е (с, c) +2ReF(A(t)c, c)—F (ce, c)— 

— Бас, c)—F(e, \(c)—FAc, \DO= 

—=Р(с, ©) — РО (с, (fc) EV. 

Последнее соотношение следует из В). 
Область © аналитически эквивалентна некоторой огра- 

ниченной области. Действительно, из (7) вытекает, что 5 
содержится в области 

Inz— > Fu, и) СУ, ЕЕ %, 

которая, очевидно, представляет собой произведение двух 
областей, аналитически эквивалентных ограниченной области. 

Сделаем теперь некоторые замечания, которые разъясняют 
смысл условий а), В), Т). 

Условие а) мы использовали для доказательства полуэр- 
митовости формы Ё,(и, 9). Условие В) гарантировало ана- 
литическую эквивалентность области $ ограниченной области. 
Условие 7), как нетрудно проверить, эквивалентно сущзство- 
ванию у отображения с —> с (Г) обратного отображения. 

Покажем, что условие В) может быть заменено на одно 

из следующих условий: 

8’) Ве, (и, № ЕУ при всех иЕ С", 

8”) LS” (a, и) ЕУ при всех иЕС", 

гле [,(и, 9) определена формулой (2), [1% (и, 9) означает 
эрмитову часть формы Ё, (и, 9).
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Действительно, из (7) ясно, что из условия В) следует В). 
Далее, в силу тождества 214} (и, и) = Ке [, (и, u)+Re L, (iu, ix) 

имеем, что из В”) следует 8”). Остается доказать, что из 
условия В”) следует 8’). Легко проверить соотношение 

ГР’ (и, и) = Е (и, (ЕГФ ®) 4): 
Положим u = (E — X(t) X(t) ay. Тогда из а) следует: 

Е (и, (E—XOXO) и) РЕК) ши, и) = 
—=Р (и, и) -РОФХ@и, и) =Е (щ, и)—-РО и, Хи), 
откуда ясно, что из В”) следует В). 

Перейдем теперь к рассмотрению условий аналитической 

однородности построенной области 5. 
Обозначим через ® совокупность всех аффинных преоб- 

разований у—> Ау конуса У на себя, которые продолжаются 
до аффинных преобразований всей области $5, т. е. для 
которых существует такое невырожденное преобразование 
и—> Ви, что 

АЁ, (и, 9) =[,(Ви, Ву) при всех и, 9Е С", ЕЕ @&. (8) 

Обозначим через С совокупность всех аналитических 
автоморфизмов Ё > & (Г) области &, которые продолжаются 
до аналитических автоморфизмов всей области $, т. е. для 
которых существуют: а) аналитическая в & матричная функ- 
ция В (2), 6) симметрическая билинейная векторная форма 
К, (и, 5) на С" со значениями в С”, аналитически зависящая 
от Ё Е @, причем выражение 

K,(u, Е (В@Фи, ВФ) и) — (и, и) чисто мнимо (9) 

при всех иЕС", Е 9. 
Из теоремы 2 5 3 вытекает, что если @ транзитивна 

в конусе У, а С транзитивна в 9, то область $ аналити- 
чески однородна. 

Покажем, что условия (8) и (9) можно сформулировать 
в форме, более пригодной для проверки. 

В самом деле, (8) имеет место тогда и только тогда, 

когда 

ВА (В = (РВ, (10) 

F (Bu, Bv)=AF (u, v). (11)
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Для доказательства этого заметим вначале, что из (10) и (11) 
следует (8). Действительно, из (10) следует: 

B(E— (HOH) =(E—A ONO) B, 
откуда 

(E—d(t)k(D) | B= B(E—A (HAO). (12) 

Следовательно, 

L,(Bu, Bv)=F (Bu, (E—d(t)i())' (Bu —).( Bo)) = 

=F (Bu, (E—(t)}(@®) | Blu —d(t)v)) = 

—F (Bu, B(E—(t)4())' (vw — A(t) 2)) = AL, (u, 2). 

Покажем обратное, а именно, что из (8) следуют (10) и (11). 
Прежде всего заметим, что соотношение (8) должно выпол- 
няться отдельно для эрмитовой и для симметрической частей 

формы Д, (и, 9). 
Следовательно, 

F (Bu, (E—X(t)())* Bv) = AF (a, (E—A)14@) )7' 9), (13) 

E(Bu, (E—(t)}())7' 4) Bv) = 
= AF (u, (E—X(t)k(H) A) v) (14) 

mpu pcex u, vEC™”, tE@. 

Заменяя в (13) о на В") (© Во, мы получим следующее 
соотношение: 

F (Bu, (E—@)X@)7' 2 () Bo) = 
= AF (u, (E—X(t)}(H) 1B (0 Ву). (15) 

Из (14) и (15) следует, что 

Е (и, (ЕАО) о)=Р (и, (ЕЕК) В В), 

откуда, пользуясь невырожденностью функции ГР (и, 9) (см. $ 2), 
мы заключаем, что 

h(t) = BAB. (16) 

Мы показали, что из (8) следует (10). Из (10), ‘как мы 
видели выше, следует (12). Из (12) и (13), как легко видеть, 
следует (11).



180 ОГРАНИЧЕННЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ОБЛАСТИ [гл. У 

Перейдем теперь к изучению условия (9). Заменяя в (9) 
и на {ш, мы получим, что выражение 

— К, (и, ®) +L, 4) @B@ 4, iB) 4) — L, (iu, iu) uncto MHuMo, 

(17) 

Складывая и вычитая выражения (9) и (17), мы получим 

Lyin (Ba, Bt) u)=L) (u, 4), (18) 
К, (и, и + (Ви, ВЮ (и, wy =0, (19) 

roe LS” (и, 9) и LY) (и, v) — 3PMHTOBa HM симметрическая части 
формы [,(и, 9). Знак равенства в (18) имеет место в силу 

вещественности формы LY (u, и), ав (19) — из-за аналитич- 
ности левой части. Ясно и обратное, т. е. из (18) и (19) 
следует (9). 

Заметим, что из (18) и (19) обычным способом можно 
получить соотношения: 

Го (В Фи, ВФ = (и, 9), (20) 
К, (и, 5) =1% (и, )—10, (Ви, Въ. (21) 

Переходя к выражению Ё через Р, мы получим следующие 
соотношения: 

Е (Ви, (ЕАО) ВФ = 
= F(u, (E—(t)})) 'э), (22) 

K,(u, 0) =F (a, (E—A OAH) AOW— 
—F (B(t)u, (E—X(g)k(e@O)) AHBO). (23) 

Пользуясь (22), мы находим для К,(и, 9) следующее выра- 
жение: 

К, (и, 9) = Е(и, (ЕЁ) э)— 
—F(u, (E—-X\HADH)'B'OA(EHO)BO%, — (24) 

откуда вытекает, что матричная функция 

(Е — (6%) (BOAO) BO —AO) 
голоморфна в области.
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Таким образом, (9) эквивалентно (22) и (24). 
Прежде чем заняться явной конструкцией однородных 

областей Зигеля 3-го рода, мы установим простой критерий 
несимметричности областей Зигеля 3-го рода. 

Лемма 1. Пусть $ — некоторая область Зигеля 
3-го рода с базой 9%. Если область @® несимметрическая, 

то область 5 также будет несимметрической. 
Доказательство. Напомним, что область $ задается 

соотношениями вида 

[п2 — КеЁ, (и, и) СУ, 1Е9. 

Отображение 2—2, и>— и, [Г —>[ является аналитическим 
автоморфизмом области 5. Множество неподвижных точек 
этого автоморфизма представляет собой произведение двух 
областей, а именно — области Зигеля 1-го рода [ш2ЕУ) и 
области Q. Поскольку область Q@ несимметрическая, это 

произведение также является несимметрической областью. 
Теперь из леммы 3 & 18 сразу следует, что и область $ 
несимметрическая. 

Перейдем теперь к конструкции однородных областей 
Зигеля 2-го рода. Мы покажем, как для каждой однородной 
области Зигеля 2-го рода, описанной в & 18, построить 
связанные с ней однородные области Зигеля 3-го рода. 

Начнем со следующего замечания. Пусть Н — некоторая 
область Зигеля 2-го рода, заданная, как обычно, соотноше- 
нием 

[ша — Р (и, и) ЕУ. 

Обозначим через ®, некоторую группу линейных преобра- 
зований и > Ви пространства С” таких, что 

Е (Ви, Вэ) = АР (и, v), 

где А — некоторое линейное преобразование конуса У, свое 
для каждого ВЕ®.. 

Назовем ®,-мультипликатором такое линейное 
преобразование и—>Ли пространства С”, что имеют место 
равенства 

F Qu, 9) =Е0%, и), (25) 

(ВХ) и =)Bu (26)
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при всех и, ЕС” и любом ВЕ®, (и — вектор, комплексно- 
сопряженный с и). 

Совокупность всех ®,-мультипликаторов, очевидно, сама 
представляет собой линейное комплексное пространство. 

Рассмотрим, далее, совокупность К таких ®,-мультиплика- 
торов i, что 

F(a, u)— Fu, aEV u F(a, vu) #F (Qu, dv) (27) 

при всех и == 0, принадлежащих С”. 
Нет, удно видеть, что А представляет собой ограничен- 

ную область. | 
Ниже будет показано, что для всех областей Зигеля 

2-го рода, описанных в 65 18, К представляет собой клас- 
сическую область. 

Конструкция по области Зигеля 2-го рода Н и ограни- 
ченной однородной области некоторой области Зигеля 
3-го рода сводится к построению аналитического отображе- 
ния ф области 9 в К, обладающего следующим свойством: 
существует транзитивная на & совокупность аналитических 
автоморфизмов g области 4, для каждого из которых суще- 
ствует такой аналитический автоморфизм #й области К, что 
фа = й?. 

Отметим, что отображение ©, вообще говоря, не взаимно 
однозначно. Действительно, пусть @ — некоторая ограничен- 
ная область. Для задания по Н и 4 некоторой области 

Зигеля 3-го рода S достаточно определить функцию ^ (1), 
для которой выполняются соотношения а), В), 1). Каждому 
аналитическому отображению ф области & в К соответствует, 

‚ очевидно, некоторая область Зигеля 3-го рода с базой @, 
поскольку это отображение однозначно определяет функ- 
цию Л (Ё) формулой = (Е). 

Область К естественно назвать классифицирую- 
щим пространством по аналогии с теорией расслоен- 
ных пространств. 

Нетрудно проверить, что классифицирующее простран- 
ство для произведения областей Зигеля 2-го рода является 
произведением классифицирующих пространств для сомно- 
‘жителей. Поэтому достаточно описать классифицирующие 
пространства для неприводимых областей Зигеля 2-го рода. 

1. Рассмотрим однородные области Зигеля 2-го рода, 
описанные в пункте 1 $ 18. Напомним, что пространство,
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в котором определяются вектор-функции Р (и, 9), описывается 
следующим образом. 

Пусть р и $ — некоторые целые положительные числа. 
Рассмотрим все прямоугольные матрицы И из р строк и 
$ столбцов. Мы будем предполагать, что матрицы И разбиты 
произвольным образом на «ящики» и что все элементы, 
стоящие ниже «диагонали» из «ящиков», равны нулю. Матрицы 
указанного вида образуют комплексное аффинное простран- 
ство, которое мы обозначим через С”. 

Группа ®, состоит из всех вещественных матриц В, раз- 
битых аналогичным образом на «ящики», причем опять все 
элементы ниже «диагонали» равны нулю. 

Легко видеть, что совокупность всех ®,-мультипликато- 
ров тождественна с совокупностью всех квадратных «квази- 
диагональных» комплексных симметрических матриц ^ по- 
рядка $, причем каждой такой матрице соответствует сле- 
дующее преобразование пространства *) С”; 

(И — ИХ. (28) 

Условие (27) означает, что 

MA < E, 

откуда ясно, что К есть произведение симметрических об- 
ластей Ш типа. 

Пусть & — некоторая ограниченная область в аффинном 
комплексном пространстве, точки которого обозначим через #. 

Обозначим через С некоторую транзитивную группу ана- 
литических автоморфизмов области &. Предположим, что 
нам дано аналитическое отображение х области & в К, при 
котором аналитические автоморфизмы 2Е С продолжаются 
до аналитических автоморфизмов всего К. Определим теперь 
функцию ^ (Ё) формулой 

^(0 =$(0. 

Покажем, что так построенная область Зигеля 3-го рода 
будет аналитически однородна. Для этого достаточно про- 
верить выполнение условий (8) и (9). Для (8) это очевидно. 
Чтобы проверить выполнение условия (9), нужно вначале 
  

*) Разбиение матриц A на «ящики» однозначно определяется 
тем, что (28) является преобразованием пространства С”,
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определить соответствующим образом матричную функ- 
цию В(Р. Для этого заметим, что аналитические авто- 
морфизмы области К могут быть записаны следующим 
образом: 

л— (А ^- А,2)(А + Аз)", (29) 

roe Aj (1, /=1, 2) — квадратные матрицы. 
Пусть & — некоторый аналитический автоморфизм об- 

ласти @. Предположим, что (28) — продолжение его на все К, 
тогда В (Ё) определяется как матрица преобразования 

U > U (Ay h(t) + Ag). 

Нетрудно проверить с помощью формул $ 7, что при таком 
определении В(Р имеют место соотношения (22) и (24), 
эквивалентные (9). 

2. Рассмотрим теперь области Зигеля 2-го рода, описанные 
в пункте 2 & 18. Напомним, что пространство, в кото- 
ром задается вектор-функция Р(и, 9), состоит из пар 

Ц — (10°, yu), U™ и U® — npamoyroabuie матрицы типа 

pXs, 4 pXS_q соответственно. Мы предполагаем, что 

матрицы ОФ и 0? разбиты на «ящики», каждая по-своему, 
и что все элементы ниже «диагонали» каждой из матриц 
равны нулю. Совокупность всех таких матриц образует про- 
странство, которое мы обозначим через С”. 

Группа ®, состоит из всех квадратных матриц В по- 
рядка р таких, что преобразование 

(U™, и®) > (B yu), B (9) 

переводит С” в себя. 
Рассмотрим совокупность всех прямоугольных матриц ^ 

типа $, Ж $. таких, что преобразование 

(U™, U) + (UV, и) 

является аффинным преобразованием введенного нами про- 
странства. Так же как и выше, нетрудно показать, что усло- 
вие (27) означает, что имеет место неравенство: 

^*\ < Б. 

Следовательно, К является произведением симметрических 
областей | типа. Мы опускаем дальнейшие построения,
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поскольку они совершенно аналогичны построениям преды- 
дущего пункта. 

3. Здесь мы рассмотрим однородные области Зигеля 
2-го рода, описанные в пункте 3 $ 18. 

Конус У в этом случае задается неравенством 

У. Уз — 3— My OW oy DO. 

Мы будем считать, что п>.3, так как при п<2 
конус У совпадает с уже рассмотренными выше. 

Напомним, что пространство С, в котором задана вектор- 
функция Р (и, 9), состоит из троек 

Uo 

Ш |, 

Uo 

где и, — 5$-мерный комплексный вектор, а ци, и› принадле- 
№ 

жат вспомогательному комплексному пространству Со, при- 

чем N = p2”, v= (45).   

2 
Мы не будем приводить выкладки, с помощью которых 

определяется К, а ограничимся формулировкой окончатель- 
ного результата. 

Оказывается, что К представляет собой произведение 
двух областей К, и К., причем К, — классическая область 
П типа, т. е. совокупность всех кососимметрических 
матриц ^, порядка р таких, что 

1 < ЕЁ, 

Ко — классическая область Ш типа, т. е. совокупность 
всех комплексных симметрических матриц Ay порядка $ 
таких, что 

№ < Е. 

Дальнейшие рассуждения аналогичны тем, которые при- 
менялись в пункте 1. 

4. Рассмотрим однородные области Зигеля 2-го рода, 
описанные в пункте 4 8 18. 

Напомним, что пространство С, в котором определяется 
вектор-функция Р (и, 9), состоит из всех комплексных
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матриц С типа 2рЖ 5, разбитых некоторым способом на 
«ящики», причем, как и выше, все элементы ниже «диаго- 
нали» — нули. . 

Группа ®, состоит из всех квадратных комплексных 
матриц БВ порядка р таких, что имеет место равенство 

В/= В и 
ви 

является преобразованием нашего пространства С (Л опре- 

делено в $ 18 (39)). 
Можно показать, что совокупность всех ®,-мультипли- 

каторов тождественна с совокупностью таких кососимметри- 
ческих матриц ^ порядка $, что 

(И — Дл 

есть преобразование пространства С. 
К представляет собой совокупность всех ^ указанного 

вида таких, что 
: ® MM < E,. 

Ясно, что К является произведенигм классических областей 

П типа. Остальные рассуждения аналогичны тем, которые 
применяются в пункте 1. 

Отметим в заключение, что все построенные таким обра- 
зом области Зигеля 3-го рода можно вложить в соответ- 
ствующую классическую область достаточно высокой раз- 
мерности так, чтобы их естественные аналитические авто- 
морфизмы продолжались до аналитических автоморфизмов 
всей классической области. Из этого вытекает возможность 
следующей «многоэтажной» конструкции несимметрических 

областей. 
Пусть Н, (у=0, 1,...) — некоторая последовательность 

областей Зигеля 2-го рода. Мы будем предполагать, что 
все они из числа описанных в $ 18. 

Обозначим через К’, классическую область, соответствую- 
щую Н,. Предположим, что существует такое аналитическое 
отображение Щ в К,, при котором естественные аналити- 
ческие автоморфизмы Ну продолжаются до аналитических 
автоморфизмов всего К);. Тогда, как мы знаем, можно по- 
строить некоторую область Зигеля 3-го рода с базой Ну и 
слоем Н|.
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Обозначим ее через $5,. Предположим, что существует 
аналитическое отображение $, в К5, обладающее. нужиыми 

свойствами, тогда можно построить область Зигеля 3-го рода Sy 
с базой $, и слоем Н.. Аналогично при выполнении соот- 
ветствующих условий строятся $3, 54 И т. д. 

После написания настоящей книги автор доказал, что 
любую ограниченную однородную область можно получить 
такой конструкцией из соответствующих однородных обла- 

стей Зигеля 2-го рода, в которой транзитивно действует 
разрешимая группа Ли.
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