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ПРЕДИСЛОВИЕ 

«Все в связи и взаимодействии». Нахождение частных 
проявлений этого общего закона, т. е. установление связей 

между различными явлениями, — одна из основных задач вся- 
кой науки. Поэтому всегда приятно, когда обнаруживаются 
глубокие связи между, на первый взгляд, совершенно раз- 
нородными математическими объектами. Одна из таких свя- 
зей — связь между дедекиндовыми структурами с дополне- 
ниями и регулярными кольцами — вскрылась на стыке алгебры, 
геометрии и функционального анализа. Более подготовленный 
читатель может познакомиться с этой идеей подробнее, про- 
читав следующее ниже введение. Менее подготовленному 
придется начинать с основного текста, чтение которого фор- 
мально не требует никакой предварительной подготовки. Все 
используемые понятия, кроме идеала кольца и частично упо- 
рядоченного множества, определяются. Доказательства, осо- 
бенно на первых порах, проводятся весьма подробно. Ряд 
интересных результатов, не вошедших в основную линию 
изложения, формулируется в последнем параграфе. Там же 
формулируются некоторые проблемы. 

Отдельные места настоящей работы были прочитаны 
В. А. Андрунакиевичем, К. К. Джансеитовым, Л. М. Кисси- 
ной, А. Г. Курошем, А. В. Михалевым и Т. С. Фофановой, 
сделавшими ряд ценных замечаний. Автор пользуется слу- 
чаем искренне поблагодарить их. 

Л. А. Скорняков





ВВЕДЕНИЕ 

Хорошо известно, что с каждой п-мерной проективной 
геометрией С, размерность которой. п >. 3, связывается неко- 
торое ассоциативное тело К. При этом структура подпро- 
странств геометрии @ оказывается изоморфной структуре 
линейных подпространств (п--1)-мерного линейного про- 
странства над К. Так как всякая конечномерная дедекиндова 
структура с дополнениями изоморфна структуре подпро- 
странств некоторой проективной геометрии (Биркгоф [1], 
гл. УШ, 8 3), то можно сказать, что конечномерная деде- 
киндова структура [Г с дополнениями координатизируется 
с помощью тела К. Обобщение этого результата может идти 
по двум направлениям. Во-первых, можно отказаться от 
конечномерности структуры ZL, но потребовать выполнения 
следующих условий: 1) [. полна; 2) если а — ненулевой эле- 
мент из [, то существует атом р< а; 3) если р— атом и 

р< У а,, то найдется такое конечное подмножество Е мно- 
acl 

жества /, что p< dya,; 4) если ри 4 — различные атомы, 
«ЕВ 

то найдется такой aTOM r-#p,q, 30 r<p+q. B этом 
случае также оказывается, что [С изоморфна структуре под- 
пространств линейного пространства над некоторым телом К 
(Бэр [1], гл. УШ). Однако это пространство не будет, вообще 
говоря, конечномерным. Можно пойти и по другому пути, 
потребовав, чтобы в рассматриваемой дедекиндовой струк- 
туре 2 с дополнениями существовал однородный базис ранга 
п. 4 (см. стр. 18). В п-мерной проективной геометрии в ка- 
честве такого однородного базиса можно взять любые п 1 
точек, ни одна из которых не лежит в подпространстве, 
порожденном остальными. Структура также может быть 
координатизирована, но уже не с помощью тела, а с помощью 
регулярного кольца (см. стр. 82, теорема 10). Этот результат 
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Дж. Неймана (Neumann [4], [6]) неоднократно передо- 
казывался (Ко4даша, Ригиуа [1]; Маеда [5], [7]; Ртгуег, На1- 
рейп [1| —[3]). Однако эти доказательства в основном сле- 
дуют схеме Неймана. Принципиально новый и существенно 
более простой метод доказательства предложил Амэмия (Ате- 
ппуа [1]). На основе его статьи написаны 55 3—4 настоящей 
работы. (Связь между регулярными кольцами, координатизи- 
рующими одну и ту же структуру, исследуется в § 7. 
Результаты этого параграфа, за исключением теоремы 22, 
принадлежащей Нейману (№еитапп [6]), являются оригиналь- 
ными (Скорняков [1]). Как и в случае проективных про- 
странств, можно рассматривать случай, когда ранг однородного 
базиса структуры равен трем. Фрайер и Гальперин (Fryer, 
На!рейп [3]) накладывают на Г ограничения, которые в слу- 
чае проективной плоскости превращаются в теорему Дезарга, 
и получают теорему, вполне аналогичную теореме 10. В дру- 
гих padotax (Fryer, Halperin [4]; Amemiya, Halperin [1]—[3]) 
на Г накладываются ограничения, превращающиеся в случае 
плоскостей в малую теорему Дезарга (см., например, Скор- 
HAKOB Л. А., Проективные плоскости, Успехи матем. 
наук 6 (1951), № 6, 112—154, или Раскей G., Projektive 
Ebenen, Berlin, 1955). B этом случае [ может быть ко- 
ординатизирована с помощью альтернативного регулярного 
кольца. 

Исторические истоки упомянутой выше теории Неймана 
лежат, однако, не в проективной геометрии, а в теории 
линейных операторов гильбертова пространства. Классифи- 
цируя центральные !) слабо замкнутые подалгебры алгебры 
ограниченных линейных операторов (такие подалгебры на- 
званы факторами), Меррей и Нейман. (Митау, Меитапп [1]) 
установили 2), что на проекциях фактора может быть опре- 
делена функция размерности О (Р). При этом оказываются 
выполненными следующие свойства: 

1. О(Р) =0, если Р=0; О(Р) > 0, если Р = 0. 
2. Если проекции Р и @ эквивалентны 3), то О(Р) = 

= D(Q). 
  

1) Anre6pa с единицей называется центральной, если ее центр 
совпадает с основным полем. 

2) Обзор работ Меррея и Неймана можно найти у Наймарка [1], 
[2] или у Диксмье (Р1хиег [2]). 

3) Проекция фактора M считаются эквивалентными, если их 
пространства образов можно перевести одно в другое с помощью 
частично изометричного оператора из М, 
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3. О(Р) =со тогда и только тогда, когда Р беско- 
нечна !). 

4. Если РО =0, то D(P+Q)=D(P)+ DQ). 
5. Если пространство образов проекции Р является соб- 

ственной частью пространства образов проекции О и Р 
конечна, то О(Р) < О (0). 

Выяснилось, что при надлежащем нормировании значения 
функции размерности могут заполнять одну из следующих 
областей: 

  

L: 0,4+,2,..., 2='*,1; 
п п п 

Io: |, 2, 3, ...3 

1): отрезок [0, 1]; 
По: отрезок [0, сз]; 

Ill: Ou co. 

Так возникают факторы типов [„, 1, ПШ, Их и Ш. Было 
установлено, что проекции факторов типа [, и ПП образуют 
непрерывную геометрию (см. стр. 113). Нейман (М№еитапп [1], 
[6]) доказал, что функция размерности может быть опреде- 
лена на любой непрерывной геометрии, не разложимой в пря- 

мое произведение (см. теорему 19). В настоящей работе этот 
результат выводится в $ 6 из нескольких более общих ре- 
зульгатов $ 5. В основу изложения этих параграфов поло- 
жена Г\ глава книги Маеда (Маеда [7]). Исследования Галь- 
перина (На!ренп [1]—[3]) и ряда японских математиков 
(Iwamura [1], [2]; Kawada, Higuchi, Matsushima [1]; Maeda [2], 
[4], [6]) привели к обобщению результата Неймана (см. 
стр. 123). Лумис (1.0011$ [1]) построил теорию размерности 
для структур с дополнениями, в которых из а< в вытекает 
р—=а--а’б (а’— ортодополнение элемента @). Еще более 
общие классы структур, в которых может быть введено 
понятие размерности, рассмотрел Маеда (Мае4а [8], [9]). 
Интересное обобщение теории размерности предложил Фелд- 
ман (Ее!4тап [1]). К этому же направлению принадлежит и 
paOota Patita (Wright [2]). 

Как было отмечено в начале введения, с факторами ти- 

пов |, и 1 связаны регулярные кольца, которые оказы- 
ваются даже +-регулярными кольцами (см. стр. 136). При 

  

1!) Проекция бесконечна, если она эквивалентна проекции, про- 
странство образов которой является правильной частью простран- 
ства образов данной проекции. 

п



этом множество проекций можно отождествить с множеством 
таких идемпотентов е, что е* —=е. Капланский (Кар1апзку [4]) 
показал, что структура главных левых идеалов *-регуляр- 
ного кольца является непрерывной геометрией, и вывел 
отсюда, что непрерывной геометрией является всякая полная 
дедекиндова структура с ортодополнениями. Эти результаты 
излагаются в $6 7—8. Заметим, что в последнее время Амэ- 
мия и Гальперин (Атепиуа, На!рейп [4]) предложили чисто 
теоретико-структурное доказательство этого факта. 

В последнем $8 9 приводятся без доказательства некото- 
рые результаты, не вошедшие в основную линию изложения, 
и формулируется несколько проблем.



$ 1. СТРУКТУРЫ 

1. Основные определения и простейшие следствия. 
Структурой называется частично упорядоченное множество, 
любые два элемента а и 6 которого имеют наименьшую 
верхнюю грань (сумму) а--6 и наибольшую нижнюю грань 
(произведение) аб. Легко проверить, что обе введенные опе- 
рации коммутативны, ассоциативны и удовлетворяют тожде- 
ствам а Та —=а и аа==а. Непосредственно из определения 
вытекают также важные законы поглощения: 

ар = тогда и только тогда, когда а>6 (ПЗ1), 

а-- 6—6 тогда и только тогда, когда а (ПЗ2). 

Далее заметим, что из ах и с>@ вытекает ас > 
>Ь--4 и ас >. Ба. Легко доказать также, что а < с влечет 
(&--65) < > а-Е6с. Наименьший элемент структуры (если он 
есть) будем обозначать 0, а наибольший —1. Легко понять, 
что множество элементов х, удовлетворяющих неравенству 
х < а, образуют подструктуру. Условимся обозначать ее 
через Ё„. Наконец, отображение ф структуры ДЁ в какую-либо 
структуру Г’ назовем изоморфизмом, если (x) >9(y) 
тогда и только тогда, когда х >. у. Более подробно с осно- 
вами теории структур можно ознакомиться по книге Бирк- 
гофа ([1], гл. П, 88 1—4). 

Структура называется дедекиндовой, если в ней справед- 
лив модулярный закон: 

если а< с, mo (a+-b)c=a+be (МЗ). 

С помощью ПЗ1 и МЗ нетрудно получить закон сокра- 
щения: 

если (a-+-b)c=0, mo a(b-+-c)=ab. (СЗ) 
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Действительно, при выполнении условий этого закона 
будем иметь 

ас) = а (а 5) 6 с) =а №6- (а) с]=а6. 

Во всякой дедекиндовой структуре справедлив также за- 

кон неделимости: 

если а =а-с, аб=аси в < с, то В= с (НЗ). 

Доказательство опирается на ПЗ1, ПЗ2 и МЗ: 

b=b-+ab=—b+ac=—c(b+a)—c(a+c)=—c. 

Crpyktypa c 0 4u 1 называется структурой с дополне- 
ниями, если для каждого элемента х найдется хотя бы один 
элемент у такой, что х- у=1, а ху=0. Элемент у назы- 
вается дополнением элемента х. Если х < а, то дополне- 
нием х ва назовем такой элемент у, что х-- у=а, а ху =0. 
Имеет ‘место следующий факт: 

Предложение 1. Если х и а— такие элементы 
дедекиндовой структуры с дополнениями, что ха, а 
у — дополнение элемента х, то 2—=ау является допол- 
нением х в а. 

Действительно, из 0 < х2Е < ху=0 вытекает х2=0. 
С другой стороны, применяя МЗ, получим Хх 2 = х Рау = 
—=а(х у) =а- 1 = а, что и доказывает наше утверждение. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только де- 
декиндовы структуры с дополнениями, не оговаривая этого 
0собо. Отметим, что предложения 2, 3,4 и 77—11 спра- 
ведливы во всякой дедекиндовой структуре. 

2. Независимость. Элементы х.,..., Х„ называются 
ь 1 . 

независимыми, если х, У» х, =0 для каждого i. 
ЕЕ 

Предложение 2. Если (м... + х)х,.1=0 для 
каждого 1, то элементы х|,..., х,„ независимы. 

Доказательство. Будем доказывать справедливость 
соотношения 

х,(х- ... ха-ха ... хр =0 (1) 

при фиксированном /. При [< /—1 равенство (1) справед- 
ливо по условию. Так как [х,-{- (м... + Xj-y + Xj41+--- 
... Хр] х,=0, то, применяя СЗ и индуктивное пред- 
положение, получим 

х; (Е ... ха-ха vee HX) +X I= 

= Hj (HpH oe. HHH Xi t ©. +*-) =. 
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Поскольку справедливость равенства (1) для [ = п равносильна 
заключению предложения, то все доказано. 

Предложение 3. Если х., ..., х„ независимы, а 1 
и /— подмножества множества {1, 2,..., n}, то 

ГО, если ГИУ пусто; 

BZ) | ГЕ! ДЕЛ | i в противном случае. 

Доказательство. Положим К = ПХ. Если К пусто, 
а / состоит из одного элемента, то справедливость предло- 
жения сразу следует из определения независимости. Если 
в / больше одного элемента, то, применяя СЗ, будем иметь 

(25) (2)= (Аа “it tte) (Bj) = (2, *j)=0, 
0 

ибо (2 хх», > *:\=0 по индуктивному пред- 
ЕЛ ГЕ7/ ХЕ, 

положению. Теперь допустим, что К не пусто, и положим 
Г =1\ К. Если Г пусто, то справедливость предложения 
вытекает из П31. Если же /” не пусто, то, применяя МЗ и 
учитывая, что /’П.Л пусто, будем иметь 

Вах) В) REI je] ЕЕК [ЕТ ТЕЛ 

= > х-+ (2 я) (2 x;)= > Xp: 
ЕЕК ier jéJ ЕЕК 

Если x1; ..., Хл Независимы, То условимся писать 

xt. +x, вместо x,-++ ... + x,. B yacTHocTu, ху 

MOXKHO 34MeHHTb Ha x-+ y, ecaH xy 0. 
Mpeanoxenne 4. Ecau aremenmo x), ..., X, nesasu- 

симы u x,=xX,+. ЧЕ хи, [= 1, ‚ Ll, то элементы 

Хи, .... Ха, +. ., МИ, ..., Аш, Также независимы. 

Доказательство. При [ =1 предложение очевидно. 
Если оно верно для ([— 1), то ввиду предложения 2 доста- 
точно показать, что (хх... хаха... хи хь=0 
для каждого $. Но это равенство легко получить, учиты- 
вая СЗ, предложение 2 и соотношение (x,+ ...+ %)_1) xX 

Ж (хи... хх < - ... хуя =0 
3. Перспективность. Элементы а и В называются пер- 

спективными (в обозначениях @ — р), если существует такой 
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элемент с, что A+c—b-+c, JTOT элемент с называется 

осью перспективы '). 
Предложение 5. Для элементов а и 6 следующие 

свойства оказываются эквивалентными: 
ал аи имеют общее дополнение; 
6) аи фр имеют общее дополнение в любом а»а- 5; 
в) аиримеют общее дополнение в некотором аа 6; 
г) а и 6 перспективны. 
Доказательство. Ввиду предложения 1 из а) выте- 

кает 6). Справедливость в) при выполнении б) и г) при вы- 
полнении в) очевидна. Так что допустим, что имеет место г). 

Пусть х— дополнение элемента а--с=6 с. Согласно 
предложению 4, a +(x +c)=1= bt (x + с), т.е. хе с 
оказывается общим дополнением а и ф. Таким образом, свой- 

ство а) вытекает из г). 
Предложение 6. Если а-а=6-Е а и аа=6а, то 

для элементов а и В существует ось перспективы с такая, 
что с < 4. 

Доказательство. Так как а4 < 4, то из предложе- 
ния | вытекает существование элемента с, являющегося допол- 
нением 44 в 4. Применяя законы поглощения, будем иметь 

a+c=a-+ad+c=a+d=)+d=—6+bd+c=bd4¢, 

ас = (а4) с = 0 = (64) с = 6с. 

Этим показано, что с является искомой осью перспективы. 
Предложение 7. Если с — ось перспективы элемен- 

тов а и б, то отображения х—>(х оби у» (угоа 
являются взаимно обратными изоморфизмами струк- 
туры L, xa L, u L, na Ё, соответственно. 

Для доказательства достаточно установить, что указанные 
отображения являются взаимно обратными. Но если, напри- 
мер, х < а, то, применяя МЗ и ПЗ1, будем иметь 

(xc) b+cla=(x+c)(b+c)a= 
=(x+c)(atoda=(x+ca=—x+ca=x. 

Изоморфизм Г, на Ё,, указанный в предложении 7, 
назовем перспективой а на 6 с осью с и будем обо- 
значать Руа ь; о. 
  

г) Используя доказанное ниже предложение 5, нетрудно устано- 
вить, что два подпространства конечномерного проективного про- 
странства перспективны тогда и только тогда, когда они имеют 
одинаковую размерность. 
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Предложение 8. Элементы х “а иу=Раъь; с) (Хх) 
перспективны, причем осью перспективы служит эле- 
мент с. 

Действительно, применяя МЗ и ПЗ1, получаем 

уе (я ов-е= (обо = | 
(хо (ао=х-с. 

Предложение 9. Если элемент с служит осью пер- 
спективы элементов а и 6, а элемент ас таков, что 
ad = ра = 0, то Pras; c) = Pras; а). 

Доказательство. Так как, применяя 132, получаем 

a+d=—a+ct+d=b)+c+d=—0)-4d, 

TO 4 оказывается осью перспективы элементов а и 6. Цалее, 
ввиду МЗ и ПЗ1, для каждого х < а имеем 

Руь-а; оРа-ь; а (х) = [(х а с] а = 
=(x + d)(b+c) a=(x + d) (a+ c)a=(x« + d)a=x+da=x. 

Отсюда и из предложения 7 вытекает справедливость нашего 
утверждения. 

Предложение 10. Если изоморфизм % структуры 
Га+ь-с На [4 (а-льте Оставляет на месте элемент с, то 

| —1 
Po (a)->4 (6); 9 = Рав; 0$ 

Для доказательства, ввиду предложения 7, достаточно 

установить, что = Рф (в) 4 (а); оФР(а->ь; op является тожде- 
ственным отображением [4 (а) на себя. Но если у<ф(а), то 
y=0(x«), где х < а. Отсюда 

$ (у) = фФРеъы 0-е фа) = 
= (Рав; о) а) =$(х) =, 

что и требовалось. 
Предложение 11. Если х < аб, то Ра-ь; с (Хх) =. 
Действительно, применяя МЗ, получим 

Pas; cy (x) = (x +e)b=x+cb=—x. 

TIpenaoxenune 12. Ecnua~b, b~c u (a-+-b)c=0)0, 
mo amc. 

HoKxa3saTeabcTBoO. Tak KakK a~OuO~C, то согласно 

предложению 5 найдутся такие WM YU, что atu=a+t+b= 

=—btu un bt+v=btc=c+y, Тогда 

а (и) =аное=е-и Ну). 

2 Зак. 2103. Л. А. Скорняков 17



С другой стороны, применяя ПЗ1 и МЗ, будем иметь 

(a+uaj)u=—(a+ d)v(64+- c)=[b+ (a+ d)c]lu=bv=0. 

Ввиду СЗ, отсюда следует, что а(и-- 9) =аи==0. Анало- 
гично проверяется равенство Сс(и--9)=0. Этим показано, 
что и--9 является осью перспективы лля а и с. 

Скажем, что структура сбладает сднородным базисом 

ранга п, ecamn 1—a,+ ...-+a,, причем а, —а, при 
любых [и /. 

$ 2. РЕГУЛЯРНЫЕ КОЛЬЦА 

4. Основные свойства. Ассоциативное кольцо А с едини- 
цей называется регулярным, если уравнение са —= а разре- 
шимо в А для любого «С А. Регулярными кольцами являются 
тела и прямые суммы тел. Большие возможности для полу- 
чения примеров регулярных колец открывает доказываемая 
ниже теорема 3. 

Теорема 1. Следующие свойства ассоциативного 

кольца Ю с единицей эквивалентны: 
а) Ю регулярно; 
0) всякий главный левый идеал кольца Ю совпадает 

с главным левым идеалом, порождаемым идемпотентом; 
в) правосторонний аналог свойства 6}; 
г) главные левые идеалы кольца КЮ образуют под- 

структуру с дополнениями в структуре всех левых идед- 
лов !); 

д) правосторонний аналог свойства г); 
е) всякий главный левый идеал кольца Ю обладает 

дополнением в структуре всех левых идеалов; 
ж) правосторонний аналог свойства е) ?). 
Д оказательство. Сначала покажем, что свойства а) 

и 6) равносильны. Пусть выполнено а) и Юа — главный левый 
идеал. Если В таково, что аВа —= а, то (Ва)? = В (aba) = Вх, 
т. е. Ва идемпотент. Так как а==а (Ва) ЕС Ю (Ва), то 
RacR (Ga). Поскольку обратное включение очевидно, спра- 
  

1) Как левые, так и правые идеалы всякого кольца образуют 
дедекиндову структуру относительно теоретико-множественного 
включения. Доказательство полностью совпадает с доказательством 
соответствующих теорем для нормальных делителей (Биркгоф [1], 
стр. 103) или для подпространств (Бэр [1], стр. 20—21). 

ih [3], [6]. Cm, takxe Fryer, Halperin [3]; Munn, Pen- 
rose [1]. 
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ведливость условия 0) доказана. Теперь допустим, что имеет 
место 6) и дано уравнение аа —= о. Найдем такой идемпо- 
тент е, что Юе =Юа. Тогда для подходящих В, yER cnpa- 
ведливы равенства a = Be ne = та. Отсюда аа == ве = Bee = 
— Ве —=а, т. е. 1 оказывается корнем заданного уравнения. 

Вполне аналогично проверяется эквивалентность а) и в). 
Теперь покажем, что г) вытекает из 6) и в). Так как 

структура левых идеалов дедекиндова, то для этого доста- 
точно установить, что для любых идемпотентов е и / имеют 
место следующие утверждения: 

(Il) Юе + ЮУ = Ю(е- 2), где в — такой идемпотент, что 

Rg =R(f — fe). 
° (Ш ReN RA =R(f — #1, где 2 — такой идемпотент, что 

8К =- (7 — Ле) К. 
(Ш) В (1 — е) служит дополнением идеала Re. 
Доказательство (I). Tak kak g=a(f—fe), To 

ве = 0. Отсюда е = (е -- 2) — в (е- ЕВ (е- г). Учитывая 
этот результат и соотношение f — fe —(f — fe) g'), получим 

= Ле + (/—Ло8- О — Лее= Ле + (Х — Ле) (& 06 
ЕЮ (е-{ =). Следовательно, Re+Rf CR(e+ г). С другой 
cTopoHnl, e+ g—e+a(f—fe)=(e—af)e+afcRe+Rf. 
Таким образом, Re+Rf —R(e-+ g). 

Доказательство (1). Так как f—gf=(f—g)f 

u f—gf =(f —fe)+(fe— gf)=2 (f—fe) +(fe—ef) = 
=(f—gf)e, To Ю(У— в) = ЮУП Ве. С другой стороны, 
если х Е ЮУПКЬ, т. е. х = х] == хе, то, ввиду g =(f —fe)B, 
имеем 

x= x—(x—x) Bf = x—x (f—fe) Bf =x—xgf =x (f—gf). 

Этим ‘показано, что Ю/ ПЮе=Ю(/— #Л. | 
Д оказательство (Ill). Tak kak [=(1 — е) Ре, то 

R=R(1—e)+ Re. Ecau x € R(1—e) 1 Re, To x =a (1 —e)=6e 
для подходящих a, ВСЮ. Умножая справа на е, получим 
х = 0 = Вее, т. е. Ае ПК (1— г) =0. 

Таким же путем устанавливается, что д) вытекает 
H3 6) ив). 

Факт, что е) вытекает из г), а ж) — из д), является оче- 
ВИДНЫМ. 

Допустим, что кольцо Ю обладает свойством е) и в нем 
задано уравнение ах —= а. Пусть /— дополнение идеала Ra 
в структуре всех левых идеалов. Тогда 1 = Ва -|- 1, ге ВС К, 
  

') Если е — идемпотент и x€ Re, T. e. Xx =e, TO xe = he? =x. 
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у С/. Умножив слева на а, получим равенство а = аВа {а}. 
Tak Kak ay =(1—a8)a € Юа ПГ, то а] = 0. Следовательно, В 
является корнем заданного уравнения и, значит, кольцо А 
регулярно. 

_ Аналогично проверяется, что а) вытекает и из ж). 
Пусть А — регулярное кольцо. Структуру главных левых 

идеалов этого кольца условимся обозначать через ® (Ю). Если 

Мск, то через мм'| обозначим совокупность таких эле- 
ментов 1. Е Ю, что и =0 [5 =0] для всех ЕЕ М. 

Предложение 13. ГШусть Ю — регулярное кольцо. 
Тогда: | 

а) Если Ка... {Ва =), то существует един- 
ственный набор идемпотентов =, ..., &, таких, что 
Re, = Ra, + ... Не, =1, вв, ==0 при [== Г; 

6) если ==, то (Re) =(1—2)Ru (eR) —=R(1 — 2); 
B) (Ra) = Ra, 
r) (aR) =aR; 
д) если =? —е, 92 =6, SE X(R), Ret+S=—Re+ Rb, mo 

$ =АЮ (6 —а), где «Е 0К=. Если, кроме того, ВЕ № и 
6—BES, mo B=a; | 

е) отображение Юа--> (Юа)” [аЮ —> (а«Ю)! | является анти- 
изоморфизмом структуры главных левых [правых] идеалов 
кольца Ю на структуру его главных правых [левых] 
идеалов; 

ж) если =? ==в, 02==0, 6 —0е —=0 u Re~ Rb, mo xai- 
дутся такие а С = и ВЕБЮе, что Ю(е— а) =Ю (6 — В}; 
при этом е==а8, а 6 = ва; 

3) если =? =ви К= — правый идеал, то = — централь- 
ный элемент 2). 

Д оказательство. а) Пусть в-- ... а, =1, где 
=, @ Юа,. Тогда 

в; — Е; — Dy eee € Ra N » Ка, =0, 
k#i k#i 

  

т. е. =, — идемпотент. Поэтому при {==/ имеем 

  
ЕЕ] k#l,j 

1) Точки над плюсами означают, что Аа, ..., Ка’ независимы 
как элементы структуры ® (РЮ). 

2) Центральным элементом называется элемент, перестановоч- 
ный со всеми элементами кольца. 
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Наконец, — 
oj FFI р ae, € Ra; N 2 Ree =0, 

1 

T. e. a,€ Re, откуда Юя, =; В заключение допустим, 
yTo 6, + . (+, —1 и 8, = Ва. Тогдае; — 6, =; — 6; = 

— Уве — Убе —=0, т. е. &==0;. 
Е 1 k#i 
6) Ясно, что (1 —=)Юс(Юэ)’. Если ЕЕ (В=)’, то = =0. 

Отсюда & = — = =(1 —=)ЁЕ (1 — ) Ю. Второе утверждение 

доказывается аналогично. ‘` 
в) Ввиду теоремы 1, Юа==Ае, где в? ==. Применяя 6), 

будем иметь 

(Ra)! = (Re) =1(1 — ®) В] = Ве = Ка. 
Справедливость г) проверяется аналогично. 
д) Так как 6 Е Ю=- $, то 5=de-+o, roe AER, GES. 
Otciona 6 = die + 8c, 
Пусть а =0\е, тогда 6—a—d0ES, T. e. 

Юю 6 — ас 5. 

Если < 65, то = 18, где Ё, Е КЮ. Отсюда 

t==te+ ya-+ 7 40, 

< — 166 —= ета Е $ П Ав =0. 

Следовательно, х = 60 = (8 — а), т. е. 

5=Р (6 — а). 

ИЛИ 

Если 6 —В 65, то 

a—B=(8—8)—(@—a) € SNRe=0, 
т.е. о = В. 

е) Ясно, что (Ка В)” — (Ва)" П (ВВ, В - ВВ)! = 
= (aR)! (8Ю)'.Отсюда, учитывая 6), в) и г), получаем: 

(Ка П ВВ)” = [(Ва)” п (ВВ) |’ =1(Ка)"--(ВВ)"|"=(Ва)’-+(ЮВ)". 

Так же проверяется, что («Ю П ВЮ)! = (аЮ)! + (BR)’. Взаимная 
однозначность отображений следует из в) и г). 

ж) Ввиду предложения 5, найдется такой идеал $ Е ® (Ю), 
что 

Re+S=Re+Rd=R+S. 
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Свойство д) позволяет отыскать такие а Е =Юб и ВЕ БА», что 
ве—9=5=9@—3.. 

Если в —я==) (6 — 86), то (= —9)0=^(6 —8)6, откуда 
— а==^0. Поэтому 

е—а =) (8—8) =№ (8 — fF) =—a(B—f) =— aah, 
и значит, = =а8. Аналогично проверяется, что 6 = Ва. 

3) Поскольку Юёе — правый идеал, то Ас Ве. Пусть 
ЕС Ре. Ввиду теоремы 1, ЕЮ | еА —=6Ю, где 62—06. Так как 
Re — правый идеал, то бЮ < Де, Т. е. 6 =6. С другой сто- 
poubl, eRCOR, откуда 0е ==е. Следовательно, 6 =, а зна- 
чит, Рес :Ю. Таким образом, Юз ==АЮ ==Ю. Поэтому для 
всякого 1 Е А имеем Ne = ens =e. 

5. Модули и матрицы. Если Ю — произвольное ассоциа- 
тивное кольцо с единицей, то через Ю, и Ю" будем обозна- 
чать соответственно кольцо матриц порядка и над кольцом R 
и левый модуль п-мерных строк над кольцом Ю. Подмодуль М 
модуля Ю” назовем модулем конечного происхождения, если 
существуют такие элементы а,,..., а. Е М, что всякий эле- 
мент из /М представляется в форме 

aa,+ ... +4,4,,, 

roe a,€ R. Tak Kak B R есть единица, то сам модуль Ю" 
является модулем конечного происхождения, поскольку любой 
элемент из А представляется в форме 

о. (1, 0,..., 0) а, (0, 1,..., 0... а, (0, 0, ..., 1. 

Левый идеал кольца Ю, порождаемый конечным числом эле- 
ментов, назовем идеалом: конечного происхождения. 

Если М — подмодуль модуля Ю", то обозначим через ® (М) 
совокупность матриц из Ю,„, строками которых служат строки, 
принадлежащие М. Если Г — левый идеал кольца Ю„, то 
обозначим через ф(Г) множество строк из Ю,„, служащих 
строками матриц из /. 

Предложение 14. Отображение $ является изомор- 
физмом структуры % подмодулей модуля ВЮ" на струк- 
туру 3 левых идеалов кольца Ю,!). Отображение ф— изо- 

морфизм структуры 3 на структуру 1. При этом $ = yo, 
4 модули и идеалы конечного происхождения соответ- 
ствуют друг другу. 
  

1) Обе эти структуры дедекиндовы (см. примечание ') на стр. 18). 
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Простой подсчет доказывает, что верны следующие предло- 
жения: 

Лемма 1. Если Х, АСВ, то строки матрицы XA 
являются линейными комбинациями (с коэффициентами 
из Ю) строк матрицы А. 

Лемма 2. Если ЛЕК, аа=(а,..., “,) служит 1-й 
строкой матрицы АЕСГЕЗ, то для всякого ] в Г най- 
дется такая матрица В, что все ее строки, кроме j-i, 
являются нулевыми, а ]-я строка совпадает с ^а. 

Для доказательства заметим, что в качестве В можно 
взять матрицу (1,1) А, где 

ГА, если Е =), [= 

ты — | 0 в остальных случаях. 

Приступим к доказательству предложения 14. Если МЕ %, 
то из А, ВЕх(М), очевидно, следут А— ВЕо(М), 
а лемма 1 позволяет получить ХАЕх(М) для любого ХЕКЮ,. 
Следовательно, $ (М) Е 3. С помощью леммы 2 легко устано- 
вить, что ф()Е%. Из определения фи Ф вытекает, что 
‹ф (Г) = (учесть лемму 2), 9Ф(М)=М, М < М. влечет 
Ф(М,) < ®(М.), а Л«Ь— (1) < (Г). Остается доказать 
последнее утверждение предложения. 

Если М=Юа +... + Юа„Е%, то обозначим через А», 
матрицу, у которой А-я строка совпадает с а,, а остальные 
строки нулевые. Ясно, что А„Е%(М). Если ХЕФ(М), 
то Х=ХА-... | Х,, где Х, — матрица, у которой {1-я 
строка совпадает с 1-Й строкой матрицы Х, а остальные 

строки нулевые. Так как ЛХ, линейно выражается через 

А, ..., Аи», то приходим к o (M) = > R, Ap. Следователь- 
k,l 

но, © (М) оказывается идеалом конечного происхождения. Если, 

naodopoTt, /=R,A,+...+R,A,, то из леммы 1 выте- 
кает, что ф(Г) порождается строками матриц А, ..., A 

т. е. является модулем конечного происхождения. 
Непосредственно из предложения 14 вытекает 
Теорема 2. Для всякого ассоциативного кольца Ю 

с единицей структура всех подмодулей модуля ВЮ" изо- 
морфна структуре всех левых идеалов кольца Ю.. При 
этом изоморфизме совокупность модулей конечного проис- 
хождения отображается на совокупность всех левых 
идеалов конечного происхождения !). 

т? 

  

') Neumann [6]; Ree [1]. 
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Теорема 3. Кольцо Ю, регулярно в том и только 
в том случае, когда регулярно кольцо Ю\. 

Сначала докажем: 
Лемма. Если кольцо Ю регулярно, то всякий модуль 

конечного происхождения имеет дополнение в структуре 
всех подмодулей модуля Ю". 

Доказательство будем вести индукцией по п. Если п =1, 
то модули конечного происхождения являются левыми идеа- 
лами, представимыми в виде суммы конечного числа главных 
левых идеалов, т. е., согласно свойству г) теоремы 1, — 
главными левыми идеалами. Поэтому лемма является след- 
ствием свойства е) теоремы 1. 

Допустим теперь, что лемма доказана для ЮГ и M— 
модуль конечного происхождения в А”. Тогда 

М = Ra,+ ... + Ra,,, 

где @,—=(4;,, .--, %,). BBuny Teopemp! 1, HatigeTca TaKon 
идемпотент в, что 

Ва... +Ra,, = Re. 
— 

Если в = У А, а, |, то, положив с=е »/Х,а,, будем иметь 

с = (в...) и с==ес. Если, далее, &, = в,в, Е =1,..., Т, 
то положим b,—a,—p,c, Е=1,..., т. Scio, что 

р, = (0,...). Положим М’ = УЖ АЬ,. Еслих = (&,..., Е )ЕМ, 
TO —= = для некоторого УЕ А и 

х— с = (0,...) = 16 - 3d n,0,- 

Отсюда 1 = 0, а значит, и 7с = 0. Таким образом, х —ус С М', 

т. е. М= Ас М’. Так как М’ можно рассматривать как 
подмодуль модуля Ю"', то в силу индуктивного предполо- 
жения для него существует дополнение №. Положим 

№ = Ка-- №’, где а=(1—ь, 0, ..., 0). 
Если х == (&, ..., Е )ЕА”", то | 

х— с — а = (0,...)Е М -Н№, 

т.е. ХЕМ-- М. Следовательно, Ю" = М-- М. Соотноше- 
ние M(\N=O является следствием равенств АЮсП Ка = 
= МП №’ = (Вс + Юа) П(М’- №’) =0, предложений 3 и 4, 

теоремы | и теоремы 2. 
Приступим к доказательству теоремы. Если Ю — регуляр- 

ное кольцо, то, согласно лемме, каждый модуль конечного 

1) Меитапп [6]; Kodaira, Furuya [1]; Brown, McCoy [1]. 
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происхождения в АЮ”" имеет дополнение. Ввиду теоремы 2, 
отсюда следует, что каждый главный левый идеал кольца Ю, 
имеет дополнение в структуре всех левых идеалов кольца Ю,„. 
Применив теорему 1, убедимся в регулярности кольца R,. 
Пусть теперь регулярным является кольцо А, ив КЮ дано 
уравнение ах = а. Из теорем | и 2 вытекает, что подмодуль 

Ю (а, ..., а) модуля Ю" имеет дополнение М. Тогда 

(1,..., 1) = (Ва, ..., Ва) (11, ..., 1», 

где (11,..., 1) 6 М. Умножая это равенство слева на a, 
получим 

(a, ..., a) = (aBa, ..., aBa)+(ay,, ..., ати). 

Tak Kak (ay,, ..-, @y,) =(1—aB)(a, ..., ДЕ Ю(а, ..., ПМ, 
то &], =0 для всех i. Значит, В является корнем заданного 
уравнения, что и доказывает регулярность кольца R. 

6. Первая основная теорема. 
Теорема 4. Если Ю — регулярное кольцо, то модули 

конечного происхождения модуля Ю" образуют подструк- 
туру & (Ю") с дополнениями в структуре всех подмодулей 
модуля К". Элементы Е =В (1, 0,.., 0), Е, = 
— К (0, 1,..., 0),..., Е, =АЮ (0, 0, ..., 1) образуют 
однородный базис структуры %(Ю”) \. 

Доказательство. Первое утверждение теоремы сразу 
следует из теорем 2, Зи 1. Независимость элементов Е\, ..., Е; 
очевидна. Так как А (1, 1, 0,..., 0) является общим допол- 
нением Е, и БР в Е -- Бо, то Е, —Ео. Аналогично прове- 
ряется наличие остальных перспектив. 

$ 3. НОРМАЛЬНЫЕ АВТОМОРФИЗМЫ 

7. Определение и простейшие свойства. Автоморфизм / 
структуры [Г называется нормальным относительно 5 ЕЁ, 
если он оставляет неподвижными все элементы структуры, 
сравнимые с $, и если существует элемент в (Г) < $ такой, 
что [х-Р /(х)|5 = (Sf) для всякого дополнения х элемента $. 
Элемент ®(/) называется осью автоморфизма {. 

Задачей настоящего параграфа является доказательство 
существования достаточно большого набора автоморфизмов, 
нормальных относительно данного элемента $. 

Непосредственно из определения следует 
  

') Neumann [4], [6]; Amemiya [1]. 
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Предложение 15. Если } — автоморфизм, нормаль- 
ный относительно $, то х и f (xX) являются дополне- 
ниями элемента $ одновременно. 

Введем некоторые обозначения: 

$ = {х; х5 =0] 1), 

S, = {x; x+s—=a-+ts aaa некоторого аС[}, 

О ($) = {х; х — дополнение элемента $}. 

Ясно, что S, cS, a D(s)=S, aaa Bceakoro a€ D(s). 
Предложение 16. Если хЕО ($), то 

хо (7) = 1 (х) Но (Дб) =х-/ (>). 

Доказательство. Применяя МЗ, получим 

хо (Л) = хх Л (4) $ =[х-ЕЛ о) Их Е $) =х f(x). 

Равенство /(х) ® (7) = х- f(x) проверяется аналогично. 
Предложение 17. Если автоморфизмы f, f’, f" 

и Г’[” нормальны относительно $, то fo также норма- 

лен, (1) = (У) Ц 

of") < о (р) о (/”). 

Доказательство. Пусть хЕДО ($). Тогда 

f (fx +f (ols) =f + x]s=o(f) <s, 
откуда 

oA=f @®(Ф)=Ы-Л 5 =6 (7). 
Далее, применяя МЗ и предложения 15 и 16, получим 

о ("ЛИЛ (Е х1 $ ЗАЛ” (х) Но (РЕ х] 5 = 
={f" (x4) о (Р-Н х] $ = [6 (Но (|5 = 

— о (7) + о (1) х5 = (о (7). 
8. Части. Если а6Ё, то назовем а-частью элемента х 

относительно $ (последнее будет обычно опускаться) и обо- 
значим через х, элемент х(а- $). Ясно, что из а ДО ($) 
вытекает х —=х„, а из хЕФэ следует х,Е5. 

Предложение 18. Справедливы следующие свойства: 
а) если БЕЗ, то х,=х,; 
0) если а>6, то (Хх = хь, 
  

') Символ {х; 4} заменяет фразу: «Совокупность элемёнтов +x, 
обладающих свойством 3». 
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в) если ар и хЕ$,, то х,Е5,; 
г) если хЕЗ., то х=а4, для некоторого а (5). 
Доказательство. Справедливость свойства а) выте- 

кает непосредственно из определения. Для доказательства 6) 
используем ПЗ1: 

(x), =x (a+s)\(b+s) =x +5) =x, 
Из равенства x +s—a-ts u M3 BpitekuerT B): 

x, +s=x(b+s)+s=(x+s)(6+5)= 
=(a+s)(6+s)=—6-++s. 

Для доказательства свойства г) выберем некоторое дополне- 

ние у элемента Хх 5$ и положим 4 =х у. Так как ясно, 
что 4$ —=1, а из предложения 2 вытекает, что 4$ = 0, 

то Е О($). Теперь, учитывая предложения 2 и 3, получим 

d,=(x+y)(a+s)=(x+y)(e+s)=x. 
IIpenaoxeune 19. Ecau x€ D(s), a€S, ama 

.. a, U Xqg,—=X;, mo x aoe .+x,ux,tat.. 

.+a,,€S,. В частности, Ха За. Если, кроме того, 

a€ D(s). mo x—=x,+.. +x, их a+ . . +a, € D(s). 
Доказательство. Если т==2, то двукратное при- 

менение МЗ дает 

X, + x, =x (a,+s)+ x(a,+s)=x [x (a, +s)+4a,+5]= 

= ¥ [4 + 8) (% +8) + Oy] = (а 5) = Хи. 

Согласно предложению 2, элементы 4}, 4) и $ независимы. 
Поэтому из предложения 3 вытекает 

X\X_ = (а $) (4-5) = х$ =0. 

Если т>3, то положим 6 =а.-+ ... Рам. Очевидно, 

a—=a,+b, а из предложения 18,6) вытекает (х,), =Х,, 
1 

1>.2. Применяя индуктивное предположение и предложе- 

ние 4, получим 

Xg=xX,+%,=%,+4,+ ... хи. 

Далее, применяя МЗ, будем иметь 

м = ха Р-Н =а Но =а- $. 
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Ввиду предложений 2 и 3, 

(6+ s)x,=(0-+s) x (a, +s)=xs=0. 

Отсюда, ввиду СЗ и ПЗ1, вытекает 

(x,-+ 5) s = bs = bas = 0, 

т. е. х Е 0Е5.. Вторая часть предложения является очевид- 
ным следствием его первой части. 

9. Симплексы и цепи. Упорядоченную последователь- 
ность С = (2041... а*), состоящую из 1 элементов струк- 
туры, назовем -мерным симплексом относительно (5, &, а), 
если $5 > м, ES, (a+ ... Раш =0. Ecau a€ D(s), 
то все а&1@0(5$). Такой симплекс называется полным. Эле- 
менты 40,..., 4^ назовем вершинами симплекса. Если 6 < а, 
то, ввиду предложения 18, в), (4041... а®) является симплек- 

сом относительно (5$, м, 0). Мы назовем его Б-частью 
симплекса С и будем обозначать через С,. Из определения 
множества $5, вытекает, что вершины каждого симплёкса 
попарно перспективны. Ввиду предложения 18,г), каждый 
симплекс является 4-частью некоторого полного симплекса. 

Выражение вида 

Z=C,@ ... ®ФА С», (2) 

где С, — различные А-мерные симплексы, а \, — целые числа, 

назовем #-мерной цепью. Число »)\, назовем индексом этой 
цепи. ГГроизведением 7. целого числа № на цепь С будем 
называть цепь 

ОС, ®... ФМС. 
Если 709 = ОС, © ... OO Cm, [ —=1, 2, — две А-мерные 

цепи, то их суммой 70 + 70) будем считать цепь 

(MP IP)C® ... OOM +22) Cm. 
Так как, добавляя недостающие симплексы с коэффициентом 0, 
мы будем иметь, что любая пара цепей построена на одних 
и тех же симплексах, то сложение определено для любых 
цепей одинаковой размерности. При этом оказывается воз- 
можным символ (+) в формуле (2) считать символом сложе- 
ния цепей, каждая из которых построена на одном симплексе. 
Нетрудно проверить, что цепи данной размерности образуют 
модуль над кольцом целых чисел. 
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Если С =(40... а*) — -мерный симплекс, To (Rk — 1)- 
мерный симплекс, получаемый из С выбрасыванием вершины а*, 
обозначим через С (1). Если Е >. 1, то границей К-мерного 
симплекса С назовем (© — 1)-мерную цепь 

AC =C (0) ®(-1IC(I)@ ... ФС "С. 
Если Е —=0, то положим АС = 0. Границей цепи (2) назовем 
цепь 

AZ =), (AC) @ ... @hp_ (AC,,)- 
Цепь, граница которой равна нулю, назовем циклом. 

Предложение 20. Граница любой цепи является 
циклом. 

Доказательство достаточно провести для случая, когда 
7 = (20... а^), причем &>.2. Если [<], то условимся 
обозначать через Й (1, /) (Е — 2)-мерный симплекс, получае- 

мый из С выбрасыванием вершин а!’ и а’. Тогда 

AZ (i) =Z(0, I)@® ... @(—1) 1 ZG —1, DO 

®(— 124 0Ф... ФСП" "24 №. @ 
Следовательно, в разложение цепи А (АЙ) симплекс С (2, J) 
войдет дважды: один раз как элемент цепи АЙ (Г) и один раз 
как элемент цепи АЙ (7). Из формулы (3) видно, что в пер- 

вом случае коэффициент при нем будет (—1)' +7", а во вто- 
ром (—1)**/. Таким образом, в цепи А(А7) коэффициент 
при каждом из 0 (1, 7) оказывается равным нулю, что и дока- 
зывает наше предложение. 

Про цепь Z, являющуюся границей какой-либо цепи, 
скажем, что она гомологична нулю, и будем записывать это 
как 7 сэ0. Из предложения 20 вытекает, что каждая цепь, 
гомологичная нулю, является циклом. 

Если С-— Е-мерный симплекс относительно ($, м, а) и 

a=a,+ ... Ча», (4) 

то символическое равенство 

C=C,+...+C,, 

где С, — а;-часть симплекса С, назовем разложением сим- 
плекса С, соответствующим разложению (4). Согласно 
предложению 19, для каждой вершины а’ симплекса С имеет 
место 

i__pi | La a= a, ... +4,



Понятие разложения, соответствующего разложению (4), оче- 

видным образом переносится на цепи. Если Z=Z,+ 

. +Zm— pa3moxeHne Lenn Z, TO, oveBHAHO, AZ = AZ, + ... 

. | АГ„. Очевидно также, что компоненты разложения 
цикла сами являются циклами. 

Скажем, что цикл 2 полугомологичен нулю, если суще- 

ствует такое разложение {= it .. +Z, uenu Z, 4TO 
Z,c00 для каждого {. 

Предложение 21. Если Z=2Z,+2Z,— yuna отно- 
сительно ($, в, а), а циклы Г, 1 =1, 2, полугомологичны 
нулю, то и Г полугомологичен нулю. 

Доказательство. Указанное в формулировке раз- 
ложение цикла Z соответствует некоторому разложению 

а Так как С, полугомологичны нулю, то 2; = 

=Zj,+. ‚+2, где Zi; 000, для некоторого разложе- 

НИЯ а ‚ Раи, Из предложений 4, 18,6) и 19 

вытекает равенство 

Ди... 2 4Z y+ ... 2, 

доказывающее наше предложение. 
Предложение 22. Если Z,, i=1, 2,— циклы отно- 

сительно ($, W, a), Z,c0o0, а Г. полугомологичен нулю, 
то цикл ( =2 $2. полугомологичен нулю. 

Доказательство. Ввиду полугомологичности нулю 

цикла Йо, существует такое разложение 2, = (И -... Ию, 

соответствующее разложению а = а... а, что Ц; сэ 0. 
Этому же разложению элемента а соответствует разложение 
7, =У,- ... Ир цикла 7. Так как 7, сэ 0, то У; со 0. 
Поэтому | 

2=(И ФУ)... + („ФУ 
где (И, ФУ, сэ 0, чем и заканчивается доказательство. 

Предложение 23. Если элементы р, х, $ таковы, 
umo p<s, x€D(s) u p~x, mo 6 D(s) существует 
такой элемент с, что 

ctp=x+tce=p+x. (5) 
Если, кроме того, w<s uw pw=O0, mo {сх} оказыва- 
ется полным симплексом относительно (5, в, х). Если, 
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наконец, УСО ($), то существует цепь 

(х1х?) ($ (02x89) @® 2... © (Kx) 

makan, umo x'=x, a x” =y. 
Доказательство. Существование элемента с, удовле- 

творяющего равенствам (5), вытекает из предложения 5. Но, 
используя р <$, законы поглощения и МЗ, будем иметь 

c+s=c+pts=x+tpts=1 
cs=c(pt+x)s=c(p+xs)=cp=—)0, 

T. e. CED (s). 
При выполнении дополнительных условий, учитывая (5), 

ПЗ1 и МЗ, приходим к 

(x c)w=w(p+x)s=w(p+xs)=wp=0, (6) 
откуда следует, что (сх) — полный симплекс. 

Теперь положим у: = (Хх 2%) у, У — дополнение эле- 
мента у ву, Х.=Х., C,=c,, i=1, 2. Применяя ПЗ1, 

yi’ yi’ 
получим 

(х.-- %) у› < (х - ®) уу, = уу. = 0. (7) 
Ввиду предложения 19, 

ух. ЕР (5). 

Вторичное применение предложения 19 дает 

Cy X_ = Cx, хЕО ($). 

Отсюда, поскольку, согласно соотношению (6), 

(x; + ¢,+x,)w <(x+c)w=0, 
следует, что (x(c,;-+x,))—cumnnexc. Далее, х + $ = 
= (у $ = у $, т. е. у<х,- 5. Поэтому, при- 
меняя ПЗ1, МЗ, (6), СЗ, (5) и предложение 19, будем иметь 

(Cy хо) ул < (ах 9) (х 9) (м. $) = 
= [Xp WHC, (X + W)](X, +S) = (X24 W4 xC,) (x, +5)= 

= WH Xo (X18) = W+4 XX, = WKS. 

YMHOXKUMB 9TO COOTHOLWMEeHHe Ha y, Noyuum (c, + x,-+ w)y, =0, 
откуда, ввиду (6) и СЗ, вытекает 

(худ = (e+ x2) w =0, 
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T. e. ((C, + xX,) (у + х.)) оказывается симплексом. Наконец, 
учитывая равенство у |-$ = х.--$, ПЗ1, МЗ, (7) и С3, 
получим 

(YB) Xo = (9) (Е $) х. = 

= [у (У ®) 8] x. =(yo +) Xo = WX, = 0. 

Отсюда, ввиду (СЗ, вытекает, что (хо у) м = уш =0, 
т. е. что ((ухо)у) является симплексом. Таким образом, 

(х (с. х2)) ® (а хо (у, у5)) ® (© х.) у) 

является искомой цепью. 

Предложение 24. Если существуют элементы р 
ud такие, что р< $, ри=0, р 4иаЕП ($), то любая 
нульмерная цепь относительно ($, в, а), индекс которой 
равен нулю, гомологична нулю. 

Доказательство. Пусть индекс нульмерной цепи 

р =^а®... ФА а,, 

где а;С5$., равен нулю. Тогда 

Е = А, (а — 4g) © (Ay + Aq) (€g — 03) ©... 

6. @OA,+ ... +4,_))(@,_-1—4,) 

(мы пишем х— у вместо x(@(—1)y). Поэтому для дока- 
зательства предложения достаточно установить, что всякая 
нульмерная цепь вида х— у, где x, yES,, гомологична 
нулю. 

Пусть х — произвольный элемент из 5,. Положим 

x,=x(d,+w). 

Пусть х, — дополнение элемента х, в х. Положим @, =@х, 
4. =@х. Из предложений 18, а) и 19 вытекает, что 

d,—d,=d,+d). 

Из предложения .19 следует также, что 

d,+-x,€S,. (8) 
Далее, применяя ПЗ1, (8) и СЗ, получим 

(4-х = (а 9) (а. и) х = (а, |) х, =а5х, =0. 
Отсюда, применяя ПЗ2, СЗ, ПЗ1 и 4Е СО ($), выводим 

(ха. х,) м = 4 == 4.45% = 0. 
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Вместе с (8) полученное соотношение показывает, что 

(х (а. x,)) — симплекс относительно (5, в, а). (9) 

Далее, поскольку р —@, то из предложения 23 вытекает 

существование такого элемента с, что 

ас —= 0, (10) 

а (с4) является полным симплексом относительно (5, ®, a). 

Отсюда следует, что 

\ (с ‚Ча, — симплекс относительно (5$, , а). (11) 

Теперь, применяя МЗ, получим 

фах, =а хх (а) = 

= (d,+w) (d,+ х) < d,+ w. 

Отсюда с помощью ПЗ1, МЗ, (11), СЗ, (10) и (8) будем 
иметь 

(d.+-x,+-¢,)w=(d,+x,+¢,)d,+ 0) w= 

= [dy xy + lq dg + W)] W = (y+ х,- с, 44) ® — 
= (d,-+ x,)w=0. 

Полученное равенство вместе с (8) показывает, что 
(а. х!) с.) является симплексом относительно (5$, Ww, а). 
Этот результат вместе с (9) и (11) доказывает, что 

(х (4. х)) ® (а, х,) са) © (са) 

— одномерная цепь. Простым подсчетом можно убедиться, 
что границей этой цепи служит x —d,, T. e. x —d, oc 0. 
Следовательно, x — у=(х — а.) ® (4, — у) сэ0, что и тре- 
бовалось. 

Теорема. Если в структуре существуют элементы 
р, 4, фи $, обладающие следующими свойствами: 

а) р, 9, WKS; 
6) р, 4, м независимы; 
в) р перспективно некоторому дополнению элемента $; 
г) 4 перспективно некоторому дополнению элемента $, 

то любой одномерный цикл относительно ($, W, а) полу- 
гомологичен нулю). 
  

') Amemiya [1]. 
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Сначала докажем вспомогательное утверждение: 
Лемма 1. Если выполнены условия теоремы 5, то как 

р, так и 49 перспективны любому дополнению элемента $5. 
Доказательство. Пусть q~dED(s), a x—npo- 

извольное дополнение элемента $. Если взять 4 в качестве Ww, 
а 4— в качестве а, то мы оказываемся в условиях пред- 
ложения 24. Поэтому 4 — х сэ 0. Значит, 

а—х=А((х0х!) ©... @® (х’- 2х”), 

roe x°=d, a x’ =x. По условию хо —4. Допустим, что 
нами доказаны соотношения: х9,..., Хх’! —4. Поскольку 
(хГ1хГ, — симплекс, то х—хГ 1. Так как, кроме того, 
имеет место Хх 1 — ди (хх! хГ 1) 4 =0, то предложение 12 
дает х!’—0. Продолжая индукцию, получим х = х” — (4. 

Приступим к доказательству теоремы. Будем рассматри- 
вать цикл 

Й = (х1х?) ©... (х”х!) (12) 

относительно (5$, №, а). Ввиду предложения 18,г), можно 
считать, что С является а-частью полного цикла 

(did) @...@ (d™d!), 

KoneuHo, d'€ D(s). Число т в формуле (12) назовем длиной 
цикла 0. Если б>.а, то симплекс (уу?) относительно 
($, м, 6) назовем мажорантой цикла С, если 

ytytw>ex! для всех i. (13) 

Мажоранту будем подчинять одному из следующих условий: 

(y' + y?-+ w) p=0, (14) 

(yi+y)s<p+w. (15) 
Доказательство разобьем на ряд этапов. 

Г этап: т = 1. 
Тогда Z = (x!x!) =A (x!x!1x!) a0 0. 
П этап: т =. 
В этом случае опять имеем: 

Ё = (х1х?) ($ (х2х!) = А (х1х2х1) ФА (м1 хт) со 0. 

Ш этап: т _>.3. Допустим, что для всех циклов длины, 
меньшей т, полугомологичность нулю доказана. Докажем 
еще одну лемму: 

Лемма 2. Для всякого одномерного’ цикла Г суще- 

ствует такое разложение 2 = -- 2., что первый сим- 
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плекс цикла Г, обладает свойством (14), а первый 
симплекс цикла Г. — свойством (15). 

Доказательство. Ввиду предложения 18, а), / можно 
считать циклом относительно ($, %, х?). Пусть 

ха = (ар) х?, xt—x?1 x? yw Z—Z,42Z, 

— соответствующее разложение цикла 2. Полагая х! = (х') 4, 
x i 

1—1, 2, и используя ПЗ1, получим 

(xi + p+w)x; < (x1 -+ p+ wo) x?x? = xixt=—0. 

Отсюда, применяя СЗ, ПЗ1 и МЗ, придем к соотношению 

(же w) p=(x} + 0)sp=(w+ x's) p= wp = 0. 

Значит, симплекс (х1х7) удовлетворяет условию (14). То, 

что симплекс (х7х2) удовлетворяет условию (15), следует 

из равенства 

(x) + а) = [жуй р-не) 6 < опр) 5 = 
=p+w+xls=p+w, 

получаемого с помощью МЗ. 
1-й случай: 2 обладает мажорантой, удовлетворяющей 

условию (14). 
Из леммы | вытекает, что 4! —р. Пусть г— ось пер- 

спективы. Из предложения 8 вытекает у! — р! = (у г)р. 
Но тогда, согласно предложению 5, существует такое с, что 

ytc=pite=ylt pl, (16) 

Отсюда, применяя ПЗ1 и ПЗ2, получаем 

сер 5 =у р = у 5 =6-5 
и 

6$ — С (рН с) $ = с (р! Е у $ = е (рт у15) = ср! =0. 
Значит, се 5,, откуда, ввиду предложения 18, в), имеем 

CLES, (17) 

Еще раз применяя (16), а также (14) и СЗ, получим 

уУУОю = (уу) ® = (у у) в =0. (18) 
Из (16), ПЗ1, МЗ, (14), СЗ и ПЗ2 вытекает 

(у УР) с = (У у) (р - у) с = 
=([y'+ y?(p'+ y)]) c=(y'+ y*y!) c= yle = 0. 
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Отсюда, используя (13), (18) и СЗ, приходим к 

(хех) са < (у УЕ а) с = (у у) с =01. 
Так как (хГ 1х1) — симплекс, то, ввиду СЗ, последнее соот- 
ношение приводит к 

Ро) м == (ГИР) = 0. 

Этот результат вместе с (17) показывает, что (с„х1хГ) — 
2-мерный симплекс. Отсюда с помощью простого подсчета 
получаем 

Z =A ((Cgx'x?) © (Cgx?x9) © «6. © (gx x!)), 

T. e. Zod. 
2-й случай: 7 обладает мажорантой, удовлетворяющей 

условию (15). 
Используя ПЗ1, МЗ, (15) и независимость р, а, ®, по- 

лучим 

УУ- 9) а = (У УЕ 9) 54 = 
= [Е (У У?) $19 < (ф- )4==0. 

Ввиду равноправия ри 4, этот результат показывает, что 
мы находимся в условиях первого случая и, следовательно, 
Zo 0. 

3-H cayuah: m=3, симплекс (х1х?) удовлетворяет 
условиям (14) или (15). 

Пусть хз = (м1 -- х?{- 9) хз и хз — дополнение хз в х3. 

Поскольку предложение 18, а) позволяет считать Х циклом 

относительно (5, , х3), разложению х3 = xj 1+ x3 соответ- 
ствует разложение 2 = Z, + Z, unkaa Z. Положив х7 =(x’) 3, 

x i 
, ]=1, 2, будем иметь 

(жж) м < их? 9) хз) = хх} =0, 

откуда, ввиду СЗ, вытекает 
1 2 3\ ay —(yx! 2 (44 -+ «3+ Xj) W= (x3-+ x5) 

Это равенство показывает, что (х3х5х2) — 2-мерный симплекс. 

Но 

— (555) ® (х5х5) ® (хх) = 
— 4((45х5х5) © (х3х5х3) © (4345x3)), 

  

1) В частности, возможно, что {[— 1 =т, ай =1.



Z, 000. (19) 

С другой стороны, поскольку мою, м, x3, TO 
Г, оказывается в условиях случаев 3 или 4, т. е. ПД, со 0. 
Этот результат вместе с (19) и доказывает наше утвержде- 
ние для случая 3. 

4-й случай: т = 3. 

‚Ввиду леммы 2, Z=—Z,+2Z,, roe С, удовлетворяют 
условиям случая 3, так что остается только учесть предло- 
жение 21. 

5-й случай: т >> 3, а(х1х3) — симплекс. 
В этом случае 

21 — (1х2) © (2х3) © (3х1) 

72 —= — (х3х1) +) {х3х4) ©... Ф(х"х!) 

являются циклами, причем 7 == 71 (+) 72. Так как длина 22 
- 2; * 72 2 меньше т, то 22=71-- ... Ир, где И: сэ 0. Этому раз- 

ложению 22, очевидно, соответствует разложение 

И... 7. 
Поэтому 

2=(7Ф2) +... +(21® 24). 

Согласно доказанному в случае 4, 71 полугомологичен нулю. 

Следовательно, из предложения 22 вытекает, что 2142: 

полугомологичен нулю. После этого остается только применить 
предложение 21. 

6-й случай: т_>3, для (х1х?) имеет место (14) 
или (15). 

Сначала докажем: 
Лемма 3. Для каждого натурального [ существует 

такое разложение а=ц-- 9, что для соответствую- 

щего разложения цикла # = И -У, имеет место сле- 
дующее: 

а) У, полугомологичен нулю; 

6) пех, для (1+1. 
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Если [—=1, то условия а) и 6) выполнены для разложе- 

ния аа 0. Если лемма справедлива для всех [< А, то 
пусть 

Л — 5] Г — +1 — (yk-1 k+l] Ха, J 1, 2,...,m, x% = (xp; +B) xe 

И 

k+1 Е АТ ХЕ ЕХь хе 

Так как предложение 18, a) позволяет считать И,_| Циклом 
относительно (5, <, хит), то этому разложению соответ- 

ствует разложение И,_, = И -- И» цикла. И,_,. С по- 

мощью предложений 4 и 19 легко получить, что & = Им -- 
Л _— 5 — НИ »-РУ,_1. Положим хЬ == (хр1) eas i=1, 2, j—1, 

2, ..., т. Применяя ПЗ1, получим 

1 1 —1 -Lyk+1 1.41 —_ (да) хе < (eR хех = ХИ == 0. 

Отсюда с помошью СЗ придем к 
(xty Ню ly —= 

Следовательно, (х#>-1х®)Т) — симплекс. Изменяя нумерацию 

и применяя результаты случая 9, убедимся, что цикл И» 
полугомологичен нулю. Ввиду предложения 21, цикл 

У, =И»-НУ,_, также полугомологичен нулю. С другой 
стороны, учитывая, что Хи, _, будем иметь 

Же (хе) хе +1 < (ха) (хе $) = 

= (х*- Ен) lt wy <xlt x2+w. 

Так как хх као для Л] < А, то И, = Ин 

удовлетворяет условию 6). Поскольку 2 = (И, У», лемма 3 
доказана. 

Пусть теперь 2 = Ui tVn-1 — разложение, указанное 
в лемме 3. Ясно, что цикл И„_, удовлетворяет условиям 
случая | или 2, следовательно, Ии_1сэ0, так что остается 
только применить предложение 21. 

7-й случай: т > 3. 
Этот случай сводится к случаю 6 точно так же, как 

случай 4 — к случаю 3. 
Теорема 5 полностью доказана. 
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10. Теорема существования. Доказываемая ниже теорема 
играет фундаментальную роль в построении регулярного 
кольца, связываемого с данной структурой. 

Теорема 6. Если в структуре Ё[ существуют эле- 
менты р, 4, $ и ®, удовлетворяющие условиям а)— 
г) теоремы 5, а в ий — такие дополнения элемента $5, 
4mo g+w—h+w, mo существует один и только один 
автоморфизм / структуры [, оставляющий неподвиж- 
нгми все элементы из [, сравнимые с $, и переводящий 
св. Этот автоморфизм / нормален относительно $, 
причем «(Г) <. Автоморфизмы, нормальные относи- 
тельно $ и имеющие оси < щ, образуют абелеву группу!). 

Доказательство разобъем на несколько этапов. 
1) Если (ху) — симплекс относительно ($, м, а), то 

существует nepcnexmusa Ly.» Ha [уши с осью (х -уУ)$ 
(будем обозначать ее через Ру). 

Ввиду предложения 7, достаточно установить, что (х — y)s 
является осью перспективы элементов Хх м и у. Но 
этот результат легко получить, применяя M3 u x, yES;: 

х® ау =е-е-ус-9= 
и (х НУ) (У $) =“) (ХУ) 5, 

(x +- W) (x + y)s =(W+ xs) (KX у) = 
= ® (х у) = 0 = (уч) (х КУ) 5. 

2) Если и<х, то Р(ху) (и) = (и-Р $)у. 

Действительно, применяя МЗ и ПЗ1, будем иметь 

Р(лу) (и) = ш- (х - у) $ (У) = 

= (и $) (х у (уч) = и У) “= 
= (и Зу. 

3) Если (ху) — а-часть симплекса (ху), то 

Pix ya) (u) = (Р(лу) (и) Vo = Prxy) (и) для всех их хм. 

Ввиду предложения 7, достаточно ‘установить, что 

Рака) (Рау) 4) Ja) = 4 = Pata) Perv) (4). 
Поскольку, согласно предложению 18, в), x, +s—y,+s=—= 
—=а- $, то 

ut(xty)s <x,+s=a+s (20) 
') Amemiya [1]. 

  

39



Xa tVa< Xa tats =Vats. (21) 
Далее, обозначив через у’ дополнение элемента у, в у, 
будем иметь 

Pry x.) ((Рухуу (и) ) и а-я) е--9- 
ауд, ®) = 

= (4+ (x+ y)s](y+@) + (Xt Yq) 8} Xe to) = 
из (20) и ПЗ! 

=[4+(%+y)slly+ot+ (хо у) $ (ха Е) = 
из МЗ 

[и (НУ $ (И у Ро (у) О.) = 
из МЗ 

— [ш- (х ую (уе Ех. у.) = 
u3 w<s, M3, x,€S xu (21) 

=U(X,+9Y+W)—U. 

Наконец, применяя МЗ, ПЗ2 и ПЗ1, получим 

Pry x) Posy) @) = (4 +e+ysly+ea)+ 

+ (X_+ Yq) 5} Xe +o) =l4+(*%+ y)slly+e+ye+ 

+ (Xa Ya) 8] (Xa 9) =и- (у) 5 (<) =и. 
4) Цепь 

В =1 (ху!) ФЬ (У) ® ... ФИ (ху) 
назовем канонической, если для 1—1, 2,..., & — 1 имеет 
место одна из следующих систем соотношений: 

а) = 141 = 1, yi = xt; 

6) 1—1, 11 —=— 1, у = у; 

B) dl, =—1, 1,,,=1, x4 = x!*); 
г) == — 1, x? = у! +1. 

С канонической цепью связано отображение 

__ ple 1 и P, = PU yk) P Upk-lyk-1) .. -Р (аут (22) 

Это отображение является изоморфизмом Ри, „ на Lyk +e’ 

Е ии На Ре, Liew Ha Г ИЛИ Liaw Ha Lip, B 3a- 
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висимости от того, имеет ли место J, =1,=—1, 1,1, —1,=— — 1, 
== — 1 или Д = = —1. Покажем, что этот изо- 
морфизм не зависит от выбора канонической цепи. Для 
этого достаточно показать, что 

если Г — полная цепь, 

1—1, =1 

и х!1 = у^, то Р7 совпадает с тождественным отображе- 
нием Ели структуры Ги+и на себя. 

Для доказательства заметим, что, согласно теореме 5, 

=... 0», (23) 
где 7, со 0. 

Рассмотрим сначала случай, когда т = |, т. е. 2 =АО. 
Число симплексов цепи И (при этом член /(ху2) счи- 
тается |[| раз) назовем ее длиной и обозначим через 4 (И). 

Ввиду предложения 7, Р — РР . Поэтому можно счи- 
У "Р () (yx) у 

тать, что 

Й = (х1х?) ® ... ® (х#1хЕ) Ф (хЁх). 

Если а(И) =1, то можно считать, что 

2= (#152) © (929) ® (8), 
а значит, 

Pz — Pen) (ae) P (et) ° 

Hockonpky (x!+-x?+ x3)w=0, To, применяя МЗ, легко 
убедиться, что 

(x1 + x? + x8) 5 (x! + w) = (x1 4 x? + x9) 5 (x?-+ w) = 
= (x!l+ x2+ x3) s (x8 + w)=0. 

Поэтому предложение 9 позволяет считать оси перспектив 
Ри, Pays) и Po eset) совпадающими с с —= (x!+ x?2-+ х3) 5. 

Отсюда, принимая во внимание МЗ и ПЗ1 для всякого 
ИЕ +ш, Получаем 

P7(u) = ([(4+-¢) (x? + w) + €] (x8 + w) + ¢} (x'+4+ 0) = 
= {(u-c) (x2? +w+e)(x34+ w) + ¢} (x10) = 
=[(a+ c) (x84 w) +c] (x14 0) = 
= (uc) (x84 wtc)(x14+0)= (utc) (x1+0)= 
=u-+c(x!+w)=u. 

Этим показано, что Р, = Epi y. 
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Теперь допустим, что d(U)=t>2 и что наше утвер- 

ждение справедливо, если 2” —=А ЦИ”, где а((”) < Е. Пусть 
Е =АЦ и И = (ух1х2) ® О’, где d(U’)=t—1. Torna 

Е = (х1х2) — (ух?) ® yx!) © AU", 

1-й случай: у — х!. При этом условии 7 = (х1х1) ФАО", 
а значит, 

АИ = (х1х2\ Ф ... © (eFx!) — (x! x)), 

Используя индуктивное предположение, получаем 

P,=P,,,P E E 
AU’ а 4m аи 

2-й случай: у=х?. Имеем 

Й = (х1х?) — (x2x?) © (2x1) @Q AU’, 
откуда 

AU! == — (х2х1) ® (х2х7', Ф (х?2х3) Ф ... ® (хх). 

Следовательно, 

P,=P Р Е aul А (хх) аи 

3-й случай: у-х!, х?. В этом случае 

ДИ” — — (ух!) $ (ух?) © (х2х3) ® ... © (xFx!), 

откуда 
P,=P Р Е AU’ b (yxix?) X'+w" 

Теперь допустим, что наше утверждение доказано, если 
разложение (23) содержит менее чем т слагаемых HU m > 2, 
Разложение (23) соответствует некоторому разложению 

Хх =... 9. Положим = - ... +4,,_, 4 060- 
значим через У, и У. соответственно 9-часть H U,,-YaCTb 
цепи 2. Пусть $ф, — изоморфизм, который по формуле (22) 
соответствует цепи У;. Из 2) вытекает, что 

Р2(и)=и, если ихх!. (24) 

Кроме того, предложение 11 дает 

Из (24) и (25) вытекает, что и < о-- м влечет Р„ (и) <о--ч. 

Поэтому, применяя 3), будем иметь 

РЕ (и) =Рё(и) («- $) = (Рё (и) ), = $: (и) 
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для всякого и < 9-— щ. Отсюда, ввиду индуктивного пред- 
положения, получаем 

Р2(и)=и, если ихо- м. (26) 

Вполне аналогично доказывается, что 

Р;(и)=и, если их. (27) 

Если, далее, и <! -- м и их! =0, то 

Кио) и ое, 4) (0+ w) +0_)] = 
= (U0) (V_ + W+ 0) (Uq—- u) = (из МЗ) 
= шо, - 9) = (из МЗ) 
== (u-+-vv,) (0, + wt+v)=u(x'+o)=—u. (из СЗ и ПЗ! 

Ввиду (24), (26) и (27), из полученного равенства следует, 
что 

Р2(и) =и, если из и их! =0. (28) 

Пусть теперь и — произвольный элемент из 2, „. Положим 

и, = их!, и пусть и, — дополнение и, в и. Тогда 

1 — 1 _ UX! = Цоцх! == ЦО, = 0. (29) 

Так как и=и 4, TO U3 (24), (28) и (29) вытекает, что 
Р2(и) = и, т. е. Р2=Ежуы. 

Учитывая этот результат, лемму | на стр. 34 и предло- 
жение 23, убеждаемся, что для любых двух элементов х и у 

из $, описанным выше способом определяется единственный 
изоморфизм [х-.ш Ha Lys wy. Мы будем называть его кано- 
ническим изоморфизмом и обозначать через Их»,. Есл 
(x+y)w=0, то Пе, = Ри шьу:ю: «луз. Если хм = 
—=у-- м, то Их», является автоморфизмом структуры Душ. 
Такой автоморфизм будем называть каноническим авто- 
морфизмом. 

5) Канонические автоморфизмы структуры Ёх+и обра- 
зуют абелеву группу. 

Пусть ф и ф—- произвольные канонические автоморфизмы 
структуры СД»-. и. Ввиду 3), можно предполагать, что хЕД ($). 
Из леммы 1 на стр. 34 следует, что р—х иа-х. По- 
этому из предложения 23 вытекает существование таких 
элементов с, ЕД ($), что (хс) и (х@) являются симплексами, 
причем 

xte=pte=ptx, (30) 
xtd=qid=q-4+x. (31) 
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Из.2) и`предложения 11 вытекает, что 

g(x) + w=9(x)+9(@=—o(x+u=—=x+u. (32) 

Отсюда, применяя ПЗ1, МЗ и предложение 11, получаем 

g(x) S= 9 (x) (x + 9) $ =9(х) в = (xw) =0. 

Так как ПЗ2 и (32) дают 

e(x) +s=9(x) bots=xtwts=l, 
тох(х) ЕД (5). Учитывая, что (хс) — симплекс, применяя (32), 
СЗ и (30), получим 

(p(x) + м) с = (хе = хе =0, 

после чего СЗ и предложение 11 дают ($(х) со) ю = 
— (х) и = 0. Таким образом, ($(х)с) оказывается симплек- 
сом. Аналогично проверяется, что симплексом является 
и ($(х)4). Учитывая эти результаты и выбор элементов 
си 4, можем положить 

Ре), ФР Ра) Ра). 
Ясно, что 

= 91 (33) 

=. 

Теперь, применяя МЗ, х,4ЕДО($) и (31), получим: 

(x p+wo)t(x+d)s=pt+wt(xt+a)(x+s)= 
=p+w+(x+a)d+s)=@+ p+w)+(x*+ d)s. 

Поскольку (р 4) х < $х =0, то, учитывая СЗ и неза- 
висимость р, 4, ®, будем иметь 

(p+) (x*+ 9) =(p+)q=0. 

Otciona, nmpuMenan M3, x€ D(s) u (31), BEIBO.MM 

(x-+ p+ w)(x-+4)s=(p+@)(x+4)= 
= (p+ w)(x+9)=0 

(d+ p+w)(x+d)s=(p+w)(x+d)=0. 
Этим показано, что (х- 4) $ — ось перспективы элементов 
x+pt+w ud+tp-+w. Положим 

b, — Ра р+ш арии; (¥%+d) s)- 

И



Ввиду предложения 8, для всех и < х- м имеет место 

ф (и) =! (и). 
Ввиду равенства 

p(x) +w=x+w (cp. c (82)), (34) 
рассуждая, как выше, можно прийти к 

фор фо а = р + Фо. 
Кроме того, применяя ПЗ1, (31), МЗ и х$ =0, будем иметь 

[p(x) +d] s=[b (x) +d] (x*4+0+44)s= 
= [$ (<) - 4] (х Е ® 9) $ = (х) + 4] (®- 9). (35) 

По тем же соображениям 

форм 5 = (р) 5 = рф =(@а- р) 5. 

Отсюда, используя предложение 3 и учитывая, что (ф(х) 4) — 
симплекс, получаем 

(p(x) + pt w][b(x)+d]s=(d+ p+w)[b(x)+d]s= 

= (p+ w)[Y(x)+ d] (w+ q)=0. 

Таким образом, имеет смысл 

Yo = Pw (x) pt w dtp wi (ba) +4) 5) 
а предложение 8 обеспечивает равенство 

фо (и) = фо (и) 
для всех u<o(x)+w. 

Таким образом, 

— —-1— 

фи) = =u), если их. (36) 
Далее заметим, что, ввиду МЗ и (31), 

(ха) $ = (х-9)5 =9-- х5 —4. 

Поэтому из (30), (35), МЗ, (34) и ПЗ1 следует 

фев) = (Со а-р+ 
фо фор“ = 

= (ее - 9 а реф) -- 41$) фо -Е р] = 
=(c+w+q)(x+p+w)= 
=e+wtq(x+pt+w)=c+w. (37) 
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Ввиду (30) и МЗ, 

(х- с) 5 = (хр) 5 = р-Ес5 < р-[Еч. 
Применяя (32), МЗ и этот результат, будем иметь 

(15 < (ие м) 5 =ю- (хо; cpr. 

Поскольку, согласно предложению 11, ф оставляет на месте 
все элементы из [р+ш, ТО последние соотношения показы- 

вают, что ф удовлетворяет условиям предложения 10 в от- 
ношении перспектив $, и $2. Поэтому 

— —-1 
$$$ = Pa (x+ w) > v (c+ w); (x-Fe) 5) 

— —-1 
PF = PG ete) 1-0) > 5 (c+ w); [9 (0-4) 5). 

Но, ввилу (32) и (36), 

b(g(x) +0) =b(e+v)=b(e+w=x+w. 

Вместе с (37) это дает ВА “8 и boa) —ф. Отсюда 
— —-] —1 

bey = by $ ‘bed ‘= % $1 — $, 

что, ввиду (36), равносильно bop? =, T. e. bo— on. 
6) Ecau x€S,, ys=0, x +w=—y+w, u<s, a Kano- 

нической изоморфизм ф, отображающий Г. на Г, (хули, 
таков, что $(х) < х-ни, то Ф(у) < у-и. 

Если (хФ(х)) — симплекс, то ф — перспектива, и мы имеем 

ф (У) =[y + + 9%) ) $ [$ (%) Е ч] < 
< [У-Е (Е и) $ (*) 5 ч] Зуи. 

Если ф — канонический автоморфизм, то, согласно показан- 
ному в 9), ф коммутирует с ф = П,-»,. Поэтому, используя МЗ 
и принимая во внимание предложение 11, будем иметь 

$ (у) = ($ (*)) = 4 ($ (%)) «4 ((«-«-)) = 
ха (х Ни) ) = ухи) Зухи) = у-Ни. 

Переходя к общему случаю, положим 0—а [$ (х) (х- $]. 
Пусть с — дополнение д в а. Тогда, ввиду МЗ, имеем 

b+s=[e(x)(x+w)+s](a+s) = 
=[9(x)(x+w)+sl(x+s). (39) 
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Учитывая (38) и х5 =0, после четырехкратного примене- 
ния МЗ получим 

хе —х[$ (5) (Хх) РЯ = 
=I¢(*)(* + &) +s] (¥ + 8)= 9 (4) (4 +8) +S5(X +0) = 

= 9 (x) (x + w)+ w= (F(x) 4+ ч) (х ®). (39) 
Применяя ПЗ1 и МЗ и принимая во внимание (38), O(x) < 
< хихлх- и $(х) 5 =0, будем иметь 

(ф(х))ь = $ (%) [$ (<) (Хх + w) +5] = (x) (x +). (40) 

Отсюда, ввиду 3) и МЗ, вытекает 

¢ (Xp_) + w= 9 (x) (x + H)+ W=(9(x)4+ a) (x +B). (41) 

Сопоставляя (39) и (41), получим x,+w—o(x,)+ 4, 
откуда следует, что Х = Пх, >5(х,) — канонический авто- 

морфизм. 
Далее, из 3), ПЗ1, (40) и предложения 19 вытекает 

Ф (хе) (х -- W) = (9 (X) eo P(X) (% + BW) = ($(х)), ($ (%)), =0. 
Но тогда C3 anaet [x,+¢(x,]w=x,w=—0, T. e. (x, (*,)) 
оказывается симплексом. 

Кроме того, двукратное применение МЗ дает 

хо хех) 6+9) = 
= (у 9) (© $) = у $) Не =у, - ч, 

а применение 3) и МЗ показывает, что 

Х (Хь) == $ (%ь) = $ (х) (© $) < (хи) (6-5) = 
= x(b+s)+u=—x,-+4. 

Аналогично получаем, что 

x, t+w=y,+w a IT, + 9(x,) (хо хх, Ни. 

Отсюда, учитывая, что у — канонический —автоморфизм, 
а (х.$ (х.)) — симплекс, и принимая во внимание предложе- 
ние 19 и то, что показано в начале доказательства, будем 
иметь 

2 (Y) = (Mp) + 9 (Ye) =X (Mp) 7 Le, + 9 (x,) Ye) S Yo 
TEV HY Ue 

7) Приступим к построению искомого автоморфизма ff. 
Сначала определим /(х) для хЕ5. Заметим, что из 4) 
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вытекает существование канонического автоморфизма Пе, >=. 

Положим 

Л (х) = Пе, «(h,). 

Это имеет смысл, так как двукратное применение МЗ дает 

ПА (хе = (в ч) (Хх $) = 

=(g+w)(x+s=g(xt+s)t+w=e,+w. (42) 
Если Х= 8, то й, =й (8$) =Йй, а в, —==в, откуда 

Л (8) = Пе (В) =. (43) 

Пусть, далее, у = Пи > «(2,). Заметим, что для всякого 

21+ Из предложения 8 вытекает, что 

Р\ь) (= Ру) (аз 5= 

=z+(a+b)s+s=zt+s. 
Orciona, yuuTbipan g€ D(s), nonyyaem: y-+-s=g,ts=x-+s, 
откуда hy==hy W g,—gy. Kpome того, в силу един- 
ственности 

Пи > == ау. 

Поэтому 

Л (У) — Igy (hy) — Пе, >у (h,) = Пи > «(A,) — ©. 

Следовательно, Г их-> Ty +x (2) — взаимно обратные ото- 

бражения. Отсюда вытекает” что / — взаимно однозначное ото- 
бражение $ на $. Чтобы убедиться, что ] изотонно, докажем: 

Лемма. Если x>y, x, y€S, mo IIg (й,) > 

> Igy sy (hy). 
Ilyctb orTo6paxetine Ip +x построено с помощью цепи 

(g,x!)@® ... @(xmx). 
Можно считать, что Пе, у построено с помошью цепи 

(g,x)® ... @ (xmy). 
| 1 i Так kak g,> By ux = xy то нашу лемму достаточно дока 

зать для цепи, состоящей из одного симплекса. Но тогда 

Па (й,) = [УЕ (ХЕ 8,) $1 (9) > 
> hy +(Y + By) SI (y+ @) = Ug, + y (hy), 

что и требовалось. 

48



Из доказанной леммы вытекает, что неравенство x > y 
влечет 

Л (х) = Ip > х(Йй,) > Igy (hy) — 7 (У), 

т. е. что f M30TOHHO на 5. 
Докажем еще одно свойство отображения f: 
Ecau x, yES u y<xtu, 20e u<s, mo fiy< 

< (хи. 
Действительно, из МЗ и ПЗ1 следует 

xyts=x(yts)+s=(x+s)(y+s)=y+s. 
Поэтому 

2х, ==2, (44) 

для всякого 2, а из 4) вытекает существование канонического 

изоморфизма p= Ile, oy. При этом, ввиду МЗ, . 

(xy) =y <(e+4)(yts)=xy Hu. 
Поскольку из предложения 11 и равенств (42) и (44) вытекает 

(ху) = Па, >, (hy + w) = 

=Ilg,>x,(yt+w)=xy+o (45) 
и 

Лу) $ = (х,) 0 (5%) $ = 1 (ху) ® = Пи, (йув) —=0, 

то мы можем применить результаты 6). Следовательно, 

VE (xy) Лау и < Ло -и. (46) 
Учитывая (44), получаем 

vf (ху) ) = И», УИ, >>), (hy) = Па, >y (hy) =f (y), 

что вместе с (46) дает f(y) < f(x) +u. 
8) Теперь распространим / на всю структуру Ё. Про- 

извольный элемент 2 из Г может быть записан в форме 

z=x+4, (47) 

где ХС, аи < $. Действительно, если и = 2s, a x — допол- 
нение элемента и в 2, то, ввиду ПЗ1, имеем 

XS = xzs = xu = 0. 
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Положим 

Л (2) = Л (х-Ни, 

где f(x) определено в 7). 
Пусть теперь х-и < у- у, где х, уЁ5, и, 9< $5. 
Умножая это неравенство на и-Ро и применяя МЗ, 

получим 

х (и о и <у(и- о) ч. 

Так как и Го < $, а х$ == уз =0, то мы приходим ки< у. 
Учитывая это неравенство и последний результат из 7), 
будем иметь 

Л (ху и< Лу о и=лЛ (у. 

Отсюда следует, что /(2) не зависит от способа предста- 
вления 2 в форме (47), сохраняет отношение порядка и 
обладает обратным отображением с теми же самыми свой- 
ствами. Значит, / — автоморфизм структуры L. 

9) Убедимся, что [ удовлетворяет условиям теоремы. 
Действительно, равенство /(2)=й доказано в 7) (равен- 
ство (43)). Равенство /] (2) =2 для 2 < $ вытекает из опре- 
деления, данного в 8). Если 2.2.5, то представление 2 
в форме (47) имеет вид 2 = х-- $, где х — дополнение $ в 2. 
Но из ПЗ2 и (45) следует, что 

Е ох их, 
т. е. что / (2) =2. 

Если, manee, x€D(s), To f(x)=Ilp5%(h). Значит, 
Upsx(gth)=x+f(x). Отсюда, ввиду предложения 11, 
имеем 

(ею = И. ((е-Н В) щ) = (х +] (х)) м. 

С другой стороны, применение МЗ и (45) дает 

(ХЛ (5 Ее = Ло) 9) 5 = (мч) 5 =, 

откуда (Хх /(х))$ < щ или, после двукратного примене- 
ния ПЗТ, 

(x + f (x))w=(x+f (x))sw=(x-+ f (x))s. 

Таким образом, 

(e+ f(x))s=@+f(x)) w= (e+h) w=const <w, 
т. е. 

(Л < ч. 
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10) Для доказательства единственности автоморфизма f 
допустим, что существует автоморфизм /’ такой, что /’ (2) =й 
и /’(х) =х, если х сравнимо с $. Если хЕ5, то по опре- 
делению 1(%) = Не, >х(й,). Допустим, что Ig > опреде- 

ляется цепью 

(8,х’)®... ®(х"х). (48) 
Так как оси перспектив, произведением которых является 
Их лежат в /[., то они останутся осями перспектив для 

образов вершин симплексов цепи (48) при автоморфизме /’, 
сложенных с < (предложение 10). Кроме того, 

ME)=Sf (E(x +s) )HAhf' (x +5 =h(x+5) =h,, 

откуда 

Гео =а, = (Хх) = 
=(h+ %) (х + 5) =(E-+@) (%¥ +S) = 8, TY. 

Следовательно, 
Il, (f,) >f' (*) — Пе, 

а значит, 

f (x) =IIg +x (h,) =f. (&.)->/' 2) (f’ (g¢ J=f' (x) 

для всех х из э. Теперь, представляя произвольное 2 из Ё 
в форме (47), будем иметь 

Л’ (2) == Л" (х)и=Л (и = (2). 

11) Сначала докажем: 
Лемма. Если хЕПО(5), а w(f)<w, mo f(x)+w= 

= x -+w. 
Действительно, применяя П3З2 и предложение 16, будем 

иметь 

Аж) = Л (х) 5 о Ф{ю=х о) + 9 =х-ч. 

Пусть теперь /” и /” — автоморфизмы, нормальные отно- 
сительно $, причем w(f’), ®(]”) <, и пусть ]'’]” (2) =й 
для некоторого 2Е0($). Дважды применяя лемму, будем 
иметь 

ре (= Ли = Ем. 
Согласно уже доказанной части теоремы 6, существует авто- 
морфизм /, нормальный относительно $ и такой, что ] (2) =. 
Так как /’/” (х) = х для всех х, сравнимых с $, то в силу 
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единственности имеем }”/” =. Значит, }”/” — нормальный 
автоморфизм. Аналогично проверяется, что автоморфизм, 
обратный нормальному автоморфизму с осью < м, также 
нормален. Ввиду предложения 17, отсюда следует, что нор- 
мальные автоморфизмы, оси которых <, образуют группу. 
Чтобы доказать ее коммутативность, заметим, что, согласно 
лемме, для 261)(5) справедливы равенства f’(g)+w= 
=е- м =]” (2) 1 щ. Из этих равенств следует, что 
Нл (в и П>/(в-— канонические автоморфизмы струк- 
туры Loi». Значит, согласно доказанному в 5), они пере- 

становочны. Отсюда 

FP" (8) = Ug > 7 (ey f (8) = Ue > 7° (gy Ue > # в (8) = 

= Igy (gy) We > rr (® (Е) = Нл в" (В) = Л", (в). 

Учитывая единственность, получим /’/” = {”]”. 
Теорема 6 полностью доказана. 

11. Применение к трехмерному проективному пространству. 
Заметим, что в трехмерном проективном пространстве х суще- 
ствует четверка точек в общем положении. Пусть это будут точки: 

р, 4, ® и х. Положим $5 =р-+ аш. Так как $ + х =т, а любые 
две точки перспективны между собой (см. сноску !) на стр. 16), то 
условия теоремы 5 выполнены. Следовательно, теорема 6 noKa- 
зывает, что для любых двух точек си Й, не принадлежащих пло- 
скости 5$, существует коллинеация х, обладающая следующими 
свойствами: а) $(2) =й; 6) $ (х) = х, если точка х принадлежит $5; 
в) [х о (х)]П $ = , если точка х лежит вне $. 

$ 4. КООРДИНАТИЗАЦИЯ СТРУКТУРЫ 

12. Группа автоморфизмов. Допустим, что структура Ё 
обладает однородным базисом ранга п. Пусть а, ..., а. — 
этот однородный базис. Введем обозначения: 

а,-— сумма всех а,, где k + i; 

а, — сумма всех а,, где k #i, Л, а [= 7; 
Ц, — множество автоморфизмов структуры Ё, нормальных 

относительно 4; и с осями, лежащими в Га}; 

О; — подгруппа группы автоморфизмов, порожденная мно- 
жеством Си... ЧИ Си1Ц ... Убь,; 

Нуь — множество автоморфизмов из Ц, оси которых < J, 

причем 6 является суммой некоторых @,, отличных от а; иа,. 
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Предложение 25. Автоморфизм $}, нормальный 

относительно а, является тождественным тогда и 
только тогда, когда ® (Г) =0. 

Доказательство. Econ f=1, то w(f)=[a,+ 

+ (аа, = a,a, = 0. Наоборот, если w(f) = 0, то 
[42-Е Ла] а=0= аа. Поскольку [а Л (а) а, = 

—=1=а,--а;, то, согласно НЗ, имеем 

а; +f (a;) — 4;, 
т. е 

1 (а) <а.. 

Ввиду предложения 17, ®(/`')=0. Поэтому /-' (а) <а, 
откуда 

а; < 1 (а). 

Следовательно, / (@4;) =а,. 
Теперь утверждение единственности в теореме 6 дает, 

что / =1. Возможность применения теоремы 6 обеспечи- 

вается тем, что элементы $=а, ®==а, р==а,, 4==а,, 

где {, /, А, [ все различны, удовлетворяют условиям этой 
теоремы. 

Предложение 26. Множество Ц;, является комму- 

тативной группой, причем |) Г(а;) совпадает с иноже- 
еб) 

ством всех дополнений элемента а, ва; а,. 

Доказательство. Так как элементы $ =а4;, ® =а,, 
р=а,, 9==а,, где &, /, А, [ все различны, удовлетворяют 
условиям теоремы 6, то первое утверждение нашего пред- 
ложения сразу следует из’ этой теоремы. Пусть, далее, 
х — дополнение а, в а, --а,. Тогда 

ха =х а Нау=а а, а, =1, 

а из ПЗ1 и предложения 3 вытекает 

ха, = x(a; - а) а, = ха, = 0. 

Значит, x€ D(a;), npuyem x -+-a,—4a,-a,. Ilpumenus Teo- 
рему 6, убедимся, что в С), найдется автоморфизм / такой, 
что /(4;) = х. Все доказано. 

Предложение 27. Если Л] А, то С, ПОь=1. 
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Доказательство. Econ fEG,;NGy, 10 w(f) < 
<aj4,—=0, и применение предложения 25 завершает дока- 
зательство. 

Предложение 28. Группа Ц; абелева. 
Доказательство. Пусть Л5ЕА, ЛЕС; и 8ЕС,,. 

Если ХО (а), то, очевидно, / '(х) Е О(а)). Поэтому 

lef (x) +f 71 (x)] a, = в (8), 
откуда 

[fef '(x)+ +] a,=f(o(g)). 

Следовательно, fef’ нормален относительно а, причем 

o(fgf ')=f(w(g)) < Л(а) = а,, 

ибо а, <а,. Значит, /е]/ 'Е С». Аналогично установим, 

что 2 ‘g 'Е G,;. Отсюда вытекает, что а ‘2 'Е бп Gi;. 
Принимая во внимание предложение 27, получим, что Ла = 2]. 
Следовательно, автоморфизмы из различных С;, перестано- 
вочны. Так как, согласно предложению 26, каждое Gy 
является абелевой группой, то все доказано. 

Предложение 29. Все автоморфизмы из (Ц, нор- 

мальны относительно а; Для любых двух дополнений х 

и у элемента а, в Ц, существует единственный авто- 
морфизм, переводящий х ву. Сама группа Ц, является 
прямой суммой групп Ц... 

Доказательство. Сначала докажем существование 
автоморфизма, переводящего х в у. Обозначим через Ё такое 
наименьшее число, что 

ха, - ... а, =уа ... + Qi,» 

roe i,,..., é, OTAMYHbI OT i WM друг от друга. Если А =1, 
то, согласно теореме 6, искомый автоморфизм существует 
в Си. Далее положим 

= (ха... На, |) (у-На,,). 

Тогда, применяя 132, МЗ и ПЗ1, будем иметь 

аа =а-а, а, = 

= (ха, ... + а) а) а=уи=1. 
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Из МЗ и предложения 3 вытекает 

2. = (ха а, -- ... + 4;,_,)(ya;+ 4),) = 0 

Следовательно, z€ D(a). Кроме того, применяя МЗ и ПЗ1, 
получим 

zta,+... +4, =(ха, Е... а, )Ж 

Ж(уа, а... На )=ха-... ey, 
и 

аа, =(х На, Ра, На, (У-Н а, =У-Н а, 
/ и Ввиду индуктивного предположения, существуют Г’, Л ЕС, 

такие, что /’ (2) = у, а Г" (х) = г. Следовательно, для / == /’/ 
имеем /(х) =. 

Теперь возьмем произвольный автоморфизм ] из С; и два 

произвольных дополнения х и у элемента а;. Согласно уже 
показанному, существует 2ЕС(,, для которого 2(х)=у. 
Заметим, что как [, так и 2, очевидно, оставляют на месте 

все элементы, сравнимые с а,. Поэтому, учитывая предложе- 
ние 28, будем иметь 

[+ Ла, = g([x +f («)] a) =[g8(*)4 ef (x) a; = 

= [g (x) + f(g (x) а = [УЕ ЛО). 

Отсюда следует, что / нормален относительно а.. 

Пусть, наконец, f’, f”EG,, x€ D(a;) Hu f’ (x) = f” (x). 

Тогда h=f'f”' нормален относительно 4; и й(х) =х. 

Отсюда о ЕАО а, — ха, = — 0, после чего предло- 
жение 20 дает й = 1, .f'=f". 

Чтобы доказать, что `б, — прямая сумма групп С;,, доста- 
точно установить, что ДЕ G,, ‚ПЛ, где Н —подгруппа Е руппы G,, 

порожденная объединением И С.,, влечет } =1. Но, учи- 

тывая предложения 17 и 37а также уже доказанную часть 

предложения 29, будем иметь ® (7) < а, =0. После этого 
остается только применить предложение 25. 

Из предложений 29 и 17 вытекает: 
Предложение 30. Н,,, — группа. 
Предложение 31. Если b=a, + . . а то 

Нь= Си... Си. В частности, Gin = Hijay для всякого 

j#i, k, 
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TlokasateabctBo. Ecan fC Hy, TO, BBuLy Npeanoxe- 
HHA 29, f=f'f;, ees Ла, где f= Ш О, Ли Си, 

_ НЕ eens by 

Если #=/;... Лии ХЕО(а,), то 8(х)ЕО(а;). Учитывая 

МЗ и предложние 16, будем иметь 

о (Рая (х) | & x) a, =I.) +8 (x) a, <(e+8) a, =0. 
Отсюда и из предложения 17 вытекает 

© (f’) < р > а, — 0, 
Е dy 

после чего предложение 25 приводит к /”=1, т. е. 
к ЛЕ Си, ... Чи, 

Предложение 32. Если ВЕНу», а УЕСь то: 

878 ЕС; и «(818 = 8 (®())). _ 
Доказательство. Пусть хЕД(а,). Учитывая ПЗ2, 

предложение 16, ПЗ1 и МЗ, получим 

go! (x) +4, = g(x) + 0(g7}) + 4a,= x +0(g-)+4,=1 
И 

81 (ха == в—1(х) (хо (в) а, = 5-1 (х) в (8—1) = 
= 2! (хо (5—1) ) < в! (ха) =0, 

т. е. g 1 (x) € D(a). Поэтому, применяя предложение 16, 
будем иметь 

Хх аЛ 8! (х) = 2 (81 (хх) НЛ (871 (х))) = 

—82(8 1 (х) о (Л) =х- (в (7)). (49) 

Далее, ввиду ПЗ2 и предложения 16, получим 

8 (а) = 8 (а;) ра, = 8 (а) Е о (8) а, = | 
— jt (8) + a); = 4;. (50) 

Если г сравнимо с а, то, согласно (50), это справедливо 
как для 2 (2), так и для #2 1(2). Поскольку / нормален 

относительно а, (предложение 29), то #/ 2 !(2)= #81 (2)==2. 

Кроме того, из (50) следует, что g(w(f)) < g(a) =4,. 

Ввиду этого соотношения, умножая (49) на а, и приме- 
няя МЗ, получим 

[х-+ в/в 1 (ха. =в(® (Л). 
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Ввиду произвольности х, отсюда следует, uTO gfg™! HOp- 

мален относительно 4; и что wo(gfg- = 2 (© (f)). 
Предложение 33. Ecau i+/j, ЛЕНиь 4 SECM, 

то ]8 =8)/. 
Доказательство. Так как Н;ьс@;„ то, согласно 

предложению 32, 8178 Е Ц,. Поскольку а; <а,, ВЕНьЕС,, 
а, ввиду предложения 16, 

f(a) < еда) аа, =а, 
#]8—1 (а) = 8] (а) = Л (а). 

После этого предложение 29 дает #/ =! == {, т. е. #/ = }р. 
Предложение 34. В С,, существует автоморфизлм } 

такой, что ® (7) =а,, а f (a) a, = 0. 
Доказательство. Так как @,~4@,, то, согласно 

предложению 5, существует такой элемент 4, что а-Н а = 

—=а,--4 =а,-- а,. При этом из предложения 3 вытекает, что 

(ааа =(а- ара, =а,. (51) 

TO 

Отсюда 

da, =d (a,+-d) a,=da,=0. 

Кроме того, мы имеем 

а--аа=а-- аа) =а-а, + а, = 1. 

Следовательно, d€ D(a). Ввиду предложения 29, в С, суще- 
ствует автоморфизм /, переводящий а, в 4, так что 

(ара, =0. 

Из (51). вытекает w (f) =[a,+ f (a)] a,=(a,+4) а, = aj, 
откуда, ввиду предложения 31, получаем, что ЛЕ С,,. 

13. Операция ©). Положим 

f@g=—fef'g". 

Предложение 35. Ecau feEG;, a geHjy, mo 

f@ gE Aizy. 
Jloka3atTeabcerso. Mycth x>b. Положим х = ха, {у. 

Так как уа; = уха, =0, то у <d€ D(a). Поэтому 

[g(y) + yl a; <Ig@-+4] a= 0(g). 
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Применяя П3З2, МЗ и соотношение g(y)+a, = g(yta))= 

=y+ta,, будем иметь 

g (y) + 0(g) = 8(y) +180) ао (в) = 
=I(g(y)+yllg(y) + 4,]4- (ge) > y+ (g). 

Аналогично, учитывая предложение 17, nonyuum go! (y)+ 

+o(g)>y+o(g), откуда y+ o(g)> g(y)+(g). Cre- 
довательно, 

y+ (g)= g(y)+4(g)=g(y+(g)). 

Отсюда, применяя ПЗ2, придем к 

x=x-+0(g)=xa;+y+o(g) = g (ха, Ру о (g)) = (x). 

Аналогично, учитывая предложение 17, убедимся, что 

в1(х)=х. Поэтому, принимая во внимание /'(х) >. 

>/ ‘=, будем иметь 

Го в(а = ел ‘(а = ‘(а =а,-Ь. (52) 

Так как gf g '€G, (npeanomwenue 32), ro A=fOg-= 

—fef'g ‘EG, и, следовательно, нормален относительно а, 
(предложение 29). ‘Tipu этом, учитывая (52) и МЗ, имеем 

wo (h) =[a,+ h(a; :)] а; зай (а Но] а; = (а; 5) а; — b, 

что доказывает соотношение AE H,,, 
Предложение 36. Если it k, mo Gi;@)Gj,cGip. 
Для доказательства достаточно заметить, что из предло- 

жений 31 и 35 вытекает 

Ч, Чье0: © Нла, С Ниа, = Ци. 

Предложение 37. Если ЕС, авЕНць, то (1 © 8) 8 
перестановочен со всеми элементами из Н‚„Ндь, а } © 8= 

=g ‘fef'=f's ‘fg. 
Доказательство. Из предложения 35 вытекает, что 

fef ‘= @g) Ech, of Tin: 

Поэтому, согласно предложениям 28 и 33, ео Иов) е 
перестановочен со всеми элементами из Н;,„Я»;ь. Кроме того, 
из предложения 32 вытекает, что gO fg €G,. Поэтому, учи- 
тывая предложение 28, будем иметь 

f@g=fef'g'=e 'fef '=f'e в. 

58



Mpeanowxenne 38. Ecau f, f'EG;, g, g’C Hyg, mo 

Ге" =({@g) SOs’) и Го =Ц(® ОВ. 
Доказательство. Из предложения 37 вытекает, что 

(РС =) = в-1}2. Поэтому, ввиду предложений 28, 37 
и 32, имеем 

До) =) =’ =”) Ев = 
=(f@gef@g’e’=fef ‘fe'f l= 

—(fge'f')(ge') ' gs’ =(f @ ge’) (g8’) 
H 

Лоо = РЕ 1 (© в) = 

—g feg fie—ff ff) ge ffe=Sff Sf Og, 

откуда и следуют требуемые равенства. 

Предложение 39. Если ГЕН,,,, ВЕНуь и суще- 
ствует перспектива © структуры Га, +в (а;) На Гл(арче (а) 

с осью а, лежащей в [Га a,, то существует автоморфизм 

h€G,, такой, что В (а) = ф(а;) и пов =). 
Доказательство, Применяя П32 и МЗ, получим 

(а) та, = (а, | а) [f (a) + вв а= 

= (a,+4)[f (a) + g(a) +4] + a, — _ 

= (а, 4) (а ва) аа, =а аа, =1 

И 

9 (a,) a, =(a,+-4)[f (a) +8 (a) a, =4 If (a) +8 (a)|=0. 

Следовательно, ¢(a,) € D(a,;) и, ввиду предложения 29, су- 
ществует такой #ЕС,, что Й (а;) =9(а,;). Учитывая предло- 
жение 29 и МЗ, будем иметь 

w (A) =[4, Lh (@)\ a; = 14, +9 (@)] a, = 
= fa,t(a,td)[f(a)+ 28 (аа, = _ 
= (а, 4) [а, Е Л (а) -Е 8 (аа, < (ада =а<а, 

откуда, согласно предложению 31, имеем №ЕС,,. Далее 
заметим, что из предложения 11| вытекает 

h(a)+-g (a) =9 (a) +8 (a) =9 (a,+8 (a)) =f (a)+8 (a). 
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Отсюда, ввиду предложения 33 и равенства g(a,))—a4,, 
получаем 

g hg (a)+a,=g'(h(a)+8(a))= 

= gf (a) +4;=f (a) +4; 
—1 

Применяя к обеим частям этого равенства автоморфизм Й 
и учитывая ПЗ2, предложения 16 и 17, а также соотноше- 

ния 6 (1) за, и / (а) ЕО (а;), будем иметь 

ве "hg (a) +4,=h 'f (a) +a,+o0(h')=f(a)+a, 

или, полагая f 'h'g hg =k, 

k (a;) + a; =a, a,. 

в (а) а, а; =а,а.. (953) 

Кроме того, согласио предложениям 37, 30 и 30, имеем 

Отсюда 

kR=f '(h@gCH pH, cH, 

w(k) <b. 

Умножая (53) на а, и применяя МЗ, придем к 

в (А) а, ==а,, 

(Е) < a,j. 

Таким образом, o(k) < а ==0. Ввиду предложения 25, 

получаем, что / '(ВЭ2)=Е=1, т. е. /==йОв. 
Предложение 40. Если ДЕН,» а ВЕНуь, то 
(7) < ®(2) имеет место тогда и только тогда, когда 

1 =>) Е для некоторого ВЕС... 
Доказательство. Если / =й 2, то из предложе- 

ний 35, 17, 32 и 16 вытекает 

w(f) <w(h)4+ (gh 'g ')= 
= (h) + g(w(h)) За, | 8 (а) =а, 4+ 4 (g). 

Умножая на р и применяя ПЗ1, МЗ и предложение 3, получаем 

о (Л За - о (в) = о (8). 
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Ecau xe w(f) < (2), то применение ПЗ2 и предложения 16 
дает 

[a,;+ 8 (а) а, =а, + в (а) Ро(в о (= 

= (а) 8 (арена, = (а) ва] а, (54) 
Кроме того, из предложения 16 вытекает 

8 (а) < в (а) Но (в) =а,Но(в) а, Но <a, 
Поэтому, применяя [31 и МЗ, получим 

[a,;4+ g (a,)] a; =[a,+ 8 (@,)] а) —=2 (аа, 
и 

[Л ар- в (аа, = (@р- в (а) ча; = 

= [1 (ва) - g(4)la,=8 (а;) а. 
Следовательно, 

[2,4 g(a) a; = Lf (a,) + g (a,)] 4;. 

Ввиду предложения 6, отсюда и из (54) вытекает, что эле- 
менты 4, - 8 (а;) и f(a,)-+ &(а;) обладают осью перспек- 
тивы, лежащей в Га. После этого применение предложения 39 

доказывает существование нужного автоморфизма A. 
Предложение 41. Если ВЕНь и а, 8 (а,) =0, то 

отображение й—> й (©) в является изоморфизмом группы Ц, 
на подгруппу, состоящую из всех автоморфизмов ГЕН, 
удовлетворяющих соотношению ® (Г) < ®(2). 

Доказательство. Из предложений 29 и 17 вытекает, 
что указанное множество автоморфизмов является подгруппой. 
Предложения 38 и 40 показывают, что наше отображение 

является гомоморфизмом на эту подгруппу. Если # ©) г =1, 
то, ввиду предложений 37 и 32, имеем ®(й) =® (2 12) = 
— 82 1 (в (#)). Поэтому в (й) < а, 5! (а) =0 и предложение 
20 дает, что й =1. 

Предложение 42. Если ЙСО,,, ®(#)==а,, й (а) а, =0, 
то отображение в >В) #8 язляется изоморфизмом Н;уь 
на Нь, причем ® (8) = (#1 © 8). 

Доказательство. Ввиду предложений 35 и 38, наше 
отображение является гомоморфизмом Н,;» в Н,,. Если 

й © 8 =1, то предложения 32 и 37 дают 8—1 (@,) = 871 (®(#))= 
—=® (2112) = (Ё) = a, B силу единственности (предло- 
жение 29), имеем 2—1. Значит, наше отображение — изо- 
морфизм. Пусть теперь ЛЕ Нуь. Согласно предложениям 16 
и 3, имеем 

h(a) -+a,=h(a)+a,+ a, =0(h)+a,+4,)=1 
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h(a, a; < h(a) [a,+(h)] a, = h(a) a,=0,   

h(a, € D(a,). (55) 

Далее, из ПЗ2, h(a,)ED (а) и предложения 16 вытекает 

h(a,)+b6=h(a)+o(f) +b = ЛА (а) 5. (56) 

Прибавляя к обеим частям по @, и учитывая (55), будем 
иметь 

в (ада, =1. 
Кроме того, применение (56), ПЗ1, МЗ и (55) дает 

ЛВ (а) а, = fh(a) (h(a) +b] a, = fh(a)-b6= fh (ab) =0. 

Caenopatenbuo, fh (a,)€ р (а). Поэтому предложение 29 обес- 
печивает существование такого автоморфизма ЕС, что 

2 11 (а) = 7 А (а). (57) 

Так как из (55), (57), (56) и МЗ следует, что 

о (571) = И (ар - в (ара, = 
— [и (ар - в (аа; < и (а) + Ма, =5, 

то &Е Нуь. При этом, учитывая предложения 37 и 28, а также 
соотношение (57), будем иметь 

h® g(a) =h 'g 'hg(a)=h 'g'h(a) =A 'fh(a) =f (a). 

Ввиду предложения 29, отсюда следует, что й © # =. Таким 
образом, показано, что наше отображение является отобра- 
жением на Н,,»,. Наконец, учитывая предложения 37 и 17, 

а также соотношение (55), получим | 

(В© 2) = ® 8) в (ад - ва a= le hg (a) + h(a) a= 
—[2 № (а) й (аа; = (8 0=6 (2). 

Предложение 43. Если Е Нрць, а й обладает свой- 
ствами, перечисленными в предложении 42, то 

Р(ауь > ав; * (а;)) (8 (а})) =# 0 & (а. 

  

Доказательство. Так как w(h)—a,, TO предложе- 
ние 16 дает (а 5) -- № (а) = (а о *(а)). Еще раз 
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применяя предложение 16, получаем #(а,) за, ®(й) = 
—=а,--а,. Отсюда с помощью ПЗ1 и предложения 3 выво- 
Дим, что 

(a; +b) A (a,) =(a,-+b) (a, +4) h(a) = ah (a) =0 
и 

(a;+-b) h (a,) = (a, +B) (аа) В (а) = № (аа) = 0. 

Таким образом, Й(а,;) действительно является осью перспек- 
тивы элементов а; |-б и а, |-6. Так как / =#Э ЕН, 
(предложение 42), то из равенства 2 (а,) =а, и предложе- 
ний 37 и 28 вытекает 

g th (a;) = g В (а) = В (В© В) (а) = ВЛ (а) = УЁ (а), (58) 
а предложение 16 дает 

1 (а) за Но (Г) < а. 5. (59) 

Принимая во внимание (58), ПЗ2, а также предложения 33 
и 16, будем иметь 

8 (а) +h (a) = g(a; + fh(a)) = 87 (а, Е № (а)) = 
— &Л (® (В) # (а) ) = sha, +h (a)) =f (4) +4 (4). 

Умножая это равенство на а, {В и учитывая (59) и МЗ 
получим 

[2 (а) НР (а,)] (а 5) = f(a) +h (a;) (a, +5) =f (a;), 

что и требовалось. 
Предложение 44. Бсли 1, ], Е, [ все различны, 

ЛЕС,» ЕО, hEG,,, то (8) ФВ = 1 © (#01). 

Доказательство. Так как 

ЛЕ Ни(ала}, а РЕ НЫы (аула), 

то предложение 33 дает fh=hf. Поэтому 

nh (f@gh=n'fef'gth= 

=f (a-'gh) f~'(h-'g 7h) =f @(h'gh), 
откуда, принимая во внимание: предложения 36” 37 и 38, 
получаем 

Годен =в "вв = (и вв) = 
—= 18 (8®1)1=(/®)И®(2®1)|. 
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14. Части автоморфизмов. Пусть fEG, 1 a;=ut+y. 

Согласно предложению 19, (/ (а) )„ + v, e+ (a;)),€ D(a,). 
Поэтому из предложения 29 вытекает существование в С, 
единственных автоморфизмов /, и f,,, подчиненных тре- 
бованиям 

Ли (а) = (Л (ад), 9, 

Г» (а) ==и- (У (ар). 
Эти автоморфизмы назовем и-частью и 9-частью автомор- 

физма / соответственно. 

Предложение 45. Если z€ D(a,), то 

Ли (2) — Л (2) - 2%. 

В частности, 

( f(x), ecu x—=2Z, OAA Hexomopoz20 zE D(a,), 
fu (*) =| 

х, eCAu xX —=2Z, OAA HeKomopoz0 zE D(a). 

Доказательство. Согласно предложению 29, в G, 
существует автоморфизм 2, для которого #(а,) ==. Исполь- 
зуя МЗ, получаем 

2,=2(и-- а) = Е (а, (и а) = & (), 
2.=2(@®о На) =8 (4 (9-4) =8 (9), 

(1 (а), = f (a) (ut 4a) = (а ш-Еа)) = Л (и). 

Поэтому, учитывая предложение 28, имеем 

Ли (2) = Лив (д) = 8f, (4) —= &Л (и) 8 (9) = Л (2-2. 

Для доказательства второй части предложения достаточно 
заметить, что, ввиду МЗ и СЗ, имеет место 

(Z,) y= 2 (4+ a,) (v+a)=z [a, + u(v-+- a,)|=z (a, —+-uv)=0 

и, по аналогии, (2.,), = 0. 
Предложение 46. Если ГЕСЦ,, то имеет место: 

а) [7 (a,)), =f (4); 

6) Л, (а) = Л (и 9; 

в) Л — Ль/ 
г) ® (Л,) < о (7); 
д) o(f)=o(f,) + (>). 
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Доказательство. а) Применяя МЗ, будем иметь 

[Л (а)и=/ (а) (и а) = (а (и а)) = (и аа) = (). 

6) Следует из а) и определения /). 
в) Ввиду а) и 6), получаем 

Ли (в) = Ли (и НУ (@)) |) = Л (Л (©) = (а). 

Ввиду единственности (предложение 29), отсюда следует, 
что / = Л. 

г) Из 6) и ПЗ2 вытекает 

(1) = [Л (а) -На]а, = _ _ 

== [Л (и) ара, < [1 (а) ара, = о (Т). 

д) Ввиду в), г) и предложения 17, имеем 

о (Г) = (Л, Л.) < о (ро (,) < о (7). 

Предложение 47. Если }, Е СЦ,, то (12), = Гиви. 
Действительно, используя предложения 46, 6), 46, а) и 45, 

будем иметь 

Ff fu (a,) =f, (lg (@,)], + v) = fg (и) о — (f 2), (a,). 

После этого остается только принять во внимание утвер- 
ждение единственности в предложении 29. 

Предложение 48. Если УЕСЦ, а £E Ayu, mo 

Доказательство. Если Да (и =х, то, ввиду пред- 
ложений 46, в) и 45, имеет место ] (х) = /, (и) = и, т. е. 

xf"! (и). Учитывая этот результат, а также предложения 37, 
46, 6), 45, 32, будем иметь 

Фа) = и в.д = лв Ч ф-о= 
= Уе(и-о= в fefi' (wt+v= 

=е ‘ел ‘ш-о=О®2), (@). 

Отсюда, ввиду утверждения единственности в предложении 29, 
получаем, что f, ®g—(f ® g),. 

15. Репер. Объединение однородного Oa3Hca ay, ..., A, 
и системы автоморфизмов Г, структуры Ё, где i+ J; 
11 ]=1,..., п, назовем репером (а, Гу), если имеют место 
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следующие свойства: . 

Р1. Г;, нормален относительно а; 

РЗ. Г; (ара; =0; 
Р4. Если 1, ], Е все различны, то Г Or, =P. 

Заметим, что из Р1 и Р2 вытекает, что Г, Е С;. Отсюда, 
сопоставляя предложения 31, 41, 42 и свойства Р2 и Р3, 
получаем: 

Предложение 49. Отображения }—>Г, СФ} и 
Л—>/ СГ) являются изоморфизмами ЦС, на С, u G 
на С„ соответственно. 

Предложение 50. Элемент Г,,(а;) является осью 

перспективы элементов а [0 иа,--65, где В является 
суммой каких-либо Ay, отличных от а; и а,. При этом 

ij 

Pa; | b->a,; : 5; Г; (2;)) (а;) = а. 

Действительно, ввиду Р2 и РЗ, из предложения 43 

вытекает 

Р(аз+ь-а, 5; Гу, (а) ) (а) — (Г; © 1) (@) = a). 

Hpennoxenue 51. Ecau fEG,,, mo 

а, Ги, (аа, = (а) Г, (аа, 

для всякого R#i, f. 
Доказательство. Применяя Р2, предложение 16 

и ПЗ2, получаем 

[f (a,) +1; (@,)] + 4 =) (а) а, а, = 

= f (4) о (7) На, На, =а а, а, = 

— [а,-Н Г», (а, Нах. 

Кроме того, 131, Р2, предложение 16, МЗ, предложение 3 
и РЗ дают 

[4-Е Ги, (ав) а, = [а Г», (а,)| (а На) а, = Г», (аь) а, = 0 

и 

Lf (a,)-+T,,; (а, а, == Л ([а;- Г», (a,)] @,) = 0. 

Все доказано. 
Предложение 52. Если х«а,, и=[х-- Г, (а)] а, 

a,=uU-+y, в; = (Гу), то о (е,,) =. 
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Доказательство. Пусть 8,, == (Г,,),. Из Р2 и пред- 
ложения 46, г) вытекает 

(=) Зо (Г,) =а,<а,. 

Поэтому, применяя ПЗ2, а также предложения 46, 6), 46, B), 
50 и 7, будем иметь 

о (611) == 81; (6 (1) ) == 8, (ву (ад --айа) = | 
== [Гу (ар а -Н Ги о] а, = -Н Ги (а) а, =х. 

Предложение 53. Если ЛЕС,,, то (У®Г,,) Г, =] 

и Гь © (Гы © Л) =/. 
Будем доказывать первое из соотношений (второе доказы- 

вается` аналогично). Положим 

8 =(®Г,») © ГЬ,. 

Выбрав [= 1, А, /], будем иметь 

Ги = (7 Г,ь) © ГОГ. 

Применение Р4 и предложения 44 дает 

gO? y= FOL) OC Ol) =F OL) Oly = 
—=ЛО® (Ги Гы) = Л Ги. 

Применяя предложения 36 и 49, получим, что # =). 
Пусть Р — точка действительной аффинной плоскости 

с целочисленными координатами в некоторой прямоуголь- 
ной системе координат. Будем рассматривать только точки 
Р= (1, Л, где 1< р < п, 1-Е У, и писать Ср вместо С). 
Если P#Q wu прямая РО параллельна одной из осей, то 

—> 
условимся обозначать через РФ автоморфизм Ср на Оо, 

—- 
определенный в предложении 49. Под РР будем понимать 

  

—___> 
тождественный изоморфизм Ср на Ср. Ясно, что Р.Р....Ри = 

— —> > 
—=Р.Р.Р.Р. ... Ри Ри является изоморфизмом Gp, Ha Gp. 

Предложение 54. Если Р =, а РР =0,, то 

—_—_ — 

P,P, ... Ри, =. ee 8 Q,. 
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Сначала докажем: 
Лемма. Если точки Р\, Р.,..., Ри лежат на одной 

прямой, параллельной одной из осей, то 

—_—_—_ —> 

Р.Р. ...Ри=РРы. 

Доказательство. Лемма, очевидно, справедлива, если 
т —=2. Если т >> 2, то, применив индуктивное предположение, 
получим. 

—_ —> —— 
Р.Р.... РР =Р.Ри Ри Рип. 

Если Р, =Р), то, ввиду предложения 93, отсюда следует 
пт» 

—___> — —> > —> 
Р.Р....Р„=РР, Р.Р. =1=РР, = РР. 

Если же РР, то допустим, что Р,=(, Л, Ри_1= 
— (1, ^), Ри = (, 1. Применяя Р4 и предложение 44, по- 
лучим 

> —_ > 
Р.Р» --. Ри. = УР.Ри—Ри—1Рвь == (У @Гь) OP = 

=f (Г. 69 Гы) = Л @ Гл == Р.Р 

для всякого ДЕ С;, что и требовалось. 

Теперь заметим, что предложение 54 равносильно следую- 
щему утверждению: 

—_—_——_—_ 
Ecau P,=P,,, mo 9=P,P,...P,=1. 

Ввиду JIeMMbI, MOKHO cuuTaTb, 4TO P,_,P, | P,P;,). 
1-й случай: т=5. 
Пусть Р,=(, Л, Р.=(, ®, Р.=( ®, Px=C J). 

Применяя предложения 44 и 93, будем иметь 

  

  
fP,... Pp=T,@ (Ty, @U OL Oly} = 

— (Гус [Ги © О ® Г} Г, =( © Г,,) © Г, =} 

для всякого f € Gp.. 
> 

Теперь будем предполагать, что т > 0 и что Р.Р....Р,‚=1, 
если Р, =Р, иг«< т. Ясно, что существуют точки 

Р; = ($ J) PryHta К), Р‚ о = (1, К) И Р‚+з = (1, В). 
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2-й случай: m>5, f#il umm ish (рис. 1). 
Пусть для определенности /==1. Положим Q=(, J). 

Применяя случай 1, лемму и индуктивное предположение, 
будем иметь 

—» 
7 

o=P, ... Py_:P,QPji5P p13 +++ Pm = 

—P,... P, QP. ...P,=1. 
m 

3-H cnayuah: m>5, j=l, i=h (рис. 2). 

  

  

        

ft |----------- 4.43 

Г ОИ А +2 А; 

J¥ о э— 2, 

Vi Fey 
| 
} 
) 

1 о ‚> 

Рис. 1. 

Выберем $ #1, /, Е и положим 9=($, Л), R=(S, Е) 
Применяя случай | и лемму, получим 

у   > 

ф=Р,...Р.Р,.ЮР,.....Ри=Р, ... РЮЮВР, о... Ри = 
> 

=P, ... Py_;QRPi49 +++ Pr: 
  

Так как 5 ={==й, то мы оказываемся в условиях случая 2. 
Предложение 94 доказано. 
Если Ри О — две точки, не лежащие на прямой у=—х, 

> 

то, очевидно, существует изоморфизм РР,...Р„О группы Ср 
на группу Со. Ввиду предложения 54, этот изоморфизм не 
зависит от выбора точек Р., ..., Ри и потому может быть 

> 

обозначен через РО. 
Для того чтобы иметь возможность применить полученные 

результаты к рассматриваемой структуре L, нам будет нужна 
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Теорема 7. Если дедекиндова структура с допол- 
нениями обладает однородным базисом а1,..., а,, 20€ 

п>.4, то существует репер (а;, Г). 
Доказательство. Согласно предложению 34, в каждой 

из С\; можно найти автоморфизм Г,, такой, что в (Г,,) =а,, 
а Г,, (а) а, —=0. Из предложений 41, 42 и 31 вытекает, что 

/—>Гин С] является изоморфизмом Су, на С\,, а /—>/ © Г,,— 

п? 

  

    
      

| 
hei [------ | 

k , [vez Pass 

| Rr 
| 
| 
| 

i @ Jat 4 o—6 
4-1 

| | 
| 

| | > 
c=] 5 2=Й 

Рис. 2. 

изоморфизмом С на С;,‚. Поэтому найдутся такие ГЕ Оу, 
что 

Ги Гу = Г), roe J 1, i, 
и 

Гл Г, = Гу, roe ]/-Е1, i. 

Лемма 1. Определение Г; не зависит от выбора Jj. 
Если Е, /, Е все различны, то 

Ге Г, == Г. (60) 

Доказательство. Сначала установим справедливость 
формулы (60) при [, Л, А -=1. В самом деле, применяя пред- 
ложение 44, получим 

Г: © (Ги Г, — (ГС Ги») © Г ==Г и © Га, — Г =Г: © Гу. 

Если, далее, R#1, i, J, TO u3 предложения 44 и уже до- 

казанного случая формулы (60) следует 

Ги ОГ — Га © Ty @r;,)=Cn ©) Г.) © Dip Sr, © Г» = Га. 
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Таким образом, Г; действительно не зависит от выбора /. 
Этим же доказана справедливость формулы (60) при А =1. 
Бе справедливость для {==1 вытекает из определения Г,,. 
Если ]=1, то, выбирая [-=1, [, Е и учитывая предложе- 

ние 44 и уже доказанные случаи формулы (60), будем иметь 

(Гр ©) Гы) Г — Dip 69 (Гы 69 Гр — Г 69 Гы — Ги=Ги 69 Гр 

откуда Г, СГ, = Ги. 
Лемма 2. ®(Г,,) =а,. 
Доказательство. Справедливость леммы при i= | 

вытекает из определения. При 1, / == 1 предложение 42 дает 
 (Г;;) = ® (Г,;) = @,. Поэтому, учитывая предложение 16, 
получим 

[а Г,; (аа =а-а; — а; — Г; (a;) +P; (a,)] 4-4. 

(61) 
Из ПЗ1, МЗ и предложений 3 и 16 вытекает 

[а Г, (аа, = [а Г, (а) (а а) а, = Г, (а) а = 0 

и 

Ty; (a) +P, (а) а = Г; ([а; +P; (a,)] a,) = 0. 

Отсюда и из (61) следует, что а, является осью перспек- 
тивы элементов а, Г,; (а,) и Г,, (а;) + Г,; (а). Ввиду пред- 
ложения 39, существует автоморфизм #Е С; такой, что 
йо Г, =Г,у и 

й (а;) = (а а) [Г (@) +1), (a1. (62) 

Из предложения 41 вытекает 

й —= Ги. (63) 

Используя (62), (63), МЗ и предложения ‘3 и 16, получаем 

о (Ги) = [а,-Н Ги (а) a, = (аа) [@-НРу (a)-+T, (а1)] a, = 

= (a,-+ @)) (@; + 4; + а,) a, = а. 

Лемма 3. Г,, (@;) а, =0. 
Доказательство. Равенство Г,, (4) а =0 справед- 

ливо по определению. Если 1, ]=21, то из равенства 
Г; Г; ==Гуу и предложения 43 вытекает 

Py (a1) = Peayraj >a, tag Ty, (@,)) Eis (i) )- 
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В силу предложения 7, отсюда следует 

Biya) = Fea, +а, > а]+а; г, (а,) ) (Гу (@1)). 

Кроме того, предложения 16 и 3 дают 

Pca, +а, >а+а;; Г; (2,) ) (а1) = [а1 + ry; (a,)] (a; а) = — 

= (a, + a,) (a, + a;) =a). 
Поэтому 

Гр) (а1) @41 — Р(а, ча, хана; Г; (а) ) (Ги (@1) а1) = 0. 

Наконец, из предложений 3 и 16 вытекает 

[a, +1), (a)1T), (a) =P; (1a, + 4] a,) = 0. 

Ввиду СЗ, (62) и (63), отсюда вытекает 

Ги (ар а; = (ty; (a;) + pj (a,)] a, = Г; (а) а, =0, 

что и требовалось. 
Теорема 7 является непосредственным следствием дока- 

занных лемм. 

16. Вспомогательное кольцо. Пусть Я — группа, изо- 
морфная С;› (а значит, и всем Ц;,). Группа  абелева (пред- 
ложение 26). Обозначим операцию в ней через (+) (не путать 
с аналогичным значком в 5. 31), а через Ф — изоморфизм Я 
на Со. Если а Я, Р = (1, 2), 9 = (1, Л, 1-2 7, то положим 

Os = aDPQ. 

Если Ю = (р, Ё, Г-ЕЁ, то, ввиду результатов п. 15, имеем 

«ОВ — aDPQQR = aDPR = App. (64) 

Отсюда следует, что если [-ЕЁи r#k, To 

| Op 69 Гы, = @ (65) 

Ги бь — був. (66) 

Докажем, что при { =] и г-ЕЁ имеют место формулы: 

р ОВ, == аи © By, (67) 

(214 @ Bey) QR = 4,1 ® By (68) 
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Так как в равенстве (67) можно считать, что k #1, TO, 

применяя предложения 44 и 53, а также формулы (65) и (66), 
получим 

к бОВь; = (аи 69 Гр) © (Гы By) = 

= [(a;, Г») OL © By; = 4%) By. 

Если ГЕОС», то положим 

fer, если i, R# Jf, 

FO, =| f, ecm i=/jf, 
и 

Г, р, если А, 1-Е У, OS =| ROS J 

7 {, если =. 

Если [Ё и Г-З), то, выбрав В ЗЕЕ, |, Ги т-г, Г Ёи 
принимая во внимание предложение 44 и формулы (65), (66), 

(67), будем иметь 

(в 5 Bey) QR=A,, © [tig © Bay) © Aj I=, © [Gin © Ви;) © А = 

=A,, © (aj, Bre) — Ан: 5 im © Вт) = Om &) Brat = 4,1, %) Ви. 

Если (г, Ё) = (1,[), то положим И = (й, m), roe h, m+i, J, 
и выберем р-ЕЁ, т. Применяя уже доказанный случай фор- 
мулы (68), будем иметь 

(и 69 Вы) QR — (а, 69 В», QUUR = (hp 69 Bm) UR = 4,,@ By. 

Econ it, Ho r#/, TO, BHOpaB hi, Jf, ru p#r, h, no- 
лагая У —=(г, й) и учитывая уже доказанное, получим 

(а; &) В») QR = (aj, © By i) QVVR = (4,, 69 Bon) VR = 4,,%By. 

Аналогично рассматривается Cayyah it, r=. 
Введем в Я вторую операцию: 

ао В = (a, @B,)) QPO™?. 

Из формулы (68) вытекает 

(©; ® By,) RP = (a, © oD) QR RP = (Giz © By;) QP, 

что доказывает корректность определения операции. 
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Теорема 8. Множество Я с операциями @ u o 
является регулярным кольцом. Структура его главных 
левых идеалов изоморфна структуре Га, Этот изо- 

морфизм осуществляется посредством соответствия 

Хо < (0,;) 1). 
Доказательство. Выбрав А -Е Е, / и применяя пред- 

ложение 38, получим 

[(@ ФВ т = (a @ B)ie © Yai = %ieBie © Taj = 

= (jp © Yej) Bie © Ves) = Diy Pry = [471 ФВ, 

что доказывает справедливость правого дистрибутивного за- 
кона. Наличие левой дистрибутивности проверяется анало- 
гично. Для доказательства ассоциативности умножения вы- 
берем А-ЗЕЁ, Л и [-, Л, Е и применим предложение 44: 

[(@В) 111; = (аВ),ь © ть = (аи 69 Вь) © Yay = 
= 91 © (Вь © Yay) = % © (ВТ); = [а (В). 

Таким образом, мы установили, что Х является ассоциатив- 
_1 ным кольцом. Единицей этого кольца служит Г.Ф. 

Теперь заметим, что, ввиду предложения 42, 

6 (9; = w (Г: 6 6, ;) = ® (а). 

Кроме того, поскольку Жа < ЯВ равносильно Oy; =F, © Bay 
для некоторого ЁЕ У, то из предложения 40 следует, что 

Ло < ЛВ имеет место тогда и только тогда, когда в (а,,) < 
< в (В,,). Поэтому отображение 

Ла => w (a; ;), 

где / — фиксированный индекс, а i— произвольный индекс, 
отличный от J, является изоморфизмом структуры главных 
левых идеалов кольца Ф в структуру La, Из предложе- 

ния 92 вытекает, что это отображение является изоморфиз- 
мом на Га. Остается заметить, что регулярность кольца Я 

вытекает из теоремы 1. 
Легко понять, что кольцо Я вполне определяется вы- 

бором репера (а, Г;;). Поэтому оно называется вспомога- 
тельным кольцом, определяемым репером (а, Гу). 
  

') Amemiya [1]. 

74



Предложение 55. Если &, ], Ё различны, то 

е (а) == [ (а) НЕ Г», (@%)] ау. 

Доказательство. Ввиду предложения 51, к а; С Hira, 

и Г»ь;Е ria; можно применить предложение 39. Поэтому, 

учитывая равенство а;, =, Г, будем иметь 

a; (2;) = Pay l gj (22) > 7 (21) ' Tey (42)? 2) (41) = 
= (a; + ay) [,; (@,) +- Г»; (аь)]. 

Кроме того, из Р2 и предложения 16 следует, что Г», (а,) < 

<а, a, <a; Отсюда, принимая во внимание МЗ и пред- 
ложение 3, получаем 

в (а; ,) = [“„ (а) ай a; =[a,+ On (а;) TT 

= Г», а (а На, а, = (la; +-4,; (@,)] a; НГ», CA = 

= [w (a;;) +P; (@y)] ag. 

Если ЙЕ С,, то из предложения 29 следует, что 

ol i—1)~(i-+1 
В — 10... ПТИ... 1, 

где 10,..., 1ЮЕЖ. Положим 

ей — (во 1()),, ... (201). (69) 

Предложение 56. Пусть а, = и-- 9, в, ==(Гу)и, ВС О, 
Гогда: а) й,=ей; 6) & ($,,) = (И; в) вов =; г) й, =(1—е)й; 
д) w (h) =w(eh)+ wo ((1 — 2) A). 

Jloka3sateabcrso. Econ k#i, J, TO dopMyaa (65), 
предложение 48 и свойство Р4 дают 

в — 81) Г, — (Ги ©) Diy = (Py; 69 Dinu — (Ги), (70) 

Пусть, далее, HER, a R#i, J. Применяя формулы (66) 
и (70), а также предложение 48, будем иметь 

(Ти) — (Г; 6 Та) = Fiz © Nyy = (E° N)yy- 

Сопоставляя этот результат с. (69) и применяя предложе- 
ние 47, приходим к й, = ей. 

Переходя к доказательству 6), заметим, что из предло- 
жения 42 вытекает 

 (&,;) = ® (Гу; © 1) == (2). 
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Поэтому, применяя предложения 55 и 59, получаем 

о (вк ;) — [6 (2, ;) Е Гу (а 1 а, = [© (е)) Е Г, (а) а, = и. 

Наконец, из предложений 46, 6) и 45 следует, что 

(и (а) = вл (и) + 9 = в (а). 

Отсюда, ввиду предложения 29, вытекает, что (е;,), =еу,. 
Поэтому, учитывая а), будем иметь 

(Eo e)ij == ве;, = (1) — 21. 

Чтобы установить справедливость г), заметим, что из а), пред- 
ложения 29, определения сложения в % и предложения 46, в) 
вытекает 

й, (1 — Эй ==ей (1 — =) # = UL (co), ((1 —2) 09), = 

— Ш [eon (+) (1 —e)o 7), = И n®) =h=h,h,. 
kR#i | k#i 

Справедливость же д) является непосредственным след- 
ствием а), г) и предложения 46, д). 

Теорема 9. ГЛусть Е и [*—дедекиндовы структуры 
с дополнениями, обладающие однородными базисами 
а,.... а ша, ..., а", причем п» 4; Я и R*— ecnomo- 

гательные кольца, определяемые реперами (а; Г,,) и 
(а, Г;,) соответственно. Тогда изоморфизм колец Я и * 

влечет изоморфизм структур [Г и [". 
Доказательство. Согласно предложению 50, суще- 

ствуют перспективы $;, [=2,..., п, с осью Г; (а), ото- 
бражающие La Ha La Кроме того, для всякого х<а,, 

ввиду предложения 952, имеет место х = ®(з;:), где в) = 
= (Ги) 1 (0) Поэтому, приступая к построению отображения 

i 
х—>х* структуры [, на [*, можно положить 

x* = (11): (71) 

Ввиду теоремы 8, построенное отображение является изомор- 
физмом структуры Га, на Lt Если x < a,, i #1, TO NONO%KMM 

x* = 94 ( [971 (a)]’). (72) 
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Ясно, что х—х* является изоморфизмом структуры La, 
на Le. Таким образом, мы построили изоморфные отобра- 

i 
жения структур La, Ha L + для [=1, 2,..., П. 

i 
Если «Е, то из предложения 52 вытекает, что в (а!) = 

— ® (ел), где еп — (Гн),- 1 (= (21) Ввиду теоремы 8, левые 

идеалы Жи и \Же кольца RR совпадают. Ho тогда, очевидно, 
совпадают и левые идеалы У *а” и }*е* кольца M*, а стало 

*\ * 
быть, w (4;,) = (е;). Кроме того, из предложения 55 сле- 

дует, что 

в (а;;) = [о (4) + Гл (аа, = 9; (w (а!) ) = р; (® (ед) ). 

Учитывая эти результаты, а также равенства (71) и (72), 
будем иметь 

[oul = [5 Ca) P= 25 (0 Cn) ) = 97 (® (ви) ) = (8). 

то № (==). (73) 
Теперь заметим, что способ построения вспомогательного 

кольца позволяет построить изоморфное отображение 

f= 4,,>4), = f* (74) 

* 

KaknoH uz rpynn G, на соответствующую группу О, „ Так 

как, согласно предложению 29, (Ц, является прямой суммой 
групп С;,, то отображение * можно продолжить до изомор- 
физма Ц, на О’. 

Введем обозначения: $1 = а +... ча) и С) = (1; ЛЕС, 

(1) Е 5;-1}. Если fEGy, gEG; uw ®(2)Е 5,1, то имеет 
место 

(198) = Л 8". (75) 
Действительно, из предложений 29 и 31 вытекает, что } == ау, 
а —=В,:... Т;:-1 для подходящих а, В, ..., ТЕЖ. Поэтому, 
применяя (74) и предложение 38, будем и иметь 

(Дов) = (24, © Bay ... 11-1" — (ао В)... (@° 1) 1-1" = 

= (a7 0B")... @ OT") 7-1 = LP Oe. 

Из (75), принимая во внимание 1, ЛОЕЕ Ц, получаем 

(Ув =иЧ®Г=Л (8 = =" "лЕ* (16) 
для любых ЛЕС; и &ЕС(.), где f <i. 
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Теперь будем строить изоморфизмы 8, : х —> х* структуры 
5; на 5; такие, что 

[@ (ЛР = о (7*), (77) 

если ГЕОС; 1). Так как при { =1 равенство (77) вытекает 
из (73), то за 0, можно принять отображение, определяемое 
формулой (71). Далее будем строить 8,, считая, что 9,_, уже 
построен и 8,_/ (х) = х* для всех XE L,,, rue  —=1,...,1— 1. 

Предварительно докажем несколько вспомогательных 
утверждений. Если ah, roe a€®, a №ЕС,, имеет тот же 
смысл, что и в (69), то 

(ah)* = a*h", (78) 

Действительно, учитывая определение (74), получаем 

(ah)* = i [ao WP, = Jl (a* 0 4(*)*) 4 = ah". 

Лемма 1. Ecau ве— идемпотент кольца Ю, то 
ey = Vy), в) для всякого Е ЗЫ, ]. 

Доказательство. Пусть 8 = —е. Для сокращения 

записи положим о (=,,) =, их (5,,)=.. Так как Юз - Аб =К, 

то из теоремы 8 вытекает, что ®, - ®. = а;. Так как бов = 0, 
TO 

откуда „161; = вер]. Учитывая этот результат и предложе- 
ние 16, получим 

bi (01) = 6; ([е%; (а,)-Р аа) < [e,;0 ij (a,)+4,; (а, (аа)< 

< [2 (а») — а] Op = W,. 

Так как oy нормален относительно а,, то, в силу предложе- 

ния 4, 

yj (©) + (w+ 4) = dy (0, + © + 4) = 1 = 0, + (@, + 4) 
И 

84; (©) (©, +. 4)) = 8,; (@, () + a;)) = 0. 

Применив НЗ, будем иметь 8,, (®,) =. Аналогично прове- 
ряется, ЧТО ви, (05) == (5). 
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Отсюда.с помощью предложения 46, 6) приходим к 

€,; (a) = 1; (0) +O = ый CF (1) ) 4- W) = 

= Гу (#1) -- 0, = (ГЛ, (а), 

так что остается только применить предложение 29. 
Лемма 2. Если ВЕС (,), х, у<а, и, ЗЕ 1, то соот- 

ношение h(x)+u<cy+t+vu имеет место одновременно 
ch*(x*)+ a < y+. 

Доказательство. Очевидно, достаточно показать, 
что из 

h(x) +ucy+v (79) 

вытекает й* (х*) - и* < уч". 
Умножая (79) на б=а- ... + a,_, uw учитывая МЗ, 

а также соотношения Й(х) 6 = (х6) < В (а,6) =0 и ух 
<аф=0, получаем и < 9. Следовательно, 

хх". (80) 

Далее заметим, что из (79) вытекает # (х) <y+a,. Приме- 

нив К обеим частям этого неравенства no, будем иметь 

x<yta,. Отсюда после умножения на а; и применения 

ПЗ1 и МЗ получаем, что х < у. Следовательно, х* < у" а", 

откуда 

ht (x*) < "tah. (81) 
Согласно предложениям 96, б) и 56, в), в Я найдется такой 
идемпотент в, что 6 (2) =х, а в, ==(Г,),. При этом из 
предложения 956, а) вытекает, что ей = й,. Учитывая предло- 
жение 46, 6) и соотношение (79), приходим к 

ей (а) =, (ар < В (ха уфа 9=а 9. 
Поэтому 

о (в) — [ей (ад Рада < (a; + 0) a, = 0+ 4,4, = VES)_), 
откуда, ввиду (77) и (78), следует, что 

w (e"h*) = [w (eh)]* < 9". (82) 

Так как =* — идемпотент, а ввиду (73) 

w (ен) — [о (,,)] = x", 
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x a то, согласно лемме 1, = (Г; „. Применяя предложе 

ние 56, а), приходим к =*1* —=й,„. Поэтому из (82) и пред- 

ложений 46, 6) и 16 вытекает 

h* (x*) < hh, (1) = ="1* (а,) < а *. 

Сопоставляя этот результат с (81) и дважды применяя МЗ, 
получаем 

#* (х") < (toy taj=rt(atoyqay +o. 
Отсюда с помощью (80) приходим к 

h* (x*)- a" < y*+ ov’. 

Лемма 3. Если #65, то найдутся такие f E Gi)’ 
ха, ииЕ5З,_1, что 2= 7 (хи. 

Доказательство. Пусть б=а-... Ра, 

c—b+ta,, u = 26, z=uty. Обозначим через у’ допол- 
нение элемента у б.в с. Тогда, применяя ПЗ1, предложе- 
ние Зи СЗ, будем иметь 

(уу) аа = (у-Р у’) са, = (у- у’) в == уб == 926 == уи==0. 

Так как 

(y¥ty) +a,=y+b+y'+a,=c+a,=1, 

To y+ y’E D(a). Ввиду предложения 29, в Ц, найдется такой 
автоморфизм Л, что ] (а;) =у- у’. При этом 

@ (7) = [Л (а) аа, < ca, =bES,_. 

NMonoxus x =f’ (у) < а, убедимся в справедливости леммы. 
Теперь приступим к построению искомого изоморфизма. 

Лемма 3 позволяет определить отображение $5; на $, по- 

средством 

[f (x) af = f(x") -и, (83) 

roe fEGiy, x<a, u€S,_, Eca f(x)+uac во, 
где /, бе, | х, у<а, и, 9Е5- то 8 “If (x) tu 
< у-ч. Отсюда, согласно лемме 2, сетует, что g* | f* (x*)+- 
nt ху о", т.е. /* (х*) - шт< 2*(х*) 9. Этим пока- 

зано, что отображение (83) сохраняет порядок. 
Теперь докажем справедливость свойства (77). 
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1-й случай: w(f/)€S,_,. Bauny предложения 42, 
Г, ..@ОЛЕЧ(р. Поэтому из предложения 42, индуктивного 
предположения и соотношения (75) вытекает 

[6 (ДР = [6 (Г; ОЛ = o(f и1 ® 1") = (f"). 

2-й случай: } = 21а, ,1;8, где Е С(у, «ЕХ. Предло- 
жение 32, индуктивное предположение, а также соотноше- 
ния (83), (73) и (76) дают 

oA =(le (© @4.) = gr (o (254) i)) — 

=0 (8°95, :8") = oF). 
O6unHt cayuah. Econ f€Gi,,,), то, согласно пред- 

ложению 29, 

fH%4,;h, roe «СМ, а w(h)ES;_. 

Ввиду теоремы 1, найдется такой идемпотент е, что 
а} —=Я. Следовательно, в Я найдутся такие элементы В и ф, 
ЧТО доВ —е, а =о'] —=а. Поэтому 

Боб — =0 (= о `] ) = =0 {| = а. (84) 

Положив 8 =Г,,. 8 и учитывая предложение 38, будем 
иметь 

чи чни® т i, i+ elle: o 4 {%)) 41 .)= 

= 21.0116: on) = П‹е-9. on), = 

= Це. 1(®));, — eh. 
k= 

Отсюда, принимая во внимание равенство (84) и предложе- 
ние 37, получим 

в] = (=о Dis (eh) = 6341; (4141,;© B= B 1454148. 

Следовательно, автоморфизм =/ находится в условиях второго 
случая. Отсюда, ввиду (78), вытекает 

[® (е/)\* = ® ("7"). (85) 
С другой стороны, учитывая равенство (84), лемму 1, пред- 
ложения 956, г) и 46, г), имеем 

и ((1 —®) Л) =% (((1 — =) оа), ,,(1 —2) 4) = 
—% ((1 —=)й) < ®(#) 65,1. 

6 Зак. 2103. Л. А. Скорняков 81



Стало быть, (1—е)] находится в условиях первого случая, 
откуда, учитывая (78), получаем 

[в ((1—эЭЛ/=оь(@ — =) Л). 

Применяя это равенство, соотношение (85), лемму 1 и пред- 
ложение 96, д), будем иметь 

[® (Л) = [® ел) + ®((1 —э®) Л) = 

= (=) Но ((1 — =") /*) = в (71°). 

Таким образом, отображение, определяемое равенством 
(83), можно принять за 0,. Легко понять, что 9, осущест- 
вляет отображение [ на /[*, что и требовалось. 

17. Координатизация структуры (вторая основная 
теорема). 

Теорема 10. Всякая дедекиндова структура с допол- 
нениями, обладающая однородным базисом ранга п> 4, 
изоморфна структуре Ё подмодулей конечного происхо- 
ждения левого модуля В" п-мерных строк над некото- 
рым регулярным кольцом Ю'.. 

Для доказательства достаточно принять во внимание тео- 
ремы 8 и 9, а также следующее утверждение: 

1—1 
ж——_ 

Если е, —=(0,..., 0, 1, 0, ..., 0), а; = Ке,, 

© | е, —е, если k=i, 

id=) og ебли Ri, 
то (а Гу), где 

Г. (Г) => RQ; (2), 
[ЕТ 

является репером. Вспомогательное кольцо, определяемое 
этим репером, совпадает с Ю. 

Для его доказательства условимся обозначать через х(') 
элемент (&,..., §& 1, 0, §:4,, ---, м), если х = (&,..., &). 
Если 0 — автоморфизм модуля А", то, как легко проверить, 

отображение A—> 6(A)= № ®8 (х) является автоморфизмом 
хе 

структуры ГД. Заметим еще, что, согласно теореме 4, эле- 
менты а;, ..., а, образуют однородный базис структуры ® (Ю”). 
  

') Neumann [4], [6]; Kodaira, Furuya [1]; Maeda [5], [7]; Fryer, 
Halperin [1]—[3]; Amemiya [1]. 
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Установим некоторые факты. 
(а) Если В— дополнение элемента 6, то найдется 

такой элемент хуЕВ, что x= x me а всякий хЕВ 

представим в форме х —=аху, где «ЕК. 
Действительно, пусть /Г— множество элементов из К, 

являющихся {-Йй координатой какой-либо строки из В. Ясно, 

что /— левый идеал. Если бы существовал a € I, TO 

ae; ¢a,t B=R". Следовательно, / = А и в В найдется эле- 

мент ж= О -е,. Пусть теперь х = х(') + ае, Е В. Тогда 
i i — 

x —ax, = x4 )— axé Е Впа, = 0, т.е. х —=ах). 

Положим 

е, —ае, если k=i, 
a; (€,) = J . 

4 ens если Rk +i. 

(6) Автоморфизм а, нормален относительно а, при- 
чем в (а; ;) = Rae. 

Пусть Аа, х=(&,..., &) и у=бае,. Тогда 

«де, 

Ясно, что в, (у) = у Са; <А. Поэтому у АПа,, (4). 
Если xEA то в;; (х) = х—уЕ Аих =, (х) - уба,, и 

Следовательно, 4,;(A)CA<a,,(A), т. 5° ij (A) = 

если А>.а,. Ясно, что и, (А) = А, если Аха 

Пусть теперь В — произвольное дополнение олемента Q;. 
Ввиду (a), B= Rx, rae xX) = х(' pte, Ecau x € a, (ВВ, 

то 

X= a,j (EX) + хо = (E+ 1) xf"? — koe, + E+ ne. 
Если, cpepx Toro, x€ a а, то Е 1=0, откуда х = — fae,. 
Таким образом, 

в (В-- В)П a; < Кае,. 

Если ХЕ Кое, т 

x = ме) = ау) (— 0-Е 1 Е (а, (В) В) Па, 
т. е. Юае, < [а,, (В) -- В] П а;. Следовательно, 

(«, (В) В)П а, = Rae,, 

т. е. не зависит от выбора В, что и требовалось. 
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©) a8 ;; = — (a +- 8); ;. 

Ecan k #7, TO 

a, Bi; (Cp) == 0; (е,) = Cp = (4-+ B);y (е,). 
Так как 

о, Ву) (е;) = a; (@; — Be ;) = 0; — ae; — Be, = (4+- В);; (é;), 

то все доказано. 

(г) in & By; = (a8);;. 
Если [5Ер‚ А, то 

in © Bp; (€,) ==е; == (а), (е}). 
Кроме того, 

‚ —1--—1 
р © В» (2) = Oi pBy Lit Bey (e) = XipPp, (e; + “@,) = 

= a, (€; + ae, — аВе,) =e, — ae, + ae, — aBe, = (a8), (е;) 
и 

Qin © Ва; (¢,) = аа Ain (e, + Be;) = Oy (Cp — Ве, + Be;) => 

= €, = (48),; (e,). 

Ясно, что Г;,==(1);,. Поэтому из (6) следует, что Г‚,— нор- 
мальный автоморфизм структуры Д и что ®(Г;,) = Ке, = а,. 
Непосредственный подсчет показывает, что 

Г; (а) Па, = В (е; —е}) П Ве, =0. 

Из (г) вытекает, что rie Ma = Ey: Таким образом, Г,, обла- 
дают свойствами Р1 — Р4, (а, Г‚,) является репером. 
Ввиду (в) и (Г), вспомогательное кольцо, определяемое этим 
репером, совпадает с АР. 

Оказывается, что требование существования однородного базиса 
не является необходимым для справедливости теоремы 10. Назо- 
вем систему 41,..., ал, а* элементов структуры Ё квазиоднород- 
ным базисом ранга п, если: 

т 

a) a+... fa,+a*=1; 6) a;~a;; 8B) a= >) by, 
1 

где д; — с; < а:. 

Теорема (0пззоп [2]). Каждая дедекиндова структура 
с дополнениями, обладающая квазиоднородным базисом ранга 
n>4, изоморфна структуре главных левых идеалов некоторого 
регулярного кольца. 

В этой же работе показано, что условиям теоремы удовлетво- 
ряет всякая дедекиндова структура с дополнениями размерности >> 4, 
не содержащая нейтральных идеалов '). Там же построен пример 
такой структуры, не обладающей однородным базисом ранга > 1. 
  

') Идеал / структуры Г. называется нейтральным, если иза-— 6 Е 1 
вытекает, что 6 / (Биркхоф [1], стр. 180). 
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$ 5. ПОЛНЫЕ ДЕДЕКИНДОВЫ СТРУКТУРЫ 

С ДОПОЛНЕНИЯМИ 

18. Некоторые свойства дедекиндовых структур с до- 
полнениями. 

Предложение 57. Если Ф=$ ...ф,, где $; — пер- 
спектива в дедекиндовой структуре с дополнениями, и 
$ (а) =с-==0, то существует такой ненулевой элемент 
а’ < а, что $(а’) — а’. 

Доказательство, очевидно, достаточно провести nan n= 2. 
Положим фо (а) =. 

1-Й случай: а6-=0. Положив а’=аб и учитывая 
предложение 11, будем иметь $(а’) =Рь-оРе-ь(а’) = 

—=Рь->с((а’) — а". 
-Й случай: 6-0. Как и раньше, положив a’ = 

= Pas ») (bc), получим 9 (a’) = Po +) (bc) = be ~ a’. 
3-й случай: 0с —= 0, но существует такой элемент а, < а, 

что и = а; [Ра -ь (а) + Po > Pla +8) (4)] < 4. 
Пусть а =и-- а’. Так как 

Ра > ь (@’)Рь > оРа > ь) (а’) < 66 =0, 

а применяя ПЗ1, можно получить 

[Pas (@’) | Рь-оРа - ь (а) а' < 

< Ра ь (а) + Рь-оРа + 5) (€))] 2,0’ = ua’ =0, 

то, применяя СЗ, будем иметь 

[a’ + Pra -> 0) (@’)] Pos + Pa  ») (2’) = 0. 

Ввиду предложения 12, отсюда следует, что а’ — Рьъе Ж 

Х Ра-ь (а) = 3 (а). 
4-й случай: Существует такой элемент а, < а, что 

V=Po>s0 Pras) (a,) [@, + Pra+s) (@,))] < Pee) Pao) (a,). 

Пусть а’ определяется из равенства 

Рь-оРа-ь) (а) = Рь-сРа-ь (а) ч. 

Тогда a, >. а’. Учитывая 1131, получаем 

[a’ + Poa->6) (2) Pore) Pla > oy (2) < [a + Pra >sy (4) X 
XK Posey Pia > 8) (21) Pec) Pia > 8) (@’) = UP (6 -+c) Pia +8) (a) = 0. 
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Применив mpenvioxenue 12, umeem a! ~ Poy 5.) Pra >») (a’) = 
= 9 (a’). 

O-A cayuah: ab=—bc=—0, aaa m060r0 a,<a umeeT 
MeCTO 

а < Ра (а) |-Рь-сРаъь) (а) и Рь>оРаъь (а) < 

< a, + Pra+s) (a,). 

В этом случае для всех 2, «а имеет место 

а - Ра>ь) (4) < Pras 6) (Q,) + Poe) Pras (4) < 
< a,+P a > b) (a,), 

т. е. 

а -- Ра>ь) (а!) =Реъь (а) + Po +c) P(a > 0) (2). 

Так как @,P(q-55)(@;) < ab =0, Pras) (@,) P(o-+cy Pia) (@,) < 
<be=0, TO аа —РьъоРеа-ь(а,) имеет место для вся- 
кого 4 < а. 

Предложение 58. Следующие три свойства эле- 
ментов а иб дедекиндовой структуры с дополнениями 
эквивалентны: 

а) а <а, 9 <, а — В, всегда влечет а, =, =0; 
6) а —=0 и для всякого и, подчиненного условиям 

и<ха-Ь, аи=фи=0, имеет место и = 0; 
в) ab=O0 u 

(a+ b)x=ax-+ dx (86) 

для всякого х. 
Доказательство. а) -> 6). Положим а, =а(и-- 6) 

и 51 =2(и- а). Применяя МЗ и ПЗ1, будем иметь 

а -Ри=а (и и=(и- а = 
=b(u+-a)tu=b,+4, 

aju—au—0= bu= du. 

Следовательно, а, —65:. Так Kak a,< au 6 <Ь, то из 
а) вытекает, что а(и-- 5) =а, =0. Но тогда, ‘применяя 
ПЗ1 и СЗ, получим 

и=и(а-- 5) = иб = 0. 

Так как аб <а, Би аб — аб, то из а) следует, что а6 = 0. 
6) —> в). (Сначала докажем справедливость (86) при 

x<a+tob. Tak Kak x >ax-+ Dx, то можно записать 
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x=(ax+bx)+y. Тогда y<x<ca+t+b, ya=yxeac 
< y(ax+6x)=0, yob=yxb < y(ax+bx)=0. Bauay 6), 
отсюда следует, uTO y=O0, т. е. ах 6х = х = (а 5)х, 
если х<ха-6б. Учитывая этот результат, для произволь- 
ного х будем иметь 

(a+ 6) x =[(a@+)) x] (a+) = 
=—(a-+ 6) xa+ (at b) xb=ax+ dx. 

в) —> а). Ввиду предложения 5, найдется такой элемент х, 

что а х=Ь-Рх=а,--6,. Применяя ПЗ1 и МЗ, полу- 
чаем 

ax =a(a,+),) x =(a,-+ аб) х < (а а5) х=ах = 0. 

Аналогично проверяется, что фх = 0. Следовательно, 

x=(a+t+b)x=ax+ bx = 0. 

Otciola a, =), = a,b, << ab=0. 
Элемент 2 назовем центральным, если для 2 существует 

только одно дополнение. Это дополнение будем обозначать 
через 1 — 2. 

Предложение 959. В дедекиндовой структуре [ 
с дополнениями следующие свойства элемента 2 эквива- 
лентны: 

а) г — центральный элемент; 
6) а=а2-—- 42’ для любого аЕЁ и некоторого допол- 

нения 2’ элемента 2; 
в) (a+ 65) 2=а2- 62 для любых а, БЕГ; 
г) а 2) = 6 ——26 для любых а, БЕГ; 
д) если хм 2, то х = 2. 

Доказательство. а) —> 6). Если za+y=a, TO 
в силу П3З1 гу=гау —=0 и для подходящего цЕЁ можно 
записать 

ztytu=l. 

Ввиду а), уху и=1 —2. Следовательно, 

а =га- уа < га (1— заза, 

откуда а= а (1—2) а. 
6) — в). Ясно, что (27а :’)2 < 2'2=0. Поэтому, 

применяя 6) и МЗ, получим 

(а--5) 2 — (га + га 2b 25) 2 =2а- 25. 
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в) — г). Применяя П31, ПЗ2 и МЗ, будем иметь 

(a+ z)b=(a+2) (a+) b=(a+2a+ 2b)b= 

= (a+ 2b)b = ab +-2b. 

г) > а). Пусть 2’и 2” — дополнения элемента 2. Ввиду г), 

a = 2! (2" 4-2) < г” 

uw H3 npusonut K 2’ = 2”, 
г) — д). Если x ~2Z, то, согласно предложению 5, най- 

дется такой элемент с, что 

xteszte=x-+z. 

Умножая это равенство на с и применяя г), получим 

с—= (Хх 2) с = хе- гс =0, 

т.е. х= 2. 
д) — 6). Пусть 2’ — произвольное дополнение элемента 2, 

а у— произвольное дополнение элемента 2’. Тогда у-+ 2’ = 

—=1=&#- 2”, т. е. 2 у. Ввиду д), #==у. Следовательно, 
&’— центральный элемент. Применяя г), будем иметь 

а=а(2- 2’/)=az+ az’. 

Предложение 60. Если 2 — центральный элемент 
дедекиндовой структуры с дополнениями, то 1 — г также 
централен и из а2=0 следует, что а< 1—2. 

Для доказательства первого утверждения достаточно заме- 
тить, что |1 — & удовлетворяет условию 6) предложения 99. 
Если а2 —=0, то из свойства г) предложения 59 вытекает 

а—=а[2- (1 — 2)] = а2 Ра(1— 2) =а (1—2) <1— 2. 

Будем писать: а -36, если существует такой элемент 6, <, 
uTO a~ Dy. 

Предложение 61. В дедекиндовой структуре с до- 
полнениями а-36 имеет место тогда и только тогда, 
когда существует такое а, > а, что а — 6. 

Доказательство. Если b~a, >a, TO a~d, = 
— Ра, ьь (а) 6. Если же мы имеем @-36, то а- в <. 
Согласно предложению 5, найдется такой элемент х, что 

ах =Ь Рх=а- 6. Пусть a,;=a-+bx. Torna [132 
maeT Q,+x=a+x=—a+x+b0=0,++«+6=0+4+%, 4 
M3—a,x = (a+ bx) x =6фх. Ввиду предложения 6, отсюда 
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следует, что b~ a, > a. Ecan a,=a, To bx < а. Умножая 
обе части этого неравенства Ha х, получим bx < ах =0. Но 

тогда, учитывая, что 6 <, -- х, будем иметь р x —6,-+ x. 
Ввиду НЗ, отсюда следует, что р =6,. Противоречие. 

Предложение 62. Для любого центрального эле- 
мента 2 дедекиндовой структуры Е с дополнениями спра- 
ведливы следующие свойства: 

а) если а—6, то га 25; 
6) если а-36, то га 3 25; 
в) если а32, то ах 2. 
Доказательство. Если а—6, то а-Ре=Ь с. 

Применение предложения 59, в) дает га -- гс = 26 Е 2с. Сле- 

довательно, 2а — 26, т. е. справедливость а) доказана. Спра- 
ведливость 6) сразу следует из а). Если а-32, то, согласно 
предложению 61, а Зи-—2. Но, ввиду предложения 59, д), 

й—= 2, т.е. ах 5. 
19. Центр полной дедекиндовой структуры с допол- 

нениями. Структура называется полной, если любое непу- 
стое множество {4.} ее элементов имеет точную верхнюю 
грань (или сумму) Ха.. Оказывается, что всякое непустое 
множество (а„! элементов полной структуры обладает также 

и точной нижней гранью (или пересечением) Ша. (Биркгоф, 
[1], стр. 82, теорема 2). Элемент а назовем О-элементом, 
если структура Ё„ дистрибутивна. 

Предложение 63. Пусть У, — множество всех 
таких элементов у полной дедекиндовой структуры [ 
с дополнениями, что av=O0 u (a+v)x=ax+ vx OAA 
всякого x EL. Tozda: 

а) если 9Е\У., то (ох) а=ха и (ха) ч=ху для 
всякого ХЕГ; 

6) если а’ <а, чЕ\У, ич’< у, то 9’ Е\У.;; 

в) если %Е\У„, а 9, mo WEV,; 

г) если СУ, то а Уч, = 0; 

д) если 9. СУ, то Ух, EV. 

е) если vEV,, mo a u ч— центральные элементы 

структуры Гауь; 
ж) если Ё[, не содержит . ненулевых О-элементов, то 

для любого Р-элемента 4 имеет место АЕУ,. 
Доказательство. Из ПЗ1, ПЗ и МЗ вытекает 

(v4 x)a=(v+x)(a+ua=[v+(a+v)x]a= 
— (о ах) а=ах  а9=ах 
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И 

(ха) 9 = (ха) (х Ро 9=[х а (х + 9) 9 = 
= (x + ax) v= xv. 

Если при выполнении условий свойства 6) имеет место 

о’ ФУ, то, согласно предложению 98, найдутся такие эле- 

менты 1 их,, что а) — 9, 03а <а’<а, << у’< о. 

Вторичное применение предложения 958 приводит к обУ.. 

Противоречие. Для доказательства свойства в) заметим, что, 

ввиду предложения 0958, из wEV, вытекает существование 

таких элементов 41 и ®., что а — м, 0<ха<а Ох <. 
Tak как из предложения 8 вытекает, что W,~V,= 
—=Ри-о) (4), то предложение Of ‘обеспечивает существо- 
вание ненулевых элементов 45 и Vy, удовлетворяющих соот- 
ношениям 4—9, 4<а<а, 9. << 9. Теперь, при- 
менив предложение 58, приходим к противоречащему условию 

соотношению 9@У,. Для доказательства свойства г) примем 
во внимание, что, ввиду а), из а-- 6—1! вытекает 

= (a+b) v, = bv,. 

Следовательно, v,<6. Orcona Dv, < а значит, 

a djvu, <ab=0. Далее допустим, что при выполнении усло- 

вий свойства д) имеет место »1,==9У,. Согласно пред- 
ложению 58, найдутся ненулевые перспективные элементы 
а’<а ит’ < уч. Ввиду 6), %Е\Уо'. Но тогда непосред- 
ственно из определения следует, что а’СУ.. Отсюда, ввиду 
в), получаем, что 9'С У, . Значит, ®.С У’. Теперь, приме- 

Had ПЗ] и г), будем иметь 9’ —= 99’ —=0, что противоречит 
выбору 9’. Перейдем к доказательству свойства е). Пусть 
х и у— два дополнения элемента а в а-- 9. Тогда 

atx=at y=a+u. 

Умножая эти равенства на ® и учитывая а), будем иметь 
хо = уд = 9, т. е. о <х, у. Но тогда применение НЗ дает 
х =9==у. Этим доказана центральность элемента а в Дау. 
Tak Kak u3 VE V, вытекает @6С\У,, то свойство е) доказано 
полностью. Наконец, предположим, что’ при выполнении 

условий свойства ж) имеет место d¢V,. Согласно предло- 

жению 58, в Г, найдется элемент 6’ -==0, перспективный 
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элементу @’CL,. Так как из предложения 7 вытекает изо- 
морфизм структур Ра’ и [ь’, то 6’ — О-элемент. Противоре- 
чие со свойством [, завершает доказательство. 

Предложение 64. Множество 2 центральных эле- 
ментов!) полной .дедекиндовой структуры Г с дополне- 
ниями является полной дистрибутивной структурой 
с дополнениями. Точные грани (как верхняя, так и нижняя) 
люб0го множества элементов из 2 в структурах иг 

совпадают. Если 2Е7, то аУ2. = У ал, для всякого 
ае[. 

Доказательство. Если 267, то из предложения 60 

вытекает, что 1 — 27. Пусть, далее, с = Dy az,, z= Ули 

а—=с-- а. Ввиду ПЗ, 42, =аа2, < 4с =0. Поэтому, учи- 
тывая предложение 59, будем иметь 2,Е\У.. После этого 
из предложения 63, д) вытекает, что &Е\У.. Отсюда, при- 
нимая во внимание предложение 63, а), соотношение сх 2 
и МЗ, получаем 

(a+ b)z=(c+d+))z=(c+ )z24+dz=c+ bz4+dz= 

= (c-+ da) 2z-+-bz= az-+ bz. 

Ввиду произвольности а и р, этим доказано, что 260. Из 
тех же соображений следует, что 

сх аг = (са =е-а2 = с, 

/ 
т.е. а» 2, = У ал. Пусть, наконец, 2 = II 2,2. =1— 2, 
,_ 7 / , / , 2 => z. Toraaz,,z€Z 4 22’ = > 22, < > 2.2, =0. Ввиду 

/ предложения 60, 2 < | — 2’. С другой стороны, (1 — 2’) 2, < 

<(1— 2’) 2’ =0. Отсюда 1—2 «1—2 ==2,. Следова- 

тельно, | — 2’ < Ш 2. —=2. Таким образом, 2 = 1 — 2'Е 7. 
Условимся обозначать через е(а) пересечение всех цен- 

тральных элементов, превосходящих а. Ввиду предложе- 
ния 64, е(4) — центральный элемент. Если ДО-элемент а 
таков, что е (а) =1, то он называется правильным. 

Предложение 65. Если [Г — полная дедекиндова 
структура с дополнениями, то: 

а) если а— 6, то е(а) =е(5); 
6) если а-36, то е(а) < е(5}; 
в) если 2 — центральный элемент, то е (га) = ге (а); 

г] е(\а,) = > e (a,). 

1) Это множество обычно называют центром структуры 2. 
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Доказательство. Если а—6, то, очевидно, а-3е (5). 
Из предложения 62,8) вытекает, что а е(5), а значит, 
е (а) <е (5). Ввиду равноправия а и 6, приходим ке (а) =е (5). 
Свойство а) доказано. Для доказательства свойства 6) доста- 
точно заметить, что @-3 6 влечет а—6,:< 6, откуда после 
применения а) получаем е (2) = (6,) < е(5). Для доказатель- 
ства свойства в) заметим, что из предложения 59 вытекает 

е (24а) (1—2) > га | (1 —z)a=a. 

Так как, согласно предложению 64, е (га) (1 — 2) -— цен- 
тральный элемент, то е (2а)-{- (1 — 2) 2е (а). Отсюда, учи- 
тывая предложение 59, выводим 

ze (a) < #[е (га) -- (1 — 2)| = ге (га) <е (га). 

С другой стороны, из неравенства га < 2е (а) и централь- 
ности элемента 2е (4) вытекает е (24а) < ze е (а). Следовательно, 

е (2а) = ze (a), 

е. свойство в) доказано. Так как е(а.) < e(> a): TO 

у e(a,)<e(> a,). С другой стороны, предложение 64 обе- 

спечивает центральность элемента > e(a,). Поэтому из оче- 

видного неравенства > а, < de (az) вытекает e(> а) < 

< > e (a,). Все доказано. 
Предложение 66. Если элементы а и 6 полной 

дедекиндовой структуры [Г с дополнениями таковы, что 
е (а)е (5) =0, то найдутся такие элементы а <а и 
<, что а —- В = 0. 

Доказательство. Пусть У, имеет тот же смысл, 
что и в предложении 63. Из предложения 63, д) следует, 

что z=») оЕ\,. Если с—2, то, согласно предложению 

63, в), СЕ\У, и, следовательно, с < 2. Применение НЗ дает 
с —=2. Ввиду предложения 59, этим доказано, что 2 — цен- 
тральный элемент. 

Если утверждение нашего предложения неверно, то а 
и 6 удовлетворяют условию а) предложения 58. Поэтому 
аСУ,, а значит, а < 2. Следовательно, е (а) <2г. Так как 
2Е\У, и 2 — центральный элемент, то применение предло- 
жения 65, в) дает 

е (а)е (5) < ге (5) =е (25) = 

Полученное противоречие с условием завершает доказательство. 
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Предложение 67. Элемент с полной дедекиндовой 
структуры [ с дополнениями является центральным 
элементом структуры [, тогда и только тогда, когда 
с = ае (с). 

Первая часть предложения является следствием следую- 
щего утверждения: 

Если 2— центральный элемент структуры Г, то 
с —=а2 — центральный элемент структуры L,. 

Действительно, пусть с -- 4, = с 4. =а. После умно- 
жения на 2 и применения МЗ, получим 

ctd,z—=ctdaz=c. 

Orciona d,z=—d,z=—0. Если ctd=z, TO 

d,tz=d,+c+d=—d,+c+d=d,+z. 

Следовательно, 4, и 45 являются дополнениями элемента 2 
в /4.+г. Так как 2 централен в Ё4,+;, то 4 = 45. Значит, 
с имеет в Г, единственное дополнение и, следовательно, 
централен в Со. 

Для доказательства второй части допустим, что с а=а 
и е(с)е(а) = 0. Ввиду предложения 66, найдутся такие эле- 
менты с, и 4, TO O<c,<¢c, O<d,<d u c,~d,. Us 
предложения о вытекает, что для подходящего х имеем 

с х=а-х=а. Tak как с— центральный элемент 
структуры Ё„, то, умножая это равенство на с и учитывая 

предложение 59, будем иметь c, tex =cx, откуда 
1 =С1сх —=0. Полученное противоречие показывает, что 
е (с)е (4) =0. Поэтому предложение 65, г) приводит ке (а) = 

—е(с) -е (а). Умножая это равенство на а, будем иметь 

c+d=a=ae(c)+(ce+d)e(d)=ae(c) td. 

Отсюда после умножения Ha е(с) приходим к с==ае (с). 
Предложение 68. В полной дедекиндовой струк- 

туре Ё с дополнениями справедливы следующие свойства: 
а) если множество П-элементов {а,} таково, что 

из а =В вытекает е (а,) е (аз) =0, то а=\У а, также 
является О-элементом; 

6) любые два правильных элемента перспективны. 
Доказательство. а) Пусть ХЕ. и 

хи=х-Ро— д.



Применяя МЗ и предложение 64, можно получить 

a, < ae (4) < (Gat 2 е (аз) Де а — ay, 

т. е. ае(а))=а.. Поэтому, учитывая предложение 59, 
будем иметь 

a, = ae (a,) = xe (a,) + ue (a,) = xe (a,)+ ve (a,). 
Поскольку xe(a,), we(a,), ve(a,) EL, , al, дистрибутивна, 

то предложение 59 дает ие (а,) = е(а.). Кроме того, 

предложение 65,г) показывает, что a<e(a)= > e(a,). 
Поэтому из ПЗ1 и предложения 64 вытекает 

uu > e(a,)=v de (a,) =v. 

Таким образом, произвольный элемент х из L, umeeT BL, 
единственное дополнение. Поэтому предложение 59 обеспе- 
чивает дистрибутивность структуры [„, что и требовалось. 

6) Пусть а и В — правильные элементы. Если а==0, 
то 0—1, т. е. Ё состоит из одного нуля, и наше утвержде- 
ние, очевидно, справедливо, так что будем считать, что 
а, 6 -= 0. Допустим, что аСУ,. Тогда из предложения 63, е) 
следует, что аи р центральны в Ё,.,. Так как е (а) =1, 
то предложение 67 приводит к 

а = (а 6)е(а) =а-Е 6. 

Но тогда а>.06, откуда 6 = аб = 0. 

Таким образом, а ¢ У,. Поэтому предложение 58 обеспе- 

чивает существование таких элементов 4, ифб,, что О < а < а, 
0<b,<b, аа —6:. Допустим, что для всех В < а построены 
такие ненулевые элементы а; и be, что Qs <a, bg <a, 

аз — 6, ие(ав’) е (@3") =0, если В’ == В”. Если ze (a,) # 1, 

  

  

то предложение 64 позволяет положить 2 =1 —»> € (ap). 
<a 

Ясно, что 2 == 0. Из предложений 60 и 65, в) следует, что 
е (га) = 2е (а) =2 и е(26) = 2е (6) =2. Следовательно, 24а 
и 26 — правильные элементы структуры Г... 

Рассуждая, как выше, найдем такие а, и 6,, что 
O<a,<az<z, 0<b,<bz<z, a,~b,. Tak Kak z— 
центральный элемент, то е (а) <2. Поэтому для всех B< a 

имеем е (@,)е (а) < 2 > е (43) =0., Для некоторого транс- 
В<% - 
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финита © будем иметь >, е(а,)=1. Поэтому предложения 64 
a<@ 

и 67 приводят к 

а=а Х е(а,) = У ае (а) = У а... 
ах ® a<@ a<@ 

Поскольку предложение 65, а) дает e(a,)—e(5,), то из 

тех же самых соображений следует, что 6 = > b,. Tak 
a<@ 

как а, —6., то предложение 5 позволяет найти такие эле- 
менты х., что 

аа х. = их. =a,+ ),. (87) 

Положив х —= ‚> Х., будем иметь ах = ох. 

Пусть с = “ax. Из (87) и предложения 65,г) вытекает 

е (х.) < е(а.) е (6,) =е (аи). 
Поэтому, применяя предложения 59, в), 64 и 59,г), будем 
иметь 

с = |e + 2“ (*. + с Xp) < 

<. + 2 е@9 |X [=.-+ 7 ‚в (аз) |= 

ева ел У, <2 e (a). 
Ва Ba Ba а 

Отсюда после вторичного применения предложения 64 по- 
лучаем 

ах —= Сс = С > е (а.) = > се (а) < < Хе а Хе (в) =0. 

Аналогично проверяется, что бх == 0. Crenopareaao. a + x= 

=b-+%x,T. e. amd. 
20. Строение полной дедекиндовой структуры с до- 

полнениями. Полную дедекиндову структуру с дополнениями 
назовем полудистрибутивной, если она содержит правиль- 
ный элемент. Полную дедекиндову структуру с дополне- 
ниями назовем онтидистрибутивной, если она не содержит 
ненулевых Д-элементов 2). Скажем, что полная дедекиндова 
  

1) Так как а — О-элемент и а. <а, то а. централен в Lg. 
2) Капланский (Кар!апзку [3]) назвал эти структуры струк- 

турами типа Г и типа П соответственно. 
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структура L c дополнениями разложёена в прямое проийзве: 
дение структур [,, если 2,— центральные элементы, 

1—2, 2.2 =0 при а =ЁВ. Ввиду предложения 64, для 

всякого «СГ имеем а = »Ха2.. Пусть 4 = УЕ, где 6, <2.. 

В силу предложения 64, 2, У, < 2. > 2, =0. Поэтому, 
Ва ва 

применяя МЗ, получим аа. — (bat > bs) 2. =6. (ср. Бирк- 
Ва 

гоф [1], стр. 8). 
Теорема 11. Г/олная дедекиндова структура L 

с дополнениями разлагается в прямое произведение полу- 
дистрибутивных и антидистрибутивных структур’). 

Доказательство. Если Ё не антидистрибутивна, то 
в ней найдется ненулевой Р-элемент а. Ясно, что Ёе(а) 

полудистрибутивна и 1=—=е(а)-- [1 —е(а)]. Если Гл-е(а) 
не антидистрибутивна, то от 1 —е(@) можно в свою очередь 
отщепить Такой элемент е (5), что в — Р-элемент. Так как 
предложение 64 позволяет продолжать этот процесс по транс- 
финитам, то все доказано. 

Теперь мы установим некоторые условия, достаточные 
для того, чтобы полудистрибутивная или антидистрибутивная 
структура обладала однородным базисом. Ввиду теорем 9 
и 10, этим будут выделены классы полных дедекиндовых 
структур с дополнениями, изучение которых сводится к изу- 
чению регулярных колец. 

Полную дедекиндову структуру Ё с дополнениями назо- 
вем | -структурой, если для ее элементов определено бинар- 
ное отношение а | ©, обладающее следующими свойствами: 

1. Если а |6, то б | а. 

| 2. Ecou a | bu a, Ca, To a, | OD. 

13. Если а | би (а- 5) | с, тоа | (6+ 0). 

Всякую полную дедекиндову структуру можно превра- 
тить в | -структуру, полагая, что @ | 6 равносильно аб = 0. 
Действительно, справедливость свойств | |1и | 2 очевидна. 
Свойство же | 3 является следствием предложения 2. Это 
отношение | будем называть естественным. 

Множество {а,. «ЕП элементов | -структуры будем 
называть | -Независимым (в случае естественного отно- 
  

1) Kaplansky [3]. Далеко идущее обобщение этого результата 
доказал Маеда (МаечЧа [9]). 
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шения | — Просто независимым), если при любом раз- 
биении множества / на непересекающиеся множества /; и J, 

имеет место У, а. |. У, а,. 'Ввиду предложения 3, конеч- 
atl, a€l, 

ные множества, независимые в смысле § 1, оказываются 

независимыми и в смысле только что введенного опре- 
деления. | 

Предложение 69. Если {a,, a€/\— | -независи- 

мое множество | -структуры Гиа | Уа,, то мно- 
acél 

жество [а, ае110} также | -независимо. 

Доказательство. Пусть 10 = ЦА — разбиение 
множества /(]0 на непересекающиеся подмножества и ОЕЛ. 

Ясно, что Dy a, | >, a. (Bat > а.) 1 ao, 
а 1. аЕ 11 \ аЕ 1: a€l,\0 

Отсюда, ввиду | 3, вытекает 'y a, [1 ( > | + 0) = > а, 
а 1. Е 1: \ acl, 

a? 

что и требовалось.. 
В дальнейшем мы будем подчинять рассматриваемые 

| -структуры некоторым из следующих свойств: 
А. Для всякого а найдется такой элемент В, что а | В 

ua+t+b=1. 
Б. Если каждое из множеств М, возрастающей (вообще 

говоря, трансфинитной) последовательности | -независимо, 
то множество М = М, также | -независимо. 

В. Если (а 6, «ЕП — | -независимое множество и 

аб. —=0 для всех a, TO (2 а.) ( bq) =0. 
acl acl 

Г. Для Bcakoro HeHyjeBoro 9eMeHTa a B L, найдутся 
такие ненулевые элементы х и у, что хуи ху =0. 

Д. Не существует бесконечного | -независимого мно- 
жества попарно перспективных ненулевых элементов. 

Предложение 70. Пусть | -структура L обладает 
свойством В. Еслиа., 9, ЕЕ, а, —5., а множество {а 5, 

| -независимо, то Ха, — У. 

Доказательство. Ввиду предложения 5, найдутся 
такие х„, что 

аа В, ха. в, 

Если Уа, = а, УВ. =Ь, Ух, = х, то из условия В вы- 
текает, что ах =фх —=0. Так как равенство а-- х = -х 
очевидно, то все доказано. 
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Teopema 12. Ecau 6 | -cmpykmype Ё имеют место 
свойства А, Б, В, Г, то Ё обладает однородным базисом 

ранга 2” для всякого т\). 
Лемма. В С существуют такие элементы а и ЁЬ, 

4mo atb=l1ua~b. | 
Доказательство. Ввиду условия Г, в Ё найдутся 

такие ненулевые элементы а, и DO), что а — в; и a,b, —0. 
Допустим, что для всех В« оо построены такие ненулевые 
элементы @ и bg, YTO Ag~ bz, аб,=0, а множество 

{@,+6,, т<В} [| -независимо. 

Ввиду А, найдется такой элемент с 6 [, что с |. > (a, + Dg) 
B<a 

uc+t У» (a,+6,)=1. Если с-0, то, согласно Г, в L. 
Ba - 

найдутся такие ненулевые элементы а, и ф., что а -—6б и 

аб. = 0. Ввиду | 2, (a,+8,) Lb > (a,-+-b,). Tak как 
B<a 

из Б вытекает | -независимость множества {ag + Bg, B< at}, 
то предложение 69 обеспечивает | -независимость множества 
{23+ bg, В<«}. Для некоторого трансфинита ® будем 

иметь > (a, +6,)=1. W3 предложения 70 вытекает, что 
a<2 

a= Dda,~ УВ. =Ь, а свойство В обеспечивает справед- 
ливость равенства аб —= 0. Лемма доказана. 

Перейдем к доказательству теоремы. Ее справедливость 
-1 для т —| сразу следует из леммы. Допустим, что п =2" 

и множество {21,...,@„| является однородным базисом ранга п. 

Согласно лемме, в Го, найдутся элементы 6. и b такие, что 

1 r | 9 . 
b,~5), И b,-+ 6, =a, ). Для 1=1,2,..., И положим 

b; = P,, >a; (Oy, 

р; = Раза; (61). 

Согласно предложению 8, 8, —6,, аб, —,, если 1 <1< п. 

Ввиду предложения 12, для [Е 1 из соотношений 5, — В), 
bi ~ в и (6,81), «аа, =0 следует, что $, —65;. Если 
  

1) Ср. Маеда [7], стр. 95, теорема 3.3; Кар!апзКу [3], теорема 6. 
2) Ясно, что Га, является |-структурой, подчиненной усло- 

виям Б, Ви Г. Если х<а, хфу=Ги ху тох + ау= 
—= (х Руа, =а1, а из |2 вытекает а1у | х. Значит, в Ра: вы- 
полнено и условие А. 
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J #1, р, то по тем же соображениям из соотношений 

в, — 61, b ~ 5,, (6,+-6,) 6; < (a, 4 4) a4, = 9, 

b,—~ by, b ~ 5%, (6,+-))) р, < (аа) а, —=0, 

р. — by, 5—5, (5) b < (а ада, =0 

(последние равенства вытекают из предложения 3) следует, 
что 6,—6,, 5; —5, 6, —5.,. Наконец, из 6, — 6, и предло- 
жения 7 вытекает, что b,~ 6, для всех [. Таким образом, 

/ / 
элементы 6, ..., 6, В, ..., 0, попарно перспективны. 

Так как предложение 4 обеспечивает независимость системы 
/ / 7 __ . 

6,..., 6, б,..., 6,|, а равенство b, +b; =a, и пред 
ложение 7 приводит к 

п п п 

26, + Lot = (ыы) = La, = 1, 

то теорема 12 полностью доказана. 
Теорема 13. Если в антидистрибутивной | -струк- 

туре [ имеют место свойства А, Б и В, то ЕЁ обладает 

однородным базисом ранга 2" для всякого т!) 
Для доказательства, ввиду теоремы 12, достаточно уста- 

новить, что Ё обладает свойством Г. Если а@[, то, ввиду 
антидистрибутивности, в [, найдется нецентральный эле- 

мент 6. Пусть а =6--с. Из предложения 63, е) следует, что 

bEV.. Но тогда предложение 58 обеспечивает существова- 
ние таких элементов 6:, С, что 0% <Ь, Оха < с, 
р —с:, 611 < 66 =0, а это и требовалось. 

Предложение 71|. В полудистрибутивной струк- 
туре [Г справедливы следующие свойства: а) единица 
представима в виде суммы (вообще говоря, бесконечной) 
)-элементов; 6) для всякого аб найдется такой 
О-элемент 6 < а, что е (5) =е (а). 

Доказательство. а) Обозначим через а сумму всех 
О-элементов структуры Д,, а через $ — дополнение элемента а. 
Если с — О-элемент из [,, то с < аб =0. Поэтому из 
предложения 63, ж) следует, что 4Е\У, для всякого О-эле- 
мента 4 структуры 2. Но тогда предложение 63, д) обес- 
печивает справедливость соотношения Е \У,. Отсюда, ввиду 
предложения 63, е), получаем, что 4 — центральный элемент 
  

') См. сноску !) на стр. 98. 
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структуры Ё,., =. Так как правильный элемент й струк- 
туры Ё лежит в 2, то 1 2 а==е(а) зе (й) =1, т.е. а =1. 

6) Ясно, что можно считать а ненулевым элементом. 
Если [, не содержит ненулевых Д-элементов, то из пред- 
ложения 63, ж) следует, что У, содержит все О-элементы 

структуры Ё. Учитывая а) и предложение 63, д), будем иметь, 
что 1EV,, Tr. е. а=а.1=0. Полученное противоречие 
показывает, что в [, содержится ненулевой Д-элемент 6.. 
Допустим, что для всех В «а построены такие ненулевые 
О-элементы 6;, что 6, За, аВ’5=В” Baeuer e (bg') e (br) = 0. 

Если >) е (68) <е(а), то 2=|! —2 е (65) .е (а) = 0. 

Как показано в начале доказательства, в Ё, найдется нену- 
левой Д-элемент 4. Ясно, что. 6, =а4 также является 
Р-элементом, причем 6, < а. Так как из предложения 64 
следует, что 2 — центральный элемент, TO €(0,)< e(d) <zZ. 

Поэтому для всех В«а имеем е(6,)е (6) < 2 de (6) < 
B<a 

< 1 — >) е (5) | >) е (6) =0. Очевидно, найдется такой 

трансфинит 9, что У е(6,) =е(а). Из предложения 68, а) 
a<@ 

вытекает, что р = > b,—D-3nemenT. OctaeTca 3aMeTHTb, YTO, 
a<f 

ввиду предложения 65, г), будем иметь е (6) = > e(b,) =e (a). 
a<@ 

  

Назовем | -структуру [ |-0однородной структурой 
ранга п, если в ней существует такая _| -независимая система 
правильных элементов 41, ..., @,, что а... а, =1. 
Если отношение | естественное, то [ называется одно- 
родной структурой ранга п. 

Теорема 14. /ГГолудистрибутивная | -структура L, 
обладающая свойствами А и Д, разлагается в прямое 
произведение | -однородных структур). 

Доказательство. Пусть а — правильный элемент 
структуры 2. Положим @&,==а и допустим, что построена 
_| -независимая система правильных элементов а1, at Ap). 

k 

Ввиду А, найдется такой элемент d,_,, 4TO d, +> а, =1 
1 

#1 
иа, | | Уа.. Если е(4,_)=1, то предложение 71, 6) 

1 
  

') Ср. Кар!апку [3], теорема 7; МаеЧа [7], стр. 104, теорема 4.9. 
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позволяет найти NpaBHIbHbId gnemenT a, Cd, ,. Из | 2 
и предложения 69 вытекает | -независимость множества 
([а,..., а»}. Ввиду предложения 68, 6) и свойства JI, npo- 

цесс построения @, не может продолжаться бесконечно. 
Стало быть, для некоторого п будем иметь e(d,) < 1. По- 
этому 2—=1—е(4,) == 0. Так как 24, < ze(d,)=0, a z, 
ввиду предложения 60, централен, то, учитывая предложе- 

п п 

ние 59, в), будем иметь 2 =2 (3 аа, — У 2а,. Из [2 
1 1 

следует, что элементы 241,..., 2а, | -независимы, а из 
предложения 65, в), что е (24;) = 2е (а;) =2. Таким образом, 
[, оказывается | -однородной структурой ранга п. Еще раз 
применяя предложение 65, в), получаем 

е(а(1—2)) = (1 — 2)е (а) =1— 2. 

Следовательно, L,_, полудистрибутивна и из нее опи- 
санным выше способом можно выделить | -однородный 
прямой сомножитель. Продолжая этот процесс по трансфи- 
нитам, убедимся в справедливости теоремы. 

21. Размерность. Покажем, что при некоторых допол- 
нительных условиях в полной дедекиндовой структуре с до- 
полнениями может быть определена размерность. 

Предложение 72. Если в одедекиндовой струк- 
туре [ с дополнениями выполнено условие 

иза>риб—с вытекает ам с, (88) 

то 
а) если а— 6, В Зсис-а, то аа; 
6) если а Зри -З с, то а3 с; 
в) каждое из соотношений а36, ав, а- 6 uc- 

ключает два других: 

г) ели аи atc~b-td, mo c~d; 
д) пусть {a,,..., a@,) uw {b,,..., 6, — независимые 

множества элементов из Ё. Если а: — 6; для =1,..., п, 
п п 

то Уа-— У. Если а, З6; для i=1,..., п, то 
1 i 

п п 

a, 3 > 0;. 
I т 
Доказательство. а) Из 6-3 с вытекает 6 — с. < с. 

Поэтому для 4, = Р(е а) (с1), учитывая предложение 8 и усло- 
вие (88), можно записать а— 0 — с, — 4, < 4, т. е. а За. 
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6) Tlycthb a~m db, <b, Dw, << du C,=Po +c) (0). U3 
предложения 8 и условия (88) вытекает, что @ — со, а это 
и означает, что а -3 с. 

в) Если а ЗфБриа-— 6, то а-— В <. Из (88) вытекает, 
что 2, —6, и применение НЗ дает 6, =6. Противоречие. 
Аналогично показывается несовместимость 22 5b un a~b, 
Если а=ф и а-36, то а <Би b~a, <a. Kak u 
выше, приходим к противоречию, получая а — Рь-а)) (6:1) < а. 

г) Сначала допустим, что atc=b+d=r. Bauny 
предложения 5, найдется такой элемент х, что 

atx=b+x*>r=—>a+c=—)+4. 

Отсюда видно, что C~ x u x ~d. Ho тогда из (88) сле- 
дует, что с— 4. Переходя к общему случаю, положим 

Qa, —= Prasc+o+a)(@) и с, = Ра: с-ъь:а (с). Тогда из предло- 
жения 8 и условия (88) вытекает, что а —6б и 

а -- с: = Разеъьна (@ + с) =6-На. 
В силу показанного выше, имеем с, — 4, откуда, ввиду (88), 
получаем с — 4. 

д) Заметим, что достаточно доказать первое утверждение. 
Для п =| оно очевидно. Переходя к общему случаю, най- 
дем с и такие, что 

at... -a,fc¢=1=0,+...+0,+4. (89) 
Из г) вытекает 

ay... ta,te~b, + ... +6b,+d. 

Согласно индуктивному предположению, 

ay + ... t+a,~b,+ ... ЧЬ.. 

Поэтому из г) вытекает, что с —@. Но тогда, применяя г) 
к равенству (89), будем иметь 

at+...fa,~6,4....+4,, 
что и требовалось. 

Теорема 15. Пусть полная дедекиндова структура L 
с дополнениями удовлетворяет следующим требованиям: 

Al. Ecaua~bub~c, moamc. 
Д2. Для любых двух элементов а, БЕЁ имеет место 

хотя бы одно из соотношений а-—36, а— 6, а>6. 
ДЗ. В Ё не существует ‘бесконечного независимого 

множества попарно перспективных ненулевых элементов, 
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Д4. Для каждого т структура Г обладает однород- 
ным базисом ранга 2". 

Гогда на Е может быть определена такая действи- 
тельная функция размерности 0, что 

1. 2(0)=0, р(10)=1, 9 <ВБ(а) < 1 для всех аЕЁ. 
2. D(a+ ро (а) =рБ(@а)- о (5). 
3. Если О (а) =0, то а=0. 
4. Р(а) =0(5) тогда и только тогда, когда а— 6. 
Для доказательства разобьем множество элементов струк- 

туры Ё на классы, собирая в каждом классе перспективные 
между собой элементы. Ввиду Д|, эти классы не пересе- 
каются или совпадают. Условие Д1 позволяет также пользо- 

ваться предложением 72. Обозначим через [ множество клас- 

сов. Будем считать, что а В, если для некоторых абаи 

ЬЕЬ имеет место а-3. Ввиду предложения 72, а), резуль- 
тат не зависит от выбора элементов а и 6. 

Лемма 1. Отношение < превращает Ё в цепь\. 

Действительно, сравнимость любых двух элементов из L 
сразу следует из Д2. Проверку же свойств, определяющих 
частично упорядоченное множество (см., например, Бирк- 
гоф [1], стр. 16), легко провести, используя предложения 72, 
б) ив). 

Если существуют аба и ВЕБ такие, что аб = 0, то по- 
ложим 

a@®b=a-+ob. 

Если а>.6, то 696 —6' < аба. Положим 

— С, a
 

а — 

где сс определено из соотношения a=b’tec. Vs Jl 
и предложений 72, г), д) вытекает, что результаты опера- 

ций (+) и «—>» не зависят от выбора элементов а, 6, 6’ ис. 

Ясно также, что а @ b=b@ а. | 

Далее положим 0а==0 для всякого ас [. Если la, 

Qa,..., (N—l)a yxe onpenenenht u (n—l)a@a суще- 
ствует, то положим 

na=(n—l)a@a. 
  

Г) Цепью называется частично упорядоченное множество, в ко- 
тором любые два элемента сравнимы (Биркгоф [1], ‚стр. 29). 
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Лемма 2. Справедливы следующие утверждения: 

а). a@b существует тогда и только тогда, когда 

a<1—b; 
6) если a@®b существует, то (a@b) —b =a; 

в) уравнение а (+) x=b разрешимо тогда и только 

тогда, когда а < 6; если решение этого уравнения суще- 
ствует, то оно единственное и определяется формулой 

x=b—a; 

г) если a@b существует, а b> с, то a@c сущест- 

syem ua@b>a@c; 

д) если (a@b@c cyuecmeyem, mo (a@b)® c= 

=a@Q(d@c); 
е) если обе части неравенства аФЬ < a@®e суще- 

ствуют, то b <. с; 

ж) если а> в, c>d, a>c, b <d, mo a—b>c—d. 

Доказательство. а) Если аФЬ существует, то для 

подходящих аиф!) имеет место а6 —= 0. Если atbtc= |, 

то из предложения 2 следует, что 4 =а с является допол- 
нением элемента 6. Отсюда и из определения операции. «—» 

вытекает, что 4=1— 5. Так как а<а, то а< <1—b. 

Допустим теперь, что а 1—6. Тогда найдется дополне- 

ние 4 элемента 6, лежащее в 1 —В, а значит и такое аа, 

что а а. Отсюда аб < 46 =0, что и обеспечивает суще- 

ствование a@b. 

6) Так как для подходящих a u Ob umeeT MecTO a®b = 

  

=a +b, то сразу из определения следует, что a= (a@® b)\—b 

в) Если решение уравнения а@&)х = существует, то 

найдутся такие элементы а, хи 6, что atx=b. Но тогда 

мы имеем а < 0, откуда а 6. Если, наоборот, имеет место 

а <, то можно найти такие а, би с, что а-Рс==6. Ясно, 

что с—=р— а является решением нашего уравнения. Если 

х — какое-либо другое решение, то из 6) вытекает, что 

x=(a@ x)\—a=b—a. 
  

1) Ecau He OrosopeHoO противное, мы будем считать, что аа, 

реб ит. д. 

104



г) Найдем а, 6b uc, NOAYHHeHHbIe ycnoBuaM ab —OUub>c 

Тогда ас < аб =0 иа- > а-Рс, откуда и следует спра- 
ведливость свойства г). 

д) Так как (а @5)Фс существует, то найдутся такие 
элементы а, 6, с, что аб = (а-- 5) с =0\. Из предложения 2 
вытекает, что 0с —=0 и а(6 с) =0. Следовательно, суще- 
ствуют 6Фсиа@ (6 @ с), причем 

(@@b)@ce=a+b4+c=aOOo). 
e) Если a@b< a@e, то, согласно в), найдется такой 

x +0, 4TO (аФ)Фх=а Фес. Ввиду д), отсюда следует, 

что а®6®х) =а@®с. Но тогда из в) вытекает b@x=c, 

те. b<e. И 

ж) Если х=ар—фби у=с— 4, то, учитывая в) и Г), 

будем иметь 

b@®x=—a>d>c=d@y>beOy. 

Если b@®x=bOy, то, ввиду в), х = у. _Всли же b@x> 

>ЬФу, то из е) сразу следует, что х > у. 
Лемма 3. Справедливы следующие утверждения: 

а) если существуют та, па, а также та (Фпа или 

(т--п)а, то (т-- п) а = та ® па; 

6) если существуют па и т (па), то (тп) а—т (па); 

в) ели т>п и существует ma, то (m—n)a= 

— та — па; 
г) если п (a @ b) существует, то п (а (+) 6) = па @ nb; 

д) если существуют а — ри па, то п (а — 5) =па— пб; 

е) если па— 1 ип-0, то а=6: 

ж) если Ва >. [а и а+0, то Е >. 
Доказательство. а) и 6) нетрудно вывести, исполь- 

зуя лемму 2,д) и применяя метод полной математической 
индукции. 

в) Ввиду а), имеем та = (т —п)а®па. _Поэтому ИЗ 

леммы 2, в) вытекает, что (т— п) а = та — па. 
  

1) Пусть ис =0, где u€a@b. Torna u~wa, +6, rue а, ва, 
ь, ЕЁ. Положим a2=Pra ro, + и) (а), 6 = Poa, +6, >a) (#1) и примем 

во внимание предложение 7. 
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г) Это утверждение тривиально при п —=0 или 1. Если 
оно доказано для п—1, то, учитывая лемму 2, д), будем 
иметь 

n(a@b)=(n— 1) (A@b5OaDd= 

—=(n—1)a@(n—1)b6@a@®b=—na@nob. 

д) Ввиду г) и леммы 2, в), имеем na=n(a—b)@nb. 

Вторичное применение леммы 2, в) дает n(a— b)=na -— nb. 

е) Ввиду леммы 1, имеет место, например, a>b. При- 

меняя д), получим п(а— 5) =0, что возможно лишь при 

а—6=0, т. е. при а=6. 

ж) Если Ё < [, то из а) вытекает, что [а = Ва &((— Е) а. 
С другой стороны, из леммы 2, в) вытекает существование 

такого элемента 6, что Ра={@ФЬ. Отсюда, учитывая 
лемму 2, д), будем иметь 

la =la® b@(l— k)a. 

Но тогда лемма 2,в) приводит к ((— В а=0. Так как 

а=0, то [№ —=0. Противоречие. 

Теперь приступим к построению функции О. Пусть Soo = 0, 

а $, 1[=0, 1|,...,—_такой элемент структуры [, что из 

элементов структуры Ё[, принадлежащих $,, можно выбрать 
однородный базис структуры Ё ранга 2. Подожим 

0, если а—0, 

Dw@ =| 1 
[ >=, если а=$;, [52 оо. 

JlIemMa 4. Ecau co>m >n, то s, == QM-Ng 
Доказательство. Ввиду леммы 3,6), получаем 

215, —1 = 275, — 27 (2т-п5 ). Но отсюда, согласно лемме 

3,е), вытекает, что 5, = gm-ne 
Далее положим 

— К 
D (2$ т) — om 

Лемма 9. Если ks, > Is, mo D(ks,,) > D (Ls,). 

Доказательство. Если s,, —0, то ‘справедливость 

леммы очевидна, так что допустим, что Sm ‚ 0. Если т == п, 
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то из лёммы 4 сразу следует, что $„==5„. Но тогда лемма 3, ж) 
приводит к Е >[ что сразу доказывает справедливость 
леммы 5. Допустим теперь, что т > п. Учитывая леммы 3, 6) 

и 4, можем написать: ks, > ls, = 2™- "ls. Tak kak s, #0, 
то из леммы 3, ж) вытекает, что Е > 2т_ "|. Поэтому 

— m—n — 

D (kS,) == fr > “paw == (6). 

Поскольку случай т < п разбирается аналогично, то все 

доказано. 

Лемма 6. Если О ($т) >. р (5), то RS > ls. 

Доказательство. Если [5, —0, то справедливость 

леммы очевидна. Если Sm —0, To D (ls, ) =0, откуда ls, = 0, 
К l 

Поэтому можно считать, что эт > п. Применение лемм 3, 6) 

и 4 приводит к [5,=2т- nls <ks,, ecav mon, uk Ils, < 

< 2" mes — ks m eCIH m<n. 
Ввиду "свойства Д4, леммы о и 6 показывают, что про- 

веденное построение выделяет из [ цепь $, изоморфную 
(в структурном смысле) цепи двоичных дробей отрезка [0, 1]. 

Если аЕЁи а -=0, то, ввиду свойства Д2, для каждого i, 
1—=0, 1, 2..., найдется такое целое число Ё,‚, что 

(Е, — 05; Зав 
+ ‚да +1 k; 1 ki;—1 Лемма 7. Если а = 0, то о Sor и оны 7. 

Доказательство. Ввиду леммы 4, 2(Ё, —1)5:.1 < 

    

  

  т Rj Rigi ly Rie 
Поэтому 1 < Of он 2 2 . Ввиду леммы Т, 

мы можем положить 

D(a) = lim Fi . 
> © 2! 

Лемма 8. Если р@=-, то a=ks,. 

. -- k К 
Доказательство. Поскольку О (4) = п, то от 2 91 

для всех т. Отсюда 
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Если а< ks, и мы применим леммы 2,в), 6,2, ж) и 3, в), 
то будем иметь 

с —= №5, — а < №5, — (Rm — 1) Sm = Sm 

для всех т. Если с-20, то, ввиду ДЗ, найдется такое т, 

что тс не существует. Однако из леммы 2,г) и существо- 

вания т5„==1 нетрудно вывести, что элемент тс должен 
существовать для всех т. Полученное противоречие приводит 

к с =0, а значит, к а= #5,. 

Допустим теперь, что а > ks. Тогда ЗЕ, — 1. Если 

    

<, —1, то О (а) > и — 1 > oe Cnenosatenbuo, R= k,—1. 

Отсюда 

lim fm = x = fat . 

Поэтому из леммы 7 вытекает, что „==, для всех т. 

Но тогда р®=-. = =. О. Ввиду леммы 7, 

это возможно лишь при a< < Sp для всех т. Но тогда, 

согласно лемме 2, г), та существует для всех т. Ввиду ДЗ, 

отсюда вытекает, что 4 = 0. 

Лемма 9. Соотношение D(a)> >D(b) umeem место 

тогда и только тогда, когда а>6. 

Доказательство. Если @>.6, то справедливость 

соотношения D(a) >D\(b) очевидна. Пусть теперь О (а)>.0 (6), 

a, b+ Ou 

(k; --1)s,; << a<k;s,, 
¢;—l)s,cb< L,S;. 

l;—1 
1 

  Ввиду леммы 7, D(b)> Если для некоторого i 

имеет место А, < [, т 

D@) < <4 <d@. 
Следовательно, Д (а) =) (5) = a и лемма 8 дает 

  

а —= 5$; =. 

Теперь допустим, что для всех { имеет место Е, 21, но 

> а. Тогда, согласно лемме 2, в), 4=В— а существует 
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и отличен от 0. Но из лемм 2, 28 и 3, в) вытекает 

для всех {. жа как в конце доказательства леммы 8, 

получим, что @=0. Противоречие. Остается рассмотреть 

случаи, когда а==0 или 6 =0. При В = 0 справедливость 

леммы очевидна. Если же а=—0, то D(b) < D(a) =0, и 

лемма 8 дает Б —=0. Все доказано. 

Положим Ш (а) =) (а). Ввиду лемм 8 и 9, ясно, что 

функция О обладает свойствами |, Зи 4. Чтобы доказать 
справедливость свойства 2, установим, что 

D(a@b) = D(a) +-D(b). (90) 
В самом деле, пусть 

(Е; — 1) 5, <ac<k 5р 

(l; — l)s, < b <Ls;, 

(m,—1)s,< a®b<m,s,. 

Ecau k,-+-1, << 2', To u3 aemm 2,1) u 3, a) вытекает 

(k;-+4,—2)8,<a@b<(k, +1) 5; 

где ¢,—O uan 1. Ecau xe k,+1,>2', to k, +1,-—2—= 
—gi |} —=т,— 1. Следовательно, соотношение (91) имеет 
место и в этом случае. Поэтому 

— Ша Ritl;—ey . к; . l; . ep 
D(a @b) =lim a tim SF elim Шт = 

— D(a)+D(b). 

Справедливость свойства 2 при аб —=0 сразу следует из (90): 

D (a+b) = D(a@b) =D (a)+D(6)=D(a)+D(). 
Пусть теперь а и р произвольны. Если a =ab-t-a, 

b—=ab-+-b,, to 1131 u 1132. na0rT 

ab, =abb,=—0 

откуда 

at+b=—a+ab+b,=a+5,. 
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Поэтому, учитывая уже доказанный случай свойства 2, будем 

иметь 

D (a+-b)=D (a+ b,) = D(a) +D (6,))=D (a)+D (6)—D (a8). 
Предложение 73. Если полная дедекиндова струк- 

тура Г с дополнениями обладает свойством Д2 тео- 
ремы 15, то 0 и 1 являются единственными ее цент- 
ральными элементами. 

Доказательство. Если 2 — центральный элемент 
структуры Ё, то из Д2 и предложения 62, в) вытекает, что 
2<1—2 или 1—2<.2. Умножая эти неравенства соот- 
ветственно на 2 и 1—2, получаем 2<0 или 1-2 < 0. 

Теорема 16. Если полная дедекиндова структура [ 
с дополнениями содержит О-элемент и обладает свой- 
ствами Д2 и ДЗ теоремы 15, то Е является конечно- 
мерной проективной геометрией и поэтому на ней может 
быть опредеЛена функция О, обладающая свойствами 1—4 
теоремы 15 (в качестве 0) (а) можно взять размерность подпро- 
странства а, деленную на размерность всего пространства). 

Лемма 1. Всякий D-anemenm а-==0 структуры [Е 
является атомом \). 

Для доказательства достаточно заметить, что из предложе- 
ний 73 и 99 вытекает, что Ё/ состоит из двух элементов 0 и 4. 

Лемма 2. Любые два атома структуры Ё перспек- 
тивны. 

Действительно, если атомы р и 4 не перспективны, то, 
например, р-3 4. Отсюда р— 4, < 4, т. е. р=4, =0. 

Лемма 3. Для всякого ненулевого а@Ё найдется 
атом р<а. 

Доказательство. Из леммы | и условия теоремы 
вытекает, что в Ё содержится атом 4. Ввиду Д2, 4 За, т. е. 
а— р < а. Из предложения 7 легко вывести, что р — атом. 

Лемма 4. Если а<ь, то найдется такой атом 
р <, что ар=0. 

Действительно, пусть В =а-с. Так Kak c=+0O, то 

из леммы 3 вытекает существование атома р сх. Но 
ар < ас =0. 

Лемма 0. Все цепи структуры [ конечны. 
Доказательство. Пусть цепь а, < 4&<...<а, <... 

бесконечна. Пользуясь леммой 4, найдем такие атомы р,, 
  

1) Элемент а = 0 называется атомом, если из Оз х<а выте- 
кает, что х = 0 (см. Биркгоф [1], стр. 24). 
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i=1, 2,..., 470 p,<@,,,, pja;—=0. Tak Kak Dp; Diip< 
<а,.,р,., =0, то все эти атомы различны. Ввиду леммы 2, 
этот результат противоречит РЗ. Рассмотрение убывающей 

цепи проводится аналогично. 
Для доказательства теоремы 16 заметим, что из предло- 

жения 73 вытекает неразложимость структуры Ё в прямое 
произведение. Но тогда наш результат вытекает из леммы 5 
и одного утверждения в книге Биркгофа ([1], стр. 175, 
следствие 6). 

$ 6. НЕПРЕРЫВНЫЕ ГЕОМЕТРИИ 

22. Определение. 
Предложение 74. Следующие свойства полной 

структуры Ё эквивалентны: 
1. Если О — направленное множество индексов (Бирк- 

гоф, [1], стр. 13) и 5’>5" (6', ЕО) влечет a,, > 2,, 

CAS 4„С Г), mo b > а —= > фа для всякого БЕГ). 
вер ЕО 

П. Если ® — некоторый трансфинит иа<В< ® вле- 

чет A,< Ag, 20€ a,, a,EL, то р Ха, = > ba,. 
ах ах? 

Ш. Всли SCL и b> a,= >» ba, имеет место для 
М М 

всякого конечного подмножества М множества $, то 

b> a, = > ba,. 
S S 
Доказательство. [-— Ш. Совокупность {М,} конеч- 

вых Подмножеств множества 5 образует множество D, Ha- 

правленное по включению. Если $, = D>)a,, To bs, = > ba,. 
М М 

Поэтому, применяя |, получаем 2 Ха, = 5, = dy bs, = Ж ва. 
$ D D S 

Ш-—1П. Пусть (4, ..., @а } — конечное подмножество 

множества {2, а<®} и а,— его наибольший элемент. 
Ввиду ПЗ2, 

п п 

b > a, = baa, = > аа. 
1 

Применяя Ш, будем иметь 6 Ха, = У фа.. 
ах a<@ 

  

') Свойство Ги дуальное ему называют аксиомами непрерыв- 
ности, 
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Лемма. Если D—O6eckonetnoe направленное мно- 
жество, то существует трансфинитная последователь- 
ность О), «< ®, направленных подмножеств множества О, 
обладающая следующими свойствами: 

1) (мощность О.) < (мощность О); 
2) если a<B<Q, mo D,cD,; 

3) D= UD.. 
a<@ 

Доказательство. Если М — конечное подмножество 
множества /), то обозначим через Oy такой элемент из О, 
что 6м>.6 для всех Е М. Допустим сначала, что О счетно. 
Тогда можно найти конечные подмножества M,, ..., M,,... 
множества D такие, что М‚=М,., и Р=0М,. Положим 
2 = М, Udy, uw D,,,=D,UM,,, US, UM. Ясно, что под- 

множества [); направленные и обладают свойствами 1), 2) 
и 3). Если О несчетно, Сер и мощность С меньше мощ- 
ности О, то обозначим через М (С) множество конечных под- 

множеств множества С и положим Р, (С) =С()] Om, \- 
MEM (C) 

Пусть Fii,(C)=Fy(F,C)) « FO= [) РКО). Если 
l<igo 

М — конечное подмножество MHOxecTBa F(C), TO MCF, (C) 
для некоторого п. Так как 64 € Fraii(C)CF (C), To Е (С)—на- 
правленное множество. Если С конечно, то конечно и Р, (С), 
а значит, Р(С) конечно или счетно. Если С бесконечно, 
то мощности множеств М(С) и С совпадают!). Поэтому 
(мощность Р.(С))< (мощность С)- (мощность М(С))= 
— (мощность С)?). Рассуждая по индукции, установим, что 
(мощность Р,(С))< (мощность С). Отсюда следует, что 
(мощность Р(С)) < №. (мощность С) = (мощность С). Таким 
образом, в обоих случаях мощность Р (С) меньше мощности 0. 
Теперь найдем систему {С„, а < ®} подмножеств множества 2, 
обладающую свойствами 1)— 3)3). Легко понять, что мно- 
жества 0), —=Р(С.) дадут искомую систему направленных 
подмножеств. 
  

') Это легко вывести по индукции, например, из результатов 
книги Александрова П. С. «Введение в теорию множеств и функ- 
ций», М.— Л., 1948, стр. 111, теорема 22” и стр. 110, теорема 22’. 

2) Та же книга, стр. 110, теорема 22’. 
3) Для доказательства возьмем наименьший трансфинит ®, 

имеющий ту же мощность, что и О. Затем отобразим О на мно- 
жество трансфинитов < и обозначим через С, множество эле- 
ментов, имеющих номер <а<®. 
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If +I. Допустим, что существуют направленные множества 
индексов, для которых не имеет места свойство I. Среди 
всех таких множеств выберем множество [), имеющее наи- 
меньшую мощность. Так как для конечных направленных 
множеств свойство [| очевидно, TO D бесконечно. Пусть 
(О, «< 8] — трансфинитная последовательность, указанная 
в лемме. Ввиду 1), каждое из ПД). обладает свойством I. 

Применяя 2), 3) и П, получим 

в ( > a)= 2 (2 a) = 
a<@ ЕВ. a<@ 

что противоречит выбору D. 
Полную дедекиндову структуру с дополнениями, обладаю- 

щую свойством [ предложения 74 и свойством, дуальным к нему, 
назовем непрерывной геометрией. 

Пример непрерывной геометрии приведен в книге Биркгофа 
([1], гл. УШ, $ 10). 

23. Независимость в непрерывных геометриях. 
Предложение 75. Множество элементов {а,, ЕП 

непрерывной геометрии является независимым тогда и 
только тогда, когда независимы все его конечные под-. 
множества. | 

Доказательство. Допустим, что все конечные под- 
множества множества (@,} независимы. Пусть /= Л ИГ, 
причем Л П/› пусто. Так как при любом выборе конечных 
множеств М‚=/, 1—1, 2, множество (х„, @Е М ИМ) 
независимо, то ( > aa) ( > a) =0. Отсюда, ввиду свой-. 

ag M, ас М: 

ства Ш, получаем (Ха, 244.) =0, после чего вторич- 
a€ My a€l, 

ное применение свойства Ш дает (3442) ( 2442) = 0. Неза- 
ас Г, ае 1. 

висимость множества (а,} доказана. Поскольку обратное 
утверждение очевидно, то доказано и все предложение. 

Предложение 76. Если каждое из множеств 
(5, а < ®] элементов непрерывной геометрии независимо 

ииза<В < ® вытекает $,Е 5, то множество $ = U S, 
ах® 

также независимо. 
Доказательство. Если множество $ не является 

независимым, то, согласно предложению 75, найдется конеч- 
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ное множество МсС, не являющееся независимым. Но Ма5, 
для некоторого а, что противоречит независимости $.. 

Предложение 77. Если в непрерывной геометрии Ц как 

каждое из множеств $, = (ав, ВЕГ,, «ЕСГ, так и мно- 

жество > Aaa, @ El независимы, то множество S = И Si 
Bel, aél 

также независимо. 
Доказательство. Пусть М — произвольное конечное 

подмножество множества 5. Тогда 

М=(МПФ.)1 ... U(MN S.,). 

Каждое из множеств M1 Sz, i=1, 2, ..., А, независимо. 

Кроме того, из независимости множества | 2 oo acll, 
BET, 

очевидно, вытекает независимость множества > Qy,8, ++. 
МП 54, 

> @.в |. Поэтому предложение 4 обеспечивает не- 
МП 5, 

зависимость множества М. Теперь остается только принять 
во внимание предложение 75. 

24. Перспективность в непрерывных геометриях. 
Предложение 78. Если Ц — непрерывная геометрия, 

Ф1,....ф„— Перспективы, $ =$... фи, а$ (а) =0, тоамз (а). 
Доказательство. Пусть Ф — система таких незави- 

симых подмножеств Т множества [„, что из хЕТ вытекает 

х —$(х). Ввиду предложения 76 и леммы Куратовского — 
Цорна (Биркгоф [1], стр. 73, АС2), в Ф найдется максималь- 

ное множество \. Пусть 2—=\Ух и а=а-Ри. Если и = 0, 
W 

TO, ‘применив предложение 57, найдем такой элемент и’, 
что О<и’<ии и’ - (и). Так как из предложения 77 
вытекает независимость множества Я Ци’, то мы вступаем 
в противоречие с максимальностью множества \. Следова- 

тельно, и —= 0, а значит, a= > x. Предложение 77 показы- 
W 

вает, что естественное отношение | структуры С обладает 
свойством В. Из того же предложения 77 вытекает, что 
множество ({х--х(х), хЕ М независимо. Поэтому, применяя 
предложение 70 и учитывая, что фх — взаимно однозначное 
отображение, сохраняющее порядок, будем иметь 

а= Ух — №3 (х) =э(Ух) =Ф(@а. 
и W W 
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Предложение 79. Для любых двух длементов a, 
b непрерывной геометрии найдутся такие элементы а’, 

а”, 6’, 6", что а=а’ а”, 6—6" Ь", а’ — В’, е(а”)е (5) =0 
е (а’) =е (5) = е (а)е (65). 

Доказательство. Предположим сначала, что аб = 0. 
Обозначим через © совокупность всех пар (а,, 6.), удовле- 
творяющих условиям а, <а, 9, <6, а, —6.. Пусть, далее, 
Ф — система таких подмножеств Т множества $, что: 

а) если (@., 6.), (а В9 ЕТ, то а. ==а, влечет 6, =6., 
и наоборот; 

6) как система элементов {а,!, так и система элемен- 
тов {[6.!, входящих в пары, принадлежащие Т, независимы. 

Допустим, что {Ту} — возрастающая цепь множеств из Ф 
и Г=ЦТХ. Ясно, что Т обладает свойством a). Из предложе- 
ния 76 вытекает, что Т обладает также и свойством 6). 
Таким образом, ГЕФ. Теперь можно применить лемму Кура- 
товского — Цорна (Биркгоф, [1], стр. 73, АС2) и обозначить 
через \ некоторое максимальное множество системы Ф. Поло- 

жим а’—= » а, в’= У В. Так как а’Ъ' <а6==0, 
а.6,)е Ww (2, 6) 6 Ww 

то из предложения 77 вытекает независимость множества 
{а Ь.!. Учитывая, что предложение 77 позволяет применить 

предложение 70, будем иметь 4” —.5”. Пусть теперь а=а”-Р а”, 

b=b' +0". Если е (а’)е(5”) =0, то, согласно предложе- 
нию 66, найдутся такие элементы а) и 6), что O< ay <a", 
0<)< 6b", a,~b,. Ввиду предложения 77, множество 
И’ —= \ Ц (а, в.) обладает свойством 6). Поскольку при 
(а, 6) СЕМ из а) =а, вытекает а, < а’а” =0, аиз р) =в. — 
—6,. < 6'’6” =0, то №’ обладает и свойством а). Противоре- 
чие с максимальностью \ доказывает, что е (а”)е (5") = 0. 

Переходя к общему случаю, обозначим через а, и 6, 
дополнения элемента аб в а и 6 соответственно. Из ПЗ1 
вытекает, что а16, = 41466. =0. Поэтому, унитивая уже 
доказанное, можно найти такие элементы a, ‚В, р”, что 
__ __ и / и и а. =а' На” | b,=b'+56 ‚а — 61, е(а 6 о Положив 

/ / 
= 6+ а, 6’ =а6 6, и учитывая предложение 2, будем 

иметь @—а’- а”, b=b'-+- 6". Согласно предложению 5, 
ry _ pt __ ,/ / 

найдется такой 9meMeHT xX, TO a,-+ x= 6,4 x=a,+5,. 

Ясно, что 

ах = а, +х= ab+b,+x=b'+ x. 
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Mpumensasa 1131, noayyum ab) < (ab) b, =0 u ab <a, (ab) =0. 

Отсюда, ввиду ПЗ1 и МЗ, вытекает 

a’x = (ab+- a;) (2; +. р.) х = [46 (a, + р.) +. а, | x= 

= [2 (2, + аб) + а] х=а,х =0. 

Аналогично проверяется, что 6’х —=0. Таким образом, 

a’ tx=b’+x, T. e. a’ ~ Ob’. Используя [132 un npeaznoxe- 
ния 65, а), 65, г) и 64, будем иметь е (а) =е (5’), а также 

е (а) е (5) —[е (а’) | е (а) Це 6’) е (6”)] = 
=е(а’) Не (а) е (5) е (а) е (6) =е (а). 

Предложение 80. Если элементы а\, 45, ... непре- 
рывной геометрии Ц независимы и а — 4, для 1=2,3..., 
то а =0. 

Доказательство. Согласно предложению 5, найдутся 
такие $ —2, 3, ..., что 

ах =а хх, = аа; . 

Так как а < ах, та <, У x;, Tne bp = а, 
2<1<о® << о 

п т 
Е=2, 3... Если 6 =  Ь,, то У < nt a; = 0. 

3 2<kR<c 2. 

Так как Та Уа <... и 6. = > ВА свой- 
2 2 3<#<® \ 2 

ство П предложения 74 дает 

“M
e b= bb, = b 

3<R< 0 

Поэтому применение свойства, дуального свойству П предло- 
жения 74, приводит к 

41 <, Il (+ > х) =0- > х.. (92) 
<< о 2<i<oa 2<i<o 

C apyrof cTopoubl, a,x,—=0, a u3 (a,+-x,+ ... + x,_,) x,=0, 
ПЗ1 и предложения 3 вытекает 

(хо eee хр ха. = 

(ана... {ар (а а.) хи, = ах. =0. 

Теперь из предложения 2 следует независимость множества 
(а, х., ..., х„} для каждого п. Поэтому предложение 75 
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обеспечивает независимость множества (а, хо, Х., ...}. 
Отсюда и из (92) получаем @, =а > х, = 0. 

2<i<oo 

Теорема 17. В непрерывной геометрии перспектив- 
н@сть транзитивна, т. е. из а-с и с —6 вытекает 
a~b'), 

Лемма. Если ф — произведение перспектив, 6 = (а) 
иа>.6бв, то а=6. 

Действительно, пусть с, =би су =а, с, = а. Допустим, 
что построены а, ..., @, и С, С.,..., С», подчиненные 

условиям: ас; =С;_1, а =$(@;_1), С; = (с;_1). Положив 
Сь.1=$(С,) и а, =$(а,), нетрудно проверить, что эти 
условия сохраняются. Так как 

то из предложения 2 вытекает независимость множества 
([а,..., @,| для каждого п. Применив предложение 75, 
убедимся в независимости множества {а1, 42, аз, ...}. Ясно, 
что а, —=$" 1 (а\). Поэтому из предложения 78 следует, что 
а`—а,, откуда, ввиду предложения 80, получаем а, =0. 
А это и означает, что а =6. Лемма доказана. 

Приступая к доказательству теоремы, допустим, что а’, a”, 
Ь’, 6’ элементы, указанные в предложении 79. Так как 
е (а”) 6” = 0, то, учитывая предложение 59, будем иметь 
e(a”)b =e (a") (b’ +b”) =e (a")b’. Отсюда, учитывая пред- 
ложение 62, а), получаем 

е (а) а —е (а”)с, е(а’)с—е(а”)6’, е(а’) 6’ —е(а”) а’. 

Так как е(а”’)а’<е(а”)а, то, ввиду леммы, будем иметь 
е (а”) а’ =е(а”) а. Отсюда, принимая во внимание предло- 
жение 99, в), приходим к 

е (а) а’ =е (а) а =е(а”) а’ е(а”)а". 

Следовательно, а” —=е(а”) а” =0. Аналогично проверяется, 
что р” —=0. Таким образом, а = а’ — 6" =. 

Предложение 81. Пусть С — непрерывная 2e0- 
метрия, 

at... ta,—6,4+ ... +6,=1, а-а, 9—6. 

Если т==п, то а, — 6. Если т> п, то а ЗЫ. 
  

1) М№еитапп [6]; Halperin [1]. 
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Доказательство. Ввиду предложения 79, 4. ==а1--а?, 

1 = 6! +52, al ~ bd), е(а?)е (52) = 0. Положим ak = 

=Pra,>a)(a"), bf =P, +5) (0"), R=1, 2. Ecan m>n, 
то из теоремы 17, предложений 59, в), 65, а), 62, a) u 72,0) 
следует 

п п п 

e (a?) = de (a2) b, = D [e (2°) be +e (a’) e (0°) be] ~ De (0°) a 
1 1 1 

Поэтому, учитывая предложение 59, д), получаем 

п п 

e (a”) = Die (a?) a, < Dia}. 
1 1 

Теперь, принимая во внимание СЗ, будем иметь 

/ 
п 

a? = are (a?) < a? G +S a — а2а! = 0. 
2 

Таким образом, а, =а1— МВ, т. е. а, 36,. Если т = 1, 
то, ввиду равноправия а, и 0,, имеем а =6,, и теорема 17 
вместе с предложением 72, в) приводит к а, —6:. Если же 

т>пи = 6,, то 9 =0. Поэтому из теоремы 17 и пред- 
ложения 72, д) вытекает 

п п п 

=У = УХ < Ba, <1, 
1 1 i 

что противоречит предложению 59, д). 
25. Строение непрерывных геометрий и их размерность. 
Предложение 82. Непрерывная геометрия С удо- 

влетворяет условию Д2 теоремы 15 тогда и только 
тогда, когда она неразложима в прямое произведение. 

Доказательство. Если С удовлетворяет условию Д2, 

то ее неразложимость сразу следует из предложения 73. 
Если С неразложима, то множество ее центральных элемен- 
тов, очевидно, состоит из О и 1. Пусть а, БЕС, аа’, a’, 
b’, 6’ — элементы, указанные в предложении 79. Тогда 

мыслимы следующие возможности: 

е (а”) = 0, е (а”) = 0, е (а”) = 1, 

e(b")=1, e(b")=0 е (5”) = 0. 
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Следовательно, имеет место а — 6’ < р, а=а’ — в’ =6 или 
а> а’ —, что и требовалось. 

Теорема 18. Всякая непрерывная геометрия разла- 
гается в прямое произведение антидистрибутивных и 
однородных структур. Антидистрибутивные сомножители 
обладают однородным базисом ранга 2” для всякого т. 
Неразложимые однородные сомножители являются ко- 
нечномерными проективными геометриями. 

Доказательство. Из предложений 76, 77 и 80 
вытекает, что естественное отношение | непрерывной гео- 

метрии обладает свойствами А, Б, В и Д, указанными на 

стр. 97. Поэтому первое утверждение теоремы сразу следует: 
из теорем 11| и 14, второе является следствием теоремы 13, 
а третье вытекает из теоремы 16, если принять во внимание 
предложения 82 и 80. 

Предложение 83. ПГусть на непрерывной геоме- 
трии G, неразложимой в прямое произведение, опреде- 
лена действительная функция 0О(а), обладающая свой- 
ствами 1—4 теоремы 15. Тогда: 

а) О (а)>0(6) тогда и только тогда, когда а=5; 
6) если О (а) < О (а), ..., то найдется такая после- 

довательность 61 <6.<... элементов из Ц, что а — Ц, 
1—1, 2,...; 

в) если [@, а.,...|! — конечная или счетная незави- 

симая система элементов из Ц, то D(> a,)= > D (a,)); 

г) ели а<а<..., то D(> a,) = lim D (a,); 
1-2 со 

д) G является конечномерной проективной геометрией 

или же значения функции О(а) заполняют весь отре- 
зок [0, 1]. 

Доказательство. в’) Установим справедливость свой- 
ства в) для конечного случая. Если указанная там система 
содержит один элемент, это очевидно, если два, то вытекает 
из свойства 2. Если п > 2, то, применяя индуктивное пред- 
положение, будем иметь 

п-1 п 

Da@+... ао (Ха) +09 =Х 9) 

а) Если О (а) >. Ш (6), то, согласно предложению 82, имеет 
место a-3b unu a&b. Ho B первом случае а— 5’ 6. 
  

') Если рассматриваемая система бесконечна, то под У D (aj) 

понимается сумма ряда D(a,)+ D(a.)+ ... 
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Если b=0’ te, TO H3 B’) и свойства 4 вытекает 

В =р Ве = @®-Б (с) > (0 -ЕЬ (6). 

Ввиду свойства 1, отсюда следует, что О (с) =0. Поэтому 
свойство 3 дает с =0, т. е. 6—0’. Противоречие. Если 

а, то р — а’ «а. Если а=а’--с, то из свойств 1, 2, 
3 и 4 вытекает 

D(a) =D(@’)+ D(C) > D(a’) =D). 
6) Сразу следует из а) и предложения 61. 
в) Сначала: 
Лемма. Бели а, а.,... — конечная или счетная 

последовательность элементов из Ц и > р (а) < РБ (а), 
то найдется такая независимая последовательность 
b,, 6.,... элементов из Ц, что а—6 < а. 

Доказательство. Так как О (а.) <Д (а), то, согласно 
а), а, — 6, <а для некоторого 6, © Ц. Допустим, что построена 
такая независимая система элементов {b,, ..., b,\, что 

aj~b,;<a. Tyctb Xb, +x =a, Из в’) и свойства 4 

вытекает 

+1 

> D(a) < D(a) =D 6)+D@)=¥ Da) + D(x) 

CnenospatenbHo, D(a,,,)< D(x) и для некоторого b,,,€G 
имеет место а, -—60,. < ха. Независимость системы 
{2.,..., 6.1} вытекает из предложения 2, а независимость 
системы (6., 65,...|!— из предложения 75. 

Приступая к доказательству свойства в), заметим, что, 
ввиду в’), можно считать рассматриваемую последовательность 

бесконечной. Пусть с, = У а.. Так как с „Хао, то 
n<i<oo 

предложение 2 обеспечивает независимость системы {a,, ... 

..+, @,, Сп}. Ввиду в), 

р(Ха,) = Ура) > Урал (93) 

Отсюда вытекает, что ряд »Д(а)) сходится, а значит, 

lim > D(a) = lim 1 D (Gq) = 90. Пусть 
n>on<i<o 

Ds a,)= >) D(a) +. (94) 

п? 
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Ясно, что = >. 0. Если = > 0, то для подходящих т и П имеем 

0< >» D(a)<Da,) <e, 
n<i<o 

причем т < п. Лемма позволяет найти такую независимую 
систему элементов {2,, 6, ...}, что A,,;~0,<a,,. Tak kak 

( > +1) ( > bt) < om > Qn+i = 9, 
l<igoao l<i<co l<gigco 

то из предложения 77 вытекает независимость системы 
(ал+1, В, @ло, 6,...}, а из предложений 77 и 70 следует 

С, — >» Qn+i~ У р; < ам. 1<i<o 1<i<o 

Учитывая а), свойство 4 и соотношения (93) и (94), будем 
иметь 

© =D(Sa)— YD) <d(Sa)—S da) = 
1 

= D(c,) =D ( > on) <D(a_) <e. 

Полученное противоречие показывает, что = = 0. 

г) Пусть х, =а и а. =а-х,.,. Тогда 

(и... Е ху хь < 4 XH, = 9. 

Ввиду предложения 2, система {х\,..., х,] независима для 
каждого А. Но тогда из предложения 75 вытекает независи- 
мость системы (х, х.,...}. Кроме того, 

аа = ах, =а, ха х, =... 
(=... =... -х.,. 

Применяя в), получим 
п 

D(3> a) =D(> x) =D D(x) = lim у D(x, = lim D(a,). 
со п co 

д) Пусть [Е [0, 1]. Ввиду свойства 1, можно считать, что 

[=0. Пусть [<< ... — такая  последовательность 
двоичных дробей, что Пт Ё =. Если С не является конечно- 
мерной проективной геометрией, то из теоремы 18 следует, 
что О обладает однородным базисом ранга 2” для всякого т. 
Кроме того, для однородного базиса е|,..., е, из в) и 

свойств | и 4 вытекает D(e,)=+ — Поэтому найдутся такие 
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ЗЛементы а, (, что 2 (а) =. Ввиду 6) и свойства 4, 
можно считать, что 4, < 4 <... Поэтому из г) вытекает 

D(> a,) = Jim D (a;) = lim t= ¢. 

Теорема 19. Если непрерывная геометрия G He pa3- 
ложима в прямое произведение, то на ней может быть 
определена действительная . функция О (а), обладающая 
свойствами 1—4. Если на С определена действительная 
функция О’ (а), обладающая свойствами 1—4 теоремы 15, 
то 0’ (а) = (а) для всех аЕО. 

Доказательство. Ввиду теоремы 18, С является или 

конечномерной проективной геометрией, или антидистрибу- 
тивной структурой. В первом случае существование функ- 
ции 0) (4) со свойствами 1—4 очевидно. Во втором случае 
из теоремы 17, предложений 82 и 80 и теоремы 18 выте- 

кает, что О обладает свойствами Д1 — Д4. Поэтому тот же 
результат вытекает из теоремы 15. Если О — п-мерная проек- 

тивная геометрия, то l=p,+. oA prep где р, — точки. 
Так как все они перспективны (см. лемму 2 на стр. 110), то 
из предложения 83, в) и свойств | и 4 вытекает, что 

О’ (р) = т —=О(р;). Отсюда легко вывести, что 0’ (а) = 

—=0Д(а) для любого подпространства а. Допустим теперь, 
что СО не является конечномерной проективной геометрией. 

Пусть 2’ (а) = эт. Ввиду теоремы 18, С обладает одно- 

родным базисом е,, ..., Cm: Из предложения 83, в) и 

свойств |1 и 4 вытекает, что О’ (е;) = эт —/) (е;). Поэтому 
k k а 

предложение 83, в) приводит к 0)” У е, | = эт = D » e; 
1 1 

Е 

Ввиду свойства 4, а — У, Следовательно, 
1 

р k 
D’ (a) = D’ (3 =) =D (> =) = D(a). 

IIlyctb Tenepp D’ (a) =t ut, <t, <<... — nocenoBaTeAbHOCTh 
двоичных дробей, сходящаяся к ¢. Из предложений 83, д) 
и 83,0) и свойства 4 вытекает существование такой по- 
следовательности а < а. < ..., что 0’(а,)=&. Ввиду 
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предложения 83, г), 

О’ (У, a;) =limt, =f= D’ (a). 
4 

Следовательно, а— »а,. Кроме того, из показанного выше 
следует, что ШО’ (а;) =0)\(а;) для всех #. Поэтому, учитывая 
свойство 4.и предложение 83, г), будем иметь 

0’ (а) == ит = Шт ОУ (а) = Шт О (а) = р (У а,) = D(a). 
Теорема 19 может быть обобщена на произвольные непрерыв- 

ные геометрии. Правда, в этом случае в качестве размерности эле- 
мента 4 выступает уже не действительное число, а действительная 
функция Ра, определенная на некотором топологическом простран- 
стве Г. В качестве Т берется булево пространство (Биркгоф [1], 
гл. [Х, $5 2, 3), точнее: 

Теорема. Если С — непрерывная геометрия, то каждому 
элементу а из @ может быть поставлена в соответствие дей- 
ствительная функция Ес, определенная на топологическом про- 
странстве а. При этом: 

05 Ра<1 Р=0, Р, ==1; 
2) если а > 0, то Ев =Е 0; 
З)еслиа,..., ал — независимое множество, то Fy a, = > Pay? 

4) Fain + Fay = Fa + Fo: 
5) соотношения а- $, амф иа-38 имеют место одновре- 

менно с соотношениями О (а) > О (65), Р (а) = р (5) ир (а) < 2 (5) 
соответственно. 

Доказательство этой теоремы можно найти в книге Маеда 
(Maeda [7], стр. 112, теорема 1.4). 

Maena (Maeda [6]) обобщил эту теорему на полные | -cTpy- 
ктуры (дедекиндовость и наличие дополнений не предпола- 
гаются), в которых имеют место свойства: 1) а [а тогда и 
только тогда, когда а = 0; 2) если {а} — направленное вверх под- 4 
множество и 4; 1 6 для всех 8, то (У 48) 1$ и, кроме того, опре- 
делено отношение эквивалентности сэ, обладающее следующими 
свойствами: 1) если асо0, то а = 0; 2) если ас, +0. ив, | 6.. 
то существуют такие элементы а, и 42, что а=а, + а», а, | а», 
а сэв1, а. со 6; 3) если {а4, а Г} и {65., аЕ Г} — | -независимые 

множества и @,C0b, для всех «6 Г, то Ха, сэ У фа. В непре- 
рывной геометрии в качестве со можно взять перспективность. 

$ 7. СТРУКТУРНЫЙ ИЗОМОРФИЗМ МОДУЛЕЙ 
НАД РЕГУЛЯРНЫМ КОЛЬЦОМ 

26. Структурный изоморфизм модулей над регуляр- 
ным кольцом. В связи с теоремой 10 естественно возникает 
вопрос о связи между регулярными кольцами, координатизи- 
рующими одну иту же дедекиндову структуру с дополнениями. 
Теорема 2 показывает, что эти кольца не обязаны быть 
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изоморфными. В полной общности поставленный вопрос 
остается открытым. Однако приводимые ниже теоремы ре- 
шают его для непрерывных геометрий и дают существенное 
продвижение к окончательному решению. 

Если К — кольцо с единицей, то положим е, = (0, ..., 0, 
1, 0,..., 0) и Е, =ВЮе,. Если № — левый Ю-модуль, то 
обозначим через № (4) аннулятор элемента а Ж. Элемент 
aC Yt называется свободным, если М№(а)=0. Полули- 
нейным отображением левого Р-модуля № на левый 
С-модуль ЖЖ называется пара, состоящая из изоморфизма с 
кольца ЁР на кольцо С и изоморфизма с группы I на 

группу % !) таких, что (Ха)’ =^а° для любых AEF, aC M. 
Ясно, что отображение $ -> [5°; $5} является изоморфиз- 
мом структуры подмодулей модуля У на структуру пол- 
модулей модуля Ж, причем подмодули конечного происхож- 
дения переходят в подмодули конечного происхождения. Бу- 
дем говорить, что этот изоморфизм индуцируется полули- 
нейным отображением с. 

Предложение 84. Пусть 95% — левый унитарный 
Ю-модуль 3), $, Т, Ц, У, М — его подмодули, а, 6, СЕ. 
Тогда: 

а) если а— свободный элемент из IK u Вай ЮЬ=0, 
то а свободен при любом ЕЕ В; 

б) если Ка П ЮЬ = 0, то М (а) М (Вик (&а—в) ПВ =0— 
равносильные утверждения; 

в) ели Rat+S=M u Rb<S, To 

Rb =[R (a — 6)+ Ral NS; 
г) если система (Ra, Rb, Rc\ nezasucuma u N(a)CN (b), 

mo 
R (a— b—c) =[R(a— 6)+ Re] N[R (a— ¢)+ RO}; 

д) ecau Rat+S=M, Rb+Re<S, N(a)CN(c), mo 

R(b—c)=[R(a— b) + R(a—c)|nS: 

e)ecauRat+T=W,S=SQT+U, T+V=Wu U<V, 
mo 

S=SNT+[Pwra; 7 (YU)+TINV. 
  

1) Здесь различные по существу изоморфизмы (кольца Ё на С 
и группы M ua Jt) обозначены одной буквой. 

) К-модуль 9% называется унитарным, если К содержит еди- 
ницу Ти 1а=а для любого ае Х, 
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Доказательство. а) Если ^(а-Р 5) =0, то ha= 
—= — Ле Кап Юь =0, откуда ^ =0. 

6) Если № (а) = М (6) ихЕ КЮ (&—6) П ЮЬ, то х =^(а—5) = 
— 10. Отсюда Ха = (-Нь) Е Кап Кё =0. Следовательно, 
ЛЕМ (а) =М (5), т. е. ^Ь —=0, а значит, и Хх = (а — 5) =0. 
Если R(a—b)NRO=O0 и №а=0, то = —^(а— БЕ 
ЕР (а— ВПК =0. 

в) Пусть Г—=[А (а—5)- Ка]П$ и хЕТ. Тогда х = 
—= А (а— В) ваЕ5$. Отсюда (At+p)a€ Raji S=0, 7. e. 
х =— ЕЮ. Таким образом, Т< 6. Так как обратное 
включение очевидно, то все доказано. 

г) Пусть Г— правая часть доказываемого соотношения. 
Ясно, что Ю (а—6— с) < Т. Если хЕТ, то 

x =)(a— b)+ pe = (а — отб. 

(K—a=A+nb=+)c=0. 
Следовательно, Х — ЕЕ М (а)= М (65), а значит, yb = — d= 
== — >. Таким образом, 

x=(a—c)+ nb=t(a—c— b)ECR(a— bd— 0), 

T.e. TIC R(a—bd—C). 
д) Пусть Т— правая часть доказываемого соотношения. 

Тогда R(b—c)<T. Ecamn xE€T, to x =A(a—bd)+ 
-Нь(а—с) 6$. Отсюда (-Ньа Е ЮайП5$=0. Поэтому 
АНЬЕМ (а) =М (с), а значит, вс =—№с. Следовательно, 

x = — (b+ pe) =— h(b— c)ER(O— 0), 

T.e. T< R(6—C). 
e) Легко видеть, что Т является осью перспективы эле- 

ментов Ка и У. Поэтому из предложения 7 вытекает 

[Pra 7) (U) + TINV =U, 

чем и доказывается наше утверждение 1). 
Предложение 85. Если It — левый унитарный Ю-мо- 

дуль, $, Т— его подмодули, a€M u S +T=Ra-+T, 

то существует такой элемент (ЕТ, что $=Ю(а— №) 
и № (а)=М(). Если a—t'’€S для некоторого ГЕТ, 
то Г =. 

Отсюда 

  

1) Следует учесть, что предложение 7 справедливо в любой 
дедекиндовой структуре (см. стр. 14). 
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Доказательство. Tak как atCRacS-+T, то 
а=х--у, где хЕ5, УСТ. Но $5=Юа- ТГ. Поэтому х = 
— Ла —&, где ЕЮ, ЕТ. Отсюда 

(1—Ла=у—1ЕЮайПТ=0, 

т. е. а=аи х=ар-—&. Если $69, то, как и выше, 
$=ва--2г, где вСА, 2Е Г. Поэтому 

$— их =2 РГ ЫЕ$П Т=0, 

т, е. $5=в(а— 0) или $ =АЮ(а—®. Если а =0, то # = 
= — t(a— t)E SQ T=0. Ecau a—t’€S, To 

t—t’/ =(a—t’)—(a—tyE SNT=0, 

т.е. =. 

Предложение 86. Пусть Е и Ж — левые унитар- 
ные модули над кольцами Е и С соответственно, Я — под- 

структура структуры подмодулей модуля 5%, ® содержит 
модуль и все его подмодули конечного происхождения, 
последние обладают в ® дополнениями, 5—>5* — изомор- 
физм структуры %& на подструктуру структуры подмоду- 
лей модуля , eC M, (Fe)* = Ge’, N (г) = М (а), Еа П Ре = 0. 
Тогда существует единственный элемент а’ = (е, е’, а) Е Ж 
такой, что (Еа)* = Са’ и[Ё (е—- а)? = С (е’ — а’). При этом: 

а) № (г) = М (а’); 
6) если М (е) =М (а), то М (е”) =М (а); 
в) если множество {Fe, Fa, Fb\ ne3zasucumo, N(e)c 

ем (а)=М (5), 6’ = В (е, е’, В), 6" = В (а, а’, 6), mo b’ = 0"; 
г) если М (е) = М (а) иа’ = й (е, е’, а), то е’ = В (а, а’, е); 
д) если (Ее, Fa, Еф! — независимое множество и 

№ (е)= М (4) ПМ (5), то 

h(e, e’, a+b)=hee, e’, a)+ hee, e’, BD). 

Доказательство. Ввиду предложения 84, 6), 

Е (е — a) + Fa=Fe- Fa, 
а значит, 

[F (e — a)|* + (Fa)* = Ge’ | (Ра). 
Согласно предложению 85, [F (e— a)|*—G(e’— a’), rae 

a’E€(Fa)* u N(e’)cN(a’). Nycth Fe+S=M, причем 

Fa<S. Torna Це’ -Р 5* =Жи Са’ < (Fa)* < S*. Применяя 
предложение 84, в), будем иметь 

(Fa)*=([F (e— a) -+- Fe] n S)*=[G (e’—a’) + Ge'Jn S*=Ga’. 
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Справедливость свойства 6) сразу следует из предложё- 
ния 84, 6). Для доказательства единственности допустим, что 

Ga" = Ga’ = (Fa)* u G (e’ — a”) =G(e’ — a’). Torna a” € Ga’ 
ие’ — а” —=^ (е’ — а’), где ЛЕС. Отсюда 

(A — 1) e’ = ha’ — а”Е Це’ П Ва’ =(Реп Ра) =0. 

Значит, ^ —1ЕМ (г) =М (а), т. е. Aa’ =a’ wan а’ — а” = 
—^а’ — а” =0. Если выполнены условия утверждения в), 

Fe +S=M, Fa+ Fb <S, to 

Gb’ =(Fb)* = Gb", 

а из предложения 84, д) вытекает 

G (0' — a’) =1[9(е’ — 5) ЕС (е’ — a’) П 5" = 

=([F(e—b)4+- F(e—a)|N S)* =[F (6 — a)|* =G (0" — a’). 

Ввиду единственности й (а, а’, 6), из полученных соотноше- 
ний вытекает, что 6’ =р'. 

Справедливость утверждения г) сразу следует из соотно-- 
шений (Ре) = Це’ и [ЁР (а— е)|* = С (а’— г’), если принять 
во внимание единственность элемента, подчиненного этим 
условиям. Если, наконец, выполнены условия утвержде- 
ния д), то положим 4-6 = с, h(e, e’,a) =a’, h(e,e’,b) =D’, 
й(е, е’, с) = с’. Применяя предложение 84, г), получим 

G (e’ — (a +-b’)) =[G (e’—a’) + Gb‘) NIG (e’ — 6’) + Ga’| = 
= ([F (e—a)+ Fo] nF (e—6)+ Fal) = 
= [F (e—a— db) =G(e’—c’). 

Если Ре + 5 = и Ра Рё < $5, то, учитывая этот резуль- 
тат и предложение 84, в), будем иметь 

(а Е’) =[G (e’ — (a+ 8'))4+- Ge | NS = 

— ([Р(е — с) + Ре] П S)*=(Fe)* =Ge’. 

В силу единственности Й (е, е’, с); эти соотношения показы- 
вают, что с’ =а’ + 9’. | 

Теорема 20. Пусть Е и С — регулярные кольца, 
$-—5* — изоморфизм %(ЁР"”) на Я(0") (используются 
обозначения теоремы 4), п>3, Е; =0е’, В (1— в) = 
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= WN (e’)}), где =?=е, Н==е(е. Тогда в С" найдутся 

такие элементы е, ..., ©, что М (е,) = М (e’) ци 

Е. = Се, 1=1, 2,..., п, а также такое полулинейное 

отображение в Е-модуля Е" на Н-модуль У Не, что 

(Рх)* = (хз для каждого хЕЁР"?). 
Доказательство. Положим 

x°=h(e, e’, x), ecm x€E, i# 1. 

Bauny nmpeaqnowenua 84, 6), N(e,=N(e,) для всех {. 
Поэтому можно положить 

2 “2 

Если х= Ух, где х, СЕ, то положим 

x? = 9) x’. 

Ввиду свойства г) предложения 86, е’ —е’. Если положить 

e =e, i=1,..., М, ТО, согласно предложению 86, 6), 
/ 

N (21) = N (e’). (95) 

x°=h(e,, ез, x), ecm xEE,. 

Ясно также, что Е; = (е,. Если хЕЁЕ,, то из (95) и пред- 

ложения 86 следует 
N (e’)EN (x?) (96) 

и 
(Ех) = Ц хз. (97) 

а) Ecaou xCE, u jf #i, mo [F (e; — x)* =G(e,— x’). 

Если fj=1 uan i=l, /=2, то справедливость а) выте- 
кает из предложения 86. Если [=1‚, а />3, из свой- 
ства в) предложения 86 следует е, = (е,, е., е/) и х = 

—=й(е, г, х), что, в силу предложения 86, влечет спра- 

ведливость а). Если [, / =2 1, то, применяя свойство в) пред- 

ложения 86, опять получим х°=й(е,, г, х), откуда, как и 

выше, вытекает а). 
  

г) Если е' = (&, ..., бт), ГДе &Е С, то, ввиду теоремы | и пред- 
ложений 13, е) и 13, 6), для подходящего идемпотента ЕЕ С имеет 
место 

т т 1 

N(')=f) GG) = ( > ча) = (2G)! = G(1—e). 
i=] i=] 

2) Скорняков (1). 
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6) Если x€E,+-E;, то (Ех) = Цх“. 
Пусть х =у--2, где уУЕЁЕ, 2ЕЁБ,, Е -Ь, /. Учитывая 

свойства г) и д) предложения 86, получим h(e, ‚е,, х) = 

— у°-- 2°, откуда и следует 6). 
в) Отображение хх‘ является изоморфизмом 

группы Е" на группу Г—= | у; у, Е (е,, М (е’)=М (у,)|. 

Очевидно, достаточно установить, что x —> x? — изомор- 
физм Е; на Tf Ge; aaa BeaKoro i. Пусть х, yCE,, 

|, если i 1, 

j=| 2, если i=l, 

и АЕ Л. Тогда из свойства д) предложения 86 вытекает 

(ХУ А (ее, е,) = (е.е, x+y) th(e,, 5, €,) = 

ее ху) вере ее, г’, У) = 

=h(e,, г, е,) + х°- уг. 

Следовательно, (ху) = х°- у’. Если х°’==0, то, со- 
гласно а), [F (e,— x)]" = Ge, =(Fe,)’. Следовательно, 

F (e;— х) = Ре, т. е. е. — х==^е,. Отсюда 

х=(1—Л№е, ЕВ, ПЕ, =0. 
Пусть, наконец, УЕГПОе.. Если ^(е, — = ре’, то 

he = pe, + AVE (Е, ПВ,’ =0. Поэтому Ем (2) = Nee ег’) = 

= М (у), откуда ^(е,— у)=0. Следовательно, 

В (е,— у) Це, = бе, Ge’, 

Но тогда С (г, — у) = Т*, где Т— дополнение элемента Е; в 
Е Е,. Ввиду предложения 85, для некоторого хЕ Е; имеем 

фут) =9(—») 
Вторичное применение предложения 85 приводит к у = х°. 

r) Gei = Gee’. 

Ясно, что (ее, с Се’,. Ecau y€ Ge}, то у=\е,, где ЕСД. 

Но ^—=Ё 1, где Е (в, чЕО(1—®). Учитывая (95), по- 

лучим у=е, С Gee’. 

д) Если Е Е Се и = 1е,, то &=1. 

Действительно, ввиду (95), Е —тЕ СП М (е’) =0. 
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Ввиду г) ид), условие (Ae,)° = Met onpeneaseT OLHO3HAYHOe 

отображение Х-»>/\° кольца Г в кольцо (Де. 
е) Если аЕР" и X}EF, mo (hay = 34°. 
Очевидно, достаточно рассмотреть случай, когда аЕЁ.. 

Если {== 1, то, ввиду а) и 6), 

Азер — (ha)? = [A (е, — a)|°EG [A (е, — а)|° = 

= 1% (2, — а)|*< [FP (2, — а) =G (21 — a’). 

Отсюда 

Азет — (а)? — pet — par, 

где +. Следовательно, 

(\° — в) 1 = (а) — ва? (Е, П Е; =0. 

Но из (95) и (96) вытекает, что А — в ЕМ (е’)=М (а°). По- 
этому (Ха) = ва‘ = А‘а°. Если же 1 =1, то можно провести 
то же рассуждение, исходя из соотношения 

Ave5 — (Aa)? € G (e5 — a’). 

ж) Отображение \№-—№ является изоморфизмом 
кольца Е на кольцо Н. 

Действительно, по определению, для любого ЛЕР имеем 
Ave’ = (Ae,)°. Поэтому из в) вытекает (1 — =) зе’ =0. По- 
скольку №Е ($, то 

(1 — =) Е М (2’) П Ge =G(1 —2)N Ge=0,. 

т. е. №6 (= =Н. Если, далее, ^, вЕР, то, используя в) 
и е), получим 

(А - ве’ = 0-Е ве = (\е -Е ве) == 2е' -- рае’ — (8-е) €” 
и 

(Ap)ee” = (Awe)? = Ao (we)? == epee’, 
Отсюда, ввиду д), следует, что (A+ p)? =)9°-+- pp? ut (Ap)? = 
‚—)э°. Если ЕСН, то &е’ ЕТ. Согласно в), be’ =x", где 
хЕР". Ввидув), (97) ие), отсюда следует, что &е' == (^е) ==)9е’. 
Применяя д), приходим к Ё=). При этом, если &=0, 
‘то ле —=0, т. е. A=O. 

3) Для всякого ЛЕ Це найдется такой элемент вЕН, 
umo Gh =Gu. | 

Так как 5* = ОСАе’ < Це’ =(ЁРе)*, то $ < Ре. Ввиду тео- 

ремы 1, 5 — > Fee = Foe. Bauny x), p =6°C A. Соглас- 
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но (97) и e), Ghe’=S*—G (be)? =Gpe’. TO, BBHAY д), 
naeT GA= Gu. 

и) (Ех) = Ц х°. 
п 

Пусть x= Dee). Число отличных от нуля коэффициен- 
1 

тов &,..., & назовем длиной элемента х. Если длина х 
равна | или 2, то и) вытекает из (97) и 6). Допустим, 
что и) доказано для элементов длиною меньше А и 

x= 2 Xj,» The 1, ..., #&; все различны, а х; ЕЁ, Положим 

bol 
T= a E,,. Torma T= У Ej. Покажем, что 

(Fx ry" —@ хз п Г*. (98) 

В самом деле, если УЕЁРхПТ, то у=ёЁх, где EX ip = 0. 

Ввиду е), у’ —=Ех’, где Xi, = (Ex,,)" = 0. Поэтому, вос- 

пользовавшись индуктивным предположением, будем иметь 

(Ру) = у Е Ох п Т*. 

Поскольку РхПТ имеет конечное происхождение, отсюда 
следует, что 

(Fx T)* < Gxef T*. 

Ilyctb tTenepp yE€ Gx 7*. Torna y=Ax’, где ^х1, = 0. 

Ввиду В), Next, = [he +A (1 — e)| xj, —=)x? ip 0: Согласно 3), 

имеет место he =p H p= ye, rae we HH, v,y~EG. H3 x) 
вытекает, что = для некоторого ЕР. В силу е), 

(Ех; — 1, — qhexi, — 0. 

Следовательно, &х Е Рх ПТ. Применяя в), е) и индуктивное 
предположение, будем иметь 

Gy = Gix? = Ghext < Guxe = G (Ex)? = (FEx)* < (Fx T)’. 

Это доказывает включение С хз ГП Т*< (Ех ПТ), а значит, 
| k 

и (98). Пусть тепер W=» E, Px T+U=Fx, 
1 

Tiv=w и О<У (такое У существует, ибо ИПТ= 
—= ОП (ЕхП Т) =0). Тогда 

(FxQT)*+U*=(Fx), Ttt+V*=Wt и ХУ". 
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Ввиду (98) и предложения 84, е), 

= Gx" f} P+ [Preset (ГПУ С хз. 

Теорема 20 является непосредственным следствием в), 
ж), е) ии). 

Теорема 21. Если Е и G— — регулярные кольца, ® (Е) 
обладает однородным базисом ранга п>3 и 8 — изомор- 
физм L(F) на %(0), то существует один и только 
один изоморфизм с кольца Е на кольцо. С такой, что 
(Ра) = Ца 1). ®(Р) — структура главных левых идеалов 
кольца РГ. 

Лемма. Если Ю=,, ..., Юе, — однородный базис струк- 
туры % (В), где Ю — некоторое регулярное кольцо, Е; = в,, 

е;=; —= О при Е ==], &-- ... в, ==1, то существует такой 
из2мэрфизм «-—>а’ кольца ЮВ на кольцо (=Юз1)„, что 

Е1 0 eee 0 

>| 00 0 

0 0 0 

Доказательство. Так как А= — Аз, то предло- 
жение 13, ж) позволяет найти такие a,€e,Re, u B,C eRe, 
i+ 1, 4To 

R(ej—%) =R(e;—B), = 48, we = 8,2. 
Последние два соотношения OCTaIOTCA  справедливыми 
и для $ =1, если положить а, =В, —=,. Если СА, то по- 
ложим &, =04;:8, и покажем, что отображение & > (5) яв- 
ляется и зоморфизмом Ю на (= Аз). 

В самом деле, ясно, что & - 1-> (&,;) | (1;). 

Если $ = и хХ— элемент матрицы (&,,) (1;,), стоящий 
в 7-Й строке и /-м столбце, то 

i= > J x a5B,0,78; = x aj£e,78; = a,578; = or 

Если (5;,) =0, то 

$ — 2 ве) = > Вива; = 2 Ву; = 9. 
  

!) Neumann [6]. Cm. takxe Jonsson [2]. 
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Если, далее, (;,) С (&Ке!)„, то ` 

(> Babes) =2 0B 45 51% 8, = о ВЕ а,В, — 11181 — +, 

т. е. 

> BE 41%, —> (Eyy)- 

Наконец, 

е, если [=] =—1, 

Edy = HEP = AEP) =) противном случае, 

т. е. образ =, совпадает с требуемым. 
Приступая к доказательству теоремы, условимся сим- 

BOOM а: А—>В заменять слова: «а — изоморфизм А на В». 
Если о: А-»>В, где А— кольцо, то изоморфизм %(А) 
на ®(В), который индуцирует о, будем обозначать той же 
буквой. Пусть, далее, Ре, ..., Ее, — однородный базис 

структуры &(F) u (Fe)®=Gs,, i=1,..., nm. Ввиду пред- 
ложения 13, а) и леммы, можно считать €, и 6, идемпотен- 
тами, а также найти изоморфизм 

X: F>€,Fe,), 

x: G—+>(,G8),, 

обладающие указанными в лемме свойствами. Пусть, наконец, 

ф: L[(e,Fe,),] > [(:Ре)" 

$":  L[(6,F8,),] > 2 [(6,F8,)"] — 

изоморфизмы, указанные в предложении 14. Тогда 

O=yp ly ‘00°: L [(e,Fe,)"] > 2[(8,G3,)"]. 

Элемент [(e,Fe,) e,]” определяется цепочкой 

e 0... 0 

(¢,Fe,)e, — (€,Fe,), 0 .0...0 — Fe, > 

0 0...0 
& 0... 0 

—> Gd, > (6,G8,), 0.0... 0 —> (6,G6,) e. 

0 0... 0 
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Так как е, — свободный элемент модуля (5,(6,)”, то, согласно 
теореме 20, Ф индуцируется полулинейным отображением в. 

Пусть А: (Ра), —> (6,081),, индуцируемый изоморфиз- 
MOM ®: Ре ->6,06,. Положим 

б — yAy*?: Е > 0. 

Если МЕУ[(=Е=/)”|], то Мф '`— множество матриц, стро- 

ками которых служат строки, принадлежащие М, а My "A — 
множество матриц, строками которых служат строки из М®. 

Поэтому Мф 'Дф’ —= М®, т.е. Ф= $ фу, откуда А —= Фу" 1. 
Отсюда 

a= yA | = ypdyr yx? | = 9, 
что и требовалось. 

Единственность искомого изоморфизма сразу следует из 
следующего утверждения: 

Если < — автоморфизм кольца Е и Рог = Ра для всех 
аеЕР, то «= а" для всех «ЕР. 

Для доказательства вспомним, что ® (РГ) допускает одно- 
родный базис {ЁРз,,..., Ре,!, где п» 3. Ввиду предложе- 
ния 13, а), можно считать, что =; =е,, ee, = 0 при Е =, 
п 

ey = 1. Дальнейшие рассмотрения расчленим на несколько 
1 
утверждений. 

а) Если а? =оа, то а= д“. 
Так как (5)? ==“, Ра=Рм и Е(1— а) =Е(1 — 0%), 

то а) вытекает из единственности системы идемпотентов, ука- 
занных в предложении 13, а). 

6) Ecau a€eFe,, 20e i# J, то а = ам. 

Ввиду а), ГР (в; — а") =Р (, —а) wu at€e,Fe, Но тогда 
6) вытекает из предложения 13, д): 

в) Если аС ==, то а = а". 
Выберем /-=1. Согласно предложению 13, ж), найдутся 

такие $ Се;Ге, и 16 е,Ре;, что в, ==81. Так как af€e,Fe, u 

n€ejFe,, To, учитывая 6), будем иметь 

at = (ae,)" — (ат) — (at) n= от —= a6, = 4, 

г) а = а*., 
Ввиду б)‘'и в), 

at e.ae.)°—= У еде, = а. 2 i) > Г] 
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Теорема 22. Если: Е и Ц — регулярные кольца, при- 
чем п> 3, а “(Е”) — непрерывная геометрия, то всякий 
изоморфизм $ —> 5* структуры ® (Е") на структуру % (Ц”") 
индуцируется полулинейным отображением !'). 

Доказательство. Ввиду предложения 81, (Ре/)" — Це, - 
Если ТГ— ось соответствующей перспективы, то, согласно 
предложению 85, (Ре, )*=( (е. —#), где Е Т.Если § (e,—t) = 0, 
To fe, = Це, ПТ==0. Отсюда М (е, — #) =0, и теорема 22 
вытекает из теоремы 20. 

Теорема 23. Ilycms F u G— регулярные кольца, 
*(Р”) — непрерывная геометрия, 0 — изоморфизм %(ЁЕ") 
на 8(Е”), 3<т«< п. Тогда найдутся такие кольца Н 
и К, что Н; изоморфно Р, К, изоморфно С и 0 индуци- 
руется полулинейным отображением Н*" на К"\. 

Для доказательства условимся обозначать через Аа сумму 
независимой системы, состоящей из А элементов, перспектив- 
ных аЕ%(Ё”"). Из теоремы 17 и предложения 72, `‘д) выте- 
кает, что все такие суммы перспективны между собой. 

Лемма. Еслита = пб = | ит < 1, то найдется такой 

элемент аЕЯ(Е"), что $4 -а и 4-6 для подходящих 
натуральных чисел $ и ft. 

Д оказательство. Пусть 4=а, d,=b, m,=n. 
Ввиду предложения 81, а—6. Допустим, что построены эле- 
менты d,&d,&...&d, mw найдены числа 41, ..., 9,1 И 
т >т>... >т,_1 такие, что 

4,1 — Ody + des (99) 
и 

ть Ay 4) —~ т, Чу. (100) 

Если.4,-20; то теорема 17 и предложение 80 позволяют 
найти в Г, ‚ конечную максимальную независимую систему 

элементов, перспективных &,. Если`эта система состоит из 4, 

элементов, то @,_, = q,d,-+-d,,;, где 4,.,, не содержит эле- 
ментов, перспективных 4,. Ввиду теоремы 17, предложений 4 
и 72, д) и соотношения (100), 

Mm, of, — m,_,d,_, — т,_19,, + m,_,d,.). 

Применяя предложение 72, г), получим т,Аа, — т,_14,.1, где 
т, —=тТ,о—тТ,_14,;. Если т, 2т,_|, то из. предложений 7 
и 81 следует, что 4,234,,, вопреки выбору @,.;. Таким 
  

1) Скорняков [1]. ! 
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образом, т, < т,_у, а значит, 4, —@,.,. Так как последова- 
тельность т, т.о, ... строго убывает, то для некоторого и 
имеет место 4,., =0. Отсюда, ввиду (99), d,_, ~q,d,. Ewe 
раз применяя (99), предложения 4 и 72, д) и теорему 17, 
будем иметь 

Dy — Чи, + yg — 9,194, Е а, — (4,19, + 1) 4,. 

Продолжая этот процесс, убедимся, что 4 =@, удовлетворяет 
заключению леммы. 

Возвращаясь к доказательству теоремы, заметим, что 

т (Ре) =1 =п (Ge,)’ '. Ввиду леммы, для подходящего 

ас®(Е”) имеет место Ре, — $4 и Ge, ~ td’. Применяя тео- 
рему 17 и предложения 4, 7, 72, д) и 59, д), получаем smd = 1 

и 14' —=1. Таким образом, как ®(Р”), так и %(0”") допу- 
скают однородный базис ранга sm —={т. Ввиду теоремы 10, 
можно считать, что ®(Р”) =®(Н°"), а %(0") =®(К"") для 
подходящих регулярных колец НД и К. Применение теоремы 22 
показывает, что 6 индуцируется полулинейным отображе- 
нием Н” на К”. Ввиду теоремы 2, имеем цепочку изморф- 
ных отображений: 

8 (Е”) > 2( Hm) _, 2((H,),,) > 2 (H). 

Но тогда из теоремы 22 вытекает изоморфизм колец Р иН.. 
Изоморфизм колец С и К, проверяется аналогично. 

$ 8. +- РЕГУЛЯРНЫЕ КОЛЬЦА 

27. Проекции. Регулярное кольцо Ю называется *-регу- 
лярным, если существует инволюционный антиавтоморфизм 
a—>a* этого кольца на себя такой, что аа” —=0 возможно 
лишь при а = 0. Элемент «Е Ю, для которого a =a", назы- 
вается саомосопряженным. Самосопряженный идемпотент носит 
название проекции. Идемпотенты в и 6 называются эквива- 
лентными (в обозначениях в сэ 5), если существуют такие эле- 
менты {@=АЮб и ЧЕбЮе, что Ёц==е, а 1 =. 

Предложение 87. а) Соотношение эквивалентности 
рефлексивно, симметрично и транзитивно; 

6) если аа =а, то а со; 

в) если 2? ==е, 02 =, Юз —= Аб, mo eos); 
г) если eco0, то ве=0. 
Доказательство. Симметричность эквивалентности 

очевидна. Чтобы проверить справедливость соотношения сэ в, 
достаточно взять в качестве Ё и т элемент в. Если всэд 
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И бсо с, то справедливы соотношения 

Е == еа0, = 0Ве, ве = 1, 6 ==1, $ ==614, Х ==078, 

5—6), <=>. 
Отсюда е — вв = 187 ==Е81 = (8) (т) 
И 

в = $6 = x Of = (x70) (En). 

Tak Kak == e(ady)o€eRo, a yn =a (0B)eEoRe, TO соб. 
Для доказательства утверждения 6) достаточно сопоставить 
соотношения &ё — а (56а), Fa — (Eak) a, 

а — оба — або, © (ай) Ю (55) и at = ЕЕ (Ea) R (a6). 

Справедливость утверждения в) вытекает из соотношений: 
e= 6, д — 06, в = 16 С Аб, 6 —=01еС 6Юе. Справедливость г)— 
ИЗ в = 1 = 01 =0. 

Предложение 88. Левый [правый] идеал Ва [аК] 
порождается однозначно определенной проекцией Ша [Па]. 

Доказательство проведем для левого идеала. 
Если &6 (aa*R)' 1), To (Ea) (Ea)* = taa*s* = 0, oTKyna fa = 0. 

Ecan 1€ aR, To &y = tay’ =0,T. e. §€ (aR). Takum o6pas3om, 
(aa*R)' c(aR)'. Применяя теорему 1, найдем такой идемпо- 
тент 8, что аа*Ю —=5Ю. Тогда 1 —5Е (аа*Ю)! = (аЮ)!. Отсюда 
(1—5) а —=0, т. е. «а=вас6К, а значит, я = аа*В для неко- 
toporo BER. Положим ==а*В. Тогда 

=* — 6*а — В*аа*В — (a*B)* a*B — e*e, 

откуда 
Е — =** — (e*e)* = e*e = * 

И 52 — * == —=е. Так как a—ae, TO RacRe. Tockonrpky 
e == e* = (a"8)*— B*a, то Юес Аа. Таким образом, Ка = Ка. 
Если для некоторой проекции с имеет место Юс = Ве, то 
6 — 0* — (6=)* — вв ==6. 

Проекции Па и Па, указанные в предложении 88, назо- 
вем левой и правой проекциями элемента а. Вместо того, 
чтобы говорить о структуре главных идеалов *-регулярного 
кольца Ю, можно говорить о структуре его проекций. Если е 
и об — проекции *ж-регулярного кольца Ю, то условимся обо- 
значать через =(]6 и =Пб проекции, определяющие идеалы 
Ю=-- Юб и Ю=ПЮб соответственно. Тогда = < 6 означает, что 
Rec Rb. 
  

1) Если Ма А, то М! = {& &&=0 aan scex a€'M}, a M= 
= {8; аё =0 для всех а М}. 
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Предложение 89. Если а— элемент *-регулярного 
кольца R, mo: 

a) i aaa: Ty = =a; 
6) а = (1 — Па); 
в) а’ = (1 Che R; 
г) Па сэ Ша; 
д) если а? = а, то а со Ца; 
е) есливи 6 — проекции, то Юе <: Юб равносильно ЮВ = 5Ю; 
ж) отображение =—> | —: является антиавтоморфиз- 

мом структуры проекций). 
3) если = — проекция, а? —=а и Кас Кв, то П,(= — ва) = 

—=8— Пу. 

Доказательство. Справедливость свойства а) очевидна. 
Свойства 6) и в) вытекают из предложения 13, 6). 
Пусть, далее, Па —= о& и Па = ча. Учитывая а), получим 

Пра, —= а (тай) и Па = (по) а. Поскольку 

а — оба, — Па - аёа . IIa € Па -R. Пра 

Пай — (1) & (а) = Ша. &. На@ Ца. ВЮ. Па, 

то Па сэ Пу. 
Справедливость д) вытекает из предложения 87, в). 
Если Юз < А5, то =ё — в. Отсюда в == =* — бе С 6Ю. Если же 

ге с6Ю, то =—=8е. Поэтому = = =* = 66 Аб, т. е. Rec Rb. 
Справедливость ж) сразу следует из 6), в), е) и предло- 

жения 13,е). 
Для доказательства з) положим 5 = Пу. Ввиду е), 8 = 25. 

Поэтому = — 8 — проекция. Кроме того, учитывая а), получим 

(= — ва) (= — 6) =в— ва — 6 -{- ва — 0 

(e — 6) (e — ea) =e — 6 — ea + bf = — ева. 

Следовательно, (= —8) Ю = (= — га) Ю. Ввиду предложения 88, 
‘в —8=П, (в — ea). 

Предложение 90. Пусть е и 6 — проекции *-регу- 
лярного кольца Ю. Тогда: . 

а) если её —=0, то 8 = 0, =] = 6 и ЕП 6 =0; 
6) если 5, то 1 =>2.1— 8; 

в) К -- 5 = (&05) К, К ПЗК = (ЕП 8) К; 
г) = < 6 равносильно еЕ6Юб; 
  

1) Этим показано, что структура проекций является структурой 
с ортодополнениями (см. Биркгоф [1], стр. 178). 
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д) =—=Пбсэё 6 — 5; 
е) если Юве и Юб перспективны, то всэ8; 
ж) еЮе — *-регулярное подкольцо кольца КЮ. 
Д оказательство. а) Действительно, (де) = «ds = 0, 

откуда де = 0. Отсюда (= +-8)* =e +6 = (e+ 8), 7. ce. e + 8— 
проекция. Ясно, что R(e+8)cCRe+ Rb. Если & = Ае- вб, 
TOE—£(e+8)ER (e+ 9). Следовательно, АЮ= -- Юб=А (ед). 

Таким образом, 

eUS=e+6. 

Если € Ref Ro, to Е= =. Отсюда & == == де =0, 
т. е. 16 =0. 

6) Вытекает из предложения 89, ж). 
в) Вытекает из предложения 89, е). 
г) Легко вывести из предложения 89,е). 
д) Пусть < =П= (1 — 5). Ввиду 

(=-=—=118) (1—0) =(=— =П д) (1—9) = 

—е — &Пб — =б | =П6 —==(1 — 9), 

имеем (=—=П 05) Ю5=(1 —05) Ю или, учитывая предложе- 
Hue 89,e), | 

е— Пб > т. (101) 

Так как <Ю =в(1 —8) Асе:Ю, то из г) и предложения 89, е) 
вытекает, что вт = те =. Отсюда 

в— *=(1—0) еб — те = 

= te (1 — 6)-+ 06 — te = — te + 06 € RO. 

Следовательно, = — *Е Ю=П АВ, а значит, = < *Ц (&Пд). Таким 
образом, 

е —= < () (Е Пд). (402) 

Kpome oro, (¢ (18) t=(e (8) e (1 —8) @—= 0 u (e—e 118) (€ 3) —=0. 
Применяя а), nonmyynm (€ 118) Nt=—(e—eNd N(ens—O u 
в = (= —=П 0) U (ef) 5). Orciona, BBuay (101), (102) u H3, mpu- 
ходим к 

=—П6 =< = ПЦ, (1—9). (103) 

Далее, из 'соотношения' 

(608—608 —8 8-5 еее (1—0) 

вытекает, что Re(1—8) ER (EUS —9), т. е. что 

Пе (1—8) <=18—8. (104) 
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Ho 

he +- pd = he (1 — 8) + (ph +-Ak) 8. 

Следовательно, 

Re-+ RbcRe(1 —6)4+ Ro. 

Поскольку обратное включение OU4eBHAHO, TO L,e(1 —4)U 
1 0== 1 5. Так как (= 08—65) 8—0 и Пе(1—5)8= (1—8) 8—0, 
то, применяя а), (104) и НЗ, придем к Пе (1—5) ==16— 5. 
Сопоставляя этот результат с (103) и учитывая предложение 
89, г), получим требуемое соотношение. 

е) Пусть проекция в является общим дополнением проек- 
ций си 6. Тогда, применяя д) и предложение 87, а), получаем 

ве —==— ПссоЕ ] в— в =1 — в ==8 |] в — сэ — 8 Пс==8. 

ж) Если “Е АЕ, ТО а = —га. Найдем ЕЁ Ю такой, что 
або — а.`Отсюда авео, —= бя —= а, что и доказывает регуляр- 
ность кольца зЮе. Так как а“ = (ва=)* = ва*в @ =Юе, то все 
доказано. 

Предложение 91. Если a— элемент ж-регулярного 
кольца Ю, е—= Ца, 6 =Па, то существует единственный 
элемент ЧЕК, удовлетворяющий соотношениям 16=1 
и Па — Е. 

Доказательство. Пусть в =. Если =, то 
18 — #02 — 8 = и та = а = =е. Цопустив, что (8 =, 
(х—=, будем иметь (1 — С) а =0. Отсюда 

q4—S=(n—9 8 = (V-Day =0, 
т. е. H=6. 

Элемент, существование и единственность которого дока- 
заны в предложении 91, назовем относительно обратным 
каи будем обозначать через О (а). 

Предложение 92. Если ВЮ *-регулярное кольцо, то: 
а) «О (а) = Па; 
6) По = ШО (а); 
в) Ша = П.О (а); 
г) если 5 — такое подкольцо кольца Ю, что изаЕ 5 

вытекает О (а) 65, то $ регулярно; 
д) если ве — проекция и а =а, то е0 (а) = О (а)в; 
е) О(О (а) ) = о. 
Доказательство. Если Па =, то, учитывая опре- 

деление О(х) и предложение 89, а), будем иметь 

а. О(а) =а.О(<). Па=а.О(а) - & =а.- Па. = = Ца. 
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Отсюда Ю.О(“) =Ю.Па, а значит, По —= ШО (а). Из 
тех же соображений 

ja - O(a) = O(a)a- O(a) = O(a) - Па =О(а), 

uro mpuBoguT K Ila-R=O(a)R, T. e. K 

IIa = 1,0 (a). 

Справедливость г) следует из соотношения a@- O(a)a = 
—=&. Па ==а и условия О(&)Е5 для всякого «Е 5. Для 
доказательства свойства д) обозначим через 5 подкольцо 
элементов, коммутирующих с е. Учитывая, что гЮе (1 — =) Ж 

ЖЮ(1— =) =0, можно записать еЮ= | (1 — =) Ю (1 — =)<5. 
Обратное включение имеет место, так как 

В — eBe — 6 — Be — 8 (1 — ec) =(1 —=)В (1 —е) 

справедливо aia Bcex BES. Takum o6pas3om, 

S=eRe+(1—e)R(1— 8). 

Ввиду предложения 90, ж), каждое слагаемое +-регулярно, 
а значит, *-регулярно и все кольцо 5. Поэтому Па, 
По $. Применяя предложение 91 к кольцу $ и учитывая 
единственность О (а), будем иметь О (х) Е 5. 

Справедливость свойства е) вытекает из соотношений 

а. П.О (а) =а.- Ца = а 

а. О (а) = Па = ЩО (а), 

получающихся в результате применения а), б), в) и предло- 
жения 89, а). 

Будем говорить, что *-регулярное кольцо полно, если полна 
структура его проекций. Условимся значком LUBe, заменять 
слова: «точная верхняя граница множества проекций {=„|». 

Предложение 93. Если Ю — полное *-регулярное 
кольцо, то: 

а) если в —=ГОВе, и в.а —=0 для всех |, то ва =0; 
6) если == ОВе. и ae, = ea для всех |, MO ae — ва; 
в) если иножество проекций МаеВ и $5=— {&; в = tg 

для всех cE M}, то $ — полное +-регулярное подкольцо 
кольца КЮ. 
доказательство. а) Имеем =.П poe = =. 08 = 0, откуда 

— Но для всех 1. Поэтому е<1— Па. Отсюда 
sls о а значит, га —= (Па) д = 0. 
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0) Так как е2е,, то её =. Отеюда в =e=(, e) = = 
— ==. Из этих равенств следует, что 

1 

é, (4 — ae) = ea — eae —e,0 — ме. = 0, 

€, (% — ea)” = [(a — ea) e,]" = (ae, — e€,a)" = (ae, — ¢,a)" = 0. 

Применяя а), приходим к 

[(a — ea) e]* = e (a — ea)* = 0 =e (a — ae), 

откуда 6a = eae — ae, 
в) Из предложений 92, д) и 92,г) вытекает, что $ ре- 

гулярно. Если Е5, то с — a= (fo — ot)*=0 для всех 
‹ЕМ. Следовательно, $ *-регулярно. Полнота кольца $ 
вытекает из 6). 

Скажем, что проекции е и & ортогональны (в обозначе- 
ниях = | 0), если =6 =0. Из предложения 90, а) вытекает, что 
отношение ортогональности симметрично. Систему проекций 
(е;} назовем ортогональной, если в; | =, при любых В ++ 1. 

Предложение 94. Если (<\} — ортогональная си- 
стема центральных проекций *-регулярного кольца ВЮ, 

ВЕ А», в =0, mo найдется такой элемент ВЕ В, что 
Вх, =В, для всех ^. 

Лемма 1. Если ВЕК, == В, 6 = ПВ, 1=0 (8), в = 
=II,(e+ 7), mo 6 < вс. 

— Доказательство. Пусть ==. Так как в < т, то 
(+) *==--1. Отсюда, поскольку =х==е, вытекает, что 
“=, т. е. Пу <.т. Но, согласно предложению 92, 6), . 
Пу] =, а значит, 6 < т. 

Лемма 2. Если ВЕРЮ, В? —=0 и в обозначениях леммы 1 
имеет место 8= yo для некоторых ЕЧЕЮ, то 
— — fe, | 

Действительно, = © ЮВВЮ =0. Отсюда, учитывая предло- 
жения 92,6), 92,в) и 90,а), получаем 126 ЮёеЮ =0. Для 
некоторого $ Е К имеем 

5—1» (2-1). (105) 

Умножая справа. на 1 и применяя предложения 92, в), 89, а), 
приходим к 

Fey + yrey = by = be7 = 0. (106) 

После умножения (105) справа на 6 и применения предло- 
жений 92,6), 92,в), 89, а), а также соотношения (106) 
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получаем | | 

Ввиду предложений 92,6), 92, в) и 92,е), отсюда и из 
(— 2) е = — следует, что — = О (1) =86. 

Лемма 3. Если (*)|] — ортогональная система 
центральных проекций, 8 <з, ГОВё, =6, то 98,6 =8, = 
—=^)6 для каждого. Х. 

Доказательство. Пусть 6’ =10В8,. Если № ==», то 
por 

6,6. Е Ю*,ЮКх =0. Отсюда, ввиду предложений 90, а) и 93, а), 
вытекает, что 69,6’ —0 и 

0 — 0" И 0) — = 0’ +. 6). 

Поэтому 6,6 —=0--5,, а применение предложения 93, а) при- 
ВОДИТ К 

<) 6 — 7,6’LUBrt,, -+- TO = 0 + 0). 

№ А 

Начиная доказательство предложения, положим в) = НВ), 

6, = — ПВ, 1^ = О (В), в = Г (+1), €=LUBe,, 6 = LUBS,, 
¢==LUBo,. Bauny jaemmpr 1, 6, <e,Us,. Mostomy 6< eUsa, 
откуда 

6—fe+ yo (107) 

для некоторых & ТЕР. Ясно, что &, 6,<t%. Согласно 
предложению_ 92, 6), Ry,=Rb,. Отсюда В (&®--1)) < Въ, 
а значит, с) <”). Поэтому, умножая (107) на т) и применяя 
лемму 3, будем иметь 6, — &е — 1). Отсюда, ввиду леммы 2, 
следует, что В —= — ,. Положив В = — и применяя 
лемму 3, получаем, что Вх) — — в) —= — & =В.. 

Предложение 95. Если в|, в, ...-— бесконечная 
ортогональная система проекций полного *-регулярного 
кольца ЮВ, ГОВЕ, = в, а,Се.,_Ю.,, то найдется такой 
элемент &С:Ве, что | 

а,, если [28 —1, 1] =, 
Ее; — . 

О в остальных случаях. 

Доказательство. Положим т, = .,_ -- в. Из пред- 
ложений 90, а) и 90,г) вытекает, что t,€ eRe. Kpome toro, 
предложения 90, ж) и 90,F) показывают, что =Ю= — полное 

*-регулярное кольцо. Отсюда, ввиду предложения 93, в), 
следует, что 5 —= {Е ЕЕ еКе, Ё, =1,Ё для всех А} является 
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полным *-регулярным кольцом. Так как &, —=&,_1@,8о», TO 
2 

Oh = Foy — 1% pSonon—1% 4% == 0, 

Opt; = Op (€g;-1 821) = | 
а,, если Е =, 

0, если kR+i, 

а,, если Е =, 
TO, = (Sop + €o) Ae = 0, ecan k#i 

@, EC &,_,Re,CeRe. Последние соотношения показывают, 
что а, С 5. Поскольку {“,} является системой центральных 
проекций кольца 5, а при 15] имеет место тук, = 
= (31 621) (е;_, -- в,) =0, то предложение 94 позволяет 
найти такой элемент а $5, что ал, =, для всех А. Если 

ЕЕ; — Е; ТьЕ; = 0,6; — 2120. —1Ярборе;, 

откуда и следует наше утверждение. 
Предложение 96. Если в, в,... — бесконечная 

ортогональная система проекций полного «-регулярного 
кольца К, LUBe;=—1, 2 _,CO&,, a,€e,Re,, mo найдется 
такой элемент аЕВ, что 

ce -— 

| если i=yJ, 

J 0, если ix fj. 

Доказательство. Пусть & и 1, — элементы, служа- 
жащие для установления эквивалентности элементов Eop_, 

H Eng, T. ©. 621 = Fee» Con = Тиби, бь © е2ь_ Кель, Ть © вез 1. 
Так как ар, С еек И аьть 6 е„Ке,_а, ТО, применив 
предложение 95, найдем такие элементы >», в, Ё и 1, что 

ор —1А6оь = бок 1%» Ворон 1 == кт, 

Во 16628 = Se» Sa NE2—1 = Ne» 
для всех других значений i u /] имеет место 

ЕЕ, = epee; = ЕЕ, == е;\1е, = 0. 

Покажем, что а =Ач- в и является искомым элементом. 

Так как 6,A"€), = (€),he,)" = 0 для всех / и ГОВе, =1, 
из предложения 93, а) следует, что во„^ = ()№*=.„)* = 0. 

Кроме того, 

, . 0, если / = 2—1, 

ву [№ Ер — Вор 1 вк] == 1,90, — Пьбо, = 0, если /=2— 1. 
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Снова применяя предложение 93, а), получаем, 4TO &,t4— 
— €o,UEo,_) == 0. Аналогично проверяется, что в,_Е— 
— 24158043 —=0. Следовательно, 

— — > — — 

во == в.в А + Cope = вор ь 15 = Egg b-Enp— 15€0n = 

= Oop Neon = @оьбо, 
откуда 

0, если j + 2k, 

RO] | бов == 40, если ] ==24. 

Рассуждая, как и выше, можно получить 

Con — 114 = ри —1^ — 60% 1А60ь = ви — Вор Теь_1 = 0. 

Поэтому 

Bop — 1% = Eng — AN + Eng — 15 = вор 1 Ао Зорь 1 == 18а == 

— Gop 1€oR-1) 
откуда 

0, если Jf == 2—1, 

“R-II |e = а если / =28— 1 28-18281 — %2~-1) = 

28. Конечность. Пусть в,, в, ... — бесконечная после- 
довательность эквивалентных попарно ортогональных про- 
екций *-регулярного кольца Ю, причем LUBe,—1. Обо- 
значим через =} и в; элементы, служащие для установления 
эквивалентности проекций в, и =,, причем =, С = Ав;, €;,€ Rey. 
Положим 

ецё, если {== J; 

| =, если {= 7. 
Тогда 

0, если fj, 

ил — | е), если /=А. (108) 
Действительно, 

ид — Вибе лЕц — 8181811 — ие — 8и. 

Если же | -Е А, то 

CFE oi ee jee eR Es 0. 
Пусть 

р = (6 в =, для всех 1, ]}. 
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Предложение 97. В поляом *-регулярном кольце 
цмеет место: 

а) если ЕЕ и в; =0 для какого-либо в, то Ё==0; 
6) отображение Ё—*&; является изоморфизмом О на 

=, ЮЕр; | 
B) &Re, = Dey, npurem каждый элемент из в,Ве, пред- 

ставляется в форме 5}, где ЕСО, единственным образом. 
Доказательство. а) Применяя (108), будем иметь 

Ens = Ep jE jy = Fpi® js jp — 0 Ona Bcex Rk. Но тогда из предло- 

жения 93, а) вытекает, что §—LUBe, -§=—0. 
6) Ясно, что Ё&—> =, — гомоморфизм О в з,Ю=,. Из 

а) следует, что это изоморфизм. Ввиду предложения 93, в), 
множество Е = {5; в, =, для всех А} является полным 
*-регулярным кольцом. Пусть 1Е в; з;. Положим а, = е; мер, 
1=1,2,... Из (108) следует, что «ЕЕ И я, Е =,Бе,. 

Ввиду предложения 96, найдется такой элемент «ЕЁ, что 
Е;93, =а, для каждого ]. Применяя (108), будем иметь 

брт — бьтет бт — В втт = Вртет Прп — т 

OE pg Вьет — бьет — Вы аьт — ЕЕ уп. 

Следовательно, «ЕД. Нб &-> в; = в.в; = а, == )\е, = 1. 
в) Ввиду (108) и 6), имеем 

в; К; — в,Кеде, сев; = Оу; = Ое се, СЕ, Ке,, 

Единственность представления сразу следует из а). 
Теорема 24. Полное *-регулярное кольцо К не может 

содержать бесконечной ортогональной системы попарно 
эквивалентных проекций '). 

Допустим, что в Ю содержится бесконечная ортогональ- 
ная система эквивалентных проекций. Выберем из этой 
системы бесконечную пПоследовательность в|, &, ... Элемент 
 —= Г ОВ в; является единицей кольца еАЮе, которое, в силу 

предложений 90, г) и 90, ж) является полным *-регуляр- 
ным кольцом с единицей е. Таким образом, для доказа- 
тельства теоремы 24 достаточно установить, что полное 
*-регулярное кольцо Ю не может содержать бесконечной 
ортогональной последовательности эквивалентных проекций 
,, =, ..., Удовлетворяющей соотношению LUBe, = 1. 
  

г) Kaplansky [4]. 
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Допустим, что такая последовательность есть. Тогда, согласно 
предложению 97, в), для любого «ЕЮ и любой пары (&, /) 
существует единственный элемент ‚ЕД, удовлетворяющий 
соотношению в;45; = @;.=};. 

JIemMa 1. Ecau a,€e,Re,,,, ¢=1, 2, ..., mo xaa- 
дется аЕ К такой, что в бе; ==; для всех 1, а eae, —0, 
если fj 1-1. 

Доказательство. Пусть 6 = LUB е,. Ввиду пред- 
2<igoo 

ложений 90, г) и 90, ж), кольцо 5Ю6 является полным *-ре- 
гулярным кольцом с единицей 6. Воспользовавшись предло- 
жением 95, найдем такие элементы ВЕК и 1Е5КЫ, что 

ete) =| а‚_ если 1=28—1, J=—2k, 

wd 0 в противном случае, 

a naa i, J > 2 имеет место 

te; = а, если ~=2k, J=—2k-+1, 

a 0 в противном случае. 

Из предложений 93, а) и 90, а) вытекает, что 6 = де, = 0. 
Поэтому 1 ==] =0. Положим а=В--1. Тогда для 
в —1, 2,... будем иметь 

=, “=, = ee, — 
|. если 1-9, 

j а, если 1—2, 

0, если jf + 2k+-2, 

Copy, @бли J=2k+2, 

0, если J #2k+-1, 

аи) = SORTS) =| typ, ecam j—=2k+1, 

Con 4188; Eon +1PE, = | 

что и доказывает лемму. | 
Лемма 2. Если Е, %,... 1 Ту, Np, ... — две после- 

довательности элементов из О, то найдется такой 
элемент «ЕК, что 

.€, если 1=], 

QO в остальных случаях. 
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Действительно, воспользовавшись предложением 96 и 
леммой 1, найдем такие элементы В, 1ЕК, что 

Eri, если / =, 

ее) =| | " если , == : 

ее, -| 11-1» если j= ir 1, 

0, если ] 1-1. 

Если а =В--1, то 

ЕЕ если =, 

=“; —\ 1;е;;.1, если Л] ==Е-Н1, 

0 в остальных случаях, 

что и доказывает лемму. 

М 3. A,, =(e*. A,, = 1. Лемма Если ^\, (fiir mo ^ =! 

x * 
Действительно, поскольку Е); = 8,8, 8; то 

2% * „* __ __ 
в — 8) = 8:8, ==^ ле, №6; = ee 

Отсюда (1 — №, ;;) в, =0. Но 1 —ХЛ,ЕД и из предложе- 
ния 97, а) вытекает, что 1—i,, ij = 9. 

Лемма 4. Бсли «ЕВ иа,, =0 для всех [, ], то а =0. 
Доказательство. Tak как в;де, —=0 для всех i, то 

из предложения 93, а) вытекает, что ав, = 0, т. е. ва" =0. 
Вторичное применение предложения 93, а) приводит к а = 0. 

Лемма 65. Для любой последовательности &,, &, ... 
элементов из ) найдется такой элемент «СЮ, что 

5„ если 1=1, 
05 = 

0, ecau i# 1. 

Для доказательства достаточно установить существование 
такого элемента В, что В, =1 (остальные В;, произвольны). 
Действительно, лемма 2 обеспечивает существование такого 
элемента 1Е А, что 1, ==, а 1, ==0, если { == Л. Положим 
а — 87. Тогда при [5=1 имеем ев; ав, =0, т. е. а, =0. 
С другой стороны, в, [1е; — е;1е;] =0, а при Ё = / имеет 

место ев, [1е; — =;1е;] = 1и/е»; =0. Поэтому из предложе- 
ния 93,а) вытекает, что 1е, — еде, =0. Отсюда 

€, a8, =e Bye, =e Bese, = By j1j 1472; = Pry Tyeay = Fry 
T. е. Oi; — 5;. 
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Для построения вышеуказанного элемента В найдем, вос- 
пользовавшись леммой 2, такой элемент в, что в, =1, 
ша === Гир, =0, если Л 5 Е, 2-1. Пусть Нь=1— 6. 
Тогда из предложения 89, в) следует, что 

ud = 0. (109) 

Далее, используя (108), для jf #i, i+ 1 nonyyuaem 

Ep Ej = Fp EME; = Fp iM jj2;; — O. 
Поэтому для всякого J HMeeT MeCTO 

[ep ME; + SpE, 41 — pit] &; =O. 
Отсюда 

Ey [Ep je, + En yE; 41 — ey ip)" = 0, 

и предложение 93, а) приводит к 

Ep, + Sp PE; 4.1 НЕ 2%». 

Учитывая этот результат и (108), получаем 

1 — Spin. = Spb ites t Smits 14-180 14-1 == Ener + Enea = Pei 

Orciona nmocne mpuMenenus (108), 6,,€D nu (109) вытекает 

[61% — буть Е == Вы буи ь — В 14-10141 инт в == 

= 2; бер — р +1 бе» == [Ев; — 6 ;+ | 68% == 2, № бе, == 0. 

В силу предложения 97, а) отсюда следует, что 6,, — 6,1, =0, 
т. е. 6, не зависит от первого индекса. Положим 6—6. 
Тогда 

* * __ (5,¢,,)" = (; Se,)* =e, be, = 8,2 ;. (110) 

В частности, 8, =в,8;. Умножая слева на в! и учитывая, 
* 

что 5, ЕО, получим 6,¢,,=«,,0;. Подставляя этот результат 

в (110) и применяя обозначения леммы 3, получим 

> __ Rye SR eo 
О.в; = (161) = 16 = 98,8718; = 9A 18; 

Так как 6,—34,A,,ED, To u3 npeanoxkenna 97, a) вытекает 

Из предложений 90, ж) и 97, 6) следует, что ОР — *-регу- 
лярное кольцо. Согласно предложению 88, в Ш найдется 
такая проекция o, что 5) =(1— 0). Тогда o6,=—0 4, 
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ввиду (111), 06, —=0 для всех №. Поэтому для любых i, № 
имеет место 

E,0 be, = 46, Ge, — 06, Е}, — OO pe), — 0. 

Следовательно, (с5),, —=0 и лемма 4 приводят к 

00 — 0. (112) 

Далее найдем такое GED, uro 1—o=6,0. Satem, Bocnonb- 
зовавшись леммой 2, отыщем такой элемент УЕ КЮ, что 
Уи ==АД, а у, ==0, если 15-7. Так как при Ё = ] имеет 
место 

€, VE; = Vp j€ nj = 0, 
то 

€, [e;ve; — ve] == 0 для всех К. 

Применив предложение 93, а), получим, что Е, УЕ; == УЕ,, 
Отсюда 

Е; Ove, = €, De sve, = 0, 9859) j8, == бум уе) = 6,81. 

Поэтому, учитывая (111) и лемму 3, будем иметь 

Пусть теперь х = 1 — Пирс. Ввиду предложения 89,а), вст = 0. 
Отсюда (1—- 5) о Е Юцст = 0, т. е. от =060*. Применяя (112), 
будем иметь 

ot = cot = cdot = 0. 

Но тогда из предложения 90, а) вытекает, что тв —=0. Сле- 
довательно, если ус =1 — т, то 

Хи = (1 — <) < =. (114) 

Так как =.) = 1,18, =0О для всякого А == 1, а для всякого 
k + /—1, ] имеет место вре, == ве; =0, то 

вк [№21 — в1ре1] = 0 
и 

Ey [yey — &)_ pe, — ejpe,] = 0 

для любого А. Применяя предложение 93, а), получаем 

№Е1 — ве) == ше, — в; _ ше, — еде, ==0. (115) 

Используя (108), ‹ЕДР, (114), (115), №, —=1 И 1; = — 1, 
будем иметь 

6811 — 8108; — 8114816 — 81811816 — Х1118118116 — Х1156811, 
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а для j #1 

0 = E165 = € 58,5 = expe; — [e,XE;_ pe, a exe; | 6 —= 

[Ха 1-19 1 781 16-11 Е аллее) 19 == [Ха 1-18 — Хауз] ву. 

Отсюда, поскольку “—)110, Х.;_6 — 6 ЕД, предложе- 
ние 97, а) приводит к 

в—=7,16 =)126 = 136 = ... (116) 

Положим В —=5»-- ус. Тогда, учитывая (113), ‹ЕД и (116), 
получаем 

Е. Ве, — (бу), -Н Хи] ey —(1 — со) €), = "yj, 

т. е. В, =1, что и требовалось. 
Продолжим доказательство теоремы 24. 
Согласно лемме 5, в Ю найдется такой элемент a, что 

для всех ] а; =1, а при 1 5 |1 а, =0. Ясно, что а = 0. 
Чтобы получить противоречие, доказывающее теорему, уста- 
HOBHM, 4TO a—(. 

Tak Kak mpu k # | €,ae; =a, )%,; = 0, TO &, [ae, — €,ae,] = 0 
для всех А. Применяя предложение 93, а), приходим к ра- 
венству 

ae, — ве, = 0. (117) 

Отсюда, учитывая (108), получаем 

eae, == 41а, == аа: ее, = Oj) Fy). 

Следовательно, 102, =, а при { ==1 в;42, —=0. Отсюда 

(42) =а; и из леммы 4 вытекает 

а? — а. (118) 

Применяя (108), получаем 

0, если Ё-Е1, 
8, (5.4) Е, — 

в (61а) в 41151» @сли А =, 
и 

0, если [5 Ё, 

е» (ае;) =; —=\ азе,; =0, если R#I, l=i, 

=), если Е =1, (=. 

Отсюда, учитывая (108), выводим, что (21а), =; и (@в;),} = 
— (=1;),, Что, ввиду леммы 4, дает 

6,4 =a (119) 
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G8, —= 8). (120) 

Применяя (119) и (108), получаем 

GE jy вел — библ — Че = 81. (121) 
Учитывая (108) и ^,, ЕР, будем иметь 

* 

eM fn = Ад = (=) “п, 

_ (2% * т. е. (21), = (е1:), 1. Так как =, 1, Ев, ВЕ,, то при 

р -- 1 или [==1 имеет место (1) 0 — (^ ‚8 ) Поэтому 

лемма 4 дает 
kl 17 

oe =h ti: (122) 

V3 (108) u Aj,ED Bbitekaet 

Е1^ 21:8; == Аден; = (En) 11, 

т. е. (ле 1), ‚= (Ей), Поскольку для А = |1 или [ Е Е имеет 

место (Fie == Cahier TO лемма 4 дает 

=" ЛЕ... (123) 

Применяя (122), \, ЕД и (121), получим 

oer, ah, €,, = eA, =A EL: (124) 

Ввиду (121) и (123), в, = =. 9“ =), 8,4”. Отсюда с по- 
мощью леммы 3 получаем 

АЕ = 84,0". (125) 

Положив а, —=a(1—s,— ... —e,) mM yunTpiBaa (120), 6ynem 
иметь 

аи = — 81 —80— ... — Вл. (126) 

Кроме того, 

ола" —@ (1 —в— ... — в) а* = аа". (127) 

Ввиду (120) и (122), из определения a, вытекает также, что 

0, если [< 1, 

а для [< п 

0,81, = 4, ,€,, = 4 (1 —e,)@,,\,, = 0. (129) 
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Положим a) ==a. Torna aia n> 0, используя (127) и (119), 
получим 

a,a, =a/(l —&— ... —@,)e= 

—ea(l1—e,— ... — в) а*в, Е & №31. 

Отсюда, в силу предложения 97, в), 

паба = В, (130) 
roe и ЕШО. Поэтому применение (127), (126) и (125) при- 
ВОДИТ К 

ВЕ, = 9.0 == 9,4“ = (@— в, — ... — в, )““ = 

= (№— А: — ... — Ли) ева, 

Так как в, ^/, СДО, то из предложения 97, а) вытекает 

=o — Ay — +e Ae (131) 

Если Ди &, —=0, то, учитывая (130), получим 

(и) (в, ше" 0 
откуда &, —=0. Для {> п отсюда и из (128) следует 

6, ==, =0, что, ввиду предложения 97, а), дает & =0. 
Если ЕД и в 1=0, то, ввиду (130), 

(2,9) (2,0) = 1,21 = 1 = TH Ne, = 0, 
откуда а’1 =0. Поэтому, учитывая (122) и (128), для {> п 

будем иметь 

А ПЕд = АЛ = 1 = в, 1 = 0. 

Предложение 97, а) показывает, что ^,/1 = 0, откуда, в силу 
леммы 3, 1=^А,^,1==0. Таким образом, №, не является 
ни правым, ни левым делителем нуля в О. Поскольку из 
предложений 90, ж) и 97, 6) вытекает, что Р — регулярное 
кольцо, то найдется такой элемент у,ЕДО, что ву = 
Тогда в (ив, — = (у, — Шь,=0, откуда 

n° 

№ Ха = Ули = 1. (132) 

Положим В =, а при п> 1 

В = ем — Аи Хи 1—1: (133) 
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Если # >i, To из (129) следует 

nett = a ea — Makn—1%n 111 = 0. (1 34) 

Полагая р„ == (\\„у„_1) и применяя (134), (126), (128), (125), 
(127), (130) и (132), будем при п >Е1> 0 иметь 

В.В: = В, (Gr — 91 _16;) —— [Ел (1 Я... €;_1) a” — 

— Риби 1 (4 — ви — ..- — @ 1—1) Pe = [Era раб, 19” ] р == 
— — [181 — АХ и-1и-13 1 1 = 0. 

Таким образом, 6.2; =0, ecru 0<i<n. Kpome того, при 

п>0, ввиду (133), (125), (127), (130) и (132), будем иметь 

BP — ид” о Maka 1% qe — Mn (= о Ха 1181) — 0. 

Orcioga np i > n sbitexaet (8,8;)" = 8,8; = 0. Caeaosatenbuo, 

ecun i+ J, TO 

BB. = 0. (135) 

M3 (108), (128), (132), (131). 4 вх. ЕР вытекает 

Вит ==; — А. Хи 19-181 == 8, — АиХл—18и8и = 

— (1 — А. иХи-в) 81 == (ви-1 — Аа) Xn 181 = 

— (0 — My ee hin) Xn—181 — № Хл— 11 = SP aXn-1° 

Умножая справа на p,_,x¥, и применяя (132), получим 
Вие,—16и—1Хл =. Так как при п >> 0 из (133) и (119) следует 

Вл — и — EM nXn-1%0-1 — 812 hinkn-1%n—1 — Ви, 

то В.Ю == А, т. е. в, = П.В, если п > 0. Из (119) и (121) 
вытекает, что =, = П,@,. Таким образом, =, = П.В, для всех {. 
Пусть 8, =П В, 1, =0 (8), 1=0, 1, 2,... Из предложе- 
ний 89, г) и 87, а) следует, что проекции 5%, 4), 8%,... экви- 
валентны между собой. Если {= J, то, применяя (135), полу- 
чим 0,8, —5,4,С АВ.В.Ю =0, т. е. система проекций 8%, 8, 
0., ... Ортогональная. Согласно предложениям 90, г) и 90, ж), 
проекция 6 = LUB 6, является единицей полного *-регу- 

0<i<o . 

лярного кольца 60. Если 6,, построены, исходя из последова- 

тельности 6p, 6), ..., так же, как в;, на стр. 145, TO, ввиду 

предложения 97, в), 6.106 — би и — 89 (1,44 )Xj_1) 8, = 2,8, » 

если {> 0, где би, 8; — однозначно определенные элементы 
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uz D= {5 Е == В для всех i, jf}. Лемма 5 позволяет 

найти такой элемент 0*Е5ЮЗ, что 65,0*5, — @;д, #=0,1,2,... 

Тогда 8,9*8, — боб, 850"8, = — 4, (1,^:Х._1). 8» откуда 

8085 = Soo» (136) 

a npu i>0O 

8,889 = — 8:7 AyiXi-1%0- (137) 
Из определения О (8;) и предложения 92, а) вытекает 

} 

By, = 1,8, =e, (138) 
и 

18, = U8, = ,. (139) 

Применяя (139), (138) и предложения 92, а), 92, 6) и 89, а), 
получим 

ВЕ ВИ == ТИ = АИ = 1 (140) 

B,5; = 8,78, = 1,8; - B, = 8). (141) 

Из (141), (136), (140) и (138) вытекает 

005, — 96, — Во508, — Воботобо = Вотобо = 100. (142) 

Умножая (137) слева на В, и учитывая (141) и (138), получим 

81060 — — Аых1- 12160. (143) 

Покажем, что для всех г>. | 

€,,95) = 0. (144) 

Действительно, предположим, что г==| или же что для 
всех {< г соотношение (144) уже доказано. Тогда из (142) 
вытекает | 

И 

9008, = «0%, — =. 8%, - (145) 

а при г_> 1, согласно (126) и (142), имеем 

а,_ 1060 —=(@&— в: — ... —e,,_,) 08) = 208, —e,5). (146) 

Ввиду (133), (145), (146) и (143), 

8,060 = € 1,059 — А.Х, 11 = „08% + 8,05,, 

откуда и следует (144). Но тогда ¢,06,—e,,¢,,68,—=0 aaa 
всех г и, согласно предложению 93, а), 08, =0. Отсюда, 
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ввиду (145), следует, что €,5,—=0. Hakoneu, mpumenaa (118), 
предложение 89, а), (119), (120) и определение 8, получаем 

— — — * — а — аа — а - Па - Ноу - а==а (16, )*а = 0. 

29. Непрерывность. Сначала докажем несколько свойств 
произвольных регулярных колец. 

Предложение 98. Пусть Ю — произвольное регу- 
лярное кольцо и Г — его центр. Тогда: 

а) левый идеал Юье, где =? —=в, является центральным 
элементом структуры %(Ю) тогда и только тогда, 
когда ЕЕ С; 

6) если Ю полно и разлагается в полную прямую 
сумму колец Ю.!), то структура %(Ю) разлагается 
в прямое произведение структур %(Ю.)?); ` 

в) если структура ®(Ю) полна и разлагается в пря- 
мое произведение структур [.,, то Ю является специаль- 
ной подпрямой суммой колец Ю. таких, что ®(Ю) =Ё, 3). 

Доказательство. а) Пусть = — центральный идем- 
потент и Ro, roe 62—=—8, — дополнение идеала Юе. Тогда 
ЮЗ Е Ю=П Юб ==0, откуда === ==0. Поскольку Юе -- Ю =, 
то |1 == - №6 для подходящих ^, вСК. Умножая справа 
наби |1 —е, получим 6 —иди | —е=6(1 — е) = 6 соот- 
ветственно. Отсюда 5—1 — в. Следовательно, Ю= обладает 
единственным дополнением, т. е. является центральным эле- 
ментом структуры %(Ю). Если, наоборот, Юёе — центральный 
элемент структуры ®(^Ю), то возьмем в А произвольный эле- 
мент Ё и положим 8 =(1 — =) — = (1 — =). Тогда (1 — =) 6 = 
—1— в, 6(1 — =) =6, т.е. Ю(1 — а) = 6. Из предложе- 
ния 60 вытекает, что Юе —=Ю (1—5). Поэтому ====(1 — 5), 
а значит, еб —= 0. Отсюда 

1 ——=(1—®)8=6, 

что приводит к == (1 — =) =0. Следовательно, =Ё = ее @ Re, 
т. е. Ю= оказывается правым идеалом, и из предложения 13, 3) 
вытекает, что идемпотент = центральный. 
  

1) Под полной прямой суммой Dd Ra колец Ю, понимается мно- 
жество бесконечномерных векторов {Г„}, где Г. Е Аз, а сложение 
и умножение определяется покомпонентно. 

2) Биркгоф [1], стр. 8. 
3) Скажем, что кольцо А разлагается в специальную подпря- 

мую сумму колец А.с А, если существует такой изоморфизм @ 
кольца А в полную прямую сумму колец К., что при любом a 
8 (Е) = для всех 5€ R,. 
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6) Пусть в, — компонента единицы в прямом слагаемом А.. 
Тогда в, — центральный идемпотент и из а) следует, что 
Ю=, — центральный элемент структуры ® (Ю). Так как система 

элементов {К=„}, очевидно, независима, то Ю1 = », Ке,, что, 
ввиду предложения 64, и доказывает наше утверждение. 

в) Пусть Ю=,, где в? = „, — единица структуры Ё.. Тогда, 

согласно а), в, — центральный идемпотент. Поэтому 0:Ё-—> 
—> {#=„} является гомоморфизмом кольца А в полную прямую 
сумму колец Ю,. Если &, ==0 для всех а, то REM Re, —0. 

Ввиду предложения 64, ЮЕ—= У ВЕП Ве, — 0, т.е. & =0. Сле- 
довательно, 9 — изоморфизм. Если а-ЕВ, то = «8 @ Re, П Ав, =0. 

Поэтому для ЕЕ Ке, имеет место 8 (5) = {&,}, rae &, ==, если 

а—=1, и &=0, если а == 1. Этим показано, что А является 
специальной подпрямой суммой колец Ае,. Если а = В, то 
Re, Кв — 0. Поэтому всякий левый идеал кольца Ю=, является 

левым идеалом кольца Ю и, следовательно, можно считать, 
что L(R,) =L, 

Teopema "95. Проекции полного *-регулярного кольца R 
образуют непрерывную геометрию '). 

Лемма 1. Если Г— левый идеал кольца Ю, то Г = Юв, 
где ‹ — центральная проекция. 

Доказательство. Поскольку КЮ полно, то из пред- 
ложения 89, 6) вытекает 

f=f)#=f)Ra—. 
ЕЕ/ ЕЕ! 

Пусть «—=([](— 1. Ясно, что Юсс Л. Если ЧЕП, то 
EEL 

Rycl', a Значит, Ни<1— Пи для всех ЕСГ. Отсюда 
Пл в, а значит, 16 ЮПл Cc Ro. Takum o6pasom, J! = Ro. 
Но левый аннулятор левого идеала, очевидно, является пра- 
вым идеалом. Поэтому из предложения 13, 3) вытекает, что 
идемпотент с центральный. 

Условимся обозначать через е (а) проекцию, определяю- 
щую идеал е(Юа) (символ е (Ка) определен на стр. 91). По 
определению е (а) >. Па. Ввиду предложения 98, а), е (а) — 
центральная проекция. | | 

Лемма 2. Проекция е (а) является наименьшей среди 
центральных проекций 6, удовлетворяющих условию 
a5 =a, 

  

') Kaplansky [4]. 
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Действительно, ввиду предложения 89, а), 

ае (а) = «Пцае (а) = «Па. = а.. 

Если же &б = а, то Кас К®, т. е. Ца < 8. Отсюда, учитывая 
предложение 98, а), получаем, что е (а) < 5. 

Лемма 3. е (а) | e(8) тогда и только тогда, когда 
aRB—0. 

В самом деле, если е (а) | е (8), то aRB ce (a) Ве (8) =0. 
Если же «ЮВ = 0, то, согласно лемме 1, «Е (ЮВ)! = Юз, где 
с — центральная проекция: Тогда ас = св, и лемма 2 приводит 
ке (а) < в. С другой стороны, применяя предложение 89, в), 
получим 

RBC(RB)” = (Ro)’ = R(1—9), 
откуда е (8) < 1— в. Таким образом, 

e (a) e (8) =e (a) «(1 — 9) e() =0. 
Лемма 4. (Юа)! =[l —e(a)|R. 
Действительно, e(a) | e(1—e(a)). Поэтому лемма 3 

дает [1 —е (а)] Ка = 0, т. е. 

[1 —e(a)] RC(Ra). 

Если Ё@(Юа)’, то {Юа=0 и из леммы 3 вытекает, что 
е (& | e(a). Отсюда, применяя предложение 89, 6), получим 

ев И еб. 
Лемма 5. Если в, .... в и6,,..., 6, — ортогональ- 

ные системы проекций и в, сэ, то в = У e,co 18, =. 
Действительно, пусть &1; = ,, 11; =8,, & Е в,Аб,, 11 Е 6,Ке=,, 

=, т= У 1. Тогда &л, Е вАЮ58,Юе, ==0, если 1]. 
Поэтому 

fn = Den = De =e 

t= Dt = Deed, — Dd) cet,5C eR3. 

Аналогично проверяется, что 1&==8, а 1Е6Юе. Следова- 
тельно, соб. 

Лемма 6: Если {е„} и {8,\ — ортогональные системы 
проекций, е —=1ДВЕе,, 8 =10В6,, =. сов, ие |8, то вс9б. 

Доказательство. Пусть & 1. = ,, Та = 0, Сева, 
7,€ 6,Re,, «==, 68, < ==-- 5. Ввиду предложения 90, г), 
Ба = 6.6, 6, ==06,6. Следовательно, е„6; == вне, = 0. Поэтому < 
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M 7, оказываются проекциями. Кроме того, 

1 = 20 == ЕЁ, 6х == ЛЕ, 

Е если а=6, 

0, если а В, 

| ecin a=B, 

0, если a #8. 

bata — Е ба (Eq +- Ga) — абабв = | 

Taba — (Ев + ba) E gba — Egeata — 

Таким образом, ЕЕ $, где 5=={5; CEtRt, Op t,0 для 
всех В}. Из предложений 90, г), 90, ж) и 93, в) следует, что 

$ — полное +ж-регулярное кольцо. Так как Е? — и баЕи и —= 0. и 
Ета — 06а (2. -- 6.) =, то предложение 94 позволяет найти 
такой элемент 65, что &t,=§ для всех а. Аналогично 
устанавливается существование такого элемента 15, что 
Ла = Та Для всех а. Так как Е Фит, (#1 — =) =Ё т. —, =0 
для всех а, то из предложения 93, а) вытекает, что ==. 
‘Применив предложение 93, а) к равенствам t, (e& — £) = 
— 2. — & —=0 ит,(& —® =, —& =0, убедимся, что 
ЕС =Аб. Аналогично проверяется, что 1 =8, а чЕ6Ае. Зна- 
ЧИТ, & Сб. 

Лемма 7. Если с — центральный идемпотент ци всо6, 
то вв со об. 

Доказательство тривиально. 
Лемма 8. Если проекции в и 8 таковы, что вЮ5 + 0, 

то найдутся такие ненулевые =’ вид’, что Е’ соб. 
Доказательство. Пусть { = еб --0. Тогда 6' = Пи 5, 

а, ввиду предложения 89, е), =’ —=П 7 <е. Остается приме- 
нить предложение 89, г). 

Лемма 9. Если ве и 8 — ортогональные проекции, то 
найдется такая центральная проекция в и такие проек- 
ЦИИ 5’ вц 8’ <, что ве соо’ и (1-—в)8 сэ (1—в):'. 

Доказательство. Сначала докажем, что найдутся такие 
эквивалентные проекции =’ < виб’ < 6, что (=—=”) Ю (6—5) =0 
Допустим, что это не так. Пусть в =, =0 и для всех 
В < х построены такие Ев ЗЕИ bg <6, 4TO Eq OnpuB>1, 

системы {=} и {63} ортогональны, в‚сэ8,. Рассмотрим 

T= (Е — ОВ ев) R ( —LUB64 8) Так как, согласно лемме 6, 
В< а B<a 

LUBe,coLUB®6,, то из сделанного допущения вытекает, 
В< а В <а 

что Г-=0. Поэтому лемма 8 позволяет найти ненулевые 
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эквивалентные в, < = — ГОВе, и 8, < 6 — [0Вд,. При этом 
B<a B<a 

Е8., ==, (= — БОВ в,) ве, —=0 для всех 1 «а. Точно так же 

6.6; =0 для всех 1« а. Таким образом, при сделанном 

допущении процесс построения в, и д, может продолжаться 
безгранично. Так как это невозможно (мощность построен- 
ного множества не может превысить мощность кольца Ю), 
то элементы =’и 6’ с указанными свойствами найдутся. Тогда, 
согласно лемме 3, e(e—e’) | е(5 — 5"). Если в =е(6—5’), 
то из леммы 7 вытекает 

Е — в (в — в”) -| ae! = ae’ cod! 
и 

(1 —9)8 = (1—0) (8 — 8) 4 (1 — в) 5" = (1—9) 5 сэ (1—9) =’. 

Проекцию, являющуюся О-элементом или правильным 
элементом структуры проекций, будем называть О-проекцией 
и правильной проекцией соответственно. 

Лемма 10. Если г — правильная проекция и 6<ь, 
то 8 ==ее (9). 

Для доказательства. положим = ве (5) —8. Тогда # = 
— еб — 6 = О и = == ее (5) —0 —Е. Кроме того, из предложе- 
ний 90,г), 90, ж) и 98, а) следует, что 6 — центральный 
элемент кольца eRe. Поэтому §Rd = teRed =f deRe = 0. 

По лемме 3 е(2=) [е(5). Но е(5)Е=ЕЁ, т. е. е(& <е(5). 
Отсюда е (=) =0, т. е. &=0. 

Лемма 11. Есливи 6 — эквивалентные идемпотенты, 

e= fn, 6 = 1, &@ Аб, 7CdRe, =’? — =", Re’ CRe u 6’ —= Е", 

то 8—5, ЮУ с Ю8, cod’, e—ee’cod — BY u 80'= 9’. 
Ecau Re’ + Re, mo RO = Ro. 

Доказательство. Ясно, что 985’ = dyes = ne’§ = 0’. 
Tlonowum &/ = e’E, y’ = ne’, &” =e — ee’, 6” =} — 00’, Е” ==”, 

1” = Е”. Тогда, 

c/n! = e'ee’ — 6’, 14/6’ = ge’ = 0" 

7 — пе’ це”Е == е’ве’Ё == 8", 

E’ —— e/E — e/Ene’— = &’60’ Ce’ RO’, 

nf = ne’ = ne’Ene’ = 8’ ne’ C 0’Re’, 

Т. е. 5’соб’. Далее, 

и 
6” == ¢ — ee’ — ee’e + ee’ee’ =e” 
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sie и точно так же —6”, ибо 6/6 = 1в’&5 ==’. Используя 

5”&” — ee’ — ce’ — 0 — в/5— 5/56’ —=6/6”, 

получаем 

в/”00” — в”Еще’Е == в”=5”Е —0, 88’ ye” = Sye’Ene” — dye’ce” — 0. 

Отсюда 

т и — в”Еще” — ¢’ lag! — ¢” 

ТЕ” — пе” — net __ ЕЕ — 6 — 657’ = 5”, 

Е” — ef — ef (6 __ 80’) — 6 EG” Е =”Юб”, 

7” — ne” — (5 _ 60’) ne” — One” Е 0”ЮЕ”, 

Т.е. в’сэб”. Ясно, что Rd’, Юб’с Аб. Если Аб’ = Юб, то 
6 —00’. Но тогда 5” =0. Отсюда, ввиду предложения 87, г), 
=” = 0, т. е. ReCRe’. 

Лемма 12. Если >26 и всэ6, то в=85. 
Доказательство. Если = >86, то положим 8, =, 

6,==6, р, ==— 0. Допустим, что построены система эквива- 
лентных идемпотентов 5, ..., 6, и ортогональная система 

эквивалентных проекций р,, ..., р» такие, что К = К и 

р, = Ц; (8,_-, —8,_18,). Ввиду леммы 11, найдется такой идем- 

потент 8,41, ЧТО 8141 228, Кё 1 = К, 8—8 1814159 8, 
—6,_,5,. Nozoxus p,,,—=H,(8,—8,8,,,) и учитывая npen- 
ложения 87, а) и 87, в), будем иметь 

Pn4+1 05, — 88941 008-1 — 8p 184 9 Pg. 

Если {< п, то, учитывая предложения 89, а) и 89, д), по- 
лучаем 

Pn+1Pi = Png (бл — 0 и+1) (8;— 1—6; 6) р; = 

== ри+1 (616; —1 вв —6 noi — 1 6; +6,8,418;- 19;) Py = 0. 

Так как процесс построения р, может продолжаться беско- 
нечно, то мы вступаем в противоречие с теоремой 24. 

Лемма 13. Если 68,,..., 6, — ортогональная система 

правильных эквивалентных проекций и 1= 8, то ни- 
какая ортогональная система ненулевых эквивалентных 
проекций не может содержать более чем п элементов. 

Действительно, пусть =,,...,8„., — ортогональная система 
ненулевых эквивалентных проекций. Если 8, Ке, =0, то, со- 
гласно лемме 3, е (в/) = е (61) е (в,) =0, т. е. в, =0. Следо- 
вательно, 5,К=, = 0. Ввиду леммы 8, найдутся такие ненулевые 
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эквивалентные проекции 8’ < 8, из, < &,, что 6’ со в,. Лемма 11 
и предложения 89, д) и 87, а) позволяют найти такие проекции 

/ / — е,..., в, 1» ЧТО ) «ве, ив, со 5’ для 1—1, 2,...,П-Е 1. Но по 

лемме 10 6’—06,, где о—е (2). Из леммы 7 следует, что 

сб, сэ a8, — 66’ co Oe). 

Tak kak npu i+ j od, | об, и се, | 8е,, то из леммы о вытекает 

Ха, co oe, <Ун< 

что противоречит лемме 12. 
Полное *-регулярное кольцо назовем полудистриб утив- 

ным или антидистрибутивным, если соответствующим 
свойством обладает его структура проекций. Полное *-pery- 
лярное кольцо называется п-однородным, если 1=8--... 

. 6, где 8, ..., 6, — ортогональная система эквивалент- 
ных правильных проекций. 

Лемма 14. Если Ю полудистрибутивно, то оно яв- 
ляется специальной подпрямой суммой п-однородных колец. 

Доказательство. Ясно, что отношение ортогональ- 
ности обладает свойствами | Ти | 2. Еслие | Ou(eUS) | р, 
то из предложения 90, а) вытекает, что = (8 ] р) =в (6 р) =0, 
т. е. ортогональность обладает свойством | 3. Очевидно 
также, что для ортогональности выполняется условие А. Из 

предложения 90,е) и теоремы 24 следует, что ортогональ- 
ность удовлетворяет условию Д. Теперь наше утверждение 
следует из теоремы 14 и предложения 98, в), если принять 
во внимание предложения 90, а, 68, 6) и 90, е). 

Лемма 15. Если Ю п-однородно и {=} — ортогональ- 
ная система проекций, то 1 = ОВ, где <, — централь- 
ные проекции, каждая из которых аннулирует почти 
BCE &,. 

Доказательство. Пусть в, =0 и для всех 1 < В по- 
строены ортогональные между собой центральные проекции с., 

причем с, ==0, если 1520, и каждое из с. аннулирует почти все е,. 

Пусть в —= ОВ в. и } ‚..., 8 } — максимальная система 
т a ap 

7<B I 
ортогональных проекций из А (1—5), допускающая сущест- 
вование ненулевых эквивалентных проекций €,<e,. Ввиду 

i 
пеммы 13, < п. Пусть в = @(е1). Так как e<1l—ds, To 
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в «1—0. Если 1=а,..., @, И в, (1 — в) Re, +0, то 
леммы 8 и 11! позволяют расширить систему (=. ..., ea): 

Следовательно, в, (1 — с) К=, =0 и по лемме 4 

е, (1 —3)Е (Кв! =(1 — 3 В. 

Отсюда é, (1—o)o,=0, т.е. E40, = O maa Bcex Y # @,..., Gp. 

Остается продолжить по трансфинитам. 
Лемма 16. Если Ю антидистрибутивно, то для 

всякой ненулевой проекции в найдутся такие ненулевые 
эквивалентные проекции Е’, Е”Х в, что в’ | г". 

Действительно, антидистрибутивность, предложение 90, г) 
и предложение 98, а) позволяют найти такую проекцию 5 < е, 
что 9-2 #56 для некоторого {Е =Юе. Поэтому равенства 

St (e — 8) — — 58 —0 

0Е* (е— 8) —=[(=— 8) 8] * == (#8 — 568) * =0 

не могут иметь место одновременно. Следовательно, 5А (=—5) 20 
и лемма 8 обеспечивает существование искомых =’ и :'. 

Лемма 17. Если В антидистриб утивно, то для всякой 
проекции р найдутся такие ортогональные эквивалент- 
ные проекции в и 68, что р=еЕ-- 5. 

Доказательство. Ввиду предложений 90, г) и 90, ж), 
можно считать, что р—=1. Лемма 16 позволяет найти такие 
ненулевые проекции <, и 8,, Что в. соб, ив, | 8. Допустим, 
что для всех В < а построены такие ненулевые проекции ев 

и б, ЧТО Е сэб,, в; | 8, a cucrema {e,-+8,, 1< В} орто- 
гональна. 

Если 

p’ = 1 —LUB(e,+8,) + 0, 
B<a 

то, согласно лемме 16, найдутся такие ненулевые проекции 
=. «ри 8, «р, что в. сов, ие, | 68,. Ясно, что множе- 
ство {--8,, В<а} ортогонально. Для некоторого транс- 

финита ® будем иметь [ОВ (=, 8.) = 1. Пусть е = ОВеа, 
a<c®@ a<@2 

6 == LUBS,. U3 предложения 93, а) легко вывести, что е | 9. 
ах ® 

Поэтому лемма 6 дает, что соб, а из предложения 90, а) 
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вытекает 

e+6—eY 6—LUBe, U LUBA, =LUB(., Us.) = 
a<e@ a<@ а < 

—= LUB (e,+4,)=1. 
e<@ 

оп 

Лемма 18. Если всоб и e— de, где (=, } — ортого- 
1 

оп 

нальная система эквивалентных проекций, то 8=»У 8, 
1 

где 8, сов, а система проекций |6,} ортогональна. 
Доказательство. Для п —=0 утверждение очевидно. 

Если оно верно для п— |, то положим 

—1 оп 

У. и =”= УЕ. 

Лемма 11| позволяет найти такой идемпотент р, что 
=I < 6, рсо=’, 6 — брсое — в’ =”, бр==р. Пусть 

6” —П, (5 —6р). Ввиду предложения 89,3), 8 = 8 + 0”, 
Так как из предложений 89, д) и 87,а) следует, что 6’ со:', 

grat 

а 6” сое", то, в силу индуктивного предположения, 8’ —= > 8), 

оп 

> б,, где д; сов,, {—=1,2,..., 2", асистемы проекций 
9—1] 

{8,1<1< 2" =} и (6, 2"! <1<2"] ортогональны. По- 
скольку 575” —6'’р (0 —р)6” —=0, то ортогональной оказы- 
вается и система {8,, 1<i< 2"}. 

Лемма 19. Если Ю антидистрибутивно, то для 
каждой проекции в найдутся такие ортогональные экви- 
валентные проекции в\, во, 83, в, что в = |= =. 

Доказательство. Ввиду леммы 17, е==е'-- в”, где 
Е’ со”, =’ | =”, и =’ —а, {е., где в сое., в, | в›. Лемма 18 
позволяет найти проекции ез и ®. такие, что =” =. -- во, 
Е3 СЭ8,, &4,09&, в; | ва. Остается применить предложение 
87, a). 

Лемма 20. Если {е„| и {5.} — ортогональные системы 
проекций, в —=ОВе., 8 =1.0В6,, ¢,co4,, то всэ8. 

Доказательство. Заметим, что теорема 11, предло- 
жение 98, в) и лемма 14 позволяют считать Ю п-однород- 
ным или антидистрибутивным. В первом случае лемма 20 

164



сразу вытекает из предложения 98, в) и лемм 15 и 5, так 
что можно считать, что Ю антидистрибутивно. 

Допустим сначала, что существует такая проекция р, что 
всориб | р. Пусть ==, р= 1, Е@ Юр, тЕрКе, =" = LUBe,, 

p* = П, (1=°), р” = р"*1 — р“. Ввиду леммы 11 и предложе- 

ния 89, д), ="сор". Еще раз используя лемму 11 и учитывая, что, 
в силу предложения 90, а), =“ = = +1 —,, придем к в, сэр,, 

а значит, ик 6, сэр,. Кроме того, при a > 8 имеем р.рз = 
= (p*+! — p*) pg —0. Поэтому, применяя лемму 6, получим 
рсэ6, а значит, € 60 

Далее допустим, что существуют такие проекции =1, :П, 
Ш, 01, бПи ОИ, что = сов, 9 соб, [=1, П, Ш, а системы 
fe, el, вП, = и (8, 1, 0И, 8] ортогональны. Положим 

р==16 — 65. Согласно лемме 9, ор со об, (1—9)8 со (1— ар, 

где о — центральная проекция, 8 <, р р. Ввиду предло- 
жения 90, д), рсоё—=Пб<:. Из лемм 7 и 11 вытекает 
(1 — в)6со (1 — в)т, где п < =. Так как (1 —в)е | (|1 — в)т, 
то по доказанному выше 

(1 —с)всо (1 — в) 5. (147) 

  

Полагая <=0— 0806 и применяя лемму 9, будем иметь 

3’ сэ0'0, (1 — 0) 08 сэ (1 — в”) <, где в’ — центральная проек- 

ция, 9 © 08, х < т. Поскольку (1 — в”) ве | (1—5) т, то, как 
и выше, 

(1 — 0’) ое сэ (1 — 06”) об. (148) 

Если 0’06 —=0, ТО 6’06, =0, откуда, ввиду леммы 7 и пред- 
ложения 87,г), 0’, =0. Предложение 93, а) дает в’ве = 0, 
и (148) приводит к 0=со 06, что вместе с (147) и леммой 5 
обеспечивает соб. Если xe 0/06 + 0, TO 

h = 0/06 +. 0/08! 4- o/G8l! - ool SS MI DT MI 

naa n6nix ht < o’od!, 1 =|, П, Ш. Леммы Ти 11 позво- 
ляют выбрать 1! со в’х, АИ собв’ор и № со 0'’оё. Кроме того, 

too == (6 —oe lJ об) (в (е] 6) —08) = в (= 16) —06—в (= 08) в8 =0, 

960 — (с — 08 |] 05) 66 — 06 — $8 —0 

и 

ps =(eYS8—8)8=—0. 
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Поэтому из леммы 05 вытекает 

М-НЕАИ НАШ со в’ -- в’ор- 0’06 = 

= o’t +0’ (ce Ud) = 0’o SDA > A - AN Аи, 

что противоречит лемме 12. 
В общем случае, воспользовавшись леммой 19, запишем 

ва — & + eft + ell + &\, где {е,, ви, =," en — ортогональ- 

ная система эквивалентных проекций. Пусть в —= МОВе!, 

1—1, П, Ш, У. Из предложения 93, а) нетрудно вывести, 
что система {=!, И, еШ, &\] ортогональна. Поэтому из леммы 6 

вытекает, что проекции =!, И, =Ш, =\ эквивалентны между 
собой. Ясно, что eel ell -|- еШ {- У. Ввиду леммы 18, 

I И Ш IV зи ми му = ба-Р би м Ра , где {5%, ба, ба › да | — — ортогональ- 

ная система проекций, причем 5? co eF k=l, И, И, ТУ. Ясно, 
что 6 —=м ой gl 4 8IV, npnuem предложение 93, а) обе- 
спечивает ортогональность системы {51, Ol, Sill, У}, Из по- 
казанного в предыдущем абзаце вытекает, что 5 со =^ ‚ Е |, 
I], Ш, ГУ. Поэтому лемма 5 приводит к есоб. 

Лемма 21. Для любых проекций в и 8 найдется такая 
центральная проекция в и такие проекции в’ Ke ud’ <6, 
что в8 со 06’ и (1—в):’ сэ(1—в)5. 

Для доказательства следует дословно повторить рассуж- 
дения, использованные для доказательства леммы 9, заменив 
ссылку на лемму 6 ссылкой на лемму 20. 

Лемма 22. Если в>:’, 8>38', ecod, eed’, mo 
в” — в — =’ сэ — 0’ =”, 

В самом деле, воспользовавшись леммой 2], запишем 
СЕ” со 08}, (1—0) в” со (1—6) з:, где «—центральная проекция, 
0, < 5’, ва <=”. Применяя леммы 7 и 5, получаем 

08 co ce = ae’ + ae” 00 od’ + 38, 
и 

(1 —в)есэ(1— в) 8 = 

= (1 —o)8’+ (1 — 3) 8” co(1 — в) e’ + (1 —)е," 

Ввиду леммы 12, 08 — 0 (5’-- 5.) u (1 — o)e = (1 — 9) (e’ + 2)). 
Отсюда с6” — 6, и (1 —a)e” = (1 —<o)e,. Применяя лемму о, 
будем иметь 

и = oe” +-(1 __ в) в” со 05" 4 (1 — 5) 6” —6”. 

Лемма 23. Если {=, а < ®} — возрастающая цепь про- 
екций, == ОВв,, в. СЭ 8, < т, тов со т для некоторого п <<. 
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Доказательство. Не ограничивая общности, можно 
считать, что предельных © имеем =, = LUBsg,. Положим 7, =, 

B<a 
и допустим, что для всех В < а построены тв < т такие, 

/ и — что сов, BY < В” влечет <, от), HM Tp, — ТОВ для пре- 

дельных 8’. Если а— 1 существует, то из лемм 11 и 22 
вытекает, что 

ба — Fg) © by — Pa-} < < — Pay: 

rie p,_,; <4,. Kpome Toro, emma 22 naeT t— p,_, CO T— 7, _}. 
Лемма 11 позволяет найти такую проекцию р <t—T,_,, TO 
2сэ=, —в._1. Положив т. =, бр и применяя лемму 5, 
будем иметь 

ce, = | + (€, ~~ Ey_1) CO Ty} +p —= Ty < т. 

Если а — предельное, то положим =’ — в, -- [ОВ (=в +1 — вр). 
В <а 

Ясно, что 4 —= LUBe, > 9’ и = <:г'. Допустим, что для 
a 

всех р <) «а показано, что =, <=’. Если Х — 1 существует, 

TO & =(& —&_)+&_, <e’. Если же ^ — предельное, то 
é,—=LUBe, u в,(1 — =’) =0. Ввиду предложения 93, а), 

ШхА 
=. (1— <”) =0, т. е. в < =’. Таким образом, 

Е, =, + LUB (23+1— 8:3). 

Аналогично проверяется, что 

т, == т, -- СОВ (3+1 — 74). 
B<a 

Применяя лемму 20, получаем, что е„сэт,. Если ®@ — непре- 
дельное, то справедливость леммы очевидна. Если же ® — 
предельное, то ====,, и в качестве п можно взять эле- 

мент то. 

Доказательство теоремы 25. Пусть (в, а < ®} — 
возрастающая  последовательность проекций, = —LUBe,, 

р = ВОВ (в, П5), <==П6—р, т, =(=&П5)Це,. Ввиду прел- 
‘ложения 90, д), " 

t<end—e,Nni=ens—(eNns) Ne, co (eNs) Ue, —e, <e—eé,. 

Применяя лемму 21, получим 

GE, Co on’, (1 — 95) (= = т) сэ (1 ~~ с) Ta 
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где с — центральная проекция, 7’ <e—t, п, ва. Из лемм 7, 5 

и 11 вытекает 

(1 — s)e=(1 —o) t+ (1 — a) (e— tN Ww (1 —9)(n" 4-7), 

где (1—5) п” < (1—5) (=е—е,). Согласно memme 12, (1—s)e= 
—(1— в) (п” п, ). Умножая на =,, получим (1—0) в, = (1—9) п”, 

т.е. (1—0) (= —*)сэ(1—9в)а,. Применяя лемму 5, будем 
иметь 

в —= (1—0) в. ве, сэ (1 — в) (Е — т) | ск’ < Ее— т. 

Ввиду леммы 23, есоз’ < — т. По лемме 12, е==— т, 

откуда <=0. Поскольку, согласно предложению 89, ж), 
=->1|1 — = является антиизоморфизмом структуры проекций 
кольца А, то все доказано. 

30. Полные дедекиндовы структуры с ортодополнениями. 
Теорема 26. Для того чтобы дедекиндова струк- 

тура [ с дополнениями, допускающая однородный базис 
ранга >4, обладала ортодополнениями, необходимо и до0- 
статочно, чтобы она была изоморфна структуре главных 
левых идеалов некоторого *-регулярного кольца '). 

Доказательство. Достаточность условия сразу вы- 
текает из предложения 89, ж). Для доказательства необхо- 
димости заметим, что, ввиду теорем 10,2 и 3, можно счи- 

тать, что [Г совпадает со структурой %(Ю) главных левых 
идеалов некоторого регулярного кольца Ю. Условимся обо- 
значать через (Ю«)’ ортодополнение идеала Ка. Введя на Ю 
умножение по правилу & о В = Ва, получим кольцо А’, инверсно 
изоморфное Ю. Ввиду предложения 13, а), 

Ra=Re, u (Ra) = Ю(1—в,) 

для однозначно определенного идемпотента е,„. Согласно пред- 
ложениям 1[3,е) и 13, 6), отображение 

0: Ra=Re, > [(Re,) |’ =e R=R’‘oce, 

является H3OMOPMH3MOM CTpyKTypbl &(R) Ha crpyktypy &(R’). 
В силу теоремы 21, ф индуцируется изоморфизмом А на К’, 
или, что то же самое, антиизоморфизмом &—>а* кольца Ю. 
Таким образом, 

К’ов = КЮ’ оз" (149) 
  

') № еитапп [6]. 
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R’o(1—e,)=R’o(I 2. 
Ввиду предложения 13, а), отсюда следует, что в, ==”. Сле- 
довательно, автоморфизм «> а” индуцирует тождественный 
автоморфизм структуры %(Ю). Ввиду теоремы 21, отсюда 
следует, что и” —= а, т. е. что автоморфизм а —> а” инволю- 
ционный. Если аа* —= 0, то, полагая в, —= о и учитывая (149), 
будем иметь 

а — ае — ае*е — аа" — 0. 
а aa a 

Таким образом, Ю действительно оказывается *-регулярным 
KOJIbILOM. 

Теорема 27. ШЛолная дедекиндова структура L c op- 
тодополнениями является непрерывной геометрией \) ?). 

Доказательству предпошлем несколько утверждений. 
Условимся обозначать через @’ ортодополнение элемента 4. 

Скажем, что а | 6, если а<!’. 

а) Если а |6. тоа | > ра. 

По условию а < р. Поэтому а < ПВ, = (>18). 
6) Еслиа ЕЕ, то [, — структура с ортодополнениями. 

Если х < а, то положим x= x'a. Применяя МЗ, получим 

х = (х'а)’а = (x +aa=x+aa=x, 

x y=(x+ya=x'a-ya=xy 

    

y=xy=xty=x+y. 

B) B L umewom mecmo ceolticmea | 1— | 3,A,5, Bul. 
11. Если а <’, то a’ > (b’) =), Tw e. в | а. 
|2. Очевидно. 
3. Если аб и atb<e’, toa<d’c’=(b+ 0), 

т.е. a | b-+-c.. 
А. Очевидно. 
B. Econ M=JUJ u IJ nycto,a€/, b€J, to для под- 

ходящего а имеет место аЕ1ПМ, и БЕЛПМ.. Ясно, что 
а |6. Теперь остается только. принять во внимание а). 

В. Сразу следует из а). 

1
 

  

1) Kaplansky [4]; Amemiya, Halperin [4]. 
2) Ввиду теоремы 17, этим решена 59-я проблема Биркгофа для 

полных структур. 
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Д. Пусть {a,, «ЕП — бесконечное | -независимое MHO- 
жество попарно перспективных элементов, / = Л, |] /. (} 13 Ц 14, 
где /, (1—1, 2, 3, 4) — равномошные непересекающиеся мно- 

жества, е, —= Уа ие =e, +e-+e,-+ e,. Ввиду предложе- 
I i 

ния 70, e;—~ e;. Стало быть, [, обладает однородным базисом 

ранга 4. Поэтому применение теоремы 26 и предложения 90, е) 
приводит к противоречию с теоремой 24. 

г) Для доказательства теоремы 27 достаточно установить, 
что С удовлетворяет аксиоме непрерывности. Ввиду 0), 
теорема 11| позволяет считать Ё полудистрибутивной или 
антидистрибутивной. Если [Г антидистрибутивна, то в) поз- 
воляет применить теорему 13. Следовательно, Г обладает 
однородным базисом ранга >>. 4, так что остается только при- 
менить теоремы 26 и 25. Если [ полудистрибутивна, то в) 
и теорема 14 позволяют считать, что [, — | -однородная струк- 
тура ранга п. Если п >. 4, то аксиома непрерывности вытекает 
из предложения 68, 6) и теорем 26 и 25. Таким образом, 
можно предполагать, что п < 3. Докажем такое утверждение: 

д) Если Ё полудистрибутивна и не содержит никакой 
| -независимой четверки ненулевых попарно перспектив- 
ных О-элементов, а {6.} — | -независимая система эле- 
ментов из Ё, то найдется такой ненулевой центральный 
элемент 2С[, что 26, =0 для всех а, кроме трех. 

Пусть 2. —=е (5.). Если 212, =0 для всех а == 1, то можно 
положить 2 —=2,. Если (может быть, после перемены нуме- 
рации) имеем 2,2. -=0 и 21252. =0 aan Bcex a1, 2, TO 

в качестве 2 можно взять 2,2. Если 212523 5 О и 2125232, =0 
для всех &@ >3, то положим 2=21252.. Если же 
О = 21222324 == 0, то положим с, = 06,, {= 1, 2, 3, 4. Ввиду 
предложений 71, 6) и 65, в), в [., найдется такой О-элемент 
4, < с», что е (4) =е(с,) = че (5;) =. Следовательно, @1, 45, 
4., 4, — правильные элементы структуры [.,. В силу предло- 
жения 68, 6), они попарно перспективны. Так как из | 2 
вытекает, что множество {а,, do, dz, d,} _|_-независимо, то мы 

вступаем в противоречие с условием. 
е) Если (41, 4, 4., 4.\ | -независимая система попарно 

перспективных О-элементов, то существует такой цен- 
тральный элемент 26[, что Ё[, обладает однородным 
базисом ранга > 4. 

Пусть и=е(а,). Ввиду предложения 65, а), 4, 4», @з, 
4. — правильные элементы структуры Ё.,. Поэтому, рассуждая, 
как при доказательстве теоремы 14, можно найти такой 
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центральный элемент 2 и такие правильные элементы 4;, ..., А; 
п 

структуры Ё,, что z= \ 412 и система (412, ..., 4,2} неза- 
1 

висима. Остается только применить предложение 68, 6). 
Чтобы закончить доказательство теоремы, рассмотрим 

/ 
возрастающую последовательность {а.}. Tlomo%xKUM b =a, , ,a,. 

Если а < В, то 
! Sf ™ pr 

5, < аа. За, Ра 1 = (Fp 51%) = Op» 
т.е. 6, | 6,. Ввиду а), система {b,} | -независима. В силу 
свойства Б, лемма Цорна (Биркгоф [1], стр. 73, АС2) позво- 
ляет найти среди всех | -независимых систем центральных 
элементов структуры [, каждый из которых аннулирует 
почти все р,, максимальную систему М. Ввиду предложения 64, 

2= У 2, — центральный элемент. Ясно, что для любого 
2, СМ 

центрального элемента и<х1|1— 2 бесконечное множество 
элементов ир, отлично от нуля. Поэтому, применяя д) и e), 
можно с помощью трансфинитного процесса разложить Ё\_, 
в прямое произведение структур, каждая из которых обла- 
дает однородным базисом ранга >.4. Из теорем 26 и 25 
вытекает справедливость аксиомы непрерывности в этих 
структурах, а значит, и в [,_,. Поскольку 

/ / 

a, +b, = a+ 1“, — Qa (a, + a,) — Я 1’ 

то при 2. ЕМ имеет место У\24, = 2.4., для некоторого 
a 

индекса а.. Поэтому 

(2.5) x 2.4 = 2164. = = 2,b2.a,. 

Ввиду наличия ортодополнений, этим доказана справедли- 
вость аксиом непрерывности в Ё, , а значит, в Д... 

1 
Теорема 27 допускает обобщение (За [1]): 
Полная дедекиндова структура с дополнениями, допускаю- 

щая инволюционный антиавтоморфизм, является непрерывной 
геометрией. 

$ 9. ДОБАВЛЕНИЯ 
31. Некоторые другие результаты. Объем книги не 

позволяет привести доказательства всех интересных резуль- 
TaTOB, непосредственно относящихся к рассматриваемому 
вопросу. В этом пункте будут сформулированы некоторые 
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теоремы, не вошедшие в основную линию изложения. Первый 
круг вопросов связан с центром регулярного кольца. Ясно, 
что Ra==R влечет существование элемента а_!. Поэтому 

если 0 ц1 — единственные идемпотенты регулярного 
кольца, то оно является телом. 

Нетрудно показать (№еитапп [6], ч. Ш, стр. 11, теорема 2.5; 
МаеЧа [7], стр. 147, теорема 3.4), что центр регулярного 
кольца является регулярным кольцом. Из предложений 13, 3) 
и 98, а) следует, что 

если 2 — центр регулярного кольца Ю, то (7) со- 
впадает с центром структуры % (ВЮ). 

Если, далее, ф иф — такие элементы регулярного кольца К, 
что «> оф и В > Вф — взаимно обратные отображения Юе на 
Юб и Юё на Ю=ё соответственно, то эти отображения назы- 
ваются фактор-отображениями, а элементы ф и ф— фак- 
торами. 

Ecau Re ~ Rb, то существует фактор-отображение Кв 
на Ю5. Если Ref R6=—O0 и существует фактор-отобра- 
жение Юена №5, то Юз — Кб (Маечда [7], стр. 151, теорема 4.6). 

Если {Ю=\, ..., Юз! — однородный базис структуры 

® (Ю), ej =, 2) = 0 при Е = j, У =, =1 и автоморфизм 6 
структуры %®(Ю) индуцирует фактор-отоб ражение 
Ю (=, + в.) на [Ю (е, - =.)] 0, то 8 индуцируется внутренним 
автоморфизмом кольца R(Neumann [6], т. П, стр. 152, 
теорема 16.1). 

Пусть Ю — регулярное кольцо, обладающее инволюцион- 
ным антиавтоморфизмом а > а*. Скалярным произведением 
(а, 6), где а, БЕ ВЮ", называется отображение ЮЖ А" в К, 

подчиненное следующим требованиям: 

1. (а, В) = (6, а)*; 
2. (Ла, 6) =^(а, 5) = (а, №5); ` 

3. (@- 5, с) = (а, (а, ©); 
4. (а, а) =0 тогда и только тогда, когда а = 0. 
Пусть теперь 2 — дедекиндова структура с ортодополне- 

ниями, обладающая однородным базисом ранга >.4. Ввиду 
теоремы 10, структура Г. изоморфна АЮ”", где Ю — некоторое 
регулярное кольцо. Из утверждения 6) на стр. 169 и тео- 
ремы 26 вытекает, что А * -регулярно. Маеда (Maeda [4], [7], 
стр. 234, теорема 3.1) показал, что на А" можно задать 
скалярное произведение так, что соотношения $5 < Г 
(Т’— ортодополнение модуля Т) ц (5, =0 для всех 
$65, ЕСТ равносильны, 
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Действительная функция |&|, определенная на регулярном 
кольце R, называется нормой (КапошпК#оп), если: 

1) 0<|al<l; 
2) |«| =0 тогда и только тогда, когда a= 0; 

4) [а8| < [а|, Bl; 
5) если =? ==в, 62 ==6, e6 = de = 0, To Je + 85| =|е|--|8|. 

Оказывается (Neumann [6], T. II, crp. 161, 162; Maeda [7], 
стр. 153), что |а|==|—@а|, |a+6|<|al+|6|, a ecau 
Ra = ЮВ или а — ВЮ, то |а| = |В|. Условие 8 (а, В) =|“ — В] 
превращает А в метрическое пространство (М№еитапп [6], 
т. П, стр. 161, лемма 18.1; Маеда [7], стр. 154, теорема 5.1). 
Если это пространство полно, то ®(Ю) оказывается непре- 
рывной геометрией (МаеЧа [7], стр. 156, теорема 5.3). 

Если ®(Ю) — не разложимая в прямое произведение 
непрерывная геометрия, то, согласно теореме 19, %(Ю) 
допускает функцию размерности Ш. Устанавливается (Neu- 
mann [6], T. И, стр. 162; Маеда [7], стр. 165, теорема 2.2), 
что |а| = О (Аа) оказывается нормой. Метрическое простран- 
ство, определяемое на Ю с помощью этой нормы, полно. 
Если не предполагать, что %(Ю) не разложимо в прямое 
произведение, то на Ю можно определить норму, значениями 
которой служат действительные функции, определенные на 
некотором топологическом пространстве (ср. теорему на 
стр. 123). С помощью этого понятия и фактор-отображения 
доказываются такие факты (Маеда [7], стр. 167, теорема 3.2; 
стр. 159, лемма 1.6): 

1. Всли {Г} — совокупность максимальных идеалов 
регулярного кольца R, причем Я(Ю)— непрерывная 2e0- 
метрия, то Ю разлагается в подпрямую сумму простых 
регулярных колец Ю Шо. 

2. Если Ю-— регулярное кольцо, %(Ю) — непрерывная 
геометрия и Юа = ЮВ, то найдутся такие Ё, чЕЮ, что 

a=, Eyl. 
Регулярность !), разумеется, не могла не привлечь внима- 

ния «чистых» алгебраистов. Еще Нейман [Меитапп [6], т. II, 
стр. 21) заметил, что регулярное кольцо не содержит ненуле- 
вых нильпотентных идеалов и что полупростое (в классическом 
  

1) Здесь под регулярным кольцом понимается ассоциативное 
кольцо, в котором уравнение ofa =a всегда разрешимо, Существо- 
вание единицы не предполагается, 
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смысле — Ван-дер-Варден, Современная алгебра, ч. 2, 
стр. 170) кольцо всегда регулярно. В последнем утвержде- 
нии условие минимальности для всех правых идеалов можно 
заменить условием минимальности для главных правых идеалов 
(Герчиков [1]). Регулярными оказываются также всякая алге- 
браическая алгебра без нильпотентных элементов (ЛасоБзоп [1]) 
и кольцо линейных преобразований векторного пространства 

над Tenom (Johnson, Kiokemeister [1]; Bap [1], стр. 225, 
предложение 2). Всякое регулярное кольцо полупросто 
в смысле Джекобсона (ЛасоЪзоп [2]). Интересным частным 
случаем регулярных колец являются изучавшиеся в ряде 
работ (Koéthe [1]; ЗспИИпе [1]; Курош А. Г. [1], [2]; Куроч- 
кин В. М. [1]) локально матричные кольца, т. е. такие кольца, 
в которых каждое конечное подмножество элементов лежит 
в полном матричном подкольце. Конечные регулярные кольца 
исчерпываются прямыми суммами матричных колец над конеч- 
ным полями (Оуег-Веппе| [1]). 

Мак-Кой (МсСоу [1]) установил, что  коммутативное 
кольцо с единицей регулярно в том и только в том случае, 
когда каждый его идеал является пересечением всех содер- 
жащих этот идеал простых идеалов. Для произвольного 
кольца Ю сединицей регулярность эквивалентна следующему 
условию: 

«Если Ги /Л— левые идеалы кольца Ю, причем [— 
главный, и о — гомоморфное отображеение идеала Г, рас- 
сматриваемого как Ю-модуль, в фактор-модуль К, то 
найдется такой элемент аС В, что $ (а) =1а для всех 
E€ I» (Ikeda, Nakayama [1]). 

Ковач (Коудс$ [1]) доказал, что кольцо А регулярно тогда 
и только тогда, когда для любых правого идеала / и левого 
идеала .// имеет место //=—=ГП.Л. В той же работе показано, 
что кольцо А без нильпотентных идеалов регулярно в том 
и только в том случае, когда любой квазиидеал!) в К 
идемпотентен. В работе Фукса и Cene (Fuchs, Szele [1]) 
показано, что классическими полупростыми кольцами исчер- 
пываются все кольца, в которых все левые идеалы поро- 
ждаются идемпотентами. 

Форсайт и Мак-Кой (ЕотзуШ, МсСоу [1]) установили, что 
регулярное кольцо разлагается в подпрямую сумму тел тогда 
и только тогда, когда оно не содержит нильпотептных эле- 

  

1) Подгруппа М аддитивной группы кольца А называется квази- 
идеалом, если МР | ЮМС М. 
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ментов. Для коммутативного случая этот результат был 
получен Кете (Кб+Ве, [1]). Смайли (Зп!еу [1]) обобщил эту 
теорему на случай альтернативных регулярных колец. 

Всякое коммутативное кольцо без нильпотентных элемен- 
тов может быть вложено в коммутативное регулярное 
кольцо (МсСоу [1]). Необходимые и достаточные условия 
вложимости произвольного кольца А в регулярное даны Гольд- 
MaHOM (Goldman [1]). Достаточным условием является суще- 
ствование во всяком ненулевом идеале кольца Ю такого 
элемента @, что для некоторого идеала / имеет место ГП а? =0 
(Лойпзоп [1]). Рассмотрение соответствующего регулярного 
кольца в этом случае оказывается полезным для изучения 
структуры правых идеалов самого кольца R (Johnson [2]). 

Отметим интересный результат Фукса (Еисиз [1]; см. 
также [2]: 

Аддитивная группа регулярного кольца является пря- 
мой суммой некоторого множества аддитивных групп 
рациональных чисел и группы А, содержащейся в полной 

прямой сумме групп Т„ каждая из которых есть пря- 
мая сумма циклических групп одного и того же простого 
порядка р (от слагаемого к слагаемому р меняется). Гри 
этом А содержит дискретную прямую сумму Т групп Т,, 
а А/Г— полная группа. 

В 40-годах появляется ряд работ, в которых опреде- 
ляются различные радикалы для произвольных ассоциатив- 
ных колец. В частности, Браун и Мак-Кой (Вгом\п, МсСоу [1]) 
использовали для определения радикала понятие регуляр- 
ности. Они назвали радикалом кольца Ю его максимальный 
регулярный идеал (идеал / называется регулярным, если 
уравнение ха —= разрешимо в R для всякого аЕ/). 

В последние годы было предпринято исследование регу- 
лярных колец методами гомологической алгебры (Аи$[ап4ет [1]; 
Блао [1]; Нагада [1]; Hattori [1]; McLaughlin [1]; Serre [1]). 
В частности показано, что кольцо с единицей регулярно тогда 
и только тогда, когда \. 51. ат Ю =0!'). Вильямайор (УШа- 
тауог [1]) доказал, что из регулярности групповой алгебры 
вытекает локальная конечность группы. Сюда же до некоторой 
степени примыкает результат Уцуми ({ит! [1]), доказавшего, 
что полупростое (в смысле Д жекобсона) кольцо РА с единицей, 
инъективное?) как левый и как правый А-модуль, регулярно 
  

1) Считают, что \. 21. Чт А < п, если Тог, ВЮ = 0 (см. Картан 
и Эйленберг, Гомологическая алгебра, М., 1960, гл. У— УГ). 

2) Там же, стр. 23. 
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й структура его главных левых идеалов является непрерывной 
геометрией. Обратное имеет место, если в А нет идеалов 
без нильпотентных элементов (Сфипи [2]). 

Коммутативное кольцо Ю с единицей регулярно тогда и 
только тогда, когда всякий простой (т. е. не разложимый 
в прямую сумму) R-MOAy1b HH bEKTHBEH (Rosenberg, Zelinsky [1]). 
Отметим, наконец, интересный результат Капланского (Кар- 
lansky [5]): левый проективный модуль!) над регулярным 
кольцом является прямой суммой модулей, изоморфных глав- 

ным левым идеалам кольца Ю. Структурно упорядоченные 
регулярные кольца изучал Брейнерд (Вгашега [1]). Отметим, 
наконец, что представляет интерес изучение регулярных 
полугрупп. Впервые они были рассмотрены Тьерреном 
(Thierrien [1]). Клиффорд (СИНога [1]) ввел строго регуляр- 
ные полугруппы (см. ниже). В дальнейшем регулярные полу- 
группы изучались рядом авторов (Мипп \., Репгозе К. [1]; 
Круминг П. Д. [1]; Глускин Л. М. [1]; Сваиавия №. [1]; 
Foulis О. [1 и др.). В книге Ляпина [1] им посвящен ряд 
параграфов. 

Понятие регулярности неоднократно обобщалось. Мак-Кой 
(МсСоу [2] ) ввел в рассмотрение п-регулярные кольца — коль- 
ца, в которых для всякого элемента а найдется такое натуральное 
число п, что уравнение и” а” — а” разрешимо. Эти кольца иссле- 
довались также в работах Адзумая (Агитауа [1]), Икусима 
({kushima [1]), Koaca (Kohls[1]) 1 Tomunara u maga (Tominaga, 
Татада [1]). Другое обобщение понятия регулярности предло- 
жил Блэр (ВИаш [1]). Он назвал кольцо /-регулярным, если 
а Е (а)? (через (а) обозначается двусторонний идеал, поро- 
жденный элементом 4). Как и регулярность, /-регулярность 
может быть использована для определения радикала (Вай: [2]). 
В коммутативном случае понятия регулярности и /-регуляр- 
ности совпадают. Класс /-регулярных колец включает в себя 
бирегулярные и строго регулярные кольца. Кольцо назы- 
вается бирегулярным, если каждый его главный двусторон- 
ний идеал порождается центральным идемпотентом (Агеп$, 
Кар!апзКу [1]), так что бирегулярность является двусторонним 
аналогом регулярности ?). Строго регулярным называется 
кольцо, в котором всегда разрешимо уравнение а —а 
(Капад [1]). Легко проверить, что строго регулярное кольцо 
  

') См. Картан и Эйленберг. Гомологическая алгебра, стр. 21. 
2) Бирегулярные и х-регулярные кольца исследовались также 

Капланским (Kaplansky [1]), /-регулярные — Андрунакиевичем 

([1}, [3}). 
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не содержит нильпотентных элементов. Так как из а = а 
вытекает (а — оба)? —= 0, отсюда следует, что строго регуляр- 
ное кольцо регулярно. Центр бирегулярного кольца также 
бирегулярен, а структура его идеалов изоморфна структуре 
идеалов самого кольца (Мог1зоп [1]). Каждый идеал бире- 
гулярного кольца оказывается пересечением максимальных 
идеалов (Ногпе [1]). Все односторонние идеалы строго регу- 
лярного кольца являются двусторонними (Агеп$, Кар[апзКу [1]). 
Бирегулярные кольца тесно связаны с кольцами непрерывных 
функций. Эти и некоторые другие результаты можно найти 
в книге Джекобсона ( [1], гл. [Х). Там же доказываются и неко- 
торые свойства п-регулярных колец. Как бирегулярные, так и 
строго регулярные кольца использовались для определения ра- 
дикала (Андрунакиевич [2]; Капаб [1]). Многие результаты 
о перечисленных видах регулярности охватываются теорией так 
называемых (А, ®)-групп, построенной Брауном и Мак-Коем 
(Brown, McCoy [2]). 

Ввиду теоремы 3, кольцо матриц над телом является 
регулярным кольцом. Так как все цепи структуры главных 
левых идеалов этого кольца конечны, то она является непре- 
рывной геометрией. С другой стороны, кольцо матриц над 
телом является частным случаем кольца линейных преобра- 
зований некоторого линейного многообразия над телом в смысле 
Бэра ([1]). Уайтситт (\УПЦезё [1]) ввел в рассмотрение класс 
колец, включающий в себя оба упомянутых выше класса. Пусть 
Ю — ассоциативное кольцо с единицей. Левый идеал Г назы- 
вается дополняемым, если существует такой левый идеал /, 
что /-- Л/=Ю, ГП/Л/=0. Если $ — подкольцо кольца ВР, 
го через И (5) и 7 (5) обозначаются группа единиц и центр 
кольца $ соответственно. Уайтситт налагает на кольцо Ю 
следующие требования: 1) г->г--г— автоморфизм адди- 
тивной группы кольца А; 2) если левые идеалы Ги J допол- 
няемы, то /{- Ли ГП. также дополняемы; 3) если е, гЕЮ, 
е = 0, е?—=е, то как из еЮг —=0, так и из гРе = 0 выте- 
кает, что г = 0; 4) если е СЮ, е? ==е, то 2 (И (еЮе)) = (еВе); 
5) 2 (Ю) не содержит делителей нуля. Можно проверить (Бэр [1]; 
ЕтИси [1]), что эти условия выполнены как для колец линейных 
преобразований, так и для колец, у которых структура главных 
левых идеалов — непрерывная геометрия, не разложимая в 
прямое произведение. Оказывается, что дополняемые левые 
идеалы кольца Ю образуют дедекиндову структуру © (Ю) с 
дополнениями, а из изоморфизма групп И (К) и И (Ю.) вытекает 
изоморфизм структур © (Ю1) и © (Ю.) (ср. Бэр [1], стр. 252). 

177



Отметим еще одно направление, связанное с непрерыв- 
ными геометриями. Самосопряженная алгебра операторов 
гильбертова пространства, замкнутая в равномерной топологии 
(Наймарк [1], стр. 400), называется С“-алгеброй. Аксио- 
матическое описание этого класса алгебр дано Гельфандом 
u Hatmapxom (On the [mbedding of Normed Ring into the 
Ring of Operators in Hilbert Space, Marem, c6. 12 (1943), 
197—217). Самосопряженные ‘идемпотенты С*-алгебры назы- 
ваются проекциями. Множество проекций можно частично 
упорядочить, считая, что е >. ] тогда и только тогда, когда 
е/ =. Капланский (Кар!апзку [2]) назвал А\”*-алгеброй 
С*-алгебру, в которой любое множество ортогональных проек- 
ций имеет точную верхнюю грань, а любая максимальная ком- 
мутативная самосопряженная подалгебра порождается своими 
проекциями. Проекции е-и f называются эквивалентными 
(в обозначениях е со Г), если найдется такой частично изо- 
метрический элемент х, что хх“ =еи х*х = ] (ср. стр. 136). 
А\*-алгебра называется конечной, если из } сое следует, 
что |1==е (ср. стр. 118). Оказалось (Кар!апзку [2]), что 
проекции конечной А\*-алгебры образуют непрерывную гео- 
метрию. Использованные здесь методы были в дальнейшем 
применены к *-регулярным кольцам (Кар!апзКу [4]). Сасаки 
(ЗазаК! [3] ) обобщил результат Капланского, показав, что непре- 
рывную геометрию образуют конечные проекции произволь- 
ной А\*-алгебры. Исследуя АУ*-алгебры, Райт (Wright [1]) 
нашел возможность строить новые примеры факторов типа П\, 
а значит, и новые примеры непрерывных геометрий. Новые 
способы построения конечных факторов предложены в рабо- 
тах Накамура и Такеда (Макатига М., Такеда 7. [1], [2], [3]). 
Отметим, что существование неизоморфных факторов типа 1) 
было доказано лишь в 1943 г. (Murrey, Neumann [3]). 
Берберян (ВегБегап [4]) установил, что кольцо матриц над 
А\”*-алгеброй также является А\”*-алгеброй. Он же (Вег- 
berian [2], [3]) показал, что с каждой А\*-алгеброй есте- 
ственным образом связано регулярное кольцо. Фелдман и 
Фелл (Ее]4тапп, Ее!1 [1] ) изучали «-гомоморфизмы А\”*-алгебр. 
Маеда (Маеда [8]) осуществил аксиоматический подход к изу- 
чению AW*-anre6p. А\*-алгебры изучались и в ряде других 
pa6ot (Berberian [1]; Feldman [2]; Goldman [1], [2]; Nakai [1]; 
Ono [1], Kaplansky [3]; Sakai [1]; Yen Ti [1]—[8]). 

Особый интерес представляют аппроксимативно конечные 
факторы (Наймарк [1], стр. 437), поскольку соответствующие 
непрерывные геометрии являются объединением счетной 
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последовательности вложенных друг в друга проективных 
геометрий. Первый пример неатомной непрерывной гео- 
метрии был получен HMeHHO Tak (Neumann [2]; Биркгоф [1], 
стр. 182—183). Meppe# u Heftimany (Murrey, Neumann [3]; 
П!хпиет [2]) показали, что всякий фактор Tuna II, conmepxuT 
аппроксимативно конечный фактор типа П. Там же было 
доказано существование не аппроксимативно конечных факто- 
ров. Диксмье (П!хпиег [1]) показал, что аппроксимативно 
конечные факторы допускают +-автоморфизмы, не являю- 
щиеся внутренними. Исследование различных форм опреде- 
ления аппроксимативной конечности для А\*-алгебр пред- 
принял Уайдом (\/14от [1], [2]). 

32. Проблемы. Вопросы единственности, рассмотренные 
в $ 7, приводят к постановке следующих задач: 

Проблема 1. Существенны ли в теоремах 22 и 23 
условия полноты и непрерывности структуры? 

Проблема 2. Следует ли из изоморфизма колец Р, 
и Ц, изоморфизм колец Ри С? 

Замечание. Если кольца Р и С регулярны, то, ввиду 

теорем 2 и 21, проблемы 1 и 2 равносильны. 
Обозначим через Ж (Ю) множество левых, правых и дву- 

сторонних идеалов кольца А. Пусть ф — сохраняющее вклю- 
чение взаимно однозначное отображение % (К) на % (Г), где 
[, — кольцо всех линейных преобразований некоторого линей- 

ного пространства над телом, и (АВ) = АВ? для любых лево- 
го и правого идеалов А и В соответственно кольца К. Тогда, 
как показал Вулфсон (\МоНоп К. [1]), К и ЕЁ изоморфны. 

Проблема 3. Нельзя ли в этой теореме в качестве /. 
взять любое регулярное кольцо? Или хотя бы непрерывное? 

Для решения проблемы 1 может оказаться полезным 
положительный ответ на такой вопрос: 

Проблема 4. Всякое ли регулярное кольцо можно `по- 
грузить в регулярное кольцо, структура главных левых 
идеалов которого является непрерывной геометрией (в част- 
ности, если структура главных левых идеалов исходного 
кольца полна)? 

С этой проблемой связана 
Проблема 5. Является ли пополнение с помощью сече- 

ний любой дедекиндовой структуры с дополнениями обяза- 

тельно дедекиндовой структурой (Биркгоф [1], проблема 57)? 
Ввиду теоремы 19, кольцо, для которого проблема 3 

решается положительно, должно обладать нормой (см. стр. 173). 
Естественно спросить: 
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Проблема 6. Не будет ли это условие достаточным? 
Проблема 7. Всякое ли регулярное кольцо допускает 

норму? 
Проблема 8. Пусть Ю — верхний предел некоторого 

спектра матричных колец, взятых с дискретной топологией. 
Будет ли пополнение кольца Ю регулярным? А если на 
кольцах матриц дана какая-либо другая топология? 

Более общей является 
Проблема 9. Является ли пополнение топологического 

регулярного кольца регулярным? 
Мы уже упоминали о непрерывной геометрии СС (РЁ), 

построенной Нейманом и связанной с некоторым телом Р 
(см. Биркгоф [1], гл. УШ, 5 10). Если Ю — поле действи- 
тельных чисел, К — поле комплексных чисел, а © — тело ква- 
тернионов, то CG(R) изоморфна СО (@), но не изо- 
морфна СС (К) (Биркгоф [1], стр. 183, упр. 8). Этот резуль- 
тат вытекает из следующей теоремы (Меитапп [4]): если 
К, Ю’ — тела, имеющие конечный ранг над своим центром, то 
структуры СС (Ю) и CG(R’) изоморфны тогда и только 
тогда, когда изоморфны центры тел ^Ю и КР’ (см. также Neu- 
тапп [8]). С проблемой | связана также 

Проблема 10. Какова связь между телами Ри С, 
если структуры СС (Г) и СС (Ц) изоморфны? 

По-видимому, в указанной выше конструкции можно 
начинать с довольно широкого класса регулярных колец 
(см. лемму на стр. 132). Поэтому проблема 10 допускает 
обобщение: 

Проблема 11. Какова связь между кольцами Ри С, 
если изоморфны структуры СО (Р) и СОЦ (0), в частности, 
если Р — тело? 

Интересна также 
Проблема 12. Охарактеризовать абстрактно с точ- 

ностью до изоморфизма и как метрическую группу группу всех 
изометричных преобразований пространства СС (РЁ). Связна 
ли она, если Р — поле действительных чисел (Биркгоф [1], 
проблема 60)? 

Заметим, что в последнем случае само пространство CG (F) 
оказывается связным в топологии O(a, 0) = D(a+b)— 
~~ D(ab) (Neumann [2]). 

Фринк (Ейпк [1]) показал, что всякая дедекиндова 
структура Г с дополнениями изоморфна подструктуре пря- 
мого произведения П атомных проективных геометрий 
(см. также Биркгоф [1], гл. УШ, 5 13). Йонссон (1оп$$оп [1]) 
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установил, Что всякое тождество, справедливое в /, спра- 
ведливо ив II, 

Проблема 13. Как связаны между собой различные 
минимальные структуры ПЦ, соответствующие данной струк- 
туре L? 

В частности 
Проблема 14. Если Г, =СО (Г), где Е — тело, то не 

будет ли П атомной проективной геометрией? Не связана ли 
она с телом Р (Биркгоф [1], проблема 63)? 

Отметим, что структура всех дуальных идеалов структу- 
ры СС (Р) не является структурой с дополнениями, хотя все 
ее элементы суть суммы атомов (Биркгоф [1], стр. 188, упр. 4). 

Легко проверить, что кольцо Р(ВЮ”") линейных преобразо- 
ваний модуля А” изоморфно кольцу АЮ,. Ввиду теоремы 3, 
Р(Ю") регулярно одновременно с Ю. То же самое можно 
сказать и о свойстве быть А\”“-алгеброй (Berberian [4]). 
Как заметил К. К. Джансеитов, нетрудно проверить, что 
если Ю — фактор типа П;, то таким же является и кольцо 
Р(Ю"). Эти факты, очевидно, связаны с программой иссле- 
дований, намеченной Гельфандом ([1], стр. 11). Остается 
открытой 

Проблема 15. Будет ли кольцо Р(Ю”) *-регулярным, 
если *-регулярно Ю? 

При исследовании этого вопроса может оказаться полез- 
ной работа Видава (У!4ау [1]), рассмотревшего регулярные 
кольца с таким инволюционным антиавтоморфизмом, что 

хм... + хпхв==0 возможно лишь при х=... 

... =X, =0. 
Пусть М — свободный Ю-модуль, а P(M)— кольцо всех 

линейных отображений модуля М в себя. Мы уже отмечали 
(стр. 174), что Р(М) регулярно, если Ю — тело. Однако: 

Проблема 16. Будет ли Р(М) регулярным, если 
регулярно кольцо Ю, в частности, если Ю — простое регу- 
лярное кольцо? 

В предложении 98 установлена связь между 8 (Ю-- 5), 
% (Ю) и %($). Если ЮЖ $ — прямое произведение регуляр- 
ных колец, то структура %(Ю Ж5) может быть описана 
следующими свойствами: она содержит подструктуры А и В, 
которые: а) изоморфны соответственно ® (Ю) и®($); 6) имеют 
те же 0 и 1, что и (ЮЖ 5); в) если a€A, ФЕВ, то 
(a+b)c=ac+bc ana любого СЕ®(ЮЖ5)}; г) из аб =0 
вытекает, что 4 = 0 или 6 —=0 (Биркгоф [1], стр. 185, упр. 2). 
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Проблема 17. Возможно ли синтетическое определе- 
ние ® (ЮХ 5) в терминах структур ® (Ю) и %($) (Биркгоф [1], 
проблема 61)? 

Аналогичный характер имеет | 

Проблема 18. Пусть Ё и [’ — дедекиндовы структуры 

с дополнениями, а, ВЕЁ, а’, ’ЕГ’, структуры Г, и [, 
изоморфны структурам Ра’ и`Гь’ соответственно. Всегда ли 
будут изоморфны структуры Газь и Го’чь? 

Мы показали (теоремы 2, 4 и 10), что структуры 
вида &(R), где. Ю — регулярное кольцо, характеризуются 
как дедекиндовы структуры с дополнениями (с некоторыми 
оговорками, конечно). 

Проблема 19. Дать теоретико-структурную характери- 
стику структуры всех левых идеалов регулярного кольца 
с единицей. 

Ввиду теоремы 2, проблему 19 можно сформулиро- 
вать так: 

Проблема 20. Дать теоретико-структурную характери- 
стику структуры © всех левых подмодулей модуля Ю", где 
Ю — регулярное кольцо с единицей. 

Проблема 21. Не будут ли образовывать структуру 
левые подмодули модуля А”, обладающие дополнением? 
(Cp. Whitesitt [1].) 

Сама структура ©@ уже не обладает дополнениями. 
Однако она обладает однородным базисом ранга п. Послед- 
нее будет иметь место и без предположения о регуляр- 
ности кольца Ю. Достаточно, чтобы в Ю была единица. 
Если Ю — тело, то этот базис состоит из О-элементов. То же 
самое справедливо, если КЮ — коммутативное регулярное 
кольцо (стр. 172) или коммутативное кольцо главных идеа- 
лов (5а1 [1]). 

Проблема 22. Исследовать дедекиндовы структуры, 
обладающие однородным базисом, состоящим из О-элементов. 

В частности 
Проблема 23. Исследовать дедекиндовы структуры, 

обладающие таким однородным базисом @),..., @,, что 
Ёа, — цепи. Вопрос может облегчиться, если предполагать, 

что все эти цепи конечны. 
С поставленными задачами связаны: 
Проблема 24. Исследовать дедекиндовы структуры, 

в которых каждый элемент является суммой конечного числа 
О-элементов. 
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Проблема 25. Исследовать дедекиндовы структуры, 
п (а) 

в которых каждый элемент представляется в форме а = Ха, 
i=l 

где Га, — цепи (в частности, конечные). 

Проблемой 25 для случая, когда цепи конечны, зани- 
мался Бэр (Baer [1]). 

Отметим еще один вопрос: 
Проблема 26. Дать теоретико-структурную характери- 

стику структуры %(Ю), где Ю — коммутативное регулярное 
кольцо с единицей. 

Заметим, что указанную структуру, по-видимому, нельзя 
охарактеризировать тождественными соотношениями (Бирк- 
гоф [1], стр. 172, упр. 4, 6). Может быть, это удастся сде- 
лать, допуская существование достаточно большого числа 
антиавтоморфизмов (ср. Скорняков Л. A., Проективные 
плоскости, Успехи матем. наук, 6 (1951), 112—154, тео- 
pema 24; Pickert G., Projektive Ebenen, Berlin, 1955, ctp. 149). 
Полезно учесть, что дедекиндова структура с дополнениями, 
обладающая однородным базисом ранга >. 4, состоящим из 
О-элементов, изоморфна ®(Ю) для некоторого регулярного 
кольца Ю, в котором все идемпотенты центральные (тео- 
рема 10 и предложение 98, a)). 

Интересна 
Проблема 27. Построить аффинную геометрию над 

регулярным кольцом. 
Здесь могут оказаться полезными результаты Cacaku 

(Sasaki [3], [4]) u Xy (Hsu Chen-Jung [1]). 
Кольцо АЮ называется первичным, если из «ЮВ = 0 выте- 

кает, что я —=0 или В =0 (легко проверить, что это равно- 
сильно тому, что произведение двух ненулевых двусторонних 
идеалов отлично от нуля). Из леммы 3 на стр. 158 выте- 
кает, что *-регулярное кольцо первично тогда и только 
тогда, когда О и | являются его единственными централь- 
ными идемпотентами. Естественна 

Проблема 28. Справедлив ли этот результат для произ- 
вольных регулярных колец? 

Примыкает сюда 
Проблема 29. Описать простые регулярные кольца. 
В связи с этим отметим, что простое строго регулярное 

кольцо является телом (Агеп$, Кар!апзКу [1]). Учитывая теорему 
Форсайта и Мак-Коя (см. стр. 174), можно получить тот же 
результат для регулярных колец без нильпотентных элементов. 
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Проблема 30. Какие дедекиндовы структуры с допол- 
нениями координатизируются простыми регулярными коль- 
цами? 

В связи с результатом Зелинского (Zelinsky [1]) B03- 
никает 

Проблема 31. Нельзя ли каждый элемент регулярного 
кольца с единицей представить в виде суммы элементов, 
обладающих обратными !)? | 

Андрунакиевич [1] показал, что главные идеалы бире- 
гулярного кольца образуют дистрибутивную структуру с отно- 
сительными дополнениями. 

Если кольцо содержит единицу, то эта структура ока- 
зывается булевой алгеброй. Отметим еще, что кольцо матриц 
над бирегулярным кольцом также бирегулярно (Андруна- 
киевич [2]). С другой стороны, каждая булева алгебра изо- 
морфна структуре главных идеалов некоторого булева кольца 
(Биркгоф [1], стр. 219, упр. 2). Ясно, что булево кольцо 
бирегулярно. 

Проблема 32. Как связаны между собой бирегуляр- 
ные кольца, координатизирующие одну и ту же булеву ал- 
гебру? | 

Проблема 33. Как связаны между собой бирегулярные 
кольца, координатизирующие одну и ту же дистрибутивную 
структуру с относительными дополнениями? 

Проблема 34. Образуют ли структуру подбимодули 
конечного происхождения подбимодуля строк над бирегуляр- 
ным кольцом? Не будет ли она обладать дополнениями. 
если в кольце есть единица? 

Проблема 35. Охарактеризовать структуру всех подби- 
модулей бимодуля строк над бирегулярным кольцом с еди- 
ницей. 

Так как всякое простое кольцо с единицей бирегулярно, 
то проблемы 34 и 35 можно поставить и для этого частного 
случая 2). | 

Проблема 36. Найти двусторонний аналог *-регуляр- 
ности. 

Топологические регулярные кольца практически не изу- 
чались. Известен только результат Круминга [1], показав- 
  

1) См. также Шипи [2], стр. 602. 
2) Оказывается, что подбимодули бимодуля строк над простым 

кольцом А с единицей образуют атомную дедекиндову структуру 
с дополнениями. Она координатизируется с помощью центра 
кольца Л (3. С. Липкина). 
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шего, что регулярная связная бикомпактная хаусдорфова 
топологическая полугруппа или является группой, или со- 
держит бесконечно много идемпотентов. 

Проблема 37. Описать локально бикомпактные топо- 
логические регулярные кольца, хотя бы связные. 

Аналогичные проблемы можно поставить для бирегуляр- 
ных, а также и для строго регулярных колец. 

В связи с поставленными вопросами полезно иметь в виду 
pesybTaTbl Anuan (Anzai H., On compact topological rings, 
Proc. Imp. Acad. Tokyo 19 (1943), 613—615) wu Мильмана 
(Мильман Д., Нормируемость топологических колец, Докл. 
АН СССР 47 (1945), 166—168). См. также Понтрягин JI. C., 
Непрерывные группы, М., 1954, гл. ГУ. Укажем, наконец, 
на работы Гилмана и Xenpuxkcena (Gillman, Henriksen [1], [2]), 
в которых исследовались такие топологические пространства, 
что кольца функций, непрерывных на них, регулярны.
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