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Памяти

Андрея Николаевича КОЛМОГОРОВА

цосвящаетоя

Материалы сборника посвящены разработке и

использованию асимптотических методов изучения случайных процессов
или последовательностей таких процессов. Основная часть

статей так или иначе связана с процессами, порожденными

суммированием случайных величин. Эти направления

исследований восходят к фундаментальным работам Андрея
Николаевича Колмогорова, которые во многом определили пути

развития современной теории вероятностей и, в частности,

асимптотических методов изучения случайных процессов.
Посвящая этот сборник памяти Андрея Николаевича, авторы

отдают дань памяти своему учителю, поскольку почти все они

являются его учениками в первом, втором или третьем

поколениях.

Первая группа работ связана главным образом с

предельными теоремами для процессов, порожденных суммами

случайных элементов. Такие процессы и эмпирические поля в

банаховых пространствах рассматриваются в работе И. С.

Борисова. Получены оценки скорости сходимости для

распределений гладких по Фреше функционалов и новые оценки в

принципе инвариантности. Дальнейшему исследованию

принципа инвариантности для сумм разнораспределенных

одномерных слагаемых посвящена работа А. И. Саханенко.
Асимптотические разложения типа Бергстрема для распределений
сумм случайных элементов в гильбертовом пространстве

рассматриваются в работе С. В. Нагаева и В. И. Чеботарева.
Значительное продвижение в изучении сумм зависимых случайных
величии осуществлено С. А. Утевым, в работе которого
найдены оценки вероятностей больших уклонений и оптимальные

условия для сходимости процессов, порожденных суммами,



к вииеровскому процессу. С распределениями сумм случайных
элементов связана и работа М. С. Сгибнева, в которой
изучается асимптотика безгранично делимых многомерных

распределений.
Процессам, заданным на цепях Маркова, посвящены

работы В. И. Лотова и С. Ю. Новака. Полные асимптотические

разложения включая зоны больших уклонений в задачах с двумя

границами найдены В. И. Лотовым. В работе С. Ю. Новака

асимптотические разложения получены для распределения

максимальной длины серии «успехов» для простейших цепей

Маркова.
Сравнительно новый класс задач для случайных процессов -

рассмотрен в работе А. А. Боровкова и А. А. Могульского,
в которой изучаются вероятности так называемых малых

уклонений случайных процессов в том числе для процессов,

порожденных суммами. Эти теоремы в известном смысле

аналогичны локальным предельным теоремам для сумм в эвклидовом

пространстве.
Заключают сборник работы В. В. Юринского и А. В. Пожи-

даева, в которых исследуются асимптотические свойства

случайных блужданий, описываемых дифференциальными
уравнениями в частных производных со случайными коэффициентами.

Книга будет полезна научным работникам, студентам и

аспирантам, специализирующимся в области теории
вероятностей и ее приложений.



АППРОКСИМАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
ГЛАДКИХ ФУНКЦИОНАЛОВ ОТ СУММ

НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

И. С. БОРИСОВ

В работе получены оценки типа Берри — Эссена близости
распределений гладких по Фреше функционалов от сумм независимых разнорас-

пределеиных случайных элементов (с. э.) и соответствующих гауссовских
с. э. в произвольном банаховом пространстве. При этом не

предполагается выполнение центральной предельной теоремы для исходной
последовательности с. э. (требуется лишь предгауссовость их

распределений). В качестве приложений рассматривается принцип инвариантности
для эмпирических полей, а также классический принцип инвариантности

Донскера — Прохорова.
Всюду в дальнейшем символами С, Ck обозначаются абсолютные

(т. е. не зависящие от параметров задачи) положительные постоянные.

При этом индексы будут использоваться лишь при необходимости
подчеркнуть различие постоянных. Зависимость постоянных от тех или иных

параметров задачи будет обозначаться функциональной записью вида

С(-) или буквами, отличными от С (в случае, когда аргумент у С(-)
слишком неудобен для записи). Нумерация теорем, лемм и формул своя

в каждом параграфе. При ссылках на леммы или формулы из другого

параграфа используется двойная нумерация. Первая цифра — номер

параграфа.

§ 1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть {£n<; i ^ п), п^ 1,— последовательность серий независимых в

каждой серии случайных элементов (с. э.) в произвольном банаховом

пространстве (Ж, 11-11). Предполагается, что при любых i, n распределение

с. э. 1т имеет в Ж сепарабельный носитель, Е£п< = 0, oni = Е || |ni ||2 < оо

и, кроме того, lira maxani = 0> 2 а<п% = 1. Предположим также, что рас-

пределение каждого с. э. £ni предгауссово. Соответствующие гауссовские
с. э. обозначим через ут-

Рассмотрим с. э. Sn = 2 Епь Wn = 2 Y^i- В качестве меры близо-

сти распределений с. э. Sn и Wn выберем метрику

dF (5„, Wn) = sup | Р (F (Sn) < z) - P (F (Wn) < z) |,

где F — некоторый непрерывный функционал. Запись F^<g7(m, [J, а), где

7/1 = 0, 1, ..., Pe[0, 1], a^O, будет означать, что

\\F(k)(x)\\*<Co(F)exv{a,Wx\\}, /с = 0, 1, ..., го,

\\firn) ф __ р(т) (yj ||* ^ C^F) exp {a\\x\\ + a\\yl\)\\x _ y\\^

где F{h) (x) [•] — к-я производная Фреше функционала F, II • II*—

стандартная норма полилинейного функционала.
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Введем дополнительные ограничения на последовательности {|ni} и

ty™), а также на F. Пусть для любого подмножества N ^ {1, ..., п]
выполнено

Е 2 Sm Г ^ А 2 <*ni,
II ieJV II ieiV /л\

Е 2j Ум ^ -^ 2j &пи
ieiv II ieiV

где постоянная А не зависит от п и iV, но может зависеть от Ж и тех

или иных вероятностных характеристик {|nf} и {«yni}. Например, если Ж —

пространство типа 2, то (2) выполнено ii=i(l). Но (2) может иметь

место и в других банаховых пространствах. Скажем, пусть

^ni - /_^n/„2\l/2 > (3)

где ignJ— независимые одинаково распределенные с. э. Если

последовательность {gj удовлетворяет центральной предельной теореме в #, то (2)
выполнено и А = sup E II Sn II2.

п

В самом деле, если с. э. Sn слабо сходится к гауссовскому с. э. у,

то, как показано в [1],
А = sup Е II Sn II2 < со, Е II у II2 ^ А.

п

Стало быть,

Е 2Ы2=ss^m е| 2 е. (card WEB 6l гг1/2
isW || || ieiV

< Лге-1 Card (iV) = А 2 <£«,

12
<

|| ieiV || ieiV

что и требовалось доказать.
Отметим также, что в общих банаховых пространствах каждое из

соотношений (2) не следует из другого.

Известно, что с помощью одних лишь условий (1) и (2) нельзя

получить удовлетворительные оценки для dF{Sn, Wn) (см. [2]). Следуя
Ф. Гётце (см. [3, 4]), мы добавим еще своеобразное условие
стохастической отделимости от нуля первой производной Фреше функционала F:

для любого п существует такое подмножество индексов JV(6, rc), что

2 о'пг^б и для всех подмножеств N^N(8, п), удовлетв#ряю-
i&N( б,1г)
щих требованию

SXi> е (я) = 2 Е min {|| \ni f, \ &,, ||2}, (4)

выполнено

sup *-мР / S Dni (Wn) < z 2 oli) < В, (5)
г>0 \ieJV ieJV у

где постоянные 6е=(0,1) и 5 не зависят от п и N; М = max {(5 + Р)/
/Р, 25),

JD„i(^) = E(F<1>(a:)ilnJ)2 =
= (EF(1> (*)К«7(116.«И < <?oni)])2/P(lll„i" < <?a„,)-

-(EF^(x)ll{J{4J < Qau,W/P*(4J < Qom),

I(•) — индикатор события, Q> 2 — некоторая постоянная, o\,< = oni + e(и).



Отметим, что при выполнении (3) требование (4) излишне, а (5),
по существу, совпадает с условием регулярности Ф. Гётце (см. [3, 4]).

Теорема 1. Пусть ^^^(4, £}, а), £* > 0, и выполнены условия (2)
и (5). Тогда

dF (Sn, Wn) < С (F, А, 5, б, Q) 2 Е min {|| gn4 f, || £ni ||2}, (6)

где C(F, А, В, б, Q)— постоянная, зависящая только от Co{F) и а в (1),
а также A, Q, В и б.

Замечание. Приведенная теорема позволяет получать достаточно

хорошие оценки и в случае, когда последовательность серий с. э. {£ni;
i <: п} не удовлетворяет центральной предельной теореме в Ж (т. е. когда

в £ не существует слабого гауссовского предела последовательности
с. э. {£„}).

Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 1 с. э. {%ni} определены в (3)
и Е II li II3 < оо. Тогда

^

^

dr (Sn, Wn) < С (F, A, В, б, Q) -J\^-t (7)

где у = Wn — гауссовский с. э. с той же ковариацией, что и с. э. \\.
Неулучшаемые оценки (6) и (7) в известной степени усиливают и

обобщают результаты [3 — 5]. Отметим также, что для неодинаково

распределенных с. э. {gnJ ранее были получены оценки лишь для F(x)=*
= (Dx, х) в гильбертовом пространстве Ж, где D — положительный

линейный оператор (см. [5,6]).
Особый интерес теорема 1 представляет для принципа

инвариантности. Наряду с ilm) и {fm} рассмотрим следующие с. э. в В$ [О, 1]
(пространство ограниченных Ж-значных функций на [0, 1] с

равномерной нормой):
Xni — Xni(t) = %Ji/n (t) ,

Yni - Yni (t) = Tni7i/n (t), t €= [0, 1],
(6)

где l2(t)=0, если t<z,nlz(t)=l в противном случае. Тогда Sn =

— 2 Xm= 2 5ni—так называемая случайная ломаная или «процесс

накопления сумм», Wn = 2 Yni= 2 Ум— аналогичная ломаная, по-

г^п tent

строенная по гауссовским с. э. {^пЛ.
Следствие 2. Пусть F: Вг [0, 1]->R и F е= С(4, р, а), £ > 0. Яусгь

{|nJ w {*Ym} удовлетворяют (2), и для последовательностей {X„J, {FnJ,
введенных в (8), выполнено (5). Тогда имеет место оценка (6).

В качестве примера рассмотрим принцип инвариантности для

эмпирических полей. Обозначим через Gn{z\, ..., zfe) эмпирическую функцию
распределения, построенную по выборке объема п с функцией
распределения G{z\, ..., zh) в R\ Рассмотрим случайное поле

&fc) (*, *!,...,**) = й£ (^[»t] («1, ...,**)-<* (z19...; «о).

Пусть W(n\t, zx, ..., zft) — центрированное гауссовское поле с той же

ковариацией, что и Snfe)(*)- Будем рассматривать 5nft)(") и И^°(*) как

элементы гильбертова пространства Z>2([0, 1]ХК\Я), где Я (^ —

произвольная конечная мера на [0, 1]ХД\ Введем класс функционалов на

Z/2([0, 1] X R\ Я), определяемых формулами

1

F(X) = j J /(X(t, zx, ..., «*), t, zx, ..., zk)X(dt, dz19 ..., dzk).

9



Следствие 3. Пусть функции f(x, t, z), G(z) удовлетворяют
следующим условиям:

inf^/(xl*,i)>^(*,i)>Ol (9)

1 Ъ

inf
_

{G (z Д z') - G (i) G (?)} > 0, ( f g (t, 5) X (Л, dz) > 0

a4:i,z'^b 1/2 д

(или (9) имеет место для — f), где a, b, z, z'^Rft и Зля —-j/(#, t, z)

выполнено (1) равномерно по всем t ^ [0, 1], z ^ Rft. Гогда

^(^))И^))<С(/Д)п-1^2.
В случае £ = Rft следствие 2 позволяет также в известной степени

усилить результаты [7].
Теперь подробней остановимся на классическом принципе

инвариантности Донскера — Прохорова. В этом случае I = Rh случайную

ломаную Sn(t) удобно определять по формуле

я*(*)=..2 5ш, (Ю)
г: tni^t

где tni = 2 °пи (напомним, что 2 Gnh — lV В качестве аппроксими-
h<i k<n J

рующего гауссовского процесса здесь фигурирует стандартный винеров-
ский процесс W(t) (а не гауссовская случайная ломаная). Будем
рассматривать случайные процессы Sn(t) и W(t) как элементы гильбертова
пространства 1/2(1.0, 1], Я), где % — произвольная конечная мера на [0, 1].
Доказательство приводимой ниже теоремы 2 существенно опирается на

теорему 1.

Теорема 2. Пусть функционал F : £2([0, 1], Я) -* R удовлетворяет
следующим условиям: F е?(4, р, а), р > 0, и для некоторых 1?,Де(0,1)

sup z~MP( inf | F(1) (W) [/J | < z) < С (F), (11)
2>0 \se[t),D+A] J

где M = 2max {(5+ (*)/[*, 25). Тогда, если Е I |в< Is < °°, Se(2,3], Зля
всех i, и, то

dr(5„,H7)<C(F)(6(«) + Lris), (12)

ге>е в(п) = 2 <&M('»i-i. i«i])1/2, £».= 2 E|gnl|\
Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 2 с. е. gm- определены в^(3).

Тогда

dF(5n, W) < С(F„ Ц^L-2• rc(2's)/2, (13)

где 5 е= (2, 3].
Оценка (13) является следствием (12) и неравенства Коши — Буня-

ковского, в силу которого

б (п) < ( 2 а2 Л ((ini-i, M)V/2 < (Ь ([0, 1]))1/2 max а„*.

Замечание. Оценка (13) имеет место при замене условия (11)
более слабым

sup sup sup s-M/2P (± 2 (F<1) (W) l7i/«02 < z) < 5> (14)

где бе(0,1/2).
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Следствие 2. Если % абсолютно непрерывна относительно меры
Лебега и имеет ограниченную плотность, то

dF(Sn, W)<C(F, X)Lns. (15)

Оценка (15) в известной мере усиливает результаты в [8].
Следствие 3. Пусть функционал F определен по формуле

1

F(X) = \f{X(t))dt.
о

Тогда если / e <g? (4, р, а), £* > 0, / монотонна и при всех х ^ R

\f(x)\ >min{c, \x\r), с, г>0,

то имеют место оценки (12) — (14).
Отметим, что оценки (13) и (14) в рассматриваемой общности не-

улучшаемы. Однако без каких-либо ограничений на %(•) оценка (14)
неверна.

Теорема 3. Существуют такие св. {|ni; i ^ n)y мера К(-) и

функционал F, удовлетворяющие условиям теоремы 2, что

/" 6(п)<1#,
C^Lns ^ dp (Sn, W) ^ Сгьп&.

Соотношения (13) —(16) показывают, что оценка (12) не только

неулучшаема, но и достаточно универсальна.

Замечание. Теоремы 2, 3, а также следствие 2 теоремы 1 могут
быть легко переформулированы и для более общих, чем (10),
случайных процесов вида

где lni(t) — неслучайные функции. Скажем, если lni\t) — Ii/n\i)» то

S'n(t) = Sn(t). Если же

Ini (t) = max {0, min ((t — ini_x) ой?, 1}},

то Sn(t) представляет из себя непрерывную случайную ломаную.

§ 2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Введем в рассмотрение с. э. liniK {inYK {£Д}, определяемые по

формулам
lni = gni/(Unil<c*/a)^ (1)

где с* будет выбрано позднее;

Р (&> е Л) = Р(& е= Л11 &, || < <?ani), Q > 2,

Р(&>ei) = 2P(i;iEi)-P(&Ve= 4).

Отметим, что распределение с. э. £ni определено корректно, так как

правая часть последнего равенства неотрицательна в силу оценки

fII?' II2 о

V ani

Пусть {vj — последовательность независимых с. в., распределенных
по закону Бернулли (v< = 0 или 1 с вероятностью 1/2). Всюду в

дальнейшем предполагается, что последовательности {£nJ, linih {ini К {ini \
и {v<} независимы в совокупности. В этом случае

^i-^V^ + UVa-Vi). (2)
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Это соотношение неоднократно будет использоваться при

доказательстве теоремы 1 (см. также [9—11]).
Лемма 1. Для любого подмножества N ^ И, ..., п) и г<а(8с*)~1

Е ехр /г 1 2" Ini 11 < 3 ехр {аг/с* + гА1/2 + 8г2} (3)
I IlieJV IN

w для любого s ^ 1

Е ехр 15 О S Yni I} < (1 + 25 (2яЛ)1/2) ехр {s2Л2/2 + Ы1/2}. (4)

Доказательства. С помощью неравенства (4) из [12] имеем

Eexpfr|||2 g«il-E|2 £«il|] =
I IllieiV || || ieiv IIIJ

oo

= l + rfe"p(||2 E»«|-E| 2tn4\>Adz^
о VlllteJV || lliew III /

OO

<l + 2rjexp{rz 2(1+z2z/(8r)) }<fe<
0

/8Г oo^

<l+2rj+f<l + 2 (exp {8r2} — 1) +
'0 8rJ

+ 2rJ,
Так как для z e(8r, oo)

еХРГ-2(1-М(8г))

. > 2гг,

}dz. (5)

2 (1 + */(&■))'

то из (5) окончательно получаем

E exp!r III Jk E»iI - E | .2 S»i 11} < 3 exp {8r2}.

Теперь отметим, что из (1.2) вытекает оденка

(6)

Е 2 £»i | < ЕI 2 gni I + 2 EIU || / (|| E»i I > с*la) < 41/2 + а/с*. (7)
ieiV || || ieiV || i<=N

Неравенство (3) следует из (6), (7) и соотношения

Eexp(r|)|fi;ij)<Eexp(r||)Sl;i|-ElSi;.||)e,p{rE|)S{y).
Для доказательства (4) воспользуемся неравенством (см. [12])

P(llTl|-E|Y|||>Z)<2exp{-ii|^J. (8)

где "у
— произвольный гауссовский с. э. в X с нулевым средним. Далее,

аналогично выводу (5), получаем

Ё ехр(sIII 2 Trull — Ell 2 Tni|||) =
I IllieiV II || ieiv || IJ

oo

= l + *feep(|| 2 7ni|-E|| 2 7„i||>*)(fei \ IlieiV II WisN III J
<

<l+2s

oo

j exp I sz ■

2E| 2 Упг
0 I IlieiV

Отсюда и из (12) следует (4). Лемма доказана

12
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Всюду в дальнейшем символом Ее обозначается условное
математическое ожидание при фиксированном с. э. £ или фиксированной
последовательности с. э. {£Л, если таковая рассматривается.

Лемма 2. Пусть W — произвольная выпуклая четная функция на Ж.

Тогда для любого N s {1, ..., п)

ш (2 Ш- в&У) vi) < ёт f 2 2 Й,
Е¥ f 2 (&> - ЕЕ(„2?) (1 - Vi)) < EY (2 2 Й'

View / \ ieJV /

Е¥ ( 2 (viEgtf + (1 - vO Eg!?)) <EW 2 &i).

Доказательство. Обозначим через i'Hni м л
— 1, Z,

независимые копии UnYl» fc = 1, 2. Тогда с помощью неравенства Йенсена (см.
[1]) можем записать

Ev¥f2(^V-E^V)vi)<
\is=N J

' < Ev¥ f 2 (&> - E|(„V) Vi + 2 (&> - Eg#) (1 - Vi)) <
\teJV i=N J

< Ev¥ ( 2 (&Ч + &V (1 - vi)) - 2 (vfflvi + t)(„V (1 - Vi))) <

< EVW (2 2 (EiiVvi + &¥(1 - Vi))).
\ i(=N J

Имея в виду представление (2), получаем первое утверждение леммы.

Второе неравенство доказывается совершенно аналогично. Третье следует
из соотношения

V ( 2 (viE&V + (1 - v,) Е&У)) < EVY ( 2 (&Vvi + &¥ (1 - vO)),

которое, в свою очередь, вытекает из неравенства Йенсена и (2). Лемма

доказана.
Лемма 2 будет использована в доказательстве основной теоремы в

случаях, когда W(x) = Ы114с, W (х)= ехр{сЫ1).
Лемма 3. Для любого г > 1 ири выполнении (1.4)

El S(gft)-EgU))v*|r<C'(ilfrfa,Qjf S cr^if2, (9)
HeiV || \ieiv /

Ell 2 ((Е^-Е^)^ + Е^Г<С(Л, r, a)f 2 a»«)r/1. (W)
llieiv II \ieiv /

Доказательство. В [13] доказано, что для любых независимых

с. э. г/i, ..., ут с конечными моментами порядка г> 1 нормы справедливо
неравенство

Е| 2 4<C(r)maxf(E| 2 Уiff, ( 2 ЩУгГУ', 2 E^fl (И)
II i<m || 1д l|i<m || / \Ыт / Km J

Положим у4 = (£ni — Щп?) V|. Тогда из леммы 2 и (1.2) следует

Е|| 2 »i|<2E| 2 &|<2Ei 2 Bnil + 2 2 ЕЦи1/(||Еп1|>с*/а)<
II i<=N || ||i(=JV II IlieiV II ieJV

<CH,oc)f2<if2.
\ieiv /

Кроме того, E || yi f ^ С (Q, p) OniOnT2 для любого р > 2. Поэтому при
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выполнении (1.4)
2 Е || Vi Г < С (г, Q) ( 2 <& + е (ир2 2 <&) <

< С (г, (?) {(42 a^)r/2 + (ДЛр1}< C, (r, (?) Q| ^i)r/2
для любого г ^2. В случае 1^г<2 для доказательства (9) мы

должны использовать неравенство Гельдера, которое позволяет свести

оценку Е|2#г|Г к рассмотренному ранее случаю.
Неравенство (10) доказывается аналогично. Заметим только, что

|E^,r</J|z|P(EkVedz)y<2r/f|z|P(g;iedz)y<2Vn(.
'

Лемма доказана.
Лемма 4. Для любого центрированного гауссовского с. э. f <= # и

произвольного г ^ 1

E|^lr ^ 2r-l(r2r/2T(r/2)+ 1) (EIITII2)'/2, (12)
где F(z)— гамма-функция.

Доказательство. Так же как и при выводе (4) с помощью (8)
получаем

оо

E|llYl|-E«7»|r = '-b'-1P(|||Y|-E||7|||>Z)dZ<
о

2

||2\г/2< 2г J /-1 ехр {- ii|^j dz = 2г/2гГ (г/2) (Е | у f)r

Остается только воспользоваться элементарным неравенством

ЕЦ\\Г < 2Г-1(Е(11^Н — Ell^ll)r + (ЕИ^12)г/2).
Лемма доказана.

В силу очевидного неравенства E(Z (£ni ))2 ^ 2Е (I (£ni))2» I ,(= Ж*,
можно утверждать (см. подробнее [14]), что распределение с. э. ft?»,
как и gnf, будет предгауссовым. Обозначим через YnV центрированный

о(2)
гауссовскии с. э., имеющий ту же ковариацию, что и gni.

Лемма 5. Для любого подмножества N ^ {1, ..., га)

Ell S Y»?Ц< 2/2 El 2 Ynil (13)
|| ieiV || || i<=N ||

Доказательство. Пусть £ — произвольный предгауссовский
с. э. в Ж, Р — распределение с. э. £. В основе наших рассуждений лежит

представление гауссовского с. э. у, имеющего ту же ковариацию, что и £,
в виде стохастического интеграла (см. [15])

y=\xWP(dx), (14)

где Wp{)— центрированная гауссовская случайная мера (поле) с ко-

вариацией
EWP(A)WP(B) = P(A ПВ). (15)

Интеграл в (14) понимается как предел по вероятности
последовательности интегральных сумм

Ym = 2 ymiWP(Bmi),

где {Bmii — конечное разбиение X на измеримые подмножества, {ymi)
выбраны так, что

С = Pr-Lim 2 W(С e 5mi). (16)
m-»oo Km
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Обозначим через Рпг{') и P{ni(-) распределения с.э. |п1 и £Й
соответственно. Для каждой фиксированной пары £, п, определим
последовательности серий {Bmj(i, n)} и {y>mj(i, n)}, / ^ т, т = 1, 2, ..

., так,
чтобы для любого е > О

LimPni(yz=X: I 2 Ут*{-)1(У^Вт;{.))-у\>г) = 0. (17)

В силу очевидного неравенства Pni (А) ^ 2РП{ (А) соотношение (17)
будет иметь место и при замене Pni на Pni- Далее, используя
определение стохастического интеграла, независимость св. {WP(Bmi(-)); j^m),
а также так называемые теоремы сравнения (см. [1, с. 108]), получаем

Е <

<:

S Y#l = LimE| 2 2 УшЛп, 0^(V2)(5mi(n, i))
icEiV || m->oo || ieiVj^m -*ni

2Lim mM (fi^':>)"'x
X E | 2 2 ymj (n, i) wWni (Bn} (n, 0) I < 2 /2 E | 2 yni I,

|| i<=N j<m II || i<=N \\

где c.np'|W?Fp^i(-)|, \W (2)(*)1 определены в (15) и независимы. Лемма

доказана.
Лемма 6. Пусть £ — произвольный предгауссовский центрированный

с.э. g I, f — соответствующий гауссовский с.а. Тогда для любой

непрерывной билинейной формы L(x, у), заданной на XXX, справедливо
соотношение

EL(t, %)--ЕЬ(Ъ 1). (18)

Доказательство. Вновь воспользуемся представлением (14).
Поскольку Ell£ll2<°o? из определения стохастического интеграла в (14)
следует

EL(v, у) = LimELf 2 ymjWP(Bmj), 2 */mjWP(Smj)) -
m-»oo \j<:m j<m /

= Lim 2 P (Bmi П Bmj) L (ymi, ymj) =

= Lim 2 EL(/(5eBmi)fe, /(^B^feJ^Etf?, Q;

здесь {уmii, {Bmi} определены в (16). Лемма доказана.
Замечание. В работе [16] соотношение (18) доказано при более

жестких ограничениях, когда распределение с. э. £ удовлетворяет
центральной предельной теореме. Отметим также, что для L(x, у) =
= h(%)h(y), h\^ X*, соотношение (18) следует из определения пред-

гауссовости с. э. £.
Пусть {yj — последовательность независимых ограниченных

центрированных с. э. в Ж. Пусть N = U Nj — некоторое конечное подмноже-

ство натуральных чисел, где {N5} — попарно несовместные подмножества.

Обозначим S(Nk) = 2 Уг и для любого L<^X*

\im (L,N)= 2 2 EILШ |3 (E (L (S (N,))*)-1. (19)

Некоторые из приводимых далее утверждений усиливают
соответствующие результаты в [3].

Лемма 7. Пусть L и Lm — непрерывные линейный и ш-линейный

функционалы, заданные на X и Хш соответственно. Если \im(L, N)\t\ <
< 1/4, та

\ELm(S(N)r...,S(N))exV{itL(S(N))}\^'
< тт || Ьт ||* ( 2 ЕIS М) Г) 2 ехР {- 4 DL <5 М»}' ' <20>
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Доказательство. Обозначим через / левую часть (20). Тогда
щмеем

/ = 2 ELm(S(Ni), ...,S(Nim))expfit 2 L(S(Ns))\

В сумме 2j L{S(Nj)) найдется по крайней мере одно слагаемое

L(S(Nj*)), где 7*=7*.(ji, ..., £m), которое не зависит от S (Ni ), ...

..., S(Nim). Поэтому
7П+1

/<. 2_ Е|^т(5(^1),...|5(ЛГ1я1))||Евхр{й^(5(^))}|. (21)

Хорошо известно (см. [17]), что если

1*1 2 Е^ЫПЕМад*))2)-1^!/^

то

| Е exp {itL (S (Nf*))} \ < ехр {- £DL (5 (ЛГ,-*))}. (22)

Так как для каждого j ^т+ 1

2 Е | L (yk) |3 (EL (5 (ЛГ,-*))»)-1 < jiw (L, TV),

то из (21) и (22) легко следует (20). Лемма доказана.
Лемма 8. Для любых положительных чисел {и{; i<:7n} и {уг; i^m]

справедливо двойное неравенство

2««
min -' <1^—<max^. (23)
г<п vi 2j vi i<m V*

Доказательство следует из очевидного тождества

2». 2(?Ь

Следствие. Неравенство (20) имеет место, если

|| L ||* | £ | max ess sup | yk |< 1/4.
fc€=iV /

Утверждение следует из (19) и (23). ^.-

Замечание. Если {уд — центрированные гауссовские с.э. в Ж, то

(20) имеет место для всех t -е R.

Для любого подмножества iV^{l, ..., п) введем следующие
обозначения:

5«к(ЛГ)= 2 &« + 2 Y«i+ 2 (g»V-Eg??)(l-vO+ .

i<k,i&N i>k,i&N i<fe,ieJV

+ 2 Ki^-e&VK + e&V),
i<fc,ieJV

6nft (лг) = 2
'

(&V - e&V) v, + 2 vni, a„ (TV) = f 2 <&)1/2. (24)

Лемма 9. Пусть F^%?(m, (3, а). Тогда для любого натурального г<
^ m при выполнении (1.4)

E\F"(Snh(N))[8nk(Ny]\<C(F, A, r, Q)An(Ny.
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Доказательство. Из лемм 1—4 и неравенства Гёльдера следует

E|F<'> (Snk(N) )[8nk(Ny]\ ^Co(F)E"48nk(N)№/2 exp {2a\\Snk(N) 11} <

^C(F, A, r, ^)E1/2exp{2a(ll2ill + ll22ll + IIS3ll + ll24ll)}An(iV)%

где Sj —частичные суммы в правой части формулы для Snh(N) в (24)
в порядке их следования. Еще дважды применяя неравенство Гёльдера,
окончательна получаем

Е1/2 ехр {2а (| Sl || + 1221 +1231| +»Б41|)} <П Е1/8 exp,{8o || Б,-1|}.

В силу лемм 1 и 2 величины Е ехр{8а112,-Н;} при достаточна малом с* в

(1), ограничены равномерно по п. Лемма доказана.
Обозначим

Snh = ^jlni+ 2 Чт, оп (N) = max ani. (25)

Лемма 10- Пусть H^<&(m, 0, a), Fe^fr, p, a), m>l, r>2, и

пусть {Nt; p^ 4r + m + 1} — попарно несовместные подмножества нату-

ралъных^чисел, для которых N —UN^H, ..., п). Если An(N)\t\^.l и

з

QCo(F)bn(N)l~v\t\ < 1/8 для некоторого уе(0, 1), то для любого р>1
при выполнении (1.4)

| ЕЯ (S*fc) ехр {«*■($,*)} |<

< С (F, Я, Л, г, I», г, ^) |а„ (JV)m+p + 111 An (#)r+p + 1115 Д„ (TV)19 +

+ max E1/p exp(- ^ ESnftW)V (f(1) (S„ft (N)) [8nk (tf;)])2}). (26)

Доказательство. Используя формулу Тейлора, получаем

|ЕЯ(5„й)ехр{^(5ад)}|< Е^±Ни)(Бпк(М))18пк(Ю1]х
1=0

X exp it \F(Snk(N)) + 2 д-
^(5«*(#)) [6„ft (ЛГ)Ч +

<2е
г=о

+ С (Я, 0) Д„ (iV)m+p + С (Я, F, Q) 111 Ап (tf)r+p ^

Es„ft(.),v4i^(J)(^(^)) tenkM'lexpl»/*" (£*(#)) [bnh{N)\] x

X {l + 21 («2 7f F(S)(^W) [6„A(A')s]jl +

+ C(H,F,Q){An(N)m+fi + \t\An(N)r+fi+\t\*An(N)lol (27)

Теперь рассмотрим условное математическое ожидание Eg (.^ в

правой части (27) соответственно на множествах ifii = {115п* {N) II <
<ya-Mlogo„(iV)|} и Q2 = {\\Snk(N)\\>va-l\logOn(N)\}. Это
математическое ожидание оценивается на множестве Qi с помощью лемм 7 и 9,
поскольку правая часть (27), по существу, содержит выражения вида

где I < 4г + /га,

Е^(*),*Ь| (8nk (N)1) exp {UL (8nk (N))} |,

Ш1*< Со (F) ехрЫй* (#)II},
HL,H* < C0(F)exp{(4r + w)all5nJ}.
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Кроме того, надо учесть, что на Qi

|| L ||* max ess sup | (gtf - E&¥) v, | <

< 2Qon {N) | ^(1) (Snk (A)) ||* < 2<?C0 (F) <rn (N)1'*.

Следовательно, в условиях леммы

| ESnfeW,v£* (8nk (N)1) exp {itL (8nk (N))} | <
< С (F, H, irt, r, £) exp {(4r + i») a 1S„ft (iV) |} X

(4r+w+l 4r+w+l

X 2 Ev||6nft(^)||' 2 exp{-^ESnfeWtV(F(1>(1S„ft(iV))[6nft(^j)])2} +

+ /<|^(JV)|>iw-1)|. (28)

Оценим вероятность события Q2. Используя неравенства Гёльдера
и Йенсена, а также леммы 1 и 2, получаем

Р(Й2)<Е1/2ехр{^||5п,п+1||}х .

X Е1/2 exp {g£ I Wn I} exp {-^ | log crn (TV) |} < С (A, a) an (ЛГ)в/(1вс*>. (29)

Далее, усредняя обе части неравенства (28), применяя снова

неравенство Гёльдера и ранее доказанные леммы, окончательно получаем
из (27) оценку (26).

Лемма 11. Пусть \t\bn(N)>l, *2Дп(Л03^1 и \tAn{N) \4{п)< 1.
Тогда если N удовлетворяет (1.4), то

Е ехр:{- *2ESnftWiV (&» (Snh (N)) [Ьпи (Щ])2} <
< С (F, A, Q) {Е3/* exp j- t*EWn,v (&*> (Wn) [6nk (Щ])*} +

+ ((*2Д„ (ЛГ)3)в + (11An {N) |в е (в))7/«) #

Доказательство. Обозначим

Ofti^) = Ev(F(1)Hr6«ft(^)])2,
e„fe (N) = S (№Y - Eg#) v, + ЕЙ?), (30)

• <WW) = 2 (ей* —Eg??)(l —v*)+ 2 &i"+ ^

+ 2 7Й}(1-^)+ 2 7»i-
r<i<£k>it=N i>r,i5£N

Здесь и всюду в дальнейшем, конечно, предполагается, что

последовательности {£nih {?nVK {Тт}, WnV} и {vj независимы в совокупности.
Теперь воспользуемся методом композиций (операторный метод

Линдеберга) доказательства центральной предельной теоремы (£м. [3]).
Нам понадобится следующий вариант формулы Тейлора:

'

ехр {- РФЫ (х + б)} = ехр {- t*Okj (х)} X

X {l - МДО (х) [б] + •£ (ф£> (*) [б])2 - у Ф# И Гб2]} +

+ уj(l - б)2 Y(х + 66, «) ехр {- «»Ф« (ж + 96)} <Ю, (31)
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где .. ,
Л> '••..

'

¥ (*, t) = Р (Ф$ (х) [б])3 - 3**ФЙ-> (х) [б] ФЙ> (*) [б2] + *«ФЙ> (л) [в»].
'

'

Отметим, что если ^е^(4, [J, а) то Ф« ^ ^(3, р, а). Далее имеем

IЕехр{- *»ф,у(Snft(N))} - Еexp{- №h}(Wn)}|<
'

< S E | Ev exp {-12Фк} (Snkr (N) + enk (N) + f„r)} - -

r<k

- Ev exp {- t*<Pkj (Snkr (N) + enk (N) + ynr)} j +
+ | E exp {- <2Ф„ ($«*, (N) + enh (N))} - E exp {- t*Okj (Wn)} |, (32)

где f„r = Inr, Чпт = Tfnr, если r&N ж %пг = (^iV — ^£nr ).(1 — vr), Ynr =

= Vnr (1 — vP), если re TV. Теперь применим формулу (31) для
каждого члена разности, стоящей под знаком суммы, в правой части (32), >

соответственно при х = Snhr(N)+ enh(N), б = 1„г или б = ч„г. Заметим,
что при фиксированных с. в. {v,} Snhr (N} состоит из независимых с. э. и

из условий теоремы следуют соотношения

ЕуФф (х) [gj = ЕуФ$ (х) [£пг/ (|| lnr 1 > с*/о)],

| EV>XL2 (x) [&] - tfv>3CL2 (x) [yU I = | E4tXL2 (x) [&r] - Ey>xL2 (x) [$J | <

^2lL^x)\\*EUnrfminr\\>c*/a): (33)

EvL2(x)l(ffi-E&))a] = EvLt(x}\(y<gyt],
'

; ;

где Lz{x)— произвольный билинейный непрерывный функционал.
Например, Ь2 (х) [г, у] = Ф<$ (х) [г, у] или L2 (х) [z, г/] = ф$ (ж) [z] Ф$ (ж) [г/] (см.
лемму 6).

Таким образом, с помощью (31) и (33) можем оценить'

Е | Ev exp {- t*<S)ki (х + lnr)} - Ev exp {- t*Q>ki (x + ynr)} | <

< С (F, Q) 1tAn (N) I4 E| |„r p / (I |nr|| > c*/a) X

X E(9"1)/9 exp {^L (| Snhr (N) || +1| enk (N) fl)} Ei/q exp {- д*«ф« (*)} +

+ С {F, Q) 11An (ЛГ) |« E(*-1)/9 exp j^L (| Snkr (N) \\ + fl enh (N) || + 2c*/a)} X
X sup EjlnrfEf exp{-qt^hi(SnhT(N) +enk(N) + Qlnr)}+ [ ;•

e<=[o,i] bnr

+ C(F, 0E"-1'"! Tnrir^exp^I yw||}x
X E(9~1)/9 exp{^ (|| SW (Л) 1 + ||*nfe (iV) ||)} X

X sup E1,qexp{-q№hj(Snkr(N) + enh(N) + etnr)}. (34)
Ge[o,i]

Используя леммы 1—5 и (1.2), получаем

Xexp{^|^r|}<C(g, 4)o*,<C1(?, ^4) {(EЦg„rf /.([||„rj<c*/a))3/a +

+ (Е|1„И12/(|||пг«>с*/а))3/2}<СЛ?,Л){Е1^Г+Е|||пИ1а/(рпг«>с*/а)}.
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Таким образом, из (34) вытекает оценка первой суммы в правой
части (32):

2>^C(F,A,q,Q)\tAn(N)\«X

X fe (n) sup Elfq exp {- qt*G)kj (Snkr (N) + enk (N) + Qynr)} +

+ 2 sup Е||пП|3Я1/дехр{-^^^ (35)
\ r<h ee[o,i] J

Здесь, конечно, предполагается, что с* в (1) достаточно мало. Выбором
с* обеспечивается существование величины

suVexV{C\\Snhr(N)\\}
rtk,n

для любого наперед заданного С.

Для: оценки второго слагаемого правой части (32) нам понадобится
следующее простое неравенство

l.-_.-.|<.-.2*i—иЧ^^ <м
j^m

'' viz-

где т — произвольное натуральное число, х ^ О, у ^ 0. Тогда с помощью
лемм 1—5, условия (1.2) и неравенства Гёльдера получаем

| Е ехр {- РФк5 (Snk0 (N) + enh (N))} - Е ехр {- t*Okj(Wn)} \ <

<С(F, т) E1/qехр{- q№kj (Wn)}E{q~1)/q(S Evil Snfe(Щ f\t f X
[Km

X (l^JV) I1 + E,| 2^(1 - vOf + Е|{2 Ynifjp-1' X

Xexp{^-1(l5nft0(7V)|| + |lenfe(^)i + ||Wn||)j +
+ C(F, m)M2(m+1)E1/2exp{4(m + i)(lSnko(N)l + lenk(Nn + \\Wn\)}X

XE^Ue^imf^ + t 2v^(l-v0r+1 + | 2 Ynilr+1)x
\ || ie=N И II ieiV || У

X Ev || 8nk (Nj) \fm+1) < С (F, Л, m, g, (?) {£lA? exp {- gM>w (Wn)> +

+ \tAn(N)fm+1)An(N)m+1}. (37)
Из (32) —(37) следует

E exp{- **(Dfei (Snfe (N))} < С (F, Л, m, q, Q) (E1/gexp{- t*Okj (TPn)} +

+ | *An (Л) |6 f8 (n) sup E1/q exp {- qt*Q>kj (Snkr (N) + enk (N) ф $?„)} +

+ 2 sup EI Inr f Ef exp {_ q№kj (Snkr (N) + enk (N) + efnr)}| +

+ { |^An(iV) |2(m+1) An(iVr+1). (38)

Неравенство (38), по существу, рекуррентное, потому что с. э. Snftr(iVJ
и Snhr(N)+ G^nr при фиксированных {vj и 0 состоят из независимых с. э.

Следовательно, для каждого из математических ожиданий правой части

(38), где имеется с. э. Snhr(N), справедлива оценка (37) (равномерная
по 0е[О, 1]). Применяя данное рекуррентное неравенство трижды,
имеет

Е ехр {- mki (Snk (N)} < С (F, A, m, q, Q) [E1/qi exp {- *2<Pftj (Wn)} +

+ (t*An (Nr)im+1)/q3 + (| tAn (N) |e e (w))i+^+^2+i/«3}.
Полагая <Г=(4/3),/4, т = 7, получаем требуемое. Лемма доказана.
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Лемма 12. Если QCo(F) \t\an(Ny~v ^ 1/8, то при достаточно'большом
п и выполнении (1.4)

Е ехр {- i2Ofti (Wn)} < Е ехр {- ?f Ф*ь} (Wn)] + С (A, a, v) an (JV)*,

гдеФЬ{х) = Ъ(^{х)\ 2 (&¥-!&¥) + 2 yni]Y

Доказательство. Обозначим и^ = Wnl(\Wn\\< £1logor» (JV)|).
Тогда

Е ехр {- РФк} {Wn)} < Е ехр {- M>w«)} + Р (| W„|| > £ | log о» (ЛГ) |)<
< Е ехр f- tmWn /F(1> (Wn) Г Д<feVnil]2]x

Xie|I>ft(l -^ (1 - exp {- i>EWn (** (W'u) [ffl - E^])2})] +

/' +P(ll^„|>-^llog(Tn(iV)|).
С помощью простых неравенств

1 - е-*> х - х*/2, П {1 - Vi}< exp f- S J/Д
lew L ieJV J

получаем

Е ехр {- i2Ofei (W„)} <Е ехр Г-1WWn Гр™ (Wnjf
^Д^Тш])'}X

Xexpf—£ 2 Е^(^>«)[^-Е^1)2Н-

+ T.J^U^Ewn^K) &V - E^V])2)2]+ p(«^„fl>-^|loga„(iV):i)<
<Eexp {- <2EW„ (...?} exp{- -|-(1 - 2C0(^«rtJnW*1""'^)*

X 2 EwJ^W&V- E£»¥M + 2Pf| Wn|> £| logan(iV)|).
'(39)

Последний член правой части (39) оценивается с помощью неравенства

(8) и условия (1.2): если vlogon{N)>2aAU2 (постоянная А

определена в (1.2)), то

I (»*-*\\ogen(N)\-AV*y\^^ ^ilog^CN),
\ 2А I^Wn

Выбором достаточно большого п показатель степени правой части этого

неравенства может быть сделан сколь угодно большим. Лемма доказана.

Следствие. В условиях лемм 11, 12 и при выполнении неравенства

тДте(Л^\{/с})^СДп(Л0 имеет место оценка

maxЕехр {- 1*Фк; (Snk(N))} < С(F, A, B,Q){\ tAn (N) \~ш,г +

4-(*2An(iV)3)e + (e(n)(fA„(^))e)7/2}. (40)
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Доказательство. Из равенства ковариаций с. э. %ni и ^ni
следует»

.. v. ф*;ТО = Е*п (f(1) (Wn) [ie 2|<feШ
-

e^>)])2 +
+ 2 Ewn(^14^n)[?(nVvi + ^V(l--vi)])2 = /.

Исрользуя .простое соотношение Е(£ + с)2 > E(£ — E£)2 и неравенство

Йенсена, получаем

J> S E^O^IP») [&¥ - E^>])2 +

+4 2 KWn{F{i\wn)[££-vi$\y>\ 2 Dni(^n). (4i)

Неравенство (40) следует из (41), лемм 10, 12 и оценки

оо

Еехр{— t2Z>} = t2§V(Z><x)exv{-t2x}dx^:
о

1

< еГ*2 + Bt2 j ям ехр {- *24 Лс < С (5) | * р2М, (42)
о

где £ = 2 D»i(^„)A»2(#).
ieiv

Лемма 13. Пусть Н и F удовлетворяют условия леммы 10. Тогда

ция,. имеющая 12 ограниченных производных. Тогда при
выполнении (1.4)

EG(An(Nr2<S>ki(Snk(N)))^C(F, A,Q) sup -^G(z) X

X (Bff ( A» (Nr2 Ofei (Wn)Yu + An (N)« + e (nf2}. (43)

Доказательство, по существу, повторяет рассуждения леммы

11, в которых вместо ехр{—t2z} нужно рассматривать G(t2z) и положить

затем t^ j\n{N)~l.
Лемма 14. Пусть Н и F удовлетворяют условиям леммы 10. Тогда

для любого teR при выполнении (1.5)
\EH(W„)expUtF(Wn))\<C(Ff Я, Л, В)Ыл

где ц ss ^(у, {$, г, т) = min {m, r) + |}/4.
Доказательство. В силу безграничной делимости cj^. Wn

можно представить как

тп+1

. Wn JL w<$ (1 - 111*»-1))1'2 + (m + l)"1'211Г1 2 W%\

где (r^; / = 0, 1, ...} — независимые в совокупности копии с. э. Wn,
Ul>2, i>e=(0, 1). Положим i; = fJ(2mm{m, r})"1. Точно так же, как и

при доказательстве леммы 10, получаем (см. также лемму 7)
171 I

г.1 / \

| ЕЯ(Wn) ехр {UF {Wn)) | <2 Е ^ »^р. х
Г/т+1 \П [ Гт+1 Л)

ХЯ<1> (е. <*) И#>) [ [ 2 И*»* J J ехр [itFw («„ (t) Wf) [Д И^>JJ X
Г B(rn,r)-1 /г 8 Г/w+l \

X

22

'

+



+ с (•) [bv>m (<)m+p + |*| К,т (ог+р + (| * | ^,ro.(0)R(m,r)} <

< Сг (•) Е exp |- CfEjg{F™ (о,(t) W^) Ш^Щ+

+ C1(.)lW(*) + l*|^W + (l*|bt,«(*))B(w,r)}, (44)

где ав(0 = (1-1*12("-1))1/2, bvm(t)=\t\"-l(m+i)-1/2, R(m, r)=m + r + 3.

Используя неравенства х2> 1/2у2-(х- у)2, Е(£ + с)2^Е(5-Е£)2,
а также равенство ковариаций о. э. £»< и fnt, получаем

Е^0) (*» (е. (*) И*>) [**>])•> 1 *w<?> (^ (PF"0>) [,2 **])'
~

-С(А, F)\t\«*-»[W<:>reii>[2a\wy\} =

= ^w(no)(F(1)W>)[2(^)vi + ^)(l-vi))])a- ...

>1 Ew(0)Ew40)>s(2)|V (> (и*?>) |Д (gff _ Eg?) Vi]y _ ...

X' =4Ew(0)^>(^n[2(^)-E^>)])2-...=
= 42Dni(^n0))-C(^^lfl4(',~1)l^0)ll2exp{2a||^n0)||}. (45)

Теперь как и при доказательстве (40), окончательно получаем

|ЕЯ(W„)exp{UF(Wn)}|<С(•)Еехр{- Ct*EWn(&»(av(t) Wn) [■ ])2}X

X/(»W„|<ilog|i|) + C(.)p(||^„||>^log|f|) + (7(.)|ir(-)<

<C1(-)Eexpj-C1f22Dni(wr«)} + C2(')exp{-^I(log|f|)2j +
+ с(.)1*Гй(,)<С',(.)|*Г,,(0

.Лемма доказана.
Следствие. Если F ^9(1, р, а) то при выполнении (1.5)'

|Eexp{^(T^n)}|^C(-)U|-1-p/4.

Отсюда, в частности, следует существование ограниченной
равномерно по п плотности распределения св. F(Wn)m

Лемма 15. Для любых z>0«i?e(0, 1) ,

V(An(N)-2®u(Snh(N))<z)<C(F, А, Я, v. Q)z-"X
> X k3M/4 + (An(iV)2On(iV)v-2)-3M/4 + An(iV)6 + г{п)7Щ,

где М и Ф*,(#) определены соответственно в (1.5) и (30),minAn(iVi\

\{k})^CAn(N).,
Доказательство. Пусть неотрицательная функция G(z)

удовлетворяет условиям леммы 13 и

G(z)>C0l если |*| <1,

G(z)=0, если Ы >2.

Тогда из (43) следует »

Р(Д„(N)-2ФМ(Snh(ЛГ))<z)<Co^G(Z-4n(AT)"2ф«(5„fe(#)))< ,

- < С (Ft G, Д Q) z-12 {P3/4 (Д» (iV)"2 Ф„ {Wn)< 2a) + Дп(Nf + 8 (тг)7/2}.
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Обозначим W'n = WnI (\ Wn||<-^ | loga„(iV)|). Имеем

P (A„ (N)-2 Фх (Wn) < 2z) < P (d>fti (PF„) - i- EWnOh} (Wn)< o) +
+ Р(т 2 J)ni(W„)<2zAn(N)A^:

<Р(фЛ,-«)-уФ^пФ«(^;)<0) +C(B, a, i;){ZM+ a„(tf)8}. (46)

Для оценки первого слагаемого правой части (46) воспользуемся
неравенством Бернштейна д (42).:

^Еехр

Р(фу (Wn) - -i Ew„Ow (W'n) < Oj =
= EPW„ (- <t>hi(Wn) + Ew^v (W'n) > -J ЕтупФ« (И^п))

с(С)0чЛ;(<))2

<

tsiv.

< E exp {- an (iVp2 С (F, (?) EWn0>ftj«)} <
< С(F, B, Q) {(Д„ (Nf an(N)V~2)~M + a„(Nf).

<

Лемма доказана.

Обозначим

2 E^^^H^V-E^Vlvil3
Unm (#, iV, v) = > -—^

, (47)

где JV= U #;, #ft№ = 0.
J^Wl

Лемма 16. Для любой фиксированной числовой последовательности

{vj, удовлетворяющей условию 2 v* > 0, ; < т, функционал
i€=Ni

\inm(x, N, v) имеет две непрерывные производные Фреше, причем
вторая производная удовлетворяет условию Липшица. Кроме того,

\inm(x, N, v)<C(F, Q)On(N)exvia\\z\\}9 (48)

|| $Ъ {z, N, v) ||* < С (F, Q) exp {3a | x ||} an (N) {l + 2 An (#,)■ (Ф^,; (z)"1^
* (49)

| [til (z, N, v) Г < С (F, Q) exp {5a||x||} an(Л)Х

{2
m ^

1 + 2 2 An (^)2ft (On+i.i (*))"*> (50)
fe=lj=l J

I^ (* + Л, N, v) - [i(nU (x, ЛГ, v) I* < С (F, Q)|A|X

(3
w ]

1+22 ДпW(0«+i,i ИГ". (5i)
k=l 3=1 )

Доказательство. Существование у функции \in(z, N, v) второй
производной Фревдэ, удовлетворяющей условию Липшица, сразу следует
из (47) (отметим, что функция Ы3 дважды непрерывно дифференцируема
и вторая производная удовлетворяет условию Липшица). Для получе-
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R^Bm. max *{^™JJ*!™''Ц' ^«Ы^ЮГИИМА).n^7Yi..ie=Ni El/'41' (X\ \ • 1)

ния оценок (48) —(51)! нам понадобится неравенство (23). Имеем

< С (F, Q) an[(N) exp {a || x [}. (52)

При выводе (52) использовалось также неравенство | |«V | ^ С (@) an (N).
Оценим |Апт(ж, •). Имеем

т
3 .2 v{E {(i*1) («) I • ])2 sgn (^(1> (*) I • ]) F™ (*)[., ft]}

m 2 v1B|F<1>(*)I.l|»2 2 v,E (*<«(*)[■]*<*> (*)[•,*])

Обозначим первую и вторую суммы правой части (53) соответственно

if?i и i?2. Далее, с помощью (23) получаем

Для i?2 справедлива оценка

С «?) ап (ТУ,.) 11 *Ч (х) |1*211№ (х) |» ГЬ |А«(ЛЦ

fYl
A 2 / AT \

< С (F, Q) оп(N) exp {За||хЦ} ^ф "( L •

Вывод (50) и (51) проводится совершенно аналогично. Лемма
доказана.

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ

Обозначим через iV* = {/(гс, к); к = 1, ..,, й(п)} — подмножество

индексов, определяемое условиями

™nj(n,i> s (Е || £nj(n, i)P + Е USni(n.i) |Г 7 (II Sni(nfl)| <c*/a) а^(ПД) = max mnj,

mnKn1k)=z max mnj, &^2,
i^n;j^{j(n,i),...,j(n,fe—1)>

6/4<A*(iV*)<8/2.

Пусть iV° такое подмножество iV(S, n)\N*, что

|AJU^)-e(n)1>M|<CalU^)i
где e(ra) определено в (1.4), a An(#), on{N) — соответственно в (2.24) и

(2.25). Обозначим

s°n = 2 E»i + 2 (#Р - ей?) (i - vo + *n,n +i (iv°),

*M#) = б(гс) + \ln,20{x, №, У).

В дальнейшем предполагается, что №= U N), где {№j} попарно
j«20

несовместны и

| Дп (Nj)2 - г (n)W8/201 < Co* (ДО).
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Кроме того, в леммах 2.10—2.16 множества ./V и'{Л^> таковы, что ATs

s=N{8,n)\{N°UN*}M

lAKNA-AlWm-^^CoKN), N = (J N}.

Обозначим через т с. в. с плотностью распределения

-^ К {х) = Сх~10 (sin (я/40))10.

Отметим, что Ет8 <<» и, кроме того,

^ С f>С, если Ш<1/8,
K{t)= \exv{itx}dK(x) = f ,

u ^Г. /
н 10, если | £ | ^ 1/4.

Предполагается, что с. в. т не зависит от ранее введенных с. э.

Дальнейшие рассуждения в известной степени аналогичны

доказательству основной теоремы в [3]. Имеем

d, (Sn, Wn) < sup | Р (F (5n,n+i) + тцп (S°n) <x)-
xeR

- P (F {Wn) < x) | + sup | P (F (Sn,n+1) + x^n (S°n) <z)-

-.P (F (Sn,n+1) < x) | + 2 P (I lni I> c*/a). (1)
i^n

Обозначим через /i, h соответственно первое и второе слагаемое правой
части (1), а через fn\{t), frgit) и Uz{t)— характеристические функции
св. F(Sn,n+\), F(Sn,n+i) + T^n(S°), F(Wn).

На основании формулы Бэрри (см. [17]) и леммы 2.14 получаем
'

Л < J 'I' ГI /n2 (t) - Ub (t) \dt + C (F, Л, В) г{п). (2)
I*Ube(n)-l

Бредем следующие обозначения:
'

Лп= Г I*Г1!/«О-/«(*)!л, ь = (5б$с0'(*)гЧ
,

|<Ube(n)°-i

42)= J I'* Г1! Л* (*)-/«(*) И,

iT= J 1*Н/я.(«)И,
be(n)°-l<|t|<be(n)-l

Ье(п)ф-1^|Л^Ье(п)-1

где v далее будет выбрано. Из (2) следует, что

I1<2lI?) + C(A,B1F)e(n). (3)

Оценка /i^^CfF, Л,5)е(и) сразу следует из леммы 2.14.
Лемма 1. Для любого подмножества N^N(8, n)\N*

о„(#)<(1 +46-^*2) е(гс).
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Доказательство. Из определения, N* следует

<i V2-(E|i;i|« + E.|lnjf/(1||nill>|))o»(N) = e(i») + max -f<min * * '-^IL -f
ieJV oni ieJV* ani

V2" 2 (E|li;if+E|lnif/(...))
+ e(n)< ^

^— +e(«)<(l + 4/2/e)e(ii);

здесь было использовано неравенство (2.23). Лемма доказана.
Лемма 2.

/F)<c(F,ii>JM,0e(ii).

Доказательство. Методом композиции (операторный метод

Линдеберга, см. доказательство леммы 2.11) подучаем

1 /л (0 - Л* (*) | < 2 {I Еф^ (£*) [Йк11 +

г

'"

+4 Wt"\Snh) [6*1 - %*2) №*) [?nJ I +

+|.j (i_e)« H3)(5nft + в^[&]1 de+4-J (1-в)М ЕЧ4«(5як+в7»01'Йк1|Л.
о о

(4)

где f4(a;) = exp{ifF(a:)}. С помощью (2.40) и лемм 1, 2.10, 2.11, где мы

полагаем АпСЛО'ИМ1 ' легко получаем при \t\ <(56@Co(F))_1X
Хе(в)-1-6

I E<rf« (5*0 [&] I = I е№ (Snk) [и- i;fe] 1 <

<Е | Е^" (Snh) [U - lU] exp {UF {Snk)} | 111 <
<С (F, ^,[5,8,01 * | g (t) EI i„fe|| / (11UH> c*/a),

где

g{t) = \tnmip) +1*r^>(3+p) + (itГ<eи7'2)1* pe(i,2).

Как и при доказательстве леммы 2.11 мы имеем

I ЕФ{2) (Snk) [&] - ЕФ(42) (Snk) [y%k] | < 21 E9(t2) (5*0 [g«fc - &, Ь*11 <

< 21 * | E| ElnftF<2) (5*0 lU - &, En»] exp {i*F(Snft)} | +
+ 2*2E | E^"{Snk) [%nk - lnk] ^1} (Snk) KnJ exp {tfF (Snk)}

и с помощью (2.40) получаем

Е | Ein/(2> (Smd lU- lnft, U] exp {itF (Snh)} | <

<С(F, A,B, 8,Q)(g(t) + \t|-(^1)(2+р))EllInfep/(Ilnft|> c*/a)t

E | ESn/(1)(5nfe) lU - i;ft] F(1> (5*0 [End exp {tfF (ЗД |<
<С (F, Л, Я, 6, 0) g(t) E| |„ftf / (I U||> c*/a).

Оценка ф« (•)[*] в (4) аналогична рассмотренной выше:

lEtrf^^+GQ [^]|<C(F,4,B,в,0|*| (g(0+|M"(1^lKX+P>|6^f,
IEtrf»(S„ft + Qynh)Ш\<C(F, A,B,b,Q)\t\(g(t) + \tf^Od+f») E|Ynft„з.
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Заметим, что на основании (1.2) и леммы 2.4 имеет место следующее
неравенства:

E»Vnfe|l3< C(A)dlk^C1(A)(E\\Ukf + E\U\%/(llU|l>c*/a)).

Таким образом, если \t\ < be(n)v-1 и р =* 16/15, vx = minL
(, j? R , 75],

l/.i(*)-/»8(*)l <'C(F, Л, В, 8, <?)Ul^e(w).

Af

то

Лемма доказана.
Лемма 3.

l{2)^C(F,A,B,8,Q)e(n).
Доказательство. Имеем

/<2> = J \t Г11Е exp {**F (5П|Я+1)} {£ 0JIn (55)) - 1 }| Я. (6)

Используя формулу Тейлора для К(-)
1

К ($п (S°n)) = 1 + t\dQ f exp {iOa£n (S°)} w£n (5°) dtf (и),
о н

получаем из (6) с переменным теоремы Фубини

/(!2)< f <Йри|<ИГ(и)Х
1

X J <Ю I E6n n+i(jv.) exp {it {F (S°n + 8n,n+1 (ЛГ«)) + ви^ (S°n)}) X

Х?„ (#) / |Ego v
(^ (S°n) [8n,„+1 (TV»)])2 > I * f

"a
A„ (JV«)2} I +

+ C(F,A)E1/2e'iln(S0nYi f Р25/2вСЕ„ (^(1)<S!0[8n,„+1(#o)])2<
|tUbe(n)»-l

v n

<|«рД„(ЛГ°)2). (7)

Из леммы 2.16 следует

I juft) {x) I* < С (F, 6) 11 \hv* г (n) exp {(2k + 1) a 1 x |>,
^'

если только Ev (F(1) (z) [6n>n+1 (N0)])2 > | * f"2
A„ (JV0)2, где fc = 1, 2, 3

(для A; — 3 величина \i^ (•) обозначает постоянную в локальном условии

Липшица). Следовательно, для любых фиксированных t, 0, и, у

функции s(n)-l[in(x) и $e,uiy(x) = F(x + y) — Qu\in(x) принадлежат ^(2, 1, 7a)
с константами типа С (F, 8) 0 \u\\t\

2

exp {a \\у [}. Поэтому в случае

\t\ ^ be(n)v-1 из леммы 2.11 получаем (3£ = #п — 8n,n+i W? N^

SiV(8,rc)\{JV* U #0}).

7 W - | E6n,n+i(iv0) ?- <5°) exP {'**в.иЛ;п+1(^ Щ><
xi Ыоп v

(^(1) (s°n) [6n,n+i (iv°)])2 < 11 f
*2
дп (iv«)2j I <

<C(-)e(re)(l + |w|5)|f| 2exp{a|| (tf°)fl}x
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XfefC.M exp I" T ETft,v (Can,n+1(iV) (Й) [<k«+1 W)])2} X
X/ {Egov (F(1) (5«) [8n>n+1 (JV°)])2 < 11 f

*2
Ап (#•)•} + | * | Дп (Nf +

+ | * Iе Д» (JV)»} < С (•) e (n) (1 + | u |5) 11f2 exp {a 16„,n+1 (N*) ||}X

X (max E^^o) exp {- £E^ (F<x) (5») [8n,„+1 (ЛГ,) +8„,n+1 (iV°)])2} +
л +|ИАп(Л03 + (|г|1+,,2А„(ЛГ)8(п))2/Р + |<рАп(ЛГг). (8)

Так как

>е 0 (?(1)(й)[и№)])8.
^ sn»v

то, полагая Ап (./V) ~ 11 |3 , окончательно получаем из (8)

/(f) < С (F, А, В, б, <?) 8 (в) (1 + | и |5) \t f2 exp {а [| 6„>п+1 (№) ||}Х

Х{|* Г3"зМ/2Р + |* Г3"2 + (|* Г*3 е (»)И,
где Af удовлетворяет условию (5) и, кроме того,

5v2 + 2vz<{l + v)(i-v)-\
v2+vz<U3, (9)

3v3M/2p — 3i;2 > 1.

Таким образом, первое слагаемое в правой части (8) оценивается
величиной С (А, Z?, F, 6, Q)s(n). Для оценки второго слагаемого

воспользуемся леммами 2.15 и 1

Р(Eso|V (F(1) (S«) [an.n+1 (№)])2 < I * f2 An (№?) <
<C (F, А, В, 6, a, Q){\ t |^M/4+e (W)3(2V^a)M/4+e (nf*+\ t f9^)/2}, t |12\

(10)
Положим v2 = 1/6, vz = 5i; = 1/10, a = 1/10, p = 16/15, M > 25.

Тогда выполнены соотношения (9) и, кроме того,

Зу2М/4- 12^2 ^ 25/24, 3(2у3- а) ДГ/4 - 12у2 > 5/4. (11)

Утверждение леммы следует из (6) — (11). Отметим, что для оценки

второго слагаемого правой части (7) мы должны предполагать в (2.1), что

с* < 1/52 (для того чтобы существовали соответствующие
экспоненциальные моменты св. HSnJI).

Лемма 4.

/(3)<C(F,,4,£,6,e)e(rc).

Доказательство. Из определения функции K(t) следует

Л3) - J I * Г11 E exp {itF (5»iW+1)> К (Цьп (S*)) \ dt <

< Е J 11 Г1 J dK (и) I Eg0 exp {itF (Sn|»+i)} I dt.

Kftn(s°)<l/4

29



На основании лемм 2.7—2.12 имеем для \ t |(xn (5°) ^ 1/4

\E£exV{itF(Sn,n+i)}\<C(F,A, В', б, <?)ехр {5a||S£||}x

X {| * | An (W0)4 + \t\5An (N»)"> + (An (№) e (n)-0'*8)"^» +
+ (t2An (№f)6 + (e (n) i6An (№)ef2p.

Полагая An(№) = е(и)0'94, if^25, /?
= 16/15, легко получаем

утверждение леммы.

Далее, оценим /г. Обозначим r(u) = max И, \и\]. Почти дословно
повторяя доказательство соответствующего утверждения из [3], получаем

/2 < sup Р (| F (S„,«+1) -2|<r(T)jL №)) = sup f Р (| F (Sn>n+1) -z|<
2GR 2GR R

< г («) £„ (S°n)) dK (и) < С sup Г К (IS^UZl) dK (ц) =
2<=RR \ r(a)|in(S*) )

= Cl sup f dK (u) E f exp 1- "(7f"'nrio7Z)) * <*>* =

= Сг sup f dK (u) E f exp {~iy(F (Sn<n+1)-z)}K (г (и) ^я (S»)> г (и) £„ (-&) X

Xdj/^^sup
zeR

E J J J" г (н) dij dK (u) d£ (s) м«(5») X
r(u)l»|7iri(Sn)<l/4

Xexp {— iyF{Sn,n+i) + r (u) syyin(S%)} <

<<C4 JII r(u)dydK(u)dK(s)\Fri!n(S0n)exV{...}\ +J Ш
jlyKbeCn)»-!

+ E J J J r(u)dydK(u)dK{8)pn(S!)exj>'{...}\ (12)

Оценка типа С (А, В, F, б, (?)e(rc) для каждого из двух интегралов в

правой части (12), по существу, содержится в леммах 3 и 4.

Теорема доказана.

§ 4. ПРИЛОЖЕНИЯ К ПРИНЦИПУ ИНВАРИАНТНОСТИ ^

ДОНСКЕРА — ПРОХОРОВА у'

Доказательство теоремы 2. Введем в рассмотрение
следующие с. э. в пространстве Li ([0, 1], К):

Уп>к В упл (t) = (W (tn9h) - W (*„,*_!)) /4ft (0,

V>n,h — H>n,fe (*) = TF ((i V *n,k-i) Л *n,fc) — W (*n.ft-l)*

где, как и прежде, /z (£) = 1 при t > z, Iz (t) = 0 в противном случае; W(t) —

стандартный винеровскии процесс на [О, 1]. Очевидно, W(t) = 2 u*ii(*)-

Положим Wn (J) = 2 Yni (0- Тогда легко видеть, что

г^п

г^п

w(t)-wn(t)= 2 «&(*)•
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Предположим сначала, что выполнено условие (1.5). Применительно
к нашей схеме соотношение (1.5) имеет вид

sups-MP(2 №) [F(1\Wn)[Itni])2<z 2 Oni)<S (1)

равномерно по всем подмножествам N^N(8, n), удовлетворяющим
условию

2 OniT^Lnsi (2)

где св. {£nJ определены так же, как и в (1.5). Несколько позже будет
показано, что условие (1.11) влечет за собой (1). Отметим также, что в

условиях теоремы 2 имеет место неравенство г(п)< 2Ln8k*([01 1]). Так

что, если выполнены (1) и (2), то в качестве следствия теоремы I
получаем оценку

dr(Sn9-Wn)<C{F, X)Ln8, (3)

при этом, правда, необходимо иметь в виду, что в норме пространства

^([0, 1], К) для с. э. {Xni} и {Yni} в (1.8), вообще говоря, не выполнено

условие нормировки:

Г ;2 til = 2 A, ([tnu 1]) E&i ф . (4)

Однако при получении (3) важно, чтобы равномерно по всем п

С1<2ст^<С2, (5)
г<сп

что как раз и имеет место в (4). При выполнении (5) задача легко

сводится к уже рассмотренной заменой функционала F(x) на Fn(x) =

= ^(#(2 Gni) ), причем Fn^^m, [}, а) равномерно по всем п, а

константы вида C(F, •) в теореме 1 зависят от F только через
постоянные а и Co(F) в (1.1). Приведенное замечание в равной степени

относится и к принципу инвариантности для эмпирических полей (см. § 1).
Таким образом, для доказательства теоремы 2 необходимо оценить

величину dF(Wn, W). Эта задача во многом схожа с уже рассмотренной в

§ 2, и ее решение в значительной степени повторяет ход доказательства

теоремы 1. Однако рассуждения при этом сильно упрощаются,
поскольку в рассмотрении участвуют лишь гауссовскйе с. э.

Из формулы Берри (см. [17]) и леммы 2.14 следует

dF(Wn,W)^C f I^T'l/nW-ZWI^ + Ce^X
|t|<e(n)-l

<c J* m_1i/nW~/(oi^ + c J \fn(t)\\t\-idt +

+ c J l/Wilir'tf + Cefa), (6)

где fn{t) и f{t)— характеристические функции св. F(Wn) и F(W)
соответственно, г(п) введено в (1.4). Так же как и при доказательстве

теоремы 1, воспользуемся методом композиций для оценки величины

Un(t) — f(t)\. Аналогично выводу (3.4) получаем

i /»(о - / (*) I < 4 21 E(p*2) (5«*) [Ynk\ - еф(42) (snk) [«4] |+

+ у2 If(1 -9)21еф»3)Ой* + вГпн)[У2*]IdQ +

+ | (1 - 9)» | EcpJ3) (Sr* + Qwnh) [wlh\ |Д (7).
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где Snk= 2j wnj+ 2 Ynj, q>t(x) = exj){itF(x)}. Здесь использованы co-

отношения

Щ^ (Snu) [Ynk] = Еф$1} (Snk) [wnk] = 0.

Для оценки первой суммы правой части (7) прежде всего отметим, что

Wnu = Ynk + Wnk- Поэтому

I Wt2)(Snk) [w2k] - ЕФ<2) (Snk) [Ylh] | < | ЕФ12) (Snk) [wnk] -

- ЕФ(,2) (Snk) [Wnh, Ynk) | + | ЕФ(*2) (Snk) lYlk] - ЕФ(,2) (Snk) [wnk, Ynk] \ =
= | ЕФ(,2) (Snk) [wnk, i»°nk] I + I ЕФ(,2) (Snk) [w°nk, Ynk] I. (8)

Анализ EWnk(pt(Snk)[*] проводится по схеме доказательства лем-

1иы 2.14. Причем необходимо иметь в виду следующую оценку
показателя экспоненты в (1.41):

m(F^(x)\ 2wnh\)>'в[F^(x)\ 2¥пь\)-ЩР(1)
\ LfteiV J/ \ LfeeiV J/ \ LfceJV J;

V UeJV J/ fteiv

ST 2 °nh(F(1)(x)[Itnk])2-R(x,t). (9)

Здесь использовано элементарное неравенство (х + у)2 ^ #2/2 — i/2, a

символом II II обозначается обычная норма в 1/г([0, 1] Я). Тогда при

iVfliV*==0 (см. лемму 3.1), Ц^||<^| loge(w)| и | £ |< е (л)*"1 имеем

R (х, t) < Cl (F) t* exp {2a || ж |} 2 cr2^ ((*n,fe-i, Wl) <
feeiv

< C\ (F) e (гс)""2 X ([0,1]) max alh < С (F) 6^8 (rif X ([0,1]). (10)

Далее используем срезки св. WSnkl\ так же, как и при доказательстве
леммы 2. Это позволяет свести оценки соответствующих
характеристических функций к оценке величины

Е exp f- Ct* 2 (У2щ (F(1) (Snk) [tnl))2l

что уже, по существу, проделано в леммах 2.9—2.14. Опуская
малосущественные детали, так или иначе обсуждавшиеся в процессу
доказательства теоремы 1, получаем из (7) —(10) в зоне \t\ ^ e(n)v-{

\U(t)-f{t)\<C(F, ДЦ*рЧ2 (E|^||2E||z^f)1/2+ 2 Е|Кь||3}<
[k<n k<n )

< Cx (F, B,K)\t С» f 2 ah (X ((<nlft-i, tnh])f2 + 2 0*Л <
[k^n k<n )

<С1(^,5Д)|*|"'в(б(в) + Ьп.). (11)

Оценка вида С(-)е(п) второго интеграла правой части (6), по существу,

содержится в лемме 2.14. Последнее слагаемое в (6) оценивается почти

так же, за исключением оценки подынтегральных функций вида

я|) (*) = Е ехр !- СL*E [F{1) (•) |Д "J)*},
где с. э. wnk так же, как ив (9), необходимо заменить на с. э. Ynk для
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того, чтобы можно было воспользоваться условием (1). Прежде
отметим, что

sup itf(*) < Е exp U Сг (nf^ E /F(1) (.) Г 2 wnk])\
e(n)»-l<|<|<e(n)-l I V lk^N 1) J

а затем применим неравенство (9), в котором полагаем f— е(гг)г_1. Тем

самым задача практически будет сведена к уже рассмотренной (см.
доказательство леммы 2.14).

Далее отметим, что утверждение леммы 2.11 в условиях теоремы 2

останется в силе, если вместо с. п. Wn(t) подставить W(t), а вместо

е(я) —величину г0(п). = г(п)+ 2 cTn\(^((W-i»^nfe]))1/2 (см. вывод (11)).

Так что условие (1) в этом случае можно заменить требованием

sup z~MP f 2 (Dfni) (Fw (W) [Itrik]y < Д2 (N) z\ <В (12)

для любого N^N(8, n). Так же как и при доказательстве основной

теоремы, считаем, что N(\N*=*0 (N* определено в § 3). Поэтому с

помощью лрммы 2.8 получаем для любого к ^N(8, п)

/ ст^(Е|^|3 + Е{^/(||„г|>С*/а)|)<

< (2 °А
х

2 (Е|^|з+Е{^/(ц„и>с7а)})<4-ен.

Иными словами, для любого i^N(8, n)

2
Е l„i|3' 4

(13)
8 (П)

"^ 6

Отсюда следует нижняя оценка

Dlwi = Е ($?)* - (E^V)2 = p^E (lni)2I (| & | <

<(Яг)- P~2 (VtnJ (I ti I < (?ani))2> р-гЕ (ид2- P'1 (Q* (hF'E | &, |3 -
- 2p-2{(EtniI(I gm | > c*/a))2 + (E^ 7(|gni| > Qoni))2} > P^oli-

- p-^lml(| gn«I> e*/a) - /Г1 (<?e(гс))""1 E | ^ | -

- 2/Г2 {cc2a^ (P*)~2 + (<?e(гг)Г1 E | E^'J8}, . (14)

гдвр-Р(1б„,1<^)>3/4 (см. § 2).
Таким образом, из (13) и (14) получаем для достаточно

большого Q и любого N^N(8, и), удовлетворяющего неравенству b?n(N)^
^ е (гс), выполнено

ieiV ieiv

Так что условие (1.11) для N^N(8r n) и Дп(А0^е(гс), влечет за

собой (12). Теорема 2 доказана.

Теперь приведем пояснения к условию (1.14). Прежде всего

отметим, что если требовать выполнение (1.5) не для всех N^N(8, и),
удовлетворяющих (1.4), а лишь для конкретного набора подмножеств

Nnh — N(8, п); к< Card(N(б, п)), где Nnk — некоторое /с-элементное
подмножество N(8, п), удовлетворяющее неравенству An(Nnk)>Cs(n), то,
как следует из доказательства теоремы 1 (см, леммы 2.7—2.16), оценка

для величины dF(-) в (1.6) будет иметь вид С(-) (е(и) + max 0пь\.
V fo=iV(6,n) )

Эта оценка, вообще говоря, слабее (1.6). Однако при выполнении (1.3) она,
по существу, совпадает с оценкой Берри — Эссеена. Кроме того, в этом

случае tnh=^kln, Щщ>С/п. Поэтому под знаком вероятности в (12) на
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самом деле будет, стоять сумма вида

Легко проверить, что в этом случае (1.5) будет следовать из (1.14).
Доказательство теоремы 3, по существу, содержится в [8],

где рассмотрен случай линейного непрерывного функционала

F(X)~X(l/,2). (15)

Будем предполагать, что F задан на £г({0, 1], 61/2), где 6i/2(A)=>
= 7(1/2^4). Очевидно, F^^Zijn, а, Р) при любом т. Правда,
необходимо отметить, что в [8] рассматриваются только непрерывные ломаные

Sn(t). Но в [8] все останется в силе и для ломаных (1.10). Поскольку
для функционалов вида (15) справедливо соотношение F{l)(X)[h]^
= F(h), то

inf \F{1)(X)[It]\^U
te[o,i/4]

т. е. условие (1.11) выполнено. Стало быть, имеет место оценка (1.12).
Для специально подобранной в [8} последовательности серий {^ni} имеем

б (п) ^ max Gni ^ L2nl, 5g(2,3].

Такой же порядок имеет и нижняя оценка для dF(Sn, W) (см. [8]).

§ 5. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ

ДЛЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ ОТДЕЛИМОСТИ
ОТ НУЛЯ ПЕРВЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ГЛАДКИХ ФУНКЦИОНАЛОВ

Сначала покажем, что условие (1.9) обеспечивает выполнение (1.5)
в принципе инвариантности для эмпирических мер. В самом деле, для

интегральных функционалов
1

F (X) = I I f(X (*, % *, z) X (Л, dz), «е [0,1], i e R\ (1)

к-я производная Фреше в пространстве /^([0, 1]XR\ X) имеет вид

1

Рм(Х)[к±, ...,Лк] = f \ ^(X(trz),trz)U h(t,z)k(dt,dz). (2)
0 Rfe

Так что если f(xy t, z), a;eR, удовлетворяет по х условиям (1-1)
(равномерно no £, z), то легко видеть, что и F(X) будет удовлетворять
аналогичным требованиям. Далее, так как в рассматриваемом случае

lm(z) = il(tii<zu ..., tih<zk)-G(zl9 ..., zh)}Ii/n(t)n-i/2 (здесь G(-)-
функция распределения вектора (£ц, ..., £и)), то срезки £«*(•) в (1.5)
при достаточно большом Q совпадут с |п<(-)- Учитывая это, а также (2)
и (1.9), получаем

2 v^'W^l)1--* 2 J J J j 1/(и1»(м),м)х
* «m n *<m i/n i/n Rfe Rfe

X - f (WV (f, z), Г,1')ЩЫ (z) gni ("2') % (dt, dz) К (#', dz') =
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1 1

(G (min {Ь, z'}) - G (z) G (l'))k (dt, dz) % (df, dz) >~ J j J J * ('**)*
™M тп/n д^2^5

4~'v

Xg(*',z)(G(min{z, z})-G(z)G(z))^(^,dz)X(^,,dz)<C(.)^M, (3)
если только m^n/2. Таким образом, условие (1.5) (ослабленный
вариант) выполненЬ (см. пояснения в § 4 к условию (1.14)). Принимая
во внимание конкретный вид £п*(*)> из теоремы 1 получаем

dAS^iW^^Cif^k^n-1'2. (4)
Рассмотрим отдельно случай, когда & =» 1 и G(z)^z — функция

равномерного распределения на отрезке [0, 1]. В этом случае гауссовское

поле W^faz) (поле Кифера) имеет ковариацию

ЕЙ*» (t, z) И*.» («', z') = min {i^l, i^i} {min {z, z'} - zz'),. (5)

при £, J'^js, z ^ [0, 1], и может быть представлено в виде

х W% (*, *) = =т=. 2 ^ (*)' (6)

где {Wi(-), i^l] — независимые «броуновские мосты», т. е.

центрированные гауссовские процессы с ковариацией

WV\ (z) W\ (z') = min {z, z'} - zz'.

Предположим, что мера 'к(-) в (1) абсолютно непрерывна относительно

меры Лебега в R2 и

04:f<:i
<""*

а функция — /(#, J, z) неотрицательна и, кроме того, удовлетворяет

неравенству

±f(z,t%z)^C\z\r (8)

при всех £е[0, 6], х, z^[—б, б] и некоторых С, г>0, 6^(0, 1/2) (или
сформулированное условие имеет место для функции —/).

Лемма 1. При выполнении (7) и (8) имеет место ослабленный

вариант условия (1.5), и, стало быть, справедлива оценка (4).
Доказательство. Аналогично (3) получаем для любого т^п8/2

1111

=42 J Ша/(^»,)(.'.»).'.*)й/(^1)С.О.*'.«')х
*-<m

i/ni/n о 0

б б

X Я (&, dz) X (Л', dz') (min {z, z'} — zz') >^ j A j чЙ' Х
[

6/2 6/2
1 z 6 6

xj^/(.)(l-«)J«b'^/(.)«'>£Vj*J««'>C
0 0 6/2 6/2

x J gg/WM.M)* J £/(И*»1)(«'.*'),*'.*,)*\ (9)
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где 6 > 0, у > О, Зу° «£ б < 1/2. Обозначим

\W^%y= sup \w£\t,z)\.
0<t<6

Очевидно,

P (D< ym/n) < P (D < ym/n, \\ W™ \\6,у < б) + P (|W™^> б). (10)
Для оценка первого слагаемого правой части (10) прежде всего

отметим, что в (8) без ограничения общности можно полагать г>2.

Далее, с помощью неравенства Гёльдера и теоремы Фубини получаем

(б
3^ \

%$dt§\w£(t,z)\rdz<y1/-*\ +
6/2 2уе /

(6
2J/6 \ / ( 6

J dt> J |^>(f,Z')lr^<y1/2 <p (|v)2/r j лх
6/2 j,6 J \ [6/2

/3!/в у/2

Ч2У°

2/г

+ Р

<, ^2(1/2-6)/г ■ ,

|1/г

<

J dH j (и^У, *'))2 <**' <г/1/г
V2 V^e ]

6 ЗУ9

Р (41) J A J №4t, z))2dz<y«-™* +

\ 6/2 2у9

/ 6 2J/9

+ Р §dt' §(W(»(t',z')ydz'<y'
\б/2 уе

/ 8ув / 6 \» \

р\{¥Г]dz\ fw^c*)* <^(1_2в)/г +

+ Р J dz' I j ТИ?> (*', г') Л' < i/1/r . (И)
\уЪ \б/2

у"

Дальнейшая оценка обеих вероятностей правой части (11J-
проводится однотипно, в силу чего ограничимся оценкой слагаемого

Л = р( jdzl ^W%)(t,z)dt\
\ув \6/2 /

<У
1Л-

Прежде всего отметим, что случайный процесс
б

£»(*) = J^Cs)*» ze[0, 1],
6/2

совпадает по распределению с процессом С (б, n)W°(z), где W°(z)—
броуновский мост,

6 6 \1/2

\ 6/2 6/2 /



Это следует из равенства (см. (5))

ВСпЮU(У) = (min {*, у} - zy) j J* min {^, l£*} <№*.
6/2 6/2

Очевидно,
inf С(6, rc) = C0(8)>0.

ПХ26)-1

i?<P '(И*(*))*&<<^8)1ГГ . (12)

Следовательно, при п>(28)~1

■( j ,(Трт(*))1л<С71(в)^'
д vye )

В [18] показано, что для любого события А из о-алгебры, порожденной
траекториями процесса W°(t) за время от 0 до 1 — у, имеет место

неравенство

P{W°(-)^A)<:V-m?{W{-)^A), (13)

где W(V)'— стандартный винеровский процесс* Стало быть, с учетом

соотношения ув < 1/4 из (12) и (13) следует

/2yG \
Л< /2РИ W*(z)dz<Со2(6)у1/г . (14)

\yQ J

Для оценки правой части (14) нам понадобится известное

разложение стандартного винеровского процесса W(z) в ряд Фурье в

пространстве 1>2([а, Ь], ей) (см. [19]):

где (ifJ — независимые стандартные нормальные с. в., Я&, cpfe —

собственные числа и функции ковариационного оператора процесса И^(г),
причем Ял>0. Отметим, что {фл(-)^ образуют ортонормированный базис в

Li ([а, Ь], dt), в силу чего
ь

\\Wf^$W*(z)dz= %Xkyl (15)
а Ь^1

Из (15) следует, что для любого е>0 имеет место равенство (по
распределению)

Ье

f W*(z)dz±z*%Khfii (16)
ае *>1

здесь был использован очевидный факт: И7 (ez) = e1/2W (z) (в смысле

равенства конечномерных распределений).
Положим в (16) я=*1, Ь_==2, 8=т/е: Поскольку в (16) ta>0, то

из (14) окончательно получаем

R < /2 р (2 л*-й < с0-2 (б) у17'-20) = о (^-2*>м)

при I/ -> 0, где ilf — сколь угодно большое число. Остается только

положить Э =(4г)~1.
Таким образом, первое слагаемое правой части (10) при у ->• 0

убывает быстрее любой степени у.

Для оценки второго слагаемого в (10). воспользуемся сначала

представлением (6) и неравенством Левй (см. [20])* в силу которого

Р(|и111>|в,у>в)<2Р(([11в]/л)1/2 sup \W°(z)\>8\1
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здесь так же, как и в (12), было применено равенство

Используя известные оценки (см. [19]) для распределения равномерной
нормы случайного процесса W°(z) (или W(z), см. (13)), окончательно

получаем при n>(26)"1
Р (И? IL> б) < С ехр {- С^у-*}, (17)

что и требовалось показать. Лемма доказана.
Рассмотрим теперь условие стохастической отделимости первой

производной Фрешё функционалов вида

1

F{z)=*$f(z(t)9t)dt (18)
о

в классическом принципе инвариантности Донскера — Прохорова.
Лемма 2. При выполнении условий

£/(*,*)>0< inf i/(i,J)>KAJ (19)

при всех a;eR, *е[0, 1] и некоторых Ь, г>0, 6^(0, 1/2), Зля дбуин-
ционалов (18) выполнено (1.11).

Доказательство. Для любого уе(0, 1) имеем

/1 \ /б(1+ув)/1 \

i? = P J-^/(TF(*),0*<y <Р( J £/(ИЧ9,9*<И<
\б/2 / \ 6/2 /

<Р| J -if(W(t),t)dt<y,\W№)\<b/2,
6/2

sup | ТГ («) — Щб/2) | < Ь/4) J +
6/2^*^6(l+y6)/2 /

^6(l+y6)/2

(6(i+ye;I6/2+ P1 \ if(WW> №<У,\Ж№)\>Ъ/2,

sup | W (t) - W (6/2) |< 6/4 + ^
6/2^*<6(l+l/e)/2 J

+ P/ sup |W(*)-PF(8/2)|>b/4Y
"

(20)
\6/2^^6(l+l/e)/2 /

Обозначим первое, второе и третье слагаемые правой части (20)
соответственно i?i, i?2 и Да- Аналогично (17) получаем

Rb<CexV{-d(8yB)-1}. (21)
Далее, пусть уе(0, 1). Тогда в силу (19), а также (16) и

неравенства Гёльдера
/б(1+У0)/2 \

R± <РI j PF (О2 Л < */1/r J < С (ilf, r, 6) г/м, (22)

где ilf— сколь угодно большое число, Э=(2г)-1, г>2 (без ограничения
общности рассуждений);

R2<I(8y*b2/32<y)^0 (23)'
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при всех ^^(Sfc2/^)1 е. Утверждение леммы следует из (2) и

'(20)-(23).
В заключение более подробно остановимся на замечании к

теореме 1 в § 1. Рассмотрим в пространстве 1/г([0, 1], dt) следующую
последовательность серий с. э. {|n<; i^n):

|rc~1/2£i/i/2n(*)> если п четное,

и~1/2?гЛ/2+г/2п (t) в противном случае,
\пг = £пг (0 ■—

z>0,i

где по-прежнему /2(£) = 0 или 1 соответственно при t<z или t>z;
{£*} — независимые, одинаково распределенные с. в. с нулевым средним,

единичной дисперсией и конечным абсолютным третьим моментом. Через
\rni} определим по аналогии с (24) соответствующие гауссовские с. э.

Очевидно* последовательность {|ПД не удовлетворяет в £г([0, 1], dt)
центральной предельной теореме, поскольку подпоследовательности

{|2п,г} и {§2n+i,i} при п-+°о слабо сходятся в Lz() к различным гауссов-
ским процессам.

Теперь рассмотрим интегральный функционал

F(X) = $X{t)dt. (25)
о

Как уже отмечалось, в этом случае Fn)(X)[h] = F(h) и условие (1.5)
с учетом (24) принимает вид

sup z~MI ((Card (N))-1 2 f1 — i/n -

-

у7{ttG= {2/71-1; m=U 2, .. .}}}2<z}<5
равномерно по всем iVsJV(6, w)s{l, ,.., и}, где iV(-) удовлетворяет

требованию Card (N (•)) ~8n. Остается только положить б = 1/4,
N{8, n)=*U: i<n/4}.

Таким образом, для последовательности серий с. э. (24) и

функционала (25)
dF(Sn, Wn)<C{-)n~1'*,

несмотря на то что с. э. {|ni; i^n} не удовлетворяют центральной
предельной теореме в Хг([0, 1], dt).
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О ТОЧНОСТИ НОРМАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
В ПРИНЦИПЕ ИНВАРИАНТНОСТИ

А. И. САХАНЕНКО

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть |i, |2, ...— последовательность независимых случайных
величин, удовлетворяющих условию

V/ М|3=0, D|3<oo. (1)

Введем в рассмотрение случайную лбманую S = S(t), полагая

•?(««)= 2 & при *n=SDgi (2)

и доопределяя S(t) монотонно на каждом из интервалов [£n-i, t„\.
Другими словами,

S(t) = S{tk^)+lkhh(t) при.*€5[Ь-ь hi (3)

где в качестве .Ahk{-)} можно брать любые монотонные функции для

которых верны неравенства У

0<hk(t)<l vt*=lth-u th] У к': (4)

Тем самым S может быть как случайной ступенчатой функцией, когда

hh(0s 0, так и непрерывной случайной ломаной, если hh(t) =
= (*-**-i)/Dgft при ЩА>0.

Мы будем рассматривать S = S(t) как случайный процесс, опредои
ленный при t < Т, где

^-Г0,оо)П[0,Л2] при В* = %Щ5: (5)

Нетрудно понять, что ввиду (2) —(4) траектории процессу 5 с

вероятностью 1 принадлежат некоторому сепарабельному подпространству
Si (T) пространства всех функций, не имеющих разрывов второго рода.
Здесь St(T) рассматривается как нормированное пространство с

равномерной нормой
\\uj = sup \u(t)\ при w€= Si (Г) (6)
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и соответствующей борелевской а-алгеброй. Причем мы предполагаем,

что 91 {Т) содержит все непрерывные функции, так что с вероятностью 1

пространству 91 (t) принадлежат tpaeKTopnn стандартного винеровского
процесса W = W(t), определенного при £<= Т.

В дальнейшем не исключается случай, когда & —0 при />тг, т. е.

когда ломаная S построена по конечному числу случайных величин

Si, ..., |п. В частности, условимся полагать S=*SnB простейшем случае,
когда Si —0 при ]>п и Ъ = Упи2 при 7 = 1, ..., п, где ^ь £2, ...—

последовательность независимых одинаково распределенных случайных
величин, удовлетворяющих условию

М£ = 0, DS = 1 при £ = U (7)

В частности, Г = |[0, 1], если S = Sn.
Хорошо известно, что при естественных предположениях

распределение в пространстве 91 (Т) случайного процесса S близко к

соответствующему распределению стандартного винеровского процесса W. Этот

факт носит название принципа инвариантности Донскера — Прохорова
или функциональной центральной предельной теоремы. (Точную..
формулировку можно найти, например, в (1, 2 или 3].)

Естественным образом возникает вопрос о точности в названном

выше приближении, т. е. вопрос о скорости сходимости в принципе

инвариантности. Этой проблеме посвящено большое количество статей,

среди которых надо в первую очередь отметить работы Ю. В.
Прохорова i[l], А. В. Скорохода [4], А. А. Боровкова [5], Дж. Комлоша, П.

Майора, Г. Тушнади ![6].
Просматривая доказательства всех перечисленных выше

результатов, можно заметить, что общим и самым трудным местом в этих

доказательствах является решение следующей задачи: требуется таким

образом построить процессы S и W на одном вероятностном пространстве,
чтобы вероятности вида

Р(И5-Ш>в) . (8)

были бы как можно меньше при всех г или при некотором специально

выбранном г > 0. Другими словами, задача, состоит в построении

процесса W, близкого к S потраекторно, причем (см. [7]) всегда можно

считать, что W является функцией лишь от 5 и некоторой случайной
величины с равномерным распределением.

В таком виде поставленная задача систематически исследовалась в

[6] при S = Sn и в работах [8, 9>] в общем случае. В § 2 и 3 настоящей
статьи уточняются оценки для вероятностей вида (8), установленные в

работах [8, 9]. Целью остальных параграфов работы является

получение следствий из этих оценок в целом ряде направлений. Часть
результатов работы впервые получена в [10].

Во всех доказываемых оценках для вероятностей вида (8)
используются условия типа

&(Н)*=2Ш{Ь)<оо, (9)

причем рассматриваются только такие функции #(•), что

0<Н{-х)/х2 = Н(х)/хЧ при'*>0. (10)

При а ^ 2 полагаем

а>* = 2(Щ =ЪЩЫ при И{х) = х*. (И)

В части результатов дополнительно требуется, что В < °о и вводятся

ограничения на величину

supMff(6,)/bV
i

Условимся, что всюду в работе считаются выполненными

предположения, введенные в (1) — (7) и (9), (10), даже если это не оговорено
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специально. Подчеркнем, что все утверждения работы имеют сплошную
нумерацию и что в каждом параграфе сначала приводятся основные

результаты, а затем их; доказательства. Формулы в каждом параграфе
имеют свою нумерацию. Ссылки на формулы из других параграфов не

доцускаются. Отметим, что в (5), (9) —(11) и далее символы 2 и max

употребляются дишь вместо 2 я max, а знаки t и I означают соот-

ветствующую монотонность, функций. Будем считать, что умножение
выполняется вперед деления, т. е. будем писать ab/2cd вместо abf(2cd).
Всюду ниже знак О означает конец доказательства, символы С < <*>

и с > О могут заменять любые положительные абсолютные постоянные,
а С (а) и с (а) обозначают постоянные, зависящие только от а.

§ 2. КЛЮЧЕВЫЕ ТЕОРЕМЫ

В данном параграфе будут доказаны два утверждения, которые

усиливают основные результаты работ [8, 9] (см. теорему 1 в [8] и

теорему 2 в [9]).
Теорема 1. Пусть существует такое число Я>0, что

V/ МЙе^'^ЗВЪ. (1)

Тогда для некоторого винеровского процесса W справедливо неравенство

сШ || S - Wf есЦ8'т <2 Щ>. (2)
Замечание 1. Как отмечено в [11} условие (1) эквивалентно

Классическому условию Бернштейна.
Предположим теперь, что случайные величины {£,} ограничены, т. е.

V/ Р(1Ы^г)=1, 0<г<оо. (3)

В этом случае условие (1), очевидно, выполнено при Я = 1/г и, значит,
можно при указанном X воспользоваться утверждением теоремы 1.

Однако для ограниченных случайных величин приводимая ниже теорема 2

содержит более сильный результат.
Обозначим через 36 множество всех четных функций #(•),

удовлетворяющих следующим двум ограничениям

0<Н(х)/х2^Н(у)/у2^1=Н(1) V0<x<y^l, (4)

Ж{Н) = - 2 2"w In H (2"w) < oo. (5)
m=l

К классу Ж принадлежат, например, функции Н(х) = ха при а^2и

Н(х) = х2ех?>(с-с\х\-*) при 0< р < 1 и с>0. ^/

Теорема 2. Пусть выполнено условие (3), а функция Яе^. Тогда

существует такой винеровский процесс W, что

Ue4S-wyr< еяг(я) ( ! + 2 МЯ (Уг)). (6)
Приступим к доказательству сформулированных теорем. Положим

A^suv\S(tn)-W(tn)\, rin~W(tn)-W(tn-x)f
(7)

wn = max{\W(t)-W(tn-i)\, t^[tn-U tn]}.
Лемма 1.

з

Доказательство следует из определения процесса S, поскольку

функция S(t) монотонна при t^[tn-u ^}. Далее, из (7) и свойств

максимума винеровского процесса [12, с. 371] вытекает

Лемма 2.

P{wj>x)<4P(r\j>x)<Aexv{-x2/2DlJ),
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В основе доказательства теоремы 1 лежит следующее утверждение,
являющееся основным результатом работы [8].

Лемма 3. Пусть существует такое число т > 0, что

ЛЧ
V/ TM|bl8el;l<Dfo. (8)

Тогда для некоторого винеровского процесса W справедливо неравенство

Me8CTA<l + r(2D^)1/2. (9)

Далее, в леммах 4—8 будем предполагать, что выполнены все

условия теоремы 1 и что символ с обозначает постоянную из (9), причем,
не уменьшая общности, считаем, что с < 1/64.

Лемма 4. Условие (8) справедливо при т = А,/2. Кроме того, при
всех 7 и \h\ < 1

b2D£j<4, Ме^/2<1 + ^2Я2В^/6. (10)

Доказательство. При | = |,- и т =* Х/2 > 0 воспользуемся

соотношениями

Tl|lV,6,<l2(e2Tm-l)/2, (11)
^

ehxl < 1 + hx\ + ftVg2/2 + fe2t3l|IVm/6. (12)
Из (1) и (11) вытекает (8). Далее, в силу неравенства Гёльдера

tMISIV1*1 > тМЩ3 > %{Щ)Ш. X13)

Подставляя (8) в (12) и (13) при т = У2, находим (10). О

Ввиду леммы 4 считаем далее, что процессы S и W удовлетворяют
утверждению (9) леммы 3 при т = У2.

Лемма 5.

Р (шах и?,- > я)< 6 ехр (— №х2/Щ 2Щз!%2.

Доказательство. Из леммы 2 и неравенства уе~2у<e~v-1 имеем

Р (max w$ > я)< 42 ехр (— 2yj) < 4е~1 2 ехр (— у,)1уь

где у5
= х2/40Ъ;>Х2х2/16 = у в силу (14). □

Положим

В> - (2 Dii)1/2, Т (ж) = АсХ,эс1. (14)

Выведем основную часть теоремы 1, когда

0<с<1/64, %В>1. (15)

Лемма 6. Если выполнено дополнительное предположение (15), то

справедливо утверждение теоремы 1.

Доказательство. Из лемм 1, 3, и 5 при т = У2 и %х^1

находим
¥(\\8-1¥\\>2х)<Р(&>х)+¥(2тьхи>5>х)<
<(1 + тВ)е-*^ + 6Х2В2е-^пе^8№2А-АсХх. (16)

Если же Kx^l, то неравенство (16) выполняется очевидным образом,
так как правая часть в нем больше единицы ввиду (15). Из (16) имеем

о

оо

<8Ь2Я2 J е~2сХ* (2a: + to2) ес?^я = 32<Г2В2. (17)
о

*

Требуемая оценка (2) вытекает из (17) при соответствующем выборе
абсолютных постоянных. Q
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Рассмотрим теперь дополнительный случай в теореме 1, когда

0<с<1/64, 16ЛВ<1. (18)
Положим

У = вир1и&|, X = Sb. (19)

Лемма 7. /7до дополнительном предположении (18) яе/жо wepa-
венство

MW(Y)<27B2. , (20)

Доказательство. Воспользуемся соотношением

МТ(У) <М ||X| J х~гд№(х) 1 ssМ0, (21)

доказанным в (13,'с. 285—286] для класса функций ХР9 включающего

функцию из (14). Правую часть в (21) легко привести к виду

Mo = M\X\YecXY + M\X\(ecXY - 1)/сЯ. (22)

Рассматривая отдельно случаи |Х| ^ У/4 и У < 4|Х|, получаем

ifо < MW (У)/2 + 8МХ2е4сад|. (23)

Суммируя (21) —(23), находим

МЧр(У)^16МХ2е4сад.
:

(24)

Далее, сравнивая производные, нетрудно установить, что

х2е]х1<е2х + е~2х-2 для Ух. (25)

Полагая # = 4сЯХ в (25), имеем

МХ2е4сад| ^ (Ме*** + Me-*" - 2)/(4сЯ)2. (26)
Из леммы 4 при А==±16с следует, что

Ме± всях
^ ехр^fc«xaDb/6)=exp {(16сЯ5)2/6} < 1 +(16<ЛЯ)2/4. (27)

При выводе последнего неравенства в (27) использовано (1Й). Из (24),
(26) и (27) вытекает (20). □

Лемма 8. Если выполнено дополнительное предположение (18), то

верно утверждение теоремы 1.

Доказательство. Не уменьшая общности; будем считать, что

J?<oo. Положим У* = max{|W(£) I: t^T). Поскольку винеровский
процесс W можно рассматривать как предел соответствующих сумм

независимых случайных величин, имеющих одинаковое нормальное

распределение, по аналогии с леммой 7 имеет место оценка х-

МЧЧУ*)<27Я2. (28)
Из выпуклости функции Ч?(-) и неравенств (20) й (28) находим, что

МгР(115-^Н/2)^МЧр((У+У*)/2)^МЧг(У)/2 + МЧг(У*)/2<2752.
• - (29).

Сравнивая (14) и (29), получаем, что

MIIS - WU2ec"s-wm < 29£2, (30)

где постоянная с > 0 определена в лемме 3. Из (30) вытекает (2) при

соответствующем выборе абсолютной постоянной. П

Таким образом, теорема 1 доказана полностью б леммах 6 и 8.

Перейдем теперь к выводу теоремы 2. В основе этого вывода лежит

следующее утверждение, вытекающее из теоремы 2 в [9] при а = 1 и #(•),
удовлетворяющих (4) и (5), если эту теорему применить к случайным
величинам {£j/2r}.
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Лемма 9. Если выполнены условия теоремы 2, то существует такой

винеровский процесс W, что при всех х>0 справедливо неравенство

Р (Л > С (ж + гЖ (Н))) < е-*/г (1 + 2ШН (Е//2г) + 2# (D1/2i,-/2r)).
(31)

Далее, в этом пункте предполагается, что выполнены все

предположения теоремы 2 и что процессы 5 и W удовлетворяют (31).
Лемма 10. Если Н()<^Ж, то

Ш(х/2)^Н(х)^х* Vx<=[0, 1], (32)

Н(х)^е~2Жт/х Уже (0,1], (33)

л Х(Я)>- S 2-mln2-2n,>2. (34)
rn=i

Доказательство. Соотношение (32) вытекает из (4), а (34)
следует из (5) и (32). Далее, функция Н(х) монотонна ввиду (5).
Поэтому

Ж(Н)>-2-"ЫН{х)>-{х12)ЫН(х) (35)

при 2^l>x>2N. Из (35) находим (33). □

Лемма 11. При всех j

МЯ(У2г)<МЯ(Уг)/4, (36)

Н(Ъ"%/2г)^МН(Уг)/3. (37)

Доказательство. Неравенство (36) вытекает из (32) при х =

= |j/r. Чтобы доказать (37), положим

| = Уг, g = D"2|, h(x)=>H(x)/x* (38)

и заметим, что функция h (x) монотонно не убывает, как функция от

\х\ ввиду (4). Следовательно,

МН(1) + Н(о12) = М1ЩЪ) + (о12)Ч(о/2)>
>M{|2fo(o/2); |gl^o/2}+M{|2fe(o/2); \Ц < а/2} = M|2fe(o/2) =

~4(а/2)2ВД2) = 4#(а/2). (39)

Подставив (38) в (39), найдем (37). П

Положим

К = Ж{Н), Ь = %МН(Уг) (40)
Лемма 12.

Р(max ws >2{x + rK))< 2e~x/rL Vx > 0.

Доказательство. Воспользуемся неравенством

-22 (х + гК) 2/2Щ> < -х/г - Шг/Ви% Vx > 0, (41)

которое справедливо, поскольку Dgj^r2 и К 1^2 в силу (3) и (34).
Подставляя (41) в утверждение леммы 2, получаем, что

Р (max w, > 2 (* + гК)) < 4 2 ехр (- x/r - 4rK/T>lf%) <
<4е-х/г2я(В1/%/2г). (42)

При выводе последнего неравенства в (42) использовано (33). Из (42)
и (37) находим требуемое утверждение леммы 12. П

Лемма 13. При всех у>0 справедливо неравенство

Р(И5 - WW/r> y)< ек~Асу{1 + 3L). (43)

Доказательство. Подставляя оценки (36) и (37) в (31),
получаем

V(b>C(z+rK))**.e-/r(l + L) Vx>0. (44)
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Из лемм 1 и 12 и неравенства (44) имеем

F(\}S-W\\>(C + 4)(x + rK))<F(A>C(x + rK)) +
+ Р (2 max w, >Цх+тК)) ^ е~х/г (1 + 3L) Vx ^ 0. (45)

Положим

у«(С + 4)(*/г + Я), 4с=-1/(С + 4)# (46)
Из (45) и (46) вытекает (43) при 4сг/ > К. Если же icy < К, то

неравенство (43) справедливо подавно, так как правая часть в нем больше
единицы. П

Завершим вывод теоремы 2. Из леммы 13 имеем

MeCl!S_W||/r ==1 + jp(|5_wr |/r > у) decy ^
о

оо

< 1 + ек (1 + 3L) J e"3cy crfp = 1 + е* (1 + 3L)/3: (47)
о

Из (47) с учетом (34) и (40) вытекает требуемое неравенство (6).

§ 3. ОСНОВНЫЕ ОЦЕНКИ

Цель настоящего параграфа — распространить результаты § 2 на

более широкий класс случайных величин {&}, отказавшись от

требования их ограниченности или существования у них экспоненциальных

моментов.

Пусть #(•)— некоторая четная функция, удовлетворяющая условию

0<h(x) = H(x)/x2\ при #>0, (1)

#(Я)«2МЯ(Ь)<оо. , (2)

Предположим, что при некоторых фиксированных v > 0 и Ъ ^ 1

Х0(х)^х-1Ы(ЬН{х)/&(Н)) \ при «>!;, (3);
и что

Hv(x) = H(vx)/H(v)^3%. (4)

Теорема 3. Пусть функция Н() и число v>0 удовлетворяют
условиям (1) — (4). Тогда существует такой винеровский процесс W, что

неравенство

V{\\S-W\\>C{v%{Hv) + x) + Sbz)<{l + b)Q-*l* +
+ (е2>(Я)/ЬЯ(2))ь + Р(тахГ^Г>2) (5)

справедливо при всех х>0, z">v и Ь&* 1.
Замечание 2. Подчеркнем, что в теоремах 3—7 и следствиях

1—3 способ построения винеровского процесса W зависит от ^числа v и

вида функции Я(-), но не зависит от чисел Ь, х и z. Независимость
от х и z сохраняется и в остальных результатах работы.

Положим

К (v) = min x'1 In (2 + Я (х)/х2) (6)

и введем ограничения

V/ Mff(fe)<D&, В*шш%1>Ъ<о6. (7)
Теорема 4. Пусть функция #(•) и число v>0 удовлетворяют

условиям (1)—-(3) и (6). Тогда существует такой винеровский процесс W,
что неравенство

Р(US - WW >Cx + 8bz)< x-2B2e~Xiv)x +

+ (е^(Я)/ЬЯ(*))ь + Р(тах1Ы>*) (8)
справедливо при всех х>0, z^v и 6^1.
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Неулучшаемость в определенном смысле утверждений теорем 3 и 4

в случае Н(х) = ха будет показана в § 5. '

Перейдем к доказательству теорем 3 и 4. Будем повторять вывод

теоремы 4 из работы [9]. Условимся через £/ обозначать срезку

случайной величины gj на уровне у>0, т. е. £/] равно |,- или 0 в

зависимости от того |£,-| ^ v или Igjl > и. Положим

В [9] доказана элементарная
Лемма 14. Если | = §,, то

P(iri<2i;)=l, (10)
-v IM^I-IM^I^MII^I, (И)

2M{tv))2>Щ -Щ' ^ М(|(»>)2>0. (12)'

Обозначим через S' случайную ломаную, которая получится, если

в определении ломаной S заменить все величины |j на £j. В силу (9),
(11) имеет место

Лемма 15.

к>1 \j<k I

Пусть

<т, = (Щ/ЩУ<\ в> (v) = 2 (1 - (т1) Dfc. (13)

Введем в рассмотрение непрерывный гауссовский процесс W с

независимыми приращениями, полагая

W(t)=ir(ti)+Oi(W(0-^(*»)) (14).

при £^[£j, tj+i], где W — некоторый стандартный винеровский процесс.
Лемма 16.

¥(UW- W'W>x)<4exv(-x2/2o2{v)) Yx > 0.

Доказательство. Обозначим W{v){t)=W(t)—W (t) is. заметим,
что ввиду (14)

WM(t)=W^(Ь) + {1-ъ) {WW-Witj)) (15)

при t^[tj, tj+\]. Из (15) вытекает, что W{v)(t) — непрерывный
гауссовский процесс с независимыми приращениями. Следовательно, в силу
неравенства Леви

P(\Wv)\\>x)<2P(\W{v){t00)\>x). (16)

Кроме того, ввиду (13) и (15)
DPF(0) (*„) = 2 (1 - Oj)> D (W (tj+1) - W («,)) = <r2 (p). (17)

Из (16) и (17) вытекает требуемое утверждение, поскольку величина

Wiv)(too) имеет нормальное распределение. □

Лемма 17.

о^)<42(м(^)2)2А%
Эти неравенства следуют из (12) и (13), поскольку

0 < 1 - ц < 1 - а? < 2М (if)2/D^..

Приступим теперь к основной задаче — оцениванию разности US' — W'll.
Лемма 18. JEc/ш выполнено условие (4), го процессы S' и W

можно так задать на одном вероятностном пространстве, что

P(\\S'-W'\\>C(x-vye(Hv)))^(l + &{H)/H(v))e~»<* Vz>0. (18)
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Доказательство. Определим непрерывную монотонно

возрастающую функцию т(£) как решение уравнения

DW'(r(t)) = t для V*. (19)
В этом случае, в силу (13), (14) и (19)

s'(r(tb)) = 2 Si при t'h = 2 щ; (20)
Кроме того,

A'^\\S'-W'\\=suv^S'(%(t))-W'(x{t))\. (21)

Учитывая (4), (10) и (19)—-(21), получаем, что W'(r(t)) —
стандартный винеровский процесс, а процесс £'(т(£)) удовлетворяет всем

условиям теоремы 2 при r = 4v и #(•) = #„(•). Таким образом, из

теоремы 2 при С = 4/с и всех ж' > 0, имеем

Р (А' > С*') < ехр (— cCz'/4i>) М ехр (сД'/4у) <

<вхр(-«7» + ЛГ(Яг))(1 + 2МЯр(б,74»)), (22)

если только мы выберем винеровский процесс W(x())
соответствующим образом.

Используя (9) и определение срезки £/] при | = &, находим

Hv (E74i7) < Hv(max {21 $* |, 21 М$* \}/4v) <Я,(| g |/2v> + Я, (D1/2£/2i;).
(23)

Из (4), (23) и леммы 11 вытекает, что

МН9 (Й/М < МЯ, (Ь/i;) = МЯ (Ь)/Я (v). (24)

Подставляя (24) в (22) при х =х + vX(#„), получаем (18). О

Применяя к процессам S'(%(-)) и W(t(-)) теорему 1 вместо

теоремы 2, находим, что верна
Лемма 19. Если число Я > 0 удовлетворяет условию

Y} М(Й)* ехр.(Х | gj I) < 3D&,
,

(25)

го процесс W' можно построить таким образом, что

Р (115' -W'\\> Cx) < ;r-2£2e-** Vx > 0. (26)

Лемма 20. Если h(v) = H(u)/v2> 2 и выполнены условия (1)
w (7), го

V/ ШГ(|;/4)<ВЙ.
'

. (27)

Доказательство. При сделанном предположении, в си^у (1)

2М (#»)■ < 2МЯ (|)»>)А (») < МЯ (#»). ^" (28)

Повторяя вывод соотношения (23) и леммы 11, находим

МЯ (ь'/4) < МЯ (gj»V2) + Я (М1/2 (^)2/2) <
<МЯ(Й']) = МН(Ь)-МН(&>). (29)

Далее, сравнивая (12) и (28), имеем

De>Db-Mff(#*). (30)

Из (29) и (30) вытекает (27). □

Лемма 21. Если выполнены условия (1) и (7), то неравенство (26)
верно при Х = Я(у)/8, где функция K(v) определена в (6).

Доказательство. Ввиду (6) и (10)

(Й)1 ехр (X (,) | gj |/8) < (Й)2 (2 + А (Й/8))^ < 2 (6-)2 + Я (g/4). (31)



Таким образом, если h(u)>2, то (25) следует из (31) и леммы 20.
Если же h(v) = H(v)/v2< 2, то

X {v)/8 < (Sv)"1 max In (2 + H(x)/x2) = (8V)'1 In (2 + h (u)) < l/2u. (32)
0<x<v

При выводе (32) использовалось также (1) и (6). Но при Х<1/2и
неравенства (25) верны очевидным образом в силу (10). Из
справедливости условия (25) и леммы 19 вытекает требуемое утверждение (26)
при соответствующем выборе процесса W. П

Лемма 22. Если при некоторых v>0 и Ъ > 1 выполнены

предположения (1) — (3), то

P(WS-S'\\>2bz)<{eg(H)/bH{z))b + P{m8ix\lJ\>z) Yz>v. (33)

•

v

Доказательство. Фиксируем число z > v и положим т,- = | !у | =
= 1йГ)1' ПРИ v<\i,3\<z и Tj

= 0 в противном случае. Используя (3),
при X = X0(z) и 1 — & получаем

т^М(ехр(^)-1) = М{ещ1-1; V< |£| <z}<

." <М{вхр(Л,о(6)1б1; 1|1^2}^ЬМЯ(Ы/е2?(Я). (34)

Суммируя (34), находим

М ехр (X2 т;) < ехр (2 та,-) < е\ (35)

Из (3) и (35) имеем

Р (2 т,- > 6z) < е~шМ ехр (Л 2 ъ) < еъ~ш =

- (eS (Щ/ЪН (z))b при X = Х0 (z). (36)

Определение величин {т;} и лемма 15 дают нам неравенство

Р (|| S - 5' |> bz +2 М | ^v) |) < Р (2 Ti > 6z) + P (max | Ь | > z). (37)

Далее, будем считать, что

27(Я)/Я(1;) = Ьехр(-^о(у))<Ь. (38)

Действительно, в противном случае, Xo(z)<Xo(v)< 0, и правые части

в (36) и (33) больше единицы. Применяя (1) и неравенство Чебыше-

ва, имеем

2 М | #» 1 < vS (H)/H (v) < bv. (39)

Подставляя (36) и (39) в (37), находим требуемое соотношение (33). □

Лемма 23. При выполнении условий леммы 22

P(W- W'W> Ш)< Ц&{H)/bH{z))2b Vz>v. (40)

Доказательство. Применяя лемму 17 и неравенство Чебыше-

ва, легко вывести, что

o2{v)<iv2&(H)/H(v) = 4v2bexv(-vX0(v)). (41)

Следовательно,
4v2b/G2(v)>exv(vX0{v))>vXQ(v)>vXo(z). (42)

Поэтому, в силу леммы 16 при z > v

P(\\W-W'U>4bz)<4exv{-8b2zv/o2{v))<
^ 4 ехр (-2bzX0 (z)) = 4 (2? (Я) /ЬЯ (z))2\ (43)

что доказывает (40). При выводе соотношений (41) — (43)
использовались также условия (1) и (3). □
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Лемма 24. Если при некоторых v > 0 и Ь> 1 выполнены

предположения (1) и (3), го

Р(115-Ш>а:о + 8Ь2)<Р(115'--И?г/11>жо) + Р(115-5/11>4Ь2) +
+ P(llPF-^ll^46z)^P(lliS'-W,ll^a:o) + P(max||jl>z) +

+ {e2?(H)/bH(z))b (44)

гг/щ всех x0>0uz^i;.
Доказательство. Из лемм 22 и 23 вытекает неравенство (44),

если только в (44) заменить последнее слагаемое на

(eS> (Я) /2bH (z))2Ь + 4 (2* (Я) /ЬЯ (*))2Ь. (45)

Далее, мы можем считать справедливым предположение

e£(H)/bH(z)<l, (46)
так как в противном случае правая часть в (44) больше единицы. Но

при выполнении (46) и fe^l выражение (45) не превосходит
последнего слагаемого в (44), что и требовалось. □

Теорема 3 вытекает теперь из лемм 18 и 24 и неравенства (38),
а теорема 4 следует из лемм 21 и 24.

§ 4. УТОЧНЕНИЕ ОЦЕНОК
ЗА СЧЕТ ВЫДЕЛЕНИЯ БОЛЬШИХ СКАЧКОВ

Если выполнены условия теоремы 3 или теоремы 4, то

Vx>0 2Р(1Ы>х)<2?(Я)/ЯИ<оо, (1)
т. е. с вероятностью 1 лишь конечное число величин £,• превосходит по

модулю любой положительный уровень. Поэтому с вероятностью 1

можно определить случайную величину £v(ft), как &-ю по модулю среди
величии {|j}, й = 1, ...,

т. Другими словами,

I6v(i,l>l6v(2,l>...>l6v(k)l>6i v/^v(l), ..., v(k). (2)

Обозначим теперь через Zlm] случайный процесс, который получится,
если в определении процесса S заменить нулями случайные величины

gV(i), ..., lv(r»-i), так что Zm = S.

Теорема 5. Утверждения теорем 3 и 4 72/?гг Ъ"> m останутся

справедливыми, если в них процесс S заменить на Zlm\ а вероятность

Р(тах|£,-|>з) на P(l£v(m)l > z).
Следствие 1. Пусть справедливы все условия теоремы 3 при b = m.

Тогда существует такой винеровский процесс W, что

P{\\Zlm]-WW>C(vX(Hv) + x)+12mz)^ J

^(l+2?(H)/H(v))e-x/v + (e&(H)/mH(z))m <-' (3)

при всех х > О и z ^ v.

Следствие 2. Пусть выполнены все условия теоремы 4 при b = m.

Тогда существует такой винеровский процесс W, что

Р(Hzt-] _ m ^>cx+ \2mz)< x~2B2e~4v)x + {eS{H)/mH(z))m
Vx>0, Yz>v, (4)

где X(v) по-прежнему определяется из равенства

% (и) = min х-1 In (2 + Я (х)/х*). (5)

Обозначим через S{v) случайный процесс, который получится, если

в определении процесса S все величины |,- заменить па £/* —Mg/0.
В частности

S = s'+S{v). (6)
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Подчеркнем, что в следующих двух утверждениях процессы S{v) и W

выбираются независимо, а процесс W' связан с винеровским процессом

W, как было описано перед леммой 16. Положим

aj (у) = S D£,P (| ^ | > р). (7)

Теорема 6. Пусть функция Н() такова, что

Hv(x)^H(vx)/H(v)^3%. (8)

Тогда существует такой винеровский процесс W, что W и Slv} —

независимы и при всех х > 0 и z > 0 справедливо неравенство

¥(\\S-W- S(v) 1 > С (vX (#,) + * + *)) <

4 < (1 + 2> (Н)/Н (v)) e~x/v + 4 (о* (v)/zv)z,v. (9)

Теорема 7. Пусть функция Н() такова, что

V/ МЯ(Ь)<Щ,. (10)

Тогда найдется такой винеровский процесс W, что W и S{v) независимы

и верно неравенство
г Р(||S - W - S(v)\\>С(х + z)) <x-2B*e~Uv)x +

+ 4exv(№(v)ol(v) — X(v)z) V*>0f V2>0, (11)

где X(v) определено в (5).
Следствие 5. Утверждения теорем 6 и 7 останутся справедливыми,

если в них процесс W' заменить на W, а к правой части неравенств

(9) и (11) добавить слагаемое 4ехр(—z2/g2(u) ).
Замечание 3. Идея выбирать винеровский процесс W

независимым от S{v) впервые использовалась автором в [14], где применялся

метод одного вероятностного пространства Скорохода. В приложении к

рассматриваемому методу аналогичная идея впервые систематически

изучалась в [15]. Отметим, что в [15] при задании на одном вероятностном

пространстве вместо вводимого ниже тождества (25) использовалось

более простое представление

Ь = Й0) + &-С™, (12)

где величины {£^-} оказываются достаточно малыми, а {^} выбираются
независимыми от {£jV)}. Однако более сложно определяемое равенство

(25) имеет по сравнению с (12) то преимущество, что в нем случайные
величины £/* имеют более простое распределение, чем условное
распределение (21) аналогичных им величии £; из (12).

Приступим к выводу сформулированных теорем и следствий.
Лемма 25. Если выполнены предположения леммы 22, то

P(A^\\Z[m^S,W>2bz)^P(\lv{m)\>z) + (e^(H)/bH{z))b
Vz>v, Yb>m. (13)

А< S |M£V(/0|+ 2 \lv(k)\^2mv при |gv(m)Ki;. (14)

Доказательство. Нетрудно понять, что

А< 5 |MlvW|+ 2 |ivOol<2m> i

Если же l£v<m)l > v, то по аналогии с леммой 15

Iz^-S'K 2 I^ISMlsfM. (i5>
jVv(l),...,v(m—l) j

Повторяя вывод леммы 22 и применяя формулу (15) вместо леммы 15,
получим, что P(A^2bz, |^v(m)I > v) не превосходит правой части в (13).
Из этого факта и (14) вытекает требуемое утверждение. П
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Если теперь в доказательстве леммы 24 заменить S на Z[m] и

использовать лемму 25 вместо леммы 22, то легко получается
Лемма 26. При справедливости условий леммы 22

р (||Z[m] _ W\\ >Xq + 8bz) ^ р (||5' _ jp|| ^ Xq) +

+ P(igvw! >z) + (e2?(H)IbH(z))b (16)

гс/ж всех ^о > 0, z ^ у и Ь ^ т.

Теорема 5, очевидно, следует из лемм 18, 21 и 26.
Лемма 27.

Р (I Ev(«) I > *) < (2 Р (IЫ > *)ГМ
Это известное утверждение легко доказывается индукцией по т.

Доказательство.следствий 1 и 2. Не уменьшая общности,

будем предполагать, что

&{H)lmH(z)^l, (17)

так как в противном случае правые части в неравенствах (3) и (4)
больше 1. Далее, из леммы 27 и неравенства Чебышева (1)
вытекает, что

P(\bim)\>z)<e-{(e&(H)/mH(z))™1 (18)
если учтем еще, что т\ > е~1тт/ет. Из (17) и (18) следует

(e£{H)lbH(z))b + P(\lvim)\>z)^(e&(H)/mH(z))™ при Ь = 2т. (19)

Неравенство (19) и теорема 5 дают требуемые утверждения. П

Приступим к выводу теорем 6—8. Обозначим через \ij
— индикатор

события {|£jl > v), т. е.

{W = 1} = {^#0} = {\h\>v} = i^^O). (20)

Введем в рассмотрение независимые последовательности {|3-}, l[i7-} и {£Д,
каждая из которых состоит из независимых случайных величин.

Причем будем предполагать, что при каждом / величина \ij одинаково

распределена с [Xj, a

Р (£,<*) = Р (&<*1 и,-0) Ух.
'

(21)
Положим

I] = tP + l№ = Ь~ Йг) + &W. (22)

tf1 = tf (1 - W ). 6Г = Й*1 - М^1, (23)

d*' = ^VV7 — Ci (1 — |хТ) И-i, J (24)

и будем пользоваться тождеством х"

b-ti,) + t] + t*\ (25)

которое вытекает из (22) —(24).
Лемма 28. При каждом ] случайные величины Ej*3 одинаково

распределены с £j . Кроме того, последовательность {|(v)} не зависит от

последовательности llj*^}, состоящей из независимых случайных
величин.

Доказательство. В силу (20) —(23) возможны два взаимно

дополняющих варианта. Если |л3 = 1, то HjV) =И= 0, g?- = 0 и £,• = £,• не

зависит от £jV). Если же ji,-
— 0, то \р = 0, £* = g^1, а следовательно,

£* одинаково распределена с £> и не зависит от неслучайной £/ = 0.

Таким образом, £,• имеет то же распределение, что и ^ и не зависит

от £jV). Далее, величина £*(l —[i*) одинаково распределена с £,(1 —щ),
f[l>] r-i

а последняя по построению имеет то же распределение, что и §,• . □
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Обозначим через S* и Z(H0 случайные процессы, которые
получатся, если в определении процесса S случайные величины ^ заменить на

lj и ^#) соответственно.

Лемма 29. Случайный процесс .S* не зависит от процесса S{v) и

одинаково распределен с процессом S'. При этом

5 = 5(u) + 5* + Z(*).l (26)

Доказательство. Требуемая независимость вытекает из

леммы 28. Равенство (26) следует из тождеств (6) и (25). □

Лемма 30. Если выполнено условие (8), то существует не

зависящий от S{v) процесс W такой, что

¥(\\S*-W'\\>C(x + vX{Hv)))^{l + &(H)/H{v))e-x/v V*>0. (27)

Существование процесса W, удовлетворяющего (27), вытекает из

леммы 18. Независящим от S(u) этот процесс можно сделать ввиду

леммы 29. Аналогично из лемм 21 и 29 следует
Лемма 31. При выполнении условий теоремы 7 существует

независящий от S{v) процесс W такой, что

P(HS* -W'W> Сх) < х~2В2е-Хх Yx > 0. (28)

Лемма 32. При всех К>0 и х>0

P(|Z(*)|>2x)<4exp(— ^ + Х2ЕМ^)л)» (29)
где

Ъ}(К) = М(#")■ ехр(Я.|#] \),Р} = Р{\Ь\>v). (30)

Доказательство. Ввиду определения процесса Z(Hc)

P(|Z(*)i|>2^) = P(sup|S #>|>2*)<i>x+P2l (31) •

где

Л = *(мр|2 (eelW-MgeVi)l>^. (32)

4>i li^fe I /
(33)

Последнее равенство следует из того факта, что случайные величины

£j(l — hj), £j(l — |Jij) и £j одинаково распределены в силу
леммы 28. Далее

Р{^Р+ + Р-, (34)
где

Р± = Pfsup(± 2 (^V* - M^V;)) >4 (35)

Повторяя стандартный вывод экспоненциальных неравенств, получаем

Р±<ПМ;, (36)

где

Mj = exp(+ m^V*)Mexp(d=^Vi). (37)

Полагая £ = ± £[/] и р = р, = Р(^* = 1), находим

М. = е-^м^ (1 - р + рМе**) < ерШ| (1 - р + р + Р*М£ +

+ рХ2М£2ем|!) < ехр (pWM?e"v) = ехр (Х2^ (Ц р}). (38)

Суммируя (31) —(38), получаем (29). □
'

Лемма 33.

P(||z(*)||>6z)<4(a'(i;)/^)2/v Vz>0. (39)
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Доказательство. Поскольку |?j]|^^, то bj (X) ^ М^еь и из

(7) и (29) имеем

Р (|| Z(*>|| > ftz) < 4 exp (- 3Xz + Х2е^о20 (и)). (40)

Поскольку X2eKv ^ Xe2Kv/v, полагая в (40)

X^(2vr1ln(zv/a20(v)\ (41)

найдем (39), если только Х>0. Если же Х^О, то из (41) вытекает

(39), так как в этом случае правая часть в (39) больше единицы. П

Лемма 34. Если выполнены условия теоремы 7, то

Р (|| Z(*> | > 4s) < 4 exp (X2 (у) aj (у) - X (v) z) Yz > 0. (42)

Доказательство. Из (5) и (30) приЯ^Я(1>) имеем

Ь, (X) < М (Й-1)» exp (In (2 + Я(&Шт =

+ 2М (Е^1)2 + МЯ (#*) < 3D&. (43)

Последнее неравенство в (43) вытекает из (10). Подставляя (43) в

(29) при x = 2z и X = X(v)/2, получаем (42). □

Теорема б следует теперь из лемм 30, 33 и неравенства

Р (115 -W- S{v)\\ >x0 + Cz) = P (US* -W + Z<*>ll >

>xQ + Cz) < P (US* - WW > *o) + P (HZ(*>II > Cz),

справедливого в силу леммы 29. Аналогично теорема 7 вытекает из (44)
и лемм 31 и 34. Для доказательства следствия 3 надо воспользоваться

леммой 16 при x = 2z и увеличить постоянную С в (9) и (11).

§ 5. ОЦЕНКИ В ТЕРМИНАХ СТЕПЕННЫХ МОМЕНТОВ

В данном параграфе рассматривается случай, когда Н(х) = ха и

Ах = 2М|^|а<оо, 2<а<оо. (1)

Следствие 4. Для любых чисел а > 2 и b> l существует такой ви-

неровский процесс W, что неравенство

F(\S-W\ >Cabx)<(LJbxa)b + P(mdLx\t,\ > x) (2)

справедливо при всех х > 0.

Следствие 5. В условиях следствия 4

M.WS-WW«^{Ca)*La. (3)

Ранее неравенства, аналогичные (2) и (3), были получень^/в [9,
теорема 5], но с худшей зависимостью от параметров а и Ь. ^тметим,
что в следствиях 4 и 5 не исключается случай, когда

^ = Да =2БЬ = оо. (4)

Замечание 4. Воспользуемся соотношением

Y{\\S\\>{i + Ca)bx)^¥{\\W\\>bx)Jr1P{\\S-W\\>Cabx). (5)
Из (2) и (5) получаем, что

Р (sup] 2 ljI>(1 + Со) Ъх) <2 exp(- bV/2B2) +

+ (ba/tea)b + 2P(Ui|>^) V* = 0. (G)

Нетрудно убедиться, что с точностью до постоянной С оценка (6)
совпадает с соответствующим неравенством С. В. Нагаева — Д. X. Фука
(см. [16, следствие 3]). Таким образом, оценку (2) можно рассматривать

как усиление неравенства (5); причем в (2) отсутствует («сокращает-
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ся») слагаемое, зависящее от В, т. е. соответствующее «нормальной
компоненте». В частности, неравенство (2) имеет смысл и при

выполнении (4), в то время как соотношения (5) и (6) становятся

тривиальными.

Если из процесса S «выбросить» т — 1 наибольших скачков, то

неравенство (2) можно усилить.

Следствие 6. В условиях следствия 4 при всех натуральных m

Р(||Z[«i _ w\\ > Camx) < (LJmxa)m Yx > 0. (7)

Выделим теперь из процесса S «ступенчатую составляющую» S{c\

Следствие 7. Для любого v>0 существует независящий от S{v) ей-

перовский процесс W, удовлетворяющий неравенству

1 P(\\S -W- S{V)W >C{av + x))^ 9e-*/u (8)

при всех таких х, что

x>Ljva-] или 0<х^2и. (9)

Рассмотрим теперь более частный случай, когда

_Л'. Ba = SDgi = l,
'

(10)

v/ м1Ыа^га-2щл. (И)

Следствие 8. Пусть выполнены условия (10), (11) и

va-2>laln(2 + v/l). (12)

Тогда существует независящий от Siv) винеровский процесс W такой,
что при всех Ъ ^ 0

V(WS-W - 5(0)Н >С{а) (1 + b)v)^(llv)b. (13)

Следствие 9. Пусть верны предположения (10) — (12) и

дополнительно

v2a-2>l2a-4n(2 + v/l). (14)

Тогда утверждение следствия 8 остается справедливым при замене в нем

процесса W' на винеровский процесс W.

При некотором фиксированном п рассмотрим более простой процесс
S = Sn, определенный во введении. Предположим дополнительно, что

Ml£ia<°°, a>2. (15)
В этом случае условие (11) справедливо при

I = 1а,п = (Ml£ia) 1/<а-27?г1/2 ^ п]/2. (16)
Обозначим

и0{п) = ((М\Ъ\а)аПа-2Пп(п+1)/п«/2)1Па+2\ (17)
17(?г) = (М1^1а1п1/2(7г+1)М(а-2)/2)1/(а-1).при а<4, (18)
v{n) = vo(n) при а>4. (19)

Подставляя v = vo{n) в следствие 8 и v = v(n) в следствие 9 и

учитывая предположения (15) —: (19), нетрудно понять, что при
соответствующем выборе чисел Ъ справедливо

Следствие 10. Если S = Sn и v = Vo(n), то найдется независящий от

S{v) винеровский процесс W такой, что

P(\\S -W' - S{v4> С{а)и)<2(М\&а)и{«-2)1пи2. (20)

Если же v = v(n), то в (20) процесс W можно заменить на

винеровский процесс W.

Замечание 5. Неравенства вида (8), (13), (20) впервые
изучались в [15]. Отметим, что при а<4 оценка (20) точнее, чем

соответствующие утверждения из следствий 3 и 4 работы [15]. Это усиление
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точности объясняется тем, что в [15] вместо S(v) использовался процесс

более сложного вида.

Доказательство следствия 4. В силу определения
класса Ж см. § 2 в рассматриваемом случае Hv(x) = H(x) = xa и

Ж (Hv) = 2 2~w In 2am = Ca. (21)

Пусть
'

# = 4ab#, z = 4#, v = e{LJb)Ua. (22)

Заметим, что в этом случае

(1 + b)e-4«by/v^(LJbya)b/2«, (23)

(e&(H)/bII(z))b <(LJbya)b/2«. (24)

Подставляя (21) — (24) в утверждение теоремы 3, находим, что

V(\\S-W\\>Ca(u + by))<(La/bya)b + V(max\li\>y). (25)
Если x = y^v/e, то (2) следует из (25). Если же x<v/e, то

неравенство (2) выполняется очевидным образом, так как правая часть в нем

больше единицы ввиду (22). П

Совершенно аналогично из (21) — (24) и следствия d вытекает

следствие 6.

Доказательство следствия 5. Из (2) при 6 = 2 имеем

Р (IS - W || > Сах) < (Ljx^f + 2 Р (| tj | > х). (26)

Воспользуемся теперь неравенством
оо

M|£|«=Jp(|£|>z)^«. (27)
о

При £ = US - WWJCa из (26) и (27) находим, что

оо

M\\S-W|]a/(Ca)a < Аа + f (Lafxa)2 dx<* +
А

оо

+ 2 J р (IЫ > х)d^ = А" + L«lAa + L«- <28)
о

Последнее равенство в (28) вытекает из (27) при 5 = £j. Полагая Ла =
= La в (28), получаем (3). П

Доказательство следствия 7. Если х < 2у, то неравенство

(8) выполнено очевидным образом, так как правая часть в нем в этом

случае больше единицы. Поэтому далее предполагаем справедливым
левое неравенство в (9). Из этого факта и леммы 17 имеем ^'

о2 (и) < 4 2 М (l(p)2 < 4La/y"-2 < 4vx. (29)

Далее, ввиду неравенств Гёльдера и Чебышева

<?0 (V) < 2 (М | Ь Ia)2/a М | £,' |a-2/^a"2 < 2 М | & |*/1^-» = La/^"2 < 17ЛГ. (30

Воспользуемся теперь теоремой 6 и следствием 3, заменив в них х и z

на 2я и ея соответственно. Учитывая (21), получаем

р (| S - W - 5(v) | > С (си; + *)) < (1 + La/i^) е-2^ +

+ 4 (aj (v)/ezvyf* + 4 exp (- 4*Va2 (i;)). (31)

Подставляя (29) и (30) в (31), находим (8). □

Лемма 35. Если выполнено (11), то утверждение теоремы 7

справедливо при

X(v) = c(a)v-lln(2 + v/l). (32)

56



Доказательство. Условие (11) совпадает с основным

предположением теоремы 7 при Н(х) = ха/Р"2. Следовательно, нам осталось

доказать лишь, что

g(x) = x-lln{2 + {xll)a-2)>c{a)g{v) V*e(0, v]. (33)

Но (33) легко проверить непосредственно, если разобрать два варианта:

Лемма 36. Если справедливы предположения (10) и (11), то

oJ^X^ Vi;>0, (34)

o2(i;)<4F(e-2)/p2<e-2) Vi7>0. '

(35)

Доказательство. Используя (11) и неравенство Чебышева,
йаходим

М(#>)« = M{\lj|2; \li|> v)<M|^ |«/y«-*<Щ(Uvy-K (36)

Из (36) и леммы 17 немедленно следует, что

о"2 (v) < 42 (М (ЙГ))*)8/»Ь < 4 (1Д;)««-«> 2 D£j. (37)

Далее, огшть воспользуемся неравенствами Гёльдера, Чебышева и (11).
При йбех У имеем

Da/2^Miya<za-2D^, (38)

Р(1Ы >i;)<Ml6Jla/i>e<P-2DW^. (39)

Из (38) и (39) немедленно получаем

V/ Щ,<Р, P(\U>v)<l«!v\ (40)

Неравенство (40) показывает, что

а2(^2О£;Р(|Ы>1>)<071>а)2О£;. (41)
Подставляя равенство (10) в (41) и (37), находим (34) и (35)
соответственно.

Доказательство следствия 8. Пусть до конца параграфа
с (ос) обозначает постоянную, введенную в (32) и (33). Положим

x = (a/c(a)+b/c(a) + 2)v, z = (4c(a) + b/c(a) + А/с {a)) v. (42)
Таким образом, ввиду (32) и (42)

(2 + v/l)aer4*)x = (2 + и/1)-6-2с(а) <(1/и)\ (43)
е(4с(«)-«)Х(в) = (2 + v/i) -ь-4 < (ijv) 716. (44)

Применяя (12) и (42), находим

х-2 ^ у-2/4 < (i7/Z)e/41n(2 + i;/Z) < (2 + i;/Z)e/2. (45)
Из (10), (43) и (45) получаем

x-2B2e-i%v)x<(l/v)b/2. (46)

Далее, используя (12), (32) и (34), нетрудно установить, что

21 (v) ol (и) < 2с (a) (f/va+1) In (2 + v/l) < 2с (a) v. (47)
Но из (44) и (47) немедленно вытекает

4 exp (2X2 {v) ol (v) - X {v) z) < {l/v)b/A. (48)

Подставив неравенства (46) и (48) в теорему 7, найдем требуемую
оценку (13). П

Доказательство следствия 9. Ввиду (32), (35) и (14)

G2(u)k(v)<A{l/u)2{a-2,c{a)v-lln.{2 + v/l)<4:c{a)v<z. (49)

Из (44) и (49) имеем

4exp(-z2/o2(i7))<4e-eMe) <(Z/i;)b/4. (50)
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Воспользуемся теперь следствием 3, заменяя в нем теорему 7 более
частным следствием 8. Находим, что требуемая оценка является суммой
неравенств (46), (48) и (50) при х и z, определенных в (42).

§ 6. ОЦЕНКИ В ТЕРМИНАХ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ МОМЕНТОВ

Пусть четная функция #(•) удовлетворяет всем условиям

теоремы 4, т. е.

V/ М#(Ь)<ВЬ, (1)

0^h(x)^H(x)/x2\ при х>0. (2)

Предположим дополнительно, что

ho(x) s x~l In (2 + h{x))> ho(y)/K V0 < x < у, (З)

где К > 1 —некоторая постоянная.

Теорема 8. Пусть выполнены условия (1)— (3), а число v удовлет^
воряет неравенству

Я2 —2Щ,-<£2#(17). (4)

Тогда существует такой винеровский процесс W, что

P(\\S-W\\>CKbv)<B2/bII(v)hb(v) + P(mdLx\lJ\>v) Yb>L (5)

Следствие 11. Пусть выполнено условие

V, МЙехр(|ХЫЭ)<ЗЯЬ (6)

0<р<1, Я>0. (7)

Тогда при любом фиксированном и > 0 найдется такой винеровский
процесс W, что

P(\\S-WU>Cv)^4B2v-2exp(-(Xvy). (8)

Следствие 12. Пусть четная функция Но() и положительные числа

Ко, Хо и f удовлетворяют следующим условиям:

V/ М//о(Ы<Я0Щ,, (9)

0<#0(я)/я2+1Г t ири я>0, где f > 0, (10)

x~llnHo(x) \ при х>х0>0. (И)

Тогда для любого v такого, что Ho(v)^ K0v2, можно построить так

винеровский процесс W, что будет верно неравенство

P(\\S-Wl\>CKv)^2B2/lI{v), (12)
где постоянная К зависит только от чисел К0, хо и у.

'^

Таким образом, следствие 12 содержит в качестве частного случая

утверждение теоремы 4 из [6J, где рассматривался простейший процесс
S = Sn. Отметим еще, что в теореме 8 и следствиях 11 и 12 способ

построения процесса W существенно зависит от числа и > 0.

При доказательстве теоремы 8 будем следовать схеме вывода
теоремы 4 и будем использовать очевидное соотношение

Р(!15 - S'll Ф 0) = Р(тах |&| > и) (13)

вместо более точной, но и более сложной, оценки из леммы 22.
Лемма 37. Если выполнены условия теоремы 8, то при всех Ь> 1

P{\\S' -W'\\>CKbv)^B2/2bII(v)hb(v). (14)

Доказательство. Отметим прежде всего, что в силу (3)

Я(у)= min h0(x)^h0(u)/K. (15)
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Требуемое утверждение (14) вытекает из (15) и леммы 21 при х =

-= AKbv, так как в этом случае

Лемма 38. Если выполнены условия теоремы 8, то

F(\\W-W'\\>8bv)<B2/2bH(v)hb{v). (16)

Доказательство. Применяя неравенство Чебышева и учитывая

(1) и (2), получаем

М (£РУ = М { | Ъ Р; | %j | > v) < МЯ (&)/Ь (v) < Dtj/h (v). (17)

Из (17) и леммы 17 имеем

-■
°2 (у) < 4 2 №ед)я Щ,- - 4Я2//*2 (и). (18)

Используя (18) и лемму 16, находим

?{\\W-W'\\>4Kbv)<4exp(-8b2K2v2h{v)/B2)<
< ЦВ2/8ЬК2Н(и)к{и))ь Vb ^ 1. (19)

Из (4) й"(19) вытекает (16). □

Подставляя теперь неравенства (13), (14) и (16) в лемму 24,
немедленно получаем требуемое утверждение (5).

Доказательство следствия 11. Из (6) — (7) вытекает

справедливость всех условий теоремы 8 при

Я(х) = *2ехр(1Ыр)/3 и К = С>2. (20)

Кроме того, будем считать, что выполнено условие (4) и

4fl2^i;2exp((HP) = 3#(i;), (21)

поскольку в противном случае правая часть в (8) больше единицы.
Далее, используя (1) и неравенство Чебышева, имеем

Р (max | &■ | > и) < 2 м# (Ъ)/Н (v) < B2/H (v). (22)

Учитывая (20) —(22), из теоремы 8 при 6 = 3 находим (8). П

Доказательство следствия 12. Нам достаточно убедиться,
что предположения (9) —(И) влекут справедливость условий (1) — (3)
теоремы 8 при

Н(х) = Но(х)!К0 и h(x) = Ho(x)!K0x2. (23)

При этом нужно лишь проверить, что из (10) и (11) вытекает (3) при

некотором К, зависящем от Ко, %и у > 0.

Заметим, что в силу (10) существует такое #*, что

&(*�)> 2, #0х*>2, (24)

(Я0 (xj/xl™*)1-»> К0 при р = Y/(4 + у) >0. (25)
Ввиду (24)

Я0 (х) = #0.г2й (аг) > 2 + Л (s) V* > я*, (26)

а из (25) при тех же я вытекает

h (х) = Я£ (х) (Я0 (х)/х*+**у-*/К0 > Яр (я). (27)
Из (26) и (27) имеем

К (х) > х~х ln h (х) > 9х'1 1п но (х) > РК (х) V* > я*. (28)

Поскольку h(x) монотонно возрастает в силу (10), очевидно

х-1 \n2^h0(x)^x-i In(2 -|- h(x+)) Va:G(0, x+\. (29)

Так как функции x~l и x~llnHo(x) монотонны ввиду (11), то из (28)
и (29) нетрудно извлечь (3) при К = In (2 + h(x+))/p In2.
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Таким образом, следствие 12 вытекает из теоремы 8 при Ъ = 1 и

Н(х), определенной в (23), поскольку мы можем всегда предполагать,
что 2В2<Н(и), так как в противном случае правая часть в (12)
больше единицы. □

§ 7. ОЦЕНКИ ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ПОПАДАНИЯ
В МНОЖЕСТВА

Целью настоящего параграфа является получение оценок для

вероятностей вида Р(£^Л), где А — некоторое множество из о-алгебры
$ борелевских множеств пространства &(Т), которому принадлежат

траектории процессов S и W. Ключевую роль при этом будет играть

следующее известное

Предложение 1. Если процессы S и W заданы на одном

вероятностном пространстве, то для всех борелевских А^&£(Т)

F(SGA)<P(W^A{'))+P(WS-WW>e) Ve > 0, (1)

где символ А(е) обозначает г-окрестностъ множества А.

Введем в рассмотрение функцию

Л (е)= sup {Р (S е= А)-Р (W €Е Л(е))), (2)

которая, как отмечено в [17], является удобной характеристикой
близости между распределениями процессов S и W. В частности [1], величина

A = min{e: Л(е)^е}, (3)
называется расстоянием Прохорова между распределениями процессов
S и W. Из (1) и (2) легко выводится известное

Предложение 2. Если процессы S и W заданы на одном вероятно-
стном пространстве, то

Л(е) ^ Р(115 - WW > г) Ve > 0. (4)

Таким образом, подставив в (1) или (4) любую из получепных
выше оценок для P(II5— WW ^ г), мы автоматически получим оценки

для вероятностей P(S^A) и расстояний Л(е) и Л. Мы не будем
перечислять результаты, которые при этом получатся. Отметим лишь один

частный случай следствия 5 и соотношений (2) и (3).
Следствие 13. Для всех а > 2

Л(е)^(Са)а£«/еа Ve>0, (5)

Л<Са£*/(а+1).
ч

. (6)

В [9] оценки (5) и (6) были получены с а2 вместо а. ^'

Остановимся теперь на оценках снизу. По аналогии с теоремой 1
в [14] далее доказывается простая

Теорема 9. Для всех я > 2е X)'

Л(е)>Р(тах1Ы > х)- Р(тах It^I >х-2г), (7)

где 4i
= W{ti)-W{t5-X).

Замечание 6. Из (7) вытекает, что

Л(е)>(1/2)Р(тах!Ь1>4е), (8)
если только

P(max |t|jI < 2е)<(1/2)Р(тах |&| > 4е). (9)

Поскольку величины {ц0) имеют нормальные распределения,

неравенства (8) и (9) имеют место достаточно часто. В частности, все

полученные в работе оценки будут неулучшаемыми каждый раз, когда
правая часть в них лишь на константу отличается от Р(тах|^| >z).
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Отметим еще, что теорема 9 содержит в явном виде неравенство,

которое фактически использовалось рядом авторов при доказательстве

неулучшаемости неравенства (6).
Обозначим через Л1т](е) величину, которая получится, если в

определении (4) заменить S на Z[ml, т. е. если у процесса S «выбросить»
т — 1 наибольших скачков* Нетрудно понять, что в этом случае

сохранятся все проведенные выше в этом параграфе рассуждения, если в них

использовать Zlml и lgv<m)I вместо S и l£V(i)l = max iy. В частности, из

следствия 6 вытекает

Следствие 14. Для всех а^2, m^l we>0

А[ш]{г)^{{Сит)«Ьа/еа)т. (10)

> Как и следовало ожидать, оценка (10) при т>1 точнее, чем (5).
Приступим к изучению оценок для разности

A{A)=\V(S^A)-V{W^A)\. (И)
Мы будем использовать известное

Предложение 3. Для любого борелевского А

^ Д(Л)<Р(И^Л'<8)) + Л(е) Ve>0, (12)

где через А'{г) обозначена г-окрестность границы множества А.

Предположим теперь, что множество А имеет 'липшицеву границу
[5], т. е.

P(fe А'(8)) ^ ЖАг Уг > 0. (13)

Из (4), (12) и (13), очевидно, вытекает

Предложение 4. Если выполнено условие (13), то

А (А)< ЖАг + P(IIS- WW >г) Ve > 0. (14)

Неравенство (14) лежит в основе получения большинства оценок
для А(А) в принципе инвариантности. В частности, из (5) и (14) при
e = a(La/XA)1/(a+1) вытекает

Следствие 15. Если выполнено условие (13), то

A(4)<Ca(^La)1/(a+1) Va>2. (15)

Поскольку неравенство (5) неулучшаемо, естественно было ожидать

неулучшаемости и оценки (15). Но на самом деле справедливо более
точное утверждение.

Теорема 10. Если выполнено условие (13) и La<°o при некотором
а > 2, то

Д (А) < СаЖА^Т (In (2 + ЦЖаЬТ))1'11*. (16)

При a < 4 это утверждение было доказано в {14].
Замечание 7. В [5] приведен принадлежащий С. В. Нагаеву

пример, который показывает, что оценка (16) неулучшаема с точностью

до логарифмического множителя.

Избавимся теперь от логарифма в (16). Для этого нам потребуется
более жесткое ограничение, чем La < °°.

Теорема 11. Пусть выполнено условие (13) и

V/ М|Уа^а-21>1;, (17)
причем

Z<1, a>2, B2-2D^ = 1. (18)
Тогда

А{А)<С{а)ЖАЫ{1 + 1/ЖА)1^-2^а. (19)

Рассмотрим теперь простейший случай из § 1.
Следствие 16. Если S = Sn и справедливо (13), то

А(А)<С(а)ЖА1п(1 + 1/ЖА) (M|£|a)1/a/rc(a-2)/2«. (20)
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Отметим, что в теоремах 10 и 11 удалось усилить неравенство (15)
благодаря тому, что вместо предложения 4 использовалось

Предложение 5. Пусть случайные процессы S и W заданы на одном

вероятностном пространстве таким образом, что процесс W не зависит

от некоторой случайной величины ео ^ 0. Тогда при выполнении (13)

A(4)<JFAMeo + P(ltf-WI>e0). (21)

Для доказательства достаточно воспользоваться неравенством (14)
при каждом фиксированном е = во, что можно сделать благодаря
независимости е0 и W. Таким образом, оценка (21) оказывается

математическим ожиданием от (14) при е = ео.

Впервые предложение 5 применялось в [14, 18] в дополнение к

методу одного вероятностного пространства Скорохода. В данной работе

будет использован следующий частный случай этого утверждения при
ео = е + Н5(ю)Н.

Предложение 6. Пусть случайный процесс W не зависит от S{v) при
некотором v>0. Тогда при выполнении (13)

b(A)<X±(e + mS<v)\\)+V(\\S-W-S<v)\\>e) (22)
для любого неслучайного г > 0.

Чтобы вывести (22) из (21), надо положить ео = е + Н£(г)Н и

воспользоваться неравенством 115 - WW <WS-W- S{V)W + \\S{v)l

Приступим к доказательству теорем 9—11.

Доказательство теоремы 9. Обозначим

А(х) = {и^ЩТ): maxU(y-w(/H)l>rf (23)
и воспользуемся неравенством

1во(Ь)-ио(йь-1)1 ^ \u(tk)-u(tk-i)\ -2Нво-Ы1, (24)

справедливым для всех траекторий и0,и^З£(Т). Из (23) и (24)
вытекает включение

А{е)(х)аА(х-2г), (25)

Таким образом, используя определение (2) величины Л(е) и учитывая

(25), находим

A(e)>P(Se=A(x))-F(We=A^(x))>
>P(S^A(x))-P{We=A(x-2e)). (26)

Осталось заметить, что (26) совпадает с (7). П

Доказательство теоремы 10. Прежде всего заметим, что из

леммы 15 и неравенства Чебышева вытекает оценка ж

М1 S(v) I < 2 2 М11^ I < 2Ljva~\
'

(27)
Положим

E = 2 + HXAVia, v = (La/lnE)1/a,
, (28)

х = и Jn Е = La/u , г = av + х

и воспользуемся следствием 7 при х и и из (28). Получаем

Р (| S - W н- S{v) || > С (av + х)) < 9e~x/v = 9/E < 9ЖАЬ^а. (29)

Поскольку в следствии 7 виыеровский процесс W не зависит от S(v\ мы

можем применить предложение 6 при e=C(a.v + x). Подставляя
соотношения (27) —(.29) в (22), находим (16).

Доказательство теоремы И. Положим

Ь = (а - 2)/2 + In (1 + ЦЖА), и = ell~2/« = xl. (30)
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Можно проверить, что при указанных I и и выполнены все условия

следствия 9, поскольку в этом случае

и~{а+2Ча In (2 + и/1) = е~{а+2)х2 In (2 + х) < 1,

^(2а-2)ра-4 1п (2 + y/J) = е-(2а-2)д.т(а-1) 1п(2 + Х) < 1,

так как Z<1 в силу (18). Применяя следствие 9 при Ъ и v из (30),
находим

Р(||£_^_ 5<юц >С(а)(1 + 6)i;)< е-Ч2ьа<ЖАи. (31)

Кроме того, в этом случае

La < la~2 < va, М|£(и)И < 2v, (32)

ввиду (17), (18) и (30). При выводе второго неравенства в (32)
использовано также (27). Поскольку процесс W в следствии 9 не зависит

от S{v\ мы можем применить предложение 6. Подставляя (31) и (32)
в (22 )при е =С(а) (Ь+ 1)у, находим требуемую оценку (19).

Неравенство (20) вытекает из (19), если вспомнить, что при S = Sn
мы должны положить

г = /ап==(М|^|а)1/(а1-2)м1/2.
Этот факт отмечался перед следствием 10.

§ 8. ОЦЕНКИ В ПРИНЦИПЕ ИНВАРИАНТНОСТИ

С УЧЕТОМ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ

Рассмотрим теперь вопрос об оценивании относительной

погрешности

6b(A)=\P(S = A)/P(W = A)-1\, (1)

где, по-прежнему, А — некоторое множество в пространстве траекторий
91(Т). Из предложения 3, очевидно, вытекает полезное

Предложение 7. Для любого борелевского А и всех г > 0

8s(A)^[P(W^Af^) + A(e)]/V(W^A). (2)

Напомним, что величина Л(е) из (2) оценивается в предложении 2.

Можно также изучать более грубую, чем 6s(i4), характеристику

8*S(A) = [ In P(S e= Л)/1п Р(Wе= А) - 11. (3)

Для ее оценивания будем пользоваться следующей простой оценкой,
вытекающей из (1) и (3).

Предложение 8.

8*s (A) < In (1 + 6s (А))/Ы Г"1 (W e= A). (4)

По аналогии с [19] рассмотрим теперь частный случай, когда
множество А = Ау зависит от некоторого параметра у > 0, причем

T>(W^Ay)>cexV(-(Ky)2) Vy>y0i (5)

P(W^A'yie))^Ce(l + Ky)eKeyF(We=Ay) Ve>0, (6)

при некоторых К>0 и у>уо>0. Простейшие примеры таких множеств

будут разобраны в следствии 17.

Предположим, что

0<52 = 2D^<oo, (7)
и введем в рассмотрение нормированную случайную ломаную

Z(t) = S(tB2)/B, «ега[0, 1]. (8)

Теорема 12. Пусть выполнены условия (5) — (7) и

V/ Mgexp(|A&|p)<3Dg, (9)
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при некоторых £} ^ (О, 1] и % > 0. Тогда при у> уо и

г=(Щ-Ч(Ку)2 + 31п{2 + КВ)}^ (10)

справедливы неравенства

8г(Ау)<Сг(1 + Ку)ееК\ (И)

£(Ау)^Сг/(1 + Ку). (12)

Следствие 17. Условия (5) и (6) теоремы 12 выполнены при К=1

и у ^ 0 для следующих двух семейств множеств:

Ay = Ay}O=fuz=&[0, 1]: max |и(*)|>р\, (13)
I te[o,i] J

-4у = Л.+ в(ме^Г0»11: max и(*)>у\. (14) j
I <e[o,i] J j

Рассмотрим определенный во введении простейший процесс Z = Sn
и предположим, что

Мехр(/П£1р)<°° при Р"е(0, 1] и й>0. (15)

Следствие 18. Пусть Z = Snu выполнены условия (5) — (7) и (15).
Тогда при В2 = п и некотором % > 0 справедливы все утверждения
теоремы 12. 5 частности, если у

= уп и п -*
°о^ то

Ч(Л„) = 0((1 + Ы""1/2(Ьи)1/Р) «Р» j£ = 0(lnn), (16)

МЛ„) = 0(^+2/р/и1/2) вр" Ь|»<у« = 0(»РЛ(,+8)), (17)

^п(АУп) = °(Уп№'1/г11/2) при yl>\nn. (18)

Замечание 8. Таким образом, если выполнены условия

следствия 18 и уп -*• °° при гс -> оо? то

б5п(Лп)-0 при уп = о{п^^\ (19)

6sn(^n)-^0 при г/п = о(/гр/2(2-р)). (20)

При этом теорема 12 позволяет распространить утверждения (16) —(20)
на случай схемы серий с естественной заменой п на Вп (см. [19]).

Из оценок (16) и (17) при р = 1 вытекает также утверждение

теоремы 1 в [20], поскольку в этом случае

МЛ„) = 0((ysn + yn\nn)/n1/2) = o(yn!nlf«)
при Куп = о(п1/6).

Доказательство теоремы 12. Заменяя в предложениях 2

и 7 процесс S на Z, имеем .^/

8z(A)^[P{W^A'^) + ?(\\Z-W\\>e)]IV(We=A)s'' (21)

Далее, в силу (8)
P(\\Z-WW>E) = V{\\S-W<fl>eB), (22)

где Wo(t) = BW(t/B2) — снова винеровский процесс. Таким образом,
условия (9) и (10) позволяют воспользоваться утверждением следствия

11 и получить

Р(115 - ТП" > ей) < 4е"2 ехр (- (КъВ)2). (23)

Подставляя (5) ^—(6) и (22) —(23) в (21), находим

8г(А)<Сг{1 + Ку)еКеу + ех${(Ку)2-(кеВу}/сг2 (24)

при всех б > 0 и у^уо. Выбирая теперь в (24) число е > 0 по формуле
(10), немедленно приходим к (11), так как в этом случае

ех${(Ку)2-(ХгВу}={2 + Щ-3<г3.
Из (11) и (4) вытекает (12). □
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Доказательство следствия 17. Из явного вида
распределения max W(t) (см., например, [12, с. 371] имеем

t£E[01]

оо

F(W<= Л.+) = 2 J«p(*)<te Vi/>0, (25)

J/+8

P(We=id) = 2 ) <р(*)Аг, 0<г/-е<г/ + е<оо, (26)
У—£

где ф(#) — плотность стандартного нормального распределения. Из (25)
и (26) при всех е>0 п у>0 находим

4 Р(^е 4$) <2Р(Wе 4$) <Сее8!,ф(у), (27)

Р(1УеЛ,,0)>Р(?6^+) >сф(?)/(1 + »). (28)

Неравенства (27) и (28) влекут выполнение условий (5) и (6) для
множеств из (13) и (14).

Чтобьгдоказать следствие 18, достаточно убедиться, что из (15) вы-

текает^праведливость (9) при достаточно малом К>0. Но этот факт
следует из теоремы Лебега, поскольку в данном случае

M£2exp(U£lp)+M£2 = D£ при Я->0.

Таким образом, соотношения (16) —(18) оказываются частным случаем

неравенств (10) —(12).
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ РАЗЛОЖЕНИИ

ТИПА БЕРГСТРЕМА

В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

С. В. НАГАЕВ, В. И. ЧЕБОТАРЕВ

В настоящей работе исследуется асимптотическое разложение для

распределения нормы суммы независимых одинаково распределенных

случайных величин со значениями в гильбертовом пространстве. В этом

разложении вместо традиционных полиномов Чебышева — Эджворта
участвуют свертки распределения слагаемых с гауссовским. Соответственно
остаточный член зависит только от третьего и четвертого моментов. Это

существенно повышает точность аппроксимации, если старшие моменты

велики. В конечномерном случае разложение такого типа

рассматривалось Бергстремом [1]. Отметим, что полученная нами оценка остаточного

члена является новой даже в одномерном случае. Практическое
значение разложения типа Бергстрема должным образом еще не оценено.

Пусть Н —- сепарабельное вещественное гильбертово пространство с

нормой |-| и скалярным произведением (-,-)> Х\, Х2, ..., Хп —

независимые одинаково распределенные случайные величины со значениями в

Я, EXi = 0, Т — ковариационный оператор Zx,Fn(r)=P

п

*"1/22Х; <г

Y\ — гауссовская случайная величина со значениями в Я и тем же

самым ковариационным оператором, E7i=0, G(r) = P(|FJ2 < г), F и Ф —

распределения Х\ и Y\ соответственно, ^ = E|Zih, mn = {n/4]+l, % =
= E(|Xih |Xil <оГтя).

В нашем случае предложенное Бергстремом разложение выглядит
следующим образом:

у

F*n = *2 OD*("-v)*(F - <1>)*V + г£\ (1)

rHer?) = (F-0)Vlfc^_10%^*-k^>. Для iiwn [И получена
i V=0

оценка 0(п~к/2) при условии, что распределение F не сингулярно и £з<
<°°. Более того, Г. Бергстрем показал, что в одномерном случае из (1)
следует разложение Эджворта, причем остаточный член имеет вид

о(и-<*-1)/2).
В настоящей работе мы получаем аналог разложения Бергстрема в

бесконечномерном случае, однако для более узкого класса множеств,
а именно, для шаров с центром в нуле.

Введем обозначения: о — собственные числа оператора Г, а| ^
2^(Tj+ , У = 1, 2, ..., {ej}jLi — ортонормированный базис, состоящий из
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собственных векторов оператора Г,

г

jji>2, z(Z) = 2(^, Zj)Zj, rz = sup{|Eexp{j(a:, Xi)}|: |#(0|>е*},

где ej^farft)-1, g(0 = Eexp{^|71|2}, *(*, v)-*(*(l-v/ii))f Хл /-
= 1 -f- тг,— независимые случайные величины, распределения которых

определяются равенствами V(Xi^A)=sV(Xj^Af\Xj <ol/mn) для

каждого борелевского множества AczH, gn(t) = Еexplit w 122^j , F —

распределение Х\,

&,»(r) = cz \ ф*("-^-фГ(^)-
\x\2<nr

./

где *—Свертка распределений. Символы с(-) и с с индексами или без
них бз^дут означать константы, зависящие только от аргументов,
указанных в скобках, и соответственно абсолютные константы. Например,
c(i\ij}) означает постоянную, зависящую только от последовательности

{\ij}. Если над знаком равенства расположена буква А, то это равенство
понимается как определение.

Теорема. Пусть к и I целые числа, k>2, I > 6&, е > О. Тогда

Afe,n = sup

ft-i

Fn{r)-G(r)- 2&,.»(г)
V=l

^c(k,l,e)[(Tyn)h/2 +

+ (Г4,г/и)г/12-е + hP(\X1\>a Vmn) + vf*Ы(nT^ + l)].

Заметим, что vt выполняет ту же функцию, что величина

sup {IE exp UtX\}\: Ul > o2/12^3} в известной одномерной оценке
Л. В. Осипова [2] (см. также [3, с. 197]).

Как и в [1], из сформулированной теоремы можно получить
разложение типа Эджворта в гильбертовом пространстве. Это будет сделано
в другой нашей работе.

В. Ю. Бенткус [4, теоремы 1.7 и 1.8]) также получил оценку

остаточного члена в разложении типа Бергстрема в гильбертовом
пространстве. Эта уценка менее точна, чем наша: она формулируется в терминах

момента pft+2 и не указана явная зависимость от оператора Г. Зато в

[4] рассматривается более широкий класс множеств, включающий в себя,
в частности, все эллипсоиды. Различие, кроме того, состоит в том, что

вместо Vi в [4] используется другая характеристика.
Что касается методов доказательств в [4] и данной статье, то они

сильно отличаются, хотя и тот и другой основаны на применении

аппарата характеристических функций. Метод работы [4] опирается на

асимптотическое разложение математических ожиданий гладких

функционалов, которое восходит к Ф. Геце {5]. В настоящей работе
существенно используется дополнительное усреднение по вспомогательному

гауссовскому распределению (см. лемму 1.4). Общим для обоих

методов является использование подхода Ф. Геце к оценке

характеристических функций (см. (6, лемма 3.37]).
Мы будем пользоваться следующими обозначениями: g\{t) =*

- (1 — 2ita))~ , (я, е5) = хи\ Аг — оператор, определяемый равенством
Ate} = gj(t)eh / = 1, 2, ..., для любой измеримой функции /(•,•) и

любых случайных величин X и Г Ei/(IJ)iE{/(X,7)/7},/(4,^
= / (^4) — индикатор множества А как функция аргумента х. Комп-

5* 67



лексный множитель под знак скалярного произведения будем вносить по

правилу внесения вещественного множителя: если х^Н, у^Н, X —
оо

комплексное число, то %-(х, у) = 2#0)i/0)A, = (кх, у) = (х, %у). Обо-
1

значим \\Ы\2 = {%х, Хх) = Х2\х\2, D?f(s)^^-f{s), Hm{t) = е*2/2(- 1)WX
ds

Х/?Ге*
2
—полиномы Чебышева — Эрмита степени т, Hv= #Х .. . Х#,

J = J , Xs — X — Х\ где X' — независимая копия X. В формулировках
н

лемм 1.7 и 1.9 символы [(к+ 1)/2] и ;[(v + l)/2] будут обозначать целую
часть соответствующего числа. Не ограничивая общности рассуждений,
мы будем предполагать, что Г4,?/гс<1, Tlj/n<Cl. Далее мы это не

будем оговаривать специально.
Как известно, если xi, X2, ...— независимые одномерные

стандартные нормальные случайные величины, то для любого х^Н величина
оо

2 пр имеет нормальное распределение со средним 0 и дисперсией
1

оо

Ы2 (см., например, [7, с. 52, 53]). Обозначим (х, х) = 2 х,я0). Вели-
1

чину х назовем обобщенной стандартной нормальной случайной
величиной в Н.

Далее, мы будем обозначать

Е/(Д^) = 1/(*)(*-фГ(*с)

для любой борелевской функции /(•), a Wq, g = l-r-v, называть

независимыми обобщенными случайными величинами с одним и тем же

распределением F
— Ф.

В настоящей работе существенно используются результаты
статьи [8].

§ 1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Лемма 1.1. Пусть Z = X+Y, X и Y — независимы, <р — измеримое

отображение из Hv в Я. Тогда для любых (х\, Х2, ..., #v)e#v,
натуральных |j,i, ..., \iv и действительных р > 1, q > 1, р-1 + q~l = 1, справедлива
оценка ^г

Е exp{/i[(Z, Ф(^, ...,*V)) + |Z|2]}
м

<с(Ы)Х

X Д | Щ Tj Е1/2Р | fx, (2t) f 2 Е1/21Y |2(M-m) E1/91X Г/

V

где Af = 2wr /«(0 = ЕехрШ(У, ж)}.
j=i

Доказательство. Обозначим <p = <p(#i, ..., #v), е(ф, Z, t)=*
*=expU'£[(Z, ф)+ |Z|2]}. Нетрудно видеть, что

U(z,*/j= 2 Пф<х,*,)^ */*-*'.' (i.i)



Используя неравенство Коши — Буняковского и свойства условных
математических ожиданий, получаем, что

| Ее (ср, Z, t) П (X, xt)*' (У, */*"*' =

v \ v

4l*.i-«И- , • — - - ТТ ,« v*i
Ее (Ф, Y,t) П (У, */j j

Eze (Ф + 2У, X, t) П (X, *,)j
\j=i / i=i

E1/2 ft I (Y, x}) f^'A E1/21 Exe (q> + 2У, X, t) Д (X, x^

<

j=i j=i
(1.2)

Далее,
7l/2-E1/2Ex,x /e (Ф + 2У, X, 0 e (ф + 2F, X', - t) X

X П (X, ^ (X', *,)*' = E1/2e (ф, X, t) X

V

X * (ф, X', - 0 *ze (2i) Д (X, xjf* (X', ^)4
j=i

Оценивая последнее выражение с помощью неравенства Гельдера,
из (1.1) и (1.2) получаем утверждение леммы.

Лемма 1.2. Для любых #^=#, комплексного s справедливо равенство

Eexp{Y2s(x, x)} = ехр{$Ы2}.

Доказательство. Утверждение вытекает из равенства
оо

-щ J ехр { /21 уА, - у2/2) cty = exp {sX2}.
—оо

Лемма 1.3. Для любых комплексных а и Ъ

м

Df ехр {А* + sb} |s=o = 2 См#т (0) (- 2а)2 Ь

т

Т тМ—т

(индексы m можно считать четными).
Доказательство. Утверждение леммы вытекает из формулы

Лейбница и равенства

D? ехр {А*} = (- l)mHm (s V^2^) ехр {s2a} (— 2а)2.

Лемма 1.4. Пусть z, г/д— элементы из Я, 5 — комплексное число,

0 < Яд < 1, jx9
—

натуральное, q = 1 4- v. Гогда

Л ({,ig» А Е ехр L 2 Яд (yflf х + «)}П (*»д. * + szfQ =
I g=i Jg=l

~

I Z
Vg=l д=1 У J 3=1 *-1

ЛАрд+Spg

где ai = с({|Шрд}, {^}, {sP9}, sg= 2 5рд> ^L означает суммирование по

всем параметрам, удовлетворяющим следующим условиям: 0^.т^М =
V V V V V V

= 2 Ие> w
— чеготш, 2 2 №>д

= т/2, 2 *д = *i» S 2 52>д = М — иг —

д=1 р=1д=1 д=-=1 р=1д=1

— 1Ъ 0 < 1Х^М — т, 2 (»хрд + |Лдр + 5дР) + tq = pig, д
= 1-S-v; причем

р=1

sg = 0, если Яд = 0, а ^ = 0 (<7 = »l-*-v), если z = 0.
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V■v

Доказательство. Обозначим gg = (yq, % + sz), £ = 2 Kh>
V V V

jj = 2 dg5g> w = 2 kqyqi ux = 2 ^g#g> где dg — фиктивные переменные.
g=l g=l g=l

Имеем
V

V

Величина Л({^д}) равна коэффициенту при Рм({^д})Ц^д5 в А± =
9=1

/VП И*'- Обозначим 9(5i)==Eexp{^ + 5iTi}.
a=i

Так как интеграл Е2)^ехр{$£ + ^т]} сходится равномерно по ^е

е[—1, 1], то в нем можно переставить Е и /?&1. Следовательно, ^4Х =

= s /)51ф(0). Применяя лемму 1.2, убеждаемся, что

ф (5Х) = ехр |s (Ш + 5^!, Z) + у (*2 | U |2 + 255г (и, 1^) + 5? | Ut |2)j =
= ехр |-^ | их |2 + 5Х6- (их, и + z) + -у (и, и + 2z)J.

Далее, в силу леммы 1.3

tfjfq» (0) = ехрU (и, и + 2*)} 2 ^мЯт (0) Г | щ \т sM~m {щ, и + zf~m.
^ '

7П=0

Имеем

| «х Г = 2 Л»/«(W>П П [<*|Л Ofr, .^Л'.
v v p=i g=i

2 2 M>pg=w/2
P=i g=i
M—m i/v Vl / v v \ M—m—fx

(l*lf U + Z)M~m = 2 C^m 2 dP (lfp, *) 2 2 dv\ {y9, Uq)
l1=sQ \p=i J \p=lg=i /
m—m у v ig\

= 2 cl^J 2 Pi2 <{**>)П №<***)] \х
2 <g=*i

4g=i
v v

x 2 PM-m-hЫ)П ПМЛ (и». ^*w-
v v p=i g=i

2 2 Spg-M-m-^ ^/
p^lg^l

Из предыдущих выкладок вытекает, что

Аг = ехр U- (И| к + 2*)J 2 СмЯш (0) *V"x
т=о

X/ 2 Рт/2 (W) (И П [Мв (Ур. Уч)}^) XI v v \p=lg=l /
2 2 М-рд=-т/2

Р=1 д=1
м~т if v

/ \
х 2 ci-m/ 2 *h({tq})ПM,(yq,z)]q\x
b=0 I v g=l

■

X 2 Рм-ш-i! (Ы)П П№(»p, Иг)]#Рд.
v v

„ ,
P=ig=i

2 2fpg=M-m-4
P=ig=i

Лемма доказана.
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(v
n—k

__

\

}j Yj + S xi b ^i» / = -*- л»— независимые
1 V+ l /
n—2mn n—k

копии Yu Y = rT1/2 2 Yi при v>rc-2mn, У = rc"1/2 2 *j
1 2tnn-l

при v < rc — 2mn, X = Zv — Y.

Лемма 1.5 (см. [8, лемма 1.6]). Для любых t>0 справедливы оценки

EIXI* <с(*)о* иЕ|У|'<с(*)о*.
Лемма 1.6 (см. [8, лемма 1.8]). Пусть I— натуральное число, 0<

< f < Z/2. Гогда гари любом р > 1

Е1/2Р | /z. (О |р < с (О [(Л}/211 |1/2р + I)"1 + (Г4>г//г)1/4р] +

+ с (Z, 7) (ЛУ1111 ri(1/"1/2)V/P + е (3/5)п/4.

Обозначим Rh,n(t) = 2 C^+l-iE ехр {й j Zv + 7re_l/2|2}, где V = ^Wq,
Np(t)= jaax E1/2P 1/^(20|p.

Лемма 1.7. Яг/сгь к и 1 — целые числа, 0 < ^ < Z/2, p > 1, к > 3.

Тогда

| Д*,п (*) | < с (к, U Р, 7) (Рз/*3"1/2)*№ 1 *2)3* +(| 11 a*)[(ft+1)/2] X

X Ш/2Р11 |'/2р + I)"1 +(Г*Мп)Шр + (А1/11 * I Т)!}1пх1*У!» + (3/5)""].
Доказательство. Имеем

АА Е ехр {it | Z + ТтГ1'212} = Е ехр {it \ Z |2}Х

ХЕ^ ехр {й (| /Г1/2 Д Wg[ + (2Z, /Г1/2 2 Pfg))}, (1.3)

где Z = Zv. Из леммы 1.2 вытекает, что

А = Е ехр {it | Z |2} Е?Е* ехр Lt1/2 2 Ее}. С1-4)

где |, =-(W„ и + sZ), s = УЖ
Меняя порядок интегрирования, получаем

Е?Е* ехр {*/Г1/2 2Ц = Е* (Е^ехр (етГ1/2Ы)\ (1.5)

По формуле Тейлора
2

Е^ ехр [sn^'W = 2(-=^E^ +

1

+ (sn-^y j <Ц£^ ехр {sn-1/2|iM ЙЛш
о

Нетрудно видеть, что

Е^ = j (у, * + sZfQ, (dy)/bn,

где <?1=(Р-Ф)Ь„, Ьп = Р(|Х,|^оУ»^).
Вследствие равенства характеристик первого и второго порядка для

X, и 7i

J (у, и + sZ)3 & (<ЭД = j (z/, и + sZ)'* Q (/, <ОД,
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где

О(i du) = K(1 -Ьп)®-1(У-\У\>* Vmn)F)(dy), / = 1,2;

fe(^), />з.

В результате мы получаем, что

/к \
х х

(EWiexp{OT-1/«iI}Jk = b«ftS'(nc(w)jJ...J/(A.1, ...Дк)Х

X J ... J Ц (sn~1/2yh х + sZfj exp {sn-lf\ (w, x + *Z)}X

X(?(u.j, dyj)q(iih d%j).

Здесь 2" означает суммирование по всем последовательностям целых
h

чисел {\iq} таким, что К|хд<3, /(Я1? ..., Xk) = Ц(1 — ^-)2, с(|ы)= 1/|л!,
1

11
= 1, 2, с(3)=1/2, g(3, dX) = d%, q(\i, •) сосредоточена в 0 при ^ =
= 1,2.

Снова меняя порядок интегрирования и используя лемму 1.4, мы

заключаем, что

.(1.6)
где

Еи (Е^ exp [sn-^y = 2" 2' ^ (Z),

A(Z) = «гЧ (jb(w)) Г-Чп-^Г^х
xj... j/(^,....M(n<9)l..Jx

*

k

'

Xexp {4 f2 WVi, 2W'w + Z)}|I <?«. 2)'9Х

X

В силу леммы 1.1

к

Е
Р=1
П &„ *//P9+Sp? (?(Шг> dyq)q(\h> dK)- (1.7)

Ez exp {tt (\ Z |« + (g VT1/2^ z) )} П Gfo, Z)*91 < с ({*,» (П I V$) X
XE1/2P | fxs (20 |p S E1/21У |2(Jl-,1)E1/p' | X Г', 1/p + !//>' = 1. (1-8)

Используя лемму 1.5, нетрудно показать, что

2 Е1/21Г |*<,1_|*>Е1Ур' | X Г' < с (Л, р) а\

Далее,
(1=0

(1.9)

AJ...J,n|ni(^^l'lp3+^ |</вГ1<?(^<адк

ft г 2 ((ipg+^gp+'pe+V)-1-'?

<njl%r1 \Q(to,dyq)\.
9=1
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Нетрудно видеть, что

j | У |Х | Q (ц, <?») I < с (X, ц) рз (а /й)*"3

при Л = \i или при X > \х > 3. С другой стороны,
ft ft ft

2 2 2(Ии+*и)+ 2 ^ = 2M-m-Z!
p=l Ф=1 g=l ,

ft

и 2 (и-pg + И-gp + spq + sqp) + U = Из» если Изв 1 или 2 (см. лемму
8>=1

1.4). Следовательно,

/< с (к) $ (a Vn )m-n~l^\ (1.10)

Комбинируя (1.7) —(1.10), мы заключаем, что

lEexp{it\Z\2}Ax(Z)\ <с{к, р) (y^n3/2)k{\t\a2y2M-m)/2Np(t).

Заметим, что к<М<3к, 0<т^М. Возвращаясь теперь к (1.4) —(1.6),
имеем л^

S\A\ <c{k, p)iVp(0i[(Ula2)3ft + (Ula2)C(ft+1)/2]](p3o-3n-3/2)\ (1.11)
Из (1.3) и (1.11), оценивая Np(t) с помощью леммы 1.6 и исполь-

п— h

зуя соотношение 2 Cv+u-i = Cn<Lnh, мы получаем утверждение леммы.
v=o

Лемма 1.8. Справедливо тождество

Е exp Ut\ Yx + x\2) = g{t)ex$ {it\\Atx\\2}.

Доказательство. Утверждение вытекает из формулы (2.10)
работы [8].

оо

Обозначим Pv,n{t) = ) enrdQV)n(r).
о

Лемма 1.9. Справедлива оценка

за-я/г-1/2)^ ЦI Л,.» (t)\<c(v)\g (t, v) | (ft^»*-i/»)v [(\t\ a2)3v + (\t | a2)L
2 JJ.

Доказательство. Нетрудно видеть, что

Pv,n (t) = E exp {it | Z + Fn-1/21*} CZ,
V

где Z = n-V* 2 У;, V = 2 Wq. В силу лемм 1.8, ,1.2
j=i l

Л,.»(0 = CXg(*f vJEexplttln-^?!"} =
= CXg (t, v) E?E* exp { /2tt гГ1/2 (к, 4*7)}.

Теперь обозначая 6e —(Й%, x) и рассуждая, как в лемме 1.7 (см. (1.5)"—
(1.7) и (1.10) с Zi=0), получим оценку

'

I Кп (*) I < ci 2' 2' I «11 (ИI a2fM-m)/21 g (t, v) | (р>-з»-з/*)\
v

M= 2 [lq, l<U-g<3.
g=i

Отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 1.10. При к > 1, Z > 6fc — 4 справедлива оценка

[h~x
— 11

G(r)+2^v,n(r) <с(/с,0ЛГ1/г.
v=i J I

73



Доказательство. По формуле обращения
со

|-Jr&.»(r)|<-sr Jl^v,n(*)|A.
—со

Нетрудно видеть, что

со

J |*П*(*)|Л^в(т, I)ArCm+*>/I.
—СО

если т + 1 — 1/2 < 0. В силу леммы 1.9

\4rQ*.*(r)\<c(l, v)[(r3il/VnyAT1/l

при 3v +1 -1/2 < 0, v = 1 -5- к - 1. Поскольку ^ G (г) < £ (9 KJ111 при

/ > 3, то лемма доказана.

Лемма 1.11 (см. [8, лемма 1.9]). Пусть I — натуральное число, 0<
< f < 1/2, m — целое, m ^ mn, a2 = m/n. Тогда

I i» <*) | < [(A1/2 \t\l<* al/2 + О"1 + a~t/2 (Г4.«/м)1/4] с (Z) +

+ (a 11\ Tft/n^y Aj/l с (I, y) + exp {- m/2}.

Лемма 1.12 (см. [8, лемма 1.10]). Пусть I натуральное, ео>0. Тогда

\1п (01 < в (0 [ЛГ1/2 (max (1, огге0Ш/з)/| * | )г/2 + (Гм/п)г/4] +
+ f sup lEexvV&XJMY't + e-™"'2.

§ 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Легко видеть, что

А*.» < А*.» + с • «Р( IZi I > oJmj, (2.1)
где

Aft.n = sup n-V»SX,
fe-1

<r -G(r)-2Cv.n(r)
v=l

lA-l/l

По неравенству Эссеена и лемме 1.10

Xk.» <* (A, 0 Г I I *~1д*.« (*)I л + т~1л*

для любых т > 0, целых к > 2, Z > 6& — 4, где

л*.» W = i» (*)-*(«)-2 ^v.n(*).
v=l

у*

(2.2)

(2.3)

Заметим, что в силу формулы (1) Rk,n{t) совпадает с функцией, для

которой получена оценка в лемме 1.7.

Для оценки интеграла /A, J \Rktnif)/t\dt у нас заготовлены

леммы 1.7, 1.9, 1.11 и 1.12.

Разделим интервал \t\ <т на части Xj < \t\ < Ty+i, / = 0-5-3, то = 0,
^4 = т = ЛГ (n/r^i)1 (остальные т,, / = 1 -т- 3, будут определены ниже).
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6

Очевидно, что /^S-^i» где

/1= j Ir^nWldi, .

\t\<%1

J»= 1 V~Xgn{t)\dty fx = 2-h4,
V-l<ltl<t|l

v=l

dt.

Положим

a (t, p) = (лГ2Р I«|l/2p +1)-1 + (г4>iinf** + (a1/1 111 riOW» + (3/5)n/4,
04 (a, t) = ЛГ1/2 (a I * I Гг/2, o>2 (a, t) = (a\t\ Г4>"1/2)г/2 ЛУ»,
о, (a) = o-W (Г4>1/ге)г/4, (о4 (0 = ЛГ1/2(Г4/г211 |/«1/2Г/2.

Определим п как решение уравнения <oi(l, 0=a)2(l, 0- Нетрудно
видетй^ что

T^AT^in/Tt.if*.
Заметим, что при Ш < п

©i(l, t)>m{i, t), (2.4)

(o,(l, t)>«>8(l). (2.5)

Для Ul ^ Ti мы будем пользоваться леммой 1.7. Очевидно,

Л< J+ f .

\t\<At
1П

At 1/l<\t\<X1
При 111< ДГ17* Й(*, p)< с. Поэтому

J <c(r,.i//b)k.
liKAf1"

Вследствие (2.4) при kl < ti

л?/г С |*| r4V1/2r< [«i (i, *)Г/г- (2.6)
Кроме того,

(3/5)»/4<c(0(r4»'/8 = c(Z)(o1(l, ti). (2.7)

В силу (2.5) —(2.7) при \t\ «S xi

Q{t, p)<c(l) ([«.(I, t)]1" + [o>,(l, *)F").

Отсюда при Z > 6pfc, if > 3pu

J <c(k,l,p,y)(T3tl/Vn)h.

Таким образом,
'

/i<c(fc, Z, p, ■() (Гад/У»)», 1>врк, ч>3рк. (2.8)

Перейдем к оценке /г. Заметим, что

со,(a, t) = (03(a)\tГ1'2(п/Г4)1)г/4ЛГ1/2. (2.9)
Поэтому

©,(а, *)> о)з(а), (2.10)

75



если |*|г/2<(п/Г4>г)г/4ЛГ1/2, т.е. .

\t\<x2A(n/Ti,lfiAT1/l.
При оценке 1ч мы будем пользоваться леммой 1.11. Пусть <x = a(t)
удовлетворяет уравнению o>i(a, t)~ 0)2(a, t). Это означает, что

(a\t\f* = AT1/2(n/Tia)l/8. , (2.11)
Отсюда

a(t) = AT1/l(n/Vt,ifl\t\-1.
Выберем натуральное m = m(t) так, чтобы

\m(t)Jn — a2(t) I =min \m/n - a2(t) I (2.12);
m

и положим в лемме 1.11 a2 = m(t)/n.
Очевидно, а(т2) = (Г4,г/?г)1/4. Поэтому

na2(t) > тга2(т2) = (иГ4,01/2 > га1/2, п < UI < т2.

Отсюда при п > 4

л»(0/л>а2(*)—l/n>a2(0(l-r-l//»a2(T2))>a2(0/2, m(t)>nU2/2.
(2.13)

Учитывая (2.10), (2.11) и (2.13), получаем

/. < J (с (0 сох (а (0, 0 + с (7, 0 К (a (t), t)]2y/l + е-™*) 1* pi dt <

тх<|<ктя

< *i (7, 0 ((r4iz/n)T/4 + е-^О In (пГ^) < с (Y, Z, е) (Г4р1/Л)|/в—. (2.14)
Мы пользовались здесь равенством тг/Ti =(п/Г4,01/4.

Если UI >т2, то вследствие (2.9)
(Oi (a, 0< ©з(а). (2.15)

Поэтому разумно определить a = a(t) как решение уравнения

о)2(£, а)= о)з(а). Отсюда

а(0 = (М|ЛП-1/2.
Нетрудно видеть, что

со2 (а (0, 0 = о)3 (а (*)) = (Г4|, | * |/и)"4 А\!\ (2.16)

Сравним теперь ©з(а(£)) и ©4(0- Пусть Тз — решение уравнения

©з (а (£))=* ©4(0- Очевидные вычисления дают

T3 = (n/T4ilf*ATl/l. ^2.17)
Пусть m(t) удовлетворяет соотношению (2.12). Тогда

Ка2(Тз) = П1/3Г$>П1/3.
Отсюда при Т2 < \t\ < тз, п > 8 имеем

те(0/п ^ a2(*)/2, m(t)> пиг/2 (2-Щ

(ср. (2.13)). Далее,
тз/т2-(Г4»-1/6. (2.19)

Полагая в лемме 1.11 a2 = m(t)/n и учитывая (2.15)—-(2.19), мы

находим, что для любого е > О

Js<c(y, 0((Г4,гТз/^/2ЛТ/2Че-т(тз)/^)1п(т3/т2)<
< сг (V, 0 (r4>i/")v/e In (»ГД) < с (в, у, 0 (Г4,г//г)г/12-8, (2.20)

если y достаточно близко к 1/2.
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Перейдем к оценке Jа. Если тз<М<т, то ®i{t)<®z(a(t)), гДе

a(t) удовлетворяет уравнению (2.16). Поэтому в данном случае

разумнее использовать лемму 1.12. В результате, полагая е0 = (стГ^)"""1, мы

получаем оценку

/4 < с (I) [(п/Т^щ AT1'2 + ((Г4р1/»),/* + vl* +ё"/8) In (т/т,)].
Нетрудно проверить, что

АТ1/2 (|»/Г4>1т!)|/4 = (Г4>!/п)г/12, т/т3 = (п/Г4,г)г 5.

Поэтому

А '* < с (I) (№,,)"" + »?/4 In (в/Г4>1)). (2.21)

Нам остается оценить /5 и /е. Используя неравенство

и(<)|<лг1/2|*Гг/2,
имеем

оо

'"

/5 < 2 j АТ^Г1'2-1 dt = с (I) (Г4,г/П)г/8. (2.22)

В силу леммы 1.9

/6д A J | КпW | Л < с (v) фзсх-зп-!/^ Л71/2 X
ltl>t1

X f t™-l/2-4t = c(vJ)(r,jln^^
lt|>x1

Возможны два случая: Гз.г/У^Г^(Г4,г/^г)3/4, Г3,г/У?г >(Г4>*Лг)3/4. В первом

случае
Je.i<c(v,l)(r4illn)l/\

во втором
—

__

/e,i ^ c(v, I) (Tz,iJU)l/6 < c(v, Z) (Г8,Л^)\
Таким образом

/6<c(v, Z)((r3VVw)fe + (r4»z/8). (2.23)
Из (2.1) -(2.3), (2.8), (2.14) и (2.21) —(2.23) следует

утверждение теоремы.
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СУММЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

С Ф-ПЕРЕМЕШИВАНИЕМ

С. А. УТЕВ

В работе исследуется асимптотическое поведение распределений
частичных сумм случайных величин, удовлетворяющих условию ф-пере-
мешивания.

Статья состоит из четырех параграфов.
Значительная часть исследований посвящена анализу дисперсий

(§ 1) и оценкам вероятностей больших уклонений (§ 2) сумм слаба
зависимых слагаемых.

Затем полученные оценки используются для обобщения на суммы

случайных величин с ф-перемешиванием закона повторного логарифма
(§ 3) и почти наверное принципа инвариантности (>§ 4).

Некоторые из доказанных утверждений имеют законченный

характер, а также развивают работы известных в этой области специалистов:
И. А. Ибрагимова, W. Philipp, M. Peligrad, R. Bradley и др., и

усиливают более ранние исследования автора.

§ 1. АНАЛИЗ ДИСПЕРСИИ СУММЫ
СЛАБО ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Пусть V — пространство случайных величин £ со значениями в се-*

парабельном гильбертовом пространстве Н, которые имеют нулевые
средние и конечные вторые моменты; llgll =(Е|||2)1/2—норма в F;
<а, Ь>, Ы2 = <а, а> — соответственно скалярное произведение и

порожденная им норма в Н. Пусть, далее, gi, £2, ...— некоторая

последовательность элементов из V. Через Va обозначим подпространство,
натянутое на элементы gt-, a ^ i < Ъ. Зафиксируем некоторое натуральное
число А. Положим

p(*)=gp "P. ifll^i,
ft-1,2,..., p(0)=l. /

Здесь и далее для определенности положим 0/0 = 0; сумму (произ-^
ведение) по пустому множеству индексов считаем равной нулю
(соответственно 1).

Основным содержанием этого пункта является

Теорема 1.1. Справедливы оценки:

Е|£„|2<с1С(р,п)2!Е|Ы2, (1.1)
j=l

*<<V(p,n) 2 р(А + 2'7з-1)2Е|Ы2, (1.2)
j=o 5=1

2 е<ь,ь>

[log2n]
аосолютные постоянные,

f Ц<^274
.

\

где с (p, n)--= exp f 2 2 P (2'/3) I, c\, c2 — абс
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Хорошо известны следующие оценки:

E|S„|*< S |Е<5,,ь>|< S р(1/-*НЫ11ЬК

<2Sp(ft)S Е||,|«,

< 2 p(|/-i|)|b||b||<2(s1p(*))ilE|bl*,2 E <£*,&>
U=H i—J\>h

т. е. предложенные в теореме оценки связаны с ослаблением

зависимости от коэффициентов р(к). Впервые в случае строго стационарной
последовательности оценка (1.1) получена в [2] (дальнейшее развитие
см. [7]). В [3] предложена оценка

Е|£п|2<с3с(р, п)п max Е|&|8,

где сг — абсолютная постоянная.

Сначала докажем две вспомогательные леммы.

Лемма 1.2. Пусть задана неубывающая последовательность

неотрицательных чисел а(п) такая, что существует невозрастающая
последовательность неотрицательных чисел г (к) и натуральная
последовательность Т(к), удовлетворяющие условиям

Т(к)<2-1к(1 + к~ш), (1.3)
а(

для всех к ^ 1. Тогда

а {к) < max a (T (*)) (1 + в (*)) (1.4)

( l10^2ni \

а(и)<а(гс0)ехр|2 2 8 (2%)\

для всех п ^ 1, где можно взять щ
= 27.

Доказательство. Положим w(m)— a(2m). Так как а

(и)—неубывающая последовательность, то w(m)— тоже не убывает и

a(n)<w([log2n]+l). (1.5)

Докажем по индукции, что
ТП—2

шН<Н;(с)П(1 + е(2*))2. (1.6)
* г=0

где можно взять с = 7. При т^с соотношение (1.6) очевидно. Пусть
т> с. Обоснуем индукционный шаг. Дважды применяя свойство (1.4)
и учитывая, что Т(к)^ к, находим

w (m) = a (2W) < max max a (T (/)) (1 + е (/)) (1 + е (*)) <

< max max а (Т (;))(! + е (/))« = а (Т (/)) (1 + г (J))2

для некоторого / такого, что найдется натуральное /, удовлетворяющее
неравенствам

K/<2m, KKT(I).

Если К2С~1, то Т(/)</, [log2 T(J)] +1 < с, а значит, из

соотношения (1.5) и невозрастания е (к) получим

a(T(J))<w([log2 T(J)] + 1)< w(c),
m—2

u>(m)< а (Г (/)) (1 + e (l))2 < «г (с) П (1 + « (2{))2.
i=0
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Пусть теперь />2C_1. Тогда, так как / <Т(1)< /, то и />2С_1.

Следовательно, по свойству (1.3) имеем

г a [l0g2 Г(/)}+1 < |[log2/ - 1 + log2(l + /-1/3)i] + 1 <

^Ilog2T(I) - 1 + 2(1"c)/3]+ К [bg2/ - 2 + 2 ■ 2(1"с)/3] + К те — 1.

Значит, учитывая, что Г(/)</, можно применить индукционный шаг

га—2

н> (т) < а (Г (/)) (1 + е (/))* < и; (г) (1 + е (г'-1))2 < и> (с) Д (l + e (2*))*.
j=o

Завершим доказательство леммы. Имеем по свойствам (1.5), (1.6)
[log2n]-i

a(n)^w([log2n) + l)^w(c) П '(1 + е(2*))а<
/ [log2n] \

<дК)ехр(2 2 е(2*)1.

Лемма доказана.
Лемма 1.3. Пусть заданы неотрицательные числа я(1)< ... < а(п)

такие, что существуют неотрицательные числа 8(1)> ... ^ б(лг) и

натуральная последовательность Т(к), удовлетворяющие условиям

Т(к)<2-Чс{1 + к~ш), (1.7)

а(к)<а(Т{к))+8(к) (1.8)
для всех & = 1, 2, ..., п. Тогда

[log2n]

а(л)<а(л0) + 2 2 в (2*).
г=о

Доказательство. Воспользуемся обозначениями, приведенными

при доказательстве предыдущей леммы. Достаточно показать, что

при m > с
"

га—1

w (те) ^ w (с) + 2 2 б (2») + б(2т),

где, как и ранее, w(m)= a(2m). Применяя свойство (1.8), получим

w(m)<a(T(2m))+8(2m).
Если Т(2т)<2т-\ то а(Т(2т))< a(2m-l)< w(m — 1); и по

индукционному предположению

ш(т)<ш(щ-1) + б(2т)<аК) + 2 2 6(2J) J + 6 (2™).

Пусть теперь Г(2Ш)^ г™-1. Тогда

г ■■ [log2 Г (Г (2W) )j + 1 ^ [те - 2 + 2(1"т)/3 + 2"т/3] + К те - 1.

Еще раз применяя свойство (1.8) и используя индукционное предполо^
жение, находим

w(m)^a(T(T(2m)) + 8(2m) + 8(T(2m))^

< UЫ +:(г ;? s (2j)) + б (г771-1)) + б (2W) + б (г"-1) <

< а К)+ [2 .2 6(2')]+6(2").
Лемма доказала.
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Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 1.1.
Положим

Zn

хп — sup max

;„ = sup max (|| S (a, a + i) \\ I 2* fl Ь f J
= o,
a+i a+i \~l/2l
2 lb P. 2 IW
=a+l ;?=<Н-1 / J

ГС = 1, 2, . .
., Zo = 1, Xq = 0,

2 Е<5(а,7"),Ь+А>
i=o+i

Непосредственно из построения следует, что

2 E<E,,g,>
*,j= 1,
\i-j\>h

Е|5П|2<42Е|^|2, (1.9)
i=i

<2*„2Е||,-|2. (1.10)= 2

П—ft

2 E<Sj, g,-+A>
;i=i

Нетрудно видеть, что zn и #n неубывающие последовательности

неотрицательных^чисел.

Дальнейший путь заключается в том, чтобы применить к ним

соответственно леммы 1.2 и 1.3, т. е. отыскать последовательности 8(/с),
8(к) и Т(к), которые удовлетворяют условиям (1.3), (1.4) и (1.7),
(1.8) и вместе с неравенствами (1.9), (1.10) приводят к требуемым в

теореме оценкам.

Для большей ясности выделим отмеченные пути исследования

последовательностей zn и хп в отдельные леммы.

Лемма 1.4 (О свойствах zn). Для всех к> 1 имеет место

i-Zi^Z^x^Z^k1'2, (1.11)

2k < max zT(s) (1 + 2~V ([&*})]+ 410*~1/9), (1.12)

где натуральная последовательность Т(к) удовлетворяет условию (1.3).
Доказательство. Свойство (1.11) непосредственно следует из

построения (при выводе соотношения zk < к1/2 нужно воспользоваться

элементарным неравенством (#i+... +яп)2 ^ и \а\ + ... + ап)).
Докажем утверждение (1.12). Применим индукцию. Положим

ко =* 49 и Т(к) = 1 при к = 1, ..., /со. Тогда при к < ко получим

zh ^ ко < zr(k) (1 + 410йг1/9). (1.13)

Пусть теперь к>ко. Нужно построить Т(к) так, чтобы для всех а&*0'
и всех i = 1, ..., к имело место

\\S(a, а + О»2< 2* IIЫ12 max {^.,(1 + 2"\> ([*"]) + 410S-I/9)2}.
i=a-bl l<:s^ft

He ограничивая общности, можно считать а = 0. С другой стороны,
учитывая предположение индукции, достаточно построить Т(к) так, чтобы

выписанное неравенство выполнялось при i = к, т. е.

l;5fef<2lliill24№)(l + 2-1p([/c1/3])+4"A;-1/9)2. (1.14)
j=l

Положим

т = [кш],
( (u+i)m ft \

4 = и: 0 <и <к, 5 II ^«2 < (m/ку/в£ | g, И,
I i=um+l j=l j

{(w+l)m
ft •

1
и: 2 1 li f > (тЩ113 2 II h II2, 0 < u < к ,

i=um+l j=l J .

J? = {u: 0 ^ и < к, 2"1 (к — m2) ^ ш < 2~1к].
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По построению, при к > ко

\В\ > |{1 < и < к: [к/2т] - [т/2] + 1 ^ [к/2т})\ > [т/2];

\А\(т/к)из<1.
Следовательно,

\АПВ\ = [В — Л()В\> \В\ — \А\>

> [т/2] - (к/т)ui > 2~1kus(l - 4Дг1/9) - 3/2 > О,

т.е.АГ\ВФ0.
Зафиксируем и^АОВ. Имеем

UShW<\\Sum + S(um + m, ft) II + \\S(um, um + m)\\. (1.15)
Вспоминая про коэффициент корреляции р(к), находим

\\Sum + S (ит + т, к) И2 < И^Л2 + 115 (ит + т, к) II2 +

+ 2р(1»)115«т1М15(вт + т, Л) II.

Следовательно, из определения z„ вытекает

/ ит+т \1/2

IISk|<zm [ 2 ||Ц2 + (£тх* + *1-ит-ту2 + 2р(т)
\i=um+l /

(1.16)
ит k

где х, у>0, ** = 2 llif, i/2 = 2 UijP
i=i t=um+m+i

Положим Т(к) — max(um + m, A:—urn). Заметим, что так

построенная величина Т(к) удовлетворяет неравенству (1.3). Опять же, по

построению
um+m k

2 ^«m/A^'SlbP. (1-17)
i=wm-bl j=i

Таким образом, подставляя полученное соотношение в (1.16) и

учитывая элементарное неравенство 2ху < х2 + г/2, получим
/ h \l/2

«Sk || < znk) (Д || g, fj {(m/k)V + (1 + р И)1'2) <

/ k \l/2

<*W (jSjbp) (I + 2-Хр(^1/3]) + *"П

Следовательно, неравенство (1.14), а вместе с ним и лемма доказаны.

Из неравенства (1.9) и лемм 1.2, 1.4 вытекает первое соотношение

доказываемой теоремы.
Лемма 1.5 (О свойствах хп). Для к = 1, ...,

п имеют место/

соотношения
"*

xh-i<zh<kp(h), -'
. (1.18)

*к < *Tih) + Vn9(h)k~^ + Vn9([k^] + Л), (1.19)

где Vn = (Cl + 4A0) exp I 2 2J p (2'/3) I.

Доказательство. Покажем справедливость утверждения (1.18).
Монотонность xk-\ ^ хк непосредственно следует из построения. Далее
имеем

|S Е<5(а,а + /),Ь+л> <
I 3=1 I

г Г а+г а+г } —1/2

<р(Л)2а5(а,а + ЛНЬ+дР<р(Л)* 2 1Ы12 2 |Ь+лР •

i=l lj=a+l j=a+l J

Откуда, учитывая определение последовательности хп, находим

хк <, kp(h).
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Перейдем к доказательству утверждения (1.19). Воспользуемся
обозначениями, которые использовали при доказательстве предыдущей
леммы. Соотношение (1.13) в данном случае имеет вид

Пусть теперь к > ко. Опять же, не ограничивая общности,
достаточно проверить справедливость неравенства

ft

< xnK> + Vn(p (h) /Г1/9 + p (h + [k1/s])). (1.20)

Аналогом неравенства (1.15) является тождество

ft um+m

3=1 3=1

+
.
2 E <5 (um, /), £i+/l> + E (Sum+m, S (um + m + h,k+ fe)>.

Имеем

\E<Sum+mi S(um + m + h, k + h)>\ <

<p(h)\\S(um, um + m)\\ \\S(um + m + h, k + h)\\ +
+ p(fc + m)WSUJ WS(um + m + h, k + h)W.

Подставляя полученное неравенство в приведенное выше тождество и

используя уже доказанное утверждение (1.1), находим

ft I

2j E (Sj, £j+ft> ^Xum+mp1p2 -f- %Ъ,—ит-тРзР1 4"
3=1 I

+ Уп (р (Л) Р4Рб + Р (fe + т) PlP*)'

где все ^>0и
ит+т ит+т

р\= 2 UEiil2, />! = 2 lb+лР,
j=i i=i

pI= 2 1Ы12, p!= 2 II in-* IP,
j=wm+m-fl j=wm+m+l

uffl+m /[log2n[
P^= 2 IbP, F„ = (c1 + 4")exp!22 p(2j/3)

3=um+i
Л —л

J=0 }
Воспользовавшись элементарным неравенством Р1Р2 + fyP* ^ v(Pi "Ь Рз) X
Х(рг + JPl))1/2 и свойством (1.17), получим

2 Е <5j, £л-Л>
;=i

/ь ft \i/2

< 2||Ы122 |Ь+*П х

X (*ix*) + Vh(p Wk~1/9 + p([k1/3] + Л))).
Лемма доказана.

Из неравенств (1.10) и лемм 1.3, 1.5 вытекает соотношение (1.2)*
Теорема доказана.

Дальнейшие результаты этого параграфа играют ключевую роль в

представлении суммы слабозависимых случайных величин в виде

суммы «блоков», дисперсия которых ведет себя «почти одинаково» и,

корреляция между которыми «пренебрежимо» мала*

Положим

8% = max Щи
1^г<4п

6* 83



Лемма 1.6. Пусть р(А)< 1. Тогда существует абсолютная
постоянная с, для которой

max D ( 2 бЛ<Л8£+05»](1 + Л8)(1--р(Л))-1. (1.21)

Доказательство леммы фактически содержится в [3, с. 1309].
Пусть, далее,

II
s

I г=1
, 0 < а < gn,

f II S II )
v(a) = min{s: 2 ^ ^a>,

I |U=i II J

T(a) = h + ... + lvm.

Лемма 1.7. Для всяких 0 < a < Ь < gn и натуральных и < v < а: < у

справедливы неравенства

I \\Т(а)\\ - а| <6», 1Ш»- а2| < 26„£„, (1.22)

Е/ S Ег.' 2 5Л|<<?,(М» + Р №*»)*», (1.23)

\D(T(b)- T(a))-(b* - a*)\ < сА(Ып + 9(h)gn)gn, (1.24)
где сз, С4 — абсолютные постоянные.

Подробное доказательство этой леммы приведено в [4], Поэтому мы

лишь приведем его небольшие наброски.
Первые два неравенства следуют из построения и неравенства

треугольника. Соотношение (1.24) тоже вытекает из построения и

утверждений (1.22), (1.23). Так что фактически достаточно обосновать (1.24).
Имеем

[е/ S gr, S li> <еч/ 2 ь, 2 ?Л +

+ 2 grill 2 6i|<fp(*)| 2 Ц+ 2 1Ы)\ 2 li[
.{2p(h)gn + h8n)2gn.

<

Лемма доказана.

§ 2. ВЕРОЯТНОСТНЫЕ И МОМЕНТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА.

ПРИЛОЖЕНИЕ К СХОДИМОСТИ РЯДОВ
И УСИЛЕННОМУ ЗАКОНУ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

Пусть £i, §2, . •.-— последовательность случайных величин се

значениями в сепарабельном гильбертовом пространстве Н. Через Ма
обозначим a-алгебру, порожденную случайными элементами |<, а<КЬ.
Зафиксируем натуральное р, а также жо,е'К+. Положим

ф (k) = sup sup | Р (В | А)— Р (В) |,
x^s

AeM^BeM^_fe,P(A)>o :

k

* ч'
•

' ^fe = Л| £b A = 1 > 2, . . . f
i=l

4 = Ф (?) + m8LX P (I Sn — 5i I > XQ).

Лемма 2.1. Пусть г\< 1. Гягда

Pfmax \8к\>х + 2а + 2х0)^г\(1-ц)-1?(тьх \Sh\>x\ +
\Kk<n \Kk<n J

+ 2 (1 - t|)-i P f max | |ft | > a/(/> + 1)\.
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(2.1)

Это неравенство есть модификация неравенств, предложенных в [5].
Доказательство. Положим

g=max|gk|, Д(*) = Р(тах|5к|>Л,
Kk^n \Kk<n J

Ek (t) = f max | Si | < t < | Sk \\, хг = x + a + x0.

Имеем

/max |Sfe|>ft= U Як(*), Eh(t)()Ea(t) = 09 кфз%

{\Sh\>x1 + a + x0} П (max (&J>*M П {|SnK*i}<

<{\Sn-Sk+P\ >x0).

Следовательно, полагая Х2 — #1 + a + xo, находим

/- ijp^w n {6>e/p> n {i5ni<^»<

< 2 p№t(*2) л {I s„ -5fe+p|>*0»<(sp№{x,))) x
^ k=l \k=l I

X max P(| Sn- Sk+P\>x0\ Ek(x2)) <

< R {x2) (ф (p) + max P (| 5n — Sk+P | > s0)),
V l^k<<n

откуда

R(x2)<(P(\Sn\>xl)+P(l>a/p))+I<
<P(\Sn\>xl)+P(t>a/p)+y]R(x2).

Тем самым, при rj < 1 справедлива оценка

R(xl + a + x0)^(l-r\)-l(P(\Sn\>xl) + F(l>afp)). (2.2)
Опять же

{\S^i\<z}n{l>a/{p + l)}n{\Su\>x + a + xo}cz{\Sn — SM\>XQ}.

Как и ранее, находим

P(\Sn\>x + a + x0)^V(l>a/(p+t)) +

+ 2 Р(Я*(*) П {6>а/(р + 1)} П {|S»|>* + a + *0})<

< P (6> fl/(p + 1)) + 2 E (Як (s) П {I Sn- 5ft+p | > x0}) <
n

<P (g>a/(p + l))+2P(£ft (*)) max P (| 5n - 5ft+PI > *o I ^ (»))•

Следовательно,

P(|S«I >ж + а + жо)<Р(6>А/(р + 1))+ Д(ж)т|.

Вспоминая, что х\=х + а+ хо, и подставляя предыдущее неравенство в

соотношение (2.2), получим требуемый результат. Лемма доказана.

Теорема 2.2. Пусть <р(р)< 1/2. Существует постоянная с{ц>(р)},
зависящая лишь от ф(р), такая, что для всех t ^ 1 и всех l^q^t имеет1

место

Е max | Sk |* «с {ср (р)} t)* (p*E max | lk |
* + max (E15k |«)*/e).

Доказательство. Пусть хо такое, что г\ < 1. Тогда
ОО ОО

Е max \Sk\t = t§ u^R {и) du <(Vx0)* + t j w'^i? (и)daa(У*0)« + /.
l^fe^n
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Положим

и = х(1 + 2а)+2х0, а = ах, Ф = т](1 — ц)~\ А -=2(1 — ц)~\
A-exp(2i(a + (F-2)-1))

и воспользуемся леммой. Учитывая, что из и> Vxo следует х >

>(V — 2)/(l+2a), получим .

оо

/ < {(1 + 2а) (1 + 2(7- 2)-i}'-! * j a*-*R (x(l + 2a) + 2x0) dx <
о

/ оо оо \

< ДI Ф* J z'-iff (х) dx + At j" x'-iP (g (p + 1)> ax) dx <
\ о о /

< А (ФЕ max \Sh\* + АЩ1 ((p + l)/o)*).

Следовательно, имеет место оценка

Е max | Sk |* (1 - ФА) < (Vxoy + ЛАЕ?* ((р + l)/a)«. (2.3)

Полагая в (2.3)
x0 = е-1/* max (E | S* |«)i/«, а = e/*, 7 = */e, 8 = (1 — 2ф (/>))/#,

где N — достаточно большое число, мы получим требуемый результат.

Теорема доказана.
Замечание. Покажем, что приведенная в теореме оценка точна.

В самом деле, из неравенства треугольника следует

max |Ы<2 max \Sk\.

Воспользовавшись неравенством Йенсена и учитывая, что интеграл

сохраняет порядок, мы находим

Emax |У<2'Етах |Sft|«,

max (E | Sk |«)*/« < (E max | Sk |«\*/* < E max | Sh |«.

Следовательно,

2-xf2"'E max |&|* + max (E| Sk|«)'/«WE max \Sh\*.

Воспользовавшись для оценки D5fe теоремой 1.1, мы получим
оо

Следствие 2.3. Пусть <р = 2 Ф1/2 (2ft) <оо, Eg,- = О, i > 1. ТогЫпри

£ ^ 2 имеет место
""

/ n / п у/2\
Emax |5к|«<(*Л(ф))*2 Е|Ы«+ 2 E|g,N •

Kk<n \г=1 \t=l / /

где постоянная &(<р) зависит лишь от ф.

Воспользовавшись леммой 1.6, мы получим

Следствие 2.4. Пусть ф(р)<1/4, Е£<*=0, г = 1, ..., п. Тогда при
t>2 имеет место

Emax |^|*<(С1{Ф(р)}0*Гр'Етах 1Ы' + (В5п)*/»\.

Следствия 2.5, 2.6 вытекают из следствия 2.4.

Следствие 2.5. Пусть £ь ..., |„ — m-зависимы, Е£г- *= 0, г = 1, ...,
?г.

Существует абсолютная постоянная с, для которой при t ^ 2 имеет

место

Emax |5ft|'<(rf)*rm'Emax |gfc|* + (D5n)«/al.

86



Следствие 2.6. Пусть li = fi(Xh со), i = 1, ..., п, где Х =

= {Xi\ 1 < i ^ п) — цепь Маркова с коэффициентом эргодичности ап;

jf={/.; l^i^n} — случайные процессы, независимые между собой и в

совокупности независящие от X, Тогда при t ^ 2 имеет место

Е max | Sk |* < (с*)« (^*Е max | & |* + (DSn)t/5

оо

Следствие 2.7. Пусть i^t<2 и Ф
= 2 Ф1/2 (2й) < оо; Е%{ = О,

i = 1, ...,
re. Имеет место неравенство

Е max |Sj«<fc(<p)£ Е|Ы«,
-л Kh<n i=l

где, как и ранее, &(ф) зависит лишь от ф.

Доказательство следствия 2.7. Из леммы 4.1 работы [10],
и теоремы 1.1 вытекает

max E|5i|'<A2 Е|Ь|*.
^

Kkn г=1

где /с зависит лишь от ф. Применяя теорему 2.2 при q
= t и подставляя

приведенную оценку, получим требуемый результат.

Следствие 2.8. Пусть <р(р)< 1/2. Тогда
I п \2 / n / п \2

Е 2 1Ь| <с(Ф,р) S E|g,|»+ S E|g,| ,

\i==l / \г=1 \г=1 ,'

где с(ф, /?) зависит лишь от у(р) и р.
оо

Теорема 2.9. Пусть 2 Ф1/2(2й)<оо. Тогда
k=i

оо оо

(1) ес/ш 2jD£n<°°, mo ряд S(£n-Eg„)
n=i n=l

сходится п. н.;

оо П

(2) если S Dgnan2<oo, mo o^S (gi — Egi)—»-.0
n=l г=1

w/?w A ->- °o, где также ап -> °o? an+i/an -> 1.

Доказательство. Второе утверждение теоремы вытекает из

первого и леммы Кронекера так же, как и в одномерном случае (см.,
например, [6, с. 326—332]).

Проверим справедливость утверждения (1). Имеем по следствию 2.7

sup Р( max S-(b-Egi) >е|>е <

^supU-2E max

Л>0 I m^k<m+n

k

2 (b-Egi) . се- 2»li

при m -> оо. Теорема доказана.
Замечание. Впервые моментное неравенство Розенталя [8, 9]

для сумм случайных величин с ф-перемешиванием доказано в [10]
(здесь же имеется история вопроса). Доказательство, предложенное в

цитированной работе в случае t — целого четного порядка момента

опиралось на явные комбинаторные вычисления, далее осуществлялся

переход к произвольному t ^ 1 через соответствующую срезку, причем

накладывались более жесткие ограничения на коэффициенты ф(&), чем в

следствии 2.3. В [11] предложен другой подход к доказательству мо-

ментных неравенств, а в частности, там доказан несколько более слабый
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вариант следствий 2.5, 2.6. Этот подход основан на неравенстве

Ехт<ст((Ех)т+\Тт(х)\),

где Х^О; Тт(х)—куммулянт порядка т случайной величины X. Путь,
приведенный здесь, восходит к [12]. Для независимых слагаемых более

детально изложен в [13], [14]. Для последовательностей с ф-перемеши-
ванием частично реализован в [5], [15].

Результаты о сходимости рядов и усиленном законе больших чисел

для последовательностей с ф-перемешиванием восходят к работе [16],
где в отличие от приведенной теоремы 2.9 требуется сходимость ряда

2ф1/2(&)<°°-

§ 3. ЗАКОН ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМА

Пусть gi, £2, ...— последовательность вещественнозначных

случайных величин с нулевыми средними и конечными дисперсиями. Через Ма
обозначим о-алгебру, порожденную случайными величинами£г,a<i<b.
Положим

п

Sn = 2j £i, on = D£n, n = 1, 2, ...,

Lx = ln Ы, LLx= lln I In Ы i I,
Ф (n) = sup sup I P {B \A) — P (B) |.

8

AeMi,B€=M^j_n,P(A)>o

Основное содержание параграфа составляет

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия

2 Ф1/2(2*)<оо, (3.1)
k=l

limlnfan/rc>0, (3.2)
71-» 00

P(\b\>x)<P(t>x) (3.3)
для любых £ > 1, х > 0, где Eg2 < 00. Тогда справедлив закон

повторного логарифма, т. е.

lim sup r

n

= = 1 п. н.

п->оо у 2onLLon

Следствие 3.2. Пусть £i, |г — строго стационарная
последовательность случайных величин; Egi = О, Щ1<С оо. Если оп-^°° и выц&лнено

условие (3.1), та существует о, 0 < а < °°, такое, что ^

lim an/n = а, (3.4)
П-»оо

и справедлив закон повторного логарифма

lim sup .

п
: = 1 гс. «.

n^cjo 1/2^ In In и '

Соотношение (3.4) доказано в [7].
Замечание. Сформулированные результаты в определенной

степени заканчивают ранние исследования автора в этом направлении [17,
18]. С другой стороны, они усиливают результаты работ [19—23].
Предложенное ниже доказательство является пошаговым уточнением

доказательства, данного в |[17]. Достигнутое продвижение получено за счет

использования оценок дисперсии и моментных неравенств для сумм слабо

зависимых слагаемых, требующих меньших ограничений на

коэффициенты перемешивания ф(&)«
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Буквой с будем обозначать различные положительные постоянные,
не зависящие от переменных суммирования. Запись ап ~ Ьп
(соответственно ап X Ьп) означает, что ап/Ьп ->• 1 при п ->• «> (соответственно
О<с<ап/Ьп< с"1 < о© при всех п>щ).

Доказательство теоремы 3.1. Положим

Г<~«ЬД1Ы<Г7), Yi = Ti-ETt, *—1, 2, ....

Как показано в [17], достаточно доказать, что

п

limsup
* 1

=1 п. к., (3.5)
п^оо у 2onLLon

так как в силу теоремы 1.1

d(s &-^)Wi2 е(ь-у,)«<

<ctE E(ii|ii|>/I)<c12 E(g,g>/?),
i=l г=1

а знадгат,

D^di-y^oK), (3.6)

D^y^^ntl+ o(l)).

I) Разбиение на блоки. Положим

1>а>1/2, hk = [к-1?*], fo = [2fcal 2fc = ftfc+fo,

*k = zi + • • • + zk-u bk = (2afeLLafe)1/2, afe = 6nfe,
wfe+^fe nfe+i

vk= 2 ri, чк = 2 yu
i=nfe+l *=nfe+gfe+l

#fe = max

Kj<zh
2 У1

i=nfe+l

Заметим, что из построения вытекает

*k~S*~2he\ ^-^-a2ft7(ccln2), (3.7)

n*+i ~ »*, fti + ... + Aft = o(%).

Из соотношений (3.3), (3.6) и неравенства Коши — Буняковского
вытекает, что

/™!+™2 V (тх V
Е g. r*НИ <с (тт12 +(m1w2)1/2).

Последнее неравенство вместе с соотношением (3.7) дает

ак X К In In nkf2 X (кг-а2ка In й)1/2,
ah+1 ~ ak, max I an — an. I = 0 (onh), (3.8)

*k<»«»k+i

max ibn —6n .1 = o(6n ).

Имеет место представление
n h—1 fc—1 n

2^ = 2^+2^+ 2 ^.
i=i i^=l i=l j=nfe+l
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Так же как и в [17], наша ближайшая цель показать, что второе и

третье слагаемые в написанном выше выражении дают в (3.5) нулевой
вклад, т. е.

k-i

lim 2 i\j/ak
~ 0 п-н- (3.9)

fe->oo 1

lim xk/ak = 0 п.н. (3.10)

Применяя теорему 1.1 и пользуясь соотношением (3.8), находим

Т>ц{ < c{hh

ЪГ% Цг)<С1к%Щг<С2к% hi = 0(nk), (3.11)
\г=1 ] i=i i=l

2 От)ьаГ2 < сх 2 Кпй1 < сг 2 ^""2 < «>•

fe=l fe=l fe=l

Из последнего соотношения и усиленного закона больших чисел

(Теорема 2.9) вытекает требуемое утверждение (3.9).
Проверим справедливость утверждения (3.10). Воспользуемся

следствием 2.3. Имеем
оо оо

2 Р(К1>еай)<е-" 2 E|*k|V<
fc=l k=l

< <*Г* S (f "if E (| & Г, | & | < /*)} + 4/2) a? <

<C4e-°2 2 б(1ЫМ5,|</?)»Гл +
fe=l i=nft+l

oo

+ V""" 2 (Ч/Пи)"12 = «V^l + C58""r/2.

По построению, при i; > 2/(1 — a) имеет место

/,<c,IU""(i~e)B/2<«>.

С другой стороны, условие (3.3) влечет

Е(1Ы\ IgJ < *)< Е(Г, g < *) + *"Р(£ >*),

а значит (nh+i ~ %),
-><

Л<*7 2 Е(|Ь1Мбк1< /*)*-'"<

\k=l fc=l /

так как Eg2<oo. Следовательно, соотношение (3.10) доказано.

Итак, осталось показать, что

fe-i

lim sup 2 Yi/flft - 1 п.н. (3.12)
k->oo г=\

Сначала покажем, что

оо

2ф(^)<°°-
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Б самом деле, условие (3.1) и монотонность коэффициента влекут

<p(fr)log!A->0 при /с-^оо. (3.13)

Тем самым, при а > 1/2 имеет место

оо оо оо

2 Ф (h) < с 2 (log, 2*Т2 < с 2 к~ш < оо.

ft=l ft=l k=l

Следовательно, по теореме Беркеша — Филиппа (формулировка
приведена в лемме 4.4 из § 4), соотношение (3.12) эквивалентно следующему:

h-i

limsup 2 4r*/aft= 1 п.н., (3.14)
fc->oo i=l

где случайные величины Чтг независимы и распределены как Wг,
г = 1, 2, ....

II) Анализ дисперсии. Покажем, что

21 Wt = аПк (1 + о (1)). (3.15)
<г г=1

Во-первых, из уже доказанных соотношений (3.6) и (3.11) вытекает

4I/*)~D(14
Следовательно, достаточно показать, что

/k-i \ k~i

\i=i / г=1

Положим X = [/с1/2]. Имеем
/Ж-г \ Ж-1

D 2 JSFi)<c1nx, 2 ВТ<<гяи#.
V i=i / г=1

Следовательно, осталось показать, что

(ft—
1 \ ft—1

i==J^ / г=Ж

Далее,

(ft—1
ч ft—1 ft—1 •

2 чч= 2 d^+ 2 Ет^.
4=JfiT / \=Ж i.j-^.W

Тем самым нужно доказать, что

ft-i

/= 2 е?^ = о(4

По теореме 1.1 справедлива оценка

/<c5(i(2l))1/i IlWi,

где по построению

ft-l /г+r-l \ /К+г-1 ч

2 DYiXnft,$(r)<supq>( 2 М=ф( 2 К )<Ф(^+Г_1).г~Ж г^Ж \ s—г / \ $=Ж )
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Следовательно (см. (3.13)),

|0 (5 (2i»1/2 < |0 ф1/2 (*,«+»-*) <«' |0 Р<*. \4jr_x)-1 <

<с"2(2Ч1-1)"а=о(1),

что и требовалось доказать.

III) Закон повторного логарифма для последовательности
независимых случайных величин. Нам осталось проверить, что верно (3.14),
причем в силу соотношений (3.8), (3.15) имеет место

aK
= {WkLLBhyi*{i + o{\)),

Bh = 2 DY? = 0„. (1 + о(1)) xnkx 2fe°y-°\

lim Bh+1/Bk = 1, D4£ < cgfe x 2ha. (3.16)
fe-*oo

В работе [24] (следствие 4.3) показано, что для справедливости
закона повторного логарифма в случае независимых слагаемых

достаточно выполнение следующих условий (v > 2):
оо

2 B~vli (LLBn)-v/*E | W*k |° < оо. (3.17)
71=1

2 В'1 (LBnf~ ml = oo. (3.18)
n=i

Условие (3.18) следует из леммы 2.7 цитированной работы и

соотношения (3.16).
Проверим справедливость утверждения (3.18). Применяя лемму 2.3,

находим (подобные выкладки появлялись при исследовании (3.10))

S Buv/2 (LLBk)-v/2E | Wk Г <
fc=i

<ciS»r/ean*r/a{ s е(|ымы<1/т)+</1 <

oo nfe+*

<с22»Г/2 2 (е(Г,|</1) + ^2р(?>тЛ)) +
fe=l i=nfe+l

для i;>2/(l — а) в силу построения. Тем самым соотношение (3.17),
а вместе с ним и теорема доказаны.

§ 4. ПРИНЦИП ИНВАРИАНТНОСТИ

1. Формулировка результата. Пусть g ={£i,n» ..., lkntn, п^ 1}— схемк

серий случайных величин с нулевыми средними и конечными

дисперсиями. Через Ма (п) обозначим о — алгебру, порожденную случайными
величинами £*,», а<КЬ. Положим

к

bk,n = 2j ёг,п> /С = 1, 2, ...
, кп, O0tn — (J,

г—1

Фп(*) = .max sup \P(B\A) — P(i?)|.
|(п),вем!
Р(А)>0

*<***п лем{(п),ВеМ^Л(п),
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Введем основные ограничения.

А) Условие нормировки

05^,»= 1 + о(1). (4.1)

Б) Условие Линдеберга и ограничение на

коэффициенты ф-перемешивания. Существует натуральная

последовательность /„ такая, что

sup ф«(т/п)= <р(та)-* О,

inf e' + JfS"12E(|bin|',|6fc.nl>
8>0 \ Ь=1 е;»1))-^,

(4.2)

(4.3(0)

при т, п ->■
оо, где t > 2.

В) Условие построения. Существует схема серий
неотрицательных чисел а = [a0in, ...»аиП1пч п^Ц, для которой

O = a0,n<ai,n< ... <afen,n= 1, (4-4:)

."- max |D5fc,n —flfeln|-^0 (4.5)

при и ->■ oo. Через Sn обозначим случайную ломаную с узлами в

точках (afe>n, £fe>n), к = О, 1, ..., Ап.
Основным содержанием параграфа является

Теорема 4.1. Пусть схема серий | удовлетворяет условиям (4.1) —

(4.3(f)), £^2. Тогда существует схема серий неотрицательных чисел а,

для которой выполнены условия (4.4), (4.5), и можно задать на одном

вероятностном пространстве случайную ломаную S%, и стандартный ей-

перовский процесс w так, чтобы

< Е sup | Sn (и) - w {и) |* -> 0 (4.6)

При П ->■ оо.

Замечание. Условие (4.3(t)) при /п—1 и £ = 2 эквивалентно

условию Линдеберга, а при t > 2 — условию Ляпунова. Предложенная
теорема обобщает и усиливает целый ряд результатов как для 7пп-зави-
симых случайных величин, цепей Маркова, сложных функционалов от

цепей Маркова, так и последовательностей с ф-перемешиванием (см.
для сравнения [3, 5, 21, 29]; подробные следствия в случае
центральной предельной теоремы приведены в [4]). Следует отметить, что хотя

существуют различные схемы серий неотрицательных чисел,

удовлетворяющие соотношениям (4.4), (4.5), но все они влекут (4.6) (это
вытекает из следующей йиже леммы 4.5).

2) Приведем ряд вспомогательных фактов.
Лемма 4.2. Для любых г > О, t > 2 имеет место

Е

п

12*
1*=1

t

>

п

2*
г=1

гп < 2пг~г S Е (| Zi |*, | Zi | >е/2).

Доказательство. Положим g(%)= тах(2Ы* — (гп)\ 0).
Нетрудно видеть, что g{x)> \xV при \х\>гп. Далее, по построению
функция g выпукла. Следовательно,

(In
If | п I \ / п \

2*i| , 2*i >еп] <Ег( iT^Si*) <
п п

< п~г2 Е£ fan) < 2П1'12 Е (| Zi \\ | *| | > е/2).
1 1

Лемма доказана.
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Лемма 4.3. Пусть на сепарабельных банаховых пространствах S{ с

борелевскими о-алгебрами Вг заданы распределения: F на (Sx X S2,
Bi X В2) и G на (б'гХб'з, В2ХВ3), причем маргинальные распределения
F и G совпадают на (S2, B2). Тогда на некотором вероятностном
пространстве можно задать случайные элементы w{ так, что F
(соответственно G) есть совместное распределение элементов W\ и w2

(соответственно W2 U Wz).
Доказательство см. в [22], с. 53.
Лемма 4.4. Пусть {{Sk, oj, к > 1} — последовательность полных

метрических пространств; {Xh, к > 1) — последовательность случайных
элементов со значениями в Sh; {Bft, к ^ 1) — последовательность о-ал-

гебр, для которых Xh измерима относительно Bk. Пусть

\P(AB)-F(A)F(B)\<cpkF(A)
для всех В <= В*, 4е Vj<kBh (минимальной о-алгебре, содержащей о-ал-

гебры Bi, ..., Вд). Тогда не меняя исходного совместного распределения
элементов Xk можно задать на одном вероятностном пространстве
последовательность {Xh, к ^ 1} и последовательность независимых случайных
величин {Fft, к > 1} так, что каждое Yk совпадает по распределению
с Xk и

Р(о*№, У*)>бфЛ)<бфА
для всех к = 1, 2,

Доказательство см. в [22, с. 33—35].
Лемма 4.5. Для всякого t>0 имеет место

lim E sup | w (g) — w (s) |* = 0,

где w — стандартный винеровский процесс.
Доказательство следует, например, из [30, лемма 2].
3) Доказательство теоремы 4.1. Сначала сведем задачу к случаю

]п = 1. Положим

Цт.п == 2j bi,n> ьг,т ъг,п
= U, г > кп^

i=jn(m-l)+l

т = 1, ..., т*, тп = [kn/jn] + 1.

Лемма 4.6. Справедливы соотношения

S E(hm,n|', |т|т,„|>2е)<
то=1

< /п"1 2 Е (| h,n |', | g fcfn | > e/n '),
fc=l

** (4.7)

D 2 r)»,« =1 + 0(1),

max Ет)т>„- 0,

sup max D 2 Л™,?
n l^/i<mn \m=l

A„=e( max max 2l 4m,n 2j bi,n
m=l i=--l

max max

l^k<mn 3n(k—l)^s<jnk «(S^m.nj-D^S^.nj
Г)-*о,
ь

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

при n
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Доказательство леммы. Первое неравенство вытекает из

леммы 4.2. Второе соотношение непосредственно следует из определения и

условия нормировки (4.1). Утверждение (4.9) вытекает из уже

доказанного (4.7), условия (4.3(t)) и простого неравенства

тп

max Er)™,n < е2 + е2~' 2 Е (j r\m,n |', I T)m,n | > е)-

Соотношение (4.10) есть следствие утверждения (4.9) и леммы 1.6.

Далее, имеем

Дп = Е max max <

< 2*"1 e* + E max max

V Kk<mnjn<ik—l)<s<jnk
2 Mdkn^^'n1)

t=jS+l

<

/' <2*-1 W + fn1 |e(|lKnI', | Ek.«I>в/пг)\
Тем самым утверждение (4.11) доказано. Сходимость в (4.12)
непосредственно вытекает из соотношений (4.10), (4.11) и простого

неравенства

| |Ы|2 __ \\ур \^\\х- у\\ (lb _ у\\ + 211*11) ,

где 11x11 = (Ея2)1/2. Лемма доказана.

Продолжим доказательство теоремы. Так как схема серий ц
=

= {Tli,w, .. -,4%'» п^Ц удовлетворяет условию (4.3(t)) с /„ = 1, то

найдется гп такое, что

8п + 0, И-^оо, (4.13)

2е*п> 2Е{|тц|П|*, \r\i,n\>£n} = Ln, «>1.
г=1

Положим

Xi,n = Г]г>1(1'Пг>1 < 8П)— Е(Г]г>1(|г]г>| < 8П) ) ,

г = 1, 2, ..., mn.

По построению

\xitn\ < 2гп п. н. (4.14)

Из следствия 2.8 и соотношений (4.13) находим

/ тп у / ™п

^» = е( 2j4i,n-«i.n| I <cA 2Е|тц,п-ж4,п|а +

/ ™п у\
+ I {2 Е | Лг,п ~ *г,п | J I < C2 (Ln + (LnEn1)2) -> 0

при п ->■ оо. С другой стороны, из следствия 2.3 вытекает

/тп у
/
mn

Е( 2hi,n-^i,n| I <Ц 2E|T|i|n-a:4in|* +

/ /mn VY/2\ (Шп \
+ (E^2hi,n~^n|j) J<e4(2iE(hi>nlMrii>nl>eTl) + /f Uo
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при п ->■ оо. Следовательно,

(тп
у

.2 |4i,n — *i,n| ] -*0,

D( Д^,п 1 = 1+0(1),

sup max D ( 2 хг,п ) < oo,

max D(.|i^i,n)-D(.|irii,n)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

при п ->- oo. Тем самым мы свели исследуемую задачу к схеме серий
•X^f^i.n, ...,#mn,n; n^lj, которая удовлетворяет условиям (4.1)—-
(4.3(£)), /„=1и дополнительному соотношению (4.14).

Положим

Wn = min {кгп + ср1'2 (/с)}, £п = max D 2 xi,n ,

/,п = тах(^/3,Ф1/2Ч[вп1/2]),

v(ra) = minjs: Ef 2#i,n) ^wftn|, v(0) = 0,

m«l, ...,/)(n) — 1, v(p(n))=mn, p(n)=*[gjhn]+l;
v(m)

nJm,n
= '^j ^i,n» 2т|П = ^/jP (w)?

j=v(m—i)+l

gm,n
= max

v(m—i)<a<v(m)

2ml Xttn
| i=v(w—l)+i I

w= 1, ..., p(w), zOn = 0.

Заметим, что из (4.2) и (4.14) вытекает Ч'п -*- 0 при га -* «>.

Следующие факты о свойствах схемы серий 3 = {3i,n,
п> 1) выделим в отдельную лемму.

Лемма 4.7. Справедливы соотношения

Р (л) < cxh~\

D3i,n = ^n(l + o(l)), KpW-1,

max D3i,n^ max Egf>n^c2fenf
Kt<p(n) l^i^P(n)

2 |ЕЗ{,„3^„| = o(i),

»( 23i.«) = 2 D3i,»(l + o(l)) = khn(l + o(l)),

•> a5:

p(n) = fen"1 (1 + 0(1)),

max D(i§3i'n Zfe,n •o,

l.r/2
max E|3i,n|r< max Ед-,п<с3/#2, r>2,

l^i^:p(n) l^i^p(n)

max max D ( 2j xj,n j
—

zk,n •o,

P(n),ni

(4.19)

44.20)
"''

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4-24)

(4.25)

(4.26)

(4-27)
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max max | DSj^— zfe>n|-^0, (4.28)
i<ft<p(n)v(ft—i)jn<i<v(fe)in

min (v (w) - v (m — 1)) > Un l/2l, n > n0, (4.29)
l^m<p(n)

I k г \t

(4.30)

(4.31)

где везде рассматривается сходимость при п ->• °°.

Доказательство. Первое утверждение следует из (4.17). Из

построения и неравенства (1.24) леммы 1.7 вытекает

DS«1n-*» + o(Y»)=u»(l+.o(l))

при i^p(n)— 1, что доказывает (4.20). Далее, из неравенства (1.23)
той же леммы следует

max |E3i,n3j,nKc/xFn,
l^Mj^p(n)

Е max max
l^k<p(n) v(fc—l)^i<v(fe)

ft i

E max max

i<fc<P(n) v{k—i)in<i<v(ft)jn

ft 1

i=i 1

If

-0,

/1/3
n »

т. е. доказано соотношение (4.22). С другой стороны, имеем

(mn \ /v(p(n)-i) \

/v(p(n)-l \

> D ( 2 *i,n J + D.3p(n),n — Cfn > gn — fen + D3p(n),n — cWni

C^n + fen> D3p(n), n.

Последнее неравенство вместе с уже доказанным соотношением (4.20)
влечет утверждение (4.21).

Соотношения (4.23) — (4.25) есть непосредственные следствия уже

доказанных утверждений (4.19) —(4.22) и построения. Далее, из

построения и следствия 2.4 вытекает

E|3i,n]r<EgI,n<Cl|"E max |*1|Я|' + (D3i,n)r/21 <

откуда получим неравенство (4.26).
Опять же, по построению и лемме 1.7, положив Тт>п = х1п + ...

... + хт, «, находим

Ып > Ш( „ > DZV-,, - «I», > (к - 1)К - с^п

при v(*-l)<*<v(&). Л<р(п) и o(i) + p»K>gn>I)Tttn>
v(u(n)-D,n

— c^Fn &*(p(n)— l)fen — cTn, Следовательно, доказано

утверждение (4.27). Соотношения (4.18) и (4.12) позволяют

соответственно перейти в (4.27) сначала от сумм х\,п +.• . + хШ)П к суммам т]1,п + ...

... + Цт, п, а затем и к суммам Sm> n. Тем самым показана

справедливость утверждения (4.28).
Обоснуем (4.29). Имеем

D3i,n = fen (1 + о (1)) < (v (0 -v(i- l))2 max В*«,я < 4 (v (г) - v (i - l))2 ej,
i

min (v (i) _ v (i - 1)) > cfen/28nx > [e~1/2]
i<p(n)

для всех щ начиная с некоторого по.
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Осталось доказать сходимость в (4.30) и (4.31). Обозначим левую
часть в (4.30) через бп. Имеем

/ P(nl \

бп < 2<Е max q{tn < 24 в' + 2 Е [?£|П, ?ft,n > е] <

f /в* + сгр (п) в-'-. max Е$я\< 2* (е* + e^ht1).
\ i<:ft<P(n)

'

/
<2

;i/a* ™™™„ л ^ ~ 1,1/а
Подагая е = JW , наводим 8n^c3hn , что доказывает (4.30).
Применяя последовательно к уже доказанному соотношению утверждения

(4.15) и (4.11), мы получим сходимость в, (4.31). Лемма доказана.
Продолжим доказательство теоремы. Положим

v(w)—и(п)

j=v(m—i)+i

и(и) = [е£"1/2], m = 1, . ..,р(ю) — 1.

Из свойств (4.19) — (4.24) вытекает

max ||3m,n — 3m,n|<C8n2, (4.32)
l^:m<p(n)

D3m,n = Л» (1 + О (1)), I» < p (И), (4.33)

max Е1&.«Г<сй#*. r>2. (4.34)

Из следствия 2.4 вытекает

E | 3m>n — 3m,n |* < cx (E max | xi%n |* -f

+ (D (3m,„ - 3£,„))t/2) < c2 (e* + e*f») <фТ.
Следовательно,

I &

E max

Kk<p(n)
^j \&m,n <Om,n/ < c3 (P (n)Y m&X EJ 3m,n — 3m,n I* <

k

<c4fen*An/2^0, (4.35)

max

k

■0. (4,36)D 2 3m,n —

%,n
\wi==i / J

Тем самым, благодаря доказанной лемме и полученным оценкам,

исследуемая задача сведена к схеме серий 3* = {3i,n, ..., 3p(n),n;
71^1} «почти независимых» случайных величин с «почти одинаковыми»
дисперсиями, с равномерно малыми «хвостами» распределений^- «прене-

брежимой» суммарной корреляцией. Далее мы воспользуемся аппрокси-

мационной теоремой Беркеша — Филиппа.
А именно, будем считать, что у нас «богатое» вероятностное

пространство и по лемме 4.4 и свойству 4.29 леммы 4.7 найдутся
независимые случайные величины Wi,n, ..

•, Wp{n)>n такие, что

(1) Witn распределены как 3*,n,
• (2) Р(|И\п-3*п|>6А2„0<6^

для всех 1 ^ i ^ р(п), п > гс0, так как по построению

|Р(ЛЯ)-Р(Л)Р(Я)|<Р(Л)Ф([е-1/2])<Р(Л)^, п>п0,

для всех 4еи(3*,п> • • •
» Зг—1,п ), Веа(3*п), где а(У)—о-алгебра,

порожденная случайным вектором У. Через Wn обозначим случайную
ломаную с узлами в точках (zftin, Wx>n + ... + Wktn), к = 0, ..., р(п).
Из свойств (4.33), (4.34) и одного результата А. И. Саханенко [31, тео-
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рема 5, с. 37] вытекает, что можно задать на одном вероятностном

пространстве случайную ломаную и стандартный винеровскии процесс w

так, чтобы
Е sup |и>(и)-ТР„(и)|'-*0. 4.37)

Покажем, что

/р(п) у
/п«Е( 2 \Witn-3in\ ) ->0, п-+оо. (4.38)

Имеем

Jn<(p{n))* max Е|И%,п-3?,пР<
14:i«p(n)

< cji? (&# + max E ( [ Wi<n - S?.« tf, 6fe*< < | Wt,n - 3* * I < l) +

+ max E | Wi<n - 3*„ |2t+1) < cji? (^ + h% + M?'+1)/2) -+ 0,

что и требовалось доказать.

Завершим доказательство теоремы. Положим

л>~ ®i,n
~

zh,n + &п (^ — V (^— 1) /п)

при v(ft - 1)/п < * < v (fc)/n, 0 < i < ftn, a0,w =~ 0,, aftn,n = 1. Через S%
обозначим случайную ломаную с узлами в точках (ait niSit n), £ = 0, 1,..,
..., к*. По иостроежию и свойству (4.28) схема серий неотрицательных
чисел а = {а0,п, .. -,cihnrn, ^^1} удовлетворяет требуемым условиям

(4.4) и (4.5). С другой стороны, применяя неоднократно леммы 4.3, 4.5
и учитывая соотношения (4.28), (4.31), (4.35), (4.36) и (4.38), мы

сможет в утверждении (4.37) перейти от процесса Wn к случайной
ломаной 5£.

Теорема доказана.
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АСИМПТОТИКА БЕЗГРАНИЧНО ДЕЛИМЫХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В Rn

М. С. СГИБНЕВ

В работе изучаются асимптотические свойства безгранично делимых

распределений и соответствующих им мер Леви. Этой тематике

Посвящено немало работ. После введения необходимых обозначений^- прежде
чем сформулировать теорему 1, основной результат данной работы, мы

дадим краткий обзор результатов, которые наиболее близки к задаче,

рассматриваемой в этой работе. Дальнейший план статьи таков.

Поскольку в доказательстве основной теоремы существенным образом
используется техника банаховых алгебр, в § 2 излагаются новые

результаты о банаховых алгебрах мер в Rn с заданными асимптотическими

характеристиками. Самостоятельный интерес представляет доказываемая

здесь теорема 2 о строении гомоморфизмов в поле комплексных чисел С

банаховой алгебры £(ф) мер в Rn, конечных с заданными

полумультипликативным весом <р (х), х ^ Rn.

§ 1, ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Пусть jx — а-конечная мера, заданная на а-алгебре J?(Rn) борелев-
ских подмножеств гс-мерного евклидова пространства Rn. Определим
преобразование Лапласа jx(X) меры \i в точке Я=(Яь ..., Яп) гс-мерного
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комплексного пространства Сп по формуле

II (К) = j exp (к-х) \i (dx);

здесь и в дальнейшем, если не указана область интегрирования,
интеграл берется по всему пространству Rn, а для и, уеСп символ и • и

означает эрмитово скалярное произведение: и - v = u\v\ + ... + unvn.

Через |im* обозначим га-кратную свертку меры \i с собой, |л°* = Е — мера
Дирака, сосредоточенная в нуле.

Расцределение вероятностей Fb Rn называется безгранично
делимым распределением (б. д. р.), если при любом натуральном т его

характеристическая функция (х. ф.) F(iX), X е Rn, представима в виде

F(iX) = Fm(iX)m7 где /^—-некоторое распределение вероятностей в R71.

Логарифм характеристической функции х. ф. б. д. p. F в Rn

выражается следующим образом [1, гл. IV, § 3]:

lnF(u) = to.X-%* + J' [elx'*- 1 - J^] v(dx), (1)

где % ^ Rn, a^Rn, S — симметричный неотрицательный оператор в Rn;
мера v, называемая мерой Леей б. д. p. F, удовлетворяет условию

J min {x • х, 1) v (dx) < oo; (2)

символ интеграла со знаком «штрих» означает, что интегрирование в (1)
берется по множеству Rn\{0>. Запись F = F(a, S, v) означает, что для

б. д. p. F имеет место представление (1).
Через R+ обозначим подмножество всех точек из Rn с

неотрицательными координатами. Для произвольной меры \л в R положим \i(t) =
- |i((*, co)),t>0.

Определение 1. Распределение вероятностей G в R+
принадлежит классу ^("i), ^> 0, если

1) при всех t G(t)> 0;
2) существует конечный предел

limG2*((t,oo))/G(t) = c;
f->oo

3) при любом у ^ R существует предел

lim G (t + y)/G (t) = exp (- W);

4) преобразование Лапласа G(X) в точке X = *у конечно: G(^)<<x>^
Класс ^ = ^(0) так называемых субэкспоненциальных

распределений был введен в работе [2], а классы 9)(^), у > 0,— в работах [3, 4].
Из условий 2)—4) следует (см. [3, 4]), что постоянная с в условии 2)
равна 2G(f). Известно также, что если G(t)— правильно меняющаяся

функция, то G — субэкспоненциальное распределение [2, теорема 3].
Свойства распределений из ^(ч) изучались многими авторами;
достаточные условия принадлежности распределений к ^(f) можно

почерпнуть, например, в работах [2—10].
Пусть F — б. д. р. в R, v — его мера Леви и б — некоторое

распределение из 9Р('\), "у > 0- Рассмотрим следующие утверждения:

(а) F{t)~ki&(t)9 *->oo, /ci>0;
(б) v(t)~k2G(t)t *->°o, &2>0;
(в) F удовлетворяет условию 3) и

F(t)~f(f)v(t),t-+'*,. (3)
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Относительно этих утверждений известно следующее. Если v(t) —
правильно меняющаяся функция, то имеет место (3) с f

= 0 {11]. Если F —

б. д. р. в R+ и ^
= 0, то утверждения (а) — (в) эквивалентны [6]. Если

F — обобщенное пуассоновское распределение в R+ и f > 0, то, как

показано в [9], (б)=>-(а), (6)=^(в) и (а)=^(б) (последняя импликация
установлена при одном дополнительном условии). Если F — б. д. р. в R и

Y = 0, то (а)^=>(б) и (6)=^ (в) [10, односторонний аналог теоремы 4.4,
с. 155]. Если F — б. д. р. в R и у> Q произвольно, то утверждения (а) —-

(в) эквивалентны [12]. В работе [13] асимптотическое равенство (3)
доказано^ в предположении, что функция v(t) слабо осциллирует

(v(t)/v(%)-+А, если x/t ->■ 1 при £-^°°), в этом случае f
= 0. В

работах [13 — 15] получены уточнения асимптотического равенства __(3)
(•у = 0) при наличии более детальной информации о функции v(t).
Пусть положительная убывающая функция r(t) такова, что

— 1л(* —*)rfT(*) = °(TW). *-^°°. Тогда [16] F(t)=0(x(t))**
-<=>• v(t)=; 0{%{t)), t ->■ оо, и знак «О — большое» можно заменить на

«о — малое». В работах [17—20] изучалась родственная задача об
асимптотических свойствах безгранично делимых распределений в Rw, в

банаховых и гильбертовых пространствах. Например, если F — б. д. р. в

гильбертовом пространстве с мерой Леви v, то [20, теорема 6.3] inf (г: г > 0,
v(lldl>r) = 0> = y^ — Hm In F {\x\> r)/(r In (r + 1))- l/y.

r-*oo

Условимся, что знак неравенства между двумя гс-мерными
векторами означает, что соответствующие неравенства выполняются

покоординатно, и пусть x=(xi, ..., яп)>0 —вектор с положительными
координатами. Обозначим А =А(х)= {у <= Rn: у<х}, В = В(х) = {у <= Rn: Яу:
Уз > Xj] — дополнение множества А. Пусть t — вещественный параметр,
h(t)—правильно меняющаяся функция с отрицательным показателем.

Для б. д. p. F в октанте R+ следующие утверждения эквивалентны:

(0 Ух>0 F(tB(x))~X(B(x))h(t), t-+oo; (U) Vz>0 v(W(x))~
~ h(B(x))h(t), t-^oo^ где X — некоторая мера в R+ [21, теорема 2.2].

Пусть F ■—

мера в Rn. Обозначим через Fj меру в R, определяемую
соотношением

Fj(4)=F(Rj-1X4XRn-j), Ле=Я(Н). (4)

Теперь сформулируем основной результат настоящей работы.
Теорема 1. Пусть F — безгранично делимое распределение

вероятностей в Rn, v — его мера Леви, G — некоторое распределение из класса

^(v), °f ^ 0, jeR" — произвольный фиксированный вектор с

положительными координатами. Тогда следующие утверждения эквивалентны.

А. Существует вектор c(F) = (cj(F), ..., cn(F))¥=Q с

неотрицательными координатами, такой что при любом у =(У\, ..., yn)^Rn

п
__

F (1В (х) + у) ~ 2 cj (F) ехр (- W/*j) G (*), t -> go. (5)
i=i

Б. Существует вектор c(v) = (c\(y), ..., cn(v))=^0 с

неотрицательными координатами, такой что при любом i/gR"

п

v (tB (х) + у) ~ 2 Ч (v) exP (— УУз/Xj) G(t),t-+оо. (6)

В обоих случаях выполняется соотношение: при t -* °°

F (tB (*)) ~ 2 с, (v) F, {у/х}) v (tB (x))/i a (v). (7)
j=l /i=i
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Замечание. При 1
= 0 формулировка теоремы 1 заметно

упрощается: условие (5) можно заменить на

F{tB(x))~cG{t), *->oo, (5')

где с > 0 — постоянная: для условия (6) замена аналогична;

соотношение (7) принимает следующий вид:

F(tB(x))~v{tB{x)), *->■«>.

§ 2. БАНАХОВЫ АЛГЕБРЫ МЕР В R*

Пусть ф (х), х е Rn — полумультипликативная функция, т. е.

функция ф(#) конечна, положительна, измерима по Борелю и удовлетворяет

условию
Ф(0)=1, ф(* + 0)<ф(*)ф(1О, ж, i/^Rn. (8)

Для любого a;eRn существует конечный предел [22, с. 261, 258]

г (ф, я) = lim In ф (tx)/t = inf In ф (tx)/t. /g\
t^oo t>0 V ;

Обозначим через S(q>) совокупность всех комплекснозначных мер v,

удовлетворяющих условию (Ivl — полная вариация меры "v)||v||<p =
=

J 4>(x)\v\{dx)<Z oo. Определим сложение мер из 5(ф) и умножение

меры на комплексное число обычным образом, а произведением
элементов \i, v^S(q>) назовем их свертку \i * v. Тогда совокупность мер #(ф)
превращается в банахову алгебру относительно нормы 1М1Ф; единичном
элементом в 5(ф) служит мера Дирака, сосредоточенная в нуле,

которую мы обозначим через Е [22, глава IV, § 4].
Перейдем к описанию гомоморфизмов банаховой алгебры 5(ф) в

поле комплексных чисел С. Назовем меру v абсолютно непрерывной
относительно меры |х (обозначение: v<ja), если v абсолютно непрерывна
относительно Ijxl.

Определение 2 [23]. Обобщенной функцией f(x, v) называется

комплекснозначная функция от точки х <= Rn и меры v^S((p), которая
для каждой меры v является Ivl -измеримой функцией от х, причем, ее-

ли v « |л, то f(x, v)= f(x, \x) M-почти всюду (Ivl = п. в.).
Обозначим

v-ess sup | / (х) | = sup {г: \v\(x^ A: \ f(x) | > e) > 0};
ace A

здесь v — комплексная мера, f{x), x <= Rn,— Ivl -измеримая функция,
A — lvl-измеримое множество. В дальнейшем, если не указывается

множество, по которому берется существенный супремум ess sup, то это

означает, что он берется по всему пространству Rn.

Определение 3 [23]. Обобщенным характером называется

обобщенная функция %(t, v), удовлетворяющая уравнению

%{t,v)%(s,v) = %{t + s, v) (10)

для всех пар (t, 5)gR"XR" (кроме, быть может, множества меры нуль
относительно произведения мер Ivl X Ivl) и условию

sup v-ess sup | %(£, v)| = 1. (11)
v<=S(q>)

Лемма 1. Всякий непрерывный линейный функционал L в £(ф)
представим в виде

L(v) = lg(x,v)v(dx), ve=S(q>), (12)

где g(x, v)—некоторая обобщенная функция, удовлетворяющая условию

sup v-ess sup ] g (x, v) |/ф(я) = || L || < oo. (13)
veS(q>)
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Обратно, всякая обобщенная функция g(x, v), удовлетворяющая (13),
определяет по формуле (12) непрерывный линейный функционал
в 5(Ф).

Доказательство леммы 1 почти не отличается от доказательства

теоремы 1 в [23], где <p(#)=s 1.
Лемма 2. Йустъ y(x)> # е Rn,— комплекснозначная функция, та-

кая что

Т(*+0)=Т(*)Т(0), *> ^eRn- (14)
Тогда если модуль 1^(^)1 ограничен на каком-нибудь параллелепипеде
Ьи r2] = {x^Rn: Х\<х<х2} при х{ Ф т2, ть т2еНп, го 1у(#)| =
=

ехр (а • #), где а — некоторый вещественный n-мерный вектор.
Лемма 2 доказывается с помощью незначительной модификации

рассуждений, которые используются при доказательстве аналогичного

утверждения в одномерном случае [22, теорема 4.17.2].
Теорема 2. Пусть ш\ £(ф)->-С — произвольный гомоморфизм

банаховой алгебры S(y) в поле комплексных чисел С. Тогда справедливо
следующее представление

171 (v) = J 1 (ж» v) ехР (а *х) v (<&)> (15)

где %(х, v)—некоторый обобщенный характер, а а —некоторый
вещественный n-мерный вектор, удовлетворяющий неравенствам

а • х < г (ф, х) = lim In ф (to)/* Зля V# <= Rn. (16)
2->оо

Обратно, для любого обобщенного характера %(х, у) и любого а ^ Rn,
удовлетворяющего (16), формула (15) определяет некоторый
гомоморфизм m: S(<$)->■ С.

Доказате ль с т в о. Мы воспользуемся схемой доказательства
соответствующего утверждения в одномерном случае [24, теорема 1]. Пусть
т: £(ф)->- С — гомоморфизм. Так как т — непрерывный функционал с

нормой, равной единице, по лемме 1 найдется обобщенная функция
g(x, v), такая что справедливы соотношения

т (v) = J S (*. v)v №h vgeS (ф), (17)

sup v-ess sup | g (x, v) |/ф (x) = || m || = 1. (18)
veS(q>)

Из мультипликативности функционала т следует, что

#(#+*/, v)=g(x, v)g(y, v) (19)

для п. в. пар (х, y)eRnXRn относительно меры Ivl X Ivl [23,
доказательство теоремы 2]. Обозначим через Ех меру единичной массы,

Сосредоточенную в точке х ^ Rn. Покажем, что ^'

т (Ех) = % (х) ехр (а • х), ж е Rn, (20)

где функция хИ, х е Rn»— характер, т. е. х(я + »)= хМх(У), Ix(^) I =
= 1 для V х, у ^ Rn, и «eRn удовлетворяет неравенствам (16).
Обозначим через es e Rn вектор, у которого координата с номером / равна;
единице, а остальные координаты

—

нули. Положим ч(х)=* \т(Ех)\.
Имеем

Y (^) ^ || ^х Цф = Ф (^)<П Ф (21)

Так как «одномерные» полумультипликативные функции ф(л%)
ограничены на промежутках г < х5< 1/г (г > 0) [22, теорема 7.4.1], в силу

(21) функция ч(х) ограничена в ^-мерном кубе [г, 1/е]п, и по лемме 2

Ч(х)= ехр (а • х), где а ^ Rn. Из (21) следует, что а удовлетворяет не-
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равенству (16) при любом a;eRn. Полагая %(х)=^ т(Ех)/^(х), получим

требуемое представление (20).
Обозначим %(х, v)=g(x, v)exp(—a • х), где g(x, v) и а взяты из

равенств (17) и (20). Докажем, что %(#, v)—обобщенный характер.
Равенство (10) следует из (19). Установим (11), тем самым прямое

утверждение теоремы будет доказано. В силу (18) и (21) левая часть (11)
больше либо равна единице. Рассуждая от противного, покажем, что на

самом деле возможно только равенство. Допустим, что &v^S((p):
v-ess sup \%(x, v) I = А > 1. (22)

He ограничивая общности, можно считать, что v — положительная

конечная мера. Действительно, по теореме 7.13.2 из [22] функция г(ф, х)
непрерывна; поэтому Х = тт{г(ф, х): \х\ =1} конечно. Далее, из (9)
следует, что ц>(х)> ехр(г(ф, х)) для Уж g Rn. Если К > 0, то v —

конечная мера для Vv e ^(ф). Если К< 0, то возьмем К\ < К и положим

Ф1(^)=,ехр(—Кх\х\ min {0, signr^, х)})> 0, #€=Rn; через \х\
обозначена евклидова норма элемента х. Пусть v^S(q>), определим меру vi

равенством vi(dx)=q>i(x)v(dx); тогда vi—конечная мера и vi^*S^),
так KaK*tf>i(;r)< min {1, <р(х)} для Yx ^ Rn. Наконец, меры v и vi

абсолютна непрерывны относительно друг друга, поэтому g(x, v) =

=g(x, vi) п. в. относительно обеих мер V и vi. Таким образом, если в

(22) мера v бесконечна, то вместо нее можно рассматривать конечную
меру vi.

Рассмотрим меру Г = ехр(л?)^ *?(ф). Поскольку v < Г, имеем в

силу определения 2

r-ess-suplx(*, Г)1 = Д>1. (23)

Возьмем Ai^(l, А). Положим G = {хе=Ип: \%(х, Г) I > Ai>. Обозначим
через В (а, г) замкнутый шар радиуса г с центром в точке а.

Поскольку Г({0>)>0, имеем 1х(0, Г) I = lg(0, Г)/ф(0)| < 1. Поэтому найдется
шар В(а, г), 0<r<i|a|, такой что множество G{ = G П В (а, г) имеет

положительную Г-меру. Для любого целого ш ^ 1 обозначим через Gm

множество

Gm eixе Rn: х = 5i + ... + sm, Sj& Gu /
= 1, ..., m}.

Положим Ь=|а|—r, d=|a| + r, a' = a/\a\. Очевидно, множество Gm
лежит в слое Lm = ix е= R": xa'<=[mb, md]}. Далее, Гт*(Ст)>(Г(С!))т>
> 0. Поскольку Гт* < Г, из предыдущего неравенства следует, что

Г(Сто)>0. Покажем, используя метод индукции, что на множестве Gm
функция %(х, Г) Гнп.в. удовлетворяет неравенству

|Х(*,Г)|>ДГ. (24)

При т = 1 это так в силу выбора G\. Предположим, что (24)
справедливо при т = /с, и пусть ш = к + 1. Ввиду Г < Г * Г достаточно

показать, что

r2'I^Gw: |х(*,Г)|<Д?+1)=0. (25)

Выражение в левой части (25) равно

ГХГ {(Sl, s2)e= RnxRn: SleCt, s2e Gv \%(Sl + s„ Г)|< Д?+1).

Фигурирующее здесь множество содержится в объединении множеств

#i ={(*!, sj: % (Sl + s2, Т)фХ (5i, Г) х (s2, Г)},

Осталось заметить, что ГХГ(^) = 0 в силу (19), a TXT(D2) = 0 в

силу теоремы Фубини и предположения индукции. Соотношение (25)
установлено, а вместе с ним и неравенство (24).

Функция /(я) = 1пф(я) ограничена на В = {х-е Rn: |ж| < 1>,
скажем, числом М<оо[22, теорема 7.13.1]. Тогда f(tx)<2tM для V£ ^ 1,
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Ух е В; это следует из полуаддитивности f(x): f(x + t/) < f{x) + f(y).
Выберем целое т > 1 так, чтобы

In Ai >(\a\ + r) (lal + 2M)/m; (26)

здесь а и г такие же, как и в определении множества Gi. Найдется
такое y^Lmj что множество Н = Ст0В(у, г) имеет положительную Г-ме-

ру. Рассмотрим меру Ti = Г * Z?w, где и =(|г/1 — \а\)у/\у\. Обозначим

Н\=Н — и. Имеем ri(#i)= Г(#)> 0, а норма любой точки х^Н\
удовлетворяет неравенству \х\ ^ \а\ + г. Оценим IYess sup (1х(#, Ti)l:
х^Нх}. Для п.в. пар (s, t) относительно Г X Еи имеем g(s-f£, T\) =
= £($, T)g(t, Eu) [23, формула (35)] или для Г-п. в. s-%(s + u, Г\)=*
^xil5» Г)х(^). Разделив обе части этого равенства на ехр(а -(р + и)),
получим для Г^п.в.5 %(s + и, T\)~%(s, Т)%(и). Отсюда, а также из

определения меры Ti следует, что для Г^п. в. х^Н\

|Х(^Г1)|>АГ = А2. (27)"

Пусть Hh~ #i + ... + Нх (к раз). Тогда, заменяя Г на Т\ и Gh на Hk
в рассуждениях, использовавшихся при выводе неравенства (24),
получим Ti(Hk)>0 и \%(х, ГЛ^Дз для Ti-n.в. x<=Hk\ в дальнейшем,
переходя в случае необходимости к подмножествам, будет считать, что

последнее неравенство выполняется для всех х е Hk\ здесь к > 1 —

произвольное целое.
Имеем в силу (18)

1 > 1\ ess sup | g (x, I\) |/ф (х) > rx-ess sup {| g (x, Zx) |/ф (х): я e= #ft} >

!> Aginf {ехр(а-я)/ф(я): x^Hk}.

Переходя к логарифмам и разделив на \х\, получим

inf (к In А2 + а -я — In ф (ж))/| я | <! 0.
xt=Hk

Заметим, что \х\ < к(\а\ + г) для V# ^ #ft, отсюда следует, что

1пД*/(к1 +г)< |а|+2ЛГ,

но это противоречит выбору Дг (см. (26)). Таким образом,
предположение (22), приведшее к противоречию, неверно. Вместе с равенством

%(0, Г)=1 это доказывает, что определенная в процессе доказательства

обобщенная функция %(х, v) наряду с (10) удовлетворяет также и

условию (И), т. е. она является обобщенным характером. Прямое
утверждение теоремы 2 доказано. Обратное утверждение теоремы 2 легко

следует из определения обобщенного характера и равенства %(х + у,

M>*v) = %(#, \i)%(y, v) для п.в. пар (х, у) относительно произведения

мер ||il X |vl[ 23, формула (35)].
Пусть х = (#ь • • •-, хп) > 0 и G — некоторое фиксированное'распреде-

ление из класса ^(т), Т ^ 0- Положим x(t) = G(t)= G((t, oo))? t > 0;
v+ = тах(0, v) для v ^ R;

Ф (у) = 2 ехр (уу?/х})/п, у е= Rn. (28)

Очевидно, что ф
—

полумультипликативная функция. Банахову алгебру
5(ф) при таком выборе функции ф обозначим для краткости просто

через S.

Перейдем к рассмотрению совокупностей мер из S, обладающих
одинаковыми асимптотическими свойствами относительно функции т(£).

Положим для v.eS

<2(v)=^sup \v\{B{tx))/x(t),
IMI = llvll, + 0(v). (29)
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Функционал llvll удовлетворяет всем аксиомам нормы. Рассмотрим
следующие совокупности мер:

So = (ц е= Sf: lira | ц | (tB (x))/x (t) = 0},

и будем говорить, что мера \л принадлежит совокупности S1, если \i
^ Sf

и существует такой вектор с(|х) = (ег(|х), ..., cn(|i))€= Сп, что для

любого z ^ Rn

п ■

|г(Ш(*) — z)~ 2 ^Мехр(^/^)т(0, *~+°°. (30)
=i

Очевидно, что мера Е, единичный элемент банаховой алгебры S,
принадлежит этим совокупностям.

Теорема 3. Совокупность мер Sf является комплексной

коммутативной банаховой алгеброй относительно некоторой нормы WvV,
эквивалентной норме (29). В качестве произведения элементов из Sf берется их

свертка^а единичным элементом служит мера Е.

Совокупности мер So и S1 являются банаховыми подалгебрами
алгебры Sf, и &ля произвольных элементов ji, v ^ SI имеют место равенства

Cj(V * v)=* сД|1)^(тг/^)+ CjMMTf/tfi), (31)
/ = 1, ...,

гг.

Доказательство. Полнота нормированных пространств Sf, So
и SI относительно нормы (29) устанавливается с помощью стандартных

рассуждений (см. доказательства аналогичных утверждений в [4,
25, 26]). Покажем, что свертка \х * v ^ Sf, если \i, v ^ Sf, и что

существует постоянная О 1, такая что

ll,i»vll<CII|illllvll. (32)

Тогда в Sf можно перейти к эквивалентной норме 1МГ, удовлетворяющей
всем требованиям из определения банаховой алгебры [22, теорема 2.14.3],
Тем самым первая часть теоремы будет доказана.

Рассмотрим неотрицательные меры [л, v ^ Sf. Пусть t > 0 и

D = {(i/, z)eRnXRn: y + z=tB(x)},
d = A (tx/2) ={ye=Rn: y^ tx/2}.

Представим D в виде объединения непересекающихся множеств D\ =
= Dn(dXRn), D2 = D(](RnXd), D3 = Z)n(dcXdc). Имеем

3 3

(H*v) (tB (x)) = S |iX v (Dh) = S h (t). (33)
fe=l fe=l

Обозначим f(y) = mdLx(yf/xj: 1</<гг), г/ г Rn. Тоща d = A(0)\)
U (0</(г/), г/^^/2}е4(0)Пйь Определим меру \xf равенством

Имеем

Л (*)/* («) = ( J + f ) v (Ш (ж) - у) р (Л/)/т (*) = J± (t) + /2 (t). (34)
\А(о) d1l

Справедливы оценки

Ji(t)<Q(v)ii(A(0))i (35)

J2 (t) <Q (v) J т (t - 5) w (d*)/r (0- (36)
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Представим последний интеграл в виде повторного интеграла (т(£) =
= £((£, °°))) и переменим порядок интегрирования; получим

t

J [i/ ((* ~ ut Щ) G (u)l% (t) + w ((0, */2)) < Q (u.) G2* ((*, оо))/т (t) +

+ ^ (5 (0)) < <? (p) Cx + p (5 (0)), (37)

где Ci = sup {G2*((£, oo))/t(^): t> 0) < о© в силу условия 2) (см.
пункт 1). Из (34) —(32) вытекает оценка для I\(t):

sup 1г (t)/x (t) < Q (v) | jx |ф + C±Q (u) Q (v). (38)

Аналогичная оценка справедлива для h{t). Наконец,
sup I3 (0/т (t) < CtQ (u) <? (v). (39)

Из оценок (38), (39) следует (32).
Перейдем к доказательству второй части теоремы 3. Пусть \х, v e S1;

покажем, что \л * v ^ S1 и что выполняются равенства (31). Пусть
0<Т< t/2. Имеем

£$-( J + I )""',%-'i»w-/.w+/.w- w
\А(Тх) А(*х/2)ПВ(Г*)/

По теореме о мажорируемой сходимости из условия (31) вытекает

lim /, (t) = ) 2 ci (v) exP (W/*i) И (<*»). (41)

Обозначим для краткости подынтегральную функцию в (41) через

h{y; c(v)). При оценке интеграла /4(0 используем уже применявшийся
прием (см. выкладку (37));

№

\JA(m<Q(^)^(t-s)\}l\f(d8)/x{t)iJ<
Г

,t-T

<<
t/2

; q w«?) M (T4w>Gw+T(r);Vr))- (42)
U/2 '

Далее, повторяя рассущдения, использовавшиеся при доказательстве

предложения 2 в [27], приходим к равенству

lim/1(0/T(0 = Jfc<;»; c(v))n(<ty).1
1 V//

v V/
—

_) rv МП * \ V/ Г \~#/•

Аналогичное равенство справедливо для hit) и h(t)/x{t)-*- 0, f-> 00

[27, доказательство предложения 2]. В результате равенство (33) влечет

п

lim d**v)(^(*)) = ^ [Cj (v) £,- (у/*,) +.Cj (ц) vj (v/^)]. (43)
f-юо VV

.el

Пусть теперь z ^ Rn произвольно. Определим сдвиг \iz меры jli ^ SI

формулой \iz(A)= [i(A — z), Л €= J?(Rn). Очевидно fiz e SI и

С;Ы = exp(^A)cjM> (44)

^,i(T/^)= ехР(Т2/^)?Дт/^), 7
= 1, •,

n- (45>

Имеем (i * v(tB(x)—z)= jlx^ * v(£B(#)). Применение уже доказанного

равенства (43) к свертке мер \iz * v с использованием равенств (44) и

(45) показывает, что свертка jx * v удовлетворяет условию (30) и что

для соответствующих ей коэффициентов с, (ji * v) справедливы равенства
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(31). Доказательство утверждения теоремы для совокупности So

аналогично.

Следующая теорема показывает, что гомоморфизмы введенных

банаховых алгебр в поле комплексных чисел суть сужения гомоморфизмов
банаховой алгебры S.

Теорема 4. Пусть ш: So -*■ С — произвольный гомоморфизм
банаховой алгебры So в поле комплексных чисел. Тогда существует
обобщенный характер %(у, v), у ^ Rn, v ^ So, на So и вектор а ^ Rn,
удовлетворяющий неравенствам

а -у <г (ср, у) = max yfy/x;, ys=Rn, (46)

такие, что справедливо представление (15). Обратно, для любого

обобщенного характера на So и любого вектора а ^ Rn, удовлетворяющего
(46), формула (15) определяет некоторый гомоморфизм m: So ->■ С.

Идентичные утверждения справедливы также и для банаховых

алгебр Sf и SL

Доказательство. Несложные вычисления показывают, что

неравенства: (16) в теореме 2 при данном выборе (28) полумультиплика-

thbhoJi функции ф переходят в (46). Положим для любого у ^ Rn

Ф1 (у) = II Еу | = ф (у) + 1В(о) (у)/т f max 'у;/хЛ; (47)
\l^j<n J

здесь 1В(0) — индикатор множества 5(0). Так как Ey+Z = Еу * Ег, в силу

неравенства (32) имеем ф1(г/ + z)^ Cq>\(y)q)i{z). Найдутся
полумультипликативная функция ф2 и положительные постоянные С2 и Сз, такие,
что для Уу ^ Rn

^2ф1(у)<ф2(у)<Сзф(г/); (48)

для этого достаточно положить ф2(#) равным норме \\Ау\\ ограниченного
линейного оператора Ау: Sf ->- Si, определяемого равенством Av(\i) =
=

М* * ^у, |ieSf [22, доказательство теоремы 2.14.3]. Для любого у ^ Rn
имеем

^ (ф2>1/) === г (Ф. У) = max #iV*J = 7Д О/)- (49)

Если уе4(0), т. е. & ^ 0 для V/, то (49) —немедленное следствие
соотношений (47) и (48). Пусть у^В(0)г т. е. Д = A(i/)>0. Тогда

ф(^)<ехр(^Д)=0(1/т(*Д)), *-^°°. (50)

Учитывая соотношения (47), (48) и (50), при любом у^В(0) имеем

г2(ф2, у)=уА [27]. Справедливы включения 5(ф2)<= So <= 5. Это
вытекает из (48) и оценки

*В(х)
*

Щх)

потому что если |х^£(ф2), то интеграл справа стремится к нулю при
t -»- оо (£В(#)|0 при £t°°). Теперь, чтобы завершить доказательство

теоремы в случае банаховой алгебры So, достаточно повторить

соответствующие рассуждения из доказательства теоремы 2 в [24]. Сужение тп\

гомоморфизма m на S(q>2) является гомоморфизмом банаховой алгебры
£(ф2) в С. По теореме 2 он представим в виде (15), где в силу (49)
вектор а удовлетворяет неравенствам (46). Это позволяет продолжить
Ш\ до гомоморфизма тпч\ S ->■ С, также имеющего вид (15) с тем же

вектором а. Совокупность £(фг) всюду плотна в So; поэтому т2
совпадает с т на So.

Приведем схему доказательства теоремы для S1 и Sf. Оба случая
рассматриваются аналогично. Пусть т: S1 ->■ С — гомоморфизм. Его
сужение то на So также гомоморфизм. Как показано выше, т0

—

сужение
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на So некоторого гомоморфизма т\\ S -> С; и чтобы доказать теорему
для S1, достаточно установить, что т — сужение ш\ на S1.

Если допустить, что т не является сужением т\ на S1, то мы

придем к противоречию с непрерывностью функционала Ш2 = т — т\:

:S1-* С, рассуждая, как при доказательстве теоремы 3 из [24]. При этом

вместо условия (29) в [24] следует воспользоваться соотношением

lim Q([lm*llm) = О ДЛЯ VfA^ Sf, (51)

где \im{B)=* \i(B\A(mx)), B'G|(Rn), m = 1, 2, Проверка этого

соотношения осуществляется аналогично проверке подобного соотношения

(35) в [27], Обратные утверждения теоремы 4 очевидны.

Перейдем к изучению строения максимальных идеалов. Пусть зФ —

произвольная комплексная коммутативная банахова алгебра, е —

единичный элемент в $£> и Ж —

пространство максимальных идеалов
банаховой алгебры «я£. Спектром о(х) элемента х^^Ф называется

совокупность комплексных чисел % таких, что элементы х — Хе не имеют

обратного. Всякий максимальный идеал Мге Ж порождает гомоморфизм т:

М -*• С, причем М = т~1({0)). Значение т(х) гомоморфизма ш на

элементе х^М обозначим через х(М). Если фиксировать х<=^Ф, то

получим функцию М -+■ х(М) на пространстве максимальных идеалов Ж.

Топология пространства Ж — это наименьшая топология, относительно

которой все функции х(М), определенные на Ж, непрерывны. Спектр
о (х) элемента х^^Ф совпадает с областью значений функции х(М):
о(х)={х(М): М^Ж) [28].

Обозначим через Зй, Ш, 9У1о, ЗОИ пространства максимальных идеалов

банаховых алгебр 5, Sf, So, SI соответственно.

Теорема 5. Любой максимальный идеал М банаховой алгебры So
представим в виде

М = М{(\ So, (52)

где М\ — некоторый максимальный идеал банаховой алгебры S. И
наоборот, если М\^Ш, то Tkff! So ^9Ло. Соответствие (52) между
пространствами Зйо и Ш максимальных идеалов есть гомеоморфизм.

Идентичные утверждения справедливы также и для банаховых

алгебр S1 и Sf.

Доказательство. Теорема 5 — непосредственное следствие

теорем 2 и 4. Взаимную однозначность соответствия (52) нетрудно

доказать, используя тот факт, что совокупность So всюду плотна в S.

Взаимная непрерывность соответствия (52) следует из определения
топологии в пространстве максимальных идеалов банаховой алгебры.

Известно следующее утверждение [28, 29].
Теорема А. Пусть f(z)— аналитическая функция в области i^ <= С,

содержащей спектр о(х) элемента z^s&. Тогда существует тезкой
элемент f{x)^ зФ, что для вксех М ^ Ж

f(x)(M) = f(x(M)).
Элемент f(x)^s&, фигурирующий в теореме А, называется

значением аналитической функции f(z) на элементе х^зФ.

Теорема 6. Пусть f (z) — аналитическая функция в области 3) <= G,
содержащей спектр o(v) меры v ^ S, и пусть f (v)^ S— значение f(z)
на элементе v ^ S, определяемое теоремой А. Тогда справедливы
следующие утверждения:

I. Если v^Sf (So), то и /(v).e= Sf (So).
П. Если v ^ SI, то и /(v)^Sl; при этом имеют место равенства

Ci(/(v))= /'M"f/*i))Ci(v), 7
= 1,..., п. (53)

Доказательство. Докажем только вторую часть. Спектр меры
v в S1 совпадает с множеством {х(М), М ^2Ш, которое в силу теорем 2
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и 4 совпадает с {х(М\), М\ el) ='o(v). Поэтому согласно теореме А

(s£ = Sl) существует элемент fx^Sl, такой что \i(M) = f(v(M))y M^
еШ. Равенство \i = f(v) следует из взаимной однозначности
соответствия между конечными мерами в Rn и преобразованиями Лапласа.

Действительно, при фиксированном Х=*(ки —
•, ХП)^(Ж)П

отображение т: S ->- С, задаваемое равенством т(к)= к(Х), х ^ S, есть

гомоморфизм. Имеем

£(X)=/(v(X)) = (/(v))M*> для УЛе(Ж)».

Значит, меры \х и /(v) совпадают.

Равенства (53) доказываются так же, как и равенство (2) в

теореме 1 из [4]. В качестве соответствующего линейного непрерывного

функционала L следует взять отдельно для каждого / = 1, ...,
п функционал

£jCv)= <?j(v), v ^ SI. Линейность Ц очевидна, чего нельзя сказать о

непрерывности l/j. Однако мы преодолеем и это препятствие. Обозначим
п

J(m) = 2 сд (и)- Из линейности I и оценки U(|Lt)l ^Q(\i)< И|л"' следу-

ет непрерывность Z в S1. Покажем, что сдвиг мер на фиксированный
вектор zeR" является непрерывным отображением S1 в себя.

Во-первых, И|Хя: — vjl<p < <p(z)W\i— vll<p. Во-вторых, условие 3) определения 1 и

неравенство

l|il(to(*)-y)<liil ((*-/(?)*(*))

(напоминаем: / (z) = max [zffxy. / === 1» • •
•» WD

гарантируют, что при фиксированном zeRn

G(|l«-V,)<C4(>(|l-v).

Эти оценки показывают, что при фиксированном z ^ Rn

Возьмем z=(zi, 0, ..., 0)^Rn, Z\ Ф 0. Функционал Z(|л) — Z(|xz)
непрерывно зависит от jx^Sl. С другой стороны, в силу (44) эта разность
равна (1 — exp(zi«Y/#i))ci(fi>). Значит, функционал L{ = Ci(\i) непрерывен.

Замечание. Банаховы алгебры мер в R+ и в R, аналогичные

рассмотренным в этом параграфе, изучались в работах (27, 30].

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

/Б =>■ А/. Пусть В — замкнутый единичный шар с центром в нуле.
Обозначим v{l)(A) = v(A\B), As=$(Rn); v(1) — конечная мера.

Представим б. д. p. F в виде F = Fl * F{2\ где F(1) — обобщенное
распределение Пуассона с мерой Леви v(1):

F(1)(X)=exp{v(1)(X)-v(1)(Rn)}, Ле(Ж)п, (54)
а F(2) = Fm (а(2), S, v-v(1)). Из условия Б следует, что v(1) e S1 и что

Cj(v(1))= Cj(v), / = 1, ..., га. Мера ^(1) равна значению целой
функции /(z)=exp(z

— v(1)(Rn)) и по теореме 6 принадлежит S1; в силу
(53), (54) имеют место равенства

di^^Fpiy/xuCjiv), / = 1, ...,га. (55)
По лемме 1 из [31] для любого б > 0

Jexp{(7 + 6)|i/|}F(2)(di/)<oo, (56)

а из условия 3) определения 1 следует [9, лемма 2.4], что

lim т (t) exp {(7 + 6) t) = 00 для V6 > 0. (57)
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Из соотношений (56), (57) вытекает, что F{2) ^ So <= SI. Поэтому

C,(F«>)«0,7-1,..., n. (58)

Таким образом, F^Sh Из соотношений (31), (55) и (58) следует, что

с5 (F) ~ Cj (F(1)) Ff (y/Xj) = F; (y/x;) Ci (v), / = 1, ..., n. (59)

Импликация Б =>■ А доказана. Из формул (6) и (59) вытекает требуемое
соотношение (7).

/А => Б/. Сначала покажем, что если F — обобщенное распределение
Пуассона с мерой Леви v, то из принадлежности F ^ S1 следует v ^ S1.

Тогда по доказанному будут выполняться равенства (55) (без верхнего

индекса): Очевидно, что v ^ S. Как элемент банаховой алгебры S, мера
F — значение f(v) целой функции f(z) на элементе v^S. Поэтому

F(M)=;exv{v{M)-v(Rn)l M^5Ш. (60)

В силу теорем 2 и 4 функции F(M{), Мх <=Ш и F(M), М <=Ш,
совпадают с точностью до гомеоморфизма (52). Поэтому из (60) следует, что

InF(Мг), Мх^Ш1,— однозначная непрерывная функция на ЭЯ1. Значит,
найдется элемент х ^ S1, такой что к(Мх) = b\F(Mx), М{<=Ш [32].
В силу взаимной однозначности соответствия между мерами и

преобразованиями Лапласа х — v
— v(Rn)E. Таким образом, v ^ S1.

Пусть в представлении (1) S = 0 и v(Rn) < °°. Тогда F — сдвиг

обобщенного распределения Пуассона с мерой Леви v. Поскольку алгебра
S1 содержит все сдвиги своих элементов, то по доказанному на

предыдущем этапе v e S1. Импликация А => Б установлена и в этом случае.
Самый сложный и трудоемкий случай: S Ф 0 или v(Rn)=°o.

Воспользуемся опять равенством F = F{1) * F{2\ Пусть F ^ SI. Для
доказательства импликации А => Б достаточно показать, что F(1)eSl, откуда,
как уже установлено для обобщенного распределения Пуассона, будет
следовать, что v(1) ^ S1; а это эквивалентно утверждению Б. Обозначим

через hi (у) и h2(y), i/^ Rn, соответственно нижний и верхний пределы
отношения F(l) (tB(x) — y)/x(t) при t-*• °o.tДостаточно установить, что

К (У) = К (у) = 2 С) ехР (УП/Zj) Для Vy е= Ru, (61)

где Cj = Cj (Р)/Щ2) (yfxj), / = 1, ...,
га. Фиксируем и е= Rn. Обозначим

DA = {(y, s)sRnXRn: y + s^tB(x)^u).

Перейдем к пределу при t ->■ оо в следующем равенстве:

F(tB(x)-u) Г /^(Ш^-ц-у)/^2^)
т(0 J x(t)

■■" У
A((tx-u)/2)

%{t)
+

Fi2) (tB (x) — и — s) F(1) (ds)
+ J

A((*x-u)/2)

(/?(!) x F{2)) (2>4 П # ((tx - u)/2) X 5 ((tx - u)/2))

j=6

Получим

J fci (» + У) ^(2) №0 = 2 *j (F) exp (i^/*,) = J h2 (и + у) F(2) (dy). (63)

Это устанавливается следующим образом. Нетрудно видеть, что F(1) e Sf;
ранее было показано, что F(2) -e So. Поэтому, рассуждая как при
доказательстве второй части теоремы 3, заключаем, что

lim J7 (t) = lim J8 (t) = 0. (64)
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Из iF(1) ^ Sf следует, что

О < /(1) (tB (х) - у)/т (t) < Fw ((t - / (у)) В (х))/т (t) <

< Q (Fw) sup x(t-f (y))/x (t) < C6 exp {C7/ (y)} = Z (y). (65)

Функция Z(y) F^-интегрируема [31], поэтому неравенства (65)
гарантируют законность применения леммы Фату — Лебега (см. [33]) к /б (О-
В результате из (5), (62), (64) и леммы Фату — Лебега, примененной
к интегралу /б(£)> получим соотношения (63), где вместо равенств пока

стоят знаки «меньше» или «равно». В действительности же в этих

соотношениях стоят знаки равенства. Это следует из неравенств h\(y)^
^Ji2(y)< h\(y + и) для У и > 0. Перейдем непосредственно к

доказательству соотношения (61) для функции h(y)= h2(y). Для функции
h\{y) равенство (61) доказывается аналогично. Фиксируем точку

z=(zi, 0, ..., 0), z\ > 0, обозначим hz(y)=h(y + z)—h(y). Рассмотрим
функцию

К(у)= hz(y)/{exp(ylx/xl) (exp(ziTf/si)-l)}.

Из (63) вытекает, что

c1(F) = $kx(y + u)ex1?(y1y/v1)F<*){dy) для Vu^Rn. (66)

Лемма 3. Пусть \i — конечная неотрицательная мера, определенная
на о-алгебре J?(Rn); пусть ее преобразование Лапласа \i(it) не

обращается в нуль ни при каком t ^ Rn и представляет собой бесконечно

дифференцируемую функцию в Rn: |x(^)^C°°(Rn). Пусть К(х),х <=Rn,—
измеримая по Борелю ограниченная п. в. относительно меры Лебега

комплексная функция, такая что

K*li(x) = $K(x-y)li(dy) = C(K). (67)

Тогда п. в. относительно меры Лебега в Rn

K(x)=C(K)/li(Rn).
Лемма 3 будет доказана после завершения доказательства теоремы 1.

Положим [i(dy)= exip(уi^/xi)F{2)(dy). Определенная таким образом

мера \х удовлетворяет условиям леммы 3, так как \i {dy)lF^ (у/х^ —
б. д. р. в Rn, имеющее конечные моменты всех порядков, что следует из

соотношения (56). Функция К(у)= kz(—y) также удовлетворяет

условию леммы 3. Тождество (67) немедленно вытекает из (66).
Ограниченность kz(y) по у =(Уи 0, ..., 0), у\ > 0, следует из F{{) e= Sf, условия 3)
определения 1 и включения

tB{x)-yxeici(t - yl/xl)B(x).
Действительно,

h (у) =-. hm sup K—-j- l-ii <

< lim sup
ц 7;t?

K))
= h (0) exp (y.y/x,).

Отсюда следует, что

K(y)< h{0){ex^(z^/x{)+ l}/{exp(ziY/si)—1> =-C8(z)<oo.

Распространим эти неравенства на случай произвольных отрицательных

значений у\. Положим h^(y1)= lim Нг(УиУ2^ --чУп). По теореме

монотонной сходимости из (63) следует, что для всех neR"

j" hj (y^F™ (dy) = \h7ЫF™ (dy) = §hz(y + u) F<2> (dy).
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Отсюда следует, что для F^-n. в. ух е R

К (»п г/2, . .
., г/п) = ht (уг) = hT (г/О- (68)

Можно считать, что равенства (68) выполняются для всех г/2, .
.., уп и

для п. в. г/i относительно меры Лебега в R. Этого всегда можно добиться,
рассматривая в случае необходимости вместо F, например, свертку F с

гс-мерным стандартным нормальным распределением N(0, I), где I —

единичная матрица. Тогда б. д. p. F * N(0, I) эквивалентно мере Лебега

в Rn и имеет ту же самую меру Леви v, что и F. Здесь эквивалентность

мер понимается как абсолютная непрерывность относительно друг друга.

Кроме того, F * 7V(0, I)e= S1, так как ЛГ(0, I)cz So с SI.

Пусть i/i < 0. Имеем в силу (68)

hz (г/х, 0, ..., 0)= hz (г/х, угх2/хг, ..., уухп/хг) <

< lim sup (,Р(1) ((* — yjx^ В (х) — ъхе^) —

- F(1) ((t - г/,/^) Б (*))1/т (*) < ехр (w^) /г (0) {exp (yzjxj + 1}.

Отсюда, а также из (68), следует, что для п. в. у\ относительно меры
Лебега и для всех г/2, ..., г/п ^ R, т. е. для п. в. г/ е Rn относительно

меры Лебега,

kz(y)=kz(yu г/2, ..., г/п)^С8(2).

Аналогичное неравенство справедливо и при z=(z1, 0, ..., 0), z{ < 0,
потому что kz(y)=k^z(y'), где г/' ="<(*/Г+гь #2, ..

., уп)>
Применяя лемму 3, получаем для п. в. г/

е Rn относительно меры

Лебега

fe(y) = c1 = c1(F)//l2)(YM1). (69)

В действительности равенство (69) справедливо для всех у ^ R\ Чтобы

убедиться в этом, достаточно установить непрерывность kz(y). Как уже

было показано, для п. в. j/i^R функция hz(y1, г/2, ..., уп) = /г+ (г/,),
т. е. не зависит от переменных г/2, ..

., г/п. Если мы установим
непрерывность по у\ функции h(yu г/2, .

.., уп) при любых г/2, ..., г/п, то тем

самым будет установлена непрерывность hz(yi, г/2, ..
., уп) и /с2(г/ь г/2, ...

.
.., г/п) по г/i, откуда будет следовать тождественное выполнение

равенства (69). Обозначим через D$ множество всех точек у
<= Rn, для

которых выполнено равенство (69). Допустим, что при некоторых

фиксированных г/2, . .
., уп функция h{y\, г/2, ..

., Уп) терпит разрыв в некоторой
точке i/i e R:

б = й({/1 + 0, гу2, ..., yn)-h{yx -0, г/2, ..., j/„)>0.
"^

Выбирая щ < ух < У1 так, чтобы (ю1? г/2, ..., уп) и (уь г/2, ..., уп)
принадлежали Z>5 и устремляя Hi ->- у{

— 0, г^ -> у\ + 0, получим из (69)
h(yi + zx + 0, г/2, ..., Уп)—й(01+*1 -0, г/2, ..., г/п) = б > 0.

Варьируя z\, получим, что неубывающая функция от у\ h(yh г/2, ..., уп)
в каждой точке терпит разрыв, что невозможно. Полученное
противоречие доказывает непрерывность по у\ функции h(y\, г/2, ..., уп) при
любых г/2, ..., г/п, что, в свою очередь, влечет тождественное
выполнение равенства (69). Соотношения, аналогичные (69), получаем также

для точек z ^ Rn, у которых отличны от нуля только вторые
координаты, и т. д. Пусть теперь z ^ Rn произвольно. Произведем преобразования
с использованием (69) и аналогичных ему равенств для /

= 2, .
..,

п:

h(z)-h(0) = h(jt Vi)-ft(0)-=S \h[t^-h[ 2
i-=/+i

= 2 ci (exp (ziy/xi) — 1).
/=1
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Обозначим h3(z) = ]£ c3exV (гзУ/хэ)- Как видно из предыдущей вы-

кладки, разность h(z)— й3(£) = const и, кроме того, интегралы от

функций ft и Аз по мере Р{2) равны (это следует из (63) при и = 0 и (69)).
Значит, ft(z) = hs(z).

Доказательство леммы 3. Рассмотрим свертку \i * N меры

li с нормальным распределением N(0, I) в Rn. Мера jut * N абсолютно

непрерывна и имеет плотность

р (х) = (2я)-"/2 J ехр (— | х — u |2/2) d|i (и),- * е Rn,

которая принадлежит пространству быстро убывающих функций &п. Из

(67) следует, что

§К(х-у)р (у) dy - 0, К (х) = К(х)-С (К)/р (Rn).

По теореме о преобразовании Фурье [34, с. 105—106] имеем @~(К * р)=*
=&'(R) • &~ (р) — Q. Заметим, что &~(р)= \iN Ф 0, так как по

предположению^ =^0, а N = ехр(— Ы2/2). Поэтому &~(К)=0 и, следовательно,

К(хУ^==0 п. в., так как отображение f-*&~(f) на ^П взаимно

однозначно [34, с. 102].
В завершение приведем еще один результат о безгранично делимых

распределениях в Rn.

Теорема 7. Пусть F — б. д. р. в Rn и v — его мера Леей. Пусть G —

распределение класса 9* (у), у ^ 0, и х=(хи .
.., хп)> 0. Тогда

следующие утверждения эквивалентны:

(а) F(tB(x))=0(G(t)) nput^oo;
(б) v(*£(:r))=0(G(*)) лри *.-* «>.

Заключение теоремы останется в силе, если в ее формулировке символ О

всюду заменить на символ о.

Автор выражает глубокую благодарность В. М. Круглову,
сделавшему цепные замечания по содержанию статьи и предложившему
приводимое здесь более короткое доказательство леммы 3.
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ОБ АСИМПТОТИКЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
В ДВУГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧАХ

ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ,
ЗАДАННЫХ НА ЦЕПИ МАРКОВА

В. И. Л О Т О В

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается конечная однородная неразложимая
непериодическая цепь Маркова (хп}п>о с множеством состояний Z) = {1, ..., т} и

матрицей переходных вероятностей 0* = H^-A^d. Пусть {^}), п> I,
/, fee D — не зависящее от (хп) семейство независимых случайных

величин, одинаково распределенных при фиксированных /, к. Положим

5e = 0, Sn = 5П_Х + i<Tn>_lV n>0. (1)

lie



Очевидно (xn, Sn} есть двумерный марковский процесс, эволюция

которого определяется матрицей

F(») = J tfwdP(Sx<y,xx = k/x0 = j) = 1р»Ы|*)1. (2)

гДв /jfe(M') = Еещ1эк . Для произвольных положительных чисел а и Ь

введем случайную величину

N=>N(a, b) = min,{rc: Sn<£(-a, 6)},

равную моменту первого выхода последовательности {Sn} из интервала

(—а, Ь). Полагаем N = <*>, если 5П^(—а, Ъ) при всех гс.

Цель работы состоит в получении полных асимптотических разло-
1 а Ъ

жении по степеням—7=-, —,
—

для распределении вида
уп

п п

P(SN<=A, N = n, Хп = й/хо = Л, P(^n^5, N^n, х««А/х0 = у)' (3)

при усдовии, что а = а(п)-+ оо? b = b (п) -+ <х>, а + b = о (п).
Для обычных случайных блужданий (т = 1) асимптотические

свойства распределений граничных функционалов, связанных с

достижением траекторией S\, S2, ... фиксированного уровня (однограничиая
задача) или с первым выходом из интервала (двуграничная задача),
исследованы достаточно полно. Среди множества подходов здесь выделим

факторизационный метод, он обеспечивает наибольшие возможности для

получения асимптотических разложений. Известно (см., например, [1]),
что преобразование Фурье — Стилтьеса распределений практически всех

интересующих нас функционалов в одиограиичной задаче могут быть

выражены через компоненты факторизации. А. А. Боровковым в [2]
развит аналитический метод, который исчерпывающим образом решает

проблему полных асимптотических разложений в однограничной задаче.

Этот метод включает в себя несколько этапов. На первом из них

строятся разного сорта факторизациопные тождества для преобразований
(двойных и даже тройных) Фурье — Стилтьеса искомых распределений.
Последующий анализ полученных выражений требует детального

изучения аналитической структуры компонент факторизации — их нулей,
особенностей, возможностей аналитического продолжения и т. д. Весьма

полное исследование этих вопросов в условиях крамеровского типа

также проведено в [2], что позволило затем асимптотически обратить
полученные тождества по одной из переменных (слово «асимптотически»

означает, что обращение произведено не в точном виде, а с точностью

до пренебрежимо малого остатка). Итогом являются так называемые

асимптотические представления производящих функций по переменной,
связанной со «временем». Дальнейший асимптотический анализ главных

частей этих представлений осуществляется с помощью модификаций
метода перевала, также разработанных А. А. Боровковым, и позволяет

получить полные асимптотические разложения искомых распределений в

широком спектре уклонений.
Эта схема исследований была впоследствии перенесена на

аналогичные задачи с одной границей для случайных процессов с независимыми

приращениями и непрерывным временем [3] и для полумарковских
процессов (1) [4]. По этой же схеме построена настоящая работа.

Интерес к случайным блужданиям типа (1) объясняется, с одной
стороны, их приложениями, например, к задачам последовательного

анализа в статистике, к задачам теории массового обслуживания и другим,
с другой — они могут рассматриваться как естественное обобщение
классической схемы случайного блуждания, допуская специфическую
зависимость скачков, но в то же время позволяя получить аналоги многих

результатов в граничных задачах, установленных ранее при т = 1.
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Изучение распределений, связанных с выходом случайного
блуждания (1) из интервала, может быть сведено к системам интегральных
уравнений на конечном (возможно, растущем) интервале с ядрами,

зависящими от разности аргументов. Этим уравнениям удовлетворяют в

разных задачах либо сами искомые вероятности, либо их преобразования
Фурье — Стилтьеса. Таким образом, полученные результаты
одновременно дают асимптотические представления решзний соответствующих
систем интегральных уравнений.

Процессы типа (1) рассматривались в работах многих авторов,
причем большая часть их посвящена однограничным задачам и связанным

с ними изучением свойств факторизации (см., например, [4—8] и

литературу там). Настоящая работа обобщает результаты автора [9, 10],
которые были получены в двуграничных задачах для классической схемы

блуждания т = 1. В своих общих чертах метод остался тем же, хотя

при этом появились новые трудности и усложнилась техника. § 2
содержит предварительные сведения, необходимые для понимания
дальнейшего. Основным является § 3, где найдены асимптотические

представления производящих функций распределений (3). Выяснилось, что

их природа та же, что и в случае т = 1, поэтому дальнейший
асимптотический анализ проводится в § 4 по известной из [9] схеме с

некоторыми изменениями и дополнениями. Излагаемый метод позволяет

получать полные асимптотические разложения распределений (3) при любых

ограничениях на а и Ь, совместимых с требованиями а = а(п)^- оо?
Ъ = Ь(п)^ оо, а = о(п), b = o(n), a+ b> С1п, а также при
произвольных А <=(—°о, —a] U [Ь, оо) и Ва(—а, Ъ) таких, что Ъ — sup.r->oo, a +

+ inf я-э-оо. Основные результаты приведены в теоремах 3—5, другие
осев

разложения из указанного диапазона уклонений читатель может
выписать по известному алгоритму.

§ 2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Здесь будут изложены необходимые в дальнейшем сведения из [4]
о факторизации матричной функции Е — zF(\x) (E — единичная матрица

размерности т) и об аналитических свойствах компонент факторизации.
Для обычных случайных блужданий (т = 1) аналитическая структура

компонент факторизации впервые подробно исследована в [2]. Кроме
того, здесь будут введены и изучены функции, в терминах которых в § 3

формулируются основные результаты об асимптотических

представлениях производящих функций.
Всюду в дальнейшем предполагаются выполненными условие Краме-

pa (К): V— — i;_|_>0, где у+ (соответственно у_)—точная нижняя

(верхняя) грань тех и, при которых все интегралы в (2) абеблютно

сходятся при |i
= iv, и условие (С): найдется элемент матрицы F(\i)

такой, что прообраз Фурье п-и степени этого элемента при некотором

целом п ^ 1 содержит абсолютно непрерывную компоненту.

Если все интегралы в (2) конечны при |л
= iv-, то положим V- =

= i>_, в противном случае ^_>0 и под v_ будем понимать произволь-.v

ное действительное число такое, что 0<Ci>-<i;_. Аналогично v+ = v+,

если все интегралы в (2) сходятся при \i=iv+, в противном случае

v+ < v+ <С 0. Точки и± могут выбираться как угодно близкими к v±
в случае несовпадения.

Пусть Я(|ш)—максимальное по модулю собственное значение

матрицы F(jx), а 1(\х) и Z(jli)—соответствующие ему вектор-столбец и вектор-

строка такие, что l(\x)I(\i)= 1. 0бозначим20=1| inf X(iv). В широких
* *

г>+<г><г>_

предположениях (например, при i?_< оо, v+>
— оо) существует един-
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ственная точка v<y<^(v+, i?_), в которой X(ivQ) = z0x. Другие случаи

здесь не рассматриваются (см. по поводу них замечание в [4]). При
О < z < zq уравнение 1 — z'k(iv)=0 имеет не более двух вещественных

решений v = \i± (z), \i+ (z) < vq < fx_ (z). Обозначим z+ = 1'lim X (iv).
/ *

Функция \x+(z) (\x~(z)) является аналитической в окрестности
интервала (z+, zo) ((£-, £о)), разрезанной по лучу Re z ^ zq, причем в

окрестности точки zo справедливы разложения

\i±(z) = v0 ± i^xlz — zo
— ty2(z — z0)±. . .. (4)

Здесь корень квадратный понимается в смысле главного значения, if>i > 0.

Обозначим через V{a, [J) банахову алгебру матриц порядка т,

элементы которых являются преобразованиями Фурье — Стилтьеса

непрерывных слева функций ф(я), имеющих на любом конечном отрезке

ограниченную вариацию и таких, что ) е^х | йф (х) | абсолютно сходится

при а ^ Im \x < р. Пусть V+(a)

матрицами вида J'e*wd9ift(y)

— подмножество V(a, р), образованное

, V-($)— подмножество V(a, [}),

образованное матрицами вида

+о

При |z|^z0, v+ ^ Im [i < v_ матричная функция Е — zF(\i)
допускает факторизацию двух типов:

E-zF{n) = Rt-{p)Rt+{VL)=.L.+ (v,)L.-(li),

соответственно называемую правой и левой факторизацией. Ее

компоненты обладают следующими свойствами. Положительные компоненты

Lz+(\i), #Zf(fx) как функции переменной \х принадлежат V+(v+),
отрицательные компоненты Lz-(\x), Rz-(\x) принадлежат V-(u-). Как

функции переменной z, принимающие значения в нормированных кольцах

V±(x±), компоненты факторизации аиалитичны в круге Ы < z0 и, более

того, аналитически продолжаются в окрестность любой точки на

границе этого круга, кроме точки z = zq. В окрестности точки z = z0

компоненты факторизации являются аналитическими функциями переменной
t = ilz — z0. Пусть, далее, \z — z0l > б > 0, \z\ = z0. Тогда при некотором

(fi-zF(li))-1ey(i70-T, tfo^f),

ЯГ± (fi) е= 7± (i70 + у), L7l (ji) e F± (i;0 =f 7).

Здесь и далее б, 6i, 4
— достаточно малые (д. м.) положительные числа.

Указанные свойства, однако, перестают быть верными в окрестности
точки z0. Обозначим а± = и± н= 1? Аг± = I(i[i±(z) )l{i\i±{z)), Fz±(\i) =
= E — (\i± (z) — a±) (i\i + \i± (z))~lAz±, тогда

F~l (|л) = E + (jx± (z) — a+) (i\i + a±)-* Az±

И При Д. М. б > О, Y > 0, \z — Zq\ < б

Щ|х)-^-М(Я-^(|л))^+(|л)<=Г(1>+, »_),
. ^z(ix)^Fz+(ix)(E-zF(n))Fz^(ix)^V(v+, v.),

&71 (\i) е У К -

Y, у0 + Y). 271 (ц) е V (v0 - 7, у0 + Y).
Яг+(ц)-йг+(||)^+(^еУ+К),

$2_(ц)^2_(ц)Д2_(ц)<= V-(v.),
^t-{v.)~.L.-(VL)F^(v.)eV-{v.),
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Более подробная информация о свойствах компонент факторизации
содержится в [4—8].

Пусть z е 3)ь = {z: \z\ < z0, Iz— z0I < 6). Обозначим

Г (*, ^ = - (hi + u+ (z))-i (u+ (z) - fl+) Л+^~+ (чн- (*)) #z+ (|i)
и покажем, 4to^(z, [i)<= У+(у+). Действительно, матрица

(|i+ (z) - fl+) Аг+Я7+ (i>+ (*)) i?z+ (u.) (5)

равна нулевой при |i = ijx+(z). Чтобы убедиться в этом, достаточно

представить Rz+(\i) в виде

Rz+(li) = &z+(li) (E + (ix+(z)- а+) (щ + a+)-*Az+),

подставить это выражение в (5) и положить \i
= i\x+(z). Тогда в силу

утверждения 5.2 работы [4] заключаем, что У(я, \l)^ V+(v+). Более

того, справедливо представление вида

|| со || оо

Т (z, |0 = J &1щ,л (z, у) dy I j' e-H-" | vJk (z, y) | dy < oo.

II0 II 0

Аналогично введем матричную функцию

W (*. й) = - (*> + I*- (z))_1 (I*- (z) - a-) Л-.2Т- (in- (*)) £2_ (ц),

для которой также справедливо представление

О II О

«/(*, |л) = j е*и%-ь (z, у) dy L J е
"-'' | uik (z, у) | dy < оо.

Положим Hl(z)=<M(z, i|x+(z)), Я2(г) = Г(г, i|i-(a)), #(z) =H2(z)Hl(z),
#(z) = tf,(z)tf2(z).

Лемма 1. /7/?u z <= .2>в

^1(z)7(i|x+(z))=/n(Z)7(in._(z)),

Я2(г)/(ни-.(*))=М*)'(*М*)),
где fei(z), /г2(2)—аналитические функции переменной Hz — z0, hi(z0) =
= fe2(z0)= 1.

Доказательство. Обозначим v(z)= n+(z)— (X-(z) и для

краткости будем на время опускать аргумент z. Имеем

Ях/ (гц+) = / (in_) (ц_ - о_) v-Ч (*|*_) 2Т1 (iu_) ^_ (i\x+) X

X [Я - (|i_ - а+)'(ц+ - а-)"1 4-] / (*(*+) =

= / (*|л_) (ц_ - а_) v-i / (i|A_) 2T1 (*|*_) \&- (г>-) - iv^+ (гц_) + .J\
•

■ [Е - (,i_ - e-XiH-e-)"1 /(i|i-)Z(»|i-)] • Г/ (*>-) + »v/'(i>_) + ,:.] =

= / (i|i_) (и._ - о_) v-i г (*ц_) [Я + О (v)] {/ (*u._) v (щ. - а_)-х +

+ iv [Г (»>_) - (ц_ - а_) (щ. - а.)-» Л-/' (iii-)] + О (v2)}.

Здесь и далее символы 0(v), 0(v2) и т. д. по отношению к матрице

употребляются в том случае, когда подобный вид имеет каждый элемент

матрицы. Замечая, наконец, что

i (.>_)[/' (*>_ о-
И--

у+
— а- л_/'(*>-)] 14-"

H*>_)/'(HO,

получим требуемый результат. Второе соотношение доказывается

аналогично. Лемма доказана.
Следствие 1. Вектор I(i\x+(z)) является собственным вектором мат-

рицы H(z)1 соответствующим собственному значению h(z)= h{(z)h2(z);
I(i[X-(z)) является собственным вектором для ff(z), соответствующим
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тому же собственному значению h(z). Функция h(z) является

аналитической в окрестности нуля функцией переменной t = il/z — z0l A(z0)=l.
Обозначим также

£(*) = - (ji+ (z) - fl+) (\i- {z) - a_) Л2+ЯГ+ (*|i+ (z)) ^7- (ill- (z)) Л-,

К (z) = - (ц+ (z) - a+) (u._ (z) - a_) Л-2Т- (*>- (^)) • 5?Г+ (?>+ (*)) Л+,

и пусть K{z) = WKjk(z)U, K(z)= WRik(z)W, /, /с = 1, ..., то.

§ 3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

ПРОИЗВОДЯЩИХ ФУНКЦИЙ

Положим

оо

Sjh (а, Л) = 2 z"P (5n е^,Л'> п, х„ = ft/x0 = ;'), А а (-а, Ъ),

оо

Tjk(z, A) = S znP(Sjve -4, #= и. *п - А/х0 - /), Лс (- оо,
— a] U [Ь, оо).

'"
71=1

Здес£ Л обозначает всюду борелевские множества, Ы < 1.

Вопрос о нахождении матричных функций S = 115ЛН и Т = НГ^Н в

точном виде тесно связан с получением и использованием явных

выражений для компонент факторизации, что удается сделать лишь при
дополнительных ограничениях на исходный процесс (см. [8]). В то же

время для целей асимптотического анализа распределений достаточно

ограничиться нахождением асимптотических представлений функций S
и Г в окрестности точки zo (ниже будет установлена возможность

аналитического продолжения этих функций в круг \z\ < zq) и оценкой их на

множестве Ы = z0, U— z0\ > б. Обозначим \i{z)=* exp {\x+(z)— jx_(z)}.
Теорема 1. Существуют числа б > 0, у > 0 такие, что при z^£Db и

достаточно больших (д. б.) а+Ь

exp{ii+(z)b}(l-iia(z)hl(z)) °C
Tib (z, [х, оо)) = *l-I iv 1 1_ \ v, (z y)dy +

'
ос—Ь

+ eV [0 (e-vx) + О (e~v(-b+a))] f
x > fe> (6)

exp{-|i_(z)a}(l-|ib(z)* (z)) С

Tjk (z, (— oo,^) = -

тгтт Ujk (z, y) dy +
—oo

+ eV [^ (evx) + 0 (e**+e-b>)], * < - a, (7)

равномерно по z.

Теорема 2. Пусть ~a< xx< 0< x2< b, xx + a -* °o, Ь — #2 -*■ °°.

Тогда найдутся числа б > 0, "f > О такие, что при z ^ S)6 и д. б. а+Ь

оо

Sjfe (2, [^1, х2]) = 2 2ПР (S« е= К, я2], хп = Л/к0 = /) —
п=о

\ia(z)(l — \ib(z)h2(z)) exp {ц+(z) sj — exp {ц+(z) sj ~

1 _ j^a +
b

(z) л (2)

'

\i+ (z) (ц_ (z) - ц+ (z))
jk ^

__

\ib(z)(l — \ia(z)hl(z)) exp {ц_ (z) sj — exp {\i_ (z) xj
! _ j^a+Ь (2) л {z)

'

ц_ (2) (ji_ (Z) - Ц+ («))
^ ^ +

+ (2 _ Zq)-V* [0 (eV2-V-in (a,b-,2)) + ^ (/ox1-vmin(b,a+xl))] (g)

равномерно по z.
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Доказательство теоремы 1. Пусть
ъ

<?о (z> Iх) =

<?1 (*. V) г=

Qi (z> V)

f e*vSih{z,dy)
—а+о

—а+о

el»vTik{z,dy)

]eiw,Tih(z,dy)
Эти функции определены во всяком случае при Im [х= О, Ы < 1. Они

связаны соотношением

Q0(z, MiE-zFinV-E-Qtiz, »)-Q2(z, у,), (9)

которое следует из формулы полной вероятности. При т = 1 оно

установлено Кемперманом [11], в нашем случае это соотношение получено
в [12]. Там же установлено, что (9) выполняется при всех z и р, таких,

что Ы < 1/X(i Im \i).
Пусть z и \х таковы, что существуют R7± (^) ^ V± (Im u), L~± (|л) е

^ F±(Im jlx) и имеет место (9). Тогда

Q0 (z, ц) Д,_ (ц) = (£-(?! (z, и) - & (z, р)) ЛГ+1 (ц).

Будем обозначать далее
00 1ПЛ II

—оо || J || А
(2/)

для всякого измеримого множества А <= R. Так как

[<?o(z, M.)tfz-(|x)]<-~.» = <?o(z, |х)Д,-(ц),
ТО

(Ю)

<?0 (г, М) Л,- (м) = Г(Я - <?! (2, |i) - Qs (z, м)) ДГ+ 0i)](-°°,b),
и одновременно

[(Я - & (z, ,l) - & (Z, ц)) ДГ+1 (Ц)]1Ь'~> - 0.

Замечая, что (?2 (z, ц) R~+ (ц) = [(?2 (z, p) Д^+ (ц)][Ь,оо), получим

Q0 (z, Ц) = [(Я - <?x(z, ц)) ЯГ+1 0i)](—'"ЯГ-1 (|i),

<?2 (z, р.) = [(Е - <?, (z, и» ЛГ+1 (^F^ Л2+ (|i).

Эти соотношения впервые получены в [11] для случая т = 1.

Используя левую факторизацию, аналогичным путем находим
**'

Q0 (z, И) = Г(Я - & (z, M)) L7-1 (и)]^0'00^1 ((1),
Q, (z, ц) = [(£ - Qt (z, ц)) L7i (M)](-°°'-o]Lz_ ((г). (И)

Для произвольной матричной функции f(\i)^ V(v0) положим

(Af) (z, M) = [/ (Ц) L7-1 (^)](-00'-а]/.г- О*),
(5/) (z, Ц) = [/ (ц) ДГ+1 (|i)][bie,) Д2+ (ц),

тогда подстановка (11) в (10) приводит к тождеству

Q2(z, ») = (BE)(z, n)-(BAE)(z, v.) + (BAQ2)(z, ц), (12)

и точно так же подстановка (10) в (11) влечет

Q,{z, v) = {AE)(z, n)-(ABE)(z, li) + (ABQl) (z, ц). (13)
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Исследуем далее аналитические свойства операторов А и В. Пусть
zg2)6 при некотором б > 0, \i+(\z\)< Im \x < (x_(lzl). Тогда, очевидно,

\K(\i)\ <X(ilm\i)<\z\~l (см. [4, утв. 4.1]) и соотношение (9) имеет

место. Более того, при таких z и \х существуют матрицы Вх± (\х)
и L~^ (p). Например, для R^+ (|ы) это вытекает из соотношения

&z+(\i)=Rz+(\i)Fz+(ii) и существования 5?Г+(^), в остальных случаях
—

аналогично. Поэтому для всякой функции /е V(v$— if, ^о) имеем

[/ (и) Я7+1 (и)][Ь100) = I/ (ц) ^+ (и.) ЛГ+1 (^)][Ь'°о) = [/ (и) ЯГ+1 (^Р^ -

- (ц+ (г) - в+) [/ (ц) Л+ ЯГ+1 (ц) (f|i + (i+ (г))-1!16-").

Матрица 327+(ц) принадлежит F+(i70 — "f) ПРИ некотором if > О,
поэтому

[/ (,*) ЛГ+ (^)][Ь,оо) е ^+ К - Y) при Ъ> 0.

Пусть

/(ц)А+#7+(м) =
^

f e,w4Wjfc(z,»)

Для \х таких, что 1тц>ц+(Ы) в силу соотношения

K(iRe\i+(z))> \X(i\i+(z))\ = I*"1! =X(i\i+(\z\))

имеем Re(x+(z)<(x+(UI), т. е. Im \i > Re \i+(z) и, следовательно,
справедливо

Г °° "1[ь.°°)

Г°° оо ~|[Ь,оо)
= _ f^+C^J ^VdyWjk{z,y)\ _

LO —оо J
оо у

6

'

(iM-+M-+(z))J/
dy-(/ (ф+ (z)) Л2+ЛГ+1 (*>+ (*)))* -J e ^Чи^ (М)

e(iM-^(z),b (■ ^ + ^ {г)у1 (/ (.^+ (z)) At+glri (г>+ (г)))л +

+ ]e^M»]*-*+t»dtW}h(*,t)dy. (14)

Здесь и далее Gjk означает элемент матрицы G с номером (у, А:).
Последнее слагаемое в (14) также принадлежит V+(vo — if), если z^3)t и б

достаточно мало. Действительно, в силу (4) при малых б |Rejx±(z) —
— vol ^ f/2 и потому

ь

оо

=1

e-(Bo-v),+M+WU|e-,+(Z)^w.ft(Z)0 di/ =

_(„o_v_Mz))!/ j. e_,+(z)(+(,o_v)t^^ (2) ^
У

оо оо

<ty<

\dtWfr{z,t)\dy <oo.

b у
оо оо V,

ь у
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Здесь Wjk (z, t) — функция ограниченной вариации по t. Таким образом,
при z^Sbb

(Bf) (z, v) =e{ill+ll+(z))bf (|ц+ (z)) Г (z, ^ + A (z, |i) Rz+ (,i)f (15)
где

A(z, |i)«[A(z, liJP'-^y+^o-t)

при некотором f > 0. Аналогичным путем устанавливается, что если

/i s= F(i?o, Уо+ t), то при z s g)e

(Л/,) (г, ц) = e-(ill+^-<z»a/i (i|l_ (г)) ад (г> ц) + дх (Z) ц) Lz_ (fi)f (i6)

Д,(г, |i) = [Ai(z, n)r---* = V-(vo+l)

при некотором ^ > 0.

Будем использовать представления (15), (16) в (12), беря в

качестве / матрицы Е, (АЕ) (z, \l), (AQ2) (z, jlx) , а в качестве /i матрицы Е

и Q2(z, |i). При z^^)6 <?2(*, p)=V+(v0), (AE)(z, ,i)e= F-(i7o),
(Л(^2) (г, |j,)^ F-(vo). Имеем таким образом

(BE) (z, u) = е("*+,1+(г)>V (z, и.) + A(1) (г, ц) Яг+ (|i), (17)

(ЛЯ) (z, ц) = е"(^+й-(2))а^ (z, ц) + A <*>
(z, u) L2_ fo), (18)

(4<?2) (z, p.) = е"(^+й-(г))°(?2 (z, *!*_ (z))^ (2, (i) + Ai8)-(z, (i) bz- (ц), (19)

(Z?4S) (z, ц) = е<1й+,*+(г)>У (2) H, (z) Г (z, M) + A(2> (z, И) Яг+ (ц) +

+ e("l+|l+(z))bAi,) (z, *>+ (z)) Lz_ (гц+ (z)) T (z, ц), (20)

(ЯЛ<?2) (z, ji) = e(1,i+,1+<r)>Vе (г) Q* (*, *ц- (z)) Ях (z) Г (z, ц) +

+ Д(3> (z, u) Я2+ fa) + е({,1+,4+(2))ЬД<2) (г, Ф+ (z)) £_ 0>+ (z)) Г (z, ц), (21)

и после подстановки в (12) получаем

& (z, ц) = е(*+й+(г))Ь [я - ц° (z) Ях (z) + ца (z) <?2 (z, *>_ (z)) Я! (z)] Г (z, ц) + ,

+ D (z, ц) Я2+ (ц) + e(i^+(z))4 (z, г>+ (z)) L2_ (ф+ (z)) Г (z, и). (22)

Здесь D(z, |x) = A(1)(z, ц)-Д<2)(г, |x) + A(3>(z, v^V+ivo-'i), D1(z,v) =
= Ai2)(z,^)-Ai1)(z,^)eF_(i;0 + Y), Y>0. Полагая в (22) ц

= »ц_(г),
получим тождество

Q*(z, i\i-(z))= iib(z)[E- \i«{z) (Hi{z)- Q2(z, iV.-(z))Hl(z))]H2(z) +

+ D(z, w-(z))Rz+(iii-(z))+ \Lb{z)Dx{z, iii+(z))Lz-(w+(z))H2(z)s (23)
Это выражение для Q2(z, i\i-(z)) подставляем в правую час'ть (22),
в получившееся выражение опять подставляем (23) и т. д. В

результате 5-кратного применения этой процедуры получим (s> 1)

<?2 (z, И) = е^+^)ь \(Е-»° (z) ВД) £ F(a+b)i (z) Я' (z) +

+ ^+5(а+ь> (z) <?2 (z, ^_ (z)) Ex (z) Я8 (z)] Г (z, ц) + Z) (z, ц) Z?z+ (ц) +

Dx (z, ф+ (z)) Lz_ (*,x+ (z)) S ^a+b)1 (z) #'" (z) +е(*и+и+(*))Ь

s-l

+ ji° (z) Z) (z, г>_ (г))Я1+(ф_(г)) Я, (z) £ ji(a+b)j (z) H} (z)
J=0

У(*,|д)- (24)

Далее воспользуемся следствием 1, в силу которого Hj(z)T(z, |m) =
= hj(z)T(z, \х) (см. определение функции T(z, \i)), Hi(z)T(z, (л) =
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= h\(z)T(z, \i). Поэтому (24) перепишется так:

<?2 <*, Ц) = e(i^+(z))b [(I - ^ (z)hl (z)) ± ^^ {z) hi (z)] T (z, rt +

+ H,a+s(a+b) (z) fe, (z) <?2 (z, i^_ (z)) У (z, tf + D (z, $ Rz+ (ц) +

>(i^+<Z))b [/)t (*, <>+ «)^(^+ (*)) S ^+b>' (z) fcj (z) ++ ev
3=0

+ »a (z) D (z, *ц_ (z)) i?2+ (*ц_ (z)) fcx (z) _S H(o+b)i (2) fej (i)
J=0

'(z,n). (25)

Покажем, что элементы матрицы <?2(z, i|i_(z)) ограничены в ЯОь
равномерно по а и 6. Из неравенства Я(£Йе |x_(z))> !X(j|j,_(z)) I = \z~x\ =
= A,(jp,-(lzl)) вытекает Re jx-(z)> jx-(UI), стало быть,

f *n J e ^(Z)yP (S* z=dy,N = n, xn = fc/x0 = /)
n=l b

<

n=l Ь

т. е. поэлементно l^2(z, i|j,-(z)) I ^ @2(lzl, i|i_(lzl)). Пусть ^(z, jn)
совпадает с функцией (?2(z, Ji), вычисленной при a = <». Очевидно,
(?2(lzl, i|Li-(!zl))< (МЫ, tjLX-(Ui)) (все матричные неравенства
понимаются поэлементно). Но <?2(z, \i) = (BE) (z, \i) и в силу
асимптотического представления (17) при z^&b

<?2(|z|,^_(|z|))<Cev
^

<Сг.

Здесь и далее С, С\ — матрицы с постоянными положительными

элементами.

При д. б. а + Ъ и z^3)t имеет место \\xa+b(z)h(z) I < 1, поэтому
слагаемое \ia+Ha+b)(z)hi(z)hs(z)Q2(z, w-{z))T(z, \i) в (25) стремится к

нулевой матрице при всех z^&>b и s->°°, кроме того сходится _ ряд
оо

2 (A(°+b)J (z) Ъ) (z) = (1 - ^a+b (z) fe (z))-1.
Лемма 2.

L2_(iji+ (z) )I(i\i+ (z)) = {\i-(z)-\i+ (z))Ci(z)I(i\x+ (z)),

Rz+(w-(z))I(i\i+(z)) = {\i-(z)-iL+(z))C2(z)I{i\L+(z)),

где Ci(z), C2(z) — матрицы с ограниченными в 3)$ элементами.

Доказательство.

L2_(iMz))/( Mz))= 3%_(JMz)) •

•(£-(|i_(z)-a-)(|i+(z)-a_)-U,-il/(in+(z))-
= 2',-(iH+(z)){£-(|x-(z)-a-)(|x+(z)-a-)-1H2+ +
+ i(^-(z)-|i+(z))(/Z)'(<l*+(2))+...l>/(i|*+(2))=»

= 2V-(i|i+ (z) ),[(ц+ (z) - |x- (z)) (ц+ (z) - a-) ->7(»ц+ (z)) +

+ i(Mz)-Mz))(/Z)'(*Mz))/(*Mz)) + ..J-

=(M,_(z)-(A+(z))C,(z)/(in+(z));

Д^ (i|i_(z))/(in+(z) )=-««. (iji-(z))[£-
- (Мч-(z)- a+) (Ц-(z) - a+)-1Лг+]/(гц+ (z)) =

= ^+(tH-(z))(.n-(z)-|x+(z))(n.-(z)-a+)-1/(ifi+(z)),

что и требовалось доказать.
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Лемма 3. При д. б. а+ Ъ функция

ф (z, *, а + Ь) ^ (^_ (z) - и+ (z)) £ n(af ад (z) fcj (z)
j=o

ограничена в <2)6 равномерно по s^ i и а+Ъ.

Доказательство. Достаточно доказать утверждение для
целых а и Ъ.

X (i-lii(*)|) l + liiWI+.-.+liiWr^ + liiWI'
я+Ь 1 — j fe (g) |\

l - I |i W I/

При z^^)б отношение , Г7Г7\1 ограничено, а выражение

1 + |^(*)|+...+|^(»)ГЬ-» + |ц(,)Г+ь*^1^|
больше единицы при z = z0 и д. б. а + 6. В силу непрерывности это

верно при z^SDb при некотором б = б(а + Ь), к тому же как функция
а + Ъ эта величина не убывает. Лемма доказана.

Точно так же можно установить равномерную по а и Ъ

ограниченность в 3)6 функций

l-lia(z)hJ(z) l-\lb(z)h2(z)
1 - \ia+b (z) h (*)' 1 - ца+ь (z) h (z)

'

Устремляя в (25) s-*- <*>, получим теперь

ft (*. И) = i-^+b(^(,)
'

Г (*■ И) + Д (*. И) *z+ M +

+ е(1,Ж4+('>,Ь [Д, (z, i>+ (z)) C3 (z) + D (z, i>_ (z))C4(z)] Г (z, >x),

где C3(z), C4(z) — матрицы с ограниченными равномерно по a, b и z<^2Db
элементами.

Далее, в представлениях

Д(*,ц) =

Dj (Z, Ц) =

j e'w dj,Gift (z, у) , Im ц, = v0
—

у,

j* eiWfd&h(z,y) ,
Im ц = v0 + 7

имеет место равномерно по z ^ ZDt, а и b

| Gjft (z, x) - Gih (z, oo) | = О (e{V»~y)X), x -> oo,

|e,-k(a,x)-SM(z,-9o)|=^(e(eo+V):c), *->-oo. f

Это следует из [2, лемма 2], при этом необходимо убедиться, что

вариации функций
оо X

ограничены равномерно по z, a и Ь. Как следует из вывода формул (15)
и (16), для этого достаточно, чтобы аналогичными свойствами обладали
функции / и /i, что имеет место в каждом конкретном случае (17) —
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(21). Например, при /i = Q2

S \z Г f e~(l)°+V)yP (S* ^dy,N = n, Kn = fc/x0 = Л <

< 2 \zГ j e
■*"

Ил/Р(5^e cty, .V = n, хп =к/щ = /) =C2ife (|z |, *M| z\))<fi
n=i ъ

(последнее неравенство установлено ранее).
Оценим величины D{z, i\x-(z)) и Di(z, i\i+(z)). Здесь

| Djh (z, г>_ (z)) I -

>

|£>ш(Мц+(2))1 =

x"

.) e dvGjh (z, y)

00

|e-We-(»o-V)4G.ft(2)J/)

^ySjft (Z, У) =

. ce
—yb

K"-M-+(z)y

—00

Кроме того, в представлении

(2)Ь

fe^V(^I/-b)rfl/e(i,+,+u))v(z?bi) = eM^

справедливо при я > Ъ

М-+(г)Ь С \ vb ( iv -y\(x-b)\ / vx-y(x-b)\
e J ^(z, y — b)dy \ = e

°

-0(y
° '

J = О (e
°

J.
Таким образом,

D (*, u) *z+ (ji) + e(^+^+(z))b [Dx (z, щ+ (z)) C3 (z)+D (z, *,i_(z)) <?4 (*)1 Г (z, u) =

где

Je^i*(*,J0 (26)

J «Vi*<*. If) = О (e^)") + О (е^-^), (27)

что и доказывает (6). Соотношение (7) доказывается по той же схеме

симметричными рассуждениями, в которых отправным пунктом
является тождество (13). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть при z^ZDb jli+(IzI)<
< Im |j,< jx_(|zl). В этом случае существует матрица (Е — zF(\i))~l
и в силу (9)

Qo(z, n) = (E-Ql(z, |i)-02(z, n))(E-zF(n))-\

Воспользуемся далее асимптотическими представлениями для Q\ (z, \i)
и Q<i(z, \i), вытекающими из (6) и (7), в силу которых

_1 ехр{— (i\i + \i_ (*)) a}(l
— \ib (z) h2 (z))

(?0(z,fi) = (£-z^(fi))-1 + -

i-lie+bWM«)
x

X ^+ii,w л-2?г-(г>"(z))Lr+1 (fl) +
-1 лл _l ехр{(ф + p+ (z)) b} (1 - |^a (z) ^ (s))

1 — fia+b (z) /г (z)
X

X ^+ n+W
Л+^ {i^{Z)) R71 ^ +

+

I—a+ o

\eim dvr}h(z,y)\\ + \\ J 6im,d„nh{z,y) (E-zFfa))-1. (28)
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Здесь

I —а+О

Je,MVik(z, у)\ и j oiw,<tfih(z,y) — остаточные члены в

асимптотических представлениях для (Mz> Iх) и Q\(z, Iх) соответственно;

первый из них введен в (26), (27), второй обладает свойством

| ЪЪь<*. У)\ = 0(Л+*>*) + О (/^+а-Ь)), х<- а.

—оо j

Так как при рассматриваемых z и \х все собственные числа матрицы

zF(\x) по модулю меньше единицы, то

(Е - zF ((г))"1 = Е + zF (ц) + 2^2 (|1)+ ...
=

J ewdy 2 гпР (5n <=dy,%n = к/к0 = /)

Пусть, далее,

(29)

тогда

(i(i + ^+(Z))-1i?ri(^) =

i[*r*2]

У e"%#> (z, у)
—оо

00

(«)

х2+0

j Лу/$(^ + «)

[ гц + Ц+ (2)

[*Г*2]
х2+0

j е^Ч/д^-Ь)
значит, при Ь — Х2 -+■ °°, а + х\ ->■ <*> для получения асимптотических

представлений функции iS(z, [x\, х?\) необходимо изучить асимптотику

функций fjk(z,y) при 1/^оои fjk(z,y) при у-+—оо. Для первой из

них

L7+1 (ц) (i|i + ц_ (z))-1 = ЗРГ+1 (и.) Fz+ fo) (ф + ц_ (z))"1 ==

= ~ (fr+lU»))^+М*)) g7+ (^+ (Z)) Л+ + gl (Z' ^ .У
где gi(z, |ы)^ У(уо — If, уо), кроме того,

оо оо

/• . /чч-1/- » / \\-1 Г (*»*+!*—C«>)V f (*A+(z)-u,_(z)U - -

(ifx + (х__ (z)) (i|i + |i+(z)) = — J ev }

) ev + '
Лйу,

стало быть

I а+х2+0

max(o,y)

j dyf^{z,y)
a+x*

eJi+(z)(oc2+a) __ eM-+(2)(x1+a)
1да^рг(н(г)""+)х

x <?7+x (*>+ «) Л+ + о (e<*.^)(e+«.)) + о (e^<^). (30)

Аналогично находим

К- ОО
_

(I*- W -

«-) ^Г- 0>_ WM_
Щ + Ц+ (z) (*Ц + |i_ (z))(i\i + (i+ (z))

+ ?2 (Z> И')'
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где q2{z, [i)^V(vo, Уо + ч), следовательно,
-b+0

j dyf3f(z,y)
x —b

eM._(z)(x2-b) _ eM._(z)(x1-b)
=

«i-W(^w-«*+w)
(fi-(z) ~a_) x

Xi ri№-(Z))^- + 0(e("»+V)^-b)) + 0(e^+V)^-b)). . (31)

Соотношения (29) —(31) вместе с (28) дают главные члены в

разложении (8). Осталось исследовать остаточный член в (28). Пусть

(E-zFfa))-1- ] j™dygih(z,y)

Изучим поведение gjh(z, у) при у ->- ±°°. Имеем

(Е - zF (ц))-1 = Fz+ fo) ЯГ1 (ц) Рг- (|i) = ^Г1 (|i) -

- (Щ- (z) - «+) (г> + f*+ (*)Г* Л+^Г* (|l) -

.

-
— (ц_ (z) - а_) (г[г + ц_ (z))"1 ^Г1 (|х) 4.- +

(И+ («) - «+) (|i_ («) - «_) ,
+

(tji+ii.wxtii + ji+w)
Л2+даг «*'л*-

Выделяя, как и ранее, особенности функции (Е — zF{y.))~l, получаем
оо оо

j dyg}k (z,y) = cjk (z) (F_ (z) - щ. (z))-1 j e*4™ Л + О (e("°~V)*), a: ->■ oo,

X X

j dygjk (z, y) = ^ift (z) (|i_ (z) — Ц+ (z))-1 j е"-*** (ft + О (e(°0+T)*), x->—oo,

—oo —oo

где функции Cjhl cjk ограничены в 3)6. Следовательно, в представлении
—а

J ещу dvrjh (z, у) + j etw dy7> (z, y)

имеем после несложных вычислении

(E-zFM)-1- ] eiiiVdvp}k{z,y)

] dyp}h (z, y) = [O (е'Л) + О (е'Л)] [О (e-va) + О (е"*6)] (ц_ (z) - щ.(г))-\
xi

Таким образом, с учетом (30) и (31) суммарный остаточный член в

(8) будет иметь вид

[о (e<v^**t>) + о (e^*^)] Г*-"* +

+ \0 (е(°°+^-ь)) + О (вЛ-ИИ«1->))] в!** +
+ [О (в'Л) + О (eVx)] [o(e-v-) + 0(в-^.)]^_ (z) - ц+ (2)Г =

= [О (в'о*.-*»*Ч«, »"*«)) + О (eVi-v-in(b.«+*1))] (г _ ^-i/..

Теорема 2 доказана.

Для последующего контурного интегрирования производящих
функций Tjh и Sjh нам потребуется их оценка на множестве L6 = {\z\ =Zo,
\z — zq\>6). Рассмотрим сначала Tik(z, (—9°, х\) при #<—а. Нетрудно
видеть, что при z^L& Q\{z, \i)^ V-(vo + "f) при некотором if>0. Это

следует из (11), так как l£l(\i)<= V-(v0 + 7), (М*> |i)e= F+(i;0 + lf),
и потому [(£ - <?2 (z, ц)) L7i(n)](-°°'-ale F_ (i;0 + 7). Применяя опять
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лемму 2 из [2], будем иметь при z^Lt

Tjk(z,(-oo,x]) = 0(e(v°+V)X), x^-a (32)

равномерно по z, а и Ь. Аналогично

Tjk(z, [x, oo)) = О(e(V°~V)x), x^b (33)

равномерно по zel«, аи Ь. Далее, в силу основного тождества (9)
со

Sjk (*, [х19 х2)) = 2 znP (5n е [а?!, я2], хп = &/>с0 =- ;) —
п=о

- 2 J dy\gqh{z,y-t)Tiq{z,dt)-§ dy [ gqk(z,y-t)Tjk(z,dt)\
9=1 \x± Ь xx -oo /

и остается воспользоваться в этом соотношении формулами (32), (33)
и асимптотическими представлениями

со —X

$dygjh(z,y) = 0(e{Vl>-y)X), j' ^,(2,у) = 0(е"("»+7)Ж), x^oo,
ЭС —со

которые справедливы при z е £б, так как (Z? — zF(\i))-1 ^ F(i;0 — if,
Ро + К) для таких z. Получаем в итоге равномерно по z^L6, x\ и хг

со

Sjk (Zy !>i, я21) — 2 ^Пр (^п е [хг, х2], хп = &/х0 = j) =

§ 4. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Обозначим через Г контур, полученный из дуги \z\ = zo, |z —zol <fi
искривлением внутрь «2)в вблизи точки z = zo. Имеем тогда

V(SNe=A,N = n,xn = k/x0 = j) = ± J 2,jft(z,^)z-n-1dz =

И=го

=

El JT* <* А) *~П~Х dz + 4a\ Т* <*• А) *~П~г dz'

Г L6

В силу (32) и (33) последний интеграл есть 0^пе °

] при А =

— (—°°, х], х^—ан 0(z^ne ° ) при А = [х, °о), х>Ь. Точно так же

в силу (34) для нахождения F(Sn^[xu #2], N<n, кп = к/ко = ])
достаточно вести интегрирование соответствующей производящей функции
лишь по контуру Г, образующаяся при этом погрешность имеет йбрядок,
указанный в (34), умноженный на %Цп. Во всех случаях вдозгь контура
Г мы можем заменить производящие функции их асимптотическими

представлениями (6) — (8). Дело сводится, таким образом, к

необходимости строить асимптотические разложения для интегралов вида

J(n) = ±$G(z)z-n-4z,
г

где функция G имеет вид

Gi (*) = / (z) exp {(klVL+ (z) — &2ц_ (z)) a + (к3ц+ (z) - кф_ (z)) b) x

i-lib(z)hi(z) 6(I)

Xl_(i«+b(2)fe(z) ^(S-Z^2
или

G2 (z) = / (*) exP {(^4- (z) — k№- (*)) Ь + (ks\i+ (z) - кл\х- (z)) a} x

l-\ia(z)h1(z) t 6(z)
X":—гтггьттттт +
1-^+ь (*)/*(*) (z-zQ)

1/2-
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Здесь &i, ..., &4 — неотрицательные постоянные величины, f(z) =
оо

— 2 fkik{z — zo) » 6 (z) —аналитическая в 3)ь и непрерывная на гра-

нице функция, оценки которой содержатся в (6) — (8).
Подробное изложение способа построения полных асимптотических

разложений для интегралов подобного вида содержится в [9] с той лишь

разницей, что там предполагается zq = 1, что несущественно с точки

зрения применения метода. В связи с этим мы ограничимся здесь
кратким изложением схемы действий с формулировкой результатов и

указанием алгоритмов вычисления коэффициентов разложений. Рассмотрим
сначала случай G(z) = G\(z) и пусть а = а(п) = о(гс), Ъ = Ь(п) = о(п),
п -*■ ©о. Интеграл

%_ Г б (*) dz

2ni J (Z-Z \i/2 zn+i
Г V о/

имеет ту же оценку, что и 6(z) в iZ5e, а функцию II(z) = (l — \ib(z) X
XU2(z)) (1

— |Lia+b(z)A(z))"1 при любом М>1 можно представить в виде

П (z) *^ (1 - V W *e W) ^(a+b)S (*) ^ W + П (z) ц(в+Ь)М (z) feM (z). В со-

ответствии с этим с тонностью до экспоненциального остатка известного

вида J(n) можно представить в виде

2т*

где

^7 2 (Ji* И""/2S (")) +/м (Л) '

/„(it) = ^e^^"4^^^1 f ar (z) enXs(z) dz, s = 0, ..., М - 1,
г

/л(я) = z-Vol^-"2^^^-^1 J a, (z) П (z) e""^ dz,
Г

fels (Z) = (Тг5 + T25) (|Л+ (Z) — p.. (Z)) + TX (&iM,+ (Z) — /C2[X_ (z)) + T2 (/c3JA+ (z) —

— /c4lx_ (z)) + 5T3 In h (z) — ln~ — т^о (fei — fc2) — x2v0 (ks — /c4),

7i2s(z) = %u(z)+ t2(jx+ (z)- |i-CO). 2i(*) = /0Ф"Л

a2(z) =fe2(z)a!(z), tx=J-, т2 = -, т3 = -,

и пусть после замены t = i(z — Zo)1/2
ar{t) = -2tdr{z), r\(t) = h{z)y \f)±(t)= \i±(z), hr8(t) = %r,{z)

(везде в дальнейшем переменная г принимает значения только 1 или

2). Пусть Т\ — образ Г в плоскости переменной J, тогда

Jrs (п) = z-^oHhi-4+4h-4)] j ar {t) e*w*> dt

Исследование этих интегралов проводится с помощью модификации
метода перевала, изложенной в [2]. Точки перевала tT, функций hTt(t)
определяются из уравнений hrs (£) = 0. Рассмотрим уравнения

Fx (t, z1, z2,z„ z4) эzx (t|4 (t) - i|>l (0) + Ч^щ- +

+ z,(M4 (0 - M>- (0) + г4 (*,Ч>'+ (0- btf- (0) + -^-i = 0, (35)

F2 (t, zlt z2, zs, z4) = Ft (t, zlt z2, z3, z4) + z4 (г|5+ (t) — ty'_ (t)) = 0. (36)
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Существуют решения h(zu Z2, zz, Z4) и fe(zi, Z2, z$, z\) уравнений (35)
и (36) соответственно, представимые в некоторой т-окрестности нуля в

виде сходящихся рядов по степеням z\9 22, Z3, Z4. Коэффициенты этих

разложений без труда вычисляются известным образом. Заметим, что

К* (t) = Fr (t, (тх + т2) 5, т35, tlf т2). (37)

Полагая Af — 1 = [ти/(а + Ь)], мы обеспечим принадлежность
т-окрестности нуля всех аргументов в (37). Таким'образом, для точек перевала tr8

получим разложения по степеням (ti + T2)s, Тз$, Ti, T2, а после

перегруппировки — по степеням n, T2, Тз:

(к
+ к \

s +
г

2

2

) Ti
—

Число i|)i определено в (4), ц\
= 'Ц,(0). Поскольку в окрестности нуля

hrs(t) = W l(2s + k,+ k2)tx + (2(s + r-l) + k3 + к,)т2] +

zo

справедливы разложения

Г / k,+k\ l К + кЛ

hrs(trs) = -*о[Щ8 + -V^j^i + Ц* + r-1 +-^-7Т* +

Лгв (*м) = Г" + О (S (Хг + Т2)).
zo

Применение метода Лапласа оценки интегралов дает нам при каждом

целом q> 1
М-1

^ 2 (/x,H-/28("))=^ve[a(fti-S2)+b(ftrt),x

xfsV'4М2(^/1Л,)-1)2/Л)) +
Li=o s=o

+ ^M2>ls/Mtls)-i?2s/'Mt2s))l, ,.^(38)
S=0 J

где величины Rr*j ограничены равномерно по 5 = 0, ,,., М— 1 и щ

%з » 1

■ дч»-(-=^2й:«(-*й,)"*^гг(« + /+4-).
a д£? — коэффициент при zj в произведении

£ (а™ + eg* + ..'.) W* + tiVz* +...)\

ЛЬ) ±_ arh (*rs) h(h) _ 1
h(fc+2) /, ч 7, _n 1

rs &j' rs
~~

(& + 24 rs ^rs''
~~

' * * ***

В (?илу выбора числа М интегралом JM{n) можно пренебречь (см. [9]).
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Если—7=—^оо, то при суммировании по s в (38) достаточно огра-
уп

дичиться слагаемым при 5 = 0, все последующие будут отличаться от

него множителем порядка 0^e-v(a+b) nJ. Это и даст нам окончательный

результат для таких а и Ъ.

Пусть

а = ailfn, Ь = bifn, 0< с\ <аи Ьх <с2<°°. (39)

В этом случае суммирование по s в (38) можно распространить до °о?
a h

что не изменит вида остаточного члена. Имеем здесь тх = —-/=» та
=

■

Уп'
2

Уп'
1

т3
= — и справедливо разложение

Drsj ехр {nhTS (trs) + itfz0 [ax (s + ^Ц^) + Ь± (s + г - 1 + ^^j]*} =

где д[^ (5) — многочлены от 5, ai и bi степени не выше 3i по каждой
переменной. Обозначим

Ра = £ («*''«ехР{-*Ь[«1 (' + ЦЦ + b>[s + ЧЩ)~
- fl> (,) ехр {-1^„ [4+4^) + Ь* (* + ' + Ч^4)]'}). (40>

тогда
М-1

8=0

при каждом g > 1. Заметим, что коэффициенты Рц зависят среди всего

прочего от пяти параметров: Ру = Рц(к\9 къ, &з, к±, /). Этими
обозначениями мы в дальнейшем будем пользоваться.

Наконец, мы_можем рассмотреть ситуацию b = b\l/n, a = o(b) или,

наоборот, a = a\lln, b = o(a). Здесь получатся полные асимптотические

1 а

разложения для J(n) по степеням величин 0г = —~т= и 02 = —j= в пер-
уп уп

вом случае и по степеням 0i и %~ ^у=во втором. Подробно это сдела- ,

но в [9], поэтому мы ограничимся ссылкой на эту работу.
Для исследования J(n) при G(z) = G2(z) достаточно в предыдущих

рассмотрениях заменить /^(z) на h\(z) и поменять местами а и 6.

Полученные в этой ситуации коэффициенты Pi} мы будем снабжать
штрихами.

Перейдем к окончательным формулировкам теорем. Ясно, что

описанный выше метод вместе с найденными в § 3 асимптотическими

представлениями производящих функций позволяет получать полные

асимптотические разложения для распределений P(SN^A, N = n, Xn = &/xo =
= /) при любых Лс=(—оо? —a] U |[Ь, оо) и для V(Sn^[xu я2], N < п,
кп = к/к0 = ]) при а + х\-^оо, Ь — Х2-+°° во всем спектре уклонений,
совместимых с требованиями a -*

<*>? 6 ->- «>, a+b = o(n), a+b> clfn.
Мы приведем здесь некоторые из них.
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Теорема 3. Пусть (a+b)/l/n-+ оо при п-+о°. Тогда для любого
х < —а и любого целого q > 1

Р (Sn < #, N = га, хп = &/и0 = /) =

+ тГ"~Т0(ехр {- z0qla*/n}) (1 + 0 (ехр{- у (а + bfjn))) +

+ О {z^v<>+y)x) + О (гГе{*°+*)(Х+а-Ъ)),

при этом в определении Dioi следует положить f{z)= J щк (z, у) dy, к\ =
—оо

= кг = &4 = 0, &2 = 1.

Ясно, что в случае достаточно быстрого роста Ь, например, при

Ъ = пи2+% г > О, слагаемое D20ienh2o{t2o) отличается от D10ien lo('lo)

множителем порядка е~уп и по этой причине может быть отнесено в

остаточный член, т. е. в этом случае двуграничная задача сводится к одно-

граничной.
Аналогичным образом может быть выписано разложение для

Р (SN > х, N
=

гс, хп = к/щ = /), х ^ Ь.

Далее рассмотрим наиболее важную, на наш взгляд, ситуацию
нормальных уклонений границ.

Теорема 4. Пусть выполнено (39). Тогда для каждого целого д>1
справедливо

1) Р (SN ^х, N = п, хп = k/щ = /) =

= z-ne~V Г s[ и"1^" ЗЗ n~i/2Pu (0,1,0,0, /£*) + О [п~Я^)\
х-\-а

где х^-a, fx'k(z) = J щк(z,»)dy, P00(0,1, 0,0,/£k) = 0, P10(0,1,0,0,
—oo

A*) - A*w<ч»—2 {[(•+4) -+*4~*w'+F)+,b']! -

-[[s + ^ja1 + (s+l)b1\e loLl1 2)

Jj; -X

2) P(SN^x,N = n, xn = &/x0 = /) =

s n »s »-iMi(i, о, о, о, /£•*)+oU 2;
_i=0 i=0

2Ге"оЬ

oo

где *>Ь, /£•* (z) = J i;A(z, y)dy, P'M(i, 0, 0, 0,7*'ft) = 0, P'10(i, 0, 0, 0,
x-b

»*)=й>ыл*-*| ([«,+(.+i)*.]r*M~W_

_ [„+1) „,+(.+1)4-*4<-«^HW8j.
Теорема 5. Пусть —а<х\<0<Х2<Ь и выполнено (39). Гогда rc^w

любом целом q ^ 1
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1) если х\ и Х2 не зависят от п, то

Р (Sn<= [«!, х2], N < и, хп = /с/х0 = /)
9-1 -Z-1

= z-n%n 2S^i/2(^(l,l,O,O,0) + Pu(l,l,O,O,/i?l)) +

+ o (n 9 M.
fi'h {Z) =

|i+(*)(!*_ (*)-!*+(«))
** (Z)' /i,fe (Z) =

I*-«(I*-(«)-!*+(«))
*Л (Z)'

P00 (1, 1, 0, 0, ftl) + P'00 (1, 1, 0, 0, /$) =
(а*0*»-в"0*1) 2- /гч

~

=

2VZ.*.™ % (-P t- ^o [«i С +1) + M2) +

+ exp {- q\z0 [alS + Ъх (s + l)]2} - 2 exp {- г|)2*0К (* + 1) + b^s+l)]*});
2) ес/ш \x\\=aa, X2 = $b, где а и $— постоянные величины,

и vo Ф О, га гари любом целом q ^ 1

^ Р(5Яе= [;гг, я2], N<и, хп = fr/x0 = /) =

S» *Sn-v4Mi,i,P,o,^i>) += z„ e

+ p«(i,i-P,o,o,^j?)) + o(» 9 ^-^e^Ps*
'

"■ 2»-V2
J L Z=0 i=0

X(P«(1 - a, 1, 0, 0, F#)+ ^z (1, 1, 0, a, Fj?)) + 0U"9"""2)J,
^(D/74 K3h (*) -(2) /v Kjk (*)

коэффициенты Рй определены в (40), при этом gj'° (5) = ql'° (s) =
gifc(go) p' D ,

— •

о-,/-—;—I/F» 00 отличается от Poo тем, что а\ и Ь\ меняются местами.
* V я Vnzo
Если Уо

= 0 и
—

х\=аа, Х2=1$Ь, 0<а, [J<1, то подход,

примененный в п. 2) теоремы 5 неприменим, так как в этом случае функции
ar{t) имеют простой полюс в нуле. В этой ситуации, однако, применима
другая модификация метода перевала, разработанная А. А. Боровковым
в i[2] как раз для того случая, когда функция ar(t) имеет простой полюс

вблизи точки перевала. Эта модификация приспособлена для
использования в двуграничной задаче в .[131, гДе при m = 1 с ее помощью

найдены полные асимптотические разложения вероятностей вида J*(SN^A,
N<n).

Другая возможность здесь
— перейти к локальным характеристикам

распределения P(Sn^A, N^n, хп = /с/хо = 7). Как следует из (8), для
него справедливо представление

P{Sn^A, N<n, хп = Л/хо = /) = Р1,»(Л) + Р2|»(Л),

где мера Р\,п(А) абсолютно непрерывна относительно меры Лебега,
а мера Р2уП(А) имеет известную экспоненциальную оценку и

соответствует остаточному члену в (8). (Для краткости в обозначенияхРгп(А)
мы опускаем зависимость от /, к, а и Ь.) Пусть Р\,п(у)— плотность,

соответствующая Р\,п(А). Тогда

1 « ft.. (У) = [ 1_^ъ{ж)кй
К*«* +

»b(z){i ,«(z)hi(z)) к^ е»_Ш\ _

^+ (j)r (41)
i-\ia+b(z)h(z) }
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и, обозначив y
= —Qia или г/

= 92Ь, 0<9i<<x, 0< 02 ^ Р, мы вновь

можем применить к правой части (41) изложенную выше схему
асимптотического анализа. При этом коэффициенты полученных разложений
будут функциями от 0i или 02.

В заключение заметим, что асимптотические представления

производящих функций (6), (7) представляют самостоятельный интерес и

могут использоваться в других задачах. Так, при z = zq = 1 мы получаем
из них распределение величины первого перескока через границу
интервала (—а, Ъ) с точностью до экспоненциально малого остатка, что,

в свою очередь, может быть использовано, например, для нахождения
с помощью тождества Вальда асимптотических разложений
величины EN.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ

В ЗАДАЧЕ О МАКСИМУМЕ

ДЛИН СЕРИЙ «УСПЕХОВ»

В МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ С ДВУМЯ СОСТОЯНИЯМИ

С. Ю. Н О В А К

Рассмотрим однородную марковскую цепь {£г, i>0} о состояниями

{1; 0}, переходными вероятностными рц
=

<%, роо
= Р, 0 < а < 1, р< 1,

и начальным распределением Р(£о = 1) — р- Положим

Tin = max {& < гс: max l{gi+1 = ...
= g4+fc = 1} = 11. (0)
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По своему смыслу цп есть максимум длин серий «успехов» (единиц)
в испытаниях gi, ..., |п.

Задача о распределении случайной величины цп имеет приложения

в теории надежности. Чтобы проиллюстрировать сказанное, рассмотрим

систему S, которая эксплуатируется в одном из двух режимов,
помеченных цифрами 1 и 0. Причем система полностью восстанавливает

способность работать в режиме 1, если хотя бы в течение одного такта

побудет в режиме 0, но выходит из строя, если находится в режиме 1 к

тактов подряд. Если предположить теперь, что эволюция системы S
описывается введенной выше цепью Маркова, то вероятность бесперебойной
работы в течение п тактов есть Р(цп<к).

Асимптотику распределения случайной величины г]п в случае схемы

Бернулли с параметром а изучал В. Л. Гончаров [1]. Им было

установлено, что для всякого целого / при п -*- <*>

Р(г\п-[^п]<]') = ех^(-(1-а)а5-{1оеп})+о{1) (*)

(здесь и ниже логарифмы log берутся по основанию 1/а; [х] и {х} суть
целая и дробная части х).

Предельные законы для максимума длин серий «успехов» в более

общда: постановках задачи изучались в [2—7j]; были получены также

утверждения типа закона повторного логарифма [4, 5, 8—13]. Впервые
изучать распределение случайной величины цп предложил, по-видимому,

еще А. Муавр {14, Problem LXXIVJ.
В настоящей работе будут получены асимптотические разложения

для функции распределения максимума длин серий «успехов». В

частности, будут уточнены результат В. Л. Гончарова (*), а также один из

результатов работы [15].

§ 1. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА

Положим «у =(1 — а) (1 — £})/а(2 — а— £*), и пусть

Yi (к, Ф) =Ф« 2 2 Tj.d 2 <?м 2 h (v, г - j) (v!)-12 C\ (- 1)<^+V+XX
j=0 d=0 M-=0 V=0 h=0

xdi + iif-v-id + rid+v-if-^-1) (t>0), (i.i)

где использованы обозначения:

*w=£(i-l)...(i-d+l) при d>l9

i<°> — 1, i(-d) = 0 при d>l;
^1,2)

функции Г, Q, h определены ниже формулами (2.7), (2.16), (2.12).
Отметим что Y<(&, ф)— полином степени £, по первому аргументу

и степени 2i по второму.

Теорема 1. Для всякого т^1 найдется постоянная С = С(т,ос, р,р)
такая, что при п>С справедлива оценка

W—1

sup
—oo<j<+oo

Р {Цп — [log п] < j) — е
Фп' 2 и гУг {Kh ФпЛ

г=о

^С(п 11пгг)ш,

(1.3)
где kni = / + [log в], ф„; = -yaj-<,og п>.

Следствие. При п ->- °°

sup | Р (лп - [log п] < /) - e_<Pni(l + Ф«;(1 - Фпз) гГ1 log п) \ = 0(к-1).
—oo<j<+oo

(1-4)
Отметим: из (1.4) следует, что не только первый, но и второй

члены асимптотического разложения для функции распределения
случайной величины г\п не зависят от начального распределения цепи.
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Дальнейшая структура работы такова: во втором параграфе будут
получены некоторые вспомогательные результаты; доказательству
основного результата чпосвящен § 3.

§ 2. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Буквами С, с (с индексами и без) ниже будут обозначаться

(различные) постоянные, зависящие только от т и параметров цепи.
Символ ■ помечает конец доказательства.

Теорема 2. Существуют постоянные q < 1, С < °° такие, что

sup|Р(т,„<к) - А(*0) t»"-11 <Cqn, (2.1)
k>C

где

A(t) = -V(t)/U'(t),
V(t)=V(t, &)=l-(.a+p-l)f-

-(pa + (l -p) (1 - р))ак-^ + p(a + p - l)a*rt+1,
U(t)^U{t, k)=W(t) + (l-a) (1 - Ma*-1***1,

W(*)=(l-*)(l-(a + p-l)t),

fe^M^)— минимальный по модулю корень функции U(t, к).
Замечание. В случае схемы Бернулли с параметром а оценка

(2.1) справедлива при g=a, С = (2+ а(1 — а))/(1 — а) (1— а2).
Прежде чем приступить к доказательству теоремы 2, покажем, что

имеет место следующая
Лемма 1. При к ^ 1 справедливо равенство

F (М) = 2 Р (т]п < А) Г = F (t)/U (*), (2.2)
П=0

где г]о — 0.

Доказательство. Обозначим через F\ ssFi(&, i) функцию
F(k, t), соответствующую pi, через F0^F0(k, t) функцию F(k, t),
соответствующую p

= 0. Кроме того^ положим ип = Р(г)„< к\^0 = 1), vn =

= Р(т)„< &1§о = 0), йп=(ип, Уп), F = (F\, Fq). Буквой П ниже

обозначена матрица переходных вероятностей цепи, а буквой П* = 11я«11 —
матрица с элементами Яп = Я21 = 0, К\2 = а, Я22 = 1 — 0.

Нетрудно убедиться, что имеют место следующие соотношения:

йп =' Пйп-1 —(1 —'а)ал_1П*г;п_А-1 при п> к,

uh = ПйА_1 - а'-Ш*!, (2.3)
и» = Пип-1 при 0 < п < к, ио = 1, **/

где 1=(1,1). Из (2.3) немедленно вытекает равенство
^

F=~i + tUF - а^П*!-(1 - а)а*-^+11№. (2.4)

Решая (2.4) относительно Ft, Fo и учитывая, что ,Р(/с, t) = pF\ +
+ (l-p)F0, получим (2.2). ■

Доказательство теоремы 2. Сначала приведем схему
дальнейших рассуждений. Мы покажем, что при достаточно больших к корни

{U^ti(k), l^i^k] функции U(t, к): (а) отделены по модулю от

минимального корня to, (б) равномерно ограничены, (в) просты; после чего

воспользуемся разложением функции F(k, t) на простые дроби.
Выберем числа гид так, чтобы выполнялись условия

(0) 0<г<а<д<1;
(1) если а= И — а — (3|, то д< 2а/(а + 0);
(2) если а> ll-a-01, то r> |l-a- 01;
(3) если а < 11 — а — р 1I, то а/д < 11 — а — 01 < д.
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Поскольку g>max(a, |1—a —pi), функция W{t) имеет

единственный корень в области B = {t: \t\ < 1/g}, и при всех &, больших
некоторого k(q), выполняется inf \W(t) |>sup \U (t, k) — W(t)\. Поэто-

fedB t^dB

му по теореме Руше [16, с. 142] функция U(t) имеет в области В
единственный корень to (взяв вместо В окрестности точки £=1, получим

to(k)-+l ПРИ Л-*00). Следовательно, UJ > 1/g, l^Kk, если k>k(q).
Из равенства U{tu /с) = 0 вытекает: (i—a)(l — $)\ati\h+l<A\ati\2

при k>k(q), i> 1. Поэтому \tt\ <1/г при всех к, больших некоторого к\.
Если С/(т)= ?7'(т) = 0 для некоторого т = т(/с), то в точке т

обратится в нуль и остаток при делении U(t) на tU'{t). Этот последний
есть полином степени два, корни которого не зануляют U' (t) при всех

fc, больших некоторого к*. Следовательно, корни функции U(t) при
больших к просты.

Разложение функции F(k, t) на простые дроби дает

Р(т)п<к)= %А(ц)г-п-\

Для завершения доказательства теоремы 2 необходимо проверить
существование константы С такой, что inf | U' (£*) | > 0.

Случай 1: а= |1-а-р|. Заметим, что и(к)^Вх = {t: 1/g < \t\ <
< 1/r}, l^i<k, k>k(q). Если inf min | U' (h, k) | = 0, то для НеКО-

торой последовательности {тД и некоторого т^ В\[) дВ\ выполняется

U{%h /)=0; Tj ->- т, £/'(tj, У)-^0 при /-><». Последнее означает, что

/(1 — а) (1 — $)a-l(a%j)j-+- —W'(x)¥=0 (W (t) не имеет корней в В\)У
откуда х = 1/а. Но, с другой стороны,

-«/'(*• /c)=/cW(0 + (l-oc~P)i2+l (2.5)

как только U(t, /с) = 0. Из (2.5) следует W {xh /) I -*- °° при /-*■«>,
а это противоречит предположению.

Случай 2: a>ll —a — £H. Снова t{(k)^Bu l^i<k. Заметим,
что функция V7(Z) не имеет корней в области В\. Поэтому inf | W(t) | >

teBx

>0, и ввиду (2.5) min \U'(ti(k), Л)|-*оо.

Случай 3: a<ll —a—|il. Положим 52 = U: 1/g < Ul < g/a).
С помощью теоремы Руше убеждаемся, что функция U(ty к) имеет

при больших к в области i?2 единственный корень t\(k). Применяя
теорему Руше к окрестностям точки £=1/(<х+[1— 1), получим t\(k) —
= l/(a+p-l)+o(l) при &->оо. Но ТГ(1/(а + р-1))¥=0.
Поэтому и lim | U' (tx (fc), /с) f> 0. В области Въ = {*: q/a < Ul < 1/r} функ-

ция W(£) не имеет корней. Поэтому из (2.5) следует inf \U'(ti(k),

(к) | -+ оо при А -*■ оо. ■

Введем обозначения: х =(a+(I —l)/(2 —a —P), б = 1 — р/ч — (1 —
— р)/(1 — а), p

= (a+(i —1)/(1—а)(1 —Р). Функции #* определим по

правилу: #* = 0 при i < 0,

[*/2j

Нг= Нг{к) = 2~г S Ci+f (/c + 2x)l-2J((A + 2x)2~4(/c-l)x)J при *>0.

(2.6)
Кроме того, положим

Тг^Тг(к)= itfitfi-i, (2.7)
i=o

где go
= 1, gi = б — х, да

=

pap
— хб, дз

=

—храр.
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Лемма 2. При всех достаточно больших к имеет место равенство

оо

А(1 + и)= 2Я>\ (2.8)

где и S ц (А:) = to (к) — 1.

Доказательство. Как уже отмечалось, и (к) ->■ 0 при & ->- оо.

Соотношение 27(1 + и) = 0 позволяет записать

(2 - а - РГХ(1 + и) 7(1 + и) = S д{и\
1=0

-(2-а-р)-^!+ »)«/'(!+ »)-(1-(« + у)»)(1-(«-»)»)',

где я^я(/с) = (й + 2х)/2, у в у(й) = ((й + 2х)2- 4(й- 1)х)1/2/2.
Раскладывая дробь F(l + u)/U'(l + и) в ряд по степеням и, получим (2.3). ■

Отметим, что

l#,(ft)l<(& + 2|xl)', \Tt(k)\<Ck{. (2.9)

Прежде чем перейти к следующему утверждению, введем
последовательность полиномов {Р*^Рг(-), i>0), определяемых рекуррентными
соотношениями

Ро=1,
m

i>m = Pm (к) = 2 Gt (ft) bm_u (к) при ft > in > 1,

где G, (Л) = jj Cj+xx5-*, 6,j в bw (ft) = 2 Ph... Pi} при I > 0,
i=0 г-L+... +i^l

/>1, (**)
Положим i; в у (&) = ^aft-
Лемма З. Для всякого m> 1 найдутся постоянные Cm, km такие, что

при k>km
m—i

U,/v — 2 Piv%
i=0

<Cm(kv)m. (2.10)

Доказательство. Равенство U(l + u)=0 запишем в виде

fe+i

u/v = (1 + u)h+1 (1 - ш)'1 = 2 <V + *» ((1 + х) w)ft+1 (1 -. %ufl-
j=o «^

у'

Нетрудно видеть, что при m
= 1 (2.10) выполнено.

Пусть (2.10) справедливо для некоторого m > 1. Осуществим

индукционный переход.
ш—1

Обозначим Д. = Pi (0<i<m), Pmvm = u/v — 2 А>\ bZ)i,m =

= 2 ^V^ •" • ^Ъ'' где суммирование ведется по наборам (ii, ..., fy)

неотрицательных целых чисел, для которых U + ... + ц = Z, max if < m.

Имеем

тэт m / m \ j

u/v + o((kv)m+1) = 2 <V = S <V 2 г*1 =

j=o i=o \i=o /

m mj
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Делая замену переменных £ = j + l и замечая, что fe^m = by при 1< т,

получим
т г

и/и =1 + 2 Vх 2 jHi^ + o((fc)m+1),

что и требовалось доказать, ■

Отметим, что величины bij допускают представление
i

Ьи= 2 /(v)fe(v, l)/v\ при Z>1, />1, (2.11)
v=i

где ft(v, Z)=A(v, Z, А:)—полиномы степени I (по /с), определяемые
соотношениями А(0, 0)= 1, А(0, Z) = 0 (l>l)t

k(vtj)Sk(v,u)= 2 2 (v^^W)21...
... (Л,*(*))** nF* J>v>l. (2.12)

Здесь использованы обозначения v' = min(v; 1/21); у
= (i/i, ..., yM);

z = (zi, .:'zu)\ z\ = zx\ ...ZmU A(v, l,M) = {(г/, z): 1 <#x< ...<Ум\

minzi^l; 2Z* = v'> 2 УгЧ = ZJ, а также (1.2).
Чтобы убедиться в справедливости (2.11), достаточно наборы (ii, ...

..., ц) неотрицательных целых чисел, участвующих в определении
величин bij, разбить на группы, для которых число ненулевых элементов

равно v, число, различных ненулевых элементов равно М, имеется ровно

z\ элементов, равных по величине у\, ..., ровно zM элементов равны по

величине ум* Аналогично

bij.«= S iMhm(v,l)/v\, (2.13)

где Am(0, 0)=1, определение величин Am(v, Z) отличается от

определения величин ft(v, Z) заменой полиномов А(-) на полиномы Pi(-) is.

множества A(v, Z, М) на A(v, Z, M, m) = {(г/, z)g4(v, Z, ikf): max i/j<ml.

Отметим, что Am(v, Z)=A(v, Z) при Km щ как несложно убедиться,

IMv, *, А01<2»1лЧстй)', (2.14)

|Ьит(/Ь)|<2-(/тг+1)^(^/с)г. (2.15)
В заключение этого раздела приведем несколько утверждений

комбинаторного характера. В справедливости этих утверждений нетрудно

убедиться с помощью метода математической индукции,
i

Лемма 4. Пусть Sd(i) = 2 1Ы)- Тогда при d>0

Sd(i)*=(i+ l)(d+I)/(d+ 1)= i(d) + i{d+l)/(d+ 1).

Следствие. Справедливы соотношения

Sd(i) = d 2 Sd^{j- 1) при d>l,

(t+;i)5d(Z-l) = (d+2)(d+l)-15d+1(t) n/wi^l,
5d(i+l),Bas5d(0+dS^i(0 npKd>l.

Лемма 5. Пусть г5(г)—коэффициент при п*4 в полиноме

(n + i).....(n+ 0-2-^(0^;"

(?о,<* = 1» Qja = 2 (ZiZ2 ... Zj)"1 при 1 < / < d.
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Тогда при d > 1 имеет место соотношение

j=0

Объединяя утверждения лемм 4, 5 получим

rd(0 = 2 <?i,d(i + l)(i+d) (d > 0), (2.16)

где <?o,o = 1, <?o,d = 0 при d > 1, @j)d = (/ + d)-lQHitd при Kj<i
Лемма 6. Пусть a, v ^ Z; v ^ 0. Тогда

i(v)= 2cyv-^(i-fl)№). (2.17)

Докажем, к примеру, лемму 5. Заметим, что

П (г) = 2 &-i-i (1-1) при *>/> 1. (2.18)

Действительно, при / = 1 (2.18) очевидно (r0(i)=l), а при j>2
г

гз (0 = 2i 1х • . . lj = 2j lj 2j h • • • Zj-i =

= 2^_1(z-i).
1=3

Доказательство леммы 5 проведем по индукции. При d = 1
имеем п(£)= &(i + l)/2 = *Si(i). Предположим, что утверждение леммы

справедливо при некотором d, К d<i. Тогда в силу (2.18)

r<m(0= 10ы 2 (l+l-i)Sd+j(l-l). (2.19)

Воспользуемся теперь следствием леммы 4. Имеем

(Z+l)uyd+j(Z-l) = (d + / + 2)(d + /+l)-%+i+,(0,

2 Sd+§(I- 1) = 2 Sd+j(I—l) = (d + /+ I)"15d+j+1 (0,

(Й + / + 2) 2 Sd+j+1(l) = Sd+j+2(i) + (d + j + 2)Sd+j+1(i).
l=d+l

Из (2.19) выводим
d-i

'"*"

r<*+i (0 = 2 &.d ((<* + 7 + I)"1 ^d+i+2 (0 + SM+1 (0) =^'
3=0

= Sm (0 + S (&,„ + (d + /Г1 &-i,i) 5d+i+1 (0 +
5=1

+ (2d)-1 &-ia+1 (j) = 2 &.*+А+т (0,

так как (2d)"lQd-\,d = фм+i и при 1 ^ 7 < d

Qua + {d + /Г1 <?;-i,d = ft.d+i. ■

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Определим полиномы У*, (fc, ф), используя в формуле (1.1)
величины Am(v, Z) вместо h(v, I). Всюду ниже xp^nv; символ log по-

прежнему используется для обозначения логарифмов по основанию 1/а.
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Лемма 7. При всех достаточно больших к

оо

A (t0) С1-1 = 2 n-'Yi.me-*. (3.1)
i—О

Доказательство. Положим w = пщ
оо

fli.d = («/»),-dSrd (0 (-»)*/«

(коэффициенты rd(i) введены в лемме 5). Тогда
оо оо оо

С-1 вб (1 + w)-"-1 = 2 c;+i (- и)1 = S n~j 2 ri (0 (- и>у/й
г—0 3=0 i=j

и из леммы 2 вытекает, что

оо }

А(*,)fo""_1 =2"-'S ?W-dflj>d. (3.2)
j=0 d=0

im

В обозначениях леммы 3 (и/и) ~ 2jV Oa,i,m» Поэтому
а=о

*Ы = 2 »"V 2 (- ф)* г„ (0 b«,«+i-d.«/i!. (3.3)
а=о i>max(d,d—j+a/m)

Из (3.2), (3.3), делая замену переменных t = j + a, получим
оо

где

xf|TO™х,,те(*, Ф)= 2 S Tt-jf*-* S r^0b*-j.i+j-d.m(-q>)7*!.
i=0 d=0 i>max(d,d—i+(t—i)/m)

(3.4)
Замена переменных и смена порядка суммирования законны, поскольку

при больших к ряд (3.4) сходится абсолютно. В этом нетрудно

убедиться, воспользовавшись оценками (2.9), (2.15), а также следующей:

rd (0 = S ЧЧ ... k < *(d)C? < *(d) 2* при d > 1.

Преобразуя (3.4) с помощью формул (2.11) и (2.16), получим

xi>m = 2 2 zWd 2 См 2 й«К*-лЫ)_1х
i=0 d=o M-=0 (t—j)/m^v<t—j

X2(i+ l)(,v+d)(i + /- d)(v)(- Ф)7«. (3.5)

Область суммирования по i в (3.5) мы должны были бы, вообще говоря,
указать в виде i>max(d; x), x = d — j + (t — j)lm. Заметим, однако, что

если max(d; х) = х и i < х, то i + / —d<v. Но (& + / —d)(v) = 0 при
i + / —d<v. Тем самым запись (3.5) корректна.

Сумму по i в (3.5) можно свернуть с помощью леммы 6.

Используя равенство (i + l)(r) = iir) + ri{r~l\ из (2.17) выводим

е* 2 (t + l)(№+d) (* + / - 4Л - Ф)У*1 =

= 2 (- ч>)*+*+хс$ ((/ + F)(v-X) - ф"1 ((г + d) с/ + (x - i)(v-X)).
Таким образом, Х*|теф = Y* ,w. ■

Лемма 8. Пусть if = max(l; ф). Тогда

\Yitm\<(Ctfbiny. (3.6)
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Доказательство. Из определения величин Qitd вытекает, что

Qhd<Cf+d/(2j)U<2d/n. (3.7)

Употребляя оценки (2.14), (2.9), (3.7), заключаем

| Уг,т | <{сг<^ку 2222 2dmv (/ + ц + l)v/vV! <(c2%t|)){.
j=0 d=0 |Ll=6 V=0

Заметим, что к < log n — log <p + 1. Поэтому

(ф log n/a . при ф ^ 1,
kw < {^

llog n + 1 + e-1 log e при <p < 1.

Оценка (3.6) очевидна,. ■

Положим к (п) = log n — log In nm.

Лемма 9. Пусть m > 1. ZT^w всея достаточно больших п

выполняется (q < 1):

sup
feez

m—l

<Cg" +

m—l oo

+ 2 sup 2 »_i I У| | е-ф + sup 2 "_i I Yi>m | e-<P. (3.8)

Доказательство. Обозначим Д(п, к)
m—l

— 2 л-*Г{в-«р

дует, что

Р (%<*)-

Заметим, что У<|ТО = Г* при i<m. Из (2.1), (3.1) сле-

sup Д (и, к) < Cgn + sup 2 и-* | Yi.m | е~<Р. (3.9)
k>k(n) k>k(n) Ism

Далее,
т—l

sup Д (n, /c)< P (т|п < к (n)) + sup 2 л"* I ^i I е~ф < Ctfn +
k^k(n) k<k(n) i-=o

m—l oo

+ 2 sup 2 »"*|lri|e-v+ sup 2 »"*| Vlrt (3-10)
k<h(n) i=o k>k(n)i=m

Из (3.9), (3.10) следует (3.8). ■
Мы можем теперь завершить доказательство теоремы 1.

При к^к(п) имеет место неравенство ф
= nv(k)> та (In га)/а. Поэтому

sup ф2*е-ф < ф2|е-ф |ф=т(1П я)/а
= (та (In п)/а)»* гс-™/<*, ^

и из (3.6) следует:
m—l

sup 2 п-{ | Fi | е-<Р < сЛ (In ?г)зт-з гг-^/а, (3.11)

Далее, поскольку sup ф'е-ф <! г!, имеем

sup | Ут,т | е-ф < c/(ln п)п. (3.12)

Наконец, так как ф < та (In n)/a при к> к(п),

sup 2 п-1\Г1>т\е-*^с3(п-1(1пп)3)™+1. (3.13)
k^Hn) i=m+i

Объединяя оценки (3.8), (3.11) —(3.13) и учитывая, что левая

часть (3.8) есть sup A (n,/+ [log га]), получим (1.3). ■
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Максимум длин серий «успехов» мы могли бы ввести и несколько

иначе. Например, так: T|n=maxffc^re: max 1{& = ...
= gi+b-i = 1}= 1\.

\ о^г~<п—k I

Просматривая выкладки, нетрудно убедиться, что соотношение (1.3)
останется верным и для т]п, если в определении величин Уг вместо

функций Т{ употребить Т\ = 2 <цН'г-д, где до
= 1, <7i

= 1 — х + р
—

- p/(l-a)(l-[J), д2=(1- х)р-х + хр/(1-а)(1-р), ?з
=

-^р
=

-а(р + р-1)/(1-а)(1-р).

§ 4. ЗАМЕЧАНИЕ О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ

В этом разделе предлагается простой подход, позволяющий
получать оценки скорости сходимости в несколько более общей постановке

задачи.

Пусть {Хп, п > 1} — марковская цепь с множеством состояний S =

= {0, 1, ..., т), матрицей переходных вероятностей \\piS\\ и вектором
начальных .вероятностей р. Положим А = {'1, ..., т) (тот факт, что

card(S\4)= 1, существен для дальнейших рассуждений), и пусть цп
—

случайная величина, заданная соотношением (0), где считается |* =
= l{Xi^A}. По своему смыслу т)п есть максимум длин серий «успехов»
в испытаниях Xi, ..., Хп, где под «успехом» понимается попадание

цепи в подмножество А.

Обозначим также U = Иру11«ел, Я — максимальные собственное число

матрицы U, £ — с. в. с распределением Р(£ = 1) = Доо, Р(£ = г) =
= РоаИ{-2Рао (i>2), где р0А

= 'WUa, рло = \\рА*л. В дальнейшем

будем считать, что цепь имеет лишь один класс существенных

состояний, не содержащий циклических подклассов; пересечение А с

множеством существенных состояний цепи не пусто (в частности, /?оо<1);
0<Л<1; правый собственный вектор z матрицы U, отвечающий
собственному числу X, положителен: z, > 0 (1 < / < т).

Теорема 3. Пусть а(к) = Р(£ > &),

Д(и, к)=№(1\п<к)-ехр(-па(к)1Щ)\. (4.1)

Тогда sup Д (к, п) = О (гс-1 (In га)3) при п-^оо.

Ниже будет предложен «скетч» доказательства теоремы 3. Буквами
с (с индексами и без) будем обозначать различные постоянные.

Положим к (п) = [logi/a, п — logi/a, In nc]. Пользуясь двусторонними
оценками для вероятностей Р(т)п<й;), установленными в теореме 2.1

работы [5], нетрудно получить, что если с достаточно велико, то

sup Р (у]п < к) ь= Р (г]п < к (п)) = о (тг-1) при п -»- °о. Отсюда следует,
Kk<h(n)
что теорема 3 будет доказана, если мы покажем, что sup А (п, к) =

= О (n-i (In гс)3).
Обозначим через т* номер йто по счету нуля в последовательности

{Х{, i>l). Тогда, как нетрудно видеть, случайные величины £< = т* —

—

Ti-i, г > 2, независимы и одинаково распределены с £. Отметим, что

£* — 1 есть длина i-й по счету серии «успехов» в последовательности

{Xh i> 1). Поэтому

Tjn— max{r]*; £х-— 1; л —Tv(n)), (4.2)
где r\n

= max £* — 1, v(rc) = max{£: тг-^ гс}.

Лемма 10. Пусть г\п = шах £*.— 1.' Гог5а
Ui<V(n)+i

sup | Р (т]п < к) - Р fin < к) \ = О (л-1 (In п)2). (4.3)
k>fc(n)
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При доказательстве леммы 10 воспользуемся тем фактом, что P(£i =»

= i) < ск\ Аналогичные неравенства справедливы и для величин «недо-
скока» п — Tv(n) и «перескока» Tv(n)+i

— n (нужно воспользоваться

локальной теоремой восстановления и представлением для совместного

распределения величин «недоскока» и «перескока» [18, с. 224]).
Распишем теперь более подробно вероятность Т*(г\п<к). Имеем

п / г г+1 \

P(^n<^) = Pf max Ь<АЛ=2Р max U<K Sb<»<Sb =

\2^i<v(n)+l J r=0 \2^г<г+1 j=i j=i /

n / r r+1 \

= 2 P f max U < к) Р 2 ф< n< 2 tife) = M (1 - a (k))«*."\ (4.4)

где v(k, n) — max jr: 2 £j ^w|, случайные величины £j независимы

и имеют распределение Р (£j = 0 = Р {Z>j = i | £j ^ Л).
Лемма 11. Пусть t = t(k)=l— а(к). Тогда

SUP | M*V(fe'n) - 4Mv(k,»)+Dv(fc.»Xln*)/2 | = 0 (||.1)e (45)

По поводу второго слагаемого под знаком модуля в (4.5) отметим,
что если Y — стандартная нормальная случайная величина, то

MtY/Dv(ft,n) = ехр
/ _|_ Dv ^ Л) (ln ty\9 При доказательстве леммы 11

используется разложение функции /n(u) = (1 — и)
v

и f(u)=

= (l — u)Y Dv(fe'n)
в ряд Тейлора до третьих производных (здесь Yn ^

s irn(^) = (v(A:, гс)—Mv(fc, rc))/VDv(A;, n)y и = а(к)). Предварительно
непосредственно проверяется, что M(Yn)A<c<<x> при к>к(п), п>1.

Отсюда и из равномерной по к^к(п) слабой сходимости при п -> «>

величин Yn к стандартному нормальному закону следует (см. [19, с. 34])
равномерная по к > к (п) сходимость МI Yn \l > МI Y \\ 1<КЗ.

Таким образом, величины М| YJ* равномерно по к > к(п), п > 1,
ограничены. Окончательно получим, что левая часть (4.5) не превосходит
схпша?{к{п)) ^ с2гс-3/2(1п п)г.

Непосредственно проверяется, что sup | ехр (Dv (к, n) (In t)2/2) —

—1| = О {n-1 (In rif). Для завершения доказательства теоремы 3

необходимо оценить

sup | (1 - a (A))Mv(k,n) __ ехр (— па (к)Ш) |. (4.6)
'

ft>ft(n)

Но поскольку M£(ft) = Щ(1 + 0(к%к)), имеем Mv(&, n)= Ц^Кт +
+ 0(1)= п/М.^(1 +0(п~1 + кХк)). Оценка скорости сходимости,
сформулированная в теореме 3, становится теперь очевидной. ■

Отметим, что теорема 1 в случае 5 = {0; 1} дает оценку скорости

сходимости вида 0(п~'х In n). Вопрос о том, останется ли эта оценка

справедливой и в ситуации, рассмотренной в настоящем параграфе,
остается пока открытым.

Свойства процессов восстановления использовали В. В. Анисимов

и А. И. Черняк [7], установившие в случае марковской цепи с

конечным числом состояний предельный закон для максимума длин серий
«успехов». В основе их метода лежит использование при выводе слабой

сходимости закона больших чисел для соответствующих процессов
восстановления. Независимо от них эту же идею автору в частной беседе
высказал А. А. Боровков. Однако долгое время автор считал более

эффективным другой подход, реализованный при доказательстве теоремы 1.

Интерес автора к идее использования свойств процессов восстановления

был вновь привлечен беседами с С. А. Утевым.
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О ВЕРОЯТНОСТЯХ МАЛЫХ УКЛОНЕНИЙ

ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

А. А. БОРОВКОВ, А. А. МОГУЛЬСКИЙ

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть \{t) — случайный процесс с траекториями из пространства

2)(0, 1) функций без разрыва второго рода на отрезке [0, 1]. Обозначим
через Q распределение процесса g в Z)(0, 1) (с о-алгеброй Jf,
порожденной цилиндрическими множествами, или, что то же самое, борелевскими
множествами относительно метрики Скорохода). Явный вид Q(A) даже

для «простых» множеств А и «простых» процессов % найти, за редким

исключением, невозможно. Однако асимптотическое поведение Q{xA)
(f + xA означает множество функций {f + xg, g^A}y я^Н1) при #->°о

или ж->0в целом ряде случаев поддается изучению.
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Если х -*■ °° и А не содержит окрестности точки / = 0, то Q(xA)^ О,
и задачу отыскания асимптотики Q(xA) называют задачей о больших

уклонениях для процесса £.
Аналогичную задачу для #-* 0 и Л таких, что (?(а^4)->- 0,

естественно называть задачей о малых уклонениях процесса £. Это название

особенно оправдано, когда величина |^4| = sup|/|| ограничена в какой-

нибудь естественной норме или полунорме II/II. В общем случае свойство

Q(xA)-+0 при х ->• 0 может не следовать из неравенства ()(Л)< 1.

Например, если Л = Ла = (|(1)< о), то для непрерывного симметричного

распределения £(1) будет справедливо Q(xA)-* Q(Aq)= P(|(l)< 0) =
— 1/2. Если Л = / sup £(£)<!}> то для широкого класса процессов

Q(xA)-+0 при х -> 0, но скорость убывания будет определяться
событием / sup £ (£) < #1 при сколь угодно малом е > 0. Если А =

lo^t^e J
= (1|(£о)1<1}, то скорость убывания Q(xA) будет определяться
свойствами распределения |(£о) в точке 0- Если же А = | sup |J-(J)|<1L

(o^t^i J
то для асимптотики Q(xA) существенно поведение £(£) во всех точках

t е [0, 1]. Эти примеры показывают, что природа поведения Q(xA) при
ж -*- 0 может быть очень разной в зависимости от Л.

Положение, как мы увидим, становится более однородным, если

множество А связано с «существенными двусторонними» ограничениями на

траекторию \(t) на некотором невырожденном интервале: например,
•если А имеет вид (11/11 < 1} для некоторой нормы 11/11. В связи с этим

малыми уклонениями процесса l~(t) около точки / естественно называть

также события ('II/ — |Н < х) или более обще — событие {£ ^= / + ХА) при
х-*0. Если /г(/, |)—плотность распределения процесса | —/
относительно распределения процесса §, то мы можем записать

Р(6е=/ + ж4)-Е(Л(/, I); Ъ^А). (1)

Если окажется, что на событии {%^хА} выполняется h(f, |)=с(/) +
+ о(1), то формула (1) перейдет в соотношение

V(t<zf + zA)~c(f)V(t = xA). (2)

При этом задача о малых уклонениях может сочетаться с задачей о

больших уклонениях, если в (1) в качестве / выбрать г//о, где у ->■ «>.

Задачу отыскания асимптотики вероятности (1) можно сравнить с

проблематикой локальных теорем для вещественно- или векторно-значных

случайных величин.

В задаче о больших уклонениях прогресс в изучении асимптотики

Q(xA), #->-°o, во многом связан с характером предположений
относительно природы процесса £(£) и множества А. Наибольшего
продвижения здесь можно достичь для процессов |(£) с независимыми прираще-

ниямиг марковских и гауссовских процессов и процессов, порожденных

последовательными суммами независимых случайных величин и

величин, связанных в цепь Маркова. Предположения относительно множеств

А являются весьма широкими, если речь идет о «грубой» асимптотике

(т. е. об асимптотическом поведении InQ(xA) при х->■ °°), и весьма ча4
стными, если речь идет о самой асимптотике. В этом последнем случае

приходится ограничиваться в основном криволинейными полосами

А=А(ъ-, *+)={•/: *-(«)</(*)<*+(*), 0<*<1>, (3)

где g-(t), g+ (t) — заданные функции. Обзор результатов в этих

направлениях можно найти, например, в [1—3].
Пусть £(£)—произвольный непрерывный процесс. Функция

уклонений процесса £ определяется как значение

А(/)= sup (9(/)-1пЕевШ}, /еС(0,1),
0еС*(од)
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где С*(0, 1)—сопряженное пространство всех непрерывных линейных

функционалов 9 = 9(/) на пространстве С (0, 1) непрерывных функций.
Тогда для гауссовских процессов |(£) и для широкого класса множеств

i£C(0, 1) прия-^оо ([4, 5])
In Q (хА) х2 inf Л (/). (4)

Класс множеств А в (4) определяется условием

inf A(/)=infA(/), (5)

где Aq и Л — соответственно внутренность и замыкание множества А.

В частности (см. [1]), если |(0===м;(0 есть стандартный винеровский
процесс, то для широкого класса множеств А

1

In W {хА) х2 inf 4" f if№ dtt (6)

где W -г распределение w(t)9 С1 — класс абсолютно непрерывных функ-
ций/ = /(0,/(0)=0.

Как показывают примеры, имеет место и более общий факт. Если

£(0 — однородный процесс с независимыми приращениями,
распределения которого удовлетворяют условиям Крамера, то

1

In Р (6 €= хА) inf J Л (xf (t)) dt, (7)
ADC1 0

где Л(а)—функция уклонений случайной величины 1(1). Условия на

А в (7) аналогичны (5).
Несколько труднее формулируются результаты для марковских

процессов (см. [2]) и для последовательностей sn(t) процессов,
порожденных суммами So = 0, S\, ..., Sn случайных величин (здесь результат
зависит также от отношения xln\ при определенных условиях P(sne
^хА) ведет себя так же, как W(xA), см. [1]).

Вычисление точной асимптотики Q(xA) при s->•<», даже для так

называемых граничных задач (см. [3]) требует привлечения более

трудоемких технических средств, вид самих результатов существенно
усложняется (см. [3, 6, 7]).

При описании малых уклонений картина получается несколько

иная, хотя в некоторых отношениях аналогия сохраняется:
1. Как и для больших уклонений, оценивать асимптотику Q(f+ xA)

при х -*■ 0 оказывается проще для процессов (или последовательностей)
с независимыми приращениями.

2. Основной класс множеств, для которых это удается сделать,
состоит из множеств А типа «полос» (3). В ряде случаев удается оценить

Q(f + xA) и для сфер {g: Wg — f\\p<x}, где ll/llp — норма в Lp.
3. Грубую асимптотику Q(f + xA), как правило, удается получать

при более широких предположениях.
Отличия малых уклонений от больших связаны с иной природой

явлений, обусловливающих «главный вклад» траекторий процесса в хА

при х ->• 0 (условие Крамера, например, здесь перестает играть
определяющую роль).

Для винеровского процесса и для множества А = A (g-, g+)
асимптотика In W(xA) при х -*• 0 имеет вид

—сх~2, т. е. носит характер
инверсии к (6) (см. [8]). В работах {8—12] изучены малые уклонения

произвольного гауссовского процесса (как случайного элемента

гильбертова пространства). Тут асимптотика InQ(xA) при х-+0 может быть

самой разной. Например, если собственные значения \хп

ковариационного оператора S, отвечающего процессу |, имеют кратность 1 и ведут
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себя как Ягс~а, а>1, то для множества A = {f: П/И<1> при х-* 0
выполняется (см. [8])

Q(xA) ся2/(1"а).

Как и в теории больших уклонений поведение Q(f + xA) при х -+■ О

удается оценить и для целого ряда других процессов |(£) (отличных
о

от названных выше), например, для броуновского моста w(t)=w(t) —
— £и>(1), для эмпирических процессов Fn(t) — F(t), где Fn (t) —
эмпирическая функция распределения, отвечающая функции распределения
P{t) и др.

Дальнейшее изложение разделено на следующие параграфы. В § 2

излагаются результаты о малых уклонениях винеровского и устойчивых
процессов. В § 3 приводятся аналогичные результаты для процессов,

порожденных суммами независимых случайных величин. Там же

изучаются малые уклонения в принципе инвариантности, которые
позволяют в ряде случаев сводить результаты § 2, 3 одни к другим. Эти

результаты представляют и самостоятельный интерес. Названные

параграфы содержат тдкже некоторые приложения полученных результатов,

например, для получения закона повторного логарифма в форме Чжуна
для винеровского процесса, а также для последовательных сумм и для

эмпирического процесса. Доказательства некоторых утверждений
(теорем 3, 11) как технически наиболее трудных вынесены в § 4, 5. Вопрос
об асимптотике вероятностей малых уклонений для других типов (не
названных выше) процессов остается открытым.

Результаты работы докладывались на конференции в Бакуриане в

марте 1986 г.

§ 2. МАЛЫЕ УКЛОНЕНИЯ ДЛЯ ВИНЕРОВСКОГО ПРОЦЕССА
И УСТОЙЧИВЫХ ПРОЦЕССОВ

Можно считать типичными две скорости убывания W(xA) при х-*-
->- 0. Первая связана, грубо говоря, с ситуацией, когда принадлежность

множеству А накладывает на траекторию w(t) лишь локальные

ограничения. Так будет, например, для множеств

Л1 = (/: sup/(*)<l\, Л2 = {/: |/(1)|<1}.

X 2

О

X 2

W(xAt) = ^= §(ГТ(1и~х/±, у

так что сходимость к 0 этих вероятностей обусловливается
соответственно ограничениями на траекторию w(t) в окрестностях точек И0 и

t = 1. Рассматривая множества

A-if: l/(ti)Kci, ..., \№)\<cjf,

где 0 < t\ < t2 ... < tk < 1, c\ > 0, ..., cA> 0, мы можем получать другие
степенные скорости убывания W(xA), например, с#\ Качественно

картина сохранится и для асимптотического поведения W(f + xA) для

широкого класса функций /.
Асимптотика W(xA) будет совершенно иной, если в А входят лишь

функции, ограниченные в некоторой естественной норме на каком-нибудь
интервале (и, v); 0-<и<1;<1.

Для криволинейной полосы A(g-, g+) (см. (3)) справедлива

Теорема 1. Пусть *-(0)< 0 < g+(0), g-(t)<g+(t) при *€=[(), 1];
var g±(t)<C°°; для некоторой непрерывной возрастающей функции а(£),
Под]

Тогда

150



а(0) = 0, выполняется b±{t)<a{t)Tlt при 0 < t < 1, где b±(t) —модули
непрерывности функций g±. Тогда при х -*• О

Р (ip е= *Л (*_, £+)) = W (хА (g_, *+)) ~

-g-(1)cos4 g+^+'-(S|X4 ,/^+(1)-'

n У *+(0)-*_(0)
w°

2 V, ЯГ+(0) — *_ <0)

I 0

Теорема 1 доказана в [13].
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и функция f e

est(0, 1) удовлетворяет условиям f ^£2(0, 1), /">eZa(0, 1), /(0) = 0,
If (1)1 <°°. Гогда w/w я->0

1

~1(//(*))Я(й
1F(/+ *;!(*_, *;»~е о W(xA(g_,g+)). (8)

В [14] приводится асимптотика для левой части формулы (8) в

предположениях / = 0, g_ ~ —g+, производная g+ имеет ограниченную

вариацию. В [15] эта формула анонсирована при более широких условиях
на / и более узких на g±y чем в теореме 2 (там предполагается, что

функции /, g± имеют производные, интегрируемые с квадратом). Так

как доказательство результатов [15] еще не опубликовано, а

доказательство теоремы 2 весьма просто, то мы это доказательство ниже приводим,

(не претендуя при этом на максимально широкие условия на /).
Из теоремы 1 получаем, что для множества

Л = {/: В/11с<1}, (9)

гДе1!/|1с= SUP 1/(01—равномерная норма, имеет место соотношение

Wi*4~-k*4>{-7&\ <10>

Нетрудно понять, почему характер убывания W(xA) имеет вид (10).
Для множества (9) справедливо

Р(и>€=*4) = р(|^1й|<1, 0<*<l] = P(|w(*)|<l, 0<*<z~2)

(в последнем равенстве мы воспользовались известным свойством вине-

ровского процесса: для любого Г>0 распределения в С(0, 1)
процессов w(t) и w{Tt)/VT совпадают). Но ясно, что Рт^Р(1и?(0 I < 1, 0<
< t < Т) имеет экспоненциальный по Т характер убывания
(двусторонние экспоненциальные оценки для Рг очевидны). Полагая Т = х~2, мы

получаем убывание вида ехр(—сх~2).
Эти простые соображения можно сделать и более точными.

Рассмотрим однородную полугруппу операторов

RTq>(x)=E(y(w(T)+ x); \w(t)+x\ < 1, 0<t<T),

определенную в 1/г(—1, 1). Тогда Рг представляется в виде J?Tq>o(0), где

Фо(#)= 1 ПРИ ~"1 ^#^ 1. Поскольку операторы Нт являются

самосопряженными и вполне непрерывными, то по теореме Гильберта — Шмидта
(см., например, [16])

ДгФ (х) = 2 е^гф, (х) (Ф„ Ф), (И)
fe=i
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где <pft
— собственные функции, е —собственные числа оператора R

Максимальное собственное число е i имеет кратность 1 и равно е я/2.

у±(х) = -^cos-y х, поэтому из (11) следует дгри Т ->- <*>

-%,т
ЛтФ(4^в-А1>1(^)(ф1.ф). (12)

Для ф
=

фо получаем
2 2

Рг ^ _L e 2 = JL е 2
#

Это соотношение можно получить и из хорошо известных явных

формул распределения sup \w(t)\ (см., например, [7]).

Пусть теперь А = {/: И/Ир < 1}, где норму в Ьр для р > 1

определим как
/1 \ 1/р

|1/|,р = и|/(ОГ у
' (13)

Заметим, что при 0<р<1 функционал (13) не является нормой.
Теорема 3. Для р>0 прц х -+- О

Р(^ея4)~Сехр{-саг2}, (14)
где константы С = С(р)> 0 и с = с(р)> 0 зависят только от р.

Теорема 4. Пусть р>1, функция /^С(0, 1) такова, что /(0) = 0,
1/'(1)1<°о, feL2(0, 1), fELg(0, I), где l/p+.l/q = i. Тогда при
х-+0

1

-If"'(t)\2dt

W{f + xA)~e о W(xA).

Единообразие асимптотического поведения W(xA) при ж-^-О в

условиях теорем 1, 3 при существенном различии норм 11/Нс, И/11р вполне

объяснимо. С одной стороны, Н/11р < 11/11с, с другой — неравенство Н/Нр < С

означает, что sup \f(t)\^2C на множестве В s i[0, 1] меры большей,

чем 1—2~*.

Доказательство теорем 2, 4 приведем ниже в настоящем параграфе.
Доказательство теоремы 3 отнесено в § 4, где, в частности, приводятся
уравнения для констант С, с и рассмотрены два примера (р = 1 и р = 2),
в которых указанные константы явно вычислены. Здесь мы приведем
лишь схему доказательства теоремы 3, позволяющую, однако, понять

существо дела. Для этого рассмотрим однородную (полугруппу
операторов

^'

-§\w(t)+x\Vdt | (15)
RT<p(x)=E\e

°

ff(w(T) + x))%

действующую в i2(—°°, °°). Очевидно, что операторы RT

самосопряженные; можно доказать, что они вполне непрерывные, поэтому по теореме
Гильберта — Шмидта справедливы соотношения (11), (12). Получим
далее с помощью полугруппы RT представление для преобразования
Лапласа <р(Я)==а,Ее*лп распределения случайной величины т]

= ||и;||р =

= J I w (t) \p dt. С помощью замены t = ufk~a, a == 2/(2 + р) получаем,
о

что

л*

Хт| = j \w(t)\pdt,
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т. е.

-| \w{t)\dt

<р(Ь) = Ее
°

=ДхаФо(0),

где щ(х)= 1. Дополнительные трудности превносит то обстоятельствог
что ф0 не принадлежит 1,2 (—°°, °°). Однако можно показать, что для

фо тоже справедлива формула (12), что позволяет утверждать, что

Ф(Х)~е ЧЛОНФ^Фо). (16)

Применяя далее (формально) к ф(Х) формулу обращения и метод

Лапласа, получаем, что плотность f(x) случайной величины к\ ведет себя

при х -* 0 как

f(x)~Ax
р ехр{— ах р),

а плотность f(x) случайной величины ц1/р = \Ш\Р ведет себя при х-+0

как

f(x) = pct!*~lf(xp) ~ Вх~ъ ехр {-bar2}.

Из последнего, очевидно, получаем требуемое соотношение

х

р (IIw Ир < *) = 17(и) ** ~ с ехр {— с^~2}-
о

Доказательство теоремы 2. Известно (см. i[17]), что для

функции /еС(0, 1), удовлетворяющей условию /(0)=0, /'eZ,2(0, 1)
распределение процесса о? — / абсолютно непрерывно относительно

распределения w с плотностью
1 1

~Jufit)?dt+ll'{t)dw{t)
h(f,w) = e

° °

Поэтому в силу (1)

-|jV«))2d* | ]r(t)dw(t) ]
Р(ш-/Е4) = е

°
EVe° ;w^AJ =

-§jV(*))2cK [ ^(l)/'(l)-|^(W(t)dt |
= e

°
E\e

° ;wt=Aj. (17)
В условиях теоремы 2, когда А = #Л (g-, g+), x ->■ 0, очевидно, что

функция, стоящая под знаком математического ожидания, ограничена и

стремится к 1. Теорема 2 доказана.
Доказательство теоремы 4. При w & хА в силу

неравенства Гельдера выполняется

1 |

<1»ИГ|9<с*|Г1в-»-о, (18)]w{t)f (t)dt

поэтому (см. (17)) для доказательства теоремы 4 достаточно доказать,
что для любого N'< °°

Е(е±ВД1)|;ше^)~Р(юе^). (19)

Поскольку для любого v > О

+ Е(е*|ш(1)|; w^xA, N]w(l)\ >v),

для оценки сверху в (19) достаточно доказать, что

Е(е*|ш(1)|; wezxA, N\w(l)\ >v) = o(P(w^xA)). (20)
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Соотношение (20) является достаточным и для получения оценки снизу

в (19), поскольку

Е(в-*М1)|; w^xA)>6-vP(w^xA, ЛГ1и7(1)| ^v)>
>e~v[P(w^xA) ~V(w^xA, N\w{l)\>v)].

Докажем соотношение (20), в котором для простоты будем считать N =
= 1, v = 1. Легко видеть, что

Е (еИ1>1; |И|Р< *, I и> (1) I > 1) =

= Sei+1P(|k||P<*)/ + l>|H;(l)|>7)<
3=1

<ЕежР(||и;||р<^,|ш(1)|>/).
2=1

Для оценки каждого слагаемого в последней сумме докажем, что для

{ = я*2*7-*

Uw\p<*>\w(i)\>]}s=l\u>fo<** sup \w(u)-w(t)\>j/2\. (21)

В последнем можно убедиться так: если sup | w(u) —- м>(0|^/72, то

на отрезке {1 — t, 1] траектория lu?(w)l будет строго больше, чем //2,
и, стало быть,

1

$\w(u)\pdu>(j/2ft>xp,
что невозможно. Из (21) следует, что

Р(М1р<*,И1)1>/)<Р| \\w(u)\pdu<xp, sup |ip(«)-ip(i)|>//2) =
Vo 1-Ыи<1 J

= P|J\w(u)\pdu<xplv( sup \w(u)\^M2\==A.B.

Сделав замену и = (1 — t) у, получаем

fi-t \i/p

4 = PM j \'w(u)\pdu)
(i-t?+lp

поэтому, в силу теоремы 3, J
у

А < С ехр I- сх-* (1 - t)\p)).
Для оценки В заметим, что

2? = p(SupI^>-V)<2e 2'.

Таким образом,
оо

Е (eMDl; || w [р < *, I и? (1) | > 1)< 2 ei+1Ce-c*-2(i-<>(1+2/p)-'2/2', (22)
5=i

где t = (2x)pj~p. Очевидно, что сумма в (22) есть о(^~сас~"2), так что

соотношение (20), а вместе с ним и теорема 4 доказаны.

При переходе к грубой асимптотике в теореме 2, т. е. асимптотике

laW(j + zA(g-, £+)), ограничения на функции /, g_, g+ можно
существенно ослабить.

154



Теорема 5. Пусть функции /, g~, g+^C(0, 1) удовлетворяют
условиям: /(0) = 0, g-(0)<0<g+(0), g-{t)<g+(t) при 0<t<l. Тогда при
х-+0

1пТ> (w<=f + xA (g_, g+)) ~ - ^LJ(g+ (f) _ g_(*))
0

-*dt.

Теорема 5 при / = 0 доказана в [18]. Доказательство при / Ф О

практически не отличается от доказательства при / = 0, и по этой причине
мы его здесь не приводим.

Теорема 3 (и даже более слабый ее вариант) позволяют доказать

закон повторного логарифма в форме Чжуна для винеровского
процесса в Lp, р&* 1.

Теорема 6. Для произвольного р > 1 с вероятностью 1

f \i/p

J \w(u)\pdu\
lim inf Л<! —Z_/иГШ = /с, (23)

t->oo yt
.ж-

где константа с = с(р)> О определена в теореме 3.

Доказательство теоремы 6 непосредственно следует из общей
теоремы в [19J и теоремы 3.

Закон Чжуна был известен ранее для равномерной нормы (см. [20]):
с вероятностью 1 выполняется соотношение

sup | w (и)\
lim inf *<»<* уы ln t =

я

(24)

Утверждения (23) и (24) справедливы и для броуновского моста
о

wt(u)= w(и)— uw(t), (Xu^t. В этом нетрудно убедиться, если

заметить, что грубая теорема о малых уклонениях для броуновского моста

имеет в точности такой же вид, что и для винеровского процесса (для
норм Н/11си И/Нр).

Можно указать еще один класс процессов, для которых

справедливы утверждения, аналогичные теореме 5. Это класс устойчивых
процессов ! = !(£), с параметром а, 0 < а ^ 2, удовлетворяющих условию

V(Ut)<x)=F(l(l)<xt~"«)

(так называемые строго устойчивые процессы).
Теорема 7. Пусть 0< Р(|(1)<0)< 1. Если g±^C(0, 1), g-(0) <

<0<g+(0), g-{t)<g+(t) при 0<t<l, то при х^О

1

In Р (I е= хА (g_, g+)) ~ - сх-« j (g+ (t) - g_ (t))-« dt,
0

еде константа с>0 зависит только от распределения £(1).
Теорема 7 доказана в [18J.
Аналогично предыдущему, из теоремы 7 вытекает закон повторного

логарифма в форме Чжуна для строго устойчивых процессов (см. [20]):
с вероятностью 1 выполняется соотношение

lim inf
o«*«*

(ln ln Ql/a = <ДМ
sup \l(u)\

t

#i/a

гЗе постоянная с та же, что и в теореме 7.
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§ 3. МАЛЫЕ УКЛОНЕНИЯ ДЛЯ ТРАЕКТОРИЙ,

ПОРОЖДЕННЫХ СУММАМИ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Пусть |ifn, ..., |n>n; n = 1, 2, . ..— последовательность серий
случайных величин,

Sk,n = 2j bj,n> -Efej.n = 0> bj,n = J^bj,n < °0,
i=i

м

Образуем на отрезке [0, 1] случайную ломаную sn(t) с узлами в

точках (tk, S^nPn1), к = 0, 1, ..., и, где

k

t0 — О, tk = 5n ^j 6j>ri,

так что в точках £ = £о, £i, ..., tn процесс sn(t) принимает значения

Sn(h) — SktuBn1, и между точками th, th+\ меняется линейно.

Если при некотором г > 2

п

Lr = Ей2 2 Е | gj,n |Р ->- О
i=i

при и ->-
оо, то в соответствии с принципом инвариантности для любого

фиксированного множества А из борелевской о-алгебры в С (0, 1) такого,
что W(dA) = 0 (дА —граница ^4) имеет место сходимость

P(sn^A)-+P(w = A).

Используя известные оценки скорости сходимости в этом соотношении,

можно сводить задачу изучения асимптотики P(sn^xA) к задаче о

поведении V(w^xA) (и наоборот) при достаточно медленно

убывающих или растущих последовательностях х = х(п). Однако
получающийся при этом интервал допустимых последовательностей
удовлетворительным назвать нельзя. Более продвинутые (но тоже не окончательные)
результаты получаются, если использовать наилучшую возможную по-

траекторную близость sn(t) и w(t).
Пусть z = z(n) есть некоторая сходящаяся к 0 последовательность.

По аналогии с терминологией для больших уклонений (см. [1]) мы

будем говорить, что имеет место (/, Л, z)-принцип инвариантности je об-
ласти малых уклонений, если

^

F(sn^f + xA)~W(f + xA)
'

(25)

для любого #-^0, x>z (будем писать x><z, если z = o(x)).
При изучении условий, при которых справедлив (/, A, z)-принцип

инвариантности, мы будем исходить из того, что множество А при

подходящем / относится к одному из двух тидеюв (см. § 2):
I. W{f + xA)>Cx* npnC>0,J>0,^0;

II. JH/+^)>Ce-a*~2npH C>0, a>0, x^O.
Второе условие, очевидно, всегда выполнено, если множество А

содержит какую-нибудь окрестность точки g = 0 в норме И/Ис или Н/ПРг
а / — достаточно гладкая функция.

Теорема 8. Пусть выполнены условия:
1) W([d(f + xA)]6)=o(W(f+xA)) при б = о(х*), если х ->■ 0, где

Y
= 1 в случае I; «у

= 3 в случае II ([А]6 — 8-окрестностъ множества Ау
дА — граница множества А в равномерной норме);
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2) (L): Lr ->■ 0 при некотором г > 2 или

(С): Sn -*• °° гс^и некотором h > О

№ | й,« I3 eftl^.»l < Е | Ь,« |2, 7 = 1, •.., п.

Тогда справедлив (/, A, z)-принцип инварцантности в области
малых уклонений, где последовательность z = z(n) для разных комбинаций
условий I, II (L), (С) определяется так:

(L) (С)

I 2==Li/H-e 2 = в-ЧпВп
и z = УШТГ z = в-1*

Доказательство теоремы по сути есть следствие оценок

А. И. Саханенко [21] возможной близости траекторий sn(t) и w(t),
заданных на одном вероятностном пространстве. Оно близко к

доказательству аналогичных утверждений для вероятностей больших уклонений
[1]. Согласно этим оценкам процессы sn(t) и w(t) можно так задать на

одном вероятностном пространстве, что

Р (|| sn — w || > *)< Сг -f- для всех г[> 2. (26)
х

Если же выполнено условие (С), то

Р (| sn - w || > *)< (1 + hBn) e-chxB". (27)

Так как доказательства в случаях (L), (С) довольно близки, то мы

остановимся лишь на случае (С). Примем для простоты h = 1, / = 0

(для произвольных h и / все рассуждения сохраняются). Тогда

Р(*п€Е *4)<(1 + В*)*-**» + P(i'nE4 || Sn - И7||< б) <

< (1 + Вп) е~сбВп + Р(ы> е= хА U [5 (хЛ)]6) <
< (1 + 5П) е~сбв" + Р(шеЦ + Р (о? е= [9 (хЛ)]6). (28)

Рассмотрим сначала случай I. Первое слагаемое в правой части (28)
не превосходит 2Впе~с п, второе — не меньше, чем сх^. Поэтому при
х >> б = С^й1 In Bn первое слагаемое при подходящем С\ будет
пренебрежимо мало по сравнению со вторым. Последнее слагаемое в (28)
в силу условия 1) является при х > б пренебрежимо мало по сравнению
со вторым. Итак, мы получили, что

V{sn €= xA)<P(w*z хА) (1 + о(1))

при х^>Вп lni?n. С другой стороны, при тех же условиях

W (хА) < W (хА\[д (хА)]6) + W([d {хА)]6) < (1 + Вп) е~сбв" +

+ РО е= хА\\д (xA)f) + W([d (хА)}6) < (1 + Вп) e~c6B" +

+ F(sne=xA) + W([d(xA)f).

Итак, мы показали, что в случае I, (С) справедлив (у, A, z)
-принцип инвариантности при z = Вй1 In Bn.

Пусть теперь выполнено условие II. В силу условия 1) последнее
слагаемое в правой части (28) пренебрежимо мало по сравнению со

вторым слагаемым при #>61/3. Так как первое слагаемое в правой
части (28) равно (1 + Вп) е~с в?\ а второе не меньше, чем Се-о*""2, то

решая уравпение
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получаем, что первое слагаемое также будет пренебрежимо мало при

б = Вп11ь. Повторяя эти рассуждения для оценки в другую сторону,

получим, что в условиях II, (С) справедлив (/, Л, z)-принцип
инвариантности при z = Вй .

Случаи I, (L) и II, (L) рассматриваются аналогично. Теорема 8

доказана.
Для одинаково распределенных слагаемых |ft, не зависящих от щ

имеем Вп = оУ/г, и параметру в условиях I, (С) превращается в пгхпоу
в условиях II, (С)—в lnw/Yn.

Замечание 1. Из доказательства теоремы 8 видно, что

утверждение этой теоремы сохранится для последовательности любых

процессов |п(0> удовлетворяющих неравенствам (26) или (27). В частности,
это может быть последовательность |п(0> 0 < Ж 1, процессов с

независимыми приращениями, удовлетворяющая (26) или (27).
Следует сразу отметить, что в связи с тем, что при доказательстве

теоремы 8 мы использовали методы, не адекватные природе явлений

(вероятности малых уклонений мало связаны с условиями (L) и (С)),
то результаты теоремы 8, если иметь в виду параметр z, не являются

окончательными. Это можно проиллюстрировать следующим
утверждением, в котором приведены условия, более тесно связанные с

существом дела.

Теорема 9. Пусть \к одинаково распределены, имеют ограниченную

плотностъ__распределения р (t), g± (t)«g± не зависят от t Тогда для

X -* 0, хУ П ->■ оо

Р (sn e хА (£_, g+)) ~ cos (±£^jA Я-п (х /Я),

где К(а)—максимальное собственное число оператора Ra в Ztf(—1, 1)*

Ва$ (х) = а J р(а(у — х)) я|) (у) dy.
—1

При а ->- оо справедлива оценка

lnX(fl)"5ff2+0(^)'
где a2 = Z)|i.

Теорема 9 доказана в [22]. Из нее следует, что в тех случаях, когда

справедливо разложение ■,

1пЯ(а) = -^0" + 4-+"(«-3). У (29)

можно утверждать, что

Р(К11<*)~Яп(*/*)~

~^{-^"* +7^+ °(?fe)}~P(,"'l<l)
при хъУп ->- 0, т. е. при х > гг~1/6. Другими словами, для рассмотренных
множеств А при выполнении (29) имеет место (О, А, п~1/6)-принцип
инвариантности. Вопрос об условиях, при которых имеет место (29) (это
трудная задача), остается открытым. Отметим еще, что для

центрированного показательного распределения в формальном разложении для

%(а) в (29) число с не равно 0; это говорит о том, что (/, А,
^-принцип инвариантности при z<cBu1/3 для множеств вида A=A(g~, g+)f
вообще говоря, не имеет место.
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Для других множеств А теорема 8 также не дает результатов,

близких к оптимальным. Например, если E|ft = О, D|A = 1 и существует

ограниченная плотность распределения |i, то для множеств вида

Л-if: 1/(1) К 1> (30)

для всех х = х(п)->■ 0 справедливо

Р (snz=xA) = P(| sn(l) \<х) ~ -±=х ~ W(xA). (31)
у Zn

Если же х > n~V2 и не предполагается ограниченная плотность, то (31)
можно обеспечить условием E||il3<o° (т. е. условием на «хвост»

распределения), используя известную оценку с/Уп в центральной
предельной теореме. Таким образом, при выполнении одного из названных

выше условий для множеств А вида (30) имеет место (0, -4, l/1/n)
-принцип инвариантности. Нетрудно понять, что (/, A, z)-принцип
инвариантности при z < 1/Угс, вообще говоря, невозможен. В этом примере
проблематика малых уклонений непосредственно смыкается с локальной пре-

дельнойхгеоремой, а разнородность условий (на плотность и на

моменты), ^рбеспечивающих выполнение (31), носит тот же характер, что и

в теоремах 8, 9.
Аналогичным образом, для множеств А вида

^ = {/:oS^/(i)<1} (32)

справедливы неравенства (см. [23])

IPf sup5n(i)<l)-Pf sup W(t)<l)\ <
1 + I x |3 Bn

где Rn = max E|£fe>n|3. Таким образом, для множеств А вида (32) спра-

ведлив (0, А, Д^Вй1)-принцип инвариантности. В случае, когда

распределение |ftn не зависит от к и п, Dgi > 0, мы получаем RnBnX = с/ Уп.

Аналогично теореме 8, можно рассмотреть задачу об (/, A,
z)-грубом принципе инвариантности в области малых уклонений, когда

\n¥(sn^f + xA)~lnW{f + xA)

при х -+■ 0, х > z.

Результаты при этом будут теми же, что в теореме 8, с той лишь

разницей, что условие 1) теоремы 8 можно заменить более слабым
условием: при б = о (х*1)

In W([d(f + xA)f)^lnW(f + хА) (1 + о(1)).

При этом очевидно, что замечание 1 к теореме 8 сохраняет силу. Для
сравнения, как и в теореме 8, можно привести следующие утверждения
для конкретных множеств.

Теорема 10. Пусть £Л|П = |а одинаково распределены и не зависят

от п, Egi = 0, ЕЙ = 1, х-*- 0, хУп -> оо. Тогда для множеств A(g-, g+)
cg±^C(01 1), *-(0)<*+(0), *-(*)<*+(*) npu0<t<l9f(t) = C(0, 1)
справедливо соотношение

lnV(sn^f + xA(g., g+))~\nW(f + xA(g-, g+)).

При / = 0 теорема 10 доказана в [18]. Доказательство при / Ф 0

практически не изменяется, поэтому мы его не приводим.
Замечание 2. Утверждение теоремы 10 сохранится, если

вместо процесса sn = sn(t) рассмотреть процесс ?п = 1п(^)= ^(тг^)/Улг, где

1(0— однородный процесс с независимыми приращениями, Е|(1)==0,
Eg(l)2 = l.
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Замечание 3. Утверждение, аналогичное теореме 10,
справедливо и для случая, когда слагаемые |ft,n = |* принадлежат области
притяжения строго устойчивого распределения Fa, 0<a<2 (см. [18]).

Теорема 11. Пусть |*,п —I* одинаково распределены и не зависят

от п, E|i = 0, E£i = 1, х ->- 0, xl/n ->■ оо. Тогда для произвольного р>0

1пР(Мр<;г) СХ-2,

где константа с~с(р) та же, что и в теореме 3.

Доказательство теоремы 11 мы приведем в § 5. Таким образом,
в условиях теорем 10, 11 имеет место (/, А, 1/Уп) -грубый принцип

инвариантности.
Из грубой теоремы о малых уклонениях для ломаных следует

вариант закона повторного логарифма в форме Чжуна.
Теорема 12. Пусть Egi = 0, E£j = 1. Тогда с вероятностью 1

для р > 1

liminf f |*n(0N* /in In и = УЧ
п-*оо \0 J

где константа с определена в теореме 3.

Доказательство теоремы 12 следует из теоремы 11 и общей
теоремы в [19].

Замечание 4. Теоремы Ни 12 справедливы и для ломаных,

построенных по суммам независимых, одинаково распределенных
случайных векторов. Доказательства при этом сохраняются полностью.

Закон повторного логарифма Чжуна ранее (см. 1[24]) был известен

для равномерной нормы: с вероятностью 1 имеет место соотношение

Km inf sup | sn (t) | Y^ln In n = -2_ ^

где о2 = Eg?. Разумеется, это утверждение следует и из теоремы 10

и общей теоремы в [19]. Аналогичное утверждение имеет место и для

случая сходимости к строго устойчивому распределению Fa с

параметром а, 0 < а ^ 2 (см. [20]).

§ 4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

И НЕКОТОРЫХ ДРУГИХ УТВЕРЖДЕНИЙ,
СВЯЗАННЫХ С МАЛЫМИ УКЛОНЕНИЯМИ

ВИНЕРОВСКОЙ МЕРЫ СФЕР В Lv

В настоящем параграфе доказан ряд утверждений, из которых,
в частности, выведена теорема 3 (§ 2). ^

Для р> 0, К> 0, х>0 обозначим

М(р, X) = Еехр{— X\\w

дх

61,

f{p,x) = -jLv(\w%<x),

где 11/Ир — норма в Lp(0, 1) (см. (13)). Ниже найдены представления
функций М(р, X) и f(p, x) в виде рядов специальных функций.
Получена асимптотика при х-+0 плотности f(p, x). Основная идея (см. [13,
25]) состоит в представлении функции М(/?, X) в виде

2

М (р, X) = i?,(pA)rp0 (0), где t (р- X) = Я2+р
,

((см. (15)) и использовании теоремы Гильберта — Шмидта.
Обозначим я|?(а, х) плотпость спектрально-положительпого

устойчивого распределения с параметром а, 0<а<1, и преобразованием Лап-
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ласа * (см. [26, с. 518])
оо

О

Известно (см. [27, с. 72]), что при х ->• О

2—а Г (X 1

я|) (а, х) ~ ах *(1-а) ехр [— Ъх i-«J, (33)

ГДва= уС"~а)(С08(^а)Г"а)- ^d-»)»^1 (С0в(-Га)Р-
Ниже будет установлено, что все собственные числа {—* A,fe}feLi

оператора
Ац(х) = 1/2Ф" (ж)- Ырф(*) (34)

удовлетворяют соотношениям
оо

0<^1<Х2<..., 2e~EXfe<oo (35)

для любого е > 0.

Теорема 13. Яри любых р > 0, я ^ 0 справедливо

/ о», *> = 2 ^ (f~, ***
2

I, (36)

где числа Ак = Ак(р) зависят только от р и допускают оценку
5Р+4

\Mp)\<C(p)Xkip , (37)
гак чго в силу (33) и (34) /?яд (36) сходится абсолютно и равномерно
по х е [0, а] Зля любого а < °°.

Следствие 1. 77/ш я ->- 0
(2+ Р)2 2+Р / __2_\

f(p,x)~A1ak1
2

я р
ехр [— ЪкуХ v у»

2
где ^i w Xi из (36), а и Ъ из (32) гари а = „

,
.

Обозначим

?(/>)*) = ^Р(Н|р<х);
легко видеть, что

Следствие 2. Дри я -> 0

/ (Р> х) ~ Сх~ъ ехр (—сх~2),

г&? С- С(р) = Л,а^1
2

р, с = с(/?)==ЬЯь
Доказательство теоремы 3 (§ 2) вытекает непосредственно из

следствия 2.

Замечание 5. Теорема 13 и следствия 1, 2 справедливы и для

^-мерного винеровского процесса w(t)~(w\(t), ..., w*(f)). Тут нужно

рассматривать норму

\w\\ = (jW(^
при этом доказательства полностью сохранятся.

* На возможность использования в рассматриваемой задаче плотностей if» (a, х)
обратил внимание одного из авторов А. В. Нагаев.

11 Заказ № 518
'
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Доказательство теоремы 13. В гильбертовом пространстве
L>2(—°°, °°) вещественных функций ц>(х) со скалярным произведением

(г|9, ср) = J ф (х) г|> (х) dye рассмотрим полугруппу операторов Rt=Rt(p),
р > О, определенных равенством

t

Rtq> (х) -Ее о
ф (w (t) + x)t

Пусть rt(x, j/) — ядро оператора Rtl так что

оо

RMИ = J rt (x, у) ф (у) dy.
—00

Лемма 1. Для всех t > О, р > О

rt(x,y)^-L;[e 2
< +е

3 «р J, (38)

где 0 < Ci < оо — абсолютные константы, i = 1, 2, 3.
Лемма 1 будет доказана несколько позже.

Из леммы 1 следует, что для любого t > О

j j г?(ж, y)dxdy< оо,

поэтому (см. [16, с. 461]) операторы Rt вполне непрерывны в £г(—°°, °°)-
Поскольку они самосопряженные, то по теореме Гильберта — Шмидта
(см. [16, с. 246])

rt(x,y)= 2e-^W)%M, (39)
k=i

где е~ ft, i|)fe(x) — соответственно &-е собственное число и fc-й собственный

нормированный вектор оператора R\ (занумерованные так, что Xi <

^ %2 < . ..); при этом для любого е > 0 конечен ряд 2 ехр {— ^е}-
Очевидно (см. (38)), что для любого ф^1/2(—оо, оо) справедливо Ш*ф11 -»- О

при t ->• оо. Поэтому Xi > 0. Далее, для любого ф ^ Ь^{—«>, °°) при £ ->• О

справедливо Ш*ф — фН ->■ 0; поэтому ортобазис {%}£Li является полным

в Z/2(—оо, оо). Вычисляя далее инфинитезимальный оператор
полугруппы Rtl приходим к оператору A (eta. (34)). Таким образом, числа Kh
и функции г|)А удовлетворяют соотношениям

41Ь--4*Ч>, (ty, ф,-)=б«. (40)

Оценим lif>ft(#)|. Поскольку ^

е"ЧЧ/г (*) = J П (.г, у) % (у) dy,
то

|^И|<е^(|г?(.г,г/)^)1/2.
Ядро оператора Rt допускает оценку (см. доказательство леммы 1)

rt(x,y)<-_
~ *'

'"\/2nt

поэтому для любого t > О справедливо

supliMaOKr/^V'*',
х

где с < оо — абсолютная константа. Выбирая далее, i = Х^" , получим

sup|iM*)|<cXl/4. (41)
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Оценим теперь ah = j tyk(x)dx. Поскольку

то в силу леммы 1 и неравенства (41) получаем

|aft|<Ce^X/4jj^r\e-Ca_r- + e 8*> ^<й/.

Из последнего неравенства получаем, что для любого t > О

|aJ<eVc(/i + r(1/2+2/p))^/4.
Полагая t — %к , окончательно устанавливаем, что

/ 2Р+4 \ Р+2

|efc|<cUr1/4 + ^sp J<ClXkp , (42)

где ci = Ct(p)< oo.

Обратимся теперь к функции М(р, X). Поскольку

М(р, X) = Rt(pMxfo(0), t(p, Я)-**««-*>,

где сро(х)= 1, то получаем в силу (39)

М(рД) = 2^е-^2/(2+Р). (43)
fc=l

При этом ДА = аЛ(0),|^|<с^/4+(р+2)/р, так что в силу (35) ряд (43)
сходится абсолютно и равномерно по Хе[е, <*>) для любого е>0.

Рассмотрим характеристические функции
оо

»«-J!$rir-J«""><'>*.
О

оо

ft (0 = e-^<1-^2/(2+P)+^ = j e'*rk (x) Ac,
о

где

r(x)=e-xf(p,x)/M(p, 1);

rfc(*) = е-ж+^-(2+р)/р^(2/(2 + р), ^Г(2+р;/2),
ft - 1, 2, '....

В силу (43) справедливо
оо

где bh = ahy\)h(0) e~Xfi/M (р, 1). Поскольку ряд 2l M кегечеп, то из (44)
следует, что

°° / 2-fРЧ

*/ (Pi *) = 2 ^е-*Ф (9-f-, *х*
2 ), (45)

где Ah = tyk(0)ahXh{2+p)/2, и ряд (45) сходится в 12(0, °°).
Остается заметить, что в силу оценок (41) и (42) числа Ак в (45) и (36)
допускают оценку (37). Теорема 13 доказана.

Рассмотрим два примера, где собственные числа и собственные

функции оператора Rt найдены явно,
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Пример 1. р
= 1. Пусть и(х)— функция Эйри (см. [28]), т. е.

единственное решение уравнения

Jl.v"(x)-~xv{x) = 0,

удовлетворяющее условиям г;(°°)=0, у(0)=1. Обозначим через ak и (J*
нули функций v'(x) и v(x) соответственно. Известно [28], что они

отрицательные, строго чередуются и их счетное число, так что

0><Zi > Pi >0Ь2> 02....

Положим Я,2л-1 = —

aft, tab = — Рл, & = 1, 2, ...,

**W = -f rr^^l"^ (46)
CA I x Г

где числа сА таковы, что (%, грЛ)==1. Легко видеть, что функции (46)
удовлетворяют уравнению

Atyk (х) =— tfk (х) — | х | я|?ь (ж) - — A,fe\|)fe (я),

т. е. составляют ортбазис оператора Rt(i) (см. (40)).
Пример 2. р

= 2. В этом случае оператор А имеет вид

Ац (х) = JL ф" (ж) - х\ (х). (47)

Обозначим

ipk(*) = 21/4e-*^fe(a:/2),
где Як(ж) — полиномы Эрмита (см. {2,9, с. 1141), }^=k+l/2, k == 1,
2, — Поскольку для оператора (47) Atyk(x)= —Л*фь(ж), то ортбазис,
соответствующий оператору /?^2), построен.

Нам осталось провести

Доказательство леммы 1. Введем функцию й]1 (и) = х-}~

+ — (у — х)ж процесс wt(u)= w(u)—uw(t), 0 < и < t. Очевидно, что

ядро г, (х, у) оператора Rt представляется в виде

rt (*, у) = ± Ф (^-) Р. (х, р), (48)

где ф(х) = (2п)-1/2еХр{-^-},
Р, (ж, у) = Е ехр I- j | шг (ц) + й'Л (и) \pdu\.

Оценим rt(x, у). Пусть А(х, г/) = гшп(Ы, \у\), если #, у
— одного

знака; А (х, у)= 0, если х, у
—

разных знаков. Тогда
JA(x,y)\p

rt(«,if)<e
^ 2

' +Pfsup |«°^(М)|>1^1 (49)

Оценим

<2р(л;р1,;,м>^|):
Далее, поскольку при х>0 справедлива оценка [17, с. 169],

Р ( sup щ (и) > х\ < е-2*2,
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получаем

А2(х,у)

1<2е
'

. (50)

Таким образом, в силу (48), (49) и (50) получим

/ {х-уУ А*(х,у) _i±Z^'2
Л I

—

ГТ 9*

rt (x, У) <

/ (х-г/)2 лНх,у) _

<*-а>2 _,
аПх,У)\

1 «U""8
~

+ е
" 2Р j.

*]/2л*
Если Т2 = х2 + у2, то либо U — у\>Т/2, либо ^4 (я, y)>T/4. Поэтому

/ т2 т2 т2 тр/2\ / т2 тр/2\

^«^H+^+^+^J^H+^i-
Лемма 1 доказана.

Замечание 6. Теорема 13 и следствия 1, 2 справедливы и для

броуновского моста

о

.s wt(u)= w(u)— uw(t), 0<u<t.

Доказательство для wt полностью сохраняется.

Пусть Fn(t)—эмпирическая функция распределения, построенная
по выборке (#i, ..., хп) из равномерного на отрезке [0, 1]
распределения. Из следствия 2 и замечания 6 выводится (см. {19]).

Теорема 14. Для р > 1 с вероятностью 1

/ 1 у/р
lim inf Vn In In n\ \ (Fn {t) - tf dt = C1/2,

где С = С(р) из следствия 2.

§ 5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 11

Для х > 0, р > 0 определим функцию

X(a:)=Xp(x)-0cdi)1/(1-^-1/(1-a>,

где число к\=Х\(р) определено в теореме 13, а = 2/(2 + р). Введем
далее случайную величину

1

о

где sn
= sn(t)— случайная ломаная из теоремы 11.

Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы 11. Тогда (х*=х(п))

1) 1пЕе-«*)Т1«~-^а(*),

2) е-,1Ее(-Х(ж)+,15С_1)т,«/Ее_Х(Ж)Т,п->1 ир« п->оо,

где (x^R1, a = 2/(2 4-р)с = с(р) из теоремы 13.

Лемма будет доказана ниже.

Получим оценку сверху в теореме 11. В силу экспоненциального

неравенства Чебышева (х = х (п))
Р (т]п < х) < e*w*)+lnEexp{-w*)H

поэтому в силу леммы 2

InP(ti„<х)< хХ(х)'- %i <• ка(х) ■ (1 + о(1))'=
сж*/<«~п (1 + о(1))- -сх-2'*.
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где

Это дает нам оценку сверху

In Р (г]гУР < х) < - сх~2 (1 + о (1)).

Для получения оценки снизу введем с помощью

абсолютно-непрерывного преобразования новую вероятностную меру

Ру (А) = Е (е-^п; т|п е= Л) | Ее"Мг/)тЧ

Используя эту меру при у = х 11 —— 1, получим

P(T|n<^)>p(h»-»|<«-2-) =
= Еу (eWy)<4^; | Цп - у |< х±) • e^.Ee-Wv4

Поскольку

Ё„(в^4^; | л»- *1 < * i) >в-^Ь,(I л»- *|<*f),
получаем, что

In Р (Цп < х) > *, (у) ^ - *-£) + In Ее~Ш)Цп + Ln, (52)

Ln = In Pj, M T]n
— г/1< я

-у j.

Обозначим далее т]п = — 1. Тогда

^и = 1пР^|л„|<у(1-х)-1).
Из утверждения 2) леммы 2 следует, что

Ёу^п= Ее(-Мг/)+^~1)т1^7Ее"Му)т1п^ 1

при п-^оо и любом и. €= R1. Поэтому г]п -> 0 при п -> с» по мере Ру и,

стало быть, Ln ->• 0 при гс ->- °°. Используя далее утверждение 1)
леммы 2 и устремляя к нулю число v в правой части (52), получаем

оценку снизу в теореме 11:

1пР(цп<х)>-~сх-2/*(1 + о(1)). S

Теорема 11 доказана.

Доказательство леммы 2. В силу принципа инвариантности
и формулы (43) найдется последовательность Лп -* °° такая, что для
любой последовательности кп ^ Лп выдолняется

1 1

In sup Ее
° -In sup Ее

°
~ - l.Xf2*v\ (53)

х ас

lninfE\e
°

;\sn(i) + x\<l
!x|<i

1

%n$\w(t)+x\Pdt j
- In inf E Ve °

; | w(l) + z|< 1/ blA#(2+p), (54)
1*1 <£1
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где Х\ определено в теореме 3. Далее, для любых целых п> 1 и к =

= к(п), 1^к<п/2, определим целое т = т(п) и к' = к'(п) таким

образом, что п = /с/?г + /с', к^к' < 2&. Очевидно, что

<n (X)-afc,,n М < Ee"Xlln < bin (X) V.» (Л), (55)
где

-Ь J |sn(*)+*|pd*
«mW = **.*(*. 6)= inf E\e

°
; *M - ) + *

k/n

-Ь \ \sn(t)+x\Pdt

bkin(X) = swpEe
°

X

Очевидно, далее, что

Ъ&уП{Х) = bh}h(X$),

<S ,

afcinfx,^j=iifcift^p,l),
?+i

где P = (k/n)1
Выбором далее по заданному х = х(п) числа к = к(п), т = т(п),

к' = к'(п), так, чтобы

к(х).г(к)^±-Лк,

где г (к) — (5= (к/п) . Очевидно, что это всегда можно сделать. Тогда
в силу (55)

</< (Ь (*) r (A-), 1) аК,у (I (х) г (к'), 1) < Ее~Чх)Цп <

<Ъ1к(к(х)г(к))Ьк,,к,(Цх)г(к%
и в силу (53) и (54) получаем

- Хх (т (X (х) г (&))« + (X (х) г (&'))<* ~ In Ee"Mx)Tln.

Осталось заметить, что

тХа (х) га (к) + Ха (х) 7м {к') ~ Ха (х).

Первое утверждение леммы 2 доказано.

Вторге утверждение следует непосредственно из первого: для
любого \х ^ R1

In [e^Eo{'Ux)^x~1]4Ee'Ux)Vn] ~~xjx (х) + -H-Y* + Х,Ха (х) - ц— О,

так что (51) имеет место.

Лемма 2 доказана'.
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ОЦЕНКИ КОВАРИАЦИЙ
ДЛЯ СРЕДНИХ ПО РАСПРЕДЕЛЕНИЮ ДИФФУЗИИ

С ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯМИ В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ

В. В. ЮРИНСКИЙ

Интерес к оценкам ковариаций специальных случайных полей,
которым посвящена эта работа, возникает в теории усреднения

дифференциальных операторов со случайными коэффициентами.
' Многие задачи математической физики, относящиеся к описанию

процессов, протекающих в микронеоднородных средах, подчиняются

принципу усреднения
—

при их решении характеристики среды,

зависящие от пространственных переменных и, вообще говоря, случайные,

могут быть приближенно заменены постоянными характеристиками

некоторой эффективной «усредненной» среды без микроструктуры. При
изучение случайных сред оценка погрешности усреднения в ряде
случаев может быть сведена [1—3] к выводу оценок для ковариаций
случайных полей, воспроизводящих в качестве поправок к усредненному

решению локальное строение полей напряжений. Возникающие при этом

трудности связаны с тем, что поправки получаются из случайных
коэффициентов исходной задачи существенно нелинейным образом —

обращением дифференциальных операторов в частных производных со

случайными коэффициентами при старших производных.
Оценкам ковариаций случайных полей, удовлетворяющих системам

эллиптических уравнений со случайными коэффициентами, и посвящена
эта работа. Представляющие самостоятельный интерес вопросы об

эффективных методах расчета усредненных коэффициентов и

существовании усредненного оператора при этом не затрагиваются.
В статье рассматриваются случайные поля и = (и{а)): RdXQ->Rm,

удовлетворяющие системам уравнений

а = 1, .
.., иг,

(0.1)

т / d \
- Lu{a) + 2(2 tf^Dtfi™ + C(0V> + и^/Т = F$\

(5=1 \k=l J

где Т > 0 — большой параметр, Dk = djdxh, a

d d

Lu = 1/2 2 aijDiDjU+ 2 MV (0-2)

— производящий оператор диффузионного процесса. Коэффициенты
(0.1) и правая часть образуют однородное случайное поле. Тем же

свойством однородности обладает и решение и.

В предположении, что поле коэффициентов и правых частей (0.1)
удовлетворяет достаточно сильному условию перемешивания, получены

оценки для дисперсий и ковариаций случайных величин

[и(а); R] = (2R)~d f u«*)(z)dx. (0.3)

В них явно выделена зависимость от больших параметров Д, Г и

коэффициента перемешивания. Если размерность диффузии d достаточно

велика, а коэффициент перемешивания убывает с ростом расстояния не

медленнее, чем степенным образом, следствием оценок статьи

оказываются соотношения

J)Wa);Tl/2-^] = 0(T-^), 7i>0. (0.4)
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Интерес к результатам описанного типа обусловлен тем, что они

в ряде случаев позволяют оценить погрешность от замены решения

корректной краевой задачи для оператора вида (0.1) со случайными
быстро осциллирующими коэффициентами решением аналогичной краевой
задачи для «усредненного» оператора того же типа с неслучайными
постоянными коэффициентами (см. [1—3]).

Для естественного класса эллиптических систем, включающего,

в частности, уравнения линейной теории упругости и дивергентное урав*
нение теплопроводности, средствами теории возмущений удается
получить оценки порядка 0(7т-е/1п1пГ), £>0 без ограничений на размерность

пространственной переменной (см. [3]). Метод, которым ниже получены

более сильные оценки (0.4), существенно использует возможность

представления решения системы (0.1) средним по распределению
марковского процесса, одной из компонент которого является диффузионный
процесс с производящим оператором (0.2). Это представление позволяет

локализовать зависимость решения от коэффициентов задачи.

Ограничения на размерность связаны с тем, что в вычислениях существенно

используется малость объема «задетой» типичной траекторией диффузий
части пространства по сравнению со всем объемом, определяющим
значение решения. Метод статьи представляет собой модификацию методе
работ [1, 2], где рассматривалось одно уравнение второго порядка.

Формулировки и доказательства основных результатов работы,
теорем 3.1 и 4.1, приведены в § 3—4. Необходимый для вычислений

аппарат подготовлен в § 2. В § 1 дана сводка обозначений.

§ 1. СВОДКА ОБОЗНАЧЕНИЙ

Векторы евклидовых пространств разных размерностей задаются
ниже координатами в фиксированных ортонормированных базисах.

Индексы, обозначенные латинскими буквами, изменяются от 1 до d,
греческими — от 1 до т; используется соглашение о суммировании по

повторяющимся индексам. Обозначение I • I закрепляется за евклидовой нормой
в пространстве любой размерности: так, Ы = (х{Хг)1/2 при я = (#<)^ Rd,
|у| =(y(«)y(«j)i/2 при 7 = (7(«))SRm и т Д4 Используется еще норма
Ы\ = max {\xi\: г==1, ..

.,
d).

Алгебраические операции над множествами имеют естественный
смысл: так, аА + $В = {х: х = ay + (iz, y<^A, z^B). Если 7£
—конечное множество, \К\ обозначает число его элементов; Z — целочисленная

решетка.

Операторы дифференцирования по пространственным переменным

обозначаются D{u = ди/дхи при к = (к{) <= Ъ% Dhu = Dh^ ... Dhddu,
D\u = и. Для функции и: Rd -*- R при натуральном п **

Vnu(x) = ( 2 (Оки(х)УУ*;

используется также соглашение V°u=|wl. Аналогичные обозначения

приняты и для векторнозначных функций: так, при ii = (^a)):Rd->-
~^Rd <g) Rm Vnu(x)^ Rd ® Rm есть вектор с координатами Vnuia) (x),
а \Vnu(x)\ — его евклидова норма.

В тех случаях, когда это не влечет путаницы, применяется и

матричная запись. Например, система (0.1) может записываться в форме
-Lu + BkDhu + Cu + ulT = FT, (1.1)

где и = (u(a))— столбец высоты тп, Вк = (В(*^), С = (СШ)) — матрицы

размера m X то, АТ — транспонированная к А матрица, tr A = А{аа) —

след матрицы А. Неравенство А'^ А" означает неотрицательную
определенность матрицу А'^- А". Элементы единичных матриц
обозначаются символами Кронекёра соответствующих размерностей.
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Все константы, значения которых определяют размерности d, m и

постоянные в ограничениях на коэффициенты (0.1), но не большой

параметр Г, обозначаются символами с, с', с* и т. п. При этом одно и

то же обозначение может использоваться для разных констант этого

типа, если это не влечет путаницы. Вследствие этого возможны

равенства типа с + с = с, се = с....

§ 2. ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ

Вероятностные представления решений системы вида (0.1), которые
используются в этой работе, предложены в [4] (см. также [5] и

монографию [6, гл. VII]).
Чтобы избежать технических осложнений, удобно считать

коэффициенты (0.1) гладкими функциями пространственных переменных,
равномерно во всем пространстве ограниченными вместе с производными
любого порядка.

Коэффициенты «скалярного» оператора (0.2) в дальнейшем
удовлетворяют^ условиям симметрии, ограниченности и равномерной эллип-

тичностиГ'для любых х = (xt), £ = (li)
г

аа(х)=а»(х), АЛ1\2<а15(х)Ъ&<А2\Ъ\2, , (2.1)
\Ъ(х)\ <AZ. (2.2)

При этих ограничениях (0.2)—производящий оператор
диффузионного процесса | = (£г(0) со значениями в пространстве Rd. Удобно
выбрать в качестве пространства элементарных исходов для этого

процесса «пространство траекторий» <2/ = С([0, °°), Rd) с цилиндрической в-щ-

геброй II и обычным потоком <ьалгебр #""* = o(£(s), s<t).
Распределение на It, отвечающее диффузии (0.2) с начальным условием £(0)=#,
обозначается ниже Р*. Как обычно,

Мх {Ф; А} '= j> (и) Рх (du), Мхф = Мх {ф, U).
А

Диффузионный процесс £ является решением стохастического

дифференциального уравнения (СДУ)
"

db(t)=oik(l(t))dwh(t)+bi(l(t))dt, (2.3)

где (wk) стандартный винеровский процесс в Rd, а положительно

определенная симметричная матрица (а^) удовлетворяет условию GikGjk = а#.

Чтобы получить вероятностное представление решения (0.1),
процесс | дополняется матричнозначными решениями линейных СДУ
(обозначения те же, что в (1.1))

dX(s, t)=-X(s, t) (Bh(l(t))^kl(l(t))dwl(t) +
+C(l(t))dt; X(s, t) = (X^(s, 0), J(2.4)

0<s<t,X{s, 5) = (6(aP)),

где матрица размера dXd (оц)-обратная к (a#) уравнения (2.3).
Решения (2.4) обладают полугрупповым свойством: при и, t>0 с

вероятностью 1 выполняется

X(s, s + t + u) = X(s, s + t)X(s + t, s + t + u). (2.5)

Пара (|, XqX) при любом начальном значении X® составляет

марковский процесс, так как в вычислениях всегда используется начальное

условие, приведенное в (2.4), обозначения Рж, Ma r приняты и для

распределений пары (|, X), чтобы не загромождать формул.
Показательный рост решений (2.4) исключает условие

C + CT^(l + yi)~aklBkBl, ъ>0, , ,,
,, (2.6)

/где (ttfti)— обратная к (ah\) матрица.
'

""'■•/•<л
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Действительно, по формуле Ито

dtvXTX = stldwl +

причем коэффициент переноса неположителен:

а = -tr(ХТХ(СТ + С- ВъВПы)) < 0.

Следовательно, при t > 0

MJX(0, *)l2 = MxtrXTX<|7|2. (2.7)

Показательного роста решений (2.4) нет и в случае, когда

Bk - 0, У,сс С(а1) + ... + С(ат) = 0,

С(а*><0, а#р. •

(2'8)

При этих предположениях (2.4)—обыкновенные дифференциальные
уравнения, коэффициенты которых определяет выбор траектории |.
Решение при ограничениях (2.8) —стохастическая матрица.

Пусть и(х9 t) = М<Д(0, t)g(^(t)), где g
—

ограниченная гладкая мат-

ричнозначная функция подходящей размерности. С помощью (2.5) из

обратного уравнения Колмогорова для процесса (£, X) выводится урав-

нецие

dv/dt = Лц; = Lv- BkDku - Cv. (2.9)

Эти формулы приводят к вероятностной интерпретации известного

интегрального представления для резольвенты Ai (ср. [7, с. 331]).
Лемма 2.1. Если выполнено условие (2.6) или (2.8), а гладкая

функция g: Rd -*- Rm равномерно ограничена, то решение системы (0.1)
с правой частью FT = g/T при Т > 0 допускает представление

оо

и (т) = f МХХ (0, 0 g (I (0) de (ЦТ),
О

где de(t/T)= exw\{-t/T}dt/T.
Справедливы оценки

оо

Мж j | X (0, t) 11 g (| (*)) | de (t/T) < с | jr |»,

»n?!if=r(Iiir)2
I ^

u (x) - Mj X (0, t) g (I (t)) <fe (t/T) I
I о I

| g L = sup I g (x) |. .^

Положительные постоянные с, с не зависят от Т.

Доказательство представления леммы сводится к

интегрированию по частям равенства
оо оо

AlU = j AJtf. (X*), de (г/Г) = J (3/50 Мж (X*), de (t/T),
о о

(X*)f~X(0, *)*<!(')).

Оценки леммы следуют из (2.5) и (2.7) (или стохастичности X при

условии (2.8)):
оо I оо

М* [ (Xg)t de (t/T) < | * |Л (М, | X |2)1/2 de (f/Г) < с | g |. ехр {- с'Т/Т).
т I г

Пусть g[s, fl = {i/: # = £(w), w^ [s, t]} — отрезок траектории диффу-
, a 2(Г)—случайное множество «номеров» кубов п + [0, If, n^Zd,

<с|«г|оовхр{—с'(1пГ)в},
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задетых начальным отрезком траектории:

S(f)=fo€=Zd: fc{0, Т]П(п+{0, 1]*)Ф0}. (2.10)

Аналогично соответствующим предложениям [1, 2] проверяется

Лемма 2.2. При условиях (2.1), (2.2) число точек (2.10) при Т =
= Г(1п7')2, Г>10, допускает оценку

ЮЕ(Т)\*<с(Т(ЫТ)*У, р>0.

Если оператор (0.2) самосопряжен, т. е.

b, = /W2, (2.11)
то константа с в оценке леммы не зависит от постоянной А$.

В дальнейшем коэффициенты и правые части систем вида (0.1) —
реализации случайных полей, заданных на некотором вероятностном

пространстве (£2, St, Pr) с математическим ожиданием Е = J dPr.

Элементарные исходы со ^ Q называются состояниями среды. Условия (2.1),
(2.2) и другие ограничения на коэффициенты (0.1) предполагаются
выполненными для почти всех состояний среды с неслучайными
постоянными. /Поэтому состоянию среды сопоставляется марковский процесс
(|, X), который описывают СДУ (2.3), (2.4), и представление леммы
2.1 для реализации решения (0.1). Чтобы не загромождать запись,
зависимость коэффициентов и распределений Р* от состояний среды не

указывается: Рх = Р£, Мх = М£.
Оговорки «с вероятностью 1», «для почти всех состояний» и т. д.,

как и очевидные предположения об измеримости, ниже, как правило,
опускаются.

Пусть N с: Zd — конечное множество, k = (aih ...) — случайное поле,
образованное коэффициентами и правыми частями (0.1).

»(N) = <3(k{x), x^V(N)) (2.12)

есть о-алгебра, порожденная значениями поля коэффициентов на

примыкающем к N множестве V(N)= N + [0, l]d. Обозначение $.*(iV, r) =
= <з(к(х), x&N + [—r, r]d) закрепляется за «дополнительной» о-алгеб-

рой, порожденной значениями поля коэффициентов вне г-окрестности N.

Представление леммы 2.1 позволяет следующим образом
локализовать зависимость решения (0.1) от коэффициентов и правой части (ср.
[1, 2]).

Лемма 2.3. Справедливо разложение

т

Мх f X (0, t) g (I (t)) de (t/T) = S* Gf,N (*),
о

в котором случайные векторъг

GfN (*) = Мж J J X (0, t) g (l (t)) de (t/T); В (f) = n\

измеримы относительно о-алгебр (2.12), символ 2 указывает на то,

что суммирование ведется по всевозможным конечным множествам Ncz

cZd, S задано (2.10).
Разложение леммы — вариант формулы полной вероятности.

Оговоренная в формулировке измеримость слагаемых — следствие того, что

при вычислении Gf N используются только значения коэффициентов на

множестве V(N).
Условие слабой зависимости значений коэффициентов в далеких

точках используется здесь в форме условия равномерно сильного

перемешивания ([8], с. 392): для конечного N с: Zd, р>1 и случайных велит-
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чин £, £+: £2 -> R, измеримых соответственно относительно о-алгебр
(2.12) S£(N) и $+(iV, r), выполняется неравенство

lcov(Cf t+)l<H(r)lClP|^U, l/p + Uq=l. (2.13)

В (2.13) нормы задаются равенствами |£L = vrai sup |£|, Шр =
= (Е15Р)1/Р, /?<оо, а ковариация есть Е££+-Е£Е£+,

Как правило, убывание коэффициента перемешивания (2.13) в

дальнейшем не медленнее степенного:

х(г)^#(1 + г)-«, а>0. (2.14)

В большинстве вычислений работы поле коэффициентов (0.1) и,

следовательно, решение предполагаются однородными в следующем
смысле: распределение поля

кг(х, хд)=к(х + z, со) (2.15)

не зависит от сдвига на вектор целочисленной решетки z ^ Zd. Этой

однородностью обладают, например, обычные в моделях неупорядоченных

микронеоднородных сред «шахматные структуры». При рассмотрении
однородных в смысле (2.15) случайных полей удобны средние

<Ф> = Е j ф (х) dx.

[0,l]d

§ 3. ОЦЕНКИ КОВАРИАЦИЙ:
МНОГОМЕРНЫЙ «НЕДИВЕРГЕНТНЫЙ» СЛУЧАЙ

Теорема 3.1. Пусть коэффициенты оператора (0.1) удовлетворяют
(2.1), (2.2) и одному из условий (2.6) или (2.8), а правая часть имеет,
вид

F(f (х) = g™ (x)/T9 \g(x)\ < 1. (3.1)

Если коэффициенты и правые части образуют случайное поле к =*

= (а, Ь, Z?, С, g), однородное в смысле (2.15) и удовлетворяющее
условию перемешивания (2.13), то при Г>10 для средних вида (0.3)
выполняется неравенство

lcov([w(a); Л], [и(Р); Щ\ <с{ех^{-с {1пТ)2} + K(r) + (^T2(lnT)zR'd)1/2).
Оценка теоремы сохраняется при замене условия (2.2) предположением
(2.11) о самосопряженности оператора (0.2); в этом случае константы

с, с* не зависят от постоянной А% из (2.2).
Замечание 3.1. Если коэффициент перемешивания допускает

степенную оценку (2.14), то при достаточно малом *у>0, d>5^'

где значение if'>0 определяют m, d, константы в (2.1), (2.2) и

показатель в (2.14).
Вывод неравенства теоремы 3.1 аналогичен вычислениям,

проведенным в [1] для одного уравнения. Его этапы оформлены ниже в виде

нескольких лемм. В вычислениях всюду принято сокращение [ф] = (ф; Д1-
Лемма 3.1. При Т>10

|cov(U(a)], [ит])\^сех${-с'(ЫТу} +
+ |2*[C0V(^(.),U(P)])]|,

где векторы G... описаны в лемме 2.3.

Доказательство леммы сводится к применению леммы 2.1 и

линеййости ковариации.
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Лемма 3.2. В условиях теоремы 3.1. при Kr<:R

| cov (Ggj, (х), [в<*>]) | < с; (к (г) + (Е [М. ехр {- 2т/Г}])1/2) X

X ЕМ, JJ | X (О, t) | \g <g (t)) | de (t/T); S - (f) =A

где S задано (2.10), a r = inftt: l(t)<=N + [—r— 1, r + l]d} — момент

первого достижения окрестности N.

Доказательство. По лемме 2.3 случайная величина

G?Nизмерима относительно Ж (TV). Чтобы воспользоваться условием перемешивания

(2.13), величину [ит] можно заменить измеримой относительно

«дополнительной» о-алгебры S£+(N, r) случайной величиной

£+ = \M.\X{0,t)g(Ut))de(t/T) l

Погрешность такой замены не превосходит ограниченной случайной
величины

Г Z+ = с[М. ехр {-2т/Г}]1/2 < с,

также измеримой относительно $t+(N, r).
Действительно, из представления леммы 2.1 и супермартингального

свойства X (2.7) (или стохастичности X в случае, когда выполнено

(2.8)) следуют соотношения

1[и(Р)] - C1I = 1[М.Х(0, т)ехр{—г/ГЫ(Р)(£(т))]1 <
< сМ.ЩО, т) 12]1/2 [М. ехр {-2т/Г}]1/2 ^ Z+.

Остается воспользоваться очевидными неравенствами

lcov(£, {u(p)])l< |cov(£, Г) I +E\Z\Z+ + E\Z\EZ+^
< lcov(S, £+) I + lcov(lSl, Z+) I + 2E|£|EZ+.

При рассматриваемых в теореме 3.1. больших размерностях удовлетг

ворительную по точности оценку входящего в формулировку леммы 3.2
момента первого достижения можно получить из следующих

соображений.

Для диффузионного процесса с невырожденным производящим

оператором (0.2) распределение Px{£(J)e= J9}, SczR^ имеет при £>0

плотность р(ху t, у). Если коэффициенты оператора образуют однородное
случайное поле, то статистические свойства поля pz(x, £, y) = p(x + z, t9

y + z) не зависят от сдвигов на z^Zd. Однородно и поле

оо

\i
= fXT (х) = j de (t/T) f p (у, t, x) dy.

0 Rd

Это поле удовлетворяет условию нормировки <jx> = 1.

Действительно,
оо

<!*>= S E$de(t/T) f dy j p(y + z1t,x)dxJ
z^zd 0 [0д]с* i0tljd

а по однородности

E 2 j* dy J p(y + z,t,x)dx = E J йг/J p(i/, *,#) Ar =1.
2€EZd[0,l]d [o,l]d . [o,l]d R<*

Из показательных оценок для диффузии с ограниченными
коэффициентами или оценок {9] для переходных плотностей диффузий с

самосопряженным производящим оператором следует, что процесс | субгаус-
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совский. Это приводит (см. [2]) к оценке

Млехр{-а/Г}^1-с/Г

для момента остановки о = inf it: llg (t) — | (0) II > 1}.

После попадания в r-окрестность множества N траектория
диффузии находится в (г +1)-окрестности Vr{N) по крайней мере до того

момента, пока не отойдет от «точки входа» на единичное расстояние.

Поэтому
оо

М* ехр {- т/Т} Мт (1 - ехр {- а/Т)) <Мж J IVAN) (I (s))de (s/T),
0

и, следовательно,
оо

Мх ехр {- 2%/Т} < сТМх f IVr(N) (g (*)) de (s/T),
0

откуда

[M.exp{— 2x/T}]^cTR~d J \i{x)dx.
Vr(N)

Таким образом, справедливы неравенство

EZ+^c(TR-d j* dzY/2^c(TrdR-d\N\)1/2

и вытекающая из него и леммы 3.2

Лемма 3.3. В условиях теоремы 3.1

| coy (G% (*), U(P)]) | < с (х (г) + (2УД-* | N|П X

X ЕМ, J | X (0, t) | de (*/7); S (?) = JV .

Доказательство теоремы 3.1. По неравенству Коши — Бу-
няковского

MJ|Х|; S = Ю ^(MJIXI2; S = N)VX{E = N})m.

Поэтому из леммы 2.1 следует неравенство

2* ЕМJ J | X (0, *) | de (t/T); 3 = N1(1 + IN |)1/2 <
vo J

f oo \l/2

EM,J|X(0ff)|»^(*/r)J (1 + EM3C|S(?)|)1/2.

Вместе с оценками лемм 3.1—3.3 это неравенство доказывает теорему.

§ 4. ОЦЕНКИ КОВАРИАЦИЙ РЕШЕНИЯ

ПРИ ДИВЕРГЕНТНОЙ ГЛАВНОЙ ЧАСТИ

Если «скалярная» часть (0.2) оператора (0.1) дивергентна, т. е.

выполнено условие (2.11), теорему 3.1 можно дополнить аналогичным

результатом для случая, когда правая часть имеет вид

F(Ta) (x) = T-1/2Dih(^ (x). (4.1)

Теорема 4.1. Пусть коэффициенты оператора (0.1) удовлетворяют
условиям (2.1), (2.11), (2.6) и

YV=(V(^) trl(VVT + VTV).(C-(l + v2)aklBkBy/2)-
- VTBkVB*Zkl] > 0, у, > 2, (4.2)

а правая часть вида (4.1) допускает оценку \h\ < 1.
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Если случайное поле к = (а, В, С, h) однородно в смысле (2.15)
и удовлетворяет условию равномерно сильного перемешивания (2.13), то

при 1<г<й для средних (0.3) выполняется неравенство

lcov([u(a); R], И»; R]) \ < с(х(г) + (^Л-йГ2(1пГ)3)1/2).
В предположении, что Bk, С не случайны, эту оценку можно

заменить более сильной, с правой частью

с(х(г) + (г*Д-*Г(1пГ)3)1/2).
Замечание 4.1. Из оценки теоремы 4.1 следует соотношение

D[a<«>; Tl'2-i\^cT-V9 f>0,

если у>0 достаточно мало, выполнено степенное условие

перемешивания (2.14), а размерность диффузии d>5. При неслучайных Bh, С

достаточно условия d ^ 3.

Оценка теоремы 4.1 выводится ниже по той же схеме, что и

аналогичный результат [2]. Промежуточные результаты оформлены в виде

лемм.

Оснобой вычислений является представление решения леммы 2.1,
которое в рассматриваемом случае имеет вид

и(х) = МхТ(0, со),

T(s,t) = ]T1/2Dkhk(t(u'))de(u'/T).
S

Необходимы также некоторые априорные оценки для уравнения (0.1).
Лемма 4.1. Если коэффициенты системы (0.1) с правой частью

F(ra) = Г"Уа) + T-1/2Dih{^

удовлетворяют условиям (2.1), (2.11), (2.6), a g, h суммируемы в

квадрате, то в предположении однородности коэффициентов решение также

однородно и

<\Vu\2+\u\2lT>^cT-l<\g\2+\h\2>.
Без предположения однородности

■ J (\4u\*+\u\*!T)dx^cT-xl {\g\* + \h\*)dx.

Доказательство (ср. [10, гл. VII, § 1]). По условию (2.6)

ит(BkDku + Си)^ит(С + Ст)и/2 — v/2-luTB^5k. |2 -
- (2y)_1 I <J.kDku |2 = - (2y)'1ahlDriiTDlu, + uT (C + CT -

- yBkBjakl/2)u^- aklDku7/WW, у = 1 + у.

Отсюда для гладких однородных случайных полей с помощью

равенства <—uTDiaijDjU> = <aijDiUTDjU> выводится оценка

<ит(-AlU + и/Т)У > c<\Vu\2 + \и\2/Т>.
Так как <uTT-V2Dhh^> = — (DhuTT-V2hk>, из полученного выше
неравенства эллиптичности обычным образом выводится существование
однородного решения и априорная оценка леммы. «Неоднородный» случай
также стандартен.

Лемма 4.2. Пусть коэффициенты и правая часть (0.1) — однородные
случайные поля, удовлетворяющие условиям теоремы 4.1.

Тогда случайное поле (4.3) допускает оценку

<(М.|Г(0, оо)|2)2><с#

177



Доказательство. С помощью (2.5) проверяется равенство

| Г (0, оо) |2 = tr j de (2s/T) X (О, s) x
о

X ( Т] X (s, s + t) Dkhk (I (s + t)) de (t/T) J DthJ & (s)) XT (0, s).

Поэтому по марковскому свойству (g, X) и (4.3)

v = Mx | Г (0, оо) |« = tr j X (0, s) и (I (*)) TlhDhhl (I (*)) XT (0, *) de (2s/T).

(4.4)
Аналогично (2.9) проверяется, что матричнозначное поле

ш = М,Д(0, *)Ф(|(*))Х(0, t)T

удовлетворяет уравнению

dw/dt = A2w= Lw — BiDiW^(Dkw)Bl^Cw — wCT + BhwB'faki. (4.5)

Следовательно, случайное поле (4.4) имеет представление y = trC/, где
U — матричнозначное решение системы

-A2U+2U/T = G,

G = T^Dk(uhTk) - Г~1/2 (Dku) hTk. (4.6)

По условию (4.2)
tr (l/2akiDkwTDiiv + wTBlDiw + wTDkwBl + wTCw + wTwCr +

+ wTBkwBjakl) > (1/2 - 1/(1 + V2)) tr ahlBhwTDxW.
Благодаря этому, оператор Лг удовлетворяет условию эллиптичности

<txwT(-/i2w)>>c<\Vw\2>. (4.7)
Из (4.7) стандартным образом получается априорная оценка

<|V<7|2+ \U\2/T> < <\Vu\2+ \u\2/T>
для (4.6), очевидным следствием которой является утверждение леммы.

Лемма 4.3. При Т> схТ

<(М.|Г(0,Г)|2)2Хс2.

Доказательство. Из определения (4.3) следует, что

Г (0, оо) - Г (0, Т) = ехр {- Т/Т) X (0, Т) •

у'

.$X(T,l + t) T1/2Dkhh (I (f + 0) de (t/T).
0

Поэтому по марковскому свойству (£, X)

МХ\Т (0, f) - Г |2 <ехр {- 2Т/Т] tr M*X (0, ?)•

•М|(?)ГГГХГ (0, ?), Г = Г (0, оо).

Матричнозначная функция w = М*Х(0, t)O&(t))X(0, t), Ф = М^ГГ2*,
удовлетворяет уравнению (4.5). Это позволяет стандартным
рассуждением получить из (4.7) оценку

г

<l"'l2>Ur<<l<I)l2> + 2J<trU;TA2«;>^<<|0|2>.
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При достаточно больших Т оценка

<(М.|Г(0, f)-rl2)2Xcexp{-471/f}<(M.|r|2)2>, (4.8)

которая доказывает лемму, следует теперь из леммы 4.2.

Оценка устойчивости решения (0.1) с дивергентными старшими
членами по отношению к возмущению коэффициентов используется при
доказательстве теоремы в следующей форме.

Лемма 4.4. Пусть и —решение (0.1), и — решение системы того же

вида с коэффициентами

<й = (1-Е)а<1 + С4<,,

£ь = (1-5)Я*, £41-«С
и правой частью (1 - l)glT + T-l/2Pk(l - t)hh, где £: Rd->[0, \\
—гладкая функция, такая что £(я) = 0 вне ограниченного множества V и

всюду в Rd |V-fc(s)'| <:C, а Ац — постоянные, удовлетворяющие условию (2.1).
Тогда

б= f (\4(u-u)\2 + \u-u\2/T)dx^
Rd

< сТ J (| Чи |2 + \uf/T + | h\*/T)dz.
V

Замечание 4.2. В случае, когда коэффициенты Bh, С не

возмущены, оценку леммы можно заменить более сильной:

Ь<>с§ (\Чи\* + \h\*/T)dx.
v

Доказательство. Невязка w = и — и удовлетворяет системе

-Aiw + w/T = SF, Ai -= 1/2D&iPi +

Правая часть этой системы имеет вид

«F - 1/2Д( (ац - а«,)ад+S(BkDhu + Си - g/T - AW"1'2)".
С помощью невозмущенных уравнений (0.1) это выражение приводится

к виду

8F = i/Wi&AiPsu) - %и1Т - T-MhtDit - 1/2(D^a^u.

Утверждение леммы следует из априорной оценки леммы 4.1.

Лемма 4.5. В условиях теоремы 4.1 при больших Т и Т = Т(InГ)2

<М.|Г(0, <»)- Г(0, Г) \2Х с ехр {-с'(In Т)2}.

Случайная величина М.Г(0, Т) допускает разложение на

$£(N)-измеримые слагаемые:

М*Г (0, Г) = 2* Мж {Г (0, Г); В (?) = Л},

суммирование ведется по всевозможным конечным подмножествам
целочисленной решетки.

Доказательство. Неравенство леммы — немедленное следствие

(4.8) и леммы 4.2. Разложение — вариант формулы полной вероятности.
Лемма 4.6. В условиях теоремы 4.1

1соу(ШГ<*>(0, f); S(f)=JV}, [и™; R]) I.«

<с(х(г)+е)Е(Мж{|Г|2; а(Г) = М)1/2(Рж{3(Г) = М)1/2,
Т = Г(0, Г), в2=Ш1^Д-*.
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Доказательство. Случайную величину [ит] можно приблизить
Й+(ЛГ, г)-измеримой случайной величиной [и(р)], где w —описанное в

лемме 4.4 решение системы (0.1) с коэффициентами и правой частью,

«подправленными» по формулам (4.9) с функцией £, равной единице на

окрестности N V = N + [—г — 2, г + 2]d. Погрешность этой замены не

превосходит

Z+ = с (тт~а I (| Чи |2 + | и \*/Т + | h |2/Г) dx\1/2; (4.10)

по лемме 4.1 приКг^й E(Z+)2 < cTrdR~d\N\.
Обозначая Z = Mx{T(a); S(f) = M, Z = [w(p); Д], £+ = [>>; Я],

нетрудно проверить, что

Icov(Z, Z) I < lcov(Z, £+) I + E|Z|Z+ + EIZIEZ** ^

< с (x (r) (EZ2)1/2 (EZ2 + E (Z*)2)1/2 + (EZ2)1/2 (E (Z+)2)1/2).

При этом EZ2 < <Ы2> < с, и по неравенству Коши — Буняковского

Z2<MJ|fl2; E(T) = N}Px№{f) = N].

Доказательство теоремы 4.1. По леммам 4.5—4.6 при Г =
= Г(1пГ)2

| cov (ДО«>], [и<0>]) К с ехр {- с' (In Г)2}+

+ Е [2* (М. { | f|2; S (?) = N} P. {S (Т) = iV})1^2] (е + х (г)).

Остается воспользоваться оценками лемм 4.3 и 2.2:

2V^8MS=^<^dirdr(lnT)8, E[2*M. {|P|2;S=iV}]= <M.|f|2Xc.

Более сильная оценка замечания 4.1 получается с помощью

замечания 4.2.
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ

ПОГРЕШНОСТИ УСРЕДНЕНИЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

А. В. ПОЖИДАЕВ

Усреднению параболических операторов при различных
предположениях о строении коэффициентов посвящено большое число работ.
Отметим среди них фундаментальный обзор [1], где приведена значительная

часть результатов такого рода, а также статьи [2—4], посвященные
родственным вопросам.

В этих работах получены результаты типа закона больших чисел,
т. е. показана сходимость в определенном смысле операторов со

случайными коэффициентами к оператору того же вида с постоянными

коэффициентами. Отметим, что в [3] установлена и оценка скорости схо-

ДИА0&ТИ.
Основная цель настоящей работы состоит в установлении

асимптотической нормальности решений параболических краевых задач вида

du/dt — а%д2и/дхг dxj — Ъ\ dujdx\ — Ъ\и = / (я, £),

жеУ, *е[0, Т], Г<оо,

и(х, 0) = g(£), u(x, t)\dv = p(x, t),

где коэффициенты — m-зависимые случайные поля.

Отметим, что для эллиптических краевых задач со случайными
младшими коэффициентами при произвольной размерности пространства
вопрос об асимптотической нормальности решения исследован в [5, 6]. Если

размерность пространства не превышает трех и случаен только

коэффициент при решении, то аналогичные результаты получены также в [7, 8].
В работе [9] установлена асимптотическая нормальность решения
волнового уравнения со случайными коэффициентами. В [10] этот результат
был распространен на одномерные уравнения параболического типа.

В § 1 данной работы приведены некоторые сведения из теории
дифференциальных уравнений и введены необходимые обозначения.
Ограничения на коэффициенты и формулировки основных результатов даны в

§ 2. Выделение асимптотически нормальных составляющих решений
приведено в § 3. Основные результаты доказаны в § 4. Там же разобран
пример, показывающий неулучшаемость по порядку е оценки скорости
сходимости в теореме 2.3.

§ 1. ОБОЗНАЧЕНИЯ. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ
ИЗ ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Нам удобно воспользоваться обозначениями работы [6].
Применительно к целочисленному вектору X = (Xi, ..., К) 0<Кп означает, что
все ^^{0, 1, ..., п). Символом п(к) обозначаем набор всевозможных

целочисленных векторов Х = (ХЬ ..., Я*) таких, что 0<К<п. Для
записи производной ди(х, t)/dxi применяются символы

Dm, umi, и.0 =щ д^и/дх^ ... arifc=3tt.iilr..ik, Dau = дХщи1дх\г ... дх^,

где а = (юы, ..., ап) — целочисленный мультииндекс, loci = а\ + ... + ап.
Для любой функции К(х, t, у, т) обозначения аналогичны:

K.i{x, t, у, %)=дК(х, t, у, %)/дх{, К0(х, *, у, х)=К(х, t, у, т).
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Пусть V cz Rn — ограниченная область. Тогда W2 (V) (к — нецелое

положительное число) есть пополнение множества СЦ° (V) в норме

(ср. с [И])

МЧ =J 2 \Dau\*dx+ 2 \\DMx)-D«u(y)Tx
W2^V) у |a|<fe |a|=[fc] y2

X\x — y |-n-2(ft-[ft]). dx dy,

где [ • ] — целая часть числа.

Пусть W^k(V)— пространство, сопряженное к И^ОО, |ы|т=
= | и | т , W\ (V) = L2 (V). Символом < •, ->fe обозначаем двойственность

"2
'

'

между W^F) и WP7*(F), одной буквой С различные неслучайные, не

зависящие от 8 постоянные.

Ниже приняты следующие обозначения: V <= Rn —-

ограниченная
область с достаточно гладкой границей 0V, А — оператор Лапласа, М —

символ математического ожидания, ц(у, со) — однородное в узком

смысле, тгг-зависимое случайное поле, Ъ(х, t, о)) = {60(^, t, со), b\(x, t, со), ,..

..., bn(x, t, со)} — векторнозначное m-зависимое по пространственным

переменным случайное поле, т. е. для любых k^N, t\, L.., th и набора
х\, ..., хк таких, что \х{ — х5\>т случайные векторы b(xi, t\, со), ...

..., b(xhl tk, со) независимы в совокупности. Кроме того, через l(x, t, со) —
= Hij(x, t, со) II обозначаем матричнозначное га-зависимое по времени

случайное поле, т. е. матрицы l(x, t, со), 1(у, т, со) со случайными
коэффициентами независимы при \t — x\>m как бы ни были выбраны
пространственные переменные х, у. В дальнейшем, не ограничивая
общности, полагаем т = 1.

В данной работе к(х, t), p(x, t), g(x), ац(х, t) = a5i(x, t) —
неслучайные достаточно гладкие функции. Функции Грина краевых задач

du/dt — dijU.ij = к (х, t),
x^V, *с=[0, Г], Г<оо, (1)

и(х, 0) = 0, и(х, t)\dv = 0 :

и duldt — (M\Tl)~lAu = k(x, t),
xe=V, *е{0, T], Г<оо, (2)

и(х, 0) = 0, и(х, t)\dv = 0

обозначаем G(x, t, у, х) и Г (х, t, у, т) соответственно. : '

В (1) и ниже повторяющиеся индексы означают суммирование. Во
всей работе б > 0 — произвольное сколь угодно малое фиксированное
число, г = 2 — /г/2 — б. Числа £Ь, р удовлетворяют условию 0 < р < Pi ^Гб,
s = 2-n/2-pb Г(т) = (^--т)р/2-1, а Fi(#, у) — функция Грина краевой
задачи Au = h(x), x^V, u\dv = 0. Функция Fk(x, у) при к>2
определяется равенством

Fk (*, У) = [ ^k-i (*, z) /^ (z, у) dz.
v

Из результатов работы (12, теорема 8.3] следует, что если h (x) ^
^W2 (V), то существуют не зависящие от h(x) положительные
постоянные Ci, С2 такие, что

C1\h\_k^\$Fm(x,y)h(y)dy\ <C2|A|_fe. (§)
Пусть

F{x,t,y,x) = G(x,t,y,x) при и = 2,3;

F(x,t,y,t)= ) Fm(z, z)G(z,t,y,x)dz при и>3, ,

•

. (4)
v

•' '
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где натуральное число тп выбрано из условия

0<s + 2m<2. (5)

Тогда для F(x, t, у, т), а также функций Грина G(x, t, у, т),
Г (х, t, у, т) в силу [13, с. 170] справедливы оценки

\G(x, t, у, т)| + |Г(*, *, у, т)\<СТ(т)\х-у\*->-\ (6)
max (\G.k(x,t,y,T)\ + \T.s(x,t,y,T)\)^CT(%)\x-y\i-t-", (7)

\F4*> *, у, т)1 <СТ(т)|*-у|^2-«,-п-', (8)

где / = 0 при i = 0, / = 1 при i Ф 0.

Для произвольной функции S(x, t, у, т) и индекса oc = (£i, ..., ik)^
ejx(fc)

t

Saf (z\ {xt, ..., xk}) = f J S (x, t, x19 tj bit (хг/г, tl9 со) X
V 0

*b^ «ft

X j/f G.4 (ж1э Jlf s2, t2) bi2 (х2!г, t2, со) •. .. •) \ G.ik_x (xk-l9 £fe_i, xk, tk) X
то v о

Xbik(xk!E,tk,(u)f.ik(xk, tk)dtkdxk ... d^d^. (9)

Здесь в фигурных скобках выделены пространственные переменные

интегрирования.
По функции Грина Т(х, t, г/, т) и случайному полю

P(s/e, co)-(MJx-1(^/e, o)))-1(MJx-1(^/e, со)- u-^/e, со)) (10)

определим операторы (Г^)й равенствами

t

Гр/ (*, 0 = f { Г (Ж, *, », Т) Р (1//8, (О) / (?, Т) dT dy, (11)
V о

(ГР)*/ = (ГР)*-1ГРД fc>2.

Иногда важное значение будут иметь временные переменные

интегрирования. В этом случае для функции S(x, t, у, т)

S {tl9 *2)*/ = f f 5 (о:, *, у, т) / (I/, т) dt dy. (12)
vtx

Для интеграла / запись ПА} означает, что область изменения

временных переменных сужена до А.
В данной работе мы будем рассматривать три краевые задачи

параболического типа со случайными коэффициентами:

dw/dt — a,ij(xy t)iv.ij—bi(x/s1 t, (й)и?.{ — Ьо(х/г, t, co)u; = Jfc(;r, t),

w(x9 Q)=*g(x), w(x, t)\dv = p(x, t); (13)
dwjdt— \i(x/s, (u)Awi = k(x, t),

wi(x, Q) = g(x), wx(x, t)\dv = p{x, t)\ (14)
dw2/dt — (ai5(x, t)+li5(x, t/e, co))i^2ijr = /(#, */e, со),

w2(x, 0) = g(x), w2{x, t)\dv = p{xy t). (15)

В задачах (13) —(15), если не оговорено противное, £е[0, Г], Г<<»,
я^у. Решения задач (13), (15) рассматриваются при любом
фиксированном 1Ф0.
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§ 2. ОГРАНИЧЕНИЯ НА КОЭФФИЦИЕНТЫ
И ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Предельное поведение решений задач (13) — (15) рассматривается в

работе при следующих предположениях.

Для данных задач выполнены условия равномерной параболичности,
т. е. существуют положительные постоянные С\, С2 такие, что для

любого вещественного вектора *y
= "f*Y 1» • •

•» Yn) с вероятностью 1

выполняются неравенства

Ciltl2<(M*. t) + li5(x, t/г, со))М;<С21т12,
Сх<\х(х1г, ю)<С2.

Почти все реализации случайных полей lij(x, t, со), f(x, t, со), Ъ{(х, t, со),
\i(x, со)— гладкие функции (случайные поля li3(x, t, со) принадлежат по

пространственным переменным классу CoO^i)» ^i^ w> причем для

а^(х, t), Р3(х, t/г, со), f(x, t/г, со), g{x), р(х, t) существует достаточное
число производных по пространственным переменным, ограниченных
одной неслучайной постоянной.

Случайные коэффициенты Ь{(х/г, t, со), & = 0, 1, ..., п,
предполагаются ограниченными не зависящей от случая постоянной с вероятностью
1 при всех x^V, te=[0, T].

При этих условиях краевые задачи (13) — (15) с вероятностью 1
имеют классические решения.

Под случайным решением задачи (13) ((14), (15)) понимается

случайное поле, почти все реализации которого удовлетворяют (13)
((14), (15)).

Ниже предполагается, что случайные поля 1гз(х, t, со), f(x, t, со),
bi(x, t, со) центрированы

М^ = М/ = М5 = 0.

Кроме^ того, для любой непрерывной векторнозначной неслучайной
функции f(x, t, т) = {/о(ж, t, т), U(x, t, х), ..., fn(x, f, т)} существует
предал

lim г~пМ I f f U (у, t, т) h (у/г, т, со) dxdy] = a2 (/) >0. (16)
8-*0 \v о J

Условие (16) выполнено, если, например, Ъ(х, t, со) однородное, тп-

зависимое поле, причем
t t у

°2 W =

J J J Ri3 (w> 5» T) du J А (У. *» T) /i (У. *» s) ЛУ dxAs,
0 0 \u{km V

где Ra(u9 s, x) = Mbi(y1 т, ы)Ь5(у + и, s, со).
Отметим, что для случайного поля ${х/г, со) имеет место

соотношение типа (16). Именно для любой непрерывной неслучайной функции
f(x) существует предел

Нпп
8-*0

l г- М / f / (у) р (у/г, со) dyY = а\ (/), (17)

гдеа;(/)= J R{u)du\f{y)dy, а Д(и) = Мр(», со)р(г/ + а, со).

Пусть Z7, C/i, #2 — решения следующих краевых задач:

dU/dt — аци.ц = А: (я, £),

U(x,0) = g(x), U(x,t)\dv = p(x,t);
(18)
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<?£/,/<?*-(Mja-1)-№ = *(*, t),

Ul(x,0) = g(x), U1(x,t)\av = p(x,t);
{ '

dUa/dt-avU24i'-0,

U2(x,0) = g(x), U2(x,t)Ur = p(x,t).
>

При наложенных ограничениях справедливы следующие теоремы.

Теорема 2.1. При 'е-*-0 решение w задачи (13) асимптотически

нормально в том смысле, что распределение, порожденное в пространстве

И^(У) обобщенных функций случайным полем

(
'

, п+1 . \
.

v = t-«lAw-U- S 2 Шаи(х;{хЛ, ...,!»}) ,

\ fe=2 aejt(fe) /

слабо сходится к центрированному гауссовскому распределению в

Wl(V) с характеристическим функционалом ф(Ф) = ехр {—о2(/)/2}, где

(j/, *,т)= ) Ф(^)С.|(х, t,y, x)dx-U.i(y, т), a a2(/) определена в (16).

Теорема 2.1 является распространением теоремы 1.1 работы [6],
доказанной для эллиптических уравнений со случайными коэффициентами,
на параболические уравнения. Отметим, что в [14] получен результат,
аналогичный теореме 2.1 при п=Л.

Теорема 2.2. Для любой функции ср (t) е СЦ° (О, Т) распределение,
порожденное в пространстве W\ (V) случайным полем

v±
= е-"/« I ] ф (0 (w1 (x, t) - Ux (х, t) - 2 Mas_1 (ГР)5 F (x, t)/dt—*) dt J,

слабо сходится при- г -*■ О к центрированному гауссовскому
распределению в W\ (V) с характеристическим функционалом фг (Ф) =

т t

= exp{-a|(/)/2}f г9е /(») = j* J J Ф (*) Ф (О Г (*, *, у, т) F (y,%) dxdtdx,
У О О

ai(/) определена в (17), a

F(s, t) = dU{(x, t)/dt-k(x, t). (21)

Теорема 2.3 усиливает результат работы [15], где для задачи Коши

скорости сходимости

M\w2-U2\l^Ce.

Теорема 2.3 усиливает результат работы (15], где для задачи Коши
со случайными коэффициентами была получена оценка скорости
сходимости порядка е1/2~Л

Условие 2.1. Дополнительно предположим, что для любой
функции l(x)^L2(V) случайная величина

8-1/211 J l W G (*.'. V, т) (lij (У, т/8) и2.ц + / fo, т/е)) dt dv d*
У У О

асимптотически нормальна с параметрами (0, а\ (Z, G, С/"2)).
Тогда справедлив следующий результат.

Теорема 2.4. Распределение, порожденное в пространстве W^b{V)
случайным полем

172
= е-1/2(и72-1У2),

слабо сходится пли е ->■ 0 # центрированному гауссовскому
распределению в W^ (у ) с характеристическим функционалом ф2 (/) = ехр {—a|(Z, С,
£72)/2}.
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Теорема 2.4 усиливает теорему 1.1 из (15], где слабая сходимость

была установлена в W~^z {V).
Отметим также, что, как показанб в [15], условие 2.1 выполнено,

если, например, li5(x, t, со), f{x, t, со) —однородные, m-зависимые по

временным переменным поля.

§ 3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данном пункте доказаны леммы, позволяющие выделить
асимптотически нормальные составляющие решений задач (13)-—(15).

Лемма 3.1. Пусть 0< г] < 1, к = 2 + 2т — р, где m удовлетворяет
(5). Тогда для функции F(x, t, у, т), определенной равенством (4),
имеет место оценка

i4-!F.f(*, t, z9 %)-Fi{y, t, zy %)\<CT{x)X
X\x-y\4{\x-z\k-n-^+\y-z\h-n-^),

где / = О при i = 0, / = 1 при i¥=0.

Доказательство. При \x — z\ < 2\x — y\ достаточно
воспользоваться неравенством (8). В этом случае

A<CT(x)(\x-z\h-n-5+\y-z\k-n->)<
<CT(x)\x-y\r](\x-z\h-n-r]-5+\y-z\k-n-^).

При \x — z\>2\z — y\ для любой точки в = 9(#, у)^[х, у] из

неравенства треугольника получаем

2\%-z\>\z-y\ + \z-z\-\Q-y\-\b-z\ =
= lz — y\ + \z — x\ — \х — у\>\х — z\.

Отсюда, по теореме о среднем

А < СТ{%) \х - y\\Q-z\k-n-*-1 < СТ{%) \х - у h
• \х - z\k~n-^\

Лемма доказана.

Лемма 3.2. Если |vl <s + 2m1 то

5 = f DVF (x, t, у, т) DVF (x, t, yi, s) dx
v

<СТ(т)Г(*).

Доказательство. Пусть IvI = /, где / = 0, 1. Тогда к — / ==

= 2 + 2m — £} — / > 2 + 2m — (3i — /> w/2. Отсюда в силу (8) получаем

В <СГ (т) Т (s) J (\x - у\\х - y^p-n-idz^CT (т) Т (s). ,

v
•

Лемма доказана.

Лемма 3.3. Пусть |vl =■[£], Р = s + 2m. Тогда

D = f Z)v (^ (x, t, z,x)-F (y, t, z, т)) Z)v (F (ж, t, и, 5) -
IF2

- F (y, *, и, *)) | ж — »|»(№]-?bn dxdy\^ CT (т) Г (5).

Доказательство. Пусть Ivl = /, / = 0, 1, a f удовлетворяет
условиям: Pi — p Г=> Зу, 0<р-[И+«у^а<1. Тогда 1 = к-a-j = 2 + 2m-

-р-р + [Й-Т-/>2 + 2т-р + 2т-Р1>п/2.
Отсюда в силу леммы 3.1

D < СТ (т) Т (s) \ \x — y |av-n (| з — z |i-« +
V2

+ IУ — ^ И"71) (| о: — w 1^^ + | у _ w |г~^) da: dy < СГ (т) Г (5).

Лемма доказана.
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Лемма 3.4. Если Ф (х) е W2
s

(V), то случайные величины
т

асимптотически8-п/2/ф> 2 £а[Л , 8-^/2/ф, \q>(t)T$F(x,t)dt\
\ аея(1) /s \ о /-»

нормальны с параметрами (О, а2(/)), (О, а2(/)), где <р(£), /(я, t, т), /(ж)
определены в формулировках теорем 2.1, 2.2.

Лемма 3.4 есть частный случай доказанной в [16] теоремы.
Лемма 3.5. Имеют место оценки

е-*М| 2 №(*; W)|2<C,
I аея(1) |s

I 2 MGaC/ (z; {slf ..., xk}) I2 < Ce2(i-P)^+i/2],
I aen(ft) |s

где GaU(x; {x\, ..., #fe}) определено равенством (9).
Лемма 3.6. Справедливо неравенство

isMI 2 Gaf (*5 {*i, • •
-, ^}) - MG**/ (ж; fo, ..., *fe})I2 < Ce»+i-P.

I aen(fc) U

Лемма 3.7. Имеет место оценка

МI 2 Gaw (х) {х„ ..., яп+1}) I2 < Ce»+i-P.
| аея(п+1) \s

Леммы 3.1—3.3 и неравенства (3) позволяют провести

доказательства лемм 3.5—3.7 так же, как и лемм 4.2—4.4 в [5]. Докажем, например,

лемму 3.6.

Из неравенств (3) имеем

М | G«U (х; {хх, ..., xk}) - MG«U (x; {xv ..., xh}) |2 <
<Ш | FaU (х; {у1ч ..., yk}) - MF«U(x; {Vl, ..., yk}) |2+2W,

где функция F(x, t, у, т) определена равенством (4).
Используя определение нормы в пространстве WSJ~ 2

(V), получаем

L < CM IJ S Dv (FaU (х; {ух, .... yh}) - MFaU (x; {ylt ..., yk}))\ X
\V |Vl<s+2m /

X Dv(FaU (x; {Zl, ..., zh}) - MFaU (x; &,..., zh})) dx +

+ 2 1 (*>v (F*u (*■> iv» • • •
- »*» - MF"U (*; to. • •

•. ?*») -
|V|=[s+2m] y2

- Z)v (F«U (у; {y±, ..., Ы) - MFaC/ (y; {ylf ..., yh}))) X
X (#v (FaC/ (x; {zx, ..., zfe}) - MFaU (x; {zx, ..., *k») -
- Dv (F"U (y; {zv ..., zk}) - MFa<7 (y; {z,, ..., zfe}))) X

X | X — у |-n-2(S+2m-[S+2m]) ^ rfy. (22)

Пусть m (y, z) - Mbix (^/e, ^, со)..... bife (y^e, *ft, со) bi± fo/e, Tlf со)....
...

' bifc (Zfc/8, Tft, CO),

m(?/) = Mb^ (yje, *1? со).... -bik(yk/e, th, со),

m(z)= МЬ1х (z^e, т1? со).... -6^(^/8, tfe, со).

В условиях теоремы 2.1 m(y, z) = 0, если найдется такое г, что для

всех / Ui — Xjl > 8, где х% = у{ при i < А:, ж4 = zs при i =<s + к.

Введем области

Ki = i(y,z)=V*:m(y,z)¥°0, Я((, у): |У<- Zj| < 8},
Z2 = {(y, z)e^:^(^,z)^0, 5(i,/): |y(-Zi|<8}.
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Заметим, что в области Кт. т(у, z) = m(y)m(z), а область К\ можно

покрыть конечным числом областей вида

G(h h *» t) = {y€=V\z^Vk: \yi-zs\<s,\yk-yt\<e}
и

•G(t, /, ft, t)={y^Vh,z^Vh: l^-zjl <e, l»fc-zfl<8>.

Отсюда, из (22). в силу лемм 3.1-3.3 и оценок (6), (7), после

интегрирования по всем переменным, кроме у{, Ук, yt, zh zu получаем

L<C U И (\yi-yk\\yk-Ut\)1-^-ndyidykdytdzj +
Vi-z)\<e \yk-Vt\<s

+ C II Я (lyi-yuttzj-Ztfr-^dyidyudzidzt^Cs^-Z.
\Vi-*j\<*\VK-zt\<» .

,4

Лемма доказана.
Замечание 3.1. Очевидно, что леммы 3.5—3.7 остаются

справедливыми, если в формулировках этих лемм GaU заменить на (T$)hF.
Лемма 3.8. Пусть q(x, t) — гладкая функция и q(x, 0) = 0. Тогда,

если h(x, t) — решение краевой задачи

dh/dt-CAh = dq/dt, h{x, 0) = 0, h{x, t)\dv = 0,

t v
-

mo s(x, t) = \ h x,x) dx является решением следующей краевой задачи:

о

ds/dt-CAs = q, s(x, 0) = 0, s (x, t)\dv = 0. (23)(
Доказательство. Имеем

* ■ - t

As (x, t) = j Ah (x, x) dx = J (С-1 (<9й (ж, %)/дх — <9g (ж, т)/5т)) dx =
0 °

= С~г{к{х, t) — h(x, 0) — q(x, t) + q{x, 0)) =

= C"1 (h (x, t) — q (x, t)) = C_1 (ds (x, t)/dt — q (x, t)).

Отсюда ds (x, t)/dt — CAs(x, t) = q(x, t). Последние два равенства в (23)
очевидны. Лемма доказана.

Лемма 3.8 Доказывает, что при сформулированных ограничениях в

t

интеграле . J ) Г (х, t, у, х) dq (у, х)/дх dy dx производную по времени
о V

'

можно выносить за знак интеграла. Этот результат следует также из

того, что функция Грина Т(х, t, {y, х) по временным переменном
зависит только от разности t — т.

; При сформулированных в п. 2 ограничениях на коэффициенты
задачи (15) из работы [17, с. 22—31] следует, что справедливо следующее

утверждение.

Лемма 3.9. Существует не зависящая от случая постоянная С та-,

пая, что с вероятностью 1 при всех х е V, t ^ [0, Т]

max | Daw2 (x, t) \ < С.

Лемма 3.10. Справедливо неравенство

*M|G(0, t)*lij(G(0, tJ*lkWksU\l<Ce^-t,
где W2 — решение задачи (15), а оператор G(0, t) определен
равенством (12). ; -
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Доказательство. Запишем выражение, стоящее под знаком

нормы в виде

G(0, t)*F(G<(0rti)*Fw2.»).«=*G{0, *)*Z*(G(0, t.-Эг)*
* lksi»2k.).n + G(0, t)*lij(G(tx - 5e, *i)* lhsw2.hs)^.

( }

В силу представления вторых производных фундаментального
решения (см. [15, п. 5]) и финитности поля lij существует функция
L(x, t% у, т) такая, что

\L(x, t, у, %)\<C(t-T)-n/2exV{-C\x~y\4{t-%)} (25)

и имеет место равенство

G (О, t) * lij(G(t± - 5е, tL) * lhWhs).a = С? (О,t) * ZijL (^ - 5e, tx) * ^2.fts +.

+ G (0, 0 * lijL {i± - 5e, t±) * #"Vfcrf + GtO, t) * ZijL (^ - 5e, h) * Zfe!w2.fesj +

+ G (0, 0 * lijL (*! — 5e, Zx) *lksw2.ksij- (26)

Из (25), леммы 3.9 и ограниченности Z*f, ^^#j следует, что все

слагаемые-в правой части (26) имеют одинаковую особенность. Кроме

того, в/^илу леммы 3.9, (25) и [11, с. 406] справедливо неравенство

j L (ж, Z, у, т) lhsw2.ksij (г/, т) dy <С.

Отсюда

|G(0, t) * Zij (G(tx - 5e, *x) * Z^.fesXiilo <
< С | G (0, t) * ZJiL (*x - 5e, tx) * Z^.^iiiS < Cea. /

Теперь оценим первое слагаемое в правой части/.(24). Аналогично
предыдущему, в силу [15, п. 5] и финитности поля li5(x, t, со)
существуют функции R(x, t, у, т), К{х, t, у, т) такие, чтр, [.G-(07*)t* 1%3 (G(0, ^ —
— 5е) * lhsw2.hs)m^ |o оценивается конечной суммой интегралов вида

/ = | G (0, V) * IR (0, tx - 5е) * 1К (0, g * lw2.hsi$,
^

(27)

причем для функций R(x, t, у, т), К(х, t, у, т) имеет место оценка

\Щх, t, у, т)\ + \К(х, t, у, %)\<C{trx)l'*+ • U-ifl^». (28)

Отметим, что в (27) в качестве 1(х, t/г, <о) может быть любая из

функций lli(x, t/г, со) либо их производные по пространственным
переменным до второго порядка включительно.

Итак,

М | G (0, t) * Zij (G (0, tx - 5e) * fWnsUj |o < CMJ.

Введем функцию

г (я, tt, Z2, g = f f J б (ж, t, xx, tj Z fo, tt/e9 со) Л (яг, ^, x2, t2) X
V v V

X Z (я2, *a/e, со) К (x2, t2, x» t3yi (xB, Z3/8, со) w2.ksij (^3, t3) dxz dx2 dxt.

Тогда

/ = jj J \r(x,t{,t2,ts)dt3dt2dt1X
Vo о о

f Tx-58 T2

X J J i Г ^' Tl» T2'» T3) dT2 dT2 dTl **•
0 0 0

Заметим, что в силу ^-зависимости поля l(x, t, со) и условия
центрирования M/{Zi > ti — 8> = M/(ti > t\

— е) =^ Q. А из неравенства (28)
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получаем

М/{|*1-т1|<вП|*,-т1|<е}<С J J jj ((h-

__ t2) (Tl - т2))_1/2-^т2 dTx d*2 Лх < Ce3/2"p.

Кроме того,

M/fl^ —tJOD^ —т«>в}<
tx-58 t2

l*l_TlK8 ° 'a-8

Аналогично

МЛ It! - til < e П T2- fe> e> < Се3/2Л

Лемма доказана.
Лемма 3.11. Справедливо неравенство

Н= М | G (0,«) * Zij (G (0, *х) * 1к8и2.к8).гэ \1 < Се2.

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 3.10,
используя финитность поля lij(x, t, 0) и представление вторых
производных фундаментального решения [15, п. 5], легко убедиться, что Н

оценивается конечным числом интегралов вида ЫК (0, t)* IL (0, £х) * lU2Ajhs |o»
где функции l(x, t, 0), L(x, ty у, т) те же, что и в лемме 3.10.

Так как L(x, ty у, т) и фундаментальное решение задачи (20) имеют

одинаковый порядок особенности, то требуемая оценка следует из

ограниченности функции U^m»- и леммы 3.2 (см. [15, с. 175]).
Лемма доказана.

§ 4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство теоремы 2.1. Пусть u = w — U, где w и U

решения задач (13) и (18). Тогда
du/dt — аф.ц = biU.t + biU.h

и(х, 0) = 0, и(х, t)\dv = 0.

Используя функцию Грина G(x, t, у, т), имеем

u^GbiU.i + GbiU.i, (29)

где оператор G определен по функции G(x, t, у, т) равенством
t У

Gf=^G(x11,у,т) f(y,т)dxdy. о"

Из (29) получаем
n-fl

и= 2 Gau+2 S GaU.
аея(п+1) k=i aen(ft)

Из неравенства Чебышева и лемм 3.4—3.7 имеем

limP(|i;|s>^)<HmM|i;|2.r2<limCr2.
t-*oo t-*oo t-*oo

Следовательно,

limP(|i;|e>0 = 0. (30)
t-*oo

Пространство ^(V) компактно вкладывается в Wl(V), так как

s>r. Поэтому из (30) и [18, с. 516] следует, что семейство распределе-
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ний, порожденных в пространстве И^ОО случайным полем у, слабо
компактно.

Для всякой непрерывной функции Ф(х) в силу лемм 3.4—3.7

случайная величина <Ф, у>-г асимптотически нормальна при 8-^0с

параметрами (0, о2(/)), где

U (^» *»т) = \ фИ G-i (*» *>»»т)dx U.i (у, т),
V

а о2(/) определена (16). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2.2. Пусть u\ = w\
— Ui9 где u>i и

U\ решения задач (14) и (19).
Тогда

dui/dt-(M]L-l)-l&ui = {tfi*i/0* + {JF,
i*i(*, 0) = 0, И1(ж, 0U = 0,

(31)

где р(ж/е, со) и /?(#, £) определены равенствами (10) и (21).
Сведем задачу (31) к интегральному уравнению, используя

функцию Грина Г (х, t, у, т) задачи (2). Имеем

^ щ -,Грви1/ат+ TpF, (32)

где оператор Г£ определен (11).
Из (32) и леммы 3.8 следует, что щ можно представить в виде

п+1

Ul = an+1 (rp)n+1Ml/a^+1 + 2 д8'1 (TffF/dt*-1 + rpF.

Далее, как и при доказательстве теоремы 2.1, используя неравенство
Чебышева и замечание 3.1, легко получить, что семейство

распределений, порожденных в пространстве Wl{V) случайным полем v\, слабо

компактно, и для любой непрерывной функции Ф(х) случайная
величина <Ф, i>i>-r асимптотически нормальна при е -*■ 0 с параметрами

(0,а?(/)), где

т t

f (у) = f j* [ ф (х) ф (*) Г (я, *, у, т) F (у, т) dt d* dx,
Vo о

a crj(/) определена (17). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2.3. Для разности щ == и>2 — #2,
где шг и С/г — решения задач (15) и (20), имеем

и2(х, 0) = 0, И2(ж, *)U = 0.
( '

Сведем (33) к интегральному уравнению, используя функцию
Грина G(xy t, г/, т). Получаем

и2 = G(0, t)* Z%2ii + G(0, t) * M72.« + G(0, *)* /.

Следовательно,
u2 = G(0, *)*Zij(G(0, *i)»P'»2-».).tf + G(0, 0*

* W(6, ^)»^1/2.ы).« + С(0, *)»*4G(0, *i)*/bi +
+ G (0, t) * W2.« + G (0, t) * /. (34)

Отсюда и из лемм 3.10, 3.11, [15, с. 173] имеем

М | и2 \20 < Се3/2_р + Се2 + Се2 + Се + Сг < Се.

Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2.4. Как и при доказательстве

теоремы 2.1, из теоремы 2.3, неравенства Чебышева, компактности
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вложения 1/2{V) в W2 (V) и условия 2.1 получаем, что семейство распре*

делений, порожденных в пространстве W%~ (V) случайным полем V2, слабо
компактно. А из представления (34), лемм 3.10, 3.11 и условия 2.1

следует, что для всякой функции I(x)gL2(^) случайная величина <Z, i;2>e
асимптотически нормальна при е ->- 0 с параметрами (0, а\ (Z, G, U2)).
Теорема доказана.

Замечание 4.1. Отметим, что теоремы 2.1—2.4 остаются

справедливыми для второй и третьей краевых задач, а также задачи Коши.
Это следует из одинаковых особенностей функций Грина для этих задач,

фундаментального решения задачи Коши и функций G(x, t, у, т),
Г (s, t, у, %).

Рассмотрим пример, показывающий, что оценку скорости
сходимости в теореме 2.3 нельзя улучшить по е.

Пусть и решение задачи Коши

du/dt-Au = f(t/e, со), *е[0, Т],

и(*,0) = 0, #€=R«,
(35>!

где /(£, со) —стационарный в широком смысле процесс с единичным
радиусом зависимости; М/ = 0, |/(£, со)|<С. Тогда решение усредненной
задачи U = 0. Из (35) легко получить, что

t

и = j / (т/б, со) dx.
о

Отсюда при любом фиксированном t¥=0
t t

oo |xx—xap<e
t

о l«i<i

где #(s) = M/(t, ш)/(т + 5, со) —ковариационная функция /(т, со).
В заключение автор выражает глубокую признательность В. В, Юрин*

скому за постоянные консультации по данной тематике.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Жиков В. В., Козлов С. М., Олейник О. А. О G-сходимости параболических

операторов II Успехи мат. наук.— 1981.—Т. 36, № 1.—С. 11—58.
2. Жиков В. В., Сиражудинов М. М. Усреднение недивергентных эллиптических и

параболических операторов второго порядка и стабилизация решения задачи
Коши II Мат. сб.—1981.—Т. 116, № 2.—С. 166—186. л ''

3. Юринский В. В. Об усреднении диффузии в случайной среде // Тр. Ин-та/Ин-т
математики СО АН СССР.— 1985.— Т. 5.— С. 75—85.

4. Жиков В. В., Козлов С. М.г Олейник О. А. Усреднение параболических
операторов II Тр. ММО.— 1982.— Т. 45.— С. 182—236.

5. Пожидаев А. В. Об асимптотической нормальности решений краевых задач со

случайными коэффициентами / Сиб. мат. журн.— 1982.— Т. 23, № 4.— С. 142—
153.

С}. Пожипаев А. В. Предельное поведение решений краевых задач со случайными
коэффициентами / Тр. Ин-та/Ин-т математики СО АН СССР.—1985.— Т. 5.—
С. 86—96.

7. Жауров Ю. В. Флуктуации в схеме усреднения и суммирование независимых

случайных величин // Теория случайных процессов.— Киев, 1984.—Вып. 12.—
С. 21—27.

8. Figari R., Orlandi E., Papanicolaou G. Mean field and gaussian approximation for
partial differential equations with random coefficients ff SIAM J. Appl. math.—
1982.— V. 42, № 5.— P. 1069—1077.

9. Юринский В. В. О распространении волн в одномерной случайной

среде.—Новосибирск, 1982.— 26 с— (Препринт/АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т математики;
№ 9).

192



10. Аканбаев Н. Об оценке остаточного члена в теореме осреднения для случайных
параболических уравнений / Изв. АН КазССР. Сер. физ.-мат.— 1985.— № 5.—
С. 11—15.

И. Ладыженская О. А., Солонников В. А., Уральцева Н. Н. Линейные и

квазилинейные уравнения параболического типа.— М.: Наука, 1967.— 736 с.

12. Лионе Ж.-Л., Мадженес Э. Неоднородные граничные задачи и их приложения.—

М.: Мир, 1971.— 371 с.
13. Фридман А. Уравнения с частными производными параболического типа.— М.:

- Мир, 1968.—427 с-

14. Жауров Ю. В. Флуктуации в схеме усреднения для параболических краевых
задач / Теория случайных процессов.— Киев, 1986.— Вып. 14.— С. 15—21.

15. Пожидаев А. В. Асимптотическая нормальность решений параболических
уравнений со случайными коэффициентами / Тр. Ин-та/Ин-т математики СО АН

СССР.— 1984.- Т. 5.— С. 170—181.
16. Леоненко Н. Н. О центральной предельной теореме для m-зависимых

случайных полей в схеме, родственной схеме серий ff Укр. мат. журн.—1975.— Т. 27,
№ 5.— С. 674—677.

17. Ильин А. М., Калашников А. С, Олейник О. А. Линейные уравнения второго
порядка параболического типа / Успехи; мат. наук.— 1962.— Т. 17, № 3.— С. 3—
146.

18. Гихман И. И., Скороход А. В. Введение в теорию случайных процессов.— М.:

Наука, 1977.— 567 с.



СОДЕРЖАНИЕ

Предисловие � ...,...,
5

БОРИСОВ И, С.

АППРОКСИМАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

ГЛАДКИХ ФУНКЦИОНАЛОВ ОТ СУММ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ

ЭЛЕМЕНТОВ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 7

§ 1. Введение и формулировка основных результатов
—

§ 2. Предварительные результаты И

§ 3. Доказательство основной теоремы 25
§ 4. Приложения к принципу инвариантности Донскера — Прохорова . 30

§ 5. Достаточные условия для стохастической отделимости от нуля

первых производных гладких функционалов ........ 34

САХАНЕНКО А. И.

О ТОЧНОСТИ НОРМАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
В ПРИНЦИПЕ ИНВАРИАНТНОСТИ 40

§ 1. Введение
~

§ 2. Ключевые теоремы 42

§ 3. Основные оценки 46

§ 4. Уточнение оценок за счет выделения больших скачков .... 50

§ 5, Оценки в терминах степенных моментов 54

§ 6. Оценки в терминах экспоненциальных моментов 58

§ 7. Оценки для вероятностей попадания в множества 60

§ 8. Оценки в принципе инвариантности с учетом больших уклонений 63

НАГАЕВ С. В., ЧЕБОТАРЕВ В. И.

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ РАЗЛОЖЕНИИ

ТИПА БЕРГСТРЕМА В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 66

§ 1. Вспомогательные утверждения 68

§ 2. Доказательство теоремы 74

УТЕВ С. А.

СУММЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С ф-ПЕРЕМЕШИВАНИЕМ . . . . / 78

§ 1. Анализ дисперсии суммы слабо зависимых случайных величин . .

—

§ 2. Вероятностные и моментные неравенства. Приложение к сходимовти

рядов и усиленному закону больших чисел 84

§ 3. Закон повторного логарифма 88
§ 4. Принцип инвариантности 92

СГИБНЕВ М. С.

АСИМПТОТИКА БЕЗГРАНИЧНО ДЕЛИМЫХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В R* 10°

§ 1. Введение и формулировка основного результата
—-

§ 2. Банаховы алгебры мер в Rn Jy3
§ 3. Доказательство теоремы 1 Ш

лотов в. и.

ОБ АСИМПТОТИКЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
В ДВУГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ,
ЗАДАННЫХ НА ЦЕПИ МАРКОВА 116

§ 1. Введение "Г

§ 2. Предварительные сведения 11й



§ 3. Асимптотические представления производящих функций . . .
121

§ 4. Асимптотические разложения вероятностей 130

НОВ А К С. Ю.

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ

В ЗАДАЧЕ О МАКСИМУМЕ ДЛИН СЕРИЙ «УСПЕХОВ»

В МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ С ДВУМЯ СОСТОЯНИЯМИ 136

§ 1. Основная теорема 137

§ 2. Некоторые вспомогательные результаты 138

§ 3. Доказательство основного результата 142
§ 4. Замечание о скорости сходимости 145

БОРОВКОВ А. А., МОГУЛЬСКИЙА. А.

О ВЕРОЯТНОСТЯХ МАЛЫХ УКЛОНЕНИЙ

ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 147

§ 1. Введение —

§ 2. Малые уклонения для винеровского процесса и устойчивых процессов 150
§ 3. Малые уклонения для траекторий, порожденных суммами

независимых случайных величин 156

§ 4. Доказательство теоремы 3 и некоторых других утверждений,
связанных с малыми уклонениями винеровской меры сфер в Lp . . 160

§ 5«* Доказательство теоремы И ••,....,.... 165

юринский в. в.

ОЦЕНКИ КОВАРИАЦИЙ

ДЛЯ СРЕДНИХ ПО РАСПРЕДЕЛЕНИЮ ДИФФУЗИИ
С ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯМИ В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ 169

§ 1. Сводка обозначений 170

§ 2. Вероятностные представления решений 171

§ 3. Оценки ковариаций: многомерный «недивергентный» случай . . 174
§ 4. Оценки ковариаций решения при дивергентной главной части . . 176

ПОЖИДАЕВ А. В.

АСИМТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ

ПОГРЕШНОСТИ УСРЕДНЕНИЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 181

§ 1. Обозначения. Некоторые сведения из теории дифференциальных
уравнений —

§ 2. Ограничения на коэффициенты и формулировки основных

результатов 184

§ 3. Вспомогательные результаты 186

§ 4. Доказательство основных результатов 190



Научное издание

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ

АНАЛИЗ

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
СЛУЧАЙНЫХ

ПРОЦЕССОВ

ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ СО АН СССР. Т. 13

Редакторы издательства

В. Г. П е р е п е л к и н, Т. Д. С,е м ч е н к о

Художественный редактор
Л. Л. Мордохович

Технический редактор
А. В. Сурганова

Корректоры

В. К. Жихарева, И. А. Абрамова

ИБ № 34430

Сдано в набор 22.12.88. Подписано к печати 06.09.89. МН-01089.

Формат 70X108Vi6. Бумага типографская № 2. Обыкновенная

гарнитура. Высокая печать. Усл. печ. л. 17,5. Усл. кр.-

отт. 18,9. Уч.-изд. л. 17,5. Тираж 1150 экз. Заказ № 518.

Цена 3 р. 70 к.

Ордена Трудового Красного Знамени издательство «Наука»,
Сибирское отделение. 630099 Новосибирск, ул. Советская, 18.

4-я типография издательства «Наука». 630077 Новосибирск,
ул. Станиславского, 25.



УДК 519.214.4 + 519.214.6

АППРОКСИМАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ГЛАДКИХ ФУНКЦИОНАЛОВ ОТ СУММ
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ.
Борисов И. С. II Асимптотический анализ распределений случайных процессов.—
Новосибирск: Наука. Сиб. отд-ние, 1989.— (Тр./АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т математики;
Т. 13).

В работе получены оценки типа Берри — Эссена близости распределений гладких
по Фреше функционалов от сумм независимых разнораспределенных случайных
элементов и соответствующих гауссовских в Произвольном банаховом пространстве. При этом
не предполагается выполнение центральной предельной теоремы для исходной
последовательности случайных элементов (требуется лишь предгауссовость их распределений).
В качестве приложений рассматривается принцип инвариантности для эмпирических
полей, а также классический принцип инвариантности Донскера

— Прохорова. Биб-
лиогр. 20 назв.

УДК 519.214.4

О ТОЧНОСТИ НОРМАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ В ПРИНЦИПЕ
ИНВАРИАНТНОСТИ. Саханенко А. И. // Асимптотический анализ распределений случайных
процессов.—Новосибирск: Наука. Сиб. отд-ние, 1989.— (Тр./АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т
математики; Т. 13).

Получены оценки в принципе инвариантности для разнораспределенных
случайных величин при существовании моментов произвольного порядка. Эти оценки

усиливают известные результаты Комлоша — Майора — Тушнади, Борисова — Боровкова и

автора. Библиогр. 20 назв.

УДК"519.214.4
<* ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ РАЗЛОЖЕНИИ ТИПА БЕРГСТРЕМА В ГИЛЬБЕРТОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ. Нагаев С. В., Чеботарев В. И. // Асимптотический анализ
распределений случайных процессов.— Новосибирск: Наука. Сиб. отд-ние, 1989.— (Тр./АН СССР.
Сиб. отд-ние. Ин-т математики; Т. 13).

Получена оценка остаточного члена в разложении типа Бергстрема в гильбертовом
пространстве для вероятностей попадания в шары с центром в нуле. В 1984 г.
В. Ю. Бенткус также получил оценку остаточного члена в разложении упомянутого
выше типа. Эта оценка менее точна, чем доказанная в данной статье: она

формулируется в терминах (ft + 2)-го момента нормы срезки исходной случайной величины.
В предлагаемой же работе оценка зависит только от третьего и четвертого моментов.
Кроме того, в отличие от статьи В. Ю. Бенткуса здесь указана зависимость от

ковариационного оператора. Необходимо отметить, что в работе В. Ю. Бенткуса
рассматривается более широкий класс множеств, включающий в себя, в частности, все

эллипсоиды. Методы доказательств в этих работах сильно отличаются, хотя и тот и
другой основаны на применении аппарата характеристических функций. Библиогр. 8 назв.

УДК 519.214.5

СУММЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С ф-ПЕРЕМЕШИВАНИЕМ. Утев С. А. //
Асимптотический анализ распределений случайных процессов.— Новосибирск: Наука. Сиб.

отд-ние, 1989.—- (Тр./АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т математики; Т. 13).

В работе исследуется асимптотическое поведение распределений частичных сумм
слабозависимых случайных величин.

Значительная часть исследований посвящена анализу дисперсии и оценкам
вероятностей больших уклонений сумм зависимых слагаемых.

Затем полученные оценки используются для обобщения на суммы случайных
величин с ф-перемешиванием закона повторного логарифма и почти наверное принципа
инвариантности.

Некоторые из доказанных утверждений развивают работы известных в этой
области специалистов: И. А. Ибрагимова, W. Philipp, M. Peligrad, R. Bradley и др.
Библиогр. 31 назв.

УДК 519.213.5 + 517.986.225

АСИМПТОТИКА БЕЗГРАНИЧНО ДЕЛИМЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В Rn. Сгиб*
нее М. С. II Асимптотический анализ распределений случайных процессов.—
Новосибирск: Наука. Сиб. отд-ние, 1989.— (Тр./АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т математики; Т. 13).

Пусть F — безгранично делимое распределение в Rn, v — соответствующая ему

мера Леви, х= (я , „.., хп) — вектор с положительными координатами, у е Rn и В (х) =

= {ug Rn: аг: Щ "> xi}- B работе доказано, что при определенных условиях величины

F(tB(x) + У) и v(tB(x) + у) обладают одинаковым асимптотическим поведением при

t -* оо. в статье также получены теоремы о банаховых алгебрах мер в Rn с
заданными асимптотическими характеристиками. Библиогр. 34 назв.

УДК 519.21

ОБ АСИМТОТИКЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В ДВУГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ
СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ, ЗАДАННЫХ НА ЦЕПИ МАРКОВА. Лотов В. И. //
Асимптотический анализ распределений случайных процессов.— Новосибирск: Наука. Сиб. отд-
ние, 1989,— (Тр./АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т математики; Т. 13).

Найдены полные асимптотические разложения по степеням —, —, -—граспределе-
V ft

ний вида Р (Sjv е А, N = п, кп
= k\ kq

= j) и PSn е В, iV > п, ип ='&Д«0 — j) при

а = а (п) -» оо, Ъ = Ь (п) -»
оо, а-\- Ъ = о (п), а + Ъ > С Уп и при выполнении условий

крамеровского типа на распределение скачки. Здесь Su S2, . ..— случайное
блуждание, заданное на переходах конечной цепи Маркова {хп}, N = min in : Sn5£ (— a, b)}«
Библиогр. 13 назв.
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УДК 519.214 + 519.217.2

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ В ЗАДАЧЕ О МАКСИМУМЕ ДЛИН СЕРИЙ
«УСПЕХОВ» В МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ С ДВУМЯ СОСТОЯНИЯМИ. Новак С. Ю. //
Асимптотический анализ распределений случайных процессов.— Новосибирск: Наука. Сиб.
отд-ние, 1989.— (Тр./АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т математики; Т. 13).

Для марковской цепи {*г» *^0} с состояниями 1, 0 рассматривается случайная
величина

<nn
= max tk<n: max l{£i+1 =*=... = £i+k=l\ = li.

По своему смыслу gn есть максимум длин серий «успехов» (единиц) в испытаниях

Ijt •••» In- B работе найдены асимптотические разложения в задаче о максимуме

длин серий «успехов» в марковской цепи с двумя состояниями. В частности,

установлено, что скорость сходимости к предельному закону есть o(n—1 In п). Библиогр.
19 назв.

УДК 519.214

О ВЕРОЯТНОСТЯХ МАЛЫХ УКЛОНЕНИЙ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ.
Боровков А. А., Могульскии А. А. // Асимптотический анализ распределений случайных
процессов.— Новосибирск: Наука. Сиб. отд-ние, 1989.— (Тр./АН СССР. Сиб. отд-ние.
Ин-т математики; Т. 13).

Пусть Q — Q(A) распределение в D (0,1), соответствующее процессу £ = КО.
Если Q(xA) -» 0 при х -» о, то задачу отыскания асимптотики Q(xA) называют задачей
о малых уклонениях процесса £. В работе приводятся результаты о малых уклонениях

винеровского и устойчивого процессов, результаты о малых уклонениях в принципе

инвариантности. В качестве следствия получены варианты закона повторного

логарифма в форме Чжуна.
Библиогр. 29 назв.

УДК 519.217.4 : 519.219.2

ОЦЕНКИ КОВАРИАЦИЙ ДЛЯ СРЕДНИХ ПО РАСПРЕДЕЛЕНИЮ ДИФФУЗИЙ С
ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯМИ В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ. Юринский В. В. // Асимптотический
анализ распределений случайных процессов.— Новосибирск: Наука. Сиб. отд-ние, 1989.—
(Тр./АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т математики; Т. 13).

В работе рассматриваются случайные блуждания в случайной среде. В
предположении, что случайное поле коэффициентов, описывающих среду, удовлетворяет
условию равномерно сильного перемешивания^ получены оценки ковариаций
континуальных интегралов по распределениям блуждания, отвечающих разным начальным точкам.

Оценки этого типа находят применение при исследовании погрешности усреднения
эллиптических систем со случайными быстро осциллирующими коэффициентами.
Библиогр. 10 назв.

УДК 519.214 : 517.946

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ ПОГРЕШНОСТИ УСРЕДНЕНИЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ. Пожидаев А. В. // Асимптотический анализ

распределения случайных процессов.— Новосибирск: Наука. Сиб. отд-ние, 1989.— (Тр./АН СССР.
Сиб. отд-ние. Ин-т математики; Т. 13).

Установлена асимптотическая нормальность решений параболических краевых
задач со случайными быстро осциллирующими коэффициентами. При этом

предполагалось, что коэффициенты являются m-зависимыми случайными полями, удовлетворяют
условию равномерной параболичности и ограничены. Библиогр. 18 назв.
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В монографии систематически изложены формулы Карле-

мана, позволяющие восстанавливать значения голоморфных в

области функций по их значениям на части границы области.

Рассмотрены различные обобщения этих формул. Отражены
их первые приложения: «внутренние» (к задачам

аналитического продолжения в теории функций) и «внешние» (к
теоретической и математической физике, экстраполяции и

интерполяции сигналов с финитным спектром Фурье). Хотя большая

часть монографии посвящена абстрактной математике, в ней

приведены также и результаты вычислительного эксперимента.
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специалистов по обработке сигналов.
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