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Введение

У
зел галстука, узлы корабелов и альпинистов, гордиев узел, клубок
змей, петля палача... Узлы — это и обиходные предметы, и символы
сложности, а порой — метафоры зла. Не знаю почему, но математи-

ки их долго игнорировали. Робкая попытка Вандермонда *) в конце XVIII
в., наброски узлов юного Гаусса в начале XIX в. не в счёт. Только в XX в.
математики всерьез взялись за дело. Но вплоть до середины 80-х гг. тео-
рия узлов оставалась всего-навсего одной из ветвей топологии: достаточно
разработанная, конечно, но интересующая лишь узкий круг специалистов
(в основном немецких и американских).

Сегодня это изменилось. Узлы — точнее, математическая теория уз-
лов — интересует многих биологов, химиков, физиков. Узлы вошли в моду.
На западных телеканалах о них вещают постмодернисты, со свойствен-
ными им самоувереностью и некомпетентностью. Выражения «квантовая
группа» или «полином узла» употребляются, порой невпопад, в околона-
учных радио- и телепередачах. Что это? Временная мода или яркое начало
новой теории, сравнимой по значимости с квантовой физикой или генной
инженерией?

Эта книга в какой-то мере — попытка ответить на последний вопрос.
Однако в ней не будет ни однозначных оценок, ни общих выводов, а толь-
ко описание конкретных фактов из красивого и загадочного мира теории
узлов.

Книга адресована трем категориям читателей: людям с серьезной есте-
ственнонаучной подготовкой, молодежи, начинающей интересоваться ма-
тематикой, и тем, кого школа сумела убедить в их полной неспособно-
сти к математике, но чью любознательность так и не смогла до конца

*) Для тех, кто знает определители: это тот самый Вандермонд.



6 Введение

уничтожить. Последняя группа читателей, самая многочисленная, навер-
ное, с содроганием вспоминает чудовищные тригонометрические вычисле-
ния, приведение выражений «к виду, удобному для логарифмирования»,
выхолощенные определения геометрических фигур — и потому поначалу
будет страшиться читать о какой-то там «математической теории».

В данном случае, однако, этот страх не оправдан: чтобы понять наше
изложение математической теории узлов, не обязательно быть выпускни-
ком мехмата МГУ или МФТИ. Единственные математические инструменты
в этой книге — это элементарные действия с многочленами и преобразо-
вания простых диаграммок вида

+ = 2 · и − = .

При чтении книги понадобится также пространственное воображение,
а если его не хватает, можно запастись шнуром и, глядя на картинки,
завязывать и развязывать узлы.

Выбранный здесь путь — исключение слишком абстрактной или техни-
чески сложной математики — привел к тому, что вне рамок книги остался
классический (и самый эффективный на начальной стадии) инструмент те-
ории узлов — фундаментальная группа. Первые успехи теории, принадле-
жащие математикам немецкой школы Ван Кампену, Зейферту, Дену, дат-
чанину Нильсену и американцу Александеру, были достигнуты благодаря
разумному использованию этого инструмента.

У меня не было намерения сделать эту книгу систематическим учебни-
ком по теории узлов, и поэтому разнообразные темы, затронутые в ней,
мало зависят друг от друга. Каждая глава начинается с какой-нибудь
простой, но фундаментальной идеи, и далее, не вдаваясь в технические
детали, я стараюсь показать дальнейшее развитие и значение этой идеи
для современного состояния теории. Таким образом, главы расположены
в некотором смысле в хронологическом порядке. Однако я старался све-
сти к минимуму ссылки на предыдущий материал (иногда за счет некоторых
повторений), чтобы читатель мог сам выбирать порядок чтения глав.

Перед обзором тем, затронутых в каждой главе, отметим, что узлы,
прежде чем стать предметом математической теории, широко использова-
лись в практической и художественной деятельности. Разумеется, это —

не тема нашей книги, но небольшой разговор по этому поводу поможет
проникнуться красотой реальных истоков теории.
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Узлы повсеместно использовались уже со времен античности. Это объ-
ясняется их важной технологической ролью, особенно в мореходстве
и строительстве. Но появление веревок и узлов произошло раньше, в доис-
торические времена, и предшествовало изобретению топора, лука, колеса.

Сегодня мы применяем узлы, не задумываясь даже, что их возраст ис-
числяется тысячелетиями. Нам и в голову не приходит, что такие узлы,
как вы́бленочный, прямой и беседочный (см. рис. 0.1), служили жите-
лям Древнего Египта еще пять тысячелетий назад. (Например, выбленоч-
ный узел был обнаружен на двери третьего помещения гробницы фараона
Тутанхамона.)

Рис. 0.1. Прямой, беседочный и выбленочный узлы

Прямой (или квадратный) узел, хорошо известный в Древнем Египте,
был широко распространен в быту древних греков и римлян. Он украшал
жезл древнеримского бога Меркурия — покровителя торговли — и на-
зывался nodus Hercules — геркулесовым узлом, так как этот древний ге-
рой носил шкуру убитого льва, передние лапы которого связывал на груди
именно так.

Рис. 0.2. Простой штык и рыбацкий штык
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Рис. 0.3. Коечный штык и змеиный узел

Изобретателями самых хитроумных и надежных узлов оказались моря-
ки. Ведь именно им, чаще, чем постоянным обитателям суши, приходилось
иметь дело с веревками и канатами.

Лучшие из узлов пережили века, переходя от поколения к поколению
(см. Adams, 1994, где приведены изображения более 700 различных узлов).

Здесь мы рассмотрим лишь несколько примеров узлов. Так, простой
штык применяется для подъема грузов; рыбацкий штык (или якорный узел)
признан моряками всех стран как самый надежный для прикрепления ка-
ната к якорю (рис. 0.2). Коечный штык применяется для крепления под-
весных коек на судах; змеиным узлом можно накрепко связать две рыбо-
ловные снасти (рис. 0.3). На рис. 0.4 изображены два из многочисленных
рыболовных узлов: акулий и лососевый.

Рис. 0.4. Акулий и лососевый узлы
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Рис. 0.5.
Полиспаст

Одним из первых авторов сочинений про узлы был
англичанин Джон Смит (John Smith), известный каж-
дому американскому школьнику своими романтически-
ми приключениями с прекрасной индейской принцессой
Покахонтас, столь трагически для нее окончившимися.
В 1627 г. он издал морской словарь, где описал некото-
рые узлы. Столетием позже узлы становятся объектом
детальной статьи в «Энциклопедии» Дидро и Даламбера.

Много специальных узлов связано с одним из глав-
ных технологических изобретений древности — блоком.
На рис. 0.5 изображен полиспаст, своего рода канатный
рычаг Архимеда. Это устройство соединяет в себе два
великих изобретения — колесо и канат — и применяется
для подъема грузов.

Наряду с технологическими и практическими приме-
нениями, несомненно, нужно упомянуть также эстети-
ческий и магический аспекты. Скандинавские народы (возможно, в силу
своей неразрывной связи с морем) особенно любили украшения в ви-
де узлов (рис. 0.6). Их часто помещали на оружие, форштевни кора-
блей (рис. 0.7), применяли для создания узоров.

Рис. 0.6. Серебряная брошь Рис. 0.7. Часть оснастки корабля 850 г. н. э.

Одно из наиболее ярких применений узлов можно увидеть в орнаментах
болгарских, новгородских и московских летописей XII–XIV вв. (рис. 0.8).

Рис. 0.8. Инициалы из новгородских летописей
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Рис. 0.9. Зацепленные ленты на менгире

Но еще раньше, в эпоху неолита, узлами украшали погребальные кам-
ни. Так, кельты изображали на своих знаменитых, дошедших до наших
дней, менгирах (огромных вертикально стоящих камнях) цепочки перепле-
тенных между собой узлов (см. рис. 0.9). Нам неизвестен культовый смысл
этих узоров, однако их можно классифицировать в математическом смысле
(см. Mercat, 1996).

Закончим этот беглый обзор на легкой ноте, отметив существенную
роль узлов в арсенале фокусника: узлы, которые таковыми не являются,
веревки, которые мгновенно развязываются на только что тщательно свя-
занной хорошенькой ассистентке фокусника и т. д. С математической точки
зрения некоторые из таких фокусов (доступные начинающему волшебнику)
описаны в монографии Прасолова и Сосинского (1997) или статье Уокера
(Walker, 1985).
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Перейдем теперь к обзору содержания книги. Глава 1 относится к на-
чалам математической теории узлов. Увы, первые результаты теории яв-
ляются заслугой не математиков, — какой позор для них! — а физиков,
более точно, Уильяма Томсона (лорда Кельвина). Точкой отсчета (1860)
была его идея сделать узел моделью атома, моделью, которую окрестили
«атомом-вихрем» (vortex atom). Для построения теории материи с этой
точки зрения необходимо было начинать с изучения узлов. К счастью для
самолюбивых математиков, теория Кельвина не развилась и скоро была
забыта, оставив, правда, в наследство ряд проблем («гипотезы Тейта»), ко-
торые физики тогда не смогли разрешить, но с которыми математики суме-
ли разобраться спустя столетие. Итак, в этой главе обсуждается рождение
и сокрушительный провал красивой физической теории и ее связь с раз-
личными аспектами теории узлов: таблица альтернирующих узлов Тейта;
замечательные узлы, названные «дикими», и ожерелье Антуана. Это по-
следнее служит отправной точкой отступления о геометрической интуиции
слепых. Глава заканчивается кратким описанием причин неудачи теории
Кельвина.

В главе 2 речь идет о фундаментальной связи между узлами и косами,
открытой американцем Дж. Александером спустя полвека после неудач-
ного старта Кельвина. Алгебраическая теория кос, разработанная в свое
время совсем еще юным немецким математиком Эмилем Артином (Emil
Artin), более алгебраична (и, следовательно, более проста и эффективна),
чем геометрическая теория узлов. Эта связь (геометрическая суть которой
по-детски проста: «замыкание косы») позволила получить — это резуль-
тат Александера — все узлы, отталкиваясь от кос. И поскольку класси-
фикация кос была быстро получена Артином, была сделана, конечно же,
попытка вывести из нее классификацию узлов. Усилия в этом направлении
не привели к цели, но породили ряд красивых результатов.

В главе 3 мы представляем хитроумную и одновременно очень простую
геометрическую конструкцию, принадлежащую немецкому математику
Курту Рейдемейстеру (Kurt Reidemeister). Эта идея позволяет свести изу-
чение узлов в пространстве к изучению их проекций (называемых «диаграм-
мами узлов») на плоскости. Здесь уместно немного поговорить о теории
катастроф, кодировании узлов и обработке узлов с помощью компьютера.
Мы увидим, что существует алгоритм, изобретенный соотечественником
Рейдемейстера Вольфгангом Хакеном (Wolfgang Haken), который позво-
ляет определить, можно или нельзя развязать данный узел, но этот алго-
ритм очень сложный. Дело в том, что иногда, чтобы распутать узел, нужно
сначала его еще больше запутать (увы, так, в переносном смысле, быва-
ет и в реальной жизни). В заключение будет объяснено действие одного
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достаточно простого развязывающего алгоритма (который, однако, не мо-
жет отличить развязываемый узел от неразвязываемого); здесь современ-
ный компьютер справляется с задачей развязывания лучше, чем бедный
homo sapiens.

Глава 4 имеет дело с арифметикой узлов, основная теорема которой
(существование и единственность разложения узла на простые множите-
ли) была доказана в 1949 г. немцем Хорстом Шубертом (Horst Schubert).
Подозрительное сходство между множеством узлов, наделенным опера-
цией композиции (которая состоит просто-напросто в завязывании узлов
последовательно один за другим), и множеством натуральных чисел с опе-
рацией умножения породила различные надежды. Например, не являются
ли узлы не чем иным, как геометрическим кодированием чисел, не сведет-
ся ли классификация узлов к банальному пересчитыванию? Эти надежды
были разбиты, и мы узнаем почему.

Глава 5 приводит нас к одному изобретению, на первый взгляд три-
виальному, англо-американца Джона Конвея (John Conway), одного из
наиболее оригинальных математиков прошлого века. Речь идет о новых
(по сравнению с теми, о которых идет речь в главе 3) небольших гео-
метрических операциях над диаграммами узлов. В отличие от операций
Рейдемейстера, они позволяют изменять не только вид диаграммы узла,
но также и тип узла, а иногда преобразовывают его в зацепление. С их
помощью можно определять и вычислять вполне элементарным образом
полином Александера—Конвея *) узла (или зацепления). Эти операции
дают очень удобный и достаточно эффективный метод доказательства то-
го, что два узла имеют разный тип и, в частности, что некоторые узлы не
могут быть развязаны. Однако мне кажется, что больше всего читателя
главы 5 заинтересует не этот метод, а биологическое отступление, в кото-
ром объясняется, что операции Конвея описывают действие топоизомераз
(недавно открытых особых ферментов) на молекулярном уровне.

В главе 6 возникает самый знаменитый инвариант узлов — полином
Воана Джонса (Vaughan Jones), который двадцать лет назад привел к тому
бурному развитию теории, о котором говорилось выше. Кроме всего про-
чего, он позволил многим исследователям установить первые серьезные
связи теории узлов с физикой. Удивительно, что физическая интерпрета-
ция (в статистической физике) полинома Джонса дает вполне элементар-
ное описание инварианта Джонса, первоначальное чисто математическое
определение которого было достаточно сложно. Это описание использует

*) Первоначальное определение этого полинома, восходящее к Александеру, базирова-
лось на математических понятиях, весьма утонченных для того времени, таких как теория
гомологий и фундаментальная группа.
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очень простой инструмент, который, тем не менее, играет важнейшую роль
в современной теоретической физике, — скобку Кауффмана. И эта глава
содержит многочисленные отступления.

Глава 7 посвящена одному из последних великих изобретений теории
узлов — инвариантам Васильева. Как и в других случаях, исходное опреде-
ление было весьма сложным. Оно использовало технику теории катастроф
и аппарат спектральных последовательностей. Теперь имеется и элемен-
тарное описание этих инвариантов. Вместо сложных математических фор-
мул читатель встретит простенькие вычисления с маленькими диаграмма-
ми, а также отступление про «социологический» подход к математике.

В заключительной главе 8 речь идет о связи между теорией узлов и фи-
зикой. В отличие от предыдущих глав, я не мог здесь дать элементарного
объяснения того, что происходит в этой области исследований, далекой от
завершения. Мне пришлось использовать без должного объяснения новей-
шую физико-математическую терминологию и написать несколько серьез-
ных математических формул. Тем не менее, я уверен, что читатель, более
близкий к искусству и литературе, чем к естественным наукам, с успехом
прочтет и эту главу. Не понимая, возможно, точного значения терминоло-
гии и формул, он сможет сконцентрировать свое внимание на общем ходе
дискуссии, на роли совпадений, почувствовать драматическую сторону со-
временных научных исследований.

Таким образом, теория узлов, блестящий дебют которой состоялся по-
чти сто пятьдесят лет тому назад, развивалась затем благодаря настойчи-
вым усилиям математиков, которыми управляло чисто интеллектуальное
любопытство. Чтобы продвигаться, нужны были новые конкретные идеи.
И они возникали в воображении лучших исследователей, порождая каж-
дый раз надежды, часто, увы, чрезмерные. Но каждая неудача позволяла
лучше сконцентрироваться на нерешенных проблемах, заманчиво высве-
чивая все еще не достигнутую цель.

Сегодня мы находимся в положении, близком к сложившемуся в 1860 г.:
многие исследователи полагают, как полагал в свое время Уильям Томсон,
что узлы играют ключевую роль в фундаментальной физической теории,
описывающей структуру материи. Однако это не возвращение к начальной
точке — спираль познания совершила полный виток, и мы обнаруживаем
себя в том же положении, но на более высоком уровне.
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Теория узлов остается живой и загадочной. Главные проблемы по-преж-
нему открыты: узлы продолжают ускользать от попыток их ясно клас-
сифицировать, и по-прежнему неизвестно, обладают ли они легко вы-
числимой полной системой инвариантов. И наконец, та фундаментальная
роль, которую, как полагают, они играют в физике, еще до конца не опре-
делилась.

Автор благодарен Николаю Витковскому (Nickolas Witkowski) за изящ-
ное редактирование первоначальной (французской) версии книги и Борису
Комракову за материальную и моральную поддержку.



Глава 1. Атомы и узлы

(Лорд Кельвин, 1860)

В
1860 г. английский физик Уильям Томсон, которого мы знаем под
именем лорда Кельвина, в то время еще не облеченный дворянским
титулом, размышлял о фундаментальных проблемах, связанных со

структурой материи. Его коллеги разделялись на два враждующих лаге-
ря: одни поддерживали так называемую корпускулярную теорию, согласно
которой материя состоит из атомов, мельчайших твердых корпускул, зани-
мающих определенное положение в пространстве; другие представляли се-
бе материю как наложение волн, пульсирующих в пространстве-времени.
Каждая из этих теорий давала убедительные объяснения некоторых явле-
ний, но была неприменима к другим. Томсон искал синтез этих теорий.

И нашел его. По его мнению, материя, безусловно, состоит из атомов.
Но эти атомы-вихри являются не точечными объектами, а... мельчайшими
узлами (см. Thomson, 1867). Атом, таким образом, рассматривается как
волна, — не расходящаяся по всем направлениям, а свернутая в узкий луч,
сильно закрученный и возвращающийся к своему началу, подобно змее,
кусающей себя за хвост. Эта змея может перекручиваться очень сложным
образом, прежде чем себя укусить, образуя тем самым узел. И именно тип
этого узла определяет физико-химические свойства атома.

Томсон предположил, что молекулы построены из многих атомов-вихрей,
сплетенных между собой. Математическая модель такого объекта называ-
ется зацеплением и представляет собой конечный набор пространствен-
ных кривых, которые могут быть завязаны отдельно и/или переплетаясь
друг с другом.

Эта теория покажется, без сомнения, довольно-таки фантастической
читателю, изучавшему в школе планетарную модель атома (восходящую
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к Нильсу Бору). Но мы находимся в 1860 г., будущий нобелевский лау-
реат родится лишь двадцать пять лет спустя, а пока научное сообщество
всерьез рассматривает революционную идею Томсона. Величайший физик
того времени Джеймс Кларк Максвелл (чьи знаменитые уравнения явля-
ются фундаментом волновой теории) после некоторых сомнений все же
поддержал эту идею. Он заявил, что теория Томсона согласуется с экспе-
риментальными данными лучше, чем любая другая.

Для дальнейшего развития теории было необходимо классифицировать
узлы. Это дало бы возможность получить классификацию атомов, отожде-
ствив каждый тип узла с каким-то конкретным атомом. Три узла, представ-
ленных на рис. 1.1, — трилистник, восьмерка и тривиальный узел —

могли бы быть моделями, скажем, атомов кислорода, углерода и водорода.

Рис. 1.1. Трилистник, восьмерка и тривиальный узел

Итак, на первый план выступила уже не физико-химическая, а мате-
матическая проблема — проблема классификации узлов. И шотландский
физик и математик, соратник Томсона, Питер Тейт (Peter Tait) вызвался
разрешить ее.

Тейт, Киркман и первые таблицы узлов
Согласно Тейту, всякий узел, будучи замкнутой кривой в пространстве,

может быть представлен плоской кривой — его ортогональной проекцией
на горизонтальную плоскость. Эта проекция может иметь самопересече-
ния (рис. 1.2) в тех точках, где одна часть узла располагается над другой.
В плоском изображении, чтобы ясно представить себе вид узла вблизи
точки самопересечения, линию, которая изображает нижнюю ветвь узла,
разрывают (см. рис. 1.1), так что получается перекресток. Мы и далее
будем пользоваться таким естественным способом изображения узлов.

Чтобы корректно поставить проблему классификации узлов, нужно
прежде всего уточнить, какие узлы принадлежат одному и тому же классу,
и, следовательно, дать точное определение эквивалентности узлов.
Однако мы отложим на время это определение (изотопии узлов), а пока
ограничимся интуитивным описанием.
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Рис. 1.2. Проекция узла на плоскость

Узел можно представлять как тонкую запутанную веревку в простран-
стве, концы которой соединены. Эту веревку можно как угодно изгибать,
сжимать или растягивать, но нельзя разрывать и склеивать. Всевозмож-
ные положения, которые может принимать при этом веревка, изображают
один и тот же узел.

Итак, изменяя непрерывным образом положение замкнутой кривой (ве-
ревки) в пространстве (не разрывая и не склеивая ее), мы получаем всегда
один и тот же узел, но его плоское изображение может при этом изме-
ниться до неузнаваемости. Например, может изменится количество пере-
крестков (см. рис. 1.3).

Рис. 1.3. Два представления одного узла

Тем не менее, естественный подход к классификации пространственных
узлов состоит в том, чтобы составить сначала список всех плоских кривых
с 1, 2, 3, 4, 5, . . . перекрестками, а затем исключить дубликаты, т. е. кри-
вые, которые изображают один и тот же узел в пространстве.
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Для того чтобы эта задача была разрешима за время человеческой
жизни, следует ограничить максимальное исследуемое число перекрест-
ков. Питер Тейт остановился на десяти.

Вначале Тейту повезло: он обнаружил, что математик-любитель и про-
поведник Томас Киркман (Thomas Kirkman) уже классифицировал плоские
кривые с небольшим числом перекрестков и остается только последова-
тельно удалить дубликаты. Но эта задача была непростой. Действительно,
для каждого перекрестка плоской кривой имеется две возможности для
выбора одной ветви, проходящей над другой. Для кривой с 10 перекрест-
ками, например, имеется априори 210, т. е. 1024, возможностей построить
узел. Поэтому Тейт решил классифицировать только альтернированные
узлы, т. е. узлы, у которых верхние и нижние ветви чередуются, если дви-
гаться вдоль проекции (см. рис. 1.4).

Рис. 1.4. Альтернированный (слева) и неальтернированный (справа) узел

Таким образом, каждой плоской кривой соответствует в точности два
альтернированных узла. Казалось бы, задача Тейта существенно упрости-
лась. Тем не менее, она осталась весьма нелегкой — Тейт посвятил ей
почти всю свою жизнь.

Неальтернированные узлы (с десятью и менее перекрестками) были
классифицированы в 1899 г., после шести лет работы, американцем Лит-
тлом, которому удалось избежать последовательного перебора 210 вари-
антов пересечений, упомянутых выше.

К несчастью для Томсона, Киркмана, Литтла и Тейта, в то время ко-
гда Литтл и Тейт завершили свою работу, таблица узлов уже мало кого
интересовала...

Как бы то ни было, к концу XIX в. бо́льшая часть работы по класси-
фикации узлов (с десятью и менее перекрестками) была завершена и по-
явились таблицы узлов. Пример такой таблицы простых узлов с семью
и менее перекрестками представлен на рис. 1.5.

Точное значение выражения «простой узел» (аналогично выражению
«простое число», т. е. число, которое нельзя разложить на множители)
будет объяснено в гл. 4, посвященной арифметике узлов.
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Рис. 1.5. Таблица простых узлов с семью или менее перекрестками
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Рис. 1.6. Узел как ломаная и преобразования изотопии

Прежде чем продолжить наш рассказ о работах Кельвина и Тейта, при-
ведем некоторые уточнения по поводу классификации узлов.

Классификация узлов с математической точки зрения
Сформулируем задачу классификации в точных терминах, достаточно

строгих, чтобы удовлетворить математика (читатель, плохо переносящий
научную точность, может пропустить эту часть, бросив лишь взгляд на
рисунки). Прежде всего нужно дать математическое определение само-
го понятия узла. Мы определяем узел, или, более точно, представле-
ние узла, как замкнутую ломаную линию в пространстве (рис. 1.6 (а)).
Собственно узел есть класс эквивалентности представлений узлов по от-
ношению изотопии, которая определяется следующим образом. Осуще-
ствить элементарную изотопию — значит приложить треугольник (обо-
значенный ABC на рис. 1.6 (а)) к отрезку AB ломаной линии, заменив далее
этот отрезок двумя другими сторонами (AC ∪ CB, см. рис. 1.6 (б)), либо
проделать обратную операцию; разумеется, треугольник не должен иметь
общих точек с ломаной, кроме его сторон. Изотопия есть некоторая по-
следовательность элементарных изотопий (рис. 1.6 (в)).

Понятно, что это определение в общем соответствует нашему интуи-
тивному представлению об узле как о бечевке со склеенными концами,
и изотопия позволяет деформировать узел в пространстве так, как мы бы
это делали с реальной бечевкой (не разрывая ее). Правда, мы до сих пор
рисовали узлы в виде плавных кривых, без углов, но это не противоречит
данному выше формальному определению: плавные кривые можно считать
ломаными с микроскопическими звеньями *).

*) В дифференциальной геометрии есть более красивое (но не такое элементарное) опре-
деление узлов как «гладких замкнутых кривых».
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Рис. 1.7. Примеры «диких» узлов

Представление узла как ломаной линии мотивируется не только тем,
что оно позволяет добавлять треугольники (это предполагает, что «линия»

состоит из отрезков); фактически речь идет также об условии, необходи-
мом, чтобы избежать «локальных патологий». Дело в том, что существуют
дикие узлы, не являющиеся топологически эквивалентными ломаной ли-
нии (или гладкой кривой). Такие необычные узлы получаются в результате
«бесконечного завязывания». Переплетения кривой при этом становятся
все более и более мелкими и сходятся в итоге к предельной точке, дикой
точке кривой (см. рис. 1.7).

Строгое определение узла (как ломаной линии или как гладкой кривой)
позволяет избежать этих маленьких монстров и тем самым упростить те-
орию. Прежде чем продолжить наше первоначальное изучение «ручных»

узлов, сделаем небольшое отступление и приведем несколько рисунков их
«диких» сородичей.

Дикие узлы, пространственная интуиция и слепота
Примеры диких узлов на рис. 1.7 содержат лишь одну (изолированную)

патологическую точку, к которой сходится последовательность уменьша-
ющихся узлов. Легко построить дикий узел с несколькими точками такого
типа. Но можно пойти еще дальше: на рис. 1.8 показан дикий узел, кото-
рый обладает бесконечным (и даже несчетным) множеством патологиче-
ских точек.

Эти дикие точки образуют знаменитое канторово множество: мно-
жество точек отрезка [0, 1] , которое остается, если удалить последователь-
но средний интервал (1/3, 2/3); затем более мелкие средние интервалы
(1/9, 2/9) и (7/9, 8/9) двух оставшихся отрезков; затем четыре средних
интервала (1/27, 2/27), (7/27, 8/27), (19/27, 20/27) и (25/27, 26/27) из
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Рис. 1.8. Дикий узел, сходящийся к канторову множеству

четырех отрезков, которые остаются после предыдущего шага; и так далее
до бесконечности.

Можно получить и ещё более поразительный дикий узел, заставив кри-
вую пройти через множество еще более сложное, чем канторов континуум,
например через ожерелье Антуана. Речь идет об одной геометрической
конструкции, предложенной французским математиком Луи Антуаном
(Louis Antoine). Попытаемся описать эту жемчужину математического во-
ображения, представленную на рис. 1.9.

Начинаем с тела T1 в форме тора (самого большого на рисунке), во
внутренность которого помещаем четыре полных тора поменьше, сплетен-
ных друг с другом таким образом, что они образуют замкнутую цепь (обо-
значенную T2) с четырьмя звеньями. Затем в каждое из четырех звеньев
цепи T2 помещаем маленькую цепь, подобную предыдущей; множество,
образованное этими четырьмя цепочками (и, следовательно, состоящее из
16 маленьких торов), обозначаем T3. Во внутренность каждого маленького
тора помещаем... Читатель уже понял: процедура повторяется до беско-
нечности. Множество, полученное пересечением бесконечного набора то-
ров Ti , и образует ожерелье Антуана:

A = T1 ∩ T2 ∩ . . . ∩ Tn ∩ . . .

Ожерелье Антуана обладает рядом замечательных свойств, на которых
мы не собираемся останавливаться: оно нам послужит лишь для констру-
ирования дикого узла, предложенного русским математиком Г. Я. Зуевым.
Этот узел выглядит так: сначала он проникает во внутренность большого
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Рис. 1.9. Ожерелье Антуана

тора, затем выпускает четыре языка, которые входят в четыре следующих
тора, затем каждый язык выпускает четыре языка и т. д., стремясь прибли-
зиться к ожерелью Антуана. Можно показать (но строгое доказательство
достаточно тонкое), что в пределе действительно получается простая за-
мкнутая кривая и что множество ее диких точек есть в точности ожерелье
Антуана.

Читатель может спросить себя, какую же силу пространственного во-
ображения надо иметь для того, чтобы изобретать монстров вроде оже-
релья Антуана или дикого узла Зуева. Он, наверное, будет удивлен, если
узнает, что оба этих математика были слепыми. Но в сущности в этом нет
ничего удивительного — как нет ничего удивительного в том, что почти
все слепые математики являются (или являлись) геометрами. Интуиция
пространства, которой обладаем мы, зрячие, основана на проекции мира
на нашу сетчатку. Следовательно, наш мозг анализирует двумерный (а не
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трехмерный) образ, т. е. сильно искаженную картину. Интуиция простран-
ства незрячих, напротив, происходит в основном из осязательного и дви-
гательного опыта. Она гораздо глубже.

Чтобы завершить это отступление, отметим, что сравнительно недав-
ние биолого-математические исследования (основанные на изучении детей
и взрослых, родившихся слепыми и ставших затем зрячими) показали, что
фундаментальные, первичные математические структуры — например то-
пологические — являются врожденными, в то время как структуры более
тонкие — такие, как линейные структуры — являются приобретенными
(Зиман, 1962). Так, слепые, ставшие зрячими, не отличают вначале квад-
рат от окружности, они замечают только, что топологически эти фигуры
эквивалентны. Напротив, они сразу же видят, что тор и сфера — не одно
и то же. Наша же тенденция абсолютизировать то, что мы видим, приводит
к тому, что мы постигаем мир уж очень прямолинейно, плоско и поверх-
ностно...

Крушение теории Томсона
В то время как европейские физики обсуждали достоинства теории

Томсона, а Тейт заполнял свою таблицу узлов, в одной далекой стране ма-
лоизвестный ученый тоже обдумывал вопрос о строении материи. Он тоже
пытался составить таблицу атомов, но, относясь с недоверием к геометри-
ческому подходу, в основу таблицы положил арифметические соотношения
между различными параметрами химических элементов.

Замечательное открытие нашего соотечественника Д. И. Менделеева
состояло в том, что существуют соотношения периодичности — простые,
но тем не менее остававшиеся до тех пор незамеченными — между этими
параметрами. Сегодня эту таблицу называют периодической системой
элементов. Понадобилось определенное время, прежде чем это открытие
стало известно в Западной Европе.

Тем самым с теорией Томсона было покончено. Не принеся ничего для
химии, она была быстро вытеснена теорией Менделеева. Таблицы узлов
оказались ненужными... Физики более чем на столетие забыли про узлы.
Но математики были готовы принять у них вахту.
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(Александер, 1923)

В
этой главе мы обсудим замечательную связь между двумя красивы-
ми топологическими объектами: косами и узлами. Что такое коса
в математике? Грубо говоря, это формальная модель того, что по-

нимается под словом «коса» или «сплетение» в обычной жизни (девичья
коса, плетеный брелок, собачий поводок, сплетенный из кожаных полос,
классический канат из переплетенных жил и т. д.), т. е. множество нитей,
запутанных некоторым определенным образом. Более точно, можно пред-
ставлять косу из n нитей как n тонких бечевок, подвешенных «вверху»

(на гвозди, выстроенные в горизонтальную линию) и переплетающихся друг
с другом в своем движении «вниз» (движение вверх не допускается); по
прибытии вниз мы находим те же нити (также зафиксированные гвоздями),
но не обязательно в том же порядке (см. рис. 2.1).

Для данной косы мы имеем право двигать ее нити, не отцепляя их ввер-
ху и внизу и, конечно, не разрезая их и не склеивая; при этом получается
коса другого вида, эквивалентная (или изотопная) данной (рис. 2.2).
Как и в случае узлов, мы не различаем две изотопные косы: мы рассмат-
риваем их как двух представителей одного и того же объекта (с формаль-
ной точки зрения считается, что рассматриваемый объект — не конкретная
коса, а класс эквивалентных кос).

Теория кос, основания которой были построены благодаря азарту и на-
стойчивости немецкого алгебраиста Эмиля Артина в двадцатых годах про-
шлого столетия, является красивым синтезом геометрии, алгебры и ал-
горитмических методов. Первоначально косы были предложены Артином
в качестве математической модели для текстильной промышленности, но
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Рис. 2.1. Примеры кос

приложения этой теории оказались весьма разнообразными; теперь они
занимают важное место в комплексном анализе, комбинаторике, кванто-
вой механике и квантовой теории поля. Кроме того, теория кос помогла
в решении задачи о представлении функций многих переменных функция-
ми меньшего числа переменных.

Но мы вернемся к теории кос немного позже, так как наша непосред-
ственная цель — увидеть связь между косами и узлами, упомянутую в на-
чале главы.

Рис. 2.2. Изотопия косы с четырьмя нитями
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Замыкание косы
Можно получить узел из косы с помощью операции замыкания, ко-

торая состоит в том, чтобы присоединить верхние концы прядей к нижним
концам (рис. 2.3 (а)).

Рис. 2.3. Замыкание кос

Всегда ли таким образом получается узел? Рис. 2.3 (б) показывает, что
не всегда: замыкание косы может также оказаться зацеплением, т. е. со-
стоять из нескольких кусков (из нескольких кривых, в отличие от узла, по
определению состоящего лишь из одной). Внимательный читатель преды-
дущей главы узнает — но, может быть, не сразу — узел-трилистник на
рис. 2.3 (а).

Сразу же встает вопрос: какие узлы можно получить таким образом?
Ответ, полученный американским математиком Александером в 1923 г.,
объясняет важность кос в теории узлов: можно получить любой узел! Итак,
теорема Александера формулируется следующим образом: каждый узел
может быть получен как замыкание некоторой косы. (Фактически
Александер показал, что это утверждение верно для зацеплений, частным
случаем которых являются узлы.)

Вероятно, Александер надеялся, что его теорема послужит решающим
шагом к классификации узлов. Действительно, как мы увидим ниже, косы
являются значительно более простыми объектами, чем узлы; множество
кос обладает весьма прозрачной алгебраической структурой, позволяю-
щей их классифицировать. Следовательно, резонно попытаться получить
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Рис. 2.4. Замыкание косы для узла-обмотки

классификацию узлов, основываясь на классификации кос. Что вышло из
этой идеи? Мы узнаем это в конце главы.

Вернемся на минуту к теореме Александера: как ее доказать, как для
данного узла найти косу, замыкание которой дает этот узел? Заметим вна-
чале, что искомая коса моментально находится, если узел является об-
моткой, т. е. если он закручивается в одном и том же направлении вокруг
некоторой точки (как узел на рис. 2.4 (а) вокруг центра C). Действитель-
но, для этого достаточно разрезать узел вдоль полупрямой, исходящей из
центра, и затем развернуть его в косу (см. рис. 2.4 (б)).

Но что делать, если узел не является обмоткой, как, например, узел,
представленный на рис. 2.5 (а)? (Этот узел, как известно читателям гла-
вы 1, называется восьмеркой.) В этом частном случае достаточно заста-
вить его «толстую» часть (показанную на рисунке более жирной линией),
которая закручивается относительно точки C в «неправильном» направ-
лении, пройти под точкой C с другой стороны кривой; тогда мы получим
узел-обмотку (рис. 2.5 (б)), который можно развернуть далее в косу, как
в предыдущем примере (рис. 2.5 (в)).

Фактически этот красивый прием (преобразование произвольного уз-
ла в узел-обмотку) является основным, и именно благодаря ему Алек-
сандер сумел доказать свою теорему. К недостаткам этого метода можно
отнести отсутствие эффективности с практической точки зрения; в част-
ности, его трудно реализовать на компьютере. Поэтому мы описываем
здесь другой метод расплетения узлов в косы, более эффективный и более
легкий для программирования, принадлежащий французскому математику
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Рис. 2.5. Развертка и замыкание косы для узла «восьмерка»

Пьеру Вожелю (Pierre Vogel). Читатель, плохо переносящий алгоритмиче-
ские рассуждения, может быстро перескочить через это описание и перей-
ти к изучению (значительно более простому и более важному) группы кос.

Алгоритм Вожеля
Чтобы описать этот алгоритм, преобразующий произвольный узел

в узел-обмотку, нам понадобится несколько определений, относящихся
к плоским изображениям (диаграммам) узлов. Узел называют ориенти-
рованным, если выбрано некоторое направление его обхода (обозначен-
ное стрелками). Диаграмма узла задает что-то вроде карты на плоско-
сти. Страны на ней — это области, ограниченные линией узла. На этой
карте граница каждой страны состоит из многих ребер (ориентированных
стрелками), соединяющих перекресток узла с соседним. Принимается во
внимание также бесконечная страна — та, что расположена вне кривой.

Поскольку кривая узла ориентирована, пересечения снабжены стрел-
ками, которые позволяют однозначно разрешить данный узел, т. е. заме-
нить все перекрестки их разрешениями так, как показано на рис. 2.6 (а).
Разрешение преобразует узел в одну или несколько замкнутых ориентиро-
ванных кривых (без перекрестков), которые называются окружностями
Зейферта диаграммы узла (рис. 2.6 (г), (д)).

Две окружности Зейферта называются вложенными, если одна из них
лежит внутри области, ограниченной другой, и если ориентации этих ок-
ружностей совпадают. Отметим, что разрешение узла-обмотки всегда дает
систему вложенных окружностей Зейферта (см. рис. 2.6 (б)).
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Рис. 2.6. Разрешение узлов окружностями Зейферта

С другой стороны, если у нас есть две окружности Зейферта, которые
не являются вложенными (как на рис. 2.7 (б)), операция замены бес-
конечности *) делает их вложенными (рис. 2.7 (в)). Действительно, мы
видим на этом рисунке, что окружности 1 и 2 вложены, а окружность 3,
напротив, не вложена в них. Однако, «вывернув плоскость наизнанку»

Рис. 2.7. Замена бесконечности

*) Эта терминология объясняется тем, что здесь речь идет о преобразовании, напомина-
ющем инверсию в геометрии (симметрия относительно малой окружности, центр которой на-
ходится в одной из стран, ограниченной одной из рассматриваемых окружностей Зейферта),
и эта инверсия посылает центр данной окружности «в бесконечность» (и преобразует эту
страну в бесконечную).
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Рис. 2.8. Стабильные и нестабильные страны

относительно окружности 3, мы получим окружность 3′, в которую уже
вложены окружности 1 и 2. (В рассматриваемом случае замена бесконеч-
ности похожа на операцию, осуществленную на рис. 2.5 при переходе от (а)
к (б), но не совпадает с ней.)

Рассмотрим теперь плоскую карту, определенную узлом N . Некоторая
страна H этой карты называется нестабильной, если у нее есть два ребра,
принадлежащие двум различным окружностям Зейферта, причем стрелки
на этих ребрах задают обход вокруг страны H в одном и том же направ-
лении. Так, в разрешении узла N на рис. 2.8 страна H нестабильна, в то
время как страны P1 и P2 обе стабильны.

В самом деле, жирные стрелки задают обход вокруг H в одном и том
же направлении и принадлежат двум различным окружностям Зейферта,
поэтому страна H нестабильна; страна P1 стабильна, так как все ее ребра
принадлежат одной и той же окружности Зейферта; наконец, страна P2

стабильна, так как ее ребра задают обходы вокруг P2 в противоположных
направлениях.

Рис. 2.9. Перестройка нестабильной страны
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К каждой нестабильной стране можно применить операцию, которую
мы называем перестройкой (см. рис. 2.9) и которая состоит в замене двух
«неправильных» стрелок на два «языка», проходящих один над другим
и образующих два новых пересечения.

В результате образуется центральная страна (которая не является не-
стабильной) и несколько новых стран: некоторые из них (две в рассмат-
риваемом примере) могут «аннексировать» части нестабильной страны, —

этим и объясняется термин «перестройка». Аналогия с недавними геопо-
литическими событиями (распад СССР) — чисто случайная...

Алгоритм Вожеля теперь можно представить в форме «программы»,
записанной «псевдо-Паскалем»:íà÷àëîñäåëàòü ðàçðåøåíèåïîêà: ñóùåñòâóåò íåñòàáèëüíàÿ ñòðàíàñäåëàòü ïåðåñòðîéêóñäåëàòü ðàçðåøåíèåêîíåö ïîêàïîêà: îêðóæíîñòè Çåé�åðòà íå ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìèñäåëàòü çàìåíó áåñêîíå÷íîñòèêîíåö ïîêàêîíåö

В этой программе условияñóùåñòâóåò íåñòàáèëüíàÿ ñòðàíà,îêðóæíîñòè Çåé�åðòà íå ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè
и «макрокоманды» ñäåëàòü ïåðåñòðîéêó,ñäåëàòü çàìåíó áåñêîíå÷íîñòè
объяснены выше. Уточним, как функционирует макрокомандаñäåëàòü çàìåíó áåñêîíå÷íîñòè.

Для ее выполнения нужно взять одну из самых маленьких окружностей
Зейферта, не являющуюся вложенной относительно других, и отправить
в бесконечность какую-нибудь внутреннюю точку этой окружности.

Применим вначале алгоритм Вожеля к очень простому (на самом деле
тривиальному) узлу, чтобы увидеть, как происходит замена бесконечности
(см. рис. 2.10). После первого разрешения видно, что нестабильных стран
нет и что ни одна окружность Зейферта не является вложенной. Следова-
тельно, можно перейти к команде «сделать замену бесконечности», кото-
рую нужно выполнить два раза (сначала рис. 2.10 (б) превращается в (в),
потом (в) превращается в (г)), чтобы получить узел-обмотку (г), который
разрезается в косу (д), как указано выше.
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Рис. 2.10. Алгоритм Вожеля, примененный к тривиальному узлу

На рис. 2.11 показано, как алгоритм Вожеля закручивает (превращает
в обмотку) узел с пятью перекрестками *). Видно, как, после начально-
го разрешения, цикл (в программистском смысле) «пока» включает две
перестройки (б) и (в); за ним следует замена бесконечности. Результатом
(см. рис. 2.11 (г)) будет узел-обмотка, даже если он мало похож на об-
мотку. Чтобы убедиться в том, что получена обмотка, мы перерисуем узел
два раза (см. рис. 2.12); читателю не составит труда узнать узел-обмотку
с рис. 2.5 (а) и затем снова полюбоваться на искомую косу (рис. 2.5 (б)).

Заметим, что алгоритм Вожеля включает в себя два цикла «пока»,
априори опасных. В общем случае совсем не очевидно, что алгоритм за-
вершит свою работу за конечное число шагов, однако в данном случае это
так, и алгоритм работает очень быстро. Что касается второго цикла, то
можно элементарно доказать, что он оканчивается всегда. Напротив, что-
бы доказать это для первого цикла, Вожелю пришлось воспользоваться
достаточно тонкими методами алгебраической топологии.

Чтобы из нашей «программы» сделать настоящую, надо уметь коди-
ровать представления узлов в доступном для машины виде. Компьютер
без труда читает слова, но ему сложно объяснить взаимное расположе-
ние на плоскости перекрестков диаграммы узла. Однако диаграмму узла
он понимает, если ее описать в виде слова: двигаясь вдоль кривой, нужно
последовательно указывать тип встречаемого перекрестка. Мы поговорим
подробнее о кодировании узлов в гл. 3.

*) Этот узел имеет номер 52 в таблице узлов на рис. 1.5.
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Рис. 2.11. Применение алгоритма Вожеля к узлу типа 52
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Рис. 2.12. Узел-обмотка, получившийся в результате действия алгоритма Вожеля

Группа кос
Вернемся к изучению кос. Прежде всего мы определим операцию про-

изведения на множестве кос Bn c одним и тем же количеством нитей n.
Эта операция заключается просто-напросто в последовательном связыва-
нии кос (соединении верхних концов нитей второй косы с нижними концами
нитей первой), как на рис. 2.13.

Сейчас мы убедимся, что произведение кос обладает многими свой-
ствами обычного произведения чисел. Прежде всего, имеется единичная
коса (обозначаемая e), т. е. коса, которая, как число 1, не изменяет то, что
на нее умножается. Это тривиальная коса, нити которой спадают верти-
кально, не переплетаясь. Действительно, прикрепление снизу тривиальной
косы к данной косе приводит лишь к удлинению ее нитей и не изменяет
тип косы.

Рис. 2.13. Произведение двух кос
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Во-вторых, для каждой косы b существует коса, называемая обрат-
ной и обозначаемая b−1, такая, что ее произведение с b дает тривиаль-
ную косу, b · b−1 = e (так же как для каждого числа n его произведение
с обратным числом n−1 = 1/n равно единице, n · n−1 = 1). Эта коса, как
видно на рис. 2.14, получается, если взять отражение данной косы в го-
ризонтальном зеркале; действительно, каждый перекресток уничтожается
своим зеркальным изображением, таким образом, все перекрестки взаим-
но уничтожаются попарно шаг за шагом, начиная с середины косы-про-
изведения.

Третье свойство, общее у кос и у чисел, — свойство ассоциативности
произведения: всегда выполняется равенство (a · b) · c = a · (b · c). Всякий
раз, когда некоторое множество снабжено операцией, обладающей тремя
свойствами, о которых мы только что упоминали, математики говорят, что
они имеют дело с группой. Итак, мы только что показали, что множе-
ство кос с n нитями образует группу. Эту группу мы будем обозначать
через Bn.

Отметим сразу же, что группа кос Bn (для n > 2) — в отличие от
чисел — не коммутативна: произведение двух кос зависит в общем случае
от порядка множителей.

Существование произведения кос позволяет заменять рисунок, изобра-
жающий косу, некоторым словом — алгебраическим представлением этой
косы. Действительно, двигаясь сверху вниз вдоль косы, мы видим, что
наша коса — последовательное произведение кос с одним перекрестком
в каждой (см. рис. 2.15); они называются элементарными косами и обо-
значаются (в случае кос с n нитями) b1, b2, . . . , bn−1.

Рис. 2.14. Произведение косы и обратной к ней
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Рис. 2.15. Алгебраическое представление косы

Таким образом, мы заменили косы — геометрические объекты — сло-
вами, их алгебраическими кодами. Напомним, однако, что между геометри-
ческими объектами — косами — существует отношение эквивалентности
(изотопия). Что это означает на алгебраическом уровне? Ответ на этот
вопрос был дан Артином, который обнаружил две серии алгебраических
соотношений между косами-словами, достаточных, чтобы дать алгебра-
ическое описание изотопии. Это соотношение коммутативности для
отдаленных кос

bib j = b jbi , если |i − j| > 2, i, j = 1, 2, . . . , n− 1,

и соотношение Артина (или соотношение кос)

bibi+1bi = bi+1bibi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2.

Рис. 2.16. Соотношения в группе кос
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Геометрическая интерпретация этих соотношений показана на рис. 2.16.
Немного пространственного воображения — и становится очевидным, что
эти соотношения выполняются для кос, т. е. они отвечают изотопиям.

Менее очевидно — и это есть фундаментальный результат, принадле-
жащий Артину, — что этих двух соотношений, если добавить еще триви-
альные соотношения *)

bib
−1
i = e = b−1

i bi ,

также представленные на рис. 2.16, достаточно для того, чтобы заменить
геометрические манипуляции, связанные с изотопией, на допустимые ал-
гебраические преобразования с косами-словами. Каждое из этих допу-
стимых преобразований состоит из замены подслова какого-нибудь слова,
совпадающей с одной из частей (левой, правой) соотношений трех типов,
указанных выше, другой частью (правой, левой) этого соотношения. Вот
пример допустимых преобразований в группе кос с четырьмя нитями B4:

b−1
3 (b2b3b2)b−1

3 = (b−1
3 b3)b2 (b3b−1

3 ) = eb2e = b2.

(Чтобы упростить понимание этой формулы, я взял в скобки подслова,
которые последовательно заменяются в процессе преобразований.)

Более точно, теорема Артина утверждает, что две косы изотопны то-
гда и только тогда, когда слово, представляющее одну из них, мо-
жет быть преобразовано в слово, представляющее другую, с помо-
щью последовательности допустимых преобразований.

Важность этой теоремы объясняется тем, что она сводит геометриче-
ское изучение кос к их алгебраическому изучению, заведомо более эффек-
тивному (а также доступному для компьютеров). Именно этот алгебраиче-
ский подход к косам позволил Артину их классифицировать, т. е. отыскать
алгоритм сравнения, который для каждой пары кос говорит нам «нет»,
если они не изотопны, и «да», если они изотопны (в последнем случае он
дает к тому же последовательность допустимых преобразований, перево-
дящую одну косу в другую).

Классификация кос
Мы не собираемся здесь описывать алгоритмы сравнения кос. Ни ал-

горитм Артина (который имеет красивое английское название combing —

расчесывание), ни другой, более простой и эффективный, найденный не-
давно французским математиком Патриком Деорнуа (Patrick Dehornoy).

*) Они называются так, поскольку выполняются в любой группе, а не только в группе
кос Bn.
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Читателя, желающего ознакомиться с их элементарным изложением, я от-
сылаю к библиографии. Но чтобы убедить вас в эффективности алгебро-
алгоритмических методов в геометрии, я выбрал (скорее наугад) один
пример вычислений, выполненных моим небольшим компьютером — он со-
держит в одном из закоулков своей электронной памяти программу, испол-
няющую алгоритм Деорнуа. Эти преобразования, происходящие в группе
кос B4 и использующие обозначения (более читаемые) a, A, b, B, c, C для
элементарных кос b1, b−1

1 , b2, b−1
2 , b3, b−1

3 соответственно, показывают, что
некоторая коса с четырьмя прядями, имеющая априори достаточно запу-
танный вид, на самом деле тривиальна.

ABBAAAAA [Abbbbbbbbcba]AccBCaaaaaaaBB =

= ABBAAAAA [Aba]aaaaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= ABBAAAA [Aba]BaaaaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= ABBAAA [Aba]BBaaaaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= ABBAA [Aba]BBBaaaaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= ABBA [Aba]BBBBaaaaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= ABB [Aba]BBBBBaaaaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= [ABa]BBBBBBaaaaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= b [ABBBBBBBa]aaaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAA [ABa]aaaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAb [ABa]aaaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbb [ABa]aaaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbb [ABa]aaBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbbb [ABa]aBcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbbbb [ABa]BcbaBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbbbbbAB [Bcb]aBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbbbbbA [Bcb]CaBAccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbbbbbAcbCC [aA]ccBCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbbbbbAcb [CCcc]BCaaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbbbbbA [cbBC]aaaaaaaBB =

= bbAAAAAAbbbbbb [Aa]aaaaaaBB =

= bbAAAAAA [bbbbbb]aaaaaaBB =

= bb [AAAAAAaaaaaa]BB = [bbBB] = e.
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Для сравнения читатель может нарисовать предложенную косу и по-
пробовать распутать ее геометрически. Это утвердит его в превосходстве
компьютера, который потратил на выполнение задания менее десятой доли
секунды.

Можно ли классифицировать узлы с помощью кос?
Теорема Александера утверждает, что каждый узел есть замыкание

некоторой косы, а мы только что увидели, что косы можно классифици-
ровать. Можно ли получить классификацию узлов, основываясь на этих
двух фактах? Многие крупные математики *) надеялись на это (мне из-
вестно, что некоторые надеются и до сих пор). История этих попыток,
которая началась в тридцатых годах и, возможно, еще не закончилась,
очень поучительна и полна неожиданных озарений. Однако эта глава уже
затянулась, и я заканчиваю ее, отсылая любопытного читателя к работе
Dehornoy (1997).

*) Среди них, видимо, был сам Э. Артин, наш соотечественник А. А. Марков, амери-
канцы Джоан Бирман (Joan Birman) и Уильям Тёрстон (William Thurston).
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(Рейдемейстер, 1928)

В
двадцатых годах прошлого столетия начинал свои обстоятельные
исследования немецкий математик Курт Рейдемейстер, будущий ав-
тор знаменитой «Knottentheorie», первой монографии, посвященной

узлам. Как классифицировать узлы? Проблема систематизации всевоз-
можных положений кривой в пространстве представляется чрезвычайно
трудной.

Аналитический подход (при котором узлы задаются уравнениями) ни-
чего не дает; комбинаторный подход (при котором мы задаем узел как
замкнутую ломаную линию, перечисляя последовательно координаты вер-
шин) также безрезультатен. В этих двух случаях данные, задающие узел,
не позволяют ни видеть его, ни манипулировать им. На практике, что-
бы увидеть узел, его рисуют, т. е. проектируют на удобно выбранную
плоскость, получая так называемую диаграмму узла. Когда манипули-
руют бечевкой, задающей положение узла в пространстве, его диаграм-
ма претерпевает непрерывные изменения. Они позволяют отслеживать на
плоскости эволюцию положений узла в пространстве. А можно ли обра-
тить этот процесс? Можно ли осуществлять непрерывные модификации
проекции таким образом, чтобы в результате получить все возможные
положения бечевки в пространстве? Вот вопрос, который ставит Рейде-
мейстер.

И он на него отвечает. Для этого достаточно, говорит он, осуществлять
над диаграммой конечное число операций, причем каждая из этих операций
либо должна быть тривиальным плоским преобразованием (т. е. дефор-
мацией проекции, не меняющей перекрестки и их взаимное расположение),
либо должна иметь вид одного из трех преобразований, изображенных на
рис. 3.1.
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Рис. 3.1. Преобразования Рейдемейстера

Операции, изображенные на рис. 3.1, называются преобразованиями
Рейдемейстера и обозначаются Ω1, Ω2, Ω3. Эти преобразования соответ-
ствуют следующим ситуациям при манипуляциях с узлом:
• Ω1: появление (исчезновение) малой петли;
• Ω2: появление (исчезновение) парного перекрестка;
• Ω3: прохождение некоторой третьей ветви над перекрестком.
Следующий рисунок, представляющий процедуру развязывания, пока-

зывает, как преобразования Рейдемейстера могут участвовать в описании
манипуляций с узлом.

Мы видим, что процедура начинается с исчезновения парного пере-
крестка на диаграмме (рис. 3.2 (а)), далее следует прохождение пере-
крестка (рис. 3.2 (б)), исчезновение парного перекрестка (рис. 3.2 (в)),
исчезновение малой петли (рис. 3.2 (г)) и, наконец, исчезновение парного
перкрестка (рис. 3.2 (д)). Читатель заметил, что между моментами, когда
осуществлялись преобразования Рейдемейстера, диаграмма узла претер-
певала вспомогательные тривиальные плоские преобразования (которые
не изменяют, напомним, ни количества, ни взаимного расположения пере-
крестков).

Чтобы понять, откуда берутся преобразования Рейдемейстера, нужно
задержаться немного на проекциях узлов.

Проекции общего вида и катастрофические проекции
Диаграмму узла мы определяли как проекцию на плоскость, выбранную

«подходящим образом». Что означает это выражение? Математик ответил
бы, что плоскость должна быть выбрана таким образом, чтобы проек-
ция была в общем положении. Но это уточнение совершенно бесполезно
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Рис. 3.2. Развязывание узла с использованием преобразований Рейдемейстера

для тех, кто не знаком с этим термином, являющимся одним из основных
математических понятий *), — интуитивно ясным, но трудным для форма-
лизации.

Проекция в общем положении — это проекция без катастроф, т. е.
сингулярностей или устранимых вырождений (от которых можно изба-
виться, немного изменяя проектируемый объект). Уточним, что означают
все эти синонимы (катастрофа, сингулярность, вырождение) в случае узла,
представленного замкнутой ломаной линией. При определении проекции
в общем положении узла мы предполагаем, что

(1) две вершины (или более) не могут проектироваться в одну точку;
(2) вершина или несколько вершин не могут при проектировании по-

пасть на ребро, которому они не принадлежат;
(3) три внутренние точки (или более) не могут проектироваться в одну.

*) Особенно в так называемой теории катастроф (теории особенностей), основы которой
были заложены в работах американца Хасслера Уитни (Hassler Whitney) в период между ми-
ровыми войнами и которая впоследствии была развита французом Рене Томом (René Thom),
россиянином Владимиром Арнольдом и их учениками.
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Существование такой проекции для любого узла очевидно и доказыва-
ется очень просто *): избавиться от каждой из «запрещенных ситуаций»

(катастроф) (1), (2), (3) можно, слегка подвинув одну из вершин узла, т. е.
эти катастрофы легко устранить.

Отметим, что ситуации (1), (2), (3) существенно отличаются от катастро-
фы пересечения, которая происходит, когда две внутренние точки двух
различных ребер проектируются в одну точку: такая катастрофа неустра-
нима (в том смысле, что любое небольшое шевеление узла немного меняет
положение перекрестка на диаграмме, но не устраняет его полностью).

Заметим, кроме того, что катастрофы (2) и (3) встречаются в неко-
тором смысле чаще чем остальные: хотя во множестве проектирований
катастрофы — исключительные события, все же, если можно так ска-
зать, они являются наиболее обычными среди исключительных событий.
Случаются, разумеется, более редкие катастрофы (они также запрещены,
поскольку являются частными случаями катастроф (1), (2), (3)). Напри-
мер, 17 точек, из которых 5 являются вершинами, могут проектироваться
в единственную точку; 7 ребер (перпендикулярных плоскости проекции)
могут вырождаться в единственную точку и т.д.

Преобразования Рейдемейстера соответствуют как раз наименее ред-
ким катастрофам, что и показывает рис. 3.3.

Так, на рис. 3.3 (а) слева мы видим катастрофу типа (2). Первона-
чально малая петелька проектируется без особенностей, но в процессе
ее разворачивания на мгновение две точки сливаются при проектировании
в одну (образуя «клюв» на плоскости), а потом проектирование снова про-
исходит без особенностей (а клюв исчезает); это отвечает преобразованию
Рейдемейстера Ω1, показанному справа на рис. 3.3 (а). Проницательный
читатель, изучая далее случаи (б) и (в) на рис. 3.3, увидит, что катастрофа
типа (2) порождает преобразование Ω2, а катастрофа типа (3) порождает
преобразование типа Ω3.

Достаточность преобразований Рейдемейстера
Теперь, когда мы знаем, откуда происходят преобразования Рейдемей-

стера, мы в состоянии обсудить его главный результат, часто называемый
леммой Рейдемейстера.

Некоторый узел можно преобразовать в другой узел непрерыв-
ной манипуляцией в пространстве тогда и только тогда, когда
диаграмму первого узла можно превратить в диаграмму второго
узла за конечное число преобразований Рейдемейстера и тривиаль-
ных преобразований.

*) Заметим для продвинутого читателя, что доказательство аналогичного утверждения
для узлов, заданных гладкой кривой, значительно сложнее и требует определенной техники.
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Рис. 3.3. Катастрофы и преобразования Рейдемейстера

Это утверждение означает, что можно изучить все пространственные
манипуляции с узлами в пространстве, проводя тривиальные преобразова-
ния диаграмм на плоскости и применяя время от времени преобразования
Рейдемейстера. Таким образом, Рейдемейстер свел задачу об эквивалент-
ности узлов (трехмерную и достаточно абстрактную) к значительно более
наглядной двумерной задаче преобразования диаграмм.
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Прежде чем увидеть, что дает лемма Рейдемейстера для изучения
(в частности, для классификации) узлов, скажем несколько слов о ее дока-
зательстве. К сожалению (или к счастью — это зависит от точки зрения),
известные мне доказательства не настолько просты, чтобы их можно было
привести в этой книге. Для читателей, близких к математике, я бы про-
сто сказал, что достаточно детально проанализировать одно элементарное
треугольное движение (см. начало гл. 1) и чуть изменить его, чтобы оно
стало движением «общего положения», т. е. чтобы при нем могли проис-
ходить только катастрофы (2) и (3) («наименее редкие»), а они — это мы
уже видели — соответствуют в точности преобразованиям Рейдемейстера.

Лемма Рейдемейстера: классифицирует ли она узлы?
Поставим себя на место Рейдемейстера, только что доказавшего свою

лемму и пребывающего в эйфории. Первоначальной целью его работы бы-
ла классификация узлов, т. е. разработка алгоритма, определяющего, эк-
вивалентны ли два узла (заданные диаграммами) или нет. Попробуем со-
ставить такой алгоритм, используя достижения Рейдемейстера.

Берем первый узел и сравниваем его со вторым. Если количество пе-
рекрестков и их взаимное расположение одинаковы, то узлы эквивалентны
и мы достигли цели. В противном случае применяем (наугад) какое-нибудь
преобразование Рейдемейстера к первому узлу — и сравниваем результат
со вторым узлом. Если они совпадают, то эквивалентность узлов вновь
установлена. В противном случае нужно взять из памяти первый, исход-
ный, узел и применить к нему другое преобразование Рейдемейстера, затем
опять сравнить со вторым узлом и т. д. Если все преобразования, которые
можно применить к первому узлу, не дают результата, нужно вернуться
к модифицированному первому узлу, применить к нему еще одно преобра-
зование, сравнить и т. д. Если два узла эквивалентны, то рано или поздно
получится последовательность преобразований Рейдемейстера, переводя-
щая первый узел во второй.

Алгоритм, описанный выше, легко реализуем на компьютере, даже са-
мом маломощном. Так, небольшой ноутбук, на котором я набираю этот
текст, содержит, среди прочего, программу, которая может развязывать
узлы (сравнивая их с тривиальным узлом так, как указано в предыдущем
параграфе) *).

Разрешается ли таким образом проблема классификации узлов?

*) Читатель может спросить — как же это компьютер «видит» узлы? На самом де-
ле существует несколько методов «кодирования» узлов. Например, тот, которым я пользу-
юсь в своей программе распутывания узлов, использует следующую кодировку трилистника:1+-2�3+-1�2+-3�
Мой компьютер эту запись понимает. А вы?



Глава 3. Плоские диаграммы узлов 47

Разумеется, нет. Дело в том, что алгоритм, описанный выше, приме-
ненный к двум неэквивалентным узлам, не останавливается никогда: он
продолжает работать бесконечно не давая ответа. Пользователь встает
перед дилеммой: если программа не дает ответа после, к примеру, целых
суток работы — следствие ли это того, что данный узел не тривиален, или
компьютеру просто требуется еще время, чтобы найти последовательность
операций, развязывающих узел?

Следует ли сразу ставить крест на идее Рейдемейстера? Нет, поскольку
есть одно соображение, которое может спасти ситуацию. Это соображение,
я уверен, рано или поздно пришло в голову Рейдемейстеру, и оно вызвало
у него, наверное, то особое чувство, которое испытывает иногда иссле-
дователь: чувство, что ты находишься на пороге открытия. (Заметим, что
за этим чувством нас довольно часто ждет разочарование, возникающее,
когда мы видим, что идея, захватившая нас, не приводит к цели.)

Соображение это очень простое: преобразования Ω1, Ω2, Ω3 могут либо
уменьшать число перекрестков (исчезновение малой петли, исчезновение
парного перекрестка), либо его увеличивать (возникновение малой петли
или парного перекрестка), либо, наконец, не изменять его (Ω3, проход над
двойной точкой). Поскольку речь идет о развязывании, т. е. об упрощении
узла, преобразования Ω1 и Ω2 следует использовать только в тех случаях,
когда они уменьшают число перекрестков. При выполнении такой про-
цедуры число перекрестков уменьшается и алгоритм, улучшенный таким
образом, всегда завершает работу: либо перекрестков не останется вовсе
(тогда данный узел тривиален), либо ни одно из допустимых преобразова-
ний не применимо *) (и узел не тривиален).

Увы! Эта аргументация (с виду такая убедительная) является ошибоч-
ной. Дело в том, что в реальности не всегда можно развязать узел, упрощая
его (уменьшая число перекрестков) на каждом этапе развязывания: ино-
гда узел нужно усложнить, прежде чем упрощать его! Так часто приходится
делать и в жизни: узел наших проблем следует еще больше запутать для
того, чтобы он смог затем распутаться.

Пример тривиального узла, который не упрощается (его можно развя-
зать, только увеличив сначала число перекрестков), представлен на рис. 3.4.

Надежда получить простой и эффективный метод классификации уз-
лов с помощью леммы Рейдемейстера оказалась, таким образом, слишком
оптимистичной.

*) Видимо, здесь следует заметить, что для данной проекции узла число различных при-
менений операции Ω3 конечно. Далее, нужно договориться, чтобы программа никогда не де-
лала следующую глупость: после применения операции Ω3 тут же применить эту операцию в
обратную сторону. Иначе может возникнуть бессмысленный и бесполезный цикл (в компью-
терном смысле) в программе. То же самое можно сказать и про операции Ω1 и Ω2.
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Рис. 3.4. Тривиальный неупрощаемый узел

Нужно сказать, что в дальнейшем придумывание плохо распутываемых
тривиальных узлов стало важной частью исследований алгоритмов распу-
тывания. Особенно варварский пример узла такого типа (очень трудно-
го для распутывания — попробуйте!) показан на рис. 3.5. Этот пример
принадлежит немецкому математику Вольфгангу Хакену. Это он, кстати,
в конце концов разрешил проблему развязывания узлов (Haken, 1961), но
его алгоритм (слишком сложный для реализации на компьютере) основы-
вается на идеях совсем другого порядка.

Что осталось от леммы Рейдемейстера?
Крушение наших наивных надежд не означает, что роль леммы Рей-

демейстера ограничивается составной частью неработающего алгоритма.
В развиваемой далее теории эта лемма занимает существенное место, осо-
бенно в изучении инвариантов узлов, придуманных новозеландцем Воаном
Джонсом, американцем Луисом Кауффманом (Louis Kauffman) и их по-
следователями (гл. 6). Чтобы доказать, что некоторая функция диаграмм
узлов, предлагаемая в качестве нового инварианта, действительно пред-
ставляет собой инвариант, достаточно показать, что эта функция не меня-
ется в течение всего процесса манипуляций с узлами; а для этого, по лемме
Рейдемейстера, достаточно проверить, что она не меняется при преобразо-
ваниях Ω1, Ω2, Ω3; но эти преобразования очень просты, так что проверка
обычно оказывается легкой.

Есть еще одно обстоятельство. Наша неудача с алгоритмом развязы-
вания, описанным выше, относительна. С точки зрения теории, он не будет
настоящим алгоритмом развязывания, если не будет доказано, что процесс
полного перебора операций Рейдемейстера для развязывания обязательно
приводит к цели за ограниченное число шагов. Именно это недавно до-
казали Дж. Хасс (Joel Hass) и Дж. Лагариас (Jeffrey Lagarias). Но увы,
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Рис. 3.5. «Гордиев узел» Вольфганга Хакена

оценка числа шагов, полученная авторами, астрономическая, и нет надежд
реализовать соответствующий алгоритм на компьютере.

Есть и другие подходы к этой задаче, позволяющие компьютеру (до-
статочно мощному) распутывать узлы, с которыми не удается справить-
ся «вручную». В частности, Иван Дынников придумал красивый способ
развязывания: его компьютер справляется с гордиевым узлом Хакена за
несколько микросекунд.

Если же действовать вручную, нам для развязывания гордиева узла
Хакена остается лишь «алгоритм» Александра Македонского — разрубить
этот узел!





Глава 4. Арифметика узлов

(Шуберт, 1949)

А
рифметика... узлов? Именно так, поскольку не только натуральные
числа 1, 2, 3, 4, 5,... можно перемножать и раскладывать на про-
стые множители. То же самое можно делать и с другими мате-

матическими объектами, в частности с узлами. При этом их арифметика
очень похожа на арифметику натуральных чисел: она тоже обладает ком-
мутативным умножением (которое называется композицией) и теоремой
о единственности разложения на «простые узлы». Доказательство этого
фундаментального принципа, который казался интуитивно ясным многим
исследователям, оказалось трудным (как, кстати, и доказательство такого
же принципа, относящегося к числам) и было получено лишь в 1949 г.
немецким математиком Хорстом Шубертом.

Каждое положительное целое число раскладывается на простые мно-
жители единственным (с точностью до порядка сомножителей) образом:
например,

84 = 2× 2× 3× 7;

точно так же и каждый узел является произведением (единственным с точ-
ностью до порядка сомножителей) простых узлов (например, узел на
рис. 4.1 слева равен композиции двух узлов-трилистников и одного «ту-
рецкого тюрбана»).

Читатель уже понял, что «произведение» узлов заключается, грубо го-
воря, в завязывании их один за другим (так же, как это делается для кос,
заметит тот, кто прочел гл. 2). Чтобы уточнить эту операцию, мы поме-
стим узлы *) в ящики: мы представляем, таким образом, каждый узел как

*) Которые, напомним, были ранее определены как замкнутые кривые без самопересе-
чений в трехмерном пространстве.
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Рис. 4.1. Разложение узла на простые узлы

завязанную бечевку внутри кубического ящика, при этом ее концы прикле-
ены к ящику с двух противоположных сторон (рис. 4.2 (а)). (Мы оставляем
на долю читателя, уже испорченного математическим образованием, поза-
ботиться о превращении этого интуитивного описания в строгое математи-
ческое определение.) Легко видеть, что нужно сделать, чтобы превратить
узел в ящике в узел, являющийся замкнутой кривой: достаточно соединить
два конца бечевкой вне ящика, и наоборот.

Рис. 4.2. Композиция узлов, расположенных в ящиках

Как только все узлы помещены в ящики, нет ничего более простого,
чем определение их композиции, или произведения: *) достаточно при-
ставить ящики один к другому и убрать двойную перегородку, которая их
разделяет **) (рис. 4.2 (б)).

*) Операция композиции узлов часто называется (несправедливо!) «связной суммой»;
мы избегаем этого неудачного термина.

**) Педантичный читатель скажет, что полученный ящик теперь не кубический, и, сле-
довательно, узел-композиция не является узлом. Он прав. В отместку оставим за ним труд
самому изменить определение так, чтобы нечего было возразить.
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Наша ближайшая цель — изучить основные свойства композиции уз-
лов. Первым свойством является ассоциативность:

(a # b) # c = a # (b # c),

где символ # обозначает композицию узлов. Эта формула означает, что,
перемножив сначала два узла a и b, а затем умножив полученный узел на
третий узел c, мы получим тот же результат, как если бы перемножили
сначала два узла b и c, а затем умножили узел a на полученный узел.
Это утверждение очевидно, так как оно означает, по существу, что в обоих
случаях мы составляем вместе три ящика и затем убираем две перегородки
(в разном порядке, конечно, но результат один и тот же).

Следующее свойство — существование тривиального узла, обознача-
емого 1, не меняющего узла, с которым он перемножается (как и число 1
не изменяет числа, с которым оно перемножается):

a # 1 = a = 1 # a.

Разумеется, это узел, который «не завязан» и который можно представлять
как прямолинейно натянутую бечевку в кубическом ящике. Приставление
такого ящика к ящику какого-то узла, очевидно, не изменяет тип этого
узла.

Следующее свойство более тонкое и заслуживает отдельного подзаго-
ловка.

Коммутативность композиции узлов
Так же как и произведение чисел, композиция узлов коммутативна

(результат не зависит от порядка множителей):

a # b = b # a.

Это соотношение совсем не очевидно, но его доказательство, показанное
схематически на рис. 4.3, доставит, я уверен, удовольствие читателю.

Что происходит на этом рисунке? Сначала, потянув за концы бечев-
ки, образующей первый узел, получаем маленький затянутый узелок (рис.
4.3 (б)). Затем протаскиваем этот узелок вдоль бечевки и далее через весь
второй узел (рис. 4.3 (в)). Малый узелок проходит (все время скользя
вдоль бечевки) большой узел и оказывается справа от него (рис. 4.3 (г)).
Наконец, переводим второй узел в первый ящик, затем расслабляем малый
узелок. И — ура! Фокус удался (рис. 4.3 (д)).

Читателю, возможно, трудновато представить, как узел может «сколь-
зить вдоль бечевки». Самое простое средство — взять подходящую бечев-
ку (подойдет шнурок от ботинка) и проделать описанную процедуру. Эта



54 Глава 4. Арифметика узлов

Рис. 4.3. Композиция узлов не зависит от порядка сомножителей

же процедура, осуществляемая некоторыми организмами на самих себе,
дает нам повод сделать еще одно отступление, на этот раз биологическое.

Отступление: живой узел
Странное морское существо, о котором пойдет речь, называется микси-

на. Она живет в морях средних широт, на большой глубине. У нее очень
гибкий позвоночник, настолько гибкий, что она легко может завязаться
узлом. Кроме того, в случае опасности миксина выделяет ядовитый слизи-
стый секрет и покрывает им свое тело. Для этого она быстрым движением
завязывает свой хвост узлом; этот узел скользит вдоль всего корпуса, на-
нося выделяемый в это время секрет по всей длине тела (рис. 4.4 (а)).

Рис. 4.4. Как миксина сдвигает свой узел
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Если вы схватите миксину рукой, она ловко вывернется у вас из паль-
цев. И не только из-за слизи, но также благодаря узлу, который она пере-
мещает вперед от хвоста к голове, упираясь с силой в кулак, в то время как
голова вытягивается назад, — и она выскальзывает из кулака (рис. 4.4 (б)).
Это вытягивание с помощью узла позволяет миксине осуществлять другие
жизненные функции, например, питание, которое она осуществляет выса-
сыванием (эти животные — падальщики и не оставляют от своих жертв
ничего, кроме кожи и скелета).

И, наконец, когда опасность прошла, миксина освобождается от своего
слизистого покрытия (иначе она задохнется в своем липком коконе) таким
же скользящим узлом от хвоста к голове. (По поводу других подробностей
об этом своеобразном существе см. Jensen, 1966.)

Можно заметить, что узел миксины является трилистником (простым
узлом), чаще всего левым трилистником. Миксина, видимо, не знает, как
делаются другие узлы; но можно легко представить подобное существо,
только более длинное и с еще более гибким позвоночником, которое спо-
собно завязываться в более сложные узлы.

Однако оставим в стороне биологические узлы и вернемся к их мате-
матическим моделям (более симпатичным, надо признать).

Может ли один узел аннулироваться другим?
Когда определена композиция узлов, естественно возникает вопрос: су-

ществуют ли обратные узлы, т. е. можно ли для данного узла найти другой
узел, такой, что его композиция с первым даст тривиальный узел? Более
наглядно: если есть узел на одном конце бечевки, можно ли завязать на
другом конце такой узел, чтобы эти два узла взаимно уничтожили друг
друга, если потянуть за концы бечевки?

Ответ на аналогичный вопрос для целых чисел отрицателен: для нату-
рального числа n > 1 нельзя найти такое натуральное число m, что n ·m =

= 1. (Конечно, можно взять m = 1/n, но m будет тогда дробью, а не
натуральным числом.)

Мы сейчас увидим, что точно так же обстоит дело и с узлами: никакой
нетривиальный узел не обладает обратным узлом. Это утверждение
далеко не очевидно. На первый взгляд оно кажется даже неверным: поче-
му нельзя сделать на другом конце бечевки «симметричный» узел, который
аннулирует первый *)? Мы предлагаем читателю вначале поэксперимен-
тировать с бечевкой, начиная с узла-трилистника. Последующая за этим
неудача, возможно, заставит его задуматься. Мы же переходим к «дока-
зательству» того, что никакого обратного узла не существует.

*) Эта идея, конечно, придет в голову читателю, усвоившему главу о косах, для которых
эта конструкция прекрасно работает.
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Рассуждаем от противного: предположим, что a и b — такие узлы
(нетривиальные, т. е. a 6= 1, b 6= 1), что a # b = 1. Рассмотрим беско-
нечную композицию

C = a # b # a # b # a # b # a # b # a # b # a # b # . . .

Эта композиция равна, с одной стороны, тривиальному узлу, так как можно
записать

C = (a # b) # (a # b) # (a # b) # . . . = 1 # 1 # 1 # . . . = 1.

С другой стороны, расставив скобки иначе, получаем

C = a # (b # a) # (b # a) # . . . = a # (a # b) # (a # b) # . . . =

= a # (1 # 1 # . . .) = a # 1 = a.

Получается, следовательно, что a = 1, что противоречит предположе-
нию a 6= 1. Это противоречие «доказывает», таким образом, что обратных
узлов не существует.

Кавычки в предыдущей фразе дают знать, что в приведенном доказа-
тельстве есть сомнительные места. Действительно, возвращаясь к целым
числам, можно так же «доказать», что 1 = 0: достаточно рассмотреть бес-
конечную сумму 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + . . . и расставить скобки
двумя различными способами, точно так же, как выше. Ошибка в этих до-
казательствах одна и та же: нельзя обращаться с бесконечными суммами
или композициями (которые надо бы предварительно определить) так, как
обращаются с конечными суммами (композициями).

Однако в случае узлов небольшая модификация рассуждения превра-
щает его во вполне строгое. Для этого копии узлов a и b ставятся, чере-
дуя их друг с другом, в бесконечную последовательность ящиков, которые
становятся все меньше и меньше и сходятся к одной точке (так и опреде-
ляется, кстати, бесконечная композиция (рис. 4.5)). После этого остается
заменить сомнительные алгебраические операции корректно определенны-
ми топологическими.

Мы опускаем описание технических деталей *). Читатель должен по-
верить на слово, что хитроумное доказательство с помощью бесконечной
композиции есть нечто большее, чем блестящий софизм (такой, как об
Ахилле и черепахе), оно основано на строгом математическом построении.

*) Для читателя, близкого к математике, заметим, что для применения аргументов, пред-
ставленных на рис. 4.5, нужно, в частности, использовать другое определение эквивалентно-
сти узлов, основанное на понятии гомеоморфизма.
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Рис. 4.5. Узел не может занулить другой узел

Отметим в заключение этого раздела, что автор идеи не именно это-
го, но схожего построения — не специалист в теории узлов, а философ
и немецкий политический деятель, один из гениальнейших математиков
своего времени, создавший независимо от Ньютона дифференциальное
и интегральное исчисление, — Вильгельм Лейбниц. Он использовал это
математическое построение совершенно в другом контексте (теории узлов
в то время не существовало). Оно ему понадобилось для строгого до-
казательства одной теоремы о классическом объекте дифференциального
исчисления — условно сходящихся рядах.
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Простые узлы
Мы только что видели, что не существует понятия обратного узла, так

же как нет обратных натуральных чисел (что означает, в другой термино-
логии, что у числа 1 нет других делителей, кроме него самого). Читатель,
наверное, помнит со школьных лет определение простых чисел: это числа,
которые не имеют других делителей, кроме самого себя и 1. Это простое
определение порождает загадочный ряд чисел:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, . . . ,

находящийся в центре внимания математиков с древнейших времен. А ка-
кова ситуация для узлов? Существуют ли простые узлы, т. е. узлы, ко-
торые нельзя представить в виде композиции двух других нетривиальных
узлов? Ответ положительный: трилистник, восьмерка и вообще все узлы
из таблицы на рис. 1.5 — простые, в то время как квадратный (он же
прямой) узел, который скауты называют «двойным узлом» (рис. 4.6 (г)),
и узел на рис. 4.6 (д) являются составными узлами.

Рис. 4.6. Узлы простые (а, б, в) и составные (г, д)

Как установить, что простые узлы существуют? Как доказать, напри-
мер, что трилистник — простой узел? Идея, которая сразу же приходит
в голову, — использовать минимальное число перекрестков узлов: если
бы трилистник (у которого три перекрестка) был составлен из двух других
нетривиальных узлов, последние имели бы по меньшей мере три перекрест-
ка каждый (так как все узлы с двумя или менее перекрестками тривиаль-
ны). Три плюс три равно шести, шесть больше трех — из полученного
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противоречия следует нужное нам утверждение. К сожалению, этой аргу-
ментации недостаточно, так как мы не доказали, что минимальное число
пересечений составного узла равно сумме минимальных чисел двух
узлов-сомножителей. Есть гипотеза, что это утверждение верно, однако
оно до сих пор не доказано.

Итак, каждый узел раскладывается в композицию простых узлов. Для
каждого натурального числа разложение на простые множители единст-
венное. А верно ли это для узлов?

Единственность разложения на простые узлы
Здесь также имеется полная аналогия с натуральными числами: каж-

дый узел раскладывается на простые узлы единственным образом (с точно-
стью до порядка). Получить доказательство этой замечательной теоремы
было заветным желанием многих исследователей. Немец Хорст Шуберт
решил эту проблему в 40-х годах прошлого столетия. Однако его доказа-
тельство, одновременно фундаментальное и технически сложное, остается
за рамками нашей книги.

Теорема Шуберта, вместе с другими общими свойствами узлов и целых
чисел, приводит нас к естественной идее занумеровать узлы так, чтобы
нумерация отражала разложение на простые множители. Такая нумерация
каждому простому узлу сопоставляла бы простое число, а каждому со-
ставному узлу — составное число таким образом, чтобы простые множи-
тели, на которые раскладывается число-номер, были бы номерами простых
множителей узла. Увы! Хотя такая нумерация в принципе существует, нет
естественного алгоритма, который бы ее строил.

Основная причина такого положения вещей в том, что, в отличие от
чисел, неизвестно, как складывать два узла; мы умеем только строить их
композицию (перемножать). Каждое целое положительное число может
быть получено сложением подходящего числа единиц (1 — «тривиальное»

число относительно умножения), например, 5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1. Но
нельзя получить все узлы, «складывая экземпляры тривиального узла»,
такой операции сложения не существует *).

Другая причина, по которой не существует естественной нумерации уз-
лов, — это отсутствие порядка во множестве узлов. Натуральные числа
обладают естественным полным порядком (1, 2, 3, 4, 5,...); какого-нибудь
порядка, подобного этому, не существует (или он пока еще не открыт)
для узлов. Конечно, обычно упорядочивают узлы числом минимальных

*) Было бы точнее сказать, что неизвестно, существует ли подходящая операция сложе-
ния; известно только то, что те, кто ее искал, не добились успеха. Можно, по крайней мере,
с уверенностью сказать, что если она существует, то геометрическое сложение узлов далеко
не просто... в противном случае кто-нибудь уже нашел бы эту операцию.
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перекрестков у их диаграмм, но этот порядок не является линейным: мож-
но ли сказать, какой из двух узлов с пятью перекрестками (см. таблицу
узлов на рис. 1.5) «меньше», а какой — «больше»?

Итак, арифметика узлов не привела нас к их классификации. Тем не
менее, я не считаю, что здесь уместно говорить о поражении: теорема Шу-
берта не нуждается в следствиях — это пример высшего пилотажа в ма-
тематике.
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(Конвей, 1973)

В
1973 г. английский математик Джон Конвей ввел две маленькие
и очень простые «хирургические операции», два способа измене-
ния узла в окрестности перекрестка; этим операциям было суждено

сыграть фундаментальную роль в теории узлов.
Первая операция, которую мы называем переброской, состоит в пре-

образовании выбранного перекрестка (на плоской диаграмме узла) в про-
тивоположный перекресток — верхняя ветвь становится нижней и наобо-
рот (рис. 5.1); с бечевкой переброска может быть реализована разрезанием
верхней ветви и склеиванием ее под второй ветвью.

Конечно, переброска может изменить тип узла; например, применив пе-
реброску к одному из перекрестков трилистника, мы получаем тривиаль-
ный узел (трилистник развязывается — проверьте это, сделав рисунок).

Вторая малая хирургическая операция Конвея — разрешение — состо-
ит в ликвидации пересечения путем взаимной замены ветвей (рис. 5.2 (а));
с бечевкой она реализуется разрезанием обеих ветвей в точке пересече-
ния и последующим склеиванием их «наоборот» (рис. 5.2 (б)). Отметим,
что, когда ветви не ориентированы, имеется два способа склеить попар-
но четыре конца (рис. 5.2 (б), (в)), однако ориентация узла определяет
однозначный выбор концов для склейки (он диктуется стрелками, как на
рис. 5.2 (а)).
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Рис. 5.1. Переброска: верхняя дуга становится нижней

Переброска и разрешение были известны и часто использовались то-
пологами и до Конвея. В частности, американец Александер использо-
вал их для вычисления полиномов, носящих его имя (о них речь впере-
ди). Вклад Конвея состоял в том, что он показал, что эти две операции
можно использовать в качестве базы для определения инварианта узлов
совершенно элементарным образом (полинома Конвея, который появится
немного позже в этой главе).

Рис. 5.2. Разрешение перекрестка: дуги разрезаются и переклеиваются «наоборот»

На самом деле важность операций Конвея выходит далеко за рамки те-
ории узлов. Эти операции играют существенную роль в жизни как таковой
и постоянно используются природой в процессе размножения биологиче-
ских существ. Для описания этой роли — достаточно необычной — стоит
сделать небольшое отступление.
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Отступление: молекулы-узлы, ДНК и топоизомеразы
Важность молекулы ДНК, открытой Уотсоном и Криком, — молекулы,

несущей генетический код, — поставила перед биохимиками целую серию
топологических проблем. Эта длинная закрученная двойная спираль мо-
жет, как известно, воспроизводить свою копию, затем разделяясь в две
одинаковые молекулы, которые — в отличие от двух нитей исходной мо-
лекулы — не зацеплены между собой и могут разойтись. Как это возможно
топологически?

Достаточно тонкие исследования показали, что существуют ферменты,
выполняющие эту задачу. Они называются топоизомеразами. Точнее, то-
поизомеразы позволяют осуществлять три основных операции, представ-
ленные на рис. 5.3.

Рис. 5.3. Схемы операций, производимых топоизомеразами над ДНК

Читатель сразу же узнает операции (а) и (б): это, конечно, переброска
и разрешение Конвея! Третья операция, которая называется твист, также
известна в топологии; она имеет отношение к математической теории лент,
весьма полезной в современной теоретической физике.

Рассмотрим более детально, как действуют эти необычные фермен-
ты на длинные молекулы, в частности на молекулы ДНК. Нужно сразу
же подчеркнуть, что наблюдать визуально это действие, происходящее на
молекулярном уровне, невозможно: даже самые мощные электронные ми-
кроскопы позволяют получить лишь косвенные сведения.

Напомним вначале, что молекула ДНК представляет собой длинную
двойную спираль, каждая нить которой состоит из оснований А, Т, Г, Ц,
порядок которых на нити кодирует генетические свойства индивидуума (это
похоже на то, как порядок цифр 0, 1, 2, . . . , 9 в строке текста дает десятич-
ный код числа). На рис. 5.4 схематично представлена часть молекулы ДНК.
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Рис. 5.4. Структура молекулы ДНК из двух нитей

Известно, что концы двух нитей ДНК обычно свободны. Существуют
и молекулы из двух замкнутых нитей (две сплетенные змеи, кусающие свои
хвосты), а также молекулы, состоящие из единственной нити, как замкну-
той, так и со свободными концами. Эти молекулы участвуют в трех клас-
сических генетических процедурах: репликации, транскрипции и реком-
бинации; кроме того, молекулы из двух нитей способны свертываться
(превращаться из вытянутых в компактно упакованные объекты). Топо-
изомеразы играют решающую роль во всех этих процессах, осуществляя
операции разрезания, перекомпоновки и склейки. Во-первых, они могут
разрезать нить, переместить другую нить через полученное отверстие и за-
тем заклеить разрез (это — переброска Конвея). Кроме того, осуществив
два разреза и два склеивания, они соединяют две нити «наоборот» (раз-
решение Конвея).

Точный механизм операций разрезания, передвижения и склейки се-
годня еще недостаточно изучен. Известно тем не менее, что существуют
различные типы топоизомераз (они разные для ДНК из одной и двух ни-
тей). В работе Джеймса Ванга (James Wang) описано, как происходит
свертывание (и обратная процедура) замкнутой молекулы ДНК.
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Рис. 5.5. Свертывание в клубок молекулы ДНК из двух нитей

Свертывание ДНК похоже на то, что часто происходит с телефонным
шнуром в форме длинной спирали. Когда вы после разговора опускаете
трубку на аппарат, подводящий шнур немного подкручивается, постепенно
запутываясь все больше и больше, и становится бесформенным компакт-
ным клубком. Это, конечно, досадно, поскольку сокращается расстояние,
на которое можно отойти от аппарата. Свертывание ДНК также преоб-
разует длинную спираль в компактный клубок, но в данном случае это
полезный результат: преобразование длинной молекулы (длина которой
несколько сантиметров) в маленький клубок позволяет ей легко войти в яд-
ро клетки, размеры которого измеряются в ангстремах *).

В своем нормальном состоянии (не свернутом) спираль ДНК делает
полный оборот на протяжении части нити, содержащей 10,5 последова-
тельных оснований. Осуществляя твист большое число раз (посмотрите
опять на рис. 5.3 (в)), соответствующие топоизомеразы преобразуют про-
стую замкнутую кривую ДНК так, как это показано на рис. 5.5.

Отметим, что, с топологической точки зрения, одним из результатов
твиста является изменение индекса зацеплений двух ветвей ДНК (этот
инвариант, восходящий к Гауссу, измеряет, сколько раз одна ветвь обо-
рачивается вокруг другой). Существуют и другие топологические явления,
которые играют существенную роль в биологии; однако детальное описание

*) Один ангстрем есть одна десятимиллиардная доля метра.
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полученных здесь результатов не входит в наши намерения. Более полную
информацию читатель может найти в статье Ванга (Wang, 1994).

Инварианты в теории узлов
Возвратимся к математической теории узлов, чтобы поговорить, нако-

нец, об инвариантах. Что они собой представляют и для чего нужны?
Чаще всего инварианты используются для обоснования отрицательно-

го ответа на самый естественный вопрос, касающийся узлов. Этот вопрос
мы назвали проблемой сравнения: как определить, глядя на две диаграм-
мы, представляют ли они один и тот же узел или два разных узла? Так,
диаграммы (а) и (д) на рис. 5.6 представляют один узел — трилистник;
действительно, на этом же рисунке можно видеть, как представление (а)
может быть переведено в представление (д). Напротив, все наши усилия
преобразовать диаграмму (е) в какое-нибудь представление трилистника
приведут к неудаче (попробуйте!) Но как это доказать? То, что мы не су-
мели перейти от одной схемы к другой, ни о чем не говорит: может быть,
это удастся сделать кому-нибудь более находчивому или везучему.

Рис. 5.6. Шесть представлений одного и того же узла?

Предположим теперь, что в нашем распоряжении есть инвариант уз-
лов, т. е. способ, позволяющий связывать с каждой диаграммой узла со-
ответствующий алгебраический объект (число, многочлен) таким обра-
зом, что этот объект не изменяется, когда мы преобразуем узел, как на
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рис. 5.6 (а)–(д). Возьмем две диаграммы (например, (е) и (д) на рис. 5.6),
и вычислим значения инварианта. Если полученные значения различны,
можно заключить, что эти две диаграммы наверняка не могут опре-
делять один и тот же узел.

Например, вычисление полиномов Конвея (что это такое — мы объяс-
ним далее) для диаграмм (а) и (е) на рис. 5.6 дает соответственно x2 + 1
и −x4 + x − 1; значит, эти две диаграммы представляют два разных узла.

Прежде чем перейти к изучению инварианта Конвея, попытаемся найти
самостоятельно какой-нибудь численный инвариант узлов. Первая идея,
которая приходит в голову, — это ассоциировать с каждой диаграммой
количество перекрестков. Увы! Это число не инвариант: когда мы мани-
пулируем с узлом в пространстве, на плоской проекции одни перекрест-
ки могут появляться, а другие исчезать (см., например, рис. 5.6). (Для
тех, кто прочел гл. 3, заметим, что две операции Рейдемейстера изменяют
количество перекрестков: первая добавляет к нему ±1, вторая ±2 пере-
крестка.)

Однако, отталкиваясь от этой идеи, легко определить инвариант узлов:
достаточно рассмотреть минимум c(N) числа перекрестков на всех проек-
циях узла N . Это число (которое является целым неотрицательным) — ин-
вариант по определению, поскольку оно не зависит от данной конкретной
проекции, ведь его определение опирается на множество всех проекций.
К сожалению, этот инвариант бесполезен для сравнения узлов: непонятно,
как его вычислять, основываясь на конкретной проекции. Поскольку сего-
дня не известен никакой алгоритм для его вычисления в общем случае, мы
переходим к более сложному, но вычислимому инварианту — инварианту
Конвея.

Полином Конвея
Для каждой диаграммы N ориентированного узла Конвей строит мно-

гочлен∇(N) от одной переменной x. Этот многочлен должен удовлетворять
трем следующим условиям.

(I) Инвариантность. Две диаграммы одного и того же узла имеют
один и тот же полином

N ∼ N ′ ⇒ ∇(N) = ∇(N ′).

(II) Нормализация. Полином тривиального узла равен единице, рас-
сматриваемой как «полином нулевой степени»:

∇
( )

= 1.
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(III) Скейн-соотношения *) Конвея. Выполняется равенство

∇(N+) −∇(N−) = x∇(N0),

где три диаграммы N+, N−, N0 совпадают вне окрестности некоторого
пересечения, а внутри этой окрестности имеет место следующая ситуация:

N+ : ; N− : ; N0 :

(т.е. N0 и N− получаются из N+ переброской и разрешением соответственно).
Например, когда N+ определяет узел-трилистник, соотношения Конвея

дают следующие узлы:

−∇
( )

+∇
( )

= x∇
( )

. (∗)

Внимательный читатель заметит, что в данном случае диаграмма N0 не
является диаграммой узла: она состоит из двух замкнутых кривых вместо
одной — это диаграмма зацепления (набора кривых в пространстве, ко-
торые завязываются отдельно или переплетаясь друг с другом). Это нам не
мешает — полином Конвея определяется как раз для зацеплений, частным
случаем которых являются узлы.

В дальнейшем, мы будем записывать соотношения Конвея (и другие
подобные соотношения) в следующей символической форме:

∇
( )

−∇
( )

= x∇
( )

.

Это означает, что речь идет о трех зацеплениях, совпадающих вне неко-
торой ограниченной пунктиром окрестности одного и того же перекрестка;
при этом второе и третье зацепления получены из первого операциями пе-
реброски и разрешения, проведенными внутри этой окрестности.

Примеры вычисления полиномов
Одно из преимуществ инварианта Конвея — простота, с которой он

вычисляется. Вот несколько примеров.
Рассмотрим зацепление, состоящее из двух не связанных окружностей.

Тогда ∇
( )

= 0. Действительно, имеем

x∇
( )

(III)
= ∇

( )

−∇
( )

(II)
=

(II)
= ∇

( )

−
( )

(I)
= 1− 1 = 0.

*) От англ. skein — клубок.
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Рассмотрим теперь зацепление, состоящее из двух связанных окруж-

ностей, скажем, так называемое, зацепление Хопфа H = . Из соот-
ношений Конвея имеем

∇
( )

−∇
( )

(III)
= x∇

( )

и, поскольку

∇
( )

= 0, ∇
( )

(I)
= 1,

из этого следует, что ∇(H) = x.
Вычислим, наконец, полином Конвея трилистника T . Для этого вернем-

ся к соотношениям (∗); второй член в левой части этой формулы в силу

правила (I) равен ∇
( )

и, следовательно, в силу правила (II) равен 1;

выражение в правой части по предыдущим вычислениям равно x · x = x2.
Получаем, следовательно, ∇(T) = x2 + 1.

Итак, вычисление полинома Конвея узла (или зацепления) представля-
ется своеобразной последовательностью геометрических операций (пере-
бросок или разрешений) и классических алгебраических операций (суммы
и произведения полиномов). Читатель, которому пришлись по вкусу вы-
числения такого рода, получит удовольствие, вычислив∇(P), где P — узел,
представленный на рис. 5.6 (е).

Обсуждение результатов
Что можно вывести из этих вычислений? Немало. Прежде всего, мы

располагаем теперь формальным доказательством следующих фактов:
(1) нельзя разделить две кривые в зацеплении Хопфа:

6= ;

(2) нельзя развязать узел-трилистник:

6= ;

(3) узел, представленный на рис. 5.6 (е), не является трилистником:

6= .

Конечно, читатель, еще не испорченный изучением математики, скажет,
что он не видит смысла в формальном доказательстве таких вполне оче-
видных фактов, как (1), (2) или (3). Ему можно возразить, что мы имеем
здесь общий метод, который работает так же хорошо и в более сложных
ситуациях, когда интуиция не дает нам ответа.
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Рис. 5.7. Представляют ли эти диаграммы один и тот же узел?

Например, моя пространственная интуиция (все же достаточно раз-
витая) не говорит мне абсолютно ничего об узлах, диаграммы которых
представлены на рис. 5.7. Зато программа в моем маленьком ноутбуке вы-
числяет полином Конвея за несколько секунд — и сообщает мне, что

∇(A) = 1− x2, а ∇(B) = x2
+ 1.

Это доказывает, что узлы, представленные диаграммами A и B, различны.
У нас есть, таким образом, мощный инвариант, который позволяет раз-

личать узлы. Делает ли он это всегда? Другими словами, если у двух
диаграмм полиномы Конвея совпадают, значит ли это, что эти диаграм-
мы представляют один и тот же узел? Всегда ли верно, что

∇(K1) = ∇(K2) =⇒ K1 = K2?

К сожалению, ответ отрицательный: вычисления, подобные предыду-
щим, показывают, что полином Конвея для трилистника с рис. 1.1 совпа-
дает с полиномом Конвея для его зеркального образа. Полином Конвея
не отличает трилистник от его зеркального отражения; для этого он не
является достаточно тонким инструментом.

Но — возразит скептически настроенный читатель — откуда мы знаем,
что трилистник и его зеркальное отражение не являются одним и тем же
узлом? Хороший вопрос. Мы не в состоянии это доказать до тех пор,
пока не будем иметь в распоряжении более тонкий инвариант, чем полином
Конвея. Таковым является знаменитый полином Джонса (о котором мы
будем говорить в следующей главе), а также полином Хомфли, разговором
о котором мы закончим настоящую главу.
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Полином Хомфли
«ХОМФЛИ» («HOMFLY») — это не фамилия изобретателя этого по-

линома: речь идет о сокращении, соответствующем фамилиям шести (!)
исследователей, которые открыли один и тот же полином и опублико-
вали свои результаты одновременно (в 1985 г.) в одном и том же жур-
нале: H = Hoste, O = Ocneanu, M = Millet, F = Freyd, L = Lickorish
и Y = Yetter *).

Наиболее простой способ определить полином Хомфли P(x, y) от двух
переменных x и y — использовать условия Конвея (I), (II), (III) с P вме-
сто ∇ и со следующей модификацией скейн-соотношения (аксиома (III)):

xP
( )

− yP
( )

= P
( )

. (III′)

Читатель, который понял, как проводятся несложные вычисления по-
линома Конвея, получит, вероятно, удовольствие от проведения тех же вы-
числений с новым скейн-соотношением (III′) для тех же узлов и зацепле-
ний. В частности, он увидит, что полиномы Хомфли трилистника и его
зеркального отображения различны.

Таким образом, полином Хомфли более тонкий, чем полином Конвея.
Но является ли он полным инвариантом, может ли он различить все неизо-
топные узлы? Увы! На рис. 5.8 показаны два различных узла, у которых
полиномы Хомфли одинаковы.

Рис. 5.8. Два узла с одинаковым полиномом Хомфли

Вот почему поиски полного инварианта продолжаются в последующих
главах...

*) Это сокращение — явная несправедливость по отношению к двум польским матема-
тикам, Притыцкому (Przytycki) и Трачику (Traczik), которые сделали то же открытие в то
же время, но опубликовали позднее, не говоря уже о некоторых русских математиках, ко-
торые видели в этом полиноме лишь вариант полинома Джонса и не думали о публикации.
Другое сокращение, LYMPHOTU, позднее было предложено израильским математиком Дро-
ром Бар-Натаном. Оно восстанавливало справедливость по отношению к полякам и другим
(U = unknown discoverers — неизвестные изобретатели), но не закрепилось.
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(Кауффман, 1987)

Н
ет никакого сомнения, что открытие Воаном Джонсом, новозеланд-
ским математиком, работающим в Соединенных Штатах, полино-
ма, который носит его имя, дало новый импульс изучению инва-

риантов узлов. Однако значение этого открытия выходит далеко за рамки
одной только теории узлов; его популярность объясняется связями с дру-
гими областями математики (операторные алгебры, косы) и особенно с фи-
зикой (статистические модели, квантовые группы).

Было бы логично, следовательно, посвятить эту главу — центральную
в нашей книге — теории Джонса. К сожалению, в той форме, в которой она
была изложена вначале автором, эта теория далеко не элементарна (см.
Stewart, 1989) и значительно превышает математический уровень, пред-
полагаемый у нашего читателя. Однако имеется другой подход к полиному
Джонса, принадлежащий Луису Кауффману из Иллинойсского универси-
тета в Чикаго, обладающий двумя преимуществами: он сравнительно про-
стой и к тому же ясно раскрывает связь со статистической физикой.
Именно на этой области физики основано наше изложение, и я начну, сле-
довательно, с нескольких относящихся к ней основных понятий.

Статистические модели
В течение добрых тридцати лет (и особенно после публикации в 1982 г.

книги Роджера Бакстера (R. Baxter), посвященной этой теме), стати-
стические модели и, в частности, знаменитая модель Изинга интересу-
ют как математиков, так и физиков. О чем идет речь? О теоретических
моделях регулярных атомных структур; они могут находиться в различных
состояниях, каждое из которых определяется распределением спинов
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Рис. 6.1. Структура атомов со спинами

атомов (очень простой пример представлен на рис. 6.1). Каждый атом
(изображенный на рисунке жирной точкой) в данный момент времени ха-
рактеризуется его взаимодействием с соседними атомами (взаимодействие
изображено соединением двух атомов-точек отрезком), а также его «вну-
тренним состоянием» — тем, что физики называют его спином, парамет-
ром *), который может принимать конечное число значений (в данном слу-
чае — два). Два спина в нашей модели P называются up и down; мы
изображаем их стрелочками, направленными вверх и вниз соответственно.

Для того чтобы модель была полностью определена, нужно задать ста-
тистическую сумму (статсумму) модели. Это выражение вида

Z(P) =
∑

s∈S

exp
−1
kT

∑

(ai ,aj)∈A

E (s(ai), s(a j)), (6.1)

где внешняя сумма вычисляется по множеству S всех состояний, а внутрен-
няя сумма — по всем стрелкам (взаимодействиям). Здесь E (s(ai), s(a j)) —

энергия взаимодействия между атомами ai и a j (которая фактически зави-
сит лишь от их спинов), T — температурная константа и k — коэффициент
(зависящий от выбора единиц), который называется постоянной Больц-
мана.

Когда модель задана, можно вычислить (используя статсумму Z) ее
полную энергию, вероятность ее нахождения в данном состоянии и, кроме
того, изучить ее фазовые переходы, например, в случае модели Поттса

*) Речь идет о «внутреннем угловом моменте».
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замерзания воды — ее переход из жидкого состояния (вода) в твердое
состояние (лед) и обратно *).

Нашей целью не является дальнейшее углубление в изучение стати-
стических моделей. То немногое, что было о них только что сказано, будет
достаточно читателю для того, чтобы понять источник вдохновения Луиса
Кауффмана, когда ему в голову пришла странная идея связать с каждым
узлом... некоторую статистическую модель.

Модель Кауффмана
Рассмотрим некоторый узел (неориентированный), например, тот, кото-

рый показан на рис. 6.2 (б). Рассмотрим более внимательно какой-нибудь
перекресток этого узла; локально, каждый перекресток делит плоскость
на два дополнительных угла, один из которых мы назовем типа A (или

Рис. 6.2. Углы типа A и B и пример состояния узла

типа up) и другой — типа B (или типа down). Угол типа A — это тот, ко-
торый мы сначала видим справа, когда проходим перекресток по верхней
ветви; угол типа B — тот, который мы сначала видим справа, когда про-
ходим перекресток по нижней ветви. Направление, выбранное для прохода
перекрестка, может быть любым из двух возможных; углы, определенные
выше, не зависят от этого выбора — проверьте! На рис. 6.2 (б) мы затенили
углы A и оставили белыми углы B.

*) Речь идет здесь об исключительно теоретической модели — «двумерной воде». Суще-
ствует, конечно, трехмерная модель, более реалистичная, но и более сложная. Мы рассмат-
риваем «плоскую воду» не только для того, чтобы упростить изложение, но также потому,
что — мы это сейчас увидим — именно она соответствует узлам.
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Имея какой-нибудь узел, мы можем, следовательно, выбрать для каж-
дого перекрестка то, что можно назвать спином Кауффмана, то есть ас-
социировать с каждым перекрестком слово up или down (означающие, что
выбран угол типа A или B, соответственно). Мы говорим, что выбор спинов
для всех перекрестков определяет состояние узла. Узел с n перекрестка-
ми допускает, таким образом, 2n возможных состояний. Чтобы представить
узел в каком-то вполне определенном состоянии, нужно было бы написать
up или down у каждого перекрестка, но мы предпочли нарисовать палочку
внутри выбранного угла (посмотрите на рис. 6.2 (а) и 6.2 (б)).

Это обозначение удобно тем, что ясно указывает выбор одного из двух
возможных способов разрешения перекрестка (неориентированного) уз-
ла, осуществляя замену ветвей вдоль направления, указанного палочкой
(рис. 6.3 (б)). Этот выбор будет нам необходим сейчас же.

Рис. 6.3. Разрешение состояния узла восьмерка

Обозначим через S(K) множество всех состояний данного узла K . Что-
бы полностью определить модель Кауффмана, связанную с узлом K , до-
статочно определить соответствующую статсумму. Она будет обозначать-
ся 〈K 〉, называться скобкой Кауффмана и определяться формулой:

〈K 〉 =
∑

s

aα(s)−β (s) (−a2 − a−2)γ (s)−1; (6.2)

здесь суммирование происходит по всем возможным состояниям s ∈ S(K)
узла K (их 2n), α(s) и β (s) обозначают число выбранных (т. е. указанных
палочкой) углов типа A и B соответственно, γ (s) обозначает число замкну-
тых кривых, получаемых, когда разрешаются все перекрестки узла вдоль
палочек состояния s.
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Можно спросить себя, где Кауффман выкопал эту странную формулу,
которая очень мало напоминает свой прототип (6.1). Не вдаваясь в детали,
я бы сказал, что он ее получил методом проб и ошибок и рассуждений от
противного, то есть отталкиваясь от того результата, который он хотел бы
получить.

Применение этой формулы всегда очень просто (хотя и трудоемко, ко-
гда узел имеет много перекрестков). На рис. 6.3 видно одно из возможных
состояний диаграммы восьмерки (6.3 (а)) и ее разрешение (6.3 (б)); в этом
примере α(s) = 3, β (s) = 1 и γ (s) = 2 (после разрешения всех перекрест-
ков появляются две замкнутые кривые). Следовательно,

aα(s)−β (s) (−a2 − a−2)γ (s)−1
= a3−1 (−a2 − a−2)2−1

= −a4 − 1.

Чтобы получить значение скобки Кауффмана диаграммы восьмерки,
нужно нарисовать все 16 возможных состояний диаграммы (16 = 24)
и просуммировать шестнадцать членов вроде только что вычисленного. Та-
ким образом получается полином *) от a, который даст значение скобки
Кауффмана для диаграммы данного узла.

Заметим, кстати, что формула (6.2) имеет смысл не только для узлов,
но и для зацеплений с числом компонент, большим 1.

Прежде чем продолжить наше изучение скобки Кауффмана, остано-
вимся на секунду, чтобы сравнить полученную модель с какой-нибудь клас-
сической моделью, например, с моделью Поттса. Начнем сравнивать ри-
сунки 6.1 и 6.2. Они похожи до такой степени, что их можно перепутать.
Конечно, внешнее сходство — лишь следствие подходящего выбора узла,
представленного на рисунке 6.2, однако можно и вообще сказать, что со-
стояние узла и состояние плоской регулярной атомной структуры — это
приблизительно одно и то же. В противоположность этому, формулы (6.1)
и (6.2) для статсумм моделей совершенно разные, и формула Кауффма-
на (6.2) не имеет никакой физической интерпретации. Модель Кауффмана,
таким образом, не «настоящая» статистическая модель, — что ничуть не
мешает использовать ее для узлов. С другой стороны, мы увидим далее,
что настоящие статистические модели (в частности, модель Поттса) могут
служить для конструирования других инвариантов узлов.

Свойства скобки Кауффмана
Наша ближайшая цель — уточнить некоторые свойства этой скобки,

чтобы увидеть, как из нее получается — в конце концов — инвариант
узлов.

*) На самом деле в общем случае полином может содержать и отрицательные степени a,
т. е., как говорят математики, это «полином Лорана».
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Три главных свойства скобки следующие:
〈 〉

= a
〈 〉

+ a−1
〈 〉

; (I)
〈

K ∪
〉

= (−a2 − a−2)〈K 〉; (II)
〈 〉

= 1. (III)

Начнем с конца. Третье свойство, самое простое, говорит нам, что скоб-

ка Кауффмана диаграммы тривиального узла равна 1 (полином нуле-

вой степени, состоящий из одного члена, равного 1).
Свойство (II), в котором K есть некоторый узел или зацепление, по-

казывает, как изменяется значение скобки K , когда к K добавляется не
зацепленный с K тривиальный узел: это значение получается умножением
на коэффициент, равный (−a2 − a−2).

Свойство (I) (несмотря на свою простоту, это — основное соотношение
теории Кауффмана, а также этой главы) показывает связь между скобками
трех зацеплений (или узлов), обозначенных символически тремя значками:

, , ;

они отличаются между собой лишь в одном месте: именно, эти три зацеп-
ления совпадают везде, кроме внутренностей трех маленьких шаров, где
они имеют вид, показанный этими значками.

Тот, кто прочитал главу, посвященную соотношениям Конвея, заме-
тил, без сомнения, аналогию между свойством (I) построения Кауффмана
и скейн-соотношением (с. 68). Напомним вид значков, которые участвуют
в скейн-соотношении:

, , .

Чем отличается скейн-соотношение Конвея от свойства (I)? Прежде
всего, узлы, рассматриваемые Кауффманом, неориентированы (отсутству-
ют стрелки). Следовательно, существует только один тип перекрестка (два
у Конвея), но два способа его разрешить (стрелки у Конвея определяют
единственное разрешение, одно и то же для двух различных перекрест-
ков — прохода снизу или сверху). Это говорит о том, что основное соот-
ношение (I) в теории Кауффмана — лишь очень простое тождество, свя-
занное с локальными хирургическими операциями.

Свойства (I)–(III) позволяют очень просто вычислять скобку Кауффма-
на диаграммы узла (или зацепления): достаточно применить (I) (запоминая
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промежуточные результаты) до полного исчезновения перекрестков, далее
вычислить с помощью соотношений (I) и (II) скобку зацепления, состоя-
щего из N непересекающихся окружностей (она, очевидно, равна (−a2 −
−a−2)N−1)) и, зная это значение, получить значение всей скобки рассмат-
риваемого узла, используя, шаг за шагом, промежуточные результаты.

Например, для тривиального узла (по свойству (III)) имеем
〈 〉

= 1,

откуда с помощью (II) получаем
〈 〉

= −a2 − a−2,

а теперь, из (I) и предыдущего результата, находим
〈 〉

= a
〈 〉

+ a−1
〈 〉

=

= a · 1 + (a−1) (−a2 − a−2) = −a−3.

Аналогичным образом
〈 〉

= a−3.

Таким образом, мы видим, что три диаграммы тривиального узла

, ,

имеют разные значения скобки Кауффмана, а значит, сама скобка не ин-
вариантна.

Для зацепления Хопфа, используя предыдущие вычисления, получаем:
〈 〉

= a
〈 〉

+ a−1
〈 〉

=

= a(−a3) + a−1 (−a−3) = −a4 − a−4.

Для трилистника аналогично получаем формулы:

〈 〉

= a
〈 〉

+ a−1
〈 〉

=

= a(a6) + a−1 (−a4 − a−4) = a7 − a3 − a−5;
〈 〉

= a−7 − a−3 − a5.
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Разумеется, скобка Кауффмана может быть полезна в теории узлов,
если она является инвариантом, то есть если две диаграммы одного и того
же узла имеют всегда одну и ту же скобку Кауффмана. Это существенное
обстоятельство обсуждается в следующем пункте, предназначенном для
тех, кто прочел главу о преобразованиях Рейдемейстера. Читатель, кото-
рый ее пропустил (или не любит математических доказательств), может
без больших потерь перейти к следующим разделам, в которых появляет-
ся, наконец, полином Джонса.

Инвариантность скобки Кауффмана
В силу леммы Рейдемейстера, чтобы проверить инвариантность скоб-

ки, достаточно выяснить, сохраняется ли ее значение при преобразованиях
Рейдемейстера. Читатель, может быть, помнит, что их три; их можно осве-
жить в памяти, взглянув на рис. 3.1.

Начнем со второго преобразования Ω2. Используя свойство (I) нес-
колько раз и свойство (II) один раз, получаем:

〈 〉

= a

〈 〉

+ a−1
〈 〉

=

= a
[

a

〈 〉

+ a−1

〈 〉

]

+

+ a−1[a

〈 〉

+ a−1
〈 〉

]

=

= (a2
+ a−2

+ aa−1 (−a2 − a−2))
〈 〉

+

+ aa−1

〈 〉

=

〈 〉

.

Сравнивая первый и последний член этой серии равенств, мы видим,
что инвариантность скобки относительно Ω2 установлена. Внимательный
читатель должен был заметить волшебное исчезновение различных сте-
пеней a, в результате которого появился множитель 1 перед желаемым

значком и множитель 0 перед нежелательным значком . Конеч-

но, это не является счастливой случайностью: выбор (априори странный)
коэффициентов в формуле Кауффмана (II) как раз мотивируется этим вы-
числением.
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Воодушевленные нашей маленькой победой, переходим к проверке
инвариантности относительно Ω3, наиболее сложного из преобразований
Рейдемейстера. Используя опять основное соотношение (I), получаем:

〈 〉

= a

〈 〉

+ a−1
〈 〉

,

〈 〉

= a

〈 〉

+ a−1

〈 〉

.

(∗)

Очевидно,
〈 〉

=

〈 〉

,

поскольку эти две диаграммы изотопны на плоскости. Применяя теперь
два раза инвариантность относительно Ω2 (мы только что ее установили),
получаем:

〈 〉

=

〈 〉

=

〈 〉

.

Сравнивая правые части двух равенств (∗) и учитывая предыдущие ра-
венства, мы видим, что эти правые части совпадают. То же самое, сле-
довательно, имеет место для левых частей. Но это как раз то равенство,
которое выражает инвариантность скобки по отношению к Ω3!

Маленькое личное отступление
Видит бог, я не люблю восклицательных знаков, обычно предпочи-

тая англосаксонское understatement *) экзальтированным восклицаниям,
свойственным славянской душе. Тем не менее, я должен был сдерживать
себя, чтобы не поставить в конце предыдущего раздела два восклицатель-
ных знака вместо одного. Почему? Читатель, который любит математику,
это поймет. Для других объясню: чувство, которое испытывает математик,
встречая (или открывая) нечто подобное, близко тому, что ощущает люби-
тель искусства, когда его взгляд останавливается на «Сотворении мира»

Микеланджело в Сикстинской капелле Ватикана. Или (в случае, когда
речь идет об открытии) — эйфория, которую должен ощущать дирижер,
когда оркестр и хор, в едином порыве, который дирижер порождает и ведет,
подхватывают «Гимн радости» в финале четвертой части Девятой симфо-
нии Бетховена...

*) Сдержанность, недосказанность (англ.).
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Инвариантность скобки (продолжение)
Чтобы доказать инвариантность скобки Кауффмана, осталось прове-

рить ее инвариантность относительно первого преобразования Рейдемей-
стера Ω1, наиболее простого из трех. Используя (I) и (II), получаем:

〈 〉

= a

〈 〉

+ a−1
〈 〉

= λ

〈 〉

,

где λ = a(−a2 − a−2) + a−1 = −a3.
Катастрофа: этот подлый коэффициент a3 испортил все дело (для сим-

метричной малой петли получается коэффициент a−3). Неудача!
Скобка Кауффмана не инвариантна относительно Ω1 и, следовательно,

не является инвариантом изотопии узлов. Например, имеем:
〈 〉

= −a3 6=
〈 〉

= −a−3,

в то время как обе диаграммы представляют тривиальный узел и, следо-
вательно, хотелось бы получить равенство:

〈 〉

=

〈 〉

=

〈 〉

= 1,

которое на самом деле не выполняется.
Стоит ли все бросить в отчаянии?

Еще одно маленькое личное отступление
Лет тридцать тому назад я работал над этими же вопросами. Появились

полином Джонса и скейн-соотношение, и, как многие другие математики,
я возился с вариациями этих соотношений в надежде найти инварианты
более тонкие, чем полином Джонса. Позже, среди черновиков, я нашел
формулы, очень близкие к соотношениям (I) Кауффмана и вспомнил, как,
споткнувшись о то же самое преобразование Ω1 (не сумев разобраться
с упрямым коэффициентом, который категорически отказывался исчезать),
я все бросил.

Кауффман же продолжал упорствовать. Пусть молодые подающие на-
дежды исследователи сделают соответствующие выводы из этой истории.
Впрочем, упорства не всегда достаточно: я вовсе не уверен, что, продол-
жая, я смог бы найти замечательную маленькую хитрость, позволившую
Кауффману спасти положение.

Трюк Кауффмана и полином Джонса
Отправной пункт очевиден: поскольку этот коэффициент −a±3 не же-

лает исчезать, к нашей скобке нужно добавить дополнительный множитель,



Глава 6. Полином Джонса и спиновые модели 83

который помог бы избавиться от этого назойливого −a±3. Но каким об-
разом?

Для этого нужно воспользоваться классическим инструментом тео-
рии узлов — индексом скрещивания; он определяется следующим об-
разом: для каждого ориентированного узла K индекс скрещивания
(writhe) w(K) — целое число, равное разности между числом положи-
тельных перекрестков и числом отрицательных перекрестков (рис. 6.4).

Рис. 6.4. Положительные и отрицательные перекрестки узла

Легко проверяется, что индекс скрещивания инвариантен относитель-
но преобразований Рейдемейстера Ω2 и Ω3. Напротив, преобразование Ω1

изменяет этот индекс: оно добавляет 1 или −1 в соответствии с тем, отри-

цательная
( )

или положительная
( )

петля ликвидируется.

Следуя Кауффману, определим сейчас полином Джонса *) X(K) ориен-
тированного узла K (или зацепления), положив:

X(K) = (−a)−3w(K)〈|K |〉, (6.3)

где неориентированная диаграмма |K | получается из ориентированной диа-
граммы K снятием стрелок и где 〈 · 〉 — это та самая скобка Кауффмана,
которая была для нас причиной стольких радостей и огорчений.

Трюк Кауффмана — это множитель (−a)−3w(K) , который прекрасно
справляется с задачей уничтожения коэффициента a±3, мешающего при
применении преобразования Ω1. (Я оставляю на долю читателя, знакомо-
го с математикой, удовольствие проверить это утонченное убийство в духе
Агаты Кристи.)

Теперь очевидно, что полином Джонса есть инвариант изотопии
узлов (и зацеплений).

Действительно, и скобка 〈 · 〉, и множитель (−a)−3w(K) являются (это
мы видели) инвариантными относительно преобразований Рейдемейсте-
ра Ω2 и Ω3; с Ω1 все также проходит хорошо (ленивый читатель должен

*) По правде говоря, X(K) не является полиномом Джонса как таковым; чтобы полу-
чить его, нужно изменить переменную полинома, положив q = a4, но это в сущности лишь
изменение обозначений.
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поверить нам на слово); изотопическая инвариантность X( ·) вытекает, сле-
довательно, из леммы Рейдемейстера.

Новое отступление о менгирах
Никто из математиков не оспаривал у Луиса Кауффмана чести изобре-

тения соотношения (I), маленькой формулы безобидного вида, однако, как
сразу же стало очевидным, фундаментального значения. Тем не менее, не
прошло и года, как Кауффман узнал, что не он ее изобрел: один специалист
по древней кельтской культуре объяснил ему, что скульпторы, работавшие
над менгирами много тысячелетий тому назад, использовали в точности это
соотношение для преобразования структур переплетенных лент (а следо-
вательно, узлов и зацеплений), которые украшают эти могильные камни.
Читатель может найти на рис. 0.9 мотивы соотношения (I) (имею ли я те-
перь право называть его «соотношением Кауффмана»?) в переплетениях
лент, облагораживающих изображенный на этом рисунке менгир.

Свойства полинома Джонса
Мы только что доказали первое фундаментальное свойство полинома

Джонса:
(i) Две диаграммы одного и того же узла (зацепления) имеют

один и тот же полином Джонса.
Второе фундаментальное свойство (доказательство которого получа-

ется достаточно простым вычислением, основанным на «кельтском свой-
стве» (I) скобки Кауффмана и на определении (6.3)) — это скейн-соотно-
шение для полинома Джонса:

a−4X
( )

− a4X
( )

= (a2 − a−2)X
( )

. (ii)

Два других свойства получаются непосредственно из свойств (I) и (II)
скобки:

X
(

K ⊔
)

= (−a2 − a−2)X(K), (iii)

X
( )

= 1. (iv)

Этих свойств достаточно, чтобы вычислить полином Джонса конкрет-
ных узлов или зацеплений. (На самом деле, можно показать, что свойства
(i)–(iv) полностью определяют полином Джонса.)

Проделаем вычисления для трилистника, сделав замену a4 = q и обо-
значив полученный полином через V (вместо X):

q−1V
( )

− qV
( )

= (q1/2 − q−1/2)V
( )

.
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Значение V для тривиального узла известно; вычислим его для зацепления
Хопфа:

q−1V
( )

− qV
( )

= (q1/2 − q−1/2)V
( )

.

Из (iii) и (iv)

V
( )

= −q−2 (q1/2
+ q−1/2) − q−1 (q1/2 − q−1/2) =

= −q−1/2 − q−5/2.

Таким образом, для трилистника

V
( )

= q−2
+ q−1 (q−1/2

+ q−5/2) (q1/2 − q−1/2) =

= q−1
+ q−3 − q−4.

Читатель, который вошел во вкус таких вычислений, может прове-
рить, что тот же самый результат получается, если использовать опре-
деление (6.2) и наше предыдущее вычисление скобки Кауффмана для три-
листника.

Подобные вычисления показывают, что все узлы небольшой таблицы
на рис. 1.5 различны. Не следует думать, что доказательство этого фак-
та — жертва математическому педантизму. Когда полином Джонса только
появился, его подсчет для узлов из более обширных таблиц дал различные
значения для всех узлов, кроме двух узлов с одиннадцатью пересечениями.
Этот результат показался подозрительным, и более пристальное сравне-
ние диаграмм этих узлов (совершенно другим, геометрическим, образом)
показало, что эти диаграммы на самом деле изотопны (диаграммы одного
и того же узла): таблица оказалась ошибочной.

Это применение (очень значимое для специалистов по теории узлов)
породило у Воана Джонса надежду, что его полином является полным ин-
вариантом, по крайней мере для простых узлов. Увы! Ничуть не бывало:
существуют простые неизотопные узлы с одинаковыми полиномами Джон-
са, например, те, что показаны на рис. 5.8.

Тем не менее, для теории узлов роль полинома Джонса остается весьма
важной: он является очень тонким инвариантом, более тонким, например,
чем полином Александера—Конвея. Он отличает трилистник от его зер-
кального отражения, что полином Конвея не умеет делать. К тому же, сам
Джонс и его последователи нашли инварианты еще более тонкие, чем его
полином V(K).

Однако им не удалось, подчеркнем это, найти полный инвариант. Дру-
гая попытка, основанная на совершенно иных идеях, описывается в сле-
дующей главе.
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(Васильев, 1990)

В
иктор Васильев не должен был заниматься узлами. Ученик Влади-
мира Арнольда и, следовательно, специалист в теории особенно-
стей (более известной на Западе под броским названием теории

катастроф), он не мог априори применять технику этой теории к узлам,
объектам с регулярной локальной структурой, изменяющимся непрерывно
и гладко, без малейшего намека на катастрофу.

Может быть, один мудрый гуманист XVIII века шепнул ему на ухо: «Ес-
ли особенности не существует, ее следует изобрести». Именно это и сделал
Васильев.

Его идея обезоруживающе проста. Наряду с обычными узлами, Ва-
сильев предложил рассматривать сингулярные узлы; они отличаются от
настоящих узлов тем, что допускают двойные точки (самопересечения),

в которых одна часть кривой трансверсально пересекает другую: .

На диаграмме узла вид двойной точки слегка отличается от вида точки

перекрестка или . Можно сказать, что если мы меняем у узла тип

перекрестка в некоторой точке, то «катастрофа» происходит, когда одна
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часть узла пересекает другую; в это мгновение узел становится сингуляр-
ным, а в следующее мгновение опять превращается в обычный узел, отли-
чающийся, вообще говоря, от первоначального. Так, на рис. 7.1 показано,
как узел-трилистник превращается (проходя через катастрофу) в сингу-
лярный узел с одной двойной точкой, становясь затем тривиальным узлом.

Рис. 7.1. Трилистник становится сингулярным, а потом развязывается

Таким образом, Васильев рассматривает множество F всех узлов, как
обычных, так и тех, что допускают особенности указанного вида. Обычные
узлы образуют подмножество в F , обозначаемое Σ0, в то время как осталь-
ные узлы образуют дискриминант Σ. Последний разбивается на стра-
ты Σ1, Σ2, Σ3, . . . , состоящие из сингулярных узлов с 1, 2, 3, . . . двойными
точками соответственно. Именно к этим стратам мы обратимся в нашем
изучении инвариантов узлов.

К сожалению, стратифицированное множество

F ⊃ Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ . . .

бесконечномерно и, следовательно, трудно представимо. Тем не менее, мы
дадим его описание, весьма наглядное (но не очень строгое), смело ис-
пользуя наивный чертеж, где пространство (бесконечномерное!) F будет
представлено... в виде квадрата: он расположен в середине рис. 7.2. Точки
пространства F представляют собой узлы (сингулярные и обыкновенные);
вокруг квадрата мы видим более «реалистичное» изображение некоторых
из этих точек-узлов, а также процесс деформации одного узла (восьмерки)
в евклидовом пространстве R

3. Внутри квадрата мы видим путь, пройден-
ный точкой, соответствующей этому узлу, в пространстве F . Ее траектория

H → G → F → D → C → B → A→ O

при этом символически изображает изменения, происходящие с нашим
узлом.

В момент первой катастрофы (когда у восьмерки образуется самопе-
ресечение 1) движущаяся точка «протыкает» страт Σ1 (состоящий из син-
гулярных узлов ровно с одним пересечением) в точке G. Узел становится,
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Рис. 7.2. Деформация узла в R
3 и в F

таким образом, тривиальным (F) и непрерывно изменяется до момента вто-
рой катастрофы, когда образуется вторая двойная точка 2, чтобы момен-
тально исчезнуть; тривиальный узел преобразуется при этом в трилистник.
На символическом представлении внутри квадрата этому событию соот-
ветствует новый переход (F → D → C) через страт Σ1, но в другом ме-
сте (D). Наконец, очередной переход (C → B → A) через тот же страт
происходит в другой его части, и получается узел A, который на самом
деле тривиален (O).

Каждый инвариант Васильева ставит в соответствие любому узлу
(в частности, сингулярному) определенное числовое значение. Мы начнем
с простого примера. Определим конкретный инвариант Васильева, кото-
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рый мы обозначим v0. Для этого положим его равным нулю для три-

виального узла (v0

( )

= 0) и потребуем, чтобы каждый раз, когда

движущаяся точка M, изображающая наш узел, пересекала страт Σ1

в положительном направлении (показанном стрелками *), которыми снаб-
жается Σ1), значение v0 (M) увеличивалось на 1, а при переходе страта
в отрицательном направлении уменьшалось на 1. Теперь легко посчитать
значение выбранного инварианта Васильева для узла-восьмерки. Для это-
го начинаем с точки O (соответствующей тривиальному узлу), для которой

полагаем v0

( )

= 0, и далее следуем по кривой, показанной на рис. 7.2:

O → A→ B → C → D → F → G → H,

пересекая три раза страт Σ1, один раз в положительном направлении и два
раза в отрицательном. Получаем

v0 (H) = 0 + 1− 1− 1 = −1.

Сразу же встает вопрос. Корректно ли определен рассматриваемый ин-
вариант? Не зависит ли его значение от выбора пути, соединяющего O
и H? Получится ли тот же результат, если использовать, например, ко-
роткий путь OH , показанный на рисунке жирным пунктиром? К счастью,
ответ положительный, как в этом частном случае, так и в общем. Однако
этот фундаментальный факт совсем не очевиден, и для его доказательства
потребовалась вся находчивость Васильева, а также очень тонкая техника
алгебраической топологии.

Что нам должно говорить проведенное вычисление? Прежде всего то,
что восьмерку нельзя развязать, поскольку ее инвариант отличен от инва-
рианта тривиального узла (−1 6= 0). С другой стороны, мы попутно уви-
дели, что трилистник также не тривиален (поскольку v0 (C) = 1 6= 0) и что
восьмерка не эквивалентна трилистнику (v0 (H) = −1 6= 1 = v0 (C)) **).

*) Направление стрелок, которое называется коориентацией, выбирается так, что сле-
дующие катастрофы (при переходе через Σ1):

→ → и → →

считаются соответственно положительной и отрицательной.
**) Нужно, тем не менее, подчеркнуть, что с математической точки зрения мы ничего не

доказали. И не только потому, что не проверена корректность определения. Наша аргумен-
тация базировалась на расположении страт, показанной на рис. 7.2, но мы ничего не знаем
об их реальной конфигурации. Читатель, знакомый с математикой и желающий иметь более
строгое изложение предыдущих вычислений, найдет его немного ниже в этой главе. Осталь-
ные должны поверить мне на слово: строгая версия этих вычислений действительно так же
проста, по крайней мере для тех, кто привык к математическим рассуждениям.



Глава 7. Инварианты конечного порядка 91

Рассматриваемый инвариант Васильева, таким образом, хорошо выпол-
няет свою основную роль: ему удается различать некоторые узлы. Правда,
он не является полным инвариантом: он не различает все узлы; например,
простые вычисления показывают, что значения v0 для правого и левого
трилистников одинаковы, т. е. этот инвариант не видит разницы между
трилистником и его зеркальным отображением. Однако это не единствен-
ный инвариант Васильева, их существует бесконечно много. В частности,
нетрудно найти другой инвариант Васильева, который различает два три-
листника; для этого нужно погрузиться более глубоко в страты, а именно,
спуститься в окрестность страта Σ2.

Прежде чем перейти от примеров к общей теории, отдохнем немного от
математических рассуждений и совершим маленькое отступление, посвя-
щенное излагаемому здесь методу.

Отступление: математическая социология
Можно сказать, что подход Васильева к узлам — это подход социоло-

гический. Вместо того чтобы рассматривать узлы индивидуально (как это
делает, например, Воан Джонс), он рассматривает пространство всех
узлов (сингулярных или нет), в котором они являются просто точками и,
таким образом, теряют свои внутренние свойства. Более того, Васильев
не собирается искать один-единственный инвариант — он хочет найти их
все, он собирается определить целое пространство инвариантов. Так же как
обычный социолог абстрагируется от личностей людей, которых он изучает,
интересуясь лишь их положением в социальной, экономической, полити-
ческой или какой-то другой стратификации общества, — математический
социолог интересуется положением узла с точки зрения стратификации
пространства F :

F ⊃ Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ . . .

Этот социологический подход в математике не является изобретением
Васильева. В теории особенностей он восходит к Рене Тому и остается
излюбленным оружием Владимира Арнольда и его школы. Задолго до них
этот подход использовался Гильбертом для создания функционального
анализа (функции теряют свои личные свойства, становясь точками неко-
торых линейных пространств), а также, еще более поразительным обра-
зом, — Эйленбергом, Маклейном, Гротендиком и другими при разработке
основ теории категорий. Математики более классического склада иро-
нически называли ее «абстрактной чепухой» — вероятно, для того, чтобы
ее приземлить: ее создатели считали, что она полностью поглотит матема-
тику. (К счастью, сегодня ясно, что ничего подобного не произошло и не
произойдет.)
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Однако вернемся к Васильеву и к его сингулярным узлам. В этой
конкретной ситуации социологический подход раскрывается — как мы
это сейчас увидим в деталях — особенно плодотворно. Всю информа-
цию, необходимую для определения узловых инвариантов, можно найти в
окрестностях стратов Σ1, Σ2, ... Следуя Васильеву, мы попытаемся найти
все инварианты, продвигаясь все глубже и глубже, т. е. изучая страты Σn

с возрастающими индексами n. Но для этого необходима привычка к мате-
матическим рассуждениям, и читатели, у которых ее нет, могут переходить
непосредственно к заключению этой главы.

Краткое описание общей теории
Итак, мы называем сингулярным узлом K любую гладкую кривую *)

в пространстве R
3, не имеющую других особых точек, кроме конечного чис-

ла точек трансверсального самопересечения (эти точки мы назвали двой-
ными). Отметим, что сингулярные узлы, как и обычные, ориентированы
(снабжены стрелками).

Рис. 7.3. Обычные (а) и сингулярные (б) узлы

Для сингулярных узлов, так же как для обычных, имеется естественное
отношение эквивалентности (изотопия): два узла (обычные или сингуляр-
ные) K1 и K2 изотопны, если существует гомеоморфизм пространства R

3

(сохраняющий ориентацию), который переводит K1 в K2, сохраняя стрелки
и циклический порядок ветвей в двойных точках. Выражения «узел» или
«сингулярный узел» могут обозначать либо какой-то конкретный объект,
либо класс изотопно эквивалентных объектов — из контекста читателю
будет ясно, о чем идет речь. Обозначим через Σ0 множество узлов без
двойных точек, а через Σn — множество сингулярных узлов с n двойными
точками.

*) Т. е. любое гладкое отображение K окружности S1 в евклидово пространство R
3.
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Пошевелив немного одну из ветвей сингулярного узла у двойной точки,
можно разрешить особенность в два различных перекрестка:

←− −→

при этом левое разрешение называется положительным, а правое — от-
рицательным *).

Мы говорим, что функция v : F → R является инвариантом Васи-
льева (в широком смысле), если для каждой двойной точки сингулярного
узла имеет место следующее равенство:

v
( )

= v
( )

− v
( )

; (7.1)

оно означает, что функция v применяется к трем узлам, совпадающим вез-
де, за исключением внутренности маленького шара, где узлы имеют в точ-
ности тот вид, который показан в трех маленьких кругах, обозначенных
пунктиром. Части узлов вне шара не показаны явно, но они одинаковы
для всех трех узлов. Функция v должна быть определена на классах эк-
вивалентности, следовательно, v(K) = v(K ′), если K и K ′ принадлежат
одному и тому же классу.

Из определения (7.1) немедленно выводятся одночленное соотно-
шение

v

( )

= 0 (7.2)

и четырехчленное соотношение

v

( )

− v

( )

+ v

( )

− v

( )

= 0. (7.3)

Чтобы получить одночленное соотношение, достаточно применить один
раз равенство (7.1):

v
( )

= v
( )

− v
( )

и заметить, что две маленькие петли, полученные разрешением двойной
точки, изотопны, в результате чего получаются два совпадающих узла
с одинаковым значением инварианта.

*) Положительное (соответственно отрицательное) разрешение корректно определено:
это такое разрешение, при котором путешественник, двигающийся по верхней ветви согласно
стрелке, видит стрелку нижней ветви направленной влево (соответственно вправо).
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Чтобы доказать соотношение (7.3), надо разрешить четыре двойные
точки из восьми (не трогая четырех центральных); это даст восемь членов
(каждый с единственной двойной точкой — центральной), которые любезно
попарно сокращаются.

Мы говорим, что функция v : F → R
3 есть инвариант Васильева

порядка не выше n, если она удовлетворяет соотношению (7.1) и анну-
лируется на всех узлах, имеющих n + 1 двойную точку или более *).

Множество Vn всех инвариантов Васильева порядка не выше n допус-
кает очевидную структуру векторного пространства, и имеются включения

V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ V3 . . .

Лемма. Значение инварианта Васильева порядка не выше n на
узле, имеющем ровно n двойных точек, не изменяется, когда какой-
либо перекресток меняется на противоположный.

Идея доказательства очень проста: когда некоторый перекресток заме-
няется на противоположный, значение инварианта v согласно свойству (1)

меняется на величину v
( )

. Но v
( )

= 0, поскольку по условию

инвариант v равен нулю на всех узлах, имеющих более чем n двойных
точек.

Очевидное следствие этой леммы: все инварианты порядка 0 являются
константами (другими словами, V0 = R) и не представляют, следователь-
но, никакого интереса. Действительно, известно, что каждый узел может
быть развязан, если поменять некоторое количество его перекрестков; эти
операции не изменяют значения инварианта порядка 0 (в силу леммы),
следовательно, значение этого инварианта для любого узла равно его зна-
чению для тривиального узла.

Почти так же просто доказывается, что нет ненулевых инвариантов
порядка 1 (другими словами, V0 = V1). К счастью, теория становится
нетривиальной уже для порядка 2. Чтобы это показать, выделим среди
элементов множества V2 один конкретный инвариант и подсчитаем его
значение на узле-трилистнике. Мы определим этот инвариант, обозна-
чаемый v0, положив его равным 0 на тривиальном узле и равным 1 на

сингулярном узле с двумя пересечениями следующего вида: . Мож-

но показать, что инвариант v0 вполне определен и удовлетворяет условиям

*) Эти функции часто называются также инвариантами конечного порядка и иногда
инвариантами Гусарова—Васильева, поскольку они были открыты независимо М. Гуса-
ровым из Санкт-Петербурга, опубликовавшим свои результаты, впрочем, значительно позже
В. Васильева.
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леммы. Вычисления, в которых три раза применяется равенство (7.1) и три

раза равенство v0

( )

= 0, показаны на рис. 7.4.

1 = v0

( )

= v0

( )

− v0

( )

=

= v0

( )=
0

− v0

( )=
0

−
[

v0

( )=
0

− v0

( )=
?

]

Рис. 7.4. Вычисление инварианта порядка 2 для трилистника

Здесь, на самом деле, речь идет о том же инварианте v0, значение ко-
торого для узла-восьмерки мы уже считали (не обосновывая, однако, свои
вычисления) в начале главы, но теперь наши вычисления проводятся стро-
го. Читатель, которому нравятся подобные подсчеты, может поупражнять-
ся и сосчитать значение инварианта для восьмерки, да и для других узлов.

Диаграммы Гаусса и теорема Концевича
Сейчас мы избавимся от скрытой геометрии, лежавшей до сих пор

в основе изучения инвариантов узлов, преобразовав последнее в чисто
комбинаторную теорию.

Лемма из предыдущего пункта говорит нам, что значение инварианта
порядка n для узла с n двойными точками не меняется при замене ти-
пов перекрестков. Это значение не зависит, следовательно, от процесса
завязывания; оно зависит только от порядка (комбинаторное понятие!),
в котором появляются двойные точки при движении по кривой. Мы бу-
дем кодировать этот порядок следующим образом. Рассмотрим некоторый
узел K : S1 → R

3 с n двойными точками. Двигаясь по окружности S1, мы
отметим все ее точки, переводящиеся в двойные точки отображением K ,
затем соединим отрезками кривых (хордами) все пары отмеченных точек,
переводящиеся в одну и ту же двойную точку (рис. 7.5). Полученная кон-
фигурация называется диаграммой Гаусса, или хордовой диаграммой
порядка n сингулярного узла K .

Полезно переформулировать лемму из предыдущего пункта на языке
диаграмм Гаусса.

Лемма. Значение инварианта Васильева порядка n на узле с n
двойными точками зависит только от диаграммы Гаусса этого узла.

На рис. 7.6 показаны диаграммы Гаусса порядка n = 1, 2, 3. Отме-
тим, что все несингулярные узлы имеют одну и ту же диаграмму с пустым
множеством хорд.
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Рис. 7.5. Диаграмма Гаусса сингулярного узла

Хорошее упражнение для заинтересовавшегося читателя — для восьми
диаграмм Гаусса с рис. 7.6 нарисовать восемь соответствующих сингуляр-
ных узлов (конечно, имеется много узлов, соответствующих одной и той
же диаграмме).

Переведем теперь одночленное соотношение (7.1) и четырехчленное со-
отношение (7.2) на язык диаграмм Гаусса. Получим следующее:

= 0; − + − = 0. (7.4)

Как понимать эти формулы? Первая из них означает, что значения всех
инвариантов порядка n на сингулярном узле с n двойными точками, со-
держащем малую петлю (с двойной точкой, см. (7.1)), равны нулю; в этой
формуле мы опустили запись v(. . .) и не нарисовали на диаграмме другие
хорды; подразумевается, что ни одна из этих n−1 хорд не имеет концов на
малой дуге, стягиваемой хордой, явно показанной на диаграмме. Точно так
же, во второй формуле речь идет о знакопеременной сумме значений одного
и того же инварианта порядка n на четырех диаграммах с n хордами, од-
нако на каждой диаграмме нарисованы только две хорды, остальные n− 2
хорды совершенно одинаковы для всех четырех диаграмм; подразумева-
ется, что эти дополнительные хорды не должны иметь концов на маленькой

n = 1: ; n = 2: , ;

n = 3: , , , , .

Рис. 7.6. Диаграммы Гаусса порядка n 6 3
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дуге (обозначенной более жирной линией на рисунке и ограниченной двумя
близкими друг к другу концами двух хорд, показанных явно на диаграмме).

Например, для n = 3 четырехчленное соотношение, в котором третья
хорда показана пунктиром, имеет вид

− + − = 0.

В силу одночленного соотношения (см. первое равенство в (7.4)) третья
диаграмма аннулируется, и мы получаем

= 2
( )

. (7.5)

Формула, которую мы только что получили, может рассматриваться как
некое равенство в вещественном векторном пространстве над диаграмма-
ми Гаусса с тремя хордами. Обобщая эту ситуацию, можно рассматривать
векторное пространство Dn = R(∆n) всех конечных линейных комбина-
ций диаграмм Гаусса D ∈ ∆n; можно затем написать для Dn множество
всех уравнений, которые вытекают из одночленного и четырехчленного со-
отношений и рассмотреть факторпространство Dn по этим уравнениям.
Получается векторное пространство, которое будет обозначаться An.

Например, для n = 3 мы имеем dimD3 = 5 (рис. 7.6), но одночленное
соотношение аннулирует три последних «базисных вектора» в D3, пока-
занных на рис. 7.6, а уравнение (7.5) выражает один из двух оставшихся
ненулевых векторов через другой, из чего вытекает, что dimA3 = 1. (Чи-
татель может проверить, что dimA4 = 3.)

Главный результат этой комбинаторной теории состоит в том, что про-
странство An полностью описывает инварианты Васильева порядка n.

Теорема Концевича. Векторное пространство Vn/Vn−1 инвари-
антов Васильева порядка n изоморфно пространству An диаграмм
Гаусса с n хордами по модулю одночленного и четырехчленного со-
отношений.

Доказательство этой теоремы, еще более замечательное, чем сама те-
орема, к сожалению, слишком длинное и трудное для того, чтобы я мог
привести его здесь (см. Bar-Natan, 1995).

Мы видим, таким образом, что изучение пространств инвариантов Ва-
сильева порядка n (и определение их размерностей) сводится к чисто
комбинаторным вычислениям. Правда, эти вычисления совсем не легкие.
Однако с помощью суперкомпьютера Дрор Бар-Натан (Dror Bar-Natan)
из Гарварда сумел вычислить размерности пространств An

∼= Vn/Vn−1 для
n = 0, 1, 2, . . . , 9. Их значения составляют соответственно

1, 0, 1, 1, 3, 4, 9, 14, 27, 44.
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Использование комбинаторной теории (более детальное изложение ко-
торой можно найти в CDL, 1994) не сводится только к вычислению раз-
мерностей пространств Васильева; ее можно использовать для нахожде-
ния значений конкретных инвариантов для конкретных узлов. Например,
можно использовать инвариант v3 ∈ V3, определяемый соотношениями

v3

( )

= 0 и v3

( )

= 1, чтобы доказать, что правый трилистник не

эквивалентен своему зеркальному отражению — левому трилистнику. Эти
вычисления мы оставляем квалифицированному читателю для самостоя-
тельной работы.

Заключение: почему инварианты Васильева?
После полиномиальных инвариантов Джонса и его последователей есть

ли, на самом деле, необходимость изобретать другие? Вне всякого сомне-
ния: все известные к настоящему времени полиномиальные инварианты
неполные. Это означает, что два неэквивалентных узла могут иметь
один и тот же полиномиальный инвариант. Напротив, что касается
инвариантов Васильева, то для них имеется следующее предположение.

Гипотеза. Инварианты конечного порядка классифицируют узлы,
т.е. для каждой пары неэквивалентных узлов K1, K2 существуют та-
кое целое число n ∈ N и такой инвариант v ∈ Vn, что v(K1) 6= v(K2).

В настоящее время не существует ни доказательства, ни опровержения
этой гипотезы.

Другая причина использования инвариантов Васильева — это их уни-
версальность: все остальные инварианты должны из них выводиться. Так,
Джоан Бирман и Сяо-Сун Линь (Xia Song Lin) из Колумбийского уни-
верситета показали, что коэффициенты полиномов Джонса выражаются
в терминах инвариантов Васильева. Идеей того же порядка, но на более
элементарном уровне, является наше предложение читателю, знакомому
с гл. 5, показать, что коэффициент при x2 полинома Конвея∇(N) неко-
торого узла N есть инвариант Васильева порядка 2.

Сегодня существует много других примеров, которые показывают, что
метод Васильева позволяет не только получить известные ранее инвари-
анты узлов, но и определить инварианты — классические и новые — для
многих других объектов (а не только для узлов). Но этот аспект теории
выходит за рамки нашей книги.

Наконец, существуют очевидные и естественные связи метода Васи-
льева с физикой (значительно более тесные, чем у Джонса и Кауффмана).
Эта часть теории кажется мне наиболее интересной, поскольку ее созда-
ние еще не закончено — оно совершается у нас на глазах. Но об этом мы
поговорим в следующей, заключительной, главе.
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(NN?, 2013?)

Э
та последняя глава в корне отличается от предыдущих. Те имели
своей целью рассказать историю некоторых фундаментальных идей
теории узлов (простых в своей основе), описать различные подходы

к центральной проблеме теории — классификации узлов, — основанные
чаще всего на применении различных инвариантов. Во всех случаях речь
шла об изложении уже завершенных исследований, принявших свою за-
конченную форму. В этой последней главе, напротив, речь пойдет о еще не
законченных и даже только еще намечаемых исследованиях.

Но можно ли серьезным образом прогнозировать будущие научные от-
крытия? Разумеется, нет. Однако иногда случается так, что люди, рабо-
тающие в определенной области науки, предчувствуют появление велико-
го события. На повседневном языке эта ситуация описывается расхожей
фразой: «Эта идея витала в воздухе», которая, разумеется, произносится
уже после события. Классический (и, может быть, наиболее яркий) при-
мер — это независимое открытие неевклидовой геометрии Лобачевским
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и Бойаи, предчувствие этого события многими другими, и помрачение Гаус-
са, который мог все понять до конца, но не посмел *).

«Носится ли что-нибудь сегодня в воздухе» вокруг узлов? Мне ка-
жется, что да. Я не собираюсь рисковать и не стану ни называть область
физики, где должно произойти открытие, ни произносить имя будущего Ло-
бачевского, ни предсказывать (по крайней мере серьезно) дату открытия:
именно поэтому в названии этой главы фигурирует некто NN c вопроси-
тельным знаком и дата 2013 (конец мира, согласно некоторым источникам).

Мы вернемся коротко к возможным прогнозам в конце главы. Но сна-
чала нужно объяснить, каковы источники уже существующего замечатель-
ного симбиоза между узлами и физикой.

Совпадения
Связи между узлами, косами, статистическими моделями и квантовой

физикой основываются на странном совпадении между пятью соотноше-
ниями, происходящими из совершенно различных областей знания:� соотношения Артина в группе кос (о которых мы говорили в гл. 2);� одно из базовых соотношений в операторной алгебре Гекке;� третье преобразование Рейдемейстера (рассмотренное в гл. 3);� классическое уравнение Янга—Бакстера (один из основных зако-

нов, управляющий эволюцией так называемых статистических моде-
лей в физике, о которых шла речь в гл. 6);� квантовое уравнение Янга—Бакстера (которое определяет поведение
элементарных частиц в определенных ситуациях).

Эти совпадения (видимые невооруженным глазом без необходимости
понимать детали) частично показаны на рис. 8.1. На нем мы видим слева
уравнение Янга—Бакстера

RiRi+1Ri = Ri+1RiRi+1,

*) Гаусс открыл основные принципы гиперболической геометрии раньше Лобачевского
и Бойаи, но ему не хватило смелости опубликовать эту скандальную теорию. (Лобачевский,
который посмел, сразу стал объектом насмешек для своих современников, а Бойаи не вы-
держал непризнания своих работ и бросил занятия геометрией.) Гаусс, к тому времени, когда
узнал о публикации работ Лобачевского, уже создал дифференциальную геометрию поверх-
ностей, на которых построение моделей гиперболической геометрии для профессионала было
детской игрой. Как могло случиться, что такой гений, как Гаусс, имея на руках все козы-
ри, прошел мимо обоснования новой геометрии, как будто на него опустилась невероятная
и непонятная слепота?
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Рис. 8.1. Три аспекта одного и того же соотношения

в центре — соотношение Артина в группе кос, в алгебраической форме

bibi+1bi = bi+1bibi+1

и в графической интерпретации, и справа — рисунок, представляющий
третье преобразование Рейдемейстера. Два уравнения фактически одина-
ковы (достаточно заменить b на R или vice versa), так же как два рисунка
(вглядитесь внимательно!).

Используя эти совпадения, новозеландец Джонс, россиянин Тураев,
украинец Дринфельд, англичанин Ликориш, американец Виттен, француз
Вожель и другие открыли определенные связи (фундаментальные? случай-
ные?) между теорией узлов и многими областями физики.

Вариант статистической модели, на который обратил внимание Луис
Кауффман, позволил ему описать инвариант узлов, открытый ранее Во-
аном Джонсом, — знаменитый полином Джонса. Первоначальное опреде-
ление Джонса (которое мы не уточняли) базировалось на теории кос и на
алгебре Гекке (и, следовательно, на совпадении соотношений Гекке и Ар-
тина). В подходе Кауффмана (описанном в гл. 6) ключевую роль игра-
ет третье преобразование Рейдемейстера. Джонс построил версию модели
Поттса (статистической модели, сильно отличающейся от модели Кауфф-
мана), основанную на соотношении Янга—Бакстера, и это позволило ему
получить другим способом его же собственный полином. Тураев, исполь-
зуя некоторые решения уравнения Янга—Бакстера, открыл целую серию
узловых инвариантов...
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Стоит ли продолжать? Не разумнее ли было бы дать всем этим меж-
дисциплинарным связям более конкретное и убедительное объяснение, чем
просто «совпадение»? К сожалению, я не знаю, возможно ли это сегодня.
Тем не менее, на это можно взглянуть с более общей точки зрения, с точки
зрения связи между математикой и действительностью.

Отступление: совпадения и математические структуры
Все науки, естественные и социальные, имеют свой объект изучения;

они претендуют на описание определенной части реальности, реального
мира. Что является объектом математики?

Ответ парадоксален: все и ничего. «Ничего», поскольку математика
изучает не что иное, как абстракции: числа, дифференциальные уравне-
ния, полиномы, геометрические фигуры и т. п. Математика не имеет кон-
кретного объекта изучения в объективной реальности *). Но при этом она
изучает «все», так как ее методы можно применить ко всему, к любо-
му объекту, обладающему той же структурой, что и рассматриваемая
абстракция. Мы не будем объяснять значение выражения, выделенного
выше курсивом **), надеясь, что читатель понимает (например, глядя на
рис. 8.1), что уравнение Янга—Бакстера обладает «той же структурой»,
что и первое преобразование Рейдемейстера.

Следствием (быть может, неожиданным) этого положения вещей явля-
ется важность совпадений: если «случайно» оказывается, что структуры
двух объектов «совпадают» (даже если эти объекты совершенно различ-
ной природы), то они описываются одной и той же «математикой», одной
и той же теорией. Так, если след оператора из алгебры Гекке обладает теми
же свойствами, которыми должен обладать инвариант узлов, то почему бы
не сконструировать таковой, используя этот след (что и сделал Джонс)?
Или если квантовая частица, так же как узел, удовлетворяет соотношению,
которое совпадает с уравнением Янга—Бакстера, то почему бы не постро-
ить теорию квантовых частиц с помощью узловых инвариантов (как это
сделал сэр Майкл Атья (Michael Atiyah), о котором мы еще поговорим)?

Мы вернулись к конкретным физическим моделям, связанным с теори-
ей узлов, а это означает, что наше отступление окончено.

Статистические модели и полиномы узлов
В начале гл. 6 мы уже говорили о статистических моделях, в част-

ности о моделях Изинга и Поттса. Напомним, что речь идет о регулярных

*) С точки зрения чистых платонистов, это не так, ибо изучению подлежит объективно
существующий, но абстрактный мир идей, более реальный, чем материальный мир.

**) Знаменитая попытка была осуществлена в работах Бурбаки; я ее оставляю без ком-
ментариев.
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атомных структурах (таких, как кристаллы), составленных из атомов (снаб-
женных, при необходимости, спинами) с простыми локальными взаимо-
действиями (отмеченными символически на рисунках отрезками, соединя-
ющими взаимодействующие атомы). Каждая такая структура X обладает
статистической суммой Z(X) (представляющей собой сумму по всем
допустимым состояниям структуры X некоторых выражений, зависящих от
энергии локальных взаимодействий). Величина Z(X) позволяет вычислять
основные глобальные параметры (температуру, полную энергию) и изучать
фазовые переходы системы (например, из жидкого состояния в твердое).

В гл. 7 мы видели, как такая функция деления позволила нам опре-
делить и вычислить полином Джонса. Честно говоря, эта функция не со-
ответствует никакой реальной статистической модели — это скорее плод
богатого воображения Луиса Кауффмана. Но самое удивительное — это
то, что существует настоящая статистическая модель, восходящая к само-
му Джонсу, с настоящей статсуммой, которая и позволила ему еще одним
способом построить свой полином. Наша непосредственная цель — опи-
сать эту конструкцию, не вдаваясь в детали.

Если дана плоская диаграмма узла (или зацепления), мы начинаем с по-
строения его дуального графа (или дуальной статистической модели
узла) таким образом, как показано на рис. 8.2. Для этого раскрашива-
ем попеременно в белый и черный цвет части плоскости, ограниченные

Рис. 8.2. Дуальный граф узла

проекцией узла, заботясь о том, чтобы внешняя часть была белой. Пола-
гаем далее, что черные части являются вершинами графа (или атомами
модели) и что две вершины связаны ребром (или находятся во взаимо-
действии), если соответствующие черные области имеют непустое пере-
сечение (одну или несколько точек); кроме того, ребра (взаимодействия)
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объявляются положительными или отрицательными согласно условию, ко-
торое читатель может угадать, глядя на рис. 8.2.

Когда модель находится в некотором определенном состоянии s ∈ S
(через S обозначается множество всех допустимых состояний), локальная
энергия E(s(v1), s(v2)) взаимодействия двух вершин-атомов, соединенных
ребром [v1, v2] , предполагается равной ±1, если они имеют один и тот
же спин, и равной a±1, если их спины противоположны; знак плюс или
минус выбирается в зависимости от того, положительно или отрицательно
ребро (взаимодействие); a обозначает здесь переменную полинома от a
и a−1, который мы и собираемся получить. (Такой специальный выбор
энергии взаимодействия атомов относится к модели Поттса, описывающей
фазовый переход между водой и льдом.)

Задав все эти величины, определим статсумму модели по формуле

Z(K) =
1√
2

∑

s∈S

∏

[vi ,v j ]∈A

E(s(vi), s(v j)),

где A есть множество всех ребер.
Чтобы определить полином Джонса исходя из этой статсуммы, доста-

точно применить к ней рассуждения, подобные «трюку Кауффмана» (де-
тально описанному в гл. 6) *).

Мы видим, таким образом, что модель Поттса замерзания воды до-
вольно легко приводит нас к самому знаменитому инварианту узлов. Ана-
лизируя эту конструкцию в журнальных или научно-популярных статьях,
математики склонны восклицать с энтузиазмом о «применении теории уз-
лов в статистической физике». Странный вывод! Теория узлов здесь не да-
ет ничего для физики — наоборот, именно статистическая физика создает
конструкцию, применимую в математике. (Чтобы пощадить самолюбие ма-
тематиков, напомним, что первоначальная конструкция Джонса — чисто
математическая — предшествовала «физической» конструкции, которую
мы только что описали.)

Конечно, то, что здесь действительно важно, — это не соперничество
между физиками и математиками, а неожиданное совпадение между двумя
областями знания, априори весьма далекими друг от друга. Однако пора
перейти к другому совпадению, где речь идет уже о применении теории
узлов к физике.

*) Действительно, легко показывается, что полином Z(K) инвариантен относительно вто-
рого и третьего преобразований Рейдемейстера, в то время как первое преобразование дает
лишний множитель, от которого можно избавиться благодаря другому множителю, завися-
щему от индекса скрещивания, точно так, как это сделано в гл. 6.
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Скобка Кауффмана и квантовые поля
Мы уже имели дело со скобкой Кауффмана в гл. 6, где она использова-

лась для определения полинома Джонса, самого знаменитого инварианта
узлов. Сейчас мы увидим, что она может применяться совсем по-другому.

Напомним, что эта скобка ставит в соответствие каждой плоской диа-
грамме K узла некоторый полином 〈K 〉 от a и a−1, определенный явной
формулой, причем формула эта задается некоторой статсуммой, определя-
емой статистической моделью, связанной с данным узлом. Мы уже отме-
чали, что эта формула (нет необходимости приводить ее здесь) не имеет
никакой физической интерпретации, по крайней мере в рамках реальных
статистических моделей. Но в другой области физики — топологической
квантовой теории поля — она сыграет свою роль.

Эта теория, обычно обозначаемая английской аббревиатурой TQFT
(Topological Quantum Field Theory), ищет формализацию квантовой вер-
сии теории классических полей (гравитационных, электромагнитных и т. д.)
в самых широких — т. е. в топологических — рамках. При таком подходе
изучаемые физические величины, наблюдаемые, не должны никоим об-
разом зависеть от выбранной системы координат; они должны сохранять
одни и те же значения при любом топологическом преобразовании коорди-
нат; следовательно, они должны быть топологическими инвариантами,
как и инварианты узлов.

Американец Эдвард Виттен (Edward Witten) пришел к идее исполь-
зовать для создания TQFT обобщение полинома Джонса. Это обобще-
ние (с R

3 на трехмерные многообразия), часто называемое инвариантом
Джонса—Виттена *), он использовал для создания TQFT. За эту рабо-
ту Виттену была присуждена филдсовская медаль. Виттен построил модель
размерности 2+1, где 2 — размерность «пространства», а 1 — «времени»,
причем эти три координаты — относительность обязывает — перемешаны.
Эта модель представляется, следовательно, как трехмерное многообразие,
которое может содержать узлы, называемые в этом контексте физиками
линиями Вильсона.

Далее, англичанин Майкл Атья (он также филдсовский медалист, но за
предшествующие работы) пересмотрел с математической точки зрения мо-
дель Виттена, обобщил ее и создал аксиоматическую теорию TQFT. Кон-
кретизируя эту теорию, француз Пьер Вожель и его соавторы построили
целую серию примеров TQFT, в которых ключевую роль играла как раз

*) Несправедливое название: конструкции Виттена недоставало математической стро-
гости, и только русские математики Н. Решетихин и В. Тураев сумели, используя другой
подход, дать математически корректное определение этих инвариантов. Поэтому было бы
правильнее называть их инвариантами Джонса—Решетихина—Тураева—Виттена, несмотря
на чрезмерную длину термина.
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скобка Кауффмана. Вероятно, здесь не место для рассказа об этой теории
и этих примерах — используемая там математика слишком сложна для
нашей книги — я ограничусь тем, что укажу, в каком контексте возникает
скобка Кауффмана.

Вместо плоскости рассматривается поверхность с краем, и на ней ри-
суется диаграмма узла (или зацепления), которая может иметь концы на
крае поверхности; типичный пример представлен на рис. 8.3.

Рис. 8.3. Диаграмма зацепления на поверхности с краем

С каждой диаграммой такого вида связывается полином от a и a−1, ко-
торый удовлетворяет двум следующим очень простым соотношениям (уже
появлявшимся в гл. 6):

〈 〉

= a
〈 〉

+ a−1
〈 〉

, (8.1)
〈

K ⊔
〉

= (−a2 − a−2)〈K 〉. (8.2)

Читатель, который помнит эту главу, узнает два основных свойства скобки
Кауффмана. Заметим, чтобы закончить с совпадениями, что один частный
случай этой конструкции (когда поверхность является диском) дает ал-
гебру Темперли—Либа, удовлетворяющую соотношениям Артина, Янга,
Бакстера, Рейдемейстера, Гекке и т. д.

Я не буду здесь говорить о важности моделей TQFT c точки зрения
физической реальности. Физики проявляют к ним серьезный интерес, но,
может быть, не такой серьезный, как к понятию (математическому) кван-
товой группы, к обсуждению которых (в контексте связей с узлами) мы
и приступаем.

Квантовые группы как машина для производства инвариантов
Квантовые группы появились около двадцати лет тому назад и пред-

ставляются сегодня объектом, хорошо изученным как математиками, так
и физиками. Их формальное определение, тем не менее, малопривлека-
тельно: это множество абстрактных элементов, удовлетворяющих целому
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списку алгебраических аксиом, плохо поддающихся наглядному объясне-
нию.

Поэтому мы не будем пытаться детально разобраться в них, а скон-
центрируем наше внимание на их физическом значении. Прежде всего от-
метим, что, вопреки их названию, квантовые группы совсем не группы;
они являются алгебрами и даже «биалгебрами». Это означает, что на рас-
сматриваемом множестве Q заданы две операции: умножение и коумно-
жение. Умножение (привычное для нас понятие) ставит в соответствие
каждой паре элементов из Q вполне определенный элемент из Q — их
произведение; коумножение делает обратное: каждому элементу из Q оно
ставит в соответствие пару элементов *) из этого множества — его ко-
произведение.

С физической точки зрения, эти две операции отвечают соответственно
слиянию двух частиц в одну и расщеплению одной частицы на две другие.
Мы попытались графически представить это соответствие на рис. 8.4.

Рис. 8.4. Произведение и копроизведение двух частиц

Операции умножения и коумножения должны удовлетворять некоторым
вполне естественным аксиомам (таким, как ассоциативность), что превра-
щает Q в объект, который математики называют биалгеброй **). Эти
аксиомы не являются слишком ограничительными, существует достаточ-
но много различных квантовых групп, и поэтому приходится изучать бо-
лее ограниченные классы групп, например, класс квантовых групп, кото-
рые, следуя украинскому математику Владимиру Дринфельду (еще один
филдсовский лауреат!), называют квазитреугольными. Аксиома квазит-
реугольности влечет для этого класса выполнимость соотношения
Янга—Бакстера, которое — читатель уже догадался — обеспечивает связь
квазитреугольных квантовых групп с узлами. Более точно, представления
этих квантовых групп позволяют строить, один за другим, бесконечный
набор инвариантов, как уже известных, так и совершенно новых. Кванто-
вые группы, так сказать, являются вполне научным способом массового
производства узловых инвариантов.

*) Более точно, линейную комбинацию пар элементов.
**) А также алгеброй Хопфа.
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Инварианты Васильева и физика
Инварианты Васильева — это мы видели в предыдущей главе — по-

лучаются применением к узлам весьма общей конструкции, идеологически
близкой к теории катастроф. Можно ли придать какое-нибудь фундамен-
тальное физическое значение переброске (основной катастрофе, при ко-
торой нижняя ветвь узла протыкает верхнюю ветвь и располагается над
ней)? С первого взгляда нет. Для того чтобы найти физику у Васильева,
нужно ее поискать в алгебраических и комбинаторных свойствах, которы-
ми обладает множество его инвариантов.

Дело в том, что множество V инвариантов Васильева (образующее
на самом деле векторное пространство) снабжено не только естественной
операцией умножения, но также операцией коумножения ∆ : V → V ⊗V .
Она получается с помощью композиции # двух узлов (о которой шла речь
в гл. 4) по следующей простой формуле:

(∆v) (K1#K2) = v(K1) · v(K2).

Легко проверяется, что эти две операции превращают V в биалгебру. Таким
образом, мы имеем здесь с самого начала «очень физическую» структу-
ру (слияние и расщепление частиц), и нет необходимости искать где-то
«на стороне» другой алгебраический объект (такой, как квазитреугольная
квантовая группа для инвариантов типа Виттена—Джонса), для нахожде-
ния «физических» инвариантов. Эта структура биалгебры внутренне при-
суща инвариантам Васильева.

Но здесь есть и нечто большее. Во-первых, с аналитической точки зре-
ния, узловые инварианты Васильева можно выразить с помощью замеча-
тельного интеграла Концевича. Он является, в некотором смысле, обоб-
щением интеграла Гаусса в электромагнетизме и должен, следовательно,
иметь какую-то физическую интерпретацию. Какую? Неизвестно.

Во-вторых, с комбинаторной точки зрения, интерпретация инвариан-
тов Васильева с помощью хордовых диаграмм (о которой мы говорили
в предыдущей главе), восходящая также к Максиму Концевичу *), да-
ет многочисленные алгебры, подходящие для физических интерпретаций.
В частности, алгебра китайских характеров (которая еще совсем недав-
но называлась «алгеброй диаграмм Фейнмана») близка к теоретической
физике, как указывает ее бывшее название. Но здесь мы пока находимся
лишь на уровне надежд и гипотез.

И наконец, последний важный пункт, также пока еще не понятый.
Это четырехчленное соотношение, о котором мы уже говорили в гл. 7.

*) Этот молодой российский математик, в настоящее время занимающий должность по-
стоянного профессора в престижном Институте высших научных исследований (IHES) неда-
леко от Парижа, тоже получил Филдсовскую медаль.
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Дрор Бар-Натан воспользовался тем фактом, что это соотношение — не
что иное, как другая форма классического тождества Якоби, и построил
инварианты Васильева на основе представлений алгебр Ли. Не будет ли
иметь физического продолжения это совпадение между фундаментальными
математическими соотношениями?

Заключение: ничего не закончено
В начале этой книги мы видели, как идея сделать узел моделью ато-

ма, предложенная Уильямом Томсоном почти полтора века назад, привела
к возникновению теории узлов. В совсем недавнем прошлом инварианты
узлов, в частности скобка Кауффмана, стали основанием теорий, имею-
щих физический характер, — таких, как топологическая квантовая теория
поля. Где мы находимся сейчас? Можно ли подводить итоги?

Идее Томсона была суждена недолгая жизнь. Напротив, важность,
с точки зрения физической реальности, теории TQFT (по линии Виттена,
Атья, Вожеля, Йеттера) не оставляет ни малейшего сомнения. Очевидно,
интерес к связям между физикой и узлами будет возрастать.

Для специалистов по теории узлов также осталось много работы: на-
пример, до сих пор не существует достаточно простого и эффективного
алгоритма развязывания, такого, чтобы его можно было перевести на ком-
пьютер; остаются открытыми и многие другие важные проблемы. Для спе-
циалистов в области математической физики, использующих идеи теории
узлов, имеется много неисследованных областей, в частности по линии ин-
вариантов Васильева.

Наконец, не следует забывать, что кроме классических узлов (кривые
в трехмерном пространстве) существуют малоизученные «обобщенные уз-
лы», например сферы (и другие поверхности) в пространстве размерности
четыре. Согласно Эйнштейну, мы живем в четырехмерном пространстве-
времени. По мнению специалистов в теории струн, распространение эле-
ментарной частицы может моделироваться с помощью поверхностей. Не
прячется ли за всем этим каким-то образом квантовая теория гравитации?
Не имеют ли инварианты Васильева (которые должны существовать также
и в этой ситуации) реальной физической интерпретации?

Исследование всегда начинается с вопроса и с надежды. Читателю
(и самому себе) я хочу в заключение пожелать испытать ту несравнен-
ную радость понимания, которая сопровождает великие открытия.
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