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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Вопрос о возможности деления окружности циркулем и линейкой на 

равные части (или о гозможности построения правильных многоугольни- 

ков), с. которым мы встречаемся в курсе элементарной геометрии, не 

получает там своего разрешения, так как требует более глубоких средств 

исследования. Полное решение этой задачи давалось до сих пор на осно- 

ве теории Галуа и потсму остаРалось в значительной мере недоступным 

преподавателям средней школы, не владеющим этой теорией. Настоящая 

работа ставит своей целью дать вполне строгое изложение названного 

выше вопроса более элементарными средствеми, без применения теории 

групп. 

Потребный для проведения доказательств вспомогательный материал 

из алгебры и теории чисел мне казалось полезным дать здесь же, не 

отсылая каждый раз читателя к соответствующим учебникам. Излагаемый 

материал в общем достаточно прост; несколько более трудным может 

показаться только доказательство неприводимости полиномов деления 

окружности в общем случае, выделенное петитом. 

При работе над этой книгой мною использованы, помимо классической 

»Die Lehre von der Kreistheilung* Bachmann’a (1872 г.), также ряд курсов 
высшей алгебры, в том числе и вышедшие в последние годы у нас книги 

Сушкевича, Шапиро, Чеботарева (по теории Галуа) и др. 

А. Школьник. 
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$ 1. ВВЕДЕНИЕ 

1. Решение уравнений вида х“’— а==0, называемых двучлен- 
ными, Находится в тесной связи с геометрической зацачей построе- 
ния правильных многоугольников или, что то же, с задачей деления 
окружности на равные части. Из элементарной геометрии известно, 
как, пользуясь циркулем и линейкой, построить вписанные в ок- 
ружность квадрат и правильные шестиугольник, треугольник, десяти- 
угольник, пятиугольник и пятнадцатиугольник. Известно, далее, 
как удвоить число сторон правильного многоугольника, пользуясь 
теми же средствами построения. Таким образом, оказывается воз- 
можным делить ‘окружность на 9^, 3.9“ 5.9К 15.9 частей. 
Возникает вопрос, на сколько же равных частей вообще возможно 
разделить окружность при помощи циркуля и линейки? Можно ли, 
например, разделить окружность на Т, 9 и т. д. частей? 

Задача деления окружности, известная еще в древности, получила 
свое полное разрешение, однако, лишь в новое время. Решение ее 
выпало на долю юного Гаусса, выяснившего условия, от которых 
зависит возможность построения правильных многоугольников цир- 
кулем и линейкой, `доказавшего (1796 г.) возможность построения 
правильного семнадцатиугольника и давшего общий метод и почти 
исчерпывающее решение всей проблемы. 

2. Решение двучленного уравнения х"— а —=0 (а>*0) равно- pa 
сильно извлечению корня И-Й степени из числа Qa: Х==у а. 
Последняя задача допускает, как известно, следующее решение. 

Пусть 

==r(cos¢+isin +), 

где г—модуль и © — аргумент комплексного числа а. Корнем п-й 

nN -— 

степени из 4 называется такое число 6 = И а, что 9" = а. 

Пусть р —=р(соз6 {511 0). Тогда, возводя 6 в И-ю степень по 
формуле Муавра, получаем: 

о" (с0$ 2 0 --- $5т и 6) = 7 (с05 = -- 1514) 

и, следовательно, 

e"—r, nO=o+2kn (k=), 1, 2,.. .),



откуда 

и, следовательно, 

b=-Vr (cos PE PFE + isin pores) (Е —=0, 1, 2,...). (1) 

п 

Под Vr мы здесь понимаем положительное число—арифметиче- 
ский корень из положительного числа 1). 

Давая А последовательно значения 0, 1,2,..., мы получим для OD 
п различных значений при А = 0, 1, 2, ... ИИ: 

by=Vi (cos у --7 sin +) 

b, = VF (cos 28 -é sin + ere cr | 

п 

—=Уг (cos ori +- i sin oe) 

ть 2 (И— 1) “isin „ео: 

п 

\ 

‚ (2) 

    / 

При дальнейшем увеличений А корни будут повторяться. Напри- 

y -- 2n 
n 

Wit CHHyca H KocHHyca, TO b, =). Takum образом корень П-йЙ сте- 
пени имеет И различных значений. 

В частности, при @=1 (7=1; ф=0) мы получаем особенно 
важный случай корней п-й степени из единицы: 

o 
мер, при А =! =, —-2< и так как 2п есть период 

e = cos 25 + isi i nee (k=0,1,2, ...n—1) (3) 

1) В теории иррациональных чисел доказывается, что для всякого по- 
ложительного действительного числа « всегда существует единственный 

п 

положительный корень 11-Й степени в=Иа . 
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Или, подробно: 

= —= 1 \ 

27 2T 
¢, = cos = -+- i sin — 

в, = со | isin (4) 

2 2 ] 
En—1 —= 60$ —— 2) Ft isin? Dt (1 — = 2(п— 1). j 

Так как 

b, =V7| cos (2 + 2х eet his n(@ +22) |= 

=V7(cos %+-isin ). (cos 72" 4 is sin nee , 

TO 
by, == 09: Exe (5) 

Таким образом, зная бу— значение одного корня П-й стенени из 
числа а, мы можем получить все остальные корнёй умноже- 
нием на все значения корня п-й степени из единицы. 

Формулы (1) и (3) могут быть записаны в более компактной 
форме, если прибегнуть к показательной форме комплексного числа 

а—=Г-е®, 

(такую форму для комплексного числа мы получим, использовав 

известную формулу Эйлера"), евязывающую показательную функцию 
с тригонометрическими: с0$ $ -- {пт о —=е®). 

Тогда no ФЕТ, 
b=Vre * (6) 

2kni 
exe” , (7) 

  

1) Выводится из рассмотрения рядов: 

_ z, 22, 23 2f 
1-я Рафа... 

Е 24 
6032 =1— иж... 

232 
, sinz=1— ata



Если воспользоваться геометрическим изображением комплексных 
чисел как точек плоскости, то сразу становится ясной тесная за- 
висимость, существующая между извлечением корня 7-Й степени 
и, следовательно, решением двучленного уравнения, с одной стороны, 
и, делением окружности на 1 частей или построением правильного 
многоугольника, —с другой. 

В самом деле, формулы (2) показывают, что все и корней имеют 
n —_ 

одинаковый MOLyIb p==) 7 UH, следовательно, располагаются, на 
окружности с центром в начале координат и радиусом, равным 5. 

  

    
Черт. 1. Черт. 2. 

eee ee п = 6; а=1= с0$0-- 2310; 

22 п _ 
= 1/3 ( cos "+ isin г) ey = 1 = cose" + isin -5 = 

sr 2k xi- 

bp = pa=/ —j+i= =e 6 

= 73 | cos( +s ) + (k =0, 1, 2 3, 4, 5) 
. 8x, 2x | 

+ isin 5 + ST 

(k = 0, 1, 2, 3, 4) 

Из рассмотрения же аргументов видно, что каждый из них отли- 
27 

чается от следующего на ——; это и показывает, что точки, изобра- 

жающие корни Л-Й степени, делят окружность на ПИ равных частей, 
что OHH располагаются в вершинах правильного П-угольника 
(см. черт. Ти 2). 

3. Итак, извлечение корня, или решение двучленного уравнения, 
эквивалентно геометрической задаче деления окружности, или по- 
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строения правильного многоугольника. Нашей целью является ис- 
следование условий, при которых эта задача на построение разре- 
шима помощью циркуля и линейки. Иными словами, нужно уста- 
новить, в каких случаях корни двучленного уравнения могут быть 
построены при помощи циркуля и линейки. Но как решается вопрос 
о возможности построения циркулем и линейкой корней любого 
уравнения вообще? 

Из элементарной геометрии известно, как (с помощью циркуля 
и линейки) строить сумму или разность данных отрезков а-- 6 
или а— 6, произведение отрезка на целое число M-A, четвертую 

a:b _ 
пропорциональную > и среднее геометрическое Иа.5. Следо- 

ab 
вательно (полагая в выражении =! и С=Ь, а в выражении 

\a-b р —1) мы видим, что можем построить отрезки: 

a — 

azzb, a-b, ‚Иа. (8) 

Отсюда вытекает, что при помощи циркуля и линейки можно 
построить любую функцию данных величин (отрезков), если для 
ее получения приходится совершать конечное число раз следую- 
щие пять операций: сложение, вычитание, умножение, деление и 
извлечение квадратного корня. 

В частности, следовательно, можно построить корни квадратного 
уравнения ax*—+-bx-+c=0 

—6— И 6? —4ас 
2а ° 
  X1,2 = 

так как для получения их из данных величин а, 6, с над ними не 
приходится производить никаких иных действий, кроме указанных 
выше пяти операций: уравнение ах” -- Вх — с ==0 разрешимо в квад- 
ратных радикалах. 

Предположим, обратно, что некоторая величина (отрезок)—пусть 
это будет корень какого-либо уравнения—может быть построена 
помощью циркуля и линейки. Всякое построение циркулем и линейкой 
разбивается на ряд элементарных построений, которые заключаются 
в нахождении точек пересечения либо 2 прямых, либо прямой и 
окружности, либо 2 окружностей. Аналитически, для нахождения 
координат искомых точек приходится решать систему 2 уравнений; 
в случае 2 прямых—это два уравнения | степени, в случае прямой 
и окружности—одно уравнение [ степени, и одно уравнение П сте- 
пени и в случае 2 окружностей—два уравнения П степени. Во всех 
случаях системы разрешимы в квадратных радикалах (или даже без 
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их помощи). Это очевидно в первом и во втором случаях. В по- 
следнем случае приходится решать систему уравнений: 

( («-aP¥+Q—oy=r 
(x—a,) + (y— 8,2 =n. 

Открывая скобки и вычитая одно уравнение из другого, мы по- 
лучим уравнение первой степени: 

2 (аа — а) х--2 (6 —Буне-е-г—@— м-р) =0. 

Определяем из него х или у, подставляем в одно из исходных 
уравнений, и дальнейшее сводится к решению квадратного уравне- 
ния. Итак, координаты искомых точек будут выражаться помощью 
квадратных радикалов. Искомая величина (отрезок) найдется как 
расстояние между этими точками. Но формула аналитической гео- 

метрии 4=И (х. — х!)* - (у, —у,)?, дающая расстояние между 

двумя точками по их координатам, не содержит никаких других 
иррациональностей, кроме квадратного радикала; поэтому не будет 
их содержать и искомое выражение для данной величины. Таким 
образом, если некоторая величина может быть построена циркулем 
и линейкой, то она выражается (через данные величины) в квад- 
ратных радикалах. Итак, окончательно, мы можем сделать следую- 
щее заключение: 

Для того чтобы корни уравнения }(х)=0 могли быть постро- 
ены помощью циркуля и линейки необходимо и достаточно чтобы 
уравнение это разрешалось в квадратных радикалах '). 

Мы видим, таким образом, что поставленная нами задача деле- 
ния окружности или построения правильного многоугольника нцир- 
кулем и линейкой сводится к вопросу о разрешении двучленного 
уравнения в квадратных радикалах. 

4. Возможность разрешения двучленного уравнения в квадратных 
радикалах будет зависеть, как мы увидим, от свойств целого числа 
п — степени двучленного уравнения. При установлении этой зави- 
симости нам придется опираться как на некоторые свойства целых 
чисел, так и на некоторые свойства целых рациональных функций 
(многочленов, или полиномов). Простейшие из них, чтобы к этому 
в дальмейшем не возвращаться, мы здесь напомним. Причем, так 
как многочлены (целые рациональные функции) ведут себя во 
многих отношениях как целые числа, то мы, чтобы проследить 
эту аналогию, изложим свойства тех и других параллельно. Ha 
доказательстве в большинстве случаев останавливаться не будем. 

  

1) Подробнее о разрешимости уравнений в радикалах см. ниже ($ 3).



Для двух (целых и положи- 
тельных) чисел а и в (а>5) 
всегда можно найти два числа 
р (частное) и г (остаток), таких, 
что: , 

a=bq-+r (0<r<b) 
(„делимое равно  делителю, 
умноженному на частное плюс 
остаток“). Если Г=0 и, сле- 
довательно, а = 64, то а де- 
длится на В или кратно 6; 6 
является делителем а.   

Для двух многочленов f(+) 
и © (х) всегда можно найти два 
многочлена 49(х) (частное) и 
г(х) (остаток), таких, что (тож- 
дественно): 
fx)=g%)-9 (x) +7); 

причем степень Г(Х) меньше 
степени 2 (х). 

Если Г (х)= 0 и, следователь- 
no, f (x) == g(x)-g(x), 10 f (x) 
делится на g(x); g(x) есть 
делитель функции f (x). 

1, Имеют место следующие простые предложения 

(теоремы о делимости): 

1. Если а делится на b,a б 
делится на с, то и а делится 
на С. 

2. Если а и 6 делятся на с, 
то и их сумма или разность 
а--ф разделится на с'). 

3. Если а делится на с, то 
и аб делится на С.   

1. Если Кх) делится на 2(х), 
а 2 (х) делится на #(х), то и 
1 (х) делится на h(x). 

2. Если f(x) u g(x) делятся 
на й(х), то и их сумма или 
разность Д(х)-Е2(х) разде- 
nutca Ha A(x). 

3. Если Их) делится на h(x), 
To H f(x) g (x) делится на # (х). 

И. Общий наибольший делитель 

Число С, являющееся одно- 
временно делителем двух (или 
более) данных чисел а и 6, 
есть их общий делитель, Наи- 
болыший из этих делителей, 
который делится на все осталь- 
ные общие делители чисел аи 
р, есть их общий наиболь- 
ший делитель. В символах: 

(а, 6) = а. 

Числа, не имеющие общих де- 
лителей (кроме единицы, яв- 
ляющейся делителем всякого   

Если многочлены f(x) Hu g (x) 
nenatca Ha h(x),10 A(x) есть их 
общий делитель. Делитель наи- 
высшей степени (определяемый 
с точностью до постоянного 
множителя), который делится на 
всякий другой общий делитель 
функций f(x) u g(x) ectb ux 
общий наибольший делитель. 
Обозначаем его так: 

(f(x), g (x)) = D(x). 
Многочлены, не имеющие об- 
щих делителей (кроме постоян- 

1) Если же а делится на с, а $ не делится ва с, то и сумма а-- В не 
разделится на с (то же относится и к функциям). 
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числа), называются взаимно 
простыми. Для них общим 
наибольшим делителем служит 
единица: 

(а, 5) =1. 

Если 4==(а,6), то 

a—d-a, 
b=d-b,, 

где а, и 0, — взаимно простые 
числа. 

Нахождение общего наиболь- 
шего делителя производится 
методом последовательного де- 
ления с помощью алгорифма 
`Эвклида: 

а делится на 6, затем в де- 
лится на первый остаток 7,, далее 
первый остаток Г, на второй 
остаток Г. ит. д. Так как остат- 
ки убывают, то неизбежно 
придем к остатку Ги: =0 

а= 64.7, \ 

р — г, 9. -|- Г. 

Г: = Г. 98-Е Г 

ТИт—3 — та Чт-—1 -|- т 

Г т—2 = Гт—1 т -ЁР Гт 

Г т = Гл Ч тт. J 

Последний, неравный нулю 
остаток Ги и есть общий наи- 
больший делитель. Докажем 
это. В том, что Г» есть общий 
делитель чисел ди $ убеждаем- 
ся, рассматривая написанные ра- 
венства снизу: из последнего 
следует, что Г„_, делится на 
`› Из предпоследнего, что на 
rm делится Ги. И Т. д. пока 
не дойдем до В и а. Чтобы 
убедиться, что Г» делится на 
всякий общий делитель диф 
поступим так. 

10 

  
Tm—1(X 

та) т 1 (Х) Ч (х)--   

ного, Ha которое делится 

всякий многочлен), называются 
взаимно простыми. За их об- 
щий наибольший делитель мож- 
но принять единицу 

(F(x), £(*))= 1. 
Econ D(x)=(f(*). g(x), To 

f()=D(x)-f, (*) 
g (x) =D (x)-g, (X); 

причем многочлены }(х) и 
2, (Хх) взаимно просты. 

Нахождение общего наиболь- 
шего делителя многочленов 
производится, как и для чисел, 
с помощью алгорифма Эвклиода: 

У (х) делится на &(х), © (Хх) 
делится на первый остаток Г, (Х), 
затем первый остаток Г, (х) на 
второй остаток 7,(х) ит. д. 
Так как степени остатков убы- 
вают, то некоторый остаток 
должен стать равным нулю; 
пусть Г: (Хх) =0. 

Тогда 

f(xy)=8 (*)- (4) г, (х) \ 
& (х) =, (х)- 45 (х)-ф- г. (х) 
г: (х) == Го (х)- 43 (х)- 7з (х) 

lm—3(X)=l'm_o(*) Чт—1(Х) + 

lm (X 

vm—1(X)=P im (x) Gmt+1 (x). 7 

Последний, неравный тож- 
дественно нулю, остаток Га (Хх) 
и есть общий наибольший де- 
литель. В том, что Ги, (Х) есть 
nenutenb f(x) u g (x) убеж- 
даемся так же, как и для целых 
чисел, рассматривая равенства 
снизу вверх. 

 



Из предпоследнего равенства: 

Fm SF maa mia Im (*) 

из предшествующих равенств: 

Пт = Гт Ито "Ч т—1 

Гт—э = Г т—4 —Гт—3° qm—2 

r,=a— bq,. 

Подставляя последовательно 
значения 7,1, Ито»... 1, B (*), 
выразим Г» через аи 6 

raat o8, 
где хи В целые (но не обя- 
зательно положительные) числа. 
Это равенство и показывает, что 
Ги делится на всякий общий 
делитель аи В, т. г. что 
гп =4. Это можно формули- 
ровать так: если 4 есть общий 
наибольший делитель натураль- 
ных чисел @ и 6, то всегда 
можно подобрать два целые 
числа & и В, такие что: 

a-at-b-8=— 4. 

В частности, если аи в вза- 
имно просты, то можно подоб- 
рать & и В так, чтобы 

аа 6.8 =—1. 

  

Далее из предпоследнего 
равенства находим Г», (х): 

Рт (Х) = Гт- (х) — 
—Ит—1 (x) Ч т—1 (x). (*) 

Затем, идя снизу вверх, опре- 
деляем из остальных равенств 
остатки Ги (Х), Ги (Х) 
ит. д.: 

Г п —1 (x) =F m—3 (x) ~ 

—Fin-o (x) Ч т—1 (x) 

rma (4) =P im—s (X%) — 
—Fm_3 (x) Ym—2 (x) 

r(x) =f (x) — & (х):9, (х). 
Подставляя последовательно 

найденные значения Ги_/ (Х) 
Pm—2 (х),..., yy (x) B (*) выра- 
зим г„(х) через }(х) и g (x): 

Гт(Х) =f (x) ° Ф(х)-Е (х)- 5х), 

где %(х) и %(х) — некоторые 
многочлены. Это равенство и 
показывает, что Г», (х) делится 
на всякий общий делитель функ- 
ций | (х) и & (Х), т. е., что 

rn (Xt) =D (x). 

Полученное соотношение 
можно выразить так: 

если [)(х) есть общий наин- 
больший делитель многочленов 
У (х) и =(х), то всегда можно 
найти два многочлена $ (х) и 
(Xx) таких, что 

Их) -ч(х) 8х): (Ф=Ь(х. 
В частности, если функции 

f(x) u =(х) взаимно просты, 
то можно подобрать $(х) и %(х) 
так, чтобы 

о ат 
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ПТ. Для взаимно простых чисел (многочленов) имеют место 
следующие теоремы 

1. Если произведение a-b 
делится на с, аа взаимно про- 
сто с с, то 6 делится на с. 

2. Если а взаимно просто с 
си взаимно просто с с, то и 
их произведение @.б взаимно 
престо с Сс. 

3. Если а делится на каждое 
из двух взаимно простых чисел 
Бр и Сс, то оно делится ина их 
произведение O-c, 

1. Если произведение много- 
членов }(х).2(х) делится на 
й(х), а Г(х) и й(х) взаимно 
просты, то 2(х) делится на Й(х). 

2. Если Г(х) взаимно просто 
с й(х) и 2(х) взаимно просто 
c A{x), TO ux произведение 
f(x)-g (x) взаимно просто с 
h(x). 

3. Если функция }(х) де- 
лится на каждый из двух вза- 
имно простых многочленов ©(х) 
H A(x), TO Ona делится и на 
их произведение g (x)-A(x).   

Доказательство этих предложений без труда проводится, если 
воспользоваться соотношениями аа--Ь В=1 и f(x) 0 (x)+ 
+ 20) + (хх) =1. 

Число, которое делится только на ] и на самого себя называет- 
ся простым. Простому числу в теории многочленов соответствует 
понятие неприводимого, не разлагающегося на множители много- 
члена. На понятии неприводимости мы остановимся ниже ($ 3,1). 

Если р — простое число, то всякое число или делится на р или 
взаимно просто с р. 

Если произведение а. делится на простое число р; то по край- 
ней мере один из сомножителей делится на р. 

Всякое (натуральное) число И может быть единственным образом 
разложено на произведение простых чисел. Если при этом дели- 
тель р, встречается &, раз, делитель р. &., раз и т. д., то разло- 
жение числа п на простые множители имеет следующий вид: 

N= Py" Pq"?..-Picr « 

В теории чисел вообще и в частности в нашем вопросе важную 
роль играет число чисел взаимно простых с п и не превышаю- 
щих п; эта величина носит название числовой функции Эйлера 
и обозначается символом $ (п). Если р простое число, то, очевид- 
но, $(р)=рр— 1. В общем же случае выражение для функции 
Ф(п) более сложное; оно может быть получено элементарными 
методами теории чисел. Мы выведем выражение для $Ф(п) ниже 
($2, 3) попутно с рассмотрением свойств двучленных уравнений. 
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$ 2. ДВУЧЛЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ 

1. Решение уравнения Х“— а —=0 сводится, как мы видели 
выше, к извлечению корня 1-Й степени из числа @. Задача эта 
была решена нами в предшествующем параграфе ($ 1, 2) с помощью 
тригонометрических или показательных функций. Это трансцендент- 
ное решение является, однако, недостаточным для наших дальней- 
ших целей, ибо нас интересует возможность разрешения двучлен- 
ного уравнения в квадратных радикалах; полученное же решение 
ответа на этот вопрос не дает. Поэтому мы займемся выяснением 
возможности решения двучленного уравнения алгебраическими сред- 
ствами. 

Как мы видели выше все п корней уравнения х“ — а =0 (а=20) 
различны. В том, что это уравнение не имеет кратных корней 
можно было бы убедиться еще и так. Каждый кратный корень 
функции является, как известно, корнем ее производной. Произ- 
водная же {'(х) =плх"1 не имеет других корней, кроме x=—0, 
не являющегося корнем функций f(x) =x" — a. 

Покажем, что решение уравнения х“— а=—0 можно свести 
к нахождению одного какого-нибудь корня этого уравнения и реше- 
нию уравнения х"— 1 =0. 

Пусть & — какой-нибудь корень уравнения х" — @ = 0, а =—лю- 
бой корень уравнения х“ — | =0, т. е. какой-нибудь корень 1-H 
степени из единицы. Тогда 9-е является также корнем уравнения 
х т —а==0. В самом деле: 

(я-=)” — а" .=й =а.1==а. 

Пусть х и В — два каких-нибудь корня уравнения х“ — а ==0. 
Тогда 

п п a 
(=) 2 =— — ] , 

9 Oo a 

но соотношение (=) — 1 указывает, что В есть корень из еди- 
ницы: % я 

В —=; В=0=. 

Если, следовательно, & есть корень двучленного уравнения 
х"—@==0,.то любой другой его корень В мы получим умноже- 
нием © на корень П-Й степени из единицы; мы получим, таким 
образом, все корни уравнения х" — а =0 умножением одного его 
корня на все корни 1-Й степени из единицы, т. е. на все корни 
уравнения х"—1==0. Таким образом, решение уравнения хп—а=0 
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сводится к нахождению одного какого-нибудь корня этого урав- 
нения и к решению уравнения х’— 1 —=01). Этим последним 
уравнением мы в дальнейшем и будем заниматься. 

2. Обратимся теперь к рассмотрению свойств корней уравнения 

хи —1==0, (1) 

или, что то же, свойств корней П-Й степени из единицы. Для на- 
глядности будем иллюстрировать получаемые соотношения, прибегая 
к геометрическому истолкованию корней йЙ-й степени из единицы, 
как вершин правильного И-угольника, вписанного в круг единич- 
ного радиуса. 

Как мы видели выше, все И корней уравнения (1) =, 1, 84...) и—1 
получаются по формуле: 

2-4 
QR i . OR д = 

е; = COS —— isin" =e% (k =0, 1, 2,..,2—1). (2) 

    

Отсюда легко видеть, что при любом Rk 

— К . 
вх = (=1)". (3) 

Таким образом, все корни 1-Й степени из единицы могут быть 
Qri 

получены как последовательные степени первого корня ¢€, == e” 
(корень =, =1, общий для всех уравнений х“— 1 =0 представ- 
ляет тривиальное решение): 

nm] 2 3 a 
81, Ey ’ 21 .”.. 971 — , 

причем, заметим, в этом случае сохраняется расположение корней 
в порядке возрастания их аргументов, это расположение будем 

называть натуральным. 
25 

В геометрическом истолковании умножение на е” есть поворот”) 
2 

на угол — . Предложение (3) допускает, таким образом, следую- 
п 

щую, совершенно очевидную, геометрическую интерпретацию: все 
вершины правильного И-угольника могут быть получены из первой 

27 
его вершины (A,) путем последовательных поворотов на yroa —- 

(черт. 3; И=8). 

1) Эго предложение может быть доказано еще так. Полагаем х = а+у 

и п‚дставляем в данное уравнение: 

ай уп — а= 0; ау" — а = 0; а(у"— 1 =0; у—1= 0. 
_ —_ i 

?) Умножение ва комплексное число 2 = p(cos¢-+ sing) = ре?’ рав- 
носильно, как известно, растяжению модуля в р раз и повороту на угол $. 
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Покажем следующее свойство корней уравнения (1). Если =-Н 
=’ корни И-Й степени из единицы, то их произведение =-=’, частное 

К = . 

—, а также любая целая степень =“, представляют собой тоже : - 

корни 1-Й степени из единицы. „ 
В самом деле по условию =" —=1 ив’ —=1, тогда: 

(e-e’)® = cP el" — 1.1=1 

e\"™ =" 1 

(e*)" — =КП — (er) — 1^ —]. 

Таким образом, предложение доказано. Геометрически оно иллю- 
стрируется так: при повороте какой-нибудь Вершины правильного 
й-угольника (в положительном или 
отрицательном направлении) на 4 
угол, соответствующий другой — SS 

(или той же самой) вершине это- - SA 
rO M-yrObHHKa мы получим опять 
некоторую вершину этого же мно- 
гоугольника. 

Пусть е — какой-нибудь корень 
й-Й степени из единицы. По дока- 
занному, в бесконечной последо- 
вательности 

      
д Of--22- ee     

каждый член является корнем И-Й 
степени из единицы. В этой по- As 
следовательности содержится в‘ча- Черт. 3. 
стности и член, равный 1. Таким 
будет во всяком случае =", но может оказаться равным единице и 
какой-нибудь из предшествующих членов. Пусть 1 — наименьший 
показатель, при котором 

2” — 1, 

Мы скажем тогда, что корень = принадлежит показателю тм. 
Показатель т, к которому принадлежит какой-нибудь корень 

П-й степени из единицы должен дыть делителем числа п. 
Докажем это. Пусть = — принадлежащий показателю 72 корень 

1-Й степени из единицы. 
Лопустим, что п = mg—+r(0O<r<my). 

Тогда 

eta ME +h (279 27 — =", т. с.



=" —=1. И так как г< т, то если бы г было отлично от нуля, это 
противоречило бы тому условию, что е принадлежит показателю #1. 
Итак, г==0 и, следовательно, == Т.4, т. е. т — есть делитель 1. 

Если корень = уравнения х“ — 1 =0 принадлежит показателю д, 
т. 6. является корнем данного уравнения, но не удовлетворяет 
никакому уравнению х" — 1 —=0, степени меньшей, чем И, то такой 
корень называется первообразным корнем уравнения хп — 1 =0, 
или, просто, первообразным корнем И-Й степени. Таким корнем 
наверно является первый корень 

9 т 

— nN =, — 6 
3 

2nik 

так как в —1, но г —=е * 41(npu k<n). Ho xpomee, cy- 
ществуют еще другие первообразные корни. 

Вершину п-угольника, соответствующую первообразному корню, 
мы назовем собственной вершиной. Собственная вершина П-уголь- 
ника не принадлежит никакому многоугольнику с меньшим, чем 72, 
числом вершин. Такой вершиной наверно является первая (после 
начальной) вершина й-угольника. 

Основным свойством первообразных корней является следующее: 
Если Г есть какой-либо  первообразный корень уравнения 

Г —1=0, то ряд из П последовательных его степеней: 

r,r’,.., ret, rl (4) 

представляет все И корней m-H cTeneHH Из единицы (в отличном, 
вообще говоря, от натурального расположения порядке). 

9 xi 

Мы видели, что этим свойством обладал первый корень , =е ”. 
Покажем справедливость этого для всякого первообразного корня. 
В самом деле, каждый член написанного ряда есть корень данного 
уравнения, и все они между собой различны. В самом деле, если пред- 
положить, что при Ё >] г =", то Г" ==1, а так как 
к — (< и, то Г не был бы первообразным корнем; что проти- 
воречит условию. 

Отмеченное свойство первообразных корней показывает, что для 
решения двучленного уравнения х” — 1 ==0 достаточно найти только 
один его первообразный корень; все остальные корни будут полу- 
чены из найденного первообразного корня путем последовательного 
возвышения его в степень. 

Если корень не является первообразным для уравнения х"— 1 =0, 
то он принадлежит к некоторому показателю т (т — дели- 
тель И) и, следовательно, будет первообразным для уравнения 
х"— | =0 низшей степени. 
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Как узнать, является ли данный корень первообразным и если 
нет, то к какому показателю он принадлежит (первообразным 
корнем какой степени он является)? 

Ответ дает следующая теорема. 
Пусть Г—какой-либо первообразный корень уравнения х"— 1 = 0; 

тогда, как мы видели, ряд (4) представляет все корни этого 
уравнения. Теорема утверждает, что корень г“ принадлежит к пока- 

n y 
зателю Я’ где 4 — есть общий наибольший делитель чисел Run, 

Докажем это. 
Пусть ГК принадлежит показателю т. Это значит, что 

(гк = ГК —1, 

причем т должно быть наименьшим числом, при котором это соот- 
ношение имеет место. 

Так как г— есть первообразный корень Й-Й степени, то из соот- 
ношения г“ — | следует, что т должно быть кратно п: 

km = nq. 

Если 4 есть общий наибольший делитель А и п, то 

Е —=Е4и п= 1.4, 

где Ё, и 1, взаимно просты. Подставляя значения А и NM в написан- 
ное соотношение и сокращая на 4, получим: 

ЕТ = 1 4. 

Отсюда следует, что А.М должно делиться на И., и так как А, им, 
взаимно просты, то т должно делиться на И. Наименьшее возмож- 
ное для этого значение 11 есть Ш ==иИ.. Покажем, что (гК)”: дей- 
ствительно равно единице. В самом деле: 

(rk) — kn, — phydn, — рп — (УП —]. 

И так как, по доказанному, И, есть наименьшее значение для 171, 
то 7^ принадлежит показателю И, но 

Таким образом, теорема доказана. 
Отсюда вытекает такое следствие. 
Для того чтобы г“ было первообразным корнем п-й степени, 

необходимо и достаточно, чтобы Е было взаимно простым с п. 
Действительно, если (А,1)=1, то 4=1 и Г" принадлежит к 

показателю п, т. е. является первообразным корнем. Если же 
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п 
(Е, п) =@ 51, то 7 «п и Г" принадлежит показателю, меньшему, 

чем И, и первообразным корнем уже не является. 
Замечание. Доказанная теорема и следствие из нее не зависят 

от того, какой первообразный корень принят за основание ряда (4): 
данный корень может принадлежать только к одному какому-нибудь 
показателю, независимо от того первообразного корня, при помощи 
которого он выражен. Показать это можно так. Пусть р какой-нибудь 
другой первообразный корень данного уравнения; тогда 

2 п—1 гп 
р... р 

также представляют собой все корни нашего уравнения. Как выра- 
зится в этом ряду корень г? 

Так как г есть первообразный корень, г == р*, где $ взаимно просто 
с п. Отсюда 

k __ (,s\k __ ,sk r= (Pp) =p". 
Sk По доказанной теореме корень р должен принадлежать пока- 

зателю где 4,= (5, п). Но общий наибольший делитель чисел 
Nn 
“7? 
d, 

5 ипиКкил один и тот же, так как $ взаимно просто с 7. Поэтому 
4 = 4. Получаем, следовательно, тот же самый показатель. 

В частности, если за первообразный корень принят „первый“ 
Qni 

корень 71-Й степени в, —=е", и все корни 

( =) — . - — -k — Eq, fy, Sqyerey Epy 4.) Вил é,-= er =e” 

расположены, следовательно, в натуральном порядке, то можно 
сказать, что АК-й по порядку корень <, принадлежит к пока- 

i e зателю ст, где d==(n, Е); =, является первообразным в том 

случае, если индекс А взаимно прост с п. 
Из сказанного следует, что первообразных корней уравнения 

хп — 1 —=0 существует столько, сколько есть чисел взаимно про- 
стых си (и не превосходящих 1). И в частности, если И — простое, 
то первообразных корней будет и — 1. 
Пример. хх! — 1 —=0. Из 12 корней этого уравнения 

= —=1, 5, 5, 53, 54, 25, 56, 7, 8» 29, 510, 211 

первообразными будут корни, индексы которых взаимно просты с 12: 

fx en, 27, 211. 

18



Делители 12 следующие: 6, 4, 3, 2, 1. 
Показателю 6 будут принадлежать (первообразными для урав- 

нения Хх — 1 —=0) корни с индексами, имеющими с 12 общий 
12 

наибольший делитель, определяемый из соотношения -— == 6, т. е., 
а 

имеющими с 12 общий наиболь- 
ший делитель {4 = 2; таковы корни 

En, 210. 

Лалее так же устанавливаем, 
что показателю 4 принадлежат 
корни =; И =, показателю 3 — 
корни =, из, и показателю 2 — ко- 
рень =з. Корень =, = 1, общий для 
всех уравнений х" — 1 ==0 можно 
считать первообразным для урав- 
нения Хх — | —=0 и, следовательно, 
принадлежащим показателю 1. 

Геометрически разобранный при- | 
мер интерпретируется так. В пра- As 
вильном двенадцатиугольнике (см. Черт. 4. 
чертеж 4) вершины: 
A,, A;, A,, А, 1 — собственные для двенадцатиугольника; 

о, А1, — принадлежат шестиугольнику; 
А;, Ао — принадлежат четырехугольнику; 
А., А; — принадлежат треугольнику; 
Ав — есть точка деления окружности пополам, и 
А, — начальная точка всех рассматриваемых много- 

угольников. 
3. Мы видели, что число первообразных корней и-Ёй степени 

равно числу чисел, меньших Л и взаимно простых с п. Величина 
эта, как мы указывали выше ($ 1,4) носит название функции Эйлера 
и обозначается символом ® (1). 

Итак, число первообразных корней уравнения хп" — 1 = 0 равно 
Ф (п). Мы ставим сейчас своей задачей вывести выражение для 
этой числовой функции. 

Заметим прежде всего следующее: если Г и $ числа взаимно 
простые, то уравнения лх’-—1 —=0 и х’— 1 —=0 не имеют общих 
корней, кроме х —1. В самом деле, пусть х-— общий корень этих 
уравнений, тогда 

  

г —1и ao = 1, 

Так как (Г, 5) =1, то можно подобрать такие целые числа 
ри 6, чтобы 

г.р -- $. =1, 
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а тогда 
O == are ts-3 — (ar)P.(a5)* = 1, 

т.е. х необходимо равно единице. 
Возвращаясь к функции ф (1) мы в первую очередь покажем 

следующее &е свойство; если Ги $ взаимно просты, то 

ф("-5) = +(Г)-9 (5). (5) 
Чтобы вывести это соотношение, рассмотрим соответствующие 

двучленные уравнения: 

Хх —1=0, x* —1=0, №— 1 =0. 

Последние два из них, как мы видели, не имеют общих корней 
(кроме х=1). 

Пусть я -— первообразный корень уравнения х’ — 1 =0, а В— 
первообразный корень уравнения Х’— 1==0. Покажем, что их 
произведение х.В является первообразным для уравнения х/* — 1 = 0. 
Прежде всего убеждаемся, что &В есть корень этого уравнения: 

(aS = al. BFP = (a) (PY = I. 
Пусть а — принадлежит к показателю т: 

("= 1. 
ат — вм. 

Отсюда 

о" — есть корень уравнения х’ — 1 =0, В" — корень уравнения 
х’— 1 =0, и так как эти уравнения не имеют общих корней, 
кроме единицы, то 

gm — Вт —- 1. 

Так как © — есть первообразный корень уравнения х’ — | =0, то 
из а" —=1 следует, что 1 должно быть кратно 7, точно так же 
из равенства В" —| следует, что И должно делиться на $ и так 
как Ги $’ взаимно просты, то Ш должно делиться на их произ- 
ведение г-5. Поэтому наименьшее значение для Т есть Г-$. Ко- 
рень «В принадлежит, таким образом, показателю 75, он есть 
первообразный корень уравнения х“°— 1 =0. Так как уравнение 
ХГ — 1 =0 имеет (Г) первообразных корней, а уравнение х“ — 1 —0 
$(5) первообразных корней, и все эти корни между собой различны, 
то отсюда следует, что все ф (г)-$ (5) произведений вида © В являются 
первообразными корнями уравнения ^х”’— 1 —=0. Покажем, что 
никаких других первообразных корней это уравнение не имеет. 

Пусть 1 — первообразный корень уравнения х“” — 1 = 0, Так как 
(г,5) =1, то можно подобрать два таких целых числа ри 5, что 

Г.р-- 5:6 =1 
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(заметим при этом, что р и-о, а также Г и с, должны быть тоже 
взаимно простыми; в противном случае единица должна была бы 
делиться на их общий делитель, что невозможно). Тогда 

ЕЕ = 
{° есть корень уравнения x" — 1 = 0, так как (°° "= 7°" = (x7) = 1; 
покажем, что 71° есть первообразный корень этого уравнения. Пусть 
° принадлежит показателю т: 

(1) = ут — 1, 

Так как { принадлежит показателю 75, то 5ст должно быть крат- 
HO YS, а следовательно с Ш должно быть кратно Г; а так как 5 
и Г взаимно просты, то т должно делиться на Г. Наименьшее 
значение для 1 при этом условии 7 —Г; таким образом, *® есть 
первообразный корень уравнения х’— 1 —=0. Совершенно анало- 
гично ‘Жоказывается, что 1’? — есть первообразный корень уравне- 
ния ^’-—|==0. Итак, всякий первообразный корень уравнения 
А! — | =0 есть произведение первообразных корней уравнений 
хГ— 1 =0и №—1=0. 

Так как, с одной стороны, число первообразных корней урав- 
нения х’5 — | —=0 равно числу чисел взаимно простых с 75$ и не 
превосходящих 7$, т. е. равно (75) и так как, с другой стороны, 
все первообразные корни этого уравнения представятся в виде 
$(г)-$($) произведений вида &.В (где я и В первообразные корни 
уравнений х”^ — 1 =0 и х’— 1 =0), то отсюда и вытекает, что 

ф(г-5) = $ (®)-4 (5). 

Теорема эта индуктивно распространяется на любое число со- 
множителей. Пусть теорема верна для и — 1 попарно взаимно про- 
стых сомножителей: 

ф (4+: 9%... 9—1) = (41) -$ (9)... $ (4,1). 

Докажем, что в таком случае она имеет место и для И сомно- 
жителей. Так как 4, `4....9,_— И @„ взаимно просты, то 

Ф (4195--.9п—19 п) = $ (4195---9и—1)-$ (п) 

откуда, принимая во внимание допущение, получаем: 

$ (4,4. „.. Чи) = $ (91)-$ (45)... (Ч»). (6) 

Теорема доказана. 
Для р простого $(р)=р —1. Найдем функцию Эйлера для 

того случая, когда И есть степень простого числа; И ==". 
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В ряду чисел от 1 до р”: 

1, 2, 3.045)” 

общие делители с 1” имеют числа, кратные р: 

0, Эр, Зр,... р т.р 

таких чисел имеется р” *. Остальные же числа взаимно просты 
с р". Их будет р*— р" *. Таким образом 

9 (p*) =p*""(p — 1). (7) 
А теперь нетрудно получить выражение для функции (7) B 

общем случае. - 

Пусть Л —= ру“ р.” ... руге. 
Так как все сомножители “4, 2 sD.’ k — числа попарно взаимно 1 29 k 

простые, то, применяя доказанные выше теоремы, получаем: 

$ (1) = 9 (p,% + pa”? ... Dyk) = 9 (P,)- 9 (00%). 9 (Dx*e) = 
= pit! (py — 1). pa?" (py — 1)...p,%2* (pp — 1). 

Итак, функция Эйлера $ (п), дающая число чисел взаимно про- 
стых с Фи не превосходящих ЛП или число первообразных кор- 
ней уравнения х”— 1 —=0, выражается следующим образом: 

Y (2) = py пра рев (р, — 1) (02 — 1)... (фк — 1). (8) 
Например: 1) п =12 =2?.3; © (12)=2; (2—1)(8—1)=4. 

2) п= 54 =2.33; » (54) = 372 — 1) (8 — 1) = 18. 

Заметим еще следующее свойство функции Фф(п). Если взять все 
делители числа п (включая само п и единицу): 

1, 41, 4,..., ак, п 

и принять ф (1) =1, то сумма 

Ф (1) -- (4) Не (4) -.. + з (de) + 9 (2) = 21. 

Это следует из того, что 
1) каждый из И корней уравнения х" —1 =0 является первообраз- 

ным для одного (и только одного) из уравнений ха —1=0 (где а =1, 
Ay, Aoy..., Ap, 1); 

2) что каждый корень уравнения х9 —| =0 есть также корень урав- 
нения х"— 1 =0, и что 

3) число первообразных корней уравнения х9—1=0 равно $ (4). 
Так, например, для п = 12 имеет место соотношение: 

Ф(П--е (2) $ (3) Е 3 (4) $ (6) $02) = 12 

в чем мы убедились непосредственно, разбивая в рассмотренном выше 
примере уравнения ^!? — |:-=0 12 его корней на группы по их „перво- 
образной“ принадлежности). 
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§ 3. О РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЙ В КВАДРАТНЫХ РАДИКАЛАХ 

1. Поставленная нами задача о возможности построения цир- 
кулем и линейкой правильных многоугольников равносильна, как 
мы видели ($ 1,3) вопросу о разрешимости двучленного уравне- 
ния в квадратных радикалах, Оставляя на время двучленные урав- 
нения в стороне, мы поставим вопросе в более общей форме — 
о возможности решения в квадратных радикалах любого алгебраи- 
ческого уравнения. При исследовании этого вопроса и более об- 
щего — о разрешимости уравнения в радикалах вообще (не только 
квадратных) существенную роль играют понятия числового поля 
и неприводимой функции. 

Полем в алгебре называется множество чисел, обладающих тем 
свойством, что результат рациональной операции (за исключением 
деления на нуль) над числами (элементами) этого множества есть 
опять элемент того же множества. Таким образом, действия сло- 
жения, вычитания, умножения и деления (за исключением деления. 
на нуль) над элементами поля, как говорят, не выводят за преде- 
лы этого поля. Множество А всех рациональных чисел есть поле. 

Полем будет также, например, множество всех чисел вида a+ by 2, 
где ди р — рациональные числа, так как результат сложения, вы- 
читания, умножения и деления над числами этого вида, есть число 

того же вида: 

аира, Ну) =@=а)+6-=5уз; 
(@-Нву2)- (ав, V2) (00+ 20) Hoh BO 
а уз _ (а -6у2 а, —в:У2)  aa,—200 bbs 
а.-- 6/2 (+4, V 2X02) он 

“Иа. 
So 

Нуль сам по себе образует поле. Всякое иное поле Р, содер- 
жит в себе поле АР как часть, так как содержа какой-нибудь эле- 

a 
MeHT a (0), OHO должно содержать и я = 1, 1--1=2 ит. д. 

Если наряду с полем Р мы рассматриваем новое поле Р;, такое, 
что все элементы Р принадлежат полю Р!, но которое, кроме них, 
содержит еще и другие элементы, то поле Р; называется расши- 
рением поля Р. 

Если к полю Р присоединен новый элемент 9, то для того 
чтобы новая область продолжала оставаться полем, необходимо 
наряду с числом & присоединить и все те числа, которые получа- 
ются в результате рациональных действий над элементами Р и чис- 
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лом а. При этих обстоятельствах мы`скажем, что новое поле 
(расширение) Р; получено путем приобщения элемента х к полю 
Р, что записывается так: 

Р, =Р[]. 

Так, например, если к полю Ю рациональных чисел приобщить 
иррациональное число |2, то расширение В [И2] будет состоять 
из всех чисел вида а-- 6/2, где а и В рациональные числа. 

При изучении свойств целых рациональных функций (многочленов) 
существенное значение имеет вопрос о той числовой области, к ко- 
торой принадлежат коэфициенты данных функций. Если коэфици- 
енты многочлена принадлежат полю Р, то говорят, что многочлен 
принадлежит полю Р, или дан в поле Р. 

Нетрудно видеть, что общий наибольший делитель Г) (х) много- 
членов {(х) и 2(х), принадлежащих полю Р, сам тоже принадле- 
жит полю Р, ибо коэфициенты его находятся путем рациональ- 
ных действий над коэфициентами f(x) Hu g (x). 

Выше ($ 1,4) мы проследили аналогию, существующую между 
многочленами и целыми числами и тогда же отметили, что понятию 
простого, не разлагающегося на сомножители числа соответствует 
понятие неприводимой функции. 

Если целая рациональная функция /(х) можеть быть представ- 
лена в виде произведения двух каких-либо многочленов 2 (х) ий (х): 

1(х) = & (х)-№(х), 

из которых ни один не сводится к постоянному, то мы говорим, 
что }(х) разлагается на множители, или что она приводима; в про- 
тивном случае функция называется неприводимой. Но при этом по- 
нятие приводимости или неприводимости не будет иметь определен- 
ного содержания, если не указать той числовой области, к которой 
должны принадлежать коэфициенты функций 2(х) и A(x). Tax, 
функция }(х)=х’—2 неприводима во множестве рациональных 

чисел, но разлагается на множители [х* — 2 = (х — V2) (x«+Y2)] 
в поле иррациональных чисел, и даже в поле Ю [И2 ]. 

Если целая рациональная функция }(х) может быть разложена 
на множители (не сводящиеся к постоянному), коэфициенты кото- 
рых принадлежат полю Р, то функция называется приводимой в поле Р; 
в противном случае — неприводимой в поле Р. 

Неприводимые (в поле Р) функции обладают рядом важных свойств. 
Пусть }(х) и $(х) целые рациональные функции (многочлены} 
в поле Р. 

1) Если } (х) — неприводима, а $ (х)— любая функция (в поле Р), 
то либо $(х) делится на }(%), либо $ (х) и Г(х) взаимно просты. 
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Это следует из того, что }(х) и %(х) не могут иметь общего 
наибольшего делителя, отличного от постоянной или от /(х) (так-как: 
f(x) неприводима). 

2) Если уравнение $ (х)==0 имеет общий корень с неприводи- 
мым уравнением }(х)=0'), то все корни уравнения }(х)= 0 удов- 
летворяют уравнению $ (х) =0 и $Ф(х) делится на f(x). 

В самом деле, общий корень функций }(х) и $ (х) является кор- 
нем их общего наибольшего делителя, который поэтому наверно: 
отличен от постоянной, а потому функции f(x) и %(х) не могут 
быть взаимно простыми, и, следовательно, по (1) %Ф(х) делится 
на }(х); откуда и следует, что все корни уравнения [ (х) ==0 удов- 
летворяют уравнению $ (х) =0. 

Поэтому, если какой-либо корень & неприводимого уравнения 
f(x)=0 не является корнем уравнения $ (х) =0, то функции Д(х} 
и $(х) взаимно просты. 

3) Неприводимое уравнение }(х)=0О не может иметь общих 
корней с уравнением $Ф(х) =0 низшей степени ?), Это вытекает 
из (1), так как в рассматриваемом случае $(х) не может делиться 
на f (x). 

4) Два различных неприводимых уравнения /(х) —=0 и © (х) =0 
не могут иметь общих корней. 

В самом деле, если бы Г(х) и %(х) имели общий корень, то 
f(x) должна была бы делиться на $ф(х) [или наоборот, $ (х) на 
1(>)], но это невозможно, так KaK f(x) неприводима. 

2. Нас будет интересовать вопрос о разрешимости алгебраического 
уравнения }(х) =0 в радикалах и в частности радикалах квадрат- 
ных. Решить уравнение в радикалах —это значит, выразить при 
помощи элементарных алгебраических действий (сложения, вычита- 
ния, умножения, деления, возведения в степень и извлечения корня} 
корни данного уравнения через его коэфициенты. Однако эта задача 
далеко не всегда разрешима (уравнения выше 4-Й степени в общем 
виде не решаются в радикалах). Поэтому при исследовании алгебраи- 
ческого решения уравнений мы становимся на несколько иную, более 
общую точку зрения: мы рассматриваем решение уравнения как 
расширение первоначального поля Р (к которому принадлежат 
коэфициенты данного уравнения) путем приобщения к нему новых 
элементов — корней этого уравнения (или же других величин, 
через которые корни данного уравнения выражаются рационально). 

С этой точки зрения решение, например, квадратного уравнения 

1) Речь идет, конечно, о корне, не принадлежащем полю Р, ибо непри- 
водимая в поле Р функция не может иметь в нем корней. 

2) Отсюда вытекает, что неприводимое уравнение не может иметь крат- 
ных корней, так как каждый кратный коревь функции Г(х) является 
вместе с тем корнем ее производной /” (х); уравнение же /"(х) = 0 — низ- 
шей степени, чем f (x) = 0. 
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a? + рх-- 49 =0 с рациональными коэфициентами есть расширение 
поля рациональных чисел А, путем приобщения к Ю одного из кор- 

— 

a 

чей X1,2—= — E+ У —щ 4 данного уравнения, что равносильно 

построению поля ® И * —4 | . 

Указанная точка зрения на решение алгебраических уравнений 
‚имеет следующее преимущество. Хотя построить новое поле (расши- 
рение) в явном виде, подобно тому, как это мы только что сделали 
для квадратного уравнения, вообще говоря, нельзя (в случае урав- 
нений 5-й и высших степеней), тем не менее оказывается возмож- 
‘ным установить свойства, которые должно иметь расширение, и от- 
сюда уже сделать те или иные заключения о характере корней урав- 
нения. К рассмотрению расширений поля мы сейчас и переходим. 

Мы будем исходить из поля Ю рациональных чисел. Пусть a — 
‘корень неприводимого в AR алгебраического уравнения п-Й степени: 

= атак" „На-На =0 (1) 
< рациональными коэфициентами f(a) = 0. Число (элемент) х назы- 
вается в этом случае алгебраическим`); п — есть степень а отно- 
сительно поля Ю. Неприводимое уравнение, которому удовлетво- 
ряет данный алгебраический элемент, определяется однозначно, так 
как не может в данном поле существовать двух неприводимых в 
нем функций, имеющих общий корень. 

Построим поле Ю,— расширение поля Ю — путем приобщения к 
нему алгебраического элемента о: 

R,=R [a]. (2) 
Элемент х назовем образующим, или примитивным элементом 

поля Ю.. 
Поле Ю, наряду с рациональными числами содержит также все 

те числа, которые получаются путем применения рациональных 
операций к элементам поля Ю и числу а; таким образом, элементы 
поля Ю, представляют собой всевозможные рациональные функции 
{с рациональными коэфициентами) от а. Общий вид любого эле- 
мента 1 поля А, есть следующий: 

  

———щ— 

1) Число, не являющееся корнем никакого алгебраического уравнения 
вида (1), называется трансцендентным. Таковыми, как доказывается, яв- 
ляются числа е и т. Число { есть алгебраическое, так как служит корнем 
уравнения х? - 1 = 0. 
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где 9(x) u (x) — целые рациональные функции в поле ЛР (т. е. 
многочлены с рациональными коэфициентами). Итак, мы видели, 
что любой элемент 1 алгебраического расширения А, (расшире- 
ние поля при помощи алгебраического элемента мы называем 
алгебраическим расширением) — есть рациональная функция его при- 
митивного элемента 1. Мы докажем следующее свойствой этого 
расширения. 

Если образующий элемент &% расширения А [| — П-Й степени 
(относительно №), то всякий элемент этого поля представляет со- 
бой целую рациональную функцию от я (с рациональными коэфи- 
циентами) и притом не выше (^—1)-й степени. 

Прежде всего заметим, что в равенстве (3) знаменатель % (9) 5 0. 
С другой стороны, по условию }(а)=0. Так как корень я непри- 
водимой функции }(х) не является корнем функции Ф(х), то эти 
функции взаимно просты. А потому в поле ® можно найти два мно- 
гочлена F(x) и Ф(х) таких, что 

f(x) F(x) 0 (x) Fx) =1. (4) 
Полагая в этом равенстве х =, найпем, что 

Ф (а): 2 (2) =1. 

Умножая в (3) числитель и знаменатель на \Р (а), получим: 

—_2@) _ #4 @) лос 

  

Итак, показано, что 1 — целая рациональная функция от @ (в по- 
ле А). Если бы степень g (x) оказалась выше (и—1)-й, то, деля g (x) 
на /(х), мы получили бы: 

8 (*) =1(х):9 <) +r (>), (6) 

и полагая здесь Хх =, имели бы 

g («)=r(a), 

где степень Г(х) не выше (и—1)-й. 
Предложение, таким образом, доказано полностью. Всякий эле- 

мент поля АЮ [| может быть, следовательно, представлен в виде 
целой рациональной ‘функции (7—1)-Й степени образующего эле- 
мента од: 

y= Ba By 8 On OF Ons (7) 
„ / 

где р; принадлежат полю Ю. Этому факту, характеризующему строе- 
ние расширения А [х], мы дадим несколько иную формулировку. 
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Если некоторое множество элементов 2 обладает тем свойством, 
что в нем можно указать № линейно-независимых (относительно 
поля Р) злементов !): 

2, “о... т 

таких, что любой элемент & из 2 может быть представлен в виде 
их линёйной однородной функции (с коэфициентами из Р.) 

2=с.2, Е с.2. oe Е Стёиь» 

то такое множество элементов называется линейным многообразием 
порядка 18 (относительно Р); числа 2; образуют базис этого ли- 
нейного многообразия. 

Возвращаясь к алгебраическому расширению А [°], мы видим из 
(7), что элементы 

ди 

играют в нем роль базиса: каждый элемент 1] поля А [а] представ- 
ляет линейную однородную функцию (с рацион. коэф.) элементов 
(8). Кроме того, элементы (8)—линейно-независимы в №, так как 
в случае существования между ними линейной зависимости 

Cyan -Е Ca"? +... Cp_y% + C, = 0 

а удовлетворяло бы уравнению (И—1)-Й степени, чего быть не 
может, так как я—есть корень неприводимого в А уравнения N-it 
степени. 

Гаким образом, алгебраическое расширение К. = КЮ [а], полу- 
ченное путем приобщения к полю Ю алгебраического элемента 
п-й степени, представляет собой относительно Ю (линейное много- 
образие п-го порядка ?). 
ey re 

1) т элементов 21, 2.,.., 2т называются линейно-независимыми (от- 
носительно Р), если (в Р) нельзя подобрать т чисел А; из которых не 
все равны нулю и таких, чтобы выполнялось соотношение 

121 -- Кого + ... + Rrzn = 0, 

В противном случае эти элементы называются линейно-зависимыми. 
2) Не следует думать, что примитивный элемент а, помощью которого 

построено поле А, = Ю [«] является в нем исключительным элементом. 
Можно показать, что такую же роль может играть любой элемент В из 
этого поля, если только он степени п относительно поля К, т. е. если 
он удовлетворяет неприводимому в А уравнению 7-Й степени (иначе: если 
1, В, В2,.., В” линейно-зависимы, а 1, В, В?, ..., 87-1 линейно-независимы в Ю). 
Построенное путем приобщения элемента В поле К [3] будет совпадать 
с А [4]. Поясним это на примере. 

Пусть « = /\2— корень неприводимого в К уравнения 3-Й степени 
х3—2=0. Поле Ю [и 2] представляет собой линейное многообразие 3-го 

9^— 8-—_ \92 
порядка, базисом которого служат элементы |, V 2 , (У?) ‚ и следова- 
тельно, есть совокупность чисел вида: 

ptaVotrya, 

, arm 2, a, ao (8) 
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Мы скажем, что степень построенного нами расширения А, 
относительно А есть п, и запишем это так: 

{К,:К} =. (9) 
Процесс алгебраического расширения поля можно продолжать 

далее. Рассматриваем в поле Ю, —=А [а], неприводимую в нем це- 
лую рациональную функцию 2(х) степени, положим, т. Пусть В 
есть корень этой функции: 

8 (8) =0. 
Элемент В приобщаем к полю АЮ,. Строим, следовательно, новое поле 

Ю, = R, [8] =R [х, В, 

элементы которого будут всевозможные рациональные функции от 
В (с коэфициентами из АЮ,). По доказанному выше, расширение 
Ю, =Ю, [8] представляет собой линейное многообразие т-го по- 
рядка относительно Ю,; его линейным базисом являются и чисел: 

Arn) pr, . В, 1. 

Степень расширения А, относительно А, есть, следовательно, т: 

{Ю,:К} = т. 

Основная теорема, которую мы хотим доказать, заключается в 
том, что поле Ю, = А, [В] =/Р [«, В] является линейным многообра- 
зием также относительно Ю, и что порядок его относительно R 
равен произведению 17.1; нужно доказать, следовательно, что 

{Ю.:Ю} =т.п. 
© 

Возьмем произвольный элемент 6 поля Ю.. Он выразится, по до- 
казанному выше, в виде целой рациональной функции (т — 1)-й 
степени от образующего элемента В: 

6 — a; pm? + 4. pe? + ote + Ain —1 ° В -- hin (10) 

с коэфициентами @,, принадлежащими полю №. 

в 
гдер, 4и гр— рациональные числа. Возьмем в поле R[y2] элемент 

в 
В=1-+ у “4. Степень этого элемента относительно Ю равна 3, так как 
он служит корнем неприводимого в А уравнения (х--1)3 —4=0. Поле 

$^— es ~ 

R[1+y/4] будет представлять собой совокупность чисел вида: 

р-+9а-+ У + па-+у 4 = ++ а у4-+т-+2ну 4-29 = 
=( +47) + 2% У2- (1+2) у4= 5+ uy/4, 

где $5, Ёи и — рациональные числа. Таким образом, 

ки+Уу41 = Гу 2. 
29



Так как все 4; принадлежат Ю., то все они представляют собо Й 
целые рациональные функции от х (2 —1)-Й степени (или ниже): 

а; — Я ant As gn? eee - Anas, i A+ Ani (= 1, 2, eee ‚т) (1 1), 

где все а’; принадлежат Ю. 
Подставляя в (10) вместо 4; их значения из (11), получаем: 

C= (04, Ef gy OP Agta Ap) BP? (Gg OP 
Чат. Рау ата атоме ae 

Чаи) yy 2 BPEL dy, oP? BA, of 
“Edgy BBE yg аи, (12) 

Из (12) мы видим, что любой элемент 6 поля Ю представляет 
(относительно А) линейную однородную функцию от # - Т элементов: 

gh-1,Qm—1 gh—2,qm—1 | gm—1 gn-l.gm-2 1, (13) 

каждый из которых есть, как нетрудно видеть, элемент АЮ.. Остает- 
«я только доказать, что элементы (13) линейно-независимы. 
Допустим, что_между ними существует линейная зависимость: 

Cy a BAL Cy, 2 BA EC BMF 
Eg a2 BEL Cog a2 BA Cg BMP we 

+ Cim a) + Com an? tt Con = 05 (14) 

где С. принадлежит Ю. 
Тогда, собирая все члены, содержащие одинаковую степень 3, 

и, вынося ее за скобки, имеем: 

(Слои. Си) ЧЕ (батя брате 
+ Cro) Bb? =... (Са ae tt Con +... Crn) = 0. (15) 

Но так как @ есть корень неприводимого в Ю, уравнения т-й 
степени, то этот элемент не может удовлетворять никакому урав- 
нению (2 — 1)-й степени. Поэтому все 1 коэфициентов (13), пред- 
ставляющие собой числа из Ю, должны обратиться в нуль: 

CofC oP? LC =0 (K=1, 9,...т). (16) 

А так как элемент ©, со своей стороны, есть корень неприво- 
димого в Ю уравнения И-Й степени, то он не может служить кор- 
нем никакого уравнения (и — 1)-Йй степени с рациональными коэ- 
фициентами. Поэтому во всех 1 равенствах (16) все коэфициенты 
С„ должны быть равны нулю. 

Этим доказана линейная независимость в R 11.п элементов (13), 
которые образуют линейный базис многообразия А, относительно А. 
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Следовательно, степень расширения Ю. относительно А есть тм. 

{R,:R}—= mn. (17) 

Теорема доказана. Путем повторного применения результаты ее 
распространяются на любое число последовательных расширений. 

Если, следовательно, мы берем поле рациональных чисел А ик 
нему последовательно приобщаем алгебраические числа 9, 4%, ... Ян., 
причем: 
ях, —есть корень неприводимой в Ю функции стелени 71, 
х, — корень неприводимой в Ю, =А [я] функции степени #., 

e e ® ® e ® ® ® ® © e e e + e ® 

„, —корень неприводимой в А,_, =А[“,, а.,... 9,_.] функции 
степени 74, 

то полученное алгебраическое расширение 

R,=R [a,, Aayerey о] 

является относительно Ю линейным многообразием 7,7%. ... 2-го по-- 
рядка. Иными словами, степень расширения Ю, относительно Р есть. 
произведение 17,7. ... Ян: 

{Ю:Ю} =. - По --. Пь. (18) 

3. Применим полученные результаты к исследованию вопроса с 
разрешимости уравнения в радикалах. Так как всякий радикал — 

Га есть корень двучленного уравнения х” — &=0, то решить 
уравнение в радикалах это значит, выразить рационально его корни 
через корни двучленных уравнений. 

Пусть дано уравнение и-Й степени с рациональными коэфици- 
ентами 

1(х) = 0. (19). 

Если уравнение (19) разрешимо в радикалах, то это значит, что» 
решение его сводится к решению цепи двучленных уравнений: 

хх": — a, =0, 

х"? — 0. =0, 

„ХПз — (bs — 0, (20) 

где а,— рациональное число, A,— рациональная функция от кор- 
ней первого уравнения, а.— рациональная функция от корней пер- 

вого и второго уравнений и т. л. 
Если 9, @.,.... а, корни уравнений (20), то некоторый корень 

X, данного уравнения (19) будет, в случае разрешимости этого 
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уравнения в радикалах рациональной в Ю функцией от корней 
двучленных уравнений !) 

х =Р (9, ч., ..., бл). 

Построим поле, к которому принадлежали бы все иррацио- 
чальности @. Для этого будем расширять поле Ю, приобщая к 
нему последовательно &,, O%,..., &,. Получим 

Ri =R [o4, Say ony Spl (21) 

Какова степень, этого расширения? а, есть корень уравнения 
„Х”" — а, =0, но Это уравнение может оказаться приводимым в 
ятоле R. Пусть А,(х)—та неприводимая в Ю функция, корнем 
которой служит 9, и пусть степень ее А,. Точно так же двучлен- 
ное уравнение х”2 — а, —=0, составляющее корень я, может ока. 
заться приводимым в поле А, = [,]; пусть К.(х) будет непри- 
водимая в ®, функция степени А., корнем которой служит ч., 
ит. д.; пусть, наконец, я, будет корнем неприводимой в поле Ю,_, 
функции К, (х) степени Ху. 

Ряд функций 

К, (х), К» (х), Kn) (22) 

образует разрешающую цепочку функций для уравнения (19). 
Согласно доказанной выше теореме степень расширения Ю, OT- 

носительно А равна произведению степеней функций (22), т. е. 

{Ю,:Ю} = k,-Re, wy Rp (23) 

1) Так, например, если уравнение разрешимо в радикалах, и корень 
его х! выражается следующим образом: 

Vou V3 —-W4 
4 5 

64V 5-3/3 
то этот корень является рациональной функцией от корней следующей 
жепи двучленных уравнений: 

  

x= ’ 

x2—a,=—=0, rme a, = 3; a, = Из ‚ 
+. - 8. 

х3—а=0, где ФЕ а ay =Wa=V 24V3, в 
ХЗ — а: =0, где а =4; аз = V4, 

xt—a=0, где а: =5 — 301; % -У_зуз. 

Через корни а1, а, аз, в, этих уравнений х|1 выразится так: 

— 92 — 203 

— ба ° 
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Мы будем предполагать далее, что уравнение (19) является 
неприводимым в поле Ю. 

Пусть х, есть корень этого уравнения; следовательно, } (х,) == 0. 
Приобщая его к полю А, мы получим алгебраическое расширение 
Ю [х,], степень которого есть 

{R[x,]:R} =x. (24) 
С другой стороны, корень х, =Р (%., 4.,...о,), как рациональ- 

ная функция от &, является элементом поля Ю5; к этому же полю 
принадлежит и всякая рациональная функция от х., т. е. принад- 
лежат все элементы поля А [х,|, которое, таким образом, пред- 
ставляет собой часть поля А,‚; следовательно А, есть расшире- 
ние поля ® [х,|. Пусть 4 есть степень этого расширения 1): 

{Ю:Ю [х,]} — 0. 

Итак, поле ©, можно рассматривать как полученное из А пу- 
тем двух последовательных расширений от А до А [х,| — степени 
nv, иот Ю[х,] до Ю,— степени 4. По доказанной выше теореме 
степень расширения Ю, относительно Ю есть произведение этих 
степеней: 

(Юр: В} =: Ю [^1| } {А [хИ:К}, (25) 

Ri Ro: ky =n. (26) 

Таким образом, степень неприводимой функции }(х) должна быть 
делителем произведения степеней, разрешающей цепочки функций. 

Пусть теперь неприводимое уравнение /(х) = 0 разрешимо в квад- 
ратных радикалах. Тогда разрешающая цепочка состоит из функ- 
ции второй степени 

ИЛИ 

Е, =А. ==... — А, =2. (27) 

Из (26) мы видим, что в этом случае число. И, являясь делите- 
лем числа 9", само должно быть степенью двойки: 

п — 2". (28) 

1) Поле Ю; являющееся алгебраическим расширением поля В и пред- 
ставляющее линейное многообразие некоторого порядка $ относительно 
Ю является также линейным многообразием (низшего порядка) относи- 
тельно всякого поля В*, заключенного между КЮ; и R: 

К,С К*С К. 
В самом деле, все элементы Ю; выражаются линейно через элементы не- 
которого базиса ст, со,..., о; с коэфициентами из Ю. Но так как каждый 
коэфициент из А принадлежит также Ю*, то К; представляет собой ли- 
нейное многообразие относительно Ю*. Число линейно-независимых сре- 
ДИ 6], 65,.., 0; относительно поля А* и есть степень расширения Ю, 
относительно К*. 
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Итак, для того чтобы неприводимое в Ю уравнение [(х) = 0 было 
разрешимо в квадратных радикалах необходимо, чтобы степень 
его была степенью двойки‘). 

Выведенное нами условие разрешимости является. необходимым, 
но, вообще говоря, еще недостаточным. 

$ 4. ПОЛИНОМЫ ДЕЛЕНИЯ ОКРУЖНОСТИ. НЕОБХОДИМОЕ 
УСЛОВИЕ РАЗРЕШЕНИЯ В КВАДРАТНЫХ РАДИКАЛАХ 

УРАВНЕНИЯ х”—1= 0. 

1. Установленное выше необходимое условие разрешимости не- 
приводимого алгебраического уравнения в квадратных радикалах 
применить непосредственно к интересующему нас случаю двучлен- 
ных уравнений не представляется возможным, потому что двучлен- 
ные уравнения х’— 1 —=0, имея корнем х==1|, всегда являются 
приводимыми. 

Мы видели выше ($ 2,2), что для решения двучленного урав- 
нения И-Й степени х“— 1 —=0 достаточно найти хотя бы один из 
его ч(п)’ первообразных корней, все остальные корни полу- 
чатся путем последовательного возвышения этого корня Г в степень 

Г, rey. PP, PI. 

Ввиду этого вопрос о решении двучленного уравнения можно 
свести к решению такого уравнения Ф, (х) =0 (уже не двучлен- 
ного), которое своими корнями имело бы первообразные корни 
данного двучленного уравнения и только эти корни; тогда любой 
корень уравнения Ф, (х) = 0 давал бы решение двучленного урав- 
нения. | 

Такое уравнение Ф, (х) =0, ввиду связи двучленных уравнений 
с задачей деления окружности, назовем уравнением деления окруж- 
ности. Левую часть этого уравнения, мы будем называть полиномом 
деления окружности на 7 частей. Итак, полиномом деления окруж- 
ности называется такой многочлен Ф, (х), корнями которого служат 
все первообразные корни и-Й степени из единицы (и только они). 
Очевидно, степень такого полинома должна быть $ (и). Мы пока- 
жем, что для всякого значения 72 (для всякого уравнения х" — 1 = 0) 
такой многочлен с рациональными (и даже целыми) коэфициентами 
всегда существует. 

1) Отсюда, между прочим, вытекает, что известные задачи об удвое- 
ний куба и о трисекции угла невыполнимы помощью циркуля и линей- 
ки, так как степень соответствующих уравнений, к которым приводятся 
эти задачи: х3 —2 =0и хз — 3—6 =0 (неприводимость их в РЮ дока- 
зывается без труда) не является степенью двойки. 
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В случае, когда степень двучленного уравнения есть число про- 
стое р, то все корни такого уравнения, кроме х == 1, первообразные. 
Поэтому, полином деления окружности в этом случае мы получим 
просто делением хР—] на х— 1: 

р xP — 1 — — хр-1 -p—2 Фе = РНР path (1) 
Рассмотрим теперь случай, когда степень двучленного уравнения 

есть степень простого числа: п — р". 
Так как р“! есть делитель числа р”, то всякий корень урав- 

нения xP — | —0, очевидно, будет являться корнем уравнения 

ХР — 1-0. С другой стороны, мы покажем, что всякий неперво- 

образный корень уравнения ХР — 1 =0 должен быть корнем урав- 

nena xP” = 0. 
Все делители р” суть числа 

1, р, Djs DP 

Если е — непервообразный корень уравнения ХР — 1 = 0, то он при- 
надлежит как к показателю к одному из написанного выше ряда 
чисел. Пусть г принадлежит к показателю р? (3 <я— 1), и сле- 

довательно, является корнем (первообразным) уравнения ХР — 1 = 0. 

Но так как р8 есть делитель числа р. ‚ то е будет являться также 
—1 

корнем уравнения xP —1=0, Takum образом, корнями урав- 
a— 

нения ХР — ] =0 служат все непервообразные корни уравнения 
x 

хР —1==0. Поэтому полином деления окружности Ha р” частей 
—1 

мы найдем, разделив хР — 1 на хР —_1. Выполняя это деление, 
получаем: 

xP 1 и—1 х—1 &—1 

D ya (4) = aq PDP (PtP |1. (2) 
xP —1 

В общем случае при произвольном И выражение для Ф, (х) будет 
более сложным. Именно, мы покажем, что если 

В — р“. 48-71. 5°.. 9 

то полином деления окружности найдется по следующей формуле: 

(х)=   

п. п. п. te 
(x"™ — 1) (xP7— 1) (xP? — 1) (x97 — 1)... (0 975 — 1)... 

n n в п п 

(хР— 1) (х9 — 1) (м7 — 1)...(х29"— 1) (xP — 1)... 

Te —1) 

Поет —1) 

3* 35 
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В этом выражении числитель состоит из произведения двучленов 
вида х“ —1, где 4, принимает значения, равные № и всем делите- 
лям числа И, получающимся от деления 1 на четное число простых 
чисел, входящих в состав И. Знаменатель же есть произведение 
всевозможных двучленов х4—1, где 4,-—- принимает значения, 
получающиеся от деления M Ha нечетное число его простых дели- 
телей 1). Покажем справедливость формулы (3). 

Так как каждый двучлен х“ —1 или х42 — 1 имеет своими кор- 
нями корни Й-Й степени из единицы, так как каждый корень урав- 

п 

нения хР9/“ — | —0 является также корнем уравнения хп” — 1 =0, 
то и числитель и знаменатель дроби (3) представляют собой про- 
изведения двучленов вида Хх — ®, где е— различные значения корня 
й-й степени из единицы. Пусть е — какой-нибудь из этих корней 
7-Й степени и притом непервообразный. Он является тогда перво- 
образным для уравнения х9 — | ==0, где ( есть некоторый дели- 
тель числа и. Если 4 есть делитель И, то некоторые из простых 
сомножителей числа П входят в состав 4 в степени меньшей, чем 
они входят в 7. Пусть все такие сомножители суть: 

Pas Paves Pm- (4) 
Среди показателей степеней двучленов, входящих в состав чи- 

слителя выражения (3), на 4 делятся: во-первых, само И, затем по- 
п 

казатели вида —, где р, рь числа. ряда (4), таких показателей 
PiPx 1 

mun — 
будет С я Mn). далее на (4 делятся показатели вида 

п 
————, THe Pi, Pry Pj» Py — CHa pana (4), этих показателей Cin 
PiPKP;P1 
и Т. д. 

Всего в числителе дроби выражения (3) двучленов с показате- 
лями степени, делящимися на 4 будет: 

a=1+CatCmt... (5) 
Так как на x —e (Tae ® первообразный корень 4-Й степени) бу- 

дут делиться только такие двучлены х41—1, в которых показатели 
41 делятся на 4, и так как ни один из этих двучленов кратных 
корней иметь не может, то отсюда можно заключить, что Х —е 
войдет в состав числителя выражения (3) ровно & раз. 

Рассуждая подобным же образом, мы убедимся, что в состав 
знаменателя (3) тот-же множитель х — войдет В раз, где 

ВСС Са -.... (6) 

1) При п = р® формула (3) переходит в (2). 
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Но, как известно, в разложении бинома Ньютона сумма бино- 
миальных коэфициентов, стоящих на четных местах, равна сумме 
коэфициентов, стоящих на нечетных местах). Поэтому В =. 

Таким образом, множитель х— войдет в состав числителя и 
знаменателя выражения (3) одинаковое число раз и, следовательно, 
сократится. Так же будет с каждым непервообразным корнем. В со- 
ставе выражения (3) остаются только двучлены вида Х —е, в ко- 
торых = — первообразные корни 7-й степени. Таких двучленов име- 
ется ф (72); они находятся только в числителе в разложении дву- 
члена х" — | и каждый из них войдет один раз. Поэтому опреде- 
ляемое по формуле (3) выражение для Ф„(х) и есть многочлен 
степени $ (72), имеющий своими корнями первообразные корни П-Й 
степени, т. е. это и есть полином деления окружности. 
Примеры: 1) Найдем Ф„(х). 

30 30 30 
—30=2.3.5 d, 30, a3’ 9.5” 3.5 

d, | 22, 30, 30, _30 
21 9’3’ 5’ 2.3.5 

© — 1) 1) 81) 1) (x1) (x1) 
зо (>) ~~ (x!5—1) (x!0—1) (x®—1) (a—1) (x°11) (x81) 

10 4.5.1.1 хех = 8+ x'— x5 — xt x8 Lx-+1,. 
ME 

2) Составим таблицу ®, (x) or M=2 no n= 12. 

D(x) =x+1 O, (x) = 1 
®, (=O Teel By (x) =x x8 41 
Ф, «(Х)=^-1 @, (x)= x*— 8+ x?—x+1 
©; (x) анк Фо хер ед ха 
®, g(X) = —х- 1 PEE XE EX? + x +-1 
Ф, O = ре Ре Ф,› (х) = х* — №1 

x? —+ x 

Homme Ф., Ф., Ф., Ф., Ф,, найдены по формуле (1), 
D,, Dg, Dg » по формуле (2) и 
Pg, Dior Pi, ‚ по общей формуле (3). 

  

  

1) Полагая по формуле 

(x —y)™ =x" — СЕ хт-ту-р С? хт-2 уз _— СЗ хт-з уз | C4 xmma yA, 
х = у = Ё, получаем 

0=1— СС? — С + С“ — С++... 
откуда 

14+ CR + Cyt = Cat Cnt ent 
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2. Весьма важным свойством полиномов деления окружности 
является их неприводимость в области рациональных чисел (в даль- 
нейшем под неприводимостью мы будем понимать неприводи- 
мость в КЮ). 

При доказательстве неприводимости полинома Ф, (х) нам пона- 
добятся следующие ниже вспомогательные предложения, принадле- 
жащие Гауссу. 

Пусть /(х) — многочлен с целыми коэфициентами и пусть 6-—- 
общий наиболыший делитель всех коэфициентов f(x). 

Тогда: 

f(x) =3-¢(x), 
где коэфициенты многочлена (x) уже не имеют общего делителя; 
такой многочлен назовем первообразным. Докажем, что произведе- 
ние двух первообразных многочленов есть тоже первообразный 
многочлен. 

Пусть 

ода киа, ма, ана, 
x) — Bp xm + b, a Pee Bin 1 Xx ++ Bim 

— два первообразных многочлена и 

F (x)=f(x)- g(x) Cy Pt с, хит". Рота х-Е бы 
—их произведение. Возьмем любое простое число р. Пусть а, —пер- 
вый из коэфициентов Г(х), который не делится на р, так что @%, 
а. ...@х_: — делятся на р (все @; на р делиться не могут, так как 
(<) — первообразный многочлен). Точно так же пусть 8, — первый 
из коэфициентов 5(х), не делящийся на р. Рассмотрим коэфи- 
циент с индексом ИЕ функции Р (х): 
сын == Ч. аа ба Apts Opiate Aas Op +2 Or pa «=. (7) 

В правой части равенства (7) все слагаемые, кроме первого, 
делятся на р, поэтому сь-, не может делиться на р. Следователь- 
но, р не может быть общим делителем всех коэфициентов функ- 
ции Р(х), и так как р взято произвольно, то отсюда следует, 
что Р(х) — первообразный многочлен. 

Теперь докажем следующую теорему: 
если многочлен с целыми коэфициентами приводим, то его 

можно разложить на произведение многочленов с целыми коз- 
фициентами. 

Пусть 

Их = (>), (8) 
roe o(x) и ®(х) имеют рациональные коэфициенты. 

В  ыогочльне Ф (х) приведем коэфициенты к общему знаменате- 
лю $ и затем вынесем за скобки общий наибольший делитель 4 
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числителей коэфициентов; тоже сделаем и с многочленом (x). 
Тогда 

o(x) == -4,(8) 

v= 4-4, (9), (9) 
где $, (х) и %, (х) — первообразные многочлены. 

Подставляя значения © (Хх) и Ф(х) Ъ (8), получаем: 

Доне, (9, (9. (10) o
a
 

  

0 . 
Покажем, что a есть целое число. Пусть a — т (pu g— 

взаимно простые). Так как многочлен 7 -0, (x)-%,(%) должен 

иметь целые коэфициенты [так как таков многочлен }(х)] и так 
как р и @4 взаимно простые, то все коэфициенты многочлена 
9; (х)-Ф, (х) должны делиться на 4. Но ‹:(х)-%, (х) как произве- 
дение первообразных многочленов, само должно быть первообраз- 
ным; поэтому 4 —=1. Итак, 

f(x) =p-9,(%)-4, (2). (11) 
TakuM o6pa30m f(x) разложена на произведение двух многочленов 
с целыми коэфициентами — ре, (х) и $, (х). Теорема доказана. 

Отсюда вытекает, что для того чтобы доказать неприводимость 
многочлена с целыми коэфициентами, достаточно показать, что 
он не может быть представлен в виде произведения многочленов 
с целыми коэфициентами. 

Далее заметим еще следующее. Пусть многочлен с целыми 
коэфициентами Кл) имеет коэфициент при старшем члене, равный 
единице (такой многочлен назовем приведенным). Тогда если 

Их = 8 (в (х) (12) 
есть разложение Д(х) на многочлены с целыми коэфициентами, TO 
очевидно, что старшие коэфициенты функций ©(х) и A(x) тоже 
равны единице. Но верно и обратное предложение: если в разло- 
жении (12) приведенного многочлена }(х) с целыми коэфициентами 
на множители 2 (х) и #(х) с рациональными коэфициентами 
старший коэфициент функции 2(х) (а следовательно, и функции 
й(х)) равен единице, то разложение (12) есть разложение на мно- 
жители с целыми коэфициентами. 
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В самом деле, если бы один из MHOMHTeeH, HanpHMep 2g (x), 
имел бы дробные коэфициенты, то приводя их к общему наимень- 
шему знаменателю р, мы имели бы 

во he и + Bin == ‚ (х), (13) 

где 2,(x)=px™-+ Bx --...-- Ви, — первообразный многочлен 
(все В; — не могут иметь общего делителя с р, так как р — наи- 
меньший знаменатель). Точно так же мы поступим с многочленом 
й (х), если он имеет дробные коэфициенты (если же у #(х) — коз- 
фициенты целые, — то он сам первообразный, так как его старший 
коэфициент равен единице): 

во) (14) 
где й.(х) — первообразный многочлен. 

Подставляя значение 2 (х) и ue в (12), получаем: 

f(x) =~ g fi): h,(x). (15) 

Так как }(х) многочлен с целыми коэфициентами, то коэфициенты 
произведения 5", (х) #,(х) должны все делиться на рб; но 2.(х)-Ё. (x) 
есть первообразный многочлен, следовательно, ра —= 1 ир ==. 
Этим доказано, что коэфициенты 5 (х) и #(х) целые. 

Отсюда можно сделать еще такой вывод. Определяя #(х) из 
равенства (12) 

  

h(x) = | (16) g(x) 
мы можем сформулировать следующее предложение: если приве- 
денный многочлен с целыми коэфициентами {(х) делится на другой 
приведенный многочлен, то частное есть приведенный многочлен с 
целыми коэфициентами. Отсюда, в частности, вытекает, что поли- 
ном деления круга Ф„(х), определяемый по формуле (3) [5 4, 1], 
должен иметь целые коэфициенты. 

Переходим к Доказательству неприводимости полиномов деления 
окружности. Дадим доказательство для П==р". В этом случае, 
как мы видели, 

B(x) = xP O-D PDP, 
Допустим, что Ф(х) разлагается на произведение многочленов с 

целыми коэфициентами: 

® (x) =f (x)-g (). (17) 
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Так как старший коэфициент многочлена Ф(х) равен единице, 
то таковыми же должны быть старшие коэфициенты функций }(х) 
H g(x). 

Полагая в равенстве (17) x= 1 и замечая, что Ф (1) =р полу- 

т р=7(1)- (1) (18) 
Так как р — простое, то один из сомножителей (1) или 2 (1} 

равен —= 1, а другой --р. Не нарушая общности положим, что 

FQ) — 21. (1 9} 

Пусть Г есть тот корень уравнения Ф (х) = 0, который является 
корнем }(х), так что }(Г) =0. 

Пусть = — любой корень уравнения Ф(х)=0, т. е. любой перво- 
образный корень р”-Й степени из единицы; тогда ряд 

в, 5*,....вР” = 1 

представляет собой все р” корней уравнения xP* — 1==0, 

Из иих: 
Е = 1)? ’ 

где а, 6,...К не делятся на р (и, следовательно, взаимно-просты 

с р“) являются первообразными корнями уравнения ХР” — 1 = 0. 
Рассмотрим произведение 

k f(e)- Fe) -F @")-..f (9. (20) 
Нетрудно видеть, что выражение это равно нулю, так как среди 

чисел в, =“,....=”, представляющих все корни уравнения Ф (Хх) = 0, 
найдется равное г, а f(r)—0. 

Отсюда следует, что функция 

F(x) = 1 (1) 1) (21) 
имеет своим корнем х =, где е —любой корень уравнения Ф (х)=0. 
Таким образом, функция Р(х) имеет своими корнями все корни 
функции Ф (х), а потому F(x) делится на Ф (х): 

Р(х) =Ф(х).9 <), (22) 
причем функция Ф(х) должна иметь целые коэфициенты, так как 
старшие коэфициенты функций Р(х) и Ф(х) равны единице (что 
старший коэфициент Р(х) равен 1, это видно из формулы (21), 
так как старший коэфициент }(х) равен 1). 

Полагая в равенстве (21) х==1 и замечая, имея в виду (19), 
что 2(1)=7(1)7(1)...} (1) = = 1, аФ(1) =р получаем, что 

—=1==р-%(1). (23) 
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Но произведение двух целых чисел р и (1) не может равняться 
—=1. Это противорэчие и доказывает неправильность допущения 

‘о том, что Ф(х) разлагается на произведение функций с целыми 
коэфициентами. А отсюда вытекает неприводимость Ф (х). 

Вопросом о неприводимости полиномов деления окружности занимался 
ряд математиков, начиная с средины прошлого столетия и вплоть до настоя- 

щего времени. Приведенное выше доказательство (для случая п = р“), 
использующее свойства первообразных корней, принадлежит Кронекеру. 
‘Существуют (для этого же случая) и другие доказательства, из которых 
наиболее просто доказательство Эйзенштейна, использующее свойства 
коэфициентов уравнения D a(x) = 0 и опирающееся на критерий непри- 

водимости Эйзенштейна. 
Доказательство неприводимости полинома Ф„(х) в общем случае, для 

любого и, более сложно. Для него предложено было несколько мето- 
‚дов. Мы изложим одно из последних доказательств (идея которого 
принадлежит И. Шуру) примерно в том виде, как оно дается Н. Г. Чебо- 
таревым (см. монографию Чеботарева „Теория Галуа“, М. 1 36, гл. Г; там 
же приведена и литература по этому вопросу). 

Для доказательства нам понадобится вспомогательное предложение, 
известное под названием формулы Шенемана. Еозьмем многочлен f (x) 
с целыми коэфициентами: 

F(X) = вх" + ax?) + an 1X + ay (24) 

и возведем его в р-ю степень, где р — простое число. 
р-я степень этого многочлена содержит, кроме р-х степеней отдельных 

членов, только такие члены, коэфициенты которых делятся на р. Дейст- 
вительно, коэфициенты всех членсв, не являющихся р-ми степенями будут 
иметь множители вида!): 

! 

~” 

Eee pi fot ir. + tka =P). (25) 

И так как все А; при членах, не являющихся р-ми степенями, меньше, 
чем простое число р, то р сохранится в выражении (25) и, следовательно 
все указанные коэфициенты разделятся на р. 

Соединяя все эти члены вместе и вынося р за скабки, получим: 

[ДОР = РР -- РПП... Ag yPx? + ag? + p-y (x), (96) 

где +(х) — некоторая функция с целыми коэфициентами. 
Замечаем далее, что по теореме Ферма а? —- а делится нар?) и, следо- 

вательно 

  

а? = 9 р: |) 
а? = а-ЕР:91 t (27) 

An? = An +P-In ) 

1) Это есть обобщение на многочлен обычной формулы для степени 
бинома, где коэфициенты 

с. — P(p—}). . ЮР 
рб 1.2. ..Ё ki(p— ky 

?аР = а (то4 р). Эте доказывается нами ниже в $ 5, 1. 
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Подставляя значения @9Р, а1Р. . .u3 (27) B (26) uw вновь соединяя 
вместе члены, содержащие р, имеем 

ДОР = вр" ay xPOD oe 6 + Ans XP Ба, Е р-$ (<), 

roe 9 (x) — функция с целыми коэфициентами. Но первые п -{ 1 слагае- 
мых в правой части — это результат подстановки в функцию / (%) вместо х 
хР. Поэтому окончательно получаем: 

[f (+) P= f (x?) + р-$ (я). (28) 

Это и есть формула Шенемана. 
Далее нам придется воспользоваться некоторыми свойствами резуль- 

тантов и дискриминантов. Если заданы два приведенных многочлена / (Хх) 
и 2(х), имеющие корни о, %,. . . ии В, В». . „Вт соответственно, 
то результантом их, как известно, будут выражения 

Ю (1, g) — & (21) & (a9) ~ + - & (a4) = О 2 («}), ИЛИ 

ix=1 ' 

m р (29) 

К (2, Л) =/7(8) 73)... п) = Дуб»,   
могущие отличаться только знаками. 

К (5.1) = (-П7ТГК 0, 8). 

Равенство нулю результанта есть условие, необходимое и достаточное 
для того, чтобы многочлены имели общий корень. Результант есть сим- 
метрическая функция от корней каждого из многочленов, а симметриче- 
ская функция от корней многочлена, согласно основной теореме теории 
симметрических функций, рационально выражается через коэфициенты 
многочлена; в случае же, если эта симметрическая функция имеет целс- 
численные коэфициенты, то и ее рациональное выражение через коэфи- 
циенты многочленов имеет также целые коэфициенты. Если сверх того 
окажется, что и данный многочлен имеет целые коэфициенты, то резуль- 
тант является делым числом. С этим случаем нам и придется иметь дело. 

Дискриминантом называется (взятый с определенным знаком) резуль- 
тант от многочлена и его производной: 

Б=в( Л) ==Л@) Г (5)... Ла)= [[Л@). (39) 
i=1 

Составим выражение для дискриминанта произведения двух многочленов 

р (= Ва, ЛЕ.) = Пу’ ас --л® = = 
=; ; Bp 

= Пи) & <) -- Лу 5’ (1. ТИ В» Ge) +4 x) 8’ Bnd], 
i=1 k=1 

HO f(a;) =9 и & (3%) = 0. 
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Поэтому 

Ь(/.2) = [[ Л) @)- [ /(8») &' (В) = 
i=] ®=1 

=[] 4 )- [] 2’ Ge) I] g(a): [] £0.) = DY) D(g)-RU, 8)-R(g, A). 
i=] #=1 i=] к=1 

Окончательно имеем: 

D(f-g)= = D(/)-D(g)- Rf, 8). (31) 
Эта формула может быть обобщена на случай произведения нескольких 

многочленов. Так, для произведения трех многочленов YS, 2, Йй выводится: 

D(f-g-h) = + D(f)-D(g)-D(h)- RG, g)-R2(f, MRM, h). °— (32) 
Из этого мы сделаем следующее заключение. Пусть некоторый много- 

член Р(х) с пелыми коэфициентами делится на произведение двух других 
многочленов /(х) и 2 (х) тогда Р(х) = /(х)-2 (х)-$ (х); коэфициенты всех 
функций ], б и Ф мы можем считать целыми; в этом случае дискрими- 
нанты и результанты являются целыми числами; формула (32) показы- 
вает, в частности, что дискриминант функции Р(х) разделится нацело па 
результант КЮ (Д 2) функций Г(\) и г (х). 
Переходим к доказательству неприводимости Ф„(х). Пусть = — какой- 

нибудь корень полинома Ф,„(х), т. е. какой-нибудь первообразный корень 
п-й степени из единицы. Допустим, что полином Ф„(х) приводим. Тогда 
он разлагается на произведение неприводимых сомножителей, коэфициенты 
которых мы не нарушая общности, будем считать целыми числами. 
Пусть Г(х) — тот неприводимый сомножитель, который имеет корнем е, 
так что }(=) = 0. Возьмем простое число р, меньшее Чем м и взаимно- 
простое с п. Тогда =Р является также первообразным корнем п-Н степе- 
ни и, следовательно, корнем полинома Ф,(х). Мы покажем, что =Р цол- 
жно быть корнем функции Х(х). Если бы это было не так, то =? лолжно 
было бы быть корнем какого-нибудь мругого неприводимого полинома 
2 (х), коэфициенты которого можно считать целыми. Многочлен Р(х) = 
= ^" —1, имея с неприводимыми функциями Х(х) и g(x) общие корни 
должен делиться на каждую из них, а так как они взаимно просты [по 
свойству неприводимых функций — потому что корень =Р, будучи корнем 
& (х), не является, по предположению, корнем 7(»х)], то он должен де- 
литься и на их произведение. А тогда, согласно вышесказанному, дискри- 
минант 2) (х”— 1) должен разделиться на результант А(Х 2). Найдем- 
сначала D(x" — 1), взяв корни многочлена х” — | в виде в, =2,. . „771, 
ew = |e 

D (x? ~ 1) = R(x*—1, nx"-1) = en et 11 24 — YD .. net -D= 

n(n + 1)(n — 1) 

=ans 2 =+n", (33) 
n(n + 1)(n —1) 

так как & 2 = у, 
корней уравнения х”"— 1 =0. 
Вычислим теперь А (1, 2): 

Ю (1, 2) = = 7 (у) .1 (55). . ЛО»), 

где у:, У.,. . .Уь корни полинома 2 (х); среди них должен быть равный 
=Р. Не нарушая обшности, можем считать, что у, = :2Р. 
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Полагая в выведенной выше фо-муле Шенемана (6) х =: и замечая, 
что { (=) =0, получаем 

1(=Р) = — p-¢ (¢). (33) 

Так как у! = =? есть тоже первообразный корень, то в можно выразить, 
как некоторую степень у1: 

в = у. 

Подставляя в (33), получаем 

f(y) =p (9); (34) 

roe &(y;) —HexoTopad dyHkuva с целыми коэфициентами. Функция 
f(x) — pv (x), wameromaa KopHem у1, должна иметь своими корнями и все 
остальные корни уо,..., Уь неприводимой функции 5 (х). Поэтому соотно- 
шение (34) имеет место для всех корней у;; 

710. —р ф (ур (i = 1,2,... ›^), {35) 

а потому 

Ю (1,5) = + 2° 4 (у) (5)... Ув). (36) 
Произведение % (51) -4 (у5)...4 (ух) есть симметрическая функция с цело- 

численными коэфициентами от корней полинома 5 (%), имеющего целые 
коэфициенты, и потому должно быть целым числом. Соотношение (36), 
таким образом, показывает, что результант Ю (Хе) делится на р*. С дру- 
гой стороны, дискриминант D(x” — 1) должен делиться на А (}5). Следо- 
вательно, как показывает (33), и? должно делиться на р*. Но этого быть 
не может, так как р взаимно просто с п. 

Это прстиворечие и доказывает, что <? не может быть корнем ника- 
кого другого полинома # (х), а должно быть корнем фувкции Г(х), т. е. 

Л(=Р) = 0. (37) 
Теперь нетрудно показать, что любой корень полинома ®, (x) является 

корнем Х(х). В самом деле, такой корень всегда имзет вид =", где и взаимно- 
просто с п. Пусть 

и = р.р’.р".... 

Тогда =Р `Р" — (=Р)Р'. И так как (=?) =0, ар’ пробтое число, меньше п 
и взаимно простое с п, то по доказанному У[(=2)Р”] = }(=Р2”) = 0.Точно так 
же покажем, что =2Р’Р" есть корень, так как еРР'Р" — (=2Р”)Р", ар" — про- 
стое число меньше Я и взаимно простое см ит. д. Следовательно, 

1(=") = 0. 
Итак, показано, что любой корень полинома Ф„(х) является корнем 

его неприводимого сомножителя f(x). Поэтому 

®, (x) = f(x). 
Этим и доказана неприводимость 1) фи (Хх). 

  

1) А так как, кроме того, все корни уравнения Ф,„(х) = 0 являются 
степенями одного из них, то уравнение деления окружности нормально 
в области Ю. (Нормальным называется неприводимое уравнение, обладаю- 
щее тем свойством, что все его корни рационально выражаются через 
один из них). 
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3. Как мы уже указывали, решение двучленного уравнения 
Хх" — 1 =0 можно свести к решению соответствующего уравнения 
деления окружности Ф„(х)=0, корни которого являются перво- 
образными корнями двучленного уравнения. И если уравнение деле- 
ния окружности окажется разрешимым в квадратных радикалах, то 
то же можно будет сказать и о двучленном уравнении. Наоборот, 
если уравнение деления окружности в квадратных радикалах не 
разрешается, то не решается в квадратных радикалах и двучленное 
уравнение (так как его первообразные корни не будут выражаться 
в квадратных радикалах). 

Но уравнение деления окружности, как только что было уста- 
новлено, неприводимо. А поэтому к нему можно применить уста- 
новленный выше (5 3,3) критерий разрешимости. А именно, мы ви- 
дели, что для того чтобы неприводимое уравнение было разрешимо 
в квадратных радикалах, необходимо чтобы степень была степенью 
двойки. Но степень уравнения Ф, (х) =0 равна (п). Когда же 
$ (7) будет степенью двойки? 

Пусть = 2“.р.“ч.р.”...ркк есть разложение ЛП на простые 
множители, так что р., р.,..., рк--различные нечетные простые числа. 

Тогда как известно ($ 2,3), 

$ (1) == 2971 ps? p22"... Pye! (Py — 1) (,— 1... (Рк— 1). (38) 
Для того чтобы х (п) было степенью двойки, необходимо, во-пер- 

вых, чтобы всё множители pei были равны единице, т. е. чтобы 

04 =. =... ==, ==1 

и чтобы, во-вторых, множители р; — 1 были степенями двойки, т. е. 
чтобы каждое простое число р; имело вид 2" -—-1. Простые числа 
этого вида называются гауссовыми простыми числами. 

Таково необходимое условие разрешимости в квадратных ради- 
калах уравнения деления окружности, а, следовательно, и двучлен- 
ного уравнения. 

Итак, для того чтобы двучленное уравнение хп — 1 =0 было 
разрешимо в квадратных радикалах, необходимо, чтобы число п 
имело следующий вид: 

N= 2% D+ Py. ++ Pry (39) 
где х — целое положительное число или нуль, а р; различные гаус- 
совы простые числа, т. е. простые числа вида 2"--1. 

Установленное нами необходимое условие, оказывается, в чем мы 
убедимся в дальнейшем, вместе с тем и достаточным. 

Из доказанного, в частности, следует, что, например, уравнения 
Хх —1=0 и х)— | —=0 неразрешимы в квадратных радикалах, 
так как числа 7 и 9 не удовлетворяют условию (39). Таким обра- 
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зом, оказывается невозможным разделить циркулем и линейкой 
окружность на 7 и на 9 частей или, что то же, построить правиль- 
ный семиугольник или девятиугольник 1). 

$ 5. УСЛОВИЕ ВОЗМОЖНОСТИ ПОСТРОЕНИЯ ПРАВИЛЬНОГО 
МНОГОУГОЛЬНИКА ЦИРКУЛЕМ И ЛИНЕЙКОЙ. 

1. Выше нами было установлено необходимое условие разреши- 
мости двучленного уравнения в квадратных радикалах. Имея в вилу 
доказать и достаточность этого условия, мы первоначально пока- 
жем возможность разрешения в квадратных радикалах уравнения 
ХР—1 —=0, где р — простое число вида 2" -|-1. Метод Гаусса, 
помощью которого мы проведем решение в квадратных радикалах 
указанного двучленного уравнения, требует некоторых дополнитель-- 
ных сведений из теории чисел, а именно — знакомства со свойст- 
вами так называемых „первообразных корней числа р“ или иначе — 
первообразных корней сравнения ХР —1 = 0 (тоа4 р). 

‚Если два (целых) числа @ и ф при делении на целое положитель- 
ное число 1 дают одинаковые остатки: 

а=тр--г 
р — та -- Г, 

то такие числа называются равноостаточными, или сравнимым 
по модулю т, что записывается в таком виде: 

а — (то т). (1} 

Очевидно, что для того чтобы а было сравнимо с р необходимо: 
и достаточно, чтобы разность а — $ делилась на 21. 

Числа, дающие при делении на т один и тот же остаток, или, 
как говорят, вычет, т. е. сравнимые между собой (то@ т) мы 
отнесем к одному и тому же классу. Так как различных вычетов: 
по модулю 1 всего есть т: 0, 1, 2... т— 1, то все числа разо- 
бьются на т классов сравнений, каждый из которых характери- 
зуется своим вычетом. Совокупность 1 чисел, из которых каждое 
принадлежит к разному классу, образует так называемую полную 
систему вычетов. 

Сравнения обладают многими свойствами обыкновенных равенств. 
Сравнения можно почленно складывать, вычитать, умножать, возво- 

1) Следует подчеркнуть, что невозможность построения относится 
к употребляемым здесь средствам построения — циркулю и линейке. 
Помощью других средств та же задача может быть решена. Например, 
правильный семиугольник можеть быть построен помощью двух прямых 
углов (см. Адлер, „Теэрия геометрич?ских построений“, ra. VIII). 
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дить в целую положительную степень. Доказательство этих пред- 
ложений не представляет труда. Пусть 

a = b(mod m) 

c=d(mod m). (2) 

Следовательно, а — b= mp ис-а= тд. Отсюда выводим: 

(@—=(—@=т(=4) 
(ac) — 6=@4=т(р=9) 

axc=b+d(mod m). 

Путем умножения получаем 

ac = bd -+-(dp-+ bq +- mpq)m, um 

ас == 64 (то4 т). 

Это свойство распространяется на любое число сравнений, и OT- 
кюда вытекает возможность возвышения обеих частей сравнения 
в степень. Так как каждое число сравнимо с самим собой, то 
отсюда следует, что к обеим частям сравнения можно прибавить 
(или отнять) одно и то же число, что обе части сравнения можно 
умножить на одно и то же число. 

Что же касается деления, то соответствующая теорема формули- 
руется так: 

обе части сравнения, имеющие общий делитель 4, взаимно- 
простой с модулем, можно разделить на 0. 

Покажем это. Пусть а = b(mod m), a= q-a,, b=q-b, uqum 
взаимно просты. Тогда, по условию, да. = gb, (mod m); 7. e. g (a,—),) 
делится на 71, а так как 9 и Т взаимно просты, TO а, — 6, должно 

разделиться на т, т. е. 

а, ==, (то4 т). 

Отсюда можно вывести следующую теорему о почленном делении 
«сравнений: если @==р (110411) и с=@а (тоа т), а делится на с, 
а Р делится на @ ис (а, следовательно, и 4) взаимно просто с т, 
то сравнения можно почленно разделить одно на другое. 

Пусть а =са, иб = ав.. Умножая сравнение са: = 46, (то т) 
почленно на сравнение &==с (то т), получаем сда, == саб, (то@ т). 
Так как си @4 взаимно просты с т, то и их произведение с.4 
взаимно просто с 2. Сокращая последнее сравнение на C-d, полу- 
чаем @, = 6, (то4 т), что и требовалось доказать. 

Докажем теперь следующее предложение. Пусть р — простое 
число. Покажем, что при любом @ 

аР.— а=0(то4р). (3) 
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Доказательство проведем методом индукции. Сравнение очевидно“ 
верно при а = 1. Допустим, что оно имеет место при а=т: 

тР — т = 0 (тор) 

и покажем, что тогда оно будет справедливо и при а =т--1. 
В самом деле, 

(m1)? — (m1) =m? — mL Fm 

+ Pe" SY met. = рт. 

Так как каждый из биномнальных коэфициентов- делится на р 
(потому что р — простое, а в знаменателях числа, меньшие р) и 
так как, по предположению, то же можно сказать и о МРЫ—т, то 
и все выражение в правой части разделится на р», т. е. 

(m ++ 1)? — (m+ 1) = 0 (mod p). 
Теорема доказана. 
Положим теперь, что @ не делится на р (взаимно просто с р), 

тогда обе части сравнения (3) можно разделить на р. Получаем: 

aP~!— ] ==0(mod p). (4) 

Этим доказана так называемая малая теорема Ферма. 
От тождественных сравнений переходим к сравнениям-уравнениям. 
Если f(x)— многочлен с целыми коэфициентами: 

Ух) = со" Нах" -Н ... Ре x +e, 

и если @ есть корень сравнения 

f (x) = 0(mod р), (5} 

T. e. ecan f(a)=O(modp), to sBeakoe uncno b==a (mod p) 
является тоже корнем сравнения (5). 

В самом деле, из а==6(то@р) вытекает, что 

a®= bh", a1 = р" 1, ... а==В(тоар). (6} 

Умножая сравнения (6) на Су, С1,..., Си_1 И почленно складывая, 
получаем: 

Cot” = Cb", cA" * =e," 1, 0, Cp а = с,_10, С, =Е С, (тоар) 

ca" +cati+t ... be,,ate,=ob%+¢,0°3I+ w+ 

“TF €n_10 + Cn (mod p), 
т. е. f (a) =f (0) (mod p) 
и, следовательно, 

FJ (0) = 0(mod p). 
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Два корня, принадлежащие к одному классу сравнений, мы не будем 
считать существенно отличными и скажем, что сравнение имеет 
корень 

х =а(то@р). 

Рассмотрим двучленное сравнение 

ХР — 1 ==0 (тор). (7) 

По теореме Ферма все числа, взаимно простые с р, являются 
корнями этого сравнения. Следовательно, так как р — простое 
число, это сравнение имеет р— 1 существенно различных корней: 

X=1, x =2,...,.x =p—1 (mod p). (8) 

Других корней, очевидно, быть не MowKeT [x ==O(modp) корнем 
не является]. 

Корни двучленного сравнения (7) обладают свойствами, аналогич- 
ными свойствам корней двучленного уравнения ХР — 1 =0. Пусть 
т — какой-либо корень сравнения (7), тогда числа 

2 m, m*, тз,... 

являются также корнями этого сравнения. Это следует из того, что 
обе части сравнения ШР”1==1 (тор) можно возвести в любую 
степень. Среди них есть сравнимые с 1 (тор); таким во всяком 
случае будет ИР". 

Если {4 наименыший показатель, при котором 

m = | (mod p), 

то говорят, что число т принадлежит (по модулю р) к показа- 
телю 4. Те числа, которые принадлежат к показателю р— 1, т. е. 
те, которые удовлетворяют сравнению (7), но не удовлетворяют 
никакому двучленному сравнению (тор) меньшей степени, назо- 
вем первообразными корнями сравнения (7), или просто первооб- 

разными корнями числа р. 
Докажем следующее основное свойство первообразных корней. 

Пусть 2— какой-либо первообразный корень числа р. Тогда ряд 
чисел 

5, &*,. 82°, gP (той р)] (9) 
представляет собой все корни сравнения (7). В самом деле, каждое 
из чисел (9) есть корень этого сравнения и все они между собой 
несравнимы, так как если допустить, что 

g*= g'(modp) (k,l <p—1, u nycth >10, 

TO, деля обе части на 2" (взаимно простое с р), мы имели бы 

51 = 1 (mod p) 
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и так как kR—I<p—1, то © не было бы первообразным 
корнем. 

Таким образом, числа (9) представляют собой все корни (8) 
уравнения (7), а потому они сравнимы с числами 1, 2..р— 1, 
взятыми, вообще говоря, в ином порядке, и составляют, следова- 
тельно, полную систему вычетов. 
Примеры: 1) Для р=5 одним из первообразных корней бу- 

дет 7—2, так как 2 является корнем сравнения х“—1==0 (04 5), 
но не удовлетворяет сравнениям низшей степени х—1==0, х*— 1==0, 
хз — 1= 0(1045). Поэтому ряд чисел: 2, 23, 23, 2% должен пред- 
ставлять все корни сравнения х“— 1 ==0 (1104 5). Нетрудно ви- 
деть, что эти числа сравнимы (104 5) с 2, 4, 3, 1. 

2) Для р=17 за первообразный корень 2 можно взять 3. Тогда 
числа ряда 

£, 8°, 2, 2“, 25, 8°, 2", 88, 83, 870, вп, 21", 218, ри, oh, 0161 
будут сравнимы (то@ 17) с числами от 1 до 16 (взятыми в сле- 
дующем порядке): 

3, 9, 10, 138, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6, 1. 

Выведем, наконец, еще одно соотношение. Пусть © — первооб- 
разный корень простого числа р (>> 2). 

Следовательно, 

gP-1—1=0 (тоар). (10) 

Разлагая левую часть на множители, имеем 

7—1 pol 
¢ ; —1)(¢ , +1) =0 (то4р). 

pl 
g 2? —1 не может делиться на р, так как тогда © принадлежало 

—1 
бы показателю © и не было бы первообразным корнем. Следо- 

  

2 
pol 

вательно, на р должно делиться © ? -|-1, а потому 

р-1 
g?+t1=0 (modp), (11) 

или 

pol 
g* =—1 (mod p). 

Выведенными соотношениями мы впоследствии воспользуемся. 
При этом заметим, что сравнение 2" -|- 1 = 0(то4 р), имеющее 

р место, как показывает (11), при А = 5 Не удовлетворяется ни 
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при каком другом значении Ё в пределах от 1 до р. В самом 
р— 

деле, из сравнений 2“==— 1 (шо4р) и #? =— 1 (то4р), деля 
почленно одно на другое (делить можно, так как все корни 
сравнения (7), а следовательно, g и его любая степень взаимно 

p—1 

просты с р), получаем 5“_`2 =1(то4р) — в случае, Korma 
— р—1 — 

k>? 5 либо 92 —*=1(mod р), — в случае, когда BP 

Но ни первое сравнение при А <р, ни второе сравнение не могут 
иметь места, так как 2`—есть первообразный корень числа р. 

2. Перейдем теперь к доказательству разрешимости в квадратных 
радикалах уравнения хР— | =0 в случае, когда р — простое 
число вида 2-1. 

Когда р — простое число, то, как мы знаем, кроме х = |, все 
остальные р — 1 корней двучленного уравнения хР — 1 ==0 являют- 
ся первообразными и совпадают с корнями полинома 

D(x) xP APPL p10. (12) 
Если ве один из корней уравнения Ф,(х)==0, то все корни мо- 

гут быть представлены в виде 

=?, =3,....вР-Т, (13) 

  

8, 

Отсюда, между прочим, ясно, что если один из корней выра- 
жается в квадратных радикалах, то то же будет иметь место и в 
отношении всех остальных корней. 

Метод Гаусса, которым мы воспользуемся, основывается на 
своеобразном порядке расположения корней (13). Пусть ©—перво- 
образный корень числа р. Тогда, как было выяснено, числа 1, g, 
5?,...0Р_? образуют полную систему вычетов по модулю р, т. е. 
сравнимы с числами 1, 2,3...р— 1 (взятыми, вообще говоря, в дру- 
гом порядке). С другой стороны, если два числа Ё и [ сравнимы 
(то4 р), то =^==='; в самом деле, из Ё =[(то4 р) следует, что 
k=I-+ pt, a потому = = Ч РЁ == в! (=Р)} — в, так как eP = 1. 
Поэтому числа 

в, 5$, в°...в8Р (14) 

представляют собой те же корни (13), но расположенные в ином 
порядке, именно в таком, что каждый последующий корень пред- 

ставляет собой 2-ю степень предшествующего (первый член в, 
р-2 р-1 

представляет собой 2-ю степень последнего: (г Е === ==е). 
р— 1! 

2 

  

Из р— 1 чисел (14) составим две следующие суммы по 
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(C= Ш число целое, так как р=2" -[- | слагаемых в каждой—- 

р—1 

2 

  

два -членных периода (по терминологии Гаусса) 

То = Ч =? =84-|-... | в8Р 

fy ee ee | 8... в”. (15) 

В этих суммах каждый член представляет 5”-ю степень от пред- 
шествующего. 

Докажем следующее свойство этих периодов. Если в них про- 
извести подстановку, взяв вместо = — какой-нибудь корень, входя- 
щий в состав \,, то от такой подстановки оба периода т, и 7, 
не изменятся; если же вместо = подставить корень, входящий в 
период ,, то т, превратится в \., ат. в \.. Убедимся в этом. 
Подставим в т, а затем в м, вместо в, например, з=?. Тогда 

ee? (еее | (еее" |... (8) 97? ek? 4 eet fee. 
Нее? “(= 2) = Ny 

(28°)8 (ве... (ee EP? = 8h 68° |... 68? (8) = ay, 
Оба периода остались без изменения; изменился только поря- 

док слагаемых. То же будет, если подставить любой другой ко- 

рень =8*, принадлежащий *\. 
Подставим теперь вместо = какой-нибудь корень, входящий в 1, 

например, ef , Получим: 

of (eB) Lp (EP ee fo. fe? ma, 
еее ое ее рана = ty 
Мы видим, что \, перешло в 1, ам, —в "5: То же произойдет 

при всякой подстановке = — г82°1, 
Заметим, что периоды то и т, различны по своей величине. Если 

предположить, что *у =/., т. е., что 

е-|- == -|-... | 8278 — ве | cg? 4. 1 eg? ? 

то заменяя в этом равенстве степени 2 их вычетами и сократив 

па е, мы получим уравнение (р — 2)-Й степени, которому удовле- 
творяет =; этого, однако, быть не может, так как г является корнем 
неприводимого уравнения (12) (р— 1)-Йй степени. Следовательно, 

Ny F Ny 
Мы постараемся теперь показать, что периоды т, и . являются 

корнями квадратного уравнения с целыми коэфициентами.



Прежде всего замечаем, что 

Mr =—1, (16) 

так как сумма 7+), eCTb CYMMa BcexX корней полинома (12), у 
которого коэфициент при ХР_1 равен единице 1) 

Далее составим произведение No: 1, 

По а (е-- 58° =... =8Р_*) , (ев р” - в |... =” ”). 
Умножение будем выполнять следующим образом: все члены первой 

строки сначала умножим на находящиеся непосредственно под ними 
члены второй строки, затем на находящиеся на один член правее, 
на два члена правее и т. д., дополняя недостающие с противопо- 

ложного конца (пользуясь при этом соотношениями: ‚ = = =87, 

eg? — egPt? и т. Д.). 

Получим следующее выражение: 

1 1--2`22 1 4 (1+ p—3 
No === 8 = а ре gg + 

l+gs 1-1 23) 22 +. 23) 24 1 23)е-—3 4 fre са «а eet be! 83): + 

ее [Е 8 Heo E (ЕР 4 

ee eee (17) 
ии 14822 ef + gP—2)g9 Ц... gP—2)gp—3 

р — 

  В каждой из горизонтальных сторон находится сумма, 

представляющая собой результат подстановки в периол "о вместо = 

р— 1 

2 

  

ОДНОГО ИЗ - чисел. 

eltg, elte® glig’ | eltgP—?. (18) 

Каждое из чисел (18), представляя собой степень =, является кор- 
нем полинома (12); исключение могло бы представиться лишь в том 
случае, если бы некоторые числа обратились в 1. Это могло бы 
иметь место при условии 

1 + g?!+1=0 (mod p). 

1) Или так: корни (14) это те же корни (13): но в есть корень поли- 
нома (12), а потому 

вР-1 -- =Р 72 |... =-Н1 = 0, 

ёР-1-- =Р78--... в = — 1. 
ИЛИ 
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Но это сравнение не может иметь места, потому что, как мы ви- 
дели, сравнение 1-— 2*=0 (п104 р) может иметь место лишь при 

p—! p—l 
есть 

2 2 
  

  

  Е—=А 5 I. Ho 2¢-+1 He moxkeT paBHATECA 

число четное. Поэтому ни одно из чисел (18) не равно единице и, 
следовательно, все они являются корнями полинома (12), а потому 
входят либо в состав периода "у, либо 1,. В первом случае резуль- 
тат подстановки дает ту и, следовательно, соответствующая строка 
в (17) равна \у, во втором случае, она будет равна *.. Если Ту 
чисел из ряда (18) принадлежат ту, а остальные 2, периоду \,, то 
наше произведение *5.”, примет следующий вид: 

No И: —= И Чо + M,N; (19), 

‚ так как 

—1 
Ро Произведение Ny Ha 4, представит, таким 

2 
образом, их линейную однородную функцию с целыми коэфициент 
тами. Мы покажем, более того, что Шу=т.. 

Для этого составим то же произведение периодов ту и \., но 
будем множить 1. на %, (умножение будем производить тем же 
методом, что и выше, но только при получении первой горизон- 

тальной строки вместо чисел е, &Ё?,... еР—? возьмем равные им 27" 

веРТ, ery её? 3). 

по (еее ek „| в?) 

(cee +. es" +... 28?) — 

a elle? Dg 1 a(ltgP—*)gs 4 .. i ete gh? 

еее а. + =(1+ вв? 

+ e(l+e 2-9 неее +. 4 : “ge ер-2 

причем 7%-- т, 

Полученное произведение представляет собой результат подста- 
новки тех же чисел (18), но уже в период \.. Так как по предпо- 
ложению 7, из чисел (18) принадлежат периоду \, а т, — 
периоду *:, то 

1 о — тот. + т: То. (20) 

Сравнивая (19) и (20), находим 

Mg Ny т, 1, = Тот -F Mz No» 

(7%) — my) (Mo — 11) = 0. (21) 
И так как 1552 1., TO My>— m,—0, T. &. Myp=mM,. 

ИЛИ 
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р—1 р—1 
И так как сумма их 5 -- т. = 5» ТО Тут, = Ш. 

Следовательно, 

р—1 —1 
о’ = Ио, = = (— = 

Итак, 
—1 ip = Ш. (22) 

Отсюда и из (16) следует, что Ny) H \! служат корнями квадрат- 
ного уравнения 

  

аа (23) 

Откуда 
— 1 yp 

= о 
и, следовательно !), 

—1-КИУр —1—Yp y= ct Р РУ. (24) 

Таким образом, мы не только показали, что Ny H NH, являются 
корнями квадратного уравнения с целыми коэфициентами, но и 
вычислили их значения. 

p—! 

2 
  Теперь возьмем --членные периоды ту и 1, и каждый из 

них разобьем на два периода с вдвое меньшим числом членов: 

ng =e Еее eft... pee 
gly eek | 68° 4 e804. tee? 

= ef —- es” —- =ё° bt eg? 4 

Из 5 28° ee tee tt eh (25) 

Все корни данного уравнения, таким образом, распределены между 

im 

  

— 1 
четырьмя Р-— - членными периодами, причем 

, "ИИ , r 
Пой =% ит, =. (26) 

В каждом из периодов (25) последующий член представляет 2ч-ю 
—1 

степень предшествующего. Периоды (25) аналогично P 5 ^^ член- 

1) От нас зависит, какой корень уравнения (23) принять зато И какой 
за "1. Это связано лишь с выбором первообразного корня :, который был 
взят произвольно. Мы примем то >20 иж 0. 
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ным периодам обладают свойством: при подстановке в них вместо = 
какого-нибудь корня, входящего в состав периода т’, все 4 
периода не изменяются; при подстановке вместо = корня, принад- 
лежащего периоду \',, 1’, переходит в 1, Вт’, ТВ N's H's 
в о; при подстановке корня, принадлежащего периоду %o, т’ 
переходит в 1’, Ч, —в \з и т. д. в цЦиклическом порядке. 
В правильности этого можно убедиться непосредственной подста- 
новкой. Докажем теперь следующее свойство этих периодов: каж- 
дая пара периодов то и т’, и 1|., 1’; Удовлетворяет квадратному 
уравнению, коэфициентами которого служат рациональные функ- 
ции от периодов ту и 1. 

Возьмем, положим, пару чо’ и \'.. Относительно них нам известно 

(26), что сумма их равна). Составим теперь произведение 7/o° 7's. 
Умножение будем производить указанным выше способом. 

, 4 8 —5 ом = (e+ ee + 8? +4 ==) Х 

> (ef pe ef... fee) = 
== 1+2? = +8754 | (itera 1 1 e(ite?)p—s 1 (27) 

feltePt eft+e%et tt iter 5 1 

+ elte? 3 +. et teP~ Sgt tt et gP8)gP— 5, 

р—1 

4. 

представляет собой результат подстановки в период *\ вместо е 
одного из чисел 

  В полученном выражении каждая из горизонтальных строк 

eltg” elite? | el $gP—3 (28) 

являющихся, как степени = корнями уравнения (12) и потому, входя- 
щих в состав того или другого периодов (14). [Ни одно из чисел 
(27) не обращается в 1, так как для этого было бы необходимо, 
чтобы 1-- 2+0 ==0 (то4 р), но это сравнение удовлетворяется 

—! — 1 
лишь при показателе степени, равном > но 5 

а 2(2#--1)ни при каком & на 4 не делится]. Поэтому каждая из 
горизонтальных строк в равенстве (27) оказывается равной неко- 
Topomy 1. 

  

делится на 4, 

— 1 
Если предположить, что среди = чисел (28) 71’, принадлежат 

периоду 93 m’, — периоду Ns; т’, — периоду 1 И Mm, — "5, TO 
равенство (27) примет вид 

' wl ! ' По = Ио Е НЕ т". (29) 
Покажем, что Шу = Ш, и Ш. = Т.. 
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Для этого составим произведение тех же периодов ту ит.., 
р—! 

4 

каждая из которых будет представлять собой результат подста- 
новки тех же чисел (28) в период ,. Тогда, согласно, отмечен- 
ному выше свойству этих периодов, от подстановки #5 корней, 
приналлежащих периоду 1’ мы получим 7 строк, равных каж- 
дая \’., от подстановки Ш’, корней, входящих в состав периода 7], 
получим т’, строк, равных 1]; и т. д. в циклическом порядке. 
Окончательно получим: 

Yo: y= M'g-t!, M's Ny Myon M’s- 1. (30) 

Сравнивая (29) и (30), получаем 

My Vo m', a my 4 M's 14 Mg PM’, 's--', Not M's 1; 

ИЛИ 

(То — 1.) Мо (т, — т), = (Ио — ть), Е (т, — тт, 

откуда 

  yMHOKaA 4’, Ha Yo, MPH STOM получим горизонтальных строк, 

(ту — т’) (1% — м) (т, — т), — 13) =0. (31) 

Если предположить, что какой-нибудь из коэфициентов И — т’. 
либо т’, — Ш’. в равенстве (31) отличен от нуля, то мы бы имели, 
подставляя вместо их значения и упрощая, соотношение (с рацио- 
нальными коэфициентами) не выше (р—2)-й степени, которому 
удовлетворяло бы е. А этого быть не может в силу неприводимости 
многочлена (12). 
Итак, 

т, —т.=0и т’, — Т’.=0, т. е. Ту ть и т’, =тТ... 

Поэтому из (29) получаем 

По == о (о W's) Е иг, (1-Е 3) 
и, принимая во внимание (26), окончательно имеем 

Mo Vy = Mn N+ My 7}. (32) 

А отсюда и из (26) следует, что \б’и \»' являются корнями квадрат- 
ного уравнения 

2‘ —т 2 - (то -Н т’, 1.) =0 (38) 
с коэфициентами, рационально зависящими от 1 и \. 

Совершенно то же можно было бы показать и для другой пары 
периодов 1}, и 1... 
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Процесс образования периодов со вдвое меньшим числом членов 
р—1 

8 
  продолжаем дальше. Составляем - членные периоды и так же, 

как выше, показываем, что они являются корнями квадратного: 
уравнения, коэфициенты которого рациональным образом зависят эт 

р—1 

4 
после (71 — 1)-го деления мы получим двучленные периоды, каждый 
из которых будет являться корнем квадратного уравнения с коэфи- 
циентами, рационально зависящими от предшествующих (четырех- 
членных) периодов. Таков будет, в частности, первый из двучленных 
периодов: 

  

-членных периодов, и т. д. В результате, так как р— 1 —=2", 

р—1 

По =е- 8 2 (34) 
р—1 

Замечая, что g ? =—1 (то4р) и обозначая, для краткости, 
70” через Ё, получаем 

е-= 1 — 
или, окончательно, 

Е? —в-|- 1 =0. (35) 

ё, следовательно, определится как корень этого последнего квад- 
ратного уравнения. 

Таким образом, доказано, что в находится путем последователь- 
ного решения цепи квадратных уравнений. 

Первообразный корень = двучленного уравнения ХР— 1 =0 
(в случае, когда простое р=2"--1), а, следовательно, ш все 
корни этого уравнения выражаются, как мы видим, в квадрат- 
ных радикалах и могут поэтому быть построены циркулеж 
и линейкой. 

3. Сделаем теперь несколько замечаний по поводу гауссовых 
простых чисел, т. е. простых чисел вида 

р=2"- 1. 

Прежде всего заметим, что число 2" --1 может быть простым 
лишь в том случае, если показатель 7 сам есть степень двойки. 
Если бы это было не так, то Ш делилось бы на нечетное число 4 
(< 1): 

Но тогда 

т — 4.5. 

р=2" 1+ 1—29.$ +- 1 == (2°)?-+ 1 

и так как 4 — нечетное, то (сумма нечетных степеней делится на 
сумму оснований): 

р= (2-1 = (2-51) (29-0 — 2—9.) 
р, следовательно, не было бы простым числом. 
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Поэтому т ==2* и, следовательно, 

p=2* +1, (36) 
Однако не всякое число вида (36) является простым. Простые 

числа получим при, А ==0, 1, 2, 3, 4: 

3, 5, 17, 257, 65587 

— все это гауссовы простые числа. Но уже при Е —=5 формула 
{36) дает, как показал Эйлер, составное число; 

p=2?+1—2"4+ 1= 4294967 267 

делится на 641. Число 2°°--1=95* |] тоже составное (делится 
на 274177). Исследованиями, ведшимися до последнего времени, 
найдено, что при R= 9, 11, 12, 18, 25, 36, 388 также получаются 
составные числа. До сих пор остается открытым вопрос для А —= Ти 8; 
таким образом, пока неизвестно, являются ли числа 2128 -|- | и 2758 + 
простыми или составными. 

4. Рассмотрим теперь в качестве примера сначала уравнение 
5—1 =0. 

р=5==2?* 1; Ф, (х) = маю -х-1. 

Один из первообразных корней 5 есть, как мы видели выше, 
2—2 и потому 

5, &°, 83, 5“ 

2, 4, $, 1. 

Ny ete un, =e? +e’. (24) 

Периоды ту и *\. найдутся сразу по формулам 

АНУ 16 
lo ’ ii 9 . 2 

Замечая, что =“===—! пишем 

ee! РЕЙ + Из 5 

сравнимы (то@ 5) с 

Поэтому 

2=* -|- (1 И 5)е-- 2 =0. 

Откуда (взяв, например, положительное значение корня): 

— 1ВИЗ-ЕЕИ 104218 
7 , —— 

Остальные корни уравнения х5 — |] = 0 будут =*, е3, e*, (e5 == ]). 

60



Для деления окружности на 5 равных частей (построения правиль- 
ного пятиугольника) можно поступить так. Возьмем решение уравне- 
ния Хх’ —1 =—0 в тригонометрической форме: 

2 
в (= =) = соз 2 =: obi sin = 

4x 4х 
9 гс 

5“ — С0$ — И — 
5 + 5 

4n .. 4т 
8 — oss Lisi nF = cos == —isin = 

5 5 

St 8x Эк 2 4 — _ cos — i sin —- = cos — — Il sin —. 
re 5 5 5 

Отсюда 

4п. 27 
ве = 20$ ——, 4, = 2? + 8 = 2Qcos — 

И, следовательно, в частности 

Cos 5 Oo = OO. 

к __ 42) cos = LEYS 
5 4 . 

cOS = = cos { x — — 
5 

Тогда 

Из последнего равенства вытекает слелующий способ построения 
правильного пятиугольника (черт. 5). 

Берем окружность и проводим два взаимно перпендикулярных 
диаметра АВ и СО. Радиус ОВ делим в точке Е пополам. Про- 
водим дугу с центром в точке Е радиусом ЕС, пересекающую 
диаметр в точке Г. Затем радиусом, равным ВЕ с центром в точ- 

1 
ке В делаем засечку А, на окружности. Дуга АА, есть = часть 

2п 
окружности — =. 

Действительно, 

ОЕ=- вс=У Lyin, EF = EC; 

BA, = BF = ВЕ ЕЕ VS. 
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Из треугольника АВА, 

i1ty5 

    
BA, 2  1+ys5 т 

cos / ABA, = BA OS I 

таким образом / АВА ‚==, а потому центральный угол 

27 
AOA, = ==. 

Откладывая по окружности дугу АА., строим искомый пяти- 
угольник АА, А, А, А.. 

Кроме изложенного, существуют, как известно, и другие спосо- 
бы построения правильного пятиугольника. 

Рассмотрим в качестве второго 
примера уравнение х — 1 ==0. 
Для р==17 одним из первообраз- 
ных корней служит 2 =3. . 

Числа 

2, 57, 23, 8%, 2, 2, 5", 28, 
59, 270, gil, 21°, gis, gi gi 

сравнимы, как мы видели, с чис- 

лами 

1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 
14, 8, 7, 4, 12, 2, 6. 

p—1 

2 

  
  Составляем два - - 8-член-   

ных периода 

пе 5-е 4.8 + ot fot 
netfee 4 eFfall felt pel talt fet 

т) И 1. могут быть определены по формуле (23) как корни 
уравнения): 

х— х—4=0. 

Какой корень этого уравнения принять за Ny H какой за 14? 
Это зависит сот выбора © в. Если за в принять первый корень, т. е. 

Е =, = cos = — = + i sin , TO нетрудно видеть, что у >0, а 

1) Если готовой формулой не пользоваться, то сразу видим, что то -- 
\! = — Ги непосредственным вычислением убеждаемся, что тот! = — 4 
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11 < 0. В самом деле, заменяя еТК через = и замечая, что = 

—- ek — 2 cos их ВИДИМ, ЧТО *, = 9 со$ т -- 2 cos et 

12a 14a 
+2 cos 7 —-2с0$ 7 < 0, так как здесь 3 слагаемых отрица- 

6: 14 
тельны и лишь одно-2 с0$ ом `>0, но уже 2 со$ a 2 cos 3m 

17 17 17 

по своей абсолютной величине больше, чем 2с0$ т. 

Поэтому 

—1+/17 —1—YVi7 
0 eg 

Далее составляем четырехчленные периоды: 

Уу=е eld fet el 
у. ==? fel 128 + 2? 
уз ==8 4-е Lett t el? 

Yq == 10 4 ell На" + 26 

При этом 

Vo tI1 = No» A Vo Ig = Nh. 

Составляем произведение уз на у.. 

огней fel pet + 
216+ e4 +e 4 213 
+ 2? —- =15 + 28 + ¢3 -|- 

ее pelt pet у, Ну, Ну, =—1. 
Поэтому уу и У, —корни квадратного уравнения 

у’ — Чо У — 1—0. 

Корни этого уравнения разных знаков. За уу нужно взять псло- 
жительный корень, потому что уу —е--ё 1 == 4 = 

2 и 8 к 

— 2 cos "т +2 cos i7 > 0. Следовательно, 

——— 
_ НИ’ +4 

Ув — 9 ° 

Составляя произведение у. на у., убеждаемся, что и у. у. = — 1. 
А так как у, У. ==1,, то у. и у. удовлетворяют- квадратному 
уравнению: 

У — ту—1=0.



За у, нужно принять положительный корень этого уравнения, так 
как 

Е — =2c0s -+2cos —* == 

6x 
= 2 C08 77 — 2 0517 > 0, 

Следовательно, 

— НИ -4 
У. — 9 ° 

Составляем, наконец, двучленные периоды: 

0—8 res Bebe 1, 2. — в те) 23 = =1° + 2? 

—_ _14. —_ -13. — =e et) Ze? et) 2p el + et, 2 ett fe. 

Нам достаточно взять два первых периода 2 и #1. 
Сумма их 

20-Е 2: =. 

Составляем произведение 2% на &.: 

ZZ elf ah =” = У, 
Следовательно, 2) и 2, — корни квадратного уравнения 

27 — угу, =0. (24) 
Корни этого уравнения одного знака, но легко видеть, что 

26 >22 

так как 

27 8% 
Zar 2 cos -—, a 2,2>=-2cos—. 

о 17° @“ *! S17 
Поэтому 

-НИ 5? —4у, 
  zy) = 5 

И, наконец, чтобы найти в, составляем уравнение 

5 —- 1 — Zo, 

e?—g et1—0. 

= найдется как корень этого уравнения 

‚ 20 -ЕИ 2—4. — 5 —; 

ИЛИ 
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2.7 
перед корнем берем знак -|-, потому что 3, =2 с05-- 17 И, следо- 

вательно, = = “0 nv Gy —1 — 20 5’ i V i1—() — £0)" a 

= cos 7 isin 7 isin = = 

Переходим теперь к самому построению правильного семнадцати- 

угольника. Нам, следовательно, придется построить следующие 

пять отрезков: 

Эт 
( $2=cos поэтому самое = для построения не потребуется 

Построение производим следующим образом (черт. 6). Берем 
окружность радиуса —=1 и проводим два взаимно перпендикуляр- 

  

    
Arz DA; 

Черт. 6. 

ных диаметра АВ и СО. За положительное направление по гори- 
зонтальной оси примем от Ак В, так что вправо от О будем 
откладывать отрицательные отрезки. Радиус ОЛ делим на четыре 
части и строим 
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тогда 

EC = VOC LOP =)/ 144 УИ. 

Из Е как из центра радиусом, равным ЕС, делаем на горизон- 
тальной прямой засечки Ри РЁ’, так что 

вв=— ИТ и ЕР. 

Затем из точек Ри РЁ’, соответственно радиусам и РС и Р'С, делаем 
засечки © и г”. 
“Тогда 

_ _ 1 Vir м OF = OE -EF=— у — 4.7 9” 

of =0£ +er=—14VN_®, 

_ 
00=0F-Fo=0F+Fo=%+y/ (2) +ixy,, 

Cf 
OG'=OF'+ Po'=0F +FG="+44/ (№) +1=y, 

Далее на AG как‘на диаметре строим полуокружность, которая 
пересекает радиус ОС в точке Н, и из точки Н делаем засечку 

f 

К радиусом нк =59 . Затем из точки К радиусом НК делаем 

засечки Ди L’. 
Тогда 

ГО-- ОГ = [Г =2КН= ОС’ = yo, 

LO-OL'= OH? = AO-OG=0G=y,. 
Следовательно, ГО и О/! — корни уравнения (24) и потому 

совпадают с 2 и &, и так как ГО`> ОШ, то 

ГО =... 

Деля [О пополам, получаем 

MO = = -5 — COS 77» 

Восставляем в точке M перпендикуляр, который пересекает ок- 

2 
py#xHOCTh B HucKOMOH TouKe A, (nH A,,). Lyra АА, = 7 
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Откладывая эту дугу по окружности, строим правильный сем- 
надцатиугольник. 

5. Итак, мы убедились в том, что с помощью циркуля и ли- 
нейки можно разделить окружность на р частей, где р — гауссово 
простое число. 

Мы покажем теперь, что задача деления окружности на п частей 
выполнима для всякого И, имеющего вид 

п = 2". рр... Рь 

где 7; — различные простые числа вида 2" |1. 
Для этого докажем сначала следующее предложение. 
Если окружность может быть разделена (циркулем и линейкой) 

на и ина В частей, и если & и В — числа взаимно простые, то ок- 
ружность можно разделить H Ha a-B частей. В самом деле, так 
как (х,В) —=1, то можно подобрать два таких целых числа au B, 
что 

a-a-+B-b=1. 

Деля на и —=&.В, получаем 

Га в 
п a 

1 
Чтобы построить a ю часть окружности, нужно, следовательно, 

| ] 
а раз взять 3 - ю часть и браз а -ю часть, и сложить; все это выпол- 

нимо циркулем и линейкой. 
Например, чтобы разделить окружность на 15 равных частей 

{п—=15 =3.5), замечаем, что 

(—3).3--2.5 =1 и 

123 
5 1 3 

* 

1 
Таким образом, мы получим „= часть окружности, если из 3 

3 
вычтем —_ ее части. 

Точно так же для деления на 170 частей замечаем, что 170==17.10, 
где (17, 10) =1. 
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Далее находим, что 

3.17— 0.10 —=1{Т и 

1 3 5 

1701 17° 
1 3 
— часть ок ЖНнНОСТИ получим. вычитая из — ее — ее частей, 
170 PY учим, 10 17 

Установленная выше теорема индуктивно обобщается на любое 
число попарно взаимно простых чисел. 

Допустим, что умея разделить (циркулем и линейкой) окружность. 
Ha @,, Ha %,.... Ha „_, частей, мы можем делить окружность на 
4=%,`%.....9„_. частей. Тогда, так как Фи @„ взаимно просты, а 
на (4 частей (по допущению) и на а„ частей (по условию) мы де- 
лить окружность умеем, то по доказанной выше теореме сумеем 
разделить и на И =‘. = 9%, '%....&и_1-Ят частей. Этим теорема 
доказана. 

Пусть == 2" + Py: Pat oe Pw 

Мы умеем делить циркулем и линейкой на 2, на 4, и вообще на 
любое число 2” частей. По доказанному ранее мы умеем разделить 
окружность и на р,, на р.,....р, частей, ибо все это гауссовы 
простые числа. И так как все эти числа взаимно просты, то мы 
сумеем разделить окружность и на число частей, равное произве- 
дению этих чисел, т. е. на И частей. Этим и доказана достаточ- 
ность условия, необходимость которого была установлена нами 
выше ($ 4, 3). 

Итак, нами полностью доказано следующее предложение: 
Для того чтобы было возможно циркулем и линейкой разде- 

лить окружность на п равных частей (построить правильный 
п-угольник), необходимо и достаточно, чтобы п было числом вида 

п= 2".р, р»... `Рь 
где х — произвольное целое положительное число или нуль, а 
р., Р.,...Рк— различные между собой простые числа вида 2" -- 1. 
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