
7ЁБн!ак
,д/7яв'вов

|/['. Ф.11|ишлкин

'-'1'.-.-*.*,.

тсорстичсская

мстрологиж

9асть 1. о6щая тсория

1-еу|3дание

и3мерснии



и. Ф. [1|иш:кин

ъоретическая

мстроло!ия
1асть 1. Фбщая теория и3мер ений

4-еп3данпе

Рекомендовано йинистерством о6разования и науки Российской Федерации
в качестве уне6ника дл!я студентов вь!сших унебнь:х заведений, обунающихся
по направлению подготовки "йетрология' отандартизация и сертификация"

и сп ециал ьн*':.ъ;*н,т::[.: 
}::нж;ж 

обеспече н ие ",

й/пптЁР'
[\г|осква . 6ан:ст- |!етербург . Ё их<ний Ёовгород . 8оронех<
Ростов-на-[ону. Бкатеринбург. €амара . Ёовоси6ирск

!(иев .[арьков . [|!инск
2о1о



ББк з0.10я7
удк оо6.91(о75)

ш65

ш65
1|]ишкин ].1. Ф.
1еоретинеская метрология. 9асть
вузов.4-е изд.' перераб. и доп' _
"}чебник для вузов").

1' @бщая теория измерений; }небник для
€['!б.: !-1итер' 2010' _ 192 с.: ил. _ (6ерия

!9вш 978-5_49807-20з_6
8 первой наоти щебника на :|ксиоматичеокой основе излагается общая теория измерений безот-

носительяо к их областям и видам. Фценка качеотва измерительной информации соответствует

ребованиям Руководства |4€Ф 1993 года по вырФкению неопределенности измерения.
|(нига предназначена д.,1я студентов' обунающихоя по опециальностям 200501.б5 <<йетрология и

метрлогическое обеспечение>>' 2ф503.65 <€тандартизация и сертификация>) и направлению под-
готовки магистров и 6акшлавров 20о5Ф.62 <йетрология, отандартизация и оещификация>' и мо-
жет использоваться сцде|{тами щ)угих технит{еских специальностей и направлений подготовки,
изуча|ощих метрологию в составе общепрофеосион:ш1ьнь!х дисциплин. 9чебник такхе будет поле-
зен сотрудникам государственной метрологической с.ггРкбы и работникам метрологических олухб
государственных органов управления Роосийокой Федерации и юридических лиц' у|еным и спе-

циалистам на производстве' занима|ощимся измерен!б!ми.
Рекомендовано }т1инистерством образования и науки Российской Федерации в качестве улебпи-

ка для сцдентов вь!с|ших щебных заведений, обулаюшихся по направлению подготовки <йетро-
логия' стандартизация 11 сертификация'' и опециальностям <<йещология и метрологическое обес-
печение>>, <<€тандартизация и серификация>>.

ББ( 30.'10я7
удк 0о6.91(о75)

8се права защищень!. !|икакая насть данной книги не может 6ь:ть воспроизведена в какой бьг то ни бьгло фор-
ме 6ез письменного ра3решения владельцев авторских прав.

информация, содержащаяоя в данной книге, полг{ена из источников, раосматриваемь!х издательством как

надежные. ]ем не менее, имея в виду возможнь!е человеческие или технические ошибки, издательство но
может гарантировать абсолютную точность и полноту приводимь!х сведений и не неоет ответственности за
во3можные ошибки, связаннь:е о иопользованием книги.

@ ооо (лидер}' 20'!0
@ шишкин и. Ф.' 2010

!5вш 978_5_49807_20з_6



@одер)кану.е



1 €одерхание



|'|редисловие

[1ервь:й ре6ник для сцдентов вь1с1пих уне6ньгх заведений по курсу <.1еоретине-
ск2ш! метрология> [1] появился в 1991 г. в свя3и с тем' что прика:}ом 1!1инистерства
вь1с|шего о6разования сссР от 17 ноя6ря 1987 г. }.,{!: 790 в номенклатуру специаль-
ностей вь:с1ших ще6ньтх заведений стр;[нь1 6ьтла включена ношш1 инхенерн:ш1 спе-
циальность 1 9.06 _ 

<. }!1етролотия' стандартиз ац||я у1 управление качеством>. 9че6-
нь1м планом специальности' рассчитаннь|м на пятилетний срок о6унения,
предусматривадось изг{ение <.1еоретинеской метрологии> в состаЁе щебньтх
дисциплин' формируюших научно-теоретические основы специ21льности. ||ро-
щамма курса 6ьлла составлена автором уле6ника. 3адача тогда состояла в том' что-
6ьл онертить круг вопросов' относящихсяк теоретической метрологии, о6еспенить
во3мохность да.гльнейтпего непрерь!вного с2|моо6разования и углу6ленного и3у{е-
ния отдельнь1х ее р:вделов в рамках специ:ш1ьнь|х дисцит|лин.

Б ще6тлтсе 6ьшли сощштень! и пощ^{]а|и да-тльнейтшее развиш{е д!цактические
цринципь1' за./!оженнь|е авторм в ре6ное посо6ие по одноименному |урсу [2], отме-
ченное в 1985 г. на щспу6ликаттской вь|ставке ще6ной литератрь| в г. 6моленске.

3а истекпее врем'! ггро]{зо|!]/]и 3}{:}чите/{ьнь|е изменен1б1. €петиа.гьность 19.06 -
<.1\:1етрология' стандарти3ация и управление качеством> ра3делилась на три ин-
)кенернь|е специ:}льности: 200501.65 _ <.йетрология и метрологическое о6еспе-
чение>>' 200503.65 - <.€тандарти3ация и сертификация> и 22050|.65 - <.}прав-
ление качеством>. Б свою очередь' и3 <.1еоретической метрологии> вь1делилась
самостоятельная уне6ная дисциллина <.Ф6щая теория измерений> в составе фе-
дер;}пьного компонента, а остав:шийся материал по рекомендации улебно-методи-
ческой комиссии по специа/1ьности <.йетрология и метрологическое обеспечение>
(письмо от 26.{2.2000 г. ]\ё 1- 26/930) и3).чается в отдельной дисцилл'1не <.1ео-

ретическая метрология>' входящей в состав национально-регион;ш|ьного (ву-
зовского) компонента. Ёакоплен опь|т преподавания г!редмета' позволивтций
усовер1]]енствовать методику [3, 41, исключить нец/}с{ь|е и до6азртть нео6ходи-
мь|е сведен}б1. Ёаконец, |уководсгвом 1'1€Ф по вь!раэкению неоцределенности и3ме-

рения [5] в 1993 г. у3аконен подход к оценке качества и3мерительной информа-
ции' ра3вивавулийся в унебнике (1991 г.) и уне6ном лосо6ии (1983 г.).

Б предлагаемом и3дании <.?еоретическая метрология> представлена двумя
самостоятельнь!ми ра3делами: часть|о 1 _ <,Ф6щая теория измерений> и на-
стьто 1| - <.Ф6еспечение единства измерений>.

1еория измерений 6езотносительно к их о6ластямивр\дам впервь|е и3лага-
ется на аксиоматической основе' что свидетельствует о том' что этот ра3дел
метрологии прио6ретает' мо)кно ска3ать' вполне 3аконченную форму.

Ф6еспечение единства измерений рассматривается с современной тонки зре-
ния' предполага:ощей во3можность децентрализованного воспрои3ведения еди-
ниц на основе достижений квантовой метрологии.

3аменания, предложения и пожелания' направленнь1е на улуч]пение каче-
ства уте6ника' мо)кно направлять в €еверо-3ападньтй государственный заоч-
ньтй технический университет на 6азовую кафедру метрологии лри Фгуп
<.БЁ1'114Р1им.д.й. \4енделеева> по адресу: 191186, €анкт-|1етер6ург, ул. Р1ил-
лионная, д. 5'



@бозначену1я

Ф6означения' 3а редкими искл|очениями, соответствуют правилу: неслулайньпе
числа, значения и функции на6рань: прямь1м тприфтом; слутайньте _ курсивом.

9 _ ра3мер;

гц _ р2вмер' принятьгй 3а единицу и3мерения;

9,А'Б,з _значения;

Ф А, в, д' _ слулайнь!е значения; ре3ультать: измерений;

о _ среднее 3начение;э
о _ оценка среднего 3начения; среднее арифметинеское взве1пенное;
д
о 

* среднее арифметинеское 3начение;

ч - числовое 3начение;

х - отсчет; число 6ракованньтхизделий в вьтборке;

м(.т) - математическое ожидание слулайного числа ц
п(я) - дисперсия слулайного чу\сла х;

х _ пока:}ание;

0 - поправка;

о _ ан:1лог среднего значения поправки;
Р - вероятность; доля 6ракованньтхизделий в партии;

р - плотность вероятности;
г - функция распределения вероятности;
| _ функция |алласа - интегр'!^п вероятности;

г _ аналитическая функция;

8 _ весовой коэффициент;
с _ коэффишиент' определяемьлй доверительной вероятностью;

коэффишиент €тьюдента;
и - ан:[пог коэффициента €тьюдента; коэффициент охвата; число

интервалов на гистограмме;

х2 - арцмент функции распределения вероятности |[ирсона;

а - часть составного критерия;



Фбозначения

п _ количество эксперимент;шьнь1х даннь1х в интервале А@
1п _ число средств измерений;

п _ количество эксперимент€ш1ьнь[х данных; о6ъем вь:6орки;

с2 _ дислерсия;

о _ среднее квадратическое отклонение;

ш2 _ аналог дисперсии;
ц _ 

'!н€ш|ог 
среднего квадратического отклонения; стандартная

неопредёленность типа Б;

9 - оценка дисперсии;
5 _ стандартное отклонение; стандартна'| неопределенность типа А;

р _ коэффициент корреляции;

0, _ условная вероятность оп:и6ки 1 рода;

0 _ условнш1 вероятность отпи6ки 11 рода;

ш _ мгновенное 3начение напряхения;
ш _пороговое3начениенапря)кения;рас1пиренна'!неопределенность;

к. _ риск;

^ 
- отно1пение правдоподо6ия;

Ас _ приемочное число;

с _ о6ласть интещирования;
н - энтропия;
1 _ количество измерительной информации.
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йава 1

]:1 сходн ь]е поло)кен ия

1 .1 . @войства окрр!(ак)щего мира у. у.х мерь!
Фкрухатощ ая нас реальность представлена о6ъектами, свойствами и явлеътиями
материа.т|ьного и духовного мира' Ф6ъектом материального мира' например' яв-
ляется пространство' а его свойством - протяженность. |{оследняя может ха-
рактери3ов аться ра3личнь1ми спосо6ами. Ф6щепринятой характеристикой (ме-
рой) пространственной протяясенности слуэлсит 0лшна. Фднако протяженность
реа']ьного физинеского пространства является сложнь1м свойством, которое не
}!о){(ет характеризоватъся только длиной. !ля полного описания пространства
расс\{атривается его протя)кенность по нескольким направлениям (координа-
та*л) или дополнительно исполь3уются такие мерь|, как у2ол' площа0ь, о6ъело.

1аким о6разом, пространство является многомернь|м.

"т1ю6ьте со6ьттияи явле\1у'я в реальном мире происходят не мгновенно' а име-
ют некоторую длительность. 3то свойство окру)кающего нас мира качественно
от-1ичается от пространственной протя)кенности. Бго также мо)кно характери-
3овать по-разному, но о6щепринятой мерой 3десь являе|ся время'

€войство тел сохранять при отсутствии вне1шних воздействий состояние по-
коя или равномерного прямолинейного движения на3ь1вается инертностью.
}{ерой инертности служит масса.

€войство тел' состоящее в том' что они нагреть1 до некоторого состояния'
качественно отличается от предь|дущего. Фно могло 6ьт характери3оваться сред-
нет! скоростью теплового движения молекул' но распространение получила
11руга'{ мера нагретости тед' назь1ваемая пермо0шналашцеской тпелоперапурой.

Ф6щепринять[е или установленнь[е закоцодательнь!м путем характеристи_
гоп (мерьп) различнь!х свойств, общие в качественном отно[пе|||1'г д]1я многих
фпзинеских о6ъектов (физинеских систем' их состояний и происходящих
в них процессов), но в количественном отно[шении индивидуа.]1ьнь!е для них'
па3ь[вак)тся ф и з и ч е с к им:*| в е л и ч и н а м и.1{ромевь||пеперечис-
-'|еннь1х длинь1' времени' массь1 и темперач/рь! к ним относятся ушоскшй |\ шелес-
ньсй усол, скорос?пъ' ускоренше' сшла и 0авленше, мощнос7пъ и энер2шя' яркоспь'



1.1. 6войства окрухающего мира и их мерь!

освещенноспь' с11^]!а элекпршцеско2о 7пока, напряэюенноспъ элекпршцеско2о поля
и многие другие.

Ф6ъектами рь|ночнь1х отно||]ений явля|отся продукция' товарь| и услу|и'
вахнейтшим свойством которь1х слухит их качество. 1(ачество многомерно.
Фбщепринять[е или установленные законодательнь!м путем характеристики
(мерьп) качества' о6щие в качественном отно!|1ении для ра3личнь!х видов
продукции' товаров и услуг' но в количественном отно|цении индивидуаль-
ные для них' на3ь|вак)тся пока3ателями качества.1ак, на-
пример' к пока3ателям качества продукции относятся:
] показ атпе лш н о3наце ншя' характери3ующие свойства продукции' определяю -

щие ее функциональное предна3начение и о6условливающие о6ласть при-
менения;

1 показапелш 6езопаснос7пш' характеризующие степень 6езопасности потре-
6ителей и о6слуэкивак)щего персонала при исполь3овании продукции;

1 показапелш на0еэюнос?пш' характери3у!ощие долговечность, 6езотказность'
ремонтопригодность и сохраняемость продукции;

1 показапелш экономшцноспш' отра)кающие совер||!енство изделия по уровню
или степени энергос6ережения' экономии сь!рья' материалов и трудовь1х ре-
сурсов при эксплуатац14и;

1 показапелш ?пехноло?шчноспш' определяющие во3мо)кность миними3ации 3а-
трат при производстве продукцу|и, ее эксплуатациу1 и восстановлении;

3 показапелш пранспорпа6елънос7пш' характери3ующие уло6ство транспорти-
ровки продукции к месту эксплуатац'|и у!ли потребления;

] показатпелш апан0арпш3ацшш ш уншфшкацшш' характери3ующие нась1щенность
продукции стандартнь|ми, унифицированнь|ми и ори[инальнь|ми составнь!-
ми частями' а так)ке уровень унификации с другими и3делиями;

1 папенпно-правовь|е пока3апелш' характери3у1ощие степень о6новления
технических ретпений, использованнь1х в 1]родукции' их патентную защиту'
а так)ке во3мо)кность 6еспрепятственной реа"{1и3ации продукции в стране
и за ру6ехом;

1 эколоашческше поката7пелш' характеризу|ощие уровень антропогенного воз-
действия продукции на окру)|€]ощую среду;

1 эреономшческше пока3а?пелш. отра)кающие приспосо6ленность продукции
к антропометрическим, физиологическим' психологическим и гигиениче-
ским осо6енностям и потре6ностям чедовека;

1 эспепшче скше пока3апелш' отража|ощие эмоциональное воздействие продук-
ции на человека;

1 о6о6щеннъсй (шнтпееральньсй) пока3апелъ качес1пва, определяемьтй как соот_
но1шение суммарного поле3ного эффекта от эксплуатации или потре6ления
продукции и суммарнь1х 3атрат на ее производство и эксплуатаци1о или по-
тре6ление.

}(ачество является ваэкнейтшим свойством не только продукции' товаров или
услуг. 1!1ожно говорить о качестве жи3ни' качестве 3доровья' качестве художе-
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1о |-лава 1. йоходнь:е полохения

ственного прои3ведения' качестве подготовки к экзаменам и т. п. |[оказателями
качества выступления спортсменов на соревнованиях по фигурному катанию
на коньках' например' слу)кат:

1 пехтдшка выполненшя эле]14енпов разлинной категории сло)!(ности;

1 ху0оэюеспвенное впеца/7шенце от вь1полнения программь| в целом.

Б метрологии пока3ателями качества измерений на протя)кении долгого
времени 6ьули:

8 почноспъ;

1 правшльноспъ;

1 схо0а:лцоспъ;

1 воспрошзво0шмостпь'

в 1981 г. \4еждународньтй комитет мер и весов (&11{1!1Б) рекомендовал
исполь3овать повсеместно такой пока3атель качества' как неопре0еленнос7пь 14з-

мерения (в разлиннь:х его модификациях). в 1993 г. &1ехдународна'! органт4зы!ия

по стандарту|3аци|1 (исо) вь|пустила Руководство по вырахению неопреде_
ленности измерений, фактинески придав1пее этой рекомендации силу ме]кдуна-

родного стандарта.
}{еопределенность и3мерения может 6ьлть следствием двух причин:
1) рассеяния ре3ультата и3мерения йри многократном повторении и3мери-

тельной процедурь|' что является объективнь!м 3аконом природь[;

2) отсутствия нео6ходимой информац!1и' то есть недостаточности каких_то
сведений, знаний, что характерно не только д.тпя измерений.

€оответственно существу!от два спосо6а количественной оценки неопреде_
ленности:

А _ исполь3ование апостериорной (от лат. ароз[ейой _ после опь1та' в дан-
ном сл)д{ае _ после измерения) информации' полученной при многократном
повторении и3мерительной процедурьл;

Б - математическое моделирование ситуации' состоящей в том, что отсутст-
вует какая-то нео6ходимая информация.

?аким о6разом, неопределенность является свойством, общим в качествен_
ном отно|пен|1п д,1\я результатов и3мерений и разлинных ситуаций, но в коли_
чественном отно1шении индивидуа.]1ьнь[м в каэ1сдом конкретном случае. |[оэто-
му она дол)кна иметь о6щепринятую или установленную законодательным путем
меру. Рассмотрим под этим углом зрения о6а спосо6а количественной оценки
неопределенности.

€пособА
Ёаличие апостериорной информации в виде 3начений результата и3мерения' по_

луч:}!ощихся после к:ркдого повторени'1 измерительной пр:{еАуры' по3во/,| ;ет по-

строить гистограмму (рис. 1)1 и установить закон распределения вероятности

1 |[олро6но построение гистофаммь} рассмотрено на с.58-58, \49' |52.



1.1. 6войотваокрухающего мира и их мерь! 11

р'(

,2
Рис. 1. |!редставление массива экспериментальных дан}]ьтх в виде гистограммь|

ре3ультата и3мерения. Б качестве мерь| его неопределенности мо)кно 6ь;ло 6ь:
использовать энтропию

н = -!ко1о5|р(@)]а@, (1)

где р(0) - плотность вероятностй результата и3мерения |. Ао вьт6рали не эн-
тропию' асре0нее ква0ратпшшеское опю1оненше,вместо которого на практике мо-
экет бьтть пол)д{ена ли1пь его оценка _ спан0арпное о7пклоненше

(2)

6тандартное отклонен*1е является мерой неопределенности, обу_
словленной рассеянием результата измерения' а способ А заклпочает_
ся в исполь3овании математической статистики для количествен_
ной оценки этой неопределенности.

€пособ 8
|{редположим' что интересующее нас значение ! находится в интерв;!_7!е от !,
до 92, но чему именно оно равно в этом интерв:!,'те' неизвестно. Бсли при этом
никакой дополнительной информации нет и нет оснований считать те или
иньте 3начения |в интерв:ш1е от !' Ао !, 6олее вероятнь|ми' чем другие' то ес-
тественно предположить' что все значения ! в интервале от 9,т до Ф равнове-
роятны' то есть представить эту ситуацик) математической моделью в виде рав-
номерного закона распределения вероятности ! в интерв;ш|е от !' Ао |'(рис.2).
€ледует со всей определенностью подчеркнуть' что на самом де.пе ! не являет-
ся слуяайной величиной, не подниняется никакому 3акону распределения веро-
ятности' и математическая модель' представленн;|"'! на рлс. 2, является матема-
тической моделью именно ситуации' состоящей в том' что точное знанение !
неизвестно. \4ерой неопределенности этой ситуации служ\1т сре0нее ква0ратпш-
ческое о1пк]1оненше !, как если 6ьт эта величина 6ьтла слуяайной. 9то6ьл не п)дать
его с настоящим це0ншла ква1ратпш'+еск1/]| о?п1{.].оненшем' определяемь|м методами
математической статистики' его о6означают 6уквой <ш>. 1ак, для математиче-
ской (ситуационной) модели' показанной на ръхс. 2,
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!!г-'0ц0"о
Рпс.2. €итуат{ионная модель в виде равномерного 3акона распределения вероятности

Аналог средцего квадратического отклонения неслунайной величи_
ньп, дефицит информации о 3начении которой моделируется <3аконом

распределения ее вероятности>' яв,]!яется мерой неопредепенности ато-
го значения, а сшосо6 Б аакд:очается в использовании ситуационной
модели д.7[я коли|пественной оценки этой неопределенности.

1аким о6разом, мерой неопределенности слу)кит сре0нее ква0ратпшнеское
о7п1а1оненше, вместо которого на практике вь1числяются ли6о его оценка - спо-
со6ом А, ли6о его ан;ш|ог _ спосо6ом Б. Б Руководстве Р1€Ф использу]отся тер-
минь!: <стпан6артпная неопре0еленноспъ тпшпа А> и <<с?панаар'пная неопре0елен-
нос?пъ тпшпа Б>, у!.ли <<оценшванше с?пан0арпной неопре0еленноспш по пшпу А>
и <<оценшванше спан0арпной неопре0еленностпш по пшпу Б'>.

[1ример 1

|[ри неоднократном и3мерении напряжения разнь!ми вольтметрами получены
следующие 3начения показаний:

1]ервый прибор 8торой при6ор
[}, в [Р,в2 (],в ('Р'в2

196
198
198
199
200
200
201
20\
202
205

38416
39204
39204
39601
40000
40000
40401
40401
40804
42025

\92
\94
195
198
200
20\
203
204
206
2о7

36864
37636
3в025
39204
40000
40401
41209
4\6|6
42436
42849

4
[] =200Б (г2 = 40005,6 Б'

з
0 =2003 [2 = 4002482

=237 3 50 = 4,90 8



'! .2. 14змерение и наука об измерениях

$ канество измерений первьтм при6ором вь|!||е' так как ре3ультат и3мерения
$ вторьтм прибором имеет 6ольппую стандартную неопределенность типа А.

[1ример 2

|[ик производства на одном и3 отечественнь|х предпр1.{!тий при:шелся на 11-ло
пятилетку' а зару6еэкная фирма пережила свой расцвет в первой половине
!,!, в. €равнить неопределенность сведений о том' к какому году относится
кшкдое и3 этих со6ытий.

Б первом случае неопределенность составляет

.. _ 1985- 1981
' =-й* =\'2тода'

во втором -
ш = 

1950-_1900 
= 14,5 года.йз

€ведения о6 отечественном предприятии имеют гора3до мень1шую неоп-
ределенность' чем сведения о зару6ежной фирме.

1(ромеупомянуть|хвь1|пе ф и з и ч е с к и х в е л и ч и н' п о к а 3 а -

т е л е й к а ч е с т в а существу1отидругиемерь1'чтоявляетсяотражени-
ем многоо6ра3у1я матери:ш{ьного и духовного мира. \4ь: живем в многомерном
мире.

1.2.1,!змерение и наука об измерениях
Фдномернь:е и многомернь|е свойства о6ъектов и явлений окружающего мира
являются предметами по3нания (рис. 3). 1еория по3нания _ гносвология
(от древнегреч. тусоо1с _ 3нание' познание и ),оуо6 _ речь' слово' учение или
наука) - относится к философии _ матери всех наук. Б ней разлинаются кате_
гории кс]1!еспва и колшчес7пвс. 1очными количественнь|ми исследованиями зани-
маются естественнь|е науки. 1!1етодами исследований служат пеор1|я и эксперш-
менп. Б свото очередь эксперименть1 моцт вь1полняться с применением и 6ез
применения технических средств.

|{олутенная тем или инь!м спосо6ом количественна'1 информация о свойст-
вах объектов и явлений окружающего мира прео6разуется' передается и пред-
ставляется в наглядной форме в информационно-измерительнь!х системах или
других устройствах ото6раэлсе ния и регистрации информации. Аслоль3ование
этой информации является конечной целью познавательной деятельности.

[|олунение информации о количественных характеристиках свойств о6ъ-
ектов и явлений окру)!сак)щего мира опь|тнь!м путем (то есть эксперимен-
тально) назь[вается и3мвРвнивм. 8 отличие от количественной информа-
ции' пощд1аемой теоретинеским щпем' то есть посредством вьтчислений и расчетов'
такая информация на3ь1вается измерительной. Ёа рис.3 вь1деленьт элементь|'
относящиеся к получени}о и3мерительной информации.

1з



14 |-лава '| . ]4оходнь:е полохения

11редметь;
по3нания

[1реобразование, передача и отображение
количественной информации

['1спользование количествённой информации

Рис. 3. [тилизованная схема получения и использования
количественной информации

Бо время измерений проявляются некоторь1е о6ъективнь1е законь1 природь1.
1(роме того' при получении и3мерительной информации должнь1 со6людаться
определеннь!е шравила и нормь]' установленнь!е законодательнь|м путем. Бсе
это составляет предмет науки о6 ивмерениях - мвтРоло|},[}! (от древнегреч.
р€тро\, _ мера и )'о1о6). Базисное поло)кение этой науки определил основопо-
лох(ник отечественной метролотии [,. Р1. \4енделеев в словах: <<'.. наука начина-
ется... с тех пор' как начинают и3мерять; точная наука немь]слима 6ез мерьт>.

Бму же принадлежит и другое вшкное замечание: <.Б шрироде мера и вес суть
главнь!е орудия г|ознания>.

1 .3. !(ачественная характеристика
измеряемь:х величин
Формализованнь!м отра)кением качественного различия между и3меряемь1ми

физитеским и величинами служит |1х р а3мерноспъ. Р азмерность о6означается
символом 6!гп, происходящим от слова 4|гпепз|оп, которое в зависимости от
контекста мох{ет переводиться и как размер' и как ра3мерность'



1.3. (ачеотвенная характеристика измеряемь!х величин

Размерность основнь[х физинееких величин о6означается соответству|ощи-
ми 3аглавнь1ми 6уквами ' ['ля 0лшньо' массъ! и временш' например'

4|гп /: [; 61гп гп : ]!1; 61гп Ё : 1.

[1ри опреде лении ра3мерности производнь:х фиаинеских величин руковод-
ствуются следующими правилами:

1. Размерности левой и правой частей уравнения не могут не совпадать' так
как приравниваться друг к другу могут только одинаковь1е свойства. Фбъ-
единяя левые и правь|е части уравнения' можно прийти к вь1воду' что алге6-

раически моцт суммироваться только величинь!' имеющие одинаковь|е ра3-
мерности.

2. Алге6ра ра3мерностей мультипликативна' то есть состоит всего ли||1ь и3
двух действий _ умноженияи деления.

2.1. Размерность прои3ведения нескольких величин равна прои3ведению
их ра3мерностей. 1ак, если 3ависимость ме)кду величинами имеет вид

!: А.Б.€, то

6|гп @:6!тп А.41гп Б.6|гп €.

2.2. Размерность частного при делении одной величинь| на другую равна от-
но1шению их ра3мерностей, то есть' если ! = $, ''

61гп9 = *1**

2.3. Размерность любой величиньт' во3веденной в степень' равна ее размер-
ности в той хе степени. 1ак, если !: А,, то

61гп@=ф;*а:а|гп"А.

Ёапример, если скороспь от|ределяется по формуле т : |./[ , то 0|гп у :
: 61тп /61гп !: ь/т: !т_1. Ёсли сц:эа по второ}гу 3акону Ёьютона Р : тпа, где
а - хт/[ _ ускорение тела' то ё!гп Б : 6|гп гп ' 41гп а: мъ/т2 : м!т_2.

1аким о6разом, всегда мо)кно вь1разить ра:}мерность производной физине-
ской величинь| чере3 ра:}мерности основнь1х физинеских величин с помощь1о
степенного одночлена:

61гп@ _- гмрт1...,

где [, й, т' ... _ размерности соответствующих основнь!х физинеских величин;
0, 9, 1, ... _ показапелш ра3л!ерноспш' [{аждьтй и3 пока3ателей размерности мо-
:кет 6ьтть полох{ительным или отрицательнь|м' цель1м или дро6ньлм числом' ну-
лем. Бсли все показатели размерности равнь1 нул|о' то такш1 величина н;вь1вает-
ся 6езразллерной.0на мо)кет 6ьтть опносшпелъной, определяемой как отно|шение
одноименнь|х величин (например, относительна'| диэлектрическая проницае-

15
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мость), плп ло ааршфлш.е ской, определяемой как логарифм относительной вели-
ниньт (например' логарифм отнотпения мощно стей или напряжений).

!,1так, размерность яв.,[яется качественной характеристикой измеряемой
величинь[. Фна отрахсает ее связь с основнь1ми физитескиму' величинами и 3а-
висит от вы6ора последних. (ак указьтвал \4. ||ланк, вопрос о6 шспшнной раз-
мерности лю6ой величинь| <<имеет не 6олее смь1сла' чем вопрос о6 шспшнномна-
3вании какого-ли6о предмета>. |[о этой принине во многих гуманитарнь1х
науках' где номенклатура основнь1х и производнь1х измеряемь!х величин' равно
как и свя3ь ме]кду ними' еще не определились' теория ра3мерностей не находит
пока эффективного применения. Б физике, напротив' методами теории размер-
ностей нередко удается пол)д1ать важнь|е самостоятельнь!е результатьт. Фор-
мадьное применение алге6рьг ра3мерностей, например' по3воляет иногда опре-
делить неи3вестную зависимость ме)кду физинескими величинами.

|!ример 3

Б результате на6людений установлено' что при дви)кениитела по окружности
сила Б, прижимающая его к опоре (рис.4), в какой-то степени 3ависит от ско-

рости тела у' его массь1 [п и радиуса окружности г:

Р : гп*у9г'.

1{аков вид этой зависимости?

Рпс. 4. {вижение тела по окру)!{ности

Регшение. Ёа основании алге6рьл размерностей

ё!гп Р: 6!гп"гп . 41гп0у . 6|гп1г,

но 61гп г : []у11-2; 61гп гп : й; 6|гп у: [!-1; 61гп г: [. Фтсюда

[мт_2: м"1!т_119;т - 10+^тцо1_0.



1.4. (оличественная характеристика измеряемь!х величин

€ледовательно' пока3атели ра3мерности удовлетворя1от уравнениям:

9+т:1;
о: 1;

-0: -2,

ре1пения которь1х: о: 1; 0 : 2; "т : -1. ?аким о6разом,

р=шЁ.

( вьтводу этой зависимости на основе 3аконов механики 6ьтл 6лизок |али-
лей, но первь|м ее установил |юйгенс.

1еория ра3мерностей повсеместно применяется для оперативной проверки
правильности формул. Бсли размерности левой и правой частей уравнения не

совпада}от' то есть не со6лтодается первое правило' то в вь|воде формульт, к ка_

кой 6ьт о6ласти знаний она ни относилась' следует искать отпи6ку.

1еория ра3мерностей, как это видно из рис.3, не относится к метрологии' но

используется метрологами при построении поверочнь1х схем для о6еспечения
единства измерений'

1 .4. |(оличественная характеристика
измеряемь!х величин

"|[ю6ое свойство мохет проявляться в 6ольтшей или мень:шей степени' то есть
имеет количественную характеристику. €ледовательно, лю6ое свойство может
6ьтть измерено. <.!!{3меряй все доступное и3мерению та делай доступнь1м то' что
еще недостуцч9> (|алилео |алилей).

Фсо6енно следует подчеркнуть возможность и3мерений в нематериальной
сфере. <.Бсякое качество имеет 6есконечно много количественньтх градаций,>

(Фридрих 3нгельс, <!иалектика природь!>>) и, следовательно' может 6ьтть из-
мерено. Раздел метрологии' посвященнь:й измерению качества' назь]вается
квАлимвтРиви'

1{оличественной характеристикой лто6ого свойства слу)кит ра3л!ер' хотя не

принято говорить <<ра3мер длинь|>>' <<ра3мер массь1> или <<ра3мер пока3ателя ка-
чества>. |оворят просто ([./|}11т?>, <масса> или <<показатель транспорта6ельно-
сти>.

Размер является о6ъективной количественной характеристикой, не 3авися-

щей от вьт6ора единиц и3мерения. Ёапример, 1000 мм; 100 см; 1 м; 0,001 км *
четь|ре варианта представления одного и того )ке ра3мера. 1(акдьтй и3нихявля-
ется 3наченшелс физинеской величиньт (в данном случае - длиньт) _ вь1рах{ени-

ем ра3мера в тех или инь|х единицах и3меРения.
3начение мо}кно представить в виде прои3ведения:

17

9, = ч[9]' (4)
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где ч _ отвлеченное число' на3ь{ваемое чшсловь!.ц 3наченшем, а [о] _ размер е0ш-
нццы и3мерения. 14з приведенных примеров видно' что значение' как и размер'от вь:6ора единиц не 3ависит' в отличие от числового 3начения. Аля_одно]о
и того же размера числовое 3начение тем мень1це, нем 6оль:ше единица и3мере-
нпя (и нао6орот), так что произведение в правой части уравнения (4) 

'"",.й",постояннь1м.
Аз-за зависимости числовь|х значений от ра:}меров единиц Роль последних

очень велика. Бсли допустить произвол в вь:боре единиц' то Результать1 и3ме-
щний ок2шкутся несопоставимь! между со6ой, то есть нару|шится е0шнстпво шзме-
рсншй.9тобьл этого не прои3о1пло' единиць1 измерений устанавливаются по
определеннь|м правилам и 3акрепляются законодательнь!м путем. Ёаличие
3акошодательной метрологии отличает эту науку от других естественных
паук (фиаики' химии и т. д.) и направлено на о6еспечение единства и3мере_
пй.

[1редставление о трудностях' которь1е во3никают при исполь3овании ра3нь1х
единиц и3мерения' можно получить и3 следу]ощих примеров:

отпускаются со склада по цене

]пршлер о

! Р"""''"''е от ||риозерска до острова Балаам 51 км. 3а
] вает это расстояние процлочнь|й катер, развивающий

!пр:плер т

[ в' 
','.'х 

странах Рвропьт температура и3меряется
| Бсли в |[ариже 68'Р, а в \4оскве 20"€, то где теплее?

|!одо6ньлх примеров множество.

какое время преодоле-
скорость 15 узлов?

по |пкале Фаренгейта.
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2.1 . Априорная информация
||равильно поставленная ш3мершшельная за0ача включает ука3ание на то' чпо
нужно и3мерить' и с какой неопре0еленноспью (рань:ше устанавлива]1ась 7поч-

носпь или по2ре1шностпь)'

}казание на то' что нужно и3мерить' содержит апршорную (от лат. а рйой _
пред1шествуто::{}ю опь1ту' в данном случае и3мерению) информашито. Б частно-
сту!' и3 постановки 3адачи долхна 6ь:ть ясна рс13мерносп0 и3меряемой величи-
нь:. Бьттекает и3 постановки 3адачи и некоторое:1приорное представление о ра3-
мце той величины' которую предстоит измерить. Бедь не может )ке он нахо-

диться в пределах от _о до о!
[1усть априорное представление о ра:|мере измеряемой величины состоит

в том' что ее 3начение ! находится где-то в интервале от !' до 9э, но чему
именно оно равно в этом интервале _ неизвестно. |{редставим эту ситуацию
математической модель1о' пока3анной на рис.2. Б качестве мерь! неопределен-
ности вь:6ерем энтропию (1):

9э
Ёо = _ 

|г(9)1ов|г(9)]а9,
0:

свя3анну1о с энергией. ?ак как площадь' ограниченная линпей плотности веро-
ятности и осью а6сцисс при лю6ом законе распределения вероятности равна 1,

в подь!нтещальной функции

р(9) = ^_1_9, -9' '

€ледовательно' априорна'1 энтропия

Ё. = 1о9(!, -9').
||осле измерения' к;}к пока:}ывает опыт, некотор:1я неопределенность отно-

сительно 3начения ! останется. .{опустим, теперь ухе мо)|шо 6уАет сказать' что
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оно находится в 6олее узком интерв:|^/|е от !3 ло !,. |1редставим эту ситуацию
математической модель}о' пока3анной на рис. 5.

р(9)

0 цц 9
Рис. 5. \'|атематическа'т модель апостериорной ситуацитл

Апостериорна'1 энтропия

н= 1о8(9а _9').
1{оличество измерительной информации по 1(. 3. 111еннону

[=Ёо -Ё=''*&*. (5)

?аким о6разом, если 6ьт априорной информации о ра3мере измеряемой ве-
личинь1 не 6ьтло, и интервал ее возмо)кнь1х 3начений 9, - !, 6ьтл 6ь! 6есконеч-
но больтпим, лю6ое измерение дол)кно 6ь:ло бьт давать 6есконечно 6оль:пое ко-
личество и3мерительной информации' что' в сво}о очередь' потре6овало 6ьт за-
трать1 6есконечно 6оль:пого количества энергии' а это нево3мо)кно. |[оэтому на-
личие априорной информации является о6язательньлм условием измерения.

Без априорной информации и3мерение нево3мохсно.

3то утверждение представляет со6ой первук) аксиому метрологии. Фна от-
носится к ситуации пере0 шзлоереншем и говорит о том' что если мь| не 3наем' что
со6ираемся измерять' не располагаем нео6ходимой качественной и количест-
венной информацией, то ничего и не узнаем. € другой сторонь|' если о ка-
кой-ли6о величине и3вестно все (в частности' ее количественная характеристи_
ка), то и3мерение не ну)кно. 1аким образом, и3мерение о6условлено дефицитом
априорной информации о количественной характеристике какой_то величинь]
и направлено на его умень!шение. [змерение _ это уточнение 3начения изме-
ряемой величинь!.

|!риведенньле вь|1пе рассу)кдения с привлечением математических моделей не
относятся к доказательствам. Фни слулсат свя3ующим звеном между метрологи-
ческой аксиоматикой и о6щей картиной миро3дания. Аксиомь: не доказь1ваются'
а являются отр;ркением многовекового опь!та' накопленного человечеством.

!ля ретпения измерительной задачи априорная информация о размере и3ме-
ряемой величинь| является нео6ходимой, но не достаточной. {ля того нто6ьт ус-
тановить 3начение измеряемой величинь1 с заданной неопределенностью' часто
нужно располагать опь1том пред!пествовав|ших измерений, хоро|по 3нать сред-
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ство и3мерений, унитьлвать влияние условий измерений и т. д. Фт умелого ис-
поль3ования априорной информации' полученной и3 ра3личнь1х источников' во

многом 3ависит успех дела.

2,2. 1,1сточники априорной инФорм ац1^у'

2.2.1. @пь:т пред!дествовавц|их измерен.лй
Бсли во время аналогичнь|х измерений, вьтполняв1пихся ранее одним и тем х{е

лицом в таких хе условиях и тем же самь1м средством и3мерений, 6ьтли уста-
новлень| неопределенность измерения и тот факт, что она не 3ависит от 3наче-
ния и3меряемой величинь1' то с достаточной степенью уверенности мо}(но по_

лагать' что неопределенность 6уАет оставаться такой же и при последующих
и3мерениях' если квалификация и3мерителя не меняется' а средство измеренгтй
остается исправнь1м.

[|ример 8

Ёапряэкение в электросети' и3меренное одним вольтметром' ока3алось рав-
ньлм 203 Б, другим - 206 в. 1{акова неопРеделенность этих измерений, если опь1т

пред]шествовав]пих измерений теми )ке вольтметрами приведен в примере 1?

Ре:шение. €тандартная неопределенность по типу А измерения1 первьтм
вольтметром составляет 2,37 Б; вторьтм * 4,9 в.

2.2.2' |(лассь: точности средств измерений
}4нформация о неопределенности измерений, вьтполняемь|х в повседневной
практике с помощью при6оров конкретного типа' получается во время испь1та-
ний этих при6оров с целью утверждениятила и содержится в о6означениях их
клоссов тпоцноспш2. Ф6означения наносятся на цифер6лать1' щитки и корпуса
средств измерений, приводятся в нормативно_технических документах. Б экс-
плуатационной документации на средство и3мерения' содерлсащей о6означение
класса точности' дол)кна 6ьтть ссьтлка на стандарт или технические условия,
в которь1х установлен класс точности для этого типа средств измерений.

Ф6означения могут 6ьтть в виде 3аглавньтх 6укв латинского алфавита (на-
пример' \4, € и т. п.) или римских цифр (1,]1, 111, 1! и т. д.) с до6авлением ус-
ловнь|х знаков. €мьтсл таких о6означений раскрьтвается в нормативно-техниче_
ской документации. Бсли же кдасс точности обозначается ара6скими цифрами
с до6авлением какого-ли6о условного знака' то эти цифрьт позволяют прямо

'термин <неопределенность и3мерения> яв-,1яется условнь1м. |4змерение - это прцедура'
последовательность действий, которь1е г{е имеют никакой неопределенности. |!равиль-
нее говорить <<неопределенность показания>' <<неопределенность результата измерения>'
<<неопределенность значения измеряемой величинь1> и т. п.

_ |ермин <класс точности> все еще распРостранен' хотя понятие точности не исполь3ует_
ся. ||о всей видимости' со временем он 6улет заменен на термин, связанньтй с неопреде-
ленность1о. 14 уэк коненно' он является пока3ателем качества не средства измерений,
а и3мерительной информашии.

21
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ука3ать неопределенность' с которой устанавливается 3начение и3меряемой ве-
личинь|.

,{,:ья шзмерш?пельнъ!х прш6оров с равно}}|ерной, прокпшнескш равномерной шлш
спепенной шк&'.ой' нулевое 3наченше вхоано2о (въсхо0ноао) сш2на',/.о у ко7поръ!х на-
хо0шпся на краю шлш вне 0шапазона шз;переншй, о6означение класса точности
ара6ской цифрой из ряда (1; 1,5; 2;2,5; 4;5; 6).10", где п : 1, 0, _1, _2 ит.4., Ф3-
начает' что 3начение измеряемой величинь| не отличается от того' что пок;вь!-
вает указатель отсчетного устройства, 6олее чем на ука3анное число процентов
от 6ольтшего и3 пределов измерений. 3ту ситуаци}о мо)кно представить матема-
тической моделью и рассчитать неопределенность спосо6ом Б.

[1рптмер 91

9казатель отсчетного устройства вольтметра класса точности 0,5, тшкала кото-
рого приведена на рис. 6, показь1вает \24в.9ему равно измеряемое напряже-
ние?

Рис. 6. [ицевая панель вольтметра класса точности 0,5 с равномерной лшкалой

Репшение. {ля указанного при6ора и3меряемое напря)кение не мо)кет отли-
чаться от того' что показь{вает ука3атель,6ольтше чем на 1 Б. €ледовательно'
измеряемое напряжение равно 1'24 Б со стандартной неопределенностьто типа Б,
равной 0,5в в.

Бсли при тех же условиях нулевое 3наченше нахо0шпся внупрш 0шопазона шз-
мереншй, то 3начение измеряемой величинь1 не отличается от того' что пока3ь]-
вает ук:ватель, 6оль:ше чем на соответствующее классу точности число процен-
тов от больтшего из модулей пределов измерений.

8 примерах 9_14 предполагается' что остальнь|ми факторами' влияющими на результат
измерения' можно прене6реть.
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Рпс.7../|ицевая панель амперметра класса тонпости 1,5
с Равномерной :шкалой

Репцение. !ля указанного при6ора и3меряемая с?\ла тока не может отли_
чаться от той, которую пока3ь1вает ука3атель' 6олее чем на 0,3 А. [оэтому и3-
меряемая сила тока равна 4 А со стандартной неопределенность|о типа 3,

равной 0,!7 
^.! сре0спв шзлсереншй с ус?пановленнь!./}| но]}1шнс|.]1ьнъ!м 3наченшел' отличие зна-

чения измеряемой величинь! от того' что пока3ь1вает ука:}атель' не мохет пре-
вь11пать соответствующего числа процентов от номинального 3начения.

1!ример 11

!казатель отсчетного устройства частотомера класса точности 0,2 с номиналь-
ной частотой 50 |ц, шкала которого приведена на рис. 3, показьлвает 51,4 |ц.
9ему равна и3меряем;ш{ частота?

10

\)7 \д \,
- [.) гт

1 '5 гост 8711-78
Ф

1982 ш 2961

Ф
д!ф |30!са 50

'!6?; 
19 ,....1,

**.'1[ Р!:

ца0

-Ф{а.у*
9а 

гфт7м

'ч*

Рис. 3..[|ицевая панель частотомеРа класса точностц 0,2
с номинальной частотой 50 |ц

Репление. } такого при6ора измеряем:ш{ частота не может отличаться от
той, тто пок,}:}ь|вает указатель отсчетного устройства, 6ольтпе чем на 0,1 |ц.
€ледовательно' и3меряем:шт частота равна 51,4 [ц со стандартной неопреде-
ленностью типа 8, равной 0,058 |ц.
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Б других случаях' когда классь| точности о6означалотся цифрами и3 приве-
денного вь||пе ряда' следует о6ращаться к стандартам на средства измерений
этого типа.

Ф6означение классов точности цифрами и3 того же ряда предпочтительнь|х
чисел может сопровождаться применением дополнительнь1х условнь|х 3наков.
?ак, например' отметка сни3у

(0,5; 1,5; 2,5 ит. л.)

означает' что у ш3мершпелънъ|х прш6оров э?по?о 7пшпа с сущес?пвенно неравномер-
ной шкалой значение измеряемой величинь! не мо]кет отличаться от того' что
пока3ь1вает ука3атель отсчетного устройства, 6ольтше чем на ука3анное число
процентов от всей длинь1 1шкальт ил'1 ее части' соответству:ощей диапа3ону и3-
мерений.

$пример 
12

$ }казатель отсн;
*

$тшкале на рис. 9

$ 
и напряэкением

Рпс. 9. .|[ицевая па}{ель фазометра класса тонности 0'5
с существенно неравномерной тшкалой у

Репшение. Б данном случае угол сдвига фазьт меэкду током и напряжением
не мо}1(ет отличаться от 3начения' которое пока3ь1вает ука3атель' 6олее чем на
0,5'. €ледовательно' сдвиг фазьт между током и напряхением в электринеской
цепи равен 39,5" со стандартной неопределенностью типа Б, равной 0,3".

3аклточение цифрьт в окружность (напримеР,@, @, @, @, '. А.) ознанает,
что процен1ь1 исчисляются непосредственно от того 3начения' которое пока3ь!-
вает ука3атель.
*

ф |!ример 13

$ 9*а'а'е', отсчетного устройства мегомметра класса точности @ с неравно-

$мерной тпкалой, .'редст''йе..ной на рис. 10, пока3ь!вает 40 мФм]9ему равно
$ измеряемое сопротивление?

класса точности 0,5 по верхней

угол сдвига фазьт меэкду током
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0,02/0,0|.3то означает' что измеряемая величина не мо}сет отличаться от зна-

чения {, показанного ука3ателем, 6оль1ше чем на 
[" 

- ,[!+ 
1 )_ |*,де 

с и 4 -

%ъ?
2о

\ь7\А

ц4].0к}599-у.\^ @й п'тэвд|9[ шэ'т'тд

Рис. 10. !ицевая панель мегомметРа класса тонности @
с неравномерной тшкалой

Репшение. |!ри таком о6означении к]1асса точности и3меряема'! величина
не может отличаться от 3начения' которое показь1вает ука3атель' 6олее чем на
2,5 %. |[оэтому измеряемое сопротивление равно 40 1!1@м со стандартной не-
определенность1о типа 8, равной 0,57 }1Фм.

Анотда о6означение класса точности дается в виде дро6и, например

соответственно числитель и 3наменатель в о6означениикласса точности' а {ь -
6ольцлий (по модулю) из пределов измерений.

|!ример 14

}казатель отсчетного устройства ампервольтметра класса точности 0,02/0,0|
со тпкалой, приведеннойнарис.11, показьтвает -25 А. 9ему равна измеряемая
сила тока?

ао .1? 2о+
39

?о

А/у

о'о2|о'о1

Рис' 1 1' "|{ ицевая' 
""'1" ;*ъъ%ът#;|жЁ"" 

точности 0,02 / 0,0 1

Репшение. 1'1змеряемая си]|а ток;а отличается от той, что пока:}ь!вает )/к;!затель'
не больш-те чем на 

[о,о: 
* 
''',п(!* ! )- '] 

= 
',* 

7,.таким о6разом, и3меряема'{

сила тока разна -25 А со статцартной неошред0'1енность1о типа Б, равной 0,0043 А.

Ёео6ходимо еще ра3 п0дчеркнуть' что класс точности является обо6щен_
ной характеристикой всех средств и3мерений этого типа. Фн ни в коем случае
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не служит характеристикой качества конкретного и3мерения. 1т1ежду тем во
многих случа'1х наи6ольтший интерес представляет качество именно конкретно-
го и3мерения.

2.2.3. }оловия измерений
Блияние климатических (температура окружающей среды, относительная
влажность воздуха' атмосферное давление)' электрических и магнитнь1х (коле-
6ания силь1 электрического тока или напряжения в электрической сети' часто-
ть1 переменного электрического тока' пост0яннь1е и переменнь1е магнитнь1е
лоля и др.), механических и акустических (ви6рации' ударнь!е нагру3ки' сотря-
сения) факторов, а также иони3ирующих излучений, газового состава атмосфе_

рь1 и т. п. принято относить кусловшямшзмереншй. Бсли их влиянием на резуль_
тат измерения можно прене6рень' то такие условия измерений на3ь1ваются
нормсшьнъ'мш. Ам соответствуют номшна^].ьнъ|е 3наченця влшяющшх фшэшнескшх
велшцшн' главнь]е и3 которь1х приведень! в та6л. \.

7аблица 1. Р{оминальнь!е значения влияющих физинеских величин

8лиятощая величина Ёоминальное значени(

1емпература для всех видов измерений 20'с (293 к)
Атмосферное давление при и3мерении иони3ирующих
изл5гнений, теплофизинеских' температурных'
магнитньтх' электрических и3мерениях' и3мерении
давления и параметров дви)кения

100 к|!а
(750 мм рт. ст.)

1о этсе при линейнь|х' угловь|х измерениях, и3мерениях
массь|' силь| света' измерениях в спектроскопии
и других о6ластях, кроме перечисленнь|х в предь1дущем
пункте

101,3 к[а
(760 мм рт. ст.)

Фтносительн:ш{ вл;ркность во3духа при линейнь:х,

угловь1х и3мерениях' и3мерениях массь|' и3мерениях
в спектооскопии

5в%

1о хсе пои и3мерении электрического сопротивления 55%

1о же при измерениях температуРь|' силь!' твердости'
переменного электрического тока' иони3ирующих
изл1гнений, параметров движения

65%

1о хсе при остальных видах измерений в0%

|[лотность во3духа \,2 кг/м3

}скорение при сво6одном падении 9,8 м/с2

йагнитная индукция (напряженность магнитного поля)
и напряхенность электрического поля при и3мерении
параметров движения' магнитнь|х и электрических
величин

0 1л;

0 3/м



2'2' Асточники априорной информации

Ёа практике обеспечить номинальньте значения влияющих величин 6ь:вает
довольно трудно. ||оэтому о6ь:чно устанавливают пре0ельс норла;зъной о6ласпш
значений влияющих величин' в границах которой влиянием их на ре3ультат и3-
мерения можно прене6рень. 1ак, например' во многих случаях норма.]1ьнь!л0ш ус-
ловшял'ш измерений считаются:

27

температура

атмосферное давление

относительн;ш{ влажность

напряхение в электрической сети

(203 + 5) &
(100 * 4) к||а;

(65 + 15) %;

220в+\0%.

Бсли измерения вь1полняются за пределами этих значений влия]ощих вели-
чин' то считается' что они вь1полняются в ра6ошшх условшя]с.8 этом слу{ае
а рйой должнь1 6ь:ть известъ\ы поправки' с помощью которь[х 6уАет унитьтвать-
ся влу1яние на ре3ультаты и3мерений тех условий, в которь1х они 6улут прово-
дитъся.

|!ример 15

|'1змерения линейкой из тугоплавкого сплава 6улут проводиться при темпера-
туре' превь|штающей номинальнуто на 1000 1{. |&кой 6улет в этом случае тем-
пературная поправка?

Ретпение. 3ависимость длинь1 линейки от температурь| имеет вид:

| = |н[1+о({-с')]'
где !, А|,- длина линейки и температура' соответствующие норм:ш|ьнь!м ус-
ловиям' а 0. _ коэффициент линейного рас1цирения материа]1а' |4з которого
и3готовлена линейка. |!оэтому ре3ультать! измерений всех линейнь!х ра3ме_

ров ока)кутся 3ани)кеннь|ми в (1 + 10000) раз (так на3ь1ваема'1 мулъ?пш7шшка-
?пшвнс]я поправка' |4лу1 поправоцнъой мноэ;сшпель).



]'лава 3
Бторая аксиома метроло гиу1

3.1 . @пособ получения измерительной
информ ац1лу.

<.Ёевозмоэкно определитьили и3мерить одну величину иначе' как приняв в ка-
честве известной друцю величину этого )ке рода и ука3ав соотно1шение' в кото-
ром она находится с ней> (,т!. 3йлер). 3ти слова великого ученого переклика-
ются с народной мудростью, говорящей о том' что <<все по3нается в сравнении>.

{ействительно' никто еще не придумал иного спосо6а получения информации
о ра3мере физинеской величинь!' кроме как путем сравненшя его с другим раз-
мером такой хе физитеской величинь1' то есть имеющей такую )ке ра3мерность.
3тот факт можно сформулировать в виде второй аксиомь[ метрологии:

[,1змерение суть сравнение размеров опь!тнь!м путем.

Бторая аксиома относится кпроце0уре и3мерения и говорит о том' что срав_
нение ра3меров опь|тнь!м путем является единственньпм спосо6ом получения
измерительной информации. |[ри этом не уточняется' каким о6разом сравни-
ва}отся ра3мерь1' с помощью каких приспосо6лений, лри6оров или дш|(е мо)кет
6ьтть 6ез них. |1росто утвер)кдается' что другого спосо6а нет.

Бариантов сравнения мех(ду со6ой двух ра3меров } и $ всего три:

(в)

|[ервьтй и3 них - самьтй простой. 3кспериментальное ре1]]ение неравенст-
ва (6) по3воляет ответить на вопрос' какой и3 двух ра3меров 6ольтше другого
(ли6о они равньт)' но ничего не говорит о том' на сколько 6ольтпе, или во сколъко

раз. 3то наименее информативное и3мерение. Фднако 6олее полная и3мери-
тельная информация иногда даже не тре6уется. ?ак, например, на рис. 12 пока-
зан вариант сравнения массь1 двух изделий с шомощью равноплечего коромь|сла.

(6)

(7)

0,?*;
9' -9; = А0о ;

9' -^"о *'] '



3. 1. €пособ получения и3мерительной информации

Результат и3мерения убедительно свидетельствует о том' что первое и3делие
тяжелее второго. Б некоторьтх случа'1х этого вполне достаточно.

Рлс. 12. €равнение массь1 двух пзделий

Более информативно сравнение по правилу (7). Фно позволяет получить от-
вет на вопрос о том' на сколько один ра3мер 6ольтше или мень1||е другого (в наст-
ном случае они могут оказаться равньтми). ?ак, например, подсь|пая песок или
дро6ь на правую ча!шку (см. рис. 12), можно до6итьсятого' что коромь|сло урав_
новесится. 1огда мо)кно 6уАет сказать' что масса первого и3делия 6ольтше массь|
второго на массу АРо6и или песка Аис в правой чатпке. А вот сказать| во сколько
раз 6оль;ло по-прежнему 6улет нельзя.

[ля того что6ьт ответить на вопрос' во сколъко ра3 один размер 6ольуле или
мень1пе другого (опять-таки' в частном случае они могут ока3аться равньтми),
ну)кно сравнить ра3мерь| между со6ой по правилу (3), то есть посмотреть'
сколько раз ]-й ршмер укладь|вается в |-м. 3то 6удет о3начать' ято.]_й размер
вь!ступает в качестве единиць1 и3мерения' а к единицам и3мерений предъявля_
!отся совер1ценно ошределеннь{е тре6ования. Б частности (см. п. |.4), для о6ес-
печения единства измерений они должнь1 6ьтть установлень1 шо от|ределеннь!м
правилам и закрепдень1 3аконодательнь|м путем. €ледовательно' и3мерение по
11равилу (8) представляет со6ой сравнение неизвестного размера ц * о с у3ако_
ненной единицей и3мерения ц : |9] с целью определения числового 3начения ч
измеряемой физинеской величинь|' которое показь|вает 

' 
во сколько рс13 не14звест-

ньтй размер 6ольтше ра:}мера единиць|' илина сколько единиц он 6ольлпе нуля'
1аким о6разом, последняя разновидность спосо6а сравнения является самой

информативной. Фна по3воляет определить 3наценше шзлсеряелсой фшзшнеской
велшчшнь! !, то есть вь|ра3ить ее ра3мер в о6щепринятьтх (узаконенньлх) едини_
цах в кратном или дольном отно1пении' и отвечает на вопрос' во сколько ра3 14ли
на сколько (единиц) один ра3мер больтпе (мень:пе) Аругого1.
*

$ 
|!ример 16

$!'1змершпъ массу каждого из двух изделий, пока3аннь1х на рис. 12. Ёеопреде-
$ ленностью ре3ультатов измерений мо)кно прене6рень.

' и*'6ормац'я о том, во сколъко рсЁ] или но сколько (единиц) один ра:}мер 6ольтше (меньтше)
другого' моакет 6ьтть пол).чена не только опь1тнь1м щпём, то есть посредство* 

"з.,"рен'й,но и путём вьтчислений. Б последнем слг{ае она не являет ся ц3мерш?пелъной шнформоцшей.
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зо [лава 3. 8торая аксиома метрологии

3адача ре|шается только путем эксперимент:}льного сравнения массь[ к:шк-

дого изделия с единицей массьт кшло2рамл'ом по правилу (8). Результать[ и3ме-

рений могут иметь вид' например:

п::2кг;п2:0,5 кг.

||ример 17

|,1змершпь, на сколько масса первого изделия больтше массь| второго. Ёеопре-
деленностью ре3ультата и3мерения можно прене6рень.

Результат и3мерения по правилу (7) имеет вид: на массу уравнове1пива|о-
щих дро6и или песка Атп.Ёсли тре6уется дать ответ в узаконеннь1х единицах'
то нужно ш3мерш1пь массу уравнове1шивающих дро6и или песка. 1акая 3адача

ре1шается только путем эксперимент;1льного сравнения этой массьп с единицей
массы кшло2раь|}}4ом по правилу (8). Результат второго и3мерения 6уАет, ско-

рее всего' иметь в*тд: [тп: 1,5 кг.

||ример 13

Рассчцпопа' на сколько масса первого у|3делу\я 6ольш:е массь1 втоРого' исполь-
зовав для этого результать] измерений, приведеннь1е в примере 16.

Результат расчета: на 1,5 кг.

|!ример 19

Расвцшпапь' во сколько раз масса первого !4зделу1я 6ольтше массы второго' ис'
пользовав для этого результать| измерений, приведенные в примере 16.

Результат расчета: в 4рыза.

3.2. 1'{змерител ьн ь!е ]ш кал ь!

3'2.1. ]||кала порядка
Результат эксперимент;ш|ьного ре1шения неравенства (6) может 6ьтть представ-
лен на 11!ка"],е поря0ка, представлятощей со6ой упорядоченную последователь-
ность так н:вь1ваемь|х опорных (1эеперньсх) точек' о6означаемь:х 6уквами, циф-
рами или символами и соответствующих размерам % < 9' < 9, < !" ... ц'
о ка}кдом из которь1х и3вестно' что он 6ольшле предь!дущего' но мень|ше после_

дующего' хотя сами ра3меры неи3вестнь! (рис. 13). Ёслрт для обознанения ре-
пернь!х точек используются цифрьт, то они на:}ь1ваются 6а:шалш. €амо со6ой

ра3умеется' что обозначения нельзя ни складь1вать' ни вычитать' ни делить' ни
перемножать.

Ёа ппкале порядка не определены
никакие математические операции.



3'2. Азмерительнь!е шкаль! з1

о,

4

3
2

ц

Рис. 13. |!остроение 1|]каль1 поРядка

8 то же время если один размер по ]]1кале порядка 6оль:пе другого' а послед_
ний в сво1о очередь 6ольтпе третьего' то и первьтй размер 6оль:ше третьего. йли
если хотя бьт один из двух ра3меров 6ольтше третьего' то их сумма тох(е 6оль1пе
третьего ра:]мера. |сли из двух ра:}меров каждьтй мень[ше третьего' то мень|ше
третьего ра:}мера и их ра{}ность. 3ти свойспва пран3шпшвноспш о3начают' что на
!шка.'|ах порядка определены (то есть мотт вь|полняться) логинеские опера_
ции.

1ак как р:}:}мерь|' которь!м соответствук)т репернь|е точки' неи3вестнь|' то
6ессмь:сленно говорить о каком бьт то ни 6ьтло мас:пта6е на |шк;ш|е порядка.
]-[!кальт порядка воо6ще явля|отся наименее совер|||енньтми' наименее инфор-
мативнь1ми и3 всех и3мерительнь|х 1цк;|л. |[о ним не только нель3я определить'
чему равен измеряемь1й размер 9, но и нево3мохно ска3ать' на сколько (или во
сколько раз) он 6ольтпе или мень|пе ра:}мера !'. 1ем не менее в о6ластях, где
к и3мерительной информации не предъявляются вь!сокие тре6ования' 1пкаль|
порядка применяются довольно |широко. 3 промытшленности' например' дляи3-
мерений по !шкалам порядка исполь3у|отся тша6лонь:. Б о6разовательнь1х учре-
х{дениях по 1шкале порядка измеряются 3нания учащихся:

Балл 3нания
Фтл.
[ор.
}д.

Ёеул.

Р

г]
|!
!!
!!
:!

5

4

3

2

!ругие примерь! |пк:|л порядка приведеньт в та6л' 2_4.



з2 |-лава 3. 8торая акоиома метрологии

[|[тиль

\ихий

./{егкий

(ла6ьтй

}меренньтй

€вежий

€ильньпй

1{репкий

0чень
крепкий

111торм

€ильньтй
1пторм

}(естокий
111торм

}раган

1аблица 2. [||кала Бофортадля измерения
силь! ветра

Балл [ризнак

.(ьтм идет вертикально

.(ьтм идет слегка
наклонно

Фщущается лицом,
!пелестят листья

Развеваются флаги

|{однимается пьтль

8ызывает волнь| на воде

€вистит в вантах' цдят
провода

Ёа волнах о6разуется
пена

1рулно илти протгтв
ветра

€рывает черепицу

Бьтрьлвает деревья
с корнем

Больтпие ра3ру1]]ения

Фпустотпительное
действие

Ба:л

1аблица 3. йинералогическая шка'1а
твердости

Балл

0

1

0

\

4

5

6

йеньтше твердости т:ш|ька

Равна или 6ольлпе тверАости ты|ька'
но }|еньш]е твердости гипса

Равна или 6ольпте тверАости гипса'
но мень|пе твердости и3весткового |[пата

Равна или 6ольтше тверАости и3весткового
!ппата' но мень]пе твердости плавикового

|ппата

Равна или 6ольлпе тверАости плавикового
!ппата' но мень|пе твердости апатита

Равна или 6оль:пе тверлости апатита'
но мень!пе твердости полевого 1ппата

Равна или 6ольлпе твердости полевого
|ппата' но мень1ле твердости кварца

Равна или 6ольлпе тверлости кварца'
но мень|пе твердости топа:}а

Равна или 6ольтпе тверАости топаза,
но мень|пе твердости корунда

Равна или 6оль:пе твердости корунда'
но мень!пе твердости :ш1маза

Равна твердости алмаза или 6ольлше ее10

1

2

з

4

8

9

10

11

12

0тмечается только сейсмическими при6орами

Фщущается отдельнь!ми людьми' находящимися в состоянии
покоя

0щущается литпь не6ольтпой частью населения

Распознается по мелкому дре6езжани!о и коле6анию предметов, посудь!
и оконных стекол' скрипу дверей и стен

Ф6щее сотрясение зданий, коле6ание ме6ели, трещины оконных стекол
и 1штукатурки, про6ужление спящих

Фщущается всеми. 1{артиньт падают со стен' откаль!в:1]отся куски
1птукатрки, легкое поврехдение зданий

?рещиньт в стенах каменнь|х домов. Антисейсмические, а так)ке
деревяннь1е постройки остаются невредимь|

?рещиньл на круть1х склонах и на сырой почве. |{амятники сдвигаются
с места или опрокидь1ва!отся. .{ома сильно повре:л{да!отся

€ильное повре}(дение и разру:1|ение каменнь1х домов
(рупньле трещинь1 в почве. 0ползни и о6валь:' Разрутпение каменнь|х
построек' искривление хелезнодоРожнь1х рельсов
111ирокие трещинь! в 3емле. 1!1ногочисленньте оползни и о6валы.
!(аменньте дома совер1пенно ра:}ру|лак)тся

14зменения в почве достигают оФомнь!х р;вмеров. йногочисленньте
о6вальл, оползни' трещинь|. Бозникновение водопадов' подпруд на
озерах. Фтклонение течения рек. Ёи одно сооружение не выдерхивает

1а6лица 4'. \4ехдународная оейомическая 1шкала й5(-64для измерения силь! землетряоений

Ёезаметное

0чень слабое

6ла6ое

}меренное

.{овольно сильное

€ильное

0чень сильное

Разрушительное

Ф:лустотпительное

9ни.ттоя<атощее

1(атастрофа

(ильная катастрофа



3.2. Азмерительн ь!€ ш кал ь!

з.2.1. !,|]кала интервалов
Результат эксперимент;|льного сравнения |-го размера с.|-м по правилу (7) мо-
экет 6ьтть представлен на 1||ка]1е шн1перва.]'ов. [1ример построения |шк:}льт интер-
в:ш|ов приведен на рис. |4, тде в качестве ]-го размера вы6ран второй. Ёсли 6ьт

для сравнения 6ьтли вьт6рань: третий или четверть:й размеры' то ноль сместил-
ся 6ьт вьттше по 1шк:!.пе интерв;ш|ов; если 6ь: первь:й или нулевой - нихсе. 1аким
о6разом, нача.]1о отсчета на |шка.'[е интерва.]!ов пе определено и 3ависит от вы-
бора размера' с которым прои3водится сравнение..{ля о6еспечения единства
измерений этот ра:}мер дол)|(ен 6ьлть о6щепринять|м или установленнь1м 3ако-
нодательно. ?ак, например' шо температурным 1шкалам [ельсия и Реомлора
сравнение ведется с температурой таяния льда' по 1шкале Фаренгейта * с тем_
пературой смеси льда с соль|о и на|шатырем' по |пкале 1{ельвина _ с температу-
рой, при которой прекращается тепловое дви)кение молекул (рис. 15).
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Рпс. 14. |!остроение !пкалы
интервалов

Рис. 15. 1епштерцргъте т||кальт !еъсття ("с)'
Реом:ора ('Р), Фаренгейта ('Р)

и (ельвина (1()

}1а тлкалах интерв:ш|ов у)ке мох(ет бь:ть установлеъ| ]4асш7па6. ( этой целью'
кроме нач2!,'1а отсчета' вьт6ирают еще одну опорную (репернуто) точку и раз6и-
вают пол)гченньлй интерв;1л между точками на определенное число делений
(щадаций _ от лат. уа4шз - ступень). Б частности' на трех температурных
шш[-/|ах второй опорной точкой является температура кипения воды при номи-
нальном 3начении атмосферного давления. Ёа тшкале {ельсия интерв;|л между
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опорнь1ми точками раз6ит на 100 градаций _ ара0усов; на 1пкале Реом:ора _ на
80; на 1шк:1ле Фаренгейта _ на 180, при том что по сравнению с предь1дущими
1пкалами нач:!/|о отсчета сдвинуто на 32"Р в сторону низких температур. Ёа
!пкале (ельвина в качестве второй опорной точки вь:6рана температуратаян'1я
льда' а интервал между репернь]ми точками раз6ит на273,\6частис тем, нто6ьт
одна так:ш{ часть' на3ьтваемая кельвшном, в точности равнялась 1"€. 3то 3начи-
тельно упрощает переход от одной !пкаль1 к другой'

|ралашии являются единицами измерения шнпервс1]1ов между ра3мерами' но
не самих ра3меров физинеских величин. 6амо со6ой ршумеется' что в качестве

щадаций моцт использоваться у3аконеннь!е единиць1 и3мерения физинеских
ве,1|г|ин. Быра:кение интервала в тех или инь1х единицах и3мерения на:}ь|вает-
ся его 3наченшем. 14нтервальт мо)кно сравнивать между со6ой и по принцилу на
скоиько один интервал боль:ше или мень1||е другого' и по принципу - во сколько

раз.1{то хе касается ра3меров физинеских величин' то по 1||к;|'1е порядка мож-
но п{}:т}91{тъ только информацию о том' на сколъко один ра3мер 6оль:ше или мень-
|пе др}т0го. Бслп, например' второй р:!:}мер 6ольтше первого на семь щадаций,
а трепй мень1пе второго на две' то первь:й мень1ше третьего на пять щадаций.

}!а плкаде интерва.'|ов определе[{ь! только ад,цитивнь!е математиче-
ские операции.

|[олунить информацию о том' во сколъко рс!3 одиъ: ра3мер 6ольтпе другого, по
!цк;ш|е интервалов нево3мохно. [ля этого нуясно 3нать сами ра3мерь1' сведений
о которь1х на |шк'!,.1е интерв;ш|ов нет.

1!ример 20

11ри любом летоисчислении коренной перелом в ходе 3торой мировой войнь:
произо]шел под €талинФадом спустя 700 лет после разгрома Александром
Ёевским немецких рыцарей ./[ивонского ордена на льду 9уАского озера. Ёо
если поставить вопрос о том' <<во сколько 

г*] ::'*. 
наступило это со6ьттие,

то по на1шему григорианскому стилю 
" й' = 1,5б раза, по юлианскому к2ш!ен-

дарю' отсчить1вающему время от <сотворе ъ|!4я м\4ра>, - "ж = !,!0 раза, по иу-

лейскому, где врем'! отсчить!вается от <сотворения&ама>, _ , 4**9 - !,!4раза,
4936

а по магометанскому летоисчислению' начав1]|емуся с дать| 6егства }1агомета
из \.{екки в священнь!й город }1едину, где 6ь:ла основана первая мусульман-
ская о6щина, _ в # -2,!3раза.

<Бо сколько ра3> по3же первого наступило второе собьлтие для>кптелейсе-
верной насти 1{орейского полуострова' где с 9 сентя6ря {997 т. отсчет времени
ведется с 19!2 г.' когда 15 апреля родился 1{им }1р €ен? 3то летоисчисление
на3ывается <нунхейским> в честь идеологии чучхе' разра6отанной 1&м ?1р

€еном и явля|ощейся официальной теорией построения коммунистического
о6цдества в (Ё:][Р.
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14з рассмотренного примера и всего вь11шеска3анного следует' что

|| 
а* ,в."а4еншя е0шнспва шзмереншй на 1пк:ш{е интерв2!лов нужно иметь о6-

|| щепринятое или установленное 3аконодательнь1м путем нача]1о отсчета;

!!

|| лля гешления вопроса 0 том' во сколько ра3 оди\1 размер 6ольтпе или мень1ше

|| другого' |ту)кно 3нать сами размерь!.

.{ля ре:шения первой задачи принимаются специальнь1е мерь1' о характере
которь1х мох(но судить по следующим примерам.

] |!ример 21

| н" 
''р" цивили3ации' когда все дороги вели в |1ерусалим' паломники отсчи-

| ть:вали от этого святого города расс!пояншя во все конць1 света. Б одном из

| храмов Аерусалима до сих пор сохранился репер (опорньтй знак), о6означато-
| щий точку начала отсчета (ноль) всехрасспояншй.

|}/лрпмер 22

] в .. ь.р," (1]_1вейцария) городска я 6а;лняс часами служит нулевой отметкой
| (наналом отснета) всехрасспояншйв этой стране.

!пример 23

| в *''ш" про1шлого века в йоскве ме)кду 1!1анехсной и |{расной площадями

| в проезле Бознесенские ворота в 6руснатку вмонтирован знак: <.Ёулевой ки-
| лометр автодорог Российской Федерации>.

|!ример 24

8ьссопьс издавна отсчить!вались от уровня моря. €титалось' что на основании
принципа соо6щающихся сосудов уровень моря ве3де одинаков. ?еперь из-
вестно' что это не так. 14змерения со спутников пока3али' что в океане име|от-
ся выпуклости и впадины' отличающиеся от среднего уровня на десятки мет-
ров. Фни о6условлены гравитационпыми анома]!иями. Ёо рань:ше этого не
зн:!ли.

Б России на6людеяия 3а уровнем Балтийского моря нач,!лись в |[етров-
скую эпоху (с 1703 г.) в Финском з:ш{иве на острове }(отлин. }ровень водь1 от-
мечаш|ся на 1плюзнь1х воротах и стен;ж 1!1орского каъ!а.]1а в }(ронтштадте. Б {1)( ве-
ке эти на6лтодения стали систематическими' что по3волило и3вестному рус-
скому гидрографу вице-адмиралу й. Ф. Рейнеке определить среднттй много-
летний уровень Балтийского моРя за 1825-1840 годь:, зафиксированный
в виде черть[' вьт6итой на гранитном устое €инего моста нерез Ф6водньтй ка-
нал в 1{рон|птадте.

3тот уровень' получив:пий название <нуль 1(ронтптадтского фут:штока>
(футтшток - рейка с делениями' устанавливаемая на водомернь[х постах для
на6людения за уровнем водь:), по предложению |лавного лшта6а с {872 г. ст:}л
исполь3оваться для отсчета всех въ!соп в Российской империи. ?огда же с це-
лью передачи нулевого уровня вь|сот на материк установили и закрепили ре-
пером в Франиен6ауме (ньтне г. "|1омоносов) нивелирну|о свя3ь (рон:штадт-
ского футтштока с континентом. Б 1692 г. нивелирование повторили; для
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вь|полнения этих ра6от посредине ме)кду 1(рон:штадтом и Франиен6аумом
бьлл затоплен пла|шкоут' на котором установлен столик для нивелира.

€редний уровень моря подвержен вековь1м и3менениям. !{роме того' он 3а-
висит от времени усреднения и методики о6ра6отки ре3ультатов измерений.
||оэтому, несмотря на то что за 6олее чем столетний период на6людений сред-
ний многолетний уровень Балтийского моря в районе 1(ронтштадтаколе6ался
в пределах не 6олее 2 мм, известньтй советский океанолог и картограф понет-
ньтй академик 0. ]!1. []окальский предлохил в качестве исходного уровня
вь|сот в стране оставить нуль (ронтштадтского фут:штока, не свя3ь!вая его
в дальней:пем с уровнем моря.

в 1946 г. 6ь:ла введена единая система геоде3ических координат и вь|сот на
территории сссР, в которой нуль 1{рон:птадтского футлптока принят 3а нача-
ло отсчета въ!со7п,3акрепленное фундаментальнь|м репером в г. "[!омоносове.
Фн стал исходнь|м пунктом для и3мере}1ия всех вь1сот не только в €€€Р, но
и в странах Босточной Бвропьт в так нж}ь|ваемой Балтийской системе вь!сот.
Фт него )ке ведется отсчет элу6шн на картах Балтийского моря' хотя' например'
средний многолетний уровень моря у !атских проливов примерно на 20 см
ниже' нем у 1{рон1штадта.

Ёевозмоэкность ре1шения второго вопроса является неустранимь|м недостат-
ком 1пк;!,'!ь| интеРв;ш|ов. Фднако, как видно из вь1ра)кения (7), при умень1шении

ра:}мера !, с котоРьтм производится сравнение, А!, _+ !, так нто ||цА!,] = 9;,

то есть в пределе шкала шнпервс'лов А!',, переходит в шкс|"]!у ра3меров !. 1акой,
например' является температурная 1шк2ш|а (ельвина. [1о ней сравнение прои3-
водится с температурой, при которой прекращается тепловое дви)кение моле-
кул. 3то а6солтотно нулева'1 температура; 6олее низкой 6ьтть не мо}сет. |[оэто-
му отрицательнь|х температур на |пк:ш!е 1(ельвина нет' а в положительном
направлении откладь|ваются а6солютнь:е температурь!' равнь1е интервалу меж-
ду и3меряемой температурой и абсолютнь|м нулем.

Аналогичньхм образом можно построить 1пкалу а6солтотньтх вь]сот' приняв
3а нач:ш|о отсчета центр 3емного 1паРа.

Ёсли:пкала интервалов переходит в 1шк:|лу р!вмеров' то в качестве щадаций
естественно поль3оваться единицами и3мерения физинеских величин. Фтща_
дуированная в у3аконеннь1х единицах измерения' такая |||к:}ла становится у)ке
шка'тсой значеншй.

з.2.3. ]|]кала отно|дений
[кала опношеншй слу)кит для представления ре3ультатов измерений, полу{ен-
нь!х посредством эксперимент;ш|ьного ср;шнения !-го размера с.|-м по правилу (8).
Бсли в качестве.!-го размера вы6ран ра3мер у3аконенной единицьл и3мерения

[9], 'о на |шкале отнотпений откладь!вается числовое 3начение ц измеряемой
величинь!' которое пока3ь1вает, во сколъко ра3 ее ра3мер ц : о6ольтше ра3мера
единиць1 и3мерения' илина сколъко единичнь1х ра3меров он 6ольтше нуля:

0
р]ч_ (э)
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^ц!- ,0
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]'!!кала

числовых
зндонии

о Ёа практике вместо !цк€ш|ь| отвлеченнь!х числовь|х 3на_

15{о] чений ч ча|це используется 1]|кала значений 9 (р"с. 16), ко-
тор:ш1 отличается от 1шк:|ль1 р:ж}меров ! тем, что ра3мерь|

12го] вь|ракень] в еди}{ицах измерения [!].
э{о!

6|о|

з|о|

0!о!
[]|кала

зна.+ений

1]]каль: отнотцений явля!отся самыми совертшеннь|ми'
самь[ми информативнь1ми и самь1ми распространеннь!ми.
Ёа них представлена информация о самих размерах физи-
ческих величин' в частности об их значениях. 3то по3во-
ляет ре|шать и на сколько, и во сколько ра3 один ра3мер
больтше или мень|ше другого.

}{а шлкалах отноппений определены лпо6ьпе
математические операции.Рис. 16. 1[!кальт

отнотпений

[|олезные рассу'кдепия
!у1оэюно лш ш3мершпъ время?

Ёет, так как нет нач:}ла отсчета. |у1о;кно и3мерить литль шн7первш. времени.
Б зависимости от его продол)кительности он мо]кет 6ыть разделен на мень!пие
интерваль1 и вь!ражен в веках' годах' месяцах' днях' часах' минутах или у3ако-
неннь1х единицах измерения _ секундах.
|,|оэюно лш ш3./|'Фш7пь пемператпуру ?

!а, так как и3вестно начало отсчета _ а6солютньтй ноль температурь|' при
котором прекращается тепловое дви)кение молекул. }законенной единицей
измерения температурь! является кельвин.
А,[оусно лш 1!3мерш7пъ проспр анспво ?

Ёет, так как нет нач;ш'а отсчета. йохно измерить ли1пь расстояние (шнтпер-
вал) между двумя точками пространства. 9законенной единицей измерения
длинь1 является метр.
Р[оэюно лш ш3мерш7пь вес?

{а, так как и3вестно нач:ш|о отсчета. [му соответствует отсутствие в3ве|пи-
ваемого предмета.
Р|оэюно лш ш3.||ершпь тшоскшй уаол?

.(а, так как и3вестно начало отсчета. Бму соответствует параллельность о6-

ра:}ующих линий'
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4'1. Фа:<торь!' влияк)щие на результат
измерения
}{а результат измерения ока8ывает влияние мно}кество факторов, точньпй

учет которых невоамолсен' а реаультат непредскаауем. Фдин из вариантов
классификации влияющих факторов пока3ан нарис. !7.

[о измерения (а рг|ог1|
! 6ольшлое значение имеет качество и количество информации о6 измеряемой

вел|.1чине. 9ем ее больтше, чем вь|1]|е ее качество _ тем мень|пе неопределен-
ность ре3ультата измерения. Ёакопление априорной информации _ один
из прей повь11шения качества ре3удьтатов измерений;

0 измерительная 3адача всегда формулируется по отно|шени1о к мо0елш о6ъекпа
пли явлеъ\ия. 1ак, например' при измереР!|7и длинь1мет;ш{лического стерх(ня
обьлчно считается' что он имеет форму правильного цилиндра. Ёа самом
деле расстояние между противополо]кнь1ми точками концевь1х сечений от-
личается от длинь1 о6разующей, так что в ре3ультат измерения заранее 3а-
кладь1вается некотора'1 неопределенность.

|1ри измерении диаметра ва]1а должна 6ь:ть уверенность в том' что он круг-
льтй. Б противном случае может бьхть нужно и3мерять эллиптичность его се-
чения.

|1ри измерении площадей сельскохозяйственнь:х угодий прене6регают кри-
визной 3емли, чего нель3я делать при и3мерении поверхности океанов.

Азмеряя плотность вещества' ну]кно 6ь:ть увереннь|м в отсутствии инород-
ньтх вкл:очений.

|[ри измерении периода о6ращения 3емли вокруг €олнца мо)кно 3аранее
прене6рень его неста6ильностью' а мо)кно' нао6орот, сделать ее предметом
исследован|4я.
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Рце. \7. (лассификашия в.пия1ощих факторов

1акттм о6разом, перед и3мерением нео6ходимо представить се6е модель
исследуемого о6ъекта, которая в да"т:ь:тейш:ем' по мере поступления и3мери-
тельгтой информации, может и3\'{еняться и уточняться. т{ем полнее модель
соответствует и3меряемому о6ъекту' тем вь![ше качество измерительной
информации;

! в основу лсепо0а ш3мереншя 3акладь1ваются теоретические допущения и уп-
рощения. |{ри взвешливани11 гру3а, например' прене6регают вь1талкивающей
по закону Архимеда силой, неоди;{аковой для груза и для гирь. [{ри элек-
трических и3мерениях часто прене6регают пара3итнь!ми емкостями, индук-
тивностями и сопротивлениями подводящих проводов. Ёередко метод и3ме-

рен}1я 6ьтвает основан на физинеской закономерности' неточно передаваемой
аналитическим вь1ражением' ил'1 т7а при6ли;кенной эмпирической зависи-
мости. Бсе это, естестве}1но, ска3ь1вается на ре3ультате и3меРения;
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3 при вь:6оре сре0спва ш3мереншя приходится миру|ться с тем' что оно может
иметь скрь1ть|е дефектьл, о6условленнь1е некачественнь|м и3готовлением или
длителъной эксплуатацией. [1ри изготовлении весов' например' всегда до-
пускается некоторая неравноплечесть коромь!сла' которую не удается пол-
ностью устранить при рецлировке. \4асса гирь при их серийном изготовле-
нии всегда отличается от номинального значения. Фтметки 1пк;ш{ пока3ь|_
вающих при6оров не вполне точно соответству}от 3начениям и3меряемь1х
величин и т. д. Б процессе эксплуатации происходит старение материалов'
во3никает и3нос механи3мов и деталей, развива!отся лтофтьл, з:}:}орь]' случа-
ются скрь|ть1е метрологические отказь] (вь:ходьт метрологических характе-
ристик 3а установленнь|е дляних предельт). |[онятно, что ре3ультат и3мере-
ну[я находится в прямой зависимости от этих факторов.
€ерьезного внимания 3аслуживает инерционность средств и3мерений. ||ри
и3мерении 6ьлстропеременнь1х процессов некоторь|е средства измерений мо-
цт не успевать отсле)кивать и3менения входного сигнала' в ре3ультате чего
вьтходной сигн:ш| ок'вь1вается искахеннь!м по сравнени|о с входнь|м.

8 процессе измерения
1 неправтллъная успановка ш по0аоповка к рабопе сре0спв шзмереншй, принцип

действия которь!х втойили иной степени свя3ан с механическим равновеси-
ем' приводит к искахсению их показаний. 1{ таким средствам измерений от_
носятся равноплечие весь1' при6оры, в конструкцию которых входит ма'1т-
ник (например' испь|тательнь1е ма1||инь1 с ма'1тниковь!м силои3мерителем),
при6орь: с подве|шенной подвихной частью (например, г:ш|ьванометрь:) и др.
\4ногие и3 них для установки в правильное полох(ение снабжаются уровня-
ми (отвесами, ватерпасами);

1 влшянше сре0сгпва ш3л!ереншя на о6ъекп может до неу3наваемости и3менить
реальную картину. Бапример, при измерении ртутным термометром темпе-
ратурь1 )1(идкости в про6ирке термодинамическое равновесие устанавливает-
ся лри температуре, 6лизкой к температуре термометра. ||ерераспределение
токов и напряэкений в электрических цепях при подкл|очении электроизме-
рительнь1х при6оров иногда ока:!ь[вает 3аметное влу1я\\ие на ре3ультат и3ме-
рения. |[омещение первичного и3мерительного прео6р;вователя в ламинар-
ное течение делает его тур6улентнь[м ит. д.;

1 влшянше на ре3улъпап ш3мереншя к']!ш'1''апшческшх (температура окрухающей
средь1' относительн;ш{ влажность воздуха, атмосферное давление), эле'лопрш-

цескш^х ш ма?нш7пнь!х (коле6ания силь1 электрического тока или напряжения
в электрической сети, частоть| переменного электрического тока' шостоян-
нь|е и переменнь|е магнитнь1е поля и др.), механшческ1!х ш акуспшцескшх
(ви6рации, ударнь1е нагру3ки' сотрясения) факшоров' а так'(е шонш:]шрующш)с

шзлуненшй,2а3ово2о сос7пава аплсосферъс и т. п. д:'ке в норм:ш|ьнь1х условиях
измерений все-таки проявляется' хотя им и прене6регают. Б ра6оних усло-
виях и3мерений утет этого влияния' как правило' 6ьтвает неточнь1м. Ф том,
какук) роль моцт играть условия измерений, говорит следу:ощий пример.
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[1ример 25

[1ри выполнении щенировочного полета 27 марта 1968 г. самолет }?1,1 йи[-15,
пидотируемый |ероями €оветского €оюза ю. А. |агариным и 3. €, €ереги-
ным' попал в вихревой след другого реактивного самолета и перешел в што-
пор. Б плотной о6лачности (8-10 6аллов) с нихней границей на высоте
400-600 м летчики оРиентировш|ись только по при6орам' показа}|ия которых
в таких условиях носят пеустойтивый характер. 1(роме того, ра6ота приемни-
ка возду1ц}{ого давлент4я \\а нерасчетных режимах' запа3дывапие сигналов
в проводке к 6аровысотомеру и т. д. привели к завы1цению в показаниях высо_
ты на 200-300 м. [олагая запас высоты достаточным' летчики вьгводили само-
лет из пикиРования, не при6егая к катапультировапию' пока это еще 6ыло
возмохпо. 1]осле выхода из облачности при угле пикирования 70_90" запаса
времени для катапультирования оказалось уже недостаточно. .{ля спасения не
хватило примерно 2 секунд (250-300 м высотьт);

1 слунайнь|е внешнце помех11 ш внупренн1]е шумы ш3мерцпельньсх прш6оров ока-
3ывают непредска3уемое совокупное воздействие на ре3ультат и3мерения'
вследствие чего он имеет стохастическую природу;

1 квалшфшкацшя ш псоалофшзшцеское соспоянше персонала (или оператора), вы-
полняющего и3мерение (знания, умения и навыки' сосредоточенность' вни_
мательность' уравнове1пенн0сть' до6росовестность' самочувствие' настРое-
ние' острота 3рения и многое другое), имеют очень 6ольгшое значение. ( изме-
рениям допускаются лица' про]шед!пие специальную подготовку' имеющие
соответствующие знания' умения и практические навь1ки. 8 ответственнь1х
слу{ш{х их действия долхнь| 6ьтть строго регламентировань|.
Бажное 3начение имеет соблюдение Рех(има труда и отдь1ха. Ёаи6оль:цая
ра6отоспосо6ность на6людается в утренние и дневнь|е чась| _ с 8 до |2 ч
пс \4 до 17 ч. 8 период с |2 до 14чл в вечернее время отмечается' как пра-
вило' снижение ра6отоспосо6ности' а в ночную смену она миним:1льна. Ёа_
ч:1ло смень1 _ период вхождения в ра6оту _ дл14|ся утром примерно от
30 мин до 1,5 ч. 3атем ра6отоспосо6ность ста6ил*тзируется на |,5_2,5 ч. ( се-
редине дня начинается спад' |1осле о6еденного перерь]ва ра6отоспосо6ность
снова повь|[шается' но наивь[с1пего уровня уш(е не достигает. 3 конце ра6оне-
го дня наступает спад, о6условленный утомлением.
€анитарно-гигиенические условия труда включают такие факторы, как мик-
роклимат' всевозможнь|е и3лучения' чистота во3духа' освещение' прои3вод-
ственньтй тшум, ви6рация и т. п.

Фстрота 3рения и длительность ясного ву|дения в значительной степени за_
висят от условий освещения. "|[юди с нормальнь|м зрением спосо6нь: ра(}ли-
чать мелкие предметы ли1]|ь при освещенности 50_70 лк. ]!1аксим:ш|ьн:ш ост-
рота зрения наступает при освещенности 600_1000 лк. 0свещение может
6ь:ть как естественным' так и искусственнь[м. Ёаи6олее 6лагоприятным яв-
ляется еспес?пвенное освещенше' прои3водительность труда при котором на
\0% вьтлхе, чем при искусственном. .(невной свет долэ:сен 6ьтть рассеянньтм
и не иметь 6ликов. Бо из6ежание действия солнечнь!х луней на окна ла6ора_
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тории следует повесить 6ельте 1шторы. 1,1скусспвенное освещение помещений
должно 6ыть люминесцентным рассеяннь:м. 14сточники света нео6ходимо
3аключать в арматуру с матовым или молочным стеклом. 8 зависимости от
осо6енностей труАового процесса применяются три системы освещения: о6-

щее (для освещения всего помещения), местное (непосредственно на ра6онем
месте) и ком6инированное' сочетающее о6щее и местное. @6щее освещенше до-
пустимо в помещену!т4' !де проводят механические измерения невысокой
точности' когда направление света не играет осо6ой роли.1$м6шншрованное
освещенце тре6уется при вь|сокоточных и3мерениях' когда для р'}:|личения
мелких деталей свет должен падать под определеннь1м углом. Фдно ли:пь
меспное освещенше нормами не допускается' так как оно приводит к нерав_

номерному распределению яркости в поле зрения на6людателя. 3то резко
снижает производительность труда' увеличивает число отпи6ок в ра6оте, при-
водит к 6ьпсщому утомлению. 8 оптимальнь1х хе условиях врем'! ясного виде-
ния (с хороп:ей остротой) при непрерь]вной работе сост,шляет 3 ч. Фно 3авису1т

от освещенности и сокращается при 50 лкна 57%, прп75 лк _ на 50%, лри
100 лк - на26%, при 200 лк _ на {5%'

1'1змерительнь:е при6оры ра:}мещают в поле зрения оператора в 3оне' ощани-
ченной углами *30'от оси в гори3онтальной и вертик,ш]ьной плоскостях. Фт-
счетнь[е усщойства располагают перпендикул'{рно лу|нии зрения оператора.
Фптимальное расстояние от 1шк;ш{ь| до гл€х} оператора определяют по формуле:

0_ ь'_ щ.'
где }: - вь1сота знака' подлежащего счить'ванию; 0 _ угол 3рения' равньтй
40_50'. !,ляразлизения отметки 1шкаль! с угловь!м размером 30-40'необхо-
димо время 0,03 с, а с р!ц}мерм 3-6' _ до 0,3 с. |{о конщастности отметки ш|к'ш1

дол)кнь| на порядок отли!латься от фона. ||о даннь:м прфессора !у1. Ф. \4алико-
ва' в зависимости от индивидуальнь]х осо6енностей операторов' свя3аннь]х
с их реакцией, измерительнь1ми навь1ками и т. п.' неточ1!ость глазомерного
отсчета по !пк:ш|ам и3мерительнь:х при6оров достигает +0,1 деления 1шкаль|.

|ровень шума в ла6ораториях не дол'кен превы|шать 40...45 дБ. |{овь::шению
прои3водительности труда спосо6ствует функциональная музыка' снихаю-
ща5! утомляемость, повы1шающая ра6отоспосо6ность, улу{1шающая эмоцио-
н;шьное состояние людей, имеющ;ш{ эстетическое 3начение. Рекомендуемая
продолхительность 3ву{ани'{ музь1ки за смену |,5'2,5 н. Б музьткаль}!ь1е пере-

дачи долхпь1 включаться мелодичнь1е' ненавя3чивь]е популярнь|е мелодии
с легким и ясным музь1к:|]тьно-ритмическим рисунком, со спокойнь1м темпом.

[1осле измерения (а ро5Ёе г!ог!|
3 от правильной о6ра6отпкш экспер11]!енпальнь!х 0аннътэс во многом зависит ре-

зультат и3мерения;

1 тпехншческше сре0спва' ис|1ольтуемь1е для о6ра6отки экспериментальнь!х
данных' хотя 

'| 
не дают никакой новой и3мерительной информации' но

с 6оль:шим или мень|шим успехом помогают и3влекать ее из того' что полу-
чено опь|тнь1м путем' и тем самь!м ока3ь1вают влияъ\ие на ре3ультат и3ме-

рения;



4.1. Факторь:, влияющие на результат измерения 43

3 неграмотньле, непрофессиональнъ!еилу| 6езответственнь1е 0ейспвшяперсона-
ла (оператора) при о6ра6отке экспериментальнь|х даннь!х могут свести на
нет лю6ые усу!лу!я' 3атраченнь1е ъ\а у!х получение.

@6щее отно1пение к влияющим факторам таково: 0о шэмереншя их
нужно по во3мохности исключить' 6 процессе ш3]}4ереншя _ г|о возмох-
ности компенсировать' а после ш3мереншя _ по во3мохности скоррек-
тировать посредством внесения поправок.

[ри подготовке к измерениям
принимаются так'1е мерь1' как пермоспапшрованше и кон0шцшоншрованше. Фнтт
моцт 6ьтть местными (для средств измерений или отдельного 6лока, узла)
и о6щими для всего помещения; естественньтми (за счет исполь3ования архи-
тектурных осо6енностей здания) и искусственнь1ми (если используются элек-
тронагревательнь1е при6орьт или холодильники' кондиционерьт). !ля 3ащить1
от электрических' магнитнь]х и электромагнитнь1х полей применяется экранш-
рованше. € целью устранения ви6раций и сотрясений применяется (]]!орпш3а-

цшя (эластичнь1е подвесь1' пру)киньт, губтатая резина); воздействие акустиче-
ских помех осла6ляется в 3а2лушеннь!х ка.]\|ерах; влутяъ|у!е перепадов атмосферно-
го давления _ в 6арокамерах и т. л.

€редства измерений располагаются так' чтобьт они не влияли друг на
друга.

||ример 26

1(оорАинатьт северного магнитного пол|оса' расположенного в €еверо_Амери_
канском архипелаге (примерно 74,8" северной тшироть: и 99,6'западной долго-
тьл), и }ожного магнитного полюса в Антарктиде (примерно 67,5" тоэкной !пиро-
ть: и 140"восточной долготьт) не совпада1от с географическими полюсами 3ем_
ли. |1оэтому не совпадают мехду со6ой истиннь1е (географитеские) и магнит-
нь!е меридианьт. }гол 6 в плоскости гори3онта между истиннь|м и магнитнь!м
меридианами на3ь|вается ма2нцпнъ'м склоненшем. Фн моэкет иметь значения от
0 до т радиан и отсчить1вается' как пока3ано на рис. 18, от северной части ис-
тинного меридиана в восточном направлении со 3наком ллюс или в запад-
ном _ со 3нак0м минус. Бсли курс кора6ля определяется по магнитному ком-
пасу' то к углу мехду лутнией курса и направлением на севернь:й магнитньтй
полюс до6авляется поправка' равна'{ магнитному склонению' в3ятому со сво-
им 3наком.

йагнитнь:е пол]оса перемещаются вокруг географияеских' вь1зь{вая так на-
3ь|ваемь1е вековь|е и3менения магнитного поля 3емли и' соответственно' маг-
нитного склонения. 11ериод вековь!х изменений магнитного склонения достига-
ет нескольких сотен лет' а амплитуда доходит до |/6 рад. на морских навига-
ционных картах приводится магнитное склонение на определенньтй год и его
последующее ехегодное и3менение. |{о этим даннь!м и рассчить!вается по-
правка' 3акономерно и3меня!ощаяся с течением времени.
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Рпс. 13. Фпределение курса кора6ля по маг}|итному компасу

[1ри вь:полнении измерений
Ё для исключения прогрессирующего вл!1ят1ия какого-ли6о фактора, являю-

щегося линейной функшией времени (например, постепенного прогрева ап-
паратурь|' падения напряхения в цепи питания' вь13ванного разрядом акку-
муляторов или электрических 6атарей, потери эм|1ссиу1 катодов радиоламп
и т. п.), применяется мепо0 сцммепршчнъ'х ш3мереншй. Фн заключается в том'
что в течение некоторого интерв,ш|а времени выполняется несколько и3ме-

рений одного и того же ра3мера и 3атем 6ерется полусумма отдельных ре_
3ультатов' симметричных по времени относительно серединь! интерв:1'1а.

Раз6рос полусумм буАет слеАствием вл!4яъ111я слунайньтх вне1пних помех
и внутренних 1шумов измерительньпх при6оров' но прогрессирующее воздей-
ствие влияющего фактора на ре3ультат и3мерения окажется исключенным:
это воздействие буАет таким )!(е' как в середине интервала. Б дальнейп:ем
его можно компенсировать поправкой;

Ё| для исключения некоторь1х влияющих факторов исподь3уется метпо0 эалце-

щенця, Фн состоит в 3амене измеряемой величины равновеликой ей вещест_
венной мерой,3начение которой известно. Реакция сРедства измерений при
9том должна остаться такой хе. Ёапример, при взве|шивании груза на равно-
плечих весах его масса считается равной массе уравнове1шивающих гирь.
Фднако это справедливо только при строгом равенстве плеч' так как равно_
весие коромь[сла определяется не равенством сравниваемых масс' а равенст_
вом прои3ведений силь| на плечо. Ёа практике плечи строго не равнь] мех(ду
со6ой. [1оэтому щуз уравнове|шивается не равным ему по массе на6ором
гирь' [1ри использовании метода 3амещения тот хе гру3 уравнове|пивается
лю6ой тарой, а потом 3аменяется на6ором гирь' при котором сохраняется

равновесие коромысла. Фчевидно, что масса щу3а в таком случае равна мас-
се гирь' а влу{яние неравноплечести весов ока:}ь|вается исключеннь1м.
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1очно так же' включив и3меряемое сопротивление в мостовую схему и урав-
новесив ее' 3:!мепяют его 3атем мага3ином сопротивленпйи, под6ирая сопро-
тивление мага3ина' восстанавливают равновесие моста. Бь:сокое качество
измерения сопротивления этим методом о6еспечивается 3а счет исключе-
ния остатонной неуравнове|||енности мостовой схемы, взаимного вл!4яния
ее элементов' утечек и других паразитнь1х факторов;

0 компенсацшя влшяющеао факпора по 3ноку осуществляется следующим обра-
зом. 1'1змерение проводится дваждь[ так, что6ьт влияющий фактор ока3ыв'!л
противополохное действие, и 6ерется среднее арифметинеское двух опь]тов.
}1апример, механические у3лы некоторь1х средств измерений име|от люфты,
влияние которь[х компенсируется, еслу| измерительньтй механи3м подводить
к измеряемой ведичине сначала со сторонь| 6оль:ших, а 3атем со сторонь!
мень1ших значений (или нао6орот). \4о;кно скомпенсировать влияние посто-
яннь|х магнитных полей' пара3итнь|х термо3!€ и т. п';

! если влияющий фактор приводит не к и3менению измеряемого 3начения на
некоторую величину' а к умнохению его на некоторьтй коэффициент' то
вместо компенсации по знаку применяется мепо0 пропшвопоспавленшя' Рас-
смотрим его на примере взве1шивания на равноплечих весах.

}словие равновесия коромь|сла запись|вается следующим образом:

||:^/'|''=щ/'!2,

где |п - масса взве1шиваемого гру3а; !пг _ масса уравнове!пивающих тирь, а ||
и !э _ длины соответствующих плеч коромьтсла' 1аким о6разом, влияние не-
равноплечести коромысла проявляется в на]1ичи14 множителя |''/!':

^=#*!1

Бсли повторить взве|шу!вание' поместив гру3 на ча1пку весов' на которой ранее
6ьтли тири, получим:

4х|'=гп\|2,
где 4 * щ. Разделив первое условие равновесия на второе' найдем, тто

отк}.{а 1п = у1ли' с доста

45

гп _п\----7---;
[. 1п

точной степенью точности,

тц +щ
^=-2'

то есть влияние неравноплечести коромь1сла ока3ь1вается исключеннь|м.

]1осле вь|полнения измерений
с целью компенсации влияющих факторов' которь1е не удалось скомпенсиро-
вать до конца во время вь1полнения и3мерений, в экспериментальнь|е даннь!е
вносятся поправкш' которые моцт 6ь:ть аддитивнь|ми и мультипликативнь1ми
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(поправоннь!ми множителями), моцт иметь точнь1е или ориентировочнь|е зна-
чения' моцт 6ыть функциями времени или влияющих величин.

||ример 27

Б магнитном поле 3емли кора6ельная сталь намагничивается' и вокруг кора6_
ля со3дается со6ственное магнитное поле. |{од его влиянием магнитньцй ком-
пас ука:}ывает направление' отличающееся от направления на северный маг-
нитный полюс. }гол 6 в плоскости гори3онта ме]кду магнитнь|м и компасным
меридианами н:!!}ь]ваетс я 0евшацшей ма2ншпно2о компаоа. Аевутация, как пока-
3ано на рис. 18, отсчить[вается от северной части магнитного меридиана в вос-
точном направлении со знаком пл1ос' а в западном _ со знаком минус и мо)|сет

принимать 3начение от 0 до т радиан. |{ериодинески ее уничтожают с помо-
щью специальнь1х магнитов-компенсаторов и железа' но так как девиация за-
висит от курса кора6ля и географической ш|ироть| его места' то полностью

уничтожить ее для всех условий невозмохно. Фстаточную девиацию на ра3-
нь[х курсах определяют экспериментально' сравнивая компаснь|е направле-
ния с и3вестнь1ми.1а6лица деъутацп|' входит в <€правонные та6лицы 1птур-
мана>. [1о ней находят поправкц 6, которая при опреде]\еъ1ии курса кора6ля
по магнитному компасу алге6раически суммируется с магнитным склоне-
нием.

||ример 28

йощность под3емных ядерных в3рь!вов
находится по магнитудам прямь1х и по-
верхностных сейсмических волн (рис. 19).
йагнитуАой на3ывается отно1шение лога-
рифма а]\дшшгцр' сейспштческой во./]нь1 к рас-
стояниюдо места ее воз6ухсдения. 6ама по
се6е магнитда не определяет мощности
взрыва. Фткали6ровать ее как характери-
стику мощности ядерного взрыва мохно
только по экспериментальнь1м даннь|м.
Ёа рис. 20 приведены кали6ровочные ли-
нии' построеннь|е по точкам' соответст-
вующим подземнь1м взрь1вам известной
мощности' проводив1пимся в сссР' с1шА и Алхире. |1оглощение и 3атуха-
ние прямь|х волн сильнее' чем поверхностнь|х' и 3ависи"| от температурь| на
глу6ине от 25 до 150 км под полигоном. |{ри нанесении соответству|ощих то-
чек на рис.20 )[чтено' что испь|тательнь:й полигон в Ёеваде располо)кен в рай-
оне' где 3а последние несколько миллионов лет произо]шли геологические из-
менения' сопрово)кдав1||иеся деформацией и нагрева1{ием пород. ||оэтому
прямь1е сейсмические волнь| сх{атия от подземнь|х взрь[вов в п|тате Ёевада за-
туха}от сильнее' а магнитудь! их мень[||е' чем у прямых сейсмических волн от
взрывов в местах' не подвергав1шихся геологически недавнему подогреву.
Ёсли непосредственно исполь3овать соотно1пение мехду магнитудой и мощно-

о€йсмопри-
омник

Рис. 19. Распространение
сейсмических волн при

подземном ядерном в3рыве



4.1. Факторы, влияющие на результат измерения

стью взрь!ва в 1штате Ёевада для оценки мощности ядерных взрь|вов на тер-
ритории €оветского €оюза 

'1ли 
в других регионах с маль!м 3атуханием' то

ре3ультать] измерений окшкутся завь]1шеннь!мив2-4 раза. !о 1966 г. при оп-
ределении экспертами правительства €1]]А мощности советских ядерных
взрывов эта поправка не учить|валась' !ак создавался и поддерхивался миф
о военном превосходстве €€€Р в области стратегических ядернь1х воору)ке-
ний.
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Рис. 20. \4агницАы сейсмических волн пРи подземнь1х ядеРных в3Рывах

||ример 29

€огласно о6щей теории относительности' свет' проходя в6лизи тел 6ольппой
массы' отклоняется под влиянием их гравитационного поля от своего перво-
начального направления. Б результате в угловь|е координать| некоторь|х 3ве3д'
пол)дтенные посредством измерений, приходится вносить так на3ываемь\е ре-
ляпшвшс?пскше поправкш' }1х значения определяются расчетнь|м путем' |[ра-
вильность расчетов мо)кно проверить эксперимент:1льно. .{ля этого измеряют'
например' отклонение луча света €олнцем. Ёа фоне €олнца 3вездь1 не виднь1'
поэтому и3мерения проводят во время полного солнечного затмения. €хема
на6людений пока3ана на рис' 21'

Рпе. 2!. 1'1зменение направления распростРанения света при прохоя(дении
его л).ча в6лутзи €олнца

/

о {

#

€олнце
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?ак как свет от 3вездь[ 1 отклоняется €олнцем' она видна в точке 1', смещен-
ной в направлении звездь| 2. Бпервые это явление на6людал 3ддингтон 29 мая
1919 г. во время полного солнечного затмения. }гловое смещение |,75",изме-
ренное 3ддингтоном' совп:[ло с расчетнь|м значением релятивистской поправ-
ки, в3ятой с о6ратным знаком.

|!ример 30

|!ри измерении 3А€ вольтметром внутреннее сопротивление источника пита-
ния Р, о6ычно не учить!вается. йехсду тем показание вольтметра [/ связано
с и3меряемой 3А€ соотно1шением:

гг: Р ро - ц, *р|'

где Р _ внутреннее сопротивление вольтметра. 1аким о6разом, даже при про-
стейтшем измерении 9А€ вольтметром его пока3ание должно умнохаться на
поправочнь|й мнохитель

определяемый раснетным путем.

1!ример 31

||о измереннь1м значениям электрического тока' протекающего чере3 сопро-
тивление' и падению напряжения на нем тре6уется рассчитать значение этого
сопротивления.

Ёа рис. 22 показаны два во3мо)|(нь[х варианта вкл|очения и3мерительнь1х
при6оров.

@т-: --т@:

_9!. 11.
Рио.22.8озмо>кнь:е схемьт вкл1очения вольтметра и амперметра для опРеделения

3начения сопротивления & растетнь1м путем

Б первом случае и3 показания амперметра нужно вь|честь ток' протекаю-
щий нерез вольтметр (см. рис. 22, а).11ри 6ольтпом значении сопротивления
&, соизмеримом с внутренним сопротивлением вольтметра или дах(е превь1-
|пающем его' эта поправка 3начительна.

Бо втором случае из пок€вания вольтметра ну)кно вь!честь падение напря-
хения на амперметре (см. рпс.22, ф.3та поправка 3начительна при не6оль-
|пих 3начениях Р, мень!ших внутреннего сопротивления амперметра илу1 сои3-
меримь|х с ним.

Р", +Р,
к
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Ёа практике схемь]' пока3аннь1е на рис. 22, аи 6, применяют соответствен-
но при не6оль1]|их и при 6оль:ших 3начениях п., когда указаннь1ми поправками
можно прене6речь.

[1 ри оконнател ьном оформлении результатов измерений

учет влия|ощих факторов 3аключается в том' что из-3а нево3мохности их пол-
ного исключения и компенсации ре3ультать] и3мерений представля|отся с неко-
торой неопределенностью.

4.2. Результат измерения
€овместное влияние мнохества ра3личнь1х факторов, точньтй учет которь1х не-

во3можен' а итог непредска3уем' приводит к тому' что ре3ультат измерения
ока3ывается слунайнь:м. 3то положение мох{ет 6ьтть сформулировано в виде
третьей аксиомь! метрологии:

Результат и3мерения 6ез округления яв]1яется слунайнь:м.

[акое утверхдение не является чем-то нео6ьтчным. Бсе со6ытия в на:цей
жизни' о6условленные множеством о6стоятельств' являются слунайнь:ми' Бе-

роя?пноспъ наступления реального со6ытия мохет 6ьтть высокой илта ни3кой'
какой-ни6удь другой, но она никогда не равна нулю или единице.

6тохастический характер реа]1ьных со6ытий и явленшй _ закон природь[.
3тим реальность отличается от теоретических а6стракций,уде в качестве мате-
матических моделей часто исполь3уются ан:1литические зависимости' Б слула-
ях' когда элемент слунайности в со6ытиях и явлениях проявляется осо6енно
явно' для математического моделирования исполь3уется пеоршя верояпно-
стпей. Адекватнь1м математическим аппаратом д]!я описания реа]1ьных слунай-
ньпх собьптий и явлений слу)кит ма?пе7!а7пшцескс]я с?папшспшка.

[[ример 32

Ёа рис. 23 показан ре3ультат стрель6ьт по круговой ми:шени и3 стрелкового
оружия.

1еоретинески при тщательном прицеливаниу| лоладание должно 6ьтть
в центр ми|пени.

Ёа практике и3-3а влияния множества факторов, точньлй учет которь|х
нево3можен' а итог непредска3уем, на6людается рассеяние про6оин, то есть

ре3ультат стрель6ы, представленньтй массивом эксперимент:}дьнь|х даннь|х'
имеет некоторую неопределенность. 1{оличественно она оценивается спосо-
6ом А.

йатематической модельк) слулайного по своей природе ре3ультата стрель-
6ы служит двумерный 3акон распределения вероятности про6оин на круговой
ми1шени.
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Рпо.23. Результат стрель6ьт по круговой ми1ше1{и и3 стрелкового оружия

[ретья аксиома метрологии _ одно и3 проявлений всео6щего закона приро-
дь:. Б случайности результата измерения нетрудно у6едиться, предлохив ко-
му-нибуль и3мерить периметр 3даъ!у|я или внутреннего помещения в нем' ||ри
повторнь|х вь|полнениях измерительной процедуры все время 6удут получать-
ся ра3нь1е 3начения результата и3мерения' если не проводить при этом округле-
ние. 3 том хе самом мохно у6едиться при измерении мгновеннь:х значений
электрического напряжения у1л'| си!1ы постоянного электрического тока' если
не загру6лять показания вольтметра и ампеРметра.

и по 1шкале п результатом и3мерения является экспери-
мент;ш|ьное решенше неравенства (6). €огласно третьей аксиоме метрологии'
оно является слунайньтм. 9со6енно явно слунайнь:й характер ре1шения прояв-
ляется при незначительном р:вличии между сравниваемь|ми размерами. |!ри
неоднократном повторении процедуры сравнения в этом случае во3мохнь| дру-
гие ре1шения. |{ри явном несоответствии сравниваемь1х размеров сл5гнайным
характером ре1пения мох{но прене6рень.

пу| т|о 1шк'|ле слунайньтм является ра3мер интерва-
измерительной процедуры он всякий раз 6у_

дет получаться несколько инь|м.
|[ри измерении по шлкале отно:пений слунайнь:м являетсяре3ультат сравне-

ния по правилу (8). |!ри сравнении неи3вестного ра3мера ц: ос узаконенной
единицей и3мерения ц : |о]

3тим реальная измерительна'1 процедура отличается от ее теоретической мо_
дели (9). Результат экспериментального сравнения неи3вестного размера !
с у3аконенной единицей измерения [!] (он на3ь1вается опснешом) не только не
равен неслунайному числовому 3начению и3меряемой величинь| ч' но имеет со-
вер1пенно иную физическую природу. 3то 6езразмерное слунайное чу!сло х,
подчиняющееся тому или иному 3акону распределения вероятности.

Фтсчетньте устройства 6оль:пинства средств измерений проградуировань! не
в 6езразмерньп( числовь1х значени'гх ч' а непосредственно в 3начени'1х измеряемой

& ='* ,'
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величинь1 9 (см.рис. 16). Фтклик таких средств измерений на входное воздей-

ствие н:вь1вает ся пока:}анше м:

[: я[9]' (10)

которое отличается от неслулайного 3начения ! физинеской ведичины (4) тем,
что является слунайной величиной, подчиняФщейся тому хе закону распреде-
ления вероятности' что и отсчет' но имеющей размерность' совпадающую с ра3_
мерностью измеряемой величинь1.

Б показание средств измерений могут вноситься поправкщ учитывающие
вл|1яние тех или иных факторов (см. примеры 26-31). Б таких случаях только
после внесения в показание поправки мо)кно говорить о получени\4 резульпа7па
ш3мереншя. ||ри мультипликативной поправке 0, назь:ваемой погщавонным мно-
э!сш?пелем' ре3ультат измерения

(1 1)

(12)
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9: ох,

в случае внесе}!ия ацдитивной поправки 0

о: х+0.

1'1 в том и в другом слг!ае ре3ультат измерения остается слунайным.

1'1з третьей аксиомы метрологии вытекает вахное сле0спвце''

Реаультат измеРен[|я не имеет конкРетного значен[|я.

Ёи при каких о6стоятельствах' например' нель3я сказать' что ре3ультат из-
мерения длинь| составляет 102,5 см или ре3ультат и3меРену|я силы тока равен
|2,7 

^,9то 
отдельные 3начения кахдого из ре3ультатов и3меРений. [1редстав_

ление же о самих результатах измерений мохно составить ли1шь на основе ана-
лиза массивов экспериментальных данных' полученнь|х при и3мерении длины
и силь1 электрического тока.

}1ассив эксперимент:1льнь|х даннь1х' полученнь|х независимым путем' наи-
6олее полно характеРизует ре3ультат измерения. Бдинственным спосо6ом фор-
мирования такого массива беа предварительнь!х уеповий является одйовре-
менное измерение физичесщ8 величины несколькими средствами измерений.
|1оскольку точность1 измерений, выполняемь|х разнь|ми при6орами, неодина-
кова' такое измерение на3ывается ш3мереншем с неравнопочнь!"/}!ш 

'ноценшя.]!4шо?пвш?па.

!|ри условии' что значение измеряемой величины не меняется во времени
или этим изменением мо)кно прене6рень' массив экспериментальных даннь1х
проще получить путем многократного повторения и3мерительной процедурь:

1 3десь, как и ранее (см. сноску тта с.2!), используется устоявтпийся термин, который со
временем 6уАет, вероятно' изменен.



52 ]-лава 4. 1ретья аксиома метрологии

одним и тем хе средством измерений. 1акое измерение назь1вается ш3мереншем
с р авнопоцнъ!!||ш 3наценшямш бпсчепа.

Б'сли исслеАуемьтй объект передается из одной ла6оратории в другую (как
это 6ьтло, например' при и3учении лунног0 грунта' доставленного н{3емл,о со-
ветскими автоматическими ст:}нциями и американскими астронавтами), то мас-
сив экспериментальнь|х даннь[х мо)1сет 6ьтть сформирован у!3 несколъкшх сершй
равноточнь|х и неравноточных измерений.

||ри условии' что и3меряемые ра3мерь| одинаковь] у разнь1х экземпляров
(о6разшов) изделия или 

'1х 
различием мо)кно прене6реть (такие эк3емплярь1

н,вываются ш0енпшчньтлош), в единьтй массив эксперимент:ш1ьньтх даннь]х о6ъеди-
няются значения отсчета (показания)' полуненнь:е лю6ьтм из перечисленнь1х
вь11ше спосо6ов для каждого эк3емпляра.

4'з. Формь: представления результата
измерения
4.з.1. Результат измерения по ]шкале порядка
|[ри измерении по тшкале порядка массивом экспериментальньтх данных явля-
ется множество ре1пе1!ий неравенства (6) опь]тнь|м путем. Б зависимости от из-
мерительной задачп сравнение неизвестного ра3мера о : 0 может произво-
диться с одним или двумя и3вестнь1ми размерами $.
6равнение с одним размером
[1ри сравнении с одним единственнь1м размером !', котоРому на 1пкале поряд-
ка соответствует единственная реперная точка' варианть1 ре:пений вь1глядят
следующим о6разом:

Бсли различие ме)кду 9 " 9; невелико (или, тем 6олее, нинтотсно), массив
экспериментальнь1х даннь1х 6уАет состоять у|3 всех этих вариантов' один и3 ко_
торь1х (правильньтй) Аолэкен 6ыть прео6лада|ощим' если все факторьт, влияю-
щие на результат измерения' являются слунайньтми. 1огда можно найти эмпи-
рическу1о вероятность правильного ре|пения и за|\исать результат измерения
в таком' например' виде1:

о> о, с вероятностью Р =0,92.

0< 0:;
9= 9,;
9> 9,.

*

$ 
[1олезные рассуясдения

$ Бсли на и3мерительну1о процедуру ок:вь1вает
! -,
8 щии Фактор' в результате и3мерения доля{на

влияние постоянно действуто-
содер)каться соответствующа'1

1 иногда неравенство и равенство о6ъединяют, как' напРимер, в та6л' 3.
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поправка. [1редполохпм, а рйой известно' что при сравне1{ии массы двух из-
делпй с помощью равноплечего коромыела (см. рлс. \2) на самом деле дли|{а
одного плеча составляет 10 см, а второго - 9,95 см.1огда условие равновесия
коромысла записывается следующим о6разом:

10 гп, = 9,95 тп2,

и в показание' представленное на рис. 12, должна 6ыть внесена мультиплика-
тивная утлутаддптт4вная поправка. Ёсли это показание правильное' то в масси_
ве экспериментшть}|ых данных 6удут прео6ладать' соответственно' неравенства

гп' > 0,995 гп2,

у[.лу1

0: ) [э - 0,005 гп2.

|1осле вь1числения эмпирической вероятности правильного результата и3ме-

рения с учетом мультипликативной поправки он мог 6ьт 6ьтть записан' предпо-
ложим' в таком виде:

гп' > 0,995 гп, с Р =0,94,

а с учетом аддитивной поправки _ в виде

[т ) [: _ 0,005 гп, с Р = 0,94.

Ретпение, принятое 6ез унета поправки:

0:)[:сР=0,94
6ыло 6ы неправильнь1м.

1еперь предположим' что пока3ание средства измерений (<.равнопленего>
коромь:сла) противополох{но тому' которое показано на рис. |2,инто это по-
ка3ание является правильным. 1огда ре1шепие' принятое 6ез унета поправки:

[;{0:сР=0,94
6уАет неправильнь|м' а ре1шения:

гп'<0,995тп2сР=0,94,

0; ( [: _ 0,005 тп, с Р = 0,94

_ правильными.

Без унета поправки результат иамерения является неправильнь1м.

3то не о3начает' конечно' что не 6ьтвает случаев' когда во внесении поправ-
ки нет нео6ходимости.
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Фсо6ую роль играет сравнение с Размером 9: = 0. 3то так называемая 3адача
о6нарулсеншя. 3ариантов ее ре1шения всего два:

9=0;
0> 0.

€редства измерений, ре1шающие 3адачу о6наружения' н€х}ь1ваются шн0шкапорал|ш,

€равнение с двумя размерами
Ёсли по условиям и3мерительной задачи ее ре1шение долх(но состоять в ука3а_
нии интервала на !пкале порядка' в пределах которого находится измеряемый
ра3мер' то сравнение прои3водится с двумя ра3мерами' и ре3ультат измерения
может вь1глядеть' например' следу|ощим о6разом:

9,<9<$"Р=0,81,

где размерь1 9 0 = 1,2) соответствуют соседним реперньтм точкам' а вероят-
ность Р равна прои3ведению вероятностей вь:полнения левого и правого нера-
венств'

]ак как неравенства моцт о6ъединяться с равенствами' то интервал от !,
до !, моэкет 6ь:ть не только открь1ть1м' но и закрь1тьтм с одной или с двух сто-
рон. }1апример:

9'<Ф<ФсР=0,85;

9:<9<$сР=0,87;

9'<9<!2сР=0,9.

€оответственно в первом случае первь:й сомножитель при расчете вероятно-
сти' с которой принимается ре|шение' равен сумме вероятностей равенства и не_

равенства; во втором _ это относится ко второму сомнохител|о; в третьем _
к о6оим.

|[оправка мо)кет вноситься в левое и правое неравенства одна и та лсе (как,
например' при исполь3овании не совсем равпоплечего коромь|сла), а мо)кет
6ь:ть разной при сравнении с первь|м и вторь1м р&]мерами. 3то отра;кается в 3апи_
си ре3ультата измерения.
3

[ Бариантьп репшений:

|т. сила ветра от 7 до 8 6аллов с вероятностьто 0,81.

|2. (ила ветра не менее 5 6аллов, но не достигает 6 (с вероятностью 0,85).

! 3. сила ветра 6ольтше 6 и доститает 7 6аллов (с вероятностью 0,37).
} 4' (,ила ветра 6-7 6аллов с вероятность:о 0,9.
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4.3.2. Результат измерения по градуированнь!м ц]калам
Ёа практике 1цк!1ль| интервалов и отно1цений о6ычно прощадуированы в уза_
ко}{енных единицах измере}!ия. [1оэтому массивы экспериментальных данных
представдяют со6ой мнохества знанений, подчиняющихся тому или иному за'
кону распределения вероятности.

} цифровых и3мерительных при6оров 9ти 3начения строго фиксированы,
и промежуточных 6ыть не может. } аналоговых средств измерений ука:]атель
отсчетного устройства может остановиться в лю6ом месте 1шкалы. €оответст-
венно' 3аконь1 распределения вероятности' которым подчиняются эксперимен-
тальнь1е даннь1е' моцт 6ь:ть дискретными или непрерывными.

|4меяв виду последующие процедуры (10)' (11) этли(!2),для о6щности рас-
сухдений ограничимся рассмотрением 3аконов распределения вероятности
отсчета.

|4ифровые измерительнь|е приборь|
} цифровых и3мерительнь[х при6оров отсчет 

'! 
подчиняется дискретному 3а_

кону распределения вероятности. 3мпиритеские 3аконь| распределения веро-
ятности отличаются от теоретических тем' что являются слулайнь:ми функция-
ми. Роль вероятности Р(х') в эмпирических 3аконах играет доля 3начений х'
в о6щем о6ъеме эксперимент,ш|ьнь[х данных.

1[ример 33

&1ассттв из п : 100 эксперимент;ш!ьнь]х даннь]х' полг{еннь1х с помощью циф_

рового и3мерительного при6ора' представлен в та6л' 5.1(ахдое !_е нисло 4 по_
вторяется п|ра3,9то представляет со6ой отсчет при таком измерении?

1а6лица 5

Р(х')
0,01

0,01 +0,02:0,03
0,03 + 0

0,08+0,10-0,18
0,18+0,20:0,38
0,38 + 0,24: 0,

0,62+0,19:0,81
0,81 +0,11 :0,92
0,92+0,05:0,97
0,97+0,02:0,99
0,99+0,01 :1,00

Реш:ение. Фтсчет представлен мнохеством своих слунайных знанений, со-
дерхащихся во второй щафе та6л. 5. 9астость (эмпиринеска'{ вер0ятность
Р(х;) =п; / п) кшкдого 3начения приведена в нетвертой графе. 3 совокупности

55

10

\1

\/100 - 0,01

5/|о0: 0,05

\0/{00: 0,10
20/\00: 0,20

\9/100: 0,19

\\/|00: 0,11

1/100:0,0\
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эти две графы дают эмпшрццеское распреФленше верояпноспей опвцепа, т\ока-
3анное на рис. 24. Функцшя ампцрцческоао роспре0еленшя верояпносп'ей опвое-

.,

па Р@)= ),(г,) устанавливающая совокупную вероятность всех х' 3 х,
!-0

представлена данными во втором и последнем стол6цах та6лицьл. [рафивески
она построена на рис. 25.

0
у0,1 90,12 90,14 90,16 90,18 90,2

Рпо.24. Распределение
вероятностей отсчета у шифрового

и3меритедьного при6ора

90,1 90,12 90,14 90,16 90,18 90,2,1

Рис. 25. Функция распределения
вероятностей отсчета у шифрового

и3меритедьного при6ора

йассив экспериментальнь1х даннь[х' эмпирическое распределение вероят-
ностей Р(х') и функция эмпирического распределенпя вероятностей Р(х') явля-
:отся наи6олее полнь!ми и исчерпывак)щими способами оп[{сания отсчета
у цифровых и3мерительнь[х при6оров лпо6ой конструкции.

€ведения о некоторь|х теоретических 3аконах дискретного распределения
вероятностей приведеньт в та6л. 6, где €{_ число сочетаний из п элементов по
.т' а остальньте о6означения соответствуют принять1м в п. 6.1.

Аналоговь|е измеритёльнь!е приборь|
9 аналоговь[х и3мерительнь[х приборов отсчет .т подчиняется непрерывному
аакону распределения вероятности. 3мпиринеские 3аконь! распределения ве-
роятности и в этом случае отличаются от теоретических тем' что являются слу-
чайнь:ми функциями. 14змерительна'{ информация содер)кится не в распреде-
ле!!иу! вероятности дискретнь]х значений отсч.ета ,1' а в ?шо7пноспш вероя?пнос?пш
текущих значений х'

1,0

0



1а6лица 6

Функция распределения

о1234567х

ч(4) = су'Р'(1 - Рг*' =

= ,'! ,Р''(1-Ру*'
4( п - -г')

Р.'(д)=***
где }.{ь : }{Р

*,*,=*1:? "'

Р(х, п,Р) = )чсд>
т;4

Р(х, п, }х1, Р) = | ч^(ц)
':{

Р(х, п, Р) = ) ч<ц>
';4

!}
!а)

!о!о!б
!<!г
!=!о!о!ь!о
! -.1!Ф
!Ф|5
!Ф!-
!=
!:о
!о
!Ф
!с)
|*<!5!г!ч!Ф!{!Ф
!=
!Ф
!<|о!э

9исловьте
стики

1!1(.т) : пР

9(т): пР(1 _ Р)

й(.т) : пР

п(т)=пР(1-Р)[]

1!1(т) : пР

}(.т): пР

Биноминачьный

[ипергеометрикеский

[1уассона



||ример 34
]!{ассив экспериментальнь1х данных' пол),ченных с помощью ан:ш|огового и3-
мерительного прибора, представлен в та6л. 7.

1а6лпца7

1,к 4еление 1пк€ш|ь! п| р;(х) &(т)
1

2

3

4

5

6

!

8

9

10

0,10 ... 0,11

0,\| ...0,12

0,12 ... 0,13

0,13 ... 0,14

0,14 ...0.15

0,15 ... 0,16

0,16 ... 0,17

0,17 ... 0,18

0,18 ... 0,19

0,19 ... 0,20

1

2

6

\\
19

23

20

10

)
3

[/\00 :0,01

2/\00: 0,02

6/100: 0,06

\|/\00: 0,11

19/[00: 0,19

23/100:0,23
20/\0о: 0,20

\0/100: 0,10

5/\00: 0,05

3/\00: 0,03

0,01

0,01 +0,02:0,03
0,03+0,06:0,09
0,09+0,11 :0,20

0,20+0,19:0,39
0,39 + 0,23:0,62
0,62+0,20:0,82
0,82+0,10:0,92
0,92+0,05:0,97
0,97+0,03:1,00

|1ри п-кратном не3ависимом друг от друга повторении и3мерительной про-

цедурь1 ука:'атель отсчетного устройства п; Раз останавлива]!ся в каждом из

делейий тпк'у[ы, приведенных во второй щафе та6л.7 ' 9то представляет собой

отсчет при таком измерении?
Ре:шение. Фтсчет представлен множеством своих случайных 3начении'

сгруппированнь1х в [: 10 интерв:!лах. |[остроив на каждом !-м интервале &
прямоугольник' площадь которого равна частости { {'","г"ческой вероят-

ности) попадания слунайного 3начения отсчета в этот интервал' получим ?шс-

по2рамму (эмпиринеску1о плотность вероятн остир,(х) = #),показанную на
и

рис' 26. Функцшя э]','пшршческоео распре0еленшя верояпноспш Р*@) = 2р,@\

устанавлива!ощ2ш{ совокупную вероятность отсчета.т во всех "'''',"''''1 , 
= 

*,

пок:ш|ана на рис. 27.

1у1ассив эксперимент'1льнь1х даннь1х, плотность эмпирического распределе-
ния вероятности (гистощамма) р\@) и функция эмпирического распределения

""р''''''"'и Ру(х) являк)тся наи6олее полными и исчерпывак)щими способа_

ми описания отсчета у ана]|оговь[х и3мер|{тель1{ых при6оров лпо6ой конст_

Р},кции.
11ри п _+ 

'о, 
[ -+ оо и & _+ 0 гистограмма Р;(х) переходит в кривую плотности

теоретического 3акона распределения вероятности р(т)' а гу(х) - в кривую

фуйкшии теоретического закона распределения вероятности Р(я). €ведения
о некоторь|х законах приведень1 в та6л. 8.
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1п|

п&т

0,1 0,12 0,14 0,16 0,19 0,2 '
Рпс.26. [истощамма пдотности вероятности отсчета у анацогового

измерительного при6ора

0,1 0,\2 0,14 0,16 0,19 0,2 'ъ

Рцс.27. Функция распределения веРоятности отсчета у аналогового
измерительного при6ора

1,0
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1аблица 8

3акон [рафик плотности [ифференци&'1ь}{;ш|вероятности функция
Равномерньтй

1реугольньлй (€импсона)

Ёормальньтй (|ауса)

Ёормированньтй нормальньтй

Ёакагами

Распределение модуля нормальной
случайной величинь[ )( : х _ 1

Рэлея

йаксвелла

х-распределение модуля многомерного
нормального вектора

|4ц:д '.'. "*Б,(')=1#''ф'}"

го>=$,а <я <Б

(х -1')'

р1'1= _{: "-7с\] 2т

, .'2
р(х;=фе'?

\] 2т

,(Ф=й,"'+"_'5,
п >_|

2

у"

'-л6о=_+е.о
о\! 2т

-у'ш '-2Р(9) = "1е ."

!,
], | 1-2

р\л= !!= зе -

у'

р1ц1= ? - !'''- "эа
'[Ё.)(");

0аа+Б
2

х

0з)0:

0:)0,
1-,:7

х

ь
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1,1нтещальная функция 3нтропия .[ополнительнь1е сведения

0' х <а
г1л1 =.]=а, а <-т < Б]о-а

|1' х >а

|0. +<х<а,
12(х _ а\'

.,,=]г#,,, 
^-'; 

"-,'
|1_й'"Ё"''Б'
|1' Б <-г <-

Ё(я) = 1ов(Б - а) =

= 1ов(о2{3)

н1т;= 166(б -_ай _

=1ов("6)

н(-т) = 1ое(".[2"е)

н(я) = |96 /2[

, (б_а)'?

12

€тандартизированнш{ длина
половинь| доверительного

илтерва;та - 7,7с

}(омпозиция двух одинаковых рав-
номерных законов.

" 
(Б_а)2

"- 24
€тандартизированна'1 длина
половинь| доверительного

интервала
_ 2'4о

|(омпозиция лю6ого числа нор-
м:|пьнь|х или больтпого числа про_

и3вольнь1х законов.
€тандартизированна'{ длина поло_
виньт доверительного интервала _

3о

'=0;с2:7
1а6улирован

||олунается из распределения Ёа-
кагами при 

^ = \ и 1 * _ а='[х'
,2

т<\=}^"

у = "!х''+х:
€тандартизиров,1нна'! длина
половинь1 доверительного

интервала _ 3,3о

у="!х,'+хуц

г(,;=-+т"- о"!2т \'

,'9."
г(т) = 

1|;. .| 
е ,а-г

г[.,'4]
Р(т)= \ о /

г(гп)

'(ь*)г,,=;тг
н(,)=ьвр#)

н9; = (т + 
!}о6е .ле

с:0'5772...-число
3йлера

РФ=+
!т

0-|)'-7м

-у'
Р@)=1- 

"'"'; у >0

,(3'*)

Р(у) =
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7аблица 8 (продолх<ение)

3акон [рафик плотности
вероятности

Аифферепци:ш1ьпая
функция

12-ра.пределение (||ирсона)

2_распределение

у-распредеде1{ие

€тьюдента

Фишера

|(отпи

Бета-распределение

,@,=й+;*

р@=ф#

р,=#в#

*'=#вт-т

*,=;ЁвЁу

,@=*#

,<">=#б'"-:6-31о-г

ш
0у
; р(:)

!Р,'' ,-,

к
о2

ь
о2

1*'

ь

ш
02

^ 

Р(,)
э\

0.

1*'

!

01'
р(т) р*1| амма-распределение ( 9рланга) р{я)=$}т"е+
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14нтещальная функция 3нтропия .{ополвительньте
сведения

'(ъ'#) ||ри о: 1 н(у)=.*. (Ё)- ,=2":
г91 =-:}$2;и>0 , ^ [. .п .. /"\-1 ' 

!=|

, [', +1ов2 +[Ё - (; - 1)ф (Ё) 1о8е где

ц4=*1п|(:) - пси-функция 3йлера

г<,>=:'-т=,-(\;\)

Р@) = 2 7'"1,,

||ол5гнается и3 2-Распре-
деления при }: 1

[1олу*ается из 2-раслре-
деле11ияпри}:гп:1

11олрается и3 2-раслре-

деле!1ця лрп|=!

||олрается и3 2-распре_
деле!1|1я при |с : тп : п :1

о2:-

&
'в?

г(,)=1-'-!(Ё;Ё)

Р(,) =1- 1-|(Ё;Ё)

!(:) = |66 4,

Р(г) =:'1ч 91

','1 
= 
|(с+1'9.т) Ё(*) = 166 ц.*1) - о 1о5 е1(о + 1)+
|(о+1) +(о+1)1о6е+ |о8},, гле

(.:(о + 1) -пси-функция 3йлера
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1а6лица 8 (п родолхе н ие)

3акон |рафикплотности [ифференциа]\ь|!ая
вероят1{ости функция

Бейбулла

3кспоненциальньтй односторонний
(показательный)

3кспоненциальный двусторонний
(.|!апласа)

|!оказательно-степенной

Арксинуса

0,

Р(т)=о$*"-'9_о'"

р(я) = $ е+

р(т; = 9 
"+;*а

р(,) = * ы,\,'', ,",

г 
,ь,''

о'
р@=-+====

т\, а- _.т-

,(,,=;ь[.
{х-х)'? <'+,) '!'1

-."-]
!вухмодальньлй

Ёео6ходимь!е сведения и3 теории вероятностей

1. Функция распределения вероятности Р(т) определяет вероятность того'
нто слунайная переменная х примет 3начение' мень|||ее арцмента этой

функции (или равное ему).

2. |ак как вероятность не может 6ьтть отрицательной'

Р(я) > 0.

т{ем 6ольтпе '' тем 6ольтше вероятность того' что это 3начение не 6уАет пре-
вь|1пено. 6ледовательно, Р(я) _ неу6ьтвающая функция:

Р(л:) > Р(х'), еслп х'> х'.

|!ри изменении х от -оо до +ф функция распределения вероятности Р(т)
меняется от 0 до 1.
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|,1нтещальпая функция 3нщопия .(ополнительные
сведепия

г(,)=+##

г(я) = }+1 агсв!п {

*. {л-л)_

. )=#{е'"' ах+

1" {:+:)'1

*_!_ ["7а'
2^]2то ]

Ё(х)=1щ9=1щ1'"1

н(т)=ь6}=|ов(оц|)

!{(-т) = |96 ;; : - х :.в "$: -.)-
+1о6 е,

где с: 0,5772... _ число 3йлера

Ё(л) = |65 2+ 1о5(оФБ)

[1ри о: 2,9=1лете-
ходит в распределение

Рэлея

[1олунается и3 распреде-
ления3ей6у:ллаприо:1

7 =0; с2

1(омпозиция нормального
и дискретного 3аконов

распределения вероятно-
сти

Р('т)=1-6_в'"

Р(т)=1-"-в'

Р@)=$":"*'' __ 
-<х <1

[_Ё.""*''1<х<-

=3'
2

3. Бероятность всех значений текущей переменной ,' мень|||их илу| равнь!х х2,
составляет Р(х'), а мень||1их или равнь1х 11 - равна Р(я'). |1оэтому вероят-
ность 3начений, лежашцх внутри интервала |х'; х2|, равна разности значе-
ний Р(-т) на границах этого интерв:ш|а:

Р{х' 3 х 3 х2} : 8(т:) - Р(л').
3начения х1и х2мохно вьпбирать сколь угодно 6лизкими друг к друц. при
х| -+ х2 Р@э) _ Р(.т,) -+ 0. [1оэтому

у аналоговь[х измерительпь!х при6оров вероятность того' что ука3а-
тель отсчетного устройства остановится на какой-либо конкретной
точке !шка.]1ь|' равна 0.
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[1о той хе причине

Р|х'3х3х'} : Р{я: <х3х'|,: Р\х:3х<х'): Р\х:.".''),
то есть крайнпе точки мохно включать' а мо)кно и не включать в интерв:ш|.

4. [лотность вероятности р(х) связана с функцией распределения вероятно-
сти Р(я) соотно1пением:

р(я): Р'(я).
11оэтому р(л) назьтвают иногда 0шфференцшапъной функцшей р аспре0еленшя
вероя1пнос1пи. Б своло очередь Р(.т) моэкет 6ьтть полунена интегрированием
р(я) в соответству|ощих пределах:

Р("т)= Б,'*
|еометринеская интерпретация этой операции пок:вана на рис. 28' а Р(т)
называ1от иногда шнпеаральной функцшей распре0еленшя верояпнос1пш.

5. 1ак как Р(.т) - неу6ьпвающая функция, ее прои3водн:ш{ не мо}(ет 6ьтть отри-
цательной:

р(я) > 0.

6. Бероятность 3начений х, лежащих внутри интервала |х'; х'|, равна площа-
ди' ощаниченной щафиком функции р(.т), осьто а6сцутсс и перпендикуля-
рами к ней, восстановленнь1ми на кра'{х интервала (см. рис. 28):

Р|х'< х< х'1 = |г(.т)ая.
$1

7. |1ри рас1пирении интервала [х'; х,'| до бесконечности вероятность того'
что лю6ое слунайное значение.т окахется в этом интервале' становится
равной 1:

|г(я)&=:-

0 х $,:'1э х х3 х
Рис. 23. .(ифференциальна'! функция Распределения вероятности

8. Бероятность 3начений х, лежащих в окрестности среднего 3начения |т; щ1,
при |!орма.][ьном 3аконе распределения верояп|ости равна функции .[1апласа
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ь{с7= },!е-\" м
0

от арцмент 
^ 

с= \# (см. рис. 28). ||ри { = 0 эта функция равна 0, а при

увелу\чении! стремится к 0,5, становясь практически неотличимой от этого
3начения у)ке при ! > 3 (та6л. 9).

7аблица 9

с [-(с) { [(с) Ё |(с) ! !-([) с

0,01 0,0040 0,12 0,0478 0,55 0,2088 1,10 0,3643 2,10 0,4821

о2 0080 14 0557 60 2257 \,20 3849 2,20 4861

03 0120 \7 0675 65 2422 1,30 &032 2,30 4893

04 0160 20 0793 70 2580 1,40 4192 2,40 4918

05 0199 25 0987 |:' 2734 1,50 4332 2,50 4938

06 0239 30 1179 80 2881 1,60 4452 2,60 4953

07 0279 35 1368 85 3023 1,70 4554 2,70 4965

08 0319 40 1554 90 3159 1'ш 4641 2,80 4974

09 0359 45 1736 95 3289 1,90 4713 2,90 498!

10 0398 50 1915 1,00 3413 2,00 4772 3,00 4987

0писание слунайных чисел с помощью функций распределения вероятно-
сти является наиболее полным' но неуАо6ным. Бо многих сл)д|:!ях ощаничи-
ваются указанием чшсловых харакпершспшк (молоенпов) законов распределе-
ния вероятности. Бсе они представляют со6ой некоторые средние 3начения'
причем если усредняются числа' отсчитываемые от начада координат' то мо-
менты на3ываются нача/'ьнымш' а если от центра 3ако]{а распределения _
ценпра]'ьныл4ш.

Ф6щее правило о6разования начальных моментов:

где г _ номер момента. 3алснейш:им нача.]|ьннм моментом яв][яется первы* _
сре0нее 3наченше

н€х|ываемое таю|се мапемапшцескш][' оэпцёаншем. [4ногда его о6означапот 1}|(я).

6войства математического ожидания:

1) математическое ожидание несл)/чайного ч14сла равно самому этому числу:

} = [х'о(х)ёх,

т = [хр@)ёх,

й(х) = ц
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2) постоянньтй мнотситель можно вь|носить за знак математического ожида-
н14я:

й(ат) = ай(.т), где а = соп5[;

3) математическое ох{идание алге6раинеской суммьт слулайных чисел равно
алге6раитеской сумме их математических охиданий:

1!1(т + ! - э) =1!|(я) + м(у) - м(э);

4) математическое ожидание прои3ведения не3ависимь!х случайньтх чисел
равно прои3ведению их математических ожиданий

!''/|(х . у. з) = 1!1(т) -м(у). 1!1(:);

5) математическое ожидание отклонения слунайного числа от его математи-
ческого охсида|1'1я равно нул!о:

1!1[т_1!!(т)]=[.

йатематическое о)кидание определяет местоположение слунайного числа
(то есть всего массива его знанений) на числовой оси. 0но относится к так
на3ь|ваемь|м характеристикам поло'кения' среди которь|х на практике на-
ходят применение еще мо0а _ наи6олее вероятное 3начение слунайного
чу!сла' и ме0шана - 3начение' по отно[шени1о к которому вероятность 6оль-
1пих и мень1пих значений одинакова.

1!1ерой рассеяния слунайньтх чисел около их среднего 3начения слу)кит
второй центра.7!ьный момент.

Ф6щее правило о6разования центр;[льнь!х моментов 3апись|вается следу!о-
щим о6разом:

;:-; с .
(х _7)' = 

.] 
(; _-)'Р(х)ёх,

откуда сра3у видно' что первь|и центральнь|и момент то)кдественно равен
нулю:

с - --х _ [ 1' _ т1р1'74х = ! хр@)м _ т 
[ о@)6х = * - 1 = 0.)

Бторой центр:|_]|ьнь!й момент назь[вается 0шсперсшей и о6означается о'":

с2' = (х _ -)2 = 
\{' 

_ т), о(х)6х.

?1ногда дисперси|о уло6нее о6означать символом }(я). €войства дисперсии:
1) Аисперсия слунайного числа равна ра3ности ме)кду математическим охида-

нием его квадрата и квадратом математического охидания:

}(т) = м('') _|"|'(');
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дисперсия неслулайного числа равна нулю: }(х) = $;

постоянньтй мнохитель можно вь|носить за 3нак дисперсии' возводя его

при этом в квадрат:

п(ая) = а2|(х), |А€ ? = соп5{;

4) Аислерсия алге6раинеской суммь| двух слукайнь|х чисел

|(х * у)= }(т) +'(у) *2р 
^@'|@),

т де коэффшцшенш корреляцшш

_ м[Р-що][у-щу*.,_@,
5) дислерсия алге6раинеской суммьт не3ависимь1х слутайнь:х чисел равна

арифметинеской сумме их дисперсий:

[("т+ у - 2) :}(-т) + о(у) + о(а).

9ем 6оль:ше дисперсия' тем значительнее рассеяние слуиайного числа от-
носительно центра Рассеяъ1у|я. йллтострацией мо)кет сщ/11сить рис.29, на кото-

ром показань| линии плотности вероятпости нор^мального 3акона с математи-
ческим охсиданием 7 и дислерсиями о'', <,?', <.'''.

р(я)

Рпс. 29. |рафики плотности вероят}{ости отсчета при Р!х}личной дисперсии

Б метрологии по рекомендациям мехдународнь[х органи3аций (см. п. 1.1)

в качестве мерь| неопределенности исполь3уется сре0нее ква0рапшческое о?п-

1с]|оненше

,, =+^[4,

Б теории информации' в теории свя3и' в физике и многих ее прилохениях
в качестве мерь[ шеопределепности используется эн?пропшя

Ё(т)=_ ] г(т)1овг(х)6х _

69

2)

3)
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среднее 3начение логарифма плотности вероятности' в3ятое со знаком минус.
?ак как р(я) < 1, энтропия всегда положительна. @на равна 0 у неслутайного
ч|1сла и максимальна при равномерной плотности вероятности.

Бсе 6ез исключения моменть1' 6удуни числовь|ми характеристиками 3ако-
нов распределения вероятности слуяайнь:х чисел' сами случайньтми не явля_
тотся. }1споль3ова}'ие их 6ыло 6ь: очень уАо6ньтм, но и3-3а оща1{и1{енного о6ъе-
ма экспериментальнь|х даннь1х вь!числение моментов нево3можно. Ёа практи-
ке пользую т ся оценкап'ш (при6лиэкеннь|ми 3начениями) нисловьлх характери-
стик' получаемь|ми методами мапе,]'!апшческой спатпшстпшкц.

Фценки, изо6раэкаемьте точкой на числовой оси, назь1ва1отся поцсчнь'мш.
Б отличие от самих числовь1х характеристик оценки являк)тся сщгнайньпми,
причем их 3начения зав'1сят от о6ъема эксперимент:|льных даннь[х' а 3аконы
распределения вероятности _ от 3акопов распределеъ1у1я вероятности самих
слунайньтх величин. Фценки дол]кны удовлетворять трем тре6ованиям: 6ь:ть
состоятельнь|ми' несмещеннь|ми и эффективнь[ми. €оспояпелъной называет -
ся оце1|ка' котор:}я сходится по вероятности к оцениваемой числовой характе-
ристике. }{есмещенной является оценка' математическое ожидание которой
равно оцениваемой числовой характеристике. Ёаи6олее эффекпшвной счита-
ют ц и3 нескольких возможных несмещенпь1х оценок' котора'! имеет наи-
мень1шее рассеяние.

Рассмотрим п независимых 3начений @, полуненнь|х при и3мерении физи-
ческой величинь| постоянного р:ж}мера. 11усть ка)кдое и3 них отличается от
среднего 3|{ачения на слунайное отклонение 6', которое мо)кет 6ыть как поло-
,кительнь1м' так и отрицательнь|м:

9 =0,+6,;

р, =@+6:;
9, =@+6э;

€лохсив ме)кду со6ой левь|е
п' получим:

Б пределе при п -+ ф

0" =9+6..
и правые части этих

**.'=о***','

уравнений и разделив их на

]'**Ёс, = ]'*о*}**Ё.'

:'*о=0; 1ч|}ь, =о

3десь
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так что среднее арифметинеокое 3начение ре3ультата измере[!пя
д :-9
2_" = {1,0,,--1=1

сходящееся по вероятности к @, при л:обом ваконе распределения вероят_

ности ре3у]1ьтата и3мерения моэкет слу'кить состоятельной точечной оцен_

кой среднего значенпя.
йатематическое ожидание среднего арифметического

" [*Ё', ) 
= *Ёщц ) = *}[шо)+щ61 )] = о

|[оэтому, сред||ее арифметинеское при лю6ом 3аконе распределения вероят-
ности результата измерения является не только состоятепьной, но п несме_

щенной оценкой среднего 3наченшя. 3тим о6еспечивается прав1|льноспь ре-
зультата многократного измерения.

|очностпъ результата многократного измерен ия 3аву!су1т от эффективности
оценки среднего 3начения. т{ем она эффективнее (нем мень|ше ее рассеяние),
тем вы1пе точность. 1(ритерии эффективности моцт 6ыть разными. [1ри нор-
мальном 3аконе распределения вероятности наиболее популярным является
такой пока3атель э^ФФективности (мера рассеяния)' как сумма квадратов от-

клонений оценки @ от срелнего 3начения @. 9ем мень|ше этот пока3атель' тем

эффективнее оценка. 3то позволяет поставить задачу отыскания оценки сред-

него значе}|ияц, наи6олее эффективной по критерию

1акая задача н:вывается за0ацей сшн7пе3а оппш]'а.].ьной (то есть наилул:пей
в смысле вы6ранного критерия) оценкш сре0неоо 3наченшя' а метод ее ре|шения'
основаннь:й на использоваъ\|4у1 вьт6ранного критерия _ методом наимень|шшх

квадратов.
14сследуем функцию в левой части последнего выра]кения на экстремум.

0на достигает минимума при

') (1-') -'
4Ф:

|[осле возведения в квадрат и почленного лифференцирования получим:

Ё4 -'о =''
]=1

Бсли в качестве оценки [, "'6ра", 
среднее арифметине"*'" {, то равенство

;ь+Ё. )_''='

ЁР_;-0} 
='':"'



6уАет вьтполняться при п -+ ф в силу состоятельности этой оценки. 1аким о6-
разом' среднее арифметинеское является не только состоятельной п несме_
щенной, но и наиболее эффективной по критерик) наимень!ших квадратов
точечной оценкой среднего аначепия ре3ультата измерения.

Б качестве точечной оценки дисперсии по ан;|^/[огии со 
"ред'''' арифмети-

ческим мох(но 6ьтло 6ьт принять

*[. -')-р_" о)

')-*(':._о} 
=

_')-(о" _о| =

**Р,-'_')' = *ЁР, -й*Ф -Ф} = *

=**р, _'у _1@"-')Ё(''-

= * *Р' 
_ 

')' 
_,@'- 

') [**,'

,;=**Р,-.)'

=**Р,_')'_Р'_'}
|[ри ллобом 3аконе расцределения вероятности результата и3мерения эта оцен-
ка является состоятельной, так как при п -+ оо второе слагаемое в правой части
стремится к нулю' а первое _ к о!. Ёо

'[**['' а]г;г1]- 
1 *",,'| 

=

где учтена формула (31) на с. |40. €ледовательно' така'л оценка является сме-
щенной. Ёесмещенную оценку мохно получить' умнохив ее на коэффициент

;\.пр" п -) ф этот коэффициент стремится к 1, так что несмещенна'л точеч-

на'! оценка дислерсии ре3ультата и3мерения

при лю6ом 3аконе распределения вероятности ре3ультата измерения остается
состоятельной. (вадратный корень и3 нее

на3ывается спон0артпнъ!]4 опклоненшем речльпапа ш3мереншя или его с1пан-
0артпной неопре 0 еленнос?пью пшпа А'

|4змерительна'{ процедура не 3аканчивается пол)/чением отсчета. Бслед 3а этим
по фршгуле (10) на с. 51 нуэктто перфги к по!€:}€|ни!о1, в которое еще с./|едует внести

| всли тпка'а измерительного при6ора г|Рощадуирована в значениях измеРяемой величи-
ны' то переход к пок:ванию происходит автоматически.

*Р'_':")'



4.3. Формь: представления результата измерения 7з

Рис. 30. ||оследовательшость вь|пол1{е}|ия измеритель1!ой процедурьт

поправку (или поправки). ?олько после этого 6уАет получен ре3ультат и3ме-
рения.

€казанное иллюстрируется рис. 30. []оказание -!, подтиняется тому хе (пред-
поло)ким' нормальному) эмпирическому 3акону распределения вероятности'
что и отсчет я. Бнесение неслунайной поправки (в дапном случае аддитив-
ной) по формуле (12) приводит к смещению центра рассеяния в сторону' опре-
деляему!о 3наком поправки (на рис. 30 поправка 0 < 0). Результат измерения @,
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которьгй согласно третьей аксиоме метрологии является слукайным' мохет
6ыть преАставлен одним из следующих спосо6ов:

0 первоначадь||о _ массивом экспериментальнь[х данных' в которь[е внесены
поправки;

0 в наглядпой форме - гистощаммой;

Ё аналитически _ выражену|яму[ д]1я плотности вероят11ости' в данном случае

{о-6\'

р(Ф = =1_|.-ъ4'а2,5о42[\2

или функции распределения вероятности
о

Р(2)= ]о<9)а2,

которь|е хотя и остаются слулайныму[ у|3-3аслутайного характера 6 " $ _
оценок числовых характеристик (среднего значения и дисперсии соответст_
венно), но слу)!сат хоро1шими аппроксимациями сцпенчатых эмпирических
зависимостей;

8 упрощегпшо _ посредством перечисления оценок числовых характеристик
соответствуючего (в данном случае нормального) закона распределения ве-

роятности: ш(0; ^{) или ].{(0; 5с) _ о6щепринятое о6означение нормально-

го закона с оценками его числовых характеристик'

4.4. @братная задача теории измерений
Ёепосредственными откликами измерительного при6ора на входное воздейст_
вие слухат отклонение ука3ателя отсчетного устройства на некоторый угол
(рис. 31), изменение длины стол6а термометрической хидкости и тому подо6_
ные реакции средств измерений различнь!х типов. 1'1з-за влияния множества

факторов, точный учет которых нево3мохен' а ре3ультат непредска3уем' отклик
является слулайньтм. мшцу тем' в конечном счете' представляет интеРес не
слунайный ошклшк на входное воздействие| а неслучайное значенше измеряемой
величины. Фпределение значения измеряемой величипы по отклику средства
измерений на входное воздействие н:вь|вается о6ратной вадачей теории п3ме-

рений.
Ф6ратная 3адача ре1шается в два этапа. Ёа первом и3 них до нач€[ла и3мере_

ний (а рйой) устанавливается свя3ь мехсду откликом и входным воздействием.

.(ля этого отметкам ![[калн на выходе сРедства измерений придаются 3наче_
ния и3меряемой величины на входе. 9та процедура представляет со6ой пере-

дачу средству и3мерений информации о ра.)мере единиць!. Фна называется Фа'
фшровкой и по3воляет в дальней:пем по отклику судить о 3начении измеряемой
величины.
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Рпс. 31. €хема измерения

}{а втором этапе после выполнения измерительной процедуры (а роз[ейой)
осуществляется переход от случайного ре3ультата [!3меРе1|ия' получе||ного
на вшходе и3мерительного при6ора' к неслучайному аначеник) пзмеряемой
вели!|ины на входе. 0н состоит в о1по1саеспвленшш значения измеряемой вели_
чины с одной и3 характеристик положения ре3ультата измерения (о6ынно с его
средним 3начением).

|'радуировка
|ралуировка выполняется в условиях' когда и3меряема'| величина ли6о не ме-
няется' ли6о ее и3менением можно прене6рень' а время позволяет снимать по-
ка3ану!'я после того' как указатель отсчетного устройства окопчательно остано-
вится на какой_ни6удь отметке 1пк€!лы.

Различают градуировку в отдельных точках диап;вона измерений и построе-
ние непрерь:вной щадуировотной характеристики.

|ра0ушровка в отп0ельньсх почках 0шапазона шэмереншй яг.ляется наи6олее
простой. Ёапример, при Фадуировке ртутного термометра в двух реперных
точках (при температуре тая\\у:.я льдау| температуре кипения воды) получают
по п 3начений длины ртутного стол6а в кахсдой точке. 3атем в центрах рассея_
ния наносят отметки 1пкаль| и присваивают этим отметкам 3начения 0'€ и 100'€
соответственно' Бсли длт4\\а ртутного стол6а прямо пропорцион:|льна измеряе-
мой температуре' то расстояние между полученнь|ми отметками |||к:!/1ы можно
раз6ить на 100 равнь1х частей и получить термометрическую |пкалу с ценой де_
ления 1'€.

1оспроенше ар а0ушровонной хор окпершспшкш предполагает две возможности.
|!ервая и3 них 3аключается в том' что 3ависимость мехду входным воздействи-
ем и откликом на него и3вестна (например, линейная' квадратичная' логариф_
мическа'1 и т. п.), но не и3вестны коэффициенты' входящие в соответству|ощее
алге6раинеское уравнение.1огда остается их определить. Бторая во3мо)кность
состоит в нео6ходимости аппроксимации экспериментальнь|х данных ана]\|1ту1-
ческой зависимость1о.
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Бсли вид щадуировонной характеристики
х: (0)

и3вестен' то 3адача состоит в том' что6ьт в ее представлении полиномом соот-
ветствующей степени (0: ао + ат9 + 

^'€ 
+... + а'0*

найти такие 3начения коэффициентов 06, 61; &2,...' сп, при которь1х эта 3ависи-
мость наилуч|пим о6разом соответство вала 6ьт эксперимент:ш!ьнь|м даннь|м.

Ёа рис. 32 показаньл некоторь|е варианть! построения линейной градуиро-
вочной характеристики по эксперимент:ш|ьнь1м даннь|м' нанесенным крухсочка-
ми. 3опрос о том' какой и3 вариантов луч1]]е' должен ре1шаться на основе како-
го-то критеру1я. Бсл|4 3наче}{ия входнь|х воздействий 9|, ц, '.., ц известнь1
точно' а отклики на них ){1, *2,..., \ подниняются норм:ш|ьному закону распре-
деле1\ия вероятности, то о6ь:тно исполь3уется кршпершй нашлсенътпшх ква0ра'
пов.ми[1'\ми3ируется сумма квадратов отклонений откликов по оси ординат от
градуировонной характеристики:

Ёгд - ко,'' = Ё(х, - ао _ а,:,9; - а'9? _'..- оп9} )' = тп:п. (13)
!=1

1(оэффишие}!1Б| 46; 4у 42, .'',4!п' определяющие оптимальную по критерию наи-
мень1пих квадратов градуировочную характеристику' находятся и3 условия ра-
венства нулю производных от этой суммь1 по кахдому коэффишиенту.

}4:}&}.з" " "' "'" " " "' \<.' }4

Рис. 32. |[остроение динейной щадуировочной характеристики
по эксперимент;ш|ьнь1м даннь1м

1[ример 35

11ри гралуировке и3мерительного при6ора с линейной щалуировочной харак-
теристикой получень1 следующие числовые 3начения эксперимент;ш[ьнь1х дан-
нь|х:

!=1
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Ёайти методом наимень1пих квадратов ан;ш!итическое вь|ршкение для градуи-

ровонной характеристики и построить ее графинески.
Репление

!. |инейная градуировочна'1 характеристика опись|вается вь!рахением:

{,=?о+а:9,

где коэффициенть1 а0иа1 методом наимень1цих квадратов находятся из ус-
ловия:

Ёс', _', -а'9,)' = гп!п.

2. Бьттшеприведенн:}я функция миним:ш|ьна в точке' где ее прои3воднь|е ло а0
у1а|рав1|ь1 нулю. |1оэтому коэффициенть1 40 и а1 определяются в ре3ульта-
те ре|цения системы уравнений:

(тз

|)сх,-''_4,9,)=0;
{'#

[4,", 
- ао-ат9у)9, =0.

3. !ва уравнения с двумя неизвестными име1от единственное ре1шение.
Разделив левую и правую части каждого уравнения на |3 и введя о6о-
значения:

1!!х ="^, т!Ёо, =о'

*)о1 =о'' *}''9' =х9,

получим вь1ракения для коэффициентов а0 и а1 в форме' вь:ходящей по
своему 3начению 3а рамки частного примера:

__._ ^ ^___!

^ _9'7-Фхо."о- " ^э '

Ф-о
--]_ ээ

- хо_оха_-Фт_ 

-.
Ф-о"

4. Б рассматриваемом слг{ае ао = 0,7 ; ат = 0,\24, так что ан:ш|итическое вь|ра-
)!сение для градуировочной характеристики имеет вид:

*=0,7 + 0,1249.

|рафинески она построена на рис. 33, где кру'кочками так)ке нанесень| экс-
перимент;['|ьнь1е даннь1е.
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100 200

Рис. 33. |раАуировонн:м1 характеРистика в примере 35

Бьпралсениями для &3 \ &1; полученнь|ми в рассмотренном примере' можно
поль3оваться пРи градуировке и3мерительньпх при6оров с нелинейной градуи-
ровочной характеристикой.

1ак, например' если она опись[вается зависимость|о

!,-ч*1

то в формулы для коэффициентов 40 и 41' полу{еннь|е в примере 35, вместо !
следует подставлять ?: 1-о'

1очно так )1(е' если

[=?о +а|с,

то 3адача линеари3уется подстановкой 1 = 92.
1'1ногда для линеари3ацу|у1 мохет использоваться логарифмирование. всли,

например'

)( = ае''9,

то после логарифмирования по основанию 1|атуральных логарифмов получа-
ется:

!=|}о+а:9,

где ? = 1п [; а' = 1п а. !у1охно привести и другие примерь[.
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[|ример 36

.[[инеаризовать вь|ра'ке1\14е для щадуировонной характеристики
а1

!, = аеб.

0твет: ! = 2[о * а:6, где 1 - 1п {; а' = 1п а; 6 = 9-1.

1[ример 37

./[инеаризовать вь1р:шкение для градуировонной характеристики

!, = чБ9.
Фтвет: { = & + А:6, где & _ _ а0 1п а'; А1 = а9} 6= 1п 0.

Ёсли впц щадуиРовонной характеристики неиавестен' то возникает 3адача
оть1скания наилун:шей аппроксимации экспериментальнь1х данных' получен-
нь!х при градуировке' ан:|литической зависимостью (рис. 34). Репление ее мето-
дом наимень!ших квадратов отличается от ре1пения предь1дущей задачи только
тем' что степень полинома

(0: ао + а;9 + аэ€ + ...

неи3вестна. Фна устанавливается на основании тре6ований к точности градуи-
ровки. |{осле этого миними3ируется вырахение (13). (олинество уравнений
для определе\1ия коэффициеЁ1Ф8 41; 41, &2,'.. всегда равно числу неи3вестнь[х'
так что 3адача имеет единственное ре[пение. 3 специальной литературе она
иногда н:вывается за0оцей са1аэ!сшваншя.

Рпс. 34. |!остроеттие !радуиРовочной характеру|стику1' вид которой неизвестен

[|ереход от результата измерения к значеник)
измеряемой величинь:
1ак как ре3ультат и3мерения является слунайным' естественно возникает во_
прос! какое и3 его значений совпадает со 3начением и3меряемой величинь:?
|[одсказкой слу]кит то' что оно дол)кно 6ьпть неслулайньтм и его р:вмерность
должна совпадать с размерность}о измеряемой величинь:.
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€формулированнь|м требованиям в равной мере удовлетворяют все харак-
теристики пололсения: сре0нее ы!аченше' мо0а и ме0шана' €делать 6олее кон-
кретньтй выбор и3 них на основе наунной арцментации нево3мохсно. |[о сло-
хсивтшейся практике со 3начением и3мфяемой величиньл ! отождествляется
сре0нее 3наченше ре3ультата и3мерения @. 1акое поло}сение не является чем-то
осо6еннь:м илии3 ряда вон вь1ходящим. 8 теории вероятностей, например, су-
ществует пршнцшп пракпшческой уверенноспш' сотласно которому мохсно 6ьтть
практически уверенным в том' что м:ш|овероятное со6ь!тие при однократном
испь!тании не произойдет. 3тот принцип не доказь1вается математически; он
подтвер)кдается всем опь!том человечества. 1очно так )!(е в метрологии мо}сно
6ьпть практически увереннь|м в том' что среднее 3начение результата и3мерения
@в 6олътлинстве слг{аев соответствует значению и3меряемой величиньп !. 3то
подтвер]кдается всем многовековь!м опь|том практических измерений.

€казанное позволяет перейти от лю6ого из слузайнь|х 3начений результата
и3мерения на вь[ходе измерительного прибора к неслг{айному 3начени!о и3ме-

ряемой величинь] 9 = 0 на его входе.
Ёсли, например' Ре3ультат измерения подчиняется норма]1ьному закону

распределения веРоятности' то лю6ое его слунайное 3начение @ уАалено от
среднего значения @ не 6олее нем

на +3о0 с вероятностью 0'997;

ъта +2,6с 9с вероятность:о 0,99;

на+2со с вероятностью 0,95;

на *о9 с вероятностью 0,68.

(см. та6л. 9)' €ледовательно' можно утверхдать и о6ратное: неслунайное 3наче-
ние ! :2удалено от лю6ого слунайного значения результата измерения @ не
6олее чем

на +3ос с вероятностью 0,997;

на\2,6оо с вероятностью 0,99;

на +2с9 с вероятностьто 0,95;

на +о0 с вероятностьло 0,68.

1аким о6разом, всегда можно ука3ать 0овершпельнъой шнтпервс]"].' в т1ределах ко-
торого находится 3начение измеряемой величины с соответствующей 0оверш-
пелъной верояпноспью.

|[ример 38

Результат измерения расстояния подчиняется норм:ш|ьному 3акону распреде-
ления вероятности с дисперсией !0_ц м2 (апршорная шнфорлсацшя).т{ему равно
расстояние [, если при его и3мерении получено 3начение [, = 24,12 м?

Реппение. |[олуненньтй результат является слунайным. Ёа самом деле рас-
стояние [ равно

(24,09 ... 24,\5) м с вероятностью Р = 0'997;
(24,\0 ... 24,14) м с вероятностью Р = 0,95;
(24,|1 ... 24,13) м с вероятностью Р = 0,63.



4'4. Фбратная 3адача теории измерений

Ёсли неиавестно' какому 3акощ/ распределения вероятности подчиняется
результат измерения' то вероятность того' что лю6ое его слулайное знанение @
окажется 3а пределами доверительного интервала [@ _ [оо;2 + [оо]

с _[оо

Р{!0' -0] >со0} = ]п(0)а0+_ |г(0)а0.

8ведем в рассмотрение функцито 

9-|'о

$"'" 2 ч@ -со':
к0 =р прио-9, =9<@+[о,1

[ при @ >@+[с,'

график которой пок:ван на рис. 35. 3то по3волит перейти к 6олее компактной
записи:

Р{! 0, - о > {ор} = }е<с>.<о>'о

Результат интегрирования не умень|пится, если функцию {(0) заменить по-

казанной на рис. 35 пунктиром квадратичной функцией (9'!_)' ,которая при' ('|,ч;
всех @ не мень1це {(@). [огда

Р{!0, _ о] > с,9} < 

ф }<о 
_ о)' р(2)а9 = 

е!,

а вероятность того' что отдельное 3начение ре3ультата и3мерения @ при;лю6ом
3аконе распределения вероятности не отличается от среднего 3начения |6оль-
1ше чем на половину доверительного интервала[@ _ {о9! 2 + |с91,

81
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вь1воду нераве1{ства |[. .[1. 9е6ьттцева
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3та формула на3ь1вается неравенспвом |!. ][. |{е6ыопева. 0на устанавливает
ни'снк)к) Фаншцу вероятности того' нто слутайное 3начение результата и3мере-
ния \ не окая(ется за пределами доверительного интерв:[ла. |[ри всех о6стоя-
тельствах оно удалено от среднего 3начения @ пе 6олее нем

на +3о0 с вероятностью 0,889;

на *2,6о0 с вероятностьто 0,85;

на+2ор с вероятностью 0,75;

на*со с вероятностью 0.

6ледовательпо' можно утверхдать и о6ратное: неслунайное значение измеряе-
мой величины ! = @ удалено от любого слунайного значения ре3ультата и3ме-

рения 2лрут лю6ом 3аконе распределения его вероятности не 6олее чем

на 13о9 с вероятностью 0,889;

на!2,6с, с вероятностью 0,85;

па+2оо с вероятностью 0,75;

на 1о' с вероятностью 0.

[|ри неизвестном 3аконе распредедения вероятности ревультата п3-
мерения з||ачение измеряемой ве]1ичины на основании неравенства
1!. .7|. 9е6ьш::ева устанав.]|ивается с максима'|ьной неогщеде][енностьк).

}меньшлить эту неопределенность мо)кно' только вь1яснив' какому закону рас-
пределения вероятности подчиняется результат измерения.

4.5. йатематические
действ ия с ре3ультатами измерену1й

4'5.1. йатематичеокие действия с одним
результатом измерения
|1ри математических действиях над результатами измерений нухшо учитьт-
вать' что последние являются слунайньтми значениями измереннь|х величин.
0бращение с результатами измерений как с неслунайнь|ми 3начениями при-
водит к отци6кам. Ёекоторьте и3 них 6уду' рассмотрень{ на конкретнь|х при-
мерах.

Ёачнем с умно}{сения результата и3мерения на постоянньтй множитель.

[!ример 39

}двоить ре3ультат и3мерения г' эмпирическое распределение вероятностей
числовь1х значений которого представлено та6л. 10.
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7а6лица 1@

Рец:епие. Результатом умно}кения слунайного числа г на 2 6уАет новое
слунйное число 2г, раслределение вероятностей числовых значений которого:

|рафинески оно пок:вано на рис. 36. 8ероятности удвоенных по сравнению с /
значений остаются прехними.

0,2

0,1

]
!

[
|"[
|

['

0 1 2 3 4 5 6 7 8 910г
Рис. 36. Распределепие вероятностей.Р(г), Р(2г'1 п Р(г + г) в пр!{мерах 39 и 43

Фценки числовь|х характеристик теоретической модели эмпирического рас-
пределения вероятностей, представленного та6л. 10,

'=*Ё' 
=4ф1#$Ф=',!!

5: = *Ё4' -?' =щд"*#щ16,8 =0,5.

Фцетпсп.т **'"-, 
']*","* 

теоре1т{ческой моделт: новок) оцнайтого .п:стла

%=& 51, =2,

%=2?;5\=ц5!.

следовательно'
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1аким образом, для оценок справедливьт свойства самих числовь1х характе-
ристик (см. п. 4.3.2): среднее арифметинеское прои3ведения постоянного мно-
э!сителя а и результата и3меренпяА равно прои3веденик) постоянного мнохси_
теля п средпего арифметинеского значения резу.7|ьтата и3мерения' то есть
если

|= аА,

д:
2=аА.

Б равной мере стандартное отклонение прои3ведения постоянного мнохите-
ля а и ре3ультата измеРения,4 равно произведени1о модуля постоянного мно-
)кителя и стандартного отклонения результата и3мерения:

5' = |а|5'.

1еперь рассмотрим операцию возведения результата измерения в квадрат.
|{од квадратом ре3ультата и3мерения А понимается случайная величина

2= А2,

которая с вероятностями Р, соответству1ощими значениям А',лрпнпмает значе-
ния, равньте @'.

[|ример 40

8озвести в квадрат Ре3ультат и3мерения' рассмотРенньлй в предь1дущем при-
мере.

Ре:шение. Распределение вероятностей числовь!х 3начений Р вьттлядит сле-
дующим о6разом:

Фценки числовь|х характеристик теоретической модели этого распределе-
ния вероятностей

Рассмотреннь1е примерь| пока3ь1вают' что при функциональном прео6разо-
ванпи ре3ультата и3мерения

2: |(А) (\4)

происходит трансформация его эмпирического 3акона распределения вероят-
ностей в соответствии с правилом

7 =0,3; 5,, =5,'7.

Р(ц): Р(А').
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Бсли результат измеренпя А 3адан теоретической модельк) эмпирическо-
го 3акона распределения вероятностей, то исполь3уется то' что интегральная
функция Распределения вероятности Р(@) прелставляет собой вероятность
того' что

[(А)< 0..

Ре:шение этого неравенства относительно / устанавливает предель|' в которь1х
находится,4 с вероятность!о Р(!). ||оследняя равна интегралу от плотности ве-

роятности ря(А) в установленнь!х пределах.

[|ример 41

Фпределить трансформацию плотности вероятн ости р ,(А) ре3ультата и3мере-
ния А после линейного прео6разования |: а А + Б.

Репшение

1.г(0):Р{а,4+Б<0}.
2. 6 вероятностью Р(@) результат и3мерения

д.2;ьприа>0;

А'о;ь при а < 0. Фтсюда

г(0)= >0;

Р(0)=

3. 1]осле перестановки пределов в последнем интещале и лифференцирова-
ния получаем:

г9:!!а
{ .| п,(А)6,{ при а

!.*
(-
] ]г'(,{)6а при а
!о _ь
1."

<0.

р(0')=#',(+)

Результат, полуненньлй в примере 4[, лрименительно к лю6ой монотонной
функции (14) о6обшается следующим образом:

р(0)=!{Р!",[-'(0)|,

где {_: _ функция, о6ратная функции [. Б примере 4! {_1 =0 ^Б. Ёсли {-1 -а
много3начная функция' то это отра!(ается на пределах' в которь1х находится А
с вероятностью Р(@).
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||рпмер 42

Фпределить трансформацию нормированного нормального закона распреде-
лен|1я вероятности' которому подчиняется ре3ультат и3мерения А, после не_
линейного прео6разованття @: А2.

Репшение

1' г(с) : Р{А2 < 9|.
2. [1ределы' в которых вь|полняется неравенство' устанавдиваются функциейА: +.,!2, о6ратной во3ведени|о.4 в квадрат (рис. 37). ||оэтому

^Р ' -А' , '!4 _д' , -'{о А2

Р(0) = !';'" *= # ['" *_ # { "-'*

-^/2

Рис. 37. [рафинеское ре1це|!ие уравпения' о6ратного во3ведению.4 в квадрат

3. |{осле дифференширования получаем:

,-о
р(0)= 

*^о" '

.{ля сравнения графики плотности исходного и прео6ра3ованного распре-
деления вероятности пока3ань| на рис. 38.

1,4

1,2

1,0

0,8

0,6

0,4

о'2

Рис.38. |рафики плотности веРоятности результата и3мерения' шодчиняющегося
}{ормированшому нормальному 3.!кону, до (а) и после (Ф возведения его в квадрат



4.5. йатематические действия с результатами иэмерений

Ёа практике преобразова[|иями 3аконов распределения вероятности ре-
3ультатов измерений интересуются сравнительно редко. Ф6ычно ограничива-
ются расчетами на уровне оценок числовъ|х характеристик 3аконов распреде-
ления.

4.5.2. [!/! атематические действия с н€скол ькими
ре3ультатами измерений
Ёачнем со слохения результатов измерений.

||ример 43

Распределение вероятностей числовых значений результата и3мерения одной
и3 сторон прямоугольника представлено та6л. 10. Ёезависимое измерение
приле]кащей стороны дало в точности такой )ке ре3ультат' то есть прямоуголь-
ник является квадратом. Фпределить его полупериметр.

Реппение. 11олупериметр квадрата является величиной, 3начение которой
равно сумме двух других значений [1||12т каждое и3 которь|х 3адапо распреде-
лением вероятностей' представленным та6л. 10. |]о условию |1 - !э - г. [1ри г' : 3
второе слагаемое 

''2 
может иметь л:о6ое и3 трх число3ьп( значений, приведе}!ных

в та6л. 10. Бероятность топо' что /1 + г2- 3 + 3 - 6, равна 0,2 . 0,2 - 0,04; вероят-
ность того' что /1 + г':3 + 4:7, составляет 0,2. 0,5 - 0,10; вероятность того'
что /1 + г':3 + 5 : 8, определяется таким же о6разом: 0,2 . 0,3 : 0,06' Анало-
гичные варианты возникают лри\:4пг, - 5. 3се они сведеньп в та6л. 11.

1а6лица 1 1

т1 /2 7л*7э Р: Р1. Р,

3 3 6 0,2 . 0,2: 0,04

3 4 | 0,2 . 0,5: 0,10

3 5 8 0,2.0,3:0,06
4 3 7 0,5'0,2 : 0,10

4 4 8 0,5 . 0,5 :0,25

4 5 9 0,5.0,3:0,15
5 3 8 0,3.0,2:0,06
5 4 9 0,3.0,5:0,15
5 5 10 0,3.0,3:0,09

|4з та6л.11 видно, что

Р|ц+г'=6}=0,04;
Р{ц+т, = 7} =0,1+0,\=0,2;
Р|ц+г' = 8} =0,06+0,25+0,06=0,37;
Р\ц +ъ = 9} = 0,15+0,15 = 0,30;
Р|ц+г' = 10} =0,09.

87
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1аким о6разом, числовь|е значения полупериметра как суммь1 числовь|х 3на-
чений длин двух прилехащих сторон' полученнь!х путем не3ависимого и3ме-
рения последних' подчиняется следующему распределени|о вероятностей:

|:*гэ
6
7
в
9
10

0,04
0,20
0,37
0,30
0,09

}1а рис. 36 распределеъ|14я вероятностей числовьтх значений длин полупе-
риметра и сторон квадрата представленьт графинески. .(алее

____:_

\*|э=
^, .67,24=|.

1аким о6разом, для оценок' как и для самих числовь1х характеристик' сред_
нее арифметическое суммы |!евависимых ре3ультатов измерений

2:А+в"'
равно сумме их средних арифметинеских:

6=А*Ё*'"'
а квадрат ста[щарп|опо откпонения _ сумме квадратов ста|{дарп{ых опс;попе:пй:

з]= з]+5] +....

|1рямер 44

Б та6л. 12 приведено 100 независимь|х значений ре3ультата и3мерения массь|
консервированного продукта вместе со стеклянной 6анкой и крьптпкой ;и6
(6рутто), в та6л. 13 - только 6анки и крь|!шки (тарьт).

0пределить массу консервированного продукта гп, (нетто).

\а6лица12

-36.4+ 49.20+

1аблица 13
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Репление. йасса консервированного шродукта пн' лолуцаем;ш1 расчетным
путем' равна ра3ности двух ре3ультатов измерений:

й,: й6- й"т

эмпирические распределения вероятностей которь!х 3адань| та6лично. |{о тому
же принципу составим та6л. !4.

|а6лутца14

&6 &[ пт' к[ пн, к! Рн: Р6' Рт &6 1(! ?пт' к[ пн' к! Рп: Р6,Р|
3,98 0,88 3,10 0,3.0,2:0.06 4,03 0,88 3,15 0,1 .0,2: 0,02
3,98 0,90 3,08 0'3 .0,7 : о'21 4,03 0,90 3,13 0,1.0,7:0,07
3,98 0,93 3,05 0,3.0,1:0,03 4.03 0,93 3,10 0,1.0,1:0,01
4,00 0,88 3,12 0,5.0,2:0,10 4,04 0,88 3,16 0'| .0'2: 0.о2
4,00 0,90 3,10 0,5.0,7:0,35 4,04 0,90 3,14 0,1.0,7:0,07
4,00 0,93 3,07 0,5.0,1-0,05 4,04 0,93 3,11 0,1 . 0,1 : 0,01

||о данньтм та6л. 14 распределение вероятностей массь1 консервированного
продукта мо)кно представить следующим о6разом:

?пн' кт Рн ?пн' к[ Р'
3,05 0,03 3,12 0,10

3,07 0,05 3,13 0,07

3,08 0,21 3,14 0,07

3,10 0,42 3,15 о'02

3,11 0,01 3,16 0,02

Фценки числовь1х характеристик теоретической модели' соответствующей
этому эмпирическому распределени}о вероятностей:

й" =3,!кг; 5'-" =5,4.10_' кг2.

?ак как эмпирическим распределениям вероятности' представленнь|м та6л. |2
и 13, соответству}от

йв = 4,0кг; 5',' =31.10' кг2.

й = 0,9 кг; 5'^' = !,7'10' кг2.

то действительно среднее арифметинеское разности независимьгх ре3ульта-тов измерений

9=А_в
равно ра3ности их средних арифметинеских:

о =А_Б'
а |{в4драт ста[{дащнопо 0т[с/[онения |(вадратов с|а|{дарпъ'х ошс::онегпй:

53 = 51+ 53.
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}1з сравнения распределений вероятностей Р(2г) и Р(т + г) на рис. 36 и оце-

нок диспеРсий 52,,5} в примерах 39 и 43 видно, что

или в о6щем случае

п

2€, * п@, где 2':2.
1=1

3акон распределения вероятности суммь1 не3ависимь1х ре3ультатов и3мере-

ний называется компо3шцшей 3аконов распределения вероятности слагаемых'

.(ля опрелеления компо3иции различнь1х законов распределения вероятно_

сти ре3ультатов измерений тшироко используется метод характеристических

функший.
)(аракпершстпцческой функцшей слутайной величинь| @ назьтвается матема-

тическое ожидание слунайной величинь| 6!о0, где Ф _ неслучайньпй параметр'

|слта |_ сумма независимь1х ре3ультатов и3мерений А, Б' '", то

м("]"0) : й(.]* . .'"''..),

где сомнохители так )ке не3ависимы' как и ре3ультать] измерений. |1оэтому

м("*0) : м (/*) . м("р')..'..

Бсли характеристическую функцию определить как спектр плотности вероят_

ности ре5ультата и3мерения:

й(ы;"е, = 
]ы:"0гс{о)60 

= Ё9(о)'

то

Ё2(ш): Ёа(')Ёв(') "''

то есть спектр [ш1отности вероятности суммь[ независимь[х ре3ультатов изме_

рений равен проп3веденик) опектРов |1лотности вероятности спагаемых.

|1лотность веРоятности композиции нескольких 3аконов распределения
вероятностей нейвисимь1х ре3ультатов и3мерений находится о6ратньтм пре_

о6разованием Фурье:

г9(9)= { }1''{')"''а''

|[ользуясь методом характеристических функций' мохно пока:}ать' что ком-

позицией одинаковых равномерных законов распределения вероятности' кото-

рым подчиняются два не3ависимь1х ре3удьтата измере\1у1|1, является преу2олъ-

ныа з'йн (рис. 39), на3ь[ваемый законом распре0еленшя вероя/пнос1пш €цмпсона'
(омпозицией двух равномерных 3аконов распределения вероятности независи_
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мь1х ре3ультатов и3мерений с неодинаковь1м ра3махом является прапецеа;0а:эъ-
ньай закон.3то о6стоятельство часто исполь3уется при учете дефйцита-инфор-
мации (см. с. |25_|26).

Рассматрив;шт прои3ведение 6оль:пого числа характеристических функций,
можно у6едиться в том' что' не3ависимо от вида сомножителей, '"' -йр"'"'"'
к характеристической функции, соответствулощей нормальному 3акону распре-
деления вероятности. 3то фундаментальное положение носит название цен_
тральной предельной теоремь!. Ёа рис. 39 видно, как 6ыстро нормали3уется
компо3иция одинаковь1х равномерных 3аконов распределения вероятности. [1ри
числе слагаемь|х' 6оль:ше 4-х, ухе можно считать' что она практически подчи-
няется норм:ш|ьному 3акону.

Рис.39. Равномерная плотность веРоятпости ре3ультата и3мерения (1) и плотность
вероятности композиции лвух (2) и тРех (3)-таких законов распРеделения вероятности

(а - прп 2 =0; 6 _ при @ =95;-

Ёа практике с распределениями вероятности ре3ультатов измерений опери-
ру|от только при очень точных вычислениях. Фбьтчно ощаничивак)тся расчета-
ми на уровне оценок числовых характеристик.

[[ример 45

[1ри однократном взве|пивании продукта в таре' рассмотренной в примере 44,
на противоположную ча1шу настольнь|х цифер6латнь!х весов поставлень| две
гири по (2 + 0'01) кг. €трелотный указатель весов остановился на отметке
1шк;|лы 300 г. Фпределить массу пРодукта |пн' если известно' что пок:вание ве-
сов подчиняется нормальному закону распределения вероятности со средним
квадратическим отклонением 5 г.

Ретшение

1. ||о стрелочному ука3ател!о (6ез утета массы гирь и тары) масса пРоАукта
с вероятностью 0,95 находится в пределах (300 1 10) г. |!релставим эту си-
туацию равномерным 3аконом распределения вероятности на интервале от

91
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290 г до 310 г со средним 3начением и аналогом дисперсии' равнь|ми' соот-
ветственно'

б=300г;
--2 10' - 33,3.'.__г-''', 1 .

2. 9ему равна масса ка)кдой гири в интервале от 1,99 кг до 2,01 кг' неизвестно.

|[редставим у|эту су\туацию математической модель|о в виде равномерного
3акона распределения вероятности на интервале от 1,99 кг до 2,01 кг со
средним 3начением и аналогом дислерсии

б. = 2'10з ц';

ш1'" =33'3г''

3. 6 унетом массь1 гирь и тарь[ масса продукта 6уАет прелставлена математи-

ческой моделью в виде закона распределения вероятности со сред}{им 3на-

чением и ан2ш|огом 
'у",:" -щ=б+щ+п_п,=3,4кт; 

",'*' =,'' +ш1, +ш'', +5], =270г".

|{одобньте вь1числения !цироко исполь3уются лри внесении аддитивнь!х по-

правок' точные 3начения которь!х неи3вестнь|.

}мноэкение двух ре3ультатов и3мерений один на другой рассмотрим на при-

мере' когда они равнь1 мех(ду со6ой.

||ример 46

Фпределить площадь квадрата по даннь1м' приведеннь1м в примере 43.

Репление. |{лощадь квадрата 5 равна прои3ведению его сторон:

5:|1.|2я

распределение вероятности числовь1х значений каясдой и3 которь|х представ-

,.''' ',6'. 10. |{о ,''у *" принципу' по которому составлень1 та6л. |\ и |4, со-

ставим та6л. |5.

1а6лица 15

т. [1 5 Р:Р,.Р,
3 3 9 0,2 . 0,2: 0,04

3 4 \2 0,2.0,5:0,10
3 5 15 0,2.0,3:0,06
4 3 \2 0,5.0,2:0,10
4 4 16 0,5 . 0,5 :0,25

4 5 20 0,5.0,3:0,15
5 3 15 0,3.0,2:0,06
5 4 20 0,3 0,5 :0,15

5 5 25 0,3.0,3:0,09
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0,04

0,20

0,72

0,25

0,30

0,09

Фценка сРеднего 3начения теоретической модели этого эмпирического рас-
пределения 5 = 16,& а стандартное отклонение 5': 4,!.

€равнивая этот ре3ультат с ре3ультатом' полученнь|м в примере 40,у6ежда-
емся' что

или в о6щем сл).чае

п

|!0' * 0,, гАе ц: 2'
1

14гнорирование этого о6стоятельства приводит к еще 6олее серье3нь!м
о:шибкам, чем при замене аддитивного алгоритма мультипликативнь1м' илина-
оборот'

€опоставляя ре3ультат' полученнь|й в последнем примере' с исходнь!ми дан-
нь|ми в примере 39, видим, что оценки математических ожиданий о6лада!от та-
ким )ке свойством, как и сами математические охидания: среднее арифметине_
ское прои3ведения нескольких не3ависимь!х ре3ультатов и3мерений равно
прои3веденик) их средних арифметииеских

а=А Б.'
!,арактеристика рассеяния прои3ведения свя3ана с характеристиками рас-

сеяния сомно)кителей 6олее слоэкной 3ависимость!о' которая 6улет рассмотрена
позже.

}{а основании приведеннь1х вь11ше примеров 43,44 и 46 мо:кно 3аключить'
что если

Р
9

|2

[5

16

20

25

2: [(А, в, '..'),
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где независимые ре3ультаты измерений А, Б,,,,3адань] эмпирическими закона-
ми распределе!!'!я вероятности' полу!енными с помощью цифровь1х измери_

тельных при6оров' то распРеделение вероятностей

(0г) = )ц4>ц4>...'
9у={ (Ау8з.'.')

где ср(мируются только те прои3ведет*ия Р (А') Р(в,) ..' ддя которь1х цАр в]' ...) -
:ц'

Бсли результать1 измерений А, Б,'.' 3адань1 теоретическими моделями эмпи-

рических 3аконов распределения вероятности' то следует опять-таки восполь-

3оваться тем' что интещ:ш!ьная функция распределения вероятности Р(@) прел_

ставл'1ет со6ой вероятность того' что

|(4ц.'.)<9..

9то неравенство в многомерном пространстве вь[полняется для всех точек с ко-

ординатами А, Б, ..., геометрическим местом которых является о6ласть 6, оща_

ниченна'{ гиперповерхностью

{(А,в,...): о.

[1оэтому чере3 плотность вероятности совместного распределения ре3ульта-
тов измерений р(,4, 3, ...) интересующая нас вероятность выра)кается сдедую-

щим о6р:ж}ом:

г(с) : 

'.......1р(д, 

в, ...)а,{ав ... .

Бсли результаты измерений А, 0, ... не3ависимы' то

г(0 - 

'.......1 

р'(а) Рд(3) ... 6/ав... . (15)

1[ример 47

Ёайти плотность вероятности суммы двух не3ависимых результатов и3мере_

нпя А и 3, йервый и3 которых подчиняется нормированному норм:!льному за_

кону' а второй _ равномерному 3акону Распределения вероятности на интер_

вале [_1, 1].
Реш:ение

1. 1'1нтещальная функция распредедения вероятности г(0) композиции двух

рассматриваемь|х в примере 3аконов представляет со6ой вероятность того'

что

А+ в<9.

3то неравенство выполняется для всех точек с координатами (А, 3), гео-

метрическим местом которь1х является о6ласть 6, представляющ€}я со6ой

полуплоскость' дехсащу1о ни)ке прямой А + в: @ (рис. 40).
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Рис. 40. |рафинеское ре1пение неравенства А + в < |впримере 47

2. Бьтполняя в (15) интегрирование снач:ш|а по Ё (при постоянном .А), а 3атем
ло А (или в о6ратном порядке), пол)гчим:

= 2-А * 9-в
г(0)= [т^@1ая [г'(в1ав= ]г,(в)ав) р,(А)аА.

Фтсюда плотность вероятности суммь| двух независимь|х ре3ультатов и3-
мерений

г9 (@) = ч8 = } г,'(,{)г,( о _ А)аА= 
} п'(в)г,( 9 _ в)ав.

1ак как в рассматри"".''-* примере р'(3) * 0;,', в промехутке [-1; 1], то

г9(0) = }г'(в)п,(0 
_в)ав =!,ь #''# ^,'

|[одстановкой 3: 2+ ,;68:6у последний интегр:!л приводится к виду:

рс (0) = #'-,Ё:-|" а, = ь(#' ( "_\, 
а" _ 

#-'| 
' ;*"'а,)

Фтсюда

т9(9) = |[ъ<т_ о> _|(_1_ 0)] = ||ъ<:- о>+ [(1+ @)],

где [ _ функция "[апласа. |рафик плотности вероятности компо3иции
нормированного нормального и равномерного на интервале [-1, 1] законов
распределения вероятности не3ависимых ре3ультатов и3мерений показан
на рэтс. 4|.
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Рлс. 41. |рафик (3) плотности вероятности композиции нормированного
нормального (1) и равномер11ого (2) законов Распределе}тия

1ю6ь:е математические операции надре3ультатами и3мерений связаньт с прео6-

разованиями их 3аконов распределения вероятности. |{ри сложнь|х функциях
6ольтлого числа ре3ультатов измерений это сопря)!сено с преодолением 3начитель-

нь|х технических труАностей. |1оэтому в таких случа'тх часто ограничивак)тся
при6ли'сенншми вычислениями на уровне оценок чи&повь[х характеристик'

4. 5. 3. [!ри6лшкеннь!е вь!числения
|{усть, например'

@={(А,ф,

тде Аи3 _ по-прех(нему некоторь[е ре3ультать! измерений. Бводя в рассмотре-
ние пока3ания и поправки' мо)кем написать:

А= \ +0х; 3 =[ +0у; 9 = 2 +0а,

для простоть! считать и3вестнь|ми точно постояннь|ми ве-

* = )( +6';! =| +Ф; 2 = 2 +6а.

/- \
2+0'+6, =[[ {+0'+ф;Р +0'+ф 

[-\/
|!дея лрп6лиэ[сеннь[х вычислений состоит в том' что спо'снупо функци:о

представляк)т рядом' в котором ощаничивак)тся первь[ми !ш1енами раз]1о)се_

нйя. Б данном случае' считая поправки и слулайные отклонену\я от средних

значений маль|ми по сравненито с \ и |, разлохсим функцито { в ряд 1ейлора:

2 +0, +6, = (х,г)+#(0" +6")*${о, +6у)+

*ь#$ - + в->' + \$(0, + ф)'?+...
(16)

|{ервьте слагаемь|е в правой и левой частях этого вь|рахения не 3ависят от по-

.'р!"'* и слунайных отклонений от средних 3начений' [1оэтому

где поправки 6улем
личинами' а

1огда

2 ={(х,|). ({7)
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Бместо средних значений { и 7могут быть исполь3овань| их оценки. 3то по-
3волит получить оцецку 7, дислерсия которой 6уАет минимальной, если из всех
во3мох(ных оценок \ и [ 6удут вьт6раньл имеющие наимень|пу}о дисперсию.
1аковьлми являются средние арифметинеские пока3аний средств измерений.
|[озтому эффективная оценка 7 полунается в ре3ультате подстановки в фор-
мулу (17) средних арифметинеских:

з зд
7 ={(*,|), (18)

!ля определения поправки 0, вынтем уравнение (|7) из уравнения (16):

97

0, +6, =${о" +6х)+#(0, +ф)+

* +#Ф " 
+ о">' + $$(0, + ф)'...,

и усредним леву|о и праву!о части пол),чив!пегося выра)кения:

0, =#0.* *#', -+#$;-ы *|$<о,*о'/*...=

= #', * #,, . |#,'-. *#,,. +#"', * $$,?*..

)'8 
=

(1$)

(2|)

(20)

0тстода видно' что даже если 0, _ 0, = 0, то все равно мо'кет вовникнгь необ-
ходимость во внесении поправки

,, =*#",,*[#"?,
если только ею нель3я прене6речь. Бозникновение этой поправки на неточ-
ность вьпчислений, объясняемое на]1ичием квадратичнь|х членов ра3ло!кения'
является валсной осо6енностьпо приблилсеннь[х вьпчислений на уровне оценок
числовь1х характеристик.

Бычтем теперь уравнение (20) из уравнения (19), ограничив|шись линейньт-
ми членами ра3ло)кения. |{олуним:

я _ 0{я - ?[я,а _ ах,х-ттч'
}среднение квадрата левой и правой частей этого вь1ражения по3воляет

найти при6лиэкенное 3начение дисперсии ре3ультата функционального прео6-
ра3ования:

2о2 =в = ь+)'о'-+э$$++ 
-[$

=('+}"'-(#)",+:$$к
где ох $ оу _ средние квадратические отклонения ре3ультатов измерений А и 8;
Р' _ смешанньой центпра;эьньой лсолсен7п в1поро2о поря0ка совместного распределе-
ния слунайнь|х 3начений А и Б.
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Ф6щее правило образования центр:|льных моментов совместного распреде-
ления двух слунайъ\ых ч'1сел х !1 у:

(х -Ф' (о -Ф, = [ [к' - о. о - Ф'р(х, у)м ф,

где г + 1с _ суммарньтй порядо* '"),'"", момента. 6метданнь:й момент второ-
го порядка

н _- (х _Ф@ -Ф = 6"6,

н:вывается коррел-яцшоннь[м |1 слухит мерой линейной статистической связи
между двумя слунайныму1чу1сламу\ котора'[ в отличие от функциональной ука-
зывает на то' что по каким-то причинам слутайньпе чу1сла о6нарухсивают тен-

денцию к синхРонному и3менению' причем не о6язательно в одном направлении.
Ёапример, увел1д!ение слутайных значений .т сопровождается 

'\ 
некоторым уве-

личением (рис. 42, а' илу1, нао6орот, умень[||ением _ рис. 42,6) слунайных зна-
чений у. Ф6ьпнно это 6ывает следствием ъл:г|япия какого-то о6щего фактора, на-
пример и3менения температуры в помещену!у1' !де проводятся и3мерения' или
падения напряжения в сети литану\я и т. п. Б первом случае корреляционньтй
момент 6ольтше нуля,у1 говорят о положительной корреляции мехду слулайнь:-
ми числами' во втором _ о6 отрицательной корреляции. }|аконец, если в 3наче-
ниях' принимаемых слуяайньпми числами' не усматривается никакой статисти-
ческой съя3у1' их корреляционный момент равен нулю. 1акие слунайные числа
счита|отся не3ависимь!ми (рис. 42, в). Фбратное утверэкден[{е о том' что при
Р, = 0 сгучайшые ч[{спа [|ли вепи![ины не3ависимы' неверно. только в частном
случае' когда случайные числа или величины подчиняк)тся 1{орма.'1ьному зако-
ну распределеъ1у1я вероятности' вь!полнение условия & : 0 о3начает их не3ави-

симость.

.у,
1|

'оооо
...!€.:.|{'.

.-о
о о о3 о

. .:*э|. .
- ! о''|о 

'оо
к'>0

а
к<0

6

в-0
в

Рътс. 42. Бариантьт статистической связи между двум'т
с.тгулйньтми числ€|ми

}1а практике вместо сме1панного центрального момента второго порядка мо-
жет 6ыть вычислена ли1шь его оценка

Ё=1*т\- , -'р, ])=\2",и,_*0.
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[1ереходя в выра)кениях (20) и (21) к оценкам' получим:

';-(#}';+2##Ё;

1|рпмер 40

Ёайи стандартное отк.,1онение |1лощади квадрата в примере 46 по фрмуле (22).

Ре:цение. ?ак как 3 : |: . .', -# = 

', #, = ц. ислол!'у' "*""'' /| !4 72 у1х

средние арифметинеские 3начения ] = ?, = ?, полуц*лм

9исловые 3начения ? и 5| вътяттслены в примере 39. [1одстав ляя у!х' найдем

55:4,1,
что соответствует ранее полученному ре3ультату.

1!ример 49
Реш:ить пример 40 методом приблихенных вычислений на уровне оценок чи-
словых характеристик.

Реппение

1. €огласно выражению (18)'

?' = 4,1'= 16,8.

||оправка на неточность этого 3начения

,,=ь(#,'),, =51=0,5,

откуда окончательно 
-.-
г2 = 16,8+0,5=|7,3,

что соответствует ре3ультату' полученному в примере 40.

2. |1о формуле (22)

$,=

где расхо)|сдение в последнем 3наке с ре3ультатом' пол)д!енным в приме-
ре 40, свидетельствует о при6лихенном характере вынислений.

0, = #0**#', - *#'э - |#'э - |#'э + $$ з1 +...;

5а=

где частные прои3водные на3ь|ваются функсщ^я'тсш влшяншя. Б слунае 6оль:шого
числа не3ависимых Ре3ультатов измерений

5'= +... (22)&)-ь+,,}

з, = 
^!?' 

з! +?'? з! =?5.^|1-
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4.5.4. Ре:дение систем уравнений' содер)кащих
результать| измерений
Ёаи6олее о6щим случаем функционального прео6ра3ования ре3ультатов и3ме-

рений является преобразование одной многомерной величиньт, изо6ражаемой
точкой с координатами А, Б, €, ... в п-мерном пространстве' в друцю многомер-
ную величину !, изо6рахаему!о точкой с координатами !,1, 9э,'.., !.- в тп-мер-
ном пространстве. Результатьт измерений А, в, с,... образуют одну систему слу-
чайньтх знанений, а координать| 0;, 2', ..., ц _ друц|о, при!тем гп 3 п.

\4ногомерна5| интегральная функция распределения вероятности системь1
слунайньтх значений Р(9', 2',...' ц,) в рассматриваемом случае представляет
со6ой вероятность того' что

[^(А, в, с, ...) < ц.
6овокупность этих неравенств определяет некотору}о область 6 в тп-мер-

ном пространстве' причем ни одно из неравенств не нару|шается, если точки
с координатами А, Б, €, .'. находятся в пределах этой о6ласти. Бероятность по-
следнего

Р(2т, Ф,...,0,.) :, 
"..1 

р(,{, в, с,..') аАав ас....

Бсли результать1 измерений не3ависимь|' то

Р(2р 2э, ...,ц") :' . 1ря(,4) рв(в) рс(€)...6Аав ас... .

|!лотность вероятности системь| слунайньлх значений

Р(9,ъ,,...,0* )=#ь
Ёа практике иногда представляет интерес вероятностно-статистическое

описание какдого из значений 2', 2',...,0'' в отдельности. 3та 3адача ре1цается
путем интегрированияР(|1, ц,'.., ц) по остальнь|м переменньтм. Б то же вре-
мя прео6разование одной системь! слулайньтх значений (А, в, €, '..) , другую
(9у 2э,...,0.) мо)кет 6ьлть представлено совокупностьпо уравнений

{{А,в, €,..'): 9т]
{2(А, в, €, .'.): 2э;

[^(А, в, с, ..'): ц,
не предполагатощей их совместного ре1шения. ](аждое и3 этих уравнений, назьт-

ваемь!х совокупнъш'?,' ре]цается методами' рассмотреннь1ми в л.л.4.5.2,4.5.3.

[1(А, в, €, ...) < 2т]
[2(А, в, €, ...) < 2э;
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Бсли совокупнь!е уравнения явля1отся линейпыми, то прео6разование одной
системы слулайньтх значений в друцю может бьлть представлено в матринной

форме, например'

!ц! !4,, 6,, а"!!А[
!0'|=|0', 6', 6'.|!в!'
!0.! !0,,4,, а"]1с!

гле 4', _ коэффициенть| в совокупных уравнениях.

|[ринципиально другим является слунай, когда тре6уется определить значе-
ния !1; 92,...,0., связаннь1е со значену!ями А, в, с, ...' определяемь1ми посред-
ством измерений, системой линейньтх уравнений

[(9,, 9',...,!'', А, 8,...) = 0;

.]|(0'' 9''...,9.,А, Б,...1 = 6;

1........
ш(о'' о'' "',0', А, в, "') _ 0,

предполагающей их совместное ре1пение. |{осле подстановки в эти уравнения'
на3ь1ваемь|е совл|ес7пнь!}|и' полу{еннь|х экспериментально значений А, Б, ..., они
принима}от вид:

[(9,,9,,...,9.) = Ф;

.||со'' 9', ..., 9. ) __ 0 ;

1......
Б(0',9''"',9.) =0,

где 3нак равенства носит уже чисто условньлй характер' так как коэффициентьх'
входящие в эти уравнения' вь|ра]кень1 чере3 ре3ультать[ измерений, не равнь1е
в точности 3начениям А, в, ... . |[оэтому эти уравнения н:выва!отся условнъ|']'1ш.
Адея их ре1пения мепо0ом наш^/у'енъ1шшх ква0рапов принадле)кит [ауссу.

Бсли в условнь{е уравнения ввести поправки 01, о6ра''{ающие их в строгие
тождества и назь1ваемь1е в данном слу{ае невя3камш' то метод наимень1пих
квадратов 6уАет состоять в том' что6ьт найти такие оценк'ф',Ф',..., ф* ''"""-ний|1,0,2, ..., ц, при которь|х сумма квадратов невя3ок 6ътла6ьт минимальной'
то есть в уравнениях

[цкф''9,'...,9. ) *0, =$'
!['(9,,9,', "',0. ) + 6, = Ф ;

]

1""":""':"""" ";" """" " """"'
6(9,,9',"',9';+0" =9

величинь| 01 }Аовлетво ряли 6ьтусловию Ё': =
!=1

1ак как

1п1п.

-0, = {(0,,0', "',0.),
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то тре6ование миними3ации суммь! квадратов невя3ок можно 3аписать следу1о-
щим о6разом1:

Ё': = Ё*:(о,,о',...,0*) = гп|п.
!=1 1=1

Функция нескольких переменнь[х Ё{: .'''""ает минимума в точке' где все ее

частнь|е прои3водные равны "'''. 
|''"'ому оценки интересующих нас 3наче-

ний находятся в ре3ультате ре|шения системы уравнений

[*.ц9=.,
!т'а9'
Б.{*_=о;
1#'ао,1...
[*п4_='.
[#'а0.

06означим коэффициенты при неи3вестных в условных уравнениях через
4;;, а сво6о!;ньтй член нерез /,. 1огда последние уравнения мо}кно буАет предста_
вить в виде:

Раскрь:в в них ско6ки' пол)д{им систему так на3ываемь1х нормс!]'ьньсх уравнений:

Ё
[=1

о'

о'

+Ф

+

+'... {

+...

2+

лэ*

4;э'

|;с4;:

7;э4л

4;^ ..

4;

,4;

Ё'
|=1

Ё,
1=1

"';'

!=1

о,]
|

о,]
..1

-Ф,

+

+

4:т4;:,

4тэ4;о.

4;^ 4;':

1=1

Ё
1=1

';"

|=1

п

2ц],,
|=1

2ц,},'
!=1

|

п

4;^

у4л-

тэ4;^

4'^ 4

4л;,

''ц,

Ё
1=1

о.

!=1

=2ц,^!,,
!=1

1 Ёсли условнь:е )равнения неР:|вноценны' то ка]кдое из них 6ерется со своим восом &. Б этом слувае
минимизируется

Ёв?о: = 2 в?в?<ё,, 0,,..., 0.) =,,;,.
|=1 |=1

|1орялок дальней:пих расчетов не ме1{яется. Бес'а }словных уравпений вы6ираются о6ратно про-

порционадьными их дисперсиям' но так, нто6ы !в, =:.
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котора'! 6уАет 6олее о6озримой, если суммирование по 1 о6означить квадратны-
ми скобками. [1ри таком обозначении' введенном |ауссом,

=[чт4;
=[чэ4;

4^ 4'|Ф, +[ц - ц 
'7Ф'+'А{4 ^ 

4 ^]0' = [с. 4 .

9исло норм;!льнь|х уравнений равно числу неи3вестнь[х' так что эта система
имеет о6ычное ре|пение:

где главный определитель (Аетерминант) системы

&оФ, = *,9, = 
о-;,...,Ф^ 

=

а определители |1, Р2, ..., |. полунаются и3 главного опредедителя 2 путем за-
меньп столбца' составленпого из коэффициентов при неизвестном !,;, стол6цом,
составленнь]м из сво6одньпх членов' например'

1[ц,ч,![ц,4 ...[ч,ц.] 
!

о, =|[о'а,|[ц'4 
.'[о'о^1 

|,

й;;;]1;;лй;:1!
€тандартные отклонения оценок 0,, 0', ...,ф. 

''р'*ак)тся 
чере3 невя3ки

и коэффициенть1 в условных уравнениях следующим о6разом:

.' = /--1-1$;,"Ф; 1,-. о ,1""
тАе |', _ минорь[ (алге6раинеские дополнения) элементов [.цв], [4э4э!,
...,['ц^ц^7 главного определителя системы 2, то есть определители (гп - 1)-го
порядка' полг{ающиеся п)дем вь|черкивания в главном определителе.|-й сщоки
и ]-го стол6ца.

||ределы, в которых н,}ходятся 3начения 9', 9', ..., 9,, определя|от луу6о пс-
ходя из того' что 9',9',..., !,. подни\\яются закону распределения вероятности
€тьлодента (вместо п на рис.73, приведенном на с' 157, используется в этом
случае значение ' 

_ гп), ли6о с помощьк) неравенства ||. .||. 9е6ытшева
(см. рис. 52нас. !20).

! 1лример 50

| в 
"''"""'-твии 

со 2-м, 4-ми 9-м вариантами' представленными в та6л. 14, прът

| нетырех взве11|иваниях 6ыли получены следу1ощие 3начения: и6 : 3,98 кг;

|*':0,9 кг; й6 - 1": 3,\2 кт; 1п6 4 п,:4,96 кг. Фпределить щ " 4 методом
] наимень[ших квадратов.
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1.

Реп:ение

{ля нисловь1х 3начений исходная система условнь1х уравнений имеет вид:

[, = п'- 3,93 = 0;
|['=п,-0,9=0;
1['=п'-пт -3,!2=0;
[['=-'*1- - 4,96=0.

Ёслш эпш условнъ'е уравненшя равноценные' то, вводя невя3ки и переходя
к оценкам' которь!е ну)кно 6упет найти из условия миъ1ими3ации суммь!
квадратов невя3ок' получим:

[щ _3,9в+0, =0;
!\ -0,9+0, =9;
1щ -ц _3,12+0' =0;
[щ *щ -4'96+ 0а =0.

€уммирование прои3ведений кахсдой функции {, на ее прои3водну|о по
первой переменной (&) дает

(& _3'98).1+0+(ф -ц -3'12).1+(щ +т?ц _4,9ф.1=}

по второй (щ) -
0+(щ _0,9).1_(ц -ц _3,12).1+(щ +т\ _4,9ф.1 =0.

1аким о6разом, система норм:|-/|ьнь|х уравнений имеет вид:

/зц +о = 12,06:

[0+3ф =2,74.

1{ахсдое из полу{еннь|х нормальнь|х уравнений дает 3начение одной и3 ис-
комь1х оценок' но' следуя о6щей схеме расчетов' напи1шем

112,06 0! !3 12061

щ=%т=# =4,02;щ =%# =#=0,91
|о 3| |о 3|

|[ри таких значениях оценок невя3ки

0, : - 0,04; 0': - 0,01; 9, : 0,01; 04 : 0,03,

а сумма их квадратов
4

)о: = 0,0016+0,0001+0,0001+0,0009 =0,0027.

6тандартно" ;;;'"""""е первой оценки

2.

3.

4.

5.

6.

$ $ о,оо2!7 =0,02,
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7.

второй _

5,а' =

Рассмотрим теперь слунай, когда 3аранее и3вестно' что почноспъ в3ве-
шшваншя паръ! пршмерно в 1,6 раза въ!1ше, чем консервшровонно?о про0ук-
па 6рутппэо:

о2^' =2,5о);,.

{енность второго условного уравнения тогда 6ольтше' чем первого. всли
учить|вать ценность условнь!х уравнений весовь1ми коэффициентами, о6_

ратно пропорциональнь!ми их дисперсиям' то

8::0,2; 8: : 0,5;6, : 0,15; в4:0,|5,
так как дис[1ерсии третьего и четвертого условнь|х уравнений равнь1 сумме
двух первь1х' а сумма всех весовь!х коэффициентов дол)кна равняться еди-
нице.

€уммирование умноженнь1х на 3| произведений каждой функции [, на ее
прои3водную по первой переменной (щ) теперь даст

8.

0'04(лъ _ 3'98). {+0 +0,0225(щ _ ц _ 3,12). 1 +
+0'0225(ц +ц _ 4,9ф.1 =0;

по второй (ц) _
0+0'25(*ц -0,9)'|-0,0225(&_ц * 3,\2).|+0,0225(:\ +:1' - 4,9ф.1=0.

?аким о6разом, система нормсш|ьных уравнений:

р,0в5щ +0 = 0,341;

[0+0,295:\ =0,226.

9. 1Фк непосредственно' так и с помощью определителей, полунаем

10341 0 !

^ !о:оо 0295!
щ =й''чзЁ=#!} =4'0|'

| 0 02$51

|оовь 0341]

* =|оо#91=3##=0'90
| 0 02э51

10. Ёевязки, о6ращающие в тохдества условные уравнения'

7_2 6 о'оо27 =0,02.

01 : 0,03; 0': 0; 03 : 0,01; 04 : 0,05.
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|!. €тандартные отклонения оценок Ф, 0', ..., ф. ''р" 
неравноценнь!х услов-

нь1х уравнениях:

5о, =

Фтсюда

5^'

5й'

= 1# #(0,04' 0,0009 + 0,0225' 0,0001 + 0,0225' 0,002Ф = 0,024 ;

#'}Ё*:';



]'лава 5
@днократное измерение

5.1 . @днократное измерение по ]цкале порядка.
7еория индикатора
Ф0нокрапное ш3./}|еренше по 1пкале поря0ка вь|полняется в последовательности'
приведенной на рпс' 43.

Рпс. 43, |1оследовательность выподнения однократного измерения по ]цк:}ле порядка

Ёа основан!4и ана]!у!3а априорной информаци'1 уста11авл14вается вероятность
правильного ре1пения Р. 1]осле этого выполняется основн:шт измерительн:ут
процедура: сравнение ме)кду со6ой р:вмеров о: 9" " ц. в з;висимости от ре-
зультата сравнения принимается решенце относительно неравенства ! } !'.
Результат измерения представляет со6ой реш!енше с ука3анше]'| е2о верояпноспш
(см. п.4.3.1).

[,1ногда показателем качества результата и3мере[!ия слу)кит веРоятность
того' что оно является о:ши6очным. Ёапример' если известно' что при неодно-

Анализ априорной информации; определение
в€роятности правильного рещония

8ыпогтнение измерительной процедуры
(сравнония разм6ров опытнь:м пром)

[1ринятио р9щония

[1р9дставлтонио р9зультата измерония
в формо решэния с ука3анивм его вороятности
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кратном вь]полнении таких )ке и3мерений ранее при о = 9 " 20 ?6 слунаев при-
нималось о:пи6очное ре]пение о > ц, то вероятность такой отли6ки Рт - 0,2.

8сли в |0 /' слунаев при ! > $ принималось ре]шение 9. ц' то вероятность
этой отши6ки Р', в 0,1. |!онятно' что чем 6оль:пе вероятность о:ши6ки при при-
нятии ре1шения' тем ниже качество результата и3мерения. |!ри 9 >> ! или

9<< ц вероятностями отпибок мо)кно прене6рень. |{ри 9> ц' о< !, и 9- 9
с ниму| ну}шо считаться. 1аким о6разом, вероятности ошли6ок зависят от апри_
орной и от апостериорной информации - силь! неравенств в вь[р:шкении (6).

Разновидностью однократного и3мерения по ]шкале порядка служит кон-
прольно-ш3мершпельн(]я операц1|я, при которой слунайнъой ршмер @ (например,

ра3мер какого-ни6уАь серийно вь!пускаемого и3делия при вы6орочном контро-
ле) сравнивается с нормой. Ёа основании ре||!ения опь1тнь|м путем неравенства

с ? ц, где ц - некоторое пороговое 3начение слунайного ра3мера @, связан'
ное с нормой,изделие при3нается годнь1м или6ракуется. ||ри этом во3мо)кнь|
опши6очные ре|шения с вероятностями отли6ок как 1 (Р'), так и 11 (Р'') роша.
@:ши6кой ! рода является при3нание годного и3делия 6ракованньтм, а отпи6кой

Аругой ра3новидностью однократного и3мерения по !пкале порядка являет_

ся о6наруэюенше поле3но2о сш2нала на фоне слунайнь:х помех. 1(ак ухе 0тмеча-
лось в л.4'3.!, средства измерений, ре!ша|ощие 3адачу о6нару:кения' на3ь1ваются

шн0шкатпорами. Б этом слг{ае !, назьтвается поро2ом о6наруэюеншя. Ёа основа-

нии ре1]]ения опь|тнь|м путем неравенства с ? ц принимается одно из следую-

щих ре:пений:

[если @(!',, то @ представляе со6ой слутайную помеху;

]если @ )9,, то в @ содержится полезнь1й сигнал.

Фсо6ую сложность представляет о6наружение сигналов' мощность которых
сои3мерима или даже мень1пе мощности помех. Б этих условиях вероятность
о|ши6очнь1х ретпений очень велика. |!оэтому в состав индикатора включают о2-
пцмалъньсй (согласованнь:й со спектром сигнала) селективнь1й фильтр, вь|де-

ляющий полезнь:й сигнал на фоне помех. 6труктурная схема такого индикато-

ра показана нарис.44.

Ёсть
оигнал

[1ринимаетоя
решение

йаксимизируется
отношение сигнал / шум

Рпе. 4'4. 1иповая структурна'{ схема индикатора
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|!редполохсим' что индикатор предназначен для о6нарулсения прямоуголь-
ного импульса на фоне 6елоэо шума - слунайньтх помех со средним 3начением'

равнь1м нулю' и равномерным энергетическим спектром 6(ш) : сопз{. Ампли-
туАньтй спектр прямоугольного импульса и энергетический спектр помехи на
входе и вь!ходе оптим:|льного фильтра пок;ваньт на рис. 45 (а и 6 соответствен-

но). Бсли амплитудно-частотна'1 характеристика (А9{) фильтра 1((ш) согласова-
на со спектром входного сигнала и имеет вид' показанньтй на рис. 45,4' то подав-
ление основнь1х энергонесущих составля}ощих поле3ног0 си[на-т1а происходит
не3начительно' в то время как энергия помехи осла6ляется существенно. Б ре-
зультате отно|цение сигна;т/помеха' пропорциональное отно1пению за1штрихо-
ваннь1х площадей на рис. 45, заметно отличается на входе и вь|ходе оптимально-
го фильтра. Бьтигрьттш пол)д1ается тем 6олее 3начительнь|м' чем слолл{нее входной
сигн:ш[. 3 этом нетрудно у6едиться, рассмотрев А9{, фильтра' оптимального по-
следовательности прямоугольнь1х импульсов. (ак показано на рис. 46, оптималь-
ньтй фильтр' получив1ший название сре6еннапос'о, отфилътровь|вает индивиду-
ально кахдую гармонику поле3ного сигн:ш|а. 9нергия г{омехи в промежутках
мех(ду ре3онанснь1ми частот2!ми подавляется'

9(о) 6.*(о)

!('(о
к(о)

0
х(о) 6.'*(о)

Рис. 45. [1рохохдение полез}1ого сиг1тала (а) и 6елого тпума (ф терез фильтр,
оптимальный для прямоугольного импульса
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9(о)

((о)

Ршс. 46. А9)( ще6еннатого фильтра' оптим:!льного последовательности пРямоугольных
импульсов

1(роме того, фазонастотн:}я характеристика (Ф9[) оптимального фильтра
такова' что в определенный момент времени с0 все гармоники поле3ного сигна-
ла на выходе складывак)тся в фазе. .(остигается это 6лагодаря тому' нто фаза
каэкдой пармоники задерхивается на угол ф(ш)' равный в момент времени [' фазе
этой гармоники на входе. 1огда фаза каждой гармоники на выходе фильтра
в момент времени {,

6(ш): ш{. + 9(ш) + ф(ш):сэЁ0 + р(ш) _ ш[9 _ 9(ш):0,
гармоники ск.,1адь[ваются в фазе, о6разуя вы6рос, и максими3ируется отно|ше-
ние пиковой мощности сигн:ш[а к эффективной мощности помехи, и6о наналь-
ные фазы составляющих помехи слунайны и на выходе фильтра их фазы не
совпадают.

Фптимальный фильтр иска)кает' конечно' форму входного сигнала' но для
ре1шения 3адачи о6наруэ;сеншя это не имеет 3начения.

|[осле максими3ации отно!шенпя ситнал/ломеха можно с 6ольш:ей уверенно-
стью приступать к ре[пению вопроса о том' яьляется ли мгновенное значение
напряжения на выходе индикатора помехой или совокупностью помехи и по-
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лезного сигн:|ла. Рассмотрим ре1пение этого вопроса на примере о6нарухения
сигн2!ла на фоне нормалънь!х слунайных помех пру1 непрерывном отсчете. 3то
о3начает н:|личие следующей априорной информации: мгновенное 3начение на-
пряхения и на вь|ходе индикатора при отсутствии полезного сигнала подчиня-
ется норм:}льному 3акону распределения вероятности со средним 3начением'
равным нулю' и дисперсией (мощностью помех) о]:

(23)

||ри налинии поле3ного сигн'|ла цс плотность вероятности совокупности сигна-
ла и помехи на выходе индикатора

-ц2

р'(и) = _1_е '"?.
с ц\!2т

ц"(и)= #"
(ц-ц')'--;т

(24>

тде 1 = ц. |рафики этих зависимо-
стей' а такхе соответствующие функ-
ции распределения вероятности \(и)
и Р*(и) приведены нарпс.47.

Ретшение о на.]ш1чу1у1 поле3ного сиг-
нала пр]4нимается по правилу:

!при ш 5 {) сигнала нет
[при и >{-) сигнал есть,

где {-1 - некоторое поро2овое 3наченце
напр*)!сеншя. ||ри этом опять-таки воз-
мо)кнь| отпи6ки двоякого рода. Фшш6ка
| ро0а состоит в том' что при ш > |)
принимается ре[пение <сигнал есть>'
в то время как его нет. Б радиолока-
ции' где впервые ст;!ла применяться
пеорця спапшспш4еск11х ра|1еншй, та-
кая опши6ка на3ывается <лохной тре-
вогой>. Бероятность этой о:ши6ки при
условии' что сигн;ш[а нет' то есть ус-
ловнс.я вероятпноспь ошш6тал 1 ро0а

Рпс. 47 . Бероятностно-статистические
закономер'{ости при о6паружении сигнала

на фоне норм:ш[ьньп( слувайных помех

Фшш6ка |! ро0а состоит в том' что при и < [-} принимается ре1шение <сигн:}да
нет>' в то время как он есть. Б теории о6наружения так:ш[ о:ши6ка н:ж}ывается
<пропуском сигн:|ла>' а в радиолокации _ <пРопуском цели>. 3ероятность этой

1_,

* = }г'(и)0и = 1-!"(Ф. (25)
|,
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о:пи6ки при условии' что сигнал есть' то есть условная вероя7пноспь ошш6кш
!! ро0а

(26)

|[онятно, что вероятности отши6ок )келательно минимизировать. Фднако,
как видно на рис. 47,увелинение порогового 3начения напряжения 1), приводя-

щее к умень]|1ению 0' увеличивает $, и нао6орот. €ледовательно, вьт6ор 3наче-
ния 1) дол)кен 6ътть оппа:'ца.]!ънъ !"/п, удовлетворяющим противоречивьтм тре6ова-
ниям.

|{ри дефиците априорной информации' когда о сигн:ш|е' которьтй нухсно об-

наружить' ничего не и3вестно, требования к $ не могут 6ьлть сформулировань|.

Б таком случае можно о6еспечить ли1пь 3аданнь:е тре6ования к 0.. ['ля этото по-

рое о6наруэюеншя |! рассчить1вается по формуле

о = 1_!" (1-т) = 
+ 

_' 
[ч)'

где [ _ интеграл вероятности (функшия "|[апласа). € помощью та6лицьт (на-

пример' та6л' 9) при заданной о находится аргумент функции |алласа и |1ри
известной из априорной информации мощности помех устанавливается 3наче-
ние 1-}.

||ример 51

|[ри испь:тании о6ъекта на электромагнитную совместимость контролируется
его и3лучение на фиксированной частоте. Бсли о6ъект удовлетворяет предъ-
являемым тре6ованиям' то мгновенное 3начение напря)кения на вь1ходе у|нд|1-

катора (напряжение <тпума>) подчиняется нормальному 3акону с плотность|о
вероятности (23) ис?,:2,25 в2. Бсли о6ъект не удовлетворяет предъявляемь1м
тре6ованиям' то мгновенное значение напряхения на выходе индикатора под-
чиняется нормальному закону с плотностью вероятностп (24). Рассчитать по-

роговое 3начение напря)кения на выходе индикатора, о6еспетива|ощее услов-
ную вероятность о:ши6ки | рода о : 0,1.

Репшение

1. ?1спользуя последнюто формулу' получим:

о = 1-Р"((]>= }_ь(ш):о,с

Фтсюда ь[1] = о,д.
\о,./

[о та6л. 9 находим: ! = 1,3.
6{

Фкончательно: [-} : 1'95 в.

1,

0= ]и"(и)6и=Р"'(0).

2.

3.
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4. |1равило лриъ|яту\я ре|пеция формулируется следующим о6разом:

|лриш <1,95 в о6ъект удовлетворяет предъявленнь|м тре6ованиям;

]при и >1,95 в о6ъект не удовлетворяет предъявленнь1м тре6ованиям.

|{ри этом условная вероятность отпи6ки 1 рода составляет 0,1.

ь х" '+ "
Рпс. 48. }( определению цены деления 1шкаль1

}словная вероятность ошли6ки 1-го рода, соответствующая 3а]штрихован-
ной площади на рис. 48,

-: ц:!! - +х-7|

'=[--]:"Бах*1 | "й ц4=
]-о *"|2т )',' *"|ж

= ь_'-:+)-*'Ё]='_'[т]'Ё]

Бесьма поучительнь!м является другой пример исполь3ова11ия ?пеоршш с1па-

7пшс7пшче скшх р еше ншй при однократном и3мерении.

||ример 52

@пределить цену деления А тпкаль1 отсчетного устройства и3мерительного
при6ора, если его пок:вание { подчиняется нормальному 3акону распределе-
ния вероятности со средним квадратическим отклонением ох.

Репшение. 11усть ре1пение принимается с округлением до 6лижай:цей от-
метки 1пкаль|. Б нормальнь1х условиях и3мерений, когда поправки не вносят-

ся,7 =Ф = 9. вс]п| х уда]'ено от 0тметки 
''*"*, \ не 6о:лее чем на $, *', "-2'.

пока:|ано на рцс. 48, то при попадании слулйного 3начения )( в интерыш|

Р, 
_ 

+' *, - 
+]округление 

ег0 до 3начен!.1'т \ 6улет щав1],]1ы|ь|.,]|' рец|еншем' в то

врем'{ как о1сР}пление до ггрертштцей:ъша отещющей 0тметки 1||1€шъ| щи{ ( х0 - +
или\. >!,' *}.'''""'.твенно 6уАет ошш6кой ! ро0а.
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редставим эту си_

на распределения

_х|

- !ах*.,!
)

14 !-лава 5. Фднокра'т

где -{,_ мохет 6ыть лю6ьлм в интервале от )(' - } ло х'+ }. пг",,

туацию математической моделью в виде равномерного <3акона
вероятности1> наинтерв:!пе [х, _ 

+' 
х, * |1,

р(х_) = *.

1огда среднее 3начение 0 при всех во3можнь|х 3начениях7
А А /д,-\ ! (А'-
,,

"={.* 
р(х) --'-*1'Ё]* *1.Ё

||роизведя 3амену переменнь|х:

А,т 
^Ё* ' ;-.{

ц = з; 6.{ = о'6з; +; = ц ах = 
_б 

х4|,

пол)д|им:

" 
=,_?1(с)ас + ! |ц1а, = т_э\+!ь9а,,

;
где та6личньтй интеграл:

_г2

[ъ1'7а' = гъ(г)+#.

Фкончательно: 
г _,, Ё

п = 1_2*:[,',,,-#г ='-'[+)-?,н['- " 
*)

1ак, например,

при А :4о,

при А :6о"

при А - 8о"

0 =0,2;

б = 0,13;

б=0,1 '

Ф6щая формула для цень1 деления 1шк:ш1ы имеет вид:
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8 теории индикатора, еслу! величина сигн:}ла шс заранее известна' требова-

ния к качеству ре1шения предъявляются в форме зада\1|!я и о, и $. [!орое о6наруэюе-
у?

тлля|] и' опно2||енше л0ощ1|оспш сц?нш'а к мощнос7пш помех 
}' 

обеспечивающие вь1-

полнение этих тре6ований, находятся путем ре1шения системь1 уравнений:

[Р"(ш)= 1-.;
1ц"(ш)= 9'

Функции распределения вероятности здесь вырахаются через интеграл вероят-
ности следующим о6разом:

Р[ч)=+_"'

Р€_#)=+_'
Ёайденное в результате ре1шения первого уравнения значение арцмента функ-
ции "[апласа подставляется во второе уравнение' после чего вновь использует-
ся та6л. 9.

Бще одним примером исполь3ования в метрологии теории статистических
ретпений при однократном и3мерении по 1пкале порядка является о6еспечение
дол)|сного качества поверки средств измерений.

1ехнические характеристики средств измерений, ока3ь1вающие влияние на
Ре3ультат и3мерения и его качество' на3ь|ваются мепроло2шческ1/мш харакпе-
ршспшкамш. Ёа те и3 них' которые ока3ывают сущестпвенноевл*1яние. устанав-
ливаются нормы. Ф6ычно это 6ывает но,]}!шна].ьное 3наченше та 0опустптптсое о7п-

к11оненше от него. 1!1етрологинеские характеристики' на которые установлены
нормы' назыв:}ются нормшрованнымш мепроло?шчес'ашош харокпФшспшкс!мш.
}1х соответствие установленным нормам дол)кно контролироваться. € этой
целью прои3водится определение 3начений метрологических характеристик
(калш6ровка средств измерений) и проверка соответствия их нормам(поверка
средств измерений).

|1ри поверке средств измерений могут совер1шаться отши6ки как 1, так и 11

рода. Ф:ши6кой 1 рода является признание метрологически исправного сред-
ства и3мерений неисправным' а отши6кой 11 рола _ метрологически неис-
правного исправнь[м. А те и другие опши6ки рассматриваются как 6рак ло-
верки.

Бсли для метрологически исправного средства измерений

А:5'* _ ё0:50 _ ёп!п _

допустимое отклонение нормированной метрологической характеристики Б
от ее номинального знанения 3р, а

Б:3, - 3о:5о _ э" _
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допустимое отклонение от номинала ре3ультата и3мерения этой метрологиче-
ской характер|1стики с помощь1о ра6онего эт:ш|она (6улем считать' что ре3уль-
тат измерения подчиняется нормальному 3акону распределения вероятности),
то' как видно на рис. 49,условная вероятность отшибки 1 рода

. = 1_[[3 -3" )_г[з" -= ]

\о=-/(о=)
3ависит от 5. } метрологически исправного средства измерений э моэкет
6ьтть лто6ьтм в пределах от 3.',АФ 3.,*.|1оэтому среднее 3начение с[ при всех
во3мо)кнь|х значениях,3

Руас. 49.1{ опРеделению условной веРоятности отци6ки 1 рода при поверке
средства измерений

|[осле 3амень| переменнь1х:
::
5_5'_^'5"-ё _+

о= _"';;-_''
и использов а1'ия лри11ят,' 

'6*'']'"',"й ''й''ее 
вьгр;шкение приводится к виду:

6+А
о:

' о= гы = 1_? )[(т){т,
6-^
о-

где та6личньтй интещ,ш| имеет представление' приведенное в примере 52.
Фкончательно:

|- сд_ьл' 1а.+л'1

хг-_'"]-='_.*'.(#)-т'(#)-#
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Б свою очередь' максимальное 3начение условной вероятности оули6ки
11 рода' как это следует из рис. 50,

0.*='-(т) 
'(+=)

Рис. 50. |( определению условной вероятности о:ши6ки 1| рода при поверке
средства измерений

!опустимое отклонение А нормированной метрологической характеристи-
ки от ее номинального значения указывается в технической документации на
средство измерений, а среднее квадратическое отклонение ре3ультата ее и3},|е-

рения с помощью ра6онего эт'}лона о3 АФ.т18нФ 6ыть известно. |[оэтому при ис-
пользовании правила принятия ре1пения:

|еслп 1 ока3ывается в пределах интервала [Б-;3"} то средство

) измерений при3нается метрологически исправнь1м;

]если 5 ока:}ь1вается за пределами интервала [3"; €"], то средство

[ измерений признается метрологически неисправнь|м'

6рак поверки определяется вьт6ором 6.

Безусловная верояпноспъ ошш6кц ! ро0а в теории индикатора по правилу
умножения вероятностей равна условной вероятности' умно}сенной на вероят-
ность вь!полнения условия Р,:

Р': оР..

Безусловная верояпноспь ош:шбкш |! ро0а

Ртт:0Р..'



8ероятности Р,и Р", оцениваются непосредственно перед нач:ш|ом измере_
нияисходя из анализа априорной информации. Результатом и3мерения являет-
ся одно и3 следующих ре:пений:
0 сигнала нет;

0 сигнал есть.

Бероятность того' что первое ре|пение является правильнь1м' составляет 1 * Р'.
Бероятность того' что правильнь!м является второе ре|шение' равна 1 - Р''.

5,2. @днократное измерение
по градуированнь!м ц!калам
|[одавлятощее 6ольлшинство и3мерений являются однократными. 1!1ожно ска-
3ать' что в о6иходе, в торговле' во многих о6ластях прои3водственной деятель_
ности вь|полняются только однократнь1е измерения. Б о6ьтчнь1х условиях их
точность вполне приемлема' а простота' вь!сок;ш{ прои3водительность (колине-
ство измерений в единицу времени) и ни3ка'1 стоимость (по оценке трудо3а-
трат) ставят их вне конкуренции. 1!1ногие л!оди до конца своей :кизни оста|отся
3накомь1ми только с однократнь|ми измерениями.

} серийно вь!пускаемь1х измерительнь1х при6оров ]]]каль| отсчетнь|х уст-
ройств в 6ольтпинстве случаев уже проградуировань1 в 3начениях измеряемой
величинь1. [1ервьлй этап ре1шения о6ратной задачи теории измерений, следова_
тельно' вь1полнен' и в результате и3мерительной процедурь| снимается пока3а-
нше (|0), в которое' при нео6ходимости' нужно внести поправку. ||осле внесе_
ния поправки получается ре3ульпап ш3мереншя (|\), (12), которьтй в отличие
от 3ноценшя шзмеряемой велшчшнъ| является слутайным. Ёа втором этапе ре!ше_
ния о6ратной задани неслунайное значение измеряемой величинь| отождеств-
ляется со средним 3начением ре3ультата и3мерения' о6ласть определения кото-
рого устанавливается у1сходя и3 априорной информации.

1аким о6разом, нео6ходимь!м условием проведения однократного измере_
ния слу)кит на.][ичие априорной информации. }( ней относится' например' ин_
формация о виде закона распределения вероятности показания и мере его рас-
сеяния, котора'{ извлекается из опь]та пред1шествовав|пих измерений. Бсли ее
нет' то используется информация о том' на сколько значение измеряемой вели-
чины может отличаться от результата однократного и3мерения. [акая инфор-
мация 6ьтвает представлена классом точности средства измерений (см. п. 2.2.2).
}( априорной относится также информация о 3пачении аддитивнойпли мульти_
пликативной поправки 0. Бсли оно неи3вестно' то это г{ить!вается ситуацион-
ной модель|о' согласно которой с одинаковой вероятпость1о' например' 3наче-
ние поправки мохет 6ь:ть лю6ьтм в пределах от 0*,' АФ 0."*. Без априорной
информации выполнение одпократпого и3мерения 6ессмысленпо.

|[оследовательность действий при однократном и3мерении пока3ана на
рис. 51. |[редварительно проводится тщательный анади3 априорной информа-
ции. Б ходе этого а|1а]!у13а уясняется физинеская сущность и3),чаемого явления'
уточняется его модель' определяются влияющие факторьт и мерь1' направлен-
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нь|е на умень1пение их влияния (термостатирование, экранирование' компенса-
ция электрических и магнитнь1х полей и др.), значения поправок' принимается
ре!шение в поль3у той пли иной методики и3мерения, вьт6ирается средство и3-
мерений, и3учаются его метрологические характеристики и опь1т вь[полне}тия
подобных измерений в про1плом. Ба:кным итогом этой предварительной ра6отьл
дол}кна стать твердш| уверенность в том' что точности однократного и3мерения
достаточно для ре]шения поставленной задачи. Бсли это условие вь1полняется'
то после нео6ходимь:х приготовлений, вкл!очающих уст:!новку и подготовку
к ра6оте средства измерений, исключение или компенсацию влияющих факто-
ров' выполняется основнаяи3мерительн;}я процедура _ подучение одного 3на-
чения отсчета (или показа|1'1я' если |шк2ш|а отсчетного устройства у)ке програ-
дуирована в 3начениях измеряемой велининь:).

Рис. 51. 11орядок выполнения од}!ократного и3мерешия

Бсли измерение вь!полътяется не в нормальнь1х' а в ра6оншх условшях, то в по-
ка:}ание вносится поправка' значение которой мохет 6ьлть известно точно или
с некоторой неопределенностью. Бнесением поправки заканчивается процедура
получения результата однократного и3мерения. |1осле этого вы6ирается веро-
ятность' определяющая 1пирину интерв:}ла' в пределах которого находится 3на-
чение измеряемой величины' и устанавливаются щаницы этого интервала.

1аким о6разом, конечной целью измерительного эксперимента является по_
лг!ение достоверной количественной информации о 3начении измеряемой ве-
личины 9. Ёа пути к достижению этой цели пол!д|ение результата однократ-
|!ого [!змере||ия епу'сит промФ[суточным атапом. |{роанализируем несколько
конкретнь|х вариантов.

Анализ априорной информации;
опрф]еление поправки 0

[1олщение единственного значения
ото{ета.т по формуле (8)

['|еревод л в единственное значение
пока3ания .!, по формуле (10)

8несение в показание поправки и получение результата
однократною измеРения @ по формуле (11) птти (12)

@предел:ение пр9делов' в которых нах9дится значонио
измеряемой величинь! ! с выбранной вероятностью
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Бариант 1. Апршорная шнфорлсацшя'. отсчет' а следовательно' и пока3ание
подчиняются норм:}льному закону распределену\я вероятности с известной
стандартной неопределенностью типа А. 1'1змерение 6уАет вь:полняться в ра6о_
чих условиях' и в показание нужно внести аддитивную поправку' 3начение ко-
торой равно 0.

Б этом случае ре3ультат измерения 9@.' формулу (12)) 6улет подчиняться
норм:ш|ьному закону распределения вероятности с и3вестнь]м средним квадра_
тическим отклонением оо - ох' смещенному по отно1!|ению к закону распреде-
ле11ия вероятности пока3ания * на значение поправки 0, внесение которой
о6еспечивает правильность ре3ультата и3мерения (см. рис. 30). !,ля 6олее на-
глядного ре1пения о6ратной 3адачи (см. п. 4.4),по даннь1м та6л.9 построим гра-
фик зависимости шшршнь| 0овершпелъно2о шнпервс'.1!а от 0овершпельной верояп-
носпш. Ёа рис. 52 ему соответствует верхняя кривая.

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,2 2,4 2.6 2,8

Рис. 52. 8ероятность попада}|ия отдельпого 3начения ре3ультата измерепия
в окрестность средпего 3начения

3адавтпись доверительной вероятностью Р, моэкно по верхней кривой на

рис' 52 определить параметр [, показь:вающий, на сколько о0 полученное экспе-

риментально 3начение ре3ультата однократного измерения |':4 + 0 может от-
личаться от среднего 3начения @, отохдествляемого со 3начением измеряемой
величинь| !. € той же вероятность]о 3начение измеряемой величины ! нахо-
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0: ц - {,с... ц+ 169с вероятностью Р.

Ёе рекомендуется пользоваться запись|о 9: 0' * [о0, т1к как в силу осо6ен-
ностей человеческой психики при этом во3никает некоторая доминанта' акцент
на середину интервала' для чего нет никаких оснований. €реди знатений !
в интервале |ц_ Ёбц; &+ ьо7 нет предпочтитедьнь1х.

Бариант 2. Апршорноя шнформацшя: отсчет' а следовательно' и пока3ание
подчиняются неизвестному закону распределения вероятности с и3вестной стан-
дартной неопределенность}о типа А. }:1змерение 6уАет вьтполняться в норм;ш{ь-
нь!х условиях' так что во внесении поправки нет нео6ходимости.

- 
Б данном случае 3акон распределения вероятности ре3ультата и3мерения

6удет неизвестен' и3вестнь!м 6уАет лилль его среднее квадратическое отклоне-
ние о0: о'. Бероятность того' что отдельное 3начение ре3ультата измерения |при люоом 3аконе распределения вероятности не 6удет отличаться от среднего
3начения @ 6ольтле чем на половину доверительного интерва:та [@ * [со;

@ +|о27, устанавлив ается неравенс1пво.|' |!. !!. !ебъсшева (см. п. 4.4).14ньлми сло-
вами' неравенство |1. !. 9ебьтшева определяет ни)кнк)к) границу вероятности
того' что ни при каком 3аконе распределения вероятности слунайное 3начение
результата и3мерения не окакется 3а пределами доверительного интервала. 3та
граница соответствует ниэкней кривой на рис. 52.3адавтлись доверительной ве-
роятностью Р, мо)кно по ниэкней кривой на рис. 52 найтъу параметр |, показьт_
вающий самое 6ольлпое количество оо' на которое экспериментально получен-
ное 3начение ре3ультата однократного и3мерения ц: {, мохсет отличаться от
среднего 3начения |. ( той хе вероятпостьто несл5гяайное 3начение измеряемой
величинь! 9, ото;кдествляемое с@, находится в интервале [@ - ьо91 2 + [оо].
Форма, в которой 3апись|вается эта и3мерительная информация' приведена
в варианте 1.

|[ри симметричнь|х 3аконах распределения вероятности ре3ультата и3мере-
ния неравенство |[. "|{. 9е6ьлтпева имеет вид

,{о- [о' 3|, <0+с,'}''-1{ 
#

€оответствующая граница проходит левее и вь1|ше. Ёа рис. 52 она показана
пунктиром.

Бариант 3. Апршорная шнформацшя лредставлена классом т0чности и3мери-
тельного прибора. 14змерение 6удет выполняться в нормальнь1х условиях' так
что во внесении поправки нет нео6ходимости.

[ак как поправка в пока3ание не вносится' 3акон распределения вероятно-
сти ре3ультата д3мерения совпадает с 3аконом распределения вероятности по-
казания' и * = @. 3нанение измеряемой величиньт !, отожд""','"""'" с@и ){,



122 |-лава 5. Фднократное и3мерение

не мо]кет отличаться от 3начения )(1, которое пока3ывает ука3атель отсчетного

устройства, 6ольпле чем на соответствующее классу точности число процентов.
|[оскольку среди возмо)кных значений ! нет предпочтительных' постольку ма-
темати![еской моделью такой ситуац1414 (см. п. 1.1) является равномерный <за-

кон распределения вероятности> !на интервале во3мохнь|х значений [9:; 9:]'
показанный на рис. 53.

х'ц9
Рис.53. \4атематическа'| модель ситуации' возникающей при использовапии класса

точности и3мерительного при6ора

<Функция распределения вероятности> !

г(9)=] ,<о> ''=;ц$;ао=о#;9Ё, 
=3*. (27)

<Бероягность> того' что значение ! находится с]!ева от серединь| интерва.]1а |9'; 9э]
11а уда]!ении не 6олее нем &ш9, равна

1_г[0']9,-и*],2'\ 2 -,)'
а <<вероятность> того' что оно н:ходится в ощеспнос?пш серединь| интерв:ш1а + &ш9,

в 2 раза 6оль:ле:

р=т_эт(9!9_ь,, )
\ ,-_ ^ч 

''3то аналог 0оверштпельной вероятпноспш'на3ь!ваемьтй уровнем 0овцшя. (оэффи-

циент 1<, являющийся аналогом параметра [, на3ь!вается коэффшцшенпом охва-
7па' а произведение }'' _ рас11'шренной неопре0еленноспью'

?1спользуя ,,',.*"й'" (27) прио = иР _ [ъ" принимая во внимание

(см. п. 1.1), нто

9, -9, =2ч^|3, ,';,' _,: = \€,
окончательно получим:

о- [
^/3

}1а рис. 54 по формуле (28) построена линейная 3ависимость уровня дове-

рия Р от коэффициента охвата [ при равномерном <<3аконе распределения веро-

ятности> !.

(28)

р(&:р(0)=р(9)
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Р
0,95

/
7

/.

/

0,1

Рпе. 54.3ависимость уровня доверия Р от коэффициента охвата [

3адавцтись уровнем дов€рия Р, можн0, исполь3уя эту 3ависимость' оцреде-
лить коэффищиент охвата |(, показьлвающий' 

',а 
ско,",ко 11о 3начение и3меряе-

мой величинь: ! мо:кет отличаться от своего <<среднего знйнения>, р',''''Б х,,
то есть ука3ать интерв:!п [{.-- [ш9; { + [шо], в котором 3начение и1'ер"емой
величинь| @ находится с вьт6раннБлм уровн6м доверия. 3та измерительн:ш! ин-
формация 3апись1вается в форме:

о'12 о'24 0,36 0'48 о'6 о,72 0,82 0,96 1,08 1,2 1,32 1,44 1,56 1,6в 1,8 1,92 2,04 1,16 2,2в |&

9 - х' _ !,о ... 4 + }шо с уровнем доверия Р.

[1родолясение примеров 9_14
3 примере 9 при уровне доверия Р - 1 и коэффициенте охвата |.: !,732рас-
|ширенна'| неопределенность составляет 1 Б. },1змеряемое напряхение

|] : (!23''.\25) Б с уровнем доверия 1,0'

8 примере 10 при уровне доверия Р : 0,99 и коэффициенте охвата ь- {,7|
рас|ширенн:ш{ неопределенность составляет 0,29 А. 1'1змеряемая сила тока

\: (3,7 \...4,29) А с уровнем доверия 0,99.
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Б примере 11 при уровне доверия Р : 0,95 и коэффициенте охвата и: 1,65

рас1ширенн:ш1 неопределенность составляет 0,095 |ц. 14змеряемая частота

г : (51,305...51,495) |ц с уровнем доверия 0,95.

8 примере 12 лри уровне доверия Р : 0,9 и коэффициенте охвата [ : 1,56

рас1ширенна'1 неопределенность составляет 0,5". !!4змеряемьтй угол сдвига фазьт
между током и напряжением в электритеской цепи

9 : (39...{0) ' с уровнем доверия 0,9.

Б примере 13 при уровне доверия Р : 0,5в и коэффициенте охвата и: 1,0

рас||]иренная неопределенность составляет 0,57 Р1Фм. йзмеряемое сопротив-
ление

к : (39,43...40,57) \4Фм с уровнем доверия 0,58.

8 примере {4 лри уровне доверия Р : 0,5 и коэффициенте охвата и : 0,в66

рас1ширенная неопределенность составляет 0,0037 А. 14змеряемая сила тока

|: (-24,9963...-25,0037) А с уровнем доверия 0,5.

Бариант 4. Апршорная шнфорлсацшя лредставлена классом точности и3мери-
тельного при6ора. ?1змерение будет вьтполняться в ра6оних условиях' и в пока-

3ание ну}кно внести аддитивну1о поправку' значение которой равно 0.

Бнесение аддитивной поправки смещает математическу|о модель р(-{,), по-

казаннуто на рис. 53, влево или вправо' в 3ависимости от знака 0,.так' как это по-

ка3ано' например' на рис. 55.

Рис. 55. Бнесение аддитивной поправки' з}1ачение которой и3вестно точно

Ёеопределенность и3мерения при этом не меняется. 3адавтшись уровнем до-
верия Р, мо)|сно по тому хсе щафику на рис. .54 определить коэффициент охвата ['
пока3ь|вающий, на сколько ш9 значение и3меряемой величиньт ! моэкет отли-

чаться от своего <<среднего значения>>' равного 9: \' * 0' то есть ука3ать интер-

вал [0{ - [ш9; ц + [ш91, в котором 3начение измеряемой величинь1 ! находится

с вь|6раннь|й уровней доверия. 3та измерительна'; информация 3апись!вается

в форме:

9: ц_ ['о... ц + &цо с уровнем доверия Р.

9

р(о) = р(о)
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Бариант 5. Апршорная шнформацшя представлена классом точности и3мери-
тельного при6ора. йзмерение 6уАет вьпполняться в условиях' при которь1х в по-
ка3ание нужно внести аддитивную поправку' 3начение которой находится в ин-
терв:ш|е от 0, Ао 0'.

Ёа рис. 56, с показань| сицационнь|е модели р(х), р(0) и их компо3у;ция

р(0)= р(9)
в предположении' что неопределенности п0казания и поправки равнь|. 1(омпо-
зицией двух равномернь1х 3аконов распределения вероятности с одинаковой
дислерсией является треугольнь1й закон (закон распределения вероятности

€импсона) со средним 3начением 2 = 1'- [* и параметрами' покж}аннь[ми

нарис.56, а.

р(0)' р()0)' р(0 = р(9)
= р(о)

0,х,@=9

1

Б

р(0), р(ф, р(0) = р(9)
р(0) р(& р(9) =

в,*,ф=9

Рис. 56. 8несение ацдитивной поправки' точное з}]ачение которой неизвестно
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Ф6означим 9 - (е -2а) = ь тогда

Р(х)={** =#= [9-(0, -:')]'
8а2

<3ероятность> того' что 3начение ! находится слева от @ на удалении не более

нем [ш9, равна

1_[0,-иъ)_(0,_:")]'
28а2|

а <вероятность> того' что оно находится в окрес?пноспш @на удалении не более

чем * [ш', в 2раза 6ольтше:

{ля треугольного закона распределения вероятности ъ = 4. Фтсюда!у{6

р=4[:-!)
{6\ 

-й.} (29)

Ёа рис. 54 по формуле (29) построена нелинейная 3ависимостъ уровт+я 0ове-

ршяР от коэффшцшенпа охва1па [ при треугольном <3аконе распределения веро_

ятности> 9. 3адавтшись уровнем доверия Р, мо)кно, исполь3уя эту зависимость,
определить коэффициент охвата [, показьтвающий, на сколько ш9 3начение из-
меряемой величины ! может отличаться от своего <среднего значения_}' равно-

.' 
', 

* \+, то есть укш}ать интервал г4 -1*-[ч,х, -\++[ч1,
в котором 3начение измеряемой величинь] ! находится с выбраннь1м уровнем
доверия. 3та измерительна'1 информация 3аписывается в форме:

9 = {, * 
0' 

Ё0, 
_иъ....{,, + 

0' 10, +1<ч с уровнем доверия Р.

Рсли неопределенности ситуационнь!х моделей р()() и р(0) не равны' то
композицией двух равномерных законов распределения вероятности с неоди_

наковь|ми дисперсиямп 6улет трапец^еидальньпй закон распРеделения вероятно-

сти со средним значением 2 = \'- 9* и параметрами

а=1*% ] }л=_-1_, 0=}_ц-ц'
Б= 1-Ф] (1+р)а' а ц+ц

пока:}аннь1мта нарис. 56, 6.
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|[ринимая во внимание' что для трапецеидального 3акона распРеделения ве-
роятности

на рис. 54 мохсно построить 3ависимость Р([), исполь3ование которой по3волит
определить интерв:ш[ [9;; 9:]' в пределах которого н;жодится 3начение и3ме-

ряемой величины ! с вьп6ранным уровнем доверия. 1Фэкдому значени!о $ будет
соответствовать своя крив:!'|. 1ак как при Б -+ а трапецеидальньтй закон перехо-
дит в равномернь:й, а при Б -+ 0 _ в треугольньлй, все кривь1е 6уду' распола-
гаться между двумя граничнь|муг лу!ну!ями| показаннь|ми на рис' 54'

3ариант 6. Апршорная шнформацшя; отсчет' а следовательно' и пока:}ание
подчиняются норм:|льному 3акону распределения вероятности с и3вестной стан-
дартной неопределенностью типа А; 3начение а\п'итивной поправки находится
в пределах от 0' Ао 02.

€реднее значение показания не мохет 6ыть удалено от его единственного
3начения .8,, 6ольп:е чем на * Ёою где [ 3ависит от вь:6ора доверительной вероят-
ности. 11усть Р : 0,997, тогда с : 3. €итуац'тонная модель' отр:шкающ:шт дефицит
информации о среднем 3начении пока3ания' представляет со6ой равномерньтй
<3акон распределения вероятности> .{, на интерв:ш|е [х1 _ 3оу; \7+ 3ох] со сред-
ним 3начением {' и стандартной неопределенностью типа Б

3о*,я =€.

Аалее см. вариант 5. Бероятность того' что 3начение и3меренной величиньт на-
ходится в пределах установленного интерв:ш|а' равна прои3ведени!о довери-
тельной вероятности на вь:6ранньтй уровень доверия.

8ариашт 7. Апршорная шнформацшя: отсчет' а следовательно' и пока3ание
подчиняются норм;ш|ьному закону распределения вероятности со средним квад-
ратическим отклоненией б': ох; 3начение мультипликативной поправки нахо-
дится в пределах от 0' Ао 02.

3тот слунай рассмотрим на примере.

11родолэкение примера 15

Б примере 15 коэффициент линейного рас1ширения сплава о неизвестен. |[о
справочнь1м даннь|м он мох(ет 6ьтть в предел:}х от 10_6 (-1 до 10-5 к-1. Б каких
пределах находится 3начение измеренного линейного ра3мера' если единст-
венное 3начение отсчета.ц в условиях' рассмощенных в примере' окш}ы1ось рав-ным 1, а из опь|та пред|шествовав|ших измерений извес"но, ''о ''"""" подчиня_
ется норм:1льному 3акону распределения вероятности со средним квадратиче-
ским отклонением 2. ю-3?

Репшение

1. Результат измерения (см. формулу (11)) 0: 0х.

цЁ
6
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2. 0 : 1 + о({ - |") : 1 + 1000о. @тсутствие точнь!х сведений о6 о молсно

г{есть с помощью ситуационной модели, согласно которой мультиплика-
тивн:ш{ поправка (поправоннь1й множитель) с одинаковой вероятность|о

мо)кет иметь л:о6ое значение в пределах интервала [1'001 <0 < 1'01]. 9исло-
вь|е характеристики этого <<3акона расшреде ле|1ия вероятности> :

6 = 1,0055;

ш0 = 2'6'10-3'

€реднее 3начение пока3ания не мохет 6ьтть уАалено от его единственного

3начения \': | м 6оль:це чем на * [ох, |А€ { 3ависит от вь|6ора доверитель-
ной вероятности. пусть Р:0,997; тогда {:3. €итуационн;шт модель' отра-

жак)ща'[ дефицит информации о среднем 3начении пок:ванщ' представля-

ет со6ой равномернь|й <<3::(Фн распределения вероятности> х на интерв;ш|е

[{. - 3од; {. + 3о'] со средним 3начением \': | м и стандартной неопреде-

ленность|о типа в

=ч#=3,5.10 3м.

4. €реднее 3начение ре3ультата измерения

Ф =6х, = 1,0055'1 м = 1,0055 м

имеет суммарную стандартную
муле (22):

неопределенность' определяему|о по фор-

,о = лт;тт = @0')' = 4,36'10 3щ

и рас|ширенную неопределенность [ш', гАе, согласно Руководству А(6, по

анс!ло2шш с вероятностно-статистическими методами расчетов коэффици-

ент охвата [ вь:6ирается равным 2...3. в теории вероятности и математиче-

ской статистике таким значениям параметра [ соответствует достаточно
вь1сокая 0 овершпельная верояпнос?пъ' 14змерительная информ ация в таком

случае запись1вается в форме:

9=о* [,о ... @ + [ш' при коэффициенте охвата' равном }.

5. 3начение и3меренного линейного ра3мера' отождествляемое со средним

значением результата и3мерения'

0: (9в2...1019) мм при коэффициенте охвата, равном 3'

|!риведем еще два примера.

|[ример 53

Больтамперметром м-11-0в класса точности 0,2 с входнь|м сопротивлением

Р'*: 4 к0м в диапа3оне измерений (0...15) Б измеряется падение напря)кения

на нащу3ке &, велинина которой установлена с помощью мага3ина сопротив-

3.

3ох

тшх_
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ле\!утя мсР-63 такой' как это пока3ано на рис. 57. €хема электрических соеди-
нений приведена на рис. 56.

1(аков интервал во3мох(нь1х значений и3меряемого напряжения' если пока-
зание вольтамперметра иу : в в?

Рис. 57. 9становка в примере 53

Рис. 58. €хема электрических соединений в примере 53

1.

Рештение

|[адение напря}!{ения на сопротивле'1у|и нагрузки Р

1]:1.к.
[1оказание вольтметра' подкл}оченного к сопротивлени1о нагру3ки так' как
это пока3ано на рис. 56,

,, -, Р'&"'0у _|к+\.

|{одставив вь1ражение для силь1 электрического тока и3 этой формульт
в предь|ду11ую' пощ/чим следу]ощее вь1ра]кение д./ш| ре3ультата однократного
измерени'1' которьтй, согласно щетьей аксиоме мец)ологии' является с.лунйньтм:

(/ =(/у*и,*= (./, +0,,

где [-/л - аддитивная поправка к слулайному пока3анию вольтметра [/,.

величиньт сопротивления нагРузки

гт-1
+*! !(0!т!

2.

3.

мАгА3ин оопРотивлЁния мсР-6з

^-1оооол
Ах!ФФФ$}

^х1ооп

^*'|п
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4. Фбь:чно для и3мерений вьтбирается вольтметр, входное сопротивление ко-
торого во много ра3 превь||пает сопротивление нагру3ки. 1огда поправкой
(./. =(],Р * ,'*"3анию можно прене6рень. Б этом случае неслулайное,, , ('*
среднее значение пока3ания [/,, с которь!м при 0,: 0 отождествлялось 6ьт
3начение и3меряемого напря)|се-ния1.),6ьтло 6ьт удалено от его слунайного

3начения [/, не 6олее чем на '2;2'2 = 0,3 Б. 3ту ситуацию мо)кно бьтло бы
100

представить математической моделью в виде равномерного <3акона распре_
деления вероятности> {-] на интервале [7,7 '..8'3] в со средним значением
0,: 8 Б и стандартной неопределе-цностью типа Б (аналогом среднего

квадратического отклонения) ц.,, = 9 = 0,2 Б.'у'73
5. Б рассматриваемом случае поправкой [). =0,$ прене6рень нельзя. ,(е-,, ' ("*

фицит информации о точном значении сопротивления к в числителе мох-
но учесть сищационной моделью в виде равномерного <3акона распределе-
ния вероятности> & на интервале [999,5 ...1000'5] Фм со средним 3начени-
ем 1 кФм и стандартной неопределенностью типа Б (аналогом среднего

квадратического отклонения) ц. = * = 0,3 @м. 1огда по формулам (17),2к'/3

(22) полуним:
4

0^ =8')=)3,
где поправка на неточность вь1числений

д _ 1 ё2()" '.э , !ё'0, .-, 
^ 

п.ё,'=5йщ+,ъЁц; =0]';

8опрос о форме <<закона распределения вероятности> поправки оставим
открь!ть1м.

6. Бнесение в показануте адд'1тивной поправки трансформирует равномернь:й
<<3акон распределения вероятности> [-}. Аналоги числовь1х характеристик
компо3иции двух <<3аконов распределения вероятности>:

|! =(}у *[}, = 8+2 = 10 Б;

,' =.1@1( = = 0,2 Б.

7. Ёесмотря на то что вид <<3акона распределения вероятности> {_) неи3вестен'
мож}!о с достаточной уверенность|о утверхдать':{то значение измеряемого
напряхения 1_} находится в интервале [[-) 

_ [ш,; 0 + [ш,]' где, согласно Ру-
ководству исо,ь : 2 ..' 3. 1аким о6разом' например'

{_} : (9'6 ...10,4) Б при коэффициенте охвата' равном 2.
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||ример 54

Амперметром 3 3257 класса точности 0,5 с внутренним сопротивлением
&'" : 473 Фм в диапазоне и3мерений (0 ... 5) А и3меряется сила постоянного
электрического тока' протекающего через сопротивление &, величина которо-
го установлена с помощью мага3ина сопротивления мсР_63 такой, как это
пок:вано на рис. 57. €хема электрических соединений приведена на рис. 59.

Рис. 59. €хема электрических соединений в примере 54

9ему равна сила тока' протекающего через сопротивление' если пока3ание
амперметра 1А - 3,8 А?

Регшение

\. |ила постоянного электрического тока' протекающего чере3 сопротивле-
ние к,

'- 1-}
!-п.

2. |[оказание амперметра' включенного в электрическую цепь так' как это по-
казано на рис. 59,

3. 11одставив вьФа)кение д/| ! электри1теског0 н€1пря)кения из этой формульп в пре-
дьцущую' пощлчим следующее вь|р;ркение для ре3ультата однократного изме-

рения' которьтй, согласно третьей аксиоме метрологии' является слутайным:

[ =|ь+!ь |'+!,,

где,[, _ аддитивная поправка к слунайному пока3анию амперметра /*.

4. Ф6ь:чно для и3мерений вът6ирается ампеРметр' внутреннее сопротивление
которого во много раз мень1ше сопротивления Р. 1огда поправкой

|, = |'} * 
'''*''анию 

при6ора мохно прене6рень. Б этом случае неслу-

чайное среднее 3начение пока3ания .[^, с которь:м при 1" : 0 ото}сдествля-
лось 6ь: 3пачение измеряемой силь! постоянного электрического тока 1'

{ьц9 6ьл удалено от его слуяайного значения 1. не 6олее чем на

ч# = 0,03 А. 3ту ситуацию можно 6ьтло 6ьт представить математической

модель]о в виде равномерного <<закона распределения вероятности> ] на
интервале [3'77 ...3'в3] А со средним 3начением .[А : 3,8 А и стандартной

&', --г_

неопределенностью типа 8 (аналогом среднего квадратического отклоне-
ния)ш^ =щ=0,02А.!о1')
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5. Б рассматриваемом случае поправкой !, = ! *} .'г"""6речь нель3я. Аефи-

цит информации о точном 3начении сопротивления Р. в 3наменателе мо)к-
но )гчесть ситуационной модельло в виде равномерного <<3акона распределе-
ни'{ вероятности> & на интерв:ш|е [999,5 ... 1000'5] 0м со средним 3начением
1 кФм и сп1}цартной неощеделенностью тлппа Б (атта.глогом среднеп) квадрати-
ческопо отклонени'т) ш* = % = 

',, 
Фм. ]огда по фршгулам (\7), (22)пощд1им:

7" = 3,в']ъъ = 1,8 А,

где поправкой на неточность вь|числений 0, = 
1!_\"- 

ц1 = 1,6.10_7 Амоэкно'"Р.к
прене6рень;

*=@=@=0,01 А.

3опрос о форме <3акона распределения вероятности> поправки оставим
открь1ть1м.

6. Бнесение в пока:}ание я4цитивной поправки трансформирует равномерньтй
<з:|кон распределения вероятности> 1. Аналоги числовых хар:!ктеристик ком-
по3иции двух <3аконов_распределения вероятности>:

1 = /д +/, =3,8+1,8=5,6 А;

,, = {4 *4 =,,[0,0* *0р| =0,02 А.
7. Ёесмотря на то что вид <3акона распределения вероятности> [ неизвес-

тен' можно с достаточной уверенность!о утвер)кдать' что 3начение и3ме-
ряемой силы постоянного электрического тока [ находится в интервале
11_ [ш,; 1+ [ш,], где' согласно Руководству 14€Ф, ь: 2 '..3. 1аким обра-
3ом' например'

1 : (5'5 ...5,7) А при коэффициенте охвата' равном 3.

Рассмотреннь|ми вариантами и примерами не исчерпываются' конечно' все
во3мохнь1е ситуаци\4.0ни ли:шь илл!остриру!от методологи!о ре|пения 3адач'
встречающихся на практике.

Балсное замечание
|[оследние примерь| по3воляют коснуться прав11ла окру2лен1/я. Б метрологии
принято среднее квадратическое отклоне!1ие у1ли его ан:}лог вь]рах(ать одной
значащей цифрой, например 8; 0,5; 0,007. Аве 3начащие цифрьт, налример 27,
0,016, удер)кива|отся при осо6о точнь1х и3мерениях и в тех случ;ш1х' когда 3на-
чащ;ш1 цифра стар1шего ра}ряда мень|ше 4 (в проме:куточнь|х вь|числениях со-
храняется на одну 3начащую цифру 6ольтше). 3следствие этого при квадратич-
ном суммировании

й *"|
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лю6ьтм и3 слагаемь1х ш| под радик:|лом мохно прене6рень' если его учет почти
не меняет ш. €трого говоря' ш при этом мо)кет умень1шиться до 11', но так как
3начение ш вь|р:ркается не 6олее чем двумя 3начащими цифрами, то условие
мо)кно считать вь|полненным' если ц - п'< 0,05ш, откуда 0,95ш < ш1 Бозводя
о6е части неравенства в квадрат и принимая во Бнимание' что ('')' = ц' - ц'
получим

0,9025ц2 <ш'_ш|;
ш| <0,0975ш2;
ш' <0'312ш.

1аким о6разом, слагаемь[м

,, <*' (30)

всегда мо'кно пренебрень.

|{ри вь:полнении измерений никто не застрахован от о:ши6ок. Р1оэкет ока-
заться о:ши6очньтм и единственное 3начение отсчета х||при однократном измере-
нии. Бо из6еэкаътие такой отпи6ки однократное и3мерение рекомендуется2-3ръза
повторить 6ез совместной о6ра6отки полученных ре3ультатов.
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[[| ногократное измерен ,ле

6.1 ' йногократное измерение по ]шкале порядка.
@сновь! теории вь:6орочного статистического
контроля
йногократное измерение вь[полняется с цельк) нако11ления и эффективного
исполь8ованп$ апосп'ершорной шнф орлоацши для повь||шения качества ре3уль-
тата и3мерения.

Ёапример, если лри многократном повторении измерительной процедурь|
после учета всех поправок в 85 % случаев приним;ш|ось ре1шение ц < ц,
а в 15 26 слуяаев * ре1шение ц > !,' то 3а результат многократного измерения
есть основание принять ре|шение:

о, < ч с вероятностьто 0,85.

Фсо6ьтм случаем' когда по ре3ультатам многократного повторения и3мери-
тельной процедурь! (она назь:вается в этом случае конпрольно-ш3мерш?пельной
операцшей) принимается специфинеское ре!11ение' является вьс6ороинъой спапш-
стпшческшй конпролъ' Фн применяется тогда' когда сплошной конпроль качества
изделий при их поставке или серийном прои3водстве невозможен ли6о эконо-
мически нецелесоо6ршен.

|1ри вь:6орочном статистическом контроле и3 лартии (насто назьтваемой ае-
неральной совокупноспью) изделий вьт6ирается не3начительное их число (дела-
ется въс6орко) и ло ре3ультатам контроля качества изделий, попав1ших в вьт6ор_
ку' принимается ре1пение о качестве генер;ш|ьной совокупности в целом.

,(ля того что6ьт вьл6орка правильно отра)кала свойства генер;ш|ьной совокуп-
ности' к ней предъявляются следующие тре6ования:

1. Бьт6орка должна 6ьтть слуиайной.

2. Бьт6орка долхна 6ьтть определенного о6ъема (под о6ъемом понимается чис-
ло изделий в вь:борке).

3. !олэкно 6ьтть установлено 0опуспшмое ншсло 6ракованнь!х шз0елшй в въо6орке,
при котором генеральн;ш1 совокупность еще 6удет признаваться годной.
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}довлетворяющая перечисленнь:м тре6ованиям вьт6орка на3ывается пред-

ставительно й, или репр е3ен1папшвной'
€лунайньтй от6ор изделий и3 генеральной совокупности о6еспечивается спе-

циальной процедурой . Ёсли изделия моцт 6ьтть пронумеровань1' то чаще всего

это делается с п0мощью генератора слутайньтх чисел по стандартной компью-
терной программе.- 

|]осле поочередного контроля кая(дого у13цел14я, попав1шего в вь:6орку, оно

мохет ли6о возвращаться' ли6о не возвращаться о6ратно в генеральную сово-

купность. €оотве1ству!ощие вьт6орки назь1ва|отся с возврапом или 6в во3вра-

йа. {1рп вьгборке с возвратом число 6ракованнь:х изделий.т в вьп6орке о6ъ-

емом п подчиняется 6шномша'тьному 3акощ распре0еленшя верояпноспш' прг;1

выборке 6ез возврат а _ 2шпер2еомепршческому. Р аслространенной моделью 3а-

кона распределения вероятности х служит распреаеленше пуассона, к которому
6иномиальное распределение стремится |1ри п --> о (на практике исполь3уется

условие п > 60) и которь|м часто 3аменяют гипергеометрическое распределение
при объеме генеральной совокупности ш -+ оо (см. та6л. 6).

3 качестве иллюстрации на рис. 60 показаньт 3аконь| распределения вероят-

ности числа 6ракованньтх изделий в вьт6орках и3 3аведомо годной и 3аведомо

6ракованной партий. ]!1аксимальная доля 6ракованнь:хизделпй в партии'-кото-

рая еще может при3наваться годной' составляет Р'. \1[инимальна'л доля 6рако-

,,"'т'* изделийй парт'и, которая у)ке долхна признаваться 6ракованной, о6о-

3начена Р". Бьтрахеннь1е в процентах' 3начения Р'иР" на3ь1ваются пршемоцнь|м

и 6раковоин,й ур.'"*"ш 0ефекпноспш ут о6означаются соответственно А!1-1
и [9.

Р.(*)
Р'(у)

|0 !| 12 \3 14 |5 \6 17 18 19 20...п л

Рпс. 60. 3аконь: распределения вероятности числа 6ракованньтх изАелтцй в вьт6орках из
годной и 6ракованной генеральных совокупностей

|[равило принятия ре1пения формулируется следующим о6разом:

|прих <А' партия изделий принимается;

}при.т> А, партия изделий 6ракуется,

789
Ас

1 от ангд. ассер| _ припимать; цша1ц _ качество; !еое! - уровень.
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где А" назь|вается пршемочнъ[м цшслом. Б результате ошш6кш ! ро0а мо)кет ока-
3аться за6ракованной партия изделий, котору!о следов:ш|о 6ьт принять. Б ре_
зультате оолш6кш || ро0а может 6ьтть принята партия изделий, котору|о следова-
ло 6ьп за6раковать.

!словная верояпноспъ ошшбкш ! ро0а

Р'),0= )р.('')= 1-Р(4, п,

условная вероя?пноспь отшш6кш |1 ро0а
А"

9=)Р.1л')=Р(4, [,Р"),

где для о6щности рассух(дений Р 6удем считать функцшей распре0еленця вФо-
япноспш |1уассона.

9величение приемочного числа \, приводящее к умень|пению о.' увеличи-
вает $, и нао6орот. €ледовательно, вы6ор значения А" лолжен 6ытъ опгпа*ма;эь-
нъ!м' удовлетворяющим противоречивым тре6ованиям. Фпределение о6ъема
вьп6орки п и приемочного числа А", исхоАя из тре6ований к качеству продукции
(?;Р") и качеству принимаемого ре1пения (о; 0), назь|вается составлениемппа-
на вы6оронно2о спапшспшческо2о конпроля.

|[роцедура составления пдана контроля при согласованнь1х знанениях Р',
Р'', ои $ сводится к ре!пению системь| и3 двух уравнений с двумя неизвест-
нь1ми:

4, Р)= 1-.;
4, Р")= 9.

}равнения являются трансцендентными и не имеют аналитического ре-
|пения. ||оэтому для ре|шения этой системы уравнений мохет 6ыть использо-
ван срафоансьпшпшческшй метпо0, сущность которого 3аключается в следу!о-
щем (см. рис. 61).

8 координатах (А", п) строится лин|1я А!!, соответству|оща'| первому урав-
нению..{ля этого мохет исполь3оваться вспомогательна'1 та6л. 16.

3атем, с исполь3ованием этой эке таблицьт, строится лу1:л1ия [!" соответст-
ву|оща'! второму уравнению. 1очка пересечения этих лпний 6уАет соответство-
вать ре|шени|о системь1 уравнений. 0на однозначно определяет /шан конпрол^я''
приемочное число А" и о6ъем вьт6орки п.

||ример 55

[1ри вьт6орочном статистическом контроле качества продукции' поставляемой
крупными партиями' между поставщиком и заказчиком достигнуто согла!ше_
ние о следу1ощих тре6ованиях к качеству товара:

А|\: |0%;
ъ2: 5о %.

Ё(,,
[Р(,,
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€огласованньте тре6ования к качеству ре:пений, принимаемь|х при вьл6орон-
ном статистическом контроле' сформулировань! следующим о6разом:

о: 0,05;

9:0,01.
€оставить план контроля на согласованных условиях.

Регшение

1. 1,1спользуястол6ец вта6л. 16, соответствующий Р:1- о:0,95, при Р: Р':
: 0,1 полулим

3 4 5 6 7

п 13,66 19,70 26,|3 32,85 39,80

|!о этим даннь1м на рис. 61 построена линия А![.

п

30
28
26
24
22
20
18
16
\4
12
10
8
6
4
2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9А
Рис.61. €оставление плана вы6ороч!|ого статистического ко}{троля в примере 55

2. !|спользуя стол6ец той хе та6лицьт, соответствующий г : р : 0,01, при
Р : Р' : 0,5 полуним:

3 4 5 6 7
п 20,09 23,20 26,22 29,14 32,00

|[о этим да1!ным на рис. 61 построена линия [!.
3. [1лан контроля на согласованных условиях:

3 о6ъем вы6орки 26;

!| приемонное число 5.

|[оследовательность действий при вы6орочном контроле пока3ана на
рис. 62' Ёа основаниут анали3а априорной информации и исходных даннь1х



1а6лица 16. 8спомогательная та6ли:|а значений пР

4\г 0,995 0,99 0,975 0,95 0,9 0,75 0,5 0,25 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005 0,0001

1 0'1ш50 0'14855 0'24Р1 0'35536 0'53181 0'96127 1'й8:}5 2'69263 з'88972 4'74}86 5'57165 6'6з8з5 7'ф010 9,2з35 9'9985 11'7565

2 0'кг/86 0'43542 0'61867 0'81769 1'10206 1'7т7Ф 2'614ф з'92040 5'з22з0 6'ш580 7'22470 8'ф595 9'27380 11'?2Ф 12'0515 1з'92ш

з 0'6722',| 0'8824 1'08986 1'366}2 1'7цп 2'535з2 3'67206 5'10940 6'6ш80 7'75з65 8'767ш 10'04510 10'9750 1з'0625 13'9340 15'91Ф

4 1'от792 1'27910 1'6в48 1'97015 2'432Ф 3'з68ф 4,йш1 6'пц5 7'90355 9'15350 10'24155 11'6и65 12'5и10 14'7940 15'71Ф 11'7в20

5 1'5з601 1'78528 2'ю189 2'61Ф1 3'15190 4'21921 5'67015 7'4/2т0 9'?470 10'51305 11'66835 13'10850 14'1,1975 16'4'15 17'41ш 19'5670

6 2'в794 2'ю21 2'814з6 з'285з1 3'8и76 5'08265 6'66965 8'55850 10'53210 11'м2ф 1з'05950 14'57065 15'65965 18'ш15 19'0545 21'2в!Б

7 2'57112 2'90610 3'4*шз 3'шш2 4'65611 5,95610 7'66925 9'68440 11'7090 13'14810 14'422то 15'99995 17'13з60 19'6260 ю'6'|0 22'ж25

8 з'1з2,ю 3'50745 4,11507 4'695в 5'43245 6'8:1765 8,66895 10'80245 12'99470 14'43|65 15'76зю 17'ф265 18'57820 21'15ф 22'2170 24'5045

9 3,716ф 4'130ш 4'79!|1 5'42ш 6'21ю 7,1ж 9'66870 11'91385 14'206ф 15'705ю 17'08480 18'78310 19'99840 22'6575 /3'74л 26'1930

10 4'32136 4'п124 5',ш115 6'169Ф 7'08'15 8'61980 10'66850 13'01965 15'40665 
'6'962ю 

18'390в5 2о'1ц70 21'39780 24'1ж 25'2522 27'76Б

'!1 4,и311 5,428ш 6'2Ф55 6'924ю 7'82935 9'51860 '!1'668з5 14'12060 16'598'|5 18'20755 ',19'68ю5 21'489ф 22'п925 25'5895 26'7395 ш'3065

12 5'58015 6'09905 6'9195 7'68$5б 8'0|5!Б 10'42170 12'668ю 15'21725 17'78155 19'442ф ш'961ф 22'8ю85 24,144% 27'02ф 28'2035 з0'8285

1з 6'шш5 6'782ф 7'6пю5 8'46з95 9'4бю0 11'32860 13'66815 16'31025 18'95795 ю'668ф 22'23в5 24'13910 25'49665 28'4м ш'65ф 32'зз10

14 6,89335 7'47ы5 8,з9!ш 9'24$0 10'29960 12'в880 14'66800 17'39990 ш'128ш 21'88645 в'489ш 25'4$10 26'8з600 29'8515 з1,0810 3з'8165

19 10,з5з25 11'08215 12'2'1655 13'2у65' 14'|жж 16'83015 19'6670 22'80800 25'Ф250 27,87925 ю'67085 31'84*}5 3з'38295 36'7010 38'ш75 41'ц,10

24 1з'99535 14'85з35 16'17870 1т'м21о 18'844ю 21'4т105 24'ф745 28'16680 з1'58з55 з3'75240 з5'71010 38'07695 39'74500 43'3Ф5 ,и'78ш 47'9845

ж 17'7йю 18'74240 20'24ш5 21'50095 ж'ж45 26'14690 ш'66735 з3'49070 з7'19850 з9'54095 41'64880 44'18970 45'97585 49'8035 51'3475 и'7515

и 21'6з760 22'7м 24'37880 25'86965 п'шФ ш'84915 у|'672о 38'78830 42'76з55 ф'26580 47'51155 5о'212ф 52'107Ф 56'1585 57'7890 61'з75

39 25'586ф ж,тш 28'5/6ф з0'19575 32'138$ 35'57225 39'66715 44'06515 48'289'10 50'9з950 53'31450 56'1м50 58'1ф50 62'4195 64'1Ф5 67'8915

ц ю,59815 30,8705 32'8вз0 з4'56зш 36'01560 Ф'3185 44'6й10 Ф'з2495 53'78250 56'57250 59'068ш 62'058ф 64'14950 68'Ф40 70'3910 74'31з5

49 33'66з80 з5'03240 у'11095 38'96475 41']79ф 45'06660 49'66705 54'5_/050 59'24900 62'17100 &1'780ш 67'Фз50 70'08450 74'7245 76'58з5 80'6595

о)
Ф
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Ф
@
Ф
Р
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Ф

=Фз
Ф
1э
Фт
=Ф



6. ] . ]т4ногократное измерение по шкале порядка 1 39

относительно Р', Р", о и $ составляется план контроля. 1]осле этого в ре3ультате
п-кратного повторения контрольно-и3мерительной операции устанавливается
число 6ракованньлх изделий в вьг6орке .т. Ёа основании сравнения х с приемоч-
нь|м числом А" вь:носится ре|шение относительно всей партии изделий.

Руло. 62. |1оследовательность действий при вьт6оронном статистическом контроле

Бсли перед нача.1!ом вь:6оронного контроля вероятность того' что партия и3-
делутй является годной, равна Р., а вероятность того' что она 6ракованная, _ Р6,
то при вь|несении ре|шения 6езусловная вероя1пнос7пь ошш6кш ! ро0а по правилу
умножения вероятностей

Р1 : оР1,

а 6езусловная верояпноспь ошш6кш || ро0а

Р'т:0Рь.

|\ри х 5 А. ре:шение принять партию изделий яъляется правильнь1м с веро-
ятностью 1 _ Р'. [\ри х > А" ре:пение при3нать партию 6ракованной является
правильнь|мсвероятностью 1 _ Р,'.

6.2. ]9! ногократное измерен ие
по градуированнь!м ]цкалам
йногократное и3мерение одной и той же величинь| постоянного размера вь|_
полняется при повь[1|1еннь[х тре6ованиях к точности измерений. 1акие и3мере-
ния характернь1 для профессиональной метрологической деятельности и вь|-
полняются в основном сотрудниками метрологических слуэк6, а также при
тонких научнь[х экспериментах. 3то сложнь|е' трудоемкие и дорогостоящие из-
мерения' целесоо6ра3ность которь1х долхна 6ьлть всегда у6едительно обоснова-
на. Фдин и3 со3дателей теорий информации "|{. Бриллюэн в статье <?еория ин-
формации и ее приложение к фундамент;ш|ьнь1м проблемам физики> привел

Анализ априорной информации

8ьгполнение многократного измерения
по шкале порядка

[1ринятие решения

|-!редставление результата контроля
в форме рошения с указанием его вероятности
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слова !. |а6ора о том' что <<ничто не дается даром' в том числе информация>.
3то в полной мере относится и к измерительной информации.

6посо6ьт накопления (формирования массива) экспериментальнь1х даннь1х
рассмотрень| в п. 4.2 илоказань| на рис. 63.

Рис. 63. €пособы формирования массива экспериментальнь!х даннь1х

' €оответственно мо)!(но вьщелить щи р&}новидности многократного и3мерения.

6.2.1. [[!ногократное измерение с равноточнь!]!'и
3начениями отсчета
Результатом многократного измерения с равноточнь[ми значениями отсчета яв-
ляется сре0нее аршфмепшиеское || отдельнь1х независимь1х значений ре3ультата
и3мерения' составляющих массив экспериментальнь!х даннь|х:

Фно является оценкой среднего 3начения ре3ультата и3мерения' получение ко-
торого на практике нево3мо)!сно из-за ограпиченного о6ъема эксперимент€ш|ь-
ных даннь|х.

!ислерсия среднего арифметинеского

(31)

в п Раз мень1пе дислерсу|ут результата и3мерения о!. 3то фундаментальное по-
ложение лежит в основе 1широко применяющихся во многих о6ластях науки
и техники методов накопления' усреднения' умень1шения разброса' сглажива-
ния эксперимент:ш|ьных даннь|х.

€оответстве|1ъто спанаарпное оп'с]'оненце' у!лу! спан0арпная неопре0елен-
носпъ пшпа А резульпапа мно2окрапно?о ш3мереншя' согласно формуле (31)'

(32)

то есть , 
^/Б р^з мень1пе стандартной неопределенности типа А результата одно-

кратного и3мерения.

';" =,(*Ёо,>=}ЁиФ=+=+
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|{оследовательность действий при вь]полнении многократного и3мерения
с равноточнь]ми 3начениями отсчета пок:вана нарис.64.

Р:с. 6,4. |!оряАок выпо/,!нен!,| | мног0крат}{ок) 1вмек!1и'| с Рв}|ото1{ными 3начен!б1ми отсчета

|\ри аналшзе апршорной шнфорлоацшш рассматрива|отся условия| в которь|х
6улет проводиться и3мерение. 8сли измерение 6удет выполняться в рабоних
условиях' то определяются 3начения поправок' которь|е нухно 6удет вносить
в пока3ание. }станавливается' есть ли оспования считать' что ре3ультат и3ме-

Аюлиз априорной информации; опредолоние поправок 0,

полг]6ние п независимых зна{оний ото{ета 
',

п6ревод всех 
', 

в ша.ония юказан'я .& - ,,[о!

вн@нио юправок 
' 

м'!г!8ние н8ависишых зна{ений рфультата измерен'я ц - х' + о'

оцвнка ор€дною зна{ония р€зультата измер€ния & = 
1Ё ц
п 1'1

рзульт6га изморония 5с $Ёсо -6г

в том' что рзультат изм6р6ния

гипш8а о нормаль}юсги
захона распредолэния
юрояпми рзультап!
измерения принимаотся

ши от*рвш на основ{!нии
априорной информации

ги]ютвза о ноР],альности
:9кона распр€д|€,!эния
вароятности р€зультата
изпвр€ния проваря€тся
по Фиторию к. пирсона

г[поте$а о нормальш
з{]хона распрФ|ёпения
ворояпости ре'ульп]та
иэнэр€нш прв6ря6тся
по составношу крп6рию

нормаьнш €кона
раФред|е'юния в6рятности

нормальнши акона
раФр€д6]|ения юРояпши

опрчдол9нио станд8!п|{ого отклонония
средн€ю арифмжою 5а=5,'''.6

опр9дшвние ста}!дартюго отшонения
среднею арифмотшёного 5а=5/|6

выбор довергтальной вороятносп и
Фредфние 1 по в€рхнвй Фивой

нар'с.52

8цфр довертгельной вероятности и
опред[еленио [ по нжим хривым

на рис.52

выфр довоР1{тепьной юрпости и
опрсдыение . по Фафищ

на рис.73

Рао.{ёт рао!иренной ноопредыенности зн(нения и3м6ромой величины

Фпредшоню пр€долоз, в кфрц нацдпФ зю.€ние и3меряемой шшины о выбранюй юроятностью
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рения буАет полниъ1яться нормальному закону распределения вероятносту!| или
таких оснований нет. |[осле этого вьтполняется основная штмерш7пельная проце-
0ура: лолунение в одних и тех )ке условиях' тем хе оператором и с помощью од-
ного и того же средства измерений п не3ависимь1х 3начений отсчета. Бсли от-
счетное устройство и3мерительного при6ора не проградуировано в 3начениях
измеряемой величинь|' то с помощью градуировочной характеристику| все 3на-
ценшя опсцепа перево0япся в 3наченшя покск}аншя' после чего' при нео6ходимо-
сти' в них вносятся поправкш, которь1е могут отличаться одна от другой и3-за
изменения во времени влияющих факторов. {ля простотьл 6уАем считать их ад-
дитивнь|ми и и3вестнь1ми точно'

Ёаде:кность эргономической системь1' в котору|о входят человек' окружаю-
ща'1 среда' о6ъект измерений и средство измерений, не 6езгранична. Б ней мо-
гут происходить с6ои, отказь| аппаратурь1' скачки напряжения в сети л|4тания,
сейсмические сотрясения' отвлечение внимания оператоРа' описки в записях
и многое другое, не име|ощее отно1шения к измерениям. Б результате появля|от-
ся ошш6кш, вероятность которь|х' как следует из теории надежности 6ольш:их
систем' не так у)к м:|ла.

|!ри многократном и3мерении одной и той же величинь1 постоянного ра3ме-
ра о:ши6ки проявляются в том' что отдельнь|е 3начения в массиве эксперимен-
тальнь|х даннь1х 3аметно отлича|отся от ост;}льнь!х. }1ногда это отличие на-
столько боль:шое' что о:пи6ка очевидна. Фстается понять и устранить ее причину
или просто от6росить это значение как 3аведомо неверное. Бсли отличие не3на_
чительное' то оно может бьлть следствием как о:пибки, так и рассеяния отсчета'
а следовательно' пока3ания у| ре3ультата и3мерения' которь|е' согласно третьей
аксиоме метрологии ' являются сл5гнайньтми. Ёужно поэтому иметь какое-то пра-
вило' руководствуясь которь!м принимать ре1шения в сомнительных случа'{х.

@6нарр:<ение и иок'!к!чение о|дибок
Ёсли результат и3мерения подчиняется норма.'[ьному 3акону распределения
вероятности' то все его слунайнь|е 3начения @ с вероятностью 0,997 концен_
трируются в окрестности среднего 3начения |!-3о,, и появление какого-ни6уль
отдельного 3начения 3а пределами интервала [9_3со; 2 + 3о21 с 6ольтпой уве-
ренность|о мо)кно рассматривать как следствие отши6ки. 1акое 3начение долх-
но 6ыть исключено и3 массива экспериментальнь|х даннь!х' 3то правило на3ь|-
вается <правъь1ом прех сш2м>>. Ё{а практике вместо числовь|х характеристик
3акона распределения вероятности ре3ультата и3мерения используются их то-
чечнь1е оценки. Бсли оказьлвается' что сомнительное 3начение @ отлинается от
среднего арифметинеского @" 6оль:пе чем на 352, то такое 3начение от6расыва-з
ется. |{осле этого !' и 59 расснить|ваются 3аново и проверяется следующее со-

мнительное 3начение' если таковое ок;шкется. Бсли нет, то исключение о:пи6ок
на этом заканчивается.

! [1оипгео 56.
! [1ятнадцать не3:}висимь|х числовь1х значений рФультата и3мерения темперац/рь|

!в помешении по 1пкале [ельсия приведень1 во второй щафе та6л. 17. €огласно
! априорной инфрмации' ре3ультат измерени'1 подчи1{'1ется ноРмальному 3акону
] распрелеления вероятности. Ёет ли ошли6ок в эксперимент;ш|ьнь|х даннь:х?
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\а6лица17

1 с1
:

[, - [,, @, -?,)' ^['-[^ ([, -?')'
| 2о,42 +0,016 0,000256 +0,009 0,000081

2 43 +0,026 676 +0,019 361

3 40 -0,004 016 -0,011 |21

4 43 +0,026 676 +0,019 361

5 42 +0,016 256 +0,009 0в1

6 43 +0,026 в16 +0,019 361

7 39 -0,0\4 196 -0,021 441

в 30 -0,\04 10816

9 40 -0,004 016 -0,011 \2\
10 43 +0,026 676 +0,019 361

\\ 42 +0,016 256 +0,009 081

12 41 +0,006 036 -0,001 001

13 39 -0,014 196 -0,021 441

\4 39 -0,014 196 -0,02| 441

15 40 -0,004 016 -0,011 \21

|.

Репшение

€реднее арифметитеское 3начение результата и3мерения
з а4
г', = |}1 =20,404-

Ёео6ходимь|е для определения стандартного отклонения ре3ультата изме-
рения вспомогательнь1е вь]числения сведень| в треть1о и четвертую графы
та6л. !7.

2.

3.

4.

среднего арифметинеского отличается вось-
его мо}кно считать о:ши6очньтм' и оно долж-

|,, =20,4\1

1 при вытис''ении сРеднего арифметинеского часто пРиходится умень1{]ать !4ли увеличи-
вать число слагаемь!х. .(ля того что6ы не повторять всю процедуру суммиРова|!ия 

'1 
\|е

пеРегрух(ать пам'|ть вьтчислительньтх устройс;врло6но поль3оваться формулой
ц,' =Ёт1..4 10,.]

*=БЁ(*{=0,033

Больтпе чем на 35, : 0,099 от
мое значение. €ледовательно'
но 6ьтть от6ротшено.

Без восьмого 3начения1
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5. Результать1 вспомогательнь1х вьтчислений при повторном определении ста|\-
дартного отклонения сведень1 в пятую и 1песту|о графьт та6л.17.

[: 0,016.

6. Ёи одно и3 остав1пихся значений /;: тт€ Ф1.т|[9?ется теперь от среднего ариф-
метического 6ольтше чем на 35, : 0,048. йоэкно, следовательно' считать' что
среди них нет оши6очнь1х.

|[ри неболь1пих массивах экспериментальнь|х даннь|х среднее арифметине_
ское подчиняется закону распределения вероятности €тьтодента (псевдоним
Б. €. |оссета). Б этом случае нухшо поль3оваться критерием Романовского' со-
гласно которому от6рась:вается сомнительное^ 3начение ре3ультата и3мерения'
отлича!ощееся от среднего арифметитеского [ 6ольтше чем на {5', гАе [ вьт6и-

рается из та6л. 18.

1аблица 1 8. 3начения коэФфициента 6тьюдента 1

п
Р

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99 0,999
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

2\
22

23

24

25

0,16

0,14

0,\4

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,33

0,29

0,28

0,27

0,27

0,27

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,51

0,45

0,42

0,41

0,41

0,40

0,40

0,40

0,40

0,40

0,40

0,40

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,73

0,62

0,58

0,57

0,56

0,55

0,55

0,54

0,54

0,54

0,54

0,54

0,54

0,54

0,54

0,54

0,53

0,53

0,53

0,53

0,53

0,53

0,53

0,53

1,00

0,82

0,77

0,74

0,73

0,72

0,71,

0,71

0,70

0,70

0,70

0,70

0,69

0,69

0,69

0,69

0,69

0,69

0,69

0,69

0,69

0,69

0,69

0,69

1,38

1,06

0,89

0,94

0,92

0,90

0,90

0,90

0,88

0,89

0,87

0,87

0,87

0,87

0,86

0,86

0,86

0,86

0,86

0,86

0,86

0,86

0,86

0,86

2,0

1,3

1,3

1,2

1,2

1,1

1,|

1,\

1,7

1,1

1,1

1,1

\,1

\,1

\,1

1.,1

\,\
7,1

|,\

\,\
1,1

1,1

1,1

1,1

3,1

1,9

1,6

1,5

1,5

1,4

1,4

1,4

1,4

1,4

1,4

1,4

1,4

1,3

1,3

1,3

1,3

1,3

1,3

1,3

1,3

1,3

1,3

1,3

6,3

2,9

2,4

2,1

2,0

1,9

1,9

1,9

1,8

1,8

1,8

1,8

1,8

1,8

1,7

1,7

1,7

1,7

1,7

1,7

\,7

\,7

1,7

\,7

12,7

4,3

3,2

2,9

2,6

2,4

2,4

2,3

2,3

,,
2,2

2,
,2
2,1

2,1

2,1

2,1

2,1

2,1

2,1

2,1

2,1

2,1

2,1

31,8

7,о

4,5

3,7

3,4

3,1

3,0

2,9

2,8

2,8

2,7

2,7

2,7

2,6

2,6

2,6

2,6

2,6

2,5

2,5

2,5

2,5

2,5

2,5

63,7

9,9

5,8

4,6

4,0

3,7

3,5

3,4

3,3

3,2

3,1

3,1

3,0

3,0

2,9

2,9

2,9

2,9

2,9

2,8

2,8

2,8

2,8

2,8

636,6

31,6

12,9

8,6

6,9

6,0

5,4

5,0

4,8

4,6

4,5

4,3

4,2

4,1

4,0

4,0

4,0

3,9

3,9

3,8

3,8

3,8

3,8

3,7



6.2. йногократное измерение по градуированнь!м щкалам 145

п
Р

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99 0,999

2в

27

28

29

30

40

60

120

ф

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,13

0,2в

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,25

0,25

0,25

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,39

0,53

0,53

0,53

0,53

0,53

0,53

0,53

0,53

0,52

0,68

0,68

0,68

0,68

0,68

0,68

0,68

0,68

0,67

0,86

0,86

0,86

0,86

0,85

0,85

0,85

0,85

0,84

!,|

!,\

!,\

\,\

1,1

|,1

1,0

1,0

1,0

1,3

1,3

1,3

|,3

1,3

1,3

1,3

1,3

1,3

1,7

\,7

\,7

\,7

1,7

1,7

\,7

\,7

1,6

2,\

2,1

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,5

2,5

2,5

2,5

2,5

2,4

2,4

2,4

2,3

2,8

2,8

2,8

2,8

2,8

2,7

2,7

2,6

2,6

3,7

3,7

3,7

3,7

3,7

3,6

3,5

3,4

3,3

Ёсли нет уверенности в том' что ре3ультат измерения подчиняется нор-
мальному 3акону распределения вероятности' то для о6наруэкения и исключе-
ния о:пи6ок мо]кно восполь3оваться неравенством []. "|{.9е6ьлтпева. 3адавт:1ись
доверительной вероятностью Р, по ниэкней кривой на рис. 52 следует найтила-

раметр {, пока3ьлватощий самое больтпое количество Ф2,12 которое слунайньте
3начения ре3ультата и3мерения могут отличаться от его среднего значения. Аа-
лее вместо числовых характеристик 3акона распределения вероятности ре3уль-
тата и3мерения исполь3уются их точечнь|е оценки. Бсли оказьтвается' что со-
мнительное 3начение @ отлинается от среднего арифметического @" 6ольтпе

чем на [52, то такое значение от6расьтвается. |1осле ,''.' { и 59 расснить1вают-
ся 3аново и проверяется следующее сомнительное 3начение' если таковое ока-
жется. Бсли нет, то искл!очение ошлибок на этом 3аканчивается.

|{ри исполь3овании неравенства |1. ]. 9е6ьттпева доверительн;ш1 вероятность
не вьт6ирается столь же вьтсокой' как в случае применения <<правила трех
сигм>. }(ак следует и3 нижнего графика на рис. 52, доверительньтй интервал 6у-
дет тогда сли1шком |||ироким. }же при Р : 0,94 [ * 4, то есть мо)кно сказать' что
действует <<правило четь1рех сигм>. Бсли из априорной информации следует'
что ре3ультат и3мерения подчиняется симметричному 3акону распределения
вероятности' то на рис.52 мо)!сно поль3оваться средней (пунктирной) кривой.
Б этом случае <<правилу трех сигм> соответствует доверительна'1 вероятность
Р : 0,95.

|!осле проверки того' нет ди в массиве эксперимент2|пьнь|х даннь|х ошли6ок,
и искл|очения их в случае нео6ходимости' следует все-таки ре1шить вопрос
о том' подчиняется или нет ре3ультат измерения норм:у|ьному закону распре_
Аеления вероятности.

[!роверка нормальности закона раопределения
вероятности результата измерения
[ля проверки норм;ш|ьности 3акона распределения вероятности ре3ультата и3-
мерения ну]кно построить 2шстпоца]',|]|у' явл'1ющуюся эмпирической плотность|о
вероятности ре3ультата и3мерения (см. п. 4.3'2). Аноуда по виду гистощаммь1
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мо)кно с 6ольтшой уверенность]о 3аключить' подчиняется или нет результат и3-
мерения нормальному 3акону распределения вероятности. Бсли, например,
гистограмма имеет вид' пока3анньлй на рис. 65, а' то результат измерения опре-
деленно не подчиняется нормальному 3акону. Бсли же гистограмма имеет вид'
показаннь1й на рис. 65,6,то во3никает вопрос: достаточно ли хоро1по она соот_
ветствует теоретической кривой плотности вероятности нормального закона
распределения' пока3анной сплотпной линией? Аля ра3ре1шения этого сомнения
нужно иметь правило' руководствуясь которь|м можно 6ьтло бьт принимать то
или и|1ое ре1пение.

Рис. 65. [истощаммьт' построен}{ь1е по экспериментальт{ым данным

8ид гистощаммь1 не всегда правильно отра)кает характер закона распределе-
ния вероятности. в та6л. |9, например' приведен массив числовых знанений ре-
зультата измерения' которьтй на рис. 66 и 67 представлен двумя гистощаммами.

1аблица 19

60,3 60,5 61,1 60,7 61,3 60,4 61,4 61,4 61,5 61,6

60,7 61,5 61,3 61,5 60,6 60,7 61,3 60,5 60,4 62'о

60,0 61,3 6\,7 60,5 60,7 61,6 61,6 61,4 61,5 61,5

60,9 60,3 60,6 60,7 60,7 61,9 61,7 60,7 61,5 61,9

61,1 61,6 60,1 61,3 61,5 60,5 60,5 60,8 61,8 60,4

60,5 60,7 6\.4 61,6 60,9 61,3 61,5 60,6 60,6 61,9

61,3 60,9 60,7 60,6 60,8 60,6 60,1 61,0 61,6 61,5

61,4 61,6 60,6 61,0 60,5 60,7 61,5 60,8 61,7 60,5

60,7 61,7 60,8 60,8 61,2 61,3 60,3 60,6 60,5 62,0

60,9 61,4 61,5 60,3 61,4 60,6 61,5 60,8 60,5 61,6

Ба рис. 66, соответствующем та6л.20, осъ а6сцисс раз6ита на 10 интерва-
лов ]пириной 

^о: 
0,2 кахсдьтй, а на рис' 67, соответству}ощем та6л' 2\, * на

4 интервала тшириной 
^0 

: 0'5. |{о виду гистограммь| на рис. 66 можно пред-
поло)кить' что ре3ультат и3мерения подчиняется двухмодальному закону рас-
пределения вероятности' а по гистограмме на рис. 67 - одномодальному1'

1пр, 
'ру'''''ровке 

даннь1х г|о интервалам 3начения' попадающие на границу интерв:ш|а'
отнесень] к груттпе ме1]ь1пих значений.

,п|

п^с



1а6лэтца29

61,0...61,2

61,2...61,4

61,4...61,6
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60,0 60,2 60,4 60,6 60,8 61,0 61,2 61,4 61,6 61,8 62,0

Рис. 66. |истограмма' построенная по даннь1м та6л'20

0,60

0,50

0,40

0,30

0,20

0,10

0

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0

]а6лица 21

п' / пБ|

60,0 60,5 61,0 61,5 62,0 '2
Рис. 67. |истограмма' построенна'| по даннь!м та6л.21
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Б качестве второго примера' вта6л.22лриведен массив числовь!х значений
ре3ультата и3мерения' которьтй представлен гистограммами на рис. 66 и 69.

\а6лпца22
5,1.1 8,32 7,23 5,вэ 8,35 6,69 в,90 6,6в 8,28 7,26

7,22 8,92 5,73 9,45 5,12 9,50 5,15 9,56 5,72 5,97

7,30 6,57 8,37 9,91 7,39 6,65 в,97 6,72 9,73 8,30

6,62 5,47 9,22 6,64 9,59 9,76 6,75 8,45 5,88 8,99

5,90 7,в4 в,47 9,05 7,16 5,23 5,02 7,\9 в,57 7,45

6,52 7,в5 6,05 5,74 9,6в 9,62 8,48 7,85 7,49 5,75

5,42 6,64 7,34 9,|2 5,43 6,39 5,23 6,85 7,94 8,52

7,15 5,12 в,04 5,17 9,80 7,20 9,26 7,52 6,10 7,[7

8,32 в,40 7,21 9,29 9.79 6,64 7,59 8,79 8,1 1 8,72

6,61 6,66 9,19 7,62 8,88 8,17 6,55 9,23 7,77 6,08

0,20

0,15

0,10

0,05

5,00 5,56 6,12 6,68 7,24 7,80 8,36 8,92 9,48 10

Рис. 68. |истощамма' построенна'1 по даннь|м та6л.23

\а6лица23

п, / пА|

5,56...6,12

6,12...6,68
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\а6лица24

14нтервальт п1 тп' / лА'|
5,00...5,72 \2 0,|7
5,72...6,44 11 0,15
6,44...7,16 16 0,22

7,\6...7,8в 20 0,28

7,88...8,60 16 0,22

в,60...9,32 \4 0,19
9,32...10,04 \1 0,15

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

5,о0 5,72 6,44 7'16 7'88 8,60 9,з2 |о,04 9
Рис. 69. [истограмма, построенна'{ по даннь1м та6л.24

Ёа рис. 68 ось а6сцисс раз6ита на 9 интервалов' а на рис. 69 - на 7. |[о виду
гистограммь1 на рис. 63 моясно предполо)кить' что ре3ультат и3мерения подчи-
няется равномерному закону распределения вероятности, а по гистограмме на
рис. 69 _ одномодальному.

[,ля лравильного отобракения гистограммой характера 3акона распределе_
ния вероятности нужно со6людать следующие правила при ее построении:

1. ['1нтерваль: А!, на которь|е раз6ивается ось а6сцисс' следует вьт6ирать п,
во3можности одинаковь|ми.

2. 9исло интерв:1лов [ устанавливать в соответствии со следующими рекомен-
дациями:

9исдо значений
Результата и3мерения

40-100

100-500

500-1000

1000-10000

Рекомендуемое чисдо
иптервалов

7-9
8-12
10-16

\2-22

3. \'[асш:та6 вы6ирать таким' что6ьт вь1сота гистограммь| относилась к ее осно-
ванию примерно как 5 : 3.
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Бсли по виду гистограммь| можно предполо)кить' что ре3ультат и3мерения
подчиняется норм;ш!ьному 3акону распределения вероятности' то правдопо-
до6ие это_й гипотезь1 следует проверить. 6ушествует несколько так назь1ваемь|х
кршпершев со2ласшя' по которь1м проверяются гипотезь1 о соответствии экспери_
ментальнь1х даннь1х тому или иному 3акону распределения вероятности. |{ри
количестве не3ависимь|х значений ре3ультата измерения п > 40 ... 50 наи6олее
распространеннь|м и3 них является крштпершй Ё. [!шрсоно. |{ри исполь3овании
этого критер?\я 3а меру расхождения экспериментальнь1х даннь|х с теоретиче-
ским 3аконом распределения вероятности принимается сумма квадратов откло-
нения часпоспей пт / л от теоретической вероятности Р, попадания отдельного
значения ре3ультата измерения в |-й интервал' причем ках{дое слагаемое 6ерет-
ся с весовь|м коэффициентом л / Р':

| /- \
'',' = !4[\_р' |.'' 34(, -')'

1,0

Р(х')
Р(х;

Рис. 70. }}1нтещальная функция распределения вероят}|ости 1(. ||ирсона

Ёсли расхо'кдение слулайно, то у2 лодниняется 12-распределени1о (хи-квад-
рат распределению (. 11ирсона). (ривьпе интещальной функции этого распре-
деления представлень1 на рис. 701. 14нтегр:1,'тьная функция определяет вероят-

1 3десь [ соответствует числу интервалов только пРи пРовеРке соответствия закона Рас-
пределения вероятности результата измеРения имег{но нормальцому 3акону.
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2х
50403010 ъ' 20
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ность того' нто слунайное число примет 3начение' мень1цее арцмента этой
функции. |{оэтому, 3адав|шись значением интегр;|льной функции распределе-
ния 1(. |[ирсона г (х3), можно проверить' 6ольтше или мень1пе ее арцмента 1|
(см. рис.70) вьтнисленное 3начение у2.Ёсли мень1ше или равно' то с вьт6ранной
вероятностью х2 можно считать слунайпым числом' подчиняющимся у2-рас-
пределению (. 11ирсона' то есть гипоте3а о соответствии эмпирического 3акона
распределения вероятности теоретическому подтверэкдается1.

Бсли же окажется' что х2 > х;,то с той же вероятностью придется при3нать'

зто у2 не яв,]1яется сщгнайньпм числом' подчиня|ощимся распределению ( |1ир-
сона. 9то 6уАет ознанать' что расхох(дение между эмпирической и теоретине-
ской плотностями вероятности ре3ультата и3мерения не слунайно' то есть ги-
поте3а о соответствии эмпирического 3акона распределения вероятности теоре-
тическому не подтвер)кдается.

|!ример 57

6то независимь!х числовь|х значений результата измерения' ках(дое из кото-
рь|х повторилось пРа3, приведень| в первой графе та6л.25.

|{роверить гипотезу о том' что результат и3мерения подчиняется нормаль_
ному 3акону распределения вероятности.

1а6ляца25

2 п п! 9-а* (2-Ф,)' п(9-ао)'
8,30
8,35
8,40
8,45
8,50
8.55
8,60
8,65
8,70
8,75
8,80
8,85
8,90
8,95

|

2
4

5
8
10
18

!7
12

9
7
6
0
1

8,30
16,70

33,60
42,25
68,00
95,50
154,80
147,05
|04,40
78,75
61,60
53,10

8,95

-0,33
-0,28
-0,23
-0,18
-0,13
-0,08
-0,03

0,02
0,07
0,1.2

0,17
0,22

0.32

0,1089
4,0784,
0,0529
0,0324
0,0169
0,0064
0,0009
0,0004
0,0049
0,0144
0,0289
0,0484

0,1024

0,1089
0,1569
0,2|\6
0,\620
0,|352
0,0640
0,0162
0,0068
0,0588
0,1296
0,2023
0,2904

0,|024

Рецление

[. Аспользуя ре3ультать1 вспомогательных вь:числений' приведеннь|е в треть-
ей графе та6л.25, найдем среднее арифметинеское 3начение результата из-
мерения: @''' = 8,63.

1 Резу'',татьт провеРок цо критериям согдасия не являются дока3ательствами.
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2. 1'1спользуя ре3ультать| вспомогательнь1х вь!числений' приведеннь1е в чет-
вертой, пятой и тшестой графах та6л. 25, найдем стандартное отклонение
ре3ультата и3мерения:

5о: 0,13.

Ёи одно и3 3начений результата измерения не отличается от среднего
арифметитеского 6оль1||е чем на 45о: 0,52. €ледовательно' на основании
неравенства |[. -|{. 9ебьтшева с вероятностью не менее 0'94 моэкно считать'
что отпи6ок нет.

,{ля полунения представления о характере закона распределения вероятно-
сти результата измерения по даннь!м та6л. 26 построим гистограмму.

\а6лпца26

||4нтерваль: п1 ?п1 / п^2
9,2 ... в,3 0 0

8,3 ... 8,4 3 0,3

в,4 ... 8,5 9 0,9

в,5 ... 8,6 1в 1,в

в,6 ... 8,7 35 3,5

8,7 ... 8,8 21 2,1

в,в ... в,9 13 1,3

8,9 ... 9,0 \ 0,1

9,0 ... 9,1 0 0

0
8,2 8,3 8,4 8,5

3.

4.

ъ
!11

|:

3,6

3,2

2,8

2,4

2,0

1,6

\,2

0,8

0,4

о9,19,08,98,88,78,6

Рпс.71. [истограмма' построенна'1 по дан}|ьтм та6л.26
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8ид гистограммь1 позволяет предполохить' что ре3ультат и3мерения под-
чиняется нормальному закону распределения вероятности.

5. |{равдоподо6ие этой гипоте3ь] проверим по критерито 1{. |!ирсона. [1ри ис-
поль3овании критерия (. |{ирсона в каждом интерв;ш{е дол)кно 6ьтть не
мень11|е пяти не3ависимь1х значений результата и3мерения. Б соответствии
с этим о6разуем интерваль1 так' как это пока3ано во второй графе та6л.27.

\а6лица27

Р1нтеовал
|2-]; 21

п1 || ц[') Р| п, - лР. (тп' - пР')2

пР
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

[*;8,4251
18,425; в,4757

[8,475;8,525]
[8,525; 8,575]

[8,575; 8,625]

[8,625;8,6751

[6,675; 8,7251

[8,725;8,7757
[3,775;8,в25]
[3,625; +*]

7

5

в
10

18

17

1,2

9

7

7

*!,6\4

-1,220
-0,827
-0,433
-0,039

0,354
0,748
1,|42

,,,:

-0,4467
-0,3ввв
-0,2959
-0,|в76
-0,0156

0,13в3

0,2728
0,3733

0,4377

0,5000

0,0533

0,0579

0,0929

0,12в3

0,1520
0,1539

0,1345
0,1005

0,0644
0,0623

1,67

-0,79
-\,29
-2,в3

2,в0

1,61

-1,45
*1,05

0,56

0,77

0,523
0,109

0,779
0,624

0,516

0,169

0,|57
0,110

0,04в

0,095

Фпределим' на сколько 5' и в каком направлении отстоит от среднего
арифметинеского правая фница @ каэкдого интервала:

д
' -2, -0,* - 0! -8,63" _-4-_{-']з-'

|[олуненнь:е 3начения параметра /, внесем в четвертую графу та6л.27.
|[о значенито |'из верхнего графика на рис. 52 моэкно определить, с какой
вероятность}о отдельное значение ре3ультата и3мерения' подчиняющегося
нормадьному :акону распределения вероятности' попадает в интер-
вал [@_с!5о,'0+с'5с].€ вероятностьто в 2 раза меньтшей оно попадает
в левую-или правую половину этого интервала. 3та вероятность представ-
ляет со6ой функцию Аалласа[({') так что для повь||пения точн0сти расче-тов мохсно поль3оваться не графиком, а табл.9. |[олуненньтеизта6л.9 зна-
чения [(|, ) занесень| в пятую графу та6л. 27.
1еоретинеска'т вероятность ! попадания в 1-й интерв;|']{ отдельного 3наче-
ния ре3ультата и3мерения' лодчиня|ощегося норм;}льному закону'

Р' =|({')_|({'_,).
|[ринимая во внимание, тто !(*) = _0,5, а [(-1 = 0,5, поместим рассчитан-
нь1е 3начения | в ]песту1о графу та6л. 27.

6.

7.

в.
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9. Б седьмую и восьмую графу внесены ре3ультать1 ост2ш|ьнь|х вспомогатель_
ных вь1числений. €уммирование чисел в восьмой графе дает

у' :2,528'

\0. Аз графика на рис. 70 видно, что рассчитанное 3начение х2 < х3, которое

соответствует' например' вероятности 0,95. Ф6ьтчно вероятность' с кото_

рой принимается реп:ение, вьл6ирается равной 0,9 ... 0,95. 1аким о6разом,

можно принять гипоте3у о том' что ре3ультат и3мерения подчиняется нор-

м:ш|ьному 3акону распределения вероятности.

11ри проверке норм:ш|ьности 3акона распределения вероятности ре3ультата
и3мерения применение критерия (. 11ирсопа дает хоро1шие результать1' только

если п > 40 .'.50. |1ри 10... 15 < п < 40...50 применяется так на3ь1ваемьтй со-

спавной кршпершй. €начала рассчитывается

а=

и проверяется вьтполнение условия
а.!,</<а.'*,

где 4.1, !! 6."* 3ависят от вероятности Р*, с которой принимается ре|шение' и на_

ходятся ло та6л.28.

\а6лпца28

Бсли это условие со6людается' то дополнительно проверяются периферий-

нь1е значениявмассиве экспериментальных даннь1х. |1ри 10 < п < 20 считается

допустимь]м отклонение о0ноао 
'13 

незаву!су!мь|х 3начений результата и3мере-

'''' '' среднего арифметинеского 6ольтше чем на 2,55,, лри 20 < п 3 50 _ 0вух,

что соответствует доверительной вероятности Р** х 0,98'

**р'_а)

п
Р* : 0,90 Р* : 0,95 Р* : 0,99

0-;. 6."* 4-;, 6.", 6-ь
\\ 0,7409 0,8899 0,7153 0,9073 0,6675 0,9359

16 7452 8733 7236 8884 6829 9|37

2\ 7495 8631 7304 8768 6950 9001

26 7530 8570 7360 8686 7040 8901

31 7559 8511 7404 8625 7 110 8827

36 7583 в468 7440 8578 7 |67 8769

41 7604 8436 7470 в540 7216 8722

46 7621 8409 7496 8508 т256 8682

51 7636 8385 7518 8481 1291 8648
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Ёесо6людения хотя 6ь: одного и3 этих двух условий достаточно для того'
что6ьл гипоте3а о норм:|-пьности 3акона распределения вероятности ре3ультата
и3мерения 6ьтла отвергнута. Б противном случае гипотеза принимается с веро-
ятностьюР>Р*+Р**-1.

[1ри п < 10 ... 15 гипотеза о том' что результат и3мерения подчиняется нор-
м:ш|ьному закону распределения вероятн0сти' не проверяется. Ре:пение прини-
мается на основе ана.]1и3а априорной информации.

@пределение пределов' в которь|х находится значение
измеряемой величинь:
|[ри многократном измерении с равноточнь|ми значениями отсчета и нормаль_
ном 3аконе распределения вероятности результата измерения ре|пение о6рат-
ной задани состоит в отохдествлени'1 математического ожидания среднего
арифметинеского 1!([) со знанением и3меряемой величиньт !. 3акон распре-
деления вероятности среднего арифметинеского является компо3ицией законов
распределения вероятности п слагаемь|х. |{ри п -+ ф в соответствии с централь-
ной предельной теоремой он стремится к нормальному закону распределения'
не3ависимо от того' каким 3аконам распределения вероятности подчиняются
слагаемые. 1ак что при 6ольппих массивах эксперимента.][ьных даннь[х мох{но
считать' что ре3ультат многократного измерения @- всегАа подчиняется нор-
мальному 3акону распределения вероятности' а м(ц) = 0 = 0'.

Ба рис. 72, иметощем иллюстративньтй характер' пока3ань| цлотности веро-
ятности результата измерения' подчиняющегося нормальному 3акону' и его
среднего арифметинеского значения.

3адавлшись доверительной вероятностью Р, по верхней кривой на рис' 52
можно определить параметр {, пока3ьтвающий, на сколько 5_ полуненное экс-
перимент;ш{ьно 3начение среднего арифметите.*'.' {''*"|!''","',.' от его
математического ожидания й([), отождествляемого со 3начением измеряе-
мой величиньт !. с "т же вероятностью значение измеряемой велининьт ! на-
ходится в интервале ц _ {50^"; ( + с5'_" ]' 9та и3мерительная информация 3апи-

сь|вается в форме:

з
Ф=0 -с5_"... @" +с5'_" с вероятностью Р.

[|ри небольц:ом о6ъеме экспериментальных данных' еслш рв3улъпап ш3ме-
реншя по0чшняепся норма',].ъному 3акону распре0еленшя верояпноспш' то среднее
арифметинеское подчиняется 3акРну распре0елен," ''/,"-"оспш €пъю0енпа
с математическим ожиданием м(4 ) = Ф = 9. |[ри увеличении п распределение
вероятности €тьюдента 6ьлстро при6ли>кается к нормалБЁФй}; становясь почти
неотличимь]м от него уже при п > 40 ..' 50.
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'4с;1
+;--:д<-

4с

Рпс.72. |рафики плотности вероятности результата измере!{ия и его среднего
арифметитеского 3начения' подчиня1ощихся ноРмальному

3акону Распределения вероятности

Ёа рис. 73 привеАень1 3ависимости вероятности попадания среднего ариф-

метического !", подниняющегося закону распределения вероятности €тьюден-

та' в окрестность его математического ожидания 1!!(!") при ра3личньтх п (для

6оль:шей точности расчетов можно поль3оваться та6л. 13)'

3адавтпись доверительной вероятность]о Р, можно по кривой' соответст-
вующей определенному п' определить параметр {, пока3ь1вающий' на сколь-

ко 5_ полт{енное экспериментально 3начение среднего арифметинеского ц
:

может отличаться от его математического о)кидания 1!!(@^)' ото)кдествляемого

со 3начением и3меряемой величиньт !. € той хсе вероятностью 3начение и3ме-

ряемой величинь! ! находится в интерв:ш!е !4 _ с5._"; 0- + с5'_" 1. Форма 3аписи

этой информации не отличается от приведенной вь|!ше.

[1ри не6оль!пом о6ъеме экспериментальнь!х даннь!х' еслш рещлъ1пап ш3ме-

ренш; не поачш11яепся нормс1']1ъному 3акону распреаеленшя вероя7пнос7пш' о{греде-

ление закона распределения вероятности среднего арифметического представ-

ляет достаточно слохную 3адачу. 6реднее арифметическое в этом случае мо1тсет

ока3аться неэффективной оценкой, но его все равно целесоо6ра3но исполь3о-

вать' так как' согласно вь|р;})кению (32), стандартное отклонение среднего ариф-

метического при л1о6ом 3аконе распределения в \/п ра3 мень1пе стандартного от-

клонения ре3ультата и3мерения.
3адавтшись доверительной вероятностью Р, можно по ни)кней кривой 

^на

рис' 52 опредедить параметр {, показьтва]ощий самое 6ольтшое количество 50_.,

на которое полученное экспериментально значение "чх:' ариФметического

{ ''*"' отличаться от его математического охсидания 1!!(()' ото)кдествляемого



6.2. йногократное измерение по градуированнь!м шкалам 157

о 0,2 0,4 0,6 0,9 1,0 1,2 |,4 1,6 1,9 2,0 2,2 2,4 2.6 2,9 [

Рис. 73. 8ероятность попадания среднего арифметинеского в окрестность
его математи!{еского оя(ида}1ия

со значением и3меряемой величинь| 9. с то4 же вероятностью 3начение и3ме-
ряемой величинь! ! находится в интерв;ш{е г4 - {%_"; о' + с^!_" 1. Форма 3аписи

этой измерительной информации приведена вь1]пе.
Бсли согласно априорной информации ре3ультат и3мерения подчиняется

симметричному 3акону распределения вероятности' то его среднее арифмети_
ческое 3начение то)ке подчиняется симметричному 3акону. Б этом случае вме-
сто ниэкней кривой на рис. 52 мохсно поль3оваться средней, показанной пунк-
тиром.

6.2.2. йногократное и3мерение с неравноточнь!]ии
значения]ши отсчета
{ля того чтобьт найти оценку среднего 3начения ре3ультата измерения (ото-
)кдествляемого со 3начением измеряемой велинины) при многократном и3-
мерении с неравноточными значениями отсчета' восполь3уемся универсаль-
нь[м методом оть!скания эффективнь|х оценок числовь|х характеристик л!о-
6ьтх за-конов распределения вероятности слунайньтх '"''"'''', р,"р,6,'',''',''
Р. А. Фитшером. 0н на3ь|вается мепо0олц л4аксш]|1альн.', 'р,,0,,,а,6,,.€ушность метода максимального правдолодо/,6ия 3акл}очается в следу|о-
щем.
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йногомерная плотность распределения вероятности системь1 слунайнь;х
значений Р(2т, 2э,...{") рассматривается как функция числовых характеристик
3акона распределения вероятности. 3та функция(-\

| = р! 9,, 2','.2,,2,,"о''..\\-)
на3ь1ваем:шт функцшейтщав0опо0о6шя,показывает' насколько то илииное 3наче-

ние каэкдой_йисловой характеристики <.6олее правдоподо6но>, чем другие.
Функция правдоподо6ия доститает максимума при 3начениях переменнь1х' яв-
ляющихся их наи6олее эффективнь1ми оценками. последние' следовательно'
находятсяи3условия: ( 

- ^ \
| = р[ 0,, 2', ...2,, 2, ,"о,"' |= -"*,\-)

что равносильно совместному Ре|пению уравнений:
0& =о;
ао
а[-.--0
ооь

Аля упрощения вь]числений функцию правдоподо6ия иногда логарифмиру-
.'. т'. *!* логарифм является монотонной функцией, то [ и 1п ! достигают
экстРемума при одних и тех же значениях переменных. Ёаи6олее эффективнь:е

оценки числовь1х характеристик' следовательно' могут определяться из совме-

стного ре|шения уравнений:
01ц[ =6'
ао

01п! -^- =01
ооь

|[ри многократном и3мерении с неравноточными 3начениями отсчета' под-

чиняющимися норм;ш|ьному 3акону распределения вероятности' функцию прав_

доподо6ия мохно ,,"Ё#"ь в виде_

|= 1 е 2''р' ._-1--
о.,"|2т о.'42т

(9'-2':'
2''о,

если все 3начения отсчета' полученнь|е' например' с помощью разнь[х средств

измерений' являются независимь1ми. .||огарифмирование левой и правой на-

стей этого уравнения дает:

1п[=-1$(0';0)'_.,2а ,ь,

где с от @ не завпсит. Реппая 
'+ио_-ауравнение

а^1ъ'= _2*<о,_0-) =0
оц !=100|



6.2. йногократное измерение по градуированнь!м шкалам 159

г|олучим:

^ 2!о'
б - '=1 "о'

*:
,''.',,

=8,0, +$э2э+...+8"0'.

3то так назь[ваемое сре0нее в3вешенное, при вычислении которого отдель-
нь|е 3начения ре3ультата многократного измерения суммируются с <весами>'
о6ратно пропорцион;ш'ьнь]ми их дисперсиям:

\7о- 9'Ф| п .

,1
,='','о,

1ем самьлм 6олее точнь|м 3начениям ре3ультата и3мерения придается 6оль_
пший вес. Ёаличие нормирующего множителя в виде суммы в 3наменателе по-
следнего вь1ражения о6еспечивает вь1полнение условия нормировки:

Ё*' = 
''!=1

йатематическое о)кидание среднего взве1пенного

*(о) =*Ёв,9, 
)= !шв,0, 1= !в,м(0, )= 0'Ёв, = 0.

}аким о6разом, среднее взве|пенное является не только эффективной, но и не-
смещенной оценкой среднего 3начения ре3ультата и3мерения.

[ислер сия среднего взве1шенного

-[{егко видеть' что при равноточнь|х 3начениях отсчета отсюда вьттекает фор-мула (31).

26о, =

(т

".1 =о[*в,0')= 
Ё,,*,''>= !в:пс4,= Ё!#

\аФ'
1 $т

=* "а,.-аФ' - 1

'[:"г)' [,'}]' *'|
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1|ример 5$

}1з*лерения меРь| длинь|, являтощейся ра6ояим эталоном' вь1полненньте при6о-

Р:|'ши ра:}ной тонности, дали Результать1' приведеннь!е в та6л.29-

1а6лица 29

|!орядковьтй
номер и3меРения

Фтклонение от номинального значения мкм

8ертикальньтй
оптиметр

йатпина
типа ['ейсс

1!1атпина
типа €ип

1\4иниметр с ценой
деления 1 мкм

1

2
о

4

11,3 10,8

\1,1

10,9

9,8

10,7

10,4

11,2

10,1

9,9

|'1звестно, что ре3ультат и3мерения вертик;ш|ьнь[м оптиметром подчиняется
норм:ш|ьному закону распределения вероятности со стандартнь!м отклонени-

етуг0'4 мкм; при и3мерении ма!шиной типа [ейсс - соответственно 0,8 мкм; ма-
тшиной 

'ипа 
€ип _ 0,7 мкм; миниметром с ценой деления 1 мкм _ 0,5 мкм. (а-

ково отклонение ра3мера от номин:!льного 3начения?
Реппение. 3аменив дисперсии в вь1ражениу| д]1я среднего взве1пенного их

оценками' получим:

#да 
**д:, *...**да'

*.*..*
|{одстановка известнь1х значений 5.'и измереннь1х отклонений А/, дает:

й=
*| т т,з + # (* о,в + : т, ; + т ц9+ й€,в + ш,0 + #(т о,а + т т,: + ; 

',' 
* ,,, 

_

0,16 ' 0,64 ' 0,49 ' 0,25

= 10,65 мкм.

€тандартно" '"*'','"''"" 
Ё 

'

=,н =0,18 мктш

|1оскольку все А/' подчиня|отся нормадьному 3акону распределения вероятно-

сти' постольку норм:ш|ьному 3акону подчиняется и их среднее в3ве!пенное.

|[оэтому отклонение мерь| длинь| от номинального 3начения

-э-
А,! =

5-=
^|

^[: 
(10,3...11) мкм с вероятностью 0,95.
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6.2.3. @бработка неокольких серий измерений
]'1ногда многократное и3мерение одной и той эке величинь1 постоянного р:вме-
ра производу\тся в несколько этапов' ра3нь|ми л!одьми' в ра:}личнь[х условиях'
в р:й}ных местах и в р;х}ное время. Результат такого и3мерения определяется не-
сколькими сериями пол)д!еннь[х знанений, которь|е в силу ра3личнь1х о6стоя-
тельств моцт отличаться по своим статистическим характеристикам' €ерии на-
3ь!в:}!отся ойоройъслаш' еслу! состоят из значений' подчин'лющихся одному и тому
)ке 3акону распределения вероятности. 3 цротивном сщгчае серии считалотсянео0-
норойъслаш.

[|роверка однород||ости является обязательной при вы6оре спосо6а со_
вместной о6ра6отки результатов нескольких серий ивмерений. Ф6ьтчно ог-
раничива!отся проверкой нормальности 3акона распределения вероятности
результатов измерений в каэкдой серу\и и 3начимосту\ ра3личу|й в оценках чи-
словь|х характеристик.

Бсли эксперимент:ш|ьнь1е даннь1е в калсдой сер|1и не подчиня}отся норм;ш|ь-
ному 3акону распределения вероятности' то' хотя это не является дока3ательст-
вом того' что измерену1яв сериях не подчиняются одному и тому )ке 3акону рас-
пределения вероятности' проверка на этом обьлчно 3аканчивается у1 сериу1 Рас-
сматриваются как нео0норо0ные.3кслериментальнь1е даннь!е в таких сериях не
подле)псат совместной о6ра6отке.

Бсли эксперимент;|льнь]е данные в двух р:ц}ных сериях подчиняются нор-
мальному 3акону распределения вероятности' то проверяется' нет л11 ра3личия
ме)кду средними арифметинескими 4'&'? Бсли есть, то у однородных серий
оно мо)кет 6ьтть только слуяайньлм со сред}{им значением' равным нулю' у1 ду1с-
персией

с'- о'-
о'= . - 0д 4 0п.
9тт_9т щ [:т

[1ри 6оль:пих массивах эксперимент:}льных даннь|х в ка:кдой сер|1п, подчи-
няющихся норм:ш|ьному 3акону распределения вероя{ности' норм:ш|ьному 3а_

кону подчиняются и средние арифметинеские 4' 0'',и их разностьзэ
6 = &, _ 0'. ||ри не6оль:шом количестве эксперимент:ш1ьных даннь!х в калсдой

сеРиу1средние арифметине"*"* {, '"ц, 
,.д"'ня|отся закону распределения ве-

роятности €тьюдента, но их рж|ность при п1 4 ||:1 > 40 ..' 50 подчиняется нор-
м;ш|ьному закону. |!оэтому,3адав|шись доверительной вероятностью Р и опре-
делив по соответствующему щафику на рис. 73 значение [, находят доверитель-
нь1е гРаницьл 6 + {56, за пределами которь|х не мохет окваться рж}ность
0'' _ &, если она слунайная и подчиняется норм'ш|ьному 3акону распределения
вероятности со средним значением' равнь|м пулю (рис. 7ф. т!ри несо6лтодении
этого условия ну)кно искать причину расхо'кдения ме)кду 4'и &.Бо3мохсно,
что в экспериментальнь|е даннь!е одной из серий следует внести поправку'
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3кспериментальные
данные в ! сории

{.{,,...,",}

3ксперимонтальные
данные во 1| серии

-1пп.'=;Р.

: пп / 
^\2

'а =й;(е _о,,|
'а, 

=;:Ё(. -а,,г

|-!цдниня;отся
нормальному

[!9дниняются
нормальному

зё6=&,-(,

[1рверка
9днород]ности
пр€кращается

[|роверка
однород|ности
проФащаотся

8ь:бор доверитег:ьной вороятности
и опредег:ение |, по

Разгтиние мецду

в сериях 6{ита6тоя
значимым

Раш:иние мецду
средним и арифметинеским

в сориях с\{итается
не3начимь!м

Рпс. 7 4. |1роверка значимости ра3личия ме)кду сред1{ими арифметинескими
в двух сериях

а во3мо)кно' что в разнь]х сериях и3мерялись ра:}нь|е р€вмерь1' и тогда совмест_
ная о6ра6отка серий 6ессмьтсленна.

Анотда 6ольтпой массив экспериментальнь|х данных (рис. 75) искусст-
венно раз6ивают на две или больтпее количество серий для обнарухения
посредством такой проверки прогрессирующего влия\1ия какого-ни6уАь
фактора.
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п
п| [::

Рис. 75. Разделение массива экспеРиментальных данных на две серии с цель1о
о6нарухсекия пРощессиру|ощего действия влия}ощего фактора

||омимо вь|яснения значимости ра:}личия мехду средними арифметически-
ми проверка однородности серий включает сравнение оценок их дисперсий. €е-
рии с не3начимым р:ц}личием оцепок дисперсий на3ываются равнорассеяннь!мш'
с существеннь|м ра3личием _ неравнорассеяннымш' 3начимость р.ж}личия оце-
нок дисперсий в двух сериях' ре3ультаты и3мерения в которых подчиняются
норм:|льному 3акону распределения вероят}|ости' проверяется в порядке' при_
веденном на рис. 76, тде первонач:ш|ьнь|е операции совпад€[!от с пок1х}аннь|ми на
р'4с.74 и поэтому при проверке однородности серий выполняются один р:13.

3 процессе вычислений о6разуется отно1шение ф, принем таким о6разом,
что6ы оно 6ыло не менее единицы. Бсли это число случайное' то оно подчиня-
ется 3акону распреаеленшя верояпноспш Р' А' Фшшера. |[оэтому, вы6рав 3наче-
ние интещальной функции распределения вероятности Р. А. Фипшера равнь|м
вероятности Р, с которой принимается ре1шение' мохно проверить' 6оль:пе или
мень1|1е ее аргумента фо вычисленное 3начение ф. Ёсли ф < ф", то ра3личие оце-
нок дисперсий в сериях можно при3нать слунайнь:м и с вы6ранной вероятно-
стьто Р считать' что гипоте3а о равнорассеянности серий не противоречит ре-
3ультатам ее проверки т1о крштпершю Р. А' Фшшера. Б противном случае эта
гипоте3а должна 6ьпть отвергнута. 3начения арцмента интегр:!льной функции
распределения вероятности Р. А. Фитшера приведены в та6л.30.

|1одчинялощиеся одному и тому 
'се 

3акону распределе[|пя вероятности
равнорассеяннь[е еерии с не3начимым ра{|личием ме)кду средцпми арифметп_
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!!/ 3кспериментальнь:о |
,, Аанные в ! серии /

| 0;.{:,...,,,} |
г-__---__--
у-------------,

| 
^ 

1 п! !! с=:)с !! пг1]! 
!

! -!_____________!

--___--------у-!!! т \ | а\э!

!'а =й)(о-о,,; 
1

!! т----------_-_уг------------! йскл:о.:ение ошибок 1

!у
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,| 9кспоримонтальные /
,' данные во !1 серии ;

,!

] (.п,..'",,т |г----------
у----------___,

:^1пп|! с' =;}. 
!
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у

Рис. 76. 11роверка равнорассеянности двух серий измерений

ческими счита1отся однороднь1ми' Ёсли входящие в них экспериментальнь1е

даннь|е получень1 в одних и тех )ке условиях' это говорит о сходимости и3мере_

нпй,если в ра3нь!х - о воспрои3водимости.{[одсхо0шмос7пью понимается каче-
ство и3мерений, отралсающее 6лизость друг к друц ре3ультатов измерений, вь:-

полненных в одинаковых условиях' под воспрошзво0шмоспью - в ра3нь1х
(в разлинных мест:!х' в р;Ё}ное время' ра3личнь|ми методами и средствами).
Бсли серии неоднородньп (подниняются р'внь[м 3аконам распределения веро-
ятности' неравнорассеянные' или ра3личие мехду средними арифметинескими
не мо)кет 6ьтть признано не3начимьпм), об измерениях говорят' что они не схо-

дятся (или не воспроизводятся).

*=Ё>:
5;,

8ыбор верятности' с которой
принимается решение' и опр€двлоние

по табл:' 30 аргулонта интеральной
функции распределения вероятности

Р. А. Фишера
ф'
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та6лто+да 30. 3нанения аргуиеьпа ф ингегрлыой фщющи распред|9ления веро'т[носги Р. А. Фишера

пт: Р
п

2 3 4 5 6 7 9 13 16 21 25 51 ф

2 0,90

0,95

39,9

161

49,5

200

53,6

216

55,8

225

57,2

23о

58,2

234

59,4

239

60,7

244

61,2

246

61,7

248

62,0

249

62,7

252

63,3

254

3 0,90

0,95

0,99

8,53

18,5

98,5

9,00

19,0

99.0

9,16

19,2

99,2

9,24

19,2

99.2

9,29

19,3

99,3

9,33

19,3

99,3

9,37

19,4

99,4

9,41

19,4

99,4

9,42

19,4

99,4

9,44

19,4

99,4

9,45

19,5

99,5

9,47

19,5

99,5

9,49

19,5

99,5

4 0,90

0,95

0,99

5,54

10,1

34,1

5,46

9,55

30,8

5,39

9,28

29,5

5,34

9,28

28,7

5,31

9,10

28,2

5,28

8,94

27,9

5,25

8,85

27,5

5,22

8,74

27,1

5'2о

8,70

26,9

5,18

8,66

26,7

5,18

8,64

26,6

5,15

8,58

26,4

5,13

8,53

26,1

5 0,90

0,95

0,99

4,54

7,71

21,2

4,32

6,94

18,0

4,19

6,59

16,7

4,11

6,39

16,0

4,05

6,26

15,5

4'о!

6,16

15.2

3,95

6,04

14,8

3,90

5,91

14,4

3,87

5,86

14,2

3,84

5,80

14,0

3,83

5,11

13,9

3,80

5,70

13,7

3,76

5,63

13,5

6 0,90

0,95

0,99

4,06

6,61

16,3

3,78

5,79

13,3

3,62

5,41

12,1

3,52

5,19

11,4

3,45

5,05

11,0

3,40

4,95

10,7

3,34

4,82

10,3

3,27

4,68

9,89

3,24

4,62

9,72

3,21

4'5в

9,55

3,19

4,53

9,47

3,15

4,44

9,24

3,10

4,36

9,02

7 0,90

0,95

0,99

3,78

5,99

13,7

3,46

5,14

10,9

3,29

4,76

9,78

3,18

4,53

9,15

3,11

4,39

8,75

3,05

4,28

8,47

2,98

4,15

8,10

2'9о

4,00

7,72

2,87

3,94

7,56

2,84

3,87

7,40

2,82

3,84

1,31

2,77

3,75

7,09

2,72

3,67

6,88

9 0,90

0,95

0,99

3,46

5,32

11,3

3,11

4,46

8,65

2,92

4,07

7,59

2,81

3,84

7,01

2,73

3,69

6,63

2,67

3,58

6,37

2,59

3,44

6,03

2,50

3,28

5,67

2,46

3,22

5,52

2,42

з'15

5,36

2,40

3,12

5,28

2,35

3,02

5,07

2,29

2,93

4,86

13 0,90

0,95

0,99

з'18

4,75

9,33

2,81

3,89

6,93

2,61

3,49

5,95

2,48

3,26

5,41

2,39

3,11

5,06

2'3з

3,00

4,в2

2,24

2,85

4,50

2,15

2,69

4,16

2,10

2'в2

4,01

2,06

2,54

3,86

2'о4

2,51

3,78

1,97

2,40

3,57

1,90

2,30

3,36

16 0,90

0,95

0,99

2,07

4,54

8,68

2'7о

3,68

6,36

2,49

3,29

5,42

2,36

3,06

4,89

2,27

2'9о

4'5в

2,21

2,79

4,32

2,12

2,64

4,00

2,02

2,48

3,67

1,97

2,40

3,52

1,92

2,33

3,37

1,90

2,29

3,29

1,83

2,18

3,08

1,76

2,07

2,87

21 0,90

0,95

0,99

2,97

4,,35

8,10

3,59

3,49

5,85

2,38

3,10

4,94

2,25

2,87

4.43

2'1в

2,71

4,10

2,09

2,60

3,87

2'о0

2,45

3,56

1,89

2,28

3,23

1,84

2,20

3,09

1,79

2,12

2,94

1,77

2,08

2,86

1,69

1,97

2,64

1,61

1,84

2,42

25 0,90

0,95

0,99

2,93

4,26

7,82

2,54

3,40

5,61

2,33

3,01

4.72

2,19

2,78

4,22

2,10

2,62

3,90

2,04

2,51

3,67

1,94

2,36

3,36

1'8з

2,18

3,03

1,78

2,1!

2,89

1,73

2,03

2,74

1,70

1,98

2.66

1,62

1,86

2,44

1,53

1,73

2.21

51 0,90

0,95

0,99

2,79

4,00

7,08

2,39

3,15

4,98

2,18

2,76

4,13

2,04

2,53

3,65

1,95

2,37

3,34

1,87

2,25

3,12

1,77

2'!о

2,82

1,66

1,92

2,5о

1,60

1,84

2'з5

1,54

1,75

2,20

1,51

1,70

,|,

\,4!

1,56

1,88

1,29

1,39

1,60

ф 0,90

0,95

0,99

2,71

3,84

6,63

2'3о

3,00

4,61

2,08

2,60

3,78

1,94

2,37

3,32

1,85

2,21

3,02

1,77

2,10

2,80

1,67

1,94

2,51

1,55

1,75

2,18

1,49

!,67

2,04

1,42

1,57

1,88

1,38

1,52

1,79

|'2в

1,35

1,52

1,00

1,00

1,00
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[енность и3меРительной информации вь13ь1вает стремление исполь3овать
весь экспериментальнь!йматериал, содер)кащцйсяв разнь1х сериях измерений.
9ксперимента]|ьные даннь|е' входящие в однороднь[е серии' мо'сно рассмат_
ривать и о6ра6атьпвать как единый массив. !ля сокращения вь|числений при
эт0м целесоо6разно использовать полученные ранее результаты:

-з- -4-

* _\'}'*п,,9,.ч- ш '

где }:[ : |1т * 1тт.

||ри о6ра6отке |!ерав||орассеянньпх серий с не3начпмо ра3.'[|п!ающимися
средними арифметинескими у|{ить[вается особая це||ность измерений, вь[пол-
ненных с 6ольппей точностьк). !исперсия (рассеяние) в таких сериях мень1ше.

.(ля унета этого в оценку среднего значения всего массива эксперимент:!"пьнь|х
даннь[х включают средние арифметинеские серий с <весами>' о6ратно пропор-
циональнь|ми оценкам их дисперсий:

3то уже знакомое по предыдущему ра3делу среднее взве|||енное. €тандартное
отклонение среднего в3ве|шенного

|[орядок о6ра6отки экспериментальнь|х даннь1х 0;;, по тп' которь1х входит
в ка)кдую из 0 неравнорассеяннь1х серий с незначимь|м различием средних
арифметинеских' пока:}ан на рис' 77.

д6=&

+-й- -+

:;- = /---1-' 
{Ё+

42 12А-

*0' 
**0'' +... +ф0.
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Рцс. 77. Фбработка экспериме}{тальных данньтх' входящих
в неравнорассеянньте серии

йсходньпе данные
0т;щ;{

а = +Ёа,

';=чйЁ(.,-6,[
^\\^ - 

-
гт1

\н4
^ | с?^
о=>+о'

.,=1 о.'

\'
\4

у'
н5=1 $; - |

8ыбор доверительной
вероятности и опр9деление Ё

по графищ на рис. 73

3ыбор доверитег:ьной
вероятности и опр9делтенив |
по верхней кривой нарис.52

э4
9-е<9_<2+е



]'лава7
](ачество измерений

7.1. (ачество измеренпй по ]шкале порядка
Результатом и3мерения по ]шк|ле порядка является ре11!енце. Б соответствии
с третьей аксиомой метрологии оно слушойное' то есть мо)кет 6ьтть правшльньсм
илу! неправшльнь!^/'!' 1аким образом, само со6ой ршумеющимся покс'3апелелс ка-
чес?пва ре3ультата и3мерения по |пкале порядка слухит вероя7пноспъ того' что
он является правильным.

Ёе менее часто встреча!ощимся на практике пока:}ателем качества ре|шения
является вероятность того' что оно является отци6очньтм. т{ем 6оль:пе вероят-
ность о:ши6ки' тем нитсе качество ре3ультата и3мерения.

Фшли6очньте ре1||ения при и3мерении по |шкале порядка подра3деляются на
отли6ки 1 и 11 рода. }меньтшение вероятности о:ши6ки 1 рода Р, вленет за со6ой
увеличение вероятности олти6кп 1] рода Р11, и нёФ6орот. ?ак что вполне естест-
венное стремление к миними3ации отши6ок является противоречивь|м.

Ретшения, наил)|ч:пим о6разом удовлетворя|ощие противоречивьтм тре6ова-
ниям' назь1ва|отся оппшма']1ъньш'и. 06ъективно наилу{!шими (оптптлма":аънъомш)

ре1шениями 6ътли 6ьт' такие' при которь|х на6людатель (оператор, контролер)
воо6ще не совер1ш:ш| 6ьт отшибок или' т\о крайней мере' вероятность их 6ьтла 6ьт
миним;ш!ьной. |{оэтому критерий оптимизации

Р,.: Р: + Ртт : гп!п

на3ь1вается 1Фшпершем ш0еа:эъноао на6лю0апеля.
Бероятность ошли6ки 1 рода по правилу умнохения вероятпостей равна ус-

ловной вероятности, умноженной на вероятность вь|полнения условия. 8 теории

индикатора (см. п. 5.1) Р' : 0.Рп; если речь идет о в3аимоотно1пениях ме)кду по-
ставщиком (производителем) и 3ак:вчиком (потре6ителем), _ см. п. 6.1, _ то

Р1 : оР.. 6оответствентто Р,, : 0Р., или Р,, : 0Рс. }!апример, при 3аключении
контракта на поставку продукции поставщик (производитель) 3аинтересован
в том' чтобьт вероятность ош.ти6ки | рода, сос1оя[щей в том' что гоАное у\3делце
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по о:пи6ке 6улет за6раковано' 6ътла6ьт как мо]{сно мень|ше. Б материальном вь|-

рш{(ении ршск пос?павщшка составляет

Р,:8:Р::5'оР",
гАе 8: - цена отши6ки 1 рода. Б свото очередь,ршск 3ака:р!шка, 3аинтересованного
в том' что6ьт вероятность пропуска 6рака из-за отши6ки 11 рода 6ьтла минималь-
ной, составляет

Р":62$Р6,

ем 6улет такое' при котором матери:|льнь1е потери от оп:ибок как 1, так и 11 рода
6удут в среднем миним:ш[ьными. |[оэтому критерий оптимизации

&: &, * &.: $1оР. + 6'$Р': гп1п

н:вывается кршпершел' мшншмума сре0неао рцска. }{ритерий иде')льного наблю-
дателя

Р'* : Рт .. Ртт : оР. + $Р6 : тп|п

является частнь1м случаем этого критерия.
||о аналогии с формулами (25), (26) условнь[е вероятности оп:и6ок 1 и 11 рода

в о6щем виде 3апись1ваются следующим о6разом:

* = }г.(0)60,
о,
о

0 = 1г'{0)ас,

гле р.(@) _ плотность вероятности результата и3мерения контролируемого раз-
мера у годного и3делия, рв(2) - у 6ракованного' а !" _ некоторое пороговое
значение ре3ультата и3мерения' на основании сравнения с которь|м прини_
мается ре!шение. |!одставив эти вь1ра]кения в формулу для среднего риска'
получим:

о"
Бсли теперь в правую часть этого уравнения до6авить и вычесть [в,в,г.(0)а@
то р;шенство не пару|ш ится, аформула для среднего риска .',"'-]"",,

о.
& = 8,& + 

'[в,Р.р'(0)- 

в,р"и(9)]ао.

€редний риск 6удет миним:ш!ьнь1м при таком 3начении 9", при котором
производн:ш1 от этого вырахения по верхнему пределу равна нулю. |[оследняя,

-о"
к = |8,Р.г. @)а9+ [ в,Рсг'(0)а(0).

о"
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в свою очередь' равна подь1нтещ'|льной функци|1 лру1 значении переменной,

равном верхнему пределу. 1аким о6разом, условие минимума среднего риска
3аписывается в виде:

[8'Рого(9" )* 8,Р,р.(9' )]69' = 0

||лотности вероятности р"(ц) и рь(9) на3ывают иногда функцшялошправ0о-
по0о6шя. кахдая из них характери3ует' насколько правдоподо6но отнесение из-

делу\я к числу годнь!х у!лп кч||слу 6ракованных' Ёо лунтшей мерой правдоподо-

6*т'я является отно1пение этих функций р'!Р" 
} о6означаемое 6уквой А и назьтвае-_ 

р.(9' )

мое опношеншем тщав0опо0о6шя. ||ороговое 3начение !, результата и3мерения
контролируемого ра:'мера' синте3ированное по критерию мипимума среднего

риска

^ - 8'Р":х - *д]'

о6еспечивает объектпвно наилучлтее (оппшма;сьное) ре1пение' гарантирующее'
что матери!ш[ьнь[е потери от отши6ок 1 и 11 рода 6улут в среднем миним:|льны_
ми' еслу! ре|шение принимается по пРавилу:

- 8:Р"
8'Рв

[,р' 9 <!' изделие при3нается годным;

1,р, 9 >!" изделие 6ракуется.

1!ример 59

1,1спользуя условия примера 51, синтезировать ре1пение' оптим;|ль!1ое по кри-
тери1о минимума среднего риска' если о6ъект 6рчкуется уже при отно1пении

мощности сигн:ш|а к мощности 1пумовь1х помех цт = ь. Репутация фирмь:-по-
с!

ставщика такова' что вероятность 6рака на порядок мень|ше вероятности того'
что о6ъект ок:экется годнь1м' но отши6ка 11 рола о6ходится в 100 раз доро)ке
отшибки 1 рода.

Репшение

1' Фтнотшение правдопоАо6ия

д = 
р.!9) -;#* - 

'Ёг: 
ь;= 

"'(#+).р.(1])

2. (релний риск 6уАет миним:}льнь1м' если

"'(#-,=*+=# 1$=Ф,|
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3. 11рологарифмировав леву|о и правую части этого уравнения' получим:

з[9_1.)= -:,з,"[г 2)-

или' учить|в:ш[' что т = о"./5 = ^!{.2,25 = 3,35 8,
{-} 

^, 
0,1 Б.

4. 1\4атериальные потери от о:шибок 1 и 11 рола 6удут в среднем миним:}льны-
ми' если правило принятия ре1пения 6удет слелующим:

!приш <0,1 в о6ъект принимается;
|при и >0,1 в о6ъект 6ракуется'

Бесьма в:ркнь1м является вопрос о синтезе оптим:}льного ре1шения при том
у1лу|ином дефиците априорной информации. Рассмотрим несколько таких слу-
чаев.

|. Ёсли неизвестна цена о:ци6ок $; и 8э, то применя ется кршпершй ш0еапъносо
на6лю0апое;ля.

|[ример 60

||о условиям предь|дущего примера синте3ировать ре1|1ение' оптимальное по
критерию идеального на6 лю дат е ля

Р'* : Рт " Рт: : 0Р. + рР6 : гп|п.

Регшение. |1ри синтезе ре1шения по критерию идеального на6людателя

^=Р.&'
Фтстода

я/ц-д) 0
е-\т 2) =." = 10."Р.

|{осле логарифмирования полг{им:

э [9 -1') =:,з,"[г 2)-

или' )д!итыва'{' что Б = 3,35 Б,
\} *3,23.

Бероятность олпибок в среднем 6у4ет минимальной, если ре1шение прини-
мать по правилу:

!лри ш <3,2 в о6ъект принимается;
|при и >3,2 в о6ъект 6ракуется.

1[. Бсли неи3вестнь1 априорнь|е вероятности Р, и Р6; 1Ф 1}{Ф*€т ок:}!|аться це-
лесоо6разнь1м исполь3ование мшн11/'1аксносо кршпёршя' Адея 3акл!очается в том'
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что6ьт миними3ировать максим:!льно возмоэкньлй риск' откуда и происходит на-
3вание критерия.

.(ело в том' что средний риск долхен стремиться к нул1о как при Р6 -+ 0 (нто

равносильно Р, -+ 1), так и при Р6 -+ 1 (нто равносильно Р. -+ 0), и6о если одна
и3 априорнь|х вероятностей равна единице' а друга'{ нулю' то налицо полн;1я

определенность и никакого риска совер1шить отпи6ку, принима'1 ре|пение' нет.
€ледовательно' средний риск имеет максим:!пьное 3начение при некотором
значении Рс* : 1 - Р"', не равном ни нулю' ни единице (рис. 73). Бсли о6озна-
чить это максим:}льное 3начение как впах, а соответству|ощее ему отно1шение

правдоподо6ия как

^- 
= 

8:Р]'
8'РЁ'

то на практике средний риск при лю6ом Р6; отл1{91|Фм от Р;, буАет мень:ше Р.."*,

соответству|ощего А'. ?аким образом, ре1па|ощее правило' основанное на 14с-

пользовании отно1шения правдоподо6ия А-, 6удет ориентировано на наихуАтший
слунай и 6улет оптим;ш|ьнь!м (наилунтшим) ретпением в этом наихуд!шем случае.

к
к*

0,5

0 4 0,5 1,0 Р6

Рис. 73. 3ависимость среднего риска от априорной вероятности Р6 в п!име!е 61

Ёсли6ы как-то удалось у3нать' чему равна вероятностъР6или Р., то среА-

ний риск мох(но 6ьпло 6ьт сра3у умень:шить. Ё{о минимаксньтй критерий как раз
и применяется именно тогда' когда эти априорнь1е вероятности неи3вестны.

[ример 61

11спользуя условия примеров 51 и 59, синте3ировать ре1шение' оптимальное
по мипимаксному критери|о.

Репшение

1. 14спользуя интещальнь[е представления для условнь1х вероятностей о:пи6ок
1 и 11 рода, мо)кно пол).чить следующее вь|ршкение для среднего риска:

/
!

!
!

!

!

[
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к = *чь _ т- ("!)] * в,в.Ё -' [ч - а) =

= *,<,-',)Р'Р",Б)-*,' 
[, 
-'[э 4Б

|[о этой формуле с учетом того' что

^'(у-' _ 1 1_Р.с -]оо._&'

откуда

[, - 1+ 1!. 1-&
ш 2'5_'100&'

построена зависимость Р. от Р6на рис. 78.

2. (редн*тй риск достигает 3начени9 Р.",. : 0,61 при Р6 : Р;: 0,{7 4. ||сходя из
этого'

д = 
€'(1:|Ё) =0,047.

8,РЁ

€оответствутощий такому отно!пению правдоподо6ия порог находится и3

уравнения:
.[д:-д)

е_\ 
, 2) 

=0'047.

|[осле логарифмирования и нефходимьпх прео6разований получаем:

|] : _ 0,!|ш.

3. [1равило принятия ре1пения' оптим:|льного по минимаксному критерию'
3аписывается следующим о6разом:

|приш <-0,37 Б о6ъект принимается;
]при и >-0,37 Б о6ъект 6ракуется.

111' Бсли неи3вестно откло||ение контролируемого ра:'мера от номин:},'1а'
приводящее к 6раку, у!ли велу[чу1на сигнала' которьтй дол]кен о6наруэкиваться
индикатором' то есть если неи3вестна $, то наилуч|пим (оптимальньтм) реш!ени-
ем 6у,пет такое' которое о6еспечивает 3аданную условную вероятность о:пи6-

ки | рода о. 1акой критерий оптими3ации н:вь!вается крш1першем Ёейлсана_|1шр-
сона. Аллтострацией применения этого кРитерия слух(ат примерь1 5| и 52.

19. Бсли под влиянием вне1шних факторов меняется мощность 1пумовых по_
мехо] (см. пример 51), то приходится со3давать сло)кнь|е технические системь|
со следящим порогом. 8 этих условиях мо)кет найти применение ре1пающее
правило' при котором порог обнарухсения не 3ависит от мощности нормальнь!х
тшумовь|х помех. 3то равносильно отсутствию априорной информации о о],.
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Боспользуемся приемом' пока3анным на рис'75, и 3а время' в течение ко-
торого и3менением о} можно прене6рень, о6разуем из экспериментальнь|х
да}{ных две серии по 1п и п независимых значений показания {,. €овместим
нач:1ло координат со средним 3начением пок:ж|ания )(. 1огда слунайные вели-
чины

,' = 
{},"' - |)'; и, = 

]|{х: 
_*)'

6у дут подчиняться х-распределению модуля многомеРного нормального век-
тора' вырахену1е для плотности вероят1{ости котоРого приведено в та6л. 8.

Ф6разуем некоторую' пока неизвестную' функцию э : {(у:,уэ).|1лотность
вероятности этой функции двух не3ависимых поло'кительньтх слунайных ве-
личин определяется по формуле:

р(а) = [ [ т@')о(и 
')6|э 

- {(у,,у 
')7Ф,6у ',

где 6 _ дельта-фун'."'. #'.'
у1*у1

р(а) =---4_-ъ\ [ [ ш[ 
-' и[ -! 

" 
2о2х 6|э _ [(у ,у )!ф,ф 

',(2о1)_тг[Ё )'г';
= |т] последнее

где 3ависимость р(а) от ох входит только нерез функцию (о1 [1, оу[2). €оот-
ветствующим выбором этой функции такую зависимость мохно исключить.

*отя теоретический интерес представляет оть|скание и исследование всего
многоо6разия функций, удовлетворяющих сформулирош}нному ще6овалтию, ог-

раничимся простейшлей:

- (9д)+:ц
[(о'[,ох|э)=!;, , 1.

\охьэ ) 
ф

Ф6означив в подь|птещальном выра)кении [, на !'8ь, при

!,:,

6х
!э _*
-_о'6х

+[

) = 
'9, 

заменив
ст

полг{им:6с, = 1'у'1ь'6'

р(а) =*€]€[[,;' *-,'*'' ;*'? ь(, - 8)ас| а8
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1,1спользуя свойство 6-функции, [!|!| 2 = 0 найдем, что

р(а) =#ж'- ! су * , 
"-''*'т ^','2_"г[Ё.,|.Ё.,}'

|[одстановкой с| = { последний интеграл приводится к та6личному. Фконна_
тельно]

р(а)= -2|' -' эх^-'г\-/ 
"(+'Ё) (,*,")т'

.[*).[.,)
.." в(Ё,Ё)=*# _ 6ета-функшия.

'[-г_.,
3тот результат под названием

э-распре0еленше включен в та6л' 8.
1ак как р(:) не заву1су1т от ,'*' то и условна'[ вероятность о:шибки 1 рода не

3ависит от мощности нормальных 1шумовь1х помех:

ц=}р(з)6.а= 2[ -| ,'*,'''а'';" ,[Ё'Ё.,|; (т+ э'')т

йнтеграл 3десь с помощь|о подстановк" }7 = ( выраэкается чере3 непол_

нуто 6ета-функцию

,." (Ё,Ё) = ]сЁ-'с т - с>}-' ас

с верхним пределом (" = пъ. Бводя в рассмотрение отно|||ение неполной

6ета-функции

, (' ,.\- ц (а;)
\.\т'2)_;Бы'

'\т'2 )
получим следующее вь|ражение для определения порога о6наружения

- - (:-(" )'*
'" =п" 

.,,

по заданной условной вероятности о:пи6ки 1-го рода:

0 =1с" (+';)
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|[о та6личным 3начениям неполной 6ета-функции на рис.79, для примера'
построень1 графики интещ;ш!ьной функции распределения вероятности

Р(:)=:_л.[+.*)
\2'2 )

при нескольких 3начениях\< п 1п : п. 3адав:пись 3начением
/\

Р(.:")= 1_о = 1_\'[+'+ 
[\"/

мо)кно по щафику на рис. 79 найти пороговое 3начение 7п' которое не 3ависит
от мощности норм;1льнь|х помех.

00,5 11'5ц2а
Рис. 79. 14нтещальньте функции распределения вероятности Р(:)

Ёа линейной :пкале отсчетного устройства 2 подчиняется 2-раслределению
вероятности с 1<: 1, а

_ [:г
'" ={_Ё'

Ёа квадратичной шк:ш|е э2 лодчиняется 2-раст1ределени|о вероятности с

& = } 
(гас.'ределению Р. А. Фи:шера в та6л. 3), а

-а - 1-("
'п -1п '

Ёа логарифмической шк:!ле плотность вероятности

' о 
"п!мр(1п2) = -7!-\. - ' '!" 

,

,[Ё'Ё,) 
[,*,'-)"

Р(1п:)= т_т.[+.д]с\2'2 )

/гп п\

#\т'')
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чем нетрудно у6едиться, вьт6рав {(о 

"|, 
с 

"[') 
='"* ='"?.в

мощности помех порог обнаруэкения

ъ', =\т:.7,,

7 .2. (ачество измерений
по градуированнь|м 1шкалам
Ёоменклатура пок:ж}ателей качества при и3мерении по градуированнь|м |цка-

лам все время претерпевает и3менения и окончательно еще не слохсилась. Ёаи-
6олее информативныму1 являются:

3 сходимость;

0 воспрои3водимость;

!| неопределенность;

0 тонность;

! правильность;

0 достоверность.

@ходимость
|[оказатель качества' характери3ующий 6лизость результатов измерений одной
и той хе измеряемой величинь1' вь]полненньух в о0шнаковъ!'с услову1ях.

1(оличественной характеристикой (мерой) сходимости моцт 6ыть парамет-

ры' характери3ующие рассеянше (дисперсию) этих ре3ультатов измерений.

8оспроизводимость
|{оказатель качества' характеризутощий 6лизость результатов измерений одной
и той хе измеряемой величины' вь!полненнь\х в ра3нъ'х условиях.

(оличественной характеристикой (мщой) воспрои3водимости моцт 6ьтть па-

раметрь!' характеризующие рассеянше (Аисперсито) этих ре3ультатов измерений.

Ёеопределенность
|[араметр, характери3уюший диапа:}он во3можнь1х значений величинь|.

1(оличественнь!ми характеристиками (мерамш) неопределенности могут
6ыть стпан0арпная (опреАеляемая спосо6ом А или спосо6ом Б), су:шмарная
и расшшреннс!я неопределенности.

1очность
1очность характеризует рассеяние ре3ультата и3мерения

о: х+0
около среднего 3начения' отождествл'|емого со 3начением и3меряемой величиньл.

Аддитивная поправка 0 является неслутайной величиной, даясе если ее зна-
чение точно не и3вестно. |{оэтому рассеяние результата и3мерения о6условлено
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рассеянием показания 1, и мщой почноспш ре3уль/папа ц{'меренця слу)кит
сре0нее ква0рапшнеское о!пкпоненше пока3аншя. Ёа практике вместо него ис_
поль3уется ощенка среднего квадратического отклонения _ стандартное от-
клонение' или спан0 арпная неопре0еленноспь пока3аншя. определяем:}я спо_
со6ом А.

-1онность 
многократного измерения с равноточными 3начениями отсчета в

т/п раз вь||пе точности однократного (см. формулу (32), где 5':5х;5'_" = 5"-").

€оотнотшение между стандартными отклоне1{иями многократного и однократ_
ного и3мерений в зависимосту1 от о6ъема эксперимент,!льных даннь1х представ-
лено на рис. 80.

Рис. 30. €оотнотшение ме'кду сред}{ими квадратическими отклоне|1иями многократ}|ого
и од}|ократного измерений

1(ак следует из щафика на рис. 80, увелитивая количество эксперимента.;1ь-
ных данных' мо3кно повь!|шать точность ре3ультата многократного и3мерен||я
вплоть до 3аданного уровня. Фднако ухе при п > 20 ... 30 дальней:шее повы:пе_
ние точности таким путем сопряжено с существеннь!ми затратами на вь!полне-
ние больтшого количества и3мерений и малоэффективно.

[ругим ощаничением на пути повьт|пения точности является правшло окру?-
леншй. Ёсли лри многократном и3мерении с равноточнь|ми значениями отсчета
во все 3начения показания вносится одна и та )|се поправка' точное 3начение
которой неи3вестно, то суммарная неопре0еленнос?пъ 3наченшя шзмеряемой ве-
лшчшны

&:&5о 5х

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5
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ъ=
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гле 5. _ стандартное отк.]|онение среднего арифметического значения показа_

ну!я' ач _ стандаРтная неопределенность поправки' определяемая спосо6ом Б.

1очность результата многократного и3мерения имеет смысл повь11шать путем

увеличения количества эксперимент'|льнь1х даннь|х только до тех пор' пока

5_ > 1пь . |1ои 5- < , ь|м в вь1рак еъ\ии длях^ 3 ч . х. .3ъпеРвьт' слагаемь|м в вь1ракении для суммарнои неоп-

ределенности 3начения и3меряемой величинь| в соответству!у! с правилом ок-

руглени'! мохно уже прене6рень (см. формулу (30))'
|[овышление точности и3мерения метрологических характеристик средств

измерений ра6оними эт.ш|онами 3а счет многократного повторения измеритель-
ной пропелурь1 по3воляет о6еспечить тре6уемое качество поверочных ра6от.
Бсли тре6о3ану1я к качеству поверки сформулированы в виде заданнь1х 3наче-

ний Б й 0."", то может ока3аться, что система уравнений (см. п. 5.1)

не имеет ре|пения. 1огда следует перейти к многократному и3мерению метро-
логической характеристики ра6оним эталоном. €овместное ре|шение уравнений

( \ / ' г_(А-6)2. -(А*6)'.1

]- 
=,- +' (#')*чэ' (#*)- #хг_" _ ;_']'

|'*=.(т*)-'(Ё')
даст 3начения 6 и п при заданных 3начениях 6 и 0.'*.

[!равильность
Бнесение в пока3ание поправки направлено на достих(ение 7Фавшльностпш ре-
зультата и3мерения. |!равильность о6еспечивается при совпадении среднего
значения ре3ультата измерения со 3начением измеряемой величиньл. 3то воз-
мо)кно только в том случае, когда поправка известна точно. 8сли же точное зна-
чение поправки неизвестно' то это учить1вается ситуационной моделью. Б этом
случае внесение в пока3ание поправки осуществляется по правилу сложения
слулайньтх величин. 9ем точнее значение поправки' тем правильнее результат
и3мерения. ?аким о6разом, правильность ре3ультата и3мерения определяется
точностью поправки' а мерой правильности является анс!']!о2 сре0неао ква0рапш-
цеско2о о!п'с]!оненшя поправкш 11']!1] ее стпан0арпная неопре0еленноспь' определяе-
мая спосо6ом Б. 9ем она мень[ше' тем правильнее ре3ультат измерения.

[1ри многократном пзмерении с равноточнь!ми з!!ачениями отсчета' вь|-
полняемом одним и тем же средством измерений, одним и тем хе оператором,
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в одних и тех же условиях во все слунайнь:е 3начения показания -{,' вносится
одна и та же поправка 0' :0. |{оэтому ре3ультат многократного измерения

'^' 

=**о,=*** -**', =х1+о

при адАитивной поправке' 3начение которой и3вестно точно' имеет 6олее вьтсо-
кую точность' чем ре3ультат однократного измерения:

-5х_п'

и остается а6солютно правильнь|м' как при однократном и3мерении:

ш;=\=0.
|[ри внесении же во все слутайньте 3начения показания )(' одной и той:ке

апдитивной поправки' 3начение которой точно не и3вестно' эта ситуация пред_
ставляется математической модель|о в виде <<р:}вномерного 3акона распределе-
ния вероятности поправки> на интервале [0:; 0:] со средним 3начением 0 = 

0' 1 0,

и стандартной неопределенность|о типа Б

0- -0. г-, 
=!т/п.ч _ 

р"[з

то есть результат многократного и3мерения становится 6олее точнь1м' чем ре-
3ультат однократного и3мерения' но менее правильнь|м.

11ри многократном и3мерении с неравноточнь|ми 3начениями отсчета в по-
казание ка)кдого и3 !п средств и3мерений разной точности вносится своя по_

правка. 1(аждую 0.'-ю поправку к слутайному.{'-му 3начению пока3ания можно
рассматривать то)ке как слунайную величину и обращаться с ней соответствую-
щим образом. 1акой прием отнесения поправок к категории слунайнь:х вели-
чин на3ь|вается ран0омшзацшей (от англ. гапёоп _ слулайньлй). [альней|]|ее 3а-
висит от характера априорной информации.

Бсли известнь| среднее квадратическое отклонение показания кш|(дого из
средств измерений и предель|' в которь1х находится поправка к нему' то ре-
3ультат и3мерения определяется по формуле среднего арифметического в3ве-
!пенного:

5-
х;

о=
{ х, * --1' х,*... *}х' * {о, *
о х, о7" б,- ч'

| о-п

4**+...+++1+1*...*1о'*, ,'', о х^ ч, щ, щ_.

Б этом вь1ршкении можно вь!делить среднее арифметинеское в3ве1пенное по-
казания и среднее арифметинеское взве1пенное поправки:

д
о

4э

={+0,
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которые' соответственно' равнь1:

х = )в.х;;
'|=1

6 = !в,,6,,
.,=1

где нормированнь1е веса к&кдого ]-го знанения пок213ания и кахдой.!-й поправки

8", =

\
2

'',

\

ч',

)
.'=1

;[*-й)'

\\
.}, ч_'

^ #Ё', **)',
г-; _ ох 1=т "',='! _-т

1п 1п--т-г--т5; 5;

,; =;1;(*,-7)';

'; 
=Б1;(0' _6у.

з
€реднее квадратическое отклонение среднев3ве|пенного пока3ания )( явля'

ется мерой точности ре3ультата и3мерени_я' а ан:ш|ог среднего квадратического

отклонения средневзве1шенной поправки 0 - мерой правильности. Быралсения
для этих показателей качества ре3ультата многократного и3мерения с неравно-
точнь1ми 3начениями отсчета имеют вид:

/.
." = 1!я' 'х :л з-,3х'о х'1

у 
'=1г'

ч =.'|)в&{',
"'\|:=:

Ёсли точность пока3аний средств измерений неи3вестна' но известнь1 точно
поправки' которые в эти пока3ания нужно вносить' то формула среднего ариф-
метического в3ве|шенного преобра3уется следу}ощим о6разом:

где
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0пять-таки можно вь1делить среднее арифметинеское взве1пенное пока3а_
\1ия и среднее арифметинеское в3ве1пенное поправки:дэз

9=*+0'
которь1е' соответственно' равны:

где нормированнь1е веса к'шкдого.]-го знанения пок:вания и калсдой.1'-й поправки
\

8х=

* = !в'х,;
,]=1

6 = )8,0,,
1=!

1

52о = -0о0,\.
гп[4+1 !"'[.я; 

^я; /
[1оказапелем почноспш результата и3мерения в данном случае слухит

з*==.,Б.1* =#
поко3апелел0 прав1!]'ънос?пш _

.я6=.,Бв,?=**
где

а2 ч2

"', ,<1: ="" =<15!+5'' 5}+5!

Бсли в последнем случае в качестве ре3ультата и3мерения исполь3овать
среднее арифметинеское в3ве1шенное' а среднее арифметинеское

й =*)",**!0,=х1 *6. ,

"']=: "' !=т

то показатели его ?поцноспш и правш^]|ьноспш

5-=х.

5;
5! +5]'

т

&=
0. щь;(',_6-)'

_ 5х._Б'

_й-Б

;(*=



7.3. 1,'|змерительная инФормация 18з

Ёсли известнь1 классь1 точности средств измерений и поправки' которь!е
нужно вносить в их пока:}ания' то

з-= 
,

ц;, ,"*, ц; 50'

где ан:}лог дислерсии показания ш} определяется исходя у13 класса точности
средства измерений. 3то вьлра:кение мохно прео6разовать к виду:

о=

и представить в виде суммь1 двух средних арифметических знанений, в3ять]х
с одинаковь!м весом:

а
0-,

зч2
где {] - среднее арифметинеское в3ве1пеннь|х показаний х] = #х'' 0 б' _

ц1,
о2

среднее арифметинеское весовьтх коэффициентов 8, = 9. €тандартное откло-, цх,

нение первого слагаемого в последнем вь[рашкении характери3ует /поцнос?пь ре'
3ультата и3мерения' а стандартное отклонение второго _ правшпънос1пь.

Бозмоэкнь: и дру!ие формьт и варианть1 исполь3ования априорной информа-
цит4.

7 .3. 1*!змерительная инФорм ацпя
Формы пре0спавленшя ш3мершгпелъной шнформацшш зависят от ее предна:}наче-
*тия. Ёсли измерительная информация предна3начена для д;ш|ьней:пей перра-
6отки, то она представл'[ется в виде 3акона распределения вероятности результа-
та измерения (эмпиринеского либо теоретинеского) или его числовь!х характе-

ристик (ли6о их оценок). Бсли и3мер]{тельная информация не предна:!начена
для дадьнейтпей перера6отки, то она шшредст:|в'!яется в форме, удобной для вос-
лР|1ятия человеком. ?акой фрмой я3ляе|ея ука3ание интервала Б!3]|{Ф}Ф1Б{
значений измеренной ве-]!ичинь!_

|{олалцеапво т;злерштпелътзоа1 по 1( 3. 1!|еннону опреде.'1'!ется как
р2вность мёкду априорной $ и апостерпорпой Ё энтропи'|ми источника соо6-
щени'!. }1сточнлшсом соо6щешя (гшфрша'тгт:г) в вшерительных 3адач:!( сщ/-
жит ра:}меР. 3 резу.тьтате !вшереп!ш по |11|й.те порядка он может Ф|й33!Б€{

4А!

2 = --{-.{| +
1+д-

!т
1+ 8.
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мень|ше ли6о 6оль:ше или равнь|м другому размеру (в настном случае _ норме).
Бсли перед измерением оба ретпения равновероятны' то' казалось 6ьл,

|1,: |о612: \;
н:0,

и такое и3мерение дает один 6ит измерительной информации (рис.81).

Р1:1_Р'
00,5|

Рис. 31. 3нтропия источника соо6щения с вероятностями состоянийР1ттР2

Фднако это противоречит третьей аксиоме метрологии' согласно которой
лто6ое ре|шение и3мерительной задани является случайнь1м. €ледовательно' и3-
мерение по 1пк;}''1е порядка дает мень|ше 6ита измерительной информации. |!ри
неравновероятнь1х исходах априорная энтропия Ё' < 1, и количество измери-
тельной информации 1 : Ё' - Ё полутается еще мень1пим. 1(ак отмечалось
в л.3.2.|, шкаль1 порядка явля}отся наименее информативнь|ми и3 всех измери-
тельнь1х 1шк:ш|. |[ри измерениях по градуированнь!м 1пкалам количество и3ме-

рительной информации определяется по формуле (5). т{ем мень1пе априорная
энтропия' тем мень1ше количество и3мерительной информации. |!ри }1. : 0 из-
мерение нево3мо)кно. 3то первая аксиома метрологии.

|[оказатели коче спв а ш3л1ершпелъной шнф ормацшш зав'[сят от формьп ее пред-
ставления. Бсли измерительн;}я информация представлена в форме ре3ультата
и3мерения' то номенклатура показателей качества рассмотрена в пп. 7.|' 7.2.
Бсли же она представляется в окончательном виде в форме, удо6ной для вос-
лриятия человеком' то ваэкней:шим пока3ателем качества измеРительной ин-
формации является ее достоверность.

!,остоверность
|!оказатель качества' характеризутощий степень уверенности в том' что 3наче-
ние и3меренной величинь1 находится в ука3анном интерв:ш|е.

1(оличественной характеристикой (мерой) достоверности моцт 6ьтть 0ове-

рш7пелъная верояпноспо (см. рис. 52,7з) илиуровень 0овершя (см. рис. 54). (ос-
венно она мох{ет характеризоваться коэффшцшенпом охва?па (см. вариант 7
в п. 5.2). Бажно подчеркнуть' что при одном и том же результате и3мерения
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мо)кно обеспечить лто6уто достоверность и3мерительной информации. €ледова-
тельно' достоверность не относится к числу показателей качества ре3ультата
и3мерения. Фна не рассчить|вается а роз[ейой, а 3адается в виде основного тре_
6оваттия к качеству измерительной информации.

,[остоверность и3мерительной пнформации _
главное условие единства измерений.

Фчень насто информация' полученна'! в ре3ультате измерений' используется
при проведении расчетов' вь|числений, иметощих 6оль:шое научное' ин)кенер-
ное, хозяйственное 3начение. |1ри этом нередко не уделяется должного внима-
ния тому' что результать1 таких расчетов и вь1числений, пол1гтаемь|е путем
формальньлх математических прео6разований, не являются а6солтотно досто-
вернь|ми и требутот ук:::}ания вероятности' с которой могут принимать те у1ли
инь|е 3начения.

|!ример 62

|[о данньгм примера 39 определить числовое 3начение длинь| окруэкности 0

с радиусом г.
Реппение

\. |. = 2т7 = 25'7; 5, = 2т5, = 4,\

2. €тагцартное отк./{онение сред{ег0 арифметгтнеског0 3ш!чени'1 д|инь| окрул${ости
с

5. = * =0,44.
' ^/п

3. 6реднее арифметитеское Ё 100 значений г лодчиняется норм;ш|ьному 3ако-
ну распределения веРоятностей, форма которого не меняется лри линей-
ном прео6ра3овании 7 = 2т'?. |{оэтому

|: 24,в ...26,6 с вероятностью 0,95.

||ример 63

0пределить площадь круга' распределение вероятностей числовь1х значений
радиуса которого представлено та6л. 10.

Репшение. Распределение вероятностей числовь|х значений площади круга
$ : лг2 получаем' исполь3уя та6л. \0:

Фценки числовь1х
ния вероятностей

характеристик теоретической модели этого распределе-

3 : 54,4;55: !7,7.

5 Р
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€тандартное отклонение среднего арифметического 3начения площади
круга

@ставляя открь|ть1м
новании неравенства п.
6ольтце нем 0,9

Фтсюда

з : 46,7 ... 60,1 с вероятность|о не менее 0,9.

[1родолэкение примера 43

[тандартное отклонение среднего арифметинеского 3начения полупериметра
(

$ = :+! =ц1
т|+/2 {п

€реднее арифметинеское полупериметра прямоугольника как сумма средних
арифметинеских 6оль|ших массивов экспериментальнь1х данных подчиняется
нормальному закону распределения вероятности. 1аким образом,

|,,\ |э:8,0...8,4 с вероятностью 0,95.

{|ример 64

Ретшить пример 44, ислользуя результать| многократнь1х измерений:

5- = 1,8.

вопрос о 3аконе распределения вероятностей 5, на ос-

"|1. 9е6ытпева мо)кно утвер)кдать' что с вероятностью'

(з (з"+3,25^.з" _ 3,25,

5_ = -Б'^ + 53 =.п1 +ш =2,3 г.-пв 1/ .ь пт

1й, как ра3ность средних арифметинеских 3начений 6оль:пих массивов экс-
перимент:ш|ьнь|х даннь1х подчиняется нормальному 3акону распределения
вероятности. Ёа этом основании'

гп" : (3095 ... 3105) г с вероятностью 0,95.

Бг
=||+ = 1,9.10-3 кг = 1,9 ц

Бт
= !!+ = 1,3.10-' кг = 1,3 г.

1.

2.

3.
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ний о6еспечивается вьтбором коэффициента охвата (см. продол}(ение приме-
ра 15 в п. 5.2). Б данном случае

гп': (3368 ...3432) г при коэффициенте охвата' равном 2,

гп' : (3352 ...3448) г при коэффициенте охвата' равном 3.

|[ример 65

€ какой скорость|о дол'(но вращаться тело в примере 3, что6ы центро6ехсная
сила равнялась 2А? Результатьл и3мерения массь! тела и радиуса окрухности
(в метрах) приведень! в та6л' 13 и 10.

Репцешие

1. Ёа основании ре1шения примера 1

,=_дг.!гп
2. €огласно формуле (18)

а = ^Ф =.ш =3,02.м/с.' \]й 1 0'9

|[оправка, компенсирующая неточность вычисления этого 3начения'

0. =-*г_в_й',5: _ьБ';-$,[$л; =_0,0! м/с,

так как 5] = 0,5 м2; 5! = 0 ; 5| = 1,7 .704 кг'. €ледовательно'

3 = 3,0\м/с.

3. |1о формуле (22)

5,=

4. €тандартное отклонение 6

5; =2,6'|0-2 м/с.

||оскольку закон распределения вероятности8 неи3вестен' то на основании
неравенства 1]. [. т{е6ь:пцева

т : (2,9 ... 3'1) м/с свероятностью не менее 0,9.

|1родолпсение примера 50
|\ри равнопочнъ!х ш3меренцях на основании неравенства |1. "||. 9е6ы:пева

тп6 : (3,96 ...4'08) кг; гщ: (0,85 ... 0,97) кг с вероятностью не менее 0,9.

|1рп таераысо1п(у.н*Ё ш:'л.ерен11я$ на основании неравенства [. .||. 9ебь:тшева

тп6: (3,93...4,09) ю; шт: (0,86... 0,94) кг с вероятность!о не менее 0,9.

**': - 1*'з - *#': = - 0,26 м/с.
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