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Предисловие 

Данная книга представляет собой второй том учебника по обык- 
новенным дифференциальным уравнениям, выходящего в рамках 
цикла учебников автора по разделам высшей математики. 

Учебник «Обыкновенные дифференциальные уравнения, тео- 
рия и задачи» составлен на основе курса лекций, читаемых авто- 
ром в Санкт-Петербургском государственном политехническом 
университете. 

Настоящий учебник предназначен для студентов высших тех- 
нических учебных заведений. Он может быть использован и для 
самостоятельной подготовки и повышения квалификации по дисци- 
плинам «Математический анализ», «Высшая математика» и «Диф- 

ференциальные уравнения». 
Второй том учебника включает материал по следующим разде- 

лам: «Дифференциальные уравнения высших порядков», «Инте- 
грирование дифференциальных уравнений с помощью рядов», 
«Нормальные системы обыкновенных дифференциальных урав- 
нений», «Линейные системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений», «Линейные однородные системы обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений», «Устойчивость решения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений». 

Подробное изложение теории сопровождается большим числом 
разобранных примеров и задач, разъясняющих основные идеи, тео- 
ретические факты и их практическое применение. 

Для успешного овладения представленным материалом обу- 
чающиеся должны хорошо знать школьный курс математики 
и владеть навыками логического и алгоритмического мышления, 
а также математическими методами решения задач согласно требо- 
ваниям стандартов среднего образования, а также успешно освоить 
материал первого тома учебника. 

В результате изучения второго тома учебника «Обыкновенные 
дифференциальные уравнения» обучающиеся должны: 

знать 
е основные понятия, теоретические основы, положения и ме- 

тоды теории обыкновенных дифференциальных уравнений;



¢ методы решения прикладных задач, базирующиеся на поста- 
новке задач и формулировке начальных и граничных условий 
для дифференциальных уравнений, интегрировании дифференци- 
альных уравнений, исследовании свойств их решений и т.п.; 

* современные представления о переводе задач моделирова- 
ния реальных процессов и явлений на математический язык тео- 
рии дифференциальных уравнений, выборе методов их решения, 
в том числе и численных, оценке полученных результатов; 

уметь 
использовать полученные знания о математических поня- 

тиях, методах и моделях дифференциальных уравнений в практи- 
ческой деятельности и при изучении иных естественнонаучных, 
общепрофессиональных и специальных дисциплин; 

е применять теоретические знания к реальным ситуациям 
для математического исследования встречающихся в приложе- 
ниях эволюционных процессов, а также анализа и интерпретации 
полученных результатов; 

. выбирать необходимые методы теории дифференциальных 
уравнений для решения поставленных задач и реализации алго- 
ритмов; 

» самостоятельно расширять и углублять полученные матема- 
тические знания, изучать новую математическую литературу, обоб- 
щать и систематизировать вновь поступающие сведения по теории 
дифференциальных уравнений; 

. давать самостоятельные оценки эффективности употребляе- 
мых алгоритмов решения дифференциальных уравнений высших 
порядков и систем дифференциальных уравнений; 

» самостоятельно формулировать, обосновывать и строго 
логически и математически доказывать утверждения теории диф- 
ференциальных уравнений; 

владеть 
. методами математического моделирования фундаменталь- 

ных и прикладных проблем с помощью систем дифференциаль- 
ных уравнений и выработки наиболее эффективных алгоритмов 
их решения; 

° навыками решения дифференциальных уравнений высших 
порядков, возникающих в ходе математического моделирования 
реальных процессов и явлений на практике; 

навыками работы с учебной и научной математической лите- 
ратурой для поиска необходимой информации для решения систем 
дифференциальных уравнений; 

е современными технологиями анализа и информационной 
поддержки решения поставленных задач.



На основе полученных знаний у обучающихся формируются 
следующие общекультурные и профессиональные компетенции: 

. способность к обобщению, анализу, восприятию информа- 
ции, постановке цели и выбору путей ее достижения; 

» ГОТОВНОСТЬ ИСПОЛЬЗОВать основные законы и методы теории 
дифференциальных уравнений в профессиональной деятельности, 
в теоретических и экспериментальных исследованиях; 

. способность представить адекватную современному уровню 
знаний научную картину мира на основе знания основных положе- 
ний, законов и методов теории дифференциальных уравнений; 

. умение выявить математическую сущность проблем, воз- 
никающих в ходе профессиональной деятельности, привлечь 
для решения дифференциальных уравнений, возникающих 
при моделировании, соответствующий физико-математический 
аппарат; 

. способность разрабатывать математические модели объек- 
тов профессиональной деятельности в форме дифференциальных 
уравнений, применять необходимые для построения моделей зна- 
ния принципов действия и математического описания различных 
систем (информационных, механических, электронных и т.п.), 
а также определять характеристики объектов по разработанным 
моделям на базе решения дифференциальных уравнений; 

¢ навыки владения основными приемами математической 
обработки и представления экспериментальных данных в виде 
дифференциальных уравнений и соответствующих начальных 
и граничных условий.



Глава 3 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

$1. Основные понятия и определения 

1°. Обыкновенным дифференциальным уравнением п-го порядка 
называется уравнение вида 

Е(х, у, у’, У", ....У”)=0. (1) 

Здесь п — фиксированное число (ne М, n2=1,n— порядок урав- 

нения), х — вещественная независимая переменная, у(х) — иско- 

мая вещественная функция, F(x, уу’ у”, ..., YX) — известная фун- 

кция, определенная и непрерывная в некоторой области (С) = В”*?. 

2°. Дифференциальное уравнение п-го порядка, разрешенное 
относительно старшей производной, имеет вид 

У" SLX у, у, у", 2 YO) (1) 
((1) — нормальный вид дифференциального уравнения л-го поряд- 

ка). Предполагается, что функция f(x,y, yy’, ...,y"-) опреде- 

лена и непрерывна в некоторой области (D) < В”*'. 

3°. Определение. Функция у = $(х) называется решением урав- 

нения (1) в промежутке (a,b), если: 

1) для каждого хе (a,b) определены и непрерывны (x), 

g(x), $’®, , g(x); 
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2) для каждого хе (a,b) точка (x, (x), (x), ..., (D(x) e(D); 

3) G(x) = f (x,0(X), 90%), «1 0X), хе (a,b)- 
График решения y = o(x), хе (a,b), называется интегральной 

кривой уравнения (1). 
Заметим, что решение уравнения (Г) определяется аналогич- 

но. Именно, функция у=ф(х) называется решением уравнения 
(1) в промежутке (a,b), если: 

1) для каждого xe(a,b) определены и непрерывны (x), 

p(x), 9(x), ‚ g(x); 
2) для каждого хе (a,b) точка (x, 0(x),9°(), soy ФИ (x))e (G) ; 

3) F(x,(x), 9), «..,9(x)) =0, хе (a,). 
4°, Решение уравнения (1) (a также и уравнения (1)) может 

быть получено в неявной форме, т. е. в виде соотношения 

w(x, y) =0, (*) 

или в параметрической форме: 

x =х(1), a 
ty at ге ор С” 

Но при этом предполагается, что соотношения (*) и (**) опре- 
деляют у как функцию отх: y= Q(X), хе (a,b), которая является 

решением уравнения (1) (уравнения (1) ) на промежутке (a,b). 
Пример 1. Пусть имеется уравнение 

уу" = (у) - (7). 
Покажем, что функция у = у(х) , заданная неявно соотношением 

y-In|y|-x+5=0 (y#0), 

является решением данного уравнения. 

Решение. Находим у’иу": 

} 

у’-^-1=05 у. y= 
y 

У = vel). 
y- 

(Отметим, что у=|, xe (-°, +00), является решением данного 
уравнения.) 

9-7 0 oO pe *). 

11



Подставив найденные выражения для у и у” в исходное 
уравнение, получаем 

у? у? у? У’ 
9-0 0 ^ 0-м 

Следовательно, функция у = у(х) является решением данного 
уравнения. 

Пример 2. Пусть имеется уравнение 

(y’)? -2уу’+3=0. 
Покажем, что функция у = у(х) ‚ заданная параметрически системой 

(t > 0) (*) 

является решением данного уравнения. 

Решение. Находим у’и у’: 

| 9 
po A af P43.) о 

Ух x, 1_ 3. 2: = (у.), . x, 

2 29° 

2-3 , 

2 _t -3 . 
Se ST pag а 

2t 29 

Подставив найденные выражения для у’ и У,2 в исходное урав- 
нение, получаем 

Р-Р +3 +3 52-2 -3+3=0. 

Следовательно, функция у= у(х), определяемая системой (*), 
является решением данного уравнения. 

5°. Задача Коши для дифференциального уравнения лп-го по- 

рядка вида (1): У“ = f(x, уу’, ...,У"\) состоит в следующем: 
среди всех решений этого уравнения найти такое решение 

12



у =(x), которое удовлетворяет наперед заданным начальным 

условиям: 

О =H YOM =H (2) 

Здесь ж,У,У,...У") — числа такие, что точка 

(xp, Yo» Yo» ... yf?) е (2) . 

6°. Понятие единственности решения задачи Коши. 
Пусть даны уравнение 

У" = f(x, yy, ..., У") (1) 

и начальные условия 

— yla-l) 
Х=№ 4) ° 

Year, = 903 Уи = 903 23 YO (2) 

Предполагается, что f(x,y, y’, ...,y") e C(D), (D) cR™, и что 

точка (Xp, Yo, Yo» -.. ЖД") € (Б). 

Пусть у=$(х), xe 1 =(ж-6ж +5), и y=G(x), 

хе Г. = (Xp ~5, xX +5) ‚ — любые два решения задачи (1) — (2). 

Тогда: если существует интервал J; = (хх -6,х +5) такой, что 

ф(х) =@(x), хе 15, то говорят, что задача (1)— (2) имеет 

единственное решение. Точку (ху, У, У, --- Ye") е (D) называют в 

этом случае точкой единственности уравнения (1). 

Подчеркнем еще раз, что соотношение $(х)=$(х), хе Is, 

должно выполняться для любой пары решений задачи (1) — (2). 

Пусть область (D,)c(D) и пусть каждая точка 

(x,y, y, ...y"-)) е (D,) является точкой единственности уравнения 

(1). Тогда (D,) называют областью единственности уравнения (1). 

Замечание. Для уравнения (1): Р(х уу’, у”, ...,У®)=0, не 

разрешенного относительно производной у“”), задача Коши ста- 

вится аналогично задаче Коши для уравнения (1). Однако в 
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случае уравнения (1) эта постановка задачи Коши нуждается в 

уточнении. Дело в том, что заданным числам X,Y, У, ..., У” 

может отвечать не одно, а несколько значений у“), определяе- 
мых из уравнения 

Р(хо, Yor Yoo «Hor, У) =0. (3) 

7°. Существование и единственность решения задачи Коши для 
уравнения, разрешенного относительно старшей производной 
у(") , гарантирует теорема Коши—Пикара 

Пусть имеется уравнение 

YO) = Ух, уу’, у", 0 YO). (1) 

Если функция f(x,y, y,...,y) непрерывна в области (2), 

(р)св"", и имеет в (D) непрерывные частные производные 

of of of 
Эу’ ay? ? зутт › ТО для любой точки (%, Yor №, +...) € (D) 

задача (1) — (2) имеет единственное решение. 
Это решение определено в некоторой окрестности 

Г; = (% -5, м +5) точки ху и удовлетворяет условиям 

Ул = 20 У = 03-03 YOM =H". (2) 

Теорема будет доказана позже. Она будет получена из след- 
ствия к теореме о существовании и единственности решения 
задачи Коши нормальной системы обыкновенных дифференци- 
альных уравнений (см. стр. 436). 

Замечание (о существовании и единственности решения зада- 
чи Коши для уравнения, не разрешенного относительно у”). 
Пусть имеется уравнение 

| Е(х, у, У’, У", ....Ут)=0. (1) 
Рассмотрим уравнение 

Ржу, Yor У» + WN” У) =0, (3) 

где ху, У, о, ...› ("0 — заданные числа (см. начальные условия 

(2)). Пусть yf”, у®,...,у@ — числа, которые являются различны- 
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ми вещественными корнями уравнения (3). Ради простоты ограни- 
чимся рассмотрением случая, когда уравнение (3) имеет конечное 
число вещественных корней. 

Пусть (Р.), А =1,т — прямоугольный параллелепипед с цен- 

{n- 1) тром в точке (ж, У, У, ... , у"). Пусть параллелепипеды 

(P,) такие, что (Р)П Рун, i,j=i,m, #* j. Предположим, 

что в каждом параллелепипеде (Р), К=1т, функция 

Е(х,у,Уу’, у’, ....УТ) непрерывна и имеет непрерывные частные 

производные — Р/(х,у, у’, у", ...,УТ), = Р/(х, ууу", ....УТ), 

Ех, у, У, У", IM), ‚Ею (ЖУ,У,У", YM) и что 

Е’, #0, К=Ьт. 
у" т т ВОИ 

Видим, что в каждом параллелепипеде (P,) ‚К=ьт, выпол- 

нены условия теоремы об однозначной разрешимости уравнения 

(Г) относительно у“ (см. теорию неявных функций). Следова- 

тельно, существует окрестность Ир, (Хо, Уо› У, -..› (0) TOUKH 

(хо, Yor Vor ... ‚У О), К =1,m, в которой уравнение (1) определяет 

У") как однозначную непрерывную функцию OT x,y, y’, ..., У", 
а именно: 

У = Д(х, у, У, oe YOY), К =Ът, 
причем функция SGI, .... У") имеет B 
р , п-1 iy, (№,У›, + Ye) непрерывные частные производные 

ЕЕ a | 
эх, >” Td a ahr. Так как в i, (№, Yor №, ...› {n )) функ- 

ция f(x,y, y’, ...,y") непрерывна и имеет непрерывные част- 

Se Se 4% 
ные производные ay’ oy’? gy"! » TO по теореме существова- 

ния и единственности решения задачи Коши уравнения, разре- 

шенного относительно старшей производной у“” , заключаем, что 
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каждому из значений у“, у”, ..., у), определяемых из уравне- 

ния (3), соответствует только одно решение уравнения (1). 

8°. Общее и частное решения уравнения у“ = f(x,y, y’,...,y”). 
Пусть имеется дифференциальное уравнение 

У = Х(х,у, у’, ...,У" О), (1) 

где f(x,y, y, .., YY) e C(D), (D) eR". 

Пусть (D,) < (р) и (D,) — область единственности для ypaB- 

нения (1). 
Определение. Функция 

у = (x,C,,C, eoey С), (4) 

где C,, Cy, ..., С, — произвольные постоянные, называется общим 

решением уравнения (1) в области (D,) , если: 

1) функция Ф(х,С!,С,, ...,С„) имеет непрерывные частные 

производные по х до порядка N включительно; 

2) для любой точки (X,Y, №, .... У") е (D,) система 

У = Ф(х, Су, Cr, sony С), 

. У = Ф’(хо, Сь С», cory С), 

secccccees (5) 

yr = PD (ж,СьС,, vy Си) 

разрешима единственным образом относительно Су, Cy, ..., C,: 

= W(X, Yor Yor -.. I"), 
| С? аб, = ж- о), 

линии (6) 

Ch = Уи (%, У», IN); 

3) функция у=Ф(х,С,С%,..., С0), xe 5 = (Xp —5,X%q +5), 
является решением уравнения (1) при любых значениях произ- 

вольных постоянных Ср, Cp, ..., C? в равенствах (6), когда точка 

(X03 Yor Wor ++”) (D,). 
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Геометрически общее решение уравнения (1) в (D,) пред- 
ставляет собой семейство интегральных кривых на плоскости 
Oxy, зависящее от пл параметров Су, Cy, ..., Си. 

Отметим, что если известно общее решение (4) уравнения 

(1) в области (D,), то решить задачу Коши (1) — (2) можно 

следующим образом: сначала дифференцируем по х функцию 

у = Ф(х, С1,С., ..., С„) последовательно (п-1) раз. Затем в соот- 

ношение (4) и в те соотношения, которые получаются из (4) 

последовательным (л-—1)-кратным дифференцированием по х, 

подставляем начальные условия (2): Vieaxy =O: Yon, =Yo,; 

(n-1) 
yon о . В результате для определения Су, С, ..., C, 

Х=х№ 

получаем систему 

Ф(ж, Су» С», $9 С) = Vos 

| Ф'(х, С» С», ...› Cy) =, 

p" (ж,Сь С», +9 C,,) = yo, 

Решив эту систему и подставив найденные конкретные значения 

СР, С9, ..., С8 вместо Су, С», ..., C, в (4), получим решение задачи 

Коши (1) — (2): у=Ф(х,Ср, С, ..., С). 
Замечание. Общее решение (4) уравнения (1) в области (D,) 

может получаться в виде, заданном неявно соотношением 

Ф(х, у, С, С., ..., C,) =0. (7) 

Пусть функция у =Ф(х,С!,С., ..., C,) — общее решение урав- 

нения (1) в (2,). Тогда всякое решение уравнения (1), получаю- 

щееся из общего при конкретных (допустимых) числовых значе- 

ниях произвольных постоянных Су,С., ..., С„ , называется частным 

решением этого уравнения. 

(Допустимыми значениями Су, C,, ..., С, называются такие, 

которые определяются  равенствами (6), когда точка 

(Xp, Yor У» «+» Ne") © (D,) -) 
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$2. Некоторые типы уравнений высших порядков, 

допускающих понижение порядка 

Г’. Уравнения, не содержащие явно искомой функции и не- 
скольких последовательных производных, т. е. уравнения вида 

F(x, У, УК, ..., У) =0(1 sk <a). (1) 

Порядок такого уравнения заменой: y“)(x) = z(x) ‚где 2(х) — новая 

неизвестная функция, понижается сразу на Кединиц. В самом деле, 

при такой замене имеем: 

у(&+1 — z’, y'k+2) - =”, ..., у") — zien k) 

Следовательно, уравнение (1) примет вид: 

F(x,z,2’, ..., 2°") =0. (2) 

Видим, что (2) — дифференциальное уравнение порядка (п-К). 
Если уравнение (2) удается проинтегрировать, то, возвращаясь к 
переменной у, получим: 

y*) = 9(x,C,,C3, vee Crug) ИЛИ Ф(х,У®,С,С,, coe ‚Си-к) =0. 

В случае, когда в результате интегрирования уравнения (2) полу- 

чено y*) = (x,C),Co, ..., Ср) » находим последовательно: 

yk = Jo(x%c,,c, ... ‚Си-к) ах + Chel 

y'k-2) = J(feGc, C3, ... ‚С,-к) dx) ах + Ск ых + C-k+2> 

y=ff..Jo(xc,,C,, ... ‚С к) dxdx...dx+Cy_ pyre 

k 

k 
+ Cy k42% -2+...+ C,,-1% + Сл. 

Если же в результате интегрирования уравнения (2) получено 

(x,y ,C,C,, woey Cy) = 0, (3) 

то часто уравнение (3) допускает параметрическое представление 

x = (С, С, ... Су), 

У) = w(t,C,,C, ...,C,-4)s 

где  — дифференцируемая функция. 
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В этом случае имеем 

аук = y®dy = УС, СЬ, ... Ск) C1, Co, ... „С, 

=> YD = fly, Co, ...,Сьь)-Фа,Сь С», Cy g + Cu eat = 

= will, СС», ... Cres Сп-кч). 

Аналогично находим У“-2 ит. д. Для у получаем выражение вида 

y=y,(t,C,,G, ...,C,-1,C,) . Поэтому система 

| Хх = ФСС», -.. Си), 4 
у=\, (@,С,С., ... Си» Си) ( ) 

является общим решением уравнения (1) в параметрической форме. 
Пример. Решить уравнение 

xy"+y" =0. 

Решение. В этом примере Е(х, у, у’, у’, У”) = ху"+у’; Е =у”; 

Е, =0; Fy =0; Fy =1; Fy =x. Видим, далее, что Fy =0 + x=0. 

Следовательно, задача Коши для исходного уравнения с любыми 

начальными данными вида (ж,У,У,У) (№ #0) имеет един- 

ственное решение. Станем рассматривать наше уравнение лишь 

для х#0. Замечаем, что заданное уравнение не содержит уи у’. 

Делаем замену y”’ = 2(x) (2(x) — новая неизвестная функция). 

Тогда у” = 2’, и исходное уравнение принимает вид 

х. 2+8 =04> (х. 2), =05х.2=С, 5:=9 

(унас х=0), т.е. y’= Я. Теперь находим последовательно 
х 
y = С п|х] + С; 

y=C,{In|x]dx+C,x+C, = y =C,(xIn|x|-x)+C,x+C, > 

=> y=C,xIn|x]+(C, -С1)х+С; > y=CxIn|x] +С.х+ Су. 

2°. Уравнения, не содержащие явно независимой переменной, 
т. е. уравнения вида 

Р(у,У,, ...,¥) =0. (5) 
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(В уравнение (5) не входит явно независимая переменная х.) 

Порядок такого уравнения можно понизить на единицу. 
В самом деле, сделаем замену: 

ух = 2(y), 
где z(y) — новая искомая функция, а у— новая независимая 
переменная. При такой замене будем иметь 

У» т => Va =2-4, = WZ); 

„ We _4(z-%) _ d(Z-%) dy > 
ит ay ae = (27.2 +(Z)?)- 2 = W2(% а, Za), 

Подставляя в (5) вместо У, *:, YS, ...,УМ полученные для них 
выражения, получим 

F (», Z, Wy (Z, Zy), W2(Z, 2, 2,2), --. „У и-1( у» -. и р) = 0, 

F(Y, 2, 2, Zp vee (nD) =0. (6) 

Видим, что (6) — дифференциальное уравнение порядка (п-1). 
Замечание. При осуществлении замены у, = <(у) возможна 

потеря решения y=const. Поэтому необходимо непосредствен- 
ной подстановкой в уравнение (5) проверить наличие или отсут- 
ствие такого решения у этого уравнения. 

Пример. Решить уравнение 

(yy? +2yy” =0. 
Решение. Здесь Р(х, у, у’, у”) = (у’)? +2уу’; Е =0; Fy =2y’; 

Fy =2у’; Fy =2у. Видим, что функция F непрерывна и имеет 
непрерывные частные производные Р,, Fy, Ру, Fy. Видим, далее, 
что Fy. =0 <> у=0. Следовательно, задача Коши для исходного 
уравнения с любыми начальными условиями вида (Xp, У, У) 
(У # 0) имеет единственное решение. Станем рассматривать наше 
уравнение лишь для ух>0. Непосредственной подстановкой в 
уравнение убеждаемся, что у = соп${ является решением задан- 
ного уравнения. Замечаем, что исходное уравнение не содержит 
явно независимую переменную х. Поэтому делаем замену: 
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у, = 2(y) 
(z(y) — новая неизвестная функция). Имеем 

» ay) dz dy _ 

Относительно новой неизвестной функции заданное уравнение 
примет вид 

z? + 2yezy =0 <> 2(+2у1,) =0 > 
=> 1) г =0,т.е. у =0 => ye=const; 

2) z+2yz, =0 = ни =0 (считаем z#0 H y#0) => 

= мною = № [С © #0) == |5 

>|. - | = y=|ci|= »’- = С > ду? = =Сх+С, если у>0, 

и С =C;x+C>, если у<0 => 

= в} =5 х+ С)? > у =+- (= а] > 
| 

=> yp=C(x+C,)’, где С! = +— (С, с = 9. 

3°. Уравнения, однородные относительно искомой функции и ее 
производных. Так называются уравнения вида: 

Е(х, у, У’, ....У”) =0, (7) 
в которых функция F является однородной относительно 
у, у’, ..., y™, т.е. 

F(x, ty, ty’, ...,ty™) =1" F(x, y,y’, ..., 9) 

(т — показатель однородности). Порядок такого уравнения можно 
понизить на единицу. 

В самом деле, положим 

у’ =у:<, 

где г(х) — новая неизвестная функция. Имеем при такой замене: 
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у’ = уз + уг” = уг? + уг’ = Wz? +2), 

у" = У? +) + W222 +2) = Wz +3’ +2, 

Следовательно, относительно новой неизвестной функции урав- 
нение (1) примет вид 

F (X,Y VW +2), oe VW WHZZ 4.2" 0))=0. = (8) 
Воспользуемся теперь свойством однородности функции Р. (Здесь 
в роли ¢ выступает у.) Получим вместо (8): 

ут Ежа че, а +3” +2", oe WBZ 0,2" 0)) =0. 

Отсюда, сократив на у”, получим 

Е(х, 12,22 +:,, ..., © A Ae ... 2") =0. (9) 

(9) — дифференциальное уравнение (п-1)-го порядка относи- 
тельно функции <. 

Замечание. Если удается получить общее решение уравнения (9): 

< = ф(х, С: ‚Со, ...э Ch) 

TO из TOMO, что у нас y’ = yz ‚т.е. y’ = y- (x, C),Co, ...,C,,1) , HAXOAMM 

y= С е/ PEE Ca yee Cy ade (10) 

й ° 

(10) — общее решение исходного уравнения. 
Отметим, что из (10), при С, =0, мы получаем решение 

у=0. Значит, при переходе от уравнения (8) к уравнению (9), 
производя сокращение на у”, мы не теряем решение y=0. 

Пример. Решить уравнение (х? +1) (( yy - yy’) = xyy’. 

Решение. Здесь 

F(x, у, У’, У") = (x? +1) (у? - yy’) — хуу; Е =2х(у” - уу)- уу’; 

Fy =-(х? +1у’- ху’; Fy = 2y'(x? +1) - xy; Fy =-У(х? +1). 

Видим, что функция F непрерывна и имеет непрерывные частные 
производные Рь, Fy, Fy, Fy . Видим, далее, что Ру =0 <> у=0. Сле- 
довательно, задача Коши для заданного уравнения с любыми началь- 
ными данными (х, У, У) (Yo # 0) имеет единственное решение. 
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Станем рассматривать наше уравнения для y #0. (Заметим, 
что у=0 является решением заданного уравнения. Это легко 
обнаруживается из самого вида уравнения.) 

Замечаем, что исходное уравнение является однородным от- 
носительного у, у’, у” (показатель однородности т=2). Поэтому 
делаем замену 

У = ус, (11) 

где 2(х) — новая неизвестная функция. Тогда 

у’=уз+ уг’ = У(<2 +2’). Подставляя полученные выражения для 

у’ и У’ в исходное уравнение, будем иметь: 

(52 +1) [222 - у (22 +2) = ха (0 +1 у? = Рё 

— сократив на у? , получаем 

—'(х? +1) = хё > ет (12) 

Могли потерять z=0 > у’=0 => y=const. (y=const является 
решением исходного уравнения. Это легко обнаруживается из 
вида уравнения.) Из (12) находим: 

_1 2 _ GC У __С —In|z| => In (x +1)-In|C,| ти => y veal => 

C, 
=> In|y|=C, In[x + Vx? +1 +In|C,|,G #0 => y= © (х+ +1) : 

4°. Обобщенно-однородные уравнения. Так называются ypaBHe- 
ния вида 

Е(х, у, у’, У", ....Ут)=0, (13) 
в которых функция Рявляется такой, что 

Fax, My, Aly’, Ау, 0 Ey) = Ех, у, у, у", ..., У). 
Чтобы узнать, будет ли уравнение обобщенно-однородным, и 
найти число А, нужно приравнять друг другу показатели степеней, 

в которых число А, будет входить в каждый член уравнения после 
замены: x на Ax, у на №у, у’ на ^^ у’, , у на ^^". 
В результате получим несколько уравнений для К. Если получен- 
ные уравнения окажутся совместными, то данное уравнение яв- 
ляется обобщенно-однородным; если же эти уравнения будут 
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несовместными, то данное дифференциальное уравнение не яв- 
ляется обобщенно-однородным. 

Порядок обобщенно-однородного уравнения можно понизить 

на единицу. В самом деле, положим х=е', у= зе" ‚если х>0,и 

х=-е', у= зе" , если х<0. Здесь {— новая независимая пере- 
менная, а 2(f) — новая неизвестная функция. 

Для определенности рассмотрим случай, когда х>0. Будем 
иметь в этом случае: 

o , o 1 o у = 2 = (eM + keel) = (z+ ke)e 
1 

(k-1)t 

Го Ne | ” , - _ , - 

Ух = (Vx) YY = [© + kz)e™ |’ + (А - lye Mz) +kz) |e "= 

t 

= [2 + (2k -Izy +k(k Iz] e*™, 

YD = WZ Zo on Ber OO, 

Подстановка выражений для х,у,Ух,У,2, ..- ” B ypaBHeHHe 
(13) дает 

Р(е', ez, е(®-10! (2? + kz), ...,е "у, 2, sey а )=0. (14) 

Воспользуемся теперь свойством обобщенной однородности фун- 
кции F. (Здесь в роли A выступает е'.) Получим вместо (14) 

e™ Е (1, <, (+), ..., WZ, <, ....2т))=0. 

Откуда, после сокращения на е”', будем иметь 

F (2, 2 as «+09 24?) =. (15) 

Видим, что уравнение (15) не содержит явно независимую пере- 
менную f, а такое уравнение, как мы знаем, допускает понижение 
порядка на единицу (см. пункт 2°). 

Пример. Решить уравнение 

4x’ yy’ =x? у. 

Решение. Здесь F(x, у, у’, у”) = 4x’ y’y’ + у —x?, Е = 8xy> y’ - 2x, 

Fy =12x*y’y’+4y’, Fy =0, Fy =4х?у?. Видим, что функция F 

непрерывна и имеет непрерывные частные производные 
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F., Fy, Fy, Е». Видим, далее, что Fy =0 <> ху=0. Следова- 

тельно, задача Коши для заданного уравнения с любыми началь- 

ными данными (х,У,У), такими, что ху #0, имеет един- 

ственное решение. 
Выясним, будет ли заданное уравнение обобщенно-однород- 

ным. Имеем: 

243k+k-2=2=4k > 46 =2=44 > kas. 

Вывод: заданное уравнение является обобщенно-однородным 

1 
и число К=-. 

и 2 
Станем рассматривать заданное уравнение для х>0. Тогда 

1/2 можно положить: х=е', у= ze/*, При такой замене будем иметь 

, 1\)s _ 1) - 
Pesta] и+-а |е2.-е'5у=| v+—z le 2. 

| 1) 
Ya = (Ух), (8 -4= 2. 

х х, 4 

Подставляем выражения для Х, У, Ух,У,з в заданное уравне- 
ние. Получаем 

из, 1.) 2 4,28 3(_- 1 4 4е” хе? qe ae е ? =e" —z"e" = 42 eae =1-2". 

Видим, что полученное уравнение He содержит независимую пере- 
менную Г. Поэтому делаем замену: 2, = u(z) (u(z) — новая неизве- 

стная функция). Имеем 

dz, _ du(z) _ du(z) dz 
dt dt az dt 

Относительно функции u(z) получаем уравнение 

Za => 25 =и(2). их. 

чем qe 1-е <=> 423ии’ =1 = Qudu = 
< 

(считаем y #0, а следовательно, г #0). А тогда 
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4С =? -1 
42 

п -с-11(=4>0 = - = 22’)? =4С 22-15 

=> 227% = +\/4С, =? —1 => + 

= £42 ~1)? =1+шС, = 4C,27 -1 =4C2(t +1nC,)’. 
1 

2 2 
2=7_ = — . Следовательно, будем иметь 

е 
У нас t=Inx, < 

2 
AC, > =1+(2C, InC,x)? > 4Cy? = x +(2C, InCyx)?x. 

5°. Уравнения в точных производных. Так называются ypaBHe- 
ния вида 

Р(х,у,У,У, ....УТ)=0, (16) 
левые части которых являются точными производными от неко- 
торой функции (x,y, y’, ..., y""), т.е. 

F(x, уу, 59) = (ху, ....У””)). 

В этом случае уравнение (16) может быть записано в виде 

АФ(х, у, у’, ....У"?) 
dx 

(17) — уравнение (п-1)-го порядка. Следовательно, уравнения в 
точных производных допускают понижение порядка на единицу. 

=0 = Ф(х,у,У, ....У"П)=С,. (17) 

Пример. Решить уравнение xy + у”=0. 
Решение. 3necb F(x, у, у’, ..., У“) = хучу", Е =y, Е, =0, 

Fy =0, Fy =0, Fy =l, Fray = x. Видим, что функция Рнепре- 

рывна и имеет непрерывные частные производные Fy, Fy, Fy, Fy, 

Е,», и . Видим, далее, что Fwy =0 <> x =0. Следовательно, 3a- 

дача Коши с любыми начальными данными (ж%, У, У, У, У) 
(х #0) имеет единственное решение. Замечаем, что левая часть 
заданного уравнения является точной производной от функции 
Ф=ху”, т.е. 
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9. xy +y >): 

Следовательно, исходное уравнение может быть записано в виде 

а = 

ey) — 0, 

откуда заключаем, что ху” = С! => у” = а (считаем x #0). Атогда 

у” = OF In|x| + С, =>y= C, [пах + Cx + Cy => 

=> y =C, (xIn|x]-x)+C,x+C; = 

= Cx In|x| +C,x+C3(C, =C,-C,) > 

=> yaCfxinxde+ 2x? + Сух+ С, > 

2 2 
=> y=C, [Fn я |5 «сина > 

=> y=Cix? ш|х|+ Сох? +Сух+ Су. 

$3. Примеры и задачи к $2 

Задача 1. Решить уравнение х?у” = (у’)?. 

Решение. — Е(х,у,у’, У’) = х?у"-(у; Е=2ху’; Е,=0; 
Fy =-2у’; Fy =х?. Видим, что функция F(x, у, у’, У") непрерыв- 
на и имеет непрерывные частные производные К, Fy, Fy, Fy; 
Fy =0 <> х=0. Следовательно, задача Коши для заданного урав- 
нения с любыми начальными данными (х,У,У) (Xp *0) имеет 
единственное решение. 

В заданное уравнение не входит явно у. Поэтому делаем 
замену y= 2(x), где г(х) — новая неизвестная функция. Тогда 
у” = 27 (x). Относительно функции 2(х) исходное уравнение при- 

нимает вид: 

хи=г => ах. (*) 
2х 

Считаем x #0; могли потерять: г =0 <> у’=0 => y=C(const). 

(y=C — решение исходного уравнения). 
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Решаем уравнение (*). 

Следует рассмотреть два случая: 1) С #0 u 2) С, =0. 

1) Пусть С; #0. Тогда 

, C\x ‚ 1 (Cjx+I)-1 

~G(CGx+l 27 с. (Сх+1) 
y 

=> ус х- сих + +6 => Сх-С?у=ш|Сх+1+С.. 
| | 

2 
2) Пусть С; =0. Тогда у’=х => у=2-+С. 

Задача 2. Решить уравнение 2ху’у” = (у)? -1. 

Решение. Е(х, у, у’, У") = 2xy'y’-(yy +1, Е =2уу’, Е, =0, 

Fy =2xy"-2y, Fy =2ху’. Видим, что функция F(x, у, у’, у’) не- 

прерывна и имеет непрерывные частные производные 

F.. Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> ху’=0. (Заметим, что функция у(х) 

такая, что у’= 0 заданному уравнению не удовлетворяет.) Следо- 

вательно, задача Коши для заданного уравнения с любыми на- 

чальными данными (X,Y, Yo) такими, что ху #0, имеет 

единственное решение. 
В заданное уравнение не входит явно у. Поэтому делаем 

замену у’= 2(x), где 2(x) — новая неизвестная функция. Тогда 

y” = 2(x). Относительно функции =(х) исходное уравнение при- 

нимает вид: 2xz’ = 27-1. Положим 27-1 =и(х) => 2:г=и’ и, 

аи ах 
следовательно, будем иметь: хи’=и => 7 = >. Считаем x #0; 

могли потерять 

и=0 <> =? =1 <> &=+1 > у’=+1 > у=+х+С 

(y=+x+C — решения исходного уравнения). 

Из уравнения “ = < находим и=Сх (С #0). У нас 

и= =? -1. Следовательно, 
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Сх = #2? -1 < (у)? -1=Сх => 

=> Y=t/Cx+l > ду=+/Ах +14 = 

2 2 
yaks (Gx+™ + С, > у-С. #3. (Gx +)™ = 

=> 9C?(y-C,)* =4(C,x +1)°. 

Задача 3. Решить уравнение y*y” =1. 

Решение. Е(х,у,у’, у”) = уЗу’-1, Е! =0, Е, =Зу?у", Fy, =0, 

Fy. = у. Функция F(x, у, у’, у") непрерывна и имеет непрерыв- 

ные частные производные Fy, Fy, Fy, Fy; Fy =0 = у=0 (у=0 
не является решением уравнения). Следовательно, задача Коши 
для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(х,У, У) (Yo #0) имеет единственное решение. 

В заданное уравнение не входит явно независимая перемен- 
ная x. Поэтому делаем замену: у, = Z(y), где (у) — новая неизве- 
стная функция. Тогда 

ау dx? 
Относительно функции 2(у) исходное уравнение принимает вид 

y wy =I>=> edz = Y (считаем y#0) => 
у 

= +H онончто С, > 0) 92 = SE oes 

2 = 

’ VCy | = ydy dx. (*) 

1 
(Могли потерять: С/у? -1=0 => Y= to . Ho у =const не явля- 

| 

ется решением уравнения.) Из уравнения (*) находим: 

to Cy —1=х+б, >С? -1 =Cx4+G, = Gy? -1=(Gx+G)’. 
1 
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Задача 4. Решить уравнение (у’)? +2уу" =0. 

Решение. F(x,y,y,y)=(y¥ +2уу’, Е=0, Е=2у’, 

Fy =2у’, Fy =2y. Функция Р(х,у,у’, у”) непрерывна и имеет 

непрерывные частные производные Fr, Fy, Fy, Fy; 

Fy =0 > у=0 (у=0 — решение уравнения). Следовательно, 

задача Коши для заданного уравнения с любыми начальными 

данными (Xp, У, У) (Yo #0) имеет единственное решение. В за- 

данное уравнение не входит явно независимая переменная х. 

Поэтому делаем замену: у, = 2(y), где z(y) — новая неизвестная 

функция. Тогда Yo = FAY) _ = 4.4 _ = 2) .<. Относительно функ- 

ции <(у) исходное уравнение принимает вид 

22 + 2yzzy, =0. (*) 

Положим 27 =u(y) > 2, =и, и, следовательно, будем иметь 
вместо уравнения (*): 

U+ yu, =0 <> (yu), =0 => wuw=C, => u=4 

(считаем y #0). Следует рассмотреть два случая: 1) C,=0 и 
2) С #0. 

1) Пусть С, = 0. Тогда 

и=0 <> =? =0 > у, =0 = y =C(const) 

— решение исходного уравнения. 

2) “1 #0.Yuac и=г? =( Ух )?. Следовательно, будем иметь 

= =o = y= Vere fal ‘б=х+С 5 

7 (х +C, y= 
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Задача 5. Решить уравнение у’=2уу’. 

Решение. Е(х, у, у’, у") = у’-2уу’, Е, =0, Е, =-2у, Fy =-2y, 

Е. =1. Функция F(x, у, у’, У”) непрерывна и имеет непрерывные 

частные производные Fy, Fy, Fy, Fy; Fy #0. Следовательно, за- 

дача Коши для заданного уравнения с любыми начальными дан- 

ными (Xp, Yo, У) имеет единственное решение. В заданное урав- 

нение не входит явно независимая переменная х. Поэтому делаем 

замену: у» = &(у), где 2(y) — новая неизвестная функция. Тогда 

‚ _ @2()) dz dy , 
7 te dy de 8 

Относительно функции Z(y) исходное уравнение принимает вид 

Wy = уз <> &(2, -2у) =0 = 

>: 0 &=0 < у, =0 = y=C(const) — решение исходного урав- 

нения; 

2) z-2y =0 <> dz=2ydy => z=y? +C,.Yuac z= у, .Следователь- 

но, будем иметь 

у =У’+С, > = dx. 
у? С 

Следует рассмотреть три случая: 1) С, >0;2) С! <0 и3) С = 

1) ue С >0.Toraa 

Tee 1G 
~ t_=tg (\C.x+C,) = y=C, tg (@х+6,). 1G 

2) Пусть C,<0: обозначим -С =62>0. Тогда 

—=агсе——= = X + C, => arctg——— = /C, -x+C, > 

d 
2 = 5 — и, следовательно, будем иметь 

у +C, У -C 

Heinle с =х+С = м =2C,x+C, 
2C, у +C, y +C, 
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3) Пусть С; =0. Тогда 

ие x=-14C5 1=C-x> y(C-x)=1. 
y у у 

Задача 6. Решить уравнение yy’ +1 = (у’)?. 

Решение. Е(х, у, у’, у") = yy’-(yy +1, Е =0, Е =у’, Fy =-2y’, 

Fy =у. Функция F(x, у, у’, у”) непрерывна и имеет непрерывные 

частные производные Fy, Fy, Fy, Fy; Е» =0 > у=0 (у=0 не 

является решением уравнения). Задача Коши для заданного урав- 

нения с любыми начальными данными (Xp, Yo, У) (У #0) имеет 

единственное решение. 
В заданное уравнение не входит явно независимая перемен- 

ная x. Поэтому делаем замену: у, = 2(y), где (у) — новая неизве- 
стная функция. Тогда 

‚ _ xy) _ day) dy ь^ _.„/ 
У = dy de У, = у. 

Относительно функции (у) исходное уравнение принимает вид 

ye, +1 =22. (*) 
Положим 

2 # o r и’ 

2° =u => 2х, =U > =>. 

Тогда вместо уравнения (*) будем иметь 

и’ и 

и- у 

Было отмечено, что у =0 не является решением исходного урав- 
нения; могли потерять: 

и=1 <> =? =| > (7) =1 > у =41 > у=С+х 

— решение исходного уравнения. 

Решаем уравнение a = 2% . Получим 

In|u — 1] =2In|y|+In|C\|(C, #0) = и-1= Су? => 2-1=Cy’ = 

=. 
С. У? +1 

= г=+\/Су? +1 > у, = +\/С? +1 = + 
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Следует рассмотреть два случая: 1) С, <0;2) С. >0. 

1) Пусть С! <0. Обозначим —C, = С? > 0. В этом случае будем 
иметь 

——= = [Хх > + + arcsinGy = x+C, > 
| — СРу? С 

= агсст Су =+(@х+С,) = Cyy =tsin (С х+С)). 

2) Пусть С, > 0. В этом случае будем иметь 

ау “TGyal мб + fey +1|= х+С.. 

Задача 7. Решить уравнение у“’е* +1) +у’=0. 

Решение. F(x,y,y,y)=y"(e*+l)+y, ЕР =еху’, ЁР,=0, 
Ру =1, Fy =e* +1. Функция F(x, у, у’, У”) непрерывна и имеет 

непрерывные частные производные Fy, Fy, Ру, Fy; Fy #0. Сле- 

довательно, задача Коши для заданного уравнения с любыми 

начальными данными (Xp, Yo, Yo) имеет единственное решение. 
Запишем исходное уравнение в виде: 

У. | + =0. * 
У е+1 ) 

(Могли потерять: у’=0 = y=C(const) — решение.) Из уравне- 
ния (*) находим: 

(м). = 

r_ C,(e* +1) 
= 

=-x+In (e* +1) +In|C,| (С, #0) > 

=>y => y=C,+Ce* => y=Cjx-Ce*+C,. 

Задача 8. Решить уравнение у” =(y’)?. 

Решение. Имеем /(х, у, у’, у") = (yy, Л, =0, Sy =0, Syn = 2y". 

Видим, что Х(х,у,У’, У”) непрерывна и имеет непрерывные 

Sy fy fy. Следовательно, задача Коши для заданного уравнения 

с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo, У) имеет единственное 
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решение. Запишем заданное уравнение в виде nay =1 (могли 
у 

потерять: у’=0 => y’=C, > у=Сх+С, — решение уравнения), 

или в виде 

= у’=-шх+С|-Шш|[С.| => у’ =-In|C,(x+C,)| = 

= y=—fIn|C,(x+C)| dx +C;, > 

=> у = - in |[С›(х+С1]- f “a 

= -xIn|C,(x +C,)|+x-C, Infx+C,|+C; = 
= C3 —(x + C,) In[C, (x + C,)] +; In|C,| 5 

> y=C, - (х+С)ш|С,(х+ С). 

Задача 9. Решить уравнение уу” = (у)? -(y)’. 

Решение. Р(х,у,у’,у”) = уу” - (у)? +(vy, Р№=0, Hay, 
Е, =-2у’+3(у')?, Е, =у. Функция F(x,y,y,y’) непрерывна 

и имеет непрерывные частные производные Fy, Fy, Fy, Fy; 

Fy =0 > у=0. Следовательно, задача Коши для заданного урав- 

нения с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo) (Yo #0) имеет 

единственное решение. В заданное уравнение не входит явно 

независимая переменная x. Поэтому делаем замену: у, = &()) ‚, где 

z(y) — новая неизвестная функция. Тогда 

= eS у = YZ. 

Относительно функции Z(y) исходное уравнение принимает вид: 

уу = 2 = 2 yz, -21-z)]=0 = 

>: 1)z=0 у, =0 = y=C(const) — решение. 

2) уг, = (1-2) > 
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de dy ( 
zi-z) У 

Могли потерять: 
1) у=0 — решение (содержится в решении у=С); 

2) &=1 > у, =1 => y=x+C — решение. 

Уравнение (*) запишем в виде: 

(Fate Jee р > In|z|-In|z—1| = In|y]+In|C,|(C, = 0) > 

У 7 Gy _, Gy-Ndy _ 
1 > “Gy-1 СУ > 

=> ау: ии = dx => y-Lin|y| =x +C, => y+C, In|yl=x+Cy. 
СУ С 

Задача 10. Решить уравнение у” = 2(y’—1)ctgx. 

Решение. f(x, у, У’, у”) = 2(y’ -1) ctgx, Л, =0, fy =0, fy =—2ctgx. 

Функция f(x,y, у’, У’) непрерывна в областях 

Ек<х < (+1), 

—co < у< oo, 

((к)=] —<у<®, 
—00 < у’ <0, 

А =0, +1, +2, ... 

и имеет там непрерывные частные производные: /,,/у,/у’. Следо- 
вательно, задача Коши для заданного уравнения слюбыми началь- 

ными данными (%,У, У.) (X% * Ёп, К=0, £1, +2, ... ) имеет 

единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явноуи у’. Поэтому делаем 

замену: у” = г(х) > y"=2'. 

Относительно функции 2(х) исходное уравнение принимает 

ВИД: 

z=2(z-l)ctgx => = 2ctg хах. (*) 
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Могли потерять: 

2 

&=1 > у’=15 у’=х+С, эу=5-+@х+ © 

— решение заданного уравнения. 
Из уравнения (*) находим 

In|z — |= 21n|sin x] +In|C,| (С, #0) => &-1= С, т? x => 

> &=С п? х+1 => у’ = С $1? х+1 => 

2 
>У=С, [F-gsinax ++, > y=C, [A+ gem2x]s 

2 2 
+7-+Сох+ С > у -4(2 + yo0s2x | + Coe Cy, 

Положим C, =o. Будем иметь 

~ 2. y= Gx +46, 20824 +C,x+C, => 

=> 2y =C,cos2x +(2C, +1)x? +Cyx + C3. 

Задача 11. Решить уравнение 2уу” = у? +(y’)?. 

Решение. Е(х, у, у’, у") =2уу"-у?-(у)?, Е =0, Е, =2у’-2у, 

Fy =-2у, Fy =2у. Функция Р(х,у,у’, у”) непрерывна и имеет 

непрерывные частные производные F,, Ру, Ру, Fy; Fy =0 = у=0 

(у=0 — решение уравнения). Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo) 

(Yo #0) имеет единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явно независимую перемен- 
ную x. Поэтому делаем замену: у, = 2(y), где (у) — новая неиз- 

вестная функция. А тогда 

” — dz(y) _ dz(y) ‚ а 
= => ” = 7 . У, dx dy dx Ух2 = Lyd 

Относительно функции &(у) уравнение принимает вид: 

2х, = y? +27. (*) 
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Положим 22 (у) =u(y) > 22, = Uy и, следовательно, уравнение 

(*) относительно функции и(у) будет таким: 

yu, =и+у? > uy --y=0 

(могли потерять решение у=0). Получили линейное уравнение 

относительно функции u(y). Для линейного уравнения интегри- 

рующий множитель находится по формуле 

После умножения обеих частей уравнения uy (5 + ›}- 0 Ha 

u(y) -> получаем уравнение в полных дифференциалах: 

а, > и=у(у+С)). 
у y 

У нас 

и= 2 = 22 =У(у+С,) & (у.)? =у(у+С)) > 

ау 

Vy’ +Ciy 

Следует рассмотреть два случая: 1) С, =0 u 2) С, #0. 

‚ 1) Пусть С, =0. Тогда имеем: 

© = tat > In|y|=+x+In|C] > y =Ce™. 

= у. =? +Су > + = ах. 

2) Пусть С, # 0. Тогда имеем: 

=x+C, => +Ш +3 + + Cy) =х+ ©». 
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Задача 12. Решить уравнение (у”) + xy’ =2y’. 

Решение. F(x, у, у’, у") = (у)? +ху’-2у’, Е: =у’, Е, =0, 
Fy =-2, Е, =3(y’ +x. Функция F(x, у, у’, У") — непрерывна и 

имеет непрерывные частные производные Fy, Ё,, Fy, Fy; 

Fy =0 <> 3 у")? +х=0 (функция y(x), для которой 

3(y’)? +x =0, не является решением заданного уравнения). Зада- 

ча Коши для заданного уравнения с любыми начальными данны- 

ми (№,У,У) такими, что Xp +3(%)? 0, имеет единственное 

решение. 
Исходное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем 

замену: у’ = 2(x), где (х) — новая неизвестная функция. А тогда 

у2 =2х, и, следовательно, исходное уравнение относительно 

функции <(х) будет таким: 

(zi + хх =2 <= sxe +5 (2). 

‚| 
Положим =’ =? (1 — параметр). Тогда Z = ом + г; dz = tdx . Cne- 

довательно, 

tdx = 5 (xdt + te) йа > 14 вх Pat > 

= ж-т=3.. (*) 

Могли потерять: t=0 => z=0 > у =0 = y=C — решение uc- 
ходного уравнения. 

Решение уравнения (*): x = 31? +Ct. У нас 

Но z= м +58; х=3З + СЕ. Следовательно, 

2 

я = 513 +438 |6 +со = у =121 +500 +p > 
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12 2 

synthe? Ci p =Ct44+—b 
4" 6 

Таким образом, общее решение исходного уравнения в парамет- 
рической форме будет таким: 

+С.. 

Задача 13. Решить уравнение: (у”)? + y’ = xy’. 

Решение. Е(х, у, у’, У") =(y") +у’-ху’, Е =-у", Е, =0, Fy =1, 

Fy =2у”-х. Функция F(x, y,y’,y’) непрерывна и имеет непре- 

рывные частные производные Fy, Fy, Fy, Fy; Fu =0 <> 2у’-х=0. 

(Функция у(х), для которой 2у’-х=0, является решением за- 

хз 
7) +C.) Задача Коши 

для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(х, У, д) такими, что 2% — ху #0, имеет единственное решение. 

Исходное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем 

замену у. = 2(x), где 2(x) — новая неизвестная функция. A тогда 

данного уравнения. Это — функция у(х)=—- 

у, =<,, и, следовательно, исходное уравнение относительно 

функции <(х) будет таким: 

2 2 

у НИ 7X Ea ХХ (2° —xz’+z=0> 2 > + 128 =-5 1-2. 

Положим: 

х 2 =и > u’ == <’ 
4 2 | 

Будем иметь: 

—U ‘=tJy = —- = ax. 

и 

Могли потерять: 

39



х? , x? x? 
и=0 = &=-- ey = >у=—-+С 

du 
— решение исходного уравнения. Из уравнения ie = Ах находим: 

и 

+2\/и =х+С => 4и=(х+С)? © x? -4z=(x4+G) © 

9 x2 4g = 7 420 + CP = =-9" 9 

,. Gx С? С С? 
ey ca aioe >у=-щх -—2 x+y, 

Задача 14. Решить уравнение у’+(у”)? =2e7”. 

Решение. f(x,y,y)=-(yY +2e" > | =-2е7, fy =-2y’. 

Функция /(х,у,у’) непрерывна и имеет непрерывные частные 

производные fy, fy. Следовательно, задача Коши для заданного 

уравнения с любыми начальными данными (х,У,УЖ) имеет 
единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явно независимую перемен- 

ную x. Поэтому делаем замену: у, = 2(y), где (у) — новая неиз- 

вестная функция. А тогда 

у", = LY) OY) 4 
х dx dy ax 

=> Уз = %,Z. 

Относительно функции Zy) исходное уравнение примет вид 

22, +2? =2е”. Положим z7(y) =и(у) = 25, =и». Будем иметь: 

и,+2и =4е 7 (это — линейное уравнение) > и= Cie"? +4е`7. 

У нас и = 22. Следовательно, 

2? =Ce?” +4е-7 > г=+\/Се”? +4е`7 <> у’=+\ Се? +4е7 = 

> +5 {© +42 =x+C, > 
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= 4 +4е”) = (х+ С, > б+е=(х+ С). 
Задача 15. Решить уравнение ху” = y” — xy”. 

Решение. F(x, у, у’, у’, У”) = ху" + ху’-у’, Е =у”+у”, Е, =0, 

Е; =0, Fy =х-1, Fe =x. Функция Р(х, у, у’, у’, у”) непрерыв- 

на и имеет непрерывные частные производные F,, Fy, Fy, Fy, Fy ; 

Е,» =0 <> х=0. Следовательно, задача Коши для заданного урав- 

нения с любыми начальными данными (%х,У,У,Ж) (X% #0) 
имеет единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явно уи у’. Поэтому делаем 
замену: у” = г(х) ‚ где г(х) — новая неизвестная функция. А тогда 

” = 2’, и, следовательно, исходное уравнение принимает вид 

, а 1-х 
хе’ = 21-х) > %=—~ax. (*) 

< х 

Считаем x #0; могли потерять: 

Z=O0e y=0 > yHCx+C, 

— решение. Из уравнения (*) находим: 

In|z| = In|x|-—x +In|C,| (С, #0) = =Схе“*. 

У нас г=у”. Следовательно, 

y’ =Cxe™* > у’=С (-хе"* -e*) + C, > 

= y =C,(xe™ +e* +e*)+C,x4+C, -у=Се*(х+2)+С.х+С.. 

Задача 16. Решить уравнение (у”)? = (у)? +1. 

Решение. F(x, у, у’, у") = (у")?* (у)? -1, Е =0, Е, =0, Fy =-2y’, 

y =2у’. Функция Р(х, у, у’, У") непрерывна и имеет непрерыв- 

ные частные производные Р,, Р,, Fy, Fy; Fy =2у’#0 (это видно 

из заданного уравнения). Следовательно, задача Коши для задан- 

ного уравнения с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo) 

(yo + 0) имеет единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем 

замену: у’ = 2(x), где г(х) — новая неизвестная функция. A тогда 

у” = <’, и, следовательно, заданное уравнение принимает вид 
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(57 =#2 +15 2 =44 2+1 — = 
+\/2 +1 

> £Inle+ Vz? + =х+ш С], C, #0 > #+\/2 +1 =Се* = 

> 2 +1 =Се* -г> 22 +1=Се?* -2Ce*z+2? = 

| С | 
=> < 7° 2C, © = у 7° 2C, ° => 

1 - 
= у = 2° tage +, 

Задача 17, Решить уравнение y” =e”. 

Решение. f(x,y,y)=e” = fy =e’, fy =0. Функция f(x,y, у’) 

непрерывна и имеет непрерывные частные производные fy,fy. 

Следовательно, задача Коши для заданного уравнения с любыми 

начальными данными (Xp, Yo, Уд) имеет единственное решение. 

В заданное уравнение не входит явно независимая перемен- 

ная x. Поэтому делаем замену: у, = z(y), где (у) — новая неизве- 

стная функция. А тогда 

у", = 480) . EO) 4 
х dx dy dx 

Относительно функции Z(y) исходное уравнение запишется в виде: 

=> у = ZZ. 

zz =e” <> (27), =2e” > 27 =2e74+C, > 

a к 
+,/2e” +C, 

Следует рассмотреть случаи: 1) С, =0; 2) С, <0; 3) С, > 0. 

1) Пусть С, =0. Имеем в этом случае 

te dy = /2ах > +2е-7? =J2x+J2C => 

= 4е 7 =2(х+С)? = е’(х+С)? =2. 

2) Пусть С, <0. Обозначим С, =-C? (С? >0). Имеем в этом 
случае 

> г=+\/2е7 + С, > у’ = +\/2е7 + С; > 
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ау 
=> = ах > => = Ах > 

tye” -С; бе | _ Cre? 
2 

‘{- Ce? 

7 в-У/2 
=> +2. v2 = dx => + 2 arcsin Cie =x+C, => 

1— 

Ce? . С, 22 -у - 2 С, 
+ Jy SIN +O) = Cre’ =2sin > (% +O) ; 

Положим st =C; SLC, =С›. Будем иметь 

4(C; ’e” = 2sin?(C;x+C;) = 2(С!)? =e” т? (С х+С). 

3) Пусть С, > 0. Обозначим C, = C2. Имеем в этом случае 

Я р-У/2 7 е-У/2 7 
+2 Arsh (Sr хе = + Arsh e | Зи не > 
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Сет an [© => ye" = [со 

Обозначим я = Ср, ste, = C,. Будем иметь 

2(C;)*e-” = $1? (С’х+С5) = е sh2(C;x+C5) =2C,)’. 

Задача 18. Решить уравнение у’-ху”+ (у”} =0. 
Решение. Е(х, у, у’, у", У") = у’-ху"+ (у"}, Е =-у”, Е, =0, 

Е; =0, Fy =1, Fy = 3(>”} -х. Функция Е(х,у, у’ у", у”) непре- 

рывна и имеет непрерывные частные — производные 

Fy, Fy, Fy, Fy, Ру»; Fyre =0 <> 3(y"P —х = 0. Следовательно, задача 

Коши для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(х,У%,У, Yo) такими, что 3(у”? -ху #0 имеет единственное ре- 
шение. Заданное уравнение не содержит явноуи у’. Поэтому делаем 
замену: у’ = 2(x), где z(x) — новая неизвестная функция. Тогда 

у” = <’, и, следовательно, исходное уравнение принимает вид: 

z= хе" - (2). (*) 
Станем искать решение уравнения (*) в параметрической 

форме. С этой целью полагаем =г’=Е (f— параметр). Тогда 

=мМ-1. Tak как 7’ =f © 4 = МХ , то получаем 
1/2 

xdt + tdx - 30° dt = tdx = (x -317)dt =0 = ЗВ =x= r=3(5] . 

y2 3/2 
Следовательно, & = + + . У нас г=у,у”’. Поэтом 

В ‘ЗВ y у 

А у’ 2? 3 me 3-5 

=>y =+ 9 3.3x4C.x4+C, . 
315 

Выясним, не потеряны ли решения вида z=ax+b. Подста- 
новка в уравнение (*) дает: ах+Ь =ха-а°. Видим, что если 
b =-a*, To <=ах- а° — решение уравнения (*). Обозначим а =C, 
(произвольная постоянная). Тогда 

xl? + С => 
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, 3 x’ 33 xox y =Сх-С: >Уу=а>-@х+С, = ya —-G + С2х+С3. 

Выясним, не имеет ли уравнение (*) решений, определяемых 
системой 

f(x, 2,2) =0, - г=хг’- (#3, a+ x 1/2 

(4,22) =0 O=x-3(z) | (3 

Такое решение имеется, и OHO было получено выше: 

у = +3158 ++. 

Задача 19. Решить уравнение 2y(y”’ +2) = х(у”)?. 

Решение. F(x, у, у’, у") = 2у(у’+2)-х(у")?, Е =-(у", В, =0, 
Fy = 2(у'’+2), Fy =2у-2ху’. Функция F(x, у, у’, У”) непрерывна 

и имеет непрерывные частные производные Fy, Е, Fy, Fy ; 

Fy =0 <> 2(у’-ху") =0 (функция y(x), определяемая этим соот- 

ношением, не является решением исходного уравнения). Задача 
Коши для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(х, У, У) такими, что Yo —х YQ # 0, имеет единственное решение. 
Заданное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем 

замену у’ = 2(x), где 2(x) — новая неизвестная функция. OTHOCH- 

тельно функции 2(х) исходное уравнение принимает вид: 

22(z’ +2) = x(z’)? > (2? -22 2-42 =0 (считаем x #0) > 

< < т < > г=1+ (1) +4-. 
х х х 

<= u(x) => Z=xXUu=>> 2 =ut+xu’. 

Положим 

Будем иметь 

и+ хи’ = и+ и? +4и => хаи =+ и? +4udx > и (*) 
и? +4и Хх 
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Могли потерять: 1) и=0 и 2) и=-4. 

1) Пусть и=0 > z=0 => у’ =0 = у=С — решение. 

2) Пусть и =-4 => #=-4х => у’=-4х => у=-2х? +С — реше- 
ние. 

Из уравнения (*) находим 

+ du - & => In|u+ 24a? +4и = 
J(u +2)? -4 x 

= In|x] + In|C,| (C, #0)> 

=> и+2+\/и? 4+4u=Cx = Vu? +4и =(Сх-и-2) = 

= и? +4u = Cx? +и? +4-2C,xu-4C,x+4u > 

=> 2C,xu = CPx? -4C,x +4 = 2C,z =(C,x-2)* => 

‚ (Сх-2)? (C,x -2)° 
=> = => = + 

ye" 2G, 777 66? С,. 

Задача 20. Решить уравнение у*-уу’=1. 

Решение. Е(х, у, у’, У") = у -у'у’-1, Е =0, Fy =4у? -3y’y’, 

Fy, =0, Fy =- уз. Функция F(x, у, у’, у") непрерывна и имеет непре- 

рывные частные производные Рь, Ру, Fy, Fy; Fy =0 = у=0(у=0 

не является решением заданного уравнения). Задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xo, Yo, Yo) 

(Yo #0) имеет единственное решение. Заданное уравнение не со- 

держит явно независимую переменную х. Поэтому делаем замену: 

у; = 2(y), где z(y) — новая неизвестная функция. Тогда 

у", = 20) RO) 4 
dx 4 x 

Относительно функции Z(y) исходное уравнение будет таким: 

=> Ур = ZZ. 

3 4 y* -1 YR =y -1 => z7dz=—,—dy 
у 

(y=0 не является решением исходного уравнения), откуда 
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2 12 
Та у. А.С С 5 2 yt >< уе 0) у+я+а> 

4 2 4 2 , + Су? +1 , +Cyy* +1 = (yy =2— = y= > 
у 

+ IY sd 
у" +Cy’ +1 

=> 

(замена: у? =t=> ydy= 5.) 

Ta dt С, 

=> In ths IP + Ct +1] = 2x+C; => 

> In Pade 2+2. 

y=tl, хЕ (-c0; +00) — решения исходного уравнения. 

Задача 21. Решить уравнение (у”)? = (3y—2y)y’. 

Решение. Р(х,у, у’, У") = (у)* +(2y’-3y)y’, Е; =0, Е, =-3y’, 
Fy =2у+2у’, Fy =2у’-3Зу. Функция F(x, у, у’, у”) непрерывна и 

имеет непрерывные частные производные Р,, Fy, Fy, Fy; 
3 

Fy =0 > 2у-3Зу=0 (у=б0иу= e2 +] ‚ определяемые ypaBHe- 

нием 2у’-Зу=0, являются решениями исходного уравнения). 

Задача Коши для заданного уравнения с любыми начальными 

данными (Xp, Yo, Yo) ‚ такими, что 2уу -Зу #0, имеет единствен- 

ное решение. 
Заданное уравнение не содержит явно независимую перемен- 

ную x. Поэтому делаем замену: у, = <(у) , где (у) — новая неиз- 

вестная функция. Тогда 
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у", = LY) _ 40). 
хо @&а «к 

и, следовательно, исходное уравнение принимает вид: 

=> Vin = %yZ, 

2? = (3y —2z)zz, > Z=(3y—22)z,. (*) 
Могли потерять & =0 <> у, =0 => y=C(const) — решение исход- 
ного уравнения. 

Запишем уравнение (*) в виде 

zy, =3y-27> у, -2y+2=0 

— линейное уравнение относительно функции y(z). Решая это 

уравнение, находим: у= Z+C,2°. У нас z= y,. Следовательно, 

получаем y = y’+C,( yy’ . Это уравнение решаем методом введения 

параметра, а именно, полагаем y’ =f. Тогда y= #+СР. Так как 

у’=# <> tdx = ду, то получаем 

tdx =dt + 3C, t7dt => dx = (3c + +} at 

(Могли потерять: t=0 < у=0. Но это решение было получено 

раньше.) А тогда х = ср +ш[+ш[С)| (C, #0). Таким образом, 

найдено общее решение исходного уравнения в параметрической 
форме: 

X= 3G, + [п [С], С _ CG 

y= f+ 20123, 

Задача 22. Решить уравнение у’(2у’+х) =1. 

Решение. F(x, у, у’, у”) = у’2у’+х)-1, В, =у", Fy =0, Fy =2у’, 

Е’=2у’+х. Функция F(x, у, y’, У’) непрерывна и имеет непрерыв- 

ные частные производные Fy, fy, Ру, Fy; Fy =0 < 2у+х=0 

(функция у(х), определяемая уравнением 2у’+х =0, не является 
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решением исходного уравнения). Задача Коши для заданного урав- 

нения с любыми начальными данными (Xp, У, Yo), такими, что 

2у5 +X #0, имеет единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем 

замену: у’= 2(x), где z(x) — новая неизвестная функция. Тогда 

у’=<’, и, следовательно, исходное уравнение принимает вид 

2. (25 +х) =15х.-х=2 

(это — линейное уравнение относительно функции х(<)). Решая 

его, находим: x = C,e* -2(:+1) => x =Ce” -2(у’+1).Этоуравне- 
ние станем решать методом введения параметра, а именно, пола- 

гаем: у’=Е. Тогда x = Cie’ -2(1+1). Так kak у’=Е, To dy = ИХ, и, 

следовательно, получаем 

dy = t(C,e' -2)dt > y=C(t-Ne’ -12 +C,. 

Общее решение исходного уравнения получено в параметрической 
форме: 

х=Се' — 2t -2, 

y=C(t-Ne'- +C,. 

Задача 23. РЕШИТЬ уравнение (у”)? -2у’у”+1=0. 

Решение. Р(х, у, У’, у", У") =(y’) -2уу"+1=0, Е, =0, Е, =0, 

Ру =-2у”, Е» =2у’, Fy =-2у’. Функция Е(х,у,у’, у’, у”) не- 

прерывна и имеет непрерывные частные производные 

Fy, Fy, Fy, Ру», Fy; Fy =0 > у=0 (функция, определяемая 

уравнением у’=0, не является решением исходного уравнения). 

Задача Коши заданного уравнения с любыми начальными данны- 

ми (№,7,7Ж,) (Yo #0) имеет единственное решение. Заданное 

уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем замену: у’ = 2(x), 

где <(х) — новая неизвестная функция. Тогда y” = 2, у”=г”, и, 

следовательно, заданное уравнение принимает вид: 

(2’)? —227°+1=0. (*) 
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Полученное уравнение (*) не содержит явно независимую пере- 

менную x. Поэтому делаем замену: <, = и(<), где u(z) — новая 
неизвестная функция. Тогда 

du du d , oh, = И) _ du(z) oyu, 
x dx ах ax 

и, следовательно, вместо уравнения (*) будем иметь 

и? —2zuu’, +1=0. (**) 

Положим и? =у = 2uu, = v,. Получим вместо уравнения (**): 

, ау = dz 
v+l=7,> —=—. *** 

<  yt+ls z om) 

(Могли потерять: 1) z=0 = y’=0 = y=C(const) — He является 

решением исходного уравнения; 2) у=-1 — невозможно, ибо 

у=и? >0.) Из уравнения (***) находим: 

v+l=Cz, где C 40 = и? +1=Сз >> (uy +1=С 5 > 

> <, =+/C,z-1 > вс ©а-0" =x+C, > 

4 2 
=> ar (9-0 a+) => 

i 

=> cant het Gy) ++ С > 

> Утех+и + +С; = 12(Су-х) =CP(x+C,)° +С.. 

Задача 24. Решить уравнение (1-х?)у’+ xy’ =2. 

Решение. F(x,y,y',y")=(1-x’)y"+xy'-2, Е=-2ху’+у’, 
Е, =0, Fy =x, Fyr=1- х?. Функция Р(х,у,у’, у”) непрерывна 

и имеет непрерывные частные производные Fy, Fy, Fy, Fy ; 

Fy =0 <> х=+1. Задача Коши для заданного уравнения с лю- 

быми начальными данными (х,%,Ж) (х #+£1) имеет един- 

ственное решение. 
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Заданное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем 

замену: у’= 2(x), где (х) — новая неизвестная функция. Тогда 

y’ = 2, и, следовательно, заданное уравнение принимает вид 

2 
1- х2)'+ж=25 + * г=— 
Uo) 1-х ° 1-х? (*) 

(считаем x # +1). Уравнение (*) —линейное. Полагаем < = uy. Tor- 

да будем иметь 

х 2 
u’v + uv’ + =-— => uvsul re: 5 yee 

1-х 1-х _х 

=> у= 0;у’=у 5 
1-х x° -1 

=> yayx?-1, если [xf>1, и у. х2 , если [х|<1. 

[2—1 2 , 2 2х 
1) и х-1=- => И ~~ G2 ope => He Tal? Ds 

x° -1 

Го 2 . 2 2х 

; Vi-e ^ Ht 1-х (1 — x2)? 

Следовательно, г = 2x+C, Vx? -1 ‚если | >1,из= 2x+CVi-x?, 

если |x| <1. 

Таким образом, имеем y’=2x+C,¥x2-1, если |Х>1, и 

y’ =2x+C,V1-x?, если [х| <1 => 

у=х? +С, +С, (x 7 —1-In|x+ vx? -i)), где С, =o, x] >I; 

у=х? +С, +С, (xvi - x? +arcsin x), где С =o, [x| <1. 

Задача 25, Решить уравнение yy’ —2yy’Iny = (у)? (y>0). 

Решение. Е(х, у, у’, У") =.уу’ -2уу’ту- (У), Е, =0, 
Е, =у’-2ушту-2у, ЕР, =-2уту-2у, Fe=y. Функция 
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Е(х, у, у’, У’) непрерывна во всем пространстве (x,y, у’, у”), где 

у>0, и имеет там непрерывные частные производные 

Fy, Fy, Fy, Fy; Fy = y > 0(# 0). Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo) 

(yo >0) имеет единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явно независимую перемен- 

ную x. Поэтому делаем замену: у, = <(у) ‚, где (у) — новая неиз- 

dz(y) _ dz(y) dy 
dx dy ах 

тельно, исходное уравнение принимает вид: 

вестная функция. Тогда у,з = = ZZ, и, следова- 

Yeky - 2yeny =z? =) -,=2ту. (*) 

Могли потерять: < =0 = y, =0 > y=C (С>0) — решение ис- 
ходного уравнения. 

Замечаем, что уравнение (*) — линейное относительно функ- 

ции z(y). <= у? у+Су — решение уравнения (*). У нас z= у’. 

Следовательно, будем иметь 

ау _ diny 

тс, J 
у’=уш? у+Су => 

Следует рассмотреть случаи: 1) С >0;2) С =0; 3) С <0. 

1) Пусть С, >0. Обозначим C, = С? (> 0). В этом случае будем 
иметь 

ага" =х+ С, => ато = бах +0, C, =C,C)) => 
| | 

=> Iny=C, tg (Сх+С,). 

2) Пусть С; =0. В этом случае имеем 

pony 
3 =x+C, > ~ i xsc, = (x+C,)Iny=-l. 
пу пу 

3) Пусть С, <0. Обозначим —C, = C?(> 0). Будем иметь в этом 
случае 
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sey =х+С, > In [in y— =O! ac, > 
In? y-C; с "lin y+G| 

С = 2C\x+C, где С, =2C,C). 

Задача 26. Решить уравнение (у’+2у)у” =(y’)’. 

Решение. Е(х,у,У’,у”) = (у’+2у)у’-(у’)’, Е =0, Е=2у', 
Fy =у’-2у, Е» =у+2у. Функция Р(х,у,у’у”) непрерывна 

и имеет непрерывные частные производные Fy, F,, Fy, Fy; 

Fy =0 + у’+2у=0. (Функции у=0 и y =Ce™*, определяемые 

уравнением у’+2у=0, являются решениями исходного уравне- 

ния.) Задача Коши для заданного уравнения с любыми началь- 

ными данными (хо, Yo, Yo), такими, что Yo +2 #0, имеет един- 

ственное решение. Заданное уравнение не содержит явно 

независимую переменную x. Поэтому делаем замену: у» = (у), 

где (у) — новая неизвестная функция. Тогда 

‚ _az(y) _ 40?) dy 
= = —_— > ы = , . У, 2 x dy dx Ух2 = << 

Относительно функции (у) исходное уравнение принимает вид: 

(z+ 2y)zzy =z" => (z+2y)z, =z. (*) 

Могли потерять: z=0 > у=0 => y=C(const) — решение исход- 

ного уравнения. Перепишем уравнение (*) в виде 

‚ 2 
у yal. (**) 

Уравнение (**) — линейное относительно функции (<); 
y =C,z? - ‹ — решение уравнения (**). У нас z = у» . Следовательно, 

у=С 0: Ye, (***) 
Следует рассмотреть случаи: 1) С =0 u 2) С #0. 

1) Пусть С! =0. В этом случае имеем y=-y, => y=Ce™* — 

решение исходного уравнения. 
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2) Пусть С, * 0. Станем искать решение уравнения (***) мето- 

дом введения параметра, а именно положим Уу’=Е. Тогда 

y=C?-t. Так как у’=1, то ду= 4х. Следовательно, будем 
иметь 

(2C\t -1) dt = tdx > dx (< “=> х=2Си-ш|+Со. 

Могли потерять: # =0 > у’=0 => у=С. Это решение было полу- 

чено выше. 
Таким образом, общее решение исходного уравнения в пара- 

метрической форме будет таким: 

х=2С1-Ш || +С,, 
| 4 и 2 120. 
y=C —f, 

} 

Задача 27. Решить уравнение xy” = у’+ xsin = (x#0). 

Решение. F(x, y, y’, у”) = xy” -— y’-—xsin = , 

? Га ? 

Е; = У - хоз [25-я сов 

x x x х Xx x 

F, =0, Е, =-1-cos*-, Fy =x, 

Функция F(x, у, у’, у”) непрерывна в В“ всюду, где x #0, и имеет 

там непрерывные частные производные Fy, Fy, Fy, Е; Fy #0, ибо 

унас x # 0. Задача Коши для заданного уравнения слюбыми началь- 

ными данными (X,Y, Yo) (х #0) имеет единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем 
замену: у’= 2(x), где z(x) — новая неизвестная функция. Тогда 

у’=х’, и, следовательно, исходное уравнение принимает вид 

хе =z+xsin~ © 7 =~+4sin~. (*) 
x x x 

Уравнение (*) — однородное. Полагаем <= u(x) > Z=xXu> 

> 7 =u+xu’ , Относительно функции u(x) получаем уравнение 
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du 
xu’ =sinu => ——=—. (**) 

ти x 
Могли потерять: 

u=kr(k =0, +1, +2,...) => & = Елх => у = Клх > 

= ya + С, =0, +1, +2, ... 

— решения исходного уравнения. 
Из уравнения (**) находим 

5 =C\x => 5 = arctg (Cjx) => 

= Zz =2xarctg (C;x) => y’ = 2xarctg (C,;x) > 

In > = In|x|+In|C,|, С #0 => tg 

= y= x’ arctg (C,x) - = + ay arcte (C\x)+C, => 
1 | 

С?у = (С2х? + l)arctg (C\x) -C,x+C,, где С, =C,C?. 

Задача 28. Решить уравнение у“(у’)? = (у”з. 

Решение.  Е(х, у, у’, у", У") = у"(у)? -(у"’з, Р=0, F=0, 
Fy =2yy", Fe =-3(")?, Е; =(у)’; Fy =0 > у’=0 (функция 
у=С , определяемая уравнением у’=0, является решением ис- 

ходного уравнения). Задача Коши для заданного уравнения с 

любыми начальными данными (Xp, У, Yo, Yo) (У #0) имеет един- 

ственное решение. 
Заданное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем заме- 

ну: у’ = 2(х) ‚ где &(х) — новая неизвестная функция. Тогда у” = 2’, 

у” =2", и, следовательно, исходное уравнение принимает вид 

ZZ? = (2). (*) 
Видим, что уравнение (*) не содержит явно независимую пере- 
менную x. Поэтому делаем замену: 2, =и(<), где u(z) — новая 
неизвестная функция. Тогда 

г”, = FZ) _ Чи) | dz 
хх dz ax 

Относительно функции и(<) получаем, следовательно, уравнение 

=> Za SUM. 
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из?и = из => &2и’ = и?. (**) 

Могли потерять: 

и=0 = =. =0>у, =0 > у=Сх+С, 

— решение исходного уравнения. 
Из уравнения (**) 

=. (***) 

Могли потерять z=0 <> y’=0 => y=C — решение исходного ypaB- 

нения. 
Из уравнения (***) находим 

11 < 
ы сс tO SU с ® 

, Cz Z+C, 
= => 4: = ах > 

“71 +С Gz 

> att In| =х+ С, в х=ку+т-С». eer") 

Станем искать решение уравнения (****) методом введения пара- 

метра, а именно, положим y=t (1#0, t— параметр). Тогда 

x= = + In|? —C,.Tak Kak y’=t,To dy =tdx . Следовательно, бу- 
| 

дем иметь 

11 ! р 
у aa = ay [< +1) => у 2c, * +0; 

] ~ 
Обозначим 5С. = C, . Тогда общее решение исходного уравнения в 

| 

параметрической форме будет таким: 

х=Ш|+2С!-С,, 

у=СР +1+С.. 
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Задача 29. Решить уравнение уу’+у = (у”?. 

Решение. Е(х, у, у’, у”) = у"+у-(у)?}, Е=0, F=y' +l, 

Fy =-2у’, Fy =у. Функция Р(х, у, у’, у’) — непрерывна и имеет 

непрерывные частные производные Fy, Fy, Fy, Fy; Fy =0 > 

= y=0 (у=0 является решением исходного уравнения). Задача 

Коши для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(%,У,7Ж) (Yo #0) имеет единственное решение. 

Заданное уравнение не содержит явно независимую перемен- 

ную x. Поэтому делаем замену: у» = 2(y), где z(y) — новая неиз- 

_ dey) _ dz(y) dy 
dx dy ах 

тельно, исходное уравнение примет вид 

вестная функция. Тогда Yn = ZZ, и, следова- 

Yeuy t+y=2. (*) 
и’ 

Положим z? =и(у) = 25, = > . A тогда уравнение (*) запишется в 

виде 

o t 2 2 

Yuy + 2y—2u=0 = uy — Tu =—d. (**) 

Могли потерять у = 0 (выше было замечено, что y= 0 — решение 

исходного уравнения). Замечаем, что уравнение (**) — линейное 

относительно функции и(у). Решением уравнения (**) является 

функция и=2у+С, у2. У нас и=:? > и=( у..)? . Следовательно, 

имеем уравнение 

, d (yy =2y+Qy = у’=+/2у+Су? = y= dy 
+\/2у +Cy’ - 

Следует рассмотреть случаи: 1) С! =0; 2) С > 0; 3) С <0. 

1) Пусть С, =0. В этом случае имеем 

т + /2y =x+C, => 2y=(x+C,)’. 
y 
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2) Пусть С, >0. Обозначим С! =C?(> 0). Будем иметь в этом 
случае 

ы — : = а > = dy =dx > 
2y+C | 2 | | Yrey yore a |1 

Ci Ci | С, 

1 ау | 52 
= +—. =dx > ta Arch (Чу+0=х+ 62 = 

ре ‘ 
= Arch (С?у+1) =+(Сх+С,) => С?у+1= сп (Сх+С,). 

3) Пусть С, <0. Обозначим —C, = С? (> 0). Будем иметь в этом 
случае 

dy = ах 1 dy =x+C,> wae Ta 
=> tarcsin (С?у-1 =(C,x+C,) = С?у-1=15т (C,\x+C,). 

Задача 30, Решить уравнение ху’ =у’+ х(< yy + x’) 

Решение. F(x, y, y’, у") = xy’ -y’-x(y¥ -x, Е, = у’- (у)? -32, 

Е, =0, Fy =-1-2ху’, Fy =x. Функция Е(х, у, у’, у”) непрерыв- 

на и имеет непрерывные частные производные Fy, F,, Ру, Ру; 
у’ =0 <> х=0. Задача Коши для заданного уравнения с любы- 

ми начальными данными (%,У,У) (х #0) имеет единственное 

решение. 
Заданное уравнение не содержит явно у. Поэтому делаем 

замену: у’= 2(x), где 2x) — новая неизвестная функция. Отно- 
сительно функции &(х) исходное уравнение принимает вид 

, 2 
x0 =Z4X(ZV +х2) > x 5 Е (2) и (считаем х=0) > 

х х 
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Положим = = u(x). Будем иметь 

и’ = х(и? +1) > au = xdx => 
ue +1 

x? x? 
> arcigu = +C >u=tg +“ > 

x? x? 
=> Z=xtg +6 | => y= xtg +6 | > 

2 

COs [+c |<. 
x? x? 

> dy=tg +“ а +9 > y=-In 

Задача 31. Решить уравнение ху\ =1. 

Решение. Для x #0 имеем 

№ = (*) 

F(X WV У”) = > непрерывна и имеетнепрерывные Л Si wordy dye 

B любой точке (x, у, у’, у’, у”) (x #0). Следовательно, задача Коши 

для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(%, У, УЖ, УЖ) (х #0) имеет единственное решение. 

Из уравнения (*) для x #0 находим 

y” =In|x|+C, = У’ = (хшр|-х)+Сх+ С, > 

> У’=хШш|х|+ (С -1)x+C, => 

2 2 2 
= y= In|x|- + (C, -05-+ Сьх + С; > 

,_ x? 3) x? => y = [< a} +ск+о => 
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хз х3 
= y= In|x|-= 18 +6 (- есь + Сс, = 

3 (а = 
> у= т + 6. + Cox? +С,х+С.. 

Задача 32. Решить уравнение ху’ =sinx. 

Решение. Для x #0 имеем 

‚ sinx 
y= (*) 

Функция f(x,y, у’) = sinx непрерывна и имеет непрерывные ча- 
х 

стные производные /,,/у в любой точке (x, у, у’) (x #0). Следо- 

вательно, задача Коши для заданного уравнения слюбыми началь- 

ными данными (х,У,У) (х #0) имеет единственное решение. 

Из уравнения (*) для х*0 находим 

x 

у’ рас => у = Пе исх, 

Интеграл в правой части преобразуем с помощью формулы интег- 
рирования по частям. Полагаем 

и = 

х
—
х
 Sta aol ja | eae 

№ IX 

dy=dx= v=x. 

А тогда 

ее xf Par | [ sinxdx. 
Xo \ № Xo 

Таким образом, получаем 

y=x] sit dt + cosx+C,x+Cy (С. =C, -—cosx).



Задача 33. Решить уравнение у” = 2xy”. 

Решение. Имеем: f(x,y, у’, у") = 2xy", Sy =0, fy =0, fy =2x. 

Функция Г(х,у,у’ у”) непрерывна и имеет непрерывные 

fy Sy, fy. Следовательно, задача Коши для заданного уравнения 

с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo, Yo) имеет единствен- 

ное решение. Запишем исходное уравнение в виде 

* = 2х. (*) 

у 

Могли потерять: у’ =0 => у’=С( = y=C,x+C, — решение исход- 

ного уравнения. 

Для y’ #0 уравнение (*) может быть записано в виде 

In|y’]). =2x => Inly] =x? +In|C,| (С, #0) => y’=Ce* > 
x 

x x 

=> у’ = Cfe"dt+C, > y= са С.х + С: . 

0 010 

Интеграл в правой части преобразуем с помощью формулы ин- 
тегрирования по частям. Полагаем 

ot x? u=fe'dt = du=e* dx; 
0 

dy=dx => v=X. 

A тогда 

x x 

y=C, feta - fret as +C5,x+C3 > 
0 0 

tot? Lx? > y=) 4 4 -5(е -0 |+ сх > 
0 

Хр | 2 5 
> у=@|х]е @ те” |+Сох+С:. 

0 
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Задача 34. Решить уравнение ху" + y” =e*. 
Решение. Для x #0 имеем 

(*) 

x = 

Функция /(х, у, у, у’, у”) = — непрерывна и имеет непрерыв- 

ные частные производные /,,/у,/,„,/,- в любой точке 

(х,у,у,у’, у”) (x #0). Следовательно, задача Коши для заданного 

уравнения с любыми начальными данными (ж,У, У, У, У) 

(Xo #0) имеет единственное решение. 
Замечаем, что исходное уравнение может быть представлено в 

виде 

e~ С 
(ху”)х = е* > ху” =e* +С, => для х#0: у" =-—+— = 

x tf 

=> y= [Fdt+¢ In|x|+C, (хо =1, например) = 
| 

хх >; 

> у s+ (x In|x|-x)+C,x+C; > 

=U 

хо x x 

=> y= x]Tdt- |x de + (x In|x|-x)+C)x+C; > 

x > 

= y= x]<dt-(e* -2)+C (xInfx|-x) +x + С; = 

xf{ Xf 2 2 2 20 CO; 

> еее [бен =-- 5 С, >-+бъх+ Са. 
2 4 2 

Так как 

х(х и \ 2х1 х.2 ox 2х 

fl [Se ка = [а © [Lat - 2 (xe* -e*), 
id f > 211 1 2 Хх 211 2 

=u 

то получаем окончательно. 
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2 2 
х 3 х ~ 

+C, (mbI-3 ++ бх+ с, => 

dt ~ > xe* -se + C,x? In|x|+C,x? + Сзх+ Су. 

Задача 35. Решить уравнение yy” +3y’y’ =0. 

Решение. Из заданного уравнения видно непосредственно, что 
у=С — решение. Пусть y #0. Тогда исходное уравнение может 
быть записано в виде 

«= 3 (*) 

Функция f(x,y, у’, У”) в каждой точке (x,y, у’, у”) (y #0) Henpe- 

рывна и имеет непрерывные Sy, /y,/,-. Следовательно, задача Коши 
для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(Xp ¥os Yo. YO) (Yo #0) имеет единственное решение. 
Перепишем заданное уравнение в виде 

(уу’+ уу”) +2y’'y’ =0 > 

=> (I) +[OY] =0 > V+ OY =а = 

= (У); = > у = бх+ 52 м (PY =Qx+2 > 

2 а2.С..С 
= ое +2 х+3 => у? =Сх? +С.х+ С. 

Задача 36. Решить уравнение у’у” = 2(у”?. 
Решение. Из заданного уравнения видно непосредственно, что 

y=C (> у’=0) — решение. Пусть у’ = 0. Тогда исходное уравне- 

ние может быть записано в виде 

„ 2 (у’) (*) 
у = , ° 

y 
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2" Функция f(x,y, У’, у”) = в каждой точке (x, у, у’, у’) (У’=0) 

непрерывна и имеет непрерывные /,,/у, Лу». Следовательно, зада- 
ча Коши для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(х, У, У, У) (Yo #0) имеет единственное решение. 

Перепишем заданное уравнение в виде 

yy оу ny _ nv yy < (ту |). =2(ту]), > 

=> In|y = 2In|y]+ In|C,| (C, # 0) => 

= y=C(y). (**) 

Могли потерять: y’=0 = у=Сх+0С, — решение исходного урав- 
нения. 

Запишем уравнение (**) в виде 

Yo =С, > [- 1) тута а 

= > у = —.ШСх+С.|+С.. 
Сх+ С. у z Cr С: ° 

Задача 37. Решить уравнение уу’ = y(y’ +1). 

Решение. Из заданного уравнения видно непосредственно, что 

у=0 — решение. Пусть y #0. Тогда исходное уравнение может 

быть записано в виде 

y(y' +1) , (*) 

у 
у’ = 

Функция f(x,y, в каждой точке (х,у,у’) (y #0) yy = ZOD 
y 

непрерывна и имеет непрерывные Jy, fy. Следовательно, задача 

Коши для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(%, Yo Yo) (Yo #0) имеет единственное решение. Запишем задан- 

ное уравнение в виде 
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* _ 2 7 

yy’ -(y’)? =у’= Так как y #0: wry > 
у у 

«> у = — I с tec syecy-t. 

у У хх у у у 

Следует рассмотреть случаи: 1) С, =0, 2) С #0. 

1) Пусть С, =0. Тогда у’=-11 => y=-x+C — решение. 

2) Пусть С! # 0. Тогда будем иметь 

ау | суд=®8 с InlGy I= x +In|C] (© #0) => 

= |C\y-1|= IC,|e* > Cy-1l=C,e™. 

Задача 38. Решить уравнение 5(у”)? —3y*y" =0. 
rd a” у 

Решение. Функция Р(х, у, у’, у’, у”,у") непрерывна и имеет 

непрерывные частные производные Fy, Р,, Fy, Fy, Fy, Рим ; 

yy =0 <> y=0 (функция y=C,x+C, — решение исходного 

уравнения). Задача. Коши для заданного уравнения с любыми 

начальными условиями (ж, У, Уд, YoYo) (yo #0) имеет един- 

ственное решение. Перепишем заданное уравнение в виде 

” IV 

555-355 =0 = 5[In|y']]. -3 [№], =0 = 

=> 5т|у]-Зш|у“+ ШС | =0(C, #0) > 

С(у”)? = (yy. (*) 

Могли потерять: y”=0 = y=C,x? +С.х+С; — решение исход- 

ного уравнения. 
Запишем уравнение (*) в виде 

у" 3 1 | 3 #1 
—=С, S&S -3-| = С => — = eH CO X4+C, => 

(yy x )



> =C,x+C, > =(C\x+C,)° = 
(y")? (y’)? 

2 | , | 
ON" GxrGy > "ель бт 

> у’=+ [+ 
СКС х+ >) 

С; > у = Fay Gx +, +C3x+C, => 

| 

=> у=+\/Сх+ С; +Сух+ Су. 

Задача 39. Решить уравнение уу”+ (у’)? =1. 

2 
Решение. Из заданного уравнения находим: у” = 2 ) (у=0 

не является решением заданного уравнения). Функция 

(42 
Ле, у, У’) = гы в каждой точке (х,у,у’) (y #0) непрерывна 

и имеет непрерывные fy, fy. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo) 

(Yo #0) имеет единственное решение. 

Запишем исходное уравнение в виде 

2 
Oy), =1 => уу’ =х+( © | =x+C, > 

у? х? _ _ 
> 5-=5-+@х+ © = у =х? +С1х+С. 

Задача 40. Решить уравнение у’=ху’+у+1. 

Решение. Функция f(x, у, у’) в каждой точке (x, у, У’) непре- 

рывна и имеет непрерывные /,,/у. Следовательно, задача Коши 
для заданного уравнения с любыми начальными данными 
(хо, Yo. Yo) имеет единственное решение. 

Запишем исходное уравнение в виде



(У-ху); =1 > уУ-ху=х+а > у-х(у+)=4. (*) 

Положим y+l=2(x), где г(х) — новая неизвестная функция. 

Относительно функции &(х) уравнение (*) примет вид 

Z’-xZ=C, 

(это — линейное уравнение относительно функции Z). Решая ero, 

находим: & = ex P2 IC; | e* Pay 4 С, . У нас х=у+1. Поэтому 

у=ех [с fe* Pax + С, | ~1. 

Задача 41, Решить уравнение ху” = 2yy’—y’. 

Решение. Для x#0 имеем: у=2% -^. Функция 
х 

2 , Га 

Ле, у, У’) = —- 2 в каждой точке (x, у, у’) (x #0) непрерывна 

и имеет непрерывные Л,,/у. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo) 

(х # 0) имеет единственное решение. 0 

Перепишем заданное уравнение в виде 

a” 4 Га Га o Га а dx 

ху’ у’ = 2yy’ <> (xy), =”), Sx =V tC => — ==. 
у +C, x 

(у Hac x #0). Следует рассмотреть случаи: 1) С, =0; 2) C, >0; 

3) С <0. 

1) Пусть С, =0. Тогда будем иметь 

9 == > 5 = Inlx|+ In|C4| [© #0) = yin(C,x) = -1. 
у 

Могли потерять у = 0 (у = 0 — решение исходного уравнения). 

2) Пусть С, >0. Обозначим С! = С? (> 0). Будем иметь в этом 

случае 

ау dx | 
— = — => — ас У =Inlxl+inic С. #0) => 

У? +0? x С, С | | | 2| ( 2 ) 

=> arct = = = С, ш (C,x) = y= = С, tg [С In (Сох) |. 
| 
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3) Пусть С, < 0. Обозначим —C, = С? (> 0). Будем иметь в этом 
случае 

ау dx 1, С -y 
— = — —п|-— = п|х|+ п|1С51(С5 #0 

ух 2G "б+у при (< #0) = 

— |1 -У = C, |x. 

С +y 

Задача 42. Решить уравнение xy’ — у’ = х?уу’. 

2. , 

Решение. Для x #0 имеем у’= xy - *Y (= f(x, y, y’)) . Функ- 

ция f(x,y, у’) в каждой точке (x,y, y’)) (x#0) непрерывна и 

имеет непрерывные /у,/у. Следовательно, задача Коши для ис- 

ходного уравнения с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo) 

(х #0) имеет единственное решение. 

Запишем заданное уравнение для x #0 в виде: 

” , , 2 \ 7 2 
ху -y , y у У _У 

x (=| [5 x 2 1 

2 x2 +24 _, dy _ хах. 
> у’= 

Могли потерять: у=С — решение (С = +,/-2C, ; C, <0). 

Следует рассмотреть случаи: 1) С! =0; 2) С > 0; 3) С <0. 

1) Пусть С; = 0. В этом случае имеем 

y 2 “ya +2 = 07 +C,)= —4. 

2) Пусть С; >0. Обозначим 2C, = С? (> 0). В этом случае будем 

иметь 

dy _ хах | y x С y Cx? +O, _ 
— = => —arctg— =—+— > arct 

y+Cp 2 С °С 4 4 eG 4 



> агсв = 1х2 + С 

(положили я =C), 2 =C>). Тогда 

ст = tg (C; x? +С>) = y =4C; te(C; x? +C)). 

3) Пусть С, <0. Обозначим: -2C, = (2(>0). Будем иметь 
в этом случае 

IC, —-y x? С. 
= = — In|= = —+—2 => 

У? -С? 2 2C, IC, +y 4 4 

y-C 

YC 
> 2In = Cx? + С. (С, = C,C,). 

Задача 43. Решить уравнение xyy’—x(y’)* = yy’. 

Решение. F(x, у, У’, у“) = хуу’-х(у)*-у’, Е=у-(), 
Fy =xy"-y', Fy =-2xy’-y, Fy =ху. Функция Е(х, у, у’, у") не- 
прерывна и имеет непрерывные частные производные 

Е, Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> ху=0. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (ху, Yo; Yo) » 

такими, что ху * 0, имеет единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но у, у’, У’. Поэтому делаем замену: у’= yz, где z(x) — новая 

неизвестная функция. Тогда 

у’= учу = +1). 
Относительно функции &(х) исходное уравнение принимает вид 

ХУ? (22 +2) ху = у хуи xz’ =. (*) 

Могли потерять у=0 — решение исходного уравнения. 

Из уравнения (*) получаем 

ах _ ах 
2 x (**)



(считаем x #0; могли потерять: х =0 > у’=0 = у=С — реше- 

ние исходного уравнения). 
ИЗ (**) находим 

In|z| = ш[х| + ш[С, (С, #0) = &=Сх > 

> = ах > (ш]у); =Сх > 

> In|y| = 12 + In|C,| => y=Coe (С, #0;6, =), 

Задача 44. Решить уравнение yy’ = (у)? +15у2\/х (х>0). 

Решение. Из заданного уравнения для y#Q находим: 

у’ = WY +1572 Ух 
y 

f(x,y, y) = 07 +157 
y 

(у=0 — решение уравнения). Функция 

в каждой точке (x, у, у’) (y #0) непре- 

рывна и имеет непрерывные Лу,/у. Следовательно, задача Коши 

для исходного уравнения с любыми начальными данными 

(%,Ж,Ж) (Yo #9, ж >0) имеет единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но у, у’, У’. Поэтому сделаем замену: у’= yz, где z(x) — новая 

неизвестная функция. Относительно функции 2(х) исходное урав- 

нение принимает вид: 

У? (22 +z) = у? +152 Vx = уг =15у2 Ух = г =15х. (*) 
Могли потерять у=0 — решение исходного уравнения. 

Из уравнения (*) находим 

215-55 + С => =10х2 +С, © = =10x¥? +C, 

(считаем y#0) => 

= In|y| = 4x7 + Cx -In|C,| (С, #0) > 

= In|C,y| = 4x?vx +C\x (С, #0. 
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Задача 45. Решить уравнение (x? +1) (© - уу") = хуу'. 

Решение. F(x, y, У’, У”) = (x? +1) (7) - уу") - хуу', Fr = 2x("P - 

— yy") - yy’, Fy =-(? + Ny’ - 39", Fy = x? +) у’-ху, В-=-(й + Dy. 
Функция F(x, y,y’,y’) непрерывна и имеет непрерывные 

Е, Е, Fy, Fy; Fy =0 <> у=0 (у=0 — решение исходного 

уравнения). Задача Коши для заданного уравнения с любыми 

начальными данными (X%,¥o,¥o) (Yo #0) имеет единственное 

решение. 
Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но у,у’, У’. Поэтому делаем замену: у’= у, где z(x) — новая 

неизвестная функция. Тогда у” = у + yz’ = у(<? + г’). Относитель- 

но функции &(х) исходное уравнение примет вид 

(x? +1)(y?2? - у2 2 - у?) axy*z - (+=. (“) 

Могли потерять: у=0 — решение исходного уравнения. 

Из уравнения (*) получаем 

4 _ хах 

z x41 
(**) 

Могли потерять: z=0 > у=0 = y=C — решение исходного 

уравнения. 
Из уравнения (**) находим 

= => (x? +1)-In|C| (С #0) = z= с > 
Ух? +1 

> ш|=С, In (х+ +1)+In|C,| (С. #0) > 

5у=(х+ +1" . 

Задача 46. Решить уравнение хуу” + x(y’)? = 2yy’. 

Решение. Е(х,у, у’, у“) = xy" +x(y)? -2уу’, Е =уу’+(у), 

Fy =xy"-2y’, Fy = 2xy’-2y, Fy =ху. Функция F(x, y, у’, у") не- 

@ += 
y 

п



прерывна и имеет непрерывные Р», Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> ху=0. 

Следовательно, задача Коши для заданного уравнения с любыми 

начальными данными (Xp, Yo, Yo), такими, что жУ #0, имеет 

единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но y,y’,y’. Поэтому делаем замену: y’ = yz, где 2(х) — новая 

неизвестная функция. Тогда у’ = у + yz’ = (=? + 2’). Относитель- 

но функции 2(х) исходное уравнение примет вид 

xy? (2? +2’) + xy22z? = 2y?z => 2х + xz’ = 22. (*) 

Могли потерять y =0 — решение исходного уравнения. 

Из уравнения (*) получаем: -5 42-45 2. (Считаем x +0. 
< 

Могли потерять: z=0 > y =0 => y=C — решение исходного 
Га 

1 
уравнения.) Полагаем z =u(x) => - =. = и’. Относительно функ- 

< 

ции и(х) будем иметь уравнение 

и’+ 24 =2. (**) 
x 

Это — линейное уравнение. Решая уравнение (**), находим 

С 3x? y 3x? 2 
и=-х+— OZ= > —= 

3 x? 2x? + 3C, У 2x>+3¢, 

› _ 1 3 
> (In|y|), = (5 In|2x +3] = 

эм = тр»? +3С |+ In|] (Cy #0) = 

=> у? = С. (2х? +3С1) => у? = Cx? +C, (С = 2С., С, = 3C,C;). 

Задача 47. Решить уравнение х?уу” =(y—xy’)’. 

Решение. Е(х,у, у’, у") = х*уу’-(у-ху)?, Е = 2xyy’+Ay- 
td 

ху’, Fy =х?у’-2у-ху), Fy =2у-ху)х, Fy =x?y. Функ- 
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ция F(x, у, у’, У’) непрерывна и имеет непрерывные Fy, Fy, Fy, Fy ; 

Fy =0 <> ху=0. Следовательно, задача Коши для заданного урав- 

нения с любыми начальными данными (ху, У, У), такими, что 

ХУ #0, имеет единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но у,Уу’, У”. Поэтому делаем замену: y’= yz, где 2(х) — новая 

неизвестная функция. Тогда у” = у + уг’ = у(<? + г’). Относитель- 

но функции &(х) исходное уравнение принимает вид: 

ху (г +2) =(у-худ’ = 
= х2 (г? +2’) = (1 — xz)? => х2 г =1-2х > 

o 2 1 

&+-==-—. (*) 
x x 

(Считаем x = 0. Могли потерять у = 0 — решение исходного урав- 

нения.) 

Уравнение (*) — линейное относительно функции &(х). Ин- 

тегрируя уравнение (*), находим 

< = 5+“ > y =1,9 => In|y|= мы - 2 + In| (CG #0) > 
x у хх х 

CG 
=> y=Cyxe *. 

, 2 
Задача 48. Решить уравнение yrs - 09 

xX х у 

^\2 , 

Решение. Имеем у’= vr -=-=. Функция f(x,y, у) = 
х 

=-——-—--> в каждой точке (x,y, у’), такой, что xy #0, не- 
y хх 

прерывна и имеет непрерывные fy, fy. Следовательно, задача 

Коши для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(хо, У, У), такими, что ху #0, имеет единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение однородное относительно 

(уу,У’). Поэтому делаем замену: у’= ух, где 2(х) — новая 
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неизвестная функция. Тогда у” = уз + yz’ = у(г? +2). Относитель- 

но функции &(х) исходное уравнение принимает вид 

2 2 ‚ | 

x 
Wz? +2) +2 + 

x x 

(y Hac y#0Q). Уравнение (*) — линейное относительно функции 

z(x). Решая его, находим 

1 
= (@ —In|x|) > —= 

I, 9 _ ¢,-4 in| 
= In|y|=C, In|x|->In |x| +In|C,|, С› #0 > y=Cy [xf 20". 

Задача 49. Решить уравнение y(xy’ + у’) = х(у)? (1-х). 

Решение. Е(х, у, у’, у”) = у(ху’+ Y)-x(vV 1-х), 

Fy = yy’ + (2x-1)(y)’, Fy = ху", Fy = yy +(x? -x)y’, Fy = xy. 
Функция Р(х,у,у’,у”) непрерывна и имеет непрерывные 

F., Fy, Fy, Fy-; Fy- =0 <> ху=0. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, У, Yo) » 

такими, что хо # 0, имеет единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но уу’, У’. Поэтому делаем замену: у’= yz, где <(х) — новая 

неизвестная функция. Тогда у” = ух + у’ = у(? +2’). Относитель- 

но функции 2(х) исходное уравнение принимает вид: 

У[ ху? +2) + уз | = х(- х) уд? = хеча=-хй. (*) 
Могли потерять у = 0 — решение исходного уравнения. 

Уравнение (*) перепишем в виде 

_——-—--=>х. (**) 

(У нас x #0; могли потерять: z=0 > у=0 = y=C — решение 

1 
исходного уравнения.) В уравнении (**) делаем замену: z = u(x), 
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Га 

где и(х) — новая неизвестная функция. Имеем -=. =и’(х). Следо- 
< 

| .. 
вательно, будем иметь: и’-—и=х. Это — линейное уравнение 

х 

относительно функции и(х). Решая его, находим 

1g ДОНА ИИ 
x(x +C;) у x(x+C,) 

U=X(xXx+C)) > 5+0) <= 

Следует рассмотреть случаи: 1) С, =0, 2) C, #0. 

1) Пусть С; =0. В этом случае имеем 

y | , 1) 
am = a= ] = | == 

y x > (мы), I => 

I 
> пр = -+ + In|Co| (© #0) > y=Cye *. 

2) Пусть С, + 0. В этом случае имеем 

ait | ] = вы- Z(imbl-Inle+Gi)+ ina ©, #0 = 
1 | 

Задача 50. Решить уравнение х?уу”+ (у)? =0. 

Решение. Е(х, у, у’, у) = хуу’+(у), № =2хуу’, Fo=x’y’, 

Fy =2у’, Е» =х?у. Функция Р(х,у,у’, У”) непрерывна и имеет 

непрерывные Fy, Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> ху=0. Следовательно, 3a- 

дача Коши для заданного уравнения с любыми начальными данны- 
ми (х,У,У) такими, что жуу #0, имеет единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 
но у,у,у”. Поэтому делаем замену: у’= ух, где г(х) — новая 

неизвестная функция. Тогда у” = у + yz’ = у(=? +2’). Относитель- 

но функции 2(х) заданное уравнение примет вид 
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х2у2 (22 +2) +212 =0 => (х? +1)22 +x72 =0. (*) 

Могли потерять: y =0 — решение исходного уравнения. 
Из уравнения (*) получаем 

dz х +1 
-—— 

22 x? 
dx =0. (**) 

(У нас x #0; могли потерять: z=0 > у=0 => y=C — решение 

исходного уравнения.) Интегрируя уравнение (**), находим 

| | 1 х2+2Сх-1 х 
--+х--=-2С > -= => 255 

< х < х x? +2C,x-1 

= x — = У_1. 2x + Ei) 29: 

У (x+C,)°-(1+C) У 2 (x+CG) -(14+C) 

= 2In|y|= In|x? +2C,x-1|- 

__G_ feta С? нс, С. = 0 => 

Jl+C? Jx+C, +J1+C?| 
С 

|+ С, +\1+С? Ted 

jx+C,-fi+c?] — 
> у? = Ср? + 2C\x - |. 

Задача 51. Решить уравнение x” (( yy -2 yy’) =y?, 

Решение. F(x, у, У’, у”) = x°(yy? - 2x’ yy’-y’, 

Fi = 2x(y)’ —4хуу", Е, =-2x"y’ -2y, Fy = 2x?y’, Fy =-2х?у. 

Функция F(x,y,y,y") непрерывна и имеет непрерывные 

FY, Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> xy =0. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, Yo, Yo) > 

такими, что хУ #0, имеет единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но у, у’, У’. Поэтому делаем замену: у’= yz, где 2(х) — новая 
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неизвестная функция. Тогда у” = у + у’ = у(<? + г’). Относитель- 

но функции 2x) исходное уравнение принимает вид 

x? [y?2? -2y(z2 +2) |=? = —x*(z7 +2’) =1. (*) 

Могли потерять: y =0 — решение исходного уравнения. 

Перепишем уравнение (*) в виде 

+= (**) 
x 

(считаем x # 0). Уравнение (**) — обобщенно-однородное с пока- 

зателем д =-1. (В самом деле, имеем: 2 =А-1=-2 > k=-1.) 

Замена: 

xu’ —u 
2 e 

| 
о =и(х) > х=иь == > &’= 
х х х 

Относительно функции и(х) уравнение (**) примет вид 

и? + 2хи’-2и+1=0 <> (и- 1)? +2хи’ =0 > — + -0. (***) 
(u-—1)° 2x 

Могли потерять: 

ие = ъ шуты + Ш 5 y= 
х ух 

— решение исходного уравнения. Из уравнения (***) находим 

| | | | | 
ито = С = 0) => — п (C,x) =” 
и-1 2 

5 :=1.2+тах > У -2+1Сх _ 
x ШСх у xinCx 

= Infy| = [SEGA | мас + 
InC,x 

+ InCx+In|C,], C, #0 > y=C,(Cx)(InC,x)* > 

=> y=C>x(InC,x)? (С, = С.С). 
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Задача 52. Решить уравнение хуу” = у(у+у). 

Решение. Е(х, у, у, у”) = ху" -У(у+у), Fo =yy", Е, =ху’-у’, 

Fy =-у-2У, Fy =ху. Функция F(x, у, у’, У”) непрерывна и име- 

ет непрерывные Fy, F,, Fy, Fy; Е, =0 <> xy =0. Следовательно, 

задача Коши для заданного уравнения с любыми начальными 

данными (%,У,У), такими, что ху #0, имеет единственное 
решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но y,y,y. Поэтому делаем замену: у’= ух, где 2(х) — новая 

неизвестная функция. Тогда у” = y’z + yz’ = y(z? + 2’). Относитель- 

но функции &(х) исходное уравнение принимает вид 

ху? (г +2’) = у(у+ yz) = хе-г=2 (1-х). 
Могли потерять: у=0 — решение исходного уравнения. Считаем 

x * 0. Поэтому полученное уравнение может быть записано в виде: 

‚| 1х 2 < 1 11-х (*) 

Могли потерять: z=0 > у =0 => y=C — решение исходного 
, 

уравнения. Замена: 1. u(x) => - = = и’. Относительно функции 
< < 

и(х) уравнение (*) примет вид 

> (**) 
Уравнение (**) — линейное относительно функции u(x). Решая 

его, находим 

2 _ yak 2x + 2C, 5 =— 2х _ @=2с = 

2х x —2x+C, 

у’ 2х у 2х-2 2 
=> —= = = — = = = => 

У (x-1?+(,-l ys x?-2x4+C, (x-1)? +(C, -1) 

dx Cy. — 2 _ 7 => In|y| = In|x 2х+С +2 — + —>* 
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Следует рассмотреть три случая: 1) С, =1, 2) C, >1, 3) G <1. 

1) Пусть С, =1.В этом случае будем иметь 

_ dx (“1 
+ J x-1 

2) Пусть С, >1. Тогда / = —1 асе 
х-1 

6-1 @- 

3) Пусть С, <1. Тогда 

г= | ах _! in Jl-C, -(x-1) 

(x -1)? -(1-C)) 7 21-С [yl-C, +(x-1)] 

Задача 53. Решить уравнение 4x7y>y’ = x? -y*. 

Решение. F(x, у, у’, у”) = 4x’ y’y’-x? + y4, 

Fy = 8xy?y” — 2x, Fy = 12x’ y*y"’+4y*, Fy =0, Fy =4x’y?. 

Функция Р(х,у,у, у”) непрерывна и имеет непрерывные 

Е, Fy, Ру» Е»; Еу- =0 <> ху=0. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, У, Yo) > 

такими, что хУ #0, имеет единственное решение. 

Отметим, что заданное уравнение обобщенно-однородное от- 

носительно x, у, у’, у” с показателем k = 5 . В самом деле, имеем: 

243k+k-2=2=4k> k=. 

Поэтому делаем замену: x =e’, y= ze/2 (считаем x >0). Тогда 

’ ; ‘„- , , ] - 
= Ух == ye = Ух - (+5 112. 

1 

1/2 1/2 
xp =e',y = ye + 

” ry | ” 1.) - 2 If, 1 -t/2 | „ы 
У? м = |{ 3 +4 Je -5[4+5* {/ le => 
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3 е5' 

> у, = -(2 5-4 

Относительно функции Z(t) исходное уравнение принимает вид 

4 

=> 42°25 =1. (*) 

3 3 
=f —/ 

Для х<0 замена х=-е', y= zell? приводит к тому же самому 

уравнению (*). 
Замечаем, что в уравнение (*) не входит явно независимая 

переменная ¢. Поэтому делаем замену: 

_ du(z) _ du(z) dz Zz, = и(<) > 23 = = => 72 =и.и. 
1 = UZ) 5 Zp = dz dt" * 

Относительно функции u(zZ) уравнение (*) принимает вид: 

4z>uu, = =1 => ийи = 14 dz (**) 

4 23 

Могли потерять 7=0 <= у=0 (у=0 не является решением ис- 

ходного уравнения). Из уравнения (**) находим: 
2 

и 11а > == и? (С >0) => и =c -—-L = 
< 2 8 22 2 2 42? 

2 _ 2 _ 
= (2. = ck => ae ВАР! > 222’ =+\/4С1 2 1. 

4z 2z 

Замена: 

4C,27 -1=v(t) > 8C,zz =v) => 22. = и 
4С,° 

А тогда относительно функции v(t) получаем уравнение 

у dy ro = NV = te = 2C\dt = tv = 201 + 2InC,, C,>0=> 

y=(2Ct+2InC,)? > 4C,2? -1=(2С1+2тС,)? > 

2 

> 4?" -1 =(2C r+ 21nC,)’ = 4C, y =(2C, In|x{+2InC,)° +1 =



2 
= 4C,y? =х+4х[ С (In|x]+incy)[ = 

= 4Cy? =x+4x (С, Inc, Ix) ‚ С = Cy, 

Задача 54, Решить уравнение хЗу” =(y—xy’)(y—xy’-x). 

Решение. F(x, у,У’, у") = х*у’-(у-ху)(у-ху’->х), 

Fy = 3x?y" + y(y—xy’-x) + ("+ I)(y- xy), 
Fy =(ху+х-у)-(-ху). 

’ , , , 3 
Fy = х(у-ху —x)+x(y—xy), Fy =x. 

Функция Р(х,у,у’,у” непрерывна и имеет непрерывные 

Е; Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> х=0. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xo, У, Yo) 

(хо #0) имеет единственное решение. 

Отметим, что заданное уравнение — обобщенно-однородное 

относительно х, у, у’, у” с показателем kK =1. В самом деле, имеем: 

К=К=|Т|и 3+2 -2=А+1 = k=l. 

Поэтому делаем замену: x =e’, у= е', где z(t) — новая неизве- 

стная функция (считаем х> 0). Тогда 

| - 
x =e',y =(и+де' = у, = Инк ма = (Ух), — — = (25 +2)е". 

1 х 

Относительно функции <(Г) исходное уравнение принимает вид 

ее”! (2+2) = [ ze’ —e'(Z + г) | [ ze" —e'(Z%+2)- е' | «> 

I 2 < — ok => &2 +2, = %(% +1) => <? =(%) => 7 = &. (*) 
{ 

Могли потерять 7, =0 => z=C <> y=Cx — решение исходного 

уравнения. Перепишем уравнение (*) в виде 

(ш[<), = => In|z|=z+In|C|, С, #0 => 7 =Се* > 
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<> edz = С > -е* =Ct+C, InC,,C, > 0 > 

> e% =C(t+InC,) = -= In[C\(t+InC,)] > 

> -2=In [C(inx+InC,)] > y=-xIn (С, InC,x). 

Для x < 0 замена: x =-е', у = ze‘ приводит куравнению: Z2 =-(& )?. 

Интегрирование этого уравнения приводит к соотношению 

y= -xIn (С InC,x), где С, <0. 
2 , 

Задача 55. Решить уравнение + (у)? = 3xy" + 259 . 

у? , 
Решение. F(x, y,y’,y") => + (yl —Зху" - -= a 

Е --27 _3y ry Е BY p =2y'-22, FY, = 3x 
x? x? хх х 

Функция Р(х,у,у’у”) непрерывна и имеет непрерывные 

Е, Fy, Fy, Fy в каждой точке (x,y, у’, у”), x #0. Fy =0 + х=0. 
Следовательно, задача Коши для заданного уравнения с любыми 

начальными данными (Xp, Yo, Yo) (х #0) имеет единственное 
решение. 

Заметим, что заданное уравнение — обобщенно-однородное 

относительно x, у, у’, у” с показателем К =1. В самом деле, имеем: 

2k-2=2k-2=k-2+1l=k+k-1-loke=l. 

Поэтому делаем замену: x =e’, у = ze’, где z(t) — новая неизве- 

стная функция (считаем х> 0). Тогда 

xy =e', у = (2 + Es у, pan = 7 +23 yo = = OMS = (23 + ze". 
x; 

Относительно функции 2(1) исходное уравнение принимает вид 

ze" т 
ry 4 22 (+9 > + (и +2)" = Sele" (zh +z , 

е 

> 325 +31 -(21)* =0. (*) 
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Для х<0 замена х=-е’', у=4е' приводит к уравнению 

32% +3 + (=/)? =0. 

Замечаем, что в уравнение (*) явно не входит г. Поэтому 

делаем замену: < =u(t), где u(t) — новая неизвестная функция. 

Тогда Z2 = и,, и, следовательно, уравнение (*) принимает вид 

Заи _ 
и(и-3) _ 

Зи’ = и? -3u > dt. (**) 

Могли потерять: 

I)u=0e@7=0>572=CO 2=C= y= — решение ис- 

ходного уравнения; 

2) и=3 > =3 > #=31+С = 2 =3inx+C (y Hac x >0)— 
решение исходного уравнения. 

Уравнение (**) перепишем в виде 

(sts Jannat In|u —3]-In|ul =¢+In|C|, С #05 
u—3 

ota Gel sua тс 3 de= o> 

= z=3/ <a => Z зи ae ole 

=, -зи А > У=С, зи - с 

Задача 56. Решить уравнение y” = (29 - >] y’ +4y? - 2 . 
х 

Sy’ } } 4 

Решение. Иж, у) = 2xyy’ - = + Ay’ -3, Sy = 2xy +85, 

, 5 
Лу =2ху -т. Функция f(x, у, у’) непрерывна и имеет непрерыв- 

ные fy, fy в каждой точке (x, у, у’) (x #0). Следовательно, задача 

Коши для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(х, У, Yo) (X% #0) имеет единственное решение. 
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Отметим, что заданное уравнение — обобщенно-однородное 

с показателем А =-2. В самом деле, имеем: 

K-2=k+il+kK-lak-1-l=2k=k-2> k =-2. 

Поэтому делаем замену: x =e’, y= ze! (это ana x >0). Тогда 

} 

x, =e, yy =е "(и - 22), y%, = = = (z -2z)e™; 
t 

„ ry | , у = Ох; = (ар -54 + 6z)e™". 
t 

Относительно функции (Г) исходное уравнение принимает вид 

(23-51 +6z)e! = (2e'ze™ — Se") (zy —2z)e™ +4220 -41е\ > 

Za = 25. (*) 

Для x <0 замена х=-е', y=ze! приводит к тому же самому 
уравнению (*). 

Замечаем, что уравнение (*) не содержит явно независимую 
переменную г. Поэтому делаем замену: 

а = и(з) = % = = 22 = U'(2)-U(2). 

Относительно функции и(=) уравнение (*) принимает вид 

ии, = 2uz => и, = 2%. 

Могли потерять и=0 <> 7 =0 => z=C & ух? =С — решение 

исходного уравнения. 
Из уравнения и; =2< находим 

и = 224 > и=2+С ее =2+С => x = dt, 
z+C, 

Следует рассмотреть три случая: 1) С =0; 2) С > 0; 3) С, <0. 

1) Пусть С; = 0. В этом случае имеем 

dz | 
2245 7 = t+ шт, С; = 0 => 

= z(t+In|C,])=-1 = ху (In|C2x|) =-1. 
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2) Пусть С, >0. Обозначим С, = С? (> 0). Будем иметь в этом 
случае 

dz | Z 
—=dt= — агсе — =#+Шш|С.|, С, #0 = 

2 + С? С С С; 2 

> ато = С (1+ In|C,|) > z =tg [С (t+ ш [С] | > 

= х2у=С tg (С In|C, 1). 

3) Пусть C,<0. Обозначим С, =-C?(<0). Будем иметь 
в этом случае 

=t+In|C,|, С, #0 => 

z-C 

Z+C, 

> =|CyxfP = xy -G, = Gy 9 (x2 + G)). 

Задача 57. Решить уравнение x? (2 yy” -( yy) =1-2хуу’. 

Решение. F(x, у, у’, у”) = 2х? уу"- х?(у’)? +2хуу’-1, 

Fy = 4хуу" - 2’)? +2уу’, Fy = 2x? y" + xy’, 

Fy =-2х?у’+2ху, Fy =2x’y. 

Функция F(x,y,y’,y’) непрерывна и имеет непрерывные 

Е,, Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> ху=0. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, У, У), 

такими, что ху # 0, имеет единственное решение. 

Отметим, что заданное уравнение — обобщенно-однородное 

с показателем д =0. В самом деле, имеем: 

2+К+К-2=2+2-2=0=1+А+А-15К=0. 

Поэтому делаем замену: х=е', y= ze =z (это для x > 0). Тогда 
, 

” lt ’ , ms r_- ” ‚_ 1 , ye 

Xp OY = Ve == у” = (ype - уе 57 = OR - yer,



При такой замене исходное уравнение принимает вид 

е?' | 2у(у% — ys)e™ -(y7)e™ | =1-2е' уе“ = 2ууз (1)? =1.(*) 

Замечание. Для х<0 следует сделать замену: х=-е', y= 

= ze" =z. Легко проверить, что и при такой замене мы придём к 

тому же самому уравнению (*) относительно функции у(й). 

Замечаем, что в уравнение (*) не входит явно независимая 

переменная 1. Поэтому делаем замену: y, = u(y), где u(y) — новая 

du(y) _ du(y) dy 4 неизвестная функция. Тогда yo = => Yo =Uyu . 
dt dy dt y 

Относительно функции и(у) уравнение (*) принимает вид 

2yuuy — и? =1 => 2 уши, =1 + и? > 2udu - ¥ 
+и у 

(у=0 не является решением исходного уравнения. Это видно из 

самого уравнения). А тогда получаем 

In(l+u?) = ш[+ ШС |, С, #0 => 1+2 =Су = и? =Су-1 > 

< (7)? =Cy-l => у, =t/Cy-1 4% eat 
+ СУ-1 

= = Gy-l=t+In|G|, С, #0 > +2/Gy-1 =C, шт = 
| 

=> 4(Cy -1) = С? (In|Cpal) . 

Задача 58, Решить уравнение x2 ( yy’- (У) +207 = (2xy ~3y2xe. 

Решение. F(x,y,y',y") = х?уу"- х? (у)? + xy" + 3yVx3 - 2xy'Vx3, 

Е; = 2xyy” -2x(y’ + yy’ + = yx ~5vx3y’, 

Fy = x*y” + xy’ + 3Vx3, Fy = -2x?y’ + xy —2xVx3, Fy = x’y. 

Функция F(x, у, у’, у”) определена, непрерывна и имеет непрерыв- 

ные ЁЕ,,Р,,ЕВу,ЁЕ,» в каждой точке (х,у,у,у’ (x20);



Fy. =0 <> ху=0. Следовательно, задача Коши для заданного урав- 

нения с любыми начальными данными (Xp, Yo, У), такими, что 

№7 #0 (X% >0), имеет единственное решение. 

Отметим, что заданное уравнение — обобщенно-однородное 

3 
с показателем k = 5. В самом деле, имеем: 

++ -2=2+26 -2=1+#+6-1=5+#-1=#+5 -к=2. 

h
o
]
 Go
 

3 = 
Поэтому делаем замену: x =e’, y=ze2 (заданное уравнение 

определено для х>0). Тогда 

3 3, У 3 1 

Е ‚Ух = > у, [ея 
t 

” oye | т } 3 = 

У, = Omi =(% +24, +4 2. 

Относительно функции Z(f) заданное уравнение принимает вид 

” *\2 , 
” , , <<? — < 

р - (<)! -2а =0 > г 2 =2<4, (*) 

> 

Могли потерять: г =0 <> у=0 (у=0 — решение исходного урав- 

нения). Уравнение (*) может быть записано в виде: 

=] -2(;| > 292446 sv =Cz-25 
< < < < 

dz 
= dt. ** = Gynt с) 

Могли потерять: 

С -2=0 (С, #0) > Cy —ay = 2 =» Cy = 2x™ = y=? (E=2) 
| 

— решение исходного уравнения. 
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Если С, =0, то уравнение (**) принимает вид 

dz =-24= z =-2t-2In|C,|(C, #0) > зе = 2х = 

=> у=-2х? InC,x(C, > 0). 

Если С, #0, то уравнение (**) дает 

a In|C,z- 2] = 1+ С, #0) = 
| 

= In|Cz-2|=G (In x+In|Q|) > [62-2 = (© x)" = 

> С! я =|c,|“ ха +2 = Cy=x7?(6x% +2), 

где С, =|С, с. 

Задача 59. Решить уравнение x4 (( yy -2 yy") = 4x3 yy’ +1, 

Решение. F(x, у, у’, у”) =х* (( yy -2 уу") —4х3уу’-1, 

Е, = 4x? ((у)? - 2yy”) - 12x? yy’, Fy = -2x4y’ -4x°y’ 

ye =2х‘у” - 4х3у, Fy = -2x'y. 

Функция F(x, y,y’,y’) непрерывна и имеет непрерывные 

F., Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> ху=0. Следовательно, задача Коши для 

заданного уравнения с любыми начальными данными (Xp, Yo, У), 

такими, что ху #0, имеет единственное решение. 

Отметим, что заданное уравнение — обобщенно-однородное 

с показателем К =-1. В самом деле, имеем: 

4+2 -2=4+К+А-2=3+А+К-1=0 => А =-1. 

Поэтому делаем замену: x =e’, y=ze™ (это для х>0). Тогда 

x =e, у =(а-зе“’ => у, == (z; -zje"; 
t 

т oN? 1 ” т } - 

Ур = xh = У = Sp — 3% +200 м. 
t



Относительно функции 2(1) заданное уравнение принимает вид 

222 —(z)y = 2-1. (*) 

Для x <0 следует сделать замену: х=-е', y =ze™'. Легко прове- 

рить, что и при такой замене мы придем к тому же самому урав- 

нению (*) относительно функции Z(t). 

В уравнении (*) отсутствует независимая переменная г. Поэто- 

му делаем замену: = = u(z), где и(г) — новая неизвестная функ- 

ция. А тогда 

z= du(z) _ du(z) a 

! dt dz at 

Относительно функции и(2) будем иметь уравнение 

2zuu, и? = 22-1. (**) 

= 22 =ии. 

В уравнении (**) делаем замену: и? = v(z). Получим 

у 
О ov —az-l, (***) 

< < 

Могли потерять х =0 = y=0 (у=0 не является решением ис- 

ходного уравнения). Уравнение (***) — линейное относительно 

функции у(г). Решая его, находим 

у(<) = 2 +С1 2+1 > и? =#2+С 5+1 oe (2)? =2+С +15 

dz _ 

42 + С1< +] 

С +d] +—№ 
[==] 

< +.“ +11 ot 
2 4 

Могли потерять: 

{2 +С2+1 =0 <> при С, =+2: (+1)? =0 = & =31 > ху=1 

— решения исходного уравнения. 

> г = 2 +Са+1 > + 

= 41 <> 



Если С. #2, то 

In [+ +Cz+l)=r+In|C,|, C, *0 => 

= In [> + $s \/х2у? +Cxy+ | = In|C,x| > 

=> [2+ a \х2у? +Cyxy +1 =C,x => 

=> tx?y? +Сху+1 = Cyx-xy-SL > 

2 
=> ху? +Сху+1= С2х? +х2у? +L 20,x2y- CC px + Cry > 

2 
= 2С.х?у = ={ ce -вськ+ 9 |- 1 => 2C,x*y =(C,x -С)? -1, 

где C, =o. 

Задача 60. Решить уравнение yy’ + хуу"- х(у)? =x’. 

Решение. F(x, у, у’, у") = yy + xyy’ -x(yy -x°, 

Fy = уу"- (у)? -3x?, Fy = y’ + x9", Fy = y - xy’, Fy = Hy. 

Функция Р(х,у,у’, у”) — непрерывна и имеет непрерывные 

F., Fy, Fy, Fy; Fy =0 <> ху=0. Следовательно, задача Коши 

для заданного уравнения с любыми начальными данными 

(хо, Yo, Yo) » такими, что Xo Yo #0, имеет единственное решение. 

Отметим, что заданное уравнение — обобщенно-однородное 

с показателем А =2. В самом деле, имеем: 

K+k—-lL=1+kK+kK-2=14+2kK-2=3 > k=2. 

Поэтому делаем замену: x =e’, y= ze" (=> z= ~)(sT0a08 х>0). 
х 

Тогда



х=е', у, = (+2 е”, у, = 2 = (z +2z)e'; 
t 

(4 oN? | т 4 р 

Уз = (хх > Ур = +32 +2. 
t 

Относительно функции (Г) заданное уравнение принимает вид 

ве" (1 + 2z)e! + e'ze7"(25 +3z; + 22) —e'(2’+22)2e% =е\ = 

а (а) =1. (*) 
Заметим, что для x <0 замена: x =—e', y = зе?! приводит к TOMY 
же самому уравнению (*). Видим, что уравнение (*) He содержит 

явно независимую переменную г. Поэтому делаем замену: Z, = u(Z), 

где u(z) — новая неизвестная функция. Тогда 

‚ _ du(z) _ du(z) dz 
що at Zp =и(2)и(®). 

Относительно функции Uu(Z) уравнение (*) примет вид 

zuu, — и? =1 => гии’ = и? +1 => = —. (**) 

Могли потерять Z=0 < у=0 (функция y=0 He является реше- 

нием исходного уравнения). Из уравнения (**) находим 

sin (2? +1) = Infe]+5 In|], С #0 = и? +1=С 2? (5 С >0) > 

dz 

\/С,=2 -1 

= ae inl Get fee? =I|=t+In|O,], G #0 = 
| 

1G 

2 

ас 
x 

> (2 = -15 < =, 22 -1 => + =dt = 

> In = (In|x|+In|C,]) JC, > 

2 

=> Ci 2+ с 77! = с“ => 

(обозначим JC, =C,, ic" = С.) 
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я р Go 
x4 x? 

> С г. - = С2 | x PO ! -26,6,y|x{° oP 

=> 26,Cyy = C2 |x? + [xf 

Задача 61. Найти решение уравнения yy’ = 2х(у’)? ‚ удовлет- 

| 
воряющее начальным условиям: У] =2, У], =>. 

Решение. Непосредственно из уравнения видно, что у=С 
(в частности, у =0) является решением заданного уравнения. Ho 
это решение не удовлетворяет заданным начальным условиям. 
Для y#0 имеем 

yr = 22 = f(x,y,y) = xP fiz 220 Sfp oP. 
y y У y 

Видим, что f(x, y, y’) непрерывна и имеет непрерывные fy, fy в 

каждой точке (x, у, у’), y # 0. Следовательно, задача Коши с задан- 

I 
ными начальными данными (2, 2, 5 имеетединственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение — однородное относитель- 

но y,y’,y’. Поэтому делаем замену: y’=yz, где г(х) — новая 

неизвестная функция. Тогда у” = ух + yz’ => у” = y(z2 +2), и, сле- 

довательно, исходное уравнение принимает вид: 

У? (=? +’) = 2ху2 12 => 27 +2’ = 2x2” (считаем y#0) > 

= dz = 22 0х - Idx > & 
z? 

= (2x - 1) dx. 

Могли потерять 7=0 = y’=0 => y=C — решение, HO OHO He 

удовлетворяет заданным начальным условиям. Интегрируя полу- 

2 | 
ченное уравнение, находим “7% -x+C,;. У нас 

/ у I 
< = у > |. = 4: Следовательно, имеем 
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-4=4-2+C, > С =-6. 

Таким образом, получили 

Z=- | > gy = dx > 
x? -x-6 y (x + 2)(x-3) 

dy 1 | | +2 = = - | =<! ee С. 
- у 5(=5 у nly " 3 rh: 

У нас У. =2. Поэтому для определения C, получаем x=2 2 

In2 = <In4+C, => С, = 512. 

3 
Ответ: In|y| = <in xe +5 2 => вокрестности точки (2, 2): 

8(х+2) =(3-ху. 

Замечание (важное для практики). При решении задачи Коши 
для уравнений порядков выше первого методом понижения по- 
рядка произвольные постоянные целесообразно находить после 
каждого интегрирования. 

Задача 62. Найти решение уравнения 2у”-3(у’)? =0, удов- 

летворяющее начальным условиям: У, =-3, У] =1, У], =-1. 

Решение. Имеем 

=5077 = Л(х, у, у’,У”) =; fy =0, fy =3Зу, Л, =0. 

Видим, что /(х,у,у, у”) непрерывна и имеет непрерывные 
o # # 

Sy Sy, fy. Следовательно, задача Коши с любыми начальными 

данными, в частности, с начальными условиями (0, -3, 1, -1), 

имеет единственное решение. 
Замечаем, что в заданное уравнение не входит явно у. Поэто- 

му делаем замену: у’= <, где 2(х) — новая неизвестная функция. 

Тогда у’=<’, у” = =”, и, следовательно, заданное уравнение при- 

нимает вид 

2z”-3z7 =0. (*) 
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Вуравнение (*) не входитявно независимая переменная х. Поэтому 

du(z) _ du(z) dz =u’u.Or = —=ulu.Or- делаем замену: Z, = и(<).Атогда „2 = 
dx dz ax 

носительно функции u(Z) уравнение (*) принимает вид 

2uu, = 322 => Qudu = 3224 = и? = 33+ С. (**) 

Унас и = 2, = у,2 .Длянахождения С, используем начальные условия: 

У 40 = о =-1, У] 0 = 2,29 =1. Получаем 1=1+С, => С, =0. 

Следовательно, вместо (**) будем иметь 

и? = 23 <> (2) = 23 az =, 

Здесь из двух знаков “+” следует взять знак “—”, ибо при х=0 

должно быть Z|, =-1, |. =1. Значит, будем иметь 

az 
-— =a. 23/2 

Могли потерять  =0 > y =0 => y=C (y=C — решение урав- 

нения, но оно не удовлетворяет заданным начальным условиям). 

Интегрируем уравнение -< = dx. Находим 
< 

+ = х+С.. (***) 

Vz 

Для нахождения С, используем начальное условие: Z|. = y'],_, =1. 

Получаем C, =2. А тогда вместо уравнения (***) будем иметь 

z= 4 у=— 4 

(x +2)? (x +2)? 

Для нахождения С, используем начальное условие: У] о =-3. 

Получаем -3 =-2+С; = С; =-1. Следовательно, искомое реше- 

ние будет таким: 

=——-| 2) =-х-6. у +2 => у(х+2) =-х-6 
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2 
Задача 63. Найти решение уравнения xy” —3xy’ =6 - —4y, 

x 

удовлетворяющее начальным условиям: У =1|, У]. =4. 

Решение. Уравнение задано для х*0. Имеем для x #0: 

, 2 , 2 

y= 462-42 = f(x,y, y) =32-+62--42 
x x x x x x 

Видим, что f(x, у, у’) непрерывна и имеет непрерывные Sy, Sy 

вкаждой точке (x, у, у’) (x # 0). Следовательно, задача Коши с задан- 

ными начальными условиями (1, 1, 4) имеет единственное решение. 

Замечаем, что заданное уравнение является обобщенно-одно- 

родным с показателем А =2. В самом деле, имеем: 

24+kK-2=14kK-1=2kK-2=k> k =2. 

Поэтому делаем замену: x =e', y = ze”! (считаем х>0). Тогда 

xi =e! у’ =(2’4+2z)e7% => у. tac? + 2z)e'; 
t 

” ENG \/^ | ” ” , 
У, = (Yi) x = (ух), x’ => y 2 = <? + 32, +22. 

t 

Относительно функции z(t) заданное уравнение принимает вид 

Zo + 32% +22 -3z; -62 = 627 -42 = 2 = 62’. (*) 

В уравнении (*) отсутствует независимая переменная г. Поэтому де- 

лаем замену: г, = u(Z), где u(z) — новая неизвестная функция. Тогда 

‚ _ du(z) _ du(z) | < 
qn = qe = u"(Z)-u(z). 

Относительно функции и(г) уравнение (*) принимает вид 

2 
ии’ = 62? => udu = 6z7dz => > = 22° +C, = и? =42°+2C, > 

=> (2)? =42° +2С,. (**) 
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Для определения С, используем начальные условия. Отметим, 

что значению х =1 соответствует t=0, 
— — — фе as’ — = — 4 — 

Yl,-0 ~ 2,0 > 2,0 ~ Yl pot a I; Ух | ~ 21-0 +2=4 > 2-0 =2. 

Относительно С, имеем, следовательно, уравнение: 4 =4+2С, > 

= С, =0. Тогда вместо уравнения (**) получаем 

(1)? =43 5 =2z7, 

Здесь из двух знаков “+” следует взять знак “+”, ибо при 1=0 

должно быть: Z|) =1, 2) =2. Значит, будем иметь 

dz 538 = dt. (***) 

Могли потерять < =0 = у=0 (у=0 — решение уравнения, но 

оно не удовлетворяет начальным условиям). Интегрируя уравнение 

(***), находим: = t+C, => при 1 =0: -1 = С, . Следовательно, 
\ 

1 I 2 2_. 2 —=l1-t> -—=(1-2)° > x* = yp-Inx)’. 
Vz z 

Задача 64. Найти решение уравнения у” = 3yy’, удовлетворя- 

9 
ющее условиям: У], =-2, У], =0, У, о = 5. 

Решение. Имеем 

ху, у, У) =ЗУУ => /, =ЗУ, fy =3 

Видим, что f(x, у, у’, у”) непрерывна и имеет непрерывные Sy, fy . 

Следовательно, задача Коши для заданного уравнения с любыми 

начальными данными (Xp, Yo, У, У), в частности, с начальными 

9 
условиями («, — 2,0, = |, имеет единственное решение. Замечаем, 

2 

что заданное уравнение может быть записано в виде 

‚ 37%, ‚ 3 
(y") =); =>y =5У +4.



Постоянную С, находим из начальных условий 

5=5-4+С => С -_3. 

Таким образом, получаем уравнение 

_ 3 2 _ 3 (* 

vagy ->. 
В уравнение (*) не входит явно независимая переменная х. Поэтому 

делаем замену: у’ = &(у) ‚где (у) —новая неизвестная функция. Тогда 

Относительно функции Z(y) уравнение (*) принимает вид 

225, = 3(у? -1) = 2zdz =3(y -I)dy > 2 = -3у+С, 

> (yy = У? -3У+С. 

Постоянную С. находим из начальных условий 

0 =-8+6+С, => С. =2. 

Таким образом, получаем 

(YY = У -3у+2 = (у)! roo? > 

+C;. => yY=+(y-l)Jy+2 > t [oy = 

‚ ибо речь идет о решении Будем считать здесь, что -2<у<| 

у = у(х) ‚ удовлетворяющем условию у(0) = -2 , т.е. о решении в 

окрестности точки (0, - 2). Так как 

Г ау _[y+2=2, =f 24 _ 

(У-П\/у+2 | dy =2tdt t? 3 

КЕ 1 V3 -Jy+2 
“В+ 3 V3 +Jy+2 

== 

mia —2sy<l: 1> 
‘ 7 V3 +Jy+2 

97



‚8-2. 
= " Ba Jy =+(x+C;). 

Постоянную C; находим из начального условия |.) =-2: 

1.0 =0=С, = С, =0. 
V3 

Следовательно, получаем 

к 3-05. 
\3+/у+2 = Sr = 

“c__ 99 
(здесь знак “+” для x <0 и знак для х>0) 

_ в-р=_. 
— В+ © 

А тогда 

V3 - Jy +2 = Зе 8х + у+2е=х > 

> 43 (1- ев = М+2 (1+е > 

ХЗ :х\З ХЗ :х\З 2x3 558 

- Зе 2 (е 2-е ?)= ен 2) = 

для х<0: -43- 2sh = aaah -2ch2= 

и „В 2 
для x> 33. 256 = = Jy +2 2ch => 

2-28 > y+2=3th? = = y=3th?= = 2 

Задача 65. Найти решение уравнения me у+ (у)? siny =y’ 

удовлетворяющее начальным условиям: y|,-- =, o> Vent = 

Решение. F(x, у, у’, у”) = у’созу+ (у’)? siny-y’; 

Е, =0, Fy =-зту. y’+(y’) cosy, Fy =2y’siny-1, Fy =cosy.



Функция Р(х,у,у,у” непрерывна и имеет непрерывные 

Fy, Fy, Fy, Fy; Fy =0 > y=(2k+N=, К=0, +1, +2, ... . Следо- 
вательно, задача Коши для заданного уравнения слюбыми началь- 

ными данными (%,%,У), такими, что yy # (2% +15, 

К =0, +1, +2, ... , имеет единственное решение. В частности, 3a- 

к 
дача Коши с начальными условиями (- 6 2) имеет единствен- 

ное решение. 
Замечаем, что заданное уравнение не содержит явно незави- 

симую переменную x. Поэтому делаем замену: у, =<(у), где 
z(y) — новая неизвестная функция. А тогда 

yn = dz(y) _ dz(y) dy 

Относительно функции (у) заданное уравнение принимает вид 

22, cosy+z?siny=z=> Zcosy+zsiny =1. (*) 

Могли потерять 7=0 = у=0 > y=C (y=C — решение ис- 
ходного уравнения, но оно не удовлетворяет начальным услови- 
ям). Уравнение (*) — линейное относительно функции (у). Ре- 
шая его, находим 

z=siny+C, cosy <= у’=5ту+С, cosy. 

Постоянную С, получаем с помощью начальных условий: 

2=5тс+С cos = = 21-2 > C, =.3. 

Таким образом, будем иметь 

у’ =siny+V3cosy = y’ =2sin [+3] > 

У. 
"(5 +4] =X+ С. . 

2sin ( yr x 2 2 6 
3 

Постоянную C, определяем из начальных условий: 

| 
пы z|=-1+6 = тие =-14C, > 0=-1+G > Gel. — М 

2 



Таким образом, будем иметь: sin ard peas = Вокрестно- 

сти точки [- 8. получаем: In tg (3 + a 2х+2. 

$4. Линейные дифференциальные уравнения л-го порядка 

Так называются уравнения вида 

У + p(x) VO? + py(x)y + ... + ри DY’ + ри(х)у = G(x). (1) 

(B(1) y, y’, ..., У" ®, у®) входят в первой степени и не перемножа- 

ются.) Функции р(х), Po(X), ..., р, (х), р„(х) называются коэф- 

фициентами линейного уравнения, а функция g(x) — свободным 

членом этого уравнения. 

Предполагается, что функции P(X), р>(х), ..., р‚(х), Q(x) — 

непрерывные на некотором промежутке (a,b). 

Установим область существования и единственности решения 
уравнения (1). Для этого перепишем уравнение (1) в виде, разре- 
шенном относительно старшей производной: 

y = (x) - р(х)у" — p(x) yO - ... = Pra’ — ри(х)у. 
Hf (X,Y se YD) 

of of 
Имеем ay 7 Pn (x), ay = Po (x), , ayer = —Р(х) . Видим, что 

функция f(x,y, y’,...,y) непрерывна и имеет непрерывные 

частные производные /,,/у, ..., Fen в каждой точке области 

(р)=+ -0< y’ < +00, 

100



Потому существует, и притом единственное, решение уравнения 

(1), удовлетворяющее начальным условиям: 

У =», a = Yo» cory yr) = ye), (2) 
X=Xo 

где х› — любое из (a,b), a yo, №, ..., У" — вообще любые числа. 

Отметим, что если свободный член g(x) =0 в (a,b), то урав- 
нение (1) называется линейным однородным; если а(х)=0 для 
ХЕ (a,b), то уравнение (1) называется линейным неоднородным. 

Заметим, что левая часть уравнения (1) представляет собой 
результат выполнения некоторой совокупности операций диффе- 
ренцирования и алгебраических действий. Эту совокупность опе- 
раций дифференцирования и алгебраических действий называют 
линейным дифференциальным оператором п-го порядка и обознача- 
ют символом L. Таким образом, 

—1 -2 , L(y) = y + p(x) yO? + po(x)yO + ... + Day’ + (ху. 
С помощью символа L уравнение (1) запишется Tak: 

L(y) = q(x). (1) 
Отметим следующие два свойства оператора L. 
|. Пусть у(х), y2(X), ..., Ут(х) — п раз непрерывно дифферен- 

цируемые функции на промежутке (a,b). Тогда 

Ку + у + ... tm) = LM) + L(Y.) + ... + LYm), хе (а,6). 

В самом деле, имеем 

L(Y +2 + ... +) =(И+ у + ... + Уи) + 

+ D(X)(Y +2 + ... HY OY + ... + 

ро + Уз + + + Ут) = [YA + од" + ... + Pal |+ 

+[ yf” + p(x) + ... + ру, |+ ... + 

+ [У + д(х)у"-® + ... + рун | = 

= L(y,) + Ку.) + ... + Ку), x € (а,6). 

2. Пусть y(x) — п раз непрерывно дифференцируемая Ha про- 
межутке (a,b) функция и С — некоторое постоянное число. Тогда 

ЦС-у)=С.ЩуУ). 
(Устанавливается простой подстановкой, как и впредыдущем свойстве.) 
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$5. Линейные однородные уравнения 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное урав- 
нение п-го порядка: 

У + py (x)yO) + (ху + ... + риа OY’ + Day =0, 

где P(X), P2(X), ...,р,-(х), P(x) е С ((а, b)). С помощью оператора 

L это уравнение запишется так: 

L(y) =0. (Ip) 

Г. Отметим следующие особенности линейного однородного 
уравнения. 
р \ Функция у=0, xe(a,b), является решением уравнения 

2. Если функции у (х), у>(х), ..., Уи(х) — решения линейного 

однородного уравнения (1) в (a,b), то функция у(х)+ у›(х) + 

+... + ут(х) есть решение этого уравнения в (а,5). 

p> Так как функции у,(х), у›(х), ... > Уи(х) — решения уравне- 

ния (15) в (a,b), то 

L(y, (x)) = 0, L(y2(x)) =0, ..., 6(ут(х)) = 0, x € (а, 5). 

По свойству оператора L имеем 

L(y, (x) + n(x) + ... + Уи(Х)) = 
= L(y(x))+ L(y2(x))+ ... +L (Yn) ) =0, хе (a, 5). 

&0,xe(a,b) — =0,хе(а,5) =0, хе (а,5) 

Значит, функция у (х) + у›(х)+ ... + у„(х) — решение уравнения 

(lo) в (a,b). 4 

3. Если функция y(x), хе (а,5), есть решение уравнения 

(10) в (a,b) и если С— любое постоянное число, то функция 

Су(х) является решением уравнения (1) в (a,b). 

№» Имеем Г(Су(х))=С Г(у(х)) =0, хе (a,b). Значит, функ- 

ция Су(х) есть решение уравнения (1). 4 
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Следствие. Пусть функции у, (х), у>(х), ...,Уи(х) — решения 

уравнения (1) в (a,b) и пусть Су, С, ..., C,, — любые постоян- 

ные числа. Тогда функция 

у =Cyy, (x) + Cay. (x) + ... + Cn Vm (X) (*) 

является решением уравнения (1) в промежутке (a,b). 

Замечание. При т=п формула (*) содержит п произвольных 
постоянных. Это обстоятельство наводит на мысль о возможнос- 
ти построения общего решения линейного однородного уравне- 

ния (10) в виде линейной комбинации п его решений. Выясним, 

какими должны быть решения у(х), y2(X), ...,у„(х) уравнения 

(10), чтобы функция у=С у, (х) + С у›(х)+ ... +C,y, (x) была об- 

щим решением этого уравнения. 
ID’. Линейная зависимость и линейная независимость функций. 

Определение. Функции у(х), ¥2(X), ...,У„(х) (п>1), опреде- 

ленные в промежутке (а,5), называются линейно зависимыми в 

(a,b), если существуют постоянные числа ¥;, Y2, ..., Yq,» не равные 

нулю одновременно, такие, что во всем промежутке (a,b) имеет 

место тождество: 

W(X) + 7252(х) + ... + Yn (х) =0. (2) 

Если таких постоянных Yj, }›, ---» ¥, не существует, т.е. если 

тождество (2) имеет место лишь тогда, когда ¥,; = ¥2 = ... =, =0, 

то функции у(х), у›(х), ...,у,(х) называются линейно независи- 

мыми в промежутке (a,b). 

Пример 1. Функции y,=1, yy =X, y3=X7, , У =x"! — 

линейно независимые в любом промежутке. 

№ Рассуждаем от противного. Допустим, что функции 

2, ...,х”! — линейно зависимые в некотором промежутке ьх, х 

(a,b). Но тогда существуют постоянные числа Yj, Yo. ...,”\„, не 

равные нулю одновременно, такие, что в промежутке (a,b) имеет 

место тождество 

+ YX + 3X7 +... +7,x"" =0. (3) 

103



А это невозможно, ибо левая часть (3) (в случае, когда среди 

коэффициентов ¥;, ‘о, ...,’„ есть отличные от нуля) может обра- 

щаться в нуль не более чем при (п-1) различных значениях х. 

Полученное противоречие доказывает, что функции 

Ьх, x, ....х"! — линейно независимые. 4 

Пример 2. Если №,^›, ..., 4, — различные числа, то функции 

А y =e, у, =e, , у, =е^* линейно независимые в любом 

промежутке. 
» Рассуждаем от противного. Допустим, что функции 

емх, eX ede — линейно зависимые в некотором промежутке 

(a,b). Но тогда существуют постоянные числа Yj, ¥25 ..., Yn, среди 

которых есть отличные от нуля, такие, что во всем промежутке 

(a,b) должно иметь место тождество 

yet + ye’ +... +," =0. (4) 

У нас в (4) среди чисел Yj, Yo, ...,’„ есть хотя бы одно, отличное 

от нуля. Пусть для определенности ¥, #0. Разделим обе части (4) 

на e*** | Получаем 

уе“ + ре rz had +... + уе“ №9х +7, =0. 

Продифференцируем последнее тождество по х. Получаем 

бей + §,e%2* +... + бие- =0. (5) 

Ясно, что в (5) А, №, ....К,- — различные числа и что 

5, = (№ —A,,) #0. С тождеством (5) поступаем так же, как и с 

тождеством (4), и т. д. Через (n-1) шагов придем к тому, что BO 

всем промежутке (a,b) должно быть: 

ие” =0, причем и #0. 

А это невозможно. Получили противоречие. Значит, предположе- 

Ах 
е 9 vee емх 

Mx — линейно зависимые в неко- ние, что функции е 

тором промежутке (a,b), неверно. «4 
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Пример 3. Функции у =e”, y, =хе\, ‚ у, =x" ем — ли- 
нейно независимые в любом промежутке. 

№ Рассуждаем от противного. Допустим, что функции 

e* хе^х,..., x" Лем — линейно зависимые в некотором проме- 

жутке (a,b). Но тогда существуют постоянные числа Yj, Yo. ..., Yn» 

среди которых есть отличные от нуля, такие, что во всем проме- 

жутке (a,b) должно иметь место тождество 

уе“ + ухе +... +уих"еМ =0, 

а значит, должно иметь место тождество 

у +%х+ ... t,x"! =0,хе (a,b). 

Но последнее невозможно, когда среди чисел у, (k=1,n) есть 

отличные от нуля. Получили противоречие. Значит, предположе- 

ние, что функции е^, xe, ...,х"Чем — линейно зависимые 

в некотором промежутке (a,b), неверно. «4 

Пример 4. Если iy, Ay, ...,Аи — различные числа, то функции 
Aix Aix К -_1 Ayx 

> 
е^*, xen. xe 

x Ах ky-1 A eh xeh2X oo хе ел, 

ee0000800800 (6) 

ehaX хе№х, ..., хех 

линейно независимые в любом промежутке. 

№ Рассуждаем от противного. Допустим, что функции (6) 

линейно зависимые в некотором промежутке (a,b). Но тогда 
существуют числа 

1 1 1 2 2 2 
О, у , coos as С, 1 , er Mey cory fm) у”, coy ier 9 (7) 

среди KOTOPbIX CCTb отличные от нуля, такие, что BO всем промежут- 

ке (a,b) должно иметь место тождество: 

1) Aix 1) №х 1) К -1 Aix Ye + yp xe + ... хе“ + 
+72) е** + xe +... + Yeo? te 

+ 

+уе^=х +7") хе*=х +... + х=-1е^шх || > 
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PO, (x)e™* + PO (x)er* +... + рт (x)e*"* =0,хе (а,6). (8) 

(В (8): Pe? (x), 1= 1, m , — полиномы степени He вышечем (k; -1).) 

Tak как среди чисел (7) есть хотя бы одно отличное от нуля, TO хотя 

бы один из полиномов PO (x) (/=1,2,...,m) He равен тожде- 

ственно нулю в промежутке (a,b). Пусть, для определенности, 

Ро (x) #0 в промежутке (a,b). 

Отметим далее, что 

[Руд -е^ |, = Apia, 
Здесь PO (x) и Ро, (х) — полиномы одной итой же степени. Ясно, 

что если POO (x) #0 для xe (a,b), тои Ро, (x) #0 для хе (a,b). 

Разделим обе части (8) на e’=* . Получаем 

^.- -r Pad (xe + PRY (хе +... + 

+ PLD (хе + РТ (x) =0, 

ХЕ (a,b). Продифференцируем по x обе части последнего тожде- 

ства последовательно k,, раз. Получаем 

Fru en + Рени +... + FETT (xem =, хе (a,b). (9) 
(В (9): Hi, И», ..., Ит- — различные числа, и PE) #0, хе (a,b).) 

С тождеством (9) поступаем так же, как и с тождеством (8), ит. д. 
Через (т-—1) таких шагов мы придем к тому, что во всем проме- 

жутке (a,b) должно иметь место тождество 

Вх)“ =0. 
es 

Но последнее невозможно, ибо А,-1(х) #0, хе (a,b). Получили 

противоречие. Значит, предположение, что функции (6) — линей- 

но зависимые в некотором промежутке (a,b), неверно. 4 
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ПГ. Признаки линейной зависимости и линейной независимос- 

ти функций. 
Пусть функции у(х), y2(X), ..., у,(х) непрерывны на проме- 

жутке (a,b) и имеют там непрерывные производные всех поряд- 

ков до (n—1)-ro порядка включительно. Составим определитель: 

W(x) (>) ee ух 
y (x) Yo(X) ... W(X) (10) 

yxy Ух)... Ух 

Этот определитель называют вронскианом (или определителем Вронс- 

кого), составленным для функций у, (х), у›(х), ... , У„(х) в промежут- 

Ke (a,b), и обозначают W(x), хе (a,b), или W(y, (x), ¥2(X), ...,У,(х)). 
Теорема (необходимый признак линейной зависимости (PVHK- 

ций). Если функции у (х), у>(х), ... , У„(х) — линейно зависимые в 

промежутке (a,b), то во всем этом промежутке их вронскиан 

W(x) =0. 

} Tak как функции y,(X), у›(х), ..., У,(х) — линейно зависи- 

мые в промежутке (a,b), то существуют постоянные числа 

Yi> Yo. «++» Yy › среди которых есть отличные от нуля, такие, что BO 

всем промежутке (a,b) имеет место тождество: 

У (Хх) + 72У2(х)+ ... + 7, (х) = 0, x € (а,5). (11) 

Тождество (11) продифференцируем по x последовательно (л-1) 
раз. В результате для любого же (a,b) будем иметь 

У1У1 (Хо) + 72У2(%0) + ... + Van (хо) = 0, 

Vii (хо) + 72У2 (хо) + ... + „Уи (Xo) = 0, 

(12) 

yt? (хо) + 12 В (x0) + ... + VAM”? (хо) = 0. 

(12) — линейная однородная (алгебраическая) система относи- 

тельно Yj) >, ...,У„.Унассреди Yj, Yo, ..., Y_ есть отличные отнуля. 

Следовательно, числа ¥;, Y2, .-->¥, дают решение системы (12), 

отличное от чисто нулевого. Но линейная однородная система 

107



может иметь решения, отличные от чисто нулевого, лишь тогда, 
когда ее определитель равен нулю, т.е. когда W(x) =0. (W(x) 

есть определитель системы (12)). Так как точка х› — любая из 

промежутка (a,b), то приходим к выводу, что W(x) =0 для всех 

хе (а,6) ‚т.е. W(x) =0, хе (а,5). 4 

Следствие (достаточный признак линейной независимости 

функций). Если в промежутке (a,b) имеется хотя бы одна точка 

Xp, такая, что W(x) = W (у (ж), У2(%), .-., У, (хо) #0, то функ- 
ции у, (х), у›(х), ..., у„(х) — линейно независимые в (a,b). 

№ Рассуждаем от противного. Допустим, что функции 

у (х), у›(х), ..., у„(х) — линейно зависимые в (a,b). Но тогда, по 

доказанной теореме, должно быть: W(x) =0, xe (a,b), откуда, в 

частности, И (х) =0, а это не так. q 

Замечание. В общем случае теорема необратима. Именно, из 

того, что И (у(х), ¥2(X), ...,У„(х))=0, хе (a,b), не следует, 

что функции у(х), у›(х), ...,у,(х) — линейно зависимые в (а,5). 

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим пример. Пусть 

0, х<0, х?, х<0 
х) = х) = ? > Имеем 

n(x) | x > 0; 2%) ‘ x>0. 

Я(х) у(х) 
= 0, —0d, ©о 

(x) Усе С +) W (У (x), ¥2(x)) = 

(так как, если x $0, TO y,(x)=0; если x >0, TO у›(х) =0 ). Pac- 

смотрим тождество 

V1 (X) + Y22(x) = 0, хе (а,5). (13) 

Если x <0, то тождество (13) выполняется лишь при *> =0. Если 

x > 0, то тождество (13) выполняется лишь при y, =0. Следова- 

тельно, для xX € (—co, +00) тождество (13) имеет место лишь тогда, 

когда ¥, = ¥2 =0. А это означает, что функции y,(xX) и у›(х) — 

линейно независимые на промежутке (-со, + со). 

Покажем, что в случае, когда функции у(х), у›(х), ..., у„(х) 

являются решениями линейного однородного уравнения L(y) =0, 

справедлива обратная и притом более сильная теорема. 
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Теорема (достаточный признак линейной зависимости п ре- 

шений уравнения L(y) = 0). Пусть функции y,(X), yo(X), ..., Уи(х) 

есть решения линейного однородного уравнения Гу) =0 в про- 

межутке (a,b). Тогда, если хотя бы в одной точке хуе (a,b) 

определитель Вронского, составленный для этих решений, равен 

нулю (т.е. W(x%)) =0), то у(х), у›(х), ...,У„(х) — линейно зави- 

симые в (a,b) (и, следовательно, по предыдущей теореме: 

W(x)=0, хе (а,5)). 

» Рассмотрим следующую линейную однородную систему от- 

носительно неизвестных Yj, Yo. ..., Yn: 

Ут! (№) + 722(%) + ... + Van (Хо) = 0, 

ViVi (Хо) + 7272 (№) + ... + Vann (Xo) = 0, 

(14) 
vay D (x9) + уз (о) +. + 1g (x5) =0. 

Определителем системы (14) является как раз W (xp) . Он по усло- 

вию равен нулю. Но тогда система (14) имеет решения, отличные 

от чисто нулевого. Возьмем одно из таких решений: %\, Y2, ..., Ym 

(среди этих чисел есть отличные от нуля). Рассмотрим функцию 

У= 91.1 (х) +122(х) + ... + Тру, (х). (15) 

Так как у, (х), у›(х), ..., у,(х) — решения уравнения Су) =0, то 

функция (15) также является решением этого уравнения. В силу 
соотношений (14), решение (15) удовлетворяет следующим на- 
чальным условиям: 

У|_ xp = МУ) + Y2V2(%o) + ...+ Yan(%o) = 0, 

y lee = ¥1Vi(Xo) + 722(%0) + ... + ¥AIn (Xo) = 0, 

yr] = yy" (x9) + iy) 4 а) = O. 

Видим, что решение (15) удовлетворяет нулевым начальным 
условиям: 

=0, У]. =0, .., yo] =0. (16) 
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Заметим, что функция у=0, хе (a,b), также является решением 

уравнения L(y) =0, удовлетворяющим начальным условиям (16). 

Но, в силу теоремы существования и единственности решения, 

существует только одно решение уравнения L(y) = 0 , удовлетворя- 

ющее начальным условиям (16). Отсюда заключаем, что всюду в 

(a,b) должно быть: 

у= (Хх) + 12 (х)+ ... + Van (х) =0. (17) 

Так как в (17) среди чисел Yj, ¥5, ...,'’/и есть отличные от нуля, то 

это означает, что функции у/(х), у. (х), ..., у,(х) — линейно зави- 

симые в (a,b). q 

Следствие (необходимый признак линейной независимости п 

решений уравнения L(y) =0). Если решения у (х), у (х), ..., у„(х) 

линейного однородного уравнения L(y) =0 — линейно независи- 

мые в промежутке (a,b), то определитель Вронского, составлен- 

ный для этих решений, не обращается в нуль ни в одной точке из 

промежутка (a,b) (т.е. W(x) * 0 при любом хиз (а,5)). 

> Действительно, если бы в промежутке (a,b) существовала 

хотя бы одна точка х, такая, что W(x) =0, то по доказанной 

теореме решения y,(X), у›(х), ..., у„(х) были бы линейно зависи- 

мыми в (а,5), а это не так. q 

IV°. Существование фундаментальной системы решений линей- 
ного однородного уравнения. 

Определение. Если решения у (х), у›(х), ...,у„(х) уравнения 

Ку) =0 — линейно независимые в промежутке (a,b), то гово- 

PAT, что они образуют фундаментальную систему решений урав- 

нения Г(у)=0 в (a,b). 

Покажем, что фундаментальная система решений у линейно- 

го однородного уравнения L(y) =0 всегда существует. 

} В самом деле, введем в рассмотрение матрицу 

‘аа а ... Ay 

4; 422 ... Gn 
A= , 

т Qn? ... Ann | 
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в которой числа a, (i,k =1,2) — произвольные, но такие, что 
det А>0 (т.е. матрица А — неособенная). Возьмем произвольный 
столбец матрицы A (например, первый) и точку № Е (а,5). Пусть 
у = y,(x) — такое решение уравнения L(y) = 0, которое удовлет- 
воряет начальным условиям: 

-1 
Уж = 415 Y\,-% = A215 ..., у" = аш. 

х=х 

Затем берем второй столбец матрицы A. Пусть у = у›(х) — реше- 
ние уравнения L(y) = 0 , такое, которое удовлетворяет начальным 
условиям: 

y| (п-1) = а ИТ. Д. x=X n2 Д х=ж = 912» У] =а.,..., У 

Берем, наконец, и-й столбец матрицы A. Пусть у = у,(х) — реше- 
ние уравнения Г(у)=0, такое, которое удовлетворяет началь- 

ным условиям: 

—1 
Уж = Ain» Yeon = Anny ...› у" ) = ат. 

Xx=Xq 

Получим, таким образом, п решений уравнения L(y) =0: 

у (х), у›(х), ... ‚ У,(х) , таких, для которых И’(х) = det A # 0. Сле- 

довательно, решения у,(х), у›(х), ..., у„(х) — линейно независи- 

мые, а значит, образуют фундаментальную систему решений урав- 

нения [(у)=0. 4 

$6. Теорема о составлении общего решения 
линейного однородного уравнения л-го порядка 

Пусть функции у(х), y2(X), ..., У„(х) образуют в промежутке 

(a,b) фундаментальную систему решений уравнения: 

L(y) =0. (1) 
Тогда функция 

у =Cyy (x) + С›У›(х)+ ... + Су, (х), ‚ (2) 

где С, C5, ..., C, — произвольные постоянные, является общим 

решением уравнения (1). 
№ Убедимся, что функция (2) удовлетворяет определению 

общего решения (1). Для этого продифференцируем по хфункцию 
(2) последовательно (п-1) раз. Будем иметь 
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y= Cy (x) + Су»(х) + ... + Су (Хх), 

у’ = Cy (x) + С5У2(Х) + ... + Cry, (x), 
И (3) 

YD = Cry? (x) + С" (x) +... + Cay P(x). 

Возьмем любую точку (XN, Yor ee NK”) в области 

a<x<b, 

—со < Y < +09, 

(D)={ -®<уУ <+%, Положим в (3): X=X%, VEN, У=Я,, 

yr dD = yOrd, Получим систему относительно неизвестных 

С, Cy, ..., Си: 

СУ (№) + Coyo(Xo) + ... + С,У(ж) = У, 

| Cy yj (Xp) + С>У>(ж%) + ... + С,У (№) = У, р 

yy" (xq) + С" (xq) + ... + СУ" (xq) = YY. 

Определителем системы (4) является вронскиан для 

у (х), Y2(X), ..., У(х) , вычисленный в точке Xp, т.е. W(X). 

По условию функции у(х), уь(х), ...,у,(х) образуют фунда- 

ментальную систему решений уравнения (1). Следовательно, всюду 

в промежутке (a,b): И’(х) #0. В частности, W(x)) #0. А тогда, 

как мы знаем, у системы (4) существует, и притом единственное, 

решение: С; =Сц, С. = Су, , С, = С. Таким образом, выпол- 

нен первый пункт определения общего решения уравнения (1). 

Подставим Су, Cy, ..., C9 Вместо Су, Cy, ..., C, в (2). Получим 

у = Си (X) + Cop ¥2(X) + ... +Сто,(х). (5) 

Функция (5) есть линейная комбинация, составленная из реше- 
ний уравнения (1). Следовательно, она является решением урав- 
нения (1). Видим, что выполнен и второй пункт определения 

112



общего решения. Значит, функция (2) удовлетворяет определе- 
нию общего решения уравнения (1). 4 

Следствие. Пусть функции у/(х), у>(х), ...,у,(х) образуют 

в промежутке (a,b) фундаментальную систему решений уравнения 

(1). Пусть y = o(x) — произвольное решение уравнения (1). Тогда 

обязательно существуют числа Cl, С®,..., С@®), такие, что 

(x) = (Фу (х) + CP y (х)+ ... + CMY, (x), € (а,Б). 
№ Составим из решений у (х), у (х), ..., у,(х) общее решение 

(2) уравнения L(y) =0 (т.е. функцию (2)). Продифференцируем 

по х функцию (2) (п-1) раз, получим систему (3). В промежутке 

(a,b) возьмем какую-нибудь точку ху и вычислим в этой точке 

значения решения у=Ф(х) и производные этого решения до 

порядка (n—1) включительно. Обозначим 

Ф(хо) = Yor P(X) = Уд, ... QO (XQ) = У". (*) 

Подставим числа Xp, Yo, YOs ...› (1-0) в систему (3). Получим систе- 

му (4) относительно Су, C, ..., С„. Система (4) однозначно разре- 

шима. Пусть CO, CO, ..., С®) — решение системы (4). Составим 
функцию 

у = Ф0(х) = CO у (x) + CO y, (x) + ...+СФу(х. — (5) 

Функция у = Q(X) является решением уравнения (1), удовлетво- 

ряющим начальным условиям (*). Но этим же начальным условиям 

удовлетворяет и решение у = @(x) (т.е. то произвольное решение 

уравнения (1), о котором говорится в условии следствия). 
' По теореме существования и единственности решения задачи 

Коши существует интервал (с,В), содержащий точку ху и содержа- 

щийся в промежутке (a,b), такой, что Ф(х) = Q(x), хе (a,f). 

Можно доказать, что (о,В) = (а,5). А тогда будем иметь: 

(x) = Фи(х), xe (a,b). Но для g(x) справедлива формула (5’). 

Следовательно, и для функции у = ф(х) справедливо представление 

у=9(х) =C y (x) + Cy, (х)+ ... +СФу, (х),хе (a,b). 4 
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57. Линейные неоднородные уравнения N-ro порядка 

Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное урав- 
нение л-го порядка: 

L(y) = q(x). (1) 
Уравнение 

L(y) =0 (2) 

условимся называть линейным однородным уравнением, соответ- 
ствующим линейному неоднородному уравнению (1), если в (1) и 

(2) оператор ZL один и тот же. 
Г’. Теорема (о составлении общего решения линейного неодно- 

родного уравнения). Пусть У(х) — какое-нибудь решение линейно- 

го неоднородного уравнения (1) в промежутке (a,b) и пусть 

V(X) = Чу (х) + Cryo (x) + ... + С„уи(х) 

— общее решение линейного однородного уравнения (2), соответ- 
ствующего уравнению (1) (у, (х), у›(х), ..., у„(х) образуют фунда- 

ментальную систему решений уравнения (2) в промежутке (a, b)). 

Тогда функция 

у = У(х) + W(X) (3) 
является общим решением уравнения (1). 

№ Так как У(х) — решение уравнения (1) в промежутке (a,b), то 

L(j(x)) = g(x), x € (a, 5). 

Так как y(x) — решение уравнения (2) в промежутке (a,b), To 

L(y(x)) = 0,хе (а, 5). 

Имеем 

L(Y(x) + У(х)) = Е(у(х))+ Е(Жх)) =а(х, хе (4). 
w0,xe(a,b) — =а(х), хе (а,6) 

Значит, функция (3): у = У(х) + У(х) является решением урав- 

нения (1). Мы докажем, что функция (3) является общим реше- 

нием уравнения (1), если покажем, что из (3) можно получить 

любое частное решение уравнения (1), удовлетворяющее любым 
начальным условиям вида 

У (1-0). wen 2% (4) =», У] = Ус» ... о yo) х=хо х=Ж 
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(В (4) ж — любое из (a,b), а У,у,, Yo? — вообще любые 
числа.) Продифференцируем функцию (3) по х последовательно 
(п-1) раз. Будем иметь 

‚ у= Gy (x) + Су» (х) + ... + С,у,(х) + Их), 

у’ = (>) + С>У(х) + ... + Cry) + У, 

о = (о) + CY (x) +... CHL + HO(3). 

Подставим в (5) начальные условия (4). Получим 

Yo = У(ж) + CY (X) + С5У5(Ж) + ... + С,У(ж), 

Yo = У(%) + СУ) + 65У2(ж%) + ... + Can (Xo), 
saseseeeeseees (6) 

(n- Wr? = FOP (xq) + Ч") + СУ (Hp) + .. + CAI (9). 

(6) — линейная система относительно Су, Cy, ..., C,,. Определите- 

лем этой системы является вронскиан для y,(X), у›(х), ..., у„(х), 

вычисленный в точке Xp, т.е. W(x). Y нас у/(х), Yo(X), ..., у„(х) 

образуют фундаментальную систему решений уравнения (2) в про- 

межутке (a,b). Следовательно, всюду в (a,b): W(x) + 0. В частно- 

сти, W(x) # 0. А тогда система (6) имеет, и притом единственное, 

решение. С = Cio> С, = Cr 9 C,, = Со . 

Подставив Су, Cro, -.., Со ВМесто Су, С,, ..., C, в (3), полу- 
чим искомое частное решение уравнения (1). «4 

2°. Теорема (принцип суперпозиции решений). Пусть линей- 
ное неоднородное дифференциальное уравнение п-го порядка 
имеет вид 

L(y) = Q(X) + 42(х) + ... +m (x). (7) 
Пусть 

Я(х) есть решение уравнения: L(y) = аи (х), (7,) 

У2(х) есть решение уравнения: L(y) = 4›(х), (7.) 

Ут(х) есть решение уравнения: L(y) = q,,(x) (7„) 

(заметим, что в уравнениях (7,) — (7,,) оператор Ё один и тот же). 

Тогда функция 
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У(х) = У(х) + (х)+ ... + Ym (X) (8) 
является решением уравнения (7). 

» По условию: Ё(У(х)) = @(х), хе (a,b); Ё((х)) = 92(х), 
хе (a,b); ; Ё(У„(х)) = 4(х), хе (a,b). Имеем 

Е(У(х)) = L(y (x) + У2(х)+ ... + У,(х)) = 
= 2(%(х))+ 2(72(х))+ ... + [(Ут(х)) = 

= q(x) + 92(х)+ ... +9,,(x), хе (a,b). 

Отсюда заключаем, что функция (8) является решением уравне- 

ния (7). 4 
3°. Метод вариации произвольных постоянных для нахождения 

решения У(х) линейного неоднородного уравнения. 
Пусть имеется линейное неоднородное уравнение 

L(y) = q(x). (9) 

Пусть известна фундаментальная система решений у(х), 
Y2(X), ..., У„(х) линейного однородного уравнения L(y) =0, со- 
ответствующего неоднородному уравнению (9). Тогда общее ре- 
шение однородного уравнения L(y) =0 будет таким: 

Y= Cy (xX) + С>у2(х)+ ... + Cay, (x), (10) 
где C,, C5, ..., C, — произвольные постоянные. 

Станем искать решение У(х) неоднородного уравнения (9) в виде 

H(x) = Cy (x) yy (x) + Cox) yn (x) + ... +O) In), = AD 
roe C,(x), C,(x), ..., C,(x) — неизвестные функции, которые мы 
должны подобрать так, чтобы функция (11) оказалась решением 
уравнения (9). (Формула (11) имеет такой же вид, как и общее 
решение соответствующего однородного уравнения, только в 

(1 1) С, (х), С. (х), ...э C,,(x) > функции.) 

О том, что такие функции подобрать можно, утверждает теорема: 

Если C(x), C,(x), ..., C,(x) являются функциями, удовлетво- 

ряющими системе 

(ху (х) + Су) +..+ C(x), <) =0, 
Ci(x)yi(x) + С20)у<) +...+ CAC), (x) =0, 

Су" (х) + соду (х) +... CLC (xy = 0, 
соду" В (x) + Су В (х) +. + Cn” CD) = aX), 

то функция (11) будет решением неоднородного уравнения (9). 
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№» Отметим, что система (12)— линейная относительно 

Ci(x), C(x), ..., C(x). Определителем этой системы является врон- 

скиан W(x), составленный для функций у(х), у›(х), ..., у„(х). Так 

как эти функции линейно независимые в промежутке (a,b), то 

W(x) не обращается в нуль ни в одной точке из (a,b). Поэтому 

у системы (12) существует, и притом единственное, решение. 
Решая систему (12), мы получим 

Ci(x) = wy (x), С5(х) = wo(x), ..., Си(х) = у (x), 
где лу, (х), у. (х), ..., у„(х) — вполне определенные функции, от- 
куда находим 

Cy(x) = fy (x) dx, Cy(x) = [мда ..., Си(х) = fund. (13) 
Заметим, что произвольные постоянные, которые получаются при 
вычислении интегралов (13), можно считать равными нулю. 

Покажем теперь, что функция (11), где в качестве 
Ci (x), С5(х), ..., C,(x) взяты их выражения из (13), является 
решением уравнения (9). 

В самом деле, имеем, принимая во внимание (12): 

ри(х). |= Фу + GOD yAx) + ... + CY), 

Ри (х)- |У= GHD) + С(У2(® + ... + С, ух +0, 
+рР„-2(х). | У = G(x) y(x) + Ох) + ... + СФ ух +0, 

ро. | HP HQ ay + C(O) + ... + C, OY (x) +0, 
I. I = C(O + ©" +... +C, (DI +, 

КУх)) = GO)L(H(X)) + СХ Е (Ух) + ... + GC) L(Y) +“). 

(14) 

У нас функции у(х), у>(х), ...,у,(х) являются решениями 

линейного однородного уравнения Гу) =0. Поэтому 

L(y(x))=0, хе (а,5); L(y,(x))=0, хе (а,6); ; Г(у,(х))=0, 
ХЕ (a,b). А тогда из (14) получаем 

L(H(x)) = Ё(Си(х)уи(х) + > (х) у» (х) + ... +С„(х)у(х)) = а(х), 

ХЕ (a,b). 

Значит, функция У(х) = С. (х)у(х) + С>(х)у2(х) + ... +С,@)у,(х) 
является решением линейного неоднородного уравнения (9). 4 
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58. О комплексных решениях 
линейного однородного уравнения 

Пусть u(x) и v(x) — вещественные функции вещественного 

аргумента x, определенные в промежутке (a,b). Тогда функция 

F(x) = u(x) + iv(x), хе (a,b), где i— мнимая единица, называет- 

ся комплексной функцией вещественного аргумента х. 

1) Функция f(x) называется непрерывной в точке Xp € (a,b), 

если в этой точке непрерывны функции и(х) и v(x). 

2) Функция f(x) называется дифференцируемой в точке 

Ху Е (a,b), если в этой точке дифференцируемы функции U(x) и 

v(x). При этом имеет место формула f(x) = и(ж) + (ж). 

3) Справедливы следующие формулы: 

ex = созВх +isinBx, е-®% = созВх —isinBx => 

e'Px +е`—Вх sin Bx = ейх — е-Вх 
2° 2i 

(это — так называемые формулы Эйлера). 
4) Покажем, что показательная функция e* me A=a+ В 

(хи В — действительные числа), дифференцируется по прежне- 
му правилу: 

= cospx = 

(ey = дем. 
В самом деле, имеем 

(e*)), = (е®**®х), = [2 (cosBx + isin Bx) | = 

= (e™ cosBx + ie™ sin Bx), = (e* cosBx), + i(e™ sinBx), = 

= (ae™ созВх — Be™ sinBx) + i(ae™ sinBx + Be™ созВх) = 

= ae™ (cos Bx + isin Bx) + Ве“ (cos Bx + isinBx) = 

= gee + jBe*eB* = elo B)* (gq + В) = re. 

5) Пусть f(x) = u(x) + iv(x) — произвольная комплексная фун- 
кция вещественного аргумента, непрерывно дифференцируемая 
на промежутке (а,5) п раз. Оператор 

Lo...) = (...)® + р(х)(..)" 0+ ... + р, (OG) + р,(х(...) 

определен для такой функции f(x) и по-прежнему обладает 
свойствами линейности: 
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1. L(f(x)) = L(u(x)) + iL (v(x)); 
2. L(C- f(x))=C-L(f(x)). 

Если L(f(x)) = L(u(x) + iv(x)) =0, ХЕ (a,b), то F(x) = u(x) + 

+ iv(x) — решение линейного однородного уравнения L(y) = 0. 

6) Для комплексных функций вещественного аргумента 

Ло = що + 14 (X), БО) = и› ©) + (>), ... fy (X) = Uy (2) + №, (©) 
справедливы признаки линейной зависимости и линейной неза- 
висимости, установленные ранее для вещественных функций ве- 

щественного аргумента. Если f(x), /5(x), ...,/„(х) являются ли- 

нейно независимыми решениями уравнения L(y) =0 в (a,b), то 

говорят, что они образуют фундаментальную систему решений 
этого уравнения в промежутке (a,b). 

7) Пусть имеется линейное однородное дифференциальное 
уравнение с вещественными коэффициентами: 

У + (ху + py (x)yO + ... + Pas(X)Y’ + ри(х)у =0 

(т.е. L(y) =0), 

где р(х), р.(х), ..., ри (х), P, (x) — вещественные функции аргу- 

мента x. Пусть f(x) = u(x) + iv(x), где u(x), v(x) — вещественные 

функции аргумента х, является решением уравнения L(y) = 0 „т.е. 

L (u(x) + iv(x)) =0, хе (a,b). Тогда функции u(x) и v(x) (каждая 

в отдельности) являются решениями уравнения L(y) =0. 

} В самом деле, из тождества L(u(x)+iv(x))=0, хе (a,b), 

вытекает, что L(u(x))+iL(v(x))=0, хе (a,b). При наших усло- 

виях оба выражения L(u(x)) и Г(у(х)) представляют собой 
вещественные функции аргумента х. Поэтому последнее тожде- 

ство имеет место лишь тогда, когда одновременно L(u(x))=0, 

хе (a,b), и L(v(x))=0, хе (a,b). А это означает, что каждая из 

функций u(x) и v(x) является решением уравнения Г(у)=0. 4 

8) Теорема (о комплексной фундаментальной системе реше- 
ний линейного однородного уравнения п-го порядка). Пусть 
имеется линейное однородное дифференциальное уравнение п-го 

порядка с вещественными коэффициентами P(X), P(X), ..., р„(х): 

L(y) =0. (1) 
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Пусть уравнение (1) допускает следующую фундаментальную си- 
стему решений: 

фи(х) 4 ip, (х), 
фз(х) + 44 (х), 

Ф2т-1(Х) 4 iam (x), 
Prm+l (x), (2) 

Pn (x), 

где i (X), ф2(х), ... 5 Фот(Х), Фэты(Х), ...,Ф,(х) — вещественные 
функции вещественного аргумента х. Тогда функции 

Ф1 (х), 92 (x), ooo Dom (x), Ф2ты (х), sooo Фи (х) (3) 

образуют фундаментальную систему решений уравнения (1). 

> Обозначим 

W(x) = фк(х) + ig? (х), 2 (х) = (xX) — ip. (x); 

W3(X) = фз(х) + Фа (x), W4(X) = 93 (x) — 64 (х); 

Wam-1(X) = Dam (X) + Ф2т(х), Wom (X) = фт (Хх) — Фи(). 

Тогда 

@,(x) =u (x) + W2(x) (x) = (x) —y>(x). 

2 ° 2: , 

63 (х) = Ws@) es) 04(x) = wil) walt), 

ная (4) 

(x) = ео Vaal), (x) = Чан Von) Pam- 

Из функций (3) составим линейную комбинацию и подчиним ее 
условию 

УФ (х) + Y292 (х) + ... + У2т-Фэт-1 (х) + YamPam (х) + 

+2 т+1Фэт-1 (х)+ ... + YnPn (x) = 0,x € (a,b). (5) 

Если принять во внимание соотношения (4), то тождество (5) 
примет вид 

_7 +i yl Vi > ¥2 w(x) +4 > Y2 W>(x) + .. + 2m | Y2m 
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ati + 2т-1 Y2m 
2 Wm (x) + Y2m+1P2m+1 (x) +... FYnD, (x) = 0, ХЕ (а, 5). 

По условию функции Wy (X), W(X), ..., У2т(Х), Ф2ты(Х), «++» On(X) 
образуют фундаментальную систему решений уравнения (1). Нотогда 

Ni — #2 = 0, + HY. =O, ... ут — “Yam = 0, 

Узт- + Yom = 0, Yam = 0, ..., у, =0 => 

= ¥ =0, 72 =0, ..., Yam-1 = 0, Yam = 0, Yamet = 0, ..., Yn =0. 
А тогда из тождества (5) следует, что функции 

Q(X), P2(X), ..., ф,(х) — линейно независимые в (a,b). «4 

$9. Линейные однородные 
дифференциальные уравнения л-го порядка 
с постоянными коэффициентами 

Пусть дано уравнение 

L(y) = У +" say +... +адучау=0, (1) 
где а, a2, ..., а, — постоянные вещественные числа. Коэффици- 

енты уравнения (1), если их рассматривать как функции от x, 

определены и непрерывны на промежутке (-°о, + со) . Следователь- 

но, областью существования и единственности решений уравне- 
ния (1) будет: 

—co < Х < +00, 

(р) =1 —><у <+, 

Поставим себе задачу: построение фундаментальной системы ре- 
шений для уравнения (1). 

Станем искать решение уравнения (1) в виде 

у = е^Х, (2) 

где A=a+iB — комплексное число; х — независимая вещественная 

переменная. Подставив (2) в левую часть уравнения (1), получим 
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Це“) =e* (№ +а М + ayn"? +... +аАч+а,). (3) 

Из (3) ясно, что ЦКе*) = 0 тогда и только тогда, когда A является 

корнем уравнения 

ам 4 arn? +... +аА+а, =0. (4) 

Многочлен (A) =A" +а^/ 1 + an"? + ... +а,1^+а, называют 
характеристическим многочленом уравнения (1), a его корни — 

‚ характеристическими числами уравнения (1). Заметим, что если 
№ — характеристическое число уравнения (1), то функция ex — 

решение уравнения (1). 

Возможны следующие два случая: 1 случай — все корни харак- 
теристического уравнения (4) — простые; 2 случай — среди кор- 
ней характеристического уравнения (4) имеются кратные. Обсу- 
дим оба эти случая подробнее. 

I случай. Все корни характеристического уравнения (4): №, 

А, ..., Аи — различные числа (вещественные или комплексные). В 

этом случае сразу получаем п различных решений уравнения (1): 

Я = емх, у. = eh | ... Vn = eax (5) 

Функции (5) — линейно независимые в любом промежутке (это 
было показано ранее, см. 55, пример 2). Значит, они образуют 
фундаментальную систему решений уравнения L(y) =0. 

а) Если оказывается, что все корни №,^›, ...,Л, — веще- 
ственные числа, то все решения (5) вещественные. Функция 

y= C,e*'* + C,e*2* +... + C,e** ’ (6) 

где C,, C3, ..., C, — произвольные постоянные, есть общее реше- 
ние уравнения (1). Это следует из теоремы о составлении общего 
решения линейного однородного дифференциального уравнения 

п-го порядка. (Общее решение уравнения (1) получается как ли- 
нейная комбинация л вещественных решений этого уравнения.) 

6) Среди корней характеристического уравнения имеются ком- 
плексные. Пусть, например, 

№2 =O, +, Az, =O, + Po, ..., Nom tom = 

= On Дт, Ат» A2me2s +9 An- 

(У нас характеристический многочлен (A) есть полином с веще- 

ственными коэффициентами. Поэтому, если »=@а-+й есть ко- 
рень характеристического уравнения, то и ^=@а-й является 
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корнем этого уравнения. Здесь предполагается, что 

А. +]? Атн2» --› м — вещественные корни уравнения 
o(A) =0.) Следовательно, уравнение (1) допускает в этом случае 
следующую фундаментальную систему решений: 

e“'* cos B, x + ie“ sin B, x, 

e"* cosB.x + ie™* т Вх, ..., e°"* cosB,, x + ie" sinB,, x, 

етих, е^тьах , sess enn. 

А тогда по теореме о комплексной фундаментальной системе 
решений (см. $8, пункт 8) заключаем, что функции 

e“* cosB, x, e** sinB, x, е”2* созВох, е“2* sin Box, ..., 

e%=* созВих, e°=* зтВих, erm, ета... eat 

образуют фундаментальную систему решений уравнения (1). Под- 
черкнем, что все эти решения — вещественные функции веще- 
ственного аргумента х. 

Функция 

a,x ax cosB,x + Ce 9х у=ае sin B)x + C,e™" созВох + 

их их cosB,,x + Сие 

+ Сие” "их + С›т+2е^=*2* +... + Ce", (7) 

где С, С, С., С., ---9 С, Ст» Camel C5425 ...9 C,, — ПРОИЗВОЛЬ- 

ные постоянные, есть общее решение уравнения (1). 
2 случай. Среди корней характеристического уравнения 

o(A) =0 имеются кратные. Пусть полный список корней уравне- 
ния ф(^) =0 такой: 

М — корень кратности м (п 21), 

+C,e"%* зтВьх +... + Сие sinB,,X + 

My — корень кратности n, (п 21), 

Nm — корень кратности п„ (n,, 21) 

(l<m<n; среди чисел №,А^›,...,Аи„ нет одинаковых, и 

Nn +m +... +, =n). Ясно, что функции емх, е№2*,..., е^х — ре- 

шения уравнения (1). Так как этих решений меньше, чем п, TO 
они не образуют фундаментальную систему решений для уравне- 
ния (1) (нужно л линейно независимых решений). 

123



Попытаемся найти еще (п-т) решений уравнения (1) та- 

ких, которые вместе с функциями e”*, е№*,...,е^* образуют 

фундаментальную систему решений уравнения (1). 

Рассмотрим один из корней Ay, Ay, ..., Аи ‚, кратность которо- 

го больше или равна двум. Пусть это будет корень А, кратности п; 
(п, 22). В уравнении L(y) =0 сделаем замену, положив 

у = иемх, (8) 

где и(х) — новая неизвестная функция. Будем иметь 

а, : |y=ue'* 
а 7 _ А, №х , Ajx 
nj | У =uarje™ +ие 

ао. | у’ =urre™* + 2u'r,e'* + и"емх 

аз: | У” =udze™™ + 3u’r2e** + 3u°A,e%* + и"емх 

1. | У” = идлемх + Clann le® + Crue +... + итемх 

L(y) = L(ue’*) = e™* [и (М + aap +... +а, № +а,)+ 
=9(A,) 

tu (п +a,(n— IAP? +... + Oq92Aj + Aq) + 
=p (A;) 

a ® 9A) , ur (СА? + C2 Ata, +... + Сад +а,2)+и 7 
94) 

2! 

п-1) (п) (4. 
py) т и + и” @ о -0. +. 

После сокращения на e’*(#0) получаем следующее уравнение 

относительно функции и(х): 

$") (A;) ит) + ® gf" (%,) yD + Oi) 
п! (n=)! T 

Y нас A, — корень кратности п; полинома (A). Это означает, что 

(Aj) = $4.) = ... =" 0.) =0, а Q™(A,) #0. 

Поэтому предыдущее уравнение в данном случае принимает вид 

Pee? u’ + o(A,)u =0. 

124



(n) (9. (n=1)79_ (п) ид. QA) 9 4, PO) on, PO) Lm) 29. (9) 
п! (n-1)! (n,;)! 

Непосредственно из вида уравнения (9) следует, что функции 

и =1, №=х,, и = x" являются решениями уравнения (9). Но 

тогда функции 

y =e, у = xe, ... ук =x leh (10) 

являются решениями уравнения (1): L(y) =0. 

Если провести аналогичное рассмотрение для каждого из корней 

М» Ар» «26> Ат» ТО Получим следующие л решений уравнения (1): 

Aix емх, хемх, ..., xt tele 

ем*, хех, ..., хемх, 
(11) 

ehm* , x ohm | хин -1 е^№=х 

Так как Ay, Ao, ..., Аи — различные числа, то эти решения линей- 

но независимые в любом промежутке (это было установлено 
ранее, см. $5, пример 4). Значит, они образуют фундаментальную 
систему решений уравнения L(y) =0. 

а) Если оказывается, что все корни Ay, Aq, ....Аи„ — веще- 
ственные числа, то все решения (11) — вещественные функции. 
Общее решение уравнения (1) получается в этом случае как 

линейная комбинация этих л вещественных решений: 

ya eb + CM хемх +... +СОх"емя + 

+ Сем” + СРхем +... +СОх ем + 

+. еее еее еее вов + (12) 

+СТе^их + Ст хех +... CUM x" Hen 

6) Среди корней характеристического уравнения имеются ком- 

плексные. Пусть, например, 

№.2 = 91 +, — корень кратности п, 

А,21-1,21 = 0; + 8, — корень кратности 2, , 
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21:1 — корень кратности п». 

e e ee e e e e e e e e e e e e e Ф @ e > — корни вещественные 

im — корень кратности My | 

(У нас характеристический многочлен ф(^) есть полином с веше- 
ственными коэффициентами. Поэтому, если А, = 0+8 есть ко- 
рень характеристического уравнения кратности k, тои 7A=a-iB 
является корнем этого уравнения той же кратности ДА.) Следова- 
тельно, уравнение (1) допускает в этом случае следующую фунда- 
ментальную систему решений: 

OX OX e“* cosB,x + ie“* sin B,x, xe" cosB,x + {хе 
a,x 

sin B,x, 

ve Xe Cos Bx + тех sin B, x, 

e* cosB,x + ie™* sin B,x, хе" cosB,x + ixe™* sin B,x, 
ny- 1 ох ony Xe" CosBx + ix e™ sin B)x, 

eas , хе^иых, ..., хпиы-По^аых | 

е^=х, хех, ..., хп" Тех, 

А тогда по теореме о комплексной фундаментальной системе ре- 
шений (см. $8, пункт 8) заключаем, что функции 

e™* cosB, x, e** sinB,x, хе" cosB,x, хе" sinB, x, 
n,-l ох 1 Xe Cos Bix, х"ех sin Вх, 

e™* cos B,x, e~* sin B,x, xe" cosB,x, xe sin B,x, 

von XU 1% Cos Bx, хех sin B,x, 13) 
eh | хех , хп -ТеАнах | 

hak хе№"х, ..., х"=ПеХих 

образуют фундаментальную систему решений уравнения (1). От- 
метим, что все решения (13) являются вещественными функция- 
ми вещественного аргумента х. Общее решение уравнения (1) в 
этом случае будет таким: 
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у = Ce cospyx + Ce sin Bx + Cl xe" со Вух + 

+ CO xe sin Bix + ...+ CO xe cosB,x + Cn ten sinB\x+ ... + 

+ Ce созВих + CMe sin Bx + СОхеч* созВух + 
(Г). 0X at (1) Vn, -l_ ax Al) ny -l_ ax с: +С> хе" sinByx+ ... + Cx! ee" cospyx+C, 'x e" sin Bx + 

HCP емыя + СО хемиых +... COND тия telan® +... + 

+ СТелх + CY x0 +... CL Malet, 

Здесь 

С, С, СЭ, СЪ, ..., CM, 

CO, ..., Cf, С, СФ, CY, ..., CO, CO, 
(2/+1) (2/+1) (2/+1) (m) (m) (m) Cee ©”, wees Cron 5... Cp, Com, wees С, 

— произвольные постоянные. (Общее решение линейного одно- 
родного уравнения с постоянными вещественными коэффициен- 
тами получается как линейная комбинация л вещественных реше- 
ний этого уравнения.) 

$10. Построение частного решения 
линейного неоднородного уравнения 
с постоянными коэффициентами 
и с правой частью специального вида 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение с постоянны- 
ми коэффициентами: 

L(y) = q(x) > Уча" + any) + 0. tay’ + ny = Q(x), (1) 
где а, a>, ..., а, — постоянные числа. Пусть свободный член g(x) 
уравнения (1) имеет специальный вид: 

q(x) =e™ [ Pn (x) cos bx + Р"(х)5т bx | , (2) 

где аи 5 — постоянные числа, а P(x) и Р“(х) — полиномы 
степени т и / соответственно. Тогда для нахождения частного 
решения У(х) уравнения (1) можно применить так называемый 
метод неопределенных коэффициентов (который сводит нахож- 
дение решения У(х) по существу к алгебраическим операциям). 
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Число а + № будем называть контрольным числом правой части (2). 
I. Рассмотрим сначала случай, когда 

q(x) = P(x) = 5х" + bx! + ... By 1X + В. 

Этот случай получается из общего при а=0 и b=0, так, что 
контрольным числом будет а+№ =0+Ю =0. Для этого случая 
имеет место теорема. 

1. Если контрольное число 0 не является корнем характери- 

стического уравнения (A) = 0, т.е. уравнения 

Man!) + an? +... +0, 044, =0, (*) 

то уравнение (1) имеет частное решение вида 

7(х) =О„(х) = Ах" + Ах" + ...+Ах+ А. 

2. Если контрольное число 0 является корнем кратности А 
характеристического уравнения (*), то уравнение (1) имеет част- 
ное решение вида 

Их) = x*O,,(x). 
} 1. По условию 0 не является корнем характеристического 

уравнения (*). Значит, а, *0. Станем искать частное решение 

уравнения (1) в виде: 

H(x) = O,,(X) = Ах" + Ах" + Ах"? + ...+ Ах’ + Am 1X + An» 

где 4,4,4,..., Ао, А.-, 4m — пока неизвестные коэффициен- 

ты. Подставив это выражение для У(х) в уравнение 

У ayer) +9 +... ау’ + Oy LY + yy = 

= By x” + Bx + Bx eo. Dy 1X + On 

и приравняв в получаемом тождестве коэффициенты при одинако- 
вых степенях хвлевой и правой частях, получим систему уравнений: 

x” а. Ay = by, 

x™! 14,4 +a,.mA = b, 

xm? a, Ay + Qy | (m - 114 + а,_эт(т - 114 = b, ? (3) 

x° a, An + Qn) An-1 +... = 0. 

Отметим, что система (3) совместная: и определенная. В самом 
деле, так как а, #0, то из первого уравнения системы (3) нахо- 
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дим АД. Подставив найденное значение Ay BO второе уравнение 
системы (3), находим 4. Затем из третьего уравнения находим 
А, ‚ ит. д. Наконец, из последнего уравнения системы (3) найдем 
А„. Найдя коэффициенты А, A, Az, ..., А„, мы тем самым най- 
дем частное решение У(х) уравнения L(y) = P, (x). 

Замечание. Изложенный способ доказательства является прак- 
тическим способом построения решения У(х). 

2. По условию 0 является корнем кратности К характеристи- 
ческого уравнения (*). Это означает, что в уравнении (*) 

а, = 0, 41-1 =0, Qy-2 =0, ..., Ant) =0, HO a,_, #0. 

Следовательно, исходное дифференциальное уравнение имело вид 

У") + ay) + ay) +... +4a,,y = P(x). (1’) 

Видим, что в уравнение (1^) не входят явно y,y’, ..., y4. Поэто- 

му делаем замену: y“) = u(x), где u(x) — новая неизвестная функ- 
ция. Относительно функции и(х) уравнение (1’) примет вид 

yr) +aqur* +... $4,_,U = P,,(x). (Г) 

Так как в уравнении (1”) a,_, #0, то мы имеем здесь дело со 

случаем, уже рассмотренным в пункте 1. Следовательно, уравнение 

(1°) имеет частное решение u(x) вида 

U(X) = Ах" +Ax™! +... + Ах +A . 

У нас u(x) = у®. Поэтому для нахождения решения У(х) уравне- 
ния (1”) нам следует решить уравнение 

7) (х) = Ах" + Ах" +... + А xt, 

Выражение для У(х) мы получим в результате последовательных 
интегрирований К раз. Принимая во внимание, что нам нужно 
найти лишь какое-нибудь частное решение У(х) уравнения (1’), 

мы можем произвольные постоянные, которые будут появляться 
при последовательных интегрированиях, считать равными нулю. 
А тогда для У(х) получится следующее выражение: 

Я) = x* (Dyx™ + Вх" + ... + Dy1X + Dy) = x*O,,(x). 4 

II. Рассмотрим теперь случай, когда q(x) =e” P(x) . Этот слу- 

чай получается из общего при р = 0 ‚ так что контрольным числом 

будет а+№ =а+ 0 =а. Для этого случая имеет место теорема: 
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1. Если контрольное число а не является корнем характери- 

стического уравнения (A) = 0, т.е. уравнения 

M tan +... +а_2^2 +4, +4, =0, (*) 

то уравнение L(y) =e“ P(x) имеет частное решение p(x) вида 

7(х) =е\О, (х) =e™(Ax™ + Ах" +... +A, x+A,). 

2. Если контрольное число а является корнем кратности А 
характеристического уравнения (*), то уравнение L(y) = e™ P(x) 
имеет частное решение У(х) вида 

5(x) = x*e™Q,,(x) = xk e™ (Dy x™ + Вх" +... + D,, 4x + D,,). 

> В уравнении Ё(у)=е“Р,(х) сделаем замену: y =e“u(x), 

где и(х) — новая неизвестная функция. Мы знаем, что 

(п) (п-1) 7) 
ax.» _ ах|Ф (а) (п), Ф (а) (1-0 g(a), L(e“u) =e <2 и ИТТ и + ... + и ota] 

(такое выражение для L(e“u) было получено нами в §9 при 
построении фундаментальной системы решений однородного 
уравнения л-го порядка с постоянными коэффициентами). 

Сделав замену и произведя сокращение на e™, получим отно- 
сительно функции и(х) следующее уравнение: 

(п) (n-l) (k) (k-1) 
Ф (а) (и, Ф (а) cnt < (а) кю, ФФ’ ’(@) (4-0 ии” + (aI)! Wr + oe HU + (kan)! uk-) + 

+... +O y+ од = P(x). 

1. Пусть число а не является корнем характеристического урав- 
нения (*), т.е. O(a) # 0. Тогда, по доказанному ранее (см. случай I), 

полученное уравнение имеет частное решение й(х) =О„(х), и, 

следовательно, исходное уравнение L(y) =e” P,(x) имеет частное 

решение 

У(х) =е(х) = e™O,, (x). 

2. Пусть число а является корнем кратности К характеристичес- 
кого уравнения (*). Но тогда 

(a) =0, (а) =0, ..., 9 (a) =0, (a) #0, 
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и, следовательно, преобразованное уравнение будет таким: 

(п) (п-1) (К) Ф (а) (и. Ф (а) (1-1 Ф (а) (к) yl” + | +... bo иИ“’ = P(x). 
n! (n-1)! К! m(X) 

A такое уравнение, по доказанному ранее (см. случай Г), имеет 

частное решение й(х) = x*0_(x) . Следовательно, исходное урав- 

нение L(y) =e” P(x) имеет частное решение 

j(x) = e*ii(x) = x*e"O,, (x). 4 

Ш. Рассмотрим, наконец, случай, когда а(х) = 

= e™ [P,(x)cos bx + Р(х)зтёх]. Предполагается, что b #0, P(x) 

и P(x) — полиномы с вещественными коэффициентами степе- 

ней ти / соответственно и такие, что Р2(х) + Р? (x) #0. Предпо- 

лагается также, что оператор L имеет вещественные коэффициен- 

ты а, ..., а,. Имеет место теорема. 

1. Если контрольное число а+ 10 не является корнем характе- 
ристического уравнения (A) = 0, т.е. уравнения 

Мам + an? +... ча А+а, =0, (*) 

то уравнение L(y) = e™[P,(x)cosbx + P(x)sin bx] имеет частное 
решение p(x) вида 

У(х) = e% [, (x) cos bx + 0, (x)sin bx| | 

где О,(х) и 0,(х) — полиномы с вещественными коэффициен- 

тами, а и = тах{т, 1}. (Хотя бы один из полиномов О,(х), О, (х) 

имеет степень и.) 
2. Если контрольное число a+ib является корнем кратности А 

характеристического уравнения (*), то уравнение L(y)= 
= e™ | P(x) cosbx + Р(х)зтьЬх] имеет частное решение У(х) вида 

H(x) = x*e™ [с, (x) cos bx + 0, (х) т bx] ; 

» Преобразуем правую часть уравнения L(y) = e™ [ P,,(x) cos bx + 

+ P,(x)sin bx], воспользовавшись формулами Эйлера: 

ibx -ibx ibx _ p-ibx jg ibx __ joibx _ - sin bx = _ie ie 
cos bx 5 sin bx 5 5 

Будем иметь 
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| Pru) = EPC) gate PX) + iC) 5 it 
q(x) = e™ 

. 2 , - 2 ; 
=0,,(x) =Ф, (x) 

=> g(x) =е "ВФ, (x) + OD, (x) =е"Ф, (x) +e%O,(x) > 

=> q(x) = q(x) +42(x), где g(x) =e”, (x), 42(х) = G(x). 

Значит, исходное уравнение можно переписать в виде 

L(y) = q(x) +42(х) › где 42(х) = G(x). (4) 
Мы знаем, что если функция (x) есть решение уравнения 

L(y) = (x), (4,) 

а функция у5(х) есть решение уравнения 

L(y) = 92(x), (4>) 

то функция \у(х)=\у(х)+у2(х) есть решение уравнения (4). 

Рассмотрим уравнение (4,): 

L(y) = e¥ @, (x) =е@**Ф (x). 

(4,) есть уравнение, рассмотренное в пункте IT. А тогда: 
1. Всли число y=a+ib не является корнем характеристическо- 

го уравнения (*), то уравнение (4,) имеет частное решение вида 

Wy (x) = eX (x). 
2. Если число y=a+ib является корнем кратности К характе- 

ристического уравнения (*), то уравнение (4,) имеет частное 
решение вида 

YW; ( х) — xk ela )xgy ( x). 

Отметим, что Ф, (x) — полином степени И,т.е. той же степе- 

ни, что и полином Ф,(х). Так как (x) имеет комплексные 

коэффициенты, то и ), (x) имеет комплексные коэффициенты. 

Следовательно, Ф, (х) = (/,(х) +17, (х) ‚ где U(x) и И,(х) — по- 
линомы с вещественными коэффициентами степени < и, причем 
хотя бы один из них имеет степень HL. 

Рассмотрим теперь уравнение (4,): 

L(y) =е “> @, (x). 
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Правая часть этого уравнения комплексно сопряжена с правой 
частью уравнения (4,). Покажем, что w(x) = p(x) (здесь yo(x) — 

решение уравнения (4,)). Представим решение w(x) в виде 

чл (х) = у (X) + Мл (>) ‚, где Wy) (Xx) и у2(х) — вещественные фун- 

кции вещественного аргумента x. Тогда (x) = у (х) — Иу2(х). 

Так как y,(x) есть решение уравнения (4,), то 

(ул (х)) = (у (x) + М2 (x)) = (уи(х)) + Ш (у2 (х)) = 9) (x). 

Перейдем в последнем тождестве к комплексно сопряженным ве- 
личинам. Получим 

(у (х))- И. (Win (x) = G(X) > Г(уи(х)- iWy2(x)) = 92(х) > 

= Б($(х)) = 42(х) > у2(х) = (x). 

Так как w(x) — решение уравнения (4,), а \у›(х)(=\/(х)) — 
решение уравнения (45), то функция 

W(x) = у (x) + у2(х) = м (x) +9 (x) = 2Re y, (x) 
есть решения уравнения (4). Имеем 

ofr) Xa" (x) = e™ (cos bx +isin bx) (И, (х) +17, (х)) > 

= Re [eor*@, (x)] = e* (Ц, (x) cos bx -И, (х) sin bx). 

Поэтому: 
1) Если (а+ 10) не является корнем характеристического урав- 

нения (*), то уравнение L(y) =e [P,(x)cosbx + Р(х)зтёх] име- 

ет частное решение 

У(х) = 2e* [U,, (x) cos bx -V,(x)sin bx | = 

=> p(x) =e™ (0, (x) cos bx + O,(x)sin bx). 

Здесь Q,(x) = 2U,,(x), 0,(х) = -2И, (х) — полиномы с веществен- 
ными коэффициентами. 

2) Если а + является корнем кратности К характеристического 

уравнения (*), то уравнение L(y) =e” [P,(x)cosbx + B(x)sin bx] 
имеет частное решение 

У(х) = 2x*e™ [U, (x) cos bx -V,(x)sin bx] => 

=> У(х) = x*e* (©, (x) cos bx + 0, (х) sin bx). 4 
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$11. Уравнение Эйлера 

Так называется линейное дифференциальное уравнение вида 

(ax +b)" y + a,(ax +b)" Ту +... ча, (ах+Бу’+ау = а(х), (1) 

где a, b, а,.... а, а, — постоянные числа. Видим, что (1) есть 

уравнение с переменными коэффициентами специального вида. 
Покажем, что уравнение (1) приводится к линейному уравне- 

нию с постоянными коэффициентами с помощью замен: 

1) ax+b =e', если ax+b>0,u 2) ax+b=-e', если axt+b<0. 

Для определенности рассмотрим случай, когда ax+b>Q. 
В этом случае полагаем 

] | - 
ax+b=e' > xi =—e' => —=ae" 

a х, 

А тогда 

7 oy 7 1 , /_- 

Ye = Vibe EG = у, = yjae"; 
t 

” / \“ oy | _ 
_ 

Ух? = (Vx) =x) a = У, 2 =(yae '),: ае" > У, 2 = (У? - y,)a’ е 21. 
1 

у = (у. 20-2! — — 
У»? = (5,2) = (У?) — x = yy 3 =| (v7 — у,)а"е |, ae 

t 

=(y5 -3y5 +2y)are™. 

Видим, что выражение для у, содержит множитель ae; выра- 

жение для у’: содержит множитель a’e'; выражение для у“, 
содержит множитель ae, (Множители в скобках представляют 

собой линейные комбинации производных от функции у по 
переменной 1.) 

Предположим, что 

y® = ар нау +... toate, — (©) 
где оу, 2, ..., 0, — Постоянные числа. Тогда 

и (WP) act = sft? - 
— Не [ (i +а yO + a + Op уз) _ 
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- k(y? + ут, +... + 9-17; > 

=> YER = alte IN (у +в +... + Bad), 
где В, Bo, ...,В, — постоянные числа. 

Переход ot Кк К+1 сделан. Для К =1,2,3 соотношение (*) 

установлено непосредственно. В силу перехода от Кк К+1 оно 

верно для k =4,5,...,п. Следовательно, будем иметь, например: 

п-1 , YD = ат" (yO + yO) + ... +1,4У). 
При подстановке найденных выражений для Ух› Уз, .. Vy B 

уравнение (1) надлежит умножить у» на а, (ах +5) = a,1e'; “у”, 

Ha а_›(ах+)? =а, ое”, , У на (ах+5)" =е". При этом 

показательные множители исчезнут и мы получим линейное 
уравнение с постоянными коэффициентами относительно функ- 
ции y(t): 

L(y(t)) = Gs). 

§12. Примеры и задачи по теме: 
“Линейные дифференциальные уравнения л-го порядка” 

Задача 1. Решить уравнение у’+у’-2у=0. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение 

№ +4,-2=0= М =ЬА^ == 

Фундаментальная система решений: у (х) =e*, у›(х) =e*. Сле- 
довательно, общее решение исходного уравнения будет таким: 

y =Cyy, (x) + Cy y2(x) = Це* + Cye* 

Задача 2. Решить уравнение у’-2у’=0. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение 

2-2. =05 A, =0,A, =2. 

Фундаментальная система решений: y,(x) =e** =1, y(x) =e” = 

=e*; у=Су(х)+С›у›(х) =C, +C,e* — общее решение исход- 
ного уравнения. 
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Задача 3. Решить уравнение y” —4y’+5y=0. 
Решение. Характеристическое уравнение 

А? -~4045=0 >A, =2+1№=2-1. 

Фундаментальная система решений: y,(x)=e2* cosx, у2(х)= 

=e**sinx; y =C,y,(x) +C,y,(x) = Се? созх+ Се? зтх — общее 
решение исходного уравнения. 

Задача 4. Решить уравнение у’+2у’+10у=0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

A? +2%+10=0 = A, =-1-3i, А. =-1+34. 

Фундаментальная система решений: y,(x) =e cos3x, y,(x)= 

=e“ sin3x. y= Cy, (x) +C,y.(x) = Ge™* cos3x +C,e™* sin3x — об- 

щее решение исходного уравнения. 
Задача 5. Решить уравнение у’+4у=0. 
Решение. Характеристическое уравнение A7+4=0 => A, =2А, 

A, =-21. Фундаментальная система решений: у(х) = со$2х, 

у2(х) =зт2х. у=Су(х) + Су (х) = С, cos2x+C, sin2x — общее 
решение исходного уравнения. 

Задача 6. Решить уравнение у”-8у=0. 
Решение. Характеристическое уравнение 

№ -8=0 <> (^-2)(^? +2244) =0 > 

=> Ay =2, А) =-1+iv3, м =-1-ВВ. 

Фундаментальная система решений: у, (х) = e2*, Y2(x) = e™ cos (x3 ), 

уз(х) =e sin (хз ); 

y = Cry, (x) + Coy. (x) + Съуз(х) = 

= Се? + Сье-* cos (xv3 )+ Ce sin (x3 } 

— общее решение исходного уравнения. 

Задача 7. Решить уравнение у®-у=0. 

Решение. Характеристическое уравнение A*-1=0; A, =-1, 

А2 =1, з=-, Аа =i. Фундаментальная система решений: 

y(x) =e, у›(х) =e*, уз(х) = с0$х, уд(х) =sinx. 
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у=Су(х) + Cayo (x) + C3 y3(x) + Cy yg (х) = 

= C\e* +С.е* +C; cosx+C, sin x 

— общее решение исходного уравнения. 

Задача 8. Решить уравнение y +64y =0. 
Решение. Характеристическое уравнение 

„+2 

26+64=0 = 46 =-26 5 л=2е 6 „К=0, 12,3, 4,5 => 

=> A= V3 tiA=421,A=-V3 ti. 

Фундаментальная система решений: 

ех\З cos х, ех\З sin x, с0$2х, sin 2х, e-*¥3 cos x, e*%3 sinx., 

= C.ex%3 cosx+C ех\3 sin x +C,cos2x + | 2 3 

+ Са sin 2x + C,e*8 COS X + C.e*8 sin x 

— общее решение исходного уравнения. 

Задача 9. Решить уравнение у’-2у+у=0. 

Решение. Характеристическое уравнение А? -2%+1=0 => М = 

=), =1. Фундаментальная система решений: e*, хе”. у= Се” + 

+C,xe* — общее решение заданного уравнения. 

Задача 10. Решить уравнение 4у”’+4у’+у=0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

407 +4. +1=0 <> (2041)? =0 >A, =A, =-5. 

Фундаментальная система решений: 2 хе. у = се? + Се? — 

общее решение заданного уравнения. 

Задача 11. Решить уравнение y™ —6y +9у”=0. 
Решение. Характеристическое уравнение 

А — 604 +93 =0 <> ^3(^2 - 64.+9) =0 > 

> №20. -3)? =0 = М =^, =№ =0, № HAs =3. 

Фундаментальная система решений: 1, x, x”, e**, xe>*. 

y=C, +С.х+Сх? +C,e* +Csxe* 
— общее решение заданного уравнения. 
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Задача 12. Решить уравнение у°) —-10у”+9у’=0. 
Решение. Характеристическое уравнение 

А? 10%? +92 = 0 > A(A* - 1042 +9) =0 => 

=> Ay =0, 2) =1, Ay =I, м =3, № =-3. 
Фундаментальная система решений: 1, e*, e~*, еЗх, е-3х. 

y=C, +Cye* +Cye™* +C,e* + Ce* 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 13. Решить уравнение у +2у’+у=0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

44247 +1=0 <> (^2 +1)? =0 > 

> (+12 (0.- 1 =0 = М=№=Ьм=Мм =i. 

Фундаментальная система решений: cos x, sin x, хсозх, xsinx. 

y=C, cosx+C, sinx+C,xcosx+C,xsinx 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 14. Решить уравнение у”-3у’+3у’-у=0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

А? 32 +34, -1=0 > (A-1)? =05 М =A, =A, =1. 

Фундаментальная система решений: e*, хех, хех. у =Се* +Сохе* + 

+C;x7e* — общее решение заданного уравнения. 

Задача 15. Решить уравнение у”-у”’-у+у=0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

№3 -^2 -^+1=0 <> (^-102-1=0% (0-12 (041) > 

=> М =A, =Ь Аз =-1. 

Фундаментальная система решений: e*,xe*,e*. y=Ce*+ 

+C,xe* +Cje"* — общее решение заданного уравнения. 

Задача 16. Решить уравнение у -5у’+4у=0. 
Решение. Характеристическое уравнение 

№ — 542 +4=0 © (^2-4)(^2 -1) =0 = 

= Ay =2, А) =-2, а =Ь№м =. 
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x —х Фундаментальная система решений: e2*, e*, e 

у = Се? +C,e* + Суе* +C,e™ 

— общее решение заданного уравнения. 

‚ е 

Задача 17, Решить уравнение у“ +8у”+16у’=0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

+842 +164, =0 <> ^^? +4)? =0 => 

=> М =0, Ay = № = 26 м = № =-2. 

Фундаментальная система решений: 1, cos2x, sin2x, x cos 2x, xsin 2x. 

y =C, +C, cos2x +C, sin 2x +C,xcos2x +C5xsin 2x 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 18. Решить уравнение y” —3y’+2y=0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

A> — 34.42 =0 <> (^-1) (2 +^-2) =0 > 

> (^-1)2 0+2) =0 = A, =A, =, № =-2. 

Фундаментальная системарешений: e*, xe”, e* y= Се” +C,xe* + 

+ Се — общее решение заданного уравнения. 

Задача 19. Решить уравнение y™ +4у’+3у=0. 
Решение. Характеристическое уравнение 

4 +42 +3=0 <> (^2 +1) (^2 +3) =0 => 

=> М =i,A> =-i, As = ivN3, м =-В В. 

Фундаментальная система решений: COS X, SiN x, COS (xv3), sin (x3). 

у =C, cosx+C, sinx + С; cos (xV3)+C, sin (x3 } 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 20. Решить уравнение у’-2у’-Зу=е“Х. 
Решение. Найдем сначала общее решение соответствующего 

однородного уравнения у’-2у’-Зу=0. Имеем 

^2-2-3=0 (*) 
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= A, =-1, A, =3. Следовательно, общее решение однородного 
уравнения будет таким: 

¥ =Ce* +Cye**. 

Найдем теперь частное решение заданного неоднородного 
уравнения. Для этого выпишем контрольное число а+№. Для 
заданного уравнения: a+ib =4+i0=4. Видим, что контрольное 
число не является корнем характеристического уравнения (*). 
Значит, заданное уравнение имеет частное решение У(х) вида 

У(х) = Ае“х. 

Имеем У’ = 4Ae* , у" = 16Ae* . Подставляем выражения для У(х), 

У(х), У’(х) в заданное уравнение. Получаем 

16Ае*х ~8Ae** ~3Ae* =e > 5А=| > А= 

Следовательно, у(х) = ze" .Атогда у = У(х) + У(х) =C,e* +Cye* + 

1 
+e" — общее решение заданного уравнения. 

Задача 21. Решить уравнение у’+у =4хе*. 

Решение. Найдем сначала общее решение У(х) соответствую- 

щего однородного уравнения у’+у=0. Имеем 

^2+1=0 (*) 

=> A, =i, A, =-i. Следовательно, общее решение однородного 

уравнения будет таким: 

у =C, cosx+C, sinx. 

Найдем теперь частное решение (x) заданного уравнения. Для 

заданного уравнения контрольное число а+й =1+й =1. Видим, 
что контрольное число не является корнем характеристического 
уравнения (*). Значит, заданное уравнение имеет частное решение 

У(х) вида У(х) =(Ax + B)e*. Имеем 

W(x) = (Act B+ Аде*; (x) = (Ах+В+2А)е”. 
Подставляем выражения для У(х), У’(х) в заданное уравнение. 

Получаем 
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(Ax + B+2A)e* + (Ах + В)е* = 4хе* => 

2A =4, 
=2 B=-2. 

28+24=0—4=^8=-2 
=> 2Ах+2В+2А=4х > 

Следовательно, У(х) = (2х-2)е*. А тогда 

у = У(х) + У(х) = С, cosx +C, sin x + (2х-2)е* 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 22. Решить уравнение у’-у= 2e* -х?. 
Решение. Найдем сначала общее решение У(х) соответствую- 

щего однородного уравнения у’-у=0. Имеем 

№2 -1=0 (*) 

=> A, =1, A, =-1. Следовательно, общее решение однородного 
уравнения будет таким: 

y(x) = Це* +Cye™. 

1. Рассматриваем уравнение у’-у=2е*. 

Контрольным числом для этого уравнения является 
a+ib=1+i0=1. Видим, что контрольное число является корнем 

кратности К =1 характеристического уравнения (*). Значит, pac- 
сматриваемое уравнение имеет частное решение 

J, (x) =х. Ае* => У(х) =(Ах+Аде*, Я =(Av+2A)e”. 

Подставляем выражения для f(x) и У(»х) в уравнение 

у’-у= 2е*. Получаем 

(Ax +2A)e* - Axe* = 2е* => 2А=2 => А=1. 

Таким образом, получили J, (x) = xe”. 

2. Рассматриваем уравнение у’-у=-х”. 
Контрольным числом для этого уравнения является 

a+ib=0+i0=0. Видим, что контрольное число не является 
корнем характеристического уравнения (*). Значит, рассматрива- 

емое уравнение имеет частное решение у›(х) вида 

72(х) = Ax? + Bx+C => м =2Ах+В, %=2А. 

Подставляем выражения для }(х) и У(х) в уравнение 

у’-у=-х2. Получаем 
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x? -А=-1 => A=!l; 

2А- Ах? - Bx-C = -x? => x | -B=0 => B=0; 

х| 2A-C=0 = C=2. 

Таким образом, получили ›(х) =x? +2. 

Частное решение У(х) заданного уравнения будет, следова- 
тельно, таким: 

H(X) = F(X) + № (х) = хех +x? +2. 

А тогда 

у = У(х) + У(х) = Цех +Сье-* + хе* +х? +2 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 23. Решить уравнение у’+у’-2у = 3xe*. 

Решение. Найдем сначала общее решение У(х) соответствую- 

щего однородного уравнения у’+у’-2у=0. Имеем 

a7 4+4-2=0 (*) 

=> A, =1, A. =-2. Следовательно, 

y(x) = C,e* + Сье-*х. 

Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. 
Для заданного уравнения контрольное число at+ib=1+i0=1. 
Видим, что контрольное число является корнем кратности д = | 
характеристического уравнения (*). Значит, заданное уравнение 
имеет частное решения У(х) вида 

Я) = x(Ax + B)e* = (Ах? + Ве = 

> У’) =[Ax? + @А+ B)x + Ble’, 

7х =[Ax? + (4A + Вх+2А+2В) =”. 

Подставляем выражения для У(х), P(x), p(x) в заданное уравне- 

ние. Получаем 

[6Ax + (2А+38)]е* =3xe* => 6Ах+(2А+3В) =Зх > 

x|6A=3 | 
=> >А=-,В=- 

“hoa 3B xo} 2 G
o
 

| 
= 
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2 

Следовательно, У(х) = [5 - ze .А тогда y=Cye* +C,e™* + 

2 x" x 
‘(5-5 — общее решение заданного уравнения. 

Задача 24. Решить уравнение у’-Зу’+2у = зшх. 

Решение. Найдем сначала общее решение У(х) соответствую- 

щего однородного уравнения у”’-Зу’+2у=0. Имеем 

^2 —344+2=0 (*) 

=> № =1, А. =2. Следовательно, 

V(x) = Се* + Се”. 

Найдем теперь частное решение 7У(х) заданного уравнения. Для 

заданного уравнения контрольное число а+й =0+й =. Видим, 

что контрольное число не является корнем характеристического 
уравнения (*). Значит, заданное уравнение имеет частное реше- 
ние y(x) вида 

У(х) = Acosx+ Взтх => 

= у =—-Asinx + Bcosx, у’ =-Асозх — Bsinx. 

Подставляем в заданное уравнение выражения для у, у, У”. Получаем 

(А-ЗВ)созх + (ЗА + B)sinx = зтх > 

_ cosx| А-38=0Д  ,_ 3 
sinx| 3A4+B=1 7 

Следовательно, p(x) = =c0s x + “sin x. A тогда 

у = W(x) + f(x) = Цех + Се? + = cos x + ох 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 25. Решить уравнение y+ y=4sinx. 
Решение. Найдем сначала общее решение У(х) соответствую- 

щего однородного уравнения у’+у=0. Имеем 

22 +1=0 (*) 

=> № =i, A. =-i. Следовательно, У(х) = С, cosx+C, sinx. 
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Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. Для 

заданного уравнения контрольное число a+ib=0+i-l=i. Ви- 
дим, что контрольное число является корнем кратности k =] 
характеристического уравнения (*). Значит, заданное уравнение 
имеет частное решение У(х) вида 

y(x) = x(Acosx + Взтх) => 

= у’ = (А+ Вх) созх+ (В- Ax)sinx, 

У" = (2В- Ax) cos x - (2А+ Bx)sinx. 

Подставляем выражения для У(х), P(x) в заданное уравнение. 

Получаем 

cosx| 2B=0 
2B —2Asinx = 4si COS x sinx = 4sinx => sinx| -2A=4 = A=-2,B=0. 

Следовательно, У(х) =—2xcosx. A тогда 

у = W(x) + У(х) = С cosx+C, sin x -2xcosx 
> 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 26. Решить уравнение у’-5у’+4у = 4х?е?х. 

Решение. Найдем сначала общее решение y(x) соответствую- 

щего однородного уравнения у”’-5у’+4у=0. Имеем 

А? -5),+4=0 (*) 

> М =1, А) =4. Следовательно, У(х) = Се* +C,e** . Найдем те- 
перь частное решение У(х) заданного уравнения. Для заданного 

уравнения контрольное число а+№ = 2+i0 =2. Видим, что конт- 

рольное число неявляется корнем характеристического уравнения (*). 

Значит, заданное уравнение имеет частное решение У(х) вида 

H(x) = (Ax? + Вх+С)е?* = у’ =[2Ax? +(2А+2В)х+(В+ 2С) |e, 

y= [ 44x? +(8A+4B)x+(2A+4B+ 4C) | е?х. 

Подставляем выражения для У(х), У(х), У’(х) в заданное уравне- 
ние. Получаем 

[-24х? - (24 + 2B)x +(2A- B-2C) ]e* =4x7e* = 

= —2Ax* -(2А+28В)х+2А-В-2С) = 4x? => 
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x?| -2A=4 

=> x | -—(2A+2B)=0 } => A=-2, B=2,C=-3. 

x°| 2A-B-2C =0 

Следовательно, У(х) =-(2х? -2x +3). A тогда 

у = (x) + f(x) = е* + Coe - (2х? -2х+3) 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 27. Решить уравнение у’-Зу’+2у = хсобх. 

Решение. Найдем сначала общее решение У(х) соответствую- 

щего однородного уравнения у”’-3Зу’+2у=0. Имеем 

А? — 34.+2=0 (*) 

=> № =1, А› =2. Следовательно, 

y(x) = С е* + C,e*. 

Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. Для 

заданного уравнения контрольное число a+ib=O0+i-l=i. Ви- 
дим, что контрольное число не является корнем характеристичес- 
кого уравнения (*). Значит, заданное уравнение имеет частное 
решение У(х) вида ~ 

У(х) = (Ax + В) созх+ (Cx + D)sinx => 

=> у =(Cx+ D+ A)cosx —(Ax + B-C)sinx, 

jy’ =-(Ax + B-2C)cosx -(Cx + D+2A)sinx. 

Подставляем выражения для У(х), У(х), P(x). Получаем 

[(A -—3C)x + (B+ 2C —3A -3D)|cosx + 

+[(3A +C)x+3B+D-2A-3C]sinx = xcosx => 

_ cosx| (A-3C)x+(B+2C -3A-3D)=x > 

sinx| (34+C)x+(3B+ D-2A-3C)=0 

A-3C =1, 

3A+C =0, > 

B+2C-3A-3D=0, 

|3B + D-2A-3C =0 

> А=0/, С =-03, B=-0,12, Фр =-0}34. 
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Следовательно, У(х) = (0х - 012) cosx - (0,3x + 0,34) зтх. А тогда 

у = V(x) + ¥(x) = Cie* + Се? + (0х — 0,12) созх - (0,3x + 0,34) sin x 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 28, Решить уравнение у’+3у’-4у=е“ +xe™. 

Решение. Найдем сначала общее решение У(х) соответствую- 

щего однородного уравнения у’+3у’-4у=0. Имеем 

№2 +34,-4=0 (*) 

> М =1, А, =-4. Следовательно, У(х) = Се* + Се“. 

1. Рассмотрим уравнение у”+3у’-4у =e. Найдем частное ре- 

шение у,(х) этого уравнения. Контрольным числом рассматривае- 

мого уравнения является а+ф=-4+Ю=-4. Видим, что конт- 

рольное число есть корень характеристического уравнения (*) 

кратности К = 1. Следовательно, частное решение y,(x) имеет вид 

Я (5) =x-Ae* => у =(A-4Ax)e™*, у = (16 Ах-8А)е“х. 

Подставляем выражения для (x), W(x), У(х) в уравнение: 

y”+3y’-4y =e. Получаем 

—5Ае-Х ze * > Az -5. 

Значит, Я (х) = 52“ 

2. Рассмотрим уравнение у’+3у’-4у = хе*. Найдем частное 

решение у›(х) этого уравнения. Контрольным числом рассматри- 

ваемого уравнения является а+й =-1+® =-1. Видим, что оно 

не является корнем характеристического уравнения (*). Следова- 

тельно, У›(х) имеет вид 

92 (>) = (Ах+ В)е-* = 
=> № (x) = (-Ах+ A—- B)e™, %(х) = (Ax+ B-2A)e™. 

Подставляем выражения для jo, ¥>,¥2 в уравнение 

у’+3у’-4у = хе *. Получаем 

(-6Ах+ A-6B)e* = xe™* = - 6бАх+ А-6В=х-=> 
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х| -6А=1 | 1 
А=--,В=-—. | о 6 36 

~ x I)_, 
Значит, (x) =- (5 + 36}, . А тогда 

y = У(х) + Я (х) + р (х) =Се*+С.е“* 5 (5 +36] 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 29. Решить уравнение у’+2у’-Зу = х?ех. 
Решение. Найдем сначала общее решение У(х) соответствую- 

щего однородного уравнения у’+2у’-Зу=0. Имеем 

2 +2\-3=0 (*) 

=> М =1, A, =-3. Следовательно, 

V(x) = Се* +Cye**. 

Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. Кон- 

трольным числом заданного уравнения является a+ib=1+i0=1. 

Видим, что контрольное число есть корень характеристического 
уравнения кратности А =1. Значит, заданное уравнение имеет 
частное решение У(х) вида 

j(x) = х(Ах? + Bx +C)e* => 

= У =| Ах? +(B+3A)x? +(28+С)х+С | е*, 

я =| Ax’ +(B+6A)x? + (6А+48+С)х+(2В+2С) Je*. 

Подставляем выражения для 7,у’,У” в заданное уравнение. 

Получаем 

[ 12.Ax? + (6A +8B)x +(2B+ 4c) | ех = х?ех = 

= 12Ах? +(6A+8B)x+(2B+4C) =x? = 

х?| ПА= | 
1 1 1 

64+8В =0; > A=—, B=-—,C=—. 2% I +8В =0; => — т С 3 

x°| 28+4С=0 
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- x x? x 
Следовательно, У(х) = [5 “16 + ad . А тогда 

= _ 3x (x x? x), 
у = У(х) + (x) = Се” +Cre (tet 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 30. Решить уравнение у’-4у’+8у=е?х +sin2x. 

Решение. Находим общее решение У(х) соответствующего 

однородного уравнения у”’-4у’+8у=0. Имеем 

A? -4+8=0 (*) 

> A, =2+2, A, =2-2i. Следовательно, У(х) = Се? cos2x+ 

+ Се?х зт2х. 

1. Рассматриваем уравнение у”’-4у’+8у =е?*. Контрольным 

числом этого уравнения является at+ib=2+i0=2. Видим, что 

оно не есть корень характеристического уравнения (*). Значит, 

частное решение 7 (х) уравнения y”—4y’+8y =e** имеет вид 

Я(х) = Ae™* = Я = 2Ae™*, у = 4Ae™*. 

Подставляем выражения для У, У, У вуравнение у’ -4у’+8у = eee 

Получаем 

4Ae* =e* => A= 

>
|
 —
 

Значит, ¥,(x) = де” . 

2. Рассматриваем уравнение у”’-4у’+8у = зт2х. Контрольным 

числом этого уравнения является а+ № =0+12 = 2. Видим, что 

оно не есть корень характеристического уравнения (*). Поэтому 

частное решение у>(х) имеет вид 

У2(х) = Acos2x + Взт2х > 

> J, =-2Азт2х+28с052х, у›(х) = -4Acos2x -4Bsin 2x. 

Подставляем выражения для },у,№ в уравнение 

у’-4у’+8у = sin 2х. Получаем 

(4А-8В)соз2х + (48 +8 А) зт2х = зт2х => 
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cos2x| 4А-8В =0 ОА 

sin2x| 4B+8A=1 7 

Следовательно, y2(X) = 16508 2х + оз 2х. А тогда 

у = у(х) + У (х) + Yo(X) = 

= C,e’* cos 2x + Сье?* sin 2x + 0,25е2х + 01соз2х + 0,05 т 2х 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 31. Решить уравнение y’ —9y =e** cosx. 
Решение. Находим общее решение соответствующего однород- 

ного уравнения у”’-9у=0. Имеем 

^2-9=0 (*) 

=> 2, =3, А) =-3. Следовательно, У(х) = Се\* +C,e>*, 
Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. Кон- 
трольным числом заданного уравнения является a+ib =3+1. Ви- 
дим, что OHO не есть корень характеристического уравнения (*). 
Поэтому частное решение У(х) имеет вид 

5(х) = e**(Acosx + Взтх) = 

> у = [А+ В)созх+ (ЗВ - А)зтх]е*, 

у" = [(8A + 6B) cosx + (8B -6A)sinx]e**. 

Подставляем выражения для (x), У’(х) в заданное уравнение. 

Получаем 

[(6В- A) cos x — (B +6A) sin x] e** = e** cosx > 

= (6B -— A)cosx —(B +6A)sinx =cosx > 

cosx| 6B-A=l 1 6 
А=-—,В=—. 

> sin x | Pn = 37 37 

Следовательно, У(х) = езх [5 sinx-— soo" | А тогда 

у = У(х) + У(х) =C,e™* +Coe* +e* [5 sin x — 57005 | 

— общее решение заданного уравнения. 
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Задача 32. Решить уравнение у’-2у’+ у = бхех. 

Решение. Находим общее решение У(х) соответствующего од- 

нородного уравнения у’-2у’+у=0. Имеем 

А2 -204+1=0 (*) 

=> A, =A, =1. Следовательно, У(х) = Се” +C,xe*. 

Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. Кон- 
трольным числом заданного уравнения является a+ib=1+i0=1. 
Видим, что контрольное число является корнем кратности k = 2 
характеристического уравнения (*). Поэтому частное решение 
У(х) имеет вид 

5(x) = x? (Ax + B)e* = у’ =| Ах? +(3А+ B)x? +2 Вх |e”, 

j= [ Ax? + (6A + B)x? + (6А+4В)х+ 2B} ех. 

Подставляем выражения для у,у,У” в заданное уравнение. 
Получаем 

(6Ax +2B)e* = 6xe* = 6Ах+28В = 6х => 

> х о > A=1,B=0. 
x | 2B=0 

Значит, У(х) = хех. А тогда у = У(х) + j(x) = Cie* + Coxe* + x3e* — 
общее решение заданного уравнения. 

Задача 33. Решить уравнение у’+у= хзшх. 
Решение. Находим общее решение соответствующего однород- 

ного уравнения у’+у=0. Имеем 

№2 +1=0 (*) 

= МЕР, A, =-#. Следовательно, У(х) = С, cosx+C, sinx. 

Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. Кон- 
трольным числом заданного уравнения является а+ =0+1.1=1. 
Видим, что контрольное число является корнем характеристиче- 
ского уравнения (*) кратности k =1. Поэтому частное решение 
У(х) имеет вид 

j(x) = x[(Ax + В) созх+(Сх+ Р)зтх] > 

= =| Cx? +(2A+ D)x+ В |с0зх+[-Ах? +(2С - В)х+ D|sin x. 
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У’ = [-Ax? + (4С - B)x+(2A+ 21) |cos x + 

+|-Cx? - (4A + D)x + (2C -2B) |sin x. 

Подставляем выражения для p(x), У’(х) в заданное уравнение. 
Получаем 

[4Сх+ (2А+20)]созх+[-4Ах+(2С-28)|3тх = xsinx => 

х | 4С =0 

cosx| 4Cx+(2A+2D)=0 _*l 2A+2D=0| _ 
sinx | —4Ax+(2C -2B)=x х| -4А=| 

x°| 2C-2B=0. 

| | Az=-~,B=0,C=0,D=-. 
27724 4 

2 ~ x , . 
Значит, f(x) = —F 60s х+ asin x. A тогда 

2 
у = У(х) + W(x) = С cosx+C, sin x-—-cosx + sin x 

— общее решение заданного уравнения. 
Задача 34. Решить уравнение у’+4у’+4у = хе 
Решение. Находим общее решение У(х) соответствующего 

однородного уравнения у’+4у’+4у=0. Имеем 

A? +4144 <=> (+2)? =0 (*) 

2x 

=> м =A, =-2. Следовательно, У(х) =C,e* +Cyxe*. 
Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. Кон- 
трольным числом заданного уравнения является а+ № =2+1.0=2. 
Видим, что контрольное число не есть корень характеристическо- 

го уравнения (*). Поэтому частное решение У(х) имеет вид 

(x) = (Ax + B)e* > 

=> jf =[2Ax+(A+2B)]e?*, у" =[4Ax+(4A+4B)]e”*. 

Подставляем выражения для У(х), У(х), У’(х) в заданное ypaBHe- 

ние. Получаем 

[16.Ax + (8A +168) е?х = xe* = 16Ах + (8А +168) =х => 
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х | 16A =1 1 1 
о > А=— 

x’ | 8A+16B=0 

Следовательно, У(х) = (5 _ 35 | . А тогда 

у = У(х) + У(х) = Се” + Сохе-?х + [1 _ 5 | . 

Задача 35. Решить уравнение y”— Sy’ = 3x? +sin5x. 
Решение. Находим общее решение соответствующего однород- 

ного уравнения y’ —Sy’ =0. Имеем 

17-54 =0 (*) 

= № =0, A, =5. Следовательно, У(х) = С, +C,e*. 

1. Рассмотрим уравнение y’ — Sy’ = 3x7. Найдем частное реше- 

ние у(х) этого уравнения. Контрольным числом для рассматри- 
ваемого уравнения является а+й =0+1.0 =0. Видим, что конт- 
рольное число есть корень характеристического уравнения (*) 
кратности k =1. Поэтому частное решение y,(x) имеет вид 

Я (х) = x(Ax? + Вх+С) > Я =3Ax? +2Вх+С, у’ =6бАх+2В. 

Подставляем ji, в уравнение у’-5у’ = 3х? . Получаем 

—15 Ах? + (6А-10В)х+ (28 -5С) = 3х? => 

х2| -15А=3 о , ; р 
6A-10B=0$ > А=--,В=--2 C=-—2. 

> * | 03=07 = 5 25 125 
x | 2B-5C=0) 

Следовательно, 7,(х) = -0,2x? -— 0,12x? - 0,048x. 

2. Рассмотрим уравнение y” —Sy’ =sin5x. Найдем частное pe- 
шение у›(х) этого уравнения. Контрольным числом для рассмат- 
риваемого уравнения является а+№=0+1-5=57. Видим, что 

контрольное число не есть корень характеристического уравнения 
(*). Поэтому частное решение у›(х) имеет вид 

j_(x) = Acos5x + Взт5х => 

=> ¥5(x) =-5Азт 5х + 5Bcos 5х, Ур (х) = -25Асоз5х - 25Bsin 5x. 
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Подставляем выражения для №,» в уравнение у’-5у’ = зт5х. 
Получаем 

—25(A + В) соз5х + 25(А- В) зт5х = зт5х => 

с0$5х| -25(А + В) =0 A = 0,02, В = -0,02. 
sin5x| 25(4-В)=1 {= 

Следовательно, Y>(x) = 0,02 cos5x - 0,02sin 5x. А тогда 

у = У(х) + Y(X) + Yo(X) = 

= C, +C,e* - 0,2x? - 0,12x? - 0,048x + 0,02 соз5х - 0,02 sin 5x 

— общее решение заданного уравнения. 
x x 

Задача 36. Решить уравнение у’-2у+у= — (q(x) = = ). 

Решение. Находим общее решение у(х) соответствующего од- 
нородного уравнения у”’-2у+у=0. Имеем 

№2 -2%+1 =0 (*) 

=> Ay =A, =1. Следовательно, (x) =Ce* +Cyxe* (y,(x) =e", 

y2(x) = xe”), 
Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. 

Искать частное решение У(х) будем методом вариации произ- 

вольных постоянных. (Правая часть заданного уравнения g(x) не 

является функцией специального вида.) Итак, полагаем 

H(x) = Cy (x) y (x) + Cz (x) y2(x) > Hx) = Cy (x)e* + Cy (x)xe*. 

Функции C,(x) и С.(х) определяем из системы 

ton, (x) + C3Y2 (x) =0, Се” + Сохе" =0, 

oJ ro? 4 х => 

СУ (x) + С>у2(х) = q(x) С'е* + C(x + Ne* = 
x 

= C(x) =-1, C(x) == = C(x) =-x, C(x) = In| 
(произвольные постоянные, которые получаются при этом, счи- 

таем равными нулю). Таким образом, получаем j(x) =—xe* + 

+xIn|x]-e*. А тогда 

у = W(x) + (x) = Се* +Сохе* - хех +x In|x|-e* = 
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=> у= Се” + Сохе* + xe* In|x| 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 37, Решить уравнение у” + 3y’ + 2y = вии (q(x) = 1) 
e* +] ех +] 

Решение. Находим общее решение у(х) соответствующего 
однородного уравнения у’+3у’+2у=0. Имеем 

17 4+344+2=0 (*) 

=> М =-Ь А, =-2. Следовательно, У(х) = Ce* +C,e-* (у, (x) = e7*, 

у2(х) = e*). 
Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. 

Станем искать У(х) методом вариации произвольных постоян- 

ных, ибо g(x) не является функцией специального вида. Полага- 

ем У(х) =C,(x)e™* +C,(x)e*. Функции C,(x) и С›(х) определя- 
ем из системы 

Ci(x)e* +C3(x)e* = 0, 

]-с фе“ — 26° (хех = 
e~ +1 

= 96) = =. 1’ C20) = an 

= C(x) = Jae = ji = In (e* +1). 

len as ane ei -1- 
= —(t-In (¢+1)) =-е + In (e* +1). 

Таким образом, получаем 

H(x) = e* In (e* +1) +e In (e* +1) -e* J. 
A тогда 

2x +е хп (e* +1) + y =Y(x) + У(х) = Це * + Cre 

+e In (е*+1)-е*] = 

= y=Ce™* +Cye* +(e* +е`2*) In (e* +1) 

— общее решение заданного уравнения. 
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Задача 38, Решить уравнение у’+у= nx (q(x) = ——). 

Решение. Находим общее решение У(х) соответствующего од- 

нородного уравнения у’+у=0. Имеем 

2 +1=0 (*) 
=> A, =i, A, =-i. Следовательно, Y(x) = С; cos x +C, sin x (у(х) = 

=COSX, у›(х) =sinx). 

Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. 

Станем искать У(х) методом вариации произвольных постоян- 

ных, ибо q(x) не является функцией специального вида. Полага- 

ем У(х) =C,(x)cosx +C,(x)sinx. Функции C,(x) и С5(х) опреде- 

ляем из системы 

Су (x) cos x + С5(х) sin x = 0, 
COS X 

Ci(x) =-l, C5 = 
~Cj(x) sin x + СЗ 008 x = —— = C(x) 2(x) sinx - 

=> C,(x) =-х, C(x) = In|sin x]. 

Таким образом, получаем У(х) =—xcosx+sinxIn [п x| . А тогда 

у = У(х) + f(x) = С, cosx +C, sin x -xcos x + sin x In|sin x| 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 39. Решить уравнение у’+4у=2х (q(x) =2tgx). 

Решение. Находим общее решение y(x) соответствующего од- 

нородного уравнения у’+4у=0. Имеем 

17+4=0 (*) 

> A, =2i, A, =-2Г. Следовательно, У(х) = С! cos2x+C, sin 2x 

(y,(x) =cos2x, у>(х) =sin2x). 

Найдем теперь частное решение (x) заданного уравнения. 

Станем искать У(х) методом вариации произвольных постоян- 

ных, ибо g(x) не является функцией специального вида. Полага- 

ем У(х) = C,(x)cos2x + С. (х)зт2х. Функции C(x) и С5(х) опре- 

деляем из системы 

С. (x) cos 2x + C3(x)sin 2x = 0, 

| (х)зт2х+2С5(х) со$2х =2tg x 
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sin x cos 2x 

cos x 
= Cj =-2sin’ x, С; = 

= C,(x)= sin 2x — X, С. (х) = сс 2х + п [cos x|. 

Таким образом, 

У(х) = (3 sin 2x - = eo 2x - (3 cos 2x — In|cos x| fin 2x. 

А тогда 

у = У(х) + У(х) = C, cos2x+C, sin2x+ 

+ sin 2x -x Joo 2х - (5 cos 2x — In|cos x| fi 2x => 

= y = (С, cos2x — xcos 2x + C, sin 2x +sin 2xIn|cos x]. 

Задача 40. Решить уравнение у’+2у+у=Зе*\/х +1 

Aza +1 
(q(x) = 

Решение. Находим общее решение У(х) соответствующего 

однородного уравнения у’+2у+у=0. Имеем 

a2 +20+1=0 (*) 

= № =A = -1. Следовательно, У(х) = Cye* +Cyxe™* (y,(x) =e™, 

y2(x) = хе"). 
Найдем теперь частное решение y(x) заданного уравнения. 

Станем искать y(X) методом вариации произвольных постоян- 

ных, ибо q(x) не является функцией специального вида. Полага- 

ем У(х) = C,(x)e*.+ С>(х)хе`* . Функции C)(x) и C,(x) определя- 

ем из системы 

Ci(x)e™* + C3(x)xe™* 

—C\(x)e* +С5(х)(- Det =: = se vx+l 

=> С’) =-3xV¥x +1, С (<) = 3Vx4+1 > 

=> C,(x)= [+ 1)? +2(х+ 13/2, С5(х) = 2(х+ 137. 
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Таким образом, 

У(х) =e™ |- 5: +12 +2(х +1)? +2х(х + | = a(x +1)5е-х, 

А тогда 

у = W(x) + У(х) = Cye™* + Сохе`* += = (x +1) е-х. 

Задача 41. Решить уравнение y” + y = 2sec? x (q(x) = 2 ). 

Решение. Находим общее решение y(x) соответствующего 

однородного уравнения у’+у=0. Имеем 

7 +1=0 (*) 

> =i, A,=-i. Следовательно, y(x)=C,cosx+C,sinx 

(y,(x) =cosx, y2(x) = зтх). 
Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. 

Станем искать У(х) методом вариации произвольных постоян- 

ных, ибо g(x) не является функцией специального вида. Полага- 

ем У(х) =C,(x)cosx +C,(x)sinx. Функции C,(x) и С5(х) опреде- 
ляем из системы 

Ci (x) cos x + С>(х)зтх = 0 

—C;(x)sin x + С>(х) созх = | me 
cos” x 

= C(x)=-25 = 
3х, cos” 

= C,(x)= 1 С. (х) =2tgx. 
с0$7 x 

Таким образом, 

5) =- т. 2sin? x F(x) = _ cos2x 
со5х CoSx y cosx 

A тогда 

cos 2x 
у = y(x) + У(х) = С! cosx+C, зтх- 

COS xX 

— общее решение заданного уравнения. 
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Задача 42. Решить уравнение х3(у’-у)=х?-2 => Уу-у= 

_1_ 2 1 2 
=. Считаем x #0 (q(x) => 3). 

Решение. Находим общее решение У(х) соответствующего 

однородного уравнения y” — y =0. Имеем 

А? -1=0 (*) 

> A, =1, A, = -1. Следовательно, У(х) = Се” +С.е* ( y,(x) =e", 

yo (x) =e). 
Найдем теперь частное решение У(х) заданного уравнения. 

Станем искать решение У(х) методом вариации произвольных 

постоянных, ибо g(x) не является функцией специального вида. 

Полагаем у(х) = С, (х)е* +С.(х)е`*. Функции C(x) и Cy(x) оп- 
ределяем из системы 

Ci(x)e* +C3(x)e™* =0, 

у , , - | 2 = 
Creer — С5(х)е х = x yp 

2х хз ‘ хз 2x 

e* e* 
=> C(x) = 54-4. 

Но 

ok Ги= e*, du=-e dx 

Jayars| dx | |= x adv=—, У=-— 
. x’ 2х2 | 

ех et fuse*, du=-e*dx| 

м a, |= 2 dy = —, =—-— 2х х | у 5 хо 

e* e* с‚е® 
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-х —X 

Поэтому C(x) = -—. Совершенно аналогично находим 
2х 2х 

e~ e* - | | | 
C,(x) =-—~-—. T образом, =| —-— |+| -—- (x) ox? Ox аким образом, У(х) [55 > | ( 52 

35 |= - Atom 
2х х 

y= y(x) + У(х) = C,e* + C,e* — >. 

Задача 43, Решить уравнение х?у’-4ху’+6у=0. 

Решение. Видим, что заданное уравнение есть уравнение Эй- 
лера. Поэтому: 

1) Для х > 0 делаем замену: x =e’. Тогда 

, t , , Г. 

Xp =O LY, HM HS PY HVE”; 
t 

yin = (KN, = Ohh = Ole Met = (8 — ye. 
Относительно функции y(t) заданное уравнение принимает вид 

уз -Y —4y, + 6y =0 > у: -Sy, +6y =0. 

2) Для x <0 делаем замену: 

| - xanel аи, y= yi = vie", 
{ 

Yea = (ve Суре“ + ee) = (Va - ye. 
t 

Относительно функции y(t) заданное уравнение будет иметь TOT 

же вид: Yn —5y, +6y =0. Таким образом, как для х > 0, так и для 

х <0, получили одно и то же линейное уравнение с постоянны- 

ми коэффициентами. Найдем общее решение Y(t) полученного 

уравнения. Имеем 

А? — 51,+6=0 (*) 

> A, =2, A, =3. Следовательно, Y(t) = Се! +C,e* „Возвращаясь 

к прежней независимой переменной x, получим У(х) = C,x? + Cx? . 
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Задача 44. Решить уравнение х?у’-ху’-Зу=0. 
Решение. Замечаем, что заданное уравнение — уравнение Эй- 

лера. Поэтому делаем замену: х=е’ для х>0 и х=-е' для 
х <0. При такой замене независимой переменной х будем иметь: 

для х>0: = уе”, уз =(уз-уде". 

2) для х<0: у, =-уе", у =(-у)е". 
В обоих случаях относительно функции y(t) заданное уравне- 

ние принимает вид Yn —2y, -3y =0. Получили линейное одно- 

родное уравнение с постоянными коэффициентами. Найдем об- 

щее решение Y(t) полученного уравнения. Имеем 

^2-2%.-3=0 (*) 

=> М =-1, А) =3. Следовательно, Y(t) = Сие"! + Се". Возвраща- 

, , . _ С 
ясь к прежней независимой переменной x, получим У =-—+С.х?. 

х 

Задача 45. Решить уравнение х3у”+ху-у=0. 

Решение. Замечаем, что заданное уравнение — уравнение Эй- 

лера. Поэтому делаем замену: x =e’ для х>0их=-е' для х<0. 
При такой замене независимой переменной х будем иметь: 

1) для х>0: уу =уе", у’ =(уз-уде", уз =(y5 -3yn + 
+2у/)е”"'; 

2) для х<0: у. =-уе", у, =(уз-уде", уз =-(уз -3yh + 
+2у')е-". 

В обоих случаях относительно функции y(t) заданное уравне- 

ние принимает вид Ys -3у? +3y,-y=0. Получили линейное 

однородное уравнение с постоянными коэффициентами. Найдем 

общее решение y(t) полученного уравнения. Имеем 

ХЗ — 342 +3 -1=0 <> (^-1) =0 (+) 

=> Ay =A, =A, =1. Следовательно, V(t) = Cie’ + Cpe’ +Си?е'. Bos- 
вращаясь к прежней независимой переменной x, получим 

у=Сх+Сох In|x| + Съх In? |x]. 

160



Задача 46. Решить уравнение х?у”=2у’. 
Решение. Заданное уравнение для x #0 равносильно уравне- 

нию x°y” —2xy’ =0, которое является уравнением Эйлера. Дела- 

ем замену: х=е' для х>0 и х=-е' для х<0. Тогда: 

1) для х>0: у =уе", ys = (уз —3yn +2y)e™; 

2) для х<0: у, =-уе", уз =-(уз —3yn +2у)е". 
В обоих случаях относительно функции y(t) заданное уравне- 

ние принимает вид уз — 3yp = 0. Получили линейное однородное 

уравнение с постоянными коэффициентами. Найдем общее реше- 

ние y(t) полученного уравнения. Имеем 

АЗ — 342 =0 = A2(A-3) =0 (*) 

> A, =A, =0, А, =3. Следовательно, Y(t) = С, +C,t+C,e* . Воз- 
вращаясь к прежней независимой переменной х, получим 

у = С +С. In x] + Сзх?. 

Задача 47. Решить уравнение х?у’-ху’+ у=8х°. 

Решение. Замечаем, что заданное уравнение — уравнение Эйле- 
ра. При обычной замене независимой переменной х будем иметь: 

‚у =(уз-у)е". 
rit 2) для х<0: у; =e", у: =(уз-у)е". 

Заданное уравнение относительно функции у(Р) принимает 

on-l 1) для х>0: ух = Ye 

вид уз —2y, + y = +8e™ (знак “+” при x > 0 изнак “—” при x <0). 

Получили линейное неоднородное уравнение с постоянными KO- 
эффициентами и с правой частью специального вида. 

Находим сначала общее решение y(t) соответствующего од- 

нородного уравнения у’ —2у, +у=0. Имеем 

A? -204+1=0 <> (^-1) =0 (*) 

=> м =’, =1. Следовательно, y(t) = Ce’ +Суе'. 

Найдем теперь частное решение y(f) неоднородного уравне- 

ния. Контрольным числом рассматриваемого уравнения является 
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a+ib=3+i0 =3. Видим, что OHO не есть корень характеристиче- 

ского уравнения (*). Следовательно, y(t) имеет вид 

H(t) = Ае\ = у, = 3Ae™, уз =9АеМ. 

Подставляя эти выражения для У7,у, у? в уравнение 

уз -2y, + y= +8е*", получаем 4Ae”™ =+8е"! = A=+2. Таким об- 

разом, p(t) =+2e*. A тогда 

y(t) = H(t) +70) = Cie! + Cute’ + 2e*". 

Возвращаясь к прежней независимой переменной x, получим 

W(x) =Сх+С,хш|+2х? — общее решение заданного уравнения. 

Задача 48. Решить уравнение х?у’+ху’+4у=10х. 
Решение. Замечаем, что заданное уравнение — уравнение Эй- 

лера. Поэтому делаем замену: х=е' для х>0 и х=-е' для 
х <0. При такой замене независимой переменной х будем иметь: 

- 21 I)ana х>0: y, = ye", уз =p -—H)e™. 

2) для x <0: у, =-уе", Yo =(у} — yer" 

Относительно функции y(f) заданное уравнение принимает 

вид yo +4у = +10е' (знак “+” для х>0 и знак “—” для х<0). 
Получили линейное неоднородное уравнение с постоянными ко- 
эффициентами и с правой частью специального вида. 

Находим сначала общее решение y(t) соответствующего од- 
нородного уравнения уз +4у =0. Имеем 

^2+4=0 (*) 

= A, =2i, A, =-2/. Следовательно, Y(t) = С, с0$21+ С. sin 21. 

Найдем теперь частное решение y(t) неоднородного уравнения. 
Контрольным числом рассматриваемого неоднородного уравнения 
является a+ ib=1+i-0=1. Видим, что оно не есть корень характе- 
ристического уравнения (*). Следовательно, y(t) имеет вид 

H(t) = Ae! => 7, (1) = Ae’, у» (1) = Ae’. 

Подставляя эти выражения для у и Jo в уравнение 

yo +4у =+10е', получаем 5Ae! = +10е' = A=+2. Таким обра- 
зом, j(t) =+2е'. А тогда 
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y(t) = Y(t) + H(t) = С, с0$21 + С› sin 21 + 2e’. 

Возвращаясь к прежней независимой переменной xX, получим 

У(х) = С, cos (21n|x|)+C, sin (2т|х|)+2х 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 49, Решить уравнение x°y’ —2xy =6Inx. 

Решение. Из вида уравнения заключаем, что оно определено 

для x > 0. Для х > 0 заданное уравнение равносильно уравнению 

х2у’- 2у = ginx ‚ которое является уравнением Эйлера. Поэтому 
х 

делаем замену: x =e’ (=> Inx =f). При такой замене будем иметь 

y, =e", уз =(уз- у’)е-*"'. Относительно функции y(t) задан- 

ное уравнение принимает вид уз -у-2у=@е". Получили ли- 
нейное уравнение с постоянными коэффициентами и с правой 

частью специального вида. 
Находим сначала общее решение y(t) соответствующего од- 

нородного уравнения у» — y, -2у=0. Имеем 

2 -^-2=05 М =2,А, =-1. (*) 

Следовательно, y(t) = Се?! +С.е”". 
Найдем теперь частное решение 7У(Г) неоднородного уравне- 

ния. Контрольным числом рассматриваемого неоднородного урав- 
нения является a+ib =-1+Ю = -1. Видим, что контрольное чис- 

ло есть корень характеристического уравнения (*) кратности 

К =1. Поэтому p(t) имеет вид 

H(t) = КА! + Bye = F(t) = [-A?? +(2A —B)t + В] ew 

у =[ AP +(B-4A)t+ (24-28) |e“. 

Подставляя эти выражения для у, у, Уз вуравнение уз — y, -2y= 

= 6fe~ , получаем 

[-6.41 + (2А-3В)]е' =6te' = - 6At+(2A-3B) = 6t > 

=> A 64 =6 = А=-ЬВ=-2. 
fr | 2A-3B=0 3 
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Таким образом, y(t) =- Ё += . А тогда 

y(t) = H(t) + H(t) = Се" +Се" - [2 + of Je" . 

Возвращаясь к прежней независимой переменной X, получим 

y(x) = Cx? +2- Gi x+2in = 
х 3 х 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 50, Решить уравнение х?у’-3ху’+5у = 3х2. 
Решение. Замечаем, что данное уравнение — уравнение Эйлера. 

Поэтому делаем замену: x =e’ для х>0 их=-е' для х<0. При 

такой замене независимой переменной х будем иметь: 

у = (у -у)е". #2 1) для х>0: у =уе 

2) для х<0: уз =-уе", у =Ов-уре". 
Относительно функции у(Г) заданное уравнение принимает 

вид Yo —4y, +5y = 3е?!. Получили линейное неоднородное урав- 

нение с постоянными коэффициентами и с правой частью специ- 

ального вида. Находим сначала общее решение y(t) соответству- 

ющего однородного уравнения У? —-4у+5у=0. Имеем 

А2 —-4).+5=0 = (*) 

=> A, =2+i, А, =2-7. Следовательно, y(t) = Се?! cost + Сье?! sint. 

Найдем теперь частное решение У(1) неоднородного уравне- 
ния. Характеристическим числом рассматриваемого неоднород- 
ного уравнения является а+№=2+Ю=2. Видим, что конт- 

рольное число не есть корень характеристического уравнения (*). 

Следовательно, y(t) имеет вид 

H(t) = Ae”! = уу = 2Ae™, у% =4Ае"'. 

Подставляя эти выражения для У,У, Yn в уравнение 

уз -—4y, +5y = 3е?!, получаем Ae” =3e% => A=3. Таким обра- 

зом, j(t) = 3е?'. А тогда 

y(t) = H(t) + H(t) = Cie” cost + Ce” $т!+3е”'. 
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Возвращаясь к прежней независимой переменной х, получим 

y(x) = Cx? cos (In|x]) + C,x? sin (In |x|) + 3х2. 

Задача 51. Решить уравнение х?у”-бу = 5х? +8х2. 
Решение. Замечаем что заданное уравнение — уравнение Эйле- 

ра. Поэтому делаем замену: x =e’ для х>0 и х=-е' для х<0. 

При такой замене независимой переменной х будем иметь: 

для х>0: = уе", ye = (8-е. 

2) для х<0: у, =-уе", Yo = (уз -у)е". 
Относительно функции y(t) заданное уравнение принимает 

BU yp -y,-6y= +5e! + 867! Получили линейное неоднородное 

уравнение с постоянными коэффициентами и с правой частью 

специального вида. Находим сначала общее решение y(t) соответ- 

ствующего однородного уравнения у» — уу -бу =0. Имеем 

2 -^-6=0 (*) 

> A,=3, A, =-2. Следовательно, У(2) = Се" +Cye~. Найдем 

теперь частное решение y(f) неоднородного уравнения. 

1) Рассмотрим уравнение yo -у-бу= +5e" Контрольным 

числом этого уравнения является a+ib=3+i-0=3. Это конт- 

рольное число есть корень кратности k =|1 характеристического 

уравнения (*). Следовательно, частное решение y,(f) рассматри- 

ваемого уравнения имеет вид 

Я (1) = Ate*® > у = (341+ A)e™, fy = (9At +6A)e*. 

Подставляя эти выражения для У,Я,Я в уравнение 

Ya -у-бу= +5e* | получаем 5Ae* =+5e => Az=+1. Значит, 

H(t) = +te*", 
2) Рассмотрим уравнение У? -y,-6y= Be! Контрольным чис- 

лом этого уравнения является а+№ =2+i-0=2. Видим, что OHO 
не есть корень характеристического уравнения (*). Следовательно, 
частное решение у›(Г) рассматриваемого уравнения имеет вид 

Fo(t) = Ae* = у. =24е", уз =44е". 
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Подставляя эти выражения для },у,№ в уравнение 

уз -у-бу= 8е!, получаем -4Ае?! =8е! => А=-2. Значит, 

7% (2) =-2е?'!. А тогда 

y(t) =7(0+7(@0+%0 =Се" + Ce! + te*! -2е". 

Возвращаясь к прежней независимой переменной x, получим 

y(x) = Cx? + & + x? In|x|— 2x’. 
x 

Задача 52. Решить уравнение х?у’-2у = эт (Inx). 
Решение. Из вида уравнения заключаем, что оно определено 

для х>0 и что оно есть уравнение Эйлера. Поэтому делаем 

замену: х=е’(=>1=Шх). При такой замене будем иметь 

ух = ye", Yo = (уз -Y; ye! Относительно функции y(t) задан- 

ное уравнение принимает вид Yo -у,-2у = $т!. Получили ли- 
нейное неоднородное уравнение с постоянными коэффициента- 
ми и с правой частью специального вида. Находим сначала общее 

решение (г) соответствующего однородного уравнения у» — у, - 

—2у=0. Имеем 

17 -27-2=0 (*) 

=> A, =2, A) =-1. Следовательно, (ft) = Ce? +С.е". 

Найдем теперь частное решение j(f) неоднородного ypaBHe- 
ния. Контрольным числом рассматриваемого неоднородного урав- 
нения является а+й =0+1.1=[. Видим, что контрольное число 
не есть корень характеристического уравнения (*). Поэтому y(t) 
имеет вид 

H(t) = Acost + Bsint = у, =-Asint + Bcost, Уз =-Ас0$! - Bsint. 

Подставляя эти выражения для У,у’, У” в уравнение Yo — y;, - 

—2у = зп, получим 

— (34+ B)cost+(A—-3B)sint =sint => 

cost| 34+B=0 = 0,1, B= -0,3. sin t | an = A= 0, 3 

Значит, y(t) = 0,l cost —0,3sin¢. А тогда 
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y(t) = H(t) + P(t) = Се"! + Cae + 01 cost — 03 5т 1. 

Возвращаясь к прежней независимой переменной x, получим 

y(x) = C,x? + 2 + 01со5(шх) — 0,3 sin (in x). 

Задача 53. Решить уравнение (х-2)?у’-3(х-2)у’+4у=х. 

Решение. Замечаем, что заданное уравнение — уравнение Эй- 

лера. Поэтому делаем замену: x-2=e', если х>2, их-2=-е', 
если х<2. При такой замене независимой переменной х будем 
иметь: 

для x>2: ye =e", уз =(у8-у)е". 

2) для х<2: у =-уе", yo =(уз-уе м. 

Относительно функции y(t) заданное уравнение принимает 

вид уз —4y,+4y=2+e' (знак “+” для х>2 и знак “—” для 

х<2). Получили линейное неоднородное уравнение с постоян- 

ными коэффициентами и с правой частью специального вида. 
Находим сначала общее решение 7У(г) соответствующего од- 

нородного уравнения yo —4у, +4у =0. Имеем 

^2 -4),+4=0 (*) 

=> М =), =2. Следовательно, V(t) = Се?! + Се”. 

Найдем теперь частное решение y(f) неоднородного уравнения. 

1) Рассмотрим уравнение Yo —4у, +4у = 2. Контрольным чис- 
лом этого уравнения является a+ib =0+10 =0. Видим, что конт- 

рольное число не есть корень характеристического уравнения (*). 

Поэтому У(Г) имеет вид У()=А => Я =0,У’=0. Подставляя 

эти выражения для 9, у, У’ в уравнение Ya —4y, +4у=2, полу- 

чим 4А=2 => A= > . Таким образом, 7, (1) = > . 

2) Рассмотрим уравнение у» -4у, +4у= +е'. Контрольным 

числом этого уравнения является A@+ib=1+i0=1. Видим, что 

оно не есть корень характеристического уравнения (*). Поэтому 

У›(Г) имеет вид 

J_(t) = Ae’ = у = Ae’, уз = Ae’. 
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Подставляя эти выражения для },№,№ в уравнение 

уз —4y; +4y =+е' , получим Ae’ =+е' = А=+1.Таким образом, 

72(1) = +е'. А тогда 

y(t) = H(t) + F(t) + F(t) = Cre”! + Cate! + > te’, 

Возвращаясь к прежней независимой переменной x, получаем 

W(x) = Си - 2)? + C(x - 2)? Infe- Yo 4(x-2) = 

5 yx) = C(x- 2)? + C(x - тр -+х-5 

— общее решение заданного уравнения. 

Задача 54, Решить уравнение (2x +3)? y” +3(2x +3)y’-6y =0. 

Решение. Замечаем, что заданное уравнение — уравнение Эй- 

лера. Поэтому делаем замену: 1) 2x+3=e' для x> -> 

и 2) 2x+3=-e’ для х<-5. При такой замене независимой 

переменной х будем иметь: 

3 
1 -—: ) для x> 5 

-21 Y= ye", у" = (у -у,)-4е`",у", = (уз -3уь +2у,).8е*; 

3. 
2) для х<-5. 

Y= yy 261, у" = (уз -у,)-4е`"', ys =-(уз -3уз +2у,).8е\. 

Относительно функции y(t) заданное уравнение принимает вид 

8 уз — 249%, +22у, -бу=0 <> 495 -12уз + Шу, -3y =0. 

Получили линейное однородное уравнение с постоянными коэф- 
фициентами. Имеем 

43 -12А2 +11^-3=0 (*) 

3 
> М =ЬАЛ) = >. Аз = > . Следовательно, y(t) = Cje’ + Cre? + Се? 

Возвращаясь к прежней независимой переменной х, получим 
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Hx) = Сурх+ + Сорх+3Р" +6, px +3)” 
— общее решение заданного уравнения. 

Задача 55. Решить уравнение х?у’-ху’+у= as + = . 

Решение. Из вида уравнения заключаем, что OHO определено 

для х>0. Видим, что заданное уравнение — уравнение Эйлера. 

Поэтому делаем замену: x=e’ (=> Inx=t). При такой замене 

будем иметь у =у’е”", Yo = (у?  у')е-?!'. Относительно функ- 

ции y(t) заданное уравнение принимает вид Yo2—2y,+ y= 

{ , е , 
= te +—. Получили линейное неоднородное уравнение с посто- 

янными коэффициентами. 

Находим сначала общее решение Y(t) соответствующего од- 

нородного уравнения у, -2у, +у=0. Имеем 

A? — 2% +1=0 <> (^-1)? =0 (*) 

=> A, =A, =1. Следовательно, V(t) = Ce’ + Cote’. 

Найдем теперь частное решение у(г) неоднородного уравнения. 

1) Рассмотрим уравнение уз — 2y; + y = fe . (Правая часть это- 

го уравнения есть функция специального вида.) Контрольным 
числом рассматриваемого неоднородного уравнения является 
a+ib=-1+i-0=—-1. Видим, что контрольное число не есть ко- 

рень характеристического уравнения. Поэтому У (Г) имеет вид 

y(t) = (41+ В)е' > Я =[-At+(A-B)] e' У’ = [At +(B-2A)]e™. 

Подставляя эти выражения для ¥,, jj, У в уравнение Yn —2y,+ 

+у=1е', получаем 

[4Ar +4(В-4)]е"' =е' = 4At+4(B- А) =1=> 

_ t | 4А=1 1 

| 4(B-A)=0 4’ 

Таким образом, 7, (1) = a¢ +1е”'. 
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t 

2) Рассмотрим уравнение у? -2y,+y= = . Правая часть этого 

уравнения не является функцией специального вида. Поэтому его 

частное решение y(t) будем искать методом вариации произ- 

вольных постоянных. Полагаем (1) =C,(fe! +C,(Are’. Функции 

С! () и C,(4) определяем из системы 

| Cre’ +Ch(t)te' =0, 
) ‘=> Cy(t) =-1,C()=- => 

Cite + С) (1+ Ne! = < ИИ 

= C,(t) =-t, C,() = In|¢. 

Таким образом, j>(t) = —е' + te" In|t|. A тогда 

y(t) = V(t) +H, (1) + J. (t) = Coe’ + Cate’ + are + te’ ш-#'. 

Возвращаясь к прежней независимой переменной xX, получим 

1+Inx W(x) = Cyx+CoxInx+ +xInx(Infinx]-1) => 

= у(х) = Cx +xInx(C, + In|In >|) + a 



Глава 4 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ РЯДОВ 

51. Непосредственное применение ряда Тейлора 

Класс дифференциальных уравнений, решения которых вы- 
ражаются через элементарные функции или интегрирование ко- 
торых приводится к квадратурам, сравнительно невелик. Очень 
часто встречаются уравнения, не принадлежащие указанному клас- 
су, и тогда приходится прибегать к приближенным методам ин- 
тегрирования дифференциальных уравнений и к получению ре- 
шений в виде рядов. 

Одним из основных среди этих методов является метод полу- 
чения решения в виде степенного ряда — ряда Тейлора для этого 
решения. Изложим сущность этого метода на уравнении первого 
порядка. 

Пусть имеется дифференциальное уравнение 

y = /(х, у) (1) 
и пусть требуется найти его решение y = o(x), удовлетворяющее 
начальному условию 

У, -ж= У, (2) 

т.е. @(X) = У. Будем предполагать, что искомое решение у = Q(x) 
разложимо в ряд Тейлора по степеням (х-ж): 

969 = обо) + LO (x— x4) + 
” (п) 

+ 2207 мо (x — 4? +... + LO (x — x5)" + .... (3) 
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Но чтобы написать это разложение решения у = o(x) в ряд Тейло- 

ра (3), нужно знать коэффициенты разложения. Отметим, что их 
можно найти с помощью данного дифференциального уравнения 
(1) и начального условия (2). В самом деле, в силу начального 
условия (2), имеем Ф(ж) = Yo, где Yo — заданное число. 

Если теперь в уравнении (1) положить X = Xp и в соответствии 
с этим у= у ‚, TO оно определит значение у производной (x) 
искомой функции (x) при х=х (так как функция Ф(х) удов- 
летворяет уравнению (1)), и мы получим 

Yo =$Ф(№%) = Л(ж,Уо). 

Продифференцируем по х обе части уравнения (1), помня, чтоуи 

у’ являются функциями от х. Будем иметь 

у’ = f(x,y) + f(x,y): У. (4) 

Положив теперь в правой части (4) x = х и в соответствии с этим 
Y=Yo, У’= У, мы получим в левой части (4) 

У’(ж) = 9°(%H) = Л (м, Yo) + (№, №) № 
ит. д. Так последовательно мы определим все коэффициенты в 
ряде (3). 

Отметим, что если функция f(x,y) разложима в ряд по 
степеням (х-ж) и (7-3) в некотором прямоугольнике 

ж -а<х< м +а, 
Р= << +В то решение y = (x) дифференциального 

уравнения (1), удовлетворяющее начальному условию (2), пред- 
ставимо степенным рядом (3). Этот ряд во всяком случае сходится 
при х, удовлетворяющих условию: ж-й<х<мч+й, где 

й = тт и, а М— наибольшее значение |/(х,у)] в прямо- 

х -ASxXSX% +a, 
P)= угольнике (P) ть 

Пример. Найти решение уравнения у’ = x + у? , удовлетворяю- 

щее условию y|_, =0 (здесь ж =0, у =0). 

Ряд Тейлора для искомого решения y= Q(x) будет рядом 

Маклорена: 

_ $ (0), 9) ф ф(х) = 9(0) +x 4x $a HE +... 
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Из начального условия следует, что ф(0) = yy =0. Из заданного 
уравнения находим у’(0) = (0) = / (0,0) =0.Дифференцируя no x 

обе части заданного уравнения, находим 

у’ =1+2уу = y’(0) =$"(0) =1. 

Дифференцируя еще раз, получаем 

у" = yy + 2yy” = у"(0) = 97(0) =0. 
Далее, 

y = 6y'y’ + 2yy” = У (0) = 90) =0, 
У = 6(у')? +8y'y" + 2yy = yO) = 9 (0) =6, 

и т. д. Таким образом, находим 

Здесь числа а и р можно брать любыми, так как f(x, у) =х+ у? 
уже представлена разложенной по степеням хи упри любыххи у. 

При этом М = тах |x + y| =a+b* и, следовательно, за сходи- 

мость ряда, представляющего решение у=оФ(х) при |x| <h 

(A= min {a st ), можно ручаться. 
а 

52. Метод неопределенных коэффициентов 

В некоторых случаях для интегрирования дифференциальных 
уравнений более удобным оказывается метод неопределенных ко- 
эффициентов. Особенно удобен он в применении к линейным 

дифференциальным уравнениям. (В большинстве случаев решения 
линейного дифференциального уравнения с переменными коэф- 
фициентами порядка выше первого не выражаются через элемен- 
тарные функции и квадратуры.) Проиллюстрируем метод неопре- 

деленных коэффициентов на уравнении второго порядка вида 

у’ + p(x)y’+q(x)y =0. (1) 
Предположим, что коэффициенты p(x) и q(x) уравнения (1) 

представлены степенными рядами: 

p(x) = ¥ a, x*, q(x) = У bx. (2) 
k=-0 k=0 
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Пусть А и А — радиусы сходимости рядов (2) соответственно. 

Станем искать решение уравнения (1) также в виде степенного ряда: 

у(х) = у сих" => (3) 
m=0 

=y(x)=> тих", y"(x) = У т(т- сих”. 
m=| m=2 

Подставляя выражения для у(х), y'(x), у’(х) в уравнение (1) итре- 

буя, чтобы это уравнение удовлетворялось, получим тождество: 

У mn = Псих"? + у a, x* у тих"! + у b, x* у сих" =0. (4) 
_ Т=2 k=0 т= k=0 m=0 

После перемножения и сложения рядов в левой части тожде- 
ства (4) мы получим степенной ряд, который должен тождествен- 

но равняться нулю. Следовательно, все коэффициенты и свобод- 
ный член полученного ряда должны равняться нулю. Приравнивая 
нулю эти коэффициенты, получим уравнения: 

х| 2-1. +4с + He =0, 

x! | 3-2-0; +246 + ajc, + boc, +в с =0, 

x? | 4-3-c4 +3a9C; +2асо + aC, + Lye, + bc, + bycy =0, 
rp (3) 

Если оставить Cy и с произвольными (они будут играть роль 
произвольных постоянных), то первое уравнение системы (5) 
позволит определить с›, второе затем — C3, следующее — с. 
ит. д. Все они выразятся через со и c,. Подставив найденные 
коэффициенты в ряд (3), мы получим решение уравнения (1), 
которое содержит две произвольные постоянные и будет общим. 
В вычислительном отношении удобно находить сразу не общее, а 
два линейно независимых частных решения у,(х) и у›(х) ‚ опре- 
деляемых соответственно начальными условиями 

я |. -о =I, Я, =0, 
(6) Уз 0 =% Уно =1. 

Выбор начальных условий для у(х) означает, что в ряде 
у (х) = Cy +ах+сх? + ... , для которого у = +2сх+ ... , поло- 

жено с =1 ис, =0. Выбор начальных условий для у›(х) означа- 
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eT, что в ряде у(х)=с+ах+ох?+.., для которого 
Yo =C, + 2CoX+ ... , положено Co =0 ис =1. 

Отметим, что полученные таким образом у(х) и yo(x) ли- 
нейно независимы, так как их определитель Вронского W(y, у›) 
отличен от нуля при х=0. 

y(0) у›(0) 1 0 

(0) (0 01 

Общее решение уравнения (1) можно написать теперь в виде 
у= Су (x) +Cyyo(x), где С; и C, — произвольные постоянные. 

Замечание. Выше был показан алгоритм построения ряда (3). 
При этом не обсуждалось: будет ли ряд сходиться и для каких хон 
будет решением уравнения (1)? 

Ответ на эти вопросы дает следующая теорема, которую мы 
примем без доказательства. 

Пусть ряды (2) имеют радиусы сходимости А и Ry соответ- 

ственно и пусть R= min{R,, R,}. Тогда для хе (-А, R) построен- 
ный указанным выше способом ряд (3) сходится и его сумма 
является решением уравнения (1). (При этом следует подчерк- 
нуть, что старший коэффициент в уравнении (1) равен единице.) 

Пример. Решить уравнение у’+ху’+у=0. 
Решение. Здесь p(x)=x, а(х) =1. Ишем решение заданного 

уравнения в виде 

И (», >] о = =1(#0). 

y= у сих". 
m=0 . 

Тогда у’= У тех" , у’= У, т(т-1с„х”-2. Подставляя выра- 
m=l m=2 

жения для у, у’, У’ в заданное уравнение, получим 

” 

У т(т- Псих"? +хУ тих"! + У сих" =0 > 
т=2 т=| т=0 

> у (k + 2)(k + 1)cy,9x* + у (k+1)e,x* =0 > 
k=0 k= 

(Здесь в сумме у т(т — 1)сих"-? 
m=2 

изменен индекс суммирования. 

Положено т-2=К. Тогда m=k+2, т-1=7+1; 

значению т = 2 соответствует значение k = 0.) 
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=> У [(&+2)& + Degen + (k + Dey ]х* =0 > 
k=0 

<> (коэффициенты степенного ряда равны нулю). 

Получаем, таким образом, следующую систему уравнений для 

определения коэффициентов c,, К =0, 1,2, .... 

(+2) (+1 су. + (К +1 сх =0 > (+2), +c, =0. (*) 

1) Положим в (*): с =1, а =0; находим 

| 
C) Те, = 0, с. =-1е, = ¢, = 0% =-——,... > 

2 ‘ 4 2-4 2-4-6 

=> С› 1 = 0, ©> = 1)" ,m =1, 2, 3, .... 
m* " 2.4.6.... -(2т) 

Следовательно, 

2 4 6 т ..2т х х х (-1)"x 
=|-— - ... 79 1-5 +7.4-2.4.6* "124.6... 

2) if 2Y 1f xy =~ 
51-5 -> uy] -> +... =e 2. 

2) Второе решение, линейно независимое с у(х), найдем, 
положив В (*): Cy =0, с, =1. Будем иметь 

с = 0, с. =0, 6 = 0, ..., Co, = 9, 

| I | 
C3 “73? C5 =3.5 C7 375-7" cong 

(-1)” = = 0,1, 2, .... о т" 

оо (17 x2! _ _ 

Следовательно, y, (x) =>, Oma! .Атогда у = С! у, (x) + С> у» (х), 

где C,, С, — произвольные постоянные, есть общее решение 3a- 

данного уравнения. 
Так как ряды для р(х) и а(х) сходятся при всех конечных 

значениях х, то и ряды для у(х) и у2(х) сходятся при всех 
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конечных х, и суммы этих рядов являются решениями заданного 
уравнения при всех конечных х. 

Замечание. Метод неопределенных коэффициентов, показан- 
ный здесь для линейного уравнения, применим и для нелиней- 
ных уравнений. Отыскивая решение заданного нелинейного урав- 
нения в виде степенного ряда, мы подставляем в это уравнение 
вместо усумму ряда (3) и затем, производя операции, показанные 
уравнением, стремимся получить тождественное равенство сте- 
пенных рядов, откуда будет следовать равенство коэффициентов 
при одинаковых степенях х в этих рядах. 

Это даст нам уравнения для последовательного определения 
коэффициентов ряда (3). Так мы получим формально ряд (3). 
Если затем будет установлено, что он сходится в некотором 
промежутке, то его сумма будет представлять решение заданного 

уравнения в этом промежутке. 

$3. Уравнение Бесселя. 
Его интегрирование с помощью 
обобщенного степенного ряда 

1°. Уравнением Бесселя называется линейное однородное диф- 
ференциальное уравнение вида 

x?y" + xy’ +(x? - p*)y =0(p2 0). (1) 
Поскольку уравнение (1) He изменяется при замене в HEM X Ha (—x), 
то станем рассматривать его лишь для положительных значений х. 
Если записать уравнение (1) в виде 

1 2 

y tay +|1-5 |у=0, 
x х 

то заметим, что коэффициенты этого уравнения не разлагаются в 
ряды по положительным степеням х, и поэтому нельзя утверждать, 
что можно найти решение уравнения (1) в виде степенного ряда. 

Станем искать решение уравнения (1) не в виде степенного ряда, 
а в виде так называемого обобщенного степенного ряда, т. е. в виде 

W(X) = х? У сих" = У вх", (2) 
k=0 k=0 

в котором показатель P и все коэффициенты с, подлежат опреде- 
лению. Заметим, что коэффициент су можно считать отличным от 
нуля, ибо если бы он (и, может быть, несколько следующих за 
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ним) был равен нулю, то, вынеся х в некоторой степени за 
скобки, мы добились бы того, чтобы в получившемся степенном 
ряде свободный член был отличен от нуля и только бы увеличился 
показатель P. Поэтому мы будем определять р, уже считая су #0. 

Имеем из (2) 

УС = Tek ex, ух) = ¥ (р+Юф+Е- Псих? 2. 
k=0 k=0 

Подставляя выражения для y, у’, У” в уравнение (1), получим 

у (p+ k)(p+k—-le,x?™* + у (p + k)c,xPt* + 
k=0 k=0 

+ > xP tht? — ру сих?" = 0 > 
k=0 k=0 

<=> x? |; (p+ k)(p + k—-Ne,x* + 
k=0 

tpt kyyxt + Vgqgxt — ру a! | =0 => 
i= i= Pam 

=> у (p+k)(p+k -Ie,x* + 
k=0 

+ > (p+k)e,x* + Yo, xk? - р? > сх =0. 

k=0 k=0 k=0 

В левой части полученного тождества имеем степенной ряд. 
Следовательно, это тождество возможно лишь тогда, когда все 
коэффициенты и свободный член степенного ряда равны нулю. 

Приравнивая нулю свободный член и коэффициенты при 
х,х?,хз,....Х”, ... , получим равенства: 

x°| [p(p-1)+p— р?]в =0, 
х | [(фФ+Пр+(р+1- р?]с1 = 
* [(p + 2)(p +1) +(p +2) — р] с +в =0, 
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Откуда 

[p? - р?] со =0, 
[(p + 1)? - р?]с, =0, 
[(p + 2)? - р*]с› + со =0, | (3) 

[(p +m)? — p?] Cm + m-2 = 0, 

Так как Cy #0, то из первого уравнения системы (3) получаем 

р-р’ =0 => р=р, рр =-р. 
Рассмотрим случай, когда р>0 (р*+0), и воспользуемся пока 
значением р, = р. Подставляя его во все последующие уравнения 
системы (3), находим 

Co Ст-2 
С =0,с =——_, cen C = — = 9 eee 

2" 2(2p +2) "  пОр+т)’“. 

с 
Изсоо ения с, = -——-2-2—. следует: так как с, =0,T0c, =0, тношения Coy mp +m) ду как с! TO C; 

сс =0 ит. д. Значит, все коэффициенты с нечетными индексами 

Сок! будут равны нулю. 

Полагая последовательно т = 4, 6, ...,2К, ... , найдем 

с =-—2 _ Co 
4" 4(2p+4) 2-4(2p+2)(2p+4)’ 

_ C4 Co 
“6 6(p+6)  2-4-6(2p+2)(2p+4)(2p +6)” 

C2 =(-1)* <0 ’ 
2°4-6-...-2k -(2p+2)(2p + 4) (2p + 6)... (2p + 2k) 

Подставляя найденные значения для P и с; в (2), получим 

2k 
ex (1% a У(х) = cox 2. I) 2.4.6. ... -2k-(2p+2)(2p+4)(2p +6) ...(2p+2k) 

(4) 
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Коэффициент Co при этом остается произвольным. С помощью 
признака Даламбера легко показать, что ряд (4) сходится при всех 

значениях х. Действительно, имеем для любого значения х: 

2k x 

| 2.4.6.... -2k-(2p+2)(2p +4)(2p +6) ...(2p +2k) 
im 2—2 = Е p00 x 

2.4.6. ... (2k —2) (2p +2)(2p +4)(2p +6) ...(2p+2k —2) 

21: | 
= х^ lim =0. 

К° 2К(2р+2К) 

Следовательно, сумма ряда (4) определяет вещественное решение 
уравнения Бесселя при всех xX, при которых x? — вещественное. 

2°. Функции Бесселя первого рода. Если в соотношении 

х2* 

.... 26-(2р+2)(2р+4)(2р+6)...(2р+2К) 

_ ЗУ: W(x) = 4x? >. уче 

| 
ПОЛОЖИТЬ Cy = ‚ то получим решение уравнения Бесселя, 

2РГ(р+1) 

которое называется функцией Бесселя первого рода порядка ри обо- 

значается символом /,(х). Таким образом, 

x? 

т = re 

xd (1 х ‚ (5) 
kD 2-4-6-...-2k-(2p+2)(2p+ 4)(2p + 6) ...(2p + 2k) 

Придадим выражению, стоящему в правой части (5), иную 

форму. Для этого внесем т под знак суммы. Тогда 

знаменатель общего члена получаемого ряда может быть преобра- 
зован следующим образом: 

2°T(p+1)-2-4-... -2k-(2p+2)(2p+4)...(2p+2k) = 

= 2°T(p+l)-2* -k!2*(p+1)(p+2)...(ptk)= 

= 22424 . KIT(p+1)(p+1)(p+2)...(ptk). 

180



По основному свойству гамма-функции: Г(р+1).(р+1) =Г(р+2), 
Г(р+2): (р+2) = Г(р+3), , Г(+Ю). (р+Е) =T(p+k +1). Следо- 
вательно, выражение (5) примет вид 

р о (-1* x +2k 6 

= Soe aS] (6) 

Получив два корня р! = ри р. =-р уравнения р? -р? =0, мы 
воспользовались пока одним корнем р! =р и построили решение 
/›(х) уравнения Бесселя в форме (6). 

Воспользовавшись вторым корнем р. =-р , мы можем анало- 
гичным образом построить второе решение уравнения Бесселя. 
Очевидно, оно может быть получено из решения (6) заменой р на 
(—p), так как само уравнение Бесселя содержит только р? и не 
меняется от замены р на (—p). Это второе решение уравнения 
Бесселя можно, следовательно, записать в виде 

oo k 2k—-p 
I(x) = 5 СЭ В (7) 

0 К!ГСр+К+1) 2 

J_,(x) также называется функцией Бесселя первого рода порядка —р. 
3°. О составлении общего решения уравнения Бесселя. Так как 

уравнение Бесселя является линейным однородным дифферен- 
циальным уравнением второго порядка, то для составления его 
общего решения достаточно иметь два линейно независимых 
частных решения у(х) и у>(х), и тогда общее решение можно 

написать в виде у= Су (х) + С›у(х) , где C, и (©, — произволь- 
ные постоянные. 

Отметим, что если число р не целое, то решения /,(х)и 
/_›(х) уравнения Бесселя будут линейно независимыми (так как 
их отношение не будет постоянной величиной). Поэтому при р не 

целом общее решение уравнения Бесселя будет таким: 

y=CJ,(x)+C,J_,(x). (8) 

Если же р — число целое (р=п), то функции J,(x) и J_,(x) — 
линейно зависимые, так как имеет место соотношение 

J_,(x) = (-1)" J, ©). (9) 
aN Е М 

Действительно, имеем J_,(x)=> 2 Так как 
k=0 kil(-n+k + 1) | 

ГСп+А +1) обращается в бесконечность при k =0,1,..., п-1, то 
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x 2k-n 

(= 
© = 2. Турс . Полагая в этой сумме А =п+т, 

получим 

2т+п п+2т oft из 
J_,(x) = > = (-1)" у = (-1 Л. ©). 

map (n+ m+ ПГ(т + 1) mo m'T(n +m +1) 

Вследствие установленной линейной зависимости J,(x) 

и J_,(x) решение уравнения Бесселя у=С М, (х)+С/_„(х) уже 
не будет общим. Для составления общего решения нужно наря- 
ду с J,(x) иметь другое решение уравнения Бесселя, линейно 
независимое с J, (x). 

Рассмотрим при нецелом р функцию: 

Y,(x) = J (x) cos pr — J_,(x) 

sin рп 

Функция (10) является линейной комбинацией решений ypaBHe- 
ния Бесселя и вследствие линейности и однородности этого 
уравнения будет сама являться его решением. Это решение (10) 
называется функцией Бесселя второго рода порядка р. 

При p=" (целом) Y,(x) принимает неопределенный вид, 
так как числитель и знаменатель дроби (10) обращаются в нуль. 
(Числитель 

Л. (х) cos nx — J_,(x) = J,(x)(-1)" - CI)" J, (x) =0, 
знаменатель sin nn = 0.) Раскрывая неопределенность по правилу 
Лопиталя, получим 

(10) 

cy | ayn 
др pen 

Можно показать (на чем мы не останавливаемся), что функция 
(11) будет решением уравнения Бесселя при p= линейно неза- 
висимым с J, (x). Следовательно, общее решение уравнения 
Бесселя при р=л (целом) будет таким: 

W(x) = CJ, (x) + СУ, (x). (12) 
Заметим, что формула у(х) =C\J,(x)+C,¥,(x) дает общее реше- 
ние уравнения Бесселя как при целых, так и при нецелых р. 

У, (x) = lim Y,(x) = лы - 
pon t| д 

182



4°. Основные соотношения между функциями Бесселя. Было 
получено 

_ со (-1)* x +2k 

1,0)= Sopot 3] 

J (x) 
ХР 

отношения. Будем иметь 

а (120) )_ а у (1х -> (-1)' 2k __ хи 

dx| x? | dx| Qokir(p+k+l) 224% | ДА(р+К+1) ОР" 

Составим отношение и найдем производную по х от этого 

В последней сумме введем новый индекс суммирования т по 
формуле К =т+1. Тогда получим 

а (Ze) $ (-1)*!2(m +1) xrmel 
dx| x? | (m+b!r(p+lem+l) 2272? > ax 

m(X +1+2т 

= ©? В 1 

XP St тр +1+т+1) — Sp ope (x). 

Таким образом, 

а ( J,(x) | 

Будем называть формулу (13) первым основным соотношением 
между функциями Бесселя. Из соотношения (13) находим 

, ] I 1 
Порри to) = zp pl) > 

= Л) = Spe) + Л. (14) 

В частности, Ло (x) =—J;(x). 
Выведем теперь второе основное соотношение. Для этого 

составляем произведение x?J,(x) и находим производную по x 

от этого произведения. Будем иметь 

-£y5 __ _ ——| x? . = 
dx (x и) АХ j= К!Г(Ф +K+ 1) 22А+Рр 
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со (-1)* 2k + рух? +221 

= У, 1 | 2К+р у 
К! ГФ +К+1) 2 

Так как Г(р+А +1) = (р+К)Г(р+К), то 

Я о (-1)* x 2k+p-l 

aes @))= хо К!Г(р-1+ +1) В ых. 
Таким образом, 

а = (x?J,(x)) = x?J,4(x). (15) 

Формулу (15) будем называть вторым основным соотношением меж- 
ду функциями Бесселя. Из соотношения (15) находим 

хр. (х) + pxP'S,(x) = x? J, (Хх) > 

= Ty) = Spx) -£ J (x). (16) 
Сопоставляя формулы (14) и (16), получаем соотношение между 
тремя последовательными функциями Бесселя. 

Тр - Ip) = р - Л) > 

5 22, = 1.469 +I pus). (17) 
Формулу (17) будем называть третьим основным соотношением 
между функциями Бесселя. Из формул (14) и (16) путем сложения 
соответствующих частей этих формул получаем 

Л = 5,69 -Льы 69). (18) 
Замечание. Для функций Бесселя второго рода могут быть 

получены такие же соотношения, как и полученные здесь основ- 
ные соотношения для функций Бесселя первого рода. 

5°. Случаи вырождения. Функции Бесселя не относятся к классу 
элементарных функций. Однако есть случаи, когда они выражают- 
ся через элементарные функции (или, как говорят, вырождаются). 

Рассмотрим функцию J\(x). Пользуясь выражением (5), 
получаем 

Лр2(х) = 
1/2 2k x и А x _ 

ты р 2.4.... -2k-(1+2)(1+4)...(1+2k) 7 

2 
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1 р хе = |2. , 

"21 г ) > вс » ka! Ух sin x, 
2 2 =sin x 

| 
ибо г} Аналогично можно убедиться, что 

-у2(х) = |2 -cosx. А тогда из формул (13) и (15) следует, что 

1 
функции Бесселя с индексом, равным целому числу плюс = >, будут 

выражаться через элементарные функции. 
Действительно, принимая во внимание формулу (13), находим 

- __ yz а (ЛР) 24| |2 sinx )_ 
Zn O)= 4, 109 = x [т =—х mI |= 

v2 (208% sin x ) [2 (= ) 
=-х A —— [=| ——-с05Х |. 

к x x° J) Yur\ x 

= = x32 4 Л (>) \_ _ 32 А 1 [2(sinx cosx \| _ 
п) =F, 30) =-х = me a х 4х {= 33 ~2 = 

_ 32 |2 |cosx 3sinx  sinx _ 2с05х | _ 

=| yr x xe x |- 

= | —. Tz" sin X —-—COSX 
TX x x 

ит. д. Точно так же, принимая во внимание формулу (15), находим 

-1/2(X) а| [2 
д = 7 10 nel i |- vn а 2 ome 

уз |2 (- sin x =) ( a) 
=x |=. -(2 sin x + 

п х 

/-92(%) = 7,39 = х3/2 т | =x _ nf. ты ao |= 
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х x4 

ло = |2. (5-1 os x4 384 

UT. Д. 
6°. Обобщенное уравнение Бесселя. Обобщенным уравнением 

Бесселя называется уравнение 

x? y" + xy’ + (2х? - p*)y =0, (*) 
где К — некоторая постоянная, отличная OT нуля. Покажем, что 

заменой независимой переменной х на новую переменную f по 
формуле {Е = kx это уравнение приводится к обычному уравнению 
Бесселя. Действительно, при такой замене имеем 

в [0х _291х_ sin x - 22053 _ 

y Vu (и, = (05.7 7 = -k=k’ys. 

Подставляя выражения для у,, У,» в уравнение (*), получаем 

ke x? y', + ху, + (k?x? - p*)y =0 = yh +97 + (ПР - p*)y =0. 

Видим, что получено обычное уравнение Бесселя. 

При р не целом общим решением полученного уравнения 
будет 

y=CJ,(t)+C,J_p(t), 
и, следовательно, общим решением обобщенного уравнения будет 

у= С.Л (kx) + СЛ, (kx). 

В случае, когда р = п есть целое положительное число или нуль, 

будем иметь соответственно 

y=CJ,(t) + СУ, (0), у = СУ „(кх) + CoY, (kx). 

Заметим, что формула y =C,J,(kx)+C,Y,(kx) дает общее реше- 
ние обобщенного уравнения Бесселя как при целых, так и при не 

целых р. 
7°. Асимптотические формулы для функций Бесселя. В некото- 

рых случаях бывают нужны формулы, приближенно представля- 
ющие интересующие нас функции при больших значениях аргу- 
мента, с помошью других, более простых функций. Эти формулы 

обычно называются асимптотическими. 
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Приведем (без доказательства) асимптотические формулы для 

функций Бесселя. Эти формулы при положительных значениях 
аргумента х таковы: 

J, (x) = |= cos (= FG} 0(х 3?) (x >0), 

Y,(x) = я («-2E-#). 000%) (x > 0). 

Написанные формулы означают, что при больших положительных 

значениях аргумента х разность между функцией J ,(x) и функцией 

[2 cos (= - = - 4 и разность между функцией Y,(x) и функци- 

„ |2 pr п “32, 
ей ,j—sin|x- 77] есть величины того же порядка, что X 

TX 
Следовательно, при больших положительных значениях х функция 

| 2 pr п 
/р(х) ведет себя как функция =x 50$ [x-4-4), а функция 

7, (х) — как функция 2 sin | x-2*-2 . Изэтих же асимптоти- 
P | 1X 2 4 

ческих формул можно сделать вывод о характере графиков функций 

J (x), Y,(x): при больших x > 0 график J,(x) близок к графику 

соответствующей косинусоиды с амплитудой, уменьшающейся по 

| 2 
закону = ‚ график Y,(x) близок к графику соответствующей си- 

[7 «р 2 

нусоиды с амплитудой, уменьшающейся по закону |2 (рис. 4.1). 

Из асимптотических формул видно также, что каждая из 
функций J,(x), Y,(x) имеет бесконечно много вещественных 
корней, таких, что расстояние между соседними корнями стре- 
мится к п, когда значения корней растут. 

Заменание 1. Ввиду важной роли, которую играют функции 
Бесселя в приложениях, для них составлены таблицы. 

Замечание 2. Изложенное в настоящем параграфе следует 
рассматривать лишь как введение в изучение теории функций 
Бесселя. Подробное изучение многих других замечательных 
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Рис. 4.1 

свойств функций Бесселя читатель найдет в “Курсе высшей мате- 
матики” В.И. Смирнова (т. II, 1948, с. 141-146, и т. Ш, ч.2, 
1949, с. 519—564), а также в многочисленной специальной лите- 
ратуре о функциях Бесселя. 

8°. Примеры и задачи к 53. 

Задача 1. Решить уравнение у’+ = + | _ я у=0. 
х 

Решение. Перепишем заданное уравнение в виде 

¥y sa+(2 -sp =0. 

Видим, что заданное уравнение является уравнением Бесселя 

(р= 3). Следовательно, общее решение уравнения будет таким: 

у = С уз (>) + СЛ 173 (x). 

Задача 2. Решить уравнение х?у”+ху’+ a _ $ y=0. 

Решение. Перепишем заданное уравнение в виде 

Видим, что заданное уравнение является обобщенным уравнением 

| 
Бесселя (kK =2, p= 5 ). Следовательно, общее решение уравнения 

будет таким: 

у = С.Л уз(2х) + Cd _yp(2x). 

188



Задача 3. Решить уравнение х?у” + ху’ + 4(х* -2)у=0. 

Решение. Положим х? =1. Тогда 

Ve = Vibe = Vp 2X, Va =(Y 2x) = 

= (91); 2X + Yy 2 = 2X(Y) + 2Y, > 

= у’: = yn 4x? +2y =у%.41+2у,. 

Подставляя выражения для Y,, У,з в заданное уравнение, получаем 

tyr -41+2у,) +24; +4(0 -2)y =0 = Руз+,+( Г -2)y =0. 

Видим, что полученное уравнение является уравнением Бесселя 

(p= V2 ). Следовательно, общее решение полученного уравнения 

будет таким: 

у=С/ 5()+CJ_p(). 

Возвращаясь к прежней независимой переменной x, получим об- 

щее решение заданного уравнения. Оно будет таким: 

У= СЫ (x?) +CJ_p(x’). 

Задача 4. Пусть дано уравнение Бесселя: 

2 
repel a =0. 

x x 

oo -1) x +2k 

Известно, что функция J ( есть ре- 
Функц p(x) = Е ] P 

шение данного уравнения. Доказать, что функция 

также является решением этого уравнения. 7,0) = J,(0)f— 
P 

}» Имеем 

7, (х) = J’ р(х)|—— xJ2(x) => 

Р Te aaa 
1 | => ¥o(x) = J%(x)/—— To" ACN ACS 

, 1 
| p(x)¥, (x) + | > 
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=> 1,(х)У,(х) = J5(x)¥,(x) + => (*) 

, Yj(x) | 

= Тр) = J p(x BAC ) ху p(X) 

Дифференцируя обе части равенства (*), находим 

ЛОТ + TOYS (2) = Sg (2) +S, 0) --5 = 

, 11 
= J,(x) = 10) FT Gyt 2 же 

Унас J,(x) — решение данного уравнения Бесселя. Поэтому дол- 

жно быть 

о Е (x) =0 
р x р x? р ыы 

Подставляя здесь вместо J,(x) , /›(х) найденные для них выраже- 

ния, получим 

711. 7р(х) _ 
es are 7, (x) + Y,(x) x ah ‘Ус 7х 

1-05 
х?У,(х) x2}? 

2 

Л xe М saa) =0= 

=> подр | (x) =0 
р x р x? р =“ 

А это означает, что функция Y,(x) =, (J является реше- 

нием данного уравнения Бесселя. Отметим, что решения Y,(x) и 

/›(х) линейно независимые, ибо их отношение не является посто- 

янной величиной. 4 
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Задача 5. Решить уравнение ху’+у+ху=0. 

Решение. Видим, что заданное уравнение является частным 
случаем уравнения Бесселя, когда р=0. Одним из решений 
этого уравнения является функция Бесселя первого рода порядка 
р=0, т.е. функция Л (х). Вторым решением заданного уравне- 
ния, линейно независимым с Л(х), ner 

Yo(x) = Jo(x)] 
to 

Имеем 

E 2 (xy (x¥ 

_ 7] (= ia < cit(xy* Jo(x) = 1 a? + 207—857 + ... = 2 a . 

Следовательно, 

1+... ++... | dx winx+ 2+ ...; 
xJe(x) x 2 x 2 хе (x) 2? 

2 eo 
Yo (x) = Jo(x) In x + Jo(x) Ga ... => ¥o(x) =Л(х)Шх+ У сих", 

k=0 

где с =0, с =0. Подставив Yo(x) в уравнение, получим 

x] 169 Inx+ 2769 —Л(х)- 5 +Jo(x)Inx+ Jo(x)~ +xJo(x)Inx+ 
x 

+ у k(k - le, х + у ke, xk! + у сх =0 => 
k=2 kal k=0 

= Inx- [ХЛ (x) + J9(x) +хЛ (x)] +2Л (x) + у (К+2)(+ Пе хН + 
20 k=0 

+У (++ У сх 30 = 
k=0 k=0 

> 5 (+2) (+1 сих + > (k+l cya x* + > ож = 25 (x) => 
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oo k 2k 

= У, [(k + keg 41 + (k + Пс + Cy)" = 27 a) С я В => 

(с=0, с =1) 

(-1)**! x 2-1 

= lk +1) Ck+I + 1х" =2. st . 

k=l 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях буквы х в 
левой и правой частях тождества, получим для определения коэф- 
фициентов с, следующие уравнения: 

с! = 0; (2m +1)? Cons} + ст =0,т=1,2, ...; 

_ п. 2 _ (-1)” _ 
Co = 0; 4(m +1) Om+2 + Om = (m +1)! т! a m= 0, 1, 2, .... 

Из этих уравнений находим, что коэффициенты с, с нечетными 
номерами равны нулю, а с, с четными номерами равны соответ- 
ственно: 

еее ео, 1.1 
ORO DE GTA OT gD 92 gz gel 273) 

Cy, = (-1)**! 1 1 | 
2.42. Ок (| +— 5 +3 + ... +z} wees 

Таким образом, будем иметь 

> bal 1+5 + + os 
Я. (х) = Jo(x) Inx+ У (-1)** > Хх. о(х) = Ло(х) 2 ) 22.42.... . (2)? 



Глава 5 

НОРМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$1. Основные понятия и определения 

1°. Нормальными системами обыкновенных дифференциальных 
уравнений называются системы вида 

d 
a = Л (х, у, У>, eee Yn)» 

ау» _ 
. “dx. — SX У» У», eee nds 

«еее (Г) 

а 
= = Fia(%s Wis У, eee Yn) 

3necbn — фиксированное число (NEN, п>1) (n— порядок 
системы), 

х — вещественная независимая переменная, 
у (х), V(X), ..., У„(х) — искомые вещественные функции, 

ЛС, у, У», ... У) Л(х, У, У, 0 У) „> Sn (Xs Я» У, ... Yn) — 

известные функции, определенные и непрерывные в некоторой 
области (р) < В"*". 

Если ввести в рассмотрение вектор-функции 

у, (x) \ GAC EST ....У)\ 

YD [| eee yy =| 2657, In) 
Y(x) = 

In (X) | (ЛУ, У», eee Yn), 

193



то система (Г) запишется в виде 

dY 
к = FY). (1) 

В (1): xe R, УеВ", Р(х,У)е C(D), где (D) cR™. 
2°. Определение. Решением системы (1) в (a,b) называют вся- 

(фи (х) \ 

_ _ | $2(х) кую вектор-функцию У(х) =Ф(х) = ‚ ХЕ (a,b), обладаю- 

щую свойствами: 

CAC 
, A (х 

1) для любого хЕ (a, b) существует 9 (x) _ ф2( ) 

\ Фи (2) 1 

2) для любого хе (a,b) точка (х,ф(х))е (2); 

3) для любого хе (a,b) Ф(х) = Р(х,Ф(х)).. 

Заметим, что вектор-функция F (х,ф(х))е С ((а,5)) как супер- 

позиция непрерывных функций. А тогда из свойства 3) следует, 

что Ф(х)ЕС ((а,5)), то есть любое решение системы (1) в (a,b) 

непрерывно дифференцируемо. 
3°. Задача Коши для системы (1) состоит в следующем: среди 

всех решений системы (1) найти такое решение У =Ф(х) , которое 

удовлетворяет условию 

¥(x)| (2) xX=% 

В (2) ж, Yo — любые, HO такие, что точка (х,И)е (р). 

4°. Пусть дана система  =F(xY) (1) и дано начальное 

условие У(х)|,-„, = (2). Пусть У =$(х), хе Is =(%-5,% +5), 

иУ= $(х), ХЕ Г = (Xp ~5, Xp + 5) ‚ — любые два решения задачи 
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(1) — (2). Тогда: если существует интервал Г; = (Xp —-5,х +5) Ta- 

кой, что ф(х)=Ф(х), хе [ь, то говорят, что задача (1) — (2) 

имеет единственное решение. Точку (ж,Ж)е (2) называют в 

этом случае точкой единственности системы (1). 

Пусть область (D,) c(D) и пусть каждая точка (х,У)е (2!) 

является точкой единственности системы (1). Тогда (D,) называ- 

ют областью единственности системы (1). 

$2. Некоторые сведения из теории вектор-функций 

Напомним некоторые факты из теории вектор-функций, ис- 
пользуемые при рассмотрении систем обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений. 

Г. Пусть В” — п-мерное векторное пространство. Пусть вектор 

‘x, \ 

x «2 

X =|"? | — любой из В". 3a норму вектора Х принимают по 

Xn | 
определению 

[У = max {xi} 
2°. Расстояние p(X, Х) между любыми двумя точками Х и Х 

из В" определяют соотношением 

p(X, X) = |X - &1. 

‚ 3. Пусть Х® — любая фиксированная точка из В”. 
$ — окрестность точки Х®) определяется соотношением 

(ХФ) ={X, [х-х®] <8}. 

Так как |x ~ x <6 <> |x; - x <5,i=1,n, то заключаем, что 

U(X) — п-мерный куб с центром в точке Х@®) и ребром 25. 

_ 4°. Пусть {X a A „ — последовательность векторов из В”. Пусть 
Е 

Х‘®) — фиксированная точка в В”. Говорят, что последовательность 
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[х® сходится к Х® при К°, и пишуг lim Х® =Х®, 
КЕМ Кю 

если любому = > 0 отвечает номер Ктакой, что как только k > К, 

так сейчас — же |x (kh) _ Xx OF <é, Отметим, что 

[x “) _ xX of <Eo& |x” - хо <=, =, п. Из этого следует, что схо- 

димость в пространстве В” осуществляется покомпонентно, то есть 

lim X® =X) & [lim x =x© f=1,n). 
К—со k—yoo ! ! 

fy, (x) ) 
y2 (x) 

5°. Введем в рассмотрение вектор Y(x) = . Здесь 

| У" (х) j 

Yi (X), у›(х), ...,У,(х) — функции от х, определенные в некото- 

ром промежутке (a,b). У(х) называется вектор-функцией скаляр- 

ного аргумента х, определенной в (a,b). 

Говорят, что вектор-функция У(х) непрерывна в точке 

Xp € (a,b) , если в этой точке непрерывны одновременно функции 

Я (х), у2(х), ву Yn(x) . 

Производная вектор-функции Y(x) вточке ху Е (a,b) опреде- 

[У (хо) \ 
У (хо) 

ляется соотношением Уж) = . ’(х) существует, если 

| Уи (Xo) | 

существуют одновременно у(хо), у5 (хо), ..., ¥n(Xo) > 

b 
Пусть вектор-функция У(х) определена в [a,b]. [У(х)ах 

a 

определяется соотношением 
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Уха = | y2(x) dx | 

р b 
[У (x)dx существует, если существуют одновременно | я(х)ах, 
a a 

b b 

Jrr(ddx, , [yn(x)dx. 

Отметим, что . В самом деле, имеем 

b 
J vi.) 

b b 

| У(х) a = max fyi a = < oles sf ПУ И 

6°. Рассмотрим вектор-функцию F(x,Y) вида 

GAC я, +9 Mn) ) 

F(x, Y)= (я, «0+ Vn) 

CAC eee Yn) | 

у ) 

Здесь NEN, п>1, хЕВ, Y= 72 ЕВ". Будем считать, что 

In } 

АС, У, 0 Vn t= 1, 1, определены в некоторой области (2) < В”". 

ЭЕ(х,У 
Частные производные вектор-функции F(x,Y): C И 

ЭЕ(х,У) __ 
ду, (i=1,n) определяются соотношениями: 
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(af, \ Ел ) 

ox У; 

9 д ЭР(х,У) _ oe ‚ ЭРбьу) _ Е Г) 
дх , ду; ! _ 

fn fn 

aF(x%,Y) | aF(x,¥) 
Символами ЭС У) 7 обозначают соответственно: 

(A RH AR a 
Ox ду ду» = ду, 

oF (x, У) 9 % th ... gh 
x, У) =| dx ду ду ду, | — матрица Якоби, 

| 9х ди ду ду» | 

OF (x,Y) _ 9% th ... gh 

% м 
| OY Oy2 ду, | 

7°. Теорема 0 полном приращении вектор-функции. 
Пусть 

1) вектор-функция Р(х,У)е C(D) ((D) c R""'), 

2) область (D) выпукла по У, т.е. для любых двух точек (x, Y) 

и (x, Y) из (D) оказывается, что отрезок, их соединяющий, 

лежит в (0); 
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OF (x, 

oY 

Тогда для любых двух точек (х,У) и (x, 7 ) из (D) справедливо 

соотношение 

3) Y) = C(D). 

~ 1 С ~~ > 

Е(х,Р)- F(x,P) =f (x,¥ +¥ -¥)) 
у -(Y-Y)dt. (1) 

> Пусть (x,¥) и (x,¥) — любые две точки из (D). Соединим 
их прямолинейным отрезком. Его параметрические уравнения 
будут такими: 

X=X, 
~ = 2 te [0, 1]. 

Y=Y+t-(Y-Y), 

В точках этого прямолинейного отрезка будем иметь 

F(x,Y) = Е[х7 +1. -7))=У(,1е (0, 11. 

w(t) — векторная функция скалярного аргумента fF. 

fwi(t) ) 

w(t) — 
W(t) = Wit) = Л(%Я+КЯ-Я), Fn +, - Ind) @=Ъп). 

Wnt) | 

Отметим, что 

1) У/еЕС((0, |]) как суперпозиция непрерывных функций. 

2) w(t) имеет на [0,1] непрерывную производную 

п of _ ~ | . \ 

=— (х,7+КТ-7))- (7, -У,) 
(wil) day, ( )O)-5) 

WUD =| ... |= ete wees 

n(t г. Sn, > 5 Se 
a > у. (х,7+К7-7)).(9,;-7/) 

JY; ) 
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Из выражения для y(t) видим, что y(t)e C((0, 1]). А тогда для 
функции y(t) справедлива формула Ньютона — Лейбница: 

| 

vl) -y(0) = [\@4, 
0 

то есть 

- 1 
wi (1) — y,(0) = F(x, У) — Лех, Y) = [у = 

0 

| 
= (53% Of; - (x, Y+¥- Y)). (jj; - wpa i=[n. (2) 

0 

Замечаем, что (2) есть покомпонентная запись формулы (1). Сле- 
довательно, формула (1) установлена. 4 

8°. Определение. Говорят, что вектор-функция Р(х,У) удов- 

летворяет в области (D) CR"! условию Липшица по У, если 

существует число Г > 0 ‚, такое, что для любых двух точек (x,Y) и 

(х, У ) из (D) справедливо соотношение 

[265.2 - 265.7] < Р-Я]. 

Обозначение: Р(х,У)е Lipy(D). 

Определение. Говорят, что вектор-функция Р(х,У) удовлет- 

воряет в области (2) с В”" условию Липшица по У локально, 
если для любой точки (ж,И)е (0) существует окрестность 

О(х, 7) с (0), такая, что 

Р(х,У) в Мрь (U(%,%)). 
Пишут: F(x, Y)e Lipy(D) , локально. 

На вопрос, при каких условиях функция F(x,Y) наверняка 

удовлетворяет в области (0) условию Липшица по Улокально, 
ответ дает следующая теорема. 

Теорема. Пусть F(x,Y) определена и непрерывна в области 

OF (x, Y) 

oY 
(р)=в”*'. Пусть = С(О). Тогда Е(х,У)е Lipy(D) ло- 

кально. 
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}» Возьмем в области (2) любую точку (Xp, ¥%). Рассмотрим 

окрестность этой точки: О5(жх,Ж). Будем считать § столь ма- 

лым, чтобы было 05(х,Ж)<(Р) (это возможно, ибо (2) — 

область). Покажем, что F(x, У) е Lipy (Us(x,¥p)). 

По условию eee C(D) > mee C(U53(x%,%)) = 

ue Mec (U5(x%,¥%)), i,j =I, = существует число К > 0, та- 
j 

St <Кв Us(x9,Yo) для любых i, fj=ln => 
J 

кое, что 
| ск К 

Очевидно, что 05(х,У) — выпуклая область (в частности, 

она выпуклая по 7). 

Видим, что для F(x,Y) в О;(х,Ж) выполнены все условия 

теоремы о полном приращении вектор-функции. Поэтому для 

любых двух точек (х,7) и (x,¥) из И, (х,#) будем иметь 

О5(х,Ж) при любых i, / =1,п. 

= р (7-Х = = 
F(x,P)- FP) = [EOP 7)) Pyar > 

0 

War (x,¥ +1-(¥ -¥)) 
I oY (¥ -¥)ldt = > [Fex, Y)- F(x, 7] < 

=> F(x,Y)e Lipy (Us(x0,¥)). 

201



Итак, показано, что для любой точки (х,И)е (2) существует 

окрестность (5 (х,Ж) < (2) ‚такая, что F(x, У) е Lipy (U5(x%,¥%)) > 

F(x,Y) удовлетворяет условию Липшица по Улокально. 4 

$3. Существование и единственность решения 
задачи Коши нормальной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

Г. Пусть даны система 

=), F(6Y)« C(D), (1) 
и начальное условие 

У, = №, (ж, №) € (D). (2) 
Будем искать решение задачи (1) — (2) методом последовательных 
приближений Пикара. 

Положим Wo(x)=%, хЕВ (Wo(x) — “нулевое” приближе- 

ние). Существует интервал (c,,f;) , содержащий точку Xp, такой, 

что для любого хе (o,,B,) будет: точка (xX, Yo(x)) € (В). Положим 

Wi (x) = YX + | Е(х,фо(х)) ax, х е (о ,Ви). 

Xo 

Так как (X,Wo(x))e(D) для любого хе (%,B,), To F(x, Wo(x))e 

e C((o,,B,)) и, следовательно, | Е (x, Wo(x)) dx существует (у (х) — 

99 Xo 
“первое” приближение). 

Имеем 

Wj (x) = Е (x, Wo(x)) => Wi(xXo) = F (Xo. Wo(Xo)) = F(x,%); 

Wi(%) =%, 

то есть кривая У = y,(x) проходит через точку (Xp, УЖ) и такая, что 

У (хо) = У (хо) = Е(ж, Я). 

Существует интервал (2,85), содержащий точку ж, такой, 

что точка (х,\,(х))е (2) для любого хе (a,,B,). Положим 
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2 (х) = Я + | F(x, wi(x)) dx, хе (a2,B2). 
Хх 

Так как (хм ())е (2) для любого хе (9›,В›), то 

F (x,y, (х))Е C((a2,B2)) и, следовательно, | Е (x, yi (х)) dx суще- 

ствует (у>(х) — “второе” приближение). 

Имеем 

W(x) = Е (x,¥; (x)) = 42 (хо) = Е (хоч (хо)) = F(x, %); 

W2(%) = Yo, 

то есть кривая У = y,(x) проходит черезточку (Xo, Yo) HW такая, что 

Y"(Xo) = W2(Xo) = F(%,%).- 
Продолжая этот процесс аналогичным образом дальше, получим 

Wi(x) = + | Е (ху (х)) dx, хе (0,,B,), 
X 

где kKeN, k>2; (o,,B,) — некоторый интервал, содержащий 

точку ху итакой, чтоточка (x, Wx-1(x)) © (2) длялюбого хе (a, ,В„) 

(м, (x) — К-е приближение). И здесь кривая У =\,(х) проходит 

через точку (х,Ж) и такая, что Ухо) = Wi (хо) = F(%,%).- 

Лемма (о приближениях Пикара). Пусть числа а>0, b>0 — 
такие, что параллелепипед 

(Рь) = {(x,¥), |x - x0] за; IY - Yo] sb} < (р). 

Пусть М = т ах [Е (x,Y 1, h=min {qr}. Тогда все приближения 
ab 

Пикара y,(x), К =0,1, 2, ... определены и непрерывны на отрезке 

Г=[х -й, х +h] и удовлетворяют неравенству |, (х)- |<, 

xe Г. (Это означает, что графики вектор-функций У =\ч, (х), 

xe Il, k=0,1,2,... лежат целиком в (Р,).) 

» Рассмотрим Y =Wo(x) (Wo(x)=%, хЕВ). Это прибли- 

жение определено и непрерывно на всей вещественной оси; 
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следовательно, оно определено и непрерывно на отрезке /. Для 

ХЕ [Г имеем 

ox) — Yol] =[%o - Yoh s 5. 

Допустим, что Y = y,_,(x) определено и непрерывно Ha /и удов- 

летворяет неравенству 

NWn-1(x) - Yo] s 5, xe Г. 

Имеем тогда 

Wi (х) = + f Е(х мии (х)) a. 
Xo 

Точки (x, ,_1(x))€ (Рь) ‚ длялюбого xe Г => F(x, ук 1(х))е С(Г) 

как суперпозиция непрерывных функций => \,(х)е С(Г). 

Имеем далее, для xe I 

x 

Ive(2)-Yol= [ Feewatea 
Xp 

x x 

> ДЕ < М. [ ax =M.|x-x|<M-hsb, 
Xo 

Xo 

b 
ибо h<7. 

Видим, что переход от К -1 к К сделан. Для wo(x) утверждение 

леммы проверено непосредственно. В силу перехода от k-1 k k, 

утверждение леммы будет справедливо для W, (x), где К =1,2, ... . 4 

2°. Теорема Пикара. Пусть имеется система с = F(x,Y). 

Пусть Р(х,У)е C(D), (D)c R"!. Пусть F(x,Y)e Lipy(D) — ло- 

кально. Тогда для любой точки (х,И)е (О) задача (1) — (2) 

имеет решение Y = Q(x), хе [Xp -й,х +A], A= тт qr ‚ при- 

чем это решение задачи (1) — (2) единственное. 
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№ Возьмем произвольную точку (%,И)е (2). По условию, 

F(x,Y)e Lipy(D) — локально = существует И. (хо, И), такая, что 

0: (х,\И) = (р), и Е(х,У)е Lipy (Us(x%,¥%)). Пусть L>0 — no- 

стоянная Липшица для F(x,Y) в О; (х,Ж). Возьмем числа а, b 

(a>0, b> 0), такие, что (P,,) < Из (х, №). Пусть М = max | F(x, У), 

. b ¥ 
h = шт {qr . По лемме, доказанной выше, все приближения 

Пикара 

Wo(x) = Yo, We (x) = + | Е (x, Wy (х)) dx(k =1, 2, ...) 
Xo 

определены и непрерывны Ha отрезке Г = [х — A, хо + A] и удовлет- 

воряют условию 

hy, (x) - |<. 

1) Покажем, что {У (x) ск сходится равномерно относитель- 

но х на /. Для этого рассмотрим функциональный ряд 

Wo (x) + [wi (x) - Wo(x)] + ... + [We М 9]+ .... — (3) 

Замечаем, что 55 (х) = Wo(x), 51(х) = V(X), ..., 5, (X=, (х), . 

Значит, равномерная сходимость последовательности {Wx (х)} к, 

хе Г[, равносильна равномерной сходимости ряда (3) на J. Устано- 

BUM равномерную сходимость ряда (3) на /. Для этого произведем 

оценку членов ряда (3). Имеем 

№0 = ®Ёхе /. 

Г F(x, Yo) ах] < 

хо 

Wi (x) — Wo (x) = м (x) - Yo] = 

< <Ми-ж] < M-h= (Lh), xe Г. J F(x, Yo) dx 
№ 
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Имеем, далее: 

f (F (wi) Ем) de < 
Xo 

2(x) - w(x) = 

IA
 <| [EF (x, wi(x)) — F (хД < Г..| | wi) - wo(|lax 

№] (ee(By) (s}<(By) Хх Муж 

ги < МЕ 2 _М (Е. 
. Г. 

2 ети 
<L-M. 

x 

J |x - ж dx 
Xo 

Допустим, что 

[+ - Че. os Ex -ж < 

Но тогда 

Мы - мк = [ (Fe We) - Ех (х))) зы < 
Xo 

<Ё. <| ДЕ (хх (>) - Е (хм) ах мкс мк < 

Е /. 
k MS ket М (L-h)*! _ dx|< —. .|х — <—. | 

Пх- м L capi Pl арг” 

Видим, что переход от К к k+1 сделан. Значит, оценка (4) 
справедлива на / для любого ke М. Введем в рассмотрение ряд 

M (Lh). М (Lhy ‚М (У, 
й® |+ — .-— + —. ... .... 5 Molt rt ct te ©) 

Ряд (5) — числовой, положительный, сходящийся. OH является 

мажорантным для ряда (3) на / => функциональный ряд (3) сходит- 

ся равномерно на /. 

Пусть ф(х), хе Г, — сумма ряда (3). Имеем 5, (х) 3 ‚ 9%), 

xel => 
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=> Wi (x) —39 (>), xel. (6) 

Так Kak w,(x)e C(/), то из (6) > Ф(х)е С(Г). 

2) Покажем, что вектор-функция У =@(x), хе Г, является pe- 

шением задачи (1) — (2). Для этого берем k-e приближение Пикара 

Ч (х) = И + | F (x, Wy_1(x)) dx, xe Г. (7) 
Xo 

Было показано, что У) —3ФС), ХЕ Г. Покажем теперь, что 

Е (x, W,-1(x)) 3 Е(х,Ф(х)), хе Г. 
k —со 

Возьмем любое = > 0.У нас F(x,Y)e C(P,) = Р(х,У) равномер- 

но непрерывная в (P,,) => взятому = > 0 отвечает 5 > 0 , зависящее 

Только OT = ‚ такое, что для любых двух точек (X,Y) и (X,Y) из (Р,), 

для которых Ея <б, № -7] <5, будет [Fe P)- Е.Р) <=. У 

нас Ук) —3ФС), ХЕ! = почислу 6 > 0 (найденному по =) 

можно указать номер К, такой, что как только K > К , Tak сейчас же 

№ (х)-$Ф(х)| < 8, для всех хе Г. 

Но тогда при А > К будет 

[F (x,Wx-1(x))- F (x, (x) < =, для всех хе Г. 

Последнее означает, что F (x, yy; (x)) = F (x,9(x)), хе Г. Пе- 
—)ео 

рейдем в соотношении (7) к пределу при К -> +. Получим 

x 

p(x) = % + | F(x,@(x)) dx, хе Г. (8) 
Xo 

Из (8) следует: 

pe = F (x,9(x)), xe Г; 
2)$(%) = И. 
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А это означает, что У = Q(x), хе Г — решение задачи (1) — (2). 
3) Покажем теперь, что это решение — единственное. Рассуж- 

даем от противного, а именно предполагаем, что задача (1) — (2) 
имеет и другие решения. Возьмем тогда два любых решения 
задачи (1) — (2): 

У=ф(х), хе [;; У=ф(х), хе I. 

Ilo yenosuio F(x,Y)e Lipy(D) — локально = точке (хо, Y) отвеча- 

ет окрестность U(xp, ¥) < (2) , такая, что Р(х,У)е Lipy (И(ж,\)). 

Унасфункции G(x), $(х) — непрерывные. Значит, существует 5 > 0, 

такое, что для любого хе [5 будет: точка (х,ф(х)) и точка 

(x,$(x))e U(x, ¥)). Tak как У = @(x) и У =$(х) — решения задачи 

(1) — (2), то 

@ (x) =Е(х,$(х)),хе Is, 

(x) = F (x,6(x)), xe Tg. 

Проинтегрируем оба этих соотношения по отрезку [ху,х], ХЕ Js. 

Получаем 

(x) = (xo) + | F (x, G(x) de, G(x) = $0%)+ | Е(х,Ф<)) dx, x € Ig > 
Xo Xo 

=> (x) -9(x) = | (F(x,6(x))- F (x,6(x))) dx,xe [5 > 
Хо 

> loc) -$(*)] < ДЕ (х, $(x)) -Е (x, @(x))| dx <L. 
хо 

[Bee -eerls 

(здесь L — постоянная Липшица). Обозначим le (x) -9@ (x)| = f(x), 
хе [5. Будем иметь: 

1) Л(х)е С); 

[rod 
Xo 

2) f(x) удовлетворяет неравенству: 0< f(x) < Ё. ) 

xels. 
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Но тогда по лемме Гронуола 

10) =0, хе 5 = $(>)=$(), хе Г. 4 

oF (x,Y) 

oY 

eC(D). Тогда для любой точки (х,У)е (2) задача (1)— (2) 
имеет единственное решение. 

Замечание. Так как ряд (3) на отрезке / мажорируется число- 
вым, положительным, сходящимся рядом (5), то, полагая 
ф(х) = у, (х), хеГ, всегда можно оценить погрешность этого 
приближения. Именно: норма упомянутой погрешности не пре- 
восходит остатка после К-го члена мажорантного ряда (5). 

Замечание (о приведении нормального дифференциального 

уравнения л-го порядка к нормальной системе п уравнений пер- 
вого порядка). Пусть имеется дифференциальное уравнение п-го 
порядка вида 

Следствие. Пусть Р(х,У) е C(D), (р) = В"*". Пусть 

У® = F(X ys one VO). (9) 
Покажем, что OHO может быть приведено к нормальной системе п 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 

В самом деле, обозначим искомую функцию у(х) через y, (x) 
и введем в рассмотрение новые функции: у>(х), уз(х), ..., У„(х), 

положив: Y2(X) = уг(х), Y3(X) = у2(х), ** 5 Vn) = у,-1(х) . В силу 
такого выбора новых функций, и принимая во внимание уравне- 
ние (9), будем иметь: 

an? [= ЛО, У. у», «+ Ind] 

= Ys [= (Хх, У, У>, ....Уи)|, 

Orch =у, [= Л (ХУ У2, Madd (10) 

Е = Л(х, 7,2, ...,У,) [= ЛОУ Уз»... nd. 

Заметим, что если найдено решение у, = (x), Yo = (xX), , 

Yn = 9, (x) системы (10), то тем самым найдено решение у = E(x) 

уравнения (9), ибо (x) = 9,(x). 
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И, наоборот, если найдено решение у=ф(х) уравнения (9), 

то тем самым найдено решение у = (Xx), yo =Q2(X), , 

Yn =Ф„(х) системы (10), ибо $и(х)=Ф(х), 2(x) = 9'(x), 
ф„(х) = 9") (x). Такое же соответствие имеет место и для задач 
Коши. Именно, если у,(х), у>(х), ..., у„(х) есть решение систе- 

мы (10), удовлетворяющее начальным условиям: 

|= Уш, 7 ¥20> ++ 1 Yn0 , 

то функция y(x) (= y,(x)) будет решением уравнения (9), удов- 
летворяющим начальным условиям: 

У х=х = 710 (= Yo), У] х=х = 720 (= 7), ss 

yon! = In (=). 
X=BXO 

И, наоборот, если у = у(х) — решение уравнения (9), удовлетво- 
ряющее начальным условиям: 

=" °, 

У, «= Уо, A Yos ... у yo 
Х=хо 

то у, = у(х) , Yo = V(X), у, = У" (x) будет решением системы 
(10), удовлетворяющим начальным условиям: 

У|,-.= % (=Ую), Value = HO (=), > 

Val =o? (=Уш). 
X=Xo 

Из следствия к теореме о существовании и единственности реше- 
ния нормальной системы обыкновенных дифференциальных урав- 
нений вытекает, что: 

если 1) функция f(x,y,y’,...,y°") е С(Ъ), (D) ев", и 

если 2) ВСЮДУ В (р) существуют непрерывные a = 9 

_ Of _ 1 
aye) ‚› TO ДЛЯ любой точки (Хо» Уо» Уб, «+. (= )) Е (р) задача Коши 

уравнения у” = f(x,y,y’,..., у") имеет, и притом единствен- 
ное, решение. 
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$4. Общее решение и общий интеграл 
нормальной системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

Г. Пусть имеется нормальная система обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений 

dY 
7 PY). (1) 

Предполагается, что 1) F(x,Y) е С(Р), (D) с R™', и 

2) Е(х,У) е Lipy(D) — локально. 

Определение. Семейство вектор-функций 

(<> 
C; 

Y =9(x,C), где C= (2) 

Cn) 

— произвольный постоянный вектор, называется общим решением 

системы (1) в области (р), если, во-первых, для любой точки 
(х,У) е (2) векторное уравнение 

Yo = 9(X,C) (3) 

имеет единственное решение С = Cy = и если, во-вторых, 

0 
вектор-функция \Си) 

У =Ф(х,Су), xel; [75 = (хо — 9, № + 5) (4) 

является решением системы (1), хотя бы при достаточно малом 6. 
Ясно, что это решение (4) удовлетворяет начальному условию 

У, = И. ‘u,(x,Y) 

Определение. Пусть U(x,Y)= из(х,Р) eC'(D) и пусть 

en Lag (x, у) 
C =| ? | — произвольный постоянный вектор. Соотношение 

Cn 
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U(x,Y)=C (5) 
называется общим интегралом системы (1) в (О) , если, во-первых, 

для любой точки (ху, )е (2) векторное уравнение 

U(x,Y) = Ч(ж, И) (6) 

определяет единственную дифференцируемую вектор-функцию 

Y=Q(x), xels =(X —5,X9 +5), (7) 

такую, что ф (хо) = Yo; U(x, (x)) = Иж, Я), хе Ig, и если, во- 

вторых, эта вектор-функция У =©Ф(х), хе Js, хотя бы при доста- 

точно малом 5 является решением системы (1). 
2°. Необходимый признак общего интеграла. 
Теорема. Пусть О(х,У) = С — общий интеграл системы (1) в 

области (р). Тогда для любого решения Y = p(x), хе (a,b) систе- 
мы (1), график которого лежит в (2), справедливо тождество 

U(x,@(x)) = const, хе (a,b). 

№ Пусть Y = Q(x), x € (a,b) — произвольное решение систе- 

мы (1), график которого лежит в (D). У нас U(x,Y) е СК), 

G(x) еС'((а,5)) = U(x,G(x)) вС'(а,Б)). 

Мы покажем, что U(x, (х)) = const, x € (a,b), если устано- 

BUM, что 

а Жил) — = U(x, 09) =0, xe(a,b). 

Для этого берем произвольную точку Xp, € (a,b) и находим 

Ф (хо) = Yo. Ясно, что точка (х,Ж)е (2). Рассмотрим теперь 
векторное уравнение 

U(x,Y) = О (хо, У). 

По определению общего интеграла системы (1) это уравнение 
определяет единственную дифференцируемую вектор-функцию 
У =9(x), хЕ [5, такую, что @(X) = И, и которая при достаточ- 

но малом 6 является решением системы (1). 
Ясно, что для ХЕ Js будет 

U(x,@ (х)) = U(x, Yo). (8) 

Имеем: 
1) У=Ф(х), хе(а,Б), — решение системы (1), такое, что 

$ (Xo) = Yo; 

212



2) Y=q(x), хеГ, — решение системы (1), такое, что 

Ф (хо) = Ц. 
Видим, что оба эти решения удовлетворяют одному и тому же 

начальному условию 

| =, (%0,¥%) € (D). X=Xo 

Tak Kak (D) — областьединственности системы (1), TO G(x) = (x), 

хе Г, по крайней мере, при достаточно малом 6. A тогда, в силу 

(8), 0(х,$ 00) = U(x, %), x € Ig = £U(x,5 69) =0,xel,=>.B 

частности, Чу (=. (9) = 0. 
dx X=XQ 

У нас точка Xp — любая из (a,b) (a,b) — промежуток, Ha 
котором определено решение Y =@(x) системы (1)). Поэтому 
получаем 

а n = 7, U(x, @)) =0, xe(a,b). 4 

(u(x, Y)) 

U(x, Y) 
Следствие. Если U(x,Y) = = С — общий интеграл 

Un (X, Y ), 

системы (1) B (D), To для любого решения У = (x), хе (a,b), 
системы (1) справедливы тождества 

u;(x,@ (х)) =const, xe(a,b) (i= 1, п) . 

Определение. Скалярная функция и(х,У) е С'(Р) называется 
интегралом системы (1) в (D), если она тождественно обращается 
в постоянную на любом решении системы (1), график которого 
лежит в (0). 

Замечание. Любая скалярная функция и(х, Т) = соп5ё в (О) 
есть интеграл системы (1) в (2) (это — “тривиальные интегра- 
лы”; их мы рассматривать не будем). 

3°. Критерий интеграла. 
` Теорема. Скалярная функция и(х,У) Е С'(Л) является интег- 

ралом системы (1) в (р) тогда и только тогда, когда справедливо 
тождество 
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ou(x,Y) + ди(х,У) F(x, 
x > Y)=0 в (р). (9) 

ди (x, У) (24 ди a. 
(Здесь =| —, —_,.... —— | — матрица-строка, Р(х,У) = 

oY OY, ду Yr ы 6%) 

(f\(x,Y) 

= ло) | _ матрица-столбец, так что met). рбь у) = 

Sin (x, Y) 

e Y Л.) 
ja 9) 

» Необходимость. Дано: и(х,У) е C'(D) является интегралом 

системы (1) в (2). Требуется доказать, что в (р) имеет место 

тождество (9). 

Возьмем любую точку (х,,И)е (О) и рассмотрим решение 

У=ф(х), хе Г; = (№ -6,х +6) системы (1), удовлетворяющее 

условию У | =У (= Ф(%) =). Станем рассматривать функ- 

цию u(x,Y) в точках графика этого решения. 

По определению интеграла системы (1), будем иметь 

и (х,Ф (х)) = сопз, xe Ts. (10) 

Левая часть тождества (10) дифференцируема по x Ha IJ; , так как 

и(х,У) еС'(Р), Ф(х) EC's). Дифференцируя no x тождество 
(10), получим 

ди (х,Ф (x)) ou (х,Ф (x)) | 
ox oY 

Фф’(х) =0, xels. 

Но ф’(х) = F (x,@(x)), хе Ts (так как Y =@(x), x € Js, — реше- 

ние системы (1)). Поэтому будем иметь 

ди(хФ(х)) , ди(х,Ф (>) 
ox oY 

F (х,Ф (х)) =0, xels. 

Положим в последнем равенстве х = ху (тогда ф (Xp) = И). Получим 
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ди (Хо, о) 4 ou (Хо, 
дх oY 

У нас точка (х,У) — любая, принадлежащая (D). Поэтому 

ou(x,Y) ди(х,У) . F(x, 
ход Г 
Достаточность. Имеет место тождество 

ди (х, Y) + ди (x, 

дх oY 

Требуется доказать, что U(x, Y) — интеграл системы (1) в (р). 

Берем произвольное решение системы (1) в (р): 

У=Ф(х), xe(a,b). 

Так как левая часть (9) тождественно равна нулю в (О), то она 
равна нулю и на взятом решении, т. е. 

ди (x,@ (х)) _ ou (x, (x)) 
ox oY 

Так как Y=@(x), xe(a,b),— решение системы (1) в (D), то 

F (х,Ф (х)) = Ф’(х) ; хе (a,b). Следовательно, будем иметь 

*0) - F (X9,¥) =0. 

Y)=0 в (D). Необходимость доказана. 

Y) | F(x,¥) =0 8 (D). (9) 

-Р(х,Ф(х))=0, x € (a,b). 

du(x,@(x)) du(x,@(x)) ey = 
> tp Ф’(х) =0, xe a,b) > 

> du ee ©) =0, xe(a,b) => и(х,Ф(х))=С, хе(а,Б). 

Последнее означает, что и(х,У) — интеграл системы (1) в (2). 4 
Замечание. Допустим, что для системы (1) удалось построить 

в (2) п интегралов. Тогда можно построить вектор-функцию 

(uy (x,¥ )) 

U(x,¥) = | 2%") 

Un (Xx, Y yy 

и образовать соотношение U(x, Y) = С (*). 
Выясним, какими должны быть интегралы u(x, 7), u,(x, 7), ..., 

u(x, 7), чтобы соотношение (*) было общим интегралом системы 

(1) в (2). 
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4°. Понятие независимости интегралов. Пусть и! (х,У), и›(х,У), 
.., Ик(х,У), К>1 — интегралы системы (1) в (2). Составим 
векторный интеграл 

(u(x, Y) 

Их, У) = и (х,Т) | 

4K (x, Y) 

Составим матрицу Якоби для этого векторного интеграла 

аи Эш Oy дщ ` 
Ox ду 2 — ду, 

РС OU, ди ди Ou, 

9(х.У) > ax ду ду» `` Wy 

Ou, OU, Ou, ди 

| 9х ди ду ду) 

Определение. Интегралы и1(х,У), и>(х,У), , и, (х,У) систе- 
мы (1) в (О) называются независимыми, если для любой точки 

(х, 7) е (2) 

0, 
a(x, Y) > 

Справедливо утверждение: 
Пусть функции и (х,У), и›(х,У), ..., и, (х,У) являются 

aul") qul*l 
интегралами системы (1) в (D). Тогда rang < 7) = ав у , 

(х,У) е (О), где 

[эм 9ш Oy \ 
ду 92 Wry 

quik! ди> ди> ди> 

ay. | 9” 92 ду 

Ou, Ou, — ди, 
| ду 972 ду, } 

> По условию функции u,(x,Y) (1=1, &) являются интегра- 
лами системы (1) в (О). Но тогда справедливы тождества: 
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ИКТ) | (OY) у =ов (р) (i= Lk) > 
ox oY 

e п [а 

> Oui(x,¥) _ -У дих, У) ‘ЛИх,Т) , для любой точки (х,У) е (2) 
ox j=l oy; 

(j=1,k). 

Возьмем произвольную точку (х,У) е (D) и закрепим ee. Пре- 

дыдущее соотношение означает, что в закрепленной точке пер- 

а 
вый столбец матрицы 5х р) является линейной комбинацией 

остальных ее столбцов (числа —f\(x,Y), -Л(х,У), , —f,(x,Y) 

выступают в качестве коэффициентов). Из этого и следует спра- 

ведливость утверждения. «4 
Следствие. Система (1) имеет в области (D) не более чем п 

независимых интегралов. 
} Это следует из того, что 

f эщ Эш › Эш 
ду; ду? дул 

ЭС! Ou ди> ди> 

rang sp = Fang) ay, ду, ду, |<» при любом k. 4 

Ou, Ou, dy 
dy, a2 On | \ 

kK строк; п столбцов 

5°. Достаточный признак общего интеграла. 

Теорема. Пусть u,(x,Y), и›(х,У), , u,(x,Y) — интегралы 

(и 1 (х, У) \ 

‚У 
системы (1) в (D). Пусть U(x,Y) = u(x, ¥) . Тогда если интегра- 

Un (X,Y) 

лы Uy(x,Y), и>(х,У), ..., u,(x,Y) — независимые в (D), то 

соотношение 
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U(x,Y)=C (11) 

есть общий интеграл системы (1) в (р). 
№» Покажем, что соотношение (11) удовлетворяет определе- 

нию общего интеграла. Для этого берем произвольную точку 
(хо,Уо) е (2) и рассматриваем векторное уравнение 

U(x,Y) =U (x,¥%)- (12) 

Перепишем (12) в виде 

U(x,Y¥ )—U(x,,¥,)=0 

=С(х,У ) (обозначение) (13) 

Имеем: 

1) G(x,Y)e@C'(D) (tax как U(x,Y) €C'(D)). 

2) G(xo,¥%) = 9; 

3) det 0G = det 24 #0 (так как интегралы 

oY (xo »¥o) (хо,Уо) 

u(x,Y), i=1,n — независимые в (D)). 

Видим, что выполнены условия теоремы об однозначной раз- 
решимости векторного уравнения (13) (см. теорию неявных фун- 
кций). По этой теореме векторное уравнение (13) определяет 
единственную дифференцируемую вектор-функцию 

Y= Q(x), xels =(X% —5,X% +5), 

такую, что ф (хо) = Ц. 
Покажем, что вектор-функция У =Фф(х), хе [%, является 

решением системы (1), по крайней мере, при достаточно малом 5 

(8>0). 
Так как вектор-функция Y =@(x), хе [%, — неявная, диф- 

ференцируемая функция, определяемая уравнением (13), то она 
обращает (13) в тождество относительно х на интервале Гь, т.е. 

((х,Ф (х))- ((х, У) = 0, хе Tg. Дифференцируя по x это тожде- 
ство, получим 

90(х,® (>), 90(х,Ф09) 
дх oY 

У нас U(x,Y) — векторный интеграл системы в (D). Значит, 

каждая его компонента u,(x,Y) (i=1,n) удовлетворяет в (D) 
тождеству 

Ф’(х)=0, xels. (14) 
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ди; (х,Х) du (x,Y) . = 9х + 7 F(x,Y) = 0. 

Эти п скалярных тождеств можно переписать в виде одного 
векторного тождества: 

ЭО(х,У) + oU (x,Y) 

ox oY 

Так как это тождество имеет место всюду в (р), то, в частности, 
оно выполняется на линии Y = Q(x), хе Js. Поэтому 

aU(x,9(x)) _ Э0(х,Ф (5) 
дх oY 

Возьмем любое хе [; и закрепим его. Рассмотрим при этом х 
линейную систему 

-F(x,Y)=0 B (р). 

-F(x,9(x))=0, xels. (15) 

(21 \ 

Э0(х,Ф (х)) + dU(x,@ (x) Z= 0, где Z= £2 (16) 

ox oY ... 

Cay, 

dU (x, 
Определителем этой системы является det U(x 9 (x)) . OH отли- 

oY 

чен от нуля в силу независимости интегралов и, (х,У), и›(х,У), 
u,(x,Y). Следовательно, система (16) имеет единственное ре- 
шение. Но, как следует из (14) и (15), эта система имеет своими 
решениями векторы 

2 =$'(х) и Z = F(x,9(x)). 
Так как система (16) имеет единственное решение, то получаем, 
что для взятого хе I; 

Q(x) = F (x,9 (x)) . 

У нас х— любое, принадлежащее Г;. Поэтому будем иметь 
Q(x) = F (x,@(x)), хе1[5. Последнее означает, что Y = Q(x), 
хе [5, — решение системы (1). 4 

Таким образом, показано, что соотношение (11) удовлетворя- 
ет определению общего интеграла системы (1) в (р). 

Замечание 1. Чтобы составить общий интеграл системы (1) в 

(0), нужно найти п независимых интегралов этой системы. 
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Замечание 2. Пусть скалярная функция u(x,Y) ¢C'(D) — ин- 

теграл системы (1) в (2), отличный от тривиального (т.е. 

и(х,У) # const в (D)). Соотношение и(х,У) =С называется пер- 

вым интегралом системы (1) в (0). Отметим, что если 

и (х, У) 

U(x, Y) U(x, Y)= = С — общий интеграл системы (1) в (р), то 

Uy, (X, Y) 

u(x,Y)=C; (i=1,n)— первые интегралы системы (1) в (D). 

6°. Примеры и задачи к $4. 
Задача I, Дана система уравнений: 

| ау _ _ 

jae —< (= Л), 

<_< -Х 7_ 
ах y (= Л). 

Проверить, будут ли функции: 1) и=х? + 2yz, 2) и=у- хё? 

интегралами данной системы. 
Решение. Мы знаем (см. критерий интеграла), что функция 

u(x,y,z)¢C'(D) будет интегралом данной системы в области 
(D) тогда и только тогда, когда справедливо тождество 

ди(х,у,=) ‚ ди(х,у,*) „ , ди(х,у,<) op _ 
oxy л+ д 120, в (D). 

2 = 

У нас Л(х,у,<) =-; fo(X,y,Z) = г“ ‚ (р) — множество всех 

точек (x,y,z) (y #0). Имеем: 

2_ 

1) 2x + 2e(-2) + 2y <= = Dx ~ 24” + 2:2 -2х=0; 

2 _ 

„0. 2 z? —X 2 
2) -< С 2 = =z -<- 2% 

Вывод. Функция и = x? + 2yz есть интеграл заданной системы 
уравнений, а функция и = у- xz? интегралом заданной системы 
не является. 
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Задача 2. Дана система уравнений: 

Убедиться, что функции и!(х,у, <) =ху , и›(х,у,<) = хё + у? явля- 
ются интегралами данной системы в области (2) ((D) — множе- 
ство всех точек (x, y,Z), x #0), и выяснить, независимы ли в (р) 
указанные интегралы. 

Решение. Имеем: 

ра + + St f+ Bhp =y+x(-2)- y-y=0 8B (D); 

Bea Bi. 4 Bie Уха _ ,_ 2y* Dy" 2) x OD f+ = 2+5 ( Dax x? x x 

—z=0 в (р). 

Следовательно, функции ш=ху и Uy =х+ у? — интегралы 
заданной системы. Чтобы выяснить, независимы ли эти интегра- 
лы в (0), составим матрицу: 

au amy 
oy oz|_({x 0 
OU, du -(; a 

ду 95) 

Ранг этой матрицы равен двум; следовательно, интегралы и! = ху, 
и) = хе + у? независимы в (р). 

Задача 3. Доказать, что функция и(у,2) = у? +z? -2шуё-1| 
вдоль траектории любого решения системы уравнений 

| dy 2 
| YVrei-ye 

az 2 
eae = as = + Z =-Yr-Ztyz 

постоянна. 

> Решение. Пусть Е жд — решение заданной системы уравне- 
<(х 

ний. Вдоль траектории этого решения функция 

u(y(x),2(x)) = y?(x) + 22(x) — In (y(x)z(x) - 1) 
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непрерывно дифференцируема. Найдем производную этой 

функции: 
; 

ae ly 

£ u(x) z(x)) = 2y — dy +22 4 _ ой vl» dx >) 

| dx dx (yz - 1)? 

< )dy у \ad =2/y- —— +2) 7-——— ]— = 
р ale ( т 

2 d 
= lor — YZ) + (92? -y-9%|- 

= Pera Base rey Dey 24 7D 
yz-1 

— (yz - -y-z)[y+z- — yz? + уг? -у- < =0. 
20 

Итак, получили: для всех X из промежутка существования решения 

y(x) _ du(y(x),z(x)) 
| имеем. dx = 0.Значит, u(y(x),z(x)) = С (const). 4 

$5. Методы интегрирования нормальных систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

1°. Метод исключения. Метод исключения является основным 
методом интегрирования нормальной системы. Он сводит задачу 

интегрирования данной системы к интегрированию одного или 
нескольких обыкновенных дифференциальных уравнений, каждое 
из которых представляет собой уравнение относительно одной 
неизвестной функции. Сущность метода состоит в следующем. 

В системе 

dy, 
ax 

dy, 
~ ax 

= Яо, у у>, ... Yn)s 

= SAX Ул» У?, ... Уп)» 

.. (1) 

dy, 
| ax 

= ЛОУ, У>, ... Yn) 
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берем какое-нибудь уравнение, например первое, и дифферен- 

цируем его по х. Получим 

” Hi, of, of , 
я = ox * oy, oy, Yn. 

Подставляя сюда значения yi, у>, ..., Y, из системы (1), будем 
иметь 

Л », tay, у, ‚у +... + 

224 a. — У») + + ) "Ле, У У2, 5.9 Yn) + yi = 

+o Te. hy .)+.. о DF (. .), 

ИЛИ 

У = Лих, У, У2, ..., Уи). (2) 

Полученное соотношение (2) тоже дифференцируем по хи подоб- 
ным же образом, т.е. используя уравнения системы (1), приходим 
к уравнению 

УГ’ = Л2(х, Ур, У2, ..., Ул). (3) 
После (п-1) таких шагов мы придем к уравнению 

У = Ли (х, У Уз» +62 In) - (4) 

Рассмотрим теперь систему 

Я = Ло, У, У›, coe Yn)» 

УГ = Sis Ур, У2, eee Yn)s 

У = Л2(х, Ут, У, ... У), 

final Vir >, .. - Уи), ©) 

= Sin-1 51 У2, eee Yn) 

Допустим, что из первых (п-1) уравнений системы (5) удается 

найти Yo, у, ..., Yn» Т.е. выразить >, уз, ..., у, через 
o (4 a | 

xX, Vis 7, У ..е 9 у" 

Vo = Ф2(х, II ...‚ У), 

| Уз = фз(х, Ул, Ур, У, oe ye), 

yw о 

д. (6) 

у, = Фи (Xs У» 1, УЕ, ... , YY). 
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Подставляя эти значения для yo, уз, ..., у, в последнее уравне- 
ние системы (5), будем иметь 

y = f(x, УзУьУ» .. yn), (7) 

Получили, таким образом, одно дифференциальное уравнение 
п-го порядка относительно одной неизвестной функции. Интег- 
рируя это уравнение, получим 

Я = @,(x,C),C,...,C,) (8) 

(предполагается, что мы умеем находить общее решение уравнения (7)). 
Теперь, дифференцируя полученную функцию (8) последова- 

тельно (п-1) раз и подставляя значения Yj, Yi, У ..., YY? 
(6), получим 

В 

У? = ®,(x,C,,C, coos С), 

Уз = ©3(x,C,,C), coe y Ci), 

Yn =Ф(х,С,С., ..., Си), 

которые вместе с ранее найденным у (= ®,(x,C,,Co,...,C,)) 
составляют общее решение системы (1). 

Замечание. В рассматриваемом случае процесс исключения 
можно вести и в ином порядке. Так, например, можно выразить 

У>› Уз, eons Yn через xX, У, УГ Vis coe 9 yy? из последних (п-1) 

уравнений системы (5) и подставить в первое. 

Пример 1. Найти общее решение системы 
‘dy 
= -3x-?2 3 4 

dy, 

dy; _ _ 

ax =х+у —-Y2 + Уз. 

» Продифференцируем по x первое уравнение из системы (1) : 

у’ =-3-2у1 + 3у> + 4y3. 
Подставляя здесь вместо yj, >, Уз их выражения из (1) ‚ получим 

у’=-Их -10у, + Пу) + 14у.. (2) 

Полученное уравнение (2) дифференцируем по x: 

у" =-11 -10у! + Пу; +145. (3) 
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И здесь вместо у’, уз, уз подставляем их выражения из (1). 
Получим 

у" = -33х — 32 у, + 33y, + 40y3. (4) 

Рассматриваем теперь систему 

я = -3Зх - 2 + ЗУ + 4y3, 

я’=-Их у + Пу + 14y3, (5) 

Ут = —33х - 32y, + 33y + 40у.. 

Из первых двух уравнений (5) выражаем у› и у; через 

x; Я, я, Я: 

уз =2уг- ТУ + OY +X, _ 
1 ” , 6 

уз = СЗ + Пу! - 8y,). (6) 

Подставляем найденные значения для у› и уз в последнее 
уравнение (5). Получим 

y” — бу"+ Пу’ - 6y, =0. (7) 

(7) — линейное однородное уравнение с постоянными коэффици- 

ентами. Составляем характеристическое уравнение: 

№ - 67 +П^-6=0 = A=], A. =2, м=3. 

Следовательно, 

y, = Се” + C,e°* + Cye*. (8) 

Теперь, дифференцируя (8) два раза и подставляя значения 

Я, Yi, УР в (6), получаем 

у =х+Се* + 3C3e*, уз = Сое?х - Cye**. 

Совокупность функций 

y, =Се* + Coe** + Се, 

у) =х+Се* + ЗСеХ, 

уз = Сле** — Се 

ь 
а 

— общее решение системы (1). 4 
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Пример 2. Найти общее решение системы 

УГ = У> + Уз, 

уз =У + Уз, (о) 

уз =Я+у». 

» Дифференцируя по x первое уравнение системы (10), 

получим 

УГ = Y2 +3. 

Подставив здесь вместо у>, уз их выражения из (10) ‚ будем иметь 

Yi = 2, + (> + Уз). (25) 

Замечаем, что уравнения 

Yi = (y2 + Уз), 

= 2y, + (V2 + Уз) 

содержат у› и у; “одинаковым образом” и, следовательно, из 
этих уравнений они могут быть исключены сразу. В результате мы 
получим уравнение второго порядка для у: 

yi-Yj-2y,=0, (75) 

и в дальнейшем дифференцировании уравнения (25) надобности 
нет. Интегрируя уравнение (75), получим 

Я = C,e* + Сье?х . 

Найдем теперь у; из первого уравнения системы (19): уз = У! - Yo 
и подставим во второе уравнение этой системы. Будем иметь 

уз =VWtWi-Y2 => у =3С.е** -y, => учу, =3Ce**. 

Мы получили уравнение первого порядка для y,. Решая его, 
находим: у = Сье?х + Се-х. Остается найти у; , для чего можно 

использовать, например, второе уравнение системы (1%): 

уз =у2-У = 2C,e* — C,e* -Ce* - Сье?х нА 

уз =Cye* -(C, +Сз)е*. 4 

Таким образом, в рассматриваемом случае нам пришлось 
интегрировать одно уравнение второго порядка и одно первого 
порядка. И вообще, следует отметить, что интегрирование нор- 
мальной системы порядка п методом исключения может свестись 
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к интегрированию нескольких дифференциальных уравнений, 
сумма порядков которых равна п. 

Рассмотрим случай, когда метод исключения приводит к ин- 

тегрированию п уравнений первого порядка. 
Пусть имеется система обыкновенных дифференциальных 

уравнений вида 
- 

= = Л(х, у! ), 

d 
<2 = №(х, У, 2), 

а 
vs = В(х, Ул, У2,Уз), i 

d 
oe = Fi (%sY15Y29---Yn)} 

Интегрируя первое уравнение системы (1) ‚ найдем 

я = O,(x,C)). _ 

Подставляя это выражение для у, во второе уравнение системы (1), 
получим уравнение первого порядка для yo: 

а SB = ль ФС), у). 
Интегрируя это уравнение, получим 

у2 = Ф-(х, С, Со). 

Подставляя в третье уравнение системы (1) вместо У И yz COOT- 

ветственно ,(x,C;) и Ф>(х,С1,С>) ‚, получим уравнение первого 

порядка для уз: 

os = f(x, P,(x,C,), a(x, C,,C2),¥3) . 

Проинтегрировав это уравнение, найдем 

Уз = Фз(х, С, С>,Сз) ‚ ИТ. Д. 

Наконец, придем к уравнению первого порядка для у,: 

а 

т = F(X, P1(x,C)), Ф(х,Суь С), cory ®,,-1(%,C), С», mee С„-1), У} ° 
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Проинтегрировав это уравнение, найдем 

Уи = Ф„(х, Су, С>,Сз, 5. 9 С» Си) . 

Совокупность функций Ф;(х,С!), Ф.(х, С, Со), ‚, Ф„(х, С, С», ..., Си) 
является общим решением системы (Т). 

2°. Симметрическая форма нормальной системы. Нахождение 
интегрируемых комбинаций. Нормальную систему (1) можно запи- 
сать в виде равенства отношений: 

dy, _ dy. = = ау, _ dx 

ЛОУ У, +009 Уи) РУ, У», 0+ 9 Ул) оу У», ..., У) | 

(9) 
Равенство отношений (9) называется симметрической формой 
нормальной системы (1). Такое название объясняется тем, что в 

(9) все переменные х, у, Yo, ..., Y, равноправны: любую из 
них можно выбрать в качестве независимой. Последнее обстоя- 
тельство бывает иногда очень полезным в теории и практике 
интегрирования систем. 

Мы видели, что задача построения общего решения нормаль- 
ной системы порядка л равносильна нахождению пл ее независи- 
мых интегралов. Общего способа построения интегралов не суще- 
ствует, но в отдельных случаях они могут быть сравнительно 
просто найдены. Для нахождения интегралов системы (9) либо 
берут пары отношений, допускающих разделение переменных, 
либо используют производные пропорции: 

dx _ Wodx + W dy, + W2dy2 +... + ®„@У, 10 

1 Wp + 1 +Oof/o+...+0,f, ° (10) 

Здесь W(X, У! ›У2» ..-› Yn) ) (X,Y, 25 ooey Yn) > 9 (X,Y, Ур, coey Yn) — 

произвольные функции, и их выбирают так, чтобы числитель пра- 
вой части был дифференциалом знаменателя, либо числитель был 
полным дифференциалом некоторой функции и(х,у,у,...,у,), а 
знаменатель был равен нулю, т.е. чтобы одновременно выполнялись 

два условия: 

1. Wo + 61/1 + 62/5 +...+0,/f, =0; 

2. сах + dy, + W2dy2 +...+ „ау, = 4и(х, У ‚У, ...,У,). 

Если эти условия оказываются выполненными, то из (10) получа- 
ется Ди = 0, откуда видно, что функция и(х, У, У, ... , У„) являет- 
ся интегралом данной системы. 
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Пример 3. Найти интегралы системы 

ие (11) 
XI У xy 22 +1 

> (11) — система двух дифференциальных уравнений OTHOCH- 
тельно двух неизвестных функций, записанная в симметрическом 
виде. Области, в которых будем искать интегралы системы (11) — 
открытые координатные октанты В? с введенной системой коор- 
динат Oxyz. dx dy 

Из первого равенства (11) x Ve находим у=Сх, или 

2 = С: . Соотношение 2 = С! является первым интегралом систе- 
х х 

мы (11), а функция и1(х,у) => — интегралом системы (11). 

Из (11), воспользовавшись свойством равных отношений, 
находим 

dx + ха dz 
о 5 ax: y) = d (Ve? +1) и 

We хуй+ 2 

(2-2 +1 = > их, у,г) = — У? + =C,. 

Это еще один первый интеграл системы (11). 
Имеем 

ou ou] |1 x 
yo 9-х 2 [= но 
ди ди) | |g — Хх 1+ 2 
— oe < 
OZ az V1 +2 

во всех точках каждой из восьми областей, в которых рассматрива- 

ется система (11). Значит, интегралы и, = = ‚№ = = - Vi +27 — 

независимые в каждом из восьми октантов системы координат Oxyz. 
Следовательно, 

— общий интеграл системы (11). 4 
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Пример 4. Найти интегралы системы 

dx _ dy __4 _ at (12) 
YT ++х xXt+yp # 

p> (12) — система трех дифференциальных уравнений OTHOCH- 

тельно трех неизвестных функций, записанная в симметрическом 
виде. Для отыскания интегралов системы (12) будем пользоваться 
свойством равных отношений. 

Имеем, например, 

dx-—dy dt d(x - t yi _ ax-y) , at 
y-x t x-y 1 

Соотношение (13) является первым интегралом системы (12), а 

функция и! = (х- у)! — интегралом системы (12). 

Имеем, далее, из (12) 

4(х+у+:) _ dt X+Y+Z 
Ax+y+z) 1 > р 

=0 = (x-y)t=C,. (13) 

= С.. (14) 

Соотношение (14) является еще одним первым интегралом систе- 

х+у+< 
2 мы (12), а функция Uy = — интегралом системы (12). 

Из (12) находим еще 

dx-dz _ dt > a(x —2Z) , at 
Z-xX t х-г t 

=0 > (x-z)t=C;. (15) 

Соотношение (15) является первым интегралом системы (12), a 

функция из = (х-<)г — интегралом системы (12). 

Имеем 

{ 

i 
ox oy 9х 12 

=-3#0 (+0) 

= интегралы U(X, у, 2,1) ? Uy (X,Y, <,1) ? из(х, у, 2,1) — независи- 

мые всюду, где определена система (12). «4 
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$6. Интегрирование линейных и квазилинейных 
дифференциальных уравнений 
с частными производными первого порядка 

1°. Общий вид линейного уравнения с частными производны- 
ми первого порядка такой: 

Ха (хи, м, -. Xn) — ou 
Эх, + b(X,,X2,... ‚хи) и = Лось хо, ... »Xn). (1’) 

i=l xX; 

Здесь х|, №, ... X, — независимые переменные, “= U(X,,X, ...,х,) — 

неизвестная функция, 4;(X,,X2,...,X,) (i=1,27), B(X 1X2, .-.› Хи), 

S(X1,X2, ..., Хи) — известные, заранее заданные функции. (Неизве- 

стная функция U(X,,X2,...,X,) и все ее частные производные 

входят в уравнение (1”) линейно.) 
Общий вид квазилинейного дифференциального уравнения с 

частными производными первого порядка такой: 

п ди 
Зем» хо» 000 9 Хи, ‚ и). Se Ot о, 00+ Хи») . (2) 
j= Xj 

(В уравнение входят линейно лишь частные производные неизве- 

стной функции; сама же неизвестная функция и = и(х|,хо, ..., Хи) 

входит в (2) через посредство a,(X,,X2,...,X,,4) (i=l,n) и 

Ь (хх, .... Х›и) любым образом.) 
I. Рассмотрим сначала уравнение вида 

ди ди 
а (ху, Х2, 00+» №). эх +42»... ›Ж). эх, +: + 

9 +а, (1%, 00+ Ma) 5 =0. (1) 
п 

Предполагается, что а,(х!,х, ...,х„) €C(D), {= п, и что в (р) 

а (а, а>,..., а„) # (0, 0,...,0). Это — линейное низкое уравне- 

ние первого порядка с частными производными. 
Построим систему обыкновенных дифференциальных уравне- 

ний вида 

dx dx ах, = 2 =. . (3) 
а (х1,хХ2, ....Хи) @а>(Хьх2,.... Xp) а, (хуьхо, ..., Xp) 
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(3) называется системой обыкновенных дифференциальных урав- 

нений, соответствующей уравнению (1). (3) — система (п-1) 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Предполагаем, что (3) задана в области (р) < В" ичто (р) — 
область единственности для системы (3). 

Теорема 1. Пусть у (хх, ..., х„) =С, — первый интеграл 

системы (3) в (2). Тогда функция u = y,(X),X2,...,X,) — реше- 

ние уравнения (1) в (р). 

>» Возьмем в области (D) любую точку (х1,х», ..., Х„). Через 
нее проходит интегральная кривая системы (3). Вычислим du вдоль 

этой интегральной кривой. Так как и =, (хуьхо,...,Х,)= Cy 
const 

вдоль интегральной кривой системы (3), то в точках этой кривой 

Оу oy) ow; 
>= — ax eco = e 4 du ax, 6! * Oy 2+ +5 Ах, =0 (4) 

(В частности, (4) выполняется BO взятой точке (х/,хо,..., х„), а 
она — любая из (D).) 

Из (3) находим, например, 

а›(х1, Хо, ..., Xp) Q(X 1X25 «0+ 5 Хи) 
ах, еее 9 n= 

A(X 1,X75 00+» Хи) A(X) ,X2, ... › Хи) 
dx» = dx,. 

Подставив эти выражения для dx, ..., dx, в (4), получим в каж- 

NOK точке (х1,хо, ..., Хи) е (D) 

OW OW 
‚Х уе у & .—+а х.х у +9 Х . +... a(X1,X2 n) ax, 2(X1,X2 n) Ох, 

ду + A, (X1,X25 0085 Xn)° x, =0=> 

=> функция и = W,(X|,X2,...,X,) — решение уравнения (1) в об- 
ласти (0). q 

Теорема 2. Пусть 

Wy (Хьь хо, 0-2» X,) = Cj, 

2 (х1› Хо, -.. X,) = Cy, 

Уи -1(Хрь Хо, 069 Хи) = Cy] 

есть (п - 1) независимых первых интегралов системы (3). Тогда: 
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1) u= (Wy, чо, ... › Y,-1), Me у — произвольная непрерывно 

дифференцируемая функция, есть решение уравнения (1) в (2); 
2) Любое решение уравнения (1) в (р) представимо в виде 

и= у (у, У, ..-. Уи). _ 
» По условию, y;(x),X2,...,X%,) =C; (i=1,n—1) — первые 

интегралы системы (3) в (О). Следовательно, по теореме 1, 
функции 

и = м О,Х>, ... › Хи), и = W2(X1,X25 ... ‚ Хи), 

coon OU = Wr (%15%2, sony Xn) 

являются решениями уравнения (1) в (0) => 

9 9 
= а! (хи, хХ2, eng Xn) a + a5(X),X, ony Xn) . Se +... + 

fig 15X25 00» Hq) 5 =0 в (р) (5) 

(i=I1,n-1). 

Пусть u = y(y),W2,..., W,-1), Где у — произвольная непрерывно 

дифференцируемая функция. Имеем 

ди _ ду ду, ду 92, 9 Wnt 
Ox, OW, 9х, 7 Ox, ду! 9х, ’ 

ди _ ду . avi. , ду) +... + oy OW n-1 

OX oy OX +5 OX Зи OX ? 

au _ av OM, ду 92, 9 9: 
Ox, OW, OX, МЕТ OX, ^^ Эду OX, 

А тогда в области ™ 

д 
A, (х1,Х, ... 1%) xt A(X) Xp, «065 Хи). 5, +...+ а (Xp Xp, 009 Xp) = 

‘aad 

=F laim. 1x) Be, 7 Ore Mu): at. або, 5-5 |+ 

| =0 (вау) 
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x ° а ..., x,)° 5 +@>(хуьХ, .. „Х)- 5 +.. +а(хьх,.. а + 

| =0 (6 суб) | 
еее ео оо оо + 

чи = Ar 9) et +4,(%1,%, - 9%) = e —— +... +а(,»,. 9%) es =0 

L =0 (в aa J 

=> и= (у, У, ... ‚ У„_1) — решение уравнения (1) вобласти (D). 

2) Пусть и = (хрьх›, ..., Х„) — любое решение уравнения (1) 
в области (р). Покажем, что 

и = $ (ху, хо, ....Х,) = 

= Wi (Wy (X15 X20 -.. › Хи), У О X70 000 Ха), cee > Wn 1X1 X20 ++. Хи). 

У нас и=ч(ьхо,...,х,), и= W2(%1,%2, ... ‚х,) » и= 

= у, Х2, ... Хи) U = W(X], Xo, ..., X,) — решения уравнения (1) 

в области (р). Следовательно, в (р): 

OVE oy 91 vi ag | ax, 7 + Эх, ‘Ay +.. +h a, =0, 

92 14942. 92 = Эх, а + Ох, а› +... + Эх, a, = 0, 

OW n-1 OW n-1 OW n-1 . —_ (6) x, a,+ Эх, а +. + a, = 0, 

OY og + OY. v= Эх, “+, a, + * Эх, а, =0 | 

(6) рассматриваем как систему уравнений относительно неизвест- 

ных а|, Qo, ..., а. У нас Ay(X1,Xo, 0005 Xp) > A(X 9X79 0009 Xy)s , 

a, (X1,X25.-.5X,) не обращаются в нуль одновременно ни в одной 

точке, принадлежащей (р). 
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Но у системы (6) решения, отличные от чисто нулевого, 
существуют лишь тогда, когда определитель этой системы равен 
нулю, т.е. когда 

oy, Эр oy 
ox OX OX, 

ду» ду» ду) 
Ox, OX OX, 

... =0 => 
OW и-1 OW n—1 OV 1 

ox OX Ox, 

9 9 9 
Ox; OX Ox, 

=> существует зависимость $ = W(W),W,...5 Wn) 4 

Замечание. Функцию и = у (YW), Y2,..., Y,-1), где У — произ- 
вольная непрерывно дифференцируемая функция, называют об- 
щим решением уравнения (1). 

II. Рассмотрим теперь уравнение вида 

п 

мии», wey ХИ). a = B(X1,X2,-..5Xp_,U). (2) 
i= i 

Предполагается, что функции a,(X),X,...,X%,,4) (= 1,n) и 

b(X1,X2, ..., Xp_ Ul) € C'(D), (D) < в”*+1; а (а, а>,...,. а) # (0,0,..., 0) 

в (О). В (2) х,х,, ..., X, — независимые переменные, 

и (ХхрьХ2, ....Х„) — неизвестная функция. 

Введем в рассмотрение вспомогательное уравнение 

ду ду 
а (хьхо, -.., Хи» И): Эх, + а>(х1ь Хо, ..., Хи» И). x, +...+ 

ду ду (2) 
+ A, (ху, Х›, 0065 Xpqy Ul) — + (Хрь хо, ....ХьИ) + — = 0. 

ox, ди 

В (2) Хх, Xo, .... Xp» И — независимые — переменные, 
У(Х1,Х2, ..., Хи» И) — неизвестная функция. 

Видим, что (2) — линейное однородное дифференциальное 
уравнение с частными производными относительно неизвестной 
функции v(X),X2,...,X,,4). (Уравнение такого вида было рас- 
смотрено в пункте 1.) 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений, соот- 
ветствующая уравнению (2), будет такой: 

235



ax _ dx, _ 
A(X], 02 Хи) а>(Жь ... , Хи»И) 

Ах» _ du | (3) 

a, (Xj, .. 9 Xpy,l) b(x),... ‚Хи И) 

(3) — система п обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Предполагается, что (3) задана в области (р) < В”! и что (р) — 
область единственности для (3). 

Пусть у, (хх, .... хи) =С, — первый интеграл системы 
(3) в (О). Тогда (см. теорему 1) функция 

V = Wy (1, х>, «0. » Xpy Hd) 

является решением вспомогательного уравнения (2). Следовательно, 

ду 
а! (хи, Х>, 9 Xn») . Эх, 

9 ov 
+ Oy XpsXpp 00+» Nyt)“ —— + D(a 2p9 n+ 5 Xpsll) =O в (D). 

n 

Имеет место 
Теорема 3. Неявная функция и(х,,х›,..., х„), определяемая 

соотношением 

Ч (Х1ь Хо, .... ХИ) =0, 

является решением уравнения (2). 

p> Пусть и(хьх2,...,х,) — неявная функция, определяемая 

соотношением у (х1,х, ..., х„›и) = 0. Тогда, как известно, 

OWL OW oy 
ди _ 9х _. ди __ Ox» . ди __ OX, 

Ox; oy, OX дут ° an OX, Gy ° 

ди ди ди 

ди ди ди 
Подставив эти выражения для —, ——, ..., — B уравнение 

OX; OX, ox, 
(2), получаем 

ov owl 
| Ox, _ | 9х. _ _ 

— A(X), ... 5 Xp») ЕТА A4(X1, ..., Хи» И) OW, 

ди ди 
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Эх. и. 
~ и(хь мож) у — OO» wee y Xp pl) РТА = 

ди ди 

| a 9 д 
~~ Ow ЕТ Обь Hurl SE = Q. 

uel =0 в (D), в силу (4) | 

Видим, что неявная функция и(х/,х., ... , Х„), определяемая со- 
отношением W,(X),X2,...,X,,4) = 0, действительно является ре- 
шением уравнения (2). 4 

Пусть 

W(X),%, cong хи) = СТ, 

У2(х1,Х>, eee Xn» Ul) = C3, 

W (хи, X25 000 Xp, И) = С, 

— независимые первые интегралы системы (3) . Тогда (см. теоре- 
му 2) функция 

v= Ww (Wy (X1,X2, ... 9 хь и), 2 (ХХ, ory х„›И), cory Wn(%1,%2, cory Xn4)) ’ 

где Y — произвольная непрерывно дифференцируемая функция, 
является решением вспомогательного уравнения (2). 
Имеет место 

Теорема 4. Неявная функция и(х!,х›,..., Х„), определяемая 
соотношением 

(4, №, ...) х„› И), у (хи, Х2, ecg Xny И), coey „(Хх ...э х,,и)) =0 › (5) 

является решением уравнения (2). 

p> Пусть u(x),xX2,...,X,) — неявная функция, определяемая 

соотношением (5) : у (ух wee ХИ), +. › Ми (Жь 0005 х„›и)) =0. 

ou ’ ou Чтобы найти ce продифферен- Найдем Эх,’ Эх, › eee ax, Эх, 

цируем по х, обе части (5) . Получим 
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ду (91, OW ди |, ду |942 | Oy, ди |, 
oy Ox, ди Ox OY > ox ди Ox _ 

ду (oy, ‚ ду, Ou )_ 
* Oy, Е * ди Ox =0 

ay Ovi, OY 9, „9 д, а 9, 
_, OH __Эи 9 9у2 x ду, 9X, _ _ 1194) 9х 

ox, OW OW ду 92, 9 OW, LD, 
oy ди OW ди oY, ди j=l ду) ди 

Совершенно аналогично находим 

у ду OW; < Oy OW; 

ди _ _ 1194) дх› ди _ _ Ja Vj Xn 

ax, OY Oy,” о дм 94.94 
j=l ду; ди j= ду; ди 

Подставив эти выражения для ди ди — в уравнение 
о р пл 0x," OX," ^^ дх, УР 

(2), получаем 

2.9 9%. 84 

— а (ху, ....Х ид. FAV ох а>(х! хи). ул 9% _...- 9 > п) у ду ду, 9 9 n? $ ду | ду; 

jew; ди jae ди 

no oy n д oy 

Lay “9 > ay 9 
-a (X),...,% ju) = wi =" — b(x,, ‚хизи) = Vs - = 

" mS By WY, ay ay, 
j=1OW; ди 19%, 9и 

Fy oe 
у ду OW; 19; 
1194] ди 
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Г 1 

oy n 

x Уажиьх2›-..»Хи»И). > x — + Их, „хо,....Хиьи). “Зи = 0. 

| =0в (р), j=in | 

а ду OW; 
У G(X, х», ... хи» и) —^ + В (хьь Хо, ... X_,4)- =~ =0 для любого 
_ | Ox; ди 

j= 1, п, так Kak V = W ,(X),X2,...,X,,4) — решения уравнения (2), 

jaljn 
Видим, что неявная функция U(X),X2,...,X,) , определяемая со- 

отношением (5) , действительно является решением уравнения (2). «4 
Функцию и (х1,хо, ... ‚ хи) ‚ определяемую соотношением (5), 

в котором YW — произвольная непрерывно дифференцируемая 
функция, называют общим решением уравнения (2). 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 

ди ‚ди 
x-Z)-—+ — „+ 2х =0. 

ox v- 9-5 Oz 

№ u=u(x,y,Z) — неизвестная ия Заданное уравнение — 
линейное однородное. Строим систему обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений, соответствующую заданному уравнению: 

ах _ а _& 

х- у-& 2. 
Пользуясь свойством равных отношений, найдем интегралы этой 
системы: 

dx _ dy _2% _ а(х+у+2) %& (х+у+20 
уе 4 xtyek 7 

это первый интеграл системы. 

2 9) ay) 4-9 _ any 
X-Z Z-y 2% x-y “E> < 

еще один первый интеграл системы. 
Общее решение заданного уравнения будет таким: 

и < ee и" | 
> 

< < 

Здесьлу — произвольная непрерывно дифференцируемая функция. «4 
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Пример 2. Найти общее решение уравнения 

dz ву г ~ 
Sw - XT He” 

у ox oy (1) 

.} 2=2(x,y) — неизвестная функция. Заданное уравнение 
(1) — квазилинейное. Вводим в рассмотрение вспомогательное 
уравнение 

ду ду ду я 
OmEED a= ===» —=0. 2 

* дх “ oy re dz (2) 

В (2) х, у, < — независимые переменные, v(x, y,Z) — неизвестная 

функция. Уравнение (2) — линейное однородное относительно 

неизвестной функции у(х,у,:). 

Составляем систему обыкновенных дифференциальных урав- 

нений, соответствующую уравнению (2): 

4 _& (3) 

Найдем интегралы системы (3): 

“= ау > хах _ уау > xdx+ydy _ a _ 

у -х 2 -хж 0 ot 

xdx+ydy=0= d(x? +у?) =0= x?+y? =C, — первый интег- 

рал системы (3) . 

dx 
2) ye 4. Воспользуемся найденным первым интегралом. 

е 

Будем иметь 

- ох - 
= ze “dz => агсзт ——+(+10е*=С, => _“ 

С — x? IC, 

ЗИ 

— это другой первый интеграл системы (3). 

=> arcsin +(z+lhe* =C, 
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Общее решение вспомогательного уравнения (2) будет таким: 

v=y x? +у?, (= + lye™* + arcsin ^^ ’ 

fx? + y? 

а значит, общее решение исходного уравнения (1) z= z(x,y) 
есть неявная функция, определяемая соотношением 

y x? +y?, (z+ Ne +arcsin |= =0. 4 
fx? + y? 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

ди ди ди 
EEE —EE== EEE = e 4 Ot Datta +t Ns и (4) 

= №» и=и(х,у,=) — неизвестная функция. Заданное уравнение 
(4) — линейное неоднородное. Вводим в рассмотрение вспомога- 
тельное уравнение 

аи =0. (5) 
ду ди 

(5) — линейное однородное уравнение относительно неизвест- 
ной функции v = v(x, y,Z,u). Составляем систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений, соответствующих уравнению (5): 

ax _4y _ dz _ du é) 

Yr ZtX хч+у и 

Найдем интегралы системы (6): 

dx dy du d(x-y) du du d(x -y) 
= — = — — + =0 => 

rae Z+x и” y-x и "и x-y 

и (х- -y)= С; 

а а. а d(y- а _ 
2) 7-2. OL, Y 2-4 du ay 2) 05 

<+х XtY u <-у u и y-Zz 

u(y-z)=C,; 

=. 4х+у+<) _ du x+y+z 
3) из з (6): 2(х+у+2) и => 2 = С.. 

Общее решение вспомогательного уравнения (5) будет таким: 

v= v(uce- У» и(у- 2) 24942), 
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Значит, общее решение исходного уравнения (4) есть неявная 

функция и=и(х,у,<), определяемая соотношением 

ле <0, 

где у — произвольная непрерывно дифференцируемая функция. | 

2°. Понятие о характеристиках. Рассмотрим простейший при- 
мер. Пусть требуется найти решение уравнения 

ди ди 
Or + ox > 0 ‚ (6) 

удовлетворяющее условию 

u(x,t)|_, = Г, (7) 
где f(x) — известная функция. (6) — (7) — задача Коши. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение, соответствую- 
щее уравнению (6), будет таким: 

dx _ at 
| | 

Решая его, находим X=f+C => x-t=C. Это есть первый 
интеграл дифференциального уравнения. Но тогда и=\у(х-р, 
где Y — произвольная непрерывно дифференцируемая функция, 
является общим решением уравнения (6). Для определения функ- 
ции \ используем условие (7) 

¥(x-1)) 9 = Л(@®) = VX) =f) = yes. 
Следовательно, и = f(x —f) является решением задачи (6) — (7). 

Замечание. В рассмотренном примере, исходя лишь из данно- 
го уравнения (6) и условия (7), мы можем на оси абсцисс (т.е. при 
t =0) определить формально все частные производные от функ- 
ции u(x,t) по переменным хи г. 

Действительно, из (7) находим = = f(x). Затем из (6) 
OX |,20 

ди ди , 9?и y 
получаем = oho —f'(x). Потом находим 2] Л”©), 

92и 9?и 9?и 
=-f'"(X), — = = f"(x), ит. д. 

otox <0 91” | о 9х9 120 
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В таком случае, когда, исходя лишь из (6) и (7), удается 
определить формально на линии ¢ = 0 все частные производные 
от функции u(x,t) по переменным хи г будем говорить, что 
задача Коши (6) — (7) поставлена правильно. В противном случае 
мы сказали бы, что задача Коши поставлена неправильно. 

Рассмотрим теперь задачу Коши для уравнения (6) и кривой 
(Г), заданной уравнением (x,t) =0. Предполагается при этом, 

что ®(х,6) е СР) ичто (w’,)? + (©)? #0 в (Р)св?. 
Упомянутая задача Коши формулируется так: требуется найти 

решение уравнения (6), удовлетворяющее условию 

Ч) = (М). (7) 
Выясним, когда задача Коши (6) — (7) оказывается постав- 

ленной правильно и когда — нет. Иначе, выясним, когда мы 

сможем и когда не сможем, исходя лишь из (6) и (7), определить 

на (/) формально все интересующие нас частные производные OT 
функции и(х,Ю. 

Для этого вводим в рассмотрение новые переменные & ит 
по формулам 

6 = (х, 1), 
ЕЙ 

Тогда u(x,t) <> u(E,n): 

ax 0& ox, On OX, ~ ЗЕ Ox” 
0 

or 06 of om at a af an 
of 

Уравнение (6) в новых переменных станет таким: 

9% 00) ди ди > 
(= + =). ОЕ —+— т =0, (6) 

а начальное условие (7) примет вид 

|. о = fin). (7)



Из (6) и (7) ВИДИМ: 

1) если 2 + #0 на кривой (/), то задача Коши (6) — (7) 
x 

поставлена правильно; 

0M dW ~ 
2) если > + > = 0 на кривой (/), то задача Коши (6) — (7) 

поставлена неправильно. 

В первом случае кривую (/) называют нехарактеристической 

или свободной для уравнения (6), во втором случае — характерис- 
тической (или просто характеристикой). 

Итак, получили: 
Кривая (/) , заданная уравнением © (x,f) = 0, — характеристи- 

ческая для уравнения (6), если на (/) 

—+—=0. (8) 

(8) — уравнение для характеристик уравнения (6). 
Пусть требуется определить семейство характеристик для урав- 

нения (6). Для этого берем уравнение (8) и составляем соответ- 
ствующее ему обыкновенное дифференциальное уравнение 

dx dt 
г =-т > х -1=С — первый интеграл этого уравнения. Утвер- 

ждаем, что линии, определяемые соотношением х-#=С ‚, обра- 

зуют семейство характеристик для уравнения (6). Действительно, 
по теореме 1 предыдущего параграфа, функция ®(х,#) =х-1 
является решением уравнения (8). Значит, линии определяемые 

соотношением х-#=С, образуют семейство характеристик для 
уравнения (6) (рис. 5.1). 

Если в качестве кривой (1) взять любую линию из семейства 

x-t=C, то коэффициент при > в уравнении (6) на каждой 

такой линии будет равен нулю и, следовательно, мы не сможем, 

исходя ИЗ (6) И (7) ‚ определить Ha (/) все частные производные 

функции и. Значит, задача Коши для уравнения (6) и такой 
кривой (/) будет поставлена неправильно. 

Замечание. Во всех точках каждой прямой из семейства 
х-1{=С решение и= Г(х-1) задачи (6) — (7) имеет свое, но 
одно и то же значение. 
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РРР 
Я 

Рис. 5.1 

Станем рассматривать теперь более общие примеры. 
1. Пусть имеется ee вида 

a(x, р — + B(x, Wee = ele, y). (9) 

Пусть имеется кривая (/), заданная уравнением @ (x,y) = 0. Пред- 

полагается, что (x,y) е СКФ) и (®'.)? + (в)? #0 в (D) CR’. 

Задача: найти решение уравнения (9), удовлетворяющее условию 

uly = (М), (10) 
где f(M) — известная функция. 

Выясним, когда задача Коши (9) — (10) будет поставленной 

правильно и когда — нет, т.е. выясним, когда мы сможем и когда 
не сможем, исходя лишь из (9) и (10), определить формально на 
(Г) все интересующие нас частные производные функции и (х,у). 

Для этого вводим в рассмотрение новые переменные & ит 
по формулам: 

| = w (x,y), 
N= y. 

Тогда u(x,y) > un): 

ди _ ди 95 ou on _ ди dw 

ox 0 ox oan ax A ox 

ay Е ay om ay o& ay on 
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В новых переменных уравнение (9) станет таким: 

oe и, 6) 

а условие (10) примет вид 

Ч. = F(n). (10) 

Из (9) и (10) видим, ЧТО: 

ди 
1) если на (Г) коэффициент при ЗЕ не равен нулю, то задача 

Коши (9) — (10) поставлена правильно и, следовательно, кривая 

(Г) — EP 

2) если же Ha (/) a(x, y)-¢ + b(x, у. = 0, то задача Коши 

(9) — (10) поставлена  непрахильно и, oF педовательно, кривая 

(Г) — характеристическая. 

Соотношение 

a(x,y)-5 SO + b(x,9) <2 у =0 (11) 

есть уравнение для характеристик уравнения (9). 
Пусть требуется определить семейство характеристик для урав- 

нения (9). 
Для этого берем уравнение (11) и составляем соответствующее 

ему обыкновенное дифференциальное уравнение 

dx _ ау , 

а(х,у) 6(х,у) 
Пусть 

y(x,y)=C (12) 

— первый интеграл этого уравнения. Утверждаем, что кривые, 
определяемые соотношением (12), образуют семейство характе- 
ристик для уравнения (9). Действительно, по теореме 1 предыду- 
щего параграфа, функция < = y (x, Ny является ee ypaBHe- 

ния (11). Следовательно, @(x,y)- Я + B(x, y) =0. Значит, 
x 

кривые, определяемые соотношением (12), образуют семейство 

характеристик уравнения (9). 
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2. Пусть имеется уравнение вида 

= = C(x), coos Xn). (13) 

В этом случае вместо кривой (/) задается уже поверхность (с). 
Пусть @(xX),X2,...,X,) = 0 — уравнение поверхности (с). Предпо- 
лагается, что 

9 
Q(X), ...› Хи) Fr + ...+4,(X],...5X,)° 

а(хь....х)еСКР) (i=1,n), 

C(x}, ...,X,) €C'(D), 

a(a),4>,...,@,) #(0,0,...0) в (D), 

®(хь..., х„) €C'(D), 

(и)? + (w%,)? +... + (0, 2 #0 B (р). 

Задача. Найти решение уравнения (13), удовлетворяющее ус- 

JIOBHIO 

ul, =f), (14) 
где f(M) — известная, заранее заданная функция. 

Заметим, что (13) — (14) — задача Коши на поверхности (с). 
Выясним, когда задача Коши (13) — (14) будет поставлена пра- 
ВИЛЬНО и Когда — нет, т.е. выясним, когда мы сможем и когда не 
сможем, исходя лишь из (13) и (14), определить (формально) на 

(с) все интересующие нас частные производные от функции и. 
Для этого вводим в рассмотрение новые переменные &; (i = 1, 7) 
по формулам: 

Е =® (хр, хо, ... 5х), 

]52 =X, 

Sn = Xp. 

Тогда и (ху, хо, ..., х„) > U(E),6,.--» Е): 

ди _ ди 9 , Ou 962, _ 

Ox, 6, Ox, db; Ox, д 9х, 9 OX, 

+...+ 
OX, 0 ax, "Е, ег "ЗЕ, Oxy On 9х2, 45, 9х› 955, 

=0 
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Аналогично 

ax, Е, ах, о. 

Уравнение (13) в новых переменных запишется так: 

а... 99 ay oe 1.90 | 9 9%, ng. Sh ae 
дж * ax, “о” ах] 9 * 9 о" Е, © 

(15) 
Начальное условие (14) в новых переменных станет таким: 

Ul, о = Л(6>,6з, .-., и). (16) 

Из (15) и (16) видим, что: 

1) если на (с) коэффициент при — в (15) не равен нулю, то 
x 

задача Коши (15) — (16) поставлена правильно и, следовательно, 

поверхность (©) — нехарактеристическая; 

2) если на (с) 

а. oo —+4)- dw —+...+а . 95% 
Ox, дх. Х> п OX, 

то задача Коши (15) — (16) поставлена неправильно и, следова- 
тельно, поверхность (co) — характеристическая. 

Соотношение (17) является уравнением для характеристиче- 
ских поверхностей уравнения (13). 

Пусть требуется определить семейства характеристических 
поверхностей для уравнения (13). Для этого берем уравнение (17) 
и составляем систему обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний, соответствующую уравнению (17): 

dx, _ dx» dx, 

а! (хр... Хх)  а>2(хь....х,) Ag (Xp «0» Xn) 

=0, (17) 

(18) 

Пусть 

W(X] X25 ... › Хи) = С; (i= I,n-1) (19) 

— независимые первые интегралы системы (18). Утверждаем, что 
поверхности, определяемые соотношениями (19), образуют семей- 
ства характеристических поверхностей для уравнения (13). 
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В самом деле, по теореме | предыдущего параграфа, функции 

®= (хр, хо,...,х,) (Г =1, п- 1) являются решениями уравнения 

(17). Следовательно, 

а, . 941 9-ти ax, + 92 Эх, ++ ae x, 2 , ). 

Значит, поверхности, определяемые соотношениями (19), образу- 
ют семейства характеристических поверхностей для уравнения (13). 

Пример 4. Найти решение уравнения Vx . 5: - se =0, 

ay: 

удовлетворяющее условию < (х,у)|_, = y?, 

}> Заданное уравнение — линейное однородное. Составляем 
соответствующее ему обыкновенное дифференциальное уравне- 

ние: т: = ——, откуда уе\х = = С — первый интеграл уравнения. 

Значит, & = и где Y — произвольная непрерывно диффе- 

ренцируемая функция, есть общее решение заданного уравнения. 
В этом примере задача Коши поставлена правильно, так как 

функция w =х-1 не является решением уравнения 2/х.9 —- 
т 

90 
— y— =0 и, следовательно, линия (/), определяемая уравнением 

ду 
© =0 (т.е. уравнением х =1), нехарактеристическая. 

Для определения вида функции \ используем начальное 

условие 2 (х,у)|,_, = У”. Имеем: v (ve) | =у?, те. у (уе) = у? 
X= 

: (= (= a -——). Значит, v [ve] = a — И, следовательно, 

2 20x e 2(Ух- 
z(x,y) = 5 — = y’e Ws 

I ) 4 

Пример 5. Найти решение уравнения 

хи +у ди +xy— ou =0, 
дх ду dz 

удовлетворяющее условию u(Xx,y,2Z)|,_9 =х’ +”. 
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}» Заданное уравнение — линейное однородное. Составляем 

систему обыкновенных дифференциальных уравнений, соответ- 
ствующих заданному уравнению в частных производных: 

a 4 _4& 
xXx у xXx 

dx а 
1) —= = откуда == С; — первый интеграл системы; 

dx а 
2) — = = ‚ откуда dx = a или, принимая BO внимание, что 

x xy y 
2 x 

~ 
2 

<- > = C, — это еще один первый интеграл системы. 

у=Сх, Cxdx=dz > 7=CQ—+Q, = 2=2 5-40, > 

Значит, и = (2.2 -) ‚ где у — произвольная непрерыв- 

но дифференцируемая функция, есть общее решение заданного 
уравнения. 

В этом примере задача Коши поставлена правильно, так как 
функция © = < не является решением уравнения 

dW OO 30 _9 
ду" 

и, следовательно, поверхность (с), определяемая уравнением 
w = 0 (Т.е. уравнением Z =0), — нехарактеристическая. 

Для определения вида функции \у используем условие 

u(X,y,2)| 9 =X +)". 

y ху 2, y2 У xy 2, 42 
—~, == oe = + 9 ee _—--— =X + . Имеем v < 5 J. x°+y",T.e v я y 

Поверхность (с) (в нашем случае плоскость Z=0) можно 

х=х 

считать заданной параметрическими уравнениями | у=у, х, у— 

z=0 

параметры. 
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Подставим эти выражения для xX, у, Z в найденные первые 
интегралы системы обыкновенных дифференциальных уравне- 

ний, а именно, в соотношения: % = C, uz- > = C,. Получим 
х 

—=C, у=Сх 2. _ 262 
>‘ С 2 > С . 

ху -— Хх“ =С. 
== 62 L 2 ? у? =-2C,C, 

Унас у (ССЭ 0 =? +) * = FE -260, =-"С2+0В. Итак, 

получили: \ (С,,С.) = - с 2. (1+С}). 

Подставив теперь здесь вместо C, и С› соответственно > 

и <- > ‚ находим 

Следовательно, и(х,у,<) = (ху - в y ae 4 

Пример 6. Найти решение уравнения 

9 9 
z= С +х=0 , 

ox oy 

удовлетворяющее условию < (Xx, У), 2 = 2x. 
}> Заданное уравнение — квазилинейное. Рассматриваем вспо- 

могательное уравнение 

+ (z? — x?) 

Составляем систему обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний, соответствующую этому вспомогательному уравнению: 

4х dy dz 
z ge-x* -х 
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dx dz 
1) 7 Ix = xdx+zdz=0 => #2 +х2 = С, — первый ин- 

теграл системы; 

dx +4 _ dy (z+x) 
2) 1-х -@-юа+» 2 (2+ x)d(z+x)=dy = = 

2 
=y+C, => +) = C, — первый интеграл системы. 

[а 2 (+x) v=wl/zZ +x 5 —- y}| — общее решение вспомогатель- 

ного уравнения. 

2 (7+ +х)* _ =0 

2 
вольная непрерывно дифференцируемая функция, дает общее 
решение исходного уравнения. Последнее соотношение может 

(z +x) 
2 

ная непрерывно дифференцируемая функция. 
Задача Коши в этом примере поставлена правильно, так как 

функция ш=у-х? не является решением уравнения 

Соотношение “(2 +x, ‚ где Y — произ- 

быть записано в виде -у= f(z? +x’), где f— произволь- 

do) 2 2,00 0) 
LZ— + (2° -х^) — —- x — = 0 и, следовательно, линия опре- 

деляемая уравнением ®&=0 (т.е. уравнением y = x”), нехаракте- 

ристическая. 
Для определения вида функции f используем условие 

z(x,y)|,_,2 =2х. Имеем 
2 

f(z + Ye — | +х) _ 4 

yx? 2 

Так как < =x? = ”, ‚то последнее соотношение запишется в виде 

f (5x?) = => - x? вх > f(5x2) = 165). 

Значит, f(z? +x?) = О +х?), и, следовательно, будем иметь 

2 
< +2) = GE _y (1242) =5(-у).4 

252



$7. Продолжение решений. 
Нелокальные свойства решений 

Пусть имеется нормальная система обыкновенных дифферен- 

циальных уравнений 

dY 
<> = РУ). (1) 

Считаем, что F(x,Y)eC(D), (D)cR"', Р(х,У) е Lipy(D) — 
локально. Рассмотрим произвольное решение системы (1) 

Y= Q(x), xel=(a,b). (2) 
Определение. Если существует решение системы (1) 

У = 9, (x), ХЕ Л = (а» 5) , (3) 

такое, что 

1) ГП, ГП, и 

2) фи(х) = (x), хеГ, 
то решение (2) называется продолжимым, а решение (3) называет- 
ся продолжением решения (2) на промежуток П. 

Если промежуток J, является расширением промежутка / 
лишь вправо, то решение (2) называется продолжимым вправо, 

а решение (3) называется продолжением вправо. 
Если промежуток [ является расширением промежутка Г 

лишь влево, то решение (2) называется продолжимым влево, 

а решение (3) называется продолжением влево. 
Теорема 1 (о продолжимости решения, определенного на сег- 

MeHTe или полусегменте). Пусть Y = @(x), хеЕГ, — решение 

системы (1). Тогда: 
1) если Г =[а,6], то решение У = @(x) продолжимо в обе 

стороны; 
2) если J =[a,b), то решение Y = @(x) продолжимо влево; 
3) если Г = (а, 6], то решение У = @(x) продолжимо вправо. 

}» Пусть для определенности У = g(x) — решение системы 

(1), определенное на J = (а,5]. Покажем, что это решение про- 

должимо вправо. Пусть ф (5) = С. По определению решения, точ- 

ка (6,9 (5)), т.е. точка (b,C) е (2). 
Так как точка (b,C) е (2) , то существует решение системы (1), 

проходящее через эту точку. Пусть таковым решением является 

Y=w(x), хЕ[Ь-й,6+й|, #>0, \(5)=С. 
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Рассмотрим функцию 

9 = 5], ед хе/ = (@,6] 
w(x), xe[b,b+ A]. 

Отметим, что @,(x) определена и непрерывна Ha Л =(a,b+ A]. 
Покажем, что она является решением системы на промежутке 
(a,b + Й] = If . 

Имеем: 1) для любого x € [| точка (х,фи(х)) е (р). 
Имеем, далее: 

для хе (а,6) (x) = (x) = F (x,9(x)) = Е(х,Ф1 (>); 
для хе (5,6 +1] $1(х) = y’(x) = F (x,y (x)) = Е(х,Фи(Х)). 

@(x) имеет в точке Hb левостороннюю производную => ф/(х) 
имеет в точке 5 левостороннюю производную, причем 

1 (5 — 0) = $'(6- 0) = Р(5,$(5)) = F(6,C). 

w(x) имеет в точке 5 правостороннюю производную => Q,(x) 
имеет в точке 5 правостороннюю производную, причем 

$!(6 + 0) = y'(b + 0) = F (b,y(6)) = F(,C). 

Видим, что существуют 9)(6-0) и $Ф(6+0), причем 

Ф'(Ь-0) = Ф'(Ь+ 0) = F(b,C) = существует ф! (5), причем 

$! (6) = F(b,C) = Е(Ь,Фи(В)). 
Таким образом, для xel, существует Ф1(х), причем 

p(x) = Е(х,Фи(х)). 
Вывод: вектор-функция У =@,(x), xe /, =(a,5 +h], есть pe- 

шение системы (1). Это решение определено Ha промежутке Л, 
который является расширением вправо промежутка /. Так как 
(x) =$Ф(х), x Г, то заключаем, что Q(x), хе J, — продол- 
жение вправо решения Ф(х), хЕГ. 

Следствие. Решение системы (1), определенное на некотором 
сегменте или полусегменте, всегда может быть продолжено Ha 
некоторый интервал. 

> Для определенности рассмотрим опять решение Y = g(x) 

системы (1), определенное на J = (а,6]. По теореме 1 это реше- 

ние имеет продолжение g,(x), xe/, =(a,5,], где b=b+h, 
h>Q.- По теореме 1 решение (x) имеет продолжение @,(x), 

хЕ Г. = (а,65] , где Ь =В+й,, й >0. 
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Очевидно, что решение ф>(х), хе Г. , является продолжени- 
ем исходного решения @(x), ХЕГ. Продолжая этот процесс 
аналогичным образом, получим бесконечную последовательность 
продолжений исходного решения Ф(х), хеГ: 

Фи(х), ХЕ I, = (а,5, |, b, = 5) +h = Й, | >0 (n=1, 2, 3,...). 

Здесь {b, } neN монотонно возрастающая числовая последователь- 

ность. Следовательно, b, —— 6 (6 $+). 
П—ео 

Рассмотрим теперь вектор-функцию: 

ф (х) =ф,(х), xel,, n=1,2,3,.... 

Эта функция определена Ha любом Г, и, следовательно, определе- 

на на Г = U I, = (a,b) . При этом для любого x Е Г существует п, 

такое, что, x €(a,5,) , и, следовательно, 

G(x) = 9, (x) = F (x,9,,(x)) = Е (х,$ (0). 
Это означает, что функция 

Y=G(x), xeT =(a,b) 
есть решение системы (1). Ясно, что она — продолжение исходно- 
го решения вправо. 

Таким образом, любое решение системы (1) мы можем счи- 
тать определенным на некотором интервале. 

Теорема 2 (об условиях продолжимости решения, заданного 
на интервале). Пусть 

Y=9(x), хеГ-=(а,5) (*) 

— решение системы (1) (считаем, что р < +00). Тогда: 
[. если решение (*) удовлетворяет условиям: 

1) существует lim (x)= 
x—b-0 

2) точка (5,С)е (р), 

то решение (*) продолжимо вправо на некоторый интервал 

Г = (а, 8), где 5, > 5, 

и наоборот, 
IT. если решение (*) продолжимо вправо на некоторый интер- 

вал /| =(a,5,), где В > 6, то существует im P(X) = С wu TouKa 

(6,C) е (D). 
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Замечание. В предположении, что @ > —<° , аналогичные утвер- 

ждения имеют место для продолжимости решения (*) влево. 

} I. Рассмотрим вектор-функцию 

_je(x), хеГ= (@,5), 
Q(x) = м x=b. 

Эта функция определена Ha промежутке J, =(a,b] и, согласно 
условию 1) теоремы, ,(x) е C(/,). Покажем, что 9,(x), хЕП, 
является решением системы (1) на промежутке Л. 

Имеем: 

1) для хе (а,6] точка (x,@,(x)) е (2). 
В самом деле, для хе(а,Б) 9,\(x)=o(x%), а точка 

(x,@(x)) е (2); для x = b точка (5,С) е (2). 
Имеем, далее, 

2) для хе (a,b) 

ф1(х) = Ф’(х) = F (x,@(x)) = Е(х,фи(>)). 
Устремим в этом равенстве хк b — 0. Получим 

$1) = Р(х,Ф()) ——Е(6,С) 

=> @,(x) вточке х = В имеет левостороннюю производную, при- 

чем 0)(5 — 0) = F(8,C). 

Видим, таким образом, что @,(x) — решение системы (1), 

определенное на J, = (а,6]. Ясно, что @,(x), хе Ц, — продолже- 

ние решения (*) на промежуток (а, bd]. 

По следствию к теореме 1, @,(x), хе П, можно продолжить 

на некоторый интервал Г). = (а, 5), где В >. Обозначим это 
продолжение через 

92(x), хЕГ.. 

Ясно, что ф2(х), x € Г. ‚ — продолжение решения (*) на J,. YT- 

верждение I теоремы доказано. 

II. По условию, решение (*) имеет продолжение вправо: @,(x), 

xe], =(a,b,), где В > b > существует lim (x) = @ (6). Ho Torna 
х> 

lim к) = im P10) =@,(b)=C те. im ‚$ (х) существует. 
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Имеем, далее: точка (b,C) = (b,@,(5)) е (D) как точка графика 

решения У =@,(x) системы (1). Видим, что утверждение IT теоре- 

мы доказано. q 
Теорема 3 (об условиях существования предела у решения 

ф(х) ‚ заданного на интервале). Пусть У = m(x) — решение систе- 

мы (1), определенное на интервале J =(a,b) (6 <+-°). Пусть 

точка ху е (a,b). Если вектор-функция F(x,@(x)), x e[x9,5), 
ограничена по норме, т.е. если существует М >0, такое, что 

[F (х,Ф (>) < М, хв[ж,Б), то существует lim (x). 
x— 5-0 

>» Унас p(x), хе Г — решение системы (1). Следовательно, 

справедливо тождество 

ф’(х) = Е (х,ф (х)), xel. 

Проинтегрируем это тождество по отрезку [Xp, Xx] < [хо,5). Получим 

9 = 9(x%) + [F(x,@(x))de, x eLxy,0). (*) 
Xo 

Возьмем теперь последовательность {x,} _,, — любую, HO такую, 

что x, €[X9,5) и x, ———> 5. Рассмотрим соответствующую после- 
П—ео 

довательность значений функции 

{9 (х )} ем у (А) 

Покажем, что она фундаментальная. Для этого возьмем &>0 — 

любое. У нас последовательность [х„ } ем — сХодящаяся. (х„ ——>6) 
N—eo 

=> взятому € > 0 отвечает номер М, такой, что для любых n,n, > М: 

= 
kx, - Xn,| < ve В тождестве (*) положим сначала х = X,,, а затем 

x = х„, . Получим два соотношения. Вычтем из второго соотношения 

соответствующие части первого. Будем иметь 

Ф(х,)- Фи) = [Р.Ф de = 
Хи 

Xn 

=> fo (x,,) - 9(%,,)] < {IF (eGo) ax <M -\x,, - Хи < M+ ==. 
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Видим, что взятому = > 0 отвечает номер №, такой, что для любых 

п, В > М lo (,) _ Ф(х <=. Последнее означает, что 

19(x,)} к — фундаментальная. А из фундаментальности следует 

существование lim 9 (x,,). 

Итак, для любой последовательности {x,} _,, такой, что 

Xn €[X9,5) и x, ——>b, оказывается, что соответствующая пос- 
по 

ледовательность {p(x,)} _. 

черкнуть, что этот предел не зависит от выбора последовательно- 

сти {x,} _.). Значит, существует lim @(x). 4 
x—b-0 

имеет конечный предел (важно под- 

ПЕМ 

Замечание. Обозначим lim ‚® (x) = С . Следует иметь в виду, что 
х>5- 

точка (5, С) может принадлежать, а может и не принадлежать (2). 

Следствие. Пусть Ф(х), хеГ=(а,6) (b<+0),— решение 

системы (1). Пусть существует ограниченная замкнутая область 

(D,) с (0) такая, что при некотором ху е (a,b) оказывается: точ- 

ки (x,@(x)) е (2), x €[%,5). Тогда решение ф(х), xe I =(a,b), 

продолжимо вправо на J, = (а, 6.) (5, > 5). 

>» Так как (D,) — ограниченная замкнутая и (D,) < (р), то 

Е(х,У) — ограниченная на (D,). По условию, точки 

(x,@ (х)) е (21), хе[х,5) > Е (x,@(x)), x €[xX9,5) — ограничен- 

ная. Тогда по теореме 3 существует im PX) = С. У нас точки 

(х,Ф (х)) е (2), x €[x,5). Ho тогда и предельная точка 

(5,С)Е (D,) с (0). Видим, что выполнены условия теоремы 2 => 

решение ф(х), x / = (a,b), продолжимо на интервал J, вправо. «4 

Определение. Пусть 

У =Ф(х), xel=({a,b), (2) 

— решение системы 
АТ 
* = Е(х,Т). (1) 

Пусть (2) продолжимо на некоторый интервал /” = (a,B), но не 
продолжимо ни на какой более широкий промежуток. Тогда Г 
называют максимальным интервалом существования решения (2). 
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Если решение (2) продолжимо на Г = (а, В), но не продолжи- 

мо вправо ни на какой более широкий интервал, то Г” называют 

максимальным вправо интервалом существования решения (2). 
— 

Если решение (2) продолжимо на / =(a,5), но не продол- 

жимо влево ни на какой более широкий интервал, то Г” называ- 
ют максимальным влево интервалом существования решения (2). 

Теорема 4 (о существовании максимального интервала суще- 
ствования решения). Любое решение Y =@(x), хе Г, системы 

(1) имеет максимальный интервал существования I” = (a, В). 

}» Из следствия к теореме 1 следует, что решение Y = q(x) 

системы (1) можно считать заданным на некотором интервале 

Г = (а,5). Докажем сначала, что для У’=Ф(х), хеЕГ-= (а,5), 

существует интервал существования решения 7° — максималь- 
ный вправо. Могут иметь место два случая. 

] случай: Г= (а, +°). В этом случае интервал (а, +°) уже 

является максимальным вправо. 

2 случай: [= (а,6), В <+°°. В этом случае станем рассматри- 

вать промежуток [6, +0). Все числа этого промежутка разобьем 

на два класса Ли В по следующему правилу: 
берем произвольное число с из промежутка [b,+°); если 

решение У =@(x), xe J =(a,b), продолжимо Ha (а,с], то с OT- 
правляем в класс A; 

если решение У = @(x), хе / = (а,5), непродолжимо на (а,с], 

то с отправляем в класс В. 
Могут реализоваться следующие возможности: 

1) A=, т.е. для любого с е[6,+°) решение У=Ф(х), 

хеЕГ= (а,5) , непродолжимо на (а,с]. Это означает, что решение 

У =9(x), хеГ = (а,5) ‚ непродолжимо вправо. Значит, (a,b) — 

является максимальным вправо интервалом существования реше- 

ния Y =@Q(x). 

2) B=, т.е. для любого ce[b,+o) решение Y =@(x), 

x e ] =(a,b), продолжимо Ha (а,с]. Это означает, что решение 
У =9(x), xe J =(a,b), продолжимо на (а,+ oc), Следовательно, 

Г = (а+<°) — максимальный вправо интервал существования 

решения У=Ф(х). 
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3) A#OM, В= об. Так как любое число се [6, +°°) попадает 
либо только в A, либо только в В, и так как с; <с>, если с, — 
любое из A, а с› — любое из В, то существует число B= А|В, 
осуществляющее сечение [6, +0). Отметим, что Ве В (если бы 

было ВеВ, то ВЕЛ, причем В = тах А => решение У =Ф(х), 
хеЕГ-= (а,5) , было бы продолжимо вправо на J, = (а,В], а следо- 

вательно, по теореме | оно было бы продолжимо на промежуток 

(а,В+й], где #>0 > B+heA = В неесть тах А). 
Таким образом, в случае 3) будем иметь: 

для любого се[Б,В) решение Y=@(x), xe] =(a,b), про- 

должимо Ha (а,с]; значит, оно продолжимо Ha (а,В) ‚ а 

для любого се [В, +) решение У = (x), xe] =(a,b), не- 

продолжимо на (а, с]. 

Вывод. Решение У’=Ф(х), xeJ=(a,b), продолжимо на 

Г = (а,В) и непродолжимо ни на какой более широкий интервал 

вправо. 
Совершенно аналогично устанавливается, что для решения 

У=Ф(х), xeJ=(a,b), имеется интервал существования 

Г = (a,b) — максимальный влево. 

Общий вывод. Решение Y = @(x), хеГ= (a,b) , имеет макси- 

мальный интервал существования J” = (о,В). 4 
Теорема 5 (нелокальная теорема единственности). Пусть име- 

ется система 

dY 
a = РТ). (1) 

Пусть Е(х,У) ¢C(D); Р(х,У) е Lipy(D) — локально, (D) < В"". 
Тогда любые два решения системы (1), имеющие общую точку, 
совпадают на общем промежутке их существования. 

» Пусть Y=Q,(x%), xel=(a,,5), и У=Фо(х), 

хЕ Г. = (а›,65), — два решения системы (1) — любые, но такие, 

что существует точка ху Е ДП Г. ‚, в которой 

Ф1(%0) = Ф2(%0) = Ц. 

Пусть J = ЛПЬГ. = (а,65).. Теорема будет доказана, если мы пока- 

жем, что 

2(x)=9,(x), xel. 
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Будем доказывать это тождество для промежутка J* =[х,5) (для 

промежутка /` = (а,х,] доказательство аналогичное). 

От противного. Допустим, что @2(x) = O,(x), хе[х,б). Ho 

тогда существует число Бе [хо›6) , такое, что 

1) Ф2(х) =@,(x), хе[ж,В], 

2) @2(x) = (x), x e[xo,b +5), для любого § > 0. 

В точке В оба решения определены, причем 

$2(5) = 9,(6) =С. 
Тогда точка (b , С) Е (О) (это — общая точка графиков наших реше- 

НИЙ). 
Теперь можем применить локальную теорему единственнос- 

ти. Так как решения У =@,(x) и У=Ф>(х) проходят через точку 

(b , С) ‚ то существует число 5>0, такое, что 

9 (xX) = 92(X), xe(b -5, b +8) => 

> Ф2(х) =,(x), x €[X,5 +8). 
А это противоречит TOMY, что (x) = Q(x), x E[X, b + 5), для 

любого б > 0. Значит, предположение, что ф_ (х) # (x), x е [хо, 5), 

неверно. 
Вывод: ф›(х) = 9 (x), хЕ[ж,б). 4 

Следствие (из теоремы 5). Если решение Y =9(x), 

хе J =(a,b), продолжимо на интервал /|, то это его продолже- 

ние Ha / — единственное. 

> В самом деле, пусть 9,(x) и 2(x) — любые два продолже- 

ния решения У=Ф(х), хе Г, на промежуток /,. Но тогда оба 

эти решения определены на /| и совпадают Ha J. Значит, по 

теореме 5, они совпадают на Л. 4 
Теорема 6 (нелокальная теорема существования решения). 

Пусть имеется система 

АУ 
< = РТ). (1) 
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Пусть F(x,Y) е C(D); F(x,Y) е Lipy(D) —локально, где (D) = {(х,У), 

a<x<b, || <+-]. Пусть [Е(х,У)] < р(х)-[7|+9(>), (х,У) с (2), 

P(x), q(x) е C((a,b)), p(x), q(x) 20, хе (a,b). Тогда любое реше- 

ние Y = @(x) системы (1) продолжимо на интервал (a, 5). 

> Пусть Y = p(x) — произвольное решение системы (1). Пусть 

Г = (a,B) — максимальный интервал существования этого реше- 

ния. Покажем, что | = (a,B) = (a,b). 

Допустим, что это не так. Пусть, например, В< В (a=a) (> 

(a,B) < (a,b); (a,B) = (а,6)). Пусть ху € (a,B). Рассмотрим реше- 

ние У=Ф(х) на промежутке [ху,В). Покажем, что решение 

У = 9(x) — ограниченное на [ху,В). 

Действительно, у нас @(x) = ЕЁ (x,@(x)), хе[х,В). Проин- 
тегрируем это тождество по промежутку [ху,х] с [хо,В). Получим 

ф(х) = Ф(ж) + [Р(1,Ф(0)4, хе[ж,В). 
хо 

Оценим по норме: 

lo (x)] <p ol] + [(р@-в@]+а0)@, x €Lxo,B). 
Хо 

У нас [хо,В] < (a,b). Поэтому p(t), g(t) еС(хо,В]) = существует 

М > 0 такое, что р() <М,а()<М, te[xo,B]. А тогда 

[20 < [6+ М -В-ж)+ М. feat, хех. 
Хо =A=const>0 

Видим, что. (lp (x)] = (x) (обозначение) удовлетворяет на 
[X9,B) условиям леммы Гронуола => 

=> [p(x] < ле" <леМ OO = М, x €[%,B). 
= M,=const 

Хо $x SB, 
[7 <M. Видим, что (D,) — Рассмотрим теперь (D,) -| 

ограниченная замкнутая область, такая, что (D,) < (D). Из изло- 
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женного выше следует: существует точка хе (A,B), такая, что 

для любого х из промежутка [х,В) оказывается: точка 

(х,ф(х)) € (D)). Но тогда по следствию к теореме 3 решение 

Фф(х), хе(а,В), продолжимо вправо, а это не так (у нас по 

условию промежуток (a,8) — максимальный вправо интервал 

существования решения @(x)). Значит, наше предположение, 

что (a,B) = (a,5), неверно. Следовательно, (с,В) = (а,6). «4



Глава 6 

ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$1. Некоторые сведения из теории матриц 

1) Матрицу A, имеющую п строк и К столбцов, будем обозна- 

чать либо символом A = {a,; \ (i=I,n; fal, k; Б]/ЕМ), aj — 

числа (вещественные или комплексные), либо символом 

(ay; ) 

a>, — 
А = (@),@>,...,@,), где a; = (j=1,k). 

Fj J 

2) Пусть о — определенное число. Тогда, как известно, 

о. А =А- а = [м - а}; 

о. (А+ В) =«. А+а.. В (Аи В — матрицы одинакового строения). 

3) Пусть A={ay} (i=Ln; 1=БЕ), B={b,} (1=1,8; 
1 = т). По определению считают 

k — 
A-B=}S-04-by| (i=l,n; J=I1,m). 

1=1 

Отметим, что 

А.В=А- (61,65, ..., 6.) =(А-В,А-Б,,..., А-В). 
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4) Определение. Нормой матрицы А = {a,, \ (i=1,n; j=1,k) 

называют число max{a, Я = | A]. 
i=l,n 

jai,k 
Легко убедиться, что выполняются соотношения 

[A] 20 для любой A, причем (|4]=0) = (А=0); 

[x - All = fol -[ All; 
|A + Bl <||A]+||8l| (Au B— матрицы одинакового строения). 

Отметим следующее свойство нормы произведения матриц. 

Пусть A= {аи} (i=1,n; 1=1,k), B= {b,} (1=1,k; 1 = т). 
Тогда [А - B] sk -fAl]- |B]. 

} В самом деле, имеем 

Е Ри 
ja m j=l,m 

Рассмотрим теперь матрицу 

A(x) = {a,(x)} (1=1п; 1=1,®), 

в которой а;,(х) — функции вещественного аргумента x, опреде- 
ленные в некотором промежутке J = (a,b). A(X) называют мат- 
рицей-функцией аргумента х. 

5) Говорят, что А(х) непрерывна в точке ху е Г, если в этой 
точке оказываются непрерывными одновременно функции a; ;(x) 
(=; j=1,k). 

A(x) непрерывна на промежутке /, если она непрерывна в 
каждой точке этого промежутка. 

6) Производная матрицы функции А(х) определяется соот- 
ношением 

а ee =D EEE» и | =u (i=in; /=1, Е). 

dA (x) da; (x)... — 
——-^ существует, если существуют одновременно —— (i = 1, п; 

1=1 2). 

Справедливы следующие утверждения. 
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Пусть матрицы-функции A(x) и B(x) одинакового строе- 

ния, определенные и дифференцируемые на / Тогда 

dA (x) , dB (x) < (A(x) + BQ) == qe т, 

Пусть A(x) определена и дифференцируема на J, a — посто- 

_dA(x) 

dx 

‚ ХЕГ. 

янное число. Тогда (а .А(х))=о ‚ ХЕГ. 

Пусть A(x) = {a,(x)} (i =1,2; [=1, &) определена и диффе- 

ренцируема на J, B(x) = {5,;(x)} (1=1, Е; j=1, т) определена и 

дифференцируема на /. Тогда 

4 (40x). B(x) ILS 2460) by} = dx dx = il ij 

k 

= |; (аи(х) - yj (x) + a(x) + Bf; cn) = 

_ dA(x) ‚ аВ(х) 
= B(x) + A(x) x” 

Замечание. Пусть A(x) — квадратная матрица-функция, 
определенная и дифференцируемая на /. Тогда 

(4245) = A(x) A(x) +46) -4), хеГ. 

el, 

Следует помнить, что, вообще говоря, £ (A(x) #2A(x)- A(x), 

хе Г, ибо матрицы A’(x) и A(x) часто оказываются некоммути- 

рующими. 

7) Пусть A(x) е С(Г), Г=[а, 5]. A(x)dx определяется соот- 
ношением 

b b 
[лба = {fay Cs a (i=I,n; j=1,k). 

В частности, для любого x e[a,b] имеем 

[лба - ayia ar (i=I1,n; j=1,k). 

Отметим, что 
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ла = А(х), хе[а,[]. 

Рассмотрим вопрос о норме интеграла. Имеем 

b 

ое 
b 

re
l ae a; (x) dx 

§2. Линейные системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Простейшие свойства решений 
линейных однородных систем 

< тах 
i=in 

j=lk 
[ва 

sJA (х)] 

5 

jefe 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений вида 

ЧУ: 
dx 

472. 

dy, 

называется линейной. __ — 
Считаем, что а,;(х) (i, j=1,n) u Л(х) (Г =Ъп) — некото- 

рые вещественные функции от х, определенные и непрерывные в 
Г= (а,6). 

Пусть 

У(х) = 

fy (x)) 

у2(х) 

In (x)) 

; F(x) = 

(f(x) 

f(x) 

LF. (x), 

= Ay (X)- Vy + Qy2(X) + y2 +... 

= Az (X) + Yy + а22(х) + у. +... 

; A(x) = 

ан(х) а12(х) 

Тогда система (1) может быть записана в виде 

АУ 
к #4. Y + F(x). 

+ oq (X) + Уи + S2(); 

. Ain (x) 

Q>,(x) а22(х) ee 

| (x) a2 (x) coe 

+ a\,(x) “Yn + fi), 

(1) 

i= a (X) “yi + Qn2(X) “Yor +... + Any (X) “Yn + Fin (X) 
| ax 

Qn (x) 

Ann (x) ) 

(1) 
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Обозначим A (х) - У + F(x) = Х(х,Т). Ясно, что F(x, ¥) е C(D) ‚где 

= a<x<b, И 

Рио, MoM 

ЗУ = А(х) > у eC(D). 

Значит, (D) — область существования и единственности реше- 
ний системы (1). 

Положим p(x) = тах. la,,(x)| ‚ g(x) = max|/;(x)|. Имеем 
ij=l,n = п 

[F(x =) -¥ + FOO] < [A - У] + FC] < 

< p(x)-n-[¥]+¢(x) = B(x) -[¥]+¢), 

где p(x) = p(x)-n. 
Видим, что выполнены условия нелокальной теоремы суще- 

ствования решения. По этой теореме любое решение Y = Q(x) 
линейной системы (1) продолжимо на интервал (a,b). 

Справедливо также утверждение: любые два решения линей- 
ной системы (1), проходящие через одну и ту же точку, совпадают 

на всем интервале (a,b). 

Действительно, по указанной выше теореме, любые два реше- 
ния системы (1) продолжимы на интервал (a,b). Но тогда, по 
нелокальной теореме единственности, они совпадают Ha (a,b). 

Если в системе (1) F(x) = 0, хе Г, то вместо (1) будем иметь 

dY 
= AG). (Io) 

(10) называют линейной однородной системой дифференциаль- 
ных уравнений. Отметим следующие простейшие свойства реше- 

ний системы (1). 
1. У=0, xe Г — решение системы (1) (очевидно). 
2. Если вектор-функции Y =9,(x), хеГ, и Y= @,(x), 

х Е Г, — решения линейной однородной системы (1), то век- 
тор-функция У = $, (х) +o2(x), x Г, — решение системы (Io). 

№» В самом деле, так как Y=9,(x), хеГ, и Y= 9 (x), 
хе Г, — решения системы (1), TO 

dp (x) _ x А(х)-Фи(х) =0, xel, 
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A920) _ 4 (x)-92(x) = 0, ХЕГ. 

Имеем 

2 (99 +909) - 49-69 +9209) = 

- ao) + о - A(x) - $10) - A(X) -@2(x) = 

[7 - A(x)-9(2)}+{ 2 - 42-926) =0, ХЕГ 

=0, “xel a0, “xel 

/ & р 

=> Y= 9,(x)+92(x), хЕ Г, — решение системы (lo). 4 

3. Если У=Ф(х), хеГ, — решение системы (№), а C— 

постоянная скалярная величина, то У =С-Ф(х), хе Г, — реше- 
ние системы (15). 

p> Действительно, по условию Y=@(x), хеГ, — решение 

системы (Ip) => BH _ 4(2)-9(x) =0, x eI. Имеем 

d | -o(x)) =C- 8. _ 6. A(x) -0(x) = = (C-9(x))- A(x) -(C ф(х)) = С eo A) OO) 

dx 
, a | 

с. - 469-96) =0, xel > 
в0, xel 

> ’=С.-Ф(х), хе Г, — решение системы (1). 4 

Следствие. Если Y=9,(x), хеГ; У=фФ.(х), хЕГ; ; 

У =9Q,,(x), х Е 7, — решения линейной однородной системы (19), 

a C,,C,,...,C,, — произвольные постоянные числа, то вектор- 

функция 

У =С, - Q(x) + С. -Q2(X) +... + Си -Фи(х) 

— решение системы (1). 
Замечание. Если т = п, то вектор-функция 

У =С, -Фи(х) + Cy . Ф2(Х) +...+C,-9,(x%), хеЕГ, (2) 

будет решением системы (1), зависящим отхиот С,,С., ..., Си. 
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Вопрос: будет ли (2) общим решением системы (1)? 
Ответ: не всегда. 
Выясним, какими должны быть решения @,(X), ..., ф„(Х) 

системы (19), чтобы вектор-функция (2) была общим решением 
этой системы. 

53. Линейная зависимость 
и линейная независимость вектор-функций. 
Признаки линейной независимости решений 
линейной однородной системы 

Пусть 

P(X), Ф2(х), ..., Ф,(х) (пеЕМ) (1) 
— вектор-функции, определенные на некотором / = (а,6). 

Определение. Если существуют числа "у, 72, ..., Yn, среди 
которых есть отличные от нуля, такие, что 

У! - Фи(х) + 72 - Ф2(х) +--+ Yn On(X) =0, xel, (2) 
то вектор-функции (1) называются линейно зависимыми на 

I = (a, b) ® 

Если же тождество (2) имеет место лишь тогда, когда 
у! = 72 =... = у, = 0, то вектор-функции (1) называются линейно 
независимыми на /. 

Пусть вектор-функции (1) являются решениями линейной 

однородной системы 

dY 
<= ACY. (Io) 

Образуем матрицу 

Ф(х) = (фи (x), ф2(х), coe ,(x)) . (3) 

(x) называют матрицей решений системы (1). 
Определитель матрицы Ф(х) обозначают через W(x) и назы- 

вают вронскианом, составленным для решений системы (1). 
Таким образом, по определению, 

W(x) =det d(x), xel. 

Теорема 1 (необходимый признак линейной зависимости п 
решений системы (1)). Если решения @,(X), 2(x), ..., ф„(х), 
хеГ, системы (1) линейно зависимы Ha / =(a,b), то их 
вронскиан 

ИЙ(>х)=0, xel. 
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» По условию, решения (1) системы (15) — линейно зависи- 

(C, \ 

C, мые Ha J = (a,b) => существует (постоянный) вектор С = #0, 

такой, что ЦС», 

®(x)-C=0, xel. (4) 

Это означает, что для хе Г линейная алгебраическая система (4) 
с матрицей коэффициентов P(x) и с неизвестными 
С, Cy, ..., С, имеет решение, отличное от чисто нулевого. Ho 
это возможно лишь тогда, когда det Ф(х) =0 для хеГ. 4 

Следствие (достаточный признак линейной независимости п 
решений системы (15)). Если существует точка ху е Г, такая, что 

W (x9) #0, то решения (Xx), 92(X), ..., Фи(х), ХЕ Г, системы 
(lo) линейно независимы Ha /. 

p> Рассуждаем от противного. Допускаем, что решения (1) систе- 
мы (lp) — линейно зависимые Ha /. Но тогда по теореме | получаем, 
что И(х) =0, xe Г => вчастности, W(x) = 0, аэто не так. 

Теорема 2 (достаточный признак линейной зависимости п реше- 
ний системы (15) ). Пусть вектор-функции @, (x), Ф>(х), ..., ф„(х), 
ХЕ Г, — решения системы (15). Пусть W(x) — их вронскиан. Если 
существует точка хе Г, такая, что Й’(х) =0, то решения (1) 
системы (5) — линейно зависимые Ha | = (a,b). 

> Введем в рассмотрение линейную алгебраическую систему 

Ф(ж)-С=0, (5) 
где Ф(х) — матрица, составленная из решений (1) системы (1), 

C, ) 

С. .. 
а С = — неизвестный вектор. По — условию, 

Си, 

det d(x) =И(х)=0 = система (5) имеет ненулевое решение 

( (0 ср 
с® =|" | (Cc #0). 

0 

co | 
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Рассмотрим решение системы (1) 

У=С®.ф,(х)+С® -o(x) +... + CO - (x) = O(x)-C. (6) 
Это решение, в силу (5), удовлетворяет начальному условию 

У | =0 (7) 
Х=хХо 

(ибо, в силу (5), Ф(ж).С® =0). Но начальному условию (7) 
удовлетворяет также решение У=0, хЕ Г, системы (1). Мы 
знаем, что для линейной системы любые два решения, проходя- 
щие через одну и ту же точку, совпадают на всем интервале 
Г = (а,5). Следовательно, будем иметь 

Ф(х).С® =0, xel. 

Так как C® = 0, то последнее соотношение означает, что реше- 
ния Q(X), 92(X), ..., ф„(х), хЕГ, системы (15) — линейно за- 
висимые на Г = (а,5). 4 

Следствие (необходимый признак линейной независимости п 
решений системы (15)). Если решения (x), Ф>(х), ..., Фф„(х), 
хеЕГ, системы (lj) — линейно независимые Ha J, то 

W(x) #0 для хЕГ. 

>» В самом деле, допустим, что имеется хотя бы одна точка 
Ху Е Г, такая, что W(x) = 0. Но тогда по теореме 2 получаем, что 
решения @,(x), ф>(хХ), ..., Ф„(х), хеГ, — линейно зависимые 
на Г, а это не так. 

Определение. Пусть @,(x), Ф>(х), ..., 9,(x), xel =(a,b),— 
решения системы (lp), Ф(х) — матрица, составленная из этих 
решений. Если решения @,(x), 2(x), ..., @,(x), хе Г, — линей- 
но независимые на /, то матрицу Ф(х) называют фундаментальной 
матрицей решений системы (15) (P(x) — ф.м. р. с. (1) ). 

Если существует точка ху е Г, такая, что Ф(ху) = Е, то 
Ф(х) — ф.м. р. с. (15) , нормированная в точке Xp. Здесь и всюду в 

дальнейшем Ё — единичная матрица. 

$4. Теорема о составлении общего решения 
линейной однородной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

Теорема. Пусть © (x) = (фи(х), Ф2(х), ... , Pn(X)) — Ф.м.р.с. 
— = A(x)-Y. (10) 
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Тогда 

У=Ф(х).С, (1) 

где C— произвольный постоянный вектор, есть общее решение 

a<x<b, 

[7] < +. 

> 1) Берем произвольную точку (х,У%) е (D) и рассматрива- 

ем векторное уравнение 

У = (xq) °C. (2) 
(2) представляет собой алгебраическую систему линейных ypaB- 
нений относительно компонентов вектора С. Определителем этой 

системы является 4еЁФ (ху) #0. Следовательно, (2) однозначно 
разрешимо относительно С: 

CO = Ф-(х).У,. 

системы (1) в (D) -| 

2) Подставив в (1) С® вместо С, будем иметь 

У=Ф(х).С® =С® . (x) + CO -ф›(х)+...+С®.ф„(х). (3) 

Вектор-функция (3) представляет собой линейную комбинацию 

решений @,(x), 92(x), ..., ф„(х), хеГ, системы (lp) = (3)— 

решение системы (1%) на J = (a,b). Таким образом, показано, что 

(1) удовлетворяет определению общего решения системы (Io). 4 

Замечание. Формула (3) может быть записана в виде 

У=Ф(х).Ф'(х)- И. (3) 

(3) — общее решение системы (1) в форме Коши. В частности, 

если Ф(х) = Е, то (3) принимает вид 

У=Ф(х)- И. 

Замечание (об общем виде фундаментальной матрицы реше- 
ний системы (1)). 

1) Пусть (x) = (@,(x), Ф2(х), ... ‚ ф„(х)) — Ф.м.р. с. (10). Пусть 

С— постоянная, произвольная, неособенная матрица порядка п. 
Тогда 

W(x) =Ф(х).С (4) 

— тоже ф. м. р. с. (Ip). 
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В самом деле, имеем 

4(х) =Ф(х)-С=Ф(х). (Си, Co, ...,C,) = 

= (Ф(>).С,Ф©-С»,....Ф@.С,) 
= (x) = (x) =, (х) 

Так как 4! (х) = ®(x)-C,, 4, (х) =Ф(х)-С., 2+ , B(x) = O(x)-C, 

являются решениями системы (6) на J=(a,b), то 

Y (x) = (wi (x), > (х), ..., \„(х)) — матрица решений системы (1p) . 

Имеем, далее, 

det ‘Y(x) = det Ф (х) - det C # 0, xel= 

#0, хе! #0 

=> V(x) —ф.м.р.с., (1). 

2) Пусть Ф(х) — Фф. м. p.c., (15). Пусть Y(x) — любая другая ф. 
M.p.c., (10). Тогда обязательно существует неособенная, постоян- 
ная матрица С, такая, что 

W(x) =Ф(х).С 

(т.е. любая Ф. м. р. с., (19) содержится при некоторой неособенной 

матрице С в выражении Ф(х).С). 

В самом деле, пусть Y(x) = (у (х), W2(x), .., W,(x)) — произ- 

вольная ф. м. р. с. (16) => Y = w,(x) (/ =1, 2) — решение системы 

(lo). По теореме об общем решении системы (15) заключаем: 

существует постоянный вектор С; (/= Ln ), такой, что 

Wj(x)=@(x)-C, (=Ьт. 
Получаем, таким образом, 

4(х) = (Ф(х).С,Ф(х).С,,...,Ф(х).С,)=Ф(х).С, 

где С =(C,,C;,...,C,). 

Остается показать, что det C #0. Имеем 

4(х) =Ф(х)-С = C=0"(x)-¥(x) = 

det С = det Ф-"(х) - det ¥(x) = 0. м 21° 
#0, "хе! #0, хе/ 

Отметим, в частности, что если Ф(ху) = Е, то С = V(X). 
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$5. Формула Остроградского — Лиувилля 

Пусть имеется линейная однородная система обыкновенных 

дифференциальных уравнений 

— =A(x)-Y. (10) 

Пусть Ф(х) = (Фи (x), ф›(х), ..., ф„(х)) — матрица решений системы 

(lo) (не обязательно фундаментальная). Пусть W(x) = det d(x) — 

вронскиан. Тогда 

W(x) =W(X)- exo i( £2.09) 4) ‚ для любого хе (а, 5) 
Xo i=] 

(Xo е (а,5) фиксированное, любое). 

> Имеем 

Фи(х) Ф2(х) ... Фи) 

фэ1(х) Ф22(х) ... Pay (x) 
W(x)=] ... И 

Фи (X) Фи2(Х) eee Onn (Х) 

9 (x) ©2(x) =@,(x) 

10) $0 ... OD] [On 92... Od 
5 W(x) =] PAO) P22) Paul) | | F210) 9209... Pan) 

Onl (x) Физ (x) oe Фил (x) nt (X) Физ (х) eee Pan(X) 

Фи(х) $12(х) ... Фи) 

Po1(X) $Ф22(х) ... Фи(х) 

Фш(х) Физ (Х) «Pan (x) 

Фи(х) —4$12(х) -.. Фи) 
Nn coe eee eee eee 

ф;-11(Х) Ф;-12(%) ... Фит (X) 

= Pin) $2) .. Pin) | 
Diet (X) Ф/2(Х) ... Фит (©) 

f=] ... vee ... ... 

Фи (х) Фи2 (х) ove Dan (x) 
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У нас вектор-функции Q(x), Ф>(х), ..., Ф„(х) являются решени- 
ями системы (1). Поэтому 

ila) = Хау), 929 = ¥ay(2) 9 a2), и. 
J= J= 

9 (х) = Ха, (x) - @jn(X). 
А тогда 

W(x) = 

р Фи(@) Фи2(х) ... Pin (X) 

- 4. ent) Say 69-9 - . Sa j(2)- Ql) Ye 
Jal 

11 Oni @) Фи2 (х) ... Dan (x) 

Фи(х) $и2(х) ... Фи) 

> W(x) = > а, (х)-| Фл(х) $2)... Фи) ра = 

Фит (х) физ (x) eee Фии(хХ) 

> W"(x)= хе, -W(x) = W(x)- де, . 

Видим, что для W(x) получено обыкновенное дифференциальное 

уравнение первого порядка. Решая это уравнение с начальным 
условием 

И (|, =И (о) (Xo € (@,5)), 

получаем W(x) =И/ (ху) 41 | (баном x Е (a,b). Таким об- 
хо 

разом, формула Остроградского — Лиувилля установлена. 4 
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$6. Теорема о составлении общего решения 
линейной неоднородной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

Теорема. Пусть имеется линейная неоднородная система 

= A(x)-¥ + F(x). (1) 

Введем в рассмотрение систему 

АУ 
-ы = А(х).У (Io) 

((10) — линейная однородная система, соответствующая неодно- 

родной системе (1)). Пусть Ф (x) = (9, (x); Ф-(х); ...; ф„(х)) —ф.м.р. 

с. (Io). (Тогда Я=Ф(х)-С, где С— произвольный постоянный 

вектор, есть общее решение системы (1) в (D).) 
Пусть вектор-функция Y.(x) = w(x), хе Г, — какое-нибудь 

решение неоднородной системы (1). Тогда 

Y = %(x)-C+y(x) (2) 

есть общее решение системы (1) в (р). 

>» 1) Берем произвольную точку (Xo, ¥%) (р) и рассматрива- 

ем векторное уравнение 

Yy = ®(Xp)-C + W(x) > 

= O(x%)-C = % — yx). (3) 

(3) — алгебраическая система линейных уравнений относительно 
компонентов вектора С. Определителем этой системы является 

det Ф(ху) # 0. Следовательно, (3) имеет, и притом единственное, 

решение C =p! (хо) - (И - у (ж)). 

2) Подставим в (2) С® вместо С. Получим 

У=Ф(х).С®+у(хХ. (4) 

Убедимся, что (4) является решением системы (1). Имеем 

< [© (x)-C + y(x)]- A(x) -[0()-C + wX)] = 

= Zo) -C]+ F™ ло. [o@-C]- 4@)-y@ = 
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< [© -с®]- 469 ©6).С®]+ 
=0, хе/ 

+ VE) — Ад -У (a) = ЕО, ХЕГ. 

= F(x), хЕГ 

Показано, таким образом, что (2) удовлетворяет определению 

общего решения системы (1). 4 

$7. Метод вариации произвольных постоянных 
для нахождения решения Y.(x) = w (x) 
линейной неоднородной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

Пусть имеется линейная неоднородная система 

ЧТ = A(x)-¥ + F(x). (1) 
dx 

Тогда 

a A(x)-Y (Ip) 

— линейная однородная система, соответствующая линейной 
неоднородной системе (1). Пусть Ф(х) — Ф. м. р. с. (Ip) => 

У = @(x)-C, где C— произвольный постоянный вектор, — об- 

щее решение системы (1). 
Станем искать решение 7.(х) = w(x) системы (1) в виде 

¥.(x) =Ф(х).С(х), (2) 

С (x) 

где С(х) = С2(%) — неизвестная (пока) вектор-функция. Хотим, 

Cy) 
чтобы вектор-функция (2) была решением системы (1). Ho тогда 
должно быть справедливо тождество 

@’(x) - C(x) + D(x) - C(x) = А(х-Ф(х)-С(х+ F(x), xel oe 

> [©'©) -А(х). Ф(х)|. C(x) + ®(x)-C’"(x) = F(x), хЕеГ 

=0, хеГ 
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< Ф(х)-С’(х) = F(x), хЕеГ <> C(x) =Ф\(-Е@), xelo 

x 

> C(x) = fo" (*)- Fat 
Xo 

(произвольный постоянный вектор, который получается в резуль- 

тате интегрирования, можно считать равным 0). Здесь точки 

Ху», ХЕ Г= (а, 65) , — любые. 
Видим, таким образом, что если в (2) в качестве С(х) брать 

C(x) = fo - F(t) dt , то вектор-функция 

¥.(x) = &(x)- fon F(o dt, xel, 

Xo 

будет решением системы (1). 
Замечание. Общее решение линейной неоднородной системы 

(1) может быть записано, следовательно, в виде 

¥ =0(x)-C+o(x)-fo()- Fd, хеГ. (3) 
Xo 

Пусть требуется найти решение системы (1), удовлетворяю- 
щее начальному условию 

7-х = Xo (точка (хо, ¥o) е (2) ). (4) 

Подстановка в (3) начальных данных (4) дает 

И =Ф(ж).С = С=Ф (жж). 

Следовательно, решение задачи Коши (1) — (4) может быть запи- 
сано в виде 

Y = @(x)-@7!(x9)- И +Ф(х)- fo - F(t) dt. (5) 

хо 

В частном случае, когда Ф (ху) = Е, последняя формула принимает вид 

x 

Y = (x)-¥) +(x): [O"()- F(de. 
хо 

Прежде чем приступать к изложению метода интегрирования 
линейных систем с постоянными коэффициентами, продолжим 
обзор некоторых сведений из теории матриц, используемых в 

дальнейшем. 
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$8. Матричные последовательности и ряды 

Пусть имеется последовательность матриц 

A rhe (1) 

(в (1) A, = {а (i,j =1,n)). Пусть имеется матрица A = а} 
(i,j=l,n). 

Определение. Говорят, что последовательность матриц (1) схо- 

дится к матрице А при Е >®, и пишут А, А (или 

lim A, =A - fim Ax = 4), если JA, - Al [0 
Итак, по определению 

(40274) > [tim 4, = A) > (и, - Al). 

al!) — a; Л. Поэтому Мы знаем, что [и ko Al = = max. 
ij= =I,n 

(м, - Als) «> (lat? - a|—— 0, ij= Da), 

Следовательно, 

(nae) > (ра, ij=Ta), 

т.е. сходимость последовательности матриц (1) эквивалентна 

одновременной сходимости N° числовых последовательностей. 
Отметим следующие свойства сходящихся последовательно- 

стей матриц. 

1) Если Ay => A, то [A, |] J. 

2) Если Ay => A, ВВ, 10 Ay + B, => A+B. 

3) Если Ак ——А, B, ——›В, To Ак `В А.В. 

Установим, например, свойство 3. 
>» Имеем 

A,B, - АВ=А, В, -A,B+A,B-AB= 

=A,-(B, -B)+(A,-A)-B > 
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= [A,B, - AB] < Ак -(B, - В+ (4, - 4)- Bl s 

Sn- |+] BS [+^. 4} [в] = 

4 
kao rad 

=> |A,B, о = A,B, ——— АВ. 4 

Определение. Пусть {Arh on — последовательность матриц. 

Выражение 

УЛ, =A, +4. +...+А, +... (2) 

k=l 

называется матричным рядом. 
Положим 

5 = Ат, 

5? = A, + A>, 

5, = A, + Ap +. +A), 

(5, — /-a частичная сумма матричного ряда (2)). Ясно, что 

{51} к — последовательность частичных сумм ряда (2). 

Если последовательность {5,}„ сходится к матрице 5 при 

[ > co , то матричный ряд (2) называется сходящимся, а матрицу 

5 называют суммой матричного ряда (2). 

Пишут: 5 = > A,. 
k=l 

Отметим, что 5, есть матрица с элементами 

/ — 
Ya (/=Ьм. 
k=l 

Следовательно, сходимость матричного ряда (2) означает сходи- 

мость л? обычных числовых рядов: 

Lal (i,j =1,n). 
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Справедливо утверждение: пусть имеются два сходящихся мат- 
ричных ряда 

(Il) $A, и УВ 
k=l k=l 

и пусть Аи B— суммы рядов (Г) и (П) соответственно. Тогда ряд 

(ПТ) > (A, + B,) тоже сходится и имеет сумму (A + В). РР 

} В самом деле, пусть 50, 50, 50 — 1-е частичные суммы 

рядов (1), (11) и (11) соответственно. Имеем: Sf"! = (57 +510} 

= $10 ——4+В. q 

$9. Матричные степенные ряды 

Пусть имеется скалярный степенной ряд 

У ах". (1) 
k=0 

Пусть r— радиус сходимости, f(x) — сумма ряда (1). Пусть A — 
произвольная квадратная матрица порядка и. Рассмотрим ряд 

a,A* (2) 
k=0 

(A° = E). Ряд (2) называется степенным рядом от матрицы A. Если 
ряд сходится, то его сумму уславливаемся обозначать через f(A). 

Теорема (06 условиях сходимости матричного степенного ряда). 
Пусть имеется скалярный степенной ряд (1): 

У a,x" . 

k=0 

Пусть r— радиус сходимости, f(x) — сумма этого ряда. Рассмот- 

рим ряд (2): Уа, ^^, где 4 — произвольная квадратная матрица 
k=0 

порядка n. Пусть №, A>, ..., Ат — собственные числа матрицы A. 

Тогда: 

1) если |. Я <г, для любого / = 1, m, то ряд (2) сходится; 
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2) если имеется хотя бы одно jp такое, что |, | >r, то ряд 
(2) расходится. 

} I. Рассмотрим сначала случай, когда матрица A имеет вид 

(A, 0 0... 0 `\ 

— т 

где матрица A, (/=1, т) имеет размеры (п, xn,;) и Уп, =n => 
j=l 

A= diag [A 2»... › Аи] . Наряду с рядом (2): У а, А“ рассмотрим 
k=0 

ряды 

УХА; (f=l,m). (3) 

Покажем, что ряд (2) сходится лишь тогда, когда сходится каждый 

из рядов (3) (причем, в случае сходимости: если f(A) — сумма 

ряда (2), а f(A;) (j=1,m)— суммы рядов (3), To f(A)= 

= diag | ЛА), f(A), 0 F (Ат) ). Для этого рассмотрим [-ю час- 

тичную сумму ряда (2). Имеем: 

/ Г оо... 0 | 
/ k 

5) = У ак А“ = а’. 0 Ay 0 0 = 

k=0 eee coe оФо ооо 

k=0 0 0 0 An, 

/ \ 
yaAy 0 0.. 0 
k=0 (S(A) 0 0... 0 \ 

= 0 Ya, As 0... 0 _ 0 51(А2) 0... 0 

k=0 re .. 
ион i К 0 0. SA) 

0 0 0... Уд | S med 
\ k=0 } 
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Тогда 

(limS(4)) 0 OO. 0 п \ 
0 Нт 5/(42) 0 ... 0 

FA) = м | 
| ° 0 0... Аи), 

А) 0 O. 0 \ 

“|e - © | = вов, Ла» 
. 0 о 0. ЛА, , 

П. Допустим, что матрица А, имеет вид (/=1, т): 

Гл, 00.0 0\ 

1л 0..0 0 

0 1 A, .. O O 
j — клетка Жордана. 

0 0 0 .. a4, 0 

1000. Гл 
J) 

Покажем, что если la р <г, то ряд Уа,А; сходится, если же 
k=0 

[А] >г, то ряд Уи j расходится. 

Вычислим матрицу А; (для произвольного КА). Для этого 

представим ее в виде 

(a, 00 о) [0 оо... 00`\ 
ол 0... 0 vas 

А, = J 7 ' °° 209 =^,Е+Е,. 

(0 0 0. 4) (0 00. 1 0) 
=) -E =E, 

Отметим, что матрица A jg . Е коммутирует с любой матрицей (в 
частности, с матрицей £,). Поэтому сумму A Е +E, можно 
возводить в степень по формуле бинома Ньютона, Значит, 
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А; =(A;E+E,)* =№-ЕчКк. Me! Е, + 
й ки - р. 

Me? . EP +... + 
k(k —1)...1 

ооо 

0 0 0 

E?}=E,-E,=| 1 0 0 

ооо... 

к! 

Подсчитаем различные степени матрицы £,. Имеем 

0 0 0) 

0 0 0 

0 0 0 

1 0 0) 

Et. 

— имеет две первые нулевые строки и два последних нулевых 
столбца, 

( 0 

Ej = E,- Ej = 

=
 

= 
oS
 

Oo
 

O&
 

-
 

©&
 

O&O
 

©
 

оо 

o
o
 

>
 

Oo
 

ДИ 
=,
 

| 

Ф
Ф
 Oo
 
>
 

0 

о
<
Ф
<
$
Ф
ф
е
Ф
>
 

0 

\ 

o
o
 

o
 

Oo
 

&
 

0, 
— имеет три первые нулевые строки и три последних нулевых 

столбца, и т. д. А тогда 

( k 
hj 
k-l kak 

0 

k 
Xj 

0 

0 

Ak = Е +E) =| ЕТО git м 
2! 

\ 
oie Wan a 

о ) 

285



Имеем 
‚ 

[ 

k=0 

\ 

[| 

Ук) 
k=0 , 

[| 

[ам 
k=0 

1! 
” 

2! 

Г (м) -1) (fn k=0 

(n; -1)! 

0 

I! 

’ 

0 

+ “an 0 

Уа,^: ... 0 

k=0 

Ls ak ve Yah; 
k=0 / 

Пусть [a Л <r. Тогда ряд Хам) — сходящийся. Пусть Л(А,) — 

сумма этого ряда. Но тогда существует 

lim $,(A,) = f(4,) = 

(fa) 
Г.) 

1! 
fj) 

2! 

foray) 
| @-D! 

=> ряд Уа,А; сходится. 
k=0 

0 

f£(;) 

f(A) 
]! 

о 

0 

Г.) ... 

.. Ло) 

Пусть [a р > г. Тогда ряд У) расходится = ряд aed ; 

расходится. 
ПТ. Пусть теперь А — произвольная матрица размера nxn, 

/— жорданова форма матрицы A, т.е. J = Фа [Л ,./о,...,Уп]› где 
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Пусть матрица 5 такая, что A=SJS"! (det S #0, S— матрица 
подобия; матрицы А и J имеют одинаковые собственные числа). 

Пусть собственные числа м, Ao, ..., Аи матрицы A удовлетворяют 

условию [a | <r, j=1,m. Но тогда, по доказанному, сходится ряд 

> a,J j при любом / = 1, т, причем этот ряд имеет своей суммой 
k=0 

( fd) 0 0. 0% 
"(A LO? fa) 0. Of ИИ 

Ch ad ses uae aes .. | Gabhm. 
fy AD ep o г.) 

Следовательно, ряд У a,J К сходится и имеет своей суммой мат- 
k=0 

рицу: 

f(J) = diag [S(J)), Л(4>), ..., Л т)]. 

Но тогда сходится ряд Уа,А4“ и имеет своей суммой 
k=0 

f(A) =Sf(J)S7'. Допустим теперь, что имеется jy, такое, что 

la т >r. Тогда ряд 2 Ae) i" расходится (по доказанному) = pacxo- 

дится ряд У а, k => расходится ряд ¥,a,A*, так как матрица A 
k=0 k=0 

подобна матрице J. 4 
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$10. Экспонента от матрицы 

Рассмотрим скалярный степенной ряд 
> yk 
—. (1) 

k=0 K! 
Мы знаем, что радиус сходимости ряда (1) г = + и что сумма 
ряда (1) /(х) =e*. Рассмотрим матрицу А размером nxn (n 21) 
и матричный ряд 

2, (2) 

Пусть М, Ao, ..., Ат — собственные числа матрицы A. Очевидно, 

что [a Л <r, / =1, т. Следовательно, ряд (2) сходится для любой 
матрицы A. 

Положим, по определению, 

е^ = › —. (3) 

Найдем поэлементную структуру матрицы е^. 

Пусть A= SJS"', где J = diag[J),J2,...,J_] — жорданова фор- 
ма матрицы A; 

(a4, 0 0 .. 0 0) 
1 a, 0 .. 0 0 

J,=| 0 1 4; .. 0 0 (j =1, m) 

(0 0 0 Loa, 
Имеем 4 

ел = eS = 5075 = S-diagle”',...,e/"]-S7, 
Имеем, далее, 

f с’, 00.0), I 00... 0) 
J 

ces 0 0 I 10... 0 
т I! 
м gh г л=| е ef a =| = = 1... 0 | ем 

° 7 ow?’ - ° 2a OTT г. 

e/ hy Tee cee ane | 

\ (п, -1)! ° у \ (n; - / 
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Отметим, что собственными числами матрицы e4 являются числа 

‚ ей, ..., etm > матрица e4 — неособенная для любой матри- 
цы A. 

$11. Матрица-функция е^* 

Пусть А — произвольная матрица размера nxn (п>1), х— 

скалярная величина. Тогда A- xX — матрица размера пхп => 

(1) 

Найдем поэлементную структуру матрицы е^. А = 5/51, где 

J= diag[J,,J2, „эт |} J, Gi =], m) — клетка Жордана. Тогда 

-1. ук.5-1 - . eft = eSISNX = pSIKS" = Sok 5-1 где eX = diag|e’'*,e7*, aes en). 

Найдем поэлементную структуру матрицы e’/*, Имеем 

J jx (J, x)* oo, xh k е”” = = >— JI, (2) om К! 2 j 

(7, 0 O 0 0) 
гл, 0 0 0 

J,=| 0 1 4; 0 0 

о о 0 1 a, J 

[ (^^ )’ 

1 yk k / № 0 0 
J x x j 

== DD р = 
kao & k ооо 0 8 e800 8 eee eee 

7 (ak you~? 

k=0 Ще № 
4 — ) 
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( | (А. x) \ 

_ 7 arm о... 0 

р ag |. vee ane 

0 К! Л, 5 Oa) GoD see tee aes arm 

Переходя к пределу при | +0, получим 

Ге о. 0‘ 
xX: е*х erie 

e/* = lim S,(e!*) = I! . (3) 
— co eee ооо eee eee 

xu! ` ehi* erie 

Lj - D! | ) 

. J: . | 
Итак, e* = diag |e” ,e”*, ... ‚е“=*|, где e/* (j =1, т) — матрица 

размера n, хл,, имеющая вид (3). 

Найдем выражение для производной от матрицы-функции 

e** Имеем, по определению: 

ее = Му 4. xt = У By xt У (By) 

k=0 k=0 =~ k=0 k=0 

(обози.) 

Видим, что элементами матрицы eX являются степенные ряды => 

de™ со ‘ со _ со Ak _ 

=> ax - [во =] Ee" f= Lk ax |= 

k=0 k=l kal ° 
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| =А-е\, x €(—0, +00) | 

$12. Умножение матричных рядов 

Пусть имеется матричный ряд 

У, Ак. (1) 
k=0 

Пусть имеется числовой положительный ряд 

У, ак. (2) 
k=0 

Если [и + <a, (К =0,1,2,... ), то говорят, что ряд (1) мажориру- 

ется рядом (2). 
Справедливо утверждение: если матричный ряд (1) мажориру- 

ется сходящимся числовым рядом (2), то матричный ряд (1) 

сходится. 
}» Рассмотрим [-ю частичную сумму матричного ряда (1): 

= dA, =] 54. 

Lal представляет собой произвольный элемент матрицы S; 

(i,j =1,n). Lal является /-й частичной суммой числового ряда 

Lal? (i,j =Tn). (3) 

По условию имеем 

Аза (&=0,12,...; в7=Ъп). 

Видим, что каждый из n? рядов (3) мажорируется сходящимся по- 

ложительным числовым рядом (2) => каждый из п? рядов (3) сходит- 
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ся, т.е. dal а, (а;; — определенное число, i,j =Ьп) => 

5) ал =A (i,j/= 1n) => матричный ряд (1) сходится. «4 

Определение. Пусть имеются матричные ряды 

У. Ах (4) 
k=0 

и 

УВ, (5) 
k=0 

(A,, B, — квадратные матрицы порядка 1). Матричный ряд 

УС, 9 (6) 

k=0 
где 

C, = AB, +A,B,_, +...¢A,Bo, 

называется произведением рядов (4) и (5). 
Теорема. Если матричные ряды (4) и (5) мажорируются сходя- 

щимися положительными числовыми рядами, то их можно пере- 
множать, т.е. ряд (6) в этом случае сходится, причем если A, В, 
C— суммы рядов (4), (5) и (6) соответственно, то 

C=A-B. 

}» Пусть матричные ряды (4) и (5) мажорируются соответ- 

ственно положительными числовыми рядами 

У а» (4) 
k=0 

И 

У. (5) 
k=0 

Пусть а— сумма ряда (4), b— сумма ряда (5). Так как (4) и 
(5) — положительные сходящиеся ряды, то их можно почленно 

перемножать, т.е. ряд 

Le, @) 
где Cy = Agb, +а16,-1 +...+ а, бу , сходится, а его сумма с выража- 
ется через суммы ядов (4) и (5) по формуле 

c=a-b. 
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1) Покажем сначала, что матричный ряд (6) сходится. Имеем 

для любого k = 0,1, 2,... 

[Cu] = Иов» + ArBys +... + A, Bol < 

< Ао» + [АВ +... + А «Во < 

< n (doh, + аб +... + a, 5p) =N-C,y 

(здесь п — определенное число). У нас ряд Ус, сходится => ряд 
м k=0 

У nc, — сходится. Видим, что матричный ряд (6) мажорируется 
k=0 м 

числовым положительным сходящимся рядом У ne, => матрич- 

ный ряд (6) сходится. k=0 

2) Покажем теперь, что С = А. В. Обозначим через S{” , 56) 

и 56) — [-е частичные суммы матричных рядов (4), (5) и (6) 

соответственно. Имеем 

+... +A,B,. 

Видим, что 

/ 

Sf? = YC, = Sf -SP) - 4. (7) 
k=0 

Здесь A, — матрица порядка п; 

A; = A,B, + AB, +...+ A,B, +A,B, +...+A,B, +...+ A,B, 

(A; — сумма всех матриц, стоящих под диагональю в выражении 
4 для 59.50). 
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Обозначим через so , 5%) , Sf [-е частичные суммы число- 

вых рядов (4), (5), (6) соответственно. Эти частичные суммы 

связаны соотношением 

59 = 5 .sP) -4,, (8) 
где 

А, = a,b, + ayb,_; +... + a,b, + a,b, +... + a,b, +... + a,b, . 

Перейдем в (8) к пределу при [-› ®. Получим c=a- ь- Пт А,. 
—)<о 

Так как с = ab, то lim А, =0. Имеем 
—со 

М5 [413+ [4>8,- |+... +В [+ “В+... + 

+|A,B,|+...+ [М.В s 

< n(a,5, + Qyb,_; +... + a,b, + ab, +... + a,b, +... + a,5,) =N- А, 

(п — определенное число) 

=> [4] 0 => A; ——>0. 

Перейдем теперь к пределу при / -› © в соотношении (7). Полу- 

чим lim 5)” =A-B-0 >C=A-B. 4 
—oo 

Следствие. Пусть Аи В — квадратные матрицы порядка n. Если 
матрицы Аи В коммутируют, To e4 -её = e4*8 , 

>» По определению имеем 

wo gk 
eA = +4. (9) 

k=0 К. 

8-58, (10) е 2 

eAtB — у (А+ В) (11) 

0 К! 
1) Покажем, что ряды (9) и (10) можно перемножать. Для этого 

достаточно убедиться, что каждый из них мажорируется сходя- 
щимся положительным числовым рядом. Имеем при любом КЕМ 
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k 

Hh asia be fats 
2 k-t nflAl)" 

< -[4*?|s...s S14 <a) 

Ряд У oT числовой, положительный, сходящийся; его 

А .. 
сумма равна el on — мажорантный по отношению к матрич- 
ному ряду (9). 

Совершенно аналогично убеждаемся, что матричный ряд (10) 
мажорируется числовым положительным сходящимся рядом 

$ ("| 8]}. (= etl, 

Значит, ряды (9) и (10) можно перемножать. Перемножив 
матричные ряды (9) и (10), получим 

0 pk 1 К k-l 1 К ОА, AL В А Bl AK go) 
k! 11 (k-1)! (A-1l)! 1! К! 

>. РО 

=C, 
(12) 

Рассмотрим теперь общий член ряда (11). Так как матрицы A 
и В коммутируют, TO 

k 
(A+ В) = a4" +kAtt. pl RED yer. pry 4 Bt) = 

k! k! 2! 

АК 0 Ak7! B! 0 B* 

=. В ими ++“ Ty = С 

Видим, что когда матрицы Аи В коммутируют, то ряды (11) и 

(12) совпадают. Следовательно, е^ -e* =е^*8. 4 

Частный случай. Пусть В=-А. Так как матрицы Аи —A 

коммутируют, то e4 -е`4 =е^+*С4) = 20 =Е = (e4)' =е“4. 
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$13. Линейные однородные системы 
с постоянными коэффициентами 

Пусть имеется система 

dY <=A-Y, (1) 

fy (х)` 

где У(х) = y2(x) , A= {a,,\ (i,j =1,n), a); — постоянные веще- 

Vn), 

ственные числа; хе (-©о, +00). 

Теорема. Матрица-функция 

Ф(х) =e”, хе (-<, +0), (2) 

является фундаментальной матрицей решений системы (1). 

p> 1) Покажем сначала, что Ф(х) = е^" = (фи(х),ф(х), ... ‚ Pn(X)) 

является матрицей решений системы (1). В самом деле, имеем 

d(x) 
dx dx 

Из (3) следует, что тождественно равны соответствующие элемен- 

аФ (x) 
ты матриц = и A-@(x), а следовательно, тождественно рав- 

e* =А.е*=А.Ф(х). (3) 

ны соответствующие столбцы этих матриц, т.е. 

do: __ 
Pi) = 4-9/0), хЕ (—©, +00) (j =l,n). 

Это означает, что У =Ф/(х), x e(—~, +0) (j= 1n),— решение 

системы (1), а матрица-функция P(x) = (9; (x),92(x), ... ‚ Фи(х)) — 

матрица решений системы (1). 
2) Покажем теперь, что 

Ф(х) =e” = (фи(х),ф2(х), ...,Ф„(х)) — фундаментальная матрица 

решений системы (1). Для этого вычислим det ®(x) вточке x =0. 

Имеем 

det Ф (0) = dete? =detE=1 (#0) => 

296



=> D(X), Ф>(х), ..., ф„(х) линейно независимы в (- ©; +00). Зна- 

чит, Ф(х) =е* —ф.м.р.с. (1). 4 

Следствие 1. Пусть точка хо — любая из (-°о5; +00). Матрица- 

функция Ф(х) =е^-*®) есть ф. м. р. с. (1), нормированная 

в точке х= м. 
> Действительно, имеем: матрица-функция Ф(х) =е* — 

ф. м. р. с. (1). Матрица С = е`^* — постоянная, неособая. Следова- 

тельно, Ф(х) =Ф(х)-С =e” .е`№% —ф. м. р. с. (1). Матрицы Ах и 
к. о-Аю — е4к-Ако — о4(х-жо) —Ах, коммутируют. Поэтому e > 

Ф(х) = e440) —ф.м.р.с. (1). 

Имеем, далее, Ф (хо) = е=Е ‚ те. Ф(х) — нормированная в 

точке х=ж. 4 

е 

dY 
Следствие 2. Пусть дана система * A-Y идано начальное 

условие 

У =И, (4) Х=хо 

где хо — любое из В, И — любой из В". Решение задачи Коши 
(1) — (4) дается формулой 

Y = e400) .y,, (5) 
> Матрица-функция e4"*) — ф.м. р. с. (1), Yo — постоянный 

вектор. Следовательно, У =е^©-х®).У — решение системы (1). 

Имеем: Y(x9) = еб. Y, =E-Y,=Y,). Видим, что (5) — решение 

системы (1), удовлетворяющее начальному условию (4). q 

Замечание 1. Формула (5) называется общим решением систе- 
мы (1) в форме Коши. 

Замечание 2 (о группах решений системы (1), соответствую- 
щих клеткам Жордана нормальной формы матрицы A). Пусть /— 

жорданова форма матрицы A: 

(~A, 0 0... 0 0) 
1a, 0 ..0 0 

J =diag[J,,J2,-...Jn],meJ;=| 0 1 a, .. 0 01 G=lm 

(09 0 O .. TA, | 
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Пусть 5 — неособенная матрица, такая, что 

А = 5151. 

Было доказано, что 

Ф(х) =е* = eS" =5.е*. 5-1 

— Ф. м. р. с. (1). Но тогда 

V(x) = O(x)-S =S-e* 

— тоже Ф. м. р. с. (1). Имеем 

Ч (х) = 5.е^=5.| ... А 
0 0 ee 
—— —— —— 

п п п 
| столбцов столбцов cronfuos | 

( (ia ain ( 0 \) 

0 е* 0 
=| 5. ‚5. о. => 

(0) ЦО) er 
п п, п. 

\ столбцов столбцов столбцов / 

=> из всех решений системы (1), входящих в матрицу Ч(х) ‚ группа 

решений, соответствующая клетке Жордана J; ‚ имеет вид 

fo) 

Выпишем эти группы решений В ABHOM Виде. 
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( | 00... 0 0) 

x 10...00 
x? 

felix) 51 x . 00 

s} 9] =(s55)5..35,)| a oe Le 
coe Po eee gs ne ве x 

(n,-1)! 

19) о 00.. 0 0 
(Здесь п, решений) 

\ 0 0 0... 0 0, 

(S,, 52, ..., ®„ — Постоянные векторы). Тогда 
( x? xn! hx x 

Wi) = [51452 °-¥4 S337 Fo И -e! = ¥,(x)-e"' , 

y (x) = 5 + 5. “X + + S . xm? . емх = 1(x) . емх 
2 2 3 ... ny (и, yy i , 

Vin (х) = Sy, eh = r(x) ем 

(6,) 

((6,) — первая группа решений). 

Для j =2 
Го 00... 0 0) 

0 0 0... 0 0 

| 00... 0 0 

0 к. 10...00 
J 

S e 2* = ($1; 52;...;5„). 71 х1..00 .е®х. 

= : “ x 1 
(Здесь п) решений) 

(ny — 1)! coe cee cee 

00... 0 0 

0 0 0 0 0, 
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Тогда 

( 2 vr 
Wi, +10) = Sint +$,42 -X+S,,.3°=— 51 —+.. +S’ (-D! ex =¥>(x)- x 

( 

У, +2(%) =| $1+2 +513 -Х+...+ Sh any’ Ga a gh =. (x)-e%, 
` 

Ульи, () =Si,40, ee * = (хе 

(6,) 

((6,) — вторая группа решений), и так далее. 

Для j=m 

Го 00... 0 0) 

0 ) 0 00... 0 0 

0 | оО... 0 0 

5 = (51; 55;...; 5.) х 10...00 |. 
Jax x хр. 0 0 

о”) 2! 

(Здесь пи решений) yin ' eee 

woe cee tee x | 
\ (Ny, — 1)! y 

откуда 

п +..+п tix) = ¥n(X)- е*=х 

мис = Ут (х) -е Ах 

(6„) 

= у. DQ) hat 

Здесь ¥ (x) = [5 Nyt.) +1 + и +. AN +2 ° хт. +S, - (n =) 6.) — 

т-я группа решений. 
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$14. Линейные неоднородные системы 

с постоянными коэффициентами 

Пусть имеется система 

АТ 
щи A+ FO), (1) 

где A= {a,; \ (i,j =ЪЬп; а;, — постоянные вещественные числа); 

Y(x), F(x) — вектор-функции. Считаем, что F(x) Е C((a, 5)) . 

В качестве фундаментальной матрицы решений линейной 
однородной системы, соответствующей нашей неоднородной си- 

стеме, берем матрицу-функцию 

Ф(х) =e”, (2) 

Общее решение линейной неоднородной системы записывается, 
как мы знаем, в виде 

x 

Y = @(x)-C +(x): [O'(nF() dt. (3) 
Xo 

Поэтому будем иметь 

x 

Yse*.Cre®. [(e")'. Е = 
хо 

x 

> Y=e™.C+e™.[e". F(t)dt = 
Xo 

x x 

=> Y=e™.C+ [е*.е“. F(thdt =e™-C + [eA Ра. (4) 
Xo Xo 

Замечание. Если дано начальное условие 

= Yo ‚ (5) | 

где хо — любое из (a,b),  — любой из В", то решение задачи 
Коши (1) — (5) дается формулой 

x 

Y = e400) + [eA . Её. (6) 
Xo 
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В самом деле, подставив начальные данные (5) в (4), получим 

У, =e" .C = C =e" .У,. Подставив это выражение для век- 

тора Св (4), получим (6). 
Формула (6) называется общим решением линейной неодно- 

родной системы (1) в форме Коши. 

$15. Примеры и задачи к главе 6 

Задача 1. Решить систему уравнений: =~ =A-Y, 

у! (x) ) 4 -4 0) 

Y=/y.(x)|, А=|1 -2 2]. 

y3(x), 100, 

Решение. Из уравнения 

4-^ -4 0 

1 -2-А 2]1=0 © (+2)(-2)? =0 
1 0 _А, 

находим собственные числа матрицы A: М=-2, Ay =Л =2. 
Жорданова форма матрицы A имеет вид 

-2 0 0) 
J=|0 2 0}. 

0 1 2, 

Ищем неособенную матрицу S, такую, что A = S-J-S7', Матри- 
ца 5 получается такой: 

2 1 2) 

S=!3 0. 

-1 0 1) 

Проверка: должно быть A-S=S-J; 

4 -4 0\(2 1 2) (-4 4 4) 

А.5=1 -2 213 01=-6 1 2], 

1 0 OjJ\-1 0 г 2 I 2) 
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2\ 2 | 

5.4 =|3 0 

0 _1 

-200 
020 
0 12) 

-4 4 4) 
-61 2]. 

1 2) 2 

Находим матрицу 5-!. Она получается такой: 

\ 
fp J LL 

41 4 4 
5 = 1 “| 3 e 

0 —- = 

4 4) 

Проверка: должно быть 5.5! = E. 

( fo В ( 2 1 2) 4°4 1 0 0` 

S-S'=|3 ОЕ -1 -1= ото. 
оо + 3] lo 04, 

4 4) 
Имеем 

е-2х 0 о \ ex 0 0) 

eX*=| 0 e%* 0 |=e*-| 0 1 OL. 
2x 2x |0 хе е 0 x } 

Следовательно, 

2 1 2\(e** 0 0) 
(x) =e* =S-e*-S-'=e*%*-|3 010 ГО 

( \ 

2е-4* 1+2х 2\|0 + -1 

= е?*| Зе yx 1-1 -1f= 
_ et 1 3 e x |? 4 1, 

1+2х betray bh То Г 
> 2 2 

=e*| x ao 4 4 e~4* ых 

2 ›-4х_ и J о-4х ~ | х де x+7 де x+7 
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Ф(х) — фундаментальная матрица решений заданной системы. 
У=Ф(х).С, где C— произвольный постоянный вектор, есть 

общее решение заданной системы (в матричной форме). Было 
доказано, что V(x) = Ф(х).5 — тоже ф. м.р.с. Имеем 

P(x) = Se” =(5, 5, 5 

(2) Г 2` 
Здесь $ = 3 ‚ $2 = 0 ‚ 53 = 11; 

ay 0, Г 

(1) ‘0 0 

6 |- о ett [ 0 |; | о ex 

0 e/2% ; 
9, Cay 

Имеем, следовательно, 

(2 

yi (х) =5,e°%* =| 3 |e; 

aay 

| 1) (2) | + 2x) 

W(x) = (5, + 5,x)e* = Ol+]1}xle =| x le. 

| 07 (1) x | 

2 

w3(x) = 5,e7* =| 1 |e* 

1 

А тогда 

f 2) (1+2x 

У = Сич! + Coy, + Cyy3 =С| 3 |е`^* +C,| x Je%*+C; 

ay LX, 

eli* 0 
0 е\2х 

1 столбец 2 столбца 

(2` 

| 

Uw 

2x 

— общее решение заданной системы (в векторной форме). В ска- 

лярной форме общее решение заданной системы запишется так: 
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y,(x) =2Се-** + С. 1 + 2x) e* + 2Cye”*, 
У? (х) = 3С'е- 2х + Сохе?х + Сзе?х, 

Уз(х) = Сие”? + Сохе?х + Сзе?* 

Задача 2. Найти решение системы ay =A-Y + F(x), 
Ах 

у (х)\ 4 -4 0) (1) 
Y=|y.(x)|, А=1 -2 2], F(x) =|0[sinx. 

Уз(х) 100 `0) 

Решение. Так как в заданной системе уравнений матрица А та 
же, что и в задаче 1, то используем результаты решения задачи 1. 
В качестве фундаментальной матрицы решений линейной одно- 
родной системы, соответствующей заданной неоднородной сис- 

теме, берем матрицу-функцию Ф(х) =e”. Общее решение ли- 

нейной неоднородной системы записывается в виде 

Y =(x)-C +0(x) [on ‚ Е =e* -C+ feAtr-n - F(t) dt. 
хо хо 

У нас 

(1+ 2(x-2)) 

eC FG) =| x-t fe? sinz, 

LOE 

Возьмем ху =0 (здесь в качестве ху можно брать любое число). 

Будем иметь 

„(1+2(х-1)\ 

7.(х)=|| x-t je’ sintadt= 

7 x-t | 

10) (- 3) (_ 4) (3) | 
= 5 |xe* +|-4|е2* +] 3 |зтх+|4|созх |. 

Ley -4, (3, 4) | 

Следовательно, общее решение заданной линейной неоднород- 
ной системы будет таким: У = У(х) + У.(х), где У — общее 
решение соответствующей однородной системы. 

305



Задача 3. Решить систему уравнений: 
dx 

ys (x)) -4 21 
Y=|/y,(x)|, A=|-5 3 1]. 

y3(x), -15 6 4) 

=А-У, где 

Решение. Находим собственные числа матрицы A из уравнения 

4-^ 2 | 

— 15 6 4-2 
=0 <> (-1=0 => A=A,=4%,=1 

Ищем неособенную матрицу S, такую, что A = SJS~'. Она полу 
чается такой: 

-15 2) 

S=|0 5 5. 

0 150 

Проверка: должно быть A-S=S-J. 

(-4 2 1)\(-1 5 2 (4 5 2 
A-S=|-5 3 1770 5 5|=5 5 5]; 

(15.6 4)( 0 15 0) US 15 0 

-1 5 2\f1 0 0) (4 5 2) 

S-J=|}0 5 51110=5 5S SI, 

О 15 0/10 0 1) (15 15 0) 

Находим матрицу S~'. Она получается такой: 
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(-1 2/5 3/15 \ 
51 = 0 0 15|. 

(0 15 -1Ш5, 



Проверка: должно быть 5.5! = Е; 

(-1 5 2\[-1 2/5 315) (100 
5.51 =|0 5 5]0 0 15 |=0 10. 

(0 15 00 15 -Ш5]) 001 

Имеем 

100\ 

в =х 1 Ole 
001 

Следовательно, 

(-1 5 2\(1 0 0\(-1 2/5 3/15 \ 0 
Ф(х) =е* =Se*S'=|0 5 5х 1 0110 0 15 |е*= 

(0 15 0) 0 0 1)(0 1/5 -Ш5, 

-1+5х 5 2\[-1 2/5 3/15 ) 1-5х 2x х \ 

=| 5х 5 510 0 л 1/5 [е*=| -5х 2x+1 x [е*, 

sx 15 OJLO 1/5 -Ш5) \-15x 6x 3x41, 

® (x) — фундаментальная матрица решений заданной системы. 

У =Ф(х) - С ‚где С— произвольный постоянный вектор, есть общее 

решение заданной системы (в матричной форме). Заметим, что 

(x) =Ф(х)-5 — тоже ф. м. р. с. Имеем 

‘1 0 0 
4(х) =5.:е^ => W(x) =(5 $ 8)|х ГО, 

0 0 1 

-1) 5 | 2` 

где $, = 0 ‚5=|5 |, 5$ =|5 = 

о | 15, 0) 

((-1) (5) 5x-1) 
> wWy(x) =(S, + Sx)e* =|] 0 |+] 5 |х|е* =| 5х [е*, 

КО, 15) ; 15х | 
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[5] (2) 

-—-co* — x ца — x 
W(x) = s,e° =| 5 |е*, w(x) = 5;e* =| 5 Je 

IS, 9) 

(5х -1) 5 2 

У = Cy, (x) + Cowe(x) + Сдуз(х) =С| 5х |е +0) 5 Je* +C,) 5 lex 

Это —общеерешениезаданной системы (в векторной форме). В скаляр- 
ной форме общее решение заданной системы запишется так: 

Я(х) = С 6х - 1) e* + 5C,e* + 2Се*х, 

у2(х) = SC, xe* + 5Сое* + 5С‹е*, 

y3(x) = 15C,xe* + 15C,e*. 

Задача 4. Решить систему уравнений 47 =А-У, где 
dx 

y(x)) (-2 4 3) 
Y(x) =| y2(x)|, А=-1 21. 

Уз(х)) -2 3 3) 

Решение. Находим собственные числа матрицы A из уравнения 

-2-^ 4 3 

-1 2-^ 11|=0 © (A-1P=0 => =» =№=1. 
-2 3 3- 

Находим жорданову форму матрицы A. Она будет такой: 

‘1 0 0) 

J=!1 1 Of. 

O 1 

Ищем неособенную матрицу 5 такую, что A=S-J-S | Она по- 
лучается такой: 
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Проверка: должно быть AS = SJ ; 

-2 4 3) -3 1 1) -~2 2 1) 

A-S=|-1 21-2 1 Ojf=|-1 1 0 

-2 3 3)(0 01 от 

-3 1 1\f1 0 0) (-2 21 
S-J=|-2 1 Olf1 1 Of=]-1 1 0 

о otjloi1 1) Lo 14, 

(убеждаемся, что Su /найдены правильно). Находим матрицу S7!. 
Она получается такой: 

| 

$ =|-2 

Проверка: должно быть 5.5! = E; 

(-3 1 1)f-1 1 1) (1 0 0 

5:5! =|-2 1 0||-2 3 2|=|0 1 
ооо 0 1) lo 0 =

 
©
 

(убеждаемся, что матрица 5`! найдена правильно). Имеем 

1 0 0) 
e*=|x 1 Ole 

x x 1 

Следовательно, 

-3 1 [т 0 0-1 1 1 
Ф(х) =e* =S-e*.S'=|-2 1 Of} x 1 0||-2 3 2 = 

0 0 1I){S x ILO 01, 

S+x-3 х+1 1)(-1 1 1) 
=e*| x-2 1 0-23 2|= 

a x I1L0 07 
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- 5--3x41 5+ 4x 5+ 3x 

= e* -x х+1 х 

-5-2х < + 3x х-+2х+| 

Ф(х) — фундаментальная матрица решений заданной системы. 

Y =Ф(х).С , где C— произвольный постоянный вектор, есть 

общее решение заданной системы (в матричной форме). Заметим, 

что V(x) =Ф(х).5 =S-e* — тоже ф. м. р. с.: 

V(x) = (9 52 53) x | iyo -2|, 3) = |, 3, = 0], 

откуда 

~ . x? 

Wi (x) = Ё + 52Х + 53 =e = 

| 7 (2 

[- 3) О й x? 4-+х-3 

2 

LO) to) | | 

(1) (1) | x+1) 

vi) = tamer =[[ifefofxfer=| | fer 
(0) AD x | 

W3(x) = s3e* =| O]e*. 

Uw 

У = Cw, (x) + Cowo(x) + C3w3(x) = 

(x3 х+1 (1) 

=C, x-2 e* +C, 1 е^ + С. 0 e*. 

x? | 

(2 x) wy 
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Это — общее решение заданной системы (в векторной форме). 

В скалярной форме общее решение заданной системы имеет вид: 

2 
y, (x) = of + х- зе + C,(x + 1)e* + Сзе*, 

Y2(x) = C(x — 2)e* +Cye*, 
2 

y3(x) =C, =e + C,xe* +C3e*. 

Задача 5. Решить систему уравнений ay =A-Y, rae 
dx 

fy (x)) 5 -6 8) 
Y(x) =| y.(x)}], А=|2 -3 6]. 

3 (x) 9 -1 3; 

Решение. Находим собственные числа матрицы A из уравнения: 

5-27 -6 8 A, =1, 
2 -3-^ 6 [=0 & (A-1)(2-424+5) =0 = A, =2+4i, 
0 -1 3-A Аз = 2-i. 

Находим жорданову форму матрицы A. Она будет такой: 

‘1 0 01 
J=|0 2 1]. 

0 -1 2, 

(см.: Д.К. Фаддеев. Лекции no anre6pe. 1984, с. 343). Ищем неособен- 
ную матрицу 5, такую, что А=5./.5_!. Она получается такой: 

(14 -2 

S=/2 3 | 

Проверка: должно быть AS = SJ ; 

5 -6 81 4 -2) (1 10 0) 

A-S=|2 -3 6]/2 3 1|=2 5 5], 
0-1 ЗЕЕ 2) WU 05, 
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14 -2) (1 0 0) (1 10 0 
S-J=|2 3 1110 2 1|=2 5 5 

тт 2 jlo -1 2) Ub Oo 5, 

(убеждаемся, что матрицы 5и J найдены правильно). Находим 

матрицу S~'. Она получается такой: 

5-1 = 

( \ 

14 -2\|-! 2 -2 “4 0 0) 
Sst=|2 3 1]/2 -2 1 J=Jo 1 0 

Е 13 | 001, 

15. 5 J 

Найдем матрицу e” . Для этого вычислим сначала матрицу e , где 

_(a@ В 
P= lg а 

Е = | i} J -( ° Так как матрица @E коммутирует с мат- 
| _ 

рицей By ‚ TO 

} Представим матрицу В в виде B=aE+BJ, rae 

ek — ебЕхоВУх . 

Но e*™ = e™# ‚ Поэтому e® = e™ .еВХ. Найдем матрицу e”*. 
По определению матричной экспоненты имеем 

. ~ Ро 33 Fy 
e*X = Е+/х+ + + +... ; 

2! 3! 4! 

(5 3 I 4) 
312



Таким образом, получаем 

Л? = (-1*Е, ТЕЧ = (-1*Т, Е=0,1,2,.... 

Поэтому 

2 3 4 

= Е Jy—- EX - ЕХ +... = г" = Е +/х EX Узт+Ет+...= 

(оп пох (0 хп 0х, _ 

01) (-1 0 0 1)2! \-1 0)3! (0 1)4! 7° 

в x? x4 хз х5 \ 

о XBT Sr Te |_(cosx япх 

. хх pox xt ~\-sinx cosx). 

\ 31 5! 21 4! J 

Но тогда ев = cosBx sin Bx 
-sinBx cosBx 

eB — 0% Bix — e™ cosBx e™ sin Bx 

-e™“sinBx e™ cosBx 

и, следовательно, 

В нашей задаче a=2, В=[, B=2E+J. Поэтому e® = 

2x 2x .° 
x 

= › cos a sin x . Таким образом, получаем 
— е“^зтх e-* cosx 

ex -(5 |- 0 e%cosx e**sinx 

0 -~e** sin x e** cos x 

Следовательно, 
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Ф(х) =е* = 5е 5-1 = 

( \ 

14 -2\(e* 0 о )|-1 2 -2 
=|2 3 1 ПО e**cosx е2х5тх 3 -4 | |= 

2х: 2 ГЕ 20 -e™sinx е*со8х]| | 3 , 

5 5 J 

( \ 

ех 4е2хсозх + 2е2%5тх 4e*sinx—-2e%cosx)|-! 2 -2 

=!2e*  3e%cosx—-e*sinx  3e%sinx+e%cosx |} 2 -4 1 |= 
x 2x 2х <; 2х <: 2х 5 5 е e* cosx —2e** зтх е-^ sinx +2e COSX }} | 3 

5 95 

(e+ e*. Aoosx+sinx) 2e* —e*(2cosx+4sinx) —2e* +e*(200sx+6sinx) | 
—2e%+e™-2o0sx de“ —e**(Bc0sx+sinx) —4e* +e (4c0sx+2sin | 

\-= +e*(cosx-sinx) 2e* +e™(sinx—200sx) —2e* +e*(3008sx-sinx) } 

Ф(х) =e” — фундаментальная матрица решений заданной систе- 

мы. У =Ф(х) .С ‚где С — произвольный постоянный вектор, есть 

общее решение заданной системы (в матричной форме). Имеем 

2e* — e**(2cos.x + 4sin x) 
, Y¥,(x)=| 4e* -e*(3cosx+sinx) |, 

2e* + e**(sin x — 2cos.x) 

— е +2e**(cosx + sin x) 
— 2e* + 2e* cosx 

—e* +e**(cosx —sin x) 
# (>) = 

— 2e* + e**(2cosx + 6sin x) 
У, (х) =| - 4e* + e7*(4cosx + 2sin x) 

— 2e* + e?*(3cosx — sin x) 

— линейно независимые решения системы. Следовательно, 

Y(x) = СЯ (>) + С.Т, (х) + СТ. (х) — общее решение заданной си- 
стемы (в векторной форме). В скалярной форме общее решение 
заданной системы имеет вид: 
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у! (х) = С [-е* + 2е2% (созх + sin x)] + 

+ С.[2е* - e?*(2cosx + 4sin x)] + 

+ C;[-2e* + e?*(2cosx + 6sin x)], 

у (х) = C,[-2e* + 2e?* cosx] + 

+ C,[4e* - e*(3cosx + sin x)] + 

+ C3[-4e* + e?*(4cosx + 2sin x)], 

y3(x) = C,[-e* + e?* (cosx — sin x)] + 

+ C>[2e* + e?*(sin x - 2cosx)] + 

+ C;[-2e* + e?* (3cosx — sin x)].



Глава 7 

ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ 
ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

51. Логарифмы матриц 

Определение. Пусть A — квадратная матрица порядка п. Матри- 

цу В называют логарифмом матрицы A и пишут В = ША, если 

А=её8. 
Справедливы следующие утверждения: 

1) если A = diag[A),42,...,Am| и если существуют В, = In A,, 

j=l,m, то существует В=ША, причем В=ША= 

= diag[In A,,In А», we, In An|; 

2) если A=SJS"' (detS #0) и если существует InJ, то 

существует п А, причем InA=S-InJ-S7'; 
3) если матрицы А и В коммутируют, т.е. А. B= B- A, и если 

существуют In A u In В, то существует п (А. В), причем In(A- В) = 

=inA+iInB. 

Теорема. Пусть A — неособенная квадратная матрица порядка 

п. Тогда В = шА существует. 
p> Пусть J — жорданова форма матрицы A. Тогда A= S-J- Ку 

(det S + 0). Мы докажем, что In A существует, если покажем, что 

существует т. (cM. утверждение 2). 
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1. Рассмотрим сначала случай, когда J = diag [A,,A2,..., ^ |. 

Отметим, что A, #0 (J =1п), ибо собственные числа матриц Аи 

J совпадают, а матрица A— неособенная. Следовательно, Ind, 

(j =1,n) существуют, а значит, существует InJ (см. утвержде- 

ние 1), причем 

InJ =diag[Ind,,InA9,..., ША, |. 

И. Рассмотрим теперь более общий случай, а именно случай, 

когда J = diag[J,,J/2, weey Jim; где Jj (j= 1, т) — клетки Жордана. 

Мы докажем, что InJ существует и что 

InJ =diag[in Л ш.,, ..., InJ,,], 

если докажем существование In J ; для любого / = l,m. Имеем 

(7, 0 0 0 0) 
гл 0 оо 

у, = 0 1 А, 0 0 = 

(0 0 0 1 А, | 

fl 0 0 0 0)(0 0 0 0 0) 
0 1 QO оо 100 оо 

= 0 0 1 0 0 f+] 0 1 =O 0 0 |= 

\ 0 оо... 90 1} \ 0 оо... 1 0 } 

=E,, (обозначение) =B,, (обозначение) 

| 
=^)Еи, + В, = AB |B +t, | 

Отметим, что матрица A jen, коммутирует с любой матрицей, 

.. | 
вчастности, она коммутирует с матрицей Ен, + 7 B, ye По пункту I: 

Jj 
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In(a,; Ен) существует. Следовательно, существование InJ; будет 

| 
доказано, если показать, что существует nf E ‚ + 77 Bn ‚ | ибо в 

у 

этом случае InJ, = п (a j Е, ) + In , + ~ Вл, . 
j 

Убедимся, что имеет место равенство 

nf, в, |- А) ~ 2% Вл, + 323, Bn, — 4% Вл, +... + 

n,-2 | n,-l (1) +(-1)*. a, Tn Вл, +.... 

Вл, 
Обозначим через 55. м го сумму ряда, стоящего в правой части (1). 

J 

Равенство (1) будет установлено, если удастся показать, что ряд, 
В 

5 7 | | > JJ/=E +— В стоящий в правой части (1), сходится и что е =E,, + nj 
hj 

Имеем 

f‘O 0 0 00 0) 

0 0 0 0 0 0 

B? = 100 0 0 0 

п Ото 0 00) 

(0 0 0 i 0 0, 

fo 0 0 000 0) 

0 0 0 0 0 0 Q 

0 0 0 0 0 0 O 
Ва = ? ? Bui = 

" 100 0 0 0 0 п) 

(0 00... 10 0 0, 
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| п;-1 

(Пу ” 
ледний, отличный от нулевой матрицы. Значит, ряд, стоящий 
в правой части (1), сходится. Принимая во внимание выражения 

Следовательно, в ряде (1) член (-1)”/^?. — MOc- 

2 op для Ви,, Ви, В», , легко находим, что 

Го 0 Oo 0 0 0 0) 
— 0 0 0 0 0 0 

Jj 

1 1 9 9 > 0 0 

S Bn _ 2%) Aj 

J, | 1 1 4g о бо 
Jj — -— wi 

3K; 2%) ^) 

CH .... 7 : 

т ... А “Sr 0 

Имеем, далее, 

ибо 
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В 
У матрицы 55 чисто нулевые первая строка и последний 

J 

2 
B 

столбец; у матрицы s eal чисто нулевые две первые строки 
J 

n 
B у 

и два последних столбца, и т. д. У матрицы s ee уже все 

J 

элементы равны нулю. После простых, HO трудоемких вычислений 
устанавливается, что 

2 (n,-1) 
| B,,, | Вл, | Вл, , _ Вл, 

бы "-“вчябы] zh 
0 

Tak Kak s[ =! ] = Е, , то получаем 

Таким образом, приходим к выводу, что соотношение (1) верно. 

В 
Следовательно, In Е ‚ + = существует, а значит, существует 

j 

InJ; (j=1,m). 4 

§2. Линейные однородные системы 
обыкновенных дифференциальных 

уравнений с периодическими коэффициентами 

Пусть имеется система 

dY <= A(x)-¥, (1) 
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yy 

У? 
me xeR, Y= , A(x) — матрица-функция размера (пхп), 

Уп) 

периодическая с периодом , т.е. A(X + @) = A(x), хЕ (-®о, +00). 

Отметим, что 

A(x +.) = A(x), хЕ (-<°, +0) & а (х+ 0) =a;,(x), 

ХЕ (—c9, +00), i,j =I,n. 

Teopema 1. Любая фундаментальная матрица M(x) решений 

системы (1) представима в виде 

Ф(х) = р(х)-е*", (2) 

где p(x) — периодическая квадратная матрица порядка п с тем же 

периодом @, а А — постоянная квадратная матрица порядка п. 

№ Пусть Ф(х) = (Фи (x), @2(x), see ®,(X)) — произвольная @. м. р. 

с. (1) => Каждая вектор-функция У=ф,(х), /=1 п — решение 

системы (1). Покажем, что 

@ (x +0) = (9, (x + ©), $›(х+0),... ,фи(х+ 0)) 

— тоже ф. м. р. с. (1). 

В самом деле, так как У = @ ;(x) — решение системы (1), то 

Q(x +o) = А(х+ 0) -ф,(х+0), ХЕ (-<о, +0). У Hac A(x) — пе- 

риодическая с периодом @ => A(x+@) = A(X), хЕ(-о°, +00). 

Поэтому предыдущее соотношение запишется в виде 

Q(x +o) = A(x)-9,(X+), хЕ(-5°, +55). 

Последнее означает, что вектор-функция Y =ф;(х+ 0) — pe- 

шение системы (1). Таким образом, если мы составим матрицу 

Ф(х+о) = (9,(x + ©), 92(x +), ... , Фи(х+0)), 

TO ее столбцы являются решениями системы (1). Значит, D(x +®) — 

матрица решений системы (1). 
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По условию, (x), 92(x), ..., @,(x) — линейно независимые 

в промежутке (-с, +0) => @)(x+), Q(X +), ..., O,(x+0) — 

линейно независимые в (-©о, +00) => O(xX +) — Ф. м. р. с. (1). 

Итак, имеем: Ф(х) и Ф(х+®) — две фундаментальные матрицы 

решений системы (1). Но тогда, как мы знаем, существует неосо- 

бенная постоянная матрица С, такая, что D(X +@) =Ф(х).С. 

Матрицу С называют матрицей монодромии. 

Так как С — неособенная матрица, то существует |пС. Введем 

в рассмотрение матрицу К = — In С = C=e*, Положим далее 

p(x) = @(x)-e*%, (3) 

Из (3) находим Ф(х) = p(x)-e**. Остается показать теперь, 

что матрица p(x) — периодическая с периодом ©. Имеем 

3 
p(x-+@) = B(x +@)-e7 HOR = @(x)-C-e7OR . eX 

ибо матрицы —®А и —хА коммутируют. 

Так как Се-®® = е®К .е-®К = е0 = Е, то получаем 

p(x +@) =Ф(х)-е-*К 2 p(x) » X E (—00, +00). 

Значит, матрица p(x) — периодическая с периодом w. 4 
Заметим еще, что из (3) следует: 
1) матрица p(x) — неособенная, ибо det p(x) = 0; 
2) матрица р(х) — непрерывно дифференцируемая. 

53. Мультипликаторы 

Пусть имеется линейная однородная система 

d¥_ 4. 
к 4AM) Y, (1) 

где A(x) — периодическая матрица-функция с периодом w. Пусть 

®, (x) — какая-нибудь Ф. м. р. с. (1). Выше было показано, что 

®, (x + @) —тожеф.м.р.с. (1). Нотогда 
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D(x +0) = B(x) -С1 (2) 
(С; — матрица монодромии, det С, #0). Пусть Ф(х) — некоторая 
другая ф. м. р. с. (1). Тогдаи Ф(х+®) — тоже ф. м. р. с. (1), причем 

Ф(х+0) =Ф(х).С (3) 

(С — матрица монодромии, detC #0). 
Найдем связь между матрицами C, и С.У нас (x) и Ф(х) — 

ф. м. р. с. (1). Поэтому существует неособенная постоянная матрица 
Т, такая, что 

®, (x) =Ф(х).Т (4) 

2 
=> O(x+o)=O(x+o)-T > O(x+)-T = 0,(x)-C, @ 

© O(x+0)-T=0(x)-T-C. 
Умножим обе части последнего равенства Ha матрицу T~! справа. 
Получим 

Ф(х+®) =Ф(х).Т.С,.ТИ. (5) 
Но, с другой стороны, мы имеем (см. (3)) 

(x + @) =Ф(х).С. 

Так как матрица C— единственная, то из (5) и (3) следует, что 

С=Т.С.Т". (6) 

Последнее означает, что матрицы Си С, — подобные. 
Общий вывод: все матрицы монодромии для данной системы (1) 

являются подобными. 
Известно, что собственные числа подобных матриц одни и те 

же. Следовательно, справедливо утверждение: собственные числа 
любой из матриц монодромии для данной системы (1) не зависят от 
выбора Ф. м. р. с. (1). 

Определение. Пусть ци, цо, ..., И„ — собственные числа мат- 

рицы монодромии С. Эти числа называются мультипликаторами 
системы (1). 

У нас R =<InC . Пусть М, A>, ..., Аи — собственные числа 

матрицы А. Ясно, что A; = и ы,. Числа №, Ao, ..., Аи называ- 

ются характеристическими показателями системы (1). 
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Заметим, что: 

1) если Rea i< 0, то для соответствующего мультипликатора 

и; будет № < 1; 

2) если Rea, >0, то № > 1. 

$4. Структура фундаментальной матрицы решений 
линейной однородной системы 
с периодическими коэффициентами 

Было показано, что @. м. р. с. 

dY 
“dx =A (x) -Y 9 (1) 

где A(x +@) = A(x), хЕ (-<о, +00) , представима в виде 

@ (x) = p(x)-e*. (2) 
В (2) p(x) — периодическая с периодом w , неособенная, непре- 

рывно дифференцируемая квадратная матрица порядка п; 

R= =. С (C— матрица монодромии). 

Пусть /— жорданова форма матрицы ДА. Значит, существует 

матрица 5, такая, что А =5..7.5'. Имеем 

Ф(х) = p(x)e*® = р(х)е5*5" = p(x)-S-e* .5—. 
Умножив обе части последнего матричного равенства на 5 справа, 
получим 

Ф(х)-5 = p(x)-S-e* =р’(х)е". 
=4(х ) ap’ (x) (обозначение) 

Отметим, что P(x) = Ф(х).5' является ф. м. р. с. (1), а p*(x) — 

матрица, обладающая теми же свойствами, что и p(x) ( p*(x) — 
периодическая с периодом ©, неособенная, непрерывно диффе- 
ренцируемая). 

Итак, 

W(x) = p*(x)-e*. (3) 

Если выясним структуру матрицы (x), TO тем самым узнаем 

структуру Ф. м. р. с. (1). 
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Имеем 

fem 0. 0\[ el) Го )) 
0 e* ... 0 . 0 . 0 

W(x)=p'(x)| ° =| p'(x)] (5.5 р") 

\ 0 0 eee es" ) \ 0 ) \е”=* 1 

—— —— 
п, столбцов A, столбцов 

Каждой клетке Жордана J; (/ = 1, m) соответствует группа реше- 

ний, входящих в матрицу Ч(х). Выпишем эти группы решений 

в явном виде. 

Первая группа (j = 1): 

> <>
 

<>
 

<>
 

fe’) .. 
п-1 

p(x): о = (Pus Pos +++» Pn) Gop coe cee cee x | емх => 

0 =p'(x) 0 00..0 0 
aw, 

(злесь и, решений) 

(о 00...00, 

( x? yal ax 

vi) = Pi + Pa(X) +X + P(X) 5+... + Pry): (= aK 

f xn? Aix 51269 =| P22) + 69-х + Pl) G i) к, 

Чи, (%) = Pn, (х). емх. 

Отметим, что p(x), р>(х), ..., Ри, (х) — периодические вектор- 

функции с периодом о. 

Вторая группа решений ( j = 2): 
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=> ‹ 

p’(x)- => 

| ( x2! ox 

Wn +1(х) = Ри!+1(Х) + Ри+2(Х)-Х+...+ Рип, (Х) n °é 2 9 

( -2 
x” } eh | А =| Pays + Pasa) -% +--+ Pays)" Gay 

Winyt+n, (x) = Paytn (x) ° eh 

и так далее; т-я группа решений (/ = m): 

an 

0 
р*(х). > 

(ern | 

Woaytnyt..tty_) tl (x) = 69 + Рачп»+.. нп. +2(Х) "Хх... + 

xin! Ах 

+ Ри+п,+.. пили (х). ТТ ее", 
т ! 

Чит, tect lt 42%) = (Pane (x) + Prytny+..+ne- .з(х)-х+... + 

xn? Ах 
+ Ри +п. +..лп +n, (Х)- и. — 2)! е”, 

т e 

nyt, +. ПП (х) =Vn (x) = Pry+ny+...+0%, (x) .е их, 

Y = ¥(x)-C =C, -ч(х) +C,- yo(x) +...+C,-y,(x) — общее 

решение системы (1). 
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Отметим, что: 

1) если Вел, <0 для любого j = 1, т, то все решения систе- 

мы (1) стремятся к нулю при х > +0; 

2) если имеется хотя бы одно характеристическое число A,,, 

такое, что Red, > 0, то существуют решения системы (1), стре- 

мящиеся к бесконечности при х >> +00. 

Замечание. Пусть Ф(х) — Ф. м. р. с. (1), нормированная 

в точке х=0, то есть такая, что Ф(0) =Е. Построим по ней 

матрицу монодромии С. Мы знаем, что Ф(х+ 0) =Ф(х)-С. По- 

ложив в этом соотношении x = 0, получим 

Ф(®) =Ф(0.С > С=Ф(о). 

=E 

Видим, что в этом случае мультипликаторы системы (1) будут най- 

дены, если мы найдем собственные числа матрицы Ф(®). 

По формуле Остроградского — Лиувилля имеем 

fur a(nar 
W (x) = det ® (x) = det ®(0)- e° 

9 

где det ®(0)=1, так как Ф(х) — нормированная в точке x= 0. 

Поэтому 

елфа 

det Ф (о) = e° 

Мы знаем, что определитель любой матрицы равен произведению 
собственных чисел этой матрицы. Следовательно, 

ТО 

Ш Ц. .... Ц, = det Ф (о) =e? 

Если прологарифмировать это соотношение, TO получим 

Inp, + МК. +...+Inp, = {tr A(t) at => 
0 

- ee +...+А, = ила. 
0 
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$5. Приведение линейной однородной системы 
с периодическими коэффициентами 
к линейной однородной системе 
с постоянными коэффициентами 

Пусть имеется система 

—— = A(x)-Y, (1) 

roe A(x)eC(R) и такая, что А(х +0) = A(x), хЕ (—09, +00). Мы 
знаем, что любая фундаментальная матрица решений Ф(х) сис- 
темы (1) представима в виде 

Ф(х) = p(x)-e™, (2) 

где p(x) — неособая, периодическая матрица с периодом ©; 
К — постоянная матрица. Отметим, что поскольку Ф(х) — матри- 

ца решений системы (1), то 

Ф’(х) = А(х).Ф(х). (3) 

Произведем в системе (1) замену переменных по формуле 

Y = p(x)-Z, (4) 
где p(x) — матрица из (2). Подставив (4) в (1), получим 

р’(х). 2+ p(x)-Z’ = A(x)- p(x)-Z => 

=> p(x)Z’ =[A(x)- p(x) - p’()]-Z = 

dZ _ , => = p(x) [A(x)- p(%) - P()]-Z. (5) 
Найдем выражение для p’(x). Для этого подставим выражение 
для матрицы Ф(х) в виде (2) в соотношение (3). Будем иметь 

p(xje™ + p(x)-R-e™ = A(x): p(xye™. 
Умножив обе части последнего тождества на e~* справа, полу- 
чим р’(х) = A(x)- p(x) - p(x): К. Подставив полученное выраже- 
ние для р’(х) в (5), получим 

& = р). р - AC): POR) +26). RZ => 

> =P ")pCOR-Z =» Fer-zZ. (6) 

Так как R— постоянная матрица, то (6) — линейная однородная 
система с постоянными коэффициентами. 
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Глава 8 

ПОНЯТИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$1. Постановка задачи об устойчивости. Определения 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений 

dY 
= F(t, У) (1) 

с начальным условием 

У, =50, (2) 

описывающая некоторый реальный процесс, неизбежно описы- 
вает его лишь приближенно. Дело в том, что система дифферен- 

циальных уравнений составляется при некоторых упрошающих 
действительные зависимости предположениях, а начальные дан- 
ные, являющиеся обычно результатом некоторых измерений, вы- 
числяются с погрешностью. Поэтому обычно лишь только те 
решения системы (1) могут хотя бы приближенно описывать 
изучаемый процесс, которые при #>% мало изменяются при 
малом изменении правой части системы (1) и при малом измене- 
нии начальных данных (2). 

Теория устойчивости изучает условия, при которых малые 
изменения вектор-функции F(t, Y) или малые изменения на- 
чальных данных приводят лишь к малому изменению решений 
при t2%. Мы ограничимся здесь рассмотрением только второй 
из этих задач. 
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Рассмотрение будем вести при предположениях, что: 

1) F(t, У) еС(С); 
2)  Р@,У)е Цру(Сб) — локально; (С) = (с, +0) х (р), 

(р) CR", t2-0, 
Часто в дальнейшем будем называть независимую перемен- 

ную г временем, каждое решение Y(t) системы (1) — движением, 
а график этого движения — траекторией. 

Пусть Y = фо(2) = Фо(, 4,80) — решение задачи (1) — (2). Будем 

считать, что это решение определено для Ге (то, +), 

TS <b <+5; &, &y — Любые, но такие, что точка (1,80) € (С). 

Было отмечено, что начальные данные вычисляются с неко- 
торой погрешностью, а потому вместо (2) будем иметь прибли- 
женное начальное условие 

Y| ja, =&, где &=&+48; (4,8) е (б). (2) 

Начальным условием ( 2) определяется некоторое другое движе- 

ние системы (1): У =Ф(1) = (ft, fo, €) . Считаем, что и это движение 

определено для ЕЕ (ху, tee) . Вопрос об устойчивости (неустойчи- 

BOCTH) движения У = Фо (1), ЕЕ (To, tee) , в смысле А.М. Ляпунова 

сводится к вопросу о влиянии ошибок в начальных данных на 
движение во все последующие моменты времени. Если оказывает- 
ся, что малые ошибки в начальных данных обусловливают также 
малые ошибки во все последующие моменты, то говорят, что дви- 

жение У = @o(t) = Фо(1, fo, 60), ЕЕ (to, too) , устойчиво в смысле 
А.М. Ляпунова. В противном случае говорят, что это движение 
неустойчиво в смысле А.М. Ляпунова. 

Рассмотрим два простейших примера. 
Пример 1. Дано обыкновенное дифференциальное уравнение 

—+у=1+Е. (1*) 

Оно определено на всей плоскости переменных ги у, причем каж- 
дая точка этой плоскости оказывается точкой единственности. 
Общим решением уравнения (1*) является функция 

у = Се"! +t. (2*) 

Из (2*) выделим решение уравнения (1*), удовлетворяющее 

начальному условию У <0 = 50. Таким решением будет функция 
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у =Qol(t, 0, Eo) = Ege! +1, ГЕ (-с°, +со) . Станем рассматривать это 

решение на промежутке [0, +°°). 

Выделим теперь из (2*) решение уравнения (1*), удовлетворя- 

ющее начальному условию y|,_,=§, me &=&+40&, ДЁ=0. 

Таким решением будет функция у=о(1,0,Ё) =Ее" +r, 

[Е (—0o, +00) . И это решение станем рассматривать на промежутке 

[0, +00) . 

Возьмем = > 0 любое, сколь угодно малое, и рассмотрим pa3- 

ность Ф(ь0,Е) — Фо(#, 0,5). Имеем 

ф(1,0,2) — @o(t,0,Eo) = (Ge +t) - (Boe + = (&-&)е" > 

= | p(1,0,8) - go(t,0,&)| =|&-&|е" <|&-&] для всех [Е[О, +0) => 

=> los, 0, E)—- Фо(@, 0, Eo) <€ для BCEX te [0, +00) ) 

если число & братьлюбым, удовлетворяющим условию | - Eq| <5, 

где 6=®. 

В этом примере малые ошибки в начальных данных обуслов- 
ливают малые ошибки во все последующие моменты времени. 
Более Toro, эти ошибки быстро убывают с увеличением 1. Заметим 
еще, что 

lim lo(t, 0, 9) 7 Po (t,0, Eo)| = lim | 6 ~ Ele =0 
[—>+00 t—>+400 

(т.е. решения, близкие по начальным значениям, неограниченно 
сближаются с возрастанием Pf). 

Пример 2. Дано обыкновенное дифференциальное уравнение 

o =sin? y. (3*) 

Оно определено Ha всей плоскости переменных ги у; каждая точка 
этой плоскости оказывается точкой единственности уравнения (3*). 

Уравнение (3*) имеет очевидные решения: у=Ак 

(k=0,+1,+2,...). Пусть y# kn (4 =0, +1, +2,...). Тогда уравне- 

ние (3*) может быть записано в виде 

Ly =dt => ctgy=-(t+C). (4*) 
sin* y 
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yh Рассмотрим решение урав- 
== нения (3*), удовлетворяющее 

y=9(6,0,£) условию y|_, = 0. Этим реше- 
Е ‚ Нием будет у=фо(1, 0,0) =0, 

б — [Е (—co, +00). Станем рассмат- 

ривать это решение на проме- 

Рис. 8.1 жутке [0, +0) (рис. 8.1). 
Из (4*) выделим решение уравнения (3*), удовлетворяющее 

начальному условию y| но = E, €e(0, x). Таким решением будет 

функция, определяемая соотношением Ctg y = ctgé —¢ , а именно: 

y=o(t, 0,2) = агсс (сё -й) , ГЕ (-°°, +00). 

И это решение будем рассматривать на промежутке [0, +). 

Для разности решений имеем 

p(t, 0,5) — Po(t, 0, 0) = arcctg(ctgE-1) = 

> dim [p(t, 0,2) - go(t, 0, 0)] = Jim arcctg (сё -—f) = 7. 

Здесь уже He всякому €>0 будет отвечать § > 0, такое, чтобы из 

неравенства |&-0]<6 следовало бы неравенство |ф(1, 0, &)- 

— Фо (Е, 0, 0) | < =. Значит, существует &‹ > 0, которому не отвечает 

никакое § > 0 в указанном выше смысле, и, следовательно, для 

любого 6 > 0 существуют Е ‚ удовлетворяющее условию Е - 0] <6, 

и ft E[0, +00), такие, что lo@, 0, Е) — Фо(Е, 0, 0)| 2 Eq. 

Дадим теперь точные определения устойчивости, неустойчи- 

вости и асимптотической устойчивости движения У = Фо(Ё, f,&o) 

t e[%,+°°) системы (1). 

Определение 1. Движение У = (ft) = Фо(Ь 4,20), ЕЕ[Ц, +) 
системы (1) называется устойчивым по Ляпунову, если любому 

= > 0 отвечает 6 > 0, такое, что для любого вектора & , удовлетво- 

ряющего условию |&-Ё]<6, движение системы (1) 

У =Ф(1) =9(¢, %,§) определено на промежутке [1, +°°) и имеет 

место неравенство 

[ФС to, 5) — Фо(1, fo, El <= для любого ГЕ (Ц, +). 
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В противном случае движение Y = фо(2) = Molt, f, 80), Еф. +9, 

называется неустойчивым по Ляпунову. Иными словами, движение 
У = Q(t) = Mot, %, Е), ГЕ[Ц, +00), называется неустойчивым по 

Ляпунову, если для любого б> 0 существуют вектор Е ‚ удовлет- 

воряющий условию Е-8]<3, и f e[fo,+°), такие, что 

[е (г, и, Е) -ФоС, 1, 2) | 2€, 

Определение 2. Движение У = Q(t) = фо(@, f, 80), tel, +5), 

называется асимптотически устойчивым (по Ляпунову), если 

1) @o(t) = M(t, fo, 20) устойчиво (no Ляпунову) и если 2) суще- 

ствует 6’> 0, такое, что для любого & , удовлетворяющего усло- 

вию [E — Eo] < 5’, оказывается 

[9 (64,2) - Фо(, %,&0)|—> 0. 

Замечание. Допустим, что существует точка И e€(D), такая, 

что для любого Ее (To, +<°) оказывается F(t, Y)) = 0. Тогда систе- 

ма (1) допускает движение У = Y), ГЕ (To, too). Такое движение 

называется состоянием покоя. Ero траекторией является точка И 

(точка И — точка покоя). Отметим, что вопрос об устойчивости 

произвольного движения Qo(f) = Фо(Е, %, 0), ft Elf, +o), систе- 
мы (1) может быть сведен к вопросу об устойчивости состояния 

покоя некоторой другой системы обыкновенных дифференци- 

альных уравнений. 
Действительно, произведем в системе (1) замену 

У = Q(t, to, Eo) +X. 
(3) 

Получим 

do (1,1 ‚5 ) ах _ 0 ~ += F(t, Molt, to, 60) + X) > 

= F(t, Фо(1, f9, 50) 

ах 
F => “dt = F(t, Poll, 19, §0) + X) ~ F(t, Poll, fo» 50)) sen FLX) = 

ах — 

Ч — F(t, X) . (4) 
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В силу замены (3) решению У = @)(t, f,& 9) системы (1) соответ- 

ствует решение Х = 0 системы (4) (движение Х=0, ЕЕ (4, to) — 

состояние покоя системы (4)), арешению У = @(f, fo, &) системы (1) 

соответствует решение X = Q(t, fo, Е) — P(t, f, o) = V(t, fo, т) 

системы (4). Ясно, что обози. 

1=4(1,4,1)],., =$9(,4,5)|,.„ — Polts 4,50), = 5 —S0- 

Покажем, что если решение У = O(f, %, 80) , t €[f, +°э) , системы 

(1): 1) устойчиво, 2) неустойчиво, 3) асимптотически устойчиво, то 

и решение X =0, f €[f, +00), системы (4) будет соответственно: 

1) устойчивым, 2) неустойчивым, 3) асимптотически устойчивым. 

p> 1) Пусть решение Y = Фо(, %, 60), Ге 4, +°°) , системы (1) 

устойчиво. Тогда любому =>0 отвечает §>0, такое, что для 

любого &, удовлетворяющего условию Rs -E <5, движение 

Y = Q(t, f,§) системы (1) определено Ha промежутке # в [f, +) 

и имеет место неравенство io (11,8) —Qo(t, 5, Ef <€ для любо- 

ro ГЕ[Ц, +e). А это неравенство равносильно TOMY, что любому 

> 0 отвечает 5 > 0, такое, что для любого 1, удовлетворяющего 

условию (In - 0] <6, движение X = y(t, fo, nN) системы (4) опреде- 

лено на промежутке [f),+e) и имеет место неравенство 

[ws to, № - <= для любого t E[f%, +0). Последнее означает, 

что решение Х =0, tf E[f%, +°°) , системы (4) устойчиво. 

2) Пусть решение У = @o(t, fo, &0), Г Е[Ц, +°э) ‚ системы (1) не- 

устойчиво. Но тогда существует = > 0, такое, что для любого 6 > 0 
ты 

существуют вектор &, удовлетворяющий условию В - | <8, 

H -f Е[4, +e), такие, что будет lod, ty, 5) — P(t, fo, Eo) >Е. А это 

равносильно тому, что существует => 0, такое, что для любого 

5 > 0 существуют вектор Я , удовлетворяющий условию [Я - 0] <8, 

ИГЕ [%, too) , такие, что будет ly, on - 0] 2 =. Последнее озна- 

чает, что решение Х =0, ft €[f%, +°°), системы (4) неустойчиво. 
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3) Пусть решение У =Qo(t,%, &0), t €[f%, +0), системы (1) 

асимптотически устойчиво. Это означает, что 1) решение 

Y =Qo(t, 4%, 60), t € [%, +0) , устойчиво и что 2) существует § > 0 

такое, что для любого вектора &, удовлетворяющего условию 

[8-50] <8’, будет 

le (1, to, 5) — Poll, to, 50)|—— 0 . 

Но тогла: 1) решение X =0, 1 e[%, +o), системы (4) устойчиво 

и 2) существует 6’ > 0 такое, что для любого вектора 1 , удовлет- 

воряющего условию [п - 0] < 5’, будет 

[%@, lo» n) - 0|—— 0 . 
[—>+00 

Значит, решение X =0, 1 ;[ц, +0), системы (4) асимптотически 

устойчиво. «4 

$2. Устойчивость линейных систем 

Рассмотрим линейную систему 

aY 4().-У+ЕО, (1) 
dt 

где матрица-функция A (7) ивектор-функция F(f) предполагают- 

ся непрерывными на промежутке (с, + со). Заметим, что в этом 

случае область (С) = (t, +o) x В" и решения системы (1) существу- 

ют на всем промежутке (t, + со). Покажем, что исследование на 

устойчивость произвольного решения У = Qo(f, fy, 80) системы (1) 

сводится к исследованию на устойчивость решения Y =O соот- 

ветствующей однородной системы 

dY 
—=A(t)-Y 

а именно, покажем, что справедливо утверждение: 

Произвольное решение У =$Ф(ь (4,8), ГЕ[Цц, +e) линей- 

ной неоднородной системы (1): 1) устойчиво, 2) неустойчиво, 
3) асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда решение 
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У=0, te[%,+°) соответствующей однородной системы (2) 

соответственно: 1) устойчиво, 2) неустойчиво, 3) асимптотичес- 
ки устойчиво. 

>» В системе (1) произведем замену, положив 

У = Фо(т, ty, En) +X. (3) 

(X — новая искомая вектор-функция). Получим 

do, (t, to, dX Pol о 50) + 7 A(t)[o(t, to, 0) +X] + FO. 

Так как У = Q(t, 1,0), ГЕ[ Ц, +o), — решение системы (1), то 

ott 50) = (1) - Фо (Е, 1%, 0) + FO, t elt, +). 

Но тогда 

dX_ (у > 

В силу замены (3) решению У = Q (Ff, fo, &) системы (1) соответ- 

ствует решение Х = 0 системы (2), а любому другому решению 

У = Q(t, fo, 8) системы (1) соответствует решение Х = y(t, ц, 1) = 

=$(, 4,5) - Фо, , 0) системы (2), причем W(t, %,7),_,. = 
=n=§€-6&. 

Совершенно аналогично тому, как это было сделано в конце §1, 

устанавливается, что если решение У = Q(t, %,&), t elt, +) 
системы (1): 1) устойчиво, 2) неустойчиво, 3) асимптотически устой- 

чиво, то решение Х =0, ГЕ[ф, + 0°) , системы (2) соответственно: 

1) устойчиво, 2) неустойчиво, 3) асимптотически устойчиво. 
Покажем, что справедливо и обратное утверждение, а именно, 

если решение Х=0, #е[, + <), системы (2): 1) устойчиво, 2) 
неустойчиво, 3) асимптотически устойчиво, то решение 

Y = Q(t, 4, 50), t €[f, + 0), системы (1) соответственно: 1) устой- 

чиво, 2) неустойчиво, 3) асимптотически устойчиво. 
Действительно: 1) Пусть решение X =0, t €[f9, + 0) , системы 

(2) устойчиво. Нужно показать, что тогда устойчиво и решение 

У = Фо (Е, &, Е), ¢ €[f, +°э) , системы (1). Рассуждаем OT против- 

ного. Допустим, что решение Y = (Ft, &, 80), ГЕ[Ц, +), систе- 
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мы (1) неустойчиво. Но тогда, как показано выше, будет неустой- 

чиво решение X =0, 1 E[fp, + 0), системы (2), а это не так. 

2) Пусть решение Х=0, #е[ц, +0), системы (2) неустой- 
чиво. Нужно показать, что тогда неустойчиво и решение 

Y = Фо(, 4,20), ГЕ[Ц, + °°), системы (1). Рассуждаем от против- 

ного. Допустим, что решение У =Фо(Е, fo, &0) , ГЕ[Ц, +), систе- 
мы (1) устойчиво. Но тогда, как показано выше, будет устойчи- 

вым и решение Х=0, 1е[1,, +), системы (2), а это не так. 

3) Пусть решение X =0, 1 €[f), +e), системы (2) асимптоти- 
чески устойчиво. Нужно показать, что тогда асимптотически ус- 

тойчиво и решение У = Qo(t, fo, 80) , ГЕ [Щ, + 2%) , системы (1). Рас- 

суждаем от противного. Допустим, что решение Y =Фо(ё, fo, 8), 

1Е[Ц, + со) ‚ системы (1) устойчиво, HO не асимптотически (устой- 

чивость решения У = Фо(&, $, 80) системы (1) следует из устойчи- 

вости решения Х=0 системы (2), см. пункт 1)). Ho тогда из 

доказательства, проведенного выше, будет следовать лишь устой- 
чивость (неасимптотическая) решения Х =0, ¢t E[fp, +0°), систе- 

мы (2), а это не так. 4 

Важно выяснить теперь, при каких условиях решение Х =0, 

1 ЕЦ, + cc) , линейной однородной системы = A(t): X будет: 

1) устойчивым и 2) асимптотически устойчивым? 
Ответ на этот вопрос дает следующая 
Теорема. Пусть имеется линейная однородная система 

dX, ~ 
a 7 AO. (2) 

Пусть @(t) — Ф. м. р. с. (2), нормированная в некоторой точке 

fy € (5, +00) „т.е. Po(MI,-1 =Е. Решение X =0, tf €[t, +) , систе- 

мы (2): 

1) устойчиво лишь тогда, когда Фь (1) — ограниченная на про- 
межутке [fp, +<°) ; 

2) асимптотически устойчиво лишь тогда, когда [Фо (1) —> 0. 
Докажем утверждение 1). 

Необходимость. Дано: решение X =0, ¢ [{, + 0) , устойчиво. 

Требуется доказать, что Po(t) = (9,(4, P22), ..., Ф„(0)) — ограни- 
ченная на промежутке [ц, +>). 
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p> Рассуждаем от противного, а именно, предполагаем, что 

Фо(2) не является ограниченной на промежутке [fp, + ce). Но тогда 

существует по крайней мере одно Л, такое, что решение Ф/, (1) 

не является ограниченным на промежутке [%, +e) (jg — одно из 

чисел 1,2,..., п). Покажем теперь, что неограниченность реше- 

ния Ф;, (1) приводит к тому, что решение Х=0, 1Е[4,+°), 

системы (2) неустойчиво. Действительно, возьмем произвольное 

20 > 0 и закрепим его. Пусть 6 > 0 — любое, сколь угодно малое. 

Возьмем число A, удовлетворяющее условию 0 <A <8, и pac- 

смотрим решение системы (2): X =Q(t)=9;,()-4. Имеем 

[Ф@]=А. lo jo (1 . Так как o,f неограниченная на промежут- 

ке [19 too), тои (ff неограниченная на [fy, +o). Следователь- 

но, существует f E[fy, too), такое, что low >50. 

Имеем, далее, Е =Ф ( sor =, (%)-A=e,, -А, где e;, — мат- 

рица-столбец, у которой все элементы, кроме одного (равного 

единице), равны нулю. Поэтому | (4) = [е-4|= 1-A=A, т.е. 

[Е] =А<б. Таким образом, получили: существует €, > 0, такое, 

что для любого 5>0 существуют вектор & , удовлетворяющий 

условию [Е = le - о] <б, f E[f, +0), такие, что 

ft (Г, Io, = = lod, Io, Е) — 0] 2 50. 

Последнее означает, что решение Х=0, 1е[й,, + <) ‚ системы (2) 
неустойчиво. У нас же, по условию, решение Х =0, te[f), +), 
устойчиво. Получили противоречие. Значит, предположение, что 

Фо(1) — неограниченная на промежутке [4, +e), неверно. +4 

Достаточность. Дано: Po(t) = (Фи. (0, Ф2(0), ..., Pn()) — ограни- 

ченная на промежутке [fp, +с°). Требуется доказать, что решение 

Х=0, 1е[1), + <), системы (2) устойчиво. 
p> По условию, p(t) — ограниченная на [4, +) . => Существу- 

ет число М>0, такое, что |Фо(1]< М, #1е[ц,+°). Возьмем 

любое =>0 и произвольный вектор § € В”. Отметим, что 
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X =Ф (0-Е — решение системы (2), удовлетворяющее началь- 

ному условию Xl ror =& (%)(t)-€ =O(t,,&), t €[f%, +°°)). Имеем 

lot, fo, E) -0]=[Ф(, Io, El] =|] Po(t) -E] sn-[ Oo] - [El sn- a - [Е], 

tel[t, + оо). 

Отсюда видим, что [ф(1, и, ) -0] <=, если JE -0] =[Е] < —_. Та- 

ким образом, получаем: любому => 0 отвечает 5> 0 (5=—), 
nM 

такое, что для любого &, удовлетворяющего условию FE - Of <5, 

оказывается | (t, %,&) - 0] < = для любого Ге [Ц +<°). Последнее 

означает, что решение X =0, 1 E[f), +0) ‚системы (2 ) устойчиво. <q 

Докажем теперь утверждение 2). 

Необходимость. Дано: решение Х=0, ft e[%, +o), системы 

(2) асимптотически устойчиво. Требуется доказать, что 

| o()| ——> 0. 
[—>-+00 

} По условию, решение X=0, fte[ty, +0), системы (2) 
асимптотически устойчиво. Это означает, что решение X =0, 

te[%,+°), устойчиво и что существует 6’> 0, такое, что для 

любого & , удовлетворяющего условию |& - 0] = [Е] < 8’ , оказыва- 

ется |Ф(1,1,&)-0]=|Ф(1, 1, =)]|-——0. Мы докажем, что 
[—>+00 

| %.@|—~ 0, если покажем, что для любого j=l,n: 
> 

[9 jO|—> 0. (У нас p(t) = (9, (4), Ф2(0, ..., $„(0)). 

Возьмем любое решение Х =ф, (1), j= Ln ‚ входящее в мат- 

рицу ,(f). Возьмем А>0 — любое, но такое, что Д<б’, и 

рассмотрим решение Q(f)=9,(1)-A, 1е[ц,+°). Имеем 

5=$Ф() =Ф;(4).А=е,-А, где е; — матрица-столбец, у кото- 
рой все элементы, кроме одного (равного единице), равны нулю. 

Поэтому [Ф(1)| = 4 <8’, т.е. || < 5’. А тогда, в силу асимптоти- 
ческой устойчивости решения X =0, f E[%, +0), будем иметь 

[ool = lo ($, to, 9) = lot, fo, 5) ~ o]——>0 ’ 
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a [9/9 -4]-—0 = J@,(0]-4—>0 > 
> [6/0 при любом j=l,n => [Ф.(|-——0. 4 

Достаточность. Дано: |Фо(1) —> 0. Требуется доказать, что 

решение Х =0, f €[fp, +20), системы (2 ) асимптотически устойчиво. 

} По условию, [o@]—— 0. Тогда |Фо(1)] — ограниченная 

на промежутке [fp, +o) , следовательно, по утверждению 1) теоре- 

мы, решение X =0, te [f), +0), системы (2) устойчиво. 

Возьмем произвольный вектор & е В” и рассмотрим решение 

®)(t)-& = O(t, fo, &) системы (2). Имеем 

[Ф(6, 0,5) -0]=[Ф4,0,=)]=|Ф@-Е<п.|Фо(4]|-[&]. 

По условию 1Ф(@]-—> 0. А тогда из предыдущего неравенства 

следует, что lo (t, fo, &) - — 0. Таким образом, получили, что 

решение Х=0, te[%, +0), системы (2) устойчиво и что для 

любого & € В" оказывается |Ф (1, 4, &) - ]— 0. Это означает, 

что решение Х=0, fe[f, +0), системы (2) асимптотически 

устойчиво. «4 

53. Устойчивость линейных систем 
с постоянными коэффициентами 

Пусть имеется линейная система обыкновенных дифференци- 
альных уравнений с постоянными коэффициентами 

dY 
—=A-Y+Fi(t), (1) 
dt 

где A — постоянная матрица, а вектор-функция Р(г) предполагается 
непрерывной на промежутке (т, +с°). В $2 было показано, что иссле- 
дование на устойчивость произвольного решения У = Qo(t, f, &), 
t €[f, too), системы (1) сводится к исследованию на устойчивость 
решения Y = 0 соответствующей однородной системы 
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dY <-=A4-¥, (2) 

Ответ же Ha вопросы об устойчивости, асимптотической устойчи- 
вости решения У = 0 системы (2) дает следующая теорема. 

Теорема. Пусть имеется линейная однородная система с по- 
стоянными коэффициентами (2). Пусть А; (/ = 1, т) — собствен- 
ные числа матрицы A. Тогда: 

I. Решение У=0, ГЕ[ц, +<°), системы (2) устойчиво лишь 

тогда, когда Red; < 0 для любого j = 1, т; при этом каждому А, jo 

у которого Red, = 0, в канонической форме /матрицы A должны 

соответствовать клетки Жордана лишь первого порядка. 

II. Решение У=0, 1 €[f%, +00), системы (2) асимптотически 

устойчиво лишь тогда, когда Red, <0 для любого / = 1, m. 

}» Мы знаем, что любое решение системы (2) определено Ha 

интервале (-со; + со). Поэтому всегда в качестве fy) можно взять 

to = 0 . 

Возьмем фундаментальную матрицу решений системы (2), 

нормированную в точке fy = 0. Такой матрицей является матрица 

е^'. Найдем условия, при которых матрица е^' является ограни- 

ченной, и условия, при которых Je* —>0. 
1400 

Пусть J = diag[J,, J2,..., /и] — каноническая форма матрицы 

А. Пусть А = SJS~' (4е5 # 0). Тогда 
eAt = 5. elt , 5-1 (3) 

Из (3) следует, что матрицы ef” uy et одновременно либо ограни- 
ченные, либо неограниченные и их нормы одновременно либо 
стремятся к нулю, либо не стремятся к нулю при ¢ > +00. Поэто- 
му можно исследовать лишь матрицу е*”. 

Jot J at 
Мы знаем, что е” = diagle”", er ...,e™ |. где 

f ем 0 0 „о 0) 
te’ er! 0 . 0 0 

i , Jahan. 

| ",-10! (п;-2! (a; -3)! у 
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1) Пусть 4; (jf =I,m) такие, что Red; <0. Но тогда при 
КАИ 

любом k=0,n,-1 будет ге ›0. Следовательно, 
К! 15+ 

Je”"| 0, а значит, и е"|-—=>0. 
[+400 1 +400 

2) Пусть среди собственных чисел №, Ar, , A,, матрицы A 

имеется хотя бы одно A; такое, что Кей, =0. Это означает, что 

либо 14, =0, либо A, =№ (В=0). В обоих этих случаях | = | 

КА 
е 

для любого { и, следовательно, величина не стремится к 

нулю при #- +< , причем эта величина будет ограниченной 

лишь тогда, когда k = 0. Значит, в обоих этих случаях |e” | He 

стремится к нулю при f — +co, причем |e” f | будет ограниченной 

лишь тогда, когда J, (в канонической форме J матрицы A) 

является клеткой Жордана лишь первого порядка. 

3) Пусть, наконец, среди собственных чисел №, Ar, , Ap 

матрицы A имеется хотя бы одно A, такое, что ReA, >0. Но 
Е.А е 

тогда при любом К =0, п, -1 величина будет неограни- 
К! 

ченной на промежутке [fp, too). Значит, будет неограниченной на 

промежутке [fp, +°°) и fer]. 

Из анализа случаев, когда [e”"| — ограниченная, неограни- 

Jit 
ченная и когда le j |-—0, следуют утверждения Ги П теоремы. 

1—>+400 

54. Устойчивость линейных систем 
с периодическими коэффициентами 

Пусть имеется линейная однородная система с периодически- 
ми коэффициентами 

dY 
и 7 AMY, (1) 

где A(t) e C(R) и такая, что A(t +) = A(f), ГЕ (-5°, +0). Ранее 
было показано, что система (1) преобразованием 
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Y=p(t)-Z, (2) 

где p(t) — не особая, «-периодическая матрица, переводится в 
систему 

42 <= R-Z., (3) 

В системе (3) R=-~inc — постоянная матрица; C— матрица 
® 

монодромии системы (1). 
Так как (3) — линейная однородная система с постоянными 

коэффициентами, то к ней применима теорема, доказанная в 53. 

Пусть и; — собственные числа матрицы С (мультипликаторы 

системы (1)); 4, — собственные числа матрицы А (характеристи- 

ческие показатели системы (1)). Так как A, =< In и; = 

= + Рав | то Вел, = «ша, и поэтому 

<0, если Jul <1, 

Rea,4=0, если |p| =1, 
> 0, если [№ ]> 1. 

Отсюда, принимая во внимание теорему, доказанную в $3, прихо- 

дим к заключению, что справедливы утверждения: 
I. Решение Y=0, ¢ €[%, +0), системы (1) устойчиво лишь 

тогда, когда lu Л <1 для любого / =1, т; при этом каждому Ву, y 

которого lu р = 1, в канонической форме матрицы монодромии С 

должны соответствовать клетки Жордана лишь первого порядка. 

II. Решение Y =0, 1; [ц, +00), системы (1) асимптотически 

устойчиво лишь тогда, когда | Я <1 для любого /=1, т. 

55. Нелинейные системы. 
Устойчивость по первому приближению 

Пусть имеется нелинейная система обыкновенных дифферен- 

циальных уравнений 

dY 
a FY). (1) 
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aF(t,Y) 
ду 

Пусть F(t,Y)eC(G) и ЕС(С), где (С) = (‹, +) х (2), 

(Рр)сВ", t2--—. 
} &1 было показано, что вопрос об устойчивости произволь- 

ного движения У = Фо (@, 4, 80), ¢ €[f, too) , системы (1) заменой 

У = Qo(t, 1, 0) + Х сводится к вопросу об устойчивости движе- 

ния X =0, ГЕ[Ц, +0) , системы 

aX -= 

и = Fw), О, 
где F(t,X) = F(t, Qo(t, to, 0) +X ) — F(t, @o(t, %, §o)) и, следователь- 

но, F(t,0)=0, t e[%, +e). 
Одним из основных методов исследования на устойчивость 

движения Х =0, ГЕ[Ц, +0), нелинейной системы (2) является 

метод исследования на устойчивость по первому приближению. 
Этот метод заключается в том, что в окрестности точки X =0 
систему (2) представляют в виде 

SHAW X4 SX), (3) | 

OF (1, Po(t, fo, 50)} 
ax 

f(t,X) eC), of и е C(G), f(t, 0) = 0 вобласти (б) = (<, +2) x(D), 

где A(f)= — матрица-функция размера nxn, 

Если в (3) отбросить член f(t,X), имеющий порядок выше 

первого относительно [x] при [x] — 0, TO получим линейную 

dX ' 
систему = A(t): Х , называемую системой первого приближе- 

ния для системы (3), а следовательно, и системы (2). Если матри- 

ца A(t) оказывается постоянной, то система (3) называется ста- 

ционарной в первом приближении. 
Для стационарной в первом приближении системы (3) следу- 

ющая теорема указывает условия применимости метода исследо- 
вания по первому приближению. 
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Теорема. Пусть имеется система обыкновенных дифференци- 
альных уравнений вида 

<= A-X+fit,X), (3) 
где A— постоянная матрица размера nxn, f(t,X) — вектор- 
функция, такая, что: 

1) Л@,Х) еС(б), Л@,Х) е Lipy(G) — локально и f(t, 0) =0 

в области (С) = {1 е ($, +=), |[Х|<а}; 

2) для любого числа © > 0 существуют число Т(Т > т) и число 

h(0<h<a), такие, что | f(t, X)| <a-]X], для t2> 7 и [X] sh. 
Тогда, если все собственные числа A, матрицы А имеют 

отрицательные вещественные части: Rea, < 0, то решение Х =0, 

1Е[ц, +0) системы (3 ) асимптотически устойчиво. 

» По условию, Вел, <0 для любого j= 1, т. Но тогда 

существует число A>0, такое, что ReA,; <-A, для любого 

j=l,m. Рассмотрим матрицу е^'. Существует число k (k 21), 

такое, что [е^ <к-е М, 1>0. 

Возьмем число © > 0 любое, но такое, чтобы было 

n-k-a<i. (4) 

По условию 2) теоремы, взятому числу a > 0 отвечают числа Г 

uh(T >t, 0<h<a), такие, что в (С) ={t2T, [X] sa} будет 

17@,х<«-|х]. _ 

Покажем сначала, что решение X =0 системы (3) будет 

устойчивым. Для этого берем произвольное число ft, (%>Т)и 

берем = > 0 любое, но такое, чтобы было 0<=<й. Затем берем & 

произвольное, но такое, что [Е] <й. 
Рассмотрим решение X=(t,f,&) системы (3). Имеем 

P(t, 1, 8) ic = + Следовательно, | C(t, fy, | =[E]<h. Ho 

тогда существует промежуток [f,B), такой, что |ф(1, ft, 8) <A 

для любого { из промежутка [%, В). Убедимся, что взятому числу 

=> 0 можно сопоставить число б > 0, такое, что для любого E, 
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удовлетворяющего условию |&]<6, будет |o(t,%, 8] <e, 
1Е[1, В). Для этого наряду с системой (3) рассматриваем вспо- 
могательную линейную систему 

dX — =4.Х+/(,9(,4,5)), (3) 

где f(t, (4, ,5)) =9(0) — вектор-функция, зависящая только OT F. 

Нетрудно понять, что 4 (1) € C({%,B)) и что система (3 ) определена 

в области (G,) = [п <t<B, |X|] < +<}. В области (G,) построим 

общее решение системы (3). Оно, как мы знаем, будет таким: 

X = eAlt-to) Jc + f eA) . £(s, ф (5, to, 8)) | 
fo 

Выделим из него решение, удовлетворяющее начальному условию 
X|,.,, =$. Получим 

И 

X = eA C0). | + [^^ . f(s, $ (5,1, ве .  б) 
10 

Заметим, что решение X =Ф(1, fp, &) системы (3 ) также является 

решением системы (3), удовлетворяющим начальному условию 

X21 =§. Следовательно, решение X =Q(f,%,&) совпадает 

с решением (5), т. е. 

9 (it, to, 5) = е\ Ию) ° 5 + fer с. f(s, Ф (5, fo, ве] (6) 

fo 

Произведем оценку решения X = Q(t, fo, €). Из (6) имеем 

И 

exer ty, 3] =| oA (t-to) 8+ eAlt-to) | е-4 (5-ю) . f(s, Ф(5, to» &))ds < 

fo 

{ 
< "| ей [=] : eres . f(s, (S,%,8))ds | < 

10 
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5 те“ + Ге“, Изо). 
fo 

У нас | ыы < ке*@-—). fete] < Ке`^(- , при t2t>T, 

ик Sst; [/(5, 96, 4,2) <. [ф(5, %,5)], ибо 5>Ти [e(s,%, 8] <A 

ДЛЯ $s Е [1 , В). Поэтому 

И 

XC lo, 3) | 5 пКЕ]е ^ + [пке—\ 9-9 ° 0. [Ф (5, fo; 8) ds . 

bo 

А (1-10) Умножив обе части последнего равенства на е ‚ получим 

И 

eX) a(t, to, < "Е + nko - [е^ - fo (s, „54. 
fo 

Заметим, что A=nk-|Ef=const>0; р =nka =const > 0; 

eh (t-to) ‘(2 и, §)] =4() — положительная непрерывная функ- 

ция. Видим, что функция u(t) на промежутке [to, B) удовлетво- 

ряет условиям леммы Гронуола. Поэтому будем иметь 

u(t) < Ле!) , te[%, B), или 

[еле < ик]; 

отсюда [ф (1, f, &)] < "АЕ |-е"*°^ №), ге [4,В).Таккак t-f 20, 

t e[t,B); nka—2<0 (см. (4)), то ©" -%) < 1 и, следователь- 

но, |Ф(1,,Е)| < "А]Е]. Но тогда [Ф(1,4,8)|<=, ГЕ[щ, В), если 

брать & удовлетворяющим условию [Ef <5, где 6 = — ; 

Итак, мы убедились, что любому &>0 можно поставить 

в соответствие число 8 > 0 (б= —) такое, для любого & , удовлет- 

воряющего условию [$] < 5, будет |p (6, %, 5)| <=, если t e[%, B). 
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Пусть вектор & — любой, но такой, что [1 <5 (3=—). 
n 

Пусть [fo, В) — максимальный промежуток, Ha котором решение 

X=Q(t,t,€) системы (3) удовлетворяет неравенству 

[Ф(1, %, 8) <4. Покажем, что B = +0. 

Рассуждаем OT противного, а именно, предполагаем, что 

В <+<. Но тогда решение Х=ф(Ьц,Е), 1Е[ц,В), обладает 

свойством: точки (1, M(t, 1, &)), ЕЕ[щ, В) ‚ оказываются принад- 

лежащими ограниченной замкнутой области (С”) , содержащейся 

в области (G) ((G°)c(G). Значит, решение Х=ф(ьц, 6), 
te[%,B), Продолжимо вправо, а следовательно, существует 

jim, Ф(, 4,5) ‚=, §1, причем точка (В, 1) е (С) <(б). 

Рассмотрим вектор ф (В, %, &) = &. Из предположения, что про- 

межуток [%,B) — максимальный вправо, на котором решение 

X = 9(t, %, &) удовлетворяет неравенству || @(F, %, &] <A, следует, что 

[= (*) 

(иначе промежуток [1%,В) небыл бы максимальным вправо в ука- 

занном выше смысле). Но, с другой стороны, из неравенства 

|Ф (+, Io, 2) <= (7) 

при г > В-0 находим 

fo, 1,=)|=|Е1<=<#. (**) 

Сопоставляя соотношения (*) и (**), видим, что пришли к проти- 

воречию. Значит, наше предположение, что В <+ <, неверно, и, 

следовательно, В =+ ®°. 

Таким образом, [Ф(1,1,Ё)] <= для te[%, +0), если только 

= [2 <5, где 5=— 

t E[t), tec) , системы (3 ) устойчиво. 
Покажем теперь, что решение X =0, ¢ E[fp, +00), системы 

(3 ) асимптотически устойчиво. 

. Последнее означает, что решение X =0, 

348



Для любого & , удовлетворяющего условию [Ef < A, и для всех 

ЕЦ, +5) была получена следующая оценка решения 

X =$(1,4,Е) , 1Е[щ,В) , системы (3): 

[Ф (1,1, 5) < mkfep- ee PO. (8) 

= 
Так как б=-<Е, а = <}, и так как В =+ ®о , то оценка (8) 

n 

будет верна для любого &, удовлетворяющего условию JE] <5, и 

для всех fteé[f%,+e). Принимая во внимание, что 

(пк — ^)(1-%)<0 для ЕеЕ[Ц, +), получаем из (8): 

lot, fo, 5|-——0. Следовательно, решение Х =0, ft e[%, +>), 
> 

системы (3 ) асимптотически устойчиво. 4 
Замечание. Доказанная теорема дает весьма удобный при- 

знак асимптотической устойчивости решений широкого класса 
систем дифференциальных уравнений и очень часто применяется 
в практических задачах. 

Изложенное в настоящей главе следует рассматривать лишь 
как скромное введение в изучение начал теории устойчивости 
движения, созданной великим русским ученым Александром 
Михайловичем Ляпуновым и изложенной им в сочинении «O6- 
щая теория устойчивости движения». Особенная значимость этой 
теории состоит в том, что мы, часто не умея интегрировать 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений, тем не 
менее можем делать заключения об устойчивости или неустойчи- 
вости движения, определяемого этой системой. 

$6. Примеры и задачи к главе 8 

Задача 1. Исходя из определения устойчивости по Ляпунову 
выяснить, устойчивы ли при {> 0 решения уравнения 

ау a =-У+1+1, Yo = ¥o- 

Решение. Решая заданное уравнение, находим, что всякое его 
решение выражается формулой y(t) = уе" +¢. Возьмем любые 
два решения этого уравнения, удовлетворяющие соответственно 
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условиям: J) =%, Я =Jo. Это будут: Pi) = Же" +t 

и >(t) = joe! +1.Атогда 

74-7 =б-е = [FO-FO|=|%-Hole*—0. 
[-—>+00 

Вывод: Все решения заданного уравнения асимптотически 
устойчивы при #>0. 

Задача 2. Исходя из определения устойчивости по Ляпунову 
исследовать на устойчивость при ¢ >1 решение уравнения 

177 У =0. 

Решение. Решая заданное уравнение, находим, что всякое его 

решение, удовлетворяющее условию yl) = Уо ‚ выражается фор- 

мулой y(t) = уу". Следовательно, решение, удовлетворяющее ус- 

ловию y|_, =0, есть У(1) =0, #>1. А тогда 

y(t) — H(t) = yot? -0=у => уФ-У@ =. 
Видим, что: 

1) если а =0, то [y(t) - ¥()| = ||; 

2) если а<0, то |y(t)-¥()| > 0 при t> +0; 

3) если а> 0, то |у(!) - У(1]| > +0 при {> +o. 

Вывод. Решение У(1) =0, #>1: 

©) устойчиво при а<0; 

В) асимптотически устойчиво при a <0; 

у) неустойчиво при а>0. 

Задача 3. Исследовать на устойчивость решения системы 

Чт 02-1 (y(t) 
—=А.-У, где А=|3 0 -2|, 7У()=|у2(0 |. 
dt 

5 -4 0 \Уз(2) 

Решение. Заданная система есть система с постоянными коэф- 
фициентами. Поэтому вопрос об устойчивости решений этой 
системы определяется собственными числами ее матрицы A. Соб- 
ственные числа матрицы A находим из уравнения 
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-r7 2 -| 

3 -А -2/=0 = №-9+8=0 © 

5 -4 -А 

> (©@-102+^-8=0 = 

33-1 
Видим, что Rea, =1>0, Rea, = Ве > 0. Выполнение даже 

одного из этих двух соотношений означает, что решения заданной 
системы неустойчивы. 

Задача 4. Исследовать на устойчивость решения системы 

iy -6 2 1) (y(t) 
AY, где А=| -5 1 1], YMO=ly(~]. 

-15 6 2, \Уз(1) 

Решение. Заданная система есть система с постоянными коэф- 
фициентами. Следовательно, вопрос об устойчивости решений 
этой системы определяется собственными числами ее матрицы A. 
Собственные числа матрицы А находим из уравнения 

-6-^ 2 | 

-5 1-A I J=0 © 

-15 6 2-A 

> 2430274304120 <> (^+1=0 = 

=> М=-Ь №=-Ь №=-. 

Видим, что Rea, =-1<0, К =1, 2,3. Значит, решения заданной 

системы асимптотически устойчивы. 
Задача 5. Исследовать на устойчивость решения системы 

aY 100 -1 yf 

a 7A‘ Y > где А=|-6 2 6 9 Y()= y(t) |. 

4 -1 -4 y3(t) 
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Решение. Заданная система есть система с постоянными коэф- 
фициентами. Следовательно, вопрос об устойчивости решений 

этой системы определяется собственными числами ее матрицы A. 
Собственные числа матрицы А находим из уравнения 

1-r~ 0 _1 

-6 2-^ 6 |=0 © 24^20+10=0 = 

4 -1 -4-А 

=> М =-l, A, = 0, Аз =0. 

Находим жорданову форму J матрицы A. Она будет такой: 

=1:0 0) 
1=| 0:0 0 

0'1 0 

Видим, что Red, = Кей; = 0 ичто собственному числу 0 матрицы 

Асоответствует клетка Жордана второго порядка. Значит, решения 
заданной системы неустойчивы. 

Задача 6. Исследовать на устойчивость решения системы 

iy 5 -6 8 (у: (2) 
—=А.У, где А=|2 -3 6|, У(1)=|у2(1) |. dt 

0 -1 3 3(0) 

Решение. Заданная система есть система с постоянными коэф- 
фициентами. Следовательно, вопрос об устойчивости решений 
этой системы определяется собственными числами ее матрицы A. 
Собственные числа матрицы A находим из уравнения 

5-r -6 8 

2 -3-^ 6 |=0 © (A-1)(7 -414+5)=0 = 

0 -1 3-A 

=> М =1, А =2+i, Аз =2-i. 

Видим, что Rea, =1>0, Rea, =2>0, Rea, =2>0. Выполне- 

ние даже одного из этих трех соотношений означает, что решения 
заданной системы неустойчивы. 
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Задача 7. Найти все вещественные значения параметров © и 
В, при которых решения системы уравнений 

-l1 a В yy) 
am = ALY, А=|-м -1 af, У=|у2()) 

-B -a -1 y3(t) 

асимптотически устойчивы. 
Решение. Собственные числа матрицы A находим из уравнения 

-1-А oO B 

-a -l1-A a |=0 © 

—B -a -1-А 

<> (A+1(7 +2^+1+82 +292) =0 = 

> мМ=-Ь № =-1+42 +202, dy =-1- iB? +202 

Видим, что Rea, = -1 (< 0), А =1, 2, 3 при любых вещественных © 

и В. Следовательно, решения заданной системы асимптотически 

устойчивы при любых вещественных значениях параметров « и В. 

Задача $. Исследовать на устойчивость нулевое решение сис- 
темы уравнений 

a _ 2y, —- ш(1+у2) + ту, 
) dt 

4, 
| at 

Решение. Линеаризуем заданную систему уравнений в окрест- 
ности точки (0,0). Имеем 

=e! + sin (у, +2) - Cos” yo. 

Л=2У —In(i + y2)+siny, = 

2 3 3 5 
=%y, —l y, — 24 2 _ _Я Л =2y (>, 2 + 3 Jef 31 51 .} 

f, =e" +sin(y, + у2) - соз?у› =e” +sin(y, + n)-5-5008292 > 
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_1_ If, Qy»y 
5 At 1 +.. | 

dy, 
| Г: Я - У? 

y2 
—<—= 72 dt Yi + Y2 

Таким образом, получили систему “ =А.У, где A= [ 1} 

Y(t) = ’ I и . Собственные числа матрицы А находим изуравнения 
2 

we 50 «> 7 —4),+5=0 => М =2+i, My = 2-H. 

Имеем: Rea, =2>0, Red, =2>0. Выполнение даже одного из 

этих двух неравенств означает, что решение у; =0, у) = 0 задан- 
ной системы неустойчиво. 

Задача 9. Исследовать на устойчивость все положения равнове- 
сия системы уравнений 

а 
= -2у1 +7, +7, 

1 dy. 
=2 = ~y, -2у, +3у5. at Я - 2У2 +2 

Решение. Положения равновесия данной системы определя- 
ются из системы 

3 — = = = — - 2 +У› r= 0, - 1 y, = 0, 2) Я =Ъ 3) Я |, 

— У - 2y2 + 3yj =0 у2 = 0; у2 = Ё уз =-1. 

Получили три положения равновесия. Исследуем вопрос об устой- 

чивости каждого из них. 
I. Составляем систему уравнений первого приближения, соот- 

ветствующую положению равновесия у, =0, у› =0. Это будет 

система 
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„= —2y, + У», 
1 АУ 

Wr oy ~2y T.€. = A-¥, 

dt pee 

-2 1 vo) 
где A= ‚ Y@= . 

& 1) 0 (ae 

Собственные числа матрицы A находим из уравнения 

-2-^х 1 , 
= 1 = о 9-2 0 <> (A+2)°+1=0 = 

=> A, =—2 +i, My =-2-7[. 

Имеем Red, =-2 (<0) и Reda, =-2 (<0). Значит, положение 

равновесия у, = 0, yo = 0 асимптотически устойчиво. 

II. Составляем систему уравнений первого приближения, со- 
ответствующую положению равновесия, у, =1, у› =1. Для этого 
представим правые части заданной системы уравнений по форму- 
ле Тейлора в окрестности положения равновесия у; =1, у2 =1. 
Будем иметь 

д =-2 ++ =(-0+0-10+..., 
fy =-Y, - 2у› +3у? = 14(y, -1) - 202 -1+.... 

Значит, система уравнений первого приближения, соответствую- 
щая положению равновесия у, =1, y, =1, будет такой: 

|St=01-D+02-D. 
dy. _ ne _ 
a = ©’ 1) - 202 -1. 

Сделаем замену, положив и=у -1, v=y.—1. Относительно 
функций и и у полученная система первого приближения будет 
иметь вид 

au чу 
а | 
oY =14u-2v 
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1 1 
Матрица A этой системы такая: A = 14-2 . Собственные 

числа матрицы A находим из уравнения 

1-A | 

14 -2-A 

=> A, и A. — вещественные и имеют разные знаки. Следователь- 
но, положение равновесия у, =1, у› =1 заданной системы неус- 

TOHYMBO. 
Ш. Составляем систему уравнений первого приближения, со- 

ответствующую положению равновесия у, = -1, yo =-1. 
Для этого представим правые части заданной системы по 

формуле Тейлора в окрестности положения равновесия у, =-1, 
у2 =-1. Будем иметь 

=0 <> 4N4+2-16=0 = 

д =-2 + у +? =(01+10+(+1+..., 
fy =-Y, - 2у› + 3yp = 14(y, +1 - 2(у. +1 +... 

Значит, система уравнений первого приближения, соответствую- 
щая положению равновесия у, = -1, у> = -1, будет такой: 

ау Sh = (+10 + (0 +1), 
9 = 14(y, +1) -2(y) +1. 

Сделаем замену, положив и=у +1, у=у) +1. Относительно 
функций и и у полученная система первого приближения будет 
иметь вид 

Mt -и+у 
1 dt , 

у 
— = 14u - 2%. |4 И у 

1 | 
Матрица A этой системы такая: A = [ 4 _2 ). Собственные 

числа матрицы A находим из уравнения 

1-А, 1 

14 -2-A 

=> корни A, и А) — вещественные и имеют разные знаки. Следо- 

вательно, положение равновесия заданной системы у =-1, 
у2 = —1 неустойчиво. 

=0 <> 441-16=0 = 
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Задача 10. Исследовать на устойчивость нулевое решение сис- 
темы 

dy, Dr в, - ¥2)- 21, ai £(y3 - Y2) -2y 

42 _ — 2992 та /9+12у, — Зе”, 

473 _ 3 at у. 

Решение. Составим систему уравнений первого приближения, 

соответствующую решению у =0, у) =0, у, =0. Для этого 

представим правые части заданной системы с помощью формулы 

Тейлора в окрестности точки у, =0, у› =0, у; =0. Будем иметь 

Л = 0 -У2) — 2y, = -2y, - у +Уз+..., 

Ь = J9+12y, — 3e”2 ={1+2y +... )-30+y, +...), 

Лз =-3y2. 

Система уравнений первого приближения в окрестности точки 

У =0, у> =0, у; =0 будет такой: 

-2 -1 1 

=| 2 -30. 

dy3 0 -3 0 

| NO
 

= od
 > y nN
 

Собственные числа матрицы А находим из уравнения 

-2-^ -1 | 

2 -3-A 0|=05№+542 4+814+6=0> 
0 -3 -Л 

=> М = -3, А2 =-l +i, Аз =-l-i. 

Видим, что Rea, <0 для К =1, 2,3. 

Вывод. Нулевое решение заданной системы асимптотически 
устойчиво. 
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