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П р е д и с л о в и е

Логика образует такой пласт общечеловеческой культуры, без 
ш иоония которого в настоящее время не может состояться ни одна 
мыслящая личность. Математическая логика -  вершина развития 
логики, достигнутая ею в XX веке. Органично соединив в себе тради­
ционную логику, восходящую к Аристотелю, и методы современной 
Математики, она получила столь глубокие и поразительные резуль- 
Ш'ы, не принимать в расчёт которые стало просто невозможно не 
Только тем, кто изучает, преподаёт и творит математику, но и всем, 
для кого методы рассуждений, обоснований и доказательств явля­
ются главными методами деятельности. Кроме того, результаты, 
Полученные математической логикой, легли в основу проектирова­
ния и создания электронно-вычислительных машин (компьютеров) 
и программного обеспечения к ним, нашли широчайшие применения 
в областях информатики и систем искусственного интеллекта.

Настоящая книга предназначена всем, кто изучает математичес­
кую логику в высших учебных заведениях. Автор знакомит будущих 
специалистов с основными понятиями и методами математической 
логики, показывает взаимосвязи математической логики с матема­
тической наукой, со школьным курсом математики, с современными 
компьютерами.

В главе I дано подробное изложение алгебры (логики) высказы­
ваний, так как важно, чтобы именно на начальном этапе знаком­
ства с предметом у студента сформировалась требуемая система 
понятий, составляющих фундамент математической логики. Глава 
завершается рассмотрением булевых функций, возникших из алгеб­
ры логики и оказавшихся действенным математическим инструмен­
том для конструирования функциональных и релейно-контактных 
(переключательных) схем -  элементов современных компьютеров. 
В главе II происходит знакомство с иным подходом к алгебре вы­
сказываний: она строится как аксиоматическая теория на базе трёх 
схем аксиом и одного правила вывода. Основная цель главы III, 
в которой излагается логика предикатов, -  выработать у студен­
тов культуру употребления кванторов общности и существования, 
правильного их понимания и правильного оперирования выраже­
ниями (формулами) с кванторами. В вопросах применения логики 
предикатов значительное внимание уделяется записям на её языке 
различных предложений, строению математических теорем и ме­
тодам их доказательств. В главе IV рассмотрен аксиоматический
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метод в математике, его логические основы. Здесь на неформаль­
ном, содержательном, уровне показано, как математическая логика 
вторгается в различные разделы математической науки, образуя их 
фундаментальные аксиоматические основы.

Глава V носит исторический характер: в ней рассказывается, 
как происходило взаимодействие математики и логики в процессе 
их развития и о кризисах, сопровождавших это развитие, важней­
шим из которых был кризис в основаниях математики на рубеже 
XIX и XX веков. В главе VI представлен один из путей выхода из 
этого кризиса, выработанный математиками в первой половине XX 
века. Для этого курс математической логики поднимается на новый 
качественный уровень: математические теории начинают изучаться 
с формальной точки зрения. Сначала изучаются свойства формали­
зованного исчисления предикатов: доказываются теоремы Геделя о 
существовании модели, о полноте и адекватности этого исчисления, 
теорема компактности, теорема Лёвенгейма-Сколема. Затем даёт­
ся обзор формализаций теорий множеств, арифметики и числовых 
систем.

Знаки и = >  почти всегда используются для сокращённой 
записи слов ”тогда и только тогда” и ’’если ..., то ...” соответственно. 
Исключения составляют §14 и §15, где первый знак используется 
для обозначения равносильности предикатов, а второй -  для сле­
дования предикатов. Знак =  обозначает графическое совпадение 
(одинаковость) формул (логики высказываний или логики предика­
тов). Для множеств комплексных, действительных, рациональных, 
целых и натуральных чисел используются стандартные обозначе­
ния: С, Д, Q, Z и N  соответственно. Конец доказательства отмеча­
ется значком □ .

К пособию прилагается диск, на котором содержится ’’Т етрадь  
п о м атем ати ч еск ой  л оги к е” с печатной основой. Распечатав её, 
учащийся получает минимальный набор задач по данному курсу. В 
тетради приведены образцы решения типовых задач и задачи для 
самостоятельного решения. Ссылки на неё делаются в тексте учеб­
ника следующим образом: Тетрадь MJI. Более объёмный набор за­
дач содержится в сборнике: В.И,Игошин. Задачи и упражнения по 
математической логике и теории алгоритмов. - М.: Изд. центр ’’Ака­
демия”, 2008. Ссылки на него по ходу изложения теоретического 
материала делаются следующим образом: Задачник.

г. Саратов,
1 июля 2011 г. В.Игошин
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В в е д е н и е  

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА 
В СИСТЕМЕ СОВРЕМЕННОГО 

ОБРАЗОВАНИЯ

Предварим изучение математической логики кратким введени­
ем, в котором попытаемся осознать роль и место логики в мышле­
нии, в науке, в математике и в обучении.

Логика и интуиция. Мыслительная деятельность человека 
представляет собой сложный и многогранный процесс, происходя­
щий как на сознательном, так и на бессознательном (подсознатель­
ном) уровнях. Главнейшим качеством мышления является его спо­
собность открывать новые факты, новые неизвестные доселе знания, 
способность изобретать.

Логика и интуиция -  два противоположных и неразрывно свя­
занных между собой свойства человеческого мышления. Дедуктив­
ное (логическое) мышление отличается тем, что оно от истинных 
посылок всегда приводит к истинному заключению, не опираясь при 
этом на опыт, интуицию и другие внешние факторы. Интуиция пред­
ставляет собой способность постижения истины путём прямого её 
усмотрения без её обоснования с помощью логически строгого дока­
зательства (латинское слово intuitio означает ’’пристальное всмат­
ривание”). Таким образом, интуиция выступает своего рода анти­
подом, противовесом логики и строгости. Логическая часть мысли­
тельного процесса протекает на уровне сознания, интуитивная -  на 
подсознательном уровне. Развитие науки и, в особенности, матема­
тики не мыслимо без интуиции.

Вопрос о противопоставлении логического и интуитивного (ин­
теллектуального и чувственного) давно переведён историей разви­
тия процесса познания в вопрос о взаимодействии этих двух ипоста­
сей человеческого сознания в ходе этого процесса. Эта же история 
дала на него вполне определённый ответ. Для познания мира -  и фи­
зического и духовного -  абсолютно необходимы два совершенно раз­
личных метода: с одной стороны, логический, строго доказательный, 
а с другой -  интуиция, непосредственное синтетическое суждение, 
не опирающееся на доказательство. Гипертрофия (преувеличение
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роли) как строгой логики, так и интуиции являются крайностями. 
’’Обе эти крайности, -  справедливо считает Я.Стюарт1, -  бьют ми­
мо цели: вся сила математики -  в разумном сочетании интуиции и 
строгости. Контролируемый дух и вдохновенная логика!”

Подведём итог словами выдающегося математика XX века А.Пу- 
анкаре: ’’Таким образом, логика и интуиция играют каждая свою 
необходимую роль. Обе они неизбежны. Логика, которая одна мо­
жет дать достоверность, есть орудие доказательства; интуиция есть 
орудие изобретательства.”2

Логика традиционная и математическая логика. Термин 
’’логика” происходит от греческого слова АсгуоС (логос), что означа­
ет ’’мысль”, ’’разум”, ’’слово”, ’’понятие”. Традиционная или фор­
мальная логика, берущая своё начало от Аристотеля, понимается 
как наука, изучающая формы и законы мышления, методы, с помо­
щью которых люди в действительности делают выводы, связь логи­
ческих форм с языком. Эти логические формы, категории и законы 
мышления сформировались в результате общественной практики. 
Именно практическая деятельность человека в процессе познания 
окружающей действительности, миллиарды раз приводя его созна­
ние к повторению одних и тех же логических фигур, откристаллизо- 
вала эти фигуры в законы логики. Таким образом, логика пред­
ставляет собой определённый способ отражения действительности. 
Именно соблюдение логических законов делает мышление правиль­
ным, т.е. способным при выполнении ряда условий достигать истин­
ного знания. Логика изучает то общее, что связывает мысли в их 
движении к познанию истины. Она есть наука о законах и формах 
правильного мышления. Она изучает формы рассуждений, отвлека­
ясь от их конкретного содержания; устанавливает, что из чего сле­
дует, ищет ответ на вопрос, как мы рассуждаем? Специфика логики 
состоит в том, что она изучает не объективный мир природы и не 
субъективный мир переживаний и чувств, а абстрактное мышление, 
посредством которого человек познаёт и то и другое.

Математическая логика, называемая также символической или 
теоретической логикой, выросла из логики традиционной, но яви­
лась значительным её расширением. Эта наука, с одной стороны, 
применила математические методы для изучения общих структур 
(форм) правильного мышления и тем самым оформилась как раз­

1 Стюарт Я . Концепции современной математики. - Минск: 
Выш.шк., 1980.- 384 с. (с. 14)

2Пуанкаре А. О науке. -  М.: Наука, 1983. -  560 с. (с.167)
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дел математики. С другой стороны, математическая логика сделала 
предметом своего изучения процесс доказательства математических 
теорем, сами математические теории. Математическая логика яви­
лась, таким образом, инструментом для исследований в области ос­
нований математики. Данный раздел математической логики полу­
чил название теории доказательства, или метаматематики.

Ни одна из этих двух логик не может в полной мере включать 
другую как частный случай, но они тесно связаны между собой, пе­
реплетаются друг с другом. Математическая логика, являясь более 
общей, более абстрактной, чем традиционная формальная логика, в 
то же время является и более конкретной, так как она имеет более 
широкое применение, даёт возможность решать множество конкрет­
ных практических задач, не разрешимых средствами традиционной 
формальной логики. Аппарат исчислений и формальных систем в 
математической логике гораздо более совершенен, нежели аппарат 
традиционной логики. Поэтому он может применяться к решению 
таких сложных задач, которые недоступны классической логике. 
Математическая логика способствует более глубокому пониманию 
логики традиционной, сохранению этой последней и поднятию её 
на более высокую ступень. В лице математической логики логика 
традиционная достигла определённого уровня совершенства, ибо ей 
удалось воспользоваться математикой не только по форме, но и по 
существу.

Математическая логика — логика или математика? Во­
прос о соотношении логики и математики в математической логике 
издавна интересовал философов, близких к математике, и матема­
тиков, близких к философии. Является ли математическая логика 
логикой в традиционном (философском) понимании, т.е. изучает ли 
она формы мышления и методы, с помощью которых люди в дейст­
вительности делают выводы, или же она является чисто математи­
ческой дисциплиной со своим абстрактным предметом, не имеющим 
ничего общего к реальному процессу мышления? Подобные вопро­
сы возникли потому, что в лице математической логики математика 
впервые проникла в гуманитарную сферу, в её святая святых -  в 
сферу человеческого мышления, ранее подвластную лишь филосо­
фии. Это проникновение было столь стремительным и успешным, 
что многие философы и мыслители его просто не поняли и не осо­
знали.

Доказанная австрийским математиком и логиком К.Гёделем 
(1906 -  1978) в 1931 году теорема о неполноте формальной ариф­
метики с небывалой силой показала, что математическая логика -
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это, прежде всего, логика, что к человеческому мышлению эта наука 
имеет самое непосредственное отношение. Она убедительно показа­
ла, что совершенно безнадёжно рассчитывать на то, что можно соз­
дать полную и непротиворечивую систему аксиом для арифметики 
или какой-либо теории, содержащей арифметику. (Полнота системы 
аксиом означает, что, исходя из неё, можно вывести все истинные 
предложения данной науки). Отсюда следует, что аксиоматический 
подход к арифметике натуральных чисел не в состоянии охватить 
всю область истинных арифметических утверждений. Отсюда так­
же вытекает, что то, что мы интуитивно понимаем под процессом 
математического доказательства, не сводится к использованию ак­
сиоматического метода и законов традиционной и математической 
логики. Этот самоограничительный закон логики сама логика смог­
ла установить, только развившись в логику математическую. Это ли 
не убедительнейшее доказательство того, что математическая логи­
ка имеет самое прямое отношение к мышлению и его законам.

Известный российский логик П.С.Порецкий точно подметил, что 
математическая логика по предмету своему есть логика, а по методу
-  математика.

Математическая логика в обучении математике. Логи­
ка и математика в процессе обучения математике взаимодейству­
ют неизбежно. Важно, чтобы это дидактическое взаимодействие не 
было стихийным, а сознательно организовывалось и направлялось 
педагогом. В нём можно Ловыделить два аспекта. Во-первых, при 
обучении математике логика выступает как инструмент педагоги­
ки математики, т.е. как инструмент изучения математики. Логика 
для педагогики математики -  инструмент особый. Это -  не метод, не 
средство и не форма обучения. Это -  именно инструмент. Во-вторых 
логика, (как своеобразная часть математики) предстаёт как пред­
мет педагогики математики, т.е. как объект, изучаемый в рамках 
математики и с помощью математики. Но и в этом своём качестве 
логика выступает как педагогика математики, ибо изучение логики 
с помощью математического материала в конечном итоге способст­
вует более осознанному и глубокому изучению самой математики.

Чтобы сделать логику действенным инструментом в обучении 
математике, а также при изучении математики, необходимо соблю­
дать ряд принципов. Это -  те общие положения, связанные с логи­
кой, которые имеют фундаментальное значение для методики обу­
чения математике. Они указывают основные направления проник­
новения логики в методику. Нарушение этих принципов, несоблю­
дение их в процессе обучения математике приводит в итоге к иска­
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женному видению обучаемым как общей картины математики, так 
и отдельных её деталей.

1) П ринцип обучения строению  (структуре) математи­
ческих утверж дений . Здесь необходимо, во-первых, научиться 
видеть логическую структуру математического утверждения, будь 
то определение или теорема, отчётливо видеть, где и какие логичес­
кие связки участвуют в формулировке. При этом, если это опреде­
ление понятия, то важно, какого оно типа -  через ближайший род 
и видовое отличие, индуктивное, рекуррентное, генетическое или 
аксиоматическое. Если это теорема, то необходимо чётко увидеть, 
что в ней дано и что требуется доказать, какова структура условий 
и структура заключения. Сюда относится также понимание сути 
необходимых и достаточных условий, прямой и обратной теорем и 
их различных видов. Во-вторых, необходимо научиться понимать, 
какие утверждения равносильны каким, т.е. научиться преобразо­
вывать структуру математического утверждения равносильным об­
разом. Чем больше усвоено логических равносильностей, тем выше 
логическая культура учителя.

2) П ринцип  о бучения  п о н я т и ю  д о к а за т е л ь с т в а  м атем а­
ти ч ес ко й  ТЕОРЕМЫ. Здесь необходимо уяснить, что доказательство 
теоремы -  это последовательность (цепочка) утверждений, каждое 
из которых есть либо условие теоремы, либо аксиома, либо получено 
из двух предыдущих утверждений последовательности по правилу 
вывода: из утверждений Р  и Р  —► Q следует утверждение Q. По­
строив такую цепочку, мы доказываем, что из А выводится В, в 
результате чего делаем вывод, что справедлива теорема А —► В. Об­
основанием этому переходу служит логическая теорема о дедукции. 
Всякий раз при доказательстве теоремы нужно стремиться к тому, 
чтобы эта цепочка-доказательство вырисовывалась бы в сознании 
учащегося как можно более отчётливо.

3) П ринцип обучения методам доказательства  матема­
тических теорем . Здесь необходимо, во-первых, научиться мето­
дам построения цепочки утверждений А =  Ап =  В  для 
доказательства теоремы А —> В. Синтетический (или прямой) метод
-  построение цепочки в прямом направлении, от А к В. Аналитичес­
кий метод (или метод восходящего анализа) - построение цепочки в 
обратном направлении, от В к А. Во-вторых, необходимо уяснить, 
что для доказательства теоремы А —► В  достаточно доказать тео­
рему ~iB —► -пЛ, или (A A -iJ5) —► или (А А ~̂ В) —► В  (варианты 
метода доказательства от противного), вместо теоремы А достаточ­
но доказать теорему (->А —* (В А ~^В)) —► А (метод приведения к
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абсурду), вместо А —> С -  две теоремы А —► В  и В —> С (метод 
цепного заключения) и т.д.

4) Принцип обучения строению  математических теорий . 
Здесь имеется в виду уяснение сути аксиоматического метода при 
построении математической теории и при её преподавании, уяснение 
сути первоначальных (неопределяемых) понятий теории, её аксиом 
и теорем, вплоть до метатеории (свойств этой теории) -  непротиворе­
чивости, полноты, категоричности, независимости системы аксиом. 
Знание аксиоматических теорий, лежащих в основаниях школьных 
математических курсов: аксиоматические построения геометрии на 
основе систем аксиом Евклида, Гильберта, Вейля и т.д.; аксиома­
тическая теория числовых систем как основания школьного курса 
алгебры и начал анализа.

Математическая логика помогает обосновать и облегчает при­
менение указанных логических принципов. Они должны органично 
войти в сознание всякого преподающего и изучающего математику, 
ибо без их соблюдения в процессе обучения математике изучаемый 
предмет рискует утратить те качества и черты, которые собственно 
и выделяют его из системы прочих наук.

Математическая логика и современные ЭВМ . Широчай­
шее распространение компьютеров, проникающих буквально во все 
сферы нашей жизни, требует и массового внедрения, начиная с са­
мого раннего возраста, компьютерной культуры, т.е. понимания воз­
можностей компьютера и умения взаимодействовать с ним. Тесная 
связь методов математической логики и современных компьютеров 
прослеживается по следующим двум направлениям. Эти методы ис­
пользуются как при физическом конструировании и создании ком­
пьютеров (алгебра высказываний и булевы функции -  математичес­
кий аппарат для конструирования переключательных и функцио­
нальных схем, составляющих элементную базу компьютеров), так 
и при создании математического обеспечения к ним (в основе мно­
гочисленных языков программирования лежат теория алгоритмов, 
теория формальных систем, логика предикатов; например, название 
языка PROLOG означает сокращение от слов ’’Программирование 
ЛОГическое”). Кроме того, синтез логики и компьютеров привёл к 
возникновению баз данных и экспертных систем, что явилось важ­
нейшими этапами на пути к созданию искусственного интеллекта -  
машинной модели человеческого разума.

Понимание всех этих взаимосвязей неотделимо от современного 
высшего математического, технического и педагогического образо­
вания.
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Г л а в а  I  . 

АЛГЕБРА ВЫСКАЗЫВАНИЙ

Высказывание -  первый важнейший объект изучения математи­
ческой логики. Алгебра высказываний изучает способы построения 
высказываний из имеющихся высказываний, закономерности таких 
способов сочетания высказываний. Алгебра высказываний является 
фундаментом математической логики.

§1. Высказывания 
и операции над ними

Понятие высказывания. Под высказыванием понимается та­
кое предложение, которое что-либо утверждает (или отрицает) и о 
котором можно судить истинно оно или ложно. Именно это свойство
-  быть истинным или ложными -  является определящим свойством 
высказывания. Высказывание не может быть одновременно и истин­
ным, и ложным. Вот что говорил по этому поводу основоположник 
логики как науки древнегреческий философ Аристотель в тракта­
те ”0 6  истолковании”: ’’Всякая речь что-либо обозначает... Но не 
всякая речь есть высказывающая речь, а лишь та, в которой содер­
жится истинность или ложность чего-либо; мольба, например, есть 
речь, но она не истинная и не ложная. Итак, прочие речи оставлены 
здесь без внимания, ибо рассмотрение их более подобает искусству 
красноречия или стихотворному искусству; к настоящему исследо­
ванию относится высказывающая речь”.

Таким образом, наличие у предложения значения истинности
-  то характеристическое свойство, которое выделяет высказывания 
из класса всех предложений языка.

В дальнейшем будем считать, что имеется первоначальная со­
вокупность некоторых простейших высказываний, называемых эле­
ментарными или исходными, о каждом из которых точно известно, 
истинно или ложно. Причём, в этой совокупности имеются как ис­
тинные высказывания, так и ложные.
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Договоримся обозначать конкретные высказывания начальны­
ми заглавными буквами латинского алфавита Л, В, С, D, ... или 
теми же буквами с индексами внизу.

Приведём примеры высказываний, которые используем и в даль­
нейшем:

Ai: ”Москва -  столица России” ,
А2 : ” Саратов находится на берегу Невы” ,
А%: ”Все люди смертны” ,
А*: ”Сократ -  человек” ,
Л5: ”7 < 4” ,
А6: ”Волга впадает в Каспийское море” ,
A'j: ” А.С.Пушкин -  великий русский математик ,
А$: ”Снег-белы й” .
Будем сопоставлять истинному высказыванию символ 1, а лож­

ному -  символ 0. Другими словами, введём функцию А, заданную на 
совокупности всех высказываний и принимающую значения в двух­
элементном множестве {0, 1}, по следующему правилу:

w p\ __ /  1» если высказывание Р  истинно, 
( * 1 0 , если высказывание Р  ложно.

Функция А называется функцией истинности, а значение А(Р) 
называется логическим значением или значением истинности вы­
сказывания Р. Для приведённых высказываний имеем логические 
значения А(ЛХ) = 1, А(А2) =  0, А(Л3) =  1, А(Л4) =  1, А(Л5) =  0, 
А(А6) =  1, А(А7) =  0, А(Л8) =  1 .

Отметим, что в литературе имеются следующие обозначения 
для истинных высказываний: 1, И, £ (от английского truth -  истин­
ный) и для ложных высказываний: 0, JI, /  (от английского false -  
ложный). Из этих обозначений мы предпочитаем 1 и 0. Это обуслов­
лено рядом причин. Во-первых, таблицы истинности для формул ал­
гебры высказываний принимают более лаконичный и стандартизи­
рованный вид, так как в этом случае наборы значений пропозицио­
нальных переменных можно расположить в порядке возрастания 
чисел, которые этими наборами закодированы в двоичной системе 
счисления. Например, для случая трёх пропозициональных пере­
менных X , У, Z набор значений этих переменных 000 означает дво­
ичную запись десятичного числа 0, набор 001 -  двоичную запись 
десятичного числа 1, набор 010 -  двоичную запись десятичного чис­
ла 2, 011 -  3, 100 -  4, 101 -  5, 110 -  6, 111 -  7. Во-вторых, более 
удобный и математически строгий вид принимают многие форму­
лы и алгоритмы алгебры высказываний. В-третьих, обозначение 0
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и 1 принято и более целесообразно в приложениях математической 
логики к компьютерам и информатике.

Из элементарных высказываний с помощью операций над вы­
сказываниями или логических связок строят сложные высказыва­
ния. Перейдём к точному описанию таких построений.

Отрицание высказывания. Определение 1.1.3 Отрицанием 
высказывания Р  называется новое высказывание, обозначаемое -»Р 
(читается: ”не Р ” или ”не верно, что Р ”), которое истинно, если 
высказывание Р  ложно, и ложно, если высказывание Р  истинно. 
Другими словами, логическое значение высказывания -«Р связано с 
логическим значением высказывания Р, как указано в следующей 
таблице, называемой таблицей истинности операции отрицания:

А (Р) А Ь Р )
0 1
1 0

Здесь может возникнуть вопрос, почему приписывание истин­
ности или ложности высказыванию -»Р осуществляется именно на 
основании приведённой таблицы. Конечно, можно ответить, что об 
определениях не спорят. Но ведь мы желаем построить математи­
ческую теорию (алгебру выказываний), которая в какой-то мере от­
ражала бы реально существующий в природе человеческого мышле­
ния процесс построения составных высказываний из элементарных 
и вкладывания в эти составные высказывания реального смысла. 
Затем мы должны будем развить нашу математическую теорию, а 
полученные выводы применить в практике мышления и при этом 
не прийти в противоречие с общеизвестными законами мышления. 
К определению отрицания с помощью приведённой таблицы (как 
в прочем и других логических связок с помощью соответствующих 
таблиц, о чём речь пойдёт ниже) пришли в результате большого 
предварительного опыта, и такое определение полностью оправда­
ло себя на практике.

П ример 1.2. Применим операцию отрицания к высказыванию 
А6: ” Волга впадает в Каспийское море”. Отрицание читают так: ” Не­
верно, что А6”. Или же частицу ”не” переносят на такое место (ча­

3В книге принята нумерация всех элементов по параграфам. Так, 
в обозначениях ’’Определение 2.1”, ’’Теорема 2.2”, ’’Пример 2.3” и 
т.д. первая цифра указывает на номер параграфа, в котором нахо­
дится данный элемент, вторая -  на его порядковый номер.
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ще всего ставят перед сказуемым), чтобы получилось правильно со­
ставленное предложение: ” Неверно, что Волга впадает в Каспийское 
море” или ”Волга не впадает в Каспийское море”. Таблица из опре­
деления 1.1 даёт для данного высказывания следующее логическое 
значение: А(~>А6) =  ->А(А6) =  —«1 =  0, т.е. высказывание ->А6 лож­
но. Ложность высказывания ->А6 обусловлена только истинностью 
исходного высказывания Ае и определением 1.1, но никак не сооб­
ражениями смысла (содержания) высказывания -»Лб. Другое дело, 
что само определение 1.1 потому-то и сделано таким, что оно пра­
вильно (или, как говорят, адекватно) отражает факты, известные 
нам из практики.

Конъюнкция двух высказываний. Определение 1.3. Конъ­
юнкцией двух высказываний Р  и Q называется новое высказывание, 
обозначаемое Р AQ  или P&Q (читается ПР  и Q”), которое истинно 
лишь в единственном случае, когда истинны оба исходных высказы­
вания Р  и Q, и ложно во всех остальных случаях. Другими словами, 
логическое значение высказывания PAQ связано с логическими зна­
чениями высказываний Р  и Q, как указано в следующей таблице, 
называемой таблицей истинности операции конъюнкции:

А (Р) A(Q) А(Р A Q)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Практика полностью подтвердила, что именно такое распреде­
ление значений истинности наиболее соответствует тому смыслу, 
который придаётся в процессе мыслительной деятельности связу­
ющему союзу ”и”.

Пример 1.4. Применим операцию конъюнкции к высказывани­
ям Л2 и Аз. Получим высказывание Л2 А Л3: ” Саратов находится на 
берегу Невы, и все люди смертньi”. Конечно, мы не воспринимаем 
это высказывание как истинное из-за первой, ложной, части. К вы­
воду о ложности полученного высказывания также придём, исходя 
из логических значений исходных высказываний А2 и Л3 и опреде­
ления 1.3 конъюнкции на основании приведённой там таблицы. В 
самом деле, Х(А2 А А3) =  Х(А2) А А(А3) =  О А 1 =  0 .

Дизъю нкция двух высказываний. О пределение 1.5. Дизъ­
юнкцией двух высказываний Р  и Q называется новое высказывание, 
обозначаемое Р  V Q (читается ”Р  или Q”), которое истинно в тех
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случаях, когда хотя бы одно из высказываний Р  или Q истинно, 
и ложно в единственном случае, когда оба высказывания Р  и Q, 
ложны. Другими словами, Р  V Q -  такое высказывание, логическое 
значение которого связано с логическими значениями исходных вы­
сказываний Р  и Q как указано в следующей таблице, называемой 
таблицей истинности операции дизъюнкции:

А (Р) А(<2) Х(Р V Q)
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Пример 1.6. Применим операцию дизъюнкцию к высказывани­
ям А3 и А5. Получим составное высказывание А$ V А$: ”Все лю­
ди смертны, или 7 < 4”. Несмотря на первоначально кажущую­
ся странность этого высказывания, нет сомнений в его истинности. 
К аналогичному заключению приводит также формальное вычис­
ление логического значения данного высказывания по таблице из 
определения 1.5, исходя из логических значений высказываний А3 
и  А5: А(А3 V Л5) =  А(А3) V А(Аь) =  1V0 =  1. В то же время вы­
сказывание ” Саратов находится на берегу Невы, или А.С.Пушкин
-  великий русский математик”, являющееся дизъюнкцией выска­
зываний А2 и  А7, безусловно, ложно, что полностью согласуется с 
формальным вычислением его логического значения по таблице из 
определения 1.5: А(А2 V А7) = А(А2) V А(А7) =  О V 0 =  0 .

Импликация двух высказываний. Определение 1.7. Им­
пликацией двух высказываний Р  и Q называется новое высказы­
вание, обозначаемое Р  —► Q (читается: ”если Р, то Q”, или ”из Р  
следует Q”, или ”Р  влечёт Q”, или ”Р  достаточно для Q”, или ”Q 
необходимо для Р ”), которое ложно в единственном случае, когда 
высказывание Р  истинно, a Q -  ложно, а во всех остальных случа­
ях -  истинно. Другими словами, логическое значение высказывания 
Р  —► Q связано с логическими значениями высказываний Р  и Q, как 
указано в следующей таблице, называемой таблицей истинности 
операции гшпликации:

А (Р) A(Q) А(Р -> Q)
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1
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В высказывании Р  —> Q высказывание Р  называется посылкой 
или антецедентом, а высказывание Q -  следствием или консеквен- 
том.

При определении импликации с ещё большей силой встаёт во­
прос, почему именно такое распределение принято в её таблице ис­
тинности. Последние две строки в ней достаточно хорошо согласу­
ются с нашим пониманием выражения ”если ..., т о ...”. Их обоснова­
нием могут служить следующие соображения. Импликация призва­
на отразить процесс рассуждения, умозаключения. Общая характе­
ристика этого процесса следующая. Если мы исходим из истинной 
посылки и правильно (верно) рассуждаем, то мы приходим к истин­
ному заключению (следствию, выводу). Другими словами, если мы 
исходили из истинной посылки и пришли к ложному выводу, значит, 
мы неверно рассуждали. В импликации Р  —> Q имеется посылка Р, 
следствие Q и процесс рассуждения —►. Процесс рассуждения как 
раз и моделируется результатом операции Р  —> Q. Приведённое со­
ображение служит обоснованием результата 1 —► 0 =  0, а также 
результата 1 —̂ 1 = 1.

Определённые сомнения возникают при оценке адекватности пер­
вых двух строк в таблице, определяющей импликацию. В первой 
строке при ложной посылке и ложном следствии импликация при­
знаётся истинной. Следующие два примера добавляют аргументов 
в пользу такого определения логического значения импликации в 
этом случае. Рассмотрим такое высказывание: ’’Если число делит­
ся на 5, то и его квадрат делится на 5”. Его истинность не вызывает 
сомнения. В частности, мы могли бы сказать: ”Если 10 делится на 
5, то 102 делится на 5”, или ’’Если 11 делится на 5, то и II2 делится 
на 5”. В первом из этих высказываний и посылка, и следствие ис­
тинны, во втором -  и посылка, и следствие ложны. Тем не менее, 
оба этих высказывания истинны. Для большей убедительности вто­
рое высказывание можно сформулировать в сослагательной форме: 
’’Если бы 11 делилось на 5, то и II2 делилось бы на 5”.

В пользу второй строки таблицы, когда импликация остаётся 
истинной при ложной посылке и истинном следствии говорит такой 
пример. Высказывание ” Если первое слагаемое делится на 5 и вто­
рое слагаемое делится на 5, то и сумма делится на 5”, несомненно 
истинно. Но, в частности, мы могли бы сказать: ”Если 10 делится 
на 5 и 20 делится на 5, то 30 делится на 5” или ” Если 12 делится на 
5 и 13 делится на 5, то 25 делится на 5”. В первом из этих выска­
зываний и посылка истинна (как конъюнкция двух истинных выра­
жений) и следствие истинно. Во втором же высказывании посылка
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ложна (как конъюнкция двух ложных высказываний), а следствие 
истинно. Тем не менее, как мы уже отметили, оба этих высказыва­
ния признаются истинными.

П ример 1.8. Высказывание А$ —► Аъ: ”Если Волга впадает в 
Каспийское море, то 7 < 4” -  ложно, так как A(Aq —► А5) =  
А(А6) —> А(Аб) =  1 —> 0 =  0 .  Высказывание ”Если Саратов 
находится на берегу Невы, то А.С.Пушкин -  великий русский мате- 
матик”, являющееся импликацией высказываний А2 и А?, истинно, 
так как А(А2 —* А7) =  А(Л2) —> А(А7) =  0 —► 0 =  1.

Эквивалентность двух высказываний. Определение 1.9. 
Эквивалентностью двух высказываний Р  и Q называется новое вы­
сказывание, обозначаемое Р  Q (читается: ”Р  эквивалентно Q”, 
или ”Р  необходимо и достаточно для Q”, или ”Р  тогда и только тог­
да, когда Q”, или ”Р  если и только если Q”), которое истинно в том 
и только в том случае, когда одновременно оба высказывания Р  и Q 
либо истинны, либо ложны, а во всех остальных случаях -  ложно. 
Другими словами, логическое значение высказывания Р Q свя­
зано с логическими значениями высказываний Р и  Q, как указано 
в следующей таблице, называемой таблицей истинности операции 
эквивалентности:

А (Р) MQ) А(Р ~  Q)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

П ример 1.10. Высказывание ”7 < 4 тогда и только тогда, 
когда снег белый”, являющееся эквивалентностью высказываний 
Аь и Ag, ложно, так как А (;45 <-* А$) =  А (Аъ) <-► А(Л§) =  
0 1 =  0. Напротив, высказывание ” Саратов находится на 
берегу Невы, если и только если А.С.Пушкин -  великий русский 
математикп -  истинно, так как оно является эквивалентностью двух 
ложных высказываний.

Общий взгляд на логические операции. Ещё раз отметим, 
что только логические значения или значения истинности, а не со­
держание высказываний интересуют нас в развиваемой теории. По­
этому каждое из введённых определений (1.1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9) опе­
раций над высказываниями можно рассматривать как определение 
некоторого действия над символами 0 и 1, т.е. как определение не­
которой операции на двухэлементном множестве {0, I}. Например,
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отрицание задаёт следующие правила действия с этими символами: 
->0 =  1, -il =  0, конъюнкция -  следующие: О Л 0 — О, О Л 1 =  О, 
1Л0 =  О, 1Л1 =  1, импликация -  следующие: О —► 0 = 1, 0 —► 1 =  1, 
1 —>0 =  0, 1 —>1 =  1 и так далее.

Учитывая два правила действия с символами 0 и 1, определяе­
мые отрицанием, можно записать равенство для вычисления логи­
ческого значения высказывания ->Р:

А(--Р) =  -А (Р) . (1.1)
Указанные четыре правила действия с символами 0 и 1, опреде­

ляемые конъюнкцией, позволяют записать равенство для вычисле­
ния логического значения высказывания Р  Л Q:

А(Р  Л Q) =  А(Р) Л A(Q) . (1.2)
Аналогично, правила действия с символами 0 и 1, сформулиро­

ванные в определениях 1.5, 1.7, 1.9, дают возможность записать ра­
венства для вычисления логических значений высказываний Р  VQ, 
Р  —► Q и Р  <-► Q соответственно:

А(Р  V Q) =  А(Р) V A( Q ) , (1.3) 
А(Р -  Q) =  А(Р) -> A(Q) , (1.4) 
А(Р «-> Q) =  А(Р) ~  A(Q) . (1.5)

Равенства (1.2) -  (1.5) можно записать в виде одного соотноше­
ния:

А(Р * Q) =  A(P)*A(Q), 
где значок * обозначает один из символов логических операций Л, 
V, .

Равенства (1.1) -  (1.5) фактически использовались при вычис­
лениях логических значений высказываний ~»Ле, А2ЛА3, .A3VA5, 
Л2 V А7, Aq —> Л5, А2 —> А?, А5 <-> А8, которые были проделаны 
выше в качестве примеров применения операций над высказывани­
ями.

Решите из Тетради MJI задачи №№ 1.1 -  1.15 о логических опе­
рациях над высказываниями.

М ышление, язык, логика. Во введении мы определили ло­
гику как науку о законах и формах правильного мышления. Ес­
ли часть мыслительных процессов и проходит на подсознательном 
уровне, то выражение их результатов происходит на уровне созна­
ния, причём, непременно с использованием языка. Язык в той или 
иной мере отражает процесс мышления и его результат. Мысль, ро­
дившаяся в глубинах подсознания, в конечном итоге выражается 
предложением (утверждением, суждением, высказыванием) на язы­
ке. При этом, язык понимается как знаковая система, предназначен­
ная для фиксации, хранения, переработки и передачи информации.
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Важнейшим свойством суждения является его истинностное значе­
ние, т.е. истинно это суждение или ложно. Что такое ’’истина” и 
что такое ’’ложь”? Как определить истинностное значение выска­
зывания? Суждение считается истинным, если утверждаемая в нём 
ситуация имеет место в действительности. В противном случае суж­
дение считается ложным.

Классическое философское определение понятия истины дано 
Аристотелем в его ’’Метафизике”: ”В самом деле, говорить, что су­
щее не существует, или не-сущее существует, это -  ложь, а говорить, 
что сущее существует, а не-сущее не существует, это -  правда.”4 Или 
ещё: ”... Истину говорит тот, кто считает разъединённое разъединён­
ным и связанное -  связанным, а ложное -  тот, кто думает обратно 
тому, как дело обстоит с вещами... Не потому ты беден, что мы счи­
таем тебя бедным, а, наоборот, именно потому, что ты беден, мы, 
утверждающие это, говорим правду.” 5

Таким образом, содержание мышления составляет отражаемая 
действительность, а основной характеристикой содержания мыш­
ления является истинность мысли, или адекватность мысли отра­
жаемому предмету. Мы хотим изучать мышление через посредство 
его выражения на языке, и мы начинаем строить математическую 
модель этого явления.

Мы представляем себе мышление как совокупность суждений о 
предметах и явлениях окружающего мира и ряд отношений между 
этими суждениями. Первый шаг на пути построения модели состоит 
в том, что мы отвлекаемся (абстрагируемся) от конкретного содер­
жания суждений, а оставляем от каждого суждения лишь одну его 
характеристику -  истинностное значение. Мы приходим к двухэле­
ментному множеству {0, 1}.

Далее, мы обнаруживаем в нашем языке языковые союзы ”не”, 
”и”, ’’или”, ’’если ..., то ...”, ’’тогда и только тогда” и т.д., кото­
рые мы часто употребляем для соединения простых суждений в бо­
лее сложные, составные. За этими действиями в языке стоят не­
кие логические операции, существо которых состоит в логическом 
преобразовании истинностных значений исходных суждений в ис­
тинностные значения составных суждений. Так мы приходим к ло­
гическим операциям ’’отрицание”, ’’конъюнкция”, ’’дизъюнкция”, 
’’импликация”, ’’эквивалентность”, которые по существу представ­

4Аристотель. Метафизика, IV, 7, 1011в20. - M.-JL: Соцэкгиз, 
1934, с.75.

5 Аристотель. Соч.: в 4-х т.- М.: Мысль, 1976, т.1, с.250.
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ляют собой алгебраические операции на двухэлементном множес­
тве {0,1}. Это множество вместе с заданными на нём алгебраи­
ческими операциями представляет собой алгебраическую структуру 
< {ОД}; A, V, — <->>, называемую алгеброй логики, или ал­
геброй высказываний, или булевой алгеброй. Она и служит для нас 
математической моделью мышления, выражаемого на языке.

Итак, каждая из введённых логических операций является не­
ким математическим образом, моделью соответствующего логичес­
кого союза нашего языка. Эти понятия призваны отразить на языке 
нулей и единиц соответствующие союзы нашего мышления, кото­
рыми человечество пользуется в течении тысячелетий. Вне всякого 
сомнения, язык нулей и единиц значительно беднее человеческого 
языка и это отражение достаточно грубо и несовершенно. Тем не 
менее, какие-то основные черты, существенные аспекты этих про­
цессов мышления понятия логических операций всё же отражают. 
Так, отрицание, конъюнкция и эквивалентность достаточно точно 
передают суть логических союзов ” не”, ”и”, ” тогда и только тогда, 
когда” соответственно. Хуже обстоит дело с дизъюнкцией, призван­
ной отразить языковый союз ’’или”. Следует отметить, что, кроме 
рассматриваемой нами дизъюнкции, называемой дизъюнкцией в не 
исключающем смысле (она истинна тогда и только тогда, когда по 
меньшей мере один её член истинен), некоторые авторы рассматри­
вают дизъюнкцию в исключающем смысле (или строгую дизъюнк­
цию): она истинна тогда и только тогда, когда истинен точно один 
её член.

Наименее адекватным соответствующему союзу языка являет­
ся понятие импликации, которое призвано отразить логический со­
юз ’’если... , то... ”. Это и понятно: на этом союзе основан один 
из сложнейших умственных процессов -  процесс построения выво­
дов, умозаключений. Импликация остаётся всё же самой ’’ковар­
ной” из всех логических операций, и её определение при всех при­
ведённых доводах оставляет в нас чувство неуютности. И это не­
спроста. Наиболее наглядно эта неадекватность определения языку 
проявится в ходе развития алгебры высказываний, когда мы, напри­
мер, придём к тому, что тавтологией окажется следующая формула: 
(Р  —► Q) V (Q —► Р). Это означает, что какие бы ни были высказы­
вания Р  и Q по меньшей мере одно из высказываний Р  —► Q или 
Q —► Р  непременно будет истинным. Этот факт уже не согласуется 
с общепринятой практикой, и он ещё раз подтверждает, что поня­
тие импликации лишь весьма условно и приблизительно переводит 
на язык нулей и единиц тот смысл, который имеется в виду при
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построении фразы типа ’’если то
Из всего сказанного следует сделать вывод о том, что тонкое и 

многообразное человеческое мышление не так легко поддаётся науч­
ному осмыслению и изучению и что алгебра высказываний -  всего 
лишь одно из приближений, всего лишь шаг на пути к познанию 
человеческого мышления.

Отметим, что термин ” конъюнкция” происходит от латинского 
слова conjunctio, что означает ”соединение”, термин ”дизъюнкция”
-  от латинского dusjunctio, что означает ’’разъединение”, термин 
’’импликация” -  от латинских слов implicatio -  ’’сплетение” и implico
-  ’’тесно связываю”.

Построенная модель именно и позволит нам изучать формы мыш­
ления, а также позволит точнее понять, какое мышление (какие его 
формы) следует считать правильными. Форма мысли, а мысль у нас 
представлена высказыванием языка, -  это то, что остаётся, если 
полностью отвлечься (абстрагироваться) от конкретного её содер­
жания, от содержательного многообразия отражаемого. Полностью 
отринув содержание, мы оставляем от мыслей лишь их формы. Та­
ким образом, форма мысли -  это то общее, что имеют разные по 
содержанию мысли. Изучение этих форм и отношений между ними 
и составляет предмет логики как науки. В этом смысле логику назы­
вают формальной логикой, т.е. наукой о формах мыслей (подобно 
тому, как геометрия -  наука о пространственных формах предме­
тов).

Здесь можно, продолжая мысль Норберта Винера с математики 
на логику, сказать, что логика призвана находить порядок в хаосе 
мыслей, который нас окружает. Вспоминается также и Давид Гиль­
берт: ’’Математика есть искусство называть разные вещи одним и 
тем же именем.”

В следующем параграфе мы продолжим изучение нашей мате­
матической модели мышления -  алгебры логики, в направлении из­
учения разнообразных форм мыслей, которые в нашей модели вы­
ражаются так называемыми формулами алгебры высказываний.

§2. Формулы 
алгебры высказываний

Конструирование сложных высказываний. С помощью 
логических операций, рассмотренных в §1, из простейших выска­
зываний можно строить высказывания более сложные. Например,
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из высказываний А2, А3, А7 можно построить такое высказывание: 
’’Если Саратов находится на берегу Невы и все люди смертны, то 
А.С.Пушкин -  великий русский математик”. Построенное высказы­
вание символически записывается так: (А2ЛАз) —► А7. Конечно, оно 
звучит несколько странно, поскольку соединяет в себе столь раз­
нородные понятия, которые обычно существуют раздельно друг от 
друга. Но нас, ещё раз подчёркиваем, интересует не содержание это­
го высказывания, а его логическое значение. Оно может быть опре­
делено, исходя из логических значений исходных высказываний А2, 
Aq, А7 и той схемы, по которой из исходных высказываний построе­
но сложное высказывание. Так как А(А2) =  О, А(А3) =  1, А(А7) =  О, 
то, используя соотношения (1.4), (1.2) и определения 1.7, 1.3, нахо­
дим: А[(А2 Л Аз) —> А7] =  А(А2 Л Аз) —> А(А7) =  (А(А2) Л А(Аз)) —> 
А(А7) =  (0Л1) —►0 = 0 —>0 =  1. Итак, высказывание (А2ЛАз) —> А7 
истинно.

Для конструирования данного сложного высказывания из прос­
тейших высказываний А2, Аз и А7 нужно применить операцию конъ­
юнкции к первым двум высказываниям, а затем к полученному вы­
сказыванию и к третьему исходному высказыванию применить опе­
рацию импликации. Это словесное описание схемы конструирования 
данного сложного высказывания можно заменить описанием симво­
лическим: (X  Л Y) —> Z, где X, У, Z -  некоторые символы (перемен­
ные), вместо которых можно подставить любые конкретные выска­
зывания. Такая схема конструирования составного высказывания 
может быть применена к различным конкретным высказываниям, 
а не только к высказываниям А2, Аз, А7. Например, по этой схеме 
из высказываний А4, А8, А5 построим высказывание ’’Если Сократ
-  человек и снег -  белый, то 7 < 4”. Находим его логическое значе­
ние: А[(А4 Л А8) —> А5] =  А(А4 Л А8) —> А(А5) =  (А(А4) Л А(А8)) —> 
Л(А5) =  (1 Л 1 )—>0 = 1 —>0 =  0. Таким образом, та же самая схема 
построения составного высказывания привела к ложному высказы­
ванию. Однако ввиду разнородности понятий, которыми оперирует 
исходные высказывания А4, А8, А5, трудно на интуитивной основе 
судить об истинности высказывания (А4 Л А8) —> А5.

По рассматриваемой схеме построено и следующее высказыва­
ние: ’’Если 100 делится на 5 и 100 делится на 2, то 100 делится 
на 10”. Формальное вычисление логического значения данного вы­
сказывания показывает, что оно истинно, с чем вполне согласуются 
наши интуитивные представления об этом высказывании.

Итак, символическая запись (X  Л Y) —> Z  является своего рода 
формулой. Конечно, более привычны формулы типа S =  7гг2 (фор­
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мула площади круга), Е  =  mgh (формула потенциальной энергии 
тела) и им подобные. Тем не менее, выражение (X  Л Y) —> Z  так­
же можно считать формулой -  формулой схемы конструирования 
составных высказываний из более простых.

Понятие формулы алгебры высказываний. В формулу 
(X  Л Y) —> Z  вместо переменных X, У, Z  можно подставлять кон­
кретные высказывания, после чего вся формула будет превращаться 
в некоторое составное высказывание. Переменные, вместо которых 
можно подставлять высказывания, т.е. переменные, пробегающие 
множество высказываний, называют пропозициональными перемен­
ными, или высказывательными переменными, или переменными вы­
сказываниями. Будем обозначать пропозициональные переменные 
заглавными буквами латинского алфавита Р, Q, Д, S, X , У, Z  или та­
кими же буквами с индексами Pi ,P2, . . ,Qi ,Q2, —5 Х \ , Х 2, ...,У1,У2, 
... . Теперь сформулируем точное определение формулы алгебры 
высказываний.

О пределение  2 .1 (формулы алгебры высказываний).
1. Каждая отдельно взятая пропозициональная переменная есть 

формула алгебры высказываний.
2. Если Pi и Р2 -  формулы алгебры высказываний, то выраже­

ния -1 Pi, (Pi ЛР2), (Pi VP2), (Pi —► P2), (Pi <-► P2) также являются 
формулами алгебры высказываний.

3. Никаких других формул алгебры высказываний, кроме по­
лучающихся согласно пунктам 1 и 2, нет.

Определения такого типа называются индуктивными. В них име­
ются прямые пункты (в данном случае пункты 1, 2), где задают­
ся объекты, которые в дальнейшем именуются определяемым тер­
мином (в данном случае -  формулами алгебры высказываний), и 
косвенный пункт (в данном случае пункт 3), в котором говорит­
ся, что такие объекты исчерпываются объектами, заданными в пря­
мых пунктах. Среди прямых пунктов имеются базисными пункты 
(в данном случае пункт 1), где указываются некоторые конкретные 
объекты, именуемые в дальнейшем определяемым термином, и ин­
дуктивные пункты (в данном случае пункт 2), где даются правила 
получения определяемых объектов, в частности из объектов, пере­
численных в базисных пунктах.

Индуктивный характер определения формулы позволяет решать 
две взаимно обратные задачи. Во-первых, строить новые (всё более 
сложные) формулы из уже имеющихся и, во-вторых, определять, 
будет ли данное выражение, составленное из пропозициональных
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переменных, символов логических операций и скобок, формулой ал­
гебры высказываний. Для решения второй задачи отметим следую­
щее. Из определения следует, что для каждой формулы должна су­
ществовать конечная последовательность всех её подформул, т.е. та­
кая конечная последовательность, которая начинается с входящих 
в данную формулу пропозициональных переменных, заканчивает­
ся самой этой формулой, и каждый член этой последовательности, 
не являющийся пропозициональной переменной, есть либо отрицаг 
ние уже имеющегося члена этой последовательности, либо получа­
ется из двух уже имеющихся членов этой последовательности их 
соединением с помощью одного из знаков Л, V, —►, <-> и заключе­
нием полученного выражения в скобки. Такую последовательность 
всех подформул данной формулы иногда называют порождающей 
последовательностью для данной формулы. Наличие такой после­
довательности у логического выражения служит критерием того, 
что выражение является формулой.

Приведём п р и м е р ы  ф о р м у л . На основании пункта 1 определе­
ния 2.1 формулами будут пропозициональные переменные: Р, Q, Я, 
Х,У , Z; Р ь Р г ,..., Q19Q29 ••• ? , Х2, .... Далее, на основании пунк­
та 2 того же определения из этих формул построим следующие: -iP, 
-Q , -X , -У , -Z , (PVJ?), (Х А У), (X -> Z ), (<?<-> Я), (y v Z ) .  
Из построенных формул также на основании пункта 2 строим ещё 
более сложные формулы: (->Р A -iQ), (Р A -iР), ((X  А У) —► Z), 
((X  -> Z) А (У V Z)), ((Р  V R) -* (Q <-> Я)), ((X —> Z) —► У). Ясно, 
что процесс построения все более сложных формул может продол­
жаться безгранично.

Приведём ПРИМЕРЫ ВЫРАЖЕНИЙ, н е  ЯВЛЯЮЩИХСЯ ФОРМУЛА­
МИ. Это в каком-то смысле нелепые выражения. К примеру, вы­
ражение ((X Y ) —> Z) было бы формулой на основании пункта 2 
определения 2.1, если бы формулами были выражения (XY)  и Z. 
Выражение Z есть пропозициональная переменная, и потому на ос­
новании пункта 1 определения 2.1 является формулой. Рассмотрим 
выражение (ХУ). Оно было бы формулой, если бы между форму­
лами X  и У стоял один из знаков логических связок. Но такого 
знака нет. Следовательно, выражение (XY)  не формула, и, значит, 
формулой не является исходное выражение ((ХУ) —> Z).

Вот ещё примеры выражений, не являющихся формулами (убе­
дитесь в этом самостоятельно): ((P->Q) А (Р —> -«Я)), (Р A Q V Я), 
((X —>) A Z), (X V ->У) —► (- .х  а -.у ).

То, что последнее выражение не является формулой, может сна­
чала вызвать недоумение. Но после сопоставления его с пунктом 2
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определения 2.1 отмечаем, что в последнем выражении не достаёт 
внешних скобок для того, чтобы считать его формулой. Действи­
тельно, если бы мы сочли данное выражение формулой, то на ос­
новании пункта 2 формулой было бы и выражение ((X V -пУ) —> 
(~>Х Л ->У) Z). Но оно бессмысленно, потому что неопределён­
но: неизвестно, какую операцию нужно выполнять первой, импли­
кацию или эквивалентность. А от этого, как можно проверить (про­
верьте!), будет зависеть логическое значение составного высказы­
вания (см. следующий пункт), получающегося из последнего выра­
жения, если его превратить в формулу указанием последователь­
ности действий и придать пропозициональным переменным , У и 
Z конкретные значения (высказывания). Если бы в исходном вы­
ражении стояли внешние скобки, т.е. если бы оно было формулой 
((X V -»У) —► (-»Х Л ->У)), то проделанное в предыдущем абзаце по­
строение привело бы к формуле (((X V ->Y) —> (-*Х Л ~-»У)) <-► Z).

Итак, требование внешних скобок у формулы не является из­
лишним формализмом. Тем не менее, внешние скобки придают фор­
муле громоздкость и, если данная формула не входит составной 
частью в более сложную формулу, не несут никакой информации 
и смысловой нагрузки. Поэтому внешние скобки в окончательно за­
писанной формуле договариваются опускать. Например, формулу 
((X Л У) —> Z) будем записывать в виде (X  Л У) —> Z, а вместо фор­
мулы ((Х\/-»У) —► (-«ХЛ-чУ)) будем писать (Х\/-«У) —> (->ХЛ-»У). 
Но если данная формула должна будет войти составной частью в бо­
лее сложную формулу, то сначала заключаем её во внешние скобки 
и только потом отправляем в процедуру построения новой форму­
лы.

Логическое значения составного высказывания. Если в 
формулу алгебры высказываний F( X i ,X 2,...X n) вместо пропози­
циональных переменных X i, Х2,...,ХП подставить конкретные вы­
сказывания Ai, А2,...,Ап соответственно, то получится некоторое 
новое составное высказывание F(Ab А2, ...Ап). Оно называется кон­
кретизацией формулы F (X i, Х2, ...Хп) на выборе высказываний Ai, 
А2,...,Ап. Как определить логическое значение A(F(Ai, А2, ...Ап)) 
полученного составного высказывания, если известны логические 
значения А(АХ), А(А2),...,А(АП) исходных высказываний Аь А2,...,АП?

Прежде чем сформулировать в следующей теореме ответ на по­
ставленный вопрос, введём одно понятие. В первом параграфе отме­
чалось, что только логические значения высказываний, а не их со­
держание рассматриваются в алгебре высказываний. Это даёт воз­
можность несколько упростить обозначения и терминологию. Так,
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каждое ложное высказывание можно рассматривать как элемент
О, а каждое истинное -  как элемент 1 двухэлементного множества 
{0,1}, и писать вместо А(Р) =  0 или А(Р) =  1 лишь только Р  =  0 
или Р  =  1 соответственно. Далее, если формула F (X ь Х2, ...Х п) при 
подстановке вместо её пропозициональных переменных X i, Х2,...,ХП 
высказываний Ai, А2,...,Ап с логическими значениями \ {Ai)  =  a i, 
А(А2) =  а 2,..., А(Ап) = а п превращается в высказьшание F(Ai,  Л2,..., 
Ап) с логическим значением \ (F(Ai ,  А2, ...Ап)) =  а,  то будем гово­
рить, что формула F( X i , X 2, ...Хп) принимает значение а , если её 
переменные Х 1у Х2,...,ХП принимают значения a i, a 2,...,an соответ­
ственно, и писать Xi =  a i, Х 2 =  a 2,...,Xn =  а п и F (a i,a 2, ...,an) =
а, где a i, a2,...,an, a  G {0,1}. Для нахождения значения F(a i , a 2, 
... , a n) нужно подставить в формулу F( X i, Х2, ...Xn) вместо пропо­
зициональных переменных X i, Х2,...,ХП значения а±, a2,...,an соот­
ветственно и в полученном выражении последовательно проделать 
все действия с нулями и единицами, предписываемые правилами 
таблиц из определений 1.1, 3, 5, 7, 9. В результате получим 0 или 1. 
Полученное значение будем обозначать F(a i , a 2,.. . ,a n) и называть 
значением данной формулы F (X i ,X 2,...X n) на данном наборе ну­
лей и единиц a i, a2,...,an. Например, вычислим значение формулы

F (X b X2,...,X n) =  (X1 ^ ^ X 2) A ( X 2 ^ ( X 1 W^X3)) 

на наборе 0,1,1 :

F(0,1,1) =  (0 —> —-1)Л(1 <-> (0V-.1)) =  (0-»0)A(l«->(0V0)) =

= 1 Л ( 1 «->0) =  1 Л0 =  0 .

Т еорема 2.2. Логическое значение составного высказывания 
F( Ai ,A2i... Ап) равно значению формулы F (X b Х2, ...Хп) на наборе 
A(Ai), А(А2),..., А(Ап) логических значений составляющих выска­
зываний A i, А2,...,Ап, т.е.

A (F(Au A2,...,An)) =  F(X(A1),X(A2)1.. .^X(An)) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем утверждение методом полной ма­
тематической индукции по числу символов логических операций, 
входящих в формулу F( X i ,X 2, ...Х п).

Если формула F( X i, Х2, ...Х п) содержит 0 символов логических 
операций, то она представляет собой пропозициональную перемен­
ную, скажем Х ь  т.е. F(X i, Х2, ...Xn) =  Xi (знак =  обозначает абсо­
лютную тождественность двух формул, графическую одинаковость 
левой и правой частей). Тогда доказываемое соотношение сводится 
к тривиальному равенству: A(Ai) =  A(Ai).
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Если формула F ( X i , X 2, ...Хп) содержит лишь один символ ло­
гической операции, то она является одной из следующих формул: 
->Xi, Х\  А Х 2, Х\  V Х 2, Xi  —> Х 2, Xi  <-> Х 2. В этих случаях доказы­
ваемое равенство есть одно из равенств (1.1)—(1.5).

Предположим теперь, что утверждающееся в теореме равенство 
верно для всех формул алгебры высказываний, содержащих не бо­
лее к символов логических операций. Докажем, что оно верно для 
формулы F( X  1,^ 2, Х п), содержащей к +  1 символов логических 
операций. На основании определения 2.1 формула F имеет один из 
следующих видов: -*Fi, Fi AF2, Fi V F2, F\ —► F2, Fx F2, где Fi, F2
-  некоторые формулы, каждая из которых содержит уже не бо­
лее к символов логических операций. Нужно провести доказатель­
ство для всех пяти случаев. Но в силу принципиальной идентич­
ности этих доказательств проделаем одно, например, для случая 
F =  Fi Л F2. Вычисляем :

A(F(Au A2,...An)) =  \ {F1(A1,A2,.. .An) A F2{Au A2,...An)) =  
=  A(Fl (A1,A2,...An)) A A(F2(Au A2,...An)) =
=  Fi(A(Ai), ..., А(АП)) А Р2(А(Л1),...,,А(Лп)) .
В проделанных вычислениях второе равенство основано на опре­

делении 1.3 логической операции конъюнкции. Третье равенство ос­
новано на предположении индукции о том, что для формул Fi и F2 
соотношение теоремы выполняется. Наконец, четвёртое равенство 
записано на основании того, что F  =  F\ A F2 .

Аналогичным образом соотношение теоремы доказывается и во 
всех остальных случаях конструирования формулы F  из формул F\ 
и F2.

Следовательно, утверждение теоремы верно для любой форму­
лы F  алгебры высказываний. □

Итак, здесь необходимо понять, что логическое значении состав­
ного высказывания -  это, по-существу, значение некоторого (логи­
ческого) выражения при некотором наборе конкретных значений 
всех входящих в него (пропозициональных) переменных. При этом, 
(пропозициональные) переменные могут принимать значения 0 или 
1, само выражение принимает значение 0 или 1 и вычисляется это 
значение (в силу теоремы 2.2) посредством применения к значениям 
О и 1 предписываемых данным выражением логических действий. 
Логические действия над величинами 0 и 1 выполняются по пра­
вилам, определяемым таблицами истинности этих действий (опера­
ций) -  отрицания, конъюнкции, дизъюнкции, импликации и эквива­
лентности. Таким образом, мы фактически начинаем иметь дело с
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некоей новой, логической, алгеброй, или алгеброй логики, которая 
как бы ” параллельна” привычной школьной алгебре.

К ом понента Ш кольная
алгебра

Алгебра логики

Базисное
множество

R -  множест­
во вещественных 
чисел

{ОД}
-  двухэлементное 
множество

Операции над эле­
ментами базисного 
множества

, А , V , -+ ,

Переменные вещественные 
а, 6, с, . . .х,у,2,...

пропозициональные
P,Q,i?, .. .X,r,Z, .. .

Формулы
(правильно построен­
ные выражения)

ах +  by -Ь cz , 
ах2 +  Ьх+с и т.д.

(->Р Л Q) <-► Я, 
-»(Р —► Q)M R и 
т. д.

Сравним компоненты этих двух алгебр с помощью приводимой таб­
лицы. Аналогия со школьной алгеброй будет продолжена в разделе, 
связанном с равносильными преобразованиями в алгебре логики.

Составление таблиц истинности для формул. На основа­
нии теоремы 2.2 можно для данной формулы F  алгебры высказы­
ваний найти логические значения всех тех высказываний, в кото­
рые формула превращается при подстановке вместо всех её пропо­
зициональных переменных различных конкретных высказываний. 
При этом говорят о логическом значении самой формулы и о логи­
ческих значениях её пропозициональных переменных. При нахож­
дении логических значений формулы, соответствующих всевозмож­
ным наборам значений её пропозициональных переменных, удобной 
формой записи является табличная форма.

Примеры составления таблиц истинности см. в Задачнике, №№ 
1.25л, 1.28л. Решите из Тетради MJI задачи ЛЧМ* 1.16 -  1.20, при­
званные закрепить понятие формулы и её логического значения.

Классификация формул алгебры высказываний. Форму­
лы алгебры высказываний подразделяется на следующие типы: вы­
полнимые, тавтологии, опровержимые и тождественно ложные.

Формула алгебры высказываний F( X i , Х 2,..., Х п) называется вы­
полнимой, если некоторая её конкретизация является истицным 
высказыванием, т.е. существуют такие конкретные высказыва­
ния А\, A2i ..., Апу которые, будучи поставленными в эту формулу
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имесго переменных Х \ , Х 2, ..., Х п соответственно, превращает её в 
истинное высказывание. Иначе говоря, F(Х \ , Х 2, ..., Х п) вьшолнима, 
если существуют такие конкретные высказывания А2, ..., Ап, что 
\ (F ( A i , A2i ..., Ап)) — 1. Выполнимой формулой является, в част- 
и(х:ти, формула, рассмотренная в примере 2.4. Она превращается 
в истинное высказывание, если, например, вместо пропозициональ­
ных переменных Р, Q, R подставить ложные высказывания. Вьшол­
нима также и формула, рассмотренная в первом пункте настоящего 
параграфа: (X А У) —► Z.

Формула F ( X\ , X 2, . . .,Хп) называется тавтологией, или тож­
дественно истинной, если она превращается в истинное высказы­
вание при всякой подстановке вместо переменных конкретных вы­
сказываний А\ , А2, ..., Ап, т.е. если \ ( F ( A i , A2i ...,Ап)) =  1 для 
любых высказываний А\,  А2, ..., Ап. Формула из примера 2.3. явля­
ется тавтологией. Для обозначения тавтологии используется знак 
|=, который ставится перед формулой, являющейся тавтологией. 
Таким образом, запись |= F ( X i , X 2, . . . ,Xn) означает, что формула 
F ( Xi , X 2, . . . ,Хп) является тавтологией. В частности, для указанно­
го примера можем записать f= (X —> У) V (Y —► X).

Формула F ( X\ , X 2, . . . ,ХП) называется опровержимой, если су­
ществуют такие конкретные высказывания А\ , А2, ... , Ап, которые 
превращают данную формулу в ложное высказывание F(Ai,  А2, ... , 
Ап), т.е. \ ( F( A i ,A2, ..., Ап)) =  0. Другими словами, опровержимые 
формулы -  это формулы, не являющиеся тавтологиями. Опровер­
жимой является формула, рассмотренная в примерю 2.4. Она обра­
щается в ложное высказывание лишь тогда, когда вместо всех пе­
ременных Р, Q, R подставлены истинные высказывания. Формула, 
рассматривавшаяся в первом пункте настоящего параграфа, также 
опровержима.

Наконец, формула F ( X i ,X 2, ...,ХП) называется тождествен­
но ложной, или противоречием, если \ (F(A\ ,  А2, ..., Ап)) =  0 для 
любых конкретных высказываний Ai, Л2, А п. Другими словами, 
тождественно ложные формулы -  это такие формулы, которые не 
являются выполнимыми.

Примеры формул различных типов приведены в Задачнике, №№ 
1.26 -  1.28. При решении задач на классификацию формул полез­
но отказаться от механического составления таблиц истинности и 
научиться решать их методом анализа структуры формулы и на­
хождения тех отдельных наборов значений переменных, на которых 
формула принимает определяющее значение (№№ 1.27,1.28 Задачника 
и Тетрадь МJI, №№ 1.18, 1.19, а также 1.23 и 1.24).
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М ышление и математическая логика. В заключение об­
ратим внимание на то, что нами начат фундаментальный процесс 
исследования математическими методами ещё одной области дей­
ствительности. Это -  область человеческого мышления. Мы нача­
ли процесс математизации логики. Этот процесс начался с матема­
тизации языка. Мы фактически построили своеобразную знаковую 
систему -  символический язык логики высказываний. Эта знаковая 
(математическая) система пытается отразить человеческий язык, 
на котором происходит оформление мыслительных процессов. Этот 
язык основывается на алфавите, состоящем из следующих симво­
лов:

1) пропозициональных букв: Р, Q, Я, ... ;
2) символов логических операций: Л, V, ;
3) технических знаков: (, ) .
Словами построенного языка являются формулы логики выска­

зываний. Предложения обычного (русского) языка могут быть пере­
ведены на символический язык логики высказываний, где они пред­
ставляются формулами логики высказываний. (См. Задачник,
1.13, 1.14 и особенно, §3). Следует иметь в виду, что при таком пе­
реводе сохраняется логическое содержание, логическая структура 
предложения, но, конечно же, теряется его языковая красота и пси­
хологические оттенки. Формула представляет собой формальную 
последовательность знаков, составленную по строгим правилам, на­
рушение которых недопустимо. Такой перевод высказывания естес­
твенного языка на символический язык называется его формализа­
цией. В частности, перевод высказывания на символический язык 
логики высказываний есть его формализация в рамках символичес­
кой логики высказываний. Получаемая формула показывает способ 
соединения простых высказываний в составное при помощи логичес­
ких союзов. Она представляет как бы в ” чистом виде” логическую 
структуру составного высказывания.

Формула логики высказываний сама по себе не имеет никакого 
содержания. В частности, она не является ни истинной, ни лож­
ной. Она превращается в высказывание, истинное или ложное, при 
всякой подстановке вместо всех её пропозициональных переменных 
любых конкретных высказываний. Такой процесс подстановки на­
зывается интерпретацией данной формулы алгебры высказываний.

Таким образом, имеется два взаимно обратных процесса (две 
процедуры): формализация и интерпретация. Если имеется форму­
ла F и высказывание А есть результат её интерпретации, то сама 
формула F  будет формализацией высказывания А. Обратно, если
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имеется высказывание А и формула F есть его формализация, то 
высказывание А будет одной из интерпретаций формулы F. Итак, 
формализация -  это переход от высказывания естественного язы­
ка к формуле логики высказываний, а интерпретация -  переход от 
формулы логики высказываний к высказыванию естественного язы­
ка. Таблица истинности или таблица значений формулы логики вы­
сказываний -  это таблица, которая указывает логическое значение 
формулы при любой её интерпретации.

Осознание этих понятий исключительно важно на данном этапе, 
поскольку они являются ключевыми для изучения в дальнейшем 
более глубоких разделов математической логики. На данном этапе 
делается первый шаг на пути формализации -  важнейшего метода 
математической логики.

§3. Тавтологии 
алгебры высказываний

О значении тавтологий. Тавтологии представляют собой схе­
мы построения истинных высказываний, независимо от содержания 
и истинности составляющих высказываний. Так, если для установ­
ления того, истинны или нет высказывания ” Саратов основан в 1590 
году”, ”Солнце вращается вокруг Земли”, необходимо обладать 
специальными знаниями или заглянуть в специальную литературу, 
то для выяснения значения истинности высказываний ” Треуголь­
ник ABC прямоугольный, или треугольник ABC не прямоуголь­
ный”, ” Неверно, что информация о наследственных признаках хра­
нится в генах, и эта информация в генах не хранитсяг” уже не нужно 
обладать знаниями ни в математике, ни в генетике. Вывод об истин­
ности последних высказываний делаем, исходя не из их содержания, 
а из их формы, структуры.структура первого высказывания выра­
жается формулой X  V ->Х, а второго -  формулой ->(Х Л ~^Х). Легко 
убедиться в том, что обе эти формулы суть тавтологии. Данные фор­
мулы дают две схемы построения всегда истинных высказываний. 
И такова каждая формула, являющаяся тавтологией. Но главное 
значение тавтологий не в этом.

Основное значение тавтологий состоит в том, что некоторые из 
них предоставляют правильные способы построения умозаключе­
ний, т.е. такие способы, которые от истинных посылок всегда приво­
дят к истинным выводам. А ведь именно такие рассуждения углуб­
ляют наши знания и обогащают их истинными сведениями. В част­
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ности, любая тавтология алгебры высказываний вида F —► G соот­
ветствует некоторой общей схеме логического умозаключения. По­
ясним сказанное на примере следующей тавтологии указанного ви­
да (внешние скобки опущены): ((->Х  —► Y)  Л (~>Х —► пУ)) —> X.  
(Проверьте, действительно ли данная формула является тавтоло­
гией.) Попытаемся выяснить, какой схеме логического умозаключе­
ния она соответствует. Схема логического умозаключения, описы­
ваемая данной тавтологией, часто используется в математических 
доказательствах. Она состоит в следующем. Допустим, что требует­
ся доказать истинность некоторого утверждения А . Предполагает­
ся, что истинно его отрицание Затем доказывается, что имеется 
некоторое такое утверждение J3, для которого истинными являются 
оба утверждения -и4 —► В  и ->А —> -тВ. Доказательства истиннос­
ти этих импликаций зависят от содержания высказываний А и В 
и устанавливаются на основании методов и законов той математи­
ческой теории, к которой они относятся. Считаем, что истинность 
утверждений -*А —► В  и ~>А —> ~>В установлена. Одновремен­
ный вывод двух утверждений В  и -*В -  противоречие, абсурд. Тогда 
утверждаем, что истинно высказывание А. Такой метод доказатель­
ства называется методом приведения к абсурду.

Термин ’’тавтология” имеет греческое происхождение и состав­
лен из двух слов ravroC, [то же самое] и \oryoQ [слово] и означает 
повторение одного и того же определения, суждения иными, близ­
кими по смыслу словами. Конечно, тавтология -  это нечто одно и то 
же. Лучше всего это видно для тавтологий, в которых заключитель­
ной логической связкой является эквивалентность Например, 
тавтология (Р  A (Q V R)) <-> ((Р  A Q) V (Р  A R))  выражает одинако­
вость форм (формул) в её левой и правой частях. Здесь речь идёт о 
внутренней, сущностной, семантической одинаковости, выражаемой 
разными словами -  формами (формулами). Совершенно аналогично 
в этом смысле арифметическое тождество х(у +  z) =  ху 4- xz. Это -  
тоже выражение одной и той же внутренней сущности посредством 
различных слов. И каждое из этих двух выражений является объ­
ективным законом, действующим каждый в своей сфере: первый в 
сфере мыслительных процессов, второй -  в сфере чисел. Каждый 
из этих законов несёт объективную информацию об определённой 
части окружающего нас мира. Труднее в этом смысле истолковать 
тавтологии вида Р  V -»Р, Р  —► Р, Р  —► (Q —> Р) и т.п., но на них 
данный термин просто распространяется.

Основные тавтологии. Приведём некоторые основные тавто­
логии, выражающие свойства логических операций, а также тавто­

32



логии, на которых основаны некоторые схемы математических до­
казательств.

Т еорема 3.1. Следующие формулы алгебры высказываний яв­
ляются тавтологиями:

а) закон исключённого третьего Р  V -»Р;
б) закон отрицания противоречия ->(Р А ->Р) ;
в) закон двойного отрицания — »Р <-> Р  ;
г) закон тождества Р  —> Р  ;
д) закон контрапозиции (Р  —* <2) «-> (-«Q —> -|Р);
е) закон силлогизма (правило цепного заключения)

((Р  -> Q) A (Q -> R)) -> (Р  -> R) ;

ж) закон противоположности (Р  <-♦ Q) <-► (-тР <-► -iQ) ;
з) правило добавления антецедента ( ”истина из чего угодно”)

Р (Q -> Р) ;
и) правило ”из ложного что угодно79 -»Р —> (Р  —► Q) ;
к) правило модус поненс (modus ponens)

(Р  A (Р -  Q)) -> Q ;
л) правило модус толленс (modus tollens)

((Р  —► Q) A -Q ) -> -.Р ;
м) правило перестановки посылок

(Р -  (Q -> Д)) <-> (Q -> (р -> Л));
н) правило объединения (и разъединения) посылок 

(Р (Q -> R)) „  ((Р A Q) й) ;

о) правило разбора случаев
((Р  -+ й) A (Q -♦ Л)) -  ((Р  V Q) -> R) ;

п) правила приведения к абсурду

(bP^Q) Д (-P--Q)) -  Р, (-.р -  (Q Д -Q)) -  Р •
Д оказательство . Отметим, что непосредственно из определе­

ний логических операций вытекает тождественная истинность фор­
мул а), б), в), г). Установим тождественную истинность некоторых 
формул (для остальных проверьте самостоятельно).

л) Изучая тавтологии, важно уяснить, что имеется простой и 
надёжный алгоритм (общий метод), позволяющий для любой фор­
мулы логики высказываний дать ответ на вопрос, является она тав­
тологией логики высказываний или нет -  этот алгоритм состоит в 
построении её таблицы истинности. Составим таблицу истинности 
данной формулы:
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А (Р) A (Q) А(Р -> Q) A(-Q) А((Р Q) Л -iQ) А(-Р) F
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 1

Последний столбец таблицы, состоящий из значений истиннос­
ти данной формулы, содержит единицы. Это означает, что данная 
формула -  тавтология.

н) Доказательство тождественной истинности формул с помо­
щью составления их таблиц истинности проходит автоматически. 
Проведём следующее доказательство, рассуждая о тех значениях, 
которые формула может принимать.

Покажем, что левая часть данной эквивалентности обращает­
ся в ложное высказывание тогда и только тогда, когда в ложное 
высказывание обращается формула, стоящая в правой части экви­
валентности. Действительно, формула Р  —► (Q —► R) превращается 
в ложное высказывание, если и только если А(Р) =  1, A(Q —* R) =  0. 
В свою очередь, A(Q —> R) =  0 тогда и только тогда, когда A(Q) =  1 
и A(R) =  0. Итак, А(Р —>► (Q —>► R)) =  0 в том и только в том случае, 
когда А(Р) =  1, A(Q) =  1, A(R) =  0. С другой стороны, формула 
(Р A Q) —> R обращается в ложное высказывание, если и только 
если А(Р A Q) =  1 и A(R) =  0. В свою очередь, А(Р  A Q) =  1 тогда и 
только тогда, когда А(Р) =  1 и A(Q) =  1. Итак, А((Р Л Q) —> R) =  0 
в том и только в том случае, когда А(Р) =  1, А(Р) =  1 и A(R) =  0. 
Доказанное означает, что правая и левая части эквивалентности 
одновременно превращается либо в истинное высказывание, либо в 
ложное. Следовательно, по определению эквивалентности вся фор­
мула всегда превращается в истинное высказывание, т.е. является 
тавтологией. □

Тавтологии, собранные в теореме 3.1, лежат в основе многих 
математических рассуждений, что уже обсуждалось в начале §3 от­
носительно тавтологии п). По поводу применения некоторых других 
тавтологий в процессе математических рассуждений будем говорить 
в §7. Тавтологии последующих теорем данного параграфа выража­
ют свойства логических операций.

Т еорем а  3.2. (Свойства конъюнкции и дизъюнкции). Следу­
ющие формулы алгебры высказываний являются тавтологиями:

а) законы идемпотентности (Р А Р) Р, (Р  V Р) <-> Р;
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б) законы упрощения (Р A Q) —j- Р, Р  —► (Р V Q) ;
в) законы коммутативности

( P A Q ) ^ ( Q A P ) ,  ( P V Q ) ~ ( Q V P ) ;
г) законы ассоциативности

(Р A (Q A Я)) <-> ((Р Л Q) Л Я),
(Р V (Q V Я)) <-> ((Р V Q) V Я) ;

д) законы дистрибутивности
(Р Л (Q V Я)) ~  ((Рв A Q) V (Р А Я)),
(Р V (Q А Я)) <-> ((Р V Q) Л (Р V Я)) ;

е) законы поглощения
( P A ( P V Q ) )  <-> Р, (Р V (Р Л Q)) *-> Р ;

ж) законы де Моргана
->(Р Л Q) <-► (”*Р V “«Q), -,(Р V Q) (-iP д -iQ) .

Д оказательство . Докажем для примера, что первый закон де 
Моргана является тавтологией. Пусть А и В -  произвольные кон­
кретные высказывания. Рассмотрим два составных высказывания 
-*(А А В) и -*А А педВ , получающиеся из частей данной эквива­
лентности при замене пропозициональных переменных Р  и Q кон­
кретными высказываниями А и В  соответственно. Предположим, 
во-первых, что высказывание -*(А А В) истинно. Тогда конъюнкция 
ААВ  ложна; следовательно, по меньшей мере одно из высказываний 
А или В  ложно. Но в таком случае хотя бы одно из высказываний

или -|В  истинно, следовательно, их дизъюнкция ~>А А -*В истин­
на. Предположим, во-вторых, что высказывание -«(А А В) ложно. 
Тогда конъюнкция А А В  истина. Следовательно, оба высказывания 
А и В  истинны, а их отрицания -*А и -*В -  оба ложны, т.е. дизъюнк­
ция ->А А->Р ложна. Таким образом, для любых двух высказываний 
значения частей рассматриваемой эквивалентности совпадают. Сле­
довательно, формула тождественно истинна. □

Рекомендуется доказать самостоятельно тождественную истин­
ность оставшихся формул этой теоремы, а также остальных теорем 
настоящего пункта.

Т еорема 3.3. (Свойства импликации и эквивалентности) . Сле­
дующие формулы алгебры высказываний являются тавтологиями:

а) ( P ^ ( Q ^ R ) ) ^ ( ( P ^ Q ) ^ ( P ^ R ) ) - ,
б) Р —► (Q —► (Р Л Q)) ;
в) ( P ^ R ) ^ ( ( Q ^ R ) ^ ( ( P V Q ) ^ R ) ) ;
г) ( P ^ Q ) ^ ( ( P ^ ^ Q ) ^ R ) ) ;
д) H 3 A ( P - Q ) ) - - P ) ) ;
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е) (~>Р Л (Р V Q)) —► Q ;
ж ) ( P ^ Q ) ^ ( ( P V R ) ^ ( Q \ / R ) ) - ,
з) ( P ^ Q ) - ^ { ( P A R ) - > ( Q A R ) ) ;
и) (Р -> Q) -> ((Q -> Д) -> (Р -  Д)) ; 
к) (P->Q) V (Q —* Р) ;
л) (-><5 - » ->Р) —|• ((-><Э - » P ) - > Q ) ; 
м) ((Р -  Q) Л (Д -» Q)) «-» ((РУД)-><?); 
н) ((Р —> <?) Л (Р —> Д)) «-*■ (/> -к (Q А Д)) ; 
о) Р <-» Р ;
п) (P*-Q) <-» (Q Р) ;
р) ((Р ~  Q) Л (Q «-» Д)) -> (Р «-» Д) .
Т е о р е м а  3.4. (Выражение одних логических операций через 

другие). Следующие формулы алгебры высказываний являются тав­
тологиями:

а) (Р  -> Q) «-> ( - P V Q ) ;
б) (Р —► Q) «- -.(Р Л -Ч?) ;
в) (Р A Q) «-+ ~|(_1Р  Л ;
г) ( P A Q )  ~
д) (Р  V Q) <-> -«(-’Р  Л -iQ ;
е) (PVQ) -  ( - P - Q ;
ж) ( P ~ Q )  «-> ((Р  -+ Q) Л (<2 -> Р)) .

Основные правила получения тавтологий. Опишем два 
правила, которые позволяют получать новые тавтологии из уже 
имеющихся.

Т е о р е м а  3.5. (Правило заключения). Если формулы F и 
F  —> Н являются тавтологиями, то формула Н также тавто­
логия.

|= F  и \ = F - + H  = »  | = Я  .

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть \= Р (ХЬ ...,ХП) и |= F(Xi, . . . ,Xn) -* 
Н( Х \ , ..., Х п). Предположим, что формула H(Xi ,  . . . ,ХП) не явля­
ется тавтологией. Это означает, что существуют такие конкретные 
высказывания Ai,...,An, что А(Н(А\ , . . . ,АП)) =  0. Поскольку F( Xь  
... , X n) -  тавтология, то для Ai,...,An имеем \ (F(Ai , . . . ,An)) =  0. 
Вычисляем, пользуясь соотношением (1.4):

A(F(Au ...,An) -  Н(Аи ...,Ап)) =

=  A(Р(ЛЬ ...,ЛП)) -  \ ( Н ( А и ...,Ап)) =  1 - 0  =  0 ,
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что противоречит тождественной истинности формулы F —> Я. Сле­
довательно, предположение неверно. Тогда |= Я, что и требовалось
доказать. □

Правило заключения называется также правилом отделения или 
правилом модус поненс (modus ponens). Второе правило получения 
тавтологий носит название правила подстановки.

Пусть в формуле F  содержится пропозициональная переменная 
X (а возможно и другие пропозициональные переменные), и Я  -  
любая формула. Если в формулу F вместо символа X  везде, где 
он входит в F, вставить формулу Я, то получим новую формулу. 
Она обозначается S^F  и называется формулой, полученной из F в 
результате подстановки в неё формулы Я  вместо пропозициональ­
ной переменной X . Например, если в формулу ((X  VУ) —► (ХЛ^У))  
сделать подстановку: вместо вместо переменной У подставить фор­
мулу (X i А Х2), то получим ((X V (X i А Х2)) —> (X  А -«(X! Л Х2))). 
Если в ту же формулу вместо переменной У подставить формулу 
Z, то произойдёт просто замена переменной, в результате которой 
получится формула ((X V Z) —> (X A -»Z)).

Если формула F  содержит две пропозициональных переменных 
X  и У (а возможно, и ещё несколько), то можно определить одно­
временную подстановку двух формул Й  и G в формулу F  вместо 
пропозициональных переменных X  и У соответственно как одновре­
менную замену символа X  всюду, где он входит в F, формулой Я  
и символа У всюду, где он входит в F, формулой G. Получающую­
ся формулу обозначают S ^ y F .  Например, подстановка в формулу 
(X —► (X А У)) вместо переменной X  формулы (Х\  V Х2), а вмес­
то переменной У формулы приводит к формуле: ((Xi  V Х 2) —► 
((* ! V X 2)A-iZ).

Аналогично определяется одновременная подстановка в форму­
лу F  и большего числа формул (трёх, четырёх и т.д.).

Т еорема 3.6. (Правило подстановки). Если формула F , содер­
жащая пропозициональную переменную X , является тавтологией, 
то подстановка в формулу F вместо переменной X  любой формулы
Н снова приводит к тавтологии. \= F  ==> \= Sj[F

Д оказательство . Так как |= F(X, У,...), то формула F(X, У, ...) 
превращается в истинное высказывание при подстановке вместо всех 
пропозициональных переменных X,  У,... любых конкретных выска­
зываний. Истинность получаемого высказывания не зависит от струк­
туры подставляемых вместо X, У,... высказываний. В частности,
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вместо X может быть подставлено высказывание, которое само яв­
ляется конкретизацией формулы H(Z \ , ..., Zk) на некотором наборе 
конкретных высказываний. Но это и означает, что тавтологией бу­
дет формула F(H(Zi , ..., Zk), У, ...)> т.е. |= S^F,  что и требовалось 
доказать. □

Например, если в тавтологию (X —> (У —► X))  выполнить под­
становку формулы (Xi Л 1 X2) вместо переменной X, то придём к 
тавтологии ((Xi Л ->Х2) —► (У —► (Xi Л ~̂ Х2))) .

З а м е ч а н и е  3.7. Отметим, что правило подстановки позволяет 
рассматривать каждую из та-втологий, приведённых в теоремах 3.1- 
3.4, не как отдельно взятую тавтологию, а как схему образования 
тавтологий. Значит, каждая из пропозициональных переменных в 
данных формулах может рассматриваться не как переменная, а как 
произвольная формула алгебры высказываний. Например, тавтоло­
гия из теоремы 3.36 даёт бесконечное множество тавтологий вида 
|= Fi —► (F2 —> (Fi Л F2)), где F2 -  произвольные формулы 
алгебры высказываний.

Два рассмотренных правила образования тавтологий -  модус 
поненс и подстановки -  будем называть основными. Существуют и 
другие правила, которые рассмотрим ниже (в §6); их будем называть 
вторичными или производными правилами.

Решите из Тетради MJI задачи JMV* 1.21 -  1.29 о тавтологиях.

§4. Логическая 
равносильность формул

Понятие равносильности формул. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.1. Фор­
мулы F ( X i ,X 2, ...,ХП) и G(Xi,X2, ...,ХП) алгебры высказываний 
называются равносильными (эквивалентными), если при любых зна­
чениях входящих в них пропозициональных переменных логические 
значения получающихся из формул F и G высказываний совпада­
ют. Для указания равносильности формул используют обозначение 
F =  G. Определение равносильных формул можно записать симво­
лически !

F =  G <=► \ (F(Au A2,. . . ,An)) =  \ (G(A1, A2, . . . ,An)) (4.1) 
для любых конкретных высказываний А2, ..., Ап.

Не следует думать, что в обе формулы F и G непременно входят 
одни и те же переменные. Некоторые из переменных X i ,X 2, . . .,ХП
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могут фактически отсутствовать в любой из них. Проверим, напри­
мер, равносильность формул и ~̂ Х2 Л (Х2 V -'Х\). Для этого 
составим таблицы истинности обеих формул и убедимся, что зна­
чения истинности получающихся из них высказываний одинаковы 
для любых одинаковых наборов значений пропозициональных пере­
менных X i и Х 2.

ЧХх) А(Х2) А № ) А(Ха V- .X0 А №  A (Х2 V - .* 0 )
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 0

Проверьте самостоятельно справедливость равносильностей 
Х\  V ~^Х\ =  Х 2 V - 1X 2, Х \ Л -*Х\ =  Х 2 А ~>Х 2 .

Признак равносильности формул. Сущность признака со­
стоит в выявлении тесной связи между понятием равносильности 
формул и понятием тавтологии.

Т еорема 4.2. (Признак равносильности формул). Дее форму­
лы F uG  алгебры высказываний равносильны тогда и только тогда, 
когда формула F  <-> G является тавтологией:

F =  G «=» |= F < - G  . (4.2)

Д оказательство . Если F  =  G, то, по определению 4.1, \ ( F ( A i ,..., 
Ап)) =  A(G(j4i,..., Ап)) для любых высказываний A i , ..., Ап. Тогда, 
по определению 1.9 операции эквивалентности A(F(j4i, ...,л4п)) <-> 
А(С(ЛЬ ..., Ап)) =  1, откуда на основании соотношения (1.5) заклю­
чаем:

A(F(Al t ...,An) «-> С(ЛЬ ...,ЛП)) =  1 
для любых ;4i, ...,Лп. Последнее означает по определению тавто­
логии, что |= F  <-► G. Обратными рассуждениями доказывается 
утверждение: если (= F  <-► G, то F =  G. Теорема доказана. □

Отметим, что равносильность формул -  это не (логическая) опе­
рация над формулами, а отношение между формулами логики вы­
сказываний. Это означает, что если F и G -  формулы, то выражение 
F =  G уже не является формулой алгебры высказываний. Оно -  
утверждение о некотором взаимоотношении между формулами F  и 
G, лишь сокращённая (символическая) запись утверждения (выска­
зывания) об этих формулах: ”F  равносильна G”. Это утверждение 
либо истинно, либо ложно, т.е. F и G либо находятся в отношении
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равносильности, либо нет. В приводимом ниже следствии из теоре­
мы 4.2 устанавливаются некоторые свойства этого отношения меж­
ду формулами алгебры высказываний.

Сл едс тв и е  4.3. Отношение равносильности =  между фор­
мулами алгебры высказываний:

а) рефлексивно: F  =  F  ;
б) симметрично: если Fi =  F2, то F2 =  Fi ;
в) транзитивно: если Fi = F2 и F2 =  F3, то Fx =  F3,

т.е. отношение равносильности = является отношением эквива­
лентности.

Д о к а за т е л ь с т в о . Рефлексивность следует непосредственно из 
тавтологии теоремы 3.3 о и теоремы 4.2.

Для доказательства симметричности отношения =  предполо­
жим, что Fi =  F2, т.е. на основании признака равносильности (тео­
рема 4.2) Fi <-> F2. Тогда по тавтологии теоремы 3.3,п заключаем: 
формула F2 <-► Fi принимает всегда те же самые значения, что и 
формула Fi <-► F2, т.е. только истинные значения. Следовательно, 
f= F2 <-> Fi, или, по признаку равносильности, F2 =  Fi. Симметрич­
ность доказана.

Наконец, если Fx =  F2 и F2 =  F3, т.е. |= Fi <-► F2 и F2 <-> 
F3, то на основании определения конъюнкции заключаем, 
что: \= (Fi <-+ F2) A (F2 <-> F3). Привлекая теперь тавтологию 
из теоремы 3.3 р и правило заключения для получения тавтологий 
(теорема 3.5), получаем (= Fi <-> F3, или (по теореме 4.2) Fi =  F3. 
Следовательно, отношение =  транзитивно.

Таким образом, отношение =  есть отношение эквивалентности, 
что и требовалось доказать. □

Как и всякое отношение эквивалентности, отношение =  раз­
бивает множество, на котором оно задано, на непересекающиеся 
классы эквивалентных элементов. В данном случае множество всех 
формул алгебры высказываний распадается на попарно непересе­
кающиеся классы, в каждом из которых находятся равносильные 
между собой формулы. Один класс, например, образуют все тав­
тологии, другой -  все тождественно ложные формулы, имеется и 
бесконечно много других классов.

Примеры равносильных формул. В теореме 4.4 перечисля­
ются некоторые основные равносильности. Они получаются, исходя 
из тавтологий, приведённых в теоремах 3.1 - 3.4, на основании при­
знака равносильности формул.
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Т еорема 4.4. Справедливы следующие равносильности: 

а) -.-.Р  =  Р ;
б) Р  —> Q = - д —►-’Р ;
в) р  <-+ g  =* - .р - д ;
г) Р  -  (Q -> Д) (Р А д )  —> Д ;
д) (Р -  Д) А ( д -> д) = (р  v д )  д
е) Р  А Р  = Р ;
ж) Р  V Р  = Р ;
з) р  л д  = g  а р
и) р  v д  = g v  Р ;
к) Р  Л (Q Л R) =  (Р  A Q) А й  ;
л) Р  V (Q V й) ^  (Р V Q) V Д ;
м) Р  A ( g  V Д) =  (Р Л Q) V (Р Л Д) ;
н) Р  V (Q Л Д) =  (Р V Q) Л (Р V Д) ;
о) Р  Л (Р V (?) =  Р  ;
п) Р  V (Р Л Q) 9* Р  ;
Р) “’(Р Л <Э) -  ->Р V ;
с) -.(Р  V Q) “  --Р Л -.Q ; 
т) P ~ g  =  Q ~ P ;
у) Р -> <2 — -р v Q ;
ф) р  -  g  =  -.(Р  Л --Q ;
х) Р  Л Q — - ( Р  -  -Q ) ;
ц) Р  V g  =  -,р  -» Q ;
ч) р  ~  g  =  (Р  -» g )  л (g  -» Р ) ;
ш) Р  V —>Р — 1, Р  А ->Р =  0 ;  
щ) Р  V 1 S' 1, Р  А 1 “  Р ;
э) Р  V О =  Р, Р А О  =  0 .

Сформулируем и докажем лемму о замене, которая служит ос­
нованием для равносильных преобразований и упрощения формул.

Лемма 4.5 (о замене). Если G(Yi,  ...,У„) =  H(Yi, . . . ,Ys), 
то для любой формулы алгебры высказываний Y ,
Xi +i Х п) имеет место равносильность

— F( X1, . . . ,Xi^ , H ( Y 1,.. . ,Ys) , Xi+1, . . . ,Xn).

Другими словами, если в формуле некоторую её подформулу заме­
нить на равносильную ей формулу, то полученная формула будет 
равносильна исходной.
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Д оказательство. Поскольку формулы G(Yi,..., Y3) и Я(Ух, ..., 
Ys) принимают всегда одинаковые значения при одинаковых зна­
чениях пропозициональных переменных Ух, ..., У,, поэтому фор­
мулы F( Xu .. . ,Xi- 1,G(Y1,.. . ,Y8) , X i+l l . . . ,Xn) и F(Xb ...,Xi_i,  
Я(Ух, Ув), Х п) принимают одинаковые значения при лю­
бых одинаковых наборах значений переменных X i , ..., Х п, Yi ,..., Ys. 
Следовательно,
N В Д , . . . , Х г_ь С(Уь ...,У,),Хт ,. . . ,Хп) «->

<- Р(Хь . . . , ^ _ ь Я(Уь ...,У5) ,Х т ,. . . ,Хп) , 

т.е. Р (Х ь ... ,Х,_ьС(Уь . . . ,П),Х{+ь...,Хп) S

“  Р (ХЬ . . . , ^ - Ь Я(УЬ ...,У5), Х ъ и . . . , Х п), 
что и требовалось доказать. □

Например, на основании этой леммы и равносильности из те­
оремы 4.4 п, формула (->Xi —► (Yi V (Yi A У2))) V X 2 равносильна 
формуле (-*Xi —► Yi) V X 2.

Общая формулировка леммы о замене может быть конкрети­
зирована следующим образом в соответствии с индуктивным опре­
делением формулы. Пусть имеется формула - F .  Если F =  G, то 
- F  =  -»G. Далее, пусть исходная формула имеет следующее строе­
ние Fi A F2. Если Fi =  Gb то Fi A F2 =  Gi A F2. Если, кроме того, 
F2 =  G2, то Fi A F2 — Gi A F2 =  Gi A G2, т.е. Fi A F2 =  Gi A G2.
Об этом свойстве говорят, что отношение равносильности формул 
стабильно относительно операции конъюнкции. (Предыдущее свой­
ство означает стабильность относительно отрицания). Аналогично, 
отношение равносильности стабильно и относительно остальных ло­
гических операций -  дизъюнкции, импликации и эквивалентности. 
Это означает, что если Fi =  G\ и F2 =  G2, то F\ V F2 =  Gi V G2, 
F\ —► F2 — G\ —► G2, Fi ► F2 =  Gi <—► G2 .

Равносильные преобразования формул. Используя лемму
о замене и равносильности из теоремы 4.4, можем от одной формулы 
переходить к равносильной ей формуле. Такой переход называется 
равносильным преобразованием исходной формулы. Равносильные 
преобразования формул применяются прежде всего для упрощения 
формул.

Пример 4.6. Упростим формулу -•(Х± —> ->Х2) А ~ (̂Х2 —► 
~^Хх), используя равносильности из теоремы 4.4:

-.(* ! -> -пХ2) А - (Х 2 -> -*Хг) *

=  —'(—| 1 V ~*Х2) А —•(—i-X”2 V ~̂ Х\ ) =
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— V ~'X^) A ~ ' X i  V “1X2) =

= —>(—»-ATi V ~>^2) — A “i- 1X2 — X\  A X 2 .

Равносильным преобразованиям формул, и, в частности, 
упрощениям формул посвящены задачи 1.30-1.39 в Тетради MJI.

Равносильные преобразования формул применяются также для 
приведения формул к специальным видам или к специальным фор­
мам -  к так называемой совершенной дизъюнктивной нормальной 
форме или к совершенной конъюнктивной нормальной форме, име­
ющим исключительно важное значение как в самой алгебре выска­
зываний, так и в её приложениях. Об этом речь пойдёт в следующем 
параграфе.

З амечание 4.7. Отметим, что если некоторая формула яв­
ляется тавтологией, то и всякая равносильная ей формула также 
является тавтологией:

\= F  и F ^ G  =ф  |= G .

Сделанное замечание позволяет обнаружить ещё одну сферу 
применения равносильных преобразований: доказательство тождест­
венной истинности тех или иных формул. Для этого данную фор­
мулу нужно равносильными преобразованиями свести к формуле, 
очевидно являющейся тавтологией. (См. Задачник, Ж№ 1.60, 1.61).

Равносильности в логике и тож дества в алгебре. Поня­
тие логической равносильности формул развивает алгебру высказы­
ваний в направлении, параллельном известной школьной алгебре. 
Равносильность формул F( X  1,..., Хп) и G(X  1, Х п) -  это не что 
иное как их тождественное равенство с точки зрения школьной ал­
гебры, с той лишь разницей, что тождественность рассматривается 
относительно различных базисных множеств: в школьной алгебре 
относительно множества R всех вещественных чисел, а в алгебре 
логики -  относительно двухэлементного множества {0, 1}.

В  школьной алгебре В алгебре логики
тождественное ра­
венство (тождество) (a +  b)2 =  
a2 +  2ab +  b2 означает, что 
выражения в левой и правой 
его частях принимают одина­
ковые значения при всех зна­
чениях вещественных перемен­
ных а, 6 Е R.

равносильность -*(Р Л Q) =  
-»Р V ->Q означает, что вы­
ражения в левой и правой 
его частях принимают одина­
ковые значения при всех значе­
ниях пропозициональных пе­
ременных P,Q £ {0 ,1}.
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Ввиду конечности базисного множества алгебры логики, прове­
рить справедливость той или иной равносильности можно механи­
ческим перебором всех возможных наборов значений (пропозицио­
нальных) переменных, входящих в равносильность, и вычислением 
на них значений левой и правой частей равносильности. В школь­
ной алгебре бесконечность базисного множества R не позволяет до­
казать ни одно тождество методом перебора всех значений входя­
щих в него переменных. Для этого разработан метод тождествен­
ных преобразований алгебраических выражений, опирающийся на 
основные свойства арифметических операций над вещественными 
числами. Этими свойствами являются перестановочность (комму­
тативность) и сочетательность (ассоциативность) сложения и умно­
жения, распределительность (дистрибутивность) умножения отно­
сительно сложения и т.п. Правда, ввиду нестрогости введения поня­
тия вещественного числа в школьном курсе математики, сами эти 
свойства принимаются без доказательства.

Подобно тому, как в школьной алгебре понятие тождества (тож­
дественного равенства) приводит к понятию тождественного преоб­
разования алгебраических выражений, так в алгебре логики поня­
тие равносильности формул естественным образом приводит к поня­
тию равносильного преобразования формул логики высказываний. 
Здесь важно уяснить, что равносильные преобразования формул ос­
новываются на лемме 4.5 о замене. Равносильные преобразования 
используют основные равносильности, приведённые в теореме 4.4.

Полезно сравнить свойства логических операций, выраженные 
в основных равносильностях, со свойствами арифметических опера­
ций, помня, что некоторые логические операции имеют претензии на 
аналогию с некоторыми арифметическими операциями. Так, конъ­
юнкция нередко называется логическим умножением, а дизъюнкция
-  логическим сложением. Наиболее разительны отличия в следую­
щих свойствах: идемпотентность конъюнкции и дизъюнкции (это 
означает, что невозможны степени и ” умножения” на натуральные 
числа), дистрибутивность дизъюнкции относительно конъюнкции, 
законы поглощения. Таким образом, мы приходим к некоей новой 
алгебре, необычной по сравнению со школьной алгеброй, основан­
ной на вещественных числах. Это и есть алгебра логики или алгебра 
высказываний. Равносильные преобразования в ней, как и в школь­
ной алгебре, предназначены для приведения логических выражений 
(формул) к определённому виду.
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§5. Нормальные формы 
для формул алгебры высказываний

Для каждой формулы алгебры высказываний можно указать 
равносильную ей формулу, содержащую из логических связок лишь 
(придание, конъюнкцию и дизъюнкцию. Для этого нужно, исполь­
зуя равносильности теоремы 4.4 у,ч, выразить все имеющиеся в фор­
муле импликации и эквивалентности через отрицание, конъюнкцию 
и дизъюнкцию. Так, для формулы (-iX А (X  —► Y)) —> Y  равно­
сильной ей формулой, не содержащей логических связок —► и <-►, 
будет, например, формула -»(->Х Л (-*Х V Y))  V Y . Выразить данную 
([юрмулу через отрицание, конъюнкцию и дизъюнкцию возможно не 
одним способом, а многими. К примеру, рассматриваемая формула 
равносильна также следующим формулам, содержащим из логичес­
ких связок лишь 1 , А и V: -*-*Х V У, X  V F , (X  V У) A (-iY V У), 
(ХЛ-.У)УУ, (XA-.y)V((XV-dQAY), (ХА-.У)V(XAY)У(-.ХАУ).  
Среди всевозможных выражений данной формулы через конъюнк­
цию, дизъюнкцию и отрицание некоторые играют важную роль как 
в алгебре высказываний, так и в её приложениях. Рассмотрение та­
ких выражений, называемых совершенными нормальными форма­
ми, и составляет цель настоящего параграфа.

Понятие нормальных форм. Конъюнктивным одночленом 
от переменных Х \ , Х2, Х п называется конъюнкция этих перемен­
ных или их отрицаний. Здесь ’’или” употребляется в неисключаю­
щем смысле, т.е. в конъюнктивный одночлен может входить одно­
временно и переменная, и её отрицание. Приведём примеры конъ­
юнктивных одночленов: Х \ АХх, Х\ А ->Х2 АХ3, Х2 Л ~^Х\ А Х3 А 
-iX2 A X 5, Х 1 А Х 2 А- , Х1 АХ3 А Х А

Дизъюнктивным одночленом от переменных X i ,X 2, . . . ,Xn на­
зывается дизъюнкция этих переменных или их отрицаний (и здесь 
союз ”или” употребляется в неисключающем смысле). Приведём 
примеры дизъюнктивных одночленов: ~^Х\ V Х 2 V Х3, Х2 V Х2, 
Х х V Х 2 V -.X , V -.Хх V Х4 V Х2, -»Х2 V Xi V -.Х4 V Xi V Х42.

Дизъюнктивной нормальной формой называется дизъюнкция 
конъюнктивных одночленов, т.е. выражение вида К\ V К 2 V ... V К р, 
где все K i , i =  1, 2, ...,р, являются конъюнктивными одночлена­
ми (не обязательно различными). Аналогично конъюнктивной нор-

1 Ввиду ассоциативности конъюнкции и дизъюнкции (теорема 4.4 
к,л) скобки внутри каждого из данных одночленов не пишутся.

2См. предыдущую сноску.
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мольной формой называется конъюнкция дизъюнктивных одночле­
нов D\ Л D<i Л... Л Dp, где все Dj, j  =  1,2,...q, являются дизъюнктив­
ными одночленами (не обязательно различными). Будем также на­
зывать дизъюнктивной (конъюнктивной) нормальной формой ука­
занные выражения при р =  1 или q =  1.

Нормальную форму, представляющую формулу F (т.е. равно­
сильную F), будем называть просто нормальной формой этой фор­
мулы.

Нетрудно понять, что всякая формула обладает как дизъюнк­
тивной, так и конъюнктивной нормальными формами. В самом де­
ле, всякую формулу можно выразить через конъюнкцию, дизъюнк­
цию и отрицание. Используя законы де Моргана (теорема 4.4,р,с) 
и свойство дистрибутивности конъюнкции относительно дизъюнк­
ции (теорема 4.4,м), можем преобразовать равносильным образом 
полученное выражение к дизъюнкции конъюнктивных одночленов 
(к дизъюнктивной нормальной форме). Если же к исходному вы­
ражению применить свойство дистрибутивности дизъюнкции отно­
сительно конъюнкции (теорема 4.4,н), то его можно свести к конъ­
юнкции дизъюнктивных одночленов (к конъюнктивной нормальной 
форме).

Очевидно, что у данной формулы F существует неограничен­
но много как дизъюнктивных, так и конъюнктивных нормальных 
форм. Одни из них более громоздкие и сложные, другие -  более 
простые. (См. Задачник, 2.1; 2.2).

Здесь мы можем продолжить до некоторого момента аналогию 
со школьной алгеброй. В школьной алгебре выражения типа ах, x yz , 
(а +  b)uv (последнее действие в них -  умножение) называются од­
ночленами, а выражения типа а +  Ь, ах +  Ь, ху +  uv +  р (последнее 
действие -  сложение) называются многочленами. В алгебре логики 
логическое умножение (конъюнкция) и логическое сложение (дизъ­
юнкция) равноправны по своим свойствам. Поэтому выражения ти­
па X  ЛУ, X  A Y  Л Z  называются конъюнктивными одночленами, 
а выражения типа X  V У , X  V У V Z -  дизъюнктивными одно­
членами. Образования из одночленов типа (X  Л У) V (Р  Л Q Л R), 
(Р  V Q) Л (X  V У V Z) называются не многочленами, а нормаль­
ными формами. На этом аналогия заканчивается. Далее, вводятся 
понятия совершенных нормальных форм -  дизъюнктивной и конъ­
юнктивной.

Совершенные нормальные формы. Среди множества дизъ­
юнктивных (равно как и конъюнктивных) нормальных форм, кото­
рыми обладает данная формула алгебры высказываний, существует
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уникальная форма: она единственна для данной формулы. Это так 
называемая совершенная дизъюнктивная нормальная форма (среди 
конъюнктивных форм -  совершенная конъюнктивная нормальная 
форма).

О п р е д е л е н и е  5.1. Одночлен (конъюнктивный или дизъюнк­
тивный) от переменных X i ,X 2, . . . ,Xn называется совершенным, ес­
ли в него от каждой пары X i , ->Xi (i =  1, 2, ...,р), входит точно одна 
буква. Нормальная форма (дизъюнктивная или конъюнктивная) от 
переменных ХЬ Х2, ..., Х п называется совершенной от этих пере­
менных, если в неё входят лишь совершенные одночлены (конъюнк­
тивные или дизъюнктивные соответственно) от Х Ь Х2, ...,ХП.

Приведём пример совершенной конъюнктивной нормальной фор­
мы от четырёх переменных Хх,Х2,Х3,Х 4:
(Хх VX2 VX3 VX4)A(-.X! VX2V - X 3 VX4) a №  V i X 2V-nX3 VX4).

Вот несколько примеров совершенных дизъюнктивных нормаль­
ных форм: ( Х А  У) V ( -Х  А У) V (X  А чУ),

(X А У A --Z) V (пХ А У A -.Z) V (X А -У  A Z) V
V (X А -«У A -iZ) V (X А У A Z) ,

( X !A X 2 AX3 AX4) V(- iXiA-iX2 AX3 AX4)V(Xi a x 2 a - . x 3 a x 4).

Представление формул алгебры высказываний соверш ен­
ными дизъюнктивными нормальными формами. Введём обо­
значение, которое будет удобно в дальнейшем:

у а  __ /  X, если а  =  1,
— \  -«X, если а  =  0.

Легко проверить, что 0° =  1, О1 =  0, 1° =  0, I1 =  1, т.е. Х а =  1 тогда 
и только тогда, когда X  =  а; и Х а =  0 тогда и только тогда, когда 
X ф а  (см. пояснения о значении формулы перед теоремой 2.2).

Введём ещё одно обозначение. Вместо дизъюнкции Х \ V Х2 V 
... V Х п будем писать Vll=i ® частности, запись

V(ai,a2,..-,an) ^1> •••> **п)
обозначает дизъюнкцию всевозможных выражений (формул) Н ( Х i ,..., 
Xn, a 1, ... , a n), зависящих от переменных X i, . ..,ХП, когда индек­
сы суммирования (дизъюнктирования) a i , . . . , a n пробегают всевоз­
можные упорядоченные наборы длины п, составленные из нулей и 
единиц. Например,

V(a^)(Xa /\y^) =  (Х° A У°) V (Х° А У1) V (X1 А У0) V (X1 А У1) =

=  ( i X  А -У )  V ( - Х  А У) V (X A - Y )  V (X А У) .
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Л емма 5.2. Для всякой формулы F (X  i , X 2, . . . ,Xn) алгебры 
высказываний справедливо разложение

F( Xu X 2^ X n) й  V № ь а2, .. . ,ап) А Х "1 А Х “2 А... Л В Д  . 
(c î, 0 2̂} •••) &п)

Д о к а за т е л ь с т в о . Возьмём произвольный набор из нулей и 
единиц £ь£2 (каждое &, где 1 < i <  гс, есть либо 0, либо 1) 
и вычислим значения формул, стоящих в правой и левой частях 
доказываемой равносильности, при Х\  =  £i, Х 2 =  £2, ..., Х п =  £п. 
Справа получим

v  (F(ab a 2, . . . ,an) A Q 1 А &  А ... А С 1) , 
( а ь о;2, ...,ап)

что представляет собой дизъюнкцию нескольких конъюнктивных 
одночленов. Каждый конъюнктивный одночлен характеризуется ин­
дексным набором нулей и единиц a i , a 2, . . . ,an. Если для данного 
конъюнктивного одночлена набор a i , a 2, . . . ,an нулей и единиц та­
ков, что а\  ф £i, или а2 ф £2, ..., или а п ф £п, то, согласно определе­
нию формулы Х а, введённому в начале пункта, будем иметь =  О, 
или £2 2 =  0, ... , или =  0. Но тогда и весь данный конъюнктив­
ный одночлен будет равен нулю и потому на результат дизъюнкции 
влияния не окажет, и значит из числа дизъюнктивных ” слагаемых” 
может быть безболезненно исключён. Только один конъюнктивный 
одночлен окажется не равным нулю -  тот, что характеризуется та­
ким набором ( a i ,a 2, ...,a n), который равен взятому в начале набору 
(£ь&, •• -,£п), т.е. для которого а х =  &, а 2 =  £2, ..., а п -  £п. Только 
для этого конъюнктивного одночлена будем иметь

F ( a b a 2, . . . , a n) А А А ... А £ "  =

=  А а  ф  А ... А =

=  А 1 А 1 А ... А 1 =  F ( 6 , 6 ,•• .,£ « ) •

Таким образом, конъюнктивный одночлен, соответствующий ин­
дексному набору (6 , 6 ,...,£п), равен F( fb £2, . . , fn)* Этому же 
значению равна и вся дизъюнкция, потому что, как показано выше, 
все остальные конъюнктивные одночлены равны нулю.

С другой стороны, формула, стоящая в левой части доказывае­
мого равенства, обратится при Х\  =  Х 2 — £2, ... , Х п — в то 
же самое значение F(£i , £2, . Набор нулей и единиц £ь£2, ...,£п 
бьш выбран произвольно. Следовательно, формулы в левой и правой 
частях равносильности действительно равносильны. Лемма доказа­
на. □
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Т еорем а  5.3 (о представлении формул алгебры высказываний 
совершенными дизъюнктивными нормальными формулами). Каж­
дая не тождественно ложная формула алгебры высказываний от 
л аргументов имеет единственную (с точностью до перестановки 
дизъюнктивных членов) совершенную дизъюнктивную нормальную 
форму.

Д о к а за т е л ь с т в о . С у щ ес тво ва н и е . Всякая формула F ( X b  
Х2, ..., Х п) обладает указанным в предыдущей лемме разложением. 
Поскольку формула F (X i , X 2, ..., Х п) не тождественно ложна, по­
этому существуют такие наборы (a i ,a 2, . . ,ап) нулей и единиц, что 
F(a i , a 2, . . ,an) =  1. Наборы ( a i , a 2, . . ,an), обращающие формулу 
F в нуль, будут обращать в нуль также и конъюнктивные одночле­
ны, входящие в дизъюнкцию и соответствующие данным индексным 
наборам. Поэтому все такие одночлены исключим из дизъюнкции. 
Итак, в дизъюнкции остаются конъюнктивные одночлены, соответ­
ствующие лишь индексным наборам ( a i , a 2, . . ,an) нулей и единиц, 
для которых F(a i , a 2, . . ,an) =  1. Тогда разложение для формулы 
F принимает следующий вид:

F( X1, X 2, . . . ,Xn) £- V (F{a i , a2, . . . ,an)AX?'  Л Х ?  A.. .AXZ")  “
(«Ъ  « 2 , •",<*«)

F(at i , a2, . . . , a n) =  1

S  V  ( F ( a b a 2, . . . , a n ) A А А ... А £ - )  , 

( a i , a 2,- - - ,a n )
F ( a i , a 2,...,Q!n) =  1

где дизъюнкция (’’суммирование”) ведётся по всем индексным набо­
рам ( a i , a 2, . . .,an) нулей и единиц, для которых F ( a i , a 2, .. . ,an) =  1. 
Выражение, стоящее в правой части полученной равносильности, 
есть не что иное, как совершенная дизъюнктивная нормальная фор­
ма от переменных X i , X 2, ...,ХП, потому что каждый конъюнктив­
ный одночлен Х^1 ЛХ£2 А... АХ“П, входящий в дизъюнкцию, совер­
шенен (каждая переменная Х Ь Х2, ...,ХП входит в него точно один 
раз, либо сама, либо со знаком отрицания в зависимости от значения 
её показателя степени).

Е д и н с твен н о с ть . Предположим, что некоторая формула F( X  1, 
Х2, ... , Х п) имеет два представления совершенными дизъюнктив­
ными нормальными формами:

F(Xb X2, . . , X n) й  К г V К 2 V ... V К ч и

F(xbx2, ..., Хп) й К{  V КЗ V ... V к ; ,
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где Ki, I < г < q, и К* , 1 < j  < г, есть совершенные конъюнк­
тивные одночлены от переменных Хх,Х2, Х п. Причём, не нару­
шая общности, считаем, что ни один из одночленов К \ , К 2, . . . ,Кд 
не повторяется в этом наборе, потому что повторяющиеся одно­
члены можно исключить ввиду идемпотентности дизъюнкции (те­
орема 4.4,ж). Аналогична ситуация в наборе Тогда 
К\  V К 2 V ... М K q =  К{  V Щ  V ... V К* . Пусть совершенный 
конъюнктивный одночлен К\  имеет вид К\  =  (X?1 /\Х £2 Л... ЛХ%п). 
Придадим переменным Х ь Х 2, ..., Х п значения a i, a2, otn соответ­
ственно. Тогда совершенный конъюнктивный одночлен К \ примет 
значение 1 и, следовательно, вся совершенная дизъюнктивная нор­
мальная форма, стоящая в левой части равенства, станет равна еди­
нице. Тогда и правая часть данного равенства обратится в единицу, 
и для набора a i , a 2, . . .,an значений переменных одна из совершен­
ных элементарных конъюнкций К*, например К *, также станет рав­
на единице. Если К? имеет вид К £ =  (X f 1 Л Х%2 Л ... Л Х^п), то 
доказанное означает, что a f1 Л a 22 Л ... Л а@п =  1. Последнее равен­
ство возможно в том и только в том случае, когда a f1 =  1, a 22 =  
1,..., =  1, что может быть лишь тогда и только тогда, /3\ =  c*i, 
/?2 = а 2, ... , /Зп — ап. Следовательно, К J =  (X "1 ЛХ^2 Л. ..ЛХ£П), 
т.е. K j =  К \. Таким образом, совершенная элементарная конъюнк­
ция К \ встречается среди совершенных элементарных конъюнкций 
К ^ К 21...,К*.  Тем же самым способом устанавливается, что любая 
из совершенных элементарных конъюнкций K i , K 2, . . . ,Kq встреча­
ется среди К { , Щ , . К *, и обратно, любая из совершенных элемен­
тарных конъюнкций встречается среди К \ , К 2, . . . ,КЧ. 
Ввиду того, что одночлены в данных наборах не повторяются, то 
q =  г и обе части равносильности К\ V К 2 V ... V K q =  
К { V К 2 V ... V К* отличаются самое большее порядком членов 
дизъюнкции. □

Доказанная теорема -  одна из важнейших в алгебре высказы­
ваний. Если вы до конца разобрали обе части доказательства (су­
ществование и единственность), то значит вы начали понимать кате­
гории и методы математической логики как математической науки. 
Доказательство существования состоит из двух частей -  леммы и 
собственно теоремы. Доказательство единственности полностью со­
держится в теореме и не опирается на лемму.

Представление формул алгебры высказываний совершен­
ными конъюнктивными нормальными формами. Понятия и 
теоремы этого пункта носят двойственный характер по отношению
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к соответствующим понятиям и теоремам предыдущего пункта. Вво­
дится следующее обозначение:

/зу  _  f если /3 =  1,
[ X, если /3 =  0.

Легко проверяется, что °0 =  0, *0 = 1, °1 =  1, *1 =  0, т.е. @Х =  1 
тогда и только тогда, когда X  ф /3; и 13X  =  0 тогда и только тогда, 
когда X  =  (3.

Вместо конъюнкции Х \ А Х 2 А ... А Х п будем писать /\™=1 Xi. 
В частности, запись Д ^  ^ # ( Х Ь . . . ,Xn,f3i, ...,(Зп) обознача­
ет дизъюнкцию всевозможных выражений (формул) Н(Х\ ,  . . . ,Хп,
А,.. . ,]8П), зависящих от переменных Xi , . . . , Xn, когда индексы про­
изведения (конъюнктирования) (3\ , ..., (Зп пробегают всевозможные 
упорядоченные наборы длины п, составленные из нулей и единиц. 
Например,

A(a,/?)(Q* V *Y ) =  (0X V ° Y ) A ( 0X V 1Y ) A ( 1X V ° Y ) A ( 1X \ / 1Y)  =  

=  (X V У) A ( X  V -У ) A (-.X V У) A ( -Х  V -У ) .

Аналогично доказательству леммы 5.2 доказывается лемма 5.4.

Л емма 5.4. Для всякой формулы алгебры высказываний F (X ь  
..., Хп) справедливо разложение

F( Xu .. . ,Xn) =  V  (F(/?b ...,/?n) V V ... V 0пХ п).
(Ри-,0п)

Подобно теореме 5.3 вьгоодится теорема 5.5.

Т еорема 5.5 (о представлении формул алгебры высказываний 
совершенными конъюнктивными нормальными формами). Каждая 
формула алгебры высказываний от п переменных, не являющаяся 
тавтологией, имеет единственную (с точностью до перестановки 
конъюнктивных членов) совершенную конъюнктивную нормальную 
форму.

Доказательство этой теоремы можно восстановить, руководст­
вуясь доказательством теоремы 5.3.

Д в а  способа приведения ф орм улы  алгебры  вы сказы ва­
ний к соверш енной норм альной ф ор м е. Эти два способа про­
истекают из двух способов задания формулы алгебры высказыва­
ний: с помощью таблицы её значений или с помощью аналитической 
формы записи.
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Если формула задана таблицей своих значений, то из доказа­
тельств теорем 5.3 и 5.5 о представлении формул совершенными нор­
мальными формами необходимо вынести формулу (в некоем обыч­
ном понимании смысла этого термина) разложения формулы алгеб­
ры высказываний в совершенную нормальную форму. Для случая 
СДН-формы эта формула имеет следующий вид:

F( Xu .. . ,Xn) SS V  (X?' Л ... Л XZ"),  где
F(a 1 ,...,ап)=1

Х а =  I  если а  =  1 ’
~~ |  -»Х, если а  =  0 .

По сути эта формула описывает следующее ПРАВИЛО ( а л г о р и т м ) 
ОТЫСКАНИЯ СОВЕРШЕННОЙ ДИЗЪЮНКТИВНОЙ НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЫ 
ДЛЯ ДАННОЙ ФОРМУЛЫ: нужно выбрать все те наборы значений 
её переменных, на которых формула принимает значение 1; для 
каждого такого набора выписать совершенный конъюнктивный од­
ночлен, принимающий значение 1 на этом наборе и только на нём; 
полученные совершенные конъюнктивные одночлены соединить зна­
ками дизъюнкции. (См. Тетрадь МJI, JV4M* 1.41, 1.45, 1.47, 1.49 и 
Задачник, № 2.6, л).

Для случая СКН-формы эта формула выглядит так:

F{ Xu .. . ,Xn) =  Д  ( * * !  V ... V Ь х п), где 
F(A....А,)=1

(3 у  _  Г -> г̂, если / 9 = 1 ,
“  \  X,  если /3 =  0 .

Она, в свою очередь, описывает следующее п р а в и л о  ( а л г о ­
р и т м ) ОТЫСКАНИЯ СОВЕРШЕННОЙ КОНЪЮНКТИВНОЙ НОРМАЛЬНОЙ 
ф о р м ы  д л я  д а н н о й  ф о р м у л ы : нужно выбрать все те наборы 
значений её переменных, на которых формула принимает значение
О. Для каждого такого набора выписать совершенный дизъюнктив­
ный одночлен, принимающий значение 0 на этом наборе и только 
на нём. Полученные совершенные дизъюнктивные одночлены соеди­
нить знаками конъюнкции. (См. Тетрадь MJI, №№ 1.42, 1.46, 1.48, 
1.50 и Задачник, № 2.9, л).

Примеры нахождения совершенных нормальных форм по этим 
правилам см. в Задачнике, №№ 2.11 л, 2.12 л.

Второй способ приведения формул алгебры высказываний к со­
вершенной нормальной форме основан на равносильных преобра­
зованиях данной формулы. В этом случае формула должна быть
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задана в аналитической форме. Для приведения формулы к совер­
шенной нормальной форме нужно сначала привести её к дизъюнк­
тивной (или конъюнктивной) нормальной форме. (Алгоритм такого 
приведения подробно рассмотрен в Задачнике JVW* 2.1 л, 2.2 л.) За­
тем нужно продолжить равносильные преобразования полученных 
нормальных форм с тем, чтобы довести их до совершенства. (При­
меры приведения рассмотрены в Тетради МJI, JVW* 1.43а, 1.44а и в 
Задачнике 2.3 л, 2.4 л.)

В заключение отметим, что одной из сфер применения нормаль­
ных форм является та, где требуется получить аналитическое (фор­
мульное) выражение для формулы алгебры высказываний, которая 
задана своей таблицей значений (таблицей истинности), т.е. про ко­
торую известно, на каких наборах она принимает 0, а на каких -
1. Примеры таких задач приведены в Тетради MJI, №№ 1.62, 1.63, а 
также 1.64, 1.65 и в Задачнике №№ 2.20, 2.27 -  2.31.

§6. Логическое следование формул
Раздел алгебры высказываний, изучающий закономерности ло­

гического следования, логического умозаключения, является её серд­
цевиной. Именно в этом разделе на данном уровне развития мате­
матической логики решается основная задача логики, состоящая в 
нахождении общих способов установления связей логических значе­
ний одних высказываний с логическими значениями других выска­
зываний на основании исследования формальной структуры выска­
зываний. Одно из важнейших предназначений логики состоит в том, 
чтобы устанавливать, что из чего следует, т.е. устанавливать, выска­
зывания какой структуры следуют из высказываний какой структу­
ры (часть общего назначения математики, по выражению Норберта 
Винера: находить порядок в хаосе, который нас окружает). Знание 
этих закономерностей необходимо прежде всего самой математичес­
кой науке. С помощью таких знаний происходит доказательство ма­
тематических теорем и, следовательно, развитие математики. Это 
знание важно и для других наук, для систематизации научного зна­
ния вообще, да и в повседневной жизни оно служит инструментом 
рассуждений, обоснований и доказательств.

Понятие логического следствия. Когда говорят, что из одно­
го или нескольких предложений А \ , А2, А т следует предложение
В , то подразумевают следующее: всякий раз, когда окажутся истин­
ными все предложения А\ ,  А2, ...,Лт , истинным будет и предложе­
ние В . Вот примеры таких следований: ’’Если летом я устроюсь на
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временную работу (утверждение Л), то у меня будут заработанные 
деньги (утверждение В)”. ’’Если у меня будут заработанные деньги 
(утверждение В), то я куплю видеомагнитофон (утверждение С)”. 
Если днём я не приготовлю уроки на завтра (утверждение Ai),  и 
если вечером я пойду в кино (утверждение А2), то завтра я буду не 
готов к занятиям (утверждение D)”. Установление справедливости 
приведённых суждений не относится к компетенции математичес­
кой логики, а осуществляется на основе анализа их содержания и 
смысла.

Задача математической логики (в частности, алгебры высказы­
ваний) в вопросах логического следования состоит в том, чтобы ука­
зать такие формы высказываний А\, Л2, Ат, В , когда последнее 
высказывание непременно было бы следствием га первых, незави­
симо от конкретного содержания всех этих высказываний. Формы 
высказываний выражаются, как нам известно, формулами алгеб­
ры высказываний. Итак, теория логического следования (в рамках 
алгебры высказываний) должна изучать закономерности образова­
ния формул Fi,F2, F m, Н  таких, что первые га из них связаны с 
последней отношением логического следования.

Вернёмся к двум первым суждениям, приведённым в начале 
пункта: А —> В и В —> С. Вынесем относительно них следующее 
умозаключение: ’’Если А —> В и В —► С, то А —> С. Формулиров­
ка данного суждения без использования математической символики 
будет, конечно, неуклюжа. Поэтому сформулируем его так: ’’Если 
высказывание А —► В верно и высказывание В —> С  верно, то верно 
и высказывание А —► С”. Нет никаких сомнений в том, что выска­
занное суждение справедливо. Более того, мы осознаём его спра­
ведливость, даже не интересуясь содержанием простейших выска­
зываний А, В и С. Значит высказывание, имеющее форму X  —► Z, 
следует из двух высказываний, имеющих формы X  —► Y  и Y —► Z, 
независимо от того, каковы высказывания X,  Y  и Z.

Перейдём теперь к точному определению понятия логического 
следствия и к изучению свойств этого понятия.

О п ределен и е  6.1. Формула G(Xь Хп) называется логичес­
ким следствием формул F (X i ,  . ..,Xn), ..., Fm(X i ,  . . .,Xn), если фор­
мула G (X i, . . . ,Xn) превращается в истинное высказывание при вся­
кой такой подстановке вместо всех её пропозициональных перемен­
ных X i , Х п конкретных высказываний, при которой в истинное 
высказывание превращаются все формулы F( Xь ... ,ХП), ..., Fm(X 1,
... , хп).

То, что формула G является логическим следствием формул
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F\, Fm, залисывается так: F i , F m |= G. Формулы F i , F m 
называются посылками для логического следствия G.

Таким образом, F i , ..., Fm G, если для любых высказываний 
^ 1? •••, Аг из A(Fj(-Ai) ..., An)) — 1, ..., A(Ftt1(./4.i, Ал)) — 1 слсду- 
ет A(G(Ai, ...,АП)) =  1 Наконец можно и так сказать о логическом 
следствии. Составим таблицы истинности для формул Fb Fm, G. 
Предположим: если в какой-то строке таблицы все формулы Fi , Fm 
принимают значение 1, то в этой строке непременно и формула G 
принимает значение 1. Это и будет означать, что G является логи­
ческим следствием формул Fx,...,Fm.

Из сформулированного определения вытекает чёткий алгоритм 
проверки формул на логическое следование. Рассмотрим его дейст­
вие для случая, например, трёх формул-посылок, зависящих от трёх 
переменных: Fx(X,У,Z), F2(X ,У,Z), F3(X ,У,Z) |= G(X,Y,Z) .  Все 
эти формулы должны быть заданы таблицами своих значений:

X У Z Fi(X,Y,Z) F2(X,Y,Z) F3( X, Y , Z) G(X,Y,Z)
0 0 0 <*о 0о 7о £о
0 0 1 «1 01 71 Ь
0 1 0 «2 02 72 &
0 1 1 <*3 03 7з 6
1 0 0 «4 04 74 «4
1 0 1 «5 0ь 75 £5
1 1 0 <*6 06 76 &
1 1 1 а7 07 77 £7

Алгоритм действует следующим образом. Он просматривает по­
следовательно по строкам таблицы значений формул Fi ,F2,F3,G. 
Если хотя бы один элемент нулевой строки ао,А),7о равен 0, то 
без просмотра значения формулы G в этой строке (т.е. числа £о) 
происходит переход к просмотру следующей строки сц, /?ь 7i . Если 
все элементы ао,/?о>7о нулевой строки равны 1, то просматривается 
значение £о формулы G в этой строке. При £0 = 0 выдается ре­
зультат: формула Н  не является логическим следствием формул 
Fi ,F2,F3. При £о =  1 происходит переход к просмотру следующей 
строки а \ , /?i, 7i . И так далее. Если после просмотра последней стро­
ки а 7,/?г,77, £г должен произойти переход к просмотру следующей 
строки, то это означает, что определение логического следования 
выполнено и формула G является логическим следствием формул 
Fi ,F2,F3.

Разберите действие этого алгоритма при решении конкретных 
задач на логическое следование. (См. Тетрадь MJI, № 1.55,1.56, 1.57
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и Задачник, №№ 1.34, 1.35 м, 1.36 л).

Д ва свойства логического следования. Свойства, формули­
руемые в теореме 6.2, используются для доказательства того, что 
какая-то формула является логическим следствием некоторых фор­
мул (см. пример 7.10 ниже).

Т еорема 6.2. Отношение логического следования между фор­
мулами алгебры высказываний обладает следующими свойствами:

з») F\ ? F2, F m (- для i =  1,2,..., тп 5
б) е с л и ^ ,F2,...,Fm |= Gj для j  =  l ,2, . . . ,p и Gb G2,...,Gp 

Я, то Fb F2,... ,Fm \= Я .

Д оказательство , а) Фактически это свойство состоит в сле­
дующем: Fi \= Fi. Оно непосредственно вытекает из определения 
6.1 логического следования и означает, что отношение логического 
следования рефлексивно.

б) В частном случае при га =  р =  1 данное свойство утверж­
дает: если F | = G и G | = Я ,  т o F | = Я .  Другими словами, от­
ношение логического следования транзитивно. Докажем исходное 
утверждение. Строим таблицу истинности для всех формул, ука­
занных в пункте б), перечислив все пропозициональные переменные 
X i , X 2, Х пу входящие хотя бы в одну из этих формул. Рассмот­
рим какую-нибудь строку этой таблицы, в которой каждая форму­
ла Fb F2,.. . ,Fm получает истинностное значение, равное 1. Тогда 
на основании условий каждая из формул Gi,G2,... ,Gp также при­
нимает истинностное значение, равное 1. Следовательно, и Я  име­
ет значение 1. Таким образом, для всякого набора истинностных 
значений переменных Х \, Х 2, ..., Хп, для которого каждая формула 
Fi,F2,. . . ,Fm принимает значение 1, формула Я  также принимает 
значение 1. Это означает, что Fi, F2, ...,Fm [= Я. □

Признаки логического следствия. То, что некоторая фор­
мула является логическим следствием каких-то формул, можно вы­
разить также, сказав, что подходящая формула является тавтологи­
ей. В этом существо признаков, о которых пойдет речь в настоящем 
пункте, чем еще раз подчеркивается важное значение тавтологий.

Т еорема 6.3. (Признак логического следствия). Формула G 
будет логическим следствием формулы F тогда и только тогда, 
когда формула F  —> G является тавтологией:

F \= G <=> 1= F - > G  .
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Д оказательство . Н еобходимость. Дано: F(Xb ...,Xn) \= 
G(Xx, . . . ,Хп), т.е. если для набора высказываний А\, . . . ,Ап, если 
имеет место A ( F ( i 4 i , Ап)) =  1, то и A(G(.Ai,..., Ап)) =  1. Тогда 
для любого набора высказываний А \ , ..., Ап имеет место равенство 
A(F(^i , ...,Ап)) —► A(G(Ai , . . . ,An)) =  1, поскольку равенство 
нулю возможно лишь в том случае, когда A(F(j4i, ..., Ап)) =  1 и 
A(G(^i,.. . ,Ап)) =  0, но такая ситуация исключена условием. 
Следовательно, на основании равенства (1.4), \ (F(Ax, . . . ,Ап) —► 
G(Ai ,..., Ап)) =  1 для любых высказываний А\ ,..., Ап. Это и озна­
чает, что формула F ( X \ ,..., Х п) —> G(Xi,..., Хп) -  тавтология, т.е. 
(= F  -> G .

Д остаточность. Дано: (= F  -> G. Тогда: A(F(j4b ..., Ап) -> 
G (A i , ..., Лп)) =  1 для любых высказываний Ах,..., Ап, откуда в си­
лу равенства (1.4), A(F(Ai,..., Ап)) —> A(G(j4b ..., Лп)) = 1. Предпо­
ложим теперь, что A(F(j4i, ..., An)) =  1. Тогда: 1 —► A(G(j4i, ..., Ап)) =
1, откуда, на основании определения 1.7, A(G(.4i,..., Ап)) =  0, ибо в 
противном случае 1 —> 0 =  1 -  противоречие. Но это значит, по 
определению 6.1 логического следствия, что F  G. □

Следующая теорема даёт признаки того, что формула является 
логическим следствием двух или большего количества формул.

Т еорема 6.4. Для любых формул Fi ,F2,.. . ,Fm,G (тп> 2) сле­
дующие утверждения равносильны:

а) Fb F2, ..., Fm |= G ;
б) Fi A F2 A ... A Fm f= G ;
в) |= (Fi A F2 A ... A Fm) -> G .
Д оказательство . Утверждения б) и в) равносильны на осно­

вании предыдущей теоремы. Докажем равносильность утверждений 
а) и б) .

а) =Ф б). Дано: F i ,F2,.. . ,Fw |= G. Покажем, что Fi AF2 A ... A 
Fm |= G. Пусть Ax,..., An -  такие конкретные высказывания, что

A(Fx(Ax,... ,An) A ... AFm(Ax,. . . ,An)) =  1 . (6.1)
Тогда по равенству (1.2)

\(Fx(Ax,. . . ,An)) Л ... Л \ (Fm(Ax,. . . ,An)) =  1 . (6.2) 
Отсюда по определению 1.3

X(Fx(Ax,...,An)) =  l, ... ,X(Fm(Ax,.. . ,An)) =  l .  (6.3) 
Но поскольку по условию Fi ,F2, ...,Fm \= G, поэтому отсюда сле­
дует, что X(G(Ax,.. . ,An)) =  1. Следовательно, FiAF2A...AFm (= G.

б) = >  а). Дано: Fi A F2 А ... A Fm |= G . Покажем, что 
F i, F2, ..., Fm |= G. Предположим, что справедливы все соотноше­
ния (6.3) для некоторых А \ , ..., Ап. Тогда имеет место соотношение
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(6.2), из которого на основании равенства (1.2) приходим к соот­
ношению (6.1). Из последнего на основании условия Fi Л F2 Л ... Л 
Fm |= G, заключаем: ..., Ап)) =  1. Но это и означает, что
Fb F2,.. . ,Fm G. □

Следование и равносильность формул. Бели говорить о 
следовании из одной формулы другой, то получаем бинарное от­
ношение на совокупности всех формул алгебры высказываний. Две 
формулы F  и G (в указанном порядке) находятся в данном отноше­
нии, если F \= G.

В §4 рассмотрено бинарное отношение равносильности на сово­
купности всех формул алгебры высказываний. Две формулы F  и G 
(в указанном порядке) находятся в этом отношении, если F  =  G. 
Там же (следствие 4.3) установлено, что отношение равносильности 
формул есть отношение эквивалентности. Теперь установим взаимо­
связь между отношением равносильности и отношением следования.

Т еорем а  6.5. Две формулы алгебры высказываний равносильны 
тогда и только тогда, когда каждая из них является логическим
следствием другой: F =  G <=> F \= G и G \= F

Д о к а за т е л ь с т в о . Н ео бх о ди м о с ть . Дано: F =  G. По опре­
делению равносильности обе формулы F (X i , ...,Х п) и G(X i , ...,Х п) 
для любых конкретных высказываний А\, ...Ап превращаются в вы­
сказывания F(Ai,  ..., Ап) и G(A\ , Ап), которые одновременно ли­
бо оба истинны, либо оба ложны. А раз так, то каждое из высказы­
ваний F(Au ...,An) -> G(Au ...,An) и G(Ab ...,An) -+ F( AU Ап) 
истинно для любых конкретных высказываний А \, ...Ап. Это озна­
чает, что \= F —► G и f= G —► F, откуда, по теореме 6.3, F G и 
G \= F.

Д о ста то ч н о с ть . Дано: F \= G и G |= F. Тогда по теореме
6.3, f= F  —> G и \= G —► F. Поскольку формула F  —► G всегда 
превращается в истинное высказывание и формула G —► F всегда 
превращается в истинное высказывание, то и их конъюнкция (F —► 
G) A (G —> F) является формулой, которая превращается в истинное 
высказывание всегда, т.е. \= (F —► G) A (G —► F). Но, на основании 
теоремы 4.4 ч, (F —> G) A (G —► F) =  F <-> G. Тогда, по замечанию 
4.7, |= F  ^  G, а по теореме 4.2, F = G. □

З ам ечание  6.6. Если некоторая формула является тавтологи­
ей, то и всякое её логическое следствие также является тавтологией. 
Символически: \= F  и F  |= G = >  \=G

Продумайте это утверждение самостоятельно.
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М етод от противного проверки формул на логическое 
следование. Требуется выяснить, является или нет формула G(X 1 , 
..., Х п) логическим следствием формул F\(Xi, ...,ХП), ... , Fm(X  1 , 
... , Хп), т.е. F i , ^ ,  ..., Fm |= G1 Предположим, что G не есть ло­
гическое следствие формул F2, F m. Значит, существуют такие 
конкретные высказывания А \ , ..., Ап, что высказывание G ( ^ 4 i , Ап) 
ложно в то время, как все высказывания Fi(A\, ..., Ап), ... , Fm(Ai, 
... , Ап) истинны. Если при этом удаётся найти распределение нулей 
и единиц между значениями переменных Х \ , ...,Х п, соответствую­
щее сделанному предположению, то предположение верно. Если же 
возникает противоречие, то предположение неверно. Посмотрим на 
примерах, как это делается.

П р и м ер  6 .7 . Вы ясните, выполняется ли логическое следование 
X  — (-.У V Z), -X , У -> Z 1= X  Ч Z .

Допустим, что существуют такие конкретные высказывания А , 
Б, С, что А(Л -> (-.Я V С)) = 1 , А(-.Л) = 1, А (В -> С) = 1 , но 
А(Л VC) = 0. Тогда из последнего соотношения получаем А (А) = 0, 
А(С) =  0, что не противоречит соотношению А(->А) = 1 . Далее, со­
отношение А (В —> С) = 1 даёт А (В) = 0 (так как А(С) = 0). Наконец, 
вычислив при данных значениях А ,В и С  значение А (А —► (->BvC)), 
убеждаемся: оно равно 1 , что находится в полном соответствии с до­
пущением. Следовательно, приходим к выводу: если высказывания 
А, В, С таковы, что А (А) = А (В) = А(С) = 0, то при подстановке 
X  = A, Y  = В, Z = С все формулы-посылки примут значение 1, а 
формула X  V Z примет значение 0. Значит, формула X V  Z не явля­
ется логическим следствием формул X  —> (-пУ V Z), ->Х, У —> Z.

Разберите также пример № 1.58а и решите задачи 1.58 б, в, г, 
1.59 из Тетради MJI.

М етод резолюций проверки ф ормул на логическое сле­
дование. В заключение данного параграфа будут рассмотрены 
так называемые традиционные правила логических умозаключений. 
Эти правила были выделены традиционной логикой, начиная с Арис­
тотеля, и представляют собой правила, которые наиболее часто упо­
требляются в человеческой мыслительной практике.

С появлением вычислительных машин и связанными с ними ра­
ботами по созданию систем искусственного интеллекта возрос ин­
терес к механическому доказательству математических теорем, к 
используемым при этом логическим методам доказательств. При 
этом выяснилось, что общепринятые логические правила умозаклю­
чений, свойственные человеку в его рассуждениях, в частности, пра­
вило modus ponens (МР), специально выбраны ”слабыми”, чтобы

59



человек смог индуктивно проследить за каждым шагом процедуры 
доказательства. В 1965 г. американский логик Дж. Робинсон открыл 
более сильное правило вывода, которое он назвал правилом (или 
принципом) резолюции. Это правило трудно поддаётся восприятию 
человеком, но исключительно эффективно реализуется на компью­
тере. Оно имеет следующий вид:_____________

G V F, Я  V -ijF f= G V Я  . (6.4)
Нетрудно проверить, что формула G V Я  действительно являет­

ся логическим следствием двух формул, стоящих слева. При этом 
говорят, что формула G V F резольвирует с формулой Я  V -iF, фор­
мула G V Я  называется резольвентой формул G V F и Я  V -iF (по 
переменной F), и пишут G \/H  = RespiG V F, Я  V ->F) .

Если при этом в условии отсутствует формула G (или она тож­
дественно ложна), то правило (6.4) принимает следующий вид:

F, Я  V -.F И Н , (6.5)
представляющий собой известное нам правило Modus Ponens: F, F  —► 
Я  J= Я. Таким образом, правило МР  вытекает из правила ре­
золюции, т.е. правило резолюции сильнее, чем правило МР. Ес­
ли же в условии правила (6.4) отсутствует формула Я  (или она 
тождественно ложна), то правило (6.4) принимает следующий вид: 
G V F, ->F 1= G . Наконец, в случае отсутствия и G и Я  говорят, 
что правило резолюции даёт (порождает) пустую формулу. (Факти­
чески это означает, что из F  и - F  выводится любая формула).

Мы уже установили, что правило резолюции логически сильнее 
правила Modus Ponens. Сравним эти два правила с ещё одним прави­
лом умозаключений, или, как говорят, правилом вывода, -  правилом 
цепного заключения:__________________________

G, G —► Я  (= F  Я  . (6.6)
Мы уже обсуждали это правило в конце первого пункта настоящего 
параграфа. (Другие правила логических умозаключений будут рас­
смотрены в последнем пункте настоящего параграфа). Оказывается, 
и правило резолюции, и правило М Р  вытекают из правила цепно­
го заключения (ЦЗ). В самом деле, предположим, что правило ЦЗ 
справедливо.

Рассмотрим посылки правила резолюции: GVF, Я  V -F .  Руко­
водствуясь известными равносильностями алгебры высказываний, 
представим их в виде: ->G —► F, F  —► Я  соответственно. Тогда 
из этих посылок по правилу цепного заключения логически следует 
формула -«G —► Я, или, что равносильно, G V Я. Таким образом, 
мы доказали, что имеет место следующее логическое следование: 
G V F, Я  V - F  (= G V Я, т.е. правило резолюции.
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Рассмотрим посылки правила Modus Ponens: F, F —► Я. Пред­
ставим их в равносильном виде: 1 —► F, F  —> Я  соответственно. 
Тогда из этих посылок по правилу цепного заключения логически 
следует формула 1 —► Я, или, что равносильно, Я. Таким образом, 
мы доказали, что имеет место следующее логическое следование: 
F, F  —► Я  f= Я, т.е. правило Modus Ponens.

Итак, правило цепного заключения настолько логически ёмко, 
что содержит в себе как правило резолюции (для этого в качестве 
посылок правила ЦЗ нужно взять формулы следующего частного 
вида: -»G —> F, F  —► Я), так и правило Modus Ponens (для этого в 
качестве посылок правила ЦЗ нужно взять формулы вида: 1 F, 
F  -► Я).

Картину логической зависимости рассмотренных трёх правил 
вывода представим в виде следующей схемы:

Правило цепного заключения Правило резолю ции

F  —► G, G —► Я  f= F ->  Я  -iG —> F, F  —> Я  (= ->G —► Я

G  V F , Я  V - i F  И G  V Я

Правило Modus Ponens

F, Я  V -iF |= Я  
1 —> F, F  — Я  |= 1 - * Я

F, F - ^ H  \= H
Приступим теперь к описанию метода резолюций проверки фор­

мул алгебры высказываний на логическое следование, который ос­
новывается на рассмотренном правиле резолюции. Отметим прежде 
одну простую идею.

Пусть даны формулы Fb Fm и G. Нетрудно доказать, что 
формула G будет логическим следствием формул F i , F m тогда и 
только тогда, когда формула F\ Л ... Л Fm Л -»G является противоре­
чием (т.е. тождественно ложна). В самом деле,

^ 1 , — , Fm \= G |= (Fi Л ... Л Fm) -► G
(см. теорему 6.5). Далее, формула (F\ Л... Л Fm) —>• G будет тавтоло­
гией, если и только если её отрицание —*((Fi Л ... Л Fm) —► G) будет 
противоречием (тождественно ложной формулой). Равносильными 
преобразованиями эта формула приводится к требуемой:
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-.((Fx Л ... A Fm) —►<?) =  -.(-.(F i Л ... A Fm) V (?) =

= —*(—'i7! V ... V -*Fm V G) = Fi A ... A Fm A ->G .
В свою очередь, чтобы доказать тождественную ложность фор­

мулы Fi А ... Л Fm Л -iG достаточно доказать, что из совокупности 
формул F\ ,..., Fm, -iG логически следует любая формула. Для это­
го и служит метод резолюций. Он состоит в том, что к формулам 
из множества {Fi,...,Fm, ->G} применяется правило резолюции. 
Получаемые формулы (резольвенты) также включаются в это мно­
жество и к ним также может применяться это правило вывода. По­
рождение резольвент происходит до тех пор, пока не будет получе­
на пустая формула. Как было отмечено выше, это и будет означать, 
что исходное множество { F i,..., Fm, -»G} формул противоречиво, а 
формула Fi А ... A Fm Л тождественно ложна.

Формулы из множества {Fi,...,Fm, -•G} не всегда будут иметь 
такой вид, к которому правило резолюции возможно будет приме­
нить. Поэтому если заданы произвольные формулы F i , ...,Fm, G, то 
нужно составить формулу F\ А... AFm Л -«G , привести её равносиль­
ными преобразованиями к (совершенной) конъюнктивной нормаль­
ной форме: Fi Л ... Л Fm Л -»G = D\ Л D2 А... Л Dk, а затем применять 
метод резолюций к множеству S  = {Z)i,D2, ...,Dk) (элементы это­
го множества называются дизъюнктами данной совокупности фор­
мул).

П р и м е р  6.8. Пусть: Fi =  К  У L, F2 = К  М, F3 = L -> ЛГ, 
G = М У N. Найдём ->G =  ->(М V Л7"). Составим конъюнкцию фор­
мул Fi, F2, F3, -iG и преобразуем её к конъюнктивной нормальной 
форме:

F1AF2 AF3 A^G  = (К У L) А (К  —► М) Л (L —► ЛГ) Л -»(М V iV) =

= (К У L) А  (-.ЛГ V М) л  ( - iL  у  n )  а  a  -^n .

Получим множество дизъюнктов данной совокупности формул: 5 = 
{К У L, -i/f V М, -iL ViV, -iM, -JV}. Применим к этому множеству 
метод резолюций:

Ф1 =  ResM(pK V М, ) = -*К ;
Ф2 =  Resiy(^L V TV, —'TV) = - i i  ;

Ф3 = Res к  (К У L, -»АГ) = L ;

Ф4 = Resb(L, —iL) — 0 .

Полученное противоречие доказывает выполнимость логическо­
го следования: К V L, К  М, L —> iV |= М У N  .
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Метод резолюций по существу является разновидностью рас­
смотренного в предыдущем пункте метода от противного: в данном 
методе процесс получения противоречия алгоритмизируется посред­
ством правила резолюции, и этот алгоритм может эффективно осу­
ществляться компьютером.

Методу резолюций посвящены в Тетради MJI задачи № 1.60, 
1.61.

Н ахождение следствий из данных посылок. Мы научи­
лись определять, является ли данная формула логическим следст­
вием некоторых других данных формул. Теперь возникает вопрос, 
как можно находить все формулы, являющиеся логическим следст­
вием данной совокупности формул. Следующая теорема даёт ключ 
к решению этой задачи.

Т е о р е м а  6 .9 . Формула Н{Х\, . . . ,Х П), не являющаяся тавто­
логией, тогда и только тогда будет логическим следствием фор­
мул Fi(Xi, ...,Хп), Fm(Xi, ...,Хп), не все из которых являют­
ся тавтологиями, когда все совершенные дизъюнктивные одночле­
ны из разложения формулы Я  в совершенную конъюнктивную нор­
мальную форму входят в совершенную конъюнктивную нормаль­
ную форму формулы F i(X b ...,Xn) Л ... Л Fm(X i,...,X n) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Дано: Fb ...,Fm |= Я. 
Тогда, по теореме 6.5, Fi А ... A Fm f= Я. Найдём для формул 
Fi А ... A Fm и Я  их совершенные конъюнктивные нормальные фор­
мы. Такая форма для каждой не тождественно истинной форму­
лы существует и единственна с точностью до порядка совершенных 
дизъюнктивных одночленов в конъюнкции (см. теорему 5.4). Пусть 
Di А ... A Dk -  СКН-форма для формулы Fi А ... A Fm а Н\ А ... A Hi
-  СКН-форма для формулы Я. Тогда: Fi А ... A Fm = Di А ... А 
Я  2  Я 1 Л...А Я/.

Допустим, что заключение теоремы не выполняется, т.е. сре­
ди совершенных дизъюнктивных одночленов Я г,..., Я/ имеется та­
кой, которого нет среди совершенных дизъюнктивных одночленов 
Di,...,Dfc. Не нарушая общности (ввиду несущественности поряд­
ка вхождения одночленов Я ь  ...,Я/ в СКН-форму Hi Л ... Л Я/, мо­
жем считать, что таким одночленом является, например, Н\. Итак, 
H i(Xu ...,Xn) ф D1(X1,...,X n), ..., Н\ (Х \ ,..., Хп) ф Dh(Xu ...,Xn). 
Тогда существует единственный набор значений ..., Лп, на кото­
ром совершенный дизъюнктивный одночлен Hi(Xi, ...,Хп) прини­
мает значение 0: A(ffi(Ai,..., Ап)) = 0, откуда

\(Н (А и ...,Ап)) =  0 (6.7)
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Этот набор выбирается следующим образом. Если переменная X i , 
входит в Hi без знака отрицания, то А{ таково, что А(А) = 0; если 
X i, входит в Hi со знаком отрицания, то Ai таково, что A (Ai) = 1 
(1 < i < п). Каждый из совершенных дизъюнктивных одночленов 
Di , Dk в силу его отличия от совершенного дизъюнктивного одно­
члена # i ,  обращается на данном наборе в 1 : \(D i(A i, ..., Ап)) =  
1 , ... , A(J?*(j4i,...,j4„)) =  1 . Тогда

А(£>1(4Ь ...,ЛП) Л ... Л Dfc(,4 i,...,Лп)) = 1 , 
откуда, в силу равносильности DiA...ADk =  FiA...AFm, получаем 
\(F i(A u ..., Ап) А ... Л Fm(Ai,...,An)) = 1. Следовательно, 
A (Fi(A ,..., Ап)) А ... Л A(Fm(i4b ...,i4n)) =  1 , и значит,

A(Fi(Au ...,An)) = 1, ... ,А{Fm(Au ...,An)) = 1 . (6.8) 
Соотношения (6.7) и (6.8) противоречат условию: F i , ..., Fm (= Я .  
Следовательно, в СКН-форме формулы Н нет ни одного совершен­
ного дизъюнктивного одночлена, который отсутствовал бы в СКН- 
форме формулы Fi Л ... Л Fm.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть D i  Л ... л Dk -  СКН-форма формулы 
Fi А ... Л Fm. Тогда Fx Л ... Л Fm = Di А ... Л Dk. Пусть, далее, 
Н = A...A£>ie, где 1 < ii, ...,г5 < к и ii, ...,г5 -попарноразличны. 
Тогда ясно, что если при некоторой подстановке формула Fi A...AFm 
принимает истинное значение, то и равносильная ей формула Di А 
... Л Dk также принимает значение 1. Следовательно, и все члены 
Di,...,Dk последней конъюнкции принимают значение 1 , включая 
члены Dix, ..., А 8. Но тогда и конъюнкция Dix А  ... Л Dis = Я  
также принимает значение 1. Значит, Fi, ...,Fm (= Я.

Теорема доказана. □

Эта теорема определяет следующее п р а в и л о  ( а л г о р и т м ) д л я  
НАХОЖДЕНИЯ ВСЕХ (НЕРАВНОСИЛЬНЫХ) ФОРМУЛ, ЯВЛЯЮЩИХСЯ
л о г и ч е с к и м и  с л е д с т в и я м и  из п о с ы л о к  F i , . . . ,F m: 1) соста­
вить конъюнкцию Fi А... A Fm; 2) найти СКН-форму формулы Fi А 
...A Fm; 3) выписать все совершенные дизъюнктивные одночлены 
найденной СКН-формы, а таксисе всевозможные конъюнкции этих 
одночленов. Полученное множество формул и является искомым. 
(См. Задачник, № 2.34, л).

Н ахождение посылок для  данного следствия. Задача наг 
хождения всех формул, из которых данная формула логически сле­
дует, является обратной по отношению к той, которая была рассмот­
рена в предыдущем пункте. Её решение основывается на следующей 
теореме.

Т е о р е м а  6.10. Чтобы найти все формулы, логическим следст-
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аием каждой из которых будет данная формула G(X\ ,..., Х п), нуж­
но действовать по следующему алгоритму. Найти СКН-форму для 
формулы G(Xi,...,X n); выявить все совершенные дизъюнктивные 
одночлены, которые в ней отсутствуют; составить всевозмож­
ные конъюнкции формулы G(Xi,...,X n) с недостающими дизъюнк­
тивными одночленами. Получившаяся совокупность формул (вмес­
те с формулой G) будет искомой (с точностью до равносильности 
формул).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Я сно, что из каждой формулы этой сово­
купности будет логически следовать формула G, так как G А Я  \= G 
(конъюнкция сильнее каждого из сомножителей). Обратно, пока­
жем, что каждая формула F, из которой логически следует данная 
формула G, имеет указанный вид, т.е. представляет собой конъюнк­
цию формулы G и некоторых совершенных дизъюнктивных одно­
членов, отсутствующих в СКН-форме для G. В самом деле, пусть 
F \= G и  G = Di Л D2 А ... A Dk -  СКН-форма для формулы 
G(X 1 , ...,ХП) и F = А\ А Д2 А ... A A s -  СКН-форма для формулы 
F (X i, ..., Х п). По определению логического следования, F \= G озна­
чает, что если формула F (X i , ..., Х п) на некотором наборе A i , ..., Ап 
значений пропозициональных переменных приняла значение 1 , то и 
формула G(X 1 , ...,ХП) на этом наборе примет значение 1. Другими 
словами, если формула G(Xi , ..., Х п) на некотором наборе ..., Ап 
значений пропозициональных переменных принимает значение 0, то 
и формула F(X  1 , ...,ХП) на этом наборе принимает значение 0. Но 
все наборы значений переменных, на которых G принимает значение 
0, находятся во взаимно однозначном соответствии с совершенны­
ми дизъюнктивными одночленами D\ , £)2> -  Dk, образующими СКН- 
форму для формулы G, т.е. если G(Ai, ..., Ап) = 0, то Di(A\, ...Ап) = 
0, для некоторого 1 < г < к. Следовательно, F(Ai, ..., Ап) = 0 и, 
значит, на этом же наборе принимает значение 0 некоторый совер­
шенный дизъюнктивный одночлен Д*, входящий в ее СКН-форму. 
Но тогда этот одночлен совпадает с одночленом D{. Таким образом, 
каждый совершенный дизъюнктивный одночлен Di из СКН-формы 
для G входит в СКН-форму для формулы F, т.е. СКН-форма для 
F имеет вид: F = D\ A D2 А ... A Dk А Д*+1 А ... А Дв, где 
Д&+1 ,..., Дв -  совершенные дизъюнктивные одночлены от перемен­
ных Х \ ,..., Хп, не входящие в СКН-форму для формулы G.

Теорема полностью доказана. □

Разберите решение задачи № 2.39 л из Задачника.

П равила логических умозаключений. Традиционная логи­
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ка, восходящая к Аристотелю, и с самого начала поставившая перед 
собой задачу отвечать на вопрос что из чего следует, выделила ряд 
форм правильных умозаключений. Эти, так называемые традици­
онные виды умозаключений, служили своего рода эталонами при 
определении правильности тех или иных дедуктивных умозаключе­
ний, поскольку традиционная логика ещё не располагала универ­
сальными средствами для установления правильности или непра­
вильности дедуктивных умозаключений. Такие методы были выра­
ботаны лишь математической логикой, и о них мы говорили выше. 
Традиционные виды умозаключений классифицируют и называют 
по типу суждений-посылок в них. Рассмотрим эти виды.

Модусы. Первые два модуса представляют собой условно-ка- 
тегорические умозаключения, т.е. такие умозаключения, в которых 
одна из посылок -  условное суждение (F —> G), а другая посылка и 
заключение -  простые категорические суждения (F, G, -iF, -■(?).

1. У т в е р ж д а ю щ и й  м о д у с  (M o d u s  P o n e n s ) -  от утвержде­
ния условия к утверждению заключения:

F F  ) С—---- —-------  (Modus Ponens).
G

Это означает, что формула G является логическим следствием фор­
мул F —► G и F, т.е. F —> G, F (= G. Проверка правильности этой 
схемы сводится к установлению того, что формула (F A (F —► G)) —► 
G является тавтологией логики высказываний.

Пример умозаключения по данной схеме:
Если два угла одного треугольника равны двум углам другого 

треугольника, то такие треугольники подобны.
В треугольниках ABC и А!В,С': LA = LA!, LB =  LBf.
ААВС и АА'В'С' подобны.

2 . О т р и ц а ю щ и й  м о д у с  (M o d u s  T o l l e n s ) -  от отрицания 
заключения к отрицанию условия:

—------ ^ ----- — (Modus Tollens).

Это означает, что формула -*F является логическим следствием 
формул F —► G и ->G, т.е. F —► G, -»G -»F. Проверка правиль­
ности этой схемы сводится к проверке того, что формула ((F —► 
G) A -*G) —► -iF является тавтологией логики высказываний.

Пример умозаключения по данной схеме:
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Если два угла одного треугольника равны двум углам другого 
треугольника, то такие треугольники подобны. 

Треугольники A ABC и АА'В'С' не подобны.
В треугольниках ABC и А'В'С': LA ф LA!, LB ф LB*.

Ещё два модуса представляют собой разделителъно-категори- 
ческие умозаключения, т.е. такие умозаключения, в которых одна
из посылок -  разделительное суждение F  V G, а другая посылка 
и заключение -  простые категорические суждения (F, G, -<F, ->G).

3 . УТВЕРЖДАЮЩЕ-ОТРИЦАЮЩИЙ МОДУС (MODUS PONENDO 
T o l l e n s) -  от утверж дения одного условия к отрицанию др угого  
условия:

F V G, F F  V G, G
-.G ИЛИ -iF

В этом модусе дизъюнкция рассматривается в строгом (исключаю­
щем) смысле.

Пример умозаключения по этой схеме:
Приговор суда или обвинительный (F) или оправдательный (G). 
Приговор суда по данному делу обвинительный (F).
Приговор суда по данному делу не оправдательный (~̂ G).

Данная схема допускает следующие обобщения:

F V G V Я, F F V G V Н,  G F V G V Я, Я  
n G A n f f  ’ n F A -пЯ ’ -.F A --G
Пример умозаключения по этой схеме:

Треугольник может быть либо остроугольным, либо 
прямоугольным, либо тупоугольным.

Треугольник ABC -  прямоугольный.
Треугольник ABC не остроугольный и не тупоугольный.

Если рассматривать дизъюнкцию в нестрогом (неисключающем) 
смысле, то данная схема уже не будет правильной, так как формула 
алгебры высказываний ((F V G) A F) —► ->G, соответствующая этой 
схеме, уже не будет тавтологией.

4 . О т р и ц а ю щ е е - у т в е р ж д а ю щ и й  м о д у с  ( m o d u s  t o l l e n d o  
p o n e n s ) -  от отрицания одного условия к утверж дению  др угого  
условия:

F V G, ->F F V G, ->G
G или F '
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В этом модусе большая посылка (F V G) должна быть полным (за­
крытым) дизъюнктивным суждением, т.е. в ней должны быть пере­
числены все возможные альтернативы. Если альтернатив больше, 
чем две то данная схема принимает один из следующих видов:

В этом модусе дизъюнкция, вообще говоря, не обязана браться 
в строгом (исключающем) смысле. Но нередко, ввиду того, что в 
большой посылке (F V G V Я) требуется перебор всех возможных 
альтернатив, условия F, G, Я  оказываются взаимоисключающими, 
т.е. дизъюнкция оказывается строгой. Такова ситуация, например, 
в следующем умозаключении:

Целое число может быть либо отрицательным, либо 
положительным, либо равным нулю.

Целое число z не отрицательно и не равно нулю.
Целое число z положительно.

Дилеммы. Дилеммы представляют собой условно-разделитель­
ные (лемматические) умозаключения. Это -  такие умозаключения, 
в которых одна посылка является разделительным суждением, а 
несколько посылок (не меньше двух) -  условными суждениями. Ди­
леммы бывают двух видов: конструктивные (созидательные) и де­
структивные (разрушительные). Каждый из этих видов, в свою оче­
редь, может быть простым и сложным.

5 . П р о с т а я  к о н с т р у к т и в н а я  д и л е м м а  представляет собой  
умозаклю чение по следую щ ей схеме:

В первых двух посылках утверждается, что из двух различных ос­
нований Fi и F2 вытекает одно и то же следствие G. В третьей по­
сылке Fi V F2, являющейся дизъюнктивным суждением, утвержда­
ется, что одно или другое из этих оснований истинно. В заключении 
утверждается следствие G. Эта схема называется также правилом 
рассуждения по случаям.

F V G V Я, -»F 
G V Я

F  V G V Я, -iF, -»G 
Я

F\ —► G, F2 —► G, F\ V F2 
G

Пример умозаключения по этой схеме:



Если четырёхугольник является ромбом (Fi), то
его диагонали перпендикулярны (G).

Если четырёхугольник является квадратом (F2), то
его диагонали перпендикулярны (G). 

Четырёхугольник ABCD -  ромб или квадрат.
Диагонали четырёхугольника ABCD перпендикулярны.

6, С л о ж н а я  к о н с т р у к т и в н а я  д и л е м м а  есть умозаключение 
но схеме:

^1 —> Gi, F‘2 > G2) Fi V F2 
G\ V G2

Она отличается от простой конструктивной дилеммы тем, что в пер­
вых двух посылках из двух различных оснований jF\ и F2 вытекают 
различные следствия G\ и G2 соответственно.

Пример умозаключения по этой схеме:

Если четырёхугольник является параллелограммом (Fi), то его 
диагонали точкой пересечения делятся пополам (G\). 

Если четырёхугольник является равнобочной трапецией (F2), то 
его диагонали равны (G2).

Четырёхугольник ABCD  -  либо параллелограмм, либо 
равнобочная трапеция.

Диагонали четырёхугольника ABCD точкой пересечения 
делятся пополам.

7. П р о с т а я  д е с т р у к т и в н а я  д и л е м м а  есть ум озаклю чение 
но схеме:

F —> Gb F -> G2, -Gi V -G2

В первых двух посылках утверждается, что из одного и того же 
основания F  вытекают два различных следствия G\ и G2. Третья 
посылка есть дизъюнкция отрицаний обоих этих следствий. В за­
ключении отрицается основание.

Пример умозаключения по данной схеме:

Если четырёхугольник является квадратом (F), то его 
диагонали перпендикулярны (G\).

Если четырёхугольник является квадратом (F), то 
его диагонали равны (G2).

Диагонали четырёхугольника ABCD -  либо не перпендику­
лярны, либо не равны.

Четырёхугольник ABCD -  не квадрат.



8. С л о ж н а я  д е с т р у к т и в н а я  д и л е м м а  есть умозаклю чение 
по схеме:

F\ —> Gi, F2 —► G2, “*Gi V ~'G2 
—iFi V ~~*F2

Она отличается от простой деструктивной дилеммы тем, что в пер­
вых двух посылках из двух различных оснований Fi и F2 вытекают 
различные следствия G\ и G2 соответственно.

Пример умозаключения по этой схеме:
Если четырёхугольник является параллелограммом (F\), то его 

диагонали точкой пересечения делятся пополам (G\).
Если четырёхугольник является равнобочной трапецией (F2), то 

его диагонали равны (G2).
Диагонали четырёхугольника ABCD либо не делятся пополам 

________ точкой пересечения, либо не равны.____________________
Четырёхугольник ABCD -  либо не параллелограмм, либо 

не равнобочная трапеция.
9. Если в разделительной посылке условно-разделительного 

умозаключения имеется не два члена (как в случае дилеммы), а три, 
и соответственно имеется три условных суждения, то такое условно­
разделительное умозаключение называется трилеммой. Так, п р о с ­
т а я  к о н с т р у к т и в н а я  т р и л е м м а  есть умозаключение, осуществ­
ляемое по схеме:

F\ —► G, F2 —► G, F$ —► G, F\ V F2 V F$
G *

Аналогичным образом можно составить схемы остальных трёх 
видов трилемм.

Правила введения и удаления логических связок. 10. П р а в и л о  
в в е д е н и я  конъюнкции (сокращённо ВК) есть умозаключение по 
схеме:

F ,  G 
F  A G *

Согласно этому правилу из двух суждений со структурой F и G 
можно выводить образованное из них конъюнктивное суждение F А
G.

Пример умозаключения по правилу ВК:

a < х , х < Ъ
a < х А х < Ъ { и л и  сокращённо a < х <Ь)
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1 1 . П р а в и л о  у д а л е н и я  к о н ъ ю н к ц и и  (сокращ ённо У К ) есть  
умозаклю чение по схеме:

F A G F  A G
илиF G

Правило УК устанавливает, что из конъюнкции суждений можно 
вывести суждение, являющееся членом этой конъюнкции.

Примеры умозаключений по правилу УК:
Число 15 делится на 5 и на 3 Число 15 делится на 5 и на 3 
Число 15 делится на 5 ’ Число 15 делится на 3

12. П р а в и л о  в в е д е н и я  д и з ъ ю н к ц и и  (сокращ ённо В Д ):

F GилиF V G F  V G
С помощью правила ВД устанавливается, что из суждения F (соот­
ветственно G) можно выводить дизъюнктивное суждение со струк­
турой F V G.

Пример умозаключения по правилу ВД:
Этот четырёхугольник -  ромб
Этот четырёхугольник -  ромб или квадрат

13. П р а в и л о  в в е д е н и я  э к в и в а л е н т н о с т и  (сокращённо ВЭ):

F — G, G — F  
F <-> G

Правило ВЭ разрешает из импликативного (условного) суждения 
со структурой F —► G и обратного по отношению к нему суждения 
со структурой G —> F  выводить суждение эквивалентности F <-> G.

Пример умозаключения по правилу ВЭ:
Если прямая перпендикулярна плоскости, то она перпенди­

кулярна двум пересекающимся прямым этой плоскости.
Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым

_____плоскости, то она перпендикулярна плоскости._____________
Прямая перпендикулярна плоскости тогда и только тогда,

когда она перпендикулярна двум пересекающимся прямым 
этой плоскости.

14. П р а в и л о  у д а л е н и я  э к в и в а л е н т н о с т и  (сокращённо УЭ):

F <-> G F  ~  G
F -  G ИЛИ G -+ F
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Правило У Э устанавливает, что из суждения эквивалентности вида 
F <-+ G можно выводить как импликативное (условное) суждение 
вида F —» G, так и обратное ему импликативное суждение вида 
G —> F.

Примеры умозаключений по правилу УЭ:

Ромб является квадратом тогда и только тогда, когда 
его диагонали равны.

Если ромб -  квадрат, то его диагонали равны.

Ромб является квадратом тогда и только тогда, когда 
его диагонали равны.

Если диагонали ромба равны, то он является квадратом.

15. П р а в и л о  в в е д е н и я  д в о й н о г о  о т р и ц а н и я  (сокращённо 
ВО):

F
-I—IF

Правило ВО устанавливает, из суждения вида F  можно выводить 
это же дважды отрицаемое суждение.

Пример умозаключения по правилу ВО:

Число 8 -  чётное.
Неверно, что число 8 -  нечётное.

16. П р а в и л о  у д а л е н и я  д в о й н о г о  о т р и ц а н и я  (сокращённо 
УО):

-п-i F 
F

Согласно правилу У О из дважды отрицаемого суждения вида F 
можно выводить само суждение вида F.

Пример умозаключения по правилу У О:

Неверно, что вертикальные углы не равны.
Вертикальные углы равны.

17. В заключение этого раздела отметим, что умозаключение 
по схеме пункта 1 (утверждающий модус) можно рассматривать как 
п р а в и л о  у д а л е н и я  и м п л и к а ц и и  (УИ), а умозаключение по схе­
ме пункта 4 (отрицающе-утверждающий модус) -  как ПРАВИЛО УДА­
ЛЕНИЯ дизъюнкции (УД).
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Ещё раз напомним, что проверка правильности всех схем умо­
заключений, приведённых в пунктах 1-16 и имеющих характер ло­
гического следования f \ ,  ...,Fm f= G, основана на следующей логи­
ческой теореме (см. Учебник, теорема 6.4): данное следование вы­
полняется тогда и только тогда, когда формула (Fi Л ... Л Fm) —» G 
является тавтологией алгебры высказываний.

Эту проверку можно осуществить также и методом от против­
ного. Проверим, например, справедливость простой, деструктивной 
дилеммы, схема которой приведена в пункте 7. Для этого нужно 
доказать справедливость следующего логического следования:

F  —► Gi, F - * G 2, -G j V -G s f= -.F .
Допустим противное, т.е. данная схема не справедлива. Это означат 
от, что при некоторых значениях пропозициональных переменных, 
входящих в формулы F, Gi, G2, формулы-посылки превратятся в 
истинные высказывания F —► G\ = 1, F —> G2 = 1, -»Gi V ->G2 =  1 , 
а формула-следствие превратится в ложное высказывание ->F =  0. 
Из последнего соотношения следует, что F = 1. Далее, из F =  1 и 
F —» Gi = 1 следуетG\ =  1 ,h h 3 F  = 1 h F —»G2 = 1 следуетG2 =  1. 
Наконец, из G\ = 1 и G2 = 1 следует ->Gi V->G2 = —>1V—»1 = 0V0 = 0, 
что противоречит тому, что ->Gi V -»G2 = 1. Значит, сделанное допу­
щение неверно и логическое следование выполняется.

Наконец, отметим, что рассмотренные в п.п. 1-16 умозаключе­
ния носят прямой характер: они указывают на выводимость сужде­
ний конкретного вида из других суждений конкретного вида.

Непрямые (косвенные) правила вывода. Это такие правила, ко­
торые позволяют делать вывод о правомерности одних умозаключе­
ний, исходя из правомерности других умозаключений. Рассмотрим 
здесь два таких правила.

18. П р а в и л о  в в е д е н и я  и м п л и к а ц и и  (ВИ):

Г, F  И G 
Г |= F  —► G *

Эта запись означает: если из совокупности суждений Tu{F}, где Г -  
некоторое множество суждений, выводится суждение G, то из сово­
купности Г выводится импликативное (условное) суждение F  —► G.

Правило ВИ часто используется в процессах доказательства, 
когда для получения заключения приходится прибегать к введению 
в качестве посылок некоторых дополнительных допущений, облег­
чающих процесс доказательства. Правило устанавливает, что если 
на основании множества посылок Г и дополнительного допущения
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F мы получим некоторое суждение G, то можем заключить о выво­
димости из этих посылок импликации F —> G.

19. П р а в и л о  п р и в е д е н и я  к  а б с у р д у :

Г, F |= G; Г, F |= -.G 
Г |= iF

Это правило устанавливает, что если при некотором дополнитель­
ном допущении F в процессе вывода получается два противореча­
щих друг другу суждения G и ->G, то данное допущение должно 
быть отвергнуто как ложное, а истинным должно быть признано 
его отрицание -*F.

Дополнительные (производные) правила вывода. Здесь рассмот­
рим ещё несколько правил вывода. Все они могут быть выведены 
из основных правил, сформулированных выше. В сущности их мож­
но признать излишними, так как можно обойтись без них. Тем не 
менее, их применение зачастую сокращает процесс вывода, а сам 
процесс делает более наглядным и интуитивно представимым. Так 
что эти правила играют, таким образом, вспомогательную роль.

20. П р а в и л о  у с л о в н о г о  ( г и п о т е т и ч е с к о г о ) с и л л о г и зм а

(или ПРАВИЛО ЦЕПНОГО ЗАКЛЮЧЕНИЯ):

F -> G, G -> Я
F -> Я

Пример умозаключения, построенного по этому правилу:
Если многоугольник -  квадрат, то он ромб.
Если многоугольник -  ромб, то он параллелограмм.
Если многоугольник -  квадрат, то он -  параллелограмм.

2 1 . П р а в и л о  к о н т р а п о з и ц и и :

или

Пример умозаключения, построенного по этому правилу:

Если радиус окружности проведён в точку касания окруж- 
ности и прямой, то он перпендикулярен этой прямой. 

Если радиус окружности не перпендикулярен прямой, касаю­
щейся окружности, то он проведён не в точку касания.
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2 2 . П ра в и л о  р а с ш и р е н н о й  ( и л и  с л о ж н о й ) к о н т р а п о з и -
ЦИИ:

(F A G) -> Я  (F А -Я )  — -1G
(F А ->Я) -> ->G ’ (F Л G) -+ Н

Пример умозаключения, построенного по этому правилу:

Если прямая I перпендикулярна двум прямым а и Ь, лежащим 
в плоскости 7г (утверждение F) и прямые а и Ъ не параллельны 
(утверждение G), то прямая I перпендикулярна всякой 
прямой с, лежащей в плоскости п (утверждение Н).
Если прямая I перпендикулярна двум прямым а и Ь, лежащим 
в плоскости 7г (утверждение F) и прямая I не перпендикулярна 
некоторой прямой с, лежащей в этой плоскости (утверждение 
~*Н), то прямые а и Ъ параллельны (утверждение ~̂ G).

2 3 . П р а в и л о  о б ъ е д и н е н и я  п о с ы л о к  ( и л и  п р а в и л о  и м п о р ­
т а ц и и ):

F  -> (G -> Я)
(F A G) Я  ’

Пример умозаключения, построенного по этому правилу:
Если две окружности равны, то, если хорда одной окружности 
больше хорды другой окружности, то первая хорда расположена 
ближе к центру своей окружности, чем вторая к центру своей
окружности.________________________________________________
Если две окружности равны и хорда одной окружности больше 
хорды другой окружности, то первая хорда расположена ближе 
к центру своей окружности, чем вторая к центру своей 
окружности.

2 4 . П р а в и л о  р а з ъ е д и н е н и я  п о с ы л о к  ( и л и  п р а в и л о  э к с ­
п о р т а ц и и ):

(F A G) -> Я  
F  -> (G -> Я)

Для иллюстрации применения этого правила можно воспользо­
ваться предыдущим примером, поменяв местами посылку и заклю­
чение.

2 5 . П р а в и л о  п е р е с т а н о в к и  п о с ы л о к :

F -> (G Я)
G —► (F —> Я)
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26. П р а в и л а  о т р и ц а н и я  к о н ъ ю н к ц и и  (ОК) и о т р и ц а н и я  
д и з ъ ю н к ц и и  (ОД) ( п р а в и л а  д е  М о р г а н а ):

-»(F A G) V G)
->F V -*G ->F A -• G

Отметим, что каждое из правил 20 -  26 также может быть обос­
новано с помощью методов алгебры высказываний: либо методом от 
противного, либо с помощью сведения правила к соответствующей 
формуле алгебры высказываний и доказательства её тождественной 
истинности.

Решите задачи 2.9 и 2.10 из Тетради МЛ, посвящённые прави­
лам логических умозаключений.

§7. Приложение алгебры 
высказываний к логико-математи­
ческой практике

П рям ая и обратная теоремы. Многие математические теоре­
мы имеют структуру, выражаемую формулой X  —► Y. Утверждение 
X  называется условием теоремы, а утверждение У -  её заключени­
ем. Например: ” Если в четырёхугольнике все стороны равны между 
собой (Ai), то его диагонали перпендикулярны (S i)”. Символичес­
кая запись этой теоремы: А± —► В\. Второй пример: ” Если один из 
углов треугольника прямой (А2), то квадрат длины одной стороны 
этого треугольника равен сумме квадратов длин двух других его 
сторон (В2)”. Символически: А2 —► В2. Тщательный анализ второй 
теоремы позволяет выявить в ней более сложную структуру. Имен­
но, условие А2 представляет собой дизъюнкцию трёх утверждений: 
А2 V А2 V А^', где высказывание А2 есть ”а  = 90°”, высказывание А2 
есть ”/? = 90°” и высказывание А!2 -  ”7 = 90°” (символами а , /3,7 
обозначены величины углов треугольника). Аналогично, заключе­
ние В2 также представляет собой дизъюнкцию трёх утверждений: 
Bf2 V В2 V В2 , где В2 есть высказывание а2 = Ь2 + с2”, В2 есть 
высказывание Ь2 = а2 + с2” и В2 есть высказывание с2 = а2 + Ь2” 
(символами а, 6, с обозначены длины сторон треугольника, лежащие 
против углов величины а ,/?,7 соответственно). Таким образом, те­
орема А2 —► В2 при более пристальном рассмотрении имеет вид 
(Л' V AS V А2 ) -> (S' V В" V В'") .
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Итак, если некоторая теорема имеет форму X  —► У, то утверж­
дение Y  —> X  называется обратным для данной теоремы. Это ут­
верждение может быть справедливым, и тогда оно называется те­
оремой обратной для теоремы X  —► У, которая, в свою очередь, 
называется прямой теоремой. Если же утверждение У —> X  не вы­
полняется, то говорят, что обратная теорема для теоремы X  —► У 
неверна. Так, для теорем А\ —> В\ и А\ —► В[ обратные теоремы 
неверны, а для теоремы А] —► В" справедлива обратная теорема 
В" —> А\ (проверьте!). Таким образом, при доказательстве теоремы 
нужно чётко выделять, каково её условие и что доказывается. До­
казательство прямой теоремы не даёт оснований для вывода о том, 
что и обратная теорема также верна. Обратная теорема требует спе­
циальной проверки. Это обусловлено тем, что формулы X  —► У и 
У —► X, выражающие структуры прямой и обратной теорем, не рав­
носильны, в чём мы убедились на приведённых примерах. Их нерав­
носильность можно усмотреть также из таблиц истинности данных 
формул.

Структура теоремы А\ —> В\ достаточно проста. Рассмотрим 
теорему более сложной структуры: ”В равных треугольниках про­
тив равных углов лежат равные стороны37. Чтобы чётко выделить 
условие данной теоремы и заключение, сформулируем её следую­
щим образом: ”Если два треугольника равны (А), то из равенст­
ва двух углов этих треугольников (В) следует равенство их проти­
волежащих сторон (С)”. Символически теорема записывается так: 
А —► (В —► С), т.е. она имеет строение, описываемое формулой 
Р —► (Q —> R). На основании равносильности, получающейся из 
тавтологии теоремы 3.1,м (правило перестановки посылок), данная 
формула равносильна формуле Q —► (Р —► Я), а на основании равно­
сильности теоремы 4.4,г (см. также тавтологию теоремы 3.1,н -  пра­
вило объединения и разъединения посылок) она равносильна фор­
муле (Р A Q) —> R . Следовательно, теорема А (В —> С) может 
быть сформулирована в виде В  —* (А —► С): ”Если два угла двух 
треугольников равны (В), то из равенства этих треугольников (А) 
следует равенство их сторон, противолежащих этим углам (С)”. На­
конец третий вид данной теоремы (А/\В ) —► С -  ” Если треугольники 
равны (А) и в них два угла равны (В), то и противолежащие сто­
роны равны (С)”. Таким образом, условие этой теоремы состоит из 
двух утверждений А и В  или представляет собой их конъюнкцию 
А Л В, а заключением является утверждение С .

Если теперь зададимся целью сформулировать теорему, обрат­
ную рассмотренной теореме А —> (В —► С), то столкнёмся с некото­
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рыми трудностями, преодолеть которые помогает алгебра высказы­
ваний. Обратная теорема -  такая, в которой условие и заключение 
прямой теоремы поменялись местами. В рассматриваемой прямой 
теореме два условия и одно заключение. Это приводит к тому, что 
получается не одна обратная теорема, а несколько. Так, обращение 
первых трёх форм данной теоремы приводит к следующим обрат­
ным утверждениям:

1 ) (В —► С) —> А: ” Если из равенства двух углов треугольников 
следует равенство их противолежащих сторон, то такие треугольни­
ки равнь? ;

2) (А —> С) —► В: ”Если отрезки обладают тем свойством, 
что, будучи сторонами в равных треугольниках, они лежат против 
равных углов, то эти отрезки равны”;

3) С —> (А Л В): ”Если сторона одного треугольника равна 
стороне другого треугольника, то треугольники равны и углы, про­
тиволежащие этим сторонам, равны[”.

Наконец, можем сформулировать ещё два обратных утвержде­
ния, получающихся из суждений А —► (В —► С) и В —► (А —► С) 
перестановкой двух последних высказываний. Иначе говоря, эти об­
ратные утверждения получаются перестановкой местами одного из 
двух условий прямой теоремы и её заключения:

4) А —► (С —► В): ”Если треугольники равны, то из равенства 
двух их сторон следует равенство противолежащих углов”;

5) В  —► (С —► А): ”Если угол одного треугольника равен углу 
другого треугольника, то из равенства противолежащих этим углам 
сторон вытекает равенство самих треугольников”.

Предлагается самостоятельно убедиться в том, что лишь второе 
и четвёртое из обратных утверждений справедливы, т.е. действи­
тельно являются теоремами, а остальные утверждения неверны.

Необходимые и достаточные условия. С понятиями пря­
мой и обратной теорем тесно связан вопрос о необходимых и до­
статочных условиях. Если некоторая математическая теорема име­
ет структуру, выражаемую формулой X  —► У, то высказывание У 
называется необходимым условием для высказывания X  (другими 
словами, если X  истинно, то У с необходимостью должно быть так­
же истинно), а высказывание X  называется достаточным условием 
для высказывания У (другими словами, для того чтобы У было ис­
тинным, достаточно, чтобы истинным было высказывание X ). По­
смотрим с этой точки зрения на первую теорему A i —► В\. Необходи­
мым условием равенства в четырёхугольнике всех сторон является 
перпендикулярность его диагоналей. Иначе, достаточным услови­
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ем для перпендикулярности диагоналей четырёхугольника являет­
ся равенство всех его четырёх сторон.

Одно и то же утверждение может иметь несколько необходи­
мых условий. Так, необходимыми условиями равенства всех сторон 
четырёхугольника являются, кроме указанного, деление его диа­
гоналей в точке пересечения пополам {В[), деление диагоналями 
соответствующих углов пополам {В") и т. д. Аналогично, одно и то 
же утверждение может иметь несколько достаточных условий. Так, 
для перпендикулярности диагоналей четырёхугольника достаточно 
также, чтобы в нём было две пары равных смежных сторон.

После того, как доказана теорема X  —* У, возникает вопрос, 
будет ли найденное необходимое условие достаточным или доста­
точное -  необходимым. Иначе говоря, будет ли верно утверждение 
Y —у X,  называемое обратным по отношению к теореме X  —► Y? Из­
вестно, что условие перпендикулярности диагоналей четырёхуголь­
ника (Вi), необходимое для равенства всех его сторон (Лх), не будет 
достаточным для такого равенства. Для проверки нужно привес­
ти пример четырёхугольника с перпендикулярными диагоналями, 
у которого не все стороны равны (сделайте это!).

Если справедливы утверждения X  —у Y  и Y  —у X,  т.е. справед­
ливо X  <-> Y , то говорят, что X  -  необходимое и достаточное условие 
для У, и наоборот, что Y  -  необходимое и достаточное условие для 
X , или же что Y  является критерием (для) X . Математическая 
наука изобилует утверждениями вида X  <-► У, представляющими 
собой необходимые и достаточные условия, и их приходится отыски­
вать в самых разных её областях. Происходит это приблизительно 
следующим образом. Предположим, требуется найти необходимое 
и достаточное условие для некоторого утверждения X. Начинают 
с отыскания ряда необходимых условий для X, т.е. утверждений 

следующих из X  : X  —у Yi,X —► Y2,X  —у У3,.... При 
этом каждый раз пытаются анализировать, не окажется ли то или 
иное найденное условие или какая-либо их совокупность (конъюнк­
ция) достаточным условием для X, т.е окажется ли истинной какая- 
либо из импликаций: Yi —> X, У2 —► X , У3 —> X, (Yi Л У2) —> X, 
(Yl AY3)-+X,  (У2 ЛУ3) ^ Х ,  (У хЛУ зЛУ з)-**, . . .

Так, в примере с четырёхугольником имеем два необходимых 
условия В\ и В[ для свойства А , т.е. верны две теоремы А\ —► В \ , 
Ах —у В[. Затем, если ни одно из необходимых условий в отдель­
ности не является достаточным (именно такая ситуация в данном 
примере), то пытаются проверять на достаточность всевозможные 
конъюнкции этих условий. Так, в указанном примере справедливо
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следующее утверждение: (Вг А В[) -* А . (Убедитесь в этом само­
стоятельно.) Поэтому конъюнкция В\ А В[ является достаточным 
условием для свойства А.

Рассмотрим ещё один пример.

П р и м е р  7 .1 . Пусть требуется найти необходимое и достаточное  
условие того, что выпуклый четырёхугольник является квадратом  
(А). Н аходим ряд необходимы х условий дл я  этого утверж дения:

В \: ” Диагонали четырёхугольника перпендикуляры*?’ ;
В2 : ” Диагонали четырёхугольника равнь? ;
В3: ” Диагонали четырёхугольника точкой пересечения делятся 

пополамп.

Ясно, что каждое из утверждений А —у В\, А —► В2, 
А —> В3 верно. Анализируем обратные утверждения. Очевидно, не 
верны следующие из них:

У тверж  дение Контрпример
Вг -+А Ромб, не являющийся квадратом
В2 -+ А Прямоугольник, не являющийся квадратом
В3 ^ А Параллелограмм

Не верны также и следующие утверждения:

У тверж дение Контрпример
(В\ А В2) —у А Укажите самостоятельно 1
(В\ А В3) —у А Ромб, не являющийся квадратом ]
(В2 А В3) —+ А Прямоугольник, не являющийся квадратом

И только соединение (конъюнкция) всех трёх необходимых для А 
условий jE?i,В-2 , даёт условие, достаточное для А. Это -  В\ А 
В2 А В$‘. Диагонали четырехугольника перпендикулярны, равны и 
делятся пополам точкой их пересечения. Таким образом, истинно 
утверждение (J3i АВ2АВ3) —у А. Кроме того, из истинности утверж­
дений А —у В\ ,А  —► В2,А —► В3 вытекает истинность утверждения 
A ^ ( B t ЛВ2 Л В3). Итак, необходимым и достаточным условием 
для А является условие В\ А В2 А В3.

Решите задачи 2.1 -  2.3 из Тетради MJI.

П ротивоположная и обратная противоположной теоре­
мы. Закон контрапозиции. Для теоремы, сформулированной в 
виде импликации X  —у У, кроме обратного утверждения Y  —у X
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можно сформулировать противоположное утверждение. Им назы­
вается утверждение вида -*Х —► -Y .  Утверждение, противополож­
ное данной теореме, может быть также теоремой т.е. быть истинным 
высказыванием, но может таковым и не быть. Это следует из того, 
что формулы X  —► У и ->Х —► -IY  не равносильны, в чём нетрудно 
убедиться, составив таблицы истинности данных формул (составь­
те их). В этом можно убедиться и на примерах. Возьмём теорему 
А\ —> В\ из предыдущего пункта: ’’Если в четырёхугольнике все 
стороны равны, то его диагонали перпендикулярны*’. Составляем 
противоположное утверждение ~̂ А\ —► -^В\: ’’Если в четырёхуголь­
нике все стороны не равны, то его диагонали не перпендикулярны”. 
Последнее утверждение неверно, т.е. теоремой не является. Рассмот­
рим ещё одну теорему: ” Если сумма цифр натурального числа де­
лится на три, то и само число делится на три” . Противоположное 
утверждение для этой теоремы также справедливо, т.е. является 
теоремой, противоположной данной: ”Если сумма цифр натураль­
ного числа не делится на три, то и само число не делится на три”. 
Итак, в том случае, когда утверждение X  —у Y  истинно, утверж­
дение ->Х —> - Y  может быть как истинным, так и ложным. Это 
означает, что утверждение, противоположное доказанной теореме, 
в свою очередь нуждается в доказательстве или опровержении.

При составлении противоположных утверждений к теоремам, 
условия и заключения которых представляют собой конъюнкции 
или дизъюнкции нескольких высказываний, нужно пользоваться за­
конами де Моргана (см. теорему 4.4,р,с). Вспомним, например, тео­
рему А2 —> В2 из первого пункта, более подробная запись которой 
имела вид

(А2 V А2 V Л'") -  (В' V В2 V В '") :

(а = 90° V /? = 90° V j  =  90°) ->

->  ((а2 = Ь 2 + ( ? )  V (б2 = а2 +  с2) V (с2 =  а2 +  62)) .

Противоположное утверждение для данной теоремы формули­
руется следующим образом:

(а ф 90° Л Р ф 90° Л 7 ^  90°) ->

((а2 ф Ь2 + (?) Л (Ь2 фа? Л-(?) Л (с2 ф а? + Ь2)) .
Предлагается выяснить, справедливо ли это утверждение, т.е. явля­
ется ли оно теоремой.

Остаётся рассмотреть ещё один вид теорем, связываемых с пря­
мыми теоремами вида X  —> У, и установить взаимоотношения меж­
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ду этими видами. Имеется в виду теорема, обратная противополож­
ной: -1У  —> ~^Х. Мы не случайно назвали теоремой утверждение, об­
ратное противоположному. Оно действительно будет истинным тог­
да и только тогда, когда истинно исходное утверждение, что вытека­
ет из равносильности X  —► Y  =  - Y  —► ~^Х (см. теорему 4.4,6), назы­
ваемой законом контрапозиции. Таким образом на основании закона 
контрапозиции предложение, обратно противоположное какой-либо 
теореме, само является теоремой, и вместо доказательства данной 
теоремы можно доказывать обратно противоположную ей теорему.

М одификация структуры  математической теоремы. При­
ведём ряд равносильностей, которые помогают модифицировать 
структуру математической теоремы, не нарушая при этом её логики. 
Проверьте равносильными преобразованиями их справедливость.

1) X  ->  (У  A Z) S  (X —> Y) А (X —> Z) .

Эта равносильность позволяет теорему, имеющую два следствия 
(заключения Y  и Z), расчленить на две теоремы X  —> Y  и X  —► Z. 
Число следствий может быть любым конечным. В частности,

X  (Y A Z А V) “  ( X  —► Y) А ( X  Z) А ( X  -> V).

2) {X V Y) Z £  (X — Z) А (У  — Z) .

Эта равносильность также, как и предыдущая, позволяет теоре­
му, в которой условие представляет собой дизъюнкцию двух усло­
вий, расчленить на две теоремы X  —► Z и У  —► Z. Она также допус­
кает обобщения типа:

(X V У  V Z) -> V S  (X -> V) А (У  -> V) A (Z -> V) .
На практике данная равносильность скорее применяется в обратном 
направлении -  для объединения ряда теорем с общим заключени­
ем в одну. Например, рассмотрим следующие три теоремы. А —► D 
(В —► D, С —► D): Если две биссектрисы (высоты, медианы) тре­
угольника равны, то треугольник -  равнобедренный. На основа­
нии рассматриваемой равносильности их можно объединить в одну 
(А V В V С) —* D: Если в треугольнике две биссектрисы, или две 
высоты, или две медианы равны, то треугольник -  равнобедренный.

3) (X Л У) -> Z £* (Х А  -.Z) -> -.У .

Эта равносильность представляет собой обобщение понятия те­
оремы, обратной противоположной (в последнем случае равносиль­
ность имеет вид: У  —► Z = -«Z —► -«У) .
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Рассмотрим, например, следующую геометрическую теорему. Ес­
ли прямая I перпендикулярна двум прямым а и Ь, лежащим в плос­
кости 7г (утверждение А), и прямые а и b не параллельны а / \  b 
(утверждение В), то прямая I перпендикулярна всякой прямой с, 
лежащей в плоскости 7г (утверждение С). На основании рассмат­
риваемой равносильности, будет справедлива следующая теорема. 
Если прямая I перпендикулярна двум прямым а и Ь, лежащим в 
плоскости 7г (утверждение А) и не перпендикулярна некоторой пря­
мой с, лежащей в этой плоскости (утверждение “•(?), то прямые а и 
Ь параллельны а || Ъ (утверждение ->Я).

Ясно, что на основании той же равносильности будет справедли­
ва и такая теорема (В  Л -«С) —> ->Л: Если две прямые а и Ь, лежащие 
в плоскости 7г, не параллельны a /f| b (утверждение В) и прямая I 
не перпендикулярна хотя бы одной прямой с, лежащей в плоскости 
7г (утверждение ->С), то I не перпендикулярна одной из прямых a 
или Ь (утверждение -^А).

4) (X  Л Y) -> Z 2  (X  -> Z) V (У -> Z) .
Данная равносильность служит ярким примером того, что к 

трактовке логических равносильностей в рассмотренном выше духе 
следует всё же относиться с осторожностью. Рассмотрим в связи с 
данной равносильностью, например, следующие утверждения.

А: Четырёхугольник -  прямоугольник.
В : Четырёхугольник -  ромб.
С: Четырёхугольник -  квадрат.

Тогда утверждение в левой части равносильности примет вид (А Л
B) —► С: Если четырёхугольник является прямоугольником и ром­
бом, то он является квадратом. Оно, несомненно, истинно. В то же 
время утверждение в правой части принимает вид (А —► С) V (В —>
C): Если четырёхугольник является прямоугольником, то он явля­
ется квадратом, или же он является квадратом, если он является 
ромбом. Это утверждение конечно же ложно. При этом, равносиль­
ность 4) справедлива, что можно проверить простыми равносиль­
ными преобразованиями.

Последняя равносильность доставляет нам ещё одно свидетель­
ство того, что математическая логика отражает процесс человечес­
кого мышления с определённой степенью приближённости.

М етоды доказательства математических теорем. Метод 
доказательства от противного -  несомненно, один из самых рас­
пространённых в математике методов доказательства теорем, беру­
щий своё начало от знаменитого геометрического трактата Евклида

83



’’Начала”. Суть его состоит в следующем. Для того, чтобы доказать 
утверждение (теорему) X  —► У: ”Если X , то У”, предполагается, 
что верно утверждение X. Отсюда нужно логическими рассужде­
ниями прийти к утверждению Y. Вместо этого делается предполо­
жение, противное (т.е. противоположное) тому, которое требуется 
доказать, именно, предполагается ->У. Далее, рассуждая на осно­
вании этого предположения, мы приходим к нелепому выводу ~^Х. 
’’Нелепость” (абсурдность) его состоит в том, что он противоречит 
исходному данному утверждению X.  Получение такого вывода за­
ставляет нас отвергнуть сделанное предположение -»У и принять 
то, которое требовалось доказать -  Y.

Что же происходит в этих рассуждениях с точки зрения (мате­
матической) логики? А происходит то, что доказательство данной 
теоремы X  —> Y  фактически заменяется (подменяется) доказатель­
ством теоремы - Y  —> ->Х, противоположной обратной (или обрат­
ной противоположной) для данной теоремы. Почему это возможно 
сделать? Потому что в этом состоит логический закон контрапози­
ции X  —> Y  = -У  —у -*Х, устанавливающий равносильность этих 
утверждений. Таким образом, описанный метод доказательства от 
противного основывается на логическом законе контрапозиции.

Метод доказательства от противного применяется также и в 
других формах. Например, вместо импликации X  —> У доказывают 
равносильную ей импликацию (ХД-«У) —> -*Х, т.е. предполагая, что 
истинны утверждения X  и -«У, выводят истинность утверждения 
-*Х в противоречие с предположением. На основании равносильнос­
ти X  —► У = (X Д->У) —> ->Х делается вывод об истинности импли­
кации X  —► У. Вторая равносильность X  —► У = (ХД-^У) —► У даёт 
возможность заменить доказательство импликации X  —> У доказа­
тельством импликации (X Л ->У) —► У, т.е. предположив, что истин­
ны утверждения X  и -«У, вывести отсюда истинность утверждения 
У в противоречие с предположением. Наконец ещё одна форма это­
го метода, являющаяся также одной из форм метода приведения к 
абсурду (о котором мы говорили в первом пункте §3), основана на 
равносильности X  —> У = (X Л -»У) —► (Z A ~<Z). Предпола­
гая, что истинны утверждения X  и -«У, выводим из них некоторое 
утверждение и его отрицание.

Метод приведения к абсурду (нелепости, противоречию) (по ла­
тыни reductio ad absurdum) имеет две модификации, которые явля­
ются существенно различными как по форме, так и по существу, 
т.е. по своей логической (дедуктивной) силе. Это -  метод приведе­
ния противоположного утверждения к абсурду и метод приведения
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данного утверждения к абсурду.

Метод приведения противоположного утверждения к абсурду 
состоит в следующем. Пусть требуется доказать утверждение X. 
Рассматривается (допускается) противоположное ему утверждение 
(т.е утверждение, являющееся его отрицанием) -*Х и из него выво­
дятся два противоречащих друг другу утверждения (т.е некоторое 
утверждение и его отрицание) У и -»У: -»Х —► Y  и -»Х —> -«У. Из это­
го делается вывод о том, что справедливо исходное утверждение X. 
Оправданием этому методу может служить следующая тавтология: 
(-.X -> -У ) -> ((-.X —► У) —► X) .

Метод приведения данного утверждения к абсурду состоит в 
следующем. Пусть требуется опровергнуть утверждение X, т.е. до­
казать отрицательное утверждение -»Х. В этом случае два противо­
речащих друг другу утверждения Y  и -»У выводятся не из отрица­
ния -iX, а из самого данного утверждения X: X —► Y  и X —► -1У. 
Из этого делается вывод о том, что справедливо утверждение ->Х, 
т.е. данное утверждение X опровергнуто. Оправданием этому мето­
ду служит следующая формула, также являющаяся тавтологией: 
{Х -> -1У) -  ((X -  Y) -» -.X) .

Доказательство методом приведения к абсурду может ос­
новываться также на следующей тавтологии (см. теорему 3.1,п): 
|= (->Х —¥ (У Л -iY)) —► X. Метод доказательства, основанный на 
данной тавтологии, состоит в следующем. Допустим, нужно дока­
зать некоторое утверждение X. Предполагаем, что справедливо его 
отрицание -»Х и выводим отсюда некоторое утверждение У и его 
отрицание ->У. В результате заключаем, что справедливо утверж­
дение X.

Нередко в математических доказательствах используется пра­
вило цепного заключения, или правило силлогизма (см. теорему 3.1,п). 
Пусть нужно доказать утверждение Р —> R. Находим такое утверж­
дение Q, для которого можем доказать истинность утверждений 
Р —► Q и Q —> Д. Тогда на основании правила силлогизма заклю­
чаем, что справедливо и утверждение Р —► R. Например, из двух 
теорем: ” Е с л и  треугольник равносторонний, то все его углы равны” 
и ” Если в треугольнике все углы равны, то величина каждого его 
угла равна 60°” -  по правилу силлогизма получаем теорему: ’’Если 
треугольник равносторонний, то величина каждого его угла равна 
60°”.

Существуют и другие методы математических доказательств, 
состоятельность которых подтверждается математической логикой.
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Доказанная ниже теорема 7.18 предоставляет ещё один метод полу­
чения математических теорем.

Дедуктивные и индуктивные умозаключения. На этом 
этапе весьма целесообразно рассмотреть вопрос о том, что представ­
ляют собой рассуждения, умозаключения, каковы их структура, ви­
ды и критерии правильности, какие умозаключения изучает логика 
и в частности, математическая логика.

Умозаключение есть логическая (мыслительная) операция (про­
цедура), состоящая в получении нового суждения (высказывания, 
утверждения) из одного или нескольких ранее известных сужде­
ний. Ранее известные суждения, входящие в состав умозаключения, 
называются его посылками, а новое суждение называется его след­
ствием (или заключением). С содержательной точки зрения умо­
заключение есть переход от уже имеющегося (наличного) знания к 
новому знанию. С формальной точки зрения умозаключение есть 
переход от посылок к следствию. В логике умозаключение принято 
представлять в виде фигуры, в которой посылки записаны одна под 
другой и отделены горизонтальной чертой, под которой записано 
следствие. Рассуждение есть последовательность умозаключений, 
причём, посылками последующих умозаключения служат следст­
вия предыдущих умозаключений данной последовательности.

Умозаключения делятся на дедуктивные и индуктивные. Рас­
хожим является мнение о том, что дедуктивные умозаключения -  
это ’’умозаключения от общего к частному”, а индуктивные -  ”от 
частного к общему”. Эти ’’определения” лишь в самых общих чер­
тах характеризуют, в частности, дедуктивные умозаключения. Это 
одно приведённое свойство ещё не является для них определяющим. 
Дедуктивное умозаключение, прежде всего, основано на анализе 
формальной (логической) структуры посылок и следствия, индук­
тивное умозаключение основано на анализе их содержания. Таким 
образом, дедуктивное умозаключение основано на логике, а индук­
тивное -  на интуиции.

Рассмотрим и проанализируем следующие примеры.
П р и м е р  7 .2 .

Е с л и  четырёхугольник является квадратом, то его диагонали рав­
ны.
Четырёхугольник ABCD -  квадрат.

Диагонали четырёхугольника ABCD равны.
Пример 7.3.
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Если число делится на 6, то оно чётное. 
Число 18 делится на 6.

Число 18 чётное.
П р и м е р  7 .4 .

Дуб -  лиственное дерево.
Берёза -  лиственное дерево.
Липа -  лиственное дерево.

Все деревья -  лиственные.
П р и м е р  7 .5 .

Обь замерзает зимой.
Енисей замерзает зимой.
Лена замерзает зимой.

Все сибирские реки замерзают зимой.
В примерах 7.2 и 7.3 мы делаем соответствующие выводы, ис­

ходя из анализа формальной структуры посылок и следствия, фак­
тически не обращая внимания на их содержание. Более того, с точ­
ки зрения логики, эти умозаключения представляются нам одина­
ковыми, не смотря на то, что они не имеют друг с другом ничего 
общего по содержанию. Это -  типичные примеры дедуктивных умо­
заключений. В то же время, переходя от посылок к следствиям в 
умозаключениях примеров 7.4 и 7.5, мы не можем отвлечься от их 
содержания. И хотя эти умозаключения также имеют одинаковую 
структуру, анализ их содержания приводит нас к построению невер­
ного умозаключения. Дело в том, что все посылки каждого из этих 
умозаключений истины, но вывод истинен только в примере 7.5, а в 
примере 7.4 он ложен. Таким образом, умозаключения примеров 7.4 
и 7.5 не носят дедуктивный характер, они не основаны на анализе 
формальной структуры умозаключения, на строгих законах фор­
мальной логики. Это -  индуктивные умозаключения. Их изучение 
не входит в задачу формальной логики.

Ещё более ярким примером индуктивного умозаключения, в ко­
тором связь между посылками и следствием является связью не по 
логической форме, а по содержанию, является следующее умоза­
ключение.

П р и м е р  7 .6 .
Спичка зажжена.
Зажжённая спичка поднесена к бумаге.
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Бумага воспламеняется.
В нём связь между посылками и следствием носит и вовсе некий 
физический, причинно-следственный, характер.

Важнейшим методологическим вопросом, связанным с дедук­
тивными умозаключениями, является вопрос об определении пра­
вильности (верности) умозаключения. Распространенная ошибка 
здесь состоит в том, что правильность умозаключения отождествля­
ется с истинностью получаемого на основании этого умозаключения 
вывода: умозаключение считается правильным, если ”в результате 
мы приходим к истине”. Это не так. Правильность дедуктивного 
умозаключения означает, что оно приводит к истинному выводу не 
всегда, но в с я к и й  раз, когда оно исходит из всех истинных посылок. 
Другими словами, умозаключение считается правильным, если мы, 
имея посылки и следствия данной структуры (как определено в умо­
заключении), при условии истинности всех посылок непременно бу­
дем получать истинность следствия. Таким образом, чтобы доказать 
неправильность умозаключения, нужно указать такую его конкре­
тизацию (пример), в которой все посылки были бы истинными, а 
следствие было бы ложным. Такой пример называется опровергаю­
щим (или контрпримером).

Итак, в правильном дедуктивном умозаключении следст­
вие должно быть истинным при условии истинности всех посылок. 
Отсюда не следует делать вывод, что если среди посылок имеются 
ложные, то следствие должно быть ложным, хотя и такая ситуа­
ция возможна. Следующий пример показывает, что даже при всех 
ложных посылках правильное умозаключение может дать истинное 
следствие.

П р и м е р  7 .7 .
Е с л и  треугольник равносторонний, то он прямоугольный.
Если треугольник прямоугольный, то в нём все внутренние углы 
равны.

Если треугольник равносторонний, то в нём все внутренние углы 
равны.

Данное умозаключение правильное, так как основано на схеме: 
X  —* У, У —> Z \= X  —> Z (правило цепного заключения -  правило 
20 из §6).

В случае, когда среди посылок умозаключения имеются лож­
ные, говорят о наличии в умозаключении фактической ошибки; ес­
ли же неправильным является само дедуктивное умозаключение, 
то говорят о логической ошибке.
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В заключение обратим внимание на то, что в отличие от выска­
зываний (суждений), которые делятся на истинные и ложные, умо­
заключения делятся на правильные и неправильные. Это терминоло­
гическое различие не является случайным. Дело в том, что каждое 
высказывание утверждает наличие или отсутствие у предметов или 
явлений тех или иных свойств или отношений между ними. Поэтому 
каждое высказывание имеет в качестве своего ’’прообраза” некото­
рые связи и отношения между предметами и явлениями реального 
мира и допускает, хотя бы в принципе, проверку на истинность (мы 
рассматривали такие задачи в начале курса -  см. Тетрадь MJI, №
1.1, Задачник, №№ 1.1, 1.2). Именно это обстоятельство подчер­
кивают, говоря, что данное высказывание является истинным или 
ложным. В то же время в реальном мире не происходит никаких 
реальных процессов и явлений, которые можно было бы считать 
’’прообразами” логической операции перехода от одних высказываг 
ний к другим. Эта логическая операция является чисто умственной, 
она происходит лишь в нашем сознании и даже в принципе не до­
пускает ’’проверки на истинность”. Выделение правильных умоза­
ключений является одним из видов познавательной деятельности, 
который связан с другими видами познания и основан в конечном 
итоге на громадном практическом опыте человечества.

Правильные и неправильные дедуктивные умозаклю че­
ния. В §6 разработана теория, позволяющая давать ответ на во­
прос -  является или нет та или иная формула логическим следст­
вием данной совокупности формул, а также находить все логические 
следствия из данных формул. Применим её к рассуждениям, пред­
ставляющим собой последовательности высказываний (суждений), 
для того, чтобы определить правильно рассуждение или нет, т.е. 
правильное или неправильное умозаключение сделано с помощью 
данного рассуждения из данных посылок.

П р и м е р  7 .8 . Рассмотрим следую щ ее рассуж дение:
” Е с л и  четырёхугольник ABCD -  параллелограмм, то его про­

тивоположные углы равны. Четырёхугольник ABCD -  параллело­
грамм. Следовательно, его противоположные углы равны”.

Чтобы ответить на вопрос, верно ли это рассуждение, нужно 
выяснить, будет ли формула алгебры высказываний, отражающая 
структуру заключения данного рассуждения, логическим следст­
вием формул алгебры высказываний, отражающих структуры его 
посылок. Структура посылок выражается формулами X  —> У, , 
а структура заключения -  формулой У. (Легко убедиться в этом,



если вместо пропозициональной переменной X  подставить в форму­
лы высказывание ” Четырёхугольник ABCD -  параллелограмм”, а 
вместо У -  высказывание: ” Противоположные углы четырёхуголь­
ника ABCD равньГ.) Известно (см. правило 1 из §6 - Modus Ponens), 
что формула У является логическим следствием формул X  —► У, 
X. Поэтому проведённое рассуждение является правильным, и сде­
ланное заключение действительно следует из посылок.

Рассуждения такой формы нередки в математике. Приведём ещё 
одно подобное рассуждение. ”Если 10 делится на 3, то 100 делится 
на 3. 10 делится на 3. Следовательно, 100 делится на 3”. Прове­
дённое рассуждение правильно, но его заключение ложно. Это об­
стоятельство не должно нас смущать: ведь правильное рассуждение 
приводит к истинному утверждению при условии, что все посылки 
рассуждения были истинными. В данном случае из двух посылок 
одна не истинна.

П р и м е р  7.9. Рассмотрим следующее рассуждение:
” Если курс математической логики неинтересен, то он полезен. 

Курс математической логики бесполезен или нетруден. Курс мате­
матической логики труден. Следовательно, этот курс интересен”.

Введём обозначения:
X  : ” Курс математической логики интересен” ,
У: ” Курс математической логики полезен” ,
Z: ” Курс математической логики труден” .

Тогда для ответа на вопрос, правильно ли приведённое рассужде­
ние, нужно выяснить, справедливо ли следующее логическое следо­
вание: -*Х —► У, ->У V ->Z, Z |= X  .

Покажем, что оно справедливо. На основании равносильности 
из теоремы 4.4,у вторую посылку можно заменить на У —► ->Z. Да­
лее по правилу 6.14 имеем ->Х —> У, У —► -»Z ->Х —► ->Z. Затем 
по правилу 21 из §6 (правило контрапозиции), ->Х —► ->Z |= -i->Z —► 
-i-’X. Последняя формула, на основании равносильности из теоре­
мы 4.4,а, равносильна формуле Z —► X. Наконец, привлекая ещё не 
использованную третью посылку Z, получаем на основании прави­
ла 1 из §6 (Modus Ponens), Z ,Z  -+ X  X . Учитывая свойство 
выводимости, установленное в теореме 6.2,6, заключаем, что рас­
сматриваемое логическое следование справедливо и, таким образом, 
данное рассуждение правильно.

Решите задачи №№ 2.4 -  2.8, 2.11-2.14 из Тетради MJI, посвя­
щённые анализу правильности рассуждений.
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Обратим особое внимание на два типа наиболее часто встречаю­
щихся неправильных рассуждений. Первое рассуждение выглядит 
так. Мы исходим из некоторого предположения и, правильно рас­
суждая, приходим к правильному выводу. Отсюда делаем вывод, 
что сделанное предположение верно. С точки зрения математичес­
кой логики схема этого рассуждения такова: из истинности утверж­
дений X  —► Y  и Y  делается вывод об истинности утверждения X. 
Чтобы ответить на вопрос о правильности такой схемы рассужде­
ний, рассмотрим два примера рассуждений, основанных на этой схе­
ме.

П р и м е р  7 .1 0 . Если число натуральное, то оно рациональное 
(А —► В). Число 17 рациональное (В). Следовательно, число 17 на­
туральное (А).

П р и м е р  7 .1 1 . Если число натуральное, то оно рациональное 
(А —► В). Число 3/4 рациональное (В). Следовательно, число 3/4 
натуральное (А).

В каждом из этих рассуждений обе посылки являются истин­
ными утверждениями. Но в первом случае мы приходим к истин­
ному заключению (число 17 -  натуральное), а во втором -  к лож­
ному (число 3/4 не натуральное). Это означает, что неверной яв­
ляется сама схема построения умозаключения, примененная в этих 
примерах. Неверность, неправомочность схемы означает, что между 
посылками и заключением нет отношения логического следования. 
Здесь ещё раз уместно подчеркнуть, что правильность умозаключе­
ния определяется формой умозаключения, а не истинностью входя­
щих в него утверждений. Иначе говоря, анализируя правильность 
рассуждения, нужно помнить о том, что его правильность не совпа­
дает с истинностью полученного заключения. Схема умозаключе­
ния -  это и есть то, что изучает логика, а истинность утверждений, 
входящих в рассуждение -  это прерогатива той науки (или прак­
тики), откуда взяты эти утверждения. Развивая эту мысль, можно 
сказать, что и термин ’’следует” употребляется в разных смыслах. 
Важно понимать существенное различие между следованиями: ”из 
F —> G следует -*G —► -«F” и ”из a < 3 следует а < 5”. Первое есть 
утверждение логики, логическое следование. Второе есть свойство 
отношения порядка < в каком-то числовом множестве, есть некое 
математическое следование (т.е. следование в рамках некоторой ма­
тематической теории). Мы придём к подробному рассмотрению этой 
связи в главе ’’Аксиоматические теории” при уточнении понятия до­
казательства.
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Итак, неправильность рассмотренной схемы рассуждений при­
водит к тому, что относительно исходного предположения X  нельзя 
сделать вывод о его истинности: оно может быть как истинным, так 
и не истинным, причём, его истинность или ложность никак не свя­
зана с проведённым рассуждением. Этот же вывод подтверждает 
математическая логика: логическое следование X  Y, Y  X  
не справедливо, потому что формула ((X —► Y) Л У) —► X  не явля­
ется тавтологией (проверьте!).

Тем не менее, рассуждения по указанной схеме встречаются в 
школьной практике, особенно в алгебре и тригонометрии. Такие рас­
суждения иногда относят к разряду занимательной математики, где 
они получили название ’’парадоксов” или ’’софизмов”.

П р и м е р  7.12. Рассмотрим пример софизма. Докажем, что 3 =  7. 
Из чисел 3 и 7 вычтем одно и то же число 5. Получим 3 — 5 = —2, 
7 - 5  = 2. Возведём числа —2 и 2 в квадрат. В результате получим 
равные числа: (—2)2 = 4 и 22 = 4. Следовательно, должны быть 
равны и исходные числа: 3=7.

Ясно, что полученное заключение ложно. Проанализируем про­
ведённое рассуждение, чтобы обнаружить допущенную ошибку. Рас­
суждение состоит из трёх шагов. Выделим эти шаги более отчётли­
во.

1-ый шаг (вычитание из целых чисел 3 и 7 целого числа 5). 
Первая посылка А —> В: ’’Если а и Ъ -  целые числа, то их разность 
a — Ь существует и есть число целое”.
Вторая посылка А: ’’Числа 3 и 5 (а также 7 и 5) -  целые”. 
Заключение В: ’’Разности 3 — 5 и 7 — 5 существуют, и 3 — 5 = —2, 
7 - 5  = 2”.
Данное умозаключение сделано по правилу МР: X  —> У, X  |= У и 
потому является правильным.

2-ой шаг (возведение чисел —2 и 2 в квадрат).
Первая посылка А —> В: ’’Если число а целое, то его квадрат а2 
существует и является неотрицательным целым числом”.
Вторая посылка А: ’’Число —2 (а также число 2) -  целое”. 
Заключение В: ’’Квадраты чисел —2 и 2 существуют, причём (—2)2 = 
4 и 22 = 4”.
Умозаключение и здесь сделано по правилу МР: X  —► У, X  [= У и 
потому и на этом шаге рассуждения ошибка не допущена.

3-ий шаг (заключение о равенстве чисел 3 и 7).
Первая посылка А —> В: ’’Если целые числа равны, то равны и их 
квадраты”.
Вторая посылка В: ’’Квадраты целых чисел —2 и 2 равны: 4 = 4”.
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Заключение А: ’’Равны сами числа —2 и 2, т.е. 3 — 5 =  7 — 5, т.е. 
3=7”.
На данном этапе рассуждения умозаключение сделано по схеме: 
X У,У (= X, которая не является правильной. Следователь­
но, в этом умозаключении сделана логическая ошибка, которая и 
привела к ложному выводу, несмотря на то, что исходили мы из 
всех истинных посылок.

Второй распространённый тип неправильных рассуждений вы­
глядит так. Мы исходим из некоторого неверного предположения и, 
правильно рассуждая, приходим к некоторому выводу. Отсюда де­
лаем заключение, что полученный вывод не верен. С точки зрения 
математической логики схема этого рассуждения такова: из истин­
ности утверждений -»Х и X  —► Y  делается вывод об истинности 
утверждения -«У. Следующие два примера рассуждений, основан­
ных на этой схеме, позволяют нам ответить на вопрос о правомоч­
ности её.

П р и м е р  7 .1 3 . Если число натуральное, то оно рациональное 
(А —* В). Число 3/4 не натуральное Следовательно, число 3/4 
не рациональное (->£).

П р и м е р  7.14. Если число натуральное, го оно рациональное 
(А —> В). Число у/2 не натуральное (~>Л). Следовательно, число л/2 
нерациональное (->В ).

В каждом из этих рассуждений обе посылки являются истин­
ными утверждениями. Но в первом случае мы приходим к ложному 
заключению (число 3/4 -  рациональное), а во втором -  к истин­
ному (число \/2 не рациональное). Это снова означает, что невер­
ной является сама схема построения умозаключения, примененная 
в этих примерах, т.е. эта схема при всех истинных посылках не обя­
зательно даёт истинное следствие. Вывод, основанный на примерах, 
подтверждается математической логикой: из формул X  —► Y  и -*Х 
не следует формула -«У, в чём нетрудно убедиться, проверив, что 
формула ((X —» Y) Л -*Х) —> - Y  не является тавтологией.

Реш ение ” логических” задач. Алгебра высказываний может 
быть с успехом применена к решению одного типа задач, которые 
называют ’’логическими задачами”. Эти задачи можно решать и не­
посредственным рассуждением, но не всегда очевиден путь таких 
рассуждений. Применение алгебры высказываний даёт единый и дог 
статочно общий метод решения указанных задач. Рассмотрите при­
мер 2.15 и решите самостоятельно задачи 2.16 -  2.20 из Тетради MJI 
и задачи № 3.54 и № 3.57 в Задачнике.
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П ринцип полной дизъю нкции. Этот принцип носит также 
название теоремы об обратимости системы импликаций, или закона 
замкнутой системы утверждений, или закона Гаубера. Обратим вни­
мание на то, что этот принцип представляет собой обобщение ситу­
ации, связанной с отношениями между истинностными значениями 
прямой, обратной, противоположной и обратной противоположной 
теорем. В самом деле, для утверждений: А —> В (прямая теорема), 
-и4 —> -*В (противоположная теорема), В —► А (обратная теорема), 
->В —> -u4 (теорема, обратная противоположной) справедливо сле­
дующее: если первые два из них А —> В и -»А —► -*В верны, то 
верны оба вторых утверждения В —> Л и ->В —► -*А. Если исходных 
утверждений будет не два, а больше, то этот случай и рассматрива­
ется в теореме об обратимости системы импликаций. Она позволяет 
делать вывод о справедливости обратных теорем, если посылки и 
следствия прямых теорем удовлетворяют некоторым условиям.

Т е о р е м а  7.15. (об обратимости системы импликаций, или прин­
цип полной дизъюнкции). Пусть справедливы все следующие пря­
мые теоремы (т > 2):

Ai —> Bi, А2 —► В2, ... , Ат —► Вш , 
причём из посылок j4i, A2i ... , Ат по меньшей мере одна выпол­
няется (истинна), а следствия В1,В2,...,В т  попарно исключают 
друг друга (т.е. никакие два различных следствия не могут быть 
истинны одновременно, т.е истинны все следующие утверждения 
-«(В; A Bj), для 1 <  г, j  <  т, г ф j). Тогда справедливы и все обрат­
ные импликации:

В\ —> А\, В2 —> А2, ... , Вт —> Ат •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем сначала и с т и н н о с т ь  первой обрат­
ной импликации: В\ —► А\ .

Если высказывание Bi ложно, то импликация Вх —► Лх истин­
на в силу определения импликации 1.7. Предположим теперь, что 
высказывание В\ истинно. Покажем, что тогда все высказывания 
А2, А3, ..., Ат -  ложны. Допустим противное: например, пусть А2 -  
истинно. Тогда из истинности высказываний А2 и А2 —► В2 в си­
лу определения импликации заключаем, что высказывание В2 -  
истинно. Таким образом, два различных следствия В\ и В2 пря­
мых теорем истинны. Это противоречит условию. Следовательно, 
высказывание А2 не может быть истинным. Аналогично, не могут 
быть истинными высказывания Л3, Аш. Итак, все высказывания 
Л2, Л3, ..., ложны. Но, по условию, по меньшей мере одна из 
посылок А\, А2) ...,Ат истинна. Следовательно, истинной должна
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быть посылка А\. Итак, высказывания В\ и А\ истинны. Тогда, по 
определению 1.7 импликации, истинна импликация В\ —► А\.

Совершенно аналогично устанавливается истинность и осталь­
ных обратных импликаций В2 —► А2, ..., Вт —> Ат. Рекомендуется 
провести эти рассуждения, например, для следующей импликации 
В2 — А2. □

Принцип полной дизъюнкции представляет собой фактически 
утверждение о логическом следовании одного утверждения из каких- 
то других, т.е. это есть ещё одно правило логического умозаключе­
ния в дополнение к тем, которые рассмотрены в §6. Сформулируем, 
например, в виде такого правила данный принцип в случае, когда 
п =  2:

Pi -» Qb ?2 -» Q21 Р\ V ~4Ql A Q2)
(Qi Pi) л (Q2 —► Р2)

Принцип полной дизъюнкции имеет весьма широкое применение 
во всех дисциплинах школьного курса математики. Рассмотрим один 
такой пример.

П р и м е р  7.16. В школьном курсе геометрии доказываются сле­
дующие три теоремы:

” Квадрат длины стороны, лежащей против острого угла тре­
угольника, меньше суммы квадратов длин двух других сторон этого 
треугольника”;

” Квадрат длины стороны, лежащей против прямого угла тре­
угольника, равен сумме квадратов длин двух других сторон этого 
треугольника” (теорема Пифагора);

” Квадрат длины стороны, лежащей против тупого угла треуголь­
ника, больше суммы квадратов длин двух других сторон этого тре­
угольника”.

Проанализируем данные утверждения в аспекте применимости 
к ним теоремы 7.15. Введём следующие обозначения для высказы-
ваний:

^1 ”В  треугольнике угол a
а 2 ”В треугольнике угол a
м ” В треугольнике угол a
Bi ”а2 <  ft2 +  с2” ;
В2 ” а2 =  Ь2 +  с2” ;
В3 ”а2 >  Ь2 +  с2” ,
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где а, 6, с -  длины сторон треугольника, а а -  его угол, лежащий про­
тив стороны длины а. Тогда сформулированные три теоремы можно 
записать символически: А\ —► В\, А2 —► В2, А3 —j► В3.

Ясно, что из трёх посылок А\, А2, А3 этих утверждений по мень­
шей мере одна истинна (угол а в треугольнике непременно дол­
жен быть либо острым, либо прямым, либо тупым), а следствия 
J3i, В2, В3 попарно исключают друг друга (в силу закона трихото­
мии для действительных чисел). Поэтому на основе теоремы 7.15, 
заключаем, что истинны и все три обратные импликации: В\ —► А\, 
В2 —► А2, В3 —► А3 .

Например, теорема В2 —► А2, обратная теореме Пифагора, чи­
тается так: ” Если в треугольнике квадрат длины некоторой сторо­
ны равен сумме квадратов длин двух других его сторон, то этот тре­
угольник -  прямоугольный, причём, прямым углом является угол, 
лежащий против первой стороны”.

Одно обобщение принципа полной дизъю нкции.
Т е о р е м а  7.17. Пусть справедливы все следующие прямые те­

оремы (тп > 2):
(А\ А С) ► В\, (А2 А С) —► В2, ... , (Аш А С) —► Вт , 

причём, из посылок А\ ,А2,...,Ат по меньшей мере одна выпол­
няется (истинна), а следствия В\ ,В2, ..., Вт попарно исключают 
друг друга (т.е. никакие два различныр следствия не могут быть 
истинны одновременно). Тогда справедливы и все следующие обрат­
ные импликации:

(Вг А С) -> Аи (В2 А С) -> Л2, ... , (Вт Л С) —► Ат .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала истинность первой обрат­

ной импликации: (В\ А С) —► А\ .
Если высказывание В\ ложно, то посылка В\ АС  ложна и, зна­

чит, импликация (В\ А С) —> А\ истинна. Предположим теперь, 
что высказывание В\ истинно. Тогда, если при этом высказывание 
С ложно, то снова посылка В\ А С ложна и, значит, импликация 
(В\ А С) —► Ai истинна. Предположим теперь, что и высказыва­
ние С истинно. Покажем, что тогда все высказывания А2, А3, ..., Ат 
ложны. Допустим противное: например, пусть А2 истинно. Тогда из 
истинности высказываний А2,С (а значит и истинности их конъ­
юнкции А2 А С) и (А2 А С) —► В2 очевидно вытекает истинность 
высказывания В2. Таким образом, два различных следствия В\ и 
В2 прямых теорем истинны. Это противоречит условию. Следова­
тельно, высказывание А2 не может быть истинным. Аналогично не 
могут быть истинными высказывания А3, ..., Ат- Итак, все высказы­
вания А2, А3, А ш ложны. Но, по условию, по меньшей мере одна
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из посылок А\, А2 , А т истинна. Следовательно, истинной должна 
быть посылка А\. Итак, высказывания В%,С и А\ истинны. Тогда 
истинна конъюнкция Вг Л С и истинна импликация (В\ Л С) —> А\, 
являющаяся обратной по отношению к первой данной импликации 
(-Aj Л С) —► В\ .

Совершенно аналогично устанавливается истинность и осталь­
ных обратных импликаций (В2 Л С) —► -А2 , ... , (Вт Л С) —► Ат.
□

П р и м е р  7 .1 8 . П римером применения данной общ елогической  
теоремы  могут служ ить следую щ ие три утверж дения а), б ), в), 
вы ражающ ие свойство монотонности операции умнож ения в коль­
це целы х чисел, или в поле рациональных чисел (в правом столбце 
помещены обратные дл я  них теоремы а ’), б ’), в’), справедливые на  
(к новании доказанной теоремы  7.17):

а) х < у, z > 0 => xz < yz, a’) xz <yz, z > 0 = >  х < у,
б) х > у, z > 0 = >  xz > yz, б’) xz > yz, z > О х > у,
в) х = у, z > 0 :rz = yz, в’) xz = yz , г > 0 = >  х = у.

Аналогично для следующих трёх утверждений г), д), е) о целых 
числах:

г) X < у, г < О => XZ > yz, г’) XZ > yz, Z < 0 = >  X < у,
д) д; > у, г < О = >  #2 < уг, д’) xz < yz, z < 0 => х > у,
е) х = у, z <0 => xz — yz, е’) xz = yz, z < 0 = >  х = у.

§8. Булевы функции и их применение
Теория булевых функций являет собой ещё один прекрасный 

пример того, как математика, начав решать одну из прикладных 
практически важных задач (мы начали с построения математичес­
кой модели мышления, выражаемого на языке), затем от этой прак­
тики отрывается, уносится в заоблачные дали абстракций и начи­
нает развивать этот свой раздел по своим собственным внутренним 
законам. Но эта же теория даёт и второй не менее впечатляющий и 
значимый пример: развившись в этом своём абстрактном качестве 
до достаточно высокого уровня, эта теория вдруг находит реальные 
приложения в практической жизни столь поразительной эффектив­
ности, которой не дал, может быть, ни один другой раздел математи­
ки за всю многовековую историю её развития. Эти приложения свя­
заны с конструированием и созданием электронно-вычислительных 
машин (компьютеров), которые на рубеже XX и XXI веков начали 
в корне преобразовывать само существование всего человечества.
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Различные области математики имеют дело с разнообразными 
функциями. Это и действительные функции действительного аргу­
мента, изучающиеся в курсе математического анализа, и комплекс­
ные функции комплексного аргумента, известные из теории функ­
ций комплексного переменного, и вектор-функции скалярного ар­
гумента, играющие важную роль в дифференциальной геометрии, 
и скалярные функции векторных аргументов (например, скалярное 
и смешанное произведения векторов), и вектор-функции векторных 
аргументов (векторное произведение двух векторов), и функции, за­
данные и принимающие значения в множестве натуральных чисел 
(например, функция Эйлера, известная из теории чисел), и многие 
другие. В настоящем параграфе познакомимся с ещё одним видом 
функций -  булевыми функциями. Они возникли при математичес­
кой постановке задач логики. Их называют также функциями ал­
гебры логики. Они получили свое название по имени замечательно­
го английского математика Джорджа Буля (1815 -  1864), который 
первым начал применять математические методы в логике.

П роисхождение булевых функций. В конце §1 отмечалось, 
что каждое из определений 1.1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9 операций над вы­
сказываниями (отрицания, конъюнкции, дизъюнкции, импликации, 
эквивалентности) можно рассматривать как определение некоторо­
го действия над символами 0 и 1 , т.е. как определение некоторой 
функции, заданной на двухэлементном множестве {0,1 } и принима­
ющей значения в том же множестве. Символом 0 обозначалось лю­
бое ложное высказывание, а символом 1 -  любое истинное. Напри­
мер, отрицание представляет собой в этом смысле функцию одного 
аргумента / 2(2), которая принимает следующие значения: / 2(0) = 1 , 
/ 2(1 ) = 0; конъюнкция представляет собой функцию двух аргу­
ментов gi(x,y), принимающую следующие значения: <71 (0,0) = 0, 
£ i(0 ,1) = 0, 0i (1,0) = 0, 01 (1,1) = 1 и т.д. В §2 эта мысль бы­
ла развита дальше: отмечено, что каждая формула алгебры вы­
сказываний F(X  1?X2,...,X n) от п пропозициональных переменных

Х 2, ...,Хп определяет, по существу, некоторую функцию от п ар­
гументов, сопоставляющую любому набору длины п, составленному 
из элементов двухэлементного множества {0,1 }, единственный эле­
мент того же множества. Этот элемент является логическим значе­
нием того составного высказывания, в которое превращается дан­
ная формула, если вместо всех её пропозициональных переменных 
подставить конкретные высказывания, имеющие соответствующие 
значения истинности. Легко понять, что высказывания (точнее, их 
содержание) здесь ни при чём. Функция, о которой идёт речь, опре­
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деляется структурой формулы F и определениями 1.1, 1.3, 1.5, 1.7, 
1.9, которые понимаются как определения действий над символами 
О, 1 -  элементами двухэлементного множества {0,1}.

В связи с этим естественно рассмотреть функции, заданные на 
двухэлементном множестве {0,1} и принимающие значения в нём 
же, безотносительно к формулам алгебры высказываний, т.е. сами 
по себе. Тогда функции, определяемые таблицами в определениях
1.1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9, а также функции, определяемые формулами 
алгебры высказываний, будут служить примерами таких функций. 
Такие функции, заданные и принимающие значения в двухэлемент­
ном множестве, появляющиеся в алгебре высказываний, носят на­
звание функций алгебры логики или булевых функций.

Введя понятие булевой функции, мы окончательно отрываемся 
от того содержательного смысла, который имели в виду в алгебре 
высказываний: пропозициональные переменные служили там обо­
значениями для высказываний языка. Теперь же остались только 
два символа 0 и 1 и понятие булевой функции. Чтобы ещё более 
оттенить это обстоятельство, обозначим переменные, пробегающие 
множество {0,1}, малыми буквами латинского алфавита х, у, 2, и , v , 
... , Х\, #2) ... и будем называть их булевыми.

Теории булевых функций значительное внимание уделяется в 
курсе дискретной математики, поэтому в этом параграфе мы изучим 
лишь некоторые свойства булевых функций и посмотрим, как эти 
функции могут применяться в алгебре высказываний и в теории 
релейно-контактных схем.

Булевы  функции от одного и двух аргументов. Булева 
функция от одного аргумента есть отображение /  : {0,1} —► {0,1}. 
Нетрудно перечислить все булевы функции от одного аргумента (их 
четыре):

X /о(®) Л(*) /а(®) /з(*)
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Таким образом, /о(я) = 0 (тождественный нуль), fi(x) = х (тож­
дественная функция), /2 (ж) = х* (отрицание, или инверсия), /з(я) = 
1 (тождественная единица).

Булева функция от двух аргументов -  это отображение 
g : {0,1} х {0,1} —► {0,1}, сопоставляющее любой упорядоченной 
паре, составленной из элементов 0 и 1 (а таких упорядоченных пар 
будет четыре), либо 0, либо 1. Перечислим все возможные булевы
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функции от двух аргументов (их шестнадцать) в форме следующей 
таблицы:

0 • X У + V 1
X У 9о 91 92 9з 94 9ъ 9в 97 58 99
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

У’ <- х' 1 1
X У 91 о 912 </13 514 <715
0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1

Заметим: функции пронумерованы так, что номер функции, за­
писанный в двоичной системе счисления, даёт последовательность 
значений соответствующей функции. Например, двоичная запись 
числа 13 имеет вид: 1101. Соответствующая функция 01з(я,у) при­
нимает следующие значения: 01з(О,О) = 1, 013(0,1) = 1, 01з(1 >О) =
0, ft3(M ) = i -

Многие из перечисленных функций имеют названия и специаль­
ные обозначения. Приведём их, сгруппировав функции в пары по 
тому принципу, что каждая функция из пары является отрицанием 
другой функции этой пары.

Первые две функции, которые рассматриваются, 0О(х,у) =  0 и 
015 (я, у) = 1 ~ тождественный ноль и тождественная единица.

Далее, функция д\(х,у) называется конъюнкцией (или логичес­
ким умножением) и обозначается х • у , или ху. Таким образом, 
010е, у) = х у. Конъюнкция принимает значение 1 в том и только в 
том случае, когда оба её аргумента принимают значение 1. Отрица­
ние конъюнкции, функция 014(х, у), называется штрихом Шеффера 
и обозначается х | у. Таким образом, 014(2 , у) = (х • у)' = х \ у . Эта 
функция принимает значение 0 в том и только в том случае, когда 
функция 0i (я, у) принимает значение 1, т.е. в случае, когда оба её 
аргумента принимают значение 1.

Функция 07 (я, у) называется дизъюнкцией (или логическим сло­
жением) и обозначается х V у. Таким образом, gi(x,y) =  х V у. 
Функция 08(х, у), являющаяся отрицанием функции 07(я, у), носит
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название стрелка Пирса (юга функция Вебба) и обозначается х [у . 
Итак, 08(х, у) = (х V  у)' =  х j  у.

Функция 013 (х, у) называется импликацией и обозначается х —> 
;/, т.е. 013 (х, у) = х —► у. Аргумент х в этой функции называется 
посылкой (антецедентом) импликации, а аргумент у -  её следст­
вием (консеквентом). Отрицанием импликации является функция 
<12(х ,у) = (х —► у)'. Специального названия она не имеет.

Функция 0ц (х, у) называется антиимпликацией или обратной 
импликацией, потому что представляет собой импликацию с посыл­
кой у и следствием х. Таким образом, дц(х,у) = у —► х. Её отрица­
нием является функция 04(х, г/) = (у —► х)', не имеющая названия.

Функция 09 (х, у) называется эквивалентностью и обозначается 
х у , так что 09(х, у) = (х «-* у). Она принимает значение 1 тогда 
и только тогда, когда оба её аргумента принимают одинаковые зна­
чения. Функция 06(х, у), являющаяся отрицанием функции дд(х,у), 
называется сложением по модулю два, или суммой Жегалкина, и 
обозначается х + у.

Наконец остаются ещё две пары функций. В первую пару вхо­
дят функции 0з(х, у) и 012(х, у). Первая из них принимает всегда 
те же самые значения, что и её первый аргумент, т.е. 0з(х, у) = х, 
а вторая функция является отрицанием первой: 012(х, у) = х'. Во 
вторую пару входят функции дъ(х, у) и 0ю(х, у). Первая из них при­
нимает всегда те же самые значения, что и её второй аргумент, то 
есть 05(х, у) = у, а вторая функция является отрицанием первой: 
<710 (х,у) = у'.

Из введённых простейших булевых функций можно строить с 
помощью суперпозиций более сложные булевы функции. Например, 
если в функцию х V t вставить вместо аргумента t функцию у • г, 
то получим следующую сложную функцию: х V (у • z). Если в неё 
в свою очередь вставить вместо аргумента z функцию и —► v, то 
получим сложную функцию х V (у • (и —► v)). И так далее. В ре­
зультате получаются булевы функции от трёх, четырёх и большего 
числа аргументов.

Булевым функциям посвящён раздел 3 Тетради MJI. Задачи
3.1 -  3.4 имеют дело с определениями этих функций.

Нетрудно установить некоторые важнейшие свойства введённых 
функций. При этом две булевы функции /(х ,у ) и д(х,у) называ­
ются равными, если каждому набору значений аргументов х, у обе 
функции сопоставляют один и тот же элемент из множества {0,1 }, 
т .е./(а,Ь) =  0(0,Ь) для любых a,be  {0,1}. Например, х Vу = у Vх.

Для отрицания, конъюнкции, дизъюнкции, импликации, эквива­
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лентности эти свойства аналогичны соответствующим свойствам со­
ответствующих логических операций над высказываниями. Напри­
мер, идемпотентность, коммутативность и ассоциативность конъ­
юнкции и дизъюнкции, законы дистрибутивности, поглощения, де 
Моргана и т.д. Выражения одних булевых функций через другие:

а) х • у = (х' V у')'; ж) х' — х | х;
б) х V у = (х' • у')'; з) х | у = (х • у)';
в) х V у = (х ► у) ► у; и) х V у = х' | у' = (х | х) | (у | у);
г) х V у = х' —► у; к) х' =  х | х ;
д) х ► у = х' V у; л) х 1 у = (х V у)';
е) х <—> у = (х ► у) • (у > х); м) х • у =  х' |  у' = (х |  х) |  (у |  у).

В задачах 3.5 -  3.8, 3.10 Тетради MJI рассматриваются выраже­
ния одних булевых функций через другие; в частности, выражения 
через единственную функцию штрих Шеффера | или через единст­
венную функцию стрелка Пирса В задаче 3.9 -  свойства функции 
сложение по модулю два (суммы Жегалкина).

Булевы функции от п аргументов -  это отображения вида 
/  : {0, 1 }п —> {0, 1 }, сопоставляющие любой упорядоченной двоич­
ной n-ке ( a i ,a 2, ...,ап) либо 0, либо 1 . Можно доказать, что таких 
n-ок имеется всего 2П штук, а булевых функций от п аргументов -  
22" штук.

Для произвольной булевой функции /(x i,X 2, ...,хп) справедли­
вы следующие формулы, называемые формулами разложения этой 
функции по переменной х \ :

f ( X l , X 2, . . . , Xn) =  (xi  •/(1,Х2,...,Х„)) V(xi  ■ f ( 0 , X 2, . . . , Xn)) ,

f ( x i , x 2, . . . , x n) =  (xi  v / ( 0 ,x 2,...,xn)) • (xi v / ( l , x 2,... ,xn)) .

Подобньш образом могут быть записаны формулы разложения 
булевой функции по любой её переменной. Запишите, например, та­
кие разложения по последней переменной хп.

Из этих представлений методом полной математической индук­
ции легко доказывается, что всякая булева функция /(xi,X 2, ...,хп) 
от любого числа аргументов может быть представлена в виде 
суперпозиции конъюнкции, дизъюнкции и отрицания; причём, знак 
отрицания стоит только непосредственно около переменной и не 
стоит ни около каких внутренних скобок.

Булевы функции и формулы алгебры высказываний. Ус­
тановим сначала соответствие между формулами алгебры высказы­
ваний и булевыми функциями. Это делается следующим образом.
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Во-первых, определяется взаимнооднозначное соответствие между 
пропозициональными переменными и булевыми переменными, при 
котором прописная буква, обозначающая пропозициональную пере­
менную, соответствует той же самой строчной букве, обозначающей 
булеву переменную:

Р, Q, Я, X, У, Z, Х и Х2, ... , Уь  У2, ...

Р, Я, г, X, у, Z, ХЬ Х2, ... , Уь у2, ...

Во-вторых, устанавливается соответствие между знаками логичес­
ких связок и знаками одноимённых булевых функций:

Логические связки | -i А V ->
Булевы функции | ' V

Наконец скобкам ставятся в соответствие те же скобки. Тогда каж­
дой формуле алгебры высказываний соответствует единственная бу­
лева функция, а каждой булевой функции соответствует формула 
алгебры высказываний. Чтобы найти для данной формулы алгеб­
ры высказываний соответствующую ей булеву функцию, достаточно 
каждую прописную букву формулы заменить на такую же строч­
ную букву, а каждый символ логической операции -  на символ од­
ноименной булевой функции.

Например, формуле (Р «-► -*Q) —► ((“^ i  V Х 2) Л 
соответствует булева функция (р <-> q') —* ((х[ V х2) • z') .

Если булева функция задана с помощью формулы, то для то­
го, чтобы найти соответствующую этой функции формулу алгебры 
высказываний, нужно в выражении для булевой функции заменить 
строчные буквы такими же прописными буквами, а каждый символ 
булевой функции ', •, V , —>, <-► заменить соответственно на символ 
одноименной логической операции Л, V , — <->. Здесь воз­
никает неоднозначность такого обратного соответствия, поскольку 
булева функция может иметь множество различных формульных 
выражений. Например, функция, рассмотренная в предыдущем аб­
заце, имеет также следующие формульные выражения:

(р <_> q>) _► (х' . z' V  х2 • z') ,

((Р -* я') ■ (я' -*• р)) -*• ((®1 V х2) • z') ,
((р' V q') • (р V q)) -► (xi • z' V х2 • z')

и т.д. Этим вьфажениям сопоставляются соответственно следующие 
формулы алгебры высказываний:
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(Р  ~  -Q )  -> ( ( ^ Х г Л - Z )  V (Х 2 Л - Z ) )  ,

((Р ->  -Q) Л b Q  -  Р)) -  ( Ы ,  V Х 2) Л - Z )  ,

((-Р  V - Q )  Л (Р V Q)) -+ ( ( - X i  Л - Z )  V  ( Х 2 Л - Z ) )  .

Следовательно, все перечисленные формулы соответствуют одной и 
той же булевой функции.

Возникает вопрос, всякой ли булевой функции соответствует не­
которая формула алгебры высказываний? Другими словами, всякая 
ли булева функция может быть выражена (представлена) некото­
рой формулой алгебры высказываний? Если булева функция задана 
с помощью формулы, то соответствующая этой функции формула 
алгебры высказываний отыскивается так, как описано в предыду­
щем абзаце. Если же булева функция задана не в виде формулы, 
то, в силу утверждения из конца предыдущего пункта, формуль­
ное выражение для неё тем не менее существует, и, следовательно, 
представляющая её формула алгебры высказываний может быть 
найдена по правилу, описанному выше.

Н ормальные ф орм ы  булевых ф ункций. Итак, всякая бу­
лева функция может быть представлена некоторой формулой алгеб­
ры высказываний. Нетрудно понять, что всякая формула алгебры 
высказываний, равносильная формуле, представляющей некоторую 
булеву функцию / ,  будет представлять функцию, равную / .  В част­
ности, одной из таких представляющих формул будет совершенная 
дизъюнктивная нормальная форма (если данная булева функция не 
равна тождественно 0, т.е. представляющая формула не тождествен­
но ложна) или совершенная конъюнктивная нормальная форма (ес­
ли данная булева функция не равна тождественно 1 , т.е. представ­
ляющая формула не является тавтологией). Отыскав совершенную 
нормальную форму для формулы алгебры высказываний, представ­
ляющей данную булеву функцию (применяя правила, полученные в 
теоремах 5.2 и 5.4), можно перейти от этой формулы к формульному 
выражению для данной булевой функции. Его будем называть со­
вершенной (дизъюнктивной или конъюнктивной) нормальной фор­
мой данной булевой функции, сокращенно СДН-формой или соот­
ветственно СКН-формой. Каждая из них для данной булевой функ­
ции, если она существует, единственна.

Применение булевых функций к  релейно-контактным 
схемам. Булевы функции широко применяются при описании рабо­
ты дискретных управляющих систем (переключательных схем, схем
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и:* функциональных элементов, логических сетей и т.д.), при иссле­
довании некоторых электрических цепей, так называемых релейно­
контактных схем.

Под релейно-контактной (или переключательной) схемой по­
нимается устройство из проводников и двухпозиционных контак­
т е . Оно может быть предназначено, например, для соединения (или 
разъединения) полюсов источника тока с некоторым потребителем. 
Контакты релейно-контактной схемы могут быть двух типов: замы­
кающие и размыкающие. Каждый контакт подключён к некоторо­
му реле (переключателю). К одному реле может быть подключено 
несколько контактов, как замыкающих, так и размыкающих. Тех­
нически реле представляет собой катушку с металлическим сердеч­
ником, вблизи которого находится соответствующий контакт.

Когда реле срабатывает (т.е. через катушку с металлическим 
сердечником пропускается электрический ток), металлический сер­
дечник намагничивается и замыкает все находящиеся при нём замы­
кающие контакты. Одновременно все размыкающие контакты, от­
носящиеся к данному реле, размыкаются. Поскольку замыкающие 
контакты при отсутствии в реле электрического тока разомкнуты, 
то они называются также нормально разомкнутыми. Аналогично, 
размыкающие контакты называются также нормально замкнуты­
ми. При обесточивании обмоток реле (т.е. когда реле отключается) 
все замыкающие контакты снова размыкаются, а все размыкающие 
замыкаются.

Каждому реле ставится в соответствие своя булева переменная 
х\ или х2, •••> или яп, которая принимает значение 1 , когда реле сра­
батывает, и принимает значение 0 при отключении реле. На чертеже 
все замыкающие контакты, подключенные к реле ж, обозначаются 
тем же символом х , а все размыкающие контакты, подключенные 
к этому реле, обозначаются отрицанием х '. Это означает, что при 
срабатывании реле х все его замыкающие контакты х проводят ток 
и им сопоставляется значение 1 , а все размыкающие контакты х' не 
проводят электрический ток и им сопоставляется значение 0. При 
отключенном реле х создаётся противоположная ситуация: все его 
замыкающие контакты х разомкнуты, т.е. в этот момент им сопо­
ставляется (переменная х принимает) значение 0, а все его размыка­
ющие контакты х ' замкнуты, т.е. в этот момент им сопоставляется 
(переменная х ' принимает) значение 1 .

Всей релейно-контактной схеме тогда ставится в соответствие 
булева переменная у, зависящая от булевых переменных х \ , х2, ..., жп, 
сопоставленным тем реле, которые участвуют в схеме. Если при
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данном наборе состояний реле xi, хп (какие-то из этих реле на­
ходятся в сработанном состоянии -  под током, какие-то отключены -  
обесточены) вся релейно-контактная схема проводит электрический 
ток, то переменной у ставится в соответствие (другими словами, пе­
ременная у принимает) значение 1. Если же при этом наборе состо­
яний реле х \ , £2, •••> хп схема не проводит электрический ток, то счи­
таем, что переменная у принимает значение 0. Поскольку каждый 
набор состояний реле x i,x 2, ...,хп характеризуется набором, состав­
ленным из нулей и единиц, длины п, то данная релейно-контактная 
схема определяет некоторое правило, по которому каждому такому 
набору длины п, составленному из нулей и единиц, сопоставляется 
либо 0, либо 1. Таким образом, каждая релейно-контактная схе­
ма, в которой занято п независимых реле (контактов в ней может 
быть п или больше), определяет некоторую булеву функцию у от 
п аргументов. Она принимает значение 1 на тех и только тех на­
борах значений аргументов x i,x 2, ...,хп которые соответствуют тем 
состояниям реле xi,X2, ...,хп, при которых данная схема проводит 
электрический ток. Такая булева функция у = / ( х i, Х2, хп) назы­
вается функцией проводимости данной релейно-контактной схемы.

Таким образом, теория булевых функций предоставляет мате­
матическую модель реальных физических релейно-контактных схем.

Рассмотрим некоторые релейно-контактные схемы и найдём их 
функции проводимости. Первая схема состоит из двух последова­
тельно соединённых контактов х и у, т.е. контактов, связанных с 
двумя независимыми реле х и у, каждое из которых срабатывает 
независимо от другого.

-----------  X -----------  у -----------

Ясно, что данная схема проводит электрический ток тогда и только 
тогда, когда оба контакта х и у замкнуты, т.е. только тогда, ког­
да обе переменных х и у принимают значение 1. Булева функция 
от двух аргументов х, у, удовлетворяющая такому условию, нам 
хорошо известна. Это конъюнкция х • у. Таким образом, функцией 
проводимости релейно-контактной^схемы, состоящей из двух после­
довательно соединенных конт^ибв х и у, является конъюнкция х у. 
Говорят, что последовательное соединение двух контактов реали­
зует конъюнкцию соответствующих этим контактам булевых пере­
менных.

Вторая релейно-контактная схема состоит из двух параллельно 
соединенных контактов х и у .
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X

--------- У ----------
Ясно, что эта схема проводит электрический ток в том и только 
в том случае, когда по меньшей мере один из контактов х или у 
замкнут, т.е. лишь в случае, когда хотя бы одна из булевых пере­
менных х или у принимает значение 1. Булева функция от двух ар­
гументов хиу ,  удовлетворяющая этому условию, также хорошо нам 
известна. Это дизъюнкция xWy. Таким образом, функцией проводи­
мости релейно-контактной схемы, состоящей из двух параллельно 
соединенных контактов х и у, является дизъюнкция х V у. Говорят, 
что параллельное соединение двух контактов реализует дизъюнк­
цию соответствующих этим контактам булевых переменных.

Итак, с помощью релейно-контактных схем можно реализовы­
вать булевы функции: конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание. Воз­
можна ли аналогичная реализация и других булевых функций? От­
вет положительный. Поскольку всякая булева функция может быть 
выражена через конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание, причём от­
рицание стоит лишь непосредственно около переменных и не сто­
ит ни около каких внутренних скобок, а конъюнкция, дизъюнкция 
и отрицание, как показано только что, реализуются на релейно­
контактных схемах, то и всякая булева функция может быть ре­
ализована с помощью релейно-контактной схемы, т.е. может быть 
построена такая схема, для которой данная булева функция служит 
функцией проводимости. Ознакомьтесь с примерами, разобранными 
в Задачнике, 7.2 л, 7.3 л .

В теории релейно-контактных схем выделяются две основные 
задачи -  задача анализа и задача синтеза релейно-контактных схем.

Задача анализа состоит в изучении характера работы данной 
схемы и её упрощении. Две релейно-контактные схемы называются 
равносильными, если одна из них проводит ток тогда и только тогда, 
когда другая схема проводит ток. Иначе говоря, две схемы равно­
сильны, если они обладают одинаковыми функциями проводимос­
ти. Из двух равносильных схем более простой считается та, кото­
рая содержит меньшее число контактов. Задача упрощения релейно­
контактной схемы состоит в нахождении более простой равносиль­
ной ей схемы. Обычно она решается следующим образом. Для дан-
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ной релейно-контактной схемы составляется её функция проводи­
мости. Затем эта функция с помощью тождественных преобразова­
ний, использующих известные свойства булевых функций, упроща­
ется, т.е. сводится к функции, имеющей меньшее число вхождений 
переменных, нежели исходная функция. Наконец строится релейно­
контактная схема, отвечающая упрощённой булевой функции.

Рассмотрите решённую в Тетради MJI задаче 4.1 а, показываю­
щую, как нужно составлять функцию проводимости данной схемы 
и упрощать её. Решите самостоятельно задачи №№ 4.1 б -  е, 4.2, 4.3, 
4.11 на анализ релейно-контактных схем, в Задачнике -  примеры 
№№7.5 л, 7.9.

Составление релейно-контактных схем с заданными условиями 
работы называется задачей синтеза релейно-контактных схем. Она 
является второй важной задачей теории релейно-контактных схем, 
состоящей в том, что требуется построить схему, которая проводи­
ла бы электрический ток лишь при вполне определённых задава­
емых условиях. По этим условиям сначала составляется таблица 
значений булевой функции проводимости требуемой схемы. Далее, 
с помощью СДН-форм или СКН-форм для булевых функций на­
ходится аналитическое (формульное) выражение для этой булевой* 
функции. Затем эта функция с помощью тождественных преобразо­
ваний, использующих известные свойства булевых функций, макси­
мально упрощается. Наконец строится релейно-контактная схема, 
отвечающая упрощённой булевой функции.

В Тетради MJI приведены примеры решения таких задач, а так­
же -  задачи для самостоятельного решения на синтез релейно-кон­
тактных схем: №№ 4.4 -  4.10. Проанализируйте приведённые в 
Задачнике решения задач Ж№ 7.9, 7.20.

Релейно-контактные схемы в ЭВМ . Первая электронно- 
вычислительная машина была создана в 1946 году в США. Для за­
писи и обработки в ЭВМ числовой и символьной информации удоб­
ным с технической точки зрения оказался язык двоичных чисел
-  нулей и единиц. Поэтому естественно было ожидать, что мето­
ды математической науки, исследовавшей двузначные функции, ра­
но или поздно найдут применение в процессе создания такой тех­
ники. Впервые предположение о возможности применения алгеб­
ры логики в технике было высказано в 1910 году известным фи­
зиком П.Эренфестом (1880 -  1933). Булевы функции стали мате­
матическим аппаратом для исследования релейно-контактных схем 
(эта связь окончательно была осознана в 30-х годах XX века), а са­
ми схемы к середине XX века нашли многочисленные применения
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н автоматической технике -  в телефонии, железнодорожной сигна­
лизации, централизации и блокировке, релейной защите, телемеха­
нике и наконец -  при проектировании быстродействующих ЭВМ. О 
некоторых простых, но очень важных релейно-контактных схемах, 
используемых в ЭВМ, и пойдёт речь в настоящем параграфе.

О д н о р а з р я д н ы й  д в о и ч н ы й  п о л у с у м м а т о р . Числа в ЭВМ 
хранятся в двоичной системе в ячейках памяти поразрядно. С техни­
ческой точки зрения в двоичной системе оказалось удобно не толь­
ко хранить числа, но и выполнять над ними различные действия. 
Так, сложение двоичных чисел осуществляется на основе следую­
щих правил: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 =  1, 14-1 = 10. Сложение 
но этим правилам делается по каждому разряду двух ячеек, в кото­
рых хранятся слагаемые. Если же происходит переполнение данного 
разряда (что возможно только при сложении 1 + 1 ), то происходит 
перенос единицы в следующий разряд. Таким образом, процесс сло­
жения в одном разряде может быть охарактеризован двумя буле­
выми функциями: S(x,y) и Р(х,у), зависящими от складываемых 
чисел х и у. Первая функция S(x,y) представляет собой значение 
суммы, записываемое в тот же разряд соответствующей ячейки, в 
котором происходит сложение. Вторая функция -  функция перено­
са Р(х,у) даёт значение числа, переносимого в следующий, более 
старший, разряд при переполнении разряда, в котором происходит 
сложение. Таблицы истинности этих функций следующие:

X У S{x, у) Р(х,у)
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Используя СДН-формы, выписываем для них выражения, по кото­
рым легко построить соответствующие релейно-контактные схемы: 
S(x,y) =  х'у Уху', Р(х,у)=ху .

О д н о р а з р я д н ы й  д в о и ч н ы й  с у м м а т о р . При сложении двух 
чисел описанные в предыдущем пункте действия совершаются лишь 
в первом, самом младшем, разряде ячеек, хранящих слагаемые. Во 
всех же остальных разрядах, начиная со второго, в процессе сло­
жения участвуют уже не два слагаемых Xk и yk, но ещё и число, 
переносимое из предыдущего разряда и равное значению функции 
переноса Pk-i(xk-i,Vk-i) в этом разряде. Таким образом, функ­
ция сумма Sk в fc-ом разряде (к > 2) зависит от трёх аргументов
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Sk(xkiyk,Pk-i)- От этих же аргументов зависит и функция перено­
са из к-то разряда Рк(хк, У к, Рк-i)« Составим таблицы значений этих 
функций:

Хк Ук Рк- 1 Vki Рк—l) Pkfaki Ук> Рк—l)
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Используя СДН-формы, найдите аналитические выражения для 
этих функций, упростите их, преобразуя тождественным образом, 
и наконец начертите соответствующие релейно-контактные схемы. 
Построив такие схемы для каждого разряда и обеспечив их над­
лежащее соединение, можно получить схему многоразрядного дво­
ичного сумматора, осуществляющего сложение двоичных чисел в 
ЭВМ.

Человек привык оперировать с числами в десятичной системе 
счисления. Для ЭВМ более удобна двоичная система. Поэтому важ­
ную роль в ЭВМ играют устройства, обеспечивающие взаимопони­
мание человека и машины, т.е. устройства, переводящие информа­
цию с языка человека на язык машины и обратно. Такими устрой­
ствами являются, например, шифраторы, осуществляющие перевод 
чисел из десятичной системы в двоичную, и дешифраторы, осущест­
вляющие обратный перевод. При их конструировании также исполь­
зуются релейно-контактные схемы.
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Г л а в а  II . 

ФОРМАЛИЗОВАННЫЕ 
ИСЧИСЛЕНИЯ ВЫСКАЗЫВАНИЙ

В этой главе рассматривается аксиоматический подход к ал­
гебре высказываний, т.е. такой же подход, какой используется при 
строгом построении геометрии на базе какой-либо системы аксиом, 
например, Гильберта, Вейля и т.д. Алгебра высказываний предста­
нет как аксиоматическая теория, в определенном смысле достиг­
нет наивысшей степени строгости и совершенства. Общим вопросам 
аксиоматических теорий будут посвящены главы IV и VI, так что 
формализованное исчисление высказываний, которое строится в на­
стоящей главе, будет служить примером аксиоматической теории.

Применительно к алгебре высказываний аксиоматический под­
ход состоит в следующем. Из всех формул алгебры высказываний 
выделяется некоторая часть. Формулы из этой части объявляются 
аксиомами. Определяется некоторое правило, по которому из одних 
формул можно получать новые. Аксиомы выделяются и правило 
определяется так, что по нему из аксиом могут быть получены все 
тавтологии алгебры высказываний и только они. Таким образом, 
тавтологии алгебры высказываний оказываются теоремами аксио­
матической теории, в результате получаем аксиоматическое постро­
ение алгебры высказываний.

В качестве системы аксиом могут быть выбраны разные части 
совокупности всех формул алгебры высказываний. То же относит­
ся к правилам получения новых формул. В зависимости от выбо­
ра получаются различные аксиоматизации алгебры высказываний. 
Общим для них является то, что все они обладают одним и тем 
же множеством теорем -  это совокупность всех тавтологий алгебры 
высказываний. Мы рассмотрим лишь одну из возможных аксиома­
тизаций.

Описанный подход к построению формализованного исчисления 
высказываний называют гильбертовским, а само такое исчисление 
называют исчислением гильбертовского типа. Одно такое исчисле­
ние будет рассмотрено в первых трёх параграфах настоящей главы.
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Существует и другой подход к построению формализованного 
исчисления высказываний. Этот подход был разработан немецким 
математиком Г.Генценом в 30-ых годах XX столетия и получил на­
звание генценовского подхода, а получаемое при этом исчисление -  
исчислением натурального (или естественного) вывода. Исчисление 
этого типа будет рассмотрено в параграфе 12 настоящей главы.

В конце параграфа 8 мы говорили о применении методов мате­
матической логики при конструировании компьютеров. В заключи­
тельном параграфе этой главы будет рассказано об обратном про­
цессе -  применении компьютеров для доказательства теорем мате­
матической логики.

§9. Система аксиом и 
теория формального вывода

В настоящем параграфе будет заложена основа аксиоматичес­
кой теории высказываний, определены понятия доказательства и 
теоремы, рассмотрены примеры доказательств теорем и развита те­
ория формального вывода. На протяжении всего параграфа будем 
находиться как бы внутри аксиоматической теории, будем разви­
вать саму эту теорию.

Н ачало аксиоматической теории высказываний: перво­
начальные понятия, система аксиом, правило вывода. К
первоначальным, неопределяемым понятиям аксиоматической те­
ории высказываний относятся следующие: Х \ , Х 2, ...,Хп -  пропо­
зициональные переменные; -i, —> -  логические связки; (,) -  техни­
ческие знаки. Первоначальным понятием является также понятие 
формулы, которое определяется (как и в алгебре высказываний, см. 
определение 2.1 ) индуктивным образом:

1 ) каждая пропозициональная переменная есть формула;
2) если Fi и F2 -  формулы, то выражения -tFi, (Fi —> F2) также 

являются формулами;
3) никаких других формул, кроме получающихся согласно пунк­

там 1 и 2, нет.
Следующий шаг в построении аксиоматической теории выска­

зываний состоит в выборе системы аксиом. К качестве аксиом вы­
бираются формулы следующих видов:

(Al) F -> (G —> F) ,
(А2) (F -+ (G —> Я)) -» ((F -  
(АЗ) (-G  -» ->F) -» ((-<G -> F)

G) —> (F —> Я)) , 
-  G)).
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где F, G, H -  произвольные формулы. Таким образом, каждое из 
выражений (Al), (А2), (АЗ) задаёт лишь форму аксиомы. Они пре­
вращаются в аксиомы, если вместо F, G и Н подставить конкретные 
(|юрмулы (в частности, пропозициональные переменные). Следова­
тельно, каждое из этих выражений задаёт бесконечное множество 
(|юрмул. Все они называются аксиомами. Поэтому каждое из выра­
жений (Al), (А2), (АЗ) называют схемой аксиом.

Наконец, заключительный шаг, закладывающий основу аксио­
матической теории высказываний, состоит в выборе правил вывода. 
Единственным правилом вывода будет служить правило заключе­
ния (или отделения, или modus ponens, или сокращенно МР): из 
формул F  и F  —> G непосредственно следует формула G.

Как и в алгебре высказываний, договоримся внешние скобки у 
формулы не писать.

Поскольку в аксиомах не участвуют связки A, V, <-*, то их 
придётся определить. Введём следующие определения:

(F A G) означает ->(F —* -»G) ,
(F V G) означает (-»F —► G) ,
(F  <-+ G) означает ((F —> G) A (G —► F)) .

Смысл, например, первого из определений состоит в том, что, ка­
ковы бы ни были формулы F  и G, формула (F  A G) служит 
обозначением для формулы ->(F —> -iG) .

Понятие вывода и его свойства. Заложив основу будущей 
аксиоматической теории в виде системы аксиом и правила выво­
да, приступим к её развитию, т.е. к доказательству теорем. Прежде 
всего уточним понятия доказательства и теоремы.

О п р е д е л е н и е  9 .1 . Доказательством или выводом формулы F 
из множества формул Г называется такая конечная последователь­
ность В \ , £?2, ••, В3 формул, каждая формула которой является ли­
бо аксиомой, либо формулой из Г, либо получена из двух предыду­
щих формул этой последовательности по правилу МР, а последняя 
формула Bs совпадает с F (Bs = F). Если имеется вывод формулы 
F из множества Г, то говорят, что F выводима из Г, или что Г выво­
дит F, и пишут ГК- F. Элементы из Г называются гипотезами или 
посылками вывода. Если же имеется вывод формулы F из пустого 
множества гипотез, то говорят, что F выводима из аксиом, или что 
F доказуема, а последовательность Bi , B2, B s называется дока­
зательством этой формулы. Саму F  называют теоремой и пишут 
Ь F. Таким образом, запись b F  служит сокращением утверждения 
”F  есть теорема”.
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Если множество Г конечно: Г =  { f\, F2, ..., Fm}, то вместо {Fi, F2, 
..., Fm} b G будем писать Fb F2, ...,Fm h G.

Совокупность аксиом, правил вывода и всех теорем, выводимых 
из аксиом, и представляет собой аксиоматическую теорию высказы­
ваний, или формализованное исчисление высказываний. Наша бли­
жайшая цель состоит в том, чтобы научиться доказывать теоремы 
в данной теории, т.е. научиться строить выводы формул из аксиом.

Приведём пример доказательства какой-нибудь формулы.

П р и м е р  9.2. Доказать: Ь F -+ F .
Для доказательства того, что формула F —> F  является теоре­

мой формализованного исчисления высказываний, нужно построить 
вывод (доказательство) этой формулы из аксиом. Таким выводом 
является, например, следующая последовательность формул:

(1) (F -> ((F -> F) -  F)) -> ((F -  (F -> F)) —► (F —► F)) ,
(2) F ^ ( ( F ->F) ^ F) ,
(3) { F ^ { F ^ F) ) ^ ( F ^ F ) ,
(4) F (F _> F) ,
(5)

Поясним. Формула (1) представляет собой аксиому (А2), в ко­
торой в качестве формул F  и Н  взята формула F, а в качестве 
формулы G взята формула F  —> F. Формула (2) представляет со­
бой аксиому (А1 ), в которой в качестве формулы G берётся формула 
F  —► F. Формула (3) получена из формул (1) и (2) по правилу МР. 
Формула (4) есть аксиома (А1 ). Наконец, формула (5) получена из 
формул (3) и (4) по правилу МР.

Таким образом, h F  —► F  .

В следующей теореме отмечается несколько простых, но важ­
ных свойств понятия выводимости из гипотез.

Т е о р е м а  9.3 (свойства в ы в о д и м о с т и ) .

а) Если П - F  и Г С  A, mo A K F .
б) Г Ь F  тогда и только тогда, когда в Г существует такое 

конечное подмножество Д, что Д Ь F.
в) Если Г Ь G для любой формулы G из множества Д и 

Д Ь F, т о  Г Ь F  .

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Данное с в о й с т в о  выражает следующий 
очевидный факт: если формула F  выводима из множества посылок 
Г, то она будет выводима и из всякого множества, получающегося 
добавлением к Г новых посылок.
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б) Достаточность вытекает из свойства (а). Обратно, если Г Ь F, 
го, по определению 9.1, существует вывод F  из Г, т.е. некоторая ко­
нечная последовательность формул, использующая, следовательно, 
лишь конечное число посылок из Г. Поэтому можно считать, что 
именно эта конечная часть формул из Г и выводит формулу F.

в) По условию, Д b F. Тогда, ввиду предыдущего свойства (б), 
в Д существует такое конечное подмножество До, что До Ь F. Пусть 
Д0 = {Bi,B2, По условию, кроме того, Г Ь В1? Г Ь В2, Г 
I- В*;, т.е. имеются выводы каждой из формул В\, В2, В к  из мно­
жества гипотез Г, представляющие собой конечные последователь­
ности формул. Выпишем эти последовательности одну за другой и 
добавим к ним последовательность, являющуюся выводом форму­
лы Г из множества гипотез До = {В\ , В2, В  к}- Полученная таким 
образом последовательность будет представлять собой вывод фор­
мулы F  из множества гипотез Г, т.е. Г Ь F. □

Теорема о дедукции и следствия из неё. Процесс постро­
ения доказательств для тех или иных формул может оказаться до­
статочно сложным как в идейном, так и в техническом плане. Теоре­
ма о дедукции, о которой пойдёт речь, выявляет некоторую общую 
закономерность при таких построениях и тем самым облегчает про­
цесс построения доказательства, что будет видно из последующих 
примеров.

Т е о р е м а  9.4 (о дедукции). Если F i,...,F m_ i,F m Ь G, то 
F i, ...,Fm_x Ь Fm —► G. В частности, если F Ь G, то\- F —► G.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть последовательность формул
■®1 ) -®2» ••• » ••• > • (1 ) 

является выводом формулы G из гипотез Fb Fm_i , Fm (такая по­
следовательность существует, поскольку, по условию, F i,...,F m_i, 
Fm Ь G. Следовательно, формула В3 есть формула G, т.е. Bs =  G 
(= -  знак графического совпадения, одинаковости формул). Рас­
смотрим последовательность формул:

Fm —> В \ , Fm —> В2, ..., Fm —> В*, , Fm —► Bs . (2)
На последнем месте данной последовательности стоит формула Fm —► 
G (так как В8 = G). Но эта последовательность, вообще говоря, не 
является выводом из гипотез F i,...,F m_i. Тем не менее, её мож­
но превратить в такой вывод, если перед каждой формулой после­
довательности добавить подходящие формулы. Для этого покажем 
методом математической индукции по /, что

•••> ^ш-1  I” Fm-+Bi. (3)
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1) I =  1. Покажем, что F i, ..., Fm_i h Fm —► B\ . Для формулы 
Bi как первого члена последовательности (1 ), являющейся выводом 
G из Fi , Fm_i , Fm, могут представиться следующие возможности:

а) Bi есть либо одна из аксиом, либо одна из гипотез F i,..., Fm_ i. 
В этом случае вывод формулы Fw —> В\ из гипотез F\ , Fm_i стро­
ится так:

Ви В г - р п ^ В г ) ,  Fm - * B X. (4)

Вторая формула здесь есть аксиома (А1 ), а третья получена из пер­
вых двух по правилу МР. Таким образом, в последовательность (2) 
перед первой формулой нужно добавить первую и вторую формулы 
из последовательности (4).

б) В\ есть гипотеза Fm. Тогда формула Fm —> В\ принимает 
вид Fm —► Fm. Но, согласно примеру 9.2, эта формула выводима 
не только из гипотез F i,...,F m_j , а выводима просто из аксиом. 
Её вывод, приведённый в примере 15.2, нужно вписать в последова­
тельность (2) перед первой формулой в этом случае.

2) I < к. Предположим, что утверждение (3) верно для всех 
I < к и все необходимые выводы добавлены перед всеми к первыми 
формулами последовательности (2).

3) I =  к + 1 . Покажем теперь, что утверждение (3) верно для 
I = fc+1 , т.е. справедлива выводимость: Fb Fm-\  Fm —> B&+i. 
Для формулы Bk~|-i как члена последовательности (1), являющейся 
выводом G из гипотез Fb Fm_i, Fm, могут представиться следу­
ющие возможности:

а), б) В*+1 есть либо одна из аксиом, либо одна из гипотез 
F i , F m_i , Fm. Данные возможности абсолютно аналогичны соот­
ветствующим возможностям из случая I = 1 (там лишь нужно В\ 
заменить на Bk+\.

в) J3fc+i получена из двух предыдущих формул Bi, Bj после­
довательности (1 ) по правилу МР. Следовательно, 1 < i < к + 1 ,
1 < j  < fc+ 1  и формула j, имеет вид Bi —► £*+1 ? т-е* Bj = Bi —i► Дь+ь 
Поскольку l < i < f c + l H l < j < f c  + l, поэтому формулы Fm —> Bi 
и Fm —> B j , стоят в последовательности (2) перед формулой Fm —*• 
Bk+i и, следовательно, по предположению индукции, справедливы 
утверждения о том, что имеются выводы этих формул из гипотез 
Fb ..., Fm_i. Выпишем эти выводы последовательно друг за дру­
гом (они завершаются формулами Fm - > Д и  Fm —> (В{ —> Bk+1 ) 
соответственно; напоминаем, что Bj = Bi —> Bk+i):
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(а) Fm -+ Bi ,

(а + /? + 1) Fm —► —> Bfc+i)) —► ((Fm —* В») —> (Fm —> Bfc+i)), 
(a + /3 + 2) (Fm —> Bi) —► (Fm —» B/t+i) ,
(a +  (3 +  3) Fm —► Bfc+i .

Первая из формул есть аксиома (А2), вторая формула получена 
из первой и формулы (а + (3) по правилу МР, третья получена из 
второй и формулы (а) по правилу МР. Таким образом, построенная 
последовательность есть в этом случае вывод формулы Fm —► Bk+i 
из гипотез Fi, ..., Fm_i.

Итак, утверждение (3) верно для любого / =  1 , 2 , s. При I =  s 
получаем (напоминаем, что В3 = G): F i,...,F m_i Ь Fm —► G, что и 
требовалось доказать. □

В задаче № 8.11 Задачника рассматривается процесс пополне­
ния последовательности (2) до вывода (т.е. процесс восстановления 
вывода формулы Fm —> G из формул F i , ..., Fm_i), исходя из данно­
го вывода формулы G из формул F i , ..., Fm_i, Fm применительно к 
конкретным формулам F i,...,F m_i, Fm,G.

С ледствие 9.5. F i,...,F m_!,Fm I- G тогда и только тогда, 
когда F j , ...,Fm—\ К Fm > G .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость представляет собой теорему 
о дедукции. Обратно, если F i,...,F rn_i b Fm —► G, то существует 
соответствующий вывод: B i , B e_i , Fm —► G. Дополним его двумя 
формулами Fm и G. Получим последовательность B i,..., Bs_ i, Fm —►
G, Fm, G, представляющую собой вывод формулы G из гипотез 
Fi, ...,Fm_ i,F m, потому что предпоследняя формула этой последо­
вательности есть одна из гипотез, а последняя получена из двух 
предшествующих ей формул по правилу МР. Следовательно,

С л е д с т в и е  9.6. F i,...,F m_ i,F m Ь G тогда и только тогда, 
когЛ* I- Fi —► (F2 -  ... -  (Fm_! -  (Fm -  G))...) .

Данное следствие получается в результате m-кратного приме­
нения предыдущего следствия.

П рименение теоремы о дедукции. С помощью теоремы о 
дедукции сначала будет доказана одна лемма, которая затем вмес­
те с теоремой о дедукции будет использована для доказательства

Fm Ь G .
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того, что ряд формул являются теоремами формализованного ис­
числения высказываний.

Л емма 9.7. Для любых формул F,G,H справедливы следую­
щие выводимости:

а) F -> G, G -> Я b F — Я ;
б) F  —► (G —► Я), G b F -  Я  .

Д о к а за т е л ь с т в о , а) Покажем сначала, что F —► G, G —► 
Я, F h Я. Для этого построим последовательность, являющуюся 
соответствующим выводом: F G, G -+ Н, F, G, Я. Поясним. 
Первые три формулы последовательности суть гипотезы. Четвёр­
тая формула G получена из первой и третьей формул последова­
тельности по правилу МР, а пятая -  из второй и четвёртой по тому 
же правилу. Итак, F -+ G, G —> Н, F h Я. Отсюда, на основании 
теоремы о дедукции заключаем, что F —► G, G —►Я Ь F —► Я.

б) Нетрудно видеть, что F —► (G —► Я), G, F  I- Я, откуда 
требуемая выводимость следует на основании теоремы о дедукции.
□

Т еорем а  9.8. Для любых формул F, G следующие формулы 
являются теоремами формализованного исчисления высказываний:

а) —»—iF —► F ;
б) F  —> -.-.F ;
в) -iF —► (F —► G) ;
г) (-G  -> -.F) —► (F —► G) ;
д) (F —► G) —► (“»G -> -iF) ;
е) F -> (-G -> -.(F -> G)) ;
ж) (F —► G) ((-.F —► G) -> G) .

Д о к а за т е л ь с т в о , а) Обоснуем возможность доказательства 
(построения вывода из аксиом) этой формулы.

Обратим внимание на то, что сама последовательность (1)-(5) не яв­
ляется выводом формулы - i- iF —► F из аксиом. Чтобы превратить 
её в вывод, нужно перед формулами (2) и (5) вписать их выводы из

(1) Ы  -  -i-iF) -> ((-F  -  ->F) -> F)),
(2) ->F —> ->F,
(3) (~>F —► ->-iF) -> F ,
(4) -i-,F —*• (->F —> ->-iF),
(5) - .- .F -» F .

аксиома (A3) 
пример 9.2

(1),(2), лемма 9.7,6 
аксиома (AI)

(4),(3), лемма 9.7,a
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аксиом. Для формулы (2) это сделать нетрудно. Обоснование фор­
мулы (5) опирается на утверждение леммы 9.7а, которое, в свою 
очередь, обосновано с помощью теоремы о дедукции. Поэтому, чтобы 
*то утверждение можно было использовать в формальном выводе, 
его необходимо превратить в некоторую формулу, вывод которой, в 
свою очередь, должен быть построен на основании теоремы о дедук­
ции. Продумайте самостоятельно эти взаимосвязи.

б) Строим последовательность формул, которая также выво­
дом не является, служит лишь обоснованием возможности постро­
ения такого вывода, но которую можно дополнить до вывода без 
принципиальных трудностей:

(1) (-i-1-.F -> -.F) -> —► F) —► —»jP)), аксиома (АЗ)
(2) - 1-1-1F —► -1F, теорема 9.8,а
(3) (—•—«—i-F* —► F) —> -п-lF, правило МР: (1),(2)
(4) F —► (-i-i-iF —► F), аксиома (А1)
(5) F —► -i-iF). лемма 9.7,а: (4),(3)

в) В двух предыдущих доказательствах теорема о дедукции при­
менялась опосредованно, через посредство леммы 9.7. В настоящей 
задаче происходит прямое применение этой теоремы. Это делается 
следующим образом. Покажем сначала, что ->F, F \- G. Приво­
дим соответствующий вывод, обосновать который предлагается са­
мостоятельно (это уже действительно вывод, но пока ещё вывод из 
гипотез -  вывод формулы G из гипотез -»F, F):

F ) ,
♦ ->F),

(1)
(2) F ,
(3) F —► (->G —►
(4) -i.F —» (-iG -
(5) -G  -» F ,
(6) -iG —» ,

(7) (-1G —*■ -if)
(8) (->G -* F) —
(9) G .

♦ ((-.G -> F) -* G) , 
G j

Итак, -F , F Ь G. Тогда, по теореме о дедукции, ->F b F —> G. 
Применяя ещё раз теорему о дедукции, получаем - F  —► (F —► G).

г) Покажем, что ->G —► F, F I- G. Для этого строим соот­
ветствующий вывод (обоснуйте его самостоятельно):

(1) -«G —► -iF ,
(2) F ,
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(3) (-G  -  ->F) -» ((-47 —► F) -► G) ,
(4) (->G -► F) —► G ,
(5) F  —► (iG  —► F) ,
(6) ->G -+ F ,
(7) G .

Итак, ->G —► -»F, F  I- G. Применив теперь дважды теорему о 
дедукции, получаем требуемый результат.

д) Покажем сначала, что F  —► G Ь -«G —► ->F. Строим 
последовательность формул, которая выводом не является (снова 
обращаемся к лемме 9.7 и ещё к доказанным выше теоремам а), б) 
иг), но может быть дополнена до такового:

(1) F —> G, гипотеза
(2) -i-iF - » F, теорема 9.8,a
(3) -1-1F —► G, лемма 9.7,a: (2),(1)
(4) G —► -i-iG, теорема 9.8, б
(5) —•—»F —► -• -iG, лемма 9.7,а: (3),(4)
(6) (-1—iG —> -i-iF) —► (~'F —► -«G), теорема 9.8,г
(7) гTь,г правило МР: (5), (6)

Применив теорему о дедукции, получаем требуемое утверждение.
е) По правилу МР имеем F, F —> G h G. Тогда по теореме

о дедукции F Ь (F —> G) —► G. Применяем ещё раз теорему о 
дедукции: Ь F —► ((F —► G) —* G). Далее, по пункту д) настоящей 
теоремы имеем (взяв в качестве F формулу F —► G, а в качестве 
G -  саму G): ((F —► G) —► G) —► (-«G —* -i(F —► G)). Из этих двух 
последних утверждений на основании леммы 9.7а, получаем Ь F —► 
( - G - > - ( F - G ) ) .

ж) Покажем сначала, что F —> G, -*F —> G I- G. В самом деле, 
строим соответствующую последовательность (определите самосто­
ятельно, что это -  вывод из гипотез или обоснование возможности 
его построения):

(1) F  -> G ,
(2) ->F —> G ,
(3) (F -> G) -» (->G —► ->F) ,
(4) -»G —> -»F ,
(5) ( iF  —► G) —>► (~iG —►-i-iF) ,
(6) —>G —► ~i-iF ,
(7) (-iG —► - i- iF) -*• ((->G -> ->F)
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(8) (~>G -> ->F) -> G ,
(9) G .

Итак, F —> G, -iF —► G h G. Следовательно, по теореме о дедукции 
F —> G h (->F —► G) —> G. Ещё раз применяя теорему о дедукции, 
получаем: (F —> G) —► ((-•F —> G) —> G).

Производные правила вывода. Нами уже довольно глубо­
ко развита аксиоматическая теория высказываний: теорема о де­
дукции, вскрыв важное свойство выводимости, оказалась мощным 
средством, облегчающим доказательства того, что та или иная фор­
мула является теоремой формализованного исчисления высказыва­
ний. Следующим шагом на этом пути служит выявление дальней­
ших закономерностей процесса выведения одних формул из других 
и формулировка таких закономерностей в виде правил вывода. По­
лучаемые вторичные правила вывода носят названия производных 
правил вывода. Разделим их на две группы и сформулируем их в 
двух теоремах: в одной -  производные правила введения логических 
связок, в другой -  производные правила удаления таких связок. Для 
формулировки правил будет использоваться символическая запись. 
Например, правило

Г h F; Г b F —► G 
Г h G ’

состоит в следующем: ’’Если Г Ь F и Г Ь F  —► G , то Г h G” .

Т еорем а  9.9 (правила введения логических связок). Справед­
ливы следующие производные правила вывода, называемые прави­
лами введения логических связок (где Г -  некоторое, возможно, и 
пустое множество формул):

а) введение импликации (—> -вв) :

Г, F h G 
Г Ь F —► G ’

б) введение конъюнкции (Л -вв) :

Г h F  ; Г b G 
Г h F Л G ’

в) введение дизъюнкции (V -вв) :

Г h F  Г b G
Г h F  V G ’ Г Ь F V G ’

г) введение отрицания (приведение к абсурду) (-* -вв) :
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Г, F h G ; Г, F  h nG
T h n f

Д о к а за т е л ь с т в о , а) Данное правило есть не что иное, как 
теорема о дедукции (теорема 9.4).

б) Обосновать правило предлагается самостоятельна. Напом­
ним только, что запись F A G, согласно определению, означает 
"'(F -> ^G) .

в) Обоснуем первое правило. При доказательстве теоремы 9.8,в 
показано, что -«F, F h G, или F, -iF I- G. Отсюда, по теореме о 
дедукции, заключаем, что F I- ->F —► G, т.е., на основании опреде­
ления логической связки дизъюнкции, F I- F V G. Поэтому если 
Г Ь F, то отсюда, в силу теоремы 9.3 в, заключаем, что Г h F V G.

Обосновать второе правило введения дизъюнкции предлагается 
самостоятельно.

г) Пусть дано, что Г, F h G и Г, F I— «G. Тогда, по теоре­
ме о дедукции, r h F  — G n r i - F - »  -«G. Выпишем друг за 
другом обе последовательности формул, представляющие собой вы­
воды формул F —> G и F —► -IG из множества посылок Г:

(а + /3) F -> -G.

Продолжим полученную последовательность следующим образом:

(а + /3 -h 1) (F -*• G) —► (-«G —> ->F), теорема 9.8д
(а + (3 + 2) ->G —► -F , МР: (а),(а + 0  + 1)
(а + /3 + 3) (-iG —► ->F) —► (-«-iF —> -»-»G), теорема 9.8д
(a + /3 + 4) i- iF  -> -i-iG, MP: (a + /3 + 2), (a + /3 + 3)
(a -f (3 + 5) (F —► -»G) —► (-i-iG —> “•F), теорема 9.8д
(a + /3 + 6) -i-iG -* -F , MP: (a + /J), (a + /3 + 5)
(a + /3 + 7) (—1—'G —► -ijF) —> (->-• F —> —i—»—«G), теорема 9.8д 
(a+/3+8) — F -> -т-i-iG, MP: (a+/?+6), (a+/3+7)
(a + (3 + 9) —i—i—>G —► -iG, теорема 9.8а
(a+/3+10) —«—iF —► -«G, лемма9.7a: (a+/3+8), (a+/3+9)
(a -I- (3 -I-11) (—>—'F —► -i-iG) —> ((-i“«F —> ->G) —► ->F),аксиома (A3) 
(a + /3+12) (-.-iF -  ->G) -> -iF, MP: (a + /3+4), (a + 0+11) 
(a+/3+13) i F  . MP: (a+/3+10), (a+/3+12)

Тем самым доказано, что Г I— >F .
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Т еорем а  9 .10 (правила удаления логических связок.) Спра­
ведливы, следующие производные правила вывода, называемые пра­
вилами удаления логических связок (где Г некоторое, возможно, и 
пустое множество формул):

а) удаление импликации (—* -уд) :

Г b F ; Г h F G 
Г h G ’

б) удаление конъюнкции (Л -уд) :

Г Ь F  Л G Г h F  Л G
Г b F ’ Г b G 5

в) удаление конъюнкции (Л -уд) :

Г, F, G h Я  
Г, F Л G h Я 5

г) удаление дизъюнкции (Генцен) :

Г h F V G; Г, F I - Я ;  Г, G h Я  
Г I- я ;

д) удаление дизъюнкции (Клини) :

Г, F Ь Я ; Г, G Ь Я  
Г, F  V G h Я 5

е) сильное удаление отрицания (сильное -< -уд) :

Г h -.-F  
Г h F J

ж) слабое удаление отрицания (слабое -> -уд) :

Г Ь F ; Г Ь -iF 
Г I- G

Д о к а за т е л ь с т в о , а) Это правило получается непосредственно 
на основании правила вывода modus ponens (МР).

б) Обоснуем второе из двух правил удаления конъюнкции, пре­
доставив сделать обоснование первого правила самостоятельно. 
Пусть Г Ь FAG. Покажем, что FAG I- G. Напомним, что по опре­
делению конъюнкции запись F A G означает ->(F —► -*G). Поэтому 
нужно показать, что ->(F —► ->G) h G. Строим соответствующий 
вывод:
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(1) -.(F -» -G ) , гипотеза
(2) ^ (F-> -4Z)-> - ( F - -»G)) , аксиома (AI)
(3) -•G —► •-i(F -> ->G) , MP: (1),(2)
(4) Н 7 -» "'(F ~* -G)) - » ((-iG —► (F -* -G)) -» G) , аксиома (A3)
(5) b G -н► (F - -’G)) -  G , MP: (3),(4)
(6) ->G -> (F -> -&) . аксиома (AI)
(7) G. MP: (5),(6)

Итак, ! n T > G h F

_LО< G. Следовательно, по теореме 9.3
в заключаем, что Г h G.

е) Пусть Г h Ввиду теоремы 9.8,а имеем h — —>
F, что, на основании следствия 9.6 из теоремы о дедукции, даёт 
выводимость 1 - 1F Ь —► F. Следовательно, из двух выводимостей Г 
I— i-iF и -«-iF Ь —► F по теореме 9.3 в, заключаем, что Г I- F.

Теорема доказана. □

Остальные правила вывода рассматриваются в Задачнике, №№ 
8.19, 8.20. Там же в задачах 8.21 и 8.22 приведены примеры дока­
зательств с использованием производных правил вывода.

Значение логической теоремы о дедукции для доказа­
тельства математических теорем. В заключение, обратим вни­
мание на следующее обстоятельство. При доказательстве матема­
тической теоремы вида А —► В (”Если А, то В”) мы, исходя из 
утверждения А , строим такую последовательность утверждений 
А = А\, А2, ... , An- i ,  Ап =  В , в которой каждое последу­
ющее является логическим следствием предыдущего. В результате 
фактически доказывается, что утверждение В является логическим 
следствием утверждения А , т.е. А\= В. Поскольку в процессе дока­
зательства мы опирались на некоторые ранее доказанные теоремы, 
совокупность которых обозначим Г, то, значит нами доказана выво­
димость Г, А |= В. Отсюда мы негласно заключаем, что требуемая 
теорема А —► В доказана, т.е. утверждение А —> В истинно. Спра­
шивается, на основании чего делается этот вывод. Он делается на 
основании правила введения импликации, которое утверждает, что 
из выводимости Y, А \= В следует выводимость Г \= А —у В.

В формальных логических исчислениях (высказываний и преди­
катов) понятие формального вывода (из аксиом) служит моделью 
процесса реального доказательства математической теоремы. Та­
ким образом, с точки зрения теории формального вывода доказаг 
тельство теоремы А —у В означает доказательство следующего ут­
верждения: A h В, или с учётом гипотез: Г, А I- В. Как уже было 
сказано, отсюда мы обычно негласно заключаем, что справедливо
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утверждение А —> В. С точки зрения теории формального вывода 
это означает, что справедливо утверждение I- А -+ В (или соот­
ветственно Г h А —> В). Переход от утверждения: A h В (или 
(чхугветственно Г, А Ь В) к утверждению h А —> В (соответ­
ственно Г I- А —> В) носит уже не математический (присущий дан­
ной математической теории) характер, а чисто логический характер. 
И обоснование этого перехода даёт математическая логика, теория 
формального вывода. Этот переход есть не что иное, как теорема 
(метатеорема по отношению к математической теории) о дедукции.

Таким образом, соответствующий переход (логический шаг), не­
гласно совершаемый при доказательстве математических теорем, 
получает строгое логико-математическое обоснование.

Итак, здесь необходимо уяснить, что теория формального выво­
да, разработанная математической логикой, не умозрительное по­
строение абстрактной науки, а отражение реальных явлений мате­
матического мира. Эта теория есть составная часть аксиоматичес­
кого метода в математике, понимание которого началось ещё с Ев­
клида. Но Евклид осознал лишь необходимость наличия неких пер­
воначальных утверждений (аксиом), из которых все последующие 
выводились бы с помощью доказательств. Он не дошёл до осозна­
ния необходимости первоначальных понятий и, тем более, он не мог 
формализовать понятия выводимости, следования, доказательства. 
В формализованных логических исчислениях эта сторона аксиома­
тического метода доведена до полного формализма: мы точно знаем, 
что значит, что из одного утверждения следует другое. (Ключевым 
моментом в этом определении является правило МР). В этом и за­
ключается одно из значений математической логики для более осо­
знанного, строгого и критического подхода к доказательству теорем 
из различных разделов математики.

§10. Полнота и другие свойства 
формализованного исчисления 
высказываний

Если в предыдущем параграфе мы находились как бы внутри 
аксиоматической теории высказываний, развивая её саму, то сейчас 
будем смотреть на построенную теорию со стороны и будем созда­
вать науку об аксиоматической теории высказываний. Мы устано­
вим ряд важных свойств этой теории: полноту, разрешимость, не­
противоречивость.
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Доказуемость формулы и её тождественная истинность 
(синтаксис и семантика). В основе формализованного исчисле­
ния высказываний лежат понятия, относящиеся к так называемой 
области синтаксиса, т.е. понятия, представляющие собой некие аб­
страктные, лишённые смысла знаки и формальные действия с ними: 
алфавит, формула, аксиома, правило вывода, доказательство, тео­
рема. Эти понятия принято называть синтаксическими.

В то же время алгебра высказываний, изученная нами в гла­
ве I, пронизана содержательным смыслом: за каждой пропозицио­
нальной переменной стоит конкретное высказывание нашего языка, 
каждая формула может превращаться в конкретное составное вы­
сказывание, некоторые формулы могут превращаться только в ис­
тинные высказывания (тавтологии) и т.д. Говорят, что это -  область 
семантики: здесь каждое понятие наполнено каким-то внутренним 
содержанием, смыслом. Понятия истины и лжи, тождественной ис­
тинности и тождественной ложности формул, равносильности и ло­
гического следования формул считают понятиями семантическими.

Каково же взаимоотношение между формализованным исчис­
лением высказываний и алгеброй высказываний, между синтакси­
сом и семантикой? Перекинуть мостик от одной области к другой и 
призвана теорема полноты, о которой пойдёт речь в настоящем па­
раграфе. Оказывается, формализованное исчисление высказываний 
построено так, что всякая его теорема является тавтологией (тож­
дественно истинной формулой) алгебры высказываний, и обратно, 
для всякой тавтологии алгебры высказываний можно построить её 
вывод из аксиом формализованного исчисления высказываний, т.е. 
доказать, что она является теоремой исчисления. В этом состоит те­
орема полноты. Таким образом, теорема полноты как бы свяжет аб­
страктную аксиоматическую теорию высказываний и содержатель­
ную алгебру высказываний, теорию с практикой, и тем самым про­
демонстрирует адекватность отражения абстрактной теорией наших 
практических знаний о высказываниях языка.

Сформулируем и докажем первую часть теоремы полноты.

Т еорем а  10.1. Всякая доказуемая в формализованном исчис­
лении высказываний формула является тождественно истинной 
формулой (или тавтологией) алгебры, высказываний.

Символически: I-  F = >  \=F

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть формула F доказуема в формали­
зованном исчислении высказываний и последовательность 
Bi, В2, , В8 представляет собой вывод формулы F из аксиом.
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Покажем, что F -  тавтология. Доказательство будем вести индук­
цией по длине s вывода этой формулы.

s =  1. Тогда последовательность-вывод состоит из единствен­
ной формулы B i, которая, следовательно, может быть на основании 
определения вывода только аксиомой. Все три аксиомы (AI), (А2) и 
(АЗ) являются тавтологиями алгебры высказываний на основании 
теорем 3.1,з, 3.3,а, 3.3,л соответственно.

s < п. Предположим теперь, что все формулы, имеющие вывод 
длины s < п, являются тавтологиями. Это предположение индук­
ции.

s =  п + 1. Покажем, что всякая формула, имеющая вывод дли­
ны s =  п + 1, также является тавтологией. В самом деле, пусть 
F -  произвольная формула и В \,В 2, ...,Вп,В п+\ = F -  её вывод 
длины n + 1. На основании предположения индукции, первые п чле­
нов данной последовательности -  тавтологии. Рассмотрим формулу 
Вп+1. По определению вывода, она может быть либо аксиомой (и 
тогда она является тавтологией, как было отмечено в первой части 
доказательства), либо получена из двух предыдущих членов этой 
последовательности Bi и Bj  (1 < г < п — 1, 2 < j  < п) по прави­
лу modus ponens (МР). Во втором случае тогда Bj = Bi —> Bn+i 
и, кроме того, обе формулы Bi и Bj являются тавтологиями на ос­
новании предположения индукции. Итак, \= Bi и |= Bi —)> Вп+\. 
Следовательно, по теореме 3.5 (правило заключения), (= Вп+1.

Итак, какой бы длины ни имела вывод в формализованном ис­
числении высказываний формула, она будет тавтологией алгебры 
высказываний. □

Для доказательства второй части теоремы полноты (т.е. теоре­
мы, обратной к только что доказанной теореме) понадобится одна 
лемма, которой и посвящается следующий пункт.

Лемма о выводимости. Пусть о =  (ai,cr2, ...,сгп) -  упоря­
доченный набор длинны п, составленный из нулей и единиц, т.е. 
каждое сг* = 0 или 1 (г=1,2,..., п). Из доказательства теоремы 10.3 
известно, что всего таких наборов имеется 2П штук.

О п р е д е л е н и е  10.2. ст-двойником, где <т =  (cri,cr2, ...,сгп), для  
ф орм улы  F ( X Х п) называется сам а эта ф ормула, если она  
превращ ается в истинное высказывание F (A \, А 2, А п) при под­
становке вместо её пропозициональных переменных X i , X 2, .. . ,Хп 
таких высказываний А \ , А 2, . . . ,Ап соответственно, что A (Ai )  =  сгь  
А(А2) =  сг2, . . . , А(АП) =  сгп , и называется ф орм ула ->F(Xi,  Х2, Х п), 
если при указанной подстановке она превращ ается в лож ное вы-
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оказывание F(A\, А2, ..., Ап) Обозначение сг-двойника для формулы 
F(Xi , X2i Хп) следующее: Fa(X\ ,X2, ... ,Хп). Тогда символичес­
ки данное определение можно записать так:

( у  у  у  \ _ f F(X\i Х2у •••) Хп), F(o\ , <72, &п) — 1)
1 Ь 2""’ nJ “  \  ^F(Xu X2,.. . ,Xn), F{p\ ,o2, =  0.

П рим ер  10.3. Найти а-двойники для формул

F(Xl9X2, X3, Х4) =  (Хг ^- ^Х2) V (Х3 Л Ы ! ~ Х 4)) ,

G(Xl9X2, X3, X4) = (XxV^Xs) <-> (Х2 Л (-пХ3 -> ^Х4)),

если а — (0,1,1,0) .

Находим сначала значения этих формул при подстановке вместо 
переменных X i , X2, Хз ,Х4 значений 0, 1, 1, 0, соответственно:

F (0,1,1,0) = (0 —> ->1) V (1Л (-»0 0)) =  (0->0)V (lA (l«-+0)) =

=  1 V ( 1 A 0 )  =  1 V 0  =  1 ,

G(0,1,1,0) = (0 V ->1) ^  (1A (->1 —► ->0)) = (0 V 0) <-» (1A (0 —* 1)) =

= 0 + - ( lA l)  = 0 < - l  = 0 .

Тогда, но определению бт-двойника, имеем:

F*(x l t x2 , . . . ,xn) =  ( - Y i V -тХз) -  №  А

G*(Xu X2,.. . ,Xn) =  -^((ХгУ^Хз) ~  (X2 A (-d f3 - > - * 4 » )  -

JlEMMA 10.4 (о выводимости). Для всякой формулы F(X\,  
Х2, ... , Х п) и всякого набора о = (сгх,<т2, ...,оп), где Oi = 0 или 1 
(i=l,2,..., п), справедлива следующая выводимость:

X l \  X ? , . . . , Х ?  h F°{Xu X 2,. . . ,Xn) ,

где
_  |  eCAU =

iXi, если Gi — 0 .
Д о к а за т е л ь с т в о . Д ля доказательства применим индукцию по 

числу I логических связок, использованных при построении форму­
лы F.

I — 0 (в формуле F нет логических связок). В этом случае фор­
мула F есть пропозициональная переменная, например, Х\. Тогда 
Fa =  Х °  и утверждение леммы принимает следующую очевидную 
форму: Х °  Ь X f .
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I < к. Предположим, что утверждение леммы справедливо для 
всех формул с числом логических связок I < к.

I z= к 4-1. Покажем тогда, что утверждение леммы будет спра­
ведливо и для любой формулы с числом логических связок I =  
к-1-1. Пусть F(X  1, Х2, . Х п) -  произвольная такая формула. Тогда, 
на основании определения формулы формализованного исчисления 
высказывании (см. первый пункт §9), F имеет один из следующих 
двух видов: F = ->G или F =  G —► Я. Рассмотрим последовательно 
эти две возможности.

Пусть сначала F =  -«G. Тогда формула G(X \ , Х2, ..., Хп) содер­
жит логических связок < fc, и для неё, по предположению индукции, 
будет справедлива выводимость

Покажем, что Ga b Fa, т.е. Ga Ь (-•G)<T. В самом деле, если набор 
°  = (<7ь<721»ч*п) таков,4TOG(<7i,<72,...,(7n) = 0 ,TO-»G(<Ti,C72,...,tTn) =  
1, и, по определению 10.2 ст-двойника, имеем Ga = -»G и (~,G)<7 = -*G.
В этом случае требуемая выводимость принимает следующую оче­
видную форму: -iG I— >G. Если же набор <т = (<7ь<72, -..,сгп) таков, 
что G(oi,cr2, ...,сгп) = 1, то —»G(cti, сг2, ...,<тп) =  0, и соответствующие 
гг-двойники таковы: Ga =  G и (~»G)<r = —«G. В этом случае требуе­
мая выводимость принимает форму G I- —«G. Данная выводимость 
действительно справедлива на основании теоремы 9.8,6 и следствия
9.5 из теоремы о дедукции.

Рассмотрим теперь вторую возможность: F = G —► Я. Снова 
каждая из формул G и Я  содержит логических связок < к; для 
каждой из них будет справедливо предположение индукции

Покажем, что Ga, На Ь Fa, т.е. G°, На Ь (G —► Н)*. Расшифруем 
значения сг-двойников во всех случаях, которые могут представить­
ся.

Случай 1. Набор <т =  (<тъ<х2, ...,<тп) таков, что G(<7i,<72, ...,<тп) =
0 и Я(<7Ь <72,...,<тп) = 0. Тогда G(ab a2,...,crn) -> Я(<ть <72, ...,<тп) =
0 —> 0 =  1 и сг-двойники имеют вид: Ga =  ->G, Я*7 = -«Я, (G —»

(10.1)

(10.2)
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Н)а = G —> Н. Требуемая выводимость принимает следующий вид: 
-nG, ->Я Ь G —> Я.

Покажем, что это действительно так. В самом деле, на основа­
нии теоремы 9.8,в, имеем I— «G —► (G —► Я). Тогда, по следствию
9.5 из теоремы о дедукции, заключаем, что -«G I- G —> Я. Применив 
теорему 9.3, а, получаем -iG, ->Я Ь G —* Я.

Случай 2. Набор сг = (сгь сг2, с г п) таков, что G(crb <j2, <тп) =
О и Я(<71, сг2, ...,сгп) = 1. Тогда G(<7b <72, ...,<тп) -► Я(<ть <т2, ...,<7П) =
0 —► 1 = 1 и а-двойники имеют в этом случае следующий вид: 
G° = -лG, Я а = Я, (G —► Я )*7 = G —► Я. Требуемая выводимость 
принимает следующий вид: —»G, Я h G —> Я. Её доказательство ни­
чем не отличается от доказательства выводимости в предыдущем 
случае.

Случай 3. Набор а = (сгг, сг2, ап) таков, что G(<Ji,сг2, ап) =
1 и Я(<71,а2,...,<7п) = 0. Тогда G(<7b <72, ...,сгп) -► Я(<7Ь <т2, ...,<тп) =  
1 —► 0 = 0 и сг-двойники имеют следующий вид: Ga = G, На = -тЯ, 
(G —► Я )*7 = -»(G —> Я). Требуемая выводимость принимает сле­
дующий вид: G, -«Я I— '(G —> Я). Покажем, что это действительно 
так. Ясно, что справедливы выводимости G, -«Я, G —► Я Ь -*Я и
G, чЯ, G —> Я I- Я (первая очевидна, а вторая следует на основе 
правила МР: G, G —► Я Ь Я). Из них, по правилу введения отрица­
ния (теорема 9.9,г), получаем G,-<Я Ь ->(G —► Я).

Случай 4. Набор сг = (сгх, сг2, ...,сгп) таков, что G(crb сг2, с г п) =  
1 и Я(б7Ь <72,...,<тп) = 1. Тогда G(ab cj2,...,an) Я((ть а2, ...,<тп) =  
1 —► 1 = 1 и сг-двойники имеют вид: Ga =  G, На =  Я, (G —► Я )а =  
G —► Я. Требуемая выводимость принимает следующий вид: G, Я Ь 
G —► Я.

Проверим, что это действительно так. Рассмотрим последова­
тельность формул Я, Я —> (G —> Я),С  —► Я. Первую формулу по­
следовательности будем считать гипотезой. Вторая формула пред­
ставляет собой аксиому (А1) формализованного исчисления выска­
зываний, а третья получена из двух предыдущих по правилу МР. 
Следовательно, рассматриваемая последовательность есть вывод её 
последней формулы G —> Я из гипотезы Я. Итак, Я Ь G —► Я. 
Вспоминая теорему 9.3,а, заключаем, что G, Я I- G —> Я.

Итак, рассмотренные четыре случая приводят к заключению: 
для любого набора сг нулей и единиц справедлива выводимость 
Ga, Ha h Fa. Эта выводимость вместе с выводимостями (10.1) и
(10.2) на основании теоремы 19.3 в даёт следующую выводимость: 
Х " \  X ? ,  ... , X ?  h F*(Xu X2,.. . ,Xn).
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Тем самым сделан шаг индукции и можно заключить, что утверж­
дение леммы справедливо для любой формулы F.

Лемма доказана. □
Полнота формализованного исчисления высказываний.

В первом пункте настоящего параграфа было сказано, что полнота 
формализованного исчисления высказываний состоит в совпадении 
множества доказуемых формул с множеством тавтологий. Включе­
ние первого множества во второе (первая часть теоремы полноты) 
было установлено в теореме 10.1. Теперь нами всё подготовлено к 
тому, чтобы доказать вторую часть теоремы о полноте формализо­
ванного исчисления высказываний.

Т е о р е м а  10.5. Всякая тождественно истинная формула (или 
тавтология) алгебры высказываний доказуема в формализованном 
исчислении высказываний. Символически: f= F = >  Ь F

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть формула F(Xi , X2, ~-,Хп) является 
тавтологией алгебры высказываний. На основании леммы 10.4 о вы­
водимости, имеем Хр, Х%2, .••JX^n Ь Fa(Xlj Х2, -",Хп) для лю­
бого набора о = (сг1,(72, ...,сгп) из нулей и единиц. Поскольку фор­
мула F(Xi , X2,. . . ,Xn) при любой подстановке превращается в ис­
тинное высказывание (она -  тавтология), то для любого набора а =  
(0ь 02> •••> ап) «т-двойником формулы F будет сама эта формула, т.е. 
Fa = F для любого а. Тогда X*1, Х%2, Х%п Ь F{Xu X2, . . . ,Xn). 
В частности, для а — (oi, а2, ..., <уп- \ Л )  имеем (в этом случае Х ° п =  
Х1 = Х п):

х? , х? , ,  x°nrs ,хп I- а д ,х2,...,хп), (10.3)
а для а — {(T\,(j2, ...,сгп_ь 0) имеем (в этом случае Х%п = X® =  
^Хп):

Х { \  Х 1 \  Ь F(Xb X2,...,X n). . (10.4)
Из вьгоодимостей (10.3) и (10.4) по правилу удаления дизъюнкции 
(теорема 9.10,д) получаем

х р ,  X ? ,  ... , Х ^ _ \\ X n y ^ X n h F[Xu X 2,.. . ,Xn) .
Поскольку формула Х п V ~̂ Хп вьшодима из аксиом (см. определе­
ние связки V в начале §9 и пример 9.2), поэтому её можно исклю­
чить из числа посылок последней выводимости. Тогда

Х 1 \ х р ,  ... , Х £ ?  Ь F(Xu X 2,.. . ,Xn) .
Далее нужно брать в качестве а наборы следующих видов: а — 

(& 1» &29 ••• 5 ап) и а =  ((71,02, •••» 0, сгп), для которых соответственно 
получим
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X ? ,  X ? ,  ... , X"T2\  X n- i  b F(Xr,X2,.. . ,Xn) и 

X p ,  X ? ,  ... , X Z j ^ X n - !  h F(X1, X2,.. . ,Xn).

Отсюда, также по правилу удаления дизъюнкции, получаем 

х р ,  х р ,  ... , Х^г22, Х п-!  V -!*„_! h F(Xu X2,. . . ,Xn) 

и далее Х р ,  Х р ,  ... , Х^Г22 h F(Xu X 2,. . . ,Xn) .

Проделав п раз эту процедуру, придём к заключению, что Ь F, 
т.е. формула F  доказуема в формализованном исчислении выска­
зываний.

Теорема доказана. □
Объединив теоремы 10.1 и 10.5, получим теорему о полноте.
Т еорем а  10.6 (о полною формализованного исчисления выска­

зываний). Формула тогда и только тогда доказуема в формализо­
ванном исчислении высказываний (является теоремой исчисления), 
когда она является тавтологией алгебры высказываний.

Символически: h F f=F

Теорема адекватности. Теорема является обобщением пре­
дыдущей теоремы о полноте и вытекает из неё.

Т еорем а  10.7 (адекватности). Формула G выводима в фор­
мализованном исчислении высказываний из конечного множества 
гипотез Г тогда и только тогда, когда она является логическим 
следствием всех формул из этого множества. Символически:

Fb F2,...,Fm I- G <=> Fb F2,...,F m |= G

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть F b F2, . . . ,F m b G. Тогда, по следст­
вию 9.6 из теоремы о дедукции, данное утверждение эквивалентно 
тому, что

b F, -+ (F2 -> ... -> (Fm_x -> (Fm -> G))...) .
Это утверждение, в свою очередь, эквивалентно, на основании тео­
ремы полноты, следующему:

и  Fi -  (F2 ... -  (Fm_! -> (Fm -  G))...) . 
Теперь мы оказываемся в алгебре высказываний. На основании 

теоремы 4.4,г, последняя формула равносильна формуле 
(Fi A F2 А ... A Fm) —► G .

(Точнее, на основании этой теоремы можно утверждать равносиль­
ность данных формул лишь при га = 2, но ясно, что утверждение 
нетрудно распространить и на произвольное натуральное число га, 
например, методом математической индукции, что рекомендуется
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проделать самостоятельно. Тогда из тождественной истинности од­
ной из формул и их равносильности заключаем, что и вторая фор­
мула также будет тавтологией (см. замечание 4.7). Итак,

[= (Fi A F2 А ... Л Fm) —* G .
Это утверждение, на основании теоремы 6.4, эквивалентно следую­
щему: Fi, F2, ..., Fm 1= G, что и требовалось доказать. □

Непротиворечивость формализованного исчисления вы­
сказываний. Непротиворечивость -  важнейшее свойство, которым 
должна обладать аксиоматическая теория. Противоречивая теория 
никакой ценности не имеет.

О п ределен и е  10.8. Аксиоматическая теория называется не­
противоречивой, если ни для какого утверждения Л, сформулиро­
ванного в терминах этой теории, само утверждение А и его отри­
цание -*А не могут быть одновременно теоремами данной теории. 
Если для некоторого утверждения А теории оба утверждения А и

-  теоремы этой теории, то аксиоматическая теория называется 
противоречивой.

Применительно к формализованному исчислению высказыва­
ний непротиворечивость означает, что в нём не существует такой 
формулы F, что сама формула и её отрицание -»F являются теоре­
мами формализованного исчисления высказываний, т.е. выводимы 
из аксиом. Следующая теорема утверждает, что это действительно 
так.

Т еорем а  10.9 (о непротиворечивости формализованного исчис­
ления высказываний). Формализованное исчисление высказываний 
есть непротиворечивая аксиоматическая теория.

Д о к а за т е л ь с т в о . Допустим противное, т.е. формализованное 
исчисление высказываний противоречиво. Значит, имеется такая фор­
мула F, что F и -iF являются теоремами формализованного исчис­
ления высказываний. Тогда, по теореме 10.1, каждая из формул F  
и -iF является тавтологией алгебры высказываний. Но последнее 
невозможно на основании определения тавтологии. Следовательно, 
формализованное исчисление высказываний непротиворечиво. □

Разрешимость формализованного исчисления высказы­
ваний. О п р ед ел ен и е  10.10. Аксиоматическая теория называется 
разрешимой, если существует алгоритм, позволяющий для любого 
утверждения, сформулированного в терминах теории, ответить на 
вопрос, будет или нет это утверждение теоремой данной теории.
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Т е о р е м а  10.11 (о разрешимости формализованного исчисле­
ния высказываний). Формализованное исчисление высказываний 
есть разрешимая аксиоматическая теория.

Д о к а за т е л ь с т в о . Д ля доказательства теоремы нужно указать 
алгоритм, позволяющий для каждой формулы формализованного 
исчисления высказываний отвечать на вопрос, можно или нельзя 
вывести её из аксиом. Такой алгоритм есть. На основании теоремы 
10.6 о полноте формализованного исчисления высказываний, дока­
зуемость формулы в формализованном исчислении высказываний 
эквивалентна тождественной истинности данной формулы в алгеб­
ре высказываний. Для проверки последнего свойства нужно соста­
вить таблицу истинности формулы. Если последний столбец таб­
лицы будет состоять лишь из единиц, то формула -  тавтология и, 
следовательно, теорема формализованного исчисления высказыва­
ний. Если же там встретятся нули, то формула -  не тавтология, а 
значит, и не теорема. □

§11. Независимость системы аксиом 
формализованного исчисления 
высказываний

В этом параграфе продолжим изучение аксиоматической теории 
высказываний как таковой. Здесь будет подвергнута анализу основа 
теории -  система аксиом, на которой она базируется, и установлено 
важное её свойство.

Понятие независимости. После того, как теория построена 
(§9) и установлен ряд её свойств (§10), обратимся к её истокам -  к 
системе аксиом. Здесь возникает много вопросов. Почему в качестве 
аксиом выбраны именно эти формулы? Можно ли взять другие фор­
мулы в качестве аксиом? (Уже отмечалось, что имеется множест­
во других аксиоматик для аксиоматической теории высказываний.) 
Можно ли сократить число аксиом до двух или одной? Можно ли 
из данной системы аксиом безболезненно исключить одну или две 
формулы? Ответу на последний вопрос и посвящается настоящий 
параграф.

О п р ед ел ен и е  11.1. Аксиома А из системы аксиом £  называет­
ся независящей от остальных аксиом этой системы, если её нельзя 
вывести (доказать) из множества Е \  {Л} всех остальных аксиом
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системы Е, кроме аксиомы А. Система аксиом Е называется неза­
висимой,, если каждая её аксиома не зависит от остальных.

Из определения следует, как нужно доказывать независимость 
той или иной аксиомы от остальных аксиом данной системы. Нуж­
но смоделировать одновременно все аксиомы данной системы, кроме 
той, независимость которой доказывается, т.е. построить модель, в 
которой бы выполнялись все аксиомы данной системы, кроме ана­
лизируемой аксиомы. Это означает, что каждому первоначальному 
понятию и отношениям между понятиями нужно придать конкрет­
ное содержание посредством каких-то конкретных предметов и от­
ношений между ними. Причём, сделать это нужно так, чтобы вы­
бранные конкретные предметы и отношения между ними обладали 
свойствами, сформулированными в аксиомах из системы Е \  {Л}, 
и не обладали бы свойством АА. Такая совокупность конкретных 
предметов и отношений между ними называется моделью системы 
аксиом Е \  {А}.  Наличие её доказывает независимость аксиомы А 
от аксиом из Е \  {А}.  В самом деле, ведь если А можно было бы 
вывести из Е \  {Л}, то во всякой модели, в которой выполнялись бы 
все аксиомы из Е \  {Л}, непременно выполнялась бы и аксиома Ау 
и такой модели, в которой выполнялись бы все аксиомы из Е \  {А}  
и не выполнялась Л, просто не существовало бы.

Докажем, что система аксиом (AI), (А2), (АЗ) формализован­
ного исчисления высказываний независима с помощью построения 
соответствующих моделей.

Независимость аксиомы (А1). Доказательство осуществ­
ляется построением модели, в которой выполняются аксиомы (А2) 
и (АЗ), но не выполняется аксиома (А1).

Л е м м а  11.2. Аксиома (А1) не зависит от остальных аксиом 
(А2) и (АЗ) формализованного исчисления высказываний.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим трёхэлементное множество М  =  
{0,1,2} и введём в нём две операции. Первая операция -  унарная,

сопоставляющая каждому 
элементу А Е М  элемент 
из М, обозначаемый ->А; 
вторая -  бинарная, сопос­
тавляющая любым двум 

элементам А, В Е М  
элемент из М, обозначаемый 

А —у В. Причём, сопос­
тавление осуществляется по 

правилам, определяемым

А В Л — В
0 0 0
0 1 2
0 2 2
1 0 2
1 1 2
1 2 0
2 0 0
2 1 0
2 2 0

А -'А
0 1
1 1
2 0
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приведёнными выше таблицами.
Если теперь всем переменным, входящим в формулу формали­

зованного исчисления высказываний, придать некоторые значения 
из М, то согласно введённым правилам, сама формула примет не­
которое значение из М. Формулу, всегда принимающую значение О, 
назовём выделенной.

Во-первых, покажем, что всякая формула, получающаяся по 
схеме аксиом (А2), является выделенной. Для этого составим табли­
цу значений формулы (А2) (в ней для подформул формулы (А2) вве­
дены обозначения: К  =  F —► (G —► Я), L = (F —► G) (F —* Я)):

F G Я G - + H К F —> G F —* Н L (А2)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 2 2 0 2 2 0
0 0 2 2 2 0 2 2 0
0 1 0 2 2 2 0 0 0
0 1 1 2 2 2 2 0 0
0 1 2 0 0 2 2 0 0
0 2 0 0 0 2 0 0 0
0 2 1 0 0 2 2 0 0
0 2 2 0 0 2 2 0 0
1 0 0 0 2 2 2 0 0
1 0 1 2 0 2 2 0 0
1 0 2 2 0 2 0 0 0
1 1 0 2 0 2 2 0 0
1 1 1 2 0 2 2 0 0
1 1 2 0 2 2 0 0 0
1 2 0 0 2 0 2 2 0
1 2 1 0 2 0 2 2 0
1 2 2 0 2 0 0 2 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 1 2 0 0 0 0 0
2 0 2 2 0 0 0 0 0
2 1 0 2 0 0 0 0 0
2 1 1 2 0 0 0 0 0
2 1 2 0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 0 0 0 0
2 2 2 0 0 0 0 0 0

Во-вторых, необходимо показать, что всякая формула, получа­
ющаяся по схеме аксиом (АЗ), также является выделенной. Предла­
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гается самостоятельно составить таблицу значений формулы (АЗ) и 
убедиться в том, что в её последнем столбце стоят лишь нули (в 
таблице будет девять строк).

В-третьих, покажем, что правило вывода Modus Ponens МР со­
храняет свойство выделенное™, т.е., если формулы F и F —> G 
выделенные, то и формула G -  выделенная. В самом деле, в таб­
лице, определяющей операцию —> над элементами множества М  =  
{0,1,2}, видим, что формулы F и F —► G принимают одновременно 
значение 0 только в первой строке. Но в этой строке и формула G 
также принимает значение 0 .

Итак, на основании трёх доказанных утверждений можно сде­
лать следующий вывод: всякая формула, выводимая из аксиом (А2) 
и (АЗ) с помощью правила МР, является выделенной.

Теперь, чтобы убедиться, что формула (А1) не может быть вы­
ведена из аксиом (А2) и (АЗ) с помощью правила (МР), нужно уста­
новить, что она не является выделенной. В самом деле, если, напри­
мер, F принимает значение 1, a G принимает значение 2, то вычис­
ляем значение формулы (AI): F —> (G —► F) = 1 —> (2 —► 1) =
1 ->о = 2 ф 0 .

Требуемая модель построена, и лемма тем самым полностью 
доказана. □

Независимость аксиомы (А2 ). Здесь строится модель, в 
которой выполняются аксиомы (А1) и (АЗ), но не выполняется ак­
сиома (А2).

Л е м м а  11.3. Аксиома (А2) не зависит от аксиом (А1) и (АЗ) 
формализованного исчисления высказываний.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Снова рассмотрим трёхэлементное множес­
тво М — {0,1,2}, но операции -» и —► над его элементами зададим 
по-другому, с помощью следующих таблиц:

А В I Со

0 0 0
0 1 2
0 2 1
1 0 0
1 1 2
1 2 0
2 0 0
2 1 0
2 2 0

А —>В
0 1
1 0
2 1
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Снова назовём формулу исчисления высказываний выделенной, 
если при всякой подстановке вместо её переменных любых элемен­
тов из М  она принимает значение 0. Предлагается самостоятельно 
проверить, что всякая формула, построенная как по схеме аксиом 
(А1), так и по схеме аксиом (АЗ), является выделенной. Нетрудно 
также видеть, что правило вывода МР сохраняет свойство выделен- 
ности, т.е. если формулы F и F —► G выделенные, то и формула G 
выделенная. Следовательно, всякая формула, выводимая из аксиом 
(А1) и (АЗ) с помощью правила МР, является выделенной.

Теперь, чтобы убедиться, что формула (А2) не может быть вы­
ведена из аксиом (А1) и (АЗ) с помощью правила МР, нужно устано­
вить, что (А2) не является выделенной. Действительно, если, напри­
мер, F придать значение 0, G -  0 и Н -  1, то (А2) примет значение 
2. □

Независимость аксиомы (АЗ). Метод построения соответ­
ствующей модели не единственный путь доказательства независи­
мости той или иной аксиомы от остальных аксиом данной системы. 
Покажем независимость аксиомы (АЗ) другим методом.

Л е м м а  11.4. Аксиома (АЗ) не зависит от остальных аксиом 
(А1) и (А2) формализованного исчисления высказываний.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F -  произвольная формула формали­
зованного исчисления высказываний. Обозначим через h(F) форму­
лу, полученную из F стиранием всех вхождений знака в формуле
F. Легко понять, что для всякого частного случая F схем (А1) и 
(А2) формула h(F) есть тавтология алгебры высказываний. Далее, 
правило вывода modus ponens (МР) обладает следующим свойством: 
если h(F —у G) и h(F) -  тавтологии, то и h(G) -  тавтология (так как 
h(F —► G) совпадает с формулой h(F) —> h(G)). Следовательно, вся­
кая формула F, выводимая из (А1) и (А2) с помощью правила МР, 
имеет в качестве h(F) тавтологию.

Убедимся, что формула (АЗ) не выводима из (Al), (А2) с по­
мощью правила МР. Для этого нужно проверить, что какая-либо 
конкретная формула F, получающаяся по схеме (АЗ), имеет в ка­
честве h(F) формулу, не являющуюся тавтологией. Действитель­
но, формула h[(-iX —у -iX) —► ((->Х —> X) —у X)] есть следующая 
(X —> X) —> ((X  —> X)  —у X).  Нетрудно проверить, что послед­
няя формула не является тавтологией. (Найдите её значение при 
X  = 0.) Следовательно, формула (АЗ) не выводима из (А1) и (А2).
□
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Независимость системы аксиом. Из лемм 11.2-11.4 вытека­
ет следующая теорема.

Т е о р е м а  11.5. Система аксиом (AI), (А2), (АЗ) формали­
зованного исчисления высказываний независима. □

В заключение отметим, что построение формализованного ис­
числения высказываний возможно осуществлять на базе различных 
систем аксиом. Обзор таких систем аксиом и возникающих на их 
основе формализованных исчислений высказываний дан в книге1, 
§8.7, стр. 316-334.

§12. Исчисление высказываний 
натурального вывода

В этом параграфе будет охарактеризован ещё один подход к 
построению формализованного исчисления высказываний, разрабо­
танный в 30-ых годах прошлого века немецким математиком Г.Ген- 
ценом. Считается, что этот подход более адекватно, нежели гиль- 
бертовский, описывает процесс поиска и строение математических 
доказательств -  рассуждений в области математики.

Общая характеристика генценовского подхода. Обобщён­
но можно сказать, что рассуждение -  это последовательность (це­
почка) умозаключений. Точнее, рассуждение -  это процедура по­
следовательного пошагового перехода от одних высказываний, при­
нятых в качестве исходных (и называемых обычно посылками) к 
другим высказываниям (называемым заключениями или следстви­
ями). Дедуктивное рассуждение -  это такое рассуждение, в котором 
все посылки и заключения представляют собой явно и чётко сфор­
мулированные утверждения, а вывод абсолютно достоверен в том 
смысле, что между посылками и заключением сохраняется отно­
шение логического следования, т.е. если мы уверены в истинности 
всех посылок, то мы в такой же степени можем быть уверены в ис­
тинности заключения. Математические доказательства -  идеальный 
образец дедуктивных рассуждений.

Исчисление натурального (или естественного) вывода, построен­
ное Г.Генценом, даёт строгое описание реального процесса дедуктив­
ного рассуждения -  иначе говоря, процесса доказательства. Точное 
описание процесса рассуждения означает прежде всего выявление

1 Игошин В. И. Математическая логика как педагогика математи­
ки. -  Саратов: Издательский центр ’’Наука”, 2009. -  360 с.
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тех элементарных ”шагов”, из которых он складывается. Генцену 
удалось найти простые и ясные формулировки правил, по которым 
производятся элементарные шаги рассуждения. Именно эти прави­
ла лежат в основе исчисления натурального вывода.

В заключение отметим, что хотя исчисление натурального выво­
да принято считать теорией (или математической моделью), наибо­
лее точно и адекватно отражающей процесс дедуктивных рассужде­
ний, тем не менее, даже она в тех пределах, в которых она осуществ­
ляет формализацию рассуждений, не даёт непреложного алгоритма 
для поиска доказательства. Её выводы громоздки, а их поиск тре­
бует порой нетривиальной изобретательности и смекалки. Поэтому 
логическая формализация рассуждения до сих пор остаётся -  и, бу­
дем надеяться, останется дальше, -  только средством (хотя и очень 
важным) их теоретического изучения, а практически рассуждать 
каждый должен по-прежнему исключительно с помощью собствен­
ной головы.

Правила вывода исчисления высказываний натурально­
го вывода. В отличии от исчислений гильбертовского типа, ко­
торые содержат как аксиомы, так и правила вывода, логические 
исчисления генценовского типа содержат только правила вывода. 
Как обычно, имеется алфавит (состоящий из пропозициональных 
переменных), символы логических связок A, V, — скобки; опре-, 
деляется понятие формулы исчисления высказываний. Основным 
неопределяемым (первоначальным) понятием является понятие вы­
водимости (или следования) одной формулы из множества других 
формул. Свойства этого понятия описываются с помощью системы 
правил, называемых правилами вывода исчисления естественного 
вывода. Имеется три группы таких правил: правила введения логи­
ческих связок, правила удаления логических связок, особые прави­
ла. Каждой из четырёх пропозициональных логических связок — А, 
V, —► отвечают два правила -  правило введения и правило удаления 
символа этой связки.

П р а в и л а  в в е д е н и я  л о г и ­
ч е с к и х  с в я з о к

П р а в и л а  у д а л е н и я  л о г и ­
ч е с к и х  с в я з о к

1) Введение конъюнкции 
(ВК):

F, G 
F A G  '

2 ) Удаление конъюнкции 
(УК):

F A G  F A G  
F  ’ G

140



3) Введение дизъюнкции 4) Удаление дизъюнкции (по
(ВД): Клини) (УДК):

F G Г, F  Ь Я; Г, G У- Я
F v G '  F v G ' Г, F  V G Ь Я

5) Введение импликации 6 ) Удаление импликации
(ВИ): (УИ):

Г, F h G F, F - ^ G
r h  F —> G G

7) Введение отрицания (при­ 8 ) Удаление отрицания (силь­
ведение к абсурду) (ВО): ное) (УО):

Г, F  b G; Г, F -.<? -■-I F

ЬнГJ-t-ч F '

__________ О с о б ы е  п р а в и л а  в ы в о д а _________

9) Правило тривиальной выводимости (ТВ): 
Если F Е Г, то Г h F 
(в частности, F Ь F) .

10) Транзитивность выводимости (ТР): 
Если Fb F2,...,Fm h G\ ,

•чРтп Ь" G2 ,

Fi^F2, Fm h Gk , 
и Gi,G2, ...,Gfc H , 

to F b F 2 , . . . , F m h  H .
(Здесь используется запись Fb F2, ..., Fm Ь G 

вместо записи {Fi

Во-первых, отметим, что каждое из правил вывода представляет 
собой формулировку разрешения нечто осуществить, а именно если 
даны формулы того вида, который указан выражениями, стоящими 
над чертой (посылки правила), то правило разрешает записать после 
этого формулу того вида, который имеет выражение, стоящее под 
чертой (заключение правила). Во-вторых, каждая из букв F, G, Я,
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участвующая в записях правил вывода, служит обозначением лю­
бой формулы логики высказываний, а Г обозначает любое конечное 
множество любых таких формул (множество гипотез), которое мо­
жет быть и пустым. Это означает, что данные правила являются 
своего рода схемами, которые могут наполняться разнообразным 
конкретным содержанием.

Поясним теперь содержательный смысл сформулированных пра­
вил. Как уже было сказано, по этим правилам производятся мель­
чайшие ’’элементарные шаги” дедуктивного рассуждения.

Первые три правила, а также пятое и шестое настолько естес­
твенны и просты, что мы пользуемся ими, практически не замечая 
их не фиксируя на них своего внимания и сознания. Доказав два 
утверждения А и В, мы из этого делаем вывод, что истинно также 
утверждение ”Л и В” (введение конъюнкции); обратно, если дока­
зано ”Л и В”, мы заключаем, что истинно каждое из утверждений 
А , В по отдельности (удаление конъюнкции); если доказано хотя бы 
одно из утверждений Л, В, отсюда делается заключение об истин­
ности утверждения ”А или В” (введение дизъюнкции); если из А 
можно вывести В , то считается доказанным условное утверждение 
’’Если А , то В” (введение импликации, в исчислении высказыва­
ний гильбертовского типа это утверждение носит название теоре­
мы о дедукции); обратно, из истинности условного утверждения и 
его посылки делается вывод об истинности заключения (удаление 
импликации). Последний способ рассуждения известен ещё в тра­
диционной логике, где он назывался modus ponens. Под этим же 
традиционным названием он фигурирует обычно в логических ис­
числениях гильбертовского типа.

Удаление дизъюнкции (по Клини) постулирует по существу сле­
дующее правило: если некоторое утверждение Я  доказуемо (выво­
димо), исходя как из утверждения F , так и из утверждения G, то оно 
доказуемо и исходя из дизъюнкции этих утверждений FVG. Термин 
’’удаление” в данной ситуации вызывает определённое недоумение: 
символа дизъюнкции в посылках правила не было, а в заключении 
он появился. Но такова историческая традиция. Существуют и дру­
гие формулировки правила удаления дизъюнкции, которые более 
отвечают своему названию. Приведём две таких формулировки.

4’) Удаление дизъюнкции (по Генцену) (УДГ) :

Г b F V G ; Г, F b Я  ; Г, G Ь Я  
Г ь я

Логический приём, описываемый этим правилом, известен под
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названием ” доказательство разбором случаев”: если в какой-то си­
туации (описываемой множеством предложений Г) возможны два 
случая F и  G (не обязательно исключающие друг друга) и в каждом 
из этих случаев удаётся доказать утверждение Я, то это утвержде­
ние можно считать вообще доказанным для данной ситуации. На­
пример, если мы доказали, что все целые числа, большие или рав­
ные нулю, обладают некоторым свойством, а затем доказали также, 
что этим свойством обладают все целые числа, меньшие или равные 
нулю, то мы можем считать доказанным, что данным свойством об­
ладают вообще все целые числа.

4”) Удаление дизъюнкции:

Г Ь F V. G;  Г Ь -.F  
Г Ь G

Суть этого правила: если в какой-то ситуации (описываемой мно­
жеством предложений Г) установлена возможная истинность од­
ного из двух утверждений F или G, а затем доказана невозмож­
ность утверждения F, то отсюда можно сделать вывод об истиннос­
ти утверждения G.

Очевидно, что из правила (УДК) следует правило (УДГ). В са­
мом деле, если Г, F Ь Я и Г, G Ь Я, то по правилу (УДК) Г, 
F V G I- Я. Поскольку, кроме того, по условию правила (УДГ), Г 
Ь F V G, и по правилу (ТВ), Г ЬГ, то из трёх последних выво­
димостей в силу правила транзитивности (ТР) заключаем, что Г 
ЬЯ.

Введение отрицания -  это тот приём доказательства, который 
называется приведением к абсурду, или к нелепости (по латыни 
reductio ad absurdum): если, допустив, что (при условии Г) утверж­
дение F истинно, мы приходим к истинности двух отрицающих друг 
друга утверждений G и -iG (к абсурду), то мы можем считать, что 
(при условии Г) утверждение F ложно, т.е. истинно его отрицание

Сильное удаление отрицания -  это приём доказательства, из­
вестный также под названием закона или правила (снятия) двойно­
го отрицания. Известна также и слабая форма этого правила:

8’) Удаление отрицания (слабое) (УО):

F, -.F 
G ’

Оно утверждает, что из двух взаимоотрицающих друг друга фор­
мул выводится любая формула (”из лжи -  всё что угодно”). Это
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-  не что иное, как один из основных логических законов -  закон 
противоречия.

Включение в список правил вывода особых правил вывода (пра­
вило тривиальной выводимости и правило транзитивности выводи­
мости) интуитивно вполне оправдано. Эти правила носят, скорее, не 
логический, а структурный и технический характер. Они действи­
тельно органично присущи понятию выводимости, которое мы хотим 
смоделировать (формализовать) с помощью системы натурального 
вывода.

Прямые и непрямые правила вывода. Обратим внимание 
ещё на одно обстоятельство, связанное с правилами вывода. Прос­
той взгляд на эти правила показывает, что правила 4, 5, 7 (а также 
9, 10) отличаются от остальных тем, что в их условиях и заключе­
ниях содержится множество формул (гипотез) Г и знак выводимос­
ти К Это так называемые непрямые (условные) правила вывода: 
они позволяют делать вывод о наличии некоторой выводимости на 
основе некоторых имеющихся выводимостей. (Имеются в виду вы­
водимости каких-то формул из некоторых множеств формул). Все 
остальные правила вывода являются прямыми (безусловными): они 
явно указывают на возможность выведения некоторой формулы из 
других формул.

Конечной целью всякой формальной системы логики является 
выведение (доказательство) в этой системе всех общезначимых логи­
ческих формул. В аксиоматических системах гильбертовского типа 
доказательства начинаются с формул, выбранных в качестве акси­
ом и разворачиваются посредством применения к этим формулам, а 
также к доказанным формулам, зафиксированных правилами. Та­
ким образом, в исчислениях гильбертовского типа правила вывода 
фактически применяются для выведения (доказательства) предло­
жений из уже доказанных (выведенных) предложений.

В исчислениях генценовского типа первоначальных предложе­
ний (формул), выбранных в качестве аксиом, нет, а есть лишь пра­
вила вывода. Поэтому в таких исчислениях правила вывода могут 
быть применены к любым предложениям, а не только к уже дока­
занным. Если предложение получено по какому-либо правилу вы­
вода из доказанного предложения, то тем самым оно доказано. Но 
если предложение выведено по правилу вывода из недоказанного 
предложения, то тем самым оно само ещё не доказано. Для того, 
чтобы был возможен логический переход от утверждений о выво­
димости предложений из гипотез к утверждениям о доказуемости 
предложений как раз и необходимы непрямые правила вывода, важ­
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нейшим из которых является правило (ВИ) введения импликации.
Доказательство в исчислении генценовского типа всегда начи­

нается с гипотез (т.е. с недоказанных предложений), исследуются 
следствия из них, получающиеся по правилам вывода, и затем, ис­
пользуют информацию вида F Ь G (т.е. G выводима из F) для того, 
чтобы заключить по правилу (ВИ), что предложение F —► G дока­
зуемо.

Прежде чем приступить к построению выводов в рассматривае­
мом исчислении, отметим ещё следующее. Каждое прямое правило 
вывода можно сформулировать в непрямой форме. Например, пра­
вило введения конъюнкции (ВК) можно сформулировать так:

Обоснуем эту формулировку. Пусть Г Ь F и Г h G. По правилу (ВК) 
имеем F, G Ь F A G. Тогда из этих трёх выводимостей на основании 
правила (ТР) транзитивности выводимости заключаем, что Г b F А

В то же время непрямые правила вывода 4, 5, 7 не допуска­
ют переформулировки в прямой форме по причинам изложенным 
выше.

Начало исчисления высказываний натурального вывода.
Начнём с примеров простейших вьюодов из гипотез, в которых ис­
пользуются только прямые правила вывода.

П рим ер 12.1. Покажем, что F a G \ - G a F .  Д ля  э т о г о  построим 
последовательность применений правил вывода, начав их примене­
ние к единственной в данном случае гипотезе F A G:

Поясним. Выводимости (1), (2) -  применение правила удаления конъ­
юнкции; (3) -  введение конъюнкции. Заключительный шаг (4) -  при­
менение правила транзитивности к выводимостям (1), (2), (3): в (1) 
и (2) из одной и той же посылки F A G выводятся формулы G и F, 
а в (3) -  из совокупности формул G, F выводится формула G A F. 
На шаге (4) применяется правило (ТР): из общей посылки F a G b
(1) и (2) выводится заключение G A F выводимости (3).

Г h F ;  Г I-  G 
Г Ь F A G

G.

(1) F A G h G
(2) F  A G b F
(3) G, F h G A F
(4) F  A G Ь G A F

(УК)
(УК)
(ВК)
(ТР): (1), (2), (3)
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В теории натурального вывода последовательность шагов при­
нято записывать в форме так называемого дерева вывода. Вот как 
оно выглядит в данном случае:

1FAG (УК) 2^ ( У К )
3 ----------- g K f ----------- (в к ) '

Слева от черты дроби указан номер шага; справа -  применяемое 
на данном шаге правило вывода; над чертой дроби -  посылки; под 
чертой -  заключение. Заключения предыдущих шагов становятся 
посылками последующих. В самом верху дерева (в верхней части 
кроны) -  исходные посылки; в самом низу (в кроне) -  выводимая 
формула. Считается, что именно эта наглядность служит наиболее 
адекватному отражению формальной теорией творческого (интуи­
тивного) процесса поиска доказательства.

Пример 12.2. (F A G) А Я I- F Л (G Л Я) .

Строим дерево вывода:
(F A G) АН

1 ----------------- (УК)
СF A G ) A H  F A G  (F A G ) A H

1 -------------------- (УК) 4 -------------(УК) 2 --------------------(УК)
F A G  G я

3 --------- (УК) 7 ------------------------------------- (ВК)
F G A H

9 ------------------------------------------------- (ВК)
F A (G А Я)

Представим теперь это рассуждение в виде последовательности 
выводимостей:

(1) (F A G) АН  Ь F A G  (УК)
(2) ( F A G ) A H  Ь Я (УК)
(3) F AG  Ь F (УК)
(4) F A G  \- G (УК)
(5) (F A G) АН  b F (TP): (1), (3)
(6) (F A G) АН  I- G (TP): (1), (4)
(7) G,H  b G A H  (ВК)
(8) (F A G ) A H  Ь G A H  (ТР): (6), (2), (7)
(9) F , GA H  I- F A{ G AH)  (ВК)
(10) {FAG) АН \- F A ( G A H )  (ТР): (5), (8), (9)

П рим ер 12.3. F, F — G, G — Я  I- Я .
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(1) F, F —у G, G —у H b F (ТВ)
(2) F, F —у G, G -+ H h F ->G  (ТВ)
(3) F, F G b G (УИ)
(4) F, F —у G, G -у H \- G (TP) (1); (2); (3)
(5) F, F -» G, G Я  I- G ^ H  (ТВ)
(6) G, G —> H \~ H (УИ)
(7) F, F  -» G, G -  H \- H (TP) (4), (5), (6)

Пример 12.4. F, G Ь F  v G .
(1) F, G h F (ТВ)
(2) F \- F V G  (ВД)
(3) F, G h F У G (TP) (1) (2)
Если к этой последовательности добавить следующие шаги:
(4) F A G  h F (УК)
(5) F A G  \- G (УК)
(6) F AG  F V G , (ТР) (4), (5), (3) 
то получим доказательство того, что F A G I- F V G .

Пример 12.5. ((F A G )v Я) - » К, F, G I- К  .

(1) ((F AG)V Я) -» К, F, G Ь F  (ТВ)
(2) ((F AG)V Н) —у К,  F, G t- G (ТВ)
(3) F,G F A G  (ВК)
(4) ((F A G) V Н) —> К, F, G F A G  (ТР)
(5) F A G  h (F A G ) \ / H  (ВД)
(6) ((F A G) V Я) -» К, F, G I- (F A G) V Я (ТР) (4); (5)
(7) ((F AG) V Н) —у К,  F, G ((F A G) V Я) -> К  (ТВ)
(8) (F Л G) V Я, ((F A G ) V H ) —>K h К  (УИ)
(9) ((F AG) V Н) —у К, F, G I- К  (ТР): (6), (7), (8)

Рассмотрим теперь примеры выводов, в которых, наряду с пря­
мыми правилам вывода необходимо применить и непрямые правила 
вывода.

Пример 12.6. F  v G I- G v F .

(1) F  h G\/  F (ВД)
(2) G I- G y F  (ВД)
(3) F V G  I- G y F  . (УДК): (1), (2)
На шаге (3) применено правило удаления дизъюнкции, в котором 
множество гипотез Г =  0.

Пр и ме р  12.7.  F  I— .

(1) F, ->F h F (ТВ)
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(2) F, ->F h -nF (ТВ)
(3) F h -1- 1F (BO)

Отметим, что обратная выводимость ->->F I- F  постулирована в 
правиле (УО).

П ри м ер  12.8. G V- F —► G .

(1) G, F  I- G (ТВ)
(2) G I- F  —> G (ВИ)

Отметим, что, применив, к последней выводимости ещё раз правило 
(ВИ), мы придём к обоснованию теоремы Ь G —> (F —> G).

П ри м ер  12.9. F —> G, ~>G Ь -iF .
(1) F  — G, F h G (УИ)
(2) F - + G ,  ^G, F t- F - > G  (ТВ)
(3) F  -> G, -.G, F  I- F (ТВ)
(4) F ^ G ^ G ,  F h G (TP): (2), (3), (1)
(5) F —► G, iG , F  b -.G (ТВ)
(6) F  —> G, ->G b ->F (BO): (4), (5).

Применив к последней выводимости правило (ВИ), получим выводи­
мость: F  —► G Ь ->G —► ->F. Эту выводимость, нетрудно трансфор­
мировать в следующее правило вывода: если F I- G, то ->G I— >F.

П ри м ер  12.10. (F v G )V ff  I- F v ( G v f f ) .

(1) F  b F V (G v ff)  (ВД)
(2) G b G v H  (ВД)
(3) G V fl I- F  V (G V Я) (ВД)
(4) G h F V (G V Я) (TP): (2), (3)
(5) F  V G I- F  V (G V Я) (УДК): (1), (4)
(6) Я b G V Я (ВД)
(7) Я h F V (G V Я) (TP): (6), (3)
(8) (F V G) V Я b F V (G V Я) (УДК): (5), (7)

Применив к доказанной выводимости правило (ВИ), придём к сле­
дующей теореме: ((F V G) V Я) —> (F V (G V Я)) .

Конечной целью построения исчисления натурального вывода 
является установление того факта, что в этом исчислении доказуе­
мыми формулами являются все тавтологии алгебры высказываний 
и только они. Мы уже отмечали, что для установления доказуе­
мости формулы необходимо применять непрямые правила вывода
-  введение импликации и введение отрицания. В примерах 8 и 10
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показано, как правило (ВИ) приводит к соответствующей теореме. 
Аналогично можно получить следующие теоремы из примеров 1, 2, 
6, 7 соответственно:

h (F A G) -> (G Л F) , 
b ((F AG) АН) -> (F A(G АН))  , 
h (F v G )-+ (G v F )  , 
h F —

Приведём ещё два примера, где для получения теоремы приме­
няется правило (ВИ).

П рим ер  12.11. b (F (G-+ Я)) ( (FAG)  Я) .

(1) F  —> (G —► Я), F  A G I- FA G (ТВ)
(2) F A G  1- F (УК)
(3) F A G  h G (УК)
(4) F  - » (G -» Я), F A G 1- F (TP): (1),(2)
(5) F  - » (G —> Я), F  A G 1- G (TP): (1),(3)
(6) F  —► (G —► Я), F  A G 1- F  -  (G — Я) (ТВ)
(7) F, F —у (G —у H) 1- G -+ Я (УИ)
(8) F  —► (G -» H), F  A G 1- G —► Я (TP): (4),(6),(7)
(9) G, G - » Я h Я (УИ)
(10) F -* { G -* H), F A G  1- Я (TP): (5),(8),(9)
(11) F ^  ( G ^ H )  h (FAG) AH (ВИ): (10)
(12) h (F -» (G Я)) -» ((F A G) -» Я) (ВИ): (11)

Пример 12.12. 1- ((F A G) —> Я) —»(F —► (G —► Я)) .

Постройте самостоятельно требуемую последовательность в
водимостей, начав с гипотез (F A G) —> Я), F, G.

Приведём пример обоснования теоремы с использованием п]
вила введения отрицания.

Пример 12.13. b F v-> F .

(1) -.(FV -.F), F  h F (ТВ)
(2) F  h F V -.F (ВД)
(3) -i(FV--F), F  h F v - iF (ТР): (1), (2)
(4) i ( F  V -.F), F  h -.(F V -.F) (ТВ)
(5) -|(F V  -F ) 1- -iF (ВО): (3),(4)
(6) i F  h F V -.F (ВД)
(7) -i(F V ->F) h F V n F (ТР): (5),(6)
(8) n(F V nF ) h ->(F V -iF) (ТВ)
(9) 1— >~>{F V “>F) (ВО): (7),(8)
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(10) Ь F V -»F (УО): (9)

Из рассмотренных примеров ясно, что построение выводов яв­
ляется творческой задачей. Она состоит в первоначальном умелом 
выборе посылок, в нахождении нужной последовательности выводи­
мостей, в умении исключить все лишни посылки. Чтобы этот поиск 
не был случайным и не носил характера перебора всех мыслимых 
возможностей, полезно принять во внимание ряд простых соображе­
ний, которые можно назвать эвристическими приёмами или эврис­
тиками. Эвристика -  это, образно говоря, то, что позволяет умень­
шить число переборов.

Во-первых, если среди исходных посылок есть формулы, явля­
ющиеся конъюнкцией каких-либо двух формул, то нам, вероятно, 
придётся применить к этой формуле правило удаления конъюнк­
ции, аналогично, для остальных пропозициональных связок.

Во-вторых, если формула, которую требуется вывести, пред­
ставляет собой конъюнкцию, то для её выведения, по-видимому, 
придётся применить один или несколько раз правило введения конъ­
юнкции; аналогично для остальных пропозициональных связок.

В-третьих, если мы хотим нечто вывести из дизъюнкции с помо­
щью правила удаления дизъюнкции, мы должны сначала вывести 
это из каждого её члена в отдельности.

В-четвёртых, если требуется вывести отрицание какой-либо фор­
мулы, то весьма вероятно, что без правила введения отрицания вряд 
ли удастся обойтись.

П р и м е р  12.14. П оупраж няйтесь самостоятельно в обоснова­
ниях следую щ их выводимостей:

а) F Л G h F V G ;
б) F  Л G, G Л Н \- F Л Н ;
в) F Л (G Л Я) h  (F Л G) Л Я ;
г) F V (G V Я) Ь (F V G) V Я ;
д) F -> G, G Н \- F Н ;
е) F -> (G -+ Я) b G -> (F -> Я) ;
ж ) F  -> G, F -> -G  h - iF ;
з) F -+ G, G ^  Н Ь (F V G) —► Я ;
и) (F V G) Л (G ^  Н) h F V Я .

Введём пропозициональную связку эквивалентность следую­
щим образом:

F <-► G означает (F ^  G) A (G ^  F) .
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Тогда на основании правила (ВК) получаем правило (ВЭ) -  правило 
введения эквивалентности:

F G ; G -> F 
F <r-> G

или другими словами
F h G; G h F 

F <- G
Ясно, что если Ь F <-> G, то F h G и G F (нужно приме­
нить правило (УК)). Такие формулы F и G, каждая из которых 
выводима из другой, называются дедуктивно эквивалентными.

Из примера 12.1 видно, что дедуктивно эквивалентны форму­
лы F A G и G A F (ясно, что первую формулу можно вывести из 
второй точно так же, как вторую из первой, поскольку через F и 
G обозначены произвольные формулы). Дедуктивно эквивалентны 
также формулы F V G и GV F (пример 12.6), (F A G) А Я  и 
F A (G А Н )  (примеры 12.2, 12.14в), (F V G) V Я и F V (G V Я) 
(примеры 12.10, 12.14г), F  —> (G —► Я) и (F Л G) —► Я (примеры 
12.11, 12.12).

П р и м е р  12.15. Докажите дедуктивную эквивалентность сле­
дующих формул:

а) F A (G V Я) и (F Л G) V (F А Я) ;
б) F V (G Л Я) и (F V G) Л (F V Я) ;
в) F A F и F  ;
г)- F  V F и F  ;
д) F A (G V F) и F ;
е) F V (G Л F) и F ;
ж) “•(-Р1 V G) и -I.F Л -»G ;
з) -i(F A G ) и n f V n G ;
и) F —► G и -iG —► ;
к) F —► G и -1F V G ;
л) F  —► G и n ( F A  -iG) .
Полнота, непротиворечивость, адекватность и разреши­

мость натурального исчисления высказываний. Обосновани­
ем всякого формального (синтаксического) логического исчисления, 
дающим ему, своего рода, право на существование, является тот 
факт, что оно адекватно формализует основные понятия содержа­
тельной (семантической) логики. К числу таких понятий относят­
ся понятия истинностного значения, тождественно истиной форму­
лы (тавтологии), логического следования формул, равносильности
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формул. Адекватность формализации понятия тавтологии состоит 
в том, что в формальном исчислении доказуемы те и только те фор­
мулы, которые являются тавтологиями в содержательной логике (в 
алгебре высказываний):

Ь F(xb ...,xn) <=> |= F(xi, . . . ,xn) .
Это свойство формального исчисления называется его полнотой. 
Можно показать, что построенное в предыдущем пункте исчисле­
ние высказываний натурального вывода обладает этим свойством, 
т.е. является полным. Утверждение о полноте формального исчис­
ления состоит из двух утверждений. Первое -  всякая теорема (до­
казуемая формула) формализованного исчисления является тавто­
логией содержательной логики (это утверждение называют иногда 
семантической пригодностью исчисления). Второе -  всякая тавто­
логия содержательной логики является теоремой (доказуемой фор­
мулой) формального исчисления (это утверждение, обычно, более 
сложное чем первое, называют полнотой исчисления).

Из свойства полноты формального исчисления вытекает, в част­
ности, его непротиворечивость: не может существовать такой фор­
мулы, чтобы и она, и её отрицание были доказуемы в этом исчисле­
нии. В самом деле, если бы такая формула существовала, то в силу 
свойства полноты, и сама формула и её отрицание были бы тав­
тологиями (тождественно истинными формулами), а это, очевидно 
невозможно.

Адекватность формализации понятия логического следования 
формул состоит в том, что в формальном исчислении формула G 
выводима из формул Fb F2, ..., Fm тогда и только тогда, когда в 
содержательной логике она является логическим следствием этих 
формул:

Fb F2,...,Fm Ь G Fb F2,...,Fm |= G.
И это свойство формального исчисления обычно без труда выводит­
ся из его свойства полноты.

Понятие равносильности формул содержательной логики фор­
мализуется понятием дедуктивной эквивалентности формул в фор­
мальном исчислении: две формулы логики высказываний дедуктив­
но эквивалентны в исчислении естественного вывода тогда и только 
тогда, когда они равносильны в содержательной логике (т.е. в ал­
гебре высказываний):

F Ь G и G\~F <=> F = G .
Наконец натуральное исчисление высказываний является раз­

решимой аксиоматической теорией: существует алгоритм, позво­
ляющий для любой формулы этого исчисления ответить на вопрос,

152



является она теоремой данной теории или нет. Этот алгоритм также 
порождён теоремой полноты этого исчисления, отмеченной выше.

Таким образом, дедуктивные средства, используемые в постро­
енном исчислении естественного вывода, хорошо обоснованы, и мы 
можем им полностью доверять.

§13. Применение компьютеров 
для доказательства теорем 
математической логики

Мы уже отмечали, что формальные аксиоматические теории с 
их чёткими понятиями аксиом и правил вывода казалось бы созданы 
для того, чтобы их развитие поручить электронно-вычислительной 
машине. И конечно же самым первым претендентом на союз с ком­
пьютером является формализованное исчисление высказываний. Ис­
торически так оно и произошло: первые теоремы, доказанные ком­
пьютером, были теоремы формализованного исчисления высказы­
ваний. В логике и компьютерных науках стали говорить об автома­
тическом, или механическом, или машинном доказательстве теорем.
В настоящем параграфе даётся краткий обзор исследований по соз­
данию компьютерных программ для поиска доказательств теорем в 
различных формализованных исчислениях высказываний.

В 1957 г. известные а м е р и к а н с к и е  с п е ц и а л и с т ы  п о  и н ф о р ­
м а т и к е  А.Ньюэлл, Г .С а й м о н , Д ж .Ш о у 2 сообщили, что при по­
мощи разработанной ими программы ” Логик-теоретик на электрон­
но-вычислительной машине IBM-704 получены доказательства для 
38 из 52 теорем формализованного исчисления высказываний, со­
держащихся в известном труде Б.Рассела и А. Уайтхеда ’’Principia 
Matematica” (1925 - 1927 гг.). В дальнейшем на ЭВМ с большим быст­
родействием удалось вывести все 52 теоремы.

В память машины с самого начала было помещено пять аксиом 
исчисления высказываний Рассела-Уайтхеда и три правила вывода. 
Кроме того, программа составлена так, что каждая из уже дока­
занных теорем оставалась в памяти машины и могла использовать­
ся для дальнейших доказательств. Алгоритм поиска доказательств 
имел так называемый эвристический характер. Под ’’эвристиками”

2Ньюэлл А Ш о у  Дж.С., Саймон Г.А. Процессы творческого 
мышления /  В сб.: Психология мышления. - М.: Прогресс, 1965, с. 
500 - 530.

153



здесь понимается выявление общих правил, позволяющих решить 
поставленную задачу без необходимости систематического перебо­
ра всех потенциально существующих вариантов. С помощью своей 
программы ’’Логик-теоретик” её создатели попытались смоделиро­
вать процесс поиска такого доказательства человеком. В качестве 
доводов, подтверждающих, что программа моделирует человечес­
кое мышление, приводились результаты сравнения записей доказа­
тельств теорем в виде программы с записями рассуждений ’’дума­
ющего вслух” человека.

В основу алгоритма программы ’’Логик-теоретик” были положе­
ны следующие три эвристические метода: метод подстановки, метод 
отделения (modus ponens) и метод целеобразования.

Метод подстановки предназначен для поиска среди исходных 
аксиом и ранее доказанных теорем такой, которую требуется дока­
зать в данный момент. При этом программа пытается определить ка­
кие переменные или подформулы в уже имеющейся формуле нужно 
заменить и на какие формулы, чтобы получить ту формулу, кото­
рую требуется доказать. Для этого программа выполняет подста­
новки одних формул в другие и осуществляет равносильные преоб­
разования формул на основании наличия в своей памяти основных 
равносильностей алгебры высказываний (коммутативность, ассоци­
ативность, идемпотентность конъюнкции и дизъюнкции, законы по­
глощения и де Моргана, выражение импликации через дизъюнкцию 
и отрицание и т.п.).

Сам поиск доказательства той или иной теоремы (формулы) осу­
ществляется методами отделения и целеобразования. Метод отде­
ления состоит в том, что доказываемая формула заменяется более 
простой, доказав которую мы затем доказываем исходную форму­
лу. Если F -  теорема, подлежащая доказательству, то машина ищет 
аксиому или уже доказанную теорему вида G —> F. Затем делается 
попытка решить подзадачу -  доказать теорему G. Если она окажет­
ся доказанной, то из двух теорем G и G —у F по правилу МР (modus 
ponens) оказывается доказанной и теорема F .

Метод целеобразования предусматривает многократное исполь­
зование метода отделения. Например, при необходимости доказать 
теорему F —у Н машина ищет ранее доказанную теорему вида F —►
G. Если такая теорема найдена в памяти, то перед машиной встаёт 
новая подзадача -  доказать теорему G —у Н. Если и её доказатель­
ство найдено, то из этих импликаций выводится требуемая теорема 
F Н.

Таким образом, общая идея алгоритма поиска доказательства
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заданной теоремы F состоит в восстановлении цепочки-доказатель­
ства так называемым обратным ходом, отправляясь от самой фор­
мулы F и восстанавливая её вплоть до уже доказанных теорем или 
до аксиом.

Процесс поиска предшествующих формул исключительно неод­
нозначен и, как бы он ни был организован, носит переборный ха­
рактер. И успешность выбора той или иной формулы не может быть 
оценена локально, в момент выбора. Поэтому программа вынуждена 
перебирать варианты, заходить в тупики, проходить циклы прежде, 
чем она сможет найти правильный путь решения. Повышение эф­
фективности процесса вывода -  центральная проблема всех автома­
тизированных систем дедуктивного вывода.

Как уже отмечено, с помощью этой программы было доказано 
38 теорем из 52 теорем исчисления высказываний из книги Рассе­
ла и Уайтхеда ’’Principia Matematica”. Например, первая из этих 
теорем имеет вид: (F —► ->F) —> Эту теорему машина доказа­
ла в четыре шага и напечатала результат на выводном устройстве 
через 10 секунд после начала работы программы. Доказывая теоре­
му (F V (G V Я)) —> ((F V G) V Я), машина через 23 минуты после 
начала работы объявила об исчерпании возможностей данной про­
граммы. Простая на вид, но сложная для доказательства теорема 
-»(jF —► G) —> была доказана через 12 минут в пять этапов. 
На этом примере, кстати, наглядно демонстрируются принципиаль­
ные преимущества эвристических методов: если бы та же машина 
использовала не эвристические, а лишь чисто переборные методы, 
то для доказательства последней теоремы ей потребовалось бы не­
сколько тысяч лет машинного времени.

Создатели программы ” Логик-теоретик37 показали также, что 
их программа может не только доказывать известные теоремы ис­
числения высказываний, но и может выдвигать новые теоремы и 
стремиться к их доказательству.

Аналогичные исследования по проблеме машинного поиска ло­
гического вывода велись и в Советском Союзе. Наибольшую извест­
ность получили и с с л е д о в а н и я  Н .А .Ш а н и н а  и  его сотрудников. 
В работе3 решается такая проблема: в заданном конкретном фор­
мализованном исчислении высказываний требуется составить алго­
ритм, ВЫЯСНЯЮЩИЙ, ДЛЯ любых формул Fi, JF2, ..., Fm и G этого ис­

3 Шанин Н.А. и др. Алгоритм машинного поиска естественного 
логического вывода в исчислении высказываний. - M.-JL, 1965. - 39 
с.
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числения, выводима ли формула G из формул F\,F2 , —,Fm, и при 
утвердительном ответе на этот вопрос искомый алгоритм должен 
строить (и э т о  в  проблеме главное) вывод формулы G из формул 

F2, F m. Машинная программа, реализующая удовлетворяю­
щий указанным требованиям алгоритм, работала на машине ”Урал- 
4” -  одной из лучших советских электронно-вычислительных машин 
первой половины 60-х годов.

Отметим также р а б о т ы  а м е р и к а н с к о г о  п р о г р а м м и с т а  В ан  
Х а о 4, который в 1959 г. составил три программы для доказательст­
ва теорем исчисления высказываний и исчисления предикатов, ре­
ализовав их на машине IBM-704. Первая из них позволила машине 
за 37 минут доказать более двухсот теорем из первых пяти глав 
упоминавшейся книги Рассела и Уайтхеда ” Principia Matematica”, 
причём 12/13 этого времени было израсходовано на ввод и вывод 
данных, так что время, собственно потраченное на доказательство, 
составило менее трёх минут. По второй программе машина сама со­
ставляла формулы исчисления высказываний и выбирала из них 
нетривиальные теоремы, строя их доказательства. В течении часа 
было образовано и проверенно около 14 тысяч формул, из которых 
выделено около тысячи теорем.

Наконец третья программа предназначалась для доказательст­
ва более 150 теорем следующих пяти глав ’’Principia Matematica” 
для исчисления предикатов с равенством. В течении часа машина 
нашла доказательства для 85 % этих теорем. В одном случае маши­
на дала доказательство из второй главы, которое было стройнее и 
короче доказательства, приведённого Расселом и Уайтхедом.

Позже появились программы, которые для доказательства тео­
рем формализованного исчисления высказываний стали эффектив­
но использовать метатеорию, т.е теоремы о теоремах формальной 
теории. Первой такой программой стала п р о г р а м м а  ф р а н ц у зс к о ­
го м а т е м а т и к а  Ж .П и т р а , созданная в 1966 году. Использование 
метатеорем позволило осуществить наибольший глобальный обзор 
поиска и сконцентрировать внимание на наиболее важных направле­
ниях, не загружая память несущественными результатами. Эта про­
грамма работает с шестью формализованными исчислениями вы­
сказываний, базирующимися на системах аксиом Рассела, Лукаше­
вича, Гильберта, Бернея и Шеффера. Она отыскивает все основные 
теоремы, причём иногда даёт для них оригинальные доказательст­

в ам  Хао. На пути к механической математике /  В сб.: Киберне­
тический сборник, вып.5. - М.: ИЛ, 1962, с. 114 - 165.
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Программа умеет работать и на уровне предположений: ей за­
даётся конкретное выражение и требуется его доказать. Программа 
преуспела в том, что смогла доказать некоторые теоремы, которые 
её создатель не смог доказать. Вот суждение об этом самого Лу­
кашевича: ’’Нужно быть очень опытным и искусным в построении 
логических доказательств, чтобы вывести закон коммутативности 
(Р —> (Q —5► R)) —> (Q —> (Р —> R)) или даже закон упрощения 
Р  ~ > (Q Р )”• Программа Ж.Питра эффективно доказывает оба 
этих утверждения в рассматриваемой аксиоматике.

В заключение отметим, что в 90-ые годы прошлого века сотруд­
никами Института философии Российской Академии наук А.В.С м и р ­
н о вы м  и А .Е .Н о в о д в о р с к и м 5 создана компьютерная программа 
’’DEDUCTIO” интерактивного поиска вывода в исчислении нату­
рального вывода.

ва.

5Смирнов В.А.у Маркин В.И., Новодворский А.Е., Смирнов А.В. 
Логика и компьютер: доказательство и его поиск (Курс логики и 
компьютерный практикум). -  М.: Наука, 1996.
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Г л а в а  III . 
ЛОГИКА ПРЕДИКАТОВ

Предикаты вслед за высказываниями являются следующим важ­
ным предметом, исследуемым математической логикой. Понятие пре­
диката обобщает понятие высказывания, а теория предикатов пред­
ставляет собой более тонкий инструмент, по сравнению с теорией 
высказываний, для изучения закономерностей процессов умозаклю­
чения и логического следования, составляющих предмет математи­
ческой логики. Кроме того, В 70-ые годы XX века, основываясь на 
языке логики предикатов, был создан язык программирования, по­
лучивший название Пролог, который нашёл многочисленные при­
менения при проектировании систем искусственного интеллекта. В 
настоящей главе рассматриваются основы логики предикатов.

§14. Основные понятия, связанные 
с предикатами

Понятие предиката. В высказывании все чётко: это -  кон­
кретное утверждение о конкретных объектах -  истинное или лож­
ное. Предикат -  предложение, похожее на высказывание, но всё же 
им не являющееся: о нём нельзя судить, истинно оно или ложно. 
Дадим точное определение.

О п р е д е л е н и е  14.1. п-местным предикатом, определённым на 
множествах Mi, М2, ..., Мп, называется предложение, содержат 
щее п переменных х\, х2, превращающееся в высказывание
при подстановке вместо этих переменных любых конкретных эле­
ментов из множеств M i,М2, ..., Мп соответственно.

Для n-местного предиката будем использовать обозначение Р(х 1, 
х2, ... , хп). Переменные xi ,x2,...,xn называют предметными, а 
элементы множеств M i,М2, ...,Мп, которые эти переменные про­
бегают, -  конкретными предметами. Всякий n-местный предикат
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P(x i,X2, определённый на множествах Mi,M2,...,M n, пред­
ставляет собой функцию п аргументов, заданную на указанных мно­
жествах и принимающую значения в множестве всех высказываний. 
Поэтому предикат называют также функцией-высказыванием.

Рассмотрим примеры. Предложение ” Река х впадает в озеро 
Байкал” является одноместным предикатом, определённым над мно­
жеством всех названий рек. Подставив вместо предметной перемен­
ной х название ” Баргузин”, получим высказывание ”Река Баргу­
зин впадает в озеро Байкал”. Это высказывание истинно. Подста­
вив вместо предметной переменной х название ”Днепр”, получим 
ложное высказывание ”Река Днепр впадает в озеро Байкал5’.

Другой пример. Предложение (выражение) ”х2 + у2 < 9” яв­
ляется двухместным предикатом, заданным над множествами Д, R. 
Множества, на которых задан двухместный предикат, совпадают. 
Говорят, что двухместный предикат задан на множестве R. Пара 
действительных чисел 2 , 2 превращает данный предикат в истин­
ное высказывание: ”22 + 22 < 9”, а пара чисел 2, 3 -  в ложное: 
”22 + 32 < 9”.

Дальнейшие примеры предикатов приведены в Тетради MJI: №
5.1.

Отметим ещё один подход к понятию предиката. Как мы уже 
говорили, предикат Р(х i ,x 2, ...,хп), определённый на множествах 
M i,М2, ...,Мп, превращается в конкретное высказывание P(ai, a2, 
..., an), если вместо предметных переменных х \ ,ж2, хп подставить 
в него конкретные предметы (элементы a i,a2,...,an) из множеств 
Mi,M2, ...,МП соответственно. Это высказывание может быть ли­
бо истинным, либо ложным, т.е. его логическое значение равно 1 
или 0 . Следовательно, данный предикат определяет функцию п ар­
гументов, заданную на множествах M i,М2, М п и принимающую 
значение в двухэлементном множестве {0, 1}, т.е. Р(хi ,x 2, ...,хп) : 
Mi х М2 х ... х Мп —> {0,1} . Иногда эту функцию и называют 
предикатом.

Классификация предикатов. О п р е д е л е н и е  14.2. Преди­
кат Р(х 1,я2,...,яп), заданный на множествах Mi,M2,...,M n, на­
зывается:

а) тождественно истинным, если при любой подстановке вмес­
то переменных х\ , х2,..., хп любых конкретных предметов a\ , а2,..., ап 
из множеств Mi,M2, ...,МП соответственно он превращается в ис­
тинное высказывание P(ai,a2, ...,an);

б) тождественно ложным, если при любой подстановке вместо 
переменных х \ , х2, ..., хп любых конкретных предметов из множеств
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Mi, М2, ..., Mn соответственно он превращается в ложное высказы­
вание;

в) выполнимым (опровержимым), если существует по меньшей 
мере один набор конкретных предметов аь а2, а п из множеств 
Mi, М2, Мп соответственно, при подстановке которого вместо со­
ответствующих предметных переменных в предикат Р(х\ ,х2, 
последний превратится в истинное (ложное) высказывание 
Р(о>\ ,Q>2i •••> п̂)*

Приведём примеры. Одноместный предикат ” Город х располо­
жен на берегу реки Волгг{\ определённый на множестве названий 
городов, является выполнимым, потому что существуют города, на­
звания которых превращают данный предикат в истинное высказы­
вание, или, как говорят, удовлетворяют этому предикату (например, 
Ульяновск, Саратов и т.д.). Но данный предикат не будет тождест­
венно истинным, потому что существуют города, названия которых 
превращают его в ложное высказывание, или, как говорят, не удов­
летворяют этому предикату (например, Прага, Якутск и т.д.). Этот 
же предикат являет собой пример опровержимого, но не тождест­
венно ложного предиката (продумайте!).

Второй пример. Одноместный предикат ”sin2 х + cos2 х =  1”, 
определённый на множестве действительных чисел, тождественно 
истинный. Наконец, двухместный предикат ”х2+ у 2 < 0”, заданный 
также на множестве действительных чисел, является тождественно 
ложным предикатом, потому что любая пара действительных чисел 
превращает его в ложное высказывание (не удовлетворяет ему).

Отметим некоторые достаточно очевидные закономерности вза­
имосвязей между предикатами различных типов (рекомендуется ос­
мыслить их): 1) каждый тождественно истинный предикат явля­
ется выполнимым, но обратное неверно; 2) каждый тождественно 
ложный предикат является опровержимым, но обратное неверно; 3) 
каждый не тождественно истинный предикат будет опровержимым, 
но, вообще говоря, не будет тождественно ложным; 4) каждый не 
тождественно ложный предикат будет выполнимым, но, вообще го­
воря, не будет тождественно истинным.

Множество истинности предиката. О п р е д е л е н и е  14.3. 
Множеством истинности предиката Р(хi ,x 2, ..., хп), заданного 
на множествах Mi,M2,...,M n, называется совокупность всех упо­
рядоченных n-систем (ai,a2, ...,an), в которых а\ £ М\,а2 £ М2, ..., 
ап £ Мп, таких, что данный предикат обращается в истинное выска­
зывание Р{а>\, а2, а п) при подстановке х\ = а\ , х2 =  а2, ..., хп = ап. 
Это множество будем обозначать Р+. Таким образом,
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Р~̂~ — {(^1 > > •••» ®п) • ^(Р(®1, fl-2i •••? ®n)) — I} •
Множество P+ истинности n-местного предиката P (xi, х2, х п) 

представляет собой n-арное отношение между элементами множеств 
МЬ М2, Мп, т.е. подмножество прямого (декартова) произведе­
ния этих множеств: Р + С М2 х М2 х ... х Мп. Если предикат 
Р(ж) одноместный, заданный над множеством М, то его множество 
истинности Р+ является подмножеством множества М: Р+ С  М.

Например, множеством истинности двухместного предиката 
” Точка х принадлежит прямой у”, заданного на множестве Е всех 
точек плоскости и на множестве F всех прямых этой плоскости, яв­
ляется бинарное отношение принадлежности (инцидентности) меж­
ду точками и прямыми плоскости. Другой пример. Множество ис­
тинности двухместного предиката S(x,y): ”х2 + у2 = 9”, заданно­
го на множестве R, есть множество всех таких пар действитель­
ных чисел, которые являются координатами точек плоскости, обра­
зующими окружность с центром в начале координат и радиуса 3. 
Наконец, если А(х): ”|а| > 2” -  одноместный предикат над Я, то 
Л+ = ] — оо, —2 [ U ] 2, Н-оо [ .

Решите задачи о множествах истинности различных предикатов 
из Тетради MJI: № 5.2.

В терминах множества истинности легко выразить понятия, свя­
занные с классификацией предикатов (определение 18.2). В самом 
деле, нетрудно понять, что га-местный предикат Р(хi,x 2, ...,£„), за­
данный на множествах Мь М2, ...,Мп, будет:

а) тождественно истинным тогда и только тогда, когда Р+ =  
Mi х М2 х ... х Мп ;

б) тождественно ложным тогда и только тогда, когда Р+ =  0 ;
в) выполнимым тогда и только тогда, когда Р+ ф 0 ;
г) опровержимым тогда и только тогда, когда Р+ ф М\ х М2 х 

... х Мп .

На языке множеств истинности ещё более отчётливо проясня­
ются закономерности взаимосвязей между предикатами различных 
типов, отмеченные в конце предыдущего пункта. Проанализируйте 
их ещё раз.

Равносильность и следование предикатов. О п р е д е л е н и е  
14.4. Два n-местных предиката Р(хi,x 2, ...,хп) и Q(xь х2, ..., хп), 
заданных над одними и теми же множествами M i,М2, ..., Мп, назы­
ваются равносильными, если набор предметов (элементов) а\ Е M i, 
а2 Е M2,...,an Е Мп превращает первый предикат в истинное вы­
сказывание P(ai,a2, ...,an) в том и только в том случае, когда этот
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набор превращает в истинное высказывание Q(ai,a2,...,an) второй 
предикат.

Другими словами (на языке множеств истинности), предикаты 
Р(х 1,Х2, ..., хп) и Q{xi,X2 , ...,хп) равносильны тогда и только 
тогда, когда их множества истинности совпадают: Р+ =

Утверждение о равносильности двух предикатов Р  и Q симво­
лически будем записывать так: Р  «<=> Q. Отношение равносиль­
ности предикатов является отношением эквивалентности, так что 
совокупность всех n-местных предикатов, определённых на множес­
твах M i, М2, Мп, распадается на непересекающиеся классы рав­
носильных предикатов (все они определяют одну и ту же функцию, 
заданную на множествах М\ , М2,..., Мп и принимающую значения в 
двухэлементном множестве {0, 1}). Переход от предиката Pi к рав­
носильному ему предикату Р2 называется равносильным преобразо­
ванием первого. Это понятие очень важно для школьной математи­
ки, потому что изучаемые в ней уравнения и неравенства представ­
ляют собой частные виды предикатов. Решение уравнения и нера­
венства есть поиск его множества истинности. При таком поиске мы 
проделываем над уравнением и неравенством различные преобразо­
вания, и здесь важно, чтобы эти преобразования были равносиль­
ными, т.е. чтобы найденное множество оказалось бы множеством 
истинности именно исходного уравнения или неравенства. Анало­
гична ситуация при решении систем уравнений или неравенств.

Рассмотрим простой пример. Пусть требуется решить уравне­
ние (найти множество истинности предиката): 4х — 2 = —Зх — 9. 
Преобразуем его равносильным образом: 4х — 2 = —Зх — 9 <=> 
4х + Зх =  — 9 + 2 <=> х = — 1. Ответ: {—1} -  множество всех 
решений данного уравнения (множество истинности данного преди­
ката).

Отметим следующее немаловажное обстоятельство: два преди­
ката могут быть равносильны, если их рассматривать над одним 
множеством, и не равносильны, если их рассматривать над другим 
(в частности, объемлющим первое) множеством. Такова, например, 
ситуация с предикатами: у/х • у = 15 и y/x-y/ у  =  15 . (Дальнейшие 
примеры подобного рода см. в Тетради MJI: №5.8 и в Задачнике, 
№ 9.22, г).

О пределен и е  14.5. Предикат Q(x 1,^2, . .. ,# п)5 заданный над 
множествами Mi, М2, ...,МП, называется следствием предиката 
Р(х i,X2, ...,яп), заданного над теми же множествами, если он пре­
вращается в истинное высказывание на всех тех наборах значений

162



предметных переменных из соответствующих множеств, на которых 
в истинное высказывание превращается предикат Р(х i ,£ 2>

Другими словами (в терминах множеств истинности), можно 
сказать, что предикат Q является следствием предиката Р  тогда 
и только тогда, когда Р +  С  Q +.

Утверждение о том, что предикат Q является следствием пре­
диката Р, будем символически записывать так: Р  ==> Q .

Например, одноместный предикат, определённый на множестве 
натуральных чисел, ”п делится на 3” является следствием одно­
местного предиката, определённого на том же множестве, ”п делит- 
ся на б”. Из двух предикатов, упомянутых перед последним опре­
делением, первый будет следствием второго, если считать, что оба 
предиката заданы на множестве Z целых чисел.

Язык множеств истинности позволяет установить взаимосвязь 
между понятиями равносильности и следования предикатов: два 
предиката, определённые на одних и тех же множествах, равносиль­
ны тогда и только тогда, когда каждый из них является следствием 
другого. Кроме того, этот же язык даёт возможность без труда уста­
новить следующие простые теоремы.

Т еорем а  14.6. Каждые два тождественно истинных (тож­
дественно л о ж н ы х ) предиката, заданных на однш и тех же мно­
жествах, равносильны. Обратно, всякий предикат, равносильный 
тождественно истинному (тождественно ложному) предикату, 
сам является тождественно истинным (тождественно ложным) 
предикатом.

Т еорем а  14.7. Каждый тождественно истинный п-местный 
предикат является следствием любого другого п-местного преди­
ката, определённого на тех же множествах. Каждый п-местный 
предикат является следствием любого тождественно ложного п- 
местного предиката, определённого на тех же множествах.

Теорема 14.8. Пусть Р(хi ,x 2,...,xn) и Q(xi,x2 , . .^xn) -  два 
п-местных предиката, определённые на одних и тех же множест­
вах, такие, что Q(xi ,x2 , —,хп) есть следствие Р(х\ ,х2 ч—чхп): 
Р{х 1, •••, Xfi) Q(x\ , #2, •••? ^п)• Тогда.

а) если Р{х\,  я2, ..., хп) тождественно истинный (выполнимый), 
то и Q(xi ,x 2, ...,яп) тождественно истинный (выполнимый);

б) если Q(xi,x2> --^Хп) тождественно ложный (опровержи­
мый), то и Р(х 1,Х2,...,жп) тождественно ложный (опровержи­
мый).
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Докажем, например, последнюю теорему. Поскольку Р = >  Q, 
поэтому Р+ С Q+. Если теперь Р  тождественно истинный предикат, 
то Р+ = Mi х М2 х ... х  Мп, (где Mi,M2, ...,МП -  множества, на 
которых определены г?,-местные предикаты Р и Q). Но С  Mi х  

М2 х ... х  Мп. Поэтому Q4* = Mi х М2 х ... х  Мп, и, значит, предикат 
Q тождественно истинный предикат. Если же Р  выполнимый, то 
Р+ ^ 0. Но Р+ С (5+. Тогда Q+ ф 0 и Q -  выполнимый предикат.

Далее, пусть Q -  тождественно ложный предикат. Тогда Q+ = 0. 
Но Р+ С Q+, поэтому Р + = 0. Следовательно, предикат Р -  тож­
дественно ложный. Наконец, пусть Q -  опровержимый предикат. 
Тогда Q+ ф Mi х М2 х ... х Мп. Поскольку, кроме того, Р+ С 
и Р+ С  Mi х М2 х ... х Мп, поэтому Р+ ф М\ х М2 х ... х Мп. 
Следовательно, предикат Р  опровержимый. □

Отыщите самостоятельно в настоящем и предыдущем пунктах 
данного параграфа утверждения, обосновывающие остальные сфор­
мулированные теоремы. О следовании и равносильности предикатов 
решите задачу № 5.7 из Тетради MJI.

§15. Логические операции 
над предикатами

Над предикатами можно проделывать те же самые логические 
операции, что и над высказываниями: отрицание, конъюнкцию, 
дизъюнкцию, импликацию, эквивалентность. Рассмотрим эти опе­
рации в их связи с операциями над множествами.

Отрицание предиката. О п ределен и е  15.1. Отрицанием п- 
местного предиката Р(хi ,x 2, ...,хп), определённого на множествах 
Mi,M2,...,M n, называется новый га-местный предикат, определён­
ный на тех же множествах, обозначаемый ->Р(хi,x 2, ..., хп) (чита­
ется: ’’неверно, что Р(х i ,x 2, ..., жп)”), который превращается в ис­
тинное высказывание при всех тех значениях предметных перемен­
ных, при которых исходное высказывание превращается в ложное 
высказывание.

Другими словами, предикат -*Р(хь х2, ..., хп) таков, что для лю­
бых предмегов fli 6 Mi, о2 € М2, ... , ап Е Мп высказывание 
-iP(ai,a2, является отрицанием высказывания P(ai,a2,...,an).

Например, нетрудно понять, что отрицанием одноместного пре­
диката ”х < 3”, определённого на множестве Я, является одномест­
ный предикат ”я > 3”, определённый на том же множестве Я. От­
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рицанием предиката ” Река х впадает в озеро Байкал” является пре­
дикат ” Река х не впадает в озеро Байкал” (оба одноместных преди­
ката определены на множестве названий рек). Отрицанием преди­
ката ”sin2 х + cos2 х = 1” является предикат ”sin2 х + cos2 х ф 1” 
(х,уе Я).

Т еорем а  15.2. Для n-местного предиката Р(х\ ,х2 , ...,жп), опре­
деленного на множествах Мь М2, ..., Мп, множество истинности 
его отрицания -«Р(:е1,ж2, ...,хп) совпадает с дополнением множес­
тва истинности данного предиката: (“1-Р)+ =

(Здесь следует понимать, что дополнение рассматривается в мно­
жестве Mi х М2 х ... х Мп, т.е. (-1Р )+ = (Mi х М2 х ... х Мп) \  Р+).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно определениям 15.1, 14.3 и опреде­
лению дополнения множества имеем

(-1 Р)+ =  {(аь а2,...,ап) : A(P(ab a2, ...,an)) = 0} =

=  { ( ® 1 » • • • *  ® n )  • ( ® l i  ® п )  ^ - Р ^ " }  =  =

= (Ml х М2 X ... х Mn) \  Р+ , 

что и требовалось доказать. □

С л е д с т в и е  15.3. Отрицание предиката будет тождественно 
истинным предикатом тогда и только тогда, когда исходный пре­
дикат тождественно ложен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В §14 (пункт ’’Множество истинности пре­
диката”) тождественная истинность предиката выражена на языке 
множества истинности; она означает, что (~,Р)+ = Mi х М2 х ... х Мп. 
Подставим в это равенство значение для (_,Р)4' из настоящей тео­
ремы:

(Mi х М2 х ... х Mn) \  Р+ = Mi х М2 х ... х Мп . 
Вспоминая определение разности двух множеств и учитывая, что 
Р+ С  Mi х М2 х ... х Мп, заключаем, что Р+ = 0. Значит, предикат 
Р(х 1, Х2 , х п) тождественно ложен. Следствие доказано. □

Рассмотрим ещё один пример. Требуется выяснить, является 
ли предикат O(f): ”/  -  нечётная функция” отрицанием предиката 
E(f): ”/  -  чётная функция” (оба одноместных предиката опреде­
лены на множестве всех действительных функций одного действи­
тельного аргумента). Множество истинности 0+  предиката O(f)  не 
является дополнением множества истинности Е+ предиката E(f),
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потому что не всякая функция, не являющаяся чётной, будет непре­
менно нечётной. Другими словами, существуют функции, не явля­
ющиеся одновременно ни чётными, ни нечётными (приведите при­
мер!). Следовательно, предикат O(f)  не есть отрицание предиката
а д -

З а м е ч а н и е  15.4. В алгебре высказываний существенным было 
не содержание высказывания, а лишь его значение истинности, т.е. 
отождествлялись (не различались) между собой, с одной стороны, 
все истинные высказывания, а с другой, -  все ложные. В некотором 
смысле аналогичная ситуация имеется и в алгебре предикатов: здесь 
не различают равносильные предикаты. Подходя с такой точки зре­
ния к определению 15.1 отрицания предиката, можем за отрицание 
данного предиката Р(х i ,x 2> ...,хп) принять любой из равносильных 
предикатов, удовлетворяющих этому определению. Например, от­
рицанием предиката п\х\ > 2”, заданного на Д, является каждый 
из следующих (равносильных между собой) предикатов: ”|х| < 2”, 
”{х > —2) Л (х < 2)”, ”х Е [—2, 2]”, а отрицанием предиката 
”х2 > 0”, также определённого на R (этот предикат тождественно 
истинный), является каждый из следующих предикатов: ” sin х = 2”, 
”х2 < 0”, ”ех < 0”, ”|х |< 0” и т.д.

Сделанное замечание следует иметь в виду при рассмотрении и 
остальных логических операций в настоящем параграфе.

Конъюнкция двух предикатов. О п р е д е л е н и е  15.5. Конь-
юнкцией п-местного предиката Р(хi , х2,..., хп), определённого на мно­
жествах M i, М2,..., Мп, и m-местного предиката Q(yi , у2, •.■•, Ут), опре­
делённого на множествах N2, ..., Nm, называется новый (тг + 77г)- 
местный предикат, определённый на множествах Mi,M2, ..., Мп, 
N±,N2, ..., iVm, обозначаемый Р(хь х2, ...,xn) A Q(t/i,</2, ...,1/m) (чи­
тается ” Р(х 1, х2,..., хп) и Q(yi , у2,..., ут)”), который превращается 
в истинное высказывание при всех тех и только тех значениях пред­
метных переменных, при которых оба исходных предиката превра­
щаются в истинные высказывания.

Другими словами, предикат Р(хь х2, ...,xn) A <9(2/i,2/2,...,2/m) 
таков, что для любых предметов а\ Е M i,a2 Е M2,...,an Е Мп 
и i>i G Ni,b2 Е N2,...,bn Е Nm высказывание P(ab a2, ...,ап) А 
Ф(^ь&2> ...,6m) является конъюнкцией высказываний P(ai,a2, ...,an) 
и Q (bi,b2 ,--.,bm)-

Например, конъюнкцией двух одноместных предикатов ”х >
—3” и ”х < 3”, определённых на Д, будет одноместный предикат 
”(х > —3) А (х < 3)”, записываемый короче в виде: ”—3 < х <  3”,
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который равносилен предикату ”|ж| < 3” (см. замечание 19.4).
Второй пример. Конъюнкцией двух одноместных предикатов пх = 

О” и = 0”, заданных на Д, является двухместный предикат ”(х =  
0) Л (у = 0)”, заданный также на Д, который равносилен предикату 
”х2 + у2 = 0”, определённому на Д.

Операцию конъюнкцию можно применять к предикатам, имею­
щим общие переменные. В этом случае число переменных в новом 
предикате равно числу n- f m- f c ,  где п -  число переменных перво­
го предиката, т -  число переменных второго предиката, к -  число 
переменных общих для обоих предикатов. Именно таков первый из 
только что рассмотренных двух примеров. Более того, если оба пре­
диката определены на одних и тех же множествах и зависят от одних 
и тех же переменных, то для них справедлива следующая теорема.

Теорема 15.6. Для п-местных предикатов Р(хi ,x 2, ...,хп) и 
Q(xu x2, ..., хп), определённых на множествах Мь М2, ..., Мп, мно­
жество истинности конъюнкции Р(х i , x 2, . . . ,x n) A Q(xi,x2 , . .. ,х п) 

совпадает с пересечением множеств истинности исходных преди­
катов: (.Р Л Q)+ = Р+ П Q+

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определениям 15.5, 14.3 и опреде­
лению пересечения множеств, имеем:

(Р A Q)+ =
=  {(®1» •••? ®n) • A(P(fli, tt2, ..., fln) A Q(fll, fl-2? •••) ®n)) = 1} =
= {(ai,a2,...,an) : A (P(ai ,a2, = 1 и A(Q(ab a2, ...,an)) = 1} =

— { (^ i> ^2? •••? ^n) • A (P (a i ,a 2, . . . ,an) =  1} П
^ {(®1 j •••» ®n) • A(Q(fli, fl2, ..., fln)) = 1} =

= P+ П Q+ .

С л е д с т в и е  15.7. Конъюнкция двух предикатов тождественно 
истинна тогда и только тогда, когда оба данных предиката тож­
дественно истинны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно §14 (пункт ”Множество истиннос­
ти предиката”), тождественная истинность предиката P A Q  означа­
ет, что (Р A Q)+ = Mi  х М2 х ... х Мп . Тогда на основании теоремы 
Р+ П Q +  =  Mi  х М2 х ... х Мп, т.е. пересечение двух подмножеств 
Р+ и <3+ множества Mi  х М2 х ... х Мп совпадает с самим этим 
множеством. Следовательно, Р+ = Q+ = Mi  х М2 х ... х Мп, что 
означает: предикаты Р  и Q тождественно истинны. □
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Значительный раздел школьной математики составляют систе­
мы уравнений и неравенств. При их решении используется теоре­
ма 15.6. Пусть, например, требуется решить систему неравенств 
\х\ < 3, х > 2. Для этого нужно найти множество истинности 
предиката ”(|х| <3) Л (х > 2)”, определённого на Я. Используем 
теорему 15.6:

((|*| < 3) Л (х > 2))+ = (\х\ < 3)+ П (х > 2)+ =

= ] - 3 ,  3[ П [2, +оо[ = [2, 3[.
Таким образом, решением данной системы является множество (по­
луинтервал) [ 2, 3 [.

Следует отметить, что в предикаты Р(х\ ,х2, ...,хп) и Q(xi ,x2, 
... , хп), о которых идёт речь в теореме 15.6, некоторые предметные 
переменные могут в действительности не входить, т.е., как говорят, 
быть фиктивными. Это нужно понимать так, что значение истин­
ности высказывания, в которое превращается данный предикат, не 
зависит от того, какие предметы подставляются вместо таких (фик­
тивных) переменных. При решении систем уравнений и неравенств 
данная ситуация встречается часто. Так, например, решением сис­
темы уравнений х +у  =  1, y + z  =  2, z + x  =  3 является множество, 
состоящее из одной упорядоченной тройки чисел (1,0,2), хотя первое 
уравнение не зависит от г, второе -  от я, а третье -  от у.

Дизъюнкция двух предикатов. Определение 15.8. Дизъ­
юнкцией гс-местного предиката Р(х \ , х2, х п), определённого на мно­
жествах M i, М2, ..., Мп, и 7П-местного предиката Q(yi , у2, У т ) ,  опре­
делённого на множествах Ni, N2y..., Nmi называется новый (тг + т)- 
местный предикат, определённый на множествах МЬ М2, ..., Мп, 
N\ ,N2, ..., Njn, обозначаемый Р(хи х2, ...,xn) V Q(yi,y2, (чи­
тается ”P(xi ,x2,...,xn) или Q(t/i,2/2, ..., 2/т )”), который превра­
щается в истинное высказывание при всех тех и только тех значени­
ях предметных переменных, при которых в истинное высказывание 
превращаются по меньшей мере один из исходных предикатов.

Другими словами, предикат Р(хi ,x2,...,xn) V Q(yi,t/2, ...,Ут) 
таков, что для любых предметов а\ G M i,a2 G M2,...,an G Mn 
и i>i G N1,62 € N2,...,6n G Nm высказывание P(ai,a2,...,an) V 
Q(bi, b2,..., bm) является дизъюнкцией высказываний P(a\ , a2,..., an) 
и Q(b\ , 62,..., bTn).

Операцию дизъюнкцию, как и операцию конъюнкцию (см. абзац 
перед теоремой 15.6), можно применять к предикатам, имеющим об­
щие переменные. Например, дизъюнкцией одноместных предикатов
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11 :с -  чётное число” и ” х  -  простое число”, определённых на ЛГ, яв­
ляется одноместный предикат, определённый на N : ” х -  чётное или 
простое число”. Ещё пример. Дизъюнкцией одноместных предика­
тов ” х  ф 0” и ”?/ ф 0”, определённых на Д, является двухместный 
предикат ”(х ^ 0 ) V (у ф о у \  также определённый на Д, который 
равносилен предикату ”х2 + у2 Ф 0” над Д.

Следующая теорема аналогична теореме 15.6.
Т е о р е м а  15.9. Для n-местных предикатов Р(:гь х 2, ... ,х п) и 

Q(x 1, х 2, х п), определённых на множествах М \, М2, ..., Мп, мно­
жество истинности дизъюнкции Р(хi,x 2,...,xn) V Q(xi,x2,...,x n) 
совпадает с объединением множеств истинности исходных преди­
катов: (Р v Q)+ = Р+ U Q+

Д о к а з а т е л ь с т в о  аналогично доказательству теоремы 15.6, по­
этому предлагаем провести его самостоятельно.

С л е д с т в и е  15.10. Дизъюнкция двух предикатов есть выпол­
нимый предикат тогда и только тогда, когда, по меньшей мере, 
один из данных предикатов выполним.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно §14 (пункт ’’Множество истиннос­
ти предиката”), выполнимость предиката Р V Q означает, что (Р V 
Q )+  ф 0. Отсюда, на основании теоремы, Р+ U Q+ ф 0. Последнее 
возможно в том и только в том случае, если Р+ ф 0 или ф 0, 
т.е. если предикат Р выполним или выполним предикат Q. □

С л е д с т в и е  15.11. Дизъюнкция двух предикатов тождествен­
но ложна тогда и только тогда, когда оба данных предиката тож­
дественно ложны.

Д о к а з а т е л ь с т в о  предлагается провести самостоятельно.
Например, пусть требуется решить уравнение х2 — х — 6 = 0, т.е. 

найти множество истинности этого предиката, определённого на R. 
Находим его, применяя теорему 15.9: {х : х2 — х — 6 = 0} =

= {х: (х +  2 )(х -3 )  = 0} = {х: (х + 2 = 0) V ( ж- 3  = 0)} =
= {х:  х + 2 = 0} U {х : х -  3 = 0} = { -2 }  U {3} = {-2 , 3} .

Второй пример. Дизъюнкция (х2+у2 < 0) V (ху = 0) двух двух­
местных предикатов, определённых на Д, есть выполнимый преди­
кат, потому что выполним один из них: ху =  0 (проверьте).

Свойства отрицания, конъюнкции и дизъюнкции. Пос­
ле введения трёх операций над предикатами возникает вопрос, как
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они влияют на равносильность предикатов, каковы закономерности 
образования с помощью этих операций равносильных предикатов? 
Аналогичны вопросы для следования предикатов. Ответ даёт сле­
дующая теорема.

Т е о р е м а  15.12. Если во всех формулах теоремы 3.2 под Р, Q , R 
понимать предикаты, определённые на соответствующих множес­
твах, знак <г+ всюду заменить на знак <=>, а знак —> на знак 
==>, то получим верные утверждения о предикатах.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим, например, вторую формулу д) 
из теоремы 3.2. Она превращается в следующее утверждение: (Р V 
(Q A R)) <*=> ((Р V Q) A (Р V Р)), означающее равносильность 
предикатов Р V (Q A R) и (Р V Q) A (Р V Д), независимо 
от предикатов Р, Q, R• Проверим, верно ли данное утверждение. 
В самом деле, каждый из двух предикатов при любой подстановке 
вместо предметных переменных конкретных предметов из соответ­
ствующих множеств превращаются в такие высказывания, которые, 
на основании тавтологии из теоремы 3.2,д, имеют одинаковые знаг 
чения истинности. На основании определения равносильности пре­
дикатов, это и означает, что данные предикаты равносильны. □

Импликация и эквивалентность двух предикатов. Им­
пликация Р(х1,х2,..пхп) —► Ф(УьУ2>—>Ут) определяется как 
такой предикат, что для любых предметов а\ € М\ ,а2 € М2, ..., ап € 
Мп и &i Е £ АГ2,...,6п € Nm высказывание P(ai,a2, ...,ап) —►
Q(bi, Ь2,..., Ъш) является импликацией высказываний Р(а\ , а2,..., ап) 
и <2(Ьъ 62, ..., Ьт). Аналогично определяется эквивалентность двух 
предикатов. Нетрудно проверить, что импликация двух предикатов, 
зависящих от одних и тех же переменных, есть тождественно истин­
ный предикат тогда и только тогда, когда её заключение является 
следствием посылки, а эквивалентность тождественно истинна, ес­
ли и только если исходные предикаты равносильны. Свойства этих 
операций над предикатами, подобно свойствам операций отрицания, 
конъюнкции и дизъюнкции над предикатами (см. теорему 15.12), 
получаются из соответствующих тавтологий теоремы 3.3. Так, если 
Р, Q, R -  предикаты, то, например,

а) (Р -  (Q -> Я)) =► ((Р -» Q) -» (Р -» Я)) ;
д) (~,Q Л (Р —у Q)) =► ;

п) (S <-» Q) (Q «н. Р)
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и т.д. Аналогично, из тавтологий теоремы 3.4 получаются равно­
сильности, выражающие одни логические операции над предиката­
ми через другие. Например,

и так далее для любых предикатов Р, Q, R .
Решите задачи №№ 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 из Тетради MJI.

§16. Кганторные операции 
над предикатами

Рассмотренные в предыдущем параграфе операции над преди­
катами в определённом смысле аналогичны соответствующим опе­
рациям над высказываниями. Специфика природы предикатов поз­
воляет ввести над ними такие операции, которые не имеют аналогов 
среди операций над высказываниями. Имеются в виду две квантор- 
ные операции над предикатами (или операции квантификации) -  
квантор общности и квантор существования, о которых и пойдёт 
речь в настоящем параграфе.

Квантор общности. Известно, что для превращения одно­
местного предиката в высказывание нужно подставить вместо его 
переменной какой-нибудь конкретный предмет из области задания 
предиката. Имеется ещё один способ для такого превращения -  это 
применение к предикату операций связывания квантором общности 
или квантором существования. Каждая из этих операций ставит в 
соответствие одноместному предикату некоторое высказывание, ис­
тинное или ложное в зависимости от исходного предиката.

О п р е д е л е н и е  16.1. Операцией связывания квантором общнос­
ти называется правило, по которому каждому одноместному пре­
дикату Р(х), определённому на множестве М, сопоставляется вы­
сказывание, обозначаемое (Ух)(Р(х)) (читается: ’’для всякого [зна­
чения] х Р(х) [истинное высказывание]”), которое истинно в том и 
только в том случае, когда предикат Р(х) тождественно истинен, и 
ложно в противном случае, то есть

а) (Р -► Q) «=» (Q -  Р) ;
в) (Р A Q) *<=>• “|(“1-Р V ~*Q) 5
ж) (Р «-> Q) *=> ((Р -> Q) A (Q -> Р))

1, если Р(х) — тождественно истинный 
предикат;

О, если Р(х) — опровержимый предикат.
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При чтении высказывания (Vx)(P(x)) слова в квадратных скобках 
могут опускаться. Высказывание (Vx)(P(x)) называется универсаль­
ным высказыванием для предиката Р(х). Символ V происходит от 
первой буквы английского слова ” А1Г -  все. Сам символ (Vx) также 
называют квантором общности по переменной х .

Например, рассмотрим два одноместных предиката на множест­
ве N: ”1 < х” и ”х | 30”. Первый предикат тождественно истинный, 
поэтому применение к нему операции связывания квантором общ­
ности даёт истинное высказывание: (Vx)(l < х) -  ”для всякого х 1 
не превосходит х”. Второй предикат опровержим, поэтому операция 
связывания квантором общности, применённая к нему, даёт ложное 
высказывание: (Vx)(x | 30) -  ” для любого х число х является дели­
телем числа 30”.

В выражении (Vx)(P(x)) переменная х уже перестаёт быть пере­
менной в обычном смысле этого слова, т.е. вместо неё невозможно 
подставлять какие бы то ни было конкретные значения. Говорят, 
что переменная х связанная, кажущаяся или немая. Такая ситуа­
ция уже встречалась в математике: переменные могут быть связаны 
не только квантором. Так, связанными являются переменные в сле­
дующих выражениях:

Это означает, что каждое из приведённых выражений не зависит 
от связанных переменных, т.е. сущность выражения не изменится, 
если связанную переменную обозначить любой другой буквой. Так, 
первое из трёх выражений, вне зависимости от переменной, равно 2, 
второе равно 0, а третье есть действительная полупрямая [0; +оо [. 
Аналогично, высказывание (Vx)(l < х) может быть прочитано так: 
” 1 не превосходит всякое натуральное число” -  и в таком виде оно 
вообще не содержит переменных.

Если одноместный предикат Р(х) задан на конечном множес­
тве М — {ai,ci2,...,am}, то нетрудно понять, что высказывание 
(Vx)(P(x)) эквивалентно (имеет то же логическое значение) конъ­
юнкции P(ai) Л P(a2) Л ... Л P(an). В самом деле, по определению
20.1, истинность высказывания (Vx)(P(x)) означает, что предикат 
тождественно истинен, т.е. каждое из высказываний P(ai), P(fl2)> 
... , P(an), в которые этот предикат превращается, истинно. По­
следнее равносильно истинности конъюнкции P(ai) А Р{а>2) Л ... Л

2

о

Р(«п) .
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Следовательно, для предикатов, заданных на конечном множес­
тве, операция связывания квантором общности может быть выраже­
на через конъюнкцию. Для предикатов, заданных на бесконечном 
множестве, такого сделать нельзя, и в этом случае операция связы­
вания квантором общности является существенно новой.

Можно подметить ещё одну особенность операции связывания 
квантором общности по сравнению с операциями из предыдущего 
параграфа. Те операции ставили в соответствие одному или двум 
предикатам новый предикат, а операция связывания квантором общ­
ности сопоставляет предикату высказывание. На это можно сказать 
следующее. Во-первых, каждое высказывание для достижения боль­
шей общности сейчас и в дальнейшем можно рассматривать как пре­
дикат, содержащий 0 предметных переменных, т.е. как нульместный 
предикат. Во-вторых, мы пока применяли квантор общности лишь 
к одноместным предикатам. Переходим к рассмотрению вопроса о 
применении операции связывания квантором общности к предика­
там с любым числом предметных переменных, такая операция пред­
станет операцией в полном смысле слова: предикатам она будет со­
поставлять предикаты.

О п р е д е л е н и е  16.2. Операцией связывания квантором общнос­
ти по переменной х\ называется правило, по которому каждому п- 
местному (п > 2) предикату Р(хi ,x 2, определённому на мно­
жествах Mi, М2, ..., Мп, сопоставляется новый (п — 1)-местный пре­
дикат, обозначаемый (Vxi)(P(xi,x2, ...,хп)) (читается: ’’длявсехх\ 
Р(хь х2,...,хп)”), который для любых предметов а2 Е М2,...,ап Е 
Мп превращается в высказывание (Vxi)(P(xi,а2, ...,ап)), истинное 
в том и только в том случае, когда одноместный предикат P (x i,a2, 
... , an), определённый на множестве Мь тождественно истинен, и 
ложное в противном случае, то есть

Например, рассмотрим двухместный предикат ”у < х’\  опреде­
лённый на множестве N. Применим к нему квантор общности по 
переменной х. Получим одноместный предикат (Ух)(у < х), зави­
сящий от переменной у . Этот предикат может превратиться как в 
истинное высказывание (при у = 1), так и в ложное (при подстанов­
ке вместо у любых натуральных чисел, кроме 1).

(1, если P (xi,a2, ...,an) — тождест­
венно истинный предикат от х \ ;

О, если P (xi,a2,...,an) -  опровер­
жимый предикат от х\.
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Второй пример. Двухместный предикат ”(х+у)2 = х2Н-2ху+у21\  
определённый на Д, тождественно истинен. Поэтому применение к 
нему квантора общности по любой переменной, например по у , даёт 
одноместный предикат (по х), который будет тождественно истин­
ным (Уу)((х + у)2 = х2 + 2ху + у2).

Заметим в заключение, что к (п — 1)-местному предикату 
(Vxi)(p(xi,x2, ..., хп)), зависящему от переменных х2,...,хп, мож­
но снова применить операцию связывания квантором общности по 
одной из свободных переменных. В результате получится (п — 2)- 
местный предикат и т.д.

Например, применив к одноместному предикату (Vx)(y < х) 
квантор общности по переменной у, получим нуль-местный преди­
кат, т.е. высказывание (Уу)(Ух)(у < х). Ясно, что полученное выска­
зывание ложно, потому что предикат (Ух)(у < х) опровержим. При­
менив квантор общности по переменной х к одноместному предикату 
из второго примера, получим истинное высказывание (Vx)(V?/)((x +  
у)2 = х2 +  2ху 4- у2) .

Квантор существования. Как и в предыдущем пункте, нач­
нём рассмотрение с операции связывания квантором существования, 
применяемой к одноместному предикату.

О п р е д е л е н и е  16.3 . Операцией связывания квантором сущест­
вования называется правило, по которому каждому одноместному 
предикату Р(х), определённому на множестве М, сопоставляется 
высказывание, обозначаемое (Зх)(Р(х)) (читается: ’’существует [зна­
чение] х такое, что Р(х) [истинное высказывание]”), которое ложно 
в том и только в том случае, когда Р(х) тождественно ложен, и 
истинно в противном случае, то есть

При чтении высказывания (Зх)(Р(х)) слова в квадратных скобках 
могут опускаться. Высказывание (Зх)(Р(х)) называется экзистен­
циальным высказыванием для предиката Р(х). Символ 3 происхо­
дит от первой буквы английского слова ”Exisf -  существовать. Сам 
символ Зх также называют квантором существования по перемен­
ной х.

Например, рассмотрим два одноместных предиката, определён­
ных на множестве N : ”х = х + 1” и ”х | 30”. Первый преди­
кат тождественно ложный, поэтому применение к нему операции

0, если Р(х) — тождественно ложный
предикат;

1, если Р(х) — выполнимый предикат.
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связывания квантором существования дает ложное высказывание: 
(Зх)(х = х + 1) -  ” существует натуральное число, равное себе плюс 
1”. Второй предикат выполним, поэтому операция связывания кван­
тором существования, примененная к нему, даёт истинное высказы­
вание: (Зх)(х | 30) -  ” существует натуральное число, делящее число 
30 \

Подобно выражению (Vx)(P(x)), в выражении (3х)(Р(х)) пере­
менная х также перестаёт быть переменной в обычном смысле сло­
ва: это -  связанная переменная.

Если одноместный предикат Р(х) задан на конечном множестве 
М = {ai, a2, a m}, то высказывание (Зх)(Р(х)) эквивалентно (име­
ет то же логическое значение) дизъюнкции P(ai) V P(a2) V ... V 
P(an). В самом деле, по определению 16.3, ложность высказывания 
(3х)(Р(х)) означает, что предикат Р(х) тождественно ложен, т.е. 
каждое из высказываний P(ai), P(a2), , Р(ап), в которые дан­
ный предикат может превратиться, ложно. Последнее равносильно 
ложности дизъюнкции P(ai) V P(a2) V ... V P(an) .

Значит, для предикатов, заданных на конечном множестве, опе­
рация связывания квантором существования может быть выражена 
через дизъюнкцию. Для предикатов, заданных на бесконечном мно­
жестве, такого сделать нельзя, и в этом случае операция связывания 
квантором существования является существенно новой.

Наконец рассмотрим вопрос о применении операции связывания 
квантором существования к предикатам с любым числом предмет­
ных переменных.

О п р е д е л е н и е  16.4. Операцией связывания квантором сущест­
вования по переменной х\ называется правило, по которому каждо­
му п-местному (п > 2) предикату Р(хi , х2, ..., хп) , определённому на 
множествах Mi, М2, ..., Мп, сопоставляется новый (п — 1)-местный 
предикат, обозначаемый (3xi)(P(xi,x2, ...,хп)) (читается: ’’сущест­
вует такой что Р(хi ,x 2, ...,хп), который для любых предметов 
a2 Е М2,...,ап £ Мп превращается в высказывание (3xi)(P(xi, a2, 
... , an)), ложное в том и только в том случае, когда одноместный 
предикат P(xi, a2, a n), определённый на множестве Mi, тождест­
венно ложен, и истинное в противном случае, то есть

A[(3xi)(P(ari,a2,...,a„))] =

0, если Р(х\ , 0 2 , ...,ап) — тождест- 
венно ложный предикат от х \ ;

1, если P (xi,a2, ...,an) -  выпол­
нимый предикат от х\ .
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Например, рассмотрим двухместный предикат ”у < х”, опреде­
лённый на R. Применим к нему квантор существования по перемен­
ной х. Получим одноместный предикат (Зх)(у < х), зависящий от 
переменной у. Этот предикат всегда превращается в истинное выска­
зывание, если вместо у подставлять конкретные числа, т.е. является 
тождественно истинным предикатом.

Второй пример. Двухместный предикат ”х2 + у2 < 0”, опре­
делённый на Я, тождественно ложен. Поэтому применение к нему 
квантора существования по любой переменной, например, по х, даёт 
одноместный (по у) предикат, который будет тождественно ложным: 
(Зх)(х2 -Ьу2 < 0).

Заметим в заключение, что к (п — 1)-местному предикату 
(3xi)(P(xi, х2, ..., хп)), зависящему от переменных х2,...,хп, можно 
снова применить одну из операций квантификации -  квантор общ­
ности или квантор существования по одной из свободных перемен­
ных. В результате получим (п — 2)-местные предикаты, например, 
(Vx2)(3xi)(P(xi,x2,...,a;n)) и (3x2)(3xi)(P(xb x2, ...,х„)).

Например, применив к тождественно истинному одноместному 
предикату (3х)(у < х), заданному на JV, квантор общности, получим 
истинное высказывание: (Уу)(3х)(у < х) -  ” для всякого натурально­
го числа существует большее него натуральное число”. Применив к 
тому же одноместному предикату квантор существования, получим 
также истинное высказывание: (3у)(3х)(у < х) -  ”существуют два 
натуральных числа, из которых одно не превосходит другой. Да­
лее, применив к выполнимому одноместному предикату (Ух) (у < х), 
заданному на iV, квантор существования, получим истинное выска­
зывание (3у) (Ух) (у < х) -  ” существует наименьшее натуральное 
число”. Наконец, применив квантор существования к одноместно­
му тождественно ложному предикату (Зх)(х2 + у2 < 0), получим 
ложное высказывание: (3у)(3х)(х2 + у2 < 0).

Решите задачи JV* 5.9, 6.1 из Тетради MJI, посвящённые кван- 
торным операциям над предикатами.

Численные кванторы. В математике часто встречаются вы­
ражения вида ” по меньшей мере п” (”хотя бы п”), ”не более чем 
п”, ”п и только га” (”ровно га”, ”точно га”), где п -  натуральное чис­
ло. Эти выражения называют численными кванторами. Они имеют 
чисто логический смысл, потому что их можно выразить без числи­
тельных на языке кванторов общности и существования, логических 
операций над предикатами и знака =, обозначающего тождество 
(совпадение) объектов.

176



Рассмотрим случай п = 1. Предложение ” По меньшей мере 
один объект обладает свойством Р” имеет тот же смысл, что и 
предложение ” Существует объект, обладающий свойством Р”, т.е.

(Эх)(Р(*)) . (16.1)
Далее, предложение ” не более чем один объект обладает свой­

ством Р ” равнозначно по смыслу предложению ” Если есть объек­
ты, обладающие свойством Р, то они совпадают”, т.е.

(Vx)(Vy)[(P(x) А Р(у)) -► х = у] . (16.2)
Наконец, предложение ” Один и только один объект обладает 

свойством Р ” равнозначно конъюнкции высказываний (16.1) и (16.2):
(Зх)(Р(х)) A (Vx)(Vj/)[(P(x) Л Р(у)) -+ х = у] (16.3)

Сопоставление одноместному предикату Р(х) высказывания
(16.3) носит название операции связывания квантором существо­
вания и единственности, а само высказывание (16.3) иногда обо­
значают так:

(3 ! * ) № ) )  . (16.4)
Символ 3 ! х называют квантором существования и единствен­
ности по переменной х.

Например, используя этот квантор, запишем высказывание:
” Всякая сходящаяся последовательность имеет точно один предел” :

(Van)((3a)(a = liman) —> (3!a)(a = liman)) .
Рассмотрим теперь случай п = 2. Предложение ” По меньшей 

мере два объекта обладают свойством Р ” означает то же что и 
предложение ” Существуют два различных объекта, обладающих 
свойством Р ”, т.е.

(3х)(3у)(Р(х) А Р(у) А х ф у) . (16.5)
Далее, предложение ”#е более чем два объекта обладают свой­

ством Р ” равнозначно по смыслу предложению ” Каковы бы ни бы­
ли объекты ж, у , если все они обладают свойством Р, то по мень­
шей мере два из них совпадают?, которое символически записыва­
ется так: (16.6) 
(Vx)(Vy)(Vy)[(P(x) А Р(у) A P (z ) )  ->  (х = у V x =  z  V у =  г].

Наконец, предложение ”Два и только два объекта обладают 
свойством Р ” совпадает по смыслу с конъюнкцией высказываний 
(16.5) и (16.6).

Совершенно аналогично выражаются через обычные кванторы и 
логические операции численные кванторы при п  > 2. Рекомендуется 
самостоятельно записать соответствующие выражения для п  =  3 .

177



Ограниченные кванторы. Нередки в математической прак­
тике обороты следующего вида: ” Всякий объект, обладающий свой­
ством Р, обладает также и свойством Q” и ” Среди объектов, об­
ладающих свойством Р, существует объект, обладающий также 
и свойством Q”. Первое высказывание равнозначно по смыслу вы­
сказыванию ” Всякий объект, если он обладает свойством Р, то он 
обладает свойством Q”, которое на языке логики предикатов запи­
сывается так:

(Vx)(P(x) -  Q(x)) . (16.7)
Сопоставление двум данным одноместным предикатам Р(х) и Q(x) 
высказывания (7) носит название операции связывания ограничен­
ным квантором общности, а само высказывание (7) иногда обозна­
чают

(VP(x))(Q(x)) . (16.8)
Символ VP(x) также называют ограниченным квантором общности.

Например, высказывание ’’Для всякого х > 1 справедливо In х > 
О” (х Е R) на языке логики предикатов записывается как (Vx)(x >
1 -> In х > 0), а с использованием ограниченного квантора общнос­
ти записывается в виде (Vx > 1)(1пх > 0).

Второе из приведённых в начале настоящего пункта высказы­
ваний равнозначно по смыслу высказыванию ” Существует объект, 
обладающий свойством Р и обладающий свойством Q”, которое на 
языке логики предикатов записывается так:

(3х)(Р(х) Л Q(x)) . (16.9)
Сопоставление двум данным одноместным предикатам Р(х) и Q(x) 
высказывания (9) носит название операции связывания ограничен­
ным квантором существования, а само высказывание (9) иногда 
обозначается

(3P(x))(Q(x)) . (16.10)
Символ 3Р(х) также называют ограниченным квантором сущест­
вования.

Например, (ложное) высказывание ” Существует действитель­
ное число, квадрат которого равен —1” на языке логики преди­
катов запишется так: (Зх)(х Е Й  Л х2 = — 1), или с исполь­
зованием ограниченного квантора существования запишется в виде 
(Зх Е Д)(х2 = -1) .

Решите задачу JN* 6.7 из Тетради МЛ, посвящённую численным 
кванторам.

Логический квадрат. Кванторные операции (или операции 
квантификации) над предикатами -  важнейший принципиальный 
шаг, отличающий теорию предикатов от теории высказываний. Сис­
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тему взаимоотношений между универсальными и экзистенциальны­
ми высказываниями, возникающими при определении операций взя­
тия квантора общности и квантора существования, схематично пред­
ставляют в виде следующего так называемого ” логического квадра­
та”.

(Vx)(P(*)) (Vx)(-iP(x))

(Зх)(Р(х)) (3x)(-iP(x))
Универсальные высказывания (Vх)(Р(х)) и (Vx)(-«P(x)), сто­

ящие в двух верхних вершинах квадрата, не могут быть (ни для ка­
кого предиката Р(х)) одновременно истинными (хотя, конечно же, 
могут быть одновременно ложными). Говорят, что эти высказыва­
ния являются противными или контрарными. Экзистенциальные 
высказывания (Зх)(Р(х)) и (Зх)(->Р(х)), стоящие в двух нижних 
вершинах квадрата, наоборот, не могут быть (ни для какого преди­
ката Р(х)) одновременно ложными (хотя, конечно же, могут быть 
одновременно истинными). Говорят, что эти высказывания являют­
ся субпротивными или субконтрарными. Высказывания, стоящие 
в вершинах каждой диагонали квадрата, противоречат друг дру­
гу, т.е. являются отрицанием одно другого. Наконец, под каждым 
из универсальных высказываний, стоящих у верхних вершин, сто­
ит высказывание у нижней вершины, следующее из него, т.е. такое, 
что импликация этих высказываний (для любого предиката Р(х)) 
является истинным высказыванием.

В заключение отметим, что кванторы в явном виде впервые бы­
ли введены немецким математиком Готлобом Фреге в работе 
’’Bergriffsschrift” (”Исчисление понятий”, 1879). В 1885 г. английс­
кий логик Чарльз Пирс ввёл термины ”квантор”, ”квантификация”, 
происшедшие от латинских слов quantun -  ’’сколько” и facio -  ’’де­
лать” . Это означает, что квантор показывает, о скольких (всех или 
некоторых) объектах говорится в том или ином предложении. Сим­
волику для кванторов в виде перевёрнутых латинских букв ввёл 
итальянский математик Дж. Пеано в 90-ые годы XIX века. После 
использования квантоов Пеано, Шрёдером, Расселом они стали ши­
роко распространяться.
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§17. Формулы логики предикатов
В алгебре высказываний мы подробно изучили (§§2-6) одно из 

важнейших её понятий и инструментов -  понятие формулы алгебры 
высказываний. Теперь наша задача состоит в том, чтобы определить 
и изучить соответствующее понятие в логике предикатов, а затем на 
его основе продемонстрировать, насколько тоньше и точнее язык и 
логика предикатов отражают процессы человеческого мышления, 
нежели это делают язык и логика высказываний.

Понятие формулы логики предикатов. Это понятие вво­
дится аналогично понятию формулы алгебры высказываний. Сна­
чала задаётся алфавит символов, из которых будут составляться 
формулы:

предметные переменные: x,y,z,xi,yi,zi (i Е N) ;
нульместные предикатные переменные: Р, Q, R,Pi ,Qi ,Ri(i€N);
п-местные (п > 1) предикатные переменные: Р ( ,..., ), Q( ,..., ), 

R{ ), Pi( ), Qt( ), Ri( ) (г € N)  с указанием 
числа свободных мест в них;

символы логических операций: A, V, — <-> ;
кванторы: V, 3 ;
вспомогательные символы: ( , ) -  скобки; , -  запятая.
Теперь дадим определение формулы логики предикатов, кото­

рое также носит индуктивный характер.
О п р е д е л е н и е  17.1 (формулы л о г и к и  предикатов).
1) Каждая нульместная предикатная переменная есть формула.
2) Если Р( , )  -  n-местная предикатная переменная, то 

Р(хь ...,хп) есть формула, в которой все предметные переменные
жп свободны.

3) Если F -  формула, то -*F -  также формула. Свободные (свя­
занные) предметные переменные в формуле те и только те, ко­
торые являются свободными (связанными) в F.

4) Если F\, F2 -  формулы, и если предметные переменные, вхо­
дящие одновременно в обе эти формулы, свободны в каждой из них, 
то выражения (Fi AF2), (Fi VF2), (Fi —> F2), (Fi <-+ F2) также яв­
ляются формулами. При этом предметные переменные, свободные 
(связанные) хотя бы в одной из формул P i, F2 называются свобод­
ными (связанными) и в новых формулах.

5) Если F -  формула и х -  предметная переменная, входящая 
в F свободно, то выражения (Vx)(F) и (Зя)(Р) также являют­
ся формулами, в которых переменная х связанная, а все остальные
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предметные переменные, входящие в формулу F свободно или свя­
занно, остаются и в новых формулах соответственно такими же.

6) Никаких других формул логики предикатов, кроме получа­
ющихся согласно пунктам 1-5, нет.

Формулы, определённые в пунктах 1 и 2, называются элемен­
тарными (или атомарными). Формулы, не являющиеся элементар­
ными, называются составными.

Например, Р, Q(x, у, z), R(xi,x 2) -  элементарные формулы, 
а (Эу)СР(я, y,z)), (Vx)(By)(P(x, у, z)), (((Va:)(Р(ж)) Л Q) -*• 
-»(Зу)(Д(д;,2/))) -  составные формулы. При этом, в первой состав­
ной формуле предметная переменная у связана, а переменные х7 z -  
свободные. Во второй составной формуле свободна лишь переменная 
г, остальные -  связаны. В третьей составной формуле первое вхож­
дение переменной х связано, а второе -  свободно. Переменная у свя­
зана. Последнюю формулу более целесообразно было бы записать 
в следующем виде (заменив связанную переменную х какой-нибудь 
буквой, не входящей в данную формулу): (((V^)(P(z)) Л Q) -> 
->(Зу)(Д(х,у))) .

Как и в алгебре высказываний, договоримся внешние скобки у 
формулы не писать, если только она не является частью более слож­
ной формулы. Отметим кстати, что на основании пунктов 1, 3 и 4 
сформулированного определения, всякая формула алгебры выска­
зываний будет также и формулой логики предикатов.

В формулах вида (V£)(F) и (3£)(Р) формула F называется об- 
ластью действия квантора V£ или соответственно. Тогда ясно, 
что вхождение предметной переменной в формулу будет связанным, 
если эта переменная находится в области действия квантора по этой 
переменной.

Формулы, в которых нет свободных предметных переменных, 
называются замкнутыми, а формулы, содержащие свободные пред­
метные переменные, -  открытыми. Так, все приведённые выше фор­
мулы логики предикатов, кроме формулы Р, являются открытыми.

Примеры замкнутых формул: Р, (V^)(i?(z)), (3x)(Vy)(P(x,f/)), 
(Vx)(Q(x)) -  ^(Ух)(Зу)(Щх,у)).

Классификация формул логики предикатов. Если в фор­
мулу логики предикатов вместо каждой предикатной переменной 
подставить конкретный предикат, определённый на некотором вы­
бранном множестве М, то формула превратится в конкретный пре­
дикат, заданный над множеством М. При этом, если исходная фор­
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мула была замкнутой, то полученный конкретный предикат окажет­
ся нульместным, то есть будет высказыванием. Если же исходная 
формула была открытой, то есть содержала свободные вхождения 
предметных переменных, то в результате подстановки получим пре­
дикат, зависящий от некоторых предметных переменных. Если те­
перь подставить вместо этих предметных переменных конкретные 
предметы из множества М, то полученный предикат, а в конечном 
итоге -  исходная формула, превратится в конкретное высказывание.

Превращение формулы логики предикатов в высказывание опи­
санным выше способом, а также само получаемое высказывание, на­
зывается интерпретацией этой формулы на множестве М. Итак, ес­
ли формула логики предикатов замкнутая, т.е. не содержит свобод­
ных предметных переменных, то её интерпретация состоит из одного 
этапа и сводится к подстановке вместо всех предикатных перемен­
ных конкретных предикатов, в результате чего формула превраща­
ется в конкретное высказывание (нульместный предикат). Если же 
формула логики предикатов открытая, т.е. содержит ряд свободных 
предметных переменных, то её интерпретация состоит из двух эта­
пов. Во-первых, вместо всех предикатных переменных необходимо 
подставить конкретные предикаты, в результате чего формула пре­
вратится в конкретный предикат, зависящий от такого количества 
предметных переменных, сколько было свободных предметных пе­
ременных в исходной формуле. Во-вторых, нужно придать значение 
каждой предметной переменной, от которой зависит получившийся 
предикат, в результате чего этот предикат (и, значит, вся исходная 
формула) превратится в конкретное высказывание (истинное или 
ложное).

П ри м е р  17.2. Дадим интерпретацию формуле (Vx)(3у)(Р(х,у)). 
В качестве множества М возьмём множество всех мужчин, а вмес­
то предикатной переменной Р(х, у) подставим конкретный предикат, 
определённый на М: ”х есть отец у”. Тогда исходная формула пре­
вратится в следующее (очевидно, ложное) высказывание (Vx)(3y)(x 
есть отец у). -  ”у каждого мужчины есть сын5’. Этой же формуле 
можно дать и другую интерпретацию. Возьмём в качестве М мно­
жество N всех натуральных чисел, а вместо предикатной перемен­
ной Р(х,у) подставим предикат ”х < у”, определённый на N. Тогда 
исходная формула превратится в (очевидно, истинное) высказыва­
ние (Vx)(3f/)(x <у ) ~  ”для каждого натурального числа существует 
большее него натуральное число”.

П р и м е р  17.3. В предыдущем примере была рассмотрена ин­
терпретация замкнутой формулы. Дадим интерпретацию открытой
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формуле (3z)(P(x,y,z) —► Q(x,y,z)) —► Д. В качестве множества 
М возьмём множество 7V всех натуральных чисел. Вместо преди­
катных переменных P(x,y,z) и Q(x,y,z) подставим трёхместные 
предикаты ”х • у = z” и ”х + у = г” соответственно, а вместо 
нульместного предиката R подставим (ложное) высказывание ”2 = 
4”. Тогда данная формула превратится в двухместный предикат (от 
предметных переменных х, у):

(3z)(x-y = z —► x + y = z) —> 2 = 4. 
Посмотрим, в какие высказывания может превращаться данный пре­
дикат при подстановке вместо его переменных х и у конкретных 
предметов (чисел) из N. Нетрудно понять, что двухместный преди­
кат (3z)(x • у = z —> x + 2/ = z) превращается в истинное 
высказывание при любой подстановке вместо его предметных пере­
менных х и у натуральных чисел. В самом деле, для натуральных 
т и п  получаем высказывание

(3z)(m-n = z —у m -fn  = z) .
Одноместный предикат (зависит от z) т п = z —> ra+n = z, сто­

ящий под знаком квантора 3г, выполним, потому что всегда можно 
найти такое натуральное число к, что т - п ф к и т  + п ф  к, т.е. 
высказывания т - п  = /с и т  + п = /с будут ложны, и, значит, выска­
зывание ПП'П = к —у т+п  = к -  истинно. А раз так, то высказывание 
(3z)(m • п = z —у т + п = z) истинно. Поэтому высказывание 
(3 z)(m • n = z —► т + п = z) —>2 = 4 , в которое превращается 
данный предикат, ложно. Итак, исходная открытая формула логи­
ки предикатов превращена в тождественно ложный предикат. Не­
трудно понять, что если вместо предикатных переменных Р(х, у , z) 
и Q(x,y,z) подставить только что рассмотренные предикаты, а 
вместо нульместной предикатной переменной R -  любое истинное 
высказывание, то исходная формула превратится в тождественно 
истинный предикат.

Сформулируем классификационные определения для формул 
логики предикатов.

О п р е д е л е н и е  17.4. Формула логики предикатов называется 
выполнимой (опровержимой) на множестве М, если цри некоторой 
подстановке вместо предикатных переменных конкретных предика­
тов, заданных на этом множестве, она превращается в выполнимый 
(опровержимый) предикат.

Другими словами, формула выполнима (опровержима) на М, 
если существует истинная (ложная) её интерпретация на М. Форму­
ла из примера 17.2 является как выполнимой, так и опровержимой.
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Ещё один пример такой формулы приведён в Задачнике, № 9.35,л. 
А в задаче 9.54 подробно разбирается пример формулы, выполни­
мой на множестве из трёх элементов и невыполнимой ни на каком 
множестве из двух элементов.

О п р е д е л е н и е  17.5. Формула логики предикатов называется 
тождественно истинной (тождественно ложной) на множестве М, 
если при всякой подстановке вместо предикатных переменных лю­
бых конкретных предикатов, заданных на этом множестве, она пре­
вращается в тождественно истинный (тождественно ложный) пре­
дикат.

В задачах 9.53, 9.58 Задачника приводятся примеры формул 
тождественно истинных на одних множествах, но не являющихся 
таковыми на других множествах.

О п р е д е л е н и е  17.6. Формула логики предикатов называется 
общезначимой, или тавтологией (тождественно ложной или про­
тиворечием), если при всякой подстановке вместо предикатных пе­
ременных любых конкретных предикатов, заданных на каких угод­
но множествах, она превращается в тождественно истинный (тож­
дественно ложный) предикат. (Тот факт, что формула F является 
тавтологией, обозначается как и в алгебре высказываний [= F.)

Так, формула из примера 17.3 не является тавтологией, потому 
что она хотя и превратилась при одной подстановке в тождественно 
истинный предикат, при другой она оказалась превращённой в пре­
дикат тождественно ложный. Поэтому данная формула не является 
и противоречием.

П р и м е р  17.7. Покажем, что формула ->Р(х) А (Уу)(Р(у)) яв­
ляется противоречием, т.е. тождественно ложной. В самом деле, до­
пустим противное: на некотором множестве М имеется конкретный 
предикат А(х) такой, что данная формула превращается в выполни­
мый предикат (от х) -*А(х) А (Уу)(А(у)). Последнее означает: най­
дётся предмет a Е М такой, что высказывание ->А(а) А (Уу)(А(у)) 
истинно. Истинность конъюнкции даёт истинность высказываний 
-*А(а) и (Уу)(А(у)). Из истинности первого следует, что выска­
зывание А(а) ложно, а из истинности второго, что предикат А(у) 
тождественно истинный, и значит, для любого предмета из М, в 
том числе и для a Е М, высказывание А(а) истинно. Получаем про­
тиворечие, исключающее предположение о непротиворечивости ис­
ходной формулы. Следовательно, она тождественно ложна.

Нахождение тавтологий является одной из важнейших задач ло­
гики предикатов, как и алгебры высказываний. Но если в алгебре
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высказываний имеется общий метод определения, является или нет 
данная формула тавтологией (это -  метод составления таблицы ис­
тинности для формулы), то в логике предикатов такого общего мето­
да не существует. Каждая формула подлежит изучению индивиду­
альным методом на тождественную истинность. Дело здесь в том, 
что каждое высказывание имеет только одно из двух логических 
значений: ” истина” или ”ложь””, тогда как значение предиката за­
висит от выбора значений его предметных переменных, что, вообще 
говоря, можно сделать бесконечным числом способов. Мы вернёмся 
к этой проблеме в §19, где рассмотрим её для формул некоторых 
частных видов.

Рассмотрим наиболее важные тавтологии логики предикатов.
Тавтологии логики предикатов. О значении тавтологий ал­

гебры высказываний подробно говорилось в §3. Всё сказанное там 
сохраняет своё значение и для тавтологий логики предикатов. Но, 
как уже отмечалось, язык логики предикатов более тонок, и пото­
му тавтологии логики предикатов более тонко отражают процессы 
логических умозаключений.

Рассмотрение тавтологий логики предикатов начнём с установ­
ления того, что простейшие тавтологии логики предикатов получа­
ются из тавтологий алгебры высказываний, а тавтологии алгебры 
высказываний образуют часть тавтологий логики предикатов.

Т е о р е м а  17.8. Всякая формула, получающаяся из тавтологии 
алгебры высказываний заменой входящих в неё пропозициональных 
переменных произвольными предикатными переменными, являет­
ся, тавтологией логики предикатов.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F(Xi,X 2,...,Xn) -  тавтология ал­
гебры высказываний и Pi(xi,x2, ...,Xmi), iMi/bSfc'-'il/ma)» — ’ 
Pn(zi, 2mn) -  предикатные переменные. Подставим их в дан­
ную формулу вместо пропозициональных переменных Х\, Х2, ..., 
соответственно. Получим формулу логики предикатов:

Р ( Р \ { х \ ч  •••ч Х т \)ч  ••• , Рп{%1у •••> 2тпп ) )  •
Если теперь вместо предикатных переменных подставить произволь­
ные конкретные предикаты А\(х\,х2 , ...,xmi), An(zi,z2 , ...,zrnn), то 
формула превратится в конкретный предикат

Р(А\(*i,..., хШ1), ... , An(z\ , ..., 2mn )) .
Этот предикат тождественно истинный, потому что подстановка вмес­
то предметных переменных xi, ...,xmi, любых конкрет­
ных предметов ai, ...,ami, ..., ci, ..., сШп из соответствующего мно­
жества превращает данный предикат в высказывание
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F(Ai(x и..., ••• ? А-п 
которое может быть получено также в результате подстановки в ис­
ходную тавтологию F(X 1, X2 l Хп) алгебры высказьгоаний вмес­
то пропозициональных переменных Xi ,X2, -~,Хп конкретных вы­
сказываний А1 (ai,..., ami), ... , Ап (ci,..., cmn)) соответственно, и 
потому истинно. Следовательно, формула F(Pi, Р2,...,Рп) логики 
предикатов также является тавтологией. Теорема доказана. □

В последующих теоремах приводятся наиболее важные тавтоло­
гии логики предикатов, не сводящиеся к тавтологиям алгебры вы­
сказываний. Все такие тавтологии содержат кванторы.

Т е о р е м а  17.9 (законы де Моргана для кванторов). Следующие 
формулы логики предикатов являются тавтологиями:

а) ->(Vx)(P(x)) (Зх)(->Р(х)) ;
б) -.(Эх)(Р(х)) <-» (Ух)(->Р(х)) .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем тождественную истинность пер­

вой формулы. (Тождественную истинность второй предлагается про­
верить самостоятельно). Данная формула замкнута, т.е. не имеет 
свободных предметных переменных. Поэтому подставив в эту фор­
мулу вместо предикатной переменной Р(х) любой конкретный од­
номестный предикат А(х), определённый на некотором множестве 
М, получим высказывание

-1(\/ж)(Л(я)) <-► (Эх)(->А(а;)) (*)
Для доказательства его истинности нужно убедиться, что обе час­
ти эквивалентности одновременно истинны или одновременно лож­
ны. В самом деле, высказывание -i(V:r)(j4(a;)) истинно тогда и толь­
ко тогда, когда высказывание (Ух)(Л(х)) ложно, что возможно, на 
основании определения 16.1, тогда и только тогда, когда предикат 
А(х) опровержим. Далее, опровержимость предиката А(х) означа­
ет выполнимость его отрицания -*А(х) (обдумайте это!), что равно­
сильно, на основании определения 20.3, истинности высказывания 
(3z)(-ij4(a;)). Итак, высказывание -i(Vx)(A(x)) истинно тогда и толь­
ко тогда, когда истинно высказывание (Зх)(-^А(х)). Следовательно, 
высказывание (*) истинно, что и доказывает тождественную истин­
ность первой формулы. □

Непосредственно из этой теоремы и закона двойного отрицания 
(теорема 3.2,в) вытекает следствие.

С л е д с т в и е  17.10 (выражение кванторов друг через друга). 
Следующие формулы логики предикатов являются тавтологиями:

а) (Vx)(P(x)) <-> ->(3x)(-iP(x)) ;
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6) (Зх)(Р(х)) *-► -»(Vx)(->P(x))
Заметим, что законы де Моргана для кванторов напоминают 

аналогичные законы для конъюнкции и дизъюнкции в алгебре вы­
сказываний. Можно сказать, эти законы для кванторов представ­
ляют собой обобщения соответствующих законов для конъюнкции 
и дизъюнкции подобно тому, как сами операции квантификации яв­
ляются обобщениями операций конъюнкции и дизъюнкции, о чём 
уже говорилось в §16.

Т е о р е м а  17.11 (законы пронесения кванторов через конъюнк­
цию и дизъюнкцию). Следующие формулы логики предикатов явля­
ются тавтологиями:

а) (Vx)(P(x) Л Q(x)) <-+ (Vx)(P(x)) Л (Vx)(Q(x)) ;
б) (3х)(Р(х) VQ(x)) «- (3х)(Р(х)) V (3x)(Q(x)) ;
в) (Vx)(P(x) V Q) ~  (Vx)(P(x)) V Q ;
г) (Зх)(Р(х) Л Q) ~  (Зх)(Р(х)) Л Q .
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Подставим вместо предикатных перемен­

ных Р{х) и Q(x) конкретные предикаты А(х) и В(х), определённые 
на некотором множестве М. Формула превратится в высказывание 

(Ух)(А(х) А В(х)) <-+ (ух)(А(х)) А (Ух)(В(х) ) . (*)
Докажем его истинность. На основании определения 20.1, высказы­
вание (Ух)(А(х) А В(х)) истинно тогда и только тогда, когда преди­
кат А(х) А В(х) тождественно истинен, что на основании следствия 
19.7 возможно в том и только в том случае, когда оба предиката 
А(х) и В(х) -  тождественно истинны. Далее, тождественная истин­
ность предикатов А(х) и В(х) равносильна, ввиду определения 16.1, 
истинности высказываний (Vx)(A(x)) и (Vx)(P(x)) соответственно, 
что равносильно истинности их конъюнкции (\/х )(Л (х ))А (\/х )(В (х )). 
Итак, левая и правая части эквивалентности (*) одновременно ис­
тинны и одновременно ложны, что даёт истинность всего высказы­
вания (*) и тождественную истинность доказываемой формулы.

г) В этой формуле Q -  нульместная предикатная переменная. 
Поэтому подставим в данную формулу вместо Р(х) конкретный од­
номестный предикат А(х), определённый на некотором множестве 
М, а вместо Q конкретное высказывание В. Формула превратится 
в высказывание

(Зх)(А (х) А В )  н  (Зх)(Л (х)) А В . (**)
Докажем его истинность. Действительно, на основании определе­
ния 16.3, высказывание (Зх)(А(х) А В) истинно тогда и только тог­
да, когда предикат А(х) А В  выполним. Последнее возможно, если
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и только если предикаты А(х) и В выполнимы. (Напомним, что в 
конце предыдущего параграфа было условлено под выполнимостью 
нульместного предиката (высказывания) понимать его истинность.) 
Далее, выполнимость предиката А (х) и истинность высказывания В 
равносильны истинности высказываний (Зж)(Л(ж)) и В , а значит, и 
истинности их конъюнкции (3х)(А(х))/\В. Следовательно, высказы­
вание (**) истинно для любых А(х) и В, и поэтому рассматриваемая 
формула -  тавтология.

Тождественную истинность формул б) и в) предлагается дока­
зать в качестве упражнения. □

Полезно проанализировать и сопоставить между собой тавто­
логии, связанные с пронесением кванторов через различные логи­
ческие операции, представленные в теоремах 17.11 и 17.12. Особая 
важность этих тавтологий будет обнаружена в следующем парагра­
фе, где рассматриваются равносильные преобразования формул ло­
гики предикатов. Здесь мы имеем следующее. Квантор общности 
безоговорочно проносится через конъюнкцию (а также выносится 
из обоих членов конъюнкции -  эта процедура важна для будущих 
равносильных преобразований формул), а квантор существования
-  через дизъюнкцию (теорема 17.11 а, б). Проблемы начинаются 
при столкновении квантора общности с дизъюнкцией и квантора су­
ществования с конъюнкцией. Здесь общезначимыми являются фор­
мулы не с эквивалентностями, а с импликацией (см. задачи 9.43 в,г 
Задачника):

И (Зх)(Р(х) A Q(x)) -> ((Эх)(Р(х)) A (3x)(Q(x))) ,

1= (№)(Р(х))  v  (VaO(Q(*))) ->• (Vx)(P(x) V Q(x)) .
Оставив читателю доказательства общезначимости приведённых фор­
мул, укажем примеры предикатов, которые показывают не обще­
значимость формул, являющихся обратными импликациями по от­
ношению к данным. Для первой формулы такими предикатами мо­
гут служить, например, следующие предикаты, заданные над мно­
жеством всех вещественных чисел R: ”х < 1” и пх > 2”. Они по­
сылку обратной импликации превращают в истинное высказывание 
(Зх)(х <  1) А (Зх)(х > 2 ) ,  а заключение -  в ложное высказыва­
ние (Зх)(х <  1 А х >  2). Для второй формулы подойдут предикаты, 
также заданные над R: ”х < 0” и ”х > 0”, превращающие посылку 
обратной импликации в истинное высказывание (Уж) (х < О V х > 0), 
а следствие -  в ложное высказывание (Уж) (ж < 0) V (Уж) (ж > 0) .

Отметим, что, тем не менее, равносильное пронесение кванто­
ра общности через дизъюнкцию и квантора существования через
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конъюнкцию возможно. Это тот случай, когда один из членов дизъ­
юнкции или конъюнкции не зависит от той предметной переменной, 
квантор по которой проносится (см. теорему 17.11 в,г).

Т еорем а  17.12 (законы пронесения кванторов через имплика­
цию). Следующие формулы логики предикатов являются тавтоло­
гиями9.

а) (V*)(P(:г) -> Q) «-> ((3х)(Р(х)) -  Q)
б) (3х)(Р(х) -> Q) ~  ((Vx)(P(x)) -> Q)
в) (Vx)(Q -► Р(х)) ++ (Q -► (Vx)(P(x)))
г) (3x)(Q -  Р(х)) <-> (Q -  (Эх)(Р(х))) .
Д о к а за т е л ь с т в о . Отметим, что предикатная переменная Q в 

этих формулах может быть не только нульместной, но и любой п- 
местной, важно лишь, чтобы в неё не входила предметная перемен­
ная х. Итак, пусть Q есть Q(y\,..., уп). Будем считать для краткости, 
что Q есть одноместная предикатная переменная Q(y).

а) Предположим, что данная формула не является тавтологией. 
Тогда существуют такие конкретные предикаты А(х) и В (у), опре­
делённые на множествах М и М\ соответственно, что предикат (от
у)

(Vx)(A(x) -  В{у)) ~  ((Зх)(Л(х)) -> В(у)) 
опровержим, т.е. обращается в ложное высказывание при подстанов­
ке вместо предметной переменной у некоторого конкретного предме­
та Ъ е М г: А[{Чх)(А{х)-> В(Ъ)) <-> ((Зх)(Л(х)) -+ В(Ь))] = 0. 
Эквивалентность ложна, если её члены принимают разные значения 
истинности, т.е. здесь могут представиться две возможности. Первая 

A[(Vx)(A(x) -  ВД)] = 1 , (1)
А [(Зх)(Л (х))-ВД ] = 0; (2)

и вторая
А[(Ух)(Л(х)->ВД)] = 0, (3) 
А[(Зх)(Л(х))-+ВД] = 1. (4)

Рассмотрим первую возможность. Из (2) по определению 1.7 
импликации имеем

А[(Зх)(Л(х))] = 1; (5)
А[ВД] = 0; (6)

Далее, из (5) по определению 16.3 квантора существования заклю­
чаем, что предикат А(х) выполним, т.е.

А[А(в)] = 1; (7)
для некоторого a Е М.  Вернёмся к соотношению (1). По определе­
нию 20.1 квантора общности предикат А(х) —► В(Ь) -  тождественно
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истинен. В частности, если вместо предметной переменной х подста­
вить а Е М, то получим истинное высказывание А[А(а) —► B(b)] = 1. 
Но, учитывая (6) и (7), получаем Х[А(а) —► В(Ь)] = А[Л(а)] —► 
А[В(Ь)] = 1 —► 0 = 0. Противоречие.

Рассмотрим вторую возможность, выраженную в соотношениях
(3), (4). Из (3), на основании определения 20.1 квантора общнос­
ти, следует, что предикат А(х) —► В(Ь) опровержим, т.е. Х[А(а) —► 
В(Ь)] = 0 для некоторого a G М. Тогда, по определению импликации 
1.7:

А[А(а)] = 1 , А[ВД] = 0 . (8)
Ввиду последнего соотношения, из соотношения (4) заключаем, что 
А[(Зх)(Л(ж))] = 0. Последнее означает тождественную ложность пре­
диката А(х) (определение 16.3). В частности, для предмета а Е М 
имеем А[А(а)] = 0, что противоречит первому из соотношений (8).

Итак, в каждом случае приходим к противоречию, доказыва­
ющему невозможность сделанного предположения. Следовательно, 
данная формула -  тавтология.

г) Предположим, что данная формула не является тавтологией. 
Тогда существуют такие конкретные предикаты А(х) и В (у), опре­
делённые на множествах М и М\ соответственно, что предикат (от 
у) (3х)(В(у) —► А(х)) <-+ (В(у) —► (Зж)(А(ж))) опровержим, т.е. обра­
щается в ложное высказывание при подстановке вместо предметной 
переменной у некоторого конкретного предмета Ъ из М\:

А[(Зх)(В(Ь) -  А(х)) ~  (В(Ь) -  (Эх)(А(х)))] = 0. 
Эквивалентность ложна в двух случаях. Во-первых, когда

А[(Эх)(В(Ь) -> Л(х))] = 1, (1)
Х[В(Ь) -  (Зх)(Л(х))] = 0 , (2)

и, во-вторых, когда
А[(Эх)(В(Ь) -  А(х))] = 0 , (3)
Х[В(Ь) -  (Зх)(Л(х))] = 1. (4)

Рассмотрим первый случай. Из (2) по определению 1.7 импли­
кации, заключаем:

А[ВД] = 1; (5)
А[(Зх)(Л(х))] = 0. (6)

Последнее соотношение говорит о том, что предикат А(х) тождест­
венно ложен (определение 16.3). Далее, соотношение (1) показывает, 
на основании того же определения 16.3, что предикат В(Ь) —> А(х) 
выполним. Учитывая соотношение (5), получаем: существует такой 
элемент о б М ,  что А[Л(а)] = 1. Последнее противоречит дока­
занной выше тождественной ложности предиката А(х).
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Получить противоречие во втором случае, выраженном в соот­
ношениях (3), (4), предлагается ссамостоятельно. Таким образом, 
рассматриваемая формула -  тавтология.

Докажите самостоятельно тождественную истинность двух остав­
шихся формул. □

Проанализируем теперь ситуацию, связанную с пронесением кван­
торов через импликацию, а также их вынесением за знак имплика­
ции. В случаях, когда один из членов импликации (посылка или 
заключение) не зависит от той предметной переменной, квантор по 
которой проносится, равносильность здесь также возможна. Но си­
туация здесь несколько отличается от той, которая имеет место в 
случаях конъюнкции и дизъюнкции. Если от предметной перемен­
ной, стоящей под знаком квантора, не зависит посылка импликации, 
то соответствующий квантор без изменения проносится к заключе­
нию импликации (теорема 17.12 в). Если же от предметной перемен­
ной, стоящей под знаком квантора, не зависит заключение импли­
кации, то соответствующий квантор при пронесении его к посылке 
импликации переворачивается, т. е. меняется на противоположный: 
квантор общности на квантор существования, а квантор существо­
вания -  на квантор общности (теорема 17.12 а,б).

В ситуации с импликацией имеет место одна интересная тавто­
логия: если оба члена импликации зависят от переменной, стоящей 
под знаком квантора, то через импликацию можно равносильным 
образом пронести квантор существования, но при постановке его пе­
ред посылкой он поменяется на квантор общности (см. № 9.45 з из 
Задачника):

(= (Эх)(Р(х) -  Q(x)) ~  ((Vx)(P(x)) -> (3x)(Q(x))).
В то же время, если мы рассмотрим аналогичную формулу для 

квантора общности:
(Vx)(P(x) -> Q(x)) -  ((Эх)(Р(х)) -» (Vx)(Q(x))) , 

то она уже не будет тавтологией. Тавтологией будет лишь импли­
кация:

И ((Эх)(Р(х)) - » (Vx)(Q(x))) -»■ (Vx)(P(x) Q(x)). 
Докажите это самостоятельно. То, что обратная импликация не бу­
дет тавтологией, подтверждает пример двух предикатов Р(х): ”х 
делится на 4” и Q(x): ”х чётно”, заданных над множеством нату­
ральных чисел (см. Задачник, № 9.45 л).

Отметим, далее, что, используя импликацию, квантор общности 
можно следующими двумя способами пронести через импликацию 
предикатов, каждый из которых зависит от переменной, стоящей 
под знаком квантора (см. Задачник, № 9.45 д, е):
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|= (Vx)(P(x) -  Q(x)) ((Vx)(P(x)) (Vx)(Q(x))),
N (Vx)(P(x) -  Q(x)) -> ((3x)(P(x)) -> (3x)(Q(x))).

Проверьте, что формулы действительно являются тавтология­
ми, а обратные импликации таковыми не являются.

В то же время аналогичная конструкция с квантором существо­
вания (3х)(Р(х) —> Q(x)) —у ((Зх)(Р(ж)) —> (3x)(Q(x))) уже не будет 
тавтологией (см. Задачник, № 9.45 ж). Пример: Р(х): ”х -  четно”, 
Q(x): пх < 1”, х G N. Не будет тавтологией и обратная импликация. 
Пример: Р(х): ”х >  2”, Q(x): ”х < V \  х е R.

Т еорем а  17.13 (законы удаления квантора общности и введе­
ния квантора существования). Следующие формулы логики преди­
катов являются тавтологиями:

а) (Vx)(P(x)) -► Р(у) ;
б) Р(у) -  (Зх)(Р(х)) .
Д о к а за т е л ь с т в о . Проверим, что первая формула тождествен­

но истинна (проделайте соответствующую проверку и для второй 
формулы). Предположим, что формула не тождественно истинна. 
Это значит: существует такой предикат А(х), определённый на не­
котором множестве М, что предикат (от у) (Vx)(A(x)) —у А(у) опро­
вержим, т.е. превращается в ложное высказывание при подстановке 
вместо у некоторого а € М: A[(Vx)(A(x)) —у А(а)] = 0. Последнее 
означает, что

А[(Ух)(Л(х))] = 1 ; (1)
\{А{а)} = 0 . (2)

Из соотношения (1) заключаем, что предикат А(х) тождественно 
истинный. Но это противоречит соотношению (2). Следовательно, 
сделанное предположение неверно, и данная формула -  тавтология. 
□

Т е о р е м а  17.14 (законы коммутативности д л я  кванторов). Сле­
дующие формулы логики предикатов являются тавтологиями:

а) (Vx)(Vy)(P(x,j/)) •м. (Vy)(Vx)(P(i, у)) ;
б) (Зх)(Зу)(Р(х, у)) (Зу)(Зх)(Р(х, у)) ;
в) (3y)(Vx)(P(x, у)) -» (Vx)(3y)(P(x,y)) .
Д о к а за т е л ь с т в о . Тождественная истинность первых двух фор­

мул достаточно очевидна (проверьте самостоятельно).
Предположим, что третья формула -  не тавтология. Тогда су­

ществует такой предикат А(х, у), определённый на множествах М\ и 
М2, что высказывание (3у)(Ух)(А(х,у)) —► (\/х)(32/)(Л(я,г/)) ложно. 
Импликация ложна, если и только если
192



A[(3|0(V*)(i4(*,»))] = l, (1)
A[(Vx)(3y)(A(x, у))} = 0. (2)

Из (1) по определению квантора существования следует, что преди­
кат (от у) (Ух)(А(х,у)) выполним, т.е. А[(\/х)(Л(я, &))] = 1 для 
некоторого Ъ Е М2. Последнее, по определению 20.1 квантора общ­
ности, означает, что предикат А(х,Ь) тождественно истинен на М\. 
Следовательно, тождественно истинным на М\ будет и одноместный 
(от х) предикат (3 /̂)(Л(ж, у)). Но тогда, по определению квантора 
общности, A[(Vx)(3t/)(A(a;,2/))] = 1, что противоречит соотношению
(2). Следовательно, данная формула -  тавтология.

Теорема доказана. □
Во всех доказанных тавтологиях предикатные переменные нуль- 

местны, одноместны или (в последней теореме) двухместны. Сохра­
нится ли тождественная истинность этих формул, если считать, что 
входящие в них предикатные переменные зависят от произвольного 
числа предметных переменных? Положительный ответ содержится 
в следующей теореме.

Т еорем а  17.15. Если в тавтологиях теорем 17.9 - 17.Ц счи­
тать, что предикатные переменные зависят от произвольного ко­
нечного числа предметных переменных, то полученные формулы 
будут также тавтологиями логики предикатов.

Д о к а за т е л ь с т в о . При доказательстве теоремы 17.12 уже пред­
принята попытка к расширению смысла приведённых там тавтоло­
гий: под предикатной переменной Q понималась n-местная преди­
катная переменная Q(y\, у2, уп)- Можно было бы и под одномест­
ной предикатной переменной Р(х) понимать m-местную предикат­
ную переменную Р(х 1,ж2, ...,хш), а квантор общности рассматри­
вать по Х\ , считая, что х\ не входит в число предметных переменных 
предикатной переменной Q(yi ,?/2, уп)-

Докажем, например, тождественную истинность формулы из те­
оремы 17.11, в, считая Р  m-местной предикатной перемен­
ной Р(х 1,ж2, ...,жт ), a Q -  п-местной предикатной переменной 
<5(2/1, у2> •••>2/п)* Причём, пусть х\ не содержится среди предметных 
переменных уиУът-чУт хотя некоторые (или все) из переменных 
Х2 могут содержаться среди переменных У\,У2 , •••,Уп- Итак, 
требуется доказать тождественную истинность формулы: 
(Vxi)(P(xb X2,...,XTO) V Я(У1 ,У2 , - , У п ) )  <-+

<-*• ( V X i ) (P (X i ,X 2 , . . . , X m)) V <Э(У1,У2,-,Уп) ■ (* )  
Подставим вместо предикатных переменных Р  и Q конкретные пре­
дикаты А(х 1,я2,...,хт ) и В(ух,у2 ,--^Уп), определённые на множес­
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твах Mi,M2, Мт и Nu N2, ...,iVn соответственно. Получим (m — 
1 + п)-местный предикат 
(Vxi)(A(xi,x2,...,xm) V В(уи у2,...,уп)) «-+

<-+ (Vxi)(A(xb x2,...,xm)) V В(у1,у2,...,уп), (**) 
определённый на множествах М2, Mm, N\,N2, ...,Nn (в случае, 
если некоторые переменные х2, ...,хт  встречаются среди перемен­
ных УьУй, ...,уп, ’’местность” полученного предиката будет мень­
ше). Докажем тождественную истинность данного предиката. Для 
этого проверим, что он превратится в истинное высказывание для 
произвольных элементов а2, am, Ьь £>2,..., Ьп множеств М2, ..., Мт , 
N\,N2,...,Nn соответственно. Действительно, рассмотрим одномест­
ный (от xi) предикат A(xi,a2, ...,am), определённый на множестве 
Mi, полученный из предиката А(х\,х2, ...,хт ) в результате подста­
новки вместо предметных переменных х2, хш элементов а2, ..., аш 
соответственно, и высказывание В(Ьi , ..., Ьп). Подставим их в тав­
тологию теоремы 17.И,в вместо одноместной предикатной перемен­
ной Р(х) и нульместной предикатной переменной Q соответственно. 
Получим истинное высказывание 
(Vxi)(A(xb a2,...,am) V B(bi,b2, ...,Ы ) <->

<-> (Vxi)(i4(xb a2,...,am)) V В(Ьь б2,-,Ьп) . 
Но ясно, что именно это высказывание получится, если в преди­
кат (**) подставить вместо его предметных переменных х2,...,хш, 
У \ , Уг, • • •, Уп элементы а2,..., ат , Ь\ , ,..., Ьп соответственно. Итак, лю­
бые предикаты превращают формулу (*) в тождественно истинный 
предикат. Следовательно, эта формула -  тавтология. □

З а м е ч а н и е  17.16. В распространении взгляда на тавтологии, 
выраженного в теоремах 17.9 -  17.14 можно пойти ещё дальше: счи­
тать, что буквы Р и Q представляют собой произвольные формулы 
логики предикатов, а не просто n-местные предикатные переменные 
(представляющие собой на основании определения 17.1 так называ­
емые элементарные или атомарные формулы). Получаемые форму­
лы также будут тавтологиями логики предикатов.

Рекомендуется самостоятельно проделать пропущенные дока­
зательства тождественной истинности формул логики предикатов 
в теоремах настоящего параграфа. Такая работа позволит глубже 
проникнуть в сущность понятий ’’для всех” и ’’существует”, научит 
различать их и выделять в математической практике. Эти знания и 
навыки будут способствовать более отчётливому осознанию приро­
ды математических понятий, строения доказательств математичес­
ких теорем, образуют значительный пласт логической и общемате­
матической культуры.
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§18р бавносильные преобразования 
формул и логическое слеаование 
формул логики преаикатов

Понятие равносильности формул. О п р е д е л е н и е  18.1. Две 
формулы, F и Я логики предикатов называются равносильными на 
множестве М, если при любой подстановке в эти формулы вместо 
предикатных переменных любых конкретных предикатов, опреде­
лённых на М, формулы превращаются в равносильные предикаты. 
Если две формулы равносильны на любых множествах, то их бу­
дем называть просто равносильными. Равносильность формул будем 
обозначать так: F = Н .

Приведём пример двух неравносильных формул логики преди­
катов. Покажем, что (Ух)(Р(х) V Q(x)) Щ (Vx)(P(x)) V (Vx)(Q(x)). 
В самом деле, подставим вместо предикатных переменных Р(х) и 
Q(x) конкретные предикаты А(х) и В(х), определённые на множес­
тве N соответственно, где А(х) есть ”х -  чётно”, а В(х) есть ”х-  
нечётно”. Тогда левая формула превратится в высказывание (нуль- 
местный предикат) ” каждое натуральное число либо нечётно, либо 
чётно”, которое истинно. Правая формула превращается в выска­
зывание (нульместный предикат) ” либо каждое натуральное число 
чётно, либо каждое натуральное число нёчетно”, которое ложно.

Нетрудно понять на основании определений 18.1 и 17.6, что фор­
мулы F и Н равносильны тогда и только тогда, тогда формула 
F —► Н является тавтологией: F ^ H  <=* \= F ++ Н

Это замечание вместе с теоремами 17.9 -17.14 позволяет указать 
наиболее важные примеры равносильных формул (см. Задачник, № 
9.49).

Как и в алгебре высказываний, можно заменять одну равно­
сильную формулу другой. Переход от одной равносильной форму­
лы к другой называется равносильным преобразованием исходной 
формулы. В процессе равносильных преобразований формул логи­
ки предикатов могут использоваться равносильности, известные из 
алгебры высказываний.

Приведённая форма для формул логики предикатов. Рав­
носильные преобразования позволяют приводить формулы к тому 
или иному более удобному виду. Один из таких видов носит назва­
ние приведённой формы.

О п р е д е л е н и е  18.2. Приведённой формой для формулы логики 
предикатов называется такая равносильная ей формула, в которой
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из операций алгебры высказываний имеются только операции Л, 
V, а знаки отрицания относятся лишь к предикатным переменным 
и к высказываниям.

Т е о р е м а  18.3. Для каждой формулы логики предикатов су­
ществует приведённая форма.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведём доказательство методом матемаг 
тической индукции по числу логических связок в формуле (включая 
кванторы общности и существования).

Если формула не имеет логических связок, т.е. являет­
ся атомарной, то она сама имеет приведённую форму. Предполо­
жим, что всякая формула, содержащая не больше к — 1 логических 
связок, обладает приведённой формой. Покажем теперь, что при­
ведённой формой обладает также и всякая формула, содержащая 
к логических связок. Пусть F  -  такая формула. Тогда, на основа­
нии определения 17.1, она имеет один из следующих видов: -»Fi, 
(Fx A F2), (Fx V Fa), (Fx -  F2), (fl ~  F2), (V£)(Fi), (30(1*). 
Каждая из формул Fi, F2 содержит логических связок не более 
к — 1, и поэтому, по предположению индукции, обладает приведён­
ной формой. Пусть Fx* и F2 -  приведённые формы для формул 
Fi и F2 соответственно. Отсюда формулы (F± Л *?), (*1 V J?), 
(V£)(Fi), (30(Fj*) являются приведёнными формами для формул 
(F iA F2), (FiV F2), (V£)(Fi), (3£)(Fi) соответственно.

Остаётся рассмогреть случаи, когда F  имеет один из следующих 
видов: - 1F1, (Fi —► F2) или (Fx <-> F2).

Пусть F  есть -»Fi. Тогда формула -»F* может не быть приве­
дённой формой для формулы -»Fx. Строго говоря, для этого слу­
чая следует провести доказательство также методом математичес­
кой индукции по числу логических связок формулы Fj\ Если F* 
атомарна, т.е. F* -  предикатная переменная Р, то ("•Fi)* есть ->Р
-  приведённая форма. Если же F£ -  составная формула, то зада­
ча сводится к пронесению знака -• через кванторы и операции Л 
и V (другие логические операции не входят в приведённую форму 
Fj*). Это пронесение осуществляется на основании равносильностей 
из логики предикатов и алгебры высказываний, называемых зако­
нами де Моргана (см. теоремы 17.9 и 4.4, р, с). Итак* если F  есть 
-iFi и Fi обладает приведённой формой Fx*, то мы сможем найти 
приведённую форму и для F.

Далее, пусть F  есть (Fi —> F2). Тогда, на основании теоремы 
4.4,у формула F  равносильна формуле (-1F1 V F2). Заменив фор­
мулы Fi и F2 на равносильные им приведённые формы Р2* и F2*
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соответственно, получим равносильную формулу (-J^* V F2), ко_ 
торая, вообще говоря, не является приведённой. Но, на основании 
предыдущего абзаца, можно найти для формулы -'Ff приведённую 
форму F£*. Тогда ясно, что формула (Ff* V F2) имеет приведённый 
вид и равносильна исходной формуле F.

Наконец, если F есть (Fi <-> F2), то на основании равносиль­
ности теоремы 4.4,ч F равносильна формуле ((Fi —> F2) Л (F2 —► 
Fi)). В предыдущем абзаце было показано, как найти приведённые 
формы (F£*\/F£) и (F2*VFf) для формул (Fx —► F2) и (F2 —► Fi) 
соответственно. Тогда ясно, что формула (Ff* V F2) Л (F2* V F£) 
имеет приведённый вид и равносильна исходной формуле F.

Итак, в любом случае формула F  обладает приведённой фор­
мой. Теорема доказана. □

Разберите пример № 9.51,л из Задачника и решите остальные 
задачи из этого номера.

Предваренная нормальная форма для формул логики 
предикатов. Ещё одним удобным видом формулы, к которому её 
можно привести равносильными преобразованиями, является пред­
варенная нормальная форма.

О п р е д е л е н и е  18.4. Предваренной нормальной формой для фор­
мулы логики предикатов называется такая её приведённая форма, 
в которой все кванторы стоят в её начале, а область действия каж­
дого из них распространяется до конца формулы, т.е. это формула 
вида (KiXi)...(KrnXvn) (F(xi,..., хп)), где К*, есть один из кванторов 
V или 3 (г = 1, ...,т), т < п, а формула F  не содержит кванто­
ров и является приведённой формулой. (Заметим, что кванторы в 
формуле могут отсутствовать вовсе.)

Т е о р е м а  18.5. Для каждой формулы, логики предикатов су- 
ществует предваренная нормальная форма.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведём доказательство по индукции, сле­
дуя правилу построения формул логики предикатов (определение 
17.1).

Если формула атомарна, то она сама представляет собой пред­
варенную нормальную форму. Поскольку каждая формула F  рав­
носильна формуле, полученной из более простых формул Fx и F2 с 
помощью операций -i, A, V, V, 3, (операции V и —►, <-► выражают­
ся через -1, A, V), то теперь остаётся научиться находить предва­
ренные нормальные формы для формул -»Fi, (Fi A F2), (Fi V F2),
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(V£)(Fi), (3£)(Fi), если известны предваренные нормальные фор­
мы jF\* и F2* формул Fi и F2 соответственно. Пусть, например, F* 
имеет вид (Vxi)(V£2)(3£3)...(3xn)(Gi(xi, ...,жп)), a F2 имеет вид 
(3yi)(Vy2)...(Vyro)(G2(yb •

Рассмотрим формулу -»Fi. Поскольку Fi = F*, поэтому -«Fi = 
-"•Ff. Но формула ->F*, в свою очередь, равносильна на основании 
законов де Моргана для кванторов (теорема 17.9) формуле

(3xi)(3x2)(Vx3)...(Vx„)(-.(n(xi,...,xn)).
Остаётся по законам де Моргана для конъюнкции и дизъюнкции 
(теорема 4.4, р, с) пронести знак отрицания до предикатных пере­
менных: -iGi = G\. Тогда -1F1 будет иметь предваренную нормаль­
ную форму

(3x1)(3x2)(Vx3)...(Vxn)(G1*(x1,...,xn)).
Далее, покажем, как отыскивается предваренная нормальная 

форма для F, если F  есть (Fi Л F2). Поскольку при переимено­
вании связанной переменной формула, очевидно, переходит в равно­
сильную, поэтому можно считать, что переменные х\,...,хп не вхо­
дят в формулу F2, а переменные yi,...,ym не входят в Fj\ Ясно, 
что Fi Л F2 = Fx* Л F2, но последняя формула ещё не пред­
ставляет собой предваренной нормальной формы. Покажем, как её 
можно преобразовать к такой форме. На основании равносильности 
(получаемой из тавтологии) теоремы 17.11,а, формула (F^ Л F2) 
равносильна формуле

(Vx i )[(Vx 2) ( 3 x 3) . . . ( 3 x „ ) ( G 1(x i , . . . , х „ ))  Л

A (3yi)(Vy2)...(Vym)(G2(yb ...,ym))] .
Теперь можно производить равносильные преобразования под зна­
ком квантора V*i в квадратных скобках, потому что в результате 
связывания квантором по одной и той же переменной х\ двух равно­
сильных формул мы снова получим равносильные формулы. Тогда, 
на основании той же равносильности, последняя формула равно­
сильна формуле

(Vx1)(Vx2)[(3x3)...(3xn)(G!i(xi, ...,х„)) Л
Л (3y1)(Vy2)...(Vym)(G2(y1,...,yro))] .

И так далее. Наконец, на основании равносильности (получаемой из 
тавтологии) теоремы 17.11,г последняя формула равносильна фор- 
муле

198



(Vxi)(Vx2)(3x3)...(3xn)[(Gi(xb ...,xn)) Л
A (3j/1)(V2/2)...(Vym)(G2(yb ...,j/m))] .

Таким же образом кванторы, стоящие перед формулой G2, выно­
сятся за квадратные скобки. В результате получим формулу
(Vx1)(Vx2)(3x3)...(3xn)(3j/1)(Vy2)-(Vym)[Gi(x1,...,xn)AG2(y1,...,ym)],

равносильную формуле (F\ Л F2) и являющуюся предваренной нор­
мальной формой этой формулы.

Аналогичным образом при помощи равносильностей (получае­
мых из тавтологий) теоремы 17.11,6, можно построить предварен­
ную нормальную форму для формулы (Fi V F2), исходя из пред­
варенных нормальных форм F£ и F2 формул F\ и F2 соответ­
ственно.

Наконец, нетрудно понять, что формула (V£)(Fi*) равносильна 
формуле (V£)(Fi) и  является её предваренной нормальной фор­
мой. Аналогично, (3£)(F*) -  предваренная нормальная форма для 
формулы (3£)(Fi).

Итак, в каждом случае F обладает предваренной нормальной 
формой. Теорема доказана. □

Разберите пример № 9.52,м из Задачника и решите остальные 
задачи из этого номера.

Логическое следование формул логики предикатов. По­
нятие логического следования для формул логики предикатов соот­
ветствует понятию логического следования для формул алгебры вы­
сказываний. Формула G логики предикатов называется логическим 
следствием формулы F, если при всякой интерпретации, при кото­
рой F превращается в тождественно истинный предикат, формула 
G также превращается в тождественно истинный предикат. Запись:
F |= G. Как и в алгебре высказываний,

Также две формулы равносильны тогда и только тогда, когда 
каждая из них является логическим следствием другой. Поэтому 
здесь целесообразно ещё раз обратить внимание на такие тавтоло­
гии, имеющие форму импликации, для которых обратные импли­
кации тавтологиями не являются. Так, закон о перестановке разно­
имённых кванторов (теорема 17.14в) приводит к логическому следо­
ванию: (3y)(\/x)(F(x1y)) (Vx)(3y)(F(x,y)) , причём, обратное 
следование не выполняется.

Аналогичные примеры логических следований дают тавтологии, 
связанные с пронесением кванторов через знаки логических опера­
ций, которые мы обсуждали в предыдущем параграфе:
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(Зх)(Р(х) Л Q(x)) |= (Зх)(Р(х)) Л (3x)(Q(x)) , 
(Vx)(P(x)) V (Vx)(Q(x)) \= (Vx)(P(x) V Q(x)) ,
(3x)(P(x)) -> (Vx)(Q(x)) 1= (Vx)(P(x) -+ Q(x)) , 
(Vx)(P(x) -  Q(x)) |= (Vx)(P(x)) -  (Vx)(Q(x)) , 
(Vx)(P(x) -> Q(x)) f= (3x)(P(x)) -  (3x)(Q(x)) .

Наконец, обратим внимание на тавтологии теоремы 21.13, выра­
жающие законы удаления кванторы общности и введения квантора 
существования: |= (Vx)(F(x)) —> F(y) , [= F(y) —> (3x)(F(x)) , 
при условии, что предметная переменная у не входит свободно в 
формулу F(x). Из этих тавтологий получаются следующие логи­
ческие следования:

(Vx)(F(x)) f= F(y) -  правило удаления квантора общности 
(или правило универсальной конкретизации) ;

F(y) |= (Эx)(F(x)) -  правило введения квантора существова­
ния (или правило экзистенциального обобщения).

Эти правила можно представить также в следующих видах:

г  И П*) Г, F(x) И G
Г |= (Vx)(F(x)) ’ Г,(3x)(F(x)) И G ’

при условии, что ни в одну формулу из совокупности Г и в формулу 
G предметная переменная х не входит свободно.

Обоснуем, например, первое из этих правил (второе обоснуйте 
самостоятельно). По условию, Г (= F(x), т.е. формула F(x) превра­
щается в тождественно истинный предикат при всякой такой интер­
претации, при которой в тождественно истинные предикаты превра­
щаются все формулы из совокупности Г. Пусть мы имеем такую ин­
терпретацию и при ней формула F(x) превращается в тождественно 
истинный предикат F0(x, у\ ,..., уп) от переменных х, у\ , уп. Тогда, 
по определению квантора общности, предикат (Vx)(Fq(x, у±,..., yn)) 
от переменных 2/i,...,yn также будет тождественно истинным. Это 
и означает, что Г (Vx)(F(x)).

М етод резолюций проверки формул логики предикатов 
на логическое следование. Основная идея метода резолюций 
применительно к формулам логики предикатов та же самая, что 
и для формул алгебры высказываний (см. §6 выше). Отличие начи­
нается при нахождении множества дизъюнктов исходной совокуп­
ности формул Fi, F2, ..., Fm, G, которая проверяется на логическое 
следование.
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Каждая формула логики предикатов, которая участвует в до­
казательстве по методу резолюций, должна быть представлена в 
специальном стандартном виде. Первый шаг на пути к преобразо­
ванию формулы к такому виду -  это приведение её к предваренной 
нормальной форме, бескванторная часть которой приведена к конъ­
юнктивной нормальной форме. Эта процедура подробно рассмотре­
на нами выше в этом параграфе.

Например, применяя указанную процедуру к формуле 
(Ух){Р(х) -► [(Vy)(P(j/) -> R(x,y)) Л ^(iy)(Q(x,y) -* Р(у))]} = 
получаем:
“  (Vx)(-Р(х) V [ (Чу)ЬР(у)  V Я(х,у)) Л (Э у)Н -Ч К *,» ) V Р(у)))}}  =  

“  (Vx){-«P(x) V [(Vy)(-iP(y) V R(x,y))  Л (3»)(Q(x,y) Л -Р(у))]} = 
a  (Vx){-«P(x) V [(Vy)(--P(y) V Л(х,у)) Л (3t)(Q(x,t) Л ->P(t))]} S  
“  (Ух){-.Р(х) V (Vy)(»)[(-P(y) V Я(х, у)) Л (Q(x, t) Л -P(t))]} “  

й (Vx)(Vy)(3t)bP(x) V [(-iP(y) V Я(х, у)) A Q(x, t) A -.P(t)]} S 
=  (V*)(Vy)(3i)[(^P(x) V ^ P ( y ) V R ( x , y ) )  A

A (-iP(x) V Q(x, f)) A (-•P(x) V -iP(^))] .

Далее, производится так называемая сколемизация полученной 
формулы, целью которой является удаление всех кванторов сущест­
вования. Эта процедура заключается в следующем. Если на первом 
месте в формуле стоит квантор существования, то стоящая под ним 
предметная переменная всюду в данной формуле заменяется неко­
торым конкретным предметом (индивидом), и сам квантор сущест­
вования опускается. Например, для формулы (3x)(Vy)(P(x,t/)) эта 
процедура даёт (Vy)(P(a, у)). Если перед квантором существования 
3у стоят кванторы общности Vxi, ... , Vx*, то выбирается новый к- 
местный функциональный символ f  и все у в формуле заменяются 
на /(x i, ...,Xfc), а квантор 3у опускается. Получаемая формула на­
зывается сколемовской нормальной формой для данной формулы. 
Например, для рассмотренной выше формулы эта процедура даёт:
(Vx)(Vy)[(--P(x) V ~'Р(у) V Д(х,у))Л

Л (-»Р(х) V Q(xJ(x,y))) Л (->Р(х) V-.P(/(x,y)))] .
Получившиеся дизъюнктивные одночлены образуют множест­

во дизъюнктов исходной формулы, которое, подобно тому как это 
было в исчислении высказываний, участвует в доказательстве по
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методу резолюций. Для вышерассмотренной формулы приходим к 
следующему множеству дизъюнктов:

S =  {-.Р(х) V-.P(y) V R(x,y), -iP(x)VQ(x,f{x,y)),
-iP(x)V->P(f(x,y))} .

Выше мы установили, что для доказательства выводимости фор­
мулы G из формул F i,..., Fm в исчислении высказываний достаточ­
но доказать тождественную ложность формулы Fx Л ... ЛFm Л -«G , 
т.е. противоречивость множества дизъюнктов {Fb Fm, ->G} . Ана­
логичным способом можно действовать и в исчислении предикатов. 
Но здесь нужно попытаться построить модель множества формул 
{Fb ...,Fm,-iG}, т.е. найти такую интерпретацию, при которой все 
бы эти формулы превратились в истинные высказывания. Если та­
кая модель существует, то G не может быть следствием формул 
F i,..., Fm. Если же такой модели не существует, то G является след­
ствием формул F1?..., Fm- Ясно, что в общем случае поиск такой ин­
терпретации придётся вести среди необозримо большого количества 
интерпретаций (в зависимости от вида формул Fx, ... , Fm,G). Но, 
оказывается, круг исследуемых интерпретаций всё же можно значи­
тельно сузить. Достаточно рассматривать интерпретации не на все­
возможных множествах, а на так называемом универсуме Эрбрана. 
Интерпретации, возникающие на универсуме Эрбрана, называются 
эрбраповскими интерпретациями.

Универсум Эрбрана для множества S формул логики предика­
тов обозначается H(S) и строится рекурсивно следующим образом:

1) множество всех индивидов из S принадлежит H(S); если в 
S их нет, то H(S) приписывается произвольный индивид а;

2) если термы t\, •••> tn принадлежат S', то H(S) содержит так­
же f(ti, ...,tn), где /  -  любой n-местный функциональный символ 
из 5;

3) никаких других термов в H(S) нет.
Ясно, что при выборе любой интерпретации, т.е. при произволь­

ном приписывании значений истинности (0 или 1) простейшим (ато­
марным) формулам из 5, никаких других объектов предметной об­
ласти, помимо объектов из Я(5), не потребуется. В этом смысле 
H(S) -  наиболее общая область интерпретации формул из 5, так 
что поиск модели множества формул S можно ограничить эрбра- 
новскими интерпретациями, и если мы установим, что такой моде­
ли для множества {Fx,...,Fm,-iG} среди этих интерпретаций нет, 
то её не будет существовать вовсе, и тогда, как мы отметили выше,
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G будет следствием формул Если же модель множества
формул S существует, то она существует и среди её эрбрановских 
интерпретаций. Универсум Эрбрана, вообще говоря, бесконечен, но 
счётен.

Например, если задано следующее множество формул (дизъ­
юнктов) S = {P(x)VQ(a)V-P(/(a)), ->Q(b)V Р(д(х,у))}, имеющее 
множество индивидов {а, 6} и множество функциональных симво­
лов {/,#}, то его универсум Эрбрана представляет собой бесконеч­
ное множество

Я(5) = {a,b,f(a),f(b),g(a,a),g(a,b),g(b,a),g(b,b),f(f(a)),...} .
Второй пример. Пусть в формулы из 5 входят константы (инди- 

виды) а, Ь, с, предметные переменные х, у, z, одноместная предикат­
ная переменная Р  и двухместная предикатная переменная Q. Тог­
да Я(5) = {а, 6, с}. Для построения эрбрановской интерпретации 
множества формул S нужно далее приписать значения истинности 
каждой конкретизации предикатных переменных на Р(х) и Q(y, z) 
на универсуме Эрбрана. Перечислим сначала все такие конкретиза- 
ции: Р(а), P(b), Р(с), Q(a,a), Q(a,b), Q(a,c), Q(b,a), Q(b,b), Q(b,c), 
Q(c,a), Q(c,b), Q(c,c). (Совокупность всех этих конкретизаций на­
зывается эрбрановской базой). Каждому элементу этой базы нужно 
теперь приписать значение истинности 0 или 1. Поскольку элемен­
тов в базе 12, то, как мы знаем, это можно сделать 212 = 4096 раз­
личными способами. Таким образом, мы получим 4096 эрбрановских 
интерпретаций данного множества формул.

Ф о р м а  п р а в и л а  р е з о л ю ц и и  в л о г и к е  п р е д и к а т о в  остаётся 
той же самой, что и в логике высказываний. Но в формулах логики 
предикатов содержатся предметные переменные, которых не было 
в формулах логики высказываний, и применение данного правила 
здесь несколько усложняется. В этом случае над формулами логики 
предикатов производится ещё одна процедура (после того, как из 
них после их сколемизации образовано множество дизъюнктов) -  
процедура унификации предметных переменных.

Суть этой процедуры состоит в том, что в данных формулах 
некоторые предметные переменные заменяются конкретными пред­
метами (индивидами) для того чтобы к тем формулам, к которым 
нельзя было раньше применить правило резолюций, теперь это ста­
ло возможным. Например, если к формулам Р(а) V -iQ(a, b) и 
Q(x, у) V -чД(х, у) нельзя применить правило резолюций, то пос­
ле замены (подстановки) во второй формуле х на а и у на Ъ 
получаем формулы Р(а) V -<Q(a, b) и Q(a, b) V ->Д(а,Ь), к ко­
торым это правило применимо и оно даёт формулу (резольвенту)
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Р(а) V ->Я(а,6). (Отметим, что к формулам Р(а) V -»Q(6,c) и 
Q(c, с) V -»Д(6, с) правило резолюции не применимо -  говорят, что 
они не резольвируют). Подстановку t вх  обозначим {t/x}. В случае 
выполнения множества подстановок {h/xi,  ...,tn/xn) необходимо 
соблюдение ряда условий:

а) Xi является переменной, a U -  термом (константой, перемен­
ной, СИМВОЛОМ функции), ОТЛИЧНЫМ ОТ Xi;

б) для любой пары подстановок U/xi и tj/xj  в правых частях 
символов /  не содержатся одинаковые переменные.

Как и в исчислении высказываний, в исчислении предикатов 
правило резолюции, применённое к формулам Р(а) и ->Р(а), да­
ёт пустую формулу. Это означает, что исходное множество формул 
Fi,...,FW,->G противоречиво и, значит, формула G выводима из 
формул Fi, ... , Fm. С точки зрения семантики возможность вы­
ведения пустой формулы означает, что нельзя построить эрбранов- 
скую модель множества формул F i,...,Fm, ->G .

§19. Проблемы разрешения 
для общезначимости и выполни- 
мости формул логики предикатов

Постановка проблемы и её неразрешимость в общем ви­
де. В алгебре высказываний было установлено, что существует чёт­
кий алгоритм, позволяющий для каждой формулы алгебры выска­
зываний ответить на вопрос, будет ли данная формула выполнима, 
тождественно истинна или тождественно ложна. Для этого нужно 
составить таблицу истинности формулы и посмотреть на распреде­
ление нулей и единиц в её последнем столбце. Аналогичная пробле­
ма возни кат1 и для формул логики предикатов: существует ли еди­
ный алгоритм, позволяющий для каждой формулы логики предика­
тов определить, будет ли она выполнимой или общезначимой? Ответ 
отрицательный: общего такого алгоритма не существует. Это бы­
ло доказано в 1936 году американским математиком А.Чёрчем. Тем 
не менее, для некоторых частных видов формул данная проблема 
допускает решение. В настоящем параграфе покажем, как решается 
проблема разрешения для некоторых типов формул.

Решение проблемы для формул на конечных множест­
вах. Если формула логики предикатов рассматривается на конеч­
ном множестве, то вместо её предикатных переменных могут под­
ставляться конкретные предикаты, определённые на этом конечном
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множестве. Ввиду того, что операции квантификации на конечном 
множестве сводятся к конъюнкции и дизъюнкции (см. §16), задача 
о выполнимости и общезначимости формулы логики предикатов на 
конечном множестве сводится к задаче о выполнимости или обще­
значимости некоторой формулы алгебры высказываний. Последняя 
задача, как мы знаем, эффективно разрешима.

Продемонстрируем идею действия этого алгоритма на кон­
кретном примере. Рассмотрим формулу логики предикатов 
(Vy)(3x)(iP(x, у) Л Р(у, у)) и выясним, будет ли она выполнима или 
общезначима на двухэлементном множестве {а, 6}. Напомним, (см. 
§20), что поскольку на этом множестве высказывание (Vx)(R(x)) 
эквивалентно конъюнкции R(a) Л i2(ft), а высказывание (Зя)(Я(х))
-  дизъюнкции R(a) V R(b), поэтому данная формула равносильна 
формуле (Эя)(-»Р(х, а) Л Р(а,а)) Л (3x)(-iP(x,b) Л Р(6,6)) , 
которая, в свою очередь, равносильна формуле
[(-»Р(а, а) Л Р(а, а)) V (-«Р(6, а) Л Р(а, а))] Л

Л[(-.Р(а,6) Л Р(М)) V (-Р(М ) А Р(М))].
Одна двухместная предикатная переменная Р(х, у) исходной фор­
мулы как бы распалась на четыре пропозициональных переменных 
Р(а, а), Р(а, Ь), Р(6, а), Р(Ь, Ь) последней формулы, потому что при 
подстановке в исходную формулу вместо Р(х, у) двухместного пре­
диката, определённого на {а, &}, указанные четыре переменные пре­
вратятся в (вообще говоря, различные) конкретные высказывания. 
Так что последняя формула есть по сути дела формула алгебры вы­
сказываний. Чтобы это увидеть совсем отчётливо, обозначим ука­
занные четыре пропозициональные переменные буквами Р, Д, Q, S 
соответственно. Тогда полученная формула примет вид:

[(-.Р Л Р) V (-.Q Л Р)] Л [(-Л A S ) V (-5  Л S)].
Составив таблицу истинности данной формулы алгебры высказыва­
ний (или каким-либо другим способом, как это делалось в алгебре 
высказываний), легко установить, что формула не является тавто­
логией, но выполнима: она превратится в истинное высказывание, 
если вместо Р  и S подставить истинные высказывания, а вместо 
Q и R -  ложные. Применительно к исходной формуле логики пре­
дикатов это означает, что она не общезначима на двухэлементном 
множестве, но выполнима в нём: она превратится в выполнимый 
предикат, если вместо предикатной переменной Р(х, у) подставить 
в формулу такой конкретный двухместный предикат, который при
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одинаковых значениях его предметных переменных х и у превраща­
ется в истинные высказывания, а при разных -  в ложные.

Проблема разрешения выполнимости: влияние мощнос­
ти множества. Во-первых, нетрудно понять, что если некоторая 
формула выполнима или тождественно истинна на некотором мно­
жестве, то то же самое будет иметь место и на любом другом мно­
жестве с тем же самым числом элементов, т.е. на любом другом мно­
жестве равномощном с исходным (это следует из наличия взаимно 
однозначного отображения этих множеств друг на друга). Поэтому 
проблема разрешимости выполнимости и общезначимости формул 
логики предикатов состоит фактически в том, чтобы ответить на 
вопрос, для каких множеств данная формула выполнима (соответ­
ственно, общезначима), а для каких нет.

В дополнение к уже установленным результатам укажем ещё 
ряд результатов в этом направлении. Так, теорема Лёвенгейма ут­
верждает, что если формула выполнима на каком-нибудь бесконеч­
ном множестве, то она выполнима и на счётно бесконечном множес­
тве (доказательство можно найти, например, в книге П.С.Новикова 
[1.10]).

Дальнейшее сведение проблемы разрешимости со счётно беско­
нечных множеств на конечные, для которых проблемы разрешимос­
ти, как мы знаем, решаются, невозможно. Приведём пример форму­
лы, выполнимой на бесконечном множестве и не выполнимой ни на 
каком конечном множестве. Наличие такой формулы позволит сде­
лать, в частности, следующий вывод относительно проблемы разре­
шения для выполнимости формул логики предикатов: по выполни­
мости формулы на некотором множестве нельзя судить о выполни­
мости этой формулы на его подмножествах.

Вот пример такой формулы:
(Vx)(3у)(Р(х,у)) А (Vx)(->P(x,x)) А

A (Vx)(Vy)(Vz) [(Р(х, у) А Р{у, z)) Р(х, z)\.

Можно сказать, что эта формула характеризует нерефлексив­
ность (второй член конъюнкции) и транзитивность (третий член 
конъюнкции) некоего двухместного предиката Р(х,у). Эта замкну­
тая формула превращается в истинное высказывание если в неё 
вместо предикатной переменной Р(х, у) подставить двухместный пре­
дикат ”ж < у”, определённый на множестве всех натуральных чисел:

(Ух)(3у)(х < у) A (Vx)(-i(x < ж)) А
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A (Vx)(Vy)(V2)[(x < у Л у < z) —► х < z] .
Покажем, что эта формула не выполнима ни на каком конечном 

множестве. Допустим противное, т.е., предположим, что существует 
конкретный предикат А(х, у), определённый на конечном множестве 
М, такой, что высказывание

(Vx)(3y)(A(a;,y)) Л (Vx)(-i^(x,x)) Л
Л (Vx)(Vy)(Vz)[(A(x,y) Л A(y,z)) -»■ A{x,z)} (*)

истинно. Тогда истинным высказыванием будет и каждый член конъ­
юнкции (*). В частности, истинно, высказывание (Vx)(3у)(А(х1у)). 
Возьмём элемент а\ £ М. Тогда из истинности последнего высказы­
вания следует: существует такой элемент а2 Е М, что высказьгоание 
Л(а1,аг) истинно. Далее, аналогично существует такой а3 Е М, что 
истинно высказьгоание А(а2, аз), и так далее. Поскольку множество 
М конечно, то не все элементы , а2, аз, ••• попарно различны. Пусть 
ар = Q>p+q (q > 0). Тогда из истинности высказываний А(ар, ap+i), 
А(ар_|_1,ар_|_2), ..., Л(ар_(_д_1,ар_|_д) в силу истинности высказывания 
(третий член истинной конъюнкции (*))

('ix)(Vy)(Vz)[(A(x,y) Л A{y,z)) -> A(x,z)]

заключаем, что истинно высказывание А(ар,ар+д), т.е. высказыва­
ние А(ар, ар) . Но это противоречит истинности высказьгоания (вто­
рой член истинной конъюнкции (*)) (Vx)(-iA(x,x)). Полученное 
противоречие доказывает, что никакой конкретный предикат, опре­
делённый на конечном множестве, не может превратить данную 
формулу в истинное высказьгоание, т.е. данная формула невыпол­
нима ни на каком конечном множестве.

Другие примеры формул, выполнимых на бесконечном множес­
тве и не выполнимых ни на каком конечном множестве, приведены 
в Задачнике, № 9.56.)

Далее, примеры формул из задач 9.54 и 9.55 Задачника показы­
вают, что положительное решение проблемы выполнимости форму­
лы на некотором конечном множестве не влечёт её положительного 
решения для этой формулы на множествах с меньшим числом эле­
ментов.

Тем не менее, проблема выполнимости обладает одним общим 
свойством: если некоторая формула логики предикатов выполнима 
в каком-нибудь множестве, то она выполнима также и в каждом 
множестве с большим числом элементов.
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Проблема разрешения выполнимости: влияние структу­
ры формулы. Укажем ряд результатов, которые сводят (редуци­
руют) проблему разрешимости для произвольных формул логики 
предикатов к проблеме разрешимости формул некоторых специаль­
ных видов. Будем считать, не нарушая общности, что все формулы,
о которых идёт речь, не имеют свободных предметных переменных, 
т.е. являются замкнутыми.

Во-первых, мы уже отмечали (см. теорему 17.5), что для всякой 
формулы логики предикатов существует равносильная ей формула 
в предваренной нормальной форме. Более того, в 30-ые годы Ско­
лем доказал, что для каждой формулы логики предикатов можно 
указать формулу в предваренной нормальной форме, кванторная 
приставка которая имеет вид (Vxi)...(Vxm)(32/i)...(3?/n) (так назы­
ваемая нормальная форма Сколема), которая относительно выпол­
нимости равнозначна первой. Это означает, что при решении проб­
лемы выполнимости, не уменьшая общности, можно ограничиться 
рассмотрением лишь формул, имеющих кванторные приставки ука­
занного вида.

Далее, для каждой формулы можно указать равнозначную ей в 
отношении выполнимости формулу, в которой имеются только одно­
местные и двуместные предикатные переменные (Лёвенгейм, 1915). 
Можно, далее, ограничиться даже такими формулами в которых 
встречается только один единственный двуместный предикатный 
символ и, кроме того, приставка имеет вид:

(3xi)...(3xTO)(Vj/1)(Vj/2)(3z)(Vu1)...(Vun).
(Кальмар, 1936). При решении проблемы выполнимости можно так­
же ограничиться формулами, приставки которых имеют форму:
(Vxi) (Vx2) (Vx3) (Бу!)... (3 уп) (Гедель, 1933),
или же форму (3x)(Vy)(3^)(Vwi)...(Vitn) (Аккерман, 1936).

Имеются и другие предложения редукции рассматриваемой проб­
лемы либо к формулам с кванторными приставками специфических 
видов, либо к формулам, содержащим предикатные переменные от 
определенного числа переменных.

Решение проблемы для формул, содержащ их только од­
номестные предикатные переменные. В этом случае проблема 
сводится к проблеме разрешения выполнимости и общезначимости 
формулы на некотором конечном множестве, которая, как установ­
лено выше, имеет эффективное решение. Такое сведение осуществ­
ляется на основе следующей теоремы и следствия из неё.
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Т еорем а  19.1. Если формула логики предикатов, содержащая 
только одноместные предикатные переменные, выполнима, то она 
выполнима на конечном множестве, содержащем не более 2П эле­
ментов, где п -  число различных предикатных переменных, входя­
щих в рассматриваемую формулу.

С л едстви е  19.2. Если замкнутая формула F(Pi, Р2, Рп), 
в которую входят только одноместные предикатные переменные 
Р\, Р2, Рпу тожественно истинна на множестве из 2П элемен­
тов, то она общезначима. □

Проблема разрешения общезначимости и мощность мно­
жества, на котором рассматривается формула. Обратимся 
к проблеме общезначимости. Теорема Лёвенгейма, отмеченная вы­
ше, применительно к проблеме разрешения общезначимости звучит 
так: если формула тождественно истинна в счётно бесконечной 
области, то она общезначима. Но снова, как и для проблемы вы­
полнимости формул, переход от (счётно) бесконечных множеств к 
конечным или обратно является качественным. Следующий пример 
показывает, что в отличие от проблемы выполнимости, разреши­
мость проблемы общезначимости на некотором множестве не влечёт 
её разрешимости на множестве, объемлющем данное.

П рим ер 19.3. Докажем, что следующая формула тождественно 
истинна на любом конечном множестве, но не является таковой на 
бесконечном множестве:
(Vx, у, г)[Д(х, х) А (Д(х, z) -► (R(x, у) V R(y, г)))] -» (Зх)(\/у)(Я(х, у)).

Во-первых, отметим, что предикат ”х < у”, заданный на беско­
нечном множестве Z, превращает данную формулу в ложное выска­
зывание:

(Vx, у , z)[x < х A (х < z  -► (х < у V у < z))] -► (3x)(Vy)(x < у),
ибо посылка этой импликации истинна, а следствие ложно.

Во-вторых, докажем, что данная формула тождественно истин­
на на любом конечном множестве. Доказательство будем вести ин­
дукцией по числу элементов в множестве. Если М = {ах,а2}, то 
истинным будут утверждения R(a\,ai), Я(а2,а2) и R(ai,ai) —► 
(i?(ai, а2) V Д(а2,ai)), а, значит, и дизъюнкция R(a\ , a2) V /?(а2, ai). 
Если при этом истинно /Z(ai,a2), то истинно (Vy)(fi(ai,j/)), т.е. 
истинно заключение (3x)(Vt/)(i?(x,t/)) импликации данной форму­
лы и вся данная формула. Аналогично, если истинно Д(а2,ах), то 
истинно (Vy)(jR(a2,2/)) и снова истинна вся данная формула.
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Предположим теперь, что данная формула тождественно истин­
на на всяком конечном множестве, содержащем не больше чем п 
элементов. Покажем тогда, что она будет тождественно истинна и 
на любом (п+1)-элементном множестве. Пусть М = {а\ ,..., ап, ап+1}. 
В силу тождественной истинности данной формулы на га-элементном 
подмножестве М' = {ai, ...,ап} и предположения истинности на М' 
посылки данной формулы, имеем истинные высказывания:

(Ух)(Д(ж,я)) и (Vx)(i?(x,x) -► (Уу)(Д(х,у) V Д(у,х))) .
Тогда истинно заключение (3х)(\/у)(Я(х,у)). Не нарушая общнос- 
ти, можно считать, что таким х будет элемент ai, т.е. (Vy)(i?(ai, у)), 
т.е. истинны все утверждения ii(ai,a2), ... , i?(ai,an).

Мы хотим доказать, что данная формула истинна на (n + 1)- 
элементном множестве М = {ai, ...,an,an+i}. Для этого нужно по­
казать, что на нём в предположении истинности посылки данной 
формулы верно её заключение (3х)(\/у)(Д(ж,у)). Если верно R{a\, 
an+1), то утверждение доказано. Если же R(a\, an+i) не верно, то, 
в силу истинности дизъюнкции R(ai, an+i) V R(an+i, а\ ), заключа­
ем, что истинно Д(ап+1,ах).

Далее, в силу истинности в М посылки (Vx,y, z)(R(x,z) 
(i?(x, у) V i?(y, z))) и утверждений iZ(ai,a2),..,/Z(ai,an), приходим к 
истинности всех следующих дизъюнкций: i?(ai, an+i) V Д(ап+х, аг), 
... , Д(а1,ап+х) V Д(ап+1,ап). Поскольку первый член каждой 
дизъюнкции ложен, то истинны все вторые члены i?(an+i,a2), ... , 
iZ(an+i,an). Учитьшая ещё и истинность i?(an+i,ai) и, кроме того, 
i?(an+1, an+1), приходим к истинности утверждения (Vy)(ii(an_|_i, у)) 
на М. Это означает истинность на М заключения данной формулы 
(3x)(Vy)(i?(x,y)) и всей данной формулы.

Ситуация с проблемой разрешимости общезначимости, отмечен­
ная в рассмотренном примере, имеет место не только при переходе 
от конечного множества к бесконечному, но и при переходе от одного 
конечного к другому конечному, содержащему большее количество 
элементов. Соответствующий пример формулы, тождественно ис­
тинной в области из трёх элементов и не являющейся таковой в 
области из четырёх элементов, приведён в Задачнике, № 9.57:

(Эж)(Уг/)[Д(х,у) (-«R(y,x) -+ (R(x,x) <-+ R(y,y)))] .
В Задачнике, № 9.58, показано, что следующая формула тож­

дественно истинна на любом конечном множестве, но не является 
таковой на бесконечном множестве:

(Vx,y,z)[R(x,x)A(R(x,z) -► (R(x,y)VR(y,z)))] (3x)(Vy)(R(x,y)).
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Решение проблемы для V-формул и 3-формул. В заклю­
чение скажем, как решается проблема разрешения общезначимости 
ещё для двух классов формул логики предикатов -  V-формул и 3- 
формул: и в этих случаях она сводится к тождественной истинности 
формул на конечных множествах. Под V-формулой понимается фор­
мула (Vxi)(Vx2)...(Vxn)(F(Pi, Р2, ..., Рк)), у которой в предваренной 
нормальной форме кванторная часть содержит только кванторы 
общности, а под 3-формулой понимается формула (3xi)(3x2)...(3xn) 
(P(Pi,P2, ...,Pfc)), у которой в предваренной нормальной форме 
кванторная часть содержит только кванторы существования, при­
чём, Р{ = Р{(Х\ , Х2, ..., Xji)9 i — I, 2, ..., fc.

Т еорем а  19.4. V-формула (Vxi)...(Vxn)(P(Pi, ...,Р&)) общезна­
чима тогда и только тогда, когда она тождественно истинна на 
п-элементном множестве. □

Т еорем а  19.5. 3-формула (3xi)...(3xn) ( F ( P i , Рк)) общезна­
чима тогда и только тогда, когда она тождественно истинна на 
одноэлементном множестве. □

Эти теоремы имеются в Задачнике: Ж№ 9.63, 9.64.
Итак, рассмотрения настоящего параграфа красноречиво демон­

стрируют, что в то время как в алгебре высказываний проблемы 
разрешимости выполнимости и общезначимости формул решались 
сравнительно легко, в логике предикатов они представляют собой 
весьма трудные и в целом отнюдь не решённые до конца проблемы.

§20. Применение логики предикатов 
к логико-математической 
практике

Некоторые современные математики и методисты склонны отно­
сить математику как науку и как учебный предмет к разряду гума­
нитарных дисциплин, поскольку она изучает язык, на котором, по 
образному выражению Галилея, написана грандиозная книга Все­
ленная. Конечно, здесь речь идёт о специфическом языке -  языке 
математическом. Но математика, развиваясь, довела свой язык до 
такого совершенства и такой выразительной силы, что он вплот­
ную приблизился по своим информационно-выразительным свойст­
вам к общечеловеческому языку. Такого совершенства математи­
ческий язык достиг, когда математикой был разработан язык мате­
матической логики и прежде всего язык логики предикатов. Язык
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логики предикатов -  это по существу открытое вторжение матема­
тики в общечеловеческий язык, математизация общечеловеческого 
языка с целью более точного, более адекватного его использования в 
первую очередь в самой математике. В языке логики предикатов со­
единились логика мышления, без которой немыслим общечеловечес­
кий язык, и математика. В человеческий язык вошла математика, а 
математический язык стал почти неотличим от общечеловеческого, 
слился с ним.

Поэтому умение грамотно оперировать языком логики преди­
катов (читай -  языком математической логики) является основой 
современной логической культуры вообще. В связи с этим в настоя­
щем параграфе мы уделим немало внимания записи на языке логи­
ки предикатов различных математических предложений, что будет 
способствовать более глубокому пониманию их структуры.

Практически важнейшей сферой применения логики предика­
тов к логико-математической практике является сфера построения 
доказательств различных теорем, основывающаяся на теории логи­
ческого следования. Более сложное строение формул логики преди­
катов по сравнению с формулами логики высказываний даёт воз­
можность проводить более сложные доказательства и в результате 
получать более тонкие заключения. В настоящем параграфе мы по­
пытаемся на простейших примерах проиллюстрировать суть теории 
логического вывода и её применение.

Будут рассмотрены также приложения логики предикатов к те­
ории множеств, к анализу аристотелевой силлогистики.

Запись на языке логики предикатов различных предло­
жений. С помощью кванторной символики удобно записывать фор­
мулировки различных определений и теорем. В процессе такой запи­
си приходится осмысливать данное предложение, отчётливо выде­
лять в нём посылки и следствие (если это теорема), очерчивать бо­
лее широкий круг понятий и чётко выделять ограничивающее усло­
вие (если это определение). Одним словом, перевод расплывчатой 
словесной формулировки на строгий, не допускающий противоре­
чивых толкований язык логики предикатов способствует чёткости 
и ясности мышления. Рассмотрим некоторые примеры.

П рим ер 20.1. Определение предела последовательности ” Чис­
ло а называется пределом последовательности {а„}, если для всяко­
го положительного числа £ >  0 существует такое натуральное число 
гго, что для всякого натурального га, большего щ  |ап — а\ < еп на 
языке логики предикатов записывается так:
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опр.а = lim ап <==>
(Ve)[e > 0 —> (3no)(no £ N A (Vn)(n > по -> \ап -  а\ < е))] .

Используя символику ограниченных кванторов (см. конец парагра­
фа 16), это определение можно записать компактнее:

а = limап (Ve > 0)(3по € W)(Vn > гсо)(К -  а| < е).

Нередко требуется доказать, что некоторое число а не является 
пределом последовательности {ап}, т.е. а ф Н тап. Для доказатель­
ства нужно построить утверждение, являющееся отрицанием сфор­
мулированного определения. Поможет в этом логика предикатов. 
Используя равносильности логики предикатов, преобразуем отри­
цание исходной формулы к приведённому виду:
->(У£)[б: > 0 —► (Зпо)(по Е N A (Vn)(n > щ -► \ап -  а\ < е))] =
= (3£)->[-i(e > 0) V (Зпо)(по £ N A (Vn)(n > щ —► \ап -  а\ < е))] =
= (3e)[(e > 0)A(V7io)(-«(no £ N)V ̂ п)(-у(п > rio)V\an-a\  < e))] =
= (3e)[(£ > 0) A (Vno)(-»(no E N) V (3n)(n > щ A -<(|an -  a| < e)))] =

= (Зе)[(г > 0) Л (Vno)(^o € N —> (3n)(n > no A \an — a\ > e))] .
Полученное утверждение можно записать компактнее, используя 
символику ограниченных кванторов (см. конец параграфа 16):

(Зе > 0)(Vno Е N)(3n > no)(|an -  а| > е) .
Таким образом, утверждение ” Число а не является пределом после­
довательности {an}” раскрывается так: ” Существует такое положи­
тельное число е, что для всякого натурального числа по найдётся 
такое натуральное га >  гао что \an — a\ > е) .”

Несходимость последовательности {an} означает, никакое чис­
ло не является ее пределом, то есть (Va)(a ф liman). Это вместе с 
полученным утверждением даёт

(Va)(3£ > 0)(Vrao Е N)(3n > no)(|an -  а| > е) .
П рим ер 20.2. Запишем на языке логики предикатов опреде­

ление простого числа: ” Натуральное число х называется простым, 
если оно не равно 1 и при всяком разложении его в произведение 
двух чисел одно из них оказывается равным 1 или х”:

->(х = 1) A (\fu)(Vv)[x = и • v —у ((u = 1) V (и = х))] .
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Отрицание этого утверждения -  утверждение о том, что число х 
составное, записывается следующим образом:

(х = 1) V (3w)(3t;)(x = u v Л иф1  Л ифх)  .
Предлагается самостоятельно разобраться в его составлении.

П рим ер 20 .3 . Определение ” Точка х0 из области определе­
ния функции f  называется точкой максимума функции / ,  если су­
ществует такая S-окрестность данной точки, что для всех х из этой 
окрестности f(x) < /(х0)” на языке логики предикатов запишется 
так:

х0 е Df Л (3£ > 0)(Vx)(|x -  х0| < 6 f(x) < f(x0)).
Запишите самостоятельно отрицание данного утверждения.

П рим ер  20.4. Рассмотрим пример из геометрии. Совокупность 
векторов а^, 02 , ... , называется линейно зависимой, если 
существуют числа ai, a2, ... , a n, из которых хотя бы одно отлично
от нуля, такие, что сца? + «2^2 + ••• + <хпа% = 0 . (*)

На логико-математическом языке: (1)

(3ai)...(3an)[(ai ф О V... Van ф 0) Л a ia i + ...  +  ana^ =  0 ].

В противном случае совокупность векторов о?, , ... , на­
зывается линейно независимой. Другими словами, система векторов 
а^, 02 , ... , о^ линейно независима, если равенство (*) выполня­
ется только с нулевыми коэффициентами а\ =  а 2 =  ... =  а п =  0. 

На логико-математическом языке: (2)

(Vai)...(Van)[(a i^ + a2^ + ...+ ana  ̂= 0 ) —► (ai = О Л... Лап = 0)].
Используя средства математической логики (равносильные пре­

образования формул логики предикатов), убедимся, что формули­
ровка (2) действительно представляет собой отрицание формули­
ровки (1), т.е. -«(1) = (2). В самом деле:

“,(3ai)...(3an)[(ai ф О V ... V а п ф 0) Л а^о? +  ... +  а п< С =  0] =

=  (V a i)...(V a n){ ^ [ (a i  ф О V... V a n ф 0) Л ( a io ]4 . . .+ a no^ =  "б")]} =

-  (Vai)...(Van)[-«(ai ф О V... Van ф 0) V ^(aiaZ+...+otnaZ = 0 )] =

^  (Vai)...(Van)[-.(aia^ + ... + a na^ = O') V (ai = 0  Л... Лап = 0)] ^

= (Vai)...(Van)[(aiOi -I-.. .+ a no^ = if)  —► ( a i = 0 A. . .  Aan =0)] .
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Итак, всякая система векторов а\, а£, ... , может быть либо 
линейно зависимой, либо линейно независимой. Третьего не дано.

Сравнение логики предикатов и логики высказываний.
В начале §17 уже отмечалось, что язык и логика алгебры предика­
тов тоньше и точнее отражают процессы мышления, нежели язык 
и логика алгебры высказываний. Приведём два примера, подтверж­
дающих эту мысль.

П рим ер  20 .5 . Рассмотрим высказывание ”Каждый человек име­
ет мать”. Если на языке алгебры высказываний формулировка дан­
ного высказывания сведётся лишь к обозначению его некоторой бук­
вой, скажем А, то на языке логики предикатов возможна формали­
зация, учитывающая внутреннюю (субъектно-предикатную) струк­
туру этого высказывания. Действительно, пусть Р(х, у) -  двухмест­
ный предикат ”х есть матьу”, определённый на множестве всех лю­
дей. Тогда данному высказыванию отвечает формула логики преди­
катов (Уу)(Зх)(Р(х,у)). Рассматриваемое высказьгоание можно пе­
ревести на язык логики предикатов и иначе. Если ввести ещё одно­
местный предикат Q(x): ”х есть человек”, определённый на произ­
вольном множестве, то высказьгоание запишется так:

(Vy)[Q(y) (3x)(Q(x) А Р(х,у))] .
П рим ер  20 .6 . Этот пример ещё более наглядно демонстрирует 

выразительные возможности языка логики предикатов по сравне­
нию с языком логики высказываний. Рассмотрим два высказыва­
ния: ”В Москве живёт женщина, имеющая брата в Петербурге” и 
”В Петербурге живёт мужчина, имеющий сестру в Москве”. Каждое 
из данных утверждений следует из другого, т.е. они равносильны. 
Спрашивается, можно ли выразить эту равносильность на языке 
алгебры высказываний, на языке логики предикатов? Оказывается 
второе возможно, а первое нет.

В самом деле, как мы могли бы формализовать данные высказы­
вания на языке алгебры высказываний? Можно обозначить первое 
высказывание через А, второе -  через В . Ясно, что ни о какой рав­
носильности формул А и В говорить не приходится. Можно расчле­
нить данные высказывания на более простые. А\ : ” Женщина живёт 
в Москве”, А2: ”Женщина имеет брата в Петербурге”, Bi: ”Мужчи­
на живёт в Петербурге”, В2: ”Мужчина имеет сестру в Москве”. 
Тогда первое исходное высказьгоание есть конъюнкция А\ А А2, а 
второе -  Bi А В2. Но и эти две формулы алгебры высказываний не 
следуют одна из другой.
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В отличие от алгебры высказываний формализация на языке 
логики предикатов позволяет обнаружить равносильность двух дан­
ных высказываний. Действительно, введём предикаты, определён­
ные на множестве людей: Р\(х) -  пх -  женщина”; Р2{х) живёт 
в М о с к в е Q\{x) - ”х -  мужчинаQ2(x) ~ живёт в Петербурге; 
S(x,у) -  ”х есть сестра у”. Тогда высказыванию ”В Москве живёт 
женщина, имеющая брата в ПетербургеГ соответствует формула ло­
гики предикатов

(Зх)[Рх(х) Л Р2(х) A {3y){Qx{y) A Q2(y) А S(x,j/))] ,
а высказыванию ”В Петербурге живёт мужчина, имеющий сестру в 
Москве*” -  формула

(3y)[Qi(j/) Л Q2(y) A (3x)(Pi(x) Л Р2(я) А 5(х,у))] ,
Покажем, что полученные формулы равносильны, для чего первую 
из них равносильными преобразованиями сведём ко второй (предла­
гается обнаружить те равносильности логики предикатов, которые 
используются на каждом шаге преобразований):

(Зх)[Рх(х) Л Р2(х) A {3y){Qi{y) A Q2(y) A S(x,y))] =
“  (3x)(3y)[Pi(x) Л Р2{х) A Qi (y)  A Q2(y) A S(x,y)] =

¥  (3j/)(3x)[Qi(j/) Л Q2(y) A Pi(x) А Р2[х) A 5(x,j/)] =

-  (3y)[Qi(j/) л Q2(y) А (3х)(Рх(х) Л Р2(х) A S{x,y))] .
Строение математических теорем. Остановимся на формах 

теорем четырёх видов, выделенных ещё в аристотелевской логике, 
основоположником которой был один из наиболее разносторонних 
мыслителей Древней Греции Аристотель (384-322 гг. до н.э.), и на­
званных категорическими суждениями. Многие математические те­
оремы имеют именно такой вид. Логика предикатов позволит про­
анализировать их строение, сравнить между собой, и этот анализ 
будет более тонким, нежели анализ строения теорем, проведённый 
в алгебре высказываний. (Впрочем, можно заметить, что в алгебре 
высказываний этот анализ проходил несколько в ином аспекте, и 
оба анализа скорее дополняют друг друга.)

Величайшая заслуга Аристотеля в области логики состоит в 
том, что он впервые систематизировал и подверг анализу с неко­
торой формальной точки зрения приёмы рассуждений, уже прак­
тически широко применявшиеся его современниками, но до него 
остававшиеся ещё теоретически неосознанными, несформулирован­
ными. Он показал, что правильное рассуждение можно свести к сис­
тематическому применению небольшого числа неизменных правил,
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независимых от частной природы объектов, относительно которых 
происходит рассуждение. Тем самым Аристотель применил такие 
подходы к исследованию рассуждений, которые сделали логику наг 
укой. С точки зрения современной формальной (математической) 
логики этот особый вид логических рассуждений, который подробно 
исследовал Аристотель и который получил название силлогическо­
го, представляет собой небольшую и довольно элементарную часть, 
относящуюся к логике предикатов, причём -  к логике одноместных 
предикатов. В своём учении о силлогизме Аристотель выясняет об­
щие закономерности, при которых из двух высказываний-посылок, 
имеющих вполне определённую логическую структуру (выражае­
мую специальными формулами логики предикатов, содержащими 
лишь одноместные предикатные переменные), с необходимостью сле­
дует определённое заключение, а когда не следует. Современная 
форма силлогистики, конечно же, не содержится в её окончатель­
ном виде в трудах самого Аристотеля, а является результатом par 
боты его многочисленных комментаторов и последователей -  древ­
негреческих, древнеримских, арабских и средневековых логиков.

Проанализировав строение простых высказываний, (или как го­
ворил Аристотель, категорических суждений), Аристотель пришёл 
к выводу, что содержание любого из них может быть сведено к 
утверждению о наличии или отсутствии у предметов определённых 
свойств. При этом такие утверждения могут относиться не только 
к отдельным предметам, но и к классам предметов. Высказывание, 
в котором утверждается, что конкретный предмет обладает или не 
обладает определённым свойством, называется единичным (соответ­
ственно, единичноутвердительным или единичноотрицательным). 
Например, высказывание ” Число 10 чётное9’ является единичноу­
твердительным. Его содержание сводится к утверждению о наличии 
у конкретного числа 10 свойства делимости на 2.

Высказывание, в котором утверждается, что все предметы клас­
са обладают или не обладают определённым свойством, называет­
ся общим (соответственно, общеутвердительным или общеотрица­
тельным). Например, высказывание ” Все металлы тонут в воде*” 
общеутвердительное, а высказывание ” Все простые числа не явля­
ются чётными” общеотрицательное.

Высказывание, в котором утверждается, что некоторые пред­
меты класса обладают или не обладают определённым свойством, 
называется частным (соответственно, частноутвердительным или 
частноотрицательным). Например, высказывание ”Некоторые ре­
ки впадают в озеро Байкал” является частноутвердительным, а вы-
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оказывание ” Некоторые прямоугольные треугольники не являются 
равнобедренными” -  частноотрицательным.

Таким образом, по Аристотелю все простые высказывания де­
лятся на следующие шесть типов: единичноутвердительные, единич­
ноотрицательные, общеутвердительные, общеотрицательные, част­
ноутвердительные, частноотрицательные. Первые два типа выска­
зываний есть высказывания о конкретных предметах, последние че­
тыре -  о классах предметов.

По традиции, также восходящей к Аристотелю, типы простых 
высказываний, относящихся к классам предметов, обозначаются глас­
ными буквами латинского алфавита: А -  общеутвердительные, Е -  
общеотрицательные, I -  частноутвердительные, О -  частноотрица­
тельные. (Эти буквы взяты из латинских слов: affirmo -  утверж­
даю, nego -  отрицаю). Далее класс предметов обозначается буквой 
S, свойство -  буквой Р. При этом S называется субъектом, а Р  -  
предикатом.

Таким образом, указанные выше четыре типа простых выска­
зываний, относящихся к классам предметов, имеют следующую об­
щелогическую форму:

А [общеутвердительное суждение]”: ”Все предметы класса S 
обладают свойством Р ”. (”Все S суть Р ”). Символически: SaP\

Е [общеотрицательное суждение]: ”Ни один предмет класса S 
не обладает свойством Р ”. (” Ни один S не есть Р ”). Символически:
SeP;

I [частноутвердительное суждение]: ”Некоторые предметы клас­
са S обладают свойством Р ”. (” Некоторые S суть Р”). Символи­
чески: SiP ;

О [частноотрицательное суждение]: ”Некоторые предметы клас­
са S не обладают свойством Р ”. (” Некоторые S не суть Р”). Сим­
волически: SoP.

Исходя из описанного подхода к простым высказываниям, ана­
лиз их строения состоит в выявлении их субъектно-предикатной 
структуры, т.е. в выявлении в высказывании субъекта и предика­
ты и фиксировании способа связи между ними (по типу А, Е , I ,
О).

Рассмотрим более подробно эти виды суждений.
О б щ е у т в е р д и т е л ь н о е  с у ж д е н и е  : ”Все S суть Р ”. 

Примерами математических теорем, имеющих такое строение, явля­
ются следующие: ”Все прямоугольники -  параллелограммы, ”Все
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гомотетии суть преобразования подобия, ”Все дифференцируемые 
функции непрерывны, ’’Все поля суть кольца, ’’Все сферы -  тела 
вращения. Можно указать немало суждений нематематического ха­
рактера, имеющих такое строение: ” Все люди смертны, ” Все змеи -  
пресмыкающиеся, ’’Все планеты -  спутники Солнца.

Суждение ’’Все S суть Р ” в терминах логики предикатов пони­
мается так: каков бы ни был объект х, если он обладает свойством 
S (то есть S(x) истинно), то он обладает также свойством Р  (то 
есть Р(х) истинно). Это утверждение на языке логики предикатов 
выглядит следующим образом:

(Напомним, что с утверждением такого типа мы уже встречались в 
§16, когда говорили об ограниченных кванторах: утверждение пред­
ставляло собой развёрнутую запись ограниченного квантора общ­
ности.)

Логика предикатов даёт возможность представить суждение А 
в несколько ином виде, с использованием квантора существования. 
Для этого преобразуем формулу (1) равносильным образом, исполь­
зуя равносильности (получающиеся на основе тавтологий) теоремы 
17.9,6 и теоремы 4.4 а,у,с:

(V®)(5(®) -> Р{х)) *  (V®)(-.-i(-nS(®) V Р{х))) 3  

“  1 (Эж)(-.(-ед V Р{х))) “  -(Эх)(— S{x) А -.р(ж)) ^  
= —*(3x)(S(x) А —*Р(х)) .

В этом виде суждение А можно сформулировать так: ” Неверно, что 
некоторые S не суть Р ”. Таким образом, А = -> О .

Отметим, что в обыденной речи мы не склонны говорить: ’’Все 
S суть Р ”, если заведомо знаем, что объектов, удовлетворяющих 
свойству S, не существует. Обычно, произнося указанное суждение, 
мы понимаем под ним следующее: ” Существует объект, удовлетво­
ряющий S, и все S суть Р. В переводе на язык логики предикатов 
оно выглядит так:

В обыденном употреблении возможно и такое понимание исходного 
суждения: ” Если существует объект, удовлетворяющий свойству S, 
то все S суть Р, переводимое на язык логики предикатов следующим 
образом:

А: (V*)(S(x) -> Р(х)) (1)

(Зх)(5(а;)) A (Vx)(5(x) —* Р(х)) . (10

(Эх)(5(х)) -  (Vx)(S(x) -  Р(х)) . (1")
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(Проверьте самостоятельно, что формула (1") равносильна формуле
(1), и поэтому данное толкование общеутвердительного суждения 
совпадает с первоначальным его пониманием.)

Всем этим переводам предпочтём перевод (1), и главное сооб­
ражение здесь состоит в том, что такой перевод, во-первых, проще 
двух других, а во-вторых, при теоретико-множественном толкова­
нии суждения ” Все S суть Р ” он позволяет заключить, что множес­
тво S всех объектов х, удовлетворяющих свойству £>(х), является 
подмножеством множества Р  объектов, удовлетворяющих свойству 
Р(х), то есть S С Р.

Отметим ещё, что в повседневной речи слово ”все” в общеутвер­
дительных суждениях порой опускают, так что, например, фраза 
” Люди смертны” обозначает ” Все люди смертньГ.

О б щ е о т р и ц а т е л ь н о е  с у ж д е н и е  : ” Никакое S не есть 
Р ”. Вот примеры математических теорем, имеющих такое строение: 
” Никакой эллипс не есть алгебраическая линия первого порядка, 
” Никакая осевая симметрия на плоскости не есть движение первого 
рода, ” Никакой треугольник не является окружностью, ” Никакой 
числовой ряд, у  которого предел общего члена не равен нулю, не 
сходится. Вот примеры нематематических суждений такого типа: 
” Никакие змеи не есть птицы, ” Никакие камни не разговаривают.

Смысл общеотрицательного суждения: каков бы ни был объект 
х, если он обладает свойством S (т.е. S(x) истинно), то он не обла­
дает свойством Р  (т.е. Р(х) ложно). На языке логики предикатов 
это выражается так:

(2)

Другими словами, общеотрицательное утверждение произносится: 
’’Все S суть не Р”. Можно записать выражение (2) и в виде ограни­
ченного квантора общности: (\/S(x))(->P(x)).

Логика предикатов даёт возможность представить суждение Е 
в несколько ином виде, с использованием квантора существования. 
Для этого формулу Е необходимо преобразовать равносильным об­
разом, используя те же равносильности, что и в случав преобразо­
вания общеутвердительного суждения:

(Vx)(S(x) -+ -пР(х)) ^  (Vx)(i-(-S(x) V -Р(х))) S
= -i(3x)(-»(-i5(x) V ->Р(х))) = ->(3x)(Sf(x) А Р(х)) .

В этом виде суждение Е формулируется так: ”Неверно, что неко­
торые S суть Р”. Таким образом, Е = -> I .

Е: (Vx)(S(x) -> -Р(х))
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Ч а с т н о у т в е р д и т е л ь н о е  с у ж д е н и е  : ”НекоторыеS 
суть Р”. Примерами математических теорем с такими строениями 
служат следующие: ”Некоторые гомотетии суть движения”, ”Не­
которые функции -  периодические”Некоторые параллелограммы 
могут быть вписаны в окружность”, ” Некоторые простые числа чёт­
ны”. Приведём примеры нематематических суждений, имеющих та­
кое строение: ”Некоторые люди взошли на Эверест”, ”Некоторые 
змеи ядовитьг” и т.д.

Частноутвердительному суждению придаётся следующий смысл: 
существует такой объект х, обладающий свойством S(x), который 
также обладает и свойством Р(х). Тогда ему соответствует следую­
щая формула логики предикатов:

(3)
(Напомним, что это утверждение представляет собой развёрнутую 
запись ограниченного квантора существования, см. §16.)

Снова, используя технику логики предикатов, можем предста­
вить данное суждение в несколько ином виде, с использованием 
квантора общности:

(3x)(S(x) Л Р(х)) £  (3x )H -S (x ) V -*Р(х))) S
-  (Зх)(-(5(х) -> чР(*))) -  -(V *)H S(*) -  ^Р(х)) .
Сравнив теперь общеотрицательное суждение Е и частноутвер­

дительное суждение I, видим, что каждое из них является отрица­
нием другого: I = i E .

Отметим, что в повседневной речи слово ”некоторые” в част­
ноутвердительных суждениях порой опускают, так что, например, 
фраза ” Люди взошли на Эверест” обозначает ” Некоторые люди взо­
шли на Эверест”.

Ч а с т н о о т р и ц а т е л ь н о е  с у ж д е н и е  : ”Неко­
торые S не суть Р”. Укажем примеры математических теорем та­
кого вида: ”Некоторые треугольники неравнобедренные”, ”Некото­
рые функции не периодически^1, ” Некоторые преобразования подо­
бия не являются движениями”, ” Некоторые ромбы нельзя вписать в 
окружность”, ”Некоторые группы не абелевь?. Вот примеры нема­
тематических суждений, имеющих частноотрицательный характер: 
” Некоторые грибы не съедобны”, ” Некоторые реки не впадают в 
моря” и т.д.

Частноотрицательное суждение ” Некоторые S не суть Р” по­
нимается так: существует такой объект х, который обладает свой­
ством S (S(x) истинно) и не обладает свойством Р (Р(х) ложно,

I: (3x)(S(x) Л Р(х))
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т.е. истинно -*Р(х)). На языке логики предикатов это записывается 
следующим образом:

О: (4)
Данное выражение можно записать в виде ограниченного квантора 
существования (3S(х))(-<Р(ж)).

Преобразовав равносильным образом выражение (4) (проделай­
те самостоятельно), получаем

Эта равносильность показывает, что общеутвердительное суждение 
А и частноотрицательное суждение О являются отрицаниями друг 
друга: О -  ч А .

В заключение отметим, что общеотрицательное суждение Е и 
частноутвердительное суждение I допускают обращение. Такой вы­
вод можно сделать, если вспомнить выражения для этих суждений 
на языке логики предикатов с использованием квантора общности 
и закон коммутативности конъюнкции:

Это означает, что ” Никакое S не есть Р” тогда и только тогда, когда 
” Никакое Р не есть S”, и аналогично суждение ”Некоторые S суть 
Р ” истинно тогда и только тогда, когда истинно суждение ” Неко­
торые Р суть S”. Соответствующая запись с кванторами сущест­
вования для суждений А и О показывает, что в них буквы S и Р  
переставить нельзя, эти суждения обращения не допускают.

И ещё одно важное замечание. Необходимо отчётливо осозна­
вать, что значит доказать теорему того или иного типа. Так, доказа­
тельство общеутвердительных (А) и общеотрицательных (Е) теорем 
должно состоять в построении строгой цепочки логических умоза­
ключений, начинающейся с условий теоремы и заканчивающейся её 
заключением. Например, при доказательстве теоремы ”Все диффе­
ренцируемые функции непрерывны” нужно, исходя из определения 
дифференцируемой (в точке) функции, построить строгую цепоч­
ку логических заключений, завершающуюся определением непре­
рывной (в точке) функции. При доказательстве общеотрицательной 
теоремы ” Никакая осевая симметрия плоскости не является дви­
жением первого рода” нужно, исходя из определения осевой сим­
метрии, построить неопровержимую цепь рассуждений, завершаю­
щуюся отрицанием определения движения первого рода. При этом,

(Зж)(5(ж) Л -iPfr)) = -n(V®)(5(®) Р(х)) .

I:
Е: i(3x)(5(®)AP(x)) “  -н(3®)(Р(х)Л5(ж)) , 

(3x)(S(x) А Р(х)) 3  (Зх)(Р(х) Л S(x)) .
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конечно, нужно знать последнее определение и уметь сформулиро­
вать его отрицание (возможно и на языке логики предикатов). На­
против, при доказательстве утверждений частноутвердительных (/) 
и частноотрицательных (О) цепочек логических рассуждений стро­
ить не требуется. Здесь нужно находить или строить примеры. Так, 
для доказательства частноутвердительного суждения ”Некоторые 
параллелограммы могут быть вписаны в окружность” следует ука­
зать конкретный пример такого параллелограмма, который можно 
вписать в окружность (например, прямоугольник). Аналогично, для 
доказательства частноотрицательного суждения ”Некоторые функ­
ции не периодическиеГ достаточно привести пример хотя бы одной 
непериодической функции.

Методы рассуждений: аристотелева силлогистика. Наи­
более часто употребляемые приёмы логических рассуждений бы­
ли впервые охарактеризованы ещё аристотелевской логикой и по­
лучили название аристотелевских силлогизмов. Создатели извест­
ной методической концепции укрупнения дидактических единиц в 
обучении математике П.М.Эрдниев и Б.П.Эрдниев так характери­
зуют роль аристотелевской силлогистики в школьном математичес­
ком образовании: ”В настоящее время образцом логической строгос­
ти в школе выступает аристотелевская силлогистика: незыблемым 
считается порядок, когда из двух посылок (большой и малой) вы­
водится одно заключение.”1

Итак, расклассифицировав описанным в предыдущем пункте об­
разом простые высказывания на типы А, Е, I, О, Аристотель при­
ступает к анализу умозаключений, которые можно осуществить на 
их основе. Он выделяет важнейший вид дедуктивных умозаключе­
ний -  так называемые силлогистические умозаключения, или силло­
гизмы. Аристотелевский силлогизм представляет собой схему логи­
ческого вывода (умозаключения), состоящую из трёх простых вы­
сказываний одного из четырёх указанных видов А, Е, I, О: два 
первых высказывания -  посылки, третье -  заключение.

Более точно, умозаключения аристотелевской силлогистики име­
ют следующее строение. В них рассматриваются три свойства (Арис­
тотель называет их терминами): S, М, Р. Первая посылка (назы­
ваемая большая), представляет собой простое высказывание, свя­
зывающее М и Р ;  вторая посылка (называемая малая) связывает 
М и 5; следствие связывает S и Р, причём в следствии всегда S

1Эрдниев П.М., Эрдниев Б.П. Укрупнение дидактических единиц 
в обучении математике. -  М.: Просвещение, 1986. -  256 с. (С. 176)
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выступает в качестве субъекта, а Р - в  качестве предиката. Факти­
чески, аристотелевский силлогизм есть установление соотношения 
между двумя свойствами S и Р  посредством ’’связующего” свойст­
ва М. В зависимости от расположения ’’связующего” свойства М 
может быть четыре вида силлогизмов (по Аристотелю -  четыре фи­
гуры модусов силлогизмов), которые схематически представляются 
следующим образом (запись в столбец означает, что суждение, за­
писанное под чертой, является следствием суждений, записанных 
над чертой):

I фигура II фигура III фигура IV фигура

МхР РхМ МхР РхМ
SyM SyM MyS MyS

SzP SzP SzP SzP

где x,y,z € {a, e, г, о} и запись SzP (как и МхР  и SyM и т.п.) обо­
значает в зависимости от значения z одно из четырех суждений ви­
дов А, Е , /, О, включающих соответствующие предикаты S' и Р. По­
скольку каждое из трёх суждений фигуры независимо друг от друга 
может иметь один из четырёх видов, то каждая фигура доставляет 
следующее количество силлогизмов (схем): 4 • 4 • 4 = 64. Поскольку 
фигур 4, то получаем 4 • 64 = 256 силлогизмов. (Выпишите самосто­
ятельно все силлогизмы каждой из четырёх фигур).

Задача аристотелевой силлогистики, блестяще решённая самим 
Аристотелем, состоит в том, чтобы обнаружить все те силлогизмы 
(схемы умозаключений), которые справедливы, т.е. представляют 
собой логические следования. Таких силлогизмов, как установил 
Аристотель, имеется ровно 19, остальные -  неверны. При этом, 4 
из 19 правильных силлогизмов оказываются условно правильными.

Для облегчения запоминания всех правильных силлогизмов (или 
модусов, как их называют) в XIII веке было составлено особое мне­
моническое латинское стихотворение. При этом, название силлогиз­
ма само по себе непереводимо, но дано так, чтобы из гласных букв в 
него входили лишь те три буквы из а, е, г, о, которые указывают 
на характер посылок и следствия данного силлогизма. Выпишем все 
верные модусы с их латинскими названиями:
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Barbara

MaP
SaM

I фигура
Darii Celarent

MaP MeP 
SiM SaM

Ferio

MeP
SiM

SaP SiP SeP SoP

II фигура
Baroco Camestres Cesare Festino

PaM PaM PeM PeM
SoM SeM SaM SiM

SoP SeP SeP SoP

III фигура
Darapti Datisi Disamis Bocardo Felapton Ferison

MaP MaP MiP MoP MeP MeP
MaS MiS MaS MaS MaS MiS

SiP SiP SiP SoP SoP SoP

IV фигура
Bramantip Dimaris Camenes Fesapo Fresison

PaM PiM PaM PeM PeM
MaS MaS MeS MaS MiS

SiP SiP SeP SoP SoP

В предыдущем пункте было показано, как на языке логики пре­
дикатов каждое из категорических суждений А, Е, I, О может быть 
представлено формулой логики предикатов (см. записи (1), (2), (3),
(4)). Тогда каждый из 19 правильных аристотелевских силлогизмов 
также может быть представлен некоторой формулой логики пре­
дикатов. Рассмотрим примеры некоторых силлогизмов и дадим их 
обоснование методами логики предикатов.

П ри м е р  20.7. Самый распространённый и простой силлогизм 
Barbara:
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’’Все М суть Р ”, 
’’Все S суть М”,

’’Все 5 суть Р ”.

Здесь как обе посылки, так и заключение являются общеутверди­
тельными суждениями. Вот пример такого рассуждения. ’’Все квад­
раты суть ромбы?', ’’Все ромбы суть параллелограммы”. Следова­
тельно, ’’Все квадраты суть параллелограмм^.

Обоснуем справедливость такого рассуждения, для чего пред­
ставим данный силлогизм на языке логики предикатов:

(Vx)(M(x) -» Р(х)) ,
(Vх)(5(х) -> М(х)) ,
(Vx)(S(x) -+ Р(х)) ,

Нужно проверить, что третья формула является логическим след­
ствием первых двух, т.е. нужно показать, что она превращается в 
истинное высказывание при всякой такой подстановке вместо её пре­
дикатных переменных S(x) и Р(х) таких конкретных предикатов, 
при которой обе первых формулы превращаются в истинные выска­
зывания. В самом деле, на основании равносильности (получаемой 
из тавтологии) теоремы 17.11,а, для конъюнкции посылок имеем

(Vx)(S(x) —> М(х)) Л (\/х)(М(х) —> Р(х)) =
“  (Vx)[(S(x) -> М(х)) Л (М(х) -+ Р(х))] .

Истинность обеих посылок означает истинность их конъюнкции и, 
следовательно, ввиду приведённой равносильности тождественную 
истинность предиката (S(x) —► М(х)) Л (М(х) —► Р(х)), т.е. истин­
ность высказывания (S(a) —> M(a)) Л (M(a) —► Р(а)) для любого а. 
Но тогда, на основании закона силлогизма (тавтология теоремы 3.1, 
е), для любого а будет истинно высказывание S(a) —> Р(а), т.е. будет 
тождественно истинным предикат S(x) —► Р(х). Последнее означа­
ет, что будет истинно высказывание (Vx)(S(x) —► Р(х)), являющееся 
заключением рассматриваемого силлогизма.

П р и м е р  20.8. Совершенно аналогично обосновывается (пред­
лагается проделать самостоятельно) справедливость силлогизма 
Celarent

’’Все М суть не Р ”,
’’Все S суть М”,
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Пример 20.9. Рассмотрим ещё один силлогизм Festino:

” Никакое Р не есть М”, 
”Некоторые S суть М”,

”Некоторые S не суть Р ”.

Приведём пример рассуждения, основанного на этой схеме. ’’Ни­
какая окружность не является квадратом, ” Некоторые параллело­
граммы являются квадратами. Следовательно, ”Некоторые парал­
лелограммы не являются окружностями.

Запишем данный силлогизм на языке логики предикатов:

(Ух)(Р(х) —► ->М(х)),
(3x)(S{x)AM(x)),
(3x)(S(x) Л ->Р(х)),

Покажем, что третья формула является логическим следствием пер­
вых двух. Из истинности первого высказывания вытекает истин­
ность высказывания Р(а) —> -<М(а) для любого предмета а. Сле­
довательно, на основе равносильностей теоремы 4.4, а, б, истинно 
высказывание М(а) —► ~̂ Р{а) для любого а.

Докажем, далее, истинность следующего высказывания:
(3x)(S(x) Л М(х)) -> (3®)(5(ж) Л --Р(х)) . (*)

Допустим, что посылка (Зх)(5(х) Л М(х)) истинна. Это означа­
ет, что существует такой объект а, что высказывание 5(a) Л М(а) 
истинно. Следовательно, истинны оба высказывания S(a) и М(а). 
Из истинности высказываний М(а) и М(а) —► _1Р(а) вытекает ис­
тинность высказывания ~,Р(а) , что вместе с истинностью S(a) да­
ёт истинность конъюнкции S(a) Л ->Р(а) для некоторого объекта а. 
Последнее означает истинность высказывания (Зж)(5(:г) Л 
Таким образом, истинность импликации (*) установлена.

Итак, показано, что из первой посылки рассматриваемого сил­
логизма следует формула (*). Символически это можно выразить 
так: F \= G —> Я, где Р, G -  посылки, а Н -  следствие рассматри­
ваемого силлогизма. Тогда, на основе теоремы 6.3, заключаем, что 
Р, G |= Я, т.е. формула Н является логическим следствием формул 
F и G. Рассматриваемый силлогизм действительно справедлив.

П рим ер  20 .10. Приведём пример неверного силлогизма. ”Не­
которые В суть С”, ”Некоторые А суть В ”, следовательно, ”Некото­
рые А суть С”. Действительно, эта схема умозаключения неверна,
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потому что на основании её, например, из истинных утверждений 
” Некоторые выпуклые фигуры -  крупГ и ” Некоторые многоуголь­
ники -  выпуклые фигурь?’ приходим к ложному выводу ”Некото­
рые многоугольники являются кругами”. Этому силлогизму соот­
ветствует формула логики предикатов:

((Зх)(В(х) Л С(х)) Л (3х)(А(х) Л В(х))) —► (Зх)(А(х) Л С(х)) ,
не являющаяся общезначимой (примеры соответствующих предика­
тов только что указаны).

Аристотелева силлогистика и логика предикатов. В пре­
дыдущем пункте мы показали как аристотелевы силлогизмы пере­
водятся на язык логики предикатов: каждому силлогизму сопостав­
ляется формула логики предикатов, при этом, правильным силло­
гизмам соответствуют тавтологии (общезначимые формулы) логики 
предикатов, а неправильным силлогизмам -  формулы, не являющи­
еся тавтологиями.

Тем не менее, при более пристальном рассмотрении этих фор­
мул выясняется, что так происходит не для всех правильных арис­
тотелевых силлогизмов: тавтологии соответствуют лишь пятнадца­
ти из них. Остальным четырём правильным силлогизмам Darapti, 
Felapton, Bramantip и Fesapo соответствуют формулы логики пре­
дикатов, не являющиеся общезначимыми, т.е. тавтологиями.

П р и м е р  20.11. Рассмотрим формулу, отвечающую силлогизму 
Darapti:
((\/х)(М(х) —► Р{х)) Л (Vx)(M(x) —> 5(х))) —* (3x)(S(x) ЛР(х)) . 

Покажем, что эта формула не является общезначимой. Для этого 
нужно указать такие конкретные предикаты А(х), В(х), С(х), задан­
ные над некоторым множеством М, что посылка силлогизма пре­
вратится в истинное высказывание (Vx)(B(x) —> C(x))A(Vx)(B(x) —> 
Л(ж)), а следствие -  в ложное (3х)(А(х) Л С(х)). Для этого доста­
точно, чтобы предикат В(х) был тождественно ложен, а предикаты 
А(х) и С(х) обладали бы тем свойством, что для любого предме­
та а € М одно из высказываний А(а) или С (а) было бы ложным. 
Последнее возможно, если, например, один из предикатов А(х) или 
С(х) является отрицанием другого. Укажите самостоятельно при­
меры конкретных таких предикатов, например, на множестве нату­
ральных чисел N.

Выпишите самостоятельно формулы логики предикатов для ос­
тавшихся трёх ’’плохих” силлогизмов и докажите, что они не обще­
значимы. Выпишите также формулы логики предикатов для пятна­
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дцати ’’хороших” аристотелевых силлогизмов и докажите их обще­
значимость. (См. Задачник: №№ 9.68 -  9.71).

Какой же вывод можно сделать после анализа результатов пе­
ревода аристотелевых силлогизмов на язык логики предикатов? Вы­
вод таков, что логика предикатов, как и алгебра высказываний, да­
леко не является совершенной математической теорией, отражаю­
щей (описывающей) процесс человеческого мышления. И эта тео­
рия допускает изъяны, приводит к выводам, не сопоставимым с ре­
зультатами реальных процессов, которые теория призвана описать. 
Это же обстоятельство приводит, с одной стороны, к задаче созда­
ния аксиоматической теории аристотелевых силлогизмов, в которой 
каждый верный силлогизм по каким-то правилам выводился бы из 
аксиом, а с другой стороны, -  к задаче построения такой логической 
системы, которая все же вписывала бы всю традиционную силло­
гистику в общий ансамбль современной формальной логики. К этим 
вопросам мы вернёмся в §30.

Теоретико-множественная интерпретация аристотелевой 
силлогистики. Эта интерпретация, в частности, поможет нам луч­
ше понять причину того, что не все верные силлогизмы выражаются 
на языке логики предикатов общезначимой формулой. Обозначим 
множества истинности предикатов S(x), М(х), Р(х) через 5, М, Р 
соответственно. Тогда утверждения об истинности категорических 
суждений А, Е, I, О могут быть следующим образом выражены на 
теоретико-множественном языке (учитывайте запись этих утверж­
дений на языке логики предикатов, мы говорили уже об этом выше):

Нетрудно изобразить с помощью диаграмм Эйлера-Венна взаи­
моотношения между множествами S и Р в каждом случае. (Изоб­
разите самостоятельно).

Теперь каждый аристотелев силлогизм будет представлять со­
бой утверждение о том, что из каких-то двух соотношений между 
множествами 5, М, Р непременно следует третье соотношение меж­
ду множествами S и Р.

П р и м е р  20.12. Например, силлогизм Bocardo на теоретико­
множественном языке запишется так:

A: S С Р (S HP  = S) 
I: S П Р ф 0 ,

Е: S П Р  = 0 ,
О: S £  Р ( S \ P  ф 0) .

МоР
MaS

М % Р
M C S

SoP S £ P
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Используя свойства отношения включения С, нетрудно установить 
справедливость данного силлогизма. В самом деле, допустим, что 
он не справедлив, т.е. М £  Р, М С 5, но S С Р. Тогда из второго и 
третьего условий, в силу транзитивности отношения С, заключаем, 
что М С Р ,  что противоречит первому условию.

П р и м е р  20.13. Ещё один пример верного силлогизма: Fresison. 
Его запись:

PeM Р П М = 0
MiS М П S ф 0

SoP S % P

Предположим, что S С Р. Тогда S П Р =  S. Учитывая это, на­
ходим: S П (Р П М) = ( S n P ) n M  = S n A f ^ 0  (неравенство на 
основании второго условия). Следовательно, Р П М ^ 0 ,  что проти­
воречит первому условию.

П ри м е р  20.14. Приведём пример неправильного силлогизма:

MiP Мп Р ф Ф
SeM S n M  = 0

SoP S' £ Р
Диаграмма показывает, что для трех множеств 5, М, Р  возможна 
ситуация, когда условия выполнены: М П Р ф 0, S П М ф 0, а за­
ключение -  нет: S С Р. Следовательно, данный силлогизм не верен, 
т.е. рассуждения по данной схеме не правильны.

Наконец, обратимся к четырём ’’плохим” с точки зрения логики 
предикатов правильным силлогизмам Darapti, Felapton, Bramantip 
и Fesapo и постараемся понять, почему выражающие их формулы 
логики предикатов оказались не общезначимыми.

П р и м е р  20.15. Силлогизм Darapti имеет вид:
МаР М П Р = М
MaS М Г) S = М

SiP S ПР ф Ф
Из условий вытекает, что М (1 (S П Р) = М , т.е. М С S П Р. Если 
М ф 0, то S П Р  ф 0, и заключение силлогизма выполняется. Ес­
ли же М ф 0, то при выполнении условий силлогизма заключение
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может и не выполниться: S П Р = 0. (Вспомните здесь, что соот­
ветствующая формула логики предикатов превращалась в ложное 
высказывание, если вместо предикатной переменной М(х) подста­
вить тождественно ложный предикат).

П р и м е р  20.16. Силлогизм Bramantip имеет вид:
РаМ Р С М  (Р П М  = Р )
MaS M C S  (М П S = М)

SiP  S n P / 0
Из условий получаем: (Р П М ) П (М  П S) = Р П М ,  т.е. S П (Р П 
М ) =  Р, откуда S П Р =  Р. Это означает, что если Р  ф 0, то S П 
Р ф 0, и заключение силлогизма выполняется. Если же Р = 0, то 
при выполнении условий силлогизма его заключение может и не 
выполняться: 5 П Р  = 0.

П р и м е р  20.17. Силлогизм Felapton имеет вид:
МеР М П Р  = 0
MaS M C S

SoP S £ P
Допустим, что условия верны, но S С Р. Тогда М С Р ,  т.е. М НР =  
М и, значит, М = 0. Таким образом, при М = 0 из выполнимости 
условий силлогизма может не следовать выполнимость его заключе­
ния. Аналогична теоретико-множественная ситуация с силлогизмом 
Fesapo.

Итак, четыре рассмотренных силлогизма с теоретико-множест­
венной точки зрения не выполняются в тех случаях, когда в них 
участвуют пустые множества. С точки зрения логики предикатов 
это означает, что мы не исключаем тождественно ложных преди­
катов. Это означает, что в теоретико-множественной теории силло­
гизмов, находящейся в рамках логики предикатов, имеется лишь 
15 верных силлогизмов. Если же мы исключим из рассмотрения в 
логике предикатов тождественно ложные предикаты, то мы будем 
иметь 19 верных силлогизмов.

Что же касается классической аристотелевской силлогистики, 
то в ней изначально не предполагались пустые термины, т.е. преди­
каты с пустым множеством субъектов, или, в нашей терминологии, 
тождественно ложные предикаты. Поэтому классическая аристоте­
левская силлогистика включает 19 верных силлогизмов.
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Отметим, что М.В.Ломоносов (1711-1765), осуществляя нововве­
дения в традиционную логику, не признавал правильными ’’плохие” 
силлогизмы Darapti, Felapton, Bramantip и Fesapo. Это красноречиво 
говорит о том, насколько глубоко этот гениальный учёный проник 
и в эту область научного знания.

О других методах рассуждений. Аристотелевская силлогис­
тика охватывает далеко не все типы умозаключений так называемой 
логики свойств, к которой эту силлогистику принято относить. Пол­
ная формализация таких умозаключений осуществляется в логике 
(одноместных) предикатов. Рассмотрим ещё ряд некоторых типов 
умозаключений.

П р и м е р  20.18. Вот один такой широко распространенный спо­
соб рассуждений. Приведём сначала примеры таких рассуждений. 
’’Все люди смертны. Сократ -  человек. Следовательно, Сократ смер­
тей?’. ” Всякое нечетное натуральное число является разностью двух 
квадратов. 7 есть нечётное натуральное число. Следовательно, 7 яв­
ляется разностью двух квадратов”. Приведённые рассуждения ос­
нованы на следующей схеме:

(Vx)(tf (х) -  Р(х)), 
И(а) 
Р(а),

означающей, что третья формула является логическим следствием 
первых двух. Проверим, что это действительно так. Пусть первые 
две формулы превратились в истинные высказывания (Ух) (А(ж) —► 
В(х)) и А(а) при подстановке вместо предикатных переменных Н и 
Р некоторых конкретных предикатов А(х) и В(х) соответственно, 
определённых на некотором множестве М. Истинность высказыва­
ния (\/х)(Л(ж) —► В(х)) означает тождественную истинность преди­
ката А(х) —> В(х), откуда, в частности, вытекает истинность выска­
зывания А(а) —► В(а). Наконец, из истинности высказываний А(а) 
и А(а) —► В (а) следует истинность высказывания 5(a), получен­
ного из заключительной формулы Р(а) в результате подстановки 
конкретного предиката В на место предикатной переменной Р. Тем 
самым справедливость приведённой схемы рассуждений доказана.

И аристотелевские силлогизмы, и приведённая схема рассуж­
дений обосновываются с привлечением лишь одноместных предика­
тов. Приведём пример рассуждения, для обоснования которого уже 
нельзя обойтись только одноместными предикатами.
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П р и м е р  20.19. ”Бинарное отношение < на множестве нату­
ральных чисел транзитивно и антирефлексивно. Следовательно, оно 
не симметрично”. Символически:

(Vx)(Vy)(Vz)(x < y A y < z —>x<z) ,
(Vx)(->(x < х))___________________
(Vx)(Vy)(x < у -> ->(у < х)).

Это рассуждение основано на следующей схеме с двухместным пре­
дикатом Р(х,у):

(Vx)(Vj/)(Vz)(P(x, у) Л Р(у, z ) -► Р(х , z)),
(Vх)(-.Р(х,х))________________________
(Vx)(Vy)(P(*,y) -  ^Р(у,х)).

Проверим справедливость этой схемы. Отметим вначале, что тавто­
логию закона удаления квантора общности (теорема 21.13,а) в тер­
минах логического следования можно трактовать так: формула (у) 
является логическим следствием формулы (Ух)(Р(х)). На основа­
нии данного закона, из первой формулы рассматриваемой схемы 
следует формула

(Р(х,у) Л Р(у,х)) -> Р(х,х) (1)

(переменную z переименовали в х). Далее, из второй формулы рас- 
сматриваемой схемы по тому же закону удаления квантора общнос­
ти следует формула -»Р(х,х). (2)
При фиксированных х и у две последние формулы превращаются 
в формулы алгебры высказываний: (А А В) —> С, -*С. Используя 
методы алгебры высказываний (см. §6), нетрудно проверить, что

(А А В) ->  С, -С  \= А -+ -.В . (3)
Переводя полученную формулу А —► —«J3 на первоначальный язык, 
получим формулу Р(х,у) —► ~'Р(у,х). Таким образом, выводимость 
(3) показывает, что формула Р(х,у) —> -*Р(у,х) является логи­
ческим следствием формул (1) и (2) для каждого значения х и у. 
Следовательно, и формула (Vx)(Vt/)(P(x,2/) —► -»Р(у,я)) будет пре­
вращаться в истинное высказывание при всякой такой подстановке 
вместо предикатной переменной Р  конкретного предиката, а вместо 
предметных переменных х и у -  конкретных предметов, при которой 
в истинные высказывания превращаются формулы (1) и (2). Этим 
завершается проверка справедливости схемы умозаключения.
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В заключение приведём пример доказательства математической 
теоремы, целиком основанного на одной тавтологии логики преди­
катов. По существу здесь мы имеем пример теоремы из конкретного 
раздела математики, доказательство которой носит не математичес­
кий, а чисто логический характер.

П р и м е р  20.20. Рассмотрим следующую тавтологию логики пре­
дикатов (см. Задачник, № 9.43, м):

Покажем, как она может быть применена к доказательству сле­
дующего утверждения: ” Наименьший элемент упорядоченного мно­
жества минимален”

Напомним определения. Отношением порядка на множестве А 
называется бинарное отношение -< на А, удовлетворяющее услови­
ям:

1) рефлексивность: (Vx)(x -< х) ;
2) антисимметричность: (Vx, у, z)((x -< х А у -< х) —► х = у) ;
3) транзитивность: (Vx,y, z)((x -<у А у -< z) —> х < z) .

Множество А вместе с заданным на нём отношением порядка 
-< называется упорядоченным и обозначается < А, О .  Элемент a 
упорядоченного множества < А; -<> называется наименьшим, если 
он меньше всех элементов этого множества: (Ух) (а -< х), и называет­
ся минимальным, если меньше него нет элемента в этом множестве: 
-*(3х)(х -< а). Таким образом, утверждение, которое мы хотим до­
казать, на языке логики предикатов записывается так:

С помощью равносильных преобразований преобразуем сначала за­
ключение этой импликации:

-i(3x)(x -< а) = (Vx)[-<(x -< а)] =
= (Ух)[а -< х V (-«(а -< х) А -*(х -< а))] =
= (Vx)[(a -< х V (а -< х)) А (а -< х V ->(х -< а))] =
=  (Ух)(а -< х V - i(x  -< а)) .
Тогда утверждение (2) имеет вид:

(Vx)(a -< х) —► (Ух)(а -< х V ->(х -< а)). (3)
Именно в это высказывание и превращается формула (1) при под­
становке в нее вместо переменной Р(х) предиката ”а -< х”, а вместо

(Ух)(Р(х)) -  (Vx)(P(x) V (Q(x)) . (i)

(Vx)(a -< х) —> -»(3х)(х а). (2)
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переменной Q(x) -  предиката ”-i(x а)”. Поскольку формула (1), 
как мы доказали, общезначима, поэтому высказывание (3), и вместе 
с ним и высказывание (2) истинны.

Принцип полной дизъюнкции в предикатной форме. Те­
ореме 7.18 об обратимости системы импликаций можно придать сле­
дующий предикатный вид.

Т е о р е м а  20.21. Пусть справедливы все следующие прямые те­
оремы (т > 2):

(Vx)(Pi(x) ^  Qi(*)), (Vx)(P2(z) -> Q2(*)), ... ,(Vx)(Pm(x) -  Qm(x)).
Причём, для посылок известно, что истинно утверждение 
(V x ) (P i(x )  V Р2(х) V ... V P m (x ) ) ,  а следствия попарно исключают 
друг друга, т.е. истинны все высказывания ~^(3x)(Qi(x) Л Qj(x))  
(i,j = 1, ...m, г Ф j). Тогда справедливы и все обратные импликации:

(V*)(Qi(*) -  Pi (я)), (V*)(Q2(z) -> Р2(х)), ... ,(Vx)(Qm(x) -> Рш(х)).
(Предполагается, конечно, что все предикаты заданы над одним и 
тем же множеством М.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем сначала, что истинна первая об­
ратная импликация: (V x )(Q i(x )  —► P i( x ) ) .  Пусть а € М. Если вы­
сказывание Qi(a) ложно, то импликация Qi(a) —► Pi (а) истинна. 
Предположим, что высказывание Q\(a) истинно. Покажем, что тог­
да все высказывания Р2(а), ..., Pm (а) ложны. Допустим против­
ное: например, пусть Р2(а) истинно. В силу истинности, по усло­
вию, универсального высказывания (V x )(P 2 (x ) —► Q 2 (x ) ) ,  тогда бу­
дет истинна и импликация Р2(а) <32(а), что вместе с истиннос­
тью ее посылки Р2(а) приводит к истинности следствия (?2(а)- Итак, 
высказывания Qi(a) и <Э2(а) истинны. Значит, истинна конъюнк­
ция Qi(a) A Q2(а) и вместе с ней истинно экзистенциальное выска­
зывание (3 x ) ( Q i ( x )  А <Э2 (х ) ) ,  что противоречит условию, согласно 
которому истинно отрицание этого высказывания. Таким образом, 
все высказывания Р2(а),..., Рт (а) ложны. Тогда высказывание Pi (а) 
должно быть истинно, ибо если и оно будет ложным, то ложной бу­
дет и дизъюнкция Pi (а) V Р2(а) V ... V Рт (а), а вместе с ней и уни­
версальное высказывание (V x )(P i(x )  V ... V P m (x ) ) ,  что противоречит 
условию. Итак, высказывания Q\ (а) и Р\ (а) истинны. Следователь­
но, истинна импликация Qi(a) —► Pi (a).

Итак, мы доказали, что каким бы ни был элемент а € М  (пре­
вращающим предикат Qi(x) в ложное высказывание или превраща­
ющим его в истинное высказывание), импликация Qi(a) —> Pi (a)
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будет истинной. Следовательно, будет истинно и высказывание 
VxXQtix) - +Рг(х)).

Совершенно аналогично устанавливается истинность и осталь­
ных обратных импликаций: (Vx)(C?2(#) ^2(#))> • • • > 
(Vx)(Qm(x) -  Рт(х)) . □

Частным видом рассмотренной теоремы об обратимости систе­
мы импликаций при т = 2 является следующая теорема.

Т е о р е м а  20.22. Пусть справедливы следующие две прямые те­
оремы: (Vx)(P(x) —> Qi(x)) и (Vx)(-iP(x) —► C?2(a0), причём 
следствия Q\(x) и Qz(x) взаимно исключают друг друга, т.е. ис­
тинно высказывание -> (3 x )(Q i(x ) Л С?2 (# ))- Тогда справедливы 
обратные теоремы: (Vx)(Qi(x) —♦ Р(х)) и (Vx)(Q2(x) —> -*Р(х)).

Для того, чтобы доказать, что данная теорема действительно 
является частным видом теоремы предыдущего пункта, можно уви­
деть, что её условие удовлетворяет требованиям условия преды­
дущей теоремы. Следствия здесь действительно исключают друг 
друга, а для посылок Р(х) и ~̂ Р(х) ясно, что верно утверждение 
(Vx)(P(x)  V -»Р(я)), чего и требует условие предыдущей теоремы.

Приведём пример двух теорем из геометрии, истинность обрат­
ных утверждений для которых может быть установлена с помощью 
рассмотренного частного случая теоремы об обратимости системы 
импликаций.

Пример 20.23. Рассмотрим теоремы:
1) ” Е с л и  две п л о с к о с т и  параллельны, то всякая плоскость при 

пересечении с ними даёт две прямые линии, которые также парал­
лельна. Символически:

(УтГьТГзЯт^ЦтГг —» (V7r)(7ri П 7Г || 7Г2 П 7г)].

2) ” Если две плоскости не параллельны, то существует плос­
кость, которая при пересечении с ними даёт две пересекающиеся 
прямые линии”. Символически:

(V7Ti, 7Г2 )[7Г1 /|7Г2 ->  (Э7Г)((7Г1 П  7г) П  (ж2 П  п) ф 0 )] .

Ясно, что следствия этих утверждений
(V7r)(7Ti П 7Г || 7Г2 П 7Г)] И (37Г)((7Г1 П 7г) П (7Г2 П 7г) ф 0)]

взаимно исключают друг друга. Тогда можно сделать вывод о спра­
ведливости двух обратных утверждений:
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1 ’) ” Если при пересечении любых двух данных плоскостей вся­
кой третьей плоскостью получаются две параллельные прямые, то 
и сами данные плоскости также параллельнь f’.

2’) ” Если при пересечении любых двух данных плоскостей неко­
торой третьей плоскостью получаются две пересекающиеся прямые, 
то и сами данные плоскости также пересекаются”.

Метод (полной) математической индукции -  специальный 
метод доказательства, применяемый для доказательства истиннос­
ти утверждений типа (Vx € N)(P(x)), т.е. (Vx)(x G N —► Р(х)). 
Такие утверждения выражают тот факт, что некоторое свойство Р 
присуще каждому натуральному числу. Аксиоматическое обоснова­
ния этого метода будет дано в §29 ниже. Сейчас изложим суть этого 
метода. Формальной основой метода математической индукции слу­
жит одна из аксиом, называемая аксиомой индукции (или математи­
ческой индукции) и выражающая свойство естественного отношения 
порядка, имеющегося на множестве всех натуральных чисел. Эта 
аксиома такова. Если свойством Р обладает число 1 и для всякого 
натурального числа из того, что оно обладает этим свойством, сле­
дует, что и непосредственно следующее за ним натуральное число 
также обладает им, то и всякое натуральное число обладает свой­
ством Р . Символически, на языке логики предикатов, эта аксиома 
записывается так:

[Р( 1) Л (Ух)(Р(х) -» Р(х +1))] -  (Vj/)(P(y)) .
Эта аксиома даёт следующий метод доказательства утвержде­

ний, выражающих некоторые свойства всех натуральных чисел. Ес­
ли нужно доказать утверждение (Ау)(Р(у)), где у € N (’’всякое 
натуральное число обладает свойством Р ”), достаточно установить 
истинность высказывания Р( 1) (’’число 1 обладает свойством Р ”) и 
доказать, что (Vx)(P(x) —► Р(х + 1)), т.е. если х обладает свойст­
вом Р, то этим свойством обладает и число х + 1, непосредственно 
следующее за х.

Таким образом, логическая схема доказательства методом ма­
тематической индукции может быть представлена следующим обра­
зом:

(1) Р(1) устанавливается проверкой
(2) (Vx)(P(x) —► Р(х + 1)) доказывается

(3) Р( 1) Л (Vx)(P(x) —► Р(х +1)) из (1),(2) по правилу введения
конъюнкции

237



(4) [Р(1) Л (Vx)(P(x) —> Р(х + 1))] —> (Vy)(P(y)) аксиома
индукции

(5) (Vy)(P(2/)) из (3),(4) по правилу МР
При этом, установление истинности утверждения Р(1) называет­
ся основанием или базой индукции, предположение об истинности 
утверждения Р(х) называется предположением индукции, последу­
ющее доказательство истинности утверждения Р(х +1) называется 
шагом индукции.

Методом математической индукции доказывается утверждение
о том, что число двоичных наборов длины п (упорядоченных га-ок), 
составленных из нулей и единиц, равно 2П (теорема 10.3), теорема о 
представлении булевых функций, теорема 9.4 о дедукции. Неодно­
кратно применялась индукция по числу логических связок, входя­
щих в формулу логики высказываний или предикатов (см теоремы 
2.2, 18.3, 18.5).

Необходимые и достаточные условия. Отношение следова­
ния предикатов и соответствующее ему отношение включения соот­
ветствующих множеств истинности этих предикатов могут придать 
дополнительные штрихи к методике обучения понятиям необходи­
мых и достаточных условий, усвоение которых вызывает значитель­
ные затруднения не только у школьников, но и у студентов.

Предположим, что некоторая математическая теорема имеет вид: 
(Vx)(P(x) —► Q(x)). Это означает, что предикат Р(х) —► Q(x) тож­
дественно истинен, т.е. его множество истинности (Р —► Q)+ = U. 
Используя теоремы 15.2, 15.6, 15.9, находим:

U =  ( P ^ Q ) +  =  ( - » PVQ) +  =  ( - P ) + U Q +  =  P + U Q + .

Следовательно, Р+ С Q+, и значит, предикат Q(x) является 
следствием предиката Р(х).

Исходная теорема (Ух)(Р(х) —► Q(x)) означает, что условие Р(х) 
является достаточным для условия Q(x), a Q(x) -  необходимым для 
Р{х). Проведенное только что рассуждение показывает, что это бу­
дет тогда и только тогда, когда имеет место включение Р+ С  Q+ 
соответствующих множеств истинности.

Если теперь изобразить эти множества и отношение включе­
ния между ними кругами Эйлера, то используя обычные житейские 
представления о терминах ”необходимо” и ’’достаточно”, можно ска­
зать:

1) Чтобы элемент х принадлежал множеству <2+ (т.е. удовле­
творял условию Q{x)) (вполне) достаточно, чтобы он принадлежал 
множеству Р + (т.е. удовлетворял условию Р{х)).
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2) Чтобы элемент х принадлежал множеству Р + необходимо, 
чтобы он принадлежал множеству Q+ (ибо в противном случае, ес­
ли он не принадлежит Q+, то он и подавно не принадлежит мно­
жеству Р+).

Полезно научиться оперировать этими понятиями на наглядном 
языке эйлеровских диаграмм. Эта своего рода материализованная 
форма умственной деятельности будет способствовать формирова­
нию чисто умственных действий, связанных с понятиями необходи­
мых и достаточных условий.

Логика предикатов и алгебра множеств. Логика предика­
тов имеет самую тесную связь с теорией множеств. Логика преди­
катов позволяет дать чёткое толкование и обоснование известным 
теоретико-множественным понятиям и концепциям, а также ввести 
ряд новых. Например, понятие равенства двух множеств (принцип 
равнообъёмности) на языке логики предикатов выражается так:

Ml =  М2 (Vx)(x € М\ ~  х € М2) ,

а понятие включения множеств -  следующим образом:

Ml с  м 2 ^  (Vx)(x eM i  <-» х е м 2) .

Тогда законы логики предикатов позволяют строго обосновать ут­
верждение, приводимое в следующем примере.

Пример 20.24. Мг — М2 <*=> Мх С М2 А М2 С Mi . 
Действительно, доказательство представляет собой цепочку равно­
сильностей:

Mi = М2 <=> (Vx)(x G Mi <-* х G М2) <=>
<=> (Vx)[(x G Mi —► х G М2) A (х G М2 —► х G Mi)] 4=>
<=*► (Vx)(x G Mi —► х G М2) A (Vx)(x G M2 —> x G Mi) <=>> 
4-^  Mi С M2 A M2 С Mi .
Далее, тавтологии логики высказываний позволяют обосновы­

вать свойства теоретико-множественных операций: дополнения, пе­
ресечения, объединения множеств. При этом, каждое множество 
М мыслится как множество истинности одноместного предиката 
”х G М”. Об этом мы говорили в §8 и приводили примеры до­
казательств соответствующих свойств с использованием этих тав­
тологий.
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Логика предикатов позволяет ввести новые теоретико-множест­
венные понятия. Покажем, в частности, как обобщаются теоретико­
множественные операции объединения и пересечения множеств на 
случай бесконечного числа множеств. Пусть имеется некоторое се­
мейство (Mi)iei подмножеств множества М. (Это означает, что каж­
дому элементу i e i  взаимно однозначно сопоставлено подмножест­
во Mi множества М. Множество I называется множеством индексов 
семейства (Мг)*€/, а само семейство называется индексированным.) 
Объединением данного семейства называется множество, обознача­
емое Uiei состоящее из всех таких элементов множества М, ко­
торые принадлежат, по меньшей мере, одному из подмножеств се­
мейства:

(J Mi = { х е М :  (Зг € /)(х € М*)}.
iei

Пересечением данного семейства называется множество, обознача­
емое Пг€/ состоящее из всех таких элементов множества М, ко­
торые принадлежат каждому из подмножеств семейства:

P|Mi = {х € М  : (3i € l ) ( x € M i ) } .
ie i

Логика предикатов позволяет установить свойства этих теорети- 
ко-множественных операций: они в некотором смысле аналогичны 
соответствующим свойствам объединения и пересечения.

П ри м е р  20.25. Проверим, например, один из законов де Мор­
гана: _____

(J Mi = f ] W t.
i e i  iei

Используя закон де Моргана для кванторов (теорема 17.9, б), полу­
чаем:

(J Mi = {х: -.(х G (J Mi)} = {х : -<(3г € 1){х € М*)} =
i e i  iei

= {х : (V* €/)(->(* € Mi))} = {х : (Vi € I)(i(x € Ml))} = f ) W
i e i

Аналогично можно установить второй закон де Моргана для этих 
операций, законы дистрибутивности одной операции относительно 
другой и ряд других свойств.
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Большими возможностями располагает логика предикатов в те­
ории бинарных отношений, где на языке предикатов выражают­
ся фактически все понятия этой теории: проекции, срезы, функ­
циональность, однозначность, взаимная однозначность, сюръектив- 
ность, обращение и произведение бинарных отношений, их рефлек­
сивность, симметричность, транзитивность, антисимметричность, 
асимметричность, связность и т.д.

§21. Формализованные 
исчисления предикатов

Задача формализованного исчисления предикатов (ФИП) та же, 
что и формализованного исчисления высказываний (ФИВ): дать ак­
сиоматическую теорию совокупности всех общезначимых формул 
(тавтологий) логики предикатов, т.е. научиться выводить (доказы­
вать) все такие формулы и только их, исходя из выбранной системы 
аксиом с использованием выбранных правил вывода. Это -  исчисле­
ние предикатов гильбертовского типа. Сначала будет рассмотрено 
такое исчисление. Как и в случае алгебры высказываний, возможно 
формализованное исчисление предикатов генценовского типа -  ис­
числение предикатов натурального вывода. Оно будет рассмотрено 
в заключительном пункте настоящего параграфа.

Первоначальные понятия (язык формализованного ис­
числения предикатов.) Алфавит исчисления предикатов состоит 
из предметных переменных £i, х2,предм етны х констант (симво­
лы выделенных элементов) ci,c2,..., предикатных букв Р[,Р '2, ... , 
Р£,..., а также знаков логических связок -ч и Л, кванторов V и 
3 и скобок (, ). При этом, верхние индексы предикатных и функ­
циональных букв указывают число аргументов соответственно пре­
диката или функции, которые могут быть подставлены вместо этих 
букв.

Понятие формулы определяется в два этапа. Сначала опреде­
ляются термы. Ими являются отдельно взятые предметные пере­
менные и константы, а также выражения вида / п(£ь ..., tn) где / п
-  п-местный функциональный символ, £i,...,tn -  термы. Наконец, 
определяются формулы:

а) если Рп -  предикатная буква, t \ ,..., tn -  термы, то Pn(ti, tn)
-  формула; при этом, все вхождения переменных в эту формулу 
называются свободными;

б) если Fi, F2 -  формулы, то формулами являются -1F1, 
(Fi —► F2) ; причём, все вхождения переменных, свободные в Fi,
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F2, я в л я ю т с я  свободными и в формулах указанных видов; кроме 
того, можно считать, что в F\ и F2 нет предметных переменных, 
которые связаны в одной формуле и свободны в другой;

в) если F(x) -  формула, содержащая свободные вхождения пе­
ременной х, то (Vx)(F(x)) и (3x)(F(x)) -  формулы; при этом, 
вхождения переменной х в них называются связанными; вхождения 
же всех остальных предметных переменных в эти формулы остают­
ся свободными (связанными), если они были свободными (связанны­
ми) в формуле F(x); (формула F(x) называется областью действия 
квантора);

г) никаких других формул, кроме тех, которые строятся по 
правилам пунктов а), б), в), нет.

Из этого определения ясно, что вхождения переменных в фор­
мулу обладают следующими свойствами: свободные и связанные пе­
ременные обозначены разными буквами (если это не так, то ясно, 
что, не нарушая смысла формулы, можно переобозначить в ней свя­
занные переменные); если какой-либо квантор находится в области 
действия другого квантора, то переменные, связанные этими кван­
торами, обозначены разными буквами (если это не так, то ясно, что, 
не нарушая смысла формулы, можно переобозначить в ней соответ­
ствующие переменные). Нарушения этих свойств называются кол­
лизией переменных.

Так определённые формулы называются формулами первой сту­
пени по той причине, что в них разрешается навешивать кванторы 
только по предметным переменным и не разрешается -  по функ­
циональным и предикатным переменным. Возникающее исчисление 
предикатов называют исчислением предикатов первой ступени или 
узким исчислением предикатов (в отличие от расширенного исчис­
ления предикатов), сокращённо, УИП.

Совокупность G = {ci,c2,...; /ь /г ,  -*; РьД ь •} называется 
сигнатурой рассматриваемого исчисления предикатов. Если в сиг­
натуре отсутствуют функциональные символы, (и, значит, функцио­
нальные термы), то возникающее исчисление предикатов называет­
ся чистым исчислением предикатов. Оно строится для произволь­
ной предметной области и не зависит от взаимосвязи между пред­
метами в этой области. Это -  чисто логическая теория. Именно о 
таком чистом исчислении предикатов и пойдёт сейчас речь. Если 
же такие связи имеются и они описываются функциями на этой 
предметной области, то логика проникает в эту область и в эти свя­
зи и возникает логическая теория соответствующей математической 
дисциплины, или, как говорят, некая формальная математическая
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теория. О таких теориях мы поговорим позже, в §30.
Система аксиом исчисления предикатов состоит из двух 

частей. Первая -  это аксиомы формализованного исчисления вы­
сказываний:

(Al) F -> (G -» F) ,
(А2) (F —> (G —> # )) -» ((F —> G) -> (F -> Н)) ,
(АЗ) (~iG -» ->F) -  {(-'G -* F) -* G) ,

где под F, G, Я понимаются уже любые формулы исчисления пре­
дикатов. Вторая группа аксиом (схем аксиом) -  это собственно пре­
дикатные аксиомы (схемы аксиом), т.е. аксиомы с кванторами. Вы­
берем в качестве них следующие (называемые аксиомами Бернайса):

(PAl) (V z)№ )) -  F{y) ,

(РА2) F(y) -  (Э *)№ )) ,
где F(x) -  любая формула, содержащая свободные вхождения х, 
причём ни одно из них не находится в области действия квантора по 
у (если таковой имеется); формула F(y) получена из F(x) заменой 
всех свободных вхождений х на у.

Существенность последнего требования можно пояснить следу­
ющим примером. Рассмотрим в качестве формулы F(x) формулу 
(Зу)(Р(х,у)), где это требование нарушено: свободное вхождение х 
находится в области действия квантора Зу. Подставив эту формулу 
в аксиому (РА1), получим формулу (Ух)(Зу)(Р(х,у)) -> (Зу)(Р(у,у)), 
которая не будет общезначимой. В самом деле, предикат А{х, у) : 
х < у, на множестве вещественных чисел Я, превращает её в лож­
ное высказывание: (Vx)(3у)(х < ? /)—► (3у)(у < у).

Правила вывода. К правилу вывода модус поненс (МР) из 
исчисления высказываний добавляются ещё два правила вывода:

(V —правило, или правило обобщения) — —------—

(3 — правило, или правило обобщения)

F -  (V*)(G(*)) ’

G(x) F 
(3x)(G(x)) -> F ’

при условии, что G(x) содержит свободное вхождение я, a F не 
содержит.

Последнее требование также весьма существенно. Его наруше­
ние может привести по этим правилам к ложным выводам из ис­
тинных посылок. Так, например, взяв предикаты А(х) : 6 | х и
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В(х) : 3 | х над ЛГ, получим тождественно истинный предикат 
А(х) —* В(х) : 6 \х —> 3 | х. Но, применив к нему правило обобще­
ния, получим уже опровержимый предикат: 6 | х —► (Vx)(3|x) (он 
превращается в ложное высказывание при тех х, которые делятся 
на 6). Если к предикату 6 | х —> 3 | х применить, в нарушение 
условия, 3-правило, то получим также опровержимый предикат 
(Зх)(6 | х —> 3 | х). Применив же к последнему предикату уже на 
корректных основаниях V-правило, придём к ложному высказыва­
нию (Зх)(6 | х) —> (Vx)(3 | х).

Теория формального вывода. Определения формального до­
казательства (формального вывода из аксиом и из гипотез), дока­
зуемой формулы (теоремы) в формализованном исчислении преди­
катов даются так же, как и в формализованном исчислении вы­
сказываний (см. определение 15.1) с точностью до добавления двух 
новых аксиомных схем (РА1) и (РА2) и двух новых правил вывода 
V-правила и 3-правила.

Уточним всё же понятие формальной выводимости формулы из 
гипотез в исчислении предикатов. Формула G называется выводи­
мой из гипотез ..., Fm с фиксированными вхождениями (в гипо­
тезы) свободных переменных, если существует такая конечная по­
следовательность формул В \, В2,..., Bk, . Bs = G, каждая фор­
мула, которая является либо аксиомой, либо гипотезой, либо по­
лучена из предыдущих формул последовательности по одному из 
правил вывода. (Сама эта последовательность называется выводом 
G из гипотез Fi,...,Fm). При этом, если Bk есть первая гипотеза, 
встречающаяся в выводе, то дальше в этом выводе не могут быть 
использованы V- и 3- правила вывода по любой переменной х, ко­
торая входит свободно хотя бы в одну из гипотез. Обозначение ис­
пользуется как и в исчислении высказывании: F i,...,Fm b G. Если 
гипотезы отсутствуют, то говорят, что G выводима из аксиом, или 
просто выводима и называют G теоремой формализованного исчис­
ления предикатов и пишут b G.

Отметим сначала, что так как все формулы, выводимые в исчис­
лении высказываний, являются также выводимыми в исчислении 
предикатов, то, совершая подстановки в выводимые формулы ис­
числения высказываний, мы будем получать выводимые формулы 
исчисления предикатов. (Тем не менее, всякую выводимую форму­
лу исчисления предикатов таким способом получить нельзя). Сле­
довательно, все производные правила вывода, установленные для 
исчисления высказываний, остаются справедливыми и для исчис­
ления предикатов, и мы будем пользоваться этим.
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Дальнейшее изучение формализованного исчисления предика­
тов происходит по Задачнику, §11. Это исчисление строится там в 
форме систематизированной подборки задач на доказательство те­
орем ФИП. Подборка начинается с построения выводов из аксиом. 
Затем рассматривается построение выводов из гипотез. Наконец -  
теорема о дедукции и её применение к доказательству теорем ФИП. 
Теорема о дедукции в ФИП формулируется так же, как и в ФИВ: 
если Fi, ...,Fm_i,Fm Ь G, то Fb ...,Fm_i f- Fm —► G (в частности, 
если F  Ь G, то Ь F  —► G). He отличается и идея доказательства, 
с той лишь разницей, что появятся случаи, связанные с получением 
формулы в последовательности-выводе не только по правилу МР, 
но и по V-правилу и по 3-правилу. Исчисление предикатов будет 
развито настолько, что все рассмотренные в §21 тавтологии логи­
ки предикатов окажутся теоремами построенного формализованно­
го исчисления предикатов. Что касается свойств этого исчисления, 
то они будут рассмотрены в §29 ниже.

Исчисление предикатов натурального вывода. К имею­
щимся в исчисление высказываний натурального вывода правилам 
вывода (см. §12) добавляются правила вывода, связанные с кванто­
рами -  правила введения и удаления кванторов. Слово ” формула” 
будет теперь означать ”формула логики предикатов”.

П р а в и л а  в в е д е н и я  
к в а н т о р о в

П р а в и л а  у д а л е н и я  
к в а н т о р о в

11) Введение квантора общ­
ности (BV):

Г h F(x)

12) Удаление квантора общ­
ности (W):

(v * )№ ))
Г 1- (V*)(F(x)) ’

при условии, что х не входит 
свободно ни в одну формулу из
г.

F(y) ’
при условии, что х не находит­
ся в области действия кванто­
ра по у .

13) Введение квантора су­
ществования (ВЗ):

П у)

14) Удаление квантора су­
ществования (УЗ):

Г, F(x) Ь G
(3x)(F(x)) ’

при условии, что х не находит­
ся в области действия кванто­
ра по у.

Г, (3*)(F(x)) h G •
при условии, что х не входит 
свободно в G и ни в одну фор­
мулу из Г.
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Правила (УУ) и (ВЗ) -  безусловные, (BV) и (УЗ) -  условные. Ес­
ли вспомнить, что кванторы общности и существования можно по­
нимать как обобщения конъюнкции и дизъюнкции соответственно, 
то станет ясно, что правила введения и удаления кванторов общ­
ности и существования -  это, по существу, распространённые на 
’’бесконечный случай” правила введения и удаления конъюнкции 
и дизъюнкции.

Поясним, какие элементарные шаги дедуктивного рассуждения 
производятся по сформулированным кванторным правилам.

Правило (BV): если для фиксированного, но произвольного эле­
мента заданного множества мы установили, что он (при некотором 
условии Г) обладает свойством F, то мы можем заключить, что этим 
свойством (при условии Г) обладают все элементы данного множес­
тва.

Правило (В 3): из истинности утверждения ” у обладает свойст­
вом F ” вытекает истинность утверждения ”В данном множестве 
существует элемент, обладающий свойством F ”. Заметим, что в 
частности, правило (ВЗ) может иметь и следующий вид:

F(x) b (3x)(F(x))

Правило (УУ): из утверждения ’’Все элементы данного мно­
жества обладают свойством F ” следует, что для любого элемента 
у данного множества справедливо утверждение ”у обладает свой­
ством F ”. Заметим, что, в частности, правило (У\/) может иметь и
следующий вид: (Vx)(F(x)) I- F(x)

Правило (УЗ): если для фиксированного, но произвольного эле­
мента у заданного множества из того, что он обладает свойством F, 
следует (при условии Г) утверждение G, то это утверждение будет 
следовать (при условии Г) также из утверждения о существовании 
в данном множестве элемента, обладающего свойством F.

Начало исчисления предикатов натурального вывода.
Приведём ряд примеров выводов, в которых используются квантор- 
ные правила.

П р и м е р  21.1. (V*)(Vy)(F(z,y)) Ь (Vy)(Vs)(F(z,y)) .
(1) (Vx)(Vy)(F(x,у)) Ь (Vy)(F(t*,y)) (YV)
(2) (Vy)(F(u,y)) h F(u,v) (УУ)
(3) (Vx)(Vy)(F(x,y)) h (F(u,v)) (TP): (1),(2)
(4) (Vx)(Vy)(F(x,y)) h (Vx)(F(x,v)) (BV)
(5) (Vx)(Vy)(F(x,y)) b (Vy)(Vx)(F(x,y)) . (BV)
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ПРИМЕР 21.2. (3x)(3y)(F(x,2/)) h (3y)(3x)(F(x,y)) .
(1) F(x, у) h (3x)(F(x,y)) (ВЗ)
(2) (3x)(F(x,y)) h (3y)(3x)(F(x,y)) (ВЭ)
(3) F(x,y) h (3y)(3x)(F(x, y)) (TP): (1),(2)
(4) (3y)(F(x,y)) h (3y)(3x)(F(x,y)) (УЗ)
(5) (3x)(3y)(F(x,y)) h (3y)(3x)(F(x, у)) . (УЗ)

П ример 21.3. (3y)(Vx)(F(x,y)) b (Vx)(3y)(F(x,y)) .
(1) F(x,y) I- (3y)(F(x,y)) (B3)
(2) F(x,y) h (Vx)(3y)(F(x,y)) (BV): (1)
(3) (Vx)(F(x,y)) h F(x,y) (Wx)
(4) (3y)(Vx)(F(x,y)) h F(x,y) (УЗ)
(5) (3y)(Vx)(F(x, y)) h (Vx)(3y)(F(x,y)). (TP): (4),(2)

П ример 21.4. Кванторные аналоги законов де Моргана:
а) (Vx)(->F(x)) I- -i(3x)(F(x))
б) -i(3x)(F(x)) h (Vx)(-F(x))
в) (3x)(->F(x)) h -i(Vx)(F(x)) 
r) -i(Vx)(F(x)) I- (3x)(~>F(x)) .
Р е ш е н и е ,  а) В процессе построения доказательства будем 

использовать также и доказанные ранее, в исчислении высказываг 
ний, правила:
(1) (Vx)(->F(x)) Ь -’F(y) (УУ)
(2) -i-iF(y) Ь -i(Vx)(-iF(x)) Пример 12.9: (1)
(3) F(y) I---- i-iF(y) Пример 12.7
(4) F(y) h -i(Vx)(-iF(x)) (TP): (3),(2)
(5) (3y)(F(y)) I- -i(Vx)(-iF(x)) (УЗ): (4)
(6) — (Vx)(-iF(x)) b -(3y)(F(y)) Пример 12.9: (5)
(7) (Vx)(->F(x)) h -i-i(Vx)(-iF(x)) Пример 12.7
(8) (Vx)(-iF(x)) h -1(3y)(-iF(j/)) (TP): (7),(6)

Обратите внимание на использование примера 12.9 на шагах (2),
(6) и примера 12.7 на шагах (3), (7). Эти примеры относятся к ис­
числению высказываний натурального вывода и разобраны в пара­
графе 12 выше.

ПРИМЕР 21.5. Следующие выводимости дают правила внесения 
и вынесения кванторов общности и существования через конъюнк­
цию и дизъюнкцию при условии, что один из членов конъюнкции
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или дизъюнкции не содержит переменную, находящуюся под зна­
ком этого квантора (формула G):

а) (Vx)(F(x) AG) Ь (Vx)(F(x)) Л G ;
б) (Vx)(F(x)) A G  h (Vx)(F(x) A G) ;
в) (Vx)(F(x) V G) b (Vx)(F(x)) V G ; 
r) (Vx)(F(x)) V G h (Vx)(F(x) V G) ;
д) (3x)(F(x) A G) b (3x)(F(x)) A G ;
е) (3x)(F(x)) A G 1- (3x)(F(x) A G) ;
ж) (3x)(F(x) V G) b (3x)(F(x)) V G ;
з ) (3x)(F(x)) V G b (3x)(F(x) V G) .
Р е ш е н и е .  Докажем некоторые из этих выводимостей.

а)
(1) (Vx)(F(x)AG) h F(x) Л G (УУ)
(2) F(x) A G b F(x) (УК)
(3) F(x) AG b (Vx)(F(x)) (BV): (2)
(4) (Vx)(F(x) A G) b (Vx)(F(x)) (TP): (1),(3)
(5) F(x) A G b G (УК)
(6) (Vx)(F(x) A G) b G (TP):(1),(5)
(7) (Vx)(F(x)), G b (Vx)(F(x)) A G (BK)
(8) (Vx)(F(x) A G) b (Vx)(F(x)) A G (TP): (4),(6),(7)

Д)
(1) F(x) A G b F(x) (УК)
(2) F(x) b (3x)(F(x)) (B3)
(3) F(x) A G b (3x)(F(x)) (TP): (1),(2)
(4) F(x) A G b G (УК)
(5) (3x)(F(x)),G b (3x)(F(x))AG (BK)
(6) F(x) A G b (3x)(F(x)) A G (TP): (3),(4); (5)
(7) (3x)(F(x) A G) b (3x)(F(x)) A G (УЗ): (6)

e)
(1) F(x), G b F(x) A G (BK)
(2) (3x)(F(x)), G b F(x) A G (УЗ): (1)
(3) (3x)(F(x))AG b (3x)(F(x)) (УК)
(4) (3x)(F(x)) A G b G (УК)
(5) (3x)(F(x)) A G b F(x) A G (TP): (3),(4); (2)
(6) F(x) AG b (3x)(F(x) AG) (B3)
(7) (3x)(F(x))AG b (3x)(F(x) A G) (TP): (5);(6)
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П ример 21.6. Следующие выводимости дают правила внесе­
ния и вынесения кванторов общности и существования через конъ­
юнкцию, дизъюнкцию и импликацию при условии, что оба члена 
конъюнкции, дизъюнкции или импликации содержат переменную, 
находящуюся под знаком этого квантора:

а) (V®)(F(s) Л G(*)) Ь (Vx)(F(x)) A (Vx)(G(x)) ;
б) (Var)(F(*)) Л (V*)(G(a;)) h (Vx)(F(x) A G(x)) ;
в) (3x)(F(x) V G(x)) h (3x)(F(x)) V (3x)(G(x)) ;
r) (3x)(F(x)) V (3x)(G(x)) b (3x)(F(x) V G(x)) ;
д) (Vx)(F(x)) V (Vx)(G(x)) h (Vx)(F(x) V G(x)) ;
е) (3x)(F(x) A G(x)) I- (3x)(F(x)) Л (3x)(G(x)) ;
ж) (Vx)(F(x) -+ G(x)) I- (Vx)(F(x)) -> (Vx)(G(x)) ;
з ) (3x)(F(x) -  G(x)) h (3x)(F(x)) -  (3x)(G(x)) .
Докажите их самостоятельно.

Полнота натурального исчисления предикатов. Как и в
случае пропозиционального исчисления естественного вывода, мож­
но доказать, что понятие доказуемости для предикатного исчисле­
ния естественного вывода совпадает по объёму с понятием тождест­
венной истинности (общезначимости): формула логики предикатов 
доказуема в этом исчислении тогда и только тогда, когда она обще­
значима. Это утверждение называется теоремой о полноте исчисле­
ния предикатов. Впервые она была доказана К. Гёделем в 1930г.

Подобно пропозициональному исчислению, отсюда выводятся 
свойство непротиворечивости предикатного исчисления и теорема 
адекватности. Последняя утверждает, что формула G выводима в 
исчислении предикатов из формул F i,F2,...,Fm тогда и только 
тогда, когда она в содержательной логике предикатов является их 
логическим следствием. Наконец, связь между понятиями дедук­
тивной эквивалентности и равносильности для предикатного исчис­
ления такова же, как и для пропозиционального: две формулы логи­
ки предикатов дедуктивно эквивалентны в предикатном исчислении 
естественного вывода тогда и только тогда, когда они равносильны 
в содержательной логике предикатов.
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§22. От математической логики 
к логическому программированию

Здесь будет кратко рассказано о языке логического программи­
рования ПРОЛОГ, возникновение и развитие которого непосредст­
венно связано с открытием метода резолюций для доказательства 
теорем в логике, рассмотренного в параграфе 18. Его название про­
исходит от слов PROgramming in LOGic, т.е. Программирование в 
ЛОГике, или Программирование при помощи ЛОГики. В его основу 
положен математический аппарат логики предикатов 1-го порядка 
и теории логического вывода.

Возникновение языка ПРОЛОГ и его развитие. После 
того, как Робинсон в 1965 году открыл правило вывода, названное 
им правилом резолюции, значительно активизировались работы по 
созданию автоматизированного метода доказательства теорем че­
рез опровержение. Первоначально попытки создания алгоритма ре­
шения задач, базирующегося на правиле резолюции, оказывались 
успешными только для очень небольших задач. Существенно усо­
вершенствовали такие алгоритмы Лавленд, Ковальски и Куэнер, 
разработав метод устранения моделей (1968) и метод селектирую­
щей функции (1971). В 1974 году Ковальски первым предложил ме­
тод, в соответствии с которым логический язык (именно, язык логи­
ки предикатов) можно было бы использовать как язык программи­
рования. Кольмерор и Руссель воспользовались результатами этих 
работ и к 1975 году создали язык программирования, основываю­
щийся на логике предикатов и правиле резолюции, названный ими 
ПРОЛОГ.

В течение 70-х годов ПРОЛОГ прошёл путь развития от ин­
тересующего лишь узких специалистов экспериментального языка, 
созданного европейскими учеными, до одного из ведущих языков 
программирования, широко используемого во всём мире. В 1977 го­
ду Уоррен и Перейра из Эдинбургского университета (Великобрита­
ния) создали интерпретатор/компилятор языка ПРОЛОГ для ком­
пьютера DEC-10, а в 1980 году в Империэл Колледже разработан 
интерпретатор языка микро-ПРОЛОГ для персональных компьюте­
ров.

В 1981 году в Японии было объявлено о начале работ по соз­
данию компьютеров пятого поколения. Они должны отличаться от 
компьютеров предыдущих поколений тем, что в них встроены функ­
ции программиста. По словесному заданию задачи, сформулирован­
ному на ограниченном профессиональном языке, эти компьютеры 
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способны сами построить необходимую рабочую программу (синте­
зировать её из отдельных модулей, хранящихся в памяти компью­
тера) и выполнить её. В качестве основной методологии разработки 
программных средств для компьютеров пятого поколения было из­
брано логическое программирование. В состав такого компьютера 
должна входить так называемая база знаний, в которой хранится 
информация о закономерностях, присущих данной проблемной об­
ласти, и методах решения характерных для неё задач. Кроме того, в 
его состав должен входить специальный блок -  решатель, который 
осуществляет процедуры логического вывода. С помощью решателя 
на основании сведений из базы знаний автоматически синтезиру­
ются нужные для пользователя программы. Полезный эффект от 
таких систем будет заключаться в том, что в распоряжение широ­
ких слоев общества будут предоставлены мощные вычислительные 
ресурсы и что возрастёт производительность труда в ряде отраслей 
промышленности, в которых сейчас она традиционно низка.

Общая характеристика языка ПРОЛОГ. Язык ПРОЛОГ 
существенно отличается от традиционных алгоритмических языков 
программирования таких как Бейсик, Паскаль и т.п. При исполь­
зовании последних для решения задач на компьютере пользователь 
сначала должен разработать алгоритм решения задачи, затем запи­
сать (закодировать) его на алгоритмическом языке программирова­
ния и, наконец, ’’прогнать” программу на компьютере и получить 
результат.

В ПРОЛОГе дело обстоит иначе. Пользователь лишь формули­
рует задачу, осуществляет её постановку, т.е. сообщает компьютеру 
необходимые факты и правила, по которым эти факты соотносятся 
друг с другом. Затем формулируется вопрос, на который компьютер 
отвечает самостоятельно, исходя из той ’’базы знаний”, т.е. набора 
фактов и правил, которые пользователь сообщил компьютеру. За­
пись фактов происходит на языке логики предикатов. Правило по­
строения выводов из имеющихся фактов -  правило резолюции. Та­
ким образом, ПРОЛОГ -  это язык описания фактов, правил вывода 
заключений и постановки вопросов к базам данных, записываемых 
на языке математической логики. Фактически вопрос представля­
ет собой теорему логики предикатов, а работа программы состоит в 
том, чтобы доказать эту теорему на основе фактов и правил из базы 
данных.

Компьютерная система языка ПРОЛОГ представляет собой ин­
терпретатор, состоящий из следующих независимых подпрограмм: 
сканер, унификатор, управление, печать.
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Подпрограмма сканер осуществляет синтаксический контроль 
исходного текста программы и его перевод во внутреннюю форму 
хранения программы -  в дерево. Дерево хранится в памяти машины 
в виде упорядоченной совокупности массивов.

Подпрограмма унификатор выполняет в процессе поиска докаг 
зательства по методу резолюций действия для унификации двух 
термов, т.е. проводит поиск такой совокупности значений перемен­
ных, входящих в данные термы, при подстановке которых в эти тер­
мы они станут равными, а соответствующие формулы резольвируе- 
мыми.

Подпрограмма управления осуществляет процесс поиска докаг 
зательства. Алгоритм её действия основан на правиле резолюции. 
Чтобы этот процесс произошёл, программист должен чётко описать 
задачу при помощи так называемых фраз (или клауз, или формул, 
или дизъюнктов) Хорна, выраженных на языке ПРОЛОГ. В каждой 
фразе формулируется некоторое отношение между термами. Терм -  
это обозначение, представляющее некоторую сущность из исследуе­
мой области. Для того, чтобы привести в действие данный алгоритм 
решения задачи, программист должен написать вопрос, согласно ко­
торому будет необходимо выяснить, является ли конкретная фор­
мула следствием заданного множества формул, представленных в 
программе.

Наконец, подпрограмма печать выводит на экран все значения 
переменных, указанных в вопросе и удовлетворяющих совокупности 
фактов и правил.

Краткое описание языка ПРОЛОГ и примеры. Язык ПРО­
ЛОГ начинается со следующих основных синтаксических конструк­
ций. Атом -  последовательность букв, цифр и знаков минус, начи­
нающаяся с буквы или знака минус, длиной не более 256 символов. 
Переменная -  либо буква, либо атом, заканчивающийся символом 
апострофа, либо символом подчёркивания. Целое -  значение цело­
го находится в пределах от 0 до 32767. Терм -  выражение вида 
F(x,y, ..., 2), где F - атом, называемый именем терма, х,у, ...,z -  
аргументы, в качестве которых могут выступать любые синтакси­
ческие конструкции входного языка. Список -  упорядоченная сово­
купность объектов (элементов списка), в качестве которых могут 
выступать любые синтаксические конструкции языка, включая са­
ми списки.

Перечисленные грамматические конструкции могут образовы­
вать предложения (или фразы, клаузы, формулы, дизъюнкты), на 
вид которых наложено следующее ограничение. Все они должны
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быть дизъюнктами Хорна. Это -  такие совершенные дизъюнктив­
ные одночлены, которые имеют не более одного вхождения поло­
жительной переменной (т.е. переменной без знака отрицания). Их 
общий вид: В V V -пЛ2 V ... V ~̂ Ап. Ясно, что этот вид
равносилен следующему: ~̂ (Ai А А2 А ... Л Ап) V В, т.е. 
(Аг Л А2 Л ... Л Ап) -> В.

Выделяют следующие три типа таких предложений: факт, пра­
вило и вопрос.

Факт (или допущение без условий) имеет вид: В. Факт означает, 
что В истинно, или что цель В определена. Факты записываются в 
форме предикатов от одной или нескольких переменных. Например, 
высказывания ’’Водород - элемент 1-ой группы”, ’’Хлор - элемент 7- 
ой группы” записываются на ПРОЛОГе в следующей форме:

ЭЛЕМЕНТ (Н,1);
ЭЛЕМЕНТ (С1,7).
Правило (или условное допущение) имеет вид: BW-^Ai V ...V -*A n, 

или в эквивалентной форме В <— (А\ А ... /\Ап). При этом, В называ­
ется заключением, А\ -  условием 1 и т.д., Ап -  условием п. Читает­
ся: заключение В будет истинным, если условие А\ и ... условие Ап 
будут истинными. Правило -  это формальная запись вывода умо­
заключения. Правило определяет зависимость одних объектов или 
действий от других.

Например, правило ’’Элемент х вступает в реакцию с элементом 
у, если х -  элемент 7 группы” на ПРОЛОГе запишется так:

РЕАКЦИЯ(х, у) «- ЭЛЕМЕНТ^, 1), ЭЛЕМЕНТ^,7) .
Совокупность фактов и правил образуют базу данных. К базе 

данных можно задавать вопросы, обеспечивая тем самым запуск 
программы на исполнение.

Вопрос имеет вид: -'Ах V ... V ->ЛП или “»(j4i А ... А Ап) .
Работа программы направлена на поиск такого факта В в базе 

данных, которое выводится из условий А\ ,..., Ап. Таким образом, 
вопрос представляет собой теорему, а работа программы состоит в 
том, чтобы доказать эту теорему на основе фактов и правил из базы 
данных.

П р и м е р  22.1. В качестве примера рассмотрим задачу из кур­
са химии 7 класса: какие химические элементы могут вступать в 
реакцию друг с другом.

Прежде всего создадим ’’базу знаний” для данной задачи. (Об­
ратим внимание на то, что в конце каждого терма необходимо ста­
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вить знак ” , а в правилах вместо союза ”и” ставить запятую.) База 
знаний данной задачи имеет вид:

ЭЛЕМЕНТ(НД) ;
ЭЛЕМЕНТ (С1,7) ;
ЭЛЕМЕНТ (Na, 1) ;
ЭЛЕМЕНТ (1,7) ;
ЭЛЕМЕНТ(С,4) ;
РЕАКЦИЯ(я, у) 4-  ЭЛЕМЕНТА,1), ЭЛЕМЕНТ(у,7);
Вопросы к базе знаний в ПРОЛОГе выражаются в форме пре­

дикатов, перед которыми ставится знак ”?” При этом искомые зна­
чения обозначаются переменными.

? РЕАКЦИЯ^, у) ;
Ответ на этот вопрос компьютер ищет, руководствуясь прави­

лом: ’’Элемент х вступает в реакцию с элементом у, если х есть 
элемент 1-ой группы и у есть элемент 7 группы.” В базе знаний 
отыскиваются факты, удовлетворяющие этим условиям. Ответ бу­
дет следующий: х = Н, у = Cl, х = Na, у = I.

Задачу можно усложнить, добавив в базу знаний в качестве 
фактов все элементы таблицы Менделеева, а в качестве правил -  
все возможные реакции взаимодействия между ними.

П р и м е р  22.2. Рассмотрим ещё один пример ПРОЛОГ-программы. 
Составим программу классификации животных. Это -  одна из ве­
дущих тем в курсе биологии 7 класса. Прежде всего, необходимо 
установить существенные определяющие признаки для такой систе­
мы классификации животных. Введём предикат фиксирующий эти 
признаки животного:

ПРИЗНАК(<животное>, <строение>, <дыхание>, <кровооб- 
ращение>, <размножение>) .

Введём в базу знаний следующие факты:
ПРИЗНАК (волк, хордовое, лёгочное, теплокровное, живородя­

щее);
ПРИЗНАК (крокодил, хордовое, лёгочное, холоднокровное, яй­

цекладущее);
ПРИЗНАК (окунь, хордовое, жаберное, холоднокровное, икро­

кладущее);
ПРИЗНАК (голубь, хордовое, лёгочное, теплокровное, яйцекла­

дущее);
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Теперь введём в базу знаний следующие правила:
МЛЕКОПИТАЮЩЕЕ(х) <— ПРИЗНАК (х, хордовое, лёгочное, 

теплокровное, живородящее);
ПТИЦА(х) ПРИЗНАК (х, хордовое, лёгочное, теплокровное, 

яйцекладущее);
ПРЕСМЫКАЮЩЕЕСЯ(х) <— ПРИЗНАК(х, хордовое, легочное, 

холоднокровное, яйцекладущее);
РЫБА(х) ПРИЗНАК(х, хордовое, жаберное, холоднокровное, 

икрокладущее);
Теперь можем задавать вопросы. На вопрос ? РЫБА(х); полу­

чим ответ х=окунь, на вопрос ? МЛЕКОПИТАЮЩЕЕ(х); получим 
ответ х=волк и т.д.

Имеющуюся базу знаний можно расширять, вводя в неё новые 
факты и новые правила. Например предикат поведения:

ПОВЕДЕНИЕ(<животное>, <питание>, Середа обитания>);
Соответственно новые правила: хищное млекопитающее, водо­

плавающее млекопитающее и т.д.
ХИЩМЛЕКОПИТАЮЩЕЕ(х) 4-  МЛЕКОПИТАЮЩЕЕ(х), ПО­

ВЕДЕНИЕ (х, плотоядное, -  );
ВОДМЛЕКОПИТАЮЩЕЕ(х) 4-  МЛЕКОПИТАЮЩЕЕ(х), ПО­

ВЕДЕНИЕ^, -  , вода);
(В случае, если какой-либо признак не имеет значения, в пра­

вилах и вопросах ставится знак ”- ”).
Таким образом, используя минимальные средства логического 

программирования и создавая простейшие информационно-логические 
системы, можно строить интересные и полезные обучающие ком­
пьютерные системы по различным предметам. При этом, обучающие 
возможности таких систем реализуются не только (а, может и не 
столько) в процессе задания вопросов и получения ответов, сколько 
в процессе построения самой ’’базы знаний”. Примеры таких систем 
по некоторым школьным предметам (географии, истории, иностран­
ному языку) описаны в статье2.

Сферы применения языка ПРОЛОГ. Во-первых, на ПРО- 
ЛОГе прекрасно реализуется модель реляционной базы данных, пред­
ставляющая собой хорошо разработанный формализм.

2Григорьев СМорозов М. Давайте попробуем ПРОЛОГ / /  ’’Ин­
форматика и образование”, 1987, № 4.
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Во-вторых, исследователи, специализирующиеся в области про­
граммной инженерии, показали, что логическую спецификацию сис­
темы можно непосредственно преобразовать в логическую програм­
му на языке ПРОЛОГ.

В-третьих, Кольмеррор, создавший язык ПРОЛОГ, первоначаль­
но предназначал его для обработки естественного языка. Он раз­
работал на ПРОЛОГе систему грамматического разбора естествен­
ного языка нисходящим методом. Этот формализм был доработан 
учёными, которые продемонстрировали его успешное применение к 
системам, которые обрабатывают запросы, сформулированные на 
естественном языке.

В-четвёртых, все основные концепции, используемые в формат 
лизмах представления знаний для задач искусственного интеллек­
та, включая семантические сети, фреймы, правила продукций и объ- 
ектно-ориентированное программирование, можно выразить при по­
мощи логики и реализовать средствами логического программиро­
вания.

В-пятых, при представлении знаний одной из главных задач яв­
ляется выбор такой формы представления, которая может быть ис­
пользована в экспертных системах. При помощи ПРОЛОГа были по­
строены экспертные системы для ряда сфер, включая решение урав­
нений, медицину, законодательство, юриспруденцию, архитектуру, 
автоматизацию заводского производства, проектирование электрон­
ных схем, синтез микропрограмм, анализ финансового положения и 
помощь в принятии решений. Простейшие примеры экспертных сис­
тем были рассмотрены в предыдущем пункте. В следующей главе 
мы остановимся на общих идеях, связанных с логическими пробле­
мами искусственного интеллекта.

Язык ПРОЛОГ в системах искусственного интеллекта.
При помощи ПРОЛОГа построены экспертные системы для много­
численных областей науки и практики: решение уравнений, медици­
на, законодательство, юриспруденция, архитектура, автоматизация 
заводского производства, проектирование электронных схем, синтез 
микропрограмм, анализ финансового положения, помощь в приня­
тии решений. В ПРОЛОГе применяется стратегия решения задач с 
обратным ходом решения: он начинает работу с цели и продвигается 
назад до тех пор, пока не встретит факты.
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Г л а в а  IV . 

НЕФОРМАЛЬНЫЕ 
АКСИОМАТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ

Мы подошли к тому разделу курса математической логики, ко­
торый должен убедительно продемонстрировать всю мощь воздейст­
вия методов этой науки на прочие математические науки, показать 
особую, цементирующую, роль математической логики в системе ма­
тематических наук. Этот раздел должен стать своего рода апофео­
зом при изучении курса математической логики. Здесь необходимо 
увидеть отчётливую связь изученных понятий и методов со школь­
ной математикой, с педагогической деятельностью учителя- матема­
тики. Должна быть осознана всеобъемлющая, универсальная роль 
математической логики в вопросах обоснования математики вообще 
и школьного курса математики в особенности.

Можно сказать, что математическая наука достигает совершен­
ства лишь тогда, когда ей удаётся пользоваться аксиоматическим 
методом, т.е. когда наука принимает характер аксиоматической те­
ории. Более того, развитие наук в двадцатом столетии показало, что 
математика выделяется в системе наук тем, что она, по существу, 
единственная, использующая аксиоматический метод чрезвычайно 
широко, и что этот метод в значительной мере обусловливает пора­
зительную эффективность математики в процессе познания окру­
жающего мира и преобразующего воздействия на него.

Ещё более методологическая роль аксиоматического метода и 
оснований математики проявилась в процессе применения матема­
тических дисциплин, лежащих в основаниях математики, к компью­
терам, информатике, системам искусственного интеллекта. Именно 
основаниям математики придавал особую роль в процессе подго­
товки будущих специалистов в области информатики один из за­
чинателей внедрения информатики и информационных технологий 
в Советском Союзе академик А.П.Ершов. ’’Этот курс должен быть 
методологическим, раскрывать сущность математического метода,
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-  призывал он. -  Такой курс представляется мне очень важным. 
Сейчас, вообще говоря, сущности математического метода не учат. 
Профессиональные математики до этого не доходят, а прикладные 
специалисты получают огромный багаж сведений по математике, 
зачастую не зная, как им пользоваться. Нам нужно довести систе­
му законов обработки информации до той же степени стройности и 
заразительности, какой сейчас обладает курс математического ана­
лиза, читаемый в лучших университетах.”1 Раздел курса математи­
ческой логики, посвящённый аксиоматическому методу, аксиомати­
ческим теориям и основаниям математики, призван сыграть именно 
такую -  методологическую -  роль как в подготовке будущего учите­
ля математики, так и в подготовке будущего учителя информатики 
или другого специалиста в области информатики.

В настоящей главе рассматривается аксиоматический или де­
дуктивный метод построения математических теорий. Это рассмот­
рение проводится на неформальном (содержательном) уровне. В §23 
приводятся основные сведения об аксиоматическом методе и аксио­
матических теориях, рассматриваются примеры таких теорий, воз­
никающих в различных областях математики. В §24 характеризу­
ются свойства аксиоматических теорий -  непротиворечивость, кате­
горичность, полнота, независимость системы аксиом.

§23. Аксиоматический метод 
в математике 
и аксиоматические теории

Понятие аксиоматической теории. Аксиоматический метод 
не является достижением только двадцатого столетия. В начале XX 
века, благодаря, главным образом, работам немецкого математика 
Д.Гильберта (1862-1943), окончательно сформировались принципи­
альные положения данного метода и было осознано его значение 
для математики. Первые идеи, связанные с этим методом, восходят 
к титанам античной мысли Платону и Аристотелю (IV в. до н.э.). 
Первый практический шаг на этом пути был сделан более двух ты­
сяч лет назад древнегреческим математиком Евклидом (около 300 г. 
до н.э.). Его труд ”Начала” явился энциклопедией геометрических 
знаний и образцом написания математических работ на протяжении

1 Ершов А.П. Избранные труды. -  Новосибирск: ”Наука”, 1994. -  
416 с. (Стр. 293 -  294).
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более двадцати веков. Именно благодаря этому авторитетнейшему 
произведению сформировалось общечеловеческое представление об 
аксиоме как об утверждении, не требующем доказательства, обос­
нования, являющем собой некую абсолютную истину. Тем не менее, 
внутри математической науки этот взгляд на аксиомы претерпел 
самые решительные изменения. Такой процесс шёл постепенно, но 
качественный скачок в нём произошёл после того, как в 20-30-е годы 
XIX века великим русским математиком Н.И.Лобачевским (1792- 
1856), независимо от него молодым венгром Яношем Бояи (1802- 
1860), а также великим немецким учёным К.-Ф.Гауссом (1777-1855) 
было сделано открытие неевклидовой геометрии. Суть открытия со­
стояла в том, что вместо пятого постулата Евклида в систему ак­
сиом было включено утверждение, являющееся его отрицанием, и 
затем на базе полученной системы аксиом была построена непро­
тиворечивая геометрическая теория, названная Н.И.Лобачевским 
’’воображаемой геометрией”. Важным этапом в процессе эволюции 
взглядов на аксиомы явилось построение во второй половине XIX 
века различных моделей геометрии Лобачевского. Оказалось, что 
терминам, входящим в аксиомы, и самим аксиомам можно прида­
вать различный смысл, а не только тот наглядный, который имел в 
виду Евклид.

Такое развитие взглядов на природу аксиом и аксиоматический 
метод привело к следующей концепции аксиоматической теории. 
Выбирается ряд первоначальных понятий, которые не определяют­
ся и используются без объяснения их смысла. Вместе с тем, все 
другие понятия, которые будут использоваться, должны быть стро­
го определены через первоначальные неопределяемые понятия и че­
рез понятия, смысл которых был определён раньше. Высказывание, 
определяющее таким способом значение понятия, называется опре­
делением, а само понятие, смысл которого определён, носит назва­
ние определяемого понятия. Евклид сделал попытку строго опреде­
лить все первоначальные понятия геометрии: точки, прямой, плос­
кости и т.д. Но совершенно ясно, что эти понятия должны опреде­
ляться через какие-то другие, те, в свою очередь, должны опираться 
на следующие понятия, и так далее, так что процесс бесконечен. Та­
ким образом, первоначальные понятия аксиоматической теории не 
определяются.

Далее, совершенно аналогична ситуация и с утверждениями о 
первоначальных и об определяемых понятиях. Невозможно дока­
зать все истинные утверждения об этих понятиях, потому что при 
доказательстве нужно опираться на какие-то предыдущие утверж­
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дения, при их доказательстве, в свою очередь, -  на следующие, и так 
без конца. Поэтому и здесь необходимо выделить некоторые утверж­
дения и объявить их истинными. Такие утверждения, принимаемые 
без доказательства, называются аксиомами аксиоматической тео­
рии. Совокупность аксиом обозначим буквой S. Вопрос о том, какие 
утверждения о первоначальных понятиях выбираются в качестве 
аксиом, заслуживает специального рассмотрения. Отметим только, 
что Евклид в качестве пяти своих аксиом (постулатов) выбрал наи­
более, на его взгляд, очевидные утверждения о точках и прямых, т.е. 
такие утверждения, которые многократно подтверждались практи­
ческим опытом человечества.

Итак, после того, как система аксиом аксиоматической теории 
выбрана, приступают к развитию самой аксиоматической теории. 
Для этого, исходя из выбранной системы аксиом, пользуясь пра­
вилами логического умозаключения, выводят новые утверждения 
о первоначальных понятиях, а также об определяемых понятиях. 
Получаемые утверждения называются теоремами данной аксиома­
тической теории.

Можно более точно сформулировать понятие теоремы аксиома­
тической теории и её доказательства. Доказательством утвержде­
ния (7, сформулированного в терминах данной теории, называется 
конечная последовательность В \, В2 > •■ • > В8 высказываний теории, 
в которой каждое высказывание есть либо аксиома, либо оно полу­
чено из одного или более предыдущих высказываний данной после­
довательности по логическим правилам вывода, а последнее выска­
зывание Bs есть утверждение С. При этом, С называется теоремой 
или доказуемым утверждением аксиоматической теории. Обозна­
чение: Ь С. Отметим, что каждая аксиома аксиоматической теории 
является её теоремой: доказательство аксиомы есть одноэлементная 
последовательность, состоящая из неё самой.

Важным является следующее обобщение понятия теоремы. Пусть 
Г -  конечное множество высказываний некоторой аксиоматической 
теории. Утверждение С теории называется выводимым из Г (обо­
значается: Г h С), если существует конечная последовательность 
высказываний В\, В2, Bs, называемая выводом С из Г, каждое вы­
сказывание которой является либо аксиомой, либо высказыванием 
из Г, либо получено из одного или более предыдущих высказываний 
этой последовательности по какому-либо из правил вывода рассмат­
риваемой теории, а последнее высказывание В3 есть утверждение С. 
Утверждения из множества Г называются гипотезами (или посыл­
ками или допущениями). В частном случае, когда Г = 0, вывод С
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из Г превращается в доказательство утверждения С (опирающееся 
только на аксиомы теории), а утверждение С становится теоремой 
аксиоматической теории.

Итак, под аксиоматической теорией, построенной на основе сис­
темы аксиом Е, понимается совокупность всех теорем, доказывае­
мых, исходя из этой системы аксиом. Такую совокупность теорем 
обозначают Th(Е).

Изложенный метод построения математической теории носит 
название аксиоматического или дедуктивного метода. Выбор сис­
темы аксиом есть дело условия: одно и то же утверждение теории 
может быть аксиомой, если оно так выбрано, а может выступать в 
качестве теоремы, если выбор аксиом осуществлён по-иному. Итак, 
если в обыденной жизни за термином ” аксиома” утвердился его 
изначальный смысл (в переводе с греческого ” аксиома” означает 
’’достойный признания”), именно смысл самоочевидной, безуслов­
ной истины, то в математике, при построении аксиоматических тео­
рий, аксиомы условны. Они ’’достойны признания” не сами по себе, 
не ввиду их самоочевидной истинности, а потому что на их основе 
строится та или иная аксиоматическая теория. При новом выборе 
системы аксиом прежние аксиомы становятся теоремами. Коротко 
говоря, аксиомы -  это то, из чего выводятся теоремы, а теоремы -  
то, что выводится из аксиом.

К ак возникают аксиоматические теории. Можно указать 
два пути, по которым происходило становление тех или иных акси­
оматических теорий, известных в математике.

Первый путь состоит в том, что та или иная математическая те­
ория, достигнув достаточно высокого уровня развития, принимает 
характер аксиоматической теории. Именно таким путём были акси­
оматизированы следующие математические теории: арифметика (на 
основе системы аксиом Дж.Пеано), геометрия (на основе разнооб­
разных систем аксиом, в частности, Д.Гильберта, Г.Вейля, М.Пиери 
и т.д.), теория вероятностей (аксиоматика А.Н.Колмогорова) и дру­
гие.

Второй путь возникновения аксиоматических теорий состоит в 
том, что обнаруживалось глубокое внутреннее сходство между ос­
новными чертами, казалось бы, совершенно различных математи­
ческих теорий. Данное обстоятельство наводило на мысль выделить 
общие черты и, руководствуясь ими, построить аксиоматическую 
теорию. (Может быть, именно поэтому Д. Гильберт назвал матема­
тику искусством называть разные вещи одним и тем же именем.) 
На этом пути возникли, по-видимому, все алгебраические (аксио-
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магические) теории и, прежде всего, теории групп, колец, полей и 
других алгебраических систем, общая или универсальная алгебра и 
т.д. Здесь появляется прекрасная возможность взаимопроникнове­
ния методов одних математических наук в другие, а также возмож­
ность свободно интерпретировать первоначальные понятия и аксио­
мы аксиоматической теории, что раскрывает широкие перспективы 
приложений таких теорий и является одним из мощных источников 
действенной силы математики как науки вообще.

Примеры аксиоматических теорий. Приведём примеры ак­
сиоматических теорий, возникших различными путями.

П р и м е р  23.1. Теория групп -  одна из теорий, возникших на 
втором пути. Было известно немало объектов, обладающих много­
численными общими чертами. Среди них, в частности, множество 
Fi-i(M)  всех взаимно однозначных отображений множества М на 
себя, рассматриваемое вместе с операцией суперпозиции отображе­
ний, множество Z всех целых чисел, рассматриваемое вместе с опе­
рацией сложения целых чисел, множество V2 всех векторов плос­
кости, рассматриваемое вместе с операцией сложения векторов по 
правилу треугольника или параллелограмма. Обозначив каждое из 
этих множеств через G, а каждую из операций через * (и называя 
её композицией элементов из G), обнаруживаем, что все три ука­
занных объекта обладают следующими свойствами:

Go- Для любых а и Ъ из G композиция а* b есть однозначно 
определённый элемент из G.

Gi. Для любых а, Ь и с из G (а*Ь) * с = а* (Ь* с) .
G2. В G имеется такой элемент е, что для любого а из G 

а* е = е* а = а .
G3. Для любого а из G имеется такой а' из G, что а* а' = 

а' * а = е .
Например, элемент е, существование которого утверждается в 

свойстве G2, в случае Fi_i(M) есть тождественное отображение М
на М, в случае Z -  целое число 0, в случае V2 -  нуль-вектор 0 . В 
свойстве G3 элемент а' есть обратное преобразование / -1, противо­
положное число —т ,  противоположный вектор В А для преобразо­
вания / ,  целого числа т и вектора АВ соответственно. Утверждения 
Go — G$ и составляют систему аксиом теории групп. Из этих акси­
ом можно выводить разнообразные теоремы и тем самым строить
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аксиоматическую теорию групп. Докажем несколько теорем этой 
теории.

(?4. В группе имеется точно один единичный элемент.
Доказательство. Ввиду G2 нужно доказать лишь единствен­

ность. Допустим, что в G имеется два единичных элемента -  е\ и 
€2, т.е. на основании G2 для любого а е \*а  = а и а * е 2 = а. Тогда, 
в частности, е\ * е2 = е2 и е\ * е2 = е\. Следовательно, в силу Go и 
свойств равенства, е\ = е2. □

G5. Для каждого элемента группы имеется точно один обрат­
ный.

Доказательство. Ввиду G3 остаётся доказать лишь его единст­
венность. Допустим, что в G для элемента а имеется два обратных 
а' и а", т.е. таких элементов, что а" * а = е и а * о! = е. Тогда, в силу 
Gi (а" * а) * а' = а" и, следовательно, е * а' = а" * е. Отсюда следует, 
согласно G2, что а' = а". □

В мультипликативной терминологии обратный элемент для a 
обозначается через а-1, так что а-1 *а = а * а -1 = е , где е -  един­
ственный единичный элемент из G.

Ge. Длл любых элементов а, 6, с группы G из а*Ь = а* с 
следует Ь — с, и из Ь* а = с* а следует Ъ — с .

Доказательство. Пусть а * b = а * с. Тогда а-1 * (а * 6) = (а-1  * 
а)*Ь = е * 6  = Ь. С другой стороны, а-1 * (а * Ь) = а-1 * (а * с) = 
(а-1 *а ) *с  = е*с  = с. Следовательно, Ь — с. Второе утверждение 
доказывается аналогично. □

Следующие две теоремы докажите самостоятельно.
G7. Для любых элементов а и Ъ из G каждое из уравнений 

а*х = b и у*а  = 6 имеет в G единственное решение.
Gg. Для любых элементов а иЬ из G (а * Ь)~1 = Ь-1 * а-1  .
О теории групп см. книги2.
П р и м е р  23.2. Как отмечалось в предыдущем пункте, приме­

ром аксиоматической теории, возникшей на первом пути, является 
геометрия. Здесь рассматривается её маленький фрагмент -  теория 
конгруэнтности (равенства) отрезков. Условимся, что первичными

2Курош А.Г. Теория групп. -  М.: Наука, 1967. -  648 с.; Каргапо- 
лов М.И., Мерзляков Ю.И. Основы теории групп. -  М.: Наука, 1972.
-  240 с.
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терминами являются S -  множество всех отрезков и = -  отношение, 
называемое отношением конгруэнтности, так что выражение х = у 
читается так: отрезок х конгруэнтен отрезку у . Выберем в качестве 
аксиом следующие утверждения:

К\. Для всякого х из S = х (другими словами, каждый от­
резок конгруэнтен самому себе).

К2. Для любых элементов x,y,z из S, если х = z и у = z, 
то х = у (другими словами, два отрезка, порознь конгруэнтные 
третьему, конгруэнтны между собой).

Докажем некоторые теоремы.
К3. Для любых элементов у и z из S, если у = z, то z = y .
Доказательство. По аксиоме К2, подставив z вместо х, получим, 

что если z = z и у = z, то z = у. Поскольку член конъюнкции z = z 
истинен на основании аксиомы Ki, то из конъюнкции его можно 
убрать. Получим, что если у = z, то z = у. Box

К4 . Для любых элементов x,y,z из S, если = у и у = z, то
X  =  Z .

Докажите самостоятельно.
ПРИМЕР 23.3. Аксиоматическая теория натуральных чисел по­

строена итальянским математиком Дж. Пеано (1858-1932) на ру­
беже XIX и XX веков. Её первоначальными понятиями являются: 
непустое множество N , бинарное отношение ' (называемое отноше­
нием следования) и выделенный элемент 1. Аксиомы выбираются 
следующие:

(Рг) (Vx)(x' ф 1) ,
(Р2) (Vx, у)(х = у -*■ х' = у'),
(Р3) (Vx, у)(х' = у1 -> X = у) ,
(Р4) (Аксиома индукции)

(1 е м д  (Vx)(x е м  -► х' е М)) — m = n  .

Правилами вывода служат обычные логические правила Modus 
Ponens и правило подстановки.

Приведём доказательства двух теорем, непосредственно вытека­
ющих из этих аксиом.

(Р5) (Vx)(x' ф х).
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Доказательство. Рассмотрим множество: М = {ж G N : ж' ф ж}. 
Покажем, используя аксиому индукции (Р4), что М = N.

А) 1 G М, так как 1' ф 1 по аксиоме Р\.
Б) Пусть х G М, т.е. х' ф х. Тогда по аксиоме Р3, (х'У ф ж'. 

Следовательно, по определению , ж' G М.
Условия аксиомы Р4 вьшолнены. Тогда, по аксиоме Р4, М = N. 

Это и означает, что (Уж) (ж' Ф х). □
(Р6) (Уж) (ж = 1 V (3у) (ж = у')) .
Доказательство. Рассмотрим множество: М = {1} U {х G 

N : (Зу)(ж = у')} и покажем, используя аксиому индукции Р4, что 
М = N.

А) 1 G М по определению множества .
Б) Пусть х G М и х ф 1. Тогда ж G {х G iV : (3у)(х = у')}, т.е. 

х = у' для некоторого у G N. Отсюда, ввиду аксиомы Р2, х' = (у')', 
т.е. ж' следует за элементом у'. Тогда, по определению М, ж' G М.

Условия аксиомы Р4 выполнены. Тогда, по аксиоме Р4, М = N .
□

Аксиоматической теории натуральных чисел, построенной на 
основе приведённой системы аксиом, много времени уделяется в 
курсе ” Числовые системы”, изучаемом после курса математической 
логики.3

Пример 23.4. Построение евклидовой геометрии на основе сис­
темы аксиом Гильберта. Эта система аксиом представлена Давидом 
Гильбертом в его книге ’’Основания геометрии”, вышедшей в 1899 
году, и ставшей с того момента вечным фундаментом этой науки. 
Гильберт так начинает своё сочинение: ’’Геометрия, -  так же, как 
и арифметика, -  требует для своего построения только немногих 
простых основных положений. Эти основные положения называют­
ся аксиомами геометрии. Установление аксиом геометрии и исследо­
вание их взаимоотношений -  это задача, которая со времён Евклида 
являлась темой многочисленных прекрасных произведений матема­
тической литературы. Задача эта сводится к логическому анализу 
нашего пространственного представления.”4

В системе Гильберта первоначальными (неопределяемыми) по­
нятиями являются понятия трёх объектов -  ’’точки”, ’’прямые” и

3 Игошин В. И. Курс числовых систем для педагогического вуза 
/ /  Математика в высшем образовании, 2010, № 8 , с. 19 -  36.

4Гильберт Д. Основания геометрии / Пер. с нем. -  M.-JL: 
ГИТТЛ, 1948. -  492 с. (стр. 55)
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” плоскости” и трёх сортов отношений между ними, выражаемых 
словами ’’принадлежит” (точка принадлежит прямой или плоскос­
ти), ’’между” (точка лежит между двумя другими точками) и ’’кон­
груэнтен” (конгруэнтны два отрезка или два угла). При этом, точки 
обозначаются Л, В, С,..., прямые -  а, 6, с,..., плоскости -  а, /?, 7 , ... 
Эти объекты и эти отношения между ними удовлетворяют двадца­
ти аксиомам, разделённым на пять групп: I. Аксиомы принадлеж­
ности (или инцидентности); II. Аксиомы порядка; III. Аксиомы 
конгруэнтности; IV. Аксиомы непрерывности; V. Аксиома парал­
лельности Евклида.

Пример 23.5. Построение евклидовой геометрии на основе сис­
темы аксиом Вейля. Эта система предложена немецким матема­
тиком Германом Вейлем в 1916 г., и путь построения геометрии, 
основанный на этой системе аксиом, возможно, является самым ко­
ротким и динамичным путём аксиоматизации геометрии. К тому же, 
на этом пути в элементарную геометрию входит одно из фундамен­
тальнейших понятий современной математики -  понятие векторного 
пространства, чрезвычайно важное и для многочисленных её при­
ложений (к физике, химии, экономике и т.д.). Идея Вейля состоит 
в том, чтобы принять в качестве первоначальных, неопределяемых 
понятий понятия ’’точка”, ’’вектор” (в частности, понятия ’’прямая” 
и ’’плоскость” определяется) ’’сумма векторов”, ’’произведение век­
тора на число”, ’’скалярное произведение векторов”, ’’откладывание 
вектора от точки”, а в качестве аксиом -  свойства этих операций над 
векторами и некоторые свойства, связывающие точки и векторы.

С логической точки зрения вейлевский путь аксиоматизации эк­
вивалентен гильбертовскому: он позволяет доказать все те же са­
мые теоремы. Но с методологической точки зрения вейлевский путь 
имеет ряд преимуществ. Вместо скрупулезных и утомительных рас- 
суждений по гильбертовской схеме путь Вейля даёт ясное и краткое 
изложение, насыщенное современными идеями и мощными метода­
ми решения геометрических задач.

Система аксиом Вейля состоит из 16 аксиом, которые отчётливо 
делятся на две части: аксиомы (евклидова) векторного пространст­
ва и аксиомы точечного пространства в его связи с векторным про­
странством. Здесь важно отметить, понятие векторного простран­
ства размерности п играет фундаментальную роль, без преувели­
чения, во всех областях современной математики и сопредельных 
с ней наук. Оно изучалось также в курсе алгебры и в курсе мате­
матического анализа. Исключительно важна его роль и в геомет­
рии. Геометрия изучает точки и фигуры -  множества точек (но не
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векторы, с которыми имеет дело векторное пространство). Понятие 
точки -  следующее неопределяемое понятие. Точки и векторы -  объ­
екты разной природы, но они очень тесно связаны между собой. Эта 
связь выражена во второй части аксиом -  аксиомах Вейля точеч­
ного пространства. Имеется отображение, сопоставляющее любым 
двум точкам А и В (в указанном порядке) вектор из векторного 
пространства V, обозначаемый АВ. Это отображение должно удов­
летворять следующим аксиомам:

(Vi) (ЧА) (Ve) (ЗВ) (АВ = а) ;
(V2) (УДМ,ЛГ) (AM = ~AN —► М = N) •
(Vs) (VA,B,C) (АВ + ВС ^ AC) .
Первая из этих аксиом называется аксиомой откладывания век­

торов: от каждой точки любой вектор можно отложить. Вторая ак­
сиома утверждает, что это отложение осуществляется единствен­
ным образом: заданные начальная точка и вектор однозначно опре­
деляют концевую точку. Наконец, третья аксиома называется акси­
омой треугольника.

Итак, пространство векторов (векторное пространство) и про­
странство точек (точечное пространство) -  разные объекты, но очень 
тесно связанные между собой. Говорят, что точечное пространство 
рассматривается (или задано) над векторным пространством и что 
векторное пространство является пространством переносов соответ­
ствующего точечного пространства. Если векторное пространство 
Vn не является евклидовым (т.е. в нём не задано скалярное произ­
ведение), то соответствующее точечное пространство обозначается 
Ап и называется аффинным. Если векторное пространство Vn явля­
ется евклидовым (в нём задано скалярное произведение векторов), 
то соответствующее точечное пространство обозначается Еп и на­
зывается евклидовым точечным пространством.

Таким образом, система аксиом векторного пространства вместе 
с аксиомами (Vi), (V2), (V3 ) и есть система аксиом евклидовой гео­
метрии по Герману Вейлю. Все дальнейшие понятия (как то пря­
мая, плоскость и т.д.) вводятся при помощи определений на основе 
уже введённых первоначальных понятий, т.е. являются определя­
емыми, вторичными. Все теоремы о первоначальных и вторичных 
понятиях доказываются на основе сформулированных аксиом (с ис­
пользованием, конечно, уже доказанных теорем). При этом фун­
даментальным с точки зрения логики является тот факт, что вся­
кая аксиома системы аксиом Гильберта оказывается теоремой при 
вейлевском подходе к обоснованию геометрии. Отсюда следует, что
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всякая теорема евклидовой геометрии, выводимая из системы ак­
сиом Гильберта, может быть выведена и из системы аксиом Вейля 
(к выводу теоремы из системы аксиом Гильберта нужно добавить 
вначале выводы необходимых аксиом Гильберта из системы акси­
ом Вейля). Верно и обратное утверждение. Тот факт, что из систе­
мы аксиом Гильберта выводится каждое утверждение о векторах, 
которое Вейлем принято за аксиому, фактически и доказывается 
в различных курсах элементарной математики, в которых понятие 
вектора сделано вторичным. Отсюда и следует, что всякая теорема 
евклидовой геометрии, выводимая из системы аксиом Вейля, может 
быть выведена и из системы аксиом Гильберта. Таким образом, сис­
темы аксиом Гильберта и Вейля оказываются эквивалентными: на 
основе каждой из них могут быть доказаны одни и те же теоремы 
евклидовой геометрии.

Пример 23.6. Геометрия Лобачевского может быть построена, 
например, на базе системы аксиом Гильберта евклидовой геометрии, 
о которой говорилось в примере 23.4, если в этой системе аксиому 
параллельности Евклида заменить на аксиому параллельности Jlo- 
бачевкого, представляющую собой отрицание аксиомы параллель­
ности Евклида.

Вопросам аксиоматического построения евклидовой геометрии 
на основе систем аксиом Д.Гильберта и Г.Вейля, началу аксиомати­
ческого построения геометрии Н.И.Лобачевского, а также логичес­
ким проблемам возникающих аксиоматических теорий посвящена 
книга5.

Пример 23.7. Аксиоматическое построение канторовской ("на­
ивной”) теории множеств на основе нескольких систем аксиом. Чи­
татель, знакомый с основами современной алгебры, узнает в приво­
димых системах аксиом аксиоматики так называемой булевой ал­
гебры, ибо совокупность всех подмножеств данного множества об­
разует алгебраическую систему, называемую булевой алгеброй.6

Всего рассмотрим три системы аксиом.
Первоначальными понятиями теории 7\ являются бинарные 

операции П, U (называемые соответственно пересечением и объеди­
нением), унарная операция ' (называемая дополнением) о нульар- 
ные операции 0 и 1, фиксирующие два различных элемента -  ну­

ъИгошин В.И.. Основания геометрии. -  Саратов: Издательство 
”Научная книга”, 2004. -  84 с. (Серия ”Лекции по геометрии”)

6Сикорский Р. Булева алгебра /  Пер. с англ. -  М.: Мир, 1969. -  
376 с.
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левой и единичный. Система аксиом £i этой теории симметрична 
относительно операций П, U, 0, 1 (или, как говорят, самодвойствен­
на):

(А1) х П у  = у  П х, (А5) х П 1 = ж,

(А2) х U у = у  U х, (А6) х U 0 = х,

(АЗ) х П( у 1 ) г )  =  ( х П у ) и ( х П г ) ,  (А7) х П х '  = 0,
(А4) х U (у П z) =  (х U у) П (х U z),  (А8) x U x '  = l.

Первоначальными понятиями второй теории Т2 являются би­
нарная операция П и унарная операция ' . Система аксиом Е2 
этой теории, наоборот, асимметрична, ” смещена” в сторону опера­
ции П :

(В1) х Пу = уПх,  (ВЗ) х П у' = z П z* =Ф х Пу = х,
(В2) (х П у) П г = х П (у П z), (В4) хПу = х =>  хГ)у' = z ( l zf.

Наконец, в третьей теории Т3, в которой первоначальными по­
нятиями являются бинарное отношение С, бинарные операции П 
и U, унарная операция ' и нульарные операции 0 и 1, система 
аксиом Из следующая:

(С1) х С х, (С6) х С 1,
(С2) х С у  А у С z  =>  х С z, (С7) О С х,

(СЗ) х U у  С z  ==> х С z  А у С z,  (С8) l C x U x ' ,

(С4) z С х П у  = >  z С х  A z С у ,  (С9) х П х' С 0.
(С5) х П (у U z) С (х П у) U (х П г) ,

Можно доказать равносильность всех этих трёх систем аксиом.
Интерпретации и модели аксиоматической теории. Фор­

мулируя аксиомы в примерах предыдущего пункта, мы не обращали 
никакого внимания на природу элементов тех множеств, которые 
там встречаются, а также на природу других первоначальных по­
нятий этих аксиоматических теорий.

Определение 23.8. Приписывание значений (смысла) первона­
чальным понятиям аксиоматической теории называется интерпре­
тацией теории. Если некоторая совокупность предметов и отноше­
ний между ними, выбранных в качестве значений первоначальных 
понятий аксиоматической теории, т.е. в качестве её интерпретации,
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удовлетворяет всем аксиомам теории, то она называется моделью 
данной аксиоматической теории (или моделью системы аксиом тео- 
рии).

Другими словами, интерпретация теории -  просто функция / ,  
областью определения которой является множество Т первоначаль­
ных понятий этой теории. Если же образ f[T\ удовлетворяет всем 
аксиомам теории, то это есть модель данной теории.

Так, в примере 23.1 каждое из множеств Fi_i(M), Z и V2, рас­
сматриваемое вместе с соответствующей операцией, является мо­
делью аксиоматической теории групп или, проще, группой. Сущест­
вуют многочисленные другие модели данной теории. Вот в этой-то 
свободе интерпретаций аксиоматических теорий заключена одна из 
причин их обширных приложений в других науках и в практике. 
Но искусство интерпретации поистине одно из высочайших искусств 
математика-прикладника. Например, теория групп была с успехом 
применена в 1890 г. русским кристаллографом Е.С.Фёдоровым (1853- 
1919) для классификации и описания всевозможных форм кристал­
лов, существующих в природе, а в самое последнее время эта теория 
плодотворно работает в теории элементарных частиц.

Дадим аксиоматической теории, основанной на аксиомах К\ и
(пример 23.2), ещё одну интерпретацию. В качестве первоначаль­

ных понятий возьмем множество R всех действительных чисел и 
отношение =, определяемое так: х = у тогда и только тогда, когда 
разность х — у есть целое число. Нетрудно убедиться в том, что при 
такой интерпретации аксиомы К\ и К2 превращаются в истинные 
утверждения (в теоремы теории действительных чисел). Следова­
тельно, получаем модель аксиоматической теории Th(Ki,K2).

Наконец, укажем две модели теории Th(P\ — Р4 ) натуральных 
чисел. Если интерпретировать N как множество {1, 2, 3, ...} на­
туральных чисел, а отношение ' интерпретировать как функцию 
следования (т.е. х' = х + 1), то аксиомы Pi — Р4 будут выражать 
общеизвестные свойства натуральных чисел, т.е. получим модель 
рассматриваемой аксиоматической теории. Другую модель этой те­
ории получим, взяв в качестве N множество {а, ат, аг2, ..., агп, ...}, 
где а и г -  произвольные не равные нулю действительные числа, а 
в качестве ' -  такую функцию, что (arn)' = агп+1.

Уже отмечалась выше возможность взаимопроникновения мето­
дов одних математических наук в другие в процессе создания аксио­
матической теории. Проиллюстрируем это на примерах. Так, дока­
зав в аксиоматической теории групп теорему Gg, можно интерпрети­
ровать её для конкретных моделей данной теории. В частности, на
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модели она превращается в утверждение (до f) 1 = /  1 о
д~г, а на модели V2 -  в утверждение ~(~а + b ) = (-"<?) + (— Ъ ). 
Таким образом, природа этих, казалось бы, разнородных свойств 
одна -  теоретико-групповая. Аналогично, без какого бы то ни бы­
ло специального рассуждения мы уверены в том, что теоремы К$ 
и К± станут истинными утверждениями о действительных числах 
при интерпретации, рассмотренной в настоящем пункте.

Но не только аксиоматическая теория привносит что-то в свои 
модели. Имеется и обратная связь: порой модели аксиоматической 
теории могут сослужить ей определённую службу при решении не­
которых внутренних проблем теории. Пусть, например, требуется 
выяснить, является или нет теоремой теории Th(K\,K2) следую­
щее высказывание:

А: Существуют два элемента х и у множества S, для кото­
рых неверно, что х = у (другими словами, существуют два некон­
груэнтных отрезка).

То обстоятельство, что не удается получить вывод данного ут­
верждения из аксиом Ki , K2, приводит к догадке (гипотезе), что 
это сделать невозможно. Для её подтверждения рассуждаем следу­
ющим образом. Если бы утверждение А было выводимо из аксиом 
К\ , К2, т.е. принадлежало бы аксиоматической теории Th(K\, К2), 
то ему удовлетворяла бы каждая модель этой теории. Поэтому ес­
ли удастся построить такую модель системы аксиом {Ki ,K2}, в ко­
торой не выполняется утверждение А, то догадка (гипотеза) будет 
подтверждена, т.е. А невозможно вывести из К i и К2. В самом деле, 
рассмотрим, например, множество всех целых чисел и введённое вы­
ше отношение = между его элементами: х = у тогда и только тогда, 
когда х — у £ Z. На этой структуре, как мы уже отмечали, аксио­
мы К\ и К2. выполняются. Но совершенно ясно, что утверждение 
А на данной модели не выполняется, потому что х = у для любых 
элементов х и у из Z.

§24. Свойства аксиоматических теорий
В настоящем параграфе мы будем говорить об изучении аксио­

матической теории как таковой, в целом, т.е. хотим посмотреть на 
построенную аксиоматическую теорию как бы со стороны, из вне. 
Математическую теорию, изучающую данную аксиоматическую те­
орию как единое целое, устанавливающую свойства данной аксио­
матической теории, называют метатеорией по отношению к изуча­
емой теории и методы математической логики являются основными
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методами этой науки. Факты, устанавливаемые в ней относитель­
но изучаемой аксиоматической теории, называют метатеоремами, 
чтобы отличить их от собственно теорем рассматриваемой теории. 
Вопросы, связанные с моделями данной аксиоматической теории, с 
её непротиворечивостью, категоричностью, полнотой, со свойством 
независимости её системы аксиом -  это и есть важнейшие вопросы, 
на которые должна дать ответ метатеория изучаемой аксиоматичес­
кой теории. С этими понятиями мы уже вкратце познакомились в 
главе II при построении формализованного исчисления высказыва­
ний. Теперь же рассмотрим их более обстоятельно и применительно 
к произвольной аксиоматической теории.

Непротиворечивость. Это важнейшее свойство аксиомати­
ческих теорий и важнейшее требование, предъявляемое к ним, по­
скольку, как увидим ниже, противоречивые теории никакой ценнос­
ти не представляют.

О п р е д е л е н и е  24.1. Аксиоматическая теория называется не­
противоречивой, если ни для какого утверждения Ау сформулиро­
ванного в терминах этой теории, само утверждение А и его отрица­
ние ->А не могут быть одновременно теоремами этой теории. Если 
для некоторого утверждения А теории оба утверждения А и -*А яв­
ляются её теоремами, то аксиоматическая теория называется про­
тиворечивой.

Покажем, что если аксиоматическая теория противоречива, а 
используемая в ней логическая система включает исчисление вы­
сказываний с правилом вывода modus ponens (МР), то любое пред­
ложение С этой теории является её теоремой.

Доказательство. В самом деле, ввиду противоречивости теории, 
существует предложение А теории такое, что А и -*А -  её теоремы. 
Рассмотрим следующую последовательность высказываний данной 
теории:
... , А, ... , ->А, Si, В2, ••• , Вя, А —>(-и4—►(?), -и4 —► С, С .
Многоточия перед А и -*А обозначают их выводы (доказательства 
в данной теории). Следующие 5 -1-1 высказываний -  вывод истинно­
го высказывания А —► (-<Л —► С) (эта формула есть тавтология, 
как легко проверить, и потому доказуема). Наконец, предпоследняя 
формула получена из Л и А —> (~»А —> С) по правилу МР, а по­
следняя -  по тому же правилу из ~̂ А и -*А —> С. Таким образом, 
данная последовательность есть доказательство утверждения С в 
рассматриваемой аксиоматической теории. □
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Ясно, что обратное утверждение также справедливо: если любое 
предложение аксиоматической теории является ее теоремой, то 
теория противоречива. Следовательно, определения противоречи­
вой и непротиворечивой аксиоматической теории можно сформули­
ровать и следующим равносильным образом. Аксиоматическая тео­
рия называется противоречивой, если любое утверждение, сформу­
лированное в терминах этой теории, является её теоремой, и называ­
ется непротиворечивой, если существует утверждение, не являюще­
еся её теоремой. Значит, противоречивая теория никакой ценности 
не имеет, потому что в ней можно доказать что угодно.

В связи со сказанным приобретает первостепенную важность 
проблема установления непротиворечивости аксиоматической тео­
рии. Ясно, что эта проблема имеет две стороны: отсутствие зало­
женного как бы внутрь системы аксиом противоречия (которое про­
явится при развитии теории) и истинность логических умозаключе­
ний, которые мы используем при построении доказательств. Таким 
образом, желая установить непротиворечивость той или иной акси­
оматической теории мы должны подвергнуть исследованию как её 
математическое содержание (т.е. систему аксиом, лежащую в её ос­
нове), так и саму логику. Ко второму моменту мы ещё вернемся в 
главе VI. Посмотрим, как же решается вопрос о непротиворечивос­
ти системы аксиом, положенной в основу аксиоматической теории, 
об отсутствии противоречия внутри неё.

Во многих случаях этот вопрос удаётся решить с помощью поня­
тия модели. Развивая аксиоматическую теорию на базе той или иной 
системы аксиом Е, мы не вкладываем в её основные понятия и от­
ношения между ними никакого содержания сверх того, что сказано 
о них в аксиомах; в них содержатся все сведения об этих понятиях, 
необходимые для построения теории путём чисто логических умоза­
ключений. Изменим теперь нашу точку зрения на первоначальные 
понятия: будем понимать под ними некоторые вполне определённые 
объекты и соотношения между ними из какой-нибудь области мате­
матики (другой аксиоматической теории), которую мы считаем уже 
установленной и обоснованной (непротиворечивой). Это придание 
каждому первоначальному понятию и отношениям между ними кон­
кретного содержания посредством каких-то конкретных предметов 
и конкретных отношений между ними, как мы говорили в предыду­
щем параграфе, называется интерпретированием данной системы 
аксиом Е. Совокупность этих конкретных предметов и отношений 
между ними называется интерпретацией данной системы аксиом. 
В результате каждая аксиома из Е превращается во вполне опреде­
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лённое предложение из той уже обоснованной области математики 
(непротиворечивой аксиоматической теории), которая использует­
ся для интерпретации. Каждое из этих предложений может быть 
как истинным (теоремой), так и ложным в непротиворечивой акси­
оматической теории, использованной для интерпретации. Если все 
аксиомы из Е превращаются в истинные утверждения, то постро­
енная интерпретация называется моделью данной системы аксиом 
Е. (Если же хотя бы одна аксиома превратилась в ложное утверж­
дение, то можно считать, что интерпретирование не удалось: ведь 
цель интерпретирования -  построить модель системы аксиом!).

Если модель системы аксиом Е построена, то отсюда следует 
чрезвычайно важный вывод о непротиворечивости этой системы ак­
сиом. В самом деле, все теоремы аксиоматической теории Т/г(Е), 
построенной на базе системы аксиом Е, суть чисто логические след­
ствия аксиом из Е. В результате интерпретирования все аксиомы 
из Е превратились в истинные предложения; значит, логически сле­
дующие из них теоремы также превратятся в истинные предложе­
ния (в смысле той аксиоматической теории, которая использована 
для построения модели). Поэтому, если предположить, что в ис­
следуемой аксиоматической теории (построенной на базе системы 
аксиом Е) могут быть выведены две теоремы А и -«.А, противо­
речащие друг другу, то в модели им соответствовали бы два истин­
ных утверждения А* и -*А*, также друг другу противоречащих 
(утверждение и его отрицание не могут быть одновременно истин­
ными). Но это невозможно, так как аксиоматическая теория, в кото­
рой мы рассматриваем модель нашей системы аксиом Е, считается 
свободной от противоречий, непротиворечивой.

Итак, предъявляемая модель системы аксиом служит обосно­
ванием непротиворечивости соответствующей аксиоматической те­
ории. Но поскольку модель исходной системы аксиом Е построена 
в некоторой другой аксиоматической теории, то такое обоснование 
имеет относительный характер: исходная теория непротиворечива, 
если непротиворечива аксиоматическая теория, в терминах которой 
построена её модель. Таким образом, вопрос о непротиворечивости 
одной аксиоматической теории сводится к вопросу о непротиворе­
чивости другой аксиоматической теории.

Именно такова ситуация с геометрией Н.И.Лобачевского. Хоро­
шо известны различные модели геометрии Лобачевского, построен­
ные в геометрии Евклида. Наличие такой модели доказывает от­
носительную непротиворечивость геометрии Лобачевского: она не­
противоречива, если непротиворечива геометрия Евклида. В свою
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очередь, непротиворечивость геометрии Евклида также требует об­
основания. Далее в курсе геометрии строится модель евклидовой 
геометрии в теории действительных чисел, чем устанавливается не­
противоречивость первой относительно второй. Наконец, вопрос о 
непротиворечивости теории действительных чисел может быть све­
дён путём построения соответствующих моделей к вопросу о непро­
тиворечивости теории натуральных чисел, построенной на основе 
системы аксиом Пеано. См. об этом7.

К непротиворечивости арифметики аналогичным образом сво­
дится непротиворечивость обширных областей классической мате­
матики. Тем не менее, ” абсолютная” непротиворечивость ни геомет­
рии Лобачевского, ни евклидовой геометрии, ни арифметики нату­
ральных чисел не установлена. Уверенность в непротиворечивости 
этих теорий, в их истинности находится в сфере интуиции и пред­
ставляет собой своего рода акт веры.

В заключение отметим, что если удаётся построить конечную 
модель аксиоматической теории, то этим устанавливается ’’абсо­
лютная” непротиворечивость теории. Например, двухэлементное мно­
жество {е, а} вместе с определённой на нём по следующим правилам 
операцией: е • е = а • а = е, е а  = а е  = а -  является, как нетрудно 
убедиться, моделью теории групп. Поэтому с полной уверенностью 
можно утверждать, что аксиоматическая теория групп непротиво­
речива.

Категоричность. Это свойство в значительной мере харак­
теризует происхождение аксиоматической теории (см. §23, п. ’’Как 
возникают аксиоматические теории”). В большинстве категоричные 
теории возникали на первом пути. По второму пути происходит фор­
мирование, в основном, некатегоричных теорий.

Проанализируем первый путь. Аксиоматика строится для одной 
конкретной содержательной теории, которая развита уже достаточ­
но хорошо. Эта конкретная теория выступает в качестве модели ак­
сиоматической теории. Никаких других моделей построенная акси­
оматическая теория и не имеет, поскольку она строилась примени­
тельно к данной конкретной теории. Точнее, другие модели теории 
могут существовать, но они должны быть неотличимы (с точностью 
до терминологии и обозначений) от исходной модели. В этом случае

7Игошин В.И. Основания геометрии. -  Саратов: Издательство 
’’Научная книга”, 2004. -  84 с. (Серия ”Лекции по геометрии”); Иго­
шин В.И Курс числовых систем для педагогического вуза / /  Мате­
матика в высшем образовании, 2010, № 8 , с. 19 -  36.
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можно сказать, что первоначальные понятия и аксиомы дают исчер­
пывающую совокупность главных принципов конкретной содержат 
тельной теории. Такая неотличимость двух моделей называется их 
изоморфизмом. (Из курса алгебры известны понятия изоморфизма 
групп, колец, полей. Поэтому имеется представление о точном опре­
делении изоморфизма для конкретных моделей.) Аксиоматическая 
теория в этом случае и называется категоричной.

О п р е д е л е н и е  24.2. Аксиоматическая теория называется ка­
тегоричной, если любые две её модели изоморфны.

Примерами категоричных теорий служат аксиоматические тео­
рии евклидовой геометрии, различных систем чисел: натуральных, 
целых, рациональных, действительных, комплексных. Категорич­
ность евклидовой геометрии доказывается в курсе геометрии. Кате­
горичность теорий систем чисел устанавливается в курсе ’’Числовые 
системы”.

Некатегоричная аксиоматическая теория имеет существенно раз­
личные (т.е. неизоморфные) модели. Такие теории возникают на 
втором пути, в процессе обобщения общих свойств нескольких раз­
личных конкретных теорий. Примером такой теории является тео­
рия групп. Многообразие моделей этой теории обусловливает много­
образие её приложений. Некатегоричны также теория колец, теория 
полей и теории некоторых других алгебраических систем.

Независимость системы аксиом. Мы уже имели дело с по­
нятием независимости системы аксиом, где устанавливалась неза­
висимость системы аксиом аксиоматической теории высказываний. 
Здесь обсудим его более подробно. Сформулируем сначала опреде­
ления понятия независимости аксиомы от остальных аксиом данной 
системы в двух формах и докажем их равносильность.

О п р е д е л е н и е  24.3. Аксиома А из системы аксиом Е называет­
ся независящей от остальных аксиом этой системы, если её нельзя 
вывести (доказать) из множества Е \  {А} всех остальных аксиом 
системы Е, кроме аксиомы А.

О п р е д е л е н и е  24.4. Аксиома А из системы аксиом Е называ­
ется независящей от остальных аксиом этой системы, если её ис­
ключение из системы Е уменьшает запас теорем аксиоматической 
теории, т.е. 77i(E \  {А}) с  T7i(E) и Th(Е \  {А}) ф Th(Е) 
(где Th(Е) -  совокупность всех теорем, выводимых из системы ак­
сиом Е, т.е. аксиоматическая теория, построенная на базе системы 
аксиом Е).
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Докажем равносильность этих двух определений.
Доказательство. В самом деле, из первого определения вытека­

ет второе, так как если утверждение А нельзя вывести из множества 
Е \  {Л}, то его не будет среди теорем теории Th(Е \ {Л}) и оно 
будет среди теорем теории Th(Е), т.е. T7i(Е \  {Л}) С Th(Е).  
Обратно, если Th(Е \  {Л}) С T7i(E), то А нельзя вывести из 
Е \  {А}, ибо в противном случае, каждая теорема, выводимая из Е, 
могла бы быть выведена и из Е \  {А}, т.е. каждая теорема из Th(Е) 
принадлежала бы теории Th(Е \ {Л}), т.е. 77i(E) С T7i(E \  {Л}), 
что противоречило бы условию. Равносильность двух определений 
установлена. □

Таким образом, требование независимости непротиворечивой сис­
темы аксиом состоит в том, чтобы в эту систему не включалось та­
кое утверждение, которое может быть доказано на основе остальных 
аксиом системы и, следовательно, являясь излишним в этой систе­
ме, должно быть отнесено к разряду теорем. Другими словами, сис­
тема аксиом должна содержать минимальное число утверждений, 
необходимых для логического вывода всех остальных утверждений 
данной теории. Это важное требование, которому должна удовле­
творять система аксиом, но вовсе не обязательное, в отличие, на­
пример, от рассмотренного выше требования непротиворечивости. 
Свойство независимости системы аксиом характеризует некое изя­
щество и лаконичность этой системы. Но не всегда для той или иной 
аксиоматической теории целесообразно выбирать независимую сис­
тему аксиом: изящество системы аксиом может привести к громозд­
кости доказательств теорем данной теории. Поэтому отступление от 
выполнения требования независимости вполне допустимо из мето­
дических или иных практических соображений. Именно так и де­
лается в большинстве школьных курсов геометрии, где приходит­
ся учитывать психологические и возрастные особенности учащихся. 
Без доказательства допускается большое количество утверждений. 
Их истинность считается само собой разумеющейся, а некоторые из 
них даже не формулируются явно. Такой подход сильно упрощает 
изложение геометрии и облегчает её усвоение учащимися, ибо до­
казательство самых простых и очевидных утверждений геометрии 
требует очень тонких и кропотливых рассмотрений, цель которых 
будет непонятна, а усвоение недоступно для детей школьного воз­
раста.

Интересно отметить, что проблема независимости систем аксиом 
является, по существу, самой первой проблемой в основаниях мате­
матики. Уже ближайшим последователям Евклида было известно,
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что если воспользоваться понятием движения, то его IV постулат, 
утверждающий, что все прямые углы равны между собой, может 
быть доказан как логическое следствие остальных аксиом и посту­
латов. Также было известно, что аксиомы V (” Если удвоим равные, 
то получим равные99) и VI (” Половины равных равны между со­
бой') являются логическими следствиями остальных. С размышле­
ния над проблемой независимости V постулата Евклида собственно 
и началась наука об обосновании геометрии. (Проблема непротиво­
речивости тогда не возникала, да и не могла возникнуть вплоть до 
XIX века). Но лишь в XIX веке Лобачевский указал метод доказа­
тельства независимости аксиом -  метод построения моделей.

В чём же состоит метод доказательства независимости аксиомы 
А от остальных аксиом непротиворечивой системы аксиом Е? Рас­
смотрим систему аксиом (Е \  {Л}) U {-*А}, получающуюся из Е 
заменой аксиомы Л на её отрицание -*А. Если окажется, что полу­
ченная система аксиом также (как и Е) непротиворечива, то отсюда 
будет следовать независимость аксиомы А от аксиом из Е \  {А}. 
В самом деле, если бы А можно было доказать, исходя из систе­
мы Е \  {А}, то А можно было бы доказать, и исходя из системы 
(Е \  {A}) U {“'А}. Но это означало бы противоречивость системы 
аксиом (Е \  {A}) U {-»А} (из неё выводимы противоречащие друг 
другу утверждения А и —*у1), что не так.

С другой стороны, мы знаем, что непротиворечивость системы 
аксиом устанавливается путём построения модели этой системы ак­
сиом в некоторой заведомо непротиворечивой теории. Таким обра­
зом, мы приходим к следующему методу доказательства незави­
симости аксиом. Для доказательства независимости аксиомы А от 
остальных аксиом системы Е нужно сконструировать (построить) 
модель, в которой выполнялись бы все аксиомы данной системы Е, 
кроме аксиомы А, т.е. сконструировать такую интерпретацию кото­
рая была бы моделью системы аксиом Е \  {А}, но не была бы 
моделью системы аксиом Е.

Именно на этой идее, принадлежащей Лобачевскому, и основы­
вается доказательство независимости аксиомы (V.1) о параллель­
ных Евклида от аксиом I-IV групп абсолютной геометрии -  строит­
ся модель системы аксиом {I-TV, —>(V. 1)}, полученной из системы 
аксиом евклидовой геометрии заменой в ней аксиомы о параллель­
ных Евклида её отрицанием, и которая определяет геометрию Ло­
бачевского. Наличие такой модели служит доказательством незави­
симости аксиомы о параллельных от остальных аксиом евклидовой 
геометрии. Эту же идею мы использовали в §11 при доказательстве
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независимости аксиом (Al), (А2), (АЗ) формализованного исчисле­
ния высказываний. (Проанализируйте эти доказательства ещё раз).

Система аксиом Е называется независимой, если каждая её ак­
сиома не зависит от остальных. Отсюда ясно, насколько кропотли­
во исследование системы аксиом на независимость. Если для дока­
зательства непротиворечивости данной системы аксиом достаточно 
построить одну её модель, то для доказательства её независимости 
придётся построить столько моделей, сколько аксиом содержит сис­
тема, причём, каждая модель должна реализовывать все аксиомы, 
кроме одной -  исследуемой на независимость.

Полнота. Обобщённо можно сказать, что аксиоматическая те­
ория называется полной, если она содержит достаточное для какой- 
нибудь цели количество теорем. В зависимости от целей выделяют 
различные виды полноты. Так, в теореме 10.6 была установлена 
полнота аксиоматической теории высказываний относительно ал­
гебры высказываний: теория охватывала все тавтологии этой алгеб­
ры. Доказательство соответствующей теоремы для аксиоматичес­
кой теории предикатов будет дано в §29. Это понятие полноты -  
относительное, или внешнее понятие полноты (полнота относитель­
но внешнего фактора).

Выделяют понятие внутренней полноты. Здесь различают две 
его модификации: абсолютная полнота и полнота в узком смысле.

О п р е д е л е н и е  24.5. Аксиоматическая теория называется аб­
солютно полной, если для любого утверждения А, сформулирован­
ного в терминах этой теории, точно одно из утверждений А и ->А 
является её теоремой (или, как говорят, средств аксиоматической 
теории достаточно для того, чтобы доказать или опровергнуть лю­
бое утверждение, сформулированное в терминах данной теории).

О п р е д е л е н и е  24.6. Аксиоматическая теория назьюается пол­
ной в узком смысле (или в смысле Поста), если добавление к её 
аксиомам любого недоказуемого в ней утверждения с сохранением 
всех правил вывода приводит к противоречивой теории.

Всякая абсолютно полная аксиоматическая теория будет полна 
и в узком смысле.

Доказательство. В самом деле, допустим, что некоторая абсо­
лютно полная теория не полна в узком смысле. Значит, найдётся 
такое утверждение А этой теории, не доказуемое в ней, что новая 
теория, построенная на основе прежних аксиом и утверждения А в 
качестве новой аксиомы, непротиворечива. Ясно, что А принадле­
жит новой теории. Кроме того, ввиду абсолютной полноты исходной
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теории и недоказуемости в ней утверждения А, заключаем, что в ней 
доказуемо ->А. Но все аксиомы, из которых выведено вошли в 
состав системы аксиом новой теории. Поэтому -'А принадлежит и 
новой теории. Получаем противоречие с тем, что новая теория не­
противоречива. □

Смысл требования (абсолютной) полноты непротиворечивой сис­
темы аксиом заключается в том, чтобы она давала возможность без 
всяких добавочных предпосылок, без какого бы то ни было обра­
щения к наглядным представлениям и опыту исключительно логи­
ческим путём доказать всякое предложение, сформулированное в 
терминах данной теории, либо его опровергнуть.

Классическим примером неполной системы аксиом является сис­
тема аксиом и постулатов ’’Начал” Евклида. Уже при доказательст­
ве первых теорем Евклид вынужден молчаливо прибегать к нагляд­
ности и очевидности. Так, для обоснования наличия точки пересе­
чения у двух прямых, у двух окружностей, у прямой и окружнос­
ти требуется аксиома непрерывности, что было обнаружено лишь в 
XIX веке. Понятие равенства фигур Евклид определяет через дви­
жение: ”И совмещающиеся равны между собой.” Но свойства движе­
ния, которые Евклид несомненно почерпнул из эмпирических пред­
ставлений о механическом движении твёрдых тел и которыми он 
широко пользуется при доказательстве теорем, никак не выражены 
в его аксиомах. Нет среди евклидовых аксиом и аксиом порядка или 
расположения (поэтому тот факт, что прямая делит плоскость на 
две части, очевиден для Евклида), и аксиом связанных с измерени­
ем длин, площадей и объёмов. (Последнюю задачу блестяще решил 
великий геометр механик и инженер древности Архимед (287-212 гг. 
до н.э.), живший непосредственно после Евклида, который в своём 
сочинении ”0  сфере и цилиндре” развил теорию измерения площа­
дей и объёмов, получив, в частности, формулы поверхности и объ­
ёма шара, ввёл аксиому, носящую и поныне его имя).

Другим примером неполной системы аксиом может служить сис­
тема аксиом абсолютной геометрии (аксиомы I-IV групп системы 
аксиом Гильберта). В этой системе не может быть ни доказано, ни 
опровергнуто ни одно предложение, опирающееся на аксиому парал­
лельности Евклида (V.1) или аксиому параллельности Лобачевско­
го (V.1)* (а также, конечно, и сами эти аксиомы).

Вернёмся к анализу понятия полноты. Сопоставим его с поняти­
ем непротиворечивости. Если непротиворечивость гарантирует, что 
из данной системы аксиом £ не могут быть выведены два противо­
речащих друг другу утверждения А и -»А, то полнота гарантирует
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доказуемость одного из них. Так что оба требования вместе дают 
гарантию разрешимости всякого вопроса теории и притом только в 
одном смысле.

Обсуждая выше проблему независимости системы аксиом, мы 
доказали, что утверждение А (не входящее в Е) не зависит от сис­
темы аксиом Е, если существует модель системы аксиом Е U {-«Л} 
(в некоторой непротиворечивой аксиоматической теории). С другой 
стороны, как нам известно, утверждение А не противоречит систе­
ме аксиом Е, т.е. система аксиом Е U {А} непротиворечива, если 
существует модель этой системы аксиом в непротиворечивой ак­
сиоматической теории. Нетрудно понять, что как модель системы 
аксиом Е U {“̂ Л}, так и модель системы аксиом Е U {Л} являют­
ся моделями системы аксиом Е. Причём, эти модели, конечно же, 
не изоморфны, так как в одной из них выполняется утверждение 
Л, а в другой выполняется его отрицание -̂ Л (т.е. Л не выполняет­
ся). Итак, соединим вместе эти два направления настоящего абзаца. 
(Мы имели два утверждения Р  —► R и Q —► R; их конъюнкция рав­
носильна утверждению (Р A Q) —► R). Непротиворечащее системе 
аксиом Е утверждение Л будет не зависеть от этой системы аксиом, 
если существуют две такие неизоморфные модели системы аксиом 
Е, в одной из которых Л выполняется, а в другой -  нет.

Снова вернёмся к анализу понятия полноты системы аксиом и 
попытаемся связать его с понятием модели данной системы аксиом. 
Снова, как и в случае с требованием непротиворечивости, мы пы­
таемся уйти от выражения этого понятия на языке выводимости к 
выражению его на языке моделей, т.е. пытаемся уйти от синтаксиса 
к семантике, от формализма к содержанию. Но здесь эта попытка 
не окажется столь успешной, как в случае с непротиворечивостью. 
(Хотя и там её успех был относителен). Всё это говорит о том, что 
к этим проблемам предстоит вернуться и именно на языке синтак­
сиса, на языке формализма. И это мы проделаем в главе VI. Но 
результаты, которые там откроются перед нами, будут ещё более 
поразительны.

Нетрудно уяснить тот факт, что чем меньшее количество акси­
ом содержит система аксиом Е, т.е. чем меньше требований предъ­
являет система аксиом к первоначальным понятиям, тем большее 
количество объектов ей удовлетворяет, т.е. тем большее количество 
моделей имеет эта система аксиом. И наоборот, чем больше аксиом 
содержит система Е, т.е. чем больше требований предъявляет она 
к первоначальным понятиям, тем меньше объектов ей удовлетворя­
ют, т.е. тем меньше моделей имеет эта система аксиом. (Чем больше
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аксиом содержит система, тем богаче содержанием основанная на 
ней теория, но и тем уже область её применения, т.е. тем меньшей 
общностью отличаются её теоремы). Но что же требует от системы 
аксиом Е условие её полноты? Относительно каждого утверждения 
А можно решить выводимо А из Е или нет, т.е. нет утверждений, 
сформулированных в терминах данной теории, которые не зависели 
бы от системы аксиом Е. Но независимость некоторого утверждения 
от системы аксиом Е, как мы установили один абзац назад, выте­
кает из наличия у Е двух не изоморфных моделей. Поэтому, если у 
системы Е нет не зависящих от неё предложений, т.е. если Е полна, 
у неё не существует двух не изоморфных моделей. Учитывая, что 
Е, конечно же, непротиворечива, т.е. имеет хотя бы одну модель, в 
итоге заключаем, что все модели системы Е изоморфны т.е. Е имеет 
единственную с точностью до изоморфизма модель. Такая система 
аксиом (и построенная на её базе аксиоматическая теория) назы­
вается категоричной. Таким образом, мы установили, что всякая 
полная и непротиворечивая аксиоматическая теория категорична.

Руководствуясь этим соображением, в ряде учебников по осно­
ваниям геометрии понятие полноты аксиоматической теории отож­
дествлено с её категоричностью. Тем не менее, это не так, не всякая 
категоричная аксиоматическая теория полна. Таковой является, на­
пример, аксиоматическая теория натуральных чисел, построенная 
на базе системы аксиом Пеано (см. §30 главы VI).

Тем не менее, всестороннее решение проблем, связанных с пол­
нотой аксиоматических теорий удаётся получить только в рамках 
формальных аксиоматических теорий, когда будут уточнены поня­
тия выводимости, доказуемости, правил вывода, когда сама аксио­
матическая теория станет точно определяемым математическим по­
нятием (до сих пор мы говорили о ней в описательном плане), под­
вергаемым изучению методами математической логики. Это сделаем 
в §30 главы VI и там же продолжим начатое обсуждение. Пока же 
ограничимся замечанием, что для многих важных математических 
теорий задача сочетания обоих рассмотренных качеств -  непроти­
воречивости и полноты -  оказывается невыполнимой.
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Г л а в а  V .
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА  
И ПРОБЛЕМЫ  
ОБОСНОВАНИЯ МАТЕМАТИКИ

Логика и математика на протяжении многих веков развивают­
ся в теснейшем взаимодействии друг с другом. Более того, это их 
взаимодействие собственно и обуславливает эффективное и посту­
пательное развитие каждой из этих областей знаний, поочерёдно 
периодически вызывая кризис в каждой из них и затем способствуя 
его преодолению.

В этой главе мы постараемся охарактеризовать исторический 
путь взаимодействия математики и логики в процессе их развития, 
кризисы, случившиеся на этом пути, важнейшим из которых был 
кризис на рубеже XIX и XX веков. Этот кризис вывел логику на 
качественно новую ступень развития, и об этих новых её чертах 
будет рассказано в заключительной главе VI настоящей книги.

§25. Взаимодействие математики и 
логики в процессе их развития

Математика -  древнейшая наука и древнейший учебный пред­
мет, плод неустанных многовековых усилий всего человечества, на­
правленных на использование способности человека мыслить. Само 
название этой науки пришло из Древней Греции, от греческого гла­
гола ”знать, изучать”. Первоначально слово ”mathema” означало 
”то, чему обучают”, т.е. все виды знаний, и только в последующий 
период приобрело более узкое значение, которое имеет и по сей день.

В истории развития математики условно выделяют четыре ос­
новных периода. В конце каждого из этих периодов математика до­
стигала не только определённого уровня развития, но и определён­
ного состояния кризисности. Кризисы были связаны с тем, что на­
копленные к этому моменту математические результаты не укла­
дывались в традиционно сложившиеся допустимые рамки способов
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рассуждений и представлений о порядке вещей. Для преодоления 
возникших трудностей приходилось коренным образом перерабаты­
вать общие основы и методологию практически всех математических 
теорий. Это -  трудности развития математики, трудности её обос­
нования.

Первый период -  период накопления первичных фактов, или пе­
риод зарождения математики длился с древнейших времён до VI
- V вв. до н.э. В конце 4-го тысячелетия до н.э. в Египте зароди­
лась и начала быстро развиваться независимая цивилизация, а к 
3-му тысячелетию относят возникновение там первого математичес­
кого понятия -  абстрактного понятия числа. Параллельно это по­
нятие зародилось в Месопотамии, в Вавилоне. Счёт использовался 
для расчётов, связанных с вычислением длин, площадей, объёмов 
тел, объёмов работ и т.п. Рецептурные (или алгоритмические) текс­
ты египтян и вавилонян, содержащие чёткие указания относительно 
того, что и в какой последовательности следует делать, дошли до 
наших дней.

Второй период- период элементарной математики, или матема­
тики постоянных величин, длился с VI в.до н.э. до XVII века. Нача­
ло этого периода ознаменовалось возникновением и преодолением 
первого крупного кризиса в основаниях математики - в математи­
ке Древней Греции. Древнегреческая цивилизация была первой и 
единственной из древних цивилизаций, которая на научной основе 
стала искать ответы на насущные вопросы: что есть окружающая 
нас природа, каковы её законы, как на Земле появился человек, 
в чём его предназначение и смысл жизни. Раньше ответы на эти 
вопросы давались религиозными лидерами и принимались всеми. 
Греки первые поняли, что человек наделён способностью мыслить, 
открывать истины. Они открыли могущество разума. Греки взялись 
активно изучать мир природы и своё общество в этом мире. В первых 
рядах исследователей были те, кто значительное внимание уделял 
математическим проблемам.

Первой крупной научной школой древнегреческой науки была 
школа Пифагора, существовавшая на рубеже VI - V веков до н.э. в 
городе Кротоне на юге Италии. Пифагорейцы по существу превра­
тили математику в науку, развили её как по содержанию (открыли 
множество новых математических фактов), так и по форме (постро­
или геометрию и арифметику как теоретические, доказательные наг 
уки, изучающие свойства отвлечённых понятий о геометрических 
фигурах и числах). Вершиной достижений пифагорейцев в плани­
метрии является доказательство теоремы Пифагора, формулиров­
284



ка которой была известна ещё вавилонским, китайским и индийским 
учёным. Величайшим открытием школы Пифагора является откры­
тие несоизмеримых величин. (Диагональ квадрата несоизмерима с 
его стороной). До этого математики считали, что любые два отрезка 
имеют общую меру, хотя, может быть, и очень малую. Это откры­
тие явилось источником первого кризиса основ математики. Для 
его преодоления математика могла пойти по двум путям. Можно 
было расширить понятие числа, добавив к рациональным числам 
числа иррациональные (тем более, что в школе Пифагора число иг­
рало главенствующую роль не только в математике, но и в мирозда­
нии: ”всё есть число”), но греческая математика не готова была ещё 
идти этим путём. Она пошла по второму пути -  геометрическому. 
Было признано, что геометрические объекты являются величина­
ми более общей природы, чем целые и дробные числа. После этого 
математика стала строиться не на арифметической, а на геометри­
ческой основе. Именно этот путь избрали пифагорейцы, а вслед за 
ними и большинство древнегреческих математиков, включая Евкли­
да, вплоть до Архимеда и Аполлония. Они развили математические 
теории исключительной стройности и изящества, сущность и значе­
ние которых были оценены по достоинству лишь во второй половине
XIX века. Пифагорейцы заложили основы геометрической алгебры. 
Теэтет и Евклид установили классификацию квадратичных ирра­
циональностей. Евдокс развил геометрическую теорию пропорций и 
разработал метод исчерпывания -  зачаточную форму теории пре­
делов, основанную на геометрической базе. Попытки решить три 
знаменитые задачи древности (о трисекции угла, о квадратуре кру­
га, об удвоении куба) привели древнегреческих учёных к выработке 
критериев строгости решения геометрических задач -  использовать­
ся могут лишь (идеальные) циркуль и линейка.

В этот же период расцвета древнегреческой цивилизации бы­
ли заложены основы науки логики. Её основоположником явился 
гениальный ученик Платона древнегреческий философ и учёный 
Аристотель (384 - 322 гг. до н.э.). Во-первых, он выделил основные 
категории логики как науки: это -  понятия, суждения и умозаклю­
чения. Затем он впервые разработал теорию дедукции, т.е. теорию 
логического вывода. Именно он первым обратил внимание на то, что 
в рассуждениях мы из одних утверждений выводим другие, исходя 
не из конкретного содержания утверждений, а из определённой вза­
имосвязи между их формами, структурами. Сочинения Аристотеля, 
посвящённые логике, более 200 лет пролежавшие в подвалах Малой 
Азии (сейчас -  это территория Турции), в середине I в.до н.э. бы­
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ли возвращены Европе и изданы Андроником Родосским под общим 
названием ’’Органон”. В его состав вошли пять сочинений: ”Кате­
гории”, ”06 истолковании”, ’’Первая аналитика”, ’’Вторая аналити­
ка”, ’’Топика”. В первом сочинении ’’Категории” Аристотель устана­
вливает десять категорий, в которые, по его мнению, укладывается 
всё сущее, всё нами мыслимое -  как материальное, так и абстракт­
ное. ”Из слов, высказываемых без какой-либо связи, каждое озна­
чает или сущность, или качество, или количество, или отношение, 
или место, или время, или положение, или обладание, или дейст­
вие, или страдание.” (’’Категории”, глава 4). Наиболее существен­
ным для логики в сочинении ”06 истолковании” является класси­
фикация суждений по количеству (общее, частное, единичное), по 
качеству (положительные и отрицательные), по модальности (кат 
тегорические (т.е. безоговорочные, безусловные) и гипотетические 
(т.е. условные)). Основное содержание ’’Первой аналитики” состав­
ляет теория вывода, или доказательства, основой которой служит 
блестяще решенная Аристотелем задача описания всех правильных 
силлогизмов (их оказалось шестнадцать), т.е. общезначимых (уни­
версальных для человеческого мышления) способов рассуждений. 
Эта теория оказалась столь совершенной, что последующие 2000 лет, 
по существу, ничего нового в неё не внесли и она на весь этот пери­
од стала надёжным фундаментом для развития дедуктивных наук, 
и в первую очередь -  математики. ’’Вторая аналитика” и некото­
рые главы ’’Топики” посвящены теории познания, теории строения 
науки. Наука, по Аристотелю, представляет собой последователь­
ность предложений, относящихся к некоторой области. Среди этих 
предложений имеются основные или исходные, которые настолько 
очевидны, что не требуют доказательств. Это -  аксиомы. Остальные 
предложения должны быть выведены (доказаны) из них. Это -  тео­
ремы. ”Из первичных же недоказуемых положений доказательство 
должно вестись потому, что нет знания доказуемого, и не случай­
ным образом -  это и значит иметь доказательство.” (’’Вторая анаг 
литика”, глава 2). Понятия, входящие в эти предложения, в свою 
очередь, делятся на основные понятия, которые непосредственно 
очевидны и не допускают определений, и определяемые понятия. 
Точка зрения Аристотеля на определение понятий особенно чётко 
выражена в ’’Топике”: определение понятия осуществляется путём 
его включения в ближайшее родовое понятие и указания видовых 
отличий. Основных понятий при построении науки должно быть 
достаточно в том смысле, что все вторичные понятия могут быть 
определены по тому правилу определения, которое только что сфор­

286



мулировано. Наконец, основных предложений должно быть также 
достаточно в том смысле, что для доказательства остальных пред­
ложений (теорем) требуются только правила логики. Эта научная 
доктрина Аристотеля была принята как руководство к действию, 
прежде всего, математиками.

Когда примерно полстолетия спустя появился гениальный труд 
Евклида (330 -  275 гг. до н.э.) ’’Начала”, в котором он впервые пред­
принял попытку упорядочить накопившиеся к тому времени обшир­
ные сведения по геометрии и взглянуть на эту науку с общелогичес­
ких позиций, то в структуре этого труда явно просматривалась пе­
чать схемы Аристотеля. Евклид положил начало обоснованию гео­
метрии как аксиоматической теории, а всей математики -  как сово­
купности аксиоматических теорий. Этот бессмертный труд Евклида 
по существу преодолел на том этапе первый кризис основ матемаг 
тики, открыв перед математикой широкую дорогу, по которой она 
прошагала до XIX века.

Интересно отметить, что в средние века восстановление антич­
ной науки и признание её христианством, до того относившимся к 
ней отрицательно, началось именно с того, что была признана зна­
чимой в рамках нового мировоззрения логика Аристотеля в объёме 
первых семи глав его ”Аналитик”. Подчёркивая строгость логичес­
ких рассуждений Аристотеля, Лейбниц отметил: ’’Аристотель был 
первым, кто писал математически в нематематике”. На протяже­
нии многих последующих веков различными философами и целыми 
философскими школами дополнялась, усовершенствовалась и из­
менялась логика Аристотеля. Это был первый, доматематический, 
этап развития формальной логики.

Таким образом, в конце второго периода развития математики 
в математику вошла логика, и математика стала логической, докаг 
зательной наукой.

Третий период в истории развития математики- период клас­
сической высшей математики, начался в XVII веке с открытия не­
зависимо Ньютоном и Лейбницем анализа бесконечно малых (диф­
ференциального и интегрального исчислений). В этот период мате­
матика приступила к изучению переменных величин и движения. В 
это время в математику активно вторгаются понятия отрицательно­
го, иррационального и комплексного числа, предела, производной и 
интеграла, бесконечно малой и бесконечно большой величины, лога­
рифмы отрицательных и комплексных чисел, сходящиеся и расхо­
дящиеся бесконечные интегралы и ряды, разрывные функции. Все 
эти понятия создаваемые математиками, были достаточно далеки от
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реального мира, представляли собой абстракции значительно более 
высокого ранга, нежели те, которыми оперировали древние матема­
тики. Для этих понятий устанавливались многочисленные результа­
ты, которые прекрасно согласовывались с практикой и давали ре­
альную отдачу, были подкреплены опытом и наблюдением. Мате­
матика XVII-XVIII веков получила колоссальное количество при­
кладных результатов, которые используются до настоящего време­
ни. Это связано в первую очередь с открытием дифференциального 
и интегрального исчислений. Но, увлекшись прикладной стороной 
своей науки, математики забыли о её фундаменте -  о её логическом 
обосновании. К началу XIX века ни арифметика вещественных чи­
сел, ни алгебра, ни анализ, ни геометрия не имели полноценного и 
сколько-нибудь надёжного логического обоснования. Такой отрыв 
привёл ко второму серьёзному кризису оснований математики.

Преодоление этого кризиса потребовало от математиков значи­
тельных усилий и создания новой методологии. Здесь, в отличие 
от первого кризиса, происшедшего в древнегреческой математике, 
решающую роль сыграло понятие числа. Выдающиеся математи­
ки XIX века О.Коши (1789 -  1857), К.Вейерштрасс (1815 -  1897), 
Г.Кантор (1845 -  1918), Р.Дедекинд (1831 -  1916) отчётливо осозна­
ли, что без логически строгой теории вещественных чисел не может 
быть строго обоснован математический анализ, а вслед за ним и 
геометрия. И такая аксиоматическая теория вещественных чисел 
была ими построена в 1870 году. Затем итальянским математиком 
Дж.Пеано (1858 -  1932) было дано логическое обоснование теории 
рациональных чисел. Попутно была решена проблема обоснования 
привычной нам сейчас алгебры. Почему, свободно манипулируя сим­
волами так, как если бы они были натуральными числами, мы по­
лучаем верные результаты и в том случае, когда вместо символов 
подставляем вещественные или комплексные числа? Это происхо­
дит потому, что вещественные и комплексные числа обладают та­
кими же формальными свойствами, что и натуральные числа. В 
конце XIX в. Пеано создал аксиоматическую теорию натуральных 
чисел.

В это же время начинается второй этап в развитии логики, ха­
рактеризующийся тем, что в логике начинают применяться мате­
матические методы. Начало ему положил немецкий философ и ма­
тематик Г.-В.Лейбниц (1646 -  1716). Он пытался построить универ­
сальный язык, с помощью которого разрешались бы споры между 
людьми, а затем и вовсе все ’’идеи заменить вычислениями”. Осново­
положником применения математики для изучения логики явился
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английскй математик и логик Джордж Буль (1815 -  1864). В се­
редине XIX века появляются его работы ’’Математический анализ 
логики” (1847) и ’’Исследование законов мышления” (1854), в кото­
рых он применил к логике методы современной ему алгебры -  язык 
символов и формул, составление и решение уравнений. Им была 
создана своеобразная алгебра -  алгебра логики. В этот период она 
оформилась как алгебра высказываний и была значительно разви­
та в работах шотландского логика А.де Моргана (1806 -  1871), анг­
лийского -  У.Джевонса (1835 -  1882), американского Ч.Пирса (1839
-  1914), немецкого алгебраиста и логика Э.Шрёдера (1841 -  1902), 
русского математика, астронома и логика П.С.Порецкого (1846 -  
1907). В 1884 г. появляется первая формализованная система логи­
ки, построенная Готлобом Фреге. Создание алгебры логики явилось 
заключительным звеном в развитии формальной логики: алгебра 
логики поставила и решила в самом общем виде те задачи, которые 
рассматривались в аристотелевской логике. Формальная логика в 
результате использования в ней развитого символического языка 
окончательно оформилась как логика символическая. По существу 
в логику вошла математика, и логик а стала математической наукой
-  математической логикой.

Значительный толчок к новому периоду развития математичес­
кой логики дало открытие в первой половине XIX века великим 
русским математиком Н.И.Лобачевским (1792 -  1856) и независимо 
от него венгерским математиком Я.Бояи (1802 -  1860) неевклидовой 
геометрии. Это открытие послужило толчком к глубоким исследо­
ваниям в области оснований математики. Предметом этих исследо­
ваний стал главным образом аксиоматический метод построения ма­
тематических теорий. Возникла новая область математики, занима­
ющаяся изучением построения математических теорий. Д.Гильберт 
назвал её метаматематикой или теорией доказательства. Исследо­
вание проблем оснований математики стимулировало дальнейшее 
могучее развитие математической логики. Стимулировал в значи­
тельной степени эти исследования третий кризис в основаниях ма­
тематики -  кризис её логических оснований. Он был связан с об­
наружением парадоксов (антиномий) в созданной Кантором теории 
множеств. Последствия этого кризиса продолжают преодолеваться 
по настоящее время.

Таким образом, к началу XX века перед математической логи­
кой встали задачи, которые перед логикой Аристотеля не возника­
ли: она должна была исследовать основания математической науки, 
исследовать математику как совокупность аксиоматических теорий,
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исследовать аксиоматический метод построения математических те­
орий.

В параграфах 26 и 27 мы более подробно рассмотрим существо 
кризиса, разразившегося в основаниях математики на рубеже XIX и
XX веков, а также те пути, которые были предложены математикаг 
ми различных школ для преодоления возникшего кризиса и выхода 
из него. В заключительной главе VI будут рассматрены некоторые 
результаты, полученные математической логикой на одном из путей 
выхода из этого кризиса.

Четвёртый период в развитиии математики -  это период со­
временной математики, математики XX века. В конце XIX столе­
тия сформировались и в настоящее время получили развитие но­
вые разделы математики, в которых в качестве предмета изучения 
на первое место выдвинулось ещё одно важное абстрактное поня­
тие -  понятие структуры. Оно основано на идеях теории множеств, 
созданной Г.Кантором, а широкое его внедрение в математическую 
практику произошло благодаря многотомному труду ’’Элементы ма­
тематики” французских математиков XX века, печатавшихся под 
коллективным псевдонимом Никола Бурбаки. Они поставили своей 
целью провести классификацию математических наук, основан­
ную на понятии математической структуры. Они установили, что 
фундамент всей современной математики во всём её многообразии 
составляют математические структуры трёх типов: алгебраические, 
порядковые и топологические. Различные математические науки из­
учают эти структуры. Так что математика является единой наукой, 
а различные и развивающиеся весьма изолированно друг от друга 
её разделы являются звеньями единого организма.

§26. Кризис оснований математики 
на рубеже XIX и XX веков

Остановимся более подробно на существе кризисных явлений в 
основаниях математики на рубеже XIX и XX веков. Первым серьёз­
ным толчком к осознанию кризисности ситуации в основаниях мате­
матики явилось открытие в 90-ых годах XIX века ряда парадоксов в 
канторовской теории множеств. Попытки выявления причин обна­
руженных парадоксов, а также попытки их преодоления высветили 
существенные расхождения во взглядах различных математиков на 
основные понятия и принципы математики, а также на методы ло­
гики, используемые при доказательстве математических теорем.
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Парадоксы канторовской теории множеств. С момента 
создания Георгом Кантором в начале 70-х годов и до конца XIX ве­
ка математики считали теорию множеств незыблемой основой всего 
математического здания. Но в конце XIX столетия в самой теории 
множеств были обнаружены противоречия, получившие название 
антиномий (парадоксов) теории множеств. Антиномия буквально 
означает противоречие в законе, а парадокс -  ситуация, когда в 
теории доказаны два взаимно исключающих друг друга суждения 
(одно является отрицанием другого), причём, каждое из этих суж­
дений выведено убедительными с точки зрения данной теории сред­
ствами, и рассуждения, приводящие к противоречию, не содержат 
никаких логических ошибок. Это обстоятельство поколебало веру в 
безусловную надёжность математических доказательств.

Первый такой парадокс обнаружил сам Кантор в 1895 г. и сооб­
щил об этом Гильберту. В 1897 г. его переоткрыл и впервые опубли­
ковал Бурали-Форти. В 1899 г. Г.Кантор обнаружил ещё один парат 
доке, связанный с активно разрабатываемой им тогда теорией мощ­
ностей множеств (или кардинальных чисел).

Суть парадокса (антиномии) Кантора состоит в следующем. 
Пусть М -  множество всех множеств и В(М) -  множество всех 
его подмножеств. Поскольку В(М) состоит из множеств, поэтому 
В(М) С М. Тогда в силу теоремы Кантора (мощность подмножес­
тва не превосходит мощности самого множества) имеем: \В(М)\ < 
|М|. По другой теореме Кантора, мощность множества В(М) всех 
подмножеств множества М строго больше мощности множества М: 
\В(М)\ > \М\. Получаем противоречие.

Хотя ни Кантор, ни Бурали-Форти не были способны в то время 
предложить разрешение антиномии, ситуация не казалась слишком 
серьёзной: эти парадоксы возникли в довольно специальных разде­
лах теории множеств (связанных с так называемыми ординальными 
и кардинальными числами), и, вероятно, казалось, что лёгкий пере­
смотр доказательств теорем, входящих в эти разделы, мог бы спасти 
положение, и всё здание теории множеств затронуто не будет.

Но в 1902 г. английский философ, логик и математик Бертран 
Рассел обнаруживает антиномию, относящуюся к самым началам 
теории множеств и показывающую, что в основаниях этой дисцип­
лины что-то неблагополучно. Антиномия Рассела потрясла основы 
не только теории множеств, но и логики: требовалось лишь лёгкое 
изменение в формулировке, чтобы перевести антиномию Рассела в 
противоречие, которое можно сформулировать в терминах самых 
основных понятий логики. Антиномия Рассела сильнейшим образом
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затронула самые фундаментальные понятия двух самых ’’точных” 
наук -  логики и математики.

Суть парадокса (антиномии) Рассела состоит в следующем. Рас­
пределим все множества по двум классам: в первый класс включим 
все те множества, которые содержат себя в качестве своего элемен­
та, во второй класс -  все те множества, которые не содержат себя 
в качестве своего элемента. (Например, множество всех планет не 
является планетой и поэтому не есть собственный элемент. Напро­
тив, множество всех множеств является своим собственным элемен­
том). Рассмотрим множество М, элементами которого являются все 
множества второго класса. Спрашивается, к какому из двух выше 
названных классов принадлежит множество М ? Допустим, что оно 
принадлежит к первому классу. Тогда множество М содержит се­
бя как элемент. Но элементами множества М являются множест­
ва второго класса; значит, множество М принадлежит ко второму 
классу. Мы пришли к противоречию. Допустим теперь, что мно­
жество М принадлежит ко второму классу. Так как все множества 
второго класса являются элементами множества М, то М содержит 
себя как элемент и поэтому принадлежит первому классу. Мы вновь 
пришли к противоречию.

Таким образом, множество М не принадлежит ни к первому, 
ни ко второму классу, что противоречит тому, что все множества 
распределены по этим двум классам.

Противоречию относительно М можно придать и следующий, 
логический, вид, если задаться вопросом: какое утверждение для 
М имеет место: М £ М или М £ М? Ответ будет обескуражи­
вающим. В самом деле, если М £ М, то М принадлежит второму 
классу и, значит, М М. Если же предположить, что М £ М, то, по 
определению второго класса, М принадлежит ему. Но все элементы 
второго класса являются элементами множества М. Следователь­
но, М £ М. Итак, мы доказали, что М £ М <=> М £ М -  явное 
противоречие.

Парадоксу Рассела были приданы различные словесные фор­
мулировки. Одна из них выглядит так. Житель некоей деревни, 
называемый брадобреем, должен брить тех и только тех жителей 
деревни, которые не умеют бриться сами. Задавшись вопросом, как 
брадобрей должен поступить по отношению себя, мы аналогичными 
рассуждениями придём к парадоксальному выводу: брадобрей дол­
жен брить себя в том и только в том случае, когда он не должен 
брить себя.

Парадоксы теории множеств показали, что наивная концепция
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множества, фигурирующая в канторовском ’’определении” множес­
тва и в получающихся из него общеизвестных следствиях, не может 
служить удовлетворительной основой теории множеств, не говоря 
уже о математике в целом. Роль антиномий как фактора, контроли­
рующего и ставящего ограничения на дедуктивные системы логики 
и математики, можно сравнить с ролью эксперимента, проверяюще­
го правильность полудедуктивных систем таких наук, как физика 
и астрономия, и вносящего в них видоизменения. И хотя в 1899 го­
ду в своей книги ’’Основания геометрии” Д.Гильберт сказал, что, 
’’никто не может изгнать нас из рая, который создал нам Кантор”, 
открытие парадоксов предрешило уход математиков из этого кан- 
торовского ”рая”.

Критика некоторых теоретико-множественных принци­
пов. С античных времён философов и математиков интересова­
ла проблема бесконечности. Ещё древнегреческий философ Зенон 
Элейский (V в. до н.э.), ученик Парменида, привёл несколько приме­
ров апорий (логических затруднений, парадоксов), касающихся бес­
конечности и указывающих на непростую её природу (см., например8) 
Две из них, например, формулируются так. 1) Дихотомия: движу­
щееся тело никогда не достигнет конца пути, потому что сначала 
оно должно дойти до середины пути, потом до середины остатка пу­
ти и т.д. 2) Ахиллес и черепаха: быстроногий Ахиллес никогда не 
догонит черепаху, если та в начале движения находилась на неко­
тором расстоянии впереди него.

Блез Паскаль в XVII в. отмечал: ”Мы знаем, что бесконечность 
существует, но не ведаем, какова её природа.” Существенный вклад 
в понимание природы бесконечности был внесён И.Ньютоном и Г.- 
В.Лейбницем в ходе разработки ими методов анализа бесконечно 
малых величин (дифференциального и интегрального исчислений). 
Наконец, канторовская теория мощностей множеств (кардинальных 
чисел) не только значительно углубила математическое понимание 
природы бесконечности, но и привела к обнаружению ряда парад­
оксов, связанных с ней.

В связи с выявленными парадоксами было обращено внимание 
на две концепции в понимании бесконечных множеств, существую­
щие с древнейших времён. Это -  концепции (или абстракции) акту­
альной бесконечности и потенциальной бесконечности.

Актуальная бесконечность есть понятие о бесконечности, состо­

8История математики, т. 1. С древнейших времён до начала но­
вого времени. -  М.: Наука, 1970. С. 87 - 93.
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ящее в рассмотрении бесконечной совокупности предметов как за­
вершённого объекта, независимо от процесса построения этих пред­
метов. Считается, что все акты построения бесконечного множества 
предметов уже состоялись, и бесконечное множество представлено 
сразу всеми своими элементами. Поскольку такое построение в дей­
ствительности принципиально не может быть завершено, поэтому 
понятие актуальной бесконечности имеет идеализированный харак­
тер. Актуальная бесконечность возникает в результате мысленного 
отвлечения (абстрагирования) от этой незавершённости, т.е. в ре­
зультате применения абстракции актуальной бесконечности.

Принятие абстракции актуальной бесконечности означает, что 
такие бесконечные множества, по существу, уподобляются конеч­
ным множествам, и при доказательствах утверждений о бесконеч­
ных множествах применяются те же логические приёмы и методы, 
что и для конечных множеств, но здесь они как раз и являются од­
ним из источников парадоксов. Критическое отношение к абстрак­
ции актуальной бесконечности началось задолго до открытия пара­
доксов. Ещё Аристотель в своей книге ’’Физика” писал: ’’Остаётся 
альтернатива, согласно которой бесконечное имеет потенциальное 
существование... Актуально бесконечное не существует.” Много лет 
спустя, в 1831 г. К.-Ф.Гаусс отмечал: ”Я возражаю... против упо­
требления бесконечной величины как чего-либо завершённого, что 
никогда не позволительно в математике.” Эту позицию разделяли 
также О.Коши, Л.Кронекер, Э.Борель, А.Лебег, А.Пуанкаре. Наи­
более непримиримыми критиками абстракции актуальной бесконеч­
ности выступили Л.Э.Я.Брауэр и Г.Вейль.

Другим важным теоретико-множественным принципом, подверг­
шимся критике и вызвавшим многочисленные споры в связи с об­
наруженными парадоксами, явилась знаменитая аксгюма выбора. 
Впервые она была явно сформулирована немецким математиком 
Э.Цермело в 1904 г. Она формулируется так: каково бы ни было 
непустое семейство попарно непересекающихся непустых множеств, 
существует множество М, содержащее точно по одному элементу из 
каждого множества из этого семейства. Другими словами, из каж­
дого множества этого семейства можно выбрать точно по одному 
элементу и составить из этих элементов множество М.

Споры вокруг этой аксиомы и её критика были вызваны сле­
дующими обстоятельствами. С одной стороны, её формулировка на 
удивление прозрачна и интуитивно ясна. С другой стороны, аксиома 
никак не поясняет, как строится множество М и как оно устроено, 
т.е. в этом смысле аксиома не конструктивна и не эффективна. Кро­
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ме того, несмотря на интуитивную ясность аксиомы выбора, из неё 
были получены такие следствия, которые абсолютно противоречили 
интуиции ”здравого смысла”. Один из наиболее известных результа­
тов такого рода (теорема Банаха - Тарского) -  доказательство того, 
что всякий шар можно разбить на конечное число частей, из кото­
рых только движениями в пространстве можно составить два точно 
таких же шара.

Ситуация с аксиомой выбора осложнялась тем, что она исполь­
зовалась при доказательстве многих известных и важных теорем 
теории множеств и анализа. Сначала была надежда на то, что эти 
теоремы могут быть доказаны без использования аксиомы выбора, 
но впоследствии было доказано, что это невозможно.

Чтобы исключить влияние аксиомы выбора на выявленные па­
радоксы, одни математики пытались вывести её из каких-то других 
аксиом, другие предлагали вовсе отказаться от неё. Оказалось, что 
ни то, ни другое невозможно. Это было впоследствии доказано ме­
тодами математической логики.

Критика некоторых логических законов аристотелевой 
логики. Мы уже отмечали, что концепция актуальной бесконеч­
ности уподобляет бесконечные множества конечным и к бесконеч­
ным множествам применяются те же логические методы и зако­
ны рассуждений, что и к конечным, выработанные традиционной 
(аристотелевой) логикой. Это, прежде всего, следующие два зако­
на: закон исключённого третьего Р  V ->Р (его латинское название
-  tertium non datur -  третьего не дано) и закон (снятия) двойного 
отрицания -i-iP Р. Эти два логических закона служат основой 
метода доказательства от противного, впервые изобретённого Ев­
клидом и широко испльзовавшегося им в его ’’Началах”. Применя­
емый к бесконечным множествам этот метод служит обоснованием 
так называемых теорем чистого существования, когда существова­
ние того или иного (математического) объекта устанавливается не 
путём его конструктивного построения, а путём получения логичес­
кого противоречия из предположения о том, что такого объекта не 
существует.

Неправомерность переноса закона исключённого третьего на рас­
суждения о бесконечных множествах наглядно демонстрируют сле­
дующие соображения. Закон утверждает, что для всякого утвержде­
ния А верно А или не-А. Возьмём в качестве А утверждение: ’’Су­
ществует элемент множества М, обладающий свойством Р ”, или 
символически ”(Зж)(Р(х))”. Закон исключённого третьего в этом 
случае утверждает: (3х)(Р(х)) V -»(3х)(Р(х)). Предположим, что
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предикат Р(х) таков, что для любого х G М  можно эффективно 
определить, обладает х свойством Р или нет. Если множество М  
конечно, то можно последовательно перебрать все его элементы и 
для каждого х е М  выяснить, верно для него утверждение Р(х) 
или нет. Если же множество М  бесконечно, то процесс перебора 
элементов М  с целью нахождения элемента с заданным свойством 
Р  может никогда не закончиться.

Все эти кризисные явления в основаниях математики, усилия по 
выявлению их причин и истоков, попытки преодоления создавшейся 
ситуации привели к тому, что в результате было сформировано не­
сколько направлений, по которым различные группы математиков 
предлагали различные пути выхода из кризиса.

§27. Пути выхода из кризиса 
и его последствия

Без преувеличения можно сказать, что попытки выйти из раз- 
разившегосы в основаниях математики привели к результатам над- 
математического, поистине философского характера. По существу, 
указанные направления выхода основывались на двух основопола­
гающих ипостасях человеческого мышления -  его логической и ин­
туитивной составляющих. Те математики, которые отдавали при­
оритет логической составляющей мышления, сформировали сразу 
два направления, получившие названия логицизм и формализм. Те 
же математики, которые в мыслительных процессах отдавали пред­
почтение интуиции и интуитивному озарению, сформировали на­
правление, получившее название интуиционизм. В этом параграфе 
рассмотрим эти направления подробнее.

Логицизм. Это философско-математичёское направление в ос­
нованиях математики возникло на базе бурного развития математи­
ческой логики. Его основоположниками стали немецкий математик 
и логик Готлоб Фреге (1848 -  1925) и английский -  Бертран Рассел 
(1872 -  1970). Первым из них и независимо англичанином Ч.Пирсом 
были введены в язык алгебры логики предикаты, предметные пере­
менные и кванторы, что дало возможность применить этот язык к 
вопросам оснований математики.

Главный тезис логицистов состоял в том, математика являет­
ся отраслью логики; математические понятия следует определять в 
терминах логических понятий; теоремы математики следует дока­
зывать как теоремы логики. Математика выводится из логики -  этот
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факт, утверждал Б.Рассел, является величайшим открытием XX ве­
ка. Первым, кто рассматривал логику как науку, идеи и принципы 
которой лежат в основе всех других наук, был Г.-В.Лейбниц (1646 -  
1716). Р.Дедекинд (1831 -  1916) и Г.Фреге занимались определением 
математических понятий в терминах логических, а Дж.Пеано (1858
-  1932) -  выражением математических теорем в логическом симво­
лизме. Окончательный выриант позиции логистической школы, где 
подробно излагается конструкция математики с точки зрения логи­
ки, содержится в трёхтомном труде А.Уайтхеда и Б.Рассела ’’Осно­
вания математики” (Principia Mathematica, 1910 -  1913 гг.).

Б.Рассел пришёл к выводу, что причиной появления парадок­
сов являются не логические ошибки при доказательствах (выводах), 
а те посылки, на которых эти доказательства основываются. Это, 
прежде всего, -  правила, допускающие рассмотрение объекта, за­
данного с помощью любой правильной в грамматическом отноше­
нии фразы. Например, такие, в которых объект определяется через 
самого себя, или через класс объектов, содержащих определяемый 
объект. Получается своего рода ’’порочный круг” -  определяемый 
объект не может быть действительно новым. Именно таким объ­
ектом оказывается ’’множество всех множеств”, фигурирующее в 
парадоксе Рассела. Такие определения были названы непредика­
тивными. С точки зрения математической логики это означает, что 
не всякий предикат (т.е. не всякое свойство) определяет множест­
во объектов, удовлетворяющих этому предикату (обладающих этим 
свойством).

Для исключения непредикативных определений и преодоления 
обнаруженных парадоксов Б.Рассел разработал так называемую раз­
ветвлённую теорию типов. Начало её состоит в следующем. Первич­
ные объекты или индивидуумы (т.е. данные вещи, которые не под­
вергаются логическому анализу) приписываются одному типу (ска­
жем, типу 0), свойства индивидуумов -  типу 1, свойства свойств 
индивидуумов -  типу 2 и т.д.; не допускается никаких свойств, ко­
торые не попали бы в один из этих логических типов. Согласно 
такой иерархии типов, само утверждение принадлежит более вы­
сокому типу, чем те, о которых в нём что-то утверждается. Так, 
в применении к теории множеств все множества образуют класс, 
который множеством уже не является. Это есть объект другого (бо­
лее высокого, нежели множества) типа. Аналогично, в парадоксах 
лжеца, или Эвбулида (”Я лгу”, или ” Фраза, которую я произно­
шу, ложна”), или Ф.И.Тютчева (”Мысль изречённая есть ложь”) 
истинность, о которой говорится в утверждении, и истинность са­
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мого этого утверждения -  свойства, относящиеся к разным типам, 
и они не могут быть сравнены. Как показали в своём труде Б.Рассел 
и А.Уайтхед, теория типов позволяет избежать всех известных в то 
время парадоксов.

Логическая строгость, возведённая логицистами в абсолют, пре­
вратила математику в игру и манипуляцию знаками и символами, 
не имеющими никакого отношения к реальной действительности. В 
итоге на вопросы о том, каким образом входят в математику новые 
идеи и как она может описывать реальный мир, если её содержание 
целиком выводимо из логики, логицисты ответить не смогли. Тем не 
менее, книга А.Уайтхеда и Б.Рассела ’’Principia Mathematica” ока­
зала огромное влияние на развитие математики и математической 
логики в XX веке -  как на сторонников школы логицизма, так и 
на её противников. Г.Вейль отметил, что в этой книге ”математика 
основывается уже не на логике, а на логическом рае ...”

Интуиционизм. Кризис в основаниях математики на рубеже 
XIX и XX веков резко обострил вопрос о соотношении логического 
и интуитивногов в математическом мышлении. В этот критический 
момент математика, на протяжении двадцати пяти веков стремив­
шаяся к логическом совершенству, не могла не довести логическую 
идею до определённого ’’логического” конца. Возникло философско- 
математическое направление, получившее название логицизм, о ко­
тором говорилось в предыдущем пункте. Но и сторонники приорите­
та интуитивного начала в математическом мышлении с большой ост­
ротой восприняли разразившийся кризис и предложили свой путь 
для его преодоления. Созданное ими философско-математическое 
течение получило название интпуционизм.

Многие творческие личности превозносили интуицию, считая 
её божественным даром, откровением, высшей функцией интеллек­
та, а логику -  чем-то более приземлённым, прозаичным, занудным. 
Р.Декарт произнёс крылатую фразу: ” Постигаю, следовательно, я  
существую” (” Сogito ergo sum”), имея в виду, что окружающий мир 
допускает проникновение в его тайны человеческой интуиции. Глу­
боко верил в интуицию знаменитый французский математик, физик 
и философ Б.Паскаль (1623 -  1662) Именно на неё опирался он в ос­
новном в своих математических работах. Он предвидел важные ре­
зультаты, высказывал великолепные догадки, находил изящные и 
неожиданные решения. Более того, с годами Паскаль стал отдавать 
интуиции предпочтение перед логикой, что привело его к мысли: 
’’Логика -  медленный и мучительный метод, позволяющий тем, кто 
не знает истины, открывать её.”
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Способность мышления к интуитивным суждениям является важ­
нейшим фактором, позволяющим мышлению открывать новые фак­
ты, новое знание. Это обстоятельство неоднократно отмечалось мно­
гочисленными мыслителями в разные времена. Вот что заметил по 
этому поводу великий естествоиспытатель итальянец Галилео Гали­
лей (1564 -  1643), исследовавший с помощью наклонной пизанской 
башни законы движения и изучавший аристотелеву логику 9: ” Мне 
кажется, что логика учит познавать, правильно ли сделаны выводы 
из готовых рассуждений и доказательств, но чтобы она могла на­
учить нас находить и строить такие рассуждения и доказательства
-  этому я не верю.” ” Доказывают при помощи логики, изобретают 
при помощи интуиции,” -  категорически утверждает французский 
математик XX века А.Пуанкаре10. Его мнение разделяет русский 
математик В.А.Стеклов (1863 -  1925): ”Метод открытия и изобрете­
ния один и тот же, та же интуиция, ибо при помощи логики никто 
ничего не открывает.” (Цит. по п )

Признание за йнтуицией высшего начала, преувеличение её ро­
ли в процессе познания, а также умаление значения логики в этом 
процессе, обвинения логики в порождении антиномий (парадоксов) 
привели к тому, что в начале XX века с целью обоснования мате­
матики и ликвидации возникших в ней парадоксов сформировалось 
крупное философское направление -  интуиционизм. Его главным 
творцом и идеологом явился голландский математик и философ 
Лёйтцен Эгберт Ян Брауэр (1881 -  1966), который в 1907 г. в своей 
докторской диссертации ”06 основаниях математики” сформулиро­
вал концепцию и философию интуиционизма. Математика, считает 
Брауэр, вне человеческого разума не существует. Разум непосред­
ственно постигает основные, явные и понятные, интуитивные пред­
ставления. Фундаментальные математические понятия изначально 
даны и интуитивно ясны. Это -  понятия целого числа, сложение це­
лых чисел, умножение, математическая индукция. Эту мысль сфор­
мулировал ещё Л.Кронекер (1823 -  1891) в своём знаменитом тезисе 
” Натуральные числа создал Господь Бог, всё остальное -  дело рук 
человеческих”.

В основе математического мышления лежит фундаментальная

9Галилей Г. Избр. труды, т.1. -  М.: Наука, 1964.
10Пуанкаре А. О науке. -  М.: Наука, 1983. -  560 с. (стр. 360).
11Эрдниев П. М. О взаимосвязи логики и психологии в решении 

вопросов методики математики / /  Математика в школе, 1977, № 6, 
с. 68 -  70 (с. 68).
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математическая интуиция. Интуитивно ясные понятия и представ­
ления, которые должны быть положены в основание математики, по 
мнению интуиционистов, не являются ни эмпирическими, ни чувст­
венными, а непосредственно данными, интуитивно ясными для всех. 
Математика по своей природе синтетична. Она занимается состав­
лением истин, а не выводит их из логики. Интуиция, а не опыт 
или логика, определяет, согласно Брауэру, правильность и прием­
лемость идей. Логика же не является надёжным инструментом для 
открытия истин и не может открыть истины, не полученные каким- 
то другим путём. Логика строится на математике, а не математика 
на логике. Математика отнюдь не обязана почтительно относить­
ся к правилам логики. Парадоксы являются дефектом логики, а 
не собственно математики. Интуиционисты, в частности, подвергли 
критике логический закон исключённого третьего.

Один из продолжателей интуиционистского направления Аренд 
Гейтинг так излагал в 1934 г. эти идеи Брауэра: ” Согласно Брауэ­
ру, математика тождественна с точной частью нашего мышления... 
Никакая наука -  в частности, ни философия, ни логика -  не может 
служить предпосылкой для математики. Было бы порочным кругом 
применять в качестве средств для доказательств какие-либо фило­
софские или логические принципы, потому что в формулировке та­
ких принципов уже предполагаются математические понятия”. Для 
математики не остаётся ’’никакого другого источника, кроме инту­
иции, которая с непосредственной ясностью помещает перд нашими 
глазами математические понятия и выводы”. Эта интуиция ’’явля­
ется не чем иным, как способностью рассматривать в отдельности 
различные понятия и выводы, регулярно встречающиеся в обычном 
мышлении”. ”В интуиционистской математике выводы не извлека­
ются по фиксированным правилам, которые можно объединить в 
логику, а каждый вывод в отдельности непосредственно подтверж­
дается своей очевидностью”. С этих позиций интуиционисты рас­
смотрели имеющиеся в математике доказательства и многие из них 
признали неприемлемыми, прежде всего, именно из-за той логики, 
на которой они основывались.

Л.Э.Я.Брауэр первым бросил вызов многовековой вере в абсо­
лютную правильность законов классической логики, дошедших до 
нас от Аристотеля, независимо от содержания того, к чему они при­
меняются. Другой видный представитель интуиционизма Г.Вейль 
сказал об этом так: ” Согласно его взглядам и пониманию истории, 
классическая логика была абстрагирована от математики конечных 
множеств и их подмножеств... Забывая об этом ограниченном про­
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исхождении, впоследствии эту логику приняли ошибочно за нечто 
высшее и первичное по отношению ко всей математике и в конце 
концов стали применять её без какого-либо оправдания к матема­
тике бесконечных множеств”. Ярким примером принципа, не пере­
носимого с рассуждений о конечных множествах на рассуждения о 
бесконечных множествах, является прнцип, заключающийся в том, 
что целое больше любой своей собственной части (вспомните канто- 
ровскую теорию мощностей множеств).

Вслед за этим интуиционисты резко поставили вопрос о концеп­
ции бесконечности в математике. Если в классической математике 
бесконечность рассматривается как актуальная, или завершённая, 
или экзистенциальная, бесконечное множество рассматривается как 
существующее в виде завершённой совокупности, то Брауэр предло­
жил рассматривать бесконечность исключительно как потенциаль­
ную, или становящуюся, или конструктивную. Г.Вейль писал в 1946 
г. по поводу этой позиции Брауэра: ” Брауэр выяснил и, как мне 
кажется, не оставил никакого сомнения в том, что не существует 
доводов, защищающих веру в экзистенциальный характер совокуп­
ности всех натуральных чисел... Этот ряд чисел, который растёт, не 
останавливаясь ни на какой стадии, за счёт перехода к следующему 
числу, представляет собой многообразие возможностей, открытых 
для бесконечности; он вечно остаётся в состоянии становления, а 
не является замкнутым царством вещей, существующих в себе. То, 
что мы слепо превращаем одно в другое, является истинным источ­
ником наших трудностей, в том числе антиномий, -  источником бо­
лее глубокой природы, чем указанный Расселом принцип порочного 
круга.”

Таким образом, принятие концепции потенциальной бесконеч­
ности -  это по существу начало, первооснова конструктивистско­
го подхода к решению математических задач. Этот подход естест­
венным образом приводит далее к критике классической логики с 
целью перевода и её на конструктивистские рельсы. Так, дизъюнк­
ция А V В для интуициониста является сообщением о том, что име­
ется метод, посредством которого из А и В можно выбрать одно, ко­
торое имеет место. При таком подходе закон исключённого третьего 
А V ->В, основывающийся на дизъюнкции, утрачивает свою универ­
сальность. (С точки зрения классической математики, для доказа­
тельства АУВ достаточно установить -^(->АА~̂ В), т.е. опровергнуть 
утверждение о неверности обоих членов дизъюнкции). Конъюнкция 
АЛВ означает, что имеется метод, позволяющий установить, что оба 
высказывания А и В имеют место. Импликация А —► В выражает
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тот факт, что имеется метод, который по каждому доказательству 
А позволяет получить некоторое доказательство В. Наконец, отри­
цание -»А, что имеется метод, который по каждому доказательству 
А позволяет получить доказательство противоречия В и

Далее, следуют интуиционистские (конструктивистские) интер­
претации математических утверждений, содержащих кванторы. Уни­
версальное высказьгоание ” Все натуральные числа п обладают свой­
ством Р ” или, короче, ”Для всех п имеет место Р(п)” интуиционис- 
ты понимают как гипотетическое утверждение, согласно которому, 
если дано какое-нибудь натуральное число гг, то можно быть уверен­
ным, что оно обладает свойством Р. Метод полной математической 
индукции служит примером интуиционистского метода доказатель­
ства универсальных утверждений о натуральных числах. Экзистен­
циальное высказьгоание ” Существует число п такое, что Р(п)” ин- 
туиционистами рассматривается как частичное сообщение о выска­
зывании, которое даёт конкретный пример натурального числа п со 
свойством Р, или, по крайней мере, указывает метод, позволяющий 
в принципе найти такой пример. Неконструктивные, ил косвенные 
доказательства теорем существования, встречающиеся в классичес­
кой математике, интуиционисты отвергают. В частности, метод до­
казательства от противного, широко применяемый в классической 
математике и опирающийся на законы классической логики -  ис­
ключённого третьего и двойного отрицания, -  является одним из 
источников неконструктивных, неэффективных доказательств тео­
рем существования и потому не признаётся интуиционистами.

С развитием интуиционистского направления в математике воз­
никла проблема разработки особой, интуиционистской логики, отли­
чающейся от классической логики Аристотеля. Задачу формализа­
ции этой логики блестяще решил в 20-ых годах XX века ученик и по­
следователь Брауэра голландский математик Аренд Гейтинг (1898
-  1980), сыгравший большую роль в распространении его идей. Он 
создал интуиционистское исчисление, которое стало известно как 
исчисление Гейтинга. Это исчисление основывается на логических 
операциях Л, V, —► и (в рамках логики высказываний) на 
следующих схемах аксиом:

(Д) Р - ( Р Л Р ) ;

(J2) (Р Л Q) -  (Q Л Р) ;
(Is) (Р -  Q) -> ((Р Л R) -> (Q Л Я)) ;

(/4 ) ((Р -  Q) A (Q -  R))  -  (р -  R)  ;
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4 4 0 Q -» (P -  Q ) ;

( Ц (P A (P -  Q)) -+ Q ;
СМ' P  -» (P V Q) ;

Сh) (P V Q) -  (Q V P) ;

(Ь) ((P -> R) A (Q - R)) -  ((P V

(ho) --P --  (P -  Q) ;
(hi) ((P -  Q) A (P - -1Q)) -*• ->P
Правилом вывода в данном исчислении является обычное пра­

вило вывода Modus Ponens классического исчисления высказыва­
ний.

Интуиционистская логика явилась по существу первой логичес­
кой системой отличной от классической логической системы Арис­
тотеля.

Анализ всех разделов математики с интуиционистских позиций 
оказался делом весьма трудоёмким. Тем не менее, интуиционисты 
построили целую новую математику, включая теорию континуума и 
теорию множеств. Часть результатов классической математики бы­
ла признана негодной, часть результатов удалось доказать, исходя 
из новой методологии, но эти новые конструктивные долказательст- 
ва оказались чрезвычайно сложными и громоздкими. В общем в ка­
честве замены для классической математики интуиционистская ма­
тематика оказалась менее мощной и во многих случаях более слож­
ной. Тем не менее, столь глубокий анализ оснований математики, 
который проделали интуиционисты с конструктивистских позиций, 
имел громадное значение для её последующего развития.

Интуиционизм не решил всех тех проблем, которые поставил 
кризис перед основаниями математики. Но он сумел убедить мно­
гих, что неограниченное использование логического закона исклю­
чённого третьего и основанные на нём доказательства теорем так 
называемого чистого существования, когда существование того или 
иного (математического) объекта обосновывается тем, что предполо­
жение о его несуществовании приводит к противоречию, нуждаются 
в пересмотре.

Интуициониствкое направление обоснования математики, оттолк­
нувшись от интуитивного начала в мыслительных процессах, при­
шло к необходимости конструктивистского понимания рассужде­
ний в математике. Интуитивное озарение, интуитивное понимание и
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разложение мысли в конструктивную (дискретную) последователь­
ность шагов -  вещи, казалось бы, несовместимые. Тем не менее, 
сошлись. Интуиционистский конструктивизм дал точкок развитию 
конструктивистского (или конструктивного) направления в 
математике, которое впоследствии привело к пониманию алгорит­
мов, компьютерного программирования, искусственного интеллек­
та.

Это направление началось с математической интерпретации ин­
туиционистской логики как логики решения задач или проблем, 
данной в 1932 г. выдающимся советским математиком А.Н.Колмого- 
ровым (1903 -  1987). Каждая формула алгебры высказываний рас­
сматривается не просто как формула, но как требование решить за­
дачу, т.е. построить объект, удовлетворяющий некоторым условиям. 
Это -  так называемая конструктивная интерпретация логики выска­
зываний. Логические связки понимаются как средства построения 
формулировок более сложных задач из более простых, аксиомы -  
как задачи, решения которых даны, правила вывода -  как способы 
преобразования решений одних задач в решения других. Отметим, 
что решение задачи -  это не только сам искомый объект, но и доказа­
тельство того, что он удовлетворяет предъявляемым требованиям.

Например, формула А А В  понимается в колмогоровской интер­
претации как задача, состоящая в том, чтобы построить и решение 
задачи А , и решение задачи В , правило вывода А , В /А л В  -  как пре­
образование, строящее из объекта а, решающего задачу А , и объекта 
Ь, решающего задачу В , пару (а, Ь), решающую задачу А А В. Объ­
ект а, решающий задачу, сопоставленную формуле А , называется 
реализацией А. Этот факт обозначается aRA. Центральным момен­
том конструктивного понимания логических формул является ин­
терпретация импликации. Конструктивная импликация А => В  
понимается как требование построить эффективное преобразование 
/ ,  применимое ко всем реализациям формулы А и переводящее их 
в реализации формулы В.

Нечёткая колмогоровская формулировка логики как исчисле­
ния задач породила многочисленные различные конкретизации, дав 
целую систему точных математических определений. Эта формули­
ровка нашла применение не только в интуиционистской логике, для 
которой она была создана, но и в других логических системах.

Лидером конструктивного направления стал один из крупней­
ших советских математиков А.А.Марков (1903 -  1979). Это направ­
ление в математике в качестве объектов изучения рассматривает 
только так называемые конструктивные объекты и конструктив-
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нь̂ з процессы. При оьращении с ними допускается только абстрак­
ция потенциальной осуществимости, используется конструктивное 
понимание математических суждений, интуитивные понятия ’’эф­
фективности”, ’’вычислимости” и т.п. связываются в нём с точным 
понятием алгорифма (алгоритма). В рамках конструктивного на­
правления получили развитие различные области математики, со­
ставившие так называемую конструктивную математику.

Обстоятельное изложение конструктивной математической ло­
гики дано академиком П.С.Новиковым в книге [ 1.11 ]. Там, в част­
ности, подробно излагается конструктивная (интуиционистская) ло­
гика высказываний, базирующаяся на системе аксиом, несколько 
отличающейся от приведённой выше системы аксиом А.Гейтинга.

Формализм. Немецкий математик Давид Гильберт (1862 -  
1943) предложил другой путь преодоления трудностей в основаниях 
математики, путь, имеющий в своей основе применение аксиомати­
ческого метода. Созданное им направление получило название фор­
мализм. Общие контуры этого нового направления в обосновании 
математики были сформулированы Д.Гильбертом в 1904 г. на III 
Международном математическом конгрессе в Гейдельберге. В уточ­
нении и реализации этой программы участвовали В.Аккерман (1896
-  1962), П.Бернайс (1888 -  1978), Дж. фон Нейман (1903 -  1957).

По мнению Д.Гильберта, математика должна иметь надёжные 
основания, не вызывающие сомнений способы доказательств, позво­
ляющие получать новые результаты и исключающие ошибки, проти­
воречия и парадоксы. С этой точки зрения интуиция и интуитивная 
очевидность, на которые уповали интуициолнисты, носят субъек­
тивный характер и не могут служить надёжным фундаментом ма­
тематики. Не состоятельна в этом смысле и позиция логицистов, по­
скольку основания математики содержат кроме логических также 
и внелогические конструкции и понятия и, кроме того, сама логи­
ка должна при этом чем-то оперировать и это ’’что-то” состоит из 
внелогических конкретных понятий (таких, как понятие числа), вос­
принимаемых интуитивно ещё до того, как мы начинаем рассуждать 
логически. Таки образом, по мнению формалистов, логика является 
частью математики, а никак не наоборот.

В связи с этим Д.Гильберт высказал тезис о том, что правиль­
ный подход к обоснованию математики должен включать понятия 
и аксиомы не только логики, но и математики. Он предложил все 
логические и математические аксиомы и теоремы записать на сим­
волическом логико-математическом языке в виде так называемых 
символических формул. В результате ему удалось строго логически
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определить, что же такое строгое (объективное) логическое доказа­
тельство. Это -  последовательность таких формул, построенная по 
вполне определённым правилам. А именно, каждая формула этой 
последовательности является либо аксиомой данной теории, либо 
ранее доказанной теоремой, либо получена из предыдущих формул 
этой последовательности по каким-либо правилам логики. При этом 
соответствие умозаключения правилам логики определяется исклю­
чительно формой этого умозаключения, а не его содержанием. Воз­
никает так называемая формальная аксиоматическая система, от­
ражающая (формализующая) ту или иную область математики, а 
вся математика превращается в набор формальных систем, каж­
дая из которых имеет свою логику, обладает своими собственными 
первоначальными понятиями, своими аксиомами, своими правила­
ми дедуктивного вывода и своими теоремами. Развитие каждой из 
этих формальных систем и составляет задачу математики.

Этот подход Д.Гильберта получил название метода формализа­
ции. Точнее, суть его состоит в следующем.

Во-первых, для той или иной неформальной математической те­
ории строится достаточно богатый по своим выразительным воз­
можностям формальный язык, на котором в виде формулы этого 
языка может быть записано любое предложение рассматриваемой 
неформальной теории (в частности, аксиомы этой теории).

Во-вторых, логический аппарат, логические средства, использу­
емые в математических доказательствах, точно описываются с по­
мощью формальных логических систем (исчислений), для которых 
перечисляются их логические аксиомы, представляющие собой фор­
мулы на формальном логическом языке, и логические правила вы­
вода.

Совокупность всех формальных логических теорем, доказывае­
мых на основе формальной системы аксиом, называется формаль­
ной аксиоматической теорией, построенной на основе данной сис­
темы аксиом и соответствующей данной неформальной математи­
ческой теории, или формализацией данной математической теории. 
Выработанные требования к способам доказательства утверждений, 
т.е. фактически правила формального последовательного преобра­
зования формул формальной теории не должны были позволить по­
явиться в теории ошибкам, парадоксам и противоречиям. Все спор­
ные приёмы в доказательствах должны быть исключены. В таком 
своём формальном виде математическая теория сама становится 
объектом изучения математики. Эту создаваемую Д.Гильбертом об­
ласть математики, которая призвана изучать формальные аксиома­
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тические теории, сам Д.Гильберт назвал метаматематикой, или 
теорией доказательств.

Таким образом, согласно концепции формализма, математика 
состоит из формальных истем (теорий), каждая из которых пред­
ставляет собой строгую формализацию конкретной математической 
дисциплины (арифметики, геометрии, алгебры, математической ло­
гики т.д.) со своими собственными первоначальными понятиями, 
списком аксиом, правилами логического вывода (доказательства те­
орем). Важнейшим требованием, предъявляемым к формальной те­
ории, является требование её непротиворечивости, т.е. невозмож­
ности доказательства в ней одновременно некоторого утверждения 
и его отрицания. Фактически противоречивость или непротиворечи­
вость формальной теории зависит исключительно от синтаксичес­
кого строения аксиом этой теории, а вовсе не от их математического 
содержания.

Кратко говоря, формалистская программа Д.Гильберта по пре­
одолению кризиса в основаниях математики состояла в том, чтобы 
представить математику в виде формальной математьической тео­
рии, а затем доказать непротиворечивость этой теории.

Метод доказательства непротиворечивости состоял в построе­
нии модели. Модель для некоторой аксиоматической теории -  это 
просто система объектов, взятая из некоторой другой теории и удов­
летворяющая аксиомам данной теории. Если эта вторая теория не­
противоречива, то должна быть непротиворечива и данная аксиома­
тическая теория. Действительно, допустим, что в данной аксиома­
тической теории из аксиом можно вывести противоречие. Тогда и в 
другой теории из соответствующих теорем можно было бы вывести 
противоречие, пользуясь соответствующими выводами по отноше­
нию к объектам, образующим модель.

Так, например, модель Ф.Клейна (1871 г.) неевклидовой геомет­
рии Лобачевского сводит вопрос о непротиворечивости геометрии 
Лобачевского к непротиворечивости евклидовой геометрии. Анали­
тическая геометрия Р.Декарта (1619 г.), т.е. использование коорди­
нат для представления геометрических объектов позволяет свести 
доказательство непротиворечивости евклидовой геометрии к непро­
тиворечивости теории действительных чисел, которая, далее, сво­
дится к непротиворечивости теории натуральных чисел.

Итак, метаматематика изучает свойства формальных аксиома­
тических теорий, важнейшим из которых является их непротиворе­
чивость. Возникающая при этом математическая теория называется 
метатеорией по отношению к изучаемой формальной теории, назы­
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ваемой в этом случае предметной теорией. Существенную роль в 
гильбертовской программе играли требования к тем средствам, ко­
торые допускались для использования при доказательстве непроти­
воречивости теорий и вообще в метаматематике. Требовалось, что­
бы использовались только интуитивно представляемые предметы и 
осуществимые процессы, никогда не рассматривался бесконечный 
класс как завершённое целое (т.е. не использовалась абстракция 
актуальной бесконечности), каждое доказательство существования 
давало, хотя бы и неявно, метод для построения предмета, сущест­
вование которого доказывается (т.е. исключается использование ло­
гических законов исключённого третьего, снятия двойного отрица­
ния, метода доказательства от противного, аксиомы выбора). Эти 
требования называют финитизмом или финитистской установкой 
Гильберта, а допускаемые ими методы -  финитными. Как видим, 
в требованиях к доказательствам у школ формализма и интуицио­
низма было много общего. В окончательном варианте теория дока­
зательств школы формализма была изложена Д.Гильбертом в его 
книге ’’Теория доказательств”, вышедшей в 1934 г. (См. книги [ 3.2] 
и [3.3]).

Доказательство непротиворечивости математики, благодаря уси­
лиям формалистов, фактически свелось к доказательству непроти­
воречивости арифметики. В 1928 г., выступая на очередном Меж­
дународном математическом конгрессе в Болонье, Д.Гильберт вы­
разил уверенность в том, что предлагаемый школой формализма 
подход вскоре позволит доказать непротиворечивость арифметики 
и вместе с эти покончить со всеми проблемами обоснования матема­
тики. Доказанный в 1930 г. австрийским математиком Куртом Гё­
делем фундаментальный результат, казалось, укрепил эту уверен­
ность. Он доказал полноту формализованного исчисления предика­
тов первого порядка: всякая общезначимая формула логики пре­
дикатов доказуема в формализованном исчислении предикатов. Но 
уже в 1931 г. формалистов и всю математику в целом ждал пора­
зительный сюрприз -  К.Гёдель доказывает две своих выдающихся 
теоремы о неполноте формальной арифметики натуральных чисел.

Программа Д.Гильберта сыграла беспрецедентную роль в вопро­
сах обоснования математики и в истории развития математики во­
обще. По существу, она позволила переосмыслить весь пройденный 
математической наукой путь, систематизировать огромный опыт ис­
следований в решении трудных проблем, осмиыслить достигнутое, 
окончательно осознать роль и значение аксиоматического метода 
в математике, помогла строго математически поставить такие во­
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просы в основаниях математики, которые раньше лишь интуитивно 
угадывались.

Программа Гильберта потрясает фундаментальностью своего за­
мысла и постановки, размахом работ и грандиозностью полученных 
результатов. Поистине это -  вершина и торжество строгой логики. 
И даже то, что произошло потом на пути, указанном Гильбертом, 
нисколько не умалило величия сделанного и гениальности творца. 
Работы Гильберта и его последователей привели к глубокой раз­
работке аксиоматического метода и окончательному осознанию его 
фундаментальной роли в математике.

Впоследствии же произошло то, что математика (в частности, 
математическая логика) своими собственными строго логическими 
методами доказала невозможность осуществления гильбертовской 
программы в полном объёме. Главная задача программы состояла 
в том, чтобы доказать на пути формализации непротиворечивость 
всей математической науки. В 1931 году австрийский математик 
К.Гёдель доказал две знаменитых теоремы о неполноте формальной 
арифметики. Первая из них утверждает, что какую бы формальную 
аксиоматическую теорию, содержащую арифметику, мы ни постро­
или, если она будет непротиворечива, то непременно найдётся такое 
предложение (формула) F, относительно которой невозможно будет 
решить, доказуема она в этой теории или нет, т.е. ни сама эта фор­
мула, ни её отрицание -^F не выводимы в этой формальной теории. 
Это означает, что для того, чтобы двинуться дальше по пути форма­
лизации, нужно эту формулу (или её отрицание) включить в число 
аксиом. Но согласно теореме Гёделя и для этой аксиоматической 
теории найдётся аналогичная, как говорят, неразрешимая форму­
ла. И этот процесс бесконечен. Вторая теорема утверждает, что при 
выполнении некоторых естественных условий в качестве F можно 
взять утверждение о непротиворечивости данной формальной ак­
сиоматической теории, то есть в непротиворечивой формальной ак­
сиоматической теории, включающей формальную арифметику, со­
держится формула, выражающая её непротиворечивость, и что эта 
формула недоказуема в этой теории.

Эти теоремы, по существу, означают, что никакая непротиво­
речивая формальная аксиоматическая теория (система) не может 
охватить всю математику. Другими словами, строгая (математи­
ческая) логика не может быть доведена до такого совершенства, 
при котором она сумела бы охватить всю математику единой фор­
мальной системой. Всю математику нельзя превратить в единую 
дедуктивную (аксиоматическую) теорию, базирующейся на единой
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раз и навсегда заданной системе аксиом. ”Однако, -  замечает
Е.Л.Фейнберг12, -  математика строится так, что в ней существуют 
огромные логические куски, не прерываемые интуитивным элемен­
том. Здесь она полностью сохраняет дедуктивную структуру, и это 
едва ли не важнейшая её черта. Можно сказать, что математика в 
целом -  ” кусочно-дедуктивная”, ”кусочно-формализуемая” теория. 
Часто бывает, что математик всю жизнь успешно занимается сво­
ей наукой, исходя из набора аксиом и определений, установленного 
для него, и нигде не встречается с необходимостью выйти за преде­
лы чистой логики. Это иногда создаёт иллюзию возможности чисто 
логического построения науки.” Как мы видели, в действительности 
это не так, и это есть глубоко логический итог гипертрофии строгой 
логики в процессе познания.

Доказательство теорем Гёделя о неполноте формальной ариф­
метики ознаменовало собой строгое математическое установление 
того факта, что гильбертовская программа формализации матема­
тики не может быть реализована в том виде и в том объёме, в каких 
её мыслил Гильберт.

В главе II при изучении формализованного исчисления выска­
зываний мы уже фактически рассмотрели существо метаматемати­
ческого метода применительно к конкретной формальной теории. В 
заключительной главе VI настоящей книги наша цель будет состо­
ять в том, чтобы продолжить рассмотрение этого метода и изучить 
ещё ряд результатов, полученных на пути следования этому методу.

12Фейнберг Е.Л. Кибернетика, логика, искусство. - М.: Радио и 
связь, 1981. -  144 с. (с. 40).
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Г л а в а  VI .

ФОРМАЛЬНЫЕ
АКСИОМАТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ

Вспоминая рассмотренные выше аксиоматические теории (нату­
ральных чисел, геометрии, множеств) и ещё раз анализируя их, мы 
должны отметить, что при всей их строгости они всё же не являют­
ся вполне абстрактными, или, как говорят, формальными. Все они 
абстрактны в том смысле, что предметами их изучения (числами, 
точками, прямыми, множествами) могут быть объекты абсолютно 
произвольной природы. И это несомненно значительный шаг на пути 
формализации математической теории. Но возможен и следующий 
шаг на пути абстрагирования от привычного нам неформального 
или, как говорят, содержательного понимания компонентов мате­
матической теории. Имея дело с формальными (произвольной при­
роды) объектами, мы применяли к ним не формальную, а содержа­
тельную логику, рассуждали не формальным, а неким общечело­
веческим образом, считая всем известным и понятным смысл слов: 
”из утверждения А следует утверждение В” или ”утверждение А 
противоречит (несовместимо, исключает) утверждению В.” Так вот, 
следующий шаг на пути формализации математических теорий со­
стоит в формализации мыслительных процессов, процессов постро­
ения умозаключений при построении математической теории, т.е. в 
слиянии математической теории и математической логики.

Этот шаг впервые был сделан в работах Д.Гильберта и его шко­
лы, когда был разработан так называемый метод формализма в ос­
нованиях математики, о чём говорилось в предыдущей главе. В рам­
ках этого направления была достигнута следующая стадия уточне­
ния понятия аксиоматической теории, а именно выработано понятие 
формальной аксиоматической теории или формальной системы. В 
результате этого уточнения оказалось возможным представлять са­
ми математические теории как точные математические объекты и 
строить общую теорию, или метатеорию, таких теорий.
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Программа формализации была выдвинута Д.Гильбертом 
с целью доказательства непротиворечивости математики точными 
математическими методами. Она предусматривала уточнение поня­
тия доказательства, чтобы эти доказательства могли стать объек­
тами точной математической теории -  теории доказательств. Чтобы 
сделать такое возможным, доказательствам придаётся единая, точ­
ная и вполне определённая форма в рамках формальной аксиома­
тической теории, или формальной системы. Процесс формализации 
доказательства состоит в том, что утверждения теории заменяются 
конечными последовательностями определённых знаков, а логичес­
кие способы заключения -  формальными правилами образования 
новых формально представленных высказываний из уже доказан­
ных.

В параграфах 28 -  30 настоящей главы мы рассмотрим вопросы, 
связанные с формальными аксиоматическими теориями, или фор­
мальными системами. Эта глава будет центральной для понимания 
роли математической логики в математических теориях. Фундамен­
тальная теорема Гёделя о существовании модели у всякого син­
таксически непротиворечивого множества формул узкого исчисле­
ния предикатов, доказываемая в §29, устанавливает исключительно 
важную взаимосвязь между свойствами формальной выводимости и 
содержательной истинности: непротиворечивый формальный вывод 
не может противоречить содержанию неформальной теории. След­
ствия из этой теоремы (теоремы полноты, компактности, Лёвенгейма- 
Сколема) углубляют понимание взаимосвязей между формальным 
и содержательным. В §30 с разной степенью подробности рассматри­
ваются подходы к формализации тех математических теорий, кото­
рые лежат в основаниях школьного курса математики -  теории ра­
венства, теории множеств, числовых систем, математического ана­
лиза, геометрии.

Многие математики, а также представители других наук выска­
зывают серьёзные сомнения в том, стоит ли формализовать (даже 
если это в принципе и возможно) математические (и иные) теории, 
считая, что плоды формализации не оправдывают усилий, ценой ко­
торых она достигается. С помощью материала настоящей главы мы 
хотели бы показать будущему учителю математики такие подходы 
к математическим теориям, истоки которых лежат в школьном кур­
се математики, которые осуществляет современная математическая 
наука с помощью математической логики. В настоящее время толь­
ко формализованный подход к математическим теориям позволяет 
так формулировать многие важные проблемы о них, что попытки
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решения этих проблем можно рассматривать всерьёз.

§28. О формальных 
аксиоматических теориях

Аксиоматический метод, рассмотренный в главе IV, является 
как бы формой организации математической науки, способом ис­
следования тех или иных математических объектов. Неформальные 
аксиоматические теории наполнены теоретико-множественным со­
держанием, понятие выводимости в них довольно расплывчато и в 
значительной мере опирается на здравый смысл. Дальнейший шаг 
на пути изучения аксиоматических теорий состоит в отходе этих 
теорий от содержательности, в строгой формализации понятия пра­
вила вывода и тем самым -  в превращении самих теорий в объекты 
математического исследования.

В этом параграфе подробно описывается само понятие формаль­
ной системы, а также рассматриваются понятия, тесно с ним связан­
ные. Это -  теоремы и метатеоремы формальной теории, интерпре­
тации и модели формальной теории, семантическая выводимость.

Об истории идеи формальной аксиоматической теории.
Нет сомнения в том, что истоки понятия формальной аксиоматичес­
кой теории восходят к грандиозной мечте величайшего математика 
XVII -  начала XVIII века Готфрида Вильгельма Лейбница ’’идеи 
заменить вычислениями”. Лейбниц жил во времена, когда обычные 
для нас обозначения современной математики ещё только вступали 
на свой победный путь. Свой вклад в этот процесс внёс и Лейб­
ниц, изобретя значки для дифференциалов, интеграла и т.п. Лейб­
ниц глубоко осознавал, что беспримерный взлёт новой математики 
существенно основывался на освобождении от размышлений о со­
держательном значении математических знаков и на возможности 
производить вычисления с этими содержательными значениями в 
самом подлинном смысле этого слова. Время Лейбница было эпо­
хой, когда аксиоматическая геометрия древних греков, идущая от 
Аристотеля и Евклида, переживала новый расцвет. Её методологи­
ческая схема аксиома -  доказательство -  теорема -  определение -  
доказательство -  теорема -  . . . выходила за рамки геометрии 
и математики и оказывала влияние на новые области философии и 
естествознания.

Лейбниц высказал предположение, нельзя ли так сформулиро­
вать правила математического доказательства, чтобы при их при­
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менении вообще уже не приходилось больше думать о содержатель­
ном смысле математических выражений? Нужно было бы создать 
calculus ratiocinator, т.е. исчисление, в котором естественные, содер­
жательные доказательства были бы заменены формальными вычис­
лениями и тем самым стали бы предметом математики. Такое ис­
числение, разумеется, предполагает символику, в которой были бы 
представлены аксиомы, теоремы и определения математики. Такая 
символика и была целью лейбницевского языка формул, знаменитой 
characteristica universalis. Но, увы даже для такого гения, как Лейб­
ниц, ещё не пришло время создавать современную математическую 
логику и современные аксиоматические теории. Формальный язык, 
в котором все вопросы можно было бы решать вычислением, соглас­
но лейбницевскому лозунгу calculemus, остался мечтой.

Важнейший шаг в направлении, указанном Лейбницем, был сде­
лан в XX веке. Гильберт, работавший над аксиоматическим постро­
ением евклидовой геометрии, развил идею формализации матема­
тики. Она заключалась в следующем. Предложения математики, 
равно как и законы логики, записываются при помощи особой сим­
волики в виде формул, без всякого участия словесных выражений. 
Процессы логического мышления заменяются манипуляциями с та­
кого рода формулами по строго очерченным правилам. А именно, 
из формул, уже построенных, разрешается чисто механически, по 
точно указанным рецептам, составлять новые формулы, и это за­
меняет сознательные умозаключения, выводящие из одного пред­
ложения другое. Таким образом, и математическое, и логическое 
содержание исследуемого отдела математики предстаёт пред нами 
в виде цепи формул. Эта цепь начинается с формул, изображающих 
математические и логические аксиомы, и может быть неограничен­
но продолжаема путём механического составления новых формул. 
При этом нам нет надобности помнить, какое математическое содер­
жание записано под видом той или иной формулы; нас интересует 
лишь формула сама по себе, как вполне конкретная и обозримая 
конечная комбинация знаков. Тогда, в частности, проблема непро­
тиворечивости будет состоять в том, чтобы доказать, что в этой 
цепи формул не может появиться формула, изображающая проти­
воречие.

Появились работы Дедекинда и Кантора, которые сводили всю 
математику к теории множеств, работы Буля, Пеано, Пирса, Шрё­
дера, которые вводили начало математической символики для зако­
нов мышления, работа Фреге, пытавшегося свести всю математику 
к логике. Эти работы внушили безграничную веру в мощь формали­
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зации. Наконец в работах первоклассных математиков XX века Рас­
села, Уайтхеда, Гильберта, Барнайса, Гёделя, Чёрча, А.А.Маркова, 
А.И.Мальцева и других формализация математического языка в 
рамках современных логических исчислений достигла высокой сте­
пени точности. Поэтому сегодня уже можно говорить о математи­
ческом языке как о части математики, о языке как об одном из 
предметов, исследуемых математикой, и спорить о реализуемости 
мечты Лейбница.

Мощное развитие логики и логического языка привело к созда­
нию новой области математики -  оснований математики, предметом 
изучения которой стало строение математических утверждении и 
математических теорий и которая поставила своей целью ответить 
на вопросы типа: ’’как должна быть построена теория, чтобы в ней 
не возникло противоречий Т , ” какими качествами должны обладать 
методы доказательства, чтобы считаться достаточно строгимиТ и 
т.д. Одной из фундаментальных идей, на которые опираются иссле­
дования по основаниям математики, является идея формализации 
математических теорий, т.е. последовательного проведения аксио­
матического метода построения теорий.

Понятие формальной аксиоматической теории. Форма­
лизация аксиоматической теории состоит в том, что аксиомы рас­
сматриваются как формальные последовательности символов (вы­
ражения) некоторого алфавита, а методы доказательств -  как ме­
тоды получения одних выражений из других с помощью операций 
над символами. При этом не допускается пользоваться какими-либо 
предположениями об объектах теории, кроме тех, которые сформу­
лированы явно в аксиомах. Такой подход гарантирует чёткость ис­
ходных утверждений и однозначность выводов. Но может создаться 
впечатление, что осмысленность и истинность в формализованной 
теории не играют никакой роли. Внешне это так. Тем не менее, в 
действительности и аксиомы, и правила вывода стремятся выби­
рать таким образом, чтобы построенной с их помощью формальной 
теории можно было придать содержательный смысл.

О п ределение  28.1. Формальная аксиоматическая теория Т  
считается определённой, если выполнены следующие условия:

1) Задан алфавит теории Т, представляющий собой некоторое 
счётное множество символов. Конечные последовательности симво­
лов алфавита теории Т  называются словами или выражениями те­
ории Т;

2) Имеется подмножество выражений теории Т, называемых 
формулами теории Т  (обычно имеется эффективная процедура, поз­
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воляющая по данному выражению определить, является ли оно фор­
мулой);

3) Выделено некоторое множество формул, называемых аксио­
мами теории Т  (обычно имеется эффективная процедура, позволя­
ющая по данной формуле определить, является ли она аксиомой);

4) Имеется конечное множество Ri,...,Rn отношений между фор­
мулами, называемых правилами вывода. При этом, для каждого Ri 
(1 < г < п) существует целое положительное j  такое, что для каж­
дого множества, состоящего из j  формул, и для каждой формулы F 
эффективно решается вопрос о том, находятся ли данные j  формул 
в отношении Ri с формулой F, и если да, то F называется непосред­
ственным следствием данных j  формул по правилу Ri.

Построенное в §9 формализованное исчисление высказываний 
может служить примером формальной аксиоматической теории. Ал­
фавит этой теории состоит из символов: Х2, ..., Х п,.. . ,  ( 
,). Определено понятие формулы (см. определение 2.1). Из множес­
тва всех формул выделено множество всех аксиом (они определяют­
ся схемами аксиом (А1) -  (АЗ)). Наконец, единственным отношением 
Д, называемым правилом вывода, является тернарное отношение, в 
которое входят такие тройки формул F, G, Я, что средняя формула 
G имеет вид F —► Я. Таким образом, формула Я называется непо­
средственным следствием формул F  и F —> Я. Это правило вывода 
было названо правилом заключения или модус поненс (МР).

О п ределен и е  28.2. Выводом в формальной аксиоматической 
теории Т  называется всякая последовательность Вп фор­
мул этой теории такая, что для любого г (1 < г < п) формула 
Bi есть либо аксиома теории Т, либо непосредственное следствие 
каких-либо предыдущих формул по одному из правил вывода. Фор­
мула F теории Т  называется теоремой этой теории, если существует 
вывод в Т, последней формулой которого является F; такой вывод 
называется выводом (или доказательством) формулы F.

В примере 9.2 был приведён вывод формулы F —> F в фор­
мализованном исчислении высказываний, т.е. доказательство того, 
что эта формула есть теорема данной формальной теории.

Далее, аналогично соответствующему понятию в формализован­
ном исчислении высказываний (см. определение 9.1) определяется 
понятие вывода формулы F из множества формул Г в формальной 
аксиоматической теории Т  и устанавливаются простейшие свойства 
этого понятия (см. теорему 9.3).

Вторым примером формальной аксиоматической теории может
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служить формализованное исчисление предикатов, рассмотренное в 
§21.

Итак, формальная аксиоматическая теория отличается от не­
формальной (содержательной), во-первых, тем, что она имеет де­
ло с выражениями, составленными из символов некоторого алфа­
вита, лишенных какого бы то ни было содержательного смысла, а 
во-вторых, расплывчатое понятие логического умозаключения, на 
основании которого мы выводили из одних содержательных утверж­
дений другие, теперь заменено чётким понятием отношения между 
выражениями из символов. Таким образом, развитие формальной 
аксиоматической теории есть процесс оперирования с формальными 
символами на основе чётких формальных правил. Раз так, то такой 
процесс может быть поручен электронно-вычислительной машине, 
что сделано в отношении, например, формализованного исчисления 
высказываний и некоторых других формальных аксиоматических 
теорий.

Язык и метаязык, теоремы и метатеоремы формальной 
теории. Описание формальных аксиоматических теорий ведётся 
на некотором общепонятном языке, например, на русском. Такой 
язык по отношению к языку формальной теории называется мета­
языком. Он используется для формулировок утверждений о фор­
мальной теории. Язык же формальной теории -  символы алфави­
та, слова -  используется для формулировок высказываний внутри 
самой формальной теории и называется предметным языком (или 
языком-объектом). Используя метаязык, можем изучать формаль­
ную аксиоматическую теорию как бы извне, можем формулировать 
и доказывать те или иные свойства формальной теории -  свойства 
её теорем, доказательств, её самой. Причём при доказательстве этих 
свойств должны использоваться общепонятные и бесспорные сред­
ства обычной логики. В результате получаем набор теорем о фор­
мальной теории, устанавливающих те или иные её свойства. Такие 
теоремы называются метатеоремами. Различие между теоремами 
и метатеоремами в рассмотренных формальных теориях не всегда 
проводилось явно, но его непременно нужно иметь в виду. Например, 
если удалось построить вывод формулы G из формул Flv..,Fm, то 
высказывание ”F i , Fm  I- G” является метатеоремой. В частнос­
ти, теорема о дедукции, производные правила вывода в ФИВ и ФИП, 
а также теоремы о непротиворечивости, полноте (или неполноте), 
разрешимости тех или иных формальных теорий являются метате­
оремами по отношению к этим теориям. В частности, утверждение 
” Теория групп непротиворечива” есть утверждение на метаязыке о
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формальной теории групп, т.е. -  метатеорема. Напротив, утвержде­
ние ”(Vx)(Vy)(Vz)(x*y = x*z  —► у = z)” есть высказьгоание самой 
теории групп, записанное на предметном языке, т.е. теорема.

Интерпретации и модели формальной теории. Обычно, 
теории (и не только формальные) создаются для того, чтобы опи­
сать те или иные явления окружающего мира. Поэтому ценность 
всякой теории в конечном счёте определяется тем, насколько хоро­
шо справляется теория с этой задачей, т.е. насколько предоставля­
емое ею описание адекватно описываемому явлению, участвующим 
в нём объектам и связям между ними. Теория (и, в особенности, 
математическая теория), созданная для описания одних объектов, 
нередко оказывается применимой для описания и других. Поэтому 
один из первых для любой теории вопросов -  это вопрос о том, для 
описания каких объектов пригодна данная теория.

Применительно к формальным аксиоматическим теориям проб­
лема адекватности такой теории сигнатуры а и описываемых ею 
объектов представляет собой чисто математическую задачу о соот­
ветствии между множеством теорем этой теории, построенном как 
формальное исчисление, и содержательно построенной теорией, рас­
сматриваемой как множество объектов с операциями и отношения­
ми на нём (т.е. как алгебраическая система), или, как говорят, мо­
делью формальной аксиоматической теории.

Придадим точный математический смысл интуитивно осознава­
емым понятиям интерпретации и модели формальной теории. Пусть 
задана сигнатура а = {со, с1 ; /о°, /Г1, •••, Р^10, Р^ 1, ••■}, т.е. C0,Ci, 
... -  символы предметных или индивидных констант (символы выде­
ленных элементов), /q 0, f ^ 1,... -  функциональные буквы, Р™°, Р™1, 
... -  предикатные буквы. При этом, верхние индексы предикатных 
и функциональных букв указывают число аргументов соответствен­
но предиката или функции, которые могут быть подставлены вместо 
этих букв. Дадим интерпретацию каждому символу этой сигнатуры. 
Для этого выберем некоторое множество М  и однозначно сопоста­
вим каждой m-местной предикатной букве Pi га-арное отношение 
Р̂ м на М  (т.е. интерпретируем букву Pi как конкретное отношение 
Р^1 на конкретном множестве), каждой n-местной функциональной 
букве f j  сопоставим n-арную операцию (n-местную функцию) ff* 
на М, каждой предметной константе с* -  элемент c f  из М. Посто­
янные термы (не содержащие предметных переменных) при таком 
определении также отобразятся на элементы из М. Таким образом, 
мы приходим к алгебраической системе
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М  = < М ; cj}*, <м, ... ; /оМ, / хм , ... ; Р0М- ЛМ, ••• > ,
которая и представляет собой интерпретацию формальной теории 
данной сигнатуры а.

Всякая замкнутая (т.е. не содержащая свободных предметных 
переменных) формула формальной теории (узкого исчисления пре­
дикатов) сигнатуры а при этой интерпретации превращается в вы­
сказывание об элементах из М, отношениях и функциях на М, ко­
торое может быть истинным или ложным. Открытая формула пре­
вращается в некоторое отношение (предикат) на М. Открытая фор­
мула F называется выполнимой в данной интерпретации М, если 
существует такая подстановка а предметных констант, при которой 
она превращается в истинное высказывание. Запись: М  |=а F. От­
крытая формула F называется истинной в данной интерпретации 
М  или говорят, что F выполняется в М, если она превращается 
в истинное высказывание при любой подстановке констант. Этот 
факт записывают так: М ^  F  и говорят, что интерпретация (ал­
гебраическая система) М  является моделью формулы F. Формула, 
истинная во всех интерпретациях, называется общезначимой, или 
тавтологией. Запись: |= F. Интерпретация (алгебраическая систе­
ма) М  называется моделью (для) множества формул Ф, если любая 
формула из Ф истинна в данной интерпретации. Запись: М  |=Ф. Ин­
терпретация М  называется моделью теории Г, если она является 
моделью множества всех теорем теории Т, т.е. если всякая форму­
ла, доказуемая (выводимая) в Т, истинна в данной интерпретации. 
Для множества Ф формул обозначим через М(Ф) -  совокупность 
(класс) всех моделей этого множества формул.

Существо формального подхода состоит в том, что в символы 
теории (даже самые привычные) не вкладывается никакого смыс­
ла, пока не введена интерпретация этих символов. В то же время, 
никакая интерпретация не относится к числу средств самого исчис­
ления: она позволяет осмыслить формулы исчисления, но не участ­
вует в формальном выводе теорем. О формальных свойствах самого 
исчисления, его формул и их формальных преобразований принято 
говорить как о синтаксисе исчисления; свойства исчисления, выра­
жаемые в терминах его интерпретаций, -  это семантика исчисле­
ния,. В частности, если формула F выводима в формальной теории 
из множества формул Ф: Ф b F, то говорят, что F синтаксически 
выводима из Ф. Имеется также понятие и семантической выводи­
мости F  из Ф, связанное с интерпретациями.

Семантическая выводимость. Вообще под семантикой в ма­
тематической логике понимается исследование интерпретаций фор­
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мальных аксиоматических теорий, изучение смысла и значения кон­
струкций формализованного языка теории, способов понимания его 
логических связок и формул. Семантика рассматривает возможнос­
ти точного описания и формального определения таких содержа­
тельных понятий как ’’истина”, ’’определимость”, ’’обозначение”. В 
несколько более узком смысле под семантикой формализованно­
го языка понимают систему соглашений, определяющих понимание 
формул языка, задающих условия истинности этих формул. По­
строение чёткой семантики достаточно сложных формализованных 
языков (например, типа языков аксиоматической теории множеств) 
является трудной проблемой. Это связано с тем, что процесс аб­
страгирования в математике является весьма сложным и многосту­
пенчатым. Построение формальных языков и теорий - абстрагиро­
вание весьма высокого уровня. В его ходе используются глубокие 
и неочевидные абстракции, в результате чего объём объектов ис­
следования, способы обращения с этими объектами и способы дока­
зательства утверждений относительно таких объектов становятся 
весьма неопределёнными. Часто семантические понятия для неко­
торого языка могут быть точно сформулированы в рамках более 
богатого языка, играющего для первого роль метаязыка. Именно 
такую ситуацию мы имеем для формул языка 1-го порядка, опре­
деляя для них семантические понятия истинности, выводимости и 
т.п.: мы привлекаем для этого алгебраические системы, описывае­
мые на языке теории множеств. Этот последний и играет в данном 
случае роль метаязыка для формальной теории 1-го порядка.

Будем говорить, что формула F семантически выводима из мно­
жества формул Ф и писать Ф |= F, если в каждой интерпретации, в 
которой истинны все формулы из Ф, истинна и формула F, т.е. если 
каждая модель множества формул Ф будет также и моделью фор­
мулы F. Ясно, что понятие семантической выводимости формулы 
является обобщением понятия общезначимости формулы, и первое 
превращается во второе при Ф = 0 (пустое множество). В терминах 
классов моделей множеств формул Ф и {F} семантическая выводи­
мость F из Ф означает, что М(Ф) С M({F}).

Метаматематика (свойства формальных аксиоматичес­
ких теорий). Исследование формальных теорий общепонятными 
логическими средствами и методами называется метаматемати­
кой. В круг метаматематических вопросов входят вопросы, связан­
ные прежде всего с непротиворечивостью, полнотой, разрешимос­
тью формальных аксиоматических теорий.

Непротиворечивость -  важнейшее свойство формальных акси­
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оматических теорий. В §§10 и 24 говорилось о непротиворечивости 
содержательных аксиоматических теорий и формализованного ис­
числения высказываний. Сформулированное там определение (10.8 
и 24.1) применимо также и для любой формальной аксиоматической 
теории. Это понятие можно было бы назвать внутренней непроти­
воречивостью формальной теории. В §24 отмечалось, что внутрен­
няя непротиворечивость теории следует из наличия у теории (непро­
тиворечивой) модели. Последнее свойство теории (наличие непроти­
воречивой модели) можно назвать содержательной непротиворечи­
востью теории. Таким образом, если теория содержательно непро­
тиворечива, то она внутренне непротиворечива. Значительно труд­
нее получить ответ на вопрос о справедливости обратного утвержде­
ния: всякая внутренне непротиворечивая формальная теория имеет 
модель, т.е. содержательно непротиворечива. Это ещё одна теорема 
Геделя. Доказательство этой сложной и важной теоремы математи­
ческой логики будет проведено в следующем параграфе, посвящён­
ном свойствам формализованного исчисления предикатов.

Ещё одним важным метаматематическим понятием является по­
нятие разрешимости формальной аксиоматической теории.

О п р ед ел ен и е  28 .3 . Формальная аксиоматическая теория Т на­
зывается разрешимой, если имеется эффективная процедура (ал­
горитм), позволяющая для каждой данной формулы этой теории 
узнавать, существует ли её вывод в Т, т.е. является ли она тео­
ремой теории Т. Если такого алгоритма не существует, то теория 
называется неразрешимой.

Образно говоря, разрешимая теория -  такая теория, для кото­
рой можно изобрести машину, испытывающую формулы на свойство 
быть теоремой этой теории. Для выполнения той же задачи в не­
разрешимой теории такой машины построить нельзя, и для каждой 
конкретной формулы приходится изобретать свои методы определе­
ния того, будет ли она теоремой данной теории. Для разрешимос­
ти теории вовсе не требуется алгоритм, позволяющий доказывать 
(находить доказательство) каждую теорему теории. Именно таков 
характер теоремы 10.11 о разрешимости формализованного исчис­
ления высказываний: на основании её можно для каждой формулы 
ответить на вопрос, будет ли она доказуема, но построить доказа­
тельство нельзя. Что же касается разрешимости формализованного 
исчисления предикатов, то в начале §19 отмечалось, что пробле­
ма разрешения общезначимости формулы в логике предикатов не­
разрешима. Этим, в частности, обуславливается и неразрешимость 
формализованного исчисления предикатов.
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Дальнейшее рассмотрение свойств формальных аксиоматичес­
ких теорий приводит нас к необходимости более подробно изучить 
свойства формализованного (или узкого) исчисления предикатов, 
являющегося логическим основанием конкретных формальных ма­
тематических теорий (или формальных теорий первого порядка, или 
элементарных теорий). Этому и посвящается следующий §29. Но 
прежде чем перейти к нему, обратимся ещё раз к формализован­
ному исчислению высказываний и установим ещё два его свойства 
как формальной аксиоматической теории.

Формализованное исчисление высказываний как фор­
мальная аксиоматическая теория. Итак, формализованное ис­
числение высказываний представляет собой пример формальной ак­
сиоматической теории. Более того, в §10 установлена полнота дан­
ной теории относительно алгебры высказываний, её непротиворе­
чивость и разрешимость. Рассмотрим вопросы внутренней полноты 
исчисления высказываний, т.е. выясним, будет ли эта теория аб­
солютно полной и полной в узком смысле (см. определения 24.5 и
24.6).

Если бы формализованное исчисление высказываний было абсо­
лютно полно, т.е.для любой формулы F этой теории сама F или её 
отрицание -*F были теоремами, то, на основании теоремы 10.1, для 
каждой формулы F алгебры высказываний либо F, либо -iF  была 
бы тавтологией. Но многочисленные примеры формул F таких, что 
ни F, ни F не есть тавтология, опровергает подобное заключение. 
(Приведите примеры таких формул.) Итак, формализованное исчис­
ление высказываний не является абсолютно полным. Иначе обстоит 
дело с его полнотой в узком смысле.

Т е о р е м а  28.4. Формализованное исчисление высказываний пол­
но в узком смысле.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F -  некоторая формула формализо­
ванного исчисления высказываний, не являющаяся его теоремой. 
Докажем, что если F присоединить в качестве схемы (А4) к трём 
схемам аксиом (А1) -  (АЗ) формализованного исчисления выска­
зываний (см. §9), то получаемая на основе системы аксиом (А1) -  
(А4) формальная аксиоматическая теория будет противоречивой. 
Действительно, поскольку F не теорема, то она, на основании тео­
ремы 10.5, не является тавтологией. Поэтому в её таблице истиннос­
ти найдётся такая строка, в которой стоит значение 0. Фиксируем 
какую-либо одну такую строку. По схеме F построим новую фор­
мулу следующим образом: все простые формулы, входящие в F и
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принимающие в фиксированной строке значение 1, заменим на фор­
мулу PV-.P, а все простые формулы, входящие в F и принимающие 
в фиксированной строке значение 0, заменим на формулу Р  Л ->Р, 
где Р  -  пропозициональная переменная. В результате получим не­
которую формулу G(P), зависящую от одной пропозициональной 
переменной Р. Формула получена на основе схемы аксиом (А4) и 
потому является аксиомой новой формальной теории. Но, с другой 
стороны, нетрудно понять, что при любых значениях Р  формула 
G(P) принимает значение 0, т.е. является тождественно ложной. 
Следовательно, её отрицание _,G(P) есть тождественно истинная 
формула и потому, на основании той же теоремы 10.5, есть теорема 
формализованного исчисления высказываний, т.е. ~,G(P) выводима 
из аксиом (А1) -  (АЗ). Но тогда эта формула выводима и из ак­
сиом (AI) -  (А4). Итак, обе формулы G(P) и её отрицание _,G(P) 
являются теоремами новой формальной аксиоматической теории, 
построенной на основе системы аксиом (AI) -  (А4). Следовательно, 
данная теория противоречива. Теорема доказана. □

Формализация теории аристотелевых силлогизмов. Это -
ещё один пример формальной аксиоматической теории. Рассматри­
ваемый здесь способ формализации силлогистики был предложен в 
1950-ые годы известным польским логиком Я.Лукасевичем *.

Пусть строчные латинские буквы а, 6, с,... обозначают перемен­
ные термины силлогистики, две прописные латинские буквы А и I
-  два силлогических бинарных отношения: АаЪ: ” Всякое а есть 6”, 
lab: ”Некоторое а есть Ъ”.

Понятие формулы или правильно построенного силлогического 
предложения даётся посредством следующего индуктивного опреде­
ления:

1) АаЬ и lab -  простые (или атомарные) формулы силлогистики;
2) если а и (3 -  формулы силлогистики, то формулами сил­

логистики будут также (а  А /?), (а V /3), (а —► /3), -»а ;
3) никаких других формул, кроме получающихся по правилам 

пунктов 1 и 2, нет.
Перейдём теперь к формулировке аксиом. Во-первых, мы счита­

ем, что у нас имеется некоторое формализованное исчисление вы­
сказываний, построенное, например, на базе системы из трёх акси­
ом, рассмотренное в §15. Так что эти аксиомы открывают список

1 Лукасевич Я. Аристотелевская силлогистика с точки зрения со­
временной формальной логики /  Пер. с англ. -  М., 1959.
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аксиом формальной силлогистики. В качестве специальных аксиом 
принимаются следующие четыре силлогические предложения:

(FS 1) Aaa ;
(FS 2) Jem ;
(FS 3) (Abe А Aab) —> Aac (силлогизм Barbara) ;
(FS4) (Abe А Iba) —► lac (силлогизм Datisi) .
С помощью следующих определений введём ещё два силлогичес­

ких бинарных отношения Е  и О: ЕаЬ означает -Ja&, ОаЬ означает 
-*АаЬ. Для удобства построения выводов на основе этих определений 
формулируются правила о возможности замены всюду в формулах

на Е  и наоборот, и -*А на О и наоборот. Таким образом, в 
нашей формальной системе, которую будем обозначать FS, оказыва­
ются выраженными все четыре основных отношения силлогистики. 
Напомним, что в аристотелевой силлогистике отношение ЕаЬ озна­
чает ” Никакое а не есть 6”, а ОаЬ -  ” Некоторые а не есть Ъ”.

В качестве правил вывода в системе формализованной силло­
гистики FS принимаются два правила подстановки и правило за­
ключения МР:

а) Подстановка в выводимую формулу исчисления высказыва­
ний на место пропозициональной переменной (всюду, где она входит 
в формулу) одной и той же силлогической формулы даёт выводи­
мую формулу системы FS.

б) Подстановка в выводимую формулу системы FS на место 
переменного термина (всюду, где он входит в формулу) другого пе­
ременного термина даёт выводимую формулу системы FS.

в) Правило МР: если формулы а —> /3, а выводимы в FS, 
то в FS выводима и формула /3 .

Обратим внимание на то, что в качестве третьей и четвёртой 
аксиом выбраны правильные аристотелевы силлогизмы Barbara и 
Datisi. Остальные семнадцать правильных силлогизмов нам пред­
стоит доказать на основе данной системы аксиом.

Приступим теперь к доказательству теорем формальной силло­
гистики.

(FS 5) (Силлогические законы противоречия).
a) ->(Aab A Oab) ; б) ~>(Iab A Eab) .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первый закон получается из закона отрица­

ния противоречия исчисления высказываний ->(ХА->Х) в результате
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подстановки X\Aab (вместо X  подставляется силлогическая форму­
ла АаЬ) и замены по определению ~̂ АаЬ на ОаЬ. Подстановкой Х\ lab 
в тот же закон и заменой по определению ->/ab на ЕаЬ доказывается 
второй закон. □

(FS 6) (Силлогические законы исключённого третьего).
a) Aab V ОаЬ ; б) lab V ЕаЬ .

Д о к а з а т е л ь с т в о  обоих закон ов  вы т ек ае т  из логи ческого  з а ­
к о н а  и склю чённого  тр е ть его  X  V ~̂ Х в р езу ль тате  очевидны х под­
стан овок  и зам ен .

(FS 7) (Закон обращения). lab —> Iba .

Д о к а з а т е л ь с т в о . В закон разделения посылок исчисления 
высказываний ((X А У) —► Z) —> (X  —> (У —► Z)) делаем под­
становку X\Abc, Y\Iba, Z\Iac и из полученной формулы и аксиомы 
(FS4) по правилу МР выводим: Abe —► (/6а —> lac). Подстановка 
Ъ | а, с | а, а | 6 приводит к формуле Aaa —* (Jab —► /Ьа), 
из которой и из аксиомы (FS1) по правилу МР следует требуемая 
формула: lab —> Iba . □

(FS 8) (Законы подчинения).
а) Aab —► lab ; б) Eab —> Oab .
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) В закон перестановки посылок исчисле­

ния высказываний (X  —> (У —► Z)) —► (У —► (X —> Z)) делаем 
подстановку X | Abe, У | Iba, Z | lac. Посылка полученной форму­
лы представляет собой следующую формулу АЬс —> (Iba —► /ас), 
выводимую в FS, что установлено в ходе доказательства предыду­
щей теоремы. Тогда из этих двух формул по правилу МР выводим 
формулу: Iba —> (Абс —► lac). Подстановка b | а, с | b в последнюю 
формулу даёт формулу: Iaa —> (Лаб —► lab). Из неё и аксиомы 
(FS2) по правилу МР выводим требуемый закон.

б) В закон контрапозиции исчисления высказываний (X —» 
У) —► (—»У —► ->Х) делаем подстановку X | Aab, У | lab из 
полученной формулы и предыдущего закона подчинения Ааб —> 
lab по правилу МР выводим: -»/а6 —► ->ЛаЬ. Применяя правила 
о замене ->/ на Е и на О, получаем: Eab —► Oab. □

В следующей теореме формулируются и доказываются в фор­
мальной силлогистике FS все оставшиеся 17 правильных аристоте­
левых силлогизмов.
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Т е о р е м а  28.5. (Аристотелевы силлогизмы). Следующие фор­
мулы являются теоремами формальной системы FS :

I ФИГУРА

1) (Abe A lab) -

2) (ЕЬсЛАаЬ)

3) (Ebc A lab) -

lac (Darii);
* Eac (Celarent); 
Oac (Ferio);

II ФИГУРА

4) (Acb A Oab)

5) (Acb A Eab)

6) (EcbAAab)
7) (Ecb A lab) -

» Oac (Baroco); 
-> Fac 

(Camestres);
> Eac (Cesare); 
Oac (Festino);

III ФИГУРА

8) (Лбе Л Лба) —► lac (Darapti);

9) (Ibc A Aba) —► lac (Disamis);
10) (Обе А Лба) —► Oac (Bocardo);
11) (Ebc А Лба) —► Oac (Felapton);
12) (Ebc Alba) —> Oac (Ferwon);

IV ФИГУРА

13) (/сб А Лба)
14) (Лсб А Лба)

lac (Dimaris);
► lac 

(.Bramantip);
15) (Лсб A Eba) —► Eac

(Camenes);
16) (Ecb А Лба) —► Oac (Fesapo);
17) (Ecb А /ба) —► Oac (Fresison).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Приведём доказательства некоторых из этих 
силлогизмов.

1) Используя теорему о дедукции, нетрудно убедиться в том, 
что следующая формула ((ХлУ) —> Z) —> ((У —► У) —► ((ХАУ) —► 
Z)) является теоремой формализованного исчисления высказыва­
ний. Делаем в неё подстановку: X  | Лбе, У | Iba, Z | lac. Получаем 
формулу: ((AbcAlba) —> lac) —► ((V —► /ба) —* ((Лбе A F) —* /ас)). 
Вместе с аксиомой (FS4) она по правилу МР даёт формулу: (V —> 
/ба) —► ((Лбе A V) —► lac). Делаем сюда подстановку V \ lab. По­
лучаем: (lab —► /ба) —► ((Лбе A lab) —► lac). Из этой формулы и 
формулы теоремы (FS7) по правилу МР выводим требуемую фор­
мулу.

4) Начинаем со следующей теоремы формализованного исчис­
ления высказываний: ((X А У) —> Z) —> ((X A ->Z) —> ->У). Под­
становка X  | Лбе, У | Лаб, Z  | Лас в неё даёт: ((Лбе А Лаб) —► 
Лас) —> ((ЛбсА^Лас) —> -^Лаб). Из этой формулы и аксиомы (FS3)
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по правилу МР выводим формулу: (АЬсА-^Аас) —у Aab. Исполь­
зуя правило о замене -*А на О, получаем: (Abe А Оас) —► ОаЬ. 
Наконец подстановка Ь | с, с\Ь  приводит нас к требуемой формуле.

8) В ходе доказательства формулы 1 была выведена формула: 
(V —у Iba) —► ((Abe А V) —у lac). Сделаем в неё подстановку 
V | АЬа. Получим: (Aba —► Iba) —у ((Abe A Aba) —у lac). Используя 
теорему (FS8a) (в которой сделать подстановку а | Ь, b | а), отсюда 
по правилу МР получаем требуемую формулу.

9) Подстановка а | с, с | а в аксиому (FS4) даёт: Aba A Ibc —► 
/са, а подстановка а | с, 6 | а в теорему (FS7) даёт: /са —> 
lac. Наконец подстановка X  | Aba A Ibc, У | /са, Z | /ас в 
выводимую формулу исчисления высказываний (закон силлогизма) 
(X  —► У) —► ((У —► Z) —► (X —> Z)) даёт формулу: ((АЬа А 
Ibc) —► /ас) —► ((1са—у lac) —* ((Лба А /Ьс) —► /ас)). Используя 
полученные выше формулы для двукратного применения правила 
МР, исходя из последней формулы, получаем: (Aba A Ibc) —у lac.

Далее, сделав подстановку X  \ Ibc, У | АЬа в выводимую 
формулу (ХА У) —► (У АХ), получаем формулу: (Ibc А АЬа) —у 
(Aba A Ibc). В использованный выше закон силлогизма сделаем дру­
гую подстановку: X  \ Ibc А АЬа, У | Aba A Ibc, Z | lac. Получим 
формулу: ((Ibc А АЬа) —у (Aba A Ibc)) —у (((Aba A Ibc) —► lac) —у 
((Ibc А АЬа) —► lac)). Теперь применяя дважды правило вывода МР: 
сначала к этой формуле и предыдущей, а затем к полученному ре­
зультату и последней формуле предыдущего абзаца. В результате 
получим требуемую формулу.

13) Сделав в доказанную формулу 1 подстановку с | а, а | с, 
получаем: (Aba A Icb) —у 1са. Сделав подстановку X  | АЬа А /сб, 
У | /са, Z  | /ас в закон силлогизма (X —у У) —► ((У —► Z) —у 
( X  Z)), получим формулу: ((Aba A Icb) —> lea) —у ((lea —у 
lac) —у ((Aba A Icb) —+ lac)). Применяя дважды правило МР 
(учитывая при этом теорему (FS 7)), получаем: (Aba A Icb) —у lac.

Сделав в закон силлогизма другую подстановку X  | Icb А АЬа, 
У | Aba A Icb, Z | /ас, придём к формуле: ((Icb А АЬа) —> (АЬа А 
Icb)) —у (((Aba A Icb) —► lac) —► ((Icb А АЬа) —► lac)). Учи­
тывая выводимость посылки этой формулы (см. второй абзац в до­
казательстве формулы 9) и только что установленную выводимость 
посылки остающейся формулы, после двукратного применения пра­
вила МР придём к требуемой формуле.

14) Из Aab —► lab (теорема (FS 8а)) с помощью подстановки 
а | с получаем: АсЬ —► Icb. В выводимую формулу исчисления
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высказываний ((X  Л У) -* Z) -> ((V -> X) -> ((Г Л У) —> Z)) 
делаем подстановку X | /сб, У | Лба, Z | /ас, V | Лсб. Получаем 
формулу:

((/сб Л Лба) —► /ас) —► ((Лсб —► /сб) —> ((Лсб А Лба) —► /ас)).

Учитывая формулу 13 и выведенную вначале формулу, после дву­
кратного применения правила МР приходим к требуемой формуле.

Докажите самостоятельно выводимость остальных аристотеле­
вых силлогизмов. □

§29. Свойства формализованного 
исчисления предикатов

Формализованное исчисление предикатов (ФИП) развито доста­
точно глубоко (см. §21 выше и Задачник, §11 ) и теперь, как и 
в случае формализованного исчисления высказываний, надлежит 
рассмотреть свойства (или метатеорию) этого исчисления. Но те­
перь, в области предикатов, логика достигает такой выразительной 
силы, что становится логическим основанием конкретных матема­
тических теорий, и теоремы (по сути, метатеоремы) о логике рас- 
суждений достигают поистине философской глубины.

Оправданность аксиоматизации. Теорема оправданности ак­
сиоматизации утверждает, что если Ф Ь F, то Ф \= F, т.е. из син­
таксической выводимости следует семантическая выводимость. Её 
очевидным следствием будет утверждение о том, что всякая теорема 
ФИП является общезначимой формулой (тавтологией) логики пре­
дикатов. Смысл этой теоремы состоит в утверждении фактически 
того, что мы не были излишне щедры в выборе аксиом и правил вы­
вода для нашего формального исчисления и не включили в их число 
ничего лишнего, ибо доказуемыми в этом исчислении оказываются 
лишь общезначимые формулы логики предикатов. Доказательство 
этой теоремы не очень сложное, и мы получим её в качестве след­
ствия несколько более общей теоремы. Обратное же утверждение 
(если Ф \= F, то Ф h F) -  о том, что при выборе аксиом и пра­
вил вывода мы не проявили и излишней скромности и для всякой 
общезначимой формулы логики предикатов в нашем ФИП вполне 
достаточно формальных средств, чтобы доказать её -  уже не столь 
очевидно, и доказательство его, приводимое дальше, потребует от 
нас значительно больших усилий.
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Теорема оправданности имеет глубокий смысл: она оправдывает 
наши занятия математикой, убеждая нас в том, что наши логичес­
кие рассуждения и умопостроения не уводят нас от смысла и от 
практики.

Т е о р е м а  29.1. Если в алгебраической системе М выполняют­
ся все формулы из множества Ф и из Ф синтаксически выводима 
формула F, то F также выполняется в М:

М \= Ф и Ф b F М |= F  .

Д о к а з а т е л ь с т в о  разделим на три этапа.

1) Сначала отметим, что каждая аксиома ФИП есть тождест­
венно истинная формула. Что касается аксиом (AI), (А2), (АЗ) ис­
числения высказываний, то их тождественная истинность установ­
лена нами в алгебре высказываний (см. теоремы 3.1з, 3.3а,л). Обще­
значимость аксиом (РА1) и (РА2) установлена в теореме 17.13.

2) Теперь покажем, что все три правила вывода, используе­
мые в ФИП, обладают следующим семантическим свойством. Если 
алгебраическая система М служит моделью для всех посылок пра­
вила вывода, то М будет моделью и для формулы, получаемой из 
данных формул с помощью данного правила вывода. Докажем это 
утверждение для трёх правил вывода.

Правило МР. Допустим, что M [= F - > G h M [= F . Докажем, 
что тогда М |= G. Возьмём любую подстановку а  констант из М. 
Тогда по условию, каждое из высказываний F(a) -* G(a) и F(a), 
получаемых соответственно из формул F —> G и F в результате под­
становки а предметных констант, будет истинным. Тогда истинным 
будет и высказывание G(a), т.е. М \=a G. Это и означает, что 
М |= G .

V-правило. Допустим, что М \= G(y) —> F(x, у), где х не входит 
свободно в формулу G, а у обозначает все свободные предметные 
переменные в формулах F и G (в F -  кроме х). Тогда сделанное 
допущение означает, что для любых элементов a, b € М  (где М -  
носитель алгебраической системы М) высказывание G(b) —► F(a,b) 
истинно в М. Рассмотрим теперь высказывание G(b) —► (Vx)(F(x, 6)) 
и покажем, что оно истинно в М при любом b Е М. В самом деле, ес­
ли G(b) ложно, то рассматриваемое высказывание истинно. Если же 
G(b) истинно, то, по отмеченному выше, истинным будет и выска­
зывание F(a, 6). Поскольку оно будет истинным при любом a £ М, 
то отсюда вытекает истинность для таких 6 G М  высказывания 
(Vx)(F(xyb)). Это, в свою очередь, влечёт истинность высказывания
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G(b) —> (Vx)(F(x, 6)) для тех b G M, для которых G(b) истинно. Итак, 
высказывание G(b) —► (Vx)(F(x,b)) истинно для любых 6 Е М. Это 
и означает, что М t= G(y) ^  (Vx)(F(x,y)).

3-правило. Подобно предыдущему правилу доказывается, что 
если М f= F(x) -> G, то М |= (3x)(F(x)) G .

3) Наконец, докажем утверждение самой теоремы. Пусть М \=Ф 
и Ф b F. Последнее означает, что имеется вывод В\, B2vj Вт фор­
мулы F из множества формул Ф (в частности Вш = F). Покажем, 
что каждый элемент этой последовательности является формулой, 
выполняющейся в М. Доказательство поведём индукцией по номе­
ру к формулы в рассматриваемом выводе. При fc = 1, если Bi ЕФ, 
то, по условию, М |= В\. Если В\ -  аксиома, то по п.1 она общезна­
чима и, в частности, М |= B\. Предположим теперь, что при всех 
к < п все формулы В к выполняются в М, т.е. М (= Вк. Рассмот­
рим формулу Вп. Если п ЕФ и л и  Вп -  аксиома, то, как отмечено 
выше, М Вп. Если же Вп получена из предыдущих формул по­
следовательности по одному из трёх правил вывода, то на основании 
выполнимости всех предыдущих формул в М в силу утверждений 
из п.2 заключаем, что и Вп выполняется в М, т.е. М Вп. Оконча­
тельно заключаем, что все формулы последовательности В\, -0 2 ,..., 
Вт истинны в М, в частности, М |= F.

Теорема полностью доказана. □
Следствие 29.2. (Теорема оправданности). Из синтаксической 

выводимости следует семантическая выводимость, т.е.

Ф h F ^  Ф (= F .

Д оказательство . Пусть Ф Ь F и пусть М -  любая алгебраи­
ческая система, в которой выполняются все формулы из Ф, т.е. М 
|=Ф, тогда по теореме, М [= F. По определению семантического 
следствия это и означает, что Ф \= F. □

Следствие 29.3. Всякая доказуемая формула является обще­
значимой (т.е. любая теорема истинна):

b F ^  |= F .

Д о к а з а т е л ь с т в о  получается  из преды дущ его следствия  
при Ф =  0 . □

Непротиворечивость формализованного исчисления 
предикатов. Важнейшим компонентом критерия оправдан­
ности всякой математической теории является её непротиво- 
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речивость, т.е. невозможность доказательства в ней некото­
рого утверждения и его отрицания одновременно. Трудности, 
связанные с доказательством этого свойства математических 
теорий (а одной из причин этих трудностей несомненно было 
отсутствие в содержательных математических теориях точно­
го понятия доказательства), привели к тому, что в математи­
ке более естественным стал другой признак непротиворечи­
вости теории, основанный на возможностях реализации этой 
теории, её моделируемости. Но в то же время, этот подход и 
привёл к возникновению парадоксов в математике, которые, 
в свою очередь, привели к возникновению науки об основа­
ниях математики и к концепциям формального подхода к по­
нятиям доказательства и математической (аксиоматической) 
теории. Одной из задач этого подхода была выработка такого 
формального понятия доказательства, при котором для кон­
кретной математической теории понятие её формальной не­
противоречивости совпало бы с понятием её содержательной 
непротиворечивости. Факт такого совпадения, в силу точнос­
ти определения доказательства, становится математической 
теоремой (точнее, метатеоремой). Отметим, что привыкание в 
математике к эквивалентности этих двух понятий непротиво­
речивости было непростым. В частности, неприятие современ­
никами неевклидовых геометрий Лобачевского-Бояи объясня­
ется также и тем, что законность этих теорий обосновывалась 
отсутствием в них противоречий -  аргументом, по существу, 
совпадающим с современным понятием формальной непроти­
воречивости. Геометрические модели для этих теорий, дока­
зывающие их содержательную непротиворечивость, были най­
дены позднее.

Наша задача состоит в том, чтобы в рамках формализо­
ванного (узкого) исчисления предикатов дать точные опреде­
ления двух понятий непротиворечивости и установить их эк­
вивалентность.

Напомним, что формула логики предикатов называется об­
щезначимой, если она истинна в любой интерпретации, и про­
тиворечивой,) если она ложна в любой интерпретации, т.е. ес­
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ли её отрицание общезначимо. Эти семантические понятия, 
связывающие непротиворечивость с истинностью, позволяют 
сформулировать понятие семантически непротиворечивой те­
ории.

О п р е д е л е н и е  29.4. Формальная теория называется се­
мантически непротиворечивой, если ни одна из её теорем (фор­
мул) не является противоречивой, т.е. ложной в любой ин­
терпретации. Аналогично, множество Ф формул называется 
семантически непротиворечивым, если ни одна формула, вы­
водимая из Ф, не является противоречивой.

В теореме 10.1 доказано, что всякая теорема формализо­
ванного исчисления высказываний общезначима (тождествен­
но истинна) и потому не является противоречивой. Это озна­
чает, что формализованное исчисление высказываний семан­
тически непротиворечиво. Аналогичная теорема доказана и 
для формализованного исчисления предикатов (см. следст­
вие 29.3 из теоремы 29.1 выше). Значит, и ФИП семантически 
непротиворечиво. Семантическая непротиворечивость ФИВ и 
ФИП означает: что эти формальные теории пригодны для опи­
сания любых классов алгебраических систем, т.е. они войдут 
в теории этих классов составными частями, что вполне соот­
ветствует общенаучному принципу универсальности законов 
логики (Г.-В.Лейбниц формулировал его как выполнимость 
логических законов ”во всех мыслимых мирах”).

Произвольная формальная теория Т  есть теория множест­
ва М (Т) всех своих моделей и, значит, теория Г  семантически 
непротиворечива, если и только если М (Т) ф 0, т.е. для тео­
рии Т  существует модель. Если отождествить пригодность ма­
тематической теории, её целесообразность с её семантической 
непротиворечивостью, то, можно сказать, что сформулирован­
ный критерий пригодности теории известен уже давно. Отыс­
кание модели для теории до возникновения оснований мате­
матики было единственным общепризнанным методом дока­
зательства ’’законности” теории. Математическая логика вы­
работала аналог этого критерия, не опирающийся на наличие 
модели теории -  внешний фактор по отношению к теории, а
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опирающийся на внутренние свойства самой теории. Это -  по­
нятие синтаксической непротиворечивости теории.

О п р е д е л е н и е  2 9 .5 . Формальная теория Т  называется 
синтаксически (или дедуктивно, или формально) непротиво­
речивой, если не существует такой формулы F , что F  и ~^F яв­
ляются теоремами теории Т, т.е. в Т  не выводимы одновремен­
но формула и её отрицание. Аналогичное определение можно 
сформулировать и для произвольного множества Ф формул: 
Ф называется синтаксически непротиворечивым, если из Ф 
не выводимы одновременно формула и её отрицание.

В теореме 10.9 доказана синтаксическая непротиворечи­
вость формализованного исчисления высказываний. Анало­
гично доказывается

Т е о р е м а  2 9 .6 . Формализованное исчисление предикатов 
синтаксически непротиворечиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, т.е. ФИП синтак­
сически противоречиво. Значит, найдётся такая формула F , 
что F  и -»F будут теоремами ФИП. Тогда по следствию 29.3 
из теоремы 29.1 формулы F  и ~^F будут общезначимыми, что 
невозможно на основании определения общезначимости. □

Теперь мы перейдём к установлению взаимосвязей между 
понятиями семантической и синтаксической непротиворечи­
вости. Наша задача состоит в том, чтобы доказать их эквива­
лентность. Начнём с достаточно простой, но важной леммы.

Л е м м а  2 9 .7 . Если множество формул имеет модель, то 
это множество семантически непротиворечиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Е с л и  множество Ф формул имеет мо­
дель М , то ни одна формула, выводимая из Ф, не является 
противоречивой, т.е. ложной во всякой интерпретации, ибо в 
противном случае, она была бы ложна и в М  (что невозмож­
но в силу теоремы 29.1). Это и означает, что Ф семантически 
непротиворечиво. □

Т е о р е м а  2 9 .8 . Если множество формул семантически 
непротиворечиво, то оно синтаксически непротиворечиво.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что некоторое множество 
Ф формул узкого исчисления предикатов семантически непро­
тиворечиво, но противоречиво синтаксически. Следовательно, 
из него выводима некоторая формула F  и её отрицание -i F. 
Но тогда из Ф выводима и их конъюнкция (по правилу вве­
дения конъюнкции) F  А ->F. Но эта формула ложна в любой 
интерпретации, что означает, что множество Ф семантически 
противоречиво. Получаем противоречие, доказывающее, что 
Ф синтаксически непротиворечиво. □

Непосредственно из предыдущих леммы и теоремы выте­
кает такое следствие.

С л е д с т в и е  2 9 .9 . Если множество формул имеет мо­
дель, то оно синтаксически непротиворечиво. □

Т еорем а Гёделя о сущ ествовании модели. Утверж­
дение, обратное следствию, также оказывается справедливым. 
Но с конструктивной точки зрения оно оказывается более глу­
боким. Смысл его состоит в том, что всякое множество фор­
мул не только имеет модель, но эту модель можно конструк­
тивно построить. Доказательство этого факта как раз и за­
ключается в изложении метода такого построения. Это -  ещё 
одна из замечательных теорем Гёделя -  теорема о существо­
вании модели -  одна из важнейших теорем математической 
логики. Она доказана К.Гёделем в 1930 г.

Т е о р е м а  2 9 .1 0 . (Гёделя о существовании модели). Лю­
бое синтаксически непротиворечивое множество Е замкну­
тых формул узкого исчисления предикатов сигнатуры сг име­
ет модель.

Д о к а зате л ь с тв о . Пусть сигнатура а  =  {ао, ai, ... ; 
/о , /ь  ... ; Р(ь Р\-, Требуется построить модель (алгебраи­
ческую систему) М  =  < М  ; a o ,a i , ... ; /о , /ъ  ... ; Pq,P \,... > 
такую, что М  \= £  (т.е. в алгебраической системе М  выполня­
ются все формулы из Е). Эта модель будет строиться из слов 
некоторого алфавита. Под непротиворечивостью всюду в этом 
доказательстве будем понимать синтаксическую непротиворе­
чивость.
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Прежде всего, расширим данную сигнатуру а до а' вве­
дением новых индивидных констант: а' =  <xU {со, с \ , ..., с,г, ...}, 
где все с* отличны от всех символов из а. Далее, будем ра­
ботать с формулами расширенной сигнатуры а'. Поскольку 
все такие (замкнутые) формулы являются конечными слова­
ми некоторого счётного алфавита, то множество всех таких 
формул имеет счётную мощность2, и мы можем все их распо­
ложить в последовательность (т.е. занумеровать натуральны­
ми числами). Итак, пусть Aq, А\ , ... , Ап, ... -  множество 
всех предложений (замкнутых формул) сигнатуры а1.

Построим, далее, последовательность (цепочку)

So С S i С ... С Sn С ... (1)

множеств замкнутых формул следующим образом:
а) So — S .
б) Если Sn U {Ап} противоречиво, то S n+i =  S n U {->ЛП}.
в) Если S n U {Ап} непротиворечиво и Ап не начинается с 

квантора существования, то S n+i =  S n U {Л„}.
г) Если S n U {Л„} непротиворечиво и Ап = (Зх)(В(а:)), то 

S n+i =  Е„ U {Лп, B(cjfc)}, где Ск € а' \  а -  новая константа с 
наименьшим номером к, не встречающаяся в формуле Ап и во 
всех формулах множества Еп.

1) Докажем сначала, что каждое множество Е„ построен­
ной последовательности будет непротиворечивым множеством 
формул исчисления предикатов сигнатуры сг'. Доказательство 
будем вести индукцией по п.

а) База индукции. п = 0. Так как So =  S, то по усло­
вию So непротиворечиво в исчислении предикатов сигнатуры 
сг. Докажем, что оно непротиворечиво и в исчислении сигна­
туры сг'. Допустим противное, т.е. So Ь F  и So I— F ,  где F  -  
формула сигнатуры сг'. Следовательно, S  I- F  и S I— F . Это 
означает, что в S имеется такое конечное подмножество фор­
мул .,<7т , что Gi, ...,G m I- F, ->F. Пусть В г, В2, ..., Bs = F

2См.. например, теорему 7 на стр. 300 в книге Игошин В.И. Ма­
тематическая логика как педагогика математики. -  Саратов: Издаг 
тельский центр ’’Наука”, 2009. -  360 с.
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-  вывод формулы F  из гипотез в исчислении преди­
катов сигнатуры сг'. Допустим, что , Cj2,..., Cip -  все те новые 
константы, которые входят в формулы этого вывода.

Поскольку V— и 3—правила вывода к константам не при­
меняются, поэтому, заменив все новые константы с^, Cj2,..., 
Cip предметными переменными, не входящими в формулы В \, 
#2,...,Д*, ’мы получим новую последовательность формул В \, 
B 2 ,...')BS исчисления предикатов уже сигнатуры <т, представля­
ющую собой вывод в этом исчислении её последней формулы 
B s =  F. Аналогично доказывается, что в исчислении сигна­
туры а из множества Е выводима формула Получается 
противоречие с условием, согласно которому Е -  непротиво­
речиво в исчислении сигнатуры а.

Таким образом, Ео непротиворечиво в исчислении сигна­
туры а '.

Шаг индукции. Предположим, что Еп непротиворечиво в 
исчислении предикатов сигнатуры сг'. Покажем, что тогда та­
ким же свойством обладает и множество En+i. Согласно опре­
деления, для него возможны следующие случаи.

б) En U {А п} противоречиво. В этом случае En+i =  En U 
{-•Ап}. Допустим, что последнее множество противоречиво. 
Тогда En, -1Ап Ь F  и En, -■Ап I— 'F для некоторой формулы 
F. Тогда для некоторого конечного подмножества Г С Еп: 
Г, ~^Ап Ь F  и Г, ->ЛП I— «F. Отсюда по производному правилу 
вывода -i-вв получим Г I— ■-«А п, т.е. Г Ь Лп, и, значит, En Ь Ап.

В то же время из условия противоречивости множества 
Еп и{Л п} аналогичные рассуждения приведут к заключению: 
En Ь -iAn.

Эти два заключения говорят о противоречивости множес­
тва Еп, что противоречит предположению индукции.

в) En U {Ап} непротиворечиво и Ап не начинаются с кван­
тора существования. В этом случае по определению En+i =  
Еп U {Ап} и, значит, En+i -  непротиворечиво.

г) En U {Ап} непротиворечиво и Ап начинается с кван­
тора существования: Ап =  (3х)(В(х)).  В этом случае En+i
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получается добавлением к Еп двух формул Ап и (с^), где (сь) 
получена из В(х)  подстановкой константы с& (первой из со, 
c i , . . . ,  не входящей в А п и все формулы из Еп) вместо пред­
метной переменной х : S n+i =  U {А п, Б(с/с)}. Допустим, что 
En+i противоречиво, т.е. £ n+1 Ь F, -iF. Тогда найдётся такое 
конечное подмножество Г С £ п, что

Г, (Эх)(В(х)), В(ск) b F  и Г, (3*)(В(х)), Я(<*) h - F .

Поскольку в выводах этих формул V-правило и 3-правило 
вывода не применяются к константе с^, поэтому, заменив в них 
эту константу новой переменной у, не участвующей в выводах 
этих формул, мы получим выводы, доказывающие, что

Г, (3z)(B(y)), В(ск) b F , и Г, (3х)(В(у)), В(ск) b -,F ,

где F  получена из F  заменой константы на предметную пе­
ременную у (у -  фиксированная переменная в этих выводах). 
Из двух последних выводимостей по производному правилу 
вывода -  введения отрицания -«-вв получаем: Г, (3х)(В(х))  Ь 
-*В(у). Отсюда по правилу введения квантора общности (ВКО, 
см. Задачник, 11.7, а) получаем:

Г, (Ete)(B(aO) Ь т ь в ( у ) )  . (2)
Кроме того, из теоремы из задачи 11.6,6 Задачника легко 

получается выводимость:

Ш Ь В ( у ) )  Ь - (3 у)(В(у)) .

Наконец, в силу выбора переменной у, которая свободна 
для х  в формуле В (х ), на основании правила переименования 
связанных переменных, (см. Задачник, № 11.4,6) из последней 
выводимости заключаем, что

Ш Ь В ( у ) )  ь -.(ах ) ( в ( х ) ) . (з)

Из выводимостей (2) и (3) в силу транзитивности отноше­
ния выводимости (см. теорему 9.3, в) получаем:

Г, (3х)(В(х)) \~ -43х)(В(х)) .

Вспоминая, что (Зж)(В(а:)) =  Ап, мы видим отсюда, что 
множество Г U {Ап} противоречиво. Поскольку Г С Е „ , то
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Г U {Ап} С £ п и  {Ап} и, значит, множество EnU {Ап} также 
противоречиво, что противоречит исходному условию.

Следовательно, и в этом случае множество En+i непроти­
воречиво.

2) Рассмотрим теперь множество Е* =  (J Еп (объединение 
берётся по п  от 0 до оо). Отметим два свойства этого множес­
тва формул. Во-первых, множество Е* непротиворечиво. В са­
мом деле, если бы из Е* выводились формулы F  и -iF, то они 
выводились бы из конечного подмножества множества £*, ко­
торое включалось бы в некоторое Еп, которое следовательно, 
было бы противоречивым. Но это не так в силу предыдущего 
пункта 1 доказательства.

Во-вторых, для любой формулы А  исчисления предикатов 
сигнатуры а1 А  Е Е* или -^А Е Е* (свойство полноты множес­
тва Е*). Это вытекает непосредственно из построения Е*, так 
как А = А п для некоторого натурального п.

Последнее свойство можно сформулировать несколько в 
ином виде. Сначала отметим, что А  Е Е* Е* h А. В са­
мом деле, импликация слева направо очевидна. Предположив, 
что Е* Ь А  и А  0 £*, в силу отмеченного свойства, получим 

А  Е Е*. В итоге мы получаем, что Е* противоречиво в про­
тиворечие с первым отмеченным выше свойством.

Следовательно, второе отмечаемое утверждение принима­
ет вид: Е* I- А  или Е* I— и4 для любой формулы А .

3) Построим теперь саму модель (алгебраическую систе­
му) М. Напомним, что её сигнатура сг — {ao,ai, ... ; /о, Л , 
... ; Рассмотрим всевозможные термы расширен­
ной сигнатуры сг', не содержащие предметных переменных, а 
содержащие лишь предметные константы ao, ai, ..., со, ci, ••• 
Напомним, что эти термы представляют собой либо сами эти 
константы, либо выражения вида f i{h,  ...tni), где fi -  функ­
циональный символ из сг, а ~ термы. Множество всех 
этих термов и есть базисное множество модели М.

Сигнатурные операции на этом множестве зададим следу- 
ющим образом: af1 =  ah ...,tni) = f i (h ,  (г=0,1,..)
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Наконец, выполнимость на М соответствующего сигнатур­
ного отношения определим следующим образом:

М И <«=► Е* I- Pj(t\, . (4)

4) Проверим, что алгебраическая система М сигнатуры 
сг действительно является моделью исходного множества Е  
формул исчисления предикатов сигнатуры сг, т.е. М |= S. Для 
этого докажем сначала, что для всякой формулы F(x  1,..., х п) 
сигнатуры сг' и любых термов € М  имеет место сле­
дующее утверждение:

М Н **(*1, •••>*») «=► S* h F( tu ...,tn).  (5)
Доказательство будем вести индукцией по числу к логи­

ческих связок (символов), используемых при построении фор­
мулы F.

База иццукции: к =  0. Тогда F  -  атомарная формула, 
имеющая вид Pj(t\ , ..., tmj), а для неё утверждение (5) верно 
по определению (4).

Шаг индукции. Предположим, что для всех формул, в за­
писи которых число логических символов < к , утверждение 
(5) верно. Пусть F -  произвольная формула, в записи кото­
рой участвует к + 1 логический символ. Покажем, что тогда 
утверждение (5) будет справедливо и для неё. На основании 
определения формулы, формула F  имеет один из следующих 
видов: ->А, А  —► В, (Vx)(B(x)), (Бх)(В(х)) .

Рассмотрим последовательно каждый из этих случаев.
a) F  = -лА. Предположим, что М |= ->A(ti, Тог­

да по определению отрицания, это означает, что -А(£ь..., tn) не 
выполняется на М: М ^  A(t\ , ..., tn). Отсюда по предположе­
нию индукции (5) заключаем, что Е* \/ A { t \ , ..., tn). Следова­
тельно, по свойству полноты множества Е*, отмеченному в п.2 
настоящего доказательства, Е* I— A ( t i , ..., tn). Легко видеть, 
что каждое утверждение настоящего рассуждения допускает 
обращение, так что

М (= ->A(ti, ...,tn) <*=*> Е* h ^A(t\ , . . . , tn) .

339



б) F  = А  —» В . Предположим, что М |= A(t\, ...,tn) —► 
B(t i , . . . , tn) . Используя определения импликации, конъюнк­
ции и отрицания, определение (2) полноту Е* и предположе­
ние индукции для формул А  и В,  проводим следующее рас­
суждение:

«=► М f= ->(АЛ->В) <=> М ¥=АЛ^В ^  

•<=>■ М А или М ->В ■$=> М ^  А или М (= В -Ф=>- 

«<=► Е*1/А или S * h B  «=► £*h или Е* I- В .

Теперь мы находимся в области формализованного исчис­
ления высказываний. Дальнейшие рассуждения таковы. Из 
каждого из утверждений Е* I— <А и Е* I- В  по правилу V -bb 
следует Е* I— >А V В , т.е. Е* Ь А —> В. Теперь нужно проде­
лать обратное рассуждение. Предположим, что Е* I- А —► В  и 
Е* I— <А. Следовательно, по второму свойству множества Е* 
из п.2 настоящего доказательства, Е* I- А. Тогда из выводи­
мостей Е* Ь .4 —> В и Е* h Л и правила МР: Л -» В,Л h В 
следует, что Е* I- В.

Итак, мы доказали, что М |= А —> В  <=>• Е* I- А -+ В.

в) F  = (yx)(B(x,t \ ,  ...,<«)) • Предположим, что 
М |= (Vx)(B(x, t \ , ..., tn)). По определению квантора общнос­
ти, это означает, что М(= B(t, t \ , ..., tn) для каждого элемента 
t е М.  Отсюда по предположению индукции (5) следует, что 
£* Ь B(t, t \ , tn). Отсюда в силу правила введения квантора 
общности, заключаем, что Е* h (Wx)(B(x,ti, ...,tn)).

Обратно, пусть Е* h (\/x)(B(x,ti,  ...,tn)). Вместе с аксио­
мой (РА1): (Vx)(B(x,ti, ...,tn)) —► B(t, t\, в силу прави­
ла МР, это даёт: Е* Ь B(t, t [ , .... tn). На основании предполо­
жения индукции (5), отсюда следует, что М (= B( t , t i , . . . , tn). 
Поскольку данная выполнимость на модели М имеет мес­
то для любого элемента t € М,  поэтому на основании 
определения квантора общности, отсюда следует, что 
М |= (Vx)(B(x,t i , . . . , tn)) .

г) F  =  (3x)(B(x,t i ,  ...,tn)) . Предположим, что 
М |= (3x)(B(x,t i ,  ...,tn)). Тогда по определению квантора
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существования, М  |= B( oq, t \ , t n) для некоторого эле­
мента ао € М. В силу предположения индукции (5), отсюда 
получаем Е* h B(ao,ti,  ...,tn). Вместе с аксиомой (РА2): 
B(ao,ti,  ...,tn) —>> (3x)(B(x,t i ,  в силу правила МР, это
даёт: Е* Ь (3x)(B(x , t i , . . . , tn)) .

Обратно, пусть Е* I- (3x)(B(x ,t i ,  ...,tn)). Поскольку 
(Зх)(В(х, t \ , ..., tn)) -  замкнутая формула сигнатуры </, то она 
содержится в последовательности Ai, А 2 , ... , Ап, ... всех 
таких формул. Предположим, что это формула Ат. Тогда 
множество Em U {А т } непротиворечиво. (Если бы оно бы­
ло противоречиво, то Em+i равнялось бы Ета U {->Лт }, то 
есть формула “■Ата входила бы в множество Е* и послед­
нее было бы противоречивым, что не так в силу п.2 насто­
ящего доказательства). Поскольку, кроме того, Ат начина­
ется с квантора существования, то в этом случае Em+i =  
Ити { А т,В(ск^ и . . . ^ п)} и, значит, В(ск, ^ ,  € £*. Сле­
довательно, для формулы 5 ( с ^ , п о  предположению 
индукции имеем М  (= B(ck,ti,  ...,tn) для некоторой констан­
ты ск £ М.  Тогда, по определению квантора существования 
М  f= (3 s )(B (s ,ti,. . . ,tn)).

Итак, мы доказали, что всякая формула, выводимая из £* 
(и, в частности, принадлежащая £*), истинна (выполнима) на 
модели М. В частности, на М  выполняются и все формулы 
исходной совокупности £  =  £о С £*, то есть М -  действи­
тельно модель непротиворечивого множества формул £.

Теорема полностью доказана. □

Теорема Гёделя о существовании модели позволяет дока­
зать теорему, обратную к теореме 29.8, и они вместе образуют 
следующую важную метатеорему.

Т е о р е м а  29.11. (о непротиворечивости). Множество 
формул узкого исчисления предикатов семантически непро­
тиворечиво тогда и только тогда, когда оно синтаксически 
непротиворечиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость есть теорема 29.8. Об­
ратно, если множество формул синтаксически непротиворе­
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чиво, то по теореме 29.10 оно имеет модель, а тогда по лемме 
29.7 настоящего параграфа, оно семантически непротиворечи­
во. □

Наконец объединим в одну метатеорему следствие из тео­
ремы 29.8 и теорему 29.10. Получим:

Т е о р е м а  29.12. (о  непротиворечивости). Множество 
формул узкого исчисления предикатов синтаксически (дедук­
тивно) непротиворечиво тогда и только тогда, когда оно име­
ет модель. □

Приведём интересный комментарий, который даёт теореме 
о непротиворечивости известный логик Р.Линдон ([ 3.16 ], стр. 
79 -  80):

’’Доказательства (дедуктивной) непротиворечивости какой- 
либо теории посредством указания её модели широко распро­
странены в абстрактной математике. Менее очевидное из ут­
верждений теоремы о непротиворечивости -  о существовании 
модели у каждой дедуктивно непротиворечивой теории -  ис­
пользуется далеко не так часто. Возможно, это объясняется 
тем, что математики не слишком-то большое значение при­
дают понятию существования; теорему о непротиворечивости 
можно как раз и рассматривать как скромное, но зато точное 
выражение довольно-таки расплывчатого мнения, что сущест­
вование в математике -  это не что иное, как непротиворечи­
вость.

Возможности применения теоремы о непротиворечивости 
к проблемам установления непротиворечивости конкретных 
теорий весьма ограничены: дело в том, что построение модели 
обычно требует принятия в метаязыке допущений, значитель­
но более сильных, нежели те, которые выражаются предмет­
ной теорией. Другой путь установления непротиворечивости 
какой-нибудь аксиоматической теории состоит в том, чтобы 
с помощью чисто синтаксических рассмотрений показать, что 
в данной теории нельзя доказать тождественно ложную фор­
мулу. Область применения этого метода, однако, также не­
велика. ... Теорема Гёделя не позволяет надеяться на полу­
чение доказательства непротиворечивости теории, если не до­
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пускать в теории, предназначенной для такого доказательства 
на метаязыке, по меньшей мере столь же сильных средств, что 
и в рассматриваемой предметной теории. Убеждение в непро­
тиворечивости сколько-либо сложных математических теорий 
базируется в конечном счёте на интуиции и опыте.”

Полнота и адекватность формализованного исчис­
ления предикатов. Доказав теорему Гёделя о существо­
вании модели (теорема 29.10), мы сможем доказать теорему, 
обратную теореме оправданности (следствие 29.2 из теоремы 
29.1 выше), т.е. утверждение о том, что из семантической вы­
водимости следует синтаксическая выводимость. В самом де­
ле, пусть Ф |= F. Покажем, что тогда множество формул 
Ф и{-|^}  противоречиво. Допустим на время, что это не так. 
Тогда по теореме 29.10, это множество имеет модель М, т.е. 
на М  выполняется формула ->F и все формулы из Ф. Послед­
нее, ввиду условия Ф |= F , влечёт, что на М  выполняется 
и формула F. Получаем противоречие. Итак, множество Ф 
U{-iF} противоречиво. Значит, из него выводима любая фор­
мула, в частности, Ф U {~>F} b F. Тогда по теореме о де­
дукции, Ф I— <F —► F. Учитывая, что, кроме того, формула 
(~>F —* F) —► F  является теоремой ФИВ (она является тав­
тологией алгебры высказываний), по правилу МР заключаем, 
что Ф I- F.

Итак, мы доказали, что если Ф |= F, то Ф b F. Объединив 
это утверждение со следствием 29.1 из теоремы 29.2, приходим 
к следующей важной метатеореме.

Т еорем а 29.13. (адекватности). Формула F синтакси­
чески выводима из множества формул Ф тогда и только тог­
да, когда она семантически выводима из Ф:

ф  I-  F  <*=>• Ф |= F

Бели теорема оправданности означала, что при выборе ак­
сиом и правил вывода мы не были слишком щедры (так что 
сможем доказать лишь общезначимые формулы), то обратная 
теорема -  теорема адекватности -  означает, что при этом вы­
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боре мы не были и излишне скупы (так что всякую общезна­
чимую формулу сможем доказать).

Заметим, что нетрудно показать, что теорема о существо­
вании модели вытекает из теоремы адекватности. В самом де­
ле, предположим, что Ф -  непротиворечивое множество фор­
мул и оно не имеет модели. Тогда ясно, что для любой форму­
лы F справедливо семантическое следование Ф |= F. В силу 
теоремы адекватности отсюда следует, что Ф Ь F для любой
F, что означает противоречивость множества Ф, в противоре­
чие с условием.

Т е о р е м а  29.14. (К.Гёделя о полноте ФИП). Класс дока­
зуемых замкнутых формул совпадает с классом общезначи­
мых (или тождественно истинных) формул:

h F h  F .

Эта теорема непосредственно вытекает из предыдущей при 
Ф =  0. □

Справедлива она и для открытых формул. В самом де­
ле, если |= F(x i ,. . . ,x n), где х\,  ... , х п -  свободные 
предметные переменные в формуле F , то, в силу опреде­
ления квантора общности, это будет равносильно тому, что 
|= (Vxi)...(Vxn)(F (x i,..., хп)). По теореме 29.14, это равно­
сильно тому, что Ь (Va;i)...(Vxn)(F(xi, ...,xn)). В силу свойств 
выводимости, последнее утверждение равносильно тому, что 
Ь F(x\,  ...,хп) (Слева направо утверждение справедливо на 
основании правила УКО -  удаления квантора общности (см. 
Задачник, № 11.7 б), а справа налево -  на основании правила 
ВКО -  введения квантора общности (см. Задачник, № 11.7 а)).

Неполнота формализованного исчисления предика­
тов в абсолютном и узком смыслах. Мы обсудили два по­
нятия полноты аксиоматической теории -  абсолютная полнота 
(см. определение 24.5) и полнота в узком смысле (определение
24.6). Доказанная теорема 29.14 может быть истолкована как 
некая внешняя полнота формализованного исчисления преди­
катов, его полнота относительно логики предикатов: в этой 
теории могут быть формально доказаны все общезначимые
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формулы логики предикатов. Рассмотрим вопросы внутрен­
ней полноты формализованного исчисления предикатов, т.е. 
выясним, будет ли эта теория абсолютно полной и полной в 
узком смысле (см. определения 24.5 и 24.6). Поскольку, на ос­
новании теоремы 29.14 множество теорем формализованного 
исчисления предикатов совпадает с множеством тавтологий 
(общезначимых формул) логики предикатов, а в логике пре­
дикатов существуют выполнимые, но не общезначимые фор­
мулы, то формализованное исчисление предикатов не являет­
ся абсолютно полной теорией. Здесь ситуация аналогична со­
ответствующей ситуации в формализованном исчислении вы­
сказываний. Что же касается полноты формализованного ис­
числения предикатов в узком смысле, то исчисление преди­
катов (в отличие от исчисления высказываний, см. теорему 
28.4) таким свойством не обладает. Для доказательства при­
ведём пример формулы, не являющейся теоремой формализо­
ванного исчисления предикатов, добавление которой к акси­
омам исчисления предикатов (с сохранением правил вывода) 
приводит к непротиворечивой формальной аксиоматической 
теории.

П р и м е р  29.15. Рассмотрим формулу (3x)(F(x)) —> 
(\/x)(F(x)). Нетрудно убедиться в том, что она не является 
общезначимой (приведите пример конкретного одноместного 
предиката, превращающего эту формулу в ложное высказы­
вание). Поэтому, на основании теоремы К. Гёделя о полноте, 
она не доказуема в формализованном исчислении предика­
тов. С другой стороны, добавив к аксиомам формализованного 
исчисления предикатов рассматриваемую формулу, получим 
непротиворечивую формальную теорию Т. Её непротиворечи­
вость можно доказать следующим образом.

Рассмотрим модель этой теории на одноэлементном мно­
жестве М  — {а}. Ясно, что данная формула тождественно 
истинна на М. Далее, учитывая, что на М  можно определить 
для каждого натурального п лишь два na-местных предиката 
Pi и Р%, причём A (Pf(a , ...,a )) = 0 и A f i^ a ,  ...,а)) =  1, не­
трудно доказать, что все аксиомы новой теории Т  тождествен­
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но истинны на этой модели и правила вывода от тождественно 
истинных на М  формул приводят к тождественно истинным 
на М  формулам. Таким образом, доказывается утверждение: 
всякая теорема теории Г  тождественно истинна на одноэле­
ментном множестве М.

Следовательно, если бы для некоторой формулы F обе 
формулы F  и F были теоремами теории Г, то они были бы 
тождественно истинны на одноэлементном множестве М, что 
невозможно. Поэтому расширенная теория Т  непротиворечи­
ва, что и доказывает неполноту в узком смысле формализо­
ванного исчисления предикатов.

Теорем а ком пактности. Мы уже отмечали (см. теорему
15.3,6) и неоднократно использовали тот простой факт, непо­
средственно вытекающий из определения понятия вывода, что 
Ф I-  F  тогда и только тогда, когда Фо Ь F, где Фо -  неко­
торое конечное подмножество множества Ф формул. Теорема 
адекватности, установленная на основании в ыдающейся те­
оремы Гёделя о существовании модели, позволяет получить 
из этого тривиального соображения аналогичную теорему се­
мантического содержания, уже отнюдь не столь очевидную.

Т е о р е м а  2 9 .1 6 . (теорема компактности К.Гёделя -  
А.И.Мальцева). Если Ф \= F, то для некоторого конечного 
подмножества Фо С  Ф имеет место Фо (= F .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е сли  Ф (= F, то по теореме 29.13 
(теорема адекватности), Ф I- F. В силу сделанного пе­
ред настоящей теоремой замечания, найдётся такое конечное 
подмножество Фо С  Ф, что Фо Ь F. Отсюда по теореме 
оправданности (следствие 29.2 из теоремы 29.1) заключаем, 
что Фо |= F. □

С л е д с т в и е  29.17 (локальнее теорема К.Гёделя -  
А.И.Мальцева). Множество Е замкнутых формул узкого ис­
числения предикатов сигнатуры а имеет модель тогда и толь­
ко тогда, когда каждое его конечное подмножество имеет 
модель.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость очевидна. Обратно.
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Пусть каждое конечное подмножество множества Е имеет мо­
дель. Тогда Е -  синтаксически непротиворечиво. (Если бы это 
было не так, то для некоторой формулы F  имелись бы выводи­
мости Е h F  и Е I— >F, и, значит, нашлось бы такое конечное 
подмножество Ео С Е, что Ео \~ F  и Ео I— >F, т.е. Ео было 
бы синтаксически противоречиво и, значит, по теореме 29.12, 
не имело бы модели, что противоречило бы условию.) Следо­
вательно, по теореме 29.10 о существовании модели, множес­
тво Е имеет модель. Следствие доказано. □

В заключение приведём ещё одну теорему о формулах уз­
кого исчисления предикатов и их моделях.

Т е о р е м а  2 9 .1 8 . (Л.Лёвенгейм -  Т.Сколем). Пусть а -  
счётная сигнатура и Е -  множество замкнутых формул уз­
кого исчисления предикатов сигнатуры о. Если Е имеет мо­
дель, то Е имеет счётную модель.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть =  {а0, а х , f 0, / г , Р0, Рг , ...} 
и множество Е формул имеет модель. Тогда (по теореме 29.12) 
Е синтаксически непротиворечиво. Тогда модель этого мно­
жества формул может быть построена как в доказательстве 
теоремы 29.10. Но строимая там модель тогда будет счётной: 
она состоит го элементов а о, ai, ... ; со, с\ ... и всех термов 
(не содержащих переменных), построенных из констант щ, 
aj. Эти термы можно занумеровать, например, по следующе­
му правилу: i'(ai) =  4г +  1, i'(cj) =  4г +  3 ,

H f i ( t u - , t ni)) =  ... •Pn{! ni\

где ро = 2, pi =  3, р2 = 5, ... , рщ, ... -  последовательность 
простых чисел. □

Эта теорема может быть доказана и в более общей мощ- 
ностной формулировке: Если множество Е формул имеет 
бесконечную модель и мощность множества всех букв, из 
которых составлены формулы из Е, равна п, то для любой 
бесконечной мощности т  > п существует модель множес­
тва Е мощности т.
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Укажем два следствия этой теоремы. 1) Если £ -  мно­
жество формул мощности п, имеющее бесконечную модель, 
то И имеет бесконечные модели любых мощностей, превы­
шающих п. 2) Всякое конечное множество или счётное не­
противоречивое множество формул либо имеет только ко­
нечные модели, либо имеет бесконечные модели любых мощ­
ностей.

Теорема Лёвенгейма-Сколема даёт ряд поразительных 
следствий двух типов: одни из них гласят, что некоторая те­
ория имеет неожиданно обширные модели, другие -  что те­
ория имеет неожиданно узкие модели. Дальнейшее развитие 
эта мысль получит в следующем параграфе.

§30. Формальные теории 
первого порядка

В §21 (и в §14 Задачника) построено чистое (или, как гово­
рят, узкое) формализованное исчисление предикатов первого 
порядка, а затем в §29 рассмотрены его свойства (метатео­
рия). В этом исчислении не участвуют функциональные бук­
вы и предметные константы основного алфавита, хотя язык 
исчисления, т.е. его формулы, определён в начале §29 с учётом 
того, что такие символы в нём будут использоваться. Если в 
аксиомах и других формулах исчисления предикатов участву­
ют функциональные буквы и предметные константы, то гово­
рят о прикладном исчислении предикатов или о формальной 
аксиоматической теории, или об элементарной теории, или о 
теории первого порядка. Здесь можно отметить, что термин 
’’теория первого порядка” означает, что в теории кванторы 
применяются лишь по предметным переменным и не приме­
няются по переменным предикатным. Таким образом, каж­
дая из теорий первого порядка является расширением форма­
лизованного исчисления предикатов. Система аксиом теории 
первого порядка получается в результате добавления к акси­
омам формализованного исчисления предикатов, называемых 
в данной ситуации логическими аксиомами, собственных или
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нелогических аксиом теории. В записи нелогических аксиом 
используются символы отношений, символы операций и не­
логические константы, присущие данной формальной теории. 
Другой важной особенностью прикладных исчислений явля­
ется то, что в схемах аксиом (РА1) и (РА2) участвуют уже не 
предметные переменные, а произвольные термы. Более точно, 
эти схемы аксиом принимают следующий вид:

(РА 1’) (V*)(F(*)) -> F(t) ,

(РА 2’) F(t) -  (3z)(F(*)) ,

где терм t не содержит предметной переменной и F(t) -  ре­
зультат подстановки терма t в F(x) вместо всех свободных 
вхождений х, причём, все переменные t должны быть свобод­
ными в F(t).

Формальные теории возникают как некие формальные кон­
струкции для соответствующих содержательных теорий. Если 
для семантической (содержательной) теории удаётся постро­
ить непротиворечивую и полную формальную теорию, то ис­
ходную содержательную теорию называют аксиоматизируе­
мой или формализуемой теорией. Ранее мы установили, что 
логика высказываний и логика предикатов формализуемы с 
помощью соответствующих исчислений.

В настоящем параграфе будут рассмотрены формальные 
подходы к тем аксиоматическим теориям, которые лежат в 
основаниях математики и о которых речь шла в главе IV (см. 
примеры в §23). Сначала кратко коснёмся формальных теорий 
с равенством, а затем достаточно обстоятельно поговорим о 
формальных теориях множеств, в частности о формальной те­
ории Цермело-Френкеля. Затем будет рассмотрена формаль­
ная арифметика и дана характеристика теоремы Гёделя о её 
неполноте. Далее, будут рассмотрены пути формализации ма­
тематического анализа.

Теории первого порядка с равенством. Во многих те­
ориях, которые могут быть формализованы как теории перво­
го порядка, участвует понятие равенства. Формализация это­
го понятия осуществляется следующим образом. В число пре­

349



дикатных символов теории вводится символ ”= ” двухместно­
го предиката равенства. В определение формулы добавляет­
ся пункт: ’’если ж, у -  предметные переменные, то (х = у) -  
формула”. (Следует отметить, что если в нашей формальной 
теории, кроме предиката равенства, имеются ещё какие-то и 
функциональные символы, то данный пункт определения бу­
дет звучать так: ’’если ti, £2 -  термы, то (£1 =  12) -  формула”). 
Наконец, в список аксиом вводятся две нелогические аксио­
мы, описывающие свойства равенства:

(РА 3) (Уж) (ж =  ж) (конкретная аксиома) ;

(РА 4) (Уж, у)(х — у —> (F (x ,х) —► F ( x ,у)) (схемааксиом),

где формула F(x, у) получается из формулы F(x, х) заменой 
некоторых (не обязательно всех) вхождений ж на у при усло­
вии, что у в этих вхождениях также остаётся свободным. По­
следняя аксиома выражает свойство равенства, часто называ­
емое правилом замены равного равным: два равных объекта 
(х и у) обладают одинаковыми (равносильными) свойствами. 
Всякая формальная теория, в которой (РАЗ) и (РА4) явля­
ются аксиомами или теоремами, называются теорией (или ис­
числением) с равенством. Дело в том, что из (РАЗ) и (РА4) 
выводимы основные свойства равенства: рефлексивность, сим­
метричность, транзитивность. (Так что такое равенство при 
интерпретации формальной теории интерпретируется не как 
совпадение элементов модели, а как их эквивалентность, т.е. 
принадлежность одному классу отношения эквивалентности).

Т е о р е м а  3 0 .1 . В любой формальной теории с равенст­
вом:

1) h t = t для любого терма t (рефлексивность равенст­
ва);

2) \~ х  — у —> у = х  (симметричность равенства) ;
3) х  = у —> (у =  2 —*• х = z) (транзитивность 

равенства) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Непосредственно следует из акси­
ом (РАЗ) и (РА1’) (где F(x)  имеет вид х  =  ж) по правилу 
заключения МР.
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2) Запишем аксиому (РА4) для случая, когда F(x, у) есть 
у = х: (х = у) (х = х  —> у = х). Используя эту аксиому 
и дважды применяя правило МР, нетрудно показать, что х  =  
у, х  =  х  Ь у =  х. Поскольку формула х — х  является аксиомой 
теории, поэтому из числа гипотез её можно исключить, так 
что х  =  у Ь у =  х. Наконец, из этой выводимости по теореме 
о дедукции для ФИП заключаем, что \ - х  = у —>у = х.

3) Заменим в (РА4) х  на у, а у на ж, в качестве F(y, у) 
возьмём у =  z, в качестве F(y, z) возьмём х = z. Получим: у =  
х —> (у = z —> х = z). В силу правила МР отсюда заключаем, 
что y = z x \ - y  = z - + x  = z. На основании предыдущего 
свойства равенства, х = у \- у = х .Н з  этих двух выводимостей 
заключаем, что x = y \ - y  = z - ^ x  = z. Отсюда по теореме о 
дедукции следует, что \~x = y-^>(y = z - ^ x  = z). □

О формальных теориях множеств. В §23 (пример 23.7) 
были рассмотрены различные аксиоматики содержательной 
(’’наивной”, канторовской) теории множеств. Одной из важ­
нейших ролей теории множеств является та, которую она иг­
рает в вопросах доказательства непротиворечивости тех или 
иных математических теорий, т.е. фактически в самых основах 
математики. Мы говорили, что одним из основных методов до­
казательства непротиворечивости математической теории яв­
ляется метод моделей (или интерпретаций). Интерпретации 
для многих математических теорий строятся с использовани­
ем теории множеств, поэтому непротиворечивость всей мате­
матики в значительной мере упирается в непротиворечивость 
теории множеств.

С начала XX века был намечен ряд путей обеспечения бо­
лее надёжного фундамента теории множеств с целью, прежде 
всего, преодоления тех парадоксов, которые были выявлены 
в ней в конце XIX -  начале XX века и о которых говорилось 
в главе V. Главный метод борьбы с парадоксами -  формали­
зация теории множеств. Большую часть попыток формализо­
вать теорию множеств можно разбить на три группы, харак­
теризующиеся соответственно как логистическая, аксиомати­
ческая (или формалистическая) и интуиционистская (или кон­
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структивная) позиции.
Чтобы кратко охарактеризовать первую позицию (к чис­

лу её сторонников относятся Б. Рассе л и А.Уайтхед), вернём­
ся к парадоксу Рассела, рассмотренному в §26. Попытаемся 
понять, в чём заключается дефект в рассуждениях, который 
привёл к этому парадоксу. По мнению некоторых математи­
ков недопустимо определять объект (множество М)  с помо­
щью некоторой совокупности (множество М  определено с по­
мощью совокупности всех множеств и множеств второго клас­
са), а затем причислять его к этой совокупности (множество 
М  причислялось к первому, а затем ко второму классам), так 
как при этом оказывается, что он в известной степени участ­
вует в своём собственном определении. Чтобы ликвидировать 
этот дефект, Расселом и Уайтхедом была построена так назы­
ваемая теория типов, исключающая рассмотрение множеств, 
приводящих к антиномии. В силу этой теории множество М, 
которое рассматривается в антиномии Рассела, следует рас­
сматривать как новое образование, которое не имеет смысла 
причислять ни к первому, ни ко второму классам. Множества 
можно образовывать только на основании точной процедуры, 
надстраивая их классы один над другим в порядке некоторой 
иерархии (иерархия типов). Иерархия типов, построенная Рас­
селом и Уайтхедом, приводит к чрезмерным ограничениям, в 
силу которых математика становится чрезвычайно сложной.

Другая попытка устранения антиномий теории множеств 
была предпринята немецким математиком Э.Цермело (1908), 
который построил теорию множеств в виде формальной акси­
оматической теории. Им была предложена наиболее удачная 
система аксиом формальной теории множеств.

СИСТЕМ А АКСИОМ Ц ЕРМ Е Л О -Ф РЕН К ЕЛ Я  И НЕ­
К О ТО РЫ Е С Л ЕД С ТВИ Я  ИЗ НЕЁ. Прежде чем сфор­
мулировать систему аксиом данной аксиоматической теории, 
отметим два обстоятельства. Во-первых, формальная теория 
множеств создавалась как аксиоматическая теория для уже 
существовавшей содержательной (или ’’наивной”) канторов- 
ской теории множеств. Задача состояла в том, чтобы аксио­
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матизировать эту теорию, т.е. зафиксировать первоначальные 
(неопределяемые) понятия и выбрать совокупность известных 
утверждений о них, которую объявить системой аксиом. Во- 
вторых, формальная теория множеств должна стать элемен­
тарной теорией первого порядка, базирующейся на формали­
зованном исчислении предикатов, т.е. прикладным исчисле­
нием первого йорядка. В 1908 году, когда Цермело сформу­
лировал свои аксиомы, аксиоматизация теории предикатов в 
математической логике ещё не была достигнута и точная фор­
ма языка формальной теории ещё не была известна. (Важ­
нейшие шаги в этом направлении были сделаны Б.Расселом 
и А.Уайтхедом в их монографии Principia Mathematica (1913), 
польским математиком К.Куратовским, который в 1921 г. свёл 
понятие упорядоченной пары к понятию неупорядоченной па­
ры и тем самым -  к отношению принадлежности, математика­
ми школы Гильберта и завершена она была в первом томе кни­
ги Д.Гильберта и П.Бернайса ’’Основания математики”, вы­
шедшей в 1934 г.). Но когда формализация языка теории мно­
жеств была закончена, оказалось, что система аксиом Цер­
мело прекрасно выражается на нём и почти полностью удов­
летворяет потребностям математики. В 1922 году немецкий 
математик А.Френкель добавил к этой системе лишь аксиому 
подстановки. Полученная система аксиом стала называться 
системой аксиом Цермело-Френкеля и обозначаться ZF.

Приступим к описанию системы аксиом Цермело -  Френ­
келя (ZF) и некоторых следствий из неё. Прежде -  о перво­
начальных (неопределяемых) понятиях. Первым двухместный 
предикатный символ отношения принадлежности ” Е”, так что 
атомарные формулы имеют вид ”х Е у” (читается: ”х принад­
лежит у”), есть член (элемент) у”, ”х содержится в у” , ”у 
содержит х в качестве члена (элемента)” . Вместо ”-»(х Е у)” 
условимся писать £  у” . Вторым предикатным символом яв­
ляется двухместный предикатный символ отношения равенст­
ва ”= ”, так что второй вид атомарных формул такой: ”ж =  у” . 
Первая аксиома характеризует отношение равенства:

(ZF1) Аксиома объёмности или экстенсиональности (вос­
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ходит к Г-В.Лейбницу, введена Г.Фреге в 1893 году):

(Va;,y)[(Vz)(z € ж <— >z € у) *— ► х  = у] .

Она утверждает, что множества совпадают в том и только 
в том случае, если они состоят из одних и тех же элементов. 
Множества х и у  называются различными, если существует 
такой z, что z  € х и z £  у  или же существует z, что z $  х и 
z Е у. Запись: х ф у .

С помощью следующих определений вводится отношение 
включение: х С у  <=> (Vz)(z € х —► z  € у)
(за п и сь  ” ж С у ” ч и тается : ” ж в к л ю ч а ет ся  в у ” , или  ” у  в к л ю ­
ч а е т  ж” ) и  о т н о ш ен и е ст р о г о г о  вк л ю ч ен и я:

х С у  х С у  А х ф у .

Между отношениями €  и  С  имеется весьма глубокое раз­
личие, которое необходимо понимать. Первое в нашем изложе­
нии является первоначальным, а второе вводится по определе­
нию. Но самое главное, что каждое множество включает себя 
само и свои подмножества, но, вообще говоря, не содержит (в 
качестве элементов) ни себя, ни своих подмножеств.

(ZF2) Аксиома пустого множества: (3x)(Vy)(->(y € ж)) .

В этой аксиоме утверждается существование множества, 
не имеющего ни одного элемента. Такое множество называет­
ся пустым или нулевым и обозначается 0.

(ZF3) Аксиома неупорядоченных пар:

(Vx,y)(3z)(Vf)(< € 2 «-► (t =  х  V t = у)).

Множество z, существование которого для х, у  утвержда­
ется этой аксиомой, будем обозначать {ж, у}. Кроме того, че­
рез {ж} будем обозначать {ж, ж}. Множество {ж} называется 
единичным или одноэлементным.

С помощью понятия неупорядоченной пары можно ввес­
ти понятие упорядоченной пары (это сделал К.Куратовский в 
1921 году). Двухэлементное множество {{ж}, {ж, у}} называет­
ся упорядоченной парой, составленной из ж, у, и обозначаются
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(ж, у). Докажем следующее важнейшее свойство упорядочен­
ной пары: если (ж, у) =  (и, и), то ж = и и у =  v. В самом деле, 
рассмотрим следующие два случая: ж = у и ж /  у. При ж — у 
каждый элемент множества (и, v), т.е. {«} и {и, г»} совпадает 
с {ж}, откуда следует, что ж =  и =  v.  При ж ф у  множест­
во {ж} является элементом множества (и, v) = {{«},{«, г>}}, 
т.е. одним из множеств {«}, {«, г>}. Случай {ж} = {и, v} ис­
ключается, так как это равенство влечёт ж =  и =  v, откуда 
{и} =  {«,*;} и {ж, у} — {и} =  {и, v}, ж =  у =  и, что противо­
речит допущению х ф у. Следовательно, {ж} = {«}. Отсюда: 
ж = и. Кроме того, в этом случае второй элемент {ж, у} мно­
жества (ж, у) должен совпадать с {и} или с {и, г;}. Совпадение 
{ж, у} =  {«} влечёт ж = у =  и, что противоречит допущению 
ж ф у .  Поэтому {ж, у} =  { и , г»}, откуда у  =  и и л и  у — v. По­
скольку ж ф у  и ж = и , поэтому случай у = и невозможен. 
Остаётся у = V.

После того, как определено понятие упорядоченной па­
ры, представляется возможным определить понятие функции. 
Функция (или отображение) -  это такое множество /  упорядо­
ченных пар (ж, у), что если (ж, у) € /  и (ж, z) 6  / ,  то у = г. При 
этом, множество всех таких ж, что (ж, у) € /  (для некоторого 
у), называется областью определения / .  Множество всех та­
ких у, что (ж,у) € /  (для некоторого ж), называется областью 
значений / .

(ZF4) Аксиома суммы или объединения (введена Г.Канто- 
ром в 1899 году и Э.Цермело в 1908 году):

(Уж)(Зу)(Уг)[г € у <-* (3t )(z € t  A t € ж)] .

Эта аксиома утверждает, что существует множество у, яв­
ляющееся объединением всех множеств из ж. Оно обозначает­
ся иж. В частности, если мы имеем два множества и и v, то на 
основании аксиомы (ZF3) образуем двухэлементное множес­
тво w =  {u,v},  а по аксиоме (ZF4) получаем существование 
такого множества у, что z £ у <-> (z € uVz  G v). Такое множес­
тво z  называется объединением множеств и и г; и обозначается 
z =  и U V.
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(ZF5) Аксиома множества подмножеств или степени (сфор­
мулирована Э.Цермело в 1908 году):

(Va:)(3y)(Vz)(z Gy <-> z С х).

Эта аксиома утверждает, что для каждого х существу­
ет множество у всех подмножеств этого х. Оно обозначает­
ся Р(х) и называется множеством всех подмножеств х , или 
множеством-степенью х.

(ZF6) Аксиома подстановки (сформулирована А.Френке­
лем в 1922 году и Т.Сколемом в 1923 году):
(Vx)(3!y)(F(a:,y)) -> (Vu)(3v)[(Vt)(t (3s)(s G uAF(s,t)))],

где F -  формула, не содержащая свободных вхождений и. Та­
ким образом, эта аксиома есть схема аксиом. Она утверждает, 
что образ при произвольном взаимно однозначном отображе­
нии произвольного множества есть множество. В самом де­
ле, условие данной аксиомы фактически означает, что фор­
мула F(x,  у) определяет у однозначно как функцию от ж, т.е. 
у = f (x) .  Тогда заключение утверждает, что совокупность 
всех таких элементов t, которые являются образами при /  
элементов из множества и, т.е. t =  f(s) для некоторого s G tt, 
образует множество v.

Эта аксиома является исключительно сильной. Из неё мо­
жет быть выведено следующее, более слабое утверждение:

(ZF6’) Аксиома выделения:

(Уж)(3y)(Vz)(z е у  <-> (z е  х  A S (z ) ) )  ,

где S (z) -  формула, содержащая свободную переменную г и 
не содержащая свободно переменной у. Она утверждает, что 
для каждого х существует некоторое множество у, состоящее 
из всех тех z из ж, которые обладают свойством S.

В связи с аксиомой выделения имеет смысл ещё раз вер­
нуться к парадоксу Рассела и проанализировать причину по­
явления этого парадокса и ему подобных в ’’наивной” теории 
множеств. Это в значительной мере обусловлено тем, что в
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’’наивной” теории множеств мы наивно полагаем будто каж­
дое свойство определяет некоторое множество. Парадокс Рас­
села как раз и демонстрирует нам, что это не так. Рассмат­
ривая свойство ”х ^ х” и множество R объектов, обладающих 
им: R  =  {х : х £  #}, мы приходим к следующему противоре­
чию. По определению Д, (Уж) (я € R х х). Отсюда подста­
новкой R  вместо х сразу получаем: R Е R R 0 R -  противо­
речие. Таким образом, строя формальную теорию множеств, 
мы должны постараться избегнуть таких свойств, которые мо­
гут привести к ’’абсурдным” множествам типа только что рас­
смотренного множества R Рассела. Это и достигается с по­
мощью аксиомы выделения: она допускает рассматривать не 
безграничные совокупности объектов, удовлетворяющие тому 
или иному свойству, а лишь те объекты, удовлетворяющие 
данному свойству, которые находятся внутри наперёд задан­
ного множества. Аксиома выделения является, пожалуй, са­
мой характерной особенностью системы Цермело, отличая её 
как от доаксиоматического подхода к теории множеств, так и 
от других аксиоматических систем.

Аксиома выделения позволяет доказать следующие две те­
оремы, предоставляющие две важные теоретико-множествен- 
ные конструкции.

Т е о р е м а  3 0 .2  (о  пересечении множеств). Для любых двух 
множеств a ub существует вполне определённое множество 
членов, содержащихся как в а, так и вЪ.

(Va,b)(3c)(Vx)(x е с <-♦ (х 6 а Л х Е Ь)).

Более общее утверждение: для каждого непустого множест­
ва и существует вполне определённое множество v членов, 
содержащихся во всех членах из и.

(\ /и) [иф$ —> (3i;)(Vx)(x Е v ( V t ) ( t € u  —> х Е <))].

Множество с называется пересечением множеств а и Ъ и 
обозначается аПб. Множество v называется пересечением мно­
жеств из и и обозначается П и.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Множество аПЬ может быть опреде­
лено как подмножество множества аа, соответствующее усло­
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вию х € Ь в аксиоме (ZF6’). Что касается Пи, то по аксиоме 
(ZF4) существует множество s =  U и: каждый элемент из s 
содержится по крайней мере в одном члене из и. Возьмём в 
качестве S(z)  условие: ”z  содержится в каждом члене из и”. 
Тогда по аксиоме (ZF6’) существует подмножество v множес­
тва s, членами которого будут в точности те, что содержатся 
во всех членах и, т.е. v =  Пи. (Если ни одного z,  общего для 
всех членов и, нет, то имеем Пи =  0). □

Множество t называется дизъюнктным (или расчленён­
ным), если никакие два члена из f не пересекаются, т.е.

(\/х,у)(х e t  Л y e t  Л х ф у  —* жП у =  0).

Т е о р е м а  3 0 .3  (о  декартовом произведении множеств). 
Для каждого дизъюнктного множества t существует впол­
не определённое множество, членами которого являются в 
точности все те множества, которые содержат по единст­
венному члену из каждого члена t.

(Это множество называется декартовым или прямым про­
изведением членов t и обозначается xi; пишут также xt =  
t' х  t" х  ..., где t', t",... -  суть члены t.)

Если t содержит член 0, то x t =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку члены искомого множест­
ва суть некоторые подмножества Ut, мы будем исходить из 
множества-степени множества Ut, т.е. из -P(Ut) =  U , сущест­
вующего согласно аксиомам (ZF4) и (ZF5). В качестве условия 
S(z) выберем следующее: ”z 6 U и для каждого т G t пересе­
чение гПг есть одноэлементное множество”. Тогда по аксиоме 
(ZF6’) существует множество Us С U, членами которого яв­
ляются те подмножества множества Ut, которые содержат в 
точности по одному члену из каждого члена t.

Утверждение теоремы в случае 0 G t очевидно: поскольку 
0 не содержит членов, никакое множество не имеет с 0 общих 
членов.

Теорема доказана. □
Таким образом, из трёх операций над множествами, из­

вестными из ” наивной” теории множеств, -  объединения, пе­
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ресечения и прямого произведения, -  выполнимость первой в 
системе ZF постулировала аксиомой (ZF4), а выполнимость 
двух других доказана при помощи аксиом (ZF4,5,6’).

(ZF7) Аксиома бесконечности (введена Э.Цермело в 1908 
году):

(3ж)[0€ж A (Vy)(y € х -+ у U {у}  € х)].

Эта аксиома постулирует существование бесконечного мно­
жества. Ясно, что ” первые” члены любого множества, удовле­
творяющего этой аксиоме, суть следующие: 0, {0}, {0, {0}}, 
{0, {0}, {0, {0}}} и т.д.

Если опустить эту аксиому, то в качестве модели для остав­
шейся системы аксиом можно взять совокупность всех конеч­
ных множеств, которые можно построить, отправляясь от пус­
того множества 0. Ясно, что эта совокупность действитель­
но будет моделью для всех остальных аксиом системы ZF, 
так как ни одна из них не выводит за пределы класса конеч­
ных множеств, т.е. будучи применена к конечному множеству, 
утверждает существование такого множества, которые также 
должно быть конечным. Ясно, что никакое конечное множест­
во не удовлетворяет аксиоме (ZF7) и, значит, на рассматривае­
мой модели из конечных множеств эта аксиома не выполняет­
ся. Это означает, что аксиома бесконечности (ZF7) не зависит 
от остальных аксиом системы ZF.

(ZF8) Аксиома фундирования, или регулярности (предло­
жена Дж.фон Нейманом в 1925 году):

(Ух)[ж^0 —► (Эу)(у е х A (Vz)(z £ х V z  0  у))].

Аксиома утверждает, что всякое непустое множество х содер­
жит такой элемент у, что х и у не имеют общих элементов. 
Из неё следует, что каждое непустое множество х содержит 
элемент, минимальный по отношению к Е (но не к С). Сле­
довательно, не может существовать такого множества s, что 
s £ s. В противном случае мы могли бы рассмотреть одно­
элементное (и, значит, непустое) множество {5}, для которого
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аксиома фундирования не выполнялась бы: s Е {«} и множес­
тва s и { s }  имеют общий элемент s. Исключается существо­
вание таких множеств s, i, и, для которых s Е t и t Е s, или 
s e t ^ t e u . u e s n  т.д. Наконец исключается существование 
бесконечных цепей, убывающих по отношению к Е, т.е. таких 
множеств 5, которые имеют бесконечную убывающую после­
довательность своих членов: ... Е s*;+i Е Е ... Е «2 €  51 €  5- 
Правда, при нарушении аксиомы фундирования такие убыва­
ющие цепи строятся лишь с помощью аксиомы выбора.

(ZF9) Аксиома выбора (введена Цермело в 1908 году): Ес­
ли х -  дизъюнктное множество непустых множеств, то сущест­
вует такое множество у, которое из каждого множества из х 
содержит точно по одному элементу (или: прямое произведе­
ние хх  непусто). Иначе говоря, среди подмножеств множест­
ва Ux имеется по крайней мере одно, пересечение которого с 
каждым членом из х есть одноэлементное множество. Каждое 
такое подмножество и множества Ux называется множеством 
представителей множества х ; множество представителей, во­
обще говоря, не единственно.

Эту аксиому формулируют также в терминах понятия функ­
ции: для любого дизъюнктного множества S  непустых мно­
жеств существует хотя бы одна такая функция / ( 5), областью 
определения которой служит S', что f (s)  Е s. Каждая такая 
функция определяет множество представителей множества S 
и называется функцией выбора.

Аксиома выбора предоставляет наряду с аксиомой выделе­
ния ещё один способ для получения подмножеств каких-либо 
множеств. Эта аксиома, пожалуй, одна из самых интересных и 
наиболее активно обсуждавшихся (несмотря на своё сравни­
тельно позднее происхождение) аксиом математики. В этом 
отношении она уступает только евклидовой аксиоме о парал­
лельных, имеющей более чем двухтысячелетнюю историю. Ос­
новные и важнейшие теоремы и методы теории множеств, ал­
гебры, анализа, геометрии, топологии опираются на аксиому 
выбора. Поразительно большое количество теорем оказыва­
ется в точности эквивалентными аксиоме выбора. Фундамен­
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тальнейшая теорема Цермело о том, что всякое непустое мно­
жество можно вполне упорядочить, т.е. задать на нём такое 
линейное отношение порядка, что всякое непустое подмножес­
тво будет иметь наименьший элемент -  из числа важнейших 
эквивалентов аксиомы выбора. Хотя эта аксиома была осо­
знана и явно сформулирована лишь в начале XX века, анализ 
показал, что применялась она в неявном виде задолго до это­
го времени. К аксиоме выбора математики пришли точно так 
же как и к другим математическим принципам -  путём после­
дующей проверки и логического анализа понятий, методов и 
доказательств, уже содержавшихся фактически в математи­
ке. Так, греческие математики догадались включить в число 
основных геометрических принципов аксиому о параллельных
-  утверждение, бытовавшее в математике задолго до Евкли­
да. Гениальность этого достижения была полностью оценена 
лишь более двух тысячелетий спустя.

Итак, мы завершили перечисление аксиом теории множеств 
системы ZF Цермело-Френкеля. В настоящее время -  это наи­
более употребительная в основаниях математики система ак­
сиом, которой охватывается вся традиционная математика.

Кроме рассмотренной системы аксиом Цермело-Френкеля 
ZF, имеются и другие аксиоматические системы теории мно­
жеств, позволяющие формализовать обычные математические 
доказательства, но в то же время избежать известных парад­
оксов наивной теории множеств. Их можно разделить на сле­
дующие три группы.

О ДРУГИХ АКСИОМАТИКАХ ФОРМАЛЬНОЙ ТЕ- 
ОРИИ МНОЖЕСТВ. Кроме рассмотренной системы акси­
ом Цермело-Френкеля ZF, имеются и другие аксиоматичес­
кие системы теории множеств, позволяющие формализовать 
обычные математические доказательства, но в то же время из­
бежать известных парадоксов наивной теории множеств. Их 
можно разделить на следующие три группы.

Первую группу составляют системы, аксиомы которых вы­
браны в связи с каким-либо объяснением парадоксов. Соглас­
но одному из взглядов на парадоксы, возникающее противоре­
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чие обусловлено так называемым непредикативным определе­
нием объекта, т.е. таким определением его, в котором участ­
вует он сам. Для устранения этой причины парадоксов Б.Рас­
селом разработана так называемая теория типов, в которой 
множество и его элементы разнесены по различным слоям 
(уровням). Имеются и другие теории типов, в которых произ­
водится дальнейшее расчленение предметных областей вплоть 
до доведения их до бесконечного числа. Так возникают: раз­
ветвленная теория типов Рассела, простая теория типов, тео­
рия типов с трансфинитными индексами.

Вторая группа аксиоматических систем включает моди­
фикации систем первой группы и системы ZF, преследующие 
определённые логические или математические цели. Сюда от­
носятся, прежде всего, система аксиом NBG фон Неймана- 
Бернайса-Гёделя и система аксиом Куайна. Построение сис­
темы аксиом NBG вызвано желанием исключить из системы 
ZF схемы аксиом, т.е. иметь не бесконечный список аксиом, а 
конечный. В системе Куайна реализуется стремление преодо­
леть расслоение понятий, имеющее место в теории типов.

Сторонники перечисленных направлений стремятся устра­
нить антиномии путём ограничения понятия множества, или 
ограничения употребления этого понятия в математике -  огра­
ничения до такого объёма, который соответствует этой цели. 
При этом, структура математической теории не подвергается 
коренным изменениям.

Третья группа систем образует так называемое логичес­
кое направление в преодолении антиномий. С точки зрения 
логицизма антиномии -  это симптомы, свидетельствующие об 
определённом неблагополучии не только в самой теории мно­
жеств, но и в существе применяемых в математике методов. 
Исходя из этого логицисты считают, что порочна не столь­
ко сама математика, сколько логика и её использование для 
математических нужд, и предлагают предпринять глубокую 
реформу логики, которая заодно уже привела бы и к преодо­
лению антиномий. Это направление характеризуется исполь­
зованием средств нетрадиционных логик: не классических (в
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частности многозначных, интуционистских и прочих) логик, 
нестандартных средств логического вывода, дополнительных 
условий на доказательства, бесконечных правил вывода. Сис­
темы, относящиеся к этому направлению, менее развиты.

ЗНАМЕНИТЫЕ ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ МНО­
Ж ЕСТВ. Методы аксиоматической теории множеств позво­
лили отчётливо сформулировать и решить ряд трудных проб­
лем, имевших своё происхождение в классических разделах 
математики.

Важнейшей из таких проблем является проблема контину­
ума. Именно её поставил на первое место Д. Гильберт в своей 
знаменитой речи на II Международном математическом кон­
грессе, проходившем в Париже с 6 по 12 августа 1900 г., в кото­
рой им были сформулированы 23 актуальные математические 
проблемы. Ещё Г.Кантор в 1878 г. сформулировал гипотезу, 
получившую название континуум-гипотезы: всякое бесконеч­
ное подмножество континуума R равномощно либо множест­
ву натуральных чисел N, либо R, т.е. не существует множес­
тва промежуточной мощности между счётной мощностью и 
мощностью континуума. Кантору не удалось ни доказать, ни 
опровергнуть эту гипотезу. Среди математиков росло убежде­
ние в принципиальной неразрешимости проблемы континуу­
ма. Но только после того, как вся проблемная среда, связан­
ная с континуум-гипотезой, была формализована, то есть при­
обрела характер формальной аксиоматической теории, стало 
возможным математически точно поставить, а затем и решить 
вопрос о формальной неразрешимости континуум-гипотезы.

В 1939 году К.Гёдель показал, что если система Цермело- 
Френкеля ZF непротиворечива, то она остаётся непротиво­
речивой и после добавления к ней континуум-гипотезы. Это 
означает, что в системе ZF в предположении её непротиворе­
чивости невозможно доказать (вывести) отрицание континуум- 
гипотезы, то есть отрицание континуум-гипотезы не зависит 
от остальных аксиом теории множеств, то есть континуум- 
гипотеза не может быть опровергнута. В 1963 году американ­
ский математик П.Коэн доказал аналогичное утверждение от­
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носительно континуум-гипотезы, то есть континуум-гипотеза 
не может быть доказана, тем самым полностью закрыв проб­
лему континуума. Таким образом, ни континуум-гипотеза ни 
её отрицание не зависят от остальных аксиом теории мно­
жеств. Это означает, что возможна теория множеств с кон- 
тинуум-гипотезой и возможна теория множеств с отрицанием 
континуум-гипотезы. Ситуация здесь оказалась сходной с той, 
которая возникла в начале XIX века с пятым постулатом Ев­
клида, когда была открыта геометрия Лобачевского. За это 
выдающееся достижение Коэн был удостоен высшей мировой 
награды для математиков -  Филдсовской премии, которая бы­
ла вручена ему на Международном математическом конгрессе 
в Москве в 1966 году. Основным методом установления невы- 
водимости формулы А в ZF является построение такой модели 
ZF, в которой выполняется отрицание ->А. Разработанный Ко­
эном, а затем усовершенствованный другими авторами метод 
вынуждения сильно расширил возможности построения мо­
делей теории множеств и в настоящее время лежит в основе 
почти всех дальнейших результатов о невыводимости.

Совершенно аналогичной оказалась ситуация и с аксиомой 
выбора (ZF9). Гёдель в 1939 году доказал, что если система 
ZF \(ZF9) непротиворечива, то непротиворечива и система ZF, 
то есть отрицание аксиомы выбора не выводимо из остальных 
аксиом системы ZF. Невыводимость самой аксиомы выбора 
(ZF9) из системы ZF \  (ZF9) тоже установил П.Коэн в 1962 
году.

С 1920 года начинается история ещё одной знаменитой ма­
тематической проблемы XX века -  проблемы М.Я.Суслина. О 
ней будет рассказано ниже в пункте ”0  формальных теориях 
числовых систем”.

Установлено, что в системе ZF \  (ZF9) не может быть 
ни доказано, ни опровергнуто (т.е. не разрешимо) следующее 
утверждение: всякое подмножество множества действитель­
ных чисел измеримо по Лебегу. Выяснено взаимоотношение 
с системой ZF многих важных проблем так называемой де­
скриптивной теории множеств, значительный вклад в кото­
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рую внесли математики Московской математической школы, 
созданной академиком Н.Н.Лузиным (одним из ярких пред­
ставителей которой является М.Я.Суслин). Получены мно­
гочисленные результаты об отсутствии эффективно опреде­
лённых объектов в этой теории. Наконец, формализация тео­
рии множеств позволила обнаружить неизвестные ранее связи 
между проблемами ’’наивной” теории множеств.

Ещё раз подчеркнём, что все эти проблемы удалось чётко 
поставить и успешно разрешить только после формализации 
содержательной (’’наивной”) канторовской теории множеств.

О формальной арифметике. Это -  логико-математи- 
ческое исчисление, или прикладное исчисление первого поряд­
ка, формализующее элементарную теорию чисел. Наиболее 
популярная формализация основана на подходе Пеано, пред­
ложенном им в 1889 году и рассмотренном нами в §26 (при­
мер 26.3). Язык этого исчисления, кроме логических связок и 
равенства, содержит нелогическую константу 0, двухместные 
функциональные символы +, •, одноместный функциональ­
ный символ Термы строятся из константы 0 и переменных 
с помощью функциональных символов; в частности натураль­
ные числа изображаются термами вида 0 *" . Атомарные фор­
мулы -  это равенство термов; остальные формулы строятся из 
атомарных с помощью логических связок. В качестве аксиом 
выбираются логические аксиомы (это -  аксиомы формализо­
ванного исчисления предикатов, о чём говорилось в §25 выше) 
и следующие нелогические (арифметические) формулы:

х =  у -> ( x - z  -► у =  z), -.(а:' =  0) ,

х =  у -> х' =  у', х' -  у' -> х - у  ,

х +  0 =  ж, х +  у1 =  (х +  у)1,

х • 0 =  0, х • у' =  (х ■ у) +  х ,

(F(0) A (Vx)(F(x) -» F(*0)) -  (V®)(F(*)) ,

где F(x) -  произвольная формула теории с одной свободной 
предметной переменной х. Последняя формула есть схема ак­
сиом, называемая схемой аксиом индукции.
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Средства формальной арифметики оказываются достаточ­
ными для вывода теорем, устанавливаемых в стандартных 
курсах элементарной теории чисел. Более того, формальная 
арифметика оказывается эквивалентна аксиоматической тео­
рии множеств ZF Цермело-Френкеля без аксиомы бесконеч­
ности (ZF7): в каждой из этих систем может быть построена 
модель другой.

Формальная арифметика играет исключительно важную 
роль в основаниях математики. Это связано с тем, что именно 
арифметика лежит в основаниях классической математики, 
проблема непротиворечивости которой сводится к проблеме 
непротиворечивости арифметики. Это содержательная сторо­
на нашла своё наивысшее выражение и на формальном уров­
не.

Одним из путей выхода из кризиса в основаниях матема­
тики в начале XX века, обусловленного обнаружением пара­
доксов (антиномий) в теории множеств, должен был стать 
гильбертовский путь формализации математики и логики, о 
котором мы говорили в главе V. Но результаты, полученные 
Гёделем в начале 30-ых годов XX века, привели к краху ос­
новных надежд, связывавшихся с этой программой Гильберта. 
К.Гёдель доказал следующие две теоремы, получившие общее 
название ” теорема о неполноте формальной арифметики”.

1) Всякая естественная непротиворечивая формализа­
ция S арифметики или любой другой математической тео­
рии, содержащей арифметику (например теории множеств), 
неполна и непополнима. (Неполнота означает, что в S имеется 
содержательно истинная, но не разрешимая формула, то есть 
такая формула Л, что ни А , ни её отрицание не выводимы 
в S. Непополнимость S означает, что каким бы конечным мно­
жеством дополнительных аксиом (например, неразрешимыми 
в S формулами) ни расширить систему 5, в новой формальной 
системе неизбежно появятся свои неразрешимые формулы.)

2) Если формализованная арифметика в действительнос­
ти непротиворечива, то хотя утверждение о её непроти­
воречивости выразимо на её собственном языке, но доказа­
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тельство этого утверждения средствами, формализуемыми 
в ней самой, невозможно. Эта теорема, как и первая, распро­
страняется на всякую непротиворечивую формальную систе­
му, содержащую формальную арифметику.

Доказательство первой теоремы проводится разработан­
ным Гёделем методом арифметизации синтаксиса языка фор­
мальной теории, который стал одним из основных методов тео­
рии доказательств (метаматематики). Этим методом строится 
формально неразрешимая формула. Фиксируется нумерация 
основных формальных объектов (формул, конечных последо­
вательностей формул и т.д.) натуральными числами такая, 
что основные свойства этих объектов (быть аксиомой, быть 
выводом по правилам системы и т.д.) оказываются распозна­
ваемыми по их номерам с помощью весьма простых алгорит­
мов. Столь же просто вычисляются по номерам исходных дан­
ных номера результатов комбинаторных преобразований (на­
пример, подстановки терма в формулу вместо переменной). 
При этом оказывается возможным написать арифметическую 
формулу Б(а, 6), имеющую вид /(а , Ь) =  0 (где /  -  примитивно 
рекурсивная функция) и выражающую условие: b есть номер 
формулы, которая получается из формулы с номером а путём 
подстановки натурального числа а вместо переменной х. Если 
р -  номер формулы (V6)(-<5(x,b)), то формула (Vb)(-«B(p, b)) 
выражает свою собственную невыводимость. Она и оказыва­
ется формально неразрешимой. Отсюда и следует, что в лю­
бой непротиворечивой системе с минимальными выразитель­
ными арифметическими возможностями имеется истинное, но 
не выводимое суждение указанного вида. Достаточно подроб­
но доказательство этой теоремы будет изложено в курсе (и 
учебнике) ’’Т е о р и я  а л г о р и т м о в ” , после того, как будут из­
учены основы теории алгоритмов и рекурсивных функций.

Доказательство второй теоремы получается путём форма­
лизации доказательства первой и существенно использует осо­
бенности арифметизации синтаксиса рассматриваемой систе­
мы.

Из первой теоремы Гёделя о неполноте арифметики видно,
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что (семантическое) понятие истинности в арифметике, а сле­
довательно, и во всей математике нельзя исчерпывающим об­
разом формализовать посредством (синтаксического) понятия 
доказуемости в какой-либо одной формально-логической сис­
теме. Вторая теорема Гёделя о неполноте арифметики пока­
зывает, что и основная цель первоначальной программы Гиль­
берта по формализации математики оказывается недостижи­
мой. Эта цель состояла в том, чтобы доказать формальную 
непротиворечивость арифметики, пользуясь при этом так на­
зываемыми ’’финитными” методами, то есть лишь такими ме­
тодами доказательств, которые применяются в самой арифме­
тике. Но всякое разумное уточнение понятия финитного дока­
зательства по-видимому, формализуемо в формальной ариф­
метике и потому, согласно второй теореме Гёделя, невозмож­
но.

Гильберту и представителям его школы для выполнения 
гильбертовской программы удалось доказать строго финит­
ными методами непротиворечивость весьма широкой подсис­
темы арифметики; подсистема эта имеет лишь тот недостаток, 
что принцип индукции формулируется в ней в ослабленной 
форме, что препятствует применению его к квантифицирован­
ным предложениям. Вторая теорема Гёделя показывает, что 
такой частичный неуспех гильбертовской школы объясняет­
ся отнюдь не недостатком изобретательности её представите­
лей, а, как выяснилось впоследствии, объективной картиной 
явления. Напротив, теперь мы знаем, что они продвинулись 
в этом направлении настолько далеко, насколько это вообще 
было возможно.

Упомянем также ещё об одной важной теореме метамате­
матики, доказанной в 1936 году американским логиком
А.Чёрчем. В ней утверждается, что не существует эффек­
тивной процедуры, для решения вопроса относительно про­
извольной формулы формальной теории, содержащей ариф­
метику натуральных чисел, является ли такая формула те­
оремой теории, т.е. всякая такая формальная теория неразре­
шима. Из этой теоремы вытекает, в частности, и теорема Гёде­

368



ля о неполноте. Впоследствии была доказана неразрешимость 
большого числа формальных теорий, в частности, элементар­
ной теории групп, элементарной теории полей. Эта теорема
А.Чёрча также будет рассмотрена в курсе (и учебнике) ’’Т е ­
о р и я  а л г о р и т м о в ” .

После этих результатов Гёделя стало ясно, что для реше­
ния одного из основных вопросов математики -  проблемы не­
противоречивости, -  по-видимому, не обойтись без других, от­
личных от финитистских, средств и идей. Непротиворечивость 
формальной системы может быть обоснована только средст­
вами более сильными, чем те которые формализованы в дан­
ной системе. Здесь оказались возможными разные подходы, не 
для всех математиков в равной степени приемлемые или убе­
дительные, в частности, ввиду существования различных то­
чек зрения на допустимость тех или иных логических средств. 
В 1936 году Г.Генцен получил доказательство непротиворечи­
вости формальной арифметики, использующее средство, от­
сутствующее в арифметике, -  так называемую трансфинит­
ную (бесконечную) индукцию до некоторого счётного транс­
финитного числа.

Приведём ещё одну теорему -  теорему А.Тарского об ис­
тинности, показывающую, что формальным системам прису­
ща ограниченность ещё одного типа. Содержательное понятие 
истинности, которым мы постоянно пользуемся, также подда­
ётся формализации. Понятие истинности в формальной сис­
теме Т  определяется относительно другой формальной систе­
мы Г'. Эта система Т" должна быть в определённым смыс­
ле сильнее системы Т. В 1956 году Тарский доказал, что по­
нятие истинности (множество всех истинных предложе­
ний, множество истинности предиката) в непротиворечи­
вой формальной теории, включающей формальную арифме­
тику, неопределимо в этой теории.

Таким образом, если теорема Гёделя о неполноте обна­
руживает принципиальную ограниченность дедуктивных воз­
можностей любой достаточно богатой системы, то теорема Тар­
ского вскрывает ограниченность выразительных возможное-
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тей таких систем. Перефразируя образное изречение Куайна, 
можно сказать, что формальные системы попытались прогло­
тить больший кусок онтологии, чем они в состоянии перева­
рить.

НЕКАТЕГОРИЧНОСТЬ ФОРМАЛЬНОЙ АРИФМЕТИКИ И НАЛИ­
ЧИЕ ДЛЯ НЕЁ ТАК НАЗЫВАЕМОЙ НЕСТАНДАРТНОЙ МОДЕЛИ. 
В §24 мы отмечали, что аксиоматическая теория натураль­
ных чисел, построенная на базе системы аксиом Пеано, кате­
горична, т.е. имеет единственную с точностью до изоморфизма 
модель. С использованием теоремы Гёделя о неполноте фор­
мальной арифметики можно доказать существование неизо­
морфных моделей формальной арифметики. Таким образом, 
формальная арифметика, основывающаяся на аксиомах, пере­
численных выше, является некатегоричной формальной сис­
темой. Этот интересный факт можно объяснить разной трак­
товкой входящей в обе системы аксиомы индукции. В аксиоме 
индукции из системы Пеано участвует множество М, на ко­
торое не накладывается никаких ограничений и которое мо­
жет рассматриваться как множество истинности произвольно­
го предиката F(x), т.е. множество натуральных чисел, удовле­
творяющих любому мыслимому свойству F  натуральных чи­
сел. В соответствующей аксиоме формальной арифметики за 
F может быть принято не любое свойство натуральных чисел, 
а лишь такое, которое выразимо средствами данного форма­
лизма. Меньшее количество свойств, допустимых в ’’формаль­
ной” аксиоме индукции, априори допускает наличие больше­
го количества объектов (моделей), удовлетворяющих ей. Так 
и происходит в действительности. Таким образом, различие 
между этими аксиомами незаметно, пока речь идёт о теоре­
мах элементарной теории чисел, и весьма существенно, когда 
выясняются свойства формальной теории.

Ясно, что моделью формальной арифметики является обыч­
ное множество натуральных чисел 7V, в котором 0; =  1, х1 =  
х +  1 и +, • -  обычные операции сложения и умножения 
натуральных чисел.

Пользуясь локальной теоремой Гёделя-А.И.Мальцева (см.
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следствие 29.17 из теоремы 29.16 в §29), установим наличие у 
формальной арифметики одной необычной модели. Она назы­
вается нестандартная модель арифметики.

Рассмотрим следующую бесконечную совокупность фор­
мул формальной арифметики:

(Зу)(ж =  у +  у), (Эу)(х =  у +  у +  у), ... , (Зу)(® =  у +  ... +  у), ...

(в последней формуле в правой части равенства п слагаемых). 
Первая из этих формул утверждает, что число х делится на 2, 
вторая -  что х делится на 3 и т.д., (п— 1)-ая -  что х делится на 
п и т.д. Поэтому обозначим эти формулы соответственно: 2\х, 
3|ж, ... , п\х, ... Рассмотрим, далее, следующую бесконечную 
совокупность формул:

50 =

= {(За;)(2|ж), (Зж)(2|а: Л 3|ж),..., (Зж)(2|ж Л 3|ж Л...Л га|а:), ...}.

Наконец, обозначив через S  совокупность из девяти аксиом 
формальной арифметики, рассмотрим следующее множество 
формул формальной арифметики S i =  S  U So- Применим к
51 локальную теорему Гёделя-Мальцева. Ясно, что каждое 
конечное подмножество формул из Si содержит лишь конеч­
ное число формул из So и потому имеет модель: его моделью 
будет обычная система натуральных чисел. Тогда по упомя­
нутой теореме всё множество S i имеет модель. Её особеннос­
тью будет то свойство, что в этой модели будет существовать 
(натуральное) число, делящееся на все натуральные числа.

О формальных теориях числовых систем. Вопрос 
о природе понятия числа никогда не стоял на обочине маги­
стрального пути математических исследований во все време­
на. Математика, достигнув того или иного уровня в своём раз­
витии, неизменно обращалась к своим основам, где централь­
ную роль всегда играло понятие числа. Во второй половине
XIX века в связи с необходимостью обоснования математи­
ческого анализа и приведения в систему огромного количест­
ва результатов, полученных в этой области математики, числа 
снова оказались в центре внимания математиков. Математика
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XX века и прежде всего значительно развившаяся математи­
ческая логика ещё выше подняли уровень требований к стро­
гости обоснования основ математической науки, и в первую 
очередь понятия числа. Потребовалось создание формальных 
аксиоматических теорий основных систем чисел. Ведь в конеч­
ном итоге математика не интересует природа чисел и вопрос о 
том, откуда они берутся. Его интересует каковы свойства этих 
чисел и желательно перечисление всех таких свойств чисел, 
из которых чисто логически вытекали бы все теоремы соответ­
ствующей математической дисциплины и, в первую очередь, 
математического анализа.

Выше рассказывалось о формальной арифметике, т.е. о 
формализации теории натуральных чисел. Здесь будут крат­
ко описаны формальные теории других систем чисел -  целых, 
рациональных, действительных.

Систему целых чисел можно охарактеризовать с помощью 
следующих условий. Кольцо целых чисел -  это есть кольцо 
с единицей е, не содержащее отличного от него подкольца с 
единицей и обладающее тем свойством, что пе ф 0 для лю­
бого натурального числа п. В самом деле, нетрудно показать, 
что множество всех элементов вида пе изоморфно системе 
< N  ; +  > натуральных чисел. Следовательно, данное 
кольцо содержит подкольцо Zq, изоморфное кольцу Z целых 
чисел, поскольку кольцо Z -  минимальное из таких колец. 
Но так как Z q содержит единицу е, то, по условию, Z q д о л ж ­

н о  совпасть с данным кольцом, которое, следовательно, будет 
кольцом целых чисел.

Систему рациональных чисел можно охарактеризовать с 
помощью следующих условий. Поле рациональных чисел -  это 
простое поле характеристики нуль. (Поле называется прос­
тым, если оно не имеет подполей, отличных от него самого. 
Говорят, что поле имеет характеристику нуль, если па ф О 
для любого его элемента а ф 0 и любого целого числа п ф 0.) 
Можно показать, что любое такое поле совпадает со своим 
подполем частных и, значит, изоморфно полю рациональных 
чисел. Другими словами, можно сказать, что поле рациональ­
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ных чисел в известном смысле является минимальным среди 
всех полей характеристики нуль, или что любое поле характе­
ристики нуль содержит в качестве подполя поле рациональ­
ных чисел.

Для системы действительных чисел известно довольно мно­
го разнообразных аксиоматических характеризаций, то есть 
таких систем аксиом, для которых система действительных 
чисел является единственной с точностью до изоморфизма мо­
делью. Согласно одной из них множество вещественных чисел 
характеризуется как полное упорядоченное поле, т.е. как по­
ле, в котором любое ограниченное сверху множество имеет 
точную верхнюю грань.

Гильберт охарактеризовал множество вещественных чисел 
как максимальное архимедово упорядоченное поле (т.е. любое 
поле, являющееся его расширением, уже не архимедово).

Наконец, третья характеризация утверждает, что система 
действительных чисел и только она является плотным в себе 
полным по Дедекинду линейно упорядоченным множеством 
без наименьшего и наибольшего элементов, в котором сущест­
вует счётное всюду плотное подмножество. (Плотность озна­
чает, что между любыми двумя элементами множества распо­
ложен ещё хотя бы один элемент. Полнота по Дедекинду: вся­
кое непустое ограниченное сверху подмножество имеет точ­
ную верхнюю грань. Существование всюду плотного подмно­
жества, называемое свойством сепарабельности (отделимос­
ти) означает, что для каждого элемента множества существу­
ет как угодно близкий к нему элемент этого подмножества).

С этой характеристикой системы действительных чисел 
связана одна из знаменитейших проблем XX века -  пробле­
ма М. Я. Су слипа. Эта проблема состоит в том, что требует­
ся узнать, сохранится ли указанная характеристика системы 
действительных чисел, если в ней последнее условие сепара­
бельности заменить более слабым требованием, называемым 
условием Суслина: любая система из попарно не пересека­
ющихся непустых интервалов не более чем счётна. Други­
ми словами, будет ли изоморфно системе действительных чи­
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сел линейно упорядоченное множество, удовлетворяющее пе­
речисленным выше условиям, кроме сепарабельности, и усло­
вию Суслина.

Судьба этой проблемы оказалась поистине исторической 
и на её решение потребовалось более 40 лет. Предположе­
ние о её положительном решении получило название гипотезы 
Суслина. Контрпример к гипотезе (хотя пока и не существу­
ющий), то есть упорядоченное множество, удовлетворяющее 
всем условиям проблемы М.Я.Суслина, но не изоморфное дей­
ствительной прямой, получил название континуум Суслина. 
Эта проблема встала в один ряд с континуум-проблемой Кан­
тора, и полное решение их обеих было получено лишь в на­
чале 60-ых годов, когда американский математик П.Коэн от­
крыл принципиально новый метод доказательства, получив­
ший название метода форсинга (вынуждения). (За это откры­
тие он был удостоен в 1966 году на Международном мате­
матическом конгрессе в Москве высшей международной на­
грады, которой удостаиваются учёные-математики, -  Филд- 
совской премии). Выяснилось, что проблему Суслина, как и 
континуум-проблему Кантора, вообще невозможно решить в 
обычном смысле слов -  решить проблему, то есть дать опре­
делённый ответ ”да” или ’’нет” на поставленный вопрос. Ги­
потеза Суслина, как и континуум-гипотеза Кантора оказалась 
не зависящей от остальных аксиом теории множеств. Други­
ми словами, возможна теория множеств, в которой гипотеза 
Суслина справедлива, и возможна теория множеств, в кото­
рой эта гипотеза не выполняется. Ситуация здесь оказалась 
сходной с той, которая возникла в первой половине XIX века с 
пятым постулатом Евклида, в результате чего была открыта 
не просто новая, воображаемая, геометрия, получившая на­
звание геометрии Лобачевского, а была открыта новая эпоха 
в развитии всей математической науки. Кроме того, была так­
же установлена взаимная независимость и самих двух гипотез
-  гипотезы Суслина и континуум-гипотезы Кантора.

Вопросы, связанные с гипотезой Суслина, продолжают ис­
следоваться в многочисленных работах по теории множеств.
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Рассматриваются обобщения этой гипотезы, вводятся новые 
связанные с ней понятия и конструкции, которые называются 
именем Суслина. Они широко используются не только в те­
ории множеств, но и проникают в смежные с ней области -  
теорию моделей, теоретико-множественную топологию. В об­
ширном потоке современных публикаций по этим дисципли­
нам часто встречается имя М.Я.Суслина: суслинские множес­
тва, критерий Суслина, гипотеза Суслина, континуум Сусли­
на, свойство Суслина, дерево Суслина, число Суслина, коэф­
фициент Суслина и т.д.

М.Я.Суслин (1894 -  1919) родился и умер от тифа в своём 
родном селе Красавка Самойловского района Саратовской об­
ласти. О его жизни и математических открытиях можно про­
читать в книге3.

О ф орм альном  математическом анализе. Это фор­
мальная аксиоматическая теория, специально предназначен­
ная для формализации (точного описания доказательств) ма­
тематического анализа. Таких теорий существует несколько: 
они характеризуются различными подходами к формализа­
ции. При этом каждую из них стараются строить по возмож­
ности минимальной по своим дедуктивным и выразительным 
возможностям, но всё же достаточной для формализации все­
го традиционного материала математического анализа.

Наиболее распространённой из формальных теорий мате­
матического анализа является теория Гилъберта-Бернайса. 
Она строится следующим образом. К языку формальной ариф­
метики, описанной в предыдущем пункте, добавляется новый 
вид переменных X ,F ,Z , ... , которые рассматриваются как 
пробегающие множества натуральных чисел. Добавляется но­
вый вид атомарных формул: (t Е X )  (”£ принадлежит множес­
тву X ”). Логические аксиомы формальной арифметики (т.е. 
аксиомы формализованного исчисления предикатов) и схема 
аксиом индукции естественно усиливаются таким образом, что­
бы включать в себя формулы расширенного языка. Наконец,

3Игошин В.И. Михаил Яковлевич Суслин (1894 -  1919). -  М.: 
Наука-Физматлит, 1996. -  160 с.
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добавляется единственная новая схема аксиом -  схема аксиом 
свёртывания:

(3 х ) Ш ( р  е *  ~  М у ) ) ,
где А(у) -  формула рассматриваемого языка, не содержащая 
свободно X , у -  переменная для натуральных чисел.

Эта теория Гильберта-Бернайса, хотя в ней речь идёт лишь 
о натуральных числах и о множествах натуральных чисел, 
достаточна для естественной формализации математического 
анализа. Интересна проблема обоснования непротиворечивос­
ти этой теории. Согласно теореме Гёделя о неполноте фор­
мальной арифметики для этого необходимо использовать сред­
ства, выходящие за пределы формального математического 
анализа. В 1962 году К.Спектор доказал непротиворечивость 
этой теории с помощью остроумной модификации модели Гё­
деля для интуиционистской арифметики, которая представ­
ляет собой некоторое далеко идущее расширение требований 
интуиционизма. Трудности в попытках доказательства непро­
тиворечивости теории Гильберта-Бернайса связаны с той осо­
бенностью аксиомы свёртывания этой теории, что в формуле 
А(у) этой аксиомы разрешается свободно использовать кван­
торы по множествам. Таким образом, при выяснении принад­
лежности числа у определяемому в аксиоме множеству X  не­
обходимо использовать наличие всех множеств натуральных 
чисел, в том числе и определяемого множества X . Можно ска­
зать, что аксиома свёртывания формального анализа выража­
ет до некоторой степени необходимость актуального существо­
вания всех множеств натуральных чисел одновременно (толь­
ко после этого в формуле могут использоваться кванторы по 
переменным, пробегающим множество таких множеств). Эта 
особенность встречается в ряде формальных теоретико-мно­
жественных теорий и называется непредикативностью тео­
рии. Так что формальный анализ Гильберта-Бернайса явля­
ется непредикативной формальной теорией.

Имеется эквивалентная формулировка анализа Гильберта- 
Бернайса, в которой вместо множеств натуральных чисел фи­
гурируют функции, перерабатывающие натуральные числа в
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натуральные. Для такого вида функции к формальной ариф­
метике добавляются переменные а, /?, 7 , ... и новый вид тер­
мов: a(t)  (’’результат применения а  к £”); логические аксиомы 
и схема аксиом индукции естественно распространяются на 
формулы нового языка и, наконец, добавляется единственная 
новая схема аксиом, называемая аксиомой выбора анализа:

(Vx)(3у){А(х,у))  -> (Эа)(Уж)(Л(ж,о;(а:))).

Эта аксиома утверждает, что если для всякого х найдётся у, 
удовлетворяющий условию А (х , у), то существует функция а, 
выдающая по х соответствующий у. Ценность этой формули­
ровки состоит в том, что после исключения из числа логичес­
ких аксиом теории закона исключённого третьего полученная 
система удобна для формализации в ней интуиционистского 
или конструктивного формального математического анализа, 
который представляет собой переработку традиционного ма­
териала математического анализа в соответствии с требова­
ниями программы интуиционизма (или соответственно кон­
структивной математики).

Для устранения непредикативности были предложены раз­
личные формальные аксиоматические теории предикативного 
(или разветвлённого) анализа.

Общ ий взгляд на процесс ф орм ализации математи­
ческой теории. Ознакомившись с рядом формальных акси­
оматических теорий, так или иначе связанных с основания­
ми школьного курса математики, подведём итог, дав краткую 
общую характеристику методу формализации. Суть этого ме­
тода состоит в следующем. Допустим, у нас имеется некото­
рая содержательная математическая теория Т\ и нас интере­
сует является ли она непротиворечивой. Для выяснения этого 
вопроса данная теория Т\ подвергается формализации. Для 
этого сначала формализуется точный логико-математический 
язык £1 такой, что все интересующие нас утверждения теории 
Т\ записываются в виде формул языка ft (математика теории 
Т\ соединяется с логикой). Затем логические принципы, упо­
треблявшиеся в теории для получения новых фактов, форма­
лизуются в виде аксиом и чисто формальных правил вывода,
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позволяющих выводить новые формулы языка £1 из аксиом и 
уже выведенных формул. Таким образом возникает формаль­
ная аксиоматическая теория (или, иначе, формальная систе­
ма, исчисление Тх*, точно описывающая некоторый интересу­
ющий нас фрагмент содержательной теории Т\. Существенно 
при этом, что формулировка Г* не требует исчерпывающего 
проникновения в, быть может, весьма сложную семантику тео­
рии Т\. Исчисление Т\ строится по простым законам как чисто 
знаковая система и для понимания устройства этой знаковой 
системы нет необходимости вникать в смысл выводимых в ней 
формул.

Такой подход открывает возможность строго математи­
чески сформулировать интересующие нас проблемы, относя­
щиеся к выводимости некоторых формул в 7\*. Кроме того, он 
дает возможность исследовать формальную теорию сред­
ствами некоторой содержательной теории Т2. В этой ситуации

называется предметной теорией, а Т2 -  её метатеорией. С 
точки зрения оснований математики важно, чтобы Т2 была 
в некотором отношении более надёжной теорией, чем так 
что исследование Т* средствами теории Т2 можно было бы 
действительно рассматривать как разъяснение и обоснование 
неясных деталей семантики Т\ с помощью более убедитель­
ной теории Т2. Если же нас интересует не столько вопрос об 
интуитивной ясности Ti, сколько просто факт о выводимос­
ти или невыводимости некоторых формул в 7\*, то 1 \* может 
исследоваться средствами любой исторически сложившийся и 
убедительной для исследователя математической теории Т2.

Один из важнейших вопросов о теории 7\* есть вопрос о её 
формальной непротиворечивости, который состоит в выясне­
нии того, существует ли в языке О, такая формула F, что сама 
F  и её отрицание -*F являются теоремами теории Tj* (что рав­
носильно выяснению вопроса о том, всякая ли формула языка 
Q является теоремой теории Т*). Метаматематический метод 
доказательства непротиворечивости, предложенный в начале
XX в. Гильбертом, состоит в том, что утверждение о непро­
тиворечивости формальной системы 7\* рассматривается как
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высказывание о возможных в этой системе доказательствах. 
Само же это высказывание уже принадлежит метатеории Т2 , 
которая и исследует это утверждение. Такой подход сводит во­
прос о непротиворечивости к вопросу непротиворечивости 
другой теории Т2. При этом говорят, что 7\* непротиворечива 
относительно Т2. Большое значение имеет вторая теорема Гё­
деля, которая утверждает, что непротиворечивость формаль­
ной теории, содержащей формальную арифметику, невозмож­
но доказать с помощью средств самой рассматриваемой теории 
(при условии, что эта теория действительно непротиворечи­
ва). Примером применения метаматематического метода мо­
жет служить доказательство Г.Генцена непротиворечивости 
формальной арифметики, полученное им в 1936г. и исполь­
зующее трансфинитную индукцию -  средство, выходящее за 
рамки формальной арифметики.

Существует и другой путь доказательства непротиворечи­
вости формальной системы, идущий через понятие интерпре­
тации и модели. Формальная система называется содержа­
тельно (или семантически) непротиворечивой, если существу­
ет модель, в которой истинны все теоремы этой системы. Без 
труда устанавливается, что если формальная система содер­
жательно непротиворечива, то она формально непротиворе­
чива. Для формальных систем, основанных на классическом 
исчислении предикатов 1-го порядка, справедливо и обратное 
утверждение (теорема Гёделя о модели): всякая непротиво­
речивая формальная теория имеет модель. Таким образом, 
другой способ доказательства непротиворечивости формаль­
ной теории состоит в построении её модели. Но и этот ме­
тод является относительным: он устанавливает непротиворе­
чивость одной формальной системы относительно другой, в 
терминах которой построена модель первой.

Можно далее исследовать аналогичным образом и метате­
ории Т2 , построив формальную систему Т2 и изучая уже Т2 
средствами следующей содержательной теории Т3, которая бу­
дет метатеорией по отношению к теории Т2 и метаметатеорией 
по отношению к теории Т\ .
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З а к л ю ч е н и е

ВСЕСИЛЬНА ЛИ ЛОГИКА  
В ПОЗНАНИИ ЗАКОНОВ  

МЫШ ЛЕНИЯ ?

Вопрос состоит в том, насколько универсален и насколько все­
могущ аксиоматический метод и строгий логический вывод в его 
рамках -  важнейшие инструменты математической логики -  в ка­
честве единственно возможного способа доказательства истинности 
тех или иных утверждений. Прежде всего, границы методу форма­
лизации были поставлены двумя выдающимися теоремами К.Гёделя, 
доказанными им в 1931 году. Первая из них утверждает, что для 
всякой непротиворечивой формальной системы, содержащей аксио­
мы формальной арифметики, можно дать явное описание замкнутой 
формулы F такой, что ни сама эта формула, ни её отрицание ->F 
не выводимы в этой формальной системе. Вторая теорема утверж­
дает, что при выполнении некоторых естественных условий в ка­
честве F можно взять утверждение о непротиворечивости данной 
формальной системы, то есть в непротиворечивой формальной сис­
теме, включающей формальную арифметику, содержится формула, 
выражающая её непротиворечивость, и что эта формула недоказуе­
ма в этой системе. Доказательство этих утверждений ознаменовало 
собой строгое математическое установление того факта, что гиль- 
бертовская программа формализации математики не может быть 
реализована в том виде и в том объёме, в каких её мыслил Гиль­
берт.

Эти теоремы Гёделя фактически означали, что истинное утверж­
дение не всегда может быть доказано. Эти логические теоремы по 
существу разрушали восходящее к Г.-В.Лейбницу и Р.Декарту мне­
ние, будто всякое истинное утверждение подвластно обоснованию 
методами математического доказательства. Но оставалась надеж­
да, что выводимость лишь на немного меньше истинности, что не­
доказуемыми являются лишь экзотические формулы гёделевского 
типа, в которых зашифрованы утверждения, относящиеся к самим
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этим формулам. Но в 1936 году польским математиком А.Тарским 
был получен ещё более сильный результат. Он доказал, что для до­
статочно богатых формальных теорий понятие истинности в них не 
может быть выражено на языке самой теории. Это уже означало, 
что дедуктивный или аксиоматический метод не всесилен в поис­
ках истины и не может быть признан в этом деле единственным 
возможным, уникальным.

Теорема Тарского, включающая в себя теоремы Гёделя как част­
ное следствия, наталкивает на мысль, что различие между истин­
ностью и выводимостью (доказуемостью) довольно значительно. Но 
установить, насколько оно велико, удалось только сравнительно 
недавно, после многолетней совместной работы математиков мно­
гих стран, регулярно обменивавшихся промежуточными результа­
тами. Все математические формулы были разбиты вначале на клас­
сы сложности так, что эти классы образовали расширяющуюся цепь 
и каждый класс содержал в себе предыдущий и, в свою очередь, со­
держался в последующем классе. С увеличением классов сложность 
формул в них возрастала. Затем было показано, что множество вы­
водимых формул целиком содержится в самом нижнем, нулевом 
классе. И наконец, доказано, что множество истинных формул не 
помещается даже в тот предельный класс, который получается при 
стремлении показателя сложности к бесконечности. Известный ма­
тематик Ю.И.Манин так прокомментировал эту ситуацию: ’’Выво­
димость находится на нижней ступеньке бесконечной лестницы, а 
истинность располагается где-то над всей лестницей.”

Конечно, эти результаты, показывающие, что расстояние от до­
казуемости (выводимости) до истинности столь велико, могут слу­
жить солидным основанием для значительной доли пессимизма в 
оценке роли логики (и в частности, математической логики) в про­
цессе познания окружающего мира и йстины. Некоторые опреде­
лённые философы истолковывают эти результаты как полное от­
рицание роли логики в процессе познания, считая, что она нуж­
на лишь для придания уже полученным результатам общепонятной 
и убедительной формы, а сам механизм получения этих результа­
тов совершенно иной. Не следует истолковывать эти результаты и 
как полный крах формального подхода к математическим теориям. 
Эти результаты несомненно означают, что первоначальная, ’’макси­
малистская” гильбертовская программа финитистского подхода к 
обоснованию математики не может быть реализовано в полном объ­
ёме: нельзя построить математику как некоторую фиксированную 
совокупность средств, которые можно было бы объявить единст­
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венно законными и с их помощью строить метатеории любых те­
орий. Невозможность полной формализации содержательно опре­
делённых математических теорий -  это не недостаток подхода или 
концепции, а объективный факт, неустранимый никакой концепци­
ей, ”суровая правда” об устройстве мира, изучаемого этой теорией. 
Невозможность адекватной формализации теории означает, что на­
до либо искать формализуемые ею фрагменты, либо строить какую- 
то более сильную формальную теорию, которая, правда, снова будет 
неполна, но, быть может, будет содержать всю исходную теорию.

Рассматриваемые выдающиеся результаты Гёделя и Тарского 
демонстрируют не только слабость математической логики в про­
цессах познания, но и её силу, ещё раз являя уникальность этой 
науки. Фактически средствами математической логики устанавли­
ваются границы применимости самой математики. Наука с такими 
уникальными возможностями не может быть бесполезна для дела 
познания окружающего мира и думается, что её будущие резуль­
таты заставят ещё не раз как математиков, так и философов обра­
титься к их интерпретации.

В этой связи невозможно не вспомнить о следующих соображе­
ниях, связанных с рядом натуральных чисел, высказанных извест­
ным советским математиком-геометром П.К.Рашевским4. Мы уже 
отмечали крылатую фразу, сказанную Л.Кронекером о том, что на­
туральные числа создал Господь Бог, а всё остальное -  дело рук 
человеческих (иногда говорят, -  математиков). И действительно, на­
туральный ряд чисел на протяжении многих веков истории челове­
чества является единственной математической идеализацией, иде­
альной моделью процессов реального счёта. Но, если вдуматься, то 
такова ситуация лишь с достаточно небольшими натуральными чис­
лами. Лишь такие натуральные числа человеческий разум может 
вместить в свою интуицию и подвергнуть количественной математи­
ческой обработке. Поскольку математика -  основа для построения 
физических теорий, а натуральный ряд -  основа математики, то, 
ясно, что идеализация натурального ряда оказывает существенное 
влияние на качество физических теорий, отражающих объективную 
реальность. Тем не менее, ”духу физики более соответствовала бы 
такая математическая теория целого числа, в которой числа, когда 
они становятся очень большими, приобретали бы в каком-то смыс­
ле ”размытый вид”, а не являлись строго определёнными членами

4 Рашевский П. К. О догмате натурального ряда / /  Успехи матем. 
наук, 1973, т. 28, вып. 4 (172), с. 243 -  246.
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натурального ряда, как мы это себе представляем. Существующая 
теория, так сказать, переуточнена: добавление единицы меняет чис­
ло, а что меняет для физика добавление одной молекулы в сосуд с 
газом? Если мы согласимся принять эти соображения хотя бы за 
отдалённый намёк на возможность математической теории нового 
типа, то в ней прежде всего пришлось бы отказаться от идеи, что 
любой член натурального ряда получается последовательным на- 
считыванием единиц... Вероятно, для ”очень больших” чисел при­
считывание единицы вообще не должно их менять. Разумеется ” чис­
ла” этой гипотетической теории были бы объектами другой приро­
ды, чем числа натурального ряда. Можно предполагать, что почти 
совпадение имело бы место лишь для начальных отрезков сущест­
вующего и гипотетического натуральных рядов, а по мере удаления 
по ним различие их структуры должно возрастать ...” 5

П.К.Рашевский проводит здесь интересную параллель между 
положением с натуральным рядом в настоящее время и положени­
ем евклидовой геометрии в XVIII веке, когда она была единствен­
ной геометрической теорией, а потому считалась некой абсолютной 
истиной, одинаково обязательной и для математиков, и для физи­
ков. Считалось само собой понятным, что физическое пространство 
должно идеально точно подчиняться евклидовой геометрии. В слу­
чае геометрии прорыв произошёл в XIX -  XX веках, когда были 
открыты неевклидовы геометрии и на их основе теория относитель­
ности. Кроме того, квантовая механика показала, что и геометрия 
микромира далека от евклидовой. В случае с натуральным рядом 
вопрос остаётся открытым.

П.К.Рашевский предостерегает, что построение новой теории на­
турального ряда будет чрезвычайно трудным, если вообще окажет­
ся возможным. Эта трудность будет не того характера, как бывают 
трудны математические проблемы типа: доказать или опровергнуть 
данное утверждение. Видимо, должна сильно отклониться от об­
щепринятых схем сама логическая структура будущей теории. И 
здесь П.К.Рашевский высказывает удивительную мысль: новая тео­
рия натурального ряда не сможет не затронуть знаменитые отрица­
тельные результаты К.Гёделя 30-ых годов XX века, которые в своём 
фундаменте исходят из убеждения: сколько бы ни продолжать по­
строение метаматематических формул для данной (полностью фор­
мализованной) математической теории, принципы пересчёта и упо­
рядочения формул остаются обычными, т.е. подчинёнными схеме

5См. пред. сноску, стр. 244.
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натурального ряда. Далее, П.К.Рашевский пишет: ” Между тем по­
строение математических формул -  это реальный физический про­
цесс, производимый человеком или, как стало возможно в последнее 
время, машиной. Если мы откажемся от догмата, что натуральный 
ряд идеально приспособлен для описания любых сколь угодно боль­
ших материальных совокупностей, то становятся сомнительными и 
результаты Гёделя; точнее, их придётся рассматривать, возможно, 
как утверждения, относящиеся не к реальному развитию данной 
формализованной математической теории, а к условному, идеализи­
рованному её развитию, когда при пересчёте формул, сколь много 
бы их ни было, и при описании их структуры, сколь громоздка ни 
была бы она, мы считаем законным применять схему натурально­
го ряда. На это дополнительное условие, в сущности, и опирается 
тонкая игра Гёделя с двойным, математическим и метаматематичес­
ким, толкованием некоторых сконструированных им соотношений. 
Не успокаивает и финитность конструкций Гёделя: при полной рас­
шифровке сокращений (что в данном контексте является принципи­
альным) его конструкции становятся чрезвычайно сложными, явно 
не выписываются, и сомнения, высказанные раньше насчёт поведе­
ния ”очень больших” совокупностей, напрашивается и здесь.” 6

Интересно здесь отметить, что подобная ситуация, когда вдруг 
обнаруживается ограниченность того или иного научного метода, 
который доселе представлялся как всеобъемлющий и единственно 
мыслимый, характерна не только для математики. Так, в биоло­
гии мы привыкли думать, что всё ныне живущее образовалось в 
результате естественного отбора в соответствии с известной теори­
ей Дарвина. Но в самые последние годы учёные, исследовав мик­
роструктуру органической материи, сделали поразительный вывод: 
если бы возникновение и развитие жизни на нашей планете, счи­
тая от появления на Земле первых живых молекул до человека, 
шло по Дарвину, оно потребовало бы намного больше времени, чем 
это произошло в действительности. Значит, естественный отбор -  не 
единственный движущий фактор эволюции. (См. 7).

Из этих фундаментальных результатов математической логи­
ки проистекает и ещё один важный в методологическом отношении 
вывод: то, что мы интуитивно понимаем под процессом математи­
ческого доказательства, не сводится к использованию лишь аксио-

6См. пред. сноску, стр. 245.
7Карпенков С Концепции современного естествознания. - М.: 

Академ, проект, 2000.
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магического метода и законов традиционной и математической ло­
гики. Этот вывод сформулирован в 8 : ’’Математическое мышление 
не сводится к дедуктивным рассуждениям, оно не состоит только 
в формальных доказательствах. Мыслительные процессы, подска­
зывающие нам, что доказывать и как доказывать, также составля­
ют часть математического мышления, как и само доказательство, 
которым они завершаются. Выделять понятие, приспособленное к 
конкретной ситуации, обобщать исходя из наблюдаемых частных 
случаев, рассуждать по индукции, по аналогии и находить интуи­
тивные доводы для выделяемой догадки -  всё это математические 
способы мышления.” (С. 91).

Совершенно безнадёжно рассчитывать на то, что понятию убе­
дительного математического доказательства можно придать раз и 
навсегда очерченные логические формы, связанные с определённы­
ми аксиомами и правилами вывода. Логика традиционная и вырос­
шая на её основе математическая логика отражают лишь часть тех 
законов, по которым происходит наше мышление, по которым мыш­
ление производит истинные утверждения.

В связи с такой ситуацией математическая наука пытается най­
ти новые нетрадиционные подходы к проблеме доказательности ис­
тинности, к пониманию того, что есть доказательство, что следует 
считать доказанным и обоснованным. Один из таких подходов на­
прямую связан с вероломным вторжением компьютеров во все сфе­
ры жизни, в науку, в математику. Эту тенденцию отмечает извест­
ный российский математик академик РАН В.А.Садовничий, считая, 
что математика вынуждена признать права на такую же математи­
ческую договорённость и доказательность за другими схемами рас- 
суждений, отличными от классического логического вывода, осно­
ванного на аксиомах. ”В частности, -  говорит он, -  за аргументаци­
ей с помощью примеров, за рассуждениями по аналогии или путём 
ассоциаций, за использованием мнений авторитетных специалистов 
(экспертов). Наконец, за доказательствами, в основе которых лежит 
простая вера в сходимость бесконечного вычислительного процесса. 
Ведь никакое вычисление нельзя продолжать бесконечно, и где-то, 
на каком-то шаге мы его обрываем и полученную таким образом 
приближённую числовую величину принимаем за решение рассмат­
риваемой задачи -  за истину. Но сходимость многих вычислитель­
ных алгоритмов, используемых в машинных расчётах, не доказана

8 Меморандум американских математиков / /  Математика в 
школе, 1964, № 4, с.90-92.
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в классическом понимании. Тем не менее, именно на этой вере воз­
ведено практически всё здание современных компьютерных вычис­
лений и приложений. Многообразные вычислительные процедуры 
существуют и используются, но их строгое теоретическое обосно­
вание либо отсутствует, либо остаётся неполным... Таким образом, 
ясно, что с появлением компьютеров мир математики стал менять­
ся. Изменяются не только математическое мышление, математичес­
кие подходы, но и научное мировоззрение в целом.”9 Именно такова 
ситуация с современным решением проблемы четырёх красок: по­
лученное доказательство чрезвычайно длинно, к тому же сущест­
венно (до нескольких тысяч часов машинного времени) использу­
ет компьютер для проверки большого количества промежуточных 
утверждений. (См.10).

Подобная тенденция подмечается и другими исследователями, 
считающими, что в будущем ’’математическая теория, узаконива­
ющая заведомо нестрогие переходы, будет лучше соответствовать 
реальному процессу.”11

По-существу, это означает, что математика и в этом своём ка­
честве начинает теснее сближаться с гуманитарными науками, в 
которых подобные нестрогие (с точки зрения математики) крите­
рии и нормы истинности вырабатывались на протяжении столетий 
и прочно вошли в их обиход. Выразительная характеристика такого 
подхода к проблеме доказательности в гуманитарных науках дана 
известным филологом академиком А.А.Зализняком (опубликовано, 
кстати, в журнале ’’Успехи математических наук”): ”У гуманитария 
же вообще нет возможности что-либо доказать в абсолютном смысле 
этого слова. Если слово ’’доказать” и применяется иногда в гума­
нитарных науках, то лишь в несколько ином, более слабом, смысле, 
чем в математике. Строгого определения для этого ’’доказательст­
ва в слабом смысле”, по-видимому, дать невозможно. Практически 
имеется в виду, что предложенная гипотеза, во-первых, полностью 
согласуется со всей совокупностью уже известных фактов, имею­
щих отношение к рассматриваемой проблеме, во-вторых, является

9 Садовничий В. А. Математическое образование: настоящее и бу­
дущее /  Математика, 2000, JM* 40, с. 1-6 (с.З).

10Самохин А.В. Проблема четырёх красок: неоконченная история 
доказательства /  Соросовский образовательный журнал, 2000, т. 6 , 
№ 7, с. 91 -  96.

11 Беляев Е.А., Перминов В.Я. Философские и методологические 
проблемы математики. - М.: изд. МГУ, 1981. (с. 133)
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почему-либо безусловно предпочтительной из всех прочих мысли­
мых гипотез, удовлетворяющих первому требованию. В отличие от 
математического доказательства, ’’доказательства в слабом смыс­
ле” может и рухнуть, если откроются новые факты, или будет вы­
яснено, что автор не учёл каких-то принципиально мыслимых воз­
можностей. Всё это не значит, однако, ч^о утверждения гуманитар­
ных наук вообще не могут претендовать ни на какую точность и на­
дёжность и что в этой области любая гипотеза не хуже и не лучше, 
чем любая другая. В гуманитарных науках, так же, как, например, 
в естествознании, долгим опытом выработаны критерии, позволя­
ющие оценивать степень обоснованности того или иного утвержде­
ния даже при условии невозможности доказательства в абсолютном 
смысле.”12

Как это ни покажется парадоксальным, но фактически и в ма­
тематике, как в научной, так и в школьной, реально используются 
такие доказательства, которые далеки от строгих логических кано­
нов, а представляют собой рассуждения, которые призваны убедить 
определённый круг людей в справедливости того или иного утверж­
дения. ”В математике, -  отмечает Г.В.Дорофеев13, -  при оценке до­
казанности той или иной теоремы фактически пользуются методом 
’’экспертной оценки”, а в роли экспертов выступают коллеги -  мате­
матики, слушатели докладов на семинарах, рецензенты и члены ред­
коллегий математических журналов.” Аналогичную мысль выска­
зывает Ю.И.Манин14: ’’Доказательство становится таковым только 
в результате социального акта ’’принятия доказательства”. Это от­
носится к математике в той же мере, что и к физике, лингвистике 
или биологии. Эволюция признанных критериев доказательности -  
почти не исследованная тема в истории науки... Каждое предложен­
ное доказательство апробируется на приемлемость математиками, 
иногда нескольких поколений.”

Эти обстоятельства накладывают на такое понимание доказа­
тельства субъективный оттенок: то, что убеждает одного, может 
быть неубедительным для другого. В этом смысле может показать­
ся, что и в математике понятие доказательства также весьма рас­

123алглзняк А. А. Лингвистика по А.Т.Фоменко /  Успехи мат. наук, 
2000, 55, № 2, с.162-188 (с.163).

13Дорофеев Г.В. Математика для каждого. - М.: Аякс, 1999. - 292 
с. (с.219).

14Манин Ю.И. Доказуемое и недоказуемое. - М.: Сов. радио, 1979.
- 167 с. (с.53-54).
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плывчато и неопределённо и напоминает по своей строгости до­
казательства в гуманитарных науках. Тем не менее, это не так. 
” Математика не существовала бы как наука, справедливо считает 
Г.В.Дорофеев15, -  если бы не существовало более или менее еди­
ного мнения относительно того, является ли данное рассуждение 
доказательством. И в действительности в каждом разделе матема­
тики имеется определённый стандарт строгости, хотя формально он 
нигде не описан, нигде не зафиксирован. Более того, как показыва­
ет история математики, этот стандарт изменялся по мере развития 
математики, и то, что казалось строгим, скажем, в XVII-XVIII вв., 
подвергалось критике в XIX в., а многие рассуждения математиков 
XIX в. были сочтены совершенно неубедительными математиками 
и особенно логиками XX в.”

Позволим себе высказать гипотезу: критерии доказательности в 
математике, строгости математических доказательств развивались 
и совершенствовались вместе с развитием логики. Неслучайно само 
понятие доказательства появилось в древнегреческой математике 
вместе со становлением логики как науки, а современного уровня 
строгости оно достигло в XX в. вместе со становлением логики как 
математической науки и превращением её в математическую логику. 
Поэтому хотя в современной математике и нет строгого определе­
ния понятия строгого доказательства математической теоремы, тем 
не менее, каждый математик осознаёт эту строгость интуитивно. За 
каждым математическим доказательством он ощущает величествен­
ную тень незыблемых логических законов и критериев, выработан­
ных математической логикой на протяжении XX века. Хотя рас­
сматриваемое им доказательство и не во всех своих деталях именно 
таково, интуитивно он осознаёт, что оно может быть преобразовано 
в такое, пусть даже для этого потребуется приложить очень много 
усилий и потратить очень много времени. Важно ощущать принци­
пиальную возможность такой трансформации. Такое интуитивное 
ощущение строгости должно быть воспитано как в будущем учёном- 
математике, так и в будущем учителе математики. У каждого из них 
базой для этого воспитания будет служить фундаментальная логи­
ческая подготовка, заложенная в юношеском возрасте. Именно она 
будет служить источником интуиции о логической строгости, будет 
подпитывать это интуитивное чувство.

15Дорофеев ГВ . Математика для каждого. - М.: Аякс, 1999. - 292 
с. (с.220)
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О г л а в л е н и е

ПРЕДИСЛОВИЕ 3

ВВЕДЕНИЕ. М а т е м а т и ч е с к а я  л о г и к а  в с и с т е м е  с о в р е ­
м е н н о г о  о б р а з о в а н и я  5

Логика и интуиция. Логика традиционная и математическая ло­
гика. Математическая логика -  логика или математика? Математи­
ческая логика в обучении математике. Математическая логика и 
современные компьютеры.

Г л а в а  I . АЛГЕБРА ВЫСКАЗЫВАНИЙ 11

§1. Высказывания и операции над ними 11

Понятие высказывания. Отрицание высказывания. Конъюнкция 
двух высказываний. Дизъюнкция двух высказываний. Импликация 
двух высказываний. Эквивалентность двух высказываний. Общий 
взгляд на логические операции. Мышление, язык, логика.

§2. Формулы алгебры высказываний 21

Конструирование сложных высказываний. Понятие формулы ал­
гебры высказываний. Логическое значения составного высказыва­
ния. Составление таблиц истинности для формул. Классификация 
формул алгебры высказываний. Мышление и математическая логи­
ка.

§3. Тавтологии алгебры высказываний 31

О значении тавтологий. Основные тавтологии. Основные прави­
ла получения тавтологий.

§4. Логическая равносильность формул 38

Понятие равносильности формул. Признак равносильности фор­
мул. Примеры равносильных формул. Равносильные преобразова­
ния формул. Равносильности в логике и тождества в алгебре.
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§5. Нормальные формы для формул алгебры высказы­
ваний 45

Понятие нормальных форм. Совершенные нормальные формы. 
Представление формул алгебры высказываний совершенными дизъ­
юнктивными нормальными формами. Представление формул алгеб­
ры высказываний совершенными конъюнктивными нормальными 
формами. Два способа приведения формулы алгебры высказываний 
к совершенной нормальной форме.

§6. Логическое следование формул 53

Понятие логического следствия. Два свойства логического сле­
дования. Признаки логического следствия. Следование и равносиль­
ность формул. Метод от противного проверки формул на логическое 
следование. Метод резолюций проверки формул на логическое сле­
дование. Нахождение следствий из данных посылок. Нахождение 
посылок для данного следствия. Правила логических умозаключе­
ний.

§7. Приложение алгебры высказываний к логико-мате­
матической практике 76

Прямая и обратная теоремы. Необходимые и достаточные усло­
вия. Противоположная и обратная противоположной теоремы. За­
кон контрапозиции. Модификация структуры математической те­
оремы. Методы доказательства математических теорем. Дедуктив­
ные и индуктивные умозаключения. Правильные и неправильные 
дедуктивные умозаключения. Решение ’’логических” задач. Прин­
цип полной дизъюнкции. Одно обобщение принципа полной дизъ­
юнкции.

§8. Булевы функции и их применение 97

Происхождение булевых функций. Булевы функции от одного и 
двух аргументов. Булевы функции от п аргументов. Булевы функ­
ции и формулы алгебры высказываний. Нормальные формы буле­
вых функций. Применение булевых функций к релейно-контактным 
схемам. Релейно-контактные схемы в ЭВМ.

Г л а в а  И . ФОРМАЛИЗОВАННЫЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 
ВЫСКАЗЫВАНИЙ 111

§9. Система аксиом и теория формального вывода 112
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Начало аксиоматической теории высказываний: первоначаль­
ные понятия, система аксиом, правило вывода. Понятие вывода и 
его свойства. Теорема о дедукции и следствия из неё. Применение 
теоремы о дедукции. Производные правила вывода. Значение ло­
гической теоремы о дедукции для доказательства математических 
теорем.

§10. Полнота и другие свойства формализованного ис­
числения высказываний 125

Доказуемость формулы и её тождественная истинность (синтак­
сис и семантика). Лемма о выводимости. Полнота формализован­
ного исчисления высказываний. Теорема адекватности. Непротиво­
речивость формализованного исчисления высказываний. Разреши­
мость формализованного исчисления высказываний.

§11. Независимость системы аксиом формализованного 
исчисления высказываний 134

§12. Исчисление высказываний натурального вывода 139
Общая характеристика генценовского подхода. Правила вывода 

исчисления высказываний натурального вывода. Прямые и непря­
мые правила вывода. Начало исчисления высказываний натураль­
ного вывода. Полнота натурального исчисления высказываний.

§13. Применение компьютеров для доказательства тео­
рем математической логики 153

Г л а в а  III . ЛОГИКА ПРЕДИКАТОВ 158

§14. Основные понятия, связанные с предикатами 158

Понятие предиката. Классификация предикатов. Множество ис­
тинности предиката. Равносильность и следование предикатов.

§15. Логические операции над предикатами 164
Отрицание предиката. Конъюнкция двух предикатов. Дизъюнк­

ция двух предикатов. Свойства отрицания, конъюнкции и дизъюнк­
ции. Импликация и эквивалентность двух предикатов.

§16. Кванторные операции над предикатами 171
Квантор общности. Квантор существования. Ограниченные кван­

торы.
§17. Формулы логики предикатов 180
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Понятие формулы логики предикатов. Классификация формул 
логики предикатов. Тавтологии логики предикатов.

§18. Равносильные преобразования формул и логическое 
следование формул логики предикатов 195
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В ЫСКАЗЫВАНИЯ

ВЫСКАЗЫВАНИЯ И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

Высказывание - это предложение, которое что-либо утверждает, то 
есть предложение, о котором имеет смысл говорить, истинно оно или 
ложно.

1.1. Определите, какие из следующих предложений являются выска­
зываниями и объясните, почему. Среди высказываний выделите истинные и 
ложные.

Москва — столица России.
Саратов находится на б е р егу  Невы
Ученик 9-го класса.

Треугольник ABC подобен треугольнику A’B’C’.

Луна ест ь спутник Марса.
2

2 + -  -  0,71
3

Кислород  — газ.
Снег белы й
Математика -- инт ересный предмет.
Ж елезо тяжелее свинца.
Треугольник назы вает ся равност орон­

ним, если все  е го  ст ороны  равны.
Если в т реугольнике все у гл ы  равны , то 

он равност оронний.
Сегодня плохая погода.
Река Ангара впадает  в озеро  Байкал.

1.2. Вспомните определения операций над высказываниями (логических 
связок) и их названия и заполните определяющие их таблицы истинности.
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Название операции

P Q —P P  л Q P  v  Q P  ̂  Q P  о  Q
0 0 1
0 1
1 0 0
1 1

1.3. Определите значения истинности следующих высказываний:
Санкт-Петербург расположен на бере­
г у  Невы и 2 + 3 = 5.

A л B = 1 л 1 = 1

7 -  прост ое число или 9 -  прост ое число.

2 ■ 2 ^ 5 и 2 ■ 2 £ 4 .
Фобос и Луна -  спутники Марса.
Если Саратов расположен на берегу Невы, 
то в Африке обитают белые медведи.
Если 12 делит ся на 3, т о 5 > 6 .
-  8 < -  11 тогда и только тогда, когда 2 > 6.

Если 7 делит ся на 5 и 8 делит ся на 5 , 
т о 7 + 8 делит ся на 5 .

1.4. Определите значения истинности высказываний A, B, C, D, E, F, G, H
в следующих случаях:
Истинные высказывания

A л ( 2 • 2 = 4 ) Тогда A

B v  ( 2 • 2 = 5 ) Тогда B

C v  ( 2 • 2 = 4 ) Тогда C

—D л ( 2 • 2 = 4 ) Тогда D

—E v  ( 2 •2  = 5 ) Тогда E

( 2 • 2 = 4 ) ^  F Тогда F

G ^  ( 2 • 2 = 5 ) Тогда G

H  о  ( 2 • 2 = 4 ) Тогда H
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Ложные высказывания
A л  ( 2 • 2 = 4 ) Тогда A

B v  ( 2 • 2 = 5 ) Тогда B

—C v  ( 2 > 3 ) Тогда C

( 2 < 3 ) ^  D Тогда D

E ^  ( 2 > 3 ) Тогда E

F  О  ( 2 > 3 ) Тогда F

G О  ( 2 < 3 ) Тогда G

1.5. Пусть а и b -  действительные числа. Тогда отрицанием высказывания 
а ^ b является высказывание: а) а ф b ; б) а ^ b ; в) а > b ;
г) а < b ; д) а = b .

1.6. Запишите в виде конъюнкции или дизъюнкции условие истинности
каждого предложения (а и b - действительные числа):

а • b ф 0
а • b = 0
а2 + b2 = 0
а • b > 0

| а | = 3
| а | < 3
| а | > 3
а + ь2 ф 0

i  ф 0
b

а • b ^ 0

i  = 0
b

а = 0 л b ф 0

1.7. Докажите, что каждое из следующих высказываний принимает только 
одно значение истинности, вне зависимости от логического значения выска­
зывания A. Определите это значение.
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A л  0
A ^  1
A ^  A

A v  —A

A л  —A

0 ^  A

A о  —A

A о  A

A v  1 Дизъюнкция истинна тогда и только тогда, когда по меньшей 
мере одно из высказываний истинно. Следовательно, A v  1 = 1

1.8. Определите значения истинности каждого из следующих высказыва­
ний в зависимости от значения истинности высказывания A:

A л  1 равно значению истинности высказывания A , 
т.е. A л  1 = A

A v  0

1 ^  A
A ^  0
A ^  —A

—A ^  A

A о  1

A о  0

1.9. Определите значения истинности последнего высказывания, исходя 
из значений истинности всех предыдущих высказываний:

а) A ^  B = 1 , A о  B = 0 .
Тогда B ^  A =

б) A о  B = 0 .
Тогда —A ^  B =

в) A л  B = 0 , A ^  B = 1.
Тогда B ^  —A =

4



г) A v  B = 1 , A ^  B = 1.
Тогда —B ^  A =

д) A л  B = 0 , A v  B = 1 , A ^  B = 1.
Тогда B ^  A =

е) A ^  B = 1 , (Av B) ^  A = 1 .
Тогда —A о  B =

1.10. Существуют ли три таких высказывания A, B, C, чтобы одновремен­
но выполнялись для них следующие условия:

а) A v  —B = 0 , B ^  (A v  C) = 0 , —C ̂  —B = 1.
Решение. Из 1-го условия следует, что A = 0 и — B = 0, т.е. B = 1. Тогда из 

2-го условия следует, что A v  C = 0. Отсюда C = 0. Следовательно, — C ^  —B = 
—0 ^  —1 = 1 ^  0 = 0, что противоречит 3-му условию. Значит, трёх высказы­
ваний, удовлетворяющих всем данным условиям, не существует.

б) A л В  = 1 , A л  C = 0 , A л  B л  —C = 0 .

в) B ^  A = 1, A v  C = 0 , A о  (B л  —C) = 0 .

г) B v  C = 0 , —C ̂  A = 0 , A ^  B = 0 .

1.11. Предположим, что высказывание A л  —B  истинно. Выделите тогда 
среди следующих высказываний все те, которые также будут истинными.

A ^  B

——A о  —B
—A v  B

A л  B ложно, так как A = 1 , B = 0
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A ^  —B

1.12. Предположим, что высказывание A ^  B  ложно. Тогда среди сле­
дующих высказываний только одно будет ложно. Найдите его и объясните, 
почему это будет так.______________________________________________

B ^  A истинно, так как B = 0 , A = 1

A л  — B
A v  B

—B  ^  —A

—A о  B

1.13. Предположим, что высказывание B ^  A истинно. Определите тогда, 
какие из следующих высказываний не могут быть ложными, и объясните, 
почему._____________________________________________________________

A л  B

A о  B может, например, при A = 1 , B = 0

—A v  B

A л  —B

A v  —B

1.14. Предположим, что высказывание A ^  —B истинно. Определите то­
гда, какие из следующих высказываний не могут быть истинными, и объяс­
ните, почему.______________________________________________________

A v  B

A л  B не может, так как. A л  B = 1 при A = 1, B  = 1 , но при 
этих значениях A ^  —B  = 1 ^  —1 = 1 ^  0 = 0

B ^  A

—A v  B

A о  B

1.15. Для какого символьного выражения (слова) неверно утверждение:

— (Первая буква гласная) ^  — (Третья буква гласная) ? 

а) орёл ; б) алгоритм ; в) логика ; г) баобаб ; д) уравнение .
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ФОРМУЛЫ И ТАВТОЛОГИИ АЛГЕБРЫ ВЫСКАЗЫВАНИЙ

1.16. В следующей последовательности символов всевозможными спо­
собами расставить скобки так, чтобы получилась формула:

а) P  ^  -  Q л  R б) -  P  v  -  Q о  R

1.17. Составьте таблицы истинности для следующих формул и укажите 
среди них выполнимые, опровержимые, тождественно истинные (тавтоло­
гии) и тождественно ложные (противоречия):

а) (P ^  Q) ^  ((P ^  _ -Q ) ^  -P )  ; ___________________
P Q p  ̂  Q -Q P  ̂  -Q - P (P ̂  -Q ) ^  - P F
0 0
0 1
1 0
1 1

б) (P л (Q v  -P ))  л ((-Q  ^  P) v  Q) ;
P Q
0 0
0 1
1 0
1 1

в) P  л (Q л ( -P  v  -Q )) ;
р Q
0 0
0 1
1 0
1 1
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г) ((P v  —Q) о  R) л  (—R v  Q) ;
P Q R
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

д) X  v  X2 v  Хз) л  (X1 v  -X2 ) л (X2 v  —Хз ) л (X3 v  -X t ) л 
л (~Xi v  —Х2 v  —Х3) .

X, X2 X3
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

1.18. Докажите, что следующая формула выполнима; причём, значение 1 
она принимает только на одном наборе значений переменных. Найдите этот 
набор, не составляя всей таблицы значений формулы:

а) (P ̂  (Q л  R)) о  —(P ^  Q) ;

б) (X v  Y v  Z) л  -  (X о  Y) л  (Y ̂  X) л  (X ̂  Z );
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в) - Q л  S л  ( (-P  л  - R) v  (P л  R» л  (P v  Q v  R v  S) .

1.19. Докажите, что следующая формула опровержима, не составляя всей 
таблицы значений формулы, а лишь указав соответствующий набор значений 
переменных.

а) (-(R  v  Q) л  P)) ^  ((-P  л  -R ) v  -S )  ;

б) ((P v  Q) v  R)) ^  ((P v  Q) л  (P v  R ));

в) [(P ̂  (Q v  R)) л  -Q  л  S л  P  ] ^  - R  .

1.20. Дан фрагмент таблицы значений для некоторой формулу F(X, Y, Z). 
Для какой из следующих формул этот фрагмент мог бы служить частью её 
таблицы значений?

а) X  v  Y v  Z ;
б) X  л - Y  л  Z
в) X  л  Y л  - Z
г) - X  v  Y v  Z
д) X  л Y л  Z .

X Y Z F(X, Y, Z)
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 1 0

1.21. Докажите, что следующие формулы являются тавтологиями, соста­
вив их таблицы истинности (основные логические законы): 

а) P  v  - P  
(закон
исключенного 
третьего)

б) - ( P  л  -P )  
(закон 
отрицания 
противоречия)

P - P P  v  - P
0
1

P - P P  л  - P - (P  л  -P )
0
1
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в) - - P  О  P
(закон
двойного
отрицания)

г) P  ̂  P
(закон
тождества)

1.22. Докажите, что следующие формулы являются тавтологиями, соста­
вив их таблицы истинности (свойства логических операций):

а) (P л  P) о  P  
(идемпотентность 
конъюнкции)

б) (P v  P) О  P
(идемпотентность
дизъюнкции)

в) (P л  Q) О  (Q л P) (коммутативность конъюнкции)

P Q P  л Q Q л  P (P л  Q) о  (Q л P)
0 0
0 1
1 0
1 1

г) (P v  Q) О  (Q v  P) (коммутативность дизъюнкции)

P Q P  v  Q Q v  P (P v  Q) о  (Q v  P)
0 0
0 1
1 0
1 1

P P  л  P (P л  P) о  P
0
1

P P  v  P (P v  P) о  P
0
1

P - P - - P - - P  О  P
0
1

P P  ̂  P
0
1

10



д) ((P л  Q) л R) О  (P л  (Q л  R))_____(ассоциативность конъюнкции)
P Q R
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

е) ((P v  Q) v  R) О  (P v  (Q v  R))______ (ассоциативность дизъюнкции)
P Q R
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

ж) (P л  (Q v  R)) О  ((P л  Q) v  (P л  R)) (дистрибутивность конъюнкции 
____________________________________относительно дизъюнкции)

P Q R
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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з) (P v  (Q л  R)) O  ((P v  Q) л  (P v  R)) (дистрибутивность дизъюнкции
относительно конъюнкции)

P Q R
0 0 0
0 0 1
0 l 0
0 l 1
1 0 0
1 0 1
1 l 0
1 l 1

и) (P л  (Q v  P)) O  P (1 -ый закон поглощения)
P Q
0 0
0 1
1 0
1 1

к) (P v  (Q л  P)) O  P (2-ой закон поглощения)
P Q
0 0
0 1
1 0
1 1

л) — (P л  Q) O  (—P  v  —Q) (1-ый закон де Моргана)

P Q
0 0
0 1
1 0
1 1
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м) —(P v  Q) O  (—P л  —Q)____________(2-ой закон де Моргана)
P Q
0 0

0 1

1 0

1 1

1.23. Докажите, что следующие формулы являются тавтологиями (тож­
дественно истинны), не составляя их таблиц истинности:

а) (P л  Q л  R) ^  (—P  v  Q v  —R) ;

б) (X, л  —Y i) v  (X2 л  —Y2 ) v  (Yi л Y2 ) v  (Xt л  X2) ;

в) [(P ̂  (Q л  R)) л  (Q ^  S) л  ( R ^  T) л  (—P  ^  Y)] ^  ((S лТ) v Y ) .

1.24. Докажите, что следующие формулы являются противоречиями (то­
ждественно ложны), не составляя их таблиц истинности:

а) P  л  — (Q ^  (P л  Q )) ;

б) P  л  Q л  —R л  (P ^  (Q ^  R)) ;

в) (X! v  X2 v  X3 v  X4 ) л  (X! v  —X2 ) л  (X2 v  —X3) л  (X3 v  —X4 ) 
л  (X4 v  —Xi ) л  (—Xi v  —X2 v  —X3 v  —X4 ) .
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1.25. а) Отметьте здесь единст­
венную формулу, являющуюся 
тавтологией:

б) Отметьте здесь единст­
венную формулу, не являю­
щуюся тавтологией:

- P  л  P P  v  - P

- -  P  ^  - P P  ^  P

P  ^  P -  ( P  л  - P )

P  ^  - P ( P  л  P ) ^  P

P  v  P P  л P

1.26. Выясните, справедливо ли следующее утверждение:
а) |=  F v  G тогда и только тогда, когда |=  F  или |=  G .
Решение. Ясно, что если F -  тавтология или G -  тавтология, то F v  G

также является тавтологией. Обратное утверждение не верно, например, для 
формул F = P , G = - P .

б) |=  F v  G тогда и только тогда, когда |=  F  и |=  G ;

в) |=  F л  G тогда и только тогда, когда |=  F  и |=  G ;

г) |=  F  л G тогда и только тогда, когда |=  F  или |=  G ;

Д) |=  F ̂  G тогда и только тогда, когда |=  G .
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1.27. Привести примеры формул F  и G таких, чтобы следующая фор­
мула была тавтологией:

а) F л  G ________________________________________________________

б) F л  (G ^  F) _________________________________________________

в) F ̂  —F ______________________________________________________

1.28. Существует ли такая формула F , чтобы следующая формула была 
тавтологией:?

а) F л —F ______________________________________________________

б) F v  —F ______________________________________________________

1.29. Если формула F л  G является тавтологией, то какие из следую­
щих формул также будут тавтологиями:?

а) F ____________________________________________________________

б) G ____________________________________________________________

в) F v  G _______________________________________________________

г) F л  —G ______________________________________________________

д) — F v  G ______________________________________________________

е) —G ^  F ______________________________________________________

ж) F ^  G ______________________________________________________

з) F ̂  —G ______________________________________________________

РАВНОСИЛЬНОСТЬ ФОРМУЛ

1.30. Выпишите равносильности, получающиеся на основе тавтологий за­
дачи 1.22:
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1.31. Докажите, что справедливы следующие равносильности, составив 
таблицы истинности левой и правой формул:

а) P ^  Q = —P  v  Q выражение импликации через дизъюнкцию
и отрицание

P Q P  ^  Q —P —P  v  Q
0 0
0 1
1 0
1 1

б) P о  Q = (P ^  Q) л  (Q ^  P) выражение эквивалентности 
 через импликацию и конъюнкцию

P Q
0 0
0 1
1 0
1 1

1.32. Какой из формул правого столбца равносильна записанная слева 
формула ?

p  о  Q

■P v  Q

(P v  Q) ^  P

P  v  Q

P  ^  (Q v  P)

1.33. Из следующих пар формул только в одной содержатся равносильные 
формулы. Отметьте эту пару.

P  о  Q. и —P  v  Q

— (P v  Q) и —Q л  P

Q v  — P  и P  ^  Q

—P  ^  Q и P  v  —Q

Q ^  P  и —P  л  Q

P  ^  —Q и р  л  Q
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1.34. Какой из формул правого столбца равносильна записанная слева 
формула ?____________________  _________________________

(P л  —Q) v  R
— (—P  л  Q) л  —R

(—P  ^  —Q) v  R

P  л  —Q л  —R

— (—R ^  (—P л  Q) ) 

—P  v  —Q v  R

1.35. Применяя равносильные преобразования, приведите следующие фор­
мулы к наиболее простой форме:

а) —((P ̂  Q) л  (Q ^  —P)) =
= —(P ̂  Q) v  —(Q ^  —P) = —(—P  v  Q) v  —(—Q v  —P) =
= (——P  л  —Q) v  (——Q л ——P) = (P л  —Q) v  (Q л  P) =
= (P л  —Q) v  (P л  Q) = P  л  (—Q v  Q) = P  л  1 = P .
б) —(—P  л  —Q) v  ((P ̂  Q) л  P) =

в) (P о  Q) л  (P v  Q) =

г) (P ̂  Q) л  (Q ^  —P) л  (R ^  P) =

д) (P л  —Q) о  (P ^  (Q л  R)) =

1.36. Составьте правильное утверждение:
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Два высказывания истинно высказывание A

ложно высказывание A

ложно высказывание B

истинно высказывание B

истинно высказывание A л  B

1.37. Составьте правильное утверждение:

Три высказывания 
—A  , A ^  B и —B  

одновременно истинны  
тогда и только тогда, когда ...

истинно высказывание —A ^  —B

ложно высказывание —A л  —B

истинно высказывание A ^ B

ложно высказывание A v B

истинно высказывание —A v  —B

1.38. Составьте правильное утверждение: 
Из двух высказываний 

A л  B  и A ^  B 
по меньш ей мере одно истинно 

Тогда и только тогда, когда 
истинно высказывание .

A л B

A

B

A v  B

1.39. Составьте правильное утверждение: 
Из трех высказываний 

A ^  B , A ^  (B л  C), C ̂  B 
по меньшей мере одно истинно 

тогда и только тогда, когда 
истинно высказывание ...

(A л  C) ^  B

B л  C

(A л  C) ^  (B л  C)
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НОРМАЛЬНЫЕ ФОРМЫ ДЛЯ ФОРМУЛ АЛГЕБРЫ 
ВЫСКАЗЫВАНИИ

1.40. Укажите, в какой форме представлена каждая из следующих формул 
от трех переменных P, Q, R : СДН-форме; ДН-форме, но не СДН-форме; СКН- 
форме; КН-форме, но не СКН-форме; ни в одной из перечисленных четырех 
форм.

а) (P л  —Q) v  (—P  л  Q) v  (P л  Q л  —R)

б) (P v  —Q v  —R) л  (—P  v  Q v  R) л  (P л  —Q л R)

в) (—P  v  Q v  R) л  (P v  —Q v  R) л  (—P  v  —Q v  —R)

г) (P л  Q л  R) v  (—P  л  Q л  R) v  (P л  —Q л  R) v  (P л 2  л—R)

Д) ((—P  v  Q) л  (Q л  —R)) v  (P л  —Q л —R)

1.41. Укажите единственную формулу из перечисленных, являющуюся
совершенным конъюнктивным одночленом от переменных P, Q, R, S:

—P  v  Q v  —S v  R —P  л  Q л  —R

P  л  —Q л R л  —P P  л  —iR л  —iQ л  S

—P  л Q, л  (R v  —S) —P  л  —Q л  S л  —P  л  R

1.42. Укажите единственную формулу уюсящуювляых,Xнелсичерепзи

совершенным дизъюнктивным одночленом от переменных P, Q, R, S:
—P  л  —Q л  S л  —R P  v  —Q v  —S

—P  v  Q v  R v  —P  v  S —P  v  Q, v  (R л  S)

—P  v  Q v  —R v  —S —P  v  —Q v  R
1.43. Используя равносильные преобразования, приведите следующие

формулы к СДН-форме:
а) X  ̂  Y = —X  v  Y = (—X  л  1) v  (1 л  Y) =
= (—X  л  (Y v  —Y)) v  ((X v  —X) л  Y) =
= (—X  л  Y) v  (—X л  —Y) v  (X л  Y) v  (—X л Y) = 
= (—X  л  Y) v  (—X л  —Y) v  (X л  Y).
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б) X  v  Y =

в) (X ̂  Y) ^  Z  =

г) - ( X  v  Z) л  (X ̂  Y) =

1.44. Используя равносильные преобразования, приведите следующие 
формулы к СКН-форме:

а) —, ( X Y) = —1(—X v  Y) = —I—X л  —i Y = X л  —iY=
= (X v  0) л  (0 v  —Y) = (X v  (Y л —Y)) л  ((Xл  —X) v  —Y) =

б) —X  л  — Y =

г) ((X ̂  Y) v  —Z) ^  (X v  (X о  Z)) =

20



1.45. Укажите тот единственный набор значений переменных P, Q, R, S, 
на котором данный совершенный конъюнктивный одночлен принимает значе­
ние 1:

а) P  л — Q л  R л  — S : P  = Q = R = S =

б) — P  л  Q л  —R л —S : P  = Q = R = S =

в) P  л Q л R л S : P  = Q = R = S =

г) P  л  Q л —R л  S : P  = Q = R = S =

1.46. Укажите тот единственный набор значений переменных P, Q, R, S, 
на котором данный совершенный дизъюнктивный одночлен принимает значе­
ние 0:

а) P  v  Q v  —R v  — S : P  = , Q = , R = , S = ;

б) P  v  Q v  R v  S : P  = , Q = , R = , S = ;

в) —P  v  —Q v  R v  —S : P  = , Q = , R = , S = ;

г) — P  v  Q v  —R v  —S: P  = , Q = , R = , S = ;

1.47. Укажите тот единственный совершенный конъюнктивный одночлен, 
который принимает значение 1 на следующем наборе значений переменных P,
Q, R, S :

а) P  = 1, Q = 1, R = 1, S = 1 : ;
б) P  = 0, Q = 1, R = 0, S = 1 : ;
в) P  = 1, Q = 1, R = 1, S = 0 : ;
г) P  = 0, Q = 0, R = 0, S = 0 : ; 
Д) P  = 0, Q = 0, R = 1, S = 0 :  .

1. 48. Укажите тот единственный совершенный дизъюнктивный одночлен, 
который принимает значение 0 на следующем наборе значений переменных P,
Q, R, S :

а) P  = 1, Q = 0, R = 0, S = 0 : ;
б) P  = 0, Q = 0, R = 0, S = 0 : ;
в) P  = 0, Q = 1, R = 1, S = 0 : ;
г) P  = 1, Q = 1, R = 1, S = 1 : ; 
Д) P  = 0, Q = 0, R = 0, S = 1 :  .

1.49. Найдите СДН-формы для формул F, G , H , K , L , заданных сле­
дующими таблицами своих значений:
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P Q R F G H K L
0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 1 1
1 1 1 0 0 0 1 0

а) F (P, Q, R) =
б) G (P, Q, R) =

в) H  (P, Q, R) =

г) K (P, Q, R) =

д) L (P, Q, R) =

1.50. Найдите СКН-формы для формул F, G, H, K, L, заданных таблицами 
значений, приведенными в предыдущей задаче:

a) F (P, Q, R) = ;

б) G (P, Q, R) =

в) H  (P, Q, R) =

г) K  (P, Q, R) =

д) L (P, Q, R) =

1.51. Определите, для какой из формул, записанных справа, формула, за­
писанная слева, является СДН-формой.
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( X  л  Y ) v  ( - X  л  —Y )
X  О  Y

X  ^  Y

X  л Y

——X  v —Y

X  v Y

1.52. Определите, для какой из формул, записанных справа, формула, за­
писанная слева, является СКН-формой.__________  ___________________

X  ^  Y
( X  v  Y ) л  ( X v  —Y ) л  ( —X  v  Y )

—iX л —iY

X  О  Y

X  л Y

—IX  v  —iY

1.53. Определите, для какой из формул, записанных справа, формула, за­
писанная слева, является СДН-формой.

Z  ^  (X л  Y)

(X л  Z) ^  Y

(X л  Y) ^  Z
((X v  Y) ^  Z)

(X л  Y) ^  Z- I

1.54. Определите, для какой из формул, записанных справа, формула, за­
писанная слева, является СКН-формой.

(X л  Z) ^  (Y О  Z)

(X О  Y) ^  (X л  Z)

(X v  Y) ^  (X л  Z)

(Y О  Z) ^  (X v  Y)
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ЛОГИЧЕСКОЕ СЛЕДОВАНИЕ ФОРМУЛ

1.55. Формулы Ft (P, Q, R) и Gj (P, Q, R) (i = 1, 2, 3; j  = 1, 2, ... , 11) от трёх
переменных заданы своими таблицами истинностных значений:

P Q R Fj F2 F3 Gj G2 G3 G, G5 G* g 7 Gs g9 Gj» Gjj
0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1

нет
Выясните, какие из формул Gj (j = 1, ... , 11) являются логическими след­

ствиями трех формул Fj , F2, F3 ?
Решение. Например, формула G5 не является логическим следствием 

формул F1, F2 , F3 , так как при P = 1, Q = 0, R = 1 все формулы F1 , F2 , F3 

принимают значение 1, а формула G5 принимает значение 0.
1.56. Докажите, что имеет место следующее логическое следование, руко­

водствуясь определением этого понятия (т.е. составив таблицы истинности 
обеих формул). Выясните, будут ли верны обратные следования.

P Q R
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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б) (P л  Q) v  R | =  P  v  (Q ^  R) ;
P Q R
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

в) (P ̂  Q) л  R | =  (P v  —R) ^  Q ;
P Q R
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

г) (P ̂  Q) ^  R H= (P л  Q) ^  R ;
P Q R
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

1.57. Расположите формулы так, чтобы из каждой логически следовали 
все, стоящие после нее:
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a) P  v  Q , - ( P  (Q ^  P )), - ( - P  л  -Q ) , - P  о  Q , - P  л  Q ;
P Q P  v  Q - ( P  ̂  (Q ^  P ) - ( - P  л  -Q ) - P  о  Q - P  л  Q
0 0
0 1
1 0
1 1

Ответ : - ( P  ̂  (Q ^  P)) | =  - P  л  Q | =  - P  о  Q | =  - ( - P  л  -Q )  

| =  P  v  Q .

б) P  ̂  Q , - P  л  -Q  , P  ̂  (Q ^  (P л  Q)) , Q v  - P , P  о  Q ;
P Q
0 0
0 1
1 0
1 1

Ответ :

в) (P ̂  Q) v  P , - ( P  ̂  Q) л  - ( Q ^  P ) , - ( P о  Q ), - ( P л  Q ), - P л  Q .

p Q
0 0
0 1
1 0
1 1

Ответ :

1.58. Методом от противного выясните, верны ли следующие логические 
следования:

a) F ̂  G , K  ̂  - H  , H  v  - G  | =  F ̂  - K  ;
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Решение . Предположим, что следование не верно, т.е. F ^  G = 1 , 
K  ^  —H = 1 , H v  — G = 1 , а F ^  — K = 0 . Из последнего равенства получаем: 
F = 1 , K = 1. Тогда из F = 1 и F ^  G = 1 следует G = 1; из K  ^  — H = 1 и K = 1 
следует H = 0. Тогда H v  —G = 0 v  —1 = 0 v  0 = 0, что противоречит предполо­
жению. Значит, предположение не верно, т.е. следование выполняется.

б) F  v  G , F ̂  —K  , K  v  H  | =  H  v  G ;
Решение .

в) F ̂  (—K  ̂  M) , (—H  л  L) ^  —Q , Q ^  F  | =  (F  л  L) ^  —M ; 
Решение .

г) F ̂  G , —K  ̂  —L , S ^  H , —F ̂  —K , H  ̂  L | =  S ^  G . 
Решение .

1.59. Докажите, что:
а) если F , G |=  H  и |=  F  , то G |=  H ; 
Решение .

б) если | =  G , то для любой формулы F  справедливо F  |=  G ; 
Решение .

в) если F -  тождественно ложная формула, то для любой формулы G 
справедливо F  | =  G .

Решение .
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1.60. Докажите, что:
а) Fj , F2, . . . ,  Fm \=  G тогда и только тогда, когда 
формула Fj л  F2 л  ... л  Fm л  — G тождественно ложна;

б) формула F  тождественно ложна тогда и только тогда, когда 
f  \=  к  и F  h=  —I K  для некоторой формулы K  или, 
если F  |=  K  и F  |=  —K, то |=  — F  ;

в) справедливо логическое следование: G v  F, H  v  — F  |=  G v  H, 
называемое правилом резолюции; при этом пишут:

G v  H  = Res F (G v  F, H  v  —F) 
и формулу G v  H  называют резольвентой формул G v  F  и H  v  —F  по F.

1.61. Методом резолюций выясните, верны ли следующие логические 
следования:

а) K  v  L, K  -+M, L ^  N  | =  M  v  N .
Решение. Составим конъюнкцию посылок и отрицания следствия и при­

ведём полученную формулу к конъюнктивной нормальной форме?
(K v  L) л  (K ̂  M) л  (L ^  N) л  — ( M  v  N) =

= (K v  L) л  (—K v  M) л  (—L v  N) л  —M  л  —N .
Рассмотрим множество полученных дизъюнктов (дизъюнктивных одно­

членов): {K v  L, —K v  M, —L v  N, —M, —N  } = { Dj, D2, D3, D4, D5 } .
Применяя правило резолюции (задача 1.60 в), получим из этого множест­

ва формул противоречие (пустую формулу):
Ф1 = Res m (D2, D4) = Res m (—K  v  M, ——M) = —iK,
Ф2 = Res n (D3, D5) = Res n (—L v  N, ——N) = ——L,
Ф3 = Res k (Ф1, Dj) = Res k (—K, K  v  L) = L,
Ф4 = Res L (Ф2, Ф3) = Res L (—L, L) = 0  .
Следовательно, данное логическое следование выполняется.
б) Y ^  Z, X ^  V, X v  —Z  |=  V v  —Y ;
Решение .
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в) ——S ^  C, ——C v  —D, D v  L, ——L |— S ; 
Решение

г) P  ̂  R, Q ^  S, —iR v  —iS |— —iP v  ——Q ; 
Решение

д) (F л  G) ^  —R, (F л  H) ^  K, F  ̂  —K, (F л  —G) ^  H  \=  F  ̂  —R. 
Решение

ПРИМЕНЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ ФОРМ

1.62. Найдите все такие неравносильные между собой формулы F(X, Y) от 
двух переменныхX и Y, чтобы следующая формула была тавтологией:
а) ((—X  v  —Y) л  F) ^  ( F ^  (X л  Y)) ;
б) ((X ^  Y) v  F) ^  (F л  (Y v  —X)) ;
в) ((F л  Y) ^  —X) ^  ((X ^  — Y) ^  F ).

Решение. а) Составьте сначала таблицу значений данной формулы, кото­
рые будут зависеть от соответствующих значений искомой формулы F(X, Y):

X Y —X —Y —X v—Y (-X v-Y )  л  F Xa Y F^(X a Y) Данная
формула

0 0 1 1 1 F(0, 0)
0 1 1 0 1 F(0, 1)
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1 0 0 1 1 F(1, 0)
1 1 0 0 0 0

Затем, исходя из условия задачи, согласно которому в последнем столбце 
должны стоять только единицы, определите, какие значения должна прини­
мать искомая формула F(X, Y) на каждом наборе значений переменных, и за-

Оказывается, условию задачи удов­
летворяют две (с точностью до рав­
носильности) формулы. Найдите их 
вид, исходя из полученных таблиц 
их значений и используя совершен­
ные нормальные формы:

б) , в) Вложите в тетрадь листки с решениями этих задач.

1.63. Найдите все такие неравносильные между собой формулы F(X, Y, Z) 
от трёх переменных X, Y , Z, чтобы выполнялась равносильность:
а) (X ^  Z) О  F = (X л  -Y ) ^  Z  ;
б) X  О  - F  = (X л  Y) ^  Z  ;
в) (F О  Z) О  (X v  Y) = (X л  -Y )  v  Z .

Решение. а) При Z = 1 данная равносильность превращается в следующую 
F(X, Y, 1) = 1, откуда вытекает, что:

F( , , 1  ) = F( , , 1 )  = Заполните
F( , , 1  ) = F (  , , 1  ) = 1 . пробелы  !

При Z = 0 данная равносильность принимает вид:

Продолжите означивание переменных. В итоге составьте таблицу значе-
ний для формулы F  (X, Y, Z) :

X Y Z F(X, Y, Z)
0 0 0
0 0 1
0 1 0

пишите их в таблицу:
X Y F(X, Y) F1 F2
0 0
0 1
1 0
1 1

F1 (X, Y) = 

F2 (X, Y) =
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Используя совершенную

нормальную форму, находим саму 

формулу:

F (X, Y, Z) = ____________________________________________________
Проверка:

0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

1.64. Найдите все, не являющиеся тавтологиями и неравносильные между 
собой формулы F (X, Y) , зависящие от переменных X  и Y, являющиеся логи­
ческими следствиями следующих формул:

а) —X  —— Z  и —IY —— ——Z ;
б) X  — Y , Y — Z  и X  v  Z  ;
в) — Y О  — Z , X  v  (Y л  Z) и —X  — Z .
Р е ш е н и е . а) Составим таблицы значений данных формул:

X —X —X  — Z

1 1
Выделите те строки (и те значения переменных X  и Y в них), в которых 

обе формулы —X  — Z и — Y — —Z  принимают значение 1 . Чтобы быть их ло­
гическим следствием, искомая формула F(X, Y) при этих значениях X  и Y так­
же должна принимать значение 1. Учитывая это, составьте таблицу значений

X Y F(X, Y) Fi F2
0 0 1
0 1 1
1 0 1

Условию задачи будут удовле­
творять две (с точностью до рав­
носильности) формулы, но одна 
из них является тавтологией. 
Вторую найдите с помощью со-

I I
0 0 0
0 0 1
0 1 0

1 1
0 0

1 0 1
1 0
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вершенной_______
нормальной формы:

1.65. Найдите все, неравносильные между собой и не тождественно 
ложные формулы F, зависящие лишь от указанных пропозициональных пере­
менных, так, чтобы выполнялось следующее логическое следование:
а) X  ̂  —Y , F (X, Z) (X л Z) v  Y ;
б) X v  —Z , Y ^  (X л Z ) , F (X, Y) | =  —Y v  —Z ;
в) X  ̂  Y , F (X, Y, Z) | =  X л — Z .

Решение. а) Составим таблицы значений данных формул:
X Y Z —Y X  л  Z X  ^  —Y (X л  Z) v  Y
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

Выделите те строки (и те значения переменных X  и Z в них), в которых 
первая формула-посылка X  ^  —Y принимают значение 1 , а формула- 
следствие (X  л  Z) v  Y принимает значение 0. Тогда при этих значениях X  и Z 
искомая формула-посылка F(X, Z) должна принимать значение 0, чтобы логи­
ческое следование имело место. Учитывая это, составьте таблицу значений для

Условию задачи будут удовле­
творять две (с точностью до рав­
носильности) формулы, но одна 
из них тождественно ложна. Вто­
рую найдите с помощью совер­
шенной_______________________
нормальной формы:

формулы F(X, Z) :
X Y F(X, Z) Fx F2
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0

F2 (X, Z) =

1 1 1

Fi (X, Y) =
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2 .  п  РИМЕНЕНИЯ АЛГЕБРЫ 

ВЫСКАЗЫВАНИЙ

НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ

A д о с т а т о ч н о  д л я  B  
B н е о б х о д и м о  д л я  A

2.1. Вставьте слова "необходимо, но не достаточно", "достаточно, но не 
необходимо", "необходимо и достаточно", "не необходимо и не достаточно", 
чтобы полученные высказывания стали истинными:

а) Для делим ости числа на 
15

чтобы оно д ел и ­
л ось  на 3.

б) Для чётности нату­
рального числа п

чтобы число 3п 
бы ло чётным.

в) Для делим ости числа ab 
на с

чтобы а и b  д е ­
лились на с.

г) Для делим ости числа а 
+ b  на с

чтобы а и b  д е ­
лились на с.

д) Для х2 + у 2 = 0 чтобы
х = 0  и у  = 0.

е) Для х2 - у2 = 0 чтобы
х = 0  и у  = 0.

ж Для того, чтобы выпук­
лый четырёхугольник  
бы л прямоугольником,

чтобы его диаго­
нали были рав­
ны.

3) Для того, чтобы выпук­
лый четырёхугольник  
бы л параллелограм­
мом,

чтобы его диаго­
нали в точке пе­
ресечения д ел и ­
лись пополам.

и) Для того, чтобы тре­
угольник был прямо­
угольным,

чтобы д в е его 
стороны были  
равны.
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к) Чтобы прямая была чтобы она была
перпендикулярна к перпендикулярна
плоскости, какой-либо прямой

этой плоскости.
л) Для х 2 = у 2 чтобы X = у .

м) Для х  < у чтобы |х| < |у|

2.2. Из следующих условий выберите то, которое является достаточным, 
но не необходимым условием того, что треугольник равнобедренный:

Два внешних угла тругольни- 
ка равны между собой .

Две высоты треугольника 
равны между собой .

Две медианы треугольника 
равны между собой .

Три внутренних угла треу­
гольника равны между собой .

Два внутренних угла треугольника равны между собой .

2.3. Определите строение каждой из следующих теорем, выделив в них 
элементарные утверждения и записав их в виде формул алгебры высказыва­
ний:

Н еобходимы м условием  делимости  
числа на 2 и 3 является его делим ость  
на 6.

Диагонали ромба взаимно перпен­
дикулярны и в точке пересечения д е ­
лятся пополам.

Если параллелограмм не является  
ромбом, то его диагонали либо не пер­
пендикулярны, либо не делятся попо­
лам точкой пересечения.

Достаточным условием  равенства 
нулю произведения двух чисел являет­
ся равенство нулю одного из них.

Для того, чтобы у треугольника два  
внешних угла были равны, необходим о, 
чтобы он бы л равнобедренны м.

Необходимым условием  отличия от 
нуля произведения двух чисел является  
неравенство нулю каждого из них.
Определите, какая из пяти первых теорем имеет одинаковое строение с 

последней.
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ПРАВИЛЬНЫЕ И НЕПРАВИЛЬНЫЕ РАССУЖДЕНИЯ

Два типа правильных (и весьма распространенных) 
умозаключений:

X i  Y , X X i  Y , —Y
Y —X

Modus ponens 
Утверждающий модус

Modus tollens 
Отрицающий модус

2.4. По одному из приведенных правил сделайте соответствующее умо­
заключение и укажите правило, по которому оно сделано:

а) Если будет засуха, посевы  погибнут. 
Посевы не погибли.

Следовательно,

б) Если бухта зам ерзает, то корабли не могут войти в нее. 
Бухта зам ерзла.

Следовательно,

в) Если будет идти дож дь, то экскурсия в парк не состоится. 
Экскурсия состоялась.

Следовательно,

2.5. Докажите, что умозаключения по правилам:
а) X  i  Y , Y | =  X  ,
б) X  i  Y , —X  —Y не в еп н ы  !

Решение. а)

Решение. б)

2.6. Выявите схему каждого умозаключения и определите, верно оно или
нет.
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Умозаключение Его схем а
1. Если растение лекарственно, то его 

сл едует охранять.
Растение не лекарственно. 
С ледовательно, его не сл едует охранять.

2. Если курок ружья сломан, то ружьё даст  
осечку.

Ружьё дал о  осечку.
С ледовательно, его курок сломан.

3. Если к воскресенью  снег не растает, то мы 
не пойдём на прогулку в л ес.

Мы идём на прогулку в л ес. 
С ледовательно, снег растаял.

4. Если наступает осень, то птицы улетают 
на юг.

Птицы не улетели на юг.
С ледовательно, осень ещ ё не наступила.

2.7. Из двух утверждений —A ^  B  и B :

сл едует утверждение A нет, не следует, т.к. при —A ^  B = 1 и 
B = 1 вполне может быть A = 0 .

сл едует утверждение —A

не следует утверждение — B ^  A

не следует утверждение — A

следует утверждение B ^  — A
Отметьте истинное утверждение.

2.8. Имеется два утверждения:
Если туман не рассеется, то вылет самолета будет задержан. 
Туман рассеялся.

Тогда отсюда:
(1) следует, что вылет не будет задержан.

(2) следует, что вылет будет задержан.
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(3) следует, что если вылет будет задерж ан, то туман 
не рассеялся.

(4) не следует, что если вылет не будет задержан, то 
туман рассеялся.

Отметьте истинное утверждение.

2.9. Докажите, что справедливы следующие логические следования, назы­
ваемые правилами логических умозаключений:

а) F — G, G — H  | =  F — H  (правило цепного заключе­
ния)

б) F — G — G —̂ —iF (правило контрапозиции)

в) (F л  H) — G | =  (— G л  H) — —F
(правило расширенной контрапозиции)

г) Fi — G, F2 — G, Fi v  F2 | =  G
(простая конструктивная дилемма)

д) Fi — Gi, F2 — G2, Fi v  F2 | =  Gi v  G2
(сложная конструктивная дилемма)

е) F — Gi, F  — G2, — Gi v  — G2 — F
(простая деструктивная дилемма)

ж) Fi — Gi, F2 — G2, — Gi v  — G2 |^- —Fi v  —F2
(сложная деструктивная дилемма)
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з) F ̂  (G ^  H) | =  (F л  G) ^  H  ,
(F л  G) ^  H  | =  F ̂  (G ^  H)

(правила объединения и разъединения посылок)

и) F ̂  (G ^  H) | =  G ^  (F ̂  H)
(правило перестановки посылок)

к) F  ̂  H, G ^  H  | =  (F v  G) ^  H  (правило разбора случа­
ев)

2.10. Для следующих умозаключений определите, по какому из приве­
дённых в предыдущей задаче 2.10 правил оно осуществлено:

а) Если прямая l перпендикулярна двум прямым а и b, лежащим в плоскости 
П, и прямые а и b не параллельны, то прямая l перпендикулярна всякой 
прямой с, лежащей в плоскости П.

Если прямая l перпендикулярна двум прямым а и b, лежащим в плоскости 
П, и прямая l не перпендикулярна некоторой прямой с, лежащей в этой 
плоскости, то прямые а и b параллельны.

б) Если четырёхугольник является квадратом, то
его диагонали перпендикулярны.

Если четырёхугольник является квадратом, то 
его диагонали равны.

Диагонали четырёхугольника ABCD либо не перпендикулярны, 
либо не равны.

Четырёхугольник ABCD -  не квадрат.

в) Если четырёхугольник -  параллелограмм, то точка пересечения 
его диагоналей делит их пополам.

Если точка пересечения диагоналей четырёхугольника делит их пополам, 
то четырёхугольник обладает центральной симметрией.

Если четырёхугольник -  параллелограмм, то он обладает центральной симметрией.
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г) Если четырёхугольник является параллелограммом, то
его диагонали точкой пересечения делятся пополам.

Если четырёхугольник является равнобочной трапецией, то 
его диагонали равны.

Четырёхугольник ABCD -  либо параллелограммом, либо равнобочная трапеция.

Диагонали четырёхугольника ABCD либо точкой пересечения делятся пополам, 
либо равны.

д) Если радиус окружности проведён в точку касания окружности и прямой, то 
он перпендикулярен этой прямой.

Если радиус окружности не перпендикулярен прямой, то он проведён 
не в точку касания окружности и прямой.

е) Если две окружности равны, то, если хорда одной окружности больше 
хорды другой окружности, то первая хорда расположена ближе к центру 
своей окружности, чем вторая -  к центру своей окружности.

Если две окружности равны и хорда одной окружности больше 
хорды другой окружности, то первая хорда расположена ближе к центру 
своей окружности, чем вторая -  к центру своей окружности.

ж) Если четырёхугольник является ромбом, то его диагонали перпендикулярны. 
Если четырёхугольник является квадратом, то его диагонали перпендикулярны. 
Четырёхугольник ABCD -  ромб или квадрат.

Диагонали четырёхугольника ABCD перпендикулярны.

з) Если четырёхугольник является параллелограммом, то
его диагонали точкой пересечения делятся пополам.

Если четырёхугольник является равнобочной трапецией, то 
его диагонали равны.

Диагонали четырёхугольника ABCD либо не делятся пополам точкой пересечения, 
либо не равны.

Четырёхугольник ABCD -  либо не параллелограммом, либо 
не равнобочная трапеция.

и) Если треугольник равнобедренный, то в нём есть два равных угла.

Если в треугольнике нет двух равных углов, то он не равнобедренный. 

к) Если четырёхугольник -  квадрат, то он -  ромб.
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Если четырёхугольник -  ромб, то он -  параллелограмм.

Если четырёхугольник -  квадрат, то он -  параллелограмм.

2.11. Имеется утверждение: ___________
Если решётка дистрибутивна, то она модулярна. |

Из следующих утверждений выберите то, которое следует из данного.

Н еобходимы м услови­
ем немодулярности  
решётки является ее  
недистибутивность.

Достаточным усл ови­
ем немодулярности  
решётки является её  
дистибутивность.

Н еобходимы м усл о­
вием недистрибутив-
ности решётки являет­
ся её  немодулярность.

2.12. Выясните, справедливо ли следующее рассуждение.
Я пойду или в кино на новую кинокомедию (A), или на занятие 

по математической логике (B). Если я пойду в кино на новую кино­
комедию, то я от всей души посм ею сь (C). Если я пойду на занятие 
по математической логике, то испытаю больш ое удовольствие от 
следования по путям логических рассуждений (D). С ледовательно, 
либо я от всей души посм ею сь, либо испытаю больш ое у д ов ол ь ­
ствие от следования по путям логических рассуждений.

Решение. Учитывая буквенные обозначения высказываний, приведенные 
в условии, требуется выяснить, справедливо ли следующее логическое следо­
вание: A v  B , A ^  C , B ^  D | =  C v  D . Предположим, что следование не вер­
но, т. е. найдутся такие высказывания K, L, M, N, что K  v  L = 1, K ^  M  = 1, L 
^  N = 1, но M  v  N = 0. Получите отсюда противоречие: ___________________

Следовательно, данное логическое следование 

и приведённое рассуждение
2.13. Имеются три утверждения:

Достаточным у с­
ловием  дистрибу­
тивности решётки
является её  м оду­
лярность.

Решётка модуляр­
на, если она не
дистрибутивна.
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1.Все колибри имеют яркое оперение.
2. Ни одна крупная птица не питается нектаром.
3. Птицы, которые не питаются нектаром, имеют 

неяркое оперение.
Из следующих утверждений выберите то, которое следует из трех данных 

(в пустые места впишите формулы, выражающие структуру данного высказы-

Маленькие птицы име­
ют яркое оперение

Питающаяся нектаром  
птица — колибри.

Все маленькие птицы -
колибри.

Обоснуйте свой выбор:

2.14. Имеются три утверждения: ____________________
1. Яркие цветы всегда благоухают.
2. Я не лю блю  цветы, выросш ие не на от­
крытом воздухе.
3. Ни один цветок, выросший на открытом 
воздухе, не имеет бледной окраски.

Из следующих утверждений выберите то, которое следует из трех данных 
(в пустые места впишите формулы, выражающие структуру данного высказы-

Я лю блю  только не­
яркие цветы.

Всякий яркий цве­
ток вы рос на от­
крытом воздухе.

Я лю блю  только бла­
гоухающие цветы.________________

вания):
Благоухающие цве­
ты вы росли на от­

крытом воздухе.

Всякий благоухаю ­
щий цветок ярок.

вания):
Колибри не пи­

тается нектаром.

Колибри — ма­
ленькая птица

Обоснуйте свой выбор:
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"ЛОГИЧЕСКИЕ" ЗАДАЧИ

2.15. При составлении расписания уроков на один день учителя математи­
ки, истории и литературы высказали следующие пожелания: математик просил 
поставить ему или первый, или второй урок; историк — или первый, или тре­
тий; учитель литературы — или второй, или третий. Как составить расписание, 
чтобы учесть все пожелания?

Решение. Запишем требование задачи в символическом виде и преобразу­
ем полученное выражение равносильным образом, используя равносильности 
(законы) алгебры высказываний:

^ i v  М2 ) л (И  v  И3 ) л (Л2 v  Л3 ) =
= ((М1 лИ  ) v  (М2 лИ  ) v  (М1 л И3 ) v  (М2 л И3 )) л (Л2 vЛ3 ) =
= (И1 л М2 л(Л2 vЛ3 )) v  (М1 л И3 л(Л2 vЛ3 )) v  (М2 л И3 л(Л2 vЛ3 )) =
= (Hi л^Д2 л Л2 ) v  (И1 л Л̂̂2 л Л3 ) v  (̂ Mi л И3 л Л2 ) v  (̂ Mi л И3 л Л3 ) v  
v  (̂ М̂2 л И3 л Л2 ) v  (̂ М̂2 л И3 л Л3 ) = (Hi л Л̂̂2 л Л3 ) v  (̂ Mi л Л2 л И3 ) . 
Таким образом, возможны два варианта составления расписания: история, 

математика, литература или математика, литература, история.
2.16. Эта задача аналогична предыдущей. Но здесь четыре предмета — 

математика, физика, химия, география и следующие пожелания. Если i -ый 
урок математика, то 3-ий урок не физика, а химия 2-ой, либо 4-ый урок. Если 
физика не i -ый урок, то математика i -ый урок, а химия - 2-ой. На 2-ом уроке 
физик занят в другом классе. Химик не согласен на 2-ой урок, если физика — 
на i -ом, и, кроме того, химик отказывается от 4-го урока.

[Ответ: возможны три варианта: МХГФ, ФМХГ, ФГХМ.]
Решение.

42



2.17. Для полярной экспедиции из восьми претендентов A, B, C, D, E, F, G 
и H надо отобрать шесть специалистов: биолога, гидролога, синоптика, ради­
ста, механика и врача. Обязанности биолога могут выполнять E и G, гидролога
— B и F, синоптика — F и G, радиста — C и D, механика — C и H, врача — A 
и D. Хотя некоторые претенденты владеют двумя специальностями, в экспе­
диции каждый сможет выполнять только одну. Кого и кем следует взять в экс­
педицию, если F не может ехать без B, D — без H и без C, C не может ехать 
одновременно с G, а A не может ехать вместе с B?

[ Указание. Запишите символически условия того, кто с кем и без кого 
не может ехать. Образуйте их конъюнкцию и приведите ее равносильными 
преобразованиями к конъюнктивному одночлену. Вложите в тетрадь листок 
с решением этой задачи. ]

2.18. Шесть спортсменов — Адамов, Белов, Ветров, Глебов, Дронов, Ер­
шов - в проходившем соревновании заняли шесть первых мест, причем ни од­
но место не было разделено между ними. О том, кто какое место занял, были 
получены такие высказывания: 1) "Кажется, первым был Адамов, а вторым
— Дронов"; 2) "Нет, на первом месте был Ершов, а на втором — Глебов"; 3) 
"Вот так болельщики! Ведь Глебов был на третьем месте, а Белов — на чет­
вертом"; 4) "И вовсе не так: Белов был пятым, а Адамов — вторым"; 5) "Все 
вы перепутали: пятым был Дронов, перед ним — Ветров". Известно, что в вы­
сказывании каждого болельщика одно утверждение истинное, а другое лож­
ное. Определите, какое место занял каждый из спортсменов.

[ Указание. Рассмотрите высказывания: Ai: "Адамов занял i-е место" (i = 
1, 2, 3, 4, 5, 6). Аналогичные значения имеют символы: Bi, V, Gi, D, Ei. Выска­
зывания болельщиков представьте в виде дизъюнкций. Все они будут истин­
ны. Рассмотрите конъюнкцию этих истинных дизъюнкций. Преобразуйте 
эту конъюнкцию и, учитывая ее истинность, выведите распределение мест 
между спортсменами. ]

Решение.

2.19. Перед началом забегов зрители обсуждали скаковые возможности 
трех лучших лошадей с кличками "Абрек", "Ветер", "Стрелок".

— Победит или "Ветер", или "Стрелок", — сказал один зритель.
— Если "Ветер" будет вторым, то победа достанется "Абреку", — сказал 

другой болельщик.
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— Много вы понимаете в лошадях, — возмутился третий болельщик. — 
Вторым придет "Ветер" или "Абрек".

— А я вам скажу, — вмешался четвертый болельщик, — что если "Ветер" 
придет третьим, то "Стрелок" не победит.

После забега оказалось, что три лошади "Абрек", "Ветер" и "Стрелок" за­
няли три первых места, не деля между собой ни одного из мест, и что все че­
тыре предсказания болельщиков были правильными. Как закончился забег?

[ Ответ: В, А, С ]
Решение.

2.20. В санатории на берегу моря отдыхает семья: отец, мать, их сын Сер­
гей и их дочери Даша и Катя. До завтрака члены семьи часто купаются в море, 
причем, известно, что если отец утром отправляется купаться, то с ним обяза­
тельно идут мать и сын; если Сергей идет купаться, то Даша отправляется с 
ним; Катя купается тогда и только тогда, когда купается мать. Каждое утро по 
меньшей мере один из родителей непременно купается. Известно, что в то утро 
купалась в море только одна из дочерей. Спрашивается, кто из членов семьи 
купался в море в то утро?

[ Указание. Рассмотрите высказывания О, М, С, Д и К. Запишите все ус­
ловия задачи в символической форме. Все полученные высказывания истинны. 
Следовательно, истинна и конъюнкция этих высказываний. Составьте эту 
конъюнкцию и упростите ее с помощью равносильных преобразований. В ре­
зультате получится совершенный конъюнктивный одночлен, истинность ко­
торого укажет на то, какие из введенных высказываний истинны, а какие 
ложны.

Ответ: в то утро купались мать и Катя. ]
Решение.
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• Б улевы функции

Булева функция - это функция, заданная на двухэлементном множе­
стве {0, 1} и принимающая значения в том же двухэлементном множе­
стве {0,1}.____________________________________________________________

3.1. Перечислите все булевы функции от одного аргумента, записав их 
значения и названия в таблицу:

Ф у н к ц и и

0 x x ’ 1
Аргумент fo (x) f  (x) f2 (x) f3 (x)

0
1

3.2. Вспомните названия всех булевых функций от двух аргументов и 
впишите их в пустые клетки таблицы:

Ф У H к Ц X X

0 • X У + V I <-> / <- x ’ -> 1 1

x y g0 g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8 g9 g10 g11 g12 g 13 g14 g 15
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

3.3. От каждой булевой функции из левого столбца проведите стрелку к 
той булевой функции из правого столбца, которой она равна:
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x I У

x i  y

x  + y

(x о  y)’ 

(x ^  y)’ 

(x v y ) ’

j E + y E

lx * y )E

3.4. От каждой булевой функции из левого столбца проведите стрелку к 
той булевой функции из правого столбца, которой она равна:

x • y

x о  y

x + y

x i  y

x 1 y

(x’ v  y) (x v  y ’)

______ x ’ v  y ’______

(x’ v  y)’ v  (x v  y ’)’

_____ (x’ v  y ’)’_____

______ x ’ v  y_______

______ (x v  y)’______

3.5. Выразите основные булевы функции v  , ^  , о  , + , | , i  через функ­
ции • и ’ .

Решение. а) x v  y  = ;

б) x  ^  y  = ________________________________________________________ ;

в) x  о  y  = ;
г) x  + y  = ________________________________________________________
д) x | y  = ________________________________________________________ ;

е) x i  y  =

3.6. Выразите основные булевы функции v  , • , о  , + , | , i  через функции 
^  и ’ .

Решение. а) x v  y  = ;

б) x  •  y  = _________________________________________________________ ;
в) x о  y  = ;
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г) л + у  =
д) л | у  =
е) л 4  у  =

3.7. Покажите, что основные булевы функции выражаются через функцию 
штрих Шеффера | следующим образом:

а) л’ = л | л ;
б) л v  у  = (л | л) | (у | у) ;
в) л у  = (л | у) | (л | у) ;
г) л ^  у  = л | (у | у) ;
д) л О  у  = ( (л | (у | у)) | (у | (л | л)) ) | ( (л | (у | у)) | (у | (л | л)) ) ;
е) л 4 у  = ( (л | л) | (у | у)) | ((л | л) | (у | у));
ж) л + у  = (л | (у | у)) | (у | (л | л)).

Р е ш е н и е . а) Докажите это равенство, составив таблицу

значений булевых функций в ле­
вой и правой частях равенства.

л л’ л | л
0
1

б) Обоснуйте каждый шаг приводимых тождественных преобразований:

л v  у  = ____________________________________________________

= (л’ у ’)’ = ____________________________________________________
= л’ | у ’ = ____________________________________________________
= (л | л) | (у | у) .

в) л • у  = _______________________________________________________

г) л ^  у  = _______________________________________________________

д) л О  у  =

е) л 4 у  =

ж) л + у  =
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3.8. Выразите основные булевы функции ’ , •  , v  , ^  , о  , | , + через 
функцию стрелка Пирса ^ .

Решение. а) x ’ = ;
б) x  •  у  = ;
в) x  v  у  = ;
г) x  ^  у  = ;

д) x  о  у  = ;

е) x  | у  =

ж) x + у  =

3.9. Докажите, что функция сложение по модулю два (сумма Жегалкина) 
обладает следующими свойствами:
а) x  + 0 = x  ________________________________________________________ ;

б) x + x = 0 _________________________________________________________ ;

в) x  + у  = у  + x _____________________________________________________ ;

г) (x + у) z = x z + у  z ________________________________________________
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д) (x + y) + z =x + (y + z)

е) если x  + z = y  + z, то x  = y

ж) если x  = y  + z, то y  = x + z

з) xy + xz + yz = xy V xz v  yz

3.10. Выразите основные булевы функции ’ , v  , ^  , о  , | , i  через 
функцию сумма Жегалкина +, конъюнкцию•  и константу 1 .

Решение. а) x ’ = ;

б) x  v  y  = ;

в) x  ^  y  = ________________________________________________________ ;

Г) x  о  y  = ________________________________________________________ ;
Д) x | у = ________________________________________________________ ;

е) x i  у =

3.11. Приведите примеры двух таких булевых функций от двух аргумен­
тов f(x, y) и g(x, y), для которых выполняются следующие два равенства: 

f(x, y) v  g(x, y) = f(x, y) и f x ,  y) •  g(x, y) = g(x, y) .
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4 .  п РИМЕНЕНИЕ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИИ 

К РЕЛЕЙНО-КОНТАКТНЫМ СХЕМАМ

АНАЛИЗ РЕЛЕЙНО-КОНТАКТНЫХ СХЕМ

Задача анализа состоит в изучении характера работы данной схемы 
и ее упрощении._______________________________________________________

4.1. Проверьте равносильность следующих релейно-контактных схем: 
а) |-  x—  z ’- |

z _ X  - Г *  -  у  - Ц  ^ XJ  у  “ L .  
- X  y ’  z -I L z — I

Решение. n  (x, y, z) = (xz’ v  xz) xy v  xy’z = x(z’ vz)xy v  xy’z = 
= xy v  xy’z = x(y v y ’z) = x(y vy’)(y v  z) = x(y v  z) = n2 (x, y, z) . 

Следовательно, релейно-контактные схемы равносильны.

б)

Решение.

-X .

X’ —у  
y

X

в) X y ’ y’XL

z
Ы  L

*
z

в

Решение.

X

50



- ш э ш ш -  - - e x  >-г —I i- г  i- г  >-г

Решение.

д) -х -
-У'

■у —

-х -

Решение.

— X
г г

г

г

е)

~ с ’иг

Решение.

4.2. Упростите следующие релейно-контактные схемы, составив их функ­
ции проводимости и преобразовав их к наиболее простому виду:

а) ---------х ------------------------------- у ---------------
------г -------------------------------------------------
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Решение. n(x, y, z) = (xy v  z) v  (x’ v  y)z’ = xy v  z v  (x’ v  y)z’ =
= xy v  (z v  x’ vy)(z vz’) = xy v  z v  x’ v y  = (xy v y )  v  z v  x’ = y  v  z v  x’ 
Упрощенная релейно-контактная ,—  x’-
схема имеет вид:

z ■

б)

Решение.

x'
x ­
x-

~y
-y ’
-y ’

Решение.

Решение.
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Решение.

4.3. Упростите следующие релейно-контактные схемы (называемые мос- 
тиковыми):

а ) ------х --------- у  —
г -----у  —

б)

x ’
_1_

Упрощенная релейно-контактная 
схема имеет вид:

x ’ Z

x
у

Z’ x

Решение. n(x, y, z) =
= xy v  zy v  zx’x v  z ’x ’y  v  z ’x 
= xy v  zy v  z ’x ’y  v  z ’x =
= (x v  z v  z ’xr)y v  z ’x =
= (x v  (z v  z ’)(z v x ’))y v  z ’x = 
= (x v  z v x ’)y v  xz’ = y  v  xz’.

r x ~Z>1•— II------у  ----- 1—.

в)

x

x  —

Z

y -L x

д) ■ x  —|----- t
x ’

■ уЧ — у

t

Z

x
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СИНТЕЗ РЕЛЕЙНО-КОНТАКТНЫХ с х е м

Задача синтеза состоит в построении релейно-контактной схемы с 
наперед заданными условиями работы._________________________________

4.4. Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным 
условиям работы:

а) п (1, 1, 0) = п (0, 0, 0) = п (1, 0, 0) = 1 ;
б) п (0, 0, 0) = п (0, 1, 0) = п (1, 0, 0) = п (0, 1, 1) =1;
в) п (0, 1, 1) = п (0, 1, 0) = п (0, 0, 1) = 1 ;
г) п (1, 1, 0) = п (1, 0, 0) = п (0, 1, 0) = 1 ;
д) п (0, 0, 0, 1) = п (1, 0, 0, 1) = п (0, 0, 1, 1) = п (1, 0, 1, 1) = 1 ;
е) п (1, 0, 0, 0) = п (1, 1, 0, 0) = п (1, 0, 0, 1) = п (1, 1, 0, 1) = п (0, 1, 0, 1) = 1.
[ Указание. Используя СДН-форму (или СКН-форму), найдите сначала

аналитическое выражение для функции п проводимости искомой схемы. 
Максимально упростите полученное выражение. После этого начертите ре­
лейно-контактную схему, для которой полученное выражение представляет 
собой функцию проводимости. ]

Решение. а) п (x, y, z) = xyz’ v  x ’y ’z ’ v  xy’z ’ = xyz’ v  (x’ v  x)y’z ’ =
= xyz’ v  y ’z ’ = (xy v  y ’)z’ = (x v  y ’)(y v  y ’)z’ = (x v  y ’)z’ .

Искомая релейно-контактная ,—  x -
схема имеет вид:

' У'
б)

- с >

в)

г
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д)

е)

Вложите в т ет радь листки с решениями задач 4.5 -  4.8, 4.10

4.5. Каждый из трех членов комитета, голосуя "за" , нажимает на кнопку. 
Построить по возможности более простую схему, через которую ток проходил 
бы и зажигал бы электрическую лампочку тогда и только тогда, когда не менее 
двух членов комитета голосуют "за".

4.6. Комитет состоит из пяти человек. Решение выносится большинством 
голосов. Если председатель “против”, то решение не принимается. Построить 
такую схему, чтобы, голосуя "за", каждый из пяти человек нажимал бы на 
кнопку и в случае принятия решения зажигалась бы сигнальная лампочка.

4.7. Постройте релейно-контактную схему с четырьмя переключателями, 
которая проводит ток тогда и только тогда, когда замыкаются некоторые, но 
не все переключатели.

4.8. Начертите схему с пятью переключателями, которая проводит ток в 
том и только в том случае, когда замыкаются ровно два или ровно три из этих 
переключателей.

4.9. Имеется одна лампочка в лестничном пролете двухэтажного дома. 
Постройте схему так, чтобы на каждом этаже своим выключателем можно бы­
ло бы гасить и зажигать лампу, независимо от положения другого выключате­
ля.

Решение. Функция проводимости n(x,y) такой схемы должна обладать 
тем свойством, что ее значение меняется всякий раз, когда меняется значение 
одного ее аргумента. Следовательно, например: п(1,1) = п(0,0) = 1; п(0,1) = 
п(1,0) = 0. Используя СДН- форму, отсюда легко получаем: n(x,y) = xy v  x y ’, а 
соответствующая схема имеет вид:

-------- л ------------------------------ V------------------
•-------1 = , ’------------------------------у ’ I------ *

4.10. Спроектируйте релейно-контактную схему, позволяющую зажигать 
и тушить электрическую лампочку с помощью трех независимых переключа­
телей. Сколькими способами можно сконструировать такую схему?
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4.11. Какой контакт, x, y, x ’ или y ’, необходимо вставить в вакантное место 
релейно-контактной схемы, чтобы функция проводимости полученной схемы 
стала бы равна данной булевой функции:

а) Решение. n(x, y) = (xvy)x"v@y’ = 
= xx’ v  yx ’ V @ y’ = yx ’ V @ y’.
По условию должно быть: 
x ’y  v  @ y  = x ’ .
Тогда: @ = x ’.

п (х, у) = х ’ .

X

п (х, у) = х у у .

в) х —

-х - у ’-
п (х, у) = ху’

х

п (х, у) = ху .

д) х у

1- С _ у ’З Н

п (х, у) = х у у ’ .

е) х у  
у

Ч ^ х ^

п (х, у) = х Уу .

56



5. п РЕДИКАТЫ И МНОЖЕСТВА

Предикат (или высказывательная форма) - это предложение, содер­
жащее предметные переменные и превращающееся в высказывание при 
замене всех предметных переменных конкретными предметами._________

5.1. Среди следующих предложений отметьте предикаты и укажите их 
область определения и множество истинности, а также отметьте высказывания 
и найдите их значения истинности:

1. (x + y)2 = X  + 2xy + y2
2. Река x  впадает в озеро  Байкал.
3. X1 + x  - 6 = 0
4. Для всех  чисел x  выполняется  

равенство x 2 + x - 6 = 0.
5. Для числа x  = 2 выполняется  

равенство x 2 + x - 6 = 0.
6. Сущ ествует такое отрицатель­

ное число x, что x 2 +x - 6 = 0 .
7. Число 9 делится на 3 .
8. Если число x  делится на 3 , 

то x  делится и на 9 .
9. Все числа, делящ иеся на 9 , 

делятся на 3 .
10. Существуют числа, делящ иеся  

на 9, но не делящ иеся на 3 .

5.2. Изобразите на координатной прямой множества истинности сле­
дующих заданных на R одноместных предикатов.

а) х  < 3 ;
Ч-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1------►

-4 -2 0 2 4
б) |х| = 4 ;
Ч-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1------►

-4 -2 0 2 4
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в) |x| < 2 ;

г)
-4

|x| > 2 ;
-2 0 2 4

д)
-4

|x - 4| N 1 ;
-2 0 2 4

е)
-4

|x + 3| < 2 ;
-2 0 2 4

ж)
-4

x2 N 0 ;
-2 0 2 4

з)
-4

|x - 1| < |2x + 4| ;
-2 0 2 4

1 1 1 
-4

1 1 
-2

1
0

1 1 
2

1 1 1 
4

5.3. Изобразите на координатной плоскости множества истинности 
щих заданных на RxR предиката:

сле-

а) (x N 0) л  (у < 0) ; б) (x IV 0) < (y < 0)

0 0x x

в) (x N 0) ^  (y < 0) ; 
У *

г) (x N 0) o  (y < 0) ;
y

0 0x x

5.4. Найдите множество истинности каждого из следующих одно­
местных предикатов, заданных над множеством M  = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 } :
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a) (x < 3) ^  (x < 7) ;
Его множество истинности:

б) (х < 7) ^  (х < 3) .
Его множество истинности:

5.5. Следующие предикаты заданы над множеством всех целых чисел. 
Укажите их множества истинности:
а) (х > 1) л  (х £  3 ^  х  £  7) л  (х < 8) ;

б) [(х < 10) v  (х > 20) ] л  [(х £  5) л (х < 25)] .

5.6. Пусть P+ и Q  - множества истинности предикатов P(x) и Q(x) соот­
ветственно, заданных над множеством M. Установите взаимно однозначное 
соответствие (с помощью стрелок) между записанными слева предикатами и

Р(х) л  2(х) —+ с  Q+

Р(х) v  2(х) Р  n Q+

Р(х) ^  2(х) Р

Р(х) ^  —QW — с  Q+

(—Р(х) ^  Qfc)) л Р(х) Р  с  Q+

5.7. Имеются следующие утверждения о предикатах P(x) и Q(x):
(1) P(x) является следствием Q(x), но не обратно;
(2) Q(x) является следствием P(x), но не обратно;
(3) предикаты P(x) и Q(x) равносильны (эквивалентны);
(4) ни одно из сформулированных утверждений не верно.
Выясните, какое из этих утверждений справедливо для следующих преди­

катов, заданных над множеством действительных чисел R :

а) Р(х)
б) Р х )
в) Р(х)
г) Р х )  
Решение.

|х + 1| < 3 ; 
х2 = 9 ;
х 2 + 3х - 10 < 0 ;
|х - 2| = 1 ; Q(x)
a) P+ = (- 4, 2) , Q+ = {-3 , 1} , т. е. Q+ с  P  

P(x) является следствием предиката Q(x), но не обратно.
б)

Q(x) : х2 + 2х - 3 = 0 
Q(x) : х4 = 81 ; 
Q(x) : |х| > 2 ;

- 2х2 - 5х  + 6 = 0 .
Следовательно,
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в)

г)

5.8. Выясните, равносильны ли следующие предикаты, если их последова­
тельно рассматривать над множествами R, Q, Z, N :

—--....Цадмножеством 
Предикаты ——........

R Q Z N

P(x): x2 = l  ;

Q(x): (x - l)(x + ̂ 2  ) •  
(x-l,5)(x+l)=0

P(x): x2 = 0 ; 

Q(x): W^O
P(x): y f x » ^  = 15 

0(x): 'Jxy = 15
P(x): 5x2 - l lx + 2  = 0 

Q(x): (x2 -3) •  (3x2 -7x+2)=0

5.9. Что можно сказать о множестве Р+ истинности предиката P(x), задан­
ного на множестве M  , если высказывание, полученное из него применением 
одного из кванторов, истинно или ложно:

Высказывание (Vx) (P(x)) —  
и с т и н н о P+ ф M

Высказывание (Vx) (P(x)) —  
л о ж н о P+ = 0

Высказывание (3x) (P(x)) —  
и с т и н н о P+ = M

Высказывание (3x) (P(x)) —  
л о ж н о P+ ф 0
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• I  1РИМЕНЕНИЯ ЛОГИКИ ПРЕДИКАТОВ

6.1. Прочитайте следующие высказывания и определите, какие из них 
истинные, а какие ложные, считая, что все переменные пробегают множество 
действительных чисел:___________________________________________________
1. (Vx) (x > 7)
2. (3x) (x > 7)
3. (Vx) (3j) (x < j )
4. (3y) (Vx) (x < y)
5. (Vy) (3x) (x < y)
6. (3x) (Vy) (x < y)
7. (Vy) (3x) (2x2 = 6x + 5 > y)
8. (3y) (Vx) (2x2 = 6x + 5 > y)
9. (Vb)( 3a)( Vx)(x2 +ax+b > 0)
10. (3b)( Va)( 3x)(x2 +ax+b = 0)

6.2. Для каждого высказывания, записанного на языке кванторов, найдите 
соответствующую словесную формулировку (где Q(x) означает "х - рацио­
нальное число", R(x) - "х - действительное число"). Отметьте истинные утвер­
ждения_____________  _______________________________________

(3x) (R(x) л  —Q(x)) Некоторые действительны е числа 
— рациональные.

(3x) (R(x) л Q(x)) Ни одно действительное число не 
является рациональным.

(Vx) (Q(x) ^  R(x)) Некоторые действительны е числа 
не являются рациональными.

(Vx) (R(x) ^  —Q(x)) Все рациональные числа — дей ст­
вительные.

6.3. Запишите на языке логики предикатов следующие утверждения, введя 
предикаты: P(x) : "х - ром б” , П(х) : "х - параллелограмм". Отметьте сре­
ди них истинные._______________________________________________________
В се ромбы являются па­
раллелограммами.
Некоторые параллелограм­
мы являются ромбами.
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Ни один параллелограмм не 
является ромбом.
Некоторые ромбы не явля­
ются параллелограммами.
Ни один ромб не является  
параллелограммом.
Все параллелограммы яв­
ляются ромбами.

6.4. Запишите на языке логики предикатов следующие утверждения:
а) определение параллелограмма: лю бы е дв е противоположные 

(непересекающ иеся) стороны параллельны;
(Ух) (Уу) ( х о  у = 0  ^  х || у )_______________________________________
(где х , у  - стороны четырехугольника)_______________________________

б) признак параллелограмма: сущ ествуют дв е равные и парал­
лельны е стороны;

в) определение трапеции: имеются д в е  параллельны е стороны и 
дв е не параллельны е стороны;

г) аксиому геометрии: через лю бы е дв е точки проходит прямая;

д) её усиление: через лю бы е дв е различные точки проходит 
единственная прямая;

е) аксиому о параллельных: через лю бую  точку, не лежащую на 
прямой, проходит не бол ее одной прямой, не пересекающей дан­
ной;

ж) определение параллельных прямых: не имеют общ ей точки;

з) определение простого числа: натуральное число p  называется  
простым, если оно не равно 1 и при всяком разложении его в про­
изведение двух чисел одно из них оказывается равным 1 или p  .
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Запомните правила построения отрицания выражений с кванторами:

-(V x) (P(x)) = (3x) ( -P (x )) ,
-(3 x ) (P(x)) = (Vx) (-P(x)) .

________( Сравните их с законами де Моргана из задачи 1.22 л, м )

6.5. Отнесите отрицания к внутренним предикатам:
а) -(V x) (P(x) л  - Q(x)) = (3x) - ( P(x) л  - Q(x)) =

Применяем закон де Моргана из алгебры высказываний:
= (3x) ( - P(x) v  --Q (x )) = [закон двойного отрицания]
= (3x) (-P(x) v  Q(x)) =
= (3x) (P(x) ^  Q(x)).

б) - (3x) (-P(x) v  Q(x)) = ____________________________________

в) -(V x) (P(x) ^  -Q(x)) =

г) -(V x) ( (3y)(P(x, y)) ^  (Vy)(Q(x, y)) ) =

д) - (3y)( Vx)(P(x, y) л  Q(x, y)) =

6.6. Запишите на языке логики предикатов отрицания соответствующих 
утверждений из задачи 6.4 :

а) определение не параллелограмма:
-(V x) (Vy) ( х П y  = 0  ^  x || y  ) = (3x)( 3y) -  (-(x  П y  = 0 )  v  (x || y) ) =
= (3x)( 3y) ((x П y  = 0 )  л (x не || y) ) - 

существуют две такие непересекающиеся (противоположные) стороны x и y, 
которые не параллельны.
б) ___________________________________________________________________
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в)

г)  

д)  

е)  

ж)  

з)  

6.7. Запишите на языке логики предикатов следующие высказывания:

а) Существует не более одного х  такого, что P(x).

б) Существует точно один х такой, что P(x).

в) Существует по меньшей мере два различных х таких, что P(x).

г) Существует не более двух х  таких, что P(x).

д) Существует точно два различных х таких, что P(x).
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В тетради используются следующие обозначения:

— -  отрицание V -  квантор общности
л -  конъюнкция 
v  -  дизъюнкция 
^  -  импликация

3 -  квантор существования 
= -  равносильность формул 
|=  -  знак тавтологии и

логического следования

x е M  — x  является элементом (принадлежит) множества M  ;
A с  B — A является собственным подмножеством множества B 

(A строго включается в B);
A с  B— A является подмножеством множества B 

(A включается в B);
A n  B = { x: x е A л  x е B } — пересечение множеств;
A u  B = { x: x е A v  x е B } — объединение множеств;

A = { x: x g A} — дополнение множества A ;
P+ — множество истинности предиката P(x) ;
0  — пустое множество.


