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предисловие

в настоящее время в нашей стране издается огромное
количество учебников и сборников задач, отражающих

различные разделы кзфса высшей математики. Часть из

них -

рекомендованы Министерством образования
Российской Федерации и являются базовыми для студентов
соответствующих специальностей. Существует также ряд
изданий, в которых наряду с наборами задач содержится

справочный материал по различным разделам курса.

Между тем, как показывает опыт, значительные

трудности у студентов вызывает именно овладение
практическими навыками решения задач. Это обусловлено, в

значительной степени, тем, что эти издания, в силу своей

направленности, не могут содержать достаточное

количество примеров, иллюстрирующих те или иные методы

решения задач.
Решение этой проблемы, как правило, наши коллеги

находят в каждом вузе путем издания многочисленных

методических разработок по каждому разделу. С нашей
точки зрения, эффективность такого подхода не всегда

достаточно высока по ряду причин. Во-первых, это
-

ограниченность объема каждого из этих изданий,
материал в них всегда излагается крайне конспективно;
во-вторых, такие методические разработки, к сожалению, не

всегда достаточно тщательно рецензируются и бывают не

вполне проработаны с методической точки зрения.

Наконец, как показывает опыт, они не всегда бывают легко

доступны для студентов.
По своему содержанию Практикум по высшей

математике отвечает всем современным требованиям,
предъявляемым к выпускникам широкого спектра
специальностей высших учебных заведений России по этой

дисциплине, и включает все разделы, указанные в

соответствующих Государственных образовательных
стандартах.

Материал Практикума предоставляет возможность

студентам самостоятельно освоить основные положения

курса высшей математики, приобрести и закрепить
практические навыки решения задач. Особенно полезен

Практикум может быть для студентов, обучающихся по

заочной форме обучения, а также в активно развивающейся
в последние годы системе дистанционного образования.

Вместе с этим, по мнению авторов, наиболее
эффективный результат может быть достигнут, если использовать
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книгу постоянно, как для аудиторных занятий, так и для
самостоятельной работы.

Несколько слов о том, как работать с этой книгой.

Прежде, чем приступать к изучению методов решения
задач, необходимо повторить основные определения и

теоремы, относящиеся к данному разделу, постараться
понять и запомнить наиболее часто используемые формулы.

После этого переходите к изучению разобранных
примеров. Некоторые типовые задачи и методы рассмотрены
в книге как в общем виде, так и на примерах. Весьма
полезно изучить и то и другое. Это поможет вам не только

отработать навыки решения задач (иногда отчасти

формально!), но и лучше понять и усвоить теоретический
материал.

Внимательно прочитайте условие. Постарайтесь
продумать ход решения задачи самостоятельно. При
необходимости, просмотрите внимательно предложенное решение,

постарайтесь его осмыслить. Теперь можно пытаться

воспроизвести решение разобранной задачи. Если вам

удалось разобрать, таким образом, определенный тип задач

или метод решения, переходите к задачам для

самостоятельного решения.

Желаем вам успеха!



1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА

1.1. Линейные операции над векторами

Понятие вектора

Определение 1. Вектором называется направленный
отрезок (или, что то же, упорядоченная пара точек).

Обозначают: АВ (точкаЛ-начало вектора, точка В-

конец вектора) или одной буквой -

а.

Определение 2. Длиной вектора (модулем) называет»

ся расстояние между началом и концом вектора. Длина

вектора обозначается \а\ или | АВ |.
Определение 3. Нулевым вектором называется вектор,

у которого начало и конец совпадают. Обозначают: tf.
Определение 4. Единичным вектором называется

вектор, длина которого равна единице.

Единичный вектор, имеющий одинаковое направление
с данным вектором а, называется ортом вектора а и

обозначается обычно символом tto .

Определение 5. Векторы называются коллинеарными,
если они расположены на одной прямой или на

параллельных прямых. Нулевой вектор считается коллинеар-
ным любому вектору.

Определение 6. Векторы называются равными^ если

они коллинеарны, имеют одинаковые длины и

одинаковое направление.

Линейные операции над векторами

Определение 7. Линейными операциями над
векторами называются сложение векторов и умножение вектора
на число.

Определение 8^ Суммой а + S двух векторов атл В
называется вектор с, который идет из начала вектора а в

конец вектора В при условии, что вектор В приложен к

концу вектора а (правило треугольника). В случае некол-

линеарных векторов an В можно вместо правила

треугольника использовать правило параллелограмма: если

векторы an В отложены от общего начала и на них

построен параллелограмм, то сумма а + В есть вектор, совпа-
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дающий с диагональю этого параллелограмма, идущего из

общего начала а и Б.

Определение 9. Разностью а- В двух векторов а и Б
называется вектор с, который в сумме с вектором 5
составляет вектор а. Если два вектора а и 5 отложены от

общего начала, то их разность есть вектор, исходящий из

конца вектора В («вычитаемого») к концу вектора а

(«уменьшаемого»).
Определение 10. Два коллинеарных вектора равной

длины, направленные в противоположные стороны,
называются противоположными. Вектор, противоположный
вектору а, обозначается -а.

Замечание.

1. Разность векторов а и 6 можно рассматривать как

сумму векторов а и (-Б): а-6= а + (-5).
2. Сложение многих векторов производится при

помощи последовательного применения правила

треугольника (правило многоугольника).
Определение 11. Произведением вектора а на

действительное число а называется вектор В, удовлетворяющий
следующим условиям:

а) |61 = И Щ;
б) вектор В коллинеарен вектору а;

в) векторы В и а направлены одинаково, если а^ О, и

противоположно, если а < О (если же а = О, то В= 0).
Произведение вектора а на число а обозначают оса.

Операции сложения векторов и умножения вектора на

действительное число обладают следующими свойствами:

1) сложение векторов ассоциативно, т. е. для любых

векторов а. В, с выполняется равенство:
а + (В+с) = (а + В) + с;

2) сложение векторов коммутативно, т. е. для любых

векторов ашВвыполняется равенство:
а + В=В+а;

3) прибавление нулевого вектора к любому вектору а

не меняет последнего: _^

а + О = а;

4) для любого вектора а существует противоположный
вектор -а, такой что

_^

а + (-а)=0;
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5) умножение вектора на действительное число

ассоциативно, т. е. для любых чисел а и р и любого

вектора а выполняется равенство:

(а|3)а = афа);
6) умножение вектора на число дистрибутивно по

отношению к сложению чисел, т. е. для любых чисел

а и р и любого вектора а выполняется равенство:
(а + р)а = оса + ра;

7) умножение вектора на число дистрибутивно по

отношению к сложению векторов, т. е. для любых

векторов а и р и любого числа а выполняется
равенство:

old + F) = ad + aS;
8) умножение вектора на единицу не меняет этого

вектора:
1 •

а = а.

Теорема 1 (о коллинеарных векторах). Если ei и ^2

-

два коллинеарных вектора, причем вектор е^
-

ненулевой, то существует единственное число х такое, что

В частности, ненулевой вектор а и его орт «о связаны

равенством:

а = |а| •

Ло •

Сформулированные свойства линейных операций
позволяют преобразовать выражения, составленные из

векторов, по обычным правилам алгебры: можно раскрыть

скобки, приводить подобные члены, переносить

некоторые члены в другую часть равенства с противоположным
знаком и т. д.

Пример 1. По данным векторам dm В построить каждый
из следующих векторов:

а) d-¥ 6; б) d-S; в)В~ d; г) -а - В.
Решение. Пусть даны два вектора а и 5, отложим их от

общего начала и построим указанные векторы либо по

правилу параллелограмма, либо по правилу треугольника.
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6-5

Ответ: &)а + В= ОС; б) а - 5»= АВ;

в)В-а= RA; г)-а-В=ОМ.

Пример 2. Доказать равенства:

а)а+|(б-а)=1(а + б);

б)а--(а+&)=-(а^&)
и выяснить, каков их геометрический смысл.

Решение, а) В левой части равенства раскроем скобки,

приведем подобные члены, получим вектор в правой
части. Поясним это равенство геометрически. Пусть даны два

вектора an В, отложим их от общего начала и построим

параллелограмм и его диагонали, получим:

По правилу построения разности двух векторов В па,

получим DB =В-а . Так как диагонали

параллелограмма точкой пересечения делятся пополам, то

DO - |(ь-5).
Тогда AO~AD + DO или -\^ + ь)^а + -^-а).
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б) Аналогично объясняется второе равенство.
Равенства доказаны.

Пример 3. Дано: \а\ = 13, |5| = 19 и |а + 6) = 24. Вычислить

Решение. Пусть даны векторы а и о, и на них построен

параллелограмм. Векторы а + Биа-В- диагонали

параллелограмма, |а + 61 и |а - 5| -длины его диагоналей.
Известна теорема: сумма квадратов диагоналей равна сумме
квадратов сторон параллелограмма. Поэтому:

|а + 5|2 + |а - 5|2 = 2(|а|2 + \т, и 242 + |а - № =

- 2(132 + 192).

Отсюда|а- 51*-484, |а- 6)- 22. (|а- б]> 0).
Ответ: 22.

Пример 4. Какому условию должны удовлетворять
векторы а и 6, чтобы имели место следующие соотношения:

а) |а + 61 = |а - 51; б) |а+^61 > |а- 6]; в) |а + 61 < |а - 6].
Решение. На векторах а и 6 построим параллелограмм.

Обозначим угол между векторами а и 6 через ф, тогда
ZA =

ф, ZB = я -

ф. По теореме косинусов:

I-
~

ff
"

\^ "*" I?»
~ ^-0.19.*^°^ <Р'

+ Ф = 1а12 + ]ф + 2 1а| 161 cos ф.

Если ф < —, то очевидно, что |а + 61 > 1а - 6|, если

я тс

ф = —, т. е. а X 6, то ABCD -

прямоугольник, cos — «= О и
^ 2

|о + 6| = (а - 6|, если ф > —, то cos ф<0и|а+61< \а- Щ.
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л
Ответ: если ф

=

—, то справедливо равенство а);

п

если ф < —, то справедливо равенство б);

%
если ф > —, то справедливо равенство в).

Пример 5. В треугольнике ABC вектор АВ = тп и вектор

АС = п. Построить каждый из следующих векторов:

т + п т — п п — т т + п

а) —-— ; б) —-—^; в) —-— ; г)
—

.

'222 2
Решение.

По правилу параллелограмма сложение двух векторов

——'
- ^ „

—— т + п
тип получаем: AD = т + п. Тогда вектор АО =—-—.

По правилу нахождения разности двух векторов: СВ =

—' т-п
= т- пи ОВ = —г— . Векторы, противоположные по-

Ск

7Г7 ";з: т + п -—*

строенным векторам, есть: ОА = DO = —
и ВО =

——' п — т ——

= ОВ; в) —-— = ВО;

Пример 6. В равнобедренной трапеции ОАСВ угол
ZBOA = 60°, ОВ = ВС = СА = 2,МиМ- середины сто-

\J\J —

Ответ:

-т

2

а)-

г)

•

т + п

2

т + п

АО; б)

= Ш.

т-

2

п
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рон ВС и у1С. Выразить векторы АС у ОМ ^ ON и MN

через 7П и Я -

единичные векторы направлений ОА и

Решение.
г> м С

По правилу треугольника сложения двух векторов
имеем:

'ас = РВ ='оВ-^ =^n-2m = 2{n-rhy,

ОМ = "02 + 'ВМ = 2Я + т;

^ ^
2

^

= 2п + 2т - ~(п- т) = Зт + /г.

ON= Зт + тц MJf = ON- ОМ =

= Зт •¥ п -2п- in = 2т -

п.

Ответ: '^ = 2(Я - т); qj^ = 2п + т;

Qf^
= Зт + п, j[fi^

= 2т -

п.

Пример 7. Доказать, что если М -

середина отрезкаАВ и

О -

произвольная точка пространства, то выполняет

ся равенство: Ш1 = —{ОА + ОВ). (*)

Решение.
Согласно условию задачи -^ ^

имеем: AM = МБ . По правилу
нахождения разности двух
векторов имеем:

AM = ОМ - ОА и МБ =

= ов- ом.
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Тогда ОМ - ОА-^ ОВ - ОМ, 2 • ОМ '-> ОА + ОБ ^i

ОМ "■

"^ (ОА + ОВ ). Равенство доказано.

Пример 8. М - точка пересечения медиан треугольника
ABCt О

-

произвольная точка пространства. Доказать

равенство: оМ = -{,0А + ОВ -V ОС\ (**)
о

Решение.

Пусть ССл- медиана тре- В

угольникаАЙС. По свойству

медиан МCj = — СС^ . При-
о

меняя к векторам MCj и

CCi формулу вычитания

векторов, получим:

Ос[ -ОМ =

1 —► — 1 — 2 —►
=

^(OCi -ОС), отсюда: ОМ = -

оС +
g ^^i •

Но ОС^ = -{ОА + oi), тогда ОМ '^ ~дс +
А о

+ -• ^(оА + о5)= -(ОА + oi + Ъс).

Окончательно, ОМ '^ — {ОА + ОВ ^ ОС), Равенство
о

доказано.

Пример 9. Даны два треугольникаA^B^Cj иAjB^C,. Выра-

зить вектор М1М2 , соединяющий точки пересечения

медиан этих треугольников через векторы -АдАг ,

'1"2 » C'lGgВ1В2
Решение.

Применим формулу для точки пересечения медиан
треугольника (центра тяжести):

ощ = -{ОА^ + о^ + del).
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ОМ2 = -(ОЛа + ОВа + ОС^ )•

Тогда MjMa
=

ОМ^
-

ОМ^
=

^ [(О^
-

ОА^)^

= -(yliyl2 + В1В2 +С1С2).

Ответ: М^М^ = -^(^1^2 + ^гЩ + ^1^2 )•

Пример 10. AD, BE ,
CF - медианы треугольника ABC.

Доказать, что равенство AD + BE + CF = ?Т.
Решение.
Так как точка D -

середина отрезка ВС, то по правилу
треугольника находим:

а5 "АВ + -^ВС-
Аналогично, BE — ВС +

+ -CA,CF = CA+-AB.

Сложим равенства, полу- а
чим
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AD + BE + CF = |(АВ + ВС + СА)=- AA=ti.

Следствие.
1) Необходимым и достаточным условием того, что три

вектора а, В, с^образуют треугольник, является равенство
нулю суммы этих векторов: а + В+ с = ?Т.

2) Отсюда следует, что если мы построим сумму

векторов AD , BE и CF по правилу многоугольника, то

получим треугольник, стороны которого соответственно

параллельны и равны медианам треугольникаABC.

Пример 11. В треугольнике ABC: AM = а • АВ и

AN =р- АС.

а) При каком соотношении между аир векторы MN

и ВС коллинеарны?

б) Пусть аир таковы, что векторы MN и ВС не

коллинеарны. Полагая ВС =

ри MN
=

q, выразить векто-

М
ры АВ и АС через pvL q.

Решение.

а) Так как по условию

AM =а- АВиАМ = ^- АСу

AN

то

AM

IabI
= а.

АС

= р.

Отсюда следует, что если а = р, то трезп^ольники ABC и AMN

подобны, а векторы MN и ВС коллинеарны.

б) Пусть векторы MN и ВС не коллинеарны, тогда из
AMN:

q = MN = AN - AM = p • AC - a • AB. С другой

стороны, из AAJBC: р = ВС = АС - АВ. Получим систему

р-АС-а-АВ = д

АС-АВ = р

уравнений:-
Р
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Отсюда: АВ =

АС =

,
1

Р-
а-р

q, АС=АВ + р.

а

Ответ: АВ = ——

АС =

а

:'Р-
а-|

1

•9.

а-Р
" а-р

Пример 12. ABCDEF - правильный шестиугольник,

причем АВ =Ру ВС = q. Выразить черезр и q векторы CD,

Бi, ^ , ЁА , АС , IB и АЕ.

Решение. Так как OD =

£ 2)

= ВС =

5, ОС = АВ =

р, то

""

сБ =

д-р. Bi II ii,i5ii =

т= I АВ I и так как векторы DE р^

и АВ противоположно

направлены, то DE =

-р. Вектор

1EF II ВС, |ijF| = |BC[, но

векторы EF и БС

противоположно направлены, поэтому EF =

-q. FA \ \ CD, \FA \ =

= I CD I, но векторы FA и CD противоположно

направлены, поэтому FA = - CD =-(д-р) =

р-Ъ FA =

р- Ъ

АС =р + д (по правилу треугольника). Вектор AD || ВС у

IаБI = 2 |ВС|; "ad = 2 • ВС = 2 5. Вектор ЁА = If +

+ FA , поэтому АЕ =-(,-q+p-q) = -p + 2q,

~АЕ =-p + 2q.

Ответ: CD =

q-py DE =

-р, EF =-р, FA =

р- q,

AC =p + g, AD = 2 g, АБ
=

-p + 2 q.
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Пример 13. ТочкиКиЬ служат серединами сторон ВС и

CD параллелограммаABCD. Выразить векторы ВС и

CD через векторы АК =» о и AL = В.
Решение.

а^АВ + -^ =

= -CD + х^»
2

5 = ВС -
- с5 (по прави-

^

лу треугольника).

а=-с5 + -ВС

Поэтому + \
b=BC-~CD

2

B-2S = 2CD -^ +ВС - ^CD, ^CD =Б-2а,

CD =
. Так как ВС = В ■¥ - CD^ro ВС == В +

1 26-45 _ 2&-2а 46-25
+
i~3 ^^^7^

—■

_--► 4b-2а —► 2b-4а
Ответ: ВС =

, CD == —г .

(-2)

Пример 14. АК и ВМ медианы треугольника ABC.

Выразить через р = АК is.q= ВМ векторы АВ, ВС, СА.
Решение.

Из ABC получаем: АВ +

+ ВО = АО; БО = т^ =

о

2 ^ 2 . 2
= -д; АО =

^ АК: =

^р.
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(

, 2 2 ^
, 2 ^ -

Поэтому АВ + -q= -р; АВ = - ip-q)-
о о о

ИзABiTполучаем: АВ + ДК = АК; ^ + -^ =р;

2

—

БС =р- АВ =р- —(р-д). Умножим это равенство
<2 о

—; ^ 4^ 4^ 2^ 4^ —
на 2, получим 5С = 2р -

-р + -?
= хР +

^З; 5С =

2^4^

Из АВСМ получаем: ВС + €М = ВМ. Но СМ=- СА,

ВМ =

q, поэтому ВС + — СА ±= д,

-
—

^ 2^ 4^1--г 1 ^ 2 ^

- СА = g
- ВС - 9

-

-р
-

-д;
- СА = -

-д
-

-р,

—'4^2^

—* 9 _ р А

Ответ: АВ= ^(Р~ ?)» ^С"" ^^+ ^?»
— 4^ 2^
СА=--р--д.

Пример 15. В треугольнике
ABC точки Ai, Bj, Ci
являются серединами сторон

ВС,АС,АВ.
Докажите, что при любом

выборе точки О выполняется

равенство: ОА^ + ОЩ + OCi =»

= Ш. +Бв+ ОС.
Решение,

Воспользуемся формулой,
для середины отрезка (*)
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ОА
1 — _^.

1
+ OBi + OCi = -(ОС+03)+ -(ОС + ОА) +

+ -^(ОА + ОВ)=ОА + дв + ОС.
Равенство доказано.

Пример 16. Три силы М, N и Р, приложенные к одной
точке, имеют взаимно перпендикулярные
направления. Определить величину их равнодействующей Ё,
если известно, что \М\ = 2 Н, \N\ = 10 Н и |Р| = 11 Н.
Решение. По правилу параллелепипеда сложения

векторов имеем Ё = М + Н + Ри

\Щ= Mif +\Nf + \pf = V4 +100 +121 = л/225 =15.

Ответ: 15 Н.

Пример 17. Из точки О выходят два вектора ОА = о.

ОВ = В. Найти какой-нибудь вектор ОМ, идущий по

биссектрисе утл&АОВ.
Решение. Известно, что

диагонали ромба являются и

биссектрисами углов. Построим ромб
следующим образом. Найдем орты

^ -

-*

о

вектора а и вектора о: «о =гт "

\а\

Ьп = и на них построим ромб, q

„
^ а b

Тогда вектор с = r-r + -z; является вектором, идущим из

И щ

точки о по биссектрисе угла АОВ.

—— а Ъ
Ответ: ОМ =

гт +

г1

Пример 18. На стороне АВ треугольника ABC взята

точка D так, что прямая CD
- биссектриса угла при

вершине С. Выразите через СВ = аи СА = В следующие

векторы: AD , BD, CD.
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Решение. По свойству
биссектрисы угла треугольника имеем:

AD

BD
у или \AD\ \BD\.

\а

^ ^
А D В

Так как векторы AD и BD кол-

линеарны, но имеют противоположные направления, то

AD = -

а

BD. Обозначим вектор CD через jc и по

правилу нахождения разности векторов найдем: AD = х
- б.

BD =х- а. Так как AD =

а
BD ,тох-В = —г- (х-а)у

а

а

х- В =- -Z-X+ -z-a. Отсюда х

а

1 + = В +
а

avi X —

. р|а + Щ
CD =

а + \а\Ъ

а +

. Тогда AD= X - Ь =—-

а +

- Ь=

а + \а\Ъ - \а\Ь - Ъ а -

:а| + р а +

BD = X -

а =

-|а|а + |а|& Щ\

а + \а\Ъ

\а\ +1&|
а =

. Аналогично,

ь\а + |а|ь - |а|а - от

а +

н41

Ответ: CD =

а|+р
(-а + 5).

а + )а)б , Щ
^-^, AD = —Ц::г(Й-6),

BD =

rr

lal

а\ + 6

а +
(-а+ 5).
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Задания для самостоятельного решения

1. Векторы о и^В взаимно перпендикулярны
(ортогональны), причем |а| = 5 и |51 = 12.

Определить |а + 6} и ja - о].
2. В правильном пятиугольникеABCD£ заданы

векторы, совпадающие с его сторонами: АВ = in, ВС = Я,

CD '^Pt DE =

g и EA ~ r. Построить векторы:

a)7w + 2p+ — r;6)27w+ —n-3p-g + 2r.

3. Точка О является центром тяжести ABC, Доказать,

что ^^Ш+ОС -0.

4. В треугольнике ABC: AM = а АВ, AiV « р СМ.

Полагая AS = Йи АС «= 5, выразить векторы AN и BiV^

через векторы а и 5.

5. В параллелограмме ABCD обозначены: АВ =а,

AD =В, Выразить через аиВ векторы МА, MB
, МС и

MD
, гдеМ

- точка пересечения диагоналей
параллелограмма.

6. Векторы а и В, имеющие равные длины, отложены

от общего начала. Докажите, что вектор а + 5, если его

отложить от того же начала, будет направлен по
биссектрисе 5п?ла между а к В»

7. Докажите, чтодля любых векторов а и 5
справедливо неравенство |о + 5| < |о| + |6j. В каком случае левая часть

равна правой?

8. В трапеции ABCi) отношение основания AD к

основанию ВС равно X. Полагая АС = а, BD = В, выразивi'^

через а и В векторы АВ, ВС, CD и DA.

9. ABCDEF - правильный шестиугольник, причем

АВ= р* ВС = q. Выразить через pviq векторы CD, DE,

If, fa, ^, AD и AE,
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10. Векторы АС — о и BD =■ В служат диагоналями

параллелограмма ABCD. Выразить векторы АВ * ВС,

CD, DA через векторы а и В.

Ответы:

1.1а + 5|-1а-51 = 13.

4. liv = а-ЭЯ + (1 -Э)5, BN = (ар- 1)а + (1 -Э)5.

MD^-MB.

« т;;: А,а-& •—► а + В
8. АВ =-—Г-, ВС = -—Г-,

1 + А, 1 + Х

—— Х6-а —► Xid + b)
CD =-—г- и DA"—;—г-^.

9. CD'^q-p, Ъе^-Р, Ё?" =-д, J'"A = p-g,

AC=p + g, AD=2g, AE=2g-p.
-«. т:: a-& —* 5 + 5 —:r ft-a
10. AB''

-y» ^^" ~^'
^^"

~^'
ТГГ 5 + ^

1.2. Линейная комбинация векторов

Векторный базис на плоскости

и в пространстве

Определение 1. Линейной комбинацией векторов е^,

е^ t вз называется сумма произведений этих векторов на

какие-нибудь числа сц, ag, а,:

Определение 2. Векторным базисом в данной

плоскости называется любая пара неколлинеарных векторов ej

н ^2 этой плоскости.
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Вектор е^ называют при этом первым базисным

вектором, вектор 62
-

вторым.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Если ^j , eg
~ векторный базис в

плоскости, тогда любой вектор а этой плоскости может быть

представлен, и притом единственным образом, в виде

линейной комбинации базисных векторов е^ и eg :

a = xei +1/^. (*)
Определение 3. Равенство (*) называют разложением

вектора а по базису ei , е^ ,в. числа хтя.у-

координатами вектора а в базисе е^, е^ (или относительно базиса

ej , eg )• Если заранее ясно, о каком базисе идет речь, то

пишсут кратко: а = {х, у). Из определения координат
вектора относительно базиса следует, что равные векторы
имеют соответственно равные координаты.

Два и более векторов в пространстве называются

компланарными, если они параллельны одной и той же
плоскости или лежат в этой плоскости.

Определение 4. Векторным базисом в пространстве

называют любые три некомпланарных вектора Cj , eg , eg .

Вектор ej называют при этом первым базисным

вектором, eg
~

вторым, бз
-

третьим.

Замечание. 1. Три вектора ej
= {e^^j e^g; e^g}, eg = {e^y,

егг? ^zz^ и «3
= {eg^; egg; egg} образуют базис пространства,

если определитель, составленный из их координат,

отличен от нуля:

ец Cjg ei3

^0.^21 ^22 ^23

^31 ^32 ^33
2. Основные положения теории определителей и

способы их вычисления рассмотрены в разделе 3 «Линейная

алгебра».

Теорема 2. Пусть ej, eg , е^
- векторный базис в

пространстве. Тогда любой вектор а в пространстве может быть
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представлен, и притом единственным образом, в виде

линейной комбинации базисных векторов gj , gg и €3 :

a^xei +уе2 -^ге^. (**)
Определение 5. Равенство (**) называют^разложекиеж

вектора а по базису е^, 62 , е^ , & числа х,у, г-

координатами (компонентами) вектора а в базисе е^, ег » eg •

Если заранее ясно, о каком базисе идет речь, то пишут
кратко: а = {х; у; г}.

Определение 6. Базис gj , eg » ^3 называется ортонор-

мированным, если векторы gj , gg » eg попарно

перпендикулярны и имеют единичную длину. В этом случае

приняты обозначения е^ = Г, eg
= J, eg

= Я.

Действия над векторами,

заданными своими координатами

Теорема 3. Пусть на плоскости выбран векторный

базис ej , «2 и относительно него векторы аиб заданы

своими координатами: а = (х^; i/J, 6= {х^ уЛ.
Тогда а + 5 = {Xj + y^; х^ + у^), а - Ь=Хх^ -

у^; х^
- у2),

т. е. при сложении или вычитании векторов
складываются или вычитаются их одноименные координаты; а •

а =

{а •

х^; а
• yj, т. е. при умножении вектора на число его

координаты умножаются на это число.

Условие коллинеарности двух векторов

Теорема 4. Вектор S коллинеарен ненулевому вектору
а в том и только в том случае, когда координаты вектора
5пропорциональны соответственным координатам
вектора а, т. е.

Х2 У2
'

Линейные операции над векторами, заданными своими

координатами в пространстве, производятся аналогично.

Пример 1. Пусть даны векторы а = {1; 2; -1}, 5= {3; 2; 1},

с"= {1; 0; 1) в некотором векторном базисе ej , «2 » eg .

Найти координаты линейной комбинации 2а + 35- 4с.
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Решение. Введем обозначение для линейной
комбинации 3 -= 2а + 35 +(- 4)с.

Коэффициенты линейной комбинации щ = 2, ttg = 3,
ttj = -4. Запишем данное векторное равенство в

координатной форме 3 = {х, у, г)

'х^

У

г

= 2 2

-1

^3^

+ 3 2

1

/t\

+ (-4) О

1

Очевидно, что каждая координата линейной

комбинации векторов равна такой же линейной комбинации
одноименных координат, т. е.

ЛГ-21 + 3-3 + (-4) -1 = 7,
у
= 2-2 + 3-2 + (-4) • О = 10,

2 = 2- (-1) + 3 • 1 + (-4) • О = -3.

Координаты вектора 3 в базисе ej » 62 » ^ будут:
3 = {7; 10; -3}.
Ответ: 3 - {7; 10; -3}.

Пример 2. Дан правильный шестиугольник ABCDEF»

Принимая за базисные векторы АВ и АС « найти в

этом базисе координаты векторов АВ * ВС , ^D. DE *

If,fa.
Решение,
Так как векторы на

плоскости АВ и АС по условию

не коллинеарны, то они

являются, по определению,

базисом. Обозначим АВ •=» е^ ,

АС = €2 . Тогда вектор АВ
можно представить в виде

линейной комбинации векторов

ei и 62 так: АВ = 1 •

Cj +

+ 0 7^ -{1;0}.
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По правилу нахождения разности векторов вектор

£0 =

62 -ei =-ei +el;BC= {-1; 1}.

Вектор CD = AD - AC, но AD \ \ ВС, причем, по

условию, 15= 2ВС. Тогда CD - 2ВС - AC = 2(^ - ^) -

-ё^ = ? - 2? = -2ё^ + ё^; с5 = {-2; 1}.

Аналогично, D£ =-^1 « {-1; 0}, Ei'' =- ВС --

=

(-l^M; 1]= (1;-1}.

FA — CD^-- -{-2; 1}- (-l){-2; 1} = {2; -1}.

Ответ: AB «{1; 0}, ВС «= {-1; 1}, c5 «{-2; 1}, DE -

= {-1; 0}, £F - {1; -1}, FA = {2; -1} в базисе ^ = !aJB,

Пример 3. В трапеции ABCD отношение основания ВС к

основанию AD равно X. Принимая за базис векторы

AD и АВ , найти координаты векторов АВ, £С, CD,

Ба, ас, BD.
Решение.

По условию
ВС

AD
X. Так

как векторы ВС и AD кол-

линеарны и одинаково

направлены, то ВС = X • AD.

Векторы AD =

ej и ЛВ = «2 не коллинеарны, значит,
они образуют базис на плоскости. Представим каждый ис-

комый вектор в виде линейных комбинаций векторов е^

и ^ . Так АВ = ё^-0-ё^+1-е^={0;1}, ВС=Х-ё5^ =

—X • {1; 0} = {X; 0}. По правилу многоугольника:
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CD = AD - АВ - ВС = ej
-

62
- Я. • ^i = (i - X)ei +

+ (-1)71 = {1 - ^; -!}• Далее, Ш ^-7^ = (-1){1; 0} =
= {-1; 0}. По правилу треугольника:

АС =1в + ВС = ё^ +)^-Ti =^'el + ё^ ={Х;1}.

И, наконец, я5=Ж)-АВ = ё^-ё^=1-ё^ +

+ (-1);; ={1;-1}.

Ответ: 'аВ = {0; 1}, ВС = {Я; 0}, с5 = (1 - ^; -1},

Д4 ^ {-1; 0}. АС = {X; 1}, я5 = {1; -1} в базисе AD =

= €i и АВ = €2 .

Пример 4. Дан
параллелограмм ABCD. Точки Р и Q -

-

середины сторон ВС и Ci) ^^

соответственно. Найти

координаты вектора ]pQ, д"
если за базисные вектора

приняты е^
= AD и eg = АВ.

Решение.

____ 1 —.1_ 1_ 1_
Имеем PQ= PC+ CQ=- '^'^~ 2

'^ "

1 ^i
~

1 ^2

_ (1 1]
Значит, PQ

™

1^»
~

—f в базисе е^, gg •

Ответ: PQ = \ — , У.

[2 2j
л

Пример 5. Дана пирамида с

вершинами А, В, С, D. Точки Р
и Q -

середины ребер AD и

ВС соответственно. Найти

координаты вектора PQ в

базисе ei = АВ, eg
= АС, д

ё^ = а5.
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Решение.

Так как векторы АВ = ej , AD = 63 и АС =

€2 не кол-

линеарны, то они, действительно, образуют базис в

пространстве. По правилу многоугольника имеем;

PQ = РА + ^ +CQ =--AD+IC+-ci =

= - ^а5+ас+\(са+ав)- ^7, + -7^ - ^7^ =

2'2' 2}'
1 1 1

Ответ: PQ
2' 2' 2

•

в базисе е^ , е2 , eg

Пример 6. Проверить, что векторы а = {-1; 3} и 5^ = {2; 2}
на плоскости не коллинеарны, и разложить вектор

с = (7; -5} по базису а а В.
Решение. Проверить для векторов апВ условие колли-

неарности. Так как -—

^''г. то векторы а и о не коллине-

арны. Следовательно, они образуют базис на плоскости.

Пусть с = ха + yS. В координатной форме будет линейная
система двух уравнений с двумя неизвестными:

7 = х(-1) +у2
-5 = хЗ + у-2

Решив ее, находим х = -3, у = 2. Итак, с = -За + 2В.
Ответ: с"= -За + 2S.

Пример 7. Задан тетраэдр ОАВС. В базисе из ребер ОА,

ОВ, ОС найти координаты:

а) вектора DE, где Da Е- середины ребер ОА и ВС;

б) вектора OF, где F
-

точка пересечения медиан

основания.

Решение.

а) Векторы ОА, ОВ, ОС не коллинеарны, поэтому они

образуют базис в пространстве. Обозначим ОА^ е^ $
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ОВ =•

€2 * ОС =

вз '^о

правилу построения разности двух
векторов из треугольника ODE

находим: DE

ОЕ

ОЕ - 0D. Но

"^iOB + ОС) по

формуле (*), тогда DE '^ - ОВ +

1 _. 1 -_ 1 _

1 ^ 1 -*

+ —

eg "•'IT бд
~ линейнад комбинация векторов е^* й^*

е, . Поэтому DE 1 2- 2' 2J В базисе е^ , eg , eg

б) Так как точка F - точка пересечения медиан
треугольника АВСу а точка О лежит вне плоскости этого

треугольника, то по формуле (**) получаем:

OF= -(QA +о5 +ОС)= з^"^3^"^3^ """""

нейная комбинация базисных векторов.

Следовательно, OF= ]—;—;—>вбазисе Cj , eg , «д •

\Jo о 3 J

Ответ:е.) DE = [-\l \l |};б) OF- {|;|;|}.
Пример 8. Принимая в качестве базиса векторы АВ "■ В

В
и АС = с, совпадающие
со сторонами
треугольника ABC, определить
разложение векторов,
приложенных в

вершинах треугольника и

совпадающих с его

медианами.
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Решение.

BN = -AC -Jb = -c-6=-6+ -c =

-(-1;|};лс-
—. 1- ^

CP = ~b-c =

Ответ: AM= j

f CP
1 ■—

=

2^'

И-
1.1
2*2 ;BN =- '{-i;i};CP-ji;-i]

Пример 9. Даны три вектора а =» {3; -1}, В = {Ij -2},
с = {-1; 7}. Оп2еделить разложение векторар — а + В +
+ спобазису а, о.

Решение, а) найдем координаты вектора^ = а + В+с =

= {3;4}; ^

б) проверим, образуют ли векторы а и о базис на

плоскости. Если они образуют базис» то должны быть не кол-

линеарными, т. е. одноименные координаты не

пропорциональны Y
*
-^ . Представим вектор р в виде линейной

комбинации векторов ашВ'.р = ха + уВ. В координатной
форме получим линейную алгебраическую систему двух

уравнений с двумя неизвестными■ "(-•) + У
-2

ГЗЛ |3а: + у = 3
•=»

, или i „ ^
• Решив систему, получаем х = 2,

4] [-х-2у = 4

у = -3. Следовательно, р = 2а -J3B.
Ответ: р'' {2; -3} в базисе а, В.

Пример 10. Вне плоскости параллелограммаABCD взята

точка О. В базисе из векторов ОА, ОВ и ОС найти

координаты:

а) вектора ОМ, гдеМ
-

точка пересечения диагоналей
параллелограмма;
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б) вектора ОК , где К
-

середина стороны AD.
Решение.

Обозначим ОА = е^ ,

ОВ = 7^, ОС =

е^ . Так

как ej , 62 ' ^3 не колли-

неарны, то они образуют
базис в пространстве.

а) Выразим вектор ОМ
как линейную

комбинацию векторов ё^, ^ , ё^ .

По формуле (*) имеем из треугольника ОАС:

.1_ _ 1- 1 —

ОМ = ~(ОА + 00- -«1 +
2

^2.

Значит, ОМ = \-\0\-2 ъ базисе ^, ^ , ^ .

__ __ fl 1]
б) ОК =ОМ - 2ГМ . Но ОМ = |-; 0; -к

. 1 —► 1 -* _

КМ= - АВ= -(eg -

ej), тогда
^ 2

''^= 1='^-| - -i;i;0
I 2 2 Г 2=2|

Ответ: ОМ = ]—; 0; — , 0К = \1;--; -у в базисе е^ ,

^2 » ^3 •

Пример 11. В прямоугольнике ОАСВ точки MniN-

середины сторон ВС и АС. Разложить вектор ^ = с по

базису ОМ =а и ON = В.
Решение.
Так как точки М и N -

середины сторон
соответственно ВС и АС, то
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ON=-iOA + ОС)

1 —

В М

ОМ =-(ОВ + ОС)

в + в= -[2г+(оА + дв)],
1 3

или а + В= — (2с + с), —с — а + В.

2 _ 2^2
Отсюдас=

— (а-1-6^) = ~^о,-¥ —В.
3 3 3

Ответ: с = i^» ^1 ^ базисе а, Б.

Пример 12. В прямоугольном треугольнике ABC опущен
перпендикуляр СН на гипотенузуАВ. Выразить вектор

СН через векторы и длины катетов | ВС | = а и) СА) = 5.
Решение.
Из элементарной геометрии известно,

что -^ =

«с а

лучим

2
. Тогда, приняв Л = —, по- -^6;

о'

СН
^

СА + -^ СВ
1+Х

■

1+Х

=

а'^СА + Ь^СВ

Ответ: СН
-^

. &^ __

а^+Ь''
СА +

а'+Ь'
СВ.

Пример 13. Показать, что тройка векторов е^ (1, О, 0),

«2 (1,1,0), «3 (1г 1» 1) образуют базис в множестве

всех векторов пространства. Вычислить координаты

вектора а = -2Т— Я в базисе е^ , «2 , «з ^ написать

соответствующее разложение по базису.
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Решение.

10 0

Д- 1 1 О =l;tO.

Ill

л = -2, y = l,z = -1.

Ответ: а = -2 е^ + ^2
-

е^ .

О

Г1\

О

о

+ У

1^

о
Ч J

+ г

'i"

1

Пример 14. ABCD - равнобочная трапеция, АВ = а
-

основание, AD = 5- боковая сторона, угол между АВ и

AD равен —. Выразить через а и 5 векторы DC , СВ,
о

АС, Ъв.
Решение.

ПроведемAM11DC^ получим
равносторонний треугольник В

ADM. Следовательно, I АЛ/| = |б1. /^
Найдем СВ = Ъм = 'аМ - а5 . А

а
Вектор АМ= Oq '1^= м"!^

а

кСВ^~Щ-В; DC =• АВ - АМ = а- рг|5|=о
V

а
АС-АВ - СВ-а-рг|51 +5= а +5- Но

= а 1 - -^ +5; DB =а-В.1-

Ответ: DC
|а|

J

а, СВ = -^ia-S,
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АС а + В, DB =а-В.

Общая (аффинная) декартова система

координат

Определение 7. Пусть О -

некоторая фиксированная
точка, которую будем называть началом. Если М -

произвольная точка, то вектор ОМ называется

радиус-вектором точки М по отношению к началу, коротко,
радиус-вектор точки М.

Декартовы (аффинные) координаты на прямой

Пусть дана в прос*ранстве некоторая прямая /.

Выберем начало О лежащим на этой прямой. Кроме того,

выберем на прямой / ненулевой вектор е, который будем
называть базисным.

О М

Определение 8. Пусть точкаМ лежит на прямой /. Так

как векторы ОМ и е коллинеарны, то ОМ = хе, где х
-

некоторое число. Это число назовем координатой точки

М на прямой.
Начало О имеет координату нуль, все остальные

точки М на прямой имеют положительные или

отрицательные координаты, в зависимости от того, совпадают ли

направления векторов ОМ и е или же они

противоположны. Прямую /, на которой введены координаты, будем
называть осью координат или осью ОХ.

Введение координат на прямой приводит к тому, что

каждой точке М на прямой соответствует единственное
число X, и наоборот, существует единственная точка М,
для которой это число является координатой.

Декартовы (аффинные) координаты на

плоскости

ВЬхберем на плоскости начало О и два неколлинеарных

вектора Cj и 62 , образующих некоторый базис. Очевид-

но, что длины векторов е^ и бг могут быть различны.

2. гж. 6
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Определение 9. Совокупность {0; е^; «2 } точки О и

векторного базиса «i , 62 называют декартовой
(аффинной) системой на плоскости.

Две прямые, проходящие через О и параллельные

соответственно векторам е^ , «2 называют осями

координат. Первую из них обычно называют осью абсцисс и
обозначают Ох, вторую

-

осью ординат и обозначают Оу.

Будем всегда изображать е^ и «2 лежащими на

соответствующих осях координат.

Определение 10. Координатами точки М на

плоскости относительно декартовой (аффинной) системы

координат {0; «1 ; «2 } называют координаты ее

радиус-вектора ОМ по базису ^1 , €2 : ОМ =xei +уе2 , тогда числа х

и у будут координатами М относительно декартовой

(аффинной) системы координат {0; ei ; «2 }• Координату х
называют абсциссой точки М, координату у

- ординатой
точки М.

Итак, если выбрана система координат, {0; е^; «g } на
плоскости, то каждой точке М плоскости соответствует

упорядоченная пара чисел х, у. Обратно: любой
упорядоченной паре чисел хи у соответствует единственная
точка М на плоскости: эта точка является концом вектора

ОМ =

xci -Ь у €2 •

Введение системы координат лежит в основе метода

аналитической геометрии, сущность которой состоит в

том, чтобы уметь сводить любую геометрическую задачу
к задачам арифметики или алгебры.

Определение 11. Координатами вектора а на плоскости

относительно декартовой системы координат {0; е^ ; «2 }

называют координаты этого вектора в базисе е^ , eg .
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Чтобы найти координаты вектора а, надо разложит^

его по базису еj , «2 • 0, = xei+ уе2 , где коэффициенты
х,уи будут координатами вектора а относительно

декартовой системы {0; е^ ; «2 }•

Декартова (аффинная) система координат
в пространстве

Пусть в пространстве зафиксирована некоторая точка

О (начало) и выбран векторный базис «i . «2 » ^з *

Определение 12. Совокупность {0; е^ ; 62 ; е^ }
называют декартовой системой координат в пространстве.

Определение 13. Три прямые,

проходящие через О и

параллельные соответственно векто-

г

11

-^У

рам «1 , €2 , «3 » называют осями ^з ,

координат и обозначают
соответственно Ох у Оу, Ог. Мы будем „

всегда изображать векторы е^ , е

«2 t ^3 лежащими на

соответственных осях.

Определение 14. Координатами точки М в

пространстве относительно декартовой системы координат {0; е^ ;

«2 ; бз } называют координаты ее радиус-вектора ОМ в

этой системе.

Иначе говоря, координаты точки М -

это такие три

числа л:, у, г, что ОМ =

хе^ + У «2 + ^ 63 • Как и в случае

плоскости, X, у соответственно абсцисса и ордината
точки М; третью координату z называют аппликатой точки

М.

Введение в пространстве декартовой системы

координат позволяет установить взаимно-однозначное

соответствие между точками М пространства и упорядоченными
тройками чисел х, у, г.

Определение 15. Координатами вектора а в

пространстве относительно декартовой системы координат
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{0; fij ; «2 ; «3 } называют координаты этого вектора в

базисе «1 ; «2 ; «3 •

Пример 15. Дан правильный шестиугольник ABCDEF.

Принимая за начало аффинной системы координат

вершину А, а за базис -

векторы АВ и АС , найти в

этой системе координаты вершин шестиугольника.

Решение. Обозначим АВ =

е^,

АС = ^2 . Очевидно, что е^ и «2
неколлинеарные векторы,
поэтому их можно принять за базис.

Тогда по условию: А(0; 0) и
р

АВ «1+0 {1; 0};

В(1; 0); АС =

«2
= О •

€i +1- е^
=

= {0; 1} и С(0; 1). Далее а5 =

= 2ВС =2(ё^ - el) = -261 +

+ 2ё^ = {-2; 2} и D(-2; 2); АЕ= AD- Ё5= AD - АВ

= -2^ +2ё^ -^ =-3^ +27^ = {-3; 2} и £(-3; 2);

j^= Qj)= j^ _ j^c = -2e^ +2e2 -

e^ =-2^1 + eg
=

= {-2;1}иЛ-2;1).
Ответ: A(0; 0), B(l; 0), C(0; 1), D(-2; 2), E(-3; 2),

Л-2;1).

Пример 16. Даны три последовательные вершины
параллелограмма А(-2; 1), В(1; 3), С(4; 0). Найти четвертую
его координату D. Система координат аффинная.
Решение.

Векторы АВ и DC равны,
значит, равны их координаты

(коэффициенты линейной

комбинации): АВ = {3; 2},

D(x; у)

А{-2; 1) B(U 3)
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i^
— X ~ 3 X — 1.

.Значит, D(l;-2).
- I/ = 2 I/ = -2

Ответ: D(l; -2).

Пример 17. Даны две точки А(~3; 1) и Б(2; -3). На
прямой АВ найти точку М так, чтобы она была
расположена по ту же сторону от точки А, что и точка Б, и

чтобы отрезок AM был втрое больше отрезка АВ (система
координат аффинная).
Решение. , > »

А(-3; 1) В(2; -3) М(х; у)

По условию \АМ\ = 31АВ|, поэтому AM = 3 АВ. Так как

векторы AM и 3 АВ равны, то и их координаты равны.

Отсюда АВ = {5; -4}, 'Хм
= {л: + 3; i/

- 1} и {д; -Ь 3; i/
- 1} =

= 3{5; -4}, х + 3 = 15,у~1= -12; х = 12, у
== -11.

Ответ: М(12; -11).

Пример 18. Дан параллелограмм ABCD, диагонали

которого АС и BD пересекаются в точке О. Принимая за

начало аффинной системы координат точкуА, а за базис-

векторы АВ = €i и АС =

«2 » найти в этой системе

координаты точки М, делящей ОВ пополам.

Решение.
По условию точка А - нача- d

ло координат, значит А(0; 0).
Тогда Б(1; 0), С(0; 1). По
формуле (*) (пример 7; п. 1.1)

ОМ= -(~Ад + АВ) =

Ifl— _\

=-\-АС+АВ =

2 12 j
= -АС-Ь-АБ =

-,, -Ь-.2 Тогда точка М имеет

аффинные координаты М

^1 Л

^1 1]
2UJ

Ответ: М
2'4
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Пример 19. Дан тетраэдр ABCD, точка М -

середина DE

(Е -

середина ВС). Принимая за начало аффинной
системы координат вершину А, а за базис -

векторы

АВ =

е , АС =

«2 » ■'^ ~

^3 » найти в этой системе

координаты точки М.
Решение.

1м=1г(^ + 15),
2

АБ =-(АБ + АС),
2

АМ=- -(ab + ac)+ad
1—. 1—* 1 —. 1_ 1— 1_

4

Следовательно, имеем М ill4'4'2

Ответ: м\ —: —: —

(,4-4 2

Пример 20. Дан треугольникABC; О
-

точка пересечения
его медиан. Принимая за начало аффинной системы

координат вершину А, а за базис - векторы АВ = е^ ,

ВС = «2 » найти в этой системе координат точки О.

Решение.
По условию А(0; 0), D -

середина АВ. Тогда

АО= AD + DO AD +

+
^ DC (DC=DB + BC} =

AD+-(DB + BC).
О

Но AD =~AB.
2
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_ 1 _ 1 fi^ —\

Поэтому АО = - АВ +-\-АВ + ВС

—. 2— 1— 2^ 1 —

(2 1^
Ответ: О —; -

Пример 21. Дан параллелепипед ABCZMiBiCi-Di, BiA^ -

=

е^ , BiCi
=

«2 » В^Б
=

€3 • Принимая вершину В^ за

начало аффинной системы координат, а за базис -

векторы е^ » ^2 , бз » найти в этой системе координат

координаты точкиМ
- точки пересечения диагоналей

основания ABCD.
Решение. ^

Di Cj
1

BiM=2(BiD + BiB). Но ^^

BiD = BiAj + B^Cy + BiB
(no правилу параллелепипеда
сложение трех векторов).

Следовательно, BiM='
—

{BiAi +

/

D

- \

/1
-. 1 —

У
.

V/^
В

+ ВуСу -Ь ВуВ + ВуВ"^

1 ^ 1 — —

Ответ: М 2'2'

Линейная зависимость. Понятие базиса

Определение 16. Векторы а^, ag,..., а^ называют
линейно зависимыми, если существуют числа Х^, Xg, ...» Х^,
среди которых есть по крайней мере одно, не равное нулю,
такие, что

Xju^ + Xgug + ..., + X^d^ = ?J". J***)
Это определение линейной зависимости векторов а^, а^,

..., йд, эквивалентно такому: векторы а^, а^, ..., а^ линейно
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зависимы, если один из них можно представить в виде

линейной комбинации остальных (или разложить по

остальным).
Векторы а^, а^, ..., а^ называются линейно

зависимыми, если равенство (***) возможно в единственном случае,

когда Xj = Xg = ...
= Хд, = 0.

Понятие линейной зависимости играет большую роль
в линейной алгебре. В векторной алгебре линейная
зависимость имеет простой геометрический смысл.

1) Любые два коллинеарных вектора линейно

зависимы, и наоборот, два неколлинеарных вектора
линейно'независимы.

2) Три компланарных вектора линейно зависимы, и

наоборот, три некомпланарных вектора линейно

независимы.

3) Каждые четыре вектора линейно зависимы.

Определение 17. Три линейно независимых вектора

^1 » «2 » ^3 называются базисом пространства, т. е.

любой вектор а может быть представлен в виде некоторой

линейной комбинации векторов «i , «2 » ^з •

Определение 18. Два лежащих в плоскости линейно

независимых вектора е^ и е^ называются базисом

плоскости, т. е. любой лежащий в этой плоскости вектор а

может быть представлен в виде линейной комбинации

векторов €j , 62 .

Пример 22. Разложить вектор s=a + S+c по трем некол-

линеарнымвекторамр
= а + В-2с, д

= а-В,г=2б+Зс.
Решение.

а) Покажем, что векторы неколлинеарны. В этом

случае тройки коэффициентов их линейных комбинаций
должны быть линейно независимы, т. е. определитель,
составленный из коэффициентов линейных комбинаций,
должен быть не равен нулю:

11-2
1-2

1-10

0 2 3

-1 О

2 3 2
-3 - 7 = -10 ;б 0.
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(Определитель вычислен разложением по элементам

первого столбца).
б) Решим систему уравнений относительно а, В, с:

а + В - 2с = р

а. - В = Q

2& + Зс = г.

Вычитая из первого уравнения второе, получим

систему двух уравнений относительно Вис:

2B-2c = p-q

2В + Зс = г.

Вычтем из второго уравнения первое.

Отсюда с
д-р + г

^fj.
Зр -Зд + 2г

10

-. 3p + 7q + 2r
а ~ и

10

-. -. ^ -. 4p + 6q + 6r 2- 3- 3-

Ответ: s= J —;—; — 1в базисе 3, а, г.

[5 5 5j
^

Пример 23. Доказать, что для любых трех векторов а, В,
с и любых трех чисел а, Р, у векторы оса - ^В, уВ - ас,

Рс -

уа линейно зависимы.

Решение. Если три линейные комбинации линейно

зависимы, то определитель, составленный из их

коэффициентов, должен быть равен нулю. Проверим это.

а -Р О

О у -а

-у О Р
= ару - аРу = 0.

(Определитель вычислен разложением по элементам

первой строки.)
Утверждение доказано.

= а
Y

0

-а

(3
+ Р

0

-у

-а

Р



Практикум по высшей математике 42

Пример 24. Даны три вектора а = {1; 2}, S = {-5; -1},
с = {-1; 3}. Найти координаты линейных комбинаций
2а + 35 - с, 16а + ЬБ - 9с.

Решение. 2а + ЗВ -

с = 2{1; 2} + 3{-5; -1} -{-1; 3} =
= {2 - 15 + 1; 4 -3 -3} = {-12; -2}.

16а + 5В-9с = 16{1; 2} +5{-5; -1} -9{-1; 3} =
= {16 - 25 + 9; 32 - 5 - 27} = {0; 0} - СТ.

Таким образом, векторы а, б, с линейно зависимы, так

как существуют коэффициенты линейной комбинации,
не равные нулю, такие, что 16а + 55 - 9? = СТ.

Ответ: 2а + 35 - с = {-12; -2}, 16а + 55 - 9с = {0; 0}.

Пример 25. Даны три вектора а = {1; 3}, 5 = (2;-1},
с = {-4; 1}. Найти числа а, Р такие, что аа +.Р5+.С'= 0.
Решение. Линейной комбинации векторов а, 5,

с^соответствует такие же линейные комбинации их одноимен-

а
m /2^

кЬ
+ Р
v-Ъ

+ 1
-4^

= О, или

13а-Р = -1

ных координат, т. е.

Га + 2р-4 = 0тт - аi Получим систему двух линейных алгебра-
[За - (3 +1 = 0.

ических уравнений относительно неизвестных а, р.

, fa+ 23 = 4

2
""

2
„

6 13
7а = 2, а=-;Р = За+1=-:+1=—-.

7
-. -.7 7

Итак, действительно векторы а, 5, с^ линейно
зависимы.

2
„

13
Ответ: а = —; р

= —.

Пример 26. Проверить, что векторы а = {-5; -1}, 5= {-1; 3}
образуют базис на^плоскости. Найти координаты
векторов с = {-1; 2}, 3 = {2; -6} в этом базисе.
Решение.

а) Векторы образуют базис на плоскости, если они не-

коллинеарны, т. е. их одноименные координаты не про-

-5 -1
порциональны. Действительно,

—- ^ — Следовательно,

данные векторы а и & образуют базис на плоскости,

б) Найдем координаты вектора с = {-1; 2}, в этом базисе:
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с = ad+ 35, или

'

5а + (3 = 1

f-r

J \ J

+
I - a + Зр = 2

163 = 11; P "
16

' ™^^* a = ^
.

в) Найдем координаты вектора 3 = {2; -6} в этом

базисе

д, = сш, + 35, или
2Л

+
Гба + 3 = -2

-Г

[- а + 33 = -6 • 5

163 = -32; 3 = -2, а = 0.

. fl И]
Ответ: 6= ITa"'Tg Г. ^ == {0; 2}.

Задания для самостоятельного решения

1. Даны три вектора р
= {3; -2; 1},_д = {-1; 1; 2},

г = {2; Ij -^}^ Найти разложение вектора с = {11; -6; 5} по
базису р, q, г.

2. Даны векторы ОА = а и ОВ = 5. Вектор рС
= & —

медиана треугольника ОЛВ. Разложить вектор а по

базису 5 и с.

3. В тетраэдре ОЛВС точки К, L, М, N, Р, Q -

середины ребер ОА, ОВ, ОС, АВ, АС, ВС соответственно, S
-

точка пересечения медиан треугольника ABC, Принимая за

базисные векторы ОА, ОВ, ОС , найти в этом базисе

координаты:

1) векторов АВ, ВС, АС ;

2) векторов KL, PQ, NC, MP, KQ ;

3) векторов OS и KS.
4. Точки М и N -

середины сторон ВС и CD

параллелограмма ABCD. Разложить вектор DC по векторам

а= AM и5= AN.
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5. Дан кубABCDEFGH. Разложить вектор АК, где К -

центр грани DHGC, по векторам а
= AD , В= АС ^с= АЕ.

6. На плоскости даны два^екторар
= {2; -3},^=^{1; 2}.

Найти разложение вектора а = {9; 4} по базису р, д.
7. На плоскости даны три вектора а= {3; -2}, о = {-2;

1} и с = {7; -4}. Определить разложение каждого из этих

трех векторов, принимая в качестве базиса два других.

8. Принимая в качестве базиса векторы АВ = В и

АС ~ с, совпадающие со сторонами треугольника ABC,
определить разложение векторов, приложенных в

вершинах треугольника и совпадающих с его медианами.
9. Даны четыре вектора а = {3; 0; -2}, & = {1; 2; -5}, с =

= .{-1; 1; 1}, д, = {8; 4; 1}. Найти координаты векторов
-

линейных комбинаций: -5а + 6^ - бс + 3, За- b - с- В.
10. Даны четыре вектора а = {4; 1; -1}, б = {3; -1; 0},

с — {-li 1; 1), 3 = {-1; 3; 4}. Найти числа а, Р, у такие, что

аа +^о + ус + d = 0.
11. Проверить, что векторы а = {4; 1; -1}, В = {1; 2; 5},

с = {-1; 1; 1} образуют базис в jipocTpaHCTBe. Найти
координаты векторов Г= {4; 4; -5}, т = {2; 4; -10}, л = {0; 3; -4}
в этом базисе.

12. (Задача об отрезке, разделенном в заданном

отношении.) Пусть точка С, лежащая на отрезке АВ, делит

этот отрезок в отношении X, т. е.

АС

СВ

= X. Выразить

вектор ОС через векторы ОА и ОВ (к ф -1).
13. Даны две точки А(1; 2; 3), Б(7; 2; 5). На прямой АВ

найти такую точку М, чтобы точки ВпМ были
расположены по разные стороны от точки А и чтобы отрезок AM
был вдвое длиннее отрезкаАВ. Система координат
аффинная.

14. ВершинаА параллелепипедаABCDAiBiCjDi
принята за начало координат, а векторы АВ, AD, AAi

- за

базисные векторы. Найти в этой системе координаты всех

вершин параллелепипеда.
15. Вершина О тетраэдра OABCD принята за начало

координат, а векторы ОА, ОВ, ОС - за базисные

векторы. Найти в этой (аффинной) системе координаты точек

пересечения медиан граней тетраэдра.
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Ответы:

1. с = (2; -3; 1} в базисе р, q, г;
2. а = -S + 2с;

3 1)АВ = {-1; 1; 0}, ВС = {0; -1; 1}, АС = {-1; О; 1);

—.fill]

— 4 ^ 2^
4. DC = -а- -б.

—.1_1_1_
5. АК^~а+-Ь+-с.

6. а = 2р+ 5q.

7. а = 2б + с, B = ,— d -

—с,с = а~ 2В.
£Ji tU

8. АМ= ~В+ -с, BN = -с-В, СР = -В-с,гдеМ,
Nu P -

середины сторон треугольника ЛВС.

9. (0; 0; 0), (1; -7; -3).
1О.а = 0, Э = -1, Y=-4.
11. Т= {1; 1; 1}, т = {0; 2; 0}, Я = {0; 1; 1}.

__ 1 _^ X —
12. ОС =

:;—г ОА + -—г ОВ.

13.М(-11;2;-1}.
14. А(0; 0; 0), ВЦ; 0; 0), С(1; 1; 0), D(0; 1; 0),А,{0; 0; 1),

Bi(l; 0; 1), СД1; 1; 1), Z)i(0; 1; 1).

1 1 J ^Qjg. jo; 1 1

[l 1 1'

15. J i.; i; 0 [ ДЛЯ граниAOB; J 0; -; - [ для грани ВОС;

I -; 0; - [ для грани СОА; \'^''^''^\ Д^я грани ABC.

3j
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1.3. прямоугольная декартова
система координат

Среди декартовых систем координат простейшей
является прямоугольная декартова система координат.

Определение 1. Декартова система координат {0; е^ ;

^2 } на плоскости называется прямоугольной^ если е^ и

^2
-

ортогональные единичные векторы.

Аналогично определяется прямоугольная декартова

система координат {0; е^ ; gg ; вз } в пространстве; в этом

случае векторы ^\ , е^ , е^ также являются взаимно

перпендикулярными и единичными. Базисные векторы б\ ,

е^ прямоугольной декартовой системы координат на

плоскости обозначают обычно Г, /, базисные векторы ei ,

62 , 63 прямоугольной декартовой системы координат

обозначают С, J, Я. Соответственно разложение

радиус-вектора ОМ по базису записывают в виде

ОМ = Х1 + у}{]щя плоскости);

ОМ = хТ+ yj+ гМ (для пространства).
В первом случае точка М имеет координаты х, у, во

в "ором случае
-

координаты JC,//, 2.

Опре^^еление 2. Проекцией вектора а. на единичный
вектор ё называется число пр^а

= \а\ cos ф, где ф
= (а, е) -

угол между векторами а и е (О < ф < я).
Координаты X, у, z вектора а, полученные как коэффи-]

циенты линейной комбинации базисных векторов, в

прямоугольном базисе совпадают с проекцией вектора а на

базисные орты Г, /, U соответственно, а длина вектора а

равна \а\ = V'^^ +у^ +z^ .

Определение 3. Числа cosa = cos(a, Т) —

^х^ +у^ +г^

созЗ = cos(a, /) = ■ ==•, COSY = cos(a, Н) =

^х^ + у^ + г^
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VJc^+y^+2^
называются направляющими

косинусами вектора а.

Направляющие косинусы вектора совпадают с коорди-

натами (проекциями) его орта а^
—

|я| ^ ^ между собой

связаны соотношением^оз^а + cos^P + cos^y ~ !•

Отметим, что базис Г, /, Й^ называют ортонормирован-

ным, так как Г1 /, /1 Й, i 1Я ji] = [/J = Щ = 1.

Пример 1. Заданы векторы а = 2Г+ 3/, B=—3f- 2Я, с = Г+
+ J- В. Найти:

а) координаты вектора Uq ;

б) координаты вектора а- —о + с;

в) разложение вектора а + 5^- 2с по базису {i, J, М};
г)прДа-5).
Решение.

а) Так как «о ~ rzi^' '^° найдем сначала длину векто-
\а\

ра VO
о о

X + у +Z :

|а| == л/4 + 0 + 9 = л/13 . Тогда ^ = -^{2; 3; 0} =

л/13

1л/1з'лЯз'
-. -. 1 -, -.

б) Вычислим координаты вектора d = а
- —Ь + с=--

Сл

= (2; 3; 0} - I {О; -3; -2} + {1; 1; -1} = |з; у; о|.

в) а+ 5-2с = {2; 3; 0} + {0;-3;-2} - 2 {1; 1;-1} =
== {0; -2; 0} = -2/; а + ?- 2с = -2/.
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г) пр^.(а
- 5); а

- b = {2; 3; 0} - {0; -3; -2} = (2; 6; 2};
прДа

— 5) = 6.

Omem.-^-{-|j:-|j;oj;

в)а+В-2с — -2/; г) пр^(а- В) = 6.

Замечание. Если известны координаты точек Mi(^:p у^; z^)
и MgC^g; ^2»' 2^2)» то проекции X, Y, Z на оси координат век-

., - ... .■■■ -.... »

тора М^Мз могут быть получены по формулам X =

=

х^- x^,Y = y^- у^, Z
=

^2
-

2^, а расстояние d между
данными точками определяется формулой:

^=л1х
^ +у^ +2^ , или

3=у1(Х2 -X^f + (У2 - yif + (22 - Z^f .

Если точка М{х, у, г) лежит на прямой, проходящей
через две данные точки МДлГр у^, г^) и M^ix^, y^t z^ и дано

\м^м\
отношение X = -, г, в котором точка М делит отрезок

М^М^, то координаты точки М определяются по

формулам:

1+?1
'^

1+х
'

1 + х
• ^ ^

Пример 2. Данр разложение вектора с по базису Г, /, Я:
с = 16Г- 15Г+ 12fe. Определить разложение по этому
же базису вектора 3, параллельному вектору с и

противоположного с ним направления, при условии, что

|d| = 75.
Решение. Так как векторы 3 и с по ycлoвиJo коллине-

арны, то они удовлетворяют условию: d = Хс, X < 0. По

условию Щ = 75, из равенства

d\ = \Х\ |с1 =
Х\ 25 = 75;

л/162 +152 +122 =|х|л/б25 =|?i|25;
= 3. Окончательно, X = -3.

Ответ: d = -48Г+ 45/- ЗбЯ.

Пример 3. Два вектора а = {2; -3; 6} и 5^= {-1; 2; -2}
приложены к одной точке. Определить координаты векто-
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pa с, направленного по биссектрисе угла между

векторами а и о, при условии, что

Решение. В примере (№ 18, п. 1.1) мы нашли формулу
для вектора, направленного по биссектрисе угла между

векторами а и ff. Это вектор с —"к
а Ь

а

V

, X > 0. Найдем

„ „ —► а —» Ъ
орты векторов ашЪ: а^ =rq"f Ьд =-:г • Для этого вычис-

\а\

лим |а|= л/4 + 9 + 36 = 7, |61=Vl + 4 + 4 = 3. Тогда

1 Г? ч fi1 1

ао =-{2;-3;6}= |-;--;у|, %
=
- {-1; 2;-2} =

[12 2]=

Гз^^-зГ

«о +«^0
-

7 3' Т'^З'? 3
^zl. А. А
21' 21'21

k1 = :^.
i2

^
oi2

^
о-,2 212Г 21^ 21'

По условию |с| = 3 ^42 , поэтому
— ^42 = 3 л/42 ; X = 63.

-1

А
21

5 4
Таким образом, с = Q3\—^;—;-^\= {-3; 15; 12};

[21 21 2lJ
'

с = (-3; 15; 12}.
Ответ: с =.{-3; 15; 12}.

ПримерJL. Найти^;лину и направляюЕцие косинусы

вектора ^ = За -ЬВ + с, если а = 4Г+ 7/+ ЗЯ, b = Г+ 2/+ ^,
с = 2i — 3/- Я.
Решение. Найдем разложение векторар по базису Г, /, U:

р = 3(4Г+ 7/+ ЗН) - 5(1 + 2J+ К) + (2Г- 3/- П) = 9Г+ 8/+ 3£

Найдем длину вектора р:\р{= V9^ + 8^ + 3^ = л/154 . Тог-

9 ^ 8 - 3
да орт вектора р

—

вектор Ро
=

,-—- Г+ , /+ Я.
/154 VI54

'

VI54
Известно, что координаты орта вектора есть его направ-
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ляющие косинусы. Следовательно, cos а =

8

л/Гм
' cos Y

л/154

Ответ: |р| = vl54 , cosa
=

9

cosP =
8

л/Г54
' cosy

=

л/154
'

3

/154

/154
, cos в =

Пример 5. Векторы АВ =

= {2;6;-4}и АС-{4; 2;-2}
совпадают со сторонами

треугольника ЛВС.

Определите координаты

векторов,
приложенных к вершинам
треугольника и совпадаю- А

щих с его медианами

AM, BN, СР.

Решение. Известно, что AM =
т (ЛВ + АС ) —

=
- {6; 8; -6} = {3; 4; -3}, AM = {3; 4; -3}. АС + СР = АР ;

СР==АР-АС'=-АС+-ЛВ= -{4; 2; -2} + {1; 3; -2} =

= {-3; 1; 0}; СР = {3; 1; 0}. Наконец, АВ + BN = AN ;

-^ 1 1
BN = AN - АВ = -

АС -

АВ -

:^{4l^;-^}- (2; 6; -4} =

= {0; -5; 3}; BN = {0; -5; 3}.

Ответ: AM = {3; 4; -3}, BN = {0; -5; 3}, СР = {3; 1; 0}.

Пример 6. Вектор составляет с осями Ох и Oz углы а =

= 120° и Y = 45°. Какой угол он составляет с осью Оу?
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Решение. Так как направляющие косинусы вектора
удовлетворяют равенетву cos^a + cos^P + cos^y = 1. то

cos2l20 + cos2p-fcos2 45 = 1, cos2 60 + cos2p+ -= 1,

11 11
—+ cos^ p + — =1, cos^ P ~ T» ^°^ P "^ -

^ •

Отсюда p = 60° или p = 120°.
Ответ: 60° или 120°.

Пример 7. Определить, при каких значениях а, Р
векторы а

= -2i + 3/+ р^ и 6 = аГ- 6/+ 2Н коллинеарны.
Решение. Из условия коллинеарности двух векторов

-2 3 р
следуют равенства: — = =

—.

а -6 2

—2 Ч 3 В

Тогда — = --; а = 4, -- = 5; Р = -1.
а -6 -6 2

Ответ: а — 4, Р = -1.

Пример 8. Найти вектор х, коллинеарный вектору а = Г—
- 2} - 2Я, образующий с ортом /острый угол и

имеющий длину (лг( = 15.
_

Решение. По условию х коллинеарен а, следовательно,

л: = Ха и cos Р > О, Р < —. Пусть х = {х; у; г), тогда {х; у; г}=
~ Я,{1; -2; —2} и чтобы выполнялось условие у > О, надо
положить X < 0. Кроме того, х= X, у

= -2Х, z = -2Х; \х\ =

= Л^ + 4Х^ + 4X2 = IXI л/э = -ЗХ. По условию |3с| = 15,
следовательно, -ЗХ = 15; X == -5. Искомый вектор есть

X = -5Г+ 10/+ 10£
Ответ: х = -5Г+ 10/+ 10Я.

Пример 9. Отрезок АВ, где Л(7; 1), В{4; -5) разделен на

три равные части. Найти координаты точек деления.

Решение. Формулы (*) в координатной форме имеют

д;, +Хху Ух +Xi/o .
, „ ^

вид: X = -^ —^
, у

= ^ :^ ,Хф-1. Пусть Р -

точка
1+Я 1+Х

деления, ближайшая к А. Тогда X = —

, и координаты точ-

ки Р таковы:
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х- V =

T==^'^
2_____ _1 р(б;-1).

1+Ь ^ 1+1 ^

2 2

Для второй точки деления Q имеем Я = — = 2; следователь-

7 + 2-4 1 + 2 • (-5)
но, л: = г = 5,1/= = -3. Q(5; -3). Таким об-

о о

разом точки деления Р(6; -1), Q(5; -3).
Ответ: Р(6; -1), Q(5; -3).

Пример 10. Даны вершины однородной треугольной
пластинки A{Xi; у,), BiXz', У2), С(х^; у^). Определить
координаты ее центра тяжести.
Решение. Центр тяжести

находится в точке пересечения

медиан. Возьмем систему координат

(0; ej ; 62 }.

Радиус-вектор ОМ по

формуле (**) (стр. 12) равен

ОМ = -{ОА + ОВ + дС).

Поэтому X ==
^1+^:2+ Xg

У =
У1+У2+ Уз

Х, + ХО + ЛГО у. + 1/0 + l/q
Ответ: х=— ^ ^, у =

^—^—^

Пример 11. Заданы две верыганы Л(1; 0; -1), Б(2; 2; 1) и
Е{-1; 2; 1) - точка пересечения медиан треугольника
ABC. Найти координаты вершины С.
Решение. Так как Е -

точка пересечения медиан

треугольника ABC, то верно равенство: ОЕ =

ОА + ОВ + ОС

В координатной форме получим, считая, что точка

имеет координаты С(х, у, г):
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,
1+2 + л: -

„
0 + 2 + у-1 , лс = -6; 2 = -—^

,у
= 4;

о о

1 =
-^ + '^ + г

,2
= 3. Получим С(-6; 4; 3).

Ответ: С(-6; 4; 3).

Пример 12. В треугольнике с вершинамиЛ(-2; 0), Б(6; 6)
и С(1; -4) определить длину биссектрисы АЕ.
1) Найдем-координаты точки Е как точки, делящей

отрезок ВС в отношении

BeJ^ Ж-2;0)

^С |ь|-
АВ = а = {8; 6}, |а| = Vs^T? =

= 10; IC = 5 = {3; -4}, \В\ = ДбГб) £ С(1; -4)

= л/з^+4^ =5. Тогда Я = -?-=2

Координаты точки, делящей отрезок ВС в отношении

, „ ^
6 + 21 8 6 + 2(-4) 2

Л = 2, будут X =
——-—=—

,у = г— =
,

1 + 2 3^ 1 + 2 3

Е
3' 3

8 Г

2) Находим длину IАБ|: АЕ = ]—-(-2); -i-°h
14

3

2] 2

2 Со . ~о" 2

Ответ: \ АЕ \ Г" v 2 .

Пример 13. Найти точку, симметричную точке Л(-2; 0; 7)
относительно точки В(5; -1; 2).
Решение. Если С — искомая точка, то Б -

середина
отрезка АС. Поэтому, обозначив координаты точки С через
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-2 + х 0 + у 7 + 2

X, у, г имеем: 5 = —-— , -1 = ——-

,
2 =

—^, откуда

JC = 12, у =-2, г =-3.
Ответ: С(12; -2; -3).

Пример 14. Найти расстояние между концами векторов
а = {2; 1; 8} и 6' = {-2; 2; 3}, если векторы отложены от

начала координат.
Решение. Так как по условию векторы аи8отложены

от начала координат, то это есть радиус-векторы а и б.
Поэтому, по определению координат точки в декартовой
системе координат, мы имеем две точки Mj(2; 1; 8) и

М2(-2; 2; 3). По формуле расстояния между точками

d= -J(l2^r^)^T(2^a)^+(3-8)2 = л/16+ 1 + 25= л/42.
Ответ: d = д/42^.

Пример 15. Показать, что точки А(1; 2; -1), Б(0; 1; 5),
С(-1; 2; 1), Х)(2; 1; 3) лежат в одной плоскости.

Решение. Найдем координаты векторов АВ , АС , AD .

Чтобы три вектора были компланарны, необходимо и

достаточно, чтобы они были линейно зависимы. Тогда
определитель, составленный из координат, должен быть

равен нулю. Вычислим определитель: АВ={-1; -1; 6},

lie ={-2; 0; 2}, IB ={1; -1; 4},
-1 -1 6

Л = -2 О

1 ^1

-2

1
+
-1

-2

= -8-2-2+ 12 = 0.

Следовательно, данные точки лежат в одной плоскости.

Ответ: точки А, В, С, D лежат в одной плоскости.

Пример 16. Даны вершины треугольника Л(1; 4), Б(3; -9),
С(-5; 2). Определить длину его медианы, проведенной
из вершины В.
Решение.

1) Найдем координаты точки Е
как середины отрезка АС:

5(3:-9)

1 + (-5) -
4 + 2

£(-2, 3).

3,

Ж1; 4) Е(х, у) С{-5; 2)
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2) Найдем расстояние между точками Ви Е'.

= V25T144 = Vl69 =13.

Ответ: 13.

Задания для самостоятельного решения

1. Найти орт вектора а = {6; -2; -3}.
2. Найти орт вектора а = {3; 4; -12}.
3. Определить модули суммы и разности векторов

5 = {3;-5;8}и5={-1;1;-4Ь
4. Найти векторх, направленный по биссектрисе угла

между векторами а = 7Г- 4/- 4Й и В = -2i- f+ 2U, если

й = 5л/б.
5. Найти координату z вектора а, если х(а) = 3, ^(а) =

= -9и|а|=12.
6. Вычислить направляющие косинусы вектора

5 = {12;-15;-16}.
7. Дан модуль вектора |а) = 2 и углы а = 45°, Э = 60°,

Y = 120°. Вычислить проекции вектора а на координатные
оси.

8. Вектор а составляет с координатными осями Ох и Оу
углы а = 60°. В = 120°. Вычислить его координаты при

условии, что fa) = 2.
9. Проверить, что четыре точки А(3; -1; 2), В(1; 2; -1),

С(-1; 1; -3), D(3; -5; 3) служат вершинами трапеции.
10. Найти вектор х, образующий с ортом/угол 60°, а с

ортом Я - угол 120°, если |^| = 5 ^2 .

11. Заданы векторы а = {1; 5; 3}, В = {6; -4; -2},
с = {0; -5; 7}, 3 = {-20; 27; -35}.j'pe6yejcfl подобрать
числа а, Р, Y так, чтобы векторы аа, Э^, ус образовали
замкнутую ломаную линию, если «начало» каждого

последующего совместить с «концом* предыдущего.
12. Точки А(4; 2), В(7; -2) и С(1; 6) являются

вершинами треугольника, сделанного из однородной проволоки.
Определить центр тяжести этого треугольника.

13. Даны вершины треугольникаА(1; -1; -3), Б(2; 1; -2)
и С(-о; 2; -6). Вычислить длину биссектрисы его

внутреннего угла при вершине А.

14. Даны вершины треугольника А(2; -5), В(1; -2) и

С(4; 7). Найти точку пересечения со стороной АС
биссектрисы его внутреннего угла В.
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15- Даны вершины треугольника А(1; -3), В(3; -5) и

С(-5; 7). Определить координаты середин его сторон.

16. Вычислить площадь правильного треугольника,
две вершины которого

- Л(-3; 2), В(1; 6).
17. Даны точки А(0; 0), В(3; -4), С(-3; 4), £)(-2; 2) и

iJ(IO; -3). Определить расстояние d между точками 1) А
и Б; 2) Б и С; 3) А и С; 4) С и D; 5) А и D; 6) D и Е.

18. На плоскости даны два вектора р
= {2; -2), q

=

={1; 2}. Найти разложение вектора а = {9; 4} по базису ^р;

Ответы:

— [6 2

—

_

f 3 4
_^•""^

"113'13' 13

3. [а + 5| = 6, |а - 5} = 14;
5

4. X = - (Г+ 7/+ 2Я);

5. 2 = ±3^6;
12

^
3 16

6. cosa = —
, cosP = -, COSY — "^ *.

7. x= ■J2 ,у=\, 2 = -1;

8. а = {1;-1; л/2 } или а = {1;-1;-Vi};
10. X = 2Г+ 2f+ 2Й;
11. а = 2, Э = 3,7 = 5;
12. (4; 2);

13.|АБ|= |VlO;
14.

^5
2'-^

15. Середины сторон AS и АС соответственно: (-1; 1),
(-2; 2).

16. 8 л/з ;

17. 1) 5; 2) 10; 3) 5; 4)V5 ;.5) 2Л ; 6) 13;
18. а = 2р + 5д.
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1.4. Скалярное произведение векторов

Рассмотрим следующую задачу. Материальная точка

массой 1 под действием постоянной по величине и

направлению силы F переместилась вдоль прямой из точки Р в

точку Q. Какая при этом совершилась работа? Как
известно из курса физики, работа равна произведению силы на

перемещение и на косинус угла между направлениями
силы и перемещения. Применяя век^ррные обозначения,

можно записать: А = 11" || PQ | cosCl", PQ), где А
-

совершенная работа.
Определение 1. Скалярным произведением двух

ненулевых векторов аиБназывается число, равное)а) \Щ cos(a^S).
Если хотя бы один из векторов а и 5^ равен нулю, то их

скалярное произведение принимают равным нулю.

Скалярное произведение векторов аиВ обозначают а • В или
(о • В). Итак,

а
• & = |а| |61 cos ф,

где ф
-

угол между векторами а и 6.
Скалярное произведение векторов а и ^можно выразить

также формулой а,' В = \а\ пр^В или а • б = Щ пр(,д. Здесь

npt,a
= |а| cos ф -

проекция вектору а на ось вектора В.
Из определения следует, что а- В> О, если ф

- острый
угол; а' В <0, если угол ф

- тупой; а • 5 = О в том случае,

когда векторы а и В перпендикулярны (ортогональны),
а = О, или ^ = 0.

Отметим еще факт. Скалярное произведение а • а

вектора а на себя называют скалярным квадратом вектора а

и обозначают а^. Так как в этом случае угол ф
= О, то

а^ = \а\- \а\ cos О = \af,
т. е. скалярный квадрат вектора равен квадрату его

длины. Отсюда следует, что \а\ = ^j(d • а) .

Свойства скалярного произведения
1. Скалярное умножение коммутативно, т. е. для

любых векторов а и В справедливо равенство

(а- $) = (В" а).
2. (а- а) = \а\^, а — ненулевой вектор, и (а • а) = О, если

а
- нулевой вектор.
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3. Скалярное произведение равно нулю тогда и только

тогда, когда сомножители ортогональны или хотя

бы один из них равен нуль-вектору.

4. Если векторы аи б заданы своими координатами в

ортогональном базисе (Г, /, R): а[х^, у^, Zj}, В{х2, у2,

Zg}, то их скалярное произведение может быть

вычислено по формуле
а

• 5 = XiX2 + y^yz + 2i22.
Отсюда следует необходимое и достаточное

условие ортогональности векторов:
а ± 6i <=> ((а ' 5) = 0) <^ XiX2 + У1У2 + 2^X2

= 0.

5. Для любь1Х векторов а, 5, с справедливо равенство
{a-\-d)'C = d'C + S'C (дистрибутивность операции
сложения относительно операции умножения

векторов).

6. Для любых векторов а и 5 и любого числа k

справедливо равенство

{ka) • В = k(a • В).
(Ассоциативность по отношению к умножению

вектора на число.)
7. Пусть ашВ- два ненулевых вектора, ф

-

угол

между ними. Из определения скалярного произведения
следует:

cos ф
= -Ь—prf,
Щ \Ъ\

или в координатах.

СОЗф
=

^xf+yf + zf-yjxl+y^+zl
8. Пусть в пространстве дана некоторая ось /,

единичный вектор е, который составляет с

координатными осями углы а, 3, у* Тогда проекция
произвольного вектора а = [х, у, г} на эту ось определяется

формулой
пр^а = X cos OL + y cos Э + 2 cos у.

Пример 1. Найти проекцию вектора а = {1, 2, 3} на ось I,
образующую с координатными осями равные острые
углы.
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Решение.

Направляющие косинусы оси I таковы: cos а = cos р =

1
>= cos Y = -j= .

-
1 1 1л-

Следовательно, пр^
= 1 • ~г= + 2 •

-j=- + 3 • —г= = 2 л/3 .

Ответ: прfi
= 2 V3 .

Пример 2^Даны векторыа = {1, 2, -1}, В= (2, -1, 3).
Найти пр^б".
PeuieHue^
Так как а • 5 = |а| пр„^.

Я=
Д-^ ^1-2 + 2(-1) + (-1)-3

_ 3_ /?
"^'

"

'"'

^1^ + 2^ + (-1)2. V6 V2
•

а

•* "

V2
•Ответ: =

- - 2те
Пример 3. Дано: |aj = 3, (agj = 4, (а,, 03)=

—

.

_

о
_^

Вычислить: а) cfi^ = aj
•

aiJ б) (За^ - 2а2) • (aj + 202);
в) (а^ + аз)^.

Решение.
oXid ^

— \а Н = 9*

б) (^а, - ittg) • (а^ + 2а2) = 3 а^^ - 2(а2
•

aj +

2зг
+ 6(а, • Йг) - 4 Йз^ = 3 i5i|2 + 4\aia^\ COS

у
-

-4|52р=3-9 + 4-3^4- [-- -4-42 = 27-24-64 =

= -61.

в) (5, + й,)^ = 5^2 + 2(5i • ^2) + Яз^ = |5J2 +
2л:

+ 2|ai||a2| cos
-— + 4 iagp = 9 - 3 • 4 + 16 == 13,

Ответ: а) 9; б) -61; в) 13,

Пример 4. Дано: [a^l = 3^|a2| =^. Определить, при каком

значении а векторы а, + aflg и ^i
-

otag будут
перпендикулярны.
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Решение.

а 16"<=> ((а б) = 0) (условие отрогональности векторов).
Следовательно^

(ttj + auz) • (ttj - СШ2) = О, Uj^ - a^ttg^ = О,
2

a, .

3
a, а^гГ = 0; a2 =

a.

—

a = ± —

25
'

5
*

Ответ: ± —.

Пример 5. Доказать справедливость тождества (а + 5)2 +
+ (а - 6)2 = 2(|а|2 + |б1^) и выяснить его геометрический
смысл.

PpULPHUP

(а + Bf + (d-S)^ =а^ + 2(aS)+B^+d^- 2(а 5) + Р =

= 2(1^2 + (61^). Так как а +би а- 5диагонали
параллелограмма, то тождество означает следующий факт: сумма

квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме
квадратов его сторон.

Пример^, Вычислить длину векторар = (Ш+^В + ус, если

а, В, с- взаимно перпендикулярные векторы.
Решение.

1р1= a/(FW =

= ^|(aa + Р6 + ус)(аа + рЬ + ус) = ^а^|«Г +Э' + Y^kf

Ответ:^=f^\ + Р^ 21-|2
+ 7 С

Примюр 7. Найти длину вектора а = 2т - 4Я, зная, что in

и Я -

перпендикулярные орты.
Решение.

\S\ = л/(« • а) = ^СЗ/п -4Я)2 =

= ^9^2 -24(т.я) + 16Й^ = -/9|/п|^ -24(тп• п) + 16\nf =

= л/9 + 16 = 5, так как \т\ = |Я| = 1,
яг± Я <=» (Яг^Я) = 0.

Ответ: \а\ = 5.
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Пример 8. Чему равна сумма а.' б+б- с + с-^, если а. В, с
-

три орта, удовлетворяющие условию; а + В + с = 0.
Решение.

Равенство а + 5 + с = О скалярно умножим
последовательно на а, 5; с, получим

а*а + 5*а + £*а
= 0, отсюда 5-6^ +^•^= -1;

а*5+5^*^+С'5=0, отсюда а • ^+ с"* 5= -1;
а'с + В'С + С'С = 0, отсюда а- с+ 6' с = -1.^
Сложим три равенства; 2(а. •5+5'С+С'а) = -Зи

^ ,-. ^ -. ^ ^ 3

2

3
Ответ: -—.

Пример 9. В плоскости (хОу) найти вектор р,
перпендикулярный q = (5; -3; 4} и имеющий одинаковую с ним

длину.
Решение.

(^= д/5^ +(-3f + 4^ = V25 + 9 + 16 = л/бО = 5л/2 .

Возьмем р = {д:; у; 0} и вычислим скалярное
произведение р- q

= О (по условию), или 5л: - Зу = О- Кроме TOto,

1р!=л/?•2 + ^2 ^^

Получаем систему уравнений
5д: - Зу = О,

2

25
Д.2 + Д.2 = 50;

9

5

34^
9

15

= 50; х^ =

25

X" +у

50-9

2
= 50;^ З"''

34

'

15 25
Ответ:

^Д7 л/17

= ±

;о

л?
2 = 0.

15 25

/l7' лЯ?
О

Пример 10. Зная векторы а и 5, на которых построен
параллелограмм, выразить через них вектор,

совпадающий с вьгсотой параллелограмма, перпендикулярной к

стороне а.

Решение.
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Очевидно, К = 3, - В = Ха - В. По условию, (Я' а) = О,

^ ^ -. -. ^ (а-Ь) ^

(ка - о) ■ а = О, Ха^ - (а • 5) = 0. Отсюда X = ■", 2 и Й =

HI

=
, ,2 Л

~ В.
а

Ответ: h = —г— а - о.

Пример 11. Дано: а « {-1; 2; -2}, 5 = (3; 5; -1}. Пусть на

этих векторах построен параллелограмм.
Найти координаты вектора, совпадающего с высотой

параллелограмма, перпендикулярной к стороне а.

Решение.
а • & = 9,]а| =3, Я « За - 5 = {-6,-1;-5}.
Ответ: h = (-6; 1; -5}.

Пример 12. Зная две стороны треугольника АВ = ЗГ- 4/

и ВС = Г+ 5/, вычислить длину высоты CD при
условии, что Ги /

-

ортогональные орты.

Решение.
Чтобы применить формулу

примера 10, надо взять

векторы а = ВА = -ЗГ 4- 4/ и 5 =

'вС =1 + 5/. Тогда а • 5 = -3 4- а'

+ 20 = 17, \d\ = ^(-3)2+4^ = 5

17
иХ =

25'

17-. _, 17 Г 51 68

-{1;б} =
76. 57

25' 25

96

Ответ: \Н\ = 3,8.

19-2_38
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Пример 13. Доказать,^то вектор р
= Ь • {ас) - с

• (а В)
ортогонален вектору а.

Решение,

Вектор р = В • (ас)- С' (аб) скалярно умножим на век-

тор^о, получим:^
р a = (d В) {а с) - (с а) (а 5) =
= (а В) (а с) -(аВ)(ас) = 0.

Утверждение доказано.

п

Пример 14. Векторы а и В образуют угол ф = —; зная, что

|а| = л/З , j6| = 1, вычислить угол а между векторами а

+ Виа- Ь.
Решение.

cos а =
{a + b){d-b)

id + b а-Ъ

Вычислим [а + 5| = ^(а + bf" = J|a| + 2(а6) +

= Js + 2|а||б|со8- + 1=Л4 + 2-7з-1~=л/7.

-|2
6 =

Аналогично,|а - й^ = ^(а - Ь)^ = J\af -2(аЬ) + Щ =

= j4 + 2-v'3-l-—= 1.

\af-\Bf
cos а =

3-1

л/7-1

Ответ: = а = arccos
2

^

л/¥ ;
Пример 15. Вычислить, какую работу производит сила

F = {3; -5 ; 2}, когда ее точка приложения
перемещается из начала в конец вектора S

- {2; -5; -7}.
Решение.
А = (F • S) = 3 • 2 + (-5)

• (-5) + 2 • (-7) = 6 + 25 - 14 = 17.
Ответ: А =17.
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Пример 16, Даны три силы М
= {3; -4; 2}, N = {2; 3; -5} и

Р = {-3; -2; 4}, приложенные к одной точке.

Вычислить, какую работу производит
равнодействующая этих сил, когда ее точка приложения, двигаясь

прямолинейно, перемещается из положения М^Сб; 3; -7) в

положение Mzi^; -1; -4).
Решение.

R=M + N+P = {2;-S; 1}, M^Mz = {-1; -4; 3}.

Л = Д- MiMg =2•(-!) +(-3)(-4) +13 = -2-Ы2 +3 = 13.

Ответ:А = 13.

Пример 17. Даны вершины треугольника А(~1; -2; 4),
В(-4; -2; 0) и С(3; -2; 1).
Определить его внутренний угол при вершине В.

Решение.

Внутренний угол при С(3; -2; 1)

вершине В
- это угол

между векторами ВА и ВС.
Обозначим его через ф.

cos ф
ВА-ВС

ВЫ; -2; 0)
IBAIIBO

1а={3;0;4}, ВС = {7; 0;1},

Л(-1; -2; 4)

ВА = л/з2+02+42 = 5и

ВС

COS ф

= VT^+O^+l^ =750 , ВА
• ВС- 21+ 4 = 25, тогда

25 5 5

5V50 V50

Ответ: 45°.

1 1
^

-

"7= ; COS ф
=

-==; ф
= 45°

5V2 V2 V2

Пример 18. Даны две точки М{-р; 7; -6), Щ7; -9; 9).
Вычислить проекцию вектора а = {1; -3; 1} на вектор

MN.
Решение.

Воспользуемся формулой пр
MN

_ (a-Miv)
MN

Найдем

MN = {12; -16; 15}, (a'MN)= 12 + 48 + 15 = 75,
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= ^12^ + (-16f +15^ = л/144+256+225 = л/б25' =ММ

75
= 25 и црдгл,а

=

^
= 3.

Ответ: 3.

Пример 19. Вектор X, перпендикулярный к векторам а
~

ЗГ+ 2/+ 2МиВ= 18Г- 22/~ 5А!, образует с осью Оу
тупой угол.
Найти его координаты, зная, что \Х\ = 14.

Решение.
Обозначим X = {д;, у, г}. По условию X

• а == О, X • 5 = О,

1-1
-

-\
^

\Х\ = 14, угол (X, у) > -, поэтому у
< О,

\гх + 2y + 2z = 0,

18л: - 221/ - 5z = О, или |
:^2+/+22=142;

3^+ 2^ = -2,
2Г Z

18£-22^ = 5,
г г

х^л-у'^+г^ =196;

11

+

33-+ 22^ = -22,
Z Z

18£-22^ = 5.

^.
^

,гт
г у 1 1

51- = -17; л; = --;
- = --;;z/

г 3' г 2^
Подставим найденные выражения для л; и у в третье

уравнение.

2^-

£_ + £_ + ^2 = 196; ^2
9 4

1 1
,

- + - + 1
9 4

Ч 49

-196; — ^2 = 196;

г = ±12; j^ =-^2 и у < О, г = 12.

у = -6, Xj= -4.
Ответ: X = -4Г- 6/+ 12^.
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Пример 20. Найти точку М, отстоящую от точки

А{-А; 0;1) на расстоянии 9, зная направляющие коси-

' 2 2 1
нусы вектора ОМ; cos ос = —, cos 3 = - — cos Y = —.

Решение.

По условию OMq =

2 _2 Л

3' З'З
'

значит, ОМ =Ц2; -2; 1} = {2Х; -2Х; А},
Х>0.

АМ = ОМ -ОА={2Х + 4;-2Х-Д-1}.
= 9, то (2Я + 4)2 +Так как AM

+ 4Я2 + Я2 - 2Я + 1 = 81;
4X2 + 16Х + 16 + 4X2 + Х2 - 2Х Ч-1 = 81;
9X2 4- 14Х - 64 = О,

- 7 ± л/79 + 9^
_

- 7 ± л/б25
^

- 7 ± 25

9 9
~

9
Так как, по условию, X > О, то X = 2.

ОМ = {4; -4; 2} - координаты радиус-вектора ОМ, а

значит, точки М.
Ответ: М(4; -4; 2).

Пример 21. Вершины треугольника находятся в точках

А(2; -1; 3), В(4; 0; 1), С(-10; 5; 3). Найти направляю-
щие косинусы биссектрисы угла ЛВС.

Решение.

Найдем векторы ВА , ВС и

их орты: Ш = (-2; -1; 2}, ВС =

= {-14; 5; 2}.

ВА = 3, ВС

(ВА)о=
-

15.

З'З' (ВС)о =

с = Х(ВАо+ ВСо) =

Л 2 14 15 2 2 1-
= H"?"l5'-i^l5'3^1^r^-

15' 15' 15'

15 15
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= А-^'^ 0; ^г ^~^' °' ^^' 1^ = ^' ^^^^^ ^= 1Ё
6

Torflac„=j--|;0;-^j
2 „

1
Ответ: cos а =

—?= , cos р
= О, cos v = -7= .

л/5 V5

Пример 22. Луч образует с осями Ох и Оу углы, соответ-

ственно равные — и —

, с осью Oz
-

тупой угол.
4 3

Найти этот угол.
Решение.
cos^ а + cos^ 3 + cos^ Y == 1'

Tt "К 11
cos^ — + cos^ — + cos^ Y

= 1; ~ + T + cos^ Y
= Ij

4 3 2 4

1 1
COS^ у = — ; COS Y =— 5" •

Так как Y > IT» cos y < 0, то y = "^ •

2я
Ответ: — .

Пример 23. Вычислить координаты вектора, длина кото-

рого равна 8, зная, что он образует с осью Ох угол —,
4

с осью Oz -

угол —, а с осью Оу -

острый угол.
о

Решение.

л л 1
cos^ — + cos^ Р + cos^ — = 1; cos^ Р = —.

4 3 4

Так как J3 - острый угол, cos J3 = ^, Р = 60°.

(X = |a|cos а, У = |a|cos Р, ^ = |a|cos y).

Х = 8-—= 4л/2,У=4, ^ = 4.
2

Ответ: {4 л/2 ; 4, 4}.
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Задания для самостоятельного решения

1. Раскрыть скобки в выражении (а -Н 5)^ и выяснить

геометрический смысл полученной формулы.
2. Даны три вектора а^ В, с, удовлетворяющие условию

а + 6' + с = O.JЗнaя, что \а\ = 3, [б] = 1 и [q = 4, вычислить

а.' В+ В' с + с^а. ^

3. Векторы а. В, с попарно образуют друг с другом углы,

каждый из которых равен 60°. Зная, что \а\ = 4, |^?| = 2 и

jcj = 6, определить модуль вектора р
= а+ В + с.

4. Какому условию должны удовлетворять векторы а

и В, чтобы вектор а + В был ортогонален вектору d-Bl

d{ab)
5. Доказать, что вектор р

= b -

^— ортогонален

щ
вектору а.

6. Даны векторы АВ = В и АС = с, совпадающие со

сторонами треугольникаABC. Найти разложение по

базису Ь, с вектора, приложенного к вершине В этого

треугольника и совпадающего с его высотой BD.

7. Даны векторы а = {4; -2; -4}, В = {6; -3; 2},
вычислить:

l)d'B; 2) ^; 3) л1Р ; 4) (2а - 35) • (2а + 25);
5) (а -Н 5)2; 6) (а - 5)2.
8. Дан равносторонний треугольник ABC, длины

которого равны 1. Вычислить выражение

(АВ • ^) + (ВС ■СА) + (СА-АВ).
9. В треугольнике ABC даны длины его сторон:

\ВС\ = 5, |САI = 6, I АВ| = 7. Найти скалярные

произведения векторов АВ и ВС.

10. В треугольникеABC проведены медианы AD , BE

и CF. Вычислить (ВС • AD) + (CA • ВЕ) + {АВ -CF).
11. Найти скалярное произведение векторов а и 5, если

= 3, д = 1,(а, 5) = 45°;
= 6, 5 = 7, (а, Ь) = 120°;
= 4, 5 = 2, (а, 5) = 90°;
= 5, 6 = 1, а и & сонаправлены;
= 2, б| = 3,аи5 противоположно направлены.

12. Вычислить выражение \а\^ - 7з (а • 5) + 5(512, если:

1)|а| = 2,|61 = 1,(а, 5) = 30°

1)
2)
3)
4)
5)

\о.
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2)la| = 3,|61 = 2,(a, &) = 150°.
13. Найти скалярное произведение векторов а и В,

заданных своими координатами:

1)а = {4;-1}, 5={-1;-7};
2)а = {2;1}, 5={1;-3};
3)5 = {1;2}, 5={-4;2}.
14. Найти расстояние между точками А и В,

заданными своими координатами:

1)А(4; -2; 3), Б(4; 5; 2); 2)А(-3; 1; -1), В(-1; 1; -1);
3)А(3;-3;-7),Б(1;-4;-5).
15. Даны три вектора: а = {1; ~1; 1}, Б = {5; 1; 1}, с =

=(0; 3^-2J. Вычислить:

1)В' (а' с)- с
• (d' В);

2)Щ^ + Щ^-(а-6)-{В-с);
3)(а-с)'(а'В)-\а\^'{В'с).
16. Найти угол между векторами а. В, заданными

своими координатами:

1)Й = {1;-1;1}, 5={5;l;l};
2)5={l,•-l;l),&={-2;2;-2}.
17. Из одной точки отложены три вектора а

=• {0; -3; 4},
В= {4; 1; -8}ja с. Вектор с имеет длину 1 и делит пополам

угол между а и 5. Вычислить координаты вектора с.

18. Даны два вектора а = (3; -1}, В= {-1; 1}. Найти
вектор X, удовлетворяющей системе уравнений (^ • а) = 13,
(х-В) = -3.

19. Даны вектор а = {1; -2; 3} и точкаА(2, 4, 5). Найти

длину вектора ~^, перпендикулярного вектору а, если

известно, что точка^ принадлежит оси Ох.
20. Даны вектор а = {-4; 2} и точка А(3, 5). Найти

скалярное произведение а
• АВ, если известно, что точка В

принадлежит оси Ох, и векторы АВ и а коллинеарны.
21. Даны вектор а = {1; -9; 3} и точка А(3, О, 5). Найти

длину вектора АВ, перпендикулярного вектору а, если

известно, что точка В^принадлежит оси Oz.

22^Даны векторы а = {2; 2; 1} и 5 = {6; 3; 2}. Найти пр^бГ
и пр^а.

23. Даны вершины треугольника А(1; 2), В(3; 4) и

С(6; 2). Определить его внутренний угол при вершине А.
24. Найти значение а, при которых следующие

векторы взаимно перпендикулярны:
а) а = аГ+ 3/+ 4^ и о = 41 + а/- 7Н;
б) а = {а; - 3; 2} и 4^= (1; 2; -а}.
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25. Векторы AS = {5; 2}, ^ = {2; 4}, СА = {-7; 2} слу
жат сторонами треугольника ABC. Вычислить длину ме

дианы AM и высоты AD.

26. Найти направляющие косинусы вектора а = {4; 3; 1}

27. Найти направляющие косинусы АБ, если А(1; 0; 1)
В(1; 2; 3).

28. Найти длину равнодействующей силы F = {1; 1; 2}
Р = Г- /.

29. Даны вершины параллелограмма А(1; -2; 3)
В(3; 2; 1), С(6; 4; 4). Найти его четвертую вершину.

30. Вычислить, какую работу производит сила Р =

= {1; 4; -3}, когда точка ее приложения перемещается из

С(4;0;5)в2)(1;2;3).
31. Под действием силы F = {5; 2; 1} точка

переместилась из С(3; 0; 3} в D{-1; 2; 1). Найти работу силы Р.
32. Дан треугольник с вершинами в точках А(1; -2),

В(5; -4), С(-2; 0). Найти вектор параллельный
биссектрисе угла А.

33. Даны точки А(-1; 3; -7), В(2; -1; 5), С(0; 1; -5).
Вычислить:

1) (2 АВ - СВ) • (2ВС + ВА );

2) 4'аВ^ ; 3) \'aJC^ ;

4) найти координаты векторов ( АВ • АС )
• ВС и

АВ '(АС ' ВС)-

Ответы:

1. Теорема косинусов; 2. -13; 3. |р| = 10; 4. |al = Щ; 6. я5 =

= 7^ с - 5; 7.1) 22; 2) 6; 3) 7; 4) -200; 5) 129; 6) 41; S.-~;
\с\ 2

9. -19; 10. 0; 11.1) -^ ; 2) -21; 3) 0; 4) 5; 12. 1) 6; 2) 38;

13.1) 3; 2) -1; 3) О; 14.1) 5 ^2 .* 2) 2; 3) 3.15.1) {-25; -20;

5}; 2) 11; 3) -38; 16. l)arccos ^; 2) 180°; 17. :^{10; -11;

/— I— 20 20
2}; 18. {5; 2}; 19. Зл/Ю ; 20. -50. 21. VlO ; 22. — и

—

;
о 7
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23. 45°; 24. а) а = 4; б) а = -6; 25. AM = 6; AD =

5
'

26. cos a = -7== , cos В = -?= , cos у
=

-p= ; 27. cos a = 0,
л/26 V26 V26

cosp= -^,cosY= -T=;28. 273 ; 29.(4;0;6);30.A=11;

31. A = -18; 32. AM = {-1; 5}; 33. 1) -524; 2) 13; 3) 3;

4) (AS 'AC)-^ = {-70; 70;-350} и AB ' (AC : ВС)"
= {-78; 104; -312}.

1.5. Векторное произведение векторов

Определение 1. Векторным произведением двух
векторов а и В называют третий вектор с, удовлетворяющий
условиям: ^

1) |с| = |а| Щ sin ф, где ф
- угол между а и В (О < ф < п);^

2) вектор с ортогонален векторам аиВ,т.е.с±аис±В;
3) векторы а. В, с образуют правую тройку векторов.

Векторное произведение векторов а п В обозначают

а X 5 или [а х В].
Если хотя бы один из сомножителей равен ^, то

векторное произведение по определению есть нулевой вектор.
Понятие векторного произведения родилось в

механике. Если вектор Ь= F изобра^кает приложенную в

некоторой точке Р силу, а векТо^ а идет из некоторой точки О
в точку Р, то вектор М

= [а х В]= с представляет собой

момент силы J^"" относительно точки О.

Ми

о
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Геометрический смысл

векторного произведения
1. Необходимым и достаточным условием

коллинеарности двух векторов является равенство нулю их

векторного произведения.
2. Длина (модуль) векторного произведения а х

Нравна площади S параллелограмма, построенного на

приведенных к общему началу векторах an В, т. е.

S = \dxB[ = \d\ |6| sin ф, Ф
= (а, &).

Алгебраические свойст,ва

вект,орного произведения

Векторное умножение обладает следующими четырьмя
свойствами:

1) [а X 5] = - [5 х^а]^свойство антикоммутативности);
2) [(аа) X 5] = а[а х &] (свойство ассоциативности

относительно числового множителя);
3) [(а + 5) X ^ = [(а X с)] + [5 X с] (свойство

дистрибутивности относительно суммы векторов);
4) [{ах а)] = ^ для любого вектора а.

Если а = (дСр у^; Zj} и В '^{х^; у^', z^ -

векторы,
заданные своими координатами в прямоугольном базисе, то

разложение векторного произведения [а х 5] в том же

базисе имеет вид:

[ах 5] =

или ахВ =

У1 ^1

У2 ^2
i -

Xi Zi

Х2 32
/ +

^1 Ui

^2 У2
ks

'2 У2

Пример 1. Доказать, что (a - 5) x (a + 5) = 2a x 5, и
выяснить геометрическое значение этого тождества.

Решение.

(а
- В\х (а + В)= аха + (ах В)-(Вх а)- (Вх В). Так

как dxa=JS,Bx6=JS,Bxa = -laxB], то получаем

(d - В) X (В + В) = 2[dx В]и |(а -В)х(а + В)\ = 2|(Й х 5)|. Это
с геометрической точки зрения означает: площадь

параллелограмма, построенного на диагоналях данного парал-
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лелограмма, вдвое больше площади данного
параллелограмма.

Пример 2. Векторы а и 5 образуют угол Ф =
—

• Зная, что

|а| = 1 и I5J = 2, вычислить:

1) [а X 6]2; 2) [(2а + В) х(а + 2б)У; 3) (а + 2б)] х (ЗЙ - B)f.
Решение.

1) По определению скалярного произведения имеем:

[ахВ]-[ахВ] = \ёхЩ^ cos 0° = \ахВ\^ =

\а\ sin
271

п2

1-2-
7^

= 3.

2) [(2а + 5) X (а + 25)]2 = [(2а х а) + (^х а) + 4(а хВ) +
+ 2(Ь xB)Y = [2 - О - [а X В] + Цех В) + 2 ■ Of = |3(а х Б)\^ =
= 9|[а X 5]|2 = 9 • 3 = 27.

3) [(а + 35) X (За - B)Y = Ш х ЗЯ) + 9(В х а) - (^ х В)-
SiBxB)Y = [-9(axB)-iaxb)Y = [=10(h

'"'" ^---^

X 5]р = 300.
X 5)]2 = 1001[а X3(5х5)]2

7]|2 = 300
Ответ: 1) 3; 2) 27; 3) 300.

Пример 3. Даны векторы а = {3; -1; -2} и В = {1; 2; -1}.
Найти координаты векторных произведений:
1) [а X В]; 2) [(2а + 5) х 5]; 3) [(25 - 5) х (2а + 5)].
Реален ме.

1) ах5 =

/■
-1

2

ft

-2

-1

^

= 1
-1

2

-2

-1

_

-/
-3

1

-2

-1

+ ft
3 -1

1 2

= 5Г+/+ 7K,dxB= 5T+J+ 7К={5; 1; 7}.

2) [(2а + 5) X 5] = (2а X 5) + 5 X 5 = 2(а X 5) = 2{5; 1; 7} =
= {10; 2; 14}.

3) [(2а -B)x(2d+B)] = 4(а х а) - 2(Вх а) + 2(а х б) -
-(5x6) = 4(а X 6) = 4{5; 1; 7} = {20; 4; 28}.

Ответ: 1) {5; 1; 7}; 2) {10; 2; 14}; {20; 4; 28}.

Пример 4. Даны вершины треугольника А(1; -1; 2),
В (5; -6; 2) и С(1; 3; -1). Вычислить длину его высоты,

опущенной из вершины В на сторону АС.
Решение.

Находим I АС I и IАВ х АС
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:А€ = {0; 4; -3}, АВ = {4; -5; 0},

I АС I = ^[4^T(^ = 25 = 5;

k

АВ X АС = = I

+ k

4-5 0

0 4-3

-4 -5

О 4

АВ X АС I = |15Г+ 12/+ 16Я| =

-5 О

5 -3

4 О

О -3

= 15Г+ 12/+ 1б£

= Vl5^ +12^ +16^ = л/б25 = 25.

25
Тогда длина искомой высоты h= -г"

= 5.
5

Ответ: 5.

Пример 5. Даны точки Л(1; 2; 0), Б(3; 0; -3), С(5; 2; 6).
Вычислить площадь треугольникаABC

Решение.

Находим векторы АВ и АС ;

л5 = (3 - 1)Г+ (О - 2)/+ (-3 - 0)Я = 2Г- 2/- ЗЯ =
= {2г-2; -3};

АС = (5 - 1)Г+ (2 - 2)/+ (6 - 0)Я = 4Г+ 6Я = {4; 0; 6}.

АВ ^ АС
=

i

2

4

j
-2

0

ft

-3

6

_^

= I

-2

0

-3

в

_

-/
2

4

-3

в

f fe
-2

4 О
= -12Г- 24/+ 8Й.

Sabcz. = ^Ш X АС I = ?• 4 • 1-ЗГ-6/+2^ =

= 2^(-3)2+(-6)2+ 2^ = 2^9 + 36 + 4
= 2 • 7 = 14 (кв. ед.).

Ответ: 14.

Пример 6. Сила Р = (2; 2; 9} приложена к точкеА(4; 2; -3).
Определить величину и направляющие косинусы
момента этой силы относительно точки С(2; 4; 0).
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Решение.

М = СА X Р, поэтому найдем координаты СА и М:

СА-={2;-2;-3},
i

2

3

/
-2

8

k

-8

9

_

= I
-2

2

-8

9

_

-J
?,

2

-Я

9

_

+ fe
2

2

-2

2
м =

= -12Г- 24/+8A;' = 4(-ЗГ- б/+ 2^).
Величина М -

это его модуль:

\М\ = 4 ^(-3)2 + (-6)2 + 2^ = 4 л/49 = 28.

Найдем орт вектора М: Mq =--Г j +—k .

3 6 2
Ответ: 28; cos а =

- —

,
cos р = -

—, cos у
=
—.

Пример 7. Даны три силы Р^ = {2; -1; -3}, F^ = {3; 2; -1} и
^3 = {-4; 1; 3}, приложенные к точке С(-1; 4; -2),
Определить величину и направляющие косинусы
момента равнодействующей этих сил относительно точки

А(2; 3; -1).
Решение.
а) Найдем координаты вектора R

- равнодействующей

сил Fi, Fz, Fg:

Л = К + ^ + 5 = {2; -1; -3} + {3; 2; -1} + (-4; 1; 3} =
= {1;2;-1}.

б) Найдем момент силы R относительно точки А.

^ ={-3;1;-1};
i j k

M=J^C^R 3 1 -1

+ ft

12-1

= Г- 4/- П,

= I
1

2

1

-1
-/

-3

1

-1

1

-3 1

1 2

\М\ = л/1 + 16 + 49 = л/б6 .

—► 1 - 4 -

Значит, Mq =

-jp= i —■== j
'

k
л/б6 л/б6 л/б6
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14 7
cos а = ■

;— ,
cos (3 = г= , cos У=- ■

.
.

л/б6 . л/б6 - л/б6
1— 1 4

Ответ: \М\ = v66 ; cos а = ■
.—

,
cos j3 = —т= , cos у =

7

л/б6
*

Задания для самостоятельного решения

1. Найти векторное произведение векторов а и В,
заданных своими координатами.

1) а = {3; -1; 2}, В = {2; -3; -5};
2)а = {2;-1; 1},5={-4;2;-2};
3)а = {6; 1;0}, 5={3;-2;0}.
2. Упростить выражения:

1) [(а + 5) X (а - 5)]; 2) [{Я - 5 + - с) х (-а + 2?- 5с)].

3. Векторы а и 5 неколлин^арны. При к^ких
значениях Я коллинеарны векторы Ха + Bjs. За + ХВ?

4. На векторах а = {2; 3; 1} и 5 = {-1; 1; 2},
отложенных от одной точки, построен треугольник. Найти:

1) площадь этого треугольника;

2) длины трех его высот.

5. Раскрыть скобки и упростить выражения:
1) Гх (/ +Я)-]'х (Г+ К)+Ях ({+ J- R);
2)(а + В+с)хс + (а + Б+с)хВ+(В-с)ха;
3) (2а +^) х(с-а) + 0 +с)х{а + В);
4) 2Гх (/х Н) + 3/х (Гх Я) + 4Н X (Гх у).
6. Даны точки А (2; -1; 2), В (1; 2; -1) и С (3; 2; 1).

Найти координаты векторных произведений:

1)[АВ хВС];2)[(ВС-2СА)хСВ].
7. Векторы а и 5ортогональны. Зная, что |а| = 3, [б] = 4,

вычислить:

1) |[(а + 5) X (а - ад; 2) [[(За - 5) х (Я - 25)]|.
8. Даны векторы а = {3; -1; -2} и & = {1; 2; -1}.
Найти координаты векторных произведений:
1) [а X В]; 2) [(25 + B)xB];S) [(2а - 5) х (2а + ^].
9. Даны точки А (1; 2; 0), В (3; 0; -3) и С (5; 2; 6).
Вычислить площадь треугольника ABC.
10. Вектор X, перпендикулярный к векторам а

= {4; -2; -3}
ц^В = {0; 1; 3}, образует с осью Оу тупой угол. Зная, что

|:с| = 26, найти его координаты.
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11. Векторы а и 5 образуют угол ф =
—

я. Зная, что jo] = 1,
о

|5j = 2, вычислить:

1) [а X 5]2; 2) [(2Я + 5) х (а + 25)]2; 3) [(а + 35) х (За - Б)]К
12. Вычислить синус угла, образованного векторами

а = {2,-2; 1}и5={2; 3; 6}.
13. Даны вершины треугольникаА (1; -1; 2), В (5; -6; 2)

и С (1; 3; -1). Вычислить длину его высоты, опущенной
из вершины В на сторону АС.

14. Сила f= {3; 2; -4} приложена к точке А (2; -1; 1).
Определить момент этой силы относительно начала

координат.

15. Сила Р= {2; -4; 5} приложена к точке М^ (4; -2; 3).
Определить момент этой силы относительно точкиА (3; 2; -1).

16. Сила Q = {3; 4; -2} приложена к точке С (2; -1; -2).
Определить величину и направляющие косинусы
момента этой силы относительно начала координат.

17. Найти площадь треугольника с вершинами в

точках А (0; 1), В (4; 5) и С (6; -1).
18. Найти площадь параллелограмма, построенного на

векторах а = 2Г+ ]'+SKn6=T+J+ Я.
19. Найти площадь треугольника с вершинами

А (-1; 2; 3), В (2; 1; 4) и С (0; -3; 4).
20. Определить, при каких значениях а и (3 вектор

аГ+ 3/+ (ЗЯ будет коллинеарен вектору [а х В], если а =

= {3;-1;1}, 5={1;2;0}.
21. Вычислить площадь треугольника с вершинами

А(7;3;4), В(1;0;6), С(4;5;-2).

Ответы:

1.1){11; 19; -7}; 2){-1; 6; 8}; 3){0; 0;-15}; 2.1)-2[ахВ];

1 '^л/ч^
2) [а X 5] + 4 [5х ^ + - [а X с]; 3. Я = ± л/2 ; 4. 1) ^^;

, -j^ , 5^— ; 5. 1) -2Г+ 2Я= {-2; 0; 2); 2) 2 [а х с];

3) [а X с\; 4) 3; 6.1) {6; -4; -6}; 2) {-12; 8; 12}; 7.1) 24; 2) 60;
& 1) {5; 1; 7}; 2) {10; 2; 14}; 3) {20; 4; 28}; 9. 14 кв. ед.;

10. X = {-6; -24; 8}; 11.1) 3; 2) 27; 3) 300; 12. sin ф
= ^^;
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2
13. 5; 14. {2; 11; 7}; 15. {-4; 3; 4}; 16.15; cos а = -, cos (3 =

о

2 11
= -

—, cos Y
=

ТГ'' 1'7- 16; 18. S = л/б ; 19. S = 3 7б ;

20. а = -6, р = 2; 21. 24,5.

1.6. Смешанное произведение векторов

Опрмвделение 1. Смешанным произведением векторов

а, бис называется число, равное скалярному
произведению вектора а х 5 на вектор с, т. е. [ах В]- с.

Свойства смешанного произведения

1. [а X 5] • с = а
' [бх с].

В силу этого свойства смешанного произведения

векторов а, бис обозначают просто абс.
2. Циклическое свойство:

[а X б] • с = [6 X с] •

а = [с X а] • В.
3. Если векторы а, б, с в ортогональном базисе заданы

своими координатами
a = {Xi; у^; z^}, 6 = {х^; у^; z^), с = {х^-, у^; z^},

то смешанное произведение вычисляется по формуле

аЬс =

Геометрический смысл

смешанного произведения

1) Абсолютная величина смешанного произведения

векторов а, б, с численно равна объему Vj
параллелепипеда, построенного на этих векторах, т. е. V^ = \аб^. Кроме

того, F, = —\аб^, Vo - объем треугольной пирамиды, по-
6

строенной на векторах а, б, с.

2) Условие компланарности трех векторов.
Необходимым и достаточным условием компланарности векто-

^1

Х2

дсз

У1

У2

ч

ч

ч

ч
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ров а. В, с является равенство нулю их смешанного

произведения, т. е. (а, б, с- компланарны) «^ (абс = 0).
В координатной форме условие компланарности

имеет вид:

аЬс = У2

Н

= 0.

Пример 1. Найти смешанное произведение векторов а, В,
с, заданных своими координатами:

1) а = {1; -1; 1} 5= {7; 3; -5}; с = {-2; 2; -2};
2) а = {3; 5; 1} 5 = {4; 0; -1}; с = (2; 1; 1};
3) а = {2; 1; 0} 5 = {3; 4; -1}; с = {-1; -3; 1};
4) 5 = {1; 2; 3} 5 = {5; -2; 1}; с = {2; 1; -2}.
Решение.

\)аВс =
1

7

-2

-1

3

2

1

-5

-2

= 1-
3

2

-5

-2
+ 1-

7

-2

-5

-2

4-1 = 4 - 24 -I- 20 = 0.
7

-2 2

Геометрическое значение этого результата: данные

векторы компланарны (п. 2, п. 3, п. 4 - самостоятельно).

Пример 2. Проверим, компланарны ли векторы, заданные

своими координатами в произвольном базисе:

а) Я = {2; 3; 5}, В={1; 1; -1}, с = {3; -5; -И};
б) а = {2; 0; 1}, В = {5; 3; -3}, с = {3; 3; 10}.
Решение. Условие компланарности векторов а. В, с есть

{аВс = 0).

1) аВс =
3

1

-5

5

-1

-11

= 2-
1

-5

-1

-11
-3-

7

3

-1

-11

4-5
7 1

= 2(-16) - 3(-74) + 5(-38) = -32 + 222 - 190 = 0.
3-5

Данные векторы а. В, с компланарны.
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2)аБс =
2 0 1

5 3-3

3 3 10

= 2-
3

3

Данные векторы а. В, с не

-3

10
+

5 3

3 3
= 2-

компланарны.

39 + 6>0.

Ответ: а) компланарны;
б) не компланарны.

Пример 3. Доказать, что четыре

точки А (1; 2; -1), В (0; 1; 5),
С (-1; 2; 1), D (2; 1; 3) лежат в

g- -i
одной плоскости.

V ' » -

Решение.

В(0; 1; 5)

С(-1; 2; 1)

;1;3)Векторы АВ, АС и AD

имеют координаты: АВ = {-1; -1; 6},

АС = {~2; 0; 2}, AD = {1; -1; 4}. Если эти векторы

компланарны, то их смешанное произведение равно нулю:

-1 -1 6

АВ АС AD -2 О

1 -1

= (-!)•
0 2

-1 4
+
-2 2

-1 4

+ 6
-2 О

= 2-6-hl2?i0.

Значит, точки А, В, С, D не лежат в одной плоскости.

Ответ: точки А, В, С, D не лежат в одной плоскости.

Пример 4. Найти длину высоты треугольной пирамиды

ABCD, опущенной из вершины D на грань ABC.
А (2; 2; 2), В (4; 3; 3), С (4; 5; 4), D (5; 5; 6).

Решение. Найдем векторы АВ , АС и AD , совпадаю-

П1;ие с ребрами пирамиды, отложенные от вершины А:

АВ = 2Т+ J+ Н, ^ = 2Т+ SJ+ 2Я, а5 = ЗГ-1- З/ч- 4£
Находим смешанное произведение этих векторов:

1

АВ АС AD =

1

3 2

3 3 4

= 7. Так как объем пирамиды

равен
—

части объема параллелепипеда, построенного на
D
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векторах AJB, АС и AD, то F= — (куб. ед.). С другой
6

стороны, F„„„ =
-

S„,„ • Я, отсюда Я =

ЗУ

Sock.
Найдем

s„,„ =|ав X ас

АВ X АС =

i j k

2 11

2 3 2

= i •

1 1

3 2
-у-

2 1

2 2
+i-

2 1

2 3

=-r- 2/+ 4Я; IAB X AC I = Vl + 4 + 16 =л/21.
S„„„ = v21 .'OCH

Тогда Я =

3V 7721 Vii

Til 2л/21 2-21

Ответ: Я =

л/21

6

Пример 5. Дана пирамида с

вершинамиА (2; 0; 0), Б (0; 3; 0), С (0;
0; 6) и £> (2; 3; 8). Вычислить
ее объем и высоту, опущенную
на грань ABC.
Решение.

Найдем векторы АВ, АС и

AD , совпадающие с ребрами
пирамиды, отложенные от

вершины А: АВ = (-2; 3; 0}, АС = (-2;

0; 6}, AD = {0; 3; 8}. Находим
смешанное произведение этих векторов:

D

/" \
/" \
/ ' ' \
/ ' ' \
/ / I \

/ ^^-i \

АВ АС AD=-

-2 3 0

-2 0 6

0 3 8

= -2-
0 6

3 8
-3-

-2 6

0 8
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= 36 + 48 = 84. Так как объем пирамиды равен
—

части

объема параллелепипеда, построенного на векторах AJB,

—. —► 84
АС и AD , то V = — = 14 (куб. ед.)6

С другой стороны, F,пир is
о оси

3V
я и я =

. Най-

1.—► —^

Дем5^„= -\АВх АС\;

АВ X АС = = 1

i j k

-2 3 0

-2 0 6

= \Ы+ 12/+ 6Й = 6(ЗГ+ 2/+ U) и

3 О

О 6

}

-2 О

-2 6
+ k

-2 3

2 О

6л/14
IaBx АС|=6л/9 + 4 + 1 = 6л/14;5^„.= ^^=з7Г4.

Отсюда Я = —— =

—j=
= 714 .

^осн 3V14

Ответ: F = 14, Я = >/l4 .

Пример 6, JIoKasaTb, что векторы а ~ -i + 3/+ 2Й, 5 = 2i-
- 3} - AU и с = -3i+ 12/+ 6fe компланарны.
Решение.
Составляем смешанное произведение этих векторов:

-13 2

аВс =

+ 2'

2 -3 -4

-3 12 6

2 -3

= (-!)•
-3 -4

12 6

ь

-3-
Я

-3

-4

6

=-(-18 + 48)
- 3(12 - 12) + 2(24 - 9) = 0.

—

о lii

Так как смешанное произведение оказалось равным

нулю, то, следовательно, векторы компланарны.
Ответ: векторы компланарны.

Пример 7. Вычислить объем пирамиды с вершинами в

точках 0(0; 0; 0), А(5; 2; 0), Б(2; 5; 0), С(1; 2; 4).
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Решение.

Рассмотрим векторы ОА = 5Г+ 2/, ОВ = 2Г+ 5/, ОС =

= Г+ 2/+ 4fe".

^„ир. = б'^^^^^^^^'°
= 14 (куб. ед.).

(При вычислении определителя мы пользовались

разложением его по элементам третьего столбца).
Ответ: 14.

1

6

5 2 0

2 5 0

12 4

1 ,

= ±.4-
6

5 2

2 5

Задания для самостоятельного решения

1. Установить, компланарны ли векторы а, б, с, если:

а) а = {2; 3; -1}, 5= {1; -1; 3}, с = {1, 9, -И};
б) а = {3; -2; 1}, 5= {2; 1; 2}, с = {3, -1, -2};
а) 5 = (2; -1; 2}, &= {1; 2; -3}, с = {3, -4, 7}.
2. Даны вершины тетраэдра: А(2; 3; 1), Б(4; 1; -2),

С(6; 3; 7), -D(-5; -4; 8). Найти длину его высоты,

опущенной из вершины D.

3. Объем тетраэдра равен V = 5, три его вершины

находятся в точках А(2; 1; -1), В(3; 0; 1), С(2; -1; 3). Найти
координаты четвертой вершины D, если известно, что она

лежит на оси Оу.
4. Доказать, что четыре точки А(1; 2; -1), В(0; 1; 5),

C(-i; 2; 1), D(2j 1^3)^1ежат в одной плоскости.

5. Векторы 0.^,0-2, а^^образуют правую тройку, взаимно

перпендикулярны и [aj = 4, [agl °= 2, \а^ = 3. Вычислить

6. Заданы векторы а,\=,{\, -1, 3}, Og
= {-2, 2, 1}, Og

=

= {3, -2j 5}. Вычис^ить'а^азаа. Какова ориентация троек:
а) {а^а^а^У, б) {а^а^а^); в) (aiagOa)?

7. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках

А(2; -3; 5), В(0; 2; 1), С(-2,:^-2; 3), 2)(3; 2j 4)^
8. Доказать тождество {а -\- В) (В + с) (с -\- а) = 2а В с.

Ответы:
1. а) да; б) нет; в) да; 2. 11; 3. Z>(0; 8; 0); 5. 24; 6. -7;

а) левая; б) правая; в) правая; 7. 6.



2. АНАЛИТИЧЕСКАЯ

ГЕОМЕТРИЯ

2.1. Прямая на плоскости

га = {А. В}

Мо(Хо. Уо)

1) А(дг
- Xq) + В{у - Уо) = 0 -

уравнение прямой, прохо

дящей через точку MJ_Xq , у^ перпендикулярно нормаль
ному вектору п = [А, Б};

2) Ах + By + С = О - общее уравнение прямой;

3)
X Х(\

о

У-Уо

а = {I, т}

Мо(Хо. Уо)

X

уравнение прямой, проходяще!»
I т

через точку MoixQ , г/о) параллельно направляющему век

тору 0. = {I, т] (каноническое уравнение прямой);

4)
|л — Xq "т Ctj

[у = Уо+ mt;

прямой;

t е R- параметрические уравнения

X у ^

5)
— + — = 1 -

уравнение прямой в отрезках, где а и
а о

b - величины направленных отрезков, отсекаемых на

координатных осях Ох и Оу соответственно;
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^4

6)
Х-Хл

W

У-У1

(^2. Уг)

i(^i. Ух)

X

^2
~

^1 Уг
~

У1

-

уравнение прямой, проходящей

через две данные точки M^ix^, у^) и MgCxg, у2)',

Х^

у,

<ф
0

к

^^М^(,х^. уо)

tg ф = ft

X

'^) у ~

Уо^ Н^
~ ^о)

~

уравнение прямой, проходящей
через точку Mq{Xq, у^, k - угловой коэффициент примой,
равный тангенсу угла наклона прямой к

положительному направлению оси Ох;
S) у = kx + b - уравнение прямой с угловым

коэффициентом k;b- величина отрезка, отсекаемого прямой на оси

Оу;

9)1яф =
k. -Тангенс острого угла между двумя

прямыми у
= k^x + Ь^иу = k^x + &2 '*

10) fej = feg и ^2 ~ ~

1 условия параллельности и пер-

пендикулярности двух прямых у
= k^x + Ь^ и г/

= k^x + fegJ

11) d =
\Ахо + Byо -Ь С|

-расстояние от точки Mq(Xq, у^

до прямой Ах + Бг/ + С = 0;
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12) X =
—-—г—

, у
=

—-—г—, л 9^ -1 -

координаты
1 + л 1 + л

точки М(х, у), делящей отрезок M^Mz в отношении А,,
AfiC^i. yih Щ^г. ^з);

13) х =
X-t ."т Хо

У
=

У1 +У2
координаты середины

2
'^

2

отрезка М^Мг, Mi(Xi, i/,), MgCxg, i/g)-
14) a(AiX + B^y + Ci) + ^(A^x + B^y + Cg) = 0 -

уравнение пучка прямых, проходящих через точку пересечения

прямых А^х + В^у + Ci = О и А2Х + В^ + Cg = 0.

Пример 1. Определить, какие из точек М^{Ъ; 1), M^i^; 3),
Мз(6; 3), МД-З; -3), M^iZ; -1), Мб(-2; 1) лежат на

прямой L: 2дг - Зг/ - 3 = О и какие не лежат на ней.

Решение. Для того, чтобы определить, какие из точек

лежат на данной прямой и какие не лежат на ней, надо

подставить координаты данных точек в уравнение; если

получим верное равенство, то точки лежат на прямой, в

противном случае
-

нет.

Mi(3; 1): 2 • 3 - 3 • 1 - 3 = О, Ml е L;
М^{2; 3): 2 • 2 - 3 • 3 - 3 ^ О, Ма € L;
Мз(6; 3): 2 • 6 - 3 • 3 - 3 = О, М, е L;
МД-З; -3): 2 (-3) - 3 (-3) - 3 ==" О, Л/^ е L;
МэСЗ; -1): 2-3-3 (-1)

- 3 ?* О, Мд € L;
Л/б(-2; 1): 2 (-2) - 3 • 1 - 3 ?* О, Mg б* L.

Ответ: точки М^, М^ и М^ лежат на данной прямой;
точки Mg, Mg и Mg не лежат на ней.

Пример 2. Определить точ- ^

ки пересечения прямой
2дг - Зг/ - 12 = О с

координатными осями и

построить эту прямую на

чертеже.
Решение. Пусть дг = О,

j^
= -4,(0;-4);

I/
= О, д: = 6, (6; 0)

Уравнение прямой в

отрезках имеет вид:
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_ + _£_ = ! .

6-4
Ответ: (6; 0) и (0; -4).

Пример 3. Найти точку пересечения двух прямых
Зд: - 4]/

- 29 = О, 2дг + 5]/ + 19 = 0.
Решение. Так как точка М (х; у) лежит на обеих

прямых, то координаты этой точки должны удовлетворять
системе уравнений

\Зх-4у-29 = 0

|2x + 5r/ + 19 = 0

2

3

-23i/ = 115;
Ответ: М(3; -5).

Пример 4. Стороны АВ, ВС и АС

треугольника ABC даны
соответственно урацнениями

4x + 3r/-5 = 0, x-3r/ +10 = 0,
X - 2 = 0. Определить
координаты его вершин.

Решение.

Найдем точку В пересечения
сторон АВ и ВС треугольника
ABC,

(АВ) |4х + Зг/ - 5 = О,

(ВС) ^\х-Зу + 10 = 0;

у = -5, jc = 3.

X
- Зу + 10 = о

5л:+ 5 = о, дг = - 1.

1х = -1, |х = -1,

[Зу=х + 10-Г [у = 3.

Точка Б(-1; 3).
Найдем точку А пересечения сторон АВ и АС данного

треугольника.

13у = -4х + 5,

\3у = -3, \у = -1,

\х = 2; \х = 2.

Точка А (2;-1).

(AB) Ux + 3y-b = 0,

(AC)
^

[д: - 2 = 0;
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Найдем точку С пересечения сторон АС и ВС данного
треугольника.

(АС) |x-2 = 0, \х = 2, \х = 2,

(ВС)
"^

[д: - Зг/ +10 = 0;
=^ |31/ = л: +10; [зу = 12;

'^^'^^^

С(2;4).
Ответ:А(2;-1),В(-1;3),С(2;4). .

Пример 5. Площадь
треугольника S = 8 кв. ед.; две его

вершины есть точки А(1; -2) и

Б(2; 3), а третья вершина С

лежит на прямой 2х+у-'2 = 0.

Определить координаты
вершины С.

Решение.

Очевидно, что задача имеет

два решения. Найдем их. По

условию 5д^с = 8, иначе,

В(2; 3)

-|БА X БС| = 8.

Вычислим векторное

произведение векторов ВА и ВС: ВА =

= {-1;-5}, ВС={х-2,у-3}и

ми ->

С(х; у)\

ВА X ВС =

I

х-2

1

у-3
5

= k
х-2 у-3

- т(х -2)-(у- 3)). Тогда S^c - - |5х - г/
- 7| = 8;

\5х - у
- 7\= 16, 5х -

у
- 7 = ± 16.

Получаем для нахождения координат точки С две

системы линейных алгебраических уравнений:

25 36^
Сг

\5x-y-7 = 16,

\2х + у-2 = 0;

„ (2Ъ 36^
Ответ: С-^

, С,{-1; 4).

, С,(-1; 4).
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Пример 6. Даны вершины треугольника Mi(2; 1),
MgC-l; -1) и Мз(3; 4). Составить уравнения его высот.

Решение.
Пусть M^N

-

высота

треугольника М^М^Мз- Рассмотрим два

М,(3; 4)

M»(-l;-lb

А(3; 2)

вектора MgMg = {4; 5} и М-^М =

= {х - 2, у
- 1}. По условию эти

векторы ортогональны. Значит,

(ЩМ • MgMa ) = О, Цх - 2) +
+ 5 (у - 1) = О, 4x + 5i/ - 13 = 0.
Аналогично находим остальные
высоты треугольника.

Ответ: 4дг + 5i/
- 13 = О, Здг +

+ 2i/ - 17 = О, л: + Зу + 4 = 0.

Пример 7. Составить уравнения
сторон и медиан треугольника с

вершинами А(3,- 2), Б(5; -2), С(1; 0).
Решение.
1) Воспользуемся уравнением

прямой, проходящей через две
данные точки

x-Xj у-у^

■^2 ■^l ^2
~

^1

АВ: X-S_ у-2

х~3

-3 -2-2'

У~2
,(x-3)(-2) =

2 -4

-у-2, -2х + в==^у-2,2х + у-8 = 0.

Найдем уравнение медианыAAf. Для этого найдем
координаты точки М

-

середины отрезка ВС:

У1+У2 5 + 1
X =

•"-1 "*" -"-г

2

-2 + 0

У
= ;х = 3,

у=
-

х-3

2
"'

2

= - 1, Af(3; -1). Уравнение AM:

1/-2 jc-3
_ у-2

3-3 -1-2' О -3
меди1аны, проведенной из вершины А.

; => д; = 3 -

уравнение
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2) Найдем уравнения СВ и CN; М{х; у), где х =

5+3 2-2
^

х-
——- =4, г/= —г-

= О,
Ха+Хв уа +Ув

iV (4; 0). Тогда БС:
JC-5 1/ + 2 х-5 у + 2

, X
- 5 +

5(5; 4)

1-5 0 + 2' -4 2
+2 (I/ + 2) = 0; л: + 2i/ - 1 = 0; ВС: д: + 21/ - 1 = 0. CiV;

х-1 у+0
1Г1

=

^То'^
= ^'

Ответ: АВ: 2x + i/
- 8 = 0; A/Vf: л:

- 3 = 0;
ВС: д: + 2i/ - 1 = 0; СЛГ: у = 0;
СА:х-у-1= 0; BF: x + y-3=fO.

Пример 8. Даны вершины
треугольника А(1; -2),
В(5; 4) и С(-2; 0).
Составить уравнения

биссектрис его внутреннего и

внешнего углов при
вершине А.

Решение.

1-й способ.

АС = {-3; 2},

'am ={х- 1;у + 2},

АВ = (4; 6}.

AM-АС

С(-2^

AM • АС
cos {MAC) =

-Ъх + 3 + 2y + 4

M4ix-lf+iy + 2f

АМ-АВ
cos {ВАМ) =

4л: - 4 + 6г/ +12

(:^-1)-(-3) + (^ + 2).2

^(х-1)2+(г/ + 2)2д/(-3)2+22

AM • АВ

(х-1)-4+(у + 2) 6

д/(д: -1)2 + (i/ + 2)2 Vie + 36

^{x-lf +{у + 2^л[Ъ2'
Но cos (MAC) = cos (JBAM), поэтому
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-Зх + 3 + 2у + 4 4х-4 + 6у + 12

Jl3^(x~lf+iy + 2f v'c^^^F+cTt^>/52
'

-Зх + 2у + 7 = 2х +3у + 4; 5дг + г/
- 3 = 0; (AM) -

уравнение биссектрисы внутреннего угла треугольника при
вершине А.

2-й способ.

т
кв\

АС

АВ\

-—= = — = X, Точка К делит сторону ВС
л/52 2

треугольника в отношении А, = — . Найдем координаты

г^ л, Хд-^'кХв Ус + ^Уд
ТОЧКИ к по формулам х,^ = —-^-—\—' Ук"° —'^~~^— ' ^^^

1 + Х

Xg

ЧИЛИ ^

1 'л
-2 + --5 -2 + - .

2 _ 2 _

1

1 +
3

2

У«-

1 4^
З'З

1 + Х

0 + --4

2 10
. Найдем вектор АК = ]

~

^ J "Х" г • Вектор

АК-^ , коллинеарный АйГ, будет: AfiTj = {-1; 5}. Вектор

биссектрисы AM коллинеарен вектору АК^ , поэтому

fJll = МЛА ; 5д; + у
- 3 = О {AM).

3-й способ.

Найдем орты АВ^ и АС^ -

!л/52'л/52/ 1л/1з'л/1з/'
АВ« =

АС" =
-

л/Гз' ЛзГ
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Тогда вектор, коллине-

арный биссектрисе
внутреннего угла А, будет:

В(5; 4)

\ 1

л/Гз' Vnj

^ 1}-или

вектор AMj = (-1; 5}

(длиннее вектора AM в

Так как АЙГ 11 AMj , то по

условию коллинеарности:
V 1 1/4-2

=
»

; 5л: - 5 = -у
- 2; 5дг + у

- 3 = о -

уравнение
— 1 5

биссектрисы внутреннего угла А.

Биссектриса внешнего угла при вершине А будет
перпендикулярна биссектрисе внутреннего угла при той же

вершине. Ее уравнение будет: х-Ъу + с = 0. Подставим в

это уравнение координаты точки А, получим значение с:

1 + 10+ с = 0, с = -11. Вторая биссектриса угла А есть

х-Ъу-11 = 0.
Ответ: 5л: + г/-3 = 0- биссектриса внутреннего угла,

л:-5^-11 = 0 — биссектриса внешнего угла.

Пример 9. Даны вершины

треугольника А(1; -1),
В(-2; 1) и С(3; 5).
Составить уравнение
перпендикуляра, опущенного из

вершины А на медиану,
проведенную из вершины В(-2;
В.

Решение.

С(3; 5)

По условию AM 1 ВК ,

следовательно, ( AM • ВК) =

= 0. АЛ? = {х - V, у + 1},

ВК = {4; 1). Тогда искомое уравнение будет: 4(х - 1) +
+ (у + 1) = О, 4л: + г/

- 3 = О (AD).
Ответ: 4х + у

- S = 0.
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Пример 10. Дана прямая
5л: + Зу - 3 = 0.

Определить угловой
коэффициент «ft»
прямой:

а) параллельной
данной прямой;

б) перпендикулярной ^

данной прямой.
Решение. Зу = -5х + 3;

5 5
z/ = --jc+l;fti = --.

а) Угловой

коэффициент любой прямой, параллельной данной, равен ^2 ~ ~^ >

о

б) Угловой коэффициент любой прямой,

перпендикулярной данной, -

k2 = 5'
kz =-

h

5 3
Ответ: а) ftj = -

—; б) ftj = т-
о э

Пример 11. Дана прямая 2д: + Зг/ + 4 = 0. Составить
уравнение прямой, проходящей через точку Mq(2; 1):
а) параллельно данной прямой;
б) перпендикулярно данной прямой.

2лг - Зу + 5 = О

"2
= {3; 2}

>i(2; -3) Зл: + 2у - 7 = О
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Решение.

1-й способ.

Нормальный вектор данной прямой Я = {2; 3}.
а) Поэтому уравнение прямой, проходящей через

точку MJ2\ 1), перпендикулярно вектору Я = {2; 3} будет:
(л: - 2) • 2 + (у - 1) • 3 = О, 2д: + 3z/ - 7 = 0.

б) Уравнение прямой, проходящей через данную
точку Мо(2; 1) параллельно вектору Я (перпендикулярно
данной прямой), будет:

х-2 V-1
__ = ^_. зл: - 6 = 2г/ - 2; Зх - 2у - 4 = 0.

2-й способ.

Представим уравнение данной прямой, как уравнение

2 4 2
с угловым коэффициентом, у

= --zx
-

~; ki = -
—.

о о о

а) Тогда уравнение прямой, проходящей через данную

точку М(,(2; 1) параллельно данной прямой, будет: у-уо =

2
= k - (х -Xq) или у- 1 = - —

{х- 2); Зу- 3 = - 2х + 4; 2х +

+ Зу-7 = 0.

б) Так как угловой коэффициент прямой,

перпендикулярной данной, равен ftg =
- —

,
то уравнение искомой

1
. ,. 3

прямой будет: у
-

Уо
= ~

и
^^ '^^' или у

- 1 = —{х-2),

2z/ - 2 = Зл; - 6, Зл: - 2г/ - 4 = 0.

Ответ: а)2х + Зу-1 = 0; б) Зл: - 2z/ - 4 = 0.

Пример 12. Даны уравнения сторон прямоугольника
2jc - Зг/ + 5 = О, Зле + 2i/ - 7 = О и одна из его вершин

А(2; -3). Составить уравнения двух других сторон
этого прямоугольника.
Решение.

а) Проверим, лежит ли точкаА(2; -3) на заданных
сторон, л.

2.2-3- (-3) + 5 = 18 # О, А г CD,
3 • 2 + 2 • (-3) - 7 - -7 # О, А г СВ.
По условию нормальный вектор прямой CD есть

нормальный вектор и прямой АВ. Поэтому АВ: (л: - 2) • 2 +
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+ (-3) ■ (z/ + 3) = О, 2д; - Зг/ - 13 = О (АВ). Аналогично,
3(x-2) + 2-(y + 3) = 0,3x + 2ij = 0 (AD).

Ответ: Зх + 2у = О, 2х-3у-13 = 0.

Пример 13. Определить угол ф между двумя прямыми;
5л: - г/ + 7 = О, Зл: + 2г/ = 0.

Решение. За угол между прямыми возьмем угол

между их нормальными векторами: Я^ = {5; -1}, п^
= {3; 2).

= .E^l^gJ^ 15-2 13
Тогда cos ф _^ _^

-

I— у— ^ ,— ,— -г-'
V26V13 V2V13-V13 л/2«1 «2

отсюда ф = 45°.
Ответ: ф

= 45°.

Пример 14. Установить, перпендикулярны ли прямые

Зд; - г/ + 5 = О, д; + 3i/ - 1 =t)?

Решение.

Зх-у+5 = 0, Щ ={3;-1};

X + Зу - 1 = О, п^ ={1; 3}.

Если (п^ •

П2 ) = О, то прямые перпендикулярны.
3-1+ (-1) 3 = 0 (верно).
Ответ: прямые перпендикулярны.

Пример 15. Две стороны квадрата лежат на прямых
5х - 12^ - 65 = О, 5д: - 12^ + 26 = 0.

Вычислить его площадь.

Решение.

Нормальный вектор данных прямых один и тот же,

следовательно, прямые параллельны. Найдем расстояние

между этими прямыми. Для этого возьмем на прямой
5х - 12у - 65 = О, например, точку (13; 0) и найдем
расстояние от этой точки до прямой 5д: — 12i/ + 26 = 0.

\Ахо + Вуо + С\
^

65 + 26
^

91
^

91
_

Va^ + В^ V25 + 144 Vl69 13

Так как площадь квадрата равна S = а^ = d^, то S =

= 7-7 = 49.
Ответ: 49.

Пример 16. ТочкаА (5; -1) является вершиной квадрата, одна
из сторон которого лежит на прямой 4х - Sy - 7 = 0. Со-
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ставить уравнения
прямых, на которых
лежат остальные

стороны этого квадрата.
Решение.

Уравнение АВ -

это

уравнение прямой,
проходящей через точку
Л(5; -1) параллельно

вектору щ :

AM ={х-Ъ;у + 1},

«1
= {4; -3}. Так как AM || «i , то по условию

коллинеарности двух векторов имеем

= 4г/ + 4; Зд: + 4г/ - 11 = О (АВ).

х-Ъ _у + Х.^
-3

Зд: + 15 =

Векторы АК= {лс - 5; Z/ + 1} и «1
= {4; -3}

ортогональны.

Следовательно, АЙГ- щ
= 0> 4(x - 5) + (-3)(i/ 4-1) = О,

4x - Зг/ - 23 = О (AD).
По условию дан квадрат, поэтому \АВ\ = \AD\. Найдем

\АВ\:

d = \AB\ =

20 + 3-7

\Ахо + Вуо +С\_ |4(+5) + (-3)(-1) - 7|
лЙ + В' ^4^ + (-3)^

16

5

Пусть точка D имеет координаты D(x, у). Тогда d =

= I AD I = l?^^li£lH = 1^ ; |3jc + 4^ - 11| = 16; 3jc + 4у-
л/9 + 16 5

- 11 = ±16. Отсюда CD: Зд; + 4у - 27 = О или Зл: + 4у + 5 = 0.
Ответ: условию задачи удовлетворяют два квадрата;

остальные стороны одного из них лежат на прямых: Зле +

+ 4^ - 11 = О, 4д: - Зу - 23 = О, Зд; + 4г/ - 27 = 0; остальные
стороны другого

- на прямых: Зд: + 4г/ - 11 = О, 4д: - 3^ -

- 23 = О, Зд; + 4z/ + 5 = 0.
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Пример 17. Составить уравнение биссектрис углов

между прямыми Зле - 4г/ 4- 7, 5х + 12у -1 = 0.

Решение.
Точка М(х; у) лежит на одной из биссектрис углов,

образованных данными прямыми тогда и только тогда, когда

расстояние d^ и d^ от этой точки М до данных прямых рав-

\Зх-4у + 7\ \5х + 12у-1\
ны между собой: d^ = d^, т. е. = —

.

5 13

Значит, уравнение одной из биссектрис имеет вид:

гх-4^у + 7 5х + 12у-1
5 13

Зх-Ау + 7 5д; + 12г/-1

а уравнение другой

или 7х - 56г/ + 48 = О,
5 13

32JC + 4г/+43 = 0.
Ответ: 7х - 56у + 48 = О, 32л: + Ау +43 = 0.

Пример 18. Составить уравнение биссектрисы того угла

между двумя прямыми х + у + 2 = 0, х+7у + 3 = 0,в
котором лежит точка А(2; -1).
Решение.

Подставляя координаты точкиА в левые части

уравнения прямых, получим 2 + 7(-1) + 3<0, 2-1+2>0.
Значит, точка А лежит в тех полуплоскостях от данных

прямых, для координат точек которых х + у + 2>0,х + 7у +
+ 3 < 0. Искомая биссектриса проходит, следовательно, в

тех областях, для координат точек которых функции
х + у + 2кх+7у + 3 имеют разные знаки. Значит, урав-

х + у + 2 х + 7у+3
нение искомой биссектрисы: j=—

=

j=—, или

6х+ 12у+ 13 = 0.
Ответ: 6х + 12у + 13 = 0.

Пример 19. Составить уравнение биссектрисы
внутреннего углаА треугольника, стороны которого ВС, СА иАВ

заданы соответственно уравнениями:
х-у

= 0, (ВС)
х + у==0, (СА)
х + 2у+1 = 0 (АВ).
Решение.
Решая данные уравнения попарно, находим вершины

треугольника А(1; -1), В ; - —
13 о

4. Зак. 6

, С(0, 0). Подставляя
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искомое уравнение имеет вид или

координаты точки С в уравнение АВ, получим 0 + 2*04-
+ 1 = 1 > 0. Подставляя координаты точки В в уравнение

прямойЛС, получим ~'^~'^
-

~'^ <0. Значит, для коор-
3 3 о

динат всех точек, лежащих внутри внутреннего угла А

треугольникаABC, имеем jc + 2i/+l>0, л: + г/<0, а

потому искомая биссектриса проходит в тех областях, на

которые плоскость делится прямымиАВ и АС, для которых

функции х+2у+1их + у имеют разные знаки. Поэтому
х + у

_

х + 2у + 1

л/2
~

S

{S + у[Е)-х+{4Е +2л/2)-у+л/2=0.
Ответ: (^2 + 4b)x + {Jb +2л12)у+л12 =0.

Пример 20. Составить уравнения сторон треугольника,
зная одну из его вершин В(2; -7), а также уравнение
высоты Зх + у + 11 = О VI медианы х + 2у + 7 = О,
проведенных из различных вершин.
Решение.

1) По условию Зх + у + 11 = О есть уравнение высоты

треугольника, значит, ее нормальный вектор п = {3; 1}
является направляющим вектором стороны ВС.

2у + 7 = О
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{ВС\\Я)^ £^ = М±1 ;х-3у-23 = 0 (ВС).
3 1

2) Обозначим координаты вершины А через jCj, у^:

Aix^; z/i). Так как М{х; у) середина отрезка АВ, то лс =

у а. 2 и 7
= —^— , у

= -^-—
. Так как точка М{х; у) лежит на ме-

диане, то ее координаты удовлетворяют уравнению х 4-

+ 2у + 7 = 0. Кроме того, точкаА лежит на высоте h:3x +
+ у + i = О, значит, координаты точки Aix^; у^
удовлетворяют этому уравнению. Получаем линейную
алгебраическую систему двух уравнений, с двумя неизвестными:

\х, + 2у, +2 = 0,
\ Отсюда находим х^

= -4, у^ = 1,А{-А; 1).
[ЗХ]^ + i/i +11 = 0.

3) Найдем уравнение стороны АВ треугольника как

уравнение прямой, проходящей через В(2; -7)

параллельно вектору АВ: АВ = {6; -8};
х-2 у+7
-j-

= ^-^;Ax + 3y+13 = 0iAB).

4) Найдем координаты вершины С как точки

пересечения прямых (ВС) и (т);

\х + 2у + 7 = 0, ^,^ „^

1 о „„ «
отсюда С(5; -6).

[д; - Зг/ - 23 = 0;

5) Уравнение стороны АС как уравнение прямой, про-

ходяш;ей через две данные точки;

А(-4; 1) и С(5; -6); |^ = ^-=—
; -7х

- 28 = 9у - 9;
5+4-6-1

7д; + Эу + 19 = О (АС).
Ответ: (ВС) х-Зу-23 = 0, (АВ) 4д: + Зу + 13 = О, (АС)

7х + 9у + 19 = 0.

Пример 21. Дан треугольник с вершинами А(-2; 0),
В(2; 4), С(4; 0). Написать уравнения медианы АЕ,
высоты AD и найти длину медианы АЕ.
Решение.

1) Найдем уравнение высоты AD как прямой,

проходящей через точку А(-2; 0) перпендикулярно вектору ВС '-

ВС = {2; -4}; 2 • (д; + 2) + (-4) - (у - 0) = О, 2х - 4у + 4 =

=0,х-2у + 2 = 0 (AD).
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2) Найдем уравнение
медианы АЕ как прямой,
проходящей через две точки А и

Е. Координаты точки Е

найдем как координаты
середины отрезка СВ:

-В(2; 4)

+ Хг

X =

у
=

Ус+Ув

4+2 0+4
^ i; 3, г/ =

——- = 2;

А(-2; 0) О
С(4: 0)

£(3; 2). Уравнение АЕ:
JC + 2 у-0

; 2д: + 4 = 5у;
3 + 2 2-0

2х-5у + 4 = 0 (АЕ).
3) Наконец, найдем длину медианы АЕ:

\АЕ\= ^{Xj^-Xe? +{Уа-Уе? ;

\АЕ\ = л/б2 + 2^ = V29 , 1Л£| = л/29 .

Ответ: (AD) Х'2у + 2-=0, {АЕ) 2д: - 5^ + 4 = О,

|Л£|= л/29.

Пример 22. Написать уравнение прямой, проходящей
через точку М пересечения прямых 5л: - у + 10 = О и

8д: + 4i/ + 9 = О и параллельной прямой лс + Зу = 0.

Решение.
1-й способ.

1) Найдем координаты точки М пересечения прямых
5л: - у + 10 = О и 8л: + 4^ + 9 = 0:

\Ъх-у + 1 = 0

8л; + 4у + 9 = О

49 7
28лс = -49; х =

-— =

"т » ^
4'

;М
V,

1.^
4' 4^

2) Прямая х + 3у = 0 имеет нормальный вектор га = {1; 3}.
Так как уравнение искомой прямой имеет тот же нор-

7)
3 = 0,

4л; + 7 + 12i/ - 15 = О, 4л: + 12у - 8 = О, л; + Зг/ - 2 = 0.

мальныи вектор, то х + —
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2-й способ.

Будем искать уравнение искомой прямой в виде:

5х-у+10 + Х(Вх + 4у + 9) = 0 или х{5 + 8Х) + у(4Х - 1) +
+ (9Х + 10) = 0. Так как эта прямая параллельна прямой

х + 3у = О, то их нормальные векторы коллинеарны: п^
=

-* —►..^ 5 + 8Х 4Х-1
= {5 + 8Х;4Х-1}, Л2

= {1; 3}; (п^ 11 Пз )«► —^
=

—^,
4

15 + 24А, = 4Я, - 1; 20А, = -16; Я. = -—, тогда уравнение ис-
5

комой прямой будет:
Г

X

32 Г 16

у-Ч +

-7л: - 21у + 14 = О, л: + Зу - 2 = О
Ответ: х + By - 2 = О.

Пример 23. Найти уравнение прямой, проходящей через
точку М пересечения прямых х + 2у - 5 = О, Зх - 2у +
+ 1 = 0, перпендикулярно к прямой 2х + Зу + 7 = 0.
Решение. Возьмем уравнение искомой прямой в виде:

а(л: + 2у - 5) + р(3л: - 2у + 1) = О, л: (а + ЗР) + у (2а - 2Р) +
+ ф- 5а) = 0.

Ее нормальный вектор п^
= {а + Зр ; 2а + 2Р}

ортогонален нормальному вектору ^2 = {2; 3} прямой 2х + 3у +

+ 7 = 0. Так как п^ ± «2 , то л^
•

«2
= О, или 2(а + Зр) +

+ 3(2а - 2Р) = О, 2а + 6а = О, а = 0. Тогда уравнение
искомой прямой будет: Зл:-2у+1 = 0.

Ответ: Зх - 2у + 1 = 0.

Пример 24. Даны прямая х + 2у-4 = 0и точка А(5; 7).
Найти:

1) проекцию В точки А на данную прямую;

2) точку, симметричную точке А относительно данной
прямой.

Решение.
1) Чтобы найти проекцию В точки А на прямую х +

+ 2у- 4 = О, найдем пересечение прямой, проходящей
через точкуА (5; 7), перпендикулярно данной прямой.
Нормальный вектор прямой X + 2у - 4 = О есть л = {1; 2}, он
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Л{5; 7)

x-i-2y-4'=0

С(х: у)

будет коллинеарен искомой прямой, AM = {х - 5; у - 7).
f у „^

fci 7/ •■■■ I

Так как AM | Я, то
—-— = и 2л: - у

- 3 = 0.
1 <2

Найдем точку пересечения прямых л: + 2i/ - 4 = О,
2jc - I/

- 3 = О.

{х+2у-4 = 0

[2^: - у - 3 = О • 2

5jc = 10, х = 2,у= 1. Точка - В(2; 1).
2) Найдем точку С{х, у), симметричную точке А(5; 7)

относительно прямой х + 2у- 4 = 0. Так как точка В есть

середина отрезка АС, то Хд
=

■^с + ^л
Ув

Ус-^Уа

2 = i±^ д = I±i/.
^ = _1^ У = _5, с (-1; -5).

Ответ: В{2; 1), С(-1; -5).

Пример 25. Найти точку пересечения медиан и точку

пересечения высот треугольника, вершины которого
А(-4; 2), В(2; -5) и С(5; О).
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Ai-4; 2)

5(2; -5)
Решение.

1) Найдем точку О^ пересечения медиан треугольника.
Сначала найдем координаты точки М -

середины

отрезка АВ. Хм =
-4 + 2

= -1» Ум =
2-5 /

= --;М
2 2

Точка Oj делит медиану Сд^ в отношении X =
|COi|
'О, Ml

^с + ^^м
„ _ Ус + ^Ум

.Поэтому дго,
=

-ГТГ""' ^«^
=

"Т7Х

0 + 2/ 3

_5 + 2(-1)
=1, Уо,

= = -l,-Oi(l;-l).^'
1 + 2

"'

"^-^ 1 + 2

2) Найдем точку Oj пересечения высот треугольника.

Для этого найдем уравнения высот CN^ viAN^: ВС = {3; 5},

"аВ = (6; -7}. Тогда высота CiV,: (х - 5)6 + {-7)у = О, 6л: -
- 7i/ - 30 = 0; высота AN^: {х + 4)3 + 5(у - 2) = О, Зх + 5i/ +
+ 2 = 0. Пересечение высот:

{бх -7y-Z0 = 0

~[3х + 5у + 2 = 0

-Пу^гА;

Ответ: Oi(l; -1), О^

;-2
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Пример 26. Даны координаты
двух вершин треугольника
А(-1; 3), В(2; 5) и точка пе-

^/„j. 3)
ресечения высот Я(1; 4).

^ ^

Найти координаты третьей
вершины треугольника и

составить уравнения его

сторон.
Решение.
Так как точка Н -

точка

пересечения высот

треугольника, то вектор ВН ортогона-

1С; С{х; у)лен вектору АС; ВН =

= {-!;-!}, А€ ={х+1,у-3};

АН ={2;1}, ВС ={х-2;у-5}.

Найдем уравнение стороны АС: {АС X ВН ) <=>

«=> (ВН • АС = 0) «=> (л + 1)(-1) + {у- 3)(-1) = О, д: + 1 +
+ у-3 = 0, х + у-2 = 0 (АС). Найдем уравнение стороны

ВС: (ВС 1 АЯ)«=>(ВС - АН =0)<^{х-2)-2 + {у-6)'1 =
= 0,2х + у-9 = 0 (ВС).

Найдем координаты вершины С треугольника:

{х + у-2 = 0.

Уравнение стороныАВ: АВ = {3; 2}, AM = {х+1;у + 3}.

Так как AM\\ АВ, то
7^ „„

х + 1_у-3
; 2х + 2 = Зу - 9;

3 2
2х - Зу + 11 = О {АВ).

Ответ: (7; -5), 2л: - Зу + 11 = О, 2л: 4- у
- 9 = О,

х + у -2
= 0.

Пример 27. Составить уравнения сторон треугольника,
зная одну его вершину А(0; 2) и уравнения высот (ВЫ)
л: + у

= 4 и (СМ) у
= 2л:, где М

-

точка пересечения

высот.
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Решение.

Найдем уравнение стороны
АС треугольника ABC как

уравнение прямой,
проходящей через точкуу1{0; 2)

параллельно вектору Til
= {Ij !}•

~^ = -^;у=^ + 2(АС).

;^ Уравнение стороны АВ:

л:-0 у-2 „

'

^

(АВ). Чтобы найти уравнение

стороны ВС треугольника,
найдем координаты точки С и

В -

вершин этого треугольника.

\у = х + 2,{АС)

[у = 2х;
=> X = 2, у

= А, С{2; А),

1 у -L. у ^ ^

х-2
= £ .

V - 9 =^ •

-2
Уравнение ВС: —-— = -——; х

2л:+1/-8 = 0.
Ответ: x-y + 2 = 0,x + 2y-4t = 0,2x + y-S = 0.

Пример 28. Написать уравнение сторон треугольника
ABC, если задана его вершинаА(1; 3) и уравнение двух
медиан л:-2у + 1=0иу-1 = 0.
Решение.

Пусть В имеет

координаты {х{; у^).
Так как точка К по

условию есть середина

отрезка АВ, то ее координаты

^А + ^в Уа-^ ув
равны

С(Х2, Уг)

2
'

2

^ и удовлетворяют уравне-

1 + л:1
нию X - 2у -h 1 = 0: —г
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3 + у,
- 2 • —-—+1 = 0. Кроме того, координаты точки В{х^; у^)

удовлетворяют уравнению у
- 1 = О, получаем систему

линейных алгебраических уравнений относительно Хр у{.

1 + л:1
- (3 + i/i) + 1 = О, jl + д:^

- 6 - 2i/i + 2 = О,

.1/1-1 = 0; W=l'
\х^ - 2i/i - 3 = О, дг! = 5

U=l; =^,^=1,В(5;1).
Аналогично найдем координаты точки С(х^, у^):

У2+3

С(-3; -1).
x-Xj

_ у-ут, х-1 у-3
Уравнение ^'- х,-х,'У2-Уг' J^l^ 1^ '

х-1 у -3 х-1 у -3 „ „ „..X,.

"Г~"^' -^ = ^;х + 2|/-7 = 0(АВ).

„^
^-5 1/-1 х-Ь у-1

Уравнение ВС: =
; —— = ——;

л-5 у-1

2
-1 = 0' 1/2 =-1^

4 1
;д:-5 = 4|/-4;д:-4|/-1 = 0 (ВС).

Уравнение АС: = — ; х
- 1 = у - 3;

-3-1 -1-3
д: - у + 2 = О (АС).

Ответ: (АС) х- у+ 2 = 0, (ВС) х
- 4у

- 1 = О,
(АВ) х + 2у-7 = 0.

Пример 29. Точка А(-4; 5) является вершиной квадрата,

диагональ которого лежит на прямой 7х -

у + 8 = 0.
Составить уравнение сторон и второй диагонали этого

квадрата.
Решение.

1) Найдем уравнение второй диагонали АС. Так как

/LC -L DB, то нормальный вектор Я = {7; -1} диагонали
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7х-у + а

25

л/50
Д^1 + 7У1 - 31|

ТбО

DB будет
направляющим вектором прямой
АС. Поэтому АС:

л: + 4 у-5 ,
.

7- -1
= -7у + 35;х+7у-31 =

= О (АС).
2) Расстояние d от

точки А до прямой DB
равно:

|-4-7-5 + 8|_ 25
^"

VSO ~л/50*
Расстояние d от

точки В{х^; Ух) до прямой
АС равно:

. Получаем две линейные

алгебраические системы уравнении для нахождения координат
точки 5(^1; yj), А так как точка D симметрична точке В
относительно прямой АС, то получим одновременно и

координаты точки D.

25
^

Xi +7i/i -31

<=>
л/50

*

л/50
7д;1 -

У1 + 8 = 0;

Xi + 7j/i - 56 = О,

7xi -y^+S = 0;

лг! + 7i/i - 6 = О,

7л;1
-

i/i + В = 0;

3) Найдем уравнения сторон квадрата как уравнения

. В(0; 8)

Di-l; 1).

ОС ~" X-t у-Ух
прямых, проходящих через две точки:

^ ~„
*2 *1 1/2

~

У!

АВ:

(АВ).

л: + 4
_

1/-5

4
~

8-5
; Зл: + 12 = 4i/ - 20; Зл: - 4i/ + 32 = О
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DC: Вх - 4у + с = 0. Подставим в это уравнение
координаты точки D{-1; 1), получим -3 - 4 + с = О, с = 7,
Зх-4:у + 7-=0 (DC).

AD:
X + 1 у-1

; -4л; -4 = Зу - 3, 4л; + Зу + 1 = О (AD).
3 -4

ВС: 4л; + Зу + с = 0. Подставим в это уравнение
координаты точки Б(0; 8): 24 + с = О, с = -24, 4л; - Зу - 24 = О

{ВС).
Ответ: уравнения сторон квадрата: 4х + Зу + 1 = О,

Зл; - 4i/ + 32 = О, 4л; + Зу - 24 = О, Зл; - 4i/ + 7 = 0;
уравнение его второй диагонали: л; + 7i/ — 31 = 0.

Пример 30. Написать
уравнение прямой, проходящей
через точку Mq{-2; 3) на

одинаковых расстояниях от

точек Mi(5; -1) и M.JiZ; 7).
Решение.
Напишем уравнение

искомой прямой I как уравнение
прямой, проходящей через

данную точку Mq в данном

направлении k: у -Z — k(x + 2),
или Лл; - у + (2Л + 3) = 0.

Найдем расстояние от

точек Mj и Mg до прямой I и

искомых прямых (очевидно, что

существует два решения):

|5fe +1 + (2Л + 3)1
d= f==

- =

Vfe' + l

!3/г-7 + (2/г + 3)|

МгО; 7)

М,(5; -1)

4х + у + 5

Л k̂'+l
Отсюда получаем: 7k + 4 = ±(5Л - 4), или

7fe + 4 = 5fe-4,

7Л + 4 = 4-5Л;
<=»

fei=-4,
fe, = О Следовательно, получим две

искомые прямые: у-3 = 0, у-3 = -4х - 8, 4х + у + 5 = 0.
Ответ: у

= 3, 4л; + i/ + 5 = 0.

Пример 31. В треугольнике ABC известны: сторона АВ,
заданная уравнением 4х + у

- 12 = 0; высота ВН^, за-
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5х-4у~15 = 0

й, = {5; -4}

2х+2у~9 = 0

данная уравнением 5л: - 4i/ — 15 = 0; и высота Affg»
заданная уравнением 2х -h 2у — 9 = 0.
Найти вершину С этого треугольника.
Решение.

1) Найдем координаты вершины А и уравнение
стороны АС данного треугольника.

^ Ux+y-12 = 0, /5 JА: \ ^

=>j\-;2
[2х + 2у-9 = 0;

5

V

X -■

АС:
У-2

; 4л; + 5i/ - 20 = О (АС).
5 -4

2) Найдем координаты вершины В и уравнение
стороны ВС.

„ [4л: +1/-12 = 0, „^„ „

В: \ .

'

=> Б(3; 0).
[5л:-4i/-15 = 0;

ВС:
^"^

=
У~^

; I/ = л: - 3 (БС).
1 1

3) Найдем координаты вершины С

|1/ = д;-3,

[4л: +5у-20 = 0;

Г35 8"!
9 '9

С:

Ответ: С

Г35 8^
9 '9
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Пример 32. Составить
уравнения прямых, параллельных М(х: у)
прямой Зл: - 4i/- 10 = О и

^~~"

отстоящих от нее на

расстоянии d = 3.

Решение. —

Возьмем на искомой прямой
текущую точку М(х; у), тогда

^ ^= 3, Зл: - 4у -

Зх- 4у- 10 = 0

- 10 = ±15; Зл; - 4i/ - 25 = 0; Зх - 4у + 5 =- 0;
Ответ: Зх - 4у - 25 = 0; Зх - 4у + 5 = 0.

Пример 33. Стороны АВ и ВС параллелограмма заданы
уравнениями 2л:-1/ + 5 = 0ил:-21/Ч-4 = 0, диагонали
его пересекаются в точке М(1; 4). Найти уравнения
двух других сторон параллелограмма.
Решение.

\2х-у + 5 = 0,
1) Найдем координаты точки Б: { =>

[х-2у + 4: = 0;

В{-2; 1).
2) Найдем координаты вершины D параллелограмма,

зная координаты точки пересечения диагоналей М(1; 4):

^в±£а=1, ifa±i^=4 „ли iazl=i, ,^.4; Ms^l-= 4,

г/о
= 7; D(4; 7).

2лг - I/ + 5 = О

2j/ + 4 = О
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3) Уравнение стороны CD:
\2х - у + с = О,

4) Уравнение стороны AD:

[П{4; 7);
8 - 7 + с = О, с =-1, 2л; - I/- 1 = О (CD).

\х-2у + с = 0,

[D(4; 7);
^

4 - 14 + с = О, с = 10, (AD) л: - 2i/ + 10 = 0.

Ответ: (CD) 2х - i/
- 1 = О, (AD) х - 2у + 10 = 0.

Пример 34. Даны две вершины треугольника

(3; -1) и (1; 4) и точка пересечения его медиан (0; 2).
Найти координаты третьей вершины и составить урав
нения его сторон.

Решение.
По условию точка М

делит отрезок ВК и

отрезок AN в отношении X = 2.

Найдем координаты точ-
^.

ки Kix^; i/i) и Ы{Х2; у^У- с
^^

ми 4)

й Л/Х т^

"
1.Л

ув + ^Ук
1 + Х

3 + 2x

= Xм»

Ум''

3

-1 + 2.1/1

-

= 0.^1 =

-2 В(3; -1)

= 2,^/,=-;

2)
+ Хл:iV

1 + Л
= XMl

1 + Л
= 0

■"'2 п »

1 4 + 21/2
/^

= 2, 1/1=1; iV -2^^
3) Найдем уравнения сторон треугольника.

АВ'.
х-\ у-4
3-1 -1-4

; 5л: + 2i/
- 13 = О (АВ);
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АС'.

ВС:

х-1 у-А

-2-1 2_,
2 2

л:-3 у + \

1 + 1-1_з
2

; л; - 5i/ + 19 = О (АС), или {АКу,

; 4л: +7i/ - 5 = О (ВС), или {BN).

4) Найдем координаты вершины С треугольника.

[4л: + 7j/ - 5 = О,

С=Ь-5у + 19 = 0;=^^(-4;3).
Ответ: (-4; 3); 5л: + 2i/ - 13 = 0; л: - 5i/ + 19 = 0;

4л: + 7i/ - 5 = 0.

Пример 35. Составить уравнения сторон треугольника,
зная одну его вершину; А(3; -1), а также уравнение
биссектрисы дс - 4i/ + 10 = О и медианы 6л: + Юу - 59 = О,
проведенных из различных вершин.
Решение.

1) Найдем коор-

У4-
С{х^, Уг)

биссектриса
x-4y + 10=Q

динаты вершины В

треугольника

следующим образом: с

одной стороны, точка

В лежит на

биссектрисе угла В. Значит,

координаты л:^, у^
удовлетворяют
уравнению биссектрисы:
Xi-4y^ + 10 = 0.

С другой
стороны, выразим

координаты точки N как

середины отрезка
АВ через л:^, у^.
Координаты точки N удовлетворяют уравнению медианы,
получаем второе уравнение относительно x^fy^:

медиана

бх+101/-59 = О

(3 + л:1)
•6-hlO

-1 + У1
- 59 = 0.
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Итак, решая систему линейных алгебраических
уравнений

^1^3.6^10.^^-59 = 0
^^"

К + 5у,-55 = 0;
^^-^У"

2 2

чаем Xj
= 10, У1 = 5, точку В(10,* 5).

2) Найдем уравнение стороны, АВ по известным

координатам точек А(3', -1) и В(10; 5):
X -3 V + 1
—— = ^-т- или 6л; - 7i/ - 25 = О (АВ).

3) Так как угловой коэффиц.иент k^ уравненияАВ есть

6
fej = 7"' ^^ угловой коэффициент feg уравнения биссектри-

1 k — k
сы

- /^2 =
4

' '^° найдем tg ф^: tg (р^ = JT'^'fe' * *^ 4>i =

j. _6
4 7 1

=

S—г
= ~

"5" • Далее, точка С(л:2; у2) принадлежит пря-

1 + --
^

7 4

мой, проходящей через точку Б(10; 5) под данным углом

Фз к биссектрисе угла.

Найдем угловой коэффициент прямой ВС: k^ —

У2-5
=

10 » тогда угловой коэффициент биссектрисы обо-

значим «1 =
—

и tg ф2 = —^ — ',
4 1 + hjz2

У2 -5 1

л;, -10 4 1

^^-Р-'^, .,,-5 1'-2--
д^з-Ю 4

отсюда получаем -2x2
- 9i/2 + 65 = 0.

Уравнение ВС: 2л: + 9i/
- 65 = О (ВС).

4) Найдем координаты точки С:
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/

ч

7

8'

^
8

J\бх + lOi/ - 59 = О
"^

5) Наконец, АС: ^ =
""^

; —=
= |—г ,

Хс-^А Ус-Уа _1_з ^"^^

2
или 18л: + 13i/ - 41 = О (ЛС).

Ответ: 2х + 9у -65 = О, 6л: - 7i/ - 25 = О,
18л: + ISy - 41 = 0.

Пример 36. Написать уравнение прямой, проходящей
через точку А(2; 4) и удаленной от начала координат на

расстояние d = 2.
Решение.

Уравнение прямой, проходящей через точку А(2; 4),
запишем в виде:

А(х - 2) + В(у - 4) = 0. Если В = О, то имеем л: = 2; если

В 4^0, то у
- 4- к(х

- 2) = О, где k ="-—, -kx + у + 2k-
В

— 4 = 0. По условию d —

\Ахо + Вуо + С\
iА^ + В'

; 2 =
2k - 4

^k'+l

х+Зу-3 = 0У4.
В

Vfe^+1 = |ft - 2|; (л:^ = 0,1/0 = 0); k''+ 1=^ k^ - Ak +4; -4k +

3 3
+ 3 = о, fe = -; I/

- 4 - - (x - 2); Зх - 4i/ + 10 = 0.

Ответ: Зл: - 4i/ + 10 = 0, л: = 2.

Пример 37. Известны уравнение
одной из сторон квадрата л: +

+ 3i/ - 3 = О и точка

пересечения диагоналей N(-2; 0).
Написать уравнения остальных
его сторон.
Решение.

Составим уравнения
диагоналей квадрата, проходящих через

точку N(-2; 0) под углом 45° к

прямой X + Зу -3 = 0.

Уравнение искомой диагонали
запишем как уравнение с

угловым коэффициентом: у = k(x + 2).
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Угловой коэффициент прямой х + Зу
1

3 = 0 равен

^2 =-о^
3

Тогда tg 45° =
k +

1-
k

tg45""=l;
и

1
k + —

3
= 1-

3'

|3A! + l| = 3 - fe; ft = -2; A; = + —. Таким образом, найдены
La

диагонали квадрата: у
= — (jc + 2), у = -2(л: + 2).

Далее по известной стороне и диагонали квадрата
найдем точку В(-3; 2). Затем, зная координаты точки Б и

точки iV, найдем координаты точки С. Далее, применяя
уравнение прямой, проходящей через данную точку,

параллельно (перпендикулярно) данному вектору, найдем

уравнения остальных сторон квадрата.
Ответ: DC: х + Зу + 7 = 0; AD: Зх-у + 1 = 6;

ВС: Зх-у + 11,= 0.

Пример 38. Найти вершины
прямоугольного равнобедренного
треугольника, если даны

вершина прямого угла С(3; 1) и

уравнение гипотенузы Зх-у +

+ 2 = 0.

Решение.

Найдем уравнения катетов

треугольника как уравнения

прямых, проходящих через
точку С (3; -1) под углом 45° к

гипотенузе.

Тогда tg 45' = 1 =

\k-3\ = ±il + 3ky.

\k-3\
_____

ft = -2, fe = -

2
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2)у=^Цх - лго) + уо-, fe = -2; I/
= -2(х - 3) - 1, у

= -2л; + 5

(уравнение одного катета треугольника).

fe = -; У + 1 = -(л: - 3); 2г/ + 2 = л: - 3; л: -

(уравнение другого катета треугольника).
3) Найдем вершины An В треугольника.

2у - 5 = О

Пример 39. Основанием

равнобедренного треугольника
служит прямая л: + 2y = О, а

одной из боковых сторон
-

л: - у + 5 = 0. Составить

уравнение другой боковой

стороны, зная, что она

проходит через точку М (4; 2).
Решение. Угловой

коэффициент стороны основания

^1 = -—. Угловой коэффици-

ент данной боковой стороны
feg
= 1. Тангенс угла от

основания до данной боковой стороны

X + 2г/ = О

tga =
^ ^

1.1
-2 = 3.

1 + к-^Ь,2 л _\_
2

Тангенс угла 3 от основания до искомой боковой

стороны равен тангенсу угла от основания до данной боковой

стороны, но имеет противоположный знак.

Следовательно, tg 3 = -3; с другой стороны, tgP =
feg -^1

, где feg - Уг-
1 + fejftg

ловой коэффициент другой боковой стороны. Так как
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k-i + —
2

tg Э = -3, fej = -1/2, то - 3 = z ; отсюда k^ = 7. Урав-

2
^

нение искомой боковой стороны: у
- 2 = 7{х - 4), или

7л;-у-26 = 0.
Ответ: 7х — у

- 26 = 0.

Задания для самостоятельного решения

1. Точки Р^, Pg» ^3» ^4» ^5 расположены на прямой
2х — 2у-6='0;их абсциссы соответственно равны числам:

4, О, 2, -2 и 6. Определить ординаты этих точек.

2. Стороны АВ, ВС и АС треугольника ABC даны
соответственно уравнениям 4х + Зу - 5 = О, л:

- Зу + 10 = О,
дс
- 2 = 0. Определить координаты его вершин.
3. Найти уравнение прямой, отсекающей на оси Оу

отрезок b и составляющей с осью Ох угол ф = 45°.
4. Преобразовать уравнение Зл:-41/ + 12 = 0к

уравнению в отрезках.
5. Найти угол между прямой у

= -4х + 1 и прямой
5л: - Зу - 7 = 0.

6. Доказать, что прямые Зл: - 4i/ + 12 = О и 8л: + 6i/
-

-9 = 0 перпендикулярны. Постройте каждую данную

прямую по точкам пересечения их с осями координат.
7. Найти уравнение прямой, проходящей через точки

М,(3; 2), М,(4; -1).
8. Даны вершины треугольникаА (2; 5), В (-3; 1), С (4; -2).

Найти уравнение высоты треугольника, опущенной из

вершины А.

9. Найти точку пересечения прямых 2х -

у
- 3 = О,

4х+3у- 11 = 0.

10. Найти уравнение прямой, проходящей через точку

пересечения прямых 2л:+31/-8 = 0ил:-41/ + 5 = 0и

через точку Mi(-2; 3).
11. Дан треугольникABC с вершинами в точках А(1; 5),

В(2; 0), С(3; 1). Составить уравнения стороны АС,
высоты СК и медианы ВМ, проведенной из вершины Б.

12. Дан треугольникABC с вершинами в точкахА(3; -5),
В(2; 1), С(0; 5). Составить уравнения стороны АВ,
высоты BD и медианы AM.
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13. Даны вершины треугольника А{1; -1), В{-2; 1) и

С(3; 5). Составить зфавнение перпендикуляра,
опущенного из вершиныА на медиану, проведенную из вершины В.

14. Даны вершины треугольника А(-1; 2), В(5; 4) и

С(-2; 0). Составить уравнение биссектрисы его

внутреннего угла А.
15. Определить угол ф между двумя прямыми:

5х -

у + 7 =- О, Sx + 2^= 0.
16. Установить, какие из следующих пар прямых

перпендикулярны:

а) Зх -

у + 5 =- О, б) Зг - 4i/ + 1 = О,
л: + Зу - 1 = 0; 4х - Зу + 7 = 0;

в) 6л; - 151/ + 7 = О, г) 9х - 12i/ + 5 = О,
Юл: + 4г/ - 3 = 0; 8л: + бу - 13 = 0;

д) 7л: - 2i/ + 1 = О, в) 5л: - 7i/ + 3 = О,
4х + ву + 17 =-0; Зх + 2у-5=-0.

17. Дана прямая 2л: + Зу + 4 = 0. Составить уравнение
прямой, проходящей через точку Мо(2; 1):

а) параллельно данной прямой;
б) перпендикулярно к данной прямой.
18. Даны уравнения двух сторон прямоугольника

л:-2г/ = 0, л:-21/ + 15 = 0и уравнение одной из его

диагоналей 7х + у
- 15 = 0. Найти вершины прямоугольника.

19. Найти проекцию точки Р(+6, -4) на прямую
4х - 5у - 3 =- 0.

20. Найти точку Q, симметричную точке Р(-5; 13)
относительно прямой 2л: - Зу - 3 = 0.

21. Даны две точки: Р(2; 3) и Q(-l; 0). Составить
уравнение прямой, проходящей через точку Q

перпендикулярно вектору PQ.
22. Составить уравнения прямых, проходящих через

вершины треугольника А(5; -4), В(-1; 3), С(-3, -2)
параллельно противоположным сторонам.

23. Даны вершины треугольника А(2; -2), Б(3; -5) и

С(5; 7), Составить уравнение перпендикуляра,
опущенного из вершины С на биссектрису внутреннего угла при
вершине А.

24. Доказать, что в следующих случаях две данные

прямые параллельны:
а) Зг + 5г/

- 4 = О, б)2х - 4у +3 == О,
6л: + Юу + 7 = 0;

•

х
- 2у == 0;

в) 2л: - 1 = О, г) I/ + 3 = О,
л: + 3 = 0; 5г/ - 7 = 0.
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25. Точка А{2; -5) является вершиной квадрата, одна
из сторон которого лежит на прямой х - 2у - 7 = 0.
Вычислить площадь этого квадрата.

26. Площадь треугольника S = 1,5 кв. ед. Две его

вершины есть точки А(2; -3) и В(3; -2); центр тяжести этого

треугольника лежит на прямой Зл: - у
- 8 = 0. Определить

координаты третьей вершины С.

X у
27. Дана прямая ~ + "Г

= 1- Найти расстояние d от этой
^ о

прямой до начала координат.
28. Дан треугольник с вершинами в точках А(1; 0), Б(2; 3)

и С(3; 1). Вычислить длину высоты BD, опущенной из

вершины В, и длину отрезка AD.

29. Точка А{5; -1) является вершиной квадрата, одна
из сторон которого лежит на прямой 4х - Sy - 7 = 0.
Составить уравнения прямых, на которых лежат остальные

стороны этого квадрата.
30. Составить уравнение прямой, проходящей через

точку Р(-2; 3) на одинаковых расстояниях от точек А(5; -1) и
Б(3; 7).

31. Вычислить расстояние d между параллельными
прямыми: Зл: - 4i/ - 10 = О, 6л: - 8i/ + 5 = 0.

32. Дано уравнение стороны ромба х + 3у-8 = 0и
уравнение его диагонали 2х + у + 4 == 0. Написать уравнения
остальных сторон ромба, зная, что точка (-9; -1) лежит
на стороне ромба, параллельной данной.

Ответы:
2. А(2; -1), Б(-1; 3), С(2; 4); 3. i/ = д; + 2;

4.
—;

+ ! =1; 5. ф= 135°;7. Зл;+1/-11 = 0;

8. 7л; - Зу + 1 = 0; 9. (2; 1); 10. 5л; + 13у - 29 = 0;
11. АС:2х + у-7=-0; СК: х-5у + 2=^0; ЕМ: л; = 2;
12. АВ: 6л: + у

- 13 =-- 0; BD: Зх-10у + 4 = О; AM: х -

-

I/ + 2 = 0;
13. 4л; + I/

- 3 == 0; 14. 5л; + I/
- 3 = 0; 15. ф = 45°;

16. перпендикулярны а), в) и г);
17. а) 2л; + 3i/ - 7 = 0; б) Зл; - 2i/ - 4 = 0;
18. (2; 1), (4; 2); (-1; 7), (1; В); 19. (+2; +1);
20. Q(ll; -11); 21. л; + i/ + 1 = 0;
22. 5л; - 2i/ - 33 = О, л; + 4i/ - 11 = О, 7л; + 6i/ + 33 = 0;
23. л;

- 5 = 0; 25. 5 кв. ед.; 26. СД!; -1) или С2(-2; -10);
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г*

27. d= -5=;28. BZ)=V5 ,AD=V5 ;
Vl3

29. условию задачи удовлетворяют два квадрата;
остальные стороны одного из них лежат на прямых: Sx +
+ 4i/ - 11 = 0; 4л: - Зу - 23 = 0; Зл: + 4i/ - 27 = 0; остальные
стороны другого

- на прямых: Зл: + 4i/ - 11 = 0; 4л: - 3i/ -
- 23 = 0; Зл: Ч- 4i/ + 5 = 0;

30. 4л: + I/ + 5 = 0; 31. d = 2,5;
32. л: + Зу + 12 = О, Зл: - I/

- 4 = О, Зд; - у
- 16 = 0.

2.2. Плоскость

и = (А; В: С)
п

1)А{х-х^) + В{у-уо) +
'+ C{z -Zq) = 0- уравнение
плоскости, проходящей
через точку MoiXo', у^\ z^)
перпендикулярно

нормальному вектору Я =

= {А;Б;С}.
2)Ах + 5i/-l-Cz + Z) = 0

- общее уравнение плоскости, п = {А, В, С} - нормальный
вектор этой плоскости.

X у Z

3)— + — + -=1- уравнение
а о с

плоскости в отрезках, где а, Ь,
с
-

величины направленных

отрезков, отсекаемых плоскостью

а на координатных осях Ох,
Оу, Oz соответственно;

4) Пусть даны две плоскости

а^: А^х + В^у + C^z + D^ = О,

(0; 0; с)

); Ъ; 0)

п1 ={А,В,С},
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ttg: А2Х + В2У -^ CgZ + 1>2 = О,

^ = {А; В; С).
В качестве г/гла ф между плоскостями а^ и ttg

принимают угол между их нормальными векторами:

cos ф
=

cos ф
=

(^1 «г)

"1 П2

или в координатной форме

AjAa+BiBa+CiCa

у1а[+^+ clU!+Bi+ci
5) Условие перпендикулярности двух плоскостей а^ и

tta: («1
•

Л2 ) = О или в координатной форме:
A^Az + В1В2 + С1С2 = 0.

6) Условие параллельности двух плоскостей а^ и agt

^1 В, _q
^2 -^2 '^2

7) Уравнение
плоскости, проходящей через
три данные точки

M\iXi; 1/1; 2i), Mzix^; Уг, z^.

а

\ MJ/; у; г)

^. :)=оМ • М1М2 ' М^Мд /
= о или В координатной форме:

= 0.

X — X-t

Х2
~

Xi

^3
~

^1

У-У1

1/2-1/1

Уъ-Ух

Z-Zi

22 -2i

23 -2i

8) Если плоскость а

задана общим уравнением
Ах + By + Cz + D = О, а

Mq(Xq; Уо; Zq) -

некоторая
точка пространства, то

\Axq + Вуо + Czq + Р\

есть формула расстояния
от точки Mq до плоскости а.

А

М{х; у: z)

а
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9) Совокупность всех плоскостей, проходящих через
одну и ту же прямую, называется пучком плоскостей.

EcnuAiX + В1У + CyZ +1>1 = О ^А^х + В^у + CgZ +1>2 = О
есть уравнения двух различных непараллельных

плоскостей, пересечением которых служит некоторая прямая L,
а числа а, Р - любые не равные одновременно нулю, то

а(А^х + В{у + С^г + Dj) + ^(А^ + В^у + C^z + Dg) = О есть

уравнение плоскости, проходящей через прямую L. Более

того, какова бы ни была проходящая через прямую L

плоскость, она может быть определена из пучка
плоскостей при определенных значениях а, р.

Пример 1. Составить урав-
нение плоскости, кото- /я = {1; -2;i3}
рая проходит через точ- / j
ку Mi(2; 1; -1) и имеет Лг,(2; 1; -1)
нормальный вектор Я = / *"м<лг-/,- ^i

^= {1; -2; 3}.
^ ^^^^^^' ^

Решение.

Для вывода уравнения плоскости возьмем на этой

плоскости точку М{х\ у; z) с текущими координатами.

Получим вектор М^М = {х — 2; у
- 1; z + 1}. По условию

(MiM 1 п) <;=> (MjM • п) = О <=> (X - 2) • 1+

+ (I/- 1) • (-2) + (2 + 1) • 3 = 0.

Ответ: х - 2у + 3z + 3 = 0.

Пример 2. Даны две точки Mi(3; -1; 2) и М(4; -2; -1).
Составить уравнение плоскости, проходящей через М^

1И....М.111. ■—■■■II»

перпендикулярно вектору МуМ2 •

Решение.

По условию вектор МуМ2 является нормальным

вектором искомой плоскости Му^М2 = Я = {1; -1; -3}.
Уравнение плоскости, проходящей через точку М^

перпендикулярно вектору Я = MjM2 есть А{х - х^) + В{у - у^) +
+ C(z - Zq) = О, или

1 • (д: - 3) + (-1) •(у + 1) + (-3) • (^ - 2) = О,
x-y-3z + 2 = 0.
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Ответ: x-y-Sz+ 2 = 0.

Пример 3. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точку Mi(3; 4; -5) параллельно двум векторам

al = {3; 1; -1} и ^ = {1; -2; 1}.
Решение.

Отложим векторы а^ и

а2 в плоскости,

проходящей через точку Mj, и

возьмем на искомой
плоскости точку М(х; у; г) с

текущими координатами.

Получим, что три вектора М^М = {х - 3; у
- 4; г + 5),

ttj
= {3; 1; -1}, а2

= (1; -2; 1} лежат в одной плоскости,

т. е. они компланарны.
Условие компланарности есть равенство нулю

определителя, составленного из координат этих векторов.

х-3 у-4 2+5

= 0,{х- 3)3 1-1

1-2 1

3 1

1 -2

1 -1

-2 1 -(I/-4)
3 -1

-1 1
+

+ (2^ + 5) 1 _ 2
= 0. ^ + 4г/ + 72 + 16 = 0.

Ответ: х + 4у + 7г + 16 = 0.

Пример 4. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точки Mi(2; -1; 3) и МаСЗ; 1; 2) параллельно
вектору а

= {3; -1; 4}.
Решение.

'М{2; -1; 3)

' М(х: у; г)

Отложим вектор а и

точку М(х; у; г) с текущими
координатами в плоскости,

проходящей через точки

Ml, Mg. Получим

компланарные векторы М^М
=

= {x-2;y + l;z-3}.
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М^Мз = {1; 2; -1}, а = (3; -1; 4}. Следовательно, по

условию компланарности трех векторов будем иметь:

х-2 у+1 Z-3

1 2 -1 = О, или 7(x - 2) - 7(г/+ 1) - 7(х - 3),

3-14
X -

у -,2 = 0.
Ответ: х- у

- г = 0.

Пример 5. Составить уравнение плоскости, проходящей
через три точки М^СЗ; -1; 2), M^i'i; -1; -1) и Мз(2; 0; 2).
Решение.
Возьмем на плоскости

точку с текущими координатами

М(х; у; г), будем иметь векто-

М(х: у; г)

ры М^М =(x-3-,i/+l;2-2}.
М0-У-и 2

MiMa ={1;0;-3}, MiMg»
= {-1; 1; 0}. Эти векторы по

условию компланарны. Следовательно, равен нулю
определитель, составленный из координат этих векторов:

X-Z I/ +1 2-2

1 О -3=0, или Зх + 3i/ + 2 - 8 = 0.

-110

Ответ: Зх + Зг/ + 2 - 8 = 0.

Пример 6. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точку М^СЗ; -2; 7) параллельно плоскости 2х —

- 32 + 5 = 0.

Решение.
Так как искомая плоскость и данная

-

параллельны,
то у них общий нормальный вектор. Таким образом,
получим: через данную точку М^ провести плоскость,

перпендикулярную данному вектору Я = {2; 0; -3}.
А{х - Хо) + В{у^ -у) + С{2о - 2) = О,
2{х

- 3) + (-3)(2 + 7) = О, 2x - 32 - 27 = 0.
Ответ: 2x-Zz-21 = 0.

Пример 7. Составить уравнение плоскости, которая
проходит через начало координат перпендикулярно к

двум плоскостям: 2х -

i/ + 32 - 1 = О, х Ч- 2i/ + 2 = 0.
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Решение.
Так как искомая плоскость перпендикулярна

плоскостям 2x-i/ + 32-1 = 0hx + 2i/ + 2 = 0, то нормальные

векторы «1
= {2; -1; 3} и Пд

= {1; 2; 1} и вектор ОМ
=^

=={х;у; г} (М -

точка с текущими координатами) - компла-

У

-1 = О, или 7х- у- 5z = 0.парны. Следовательно,

1 2

Ответ: 7х — у
- 5z = 0.

Пример 8. Составить уравнение плоскости, проходящей
через две точки M^il; -1; -2) и MziB; 1; 1)
перпендикулярно к плоскости х- 2у + 3z - 5 = 0.

Решение.
Так как искомая

плоскость перпендикулярна
плоскости X - 2у + Zz - 5 =

= О, то нормальный вектор
Я = (1; -2; 3} отложим в

плоскости точек Mj, Mg.
Возьмем на искомой

плоскости еще точку М{х; у; z) с текущими координатами,
получим векторы:

М^М ={x-l;y + l;z + 2}, M^Mz = {2; 2; 3}.

му

Три вектора М^М , М1М2 и Я -

компланарны, поэто-

х-1 у + 1 2 + 2

2 2 3=0 или 4х -

у
- 2z = 0.

1 -2 3

Ответ: Ах -

у -2z
= Q.

Пример 9. Составить уравнение плоскости, которая
проходит через ось Оу и точку MgCl; 4; 3)
Решение.
Так как плоскость проходит через ось Оу, то ее

уравнение можно взять в виде z = kx. Плоскость z = kx

проходит через точку М^{1', 4; 3), значит, координаты точки

удовлетворяют уравнению. Получаем: z = kx, -3 = й • 1,
fe = -3, Зх + 2 = 0.

Ответ: Zx+ z = 0.
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Пример 10. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точки Mi(7; 2; -3) и MgCS; 6; -4) параллельно оси

Ох.
Решение.

Уравнение плоскости, параллельной оси Ох, имеет вид;

By + Cz + D = О (коэффициенты В, С, D отличны от нуля).
В С

Запишем это уравнение так: —у + —2+1 = 0. Так как
D D

эта плоскость проходит через точки М^ и Mg, то

координаты этих точек удовлетворяют искомому уравнению,

получаем линейную алгебраическую систему уравнений:

1.2-3.^ + 1 = 0, „
D D =^Е
1.6-4.^ + 1 = 0;

^

D D

10

1 2
Тогда V^y-^T^ +1=0 или у+ 42+10 = 0.

Ответ: у + 4z + 10 = 0.

Пример 11. Докажите, что четыре точки А(1; 2; -1),
В(0; 1; 5), С(-1; 2; 1), D(2; 1; 3) лежат в одной
плоскости.

Решение.

Рассмотрим векторы.

АВ , АС , AD . Если они

компланарны, то данные
точки лежат в одной

плоскости. АВ = {-1; -1; 6},

АС = {-2; 0; 2},

аБ ={1;-1;4}. Тогда
-1 -1 6

-2 0 2 = (-1)
0 2

-1 4
+
-2 2

1 4
+ 6

-2 0

1 -1

=

= -2-10+12 = 0.
Ответ: да11ные тоЧКИ Л(1лС ат в ор[НОН[ ПЛОСКСюти
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Пример 12. Составить уравнение плоскости, которая
проходит через точку Mi(4; 3; 2) и отсекает на

координатных осях положительные отрезки одинаковой длины.
Решение.

' X у Z
^
_

Уравнение плоскости в отрезках:
— + —+ -

= 1, По
а Ъ с

условию а = Ъ = ОО. Тогда уравнение плоскости можно

записать хл- у + z = а. Так как точка М^(4; 3; 2) леясит в

этой плоскости, то ее координаты удовлетворяют

уравнению: 4 + 3 + 2 = а, а = 9. Следовательно, х + у + z = ^.
Ответ: х + i/ + 2 = 9.

Пример 13. Составить уравнение плоскости, проходящей
через прямую пересечения плоскостей 2х^- i/ + Зг - 5 = О,
x + 2y-z + 2 = 0 параллельно вектору е = {2; -1; -2}.
Решение.

Векторы «1
= {2; -1; 3},

«2
= {1; 2; -1} -

нормальные векторы данных

плоскостей. Найдем их

векторное произведение

-5Г+5/-5Й=5-{-1; 1; 1}.

В качестве направляющегоректора прямой пересечения
плоскостей примем вектор а = {-1; 1; 1}.

Возьмем какую-нибудь точку на этой прямой,

например, M^ix] у; 0), тогда

2 = 0,

х + 2i/ + 2 = 0; ^

Так как векторы М^М , а, е компланарны, то

8 9
X— У+ — Z

Ъ Ъ
-111

2 -1 -2|
Ответ: 5л: + о2 - 8 = 0.

= О =* 5х + 52 - 8 = 0.
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Задания для самостоятельного решения

1. Составить уравнение плоскости, которая проходит
через точку М(,(2; 1; -1) и имеет нормальный вектор
п = {5; 0; -3}.

2. Составить уравнение плоскости, которая проходит
через начало координат и имеет нормальный вектор
Я = {5; 0; -3}.

3. Даны две точки Mi(3; -1; 2) и М2(4; -2; -1).
Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М^,

перпендикулярно вектору MjM2 .

4 Написать уравнение плоскости, которая проходит

через точку М^, параллельно векторам а^ и аз , если:

а) Мо(1; 1; 1), ^ = {0; 1; 2}, ^ = (-1; 0; 1};

б)Мо(0;1;2), ^ = {2; 0; 1}, ^ ={1;1;0}.
5. Написать уравнение плоскости^ проходящей через

точки Ml и Mg параллельно вектору а, если:

a)Mi(l; 2; 0), М,(2; 1; 1), 5= (3; 0; 1};
б) М,(1; 1; 1), М^(2; 3; -1), а = {0; -1; 2}. •

6. Написать уравнение плоскости, проходящей через
три заданные точки М^, Mg и Мд, если:

а) М,(1; 2; 0), М,(2; 1; 1), М,{3; 0; 1);
б) М,(1; 1; 1), М,(0; -1; 2), М,(2; 3; -1).
7. Установить, какие из следующих пар уравнений

определяют параллельные плоскости:

а) 2х-Зу-52-7 = 0, б) 4х + 2у - 42 + 5 = О,
2х - Зу + 5z + 3 = 0; 2х + у + 2z - 1 = 0;

b)x-3z + 2 = 0,
2х-б2-7 = 0.

8. Установить, какие из следующих пар уравнений
определяют перпендикулярные плоскости:

а) Зх- y-2z-7 = 0, б)2х + Зу - z - 3 = О,
x + 9y-3z + 2 = 0; x-y-z + 5 = 0;

в) 2х -5z + z = О,
X + 2z - 3 = 0.

9. Составить уравнение плоскости, которая проходит
через точку Mi{3; -2; -7) параллельно плоскости 2х -

-32+5 = 0.
10. Составить уравнение плоскости, которая проходит

через две точки M^Cl; -1; -2) и MJ3; 1; 1)
перпендикулярно к плоскости X - 2у + 3z - 5 = 0,
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11. Преобразовать следующие уравнения плоскостей к

уравнениям в отрезках:
а) 2x - Зу + 52 - 15 = О, б) 2x + Зу + 6 = О,
в) 2x + 15 = 0.
12. Найти двугранные углы, образованные

пересечением следующих пар плоскостей:

а) х- у 42 + 2-1 = 0, б) Зу - 2 = О,

х + 1/л/2-2 + 3 = 0; 2y + z = 0,
в) 6х + Зу - 22 = О,

х + 2i/ + б2 - 12 = 0.
13. Две грани куба лежат на плоскостях 2х- 2у + z -

- 1 = О, 2х - 2у + Z + Ъ = 0. Вычислить объем этого куба.
14. В каждом из следующих случаев вычислить

расстояние между параллельными плоскостями:

а) х - 2i/ - 22 - 12 = О, б) 2x-3y + 6z-U = О,
x-2y~2z-e = 0, 4x - 6i/ + 122 - 21 = О,

в) 2x-y + 2z + 9 = 0,
4x-2y + 4:z-21 = 0.

15. В пучке плоскостей 2х - Зу + z - 3 + Х(х + Зу + 2z +

+ 1) = О найти плоскость, которая: а) проходит через

точку Mi(l; -2; 3); б) параллельна оси Ох; в) параллельна оси
Оу; г) параллельна оси Oz.

Ответы:

l.x-2y + 3z + 3 = 0;2.5x-3z = 0;
3.x-y-3z + 2 = 0;
4. а) X - 2i/ - 2 = 0; б) -X + I/ + 22 - 5 = 0;
5. а) -х + 2i/ - 32 = 0; б) 2x

- 2i/ - 2 + 1 = 0;
6. а) х + I/

- 3 = 0; б) 2x -

I/
- 1 = 0;

7. а) и в) определяют параллельные плоскости;
8. а) и б) определяют перпендикулярные плоскости;
9. 2x - 32 - 27 = 0;
10.4x-y-2z-9 = 0;

X у z X у
X

^^* ^^ T^S
"*"
^

""^
3
" ^' ^^ ^

^
^

° ^' ^^ -7,5
^ ^'

п 2п п Зп п
12. - и

Y; б)
-

и
—

; в) -;

13. 8 куб. ед.; 14. а) d = 2; б) d = 3,5; d = 6,5;
15. а) 2х + 15i/ + 72 + 7 = 0; б) 9i/ + 32 + 5 = 0;
в) Зх + 32 - 2 = 0; г) Зх

- 9i/ - 7 = 0.

5. Зак, в



практикум по высшей математике 130

2.3. Прямая и плоскость в пространстве

1)
^"^0 ^У~Уо ^^'^0 _

I т п

канонические уравнения
прямой, проходящей через точку

Mq{Xq\ Уо'» ^о) параллельно
направляющему вектору а = {I; т; п};

а = {/; т: п)

2)
X Хл У-У1 2-2ч

-

уравнение прямой, проходящей
черездведанныеточки М^(д:р* у{, z^
и М^{х^, уг,; Zr);

\х = Xq+ It,

3) уравнения

М(х, у; г)

у = Уо+ mt,

г - Zq + nt;

te R есть параметрические уравнения прямой в

пространстве.

4) Пусть даны две прямые, заданные каноническими

уравнениями

x-Xi У-У1
_
z-Zi

Ml
w-

и

Х~Х2 у-У2
L Шс

щ

По

За угол ф между прямыми принимают угол между их

направляющими векторами

ai
= {1^; т^; nj, а^

= Ц^; т^; п^}:

(«1 '«2)
cos ф =

cos ф
=

а, \а.

, или в координатной форме

/j/2 + т-^т^ + ^1^2

^[li +mf +nf^l +т2 +п1
5) li2 + Jn.^niz + щп^

= О -

условие перпендикулярности
двух прямых Lj и Lg.
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6) -^ = —- =
-^ -

условие параллельности двух пря-

мых Lj и Lg в пространстве.

7) Общие уравнения прямой в пространстве

JA^x + В^у + C^z + Di =0,

[А2Х + В2У + C^z + Х>2 = 0;

где коэффициенты А^, В^, С^ не пропорциональны

коэффициентам Ag, В2, С2- В данном случае прямая задана как

линия пересечения плоскостей.

Пример 1. Найти уравнение плоскости, проходящей
через прямые;

W-
х-2

_
у + 1

_

Z-S

Решение.
-2

х-1
_
у-2

_

Z + 3
*•

3
"

2
"

~2
•

Обозначим точки, через
которые проходят прямые
L. и L2 - ЛГ,(2; -1; 3),
MgCl; 2; -3). Им

соответствует вектор М1М2 =

={-1; 3; -6}. Возьмем на

искомой плоскости точку

М(х; у; z) с текущими

координатами, получим вектор MiM = {х - 2; у + 1;

Z
- 3}.Таким образом, три вектора MiM , М1М2 и

направляющий вектор прямой а = (3; 2; -2} компланарны.
По условию компланарности трех векторов имеем

х-2 у+1 2-3

-1 3 -6 =0или6х-201/-112+1 =0.

3 2-2

Ответ: 6х - 20у - 112 + 1 ^ 0.

Пример 2. Составить уравнение плоскости, проходящей
через прямую
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5x-y-2z-3 = 0,
перпендикулярно плоскости

3x-2y-5z + 2 = 0,
х + 19i/ - 7г - 11 = О, Я = {1; 19; -7}.

Решение.

«J
= {5; -1; - 2}, Пд = (3; - 2; - 5}. Данная прямая

действительно перпендикулярна данной плоскости:

п1 . Я = 5 + (-1)19 + (-2)(-7) = О,

«2 • Я = 3 - 38 + 35 = 0.

Следовательно, условию задачи будут удовлетворять
все плоскости, принадлежащие пучку плоскостей,

проходящих через эту прямую.
Ответ: а(5х -y-2z-3) + ^(Зх - 2i/ - 52 + 2) = 0.

Пример 3. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точку МД!; 2; -3) параллельно прямым

х-1_ у + 1_2-7 х + 5 _у-2 _2 + 3
_

_
_

.

-3 3
'

Решение.
Отложим в искомой

плоскости точки

МД1; 2; -3), М(х; у; г) и

векторы ttj
= {2; -3; 3},

о^ = {3; -2; -1}. Тогда
три вектора

-2 -1

М^М = {лг - 1; I/
- 2; г + 3}, а^ и ад будут компланарны.

По условию компланарности трех векторов будем иметь:

х-1 у-2 2+3

= О, т. е. 6х - 20i/ - Иг = 0.2 -3

3 -2

Ответ: 6х

3

-1

20у 11г = 0.

Пример 4. Составить параметрические уравнения прямой,
проходящей через точку M^il; -1; -3) параллельно

.х-1 у+ 2 2-1
прямой

о
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Решение.
Возьмем на искомой

прямой точку М(х; у; г) с

текущими координатами, тогда j\f (i; _i; _3j

M{x;y;z\

a=' {2; 4: 0}

= t. Ot-

векторы M-^M и a будут кол-

линеарны, т. е.

х-1 у +\
_

2 + Z

~2 4 0~
сюда получаем x = 2f + l,i/==4f-l, г — -3.

Ответ: х = 2f + 1, i/ = If - 1, г = -3.

Пример 5. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точку Mi(2; -2; 1) и прямую х = 2f + 1, i/ = -3f +2,
г = 2*-3.
Решемие.
По уравнениям

данной прямой находим
точку прямой MgCl; 2; -3) и

направляющий вектор

прямой а = {2; -3; 2}.
Получаем три вектора,
отложенные в искомой
плоскости;

'Mi(2;-2; 1)
й = {2; -3j2L

<i\f(х; у; z)

MiM = {х -2; y + 2;z- 1}, М^Мг = {-1; 4; -4},
а = {2; -3; 2}.
По условию компланарности трех векторов имеем:

х-2 у+2 2-1

-1 4 -4 =0, т. е. 4x + 6i/ +5г
- 1 = 0.

2-3 2

Ответ: 4:Х + 6у + 5z - 1 — 0.

Пример 6. Составить уравнение плоскости, проходящей

х-1 у+2 2-2
через прямую —^
плоскости Зх + 2i/ - 2

- 5 = 0.
Решение.

перпендикулярно к

М(х,- у: z)
/nj- {3; 2; -1}

/ X//'^ '^= {2; -3/2}
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"-* —• -^

Три вектора М^М » «» п компланарны только тогда,

х-\ у+2 2-2

когда 2-3 2 = О, т. е. х - 8у - 132 + 9 = 0.

3 2-1

Ответ: х-8у - 132 + 9 = 0.

Пример 7. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точку МД1; -2; 1) перпендикулярно прямой

х-2у+ 2-3 = 0,

x + y-z + 2 = 0.

Решение.
Так как искомая

плоскость перпендикулярна
прямой, заданной общими
уравнениями, то

нормальные векторы данных

плоскостей можно отложить вместе с вектором MiM в одной

плоскости. Следовательно, векторы MiM — {х - 1; у + 2;

2 - 1}, щ = {1; -2; 1}, П2
= {1; 1; -1} компланарны. По

условию компланарности трех векторов имеем:

х-1 у+2 2-1

1 - 2 1 = О, т. е. л; + 2i/ + Зг = 0.

11-1

Ответ: х + 2у + Зг = 0.

Пример 8. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точки Mi(l; 1; -1) и М^ЦЗ; 4; 1) параллельно пря-

х-2 у + 1 Z-3
мой

^ „
-

.

3 2-1
Решение.
Возьмем на искомой

плоскости точку с

текущими координатами, по-

(1).

лучим вектор MiM =

= {х - 1; у
- V, Z + 1}.

"^ М,(3; 4; 1)^/^^

Mix, y.z)^.^
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Векторы М^М , М1М2 и а компланарны. По условию

компланарности трех векторов MjM2 = {2; 3; 2}, а = {3;

2; -1}, MiM = {х -4; у
- 1; z + 1} имеем:

Х-1 у-1 2+1

3 2 -1 = О, т. е. 7х - 8i/ + 5г + 6 = 0.

2 3 2

Ответ: 7х - 8у + 5z + 6 = 0.

Пример 9. Составить уравнение перпендикуляра,
опущенного из точки Мо(2; 3; 1) на плоскость Зх + y + 2z-ll=0.
Решение.

Нормальный вбктор п = {3; 1; 2} данной плоскости

будет по условию направляющим вектором прямой,
проходящей через точку Mq(2; 3; 1).

„
х-2 у-3 Z-1

Ее уравнение = = .

3 12

„ х-2 у-3 2-1
Ответ: = = .

3 12

Пример 10. Составить уравнение перпендикуляра, опу-

X и г + 3
щенного из точки Mi(3; 2; 1) на прямую — = — =

—-—.

Решение.
Составим уравнение плоскости, проходящей через

данную точку Mi(3; 2; 1) перпенди^сулярно данной прямой
(или перпендикулярно вектору а = {2; 4; 1} -

направляющему вектору прямой):
2 • (л; - 3) + 4 • (у - 2) + 1 • (г - 1) = О или

2х + 4у + z-15 = 0.

2) Составим уравнение плоскости, проходящей через
данную точку и данную прямую. На данной прямой
возьмем точку МгСО; 0; -3). Тогда надо найти вторую

плоскость, проходящую через точки М^{3', 2; 1) и MgCO; 0; -3),
и параллельную направляющему вектору данной прямой

а = {2; 4; 1}. Имеем М^^М2 = {-3; -2; -4}. Следовательно,
уравнение второй плоскости



Практикум по высшей математике 136

= О, или 14х - 5i/ - 8г - 24 = 0.

X у 2 + 3

-3 -2 -4

2 4 1

] Зайденные плоскости пересекаются по прямой I,
которая проходит через данную точку и перпендикулярна

данной прямой, поэтому уравнения
l2x + 4y+ 2-15 = 0,

и

Ответ:

[Ых - 5i/ - 8г - 24 = О

будут уравнениями прямой I - искомого перпендикуляра.

[2л; + 41/+2-15 = 0,

[14л; - 5i/ - 8г - 24 = 0.

Пример 11. Написать уравнение прямой, проходящей

через точку Мо(-4; 3; 0) и параллельной прямой

(х-2у + 2 = 4,

\2х + у
- 2 = 0.

Решение.

Найдем направляющий вектор прямой а =

«i х rtg,

k

= Г+ 3/+ 5Я = (1; 3; 5}. Тогда уравнениеа = 1 -2 1

2 1-1

искомой прямой есть

Ответ

х+4 у-3 2

5

х + 4
_
у-З

_

2

"1 3 5

Пример 12. Найти прямую,
проходящую через точку

Мо(-4; 3; 0) и

перпендикулярную к прямым

М,(2; 0; 0)

х-2 У 2
-^^ = - и
-2 1

X
_
у + 1

_

2 + 3

Т"~4 ^
а, М2(0;-1;-3)
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Решение.
Вычислим направляющий вектор перпендикуляра к

плоскости, проходящей через прямую параллельно
другой прямой.

а = = 6Г+ Щ+ЫЯ.

i i k

aj
X а2

~ 3 - 2 1

14-5

Тогда уравнение искомого перпендикуляра будет:

л: + 4_ 1/-3_г
""З ~8~"7*
^ х+А у-З г
Ответ: = -2 = _.

3 8 7

Пример 13. Заданы плоскость Р:х+1/-г+1=0и пря-

^
х-\ у z+\

мая L: —— = — =
—z— , причем Le Р.

Требуется найти:
а) угол между прямой и плоскостью;

б) координаты точек пересечения прямой и плоскости.

Решение.
а

а) cos (а. Я) = cos — ф

ч2
= sin ф; а = {0; 2; 1},

-/11 11
• («•'^) 2-1 1

п = {1; 1; -1}, sm ф = ^^rpf =

-f^-j=
=

-j== ,

\а\\п\ V5V3 VI5

sm ф = Vl5
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б) Найдем точку пересечения прямой и плоскости.

V -1
_
у
_

Z +1
----- = t, или параметрически х — I, у

= 2t,
О

z = t-l.

Подставим параметрические уравнения прямой в урав-
кение плоскости, найдем значение t: l + 2t-t + l + l = 0;
f = -3. Тогда координаты точки пересечения прямой и

плоскости будзп:: х = 1, у
= -6, z = -4.

Ответ: а) sin ф
=

-7=-, б) (1; -6; -4).
V15

Лример 14. Определить косинус угла между прямыми:

|л; - I/
- 4г - 5 = О, {х-6у-6z + 2 = 0,

[2x + I/
- 2г - 4 = 0. \2х + 2у+ 92-1 = 0.

Решение.

Найдем направляющие векторы данных прямых

k

= 6Г- 6/+ Зи, а - {2; -2; 1}.«J X «2
"^ 1 -1 -4

2 1-2

П3 X П4
=

i i k

1 -6 -6

2 2 9

= -42Г- 217+ ЫП, a = {6; 3; -2}.

cos
^

a, • ao
'

4 ,4
Ф
= ± ^ ^, = ±— , cos Ф = ± —-

^ — -^

21
^

21
ai an

Ответ: cos ф
= ±

21

Пример 15. Найти проекцию точки Л(4; -3; 1) на

плоскость X + 2у - Z = 3.
Решение.

1) Найдем уравнение перпендикуляра, проходящего
»[ерез точку А(4; -3; 1), к плоскости х + 2у-г-3 = 0.

х-А у + Ъ г-1
^Получим = = = t.

12-1
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2) Найдем точку пересечения прямой и данной
плоскости. Для этого подставим x=t +4, y = 2t-3, z = -t+1в

уравнение плоскости. Будем иметь уравнение относительно

параметра t:t + 4 + 2(2f - 3) - (f + 1) - 3 = 0; 6f = 6; f = 1.

3) Подставляем найденное значение параметра f = 1 в

параметрические уравнения прямой, получим ДСо
== 5, Уо =

= -1, 2о = 0.

Ответ: (5; -1; 0).

Пример 16. Найдем расстояние точки М(2; -1; 3) от пря-

х+1 у+2 г-1
мой

Решение.

М(2; -1; 3)

шхАМ

d =
щ

Л(-1; -2; 1)

; найдем а х AM =

\d X AM I = 3 >/l9 ; |а| = л/9+ 16+ 25 = 5 л/2 ;

5л/2 10

Ответ: 0,3 ^/зз^.

Пример 17, Заданы скрещивающиеся прямые L^:
X _у-\_2+2

и L,
л: + 1 1/ + 1 г-2

-2 О 1'1 2 -1
Найти расстояние d{L^; L^) между прямыми и написать

уравнение общего
перпендикуляра L к этим

прямым.

Решение.

Найдем уравнение
плоскости Р, проходящей
через прямую L^,
параллельную 1,2.

Гх,
1
1

1
. «
1 ^

^>''^ = {-

^,(0; 1; -2)

-1;2)

.^"^

-2;0;

.^•^
^•^

S«2

1}

= {1;

N

N
>

^1
.-"■

2;-1}

Ч I<2
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Точка Mi(0'fl; -2) лежит на прямой L^ и,

следовательно, принадлежит искомой плоскости Р. В качестве

нормального вектора к этой плоскости возьмем вектор

п = [ai X 02] =

i j k

-2 О 1

12-1

= -2Г- /- 4Й. Уравнение

плоскостиР: -2х -(у- 1)- 4(г + 2) = О или в общем виде
2л; + I/+ 4г + 7 = 0.

Расстояние d(L^, Lg) равно расстоянию от любой точки

прямой Lg, например, точки MgC-l; -1; 2), до данной
плоскости Р.

pXQ+yQ+4zQ+7\ |-2-1 + 8 + 7| 12
d =

л/4 + 1 + 16 л/21 V21
'

2) Для того, чтобы составить уравнение общего
перпендикуляра L, найдем уравнение плоскостей Р^ и Pg,
проходящих через заданные прямые L^ и L2 соответственно и

перпендикулярных плоскости Р. Имеем: Mi(0; 1; -2) е Pi

и щ
= [«1 X Я] = (Г- 10 /+ 2Й) ± Рр откуда Р^: л; - 10у +

+ 2г + 14 = 0. Аналогично, M^i-l; -1; 2) g Pg (IP) и п^ =

= [ «2 X Я] = (-9f+ 6/+ ЗЯ) 1 Pg, откуда Pg: Зх - 2у -

z +

jx-10y + 2z + ll = 0,
+3 = 0. Так как L = Pi nРг. то |з;с-2у-г + 3 = 0;

~*'^-

щее уравнение прямой L.

12 Гл;-101/ + 22 + 11=0,
Ответ: d = /г—, i _ _

о лV21 [Злг-2г/-г + 3 = 0.

Пример 18. Составить уравнения прямой, проходящей
через точку М^{2', 1; О) и пересекающей две прямые

х + 1 у-\_ Z х-2
_
у + 2

_

Z

2 "~1 3
"

3
"

4 "I'
Решение.

Искомую прямую можно рассматривать как прямую,

по которой пересекаются две плоскости, проходящие

через данную точку и одну из данных прямых.

Уравнения этих плоскостей:
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х + 1 у-1 г х-2 г/ + 2 г

2 13= О, 3 4 1 =0, или

10 0 0 10

31/-г-3 = 0,л;-Зг-2 = 0- искомые уравнения
прямой.

Ответ: Зу - г
- 3 = О, х

- Зг - 2 = 0.

Задания для самостоятельного решения

1. Даны две точки М (1; 3; 5) и JK" (7; 8; 9). Составить

а) канонические и б) параметрические уравнения
прямой, проходящей через данные точки М и К.

2. Составить канонические уравнения прямой,
проходящей через точку Mi(2; 0; -3) параллельно:

а) вектору а = {2; -3; 5};
■-1

_
у + 2

_

Z + 1

5
~

2
~

-1

д) оси Oz.
3. Составить канонические уравнения прямой,

проходящей через две данные точки: а) (1; -2; 1), (3; 1; -1);
б) (3; -1; 0), (1; 0; -3); в) (0; -2; 3), (3; -2; 1); г) (1; 2; -4),
(-1; 2; -4).

4. Составить канонические уравнения следующих
прямых:

б) прямой ; в) оси Ох; г) оси Оу;

б)
5х + у + 2 = О,

2х + Зу-2г + 5=0;

\x-2y+32-4=0,
[Зх + 2у-52-4 = 0;

\х-2у + 32 + 1 = 0,

[2х +у-42-8 = 0.

5. Доказать параллельность прямых:

х + 2 _у-1 _

г jx + y
- г = 0,

б) л; = 2t + 5, у = -f + 2, г = f - 7 и
\х + 3у+ 2 + 2 = 0,

х-у-32-2 = 0;

x + 2y-5z-l = 0., \х + у-Зг + 1 = 0,
в) \ и

,

[х-у + г + 3 = 0; [л; - 2у + Зг - 9 = 0.

6. Доказать перпендикулярность прямых:
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X у-1 г [Зл; + у
- 5г +1 = О,

'
\ -2 3 [2л; + Зу-82 + 3 = 0;

6)x=^2t + l,y=3t-2,z = -6t + lH \
^

[4лг- у -52 + 4 = 0;

{х + у-Зг-1 = 0, Г2д: + у V 22 + 5 = О,

\2х-у-9г-2 = 0^ \2х-2у-г + 2 = 0.

7. Найти острый угол между прямыми:

х-3
_
у + 2

_

г х + 2
_
у-3

_

z + 5

1
~

-1
~

V2' 1
~

1
~

л/2
'

8. Составить уравнение прямой, которая проходит^е-
рез точку Mi(-1; 2; -3) перпендикулярно вектору а =

х-1 у+1 2-3
={6; -2; -3} и пересекает прямую

—-— = —-— = ——.

3 2 —5
9. Найти координаты точки К пересечения прямой:
х-1 у-2 2-3
— —

_

_^—
_

——

р плоскостью: 2л; + бу
- 32 = 0.

2 3 4
10. Вычислить расстояние d точки Р (1; -1; -2) от пря-

л; + 3 I/ + 2 2-8
мой —-— = —-— =

——-.

3 2-2
11. Составить уравнение плоскости, проходящей через

две параллельные прямые:

х-2
_
у + 3

_

2-3 х-1
^
у-2

^

2 + 3

3~2~-2'3~2 -2*
12. Найти точку Q, симметричную точке Р(3; -4; -6)

относительно плоскости, проходящей через М^{-%; 1; -5),
М2(7; -2; -1) и Мз(10; -7; 1).

13. Вычислить кратчайшее расстояние между двумя
прямыми в каждом из следующих случаев:

.л; + 7 у + 4 2 + 3 л;-21 у + 5 2-2

^^~~~Т"~^' 6 -4 -1
'

б) л; = 2t - 4, у = -t + 4, 2 = -2f - 1;
x = 4:t-5,y = -3t + 5,z = -5t + 5;

в) £±1 = МЛ1 = izi; л: = 6t + 9, I/ = -2t, 2 = -t + 2.
3 2-2
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Ответы:

х-7 и-8 2-9
1. а)

-— = ^—- = —— ;6)x = 6t+7,y^5t + 8,
6 5 4

z = it + 9;

х-2
_ _у_ _

2 + 3 х-2
_
у
_

2 + 3

х-2
_
у
_

2 + 3 х-2 у 2 + 3
3) _________ J,) ________

х-2 у 2+3
Д)

Q
-

Q
-

~Y~ '

JC-1
_

I/+2
_

2-1 Х-3_у+1_2^-^^ ~2~
~

~3"
~

"^Т' ^^ ~2~
~

~=Г
~

3
'

^
л; 1/ + 2 2-3 х + 1 у-2 2 + 4

'
3 о -2

' '
1 о о

'

х-2 У+1 2 X у+1 2-1

X-3 и — 2 2

(1 5 9

7'7'7
10. d = 7; 11. 6х - 20у - 112 + 1 = 0; 12. Q(l; -2; 2);
13. а) 13; б) 3; в) 7.

^
х + 1 у-2 2 + 3^,,

8. -—— = ^~- =
-—-; 9. К

2 -3 6

2.4. Полярная система координат

Определение 1. Полярная система координат
определяется заданием некоторой точки О, называемой

полюсом, луча ОМ, исходящего из этой точки, называемого

полярной осью, и масштаба для измерения длин. При
повороте луча ОМ вокруг точки О положительным
обычно считается поворот против часовой стрелки.

Определение 2. Полярными координатами
произвольной точки М (относительно заданной системы)
называются числа г = ОМ и ф = ZAOM. Число г называется первой
координатой, или полярным радиусом, число ф

- второй
координатой, или полярным углом точки М.



Практикум по высшей математике 144

Значение полярного угла
изменяется в пределах

- тК ф < +п.

Зависимость между
полярными координатами (г, ф) точки и

прямоугольными координатами

(х, у) той же точки, если полюс

принят за начало координат, а

полярная ось за ось Ох,
выражается формулами:

х= г cos ф; ^
= г sin ф

и, обратно, г = д/л;^ -\-у^ , tg ф =
X

2.5. Линии второго порядка

Кривыми второго порядка называются линии,
определяемые в декартовых координатах алгебраическими
уравнениями второй степени. В частности, окружность,

эллипс, гипербола и парабола являются такими линиями.
Этими четырьмя линиями и случаями их вырождения,

когда уравнение второй степени определяет пустое
множество (мнимая кривая), точку, прямую, пару прямых,

исчерпываются все линии, определяемые
алгебраическими уравнениями второй степени.

Окружность

Определение 1. Окружностью называется множество

точек плоскости, равноудаленных от данной точки

(центра).
Если R - радиус окружности, а С(а, Ь) - ее центр, то

уравнение окружности имеет вид

(Х - а)2 + (у - &)2 = JJ2. (*)
В частности, если центр окружности совпадает с

началом координат, то уравнение окружности (*) примет вид
х^ + у^ = R\

Взаимное расположение точки Mi(Xi, у^ и

окружности х^ + у^ = Ш определяется такими условиями:
О о

если Xi +У1 = J?2, то точка М лежит на окружности;

2 2
если Xi +i/i > J?2, то точка М лежит вне окружности;
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2 2
если х^ +У1 < R^, то точкаМ лежит внутри

окружности.

Пример 1. Написать уравнение окружности радиуса 2? = 8
с центром в точке С(2; -5).
Решение.

Подставив значения координат точки С и значение

радиуса в формулу (1), получим
{X - 2)2 + {у- (-5))2 = 82 или {X - 2)2 + {у + 5)2 = 82,
Ответ: (х - 2f + {у + bf = 82.

Пример 2. Доказать, что уравнение х^ + у^ + В>х- 4у-Ъ = 0
является уравнением окружности. Найти ее центр и

радиус.
Решение.

Преобразуем левую часть данного уравнения, выделив
полные квадраты относительно х и у:

л;2 + 8x + 16 - 16 + 1/2 _ 4i/ + 4 - 4 - 5 = О, или
{х + 4)2 + (у - 2)2 = 52, Это уравнение представляет

собой уравнение окружности с центром С(-4; 2) и радиусом,
равным 5,

Ответ: С(-4; 2), J? = 5,

Пример 3. Найти координаты центра и радиус
окружности 2л;2 + 2г/2 - 8л; + 5i/

- 4 = 0.
Реш.ение.

Разделив уравнение на 2 и сгруппировав члены урав-

5
нения, получим х^ - 4^х + у^ + —у

= 2. Дополним выра-

жения х^ - 4х и у^ + —у до полных квадратов, прибавив

^5^^

■J
, одновремен-к первому двучлену 4 и ко второму

-

но к правой части прибавляется сумма этих чисел:

(л:2 - 4л; + 4) +
Г 2 5 25\ „ ,

25
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(x-2)2 +
^ 5? 121

^

у + — \ = . Таким образом, координаты
4 I 16

5
центра окружности а = 2, & = -

—,а радиус окружности
4

^-
4

•

Ответ: С '2-л' 11

Пример 4. Показать, что уравнение х^ + у'^ + 6х - 6у +
+ 22 = О не определяет никакой линии.

Решение.

Преобразуем уравнение:
(л;2 + 6л; + 9) + (г/2 - 6у + 9) - 9 - 9 + 22 = О,
(х + 3)2 + (у- 3)2 = -4.

Данное уравнение не определяет никакой линии. Такое

уравнение называется уравнением мнимой окружности.
Ответ: 0.

Пример 5. Установить, как расположена точка А(1; -2)
относительно окружности х^ + у^ — 1- внутри, вне или

на контуре.
Решение.

Подставим координаты точки А(1; -2) в уравнение

окружности, получим 12 + (-2)2 = 5 > 1. Следовательно,
точка А лежит вне окружности.

Ответ: точка А лежит вне окружности.

Пример 6. Установить, какую линию определяет

следующее уравнение: у = -Jo - х^ •

Решение.
По определению арифметического корня четной

степени ^ > 0. Возведем обе части уравнения в квадрат: г/2 = 9 -
- х^, или л:2Ч- 1/2 = 9 _ это уравнение окружности с

центром в начале координат радиусом Л
= 3. Но по условию

у > 0. Значит, данное уравнение определяет
полуокружность радиусаR=3c центром в начале координат,
расположенная в верхней полуплоскости.

Ответ: данное уравнение
-

полуокружность радиуса
J? = 3 с центром 0(0; 0), расположенная в верхней
полуплоскости.
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Пример 7. Окружность задана уравнением в декартовых

прямоугольных координатах х^ + у^ — х. Составить

уравнение этой окружности в полярных координатах
при условии, что полярная ось совпадает с

положительной полуосью Ох, а полюс
-

с началом координат.
Решение.
Связь полярной и декартовой прямоугольной системы

координат определяется формулами:

fjc = р cos ф.

Подставим лг и у из этих формул в данное уравнение,

получим р2 cos^ ф + р2 sin^ Ф = р cos ф, или р2 (sin^ ф + cos^ ф) =
= р cos ф, или р^ = р cos ф (р > 0). Окончательно,
уравнение данной окружности в полярной системе координат
будет р

= cos ф.
Построим эту окружность.

ф

р

0

1

я

I
4i
2

к

2

0

я

Ф=д^
/"^"^

2

KL
\
V
Уф = о ф

Функция COS ф
-

четная, поэтому кривая будет
симметрична относительно полярной оси.

Получим окружность с центром С —, О иЛ= 1.

Ответ: р
= cos ф .

Пример 8. Составить уравнение окружности, проходящей
через точки А(7; 7) и Б (-2; 4), если ее центр лежит на

прямой 2х- у - 2 = 0.
Решение.

Уравнение окружности: (х - аУ + (у - Ь)^ = R^. Так как

точки А и В лежат на данной окружности, то

координаты этих точек будут удовлетворять уравнениям:

i7-af +i7-bf =^г^

(~2 -а) + (4- &) = R , (центр окружности по усло-

2а-Ь-2 = 0;

ВИЮ лежит на прямой).
Раскроем скобки:
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49-14a +aЧ49-14&+ &^ = ^г^

4 + 4а + а^ +16-8b + b^ =R^,
2a-b-2=0.

Вычтем из первого уравнения второе:

fl8a + 6& = 78, \2a-b = 2,
i« , «

или i„
[2a-b = 2 [За + & = 13.

Сложим эти уравнения, получим:
5а = 15, а = 3, тогда & = 2а-2 = 2-3-2 = 4.

Итак, а = 3, & = 4. Из второго уравнения первой сист-

мы найдем R = Ъ.
Искомая окружности

- (х - З)^ + (г/ - 4)^ = 25.
Ответ: (х

- 3f + (у - 4)^ = 25.

Эллипс

Определение 2. Эллипсом называется множество точек

плоскости, сумма расстояний которых до двух данных
точек, называемых фокусами, есть величина постоянная,

равная 2а.
Каноническое уравнение эллипса в прямоугольной си-

х^ у^
стеме координат —т +^ =1, &^ = а^ - с^.

а b

Определение 3. Величины а и & называются

соответственно большой и малой полуосями эллипса (а > &).
Фокусы эллипса расположены в точках F^i-c; 0), F^{+c; 0),
точки Ai(-a; 0), AgCa; 0), 5^(0; -&), ^2(0; b) - вершины
эллипса, оси координат Ох и Оу

- оси симметрии, а начало

координат 0(0, 0) -

центр симметрии эллипса.

Определение 4. Число е =

а а
(О < е < 1)

называется эксцентриситетом эллипса, он является мерой
«сжатости» к оси Ох (при е = О эллипс является окружностью).

Форма кривой имеет вид:

A^i-a; 0)
ЛгС-а; 0)

Bi(0; -b)
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MF^ + MF^ = 2а, F^F^ = 2с, а > с.

Уравнение касательной к эллипсу -у Н—^ = 1 в точ-

а Ь

XXq yyQ
ке MoixQ-, уо) имеет вид: -j-

+
-j-

= 1.

Пример 9. Найти каноническое уравнение эллипса, зная

его большую полуось а = 5 и эксцентриситет е = 0,6.
Решение.

с
По условию е =

— = 0,6. Следовательно, с = а
' 0,6 =

а
= 5 • 0,6 = 3. Но тогда квадрат малой полуоси эллипса

j)2 = д2 _ ^2 = 25 - 9 = 16. Таким образом, искомое

каноническое уравнение эллипса имеет вид:

2 2
X у

25 16

Ответ: — +— = 1.
25 16

Пример 10. Составить каноническое уравнение эллипса,

проходяы^его через точку M■^{2; -3) и имеющего

большую полуось а = 4.

Решение.

Каноническое уравнение эллипса при а = 4 имеет сле-

дуюш;ий вид:

2 2
X у

16 Ъ^
' ^ '

Этому уравнению д()лжны удовлетворять координаты

2^ (-3)^
точки Mi(2; -3). Следовательно, тт+

'

-2
"

"^ !• Найдя

отсюда &2 = 12 и подставив его в уравнение (**), получим
искомое каноническое уравнение эллипса:

2 2
X У ^^±- =1.
16 12

2 2

Ответ: — + т—
= !•

16 12
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Пример 11. Составить каноническое уравнение эллипса,

/5 л/б) f .715^
проходящего через точки М

Решение.
V
2' 4

и^ -2;

2 2

Пусть —- +^ = 1 -

искомое уравнение эллипса. Это-
а о

му уравнению должны удовлетворять координаты точек.

Следовательно,
25 _3_ ^ _^ _3

Отсюда находим а^ = 10, Ь^=1. Итак, уравнение
эллипса имеет вид:

Х^ 2
Ответ: — + у

= 1.

Пример 12. Составить уравнение касательной к эллипсу
2 2

^ +— = 1 В точке (3; 1).
12 4
Решекие.
Так как уравнение касательной прямой к эллипсу

Х^ У^ ^ л/г t ч ^^1 . УУ\ 1
—- + ^--1 в точке M,(x,; i/,) имеет вид: —;-

+ ——- = 1,

то искомое уравнение касательной к данной кривой будет:

Y Ё. = 1 .

12 4

X у
Ответ: — + — = 1, или л: + ^

- 4 = 0.
4 4

Пример 13. Дан эллипс 25x2 + i44r/2 = 1. Определить,

лежит ли точка А
16

на эллипсе, внутри или вне его.

Решение. Подставим координаты точки А в левую
часть эллипса.
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1 144 9
25 • 1 + 144 • --Т = 25 + —i"

= 25 + -— > 1.
16^ 16^ 16

Ответ: вне эллипса.

Пример 14. Написать каноническое уравнение эллипса,

проходящего через точку М(6; 0), если фокальное
расстояние равно 4.
Решение. Подставим координаты точки М(6; 0) в кано-

2 2

ническое уравнение эллипса ——+ 2_ = i^ получим

ос:

—г-
= 1, отсюда а^ = 36. Найдем Ь'^ = а^ — с^, где с - поло-

вина фокального расстояния эллипса. По условию с = 2.

Тогда &2 = 36 - 4 = 32. Итак, искомым уравнением эллип-

2 2

са будет уравнение -—- + ~- = 1.
36 32

2 2

Ответ: — +— = 1.
36 32

Пример 15. Доказать, что уравнение 64x2 + ЮОу^ -

- 6400 = О является уравнением эллипса. Найти

координаты фокусов и фокальное расстояние.
Решение. Разделив обе части уравнения на 6400, полу-

2 2

чим: + — = 1. Это уравнение является каноническим

100 64

уравнением эллипса. Из равенства а^-с^ = Ь^ следует, что

с2 = ^2 _ ^2 = j^oo - 64 = 36 и с = 6. Фокусы эллипса будут
находиться в точках ^2(-6; 0) и ^^(б; 0). Фокальное
расстояние 2с = 12.

,Ответ:F^{<o', 0), Р^Ь^; 0), 2с = 12.

Пример 16. В эллипс х^ + 4i/2 = 4 вписан правильный
треугольник, одна из вершин которого совпадает с концом

большой полуоси. Определить координаты двух других
вершин треугольника.
Решение. Пусть одна из вершин правильного

треугольника совпадает с левым концом большой полуоси. Так как

2 2
X у ^

каноническое уравнение эллипса имеет вид
— + -— = 1,
4 1
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то левым концом большой полуоси будет точка А2(-2, 0).
Так как вписанный треугольник равносторонний, то

сторона, расположенная в верхней полуплоскости, будет
наклонена к положительному направлению оси Ох под
углом 30°. Поэтому угловой коэффициент прямой, на

которой лежит сторона треугольника, будет равен

й = tg 30° = -i^.
V3

Тогда уравнение прямой с угловым коэффициентом

1 1
k = —г= , проходящей через точкуAg будет: у = -j= {х + 2).

Найдем точки пересечения этой прямой с эллипсом.

Подставим в данное уравнение эллипса у
=
—= (х + 2):
л/З

х2 + 4 • - (х + 2)2 = 4, или 3x2 ^. 4(д;2 + 4х + 4) = 12, т.е.
о

7x2 + 16х + 4 = 0. Отсюда находим:

•"-г.з
8 ± 4о^- 28 -8 + 6

У Л ^ 9 ""2

7'
(А2(-2; 0)). Таким образом, абсцисса точек пересечения

2
сторон треугольника равна

-

—. Найдем соответствующие

ординаты этих точек. Подставим х в данное

уравнение эллипса, получим

— + 41/2 = 4,41/2 = 4
Г

Г

получим точки М1
2

7

49

47^^

,,
48 4л/з

\

Г

Отёет: М^

Замечание. 3

2 4л/з'
7' 7

,М„

и Mj

'
2

7'

2
'

7' 7

47^^

4л/з)

V
[. Е

Итак,

$адача имеет два решения. Ьсли за

вершину равностороннего треугольника возьмем правый конец
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большой полуоси, то получим остальные вершины треу-

^ 2 4л/з) ,J 2 4:у[з^
,М2 --•

гольника: М^ 7'

пример 17. Эллипс, симметричный относительно осей

координат, фокусы которого находятся на оси Ох,

проходит через точку М(-4; v21) и имеет эксцентриситет

е = —. Написать уравнение эллипса.

4
Решение. Каноническое уравнение эллипса:

х^ у^ с 3
__ + —— = 1^ с^ = а^ - &2^ По условию: е =—

=

—, т. е.
а b а 4

с^
_

9 9 9 7

^
-

—, илис2= — а\ а'-Ь^^ —аК Отсюда — а^^Ь".

Так как точка М(-4; v21) принадлежит эллипсу, то ее

координаты удовлетворяют уравнению эллипса:

16 21
^ „

+ -— = 1, Для нахождения величины а^ подставим в

а Ъ

7
,

16 2116
^

это равенство Ь^ = тт « » получим —^ + 5~= 1» или
16 а 7а-

4
16" -2-=1, «2 = 4- 16 = 64.

а

Найдем &2 = —• а2, 62 = — • 64 = 28.
16 16

2 2

Итак, искомое уравнение эллипса есть — +— = 1.
64 28

Х^ X?
Ответ: — + ^— = 1.

64 28

Гипербола

Определение 5. Гиперболой называется множество

точек плоскости, абсолютная величина разности расстояний
которых до двух данных точек, называемых фокусами.
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есть величина постоянная, равная 2а. Каноническое
уравнение гиперболы в декартовой прямоугольной системе

2 =1,&2=С2 а"
X у

координат имеет вид
—

а Ь
Расстояние между фокусами равно 2с (с > а)
Форма кривой имеет вид:

У

Ь

Fj(c; 0), ^2(-с; 0) - фокусы гиперболы, F^Fg = 2с.

Величины а и & -

полуоси гиперболы.
Оси координат являются осями симметрии гиперболы,

ось Ох называется действительной осью, ось Оу - мнимой

осью гиперболы, 0(0; 0) -

центр симметрии гиперболы.
Точки А^(а; 0), А2(-а; 0) являются вершинами

гиперболы.

Прямые у
= ±—х являются асимптотами гиперболы.

а

с L Ъ'
Число е =

— = JIH—^ (е > 1) является

эксцентриситетом гиперболы.

Гипербола
У

а

У

—

= _1 называется сопряженной с

= 1.гиперболой —7 5

а Ь

Уравнение касательной в точке Mq{Xq, у^) к гипербо-

ХХс
ле дается уравнением

УУа

а
1.
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Пример 18. Написать каноническое уравнение

гиперболы, проходящей через точку М(8 Vs ; 12), если
фокальное расстояние гиперболы равно 20.
Решение.

По условию 2с = 20, или с = 10. Запишем
каноническое уравнение гиперболы:

2 2
X у

а о

По условию точка М(8^ ; 12) принадлежит гипербо-

320 144
ле, следовательно, ъ. Гг"

- !•
а о

Второе уравнение для определения а^ и Ь^ дает
соотношение &2 = с2 - а^ = 100 - а^.

320 144
_

Решив систему уравнений \ а^ Ь^ относитель-

Ъ^ =100-а
но а2 и &2 (а > О, & > 0), найдем а» = 64, Ь^ = 36. Искомым

х^ у^
уравнением будет уравнение ^—=1.

64 36
2 2

X и
Ответ: ^— = 1.

64 36

Пример 19. Доказать, что уравнение 21x2 _ 4З1/2 = доЗ
является уравнением гиперболы. Найти координаты
фокусов.
Решение.

Разделив обе части уравнения на 903, получим:
2 2

Х^ У
_

ч

43~2Т~
Это уравнение гиперболы, для которой а^ = 43, Ь^ = 21.

Из соотношения с^ = а^ + Ь^ находим с^ = 64 и с = 8

(с > 0). Следовательно, фокусы гиперболы находятся в

точках JF'i(8; 0) и ^2(-8; 0).
Ответ: F,(8; 0) и F^iS; 0).
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Пример 20. Составить каноническое уравнение

гиперболы, зная, что расстояние между ее фокусами равно 26,

13
а эксцентриситет равен —.

Решение.

13 с

По условию 2с = 26 и е =
—= —

. Следовательно, боль-
12 а

12
шая полуось гиперболы а = —с

1о

12

,13,

26
= 12. По

У
^

J
формуле с'^ - а^ = Ъ^ находим малую полуось гиперболы

име-Ь = Vc^ - а^ = Vl3^ -12^ = 5. Уравнение гиперболы:

ет следующий вид:
X

Ответ:
У

144 25

= 1,

^=1.

144 25

Пример 21. Гипербола, оси которой совпадают с осями ко-

{
ординат, проходит через точки М^ -S;^

V

hMi(4;-2).
/

Найти ее каноническое уравнение.
Решение.

Напишем каноническое уравнение гиперболы

2 ,2
а о

= 1,

М,

Этому уравнению удовлетворяют координаты точек

-^••т
V

и Mi(4; -2).
/

(-3)'
Следовательно, —о"

а

^72^
2

= 1и
(-2)^

а
1,

1.

2
или ""F

~

7F
= 1 и -т

а

16

.2
= 1.

а
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Отсюда находим а^ = 8 и 6^ = 4 и подставляем их в

каноническое уравнение гиперболы; окончательно получим

2 2
X у

х^
Ответ:

8
_1_

4

Пример 22. Эксцентриситет гиперболы равен -^2 .

Составить каноническое уравнение гиперболы, проходящей

через точку
Решение.

Известно, е =
— = л/З , или с^ = 2а^. Но 0^ = 0^ + Ь^, следо-
а

вательно, а^ + Ь^ = 2а^, а^ — Ъ^, т. е. гипербола равнобочная.
Другое равенство получим из условия нахождения точ-

3 2
киМна гиперболр, т. е. -^—г'— '' ' = 1, или ~2"~ ТТ = 1-

м.мПоскольку а' = Ь'^, получим -^—^— ^—т-^ 1, т. е. а^ = 1.
а а

Таким образом, уравнение искомой гиперболы
Х2- 1/2=1.

Ответ: х^- у^— 1.

Пример 23. Составить уравнение касательной к гипербо-

3;ле «2 = 1 в точке М 3; —
4

^
2

Решение.

2 2
X и

Уравнение касательной к гиперболе —- - -^ = 1 в точ-

а о

XqX УоУ
ке Mq(xq; Уо) имеет вид: —^ ^= 1.

Поэтому уравнение искомой касательной есть

3£_:!§/=1^илиЗх-2л/5 -4 = 0.
4 2

Ответ: Зх -2у/Е -4 = 0.
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Пример 24. Построить гиперболу Хбх^ - 9^^ = 144. Найти:

а) полуоси; б) координаты фокусов; в) эксцентриситет;
г) уравнение асимптот.

Решение.

Разделив обе части уравнение на 144, получим:
2 2

f__:^=l
9 16

1) Полуоси гиперболы а = л/э = 3, & = vl6 = 4.

2) Так как с = Va^ + Ь^ , то с = V3^+4^ = 5.

Фокусы данной гиперболы есть 1Р^-Ь', 0) и Fi(5; 0).
с 5

3) Эксцентриситет гиперболы е =
—

, значит, е = —

•

а 3

Ь 4
4) Уравнения асимптот у

— ± — х. Поэтому у
— ^ — х.

CL о

5
Ответ: 1) а = 3, & = 4; 2) FgC-S; 0), Fi(5; 0); 3) е = -;

о

4
4)i/ = ±-x.

Пример 25. Установить, какие линии определяются

следующими уравнениями:

1) I/
= + - л/л;2 -9 ; 2) I/

= -3 л/л;2+1 .

о

Решение.

1) По свойству арифметического корня четной
степени у > 0. Возведем данное уравнение в квадрат, получим

4
1/2 = - (х2 - 9), или 9i/2 = 4x2 _ 36, 4л;2 - 9^^ = 36. Разделив

9
2 2

X у
обе части этого уравнения на.36, получим: г- = 1.

9 4

2) Очевидно, что в уравнении у
= -3 4х^ +1 , у <0 для

всех X е Д. Возведем данное уравнение в квадрат, получим

у2 = 9(х2 + 1), или 1/2 = 9x2 + 9^ 9д.2 - у2 = _9. Разделим обе

2 2
X у

части этого уравнения на 9, получим — = -1. Полу-
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чили ветвь гиперболы, расположенную в нижней полу-

2 2

плоскости. Заметим, гиперболы д:^-—=1их2--—-=-1

сопряженные.
2 2

Ответ: 1) часть гиперболы ^_ = 1,

расположенная в верхней полуплоскости; 2) часть гиперболы
2 2

-^- = -1, расположенная в нижней полуплоскости.

Парабола

Определение 6. Параболой называется множество

точек плоскости, равноудаленных от данной точки,
называемой фокусом, и данной прямой, называемой
директрисой.

Каноническое уравнение параболы имеет вид

у^ — 2рх, р > 0.

Определение 7. Число/) называется параметром
параболы. Начало координат 0(0; 0) - ее вершина, а ось Ох -

ось симметрии параболы.

Точка i^ —, О - фокус параболы, прямая х = -— -

директриса параболы.
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Уравнение касательной к параболе у'^ — 2рх в точке

Мо(Хо; Уо) имеет вид уу^
= р(х + х^).

Пример 26- Дана парабола г/^ = Qx. Составить уравнение
ее директрисы и найти ее фокус.
Решение.

Сравнивая данное уравнение с каноническим

уравнением параболы, видим, что 2р = 6,j? = 3. Так как уравне-

Р
кие директрисы имеет уравнение л: = -

—, а фокус - ко-

Р
ординаты

—

и О, то для рассматриваемого случая

3 Гз „^
получим уравнение директрисы л; = - — и фокус F —; О

а I Z

3
„

Ответ: х^ -

—, F
Гз \

2=»

Пример 27. Составить уравнение параболы,
симметричной относительно оси Ох, с вершиной в начале

координат, если длина некоторой хорды этой параболы,
перпендикулярной оси Ох, равна 16, а расстояние этой

хорды от вершины равно 6.

Решение,

Так как известны длина хорды и расстояние ее от

вершины, то, следовательно, известны координаты конца
этой хорды

-

точки М, лежащей на параболе. Уравнение
параболы имеет вид у^ = 2рх; полагая в нем х = 6, у

— Ъ,

32
находим 8^ = 2j? • 6, откуда 2р = — . Итак, уравнение ис-

о

,
32

комой параболы у^ — — х.
о

о
32

Ответ: \г —
——

х.

Пример 28. Составить уравнение параболы, вершина

которой находится в начале координат, зная, что:
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1) парабола расположена симметрично относительно

оси Ох и проходит через точку А(9; 6);
2) парабола расположена симметрично относительно

оси Оу и проходит через точку С(1; 1).
Решение.

1) Так как точкаА(9; 6) лежит на параболе у^ = 2рх, ее

координаты должны удовлетворять уравнению параболы,
а потому имеем 6^ = 2р • 9, или 2р = 4. Следовательно,
искомое уравнение параболы имеет вид у^ = 4х.

Ответ: у^ = 4х.

2) Так как парабола симметрична относительно оси Оу,
то ее уравнение

- х^ = +2ру. Точка С(1; 1) лежит на

данной параболе, значит, координаты этой точки

удовлетворяют уравнению параболы: 1 = +2р • 1, или 2р = +1;
Следовательно, уравнение искомой параболы х^ = у.
Ответ: х^ = у.

Пример 29. Установить, какие линии определяются
следующими уравнениями:

l)y = +2^f]^;2)y^+yГx.
Решение. 1) Область

определения функции у = 2^ есть

д: > О, при этом у>0. Возведем
обе части уравнения в квадрат,

получим у^ = 4хи у>0.
Следовательно, это есть часть

параболы 1/2 = 4х, расположенная в

первом координатном углу.
Ответ: часть параболы

у^ = 4Ху расположенная в первом координатном углу.

2) Область определения функции у
= +у/-х есть -х > О,

или л: < 0. Кроме того, -Jx >0,
значит, у>0. Возведем обе

части уравнения у =+V-^ в

квадрат, получим у^ = -X и у > 0.

Следовательно, это есть часть

параболы у^ = -х,
расположенная во втором координатном

углу.
Ответ: часть параболы у^ = -х, расположенная во

втором координатном углу.



Практикум по высшей математике 162

Пример 30. Дана парабола у^ = Зх. Найти точки

параболы, расстояние от которых до фокуса равно 1.
Решение.

Р 3
Так как 2р = 3, то

— =

т и фокус параболы находится
2 4

в точке F —; О . Пусть М{х', у) - искомая точка,

принадлежащая параболе. Так как по условию расстояние от

этой точки до фокуса равно единице, то для нахождения

координат X и у нужно решить систему уравнений

f 3?
he - - +у^ =1,у^ = 3х.

Решая эту систему уравнений, получаем:

3
,

1

4 4

-П =^'

13 л/з
Тогда у^ = Зх = 3 •

Т~Тиг/= ± —. Таким образом,
4 4 ib

существуют две точки, расстояние от которых до фокуса

равно 1: :1Р
2

и

Ответ:
1

4

S

4' 2

и
1 л/З
4' 2

ч

Пример 31. Написать уравнение касательной к параболе
1/2 = 8д:, параллельной прямой 2х + 2у - 3 = 0.
Решение. Уравнение касательной к параболе у^ = 2рх

в точке Mq(Xq; у^) есть уравнение уу^
= р{х + х^).

Сравнивая уравнения у^ = 8х и у^ = 2рх, имеем 2р = 8,
или р

= 4.

Тогда уравнение касательной примет вид уу^
= 4(х + х^),

или i/t/o
= 4л; + AlXq, откуда у = — д: + 4 —^.

Уо Уо
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Так как касательная параллельна прямой 2д: + 2t/ - 3 = О,
то их угловые коэффициенты равны, т. е.

3 4
^ лго ^ ,

4
у = -X + — И у = Х + 4 —=- и « = -1 = .

2 Уо Уо Уо

Отсюда находим г/^
= -4. Из уравнения параболы у^ = 8jc

найдем вторую координату точки касания Mq(Xq, у^):

(-4)2 = 8х,; Хо=^ = 2, М^{2; -4).
о

Тогда уравнение касательной будет уу^ = 4х + 4х^, или
у

• (-4) = 4х + 4 • 2, т. е. у
= - X - 2, или х + у + 2 = 0.

Ответ: х + у + 2 = 0.

Уравнения кривых второго порядка
в смещенной системе координат

Выведем формулы параллельного переноса осей
координат в точку MqIxq', Уо). Пусть система координат х'О'у'
получена из системы прямоугольных декартовых
координат хОу параллельным переносом на вектор г^

= {лг^; у^.
По правилу треугольника для векторов г' = {л:'; t/'}.

Го
= {х^', ]/о} и г = {д:; у) имеем: Р = г-г^, или в координат-

\х = х- X,О'
ной форме: \ ,

- формулы перехода от коорди-
[У =У-Уо1

натной системы хОу к координатной системе х'О'у'.
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Пусть эллипс имеет в качестве большой и малой осей
соответственно 2а и 2&.

-а

У.

0

У

J-
7^

ь

о'(«о;Уо) J

-b

а

X

X

Построить эллипс с осями 2а и 2& в новой системе

координат; его каноническое уравнение будет

= 1.
а о

Возвратимся к старой системе координат, получим

(x-Xq)^ {y-yof
2

^
2

=1- уравнение эллипса с центром в

точке Mq{Xq', Уо), оси симметрии которого параллельны

координатным осям Ох и Оу.
В результате очевидных преобразований имеем:

Ад;2 + Су^ + 2Dx + 2Еу + F = 0, где

а ъ а о а о

Так как А>0, С > О, то для эллипса АС > 0.

Справедливо и обратное.
Аналогично, введем уравнение гиперболы в новой

системе координат х'О'у'.

{x-x^f {у-уof
= 1 -

уравнение гиперболы с цен-

тром в точке Mq{Xq', у^), оси симметрии которой
параллельны координатным осям Ох и Оу. В развернутом виде:

Ах^ + Су^ + 2Dx + 2Еу + F = 0, где
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^~~^'^~ Ъ^' а^' Ь^' а^ Ъ"
Очевидно, для гиперболыАС < 0. Справедливо и

обратное.

Уравнение параболы в смещенной системе координат.

Аналогично, получим {у - y^f = 2р{х - х^.
Раскрывая скобки, получим Су^ + 2Dx + 2Еу + F = О,

где С = 1, 2) = -2р, Е = -2у^, F = у^^ + 2рх^.
Очевидно, для параболы АС = О (так как А = 0).

Справедливо и обратное.
Если оси координат Ох и Оу поменять ролями, то

получим уравнение параболы с осью симметрии Оу в виде:
Ах^ + 2Dx + 2Еу + F = О.Л вновь, для параболы АС = О

(так как С = 0).

Алгебраические кривые второго порядка

Определение 8. Алгебраической кривой второго
порядка называется кривая L, уравнение которой в декартовой
системе координат имеет вид

Ах^ + 2Вху + Су^ + 2Dx + 2Еу + F = 0,

где не все коэффициенты А, В, С равны одновременно

нулю (в противном случае L
-

прямая, т. е.

алгебраическая кривая первого порядка).
Если В = О, то уравнение примет вид

Ах^ + Ci/2 + 2Dx + 2Еу + F = 0.

К такому виду можно привести исходное уравнение с

помощью формул поворота осей координат на угол а

X = л;'со8 а - t/'sin а,

у
= ar'sin а + t/'cos а,

где а определяется равенством

ctg2a=-^(B#0).
Справедливо утверждение.
Если АС - В^ > О, то имеет место кривая

эллиптического вида (эллипс, либо окружность, либо точка, либо

мнимая кривая); если АС - В^ < О, то уравнение
определяет кривую гиперболического типа (гипербола, сопря-
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женная ей гипербола, либо пара пересекающихся
действительных прямых);

если АС - В^ = О, то L является кривой
параболического типа (парабола, либо пара действительных
параллельных прямых, либо две совпадающие параллельные

прямые, либо мнимая кривая).
Случаи, когда уравнение определяет пустое множество

(мнимая кривая), точку, прямую, пару прямых называют

случаями вырождения кривой, а перечисленные множе^

ства -

вырожденными кривыми.
Если же кривая L

-

невырожденная, то для нее

найдется такая декартова прямоугольная система координат, в

которой уравнение этой кривой имеет один из трех видов

(каноническое уравнение):
2 2

X у
—J

+
72" =1, а>&>0- окружность, эллипс,

а о

—у 2" =1,а>0, &>0- гипербола,
а Ь

у^ = 2рх, р> О - парабола.

Пример 32. Упростить уравнение х^ + ху + у^ - Зх - 6у +
+ 3 = О и установить вид кривой.
Решение.
Повернем оси координат на угол а, найдя ctg 2а по

А —С
формуле ctg 2а = . В данном случае А = 1, С = 1 и

2х>

В= —. Следовательно, ctg2a = —-— = О и 2а = 90 . Отсю-

V2 _L
да а

= 45°. Так как sin 45° = cos 45° = -—- =

/т;^ . то фор-

х'-и' , -
^' ^У

мулы преобразования примут вид х = —-^J-, У ~

[^ •

Подставляя эти выражения хиу в данное уравнение,

получим

'
X -у

'

S
+

J

{ > >\
X -у_
л/i

у +1/
л

)
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-3
X -у

\ ^ J
-6

Глг' + уЛ
л/2

+ 3 = 0.

Произведя упрощения, будем иметь

Зл:'^ + /2 -972д:'-372 t/' + 6 = 0.

Как и следовало ожидать, полученное уравнение не

содержит члена с произведением переменных. Выделяя
полные квадраты, придем к уравнению

= 12 или
(

3 х

К

(
X -

3

"л/2

з)
■ViJ

ч2

+

2

+ -

f
У

I,'
У

-

зу
-Л}
sY

'ViJ = 1.
4 12

Таким образом, исходное уравнение представляет

эллипс с полуосями 2 и 2 . Чтобы найти координаты
центра этого эллипса в системе координат хОу, подставим

координаты точки О^

X =

^_3_ _3_
^л/2'л/2

J 3^
х-у' -Я л/2

, именно.

А А

л/2 л/2
"' "^

л/2
Таким образом, центр эллипса имеет координаты (0; 3).

Построим кривую.

Ответ: эллипс с центром О'(0; 3).

Пример 33. Упростить уравнение кривой
4x2 + Qy2 + 32л; - Ыу + 109 = О и установить ее вид.
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Решение.

Перепишем уравнение так:

4(л:2 + 8л;) + Я{у^ -бу) = - 109.

Дополняя выражения в скобках до полных квадратов,
получим

Цх^ + Вх + 16) + 9[у^ - 6:к + 9) = 64 + 81 - 109

или, после преобразовании + — = 1.

Получим уравнение эллипса с центром &(-4; 3) и
полуосями о = 3 и 6 = 2.

Ответ: эллипс с центром 0'(-4; 3).

Пример 34. Упростить уравнение кривой
4л;^ - 25i/2 - 24д: + 50у - 89 == О и установить ее вид.
Решение.

Перепищем уравнение так:

4(л:2 - 6х) - 25(1/2 _ 2у) = 89

и каждую из скобок дополним до полного квадрата:

4(л;2 - 6л: + 9) - 25{у^ - 2t/ + 1) = 89 + 36 - 25.

После преобразований получим
(х-зг (y-iy

= 1.
25 4

Это уравнение гиперболы с центром в точке (3; 1).
Ответ: гипербола с центром в 0'(3; 1).
Замечание. Так как в данном уравнении А

= 4, В = О,
С = -25, тоЛС - В2 = 4 • (-25) = -100 < 0.

Следовательно, сразу можно было указать, что это

кривая гиперболического типа.

Пример 35. Упростить уравнение кривой
4i/2 + 81/-2л;-1=0и установить ее вид.



169 2. Аналитическая геометрия

Региение.

Разрешим уравнение относительно х

X = 2у +4у -— и преобразуем его к виду:

д: + | = 2(1/ + 1)2.
Это уравнение параболы, вершина которой находится

^ 5 Л
. Ось симметрии параболы параллельнав точке Г^'-\

оси ох; ветви параболы направлены вправо.

Ответ: парабола л: 4- — = 2(у 4-1) ,

Задания для самостоятельного решения

1. Составить уравнение окружности в каждом из

следующих случаев:
а) центр окружности совпадает с началом координат и

ее радиус JR = 3;
б) центр окружности совпадает с точкой С(2; -3) и ее

радиус R=7;

в) окружность проходит через начало координат и ее

центр совпадает с точкой С(6; -8);
г) окружность проходит через точку А(2; 6) и ее центр

совпадает с точкой С(~1; 2);
д) центр окружности совпадает с началом координат и

прямая Зх - 4у + 20 = О является касательной к

окружности;

е) точки А(3; 2) и В(-1; 6) являются концами одного из

диаметров окружности;

ж) центр окружности совпадает с точкой С(1; -1) и

прямая 5л: - 12t/ + 9 = О является касательной к

окружности;

з) окружность проходит через точки А(3; 1) иВ(-1; 3),
а ее центр лежит на прямой Зх - у

- 2 = 0;
и) окружность проходит через три точки: А(1; 1),

В(1;-1)иС(2;0);
к) окружность проходит через три точки: М^(-1; 5),

М^(-2; -2) и Мз(5; 5).
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2. Установить, как расположена точка А(1; -2)
относительно каждой из следующих окружностей -

внутри, вне

или на контуре:
а) д:2 + 1/2 = 5; б) х^+ у'^ = 9;в) х^+ у^-8х-4у - 5 = 0;

г) х^ + у^- Юл: + 8у = 0.

3. Какие из нижеприведенных уравнений определяют

окружности? Найти центр С и радиус jR каждой из них:

а) х^ + у^-2х + 4у-20 = 0;
б) х^ + у^-2х + 4у + Ы = 0;
в) л:2 + 1/2 + 4х - 2t/ + 5 = 0;
г) х^ + у^ + X = 0;
д) д:2 + 1/2 + 6л: - 4i/ + 14 = 0;
е) л:2 + 1/2 + у

= 0.
4. Установить, какие линии определяются

следующими уравнениями:

а)1/ = -л/25-л:^ ; б) л: =-д/^-У^
в)л: = +716-1/^ ;г)1/=15+ 7б4 - л:^ ;

д) I/ = 15 - л/б4 - л:^ ; е) I/
= -2 - д/э - 1/2 ;

ж) I/
= -2 + л/э - л:^ .

5. Окружности заданы уравнениями в декартовых

прямоугольных координатах:

а) л:2 + 1/2 = -Зл:; б) х^ + у'^ = 5у; в) л:2 + i/^ = -i/;

г) х^ + 'у^ = х + у.
Составить уравнения этих окружностей в полярных

координатах при условии, что полярная ось совпадает с

положительной полуосью Ох, а полюс
-

с началом

координат.

6. Построить эллипс л:2 + 4у^ = 16, найти его фокусы и

эксцентриситет.
7. Написать каноническое уравнение эллипса, зная,

что:

а) расстояние между фокусами равно 8, а малая

полуось & = 3;
б) большая полуось а = 6, а эксцентриситет е = 0,5.
8. Эллипс, симметричный относительно осей

координат, проходит через точки М(2; Тз^) и В(0; 2). Написать
его уравнение и найти расстояния точки М от фокусов.
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9. Написать уравнение касательной к эллипсу

2 2

— +— = 1 В точке (-3; 3).
36 12

10. Найти касательные к эллипсу
— + ^^— = 1, прохо-

дящие через точку (-3; 1).
11. Определить, какие из точек ^^(-2; 3), ^2(2; -2),

Аз(2; -4), АД-!; 3), А^{-А; -3), Аб(3; -1), ^^(3; -2) лежат

на эллипсе Ъх^ + 5у^ = 77, какие внутри и какие вне его.

12. Найти точки пересечения прямой х + 2у-7 = 0и

эллипса х^ + Ау^ = 25.

13. Составить уравнение эллипса, зная что:

а) его большая ось равна 26, а фокусы
-

F^{-\0; 0),
^2(14; 0);

б) его малая ось равна 2 и фокусы - -^-.С-Х; -1), FgCl; 1);
в) его фокусы - Fi(-2; 3/2), F^iZ; -3/2) и эксцентриси-

тет е = ——.

2
14. Найти область определения функции

г=^2-х^-2у\
15. Определить полуоси а и & каждой из следующих

гипербол:

а)£ ^=1; б) 1/2 = 1;'
9 4

'^
16

^

B)jc2-4i/2= 16; r)jc2-i/2=ij
д)4л:2-91/2 = 25; е) 25л:2 - 16i/2 = 1;
ж) 9л:2 _ 64i/2 = 1.

16. Составить каноническое уравнение гиперболы,
фокусы которой расположены на оси Оу симметрично
относительно начала координат, зная, что:

а) ее полуоси а = 6, & = 18; б) расстояние между фоку-

5
сами 2с = 10 и эксцентриситет е= —;

о

12
в) уравнения асимптот у

= ±—хи расстояние между
D

вершинами равно 48.
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17» Составить уравнение гиперболы, фокусы которой
расположены на оси абсцисс, симметрично относительно
начала координат, зная, кроме того, что:

а) ее оси 2а = 10 и 26 = 8;
б) расстояние между фокусами 2с = 10 и ось 2& = 8;
в) расстояние между фокусами 2с = 10 и эксцентриси-

3
тет е= —;

5
г) ось 2а = 16 и эксцентриситет е= —;

4

4
д) уравнения асимптот г/ = ± — х и расстояние между

о

фокусами 2с = 20.
18. Дана гипербола ISx^ - 9у^ = -144. Найти:

а) полуоси а и 6; б) фокусы; в) эксцентриситет; г)
уравнения асимптот.

19. Вычислить площадь треугольника, образованного

асимптотами гиперболы ^— = 1 и прямой 9х + 2у -
4 У

-24 = 0.

20. Составить уравнение гиперболы, фокусы которой
лежат на оси абсцисс симметрично относительно начала

координат, если даны:

а) точки Mi(6; -1) и М2(-8; 2 V2 ) гиперболы;

б) точка Мi(-5; 3) гиперболы и эксцентриситет с = ^2 ;

в) точка Ml

2

Г--' гиперболы и уравнения асимптот

^
3

21. Определить эксцентриситет равносторонней
гиперболы.

22. Построить следующие параболы и найти их

параметры:

а) у^ = 6х; б) х^ = 5у; в) у^ = -4х; г) х^ = ~у.
23. Составить уравнение параболы, вершина которой

находится в начале координат, зная, что: а) парабола
расположена симметрично относительно оси Ох и проходит
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через точку В(-1; 3); б) парабола расположена
симметрично относительно оси Оу и проходит через точку £>(4; -8).

24. Составить уравнение параболы, если дан фокус
F(-7; 0) и уравнение директрисы л; - 7 = 0.

25. Установить, что каждое из следующих уравнений
определяет параболу, и найти координаты вершины А,

величину параметра/? и уравнение директрисы:

а) г/2 = 4х - 8; б) у2 = 4 - 6х; в) х^ = 6у +2;г) х^ = 2- у.
26. Установить, какие линии определяются

следующими уравнениями:

а) г/ = -3 ^|-2x ; б) г/
= -2 Vx ; в) л; = +^ ;

г) л; = -5 уР~у .

27. Написать уравнение касательной к параболе
х^ = 1ву, перпендикулярной к прямой 2х + 4у + 7 = 0.

28. Из точки А(5; 9) проведены касательные к

параболе г/2 = 5x. Составить уравнение хорды, соединяющей
точки касания.

2 2
X у

29. Найти точки пересечения гиперболы = -1

и параболы у^ = Зх.
30. Построить параболы:
а) у = 2х^ - 4х + 8; б) х'^ + 6х + у + 7 = 0;
в) y^ + Sy-2x + 22 = 0; г)2у^ + 4у+ х +6 = 0.

31. Построить кривые:

а) х^ + 4х + 4г/2 = О; б) 2х^-8х +у^-6у + 1 = 0;
в) д;2 - 8д; - 4у^ = 0; г) у^-6у-х^ + 2х = 0.
32. Составить простейшие уравнения, а также

построить кривые, определяемые уравнениями:

а) 2ху-4х-2у + 3 = 0;
б) 5x2 + 12ху - 22д: - 12г/ - 19 = 0;
в) д;2 + 2ху + у^ + 3х + у

= 0;
г) 5д;2 + вху + 5у2 - гвх - ISy - 16 = 0;
д) 5x2 + 8ху + 5у2 - 18x - 18у + 9 = 0;
е) 4x2 _ 12ху + 9у2 _ збх + 100 = 0.

Ответы:

1. а) х2 -I- у2= 9; б) (х - 2)2 + (у + 3)2 = 49; в) (х - 6)2 +
+ (у + 8)2 = 100; г) (х + 1)2 + (у- 2)2 = 25; д) х2 + у^= 16;
е) (х - 1)2 + (у- 4)2 = 8; ж) (х - 1)2 + (у + 1)2 = 4; з) (х - 2)2 -|-

+ (у- 4)2 = 10; и) (X - 1)2 + у2 = 1; к) (х " 1)2 + (у + 1)2 = 25.
2. а) на окружности; б) внутри окружности; в) на

окружности; г) внутри окружности.
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3. а) С(1; -2), Л = 5; б) уравнение не определяет
кривой (мнимая окружность); в) уравнение определяет един-

f 1 Л 1
ственную точку (-2; 1); г) С -

—; О , Л =
—

; д) уравнение
[ 2 J 2

( 1Л 1
не определяет никакой прямой; е) С 0; - — , Л = —.

{ 2) 2

4. а) полуокружность радиуса Л = 5 с центром в

начале координат, расположенная в нижней полуплоскости;

б) полуокружность радиуса Л
= 2 с центром в начале

координат, расположенная в левой полуплоскости;

в) полуокружность радиуса Л
= 4 с центром в начале

координат, расположенная в правой полуплоскости;

г) полуокружность радиуса Л
= 8 с центром С(0; 15),

расположенная над прямой г/
- 15 = 0;

д) полуокружность радиуса Л
= 8 с центром С(0; 15),

расположенная под прямой у
- 15 = 0;

е) полуокружность радиуса Л
= 3 с центром С(-2; 0),

расположенная влево от прямой л; + 2 = 0;
ж) полуокружность радиуса Л

= 3 с центром С(-2; 0),
расположенная вправо от прямой л; + 2 = 0.

5. а) р = -3 cos ф; б) р = 5 sin ф; г) р = cos ф + sin ф .

г- л/З
6. а = 4, 6 = 2, с = 2 V3 ; б = — ;

7. а) — + ^- = 1; б) — ^- 1;^
25 9

'
36 27

.2 ..2 4i
8. -^ + £-=l;e=^;rl = 4+ л/з,4-7з;

16 4 2
9. X - Зу + 12 = 0; 10; л; -I- 3 = О и д; - 6у + 9 = 0;
11. Точки Aj и Аб лежат на эллипсе;

Ag и А4 -

внутри эллипса;

Ад, Ag и А^ -

внутри эллипса;

3^
, (3; 2);

169 25

в) 68x2 + 48x1/ + 82у2 - 625 = О

= 1; б) 2x2 _ 2ху + 2г/2 - 3 = 0;
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2 2

14. —+— $ 1 -

ЭЛЛИПС и его внутренняя область.

15. а) а = 3, 6 = 2; б) а = 4, 6 = 1; в) а = 4, 6 = 2;

5 5 11
г)а=1, 6 = 1;д)а=-,Ь=г;е)а=-,6=-;

2 3 5 4

1 1
ж) а =

-

,
6 = -;

2 2 2 2

^^- ^^
36 324

^' ^^
16 9

^'

в)
У

100 576
= -1;

25 16
' '^

9 16
'^

4 5

2 2 2 2

г) ^^ 1; Д) :^-= 1;^
64 36 36 64

18. а = 3, 6 = 4; б) Fi(0; 5), FaCO; -5); в)е=-;у = ±-л:.

19. 12 кв. ед.

2 2 2 2

20. а) —-^=1;б)д:2-у2=1б;в) —-^;^
32 8

'^ '
18 8

'

21.у= л/2.22.а)/> = 3;б)/>= -; в)/> = 2; г)/>= -;

23. а) г/2 = -9х; б) х^ = -2у; 24. у^ = -28x;

25. а) А(2; 0), /?
= 2, л: - 1 = 0; б) А ^

J О
, ^,

= з, бд: -

13 = 0; в) А

/

0;
1

П

3■^У
,р = 3, 6у + 11 = 0; г) А(0; 2),/> = -,

4у - 9;
26. а) часть параболы у^ = -18x, расположенная в

третьем координатном углу;

б) часть параболы у^ = 4х, расположенная в четвертом

координатном углу;

в) часть параболы х^-= Ъу, расположенная в первом

координатном углу;
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г) часть параболы х^ = —25г/, расположенная в третьем

координатном углу;
27. 2х-у-16 = 0; 28. 5х- Шу + 25 = 0;

29. (10; Тзо). (10; - л/зо )Л2; Ve). (2; - л/б )•

30. а) {X -lf=-{y- 6); б) {х + Zy = -{y- 2);

в) (у + 4)2 = 2{х + 2); г) {y + lf = -\{x + 4);

31. а) + у^ =1; эллипс с центром С(-2; 0) и по-
4

луосями 2 и 1;

(х —2)^ (у —3)^
б) ^^ 1— +^——= 1; эллипс с центром (2; 3) и полу-

8 16

осями 2Vi и 4;

(х-А)^ хР"
в) ~г-^'у гипербола с центрбм (4; 0), действи-

16 4
тельная полуось равна 4, мнимая 2;

г) (у - Зу - (х - ly = 8; равносторонняя гипербола с

центром (1; 3), полуоси равны 2 v2 , действительная ось

параллельна оси ординат;

З2.а)х'-у'=1;б)^-^=1;в)у'=^х;
Х^ у2 2 2 108

(Всюду X, у означают координаты в окончательных

осях.)
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2.6. Канонические поверхности
второго порядка

Трехосный эллипсоид

X у г

а^ Ь^ с^

Если какие-нибудь две полуоси равны между собой, то

получаем эллипсоид вращения.

2,2 2
X +у г

Например, ъ— +
^

= 1 - эллипсоид вращения^ Ог
а с

-

ось вращения.

г

/^ /с \у X

X

; —-; -„

1 у

2 . 2
X Л-у

Однополостный гиперболоид
г

= +1.

= 1 - одно-
а с

полостный гиперболоид
вращения,
Oz -

ось вращения.
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Двуполостный гиперболоид

fl2

г

"Y
= -1 -

двуполостный гиперболоид
вращения,
Ог

-

ось вращения.

Z

с*

X /7

^1 ^"^^

1 у

0 1/

1 \

1 \
\ \

Эллиптический параболоид

У
= 2г, р > О, g > 0.

д;2 4- J/2 = 2р22 - параболоид
вращения, осью вращения

служит ось Ог.

г

\а\~

1

0 'г,

Гиперболический параболоид
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Конус второго порядка

Цилиндры второго порядка

а) эллиптический:

2 2
X у

а Ъ

б) гиперболический:
2 2

л; у

а о

в) параболический:
у^ = 2рх,р> 0.
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Одним из основных методов исследования формы
поверхности по ее каноническому уравнению является

метод сечений поверхности координатными плоскостями и

плоскостями, параллельными координатным.
2 = 0- плоскость хОуу X = 0 -

плоскость уОг,
у
= О - плоскость уОг, г = h -

плоскость,
параллельная хОу, x = h- плоскость параллельная уОг, y

= h-

плоскость, параллельная хОг.

Пример 1. Построить тела, ограниченные поверхностями

а)у = д;2, 2=0, 2 = 2, у = 1.
Решение.

у
= х^ - это уравнение параболического цилиндра,

2 = 0- плоскость хОу,
2 = 2- плоскость, параллельная хОу и отсекающая на

оси Ог отрезок, равный 2.
у
= 1- уравнение плоскости перпендикулярной оси Оу

в точке (0; 1; 0).

О,
- парабола г/ = х^ в плоскости хОу,

парабола у
= х'^ в плоскости 2 = 2.

Найдем в плоскости хОу пересечение параболы у
= х^

и прямой г/ = 1:

о(-1;1)и(1;1).
\У = х

[У = 1

Построим параболический
цилиндр y=x^Ts. его сечения

плоскостями 2 = 0,2 = 2, г/ = 1,
ползшим искомое тело.

б) 2 = г/2 - д;2 2 = О, у
= 2.

Решение.
2 = г/2 - х^ -

гиперболический параболоид.
Найдем линии

пересечения его с плоскостью 2 = 0:
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О,

2 2 <;^у2 = х^ <^у
= ±х - биссектрисы первого

и второго координатных углов в плоскости хОу.
Найдем линию пересечения параболоида 2 = у

плоскостью у
= 2:

1/ = 2,

2 _ Х^ С

2 2
г = у -X

<^г = А- х^.

Получим в плоскости у
= 2 параболу 2 = 4 - лг^ с

вершиной в точке (0; 2; 4), ветви которой направлены вниз

(относительно оси Oz).
Найдем линию пересечения гиперболического

параболоида 2 = у2 _ д,2 (. плоскостью уОг {х — 0); имеем в

плоскости yOz параболу г = у^с осью симметрии Ог, ветви

которой направлены вверх.

(0;2;4) ^^^

Xi

-3t

Получим искомое тело.

в) 2 = 4 - л:2 - 1/2^ 22 = 2 + д:2 + у2.
Решение.
2 = 4 - лг^ - 1/2 или 2 - 4 = -(л:^ + уЗ^ _ параболоид

вращения с вершиной (0; 0; 4), направленный вниз.

22 - 2 = лг2 + у2 или 2 - 1 = — (лг2 + 1/2) - параболоид вра-

Щения с вершиной в точке (0; 0; 1).
Найдем линию пересечения этих поверхностей

2 = 4-д:^ у\
„ „ Подставим 2 = 4 - а:2 - u2 во второе урав-

г = 2л-х^ +у^.
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нение системы (исключим z), получим 2(4 - х^- у^) = 2 +
+ х^+ г/2; 3x2 + 2у2 = б, т. е. х'^ + у^ = 2.

Так как jc^ + г/^ = 2, то из первого уравнения системы

найдем 2 = 4 - (х2 + 1/2) = 4 - 2 = 2.
Таким образом, линия пересечения данных

поверхностей лежит в плоскости г = 2 и является окружностью
л;2 + у2 = 2.

Получим искомое тело.

(0; 0; 4)
2=4-лг2-г/2

22 = 2 + ЛГ2 + J/2

г)г/= л!х,у = 2у[х,х-\-г = 6, z=^0.
Решение.

у = v^ , I/
= 2 V^ , лг > О -

цилиндрические
поверхности, проходящие через ось Oz. В плоскости хОу - это

графики квадратичных функций при х>0.

X Z
—- + — = 1 -

плоскость, параллельная оси Оу, отсека-
6 о

ющая на осях Ох и Ог отрезки 6 и 6. 2 = О - плоскость хОу.
Получим искомое тело.

,^^ i/ = 2VI
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д) л;2 + 1/2 = 4х, Z - X, Z == 2х.

Решение.
х^ + у^ == 4х -

уравнение цилиндрической
поверхности, образующая которой параллельна оси Oz.
Преобразуем это уравнение к виду (х^ - 4х) + у^ = О, (х^ - 4лг + 4) +
+ у'^ = 4, {х ~ 2f + у^ = 4 - это окружность в плоскости хОу
с центром (2, 0) и радиусом JR = 2. В пространстве

-

это

прямой круговой цилиндр с основанием (х - 2)^ + у^ = 4,
г = лг, 2 = 2лг - плоскости, проходящие через ось Оу
перпендикулярно xOz и пересекающие цилиндр. Центр
полученной окружности в плоскости хОу есть точка (2; 0),
л == 2.

Построим тело, ограниченное данными поверхностями.

е) 42 = л:2 + у\ х^ + у^ + z^ = 12.
Решение.
4z = х^ + у^ ~ параболоид вращения вокруг оси Oz,

лг^ + 1/2 + 2^ = 12 - сфера с центром в начале координат и

Л= у1Т2 = 2у[з.
Найдем линию пересечения данных поверхностей.

х^ +у^ ■¥ z^
2 , 2

Х^ +У^

= 12, Uz^ + z^

= 42

= 12,

х^ +у^ = 4z.

!Решениями уравнения 2^ + 42 - 12 = О являются z^
= -6,

^2 == 2. По условию 2 = 0, следовательно, 2 = 2- плоскость

параллельная плоскости хОу. Подставляя 2 = 2 в

уравнение лг^ + j^2 = 42, получим х^ + у^ = 8. Линией пересечения
Данных поверхностей является окружность х^ + г/^ = 8 в

плоскости 2 = 2. Центр окружности х^ -i- у^ = 8 есть точка

(0; 0; 2) и 22 = 2 V2 . Построим тело.
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4г = х'+ уЯ а;2+у2=,8

х^+у^+г^=' 12

Задания для самостоятельного решения

1. Построить тела, ограниченные поверхностями:

а) 2 = 4л:2 + 2у2 + 1; д, == 0; у = 0; л: + у
- 3 = 0;

б) 2 = 4 - д:2, г/
= 5, у

= О, 2 = 0;
в) 2 = а^ - х^, X + у

= а, у
=' 2х, г/ == О, 2 = 0;

г) х^ + у' + 2^ = а, х^ + 1/2 -ау - 0;
Д) 2 = 4 - 1/2^ У = д;2 з; = 0;
е) 2 = 4 - д:2 - у2 д, = ±1^ j^

= ±1^
2. Установить тип заданных поверхностей и построить их:

Х^ 1/2 Z^
а)^ +^ + ~=1;

9 4 25
в) х^ + 1/2 - 2^ = -1;
д) а:2 + г/2 = 2о2, о it 0;

'
12

д:^ у2 2^
б) ~ + ^-- 1;
Мб 4 36

г) ЛГ2 _ 1^2 _ 2;2.

е) л:2 - 1/2 = 2о2, аФО;
2 2

3)^-^ = 62;
• 5 4

и) лг2 = 2а2, а 5б 0;
л) х2 + у2 - 02 = 4;

к) 2 = 2 + л:2 + у2.
М) ЛГ2 - 1/2 + 22 + 4 0.

3. Найти точки пересечения поверхности и прямой:

X-Z у-4 2 + 2х^ у^ г"-
^
81 36 9
2 2

X V

б) —+^'
16 9 4 ^4-3

-6

2 + 2

в)
X

= 2 и
д: + 1

_
у-2

_

2
~

-1
~

4
'

2 + 3

-2
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Ответы:
2. а) эллипсоид; б) однополостный гиперболоид; в) дву-

полостный гиперболоид; г) конус; д) параболоид
вращения; е) гиперболический параболоид; ж) эллиптический

параболоид; з) гиперболический параболоид; и)
параболический цилиндр; к) параболоид вращения с вершиной (0;
0; 2); л) однополостный гиперболоид вращения; м) двупо-
лостный гиперболоид вращения;

3. а) Mj(3; 4; -2) и M^iQ; -2; 2); б) М(4; -3; 2) прямая
касается поверхности; в) прямая и поверхность не имеют

общих точек.



3. линейная алгебра

3.1. Определители и матрицы

Определители

Определение 1. Матрицей размера 2x2 называется

совокупность чисел, расположенных в виде таблицы из 2

строк и 2 столбцов. Обозначается

А =

а11
а12

^21 ^22

Числа, составляющие эту матрицу, называются ее

элементами и обозначаются буквой с двумя индексами.

Первый индекс указывает номер строки, а второй -

номер
столбца, в которых стоит данное число.

Определение 2. Определителем (или
детерминантом) второго порядка, соответствующим данной

матрице, называется число a^j
•

a^z
-

«21
*

'^12-
Определитель обозначают символом

«11 «12

«21 «22

По определению.
а11 а12

а21 а22
«11

'

«22 «21
'

«12*

Числа ац, а^^, а^^, a^z называются элементами

определителя.

Свойства определителя вт,орого порядка

1) Определитель не изменится, если все его строки
заменить (транспортировать) соответствующими
столбцами (равномерность строк и столбцов).

2) При перестановке двух строк (или столбцов)
определитель изменит знак на противоположный.

3) Если элементы одной строки (столбца) умножить на

одно и то же число Л, то новый определитель
увеличится в X раз.

4) Если к одной строке (столбцу) поэлементно

прибавить другую строку (столбец), то новый
определитель совпадает с исходным (не изменится).
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Определение 3. Аналогично, если

а11 а12

^21 ^22

«13

«23

а31 а32 а33

квадратная матрица размера 3x3

(3 строки, 3 столбца), то соответствующим ей

определителем третьего порядка называется число, которое
вычисляется следующим образом

а11

а21

а31

+ а

«12

«22

«32

«21

«31

«13

«23

«33

«22

«32

= a^i
•

«22

«32

«23

«33
-«12-

«Я1

«31

«23

«33

13

Числа ttjj, ai2, ... , a^s называются элементами

определителя. Формула дает разложение определителя
третьего порядка по элементам первой строки и сводит

вычисление определителя третьего порядка к вычислению

определителей второго порядка.
Определение 4. Назовем минором, соответствующим

данному элементу определителя третьего порядка,
определитель второго порядка, полученный из данного

определителя вычеркиванием строки и столбца, на

пересечении которых стоит данный элемент. Миноры будем
обозначать заглавной буквой М с двумя индексами. Так,
например, минор Mj2, соответствующий элементу а^^, есть

определитель М12

а
21 а

23

а
31 а33

Все свойства определителей второго порядка остаются

справедливыми для определителей третьего порядка.
Аналогично формуле, дающей разложение определителя
третьего порядка по элементам первой строки, можно

получить разложение определителя по элементам любой

строки или столбца.
Определение 5. Назовем алгебраическим дополнением

элемента определителя его минор, взятый со знаком

плюс, если сумма номеров строки и столбца, в которых
стоит элемент, четна, и со знаком минус, если эта сумма
нечетна.
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Алгебраическое дополнение элемента а,д обозначается

через А^д,. Здесь i означает номер строки, ак- номер

столбца, на пересечении которых находится данный элемент.

Например, Ац = ЫУ^^ М^ = М^, А^^ = (-1)^+'^ М,2 =

= -Mi2, Ais = (-1)^"^^ Mi3 = Mi3 и т. д.

Обозначим определитель через Д, тогда получим
следующие верные равенства:

Д = djj Ajj + а}2-^12 "'" ^13-^13»
Д ~ ^21 -^21 "I ^22 -^2 "*" ^23 -^23»
Д ~ ^31-^31 "'" ^32-^32 "'" ^33-^33*
Это есть разложения определителя третьего порядка по

элементам строк.

-^31»Д =^

ац Ац + Oji А21 + agi
Д ~ ^12 Aj2 "*" ^22 -^22 "*" '^32 А32»
Д = а^з Aj3 + 0^23 -^3 "^ ^33 -^33*
Это есть разложения определителя третьего порядка по

элементам столбцов.

Понятие об определителях
высших порядков

Определитель четвертого порядка есть число, которое
находится следующим образом:

Д =

- а12

- а

«11

«21

«31

«41

«21

«31

«41

«21

«31

«41

«12

«22

«32

«42

«23

«33

«43

«22

«32

«42

«13 «14

«23 «24

«33 «34

«43 «44

«24

«34

«44

«23

«33

«43

=

«п

+ «13

«22

«32

«42

«21 «22

«31 «32

«41 «42

•

«23 «24

«33 «34

«43 «44

«24

«34

«44

—

14

Определители третьего порядка в правой части

равенства являются минорами элементов о^^, a^g, ciis, а^^.
Алгебраическое дополнение элемента а.^ вычисляется

по формуле А,^
= (-1)'+* • М,д,, тогда равенство можно

переписать в виде:
Д = а^^А^^ + ai2 Ai2 + «13 Лз + «14^4-
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Эта формула дает разложение определителя
четвертого порядка по элементам первой строки. Аналогично

вычисляются определители более высоких порядков.
Все свойства определителей второго и третьего

порядка остаются справедливыми для определителей любого
порядка.

Пример 1. Вычислить определители:

ч
2 3

„ , „ , ,

а) =2-4-31 = 5.
1 4

Ответ: 5.

sin а

-cos а

Ответ: 1.

а+& а~Ь

а-Ь а+Ь
= (а + Ь- а + Ь){а + Ь + а

б)

в)

cos а

sin а

= sin^ а + cos^ а = 1.

= (о + &)2 (а - ЬУ =

- &) = 2а 2& = 4аЬ.
Ответ: 4аЬ.

111

г) -1 О 1

-1 -1 О
= 1-1 + 1 = 1.

Второй способ. Воспользуемся свойством

определителя и к первой строке прибавим третью, получим
определитель третьего порядка и разложение по элементам

первой строки:

= 1 •

0 1

-1 0
-1-

-1 1

-1 0
+ 1-

-1

-1

0

-1

1

о

1

-1

-1 -1

Ответ:

Д)

О

-1

-1

о

о

1 о

= 1-
-1

-1

0

-1
= 1.

0 а а

а 0 а

а а 0

= 0-
0 а

а 0
— о •

а а

а 0
+ а-

а

а

0

а

= ~а(а • О -

а
• а) + а(а' а - а- а) + а(а • а

- о • 0) =

Ответ: 2а^.
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е)

х-1

1

1

1
4- (2 + 1)

Z + 1

о

1

= (X - 1)
О

1

= x-l-y-(z + l) = x-y-z-2.

ж)

Ответ: х- у
- г- 2.

1111

12 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20

Решение.

Воспользуемся свойствами определителя. Из второй
третьей, четвертой строки вычтем первую строку, полу
чим определитель и разложение его по элементам 1-го

столбца:

А =

1

1

2

3

-2

4-3

9

19

1

2

5

9

4-3

1

3

9

19

2

= 1-

12 3

2 5 9

3 9 19

= 1-
5 9

9 19

3)

= (95-81)-2-(2-19-3-9) +

(2 • 9 - 3 • 5) = 14 - 2 • 11 + 9 = 1.
Ответ: 1.

12 3 4

2 3 4 1

3 4 12

4 12 3

Решение.
Из второй строки определителя вычтем первую строку,

умноженную на 2; из третьей строки вычтем утроенную

первую строку, из четвертой - вычтем первую строку,
умноженную на 4. Получим нули в первом столбце.
Тогда и разложим определитель по элементам первого
столбца:
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2

3

4

1

3

4

1

2

= 1-(-1)(-1)(-1)

= -4

= 8-(18 + 20) = 304.
Ответ: 304.

1 2 3 4

0-1-2 -

0 -2 -8 -:

0 -7 -10 -:

12 7

2 8 10

7 10 13

= -2

7

10

L3

1 2

1 4

7 10

7

5

IS

1 1 7

12 5

7 5 13

= -4

117

0 1-2

О -2 -36

= 8
1 -2

1 18

Матрицы

Операции над матрицами

Определение 6. Матрицей размера тх л (или (т х л)
- матрицей) называется прямоугольная таблица чисел а^,
J, — j_j ^j •••J TfLj J

*~"

Xy ^j ***9 •*■•

A =

^11 ^12

^31 %2

a1я

a3n

aml ^m2 a.

, состоящая из m строк и га столбцов.

Определение 7. СуммойА + В(тхп)- матрицА
= (а^)

и В = (&у) называется матрица С(с^^) того же порядка,

каждый элемент которой равен сумме соответственных
элементов матриц А и В: с^,

=

a^j + Ьц, i = 1,2, ..., m, /
= 1, 2,..., п.

Определение 8. произведением оА матрицыА = {а^^ на
действительное число а называется матрица В = (Ьф,
получающаяся из матрицыА умножением всех ее элементов

на а: &,.у = aa^J, i = 1,2,... , m, /
= 1, 2,..., га.

Определение 9. Произведением АВ (тх п)
-

матрицы
А = (ау) на (пхЩ- матрицу В

= (&jy) называется (mxk)-
матрица С{с^^, элемент которой Cj., стоящий в i-й строке
и 7-м столбце, равен сумме произведений соответственных
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элементов i-й строки матрицы А и /-го столбца матрицы

я

В: е.. = Zj ^v Pi , i = 1,2,... , /n, / = 1, 2,..., ft.
p=i

Матрицы перемножить возможно тогда, когда число

столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В.

Для матриц одинакового размера справедливы
свойства следующих алгебраических операций;

1) А + В = В + А; 2) А + (В + С) = {А + В) + С;
3) (а + Р)А = оА + РА;
4) oiA + В)=аА+аВ;
5)(аР)А = а(РА);
6)А(ВС) = (АВ)-С;
1)А(В + С) = АВ+АС.
Определение 10. Нуль-матрицей называется матрица

О, все элементы которой равны нулю.

Определение 11. Единичной матрицей Е называется

квадратная матрица, на главной диагонали которой
стоят единицы, а остальные элементы равны нулю.

^1 О 0^

Например, £=010

0 0 1

Справедливы равенстваг'А + О = А; АЕ = ЕА = А.

Обратная матрица

Определение 12. Квадратная матрица {т = п)
называется вырожденной (особой), если ее определитель равен

нулю, и невырожденной (неособенной) в противном случае.

Определение 13. Если А —

невырожденная матрица, то

существует, и притом единственная, матрицаА""^ такая, что

А-А-^=А-^-А = Е,
где Е

-

единичная матрица того же размера, что и

матрицы А и А~^.

Матрица А~' называется обратной к матрице А.

Определение 14. Назовем матрицуА* присоединенной,
если она является транспонированной матрицей,
составленной из алгебраических дополнений соответствующих
элементов матрицы А.

Если матрица А
-

невырожденная, то
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А* =

^11 ^21

-^12 -^22

^Ы ^Чп

А ^

^я2

'ЯП

Пример 2. Найти сумму матрийА и В, если

А =

2 3 5 7
,В =

Г1 -3 4 О "1
5 13-214 2 3

Решение.

'2 + 1 3-3 5 + 4 Г + О"!
1+2 4+1 2+3 а-2

V

ГЗ О 9 7"^

3 5 5 1

А + В =

Ответ:

'3

3
V

О 9

5 5

ч V

Пример 3. Вычислить матрицу 2А + 5В, если

А = ,В =

У

0 11

12 3

2А + 5В = 2

^0 5 5^
V

12 3

2 11

Решение.

^1 2 3'

2 1 1^
(2 9 11"!
9 12 17

9 11'

9 12 17^
*

+ 5
'О

1
\

1

2

'2

5 10 15^
'2

Ответ:

4

2

Пример 4. Найти произведение АВ матрицы-строки

/2 3 1 ^

А = (5 7 -2) на матрицу В

Решение.

'2 3 1 ^

(5 7-2)- 1 4 2

-2 3 -1

1

-2

4

3

2

-1
/
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= (5-2+7-И-(-2)(-2) 5-3+7-4+(-2)-3 5-И-7-2+(-2)(-1)) =

= (2137 21).

Ответ: матрица-строка размера (1x3)- (21 37 21).
Замечание. (1x3)- матрица при умножении на (3 х 3)

—

матрицу дает (1x3)- матрицу.

(5 7 -4^

2 5 1
IIpiiMep 5. Найти произведение АВ, если А

{ гЛ
- (2 X 3) - матрица, В

= - (3 X 1) - матрица.

У J
Решение. При умножении (2x3)- матрицы на (3 х 1)

матрицу получим (2x1)- матрицу.

^

2 ^Г5-3 + 7.2 + [-4].(-1)А^ГЗЗ^
[2.3 + 5-2 + 1-(-1) J Ii5

АВ
^5 7 -41
2 5 1

1

Ответ:

33^

15

Пример 6. Даны матрицы А
=

Найти матрицы АВ и ДА.

2 3

5 -7
иВ =

-1 2^

-2 3

АВ
(2 3 V-1 2

ч

л /

/
5 -7

-8 13^

9 -11

-2 3

2.(-1) + 3(-2) 22 + 3-3

5(-1) + (-7)(-2) 5-2 + (-7)-3

ВА =
{-1 2^

-2 3

(8 -17'i
11 -27

2 3

5 -7

Л /
(-1)-2 + 2.5 (-1)-3 + 2(-7)'
(-2)-2 + 3-5 (-2).3 + 3(-7)
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Ответ: АВ =
(-8 13

9 -11
;ВА

(В -17'

11 -27^
Замечание. Очевидно, АВ t- ВА, т.е. произведение

матриц не перестановочно.

Пример 7. Доказать, что матрицаА~' =

Г.

ляется обратной для матрицы А =

4

-18

-3

О

О

1

О

5^

-5^

24

4

яв-

J

Решение. А • Аг^ =

4

О

3

О

1

О

5^^

-6

4
,

4

-18

-3

0 1- 6

3 0 4

0 -5"]
1 24

0 4
J

'4.4 + 0(-18) + 5(-3) 40 + 01 + 50 4(-5) + 0-24 + 5-4 "l
0-4 + 1{-18) + (-6)(-3) 00 + 11+(-6)0 0(-5)+1-24 + (-6)-4

3-4 + ё(-18) + 4.(-3) 30 + 01+40 3(-5)+0-24 + 4-4

^10 0'

О 1 О =£.

0 0 1

Ответ: матрица А~^ является обратной матрице А.

Пример 8. Найти присоединенную матрицу для матрицы

^3 1 -2^

А = 4 2

3 -1

Решение.

1

5

Присоединенная матрица является

транспортированной матрицей из алгебраических дополнений данной
матрицы.

А*

(An
^12

^13

-^21

^22

^23

^31

^32

4зз
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Для данной матрицы А^^ = (-l)i+i

А,г = (-1)^^^ _; \ = -3; Лз = (-1Г'

4 1

3 5

1 -2

-1 5

3 1

3 -1

3 -2

4 1

2 1

-1 5

= бМ,,=(-1)|3+1

Итак, присоединенная матрицаА* равна

f 11 -3 5 "^
-17 21 -11

3 -1

3 -2

3 5

1 -2

2 1

3 1

4 2

= 11;

-10;

= 21;

= 5;

= 2.

А* =

-10 6

Ответ: А* =

11 -3 5

-17 21 -11

-10 6 2

Пример 9. Найти матрицуЛ~^ обратную к матрицеА
примера 8.

Решение. Так как А~^ = -j——А , то найдем
det А

detA =

= 3 • 11 - 17 + 20 = 36. Тогда А-1 = —
36

3 1-2
. « .

2 1 4 1 4 2
42 1=3- -1- -2-

3-15
-1 5

1
3 5 3-1

/
11 -3

-17 21 -11

-10 6 2

\
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Проверка. А~^ • А = ——

36

ГЗб
О

О
V

О

36

о

о

о

36

Ответ: А~^
_1_
36

V

11

-17

-10

(1 О 0^

0 10

0 0 1

11 -3

-17 21

-10 6

-3

21

6

5 ^

-11

2

5 ^

-11

2

^3

4

3

1

2

-1

-2^
1

Ранг матрицы

Определение 15. Пусть в матрице размера {т х п)
выбраны произвольно k строк и k столбцов {k < min (т, п)).
Элементы, стоящие на пересечении выбранных строк и

столбцов, образуют квадратную матрицу порядка k,

определитель которой называется минором k-vo порядка

матрицы А.

Определение 16. Максимальный порядок г отличных

от нуля миноров матрицы А называется ее рангом.
Определение 17. Элементарными преобразованиями

матрицы называются следующие:

1) перестановка местами двух строк;

2) поэлементное умножение строки на не равное нулю
число;

3) поэлементное прибавление одной строки

соответствующих элементов другой строки, умноженных на

произвольное число X;
4) вычеркивание нулевой строки.

Матрица имеет ступенчатый вид, если в каждой ее

строке стоит нулей больше, чем в предыдущей. При этом

учитываются лишь нули, стоящие в начале строки до
первого ненулевого числа.

Теорема 1. Любую матрицу можно с помощью

конечного числа элементарных преобразований привести к

ступенчатому виду.
Теорема 2. Ранг матрицы равен количеству ненулевых

строк матрицы после приведения ее с помощью

элементарных преобразований к ступенчатому виду.
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0

-1

3

0

2

2

-4

1

5

3

-4^

5

7

-10

0

Пример 10. Вычислить ранг матрицы

А =

Решение. Применяя элементарные преобразования
строк матрицы, будем обозначать: -1 • (2) -

умножить

вторую строку на (-1); (2) - 2(1) - вычтем из второй
строки первую, умноженную на (2); (2) <=> (5) - поменять
строки вторую и пятую местами.

Го 2 -4^ Го
_1 _4 5 1

2

4

1

5

3

4

-5

7

-10

О

(1)Ф*(2)

(2) - 2(1)

(3) - 3(1)

(3) - (2)
(4) - (2)

(5) - (2)
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Ответ: г(А) = 2.

Пример 11. Вычислить ранг матрицы

А =

^-1 1 2 5 ^

2 -2 1-5

-1 1

Решение.

7 10
J

2

-1

2 5

-2 1 -5

1 7 10

(2)+ 2(1)
(3)-(1) О

О

1

О

0 0 0

Ответ: г(А) = 2.

Пример 12. Вычислить ранг матрицы

'12 3 2^

А= 1 3 6 3

1 4 10 3

Решение.
)
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(1 2

1 3

1 4

П 2

1О

3

6

10

3

3

1

2

3

3

1^

1

-1

(1
о

2

1

2

3

3

7

2^

1

1

(3)-2(1)

О О

г(А) = 3.
Ответ: г(А)

= 3.

Задания для самостоятельного решения

1. Вычислить определители.

2 1

-1 2
;б)

cos а sm а|

sin р cos Р
;в)

0 11

1 0 1

1 1 0

;г)

i j ft

12 0

111

a)

Д)

Указание: определитель ж) легко вычисляется с

помощью разложения определителя по элементам второй
строки или второго столбца.

1-1 -2

лг-1

0

1

у + 1

1

1

2 + 2

1

1

;е)

3

8

2

4

7

-1

-5

-2

8

;ж)

10 2

0 2 0

3 0 3

3)

-15 2

0 7 0

12 0

;и)

2 10

12 1

0 12

;к)
1

2

3

2. Вычислить ЗА+2В, где А =

3

-2

1

2 1

1

О

1

4

6

4

-2-11

-1^

0 1-4

В =

-2 1 0^

-3 2 2
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4. Убедиться, что произведение матрице и В
некоммутативно:

А =

\

5. 4

^1

(5 2 1'

4 3 8

15 2
J

2

5

-1

;в =

ГЗ 2

2 4

1 2

О

1

3

3^
3

2

V

Гз^
-2

4

5

-2

, найти это произведение

матриц.
6. Вычислить произведение матриц

А =

[О ОЛ
О 1

,В =

J
о о

7. Найти обратную матрицуА"^ для матрицы

^12 3"^

А = 13 6

1 4 10
/

8. Дана матрица А
=

^2

3

1
ч

7

9

5

4 найти А~^.

9. Вычислить ранг матрицы.

'7 2 3 15'

а)А= 5 -3 2 15 ;б)А =

10 -11 5 36

2 5 - 4'!
15 -9

5 -7
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в)А =

^2 4 4 6^

4 2 5 7

3 2 8 5

2 8 7 3^

;г)А =

1 2 -5 -3"!

2 5 -6-1

5 12 -17 1
J

Ответы:
1. а) 5; б) cos (а + Р); в) 2; г) 2i- f-K = {2, -1, -1};

д) у
- 2 - 1 = 0; е) 0; ж) -2; з) -14; и) 4; к) -117.

Г 2 5 -3^ Гб 4^ (-9 -10^ ^oo^

2.
. _ _ ;3. а) ;б)

4 1
Ч

г)

-6 7 8

Г27 20^
17 40

Ч
8

;в)
J

33

15

\

4.АВ =

Г20 20 4 "1
26 36 22

15 26 -3

,ВА

5.

^26^

45

3

8.

.6.АВ =

-12 -i^
3 3

1 _1 л
3 3
-2 1 1

(О о'
о о

1.7.

^24 17 21

24 6 30

16 23 23

^6 -8 з^
-4 7 -3

1-2 1

, АВ ^ ВА,

J

к

9. а) TiA) = 3; б) г{А) = 2; в) г(А) = 3;

г) г(А) = 2

3.2. Линейное

(векторное) пространство

Определение 1. Совокупность п действительных чисел
х^, x^t..., х„, заданных в определенном порядке, называ-
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ется п-мерным вектором. Числа х^, х^, ...
, х„

называются координатами вектора.
Над п-мерными векторами вводятся следующие

операции.
Сложение: если х = (х^, х^,..., л:„), у = (у^, у^,..., у„), то

х + у
= {Xi+ i/i, Х2+ У2, ...

, х„+ у„).
Умножение на число: если X - действительное число и

X = {х^, Х2,... , л:„) - вектор, то Хх = (Xjc^, Xxz, ...
, Хл:„).

Определение 2. Два вектора называются/7авкыл«м, если

равны их соответствующие координаты

(Х-^у лГз» *•• »■"'л'
~ '^1' У2>'" ' Уп) ^ ■"'1

~

У1» •''г
~

Уз» ••• »■"'л
~

Среди п-мерных векторов есть вектор, нейтральный
относительно операции сложения. Это вектор с нулевыми

координатами. Его называют нулевым вектором и

обозначают через О:

О = (0,0, ...,0).
Каждый вектор х имеет противоположный; его

обозначают
-

X, причем
—X = {—Х^, ~Х2, ...

, ~Х^).
Введенные операции сложения векторов и умножение

вектора на число обладают восемью свойствами:

1) х + у
=

у + х;

2){x + y) + z = x + iy + 2);
3) д: + О = 0;
4) JC + (-х) = 0;
5) XCfjjc) = (кц)х;
6) Х(х + у) = Хх + Ху;
7) (X + |х) = Хх + (хл:;
8)1

• д: = JC.

Определение 3. Множество всех п-мерных векторов,

для которых установлены операции сложения и

умножения на число, называется п-мерным векторным
(линейным) пространством R^.

Определение 4. Система п-мерных векторов {х^, jCg,..., л:„}
называется линейно зависимой, если найдутся числа

Xj, Х2, ...
, Xg, не равные одновременно нулю, такие, что

В противном случае эта система называется линейно

независимой.

Определение 5. Пусть Q -

произвольное множество п-

мерных векторов пространства R„. Система векторов В =

= {gj, «2,..., ej называется базисом в Q, если

выполняются следующие условия:
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1)е,,е Q,k = 1, 2,..., s;

2) система В = {ej, €2, ...
, е,} линейно независима;

3) для любого вектора хе Q найдутся числа Я^, Xg,... ,

S

я, такие, что х = 2j^k^k •

А=1

Определение 6. Формула х= 2j ^k^k называется разло-

жением вектора х по базису В = (е^, «2,..., е,).
Коэффициенты А^, ^2,... , Х^ однозначно определяются вектором х и

называются координатами этого вектора в базисе В.

Справедливы следующие утверждения:
1) Всякая система векторов Q е 1?„ имеет по меньшей

мере один базис; при этом все базисы этой системы
состоят из одинакового числа векторов, называемого рангом
системы Q, и обозначаются r{Q).

2) Ранг всего пространства i?„ равен п и называется

размерностью этого пространства; при этом в качестве

базиса R^ можно взять следующую систему:

е,
= (1, О, О, ..., 0),

е2 = (0, 1,0, ...,0),
ез
= (0, О, 1,0, ...,0),

'е\ = (О, О, О, ... О, 1).
Этот базис принято называть каноническим.

Зафиксируем произвольный базис В = (е^, 62» ...
, е„) в

пространстве R„. Тогда всякому вектору х можно

поставить во взаимно однозначное соответствие столбец его

координат в этом базисе, т. е.

^1

X =
11

'' "^Й ? "^ ••* "^ Хп^п
=

Хо

v^«
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3.3. Системы линейных

алгебраических уравнений

Системы п линейных алгебраических уравнений
с п неизвестными

Пусть дана система п линейных алгебраических
уравнений с п неизвестными вида

<^11^1 + «12^2 + ••• + «1л^п = ^1'

^21-'^1 "^ ^22-'^2 + ••• + ^2п^п ~ ''2»

.^лЛ + ^л2^2 + ••• + О-пп^п ~ ^л»

ИЛИ В матричной форме, АХ = Ъ, где А
=

-

матрица системы.

^11 ^12 ••• ^1л

^31 ^32 ••• ^Зл

^^^л1 ^л2 ••• ^лпу

Х =

Х^

y^nj
(h\

- матрица-столбец неизвестных,

& =

Ь„
\ "■J

системы.

- матрица-столбец свободных членов данной

Правило Крамера

Если в системе detA^ О, т. е. матрица А имеет

обратную А-^, то система имеет, и притом единственное,
решение

Х=А-^'Ь,
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или х,= -—,1
= 1,2, ..., п,

А

где Aj
-

определитель, получаемый из определителя А
системы заменой i-ro столбца на столбец свободных
членов.

Пример 1. Решить систему уравнений по правилу Крамера

■ 2Xi + Х2 + Xq =6,

Решение.

Определитель системы А =

1-11 0-10

2 11=312

112 2 13

- (-1)1+2 . (_1)
а 2

2 3
= 5, Ал:^ =

5 -1

6 1

4 1

1

1 (2) + (1) = (3) +

+ (1) = (-1) • (-1)» +2

11 2

9 3
= 15, АдГг =

5

6

4

1

1

= 1
6 1

4 2
-5

А^з =

1 -1

2 1

1 1

3
= (-1) • (-1)-1^l+2

Ал:

1

2

5

6

4

11

9

I _

+ 1

2 6

1 4
= 8-15+ 2 = -5;

(2) + (1) = (3) + (1)

-1

О

О

5

11

9

= 5.

15 Ajco
Тогда х^

=

—^
= ~=2;х2 =

А^з +5
,з=_

= —=1.

Ответ: х^
= 3, дгг = -1, х^='=^1.

-5
—1;
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Пример 2. Решить систему линейных алгебраических
уравнений примера 1 матричным способом.

•"■i
~

-"-г "t" •''3
~

"»

' ^Хл "Г Хп Т Хо ^ Uj

Х-1 + Хп г ^^3 ^ ^'

Решение.

1 -1 1

2 11

1 1 2

*1

-

матрица системы уравнений,

Х = Хп - матрица-столбец неизвестных.

ь = 6 - матрица-столбец свободных членов данной

4
системы.

Так как в примере 1 вычислен определитель системы

и он равен det А= 5 Ф О, то матрица А имеет обратную
матрицу А~^ .

(Ai А
Вычислим А~^ =

det А
А\А* =

-21 ^31
^

^23 -^33

Л1 = (-1^^ ■

1 1

1 2

2 1

1 1

1 1

1 2

-1 1

1 1

= 1, А,, = (-1)1^2.

= 1, А,, = (-1)2« .

= 1,А2з-(-1)2^«-

= ~Z, Ag2 = (~1)

■^12 -'*-22 -^32

Ai3 А

2 1

1 2

-1 1

1 2

1 -1

1 1

1 1

2 1

= -3,

= +3,

= -2,

= 1.
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Лз = (-1)'^'
1 -1

2 1
= 3.

Получили присоединенную матрицу

А* =

1 3 -2"!
-3 11

1-23^

. Тогда А-» = -3

1

3

1

-2

-2

1

3

и

решение системы найдем по формуле X = А~^ • Ъ, т. е.

ОСп

ОСо

{1
-3 1

1 -2

3 -2Y5^
1

3

6

4
Л J\ "J

-5

5

Ответ: л:^
= 3, jc2 = -1, лгд = 1.

5 + 18-8 ^
-15 + 6 + 4

5-12 + 12

ч J

'3^

-1

1
,

. Отсюда: х^ = 3, Х2 = -1, х^ = 1.

Произвольные системы линейных

алгебраических уравнений.
Теорема Кронекера—Капелли

Пусть дана система т линейных уравнений с п

неизвестными общего вида

О-цХ^ + а.12^2 "^

(*)

.'^/nl^l ^ ^т2^2 "^••• + ^7пл^л -^от»
ИЛИ В матричной форме, АХ = Ъ,

гдеА =

%1 ^12 а
и

«31 <^32 • •• ^Зл

аml «m2 а„

матрица системы, размера тхп.
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г у. \

Х = - матрица-столбец неизвестных.

Ч^

ь = - матрица-столбец свободных членов данной

ч '"У
системы.

Определение 1. Решением системы называется такая

совокупность п чисел а^, ttg,..., а„, что при подстановке их

во все уравнения системы вместо соответствующих

неизвестных получаются числовые тождества.

Определение 2. Система, имеющая хотя бы одно

решение, называется совместной; система, не имеющая ни

одного решения
- несовместной.

Определение 3. Система, имеющая единственное
решение, называется определенной; система, имеющая более

одного решения
- неопределенной.

Определение 4. Две системы называются

эквивалентными, если множества их решений совпадают.

ац ai2 ••

^31 ^32 • •

^7П1 ^7П2 •

•«ш

•«Зл

•• ^тп

Ьг

&2

ь„

Определение 5. Матрица (А\Ь} =

Получаемая из матрицы А системы добавлением столбца
свободных членов, называется расширенной матрицей.

Теорема 1. Для того, чтобы система (*) была
совместной, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы
системы был равен рангу расширенной матрицы, т. е.

КА) = г(А\Ь).
Иначе, 1) г(А) Ф г(А | Ь) <=> система несовместна,

Ь) <=> система совместна,

&) = п <=> система определенна,

&) < п <=> система неопределенна.

2) г(А) = г{А
3) г(А) = г{А
4) г(А) = TiA
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Алгоритм исследования произвольных система

линейных уравнений методом Гаусса.
1) Сначала расширенная матрица (А | Ь) приводится с

помощью элементарных преобразований к ступенчатому
виду (при этом одновременно приводится к ступенчатому

виду и матрица А системы (*));
2) затем находятся числа г(А), г(А \ Ь) и п {п -

число

неизвестных системы);
3) проводится исследование системы согласно теоремы

Кронекера-Капелли.

Пример 3. Исследовать систему

-1 2

1 -2

1 -2

*ешение.

-1

1

1

г{А) = 2, г{А\ Ь) = 2, п = 4, г(А) = TiA\b) = 2 < 4.

Ответ: система совместна и имеет бесконечное
множество решений.

Пример 4. Исследовать систему

2

3

-1

-1

2

1

-2

-1

1

1

-1^
1

1

3
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Решение.

2

3

-3

1

-1

-1

2

1

-2

-1

1

1

-1^
1

1

Ч

(1) <^ (4)

3

1

1

0 3 4

3

2

10

7

(2) - 3(1)

(3) + 3(1)
(4) - 2(1)

(3) - 5(2)

(4) - 3(2)

г{А\Ъ) = 4^,г{А)Фг{А\Ъ).
Ответ: система несовместна.

Пример 5. Исследовать систему

1

0

0

0

1

1

0

0

1

1

-1

0

3^
2

0

1

г{А) = 3,

1

1 4

3

Решение.

(2) - 5(1)

(3) - (1)

1

О

О

-1 -1

4 9

3 4

0^
3

20

(3)--3(2)
(\

0

0

-1

4

0

-1

9

-11

0

3

11

г(А) = 3, г<А|&) = 3, л = 3.

Ответ: система совместна и имеет единственное

решение.
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Метод Гаусса

Определенные линейные

алгебраические системы

Определение 6. Система является определенной тогда
и только тогда, когда г{А) = г(А \ Ь) = п. В этом случае

имеем систему п линейных уравнений с п неизвестными,

определитель которой не равен нулю. Значит, по

формулам Крамера можно найти ее решение. Найдем же
решение этой системы методом Гаусса. В этом случае матрица
А после приведения ее к ступенчатому виду будет
треугольной, т. е. количество строк у нее равняется

количеству столбцов (так как г(А) = п и ниже диагонали

расположены нули). С помощью элементарных преобразований
матрицу А можно привести к единичной матрице, тогда
после черты в расширенной матрице будет расположено

решение системы, т. е. приведем расширенную матрицу к

виду (Е 1X). Покажем это на примере 5.

Пример 6. Найти решение системы уравнений примера 5

методом Гаусса. Данную систему мы приведем к виду:

1 -1

О 4

-1

9

О О -11

О

3

11

. С помощью элементарных

преобразований приведем матрицуА к единичному виду.

-1

4

О

'1

О

О

-1

9

-11

0

3

11

-1 о

4 О

О 1

-1

12

-1

(2)

1

0

0

1

0

0

-1

4

0

-1

1

0

-1

9

1

О

3

-1

^ (2) - 9(3)

(1) + (3)

/

0

0

1

-1^
3

-1

(1) + (2)

Г1 0 0

0 10

0 0 1

м
3

-1
J

Следовательно, х^
= 2, Х2 = 3, х^

= -1.

Проверка. Подставим эти значения неизвестных в

систему примера 5.
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2 - 3 - (-1) = 0, 5-2-1-3 + 4- (-1) = 10 - 7 = 3,
1 • 2 + 2 • 3 + 3(-1) = 8-3 = 5.

Ответ: х^
= 2, Х2 = 3, Хз = -1.

Пример 7. Методом Гаусса решить систему

Xi + Qx2 + Злгз = 21,

• 4.х^ + Ъх2 + лгд = 18,

Ъх^ + Ъх2 + 4д:з = 33.

Реше«ие.

Г1 6 3

4 8 1

3 5 4
V

21^
18

33
J

(2) - 4(1)

(3) - 3(1)

1

О

О
ч

6

16

208

3

11

80

21

66

480
J

НА) = 3, К^ I 6) = 3, п = 3.
Система совместна и определенна. Найдем ее решение.

х^ + Qx2 + 3:сз = 21,

16д:2 +11^3 ~ ^^»

4д:з = 378;

16д:2 + 6-11 = 66, x. = Q;

Х-^ "Т 18 ^1, Х-^ о, Дкд

378

63
= 6.

Ответ: х^
= Z, Х2 = 0; х^ = 6.

Пример 8. Выяснить, является ли система векторов

а^
= (2, -3, 1), а^ = (3, -1, 5), а^ = (1, -5, -3) линейно

зависимой или линейно независимой. Найти ее ранг и

какой-нибудь базис.

Решение.
Запишем матрицуА, вектор-столбцами которой

являются а^, а^, «3-

А =

(2) + 3(1)

(3) - 2(1)
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о

о

1

о

о

5 -3^

14 -14

-7 7

5 -3

1 -1

О О

1 5 -3

)

(\

О

О

о

5

1

1

-1

-3

-1

-1

1

(3) + (2)

/

. г(А) = 2 < 3.

Ответ: данная система векторов линейно зависима,

векторы а^ и а^ образуют базис исходной системы.

Неопределенные линейные

алгебраические системы

Если система имеет бесконечное множество решений,
то все их перечислить невозможно. В этом случае

строится общее решение системы.

Определение 7. Общим решением неопределенной
системы называется такая система, эквивалентная

исходной, в которой часть неизвестных, называемых

зависимыми, выражена через остальные неизвестные, называемые

независимыми.

Опишем способ нахождения общего решения системы,
предполагая, что ее матрица уже приведена к

ступенчатому виду.

Пусть дана система

18-40-24-2

0 0 2 7 4 2-1

0 0 0 0 13 0

/
0 0 0 0 0 2-3

1) Сначала надо выделить неизвестные, которые будут
зависимыми (остальные будут независимыми); для этого

надо, обведя нули, нарисовать «лесенку»,

иллюстрирующую ступенчатый вид матрицы. Под теми столбцами, где
начинаются «ступеньки» этой «лесенки» подписать

неизвестные, соответствующие этим столбцам, и рядом

написать букву «3». В данном примере это будет выглядеть
так:
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fl
0

0

0

8

0

0

0

-4

2

0

0

0

7

0

0

-2

4

1

0

4

2

3

2

-2

-1

0

-3

X, ■^3 •* •''5 ^ •''6

3

о

1

1

Выписанные неизвестные и будут считаться

зависимыми.

2) Затем с помощью элементарных преобразований
надо добиться, чтобы в столбцах, соответствующих
зависимым неизвестным, осталось лишь одно ненулевое число.

Делать это целесообразно двигаясь снизу вверх и справа
налево. В данном примере получим таким образом матрицу

Ш 8 О 14 О О -19
'^^

00[2]7 00-16

О О О О [Ц О 9

0 0 0 О О Ц] -3

3) Теперь надо систему из матричной формы записи

перевести в обычную форму:

Xi + 8л:2 + 14л:4 ~ 1^% = 3»

2x2 + 7л:4 -16% = О»

ЛХк т УЛ(т -" X,

^Xr OXrr -" X.

4) Выражая в каждом уравнении зависимую
неизвестную, получаем общее решение системы:

Xi =3-Влгз - 14л:4 +19%»

дгд =-(1-9д;7),

^6 =2^^"'■^^7)•
5) Теперь, придавая независимым неизвестным

произвольные значения и вычисляя зависимые, можно найти
Частное решение системы и сделать проверку.
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В этом примере положим aTj
= 1» х^

= 2, х^
= О, тогда

х^
=

—oOf х^
= —7, х^= -~f х^= —.

1 1
Проверка. -33 + 8 • 1 - 4 • (-7) -2--+4---2-0 =

'=-33 + 8 + 28-1 + 2 = 4;2(-7) + 7-2 + 4-- +2-- -

-1-0 = -14 + 14 + 2 + 1 = 3; - +3-- =2; 2---3-0 = 1.

Замечание. Количество зависимых неизвестных

должно равняться рангу матрицы.

Пример 9. Исследовать и решить систему

-1

3

-3

-3

-3

-1

1

1

2)
-1

1

Ч

-1 -3

-3 1

)^

(-1)(2)

(3) + (2)
(4) + (2)

2(1) - (2)

Дк| 3 Лл 3

rfA) = 2, г(А I &) = 2, п = 4. Система совместна и

неопределенна

4 0 1-7

О 2-3 1 {4л:1
+ ДСз

~ ^л:^ = 3,
отсюда

АХ2 "^3 "^ ^4 —

'

находим общее решение системы.
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3 1 7

13 1

^ г.
3 1^

ПустьХд = 0, х^ = О, тогдаXi= —, Х2= —. Следователь-

^3>

4

1.

2

О

но, X
= -

частное решение системы.

О

Проверка. Подставим координаты частного решения
—

вектора X в исходную систему уравнений:
3 1 3 1

2-- +-• 1-1-0-3-0 = 2, 4-- +0- -+1-0-

-7-0 = 3,
3 1 3 1

О'т+2---3-0 + 1-0 = 1,2--+3---4-0-
4 2 '42

-2-0 = 3. Верно.
Будем теперь обозначать независимые неизвестные

х^= Ci, х^
=

С2- произвольные постоянные. Тогда общее

решение системы будет иметь вид

3 1 7

4-Г^^Г^
13 1

Ответ: "^
"^
2

^^
~

2
^^

С2

31 7

^1"4 I"^'"^!"^^'
13 1

Хп — 1 Ci — Со •

^22^2^
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Пример 10. Исследовать и решить систему (СЛАУ)

^5 5 5

3 3 3

111

Решение.

^5 5 5

3 3 3

1 1 1
V

5

3

1
у

5^

3

1
у

(1) -> (3)

V

1 1 1

3 3 3

5 5 5 5^^>

'(l 1 l|l)-
(1 1 111

0 0 0 0

0 0 0 0

г(А) = г(А IЬ) = 1, п = 3, г(А) < п. Следовательно,
система совместна неопределенна.

Xi + Х2 + Х^
= 1, Xi=l- Х^- Хд. Положим Х2 = 1, ДГд = 1,

m
- Частное решение системы. Обо-тогда Xi

= 1hXq =

-1,
значим Х2

=

с^, х^
=

Cg, где (^i, с^- произвольные
действительные постоянные. Тогда общее решение системы будет
иметь вид

Х =

С2

Ответ: X =

1 - Cj
-

Сз

С2

- общее решение системы, с^.

Cg
-

произвольные действительные постоянные,

f 1^

Хо =

-1

- частное решение системы.
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Однородные линейные

алгебраические системы

Определеннее. Однородные линейные алгебраические
системы составлены из уравнений, у которых правые
части равны нулю:

%1^1 "*■ ^12-''2 "*■ + «ln^n о.

^21^1 "^ ^22^2 + ••• + '^2га^га ~ "»

^ml^l + ^m2^2 + ••• + ^тп^п ~ ^»

А =

^31 ^32

а
1га

а
Зга

<^ml «^m2--«/тага

матрица системы.

Х =

,^га

- матрица-столбец неизвестных,

Тогда матричная форма записи системы будет:
АХ = 0.

Однородная система всегда совместна, так как имеет

нулевое решение х^ =Q, х^^ О, ..., л:„
= О или X = 0. Для

существования ненулевого решения однородной системы
необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы

был меньше числа неизвестных, т. е. чтобы г = г{А) < п

(при т = п это условие означает, что det А = 0).
Определение 9. Пусть Q g i?„ - множество всех

решений однородной системы. Всякий базис в множестве Q
состоит из л - г векторов е^, ба» —» ^п-г- Соответствуюш;ая
ему в каноническом базисе система вектор-столбцов Е^,
^2» •••» ^п-г называется фундаментальной системой

решений.

Обш;ее решение однородной системы имеет вид:

X = CiEi + С2Е2, + ... + с„_^„_„ где Ci, С2,..., с„_^
-

произвольные постоянные.

Базисные решения Е^, Eg» —» ^п-г могут быть
получены с помош;ью элементарных преобразований матрицы
системы приведением ее к ступенчатому виду, если

независимым неизвестным придавать поочередно значение 1,
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полагая остальные равными нулю. Если задана

неоднородная система АХ^
= Ь, то ее общее решение может быть

найдено как сумма общего решения соответствующей
однородной системыАХ" = О и произвольного частного
решения неоднородной системы.

Пример 11. Найти фундаментальную систему решений
однородной системы уравнений.
Xi Хо • ^Хо Хл ■"

v,

X-t т Хп Хп Хл —- \}f

Х^ + оД^2
—

'*^3
—

^4 ^

-1^(2)-(1)
(3) - (1)

О

О

-1

2

4

2

-3

-6

О

О

(3) -2 (2)

J 2xi + х^
-

£.л^

[2д:2 - Здгд =0

Xi - Х^ Т^З»

Общее решение системы.

Найдем фундаментальную систему ре-

Х2
—

•

ДГз-

шений. Так как г(А) = 2, л = 4, то независимых

неизвестных будет п
-

г = 2, т. е. фундаментальная система будет
состоять из двух векторов.
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Ег

Е,

Хз

1

0

Х4

0

1

Xi

1

1

^2

3

2

0

Таким образом, Ei =

l^

2

3

2

1

О

» -^2 ~
о

- образуют

фундаментальную систему решений. Общее решение системы

есть X = CiEi + с^Е^.
Ответ: векторы Е^, Е2 образуют фундаментальную

систему решений, общее решение системы будет X = с^Е^ +
+ с^Е2t Су,с^- произвольные постоянные.

^1 =

Пример 12. Найти фундаментальную систему решений и

общее решение системы

2лг^ + 9x2 - Здгд = 0.

1

2

3

2

1

. ^2 =

гл

0

0

W

-5^
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иЛГ| —

^*^3 —

*

ОЛГа "*" Хо -— Wj

3

_

1
Х2

—

Х^.
Е

^3
5

X,
3

^2
1

Е,=

Г^\

5,

Пространство решений данной системы

одномерно и вектор El образует его базис.

Ответ: общее решение системы есть с^Е^, гДе Е^ =

Го\

5,
образует базис пространства решений системы, с^

-

про
извольная постоянная.

Пример 13. Найти обш;ее решение неоднородной системы,
используя фундаментальную систему решений
соответствующей однородной.

£tX-y "Г Хп
~~ Хо Хл "Г Ха = ij

Xt ■*" Хо 1 X*i "Г Хл ■*" ЛХк ■— l/j

Ах^ + бдга - Здгз ~ 5^4 + ''^^s = 3.

Решение.
Составим расширенную матрицу системы

2 1-1-11

1-11 1-2

3 3-3-34

4 5-5-57

'1-11 1

2 1-1-1

3 3-3-3

4 5-5-5

1^

О

2

3

-2

1

4

7

(1) <^ (2)

0^

1

2

3

(2)
- 2(1)

(3)
- 3(1)

(4) - 4(1)
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г(А) = г(А I 6) = 2, л = 5, л - г(А) = 3

1 1

IZx^
"

х^ =1,
^

3 3
^

1^
3

^2
-
— + ^3+^4 Х^5-

Получив общее решение неопределенной системы

уравнений, найдем частное решение неоднородной
системы уравнений:

^1

1

3

^2

1

3

^3

0

^4

0

Хь

0
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Таким образом, вектор Xq =

rn
3

1^
3

о

о

о

- частное решение

неоднородной линейной системы уравнений. Теперь надо
в матрице решенной системы столбец свободных членов

заменить нулевыми и найти общее решение однородной
системы, а затем - фундаментальную систему решений
соответствующей однородной системы. Это будут векторы
El, Е2, -Eg.

\3xi -х^=0.
I с5ЛГ2

"~ оХо —

оХ^ "Ь ^Хк — Uj

X-t —
■""* X^
3

5»

- об-

^2 ■^3 ^ ^4 "■^•''•5»
щее решение однородной системы.

Ег
Е2

Е,

^3
1

0

0

^4
0

1

0

^5
0

0

1

^1
0

0

1

3

^2
1

1

5

3

3

^1 =

(0^
1

1

о

о,

, Ео —

1

о

1

о

5^
3

. Ez - О

О

1
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Ответ: фундаментальная система решений
однородной линейной системы уравнений есть

fl ^

3

__5
3

О

О

1

^1 =

^0^

1

1

о

y'j

Е,=

^0^

1

О

1

уЬ

е. Общее решение

неоднородной линейной системы уравнений будет X = Xq +

+ c^Ei + с^Е^ + с^Ед, Cj, С2, Сз
-

произвольные
действительные постоянные.

Задания для самостоятельного решения

1. Решить систему уравнений по формулам Крамера и

матричным способом.

а)

^X-t "~ ijXo * Xq — Of

3^1 +Х2- 2xs = 2, б)
ЛХл "*"

Хо i «^3 ~*

*

х-^ +Ьх2 +Ъх^ =21,

4д:1 + 8^2 + лгз = 18,

3^1 + 5^2 + 4д:з = 33.

2. Решить систему уравнений по формулам Крамера и

матричным способом.

ЪХ]^ - Ах2 = 5.

3. Решить системы уравнений:

\Zx^ - 2x2 = 2, ГЗдГд - 2х^ = 3, . [Здгз - 2х^ = 5,
а)

|4ДГ« Хо ■*"

-»■»

б)
4д:о -л:. =4;

в)
Ux^ -

дгб = 7.

Указание. Записать все три системы в виде одного

матричного уравнения.

^Z -2

4 -1

\

Xl х^ х^

Х2 Х^ Xq
= 5^, илиХ=А-1-5.

Л (2
1

3

4

5^
7

, т. е. в виде АХ =
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4. Является система векторов линейно зависимой или

нет?

а)

г)

б)
[а = (4,-2,1),
6 = (2,-1,3);

в)
\а = (-1, 3),

1б = (2,-4);

а = (5. 6.-1).
6 = (10.12.-2);

a=(-2,3,l,6),
b = (-4,6, 2, 3).

5. Проверить, что система векторов {а,, а2, а^}
образует базис в i?3, и найти разложение вектора d в этом

базисе, если:

а) а, = (1, 2, 0), а,
= (3,1, 1), а,

= (4, 3, 0); d = (О, -6,1).
б) а,

= (3, О, 7), а^
= (3,1, 5), а^

= (1, О, 5); d = (6, 2,18).
в) а, = (5, 1, 3), а, = (4, 1, 1), а, = (1, 1, 3); d = (7,1, -2).
Замечание. Эти задачи решить методом Гаусса.
6. Найти методом Гаусса все решения системы

X + 2у -4:2 = 1,

2д: + J/
- 5z = -1,

х-у -2 = -2.

7. Исследовать систему уравнений с помощью теоремы

Кронекера-Капелли.
/ 3

2

4

-1

-1

-2

2

-1

-2

Ч
2

-3
J

8. Исследовать системы уравнений с помощью теоремы
Кронекера-Капелли и решить их.

а)

в)

1

1

1

2 ■

-2

-2

-2

-2

3

2

1

3

1

1

1

1

б)

11
-1

6

5

»

/

г)

V

1

2

3

4

1

1

1

2 3 4

3 4 1

4 12

12 3

1 1

-1 1

0 1

5'
1

3

11

12

13

14

t
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о

Д)

г и

-1 2

2 -1 -1

4 -2 -2

5

2

-3

9. Исследовать совместность и найти общее решение

следующих систем:

1х^ + Чх.^ + Здгд + ^4 =6,
• Здг^ + 5д:2 + Здгд + 2д:4 = 4,

в)

д: + 2 J/ - 4z = 1,

а) \2х -^ у -bz- -1, б)

д: - J/
- 2 = -2;

Qjfi
- Здгг + Здгз + ^^^ - 4»

бдг!
- 2х,^ + Здгд + 4л:4 = 5»

Злт^
-

лгд + Здгз + 14д:4 = -8;

оХ-^ + ^-^2 "^ ^•'^З "^ ^Х^ ■= ^,

^Д^^ + оД^2 "^ ^^s 0Д^4 ^^
"»

2д:1 + 2д:2 + Здгд + 4д:4 = 5,

iX\ "Г Хо * '^-^З "^4 ~*

" >

д:^ + 2д:2 + Здгз = -4,

2д:^ +3^2 +4д:з =1.

г) Д)

е) ж)

X-t "Г ^Д^2 ^3 —

>

2д:1 + д:2 + Здгд = 4,

Х^ Х2 < теД^з ^^ oj

!ДГ1
"Г ^^ДГ2 i ДГо -- ^у

2д:1 +3д:2 +Х2 =1.

Здг! + 4д:2 + бдгз = 6;
10. Найти фундаментальную систему решений и общее

решение следующих систем:

X-t "Г Хо * ^*^3
"~

"^4 ^^
*

а)

б)

ЛХл Хо Хп "Г Ха ■*" v/>

3xi +Х2
- 8x2 + 2х^ + дгд = О,

AXi ~~ ^Хп —

"-^з
^

'^4 5
^^

•

Xi +11^2 - 12д:з + 34д:4 - бдгд = О,

Xi - 5д:2 + 2д:з - 16д:4 + Здгд = О;
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в)
Х^ ЛХ2 Здго = о,

[- 2Х]^ + Ах2 + бдгз = 0;

Хл "Г АХо i 4ЛГо ОХл

Д)

г)

О,

Zx^ - 2д:2 + 2дг = О*

Зл:, + бл:, + бдго - 4^4 = О,

Axi + бдгз - 2д:з + Зд:4 = О»

Zx^ + 8д:2 + 24д:з - 19л:4 = 0.

11. Найти общие решения нео^цнородных систем,

используя фундаментальную систему решений
соответствующих однородных:

ЛХл AXtf "Г X*i Хл "Г Хк —• А»

2X5 = 1.

а)

б)

X-t "Г tdXo Хо "Г Ха

4х^ - Юдгг + бдгз ~ 5д:4 + ^дгд = 1»

2д:^
- 14д:2 + ^дгз ~ '^^^ + Их^ = 1;

\Xl Т ЛГд ДГд "Г Хк "Г ЛГд — А,

1 ЛХл ЛХо * ЛХ*л "Г ДГд
"*" .Хо * "^3 "*" А»

Ответы:

29
1. а) ДГ!

= —

, ДГа
= -

^; ^3
= -

j;^ '■ б) лг^
= 3, дга = 0; ^3 = 6.

_9_j.
о. ДГ^ У), Х2 "-I» Д^з ■*•» ^А ^^' ■'''5 ТГ » ■'''6 е

•

э э

4. а) да; б) нет; в) нет; г) нет;
5. а) d = а^ + а^- а^; б) d « -aj + 2а2 + Зад;

ч.
3 5 9

B)d = --ai+ -а2- -ад.

6. Система имеет бесконечное множество решений,
каждое из которых может быть вычислено по формулам
X = 22 - 1, у = Z + 1, где численные значения z задаются

произвольно.
7. Система несовместна.

8. а) система несовместна; 6)Xi = 2, Х2=1; х^=1, Х4 = 1;
в) система несовместна; г) система совместна, имеет бес-
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конечное множество решений л;^ = 3 -

х^, х^
= 3; х^-

произвольная постоянная; д) система совместна, имеет

бесконечное множество решений: z = 4 - 2д: - г/, где хиу
-

произвольные постоянные.

/ о 1 л N

9. а)

-1 + 2ci
1 + Ci ;б)

2 1 9

10 5 1
с, + Со

11 11
^

11
^

С2

Г

в)

\

-13+3ci
-7

О

;г)

е)

( Ы + Ci
^

-9-2ci. 5 Ж/

6 8

7 7
^

1 13
с,

7 7
^

15 6
с,

■

7 7
^

- 4 + 3Ci -

^С2

3 - 2ci + С2

.
^2

;д)

2сЛ

1 13
— + —<

3 3

2 5
с,

3 3
^

/
10. а) фундаментальная система решений состоит из

Г 41 ^

одного вектора Е, =

8

21

8

8

1

а общее решение системы

есть CiEi, где Cj
-

произвольная постоянная;

б) фундаментальная система решений -
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Е,=

( 19]
8
7

8
1

0

1 0 J

»Е2 —

f_3
8̂

25

8
0

1

[Ч

»-Ез ~

г п

2
1

2
0

0

[ч
Общее решение системы X = с^Е^ + CjEj + Cgi^g, где Cj,

Cg, Cg
-

произвольные постоянные.

^2\ rз^

в) Ci^i + CgiJa, ^1 =

т)с,Е,,Е,=

Го\

5

о

, £, - о

1

д) c^Ei + CgEa. -^1 =

Г 8^

-6

1
» -^2~

11.а)Хо + с,£^ + с2£2 + СзЕз,

5

О

Иу

^0 =

2^

3
1
—

6
0

0

0
ч J

,Е,=

(0}
1

2
1

0

0

, Е^ -

к J

( 0 1
1

2
0

1

0

>Ез -

К J

'V

3
5

0

0

1
И У

б) Хо + Ci^j + С2£?2 + ^3^3 + ^4^4»
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Хо =

'

1 ^

3
1

3
0

0

0

0
\ J

>Е,=

'i^
1

0

0

0

0

, ^2 ~

к J

-Г

0

1

0

0

0

,Е,-

^ч )

(о'

0

0

-1

0

1
к J

3.4. Линейные операторы.
Собственные числа

и собственные векторы

Определение 1. Линейным оператором в линейном п-

мерном пространстве R^ называется всякое отображение
А: R„ ® Е„ пространства R„ в себя, обладающее
свойствами:

А(кх) = ХАх и А(х + у) = Ах + Ау.
ПустьА - линейный оператор в /?„ и Б = {е^, gj» •••> ^п) ~

некоторый фиксированный базис. Разложим векторы Agj^,
fe = 1, 2,..., п по базису В:

^^к = ^ft^i + «2*^2 + - + ^пк^ку fe = 1, 2, ..., п.

Тогда матрица

Л =

^1^22---^2п

называется матрицей оператораА в базисе В, причем

Aci =

а11
л

а21

а

Ар =

«In

«2п

а.

Ч

(Матрица состоит из вектор-столбцов Ле^, Дг = 1, 2, ..., ге.)
Определение 2. Пусть число А, и вектор х & /?„, хфО,

таковы, что Ах = Хх.
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Тогда число А, называется собственным числом

линейного оператора А, а вектор х - собственным вектором
этого оператора, соответствующим собственному числу к.

В линейном /1-мерном пространстве R это векторное

равенство эквивалентно матричному (А - аЕ)Х = О, X 9t 0.

Отсюда следует, что число к есть собственное число

оператораА в том и только в том случае, когда det (А - кЕ)
= О, т. е. А, есть корень многочлена ф (к) = det {А

- кЕ),
называемого характеристическим многочленом

оператора А. Столбец координат X любого собственного вектора,

соответствующего собственному числу к, есть некоторое

ненулевое решение соответствующей однородной системы
линейных алгебраических уравнений.

Цример 1. Вычислить собственные числа и собственные

векторы матриц:

(2 2Л
а)Л =

Решение.
Составим характеристический многочлен и найдем его

корни:

2-Х 2

1 3-Х
= О, Х2 - 5Х + 4 =0, Xi = 1, ^2 = 4.

'. Вычислим координаты собственных векторов,
соответствующих собственным числам Х, и Х,:

1)Х=1;

J(2 - 1)х-^ + 2x2 = О, J^^i + 2л:2 = О,

\х-^ + (3 - 1)л:2 = 0; \х-^ + 2x2 = ^J

Г- 2"!
Собственный вектор Xj = с

J(2 - 4)л:1 + 2л:2 = О, J
- 2х^ + 2л:2 = О,

'
~

'

\х^+(3- 4:)Х2 = 0; [х^ -

л:2 = 0;

Собственный вектор Xg = с

янное число.
чЪ

, с
-

произвольное посто-
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чЬ

(-2^
Ответ: Xj = 1, Xj = с

'3 2 О ^

б)Л= 2 4 -2

О -2 5

Решение.

Характеристическое уравнение

3-Я 2 О

2 4-Х -2

О -2 5-х

корни Xj = 1, Xg = 4, Хз = 7

, Х, = 4, Х, = с

Г1\

yh

= о, Хз - 12X2 + 39Х - 28 = О имеет

1)Х^ = 1

(3 - 1)л:1 + 2л:2 + О •

лгд =0,

2л:1 + (4 - 1)л:2 - 2л:з = О,

Oxi - 2л:2 + (5 - 1)л:з = 0;

П 1 О "1 Г1 1

(2) - 2(1)
2 3-2

0-12

^110^

0 1-2

0 0 0

О 1 -2

0-12

2xi + 2л:2 = О,

- 2л:2 + 4л:з = 0;

0^
(3) + (2)

^1 1 Ч)^(1)-(2)Г1 О 2''

51 1 -2
^"^^^

0 1-2
\

"^3 п ' '^2 -^J ■^1 •'■"

Собственный вектор X, = с

1

V 2у



Практикум по высшей математике 234

2) Х, = 4.

(3 - 4)х^ + 2х^ + О •

лгд =0,

2х^ + О •

лгз
- 2л:з = О,

- 2x2 + (5 - 4)л:з = 0;

(3) + (2)

ЛГо 1, ДГ, „ , Л^1 1J Ло с

тор.

2

^Tj ЛГд, <5ЛГ2 ЛГд.

- собственный век-

3) X = 7.

(3
- 7)л:1 + 2л:2 = О,

2л:1 + (4 - 7)л:2 - 2зсд = О,

0-Xi
- 2x2 + (5 - 7)л:з = 0;

- 4л:1 + 2x2 = О,

■"■ ^Xn """ ^Xq -— Uj

-2 0
\

2 -3 -2

Oil

(-2 1 0

Oil

Oil

^-2 0 -1^

Oil

(2) + (l)
-2 0 \

0 -2 -2

Oil

-2(2)

J

(3)-(2)('-2 1 O^j
Oil

(l)-(2)

\2x-^ + лгз =0,

I ^2 ■*■ •'''3 ~ 0; Лд X, X2 -l» *j .

ЛГ2 — ~X'^\
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Собственный вектор Х- = с

' 1^

2
1

-1

Ответ: X = 1, с

1

V 2,

, А, = 4, с

^1^

2
Д = 7, с

2
1

-1

Задания для самостоятельного решения

1. Найти собственные числа и собственные векторы
матриц.

а)Л =

Г

'17 6'

[в 8j ;б)Л
=

'5 4^

1« «J ;в)Л
=

2-11

г

г)Л =

е)А =

V

2-12

5-3 3

-1 О -2

1-31^

3 -3 -1

3-5 1

л

;д)А =

-1 2 -1

0 0 1

г о 1 о"»
"~"

тс тс \/

-2 12^

Ответы:

1. а) А, = 5, Xj = с
Г 1 ^

к-Ь
;Х = 20, X, = с

Г2^

чЪ
;c?tO;

б)Х=1, Xi = c

ч-Ъ
J л — 1"» -Ло

— С

/^1Л

уЬ
■,сфО;
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/14

в) X = 1, Xj = с

г)Х--1,Х=с

; X = 3, Хг = с

О

^ 1 ^

-1

о

; с ?t 0;

;c?tO;

-1
ч у

(1\ ГО^
д) X = 2, X =

Ci

менно нулю;

е) X = -1, Xi = с

О

+ Со о

.1у

, Cj и Cg не равны одновре-

(А
1

1;

; X = 2, X, = С

'2^

4А

7
ч у

; А — —2, Х~ —

= с ; с ?ь 0.

v»y



4. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

4.1. Алгебраическая форма
записи комплексных чисел

Определение 1. Комплексными числами называются

выражения вида

Z = х+ iy,
где хиу- произвольные действительные числа, i -

мнимая единица, i = V-1 или i^ = -1.

Определение 2. Два комплексных числа Zi
=

Xi + iy^ и
Z2
=

Х2 + 1у2 называются равными^ если 3Ci
=

3^2 и yi
=

Уг*
Определение 3. Суммой комплексных чисел z^

=

х^ +
+ iyi и Z2= Х2+ 1У2 называется комплексное число Zi +
+ Z2

= (Xi + Х2) + i(yi + У2)-
Определение 4. Произведением комплексных чисел

Zi
=

Xi + iyi и z^
—

Х2 + 1у2 называется комплексное число

2Г Z2
= (3^1^:2 - У1У2) + Кх1У2 + Х2У1).

Определение 5. Число х называется действительной
частью комплексного числа z = x + iyn обозначается
символом Re Z, т. е. X = Re z.

Определение 6. Число у называется мнимой частью

комплексного числа z = х + iy и обозначается символом

Im Z, т. е. у
= Im 2.

Определение 7. Комплексное число х - iy называется

сопряженным с комплексным числом z = х+ iy и
обозначается Z = х- iy, причем z • z = х^ + у^.

Всякое комплексное число z = х + iy можно изобразить
на плоскости хОу в виде точки М(х; у) с абсциссой х и

ординатой у или радиус-вектором

обратное утверждение.
ОМ. Справедливо и

Пример 1. Найти значение

комплексного числа Z и изобразить на

комплексной плоскости Z = 1 + 2i- (2 + i)
Решение.

Так как (2 + i) = 2 - i, то 2 = 1 + 2i -

- (2 - i) = 1 + 2i - 2 + i = -1 + 3i.
(-1; 0)
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Ответ: г = -1 + 3i - комплексное число в

алгебраической форме записи.

Пример 2. Вычислить z = (1 + 2i)(2 + i).
Решение.
Комплексные числа перемножаются как двучлены,

причем i^ заменяется на -1.
2 = (1 + 2i)(2 + О = 2 + 4i + i + 2/2 = 2 + 5i - 2 = 5i.
Ответ: 5i.

Пример 3. Разделить число 2j
= 2 + 3i на число 2^=1 + 4i.

Решение.

Найти частное -^ -

это значит представить его в ал-

гебраической форме. Для этого числитель и знаменатель

дроби надо умножить на число, сопряженное

знаменателю, т. е. на ^2 = 1 + 4i = 1 - 4i.

fi
_

2 + 3t
_

(2 + 30(1 -40 2 + 3f-8t-12t^

^2
~

l + 4i

~

(1 + 40(1-40
~

1 + 16

14-5i 14 5
I.

17 17 17

^1 14 5
Ответ: —=~~—i-в алгебраической форме.

22 17 17

Пример 4. Выполнить операции и представить результат
в алгебраической форме:

а) 2 = (2i - i2)2 + (1 _ 30^
Решение.
Так как i^ = -1, то г = (2i + l)^ + (1 - 30=* = (20^ +

+ 2 • (20 + 1 + 1-3 (30 + 3 • (30=* - (30' = -4 + 4i + l + l-
- 9i - 27 + 27i =-29 + 22i.

Ответ: г = -29 + 22i.

/. .n3

6)2 =
1-i

V"1+iJ
•

Решение.

1-i
Представим сначала дробь в алгебраической форме:

1 + 1

(1 + 0(1-0 l-i^ 1 + 1 2 2
'•
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Тогда Z =
1-i

1 + i

Ответ: z = i.

= (-0^ = -i^ = -i^ I.

Пример 5. Какие множества точек плоскости задаются

условиями:

а) Re 2 = 2.
Решение.
Так как Re 2 = л:, то условие Re 2 = 2 эквивалентно

уравнению х = 2и задает прямую, параллельную мнимой
оси Оу.

Ответ: Re 2 = 2 «^ зс = 2.

б) 1 < Re 2 < 2.
Так как Re 2 = л:, то условие 1 < Re 2 <

< 2 эквивалентно условию 1 < л: < 2.

Получаем бесконечную вертикальную
полосу между прямыми л: = 1 и л: = 2,
включая и правую прямую х = 2.

Ответ: 1 < л: < 2.

в) Im 2 = 3.
Решение.
Условие Im 2 = 3 эквивалентно

уравнению ^
= 3 и задает прямую,

параллельную действительной оси

Од:.
Ответ: прямая у = 3.

Пример 6. Вычислить 2i 22 и

У

--•ко "^

1^

у,

2

1

0

г/ = з

.1С

если 2i = 3 + 2i, 22
= 2 + 2i.

Решение.

Так как z^
= 3 + 2i = 3 - 2i, 22 = 2 + 2i = 2 - 2i, то

2i 22
= (3 + 2i)(2 - 20 = 2(3 + 2i)(l - 0 = 2(3 + 2i - 3i - 2P) =

= 2(3 - i + 2) = 2(5 - 0 = 10 - 2i;
■=2
^ (3j^20^ 9-12i + 4f^

_

9-12t-4
_

5-12t
_

^2 2 + 2i

(5-120(1-0

2(1 + 0(1-0
~

2(1 + 0

5-12f-5t + 12t^

2-2

2(1 + 0 2(1 + i)

-17i + 5-12
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7 17

г^ 1 17
Ответ: z. Zo = 10 - 2i,

—

= - — —— i,
* ^

22 4 4

Пример 7. Найти действительные решения уравнения
(1 + i)x + (-2 + 5i)y = -4 + 17i.
Решение.

Раскроем скобки в уравнении и представим левую часть

уравнения в алгебраической форме, х + ix - 2у + byi =
=-4 + 17i, {х

- 2у) + i(x + Ъу) = -4 + 17t. По определению
2 равенства двух комплексных чисел получаем

\х-2у = -4,
1 + *! - 17

~

система линейных алгебраических

уравнений относительно хи у.
Из второго уравнения системы вычтем первое:

7у = 21, у
= 3. Из первого уравнения системы

получаем л: = 2.

Ответ: х = 2, у — 3.

Пример 8. Решить уравнение л:^ + л: + 11 = 0.
Решение.

-ItViTii -1±лЯз 1 л/43
.

""''' 2 2
~

2* 2
'■

1 Vii .
1 Vii .

Ответ: х, = -— 1» лг,
= - — -\ 1 - комплек-*

2 2 2 2
оно сопряженные числа.

Задания для самостоятельного решения

1. Найти сумму Zi + ZzUразностьZj
-

Zgчисел Zj
= 2 + i,

22
= 3 - 2i.
2. Умножить комплексное число 3 - 4t на -5.

3. Найти произведения комплексных чисел:

а) 2 - 3i и 1 + 2i; б) 3 + 5i и 4 - i.

3-i
4. Найти а) ; б)

4 + 5i

^ГГ^^^
;B)(l-iV3)(V3+0

л/з+i
5. Найти действительные решения уравнения
12[(2л: + i)(l + i) + (x + у)(3 - 2i)] = 17 + Si.
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6. Выполнить операции и представить результат в

алгебраической форме:
а) (1 - i)3 _ (1 + if; б) (1 + 20'-
7. Какие множества точек плоскости задаются

условиями; а) 1 < Re 2 < 2; 3 < Im 2 < 5; б) Im 2 > 2.
8. Найти значение комплексного числа г и изобразить

(1 + 0(3 + 0 (1-0(3-0
на комплексной плоскости г = .

3-г 3+1
9. Вычислить i^ + i^ + i'^ + i^.
10. Найти действительную и мнимую части комплекс-

2 + 3i
кого числа Z = z—гт + i

l-5i
11. Решить уравнение л:^ + 2л: + 3 = 0.

Ответы:
1. 2i + ^2

= 5
2. -15 + 20/;

i, 2i
-

22
= -1 + Si;

3. a) 8 + i; 6) 17 + 17i;

4.а)--^.,б)-+.-^,в)-4.;
6. a) -4i, 6) -3 + 4i;

1 1
5.x=-,y--;

7. a) прямоугольник, ограниченный
прямыми X = 1, X = 2, у = 3, у = 5,
причем первая и четвертая стороны

включаются в этот прямоугольник;

б) полуплоскость, расположенная
выше прямой у = 2, включая и саму эту

прямую.

птичниц
г/
= 2

5..

□■

X

X

14
8. 2 =

-—

i;
5

l\
yi

,

0

1

14
.

X
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9.0; 10.Re2= -,1т2=-;

11. л^!
= -1 - л/2 /, л^а = -1 + л/^ i -

женные числа.

комплексно сопря-

4.2. Тригонометрическая форма записи

комплексных чисел

Из M)MN следует, что

х = г cos (р, у
= г sin ф.

У1

0

,

г v^

^хЛ Ф

X

М(г. ц>)

^

У

1 *х

•^+/
Тогда комплексное число z =

= X + iy можно записать в

тригонометрической форме
2 = r(cos ф + i sin ф).
Определение 1. Число г =

-iх^ + у^ называется

модулем комплексного числа z = х + iy и обозначается
символом \z\, т. е. I^l = г.

Тогда \z\ = ^х^ + у^ . Модуль числа z равен расстоянию

г точки М, изображающей это число, от начала

координат.

Из равенств (1) получим систему уравнений

У
cos ф =

л1х'+у'
, sm ф

=

^]x'+/
(*)

для определения угла ф.

Определение 2. Всякое решение ф системы (*)
уравнений называется аргументом комплексного числа z =

= X + iy^O. Все аргументы числа z различаются на целые

кратные 2я и обозначаются единым символом Arg z.

Определение 3. Главным значением аргумента

называется значение Arg z, удовлетворяющее условию О < Arg z<2n
(или условию -я < Arg 2 < я) и обозначается символом arg z.

Таким образом,
Arg 2 = arg z + 2kn, A; = О, ±1, ±2, ...
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Умножение и деление комплексных чисел,

заданных в тригонометрической форме

Пусть даны два комплексных числа

г^
=

г^ (cos Ф1 + i sin ф^), z^
=

r^ (cos Ф2 + i sin фд), тогда

2i
•

^2
=

г^
•

Tg [cos (Ф1 + Ф2) + i sin (Ф1 + Ф2)],

^ = — [cos (Ф2
-

Ф1) + i sin (Ф2 - Ф1)]

Формула Муавра.
[г (cos ф + i sin ф)]" = г" (cos пф + i sin пф), где n -

целое
число.

Корень п-й степени из комплексного числа.

Если Z = г (cos ф + / sin ф), то корень п-й степени из

данного числа определяется формулой

пГ пН Ф + 2/гя . . (ал-2кп\
Щг = л/г cos—-— +1 sm^!^—— ^k = 0,1, 2 n - 1

и имеет точно п различных значений.

Пример 1. Даны комплексные числа 2|
= -1 + 3i и ^2

=

= 5 + 2i. Вычислить модули их произведения и

частного.

Решение. ^—s.
Ф = л/ Л

-1 о Ф = 0

Так как \z^ • z^ = \z^ • \z^, то вычислим отдельно jaj и l^gj:

Nil == л/(-1)' + 3^ = ЛО , 1^21 = л/52+22 =л/29.

Тогда l^i
• 22I = >Яо • >/2^ = л^9^ .

к| лЯо /lo"
Так как

^2 22I л/29 V29

Ответ: л/290 , J— .

V29

Пример 2. Найти модули и главные значения аргументов

следующих чисел:

a)-l;6)-2 + 2/;B)-2-2i.
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Решение.

а) Изобразим число -1 в полярной системе координат.
Следовательно, |-1| = 1 = г, arg (-1) = я.

б) 2 - -2 + 2i.
Решение.

Здесь лг = -2, I/
= 2, значит, г = V(-2)^ + 2^ = 2^2

X 2 42 . у 2 у[2
cos ф =

— =
т=

= - ——

; sm ф
=

р- —г- .

г 2л/2 2
' ^

г 2^2 2

Следовательно, |-2 + 2il = 2 ^ , arg (-2 + 2i) =

в) 2 = -2 - 2i.
Решение.

л: = -2, I/
= -2, г = ^(-2)2 + (-2)2 = 2yf2 .

л: 2 л^ J/
cos ф

= — = г=г = ;
Г 2л/2 2

'

У л/2
slnф=

- = ——;
г 2

я 5я
arg 2 =i я +

- =
—.

Ответ: а) 1 и я; б) 2 л/2 и
-—

; в) 2 л^ и
4 4

Зя

Пример 3. Найти модуль и аргумент числа

Решение.

Так как , то "

1-i

1 + i

1-i

^1 + Л'

ll-il"
.

Вычислим |l+i|= Vl' +1^ = л/2,|1-/|=л/1'+(-1)'=л^.

тогда
1-i

1 + i

.|3
= 1.

II-il IV2^
Если 2 = 2f , TO arg 2 = n arg a^.
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Поэтому arg
а + Л

1-1
= 3arg

(1 + Л

K^-h

= 3[arg (1 + 0-arg (1-01 = 3

Зя
Ответ: 1 и -—

.

V

71

4

/ ^^^

vy

Зл

2
•

Пример 4. Представить в тригонометрической форме
следующие числа:

а) Zi = 1; б) ^2 = i; в) Zg = -1 + i 7з ; г) z^ = -2; д) Zg = -2i,
взяв для аргумента главное значение.

Решение.

а) Для числа^!
= 1 имеем лг^

= 1, у, = О и г^
= -y/jCi + J/i =1;

для всех действительных положительных чисел arg z = 0,
следовательно, и ф^

= arg z^
=

arg 1 = 0. Таким образом
Zi
= l = ri (cos (Pi + i sin tPi) = у 1

= 1 • (cos 0 + i sin 0).
Изобразим z^

— 1 в виде вектора

Очевидно, Ti
= 1, ф1 = 0.

_

Ф1
° Q

О г,= 1 лг

б) Для числа ^2
= 1 имеем л:2

= 0, у2 = 1, Г2 = 1.

Геометрически:
У,,

'-2=1

О
^Ф2='

X

Для всех чисто мнимых чисел с положительной мни-

мои частью arg z = —, следовательно, и ф2
=

arg ^2
=

= arg г =
я

'^ я
. . я"^

COS — +1 sm —

V
2 2,

Таким образом, ^2
= i = 1 •

в) Для числа Zg
= -1 + i л/з имеем х^

= -\,у^ = 4ъ ,г^
=

= yjx2 +Уз
= 2, а так как по формулам (3) cos Ф = -

—.
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7з п 2п
sin ф = -—, то для 2з аргумент фд

= arg Zg
= я -

—
=
—

2 о о

(точка 2з принадлежит второму квадранту). Таким

образом, 2д
= -l + iV3 = 2

^ 271
. . 2я^

cos— +1 sm—

.
3 3,

г) Для числа ^4
= -2 имеем лг^

= -2, 1/4 = О» Г* = 2.

Для всех действительных ртрицательных чисел arg = я,

следовательно, и Ф4
=

arg z^
=

arg (-2) = п.

Таким образом,

^4
= -2 = +2(cosп+ isin те).

Геометрически:

Ф4
= " Г4

= И1=1

О ^

д) Для числа 2д
= -2г будет ATg

= 0, у^ = -2, Tg = 2. Для
всех чисто мнимых чисел с отрицательной мнимой частью

■II %

arg 2 =
-

-, а потому и%
= arg z^

=

arg (-2i) = - -

я

2

л

cod
1 2Следовательно, z^ = -2i = 2

Ответ: a) 2^ = 1 • (cos 0 + i sin 0);

6) 22 = i = 1

+ isin
/ я^

/ V

^ n . . n^
cos— + ism —

2 2
4

,

^ ,
. Г- nf 2я . .

2я^
в)2д = -1 + iV3

= 2 cos—+ ism—

r) 24 = -2 = +2(cos я + i sin я);

д) 2g
= -2i = 2 cos

^ я^
+ isin

r n^

J \

Пример 5. Какие множества точек плоскости z задаются

условиями: а) |2 - (1 + 0| = 2; б) \z-{\- i)\< - 7

Решение.

Вектор 2 - (1 + I) имеет начало в точке 1 + г и конец в

точке 2, а потому \z-{\Л■ 1% как длина этого вектора, есть
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расстояние между точками 1 + i и z. Поэтому условие

\2
~ {1 + 1)\ = 2 определяет точки z, удаленные от точки

1 + i на расстояние 2. Все такие

точки Z заполняют окружность У

с центром в точке 1 + i и

радиуса 2. Итак, условие (г - (1 + i)\ =
= 2 определяет окружность с

центром в точке 1 + i и радиуса
2.

б) Условие |2 - (1 - i)\ = -г

определяет множество точек z,

удаленных от точки 1 - i на

расстояние, меньшее
—

. Все

такие точки z заполняют круг

с центром в точке 1 - i и ради-

1
уса —; ограничивающая круг

окружность исключается.

Ответ: а) окружность с

центром в точке 1 + i и
радиуса 2; б) внутренние точки

круга с центром в точке 1 - i и радиуса —.

di

Пример 6. Вычислить (1 + i)^"-
Feuieuue.

Представим число 1 + i в тригонометрической форме
и применим формулу Муавра.

Так как 2 = 1 + 1= л/2

= V2

cos — +1 sm —

q( 10я . . \0%^
cos +1 sin

4 4

, то (1 + if^ =

32 i.

Ответ: 32 i.

Пример 7. Получить тригонометрические формулы для
cos 2ф и sin 2ф.
Решение.

При г = 1 формула Муавра имеет вид

(cos ф + i sin ф)" = cos Щ + i sin иф.



Практикум по высшей математике 248

Пусть п = 2, тогда (cos ф + i sin ф)^ = cos 2ф + i sin 2ф
или cos^ ф

- sin^ ф + 2 sin ф cos ф i = cos 2ф + i sin 2ф .

Отделяя в этом равенстве действительные и мнимые

части, получим:
cos 2ф = cos^ ф

- sin2 ф , sin 2ф = 2 sin ф cos ф.
Ответ: cos 2ф = cos^ ф

- sin^ ф , sin 2ф = 2 sin ф cos ф .

Пример 8. Вычислить все значения Щ..
Решение.

Представим 1 в тригонометрической форме
1 = 1 • (cos О + i sin 0).

Тогда ^=1
Г
сов

0 + 2kn
+1 sm -

0 + 2kn

3 3

При k = О получаем w^
= cos О + i sin 0 = 1;

, Л = 0, 1,2.
У

при А: = 1, получаем з/Г

при k = 2, получаем ^

2я
. .

271 "1
cos— + 1 sm—

3 3
^

4я
. .

471"^
cos— +1 sm—

3 3

1 ^fг .

= + i;
2 2

1

2

S
i;

Ответ: Щ имеет ровно 3 значения: Wq
= 1;

W. = — +
^
ЧЩ

= ---

S
I.

Пример 9. Решить уравнение z'^ + 1 = 0.

Решение.

z'^ = -1, 2= 4/Г7. Так как -1 = 1- (cos (я + 2kn) +
+ i sin (я + 2А!Я)), то

2 = if^ = 4/сов(я + 2kn) + i зЩп + 2kn) = cos 1±^ +

, . . я + 2kn ,
n i о о+ I sin — —, « = о, 1, 2, 3.

4

„
я

.
я л/2 -\/2

При й = О получаем г^
= cos "Г + i sm

— = 1- i— ;

я + 2я
.

я + 2я
при k = 1 получаем z^

= cos 1-1 sm =

Зя Зя
= cos ——I- / sin ——

4 4

л/2
,

.л/2
1-1—

2 2
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при k = 2 получаем z^
= cos

я + 4я
+ i sin ■

я+4я

5я
, . .

5я л/2 .л/2
= cos

—- + I sm -—
= I— ;

4 4 2 2

при fe = 3 получаем Zg
=

it+6n . я+6я
= cos 1-1 sm =

4 4

7n In л/2
= cos

-— + i sm -— = -

4 4 2

л/2
- i— . Изобразим значения

корня if^ геометрически.

Все значения л/-1
лежат на окружности радиуса

г = 1 и являются

вершинами квадрата, вписанного в окружность.

Ответ: л/-1 имеет следующие 4 значения:

л/2
. .л/2 л/2 .л/2
+ i-

2 2
^0 ;Г

"^ ^~^'2i
= ~ + i-

2 2

22=-
л/2

_

.-Д
_ :^ _ .^/2^

2
^

2
'^^~

2 ^2

Задания для самостоятельного решения

1. Найти модули и аргументы следующих чисел:

а) i; б) -3; в) 1 + /^^з. г) -^ + i^T ' Д) ТТ^ ; е) (-4 + 3/)";

(1 + 0^

2. Доказать |21 = \z\, z- z =\z\^, arg (2j
•

z^ =

arg 2^ +

+ arg 22, arg
=

arg 2^
-

arg z^.

3. Представить в тригонометрической форме

следующие числа : а) 2i = 2 л/з + 2/; б) 22 = 1 + /; в) Зд
= 1 - л/з i;

Г)2,= 1;д)25=5.
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4. Какие множества точек плоскости z задаются условия-

ми: а) I 21 = 2; б) 1 < I 21 < 4; в) arg 2 = —; г) — < arg 2 < —.

5. Вычислить а) (1 + i)"; б) (1 - if.
6. Отделить действительную часть от мнимой в

равенстве (cos ф + i sin ф)з = cos Зф + i sin Зф .

Замечание. Воспользоваться формулами
(а + ЬУ = а^ + За^Ь + ЗаЬ^ + бз и i^ = -i.

7. Вычислить: а) -Js + Ai ; б) >/l .

8. Решить уравнение г^ + б2 + 13 = 0.

Ответы:

я
1. а) \z\ = 1, arg 2 = —; б) I2I = 3, arg 2 = я; в) \z\ = 2, arg 2 =

я
, , ^ 2я , ,

^
V I I

= -- ; г) |2| = 1, arg 2 =

Y ' '^^ "•^1 = 1' arg 2 = --; е) |2| =

я 4
= 125, arg 2 = -— + 3arctg — ; ж) |2| = 1, arg 2 = 0 (arg 2 =

= 2йя, fe = 0, ±1, ±2, ...).

3. а) 2i = 4
я

. . я»
^, г-

COS — +1 зш — ; б) 2о = J2
6 6

'^ я . . я^
COS — +1 sm —

4 4

/

в) 23 = 2
5я 5я

сов— +1 sm

V
3 3,

; г) 2, = 1
я . . я

COS — +1 sm —

2 2

д) 2g
= 5(cos о + i sin 0).

4. a) окружность радиуса 2 с центром в начале

координат;

б) кольцо между концентрическими окружностями

радиусов 1 и 4 с центром в начале координат, включая

внешнюю окружность.

Геометрически:
У

в) биссектриса I
координатного угла;
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i/i

V

N

7'<^^

г) бесконечный сектор, заклю-

71
ченный между лучами arg г =

—

и
4

71

arg -^ ^"о ' причем сами эти лучи

исключаются.
5. а) 218(1 + i); б) 16.
6. cos Зф = cos^ ф

- 3 cos ф sin^ ф,
sin Зф = -sin^ ф + 3 cos2 ф sin ф.

7. а) ±(2 + i); б) и>о = 1, Wi = i, Wg
= -1, Wg = -i;

8. 2j = -3 + 2i, 02
= -3 + 2i.

:r'J>

0 ЛГ

4.3. Показательная форма записи

комплексных чисел

Представим комплексное число z в

тригонометрической форме:
2 = r(cos ф + i sin ф).

По формуле Эйлера cos ф + i sin ф = e'f. Следовательно,
всякое комплексное число z можно представить в форме,
которая называется показательной:

Z = re'f, (*)
где г - модуль комплексного числа, ф

-

аргумент
комплексного числа.

Пример 1. Представить в показательной форме
следующие числа: а) 1; б) i; в) -2; г) -г.

Решение.

а) 1 = cos 2kn + i sin 2kn = e^ft^i.

.
jt
I—

б) i = COS
— + i sm —

= e
'^

;

в) -2 = 2(cos n + i sin я) = 2 e"';

r) -i = cos + i sin

Jt.
—I

= e
2

Пример 2. Из формулы (*) получаем формулу для
извлечения корня п-й степени из числа z:
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.ф+2Ая ,

yfr^ = ^е "■
, fe = О, 1, 2, .... п-1.

Пример 3. Данные числа z^ и z^ представить в

показательной форме и выполнить указанные действия над ними

0,2,, —, если 01
= 2 v3 - 2i, 22 = 3 - 3 v3 i.

^2
Решение.

Представим в показательной форме числа 2^ и z^^,.

2i
= 2 л/з - 2i, лг^ = 2 л/з , i/i

= -2,

Гх = -Jxl + у1 = л/12 + 4 = 4.

_ £i^ ^ 2л/з^ _ л/з
,,„,„_ z2^_iCOS ф = —i- = =

—, sin Ф
=

^

г 4 2 4 2

^°^^1 =

2
'

1
="^^

=

-6
81пф1 =--;

.я

Тогда 2^ = г^ g'9i ; 2j
= 4 е ^

. 22
= 3 - 3 V3 i, лгг

= 3,

1/2 = -3л/з , Га
= 4х1+у1 = V9 + 27 = 6.

лгг 3 1 Зл/З л/з
созф2=—= -=2,sin92=—^

=
-—.

^°^^2 =

2'

sm Ф2 = - •

1
'»

2"'
_я.

Тогда 22 = Г2 е''Р2 = 6 е »'.

Найдем 2j
•

22
= 4 е

^ -бе ^ =24е2 ;2j22
= 24e 2

.
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f _п.\
4е б'

Найдем

я.

16е"з' 8 2f 8

я.
—I

бе 3

Ответ: z^z^
= 24 е

_я.

6е"з'
3

'

22 3
•

я 2 о

'

2, 3

Пример 4. Вычислить значения функции w = е^, где

я п

а) 2i = 1 + - i; б) 22 =
-

i; в) 2з = 1 + i.

Решение.

а) е

, я. я.
1+-» -i

4
=е. g4 =

я
. . я 1

COS — +1 sm — = е

4 4 2
^

2
ч у

б) е
2
=

я
...

я ) .

COS—+ 1 sin— = V,
2 2

в) ei+* = е (cos 1 + i sin 1) « 0,54 + i 0,83.

— + 1—

2 2
Ответ: a) e ;6)i, B)0,54 + i0,83.

Задания для самостоятельного решения

1. Представить в показательной форме следующие ком-

7 + 24i
плексные числа: а) ; б) 5 - 12i; в) -3 - U; г) 1 + i;

Д) 1 - i.

2. Данные числа 2i и 22 представить в показательной

форме и выполнить указанные над ними действия

2i •

22 » » если

1
2i
= ->/2 +1^2, 22= л/8-1л/8'

3. Какая линия плоскости комплексного определяется

уравнением 2 = е"'', -Ж ф < я?

4. Вычислить значения функции и; = е^, где

я

а) 2i = 2 + i— ; б) ^2 = 2я1; в) z^ = nni, n = О, 1,2,
о
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Ответы:

24
iarctg— iarctgf-— <arctg-+jt

1. a)5e "^ ;6)13e ; в) 5 e

2. 16e 4 ,2e 2,
3. Окружность единичного радиуса с центром в начале

координат.

;б)1;в)(-1)", п = 0, ±1, ±24. а) е^ —+ 1-
2 2

У



5. ФУНКЦИИ
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

5.1. Понятие функции одной переменной

Определение 1. Если каждому значению х числового

множества X по правилу f соответствует единственное
число множества У, то говорят, что на числовом

множестве X задана функция у
= f(x), х е X.

В этом случае х называется аргументом, у
-

значением функции. Множество X называется областью

определения функции, Y - множеством значений функции.
Часто задают это правило формулой; например,

х^ +7
у
= 2х + Ъ или у

= —
. Указанный способ задания фун-

2x-7
кции при помощи формулы называется аналитическим.

Определение 2. Графиком функции у
= f{x)

называется множество точек плоскости, координаты х, у которых

удовлетворяют соотношению у
= fix).

Четность и нечетность

Определение 3. Функция у = fix) называется четной,
если она обладает следующими двумя свойствами:

1) область определения этой функции симметрична
относительно начала координат О;

2) для любого значения х, принадлежащего области

определения этой функции, выполняется равенство

fi-x) = fix).
Определение 4. Фуцкция у

= fix) называется

нечетной, если:

1) область определения этой функции симметрична
относительно точки О;

2) для любого значения х, принадлежащего области

определения этой функции, выполняется равенство
fi-x) = -fix).

График четной функции симметричен относительно

оси Оу, график нечетной функции симметричен
относительно начала координат 0(0; 0). Функция, не

являющаяся ни четной, ни нечетной, называется функцией
общего вида.

Определение 5. Функция у
= fix) называется

периодической, если существует такое число Г > О, что для каждого
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значения х из области определения этой функции х+ Т и

X -Т также принадлежат области определения и

выполняется равенство f(x + Т)=^ fix). Число Т называется

периодом функции. Очевидно, что f(x + пТ) = f{x), где пе Z.

Пример 1. Найти области определения следуюш;их
функций.

а) f(x) = л1х - -Jx-O .

Решение.
В данном примере

-

радикал четной степени, поэтому
область определения задается систгемой неравенств

fл: > О,

\х>9;
Ответ: [9; +оо).

13х +14

Решение.

3jc + 14

х +
14

> О, 1 > 0. Методом интервалов находим
Зл: -1 X

3

1 14
х> —, х<-—-

3 3

/•
Ответ:

14
и
Г1 ^

13

в) fix) = Ых + 7) - - \gi2x - 1).

Решение.
Область определения данной функции задается

системой неравенств

I д: + 7 > О,

2x-l>0;
<=>

^ > -7,
^

1 <=> x> —•
л; > -; 2

2

Ответ: —Ч-оо
2
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г) fix) = log^_i 0,3 .

дг+5

Решение.
Область определения данной функции задается

системой неравенств

х-1 -

>0,
л;+ 5 Ь:<-5, л:>1, Гл:<-5,л;>1,
^ 1 <=> 1 . ^ \ <^х<-5,х>1.
^Л1^1. [Х-1ФХ + 5; [х-любое;
ЛГ + 5
Отбб/п; (-оо:-5) U (1;+<»).

X

д)у = Igix - 1) - arcsin — .

Решение.
Область определения данной функции задается

системой неравенств

л: -1 > О, ,

J до 1,

о

Ответ: (1; 3].

Пример 2. Выясните, является ли заданная функция
четной или нечетной или не является ни четной, ни
нечетной.

х^ sin Здс

х^ +1
Решение.
Область определения функции

- (-=»; +оо)
симметрична относительно начала координат;

(-х)^ sin(-3x)
_

х^ sin Зх

Ответ: функция нечетна.

Щу = х^ - 2х^.
Решение.
Область определения функции

- (-«>; +«>);
У(-х) = i-xf - 2(-x)s = -х^ + 2х^ = -(хз - 2х^) = -у.
Ответ: функция нечетна.
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. Зх tg Зх

х^ +4
Решение.
Область определения функции

- (-<»; +00).

3(-x)tg(-4x) 3j(;tg4a: , .

yi-x) = —— = — = yix).
i-xf +1 x^ +4

Ответ: функция четна.

1-х
г) I/

= In ——.
1 + X

Решение.
Область определения функции найдем, решая

неравенство методом интервалов:

\ — X X — I
> о или < 0. Отсюда -1 < дс < 1.

1+х х+1
Интервал (-1; 1) симметричен относительно начала

координат.

1 + х (^
'"'

у{-х) = In:; = In
ri-^V , 1-х

1-х
= -ln- =-у{х).

\
l + ^:j 1 + x

Ответ: функция нечетна.

Д) У = (x + 4Y cos 2х.
Решение.
Область определения функции

-

интервал (-<»; +<»);
у (-х) = (4 - x)2 cos (-2х) = (х - 4)2 cos 2х = yiix).
Ответ: функция общего вида.

Пример 3. Найти наименьший период следующих
функций.

cosx

а) fix) =
1 + sin X

Решение.
Область определения функции

- вся числовая ось Ох,

п

кроме точек - — + 2nk, k е Z. Следовательно, если точка

X принадлежит области определения данной функции, то

точки X + 2п, X - 2п также принадлежат этой области

определения;

cos (х + 2%) cos X

fix + 2%) = :; r-7 TTZ
=

:
= fix).l + sinix + 2n) l + sinx

Ответ: наименьший период данной функции Т = 2я.
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б) fix) = |sin х\.
Решение.
Областью определения функции f{x) является вся

числовая ось Ох; для любого х точки х + Т1И х -

п

принадлежат этой области Определения,
fix + п) = |sin (х + л)| = |-sin х\ = |sin х\ = f{x).
Ответ: данная функция является периодической с

периодом п.

в) fix) = 3sin X + sin 2х.
Решение.

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что

число п не является периодом данной функции.
Возьмем Т = 2п, fix + 2п) = 3sin (дс + 2я) + sin 2(x + 2л) =

= 3sin X + sin 2х = fix).
Ответ: Т = 2п~ наименьший положительный период

данной функции.

Задания для самостоятельного решения

1. Найти области определения следующих функций:

х-1
^) д^) =_____. д) f(x)=4x^ -Ах;

з)Я.)=:/^IZ;г)Я,)=^^^;д)Я,)=. -

дс + 1 sin X COS пх

2. Найти наименьший положительный период каждой
из следующих функций:

а) fix) = sin X • sin Zx; б) fix) = sin x + sin 2x;
в) fix) = sin^ x.

3. Выясните, является ли заданная функция четной,
нечетной или функцией общего вида:

.2
X

^)У= ~4—7; б) у = хз - 2x; в) Vx-T; г) I/ = |х| + cos дс;
х-1

fl) у = X + tg 2х; е) у = х^ + sin х.

Ответы:
1. а) Xi ?i -1, ^2 ^ -2; б) [-2; 0] и [2; оо); в) [-9; -1) и (-1; 9];

г) дс 9t feji, fe G Z; д) дс #
— + fe, fe е Z;

2. а) Г = 2п; б) Т = 2п; в) Т = п.

3. а) четная; б) нечетная; в) общего вида; г) четная;
Д) нечетная; е) общего вида.
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5.2. Предел числовой последовательности
и его свойства

Определение 1. Конечное число а называется пределом
числовой последовательности ; ... (или
просто {xj), если для любого е > О (сколь угодно малого)
существует число N = Щг) такое, что |x„ - а| < е при всех п> N.

Обозначение: lim х„
= а.

П-*оо

Определение 2. Числовая последовательность имеет

бесконечный предел, если для любого Е > О (сколь угодно
большого) существует число N = М{г) такое, что | x„ | > е

при всех п> N.

Обозначение: lim х„
= «».

л—>■»

Определение 3. Последовательность {xj называется

бесконечно малой, если lim x„
= 0.

л—>оо

Определение 4. Последовательность {xJ называется

бесконечно большой, если lim x„
= <».

л—>■»

Теорема 1. Пусть существуют конечные пределы
последовательностей {xJ и {yj.

1) Если существует порядковый номер N, начиная с

которого (п > N) выполняется условие х^<у^ , то

lim x„<lim у„.
л—>■» л—>=о

2) Если существует порядковый номер N, начиная с

которого (п > N) выполняется условие х^
= С, С - const,

то lim х„
= С.

л—>■»

3) Иш (x„ ± у„) = lim х„ ± lim у„.
Л-^=о Л—^оо Л—»"»

4) lim ix„
'

у„) = lim х„
• lim у„.

л—>оо Л—>оо Л—>=»

В частности, Иш С -

х„
= С - lim x„, С

- const.

5) lim ^ =гг-_,где limi/„#0,i/„#0.
л—>»

Замечание. Операция [а] означает выделение целой
части числа а, не превышающей самого числа а.

Например, [5, 43] = 5; [-5, 43] = -6; [4] = 4 и т. д.



2в1 5. Функции одной переменной

Пример 1. Используя определение предела последователь-

га + 2
_

1
ности, доказать, что Ит -

п-»~> 2л +1
Решение.

Покажем, что для произвольного сколь угодно малого

действительного числа е > О можно указать порядковый

номер N элемента последовательности х„
=

ная с которого выполняется условие

га + 2

2л+ 1
, начи-

га + 2 1

2л+1 2
< е, или

4л+ 2
<е.

Так как л > О и
4л+ 2

>0, то

3 3
<е<=*4л + 2> — <=*л>

4л + 2 8

4л+ 2

3-2е

4е

4л+ 2'

Следовательно, для всех п> N, N =

3-2е

4е

выполняется условие

л + 2 1

2л+ 1 2
< 8, а это по определению

предела числовой последовательности означает, что

,.
л + 2 1

lim
п-»<« 2л + 1 2

Проанализируем полученный результат численно. В

частности, при е = 0,01 N = 74, т. е., начиная с Xj^, все

1
члены последовательности отличаются от

—

меньше, чем

на 0,01.
При е = 0,001 N = 749, т. е., начиная с х^^ , все члены

последовательности отличаются от —

меньше, чем на

0,001.
Отметим, что при е —> О JV —> <».

Замечание. В дальнейшем будут использованы следу-

юш;ие очевидные соотношения:
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lim л^ =

оо,р>0,

1, р = о, или lim — =

оо, р < О,

1, р = о,

о, р > 0.о, р < 0;
В математическом анализе приняты следующие

символические обозначения:

С С
—
= О, — =

оо, с 9t о, с - const.
оо о

,11 1-1
Например, иш — = — =0 или lim—^ ir

О

Конечно, речь идет не о делении на <» или О, а о

делении на элементы бесконечно большой или бесконечно
малой последовательностей.

Пример 2. Вычислить пределы

а) lim—

Решение.

?\\ lim

кч lim

; б) lim
3 + п"

-1=0.
ОО

3
— = оо.

Ответ: а) О ; б) <».

Замечание. При вычислении некоторых пределов

возникает ситуация, которую называют неопределенностью.
Например, если /(л) -> <» и ^(л) -^ <» при л -> <»

, то

попытка произвести непосредственное вычисление предела

Кп)lim приводит к неопределенности
^oo^

оо

Ч J

.

Аналогичным образом появляются неопределенности следующих

типов:
О

О
; (оо

- оо); (О • оо); (1~) и Т. П. ДлЯ ТОГО, ЧТОбЫ

раскрыть неопределенность, требуется применить тот или

иной технический прием. В частности, неопределенность

^oo^

оо

V J

обычно исчезает после сокращения дроби на

множитель, который определяет наибольшую скорость роста
числителя или (на выбор) знаменателя.
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Пример 3. Вычислить пределы:

а) lim
Зл^ +Л-4

п-»~ 4л +1

5" — 3"
б) lim ;

п-»~4-5" +2
п , пп

в) hm —

=

"-*"

5л + ^2л5 + л -1

Решение.

а) lim
Зл + л -4

п-»~ 4л"^ +1

oil3 +

= lim
"

f

^co^

оо

= lim

Л 1 1^

п 'л 1^
4л + —-

V
л

J

= 0.

4л+
л

В этом варианте решения дробь сокращена на л^, так

как это старшая степень числителя. Возможен вариант
решения с сокрапцением на л^, как на старшую степень

знаменателя:

^3 1 4^

lim
Зл + л-4

л

п-»~> 4л +1

— =lim-
Л Л^ Л^

"V4
л 4

П о"

б) lim
5"-3

п->~4-5" +2"

^oo^

со

5"

= lim-
П->оо

'-fir^
5" 4 +

'2Г

1-

= lim-
п—»■»

4 +
2Г 4

В данном выражении 5" определяет максимальную
скорость роста и числителя, и знаменателя.
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в) lim
л/Зл'* + 2 - л

= lim
V л*

"-~5n + fe5+n-l "-"~^ O.L1 1

л

/'„л

4°°^

= lim

3 +

5л + л
^ 3/2 +

л* л^

л
5 1 L 1 1

п

\
n^

41
о

Ответ: а) 0; б) —; в) <» .

4
Замечание. Часто для раскрытия неопределенностей,

связанных с иррациональными выражениями,

используют известные алгебраические формулы.

(Va - л/в)-(Va + л/в)= А - Б; А > 0; Б > О,

6/а±Ы-Г^ + ^/аб + ^>>^±5-

Пример 4. Найти пределы

л/л^ + л - л/л^ - ла) lim

Ч

б) lim

Решение

(
а) Ит

^2п^ + л - ^2п^ - п

^^^Гп-^^^Гг, = Гоо — оо) =

= lim
] л/л^ + Л

- л/л^ ~ " II ■« "^ + " + "v "^ - л I
imi ,

^^
.

^ =

"^^n' + n+^ln'-n "-"Ji +i + Ji-i
V и V л
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= lim
п—»■» -¥-!•

б) limj \/2л^ + п^ - л/2л^ - п^] = (оо - оо) =

= lim ^^ -^N ^ .

= lim
/'

(2n^+n^)-(2n^-ra2)

л 3||2 + -
Л

л

V

+ з||2 + - 2--
n I n

+ 3||2--
n

2 Ч2
3-^ 3

Ответ: a) 1; 6) —- .

о

Замечательные пределы и их следствия

1) lim л sin—= (оо • 0) = 1;
П—^оо П

■ ( lY
2) lim 1 + — = (1°°)

—

е, е -

основание натурального

логарифма; е = 2,7182818.

3) lim п - log„ 1 + -

ч "у
= (оо . 0) = :; ;а>0; аф1,

та

1 + -

V "у
lim п • In

а" -14) lim п

= 1;

= (оо . 0) = in а; а > о,

\ J
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lim п

5) lim п
П—У<*>

е« -1 1;

у

1 + - -1

V "J
= (оо • 0) = /г; /г е Л;

/

1

6) lim
П—>оо

^1\

K'^J
"=И=1.

0-символика

Определение 5. Если существует конечный не равный
нулю предел отношения бесконечно малых

последовательностей {х„} и {г/„}:
X

lim —^ = й; О < 1^1 < со, то {х) и {уJ называются после-

довательностями одного порядка малости при п-^°°.

Обозначение: х^
= о(г/„).

X

Определение 6. Если lim —^ = О, то последователь-

кость {х^} называется бесконечно малой более высокого

порядка, чем {?/„}.
Обозначение: х^

= 0(у^.

Определение 7. Если ^1™^~= 1, то {лг„} и {г/„} называ-

ются эквивалентными.

Обозначение: х„
~

у„
Примеры эквивалентных бесконечно малых

последовательностей при л —> со :

11 .1 11 11
sin tg arcsin arctg ; 1 - cos — ;

n n n n n n 2n

log,
n

f

J
n\na

;ln
л

1 + -
n

~

-; a-
n

In a
1 ~

t

e" -1- -;
1 r. 1 ^*

1 + -
Л
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Замечание. При расчете пределов числовых
последовательностей можно заменять множители (и только
множители!) на эквивалентные им выражения.

Пример 5, Вычислить пределы:

^
л+1 I 2

а) lim—|-4-;б) Пт^ ^ •

П->оо , £,11
—

1. п—»оо
Sin

пЧ2
п—>■» . о

arcsm—
п

... 2 1
л^ +1

в) limn •In—

Решение.

tg

а) lim-

Л + 1

Sin
2га-1

л^ + 2

^0^

л + 1

^2

2л

«2

+ 1

-1

+ 2

->0; tg
га + 1

—> 0; sin

«2+1 „2^1

2л -1 2л - 1

= lim
Гп + 1^

л^ +2 л^ +2

Г2л-П^,. (л+ 1)(л^-н 2) ^

/

л

= lim

\

1 + -
Л

«->" (л^ + 1Д2л -1)

1 +
л

/^

л

/^

1 +
л

\

2--

л

1^
2

б) Ит

4/1+2-1
Л

П—>1Х> . О

arcsin—

п

О

О



Практикум по высшей математике 268

2
А Ji 2

,
1 2 1

>0; 4/1 + 1- = —

п \ п 4 л 2л

5 _ .55
> 0; arcsin —

~ —

п п п

в) lim п • In
——J

= (оо • 0)

_,.
15 1

= lim —:— =—

п-^2п п 10

л^+4

л^-ь1 л^+4-3

л^+4 л2+4
= 1_,

л^+4 л^ +4
О

In
л2+1

л2+4
= 1п 1-

= lim п^
( -3 ^
«2+4

л=^+4

= -3 lim

л2+4

л

П->оо д'^ ^ 4

^co^

4°°/
=-3 lim

1 +

= -3.
л

Ответ: а) — ; б) — ; в) -3.

Задания для самостоятельного решения

1. Исходя из определения предела числовой посдедова-

5л-3
тельности, доказать, что последовательность лг„

= —

стремится к 5. Найти значение порядкового номера л,

начиная с которого элементы последовательности

отличаются от 5 меньше чем на 10~^.

2. Доказать, что последовательность лг„
=

2л^ + л -1

4л^+1

стремится к —.

Найти пределы:

л/2л2 + л + 5 +1
„

,.
50л^-10л^+1 . н^3. lim . 4. "™

.1—-.

„->со Зл2+л + 100
""^~

2 + 1/Зл*+1
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>/л^ +1 + л

5. ^1"1 —
"-^" Зл

' t ^"

. 6. limfл/2л^ +1 -72л^-1 ].
-л/л^+2 "-^Ч У

7. lim 'л/п' + 2л2 - „

ч

. 8. lim
п-^~ 1 - Зе"

sin

9. lim

■Jn
п + 1

arctg
(гЛ

In
л+ 10

п

10. lim
л

. 1Ч4
1 + -

Л
ч

-1

у

Ответы;

л/2 2 5 13
3. оо; 4) 4^ ; 5. 0; 6. 0; 7. - ; 8. -

g
^ 9-

J^^ ' ^^'
J

5.3. Предел функции

Определение 1. Конечное числоА называется пределом
функции у

= f{x) в точке х = а, если для любого е > О

(сколь угодно малого) существует число 5 = 5 (е) > О такое,
что для всех х, удовлетворяющих условию О < |лг - а| < 5,
справедливо неравенство: \f(x) -А\<е.

Обозначение: lim fix) = А; fix) -> А |^_,^ .

Определение 2. Функция у
= fix) имеет бесконечный

предел в точке лг = а, если для любого е > О (сколь угодно
большого) существует число 5 = 5 (е) > О такое, что для

всех X, удовлетворяющих условию О < |x — а| < 5,
справедливо неравенство: |/(л:)| > е.

Обозначение: lim fix) = оо; f(x) —> «> |^_^^.
х-*а

Аналогично вводятся понятия конечного предела в

бесконечно удаленной точке: Цш fix) = А < «>, и понятие

бесконечного предела в бесконечно удаленной точке:

lim fix) = оо.

Определение 3. Функция называется бесконечно

малой при л: -» а (л: —> оо), если lim fix) — О.
х-*а
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Определение 4. Функция называется бесконечно

большой при лг —> а (лг —> оо), если lim fix) — «>.

(*-»■»)

Определение 5. Конечное числоА называется пределом
слева функции у — f(x) в точке х —

а, если для любого

е > О (сколь угодно малого) существует число 5 = 5 (е) > О

такое, что для всех х, удовлетворяющих условию
О < а -

л; < 5 , выполняется неравенство: |/(л;) - А\<е.
Обозначение: lim fix) = /(а - 0).

х-*а~0

Определение 6. Конечное число А называется пределом
справа функции у

— f(x) в точке х = а, если для любого

8 > О (сколь угодно малого) существует число 5 = 5 (е) > О

такое, что для всех х, удовлетворяющих условию
О < л; — а < 5 , выполняется неравенство: |/(л;) -А\<е.

Обозначение: Цщ fix) = /(а + 0).
х-*а+0

Пример 1. Доказать по определению предела функции,

,.
5л;-4 с

что hm =6.
х-*2 3-Х

Решение.

^ .
5д:-4

Преобразуем выражение
—

к следующему виду:
3 — X

5х-4 5((д:-2) + 2)-4 5(д: - 2) + 6

3-д:
~

3-((д:-2) + 2)
~

l-(x-2)
'

5х-4
^ 1Цх-2)

тогда
— 6 =
3-х l-ix-2)'

Оценим модуль этой разности при х близких к 2:

llU-2|^^^-6 1Цх-2)

1-(^-2) 1 - л: - 2

Пусть 8 > О -

произвольное действительное число, тог-

llU-2| ^

да из условия I I < е получаем
1 - U - 2|

111д: - 2| < 8 - £ |д: - 2|; |д: - 2| < ——
8

8
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обозначим —
= 6, тогда О < |л; - 2| < 5.

11 + Е

Таким образом, для всех значений л;,

удовлетворяющих условию

£

0<|.-2|<5,5-3J^,
5л:-4

выполняется неравенство -6 <е.
3-х

Поскольку £ - произвольное число, то по определению 1

,.
5д:-4

^

это означает, что lim — = 6.
х-^2 3-х

В заключение отметим, что при е —> О 8 —> 0; и

наоборот, при 6 —> О £ —> 0.

Свойства пределов функций

Теорема 1. Если существуют конечные пределы

функций f(x) и g(x) в точке л; = а, то

1) если существует окрестность точки х = а,в которой

fix) = С; С - const, то lim fix) = С;
лс—»а

2) lim ifix) ± gix)) = lim fix) ± lim gix);
x—*a x—*a ЛС—»a

3) lim fix) • gix) = lim fix)
• lim gix)x

lim С • fix) = С ■ lim fix), С
- const.;

X—»a x-^a

f(y.\
lim fix)

4) lim -^^^ = f=^ ; lim gix) Ф 0.
x-^a gioc) lim gix) x-^a

x—*a

Теорема 2. Если существуют конечные пределы
функций fiy) в точке у

= b и gix) в точке х= а:

lim fiy) = В; lim gix) = Ъ, gix) Ф Ъ при хФа,

тогда предел сложной функции figix)) в точке х= а

также существует и равен Б.

Пример 2. Вычислить пределы:

... 3x^-1
^^..

х + 4
, ,.

д:^-Зд: + 2

а) Iim ; б) Iim — ; в) lim .

х-^1 х + 2 х-^Зх^-9 ^-*1 х + 4
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Решение,

а) lim =

х-^1 х + 2

,. х + 4
g\ iim
fx-^Sx^-9

1
I

, ,.
д;^-Зд: + 2

в) Iim
X-^l X + 4:

Щ lim л; 1 -1 _ ^

lx-.i J _3-l 2

lim д: + 2 1 + 2 3
'

x-^l

lim x + 4: о I A
д;_^3 3 + 4

\^ 0
lim л; - 9
X-.3 J

/ \2

lim л; - 3 lim x + 2 -

{x-^l ) x-*l
_

i ■

lim л; + 4

-3 + 2

5
= 0.

Ответ: a)
~

; 6) «>; в) 0.
о

Замечание. Обозначение оо является обобщением для
+00 и -оо. Если выбор знака является принципиальным, то

это должно отражаться в условии задания. Необходимо

также помнить о том, что выражение ■^2Ы понимается

исключительно как арифметический, т. е.

неотрицательный корень, а поэтому, в частности, Ща^'^ = \а\.

Пример 3. Вычислить пpeдeJIы:

а) lim
Ах^-х^+1 л/д:^-д; + 1 + >/2д:^+1

к ; б) lim ■

в) lim
2^-1

х-*«. 2^ + 1

Решение.

г) lim

^-"~д: + 77Т7

а) lim
4х^-х^+1

х^+1
- = lim-
ОО 1 ЛС—»оо

X Х^ Х^

хЦ1 +

= ?=о=
X

^-^^^ 5'^х^+х + 2-х
б) lim_

ОО

ОО
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= lim
V X X н_
5-х^ ■Jl + -- + —r -X

V х^ х^
Г

= lim -

\

х^

,/,12 1
\

—

О 1 + V2
_

72
5 5

Условие положительности переменной х гарантирует

существование выражения л12х^ +1. Это же
обстоятельство учтено в преобразовании

Их^+х + 2=х^ •^\1 + -\ + -^ =

V х^ х^

, Л 1 2 f 1 2
= |л;|2 .4/1 + -^ + --г = л;^ •4/1 + —:г +

х'
■

;с« 5 6
X X

в) Поведение показательной функции 2^ существенно
зависит от знака бесконечно удаленной точки:

при X -^ +00 2^ -^ 4-00

при л; -^ -оо 2* -^ +Q'.

/^

в. 1) lim
2^-1

дс-*-н»2 +1

—

= lim

1-
п

—2^l+^
= 1;

в. 2) lim
2^-10-1

2^ +1
~

0 + 1

= -1.

г) Поскольку л/л:^ +х-2 =\x\-ll+ . то

рассмотрим два случая
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г. 1) lim - = lim
—.W.^..-2 --^,^Л,1_2

= - =0;

X х'

г. 2) lim
х + 4^-' + X

= = Иш
2 ''"*""

1.1-

l + Jl + --~ 1 +

= lim

1 А
л; х^

= lim

L 1 2

-1 +

= --2.

Ответ: а) 0; б)
7^

в) 1 при X -^ +оо; -1 при л; -^ -«>;

г) О при X -^ +оо; -2 при л; —> -«>.

Замечание. Неопределенность
'0^

при вычислении

,- fix)
предела lim -—--

, как правило, означает, что х = а

является нулем функций f(x) и g{x). Это обстоятельство
можно эффективно использовать для раскрытия
неопределенности. В частности, если f(x) и g{x) -

полиномы, то в

соответствии с теоремой Безу их можно представить в

виде Яд;) = {х-а)- f{x); gix) = {х-а)' Цх), где f{x) и ^(д;)
-

многочлены, получающиеся из исходных делением на

л; - а. И тогда Ит
х-^а g{x)

li^U-a)f(4_,.^fM
х-^а (X - a)gix) х-^<^ six)

Если неопределенность сохраняется, то эту процедуру
можно повторять неоднократно.

Процедура деления многочленов уголком проводится
аналогично делению чисел уголком. С той лишь

разницей, что роль цифр, отвечающих за разряды числа, в

многочленах играют степени переменной х. Чтобы аналогия

была полной, советуем в случае деления неполных

многочленов, т. е. с отсутствующими степенями х,

восстанавливать эти степени с коэффициентом 0. В некотором
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смысле, деление многочленов даже проще, чем деление

чисел, поскольку очередное слагаемое частного легко

подбирается так, чтобы была «уничтожена» старшая из

оставшихся степень делимого.

Пример 4. Вычислить предел: lim
х->1

Решение.

Зд:^ + л: - 4

X'

При л; = 1: Зл;^ + х - 4 = 1 = О, т. е. имеет место

,л

неопределенность «

Поделим Зл;^ 4- л; - 4 на л; - 1;

Зд;3 + 0д:2 + д; - 4
Зх^ - Зх^

Зх^ + х

Зд;2 - Зх

Зх^ + Зд: + 4

_4д:-4
4д:-4

о;

следовательно, Зд;^ + д; - 4 = (д; - 1)(3д;2 + Зд; + 4).

lim
х-*1

Зд:^+Зд: + 4

х^-1

0) ,. (д:-1)(Зд:2 + Зд: + 4)
— =lim^
0] х-^1 (д;-1)(д; + 1)

= lim
х-^1

Зд:^+Зд: + 4 10

х + 1

Ответ: 5.

= 5.

л/Зд; - 2 - л/д: + 2

X'
Пример 5. Вычислить предел lim

Решение.

Воспользуемся приемом домножения и деления

исходной дроби на выражение, сопряженное числителю:

yl3x-2-Jx + 2 ^(0\ _

О
~lim

д:^-4

= lim ^-^^-^У^^^+^) =

^-^2 (д^2_4Д73д:-2+л/д: + 2^
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= lim
(Зд:-2)-(д: + 2)

^-^2(д;2_4)рЗд:-2 + л/л: + 2)
2(х - 2)

2 2 1
= hm / ■ ■ \ = — = —

''-^^ix + 2)[y/Зx-2+^|x + 2j 16 8

Ответ: —.

Замечательные пределы и их следствия

1) lim
81Пл;

х-»0 X

^0>
= 1;

- f lY
2) Ит(1 + д;)^ = (1~) = е; lim 1 +- = е;

Х-^О X-^ocI X I

3) hm —2il i = - h= ; ;а>0;аф1;
x-*o X I 0 1 ma

ln(l + д;)hm ^=1;
x-*o

-

л;

4) hm ^^^
x-»o л; чО.
:„а+^г-1

(0^ e
= \na; a>0; аФ 1; lim

^
1

x-*o л;

= 1;

5) lim

6) lim д:*=(00)= 1.
x-»0+0

^0^
= k; ke R;

Эквивалентные бесконечно малые функции

1) sin X ~ tg X ~ arcsin х ~ arctg х - х при л; -^ 0;

х^
1 - cos X ——• при л; -^ 0;

2) log.(l + х)~ при х-^0; 1п(1 + х) ~ х при х->0;
та
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3) а' -1 ~ X • \па при х -^ 0; е' - 1 ~ х при л: —> 0;
4) (1 + л;)* - 1 - kx при х-^0;(1 + ху-1 + kx при л; —> 0.

„ « т^ 1- (1-со8л;)^
Пример 6. Вычислить предел lim — —.

Решение.

Преобразуем выражение, стоящее под знаком предела,

(1-со8л:)^ (1-со8л;)^ (1-со8л;)^-cos^ л;

tg^^r-sin^^: sin^ л: , о sin^ л;(1 - cos^ л;)8Ш"*л:
cos X

(1 -со8л;)^ -cos^ X

sin х(1 - cos х)(1 + cos X + cos л;)
о

(1 - COS л;) ■ cos X

sin® X ■(1 + cos X + cos^ л;)
Воспользуемся эквивалентностью при х-^0:

х^
.

,. (l-cosa:)^ Г О
1 - cos X ; sm х ~

х, тогда Iim —^-^г г— =

2 *-^otg^a;-sin^ д:

^ 3
COS X

^ ^
= lim—г — = lim— = — =

x-*o^;**.(X + cosa; + cos"*a;) «-^обл; О

Ответ: °°.

Пример 7. Вычислить предел:

+ X • sin X - Vcos 2х
lim

,

Решение.

Преобразуем исходное выражение:

л11 + X • sin X - Vcos 2х

О

2

_ (л/l + д; • sina: - Vcos2х J(Vl + д; • sinд; + Vcos2a:) ^

tg^ — • (Vl + AT-sinA; + Vcos2^)
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.
1 + л; • sin X - cos 2л;

(7itg^ — • 1л/1 + л; • sin л; + Vcos 2х j
л; • sin л; + 2 sin л;

tg^ — • (л/l + л; • sin л; + Vcos 2л;)

sin^jcl
sin л;

+ 2

tg^ — • (л/l + л; • sin л; + Vcos 2л; j
л; X

Так как при л; —> 0: sin л; -

л:; tg — -
—

, то

lim
Vl + л; • sin л; - Vcos 2л; fO^

, 2 •*- ^0;
lim

2 +

smл;
= 6.

Ответ: 6.

Замечание. При расчете некоторых пределов удобно
переходить к новой переменной

X = git)
lim /(л;) = t = h{x)

t -^ h{a)

lim f(g(t))

Пример 8. Вычислить предел: lim

Решение.

cos X - sin X

n
X

4

lim
я
►—

4

COS X - Sin л:

t 7t

4

л; = t
4

л; = f +

f ^0

n
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cos

= lim

t +
п
-sm t +

п

t

Г2
(cos t - sin t - sin t - cos i) . .

Ответ: -

Пример 9. Вычислить пределы:

/о \Х

2х^ -л; + 1
а) lim

2х^ + 4л: -1
; б) Ит(со8д:)'*^'^.

;
х->0

Решение.

а) Очевидно, что

,. 2л:^-д: + 1
Iim :

2-i + i-

Х->оо _ 4 1
v~;

= 1,
2 + -1-

л; л;"^

следовательно, имеет место неопределенность (1~).
Воспользуемся вторым замечательным пределом,

предварительно преобразовав исходное выражение:

2д:'' - д: +1

2х^ +4д;-1
= 1.+

^ 2д:^ - д: +1

2д:^ + 4д; -1
-1

= 1 +
-5л;+ 2

2х^ + 4л: -1

—5л; + 2

Очевидно, что ^^—^ ; j -^ О при х -^ оо.

lim
2л;^ - л; +1

2л;^ + 4л: -1

2л:^ + 4л: - 1

= lim
Х-»ое

/^ 2хЧ4х-1 "^
''^ -5л;+ 2 ^ -5JC+2
1 +

-5х+2

2л:^ + 4л: - 1

2х^+4х-1
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-5 +
2

-5х^+2х
2 +

4 1

= lime2^'+4x-i = lime'^ ^' 2 _ V7

б) lim(cosa:)''*^'' = (1~) =

(
. N(cosx-l>ctgx

: lim (1 + (со8л; -1)) ^=°^^-1

V

cosx(cosx-l)

= lime si"^

со8л;~1

со8л;-1~--

8шл; - л;

при л; -> О

= lime 2-^ = е" = 1.
х-»0

Ответ: а) -j"; б) 1.
е

Пример 10. Вычислить предел: lim

Решение.

Преобразуем исходное выражение:

sin2x
_

sinx 2sinxcosx
_

sinx

sin 2x
_

-sin X

= e
sinx

л; X

sinx-(2cosx-l) _i

Так как 8in л;(2со8 л; - 1) -> О при л; -> О, то

gsin.:(2co8.:-l) - 1 ~ sin ЛГ
' (2с08 X - V) ~ X • (2С08 X - V)'.

lim
лс-»0

-sin 2х
_

sin X

X

е«1по-(2со8 0-1) = 1.
Ответ: 1.

-|=lime"^"^
^0 I х-^о

Х(2 С08 X-V)
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Задания для самостоятельного решения
Найти пределы

1. lim
х-2

х-»з л;+ 10

„
,.

дс -5дс + 4
3. lim

х-*1 х-2

2. lim
. 2л:^-1

х-^2 X -А

4. lim
2л:^-Зл:-1

*-*~ 5д;"*+4

1

5. lim

7. lim
Х-»оо л/л:^ +1 + л:

^ ,. Зл/4л:^ -1 - \/л:2 + 1
о. lim

^^==
^-*~ ^л:*+3-3л:

_

,.
Зл:^ - 4л:2 - 5л: + 6

8. lim— .

*-*! л:"*+л:-2

9. Иш
Тб^+Т--УзГТб

л:^-8
10. lim (1 - cos дс)"

х-»о tgx-sixix

sin л: +
я

11. lim
.1 tgjc +1

12. lim
7l + tg JC - Vl + sin X

*-*o ^f^osjc -1

13. lim

15. lim

^Зл:^ -л:-2

3^:^+1

ri-cos2^:T*^
2x''

14. lim
^3x ^лг
e - e

*o Incosic

Ответы:

4 2 1
1. rr; 2. oo; 3. 0; 4. —; 5. -5 при x -^ +oo; _ при x -^ -oo;

lo 5 4

6. —-; 7. 0 при л: —> +oo; +<» при л: -^ -oo; 8. -1; 9. ;
3 132

10. 0; 11. -; 12. 0; 13. -

; 14. <«; 15.1.
2 e
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5.4. Непрерывность функции
в точке и на промежутке

Определение 1. Функция f(x) называется непрерывной в

точке х= а, если она определена в некоторой двусторонней
окрестности этой точки, включая и саму эту точку, и при этом

lim fix) = lim f{x) = f(a).
x—ia-O x-^a+0

Функция называется непрерывной на промежутке,
если она непрерывна во всех точках этого промежутка.

Точки разрыва и их типы

Определение 2. Точка х = а называется точкой

устранимого разрыва, если в этой точке функция имеет равные

между собой конечные пределы, но сама в этой точке либо

принимает другое значение, либо вообще не определена.

Определение 3. Точка х= а называется точкой
разрыва первого рода, если в этой точке функция имеет

конечные, но различные односторонние пределы. При этом

разность

f(a + О) - f(a - О)
называется скачком функции в точке х = а.

Определение 4. Точка х = а называется точкой
разрыва второго рода, если хотя бы один из односторонних
пределов не существует или равен с».

Теорема 1. Если функции f(x) и gix) непрерывны в точ-

f{x)
ке X =

а, то функции fix) ± g(x), f(x)
• g(x), ——, где

Six)
g(a) Ф О также непрерывны в этой точке.

Теорема 2. Если функция f{x) непрерывна в точке л: = а,
а функция g{y) непрерывна в точке у

— Ъ,Ъ — f(a), то
сложная функция gifix)) непрерывна в точке х= а.

Теорема 3. Все элементарные функции непрерывны во

всех точках, где они определены.

Пример 1. Исследовать на непрерывность и разрывы

х + 1

функцию f(x) =
х'-1

; хФ±1;

—; х = -1.
2

Решение.
В силу теорем 1-3 функция fix) непрерывна во всех

точках числовой оси, за исключением, быть может, точек

х = ± 1.
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Рассмотрим эти точки отдельно.

1)л: = -1:

^0^
lim

х+1

х-»-1-0 X ч».

х + 1
■■ lim
х-*-1-о(х + 1)(х-1) 2

/(-1-0) =
2'

lim
х + 1

х-»-1+0 X

х + 1
lim ,

х-^-1+о(х + 1)(х-1) 2

/(-1+0) = --.

Поскольку по условию /(-1) = -—,тол; = -1- точка

непрерывности.

2) дг = 1:

lim
х + 1

—
—

= оо.
х-»1+0 х^-1 О

следовательно, х = 1 -

точка разрыва 2-го рода.
Ответ: функция f(x) непрерывна во всех точках

числовой оси, кроме л: = 1 - точки разрыва 2-го рода.

Пример 2. Исследовать на непрерывность и разрывы

2* -1

функцию f(x) =
—

.

2* +1
Решение.

Функция непрерывна всюду, за исключением точки

л: = О, в которой она не определена.

1

2* -1
lim

х-»о-о Л + 1
= -1;

2* +1

2* -1

1

2^

lim
JC-»0+0 i.

2^+1

= lim
2*

>o+o J

2^ 1 +

Ч

1^

2^j

= 1.
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Ответ: функция f{x) непрерывна во всех точках

числовой оси, кроме jc = О - точки разрыва 1-го рода.

Пример 3. При каких значениях An В функция

я

fix)-

-2sinx, х<

Asinx + B,- — <x<—,
2 2

непрерывна?

COSJC, Х>
к

Решение.

пп п

Функция fix) непрерывна при х <-
—

;-
— < х < —;

х>
п

Исследуем точки х = ±
п

п

1)х

lim -2 sin х = 2;

2

lim (-^ sin х + В)'=-А + В;
Х-*—+0

2

-
— ]= 2, следовательно, условие непрерывности
2

п
функции в точке х = -— имеет вид: -А + В = 2.

2)лг =
71

lim

2

lim

2

(Лд: +

COS X

В) =

= 0;

А Л-В;

%
л
—

== о, следовательно, А + В = 0.
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Получаем следующую систему:

\а+в=о
^

|в=1.
Искомая функция имеет вид:

f(x)^

2 sin jc, X < —,
2

,
It n

smX + ly — < X <—y
2 2

cos л:.

Ответ:A = -1; В = 1.

x>—.
2

Задания для самостоятельного решения

Исследовать функции на непрерывность и разрывы

0, л: < О,

л:^ - 2x, О < л: < 2,

1, X > 2.

1

1. ^
=

2. 1/ =
2л:

^

jc-l

д;^ + л: - 2

х+-

3.1/ ^ 3 *

4. 1/=3
*

. 5.1/= 3 *
.

6. ^ = [х].
7. При каких значениях параметров Ли В функция

У =

Ы(х^ +1), х< О,

А sin х + В, О < X <
п

-2, X >
п

непрерывна?

Ответы:
1. л: = 2 - точка разрыва 1-го рода;
2. jc = 1 -

точка устранимого разрыва; х — -2 - точка

разрыва 2-го рода;
3. X = О -

точка разрыва 2-го рода;
4. X = О - точка разрыва 2-го рода;
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5. л: = О -

точка устранимого разрыва;
6. точки вида х= п, пе Z, являются точками разрыва

1-го рода;
7.А = -2;В = 0.

5.5. Производная и дифференциал

Производная функции, заданной явно

Определение 1. Пусть функция у
= fix) определена в

некоторой окрестности точки л: = а, включая и саму эту

точку. Если существует конечный предел

х-^а Х- а

то он называется производной функции у
= f(x) в точке

X = а.

dy(a)
Обозначение: у'(с1)', fXa-)\ ~i— •

ах

Определение 2. Пусть функция у
= f{x) определена в

односторонней окрестности точки х = а, включая и саму

эту точку. Если существуют конечные пределы

,. fix)-Па) ,. f(x)-fia)
lim или lim

, то они называют-
х-^а-о х-а х-*а+о х-а

ся соответственно левосторонней и правосторонней
производной функции у = f(x) в точке х = а.

Обозначение: f_\a); f+\a).
Определение 3. Пусть функция у

= fix) определена в

некоторой окрестности точки х = а, включая и саму эту

точку. Если

х-^а Х-а

ТО говорят, что в точке х = а функция имеет бесконечную
производную.

Определение 4. Пусть функция у
= fix) определена в

некоторой окрестности точки л: = а. Функция fix)
называется дифференцируемой в точке а, если ее приращение
в этой точке представимо в виде ^у = А' Ах+ а(Лд:), где

Ау = /(л + Ajc) - fia); Ах == X -

а. А- const; а(Лд;) = о(Дл:)
при Дл: —> 0.
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Линейная (главная) часть приращения ААх

называется дифференциалом функции f{x) в точке а.

Обозначение: dy(a); df(a); dy; df.
Теорема 1. Если функция у = f(x) имеет в точке х = а

производную, то ее дифференциал равен dy = f'(a)dx.

Производные элементарных функций

1) С = 0; С - const;
2) {хру^р- х'^^,р& R;

3) (log^x)' = —; ;а>0,аФ 1; (Inх)'=—;х> 0;

4) (а*)' = а" • 1па; а > О, а # 1; {е')' = е';

1
5) (sin х)'

—

cos х; (cos л:)' = —sin х; (tg л:)' = 5— ;
cos X

п 1

хФ— +пп,п&г; (ctg х)' = -

"7"^— ; х Ф пп, п е Z;

6) (arcsin дс)' =■ -(arccos х)' ==

-р==г; |x| < 1;

1
(arctg л:)' ?= -(arcctg дс)' = j ^

7) (ch х)' = sh л-; (sh х)' = ch л:, где sh л: =

X —X

е -е

е* +е
,,

shx
,,

сЬдг
СП л: = ; th л: = —;— ; cth х = —— ;

2 спх snx

Свойства производных и дифференциалов

Теорема 2. Если функции f(x) и g(x)
дифференцируемы в точке X, то их алгебраическая сумма, произведение,
отношение также дифференцируемы в точке х и при этом:

l){fix)±g{x)r^nx)±^{x);
2) (fix)' g(x)Y = fix) • g(x) + fix)' g'ix);

(C • fix))' = С • f(л:); С - const;

3)
/(:c)

[gix)^
Г(.).^(.)-/(.).^'(.)^^^^^^
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Следствие. Если функции fix) и ^(лг)
дифференцируемы в точке X, то их дифференциалы обладают
следующими свойствами:

1) difix) ± g{x)) = df{x) ± dg(x);
dif(x) ± С) = dfix), С - const;

2) difix)' g{x)) = df{x)' g{x) + fix) - dgix);
die' fix)) = С • dfix); С - const;

3) d ( fix)) dfix)-gjx)-fix), dgix)

gix)j g^ix)
, gix) Ф 0.

Производная сложной функции

Теорема 3. Пусть функция у = gix) дифференцируема
в точке л: = а, а функция z = fiy) дифференцируема в

точке Ь = gia), тогда сложная функция figix)) также
дифференцируема в точке X — a,vL при этом

(Я^а)))'=/;(&)•/(а).
Следствие.

difigia))) = /;(Ь)
• dgia) = f;ib) • /(а) • dx.

Производная обратной функции

Теорема 4. Пусть функция у
= fix) определена,

непрерывна и строго монотонна в некоторой окрестности точки х
= а,

и при этом fia) Ф О, тогда обратная функция х = f~^iy)
также дифференцируема в точке Ь = fia), и при этом;

df-\b)
^

1

dy dfia)
dx

Замечание. Для того, чтобы правильно

продифференцировать функцию, необходимо понять ее структуру.

Рекомендуем исходить из следующего правила: выбор
формулы для расчета производной того или иного выражения

определяется последней операцией в структуре этого

выражения. Причем под операцией здесь понимается и

сложная функция в том числе.

Пример 1. Найти производные следующих функций:

а) г/ = 2х^ + SX +1; б) г/ = sin л: log/^ х ;

2^+1
в)г/ =

cos л: -1
Решение.
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а) 2x^-^ + i[? + l
X

= (2х^У - (4x-i)' +
Г з\

}

1х^ -\-х~^ +л:4 +1

+ 1' = 2(x3)' - 4 • (x-i)' +

3 --1 3 -^

+ -ДС* + О = 2 • (3x2) - 4 • (-1) • X-l-l + ^..д; 4 =

4 4

= 6д:2 + 4x-2 + i. x~4 = 6x2 + А+_^.
4 д:^ 41/х

В списке табличных производных отсутствует

производная иррационального выражения вида Щх"^ или

1
поскольку эти выражения легко сводятся к степен-

i^'

ным функциям X
"
или X

"
. Выражение — формально

X

можно рассматривать (и дифференцировать) как дробь,
однако более рационально свести это выражение к

степенной функции с числовым коэффициентом; 4 • дс"^ .

Вообще, если в дробйом выражении отсутствует переменная
либо в числителе, либо в знаменателе, рекомендуем
избегать дифференцирования этого выражения как дроби:

X

т. д

f^
= 5 • x-2; -^

= (sin X - 2)-1; =—х^ Л-— и
sin дс - 2

' ' '

5 5 5

б) (sinx-log^ XJ=(sinx)'-log^ X + sin X • (log^ дсJ =

= cos X • log^ X + sin л:

r

X

1 ,
2sinx

= cosx-log/gл:^-■•lnл/5 xln5

B)
2^+1

cosar-l
;

(2^ +1)^ • (cosa: -1) - (2^ +1) • (cosx -1)^

(cosar-l)^
2^ In 2 (cos a: -1) + (2^ +1) • sin x

(cosx-l)^
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^
4 3

Ответ: а) бл:^ + —^ +

2sinx

б) cos х- \ogj-^x +^^;

в)
2* In2 (cosл:-1) +(2* +l).sm^:

(cosx-l)^
Замечание. Наибольшую проблему при

дифференцировании представляют сложные функции вида у = fig(x))
(см. теорема 3). Чтобы избежать ошибок в этом случае,
полезно выделять «внешнюю» f(t) и «внутреннюю» g(x)
функции. Дифференцирование начинается с внешней

функции, при этом внутренняя функция gix), сколь

громоздко она бы не выглядела, играет роль простого
аргумента. Производная внутренней функции находится по

обычным правилам.

Пример 2. Найти производные следующих функций:
а) г/ = sin Зх; б) у = е"^'; в) г/

= In cos х;

т)у= 2^^^;
Решение.

а) Функция у
= sin Зл: может рассматриваться как

последовательное выполнение внутренней функции ^ = Зд: и
внешней у

= sin t. Поэтому дифференцирование
начинается именно с sin t:

(sin Зл:)' = |3х = <| = (sin Ot
' К ~ cos t • (Зх)' = 3 cos t =

= 3cos Зл:.

б) (е-2^)' = \-2х = t\= (е*)'^' t'^ = e*' (-2хУ = -2e^ = -2е-Ч

д) г/ = tg3 In х; e)y = tg In^ х.

в) (In cos х)' = |cos л: = i = (In t)\

1

C= -•(cosx)' =
t

COS л:

г) 2

(-sin x) = -tg X.

h-x

= 2'•In 2

= |Vi^=i|=(2');-i;=

(1-л:)2 =|l-;c=;7| = 2''ln2

r i\
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1 -i Г- 1 --

= 2'-In 2 р 2.(1 - л:)'= -2^*"* In 2-- -(1-^:) 2
=

J1-X
■ 2^^~^1п2

2>/1-л:
В данном примере пришлось дважды применять

теорему о производной сложной функции, так как внутренняя

I

функция (1-х)^ , возникшая на первом этапе, также

оказалась сложной функцией.

д) (tg3 In хУ = ((tg In хГУ = |tg lnx = t\= (i^); . t'^ -

= 3^2. (tg In xY = \inx=p\ = 3^2. (tg p); . p; =

1
,

3t^ I Stg^lnx 1
= 3^2. ^.(in^y ^ ^

COS p COS p Jf COS In ДС X

е) (tg In' xY = |ln3 X = ^1 = (tg tYt ' t'^ =

=-V • <(i^ ^)')' = h д^ = p| ^

^
• (p' )'p

•

(inx); -

cos t COS i

3p2 1 31n2x 1

COS^ t X COS^ln^X X

Разумеется, после овладения процедурой
дифференцирования сложных функций, нет необходимости в столь

подробной записи, и можно вполне обойтись без введения

переменных ^, р и т. д.

Например, последняя выкладка могла бы выглядеть
так:

1 1

(tg In» xY = 2, 3
• (In' xY = 2, 3

• 3 1п2 X • (In X)' =^ ' cos^ In^ л:
^ ' cos'' In^ л:

^ '

ЗЫ^х

X■COS In X

2"^^ In 2
Ответ: a) 3 cos 3x; 6) -2 e"^'; в) -tg x; r) r

-

;
2vl-x

3tg2lnx ЗЫ^л:
Д) . gj

ДС • cos 1пдс arcos In ДС

10"
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Замечание. Функции вида у = /(л:)*^Ч f(x) > О
называют степенно-показательными. Существуют два способа

дифференцирования этих функций.
1) Так как в соответствии с основным логарифмическим

тождеством /(х) = «'"Л*), то /'(л:)«<') = (е'"«'))«(') = g^W-in/w, и

нахождение производной сводится к дифференцированию
сложной функции:

(/(jc)«<*))' = (еж^)1пях))' = esi^cymm. (^(д.). in /(х))' =
= /(:с)^') • (g'ix) • In f(x) + g(x) ■ (In ах)У) =

= Лл:)*^') g'ix)-In fix)+ gix)
^^""^

\ fix)
2) Второй способ связан с так называемой

логарифмической производной функции, т. е. производной от

логарифма этой функции:

-£ In I у(х) I =^; yW = у(^) • -^ In Ых)\.

в частности, (/(х)«('))' = (/(x^W) • (In (/(x)«(')))' =
= fix)^'^) • igix) • In ifix)y и т. д.

Пример 3. Найти производные следующих функций:
а) у = х"; б)у = (sin x)<=°«*.
Решение.

а) д:* = (е'" *)* = gjc • in
х^ поэтому

(л:')' = (е' • '"*)' = е* •'"* • (л: In л:)' =
= х' • (x'ln X -f- X • (In х)') = л:* (In л: + 1).

б) Воспользуемся логарифмической производной
функции:

(ln(sin x)'=°"))' = (cos X ' In sin x)' = (cos x)' • In sin x +

+ cos X • (In sin xY = -sin дс
• In sin x +

1
, .

,,
. 1 .

,

cos^x
+ cos X ' — • (sin x) = -sin X • In sin X -\ : .

sinx

Следовательно, ((sin xf

= (sin xy°^ = -sinx-lnsinx +

)' =

2 N
cos дс

sina:

sinx

Ответ: a) д:' (In x + 1);

6) -sinx-lnsina: +
cos^a:

sinjc (sin xf
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Пример 4. Докажите, что существует однозначная
функция X = х(у), определяемая уравнением у

= х^ + Зх, й

найти ее производную.
Решение.

Условие существования обратной функции имеет вид:

у'(х)фО, у'= 3x^ + 3 = 3(л:2 + ly. y'>o^xeR, чтогаранти-

рует существование обратной функции х = х{у).
По теореме 4:

, 1 1 1

''"~У.~(х'+ЗхУ~ Зх'+З'

1
Ответ:

3jc2+3*

Пример 5. Найти дифференциалы функций: в) у
= хЧ~'\

б) у
= arcsin —.

Решение.

а) По теореме 1: dy = у'(х) • dx, следовательно,

dy = {хЧ-'ydx = {2хе-' - x4-'')dx = xe-'(2 - x)dx.
б) Аналогично,

dy =
^ Л .

I
. . г

arcsin dx; — = х~^; dy = . г (-x~^)dx =
^ VI-л:"^

1
^

dx
dx = --

х^

Ответ: а) дс
• е"* • (2 - x)dx; б) -

Wx2-1
*

Производные функций, заданных

параметрически и неявно

X = д:(0,

У = У(0» где х(0 и

а < ^ < Э;
g{t) - дифференцируемые функции, и при этом x'(t) Ф О,

Теорема 5. Система уравнений •
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определяет однозначную функцию у{х), производная ко-

y'it)
торой имеет вид у'(х) = ,. , .

Теорема 6. Если дифференцируемая функция у
= у(х)

удовлетворяет уравнению F(x; у) = О, то производная

у' = у'{х) этой неявной функции имеет вид:

F'

Подробный комментарий выражений F^ и Fy
относится к понятию частных производных функций двух
переменных. При решении примеров попытаемся избежать

этих понятий, рассматривая функцию F(x; у) = О, как

сложную функцию переменной х: F{x; у(х)) = 0.

Пример 6. Найти производные функций, заданных
параметрически:
а) дс = а • cos t; у = b ' sin t; a > 0; & > 0;

6)x=^l-A/i ;|/= Vl-^-
Решение.

а) Воспользуемся теоремой 5:

,/.^ч_ y'ii)
-
Jbsinty

_

boost
_

Ь
. .

_^„ „^
„

X (t) (a cos t) - a sin i a

б) Аналогично:

y'ix) =
y'jt)
x'it)

/

2

n

1-^3

JL. =

l-f2

1Л

i2

n-t^ '^4i

t^O; t^l.
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b
Ответ: а)

— ctg t; б)
а

Пример 7. Найти производные функций, заданных в

неявном виде:

а) х^ + 2ху - у^= 2х; б) sin (2х + у) = у.

Решение.

а) Дифференцируем обе части исходного выражения,
считая у{х) - неизвестной функцией, зависящей от х:

{х^ + 2ху{х)-у\х))' = {2хУ;
2х + 2 •

(у{х) + X • у\х)) - 2у{х) • уХх) = 2;
2ху' -2уу' =2-2х-2у\

б) sin (2х + у(х)) = у(х); (зЩ2х + у(х)У = у'(х);
cos(2x + у) • (2 + г/О = у';
г/' • cos(2x + г/) - г/' = -2 • cos(2a: + у);

,
_

2 cos(2x + у)
1 - со8(2д: + у)

. 1-х-у ^^ 2cos(2x + у)
Ответ: а) ; б) :;

—

.

х-у 1-соз{2х + у)

Производные и дифференциалы
высших порядков

Определение 5. Пусть функция f(x) определена на

промежутке и в каждой точке промежутка имеет

производную fix), тогда производная функции fix), если она

существует, называется второй производной функции fix).
Обозначение: fix); f^\x).
Аналогично, вводятся производные f"\x) любого

порядка.
Определение 6. Дифференциал от первого

дифференциала в некоторой точке а называется вторым
дифференциалом функции в этой точке.

Обозначение: (Pyia); d^fia); (Ру; (Pf.
Аналогично, вводятся дифференциалы любого

порядка: d'^y = did"-^y).
Если X - независимая переменная, то

d^a) = Г(«) • dx^; d"yia) = f(а) • dx^^, пе N.
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Производные высших порядков некоторых
элементарных функций

1) (хРУ") =р • (р - 1) •...
• (р- л + 1)х^-»;ре R;

(-!)"'* (71-1)!
2) (In хУ") =

^^—^
7 ; л: > 0;

X

(log-xy) =- (In лгу); а>0\а*1', х>0.
та

3) (а*)(») = а* • In» а; а > 0; а ?t 1; (е*)(») = е*;

4) (sin x)("> = sin

5) (cos x)("> = cos

x +
nn

x +
nn

6) (ch x)(2*) = ch д:; (ch л:)(2*+1) = sh л:; A e iV;
7) (sh лгр*) = sh л:; (sh л:)(2*+1) = ch л:; fe e iV.

Свойства производных и дифференциалов
высших порядков

1) (Л^с) ± ^х))^) = f")(д:) ± g(n)(x);
2) Формула Лейбница: (Ддс) • ^(л:)У"> =

= Ё<^п • f'Kx)' g^'^-'^Kx); где Р)(х) = /(X); ^«)(д:) = д{х);

п!

ft=0

С* =-

"

Ы(п-к)1
, /п! = 1 • 2 •...

•

/п; О! = 1;

2') (С • gix))^"^ = С • g(")(x); С - const.
Аналогичные соотношения для дифференциалов

имеют вид:

1) d^fix) ± gix)) = d^fix) ± d"g{x);
п

2) d'4f(x) • g(x)) = 5^с; . d*/(:c) • d«-*^(x); dofix) = Длг);

d°g(jf) = g(x);
2') d^C • /(x)) = С • d'-ZCx); С - const.

Пример 8. Найти производные и дифференциалы второго
порядка следующих функций: а.)у = е^'"*; б) у = дс' • In х.

Решение.

а)у= е^'"*; у' = (е^*"*)' = е^'"* • (sin дс)' = е«'"* • cos х;
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dy = gsinjc. COS X
• dx;

у" = iy'Y = (б^'"'' • cos x)' = (e^i"')' • cos л; +

+ e»i"' • (cos x)' = (gsinjc). (sin лг)' • cos x + e«'"J= • (-sin л:)
_ gsinjc (cos^ X - sin дс).

^2y = gsinjc (cos^ X - sin x) dx^.

6)y = x^'ln x; y' = (дсз • In x)' = Зл:^ • In л: + лг^

= д:2 (3 In л: + 1);
dy = д:^ (3 In дс + l)dx;

дс

у" = (У'У = 2дс • (3 In дс + 1) + x2 • - = л: (6 In л: + 5);

d^y = дс(6 In дс + 5) dx'^.
Ответ: а) е*'"* (cos^ х - sin дг); e^injc (cos^ х - sin л:) dx^.

б) дс (6 In л: + 5); x(6 In л: + 5) dx^.

Пример 9. Найти производную п-го порядка следующих
функций;

2
а)у = х^е'; б) у = х^ • sin дс; в) i/

= —
.

дс^ -1
Решение.

а) Воспользуемся формулой Лейбница, учитывая, что

(jc2)(n) = о при п > 3:

(xZe^y») = С° • л:2 • (е*)(«) + cj • (лг^)' • (e*)(«-i) +

+ С^ • (хТ ' (е^)<"-2);

п , 1 9 п(п-1)
; (е«)(«) = (ех)(п-1) = (ех)(п-2) = g*.

(д.2 gxy«) = jc2 • е* + 2л: • п • е* + -^^^^^—- • 2 - е'=

= е* (х^ + 2пх + п(п-1)).
б) Поскольку (дс^)^") = О при п > 3, то

(х^ • sin дсУ") = Сп' х^' (sin дсУ") +С^ • (х^)' • (sin xy^^-^ +

+ Cf • (xY • (sin x)<''-2);

(sin дс)<") = sin
^

71
^

ДС + —n

Ч
2

,

; (sin Ac)(''-i) = sin
r n

дс + -(п-1)

= —COS
n

Х + —П

2
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п
х + -(п-2)(sin xf"-^^ = sin

(х^ • sin х)<"^ = (х^ - п(п - 1)) sin

— 2пх' cos

= -sin Х + —П

^ п
^

Х + —П

ч
2

,
^

71
^

дс + —п

в) Разложим дробь на сумму простейших:

х^-1 х-1 х + 1

. Следовательно,

( 2 Y"^
х'-1

\(п)

Х-1

( 1
\(п)

X + l

Так как {(х - 1)-1у") = (-1) • (-2) •
...

• (-п) • (х - l)-i-« =

vn + l »

{X - ly
{{X + l)-!)^) = (-1) • (-2) •

...

• (-П) • {X + l)-i-« =

(-1)" • га!

(х + 1)
и+1

\(п)
то

^2-1
= (-1)''.п!

Ответ: а) е* (дс^ + 2гал: + га(га-1));
;

б) {х^ - п(п - 1)) sin
f п

^

Х + — П

ч
2

,

2гах • cos Х + —П

в) (-If.n!
ix-l)'^*^ (х + 1)

п + 1
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Производные высших порядков от функций,
заданных параметрически и неявно

1. Если функция у(х) задана параметрически

тоу'(Д^)=^.
Если существуют производные x"(t) и y"it), то

\х = хЦ),

[у = Уit).

f ..г

у"(х)= (у'(х)У^ =
т

xXt)

y\t)

At)
■t: =

'y'(t)^ 1 y''(t)'x'it)-y'(t)'X'it)

x'(t)yx'it) (x'it))'
Аналогичным образом можно рассчитать производные

более высокого порядка.

2. Если функция у(х) задана неявно Р(х; у) = О, то

F'
следовательно, у'(х) = f{x\ у), где fix; у) = --ф;

у"(х)= ■£f(x;y(x))= Г, + г;-у'- /; + г; •/.

Аналогичным образом находятся производные более

высокого порядка.

Пример 10. Найти производные до третьего порядка
включительно функции у(х), заданной

параметрически:
xit) = 2t-r.

[yit)=^3t-t\
Решение.

Находим первую производную:

У'(х) =
y'it) _3-3t

2=Pit),t*±^-Ix'it) 2-3t'
Строго говоря, здесь нет явно выраженной

производной функции у(х), а есть ее параметрическое
представление:
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2-ЗГ

x(t) = 2t-t^.

Поэтому вторая производная находится аналогично

первой:

У"(х) =
p'(t) _
x'(t)

3-3t

2-3t^

2^

i2t-t^y

-6ti2-3r)-(3-3t^)i-6t)
{2-3t^f (2-3t^)

-12t + 18t^ +18t-18t^ 6t

i2-3t^f i2-3t^f
T. e. получена вторая производная в параметрической
форме

Qt
y'it) =

(2-3t^f
x(t) =2t-r.

Находим третью производную:

У"'{х) =
6^

{2-3t^f {2t-t^)'
б (2-3^2)3 _ 6^.3(2-3^2)2 (-60

^2\Ь{2-згу (2-3^)

12-18^4108^2

(2-3^2)5
90^^12

{2-3t^f

Ответ: у' =
3-3t^

2-3^2
J

90^412
(2-3^2^^

У" =
6t

2x3
(2-3iO
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Пример 11. Найти первую и вторую производные
функции, заданной неявно, е*» + i/

- 3 = 0.

Решение.

Дифференцируем обе части исходного выражения,
рассматривая у как функцию от х:

(е*-»(*) + 1/(л:)-3)'=0;
Qx.y{x). (^х

■ у{х))' + у'{х) = 0;
е''У • {у Л- X' у')-¥ у' = 0\
е'-у •

х- у' Л- у' = -е'-у •

у;

е'« у у^-Ъу
у' = —7и 7 • Так как е'у^Ъ- у, то у' = -f- ^.e^-x-vl Ъх-хул^\
Находим вторую производную:

У =

Злс-лсу+Х

_{2y-Z')y'{^Zx-xy^\)-(i,^-Zyy(Z-y-xy')

) (Zx-xy^\f
.2

(2у-3)(За;-а;у+1)/ \ -(у'-Зу)
Zx-xy^\ Zx-xy^\

{^x-xy^\f
_(2y-3)(y^-3i/)(3Jc-JCi/ + l)-(y^-3y)((3-y)(3^:-^:y+l)-Jc(y^-3y))^

_
(y^-3y)(l2a;y-2V + 3y-18a;-6)

{Zx-xy^\f

y^-Zy
Ответ: у' = ; у" -

см. в тексте решения.
Зх-ху + 1

Задания для самостоятельного решения

Найти производные следующих функций

1. а)у = 5д:2 Зл1х;б)у = ;
X х^

в) у = -^ ^.
X

4 sin л:

2. г/ = Зл:^ •

cos х -

—т=—.

^х
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^'У log х-\-1' 4.1/ = arctg X • arcsin х.

5* - tg л:

^•У=^Тх : • 6. у = (4 - 5д:)1».^ 5* + ctg л:
^

3/—
7. г/ = е~ . 8. г/ = sin' х • cos^ Зл:.

9. у =Й?7+Т . 10. у - Inf л: + ylx^+k)

11. J/
= arctg(з - ^fcosx). 12. у

= (sin jc)"«"'.
13. у

= (arcsin л:) '"'"'^f.

Найти производные функций, заданных
параметрически:

14. JC = е'; I/
= tg t;

15. д: = ^1 _^2 , у
= cos t.

Найти производные функций, заданных неявно:

16.х + у-е^=-0.
17. sin (л:2 -у)-у^ = 0.
18. Доказать, что уравнение у==х^ + 3х определяет

однозначную функцию X = х(у) и найти ее производную.

Найти дифференциалы функций:

19.y=-i[x^ -Inil-Sx).
sin Зл; +1

20. у
=

.

cos 5л: -1
Найти производные и дифференциалы второго порядка

21. у
— arcsin

22. j/ = 2-«'8*.

Найти первую и вторую производные функций,
заданных параметрически:

23. x = t sin t; I/
= 5*.

24. д: = t 4
; I/

= log gt.
Найти первую и вторую производные неявно заданных

функций:
25. cos {х + у)- X + у

— О.

26.1п(л; + 2у)-у+1='0.

Ч^У
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Ответы:

1. а) Юх +
х"^ 2л/^

3
-- 9 --

; б) -3 JC
^ — X 5

5

7 13
Q _1 1 i

в) X 5+ — л: ^^+—л: ^
л: 2;

5 10 5 2

2. б^: •

cos X - Zx^ sin х -

InlO
'

\r\2\nbx\ogl{^xf
'

,-2

2{2х • cos X - sin x)

X

arcsin X arctg x
_

1 + ^' ^л/l^'
(S^'-lnS-cos"^ X) ■ (5* + ctg x) - (5* - tg x) • (5* • ln5 - sin"^ x)

6. -50(4
- 5xf;

(5* + ctg xf

r, —e
7. - Q

-«л/^

'^lx' '

8. 3sin^ л; • cos x • cos^ Зд: - 3sin^ x • sin 6л;;

21пд: 1
9. 10.

^|x^Ix^liln^x + lf
1

^_

2vcos^(l0 - бл/cos X + cos x)
in д:)^'"* • cos д: • (In sin x + 1);

1

+ k

11

12. (sin

13. (arcsin x)

14.

16.

arccosr .

л/Г^
arccosj:

arcsin X

\

- In arcsin X

)

18.

20.

e'

xy

1-

•cos^

+/
■:c2-

1

Г

-1

л;у

•

5л;^+3

15.

17.

19,

5 sin г^/o-Tv

2jc • cos(a: - y)

cos(j(: -у)-у2у

^31п(1-5д:) Ъ-4^^
\

4-1/^ 1-5:к
dx'.

3 cos 2д: - 3 cos Здс + 5 sin 5д: + 2 sin Zx • sin 5jg

(cos 5д: -1)^
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21
1

._

^^
.

2д:^-1

Х^Х^ - 1
'

W:k2 - 1
'

^2(^2 _ 1)V^2 _ 1

'

xHx^~l)^|x'-l^'''
2-ctg* g-'^^K^ 1 - sin 2x

22. —5— 1п2; —2— 1п2 • dx; 2-^^«' • 1п2 • —т-л ;

1 - sin 2х
2-ctg * . 1п2 7-л dx\

sin X

23
«'-'"^

sint + t-cost
'

5* • 1п5(1п5 (sint + t -cost) -2cost + tsint)

(sin? +1 cost)^

24. л/?; л/?:
31пЗ

'

31пЗ

25.

26.

1 + sin(jg + у) 4 cosU + у)
1 - sin(a: + у)

'

(1 - 81п(л: + i/)f
'

1 х-^2у
х + 2у-2' (x+2y-2f

'

5.6. Приложения производных
и дифференциалов

Геометрический смысл

производной и дифференциала

Определение 1. Пусть функция у = f(x) определена на

интервале (а, Ь) и непрерывна в точке х^ е (а; &). Пусть
также М(х^; у^, у^

= fix^) - фиксированная точка

графика функции у = f{x); точка М (х; у), у
= f{x) -

подвижная точка графика. Предельное положение секущей MJH,
когда точка М по дуге графика функции стремится к

точке Mq, называется касательной к графику функции
у = f(x) в точке Mq.
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У1

/(^о)

0

1

/VX
/

/fiixiy)

^"/К
/\~^

dy

Хо X

Если функция у
= fix)

дифференцируема в точке лг^,
то ее производная в этой
точке равна тангенсу угла

наклона касательной К оси Ох, а

дифференциал равен
приращению ординаты
касательной

Г(^о) = tg а.

При этом уравнение
касательной имеет вид:

У
= Г(^о) • (х

-

Хо) + f(Xo).
Если функция у = f(x) имеет в точке Xq бесконечную

производную, то ее касательной является вертикальная
прямая X = Xq.

Определение 2. Углом между кривыми у
— f(x) viy

— g{x)
называется угол между касательными к графикам этих

функций, проведенными в точке пересечения графиков.
В некоторых задачах возникает необходимость

введения нормали к графику данной функции в данной точке.

Под нормалью к кривой понимается прямая,

перпендикулярная касательной и проходящая через точку касания.

Если fi.x^ Ф О, то уравнение нормали имеет вид:

У
= -

7v~T(^
~ ^о) + ^(^о)-

/ \Xq)
Если же f{x^ = О, то нормалью является-вертикальная

прямая X = Xq.

Пример 1. Найти уравнения касательной и нормали к

кривой у — х'^ъ точке с абсциссой 2.

Решение.

Так как х^
= 2; fix^) = 8; f(x) = Зх^; f(2) = 12, то

1) уравнение касательной у
= fix^) • (х - лг^) + Длг^,)

принимает вид: I/
= 12 • (л; - 2) Ч- 8; I/

= 12л: - 16;

2) уравнение нормали: у
= -

-р-—- (х - х^) + /{Xq).

^ -^
X 1

Ответ: у
= 12д:- 16; i/ = ---г + 8 —.

12 6
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Пример 2. Под какими углами пересекаются параболы
у
— х^и х^" уЧ

Решение.

1) Находим координаты точек пересечения парабол:

-

х = у^;

2
У = Х ,

4
х = X ;

у = х
2

г

л: = 0; л; = 1;

ху = 0,

У1 = 0;

Х2 =1,

У2 = 1-

Тангенс острого угла между касательными определяет

ся по формуле

tg9 =
h -h
1 + kik2

г

где fej и feg - угловые коэффициенты касательных,

проведенных в точке пересечения графиков.
2) Рассмотрим точку (0; 0):
^ = (^')1-о = 24-0 = 0;

^2= (у'хЯ-о"
г/=о

2у у=0

Следовательно, касательной к параболе у
= х^ в точке

(0; 0) является ось Ох, а касательной к параболе л:= у^
является ось Оу. Таким образом^ угол между касательны-

п
ми (и параболами) в начале координат

- прямой: ф =
—

£л

3) Рассмотрим точку (1; 1):

Kj
— 2a:|^„j — 2; «2

~"

2у г/=1
2'

tg9

-2

1 + 1
-

; ф
= arctg -

7^
.

3
Ответ: ф = —; Ф1

= arctg —,

Физический смысл производной
и дифференциала

Задача 1. Пусть функция у
— f(x) описывает закон

движения материальной точки, у
-

длина пройденного пути;



307 5. Функции одной переменной

X -

время, за которое этот путь пройден. Тогда
производная функции пути по времени есть мгновенная

скорость материальной точки в момент времени х:

и(х) = fix).
Поскольку dy = f(x)dx = i^x)dx, то дифференциал

функции пути равен расстоянию, которое прошла бы точка за

бесконечно малый промежуток времени dx, если бы она

двигалась равномерно со скоростью, равной величине

мгновенной скорости в момент времени х.

Вторая производная функции пройденного пути также
имеет простой смысл -

это мгновенное ускорение точки в

данный момент времени
а(х)=иХх) = Г(х).

Задача 2. Пусть функция у = f(x) описывает массу
неоднородного стержня длины х, начало которого в точке

л: = 0. Тогда производная функции массы стержня по

его длине х есть линейная (погонная) плотность
стержня в данной точке:

р(х) = fix).
Если pix) - const, то стержень называется однородным.
Если стержень неоднороден, то величина dy = pix)dx

равна массе однородного стержня длины dx с постоянной
плотностью р(л:), равной плотности неоднородного
стержня в данной точке.

Пример 3. Точка движется прямолинейно по закону
yix) = 10 + 20д: - 5х^. Найти скорость и ускорение
точки а) для произвольного момента времени х; б) в

момент времени х — 2.

Решение.

Поскольку vix) = y'ix), то uix) = 20 - Юл;.

Поскольку а{х) = v'ix), то aix) = -10.
В момент времени х = 2: и(2) = 0; а(2) = -10.
Ответ: vix) = 20 - Юл;; aix) = -10; у(2) = 0; а(2) = -10.

Пример 4. Масса неоднородного одномерного стержня
является функцией длины: у = е' - х-1. Найти
плотность стержня в начальной точке (л; = 0) и в конечной
точке ix — 1).
Решение.

Поскольку р(д:) = y'ix), то pix) = е' -1.

Следовательно, р(0) = 0; р(1) = е - 1 » 1,718.
Ответ: р(0) = 0; р(1) = е - 1.
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Оценка малых приращений
(приближенный расчет значений функции)

Поскольку полное приращение функции имеет вид

Ау = А- Ах + а{Ах); а(Ах) = о(Ах) при Дд: —> О, то при
малых приращениях аргумента можно считать Ау ~ dy;
dy — f(x)dx = f(x) • Ax, или в развернутой форме:

f(x + Ах) ~ fix) + f(x) • Ах.

Наиболее эффективно эта формула применяется при
удачном выборе х, т. е. в случаях, когда в этой точке

наиболее просто находятся значения самой функции и ее

производной, и при этом приращение аргумента Дд:

сравнительно мало.

Пример 5. Найти приближенные значения следующих
выражений

а) 3/i;02 ; б) sin 29°; в) arctg 1,05; г) Ig 11.

Решение.

а) Для вычисления ^1,02 используем функциюу—^х
и рассмотрим ее в окрестности точки х — 1, при этом

Дл; = 0,02; 1/(1) = 1.

1 -'

Так как у'{х)
1 -^ ,

1
-X 3

,тоу'(1)= 3*

Следовательно, Щ1Щ = у{1 + 0,02) « у{1) +

+ уХ1)' 0,02 = 1 + - • 0,02 = 17ТХ^ ^ '
3 150

1,00(6) » 1,007.

б) Для вычисления sin 29° перейдем к радианной мере
углов:

„„29 пи
29° = ——71 =

,

180 6 180

Рассмотрим функцию у
= sin х в окрестности точки

!Е _ 1.
6
~

2'

п п
X = —; при этом Дд: = -

—-—; у
6

^
180
^

^я^

у'(х) = COS д:; у'

следовательно,

— sin

41
2

sin 29° = sin
n

180
1 л/з
2 2

n

180
» 0,4849.
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в) Рассмотрим функцию у
= arctg х в окрестности

точки лг= 1:

п 1 1
1/(1) = arctg 1 = -;у' = (arctg х)' = . I У'й) " ^ 1

Дл: = 0,05,
следовательно,

% 1
arctg 1,05 « - + - • 0,05 « 0,8104.

4 2

г) Рассмотрим функцию у
= lg(10 + л:) в окрестности

точки л: = 0; тогда Длс = 1; i/(0) = Ig 10 —

1; у'{х) =

1 ,
1

(10 + .)-lnlO
'"^^^ I^li^' следовательно.

Ответ: а) 1,007 ; б) 0,4849; в) 0,8104; г) 1,0434.

Раскрытие неопределенностей
по правилам Лопиталя

Теорема 1. Пусть функции /(д;) и ^(лг) таковы, что

1) они дифференцируемы во всех точках интервала
(а, 6), причем g(,x') ФО, хе (а, Ь);

2) lim f(x)= lim ^(лг) = 0;
лг-»а+0 х-»а+0

3) существует (конечный или бесконечный) предел

lim ^
х-^а+0 g (х)
Тогда предел отношения самих функций также

существует, и он равен пределу отношения производных:

lim «^ ^«^= lim ''W

Ч»^
Теорема 2. Пусть функции f(x) и ^лг) таковы, что

1) они дифференцируемы во всех точках интервала
(а, Ь), причем i'(лr) ^0, хе (а, Ь);

2) lim /(лг) = оо; lim g(x) = оо;
х-^а+О х-^а+0

3) существует (конечный или бесконечный) предел

lim^.
ас-^а+0 g (х)
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Тогда предел отношения самих функций также

существует, и он равен пределу отношения производных:

fix)lim
ас-^а+О g(x)

^co^

v°°y

Пх)
= lim

,

ас-^а+О g (х)
Теоремы 1 и 2 остаются справедливыми и для случая

левосторонней (дс —> а - 0) и для случая двустороннего

(лг —> а) предела. Наконец, при некоторых изменениях

теоремы 1 и 2 становятся справедливыми и при х —> Ч-оо ,

X —> -оо.

Замечание. Часто при нахождении пределов функций
формальная подстановка предельного значения
аргумента в формулу, задающую эту функцию, приводит к выра-

0 оо

жениям вида
—

;
—

; О
•

«з; оо - оо; 0°; «>"; 1~. Как уже отме-
0 оо

чалось ранее, такие конструкции принято называть

неопределенностями, поскольку в этом случае нельзя не

только указать конкретное значение предела
непосредственно из условия, но даже нельзя судить о том,

существует ли указанный предел вообще.
Ранее были показаны некоторые приемы раскрытия

неопределенности. Правила Лопиталя существенно
расширяют возможности избавления от неопределенностей,

О оо

в первую очередь, вида
—

и —. Вместе с тем, простые
О оо

алгебраические преобразования легко переводят

конструкции типа О •

оо; оо - оо; О"; ооО; 1" в лопиталевские.

При решении некоторых примеров приходится
применять правило Лопиталя несколько раз.

Правило Лопиталя является эффективным приемом
раскрытия неопределенностей, но не универсальным.
Например, оно не может быть применено, в следующем
примере:

,. лг + cos X
lim
ас-»оо X -СОЗЛГ

^oo^

v°°y
так как

,. (лг + созд;)' .. 1-8Шлг
lim -^^ Ч = lim -

не существует.
»«> (лг - cos х)' ас-^оо 1 + sin X

хотя, с другой стороны, используя уже известный нам

прием, получаем

,.
лг + cos X ..

lim = lim

1 +
cosлr

ас-»«> лr-COSЛr ас-»~ /, СОЗЛГ^
X 1

^

= 1.

J
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Пример 6. Найти пределы следующих выражений:

г"

1

1 Т1 "У* *¥*"

а) lim —_;р>0;б) lim —17 »'^ ^ ^» «> 1;
ас—»+<» ;^;i

в) lim
аг-»0

/^

V

ctgx ; г) lim х^-^; д) lim
X I *^1 х~^(Л X

(1Л^^'^

\~ J

X - sin X

е) lim
ас-^О д; - igx

Решение.

а) hm
ас—»+<» д;Р
р>0

^co^

v°°y

= lim —= lim
X-»+oe (лгО' X—»+<» px

p-1

= lim
ac-»+o<.

p . X

-
=
—= 0.

Данный результат показывает, что при х -> +«>

логарифмическая функция растет медленнее, чем любая

степенная функция с положительным показателем.

б) lim
X
« ГооЛ

ас-^+оо а

neN;a>l K°°J

= lim (x«)'
= lim

n-x
n-l

x-^^ia^y x-^^a'^-lna

/'co^

K°°J

n
-n-l\' «-2 Гг^\

■ lim (^""^y_ n
^.^

(n-l)x"--
_

Ina ac-»+<» (a*)' Ina ac-^+oo a^lna

= hm — =0.
(Ina)" *-^+~ a*
To есть при X —> +00 любая степенная функция с

положительным показателем (случай пе. N легко обобщается
На случай п е i?; п > 0) растет медленнее любой

показательной функции с основанием большим 1.

в) lim

f
= lim

V

созл:

1)

1Л

ac->Ol Sinx Xj

= lim
ac-»0

ЛГ-С08Д;-81ПЛГ

jc-sinx

,. (x-cosjc-sinx)' ,. cosx-x-sinx-cosjc
== lim^^ —-^ = lim

x-^o (x-sinx) x-^o sinjc + д; • созлг
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= lim
-X • sin X (ОЛ

х-^о sin х + х- cos X

-(sin х + х- cos х)

чОу

х-^0 cosx + cosa:-Jc-sma: 2

== lim

г) Воспользуемся основным логарифмическим тожде
ством: X = е'"*:

1 Inx

lim л:!-* = (1-) = lim е^-* .

х-*1 х-*1

Рассмотрим отдельно

1

,. Inx
lim
x-^l 1-х

(Inx)'

^Oj х-^1(1-хУ х->1-1
= lim^-=-l.

Следовательно, limx^~* = e"^ = -
.

x-^i e

.J \tgac tgac-lnj-j Li

Д) lim[ - = (°o°) = lim e
'"^ = lim e

'=*«*
.

x-»0 ac-»0ac^OI X

Рассмотрим lim
x-^O

\
ctgx

^~^=...iy^=
\°°J

= -lim
ac^O(ctgx)

= - lim
x-^O

1_
,. sin^x ,.

sinx .

= lim = lim sin X = 0.
x^O X

sin^ X
\igx

Следовательно, lim

e) lim
X - sin X

x-^Q X - tgX

,. l-cosx ,.
=s lim —= lim

x-^O X

= gO = 1.

(x-sinx)'

Oj ГД'6 (x-tgx)'

(1 - cos x) • cos^ X

X
)

'°l=lim

ar-^0

= - lim

1 _
" *->o (cos'' X -1)

COS^ X

(1 - COS X) • COS^ X
= -Iim

cos^ X

x->o (1 - cos x)(l + cos X) ^_o 1 + cos X 2
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Ответ: а) 0; б) 0; в) 0; г)
-

; д) 1; е) - —.
е 2

Формула Тейлора

Пусть функция f(x) определена на интервале (а; Ь) и
имеет в точке XqE (а; Ь) производные до порядка п

включительно, тогда при X —> XqI

fix) = fix^) + ^-\f-' (x - x^) + ... +1—\^-(х - ХоГ +

n

fc=0

+ о((дг - x^Y) или fix) = Zj j^i -(x- x^Y + оЦх - XoY).

Эту формулу называют формулой Тейлора п-го

порядка с остаточным членом в форме Пеано. Если д:„
= О, то

получается формула Маклорена:

Кх) = У !—-^ • х" + oix").

Формулы Маклорена для некоторых элементарных

функций:

уЗ 5 7 2п+1

l)sina:=x + + ...+(-1) h
■ 31 51 71

^ '

(2rt+l)I

2 4 6 2п

п 2к

А=0 (2ft)I

2 п "г
3)е'=1 + л:+ — + ... +— + ОСд:") = X ТГ "^ оСд:");

Д -,2Л+1
Х"' X

^'^■"^"ijcaf^^ "<""''•'



Практикум по высшей математике 314

п 2k

5)chx= ^j^ + oix^"^');

. р(р-1)-...(р-п + 1) ^^
+ _ X +0(Х'') =

^2 п

7) 1п(1 + лг) = лг -— + ... + (-1)"-^ — + oix") =
2 п

.к

= £(-1)*-^^+ом.
fc=i

Формулы Тейлора и Маклорена имеют разнообразные
приложения. Ограничимся применением их для

раскрытия неопределенностей и приближенного расчета
значений функций.

Пример 7. Разложить следующие функции по формулам
Тейлора и Маклорена в окрестности заданных точек:

&)у = х^ + Злг^ -2х + 4; Xq
= -1; 6)y = tgx;xQ = 0

(формула 3-го порядка); в) у = е^'" '; Xq
= 0 (формула 3-го

порядка).
Решение.

а) у(х) = х^+ 3x2 ^2х + 4; у(-1) = 8;
у'(х) = Зл;2 + блг - 2; у'(-1) = -5;
у"(х) = 6х + 6; у'\-1) = 0;
у"'(х) = 6; у"'(-1) = 6;
y^"ix) = о, п > 4,

следовательно,

л:3 + Зд;2-2д; + 4 = 8+ ^~-(х + 1)+ —{х+ lf +— (x + lf;

х^ + 3x2 _2д; + 4 = 8 - 5(лг + 1) + (х+ 1)3;
б) |/(x) = tg д;; i/(0) = 0;

у'(л:)=—V-' У'(0) = 1;
cos д;

2sin д;
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cos^ лг + 3 sin^ X
у"'(х) = 2 ;

cos X

2 + sin^ X
у^Чх) - 8sm X

5

У"'(0) = 2;

yW(0) = 0;
cos X

следовательно,

tg х = X + —х^ + o(x"*).
о

в) у = e^^^^'; Xq = 0.

Как и в предыдущих примерах, можно получить

формулу Маклорена для данной функции формально, найдя
все ее производные до требуемого порядка включительно.

Однако более эффективным оказывается использование

уже известных разложений. Так как при д; -> О sin л; —> О,
то справедлива формула

+ o(sin^ лг).
sin^ X sin X

gs,n
X = 1 + sm д; + +

2 6

x^
Кроме того, sin х= х — + о(х*) при л: -^ 0;

6
следовательно,

х' 1( х']' if х'^'
6 2 6 6 6

V J \

„3 -J -j

gsinx = i + ^;_ + х^ +-хХ^+о(х*).
6 2 6

+ о(х*).

gsin X = 1 + д. + -Х^+ 0(Х*).

Ответ: а) (лг + 1)^ - 5(x + 1) + 8; б) лг + -х^ + о(х*);

в) 1 + л: + -^х^Л- о(х*).

Замечание. Формулы Тейлора и Маклорена с

удаленным остаточным членом можно рассматривать как

приближенные формулы для расчета значений функций в

окрестности заданных точек. Погрешность такого

приближения определяется величиной отбрасываемого оста-
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точного члена. В частности, для формулы Маклорена с

остаточным членом гДлг) имеет место следующая оценка:

где М
-

константа, ограничивающая по абсолютной

величине (п + 1)-ю производную исходной функции в

рассматриваемой окрестности.

Пример 8. Вычислить значение с точностью 0,001.
Решение.

Воспользуемся разложением функции i/ = е' по

формуле Маклорена:

х^ х^ х^ л:"
е' = 1 + х+ -Г- + -Г- +

— + ... + —- + гЛх),
2 6 24 п!

"^

М'х'*^^
Гп(х) < .^ ^ J.J

; М = тах(е').

Так как х=
—

, то М = Vе ; следовательно,
ел

r„(x)<
н\

п+1

< 0,001.
(п +1)1

Простой расчет показывает, что уже л = 4
обеспечивает требуемую точность, поэтому

^ 1 2 2

n3 /^jY
633

2 2 6 24 384

Для сравнения табличное значение Ve » 1,6487.
Ответ: 1,6484.

Пример 9. Вычислить пределы:

» 1,6484.

'^sinjc^-
а) lim ; б) lim

х-»0
„ X ас-»СН X

e^-l-x-— ч
-^

У

а) Воспользуемся следующими разложениями:
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х^ х^
s\nx=.x- — +

щ
+ о{х%

х^ х^ х^
e'=l + x+—- + —- +

ТГГ + о{х^)\
2 6 24

'

„3 „5

Х-Х + 0(X )
6 120lim

2 3 4 2

1 + Х +— +—+—+ о{х'^)-1-х
2 6 24 2

= lim

X

~б" 120
'

3/' 2
л; I _ лг

= lim-
6 20

^

x-^Q Х^
.

х'^ . 4v *->0 Х^''
= 1.

6 24
ч

1 +—о(х)
4

б) lim
аг-»0

2. 1 .[ sin ас

sinxV ., V 1-^ X "Т~
=(1~)= hme V

X ] *-^о

Воспользуемся разложениями для sin х и для In (1 + *):

,. 1, sinx 1
Iim—In = lim—In
ac-^O X X x-»0 X

/ ^3
N

X

\

= lim—In
ac-»0 д;

r „2 Ч

6
'

Ч

= lim—
ac-»o д;

/
6

V J

= lim
ac-^O 6

^ = 0.

Ответ: a> 1; 6) 0.

Исследование функций.
Промежутки монотонности

и экстремумы функций

Определение 3. Функция у
= f{x) называется

возрастающей (убывающей) на промежутке, если она определена
во всех точках промежутка, и для любых двух точек Xj и

Х2, принадлежащих этому промежутку, таких что х^ < Х2,
выполняется условие f(Xj) < f{x^ ifixj) > fix^)).
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Теорема 4 (достаточное условие монотонности).
Пусть функция у = f(x) непрерывна на отрезке [а; Ь] и

дифференцируема во всех точках интервала (а; Ь). Если
при этом f'{x) > О, то функция возрастает на отрезке

[а; Ь]; если fix) < О, то функция убывает на отрезке [а; Ь].
Строго говоря, утверждение теоремы сохраняется,

если производная обращается в ноль или не существует в

конечном числе точек, в которых, однако, сама функция
определена.

Определение 4. Точка х = х^, называется точкой

максимума (минимума) функции fix), если существует
двусторонняя окрестность этой точки, в которой функция
определена и при этом fix) < fix^), ifix) > fix^)), хФ Xq.

Теорема 5 (необходимые условия экстремума). Если

Xq
- точка экстремума функции, то либо производная в

этой точке не существует, либо /'(лг^) = 0.

Обратное утверждение неверно.
Определение 5. Точки, в которых производная равна

О, называются стационарными. Точки, в которых

производная равна О или не существует, называются

критическими.

Теорема 6 (достаточные условия экстремума). Пусть
функция у

= fix) непрерывна в некоторой двусторонней
окрестности точки Xq, включая и саму эту точку, и

дифференцируема во всех точках этой окрестности, за

исключением, быть может, самой точки д;^. Если при переходе

через точку х^ производная меняет знак с плюса на минус,
то Xq- точка максимума. Если же производная меняет

знак с минуса на плюс, то х^
-

точка минимума.

Теорема 7. Пусть функция дифференцируема в точке

дго л раз (л > 1), и при этом fix^) = f'ix^) = ...
= f^"-^\xQ) =

О, f^"KXu) * 0. Если

1) л - четное число и f^^Kx^) > О, то Xq
-

точка

минимума;

2) п - четное число и f"Kxo) < О, то дг^
-

точка

максимума;

3) л -

нечетное число, то в точке Xq экстремума нет.

Пример 10. Найти промежутки монотонности следующих

функций:
2х

а)у = 5- ;б) у
= х + sin х; в) у = х'^ - In х^.

1+х^
Решение.

а) Областью определения данной функции является

вся числовая ось:

хе R.
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Расчет промежутков монотонности функции сводится
к анализу знаков ее производной. Этот анализ обычно

проводится методом интервалов.

У'(х) =
г(^+х^)-2х- 2х 2 + 2x^-4x^

(i+.^f
"

ii^x^f

2(L-x)(l+x)

Находим критические точки:

1) уХ^) = 0; Xi= -1; ^2 = 1;
2) уХх)

-

не существует; таких точек нет.

Следовательно, получаем следующую картину знаков

производной:

Функция у
=

2х
убывает на промежутках (-<»; -1]

Х + X

и [1; оо) и возрастает на промежутке [-1; 1].
б) Область определения функции: хе R.

у'(х) = 1 + cos X,

очевидно, что уХх) > О при хе R, следовательно, функция

у = х + sin X является всюду возрастающей.

Отметим, что производная обращается в ноль на

бесконечном, но счетном множестве точек, что гарантирует

возрастание функции и в этих точках тоже.

в) Функция у^х^-Ых^ определена на всей числовой

оси, кроме точки д: = 0.

Исследуем производную данной функции:

— -0 _

2
_

2(л:^
2
— 2дг

1) 2(дг - 1){х + 1)
у' = 2х-

гЛ/ «Дг ■Ли' ■Ли'

Критические точки:

1) уХх) = 0; д?! = -1; х^ = 1;
2) уХх) - не существует; х ^0.

Строго говоря, д: = О не является критической точкой,
поскольку она вообще не входит в область определения

функции, но так как она влияет на распределение знаков

производной, то пренебречь ею нельзя:
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У(х)

Функция у
= х^-\пх^ убывает на промежутках [-оо; -1]

и (0; 1] и возрастает на промежутках [-1; 0) и [1; +оо).
2х

Ответ: а) м = возрастает на промежутке [-1; 1];
1 + л:^

убывает на промежутках {-°°\ -1] и [1; +<»);
6)у = х + sin X возрастает на всей числовой оси, хе R;
ь) у= х^ -\п х^ возрастает на промежутках [-1; 0)и

[1; +оо), убывает на промежутках (-оо; -1] и (0; 1].

Пример 11. Найти экстремумы функций:

а) I/
= 2x3 _ 6x2 _ i8x + 7; б) у

= (л: - ЪУ-Щ^х + Х^;
ъ)у = х-\п{1 + х^).
Решение.

а) Функция у
= 2х^ - Qx^ - 18x + 7 определена при

хе R.

Производная имеет вид:

у' = 6x2 - 12x - 18 = 6(л:2 - 2x - 3) = 6(х + 1)(х - 3).
Критическими (в данном случае

- стационарными)
являются точки л: = -1ид; = 3.

Следовательно, точка х = -1 -

точка максимума;

Утах
= У(~1) = ^'^'> точка X = 3- точкя минимума; у^^„

=

= 1/(3) = -47.
^
^

б) Функция I/
= (д; - 5)2 • 'V(^+1)' определена при хе R

Дифференцируем функцию:

^ 2 --

у' = 2(х-5)- (x + l)3 +(д;-5)2. 3(^ + 1) ^
=

Цх-5)(2х-1)

SVx + l

Критические точки

1)у' = 0; Xi= -;X2 = 5;
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2) у'- не существует; 3f =-1.

2

Точки x = -lvLX=b- точки минимума, y^f„
= у(-1) =

—1/(5) = 0; точка х=
—

- точка максимума;

в) функция 1/ = а;-1п(1 + дс^) определена при лей;

„' = 1 -
2^

=
(^ -1)'

^
1 + :с2 1 + ^2

•

Очевидно, что у' > О, следовательно, точек экстремума
нет.

Ответ: а) у^^ = i/(-l) = 17; у^^^ = i/(3) = -47;

б) У.„ = Уfil = ^ 'лЯв ; У..„
= у(-1) = У(5) = 0;

в) экстремумов нет.

Промежутки выпуклости
и т,очки перегиба графика функции

Определение 6. Функция у
= /(х) называется выпуклой

вверх (выпуклой вниз) на промежутке, если она

определена во всех точках промежутка и для любых двух точек х^ и

х^, принадлежащих этому промежутку, таких, что х^ < х^^
график функции на интервале {х{}, х^ располагается выше

(ниже) хорды, проходящей через точки {х{, 1{х^ и {х^, fiXz))-
Если функция дифференцируема во всех точках

промежутка, то она выпукла вверх, если ее график
располагается ниже касательных, проведенных в любой точке

этого промежутка (за исключением, разумеется, самой
точки касания). Дифференцируемая функция выпукла
вниз, если ее график располагается выше касательных,

проведенных в любой точке этого промежутка.

Теорема 8 (достаточное условие направлений
выпуклости). Пусть функция у

= f(x) дифференцируема на

отрезке [а, 6] и дважды дифференцируема на интервале
(а, 6). Если при этом fXx) > О, то функция выпукла вниз

на отрезке, если же f'(x) < О, то функция выпукла вверх
На отрезке.

11. Зак. 6
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Выпуклость
вверх

У.

f(x,)

f(x,)

0

, Выпуклость
вниз

\
--■■■■pr=h

^1 ^0 ^2 '*'

Утверждение теоремы сохраняется, если вторая

производная обращается в ноль или не существует в конечном

числе точек, в которых, однако, сама функция ощ)еделена.
Определение 7. Точка (xf^; f(3Co))> в которой происходит

смена направления выпуклости, называется точкой
перегиба графика функции.

Теорема 9 (необходимые условия точки перегиба).
Если Xq

- точка перегиба графика функции у
= fix), то

либо вторая производная в этой точке не существует, либо

Пхо) = 0.

Теорема 10 (достаточные условия точки перегиба).
Пусть функция у

= fix) непрерывна в некоторой
двусторонней окрестности точки Xf^, включая и саму эту точку,

и дважды дифференцируема во всех точках этой

окрестности, за исключением, быть может, самой точки х^. Если при
переходе через точку Xq вторая производная меняет знак, то

точка Xq является точкой перегиба графика функции.

Пример 12. Найти точки перегиба и интервалы
выпуклости графиков функций:
а)у = х^- 5х^ +3х-5;б)у = 1п(1 + х^); в) у = е*=^*в*.

Решение.

а) Функция у
= х^- 5х^ + Zx- 5 определена и дважды

дифференцируема при х Е R;
у' = Зх^ - Юл: + 3; у" = 6л: - 10.

Находим точки, в которых вторая производная
обращается в ноль или не существует:

1)у" = 0;х=^;
2) у" - не существует; таких точек нет.
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Функция выпукла вверх на промежутке -«»; —

выпукла вниз на промежутке
5
—; + 00

3

Точка х= —- точка перегиба; у
о

^5^ 250

27

б) Функция у
= 1п(1 + х^) определена и дважды

дифференцируема при X € R;

^±_ . , 2(l + х')- (2xf _ 2(1 - х)(1 * х)

Вторая производная всюду определена и обращается в

ноль в точках х = -1; х = 1.

Функция выпукла вверх на промежутках (-оо; -1] и

[1; +оа); выпукла вниз на промежутке [-1; 1].
Точки х = ±1- точки перегиба, при этом i/(±l) = In 2.

в) Функция у
= е""'=*«* определена при х Е R;

1

1 + Х

у" =: garctgj;, . garctgj
2х arctgx

(l-2x).

Вторая производная всюду определена и обращается в

ноль в точке х=
—

У"(х)
У(х)

Функция выпукла вверх на промежутке ,

выпукла вниз на промежутке '2

-IV
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Точка х= —- точка перегиба, при этом у

Ответ: а) функция выпукла вверх на промежутке

'1\ arctg-

5
, выпукла вниз на промежутке

5

3
;точка

(5 250^
—;

-

-^
-

точка перегиба;

б) функция выпукла вверх на промежутках (-оо; -1] и
[1; +оо); выпукла вниз на промежутке [-1; 1]; точки

(±1; In 2) - точки перегиба;

в) функция выпукла вверх на промежутке 2="~-

выпукла вниз на промежутке
'2

; точка перегиба

arctg-

2-'

Асимптоты графика функции

Исследование функций на асимптоты не имеет

прямого отношения к понятию производной и дифференциала.
Но поскольку это исследование обычно проводится в

рамках полного анализа функций (в том числе, и по первой
и второй производной), то рассмотрим этот вопрос в

данном разделе.
Определение 8. Пусть функция у

= f(x) определена в

некоторой окрестности точки х^^, быть может,
односторонней. Если хотя бы один из односторонних пределов

функции f(x) в точке Xq равен бесконечности, то прямая х = х^
называется вертикальной асимптотой графика функции.

Определение 9. Пусть функция у = f(x) определена при
x>Xq(x< Xq). Прямая у

= ах + Ъ называется наклонной
асимптотой графика функции у

= f(x) при х -^ -Ь» (х —^ -оо), если

lim (f(x) - (ах + 6)) = 0.
ДГ—»+=о

(ДГ-»-оо)
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Если а = О, то асимптоту называют горизонтальной.
Как правило, вертикальные асимптоты находятся «на

краях* области определения функции. Наклонные

(горизонтальные) асимптоты находятся при х —» +<» {х —» -оо)
по следующим формулам:

f(x\
а = lim ^^^; Ь = Ит (/(л:)-а- х).

*-»+°° X д:-^+~

(д;->-со) (ЛГ-»-»)

Пример 13. Найти асимптоты графиков функций:

Решение.

х^
а) Функция =- определена на всей числовой оси,

кроме точки 3f =-1.

1) Рассмотрим поведение функции в окрестности
точки л: == -1;

х^ х^
lim = -оо: lim

д:-»-1-0 (д: + 1)2
'
д:^-1+0 (д. + 1)2

следовательно, прямая х = -\- вертикальная асимптота

графика функции.
2) Рассмотрим поведение функции при х~^+°°:

,. у(х) ,. х^
,.

-2
а = lim ^^-^ = lim = lim

х-^^ X х-^+-^ (х +1)^ ■ X *-^+~л:^+2л: + 1

= lim = 1,

X х^

b = lim (у(х) -а- х)= lim 1
^

х\ =

д:-»+со j._>+«j ;с2 +2л: + 1

= lim — = lim —^ = -2.
х-^-К" X +2х + 1 х-^-^

1+1

Следовательно, прямая у = дс - 2 - наклонная

асимптота при X —» +00.
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3) При X —»-оо аналогичный анализ приводит к той же
асимптоте у

= х-2.

б) Функция у
= 1- arctgjc определена на всей число-

X

вой оси, кроме точки х = 0.

1) Рассмотрим поведение функции в окрестности
точки дс = О ;

г

lim — + arctg х =

-«»; lim
д:^0-0 I X I д:-»0+0

— + arctg X = +00,
X

следовательно, прямая х = 0 является вертикальной
асимптотой графика функций.

2) Рассмотрим поведение функции при х -^ +«»:.

1 . п
— +arctgX —

а= lira ^ =^=0;
д:-»+св X оо

fl Л п
Ъ = lim — + arctg х = —

.

д:-»-н»1 ЗС j 2

Я

Следовательно, прямая у
= — -

горизонтальная асим-

птота графика функции.
и

3) Аналогично, при дс —» -оо прямая у = -~ является

горизонтальной асимптотой.

п

Ответ: а.)х = -1; у=х-2;б)х='0;у = ± —
.

Общая схема анализа свойств функции
и построения ее графика

Рекомендуем следующую последовательность анализа

свойств функции.
1) Область определения функции; область значений

функции (если это возможно).
2) Промежутки положительных и отрицательных

значений функции. Координаты точек пересечения с осями

Ох и Оу.
3) Исследование функции на четность, нечетность.

4) Исследование функции на периодичность.
5) Исследование функции по первой производной:
-

промежутки монотонности;
-

точки экстремумов; экстремумы функции.
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6) Исследование функции по второй производной:
-

промежутки выпуклости вверх и выпуклости вниз;
- точки перегиба.
7) Анализ области непрерывности. Анализ точек

разрыва. Асимптоты графика функции.
8) Расчет координат дополнительных точек (если это

необходимо).
9) Построение графика функции.

Пример 14. Провести полное исследование и построить

график функции у=л1х^-у1х^-1.
Решение.

1) Функция у
= \х^ - VJC^ -1 определена при всех

XG R.

Вопрос об области значений отложим до построения

графика.

\у = о,
2) а) Пересечение с осью Ох

i^=^
-^

график функции ось Ох не пересекает.

X -О
б) Пересечение с осью Оу.

Чу = 1.

в) Промежутки положительных значений функции:

у>0; л/^-л/л:2-1>0; ^>^х^ -1; х^> х^ - 1;
0>-UxE R.

График функции располагается выше оси Ох при всех х.

г) Промежутков отрицательных значений функция не
имеет.

3) Сравним значения функции в точке х и точке -х:

у(х)= '4^-'4?^ ; у(-х) = з/^_з/(_^)2_1^
= у(х), следовательно, функция четная.

Напомним, что график четной функции симметричен
относительно оси Оу.

4) Функция непериодична (см. пункт 5: существуют
три точки экстремума, что невозможно в случае
периодической функции).

5) Исследование по первой производной:
1 2

3 3 З^л/^ 3^(ж2 -1)2
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2f^(л:^ -1)2 - x^yf^)

3^,1х(х^ - If
Критические точки:

а) у' = 0; ^(:с2-1)2=^; (х^ - 1)2 = х*;

1 л1й
-2дс2+1=0;лс2= -;х,,,

= ±—;

б) у' не существует; Jfj
= 0; лгд.з

= -!•

-1

2 2

Все критические точки на рисунке заштрихованы, так

как во всех этих точках функция определена.

J2
Функция возрастает на промежутках

О;
л/^

и убывает на промежутках

л/2

Л
\

;0

г
+

42
2

; + оо

^Д:Точки X = ±— - точки максимума; у

1,59.
Точка X = 0- точка минимума; у(0) = 1.

6) Исследование по второй производной:

Критические точки первой производной:
1) у" = 0; можно показать, что таких точек нет;

2) у" - не существует; х^
= 0; гСз.з

= -1-

У"(х) +

У(х)

Функция выпукла вниз на промежутках (-<»; -1]; [1; -Ь»),
выпукла вверх на промежутках [-1; 0]; [0; 1].

Точки д: = ±1 -

точки перегиба; i/(±l) = 1.



329 5. Функции одной переменной

7) а) Функция определена на всей числовой оси и

всюду непрерывна; точек разрыва нет, следовательно, нет и

вертикальных асимптот.

б) Рассмотрим поведение функции при х

2 1

+оо:

а = lim у{х) lim
х^-{х^-1)'

= lim
1

X

X

X

= 0;

6= lim у{х)= lim | ^-^/?^ |= (оо - оо) =

lim -7= 7=
(^ -1)

л:^ +■

1

оо^(л:2-1)2
Таким образом, прямая у = О -

горизонтальная
асимптота при X —» +00.

; в) В силу четности функции прямая у
= О является го-

]^изонтальной асимптотой и при х —» -оо.

8) Ограничимся расчетом дополнительных значений

функции при X = ±2: i/(±2) = V4 - л/3 « 0,145.
9) График функции имеет вид:

-2 -1

/—
f\

л/^

^i
2

N

0

1

">
/

"ТЧ
|\

л/^
1 2

Возвращаясь к первому пункту исследования,

отметим, что областью значений функции у
= Щх^ - Щх^ — 1

является полуинтервал (0; ^].
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Задача о наибольшем и наименьшем

значениях функции на промежутке

Случай отрезка [а; Ь].
Наибольшие и наименьшие значения функции,

непрерывной на отрезке, достигаются либо в критических
точках, либо на концах отрезка.

Достаточно найти все критические точки,

принадлежащие отрезку, рассчитать значения функции в этих

точках, а также в точках а и 6, после чего выбрать
наибольшее и наименьшее значения.

Случай интервала (а; Ь).
В отличие от предыдущего пункта, в случае интервала

не гарантируется существование наибольшего и

наименьшего значений у функции. После расчета критических
точек и значений функции в них, необходимо изучить

поведение функции при X —» а+0 из:—» Ь-0. Сравнивая
найденные значения, получают наибольшее и

наименьшее значения функций или обосновывается факт
отсутствия таких значений.

В случае бесконечных промежутков (а; +°°); [а; +°°);
(-оо; а); (-оо; а]; (-0°; +оо) схемы решения аналогичны.

Пример 15. Найти наибольшие и наименьшие значения

функций на промежутках:

а)у = х*-2х^+ 5; [-2; 2]; б) у = ^(х^ - 2xf ; (0; 3);

1-х
в)у = arctg ; (0; 1].

L + X

Решение.

а) 1) Значения функции в граничных точках отрезка:
1/(±2) = 16 - 8 + 5 = 13.

2) Критические точки и значения функции в этих

точках:

у' = 4л:» - 4л: = 4л:(л: - 1)(л: + 1);
y' = 0;xi = 0;x2^ = ±l.
Все точки принадлежат отрезку [-2; 2].
у(0) = 5; у(±1) = 4.

3) Сравнивая значения i/(±2); у(0); у(±1), получаем
У„аиб

= У(±2) = 13;

б) 1) Находим предельные значения функции на

границах интервала:

у(0+0)= lim (х^-2х¥=0;
л:-»0+0

'
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у(З-О) = lim (х^ - 2x1 = 33 =^ = 2,08.

Отметим, что этих значений в точках л; = О и л: = 3

функция не достигает, поскольку эти точки не принадлежат

интервалу (0; 3).
2) Критические точки и значения функции в этих

точках:

'/,
у- 2xf\ =-(»:'-2;cf3-(2x-2) =

о

J

4(х -1)

у' = 0;х = и
у'
-

не существует; х^
= 0; Xg

= 2.
Точки л; = 1; л; == 2 попадают в интервал (0; 3);
точка л; = О -

не принадлежит интервалу.
1/(1) = 1; 1/(2) = 0.

3) Сравнивая значения у(1) = 1; у(2) = 0; у(0+0) =0j

1/(3-0) = v9 , получаем

г/„а„м
= 1/(2) = 0;

Уш«б
- не существует.

в) 1) Находим предельное значение функции в точке

3f = О и граничное значение в точке л; = 1:

1/(0+0)= lim arctgi^ = - =0,7854;
л:-*0+0 1 + Х 4

1/(1) = arctg 0 = 0.

2) Критические точки и значения функции в этих

точках:

У'^ arctg
l-x^

1 + х^
1 +

1

(l-x^

/

2 1 + Х

(1 + xf + (1 - xf
'

Очевидно, что у' <0 при х е (О; 1], т. е. функция
является убывающей.

3)у„а„„ = у(1) = 0;
Ут,б

-

не существует.
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Ответ: а) у„,^^ = у(±2) = 13; у
= у(±1) = 4; б) у„,^

-

не существует; i/„^„„
= у{2) = 0; в) у„^„^

-

не существует;

Задания для самостоятельного решения

1. Вывести уравнения касательной и нормали к кривой
2

у
= е в точке с абсциссой а) 0; б) 1.
2. Вывести уравнения касательной и нормали к кривой

у = arctg X в точке с абсциссой а) 0; б) 1.
3. Под каким углом пересекаются кривые у

= sin х и

у
= cos X при X е 0=1
4. Под каким углом пересекаются кривые у

= \п(1 + х^)
жу

= 1п(1 - х^)7
5. Найти ускорение материальной точки, движущейся

п

по закону у(х) = tg5f;0<x< —

в момент времени, когда

ее скорость равна 2.
6. Масса стержня задается функцией у

= Sx^ + sin х.

п
Какова плотность стержня в точках дс = Оидс= —?

7. Найти приближенные значения выражений
а) cos 61°; б) arccos 0,54.

8. Используя правила Лопиталя, найти следующие

пределы:

а) lim -^
; б) "«i

;
t cos 2л:

'
*-*+oln(sin23f)

'

4

в) lim ; г) lim х^\ д) lim ctg л;*»'.
п

, , X л:-»0+0 л:-»0

--^Intg-
9. Разложить функции по формулам Тейлора и Макло-

рена в окрестности заданных точек:

а) л:' + Зл;2 + л: - 6; л: = -1;

б) — ; л; = -1; в) tg дс; л; = О (формула 2-го порядка).
X

10. Используя разложение в ряд Маклорена, найти
cos 10° с точностью до 0,001.

11. Вычислить пределы, используя разложения в ряды
Тейлора и Маклорена:
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а) lim
l-cos3f + 53fsin3f

б) lim
COSJf

ln(l + 3f )
'

х-^0 sin" X

12. Найти промежутки монотонности следующих
функций:

а.)у = х + cos х;б)у = х^е'\ в)у = х- 1п(1 + х).
13. Найти экстремумы функций

V X ОХ + ^ —^ .

а) у = -т ; б) I/
= e«sin 3f;

х^ +2х + 1

14. Найти точки перегиба и интервалы выпуклости
функций:

ч
^^

«ч
• 2ДС 2я:-я:*

.a)i/=- -j;6)i/ = arcsin- г-; в) у = е

(Х+л) 1 + х'^
15. Найти асимптоты графиков функций:

а) у =ifL±£zl; б) у
= (:с + 2)6-.

л:'* -л: + 1
16. Найти наибольшие и наименьшие значения

функций на промежутках:

х^ — X + 1
^^у^

_ .

^ g J-Q. 1].
х'' +Х + 1

б)у = 2tg X -tg^ х; хе »=1
Ответы:

1.у=1;х = 0;б)у = е-х;у
=

X 1
-+е+-;
е е

п п

2.a.)y = x;y
=

-x;6)y=-x+j--;y
= -2х + - + 2;

3. arctg (2 л/2 ); 4. 0; 5. 4; 6.1;
- я^;

7. а) 0,4849; б) 1,00095; 8. а) - -; б) 1; в) 0; г) 1; д) 1;

9. а) (х + 1)» - 2(л: + 1) - 5 ; б) -1 - (х + 1) - (л: + 1)^ - ..

(х + If'
(Х + ly + (-1)"+!

(-i + c{x + i)f
TJ,0<c<l;
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ь)х+ — •
^

i ',0<с<1;
3 cos сх

10. 0,985,- 11. а) 5,5; б)
- 0,5;

12. а) всюду возрастает; б) возрастает при л: < -2 и л: > 0;
убывает при -2 < л: < 0; в) возрастает при jc > 0; убывает
при -1 < jc < 0;

Т\ _!_
24'

13. а) i/„j„
=

I/ g

б) Ушп =

У
— + 2пп
4

\

42 -7+2ЯП

Уmax Л 4

V2 7"*"^"'*
, ле Z;

14. а) точек перегиба нет; функция выпукла вверх при
л: < -1; выпукла вниз при л: > -1; б) точка перегиба (О; 0);

в) точки перегиба: 1± —;V. ; функция выпукла вниз

V2 л/2
при JC < 1 и X > 1 + ; выпукла вверх при

42 л/2
1- ^^ <jc<l+ ^^;

2 2
15. а) вертикальных асимптот нет; у

= 4х + 4-
наклонная асимптота при х -»*«>; б) л: = О -

вертикальная
асимптота; у

= X - наклонная асимптота при х -»±о?;

16. а) 1/„,„в
= у{0) = у{1) = 1; 1/„,„„

=

1/2 к » о) Уцаиб

^£^
чЪ

! • Унаим
-

не существует.



6. ФУНКЦИЯ одной
ПЕРЕМЕННОМ:

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

6.1. Неопределенный интеграл

Понятие неопределенного интеграла

Определение 1. Пусть функция у
= f(x) определена на

некотором промежутке. Функция у
= F(x) называется

первообразной функции у
= /(х), если она определена на

этом промежутке, и в каждой точке промежутка

выполняется условие

F'ix) = fix).
Теорема 1. Все первообразные одной и той же функции

отличаются на некоторую постоянную.

Определение 2. Множество всех первообразных
функции у

= f{x) называется неопределенным интегралом от

этой функции.

Обозначение: J fix) dx = F(x) + C,C - const.

Свойст,ва неопределенного интеграла

1. jdF(x) =F(x)+C.

2.djfix)dx=fix)dx.
3. Если функции f^(x) и f^ix) имеют первообразные, то

функции /j(jc) ± f^ix) также имеют первообразные, и при
этом

j(fiXi)±fiX2))dx== jfi(x)dx± jf2(x)dx.
4. Если функция fix) имеет первообразную, то

функция к ' fix) (k - const, fe ?t 0) также имеет первообразную,
и при этом

jkfix)dx-=kjf(x)dx.



Практикум по высшей математике 336

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

Табличные интегралы

x^dx=
-

+ С;рФ-1.
р + 1 ^

dx
— =1п\х\ + С; ХФО.
X

а'' dx= -^ +С;а>0,аФ1; | e*djc = e« + C;
In а •'

sin X'dx = -cos x + C;

cos X • dX'^sinx + C;

dx
, ^

^
, , „

= tg jc + C; jc ?t
— + nk, ke Z;

COS^ X

dx

-r~^—
= -ctg x + C; ХФ nk, ke Z;

sin X

shx ' dx = ch x + C;sh X =

сЬл: • dx — sh X + С; ch X =

e —e

e* +e
*

dx chjc
, T~

= eth x + C; cth x =——

, хфО\
sh jc shjc

dx shJc
, 2

= th x 4- C; th JC = —— .

ch ДГ chx

^ДГ
_

1 X 1 x

~z ^ arctg —h С =— arcctg —\- С;аФО.
a^ +x^ a

^
~ ~

^
-

dx 1

л:2 - «2 2a
In

a

jc-a

a a

x + a
+ C; X Ф ± a.

= arcsm— 4- С = -arccos \-С;\х\<\а\.
a ayla'-x^

dx
= ln

дкоренв
полагается, что |x| > |a

X + л/х^ ± a^ + C;

если подкоренное выражение имеет вид х^ - а^, то пред-
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Замечание. Строго говоря, формулы 1-9 справедливы
лишь на промежутках, внутри которых подынтегральные

функции определены. Если подынтегральная функция
имеет точки разрыва, то нельзя говорить о едином

представлении неопределенного интеграла от нее для всех

промежутков, где функция существует. Например,

dx
_

flnx + q, х>0,

lln(-jc) + Cg, л < 0.

edx
_

J X

Основные методы интегрирования

Метод разложения

Этот метод применяется для интегрирования функций
fix), представляющих собой алгебраическую сумму
нескольких функций fiix)', fzix); ...; f„ix), первообразные
которых заранее известны или могут быть легко

получены. Тогда в соответствии со свойством 3 неопределенного
интеграла получаем

jfix)dx = J(/i(jc) + f,ix) + ... + f^ix))dx =

= jfiix)dx + jf2ix)dx + ... + jf^ix)dx.
Метод введения нового аргумент,а

Теорема 2. Пусть функция f{x) определена и имеет

первообразную F(x) на промежутке X; пусть также функция
X = (p{t) определена и дифференцируема на промежутке Г,
и определена сложная функция /(ф(*)). Тогда функция
/(ф(*)) * ф'(*) также имеет первообразную на промежутке

Т, и при этом

J /(Ф(0) • Ф'(0 • dt = Р(ф)) + С,С- const.

Главной проблемой при применении данного метода

является то, что исходный интеграл [ а(0 * ^(0 * dt не

содержит «подсказок» в виде заранее сформированных
Множителей /(ф(0) и ф'СО* Необходимо «увидеть» в одном

из множителей a(i) или hit) производную некоторой
функции ф(*), а второй множитель оформить как функцию с

аргументом ф(*), после чего процедура интегрирования

Принимает очевидный характер:
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Г bit) = (p'(t) t

= |ф(0 = х| = jfix) • dx = Fix) + С = Лф(0) + С.

Метод подстановки

Если функция Дх) непрерывна, а функция х = ф(0
непрерывно дифференцируема, то

jfix)dx^ jfi(pit))'(p'it)-dt.
В отличие от метода введения нового аргумента

подстановка может проводиться совершенно формально.
Однако эффективность метода подстановки существенно
зависит от выбора функции ф(*). Подстановка считается

удачной, если вновь полученный интеграл проще
исходного.

Отметим еще одну важную особенность метода
подстановки. После проведения интегрирования по переменной
t необходимо «вернуться» к переменной х, что возможно

лишь при условии существования обратной функции
t = ф"Ч^)« Следовательно, на промежутке, на котором
выполняется интегрирование, функция ф(*) должна быть

строго монотонной.

Метод интегрирования по частям

Теорема 3. Если функции и(х) и и(х)

дифференцируемы на некотором промежутке, и интеграл | у
• du

существует, то и интеграл м • dy также существует, и при этом

\U'dv = U'V- \v • du.

Интегрирование по частям можно считать

результативным, если получающийся интеграл проще исходного.
На практике применению этого метода предшествует
некий анализ, поскольку реальный интеграл имеет вид

<^(х) - Ь(х)' dx, и, следовательно, есть альтернатива вI
выборе и(х) и dv(x). Рекомендуется в качестве и(х)
выбирать ту из функций а(х) или Ь(х), производная которой
проще для интегрирования, чем сама функция; а в каче-
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стве dvix) выбирать тот множитель, который
сравнительно легко интегрируется, тогда

и = а{х) du = a'(x)dx

ja(x) . Ых) dx =
dv = bix)dx V = bix)dx = В(х)

= a(x) • В(х) - J В{х) a'ix)dx.

Например, в интегралах вида
г , л

/д:- dx

sin ах

cos ах

целесообразно в качестве и(х) и av(x) принимать
соответственно

и(х) = X", dvix)

sin ах

cos ах dx.

поскольку это приводит к понижению степени

множителя X" на единицу. После л-кратного применения метода

интегрирования по частям приходим к простым
интегралам вида

J
sin ах

cos ах

'^Inx

dx.

В интегралах вида Г х"

dv{x) принимают

ц(х) =

arcsm X

arctgx

dx в качестве ц(х) и

Апх
arcsin X

arctg X

, dv(x) — X" dx.

тт < тт "
ч Г * ^^ + 5х • cos X -1 ,

Пример 1. Найти интегралы: а) ах;
•' X

в) J
cos2x

sin^x-cos^
-dx; в) J tg'x йл:; г J \^ \^X •' J XCI + X'*)
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Решение.

Для нахождения интегралов а) - г) воспользуемся
методом разложения, который позволяет разбить исходный
интеграл на алгебраическую сумму табличных

интегралов.

С у1х^ + 5х • cos х-1 с
а) J dx-\ X 3 +5cusjc- dx =

= \x 3 •dx + 5\cosx-dx-\— =

+ C,C ~ const;

cos2jc

3-Jc3
+ 5 sin X - In Ы +

6) J sin^jC'Cos^

e cos X - sin x
,

-dx== \-r^ ^—^--dx =

X J sm jc'cos л

dx I
r— = -ctg x-tg x + C;

cos X•' sm X •'

B) hg^xdx= [
^^" ^

dx= f
J •' cos x •'

-\dx = tg X- x + C;

(l + xfdx
_ f 1 + 2jc + X

1 - cos x

COS^ X

dx =J
dx

cos^ jc

= f—+ 2f-^=lnM + 2arctgx+C.

3 !
Ответ: a) — л^ + 5sin jc

- In |jc| + C; 6) -ctg л:
- tg x + C;

/J

в) tg X -

JC + C; r) In |x| + 2 arctg x + С

Пример 2. Найти интегралы; а) J 2хл/х^ +1 dx;

б)
vln xdxesinx-dx tyllnxdx f_£l_^

•' Vcosx J Jf ^l + e"""

д) J tgxdx.

Решение.

Используем метод введения нового аргумента.
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а) Поскольку 2xdx = (1(х^) = с?(д;2+1), то

.

с
~ 111

[гх^х"^ + 1 йд;^ J (д:% 1)2 d(A;2+l) = |д;Ч1 = ^=\t'^dt =

2 - 2 -

= £t2 + c=f (:с2+1)2 + С.
3 3

б) Так как sin xdx = -d(cos а:), то интеграл принимает
вид:

fsinagdag fd(cosA;) i i . -1
J /

= -
,

= cos x=t\ = -\t ^ dt =
"'■

vcosa; j Vcosa; J

= -2*2 + с =-2 Vcoslc + с
dx

в) Очевидно, что
—= d(lnx), поэтому

j^~^= |(1пд;)2 d(ln д;) = I In д; = i I = Ji2 di =

2 - 2 ^
= -*2 +C= -(1пд;Д + С.

f e'^dx f dCe"") i i f di
■■) J IT^iT =J TT^i^=к -'I - J Г77

- «■■''ts * + с -

= arctg (e') + C.

, f. ,
f sin xdx f d(cos д;) i i

д) tgx dx = = - —^^ = cos x = t\ =
•' J cosa; •' cosa;

' '

Г dt
= -\- In |i| + С = -In |cos x\ + С

3

Ответ: a) - (x^ + 1) 2 + C; 6) -2 Vcos7 + C; в) - (in A;)i +
+ C; Г) arctg (e') + C; д) -In |cos д;| + С.

Пример 3. Найти интегралы: а) J ~/ ; б) J —j=—;
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Решение.

Используем метод подстановки. Умение найти

подходящую подстановку приходит по мере накопления опыта

интегрирования. В некоторых случаях бывает довольно
сложно сразу обнаружить замену, сводящую интеграл к

табличному, или хотя бы упростить его. В качестве общей
рекомендации можно посоветовать лишь следующее:
заменять на новую переменную следует самые «тяжелые»

конструкции под знаком интеграла. Например такие,

которые вообще отсутствуют в подынтегральных
выражениях табличных интегралов.

у/х-1 =t

^

f jt^ +l)'2t'dt
_а)|

xdx

-Jx-l
x = t^ +1

dx = 2tdt

f f*^ 1 9 - -

= 2ja^+l)d/i = 2 Y
+ 4+C= -(jc-l)2 +2(jc-l)2 + C;

^)J
e^dx

-Ix =t
x = t^

dx=2tdt

= J^
2tdt

= 2ef + C =

= 2e^ + C;

B)
f xdx

x^ +a^ =t

x = it-a^)^

dx = -{t-a^) ^dt
2

I
= -1п(д;2+a2) + C.

Данное решение получено для значений х>0:

1^

x^+a'^ = t,x^=t-a^\x= -Jt-a^ = (t -а^)2 .
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Можно легко показать, что случай х < О приводит к

тому же результату. В заключение покажем более

экономную технику подстановки, которая не требует получения
явного выражения для переменной х:

J
xdx

х^+а'

х^ +а^ =t

d{x^ + а^) = dt

2х dx = dt

= Jf=i'nM-''=

= - In (д;2 + a2) + С.

г) J
4jc + 3

dx.

Знаменатель дроби является квадратным трехчленом;
выделим полный квадрат:

jc2 + бд; + 10 = д;2 + 2 . д;. 3 + 9 + 1 = (д; + 3)2 + 1.

х + 3 = t

I
4x + 3

{х + 3)^+1
dx = X = t-3

dx = dt

= J
4it - 3) + 3

t^+l
dt =

r4t-9 с tdt r dt r d(t^ +1)
= -i dt = 4\-^ -9 -T =2] \ -

J i^ + i J t^ + 1 J t^+1 ^J t^+i
- 9 arctg t = 21п(*2 + 1) - 9 arctg t + C = 2 1п(д;2 + бд: + 10)
- 9arctg (jc + 3) + C.

f arctgva: dx

1 + x

arctg л[х =t

л1х = tgt

X ^ tgh
1

1 + X =

cos^ t

dx = 2 tgi
dt

cos^ i

J tffi

2tg i • cos^ t

tgt cos"*

= (arctg ЫХ у + C.

Jd* = \2tdt = t^ + C =
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2 ~ -

г
Ответ: а) -(х-1)^ + 2(х-1)2 + С; б) 2е^* + С;

о

в) - In (д;2 + а2) + С; г) 2 \п{х^ + бд; + 10)
- 9 arctg (д; + 3) +

+ С; д) (arctg 7^)2 +с.

Пример 4. Найти интегралы: а) д;^ • In д;
• dx\

б) J д: • arctg X • dx; в) Г агссозд; • dx; г) J е* • sin х • dx;

д) \8тл[х dx.

Решение.

Применим интегрирование по частям.

1) jx^-lnx dx =

и = 1пд; dii =—
X

dv=x^dx v = —x^
4

= — д:* • In л;
4

б) J JC • arctg X' dx =

u = arctgjc du=
dx

1 + x'

dv=xdx v = -x^
2

= — д;^ • arctg X

Так как

2Jl + д:^
djc.

1 + д;^

(1 + д;2)-1 . 1
.i '_ -\ _

^ TQ

1 + д:' l + x^

Г X' arctg д; • djc = —x^' arctg -^
-

т H'-^ + 7: 5-
=

J 2, 2J 2 J 1 + X

1
о

11
= — д;2 • arctg JC - —x+ — arctg д; + C-
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■)Jв) arccosх- dx =
и = arccos X du =

dx

л/ГГ^
dv - dx V = X

= X
•

агссозд;4
xdx

VT

Заметим, что x dx = d
2

V J

= \d{x')= \d{x^~l) =

=- — d{l — x^), следовательно,

f 1 f
--

J arccos л: • dx^ X' arccoso;
-
— Г(1 - л^) ^ d(l - x^) =

= X ' arccos X - (1-д;^)2 Л-С = x arccos x- "^^--o^ + C.

и = sin X du = cos X ■ dx

dv = e'^dx и = e*
) J 6* • sin X ' dx

ti д; • e* - J e • cos д; • йд; =
u = cosjc cfu = -sinA;-cfa:

dv=e''dx v = e^

= sin д;
• e* - cos д; • e* - J e* sin x • dx.

Двукратное интегрирование по частям приводит к

появлению исходного интеграла. Фактически, получено
уравнение для нахождения интеграла:

J е* sin X ■ dx = e*sin д;
- е* cos д; - J е* sin х • dx,

f X е*
следовательно, е sin х- dx = — (sin х -

cos д;) + С.
J 2

js:)jsm^yfxdx.
Целесообразно ввести новую переменную: i = v д; :

|8^п^сгд; =
йд; = 3t^di

= J sin t-2t^-dt =
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= з| t • sin t- dt =

+ 6/'• cos t • dt = = -3*2 -cost +

u = t^ du= 2tdt

dv = sin tdt и = - cos t\
= 3\-1^ ' cost + 2(t ■ cost • dt)= -3*2 •

cos * +

u = t du = dt

dv=costdt v = smt

+ 6 (* ■ sin t - J sin t. dtj= -3*2. cos t + et' sint + 6cos t + С =

= -3\/?-cos^ +6- ^vsin^ +6cos^ +C.

Ответы:

1 л:"* 1 1
a) --x^-ln X - -— + C; 6) —x^' arctg д: -

—

л; +
4 16 2 2

+ — arctg д; + С; в) д;
•

arccos х
- ^l-x^ + С;

г) — (sin X -

cos х) + С; д) -3 Щх^ • cos^ +

+ 6 • ^ • sin^ + 6 cos^ + С.

Интегрирование рациональных дробей

Pix)
Определение 3. Рационлльной дробью называет-

Qix)
ся отношение двух многочленов, при этом дробь
называется правильной, если степень многочлена Р(х) меньше

степени многочлена Qix).
Любая неправильная дробь может быть легко

представлена в виде суммы некоторого многочлена и правильной
дроби, для чего достаточно поделить Р{х) на Qix) уголком.

Теорема 4. Пусть
Pjx)

Qix)
правильная рациональная

дробь, Pix) и Qix) -

многочлены с действительными
коэффициентами. Если

Qix)-- ix-a^y''...'ix-aJ'"ix^+PiX + qiy'-...-
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(X + p^x + qj'., где р^2 _ 4д. < О, г = 1; ...; т; а, Ф а^, i Ф j,
то существуют действительные числа Л,^; i = 1; ...; п,

У = 1; ...; s^; В.г, D^^; i = 1; ...; /п; ;
= 1;...; *. такие, что

исходная рациональная дробь может быть представлена в

следующем виде

Р(х)^у4Ь Aj ^fyh B,jx + D,j

По сути теорема 4 утверждает, что любая правильная
рациональная дробь может быть представлена в виде

суммы так называемых простейших (или элементарных)
дробей вида

А А Bx + D Bx + D

х-а (х-а)^ х^ + px + q' (х^ + рх + qf
*

i > 2; р2 - 4g < 0.
Ш практике указанное разложение осуществляется с

помощью метода неопределенных коэффициентов.

Интегрирование рациональных дробей, таким

образом, сводится к интегрированию простейших дробей.
Г А

1, dx = A-\n\x-a\+C\
J х- а

2. \- 7[dx = А [{х-ауЫх= — ^ -I- С;

i>2;

3.1
Bx-k-D

x^ + px + q
dx -b

Bx-k-D
dx =

x^t + q-

x + ^ = t
2

"" ^
2

«2

^
4

dx = dt

_fXlll
+ D

= J t^+a'
dt
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2J t^+a'
D-

Вр

\
—arctg—=
а а

В 2D-Bp t В
= —1п(*2 + а2)+ —- arctg-+ С= —\n{x^+px + q) +

2D-Bp 2x + p ^

+ —-—- arctg- „
+ С

2a
^

2a
Заметим, что первый этап преобразования связан с

выделением полного квадрата в квадратном трехчлене:

_^2 2

х +

2 2 V

х^ +рх + а = х^ + 2х-— +—-—+д =

2 2
Р Р о

где q
- ■^-— > О, и, следовательно, q

= а^.
4 4

+ q-

'■J
Bx + D

dx.

(д; + pjc + gJ
После аналогичных преобразований интеграл

Принимает вид:

J
Bx + D

\х^ + px + qj
dx =

х + ^ = t

Р 2
а - ^-- = а^

4

йд; = dt

В edjt^ +а^) 2D- рВ t dt

2i (tUa^y^ 2 UtUa^y'

CditUa')_ 1

J(f2^^2ji (l-i)(t'+a2)'-i
^'

и =
С dt

_

t с fdt

du = -

2itdt

dv = dt V = t

t^dt
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С dt
Обозначая/, = J 2 2\i , легко получаем следующее

t 2i -1
^

рекуррентное соотношение: /^^^ = —^—^
— +

^ /,;

i = 1 • ?•

1 ■ t

Поскольку /i = — arctg — ; то все последующие интег-
а а

ральг /g, /3»— вычисляются по вышеприведенной
формуле.

СX +х -8

Пример 5. Найти интегралы; а) | ^ dx;
^ X -Ах

е{х^ -3jc + 2)dx е dx ех^ +х-\
J х{х^+2х + \) ''^^KUx'^^i ixU2f

^''^б)

Решение.

х^ + х^ -Ъ
а) Дробь является неправильной; выделим

х^ - 4х

целую часть:

__х^+ x* + Qx^ + Qx^ + Ox-% I х^ + Qx^ - Ах
х^ + Ох^- 4д:з \х^ + х + 4:

л:* + Ох^ - 4х^
4д;з -f 4x2 + ojc
"4x3 + 0x2 - 16х

4x2 + 16х - 8

+

х^ +х^ -8
Таким образом, z = х2 + х + 4 +

X -4х

4х^+16х-8

х^-4х
Прежде чем приступить к интегрированию, необходи-

4х^+16х-8
МО разложить дробь «— на сумму простейших

X -4х
дробей. В силу теоремы 4 данная дробь может быть
представлена в виде
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ix^+16x-8 4a;416jc-8 ABC

x{x-2){x + 2) X x-2 x + 2^x^-^x
Неизвестные коэффициенты A, Б и С находятся

следующим образом:

С А{х^ - 4) + В{х^ + 2х) + С{х^ - 2х)А В
— +
X х-2 jc + 2 х{х

- 2){х - 2)

_

х^{А + В + С) + х{2В - 2С) + (-4А)

х(х - 2)(х - 2)
Сравнивая числители исходной дроби и дроби с

неизвестными коэффициентами 4д;^ + 16х - S = {А+ ВЛ- С)х^ +
+ (2Б - 2С)х + {-iA), получаем систему трех линейны»;
уравнений с тремя неизвестными А, Б, С:

А+В + С = 4,

2Б-2С = 16,

-4А = -8;

Итак,

x^+x^-S

В+С = 2,

В-С = 8,

А = 2;

В = 5,

С = -3,

А = 2.

II
11

сх" л-х

Ах

2

dx = J| д;^ + л: + 4 + —+
х-2 хл-2

dx =

=^ + ^+4х + 21п \х\ + 51п \x-2\- Bin |д; + 2| + С.

на сумму простей-б) Разложим дробь

ших:

х^-Зх + 2 А

x(x+lf X

А(х + lf + Вх(х +

х(х + lf

jc2(A + B)+jc(2A +

В

х +

1) +

Б +

х^-

х{х^

- + -

1 (

Сх

С) +

-гх + 2

+ 2jc +1)

С

x + lf

А

х(х + If
Неизвестные коэффициенты А, Б, С находим из

системы:
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А + В = 1, [А = 2,

2А + В + С = ~3, Б = -1,

А = 2; [с = -6.

Итак, г 5 d^ = I
•' х(х^ + 2jc +1)

J л; +1 (д; +1)^
с/д;

= 21пЫ-1пи+ 11 +
х + 1

+ С.

в) Дробь ~^ имеет следующее разложение на сум-

му простейших дробей:

1
_

1 А Вх + С
_

х^ +х х(х^ + 1) л: л:^ + 1

_А(х^+1) + (Вх + С)х х^(А + В) + Х'С + А

х(х^ +1) х(х^ +1)
КоэффициентыА, В, С находятся из следующей

системы:

А + В = 0,

С = 0,

А = 1;

А = 1,

Б = -1,

С = 0.

Итак, 3 "Иг 2 1
dx = In Ы -

—^—г =

, , If d(x^ +1) , ,
1

= In kl -
- J -^^7Y^ = In \x\ - ~ ln(:c^ + 1) + С

JC"* + X - 1

r) Разложим дробь 2 o\
(X + ^}

jc'^+jc-IAjc + B Cx + D

(x^+2f
~~^

~

2~ на сумму простейших:

jc^ + 2 (jc^ + 2)^

(Ax + B)(x^ +2) +Cx + D
_

(x^ + 2)2
Ax^ + x^B + x(2A + C) + 2B + D

(x^ + 2)2
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А = 1,

В = 0,

2А + С = 1,

2B + D = 1;
Следовательно,

'х^+х-1

А = 1,

В = 0,

С = -1,

D = -l.

х + 1ех +Х-1, _п X х +

2f
dx'=

(х^ + 2)2
- -^1 - -^2 - -^з;

f jcdjc j* лгал: j* ал
" J jc2+2~J(a:2+2)2"Jc?T

f лгс^л: 1 f d(A;2 +2) 1

лгсгл:
_

1 rdjx^ +2)
_

1 1

^^•'(jc2+2)2 "2J(jc2+2)2
"

2jc2+2'^^^-
Для расчета ig рассмотрим табличный интеграл

f dx 1 -^

arctg r;: +Сз,
л:^ +2 л/2

1 , л: С dx
-pr arctg—= = I =

V2 V2 •'x2+2

Ц =

^2+2
du =

-2xdx

{x^ + 2f
dv = dx v = X

2x4x " -'"2
=

^ f <2л;'ал:
_

x „f
~

^^27^"^J(jc2+2)2
~

Ic^^ J

= -iL_4.2f-^^ 4f ^^

л:^ + 2 •' (x^ + 2) •' (л:^ + 2)^

(л:^+2)-2
(jc^ + 2f
_

X
~

xU2'^

dx =

+ ^2 arctg-= - 4 • Lg*, следовательно,
л/2

f с?л:
_

л: 1 л:

^' •' (л:^ + 2)2 4(л:2 +2)
'

4>/2
Окончательно получаем

V5

J
л:*^ + л: -1

(х^ +2f
dx= -1п(л:2 + 2) +

2jc2+2
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1
.

X
^

j=srctg-f= -i-C.
Цх^ + 2) 4yf2 л/2

х^ х^
Ответ: а)

— + h 4л: + 2 In |jc| + 51n |jc - 2| -
о ^

- 31п 1д; + 21 + С; б) 2 In Id - In |jc + ll + + С;
x + 1

в) In \x\ - - ln(jc2 + 1) + C;

2-х 1 1 л:

г) ^ + — 1п(д;2 + 2) 7= arctg~/= + С.
4(x^ + 2) 2 ^

4>/2 V2

Интегрирование иррациональных выражений

^ cj fax + bX^ f ax+bX"
Интегралы, вида \Jti xJ

\
cx + g cx+g

dx.

где R -

рациональная функция всех своих аргументов;

а b -

с g
Обозначим т - общий знаменатель чисел s^; s^; ...; s„,

тогда s^
= —; j3, G Z; i = 1, 2, ..., n.

m

^
ax-\-b

В результате замены f" = получаем
cx-\-g

t'"{cx + g)= ax+ Ь\{а- С' t'")x = gf" -b; x =
gf-b
a-cf

iag-bc)mt'"-^ , fax + bX'
ax = —"5— dt;

(a~ct'"f
= tP^

cx+g J
Исходный интеграл принимает вид

Ji/J"^-^^^' ^ax + bX"
\

-JR

cx + g

gf^-b
a-at'

.
cx+g

^ ^ )
\

't^- 'tPn

dx =

jag - bc)mt'^-^
(a - cf^f

dt.

12.^ак. 6
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т. е. становится интегралом от рациональной дроби.

Интегралы вида j Щ х; л1ах^ +Ьх + с ]dx.

Подстановки Эйлера.
При вычислении интегралов данного типа

подынтегральная функция может быть приведена к рациональной
дроби в результате одной из следующих замен :

1) -ylax^ +bx + с = ±jc Va =•= t, где a > 0;

2) л1ах^ +bx + c =±(x- Xi)t, где b^ - Aac >0, x^-
корень уравнения ax^ + bx + с = 0;

3) 4ax^ +bx + c =±л/с ±xt,c>0.
Часто при вычислении интегралов данного типа удает-

к виду (Цг; л/± t^ ± 1

тивными оказываются тригонометрические t = sin ц;
t = cos щ t = tg и VL гиперболические замены t = sh щ
t = ch и; t = ih и.

Интегралы вида \x'^{a + bx^ydx
(дифференциальные биномы)

^ч ^ ^
7П + 1

1) Если J7
-

целое число и s - знаменатель дроби

ся свести их dt, после чего эффек-

п

то подстановка z =х^ сводит интеграл к рациональной
дроби.

„^ „
7П + 1 г

2) Если -

целое число; р=
—

, где г и s - целые
п S

числа, тогда применяется подстановка z = (а + Ьл:" j».
„^„

7П + 1 г

3) Если h р
-

целое число; р
= —

, где г и s -

це-
гг S

лые числа, применима подстановка z = fax"" +&)».

f xdx
Пример 6. Найти интеграл: .

•' Vjc + 1 + л/л: + 1

Решение.

В соответствии с теорией проведем замену ух + 1= t:
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е xdx

J ylx + l+^X + l'^

(JC+1)6 =t

1.

(JC + 1)2 =t^

X = t^-1

dx = Qt^dt

(Г -l)'6rdt

J t+1 J f+1

=6Jt^it^-mt^-t+i)dt =

=6Jit^-t'+t^-t^+t^-t^)dt =

9 8^7 б"'"5 4
+ C =

7
о

3 4

= -(JC + 1)2 -£(jc + l)3 +°(jc + l)6 -X-1 +

a - Ч -

+ -(jc + l)6 --(jc + l)3 +C.
5 2

2 - 3 - 6 -

Ответ: -(л:+ 1)2 —(x + l)^ +—(jc + l)^ - x-l +
3 4 7

5^2

dx
Пример 7. Найти интегралы: a) j — .

,

X + ых^ + л: +1

б) J л: 4х^ - 2л: + 2 dx.

Решение.

а) Применим первую подстановку Эйлера:

а/л:2 +JC + 1 =дг + *, тогда дг^ + дг + 1 = л;^ + 2дг^ + ^2,

12*
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2t-l i2t- if

J

Получаем

dx

X + 4x^ + jc +1
-J

(2r - 2* + 2)dt

(2t - ly

'
2t^-2

2t^ -2t + 2
_ С 2t^ -2t + 2

^
5t + 2

i= 1 +

(2f -1)(2 -1)
3t

dt ~ -f 2t'

2t~l

dt =

+ t

2t^-5t + 2)

Разложим дробь

3*

dt.

3t

(2t - l)(t - 2)
на сумму простейших:

В

i2t-l)(t-2) 2t-l t-2

=

At-2A + 2Bt-B
_
t{A + 2Б) + (-2A-Б)

,

{2t-l)(t-2) (2t-l)(i-2)

|-2А-Б = 0;
~^

|б = 2;

3t 12

(2t - l){t - 2) 2t -1 г - 2
•

Вернемся к интегрированию:

Л 1-
2t-\ t-2

dt=t- -\n\2t- 1] + 21n I* - 2| + C,

где* = V? + jc + 1 -

л:.

6) Применим первую подстановку Эйлера:

Ызс^ -2х + 2 = x + t, тогда х^ - 2х + 2 = х^ +2xt + t^,

х =
2-Г

2t + 2

Итак,

; djc =

/д=Л^2л:+ 2 dx
t^ +2t + 2

2it+l)'
dt=
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= 1

4J

2 r+2t + 2 r+2t + 2

2it + l) 2(f + l) 2(t + l)'
t^ +4t^ +6t'^ -12t^ -IQt-S

dt

8J it + l)'

lCt^+4t^+ Qt'^ -12*2 _ 16^ _ 8

8

--I

--fsJ

dt =

dt =
f" + 4*^ + 6<2 + 4t +1

i^ + 4t^ + 6t* + 4t^ +t^ - At^ - 13f
2
- 16f - 8

t'^ +4t^ +6t^+4t + l
dt

2 -4t'
r +

13t^ -16t-8

it +1)^
dt.

Разложим дробь

стейших:

-4t^ -13t^ -16t-S

it + D'

-4f'^-13f^-16f-8

it +1)^

В

на сумму про-

D

i + 1 it + lf it + lf it + iy

Ait^ + 3t^ +3t + l) + Bit^ + 2f +1) + C(^ +1) + D

(i + 1)'
t^A + t^i3A + B) + ti3A + 2B + C) + iA + B + C + D)

it-

A = -4,

3A + B = -13,

3A + 2B+C = -16,

A + B + C + D = -8;

H)"

[A = -4,

B = -l,

С = -2,

Z> = -1.

Интеграл приобретает вид:

IcLz 4 1 2 1

8 J t + 1 (t + lf it + lf (t + lf
^t^ . . 1

3

1

dt =

где t

i +1 (f +1)2 3(t + ly
+ c.

■2x + 2 -

X.
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Отметим, что при вычислении данного интеграла моз

но было воспользоваться тригонометрической заменой

X - 1 = tg t; X = 1 + tg t; dx =

МОЖ-

dt

cos^ t

получаем \ x-yjix-lf +1 dx = f(l + tgf) 5-
=

•' J cost cos f

с dt С si^ t • dt

•' COS"* t •' cos"* t
^ ^

с sin t-dt r _4 ^
,, .. J

/ =
— = - cos t- dicost) = cos t^ •' cos* t •' '

J 3
* 3cos^ t

^

_

f dt ecostdte disint)
_

^~ Jcos^t~J cos^t ~J{\-sm^tf
~

= f dz

"J (1-2)2(1 +

^ z =

sin t=z\ =

-

(L-Z) (L + Z)
Ограничимся приведенными выкладками, поскольку

дальнейшее вычисление интеграла /j не представляет
никаких трудностей.

Ответ: а) t - - In \2t - l| + 21n |* - 2l + С,

t = л/л;2 + jc +1 -

лг;

r.3

6) 8

I ^ii^i 1 1 11
4 \n\t +1 + + +

„

\

t + 1 (t + lf S(t + if

* = ^|x^ - 2jc + 2
~

^•

Пример 8. Найти интегралы: a) J -Jx •y. + yfxj dx;

6) J ^"/ dxiB) jx'^{l + x^)^'dx.

+ C,
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Решение.

Интегралы а) - в) представляют собой так называемые

дифференциальные биномы: J Jc"*(a + Ьх"^У • dx.

Существуют три типа соотношений между
параметрами т, пир, при которых данные интегралы сводятся к

интегрированию дробно-рациональных функций.

а) jy/x-\i. + ^[dx= ^х^
\4

1 + л:^
1 1

dx;m=-;n= ~;

р = 4.
В данном случае р

= 4- целое, поэтому воспользуемся

подстановкой * = л: *
, где s - знаменатель дроби

т + 1

п

_
1 т + 1 9 _

Так как л =
—

и = —

, то s = 2 и, следовательно,
3 л 2

t= х^ .

Интеграл принимает вид:

I ■2
.

iV
l+X' dx =

t =x^

x = t^

dx = 6t^dt
.jt^.il + t^)^.6t^dt =

6Jt^il + t^)*dt = 6Jt^it^+4t^ +Qt*+4t^+l)dt =

6

= 6

^t'' j'' ^t'' j'' t'^
— +4—+6— + 4
17 15

V

f 17 5

■ +
11 9

13

X 1*2 V 6

17 15 13

11

x^ x^

+ С —

3 Л

11 9
+ C.

e,J
>/r^

dx
X

= (x~^ (l-jc^^dx; /n = -5; n = 4;

1

^=2
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„
7П + 1 -5 + 1

Поскольку = = -1 -

целое,

воспользуемся подстановкой
п

jx-^ •f^-x^fdx = x = (l-t^f
dx = -^-(l-t^)'^dt

1 f t^dt
^

1 f. / 1

2J (1-^2)2
-

4J Д1_^
If t С dt.\__

1 )
2

J

+ -ln
4 1-^2 2

t-1

t + 1
+ c,t= 4i-x^.

в) J x^ • (1 + jc*)* • djc; m = 2; n = 4; i? =
-

.

__ m +1
При данном соотношении параметров + Р =

re

2 + 1 1
—]— + — = 1 - целое, следовательно, необходима замена
4 4

. t = (jc-^ + l)J :

1

fjc2.(l + x*)4-C?JC =

= (jc-* +1)?
jc = (t* - l)ri
djc = -i^(i'' -l)"4d<
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2-1 +

t'-l
i-tnit-l) Ut^

1Г f 1 e dt 1 e dt ^

4f4_i 16
In
t-1

t + 1
+ - arctg f + C, где f = ^|l + x^ .

8

Ответ: a) —x ^ + —x^ + — x^ + — x^ + — x^+C;
17 5 13 11 3

If 1,

^
1 t 1

,

^4:t^-l 16

t-1

t + 1

t-1
[

t + 1

+ C,t= a/i-x'* ;

+ - arctg f + C, £ - ill + x-'^

Интегралы от тригонометрических функций

Интегралы вида 1 R ^sin х; cos x)dx.

При нахождении интегралов от тригонометрических

функций применяются следующие подстановки;
t == sin х; t = cos x;t

—

ig x.

Кроме того, существует так называемая универсальная

X
тригонометрическая замена f = tg — , которая приводит

к рациональной функции от t всегда, поскольку sin х =

2t 1-t^ ^dt
=

5"; cos X = т ', x = 2 arctg f; dx —
~

т , и тогда

2t 1-Г'f Л (sin X', cos x)dx - 2 [r\ ^*
; —•' •' |^l + £2 1 +

Интегралы вида J sin*" a: • cos" x • dx, m, n

—рациональные числа.
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Замены вида t = sin х или t = cos х сводят данный
интеграл к ранее рассмотренному интегралу

t"4l-t^) 2 dx.Р
В частности, если т или п нечетное целое число, то

эффективны подстановки
t == cos х; t = sin X,

Если тип- положительны и четны, то можно исполь-

.
„

l-cos2je
зовать формулы понижения степени: sin^ х = ;

cos^ X =
1 + cos 2х

2

Интегралы вида 1 sin ад: • cos pa: dx.

Эти интегралы легко приводятся к табличным после

следующих преобразований:

sin ах • cos Эх = — (sin (а + Э)д: + sin (а - Э)а:);

sin со: • sin Эх = — (cos (а - ^)х - cos (а + Э)х);

cos ах
' cos Э^ "=

"^^ (cos (а + Э)х + cos (а - ^)х).

Интегралы вида 1 е"' •

cos ^х - dx; J x"e"' •

cos ^x • dx,

ne N.
В результате повторного интегрирования по частям,

получаем

/ = J е"' •

cos ^х ' dx =

е"'(р • sin рх + а • cos рл:) а^
=

Ti т^/, откуда
Р Э

e*"(PsinPa: + acosPa:)

?7р^
'"^-

Интеграл J л:"е"' • cos ^х ' dx в результате л-кратного

интегрирования по частям сводится к интегралу

J е"' • cos Рх • dx, рассмотренному ранее.
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Замечание. При интегрировании тригонометрических
выражений помимо стандартных подстановок

существенную роль играют формулы, связывающие различные
тригонометрические функции. К числу таких важнейших

формул относятся следующие:

1
sin^ X + cos^ X = 1; 1 -f- tg^ х = 5— ; 1 + ctg^ x =

cos X

l + cos2x
; cos2 X — ;

sin^ X
'

sin^ X =

tg2x =

1

1-

- cos 2x

2

cos 2x

1 + cos 2x
'

2tg| l-tg2| 2tg|
sin X = —

; cos X = — ; tg jc = =—;

i+tg'f i+tg^l i-tg^l
sin X ' cos У

-

'^ (sin (x + y) + sin (д: - у));

sin X • sin г/ =
— (cos (x- y) - cos (x + y));

1
cos X • COS у

=
"Г (cos (x + y) + cos (a: - y));

sin 2x = 2 sin л: • cos x;

cos 2x — cos^x - sin^a: =1-2 sin^a; = 2 cos^a; - 1.

Пример 9- Найти интегралы: a) J sin x • cos^ x dx;

С dx f cosxdx
f 6 . r dx

6) ; в) J .1 „ „ ч2 ; r) cos" X' dx; д) : ;'J cos л; 'Ml-cosx) 4 'J4-sinjc

e) J vl + sin X dx; ж) J e' • sin 2x • cos За: • dx.

Решение.

a) Jsin^ X • cos2 xdx'= - Jsin^ x • cos^ x d(cos д:) =

=-J (1 - cos^ a:). cos2 x d(cos x) = |cos л: = t| =
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5 3

J J n я

COS^ X COS^ X

-i

5 3

dx

cos a:

dt

C.

d(sin x)С dx Г cosx'dx f -«(sin x)
6) ==

9—
= ::—гт~ ==

J COS a: •' cos л: •'l-sm л:
sin x= t\ =

l-f2 2

cos

1 + t

1-t
+ C=2ln

1 + sin X

1 -sin X
+ C.

в) Воспользуемся универсальной тригонометрической
заменой

J
cos X • dx

(1 - cos x)
2 ==

tg

X =

dx

f-
= 2 arctg £

2
,

1 + t'

cos X =

1+t'

(1-
4t'

{l + t''-r
il-t')-il + t'f-2

dt =
J (l + t')-4t*-il + t')

1.3X1.X
= —ctg —+ —ctg— +C:

6 2 2 ^2 '

^)J cos" л: • dx.

Преобразуем выражение cos® a:, используя формулы
понижения степени:

^l + cos2a:f
cos® X ==

/

1 + Зсо52д: + 3cos^ 2x + cos^ 2x
8
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l + 3cos2x-f-(l-fcos4x)
^
eos2;c-(l-fcos4x)

8 16

^ ^-^ i^"^'^'^''il'^'^'^''^"°'^''''32 "°'®^="

5 15
„

3
,

1
^

=

тт: + ::7:т cos 2х+
—- cos 4л; + —-

cos 6х.
16 32 16 32
Следовательно,

cos"" X' dx
Г 5 f 15

= — dx +\ — cos 2x-dx +
J 16 J 32J

+ I—cos 4л: ^0:+ Г—cos 6л;-^л; = — л; +
J 16 J 32 1616 J 32

3 sin 4л; 1 sin 6л;

15 sin 2л:

32" 2

16 4 "^32
5 15

+ С == -Г1ХЛ-
—- sin 2л: +

16 64

+ •—-

sin 4л; + ——г sin 6л; + С.
64 192

д) Применим универсальную замену:

Г dx

J 4 - sin X

х = 2 arctg £

2
dx =

1 + r
dt

smx
2t

l + r

-l
2dt

a-^t')(4- ^'

i + t'

г 2dt
^

С

J2(2f2-f + 2) J
dt

d t-

,if_i_

2)

1^

2r-f + 2 2J .9 1
.

2

t-

arctg

^' 15

16

= 2 Vl5 yflE +C =
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л/Гб
arctg 4tg|-l

лЯб
+ с.

О J л/l + sin X dx = J J sin 1^ + COS —

2 2
dx =

= J sin — + cos —

2 2
dx = I.

XX rf X X
Если sin — + cos — > 0, TO / = sin — + cos —

л Z
'

JI 2 2
dx =

X X
- -2cos— + 2sin— + C.

Если sin— +COS— <0, TO J==-I sin —+ COS—idx =

2 2 J 2 2

- 2 cos
- - 2 sin ^ + С
2 2

ж) j e' • sin 2x • cos За: ■ dx = ^ J ^' (sin 5x - sin x) dx

.if
2J

e • sin 5x • dx
2 J

""

2

Интегрируя no частям, получаем

--Je -sinx-dx- -/i- -/2.

^ = J e' • sin 5x • dx =

Ц = e du = e'dx

du = sin 5xdx v = — cos 5x
5

5J5

Ц =^e'

5

du = e^dx

dv = cos 5xdx V = — sin 5x
5

-—e'' cos 5x +
5

1' 1 If "^
— e* • sin 5x — I e* • sin 5x • dx ;
5 5 J
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/j = — — е* • cos 5х + 7^ ^* * cos 5л: - —г Ii •

25(1 .
^

1 . .

■

Следовательно, Л =

"^
"

7 ^^^ ^^ "^
^

^^^ ^^ еЧ- Ci =

1 .

cosSa: + —sin 5х
26 26

е* + Cj.

Аналогично,

= /■/g = I e^ • sin X' dx =
u = e' du = e'dx

dv=sinxdx u = -cosa:

== -e* • cos

и = e

x+j e • cos X
• dx =

— —e* • cos ас 4- e* • sin x —
du = e'dx

dv = cos xdx V = sin x

- J e' • sin X • dx;

I2 = -e' •

cos a: + e*
• sin x -1^-

Следовательно, /г ~ "^ e*(sin x
-

cos x) + Cj.

Окончательно получаем

J б* • sin 2a: • cos 3a: • da: = I - —^ cos Ьх-^--гтт sin 5a:
52 52

- —

(sin X - cos x)e' + C.

Ответ: a)
cos^ ДС cos^ a:

+ C; 6) 2
In

1 + sin X

1 -sin a:
+ C;

1 . о a: 1 . a:

5 15 3 1
г) ][глг+

— sin2a;+ —81п4дг+ —sin6jf + C;

Д)
л/Гб

arctg

^ X ^

4tg--l

лЯб
+ С;
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. г.
X

„ . X
„ .

X X
^

е) -2cos— + 2sin— + С, если sin— + cos— > 0;

XX XX

2 cos
— — 2sin — + C, если sin — + cos — < 0;

ж)
5 . 1

.
_ 1.. 1

cos 5x + —sm 5x—sin л: + — cos x

52 52 4 4
e* + C.

Задания для самостоятельного решения

{x-lf
«'

X

dx

е 9 + 2x"

«' «1

dx

sin^ x-cos^ X

1

3

5

7.J^(l + 3x)2 dx

«J
11

13. J

15. J-p-•' Vx +

e^g^dx

COS^ X

г dx

^•J572?
dx

л/5х2 +1

dx_
3

dx

л/4-Зх-х2

19. j e^' -cos xdx

21.J arctgVxdx

J (>/^tV^y dx

4.

6.

8.

10

12

14

10

18

20

22.

Xcig^xdx

С dx

J 4-5x
г dx

J X • In X

Г dx

f cZx

•J 3x2-4

f cos X • sin X • dx

•' 1 + sin"* X

f 2x-3
1 r

• J 2 ^ t
"-^

•' x"^ + 4x +1

С dx
'

•' e'(l + e"')

In X dx

Je'^dx
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23. 1
х^ +2

dx 24.
2х^ + 4x + 4

2л:=^
rfx

J—
.3 . „2

25. I ,
_ J. 3 dx

x^ +X-1

x'' +x^ -x + 1

x'-l

г X +y

27.1 ^^2^2)2
^^

29.

31

26. J

J \1 + X X

dx

j* dx

•' л[х + л[х +

^ +x* dx

30.jx^ylx^-3x + ldx

dx
32 J лг-СГТ"

33. I cos X •

cos 2jf • cos За: • dx

dx dx

•J'
^■\— 35. f—

J sm X J 2 sin X - cos x + 5

36. Je'-sin^xrfx
Ответы:

X 2x2 Зх^ 5 2

11 X
3. + — arctff— + С; 4. -x - ctg x + С;

X 3 3
^

5. -2ctg 2x + C;
Ink - 5x

6. ■ + C;

7. i (1 + 3x) ^(1 + 3x)2 + C; 8. In lln x] + C;
5

1 л/Зх
9. e*B ' + C; 10. "^ arcsin—^+ С ;

1 v^x 7з

л/7

л/Зх-2
л/Зх + 2

+ C;

13. -7=
• In

V5
x + Jx^ +- + C; 14. ~ arctg (sin^ x) + C;
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15. 2 VI -61n(Vr +3) + С;

16. In |л;2 + 4д: + 1|-
2л/з

In
х + 2-л/з

+ С;

_
.

2х + 3
17. arcsin 1- С;

х + 2 + у/г

18. -1п(1 + е-") + С;

,2х

19. (sin х + 2 cos х) + С; 20. х ■ Injc - д: 4- С;

21. X
• arctg -Ух ~

ых + arctg-v/I + С;

22.3- л/?-6'^ +С; 23. ^ + -1п
x-4

х-2
+ С;

24. In
д; + 2

-

+ С; 25. 1п1д;^1|—^—-—^+С;^ ^ ' jc-l 2(jc-l)2

26. -ln| (д:2+1)
х-1

хл-1

1 1
27. - ln(jc2 + 2) 7=

2
' '

4л/2

+ С;
J

, X
,

2-л;
arctg-рг + + С;

л/2 4(д;2 + 2)

* "" Ч г- 9*2+1 |l_ V

28. In ■

'
=г + л/з arctg J^ + С, где t = ^Г^ ;

29. 2 л/1 - 3^ - bVI + 6^ + 48^^ + 31п(1 + ^^) +

+ —1п\^х - Wx + 2) - -7=^ arctg
^

,- 1 -f С;

_. 25
,. 5л/5 ,3 45 , „

205
^30. зЬ4г + sh г + —зЬ2г г + С ,

512 8 64 128

1, 2f 3^
где ch. = -^^x--J.

f-1

8

1+—In
t^ +t + l

ehf + lj' 12"^2_^^i
•

2^
arctg

<л/з
+ С,

где t = ^1 + x^ ;
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„
X sin2jc sin4jc sin6jc

_

34. fm
COS л; -1

cos jc +1

J 3tg- + l

+ С; 35. -7=г. arctg Д + С;
V5 V5

36. — (5 - cos 2д: - 2 sin 2x) + C.
10

'

6.2. Определенный интеграл

Пусть функция у
= Ял;) определена во всех точках

отрезка [а; Щ. Произвольной конечной системой точек л;^,
i = О, 1, ...

, л, таких что

а = лго < JC, < лгз < ... < JC„_, < л;„
= &

разбиваем отрезок [а; Ь] на отрезки (л;^, jc^^J; i = О, 1, ... ,

л - 1.
На каждом из полученных отрезков произвольным

образом выбираем точку c^^i: c^^i е [jc^; jc^^.,], и
рассчитываем значение функции у = /(л;) в этих точках.

Составляем так называемую интегральную сумму ^

соответствующую данной разбивке jc^ и выбору точек c^^^,
i = О, 1, .... л

- 1 ;

я-1

CS=Zjf {c^^l) • ^X^,

где Лл;^ = jc^^i
-

л;^.
Обозначим через X

= /najc |Лл;,|, т. е. Я, - длина
наибольшего из отрезков [Xi', JCj^J.

Определение 1. Если при к —^ О (л -> оо) существует
конечный предел интегральных сумм а, то этот предел

называется определенным интегралом функции у
= fix) на

отрезке [а; Ь]:
b

/ f̂(x) dx = lim о.

а

Определение 2. Если существует определенный
интеграл функции у

= f{x) на некотором отрезке, то функция
называется интегрируемой на этом отрезке.
К числу наиболее важных типов интегрируемых

функций относятся непрерывные функции; ограниченные
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функции, имеющие конечное число точек разрыва;
ограниченные монотонные функции.

Свойства определенного интеграла

b

1. \dx=b- а.

а

2. Если функция интегрируема на отрезке, то она

интегрируема и на любом отрезке, вложенном в него.

3. Если функция f{x) интегрируема на отрезках [а, с]
и [с, Ь], то она интегрируема и на всем отрезке [а, &], при
этом

b с b

jf(x) dx = jf(x) dx + jfix) dx.

a a с

4. Если функции /i(jc) и f^ix) интегрируемы на отрезке
[а, Ь], то функции /Длг) ± f^ix) также интегрируемы на

этом отрезке, при этом

b b b

j{fiix)±fi(x))dx= jfi(x)dx± jf2ix)dx.
a a a

5. Если функция f(x) интегрируема на отрезке [а, b], то
функция С • fix), где С - const, также интегрируема на

этом отрезке, при этом

b b

jC-fix)dx = C' jf(.x)dx.
a a

6. Если функции fi(x) и f^ix) интегрируемы на отрезке
[а, b], то функция Д(х)

• fzix) также интегрируема на этом

отрезке.
7. Если функция f{x) неотрицательна и интегрируема на

отрезке [а, &], то
b

{fix)dx>0.
а

Если при ЭТОМ существует точка Xq е [а, &], такая что

b

fixo) > о, то {fix) dx > 0.

8. jfix)dx = 0.



373 6. Функция одной переменной; интегральное исчисление

Ь а

9. J fix) dx = -\f{x) dx, где f{x) - интегрируема на от-

а Ъ

резке [а, 6].
10. Если функция f(x) интегрируема на отрезке [а, &], то

функция |Дл;)| также интегрируема на этом отрезке, при этом

ь ь

\^Пх)ах\<\\Щах.

Теореме- о г:реднем
Теорема 1. Если функция /(jc) интегрируема на

отрезке [о, &] и при этом

m < /(jc) < М, jc G [а, &],
ь

то т(& -а)<\ fix) dx < М(Ь -

а).
а

Следствие. Если функция f(x) непрерывна на отрезке
[а, 6], то существует точка с е [а, &], такая что

6

J/(a;)djc = /(c)-(&-a).

Методы вычисления определенного интеграла

Теорема 2. Если функция f{x) непрерывна на отрезке
[а, Ь], а Fix) - ее произвольная первообразная на этом

отрезке, то

[ fix) dx = Fib) - Fia) = Fix) .

J a
a

Эту формулу называют формулой Ньютона-Лейбница.
Теорема 3. Если функция f{x) непрерывна на отрезке

[а, Щ, функция ф(£) непрерывна вместе со своей производной
Ф'(^) на отрезке [а, р], где а = ф(а), Ь = ф(р), и при этом
сложная функция /(ф(0) определена и непрерывна на [а, Р], то

b р

J fix) dx= j fiipix)) • (p'it) dt.

a a

Эта формула называется формулой замены переменной
Или формулой интегрирования подстановкой. Очевярдо,
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что ее можно использовать как слева направо, так и

справа налево.

Теорема 4. Если функции и(х) и v(x) непрерывны
вместе со своими производными на отрезке [а, Ь], то

ь b ь

Г и(х)' dv(x) = и(х)' v(x) - Г i;(jc) • du(x).
а а

Эта формула называется формулой интегрирования по

частям для определенного интеграла.

Пример 1. Вычислить интегралы:

V.

dx

{x'^l-(lnxf
в) I

1^
e^dx

.)J
dx

Решение.

dx
a) Так как

—
= d(ln x), то

X

^)J
" cos^ xdx

^^injc

dx с diln x)
= JJ I ^ = J I 7 = arcsin(ln x)

— arcsin(ln e) - arcsin(ln 1) = arcsin 1 - arcsin 0 =

dx
6) Заметим, что —т =

- d
Гл \

v^y
, поэтому

2 7л 2 1,

= -е-

( I
e2-ei = e Ге.

)
в) Выделим полный квадрат в квадратном трехчлене

8 + 2x - jc^ = 9 - (jc - Vf, получаем
1

1
dx

4^^yl8 + 2x-x^ -ibyl9-(x-lfJ
d(x-l) .

x-1
= arcsin 5

1

-0,5
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= arcsin О - arcsin
1Л

^
п п

0+ - =

6 6

cos^ xdx Г cos^xcosx-dx е (l-sin^x)• dsinxг COS xax f

J 3/air> у J
К

"г

smx

= J
я

2
(sinjc)'

= 1
¥

-^

5^

(sinjc) ^ -(sinjc)^ d(sin x) =

/2 8^

3(sinj[;)^
_

3(sinj[;)^
2 8

2 8

V2 8'2V2j [2 8J 16V2 8*

,
7t

^, Г .
■^

. 21Д 9
Ответ: a) - ; 6) e

- Ve ; в) -; г) —з|-
-

-.

Пример 2. Вычислить интегралы:

о

In 5 J^С dx С е ve* -1

J 2со8д; + 3
'

i е*+3
о о

Решение,

Воспользуемся формулой замены переменной (теорема 3)
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, С xdx

^Jl + X =t

dx = 2tdt

Г.з
= 2 — t

f(3) = Vl + 3 = 2

f(8) = Vl + 8 = 3

^8

= 1
(t^-l).2£^

= 2(9 - 3) - 2 2-12-1 = ?-3 3 3

6) Данный интеграл является интегралом от

рациональной функции; однако применение
тригонометрической подстановки намного эффективнее:

1 + д;'= =

X dxС x^d

1(1 + ^

dx =

2чЗ

x = igt

.2 1

COS^ t

dt

cos^t
t = arctg X

f(0) = arctgO = 0

n

t(l) = arctgl = -

4

Ч-
tg^f. dt

0 cos t

cos^ ^

= Jsin^f-0082^^= -Jsin^2i-dt= -J(l-cos4t)dt =

1Г 1 "i
t—sin4^

8

4 l(n 1 . \ 1(^ 1
.

\ n
=
- ---sin;r -- 0--sinO = —

0
8 4 4

J 81
J 32

в) Воспользуемся универсальной тригонометрической
заменой;
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f dx

J 2COSJC + 3

'-<
cos л;

1-t'

1 + r

X = 2 arctg t

2dt
dx =

1 + t^

t(0) = tgO = 0

= tg- = l
4

-J
2dt

0(l + f^)
V

1 + r

J 2 - 2^2 + 3 + 3f^

Is + f^ S^^'^'^S
2

^
1

=

-jF=r arctg-=

Г)

In 5
■*.л/е*-1
e*+3

djc =

,/

jc = ln(i4l)
2«df

djc=
f^l

Ц0) = л1е°-1=0

t'+4-4
^

nr +l)t-2tdt
_

r 2rdt
_

r^^+4
df =
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= 4 - я.

Л

V

dt = 2 t—arctg-
2 2

= 2(2-2 arctg 1) =

32 я 2 1
Ответ: ») V ' ^^ ^

' ^^ 7=" ^^^^^ -^; r) 4 - я.

Пример 3. Найти интегралы:
я

в-1

п

2

а) J JC • COS JC • djc; б) Г 1п(д;-»-l)djc; в) J е^* cos jc dx.

0 0 0

Решение.

Воспользуемся формулой интегрирования по частям

для определенного интеграла,
я

и = х du = dx

dv = cosxdx u = sin^
а) J ^ • cos X

о

я

dx =

= X sm X

e-l

2
f .

,

n
- sin jc dx = -

0 J 2
+ cos X

2 n

0
-^

6) j\n{x + l)dx =
M = ln(jc + 1) du-

dx

= jc In (jc+ 1)

JC + l

dv=dx v=x

e-l

0 J x + 1 J I x + 1
dx =

= e
- 1 - (jc - 1п(лг + 1))

e-l

= e-l-(e-l-l) = l;

i .2x
b) J e cos X dx =

0

u = e^' du = 2e^dx

dv = ccmxdx u = smA:
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= е^* • sin X

я —
_

2 I }
- 2 • Г е^* • sin JC • cfjf =» е" - 2 Ге^"^ • sin л;

• йл; =

dv = sinxdx u = -cosJC

= е"-2 cosjce
2х 4+ 2 cosj£:e''*djc

= 6"+ 2cos xe^" -ie^^cosxdx =

= e"-2-4J e^^ cos jcdjc.

Следовательно,

e"-2
5 j e^^ cosxdx = e" - 2; I e^* cosjcda: =

0 0

Ответ: a)
— - 1; 6) 1; в) —-—.
2 5

Задания для самостоятельного решения

- 1

f2 + ln;c f^°^-

3- j jc • cos Зл; dx 4. J x42x^ ~\ dx

0 1
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1 1

5. J arctg xdx 6. f e^* sin Zx dx

0 0

7.!. ''^ aJ-H^
0 0

Ответы:

1.2|;2.-1;3.-|;4. l.(7>/7-l);5. |-|ln2;
6. sin3 cos3 +— ; 7. 1 ; 8. arctg 4 - arctg 3.

13 13 13

6.3. Несобственные интегралы

Интегралы от неограниченных функций

Определение 1. Пусть функция f{x) определена и нео-

граничена на полуинтервале [а, &), при этом она

ограничена и интегрируема на любом отрезке [а, с], где а <с < Ъ.

с

то ОНЕсли существует конечный предел lim 1 f{x) dx,
c->6-oJ

a

называется несобственным интегралом функции f{x) на
отрезке [а, Ь] и обозначается

b

1 f{x) dx.

а

Аналогичным образом вводится понятие
несобственного интеграла для функции, неограниченной на

полуинтервале (а, Ь]:
b b

{fix)dx= lim \fix)dx.
a с
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Если функция неограниченна на интервале (а, &), и при
с

этом существуют несобственные интегралы 1 f(x) dx и

а

Ь

fix) dx, где с G (а, &), то

с

b с ь

J /(jc) dx = J f{x) dx+ \ fix) dx.

a a с

Определение 2. Если несобственный интеграл
существует, то говорят, что интеграл сходится. В противном

случае говорят, что интеграл расходится.
Теорема 1. Если функция /(х) непрерывна на

полуинтервале [а, Ь) и F(x) ~ произвольная первообразная
функции f(x) на [а, Ь), тогда

ь

( fix) dx = F(b - 0) - Р(а), гр,е Fib - 0) = lim Fix).
J x-^b-O
a

Аналогичным образом находится интеграл от

функции, непрерывной на полуинтервале (а, &]:
b

(fix)dx = Fib)-Fia + 0),rf^eFia + 0)= lim Fix).
J

^

x-^a + O

a

Пример 1. Вычислить несобственные интегралы или

установить их расходимость:

e.)hnxdx; б)(-р^; в) [, /""._.
Ь \^/x-l iU-^-iyx

Решение.

а) Функция г/ — In X определена при л: > О, поэтому
несобственный интеграл на отрезке [0; 1] понимается как

следующий предел:

1 1 л ^
^^

f j. u = lnjcau = —

In jc dx = lim In x dx = ^

i c-.o*oJ
dv = dx v = x
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/

= lim
с->0+0

л;1пл;

V

1

X = lim (-С
• In с - 1 + с).

с-*0+0

Поскольку lim с
• In с = (О • «>) = Ит In с^ = In 1 = О

с->0+0 с->0+0

(см. Замечательный предел 6, стр. 276)
1

то 11пл:^л: = -1.

о

б) Функция
л/х-1

определена при л; > 1;

следовательно, несобственный интеграл на отрезке [1; 2] имеет вид:

Г xdx
_

,. f xdx
_

ylx-l=t

X = t^+1

dx-2tdt

1

= lim f
c->l+0 J

(f
^
+l)-2tdt

f(2) = l

1

= lim 2 f(f2 +i)c;f =

c->i+o A
/c-l

= lim 2. —+
c->i+ol 3

2t
1

= lim
c->l+0 |-|(c-i)V^ri_2V^ri

/c-l

^ 8

в) Функция

1

/
dx

1

определена при л; > О, поэтому

i{e^'-iy
= lim f

c->0+OJ f „л/ж

dx

f.^-lW



383 6. Функция одной переменной: интегральное исчисление

4х = ln(f +1)

л: = 1п^(« + 1)

21n(f+ l)df
dx

e-l

2ln(t+l)-dt

e^-l* +1
'''^^'^^

r. it + l)-t- ln(* + 1)

t(c) = e^-l
f(1) = e -1

= 2 lim t-^^=2 lim f (^--^
c->0+0 J t(t + l) c->0+0 J It t + 1

e-l

e^-1 e^-1

dt =

')

— 2 lim li
c->0+0 I f +1

Интеграл J

e-l
= 2 lira

«>/?_! c->0+0(
In m T=—

do:

i fe^ - llv^

V

расходится.

J

8
Ответ: a) -1; 6)

— в) расходится.
о

Интегралы с бесконечными пределами

Определение 3. Пусть функция f{x) определена при всех

х> а и интегрируема на любом конечном отрезке [а, Ь],
ь

Ъ > а. Если существует конечный предел lim 1 f{x) dx, то
b—>-|-oo J

a

OH называется несобственным интегралом функции Ял:)

при х>ап обозначается 1 /(х)dx.
а

Аналогично, если функция определена при л: < 6, то

ь ь

[f{x)dx= lim \f{x)dx.
Если функция определена на всей числовой оси, то
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г, -•-по

jfix)dx= jfix)dx+ jfix)dx.
—оо —оо о

Теорема 2. Если функция f{x) непрерывна при jc > а и

Fix) - произвольная первообразная функции /(х) при х>а,
тогда

{fix)dx = Fi-\-oo)-Fia),meF{+oo)= Цт F(x).
а

Аналогично, если функция определена при х < а, то

а

f fix) dx = Fia) - Fi-oo), где F(-oo) = Цщ Fix).

—oo

Пример 2. Вычислить несобственные интегралы или

установить их расходимость:

^ г dx
^^

е xlnxdx
^ { "^

Jjc^+2x+2 {(l + jc^)^ -00^ + ^

Решение.

а) По определению несобственных интегралов с

бесконечными пределами интегрирования получаем:

7--^^ lim \--^ =

•'jc^+2x + 2 c-^+~J х^+2x + 2

f d(jc +1)
J 7 7^2—7

= lini arctg(x + 1)= lim
c-»+<»J (jc + l)

= lim arctg(c+l)-
я

+00

71 71

"2
~

I

X In xdx

я

f xlnxdx ,, f xlnxdx

Применим интегрирование по частям:

u = lnx

^In xdx

(1

f xlnx

J (1 + X
2x2

dx
du =—

X

dv = -

xdx
2v2

(1 + X^)
u = -

-1

2(1+x2)
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Injc 1^ f dx

. + x^)^2J jc(l +

Дробь

2(1+ jc^) 2 J jc(l + Jc2)
1

x{l + x'')
1 1л;

— легко приводится к виду

:с(1 + л:Ъ^^"1 + ^'''^'^°^^^'^^"°'

X In xdxг л: In

J (1 +

Injc

(l + xY 0- + x^)
Таким образом,
+00

X In xdxj* л;1г

J (1 +

r

\(1 + х^Г c-^+<x

+ -In л:- -1п(И-л:2).

1пл: Ых 1п(1+л:^)^

— lim
2 с-^+^

f

2(1+ х2) 2

.2
Inc

, ^ln(cHl) 1, _

In с + —^^ In 2
"

4 2c2+l
/

=— lim
2c->+oc|

Inc _,„л^.,„^^
c4l

V

,,
Inc

Очевидно, что ^^^i — -

= 0;

hm In = hm In Ji + -r = Inl = 0, следовательно.

In 2 In 2

|(1 + д:2)2 2 4 =1Г-

в

,. { dx ,. f ajc
= hm -+ hm

2"
=

= lim arctg л:

0

+ lim arctg x
0

13, Зак. 6
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=- lim (arctgc)+ lim (arctgc) =

"Г + "Г
= я.

71 In 2
Ответ: а) —; б) ——; в) я.

4 4

Заданиядляаиаоатюятелыюгорешения

е

+00

dx.

:Vlnjc
*

(jc^ + 2)(jc^ + 3)

f dx

J jc^ + jc - 2

4. Tarctgjc djc.

1

+00
f zx" +5 f /—
— ——dx. e. л/л:

J (jc^ + 2)(jc2 + 3) J
e

"^
dx.

Ответы:
1. расходится; 2. расходится; 3. 2; 4. расходится;

л/з + 72
5.

^ п; 6. 1.

6.4. Приложения определенного интеграла

Вычисление площадей

Площадь криволинейной трапеции

Определение 1. Пусть фун-
У. кция у

= f(x) определена,

непрерывна и неотрицательна
на отрезке [а, Ь], тогда
плоская фигура, ограниченная
дугой графика функции на этом

отрезке и прямыми х
= а,х = Ь,

у = 0, называется криволиней-
__

ной трапецией.

У = f(x)
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Площадь криволинейной трапеции определяется по

формуле:
ь

S=jfix)dx.

Площадь «сложной» фигуры

Под «сложной* фигурой
будем понимать часть

плоскости, ограниченную
непрерывными на отрезке [а, Ь]
кривыми j/

= f{x) и у
= gix) (fix) >

> gix), X G [a, b}) и прямыми
X = a, x = b.

Площадь «сложной*
фигуры находится по формуле:

b

S=jifix)-gix))dx.

У
= f(x)

У
= g(x)

Распространенной является постановка задачи о

площади плоской фигуры, ограниченной двумя кривыми.

Предполагается, что эти кривые, пересекаясь, образуют
некоторую ограниченную фигуру. В этом случае пределы
интегрирования (х = а, х = Ь)
заранее не известны и

должны быть определены из

решения системы уравнений:

\у = Пх),

[у = gix).
Если задача поставлена

корректно, то эта система

имеет два решения, которые

определяют координаты
точек пересечения кривых.

Площадь фигуры, ограниченной
параметрически заданной кривой

Гл: = xit),

Пусть \у = yit), -

параметрическое уравнение кусоч-

[te[0,T]
но-гладкой простой замкнутой кривой, проходимой про-

13*
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тив часовой стрелки. Тогда формула площади
ограниченной данной кривой фигуры имеет вид:

т т

S = - J yit)
• x'it) dt= j xit)

• y'it) dt =

0 0

T

= -\ixit)y'it)-x'it)yit))dt.
0

Если при изменении параметра t от О ррТ кривая про
ходится по часовой стрелке, то в этих формулах
необходимо сменить знак на противоположный.

Площадь криволинейного сектора и сегмента

г = г(ф) Площадь сектора,
ограниченного непрерывной кривой г = г(ф)
и лучами ф = а; ф

= Р (а < Р),
равна

1?
5=-|г2(ф)^ф.

а

Площадь сегмента,
ограниченного непрерывными кривыми
г = г(ф) и р

= р(ф) и лучами ф = а;

Ф
= Р (а < Р), равна

Р

Решение.

5=1|(г'(ф)-р2(ф))^ф.

J Пример 1. Вычислить площади
фигур, ограниченных линиями:

71

а) I/
= sin л:; л: = 0; л: = -; I/

= 0;

б) у
= е'^; X = 0; у = О, X < 0.

я

а) Совокупность линий у
= sin х; х = 0; х = ~', у

= О

определяет криволинейную трапецию, площадь которой
равна
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1 sin(x) dx = -cos л: = 1.

У '

1

f

м
0

■frn—"-

2

Xб) Совокупность линий у
=

= е'; X = 0; у = о с

дополнительным условием л: < О
задает неограниченную плоскую
область, площадь которой
(если существует!)
вычисляется как несобственный

интеграл
о о

S= {e''dx= lim je*djc =
-oo a

= lim (1-6°) = 1.
a->-o<>

Ответ: a) 1; 6) 1.

Пример 2. Вычислить площади фигур, ограниченных
линиями:

а) jc2= 2у; (1 + х^)у = 1; б) у'^ + 8х = 16; i/2 - 24х = 48;
в) 1/2 = х(Х - 1)2.

Решение.

а) Плоская фигура ограничена параболой у=
— х^и гра-

фиком функции у
=

1 + х
2

•

Находим точки пересечения графиков:

1
х^ +х^ -2 = 0,

1 2
^

2

У =

1 + х

К,2 = ±1.

2
'

1 2

2

1/

1 + л:
2

»

1 + Х
2

'
J^ =

1 + Х=^

Следовательно, графики пересекаются в точках

-^'2 и 1;
V
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Так как исходные функции -

четные, то

ограничиваемая ими фигура симметрична относительно оси Оу.
Воспользуемся этим обстоятельством:

1

S =4hb-ri''^=
f 1 з"!

= 2 arctgx—X = t
п Г)

6

71

3

б) Уравнения у^ + 8х = 16 и у^ - 24л: = 48 задают
графики парабол, осью симметрии
которых является ось Ох.

Каноническое уравнение первой
параболы: i/^ = _8(х - 2),
следовательно, ее вершина находится в

точке (2; 0); ветви направлены в

отрицательном направлении оси

Ох.
Каноническое уравнение второй

параболы: у^ = 24(л: + 2); ее

вершина расположена в точке (-2; О);
ветви направлены в положительном

направлении оси Ох.

Находим точки пересечения
парабол:

f^ = -8х +16,

[у^ = 24л: + 48;

- 8л: +16 = 24л: + 48,

у'■2 = 24л: + 48;

х=^-1,

[у' = 24;
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Xi = -1,

У1 = -724;
Xi = -1,

1^1 = 724.

Параболы пересекаются в точках (-1; -2 7б ) и (-1; 2 7б ).
Очевидно, что искомая фигура симметрична

относительно оси Ох, поэтому достаточно найти площадь
верхней части фигуры: «криволинейного треугольника» ABD.

Возможны два варианта расчета площади S.

1) Если принять в качестве переменной
интегрирования X, то

S = 2

-1

(Sabc + Sbcd)^ где

Sabc= j у124:Х + 4:8dx =

36
(24л:+ 48)2

-1 47б .

2

SgcD = 7- Sx + 16dx = 47б , следовательно,

S = 2
47б

47б
V

327б

2) Если принять в качестве переменной
интегрирования ууТО S

= 2' S'ABD>

1/24

где5ABD
= 1

16-1/'
8

/-48^
24

dy dy =

Ш 1б7б
„

327б
, следовательно, S

=

Отметим, что в первом варианте расчета площади

приходится разбивать фигуруABD на две: ABC и BCD, поскольку

верхняя граница области состоит из двух различных

фрагментов. Во втором варианте такой необходимости нет, так

как фигура ABD имеет единую левую и правую границы.

в) Целесообразно хотя бы эскизно воспроизвести

график функции 1/2 = х{х - 1)2, Данная линия образует
петлю, которая симметрична относительно оси Ох,
следовательно.
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S = 2Uxix-lf dx = 2Ul-x)yfxdx =

= ^1
Г 1 3^

х^ - х^ dx = 2

о

'2 1 2 р—х^ —х^
3 5

V )
о 15

Здесь учтено, что при О < л: < 1: ^{х - 1)^ = |л: - 1| = 1 - дс.

71 1 32л/б 8
Ответ: а) ^

-

^
; б) —j—; в) —.

Пример 3. Найти площади фигур, ограниченных коивы-

ми, заданными параметрически:

а) циклоида л: = a(if - sin <), i/ = а(1 - cos <), i/
= О,

< G [0; 271];
b)x = 2t-t\y = 2e - t\

Решение.

a) Значениям параметра О <t <2n соответствует одна
арка циклоиды, которая проходится по часовой стрелке,

поэтому
2л

уS = jyit)- x'it)dt =

о

2л

= 1 а (1 -

cos t) а(1 -

cos t)dt =

о

2л

= а2 J (1 - 2 cos < + cos^ t) dt =

2a

ЛШШ\
.

яа 2na X
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2л,

-a^Jl- 2cos< +
l + cos2<

о

2я,

dt =

f/ 3 1
= а2 —2cos;t + -cos2<

J 2 2
d^ =

Гз 1 ^
= аЦ ~t-2sint+—sin2t

2 4

2п

= а\3п - 0) = Зяа2.

б) Поскольку заданная кривая ограничивает часть

плоскости, то существуют по крайней мере два различных
значения параметра t таких, что xit^) = ^(^2) ^ yi^i) = уС^г)*

Для определенности будем считать t^ < t^:

^l
""

^1
~ ^^2

""

^2

'^^1 ""

^1 ~ ^^2 ~ ^2 '

2(*1-*2)-(*1-*2)(*1+*2) = 0,

[(fi - ^2) (2(«1 + *2) - (*1 + *2)^ + hh) = 0.

Поскольку ti- t^^^ о, то система приобретает вид:

[htz = 0;

условию ti < *2 соответствует решение ^^ = 0; *2 "= 2.

Простой подсчет нескольких значений параметра t на

отрезке [0; 2] позволяет представить эскиз линии,

заданной параметрически. Очевидно, что кривая проходится
против часовой стрелки, поэтому

2

S = -{i2t^ -t^)i2-2t)dt

о

5 2 3 15
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8
Ответ: а) Зпа^; б) -—.

15

Пример 4. Найти площади фигур, ограниченных кривыми,

заданными в полярных координатах: а) кардиоида
г = а(1 + cos ф); б) спираль Архимеда г = аф, ф е [0; 2я].
в) Перейдя к полярным координатам, найти площадь,

ограниченную лемнискатой (х^ + у^у = 2а^ху.
Решение.

а) Если в условии задачи не указан диапазон значений

угла ф, то либо этот диапазон совпадает с областью
допустимых значений функции г(ф), либо принимается
равным отрезку [0; 2я].

Поскольку фигура симметрична относительно оси Ох,
можно найти площадь половины фигуры, что

соответствует диапазону значений ф от О до п:

1 If
-S= -J а2 (1 4-cos ф)2йф =
2

г_
2

о

= — (1 + 2 cos ф + cos^ ф) dip
о

а^ гЛ о
l + cos2ф

=
— 1 + 2 cos ф + -'-

2 J ^2

a^fS ^ . sin2ф^l'^
=— —Ф + 2slnф-l-
2\2

^
4

У о

• —я= —па
2 4

следовательно, полная площадь кардиоиды ^ ~

'^ л^^-

б) Изобразим искомую плоскую фигуру:

,
2я 2 3

1 f 9 „
а ф

2я

О

— п^а^

в) Воспользовавшись

формулами:

{X
~ г • cos ф,

у
-

г-simp;
получаем следующее уравнение
лемнискаты в полярной
системе координат:
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(r^cos* ф + r*cos* ф)* = 2а^ •

г cos ф
•

г зшф;
г^ = a^sin 2ф.

Из структуры уравнения видно, что кривая

определена при тех значениях ф, когда

sin 2ф > 0; О < 2ф < я; О < ф <
-;

3
или 2я < 2ф < Зя; я < ф < — я.

Получаем
я

1 1 f 2
— S = —

I а sin 2ф с?ф =
2 2 J

а
= —(-cos2ф)

4

•^
а

2
•

S==a^.

3 4
Ответ: а)

— яа^; б) — я^^; в) а^
А о

Вычисление длин дуг

Длина дуги пространственной и плоской кривой,
заданной парамет,рически

Если пространственная кривая задана параметрически

X = x{t),

У = y(t),

t G [a, 6],
ft

о

Аналогично для плоской кривой:
b

то длина дуги вычисляется по формуле:

/= j^x'^it) + y'^it)dt.
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Длина дуги плоской кривой, заданной явно

Если функция у == fix) непрерывно дифференцируема
на отрезке [а, &], тогда длина дуги соответствующей
кривой имеет вид:

b

l-=Ul + y'^(x)dx.
а

Длина дуги плоской кривой, заданной
в полярных координатах

3
__

/ = J ^Jr^((f) + г'^(ф) ф, где г = г(ф) -

непрерывно диф-

а

ференцируемая на отрезке [а, р] функция, определяюп;ая

плоскую кривую; а < ф < Р .

Пример 5. Найти длину линии:

а) х = а ' cos^ t;y = а
' sin^ t от точки (а; 0) до точки

iO;a);6)x^t^;y'-t- —.

Решение.

а) Точке (а; 0) соответствует значение параметра * = О,
п

а точке (0; а)- t = —, следовательно,

l^jyliia^coshyf+iia-smhyf dt.

о

Упростим подынтегральное выражение:

^а^(-3 cos^ t. sin0^ + а^ (3sin^ * • cos0^ =

= За vcos* t ■ sin^ t + suH t • cos^ t =

= 3a |sin t •

cos *| • Vcos^ t + sin^ * = 3a |sin t • cos *| =
= 3a • sin t •

cos t.

так как при * g 0; — , sin * > 0, cos * > 0.

Итак, /== За Jsint • cos *• d^ = 3a Jsint • disin t) =

0
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=
—
а sin^ t

За

Y'

б) Найдем длину петли линии х = t^; у
= t . Для

о

этого необходимо найти значения t^ и t^ параметра t, при
которых x(ti) == xit^) и yiti) = yit^).

/2 - /2f
1
—

'•2 »

.3 ,3

^
3 ^3

поскольку *j < *2» TO

.(*i-*2)(3-ai+*2)^+V2) = 0;

I *1 + *2 = 0,

*2 = V3.

t+—
3

Переходим к расчету длины петли:

1= J д/(20^ +(1-^2)2 у^_ J (1 + ^2)^^^

= 47з.
За г-

Ответ: а)
—

; б) 4 v3 •

Пример 6. Вычислить длину: а) дуги линии i/
= In cos х,

п
X G 0; ; б) дуги параболы у

= ах^ от вершины (0; 0)

до точки {х^\ а^о).

Решение.

п

4

п

4

а)/= J^lH-((lncosx)')^dx=|VlH-tg^A:dx = |
dx

Г cos Д'^ • dx
_

г <i(sin дс)
• cos^ X il- sin2 X

о

sin л: = м

u(0) = О

COSJC
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4i

i 1-ц2 2

и + \

и-1

V2
2

О

2

^.1
2

^-1
2

1, 2 + V2
= —In =

2 2-J2

Здесь учтено, что (In cos л:)' = (cos х)
cos л:

sin л:
= -tg х\

cos л:
а также использовано соотношение:

COS X |COS Х\ COS X '

так как при л: G 0; — cos л: > 0.
L ^

*0 *0

б)/= Ul н- (2ал:)2 dx=Ul + 4а^х^ dx =

о о

/Г . 2 2 . 4a^xda:
и = VI + 4а л: du =

-j==:
Vl + 4а2л:2

du = dac и = д:

4а2 1 л: с?д:
= ЛГг •Vl+4a

2 „2

= ^|l + 4a^x^ -х

l»4aV+l-l

«о

о

iVl + 4aV J
4a^x^ <ix =
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х2 + —_ _ Ui + Aa^x^ dx.

о о

Получено уравнение для /:

1==Хо-^1 + 4а^х1 + —lnxo+Jx2+— —In ly
2a 2a

следовательно.

Ответ: a) ln(72 + 1);

2a

V

^0 + лРо +

V
4a^

\N

/y

6) |д:од/ьь4Л^+—In 2a Хо + Ы+—

Пример 7. Найти длину дуги:

1
а) гиперболической спирали г =~ , ф G [1; 21;

ф
б) спирали Архимеда г= аф ; ф G [0; 2я].

Решение.

W

/у

2

= _ Vl + Ф^ • - + f--q Vl + Ф^ I =
ф 1 {ф I ;

Йф

Vi+ф'
ф

a/i+Ф^
ф

^, f с^ф

1 Wi + Ф^

+ 1п| ф + д/1 + ф^ ]
' ^.Л,1п2 + ^
1 2

■

1 + V2-
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2к 2я

= а ф-л/ф^ + 1

V

= а

2п 2п

2n-yl4nUl-jyl(pUldip+j /^^
. о о VФ^ +1

Получено уравнение для к

/ = 27caV4j?+l + aln ф + ^Ф^+1 ]

откуда получаем I = па V 4я^ +1 + — Inj 2я + У4я^ +1 .

,
л/б гг

,
2 + л/5

Ответ: а) —— + V2 + ш j=r
•

2 1 + V2

б)па^^п^ +1 +-1п| 2я + >/4я^ +1 ).2 1 У

Вычисление объемов

Объем произвольного тела

Пусть S = S(x) -

функция, задающая площадь
сечения тела плоскостью,

перпендикулярной оси Ох
в точке X.

Объем тела,
ограниченного плоскостями л: = а и

"^ ^ x — b, вычисляется по

формуле:

b

V=is(x)dx.= Js(x),
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Объем, тела вращения

Пусть функция у = f{x)
непрерывна и неотрицательна на

отрезке [а, Щ, тогда объем тела,

полученного вращением
криволинейной трапеции,
образованной функцией f{x), вокруг оси

ОХу вычисляется по формуле:
ь

V=%^f(x)dx.
а

Объем кольца,
образованного вращением вокруг оси Ох плоской фигуры,
ограниченной прямыми х = а;х=Ьу1 кривыми у

= f(x), у = g(x), где

f(x) и gix) -

непрерывные неотрицательные на отрезке

[а, Ь] функции f(x)>g(x), вычисляется следующим образом

V=njif^ix)-g^ix))dx.

У1

0

1

v/u

у/

о!
'

1 ,
1
1 i

1 1 ;
i > 1

^У
== f(x)

VI X

Пример 8. Найти объем произвольного эллипсоида с

центром в начале координат.

Решение.

Каноническое уравнение эллипсоида имеет вид:

X у г

2 1.2 2 •■■"

а Ъ с

Рассмотрим произвольное сечение эллипсоида

плоскостью, перпендикулярной оси Ох: х ~ const; х g [-а; а]. Как
известно, этими сечениями являются эллипсы

следующего вида:
2 2

^—+ — = 1
а2 ^2О С а

2 »

.2^
+ -

а

( г\

1-
а̂

\

с полуосями &' = & (1 - ис' = сЛ-
\ а \ а

Поскольку площадь эллипса равна произведению
коэффициента я на длины его полуосей, то площадь

поперечного сечения эллипсоида плоскостью х = const имеет

вид
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Six) = nb'c' = 7Г&С 1 -
X

а

Следовательно, объем эллипсоида равен
а и

V= (Six)dx = nbc J
.2\

1-
а

dx = пЬс

J

,3 ^

За'

тшЬс.

Ответ: —паЬс.

Пример 9. Найти объем тела, образованного вращением
плоской фигуры:
а) у

— 2х - х^; у
= О вокруг оси Ох;

б) у = 2х - х^; у = О вокруг оси Оу;
в) петли кривой х = 2t - t^; у = it - t^ вокруг оси Ох;
г) петли кривой х = 2t - t^; у = 4t - t^ вокруг оси Оу.
Решение.

а) Совокупность уравнений у
=

= 2х - х^; у
= О определяет

криволинейную трапецию,
ограниченную параболой, ветви которой
направлены вниз. Вершина параболы
находится в точке (1; 1). Парабола
пересекает ось Ох при х = О и дг = 2,
поэтому

2

V=n(i2x-x^fdx =

о

у^

1

0

1

—-^

\

ц = 2х - х^

11/2 X

б) Преобразуем уравнение
параболы: х' -2x-V у = 0;

^1.2 = 1 " 4'^-У •

Очевидно, что уравнение

дг = 1 + -Jl- у задает правую

ветвь параболы, а уравнение -^

л: = 1 - ^l-y -

левую. Ис-
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комый объем находим как объем кольца, образованного

вращением вокруг оси Оу линий д; = 1 ± ^jl-y , 1/ G [0,1].

V=nj{xl(y)-x?(y))dy =

о

о

= 4.. -|1-.И
1 8
=

^71.о ^>

в) Находим диапазон значений параметра t, при

которых кривая образует петлю:

2ti - t\ = 2^2 -tl, ^ \(h - «2)(2 -ih + «2» = О»

4^1
- tl = 4^2 - 4; \{h - «2)(4 - (к + hf + hh) = 0'»

в предположении t^ < ig получаем:

1^1 +^2=2, 1^1 = 0,

Анализируя функцию x = 2t- t''-па. экстремум, легко

получаем х^^^
= х{1) = 1. При этом у(1) = 3. Анализируя

функцию г/ = 4i - г^ на экстремум, получаем две точки

экстремума i = ± -7= , из которых только t =

S
принадлежит отрезку [0; 2]; при этом

16
=

У
'2^

^ зТз
*х

41
4(л/3-1)

3

Объем тела, образованного враще- у.
кием петли кривой вокруг оси Ох, J^ в(^ =.£=.)
получим как разность объемов, обра- 3vS^ —,-^ v3

зованных вращением дуг ОБА и QA:

Поскольку изменение параметра f
от 1 до 2 сопровождается
уменьшением переменной д; от 1 до О, то в

выражении объема Vj необходимо
поставить знак «-» перед интегралом:

MA(t = l)
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Fi = -яJ (4г - i^f ' 2(1 - t)di =

2

= 2яJ («^ -t^ - ъг" + St" + 1бг^ -16^2) dt =

8 7

= 2я1—-—--f®+-«44t*-—f'
8 7 3 5 3

«° «' 4.6.8 .
. ,

л 16 о 2_ 1679

420
я.

1

Аналогично V^ =я J(4t - г^)^ • 2(1 - i)dt =

= 2я
^ <^ г^ 4 « 8 s .А 16.3^

8 7 3 5 3

911

420
я.

г) Воспользуемся некоторыми результатами задачи в).
Очевидно, что объем тела, получающегося при

вращении петли кривой вокруг оси Оу, есть разность объемов

тел, образованных вращением дуг ОАВ и ОБ:
F= Vi- F„

2

4i

где Fi
= я J(2f - *2)2 • (4 - 3<2) • dt;

0

2

Fg = -Я J (2t - *2)2 • (4я- 3*2). dt.

_2_
- 4i

Появление знака «минус» в выражении объема V^^ обус-
2

ловлено тем, что возрастанию параметра t от —f= до 2 со-

<Ъ

16 _

ответствует уменьшение переменной у от —р до О.

В результате громоздких, но очевидных расчетов
получаем
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64

105

16 8 64 64
Ответ: а)

—

я; б) -я; в) —я; г) ^^t-

Вычисление площади поверхности вращения

Пусть функция у = f{x) непрерывно дифференцируема
и неотрицательна на отрезке [а, &], тогда площадь
поверхности, образованной вращением кривой у = f(x) вокруг
оси Ох, равна

ь

Р = 2я Г у ds, где ds - дифференциал дуги.
а

В случае явного задания функции, получаем
ь

Р = 2п^у{хф + у'^{х) • dx.

Пример 10. Найти площадь поверхности, образованной
вращением

а) дуги параболы у^ = iax вокруг оси абсцисс от

вершины до точки с абсциссой х = За;

б) дуги линии х= е* sin t,y
= е* cos t, t е 0;

2̂
вокруг

оси абсцисс.
Решение.

а) Для определенности рассмотрим случай а > О , тогда
можно считать, что искомая поверхность образована

вращением вокруг оси абсцисс кривой у = yJiax , xg [0; За].

Р = 2я I л/4ад: • Л +1 UlAax) dx == 2я fV4aJc'Jl+ (ViaJc)
Зо I За

= 4л/ая1л/:с'Л1 + —^д; = 4л/ая Гл/лг + а йд: =

о

3

8л/шс . .^
—-—•(лг + а)2 = —-а^я.

о 3
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б)Р = 2п\е*-costl\^'-sintj] +|(e*'Cosm dt =

n

= 2k \e* •cosfV(e' -sint + e* •coatf +\e* 'Cost -e* -smtf dt =

2n\e* •cost-42'e^ dt = 2yf2n J e^' costdt

5 я 2

= 2yl2nje^^d(smt) =2л/2л e^^•smt\^-2{sinte^^dt
0

= 2л/2л e"+2je2'd(cost)

= 2л/2я e"+2^2'-cost ■4\e^^ costdt

= 2л/2л .«-2-4|e^' cos tdt

Получено уравнение для P:

2yf2
P = 2 л/2 л(е" - 2) - 4P, следовательно, P = я(е" - 2).

5

56 2yf2
Ответ: a)

—- a^; 6) я(е" - 2).
3 5
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Механические приложения
определенного интеграла

Вычисление работы сил

Материальная точка движется s = S

по непрерывно дифс])еренцируемой ^(^)

кривой, при этом на нее действует
сила, напраиленнал по касательной

к траектории в направлении
движения. Полная работа, совершав- * = О

мая силой F(s):
S

W= JFis)-ds.
о

Если положение точки на траектории движения
описывается другим параметром, то формула приобретает
вид:

W = j Fisit)) • sXt)dt.
а

Вычисление статических момент,ов

и цент,ра т,яжест,и

Пусть на координатной плоскости Оху некоторая
масса М распределена с плотностью р = р(у) на некотором
множестве точек S (это может быть дуга кривой или

ограниченная плоская фигура). Обозначим s{y) - меру
указанного множества (длина дуги или площадь).

Определение 2. Число М^ = • Г р(у) y>'ds(y), fe = 0,1, 2,...

S

называется k-м моментом массы М относительно оси Ох.

При fe = О Mq = М -

масса,
к= 1 Ml - статический момент,
k = 2 М2

~

моглент инерции.
Аналогично вводятся моменты относительно оси Оу. В

Пространстве подобным же образом вводятся понятия
Моментов массы относительно координатных плоскостей.

Если р S 1, то соответствующие моменты называются

геометрическими.
Координаты центра тяжести однородной (р -

const)
Плоской фигуры определяются по формулам:

^
М[^^

_
М[^^

^0-
3

' ^о"^~'
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где м|^^, MJ^^ -

геометрические статические моменты

фигуры относительно осей Оу и Ох; S -

площадь фигуры.

Пример 11. Вычислить статические (геометрические)
моменты прямоугольника с основанием а и высотой h
относительно его сторон. Найти координаты центра
тяжести.

Решение.

Для удобства разместим прямоугольник на
координатной плоскости, как это показано на рисунке. Рассмотрим
статический момент относительно основания а (ось Ох).
В качестве меры принимается площадь горизонтальной
полосы: а • dy, следовательно,

л

М. = j г/
• ady =

ay ah'

dx

Статический момент относительно высоты h (ось Оу)
находится аналогично:

а

ha'
М= \х-hdx=

о

Поскольку площадь прямоугольника S
= ah, то в

указанной системе координат получаем следующие
координаты центра тяжести:

М

Хо
=

Ответ:
ah'

у
_

М
Уо^

X
_

ah^

2-ah
h_
2
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Пример 12. Найти статические (геометрические)
моменты прямоугольного равнобедренного треугольника с

катетами а относительно каждой из его сторон.
Вычислить координаты центра тяжести.

Решение.

Расположим катеты

треугольника на координатных осях.

а

М^= jy(a-y)'dy =

а- у

М. = jx-ia- х)- dx=^ ~

Координаты центра тяжести:

М,

Хо
=

у
_

а

'
а

а М

Уо
=

X _
а

и^^

а

Для нахождения статического момента относительно

гипотенузы расположим гипотенузу на оси Ох

симметрично относительно оси Оу.

М= \y-{^^-2y)dy=\ayf2-^--y''
Ол/2
2

О 12

Ответ:
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Приближенное вычисление

определенных интегралов

Формула прямоугольников

Пусть функция у = fix) непрерывна и
дифференцируема на отрезке [а; Ь]. Разобьем отрезок [а; Ь] точками х^

=

= а + kh; fe = О, 1, ..., п на п отрезков длиной h, тогда
ь

J fix) dx = Л(г/о + У1 + ... + Уп-О + R„y
а

ib - a)h
где у^

= fix^); k = 0,l,...,n;R„ y'ic), с g [a; b].

о

jfix)dx = h

Формула трапеций

^^^+У1+У2+"- + Уп-1 + R„, где

В„ = -^^^=^Пс),се[а;Ь].
Формула Симпсона

Если п = 2т, то

ь
,

Jfix) dx=- -

(Уо + I/2,„ + ЧуI +Уз+ ... + У2П1-1) + 2(1/2 +
а

+ У4+ ... + У2„,-2))+ Rn^

Rn = -^^~^f4c),cs[a;b].
Пример 13. Вычислить приближенно интеграл по

формулам прямоугольников, трапеций, СиМпсона и оценить

Г dx
их погрешности: 1 .

J 1пд;
2

Решение.

Разобьем отрезок интегрирования [2; 6] на 16 отрезков
точками Xq

= 2; jTj = 2,25; Xg
= 2,5; ...; х^^

= 5,75; х^^ = 6.

Длины всех отрезков h = 0,25.
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Рассчитаем значения функции у =

Л = 0; 1; ... ; 16.
1плг

в точк&х х^;

X

У
=

Ы^

X

1

ь=-,—
In ж

2

1.4427

Ув

4.25

0.6911

У9

2,25

1.2332

У1

4.5

0,6649

Ую

2,5

1,0914

У2

4,75

0,6418

«/11

2,75

0.9885

Уз

5

0,6213

«/«

3

0,9102

У*

5.25

0,6031

«/13

3,25

0,8484

Уз

5,5

0,5866

Уи

3.5

0,7982

Ув

5.75

0,5717

«/и

3,75

0,7566

«/7

6

0,5581

Ум

4

0,7213

«/8

а) Формула прямоугольников
6
f dx х^

«Н-У\у^ = 0,25 • (1,4427 + ... + 0,5717) »

J In JC T~L

3,2927.
Оценим погрешность полученного значения

ВЛ = (^,'(е) 40,25 111
.—<-

2 In^c с 21п2 2
0,5203.
б) Формула трапеций:

J In л:

/
,

15 N

= 0,25(1,004 + 11,7282)

«3,1831.
Оценим погрешность

\Rn\ =
(b-aW

12
У\с)

4-0,25^ 2 + lnc

12 'сЧп^с
< 0,059.

в) Формула Симпсона:
6
dx hf dx h

J y^
=

з"(^0 "^ ^16 "^ ^^^1 "^ ^3 + •" + i/is) + 2(1/2 + 1/4+ ..

+ 1/14)) «3,1778.
Оценим погрешность.

m= (Ь-«)^%(4)(,)
180

<
4 • 0,25^*
180*
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31п^6+111п2б + 181п6 + 12

-^Г^^ «0,0008.

Ответ:

в [3,2927 с погрешностью 0,5203 - формула прямоугольников,
Г dx
I •;

= 3,1831 С погрешностью 0,059 - формула трапеции,
J \пх

3,1778 с погрешностью 0,0008 - формула Симпсона.2

Задания для самостоятельного решения

Найти площади плоских фигур, ограниченных
линиями:

1.1/ = tg х; X = 0; X = -; у
= 0.

4

2.i/ =
^2, О < X < 1;

и осью Ох.

(л:-2)^ l<x<2.
3. I/

= In X ; X
= 1; X = е; I/

= О.

4.1/2 = Зх; у
= - х^.

5. у = 5*; у = 5; X = 0.
6. Z/ = In х; у = In^x.
7. г/ = sin х; у

= cos х; х > 0.
8. у

= sin х; у
= cos х;у

= 0 (площадь одного из

криволинейных треугольников).
9. X = cos t + t- sin t; у = sin < - < cos t;0 <t< 2n.

10. X = cos t; у =
sin t

2 + sin <
11. Переходя к полярным координатам, найти

площадь листа Декарта х^ + у^ = Зху.
12. Переходя к полярным координатам, найти

площадь х^ + у* = х^ + у\
13. Найти площадь фигуры, ограниченной улиткой

Паскаля г = 4 + 2со8ф.
Найти длины дуг линий:
14. X = cos* t; у

= sin* t.
15. X = t - sin t; у = 1 - cos t;0<t < 2n.

3

16. z/= л:2;0<д:<4.
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17. г/= In ; 1 <x<2.

18.y=ln—1-;0<х<-.
1-х ^

19. r=e'';0<r< 1.

20. r = ф2, 0 < Ф < Vs •

Найти объем:

21. параболоида вращения —g-
+ —о" = 2, О < 2 < Я.

а а
22. тела вращения, образованного вращением фигуры
у
= е"*; у = 0; X > О вокруг оси Ох.

23. тела вращения, образованного вращением фигуры
у
= е~*; у = 0; X > О вокруг оси Оу.

24. тела вращения, образованного вращением фигуры
x = t- sin <; J/

= 1 - cos t;0<^t<2n вокруг оси Ox и

вокруг оси Оу.

Вычислить площадь поверхности:
25. катеноида, полученного вращением y

= chx вокруг
оси Ох; О < X < 1.

26. X = t - sin t; у
= 1 - cos t;0 <t<2n вокруг оси Ox и

оси Оу.

Вычислить:
27. статический момент и момент инерции однородной

треугольной пластины с основанием b и высотой h
относительно основания.

28. координаты центра тяжести цепной линии у = сЪ.х;
-l<x<l.

Вычислить приближенное значение интегралов:

29. Г X sin X dx - по правилу прямоугольников (п = 12).
о

Г xdx
30. ■= по формуле трапеций (п = 12) и формуле

{l + ^lx
Симпсона.
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Ответы:

1. In V2 ; 2. I; 3. 1; 4. 3; 5. 5 - -^ ; 6. 3-е; 7. V2 - 1;
3 1п5

8. 2- л/2; 9. 5(4л + 3); 10. -р-(16 - 9л/з ); 11. -

; 12.
3 V3 2

я л/2 ; 13. 187х; 14. 1 + ^^^t- ^^; 15. 8; 16. — (юЛо -1);72 27
О _0 л о

17.1п^ "^, ; 18. In 3 - ^; 19. л/2 ; 20. ^ ; 21.
^ ^

;
е-е^2 3 2

22. |; 23. 2п; 24. бя^; бя^; 25. ^(е^ - е-^ + 4); 26. ^;^ 4 « о

16я2; 27.
bh^ bh'

6 12

0,670909; 0,670926.

;28.
^ eUAe^-l^
0;

Ае{е^ -1)
; 29. -6,2832; 30.



7. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ
ПЕРЕМЕННЫХ

7.1. Дифференциальное исчисление

функций нескольких переменных

л-мерное евклидово пространство

Определение 1. Упорядоченная последовательность п

действительных чисел {х^; Xg;...; х„} называется точкой п-

мерного пространства, при этом числа х^, i = 1,..., /г

называются координатами точки.

Обозначение: X = {х^; Xg; ...; ^„)-
Определение 2. Если для любых двух точек X = {Xi; Xg;

...; х„) и У = (j/j; у2',...; у„) п-мерного пространства
определено расстояние между ними по формуле

р(Х; У)= ^lix^-y^f+... + ix^-Уnf ,

то такое пространство называется п-мерным евклидовым.
Обозначение: Е".

Определение 3. Пусть X
- фиксированная точка

пространства Е";е>0- произвольное положительное число.

Множество точек Y пространства Е" таких, что

р(Х;У)<е,
называется п-мерным шаром с центром в точке X и

радиусом £ или просто е-окрестностъю точки X в

пространстве Е".

Определение 4. Если существует отображение множества
натуральных чисел в множество точек пространства Е"

^т = Л'"). гп& N,
то множество точек Х^; Xg; ... называется

последовательностью точек этого пространства.
Обозначение: {Х^}.
Определение 5. Точка X е Е" называется пределом

последовательности {XJ, если

limp(X;XJ = 0.
т—*<*>

Определение 6. Пусть Е с Е" -

некоторое
подмножество л-мерного евклидова пространства. Отображение
точек множества Е в множество действительных чисел R
называется функцией п переменных.

Обозначение: у
= f{x^; х^у ...; jc„); у = ДХ).

Множество Е называется областью определения
функции п переменных.
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Пример 1, Найти области определения функций и

изобразить их графически:

а) 2= -Jl-x^ +л/у2-1;б)2=-
Vn 2 2

X -у

в) 2 = ^х + у + 4х^-у ; г) 2 = arcsin 2 + arccos (1 - у);
•7

Д) 2 = In
/^ .2 Л
1-

4 9

Решение.

а) Областью определения

-л/Г д:2 + VPфункции 2 = VI - Jc" + Vy" ~ 1

является множество точек

плоскости, координаты

которых удовлетворяют системе

неравенств:

.2^ А Гд:2<1,
y'^ir

о

-1

>J

^

б) Область определения функции z

1-х^ -у^ >0;

х^ +1/^ <1.

Данное неравенство
описывает внутреннюю часть круга

радиуса 1 с центром в начале

координат.

Если граница области не

входит в область определения
функции, то она будет изображаться
пунктирной линией.

^- 2 2
X -у

в) Область определения функции z = -.Jx + у + -Jx- у :
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\х + у>0, \у>-х,

\х-у>0; \у<х.
Уравнения у

= ±х

определяют две прямые
- биссектрисы

координатных четвертей.
Условие у>~х задает верхнюю

относителыю пр51мой у = -х

полуплоскость.

Условие y<iX задает нижнюю
относительно прямой у

= х по-

луплоскость.^
г) Ограничения, накладываемые на аргументы функ-

ции Z = arcsin—- + arccos (1 - у), обусловлены ограниче-

ниями на функции arcsin t и arccos i: |<| ^ 1.

Поэтому область определения исходной функции
описывается следующей системой неравенств:

У^ ^

1<1-у<1;

-у^ <х<у\
У*Оу ^

О < у < 2;

У^ ^ -X,

0<у<2.

у' = X

Неравенства у^ > х п у^ > -х задают часть плоскости,

расположенную вне обеих парабол одновременно.
Отметим, что точка (0; 0) не входит в искомую область

определения.

.2\

д) Область определения функции 2 = In

находится как решение неравенства:

1-^.У^
\

X

1

14. Зак. 6
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2 2 2 2
X У гх

X у
1 ^->0; — + ^~<1.

4 9 4 9
Это неравенство описывает

внутреннюю часть эллипса
X
f^ = l.

Ответ: а) |-1<JC<1,
[у<-1;у>1;

б) х^ + у^< и в)
\У ^ -X,

[у^х;

г)

У ^Х,

О < у ^ 2;

Предел функции нескольких переменных.

Непрерывность

Определение 7. Пусть функция у = f(X) определена в

некоторой окрестности точки Xq за исключением, быть

может, самой точки Xq. Тогда число а называется

пределом функции у = f(X) при X -> Xq, если для любого е > О

существует такое 5^ > О, что для всех точек X, таких, что

О < р(Х; Xq) < 5^, выполняется условие \f(X) - а]< е.

Обозначение: Ит f(X) = а.

Теорема 1. Если существует предел функции двух

переменных fix^; Х2) при (jTj; Х2) —> {х^; Х2) ш при каждом

фиксированном значении переменной х^ существует
предел

lim fix^; Х2),

TO существует повторный предел, равный пределу функ-

( о. о\
ции в точке \^1 > ^2 /:

(jfi;x2)-*\xi;x2l jfi-* xj" Xj-* x^'
Аналогичным образом может быть сформулирована

теорема о связи предела функции нескольких
переменных с повторными пределами для функции п переменных



419 7. Функции нескольких переменных

(п > 3). Отметим, что существование повторных пределов
не гарантирует существования предела функции
нескольких переменных, а существование предела не означает

существование повторных пределов.

Определение 8. Пусть функция у
= f{X) определена на

множестве Е с Е" и точка Х^Е Е. Функция называется

непрерывной в точке Xq, если для любого числа е > О

существует такое число 5 > О, что для всех точек X е Е,
таких, что О < р(Х; л^) < 5^, выполняется условие

\f(X) - f(X„)| < г.

Другими словами, функция непрерывна в точке Х^,
если

lim f(X) = /(Хо).

Определение 9. Если функция непрерывна в каждой
точке множества £J, то она называется непрерывной на

этом множестве.

Как и в слзгчае функций одной переменной, имеет

место непрерывность алгебраической суммы, произведения»
частного и сложной функции, образованных
непрерывными функциями нескольких переменных.

Пример 2. Доказать, что функция г =

предела при {х\ у) —> (0; 0).
Решение.

Покажем, что предел, к

которому стремится исходная функция,
зависит от выбора кривой у

= f(x),
проходящей через начало

координат, и по дуге которой
осуществляется предельный переход к

точке (0; 0).
Ограничимся рассмотрением

прямых вида у
= kx.

2х-3у
_

,.
2x-3kx

х + у

не имеет

lim
(х;у)-*(0;0)

= lim
(х:у)-*(0;0)

2-ЗА;
т. е.

х + kx l + k

зависимости от углового коэффициента прямой k могут
быть получены любые значения предела. Это и означает

2х-3у
отсутствие предела функции z = —7— в точке (0; 0) в

х + у
смысле определения 7.

1<1*
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Пример 3. Исследовать функцию z =
■

svaxy

X
,ХФ%

на

непрерывность а) в точке ;«с
у, х = 0

; б) в точке (0; 0).

Решение.

Очевидно, что функция z{x\ у) непрерывна во всех

точках плоскости, у которых хфО, поскольку в этих точках

непрерывны функции sin ху и х, и, следовательно, непре-

2 фун-
sin ху

рывно их отношение . Поэтому в точкб
X

кция г(х; у) непрерывна.
Что касается точек с абсциссой х = О, то в этих точках

функция z(x; у) доопределена искусственно; поэтому эти

точки должны быть исследованы непосредственно по

определению.

Функция z(x; у) определена в точке (0; 0): 2(0; 0) = 0.

Покажем, что в этой точке существует предел

lim
(x;i/)-*(0;0)

smxy

X

Так как при малых значениях t выполняется

неравенство: |sin t\ <\t\, то при (х; у) —>(0; 0) имеет место

следующая оценка:

sinxy
X

<
ху

X

= |у|-

Но тогда для любого положительного действительно-

I 2 2
ГО числа е > О как только V^ "^ У < 5, 5 = е.

то
sinxy

X
<е.

I 2 2
Поскольку yjx + у

—

расстояние от точек плоскости

до точки (0; 0), то по определению 7 это означает, что

sinxylim
(jc;i/)-*(0;0) X

= 0.

Следовательно, функция zix; у) непрерывна в точке (0; 0).
Отметим, что в данном примере легко высчитываются

повторные пределы
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,. ,. sinxy ,,
-

lira lira — = lira 0=0*
x-*0y-iO X ж-»0

'

,. ,.
sin лгу ,.hm lim — = lim у =o,

y-^Ox-^O X y-^0
Ho ни их существование, ни даже их совпадение не

гарантируют существование предела функции.
Рекомендуем убедиться в этом самостоятельно на примере

функции я:
xV

x^y^+ix~yf

Ответ: функция z — •

smxy

У>

,хфО,

л: = 0;
непрерывна в

точках и (0; 0).

Частные производные и дифференциалы.
Полный дифференциал

Определение 10. Пусть функция у
— f(X) определена в

некоторой окрестности точки Х^.
Если зафиксировать все переменные, кроме Х(,

получим функцию одной переменной x^:

Производная функции у{х^) в точке x^
= х^

называется частной производной функции у
= f(X) в точке Х^, по

переменной x^..
Обозначение:

dyiXQ)dy{xi; ...;а:^ ;...;д;°)
dxi

'

Эх^
;i/;(^o).

Х:=ХГ

Эу
Определение 11. Линейные функции

-—

<^л;„ г = 1, 2,

..., п переменных dx^ называются частными

дифференциалами функции у = f(X).
Обозначение: d г/.
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Определение 12. Функция у
= f{X) называется

дифференцируемой в точке Xq, если существуют числаAj, Ag,...,
А„ такие, что полное приращение функции имеет вид:

Д^(-Х'о) = А^ • AjCi + ... + А„
• Ал:„ + а(Дд:1; ...; ДдГп),

где а(Ад:^;...; Ад:„) = t{^x^^,...; Ад:„) •

р; Ит e(A^:i; ...; Дд:„) = 0;

Р — ^/ajCj +... + Ar^ • При этом линейная часть

приращения А^' AXi + ... + А„ •

Дл:„ называется полным

дифференциалом функции f{X) в точке Xq.
Теорема 2. Если функция /(X) дифференцируема в

точке Xq, то ее полный дифференциал в этой точке имеет вид:

Замечание. При расчете частных производных

необходимо помнить следующее.

1. Все правила вычисления производных и все

табличные производные функций одной переменной сохраняют
силу.

2. При частном дифференцировании функции г = f{x; у)
по переменной х переменную у считаем фиксированной,
т. е. константой. Поэтому, в частности, производная по х

от любого выражения, зависящего только от у, равяа 0.

Например,

Ух
= (i/')x = [4у)х = (sini/)'. =0.

И вообще, ^(г/)) ж
= 0.

В произведении любой множитель, зависящий только

от I/, выполняет роль множителя-константы. Например,

(мх}х=У'х'^= У, (ini/ • 8шл:)ж = In у
• (sin х)х =

= \П у
' COSJC.

и вообще, (/(у). g{x]j^ = fiy) • g'ix).
3. Аналогичным образом выполняется частное

дифференцирование функции г = f(x; у) по переменной у.

Пример 4. Найти частные производные, частные

дифференциалы и полный дифференциал первого порядка
следующих функций:

у
а) г = \п{х^ + у^); б) г = ху;в) г = arctg— ; г) 2 = sin {х^у).

X
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Решение.

а) В соответствии с рекомендациями получаем:

х' + у К } х^+у^ л; +1/

= -T4f(^')'^4'tl=-T4(0-b2y) = -^.лг^^+Г!,
^ '

) х^+у^ х^ +у^
Частные и полный дифференциал имеют вид:

d^z = -~j dx; dz = -—Ldy;

2л: 2y
d2 = -5 dx + -» 5- dy.

л:^+г/^ Jf +1/

б) Функция г = x^ является степенной относительно

переменной х is. показательной относительно у.

дг
,

dz
,

-— =o-jcJ'-i; -—=л:»-1пд:.
ах ду

Частные дифференциалы:

d^z = у
• x^'^dx; d^z = лг^* • In дс

• dy.
Полный дифференциал:

dz = у xy^dx + х" '\п X
' dy.

в) Частные производные:

дх дх
1 +^I -Г-

_ У

-4
л:

1 "i- У

:Ч ^П/
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Э / , у
arctg —

л:
Ч J 1 + У

'у"
-

х' 1 ,

у- ^—-У^

х^+у^
Частные и полный дифференциал:

I/ , , X
а.г =

dz =

X +У

у

х^+у^

dx; d г =

dx-\-
Jf^+y

X +у

^-dy.

dy;

г) Частные производные:

—
=
— sin (х^у) = cos (х^у) • (х^уУ^ =

= cos (х^у) •

у
• (х^Ух = 2ху •

cos (лг^у);
дг а

= cos (х^у) • х^' у'у = х^' COS {х^у);
d^z = 2д:1/ •

cos (х^у); d^z = л:^ •

cos (x^y)dy;
dz = X' cos {x^y)' {2ydx + jcdi/).

Ответ: a) г^^
=

—г : z„ =

2 2 ' i'
Jf +1/ :c2+j,2'

2л:
_, _, 2i/ ^

^2 =

-2 2 ^^' ^y^ = ~~2 1 '^У'
X +y X +y^

dz =
2x

x'^y'
dx +

2y ,

6) 2^ =

I/
• x*'~^; 2^ = хУ • In л:; d^2 = у

• дг^'-^йл;;

dj^3 = ajJ* • In л: • dy, dz = у xy~^dx + x» -In x- dy

B)<=-
^ '

Jc2+i,2
' 2x

=

x^+y^'
d z = —

—

« 2

I/ dx; d 2 =

X +y x^ +y^
dy;
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г) г^ = 2x1/ •

cos {x^y)dx\ z^^ х^' cos (х^у);
d^z = 2ху •

cos (x^y)dx; d г = дс^ • cos {x^y)dy;
d2= X • cos (x^y) • i2ydx + xdy).

Пример 5. Замеряя приращение функции
дифференциалом, найти приближенные значения выражений:

а) \n[4lM + ^/094 -1); б) sin 31° • tg 44°.

Решение.

а) Введем в рассмотрение функцию 2 = In ^V:c + Щу -1j.
Выражение In является значением

функции г в точке (1,04; 0,94), которая находится в

окрестности точки (1; 1).
Поскольку
Аг = 2(х; у)

-

2{х^; у^) » dz{x^\ у^), то

/ ч / . . Мхо;Уо) _, , Э2(дго;уо) _,

г{х; у)» г{х^; у^) + :^
dx + ^—^ dy.

Очевидно, что

дг
^

1 1 Эг
_

1 1_
Эдс 7^ + 3/^-1 2л/1'Эу "7^ + 3/^-1 зз/^'
Подставляя значения лг^,

= 1; i/q
~ 1; ^л: = л; - лг^

= 0,04;
dy = y

-

у^
= -0,06, получаем:

2(1,04; 0,94) » In (л/Г + ^ -1)+
+

л/Г + ^-1

^
1 1

^

0,04+ -^.(-0,06)
2Л

'

3^
2(1,04; 0,94) «0.

Таким образом. In U/l,b4 + ^0,94 -11 « 0. Для
сравнения приведем расчетное значение: -0,00061.

б) Перейдем к радианной мере углов:

44 = —я;
45
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Выражение sin
( 31

180
л tg
) 45

7t является значени-

f 31 11 ^
ем функции Z — sm X'igy^ точке ——г тг;

—я

I 180 45
/

стве точки (зсд; уд) естественно принять точку

„
Эг

.
Эг sinjc

Так как г— = cos X'Xgy; -г- = 5— J
ол: di/ CDS'* I/

я я 71 Л

^0= g;j/o= 4^^^= ISO'^^^^'lSO'

я я

б'4

В каче-

то sin

г 31

180
■я tg

rii

45
я я

^ I я sin — • tg — +

яя я
+ COS— • tg — ■

6 ^4 180

. я
sm —

6 я
0,49766.

2 я 180
cos —

4

Для сравнения расчетное значение: 0,49737.
Ответ: а) 0; б) 0,49766.

Производные сложных функций

Теорема 3. Если функции x^t) и x^t)
дифференцируемы в точке t^, а функция у = /(Xj; лгг) дифференцируема в

точке {х\\х\)у где х\ = лгД^о)^ ^Tg
= лГаС^о)» то сложная

функция I/
= Kx^ty, x^ii)) дифференцируема в точке t^^, и

при этом

df
_

df dxi df dx2
dt dx^ dt dx2 dt

Теорема 4. Если функции jCi(u; v) и х^Чц; v)
дифференцируемы в точке (uq,* Уд), а функция у = f{x^; х^)

дифференцируема в точке (xf ; л:" )' ^Де х^ = х^{и^; v^); xl =

= х^{щ; Vq), to сложная функция у = fix^(u-, v); х^Чщ v))
дифференцируема в точке {и^', v^), и при этом

Эй dxi ди дх2 ди '
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df
_

df dxi df дх2
dv dxi dv dx^ dv

Пример 6. Найти производные сложных функций:

а) г = arctg(^: + 2у), х == t'; у = t^; 6) г = f
( х^
х; —

У

в) г = х^у^ ~ X + у, X
= и

•

cos v; у
= v cos и.

Решение.

а) В соответствии с теоремой 3;

dz
_

dz dx дг dy ^

dt дх dt ду dt

дг Ъг

дх l + ix + 2yf'^y l+(x + 2yf
2;

dx dy
-—

= 2t; -J-
= 3*2

dt dt
следовательно,

йг 1

dt l + (i'+2f^)2' l^t\\ + 2tf

6) Для удобства введем обозначение:
~

= f, тогда
У

dx'dx^dt дх'^'^ ^*
у~

"

у
'

/

=/;
л

X

Т

V •' Уу уду dt ду
в) В соответствии с теоремой 4

дг
_

дг дх дг ду ^

ди дх ди ду ди
'

дг
_

дг дх дг ду
dv дх dv ду dv

fi
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Поскольку ^—
= Зл:2»2 _ i- —= ^х^у + i- = cqs v;

дх ду ои

дх . ду
'

. ду
—-

= -и
'

sm v; -г- = -V- sm и; -г—= cos и, то

до ои OV

|l=,3«-cos^.-.-cos^.-l)-eos..
аи

+ (2и' • cos' v V cos и + 1) • (-У • sin u);

^r- = (Bu^' cos^ и• у2 • cos2 и- 1)' {-и • sin v) 4-

+ (2u' • cos' v V cos u + 1) •

cos u;

в) (3U^
• COS^ V V^ • COS^ Ц - 1) • COS и -

- (2u' • cos' у
• у •

COS u+ !)• V sin u;

(1 - Bu^ • v^' cos^ V • cos^ u)
•

u
• sin v +

+ (2u' •

V ' cos' у
• cos u + 1) • cos u.

Производная no направлению. Градиент

Определение 13. Пусть заданы ненулевой вектор Г и

функция у = fix,; Х2', Х3), определенная в некоторой
окрестности точки Мц. Пусть также точкаМ -

подвижная

точка пространства, но такая, что вектор MqM сонаправлен
Г. Если существует предел

м^Мо р(Мо;М)
то он называется производной функции f(M) в точке Mq
по направлению Г.

Обозначение: —^т"^*
Теорема 5. Если функция у

= f(M) дифференцируема
в точке Mq, то в этой точке существует производная этой

функции по любому направлению, и при этом

dl дх ду dz

где cosa, cosp, cosy
-

направляющие косинусы вектора Г.

Напомним, что направляющие косинусы
произвольного вектора Г= {X; У; Z} находятся по формулам:
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cosa = -рг ; cosp = pr; cosy = tr.

Ill {l{

где|Г!= Vx2+y2+^2.
Определение 14. Вектор с координатами

Э/(Мо) Э/(Мо) Э/(Мо) .

-^-^^—!i^; -^—^; -^—!i^ называется градиентом функ-
дх ду дг

ции fiM) в точке М^.
Обозначение: grad /; V /; grad /(Mq); УДМо).
Если вектор Гединичный, т. е. |1| =J., то его координатами

являются направляющие косинусы Г= {cos a^cos Р; cos у}.
В этом случае производная по направлению Гможет быть

записана как скалярное произведение Гна grad /:

df _

—
=• i • grad f.

Вектор grad f имеет простой геометрический смысл; он

показывает направление наибыстрейшего роста функции,
а величина |grad /| равна производной функции /(М) в

этом направлении.

Пример 7. а) Найти производную функции w = х^у^г в

точке А(1; -1; 3) по направлению вектора АВ, если точка

В имеет координаты (0; 1; 1).
б) Найти производную функции г = ^(6* + е^') в начале

координат по направлению вектора ОМ, если точка М
имеет координаты (1; 1).

Решение.

а) Находим координаты вектора АВ, его длину и

направляющие косинусы:

Jb ={-1;2;-2};1ав1= д/Н)'+ 2'+(-2)' = 3; .

12 2
cos а = -

-; cos р = -; cos у
= -

-.

Частные производные функции ш имеют вид:

—
= Зх^у^г; — = 2х^уг; -г— = xV,

следовательно,

Эш(А)
^ ^

Эгу(А)
^ g

dwjA)
^ ^

дх
'

дх
'

дх
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Производная функции ш по направлению / = АВ в

точке А равна:

dwjA)
Ы

\

=» -t + (-6)--+1
( 3] 'з

б) в случае функции двух переменных г{х; у) теорема 5

приобретает вид;

Эг(Мо) Э2(Мо) . Э2(Мо) .

———
=

—^
"

cos а + —г—^зш а,
о1 дх ау

где а -

угол между положительным направлением оси

Ох и вектором Г.
Для функции Z = InCe* + еУ):

дг е*

дх~ е^'+е"
'

Э2(0; 0)
_

1
.

дх 2
'

дг е"

ду е' + е^

дгф; 0)
_

1

ду 2'

Вектор ОМ имеет координаты (1; 1}, при этом

\ОМ I = v2 , cos а
=

-j= ; cos р = sin а =

-j= .

Таким образом,
Э2(0;0) 1111

■ +—
J^

Ы 2 ^2 2 V2 2л/2 2

Ответ: а) -7—; б) .

о 2

Пример 8. Найти величину и направление градиента

функции:

X

а) г = arctg
~

в произвольной точке {х^; у^);
У

б)ш =

Vx^+i/^ +г^
в точке {х^; у^; г^).

Решение.

а) grad 2 =
дг дг

дх
'

ду 1 +
У

1 +

У

/

<

"

х]
у')
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У -X

х^ +у^
'

х^ +у^

grad zix^; у^) {уо', -х^};
Хо+Уо

(

Igrad г{х^, у^\ =
^0

2 2

Xq + Уа
^

— Хс,
\2

2 2

Хо +Уо у[х,2 ■ 2
0+Уо

cos о. =
Уо

^о+Уо, '̂^у1 ^JXq + Уо

cos Э = sin а = ~ г

Хо+Уо и'^у1 ix^+yl

б) grad W =
-1ho dw

^

^"^ 1 =

1

(л:; у; г};

Igrad ш (лСо,- Уо; гJ = --

,

cos а =
-

J:̂ 0 ■*■ ^0 + ^0

; cos P = -

i/o

у1хо+Уо+ 4

cos Y =

, •̂^0 ■*■ i/o + ^0

Ответ: a)
2 . 2 {Уо'г -XoU

Уо

V'-^o+i/o ^/^o+1/0

ixl+yl

6)-

v(^o+!/o+2§/
1

{"^■O» i/o' ^0/'

Уо

■^0 + I'o ■*■ ^0

4xl + yl+zl yfxo +Уо+г1 ^. 2 , 2,2
^0 + I/O + ^0
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Частные производные и дифференциалы
высших порядков

Определение 15. Частная производная от частной

производной порядка т, т е N, называется частной

производной порядка W + 1.

Если задана функция /(х^; х^; ... ; xj и существуют ее

df
^

df
^

df
первые частные производные -г—; -г—;... т—, то их

dXi дх2 олГд
также можно считать функциями, обладающими,
возможно, частными производными

дх..

df " '
_ /» • i i = 1 n

dXidXj.
*'*^

dXjj
Аналогично вводятся производные третьего порядка и

т. п.

Теорема 6. Если функция f(x^; Xz',... ; х„) и все ее

частные производные fx^'yfx^x 1 h J - 1> —> "> определены в

некоторой окрестности точки (Xi ;Х2 ; • .; х^ ), причем

производные второго порядка /^,.. непрерывны в этой точке,

то в этой точке ^^. = f^^^ ,i,j== 1, —, п.

Определение 16. Если х^; х^; ... ; х^ являются

независимыми переменными, то вторым дифференциалом d^y
функции у = /(х^; х^; ... ; л:„) в точке X называется

выражение вида

d^yi.X)^tt^^dx,dx,^,f:idx,dxj
в частности, для функции двзгх переменных i/ = f (Xj; х^)

дх( дх^^дХ2 dxi
Для дифференциалов высших порядков используется

символическая формула

d'"y =
( д

\

dxi + ... + -—dx^
dxi дх^

т

J
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Пример 9. Найти первые и вторые частные производные,

первый и второй дифференциалы функций:
а) 2 = е^' + зу; б) ш = arctg (xyz).
Решение.

а) z; = [е^''^^«)х = 2 • е^'-ьзу; z; = (е^-^Зу J^ ^ 3 • е^-.+ з^;

г:, = (4); = 4 • е^'-ьзу; z;„ = (г^); = 9 • е^'-^У;

rf^z = е2х + зу(4сгл:2 + 12dxdy + 9dy2).

б) ш; = (arctg(jcy2))'x = ~-гт > К = (arctg(A:^z))y =
l + ^r'^yV

1 + X у 2 1 + Х у Z

1
dw=

^ 2„2,2 (yzdx + xzdy + xydz);
1. -г X у Z

, /V, -2xy^z^ » . ,w -2ux^z^

, ^ ,^, -2гх^у^ „ , ,„ zll-x^y^z^)

-2

c?^w = /- 2 2 2 f (xy^z^dx^ + yx^z^dy^ + zx^y^dz^ -

- 2(1 - x^y^z^)dxdy ~ 1/(1 - x^y^z^)dxdz - x{l - x^y^z^)dydz).
Ответы CM. в тексте решения.

Пример 10. Найти дифференциал третьего порядка
функции Z = sin {ах + by).
Решение.

Воспользуемся символической формулой:

d^z^ ( д , д ^з
dx-V — dy

дх ду J

Z,
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которая раскрывается следующим образом:

^2,3 п ^ 2 ill 0^2 , ,2 ^2,3

Переходим к расчету частных производных

г!^ = а 'tiosiax + by); Zy = b ' cos(ax + by);

2^^ = -a^ sin{ax + by); Zyy = -b^ sin(ax + by);

Zxy ~ -ah sin(ax + Ъу);

^xxx ~ ~^^ cos(ajc + by);

2yyy = -b^ соз(ал: + by);

Zxxy -' -a^b cos(ajc + by);

^xyy
°= ~ctb^ cos{ax + by).

d^z — -cos(ax + by){a^dx^ + 3a^bdx"dy + Zab^dxdy^ +
+ ЬЫу^) = -cos(ax + by) • (adx + Ьйуу.
Ответ: -cos(ax + by) • {adx 4- bdyY.

Пример 11. Показать, что a) функция z = \n{x^ + y^) удов-

летворяет уравнению Лапласа:
—- + —- = О ; б) фун-
дх^ Ъу^

кция W = е'^У удовлетворяет уравнению

= ху
' + 2х —— + W.

дхдудг дхду дх

Решение.

ч '
_

2а: ,
_ 2у ^

х^ + у^ х^-\-у^

2(xUy')-4y' _2(х'-у')
(xUy'J (x'+y'f

Следовательно,

'
_

2y^ - 2x^ + 2x^ - 2y^
^xx + ^W

~

{99^
\^^+y^f

ЧТО и требовалось доказать.

^хх

^УУ ~
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б) w'^ = уге'У; w'^y = ге'У + хугЧ'У = (г + хуг^)е'У';

^lyz = (1 + 2хуг)е'У' + {г + xyz^)xy е'У^ = (1 + Зхуг +

+ х^у^2^)е'У'.
Получаем

ху ш*^^ +2xw'^ + W — {xyz + х^у^г^ + xyz + 1)^*5" =

= (1 + 2xyz + х^у^г^)е=ч''' = ш^у^ , что и требовалось доказать.

Дифференцирование неявных функций

Теорема 7. Пусть функция F(xi; х^; у) и ее частная

производная i^'(^i; Х2; у) удовлетворяют следующим условиям:

DFixi'^xl-^y'') =0;
2) функция F(Xj; Xg; ^/) дифференцируема в

окрестности точки (:)с{*; :с2 I У°)> а функция ^Ддс^; aCgJ i/) непрерывна
в этой окрестности;

тогда в указанной окрестности функция Длтр Xj; у) = О

определяет функцию у = /(Xj; Xg), которая

1) удовлетворяет условию f/" = /(xf; Xg );

2) дифференцируема в окрестности точки (xf ; ^2 )» и

при этом ее частные производные находятся из

следующих соотношений

Э^ дР ди 9F dF ду
н ^

= О- + ^-
= о

dxi ду dxi
'

Э3С2 ду dxz

Пример 12. Найти производные функций, заданных
неявно: а) у - xi' = 0; б) е' - xyz

= 0.

Решение.

а) Обозначим у'
- х^^ F(x; у), тогда неявная функция

задана уравнением F{x; у) — О.
В соответствии с теоремой о производной сложной

функции
dF dF dy ^
—+ ^ =0;
дх ду dx

dF I i

■^
= \^''-x«)x =У'\пу-ухУ-Н
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=

S^"" -х^)у
= ху'-^ - ху1п х; ху = у";

следовательно,зате.

dy-_ э1 _

у'^Ыу-ухУ' _~^ У ^"У
_

dx aF ху^-'-хУ1пх Еу^^^УЫх
Эу у

л: д. ч., л:
, х(л;-у1пзс)*

— м -у Injc Injc

У У

б) Обозначим е" - хуг
= Дзс; у, г), тогда частные

производные функции Z = 2(д:; у) находятся из уравнений:

Э^^Э^ дг
^

дР дР д2„
—- + —--_- =0и т- + -г--^г- =0;
(Зл: d2 дх ду дг ду

Эл: Э^' Эу ар*

Эг Эг

3F 3F дР
Так как

—
=

-уг,
—

= е^ - л;г/; ^
= -хг; е' = ^суг,

Эг -уг уг уг г

то
^х е'-ху е'-ху хуг-ху х{г-1)'

Ьг -хг хг хг

^У е^-ху е^-ху хуг-ху у(г-1)

у(у - xlny)
Ответ: а) у'== -^^^^—^у,

х(г-1)' "
у(г-1)
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Замена переменных
в дифференциальных выражениях

Одним из эффективных методов преобразования
дифференциальных выражений является переход к новым

переменным. Рассмотрим наиболее важные в

практическом отношении случаи.

1. Преобразуемое выражение содержит обыкновенные

производные:

W==Q(x; у; у'; у";...; уМ).
Если необходимо перейти к новому аргументу t и

новой функции и, которые связаны с хиу соотношениями:

х= x(t;u)Hy= у it; и),
то надо подставить эти выражения в W вместе с

производными

Эу Эц ,^
4-

^
I/

^^ ^ч t
, at аи „

У-^ дх дх ,;^.. ит.д.

dt ди
'

2. Преобразуемое выражение содержит частные

производные:

W=p
Эу Эу ^

2

При переходе к новым аргументам t^ и 4» которые
связаны со старыми х-^ и х^^ соотношениями:

JCj
= ЛГ i\*iJ 'г/' ■'''2 ~ •''2V*1» 'z)»

Необходимо подставить эти выражения в W вместе с

частными производными, которые определяются из

следующих уравнений

Ъу
_

ду dxi
^
Ьу дх2,

dti ЬХ]^ dti дх2 Э^1
*

ду
_

ду dxi ду дх2
Э^2 dxi Э^2 дх2 Э^2

*

Частные производные высших порядков вычисляются

аналогично.

Пример 13. Преобразовать уравнение у'у'" - Зу"^ = х,
принимая у за независимую переменную.

Решение.

Перейдем от функции у(х) к функции х(у):
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У'(х) = -7

У'Хх) =

х\у)'
' 1

^

Х'(У) хХу)
Jy

^ хЧу)
^

^ (хЬ)Т^
3{х'(у)Т-хЧу>хЬ)

хЧу)

[ {хЬ)Т

У'(х) = -
x'iy)

ix'iy)f
'

У(х) =

УУ

(x(y)f
Подставив полученные выражения в исходное

уравнение, получаем:

1 Зх'"
X,

X Х _„
X

~7^ "7^
х'(х'" + X • х'^) = 0;

очевидно, что х' Ф О, поэтому уравнение приобретает вид
х"' + X • л:'5 = 0.

Ответ: х'" + х' х'^ = Q.

bz Эз

Пример 14. Решить уравнение у- л:т~ =0, переходя

к переменным и = xvi.v = х^ + у^.
Решение.

Воспользуемся формулами
дг

_

дг ди дг ди
_

dz дг
_

дг дг

дх ди дх dv дх ди до ди до
'

дг
_

дг ди дг dv
_

dz
^

_ дг^
ду ди ду dv ду ди dv

Здесь использованы соотношения

2-4v-u —-

dv

х= и;у= 4v-x^ =4v-u^ .

Уравнение принимает вид:

f '^■у дг\ „ / ^ дг

ди dv

I i" f дг _

\v-u ■

^- +2и

J

-u-2ylv-u^ ■—

=0-
dv '

дг
„

дг п
^2 dz

—— +2и~ 2и—— —

0; ——

ди dv dv ди
= 0^г = fiv);

следовательно, решение исходного уравнения имеет вид
г = f(x^ + у2).

Ответ: г = Дх^ + у'^).
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Задания для самостоятельного решения

Найти область определения функций:

1.2= х̂^ + у^

3.2 = arcsin
У

2.2=^Х-^.

4. Z = 1п(ху).

2 2
X -у

5. Доказать, что функция z = ~y~—2" ^® имеет

предела при (х; г/) -> (0; 0)

Найти пределы:

_ ,. sin лги
6. lim ~.

ж-*0 X
у-*а

х^ +у'

7. lim
х^ +у^

8. Исследовать функцию г =

4 4
Х-*'- X* +у*

'''<,х'^у'фО,
х^+у
о,

нане-

х^+у^=0
прерывность в точке (0; 0).

Найти частные производные и частные дифференциалы:

9. W = (sin х)"*. 10. 2 = sin
У

'х^у^
11. 2 = arctg i

\l-xy)
Найти приближенные значения:

12.1,052.04. 13. ^1,022+1.972 .

Найти производные сложных функций:
14. 2 = fix+y; ху).
15. 2 = sin х-\п у , х= t^; у = в*.

16. 2 = ух^ + ху^; X = и- и; у
= €"*".

Найти производную функции по заданному

направлению вектора АВ в заданной точке А:
17. W = е' + 2у + зг.^ (1. 1; 1); в (2; -3; 4).
18. г = 1п(х2 + г/2 + 1); А(0; 1); Б(1; 3).
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Найти величину и направление градиента функции в

точке А:

19. 2 = sin
X

\

1/^+1
; А(1;1). 20. 2 = л:"; А(2; 3).

21. Найти первые и вторые частные

производные-функции 2
= igix^ + 2у).

22. Найти дифференциал третьего порядка функции

Найти производную функции, заданной неявно:

23. 2' ^«^ -

I/ = 0. 24. зш(л:2 + у2) _ JJ.
_

j^ = 0.

25. Преобразовать уравнение: у" Ч— i/' + у
== О, прини-

мая JC за новую функцию; f = xi/
-

за независимую
переменную.

26. Преобразовать уравнение: ^" - х^у" + ху' -

у = 0;
1 uit)

х= -; и = .

Ответы.
1. Внешность круга с центром (0; 0) и радиусом 2:

д,2 4- у2 > 4;
2. Часть первой координатной четверти, ограниченная

кривыми у
- х'^ и у

= 0;
3. Часть плоскости \у\ < \х\, хфО;
4. Первая и третья четверть, не включая оси, ху > 0;
6. а; 7. 0; 8. разрывна;

9. -г—
=

уг
' (sm ху^ ~^ •

cos х;
ах

dw
= (sin х)у' • In (sin х) -

z;ду
dw
-г- = (sin ху • In (sin x)- у,
oz

djv = yz
• (sin jc)"*" ^dx',

dw = (sin х)У' • ln(sin jc) • 2 • cfy;
a^w

= (sin x)'"'- ln(sin x)- у dz;

■in.
^^ ^

-

10. — = cos —

bx \y ^

^х^Л 2x dz

У
'

^y
cos

^ 2^
X

у
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7.2. Приложения дифференциального
исчисления функций нескольких

переменных

Формула Тейлора

Теорема 1. Пусть функция у = f(x^; JCg;... ; х„)
определена и непрерывна со всеми своими частными

производными до порядка m + 1 (тп > I) включительно в

некоторой окрестности точки Xq (aij ; ^2 ; ...;х^), тогда

справедлива формула

/(х^ +Axj; xj +Lx,;...; ^:J +^J = /(x? ; x^ ; ...; x^ ) +

+ rJAx^; Ax^;...; AxJ, где rJAx^; Axzi...; Дл:„) =

(Ш.+ 1)!
Ax^ -^ +... + Ax„ -^ I /(X? + Q^Ax^; ...;

axi ax^

xl + B^Ax„), 0 < e„ < 1.

Данная формула называется формулой Тейлора для

функций нескольких переменных. Если использовать

дифференциалы высших порядков, то формула Тейлора
принимает более компактный вид:

f(X) = fix,) + ^- d^fiX,) + г„.

ft=i
*'

В случае Х^ (0; 0; ... ; 0) данную формулу называют

формулой Маклорена. Для наиболее важного в

практическом отношении случая функций двух переменных
формула Тейлора имеет вид:

/(х? +Ах,; 4 +Ах,) = Я X? ;х^)+ Mfllfll Ах, +

ох^

-0.^0

+ г Ад:, + —
dxz 2

21

(^2Ь'^ПхЬхЬ ,.

дх1
*Axf +
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^1 df .

^

= cos X ' sm у;
-i- = sm x • cos y;

dx
^'

by
^

aV
—-J

= -sin л: • sm y; —j
= -sm л: • sm y;

ox by

aV

дхду

aV

aV

cos л: • cos y;

. aV
= -cos л: • sm y;

—- = -sin x •

cos y;

Эу^
aV

= -sin X
'

cos y; ^ ^ о
= "COS x • sm u.

алг^а^
Следовательно,

sm л: • sin у
= sin

— •

sin
— + cos — • sin

—

^4444

Г

--f +

.
я я

+ sin
— • cos

—

4 4

- я я
+ 2 cos — • cos —

4 4

я) 1
/'

. я . я
- sin — • sin —

4 4

/

л: -•
я
Ч2

V

л:-'
я

I/

я

V

. я . я ( я
- sin — • sin — • у

-
—

4 4 Г 4

+

2^

V

+

/

. 1 ^ ^

V

гдегг
я я 1 1

л: ;у = —

4'^ 4 31

/^
- cos а • sin & л:-

я

V

- 3sin а • cos b

— Scos а • sin &

X

1 4j
л:

1 ч

(
V

у
я

I
ч2

Я
У
-

J
- sm а • cos b у-

я
чЗ>

^
^ ( Я1 ,

я
^ ( я

;0<в<1.
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Окончательно получаем следующее разложение
функции зшл:

• siny:

sin X • sin у =
— + — л:-

п
+ у-

п

(

Х--
7t
\2 (

+ •

Я 7t

+ Г2.
■Л { А "^i

X . у и

г 41 4

Ответ: а) лг^ - 3 i/J + 2л:оУо - 1 + 2 •

(лг^ + у^) • Дд: +

+ 2 • (лго - 3i/o)' Ay + Ал:2,+ 2 • Дл: • Ду - 3 • Ду^.

^>Ы л:-
я

+ у-
п г

X-
п

+■ 'Х-'
п

у-
п

У-

п
+ Г2;

г, = - —
cos а • sin b

X-
п

6

n2 г

X -

п
- — sin а • cos b

2

V V

- —

COS а
• sin b

2
л:-'

я

У-
п

- —

sin а • cos b • \ у
6 4

;а=
- +е
4

/^
л:-

п

п
&= - +е

4

Я

'-4 ; 0<в< 1.

Экстремумы функций нескольких переменных

Определение 1. Пусть функция у = /(X) определена в

окрестности точки Х,,. Если для всех точек X этой
окрестности (X Ф Хд) выполняется неравенство /(X) > fiXg), то

точка Хц называется точкой строгого минимума; если же

/(X) < fiXg), то Хо называется точкой строгого
максимума. Точки строгого максимума и минимума называются

точками строгого экстремума.
Определение 2. Пусть функция у = f(X)

дифференцируема в точке Хц. Если при этом

d/(Xo) = 0,
то точка Xq называется стационарной точкой функции
У = /(X).



практикум по высшей математике 446

Очевидно, что условие стационарности равносильно
обращению в ноль одновременно всех частных

производных в этой точке:

^^^^ = 0;» = 1,2, ... ,л.

Совокупность данных уравнений образует систему для
нахождения стационарных точек.

Теорема 2 (необходимые условия экстремума). Пусть
функция у

= fix,; х^; ...; л:„) определена в некоторой
окрестности точки Xq (jq; xf^,;... ; л:°). Если Xq - точка

экстремума функции у = /(Л), и в этой точке существует какая-

либо частная производная ——-^-
, t = 1, 2, ...

, re, то

дx^

ЭДХр)
^

•

bxi
в частности, если функция у = f(X) дифференцируема

в точке экстремума Хц, то эта точка является

стационарной.

Теорема 3 {достаточные условия строгого
экстремума). Пусть функция у = ДХ) определена и имеет

непрерывные частные производные второго порядка в

некоторой окрестности стационарной точки Xq. Если второй
дифференциал функции в точке Х^ является

положительно определенной (отрицательно определенной)
квадратичной формой, то Хо -

точка строгого минимума
(максимума). Если же второй дифференциал

-

неопределенная

квадратичная форма, то в точке Х^ экстремума нет.

Другими словами, в стационарной точке Х^ функция
имеет максимум, если

В стационарной точке Х,, функция имеет минимум, если

а

dY(Xo)>0, Y,\dXi\^0.
На практике знак второго дифференциала исследуется

путем сведения квадратичной формы к каноническому

виду или применением того или иного критерия,

например, критерия Сильвестра положительной
определенности квадратичной формы.

Напомним его содержание:
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п л

1) квадратичная форма У^У^^у л:,лг^, где a^j
-

а^,,
{=1 ;=1

i, J = 1, 2, ...
,
л , является положительно определенной

тогда и только тогда, когда

^11 > О,
^^1 ^22

> О*

^^21 ^22 ••• ^2л

а„1 а. а„'л1 "Л2 "•• '-ля

п п

>0;

2) квадратичная форма /^ Х^г/ ^<^;» где a,^
=

а^,,
/=1 /=1

г, 7
= 1, 2 п , является отрицательно определенной

тогда и только тогда, когда

«11 < О,
«11

«21

«12

«22
>0; ...;М)--

«11 «12 •••«1п

«21 «22 • • • «2л

• • • •

«п1 «л2 ••• «пп

>0.

в случае функции двух переменных имеет место

следующая теорема.

Теорема 4. Пусть функция у
= fix^; х^) определена и

имеет непрерывные частные производные второго

порядка в некоторой окрестности стационарной точки щ;х2}-
Если при этом А > О, где

d'f{x?;x',) d'f{x?;xl) fd'f{x?;x',Y'
А-

dxf дхо dXidx^
.то (:.?;:.«)

-

точка строгого экстремума, а именно строгого максиму-

ма, если -.2 < О, и строгого минимума, если

В'М;х',)
i_^ ^Q_
dxt

Если в точке (лг^; лгз j А < О, то в этой точке

экстремума нет.
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Если же в точке \л^1; лгз j А = О, то данная точка может

оказаться точкой экстремума, а может и не быть таковой.

Отметим, что случайА = О требует более «тонкого»

анализа поведения функции в окрестности стационарной
точки с использованием производных третьего порядка и

выше.

Пример 2. Найти стационарные точки, точки экстремума
и экстремумы следующих функций:

a.)z = х^ + у^- Зху; б) z = е*'"^ • (5 - 2л: + у);
b)w = х^ + у^ + 2^ + 2х + 4у - 6z;

у^ 2^ 2

r)w = х+
— +— + - ix>0;y>0;z>0).

Решение.

а) Стационарные точки функции z = х^ + у^ - Зху
являются решениями следующей системы уравнений:

dz

дх
= 0,

Зл:^ - 3i/ = О,

Зу^ - Зл: = 0;

у = х, \Xj^=0, U2 = 1,

х'^ -х = 0; [Уг =0; \у2 =1.

Таким образом, исходная функция имеет две

стационарные точки: (0; 0); (1; 1)
Производные второго порядка имеют вид

3'^
.

Э'^
. d'z

дх'

В соответствии с теоремой 4 необходимо исследовать
знак выражения

А =

dh ЪЧ f

Ъх"- ду'

Э2; V

дхду
в каждой стационарной точке отдельно.

Э^2(0;0) Э22(0;0) д^2(0',0)

А = -9,А<0.
Точка (0; 0) не является точкой экстремума.

Э'г(1;1) Э^2(1;1) Э^г(1;1)
2)^ 6; ^,.2

= 6; 2„^.. 3;
дх' Ъу' ЪхЪу
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А = 27,А>0.
Точка (1; 1) является точкой экстремума, и поскольку

Э'2(1;1)
> О, то это точка строгого минимума. При этом

^min
= 2(1; 1) = -1.

б) Находим стационарные точки функции

2 = е"" ~^
• (5 - 2х + у):

\^г
дх

Эг

^У

= (),

■

И);

е""'-^ •2х-(5-2х + у) + е""'"^ • (-2) = О,

e^'-J/ . (-1) .(5-2х + у) + е'''-^ = 0;

ix(6 -2х + у)-1 = 0,

\5-2х + у-1 = 0;

i6-2x + y
= l, \у=-2,

\х = 1; |л: = 1.

Точка (1; -2) является стационарной точкой исходной
функции.

Производные второго порядка:

Эх'
= е'^-У 2х • (Юл: - 4jc2 + 2ху

- 2) +е'^~^-{10 -

-8х + 2у) = е* "^ • (20л:2 - Ъх^ + Ах^у - 12л: + 2у + 10);
\2_ -42,

^-и " "
х'-и

дхду (4jc2 - 2ху -

- 8л: + 2).
В точке (1; -2) производные второго порядка имеют

следующие значения

Э20(1;-2) Э'2(1;-2)
= -2е^; = -е^;

Э^2(1;-2)
Эл:Эу

= 2е\
дх^

"^
'

Эу^
и тогда А = 2е^ - 4е^ = -2е^, А < 0.

Стационарная точка (1; -2) не является точкой
экстремума.

в) Находим стационарные точки функции w = х^ +
+ у^ + z^ + 2x + 4y- 6z:

15. Зак, 6
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dw

дх

¥
dw

0,

0,

2л; + 2 = 0,

2i/ + 4 = 0,

22 - 6 = 0;

X = -1

У = -2,

2 = 3.

0;

Получена стационарная точка (-1; -2; 3).
Так как

= Р* = 9'
Э^ш Э^ш Э'ш

= 0,
дх^ dy^

~'

dz^
'

З-'^Э!/ Эхдг дудг
то второй дифференциал исходной функции имеет вид

d^w = 2idxf + 2(di/)2 + 2(d2)2,
Очевидно, что d^w является положительно определенной

квадратичной формой; следовательно, точка (-1; -2; 3)
является точкой строгого минимума, при этом

w^,,= w(-l;-2;3) = -14.

Отметим, что данную функцию можно исследовать на

экстремум, не привлекая аппарат дифференциального
исчисления функций нескольких переменных,

W ^^ х^ + у^ + z^ -{- 2х + 4у - 6z = (х^ + 2х + 1) + (у^ +
+ 4у + 4) + (22 - б2 + 9) - 14;

w = (x + lf + iy + 2)2 + (2 - 3)2 - 14 .

Очевидно, что w > -14, при этом

W = -14 при X = -1; у
= -2; 2 = 3.

у
г) Стационарные точки функции w = х+ -j-

+ —- +

находим из следующей системы:

dw

дх

dw

¥
dw

э7

У

4х'
О,

Ж
2х
-^-^ = 0,

22

У

У

J2-

4х^ = о,

2л:2^ = О,

г^ =0;

У =

2«-

2»

z\

-4х^ =

-2X2^

= 0,

= 0;

0;
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Xi =0,

У1 =0,

2i =0;

У2 =1»

z, =1;

^
2

Уз
= -1'

2з =-!•

Условию задачи х> О, у> О, z> О отвечает лишь одна

стационарная точка

Находим вторые производные функции w:

B'w у' Ъ^хю

»2

2х' Ьу'
Э^ш

^ у_ d^w

Эхду 2х^
'

дхдг

2х'' у^
д^ю 2

У

= 0;
Э'ш 22

.2

В стационарной точке

dydz у-

второй дифференциал
(1 ^

—

• !• 1
2'

'

имеет вид

d^w = 4(йл;)2 + Z{dyY + 6(^2)2 - Adx -dy-A- dydz,
или d^iv = 2(djc)2 + 2idx - dyf + {dy - 2dzf + 2{,dzfy
T. e. второй дифференциал является положительно

определенной квадратичной формой переменных dx, dy, dz.

^1. .

^

2*.
'Следовательно, точка является точкой

минимума функции
.2

+ —
, при этом ш^;„

= W = 4.
У~ 2

w = хЛ- -—+
—

4л: I/ 2

В заключение покажем, как анализ второго
дифференциала может быть проведен с помощью критерия

Сильвестра.

Квадратичная форма
4(йл:)2 + 3(dj/)2 + 6(d2)2 -Ых-dy-A- dydz

определяет матрицу

^4 -2 О ^^«11 «12 «13 "*

«21 «22 «23

«31 «32 «33

-2 3 -2

0-2 6
У

Рассмотрим главные определители этой матрицы:

15*
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ац
= 4 > 0;

^11 ^12

йц а^2 ^13

^21 ^22 ^23

^31 ^32 ^33

=

4 -2

^21 ^22 ~2 "

4-2 0

-2 3 -2

0-2 6

= 8 > 0;

= 32 > 0.

'аким образом, квадратичная форма положительно

определена, и, следовательно, точка — ;1;1 является

V^ )
точкой минимума исходной функции.

Ответ: а) стационарная точка (0; 0) не является

точкой экстремума; стационарная точка (1; 1) - точка

минимума; 2„,„
= -1;

б) стационарная точка (1; -2) не является точкой

экстремума;
в) стационарная точка (-1; -2; 3) является точкой

минимума; ш„;„
= -14;

2
г) стационарная точка

мума; ш„,„
= 4.

является точкой мини-

Абсолютный экстремум

Теорема 5. Пусть функция у = f{X) дифференцируема
в ограниченной и замкнутой области, тогда она

достигает своих наибольшего и наименьшего значений

(абсолютные экстремумы) или в стационарной точке, или в

граничной точке области.

Например, если функция двух переменных у = /(х; х^^
определена и дифференцируема в точках плоской

области D, границы которой заданы параметрически:

х^
= Xiit); х^

= x^it); t^<t< t^,
то анализ экстремальных значений функции на границе
сводится к исследованию функции одной переменной
fix^ity, x^(t)).

Пример 3. Найти наибольшие и наименьшие значения

функции:
а) Z = х^ - у^ в круге х^ + у^ < 4;
6)w = x^ + 2у^ + 3^2 в шаре х^ + гу^ + 2^< 100;
в) 2 = х^у(4 - х- у)в треугольнике, ограниченном

прямыми X = О, у = О, X + у
= 6;
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г) Z = sin X + sin у + sin {х + у)в прямоугольнике

^
^

л;

0<хй~,0<у<~.
Решение.

а) 1. В соответствии с теоремой 5 исследуем значения

функции в стационарных точках, координаты которых
являются решением следующей системы:

дх

= 2у = 0;

В стационарной точке (0; 0)
функция принимает значение z (0; 0) = 0.

2. Переходим к анализу значений

функции на границе области.

Границей круга х^ + у^<4 является

окружность

х^ + у^ = 4:
с центром в начале координат и

радиусом 2.

Так как у^ = 4- лг^до на границе

круга исходная функция принимает
вид

5 = jc2 - (4 - х^У, Z =2x^-4; XG [-2; 2].
Исследуем функцию z (х) на наибольшее и наименьшее

значения на отрезке [-2; 2] как функцию одной
переменной:

Z' = 4дс = 0; л: = 0; О € [-2; 2], и при этом z (0) = -4.

На границах отрезка [-2; 2] z (-2) = i (2) = 4.

Если X = 0,го у
= ±2, при этом z (О) = z(0; ±2) = -4.

Если X = ±2, го у
= 0, при этом z (±2) = z(±2; 0) = 4.

3. Сравнивая все полученные значения функции z (х; у),
приходим к выводу, что функция z= х^ - у^ принимает
следуюш;ие наибольшее и наименьшее значения:

2на„б
= 2(-2; 0) = 2(2; 0) = 4;

2„а„м = 2(0; -2) = г(0; 2) = -4.

б) 1. Находим стационарную точку функции w = х^ +
+ 2г/2 + Зг^ и значение функции в этой точке:
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дх

= 4i/ = о,

х = 0,

у = 0, ш(0; 0; 0) = 0.

2 = 0;
— = 6z = 0;

2. Границей шара х^ + у^ + z^ < 100 является сфера
х^ + у^ + z^ = 100, центр которой находится в начале

координат и которая имеет радиус 10. На сфере исходная
функция w(x; у; z) = х^+ 2у^ + Sz^ приобретает вид

W (х; у)= х^ + 2у2 + 3(100 - х^ - у^)\
W {х'у у) = 300 - 2л:2 - у2^ при этом функция w (х; у)

определена в точках круга х^ + у^< 100.

Стационарная точка функции w (х; у):

^^ 1х = о,
dw

„л 1 л' "'(0;0) = 300.
-_- = -2i/ = 0; [у = 0; ^ ' ^

ду
Отметим, что при дс = 0; у

= 0; переменная z

принимает два значения Zj 2
= ±10. Следовательно, ш(0; 0; ±10) =

== 300.

Границей круга х^ + у^ < 100 является окружность

х^ + у^ = 100, поэтому функция W (х; у) в точках

окружности приобретает вид

й) (х) = 300 - 2х^ - 1/2 = 300 - 2х^ - (100 - х^,
€) (л:) ^ 200 - х^, где х е [-10; 10].
Стационарная точка функции w {х):

ё \х) = -2х = 0; л: = 0; w (0) = 200.
Отметим, что при х = О переменные ynz принимают

следующие значения: У12
= ±10; z = 0. Следовательно,

ш(0; ±10; 0) = 200.

Значение функции w (х) на краях отрезка [-10; 10]:

^(±10) =100.
Но поскольку при л: = ±10 переменные ynz равны О,

то ы;(±10; 0; 0) = 100.
3. Среди всех полученных значений функции ш(л:; у; z)

выбираем наибольшее и наименьшее

"'„аиб
= "'(О; 0; ±10) = 300; ш„,„„ = м;(0; 0; 0) = 0.
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в) 1. Стационарные точки функции z = х^у{^ - х- у)
определяются из следующей системы уравнений

ох

^ = ^х^ -х^ ~2х^у = 0;

ху{8 -Зх- 2у) = О,

х^{4-х-2у) = 0.

Координаты стационарных точек, расположенных

внутри треугольника х = 0; у
= 0; х + у

= 6,
удовлетворяют условиям х> О, у > 0.

Исходная система приобретает вид:

J8 - Зл: - 2i/ = О, Jx = 4 - 2г/,

[4-х-2у = 0; [8-г(4-2у)-2у = 0;
и при этом 2(2; 1) = 4.

2. Поскольку граница
треугольника состоит из отрезков прямых л: = 0;
у
= 0;х + у

= 6, рассмотрим исходную
функцию отдельно на каждом из

этих участков:
1)х = 0;0<у<6, тогдаz(0;у) = 0;
2)у = 0;0<х<6, тогда zlx; 0) = 0;
3) л: + у

= 6; О < л: < 6, тогда

функция z(x; у) принимает вид

2 (х) = х%6 - х) • (-2);
Z (х) = 2х^ - 12х^; X е [0; 6],
Стационарные точки функции z(x):
2 (х) = 6х^ - 24л: = 6л:(л: - 4); х^ = О; х^

= 4;

2(0) = 0; 2(4) = -64.

Значения функции z {х) на концах отрезка

2(0) = 0; 2(6) = 0.
Таким образом, 2(0; 6) = О ; 2(6; 0) = О ; 2(4; 2) = -64.
3. Сравнивая все полученные значения функции

2(дс; у), получаем
2„аиб = 2(2; 1) = 4; 2„,„„ = 2(4; 2) = -64.

г) 1. Определим стационарные точки функции z =

= sin X + sin у + sin (х + у), попадающие внутрь прямоу-

гольника О < х< —;0<у< —:
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— = cos X + созГл: + и) = О, г

Эл: 1созл:-соз^/ = 0,

Эг
, , , \ fs |co3i/ + cos(jc +у) = 0.

—- = cos у + соз(л: + у) = 0; *■ ^ ^ ^^

Поскольку в задаче речь идет только об острых
положительных углах, условие cos х = соз у равносильно
условию X = у , следовательно,

х = у,

2 cos^ X + cos л: -1 = 0;|cosjc + cos2jc = 0;

х = у,

,
1

соз X = -1, COS X = —;
2

ж
для углов о < л: < — соз х>0, поэтому

х = у,

COS X =

ж
X =

ж

у -—•^
3

Таким образом, исходная функция в заданной

области имеет единственную стационарную точку

^ж ж^

З'З при

этом Z
''ж ж^

З'З

зТз

2. Рассмотрим функцию на каждой из четырех сторон
прямоугольника.

ж

1) x = Q\Q<y< —

тогда 2(0; у) = 2зш у.

На отрезке «=1 функция sin у „

2

возрастает, ограничимся значени
ями функции в концах отрезка:

z(0; 0) = О ; Z 0;
71

= 2.
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п

2)у=0;0<х< —

, тогда z(x; 0) = 2 sin х.

Аналогичным образом получаем

2(0; 0) = 0; 2>'Ч^ /

= 2.

3)х= -;0<:у<-, тогда

я
\

z(i/) = z -; I/
= 1 + sin I/ + cos у.

Стационарные точки функции z(y) на интервале

= 1 + 72.
^ и^
0;-

2

я -Гя^
: 2' = cos у

- sin у = 0; у= —; z

vb
Значения функции z (у) в концах отрезка:

2(0) = 2; 2

ч2.
= 2.

Следовательно, z
я я

2'4
= 1 + л/2 ;

ч^ у

= 2

Я я 1

4)i/=^;0^x<-, тогда

я
= 1 + sin X + cos jc.2(i/)=2U;-

Аналогично предыдущему пункту получаем

я я

4'2
= 1 + л/2 ; 2

^ я^
0;

/

я я
= Н2'2 = 2.

3. Сравнивая все значения функции z(x; у), получаем:

Z '= Z
^'наиб

**

З'З
зТз

: 2 = 2(0: 0) = 0.> наим *'\."» "/ "•

Ответ: а) 2„,„в = 2(-2; 0) = 2(2; 0) = 4; 2„з„„ = 2(0; -2)
= 2(0; 2) = -4;
&) "'„аиб = "'(О; 0; ±10) = 300; w^^^

= w(0; О; 0) = 0;
в) 2„„б = 2(2; 1) = 4; 2„^„„ = 2(4; 2) = -64;
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г) ^иаиб ^

,3
=

i.
зТз

; 2„.^
= 2(0; 0) = 0.

Условный экстремум.
Метод множителей Лагранжа

Определение 3. Пусть Е - множество точек X

п-мерного евклидова пространства Е", для которых
выполняются условия

gi(X) = 0, i = 1, 2, ..., т; т.< п.

Точка Хд е £" называется точкой условного

экстремума функции у = f(X) относительно соотношений g^iX) = О,
если она является точкой обычного экстремума этой

функции, рассматриваемой только на множестве Е.
Если система уравнений gjiXi', х^;...; xj

= О, i = 1,2,..., т;
т<п разрешима относительно т переменных x„_„^i;...; х„:

^п-т+1
~ "Д^1» ^2* "■» -^п-пд ~ "лХ),/ = 1, 2, ..., т,

ТО вопрос об условном экстремуме функции у = f(x^; х^,...; л:„)
равносилен вопросу об обычном экстремуме функции

у = Я X ; fei( X); ...; Л„( X)), где X = (х^; х^\ ...; x„.J.
На практике, однако, или принципиально

невозможно выразить из уравнений gXX) = О группу переменных,
или это может оказаться слишком громоздкой
операцией. В этом случае можно эффективно использовать метод

множителей Лагранжа.
т

Определение 4. Функция L(X) = i{X) + V А,,^/(Х), где

»=1

А,., i = 1, 2, ..., m
- постоянные множители, называется

функцией Лагранжа.
Теорема 6. Если в точке Х^ выполняются условия:

^ДХо) = 0, i=l, 2, ..., т.

точка Xq является стационарной точкой для функции
Лагранжа, и если второй дифференциал функции Лагранжа в

этой точке является положительно (отрицательно)
определенной квадратичной формой переменных djCj, djCg,..., dx^
при условии, что они удовлетворяют соотношениям

dXj Эл:„
то точка Хд является точкой условного строгого
минимума (максимума) для функции у = ДХ) относительно

условий g,{X) = О.
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Пример 4. Найти точки условного экстремума и значения

условных экстремумов функций:
а) Z = ху , если х + у

= 1,

ж

б) 2 = cos^ X + cos^ у , если х -

у = —,

в) W = X
- 2у + 2z , если х^ + у^ + г^= 1,

т) w= хуг , если х^ + у^ + z'^ = 1, х + у + z = 0.

Решение.

а) Поскольку переменная у легко выражается из

уравнения

х + у=1,
то условные экстремумы функции z = ху находятся как

обычные экстремумы функции

г(х)= х-{1- х); z(x)= х- х^;

Стационарная точка функции z (х):

Z '(х) =1-2х; Z '(х) = 0; д: =
-

.

Поскольку

1

1.

2

то л: =
— -

точка максимума.

1
Так как при х=

—

переменная у принимает значение

1 (\
у =

-

, ТО 2„„^
= Z

б) Из условия х- у=
—

получаем:

я

Преобразуем с учетом этого функцию г (л:, у)

~. . о о Г я^ 1 + соз2л:
г {х) = cos^ X + cos^ М^

~

Т
~ "^

1 + C0S
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2 (л:) = 1 + — (cos 2х + sin 2х).

Находим стационарные точки функции г (х):
Z (х) = sin 2х + cos 2х; z '{х) = 0; sin 2х -

cos 2х = 0;

\.g2x=\\ 2л:= — Ч-яп; л:=—+ -",«€ Z.
4 о ^

Для определения типа экстремума находим знаки про

изводной функции Z (дс) методом интервалов

8 828 82

71
Очевидно, что точки х=

— + я/i - точки максимума,
8

ТОЧКИ дс=
~ + Няп- точки минимума.

Исходная функция z{x\ у) достигает максимума в

точках с координатами

71 я
„

л: =
— + пп, У

== -— + Ttn, пе Zf
о 8

при этом

2„„, = C0S2 — + ПП

8

7^
+ cos^

- — + лп = 1 +

функция z{x; у) достигает минимума в точках с

координатами
^

тс 7t 71 71

,(571
2,„i„

= COs2 —+ ЛП

\

-Ь COS'

Зтг
\

+ ЯП 1-
^

J

в) Применим метод множителей Лагранжа. Функция
Лагранжа имеет вид

L(jc; у; 2) = л: - 2i/ + 22 + Жл:^ + i/2 + гз - 1).
Стационарные точки и значения параметра Я.

определяются из Следующей системы
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^ = 1 + 2хХ = 0;
ах

— = 2 + 22^ = 0;
дг

х^ +у^ + 2^ =1;

1
X = •

2Х

1

1
2 = --;

X

х^ +у^ +2^ = 1;

1

2

^'=3 =

2

^^=-3'

Ло =—;
2

1

2

"^=-3=
2

2, =-.
.

3

Вопрос о существовании и характере условного
экстремума решается путем анализа знака второго
дифференциала функции Лагранжа в стационарных точках. Следует,
однако, помнить, что переменные д:, у и 2 (а значит, и их

дифференциалы!) уже не являются независимыми. В

частности, дифференцируя условие л;^ + у^ + 2^ = 1, полз^аем
X у

2xdx + 2ydy + 22d2 = 0; dz = dx dy.
2 2

Поэтому
3L

,
3L ,

dL
,

dx dy 02

X у
dz = dx dy.

2 2

d'^L^-

+ 2

dx'^ +—-dy'' +—-d2
dx"" by

+

дхду
dxdy+ dydz+——dxdz

dydz dxdz

9^
Л,

+ ^—d^z.
az

о

1) Рассмотрим случай Я = —
и стационарную точку

М,
1 2

з'з

2'

дх'
~

э/ д2'
=2^ = 3;

дхду dydz dxdz '

dz
'

d^L{M^) = 3(dx^ + dy^ + rfz2), dz= -dx-^ dy;
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то есть d^L{Mi) — положительно определенная
квадратичная форма переменных dx и dy; следовательно, М^ -

точка минимума функции Лагранжа и точка условного
минимума функции w= х~ гу при этом

^12 2'i
'^min

з'з
= -3.

м.

W = W"^
max

2) Рассмотрим слз^ай X = - — и стационарную точку

^1^__2 2'

3' З'з]'
Йолучаем d'^L{M^ = -Z{dx^ + dy^ + dz^),

dz = - — dx + dy.

Поскольку d^LiM^
-

отрицательно определенная

квадратичная форма относительно dx и dy, то М^ - точка

максимума функции Лагранжа и точка условного
максимума функции W = X - 2у + 2z.

—! —г\ — — о.

3 3 3j
г) Условные экстремумы функции w =

xyz можно

находить как условные экстремумы функции w{x', у) ,

которая полз^ается подстановкой в функцию w = xyz (и в

условие х^ + у^ + г^ = 1) выражения z = -x- у . Более того,
поскольку условий, связывающих X, у и г - два, в

принципе можно выразить из них две переменные, например

у HZ, через х, тогда функция w = xyz преобразуется в

функцию одной переменной w (х), которая может быть
исследована на экстремумы традиционным образом.

Тем не менее проведем анализ функции w =

xyz
методом множителей Лагранжа, чтобы убедиться в его

эффективности и для случая, когда переменные х, у, z связаны

несколькими условиями.

Функция Лагранжа имеет вид:

L(x; у; z) = xyz + X^ix^ + у^ + z^ -1) + Xzix + у + z).
Стационарные точки и значения параметров Х^ и Xg

находятся из следующей системы:
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-—- = y2+2xXi+X2=0, (1)

— =X2+2i/Xi+Xo=0, (2)
ОУ

дЬ

Эг

х'-

х +

= xy+22Xi +Х2

2 2

fy +2 =1,

У + 2 = 0.

= 0, (3)

(4)

Если из уравнения (1) вычесть уравнение (2); из (2)
вычесть (3); уравнение (3) заменить из сумму (1), (2) и (3);
в уравнении (4) выделить полный квадрат

х^ + у'^ + 2^ = {х + у + г)^ - 2(ху + Х2 + у2),
то система приобретает вид:

(y-x)i2-2Xi) = 0,

{г-у)(х~2Х^) = 0,

ху + у2 + Х2 + 2A,j (х + у + 2) + 3^2 = о,

(х + у + г)^ -2-(ху + у2 + Х2) = 1,

х + у + 2 = 0;

(у-х)(2~2Х^) = 0,

(2~у)(х-2Х^) = 0,

X -i

1
ху + уг + хг =

—,

х + у +2 = 0.

Дальнейшее решение громоздко, но очевидно.

Ограничимся перечислением полученных ответов:
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.

■

X -

^

X -^

""'^TS'
'

^-:ж'
2

X -

1

X -1

2

__

1
у4

~

1— »

V6

'^=~;^'

b

"^^^'VJ'
'

1

2

«

. _

1

X -^

"^=;ff'
2

;^^;^'

^^•^~2л/б'

43-g.
2

1

1

-

1 _

1
^'''~

2j6'

X -^
Чб-g.

1

2

1

Из условий, связывающих переменные л;, yuz,
получаем систему уравнений, связывающих их

дифференциалы:

{xdx + ydy + zdz = О,

[dx + dy + dz==0;

dy = ax,
у-г

dz = -dx.
y-2

Второй дифференциал функции Лагранжа имеет вид;

»2г П2г -^2-

+
Ъх' by' dz'
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+ 2 + Г-Г- +
дхду дхдг дудг

дЬ

ду"^ dz

d^L d^L d^L
Очевидно, что

^^з
"

g^2
"

3^2
= 21^,

d^L d^L d^L
_

дхду dxdz dydz
'

BO всех стационарных точках: ~^
= — =Q\x + y + z = y)^

поэтому d^L = 2X^(dx^ + dy^ + dz^).
Вне зависимости от стационарной точки d^L является

определенной квадратичной формой, знак которой
зависит только от знака К^.

Точки Mj "Уб'л/б" Ve ;М,
л/б' л/б' л/б

м,
^Je' ^б.'л/б

которым соответствует значение

Xj = /— > О, являются точками условного минимума

исходной функции ю =

xyz. При этом

Точки М^
Г 1

1 1

; м,

3>/б
'

f 2

Ve' Ve' Ve

Мб
~

-7=; ~7= > 7= , которым соответствует значение

Xj = j= < 0, являются точками условного максимума
2>/б

функции W =

xyz

\па.
= И'(^4) = И'(^5) = "'(Л^б) = "^
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Ответ: а) z„„^== г
' шах

Г 1.1^
2' 2

/

б) 2^,, = г

П П
— + пп: — + пп

8 8

1

4'

= 1 +
л/^

min

fb 3
— 7t + ЯП;

— 7t + Ttn
8 8

= 1 —

, n e Z;.

ri,_2_ 2"!
'' ""»* 3 3 3

/

= 3; v)„;„ = w
1 2 2'i

Ч
3'3' 3,

= -3;

r

r) w = wf max
"^

л/б' л/б' Ve
= w

л/б' Ve' Ve

= гг;

л/б
'

л/б
'

л/б 3>/б

If =

= гг;

JL.JL._A
л/б

'

л/б
'

л/б

rj_.__2_.JL_'
л/о VO VD

= W

) \

2 \ \

л/б
'

л/б '^/6

Зл/б

Геометрические приложения

Касательная прямая и нормальная плоскость

к пространственной кривой
Если кривая задана параметрически:

X = xit); у
= yit); г = z{t),

то касательная прямая в точке Х^ {х^\ у^\ г^) имеет вид:

x~Xq
^
у-Уо

^
z-Zq

Ah) y'ih) z'ito) '

где tg
-

значение параметра, соответствующего точке Х^.
Нормальная плоскость задается уравнением

x'it„)' (х - Хо) + y'(to) ■ (у - уо) + гХЦ) • (2 - го) = 0.

Касательная плоскость и нормаль
к поверхности, заданной явно

Если поверхность задана явно: z = f(x; у), то в точке

Xo(Xq; у^; Zq) она обладает касательной плоскостью
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dziXo) ЫХр)
2 -

2о
=

g^
(Х

- Х^) + ^у (у- Уо)

Х~Хп У-Уп 2-2п
И нормалью -, ,„"■ =

-■ ,^\ =—7^.
Э2(Хо) дг{Хо) -1

Эл; Ъу

Касательная плоскость и нормаль
к поверхност.и, заданной неявно

Если поверхность задана неявно: F(x', у; г) = О, то в

точке Xq(Xq; у^; г^) она обладает касательной плоскостью

тХр), . , dF(X„), . . дГ(Х„),

л; - ЛГ/, У
-

Уп 2-2/,

дх ду Ъг

Особые т.очки плоских кривых

Определение 5. Если функция Р(х; у)
дифференцируема в точке Хо(Хо; у^), и при этом Fix^; у^) = F'J^x^; у^) =
= Ру(Хо; Уо) = О , то точка Xq называется особой точкой

кривой F{x; у) = 0.

Определение 6. Если функция Е(х; у) дважды
непрерывно дифференцируема в изолированной особой точке

-Х'о(^о; г/о), частные производные F;^(Xo), Fyy (Х^), F'^ (Х^)
не обращаются в этой точке в ноль одновременно, и при

этом

A=F;,(X.)-f;(X.)-(F;(X,)f.
тогда, если

Д > О, то Xq -

изолированная точка,
Д < О, то Xq - двойная точка (узел),
Д = О, то Xq

-

точка возврата или изолированная точка.

Пример 5. Вывести уравнение касательной прямой и

нормальной плоскости к пространственным кривым:

к

а) л; = sin^ t; у = sin 2t; z = cos^ t в точке t = —',

б) у = x; 2 = x^B точке M(l; 1; 1).
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в) Вывести уравнение касательной и нормальной
прямой к плоской кривой cos ху

= X + 2у в точке (1; 0).
Решение.

а) Пространственная кривая задана параметрически

x'{t) = (sin^ ty = 2sin t • cos t = sin 2t; x'
n

= 1;

Xq X
2'

y'{t) = (sin 2t)' = 2cos 2t; y'
71

= 0; Уо = У

z'{t) = (cos2 ty = -2cos t • sin t = -sin 2t; 2'

71

^71^

4^,

= 1;

= -1;

2o = 2

1.

2

Уравнение касательной прямой

1

X-Xq у-Уо 2-2q

1
X— . г—

2
^
У-1

^
2

-1^'(*o) y'(*o) ЛЧ)
'

1 0

Уравнение нормальной плоскости:

x'{t^)ix ~ x>t + y'(g(y -

y„) + z'it^Mz ~ 2„) = 0;

2 - - = 0; дс - г = 0.

Отметим, что появление О в знаменателе пропорции
носит формальный характер. Фактически это означает,

что у
- 1 = О, и направляющий вектор прямой имеет

координаты (1; 0; -1).
б) Пространственная кривая задана явно; переменная

X играет роль параметра

x'=V,x'a)=l;x^=U
y'=Uy'il)=Uy,= U
z' = 2х;г'(1) = 2; г^= 1.
Уравнение касательной прямой:

1 yXxQ) 2'(xo)' 1 1 2
'

уравнение нормальной плоскости:

{х -

х^) + у'{хЛ{у -

г/о) + z'(JCo)(2 - -oJ
= Oj

(д; - 1) + (i/ - 1) + 2(z - 1) = 0; л: + у
- 2z - 4 = 0.
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в) Плоская кривая задана неявно; дифференцируем это

выражение по переменной х, считая у
- функцией от

переменной X'.

-sin{xy) ■ (у + ху') = 1 + 2у';
1 + у • sinixy) 1

у'(1;0) = -

^
X-sinixy)+2

^ ^ ' -'

2

Уравнение касательной прямой:

x-Xq ^У -Уо ,

х-1
^
у-0

1 У'(хо)' 1 _i
х + 2у-1 = 0.

Уравнение нормальной прямой:
(х -

х„) + у'(х„) ■ (у - г/о) = 0;

(х-1)- -^(у-0)
= 0; 2х-у-2 = 0.

Ответ: а)

1 1
X ^ 2

2
_ У-1_ 2

1

У-1

0

г-1

-1
л; - 2 = 0;

х + у-2г- 4 = 0;
112

в) л; + 2г/ - 1 = 0; 2л; - г/
- 2 = 0.

Пример 6. Найти уравнение касательной плоскости и

нормали к поверхности: а) z =

ху в точке (1; 1; 1) ;

б) 2 = arctg
—

в точке

(2; 2; 1).
Решение.

а) Поскольку

1;1;
я

V

; в) 2 ^ + 2 ^ = 8 в точке

дг
=

У1
Э2(1; 1)

А» ti,. Xf

Ml; 1)

Эл; Эл;
Плоскость задается уравнением

2 - 1 = (х - 1) + (у - 1); X + у
- 2 - 1 = О,

а нормаль к поверхности имеет вид

х-1 у-1
_

Z-1

, то касательная

-1

б) Так как

дх

(

-4
л;

\
У

х^ +у^
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Э2(1; 1)
дх

1 дг

2' ду"
1 1 X Э2(1;1)_1

у^ X х^ +у^
' ^У ^ '

х^
то получаем следующее уравнение касательной

плоскости:

я 1 1 я
^

2 -
-
= (д: - 1) +

- (и - 1); х-уЛ-2г--=а.
4 2 2 2

Уравнение нормали к данной поверхности:

7t

х-Х у-1 4
или

п

х-1_у-1_ ^~4
-11-1 1-12

2 2

в) Запишем уравнение поверхности в виде F(x; у; г) = 0:

2г ^.2г -8 = 0,

дР of 1 о
1 Э^(2;2;1) .,

_

тогда — = 2 ^ • In 2 • -;
— = 4 In 2;

Эл; 2 Эл;

. оу 2 Эу

—- = 2=' -^2
d2

л;
+ 2^ -^2

. 2^ .

Э.Р(2; 2; 1)
Э2

= -16 In 2.

Уравнение касательной плоскости:

4 In 2 • (д: - 2) + 4 In 2 • (у - 2) - 16 In 2 • (2 - 1) = О,
X + у

- 42 = О.

Уравнение нормали к поверхности:

х-2 у-2 2-1х-2
_
у-2

41п2~ 41п2

2-1

16 In 2
или

4
•

^ ч ^ ^
х-1 у-1 Z-1

Ответ: а)х + и- г - 1 = 0; —-— = —-— = ——

;^
1 1-1

п

п

б) х-у + 22- - = 0;= п. X
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в) X + у
- Az = 0;

х-2 у-2_г-1
11-4

Пример 7. Найти особые точки плоских кривых и указать
их тип:

а)л;3 + г/3 + Юлгг/ = 0; б)х*-\-у*-х^ - у^ = 0; в)у^-х^ = 0.

Решение.

дР
а) F(x; у) = х^+ у^ + Юху ; Зх^ + 10у ;

ох

= Зг/2 + Юх.

Особые точки удовлетворяют следующей системе

уравнений:

х^ +у^ + Юху = О,

Зх^ + 10у = 0, 1^ = 0.

Зг/2 + Юл; = 0; Ь = ^•

(0; 0)
-

единственное решение системы. Точка (0; 0) -
особая точка исходной кривой. Определим ее тип:

d^F d'F aV

ЭУ(0; 0)
_

а У(0; 0)
_

ЭУ(0; 0)

Э;с2 Эг/2
-^'

ЭлгЭг/
-^^'

А =-100, А < О,
следовательно, (0; 0) - двойная точка (узел).

>с ^F
б) Fix; у) = х* + у* - л;2 - г/2, — = 4л;3 - 2л; ;

dF

3^
= 4л;3 - 2г,.

Заходим особые точки:

л;* + г/* - л:^ - г/^ = 0,

2л;(2л;2 -1) = 0,

2у(2у^ - 1) = 0;

л;* +г/^-л;2-г/^=0,

^1 - "J ^2,3
~
- ~Х~ '

72
У1 =0; г/2.3 =±-^'

U = 0;
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Определим тип особой точки (0; 0):

d^F aV d^F

ЭV(0; 0) Э V(0; 0)
^—-—-

= -9« ;; = —9'

А = 4, Д>0,
следовательно, (0; 0) -

изолированная точка.

dF ^F
в) F(x; у) = у2-х^; — = -ЗхН -^

= 2у.

Очевидно, что единственной особой точкой является

точка (0; 0). Определим ее тип;

d^F
_ Э^ _

ЭУ
_

d^FjO; 0)
_

дх'
^ "^^'

Э7
^ ^'

3^^^
^ ^'

Эд:^
" ^'

А = О, следовательно, (0; 0) -

точка возврата.
Ответ: а) (0; 0) - двойная точка;

б) (0; 0) -

изолированная точка;

в) (0; 0) - точка возврата.

Задания для самостоятельного региения

1. Разложить по формуле Тейлора функцию
z = x^-x^ + y^ + x + y-i-lB окрестности точки А(1; 1).
2. Разложить в ряд Тейлора функцию е* • sin у в

окрестности произвольной точки А(х; у), ограничившись
членами третьего порядка.

Найти стационарные точки, точки экстремума и

экстремумы функций:
3.z = x*-i-y'^-x^- 2ху - г/2.
4. z = ху

' 1п(л;2 + г/2)_
5.2 = е2^зу(8^2 _ Qxy + Зг/2).
Найти наибольшие и наименьшие значения функций:

6. 2 = е~'^~"^ (2л;2 + Зг/2) в круге л;2 + г/2 < 4.

7. Z- х^- ху + у^, если |л;| + У < 1.
Найти точки условного экстремума и значения

условных экстремумов функций:
8. z = x-i- у, если x^'-i- г/2 = 1.
9. 2 = л;2 f г/2, если x-i- у

= 1.
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10. Вывести уравнение касательной прямой и

нормальной плоскости для кривой X = cos t;y = cos t; z= 42 sin t

n
в точке t='Z-

11. Вывести уравнения касательной плоскости и

нормали к поверхности z = х^-¥ у^ъ точке M^Cl; 2; 5).
12. Найти особые точки кривых, указать их тип:

а) х^ Л-у^ - Ъху = 0; б) (х^ + у^)^ = х^ - у^.

Ответы:
1. 4 + 2{х - 1) + 3(г/ - 1) + 2{х - lY + (У - 1)^ + (х- If;

2. «''(sin у -i- Ах- sin у + Ay cos У +^ (Дл;^ • sin у +

+ 2Ал; • Аг/ • cos у
- Ау^ • sin г/) +

— (Д^^ ' si^^ У +
6

+ 3 • Ьх^ • Аг/ • cos у
- ЗАл: • Ау^ • sin у

— Дг/^ • cos г/)) + ГдСАл:; Аг^);
3. 2„f„

= 2(1; 1) = 2(-1; -1) = -2; в стационарной точке

(О; 0) экстремума нет;

4* 2„,„ 2

л/2ё'>/2ё
= 2

^
л/2ё' >/2ё

2 =2
max

"

42е' 42ё л/2ё' >/2ё 2е

2е

; в

стационарных точках (0; 1); (0; -1); (1; 0); (-1; 0) экстремумов нет;

5. 2 j„
= 2(0; 0) = 0; в точке

П

ч

экстремума нет;

у

6. 2„,„,
= 2(0; 0) = 0; 2„,,, = 2(0; 1) = 2(0; -1) = -;иаим —v~» -/ -» "^наиб

7- г„,„„
= 2(0; 0) = 0; г^,^ = 2(0; ±1) = 2(±1; 0) = 1;

V2
'

V2
8' 2^min

~ ^

9- г„_ = 2

JL._J:
^

V2' V2^
^]..П 1

2' 2

- -v2 ; 2г„д^ 2

V

= V5:
/

10. л; = I/
= -(2 - 72 ); л; + I/

= 0;
•

х-1 у -2 2-5
11. 2л; + 4г/

- 2 - 5 = 0; -j-
= ^^~ "

"IT '

12. а) (0; О)
- двойная точка; б) (0; 0) - двойная точка.
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7.3. Интегральное исчисление функций
нескольких переменных

Двойные интегралы

Рассматривается произвольная

ограниченная квадрируемая область
Р. На этом множестве определена

функция 2 = f{x; у). Область Р
разбита на конечное число подобластей
Pi", Р^', ..• ; Р„, таких что они

попарно не пересекаются, а их

объединение есть Р. В каждой подобласти

•^ Р^, i = 1; ... ; п выбирается
произвольным образом точка МДл;,; у^),
после чего вычисляется значение

функции в этой точке f(M) = f(x^; у^.
Выражение вида

где Si", Sg; .:. ; S„
-

площади подобластей Pj; Pg*, ... ; P„,
называется интегральной суммой функции z = f(x; у).

Обозначим X - наибольший из диаметров подобластей
Pj (под диаметром области понимается наибольшее
расстояние между точками этой области).

Определение 1. Если существует конечный предел
интегральной суммы а при Х-^0 (п^оо), то этот предел
называется двойным интегралом от функции f{x; у) по
области Р и обозначается

jjfix;y)dxdy.
при этом сама функция называется интегрируемой на

области Р.

Свойства двойного интеграла

1. Если функция f(x; у) непрерывна в области Р, то ода

интегрируема на этой области.
2. Если значения функции f{x; у), интегрируемой на

области Р , произвольно изменить на некоторой

подобласти Р, площадь которой равна О, сохранив при этом ее

ограниченность, то величина двойного интеграла по
области Р сохраняется.
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3. Если Р = Р, UPg-, PinP2= 0, то

J J/(л;; у) dx dy = J J/(л:; г/) da; dy + J J/(л:; г/) da; dy.
P Pi Рг
4. Если функция f{x\ у) интегрируема на области Р, то

функция k • f(x; у) (к - const, ft # 0) также интегрируема
на области Р, и при этом

jjkfixiy) =k- jjfixiy).
р Р

5. Если функция fiix; у) и fzix; у) интегрируемы на

области Р , то функции /i(x; у) ± /2(^5 У) также

интегрируемы на области Р, и при этом

jjifiix;y) ± f2(x;y))dx dy = jjfiix;y) dx dy ±

p P

± jjf2ix;y)dxdy.
p

6. Если функции fiix; у) и f^ix; у) интегрируемы на

области Р и всюду в Р fiix; у) < fgC^;; у), то

J J А (х; у) dx dy < jj f^ix; у) dx dy.
p p

7. Если функция f(x; у) интегрируема на области Р, то

функция \f(x; i/)| также интегрируема на области Р, и при этом

jjfCx; у) dx dy < jj\fix;y)\ dx dy.
p p

Теорема о среднем значении

Если функция f(x; у) непрерывна на области Р, то

существует такая точка (а; Ь) g Р , что

jjfix;y)dxdy = fia,b)-S^,
р

где Sp
-

площадь области Р.

Сведение двойных интегралов к повторным

Теорема 1. Пусть Р -

плоская область, ограниченная
графиками непрерывных функций g(x) и h(x), таких что

й(х) < h(x), X е [а; Ь], и, быть может, отрезками прямых
X = аи х = Ь. Если функция f{x; у) непрерывна в области

Р, то
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jjfix;y)dxdy =
р

Ь fh(x)

J jfix;y)dy
а yg(x)

dx.

Интеграл, стоящий в правой
части формулы, называется

повторным интегралом и

записывается в виде

Ь h(x)

у,

0

:

а

y
= h(x)

шш
р

ИИ

y
= g(x7

ТГ

-iX

b
'

\dx \f(x;y)dy .

У,

с

0

1

а>1—

tie p
II с

^ s

= p =

_J ->

иH

,

X

a g(x)

Отметим, что если плоская

область Р ограничена графиками
непрерывных функций g{y) и h(y),
таких что giy) < h(y), г/ е [с; d], и,
быть может, отрезками прямых

у
= с и у

= d, то порядок

интегрирования может быть иным

jjfix;y)dxdy =

р

d h(v)

= ^dy ^f(x',y)dx.
с g{y)

Замечание. Расчет двойных интегралов приводит к

h(x)

необходимости вычисления выражений f(x;y)dy , в

Mix)

которых интегрирование ведется по переменной у, а

переменная X при этом играет роль константы (как,
впрочем, и любое выражение р(л;), зависящее только от х).

Пусть jf(x;y)dy = Р{х; у).
\

ЬР(х;у)
Кх; у)

h(x)

тогда jf(x;y)dy
= F(x;y)

g{x)

y=h(x)

y=g{x)

= F(x; Цх)) - Fix; g(x)) =

= Fix)
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Аналогичным образом осуществляется
интегрировала

ние выражений вида fix; у) dx .

eiy)

Пример 1. Вычислить двойные интегралы по

прямоугольным областям интегрирования Р.

2

а) {{-^^dxdy;OSx<l,0<y<l;

б) \\х^уcos[xy^)fixdy-,0<x<^,0<y<2.
р

Решение.

а) Применяя формулу теоремы 1, получаем:

.2 у

1 1 о if 1 ^

1

= hc^arctgi/

ov 0'
+ ^

dx =

dx =

= Jf
2 ,

7t ДС
X dx =

4 3

я

12

6) ffл;^г/-соз(л;г/^)сгл;сгг/ = \ dxix^y ■ cos\^y^)dy =

0 0

- L2,=

)л;^г/=у-^(^^^ = | ^(^^^)| =

2 2

= jdxj^-cos{xy^)d(xy^) =

0 0
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о У
^ "; о

sin Ах' dx =

и = X

dv = sin 4:Xdx V =

du = dx

cos4jc

/

X'Cos4:X Jl'+ — J cos Ax ■ dx
0 4

— +— sin Ax
16 32

n

1б

n
^^

n
Ответ: a) J^ J o) "

J^

Пример 2. Записать двойной интеграл fix; у) dx dy как

повторный, если

а) Р -

параллелограмм со

сторонами л: = 1; л: = 7;
x-i/ + 5 = 0;x-i/ = 0;
б) Р

-

треугольник с вершинами

О(0;0);А(2;1);Б(3;-2);
в) Р -

внутренность эллипса

2 2

+ »_ = 1;
4 9

г) Р -

круговое кольцо
1 < x2 + г/2 < 4.

Решение.

а) При решении задач подобного
типа целесообразно изобразить
плоскую область Р графически.

Из уравнения стороны ВС

х-у+Ъ=0
получаем у

= л: + 5.

У| у
= ж + 5

х=у-Ь Q
12 -
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Из уравнения стороны AD

х-у
= 0

получаем У = х.

Следовательно,
7 ж+5

^^ fix; у) dxdy = \dx^ f(x', у) dy.
Р 1 X

Если изменить порядок интегрирования, то область Р

необходимо рассматривать как объединение трех
областей; треугольников АВ^, FCD и параллелограмма BFDE.

Это связано с тем, что нельзя записать одним

уравнением границу ABC и границу ADC.
Из уравнения стороны ВС получаем х = у-Ъ.
Из уравнения стороны AD получаем х = у.

+

jjfixi У) dx dy = ^^Кх; у) dx dy
Р ABE

jjfi^iy) dx dy + jj fix; y) dx dy.

-b

BFDE FCD

^^fix;y)dxdy =
p

6 у 12

^dy^fix;y)dx + ^dy J/(x;i/)dx+ ^dy ^f{x\y)dx.
11 6 y-5

6) Находим уравнения
прямых OA, OB, AB, на которых

расположены стороны
треугольника. Воспользуемся
уравнением прямой, проходящей через
две заданные точки:

^-^1
^

У-У1

Х2
~

Xi У2
~

У\
в результате очевидных

преобразований получаем
следующие уравнения

1
прямая ОА'. у

=

'^ X или

х = 2у;

У-5
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2 3
прямая ОВ: у

= -— х или х = - —

у;

1 7
прямая АВ\ у

= -Зх + 7 или х= - —

у + —.

о 3

Поскольку верхняя грйница области Р состоит из

отрезков двух прямых, задаваемых различными
уравнениями, то область Р необходимо разбить на треугольники
ОАС и CAB.

jjfi^'^ у) ^^ ^У ==

J J ^(^; У^ ^^ ^У + }у^^' У^^^ ^У'
ОАС

1

2 Г

ОАВ

3 -3JC+7

J J fix; у) dxdy=jdxj fix; y)dy + jdx J fix; y) dy.
J* 0 2 2 2

—X —X
3 3

Если изменить порядок интегрирования, то область Р

придется рассматривать как совокупность треугольников
OAD и ODB:

0

fdy
-2

1 J
з" 3

/«д^
3

-2'

1

;y)dx+ 1 dy
0

1 7

3^3

1«
2у

в) Уравнение — + --— = 1 задает эллипс с центром в

начале координат, фокусы которого расположены на оси

Оу и который имеет полуоси 2 и 3.

36 Г. 2
Уравнение дуги ABC: г/

= — V4 - л: ;

уравнение дуги ADC: у
3 Га 2

Z Г 2
уравнение дуги DAB: х = - — ^J^ - у ;

о

2 Г 2
уравнение дуги DCB: х= —л!^ -у .

о

-21
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Следовательно,
3 Га i
—V4-X

jifi^' у) dxdy = jdx J fix; у) dy ,

-2

-|7i^

ИЛИ JJ/(^:;i/)rfA;cr?/= Jcfz/ ^f{x',y)dx.
-3 Л/9 "^/9-y^

r) Кольцо 1 <x^ + y^<A
образовано двумя
концентрическими окружностями с центром
в начале координат и
имеющими радиусы 1 и 2.
Вертикальные касательные BL и DF,
проведенные в точках М(-1; 0) и _^
Л/^( 1; 0) к окружности л:^ + j^2 = ^ ^ _2

разбивают кольцо на области

ABL; MBCDNR; MLKFNS;
EDF.

Дуги АВ; BD; DE задаются

уравнением у
= ^4:- х^ ;

дуги AL; LF; FE задаются уравнением г/ =
- V4 - л:^ ;

дуга MRN задается уравнением у
= yjl- х^ ;

дуга MSNзадается уравнением у
= -^1-х^ .

Таким образом.

1 ^l4-

jj fix; у) dx dy = jdx J fix; у) dy +

-2 -h-x'

-л/ГГд /4-х'

+ \dx j fix;y)dy+ \fix;y)dy

-V4-X" V5l-x"

+

M-x^

+ J й^л: jfix;y)dy
-V4^^

16. Яяк R
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При изменении порядка интегрирования получаем
аналогичное выражение формальной заменой хяауиу
на X (за исключением выражения функции f(x; у)).

7 х+5 6 у

Ответ: а) \dx\fix;y)dy = \ dx\ f(x;у)dx +

1 X 11

I у. 12 7

jdyj f(x;y) dx + jdy j fix; y) dx.
6 y-5

1

2 2^

7 y-5

3 -3x+7

6) J йл: J/(a:;i/)rfi/ + Jrfa: J/(^c;i/)di/ =

0 2
—X

3

1 7

q -3^/3
1 7

1 -i^.^3
= [ф \f(x;y)dx + jdy jfix;y)dx.

-2 0 2y

3

2 2
VI^

3 3
'^/^

) Jrf^: J/U;i/)rfi/= Jdi/ |/tei/)dJC.
-2 л^т:::;^

2

-3 2

|/,-„.
Й-х==

г) 1^^ J/(j;;y)rfy +
-2 -^ 4̂-х''

-^^1 -Vl-x'' V4-X''

-N/4!^ l-x-'

^ 4̂-х''
+ \dx jf(x;y)dy.

1 -V4^-

Пример 3. Изменить порядок интегрирования

2 2х \ 4у

а) ^dx J fix; у) dy ; б) jdyj f(x; у) dx ;

о X О У
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1 3

3 2.2

i) J dxjfix; y)dy + jdx J f(x; y) dy.
0 0

Решение. t/ = 2jc

a) По пределам интегрирования ^^ x= -у j^
повторного интеграла восстановим 4 ^—\-"
область интегрирования Р.

Границы искомой области задают- g
ся следующими уравнениями: лг = 0;
х = 2; у = х; у

= 2х.
Таким образом, Р

-

треугольник ОАВ
2 ■

с вершинами 0(0; 0); А(2; 4); В(2; 2).
При изменении порядка

интегрирования разобьем область Р на

треугольники ОСВ и CAB:

2х

^dx^ fix; y)dy = jdy j fix; y) dx

1 Z

-^dy^fix;y)dx.

б) Область интегрирования имеет

следующие границы у
= 0;у = 1\х = у;

Х= у[у .

I 4у 1 X

jdyj fix; y)dx = j dxj fix; у) dy •

0 у О x^

в) Область интегрирования состоит

из двух подобластей
1)х = 0;х=1;у = 0;у = х^;

у х', X > О

Ifi*
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1 3
2}х=1;х = 3;у = 0;у = --х+-.

После изменения порядка интегрирования получаем

1 3

3 -Г'21 х' 3 2 2 1 -2у+3

jdxjfix'.y-'dy + jdx jf(x;y)dy = jdy jf(x;y)dx.
on in 0 V^1

2 у2 у 4 2

Ответ: a) \dy \f(x;y)dx+ dy \f(x;y)dx;
0 1 2 1

2*' F
1 ж 1 -2y+3

6) jdxjfix;y)dy;B) jdy (f(x;
Ox" ^ h

y)dx.

Пример 4. Вычислить интегралы

а) \{x^ + у) dxdy^ P
- область, ограниченная парабо-

p

лами у
= х^и y^= x;

б) со8(л: + у) dxdy, Р
- область, ограниченная прямы-

р

мш X = 0; у
=

п; у
= X.

Решение.

а) jj(x^ +y)dxdy^
р

1 yf^

= jdxjix^ +y)dy =

о x^

/=>/^
da: =

+—x^
2. 2

йл: = 1
ly 5

У 0

^
9 1 3 4

X'' +—X X

2 2
dx =

'2 I X' 3 5^'^
7 4 10

J

__

2 1 3 33

jo
"

7
"^
4 10

~

140
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б) г cos(jc
р

+ у) dxdy =

я я

= Ыл: г cos(jc + y)dy =

0 X

п

= jsin(x + y)
0

!/=я
'

dx =

у=х
П X

= Г (81п(л; + я) - 81п2л:) cfa; =

о

я

= (- sin л: - sin 2jc) йл: = cos х + — cos 2л:
2 о

= (cos 71 +

1 1 13
+ ~

cos 271) - (cos о + - COS 0) = -1 + - - -
= -2.

Ответ: а)
33

140
; б) -2.

Замена переменных в двойных интегралах

Теорема 2. Пусть непрерывно дифференцируемые
функции X = х{и; v); у

= у(и; v) осуществляют однозначное
отображение ограниченной и замкнутой области Р в

плоскости Оху на область Р' в окрестности Ouv. Если якобиан

д(х, у)

дх

ди

^У
ди

дх

до

^У
dv

д(и, и)

сохраняет постоянный знак в Р, за исключением, быть

может, множества нулевой площади, то справедлива
формула

д(х,у)

д(и,и)
du dv.jjfix;y) dx dy =j]f(x(u;v),yiu;v))-

p P'

В случае перехода к полярным координатам г и ф:
X = г COS (р; у

= г sin ф , получаем
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Яр
г^кт

fix;y)dxdy= Ыц) j/(г cos ф; г sin ф) ■

[I/(^:;i/) dx dy = 11/(гсозф;г8Шф)' г- dr- d(p.
р F

В частности, если Р - криволинейный сегмент, то

Г' dr.
J J

Р а Г1(ф)
Как и в случае однократного

интеграла, замена переменных
в двойном интеграле может
существенно упростить его

вычисление. При этом введение

новых переменных может

преследовать разные цели: или

упростить вид подынтегральной
функции, или упростить вид
области интегрирования.

Пример 5. Перейти к полярным координатам и

расставить пределы интегрирования в двойном интеграле

jjf(x;y)dxdy,me
а) Р -

круг jc2 + г/2 < Д2.

б) Р
- область, ограниченная линиями х^ + у^ = 4х;

лг2 + 1/2 = g^,. у
=, ^.у = 2х;

в) Р -

трезпгольник, ограниченный прямыми х = 0;у = 0;
у
= 1- X.

Решение.

а) Переходя к полярной системе

координат х= г cos ф; i/
= г sin ф,

получаем следующее уравнение
окружности х^ + у^ = R^; г = R.

Очевидно, что О < ф < 271,

поэтому jjfix;y)dxdy =

р

2я R

= J й?ф|/(гсо8ф;г81пф) -Г' dr.

б) Преобразуем исходные выражения х^ + у^ = 4х и

х^ + у^ = Sx к каноническому виду;
х^ + у^- 4х = 0; (х - 2)2 + у2 = 4;
х' + у^-8х = 0; (х - 4)2 + у^ = 16.
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Следовательно, область Р

ограничена окружностью,
имеющей радиус 2, с центром
в точке (2; 0); окружностью,
имеющей радиус 4, с центром
в точке (4; 0), а также

прямыми г/
= л:; у

= 2х.

Фигура ABCD ограничена

лучами ф =
—

и ф = arctg 2.

В полярной системе

координат уравнение дуги AD

имеет вид г^ cos^ ф + г^ sin^ ф
=

= 4г cos ф, г = 4cos ф .

Аналогично, уравнение дуги ВС:
1^ соз^ф + г^ sin^ф = 8г cos ф, г = 8cos ф .

Таким образом,

arctg 2 8со8ф

((f(x;y)dxdy= jd(p J/(гсо8ф;г8Шф)
р Jt 4созф

4

в) В полярной системе координат

прямая у=1-х имеет вид

г 81Пф = 1 - Г COS ф; Г =

Г' dr.

Следовательно,

jjfix;y)dxdy =
81Пф+ СОЗф

8Шф+С03ф

= Г йф /(г COS ф; г sin ф) •

г
• dr.

о о

2я R

Ответ: а) \dm /(гсозф;Г81пф)• г- dr;
о о

arctg 2 8со8ф

б) Гйф ГЯгсо8ф;Г8тф) • г- dr;

^ 4С08ф
4



Практикум по высшей математике 488

2 8Шф+С08ф

в) с?ф /(г COS ф; г sin ф) •

г
• dr.

о о

Пример 6. Перейдя к полярным координатам, вычислить

интеграл JJ\|i, 2, 2 dx dy; где Р
- область,

ограниченная окружностью х^ + у^ = i?2, О < i? < 1, и
расположенная в первой координатной четверти.

Решение.

Очевидно, что О < ф <р/2 ,

О < г < i?, следовательно.

rrh-x"^ -у

Hb^xUyJ dx dy =

jt

2 я

^I^^/viT^'^'-
0 0

Рассмотрим неопределенный интеграл

2JVrr7 sJ^^r^ 2J^_j2 2

d« =

= —

arcsm t +

+ -yll-t^ = - arcsin r^+ - vl -

Zt Ct £л

Следовательно,

Г йф Г J ^ г dr= — •

-| arcsinr^ + V1 - г*

= -farcsin JJ2 + Vl-JJ* - 1

Ответ: -(arcsin й^ + Vl - JR* -1
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Тройные интегралы

Рассматриваются произвольная ограниченная
замкнутая кубируемая область Р и функция w = f(x; у; z),
определенная на этой области. Область Р разбита на конечное

число подобластей P^, i = 1; ... ; п , которые попарно не

пересекаются, и их объединение равно Р. В каждой
подобласти Р; выбирается произвольная точка M^^rj; у^; z^ и

вычисляется значение функции в этой точке w{M.) ==

= /(лгр г/р 2i). Выражение вида

п

а=^/(л:1;г/р2г^)-У„
где V^; Fg; ... ; F„ - объемы подобластей Р^; Р^;... ; Р^,
называется интегральной суммой функции w = f{x; у; z).

Обозначим X - наибольший из диаметров подобластей
p.p. .р

Определение 2. Если существует конечный предел
интегральной суммы а при X —» О (л —»<»), то этот предел
называется тройным интегралом от функции f(x; у; z) по
области Р и обозначается

\Uf(x;y;z)dxdydz,
р

при этом сама функция называется интегрируемой на

области Р.
Свойства тройных интегралов аналогичны свойствам

двойных интегралов.

Сведение тройных интегралов к повторным

Теорема 3. Пусть Р
-

трехмерная область,
ограниченная поверхностями

x = Xi;x=X2(Xi< Х2); у = yiix); у
= y^ix) (y^ix) < y^ix));

z = Zi(x; у); z = z^ix; y) (z^ix; y) < z^ix; y)),
где Xi, x^

- const; yj^x), у^{х), гДл:; у), z^{x', у) -

непрерывные функции.
Если функция f{x', у; г) непрерывна на области Р, то

Х2 Уг^х) Z2(x;y)

\\\f{,x;y\z)dxdydz= ^dx \dy y(x;y;z)dz.
P xj yi(x) 2i(x;y)

Ha практике полезна также следующая формула

^^y(x;y;z)dxdydz= \dx\\f{x;y\z)dydz,
Р Xi S(x)
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где 8{х)
- сечение области Р плоскостью,

перпендикулярной оси Ох: X = const.

Замена переменных в тройных интегралах

Теорема 4. Пусть непрерывно дифференцируемые
функции

X = х{и; v;s);y = у{и; v;s);z = г{и; и; s)
осуществляют однозначное отображение ограниченной и

замкнутой области Р пространства Oxyz на область Р' п ю-

странства Ouus.

Если якобиан

дх дх дх

ди dv ds

dix;y;z)
^
ду ду^ ду^

d{u;v;s) ди dv ds
Ъг dz дг

ди dv ds

сохраняет постоянный знак в области Р, за исключением,

быть может, множества нулевого объема, то справедлива

Формула

jjjfix;y;z)dxdydz =
р

= jjjf{x(u;v;s);yiu;v;s);ziu',v;s)}
dix;y;z)
d(u',v;s)

du dv ds.

1. В случае цилиндрической системы координат (р, г, h:

л: = г cos ф; г/ = г sm ф; 2 = h;
^^^..^^.щ

=

П

\\\f(x;y;2) dx dy dz = ГГГ/(гсозф,т8Шф;/1) -

г- dr-d(p' dh.

p i>'

2. В случае сферической системы координат ф, \|/, г:

X = г cos ф cos ц/; у
= г sin ф sin ц/; г = г

• sin у;

dix;y;z)
—

= ^ . cos ф.

ГГ|/(л:; у; z) dx dy dz =

p

~ \\\f^^^^^^sinij/;гsinфcos\|/;rsinij/)• r*• cosц/• dr• йф• d\^.
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Пример 7. Вычислить тройные интегралы:

а) 111 xyi^z^ dx dy dz, где область Р ограничена повер-

р
хностями Z = ху; у

= х; х = 1; z — 0;

б) , где область Р ограничена повер-

^^р'' il + x + y + zy

хностями X + у + Z = 1; X = 0; у
= 0; Z = 0.

Решение.

а) Как и в случае двойных

интегралов, вычисление

тройных интегралов требует
понимания структуры области

интегрирования. В данном случае г =ху

область Р определяется
следующими неравенствами:

0<л;<1;0<1/<л;;0<г<д:г/,
поэтому

\\\^У^^^ dxdydz =

р

1 X ху

= jdxjdyjxyh^ dz =

-J к А

/ ■——.л ^

- Hi
о о\

1 \= X

28 J

ху
22 z=xy

<

г=0 ,

^56

'Л
4

' С J С X у , С X

28

'^dx=-^x''
364

dx —

о 364

б)Уравнение х+ у+ z= 1

определяет плоскость, которая
пересекает оси координат в точках

АН; 0;.0); Б(0; 1; 0); С(0; 0; 1).
Следовательно, Р -

треугольная
пирамида ОАВС.

Предельные значения

переменной х: X = Ои. х= 1.
Если зафиксировать значение

X, то предельные значения

переменной у: у
= О тлу

= 1 - X.

у=х

dx

j/=0
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При фиксированных значениях х и у переменная z

имеет предельные значения z = OTdZ = l-x-y.
Переходим к повторному интегралу

Шdxdydz(1 + х + у +

1-х 1-х-у

4'

{dxjdy Ul + x + y + zy^d(l+x +y + z) =

о о

1 l-xf

'hi
о о

-Kilo 2

-2il + x + y + zf

1 l^

z=l~x~y \

20. + Х + УУ 8

г=0

dy =

dy =

J 8 2a+x+

\

2(l + x + y)

y=l-x J

y=o o'

x-1

8

л

(x-if 1,, ,,
1 ^

^ + -1п(л: + 1) X

16 2 4

1 1
= -1п2-

0
2 16

2{х + 1) 4

5

с?л: =

Ome.m;a)^;6)|ln2-A.
Пример 8. а) Перейти к сферическим координатам в

интеграле Л V^^ + г/^ + 2^ dxdy dz, где область Р

ограничена поверхностями z = х'^ + у'^; х = у; х
= 1; у = 0; z = 0;

б) перейти к цилиндрическим координатам и

вычислить интеграл (л:^ + г/^ jdx dy dz, где область Р ограни-

р
чена поверхностями х^ + у^ = 2г; 2 = 2.

Решение.

а) Область Р ограничена криволинейной трапецией
ABCD; криволинейными треугольниками АВО и OCD;
треугольником AOD и частью поверхности параболоида
вращения ВОС.

В сферических координатах х = г cos i)/ cos ф;
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у= г cos i)/ sm ф;

z= г sin

Переменная ф изменяется от

ф = О до

Ф =
п

f

ZAOD = -

4 В

/а"м

Переменная у изменяется от

\1/
= О до значения Z.NOMy

которое зависит от величины ф.

Из треугольникаАОМ: AM
—

1
= tgф, ОМ =

■^—,
следовательно, точкаМ имеет координаты М(1; tgф; 0).
Точка N находится на поверхности
z = х^ + у^, поэтому

0=1 + tg2ф =

^^
2

N

\
ч

N

/1

t
Уф\'

<^ J

1

1

1

\

\

1

А,-

/
А

У

D

2
'

COS ф

f
т. е. N l;tgф;

COS^ ф

NM
Из треугольника NOM: tg(ZNOM) = -ttzj

COSф
.Таким образом, диапазон значений переменной у:

О < v < arctg
СОЗф

Переменная г изменяется от значения OS до значения
ОТ. Точка S находится на поверхности z = х^ + у^,
уравнение которой в сферических координатах:

г sin ф
== г2 cos^ \|; cos^ ф + г^ cos^ у^ sin^ ф;

г sin i)/
= /^ COS'' \^;r— —,

COS^ l)/

следовательно, OS =
sin\);

cos^ y^
Из треугольника ОМТ

ОМ
ОТ =

cosiZTOM)
,0Т^

cos ф • cos v
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Таким образом, переменная г изменяется в диапазоне

Итак,

sin\|/

cos^ V
<г<

cos ф
• COS V

E arctgl

ficos
Ф у cos 4f cos Ф

d(p jd\|/ { f(r) -r^'cos Щ-dr.
smy

cos^ V

6) Очевидно, ЧТО область P симметрична относительно

координатных плоскостей Oxz и Oyz. Подынтегральная
функция четна по каждой из переменных хну.
Вычисление исходного интеграла сводится к его вычислению в

первом октанте (х > 0; у > 0; z > 0).

F А

Рассмотрим сечение области Р плоскостью Oyz.

Поскольку уравнение г = ■^(х^ + у^) определяет параболоид

вращения, то все сечения, проходящие через ось Ог,
одинаковы.

В цилиндрической системе координат х = г cos ф;
у == г зшф; z-h.

"Еся^ отр&лкчмтъся первым октантом, то О < ф <
п

Переменная h меняется от О до 2. Переменная г меняется

от О до значения ОЕ, которое определяется величиной Л.
В цилиндрических координатах уравнение параболоида:
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следовательно, ОЕ
=

. Таким образом, О < г < .J2h •

я

2 2 л/2А

Итак, Щ{х^ + y^)dx dy dz = 4 J^Jd/i ^r^dr =

0 0

-f-J2 J 4

л/2А 2

dh = 27C
0 J"^''*/

r

T

л/2А

0

= 27C
16

7C.

ii arctg
1 ^

coscp

1

4 1 i,uo <\> I cos 41 'coa 4>

Ответ: a) f ^ф T d\|/ f /(r) • /^ • cos xj;
• dr;

sm\|r

cos^V

Задания для самостоят.ельного решения

Записать двойной интеграл 11 f(x; у) dx dy как повтор-

р

ный,
1. если Р -

треугольник с вершинами (0; 0); (1; 0) и (1; 1);
2. если Р -

круг х^ + у^ < у.

Вычислить двойные интегралы по прямоугольной
области Р:

dxdy
\0<х<1\0<у< 1.

ii(x + y + iy

4. JJ эс^уе*^ dxdy\Q<x<l\Q<y<2.
р

Изменить порядок интегрирования
2 2-х е 1пд:

5. jdx jfix;y)dy. 6. jdx{fix;y)dy.
-6 х" 1 о
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2

1 х'^ 2 1-^4д:-д:^-3
7. jdxjf{x;y)dy + ldx jfix;y)dy'

0 0 10

Вычислить интегралы

8. J J (^ "^ у) dx dy, Р - область, ограниченная кривыми
р

у^ = 2х\ X + у = А', X + у
= 12.

2

9. 11 —fdx dy, Р - область, ограниченная прямыми

7 У

х = 2; у
= хж гиперболой ху =1.

Перейти к полярным координатам, расставить
пределы интегрирования:

10. ДД^; у) dx dy; Р -

кольцо: ^i <x^ + y^<Rl.
р

11. 11 fix; у) dx dy; Р - область, ограниченная кривыми
р

у^х^ ,у='1.
12. Перейти к полярным координатам, вычислить

интеграл 11 sin ^jx^ + у^ dx dy, где Р
-

кольцо: п^<х^ + у^< 4п^.

р

Вычислить тройные интегралы

13. 1 хуг dx dy dz, где Р
- область, ограниченная по-

р

верхностями х^ + у'^ + г^ — I; х = 0; у
= 0; z = 0.

14. -^х^ + у^ dx dy dz, где Р
- область, ограниченная

р

поверхностями х^ + у^ = г^; z = 1.

Переходя к сферическим и цилиндрическим
координатам, вычислить

15. jjj-^^ML^,P-mapx^ + y^ + z^<l.

р ylx^+y^+iz-2f
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-• ш
dxdydz

'Jx^+y^+(z-2f
,
Р -

цилиндр л:^ + 1/2 < 1,

-1<г<1.

Ответы:
I X 11

1. J dx^ fix; y)dy = j dyj f(x; y) dx;
0 0 0 у

^/^
1 i 1-- 2

2 2^V4
*

1 \ly-y

2. |г/лс J/(^;y)c?y = Jc^y jf(x;y)dx;
_i 1 |T~7
2 2~U

*
0 ->/^r

0 2Vn^ 8 2-j/

3. In -; 4. 2; 5, jdy J /(jc; i/) djc + J dj/ J /(jc;i/) djc ;

-1 -2yll + y 0 -2Jl+{

1 e 1 2-^/2j/-/
6. JФJ /'CJc; y) rfjc; 7. J dy J /'(jc; y) dx ;

0 e"

2n i?2
11 Q f 7

8. 543 7^; 9. — ; 10. Ыф r f(r cos ф; r sin (p)dr;
15

sinjp
4 cos^ If

0 Л,

11. Гс?ф j Г/(rcos ф; rsin ф)йг +

0 0

4 sinip

+ I ^ф \ r f(r COS ф; r sin ф)^г +
n 0

4

sinip
я cos^ ф

+ j йф I r fir COS ф; г sin ф)йг;
Зп О

4
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1 7С 2я
12.-6я2;13.

— ;14.-;15. — ;
48 о 3

16. п ByflO+ln i^ ^
-л/2-8

ч
Vio-3

7.4. Несобственные двойные
и тройные интегралы

Интегрирование непрерывной функции
по неограниченной области

Определение 1. Пусть функция fix; у) непрерывна на

неограниченной плоской области Р. Пусть также {Р„} -

произвольная последовательность ограниченных
замкнутых квадрируемых областей, таких что

2) Pi U Рз'-' "•
= Р-

Если существует предел

lim \\fix\y)dxdy,
P.

не зависящий от выбора последовательности {Р„}, то он
называется несобственным двойным интегралом функции

f(x; у) по области Р и обозначается

jjf(x;y)dxdy.
р

Если lim fix; у) dx dy существует, то соответствую-

Рп

щий интеграл называется сходящимся; в противном
случае

-

расходящимся.
Несобственные тройные интегралы от непрерывных

функций определяются аналогично.

Несобственные интегралы обладают рядом свойств

собственных интегралов.

Например, они также сводятся к повторным, и к ним

также применимы формулы замены переменных.
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Интегрирование разрывных функций
на ограниченной области

Определение 2. Пусть функция f{x', у) непрерывна
всюду в ограниченной замкнутой плоской области Р, за

исключением точки A(Xq', у^.
Если существует предел

lim \\f{x\y)dxdy.

где Pj
- любая область диаметра е, содержащая точку А,

то этот предел называется несобственным двойным

интегралом функции fix; у) по области Р и обозначается

^^f{x\y)dxdy.
р

Как и ранее, если указанный предел существует, то

несобственный интеграл называется сходящимся; в

противном случае
-

расходящимся.
Если в области Р существует линия разрыва, то

несобственный интеграл определяется аналогично, но под Р^
понимается любая область, содержащая эту линию и

точки которой удалены от линии разрыва не далее, чем на е.

Несобственные тройные интегралы от разрывных
функций определяются аналогично, с той лишь разницей, что

в пространственной области Р могут существовать и

поверхности разрыва.

Пример 1. Вычислить несобственные интегралы или

установить их расходимость.

iii+^ +у о ь ь yla+x+y+z)'

в) f f "^^"^У ; область Р описывается неравенствами ху>1;

•У х'^у"
х>1;
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г) ;
— axdydz;P- шар радиуса R с цен-

р
X + у + Z

тром в начале координат.
Решение.

а) Поскольку функция четна по каждому
Х + х'^ +у'^

аргументу, а областью интегрирования является вся

плоскость, то

f f dxdy г f dxdy

^^l+x^+y^~ lil + x^+y^'
-oo-oo

"^ 0 0

Переходим к повторному интегралу

+00+00 +00 +00

JJl + jc^ + y' J Jl + jc^+y^

Для внутреннего интеграла выражение I + х^ носит

характер положительной константы, поскольку не

зависит от у, поэтому данный интеграл является табличным:

^
dy

< ■

\
о ( лЯТд:^ 1 +/

2
■= lim

А->+о=
.arctg-

К^ Vi+? J/=0
J

П

2 л/Г77'
Рассмотрим внешний интеграл

+«> А

п С dx п .. С dx
—

,-
=
— lim —

=

^{Ju^ 2A-.+«.J7r7^

= -limlnfA+ Vl + A^l = oo.

0 2a-^+«> ^ j

Таким образом, исходный интеграл расходится.
Заметим, что данный анализ можно было провести и в

полярных координатах:
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= n\ 1. 2 =я km -^: —i = 7t km Inll + r"!

= n km ln(l + J22) = 00.

6) Приведем исходный интеграл к повторному:

400+00+0° . , , +00 +«= +«' 7

m
dxdydz

о о oyjit + x + y + zf о о о

Рассмотрим внутренний интеграл

-и» _1
Ul + x + y + z) ^dx =

о

А 7

= km I (1 + jc + у + z) ^dil+x+y+z) =

о

= j djcj dyj (l + jc + y + z) 2йл:.

/

= km
A-*bx

--(l + X + y + z) 2

5

\

2=0

\

= — km
5 -A-»+«

5^

(1 + jc + у + A) ^ - (1 + jc + y) 2

V

= -il+X + y) 2.
5

Аналогично получаем

Jo 15
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^4 -- Я

j— {l + x)~^dx
15

Следовательно,
исходный интеграл сходится.

в) Изобразим
графически область Р. Ее границами
являются гипербола хг/ - 1,
ветви которой
расположены в первой и третьей
четвертях, и прямая х = 1.

Рассмотрим три случая.

1) Ь < 1, тогда

1 1 ^
1

f

lim
( \-Ь\
У

1-Ь

г/=А

X

dx =

{ (1 - Ъ)х''
lim {А^-"- xfi-^)dx = <»;

2)b = l, тогда

Х^у J JC" А^+со^ ^^
cedxdy

р

У=А

dx =

у=-

3) Ь> 1, тогда

J 6-1 b-lA^+ccJ



ndxdy J
a b

= -—- lim In A =00.
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3.1) Если & - а > О, то

ff£f^ =
1 lim(A*-«-l)=<.JJ ^«г/Ь (& -1)(& - а) А^+оо^ ^

3.2) Если & _,.„ ;, ^
.

р
■*' у 0 — 1 А-»+<»

3.3) Если & - а < О, то

«У л:"у* (Ь - 1)(& - а) А^+-^ '
(Ь - 1){а - Ь)

Таким образом, исходный интеграл сходится при

1
а > & > 1, при этом он принимает значение ., ,w _,.

.

При любых других сочетаниях а и & интеграл
расходится.

г) Целесообразно перейти к сферической системе

координат:

д{х;у;г)
х = г cos ф cos Х]/; г/ = г sin ф cos xj/; z = г sin xj/; -.. —г =

= r^cos X]/; тогда x^ + y^ + г^ = т^,п интеграл принимает вид

•In фс^ + y^ + z^

= 11J ~~2"
' '^ *^°® V dr Йф Й\|/ =

Р'

= Inr •

COS xj/ dr йф rfx]/.
p'

Переходим к повторному интегралу

J I jlnr* COS \^ drd(^ d\^= \d(p cosij/dxi/j Inr-Jr.

p 0 _ZE 0

2

Очевидно, что повторный интеграл распадается на

произведение трех интегралов, поскольку все пределы
интегрирования

- константы:
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п

= 2.
п

1 йф = 2к; cos \i/rfv|/ = sin xj/

о я

2

Отдельно рассмотрим несобственный интеграл от н

ограниченной в точке г = О функции In г:

R R
д

flnrdr= lim |lnr-dr= lim (rlnr-r) =

J £-»0 +0J £-»0+ 0 F

0 8

= lim ((Rln R- R)
- (eln e- e)) = Rln R- R

£-»0+0

(cm. 5.3. «Замечательные пределы и их следствия»)

lim elne= Hm 1пе^ =o).
e_»o+0 £-»0+0

^2 ^„2 ^2 dxdydz = 4TiRi\nR-l),viH-
p

X -t- у + Z

теграл сходится.

8
Ответ: a) расходится; б) -т; в) при а> Ь > 1:

15

1

,,...,—зТл J при любых других сочетаниях а и &

интеграл расходится; г) 47г1?(1пй - 1).

Задания для самостоятельного решения

Вычислить несобственные интегралы или установить
их расходимость

1. \ \(х + у)е''~У dx dy.
о о

+00+00

2. j jxye-''^''^^ dxdy.
о о

+00+00+00

о г г г xydxdydz

i i ii^+x^ +у^+z^J
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ndxdy—. г-, где Р
- область г/ > х^ + 1.

р

5. ffln ■ dx dy, Р -

круг jc2 + у2 < i.

Р ylx^ + y''

6- I —о 9 йл; dy.
00

Ответы:

1. 2; 2.— ; 3. тг ; 4. n-^2\j2 - ij; 3. — ; 6. расходится.

7.5. Приложения двойных
и тройных интегралов

Вычисление площадей плоских фигур
и поверхностей

Площадь области Р, расположенной в плоскости Оху,
определяется формулой

= \\dxdy
р

Если граница области задана в полярных
координатах, то площадь этой области находится по формуле:

<S= \\rdrd(p.
р

Пусть уравнение z = f(x; у) определяет гладкую
криволинейную поверхность, пусть также область Р -

проекция
данной поверхности на плоскость Оху, тогда площадь

поверхности имеет вид:

s4ih
г. v2 ^dz^

K^yj

2

dx dy.

Пусть совокупность непрерывно дифференцируемых
функций

X = х{и; V); у
= у{и; и); z = г(и; v); (и; v) € Р,



практикум по высшей математике 506

где Р
-

ограниченная замкнутая квадрируетая область,
задает параметрически поверхность, тогда ее площадь
вычисляется по формуле:

S = (NeG-F^ du dv.

где Е =

G =

дх дх ди ду

ди dv ди до ди dv

Пример 1. Найти площади плоских фигур, ограниченных
линиями:

а)г/= 4х',у = 24х.\х = А\
б) х^ + у2 + 2у = 0; г/

=

-х;

у
= -1;

в) (Х2 + 1/2)3 = x^ + yi.
Решение.

а) Изобразим область Р.

Очевидно, что уравнение у
= -Jx и

у
= 2 4х определяют ветви

парабол с вершиной в начале

координат.

Так как S = \\dxdy.

Vi
1

4

3

2

1

0

1

У^2^f^^

1

t ^

т1<
II
н

2 3 4 X

TO

р

2/х

S= idx { dy = f i^yfx - yfxjix = ( ^fxdx =
~.

6) Преобразуем уравнение x^ + y^ + 2у = 0к
каноническому виду:

x^ + y^ + 2y + l = Ux^ + iy + 1)2 = 1.

Следовательно, исходное уравнение задает окружность
радиуса 1 с центром в точке (0; -1).

Уравнение дуги АО получаем из уравнения

окружности с учетом условия л: < 0: х^ = -у^ - 2у;

х = -^-у^ -2у .
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je=_^-y2_2y

Переходим к вычислению площади:

о -у

S=jjdxdy
= jdy jdx =

-1^
/-2И=-

У •.,/

о

у -2ydy =

-1

y + l = sint

dy=cost-dt
t = arcsin(i/ +1)

^(-l) = 0;f(0) = |
If 1 1 f

== - + J cos^ f off = - + - J (1 + COS 20 dt =

1 ir
2 2

^ + —sin2f
2

71
= - + —.

0 2 4

Отметим, что данную площадь можно было найти, не

прибегая к методам математического анализа, поскольку
область Р составлена из четверти круга радиусом 1 (пло-
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Я

щадь -7) и равнобедренного прямоугольного треугольни-
4

ка с катетом 1 (площадь —).

в) Перейдем к полярным координатам:
х = г cos ф; г/ = г sin ф.

Уравнение (х^ + y^Y = х'^ Л- i^
приобретает вид;

(д.2)з = jA cos4 ф + 7^ sin-* ф; г2 = COS"* ф + sin"* ф;

г^ = (cos^ ф + sin^ )^ - 2 sin^ ф соз^ф; г^ = 1 -
sin 2ф

3 + cos 4ф J3 + cos 4ф
^= .

^= j(
.

4 2
Искомая фигура симметрична относительно осей Ох и

Oi/ , поэтому вычислим площадь той ее части, которая

расположена в первой четверти 0<Ф<|
^3+cos4(p Jt

-S = JJ гйгйф = Гйф Jrdr = J 2
Ч J

•УЗ+со84ф

Йф =
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-d(p= -~\ Зф + —81п4ф
2J 4 . 81

^
4

о ^
2J 16

п.

Следовательно, S =—л.
4

В заключение отметим, что область Р обладает симмет-

п

рией также относительно прямой ф = —, поэтому в дан-

ном случае можно было рассчитывать —д.
о

16 1 л 3
Ответ: а)

—-

; б) — + --

; в) -- л.
3 2 4 4

Пример 2. а) Вычислить площадь части плоскости 6х +
+ Zy + 2z — 12, которая ограничена первым октантом;

б) найти площадь части сферы х^ + у^+ г^ = а^, заклю-

У
= 1, &<а.ченнои внутри цилиндра —г

а

Решение.

а) Приведем уравнение
плоскости к уравнению в

отрезках:

6x + Zy + 2z = 12;
^ У 2

.

—+ - + - =1.
2 4 6

Плоскость пересекает ось

Ох в точке А(2; 0; 0); ось Оу в

точке В(0; 4; 0); ось Oz в

точке С (0; 0; 6). Проекцией
искомой части плоскости на

плоскость Оху является

треугольник АОВ.

Уравнение плоскости преобразуем к виду:

вх + Зу +2г = 12

z = 6-3x- -у.

Эг

дх

Эг

ду
Так как

~
= -3; д„

=

"77 , получаем
а

2
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= я 1 +

АОВ
дх

Эг
dx dy =

= jj Jl + 9 + -dxdy=~ jjdxdy .

АОВ АОВ

Поскольку уравнение прямой АВ:

-2ж+4

-jdx jdy-^ -ji-2x+4)dx = -(-x^+4x)
0 0 о

Заметим, что dxdy - это площадь |/.

= 14.

треугольника АОВ, т. е.

. .
ОВОА .

dxdy = = 4.Я
АОВ

б) Поскольку сфера пересекается
цилиндром, образующая которого
параллельна оси Ог, то проекцией искомой о1
части сферы на плоскости Оху являет-

2 2
X у

ся эллипс -у
+
-у

= 1 с центром в начале координат и по-

о Ь

луосями а и & (6 < а).
Очевидно, что цилиндр, пересекая сферу, образует два

симметричных относительно плоскости Оху фрагмента.
Рассчитаем поверхность одного из них {z > 0):

Эг

дх

1 +

-X дг -у

^а'-х'-у' ^У ^ х'-у'

fdz^' (

ybxj
+ Ъг_

Ъу

а

2 2 2
а -X -

у
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1
" '^

а

2 J J—^а2_^2_^2
dy =

с/дс = 2а • I arcsin —dx =I a

b b
= 2a • arcsin — • 2a = 4a^ • arcsin — .

a a

b
Следовательно, S = 8a^ • arcsin— .

a

Ответ: a) 14; 6) 8a^ • arcsin— .

a

Пример 3. Найти площадь части геликоида х = г cos ф;
у = г sin ф; г = Лф, если 0<г<а;0<ф< 2л.
Решение.

дх ду дг
Так как -г— = cos ф; ^г- = г sin ф; ^-- = 0:

дг qr дг

дх

Эф
= -rsin ф

то Е =
^дх}
ydrj

+

Эу
'

Эф

^Эу
дг

= г cos ф;

Эг

Эф
= л.

>^ /

\

Эг'

Эг
= 1;

С? =
/Э;с'>^ /Л,Л2 Гд.^2

,Эф^
Эу

,Эф^
Э£

,Эф,
= г2 + Л2;

Эдс дх ду ду дг дг

ог Эф or Эф Эг Эф
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Для вычисления искомой площади получаем
2я а

о о

= 2л \ylr'+h' dr.

Найдем первообразную функции Vr^ + h^ , используя

интегрирование по частям,

= fVr^ +Л' dr =
a = Jr^+h^; du-

ylr^ + h'

rdr

dv-dr. v = r

= г'л1г^ +h^ - f ■

^
dr

r^ +h^ -h'
dr= r4r^ +h^= rylr^ +h^ -{■ ,

J -Jr^ +h^ dr + h4n(r + л/г^+лО , TO есть

= r^r^ +h^ - I + h4n

''2 'Vr^ +h^ + Л^ Inf г + Vr^ + h^

Вернемся к вычислению площади геликоида:

S-2^-2
Г

л/г^ + h^ +Н^Ы г + Vr^ + h^

= 7t

Ответ:

f

71

aVa^ + Л^ + Л^ In а + Va^ + Л^ ] - й^ 1п|/г
пвет:
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Вычисление объемов

1. Объем цилиндрического
тела с образующими,
параллельными оси Oz, основанием
которого является квадрируе-
мая область Р,
принадлежащая плоскости Оху, и

ограниченного сверху поверхностью
Z = f{x; у), определяется
формулой:

V= jjf(.x',y)dxdy.
р

2. Объем трехмерной
области Р выражается формулой:

г = f(x: у)

У= JJJdjcdi/dz.
При решении задач об объеме пространственных тел

могут оказаться полезными так называемые обобщенные
сферические координаты г (г > 0); ф (О < ф < 2л);

I
X = а' Г' cos" ф

• cosP \|/;
I у = Ь' г- sin" ф

• cosP \|/;
Z = с- Г' sinP\j/;
dix;y;z) .

, „

= ар abc • г ' cos
" ^

ф
• sin a-l

ф
• cos^P^i ij/

• sinl^^ v,
din ф; ¥)

где a, 6, с, a, P - const.

Пример 4. Найти объемы тел, ограниченных
следующими поверхностями :

a)x + y + z = 2;3x + 2y = 4;2x + y
= 2;y = 0;z = 0;

6)z = x^ + y^;y = x^;y = l; 2 = 0;
в) г2 = х у; (х2 + 1/2)2 = 2ху, ix>0;y>0;z> 0).
Решение.

а) Плоскости Здс + 2i/ = 4; 2л: + у
= 2; i/

= О
параллельны оси Oz; при пересечении с плоскостью Оху они

образуют треугольную область ABC. Нетрудно убедиться, что

во всех точках области ABC функция z = 2- х -у
принимает неотрицательные значения, и, следовательно,
плоскость Z = 2 — X —

у ограничивает тело сверху.

17. Зак. в
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2х + у = 2

Зх + 2у = 4

Переходим к вычислению объема:

4-2у
2 3

V= fjf(x;y}dxdy = jdy j(2-x-ff)dx =
ABC 2-У

2

.4-2y

dy =
_2-y

= ff 8-4y (4.-2yf (2y-A)y .^(2-у)\{2-у)у^
3 18 3^8 2

2/

-I J

dy=

= -^]iy-2)Uy-
5 (1/-2Г

72 27

6) Образующие цилиндра у = x^ параллельны оси Oz.
Плоскость у = 1 также параллельна оси Oz. При
пересечении с плоскостью 2 = 0 эти поверхности образуют
замкнутую область Р, ограниченную параболой у = х^ш
прямой у = 1. Очевидно, что во всех точках области Р

функция 2 = JC^ + г/^ неотрицательна, т. е. параболоид
вращения ограничивает тело сверху.
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!/=1

Рассчитаем объем тела:

1 1

V= jjfix;y)dxdy= jdxj(x''+y^)dy =

-I
V 3^

2.. . У
X 1/ +

-

14

dx =

"^J
I/' 6 iN

д; 4 2 1

3 3
о ч

dx = 2

88

105'

Z' 7 5 3 1 ^
д;

_

д: х 1

J 1 1 1 1^
= 2 +- + -

(^ 21 5 3 3

в) Образующие цилиндра (л;^ + у^У = 2л:1/ параллельны
оси Ог. В пересечении с плоскостью Оху цилиндр
образует плоскую область Р: (х^ + у^)^ = 2ху. Переходя к

полярным координатам х = г cos (р; у
= г sin ф, получаем

г* = 2г2 sin ф cos ф; г^ = 2 sin ф cos ф; г^ = sin 2ф. Диапазон
значений угла ф определяется из условия sin 2ф > 0:

0<ф< |;я<Ф<-те.
Поскольку по условию л: > о, |/ ^ о, то о < ф <

%

17*
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(х'^ + у^) ==2ху

Уравнение поверхности г^= ху в полярных
координатах: г^ = г cos ф

• г зтф = г^ sin ф cos ф. Так как по

условию г > О, то Z = г д/sin ф • cos ф .

Переходим к расчету объема тела:

F = ryfsmф• cosф - Г' dr- d(p ==

п

2 ^sin 2(р2 yaiji<sip 1 п .

1 } If
=

—j= I (sin 2ф)^ йф = —j= (1 - cos 4ф) dcp =
Зл/2

1 Г 1 ^

Ф 81п4ф
6л/2

71

О 12л/2
•

715 88

Omeem;a)-;6)—;в)^^^.
Пример 5. а) Найти объем тела, ограниченного

поверхностями Z = 4: - у^, Z = у^ + 2, X = -1 и X = 2.

б) Найти объем тела, ограниченного поверхностями
г = л:2 + 1/2; z = 2х^ + 2уН у

= хНу = х.

Решение.

а) Образующие цилиндров z = A-y^-a.z = y^ + 2

параллельны оси Ох и, следовательно, перпендикулярны
плоскостям л: = -1ил: = 2. Сечение тела плоскостью д; = О есть
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плоская область Р,
ограниченная параболами г = 4 - у^ п

г = 1/2 4- 2, вершинами которых
являются соответственно точки

(0; 4) и (0; 2). Параболы
пересекаются в точках (±1; 3).

Переходим к вычислению

объема, принимая во

внимание, что -1 < л: < 2; -1 <
I/
< 1;

1/2 + 2 < 2 < 4 - 1/2,

F = dxdydz =

2 1 А-у^ 2 1 4-0" 2 1

= \dx\dy \dz=2^dx^dy jdz =2\dx\
y^+2 y^+2

4-/

/+2
dy =

= 2 JdxJ(2-2y2)di/ = 4 J i/-^ dx = ^.

-1 0 -ll jl^
Здесь использован тот факт, что искомое тело

симметрично относительно плоскости Oxz (i/ = 0).
б) Искомое тело ограничено параболоидами вращения

Z ~х^ + у^ и Z = 2jc2 +
''^

2 = 2:^2+21/2
+21/2, цилиндром 1/ = а;2

^
и плоскостью у

= х.

Поскольку образующая
цилиндра параллельна
оси Oz, а плоскость

у
~ X проходит через

ось Oz^ то в

пересечении с плоскостью Оху
получается плоская

область, ограниченная

параболой у
— х^тл.

прямой у = X.

/ у
= т. Z = о
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Диапазон изменения переменных:
0<х<1; х^<у<х; x^ + y'^<z<2x^ + 2г/2.
Переходим к расчету об-ьема

1 X 2лс*+2/ IX

V= jdxjdy jdz'=jdxj(x^+y^)dy =

о х' х'+у' О х'

V -.3
\' г1у= fllv.3_n_f_ dy.=

25
oV"

~

J

3

лГ4 „ . л:М. 3
dx =

3
ov J

Omeem; a) 8; 6) 25

Физические приложения двойных
и тройных интегралов

Масса и центр тяжести плоских фигур
и пространственных тел

Пусть Р -

плоская область; р(х; у)
- плотность точек

этой области, тогда ее масса М вычисляется по формуле

М= \\pix;y)dxdy.
р

Координаты центра тяжести области Р определяются

следующим образом

Ч= —^^pix\y)-x-dxdy,
р

Уо= j-jjp(x;y)'ydxdy.М
р

Если тело занимает объем Р и имеет плотность р(х; у; г),
то его масса М и координаты центра тяжести

вычисляются по формулам

М = JJ]р(л:; у; z) dxdydz,
р

л:о
=

Т7 JJJp(^; у; г)-х- dxdydz,
р'

Уо^ J7 JJJp(^; у; 2)
•

у
• dxdydz,

м
р
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Zo
= — JJ J Р(^; y;z)- z- dxdydz.

p

Если фигура или тело однородны, то р
= const.

Моменты инерции плоских фигур
и пространственных тел

Пусть область Р расположена в плоскости Оху и

имеет плотность р(л:; у), тогда моменты инерции
относительно осей Ох и Оу находятся по формулам:

Р р

Центробежный момент инерции имеет вид:

/xj,= l]9ix;y)-x-ydxdy.
р

В случае р = 1 получаются так называемые

геометрические моменты инерции области Р.
Моменты инерции пространственного тела Р

относительно координатных плоскостей определяются по

формулам:

I^y = JJ J P(^J У'^ z)-z^- dxdydz;
p

1уг = J Jj P(^; У' z)' x^' dxdydz;
p

1гх = J J J P(^' У' 2) • y^ • dxdydz.
p

Момент инерции тела относительно некоторой оси I
имеет вид:

и = JJJp(^' У> Z)
• г2 • dxdydz ,

р

где г
-

расстояние от точек тела до оси I.
Если в качестве оси рассматриваются координатные

оси Ох;Оуи Oz, то

•»1 J'xy ' *жг» ^у ^ух уг* г
^
zx ^гу'

Момент инерции тела относительно начала координат:

1о = JJJР(^'' У' ^)' (^^ + У^ + z^)dxdydz;
р

Iq ~ 1ху "*■ ^уг "*■ ^гх'
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Пример 6. а) Найти массу квадратной пластинки со

стороной а, если плотность пластинки в каждой точке

пропорциональна расстоянию от этой точки до одной
из вершин квадрата О и принимает значение р^ в

центре квадрата, б) Найти координаты центра тяжести, в)
Найти моменты инерции пластинки относительно

сторон квадрата, исходящих из вершины О. г) Найти

центробежный момент инерции.

Решение.

а) Совместим начало отсчета с

вершиной О квадрата. Оси Ох и Оу
направим вдоль сторон квадрата,
исходящих из вершины О. Поскольку
плотность пропорциональна
расстоянию до точки О, то

а

р(х;у) = к' 4х^ +у^ .

Коэффициент k легко находим из

условия

О

9-
т
О
и

II
1^

а а

2'2 PoJ =

Ро? ^ = Ро^
а

Рпл/2
Следовательно, р{х; у) = -^

а
^х'^у'

относительно прямой у
= х , поэтому ограничим-

Переходим к расчету массы пластинки; очевидно, что

плотность пластинки является функцией, симметричной

ся вычислением массы треугольной области ОАВ.

Целесообразно перейти к полярным координатам л: = г cos ф;

, , рол/2
y
= rsm ф; р(д;; у) = ^ г;

а

уравнение прямой АВ: г =

Получаем:

а

созф

^ 4 cos (р

-М= Лр(х;1/)йд;йг/=|с/ф J
4̂i

Г' Г' dr =
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Ро'у[2а^ } d(p Роа^л/2
I j^|vrt^cг(tgф),

За J cos^ ф 3
^

Воспользуемся результатом, полученным в примере 3:

И1 + г dt = tyll +1^ + In] f + Vl + i^

следовательно,

2pga%/2 If
M= — - tg9 • ■^+ tg^9 + Inf tgФ + Vl + tg^9 1

^\ ■ I /;

= РоЛ!2(^^^^(^^^|^Роа^(2 + Л1п(1 + Л)).
о о

б) Для определения координат центра тяжести

необходимо найти следующие интегралы:

J J Р(^; у)- х- dxdy и Ugix; у)-у dxdy:

п а

4 С08ф Г-

J|р(^;у)'х- dxdy ^ \di^ ^ —— г- г • cos ф• г• dr +

р

л а

О о

+

2 sin ф г-

л О

4

Гл

Г • COS ф
•

г
• dr =

Ро л/i
а

> ^4 с08ф Р f--
— cosф(iф +

о 1г=0 л

81Пф

СОБф d(p
г=0

Ро л/2а^ It^Adip f (i(sin ф)
"L cos^ ф ^ sin* ф
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аналогично получаем

J J 24
р

Таким образом, координаты центра тяжести

ал/2 7л/2-2 + 31п(1 + л/2) _

^_,,

Хо
=

Уо 5 г- /
^

г-\
' « 0,5741а.

8 2 + л/2 141 +л/2 j
в) Моменты инерции относительно осей Ох и Оу

определяются по формулам

/^ =jjpix;y)
• у2 -d^fdi/; /j, =jjpix;y) • д:2 -йдтйу.

р р

В полярных координатах получаем:

п а

г PnV2
4 С08ф /

Г • г^ • sin2 ф
• г • dr +

о о

а

+

2 sinm

42
Г' r^ • sin^ ф

•

г • dr =

те О

4

/"п

Ро л/2 о^
5а •' спя m • ят" гпCOS ф

Ро:а*л/2

п
sin Ф

4

= |81п2ф = 1 - С032ф| =

? С?ф
_

? С?ф f Йф

cos^ Ф ^ cos^ Ф
• sin^ Ф

l-^т- = l(l+*Л^^(tgф)=
O^OS Ф ^0

tgф=f

f(0) = 0

^я^

чЪ
=1

= J^+f2^df =
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4
^ '

8
^

'8 ^ '

^^

JJ

8 8

-cos ф

следовательно.

я
Ф = —^]f^2

я

л я

_
t d¥

_ f
n
si"' V i sin^ VI/

*

л

5 ^соз^ф 40 '^ ^

Легко показать, что /„ = /_.

г) Найдем центробежный момент инерции пластинки:

I,y=jjpix;y)-x-ydxdy =

} TpoV2
= Ыф ^-^— Г' г^' sin ф cos (р' Г' dr +

о о

+|Ч'¥^' т^ ' sin ф cos ф
•

г
• dr =

Л о

4

/^п

Ро л/2а*

Роа* л/2

>з1пфйф f COS ф • dip

J DOS'* ф I sin'* ф
4

л

_гй(созф) г ii(sin ф)

;; cos^ ф sin^ ф



практикум по высшей математике 524

Ро«'42
COS^ ф sin^ ф

_ Ро«'Г2
15 (4л/2-2) =

15 (s - 2л/2).
Ответ: а) М = J^^^ (з + Л ln(l + Л));

о

ат/2 772-2 + 31n(l + -72)
6)Д..-У.-^ 2.721n(l.V2)

'

' "
40 (7л/2+31п(]+ 31nl + V2

Задания для самостоятельного решения

Найти площади плоских фигур, ограниченных
линиями:

1

1.у = 2х;у= -х;х = 2.

2. (х^ + 1/2)2 = 2хК

Найти площадь части поверхности:
3. г = ху, заключенной внутри цилиндра х^ + у^ = 1.
4. х^ + у^ = 2г, заключенной внутри цилиндра

(х^ + у^У = 2ху.

Найти объемы тел, ограниченных поверхностями:

пу
5. г = sm -—; Z = 0; у = х; у

= 0; X = it.
2х

X у Z

Q.2y^ = x; 7
+ f+ 7 =1;2 = 0.

4 2 4
7. Найти моменты инерции /^ и /^ относительно осей

Ох и Oi/ площадей, ограниченных следующими кривыми:

ху
= 1; ху = 2; х = 2у; 2х = у {х> О, у > 0).
8. Найти центробежный момент инерции 1^у однородной

плоской фигуры, ограниченной кривыми у
= х^, х = у^.



525 7. Функции нескольких переменных

9. Найти координаты центра тяжести круглой
пластины х^ + у^ <1, если ее плотность в точке М(х; у)
пропорциональна расстоянию точки М до точки А(1; 0).

Ответы:

5п 2 г- 20-Зд 1
1. 3; 2. —; 3. -7г(2^2 - 1); 4. —-— ; 5. п; 6.16- ;

о 'О у О

9 1
7 Г =f =—'8 9

7.6. Криволинейные и поверхностные
интегралы и их приложения

Криволинейные интегралы первого рода

Пусть функция W = f(x; у; z)
определена во всех точках

пространственной кривой Г,
заданной параметрически:
X = x{s); у = y{s); z = z(s); О < s < S,
где s -

переменная длина дуги.

Произвольной конечной
системой точек
О = Sp < Si < Sg... < s„_j < s„

= S

разбиваем отрезок [0; S] на
отрезки [s,; Si^J; i = 0; 1; ... ; и

- 1. Ha

каждом из этих отрезков
произвольным образом выбираем точку c,.^.i е [s,., s,.^.i] и
рассчитываем значение функции в этой точке

W.
= f(xiCi^i); y(Cf^i); 2(c,+i)).
Переходим к составлению интегральной суммы

X

п

а
= ^w^- As,,

i=l

где As, = Sj^.1
-

s,. Обозначим через X = max | As, |,
i = 0; ...; n

- 1.

Определение 1. Если при A, —> О (re —> «з) существует
конечный предел интегральных сумм а, то этот предел
называется криволинейным интегралом первого рода от

функции W по кривой Г:
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lim ст = I w{x{s); yis); 2(s)) ds.
X.->0 J

г

Если кривая Г задана уравнениями
X = x{s); у

= yis); z = z(s), О < s < S,
где s - переменная длина дуги, то

S

Ja<^:(s);y(s);z(s))ds = \w(x{s)\ y{s)\ z(s)) ds.

r 0

Если кривая Г задана уравнениями
X = x{t)\ у

= y{ty, z = zit), a<t<b,
где xit); y(t); z(t) - непрерывно дифференцируемые на

отрезке [а; b] функции, тогда

\wix;y;z)ds =

г

ь

= 1 wixit); yit); zit)) ■ ^{xXt)f + (j/'(Of + {z'it)f dt.

a

Если p
= p(x; y; z) - линейная (погонная) плотность

пространственной кривой Г, то масса кривой находится
по формуле

М= \p(x;y;z)ds.
г

Координаты центра тяжести:

^0= —jxpix;y;2)ds; Уо= —jypix;y,z)ds;
г г

Zo= —jzpix;y;z)ds.
Пример 1. Вычислить криволинейные интегралы

первого рода :

а) ху ds, где Г- контур прямоугольника с

вершинами А(0; 0); Б(2; 0); С(2; 4); D(0; 4);

б) \у^ ds, где Г -

арка циклоиды х = a(t - sin t);

г

у
= а{1- cos t);0<t< 2п;
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в) \\х^ + y^ + z^]ds, где /- часть винтовой линии

г
х = а cos t;y= а sin t; z = bt;0<t< 2n;

r) J г ds, где Г- коническая винтовая линия x = tcost;

г

у
= t sin t; Z = f, О < t < tQ.

Решение.

a) \xy ds= \xyds+ \ xy ds +

AB ВС

+ \xyds-¥ \xyds.
CD DA

Ha отрезке AB y = 0, следовательно.

\ xy ds = 0.

AB

Ha отрезке ВС x^2; ds = dy; 0 <
i/
< 4:

4

jxyds= J2ydy = y'' = 16.
0

ВС 0

Ha отрезке CD i/ = 4; ds = - djc; 0 < л: < 2

0 0

bci/ ds = I 4 • xi-dx) = 4 j xdx = 2д:^

CZ) 2 2

Ha отрезке Л4л: = 0; ds = dy; 0<y^4:

= 8.

\xyds = 0.

Следовательно,
DA

\xy ds = 24.

2я

6) J1/2 ds = J yHt) ■ ^{x'(t)f + (i/'(Of dt.

г 0

Преобразуем подынтегральное выражение:

t
xit) = ait - sin t); y(t) = a(l -

cos t); y%t) = 4a2sin'' — ;

x{t) = a (1 - cos 0; l/{t) = a sin t;
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в) \\х^ + y^ + z^]ds, где Г- часть винтовой линии

г
X = а cos t;y= а sin i; г = &*; О < f < 2д;

г) IZ ds, где Г- коническая винтовая линия x = t cos t;

г

у
= t sin t; z = t; О < t < tQ.

Решение.

a) ^xy ds= jxyds+ jxyds +
AB ВС

+ \xyds + \xyds.
CD DA

Ha отрезке AB y = 0, следовательно.

Г л:1/ ds
= О.

AB

На отрезке ВС х = 2; ds = dy, О <
i/
< 4:

4

^xyds= J2ydy = y'' = 16.
о

ВС о

На отрезке CD у = 4; ds = - с^л:; О < л: < 2

о
г

1 д;1/ ds = 4 • x(-dx) = 4j xdx = 2дсг^
CjD 2 2

На отрезке DA х = 0; ds = dy; О < i/
< 4:

= 8.

\xyds = 0.

Следовательно,

DA

\xy ds = 24,

2я

6) Jy2 ds = jyHt) • VHoy + Hof dt.

г 0

Преобразуем подынтегральное выражение:
t

хЦ) = a(f - sin t); y(t) = a(l -

cos 0; I/^(*) = 4a2sin4 -

;

x'(t) = a (1 - cos 0; /(0 ^ « sin i;
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= |i.V2 + i2di=lj(f2+2^d(i2 + 2)=|(i'+2^

Ответ: a) 24; б)
-— a»; в) 2n>/a?+b^| a^ +-n^b^ |;

1
з^Г/ ^ -

Пример 2. Найти массу и координаты центра тяжести

участка винтовой линии х = а cos t; у = а sin i; ^ = bi,
0<t<n, считая плотность р постоянной.

Решение,

Вычислим массу указанного участка винтовой линии:

M=jpds = pji(x'it)f+{y'{t)j+(mj dt =

=

P {y[aF~Vb^dt = Qn4a^^+b'
0

Переходим к расчету координат центра тяжести:

к
I—г ~

п П

= 0;Xq= — \pxds = —\a-cost'Sa^+b^dt =—{sint)
г о

- n

Уд= -—\pyds=-^\a-smt-^a^+b^dt = -i-cost)

2a

я

2o= —{pгds=-^-h^t•y|a'+bЧtЛ^^'^
г 0

2

" 7tb

0 "^

Л— Л 2a Tib)
Ответ: pn Ыа^ + b ; ^~' "2" I
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Криволинейные интегралы второго рода

Пусть Г- пространственная кривая, задаваемая
уравнениями;

X = x(s); у
= yis); г = 2(s), О < s < S,

где x{s)\ y(s); z(s) -

непрерывно дифференцируемые на

отрезке [0; S] функции.
Пусть также (cos a(s); cos P(s); cos y(s)) - единичный

касательный вектор к кривой, а функция w(x; у; г)
определена во всех точках Г.

Определение 2. Интегралы вида:

1 w(x;y;2)dx= 11и(х;у;г) • cos а
• ds;

г г

1 w(x;у; z)dy = 1 w{x; у, г)
• cos Р • ds;

Г г

1 iv(x; у; z)dz=\ iv(x; у; г\ • cos у' ds

г г

называются криволинейными интегралами второго рода
от функции W по кривой Г.

Пусть функции Р{х; у; г); Q{x', у; г) и R{x; у; г)
непрерывны в точках кривой Г, которая проходится в

направлении возрастания параметра t, определяющего кривую Г:
X = x(t); у

= y(t); г = 2(i), a<t<b.
Тогда

Р(х; у;г) dx + Q{x', у; z)dy + R{x; у; z)dz = fiJ
b

= \(P(xit);yit);z(t))- x'(t) + Q(xit); yit); z(t)) • y'it) +

i ^

+ Rix(t);y(t);z(t))-z'(t))dt.
При изменении ориентации кривой, т, е. при

изменении направления обхода этой кривой, интеграл меняет

знак.

Пусть F = (Р; Q; R) - сила, действующая на

материальную точку, движущуюся вдоль кривой /. Тогда работа
этой силы вдоль данной траектории определяется по

формуле

А =

jPix;y;z) dx + Qix; у; z)dy + R{x', у, z)dz.
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Пример 3. Вычислить криволинейные интегралы
второго рода:

а) Ux^-2xy)dx + {у^ - 2xy)dy, где Г- дуга параболы
г

у^х^хе [-1, 1];

б) \{x^^-y^)dx + (jc2 - y^)dy, где Г- кривая

г

у
= 1 _ I X _ JC |; JC е [О, 2];

в) 1-JC •

cos ydx-^ysmx" dy, где Г- отрезок пря-

г

мой, соединяющий точки (0; 0) и (я; 2я);

г) 1 уг fl[jc + zxdy + xydz, где Г- дуга винтовой линии

г

.: ft*
«

яг = а cos t; у = а sin i; 2 = -г- ; О < i < 2я,
2я

Решение,

а) Так как у
= х^, dy = 2дсгс?дг, то

1

\(х^ -2ху) dx + (у2 - 2xy)dy = J(jc^ - 2д; • jc^ + {(x^f -

г -1

1

- 2x • x^) • 2x) dx = iix^ - 2x^ + 2x^ - 4x*)dx =

-1

3 2
"^

3 5 i

14

-1~3'*2"^3 5"^3"^2 3 5

15*
б) Линия у

= l-\l- х\ состоит из отрезков двух

прямых:

_

\ X, О < JC < 1,
^~

[2-х, 1 < л; < 2;

поэтому i(x^ + у^) dx + (дсг^ - y^)dy =

г
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где контур Г^ задается уравнением у
= х, х g [0; 1];

контур Г^ задается уравнением у
= 2-х,х& [1; 2];

Ux^ + у^) dx + (д:2 - y^)dy = Ux^ + x^ + x^- x^)dx +

г о

2 1

+ 1*(д:2 + (2 - xY + (д:2 - (2 - xf) • (-l))dx = f 2х^ dx -

1 о

1 2(2 - xf
-2\i2-xf di2-x)= -^

1

в) Уравнение прямой, проходящей через точки (0; 0) и
(я; 2я), имеет вид: у

= 2х, следовательно.

= 1 1 = 1
1

~

3
"^

3
~

3'

1 - JC • cos у
• dx + у

' sin jc • dc/
г

к

• COS 2х + 2х • sin я;

о

2)djc = - 1 яг • cos 2х dx +

о

+ 4 1 яг • sin X dx = -/j + 4/2.
о

re U = ДСГ

/j = яг • COS 2д; с?яг

о

— sin 2яг

du = dx

dv = cos 2xdx V = — sin 2яг
2

2 1-^1sm2xdx=
— cos2x

0
0;

sin X dx
и = X du = dx

dv = sin xdx V = - cos яг

=- (яг • cos яг) + — cos ЯГ ал: = Я.

0 2J

Окончательно получаем

I - я: • cos у
• dx + у

' sin x ' dy = An.
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2к.

г) j угйдсг + zxdy + xydz = I asinf •-—(acosi)' +

г o\

+ -1 .a-cosi-(asinO' + «^osi

2n

a-sinfl •

bt
'\

[2n^
dt =

a b

2n 1-
. 2 2 sin2i^

,

sin'^ t-t + cos'' t-t+ dt =

a b cf • 2 2 sin2f)

2nl[ 2 J
2re

= \sin2t-dt = - — icos2t)
J 2

2rt

J'-

2

u = i

cos 2t • dt =

du = df

du = cos 2tdt и = — sin 2f
2

sin2f
2я 1

0 2
= 0.-~jsm2fdt= ^(cos2i)

0

Следовательно, I у2 с?л: + zxdy + xydz =^ 0.

14 4
Ответ: a)

-—-

; 6) —; в) 4я; г) 0.
15 3

Интегрирование полных дифференциалов
В общем случае криволинейный интеграл зависит от

вида кривой Г. Существуют, однако, случаи, когда
криволинейный интеграл второго рода не зависит от

конкретного выбора кривой Г, а определяется лишь точками
начала и конца дуги интегрирования.

Теорема 1. Пусть w = w{x; у; z) - однозначная
дифференцируемая функция в области D, и при этом

dw{x; у; z) = Р{х; у; z)dx + Q{x; у; z)dy + R{x; у; z)dz.
Тогда для любого контура /, целиком

расположенного в D, началом которого является точка (х^; ^j; Zj) и кон-
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цом которого является точка (лТд; Уг"» ^г)» выполняется
условие:

jP(x; у; г) dx + Q{x\ у; z)dy + Щх; у; z)dz =

г
= wix^l у2, гг)

-

wix^; у^; г^).
Теорема 2. Пусть функции Р{х; у; г); Я(х; у; г) и

R(x; у; г) имеют непрерывные частные производные в од-

носвязной области D, Криволинейный интеграл второго

рода

РР{х; у; г) dx + Qix; у; z)dy + R(x; у; z)dz
г

определяется только координатами начала и конца дуги

интегрирования тогда и только тогда, когда

одновременно выполняются условия:

Эу дх' Ъг Эу
'

^ дг'
Независимость интеграла от пути интегрирования

позволяет выбирать в качестве линии Г наиболее простой
контур.

Заметим также, что если контур Г- замкнутый, то

соответствующий интеграл равен нулю.

Пример 4. Показать, что подынтегральное выражение
является полным дифференциалом. Вычислить
криволинейные интегралы:

а) фу • f{xy)dx + X • f(xy)dy^ Г- замкнутый контур;

г

(3;0)

б) j(x^ + 4xy^)dx + (6д:2у2 - 5y^)dy;
(-2; -1)

(6; 1; 1)

в) \ yzdx + xzdy 4- xydz.
(1; 2; 3)

Решение.

а) Проверим выполнение условия теоремы 2
применительно к случаю плоского контура интегрирования:

ду дх '

где Р{х; у)='У' fixy); Qix; у) = х- f{xy).
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Итак,

Эу Эу
(у

' fixy)) = f(xy) + у
• fixy) •

д;;

dQ д

3^
=

3^ (^ • fixy)) = fixy) + X ' fixy) •

у.

дР BQ
Поскольку т. "Т~ , исходный интеграл не зависит от

контура интегрирования, и при условии, что контур
замкнут, принимает значение О,

б) Pix; у) = х^ + 4:ху^; Я(х; у) = 6xY - 5i/*;
ЭР dQ

Э^
= ^2д;1/2; — = 12ху\ у

следовательно, значение

интеграла не зависит от выбора
контура интегрирования. ^
Может показаться, что в -21

качестве Г проще всего выб- I-

рать отрезок прямойАВ; одна-
^

ко, это не так. Лучшим
вариантом оказывается ломанаяЛСВ, поскольку на отрезкеАС

x = -2;dx = 0;-l<y<0,
а на отрезке СВ

y
= 0;dy = 0;-2<x< 3.

Следовательно,
(3:0)

1

-1 О 1

+-1

в

J (д:* + 4:xy^)dx + i6xY - 5y*)dy =

2;-l)

3

= J (6 • (-2)V - 5y*)(^y + j{x'^ + Ax^ 0)dx »

(-2: -1)

0

-1

24.^-/
0 x^
+ —

-1 5 -2

„
243 32

7+ + —

5 5
62.

в) Pix; y; z) = уг; Q(x; y; z) = xz\ R{x\ y; z) = xy.
Очевидно, что

ЭР ВО ВО ЭЛ BR
^ _^. ^_

^У
~ ~

Вх
'

Вг
~ ^ ~

Ьу
'

Вх
У

ВР^
Bz

•

т. е. условия теоремы 2 выполнены. Исходный интеграл
не зависит от контура интегрирования. Соединим точку
Л(1; 2; 3) с точкой D(6; 1; 1) ломанойABCD, где точки В и
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С имеют соответственно координаты Б(6; 2; 3); С(6; 1; 3).
Очевидно, что на отрезке прямой АВ

у
= 2; Z = д; dy = dz = 0; X возрастает от 1 до 6;

на отрезке ВС

X ^ 6; г = д; dx = dz = 0; у уменьшается от 2 до 1;
на отрезке CD

X = 6; у = 1; dx = dy = 0; Z уменьшается от 3 до 1.
Таким образом,

(6; 1:1) 6 1

\ yzdx-i- xzdy + xydz= ^2-д • dx + (q • 3- dy +

(1; 2; 3) 1 2

1

1+ 6 -l-dz^e-x + 18-У + 6*2 30-18-12 = 0.

Ответ: a) 0 ; 6) 62 ; в) 0.

Формула Грина и ее применение

Теорема 3. Пусть D
-

плоская область, ограниченная
кусочно-гладким контуром Г, проходимым в

положительном направлении. Пусть также функции Р(х; у) и Q(x; у)
непрерывны и имеют непрерывные частные производные

^^(^> ^) dQjx; у)
первого порядка ^

и
—

всюду в области D,

включая контур Г, Тогда справедлива формула Грина

jP(x;y) dx + Q(x: y)dy - \\\Щ^ - ^-^Ydy.
Формула Грина может быть эффективно использована

для расчета площадей плоских фигур, ограниченных
контуром Г'.

S= hxdy = -^ydx= —hxdy- ydx.

Пример 5. Применяя формулу Грина, преобразовать
криволинейные интегралы по замкнутым контурам,
проходимым в положительном направлении, в двойные
интегралы:

а) ^^jx^-^-y^dx-^-dxy-^-lrlx^-^x^-^-y^^ dy;
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б) ^(l-x^)ydx + х(1 + y^)dy.
г

Решение.

а) Р(х; у) =

Я(х; у) = у

iХ^+у^ ;

ху + 1п х + фс^ + у^]];

дР У dQ

^У a/?V" • Эд:
= У У +

J.xUy^
В соответствии с формулой Грина

Ых^^у^(1х^Щху^\г1х^4^^-^У^\ <^У

Я у

У V

У +

4х'^у'
у

V?T7
dxdy= JJ у^ dxdy^

D

где D
-

плоская область, ограниченная контуром Г.

б) Р(х; у) = (1- х^)у; Q(x; у) = х(1 + у^);
ЭР

By
следовательно,

k'i--x^)ydx + xil + y'')dy

dQ
'Эх ^ '

= JJ((1 + Z/') - (1 - ^^))d;cd5^ = JJ(;c2 + у^) dxdy.
D D

Ответ: a) iiy^ dxdy; 6) JJ (л;^ + y^)dxdy.
D D

Пример 6. Используя криволинейные интегралы,
вычислить площади фигур, ограниченных плоскими кривыми:
а) эллипсом X = а cos t; у = b sin t; t е [0; 2л];
б) астроидой х = а cos^ t; у = b sin^ i; i g [0; 2n].
Решение.

a) Воспользуемся формулой S = hxdy:
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2ге 2я

S = Га- cos t • (b sin t)'dt = ab J cos^ t dt

fj(l.cos20c/*=f
( 1
i+—sin2f

I 2
,

2я

яаб.

б) Воспользуемся формулой S = —^xdy- ydx:
г

S= -Ца cos^ t • (b sin^ ^) - & sin^ t • (a cos^ i) ]dt

2n;

(cos^ i • sin^ t • cos f + sin^ i • cos^ t ■ sin (jdi =
Sab

Sab

0

2re2re
о u^^

Jsin^ (• cos2 t'dt=— Jsin^ 2i • di

Sab

16

2 J 8
0 0

2it

r(l-cos4i)c?i = i—sin4i
4

Ответ: a) яаЬ; 6)

16

ЗяаЬ

~8~"'

2я Snab

0
8

Поверхностный интеграл первого рода

Пусть кусочно гладкая двусторонняя поверхность
D определяется уравнениями х = х(и; v); у = у(и; v); г = г(и; v);

(и; v)e 3.
Пусть также во всех точках этой поверхности

определена непрерывная функция fix; у; г).
Определение 3. Поверхностным интегралом первого

рода называется выражение вида

jJKx; у; z)dD=jjfix(,u; v); у{и; v); г(щ и))- -JeG-F^ dudv

D D

где E
дх ду
ди \ I Эй I

'' ГЬг^'

^dUj
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G ^ '^]\(Щ J^^^
dv) [dvj ydVj

дх дх ду ду дг дг

ди dv ди dv ди dv
Если уравнение поверхности имеет вид

г = г{х; у); (х; у)еЗ ,то

jjfix; у; Z) dD ^^ЦПх-, у, г(х; у))- 1 +

^дх^
dxdy.

Пример 7. Вычислить поверхностные интегралы первого
рода:

dD, где D -

часть плоскости"Я
D

г + 2х + —у
о

X у Z
^

— + — + — =1, ограниченная плоскостями яг = 0; у = 0;

2 = 0;

б) (Jf + у + 2) dD, где D
-

поверхность х^ + у^ + г^ = а^,
D

2>0.

Решение.

X у г

а) Плоскость — + — + — =1 пересекает оси Ох, Оу и Ог
2 3 4

соответственно в точках А(2; 0; 0); В(0; 3; 0); С(0; 0; 4).
Проекцией треугольника ABC на плоскость Оху

является треугольник АОВ.
В плоскости Оху прямая АВ задается уравнением

X у _,
3

— + — = 1 или у =
- — яг + 3.

2 3 ^2
Выразим г из уравнения плоскости ЛВС:

г^А-2х--у;
-

дг 4
"^'

Ьу ==~3
4 ^

\\[г^2х.-у
D V

dD

D

)

4 ^

Ь

J

+ 2дсг + —у
3^

^Э2^' ^^^^'
•Л +

v^^y
dxdy —
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3 У

^ D

Поскольку J J dxdy -

площадь треугольника АОВ, то

г + 2х + — и
3

dD
4л/бГ

3 = 4л/б1.

б) Уравнение х^ + у^ + г^ = а^,
2 > О задает поверхность

полусферы с центром в начале координат
и радиусом а, расположенную не

ниже плоскости Оху. Проекцией

D этой полусферы на плоскость

Оху является круг

х^ + у^< а^.

Вычислим элемент поверхнос-
~°

ти dD:

dD = Jl +
ГЭ2 \2 r

by
dxdy.

Дифференцируя уравнение полусферы по переменным

хшу, получаем

Эг дг X
2д: + 22г- =0; г- =

;
ох дх г

Ъг

2у +22-^=0;
следовательно.

дг

ду
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dD= il^ ■•" ~ +
~i" dxdy = il 2 dxdy =

Щ Z 2 Ч Z

= — dxdy.

Переходим к интегрированию:

\\{x + y + 2)dD= П(х + y + z)-- dxdy =

= a • Ji + a • J2 + a • Jg,

I, yja -x^ -y^ D yja -X -y

h = Jjdxdi/
2>

Поскольку круг D симметричен относительно осей Ox

АЛ ^
X У

и Оу, а функции .
^ и .

■ ■ нечетны

^д2_^2_^2 ^д2_^2_^2
соответственно по переменным х и г/, то

Интеграл /д совпадает с площадью круга D , т. е.

Ig = ла^.

Таким образом, 11(х+ у + 2)dD = па^.

D

Ответ: а) 4 v61; б) яа^.

Пример 8. Вычислить интеграл 11 z^ dD, где D
- часть

D

конической поверхности:
X = г cos ф

• sin а; у = г sin ф
• sin а; 2 = г cos а;

0<г<а;0<ф< 2л; а - const

Решение.

О < а < —

2,

Вычислим элемент поверхности dD
= л1ео-р^



Практикум по высшей математике 542

Е =

^Д,Л2
+ +

= (cos ф • sin а)2 + (sin ф • sin of + (cos а)^ = 1;

G =

^Э^^2 /:.-Л2 /:._^2

л
Эф

+
Эу

Эф
+

Э2

Эф
= (-Г sin ф • sin а)^ + (г cos ф • sin а)^ = г^ sin^ а;

дх дх ду Ъу Ъг дг
~

дг Эф Эг Эф Эг Эф
~

= (cos ф • sin а)
• (-Г sin ф • sin а) +

+ (sin ф • sin а)
• (г cos ф • sin а) = 0;

■JeG - F^ = л/г^ sin^ а = ^ sin a;dD = г sin а • dr с^ф.
Переходим к интегрированию:

г^ dD = Г г^ cos2 а • г • sin а • rfr йф =

£>

2я а

= cos^ а • sin а г^ dr с?ф = cos^ а • sin а Гс^фГг^ dr =

о о

тиг
sin а • cos^ а.

Ответ:
па

sin а • cos^ а.

Поверхностный интеграл второго рода

Пусть D -

гладкая двусторонняя поверхность, при этом

нормаль (cos а; cos Р; cos у) определяет сторону D*.

Определение 4. Поверхностным интегралом второго
рода называется выражение вида

rfpdi/dz + Qdzdx + Rdxdy =

D*

\Up cos a + Q cos P + л cos i)dD,
D

где Р{х; у; z); Q(x; у; z); R(x; y; z) определены и

непрерывны на поверхности D.

Если поверхность D задается уравнениями
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X = х{и\ и); у = у{и\ и); z = z(u\ v)\ {и; v) е D ,

то направляющие косинусы нормали имеют вид

±А „ ±В
cos а =

cos Y
=

А =

±С

; cos р =
л/Т+вЧС^'

Эй Эц

ду дг
;В =

dz дх

ди ди

dz дх

dv dv

;С =

дх ду
ди ди

дх ду
dv dv

Знак выбирается в зависимости от стороны
поверхности D.

Пример 9. Вычислить поверхностный интеграл второго

рода х^ y^zdxdy, где D
- положительная сторона

D

нижней половины сферы х^ + у^ + z^ = R^.

Решение.

Проекцией области D на плоскость Оху является круг

D с центром в начале координат, имеющий радиус R:

поэтому при интегрировании удобнее использовать

полярные координаты х = г cos (р; у = г sin ф.
Поскольку на нижней половине сферы

г = - -у/л^ -х^ -у^ , то JJ jc^ y'zdxdy =

D

= - Hx^y^^R^-x^-^dxdy =

D

2ji R

= - Г<^фГг^ cos2 cp
• r2 sin2 Ф

• -JW^
0 0

- 2я Д

= - - f sin^ 2фс/ф • f ^-^ • \R^ - r'^ dr;

Г' dr =
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2я 2л

_
cl-cos4(p [1 81п4ф^г^= Г8Ш^2фйф= г—^ ^d(p =

о о

-ф— ^J
2л

= Л.

=р-л/л2- гЫг= rdr--tdt

tiR)==0

V

R

R

= j(RH''-2RH^+t^)dt = +R"

\
3 5 7

/

8

105
RK

Я
2 ^^

X y^zdxdy = - —— R^.

D

2л
„,

Ответ: -TjrrR •

105

Формула Стокса. Формула Остроградского

Пусть Р(х; у; z); Q(x; у\ z); Е{х; у, z) - непрерывно
дифференцируемые функции; /- простой замкнутый
кусочно-гладкий контур, ограничивающий двустороннюю
поверхность D, тогда выполняется формула Стокса:

cos а cosP COSY

AAA
Ъх ду dz

Р Q R

где cos а; cos 3; cos у
-

направляющие косинусы нормали,

ориентированной так, что относительно нее обход
контура /совершается против хода часовой стрелки.

Пусть D -

кусочно гладкая поверхность,
ограничивающая объем V, включая поверхность D. Пусть также

Р(х; у; z); Qix; у; z); R{x; у; z) -

функции, непрерывные

Ipdx + Qdy + Rdz = \( dD,
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вместе со своими частными производными в области V,
тогда выполняется формула Остроградского

\\(Р cos а + Q cos 3 + Д cos y)dD =

D

Ч1Г£
дР dQ dR^

I
...

^^
I

dx Ъу dz
dxdydz.

где cos a; cos 3; cos у
-

направляющие косинусы внешней

нормали к поверхности D.

Пример 10. С помощью формулы Стокса преобразовать

интеграл ^(у^ + г^) dx + (х^ 4- z^)dy + (х^ 4- y^)dz, кото-

г

рый берется по некоторому замкнутому контуру Г, в

поверхностный интеграл по поверхности D,
ограниченной контуром Г.

Решение.

В соответствии с формулой Стокса

cosа cosP cosy

hPdx + Qdy + Rdz = 11
г D

A A i_
dx by dz

P Q R

dD =

= 11 cos a

D

M_^| -cosef—-—1 +

dy dz ] [ dx dz J

+ cos Y
dQ_dPy\
dx dy

JJ

dD = 2 (cos a- (y - z) + cos P • (z - jc) +

D

+ COS Y
• (л; - y))dD = 2\\ix-y)dxdy + (z - x)dxdz +

D
+ (y - z)dydz.

Ответ: 2 J I (л: - у) dxdy + (z - x)dxdz + (y- z)dydz.
D

18. Зак. 6
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Пример 11. Используя формулу Остроградского,
преобразовать поверхностный интеграл к тройному:

dz дх
:i cosa +

Ъу dz
cosP +

у

+

л

cosy dD.
дх ду

Решение.

В соответствии с формулой Остроградского получим

1 (А cos а + В cosP 4- С cos y)dD =

D

-ш\
ЭА dJB дС)
дх ду dz

dxdydz'.m —(dR_dQ]
ду dz

+

^(дР__дВ_
ду I dz дх

+
dz ^£,^^dxdydz =

-ш
d^R d^Q d^P d^R d^Q d^P

+ + •

dxdy dxdz dydz dxdy dxdz dydz
\dxdydz= 0.

Ответ: 0.

Задания для самостоятельного решения

Вычислить криволинейные интегралы первого рода:

1. \(х + у) ds. Г- контур треугольника с вершинами (0; 0);

(1;0)и(0;1);

2. \(х^ +y^)ds. Г- кривая х = a(cos t + t sin t),
г

у
= a(sin t - t cos t),0<t< 2л.

3. Ix^ ds, Г- окружность: x^ + y^ ^ z^ = a^,

г

X + у + z = a.

4. Найти координаты центра тяжести однородной дуги
X = е* • cos t; у = е'' sin t; z = е*; t < О.
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Вычислить криволинейные интегралы второго рода:

5. 1 (2ху-1) dx + (х^у + 2)dy, Г- дуга эллипса

г

X = COS t; у = 3 sin t, лежащая в 1-й четверти.

6. (2ху-1) dx + (х^у + 2)dy, Г- дуга параболы

г

у
= -Зх^ + 3, лежащая в 1-й четверти.

7. I/ do: 4- zdy + xdz. Г- виток винтовой линии

г

X = а' cos t; у = а' sin t; z = bt; О < t < 2я.

Показать, что подынтегральное выражение является

полным дифференциалом и вычислить криволинейные
интегралы:

(2; 4)

8. J (2х - Зу^ +l)dx + (2- 6xy)dy.
(-1; 2)

\xdy-ydx
^т9. т/| I 2

Р
\

-
I X

(3; 0)

10. \(х^ + "^ху^) dx + i6xY - ^y*)dy.
(-2; -1)

11. Применив формулу Грина, вычислить интеграл

фе"* ((1 -

cos y)dx - (у - sin y))dy, где /- проходимый в

г

положительном нап^гавлении контур у = 0; у
= sin х;

О < JC<71.

12. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой
X = 2а cos t - а cos 2t; у = 2а sin t - а sin 2t.

13. Вычислить поверхностный интеграл 1-го рода

ЯdD 5"» где D
-

поверхность тетраэдра х + у + z<l,
j^a + x+yf
x>0,y>0,z>0.

14. Вычислить поверхностный интеграл второго рода

1 \xdydz+ydzdx+zdxdy, где D
-

внешняя сторона сфе-

D

ры х^ + у^ + г^ = а^.

18*
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15. Используя формулу Стокса, вычислить интеграл

ф(у + г)(1х+(г + х)(1у+(х+у)(12, где Г
- эллипс х= а sinH,

г

у
= 2а sin t' cos t, г = а

• cosH, О <t <п, который
проходится в направлении возрастания параметра t.

16. Используя формулу Остроградского, преобразовать

поверхностный интеграл: x^dydz + y^dzdx+z^dxdy.
D

Ответы:

г-
■ 2

1. 1 + V2 ; 2. 2л2аЗ(1 + 2^^); 3. -па^;
о

4.
5' 5' 2

; 5. 7-; 6. 7; 7. -па^; 8. -98; 9. 0;
4

10. 62; 11. -- (е" - 1); 12. Qna^;
5

13.
^~

+ (л/з - 1) In 2; 14. 4па^; 15. 0;

16. 3 f ГГ(л:2 ^у2^ z^)dxdydz.



8. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ

8.1. Обыкновенные дифференциальные
уравнения первого порядка

Понятие дифференциального уравнения
первого порядка

Определение 1. Уравнение вида F(x; у; у') = О
называется обыкновенным дифференциальным уравнением
первого порядка. Любая функция у = (р(х), обращающая
данное уравнение в тождество, называется решением этого

дифференциального уравнения.
Основной задачей теории дифференциальных

уравнений является разыскание всех решений данного
дифференциального уравнения и изучение свойств этих решений.
Процедуру нахождения решений дифференциального
уравнения называют интегрированием данного уравнения.

Определение 2. Функция у = ф(л;; С) называется общим
решением дифференциального уравнения первого
порядка, если она обращает уравнение в тождество и при

соответствующем выборе константы С из нее может быть

получено любое (частное) решение исходного уравнения.

Теорема существования и единст,венности

решений уравнений первого порядка

Теорема 1. Пусть обыкновенное дифференциальное
уравнение первого порядка F(x; у; у") = О разрешено
относительно производной; у' = f(x; у), и при этом функция
f(x; у) определена и непрерывна вместе с частной произ-

водной л во всех точках плоской области D. Тогда

существует, и притом единственное, решение исходного

уравнения, проходящее через заданную точку (Xq; Уо) е D.

Другими словами, для любой точки (Xq; у^ е D

существует, и притом единственное, решение у = ф(л;),
удовлетворяющее условию: |/о

= фСдГо)'
Определение 3. Задача об отыскании решения

дифференциального уравнения F{x; у; у') = О,
удовлетворяющего дополнительному (начальному) условию у{х^ = Уо,
называется задачей. Коши.
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Фактически, теорема о существовании и единственности

формулирует условия, при которых задача Коши корректна,
т. е. может быть решена, и притом единственным образом.

В дальнейшем из экономии времени и места будем
сокращать словосочетание «обыкновенное дифференциальное
уравнение первого порядка» до «уравнение», по крайней
мере в случаях, когда это не приведет к двусмысленностям.

Уравнения с разделяющимися переменными

Выделим пять типов уравнений, когда возможна

процедура разделения переменных с последующим

интегрированием исходного уравнения.

1. у' = Кх).
Переходя к дифференциалам, получаем dy = f{x)dx\

следовательно,

ух XX

J di = J f(s) ds, или у-Уо= J fis) ds;y= J f(s) ds + y^;

Уо ^0 Xo лго

Xq, i/o
- const.

Данная процедура требует некоторых пояснений:

1) при переходе от дифференциалов к интегралам с

переменным верхним пределом необходимо менять

имена переменных под знаком интеграла (в нашем случае у
заменен на t, х на s);

2) полученное решение является общим, так как при
любом выборе значений Xq и i/q функция у{х) пройдет
через точку (дГо; Уо);

3) часто при решении дифференциальных уравнений
процедуру интегрирования проводят формально.

Например:

у' = е' ; dy = e'- dx; \dy=\ e^dx ; у
= e' + С.

И далее из дополнительного условия у(х^) = у^
получают

Уо =6"^» + С; С = I/O
- е^ ; у

= е' + I/O
- е*»,

что и есть решение задачи Коши.

Очевидно, что при использовании интегралов с

переменным верхним пределом задача решается быстрее:
у X

у'= е"; dy = е'dx; 1 di — [e'ds;
Уо Хо
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У
-

Уо
= е' - е*» ; I/ = е' + уо

- е*» .

Выбор формы интегрирования является личностным,

в данном пособии авторы придерживаются схемы

интегрирования с переменными пределами интегрирования.

2. у' = Ку).

dy
dy = Ky)dx\ j^

= dx; f{y) фО;

Уо *o i'o

Последнее выражение есть общее решение задачи
Коши.

Случай fiy) = О должен быть проанализирован
отдельно.

S. у'= fix) g(y).

dy
dy = fix) • giy) dx; —— = fix)dx; giy) Ф 0;

"c dt f

Уо *o

Решение завершается анализом случая giy) == 0.

4. Mix) • Niy) dx + Pix) • Qiy) dy = 0;
Mix) • Niy) dx = -Pix)' Qiy) dy ; P{x) Ф 0 ; Niy) Ф 0

Mix) Qiy) г Mis)
^ f Qit)

^

после чего необходимо рассмотреть уравнения Pix) = О и

Niy) = 0.

5. у' = Дал; + бу), ЬфО.

1 а

Введем новую функцию г = ах + by, тогда i/ = —г - —

х;
о о

1 , а

у' = —г - —

, и уравнение принимает вид
о о
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-г'-- = Дг); г' = а + & • Дг); dz = {a + b- f(z))dx;
о о

dz

а + Ь- f(z)
г

= dx;a + b- f(z) Ф 0;

J-
dt

b ■ m
= л;

-

дГц и т. д.

Решение уравнений данного типа завершается
анализом ситуации а + Ь' f(z) = 0.

Пример 1. Решить дифференциальные уравнения:
а) (ху'^ + x)dx + (у- x^y)dy = 0;

1-2^
б) уу' =

-

',ъ)у' = cos(y - X).

Решение.
У

а) (ху'^ + x)dx + (у- x^y)dy = 0;
xiy^ + l)dx + 1/(1 - x^)dy = 0;
x{y^ + 1)^л; = -у (1 - x^)dy;

разделяем переменные в предположении х'^-1фО.

xdx ydy .

х^-1 yUl'
интегрируем полученное уравнение:

s^-l 1+^2
у

Уо
Xo Уо

In \x^ - 1| - In I д:? - 1| = In |1 + Г/2 I - In |1 + Уо I;

In
x^-1

xl-1
= ln

yJ+1

2 . ,.2,.'^^+l-3-[<-^-l)-дг2-1 j/J+l

^0 ~Д

I/O2+1

Обозначим = С, тогда

1/2 + 1 = С(л:2 - 1); у^±^сх^ -С-1.
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При разделении переменных были исключены случаи

х^2
= ± 1. Проверим каждый из этих случаев прямой

подстановкой в исходное уравнение. Очевидно, что

вертикальные прямые лс = ± 1 являются решениями. Заметим,
что эти решения не могут быть получены из выражения

у
= ± \Сх - С -1 ни при одном конечном значении С;

однако, если С = ±оо, то получаем именно х = ± 1.

б) УУ' =
1 - 2л: ydy 1 - 2л:

У dx
; уЧу = а - 2x)dx;

\t^ dt= \(l-2s)ds; у
Уо

I.
3

= {s-s')
Уо

X X
"^

*^o "^ 0 f

y^ = 3x- 3x2 + y^ -

Sxq + 3 JcJ.
Обозначим Уо

- Зл:^ + 3 л:о
= С, тогда у^ = 3х- Зл:^ + С.

у= л1зх -Зх^ +С .

в) у' = COS (у - х). Проводим замену z = у
-

х, тогда

у' = г'+1.

Уравнение принимает вид:

dz
z' + 1 = cos z;

——
=
- (1 - COS z);

dx

dz

1 - cos г

= dx\ -

dz
d
^z^

^sin —

= dx; -

. 2 2
Sin —

2

= dx;

t

ctg2 = ДГ
-

дг^; ctg-
= ctgY

-

^0 + ^•

2o г
Обозначим ctg—— Xq

= С, тогда ctg— = x + С;

У
- X

ctg^Y-=л; + C.

Поскольку при разделении переменных осуществлено

деление на 1 - cos z, рассмотрим случай cos z = 1 отдельно:
Z = 27СП, п G Z ; J/

- лс = 2лп, п е Z ; j/ = л: + 2лп, п е Z.
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Прямая проверка показывает, что множество прямых
вида у

= X + 2пп, п е Z является решением исходного

уравнения, вместе с тем эти прямые не могут быть

получены из общего решения ни при каких действительных
значениях С, включая ±оо.

Ответ: а) i/ = ± л/Сл:^-С-1 ;б)у= ^|зx -Зх^ +С ;

у — X

в) ctg —г— = X + С;у = х + 2пп, пе Z.

Однородные уравнения

Определение 4. Функция М(х; у) называется
однородной функцией степени т, если для всех значений

параметра t выполняется условие: M(tx; ty) = f^ М{х\ у).
Определение 5. Дифференциальное уравнение первого

порядка М{х\ y)dx + N{x; y)dy = О, где М{х\ у) и N(x; у) -

однородные функиди одной и той же степени,
называется однородным.

Рассмотрим однородное уравнение

М(х; y)dx + N(x; y)dy = О,
перейдем к форме записи с производной:

М(х; у)

у
Введем новую функцию г =

—

; у
= хг; у' = z + х

X

М(х; XZ)
_

x'^Mil; г)
г + х- г' = --гг, г z~r~ = Ф(2);

dz
х- г' = ф(2)- 2; л;• -— = ф(2)- г.

dx

Получаем уравнение с разделяющимися переменными

dz dx
,

.

^ ^

; ф(2) - гФО\
ф(2) -Z X

J dt ,
= ln

ф(0-^ Xq
- общее решение задачи Коши.
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Случай М(х; у) = О проверяется прямой подстановкой
в исходное уравнение, как и случай (p(z) -2 = 0.

Пример 2. Решить уравнение:

х-у
а) х(х + 2y)dx + (х^ - y^)dy = О ; б) у' = ^^-^.
Решение.

а) Данное уравнение является однородным, поскольку

функции

М(х; у) = х(х + 2у) и N(x; у) = х^- у^
являются однородными 2-й степени.

(х2 - y^)dy = - х(х + 2y)dx;

х^ +2ху „

У
=

2 ^;у*^х.х^ -у-

У
Введем функцию г =

~

; у
= хг; у' = г + х- г', тогда

X

Z + X ' г' =
х''+2х(хг) . х^+2х^г

(хг) - X''
; Z + X • г' =

2 2 2
X Z - X

1 + 2г xdz l + 3z-2^
х- г = "ч

2^ г\
1

"'

dx 2^-1
•

Разделяем переменные при условии z^ - Зг - 1 эь 0:

2^-32-1
2 ..,3

dz =

1 ? d(r -3t-l)
_ cds^

sJ t^-3t-l
~

J s'

dx 1 djz^ -32-1) dx

X '~3 z^-32-1
~

X

X

«0

--\n\t^-3t-l = ln s

-1 In |23 - 32 - 1| + I In 12^ - 32o - 1| = In \x\ - In |xo|;

In I 23 - 32 - 11 - In I г^
- 300 - 11 = 31n I лго I - 31n I л: I;

In
г"" - 32 - 1

2o
~ 32o - 1

= ln
Xq 32-1

2q
— Згд ~ 1

_ ±0..
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,3 _ о-
_ 1 _Зг - 1 = -^ , где С

= дг^(2^ - 32о - 1).
X

с
^-3^-1=—

; уЗ _ Зл:2у - л:3 - С = 0.
XXX

Очевидно, что прямые у =» ±х не являются решениями
исходного уравнения. Что касается случая г» - Зг -1 = О,
то он получается из общего решения при С = 0.

б)г/' =_
х-у

х-2у

Проведем замену г =
—

; у = хг; у' = г + х • г',
X

уравнение принимает вид:

Z + X' 2 =

х- хг

X-2ZX

xdz 1 - 22 + 2z^

; г+ X— =

dz 1-2

dx 1 - 22
'

йл; 1-22

разделяем переменные

(1 - 2z)dz dx

2 Л2''-г + -
2

22-* -22 + 1 z^-z^

dx

X

Отметим, что х - 2у фОпо условию примера, а

выражение 22^ - 22 + 1 не обращается в ноль при ze R.

iln
2

t'-t + l = In Ы

In

2 1
2"^ - 2 + -

2 1
^0

~

^0 + —

V

= ln:i|;.3.^+l =

^0
~

^0 +
^

Обозначим

1

^0
~

^0 + 7" Xq = C, тогда

jc2 л: 2 2"; r
-

xy + —- = С.
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Ответ: а) у^ - Zx^y - дг^ - С = 0; б) у^- ху + — = С.

Линейные уравнения

Определение 6. Линейным дифференциальным зфавне-
нием первого порядка называется уравнение вида

у' + р{х) у
= g{x) ; при этом, если g{x) = О, то уравнение

называется линейным однородным, если g{x) Ф О, то

линейным неоднородным.
Линейные однородные уравнения легко сводятся к

уравнениям с разделяющимися переменными:

у'+р{х)у = 0; y' = -pix)y; dy =-р(х) ■

у
• dx; уФО;

у
^ , V . Cdl

Уо *о

-у
= -p(x)dx; J— = -J p(s) ds;

ln\y\- In \уо\ = I p(s) ds; In ^ = - f p(s)ds;
Xo

Уо

- f p(s)ds

У — Уо' ^
''^

~ общее решение задачи Коши.

Традиционно используются два способа решения
линейных неоднородных уравнений.

Метод вариации произвольной постоянной

Решение неоднородного уравнения строится в том же

виде, что и общее решение однородного уравнения, с той
лишь разницей, что константа у^ заменяется на

неизвестную функцию С(х):

- f p(s)ds

У = С(х) • е .'•»

Подставляя данное выражение для у в неоднородное
линейное уравнение, получаем:
XX X

-lp(s)ds - f p(8)ds -lp(s)ds
С- e

'О +C-e'" '(-p(x)) + C- e ''^

'p(x)'^
= qix);

X X

-lp(s)da !pi8)da
С e ^ = qix); С = q(x) • e^ ;
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С{х) = J q{t) ■ е^ -dt + Со; Q
- const.

f
- tp(s)ds

Следовательно, у
= e

"^
X f P(s)ds

Cq + j q(t) • €"<> dt

- общее решение линейного неоднородного уравнения.
При условии задачи Коши: у(х^) = у^ получаем, что

Со = I/O-

Представление искомой функции
в виде произведения двух функций: у

= w v.

Исходное уравнение принимает вид:

(и • vY + р(х)' и- v = д(х); u'v + u(v' -^р{х) • v) = q{x).
Введение «лишней» функции позволяет

сформулировать некоторое дополнительное условие для функции и:

dv -fp(s)rf»
и' + р{х) "0 = 0; —

= -p{x)dx\ и = Uo
■ ^

'"

Но тогда исходное уравнение принимает вид:

-^ jp(s)ds

u'v = qix); u' = — е"^ • q{x);

I X iP(«)ds
M = u„+— JgCO-e'» 'dt

V0 Xo

и общее решение
X

- f P(s)ds

y = u-v =

VQ- e
*"

I X f P(^)ds

Vq Xo

V

- fp(s)ds
= e

«0
X J P(s)da

Уо +iqit)e'"> dt

*0

V

J

, где Уо
=

"о
•

f^Q

Пример 3. Найти решение задачи Коши:

а)(х^ + х)у'-у = х^ + х; у{1) = 0;

п

б) у' — у sin X = sin X • cos лс; i/
— = 1.
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Решение.

а) Данное зфавнение является линейным неоднородным;
в предположении, что хфО\хФ -1, оно приобретает вид

1

Решим однородное уравнение;

У
У

-

1
^ dy dy

_

dx

х{х +1)

}^=|::^:1пЫ-1п|уо1-1

dx х{х +1)
'

у х{х +1)

1\

',t '^ i. г Г'г

Уо

In

S^ +S ir 1
о| S + -

2 4

= 1п
S

S + 1 1^0 i/o X+i Xq

(Xq + l)l/o X

x + 1 ;y
= c ; где с =

л: + 1 '-о

В рамках метода вариации произвольной постоянной

решение неоднородного уравнения строится в виде

У
= С{х)

С'{х)-

С{х)
■

X

x + l
, где С{х) - неизвестная функция:

X

x^l

X

+ С(х)
^ х ^

л: + 1 х{х +1)
С{х)

л; +1
, (x-\rV

= 1; С\х)= ; dC = dx

= 1;

ч
^

у

/ 1 ^
fdf = J 1 + - ^s; С-Со = дг + 1п|х|-дГо-1п|дГо|:
Со *о^ ^^
С(х) = д: + Inlxj + Cj, где С, = Сц

-

дг^
" ln|xj;

Так как у{1) = О, то С^ = -1.
Окончательно получаем следующее решение исходной

задачи Коши:

л:-(л: + 1п|л:|-1)
У'-—7П

•
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Очевидно, что прямые х = О и х = -1 не являются

решениями исходного уравнения.
б) Используем вторую схему решения линейных

уравнений

у
= и- v;

u'v + uv' - sin X
• м • и = sin х • cos х;

u'v + u{v' - sin X- v) = sin x •

cos x.

Потребуем, чтобы функция v(x) была решением
уравнения

dv
v' - sin л; •

и = 0;
—

= sin х • dx\ In
V

= -cos X + cos x,0»

Так как u(x) выполняет роль вспомогательной функ-

ции, положим Хо
= —; Uo

= 1, тогда и = е
-cos Jt

Получаем следующее уравнение для и(х):

du = е*^^' • sin X • cos х • dx; du = -е'^^' cos х d(cos х);
U X

,coss\dt=-\^ COS s
* d(cos s).

Mo

Так как J e^°^^ • cos s • d(cos s) = |cos s= p\ =

f = P df = dp
= \eP -p- dp = = peP- eP + C^

dg = e^dp g = e^

cos s
• e<=ose _ gcoss Ц. c^ TQ получаем:

и -

Uq
= e^^' - cos X

• e"^ ' - e"=°^'» + cos x^,
• e"^ '»;

u = e"=™' - cos X • e"=°^' + C, С - const.

Следовательно,

у = U' V = {e"^ ' — cos X ' e'^' + C) • e"

I/
= 1 -

cos X + Ce'"=°^'.

r>—COS X*

IIo условию у = 1.

л

7X -cos—

l = l-cos-+Ce ^;C = 0;

у
= 1 - cos X.

_, . x-(x + lnlxl-l) ^, -

Ответ: a) —^^ !—^—-; 6) 1 - cos x.

x + 1
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Уравнение Бернулли

Определение 7. Уравнением Бернулли называется

уравнение вида у' + р{х) ■

у
= q(x) ■

у^ , где т е В,; т it 0;

1

Замена и(х) = у^~"'(х); у(х) = и(х)^~'" приводит
уравнение Бернулли к линейному:

ц' 4- (1 - /п) • р(х) • м = (1 - /п) • д(х).
Второй способ решения уравнения Бернулли

аналогичен второй схеме решения линейных уравнений:
у(х) = и(х) • v{x) и т. д.

У 1

Пример 4. Решить уравнение: у' -
— = —

.

Решение.

Данное уравнение является уравнением Бернулли:

У
-

-У = -У^'
X 2

Представляем искомую функцию в виде y
= u-v, тогда

UV + UV UV = —и~^- y"s
X 2

^
, 1 ^

V V = —и'^- v~^.u'v + и ^

2

Функцию v(x) находим из уравнения

1
f. dv dx V х- Vq

V u = 0; — = — ;
— = — ; v=-^x.

Для простоты положим Xo
=

Uo
= 1, тогда v = x.

Уравнение для нахождения функции и(х):
1

,
dx

X
•

и = ; и • аи = —5" •

2хи 2х^

, 2 1 1
9

-^
. ,.2 1

и^ - Uq = ; и^ + ^0
= —;

1 L 1
u2 = +С; м(х) = ±,С--.

X V X

Окончательно получаем: у(х) = ± xJC

Ответ: — xJC
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Уравнения в полных дифференциалах

Определение 8. Уравнение вида М(х; y)dx + N(x; у)йу = О
называется уравнением в полных дифференциалах, если

существует функция U{x; у), такая что

dU{x; у) = М(х; y)dx + Щх; y)dy.
Если дифференциальное уравнение является

уравнением в полных дифференциалах, то оно может быть
записано в виде:

dU{x; у) = О,
поэтому общее решение такого уравнения имеет вид:

U{x; у) = С, С - const.

Теорема 2. Уравнение М(х; y)dx + Щх; y)dy = О

является уравнением в полных дифференциалах тогда и толь-

дМ(х; у) дЩх; у)
ко тогда, когда ^—^^ = f;—^^.

ду дх

Интегрирование уравнений в полных дифференциалах
может быть проведено следующим образом.

dUix; у)
1) Так как М(х; у) = г

, то
ох

X

Щх; У)= ] Ms; у) ds + Щх^; у), где

^0

и{х^; у) - неизвестная функция, подлежащая
определению.

дЩх; у)

Эу
Г. \

JMis;y)ds + UixQ;y)

2) Так как М{х; у) = ~~ч . то

Щх; у)= —
ду

Щх;у)= l^^^^ds + U'iXo;y),
J ду

„о
dMjs; у)

^
дЩв; у)

^ ^^^тому
ду ds

f dNis; у)
Щх; у) = J —3^— ds + U'iXf,; у);

Щх; у) = Щх; у) - Щх^; у) + U'iXf^; у);
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у

U'ixo; у) = Щхо; у); Щх^; у) = jЩхо; t) dt + Щх^; у^)\
Уь

X у

Щх; у) = JMis; y)ds+ JN(xq; t) dt + Щх^; y^).
*o Уо

Общее решение исходного уравнения:

* у

{ M{s; y)ds-^\ N(Xq ;ty dt=' С.

% Уо

Очевидно, что частное решение, удовлетворяющее
условию у(Хо) = I/O, получается из общего при С = 0.

Пример 5. Решить уравнение:
(3x2 ц. Gxy2)dx + (вх^ у + 4y^)dy - 0.
Решение.

Для удобства обозначим
3jc2 + бху^ = М(х; у); 6х^ у + Ау^ = Щх; у).
Данное уравнение является уравнением в полных диф-

дМ -^ дМ
^^

ференциалах, поскольку -г—
= 12хи; -г— = 12ху , т. е.

ду дх

дм
_

дм

ду дх
'

Искомую функцию, чьим полным дифференциалом
является левая часть уравнения, обозначим Щх; у),
тогда

дЩх; у) ^^^ ^
дЩх; у)

———
= М(х; у);

^у
= N(x; у).

Из первого соотношения получаем

f^ = Зх^ + вху^; 1Ш^ds = \ (3.2 ч- %sy^)ds;
ах J ds J

Щх; у)=^х^-¥ ЗхV - х^-3х^у^ + Щх^; у).
Из второго соотношения получаем

ди

Эг/ =6^21/+ 4^3^

я.
^^

^ 9 с 2 . ди(х„; у)
с другой стороны, -г— = бх^у ~ОХпУ+

"
.

ду
"

ду
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Сравнивая полученные выражения, получаем
уравнение с разделяющимися переменными:

г = 4у^ + QxQy;

Щх^\ у) - Щх,; у^) = у* + 3х^у^- у^-Вх1 у1 .

Окончательно функция Щх; у) приобретает вид:

Щх;у) = х^ + Зх^у^ + у^- 4-Зх1у^- у^ + Щх^; у^.
Общее решение исходного уравнения:

х^ + 3xV + yi = C;
решение задачи Коши с начальным условием yix^) =■

у^:

Д.З + зд:^ + У*- х1-Вх1у^ - yt =0.

Ответ: х^ + Зх^у^ + у"* = С.

Уравнения, не разрешенные относительно

производной

FM = 0.

Пусть а^
- действительные корни уравнения F(t) = О,

т. е. F(a^) = О, fe = 1, 2, ..., п , тогда у' = а^; у = а^ х + С;
С - const; fe = 1, 2, ... , п.

Совокупность линейных функций у
=

а^ х + С, С -

const; fe = 1, 2, ...
,
п является общим решением

исходного уравнения.
Общий интеграл можно записать компактно: посколь-

^у-с)
= 0.

У~<^
ку Од,

=

, то F
X X

F(x; у') = О.

1)Если это уравнение разрешимо относительно у':
у' = f^ (х) ; k

= I, 2, ...
, п, тогда общее решение есть сово-

X

купность функций У=\ fft(s) ds + уо.

«о

2) Если существуют функции ф(0 и >}/(*), такие что

Р{ф); wit)) = О, то

fx = (p(t), ix = ф(0, fx = (p(t),

[у' = M/(f); [dy = W)dx', [dy = \|/(*) • (pXt)dt;
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t

i/ = J\)/(s)-9'(s)ds+i/o.
L 'о

Полученная совокупность уравнений -

параметрическое задание функции, являющейся решением исходного

уравнения.

F(y; уО = О.

1) Если это уравнение разрешимо относительно у':
у' "=" fh iy)'^ к = 1,2, ... , п, то общее решение есть совокуп-

„ if ds
ность функции —— = X

-

X ; к = 1, 2, ...
,
п.

2) Если суш;ествуют функции ф(*) и \)/(f), такие что

Р(ф(0; W)) = О, то

[у' = V(0; \dy = W)d>:;

У = Ф(*),

г/ = ф(0.

Ущз) '

'о

Получено общее решение исходного уравнения в

параметрической форме.

Уравнение Лагранжа: у = <^(у')х + \|ffyO'
Введем новую переменную р

= у\ тогда
у
= ф(р)л; + \)/(р);

dy = <^ip)dx + ф'(р) • дс • dp + \|;'(р) • ф.
Так как dy = i/'dx = j!?dx, то

pdx = ф(р)сгд; + (ф'(р) •

ж + V(p))o?p;
(ф(р) - р)о?л: + (ф'(р)х + \|/'(p))dp = 0.
Это уравнение является линейным относительно

функции х{р):
^^

^
ф'(^^)

^ _
V'(P)

+ X =

Ф ф(р) - /7 р~ ф(/7)
•

Как было показано ранее, решение этого уравнения
имеет вид
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х(р) = А(р) • С + В(р); С - const.

Подставляя полученное выражение в у, окончательно

получаем решение уравнения Лагранжа в

параметрической форме:

\х = А{р)-С + В{р),

[у = Ai{p)-C + Bi(p),C-const.

Уравнение Клеро: у
= у'х + \|/fyO-

Уравнение Клеро, очевидно, является частным

случаем уравнения Лагранжа.
После аналогичной процедуры зфавнение Клеро

приводит к уравнению: (х + \)/'(р))ф = 0;
1) ф = 0; р = С; С - const, тогда уравнение Клеро

имеет следующее решение: у='Сх + \)/(С);
2) X + \\f'(p) = О, тогда решение уравнения Клеро в

параметрической форме:
\х = -Yip),

[у = -р¥(р) + v(p).

Пример 6. Найти общие интегралы уравнений:

а) е^' + у' = 1; б) у' - sin у' = 0; в) у^ -Зу'+1 = 0.

Решение.

а) Можно легко показать, что алгебраическое
уравнение

е' + t = 1
имеет единственный действительный корень * = О, поэтому

у' = 0; у
= С,С - const.

Как следует из теории, общий интеграл можно было

У ~С
записать и сразу е * + = 1, но использовать такую

X

запись неудобно.
б) Уравнение sin t = t имеет действительный корень

t = 0, следовательно

у' ="0; у
= С,С - const.

в) Поскольку точное решение уравнения f^ - 3t + 1 = О
не осуществимо, ограничимся записью общего интеграла
исходного уравнения в неявной форме:

у-с
5

XX

Ответ: а) у = С, С - const; б) i/
= С, С - const;
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в)
у-с ^^ у-с

X
+ 1=0.

Пример 7. Найти общее решение уравнений

Решение.

а) Очевидно, что выразить у' из данного выражения
нельзя. Попытаемся проинтегрировать уравнение путем
введения параметра t:

У =t,

х = е* -t;

dy = tdx = t • x' -dt,

x = e* -t;

dy = tie* - l)dt,

x = e* -t;

J л t^
y = te -e +C,C-const,

X = €* -t.

6) Введем параметр t = у', тогда

y' = t;

»2 , .3
y
= r+r,

dy~ t'

y = t^+t^,

dx = - dy;
t

y = t^+t^,

dx = -\t^ +t^)dt;
y = t^ +t\

dx = {2 + 3t)dt;

y = t^+t^,
3 9

x = 2t+-r+C,C-const
2

Ответ: a)

6)

x = e^-t,

y=te* -e* +C,C-consU

q

x = 2t + -t^+C,C-const,
2

y = t^+t^.
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Пример 8. Решить уравнения: а) у- 2ху' + у'^ ',б)у- ху' - if^.

Решение.

а) Данное уравнение является зфавнением Лагранжа.
В соответствии с общей схемой решения введем параметр

р
= у\ тогда

у
■=■ 2хр + р2; dy = 2х dp + 2р dx + 2р dp.

Но поскольку dy — р dx, то

pdx = 2х dp + 2р dx + 2р dp ,

dx 2
pdJC + 2(л:+p)dp = 0; — + — х = -2.

dp р

Получено линейное уравнение для функции х(р).
Поскольку схемы решения этих уравнений рассмотрены
ранее, приведем без выкладок итоговое выражение:

С 2р ^
X —

— £- С - const.

р' 3

Обш.ее решение исходного уравнения в

параметрической форме

С__2р^
п2 3

'X =

2 2С р'
у-2хр + р^ = —.

Р 3

б) Данное уравнение является зфавнением Клеро.
Введем параметр р

= у', тогда

у='хр- р2;
dy — X dp + р dx - 2р dp; dy — р dx,

следовательно,
X dp -2р dp = 0; (х - 2p)dp = 0.
Если д:

- 2р = О, то получаем следующее решение:

X = 2р, д;2
или просто у

— —

.

U = Р^ 4

Если dp = о, тор = с, и тогда у
— Сх - С^, С - const.

Ответ: а)

С 2р ^
.

jc = —J , С-const,
Р 3

2С р""

Р 3
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б) у^ — ;у
= Сх~С^,С- const.

4

Задания для самостоятельного решения

Решить уравнения:

1

1.у'=-; 2. хуу' = 1 - х2;

3. ^1 - у^ dx + i/Vl-Jc^ dy = 0; 4. е-»(1 + у') = 1;

5. ху' + у
= у^; 6. (х^ - y^)dx + 2ху dy = 0;

у dx dy
7.у'=—^; 8. = —^;

х+у" у+х у-х

2х

9.у'- J-^u
= 0;y(l)=-2;

10.у'+-у='3х;у(1)^1;

11.у'-2ху = 1;у(0)=^0;
12. (X + y^)dy = ydx;

13.1/'- 2x1/= ЗхV; 1/(0) = |;
14. Зг/У + 1/3.+ JC = 0;
15. (х^ + y)dx + {х- y)dy = 0;

2х{1-еУ)^ €«

(1 + JC ) 1 + JC

17.1/'-И = 0; 18.х= ,Д77^'
19. д: = у'З + 1; 20. -fe-L + Щуу,

21.-G,f + (,f; 22.у=|^;
1

23. у
= дг

• у'- /.
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Ответы
1. у2 = 2х + С; 2.1/2 = 21п |х| - лг^ + С;

3. vl - ^^ = arcsin X + С; X ^ ±1; у
= ±1;

4. 1 - e-i* = Се*; 5. = Сл:; 6. у^ + д;2 = Сд:;
I/

7. у
= С- е^;8.-arctg-^--ln

д: 2

Г 2 ^
= In \хс\;

9.1/ = л:2 + 1; 10.1/ = х2; Ц. у
- е""' je"^ ds;

12. л: = у2 ц. сд.. 13. у
= ; 14. 1/3 = Се-* -х + 1;

1-х''

е^-1
15. X* + 4ху - 2у2 = С; 16. т^—^ = С;

1 + jc'

17.

18.

19.

у-0
X

у-с
0;

\х = sin f,

li/ = -cos ^ ^ ^
или x2 + (i/ - С)2 - 1;

л; = t^ +1,

3 4
20.

y = -t^ +С;
4

X = f — + С,

I/ = у
+ Injfj;

X
_C-(p-lf

21. J

i/ = Cx-^

2 22.

X = C(p + 2),

у = — о

2

2.

23.
X = -■
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8.2. Обыкновенные дифференциальные
уравнения высших порядков

Определение 1. Уравнение вида F(x; у; у'; ...; i/(")) = О

называется обыкновенным дифференциальным
уравнением п-го порядка.

Определение 2. Любая функция у = ф(х), обращающая
вместе со своими производными данное уравнение в

тождество, называется решением (частным решением)
этого дифференциального уравнения.

Определение 3. Функция у == ф (дс; С^; Cg;...; С„)
называется общимрешением дифференциального уравнения п-
го порядка, если она обращает уравнение в тождество, и

при соответствующем выборе констант С^; Cg;...; С„ из нее

может быть получено любое (частное) решение
исходного уравнения.

Определение 4. Задача о нахождении решения

дифференциального уравнения F{x; у; у';...; i/<")) = О,
удовлетворяющего дополнительным (начальным) условиям: у(Хд) = у^;

Лхо) = Уо; -; У^"' Чхо) = y^Q~^^, где у^; уо;...; Уо" -

произвольные константы, называется задачей Каши.

Дифференциальные уравнения,
допускающие понижение порядка

Уравнение вида F(x; у("^^) =■ О

а) Если уравнение разрешено относительно старшей
производной I/'") = /(х), то искомая функция у{х)
находится в результате л-кратного интегрирования:

X

l/C-D^ J/(Si)c/Si+yS«-^>;
X Xi

yln-2) ^ j J f(S2)dS2dSi + yi'^-^Hx - Xq) + l/S^'^^ и Т. Д.;

XnXio-^o

... ]fis^)ds„... ds, + ^^-^ (X-x,r-^ +

Xq Xq Xq

"^
(n - 2)i

^^ ~ ^o)""^ + "• + y'o'ix- x^) + y^.



практикум по высшей математике 572

Данная форма записи удобна тем, что это есть решение
задачи Коши.

Полученное решение можно записать в компактной

форме:

(П — 1)! J (п -1)1

+
уГ''

(х - дсо)""^ + •" + Уо '(х- Хо) + уо.
(п - 2)1
б) Существуют функции х = (p{t); i/<"> = \|/(f), такие что

F((p(t);W))^0.
В этом случае может быть построено параметрическое

решение:

x = (pit),
X = ф), t

у(п) ^^(^). i/<''-i^=Jv|/(s).9'(s)ds+Ci=\|/i(f;Ci); -
I «о

Гх = ф(*),

\У ~ Vrt(*> w» ^2;...; Сд).
В частности, если удается выразить переменную х:

X — f(y^"^), то в качестве параметра t можно выбрать t — у^"^.

Уравнения, не содержащие искомой функции и

последовательных первых производных:
F(x;y(''>;y(>'^'>;...;y(->)-=0.

Подстановка i/(*' = z сводит исходное уравнение к

уравнению (п - k) порядка F(x; z; z'; ...; г<"" *') = 0. Пусть z =

= ф(х; С^; Cg; -мС^.к) - общее решение этого уравнения,

тогда искомая функция у(х) находится из уравнения

yW = 9(x;Ci;C2;...;C„_,).

Уравнения, не содержащие независимой переменной
F(y; у'; ...;у(-^) =0.

а) Введение новой функции z{y) = i/ позволяет

понизить порядок уравнения на единицу:

ду'
_

dz _dz ду

У"' =

дх

Ъх

Эх ду дх
"^ '

- (г" • Z + (г')2)г; ...

1/(4) = ф(г; г'; ...; г<"~^)).
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следовательно, исходное уравнение приобретает вид

б) Рассмотрим один из наиболее важных случаев:

y"-f(y); у'^г(у);у"^2''г;
уравнение принимает вид

2 • 2' = f(y); zdz = f{y)dy; J sds = J f{f)dt;

У. У.
= 2 J mat + г^ ; iy'f = 2 J f{t)dt + 2J;Z2

Уо

y'°^J2J/(Od^ + 2^; J-■ ^

"^^
= 4x-xo).

Уо

Получено общее решение, как решение задачи Коши.

Пример 1. Найти общее решение уравнений:

Решение.

а) Искомая функция находится в результате трех
последовательных интегрирований:

dy"=^2x-4x; у"^-\+С,;
х^

dy' = (-ДС-2 + C^)dx; у'^ ~ +С^х + С,;
X

Q
dy = (-jc-i + Cjjc + C^dx; y^\n\x\+ -~x^ + C^x + Cg;
Cj, C2, C3 - const.

б) Поскольку в элементарных функциях проинтегри-

sinjc
ровать выражение не удается, ограничимся

следующей формой ответа
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1 г sins .

.OJ ^ Уо , 49 , ^0 , ч ,

1/= -J ix-s)4s+ у(:>с-л;о)2+ у-(*-*о) + Уо'

«о

Уо' Уо^Уо- const.

в) в принципе, в данном уравнении можно выразить

у" = fix).
Продемонстрируем, однако, схему нахождения

решения в параметрической форме. Введем параметр t

следующим образом:

y" = tg^tGf-^;|lTorAa^l+/2^-l-.12 2 1 |cosi|
Очевидно, что, во-первых, данному диапазону

значений t соответствуют все действительные значения у", и,

во-вторых, cost > О, поэтому

jy' = tg t^ \dy' = tg t • dx = tg t' cost' dt = sin t • dt,

[x = sin t; [x = sin f;

fy'
= -cost + Cj,

X = sin t;

[dy = ( - cost + Ci)dx = ( - cost + С^^соз* • dt,

[x = sini;

1, sin2t
„ . ^ ^ ^ л J.

y=—f + Cisint+C2, Ci,C2-const,

x = sinf.

Ответ: a) In | x | + -^ x^ + CzX + C^;

„
1 f sins .

40J , ^0 / \9 , Уо , Ч ,

6) - J (X - s)4s + Y(X
- Xo)2 + y(^- ^o) +

Jy =—f + Cisinf + C2, Ci,C2-const,

[x = sint.

Пример 2. Найти общее решение уравнений:

а)/" = -^(уТ; б)уу"^(уГ.
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Решение.

а) Введем новую функцию г = у", тогда получаем
уравнение с разделяющимися переменными:

1
Q

<^2; 1
,

^2 L_. (у-)2^

После двукратного интегрирования получаем искомое

решение:

4 -

у{х) = ± - (X + Ci) 2 + Cgx 4- Сз; Ci, Cg, Сз - const.

Если z = О, то у
= С^х + Cg; Cj, Cg

- const, также
решение исходного уравнения.

б) Данное уравнение не содержит в явном виде
переменной X, поэтому введем новую функцию г{у) = у', при
этом у будем рассматривать как аргумент этой функции:

,, dy' dz dz dy

dx dx dy dx

В новых обозначениях получаем:

,
. dz dy

z^ У

После интегрирования получаем:

1 jy __

1
.

ln\C^y\' dx ЩС^уУ
у

In I C^y \' dy = -dx; \ \n\ Cit \' dt = -x + х^^;

Уо

интегрируя по частям, получаем:

yln\Ciy\~y = -
x + C2,Ci,C2- const.

Если z = О, то у' = О, у = С, С - const - также решение

исходного уравнения, включая и у
= 0.

4 ^

Ответ: а) у = ±-(дг + Ci)2 + С2Х + С^; у
= С^х + Cgj

Cj, С2, С3 ~ const; б) I/
• In I C^y \- у

= -
x + €2',

у
= C;C, Cj,C2- const.
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Линейные уравнения п-то порядка

Определение 5. Линейным дифференциальным
уравнением п-го порядка называется уравнение вида:

Если f{x) ^ О, то уравнение называется линейным

однородным, в противном случае
- линейным

неоднородным.

Определение 6. Совокупность п линейно независимых

решений линейного однородного уравнения п-го порядка

называется фундаментальной системой решений.
Теорема 1. Если i/,; y^i...; у„

- фундаментальная
система решений, то общее решение линейного однородного

уравнения имеет вид у
= С^у^ + С2У2 + ••• + Cjj„, где С^, С2,

..., С„ -

произвольные постоянные.

Определение 7. Фундаментальная система решений, удов-

летворяюп];ая дополнительным условиям: у^^'^Н^о) ~ 1»

Ук"^ (^о) "^0, тФк - \, k = 1, ..., п, называется

нормированной в точке Xq.
Если фундаментальная система решений нормирована,

то решение задачи Коши имеет вид:

У(х) = Уо' Uiix) + у'о • У2(х) + ... + i/f-i) •

i/„(x).

Теорема 2. Если у (х) - частное решение линейного

неоднородного уравнения, у^; i/gJ ••.; У„
~ фундаментальная

система решений соответствующего однородного
уравнения, то общее решение неоднородного уравнения имеет

вид: у(х) = у + Ci^i 4-... 4- Cjj„, где Cj, С2, ..., С„ -

произвольные постоянные.

Если известна фундаментальная система решений
однородного уравнения, то частное решение неоднородного
может быть построено методом вариации произвольных
постоянных, для чего решение строится в том же виде,

что и решение однородного уравнения, только константы

Ci, С2, ..., С„ заменяются на неизвестные функции Ciix),

у = Ci(x) • i/i(x) + ... + С„(х) • i/„(x).
Производные этих функций находятся из следующей

(алгебраической!) системы уравнений
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С[у[+С'2у'2 + ...+С^-у',=0,

C'lix) = (p^ix),

C'zix) = (?2(х).

С;_1(х) = ф„_1(л;),

После интегрирования уравнений этой системы
получаем

д.

С((х) = (Pi is)ds 4- С- ; ^ = 1; 2; ...; га; С, - const.

X

У(х) = уг J Ф1 is)ds + ... + у„- |ф„ is)ds + Q^ у^ +

+ Сз^ У2
+ - + СпУп -

общее решение линейного неоднородного уравнения. При
С, = 0; i = 1; 2; ...; га получаем у{х) = у {х)- частное

решение линейного неоднородного уравнения.

Однородные линейные уравнения п-то порядка
с постоянными коэффициентами.

Метод Эйлера
Решение однородного уравнения
1/(") + aii/("-i) + ... + а„_^у' + ajj

= О, Oj; Og; ...; а„
- const,

строится в виде у
= е*', где k — неизвестная константа,

подлежащая определению. После указанной подстановки
уравнение приобретает вид:

fe" + aife"-* 4-... 4- a„_ife + а„
= О.

Это уравнение называют характеристическим, а его

корни называют характеристическими числами.

Рассмотрим различные варианты решения
характеристического уравнения.

19. Зак. 6
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Все корни различны и действительны: k,; feg» •••» k„.
Тогда фундаментальная система решений имеет вид

g*i*. g«2* ; ...; е "*, а общее решение исходного уравнения

у(х) = Ci е'^' + Са е"^"" + ... + С, е^«* .

Все корни действительные, но среди них есть кратные.
Пусть, например, k^

~ действительное/)-кратное
характеристическое число, тогда в фундаментальной системе

hx
решений ему соответствуют следующие функции: ^ ;

X • е*'*; ...; хр~^ - е*'*, а в формуле общего решения -

выражение типа

e^'^CCi + CgX-i-...+ СрЛ:Р-1).
Все корни различны, но среди них есть комплексные.

Пусть k^ = а + ib - характеристическое число, легко

показать, что k^^a-ib- также характеристическое

число. Этой паре комплексных корней соответствует
следующая пара действительных функций в фундаментальной
системе решений:

е"* • cos bx, е*" • sin bx,
что добавляет в формулу общего решения слагаемые вида

е" (Cj cos bx + Cg sin bx).
Среди корней характеристического уравнения

встречаются комплексные кратные.
Пусть k^ = а + ib - характеристическое число

кратности р, тогда в фундаментальную систему решений входят

следующие функции:
е"* • cos bx; л;

• е"' • cos bx;...; хр~^ • е" •

cos bx;
е"'' sin bx; Х' е"' • sin bx; ...; дс^~^ • е°* • sin bx,

а в формулу общего решения войдут следующие
слагаемые:

е"' ((С, 4- СаЛ: + ... 4- С^хр-^)cos bx + (Cp^i +C^^z^ + - +

+ C2pXP~^)sin. bx).

Пример 3. Решить линейные однородные уравнения с

постоянными коэффициентами:
а) у'" - Ъу" + %у' = 0; б) у'" - Ъу" + Ъу' - Ау = 0;
в) у'" + Зу" + 9у'-13у=' О; г) i^"> 4- 4/" 4- 8у" +
+ 8у' + 4у = 0.

Решение.

а) Характеристическое уравнение
fe3 - 5fe2 + 6ft = О

имеет корни k^ = О; fej = 2; к^ = 3.
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Фундаментальную систему решений составляют

функции;

1; е^'; e^i.
Общее решение уравнения:

I/ = Ci + Са е2>= + Сз е=»^; С^, Cg, Cg - const.

б) Характеристическое уравнение

имеет простой корень fe = 1 и двукратный корень k = 2,
поэтому фундаментальная система имеет вид:

Общее решение уравнения:
I/ = Cie'H- (С2 + С3ДС) е2'; С^,С^,С^- const.

в) Характеристическое уравнение
fe3 4- 3fe2 + 9й - 13 = О

имеет действительный корень ftj = 1 и комплексные

корни ^2,3 = -2 ± 3i.

Фундаментальная система решений:
е*; e~2«cos Зх; e-^igjn Зх.

Общее решение уравнения:
г/ = Cje* + (Cg cos Зх 4- Cg sin Зх) e^^^j c^^ ^^^ c^ _ const,

r) Характеристическое уравнение
fe* 4- 4^3 + 8F + 8fe + 4 = О

является полным квадратом (й^ + 2fe + 2)^ = О и имеет два

двукратных комплексных корня h^^ = ~1 + г; ^гл = -1 - ^

Фундаментальная система решений состоит из четырех
функций:

е~* cos х; е~* sin х; хе~' cos х; xe~'sin х.

Общее решение исходного уравнения:

у
= ((Cj + CgX) cos X + (С3 + С4Х) sin x) e"'.

Ответ: a.)i/= 0^ + Cg e^* 4- C3 e^-^; Cj, Cg, C3 - const;
6)y = C^e' + (C2 + C3X) e2«; Ci, Cg, C3 - const;
в) J? = Cje' + (C2 cos 3x + C3 sin 3x) e'^'; Cj, Cj, C3

- const;
r) 1/ = ((Ci + C2X) cos X + (C3 + C4X) sin x) e''^; C^, C^, C3,

C. ~ const.

Неоднородные линейные уравнения
с постоянными коэффициентами

Метод неопределенных коэффициентов

Метод неопределенных коэффициентов позволяет

сравнительно просто найти частное решение
неоднородного линейного уравнения с особой правой частью.

1. fix) = b^x' + b^x'-^ + ... + Ь,ж + b^i.
Если fe = О не является корнем характеристического

уравнения, то частное решение следует искать в виде

19*



Практикум по высшей математике 580

Ai X' + А2 х'~^ + ... + А^х + Ag+i, где А^; Ag,*...; A^+i -

постоянные, которые необходимо найти.
Если k = О является корнем кратности р, то частное

решение следует искать в виде х^
• (А^ х' + А^, х'~* + ... 4-

2.fix)=e<^'•iЪ,x^ + ... + Ъ,^,).
Если ^г = а не является корнем характеристического

уравнения, то частное решение следует искать в виде

е"
•

(AiX' + ... + A,+i).
Если k= а является корнем кратности р, то решение

ищется в виде хр • е^' -

CAi^* + ••• + -^«+1)-
3. fix) = e'^' i(biX' + ... 4- Ь, +1) cos Ъх + (ciX* + ... +

4- с, +1) sin bx).
Пусть m = max (s; t). Если k= a + ib не является

корнем характеристического уравнения, то частное решение

ищется в следующем виде:
е« ЦА^х'" + ... + A„^i)cos bx + (А^^^^'Г' + ... 4-Аз^+з)^!» Ьх).
Если же h = а + ib является корнем кратности р, то

частное решение имеет вид:

хР • е"" • ((AiX"» + ... 4- A^^j)cos bx + (А„,_^2^'" + ••• +

+ ^m+2)sin&3c).

Пример 4. Решить линейные неоднородные уравнения:
а)у"-у = х^-х + 1;б) у" -Аг/ = -12x2 + бх - 4;
в) у" + у

= 4е'; г) у"
-

у
= 4е'.

Решение.

а) Однородное уравнение у" - у
= О имеет

характеристическое уравнение й^ - 1 = 0; fej g
= ± 1, следовательно,

общее решение однородного уравнения у^
= С^е''^ + Сз^';

Ci, С2 - const. Так как ^j 2 i^ О, то в соответствии с

методом неопределенных коэффициентов частное решение

неоднородного уравнения строится в виде

у =Ад:2 + Бх + С,

где А, В, С -

неизвестные постоянные.

Итак, у =Ах^ + Вх + С; у' = 2Ах + В; у" = 2А\
уравнение приобретает вид:
2А - Ах2 - Вх - С = х2 - л: + 1;
-Ах2 -Бх + 2А-С = д;2-л: + 1.

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х,

получаем линейную алгебраическую систему .

-А = 1,

-Б = -1,

2А-С = -1; С = -3.

А = -1,

Б = 1,
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Частное решение неоднородного уравнения

у
= -д;2 + X

— 3,
и общее решение неоднородного уравнения

у
= -х^ + д; - 3 + Cie~' + Cge*; CiyCz- const.

б) Рассмотрим однородное уравнение у" - Ayf = 0. Его

характеристическое уравнение fe^ - 4fe = О имеет корни

fej = 0; ^2 ~ "^ • Общее решение однородного уравнения

Уо
= Ci + Саб**, Ci, С2 - const.
Так как fe = О - простой корень характеристического

уравнения, то частное решение неоднородного уравнения
необходимо строить в виде

у -=х- (Ах^ + Вх + С).
Получаем

у
= Ах^ + Вх^ + Сх; у' = 3 Ах^ + 2Вх + С;

у
"
= &Ах + 2В,

и уравнение приобретает вид:
QAx +2В~ 12Ах^ - 8Вх - 4С = -12л:2 + бл: - 4;
-12Ал:2 + (6А - 8В)х + 2В - 4С = -12^2 + 6л: - 4.

Сравнивая многочлены в левой и правой части

уравнения, получаем

- 12А = -12, [А = 1,

6А-8В = 6, 5 = 0,

25-4С = -4; [с = 1.

Частное и общее решение неоднородного уравнения
имеют соответственно вид:

у
= х^ + х;

у = х^ + X + Ci + €26**; Ci,Co- const.

в) Однородное уравнение у' + у
= 0 имеет

характеристическое уравнение fe^ + 1 = О с мнимыми корнями

fej 2
~ —^' -^ его общее решение имеет вид

Уо
~ CjCos X + Cgsin л;; Cj, С2 - const.

Так как fe = 1 не является корнем
характеристического уравнения, то частное решение неоднородного
уравнения ищется в виде

у =Ае*.

Коэффициент А находим из уравнения:

у" + у
== 4е'; Ае' + Ае* = 4е'; А ==^2,

следовательно,

У
= 2е\

а общее решение исходного уравнения:
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у = 2е* + CiCos X + Cgsin х; С^, С^
- const,

г) Общее решение однородного уравнения:

Уд
= С^е"' + Cge^ (см. задачу а)).

Так как k = 1 является корнем характеристического

уравнения кратности 1, а правая часть неоднородного

уравнения имеет вид 4е', то частное решение
неоднородного уравнения следует строить в виде

у =Ахе'.

Тогда у' = Ае* + Ахе\ у
"
= 2Ае' + Ал:е'

и получаем следующее уравнение для определения А:

2Ае'+ Ал:^ - Ал:е'= 4е'; А = 2,

следовательно, у
= 2л:е*.

Общее решение однородного уравнения:

у
= 2л:е' + С^е"' + Cge'; Cj, Cg - const.

Ответ: a) i/ = -л:^ + д; - з + с^е"* + С^е'-,
б) I/

= л:3 + л: + Ci + Cae-*';
в) у = 2е' + Cjcos X + Cgsin х\

г) I/ = 2л:е* + С^е"* + Cge'; С^, Cg - const.

Пример 5. Решить уравнение:
^) у" ''^ У"^ 6sin 2л:; б) у'' + 4у = sin 2л:,

Решение.

а) Общее решение однородного уравнения было

получено ранее (пример 4 в)):
Уо
^ C^cos л: + CgSin л:; C^yCz- const.

Так как среди корней характеристического уравнения
нет корня 2i, то частное решение неоднородного
уравнения ищется в виде

у —А cos 2л: + В sin 2л:,

при этом у' = -2Asin 2л; + 2В cos 2л:,

у
"
= -4Acos 2л: - 4Bsin 2д:,

и уравнение принимает вид:
-4А cos 2л: - 4В sin 2л: + А cos 2л: + В sin 2д: »= б sin 2х,
-ЗА cos 2л: - ЗВ sin 2л: = 6 sin 2л:,

следовательно,

\-ЗА=0, |А=0,
|-ЗВ = 6; |в = -2.

Частное решение неоднородного уравнения:

у = -2sin 2л:,

а общее решение
у
= -"2 sin 2х + Cicos х + Cgsin х; Ci,C2- const.
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б) Характеристическое уравнение однородного
уравнения имеет вид fe^ + 4 = О, откуда к^^ — ^^i* и общее
решение однородного уравнения у^

= CjCos 2х + C^sin 2х; С^, С^
- const. Поскольку правая часть неоднородного
уравнения имеет вид sin 2х, то частное решение неоднородного

уравнения следует строить в виде

у
= X {Acqs 2х + Bsin 2х).

Тогда у' =А cos 2x + Bsin2x-2Ax sin 2х + 2В х cos 2х;

у" ='-4Asm2x + 45cos 2х - 4Ах cos 2х - 4Вх sin 2х.

Подставляя полученные выражения в исходное

уравнение, получаем:
- 4Д sin 2х + ABcos 2х ~ 4Ах cos 2х - 4Вх sin 2х +

+ 4Ах cos 2х + 4:Вх sin 2х = sin 2х,

откуда имеем: А = - — ;Б = 0; у = - —
х- cos 2х.

4 4

Следовательно, у
= - —

Х' cos 2х + C^cos 2х + CjSin 2х;

Cj, С2 ~ const.
Ответ: а) у = 2sin 2х + C^cos х + CgSin х;

X

б) i'
= - — cos 2х + CjCOs 2х + C2sin 2х; С^, Cg - const.

Задания для самостоятельного решения

1. у'" = -cos х;

2.x- sin у" + 2у" = 0;

3. 1^'^ - 8 = 0;

4. у'^ - 4/ + 4 = 0;

5.д:1/"=1/'-1п^;
•Л'

6.i/"=(l + i/'2)^;
1.2уу"= у'^ +1/2;

8..2i/i/"+ i/'2^i/"* =0;
9. i/W - 5i/" + 4i/ = 0;
10.i/'"-2y"-/+2e/ = 0;
11.1/" + 4i/' + 4i/ = 0;
12.y"'-7i/" + 16y'-12i/ = 0;
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13. у" + 2у' + 2i/ = 0;
14.i/(4)+i0y" + 9i/ = 0;
15.i/W + 8i/" + 16i/ = 0;
16. i/' + 5/ + 6i/ = 3;
17. у" + /= 5;
18. у" -2y' + y-= 4e';
19. у" - 2y' - 3i/ = -4e' + 3;
20. y" + y

= cos д: + cos 2x;
21. y"

-

у
= 2 sin л:

- 4 cos л:.

Ответы:

l.y — sin X +
С1Д:'

+ Cg^ + Coj

2.
X = sin t - 2/,

J/ = --tcos2t + -sin2f- f^sini-2sinf+-f+ -f' +(sinf-20Cj +C2;
4 8 2 3

3.1/ = л:2 + С^л: + C2; 4. i/ = л: +
- (л: + Ci)^ + Cg;
о

5.y== p
^ X-

Gi
+ C2; I/

= e ^
+ C;

6.1/ = ± ^i-(x-Cif + C^;

8. gl^^-Ci')^ =:*:.:+ C2;

9.1/ = Cie2' + CgC-^* + Cgg* + C^e-';
10. у

= C^e^^ + Cgfi' + Cgg-';
11.1/ = (Ci + C2^:)e-2-
12. у = CiC^' + (C2 + CsX)e^", .

13.1/ = e"*(CiCos X + Cgsin x);
14.1/ = C^cos 3x + Cgsin Зл: + Cgcos x + C^sin л:;

15.1/ = (Ci + C2a:)cos 2x + (Cg + C^x) sin 2x;

16. I/ =
- + Cie-2^ + Сгб-з*; 17. i/ = 5л: + Ci + Cge"';

18.1/ = 2д:2е' + (Ci + С2л:)е'; 19. i/ = e' - 1 + С^е^' + Cge-';
л: 1

20. V =
— sin д:

- — cos 2л: + C,cos л: + Cosin л:;J/
2 3

1 2 »

21. у
= -sin л: + 2cos л: + C^e' + Cgfi"*.
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8.3. Системы обыкновенных

дифференциальных уравнений
первого порядка

Определение 1. Системой обыкновенных
дифференциальных уравнений первого порядка называется

совокупность уравнений вида

F^ix; У!*, ...;у„; у[; ...;у;) = О,

F^ix; у^; ..,;у„; у{; ...;Уп) = О»

F^(x; у^; ...;у„; у[; -..ly'J = 0;

где у^; у2', — ', у„
-

искомые функции.

У1 = А(.х; Ух; ...;у„).

Система вида

Уп =fn(.x;yu...;yj
называется нормальной системой дифференциальных

уравнений 1-го порядка. Если Д не зависят явно от х, то

система называется автономной или стационарной.
Определение 2. Любая совокупность функций у^ =

= (Piix); у2,— ФаСл^); —; Уп
" Фп(^)» обращающая в тождества все

уравнения системы, называетсярешекиеж

(частнымрешением) данной системы дифференциальных уравнений.
Определение 3. Совокупность п функций вида

у,.
= ф,(л:; С^; С^, ..•; С„); i = 1; 2; ...; л, называется общим

решением системы дифференциальных уравнений, если

они тождественно удовлетворяют системе уравнений и

при соответствующем выборе констант С^; Cg;...; С„ из них
может быть получено любое (частное) решение исходной
системы.

Определение 4. Задача о нахождении решения
системы дифференциальных уравнений первого порядка,
удовлетворяющего дополнительным (начальным) условиям

yiixo) = У?; УгСхо) = yt;...; у„(Хо) = yJ, где yf; у?;...; уJ
-

произвольные постоянные, называется задачей Кохии.

Системы линейных уравнений

Определение 5. Системы дифференциальных
уравнений вида
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У2
= P2l(x)yi + --- + Р2пМУп +f2(x).

У'п = Рп\ ix)yi + ... + р„„ {х)у^ + f^ (х);
называются линейными. Если f.^x) = О, i = 1, 2, ...» п, то

система называется однородной.
Определение 6. Совокупность п линейно независимых

решений однородной линейной системы называется

фундаментальной системой решений.

У\\'* ^12» •••"уУы

Теорема 1. Если
^21» ^22' '<У2п

— фундаментальная

Уп\* Уп2'> •••'Упп
система решений линейной однородной системы, то общее
решение этой системы имеет вид:

У1 =Cii/ii +С2У21 +... + C„i/„i,

У2 - ^\У\2 + ^2^22 + ••• + ^пУп2*

[Уп = (^\У\п +С2У2П + ••• + С„1/„„;
где Ci;C2;...; С„ - произвольные постоянные.

Теорема 2. Общее решение системы линейных

неоднородных уравнений имеет вид

У1 =У1 +С1У11 +... + С„1/„1,

У2 =У2+(^1У12+- + ^пУп2'

Уп =Уп +С1У1П + —+ С„г/„„;

Уг', У2'> —> Уа
~ частное решение неоднородной системы;

yij
~ фундаментальная система решений однородной

системы; CiiCz', ...; С„ -

произвольные постоянные.

При решении системы линейных однородных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами
наиболее эффективен метод Эйлера, в рамках которого

решение ищется в виде у^
= А^е**; у^

= Agfi**;...; у„
= A„e**,

где k; А^; Ag; ...; А„ -

постоянные, подлежащие
определению. После подстановки данных выражений в исходную

систему
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Уг = «21^1 + «221/2 + ••• + «2яУя»

Уп = "-пхУх + «,12^2 + — + ^ппУп

получаем следующую алгебраическую систему

(ац - ЩА^ + 012^2 + ... + а^п^^ = О,

a2iAi + (а22 - fe)A2 + ... + а2„А„ = О,

a„iAi +а^2^2 +••

Система имеет нетривиальное решение, если

определитель матрицы системы равен нулю

ац
— k а^2 ... й

A(fe) =

1л

^2\ 2л

«лл-^

= 0.

«л1 '*л2 • • •

Полученное уравнение называется

характеристическим, а его корни
-

характеристическими числами.

Рассмотрим различные варианты решения
характеристического уравнения.

1. Все характеристические числа действительны и
различны: к{; к^,...; fe„.

Для каждого корня k^ находим коэффициенты Aj^; А,2;
...; Aj„; а следовательно, получаем следуюш;ее решение:

Уи
= Ai е*^* ; У12

= Дг е*'""; -; Уы
= Д« е*'""; г = l; 2;...; п.

Совокупность найденных функций - фундаментальная
система решений системы:

1/1 =Ci .Аце*»* +С2 -Aaie*^* +... + С„ Кх^
Кх

А„,е*^' +Со A„ie*2Х + ... + С„ Ллб
ft„at

j/л
- ^1 ■'^п1'= "^^^2

2. Все характеристические числа действительны, но

среди них есть кратные.
Пусть корень к имеет кратность р, тогда ему

соответствуют решения вида:

i/i
= Pi(x)e*- 1/2

= -Р2(^)е*'; ...; Уп
= i'„(^)e*^ где P/ix) -

полиномы степени не выше р
- 1. Среди коэффициентов

этих полиномовр являются произвольными, а остальные
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выражаются через них. Полагая последовательно один из

этих произвольных коэффициентов равным 1, а

остальные
- О, получаемр линейно независимых частных

решений, соответствующих данному/^-краткому корню k.
3. Все характеристические числа различны, но среди

них есть комплексные.

Решение проводится по схеме пункта 1, но после того,

как построены комплексные решения, проводится

выделение действительной и мнимой частей. В результате чего

каждая пара комплексно сопряженных корней fe^ 2
= o^ — ib

порождает два действительных решения исходной
системы.

4. Среди характеристических чисел есть комплексные

кратные.
Решение проводится по схеме пункта 2. Каждый раз

госле получения комплексного решения проводится вы-

еление действительной и мнимой частей.

При решении линейных неоднородных уравнений для

юстроения частного решения наиболее часто

используется метод неопределенных коэффициентов (см. 8.2).

Пример 1. Решить систему уравнений:

^{у' = Ъу^Аг, ^{y' = 2y-z,

[z = 4i/ + 52; [z =у ■¥ 2г.

Решение,

а) Характеристическое уравнение данной системы

имеет вид .

^"^ ^
=0;fe2-10fe + 9 = 0,

4 5-fe

откуда получаем Л^ = 1; fe^ = 9.

Рассмотрим случай k = l. Решение системы ищется в

виде

\у = Ае*,

получаем: 4А + 4В = 0; А = -В. Используя произвол в

выборе одной из констант, получимА = 1; Б = -1. То есть

решение системы, соответствующее значению k=l,
имеет вид i/i

= е'; Zy = -е*.

Случай fe = 9 рассматривается аналогично, при этом

получаем у^
= е^'; z^ = e^*.

Общее решение исходной системы:
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б) Характеристическое уравнение системы имеет вид

2-к 1

1 2-fe "^'^^~^^'^^"^'

откуда получаем fe^ 2
= 2 ± i.

Поскольку решение системы ищется в виде

то после подстановки этих выражений в исходную

систему получаем: iA + В = 0; В = -iA.

Пусть А = 1, тогда В = -i и решение системы

следующее:

у = е(2+1)дг ^ g2x^pQgx + isinx),

z = -ie^ '
=e (sinjc-icosx).

Выделяя действительную и мнимую части решений,
получаем

у^
= e^'cos X', Zj

= e^'sin х;

у2 = e^^'sin х; Z2
= -e^*cos х,

после чего общее решение системы приобретает окон

чательный вид:

.2х
у = е (Cj cos Х + С2 sin л;).

z - е (Cj sin x-C^ cos л;);
Cj, Cg

- const.

Ответ: a) ■

9*

2 = -Cie''+C2e^*;
где CyyC^- const;

Лх,
у
= e (Cj cos X + C2 sin x),

6) 1 2д:/г, .
/n Ч Ci.Cg-const.

[г = e (Ci sm a: - Cg cos л;);
^ ^

Пример 2. Решить систему:

Решение.

\у' = 4y-z,
\z' = у + 2г.

Характеристическое уравнение

двукратный корень k = 3.

4-k -1

1 2-k
= О имеет
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В этом случае решение исходной системы ищется в

виде

у = (AiX + А2)е^',
Z = (В^х + В2)е^'';

где Aj, Ag, Bj, Bg
~

коэффициенты, подлежащие
определению.

После подстановки выражений для у тл z в исходную
систему получаем

U-Ai ■¥Bi)x + Ai - А2 + В^ = О,

[(-Ai + Bi)a: + Б2 + Bi - А2 = 0;
что равносильно следующей алгебраической системе

уравнений.

- Ai+Bi = О,
{Щ=А„Ai - А2 + В2 = О,

- Ai + Bi = О,
^

[В2 +Bi-A2= 0;
В качестве двух линейно независимых решений этой

системы выберем следующие:

^2 ~ "^2 "^1»

Aj; А2 е R.

и

Ai=l,

А2=0,

Bj = 1,

В2 = -1;

Получены два линейно независимых решения
исходной системы дифференциальных уравнений:

г/j
= хе^'; z^ = {x - 1)6^* и i/g

= б^**» ^2 ~ ^^*'
Таким образом, общее решение исходной системы

имеет вид:

Ai=0,

^2=1,

Bi =0,

В2=1.

Зх
y = {CiX + C2)e''',

^Зх.

Ответ:

z = iCi(x-l) + C2)e'''; Ci,C2-const.

y = {CiX + C2)e^\
z = (C,(jc-l) + C2)e^*; Ci,C2-const.

Пример 3. Решить систему дифференциальных уравнений:
■

у = -5у + 2z + е',

z =y-6z + e~^'.
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1) Рассмотрим однородную систему:

Решение.

Данная система является неоднородной, поэтому ее

решение будет построено как сумма частного решения

неоднородной системы и общего решения однородной
системы уравнений.

\у' = -Ъу + 22,

\z' = у
- б2.

Характеристическое уравнение имеет вид:

-Ъ-k 2
^ k^+llk+28 = 0,

1 -6-k
а его корни соответственно равны k^ = -4; ^jg = ~'^'
Если fe = -4, то решение системы ищется в виде

У = Ае-'^

После подстановки этих выражений в систему получаем:
А = 2В.

Пусть Б = 1, тогда А = 2, тогда решение исходной

системы, соответствующее случаю к = -4, имеет вид:

i/i
= 2е-^'; 2i = е-^'.

Случай k = -7 исследуется аналогично и приводит к

следующему решению:

У2
= е-^'; 22 = -е-^'.

Окончательно получаем общее решение однородной
системы уравнений:

г/о = 2С^е-^- + С^е-^',
Zq = С^е-^" - Cg^-^'; Ci, Cg - const.

2) Частное решение неоднородной системы найдем
методом неопределенных коэффициентов:

у = Ае"" + Ве'^'^у

Z
- Се" + De"^"";

А, В,С,В- коэффициенты, подлежащие определению.

После подстановки у к z исходная система

приобретает вид:

Ае^ - 2Бе-2^ = -5Ае^ - бБе-^^ + 2Се' + 206-^"" + е^,
.-2 г2х -2х ,-2х.Се^ - 2De-^' = Ае^ + Бе"^^ - бСс^ - бВе-^"" + е

7
„

1
^

1
^

3
откуда получаем А=— ;Б=-;С=—;-D=—,

40 5 40 10
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или

у = —е + — е

Z = — е н е

40 5

40 10

3) Общее решение неоднородной системы:

^
40 5

^ ^

z= —е"" + —е"^* +С,е'''''-С<,е"'^''; гдеС,,С^ -const.-
40 10

^ ^ ^ ^

О/тгее/тг;

2 = _^е^+—е-^^+С^е-^^-Сзб"^^; Ci.Cg-const.

40

40 10

Задания для самостоятельного решения

1. \

3.

5.

г/' = Зг/ - Z + ш,

г' = -I/ + 5z - ш,

w' = у -Z + Зш.

[r/' = z-7r/,

[2' = -2г/ - 52.

Гг/' = -2 + cos л:.

у = z + Wf

2. \z' = у + Z- W,

W' = Z + W.

y' = y-2z-w,
4. ■ 2' = -I/ + 2 + ш,

ш' = г/
- ш.

[2' = Зг/ - 42 + 4 cos л; - sin х.

Ответы:

1. Z = Сзб^'' + 2036^"^,
,2а: За:

w = -Cie^'' +С2е''''-Сзе
,6д:
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2.

3.
y = (Cj cos л; + Cg sin x)e~^^,
z = ((Cj + Сз) cos ДС + (Cg - Ci) sin A:)e"^''.

5.
г/ = Cj^e'^ + Cge

-3x

-3x
2 = С^е""" + ЪС^е' + cos л;.



9. РЯДЫ

9.1. Числовые ряды

Определение 1. Числовым рядом называется

выражение Uj + Ug + Ug + ... + Un + ...» где числа Uj, Ug, •.., «„, ...»

называемые членамиряда, образуют числовую
последовательность и„

= f(n); пе N.

Определение 2. Частичной суммой ряда (1) называет-

п

СЯ число S„ = Uj + U2 + ... + и„= /^Ufe .

Частичные суммы образуют последовательность 8^ = ^;
п

Sg = Ml + Ug; Sg = Uj + Ug + Ug;...; S^, = ^ "* ; ...

Определение 3. Если существует предел
последовательности частичных сумм ряда, то ряд называется

сходящимся, а этот предел называется суммой ряда. При этом, если

оо

lim 5д
= «S, то используют обозначение ^ и„ = S. Если же

Л=1

предел последовательности частичных сумм ряда не

существует, то ряд называется расходящимся.
Ряд a + aq + aq^^-... + д^"

'

Ч-... (| ^ | < 1),
составленный из членов бесконечно убывающей
геометрической прогрессии, является сходящимся, и его сумма

а

равна S
=

т^ .

Ряд 1 + — + — + ... + 1-..., называемый гармоничес-
2 3 п

ним, расходится.

Основные теоремы о сходящихся числовых рядах

Теорема 1. Если сходится ряд

Uj + Ug + Ug + ... + и„+ ...,

то сходится и ряд

получаемый из данного ряда отбрасыванием п первых
членов; наоборот, из сходимости п-го остатка ряда г„
вытекает сходимость данного ряда.
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Теорема 2. Если сходится ряд

Uj 4- Mg + "з + ... + И„ + ...
,

и суммой его является число S, то сходится и ряд

aui + aug + aug + ... + ам„ + ...,

причем сумма последнего ряда равна aS.

Теорема 3. Если сходятся ряды

Ui 4- Ug + Ug + ... + Ы„ + ...,

Uj + Ug + Ug + ... + y„ + ...»

имеющие соответственно суммы S и a, то сходится и ряд

{щ + Ui) + (Ug + Ug) + ... + (м„ + v„) + ...,

причем сумма последнего равна S + а.

Теорема 4. Если ряд

Ul + Ug + Ug + ... + U„ + ...

сходится, то lim u„
= О, т. е. при п —> оо предел общего

члена сходящегося ряда равен нулю (необходимый
признак сходимости ряда).

Теорема 5. Если lim и^ФО, то ряд расходится.

Признаки сходимости рядов

Первый признак сравнения

Пусть даны два ряда с положительными членами:

Uj + Ug + Ug + ... + u„ + ... (1)
Uj +Ug+Ug+... + u„+..., (2)

причем каждый член ряда (1) не превосходит
соответствующего члена ряда (2), т. е.

и„<и„(/г = 1,2,3, ...)
Тогда, если сходится ряд (2), то сходится и ряд (1); если

расходится ряд (1), то расходится и ряд (2).

Второй признак сравнения

Если существует конечный, отличный от нуля, предел

lim —^^ =А> О, то оба ряда Vu„ и \'i>^ одновременно
"~*°° ^'^ п=1 л=1

сходятся И одновременно расходятся.

Признак Коши

Если для ряда
Uj + Ug + ... + u„ + ..., и^> О, пе N

существует lim !j/u„ = k, то этот ряд сходится при А < 1 и

расходится при k> 1.
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Признак Даламбера
Если для ряда

Uy + U2 + ... + u„ + ..,, и„> О, пе N

существует Иш "'^^
= D, то этот ряд сходится при D <1

И расходится при D > 1.

Интегральный признак

Если f{x) при л: > 1 -

непрерывная, положительная и

оо

монотонно убывающая функция, то ряд ^и„ , где

и„
= /(/г), п е N сходится или расходится в зависимости

оо

от того, сходится или расходится рнтеграл f{x) dx.

1

Рассмотрим теперь ряды, члены которых имеют

разные знаки.

Определение 4. Знакочередующимся рядом
называется ряд вида

Uj
-

Ug + Ug
-

1^4 + ...,

где и^> О, пе N.

Признак сходимости знакочередующегося ряда
(признак Лейбница)

Знакочередующийся ряд сходится, если абсолютные
величины его членов монотонно убывают, а общий член

стремится к нулю, т. е. если выполняются следующие два

условия:

1) Ui > Ug > Ug > ...

2) lim u„ = 0.
л-)"»

Сумма знакочередующегося ряда меньше первого
члена ряда, т. е. S < Uj.

Определение 5. Знакопеременные ряды — это ряды с

произвольным чередованием знаков его членов.

Теорема 6. Знакопеременный ряд
Ui 4- Ug + ••• + "п "•" •"

сходится, если сходится ряд

I Ui I + I Ug I + - + I "„ I + -

составленный из абсолютных величин членов данного

ряда.
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оо

Определение 6. Сходящийся ряд ^ и„ называется аб-

п=Х

оо

солютно сходящимся, если ряд, 5у|"л| сходится, и услов-

л=1
■

оо

но сходящимся, если ряр, /^lu^l расходится.

п=1

Если ряд 2ii "я абсолютно сходится, то ряд, получен-

ный после любой перестановки бесконечного множества
его членов, абсолютно сходится и имеет ту же сумму, что

и первоначальный ряд.
оо

Если ряд V и„ условно сходится, то при перестановке

бесконечного множества его членов сумма ряда может
измениться. В частности, при соответствующей
перестановке членов условно сходящегося ряда его можно

превратить в расходящийся ряд.

Пример 1. Проверить, выполняется ли необходимый
признак сходимости для ряда

2п-1 _ ^ Зп

^ Зп + 2
' ^ дЗл=1 я=1 "" ^

а) . . ...

4
/•■ — А

Решение.
Найдем предел общрго члена ряда при /г -4 <»:

2-i
а) Иш = Иш ^- = - 9t 0. Необходимый при-

0 Н
п

знак для данного ряда не выполняется. Поэтому данный
ряд.расходится.

б) Иш — = lim —2--- = 0.

1 +
-у
/г

Для данного ряда необходимый признак сходимости
выполняется. Поскольку признак сходимости необходи-
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мый, но не достаточный, то ряд может быть сходящимся
или расходящимся, что молено установить после

дополнительного исследования.

Ответ: а) необходимый признак сходимости не

выполняется; б) необходимый признак сходимости
выполняется.

°°

1

Пример 2. Дан ряд 2.1 ~р • Написать три первых члена

ряда.

Решение.

1 1
Если /г = 1, то U,

= — = J; если тг = 2, то и,
= — ; если

1^ 2^

л = 3, то Uo = — : .... Ряд можно записать в виде

3"
со

^

л=1

111 1
= 1+ + + +.,. + + ....

Ответ: и, = 1, м,
= —

, и,
= —

.

ОР ОР

Пример 3. Найти сумму ряда

111 1
+ + + ... + •

1-2 2-3 3-4 п(п + 1)
Решение.

и„
= =

. Поэтому
п(п + 1) п п + 1

1*1 j_
— —

J **'2
—"""—

> Uo
'

-- > •"•

1 ^11 ^ ij.
2

'
2 3' 34

Следовательно,

111
S = + + + ...+

1-2 2-3 34 n (n + l)

11111 J 1
— X "Г г "т ••• т

'*

2 2 3 3 4 п п+1
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,11111 1 1

2 2 3 3 4 п п + 1

=

1- Так как

/

п + 1

1, то ряд сходится и его суммаlim S„
= lim ±

Л_>оо Л->оо| 71 + 1

S = l.

Пример 4. Исследовать с помощью интегрального призна-

ка сходимость ряда V— , р > 0.

Решение.

1
Заменяем в выражении общего члена ряда и„

=

д'

аргумент п непрерывной переменной х, xg [1, + «>).

Функция f{x) = —-

, р > О является на промежутке [1, + оо)
х^

непрерывной, монотонно убывающей, положительной.

Находим несобственный интеграл j —- ,рф\.
•' хР
1
^

1 dx "
d

"

J ~~j = lim j — = lim j x
1 ^x J

= lim
b->-t-o<

r^-p.l^

-p + i

= lim

^ dx =

1b'-"

1-p 1-p

+ 00, При 0 < p < 1,

1

p-1
, при p > 1.

Исследуем отдельно случай, когда p
= 1.

— = lim 1 — = lim (inld) = lim In 6 = +00.

^ 1

Отсюда заключаем, что ряд У^— сходится при р > 1

и расходится при О < р
< 1.

п=1
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Е1 [сходится при р > 1,

J
п'' [расходится при р < 1.

Пример 5. Исследовать по признаку сравнения
сходимость ряда

111 1
• + S- + Т + --.+

1-2 2-2^ 3-2^ n■2'^ ^^п2''
Решение.

1 1
Очевидно, и„

=

-—;;:
<—

=и^,пЕ N.

Е1Г;Г есть геометрическая прогрессия, знамена-

1
°°

тель которой g
= — < 1. Так как ряд V и„ сходится,

°°

1
U. < и„, тг е iV, то сходится и данный ряд > .

п=1

Ответ: сходится.

Пример 6. Исследовать по второму признаку сравнения

ряд

11 1
°°

1

3 5 2л ^

П= 1

Решение.

Сравним данный ряд с гармоническим рядом

^1 _1 L_
л=1

Находим lim —^ = lim
6—>-Н>о и ft—)+оо

f 1 Г)
2n-l /г

lim
b-^+~ 2п-1

,.11
= hm = - 9t 0.

Гармонический ряд расходится, значит, и данный ряд
расходится.

Ответ: ряд расходится.
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Пример 7. Исследовать на сходимость ряд V .

Решение.

и„ = > =

v„. Ряд > = > —
-

гармо-"

1п(п + 1) л + 1
"

^д+ 1 ^п^ ' л=1 п=2

нический, он расходится. Значит, данный ряд
расходится по первому признаку сравнения.

Ответ: ряд расходится.

Пример 8. Исследовать сходимость ряда

2 111 1
,

— + — + — + — + — +...
3 3 6 12 24

и найти его сумму в случае сходимости.

Решение.

Данный ряд
- бесконечно убывающая геометрическая

1
прогрессия со знаменателем q

—
—

ш первым членом

2 1
&1 = —. Этот ряд сходится, так как q=

— < 1, и его сумма
о 2

_2
Ьл Q 4

равна S = —^ = —-— = —
.

1-9 1-1 3

2

4
Ответ: ряд сходится, S =

—.

о

Исследовать сходимость рядов по признаку Даламбера.

°° 5

Пример 9. Х^ЗГ-

п

Зная и„
= ~, найдем следующий за ним член ряда

Zt

(п +1)^
"л +1

'^
'

„п+1— • Затем находим предел отношения после-
Zt

дующего члена и„ ^ j ряда к предыдущему и„ при п—»оо.
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D = hm -^ii^ = hm ^^ -^—-— = - lim
П-»оо М^ Л-»оо 2"^ • П 2 Л-»~

^га + 1'

Г

=
— lim
2 Л->°с

п
5

1 +

Отвёт: ряд сходится
V '^У

= — < 1. Данный ряд сходится.

Примерю. Хт^"-
Решение.

_
ji!^

_

(га +1)!

г "fi+1 ,. (п + 1}15'* .. п + 1

Далее, D = li^ -^- = lim ———- = lim -—-

Ряд расходится.
Ответ: ряд расходится.

О"

q2nt-l

Пример 11. 2^93«-1 •

Решение.

Применим признак Даламбера.
о2л+1 о2(л+1)+1 о2л+3

Зл+2

,. "«+1 ,.
з2"^^-2^"-^ 3^ 9 9

D = lim —^^ii- = lim ——-—-—- = —-=—;D= — >1.
«-»=o и„ fi-»=o23«+2.32«fi 2^ 8 8

Ряд расходится.
Ответ: ряд расходится.

Пример 12. Исследовать сходимость ряда

V^ 1 11 1

Решение.

Данный ряд ^j
_

чит, ряд расходится.
Ответ: ряд расходится.

V
1 1

/^ —, р > О, у которого р =
— < 1. Зна-
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Пример 13. Исследовать сходимость
знакочередующегося ряда

+00 / 1 \ П - 1

Е(-1) 111 1

Решение.

Члены данного ряда монотонно убывают по

абсолютной величине, стремясь к нулю:

111
,.

1
1> ->_>— >... и lim = 0.

3 5 7 «-»оо 2/1-1

Поэтому, согласно признаку Лейбница, данный ряд
сходится и сумма ряда меньше первого члена ряда, т. е.

S'<1.

Пример 14. Исследовать сходимость знакочередующихся
рядов.

^ sin па

а) 2j 9«
•

Решение.

Вместо данного ряда возьмем ряд, составленный из

^ |sin да|
абсолютных величин членов данного ряда 2j ^л • Это

—

ряд с положительными членами, сравним его по первому

Е1 |sin naj 1
признаку сравнения с рядом Zj о" »"л

~

п— -~1^ ^^п"
л=о 2 2

+00
^

Ряд Zj~1^
~

геометрическая прогрессия со знаменате-

1
лем g

= — < 1, он сходится. По признаку сравнения дан-

ный ряд абсолютно сходится.
Ответ: ряд абсолютно сходится.

Y (-1)"^^п ^1 2 3 4

Решение.

Применим признак Лейбница. Так как
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2 3 4

11 1 1
^

то — > > > > ....

2 2.1 3.1 4.1
2 3 4

Следовательно, выполнено первое условие признака
Лейбница. Найдем предел общего члена ряда.

lim u„ = lim — = lim = О, т. е. второе усло-

п

вие выполнено. Ряд сходится.

Проверим данный ряд на абсолютную сходимость.

Рассмотри*! ряд

^^п'^+1 " п^+1 п^ п

Ряд 2^~1 - гармонический, расходится. Значит, ряд

оо

^
•

п

2.J 2 7

•

п

по признаку сравнения тоже расходится.

Ответ: данный ряд сходится условно.

Замечание. Для приближенного вычисления суммы

сходящегося ряда в качестве суммы ряда берут его п-ю

частичную сумму:
S и 5д = Uj + Ug + ... + u„, отбрасывается остаток ряда

''л
^

"л + 1
+ "л + 2

+ "л + з
— • Если данный ряд сходится, то

ряд г„ тоже сходится, причем ошибка метода вычисления

суммы знакочередующегося ряда меньше абсолютной
величины первого отброшенного члена ряда, т. е. г„ < | и„ +11.

Пример 15. Проверить, что знакочередующийся ряд

у (-1)"
Zj 3 -i сходится, и вычислить приближенное

значение его суммы с точностью до 0,01.
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Решение.

Проверяем сходимость ряда по признаку Лейбница:
убеждаемся, что его члены убывают по абсолютному

значению и что lim I u„ I = lim = 0. Ряд сходится.

Далее, вычисляем несколько последовательных

первых членов данного ряда, пока не получим такой член

ряда, абсолютное значение которого меньше 0,01:

Следовательно, для вычисления суммы данного ряда с

точностью до 0,01 достаточно взять сумму четырех его

первых членов:

у (-1)" 111 1
_,

Ответ: ряд сходится, S « -0,41.

Пример 16. Исследовать по признаку Коши

положительный ряд X.

Здесь удобно применить признак

If
Коши, поскольку ф1^ =—

\

1+-
к

, с = lim - 1 + -
1

.

_ »

1
так как С = — < 1, то ряд сходится.

Ответ: ряд сходится.

Задания для самостоятельного решения

1. Написать простейшую формулу п-го члена ряда по

указанным членам:

111 1111
^>^-^ 1^9^11 ■^•••' ^>т^6^8-^-'

3 4 5 6 ,^234



Практикум по высшей математике 606

В следующих задачах для каждого ряда:
1) найти сумму п первых членов ряда (SJ,
2) доказать сходимость ряда, пользуясь

непосредственно определением сходимости и

3) найти сумму ряда (S).

11 1
2 + + ... + +'^'

1-3 3-5 (2п-1)(2д + 1)
^••••

1 1 1
''•

1-4 4-7 (Зп-2).(Зл + 1)
^"••

11 1

^'1-4 2-5 п(п + 3)
^•"•

В следующих задачах написать 4-5 первых членов

ряда по известному общему члену и„:

Зл - 2 (-1)" -п 2 + (-1)"
" д2+1 "

2"
" п^

Исследовать сходимость рядов, применяя признаки

сравнения (или необходимый признак):
8. 1 -1 + 1-1 + ... +(-1)«-1 + ....

2 3^ п+1

3 5 7 2п + 1

.«111 1
10. - + - + - + ... + —- + ....

2 4 6 2п

1_ J_ J^ 1

2^ 5^ 8^ (Зл-1)2
С помощью признака Даламбера исследовать

сходимость рядов:

1 3 _5_ 2п-1

v^ 2л -1 ^3
1^-Л^;г-- ^^•„t^2«(2« + i)-

^ л ^ 4л - 3
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С помощью признака
рядов:

Коши исследовать сходимости

\2n-l

+ 00

19.
(2п + 1

Зп + 1

Исследовать сходимость следующих знакопеременных
рядов. В случае сходимости исследовать на абсолютную и

условную сходимость.

+00

(-1)

^^Ч^ 2п-1

23. 2j
л=1

22.1
(-1)

л-1

П

п=1

24. S(-l>
Л=1

л+1

п 2"
'

1 11 . 1 ± 1 1 1

4 «? =—! + — +
^•^« 3^ 2 3 п + 1 п + 2 п + 3

\

,S =
18Z й л + 1 n + z n-toj- 18'

8. расходится; 9. расходится; 10. расходится; 11. схо-

дится;.12, сходится; 13. сходится; 14. расходится; 15.

сходится; 16. сходится; 17. сходится; 18. сходится; 19.

сходится; 20. сходится; 21. сходится условно; 22. сходится

условно; 23. сходится абсолютно; 24. сходится абсолютно.
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9.2. Функциональные, степенные ряды

Определение 1. Ряд \^и^(х) = u^ix) + u^ix) + щ{х) + ...,

/г = 1

члены которого являются функциями от переменной х,
называется функциональным.

При различных значениях х из функционального ряда
получаются различные числовые ряды, которые могут
быть сходящимися или расходящимися.

Определение 2. Множество значений х, при которых

функциональный ряд сходится, называется его областью
сходимости.

Из всех функциональных рядов простейшими и

наиболее употребительными являются степенные ряды вида

или более общего вида
оо

^a„(jc - Xq)" =

«о + «i(^ - ^о) + «яС^ - ХоУ + ...

+ а^(х - х„Г + ... (*).

Теорема Абеля. 1) Если степенной ряд (*) сходится при
X ==

Хд (Хд * 0), то он сходится, и притом абсолютно, для
всех X, удовлетворяющих условию \х\ < \х^\; 2) если ряд
расходится при х = х^, то он расходится для всех х,

удовлетворяющих условию |д:| > |л;^(.
Определение 3. Радиусом сходимости степенного ряда

(*) называется число R такое, что для всех х, \х\ < R,
степенной ряд сходится, а для всех х, \х\ > R, расходится.
Интервал (-R, R) называется интервалом сходимости
степенного ряда (*). Число R называется радиусом
сходимости степенного ряда. В точках х =-R, х = R ряд может

сходиться в обеих точках, или только в одной из них, или

ни в одной. При этом ряд может сходиться в этих точках

как абсолютно, так и условно.

Для нахождения области сходимости ряда (*) сначала

находят интервал сходимости (-R, R) ряда, составленного

из абсолютных величин членов данного ряда, например, по

признаку Даламбера. Затем значения х = ±R подставляют
в исходный ряд и исследуют сходимость числовых рядов

посредством других признаков сходимости.
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Ряды Тейлора и Маклорена

Формула Маклорена

К--^/'*чех),о<в<1.
Формула Тейлора

■i-^-^^ix-x,y-^R„,
^(n+l)(c)

JJ„ = — rrr (л: - XqY^^, где с - некоторое число между

X и X°

с = Xq + Q(x - Хо), О < е < 1.

Если lim R^ = О, то справедливы следующие разложе-

ния данной функции в ряд Тейлора

fix) = fix,) + i^(x - Хо) +... + ^^"^^,''»^ (X - х,Г + ...

1! ш

Это ряд Тейлора; если лго
= О, то получаем при lim Д„ = О

разложение функции в ряд Маклорена
л-»«»

f'(0) f^'^HO)
fix)'fiO)+^x + ... + l—}J-x" + ...

1! nl

Разложения в ряды Маклорена
элементарных функций

X х^ х^ л:"
ех = 14- — + —- + -— + ... + —-+...,-«>< л: <+оо;

II 21 31 п1

X Х^ Х^ х'^ ^-l)'^-^ X^'^-^
sin jc = "Ь ~ + ... + + ....^^^^

II 3! 51 71 (2п-1)1
^ '

—оо < X < +оо;

Д.2 Д.4 Д.6 (-1)"-1а:^"
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—оо < д: < +00.

Эти ряды сходятся к соответствующим функциям при
всех значениях ХЕ R.

т т(т -1) ,

(1 + jc)" = 1 + —^ + ~ х" + ...

- биномиальный

ряд; он сходится к биному (1 + л;)" при |л:| < 1;

х^ х^ х^
1п(1 + х) = X — + — — + .... Этот ряд сходится к

1п(1 + х) при -1 < л; < 1;

х^ х^ х^
arctg х = X + + ... сходится к arctg х при

3 5 7
Ы<1.

Пример 1. Определить интервал сходимости ряда и

исследовать сходимость его на концах интервала:

у
^"-^

_^ j^ ^
;f^3'-i.n -^"^

3-2 ■'з^.з'^ 3^.4
'^ ""

Регаение.

Так как степенной ряд по теореме Абеля сходится
абсолютно в интервале сходимости, то рассмотрим ряд,
составленный из абсолютных величин членов данного ряда

оо I in-l

оп-1 . Это ряд положительный, поэтому мы можем
ЗЛ-1 _

для его исследования применить признак Даламбера.

\х\ Щ
"'•^^'г;^'""^^^з''.(п+1)-

и„^1 И" -3""^ -п \x\-n
Далее, -^^^ - —^ -^

"п 3''-(п + 1)-Н''"' 3(п + 1)'

lim = Lt < 1.lUnlb^Jium^^J'^- 1 1^

л-»оо u^ 3 n-»"» Д +1 3 л-»"» - 1 3

n

Получили интервал сходимости данного ряда

\х\ < 3, -3 < л: < 3.
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Исследуем сходимость данного ряда на концах

интервала.

X = -3 подставим в данный ряд, получим

^ (-!)"-* . 3"-^ v^ (-1)"-^^ ^у к-^)

Зл-1 ^^^ Л=1

Полученный знакочередующийся ряд

.
111

1-- + ---+...
2 3 4

сходится по признаку Лейбница.

Действительно, 1) 1 ^ "^^
-*^ X > Т ^ •••

Первое условие признака Лейбница выполняется.

2) Иш —
= о, второе условие признака Лейбница вы-

л—»'» П

полняется.

д: = 3 подставим и исходный ряд, получим

,л-1

у _±__=у1
ort-i

~

Zj и

~ ЭТО гармонический ряд, он расхо-

дится. Следовательно, областью сходимости данного ряда
является промежуток [-3; 3).

Ответ: [-3; 3) или -3 < д: < 3.

Пример 2. Определить область сходимости степенного

{-хГ
ол-1ряда Zj ол-1 г .

„^1 о • л/л

Feiuenue,

Так как степенной ряд по теореме Абеля сходится
абсолютно в интервале сходимости, то рассмотрим ряд,
составленный из абсолютных величин членов данного ряда

„ I |Л

/Lt ол-1л=13'-».л/^-
Этот ряд положительный, поэтому мы можем для его

исследования применить признак Даламбера.
I |Л I |Л + 1

In \Л
"„ = ^„-1 Г- » "„+1

=

з'-^л/^' ""^ 3"V^Ti
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Далее, D = Ит
л-><«>

и
л+1

"л

= lim
л-><» 3''.л/я+Т.|л:|"

3 n->-Vn + l 3 ^^•

Получим интервал сходимости данного степенного

ряда |л:| < 3, -3 < д: < 3.

Исследуем сходимость данного ряда на концах
интервала.

При ас = -3 получим числовой ряд с положительными

v-^ 3
°°

1 1
членами V -=, или sV —== • Этот ряд при /?=

— <!

t:i yin ^^ ^^n ^

расходится.

При д: = 3 получим числовой знакочередующийся ряд

2_j (~-^) ~Т=, который сходится по признаку Лейбница.
л=1 <П

(Члены этого ряда монотонно убывают по абсолютному
значению, стремясь к нулю.) Следовательно, областью
сходимости данного степенного ряда является

полуоткрытый интервал -3 < jc < 3.
Ответ: (-3; 3].

Пример 3. Используя ряды Маклорена для функций в*,
1п(1 + д:), найти разложения в ряд по степеням х д,ля

следующих функций: а) хе', б) 1п(1 + Зл; + 2х^).
Решение.

а) хе' = д:

f 2 п ^'
X х^ х^ '

1 + —+— + ... +— + ...

.
II 21 п\

х^ х^ х"*^
= X-\ +— + ... + + ... при-оэ < л; <+оо.

1! 2! п!

б) Преобразуем данную функцию:
1п(1 + Зд; + 2д;2) = 1п[(1 + х){1 + 2х)] = 1п(1 + л;) +

+ 1п(1 + 2д:).
Запишем ряды Маклорена для полученных слагаемых

функций:
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ln(l + л:) 2(-i)'
,-1 X-

n>=l
Л ,-Kx^l;

+ ln(l + 2x)

л ^n

Л-1 2 д;

л=1
n

1 ^1
_ <jc< _

2 2

Складывая эти ряды почленно, имеем

1п(1+3;с + 2х^)=£(-1)''"^(1 + 2'')
п=>1

л
, -X <л:^

Л+-1

Ответ: 1) ;^-,д:еЛ;

2)

оо

л=0

g(_l)'-i(l + 2'')
л=1

п

^1 1

2'2

Пример 4. Вычислить с точностью до 0,0001 In 1,1.

Решение.

Возьмем ряд для функции 1п(1 + х):

1п(1 + д:) = д:-^ + ^-... + (-l)"-! ?С. + ...,

который сходится к 1п(1 + л:) в интервале (-1; 1]. Пусть
л: = 0,1, тогда получим ряд для вычисления In 1,1 с

любой точностью:

\3

ln(l+o,l)=»lnl,l=o,l-l^^.^«'l>^ (ОД)"
2 3 4

■^-

Абсолютное значение четвертого члена меньше 0,0001.
В качестве суммы числового ряда Лейбница возьмем

сумму первых трех слагаемых.

Тогда по признаку Лейбница остаток ряда меньше

абсолютной величины первого отбрасываемого члена ряда,

т. е. г. < (0,1)

, . . « . 0»01 0,001 ^ „„^„

Итак, In 1,1» 0,1- -^ + -i—«0,0953.

Ответ: In 1,1« 0,0953.
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Пример 5. Разложить In л: в ряд по степеням (д: - 1).

Решение.

В разложении

, ,. ч
х^ х^ х^

1п(1 + л:)-д:- Y'^Y'T +-<-1<*^1)

заменим л: на л: - 1, получим

, ,. ix-lf (x-lf (x-l)^ ,In л: = (х - 1) - ^^—т-^ + -—г-^ -

■
+ ...

(О < д; < 2).
оо

От^ет: 1пх = 2j

2 3

(-l)'^-\x-l)'^

л=1
п

, 0<л:<2.

X

f sin X
Пример 6. Вычислить интеграл dx с точностью до

J X
0,5

0,001.
Решение.

^ .
х^ х^

Так как sin д: = д: + .... то, деля почленно обе
3! 5!

части этого равенства на л:, получим разложение

sin л:
,

х^ х'
=1 + ...

д: 3! 5!
Интегрируя обе части последнего равенства, получаем
1

fsin£ и 3

5!

0,5 3 • 3!

1

0,5 5 • 51

3-3! 3-31-2^

1

0,5

dx

)

\-
2̂

+

/

л

5-51 5-51-2^

Полученный ряд можно рассматривать как разность
двух знакочередующихся сходящихся рядов,
удовлетворяющих условиям признака Лейбница:

1-
1 1

+
3-3! 5-5! 7-71

+ .. (*)
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и

2 3-3I-2^ 5-5I-2^ 7-7I-2^
1

+ .. (**).

Поэтому f dx
J X
0,5

1-^+^
3-3! 55! 7.71

1

+ ...

+ ...

2 3-3I-2^ 5-5I-2^ 7.71-2^
Ho так как в знакочередующемся ряде, сходящемуся

по признаку Лейбница, погрешность не превосходит
модуля первого из отброшенных членов и так как

< 0,0005 [для ряда (*)],7-7!

1

551.2^
< 0,0005 [для ряда (**)],

■smjc
,

то I ах я 1—L-. 1

3-3! 5-5! 2 3.31-2^
«0,4530.

0,5

1
.

f Sin л;

Итак, dx = 0,453 с точностью до 0,001, по-
J X
0,5

скольку при вычитании приближенных чисел

абсолютные погрешности складываются.
1

Ответ: J
зшдс

dx = 0,453 с точностью до 0,001.
0,5

Задания для самостоятельного решения

1. Определить интервал сходимости ряда и найти его

сумму 1 + д: + д:^ + ... + д:" + ....

2. Найти область сходимости степенного ряда

2д: (2д:)^
^
(2xf {2х)*

^
12 3 4

3. Разложить в степенной ряд функцию е'
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.-X»4. Вычислить определенный интеграл J е"* dx с точ-

0

ностью до 0,001.
Определить область сходимости ряда и найти его сумму.
5. 1 + 2л: + Зд;2 + 4jc» + ... + (п + 1)л:" + ...

= 8(х).
Указание. Для нахо^кдения суммы S найти сначала

X

(S(x)dx.
о

6. дс
-
—- + — Z- +... + ^^—-—: +... - S(x).
3 5 7 2/1-1

dS
Указание. Найти сначала -;— .

dx
Разложить указанные функции в степенные ряды по

степеням д::

У |1п(ЬИ^^^ 8. Jcos^rff.
о о

9. Разложить функцию у *» In х в ряд Тейлора в

окрестности точки л: = 1 (при Xq—1).

10. Разложить функцию
—

в ряд Тейлора в

окрестности Xq
= 3.

В следующих задачах, пользуясь формулами
разложения в ряд Маклорена функций е', sin д:, cos х, вычислить

указанные выражения.
11. е^ с точностью до 0,001.

12. yfe с точностью до 0,001.
13. sin 1' с точностью до 0,0001.
14. cos 10' с точностью до 0,0001.

Ответы:

1.-1<д:<1, S= ;2.-- <х<-;
1-х 2 2

1.

3. е-*' = ^tMllJL^x G R; 4. J е"*' dx = 0,321;
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5. при \х\ < 1; 6. arctg х при \х\ й 1;

кИ+1 ■*
. а \? г ■1\п

*

7.5:(-1)""^:8.5^(-1)"^1 2л- ,^-
'

(2п)1(4„ + 1)

1 JC-3 (JC-3)2 , ,чя+1(л-ЗГ-*

11. 7,389; 12.1,649; 13. 0,0175; 14. 0,9848.

9.3. Ряды Фурье

Определение 1. Функциональный ряд вида

-^ + 7 fl« cos + b„ sm ==,

"" -^ +Hi COS— + &1 sin— + «2 cos^
+ &2 SI»-J

flg COS—- + 63 sm-— + ..., (*)

где I > 0, «0, a„, b„ (n 6 JV) - постоянные числа, называет'

ел тригонометрическим рядом.
Все члены тригонометрического ряда

-

синусы и коси-

"КХ
нусы углов, кратных —, и их сумма S(x), если она суще-

ствует, являются периодическими фзгнкциями от jc с

периодом 21; Six) = S(x + 21).
Рядом Фурье для функции f(x) на отрезке [-1,1]

называется тригонометрический ряд вида (*), если его

коэффициенты а„ и 6„ вычислены по формулам Фуръе:
,

I
If... ппх

,
_

а„
•=

7 /Wcos——- djc, п = О, п G JNT,
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&„ = - f(x) sin dx, пе N.

-I

Достаточные условия разложимости
функции в ряд Фурье

Теорема Дирихле. Если на отрезке [-1; 1] функция f(x)
имеет конечное число точек разрыва первого рода (или
непрерывна) и конечное число точек экстремума (или не

имеет их вовсе), то ее ряд Фурье сходится, т.е. имеет

сумму S(x), во всех точках этого отрезка.

При этом:

1) в точках непрерывности функции f{x) он сходится

к самой функции, S(x) = f(x);
2) в каждой точке разрыва д:^ функции

-

к полусумме
односторонних пределов функции слева и справа,

lim f(x) + lim f(x)

3) В обеих граничных точках отрезка [-/, 1]- к

полусумме односторонних пределов функции при стремлении
д: к этим точкам изнутри отрезка.

S(x,) = -

S(-l) = SH) = I lim fix) + lim fix)
- -/+0 x->/-0

Для четной функции fix) = fi-x) все коэффициенты
&„ = О, и соответствующий ряд Фурье не содержит
синусов

f(x)= -f+2ja„cos—-,a„= j] fix)cos—dx,.n =-О,
n=l 0

ne N.

Для нечетной функции fix) = -fi-x) все

коэффициенты a„
= О, и соответствующий ряд Фурье содержит

только синусы
оо I

fix)^ 2y&„sin—-,fr„= -jfix)sm-—dx,neN.
л=1 о

Если функция fix), удовлетворяющая условиям
теоремы Дирихле, является периодической, то на всей числовой
оси ее ряд Фурье сходится к самой функции, а в каждой
точке разрыва функции - к полусумме ее односторонних

пределов.
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Функцию fix), заданную на отрезке [0; Z], можно
произвольно продолжить в соседний интервал [-/, 0) и
поэтому ее можно представить различными рядами Фурье.

Пользуясь этим, такую функцию представляют
неполным рядом Фурье, содержащим только косинусы или

только синусы.
Ряд по косинусам получается при четном, а ряд по

синусам
-

при нечетном продолжении данной функции на

соседний слева интервал [-1; 0). В первом случае график
данной Ф5ГНКЦИИ продолжается на интервал [-/; 0)
симметрично относительно оси ординат, а Bd втором случае

-

симметрично относительно начала координат.

Пример 1. Периодическая функция f(x) с периодом 2 it

определена следующим образом:
Яде) = д:2, -я< д:<я; fix) = fix + 2п).
Найти разложение в ряд Фурье функции fix) = jc^,
-п< х<п.

Решение.

Данная функция удовлетворяет условиям теоремь[
Дирихле; следовательно, для нее существует ряд Фурье.
Найдем его.

Функция четная, ее график симметричен
относительно оси Оу. Все коэффициенты Ь„ = О, а коэффициенты а„
вычисляются по формулам Фурье, при Z = я:

а. ?-!х̂ cosnxdx=-
п

2х
■cosnx+

^х'
п п п

smnx

4 cos пп

(-1)" •

—2", л =i* о, COS пп = (-1)"
п п

(Здесь дважды применена формула интегрирования пс

частям.)
При л = О (и Z = я) найдем:

2 г

nJ
x^dx =

2х'

Зп

Следовательно,

^
3

cos д: cos 2д: cos Зх
+

2я'

^^_^^n-iCosnx^_
V 2^ 32 п-

Это разложение данной периодической и всюду
непрерывной функции справедливо при любом значении д:, т. е.
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полученный ряд Фурье сходится к данной функции на

всей числовой оси.

Графики данной функции и суммы ее ряда Фурье
полностью совпадают.

Пусть в полученном разложении л: = 0; найдем сумму
соответствующего числового ряда:

при х = % найдем сумму другого числового ряда:

,2111 1 я

l2 о^ ^2 „22^ 3'

.2

Ответ; д:2=^-4£(-1Г-1
л=1

COS яд:

'2
'

я

6

Пример 2. Найти разложение в ряд Фурье функции
i{x) = дс, -It < дс < 7t (/ = л).

Решение.

Данная функция удовлетворяет условиям сходимости
теоремы Дирихле. Следовательно, она допускает

разложение в ряд Фурье.
По формулам Фурье находим:

я

1 f л
11

ао=
- \xdx = ~

-п

= 0.
-я

Интегрированием по частям найдем а„:
я

а.

-я

Найдем fr„:

X cos пдс da; = —
я

cosna:

п

«

If.
J SI

-Я

sinnjcdjc = 0.

1 f •

я J
sin nx dx =

я
-X-

cosnx

n

я 1 I
-Я

COS nx dx

Таким образом, получаем ряд

/(л:) = 2 r^i^--^Hi^i + ^i^--... + (-ir+i ^!i££ +

I, 1 2 3 n
• • • I •



621 9. Ряды

Это равенство верно во всех точках, кроме точек

разрыва. В каждой точке разрыва сумма ряда равна
среднему арифметическому ее пределов справа и слева, т. е.

нулю.

kS(x)

Ответ: f{x) = 2^(-^)
п=1

„+1 smnx

п

Пример 3. Разложить в ряд Фурье периодическую
функцию f{x) с периодом 21. которая на отрезке [-1; I]
задана равенством f{x) = \х\.
Решение.

Так как рассматриваемая функция
-

четная, то &„ = О,

«0= — |л:^л;= I,
о

2 г ппх
,

а в
— xcos ах=-

О при п четном,

41
—5~о" Щ^и п нечетном.

Следовательно, разложение функции в ряд Фурье име-»

ет вид:

I и

2 -2

ял: Зпх (2р + 1)ял:
cos— cos cos -^-^

L + -4— + ^--— + ...

(2р + 1Г

п COS
(2р + 1)пх

Ответ: \х\= ^ ^^ /о , i\2

I

п То (2р + 1У
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Пример 4. Разложить функцию f(x) = дс на отрезке [0; п]
в ряд по синусам.

Решение.

Продолжая эту функцию нечетным образом, получим
f(x) = X, -%< х<п. Разложение в ряд Фурье этой

функции дано в примере 2.

sin X sin 2х sin Зх
—. _— +—-—

Ответ: х = 2/, (-1)"^ г :;—

ifTi 2п-1

Задания для самостоятельного решения

1. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию с

периодом 271 {I = я), которая определена следующим
образом:

f{x) = -X при -71 < д; < О,
f\x) = X при О < дс < 71, т. е. f{x) = \х\.
2. Найти разложение в ряд Фурье функции:

Г-1 при - 71< дс < О,
КХ) =1+1 при о < JC < 7L

X
3. Разложить в ряд Фурье функцию f{x) = "Г в интер-

вале (0; 2%).
4. Разложить в ряд Фурье функцию с периодом 21= 2,

заданную на интервале -1 < л; < 1 формулой fix) = дс - 1.
5. Разложить в ряд по синусам функцию f(x) = 1,

заданную в интервале О < л; < 1.
6. Разложить в ряд Фурье функцию /(дс) = | sin дс | на

отрезке; с помощью полученного ряда показать, что

,^11 1
1 + —- + -— + ...

= —
.

3252 2

Ответы:

п 4
1. fix) = 2 п

COS х COS Здс COS 5х
——- + —-— + —-— + ,

2. fix}
sin X sin Здс sin 5дс sin(2/7 + 1)х
—_—I 1 [. ^^^.j 1. ^_

2p + l
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дс
_

71
_

sinjc
_

sin 2х
_

sin Sx

'^'i 1 2 3

sin/где

n

4. Дд;) =1+
Я

sin7MC_sin27t^ sinSnx „_i sinпил

5. /(Jc) =
71

sinTix sin37ijc з1п(2л-1)ял:

2 4
6. |sin x| =

- ~ -

' '
л 7t

2n-l

cos Зле cos 5л:
cos X + —-— + —-— +...
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