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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Несмотря на обилие публикаций, посвященных проблемам иссле- 

дования и приближенного решения так называемых «некорректных 

задач», пока еще не было книги, с помощью которой можно по- 

знакомиться со всеми важнейшими результатами, полученными в 

настоящее время в численных методах их решения и представлен- 

ными с неких единых позиций. Существующие монографии пос- 

вящены в основном изложению работ их авторов и поэтому поне- 

воле содержат только фрагменты современной теории. Многие важ- 

ные результаты вообще не нашли отражение в литературе, доступ- 

ной широкому кругу читателей. 

Предлагаемая книга призвана восполнить этот пробел. Она содер- 

жит как материал, уже излагавшийся в монографиях (в частности, 

классическую вариационную схему Тихонова), так и результаты, 

известные лишь по журнальным публикациям. В целом она при- 

звана дать с единых позиций достаточно полную картину совре- 

менного состояния теории численного решения некорректных задач. 

Эффективность алгоритмов демонстрируется на реальных задачах 

(или, по крайней мере, на модельных примерах), чтобы дать воз- 

можность читателю самому убедиться в работоспособности того или 

иного метода. 

На изложение материала в книге большое влияние оказало мно- 

голетнее научное общение с А. Н. Тихоновым, а также мно- 

гочисленные обсуждения затрагиваемых вопросов с коллегами на 

семинарах физического факультета и факультета ВМК МГУ.



ВВЕДЕНИЕ 

Колоссальные и все возрастающие возможности современной вы- 
числительной техники (ЭВМ) стимулируют постоянное расширение 
областей человеческой деятельности, в которых используются ма- 
тематические модели. Часть моделей такова, что классическая вы- 
числительная математика позволяет без особого труда выписать 
алгоритмы приближенного решения возникающих математических 
задач. При этом зачастую удается ответить на вопрос о сходимос- 
ти предлагаемого алгоритма и даваемой им погрешности. Конеч- 
но, возникают дополнительные проблемы реализации алгоритма 
на том или ином типе ЭВМ, погрешностей округления, представле- 
ния данных и результатов и т. п. Проблемы такого типа обычно 
успешно решаются, особенно если учесть, что технические BO3MOX- 
ности современных ЭВМ расширяются очень быстро. Однако весь- 
ма часто имеющаяся у исследователя информация позволяет за- 
писать лишь такую формальную модель, для которой при тради- 
ционных подходах нет и не может быть обоснованных вычисли- 
тельных алгоритмов. 

Дело в том, что обычно подобные модели приводят к некор- 
ректной задаче, для которой нет теорем о существовании решения 
в каком-либо естественном функциональном пространстве и, са- 
мое главное, нет устойчивости решения (понимаемого в классиче- 
ском смысле) от входных параметров задачи. Последнее обстоя- 
тельство, конечно, очень существенно, так как практически идеаль- 
но точных параметров модели мы никогда не знаем. 

Теория решения некорректных задач — новое направление вы- 
числительной математики, которое начало оформляться в большую 
самостоятельную область науки после выхода в свет работ 
А. Н. Тихонова [95—99]. В этих работах было введено в научный 
обиход основополагающее понятие регуляризирующего алгорит- 
ма. Сформулируем его в случае, когда исследуемая математичес- 
кая модель имеет вид операторного уравнения Аг==и, оператор A 
действует из метрического пространства 2 в метрическое простран- 
ство U. Нестандартность ситуации заключается в TOM, что непре- 
рывной обратимости А (локально или в целом) не предполагается. 
Сделаем предположение о том, что при знании «точных» й и А 
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упомянутое уравнение имеет «точное» решение Z, которое и инте- 
ресует исследователя. 

Отвлечемся для простоты от возможных погрешностей зада- 
ния А. Пусть вместо ий известно его приближение UCU, р (ив, и) < 
<6, 6 — число, характеризующее погрешность задания us. Весь- 
ма естественно, что численный метод решения операторного урав- 
нения удовлетворял следующему основному требованию: чем точ- 
нее задано приближение к и (чем меньше 65), тем точнее можно, 
пользуясь этим методом, найти Z. Такое требование и положено в 
основу формального определения регуляризирующего алгоритма. 

Регуляризирующим алгоритмом (РА) называется оператор КЮ, 
который каждой паре (1, 6) ставит в соответствие элемент 2.Й, 
причем 2—2 в метрике Z при 6—0. Ясно, что Ю (и, 6) имеет смысл 
считать приближенным решением задачи при заданном наборе 
входных данных. 

Это определение и его прямые обобщения легли в основу совре- 
менных теорий и практики приближенного решения некорректных 
задач. 

Удалось склассифицировать некорректные задачи на регуляри- 
зируемые, для которых в принципе существуют РА, и нерегуляри- 
зируемые. Кроме того, созданы общие принципы конструирования 
РА для широких классов моделей. В процессе исследования обна- 
ружилось, в частности, что многие классические схемы, например 
итерационные методы для решения линейных операторных урав- 
нений, могут быть успешно использованы и при решении некор- 
ректных задач, точнее, для построения РА для них. Процесс дол- 
жен быть дополнен только правилом окончания (остановки) в за- 
висимости от величины погрешности входных данных задачи. Су- 
щественные результаты получены и в проблеме конструирования 
РА для нелинейных моделей (задач). Например, предложен и 
обоснован принцип интеративной регуляризации конструирования 
РА путем выполнения некоторых итерационных схем вычислений, 
формально мало отличающихся от классических итерационных 
методов. 

К настоящему времени опубликовано несколько монографий, 
посвященных некорректным задачам (например, [64, 78, 102]). Од- 
нако все они содержат лишь фрагменты теории РА (как правило, 
изучается лишь классическая вариационная схема А. Н. Тихоно- 
ва построения РА). Многие важные общие вопросы и новые схе- 
мы построения РА лишь упоминаются со ссылками на журнальные 
публикации. 

Неослабевающий интерес к теории и практике приближенного 
решения некорректных задач побудил авторов попытаться с еди- 
ных позиций изложить все главные результаты, полученные к на- 
стоящему времени по проблеме существования и конструирования 
РА, в предлагаемой вниманию читателя книге. 

В гл. [ приводятся и обсуждаются основные используемые в 
дальнейшем определения и доказываются основные теоремы о ре- 
гуляризируемости и существовании оценок погрешности в некор- 
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ректных задачах. В частности, впервые в учебной литературе при- 
водится доказательство известной теоремы о необходимых и дос- 
таточных условиях регуляризируемости отображения [38]. 

Гл. Пи Ш содержат более известный материал о регуляризи- 
руемости на компактных множествах и общей схеме построения 
РА, предложенной А. Н. Тихоновым [96—97, 103]. 

В гл. ГУ описывается общая схема, впервые предложенная в 
[5], получения линейных РА для линейных задач (решение линей- 
ных уравнений, вычисление значений линейного неограниченного 
оператора) в гильбертовом и банаховом пространствах. Изучают- 
ся свойства аппроксимаций и РА, получаемых по этой схеме. В 
частности, показано, как соотносятся классические итерационные 
методы решения линейных операторных уравнений и некоторые 
из РА, получаемые по этой схеме. Отдельный параграф главы по- 
священ регуляризации линейных задач в условиях статистических 
помех. Мы касаемся этой проблематики очень бегло, рассматри- 
вая в основном те вопросы, которые для своего решения не тре- 
буют выхода за общие «детерминистские» рамки книги. Полное 
описание современного состояния проблемы стохастических помех 
в некорректных (линейных) задачах можно найти в [110]. 

В гл. У, VI развивается принцип итеративной регуляризации 
[13] построения РА для класса нелинейных моделей, описываемых 
вариационными неравенствами. В частности, сюда входят все за- 
дачи выпуклой оптимизации. В рамках этого принципа впервые 
удалось показать, как конструировать сильно сходящиеся итера- 
ционные процессы и РА на их основе для решения общей бесконеч- 
номерной задачи выпуклой оптимизации. В качестве конкретного 
примера приведена общая задача линейного программирования, 
для которой этим путем можно получить большое число конкрет- 
ных итерационных методов, устойчивых в смысле теории регуля- 
ризации. 

Заключительная УП глава книги посвящена конкретным при- 
ложениям и численной реализации некоторых из описанных в 
гл. П— УТ регуляризирующих алгоритмов. При отборе материала 
мы руководствовались желанием продемонстрировать возможнос- 
ти РА при численном решении весьма широкого спектра проблем 
от задач, описываемых линейными интегральными уравнениями, 
до задач линейного программирования. Сравнительно большое 
внимание уделяется показу возможностей РА в решении задач ре- 
ставрации изображений и реконструктивной томографии, что объ- 
ясняется важностью этих задач для нужд современной техники и 
собственными научными интересами авторов. 

Приведенные в книге утверждения (теоремы, леммы и т. п.), 
как правило, снабжены подробными доказательствами. Более спе- 
циальные утверждения, также некоторые функционально-аналити- 
ческие факты приводятся без доказательства. В таких случаях 
даются ссылки на литературу, где вопрос излагается подробнее. 

Книга вполне доступна читателю, владеющему основными по- 
нятиями функционального анализа (например, в объеме книги



[74]). Ввиду того, что книга представляет собой учебное пособие, 
мы сочли возможным не всегда указывать авторов конкретных 
утверждений. Ilo той же причине список цитируемой литературы 
не претендует на полноту и в основном содержит работы, непо- 
средственно использованные при написании книги. В настоящее 
время общий объем публикаций по проблемам решения некоррект- 
ных задач значительно превышает 1000 названий. Наиболее пол- 
ную библиографию (463 названия) можно найти в [72].



Глава I 

Общие вопросы 
регуляризируемости 

$ 1. Определение регуляризирующего 
алгоритма (РА) 

Любая математическая модель связывает определенным образом 
две совокупности объектов. Объектами первого типа являются ха- 
рактеристики модели, объектами второго типа — характеристики. 
изучаемого объекта, которые можно зафиксировать в физическом 
эксперименте. Спецификой задач обработки данных эксперимента 
является то, что последние заданы с ошибкой. Считаем, что объек- 
ты второго типа принадлежат некоторому функциональному про- 
странству X, а объекты первого типа — пространству У. 

Математическая модель порождает некоторое соответствие y= 
—@(х) между входными данными х и характеристиками модели 
у. Вычисление характеристик модели у по приближенно заданной 
входной информации X и является целью математического моде- 
лирования. 

Часто пользуются другой терминологией. Пусть = — характери- 
стики модели, а и — характеристики наблюдаемого явления. 
Связь между = и и осуществляется соотношением Аг==и. Опера- 
тор А предполагается заданным. Задача заключается в том, что- 
бы по заданному приближенному элементу и найти приближен- 
ное значение элемента =. Возникающие при этом трудности свя- 
заны с тем, что: 

1) оператор @=А-!, вообще говоря, явно не задан; 
2) область определения оператора С =А-! не совпадает, вооб- 

ще говоря, со всем пространством; 
3) оператор А-!, определенный на области своего определения, 

разрывен. 
Принципиальные трудности в задачах, рассматриваемых в кни- 

ге, связаны с решением проблем 2) и 3). Поэтому условно счита- 
ем, что отображение у=@(х) задано, но не на всем X, а на MHO- 
жестве Дес Х, причем отображение G разрывно на Deg. 

Соответствие G может быть и точечно-множественным отобра- 
жением. В частности, уравнение Аг=и может при заданном и 
иметь несколько решений. Поэтому, вообще говоря G=A-! — 
точечно-множественное отображение. 

В принципе теорию регуляризируемости можно строить сразу 
для многозначных отображений С. Однако часто естественным 
образом выделяется однозначное сечение Go отображения С, свя- 
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занного с моделью. Для этого сечения и ведутся все рассмотре- 
ния. Поэтому при изложении в этой главе общих проблем регуля- 
ризируемости мы ограничимся рассмотрением случая однознач- 
ных С, чего вполне достаточно для дальнейшего. 

Определение 1. Математическая модель называется абсо- 
лютно корректной на Dg, если связанное с ней отображение G 
продолжается на все Х непрерывно на Dg. Если С относительно 
непрерывно Ha подмножестве D—Dzg, то модель называется услов- 
но корректной на D. 

Приведенное определение корректности в случае, когда С = 
—А-!, шире классического адамаровского, так как в последнем 
требуется еще и полнота В=Дс. Кроме того, обычно (но не обя- 
зательно) D=Dg само должно быть линейным нормированным 
пространством. 

Пример 1. Рассмотрим задачу решения линейного алгебраиче- 
ского уравнения 

Az=u, z&Em, ucEn, 

Em, En — евклидовы пространства соответствующих размерностей. 
Считаем входными данными (с ошибками измерения) только 

вектор и. Пусть отображение С (и) ставит в соответствие и реше- 
ние этого линейного уравнения в смысле метода наименьших квад- 
ратов 2, обладающее минимальной нормой. Отображение CG всю- 
ду определено в £, и непрерывно, т. е. такая модель абсолютно 
корректна. Если же входными данными считать элементы матри- 
цы A, то отображение С (А, и) уже не будет непрерывным по A, 
если близость матриц оценивать, например, в обычной оператор- 
ной норме [16]. Следовательно, эта модель некорректна по отно- 
шению к возмущению матрицы (см. гл. III). 

Пример 2. Рассмотрим операторное уравнение 

Az=u, 2ЕЕЙД, ucu, 

где Z, U — линейные нормированные пространства, а А — впол- 
не непрерывный оператор из Z в U. Обратное отображение G= 
—А-! можно определить лишь на Осе=АЙ, которое в случае бес- 
конечной размерности пространств не совпадает с U. Хорошо из- 
вестно, что обратное отображение С =—А-! неограничено на Dg= 
—АЙ, T. е. задача некорректна на AZ. Если же в Z априори вы- 
делить компактное множество Мой, то отображение С =А-!, оп- 
ределенное на Д)=АМс Ос, относительно непрерывно, т. е. зада- 
ча условно корректна Ha D=AMCDeg. 

В рамках вычислительной математики важно уметь находить 
элемент G(X) по приближенным данным об x. При этом элемент 
G(x) допускается также находить приближенно. Естественно счи- 
тать § приближенным значением G(x), если py(G(x), й) «мало». 

Понятие «приближенные данные об х» нуждается в более 
тщательном определении. Приближенными данными об х счита- 
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ем пару (%s, 6) такую, что ру(х, Хь) <6. При этом элемент хь не 
обязательно принадлежит множеству Ос. Теория регуляризации 
основана на априорном предположении о том, что такая пара за- 
дана. 

Конечно, весьма желательно получить в качестве приближен- 
ного значения G(x) пару (у., в), где py(G(x), у.) <. Оказывает- 
ся, что для большого класса отображений это принципиально не- 
возможно. Обычно для решения задачи приближенного нахожде- 
ния G(X) строятся некоторые аппроксимирующие отображения 
R(x, 6) (Ю.(х)), явно заданные на всем X. 

Для некорректных моделей (разрывных отображений С) осо- 
бую роль играет аппроксимация в смысле определения регуля- 
ризируемости С по Тихонову [96, 97]. Пусть есть какое-либо ото- 
бражение С, определенное на некотором подмножестве О (С) =хХ 
метрического пространства Х и действующее в метрическое про- 
странство У, причем G(D(G))<&Y. Определим погрешность реше- 
ния задачи вычисления G(x) при фиксированном 6>0 и заданном 
априори Rs: 

A (Rs; 0, х) = sup Py (К (хз), G (x)). 
O(%,%5)<6 

Определение 2 [96, 38]. Функция С называется регуляри- 
зируемой на Dg в Х (или на непустом подмножестве D—De), ec- 
ли существует отображение Ю,(.) (или, что то же самое, R(-, 6)), 
действующее из прямого произведения X@R,*t-—-Y, такое, что 

lim A(R, 5, )=0 WxeDg(Wxe D). (1.1) 
6—>0 

Оператор R(x) называется регуляризирующим алгоритмом (РА) 
или регуляризирующим оператором для вычисления G(x). Обра- 
щаем внимание на то, что от АЮ.(х) не требуется непрерывности. 

Если R, — РА для G(-), то естественно Ю.(х.) объявить приб- 
лиженным решением задачи вычисления G(x) по данным (Xp, 6). 
В теории регуляризации существенно, что приближение к G(x) 
строится с использованием именно пары (Xs, 6). Использовать для 
аппроксимации G(x) тройку (хь 6, х) мы не можем, так как точ- 
ное значение аргумента х нам неизвестно. Можно ли построить 
РА, используя только значение хь? 

Пусть хь — произвольный элемент из 6-окрестности х, т. е. 
о (хе, x) <6. Можно ли построить функцию КА (х), зависящую толь- 
KO OT Xs; и явно не зависящую OT 6, чтобы выполнялось соотноше- 
ние (1.1)? Оказывается, что так можно регуляризировать только 
корректные Ha D задачи. Справедлива 

Теорема 1.1 [22]. Отображение С регуляризируемо на D(De) 
семейством R,=R(-, 6)=R(-), 0<8<5 тогда и только тогда, 
когда оно продолжается на все Х так, что продолжение непрерыв- 
но на D(De) вХ. 
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Доказательство. Для доказательства достаточности мож- 
но взять R(-)=—=G, С — непрерывное на D(Dc) продолжение С. 
При доказательстве необходимости отображение Ю(.) является 
искомым продолжением. 

Таким образом, (х, 6) — минимальная информация, при KOTO- 
рой можно говорить о приближенном нахождении С в смысле оп- 
ределения 2. 

К сожалению, в общем случае невозможно оценить меру бли- 
зости Ю,(х5) к G(x) без дополнительной информации об x. Это 
характерная особенность некорректных задач (см. § 3). В общем 
случае РА гарантирует лишь асимптотическую сходимость приб- 
лиженного решения к точному при 6—0. 

$ 2. Общие теоремы о регуляризируемости 
и принципы конструирования регуляризирующих 
алгоритмов 

Постараемся ответить на вопрос о том, насколько широк класс 
регуляризируемых отображений С. Почти очевидно, что он непу- 
стой. Непосредственно из определения видно, что регуляризируе- 
мы все отображения G, порожденные корректными моделями (в 
частности, просто непрерывными на D функциями С (х)). В этом 
случае можно положить К, ==0СУб. В силу непрерывности С спра- 
ведливо соотношение (1.1). Если @ — отображение, порожденное 
корректной математической моделью, то на том факте, что С (Xs) — 
приближенное значение G(x) при р(хь х)<6, по существу и ос- 
нована вся классическая вычислительная математика. 

Выведем непосредственное следствие из определения 2, позво- 
ляющее утверждать, что класс нерегуляризируемых отображений 
непуст. 

Теорема 1.2 [38]. Пусть @ отображает Оз=Х на У, т. e. 
(Ос) ==7, Х, У — метрические пространства. Если функция СЦ 
регуляризируема на De, а М — всюду плотное множество в X, то 

oo 

U Ю „(№ всюду плотно в У. 
n=1 

Доказательство. Пусть УЕУ и xeGG'(y). Так как М 
плотно в Х, то Чх,еМ такая, что р (хи, Хх) <1/n. По определению 2 

lim Py (Rin), У) =0. 
Nou 

Другими словами, мы нашли последовательность точек = Ryn (Xp) | Pa 

= LJ Rim (№), которая сходится к у. В силу произвола выбора 
n==1 

у отсюда следует утверждение теоремы. 
Следствие 1. Если С отображает De на 7, С регуляризи- 

руемо на Дс и Х сепарабельно, то и У сепарабельно. 
Это утверждение следует из теоремы 1.2, если в качестве М 

взять счетное всюду плотное множество в X. 

. 13



Пользуясь следствием, легко привести примеры нерегуляризи- 
руемых отображений. 

Пример 1. Пусть Х={[ и У=Й (пространства ограниченных и 
квадратично суммируемых последовательностей соответственно; 
норма элемента X= (х1,...,Хи,...) В [ записывается в виде 

ЖИ = = 09 |x, |). 
п 

Линейный оператор А из [> в [2 действует по формуле 

1] 1. 
A (x, .:.) Хр = (4 — Xo, Хау нь А+ | 

2 3 n 

Легко видеть, что КегА==0 и существует обратное отображение 
(= А-! из [2 на [®. В силу следствия 1 оно нерегуляризируемо на 
Decl’, так как [© — несепарабельное банахово пространство [74], 
2 — сепарабельное. 

Пример 2. Пусть А — линейный взаимооднозначный оператор, 
действующий из Уа? в Lo, Va? — пространство функций ограничен- 
ной вариации. Отображение А-! не может быть регуляризируемо 
на АУ. <-[., так как Va? несепарабельно [74], в то время Kak Lo 
сепарабельно. 

Мы уже отмечали, что непрерывные отображения CG регуляри- 
зируемы. Замечательно, что регуляризируемы и некоторые раз- 
рывные отображения, в частности все отображения, являющиеся 
поточечными пределами непрерывных отображений. Следователь- 
но, возможно в указанном выше смысле приближенное решение и 
некорректных задач. 

Теорема 1.3 [38|. Если функция G:X—V является поточеч- 
ным пределом на множестве D=X непрерывных на Х функций 
Gn, то она регуляризируема на О. 

Доказательство. Пусть G, — заданная аппроксимирую- 
щая последовательность. Определим семейство покрытий Пи про- 
странства Х открытыми множествами следующим образом: 

II, состоит из всех открытых множеств UGX диаметром <1 
таких, что d{G,(u)}<]1,; 

По. состоит из всех открытых множеств И<=Х диаметром <1/2 
таких, что A{G, (#)}< 1/2, d{Go(u)}<1/2; 

II, состоит из всех открытых множеств UGX диаметром <1/n 
таких, что d{G,(u)}<1/n,..., d{Gn(u)}<1/n. 

В силу непрерывности каждой G, любая точка хеХ принад- 
лежит каждому Пи. 

Построим теперь регуляризирующее семейство Ю.(х). Зафик- 
сируем точку x и число 6>0. При малом 6<бо An=n(6, x) такое, 
что найдется множество ИсПиьх, S(x, 6) <И®. Пусть п (6, x) — 

*) Здесь S(x, 6) — шар радиусом 6 с центром в точке х. 
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наибольший номер, для которого выполнено последнее условие. 
Положим 

G(x) , 1==1,2, ... 

Ясно, что при достаточно малом 6<бо требуемый й найдется. 
Покажем, что так определенное семейство R,(x) регуляризиру- 

ет С на множестве ДеДе=Х. Пусть x — некоторая точка из D. 
В силу неравенства треугольника 

sup (Rg (x"), G(x) <p (6,50), G(X) + 
(x, x) <6 

+ sup p(Ge(e"), Gi) <<, Gta. «4 
0(x’, x) <6 

Здесь n=n(6, Хх) —=со при 6—0. Действительно, так как каждый 
шар S(x’, 6) содержит точку x, то при 6—0 он попадает в произ- 
вольную окрестность точки х, следовательно, какой бы номер WN 
мы ни взяли при достаточно малом 6, S(x, 6) попадет в какое-то 
открытое множество покрытия Пм. Значит, й (5, х) >М. Утвержде- 
ние теоремы следует теперь из неравенства (1.2). 

В одном важном частном случае условие непрерывной аппрок- 
симации является также необходимым для регуляризируемости 
отображения С. 

Теорема 1.4 [38]. Если пространство У сепарабельно и явля- 
ется выпуклым подмножеством линейного нормированного прост- 
ранства, а С регуляризируемо (на Ос), то G является поточечным 
пределом последовательности непрерывных на Х отображений 
Gn. 

Доказательство. Утверждение теоремы было бы триви- 
альным, если бы упомянутый в условии теоремы PA был непре- 
рывным. Оказывается, что такой РА можно построить. 

Лемма (1.1). В условиях теоремы существует РА такой, что 
каждое К, принимает лишь конечное число значений в У. 

Доказательство леммы 1.1. Всякое сепарабельное мет- 
рическое пространство У гомеоморфно некоторому вполне огра- 
ниченному метрическому пространству У” (т. е. такому, в котором 
при каждом 6 существует конечная 6-ceTb) [1]. Пусть 1 — упомя- 
нутый гомеоморфизм. Функция [@ очевидно регуляризируема, и 
если Кь регуляризирует отображение G, то семейство №, — pery- 
ляризирующий алгоритм для 1G. Пусть [+ (6>0) — отображение 
‘7’, ставящее произвольному элементу у’ЕУ” одну из ближай- 

ших точек 6б-сети У’. Используя неравенство треугольника, лег- 
ко проверить, что ГК, также является регуляризирующим ал- 
горитмом для [@. Семейство [-'L,/R, — РА, существование кото- 
рого утверждается в лемме 1.1. 

Замечание. Ясно, что количество значений, которое при- 
нимает Ю, в лемме 1.1, зависит от 6. 
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Лемма 1.2. В условиях теоремы (11.4) существует PA, в 
котором каждое Ю, — непрерывная функция на X. 

Доказательство леммы 1.2. Пусть А, — РА для G, при- 
нимающий при каждом 6>0 конечное число значений у1,..., Ук(о). 
Такой РА существует в силу леммы 1.1. Зафиксируем 6*>0. 

—1 
Пусть для простоты изложения Ё(65*) =2. Пусть такая Юз» (Y,)= 
=A,— рголкый прообраз точки и/. 

Рассмотрим O(A,) — множество (открытое) всех точек, уда- 
—| 

ленных OT A; не более чем на 6*/8. Если Ro (у) < O(A,), то по- 
строение множеств А; заканчивается. В противном случае полага- 

em A, = Rp (y.) \ O(A,) и строим аналогично предыдущему 
О (42). Очевидно, что 

О (А,) ЦО (А2) ЭХ, p(Ai; А») >6*/8. (1.3) 

Возьмем 8*/4-окрестности множеств А; и Ap и построим функ- 
ЦИИ 

0, р(х, А;) > 6"/4, 
ры A) |, р (х, A;)<6"/4. 

Заметим, что для хеЕХ 

р 

«У (р (1.4) 
i=1 

(р — число построенных множеств А; в данном случае p<2). Ле- 
вое неравенство в (1.4) следует из того, что в силу (1.3) по край- 
ней мере для одного i имеем р(х, А;) <6*/8. Соответственно значе- 

* 

ние функции f;> 1— 5/4 = 1/2. Построим теперь непрерывные 

(очевидно) функции 

если множество А. =O, и 

Ros (2) = (1.5) 
dy fi (*) 
i=l 

в противном случае. Аналогично строятся Юз» (x), когда Ry при- 
нимает более чем два значения. 

В силу предположений об У (линейность, выпуклость} 
К „в (Хх) ЕТУ и определена корректно. 
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Покажем, что выражение (1.5) действительно определяет РА 
для отображения С. Пусть ХЕОс фиксирована. Так как К — 
РА для С, то Ve 36 (в, Хх) такое, что 

\|Ro(x’) —G (X) | <= (1.6) 

при o(x’, ¥)<6. Зафиксируем =>0. Пусть Куез) (*) принимает 

для простоты два значения и; и Yo и построены два множества А! 
и Ao. Если, например, 

[у:—С (x) >, (1.7) 

то 1 (х”) =0 для всех x’, принадлежащих окрестности точки х. 
Действительно, в этом случае 

Ви тих, Хе, д} = В. 

Следовательно, Ajf\{o(x’, Хх) <6(в, Х)}=Ю. Поэтому O(A;)f. 
{о (x,’ x) <8(e, Х)[8}= ©, а значит, | (х’) =0. Неравенство (1.7) 
не может выполняться одновременно для всех уг, участвующих в 
построении (1.5), так как справедливо (1.3), А;:=Юу 1 (у:) по пост- 
роению и в случае выполнения (1.7) одновременно для всех индек- 
сов i, участвующих в построении (1.5), ХЕЁХ. Таким образом, ес- 
ли выполнено неравенство (1.7), то 

Кез (х’)=у., если р (х’, x) < 618. 

Если же выполнены неравенства 

[у:— С (X) |<, [у2— С (x) |< в, 

то в силу (1.5) 

/ о / А —. | Аезв ©) — 6 MI <e, o(x', 8 (а, 28. 
Значит, Юуз(х) — действительно искомый РА для G. 

Доказательство теоремы (1.4) теперь очевидно. Пусть 6,0 — 
некоторая последовательность положительных чисел. Семейство 
непрерывных отображений С,=Аз в поточечно аппроксимирует 

С на De. 
Итак, доказан следующий критерий регуляризируемости [38]. 
Теорема 1.5. Отображение С из Х в сепарабельное линейное 

нормированное пространство У регуляризируемо на В=ПОс<Х тог- 
да и только тогда, когда оно является поточечным пределом на 
D последовательности непрерывных на Х отображений Gn. 

Для большинства вычислительных приложений достаточно 
считать Х, У линейными нормированными сепарабельными или да- 
же гильбертовыми сепарабельными пространствами. Доказанная. 
теорема охватывает этот случай полностью. 

Однако можно доказать и более общий критерий регуляризи- 
руемости в метрических пространствах. 
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Определение 3. Функция С из XY (Х, У — метрические 
пространства) называется В-измеримой функцией первого клас- 
са, если прообраз каждого открытого множества в Y есть множе- 
ство типа Fy, т. е. представимо в виде не более чем счетной сум- 
мы замкнутых множеств. 

Теорема 1.6 [18]. Для того чтобы функция С из Ос=Х в 
У — сепарабельное пространство была регуляризируема на D& 
<—D¢@cx, необходимо и достаточно, чтобы сужение G на D было 
В-измеримой функцией первого класса. 

Таким образом, регуляризируемость функции на D из X (или 
Ос) в У зависит только от ее «устройства» на этом подмножестве. 

Мы не приводим доказательство этой теоремы. Заметим толь- 
ко, что оно следует из теоремы 1.5 и существования некоторых 
стандартных гомеоморфизмов. 

Пример. Функция Дирихле из [0, 1] в [0,1] нерегуляризируема 
на [0,1] по теореме 1.4, так как в теории функций действительно- 
то переменного доказывается, что она не является поточечным пре- 
делом последовательности непрерывных функций. Однако она 
очевидно регуляризируема на подмножестве [0,1], состоящем из 
рациональных чисел (соответствующий РА имеет вид R,=0). 

Теорема 1.3 показывает тесную связь между задачей построе- 
ния РА и задачей построения аппроксимируемого семейства не- 
прерывных отображений для С. В дальнейшем понимаем под ап- 
проксимирующим семейством не только семейство С„(х), у KOTO- 
рого индекс п пробегает целые положительные значения и N—->-OO, 
но и более общее семейство {G,(x)}, где a пробегает некоторое 
упорядоченное бесконечное числовое множество и 

lim о (G, (x), G(x))=0 Ухе Dz. (1.8) 
Aho 

Построение семейства R, со свойством (1.8) — классическая за- 
дача вычислительной математики. 

В классической вычислительной математике рассматриваются 
различные классы непрерывных отображений G, порожденных 
математическим моделированием (решение дифференциальных, 
интегральных, алгебраических и других уравнений). Построение 
тем или иным способом аппроксимирующей последовательности 
(1.8) для них обычно эквивалентно созданию приближенного ме- 
тода вычисления G(x). 

Действительно, пусть {а} — множество положительных чисел и 
Qo==0. Так как G, непрерывны, то заведомо справедливо COOTHO- 
шение 

lim lim р (С, (х'), 6 (9) =0, p(x’, <8 (1.9) 
0—0 6-0 

вне зависимости от того, непрерывно С или нет. Однако для не- 
прерывных отображений С предельные переходы в (1.9) можно 
переставить 

lim lim о (G, (х’), @ (х)) =0. (1.10) 
6—0 a—>0 
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Соотношение (1.10) в какой-то мере оправдывает весьма час-- 
то применяемую в классической вычислительной математике схе- 
му вычислений, когда при известных приближенных данных 
x’: р(х’, х) <6 вычисляют G(x’) с возможно малым а, например. 
ведут итерационный процесс до получения итерации с максималь- 
но возможным (в пределах времени, которым располагают) но- 
мером. Если абстрагироваться от накопления в процессе таких 
действий вычислительных погрешностей, то этот способ действий: 
оправдывается тем, что Gg, (х) «близко» к G(x), а G(x’) в. 

силу непрерывности С «близко» к G(x). 
Часто соотношение (1.10) для непрерывного G можно еще уси- 

лить до предельного соотношения 

Ито (G, (x’), G(x))=0 (1.11) 

или даже оценить погрешность в (1.11) сверху функцией ф (о, 4), 
стремящейся к 0 при a, 6—0. Если выполнено (1.11), то для вы- 
числения G(x) можно построить PA, выбирая a(6) любым спо- 
собом, лишь бы было выполнено (1.11), например a=6. Если из- 
вестно ф (а, 6), то выбор можно сделать из условия 

a (6) = агепии ф (а, 9). 

Итак, путь от построения семейства (1.8) до получения приб-- 
лиженного в том или ином смысле значения G(x) для непрерыв- 
ных отображений в основном ясен и, как правило, изучается в 
классической вычислительной математике (например, в разност- 
ных методах решения дифференциальных уравнений в обычных и 
частных производных). 

Оказывается, что можно построить достаточно эффективно ап- 
проксимирующие последовательности непрерывных отображений 
для весьма широких классов разрывных отображений, т. е. пост- 
роить аппроксимации решений и некорректных задач. 

После того как аппроксимирующее семейство построено, мож- 
но, опираясь на теорему 1.3, утверждать и регуляризируемость 
отображения G. Естественный путь перехода от С. к К, (oT Gn к 
Rs) состоит в указании функции a(x’, 6) (n(x’, 6)) такой, чтобы 
семейство сх’, 6) (x) = Rg (x’) (Чл, в) (х’) = Юз (х’)) удовлетворяло 
определению РА (1.1). Этот путь реализован в доказательстве те- 
оремы 1.3. Однако предложенная в ней схема на практике не- 
осуществима. Поэтому обычно используют другие способы выбо- 
ра параметра a(x’, 6) (в итеративных схемах — n(x’, 6)). 

При обосновании таких способов нужно тщательно следить за 
тем, чтобы @ или п зависели только OT Хх”, 6 и не привлекалась 
дополнительная информация об х. Если такая информация прив- 
лекается (явно или неявно), то можно говорить только о постро- 
ении РА на некотором подмножестве Д=Ос, выделяемом исполь- 
зованной информацией. Следует особо отметить, что существует 
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широкий класс отображений и аппроксимаций, для которых легко 
указать функцию a(x’, 6) (п(х’, 6)), не зависящую от X’. 

Теорема 1.7. Пусть отображение G(x) таково, что его мож- 
но аппроксимировать на Ос отображениями С.(х), удовлетворя- 
ющими в Х условию Липшица с константой L,, т.е. Ух, хмеХ 
0(Ga(x), С. (х!)) <Гьо(х, х). Тогда можно выбрать а=а(6б) 
(независимо OT Хх’) так, чтобы Gyis)(X) было PA для G(x) на De. 

Доказательство. Пусть х — произвольный фиксирован- 
ный элемент из De, о(Х”, x) <6. Тогда 

p(Ga(x"), @(х)) <р(@«(х”), Ga(x)) + 

+p(Ga(x), G(x))<Lab+(Ga(x), G(x)). 
Достаточно выбрать а (6)—0 при 6—0 Tak, чтобы 

Lim ов 0. (1.13) 
—0 

(1.12) 

Из (1.13) следует, что Rs=Gas)(x) и есть РА для С на De. 
Аналогичные рассуждения проходят, если каждое С. удовле- 

творяет условию Липшица [».(5) в некотором открытом шаре 
5 (0, 9), содержащем бо-окрестность Dg (или его подмножества 
р). В этом случае, выбирая a(6) Tak, чтобы выполнялось (1.13), 
построим РА вида Gas(-) на множестве D (или всем Dg). 

Забегая вперед, скажем, что условиям теоремы 1.7 удовлетво- 
ряют отображения, порожденные линейными операторными урав- 
нениями в паре произвольных гильбертовых пространств G(x) = 
—А-—1х, если Ker A=0, или С(х)=Ас\х, где Ау! — подходящее 
сечение многозначного отображения A! в общем случае, нели- 
нейные отображения, связанные с решениями монотонных вариа- 
ционных неравенств, в частности задач выпуклой оптимизации и 
некоторые другие. Именно таким путем (построение аппрокси- 
маций и применение теоремы (1.7)) были получены А. Н. Тихо- 
новым первые конкретные регуляризирующие алгоритмы. 

$ 3. Оценки погрешности приближения 
при решении некорректных задач 

Теория регуляризации вызвала к жизни новое определение по- 
грешности приближенного решения в точке: если вычисление зна- 
чений отображения С ведется с помощью какого-либо регуляри- 
зирующего алгоритма, то величину А в определении | называют 
погрешностью, даваемой РА в точке х. 

Если отображение С регуляризируемо на D(Deg), то погреш- 
ность стремится к 0 при 6—0 в каждой точке x из D(De). 

Как и в классической теории оценок погрешности, в теории 
РА изучается поведение A(6, x) как функции 6 и нахождение 
для нее различных мажорант с целью определить порядок ее 
убывания при 6—0. Наиболее простой, но вместе с тем характер- 
ный результат о поведении погрешности состоит в том, что, вооб- 
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mle говоря, не существует равномерной по всем x из Dg оценки 
A, если задача вычисления G(x) некорректна. 

Теорема 1.8. Если функция G(x) регуляризируема на D 
отображениями К, и существует равномерная на D оценка по- 
грешности A (Rs, 6, x) <@(6), lim 9 (8) =0, TO сужение G|p pae- 

—0 

номерно непрерывно на О. 
Доказательство. Пусть x, х2еЕО, p(x, Х2)<6. В силу 

неравенства треугольника p(G(x1), G(x%2))<p(Ro(%1), G(%1)) + 
+0(Rs(x1), G(xe))<2(6). Это и означает равномерную непре- 
рывность С |р. 

Следствие 1. Пусть отображение G=A-! — обратный опе- 
ратор к инъективному линейному вполне непрерывному операто- 
ру, действующему в гильбертовом пространстве Н. В гл. Ш по- 
казано, что это отображение регуляризируемо на всем множест- 
ве определения А-! притом непрерывными отображениями 
Кь(х). Однако оператор А-! не является равномерно непрерыв- 
ным на области своего определения, и поэтому равномерной оцен- 
ки погрешности такого РА на всем D,-1 заведомо не сущест- 
вует. 

Выясним теперь вопрос о том, какие линейные функционалы 
от решения некорректного уравнения могут быть приближенно 
вычислены с равномерной относительно входных данных оценкой 
ошибок, зависящей от погрешности 6 входных данных. 

Следствие 2. Пусть А — линейный непрерывный оператор 
в банаховом пространстве В такой, что A! существует и плотно 
определен, а [— линейный непрерывный функционал в В. Pac- 
смотрим отображение С (и) =[А-1и). 

Регуляризирующий алгоритм вычисления С(и) с равномерной 
оценкой погрешности (на всем D,-1) существует тогда и только 

тогда, когда /&D,,-1, т. е. разрешимо уравнение А*4=1. 

Действительно, если 1e@D,,-1, то G(u)=l(A-u)=q(u), где 

4 — линейный непрерывный функционал. Такое отображение, ра- 
зумеется, регуляризируемо равномерно на D,-1 (и даже на всем 
В), К, (и) =q(u). Обратно, если существует Rs(u) с требуемыми 

© —1 

свойствами, то [(А u)| ant равномерно непрерывен Ha D1 в 

силу теоремы 1.8. Легко показать, что в этом случае линейный 
функционал [(А- и) продолжается до линейного непрерывного 
функционала в В. По определению сопряженного оператора le 
= D д»-1. 

Это следствие полностью описывает класс линейных функцио- 
налов, вычисление значений которых на решении некорректного 
операторного уравнения представляет собой (абсолютно) кор- 
ректную задачу. 

Характеризация множеств, на которых возможна равномерная 
оценка погрешности, представляет большой интерес как с практи- 
ческой, так и с теоретической точки зрения. Известные в настоя- 
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щее время результаты носят не совсем законченный характер- 
Видимо, можно утверждать, что множество равномерной оценки 
погрешности достаточно «тощее». Иллюстрацией этого не очень 
точного утверждения служит 

Теорема 1.9. Пусть @ — линейное отображение, являю- 
щееся обратным к линейному уплотнению в банаховом простран- 
стве, и С неограничено на области своего определения Ос, тогда 
О, на котором возможна оценка погрешности, — множество пер- 
вой категории в X, T. е. является счетной суммой нигде не плот- 
ных множеств. 

Доказательство этой теоремы мы опускаем. 
Интересен вопрос о том, насколько допустимо расширение ус- 

ловий этой теоремы (нелинейные отображения и более общие 
пространства). 

Множество равномерной оценки, вообще говоря, зависит от X, 
С И Rs. 

Для более специальных задач возможны эффективное (через 
оператор задачи) описание множества равномерной сходимости 
в (1.1) и получение равномерных оценок погрешности на нем. 
Примеры представлены в гл. 11]-— УТ. 

До сих пор речь шла об оценках погрешности в (1.1) сверху. 
Оказывается, что существуют универсальные, зависящие только 
от рассматриваемого отображения и не зависящие от конкретного 
РА равномерные оценки этой погрешности снизу [39, 64]. 

Теорема 1.10. Пусть множество Е=ОсяХ состоит более 
чем из одной точки и найдутся по крайней мере две точки xX, 
Х2ЕЕЁ такие, что p(x, х2) <6. Тогда 

sup A(Rs 6, )>-- 065, 6, Е), (1.14) 
ХЕЕ 

где 

0 (6, G, Е) = Sup о (G(x,), С (х.)). 
р, x2) <0 

(Величина ® в правой части (1.14) не зависит от конкретного It 
называется модулем непрерывности отображения С на EL.) 

Доказательство. 
Пусть хи, х2ЕЕЁ, р (хи, Х2) <6. 

Тогда 
А (Кь, 5, x1) > р (Кь(ж), @ (х1) ), 

А (Кь, 6, х2) > р (К (хи), С (х2)). 

Применяя неравенство треугольника, получим 

А(Кь 5, x1) t+A(Ro, 5, х2) >р(Кь(х1), G(x1)) +р(Кь(х1), С (х2)) > 

2р(6 (1), G(x). (1.15) 
Из (1.15) имеем 

2 зир А (Кь, 6, x) > 6 (G(x), С (х2)), 
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где x; И X9— выбранные нами точки из Ё. Замечая, что эти точки 
могут быть произвольными, лишь бы расстояние между ними бы- 
ло меньше 6, получаем неравенство (1.14). 

Заметим, что в доказанной теореме нигде не использовалось 
то обстоятельство, что Ю, —РА для G. В качестве А при фиксн- 
рованном § можно было взять любое отображение R:X->Y, опре- 

деленное на всем X. 

§ 4. Сравнение РА. Понятие оптимального метода 

Величина supA(Rs, 6, x) или в более общем виде sup A(R, 5, x), 
xEE ХЕ 

где Ю — произвольное отображение Х-—7У, дает возможность 
сравнивать алгоритмы по погрешности на множестве Е (при 
фиксированном б=50). 

Алгоритм RY >R,@ на Е при 6=do, если 

sup A(RS,’, 5, x) sup A(Re’ 5, x). 
E 

Определение 4. Алгоритм К, называется оптимальным на 
Е при 6 = бо, если 

sup A(R,, 6, x)= inf sup А (В, 6, x). (1.16) 
xEE В: XY x€E 

Метод Rs, оптимальный в смысле (1.16) V6, называется оп- 
тимальным. 

Если интересоваться поведением погрешности при 6—0 как 
функции 6, то становится оправданным следующее 

Определение 5. Алгоритм R(x, 6) называется оптималь- 
ным по порядку на Ё, если V6, 0<b<6o, 

зирА(Юь 6, Х)—<А inf supA(R, 6, x), (1.17) 
xEE В:Х-У x€E 

k>1— постоянная, не зависящая oT 6. 
Основная идея построения оптимальных по порядку и опти- 

мальных методов заключается в том, чтобы сначала получить 
возможно более точные оценки снизу для правой части (1.16), 
затем попытаться построить методы, для которых полученная 
оценка или непосредственно является оценкой сверху (такой ме- 
тод оптимален), или отличается от нее на мультипликативную 
постоянную (не зависящую от 6) (такой метод оптимален по по- 

рядку). 
Оказывается, что оценка снизу, даваемая теоремой 1.10, во 

многих случаях достаточна для получения алгоритмов, оптималь- 
ных по порядку. 

Пусть, как и раньше, Е — подмножество метрического про- 
странства Х и ECDg. Рассмотрим следующий метод вычисления 
G(x) [39]. Для любого «aX 

Кь(х) = (Рьх), (1.18) 
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где 

x ‚ если xe E, 

Рь (x)= \ элемент х*=+ЕПЬ()х, 9, если x GE, ENS(x, 6) = 9, 

элемент Xp ‚ если x EE, EQ S(x, 9) = ©. 

Пусть w(5, х) — локальный модуль непрерывности С@|Е B 
точке хЕЁ. 

Лемма 1.3. Справедлива оценка 

А (Вь 6, х)<о (28, x) Weel. (1.19) 

Доказательство. 

А (Вь 8, x)= sup р(Вь(), G(x))= sup р(@(Рь(%)), G(x). 
р(х,х) <6 р(х,х) 6 

ХЕХ хЕХ 

В силу (1.18) 
р (Рь(%), х) о (Рь(Х), %) +6=15. 

Поэтому 

sup р(@(Рь 9), 64) < sup p(x), 6) =688, »). 
р(х,х) 6 о ов 

Взяв теперь зир от обеих частей неравенства (1.19), получим 

sup A(R,, 8, х)< о (98, G, Е). (1.20) 
хХЕЕ 

Неравенства (1.20) и (1.14) несопоставимы, так как мы, вообще 
говоря, не знаем, как связаны между собой значения (26, G, Е) 
и о (5, G, Б). 

Описанный выше метод (1.18) заведомо оптимален по поряд- 
ку для тех отображений G и множеств £, где ЧЕ—>| такое, что 

w (25, 6, Е) <№о (6, G, Е). (1.21) 
Можно по крайней мере утверждать, что класс {G, Е}, для кото- 
рого выполнено (1.21), не пуст. 

Пример. Пусть Х=У=В — банаховы пространства_о A — ли- 
нейный инъективный оператор в В, отображение @=А-!, множе- 
ство E=A(S), где S={x: |х||< 1}. Имеем 

@ (26, G, Е) = sup НА" (x, —%5)|| = sup || Uy — V2 |. (1.22) 

об об 

Пусть 91 и 92 — произвольные элементы из $ и 

||[Av,;—Avp]| < 286. 
Тогда 

[9—2 [= [9/2 — 0/2 = 9—2, 

поскольку 1, WES и ||Aw;—Awe||<5. 
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Окончательно для любой пары vj, 9», участвующей в (1.22), 
‹праведливо неравенство 

|v; —v9|| <9% (5, С, Е). 
Следовательно, в рассматриваемом примере справедливо неравен- 
ство (1.21) с k=2. То, что Е — образ единичного шара, не очень 
существенно. Использовано только то обстоятельство, что $ вме- 
сте с элементом W содержит и элемент &/2. В частности, вместо 
$ можно взять множество L(S), где L(S) — образ шара при ли- 
нейном отображении Д. 

Сконструированный выше оптимальный по порядку метод 
(1.18), вообще говоря, не является РА для отображения С даже 
на Е. В связи с этим возникает вопрос о том, можно ли найти 
оптимальные и оптимальные по порядку методы среди регуляри- 
зирующих алгоритмов. В общем случае ответ на этот вопрос не- 
известен. Разумеется, когда Ито (6, а, E)=0, отображение 

> 

(1.18) —PA для С на ЕЁ. Ряд результатов по поводу построения 
оптимальных по порядку алгоритмов можно найти в [14]. Так, 
показано, что тихоновские РА оптимальны по порядку. 

В заключение этого параграфа коротко остановимся на про- 
блеме построения оптимальных методов. Оценка снизу (1.14) 
слишком груба для конструирования таких методов. В более спе- 
циальных случаях ее удается уточнить и на базе этой уточненной 
оценки требуемые методы построить. В настоящее время опти- 
мальные методы разработаны только для линейных задач в 
гильбертовых пространствах. Примеры методов даны в гл. ТУ. 
Пока только приведем нужную нам в дальнейшем оценку погреш- 
ности снизу, уточняющую (1.14) [94]. 

Теорема 1.11. Пусть 2, И — гильбертовы пространства, 
оператор @=А-! — обратный к линейному ограниченному опера- 
тору A, определенному на 2. Множество Е=А(М) — образ при 
отображении А центрально-симметричного множества МеЕЕЙ. To- 
гда для любого отображения Р: U>Z 

supA(P, 6, z) > (6, М), 
2ЕЕ 

здесь 

o, (6, M)= sup |121. 
[aK 

Доказательство можно найти в [78].



Глава [I 

Регуляризирующие алгоритмы 
на компактных множествах 

Теперь перейдем к конструированию РА для решения некоррект- 
ных задач. Типичной некорректной задачей является операторное 
уравнение первого рода: 

Az=u, zeZ, ucu. (2.1) 

Здесь Z, И — банаховы пространства, a А — непрерывное инъек- 
тивное отображение Z в (0. В этой главе рассматривается слу- 
чай, когда из априорных соображений удается выделить некото- 
poe множество MCZ (множество корректности), содержащее 
элемент 2 — точное решение задачи такое, что обратный оператор 
А-! определенный на AMcCU, является — непрерывным. 
В этом случае приближенное решение к Z может быть легко по- 
строено. Заметим, что за приближенное решение нельзя принять 
элемент A~'us, так как, вообще говоря, он может и не принадле- 
жать множеству АМ. 

Впервые идея приближенного решения некорректных задач на 
специальных множествах была выдвинута А. Н. Тихоновым в 
1943 г. [95], где было сформулировано понятие задачи, коррект- 
ной по Тихонову. Задача называется условно корректной, если 
выполнены следующие требования [95, 69]: 

|1) априори известно, что решение задачи (2.1) существует 1 
принадлежит заданному множеству М; 

2) оператор А взаимооднозначно отображает М на АМ; 
3) оператор А-! непрерывен на AMCU. 
Это определение, по сути, повторяет определение 1 гл. I. 
В отличие от абсолютно корректных (корректных по Адамару} 

задач в задачах условно корректных: а) снимается требование на 
разрешимость задачи во всем пространстве; 6) условие непре- 
рывности A~! на всем пространстве заменяется условием непре- 
рывности А-! на образе множества корректности. 

Если связать понятия условно корректной задачи и регуляри- 
зируемости (см. § 1 гл. Г), то основной результат гл. I] — дока- 
зательство регуляризируемости отображения С =А-! на множест- 
ве AMCU. Для условно корректных задач регуляризатор R,(-) 
на М можно выбрать зависящим только от аргумента и, Ю.(.) = 
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=R(-). Кроме этого выделение множества корректности позво- 
ляет не только построить РА, но и получить равномерную оценку 
погрешности приближения на множестве М. 

8 1. Нормальная разрешимость 
операторных уравнений 

В этом параграфе устанавливается связь между устройством об- 
ласти значений оператора AZ=R(A) и устойчивостью задачи 
(2.1), точнее, выясняется вопрос о TOM, когда множество условной 
корректности М совпадает со всем пространством 2. 

Рассмотрим простейшую ситуацию — случай линейного инъек- 
тивного оператора A; Z, U — банаховы пространства. 

Определение 1. Графиком оператора А с областью опре- 
деления D(A)CZ называется совокупность пар {2, Az}, где ze 
е=еД(А). 

График оператора является подмножеством прямой суммы 
пространств Zu (0. 

Определение 2. Линейный оператор А называется замкну- 
тым, если его график замкнут в прямой сумме пространств Z 
и 0. 

Замкнутость оператора означает, что если 2„еД\(А), 2„-—2, a 
Azn—u, то Z2&=D(A) и u=Az. Ясно, что при О(А) =Z и линейно- 
CTH и ограниченности оператора А этот оператор замкнут. Не- 
трудно убедиться в том, что замкнутость оператора А влечет за 
собой замкнутость оператора А-!. На самом деле график опера- 
тора А-! можно записать в виде {Az, 2}, z=D(A), т. е. он полу- 
чается из графика оператора А перестановкой 2 и AZ, а значит, 
является замкнутым множеством в прямой сумме Z и 0. Спрз- 
ведлива 

Лемма 2.1. Если линейный оператор А непрерывен и замк- 
HYT, то область определения D(A) — замкнутое множество. 

Доказательство. Пусть 2— предельная точка D(A): 
2—2, где 2n&D(A). Последовательность AZ, фундаментальна в 
О, так как 

| AZn—Azm||u< А ||2n—Zmllz. 
Из полноты И следует, что Аг„— ЕП. Остается воспользо- 
ваться замкнутостью оператора А. Справедлива 

Теорема 2.1. Пусть А — линейный непрерывный инъектив- 
ный оператор с D(A)=Z и R(A)SU, где 2 и U— банаховы про- 
странства. Для того чтобы обратный оператор из Ю(А) в Z был 
ограничен (|А-\|<- осо), необходимо и достаточно, чтобы 
К (А) =К(А). 

Доказательство. Необходимость. Учитывая, что оператор 
А непрерывен, а D(A)=Z, получаем, что А — замкнутый опера- 
тор. Тогда А-! также замкнут и по условию теоремы непрерывен. 
По предыдущей лемме А (А) =Ю (А). 
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Достаточность. Если R(A)=R(A), то линейный оператор A 
взаимооднозначно и непрерывно отображает банахово простран- 
ство Z на банахово пространство К (А). По теореме Банаха [74] 
оператор A! непрерывен, а следовательно, ограничен, т. е. 
| AT |< + оо. 

Таким образом, для линейного взаимооднозначного непрерыв- 
ного отображения устойчивость и разрешимость задачи тесно 
связаны. В частности, для некорректных задач, когда А-! неогра- 
ничен на области определения, множество R(A) не является 
замкнутым и, следовательно, уравнение (2.1) не может быть раз- 
решимо на всем пространстве И. Так, например, обычное инте- 
гральное уравнение Фредгольма первого рода с замкнутым яд- 
ром, интегрируемым с квадратом (оператор действует из [2 в 
Lo), заведомо неразрешимо во всем пространстве, так как опера- 
тор прямой задачи вполне непрерывен и не имеет непрерывного 
обратного. 

Таким образом, для некорректных задач, где А-! неограничен 
на области определения, характерно нарушение сразу двух усло- 
вий корректности по Адамару (разрешимости и непрерывности 
обратного оператора). 

Нормально разрешимые уравнения (Ю(А) замкнуто) могут 
приводить к некорректным задачам в О только за счет того, что 

R(A)=R(A)#U. В этом случае приближенно заданный элемент 
иг ЕО такой, что |и—йИ|0<6, может не принадлежать Ю (А). Од- 
нако @=А-! регуляризируемо в U на R(A), причем регуляризи- 
рующий алгоритм можно построить, например, следующим обра- 
зом. Пусть Р, — оператор, который ставит в соответствие любому 
элементу изеЕЕЦ из 6-окрестности й произвольный элемент Uy & 
=А (А) такой, что |и— и |о<6. Тогда G=A-'P;,— PA для зада- 
чи (2.1). 

§ 2. Теоремы об устойчивости 
обратных отображений 

В этом параграфе решается вопрос о типичной структуре множе- 
ства корректности в том случае, когда оно не совпадает со 
всем 0. 

В качестве множества корректности Моё может быть взят 
любой компакт из 2. Основанием для этого является следующая 
хорошо известная лемма [95]. 

Лемма 2.2. Пусть 2, П — банаховы пространства, а onepa- 
тор А отображает компакт Мей на AMCU непрерывно и взац- 
мооднозначно. Тогда обратный оператор А-! непрерывен на АМ. 

Приведем ряд примеров компактных множеств в банаховых 
пространствах. 

Пример 1. Любое ограниченное замкнутое множество в конеч- 
номерном пространстве — компакт. Несмотря на тривиальность 
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этого примера, до появления современного мощного аппарата pe- 
гуляризации большинство методов приближенного решения не- 
корректных задач базировалось на следующем приеме. Иско- 
мые функции параметризовались конечным числом параметров, 
исходя из априорных представлений о решении задачи. Если об- 
ласть изменения параметров ограничена, то таким образом опре- 
деленное множество корректности компактно в Й. 

Пример 2. Пусть $ — сфера рефлексивного пространства У, а 
В — линейный вполне непрерывный оператор из У в Z. Тогда в 
качестве компакта можно взять образ сферы при действии опе- 
ратора В, т. е. M=BS. 

Пример 3. При решении операторных уравнений типа (2.1), 
где неизвестной является функция z(t), 1==[а, 6], в ряде задач 
существует априорная информация о характере искомого решения 
такая, как ограниченность функции Z(t), ее монотонность, вы- 
пуклость и т. п. Рассмотрим множество ограниченных невозрас- 
тающих функций 24] таких, что 2(РеЕЁ\е если 0<2(1 с, 
2(t})<z(te), ti<te, Ь цв, Бе[а, В]. Множество {с является ком- 
пактом в Ly(p>1). На самом деле, по теореме Хелли о выборе 
[67] из любой последовательности элементов 21(й), 22(1),... 
..., 2 (),... всегда можно выбрать подпоследовательность 
z,(t),  сходящуюся всюду к некоторой функции z(t) =Z{-. По- 
следнее утверждение и равномерная ограниченность последова- 
тельности функций дают сходимость в Ly. 

Пример 4. Аналогично примеру 2 множество 2‹ выпуклых 
вверх функций таких, что 0<2(7) <с Уп, 6], является ком- 
пактом в Ly (p>1). 

Таким образом, компактные множества могут служить при- 
мерами множеств корректности в задаче (2.1) с непрерывным 
(не обязательно линейным) оператором. 

Для линейных непрерывных операторов множество корректно- 
сти М можно решить до алгебраической суммы М=кК-4?, где 
К — компактное множество, а 53? — конечномерное подпростран- 
ство банахова пространства 2. 

Справедлива 
Теорема 2.2 [64]. Пусть А — линейный непрерывный взаи- 

мооднозначный оператор, действующий из 2 в U, где Z u U— 6a- 
наховы пространства. Если множество Мей имеет вид M=K+ 
+L, КП?=®, где К— компакт, а 3? — конечномерное подпро- 
странство, то оператор А-! непрерывен на AMCU. 

Доказательство. Из взаимооднозначности отображения и: 
условия K\L=O следует, что AKNALY=MH. Следовательно, на 
АК определен обратный оператор A,—'!, а на AY — оператор А», 
причем А\Ш=А, 19-- А, оеЕАК, шеЕАЗ. Оператор А»! ко- 
нечномерен и поэтому непрерывен. Оператор A,—! непрерывен по 

лемме 2.2. Остается отметить, что сходимость U,—U влечет за 
собой сходимость 9„—9, Wn—->W. Откуда следует непрерывность 
оператора А-! на АМ. 
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Приведем примеры множества корректности М, представимо- 
го в виде алгебраической суммы компактного множества и конеч- 
номерного подпространства. 

Пример 1. Пусть М — множество непрерывно дифференцируз- 

мых функций Ф(х) таких, что \ [4 (ФР dx<1. Нетрутно убе- 
0 

дитьЬся, что 

0 Ol<|\ 0 (s) ds|< <[\@ (x) dx] <1, 

1? (%,)—9(%) |< < (x)P dx} хх. 

Возьмем множество Кс-М как множество функций Ф(х), для ко- 

торых (0) =0. По теореме Арцелла множество K— компакт в 
C[0, 1]. Множество М состоит из функций (x) вида g(x) = 

=(p(x)-+c и представимо в виде М=К-- <, где LY — одномерное 
подпространство. 

Пример 2. Рассмотрим в Ly (p>1) множество функций, ва- 
риация которых не превосходит заданной константы с. Обозна- 

чим это множество Ус. Пусть у. cV, содержит те функции (x) 

из Vc, у которых @(0)=0. Множество Ve является компактом в 
Ly. Последнее утверждение — следствие равномерной ограничен- 

0 
ности функций из У. и теоремы Хелли [67]. Теперь У. предста- 

0 
вимо в виде У. =К-- <, где К=У., a ? — одномерное подпро- 
странство. 

В определенном смысле требование к множеству корректности 
M=K+22, где К — компакт, а ? — конечномерное подпростран- 
ство, нельзя ослабить. 

Определение 2. Множество MCZ называется ограниченно 
компактным, если каждое его ограниченное подмножество ком- 
пактно. Ясно, что множество М, представленное в виде М=К-+5?, 
где К — компакт, а # — конечномерное подпространство, ограни- 
ченно компактно. Для линейных вполне непрерывных операто- 
ров ограниченная компактность М является необходимым усло- 
вием непрерывности A! на АМ. Справедлива 

Теорема 2.3 [64]. Пусть М — выпуклое замкнутое подмно- 
жество рефлексивного пространства 2, А— линейный взаимоод- 
нозначный вполне непрерывный оператор, действующий из Z в 
И. Для того чтобы оператор А-! был непрерывен на AMCU, не- 
обходимо, чтобы М было ограниченно компактно. 

Доказательство. Предположим противное: найдется огра- 
ниченная и некомпактная последовательность {2„}ЕМ, т. е. суще- 
ствует подпоследовательность {Z,’}, не сходящаяся сильно. Вви- 
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ду рефлексивности М можно считать, что подпоследовательность, 
сл 

2,,—2” при n’—oo. Поскольку множество М выпукло и замкну- 
то, TO оно и слабо замкнуто. Отсюда 2*еЕМ. По условию теоремы 
оператор А вполне непрерывен, значит, последовательность ин’ = 
= Az,’ сильно в Ц сходится к Az*=u*. Таким образом, последо- 
вательность и„’->и” и, следовательно, по условию теоремы по- 

—1 
следовательность А U,-=—2,, сходится. Но мы предположили, 
что 2,’ не является сходящейся. Полученное противоречие дока- 
зывает теорему. 

$ 3. Квазирешение некорректной задачи 

В предыдущем параграфе был приведен ряд теорем, гарантирую- 
щих непрерывность обратного оператора А-! на множестве кор- 
ректности М. Полученные результаты позволяют строить РА для’ 
решения некорректной задачи (2.1) на М. Конечно, сам оператор 
А-! еще не порождает РА хотя бы потому, что в условно некор- 
ректной задаче оператор A! определен не на всем U. Сущесл- 
вует простой и достаточно общий метод построения РА для ус- 
ловно корректных задач — метод квазирешений. По сути дела он: 
состоит в построении продолжения отображения A! с множест- 
ва АМ на все U такое, что построенное продолжение непрерывно. 
во всех точках АМ. 

Пусть в уравнении (2.1) А — непрерывный оператор, дейст- 
вующий из банахова пространства Z в банахово И, а М — множе- 
ство корректности. 

Определение 3 [62—64]. Квазирешением уравнения (2.1) 
на М называется любой элемент Z2.*=M, минимизирующий не- 
вязку 

|| Аг — из [и = min || Аг— из. 
2ЕМ 

В силу непрерывности оператора А функционал g(z) =||Az— 
— us|ly непрерывен. 

Пусть сначала множество корректности М — компакт в Z. То- 
гда функционал &(2) достигает на М точной нижней грани для 
любого фиксированного элемента иг. Следовательно, квазире- 
шение существует и для любого элемента ицьеИ такого, что 
||“s—a||u<6. Считаем, что отображение А: М->0 взаимооднознач- 
HO и элементу иеАМ соответствует элемент Z&M. Обозначим 
Zs* произвольный элемент из множества квазирешений. Таким: 
образом, задано правило 25*=А. (и), причем оператор Ю.(.) опре- 
делен на всем пространстве. Ясно, что 

|42*— и. | US | Az—us | U + | Az.*—wus|| u<26. 

Поскольку 2.*, Z=M, a оператор А-! непрерывен из AMCU в Z, 
то | #|2>0 при 6—0, т. е. отображение Ю.,(и) — РА для А-! 
на М. 
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Оператор Rs(u) на самом деле зависит лишь от аргумента и, 
т. е. Ю. (и) =R(u). Это согласуется с теоремой 1.1. В ее условиях 
для существования РА вида R(-) требуется, чтобы А-!, опреде- 
ленный на АМ, можно было продолжить на все пространство 
так, чтобы на АМ продолжение было непрерывно. Построенный 
PA К{.) играет роль такого продолжения. 

Представляет интерес вопрос о единственности квазирешения. 
Ответ на него можно получить, используя известную теорему о 
единственности точки экстремума строго выпуклого функционала 
в банаховых пространствах. 

Определение 4. Функционал g(z), определенный на вы- 
пуклом множестве Q банахова пространства Z, называется стро- 
го выпуклым, если для любого ^= (0, 1) и для любых 2152, 
21, 22 выполняется неравенство 

2 (hz, + (1—A) 22) <Ag (21) + (1—A) g (22). (2.2) 

(Если в определении знак < заменить на < и AE, 1], To по- 

лучим определение выпуклого на QCZ функционала.) 
Определение 5. Банахово пространство называется стро- 

го выпуклым (строго нормированным), если равенство |х-+у|= 
= ||х|-+ [у возможно только при y=Ax, где A— вещественное 
число. 

Заметим, что в строго выпуклом банаховом пространстве 
функционал |х| не является строго выпуклым. На самом деле, 
если X2=ax, (а— вещественный параметр), то для ^е= (0, 1) 

[Аха (1—A) x1 ]] =Allxell + (1—A) Ile I]. 

Однако функционал ||х||? строго выпуклый. 
Лемма 2.3. В строго выпуклом пространстве функционал 

пх|? является строго выпуклым. 
Доказательство. Пусть это не так и существуют a* (а*еЕ 

= (0, 1)), x, у (xy) такие, что 

la*x+ (1—a*) у = а (1-—а*) у. (2.3) 

Тогда в силу неравенства треугольника и (2.3) 

a*{|x|]?+ (1—а*) Ilyli?< (а + (1—a*) Ilyll)?. (2.4) 

Предположим, что, например, х==0 и x и у не пропорциональны. 
В силу строгой выпуклости пространства неравенство (2.4) стро- 
гое: 

ох (1—0) [у < 2а* (1—a*) lel] -Iyll+ 

+ (1—a*) 29|. 

(a*—a**) («12—21 Пу + Пу?) <0. (2.5) 

Но а*е= (0, 1), стало быть, неравенство (2.5) противоречиво и X, 

Отсюда 
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у обязаны быть пропорциональными: x=Ay, AO. Из неравенства 
(2.3) получаем 

[a*A+ (1—а*) P=a*02+ (1—а*). 

Отсюда следует, что A=1, или х=у, вопреки первоначальному 
предположению. Если же х=0, то это противоречит условию а*== 
50, а*=Е]. 

Как известно, пример строго нормированных банаховых про- 
странств — пространства [», Ly при р> 1, а Ц, Ly, Cla, 6] не яв- 
ляются таковыми. Любое гильбертово пространство строго нор- 
мировано. Для строго выпуклых функционалов справедлива сле- 
дующая теорема о достижимости экстремальных точек в банахо- 
вом пространстве [31]. 

Теорема 2.4. Строго выпуклый непрерывный функционал 
g(z), определенный на выпуклом компактном замкнутом множе- 
стве банахова пространства MCZ, достигает своей точной нижней 
грани в единственной точке г*ЕЕМ. 

Условия на множество М можно ослабить, накладывая допол- 
нительные ограничения на пространство. 

Теорема 2.5 [31]. Строго выпуклый непрерывный функцио- 
нал 5(2), определенный на выпуклом ограниченном замкнутом 
множестве М рефлексивного банахова пространства, достигаег 
своей точной нижней грани в единственной точке 2*EM. 

Вернемся теперь к задаче отыскания квазирешения для урав- 
нения (2.1). Очевидно, что задачу определения квазирешения на 
множестве М можно переформулировать как эквивалентную ей 
задачу поиска элемента 2*, на котором функционал || Az—u,||2y 

достигает точной нижней грани (отличие от определения состоит 
в TOM, что функционал |А2— изо заменяется на |А2—иь||?). Если 
пространство строго нормировано, а линейный оператор А взаи- 
мооднозначно отображает М на AMCU, то функционал ||Az— 
— #120 является строго выпуклым функционалом для УщеЕЙ. 
Поэтому справедлива следующая теорема о единственности ква- 
зирешения. 

Теорема 2.6. Пусть А — линейный непрерывный и взаимо- 
однозначный оператор, множество М — выпуклый компакт в Z, a 
U — строго сыпуклое банахово пространство. Тогда для любого 
ueU квазирешение уравнения (2.1) существует, единственно и 
непрерывно зависит от и. 

Доказательство. По условиям теоремы g(z) =||Az—ull2y 
для любого фиксированного и— строго выпуклый функционал, 
определенный на замкнутом выпуклом компактном множестве 
McZ. Непрерывность функционала g(z) является тривиальным 
следствием непрерывности оператора А. Поэтому по теореме 2.4 
функцинал g(z) достигает точной нижней грани на М в един- 
ственной точке. Таким образом, квазирешение определено и един- 
ственно для любого иеИ. 

33



Непрерывная зависимость квазирешения от и — тривиальное 
следствие компактности множества М и непрерывности оператора 
А-! на множестве AMCU. 

Замечание. Если множество корректности М расширить до 
M=K+2, где К — компакт в 2, а Y — конечномерное подпро- 
странство, то, усиливая требования на пространство И, можно 
доказать аналог теоремы 2.6. Все утверждения теоремы 2.6 оста- 
нутся справедливыми, если U строго выпукло и обладает свой- 
ством Ефимова—Стечкина (т. е. рефлексивно, и из слабой сходи- 

сл 

мости и„—и и сходимости норм Ии„||-—!и|| следует сильная схо- 
U 

димость U,—>-u при Noo), 

Для приближенного отыскания квазирешений на множестве 
корректности Моё можно применять известные методы миними- 
зации функционалов. Эти методы наиболее исследованы, если 
функционал 5 (2) =|Аг— и? строго выпуклый (что имеет место, 
например, если оператор А линеен и пространство И гильберто- 
во), а М — выпуклый компакт в 0. В этом случае отыскание ква- 
зирешения — задача выпуклого программирования. Используя 
различные итерационные методы минимизации (проекции сопря- 
женных градиентов, наискорейшего спуска, методы второго по- 
рядка и т. п.), можно получить последовательность Zn, миними- 
зирующую функционал g(z) на М. Так как множество М — ком- 
пакт, то последовательность 2„ сходится к единственной точке ми- 
нимума g(z) на М (в случае инъективного оператора А), т. е. к 
квазирешению уравнения (2.1). Все эти вопросы касаются клас- 
сических, хорошо изученных экстремальных задач. Существует 
обширная литература по этому поводу [35, 36, 88]. Мы не будем 
подробно обсуждать подобные алгоритмы. 

В настоящее время использование дополнительной информа- 
ции об искомом решении в случае, когда этой информации до- 
статочно, чтобы сделать задачу условно корректной по Тихоно- 
ву, позволило создать комплексы эффективных алгоритмов реше- 
ния широкого круга обратных задач математической физики 
[104]. 

Поскольку итерационные алгоритмы в задачах с ограничения- 
ми обычно не решают задачу минимизации функционала за ко- 
нечное (известное) число шагов, то задачу отыскания квазиреше- 
ния приходится решать приближенно. Поэтому при построении 
реальных вычислительных алгоритмов, основанных на идее KBa- 
зирешения, сам метод квазирешений несколько модифицируют. 

Суть такой модификации в следующем. Рассмотрим некор- 
ректную задачу (2.1). Пусть 2, Ц — произвольные банаховы про- 
странства, а А — непрерывное взаимооднозначное отображение 
компакта MCZ на AMCU. Вместо точного значения й=А2 из- 
вестно его приближение — элемент иьЕЕЦ такой, что |lu;—illy<d. 
Вместо квазирешения предлагается следующий РА: заданной па- 
ре (us, 6) ставится в соответствие произвольный элемент 2M 
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такой, что ||AZ%—uslly<6. Ясно, что этот элемент существует, так 
как ||AZ—uslly<6, 2еЕЛМ. Ясно, что ||Az—AzZ||y<26. Поскольку 

Z 

2, 2GM, а М — компакт в Z, то 23-2 при 6—0, т. е. предло- 
женный алгоритм регуляризирующий. Его можно назвать алго- 
ритмом 6-квазирешения. 

При использовании такого РА снимаются проблемы, связан- 
ные с единственностью квазирешения и невозможностью его точ- 
ного отыскания. Для нахождения приближенного решения в этом 
случае используются те же итерационные алгоритмы минимиза- 
ции функционала g(z) =||А2— из |0, при помощи которых стро- 
ится итерационная последовательность 2„, минимизирующая 5 (2) 
на М. Минимизацию g(z) на М достаточно проводить до уровня 
погрешности 62. Правда, в предлагаемом РА в отличие от квази- 
решения используется уже вся информация о приближении: из 
=U и величина 6. 

Решение задачи на компакте привлекательно еще и тем, что 
вместе с приближенным элементом 2, ЕМ можно получить оцен- 
ку точности приближения Zs к ZB метрике Z (через характери- 
стики Аи М). 

Если пользоваться методом квазирешений или описанной его 
модификацией, то можно оценить погрешность приближений. 
Действительно, если Аё=и и |и—ии<б, а 2, выбрано из мно- 
жества МПа: || Az—uslly<6}, то 

|[А2— Аи Аг изо [и — о 96. 

Поэтому в обозначениях гл. | 

||2s—Z||z<w (26, А", AM) =9 (6), (2.6) 

здесь w(26, A-', AM) — модуль непрерывности оператора А-! на 
множестве АМ. Более того, 

sup 26—21; <9 (0). 
2ЕМ 

Сопоставляя (2.6) с неравенством (1.14), мы видим, что опи- 
санные методы квазиоптимальны на АМ, если для модуля непре- 
рывности А-! на АМ выполнено соотношение (1.21). 

Задача оценки сверху модуля непрерывности обратных опера- 
торов на различных компактных множествах достаточно хорошо 
изучена. Наиболее подробные результаты получены, когда ком- 
пакт М является образом сферы S={veV: |lull<c} рефлексивно- 
го пространства У. Отображение сферы SCV в пространство 2 
осуществляется при помощи линейного вполне непрерывного опе- 
ратора В, т. е. М=В$. В этом случае заведомо выполняется 
(1.21) и методы типа квазирешений квазиоптимальны на АМ [64]. 

До сих пор рассматривался случай, когда оператор А задан 
точно. Пусть в задаче (2.1) приближенно заданы элемент i HI 
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оператор А, т. е. задано семейство непрерывных операторов Ap 
таких, что 

|Anz2—Az]lu< (A, ||21). 

Здесь p(h, у) — функция, непрерывная по совокупности аргу- 
ментов при #0 и у>0, монотонно неубывающая по второму ар- 
гументу, неотрицательная и такая, что p(h, у)-—>0 при A—->0 рав- 
номерно по у, принадлежащему некоторому отрезку [0, co]. Если 
А и А, — линейные операторы, то ||А,2—Аг|о< |2, т. е. p(h, 

[г|) =# 21|. 
Пусть априори известно, что решение Z (2.1) принадлежит 

компакту MCZ, а оператор А взаимооднозначно отображает М 
на AMCU. Обозначим y= (6, h). Определим M, как множество 
векторов Z=M таких, что 

Anz—wllu<y (A, |=) +6. 

Множество М, для n>O не пусто, так как содержит элемент 2е 
=М. Поскольку М — компакт в нормированном пространстве, TC 
существует константа со такая, что 

sup ||2 || < с. 
2ЕМ 

Пусть 2„— произвольный элемент из M,. Тогда 

|| AZ;—AZ]lu< Аг — Авг ь- [Аг — изо 

+ 1—2 (ap (A, Co) +6) 0, 6, 1—0. 

В силу свойств функции (A, у) и непрерывности оператора A=! 

на множестве АМ имеем 2—2 при п->0. Таким образом, за 
приближенное решение может быть принят любой элемент Z, из 
множества M,. Итак, на компактных множествах задача построе- 
ния приближенного решения в условиях приближенно заданного 
оператора решается полностью аналогично случаю, когда опера- 
тор известен точно. 

Представляет интерес случай, когда априорной информации 
достаточно лишь для того, чтобы множество М было компактно 
в слабой топологии. Хорошо известно, например, что в рефлексив- 
ном пространстве всякий шар слабо компактен. Используя ана- 
логичную технику, можно построить приближенное решение, схо- 
дящееся к точному в слабой топологии. Слабая топология, вооб- 
ще говоря, не метризуема во всем пространстве. Однако если ис- 
пользовать специальную конструкцию приближений, то для них 
можно указать и некоторые оценки погрешности. 

Изложим идею построения таких приближений в простейшем 
варианте линейного непрерывного оператора L,[0, 1] в Г.20, 1]. 
Пусть априори известно, что точное решение задачи 2(Р = 
=C[0, 1] и |Z()|<R УЕ (0, 1]. Перейдем к конечномерным 
аналогам функций. Пусть v(t) — непрерывная функция. Разобьем 
сегмент [0, 1] на М равных частей. Обозначим Vin среднее значз- 
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ние функции V(t) на интервале (i—1/N, i/N), i=1, 2,...,N. Ha- 
зовем конечномерным аналогом функции v(t) кусочно-постоянную 
функцию 

бл O<t<l/N, 

1 
Von? —<t<2/N, 

Uy (1) = м 

, oo <tal. | ONN N <l< 

Приближенное решение (вернее, его конечномерный аналог) 
2°м(Г) ищем в виде 

6 \ Cin (2) AO= Vs YA, 
i 

где 

tO te(i/N, i+1/N), 

ем (В = 0, te (iN, i-+1/N). 
Функции wp ;v(t) находятся как решения задач 

|| A°po,, — er || = min_ || Au—e; yl. 
lul<1/V6 

Справедлива 
Теорема 2.7 [40]. Пусть априори известно, что |z(t)|<R 

Vte[0, 1]. Гогда для конечномерного аналога приближенного ре- 
шения 2м(Т) и конечномерного аналога точного решения 2 (Г) 
справедлива следующая оценка точности: 

max [25 ()— 2 (|< Уб-ЕА тах || A*p}y—ejw || > 0. 
{Е[О,11 1<i<N 6—0 

Таким образом, информация о принадлежности решения сла- 
бому компакту позволяет не только построить приближенное ре- 
шение задачи в слабой топологии, но и дать количественную 
оценку погрешности приближения для конечномерных аналогов 
решений. Тем не менее нужно понимать, что для «существенно» 
некорректных задач (А-! неограничен на области определения) 
полученная при фиксированном 6 оценка, вообще говоря, стре- 
мится к co при N->oo! 

$ 4. Свойства б-квазирешений 
на множествах специальной структуры 

В алгоритме квазирешений и его модификации (6-квазирешения) 
сходимость приближений 25 на множестве корректности М к точ- 
ному решению 2 сильная в Z. Однако при помощи техники ком- 
пактного вложения в ряде случаев удается получить более тонкие 
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результаты. Обычно это удается сделать, когда есть дополнитель- 
ная априорная информация о точном решении. Несколько приме- 
ров таких результатов приводится в этом параграфе. 

Рассмотрим операторное уравнение (2.1). Пусть априори из- 
вестно, что точное решение некорректной задачи (2.1) 2 принад- 
лежит множеству монотонных ограниченных функций: {ес Ёр 
(p>1). Пусть также Z=Ly, а оператор A взаимооднозначно отоб- 
ражает {с на AZ}ccU. Как обычно, Us обозначим приближен- 
ное значение элемента и, |и—и|и<б, 21с(6) — множество функ- 
ций 2(5) из {с таких, что |А2г— из |6. Так как Z\c компакт в 
Ly, то при любом выборе элементов 2ЕЙ]с(5) имеет место схо- 

Ly = 
димость 23—-—>z при 6—0. 

Однако если относительно точного решения есть дополнителъ- 
ная информация, например о непрерывности 2($) на fa, bl, то 
можно усилить результат. При этом приближенные решения, как 
и раньше, принадлежат Z{c, т.е. могут быть разрывны. 

Теорема 2.8. Пусть 2($)е=С[а, 6]024с, а [%, o] — произ- 
вольный сегмент из интервала (а, 6). Пусть также 25, = {с (6,) 

и б,—>0 при n->oco, Тогда 2, (5) 51 (5) при noo, 

Доказательство. Покажем сначала, что при И-—=со после- 
довательность 25 (5) сходится к Z(S) и в каждой точке se 

= (а, 6). Выберем из 25, (5) подпоследовательность 25 ($), схо- 
п 

дящуюся в каждой точке $е=(а, Ь) к некоторой функции =(5) = 
=Z\c. Справедлива оценка 

| Az— Az {и < М 2— Азь,, lly + Аг, — ив в ly + 

Чьи < En +26, °, 

причем =„.—0О при n’—oo в силу непрерывности оператора А из 

Ly, в (. Отсюда. Е P22, 
Поскольку 2($) монотонна, а 2(5) монотонна и непрерывна, 

то 2($) =2(5) Wse(a, 6). Таким образом, в каждой внутренней 

точке сегмента [а, 68] Z(s)=z(s). Поскольку из последовательно- 
сти 25 ($) всегда можно выделить сходящуюся подпоследова- 

тельность и сходятся они к одному и тому же элементу 2($), то 
сама последовательность 25, (5) сходится к 2($) в каждой точке 

интервала (a, 6). 
Покажем теперь, что последовательность 25, (5) сходится к 

2($) равномерно на любом замкнутом сегменте [у, в] < (а, 6). 
Зафиксируем =>0. Из равномерной непрерывности 2($) на сег- 
менте [y, o] следует, что для всякого =>0 существует такое 
5 (=) >0, что для любых В, БЕ[ф, o] таких, что |1—|<6(ё) вы- 
полняется неравенство |2(#)—2{) | <=/4. Разобьем отрезок [у, 
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о] точками yp=t;<to<...<tm=o таким образом, чтобы | ti41-— 
—t;|<6(e), [=], 2,...,M. 

Выберем N(e) так, чтобы для любых n>N(e) в любой точке 
разбиения &, i=1, 2,...,т, выполнялось неравенство 

IZ, (t;)—z (t;) |< 8/4. 

Тогда из монотонности Z(t), 26, (¢) следует, что для любой точ- 

ки te[y, o] 

lz6, —zl<e 
при n>N(e). 

Замечание 1. Еще раз подчеркнем тот факт, что элементы 
множества Zc не являются непрерывными функциями. Тем не 

менее sup |Z, (t)—z(t)|>0O при 6,0. 
tefy,o] 

Замечание 2. Ясно, что множество Z{c не является KOM- 
пактом C[a, 6], т. е. полученный результат не укладывается в 
стандартную схему. Тем не менее он получен благодаря схеме 
компактаого вложения (теорема о выборе Хелли) и дополнитель- 
ной информации о точном решении задачи. 

Замечание 3. Результаты легко переносятся на случай, 
когда Z(t) — кусочно-непрерывная монотонная функция. В этом 
случае сходимость последовательности приближений к точному 
решению задачи равномерна на каждом замкнутом сегменте 
[y, o], не содержащем точек а, 6 и точек разрыва #($). 

Таким образом, в случае, когда априори известно, что точное 
решение Z(S) — монотонная ограниченная функция, то за прибли- 
женное решение можно принять любой элемент 26ЕЙ]с (6). При 
этом имеет место сходимость не только в Lp (где множество {с 
компактно), но и равномерная сходимость к такому решению 
в указанном выше смысле. 

Аналогичную теорему можно доказать, когда априори извест- 

но, что точное решение задачи 2(5) Ес, т. е. является выпуклой 
вверх функцией. Более того, в этом случае имеет место не только 
сходимость самих приближений, но и в определенном смысле 
сходимость их производных. 

Приведем пример еще одного результата, не укладывающе- 
гося в общую схему, для случая, когда точное решение — выпук- 
лая (для определенности вверх) неотрицательная функция. 

Пусть точное решение некорректной задачи (2.1) — выпуклая 
вверх неотрицательная функция. Множество таких функций обо- 

значим Z. Множество функций из Z, удовлетворяющих неравен- 

ству |А2— ии, обозначим Z(5). Пусть 2,— произвольный 

элемент из Z(6,). Покажем, что если оператор А линеен и вза- 
имооднозначен из [р в U, то последовательность функций 26, 

при 6,—0 равномерно ограничена сверху. Из этого резулъ- 
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тата следует, что при поиске приближенного решения некоррект- 
ной задачи (2.1) на множестве выпуклых функций не нужно 
знать константу, ограничивающую сверху точное решение. 

Легко убедиться в справедливости следующего утверждения. 

Лемма 2.4. Пусть 2(5) =2 и z(s*)=2 (= <2. Тогда 

2 ($) <4 для любых se [а, 6]. 
Доказательство. Предположим противное. Тогда суще- 

ствует 5**е=[а, 6| такая, что 2(5**)<4. Для определенности 
++ at b a+ b 

2 2 
больше или равно $5 < 

соответствующему значению ординаты точки прямой, соединяю- 
щей точки {b, 2(6)} и {s**, 2(5**)}. Поскольку 2(b)20, то 

a--b 

| 2 

Значение 2(S) в точке S* = 

)>2. Полученное противоречие доказывает лемму 2.4. 

Лемму 2.4 можно переформулировать. 

Лемма 2.5. Пусть 2(5) ЕЙ и cywecreyer точка s**e[a, 6] 

такая, что z(s**) >4. Тогда 2 (")=2 ( = - > 2. 

Предположим для определенности, что точное решение задачи 

(2.1) 2(5) ЕЙ и Z(s)<1 для sef[a, 6]. 

Справедлива _ 

Теорема 2.9. Пусть 2,— произвольный элемент Z (61). 

Тогда существует такая константа с>0, что для всех $е[а, 1] 
выполнено неравенство 2ь„ ($) <с, n=1, 2, .... 

Доказательство. Заметим, что в силу линейности опера- 
тора А множество Z(6n) выпукло и, следовательно, выпукло MHO- 

жество значений функций 2(5) из Z(Sn) в каждой точке $е= (а, 6), 

a. Предположим противное ут- в том числе и при $=$" = 

верждению теоремы. Тогда существует последовательность функ- 

ций 25, (5) из Z(6,-) и такая последовательность точек Sy’ & 

= [а, 68], что 2%,, (Sy) > п’. По лемме 2.5 2,,(s") > 2 при n’>A. 

Заметим, что z(s)=Z(6,-) для любого п’ u 2(5*) <1. Посколь- 

ку множество значений функций z(s) из 7(5,.) в точке S* вы- 

пукло, то для каждого n’ существует элемент Zn’ (jez (5,°) Ta- 

KOH, ЧТО 2p’ (s*)=2. Согласно лемме 2.4 все функции Zn! (5$) рав- 

номерно ограничены и по теореме Хедли о выборе существуют 

подпоследовательность Zn” и функция 2($) ЕЁ такие, что в каж- 

дой точке se [а, 6] jim Zn (s)=2(s). В силу непрерывности опе- 

_Lp 
ратора A имеем |Az—AzZiiv=0, откуда 2=2. С другой стороны, 

2(5*) =2, а 2(5*)<1. Поскольку обе функции непрерывны в точке 
Lp 

s*, то zz. Полученное противоречие доказывает теорему. 

40



Замечание 1. Таким образом, в случае, когда точное реше- 
ние Z(s) — выпуклая вверх неотрицательная функция, для по- 
строения приближенного решения нег необходимости знать кон- 
CTaHTy, ограничивающую точное решение сверху. За приближен- 

ное решение можно принять любой элемент из множества Z(6). 

Заметим, что множество С в этом случае неограничено и неком- 
пактно. 

Замечание 2. Для простоты изложения мы рассматривали 
задачи, где искомой функцией является одномерная функция 
z(s). Однако теоремы о выборе справедливы и для случая, на- 
пример, выпуклых тел в пространстве Ю”. Поэтому результаты 
этого параграфа легко переносятся и на многомерный случай.



Глава ГП 

Схема Тихонова в задаче построения 
Регуляризирующих алгоритмов 

В этой главе описывается наиболее известная схема построения 
конкретных регуляризирующих алгоритмов. От нее и начался, по 
существу, современный этап развития численных методов решения 
некорректно поставленных задач. Рассматриваемые ниже KOHCT- 
рукции в линейном случае непосредственно приводят к легко pea- 
лизуемым на ЭВМ численным алгоритмам, широко используемым 
на практике. В случае нелинейных задач схема Тихонова также 
служит идейной основой построения эффективных численных ал- 
горитмов. 

$ 1. РА в схеме Тихонова с априорным выбором 
параметра регуляризации 

Пусть Z и U — гильбертовы пространства DCZ — замкнутое 
выпуклое множество априорных ограничений такое, что 0еД (в 
частности, если рассматривается задача без ограничений, то D= 
=Z), Ди An — линейные ограниченные операторы, действующие 
из (в 0, причем |А,—А|]<й, h>0. Таким образом, входными 
данными являются пара (An, Us) и вектор погрешности п= (5, В). 
Требуется построить приближенное решение уравнения 

Az=u, zeZ, ueu, (3.1) 

принадлежащее множеству О, по заданному набору данных 
{An, Us, п). Пусть, как обычно, 2 — точное решение (3.1), соот- 
ветствующее правой части ий. Введем в рассмотрение функционал 

М“ [2] = ||[Anz—uollu? + о] 222 (3.2) 

(1>0 — параметр регуляризации) и рассмотрим экстремальную 
задачу (здесь и далее в экстремальных задачах ищется элемент, 
на котором достигается минимум функционала. Разрешимость 
такой задачи везде исследуется отдельно): найти 

argmin М® [2]. (3.3) 
zED 

Имеет место 
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Лемма 3.1. Для любых а>0, uceU и линейного ограничен- 
ного оператора А задача (3.3) разрешима, имеет единственное 
решение 2.беО, причем 

| Низ Иа. (3.4) 
Доказательство. Функционал М[2|] сильно выпуклый, 

поскольку по определению он является суммой выпуклого функ- 
ционала |4,2—и5 |0? и сильно выпуклого функционала alj2|lz?. 
Сильно выпуклый функционал М |[2| достигает минимума на лю- 
бом выпуклом замкнутом (не обязательно ограниченном) множе- 
стве DCZ в единственной точке Z,”. 

Оценка (3.4) следует из того, что поскольку OED, то 

min М [2] < М” [0]. 
z€D 

Лемма 1.1 доказана. 
Замечание. Напомним, что необходимым и достаточным ус- 

ловием того, что элемент 21°) есть точка минимума функциона- 
ла M*[z] на О, является условие 

(grad М" [2], 2.°—z)<0 (3.5) 

для любого элемента 2=Д. Если 2.” — внутренняя точка D, то 
это утверждение принимает вид grad М? [г.*] =0 или 

An*AnZq% + а2.“=Ав* Us. (3.6) 

Последнее уравнение дает экстремаль функционала Тихонова в 
случае, например, если D=Z. Тогда оператор Re=(An*Ant+ 
+аЕР)-!'А»*. При наличии ограничений, когда задача решается на 
05-7, минимум функционала Тихонова может достигаться на 
границе D. В этом случае R, — оператор, который паре (An, и) 
ставит в соответствие элемент 2,” на котором функционал Тихо- 
нова достигает минимума. Следующая теорема решает вопрос об 
аппроксимирующих и регуляризируюцщих свойствах оператора Ra 
на ADCU. 

Теорема 3.1. Пусть А — взаимооднозначный оператор, а 
ЕД — решение задачи (5.1). Тогда, если а(т)—0 так, что 

2 2 — 

0 при |0, то 2—2. 
a (1) 
Доказательство. Возьмем последовательность п„—0-0 

при n—>oo, Для каждого \„ предполагаем заданной пару 

А, и и такую, что |4, —Al||<A,, ||us,—ullu<6,. Тогда 

М“) Го [z, ie |= min nM MO) Tal г| < Ny) [2] <(h IE lz +6)?-+ 

+a (т) [|2 |2. (3.7) 

43



Из (3.7) следует, что 

a(n.) |2 (hn |Z lL, + би)? - о 
12, ° lz - + |212. (3.8) 

a (Nn) 

В силу условий теоремы существует константа с, не зависящая 

OT п и такая, что 

(An|[Z||z+6n?) [а (п) < с. 

Используя слабую компактность шара в гильбертовом прост- 

ранстве, из последовательности 2 можно выделить подпосле- 

довательность, слабо сходящуюся к некоторой точке 2*еД (по- 
скольку О слабо замкнуто). Не ограничивая общности, считаем, 

что вся последовательность г") слабо сходится к =* при по. 

Используя полунепрерывность снизу нормы (функционал [(2) Ha- 
зывается полунепрерывным снизу (слабо полунепрерывным сни- 
зу), если из сходимости 2, 4, 20 (Z,——>2,) следует 
lim f (z,) > [(2.)), условие теоремы и неравенство (3.8), легко 
й—>со 

получить, что 

2° 5 т 250 5 him [20 Iz <I] lz. (3.9) 
fi->oo 

Рассмотрим теперь неравенство 

|| Az” — Аи < || An,” — Аа to + 
a(N,) a(n) a(N,,) 

+14, ат, —Uo, + Ги, lla <A len,” WU Ang2n, ” —4s, llu + 

би < в, (С-В + (Aa IZ lz +5,)? + & (Ma) |218} + 5,- (3.10) 

Переходя к пределу в (3.10) при n—-oo, используя условие 
а (1„)—0 и слабую полунепрерывность снизу функционала 
||Az—AZ|lv, получим |А2*—А2|и=0, т. е. 2*=# в силу взаимо- 

однозначности А. Из (3.9) следует Ит Nee |= Иа. Так как 
ft—>oco 

гильбертово пространство обладает Н-свойством (из слабой схо- 
димости и сходимости норм следует сильная сходимость), то 

. (т) = 
lim 2, * =2. 

n 
fi—>20 

Полученное утверждение доказывает теорему. 

Замечание. Доказанная теорема утверждает регуляризиру- 

емость любой линейной задачи, когда 2 — гильбертово простран- 

ство. При доказательстве использовалось лишь два существенных 

свойства пространства: 
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а) строгая нормированность (утверждение о единственности 
2) и рефлексивность; 

6) Н-свойство (если последовательность z,——>2" и ||2,|lz—> 

— ||2"llz, то 2,2"), 
Следует отметить, что если 2 — произвольное банахово прост- 

ранство, то в Z всегда можно ввести эквивалентную норму так, 
что пространство С в новой нормировке строго нормированное и 
обладает Н-свойством [74, 104]. Поэтому теорема 3.1 остается 
справедливой для любого рефлексивного пространства 2. Следо- 
вательно, доказана регуляризуемость произвольного линейного 
отображения, когда Z — рефлексивное пространство. (В функци- 
юнале (3.2) || |2 заменяется на новую (эквивалентную) норму.) 

Замечание. Пусть А не является взаимооднозначным опе- 
ратором. Определим нормальное решение 2 уравнения (3.1) 
множестве О, соответствующее правой части й=АёеЦЙ как реше- 
ние экстремальной задачи 

&=аго пп ||2||?, 2еЕ{геДО: Аё=и}. 

Множество {2е): Аг=и} выпукло и замкнуто, функционал 
(=) =|=|:? сильно выпуклый, следовательно, нормальное решение 
ZED существует и единственно. Если в формулировке теоремы 3.1 
отказаться от требования взаимооднозначности оператора A, то 
ее утверждение остается в силе, если считать, что 2 — нормаль- 
ное решение уравнения (3.1). 

Таким образом, и в этом случае гп’ —->2 при yO, где 
2 — решение уравнения (3.1) с минимальной нормой. 

a(n) 2 

$ 2. Выбор параметра регуляризации 
по обобщенной невязке 

В этом параграфе обсуждается другой способ выбора параметра 
регуляризации «а — так называемый принцип обобщенной невяз- 
ки. Пусть, как и раньше, 2, U — гильбертовы пространства, а 
А — линейное непрерывное инъективное отображение DCZ на 
ADcU,. Считаем приближенно заданным как элемент и, так и 
оператор А. 

Определим меру несовместимости уравнения (3.1) с прибли- 
женными данными на множестве DCZ как 

Hy (Us, A,) = int ||4,2— изо. 
zED 

Очевидно, что py(Us, An) =0, если uge@A,D (черта означает 3a- 
мыкание по норме соответствующего пространства). 

Лемма 3.2. Пусть Z=D. Зададимся последовательностью 
^->0. Тогда py (Ay, из) >00 при п,—0. 

Д оказательство следует из очевидного неравенства 

Mn, (Аи Us, )= int IA, iw —4e,lluS [А 2— ив Пи <5,+4 |2. 
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В дальнейшем предполагается, что мера несовместности вы- 
числяется с погрешностью х.>0 т. е. вместо пи„(Ан, Us) известна 
и (А, Us) такая, что 

и(Ал, 15) Зи (Ал, ив) Зи (Ав, Us) +x. 

Погрешность определения меры несовместности х считаем  сог- 
ласованной с погрешностью задания исходных данных \ таким 
образом, что х=х (п) —0 при ч—0 (например, x(n) =6-+й). 

Введем в рассмотрение функцию, называемую обобщенной не- 
вязкой: 

и” (a) — | A n2,*—Us || v2— (6+Aliz,%ilz)?—py" (An, Us) 2. (3.1 1} 

Сформулируем так называемый обобщенный принцип невязки 
для выбора параметра регуляризации [43—46]. Пусть условие 

[ме и? 6? + мы" (Ав, Us)? (3.12) 

He выполнено, тогда в качестве приближенного решения уравне- 
ния (3.1) выберем 2.=0. Если же условие (3.12) выполнено, то, 
как показано ниже, обобщенная невязка имеет положительный 
корень a* (1) T. е. 

[Авг шото = (6-Е [ley Plz)? ра (Ав, из. (3.18) 
Положим в этом случае приближенное решение (3.1) 21 = 25". 

Ниже показано, что для инъективного оператора выбор парамет- 
ра регуляризации по принципу обобщенной невязки порождает 
регуляризирующий алгоритм, т. е. элемент” (параметр a(n) 

выбран по критерию (3.13)) при ч—0 стремится в норме Z к 2. 
Докажем предварительно ряд лемм о свойствах обобщенной 

невязки и функционала Тихонова. 
Введем в рассмотрение следующие функции параметра 4, 

определенные при a>0: 

(pPn(a) = М® [2,°] = |Anz,*—uellu? + 92|”, (3.14) 

Yn(a@) =1 22127, (3.15) 

Ви (а) = ||Anz,%—wollv?. (3.16) 
Справедлива 

Лемма 3.3. g,(a), yn(a), В.(а) как функции параметра a об- 
ладают следующими свойствами: 

1) они непрерывны при а>0; 
2) функция ф-(а) вогнута, дифференцируема и фи (а) =1н(а); 
3) функция у,(а) монотонно не возрастает, а функции g,(a), 

B,(a) монотонно не убывают при а>0, причем на интервале 
(0, ao) таком, что 200 5 О функция ф„(а) строго монотонна; 

4) справедливы предельные соотношения 

lim ул (©) = Шт ay, (@) = 0, 
@—-|-со @—>-+ со 
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lim фл (a) = lim Bn (ct) = 145, 
Q@~»bvo 

lim AV, (©) = 0, 
0-0 

Jim Py <= lim ‚Ви (9) = и (Ал, из)*. 

Доказательство.  Дкажем утверждения 2) и 3). Зафик- 
сируем 0<a’<a и вычтем из очевидного неравенства 

Pn (9) = [Аа и У  ||28 [8 < [14,20 и + @ |298 

выражение для ф„(а’). Получим 

Pn (©) — фи (©) < (&— о) [|2°* ||. (3.17) 

Аналогично Gy (%) — фи (©) < (&' — о) ||22-[2. 

Из последних двух неравенств следует 

Pn (©) — Pn (%) Пе <A еж, (3.18) 
Поскольку |[2°|2 = 9, TO @,(a@) монотонно не убывает, а если 

2%] ==О Ha интервале (0, ao), то g(a) монотонно возрастает 

на этом интервале. Из (3.18) следует также, что если О<а’< я, 
то [|292 < |2 "|Z, т.е. функция y,(a) не возрастает. 

Из неравенства (3.4) следует, что если фиксировать о, 
0<ao<a’<a, то 

ыы —— 

У 

Из последнего неравенства и (3.17) следует непрерывность ¢—, (a) 
для любого a>0. 

Далее из (3.4) следует lim у, (а) =0. Отсюда в силу непре- 
Q@->- со 

еее < 8 

рывности оператора А» 

Lim By (a)= lim Ayes —ullf, = Ileal 
@—--- со 

Поскольку М® [zt] < М® [0] = и |0, то 

lim ayy (9) =0, Lim фи (@) = [м [. 
a—>--co Q@—>-+-00 

Покажем теперь, что невязка f,(a@) монотонно не убывает. 
Для этого достаточно заметить, что при O<a’<a 

Azo’ —vall2, а Де <M Anz2—uagllf, +. 2 < 
< нее ше Ine 

Второе из этих неравенств является следствием невозрастания 

Функции ‘yy (a). 
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Для доказательства непрерывности ,(a) воспользуемся ус- 
ловием 

(grad М” [2"], 2—2) >0 У2е= О, 
ИЛИ 

м , , * , 

(2, А’ -На’2т —An Ug, 2—2 ) > 0. 

Выберем в первом из этих неравенств Z=Z,"", а во втором — 
2=2,1“ и сложим их. Получим 

(Ан А, (@n—2n ) + и21— 921 , 21 — 21) >20 
ИЛИ 

(A, А, (22—29) -- мае — май” + ме" — 2, 2—2) <0, 

ИЛИ 

Ay, (2 — 22) |8, + [28—29 [2 < (о — ax) (22, 29—20). 
Отсюда с учетом (3.4) 

| 00’ ' Я и 
a 

ee liz — ll24 [lz] < [28—28 [2 > [a —a], 

т. е. y,(@) непрерывна (даже удовлетворяет условию Липшица). 
Непрерывность функции f,(a) следует из непрерывности ф»„(а) 
и y,(a). 
Ys неравенства (3.18) и непрерывности y,(a@) следует, что 

qg,(a) дифференцируема для любого а>0, причем Py (a) = Yn ()- 

Таким образом, функция g(a) вогнута, так как ее производная 
у"(а@) монотонно не возрастает. 

В силу того что lim 24 llz = 0 И [12912 не возрастает при 
@—-Нсо 

увеличении а, легко видеть, что если при некотором ве (0, +o) 
2% =0, то 22=0 и при всех а> 4. Если при ao>0, 20% == 0, то 

27 3= 0 для всех ае= (0, do). 

Рассмотрим теперь поведение функций g,(a), yr(a) и В„(а) 
при а—0--0. Зададимся произвольным =>0. Тогда найдется 
2 ЕД такое, что 

Un (A, из) > [4,2 — изу Uy (A,, Us) - в. 

Очевидно неравенство 

Вл (©) < Py (©) < [2 — Ulli, + @ =, 

M3 которого следует, что 

lim Ва (©) < <lim фл (©) < (в, (A,, Us) + =). 
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By (a) > > int || A,2 — Ug] |2, =n (Ap, ив)". 

Отсюда 

Lim By (69 > 12 (Any) 
Теперь ввиду произвольности = получим 

1 — 12 lim Ва (%) =p? (A,, Uo), 
a->0 

а также, что 

Нло 223 = 0, lim py, (2) = By (Ary ta) 

Лемма 3.3 доказана. 
Следствие 1. Обобщенная невязка 

Om (а) = By (@) — (8-Е 4 V Yn (©) — ва (Ans ив)? 
обладает следующими свойствами: 

1) 9,“(a) непрерывна и монотонно не убывает при a>0; 
2) tim 0% (a) = Низ, — 6? — ых (Ap, ив)"; 

3) tim 0% (a) <— 8%; 

4) если выполнено условие (3.12), то найдется а* такое, что 

On” (a*) =0. (3.19) 

Доказательство пп. 1), 2), 3), 4) легко следует из свойств 
функций B,(a) и y,(a) и неравенства (3.12). 

Замечание. Вообще говоря, в силу того что функция и” (a) 
может не обладать свойством строгой монотонности, а* может 
определяться неоднозначно. Однако можно показать, что элемент 
2.“*, взятый для произвольного a“ из указанного интервала, один 
и тот же [16]. 

Замечание. Свойства функции би (@) = Ви (&)— 6-й Ут, (a)? 
могут быть легко получены аналогичным образом, однако, как 

отмечалось, корень уравнения ‘о, (а) =Q может не существовать 
при a>0. 

Переходим к доказательству основной теоремы, гарантиру!о- 
щей то, что принцип обобщенной невязки дает регуляризирующий 
алгоритм. 

Теорема 3.2. Пусть А — взаимооднозначный оператор, i= 
= Az, =. Пусть такая ||A,—Al|<A, |и,—и|<6. Тогда lim z,=2, 

10 

где г, выбирается согласно обобщенному принципу невязки. Если 
А не является взаимооднозначным (Ker A=40), то утверждение 
теоремы остается справедливым, если считать Z нормальным ре- 
шением уравнения (3.1). 
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Доказательство. Если Z=0, то |lus|lu<6 и условие (3.12) 
He выполнено. Тогда и Z,=0. Тем самым теорема в этом случае 
доказана. 

Пусть теперь 2==0. Поскольку pay*(An, Us)? 62—0 при 1-0 (см. 
лемму 3.2 и определение р“ их), а |иш оо то условие 
(3.12) выполнено, по крайней мере, для достаточно малых 1. 
Схема доказательства теоремы 3.2 в этом случае не отличается 
от схемы доказательства теоремы 3.1. Пусть и+—0 при k->oo, а 
Oe — корень уравнения (3.19) прн фиксированных Из, Anp 

таких, что пи 45, [и 5, |A,,—All < Me. В силу экстремальных 

свойств ce получим 

И — ty, [2+ о e212 < [| Ary, 2— ив, 8, Нав 122. 

Учитывая обобщенный принцип невязки (3.13), имеем 

(5, 1 My 12) + op Iz” “lle < (5, +h, ela)? + 

На ет + (ме, Ан < (8, + Ae Е Е. Np Np R k 

Таким образом, 

ЕН) < f (212). 

где f(x) = (А+Вх)?- Сх?, А, В>0; C>0, Функция f(x) строго 
монотонна при x>0, а следовательно, 

Пе: < 21| =- 

Считая далее, как и при доказательстве теоремы 3.1, что 
* 

gk -—-> 2‘ Е Ш, получим неравенство 
"e 

lz"llz< lim |l2"llz < <lim elle < 22, 
Е Ес 

аналогичное (3.10). 
Для того чтобы завершить доказательство, как и в теореме 3.1, 

осталось доказать, что 2*=#. Это следует из неравенства 

| Az — Ab] yy < вы 29 2 + НВ Паб ро (Ань 0)? 8 < 
ПЕ ПЕ Пе 

< hy lel z+ (Gut ПАН (Ан, и +84 —0 
при ne->0. Теорема 3.2 доказана. 
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Замечание. Для Toro чтобы лучше понять смысл выбора 
параметра регуляризации в соответствии с обобщенным принци- 
пом невязки, рассмотрим следующую экстремальную задачу с ог- 
раничениями: 

z= argmin |212, (3.20) 
zEDy 

Dy={z:2ED : \|Anz—uollu?< (6-й. |lzllz)? + wi (An, Us) ?}. 

Можно показать, что экстремальная задача с ограничениями. 
(3.20) и тихоновская схема с выбором параметра а по принципу: 
обобщенной невязки эквивалентны [16]. 

Замечание. В формулировке обобщенного принципа He- 
вязки можно положить ит“ (Ан, из) =O даже в том случае, когда 

ЕАО. Определим обобщенную невязку 

Pn (ct) = Ане шь о (6-е). 
Условие (3.12) заменится на условие 

[из и>>б. 

Сформулируем теперь модифицированный обобщенный прин- 
цип невязки в следующем виде: 

1) если условие |и|и>6 не выполнено, то полагаем прибли- 
женное решение уравнений (3.1) 2.=0; 

2) при выполнении условия |из|и>>6: 
а) если найдется а*>0 — корень функции p,(a) =0, то в ка- 

женное значение равным 2„= Пт 2% n a—0+0 

Теорема 3.3. Если A — взаимооднозначный оператор, то 
сформулированный выше алгоритм — регуляризирующий. Если 

не является взаимооднозначным, то имеет место сходимость 
регуляризированных приближенных решений 2,° к нормальному 
решению уравнения (3.4) на множестве D. 

Замечание. Отметим, что в отличие от алгоритма, обосно- 
ванного в теореме 3.2, такая модификация обобщенного принци- 
па невязки не требует вычисления Un" (An, из). Однако в этом слу- 
чае приходится преодолевать трудности, связанные с возмож- 
ностью отсутствия корня у невязки. 

Замечание. [Госкольку в любом рефлексивном простран- 
стве может быть введена эквивалентная норма так, что прост- 
ранство станет равномерно выпуклым, а следовательно, строго 
нормированным и с Н-свойством, то схема принципа обобщенной 
невязки переносится на рефлексивные пространства. 

Замечание. РА с выбором параметра регуляризации по 
схеме, аналогичной принципу обобщенной невязки, оптимален по. 
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порядку на компакте, являющемся образом шара рефлексивного 
пространства при вполне непрерывном отображении. 

Остановимся на дополнительных свойствах, которыми облада- 
ют функции В. (а), Yala), ф„(а) и обобщенная невязка р„(а), когда 
задача решается без ограничений, т. е. D=Z. В этом случае экст- 
ремаль функционала может быть найдена как решение уравне- 
ния Эйлера (3.3), а именно 

2.°=Ваиь=Ю “А в*иь= (А,*А, НаЕ) Анжи. (3.21) 

Лемма 3.4. Оператор R,* обладает следующими свойствами: 
1) если О(А») =Z, то О (В) =Z; 

2) К° |< Ша; 
3) Ю.“ положительно определен; 
4) R,* непрерывно зависит от а(а>0) в операторной тополо- 

гии. 
Лемма 3.4. гарантирует разрешимость и единственность ре- 

шения уравнения Эйлера (3.6) для любого а>0. Покажем, какие 
дополнительные свойства приобретают в этом случае функции 

бт" (а), Pn(@), Bala), Parla). 
Лемма 3.5. Пусть D=Z. Тогда функции @,(a), Yn(a), Bn(a), 

Pr*(a) кроме свойств, перечисленных в лемме 3.3 и ее следствиях, 
обладают следующими свойствами: 

1) они непрерывно дифференцируемы при а>0 (рт(а) — при 
условии, что 2520), причем 

vn (а) =—((An*Ant+a£)2,%, 2”), 

Ви (а) = — аи (a), фи’ (а) =n (a), (3.22) 

On" (a) = — а (а) [а А? + А б/Уу. (а) ]; 

2) функции ф-(а), у.‹2), Bula), р" (а) на интервале (0, ao] 
таком, что 2% = 0, строго монотонны, причем достаточным ус- 

ловием строгой монотонности функций при всех а>0 является 

условие (3.12); 
8) функция В. (^.) =B,(1/A) выпукла по ^ при ^>0. 
Доказательство. Для доказательства п. 1) утверждения 

леммы 3.5 заметим, что из п. 2) леммы 3.3 следует, что достаточ- 

но доказать формулу (3.22). Зафиксируем а>0 и рассмотрим 
приращения Ла такие, что а-+Аа>0. Обозначим Аг“ = 2“ — 2". 
По свойству 4) леммы 3.4 |Дг.?|:—0 при Аа—0. Запишем урав- 
нение Эйлера, соответствующие а и а+{ Ла: 

An*Anz,% + a2,*=An* Us, 

An*An (2n%*+AZn%) + (а-Да) (2,°+AzZ,%) =An* ts. 

Вычитая эти равенства, получим 

Az,*=—Aa (An*Ant+ (a+Aa) £)—!2,%. 
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Рассмотрим теперь разностное отношение 

Ym (4 FOO) (9) _ (Аж, га НА) — (2, 2) _ 
Aa Aa 

_ 2 (42%, 2H) + (42%, 21) oe 
Aa 

((Аь A, + (@4- Аа) EY"! 2%, га + 

+e [С A, + (a+ Aa) Е) 250°, 

ИЛИ 

А 29 | г ——2 (А, А, aE)’ 2%, 2%), Aa 0. 
a 

При этом мы воспользовались непрерывностью R,* по а и ограни- 
ченностью Аз“ как линейного оператора из в 7. Формула (3.22) 
доказана. 

Так как R,* — положительно определенный оператор (лемма 

3.4), то ут (а) <0 для любого ае=(0, uo], где 27°30, т. е. у, (а) 
(а также В, (а), ф„(@), р-“(а)) строго монотонны на интервале 
(0, ao]. Для завершения доказательства п. 2) заметим, что по- 
скольку U — гильбертово пространство, TO оно представимо в ви- 
де прямой суммы двух ортогональных подпространств: 

И=А,2 @ Ker Ay . 

Поэтому и однозначно представимо в виде и=о, +, Use 
еКег Apt, ше А,2, причем 

Ba (Ags из = inf Ане мь По = о ПО. 

Если 2=0, то из уравнения Эйлера следует, что А,*и,=0, т. е. 
usS=Ker An*; из=иг. Следовательно, если выполнено условие (3.12) 
[м5 [о2> 62+ и (Ав, Us) 2=62-+ ||Vellu2, то 2.“ не может равняться ну- 
лю ни при каких а>0. 

I]. 3) доказывается с помощью замены переменной a=1/A и 
непосредственным вычислением второй производной функции 
В. (1/^) способом, аналогичным вычислению первой производной 
yn(a). Лемма 3.5 доказана. 

Следствие 1. Если D=Z, значение а=а*, определяемое 
согласно обобщенному принципу невязки р.“(а)=0, единственно. 

Замечание. В последних двух параграфах этой главы были 
обсуждены два наиболее употребимых способа выбора параметра 
регуляризации: априорный способ выбора a=a(n) и алгоритм 
выбора по принципу невязки. В литературе встречаются и другие 
способы выбора параметра регуляризации. Широкую известность 
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приобрел так называемый квазиоптимальный выбор параметра 
регуляризации. 

Следуя [103], квазиоптимальный выбор параметра регуляри- 
зации назовем значение а, определяемое условием 

ино = argmin в (о), 
0 &< 0% 

где 
От 

P(t) = 0% | 

В такой формулировке для определения параметра регуляризации 
Q=Qxo Не нужно знать погрешности \, т. е. регуляризирующий 
алгоритм Ю„(.), построенный на основе указанного выбора пара- 
метра регуляризации, является функцией только аргумента 
R,(-)=R(-). В этом случае работает теорема 1.1 и область при- 
менимости подобных алгоритмов ограничивается, по сути, лишь 
корректными задачами. Так, если оператор А-! неограничен на 
образе AZCU, то алгоритмы типа квазиоптимального выбора не 
порождают регуляризирующих алгоритмов. 

Когда оператор А задан точно для конечномерных задач: 
A:R°+R™, алгоритм квазиоптимального выбора удается обосно- 
вать. Однако если в последней задаче отыскания нормального ре- 
шения вырожденной системы линейных алгебраических уравнений. 
матрица известна с ошибкой, регуляризаторы типа квазиопти- 
мального А„(.)=А(.), невозможно построить даже в конечномер- 
ном случае. На самом деле, нетруднс убедиться в том, что опе- 
ратор G, ставящий в соответствие паре (A, и) нормальное реше- 
ние, не является относительно непрерывным по первому аргумея- 
ту. Достаточно рассмотреть операторное уравение с A: RY)>RY> 
следующего вида: 

€ 0 x = ( | 

0 >) ( y 0 

| во) (у) (о) 
По теореме 1.1 отображение С не может быть регуляризиру- 

емо таким способом на пространстве матриц с равномерной опе- 
раторной топологией. 

и возмущенную задачу 

$ 3. Применение схемы Тихонова к интегральным 
уравнениям Фредгольма первого рода 

Интегральное уравнение Фредгольма первого рода — наиболее 
известный и распространенный объект приложения алгоритмов 
регуляризации, в частности и описанной выше схемы Тихонова. 
В этом параграфе мы коротко остановимся на конкретизации 
упомянутой схемы для решения интегральных уравнений Фрел- 
гольма первого рода. 
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Прежде всего отметим, что при численной реализации схемы 
нам потребуется умение вычислять интегралы от функции одного 
или нескольких переменных или даже решать дифференциальные 
уравнения. При этом обычно используются приближенные методы. 
Вообще говоря, возможность их применения в схеме регуляризз- 
ции требует некоторого дополнительного исследования. Мы не бу- 
дем рассматривать этот вопрос, так как возникающие здесь труд- 
ности носят в основном технический характер. Теоретические рас- 
смотрения и большой практический опыт позволяют с уверен- 
ностью утверждать, что если погрешность аппроксимации на 
один-два порядка меньше погрешностей в операторе и правой 
части (R, 6), то они практически не влияют на окончательные 
результаты. 

Рассмотрим операторное уравнение 

b 

Az\ K (x, s)2(s)ds=u(x), xe [с, 4. (3.23) 

Пусть K(x, $) — действительная, непрерывная Ha I]={a<s<b, 
с<х<а} функция. Взаимооднозначный оператор А действует из 
[2 в Lo. Вместо K(x, $) известно ее приближенное значение — 
непрерывная функция 

Кь(х, $) К, (х, 8)—K (x, За SA. 

Экстремаль функционала Тихонова М№[2] при каждом фикси- 
рованном a>O находим, решая уравнение 

Apn*Anz+ aE=A* us. 

Оператор An*: [2—[., сопряженный к An, определен формулой 

d 
A,u= \ К, (x, 5) и (х) ах. (3.24) 

Аппроксимируя в (3.24) интегралы, например, по формуле прямо- 
угольников или Симпсона нетрудно выписать конечномерную за- 
дачу для определения значений 2(5) в узлах сетки по $5. 

Построенная схема теоретически гарантирует сходимость по- 
следовательности приближений 2„($) к 2($) при n-0 в Lo. Если 
о точном решении задачи Z(S) известно, что оно представляет со- 
бой гладкую функцию, целесообразно в качестве пространства Z 
в исходной задаче (3.22) взять одно из пространств Соболева 
У.'. Так, если 

b 

(26+ @F] ds<+o, 
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то естественно положить Z=W,!. При этом общая схема гаранти- 
wi 

pyeT сходимость 2y —+ z и согласно теоремам вложения Wo! 

в С] а, 6] 2 12 при ч-0. 
Вид уравнения (3.23) для экстремали функционала Тихонова 

останется тем же. Но теперь оператор An действует из №21 в Г», 
а А,* определен на Г. и действует в М2. 

С целью вычисления оператора А»* остановимся более подроб- 
но на структуре пространства Соболева W,!. Рассмотрим в пря- 
MOM произведении [.2[а, 6] XLe[c, а] =. множество пар функций 
(9, 9’), где ф имеет непрерывную производную на [а, 6]. Это 
множество образует линейное многообразие в Lo. Замыкание это- 
го многообразия и является пространством 21*). Элементы про- 

странства обозначим {ф, ф}=Ф, причем норма ИФ, = I @ lz. + 
td 2 7) о [1 + |l@’ |Iz,. Рассмотрим линейный оператор A, действующий из 

W.! в Le следующим образом: 

b 

Ap=\ K(x, 8) p(s)ds, e<x<d, 

K(x, $) — непрерывная в П функция. Интегральный оператор A 
из W.! в Le ограничен, причем 

А ЗА ны 

По определению сопряженного оператора А*у — такой элемент 
2.1, что для любого DEV, ! 

b 

(\ K(x, 990%, y (5) rte = ©. 2) и! — ($, Z)ista.y + (Ф', 2')ьдо,й « 
a 

Очевидно, что 

b d 

(\ К (x, s) p(s) ds, y (%)) а = C \ K (%, $) y (1) dx)», 
a 

Рассмотрим элемент 2Z(s)GW,!, удовлетворяющий дифферен- 
циальному уравнению 

а 

—2z" (8) +2()=\ K(x, s)y(x)dx, 2" (a) =2" (0). (3.25) 

* Это одно из возможных определений. 
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Задача (3.25) для любого у(х)е=[2[с, 4] однозначно разрешима, 
и ее решение записывается через функцию С (ЕЁ, т): 

b d 

z(s)=\ GE, T) \ K (x, Tt) и (x) dx ат. 
a С 

Подставив 2($) в тождество, определяющее A*, нетрудно убе- 
диться в том, что формула 

а b b 

At ={\G@, 9 \К(х, Dy (dxdt, \ GE 9) 
a С a 

К (x, т) y (x) dx dt} 

определяет сопряженный оператор на всем Г. [с, 4]. 
Учитывая приведенную формулу, не составит труда выписать 

уравнение (3.24) в конкретном виде. Это будет пара интеграль- 
ных уравнений второго рода для 2 и 2 соответственно. Приведем 
только уравнение для = (второе получается из него дифференци- 
рованием): 

b d b 

сиг (© +) GE, t) \ К, (%, x) | К, (x, $) 2(s) ds dx dt = 
a С а 

а b 

=\ СЕТ К, (х, Фив (x) dx dt. 6.26 

Его можно переписать в эквивалентной форме: 

Остановимся подробнее на численных аспектах выбора пара- 
метра регуляризации в схеме обобщенной невязки. Если задача 
решается с точно заданным оператором (h=0Q), то выбор mapa- 
метра невязки осуществляется по критерию В (а) = |Аг°— ии? = 
=§?, Функция о (^) =В(1/А) выпукла по А в области A>0, и для 
отыскания корня уравнения В(а)=6? можно использовать высо- 
коэффективные алгоритмы, например метод Ньютона. 

Для численной реализации подобных алгоритмов желательно 
иметь оценку сверху для корня уравнения В(а) =6?, т. е. такое 
значение а=а^, что B(a*) > 6*. Эта оценка достаточно просто вы- 
числяется [16]. Если взять a* =|[Ajlcé/(\|us—cd), где c>1 — про- 
извольная константа, то В(а*) >cé*. Выпуклость B(1/A) гаранти- 
рует сходимость итерационных процессов типа метода Ньютона 
с любого начального приближения. 
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Если h=40, то функция р.’(а), вообще говоря, не обладает 
выпуклостью, а алгоритмы типа метода Ньютона могут не обес- 
печить сходимость к корню уравнения р.“(а). Однако поскольку 
функция р.’ (а) строго монотонна по а в области а>0 и диффе- 
ренцируема, то численное решение задачи определения параметра 
невязки в схеме обобщенной невязки не составляет проблемы. 

Описанную выше схему наиболее естественно применять 
в случае, когда задача решается без ограничений, ‘так как для 
отыскания экстремали функционала Тихонова можно использо- 
вать мощный аппарат линейной алгебры. 

Если уравнение (3.23) решается с ограничениями (например, 
ставится условие неотрицательности искомой функции), задачу 
отыскания экстремали функционала Тихонова можно решать 
лишь итерационными методами. Задача определения корня урав- 
нения (3.19) также требует организации итерационного процесса. 
Поэтому возникает заманчивая возможность решать эти две за- 
дачи с помощью одного итерационного метода. Такие процессы 
описаны в гл. V, VI. 

§ 4. Схема Тихонова для нелинейных 
операторных уравнений 

Схему Тихонова можно перенести и на нелинейные операторные 
уравнения. Однако в этом случае она дает РА для отображения 
А-! уже не на всей области определения оператора А-!, а на ero 
подмножестве. 

1. Регуляризирующие алгоритмы для нелинейных операторных 
уравнений можно строить с использованием схемы компактного 
вложения. Рассмотрим уравнение 

Az=u, z&Z, ие0. (3.27) 

Пространства Z и Ц — нормированные, а оператор A: ZU вза- 
имооднозначный и непрерывный. Возмущенные операторы Ap 
также считаем непрерывными. Кроме того, ||Anz—Azllu<p(h, 
lZllz), где p(h, у) — непрерывная по совокупности аргументов 
при h>=0, у>0 функция, монотонно неубывающая по первому ар- 
гументу, неотрицательная и такая, что p(h, у)—0 при #0 рав- 
номерно по у на любом сегменте 0<у<с. В случае линейных 
операторов А и Ал (hh, у) =hAy. 

Пусть У — взаимооднозначный оператор, действующий из 
гильбертова пространства Х в 2. Пусть У усиленно непрерывен 
(т. е. переводит слабо сходящиеся последовательности в сильно 
сходящиеся). Например, если Х компактно вложено в Z, то У 
может быть оператором вложения. Пусть DCX — замкнутое вы- 
пуклое множество ограничений задачи. Предполагаем, что z — 
точное решение, Z=VDCZ. Это и есть дополнительное ограниче- 

ние на Ри: и= АУх. Таким образом, приходим к задаче 

АУх=и AV:X-U, хе, (3.28} 
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причем вместо й и А заданы их приближения. Оператор новой 
задачи АУ вполне непрерывен и взаимооднозначен. 

Рассмотрим экстремальную задачу: кайти 

argmin || х|!х, (3.29) 
xEXy 

где X,=(xeD: ||AnVx—us|lu<6+ (И, |Ух|). Очевидно, что мно- 
жество A, не пусто, так как содержит по крайней мере точку х 
такую, что Z=Vx. Следовательно, задача (3.29) эквивалентна 
задаче 

argmin ||х||х, (3.30) 
ХЕХ П5(0,0) 

где 5 (0, р) — замкнутый шар в пространстве Х с центром в нуле 
и радиусом R=||x\lx. Для того чтобы доказать разрешимость за- 
дачи (3.30), а стало быть, и задачи (3.29), достаточно убедиться 
в том, что X,f|S(0, Ю) — слабый компакт в X, а далее восполь- 
зоваться тем, что выпуклый непрерывный функционал f(x) =||хх 
в гильбертовом пространстве Х слабо полунепрерывен снизу. 

Лемма 3.6. Множество Х.(5 (0, Ю) — слабый компакт в X. 
Доказательство. Так как 015 (0, R) не пусто и ограни- 

ченно, а пространство A гильбертово, то 0[5(0, Ю) и, следова- 
тельно, Х.[5 (0, Ю) слабо компактны. Докажем, что Х.0$ (0, R) 
слабо замкнуто. Пусть последовательность х,ЕХ, (5$ (0, R), слабо 
сходится к х*ЕЕХ. Так как Х,П5 (0, Ю) < 005 (0, R), а 015 (0, R) 
выпукло и замкнуто, то x*=D)S(0, Ю). Из неравенства 

|AnVx—uollu = |AnVx*—AnVxn+ Ав хи из 

<6+ (A, Ух.) + 1А,Ух*— А, Ух, 

используя усиленную непрерывность операторов У и AnV и не- 
прерывность (fh, и) по второму аргументу, получим после пере- 
хода к пределу неравенство 

ПАУ хи изб (И, ПУх*| 2), 

т. е. х*еЕЕХ, Го (0, R). Лемма 3.6 доказана. 
Таким образом, для любых 6, i >O0 задача (3.29) разрешима. 

Пусть x, — произвольный элемент из множества решений зада- 
чи (3.29), ц„= (8, hn) ->O при noo. Пусть также, как обычно, 
A,, и; — приближения для А, ий для каждого Hn. Справедлива 

hy би 

теорема гарантирующая, что задача (3.29) дает нам РА (т. е. 
А-! регуляризируем на AVDCU). 

Теорема. 3.3. Последовательность х„=хи, сходится к хЕР 

в норме пространства X. 
Доказательство. Так как для любого ти>0  |lxallx< 

<|lXllx, а пространство X гильбертово, то из последовательности 
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Xn можно выделить подпоследовательность х„’ слабо сходящую- 
ся к х*еЕДП5 (0, ||Х|х). При этом 

| АУх„'— и lly = | АУ», Ub: llu-F | АУх„,— Ак „Ух, lu 

+ ма, lly <2 (8 +P (Ay, MV xq ||). 

Так как последовательность х„, слабо сходится, TO последова- 
тельность Ух,, ограничена: Их ||; < с. Переходя к пределу при 
П’—с0 и пользуясь свойствами функции AV и усиленной непре- 
рывностью оператора АУ, получим 

||AVx*—ia||p =0 

В силу взаимной однозначности оператора AV x* =X, 
Далее так как ||x||x слабо полунепрерывна снизу, то 

< < lim хи, Их < 1 
п’ оо 

Vim |1’ Ix = ИХ Il: 

Поскольку X гильбертово пространство, TO Xpt > Xx при n’<»co 
по норме пространства Х. Так как это верно для любой подпос- 

ледовательности х„’, TO и lim X,=X. Теорема 3.3 доказана. 
Ио 

Замечание Il. Поскольку У усиленно непрерывен то 2„= Ухи 
сходятся к Z — решению уравнения (3.27) по норме пространст- 
ва Z. 

Замечание 2. Пусть оператор АУ не является взаимоодно- 
значным и XCD — множество решений уравнения АУх=и. Из 
доказательства теоремы 3.3 следует, что алгоритм отыскания 
приближенного решения как решения экстремальной задачи 
(3.29) обеспечивает сходимость последовательности регуляризи- 
рованных приближений к нормальному решению. 

Отметим, что в описанной постановке, если отказаться от тре- 
бования |1-—й|и<6, WEAVD, задача (3.29) не является, вообще 
говоря, разрешимой, поскольку множество X, может быть пустым. 

2. Для построения приближенных решений некорректно по- 
ставленной задачи в случае нелинейного оператора, так же как и 
в § 1, может быть использован и функционал Тихонова М“ [2] 
в схеме с компактным вложением. Для упрощения считаем опера- 
тор А известным точно и предположения п. | выполненными. 

Пусть 

M* [x] =ПАУх— из? ох. (3.31) 

Справедлива лемма, гарантирующая существование экстремали 
функционала Тихонова. 

60



Лемма 3.7. Для любого ue&U и а>0 задача 

argmin М® [x] 
x€ED 

разрешима, т. е. множество экстремалей Х,* не пусто. 
Доказательство этой леммы в идейном плане повторяет 

доказательство леммы 3.6, и мы не будем его приводить. 
Схема компактного вложения позволяет построить РА с an- 

риорным выбором параметра регуляризации а. Справедлива 
Теорема 3.4. Пусть параметр регуляризации а=а(5) выб- 

ран так, что а(6)—0 при 6—0, причем 6?/а(5)—0 при 6—0. Пусть 
XC) — произвольный элемент из множества экстремалей Х.? при 

а=а(5). Тогда xf ~+x при 5->0. 
Доказательство. Пусть 6б„—0 при noo. Поскольку 

а М" [а 
то выполнены соотношения 

(би) — 
5, 15 ИХ 8 (6, (3.32) 

И 

ПАУ жв, " — ив, |0 8-Е < (61) ХИ. (5.33) 
6,,) af 

Стало быть, последовательность x6, слабо компактна. He ог- 

раничивая общности, можно считать, что она слабо сходится к не- 
которому элементу х*еД (D в силу условий теоремы слабо замк- 
нуто). Так как оператор АУ вполне непрерывен, то, используя 
(3.33), нетрудно убедиться, что ||AVx*—ally=0, или х*=х. Оста- 
ется заметить, что в гильбертовом, пространстве условие (3.32) 

n 2 a — 

вместе со слабой сходимостью x6, к х дает сильную сходи- 

a(6,) x = 
MOCTb x6, —>x при too. 

3. Рассмотрим вопрос о возможности выбора параметра pery- 
ляризации в схеме Тихонова по невязке. Выясним, какие из 
свойств функций Вь (а), фз (а), yo(a) сохраняются для нелинейных 
задач. 

Пусть дана задача (3.27), причем операторы А и У простран- 
ства 2, Х, У удовлетворяют условиям, перечисленным выше. 
О множестве DCX дополнительно предположим, что OED. 

Меру несовместности уравнения (3.17) на множестве D опре- 
делим как 

Hs (А, Ye) = int АУх— иво. 
хер 

Как ив $1, считаем, что нам известно приближение ц“(А, Us) 
меры несовместности и, с точностью х>0, а точность х согласо- 
вана с 6 таким образом, что х=х(5)—0 при 6—0. 
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Пусть Q — оператор выбора ОХ,“ =х,*ЕХ,*, сопоставляющий 
множеству экстремалей ХЛ.” фиксированный элемент X5*@X,%. Рас- 
смотрим вспомогательные функции 

Ps (a) =|А Ух ии? а хз* | х?, 

vo(a) = |1 lx, 

Bs(a) = || Ах — из |2. 
Справедлива 

Лемм а 3.8. Функции фь (а), фь (а) и В. (а) обладают следующими 
свойствами: 

1) функция фь (а) непрерывна и вогнута при a>O; 
2) функция yo(a) монотонно не всзрастает, а фь(а) и Вь (а) 

монотонно не убывают при а>0, причем на интервале (0, as) 
таком, что х’-—0 для любого ае (0, ao), функция g(a) строго 
монотонна; 

3) справедливы соотношения 

lim Yo (@) = Jim ays (a) = 0, 
Qa—>-7-00 

lim фу (а) = lim Вь (©) = | uo |0, 
@—>-Ноо A—>-+ 0 

lim ayg(a)=0, lim $, (@)= lim By (©) = нь (А, up). 
90-0 a—+0+0 a>0+0 

Доказательство леммы 3.8 ничем не отличается от до- 
казательства соответствующих пунктов в лемме 3.3. 

Следующий пример [47] свидетельствует о том, что в нелиней- 
ных задачах даже при отсутствии ограничений целый ряд свойств 
(непрерывность, строгая монотонность) таких функций, например 
невязки, не имеют места. Считаем оператор А заданным точно. 
В качестве пространств Z и И выберем Z=U=R — пространство 
действительных чисел с естественной нормой ||2||,=|2|. Пусть 
Qo — Положительный числовой параметр, а Z и й>0 — фиксиро- 
ванные элементы из R, связанные соотношением 2= и !/?. 

Рассмотрим нелинейный оператор А: 2—И, который задается 
следующим образом: 

2u z<0, 

Az={ (wW—az’)'” , 0O<z<z, 

(ем tu, 22. 

Легко видеть, что и==й соответствует единственное решение 2=^К. 
Пусть 6 — любое число, удовлетворяющее условию 

0<8<8o= lille. 

Считаем, что каждому значению погрешности 6 соответствует эле- 
мент и, =иеЙ. Рассмотрим функционал 

Ма = А г— и || в° + [= в*. 
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В нашем случае экстремаль функционала определяется COOTHO- 
шениями 

С ’ 0 < ax QX, 

Ze = 2* — 6 г , A=, 

О, @ > Ay. 

Здесь 2* — любое число из отрезка [0, 2]. Вычисляя невязку, по- 
лучим 

0, 0<ч&< о, 
__ a 2 __ — 

Bg (©) = || Azs ый = | a> My. 

Отсюда следует, что выбор параметра регуляризации по принципу 
невязки из равенства 

Bs (x) = || Az.*—uo]| 2 = 62 

невозможен, каково бы ни было 6>0 из интервала (0, do). 
Этот простой пример показывает, что в случае нелинейных за- 

дач принципа невязки в обычной форме f(a) =6? неприменим! 
Замечание. Как следует из приведенного выше примера, 

для нелинейного операторного уравнения невязка Вз(%) может 
быть разрывной функцией и корень уравнения В, (&)==6? может 
не существовать. Существует так называемый альтернативный 
способ выбора параметра регуляризации, в котором, если уравне- 
ние В, (&)—=06? неразрешимо, выбираем значение параметра регу- 
ляризации а левее точки разрыва, используя значение непрерыв- 
ного функционала фь (%). 

Замечание. В одном частном случае алгоритм выбора па- 
раметра регуляризации по невязке дает регуляризирующий ал- 
горитм и для нелинейных задач. 

Пусть дано операторное уравнение 

Az=u, zEZ, uceU 

с произвольным непрерывным взаимооднозначным монотонным опе- 
ратором A:Z—»Z, Z — гильбертово пространство; определение мо- 
нотонного оператора дано в гл. V. 

Рассмотрим вспомогательную задачу 

Az+az=Us, ЕО. (3.34) 

Можно показать, что решение задачи (3.34) 2.” существует и 
единственно. Кроме того, если выбрать параметр «= (6) из yc- 
ловия Bs (a) = |4 25°— и |,2=56? (с>1 — фиксированная констан- 

2 - 
та), то 29 2 при 6—0. Другими словами, для монотонных 
операторов принцип невязки дает регуляризирующий алгоритм. 
[3, 2]. 
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Глава IV 

Общие способы построения 
линейных РА для линейных задач 
в гильбертовом пространстве 

Рассматривая линейные некорректные задачи в гильбертовом про- 
странстве, мы имеем в виду две задачи. 

Задача 1. Решение операторного уравнения 

Az=u, 2еЕЕЙ, ucU (4.1) 

© замкнутым и, вообще говоря, необратимым оператором. Область 
определения оператора A Dag плотна в Z. 

Задача 2. Вычисление значений замкнутого неограниченного 
оператора 

9 :Z>U (4.2) 

с плотной областью определения ОДиЕЕЙ. 
Эти две задачи тесно взаимосвязаны. Первая задача при над- 

лежащем определении обратного оператора А-! может быть фор- 
мально сведена ко второй. Однако такая операция не всегда целе- 
сообразна по целому ряду причин. Аппроксимирующие семейства 
К. удобно строить для каждой задачи отдельно. Например, зада- 
ча вычисления производной от функции (задача 2) может быть 
сведена к задаче решения интегрального уравнения первого рода 
(задача 1), но построение регуляризатора для задачи дифферен- 
цирования, конечно, не требует такого перехода. Поэтому мы не 
рассматриваем формальные схемы, в которых эти задачи объеди- 
нены, а обсуждаем их отдельно. 

$ 1. Общая схема построения РА 
для линейных задач 
с вполне непрерывным оператором 

Пусть в задаче | оператор A вполне непрерывен и Z, И — гиль- 
бертовы сепарабельные пространства. 

Обозначим S(A* А) спектр оператора A*A, состоящий из соб- 
ственных значений оператора A*A и точки 0, причем A—O может 
и не быть собственным значением A*A. В силу положительности 
A*A S(A*A) лежит на положительной части вещественной оси и 
состоит из не более чем счетного числа точек Aj. Пусть е; — собст- 
венные векторы оператора A*A, соответствующие собственному 
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значению A;. Совокупность {e;} образует ортонормированную сис- 
тему в 7. Определим функцию от оператора А*А. Пусть х(^) — 
некоторая комплекснозначная ограниченная функция, определен- 
ная при ^=5 (А*А). Оператор х(А*А) определяется так: 

Х (А*А) {= Ух.) det YW ХФфФеде. (4.3) 
A 0 е, ЕКег( A* A) 

В (4.3) выделено отдельно суммирование по собственным векто- 
рам, соответствующим КегА*А (если таковые имеются). Формула 
(4.3) определяет линейный ограниченный оператор. Его норма 
вычисляется по формуле 

ИХ (А*А)| = sup |%(^)|. AES(A*A) $(А*А 

Для того чтобы приближенно решать задачу (4.1), мы соглас- 
но общей концепции (см. гл. Г) должны построить семейство огра- 
ниченных операторов Ky, которые поточечно аппроксимировали бы 
отображение С=А-!, связанное с задачей (4.1). Вообще говоря, 
отображение А-! многозначное, так как мы не предполагаем, что 
КегА = (©. В дальнейших рассуждениях (если специально не ого- 
ворено иное) под С =А-! понимаем однозначное сечение упомяну- 
того многозначного отображения Gu=argmin||z||. Такое Gu на- 

А2—и 

зывается также нормальным решением уравнения (4.1). Нетрудно 
показать, что нормальное решение уравнения (4.1) — элемент 
Au, ортогональный ядру А*А или А. Нужное семейство аппро- 
ксимирующих отображений строим следующим образом [5]. 

Пусть 0(^, @) — комплекснозначная функция. Относительно 
9(^, a) предполагаем, что: 

1) sup 100%, а) Ил=К. <, a>0; 
1Е5(А*А) 

2) lim O(A, a) A=]; (4.4) 

АО, KE S(A*A) 

3) sup [9 (Л, a) A|< oo. 

NES(AS A). a> 0 

Примером такой функции может служить 

| 

Аа 
9(%, а) = 

В этом случае выполнены все условия на 0, причем 

V2 | 
К = su . 

я ЕВ) Аа 72 Va 
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Приведем другой пример: 

| 

6 (A, д A> Ge 
’ 0< 9. 

Очевидно, что К.<1/аи п 0А=1 для любого А>0. 
©—0 

Используя формулу (4.3), можно — образовать оператор 
0(A*A, a). Теперь определим семейство операторов К., действу- 
ющих из U B Z: 

R,u=0(A*A, a) = У, O(A;, а) (А*и, e,) &. (4.5) 
А; =#0 

В формуле (4.5) отсутствует сумма по собственным векторам, 
соответствующим )=0. Так как если e;@KerA*A, то и Ае;=0. 
Заметим, что поскольку KerA*A, — подпространство, то каждый 

элемент Z=—Z можно представить в виде 2=2-2, где ге=КегА*А. 
Для того чтобы К. аппроксимировало Си, необходимо и достаточ- 
но, чтобы VZ, 21 КегА*А, выполнялось соотношение 

lim || R,Az—2 и = 0. 
a—0 

Теорема 4.1. Семейство Ю., порожденное функцией (4.5) 
со свойствами (4.4), является аппроксимирующим для задачи 
(4.1). 

Доказательство. Докажем предварительно, что R, — ог- 
раниченный оператор из U вби ||Rall<Ka. (Нетрудно убедиться 
в том, что К. не оценка, а точное значение нормы Ry, т. е. |Ю.| = 
= K,.) Имеем 

Ки = 110 (i, о) (А"и, ед < 
A 0 

, 3 , Ae; 
< 24180 a) |? Ae (ty ©) |? KE Ни В, er =, 

af 
| 

Здесь мы воспользовались тем обстоятельством, что (е’;, e’;) =0, 
152]. 

|Ае;| = (e;, А*Ае;) =), 

Возьмем произвольный элемент 2, 21 КегА*А. Учитывая, что 
21 КегА*А, имеем 

К. Аг—2= ¥ O(a; а), —1) (©, ее. 
А = 0 
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Далее, 

[А А2— 2 = lo, 9— И? (@, ©)" < 

< У. lot, 9— ИЕ, ед? -с VG edl?, (4.6) 
Nie <: 

где 

с=зир|9 (A;, а) А: — 1 |2. 
А,“ 

Зададимся произвольным =>0. Выберем в,(=) так, чтобы вто- 
poe слагаемое в (4.6) было меньше ¢/2. Выбирая теперь a доста- 
точно малым, можно добиться, чтобы и первое слагаемое в (4.6) 
оказалось меньше e/2. В силу произвольности г 

lim || R,Az—z || = 0. 
a->0 

Пусть 2 — нормальное решение уравнения Az=u. Справедлива 
Теорема 4.2. Пусть a=a(6)—0, 6—0 так, что lim 0Ka(s)= 0. 

—0 

Тогда операторное семейство Kas) порождает РА для решения за- 
дачи (4.1), т. е. 

lim sup || Ющышь-—2=0. 
6+0 |lug—ull <6 

Доказательство теоремы 4.2 следует из аппроксимиру- 
ющих свойств семейства А. и оценки |Ю.|<К. (см. теорему 1.7 
гл. [). 

$ 2. Построение аппроксимирующих семейств 
и РА в общем случае 

В этом параграфе описывается конструкция аппроксимирующих 
семейств и PA для задач 1 u 2 в общей постановке [4—6]. При 
этом мы ограничимся, как ив $ 1, рассмотрением только линейных 
аппроксимаций и РА, что естественно ввиду линейности первона- 
чальных задач. 

Так как отображение С, связанное с задачей 1, вообще говоря, 
многозначно (не предполагается, что КегА = ©), то следует уточ- 
HHTb, что в этом случае понимается под аппроксимирующим се- 
мейством. 

Пусть для определенности параметр & аппроксимирующего се- 
мейства К, пробегает интервал положительной полуоси и изуча- 
ется аппроксимация при &—0. Тогда естественно, чтобы конструи- 
руемое семейство линейных непрерывных операторов R, облада- 
ло таким свойством: если иеК (А), то Ю.и—>2 при а—>0, где 2 — 

67



какое-либо решение уравнения (4.1). Иначе это можно сформули- 
ровать так: 

VzeED, Az, Аё=Аг— и, 
такое, что 

lim || R,Az—z || =0. (4.7) 
a—->0 

Если для рассматриваемого семейства R, условие (4.7) выполня- 
ется, то такое семейство назовем апироксимирующим для зада- 
чи |. Каждое аппроксимирующее семейство (4.7) естественным об- 
разом определяет однозначное отображение, связанное с задачей 

Gu=limR,u, ue R(A). 
a—>0 

В случае задачи 2 отображение G= 9, поэтому здесь пригод- 
но ранее введенное определение аппроксимирующего семейства 
(формула (1.8) гл. I). 

Если аппроксимации R, построены, то в силу линейности и 
непрерывности они удовлетворяют условию Липшица (с посто- 
янной ||Ю.|). Следовательно, по теореме 1.7 с их помощью можно 
(для отображения G=limR,) строить РА вида Kas), выбирая 

@—0 

a(6) независимо от самого и (или 2. в случае задачи 2). 
Поскольку К. линейны, то теорема 1.7 гл. | может быть уси- 

лена: для конкретного семейства R, могут быть указаны необхо- 
димые и достаточные условия на функцию %(6) такие, чтобы 
Raw) было РА для отображения С, связанного или с задачей |, 
или с задачей 2. Приведем соответствующее утверждение, напри- 
мер, для задачи 2. 

Теорема 4.3. Пусть Ю. аппроксимирует % на Dy. Для того 
чтобы в задаче 2 семейство К) порождало РА, необходимо и Oo- 
статочно, чтобы 

lim | Reis) || 6 = 9, (4.8) 

lim |! Ras) 2—Yz ||=0 Vze Dy. (4.9) 
6—0 

Доказательство. Пусть 25 произвольный элемент из 
о (2, 6). Справедливо неравенство 

[Ва (2—2) |-— 1 (Re—Wzl | <I] Razs— 2 < 
<|Roll6+ ll (Ra— 9) 21. (4.10) 

Из (4.10) следует 

| Rall6—|l (К.— 9 )2| | <A (Raw), 6, 2) < 
<|[Ralld+l] (Aa—¥ )zl| УгеЕБи (4.11) 

И 

А (Ков, 8, =) >| (Aacoy— 21 (4.12) 

из (4.11) и (4.12) — утверждение теоремы. 
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Аналогичное утверждение справедливо и для аппроксимиру- 
ющих семейств (4.7): условие (4.8) дословно сохраняется, вмес- 
то (4.9) нужно выписать (4.7) с заменой a на &(5). 

Итак, для построения РА как для задачи 1, так и для задачи 
2 нужно уметь строить непрерывные линейные аппроксимации со- 
ответствующих отображений. 

а) Построение аппроксимаций для задачи |. Пусть в задаче 
| оператор А замкнут в Da=Z. Строим КЮ. по той же схеме, что 
ив $1. Для реализации этой схемы при построении функций от 
оператора А*А нужно теперь использовать общее спектральное 
разложение самосопряженного оператора (например, [74, 89]). 

Известно, что если А замкнут и Da=Z, то существует опера- 
тор A*A, причем он самосопряжен, имеет плотную в Z область оп- 
ределения [89]. Как и всякий самосопряженный оператор, он име- 
ет спектральное разложение. Пусть £, спектральное семейство для 
A*A. 

Определим при AGS(A*A), a>0, функцию 0 (^, a). Предполо- 
жим, что она измерима относительно £, при любом a>O0. Это поз- 
воляет определить операторную функцию 9(А*А, a) и семейство 
операторов R, по формуле 

К. —=8 (4°А, aA’. (4.13) 

Черта в (4.13) означает замыкание соответствующего формаль- 
ного произведения. 

Теорема 4.4. Пусть оператор А замкнут, Da=Z. Для того 
чтобы семейство операторов К., определяемое формулой (4.13), 
порождало аппроксимацию для задачи I, т. е. чтобы было выпол- 
нено соотношение 

lim || R,Az,—z, || =0, z, Е Одид, 1 Кег А, 
a—>0 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 

vrai зир |0 (^, a)|WAa=K,<o, &>0, (4.14) 
{Ey} 

|A(A, a)AlZ<c(1+A), (4.15) 

где С — постоянная, не зависящая OT ©; 

lim|O(A, a)A—1|=0 (4.16) 
a—>0 

почти всюду относительно любой меры (£42), 21), 

21е=Д„, 21. КегА. 

Доказательство. Обратим внимание на то, что в (4.14) 
vrai sup берется относительно всех мер (fiz, 2), геЙ. Прежде 
всего напомним, что измеримость функции по операторной мере 
Е, означает ее измеримость относительно любой скалярной меры 
ы (^,) = (6,2, 2). Измеримы в этом смысле, например, все непре- 
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рывные по A (0<^<с®) функции. Чтобы избежать непринципиаль- 
ных технических трудностей, ведем доказательство в предположе- 
нии ограниченности O(A, a) по A при каждом a>O и ee веществен- 
НОСТИ. 

Докажем достаточность условий (4.14)— (4.16). Пусть (4.14) 
выполнено. Из этого условия следует ограниченность каждого опе- 
ратора A, (4.13). При доказательстве теоремы 4.1 показано, что 
К. в (4.14) является нормой оператора типа (4.13). Это утверж- 
дение остается справедливым и сейчас. 

Рассмотрим оператор 46 (А*А, a). Он замкнут (как произве- 
дение замкнутого оператора на ограниченный) и определен на 
плотном в Z множестве, так как он заведомо определен Ha обра- 
зе любого проектора £,. Действительно, любой Е, коммутирует с 
9 (А*А, а) и поэтому 

O(ATA, a) E,Z SEZ = Гуд? S ОА. 

На плотном в Z множестве справедливо соотношение 

(40 (А*А, a)z, 46 (А*А, о) 2) ,=-(г, А*Аб? (А*А, а) 2), < 

< vraisup 6? (^, а) А (2, 2) = Ка (z, 2). 
{Ey} 

Следовательно, оператор A@(A*A, a) Ha плотном в Z множестве 
ограничен. Так как он замкнут, то ограничен всюду в Z. Сопря- 
женный к нему оператор в силу вещественности 0 в точности COB- 
падает с оператором (4.13). 

Проверим теперь выполнение соотношения (4.7). Докажем, 
что 

lim || R, Az, —г:|| =0, 2. ЕДА, 2, 1 Ker A. (4.17) 
a—0 

Если учесть (4.15) ограниченность @ и равенство Эд= Од» д)! 
[56], то соотношение (4.17) с помощью интеграла по £, можно 
переписать в виде 

lim \ 10, А И?а(Е,2ь, 2,)=0. (4.18) 
@-—0 S(A*A) 

Справедливость (4.18) следует с учетом (4.15), (4.16) из теоремы 
Лебега о предельном переходе под знаком интеграла. Достаточ- 
ность доказана. Необходимость условий (4.14) и (4.15) почти оче- 
видна. Пусть (4.17) выполнено и операторы КЮ. ограничены. Yc- 
ловие (4.14) — для выполнения (4.17). Множество Da для замк- 
нутого оператора А само является гильбертовым пространством 
Gr(A) с нормой 

(llzl]?+ 14212) 2. 

Рассмотрим теперь последовательность линейных операторов 
R.A, действующих из Da BZ. В силу (4.17) эта последова- 
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тельность сходится при a—->O и поэтому по известной теореме ли- 
нейного функционального анализа [74] равномерно ограничена: 

I! RAZ ||: с |] 2 Ihara). 

Это неравенство эквивалентно (4.15), так как D,=Dvaeg)?. 
Замечание. Для выполнения условий (4.14) — (4.16) доста- 

точно потребовать выполнения соответствующих неравенств всю- 
ду при A>0O и A=0. Например, достаточно потребовать ограничен- 
ности при всех A>O правой части (4.15) и сходимости в (4.16) 
всюду, кроме точки A=0. Кстати, во всех реально используемых 
аппроксимациях эти условия выполняются именно в таком уси- 
ленном виде (см. примеры ниже). 

Для фактического построения семейства R, вида (4.13) не обя- 
зательно знание спектральной меры Е, оператора A*A. Дело в 
том, что все рациональные и некоторые другие функции опера- 
тора А*А могут быть построены без знания спектральной меры. 

Пример 1. O(A, Ot) = = 
у 

| 8 
. Все условия теоремы 4.4 для этой 

a 

функции выполнены. При этом 

. Wi 1 
ee — 4. Vral sup а < уд. (4.19) 

Оценка (4.19) неулучшаема на всем рассматриваемом классе опе- 
раторов и достигается, например, для ограниченного оператора А, 
у которого спектр А*А заполняет отрезок [0, ||А*А]|]. 

Оператор Ю. можно выписать в явном виде: 

R= (aE -|- А*А)—" A’. (4.20) 

Если оператор А ограничен, то формула (4.20) дает классиче- 
скую аппроксимацию Тихонова, уже изученную нами (другим ме- 
тодом) в гл. II]. Конкретный вид алгоритмов (4.13) (в частности, 
и (4.20)) существенно зависит от выбранных пространств © и 0. 
Например, если A — интегральный оператор Фредгольма из 
W.'(D) в Lo(D), то при [=0, 1,... из (4.20) получаются схемы ре- 
гуляризации нулевого, первого и т. д. порядков [103]. 

Выбирая a(6) Tak, как это допускается теоремой 4.3, мы полу- 
чим на основании (4.20) РА для задачи 1. Новая информация о 
схеме Тихонова (4.20), получаемая рассматриваемыми методами, 
состоит в том, что условие на выбор & (5) 

6 
lim ——— = 0 4.21 
5-0 Уч (5) (4.21) 

носит окончательный характер. 
Теорема 4.5. Для того чтобы аппроксимации Тихонова (4.20) 

порождали РА по формуле Ю.у==ВА, для любой линейной зада- 
чи I, необходимо и достаточно, чтобы (5) выбиралось согласно 
условию (4.21). 
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Приводимые ниже примеры 2 и 3 показывают, что аппрокси- 
мации и РА для задачи | порождают, в частности, давно извест- 
ные в вычислительной математике итерационные процессы. 

Пример 2. Пусть А — ограниченный оператор из Z в (0. Рас- 
смотрим итерации 

Zig) = (E—pA*A)2;4+pA*u, 2=0, 0<p<2/||A*All. (4.22) 

Нетрудно видеть, что для любого и элемент Z, (N= 1,...) выра- 
жается в виде некоторого линейного оператора Юли и этот опера- 
тор имеет вид (4.13), где a пробегает дискретное множество зна- 
чений: а=1|, 1/2,..., l/n,.... 

Прямой подсчет показывает, что функция O(A, a) выражается 
в виде 

И 1/ 1—(1— pA) и 1, 0, 

O(A, a) = ^ (4.23) 

и/@ ‚ А 0. 

Условия (4.15), (4.16) выполняются. Условие (4.14) также выпол- 
нено, причем 

K,=0 (yu) (4.24) ya 

Как и в примере |, эта оценка неулучшаема на всем классе pac- 
сматриваемых операторов. Теорема (4.3) и соотношение (4.24) 
позволяют утверждать, что регуляризирующий алгоритм на осно- 
ве процесса (4.22) мы получим, выбирая число итераций в про- 
цессе в зависимости от 6 так, чтобы 

lim Ил (6)6=0. (4.25) 

Условие (4.25), как и в примере 1, носит окончательный харак- 
тер. 

Теорема 4.6. Для того чтобы итерационные аппроксимации 
(4.22) порождали РА по формуле Кцу=В, для любой линейной 
задачи I с ограниченным А, необходимо и достаточно, чтобы п (5) 
(правило остановки) выбиралось согласно (4.25). 

Подчеркнем, что теоремы 4.5 и 4.6 относятся к тому случаю, 
когда & (или п) выбираются в зависимости только от 6 (HO не OT 
Us). 

Пример 8. В предположениях примера 2 рассмотрим итерации 

244 = 2i— pA* Aziz, + pA*u, 20== 0, и>0. (4.26) 

И в этом случае К„и имеет вид (4.13) с функцией 9 вида 

т 10, 
(2, = ^ латыш)” 

и/“ ‚ A=0. 
(4.27) 
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Анализ функции (4.27) показывает, что для нее также выпол- 
нены условия теоремы 4.4, остаются справедливой оценка (4.24) 
и аналог теоремы 4.6. 

Если процесс (4.26) переписать в виде 

24. = (E+ pA*A)—'2;4+ (E+ pA*A)—'A*y, 

то его можно применять и в случае неограниченного замкнутого 
оператора А (вместо оператора (Е-+виА*А)-А* нужно использо- 
вать его замыкание). Все сделанные выше выводы останутся спра- 
ведливыми. Формально функцию (4.27), (4.23) можно рассматри- 
вать при любом вещественном %>0. При a—O аппроксимирующие 
и регуляризирующие свойства сохранятся. 

Пример 4. Рассмотрим функцию 

1 — exp (— A/a) re 0 

9 (^, a) = ^ | | (4.28) 
l/a , ^=0. 

Если обозначить 1/%== то, для того чтобы определить результат 
действия оператора (4.13) с такой функцией 6, нужно решить за- 
дачу Коши для операторного дифференциального уравнения 

2=—A*Az+A*u, 2|:—о==0. (4.29) 

Выполнение всех нужных условий для функции (4.28) также лег- 
ко проверяется. Можно показать, что 

К.=0(-7=)=0(У®. 

Если ||u—u,||<6 и задача Коши решается до момента #(8) такого, 
что 

limé Yt (6) =0, (4.30) 
6—0 

то эволюционный оператор Ris) уравнения (4.29) порождает ре- 
гуляризирующий алгоритм для задачи 1. Выбор ¢(d) из (4.30) 
обязателен в TOM же смысле, что и в примерах 1—3. 

Конструирование аппроксимаций и РА для задачи | может 
быть существенно упрощено, если оператор А самосопряжен. 
Пусть А самосопряженный и Бд=й. Тогда спектральное разло- 
жение по некоторой мере Е, имеет уже сам оператор А и можно 
рассматривать измеримые функции оператора А. Определим опе- 
раторное семейство R, по формуле 

Ю.=0(А, a). (4.31) 

Теорема 4.7 Для того чтобы семейство операторов R,, оп- 
ределяемое формулой (4.31), порождало ограниченную аппрокси- 
мацию для задачи I в случае самосопряженного А, т. е. было вы- 
полнено соотношение (4.17) и 2 [КегА, необходимо и достаточ- 
но, чтобы выполнялись условие (4.16) и условия 
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vrai зир| 9 (^, a) |=K,< 0, &>0, 
{Ey (4 32) 

[O(A, a)A|<C(1+ [a]). 

{E,} — спектральное семейство оператора A. 
Доказательство этой теоремы — упрощенный вариант 

доказательства теоремы 4.4. Условие (4.32) необходимо и доста- 
точно для ограниченности каждого оператора Ю. из (4.31). Осталь- 
ные рассуждения доказательства теоремы 4.4 полностью перено- 
сятся на рассматриваемый случай. 

При рассмотрении конкретных примеров функций O(A, a) сле- 
дует иметь в виду, что спектр оператора А в отличие OT A*A, во- 
обще говоря, заполняет всю вещественную ось (а не только луч 
A>0). 

Так, функции 0(^, ©), использованные при построении приме- 
ров 1—4 к теореме 4.4, порождают аппроксимации и РА только 
для задачи | с самосопряженным положительным оператором А. 

| при- При этом аппроксимация для примера 1 (60. = 

мет вид 

К. = (а-+ А)-—1. (4.33) 

Аппроксимация (4.33) в литературе носит название аппрокси- 
мации Лаврентьева [69]. Величина K, для нее вычисляется точно. 
Если ОЕ (А), то Ka=1/a. Сопоставляя это с теоремой 4.3, полу- 
чим следующую теорему. 

Теорема 4.8. Для того чтобы аппроксимации Лаврентьева 
порождали РА для задачи 1 с самосопряженным положительным 
оператором A, де (А), по формуле Ras) =Rs, необходимо и дос- 
таточно выбирать a(S) так, чтобы выполнялось соотношение 

6 
11 

6—0 % (6) 
—=0. (4.34) 

Для самосопряженных положительных операторов А можно 
рассмотреть также аналоги процессов (4.22), (4.26) и (4.29). При 
их записи нужно просто заменить A* на единичный оператор. Ве- 
личины К. из (4.32) в этих случаях точно равны соответственно 
и/о, w/a, 1/ (если OES (А)). 

Справедливы соответствующие аналоги теоремы 4.8. В част- 
ности, для модифицированного (без A*) процесса (4.22) правило 
остановки п (6), обеспечивающее регуляризирующие свойства про- 
цесса, должно удовлетворять условию 

lim n (6) 6=0. (4.35) 
6—0 

В случае общего самосопряженного оператора рассматриваемые в 
примерах |—4 аппроксимации неприменимы. Однако существуют 
естественные аналоги аппроксимаций примеров | и 3. 
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1 

iat ^' 
 — мнимая единица, порождает аппроксимацию в случае само- 
сопряженного оператора. При этом К.=1/а, если 90=5 (А). Если 
в (4.27) ци заменить Ha in (и>0), то итерации 

Нетрудно проверить, что, например, функция O(A, а) = 

Zn41—=2n—ipAZn4,+tipu, 20 ==0, 

порождают аппроксимации и РА для задачи | в общем самосопря- 
женном случае. Правило остановки должно удовлетворять соотно- 
шению (4.35). Доказательство этих утверждений непосредственно 
следует из теорем 4.3 и 4.7. 

6) Построение аппроксимаций и РА для задачи 2. Схема по- 
лучения аппроксимаций и РА для линейной некорректной задачи 
1 в общих чертах переносится и на задачу 2 — задачу вычисления 
значений неограниченного оператора 34. 

Пусть 9 замкнут и Dy=—Z. Воспользуемся тем, что оператор 
3(3[ * замкнут, самосопряжен в и и имеет плотную в и область оп- 
ределения. Он допускает спектральное разложение, и поэтому 
можно определить операторные функции от 33*. Определим се- 
мейство операторов К, следующей формулой: 

В. =Х (9, ©) 5. (4.36) 

Дополнительно предполагаем, что функция X(A, a) ограничена. 
Кроме того, области значений операторов Зи (3[3[*)'? совпада- 
ют [56]. Это позволяет переписать условие аппроксимируемости в 
виде 

lim |/X(YM", ©) 2—2||=0 Уге (3191 *)1 (4.37) 
a—>0 

ИЛИ 

lim ИХ (QE90", oe) (MEME)? и— (MIM)? и || =. (4.38) 

Ограниченность функции x(A, &) является чисто техническим 
предположением, без которого можно обойтись за счет усложне- 
ния рассуждений. 

Теорема 4.9. Для того чтобы семейство операторов (4.39) в 
сделанных выше предположениях порождало аппроксимацию опе- 
ратора У, необходимо и достаточно выполнения следующих усло- 
Bull: 

vrai sup|X%(A, a@)|VA=Ly< 0, a>0, (4.39) 
Ey 

[x(a, &) Val2<c(1+a), (4.40) 

lim |X (A, a) Wa—Va| =0 (4.41) 
a—0 

почти везде относительно мер 

(Ези, и), и Обри), 

75



Доказательство этой теоремы полностью аналогично до- 
казательству теоремы 4.4. Его проведение предоставляется чита- 
телю. 

Если ограничиться только достаточными условиями аппрокси- 
мации, то условия (4.40), (4.41) можно упростить. Пусть, напри- 
мер, |х(^, а) | <с, VA>O0, а>0и 

lim|%(A, @)—1] =0 
a—0 

на полуоси [0, oo). Тогда имеет место сильная сходимость аппро- 
ксимаций (4.36) к {2 VzeDy, (сравните с замечанием к теореме 
4.4) 

Пример. Положим X(A, a) =. Нетрудно видеть, что 

In(A, a) |<1 VA, а>0, 

lim|% (A, @)—1]=0, 2% [0, оо). 
@-—0 

Кроме того, 

УХ 1 
Г. < = = 4. 

o я ЕО) 144%  Зуа (4.42) 

Эта оценка неулучшаема на всем классе рассматриваемых опера- 
торов. Оператор К, вида (4.36) можно в этом случае явно вы- 
писать: 

R,=(E+ a9") | Of. (4.43) 

Аппроксимация (4.43) — аналог аппроксимации Тихонова 
(4.20) для задачи 1. Ее можно применять для вычисления значе- 
ний замкнутых операторов 3 с плотной областью определения 
Dy. 

Пусть теперь аргумент оператора % задан с ошибкой: 
||2—2,|<6, где 2, — приближенно заданный аргумент. В соответ- 
ствии с теоремой 4.3 и оценкой (4.42) получаем следующую тео- 

рему. 
Теорема 4.10. Для того чтобы аппроксимации (4.43) порож- 

дали РА для задачи 2 по формуле Юцу=Ё для любого замкну- 
того оператора с плотной областью определения, необходимо и 
достаточно, чтобы a(5) выбиралось TAK, чтобы выполнялось соот- 
ношение (4.21). 

Посмотрим, как выглядит семейство (4.43) для конкретного 
d о 

оператора 3. Пусть Y= —- и действует в вещественном гиль- 
Xx 

бертовом пространстве Lo(0, 1). Область Dy состоит из функций 
[2(0, 1), производная которых суммируема с квадратом. 

76



d e 
Можно показать, что 9(“= — = и Dys состоит из функций, 

x 

принадлежащих Г2(0, 1), имеющих суммируемую с квадратом 
производную и таких, что 2(0) =2(1) =0 [89]. Ясно, что 

* d*z 
У“ = ———, 2(0)=2(1)=0. 

dx? 

Оператор 
(E+a 59), 

очевидно, является интегральным оператором вида 

1 

\ 5, (% Du © a, 
0 

где С, — функция Грина оператора 

$2 = (Е a ) 2. 2(0)—=2(1)=0. 
dx? 

‘Оператор (E+a 99*)-' 9 имеет вид 

! 

с. (х, 9 и dé. (4.44) 

0 

Его замыкание можно получить, выполнив в (4.44) интегрирова- 
ние по частям: 

1 

К.=— \ Gag (x, Du ® dé. (4.45) 
0 

В отличие от конструкции (4.13), которой охватывается боль- 
шинство практически используемых схем приближенного решения 
операторных уравнений, конструкция (4.36) в приложениях прак- 
тически не использовалась. Это связано в основном с относитель- 
но малой распространенностью задачи 2 по сравнению с задачей | 
в практике решения некорректных задач. Наиболее известная из 
задач типа 2 — задача вычисления производной функции одной 
или нескольких переменных. Для ее решения можно использовать 
аппроксимацию (4.45), но обычно используются другие аппрокси- 
мации (например, разностные), работать с которыми удобнее. 
Так же как и в случае задачи 1, конструирование аппроксимаций 
и РА для задачи 2 может быть упрощено, если оператор само- 
сопряжен. 

Рассмотрим возможность построения ограниченных аппрокси- 

маций задачи 2 в виде 

Ry =X (51, a) УГ. (4.46) 

Теорема 4.11. Для того чтобы семейство операторов R,, 
определенное формулой (4.46), порождало ограниченную аппрок- 
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симацию для задачи 2 в случае самосопряженного YW, необходима 
и достаточно, чтобы выполнялись условия 

Tsu 120, aAl[=L,<<o Va>0, ; 
2, 

x(a, a) a] <C(1+ [А 
lim |x (А, a)A—A | =0, 

где Е, — спектральное семейство самого У, 
Доказательство этой теоремы копирует доказательство 

теоремы 4.7. Читатель без труда восстановит его детали. 
В качестве примера рассмотрим опять операторную функцию: 

y(M%, а), порожденную функцией X(A, =. Нетрудно 
a 

видеть, что если 3— положительный оператор, TO условия тео- 
ремы 4.11 для нее выполнены, в частности L,=1/a. Соответствую- 
щая аппроксимация R, описывается формулой 

Ю.=(Е-- 9 "9. 

Если УЗ — самосопряженный (не обязательно положительный} 
оператор, то можно использовать аппроксимацию, порожденную 
функцией 

Х (А, a) = , a>0, [= Ца. (4.47} 
1+ iad 

—, a> 0, непригодна, если S(A) расположен 
a 

по обе стороны OT точки A=0. 

Аппроксимация 

$ 3. Оценки погрешности при решении 
линейных некорректных задач. 
Оптимальные алгоритмы 

В гл. [ ($ 3) отмечалось, что не может быть равномерной оценки 
погрешности аппроксимации (и погрешности РА на основе этой 
аппроксимации) на всей области определения аппроксимируемог 
оператора (А-! или 9). Для получения такой оценки нужна до- 
полнительная информация об элементе, на котором есть аппрок- 
симация. Наиболее законченные результаты об оценках в линей- 
ных задачах получаются, если множество D, на котором мы хо- 
тим получить оценку (в обеих рассматриваемых нами задачах), 
имеет вид 

D=B(SMDs), (4.48) 

здесь В — некоторый линейный оператор, $ — единичная сфера 
с центром в 0 в некотором банаховом пространстве %. Только та- 
кие множества D рассматриваются в этом параграфе. 
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Оценки погрешности в задаче 1 

Пусть R, порождает аппроксимацию вида (4.13) в задаче 1, 
т. е. 

lim || R,Az,—z, || =0, 2, Е Да, 21 1 Кег А 
a—>0 

Пусть также a—0 В — какой-либо оператор из ® в Да с плотной 
в % областью Эви 21:= РБ. 

Теорема 4.12. Для того чтобы множество D (4.48) было мно- 
жеством равномерной аппроксимации в задаче 1, необходимо ц 
достаточно, чтобы оператор R,AB—B допускал расширение на 
все % и 

lim || R,AB—B [вые = 0. (4.49) 

Доказательство. Так как по предположению Dg плотно 
в %, то множество 5ПОв плотно в S. Поэтому если на О сущест- 
вует равномерная оценка погрешности аппроксимации, то Уа>0 
оператор R,AB—B равномерно ограничен на плотном множестве 
SDs в единичной сфере. В силу линейности его можно продол- 
жить на всю единичную сферу в % с сохранением той же оценки. 
Это означает необходимость соотношения (4.49). Доказательство 
достаточности очевидно. 

Рассмотрим задачу 1 с ограниченным оператором А и множе- 
CTBO 

D=(A*A)*(S), k>O, (4.50) 
S — сфера в Z. Если R, задается формулой (4.13), то в силу 
(4.49) скорость аппроксимации (в смысле (4.49)) на этом MHO- 
жестве оценивается формулой 

ф (©, A= sup 10(^, л— Им. (4.51) 
ЛЕ $(А*А) 

Величина нормы правой части (4.49) в этом случае равна 

vraisup |0 (^, a) А— ^^. 
{E,}.AES(A*A) 

Правая часть (4.51) для конкретных аппроксимаций может быть 
легко подсчитана. Сделаем это для разобранных в § 2 примеров. 

1. Аппроксимация Тихонова (4.20). Подсчитаем для нее вели- 
чину (4.51): 

sup |“ —1lat<a sp ~*~, 
2ZES(A*A) | А-а ам А-а 

Но 

1 №" (1—2) “ak, 01, 
su __ 4.52 

err Ата = ПА ‚ Е > 1. ( ) 
| A jl? + @ 
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Подставим (4.52) в предыдущее выражение. Получаем, что 
при 0<^=<| на множестве (4.50) имеется равномерная оценка 
погрешности аппроксимации (4.20) О (а), при А>1 — оценка 
O(a). Эти оценки неулучшаемы для всего класса рассматривае- 
мых операторов. Для неограниченных операторов первая оценка 
сохраняется при 0<^=<1. При Е>1 множество (4.50) уже не яв- 
ляется множеством равномерной аппроксимации. 

Из приведенных рассуждений следует, что на множествах 
вида (4.50) аппроксимации Тихонова не могут иметь оценку ско- 
рости аппроксимации, лучшую, чем O(a). Оказывается, что вооб- 
ще ни на каком ненулевом элементе 2=D, скорости сходимости, 
лучшей, чем O(a), для аппроксимации (4.20) быть не может. 

Действительно, пусть 2; Ker A, 21520, 

WReAy—ail=a] { (>) dG, a]. — (4.53) 
А-а 

S(A*A) 

Так как 2150, то на луче AO имеется отделенное от 0 множест- 
во положительной (Ё,21, 21) меры. На этом множестве функция 

та при достаточно малом а становится больше, например, 
a 

1/2. Следовательно, выражение в квадратных скобках в (4.53) 
при а—0 не может стремиться к 0 и выражение слева Sa const. 

2. Итерационная схема аппроксимации (4.22). Имеем 

p(n, k)= sup  (1-— ил. (4.54) 
A*A) А, 

0<и—<2/А*А| 

Можно непосредственно подсчитать, что 

Ф (1, N= (= ук (=) =0 (0 (4.55) 

Итак, в случае итерационной аппроксимации (4.22) скорость ап- 
проксимации увеличивается с ростом показателя К в (4.50). 

3. Итерационная аппроксимация (4.26). Для нее 

p(n, К) = и > 0. sup; ; 
ЛЕЗ(А*А) {(1 + pr)” 

Подсчет показывает, что при S(A*A) = [0, со) 

БЕ ] (“= O(n, B= )'=00r-%, (4.56) 
nh 

Итак, скорость аппроксимации при увеличении параметра 
Е также увеличивается. Заметим, что в случаях итераций (4.22) 
и (4.26) скерость аппроксимации на множествах вида (4.50) воз- 
растает с увеличением параметра и. Оценку скорости аппрокси-



маций (4.13) удается получить и на некоторых множествах, OT- 
личных от (4.50), в частности на множествах вида 

2(4*)*$5, (4.57) 

Rk — положительно, целое число. 

Пусть для простоты рассуждений А и 9(А, a) — ограниченные 
операторы. Нам нужно оценить норму оператора 

R,AA**—A**=0(A*A, а) А*АА*— Да. 

Так же как и в доказательстве ограниченности |К.| в теоре- 
ме 4.4, оценим норму сопряженного оператора: 

|| A® [9 (A*A, о) “А—Е] |= 

— sup ((AtA*AO(A*A, а)— №2, (A*A*AB(A"A, о) 2)? = 
|121 

— sup (2, (4*40 (А*А, а)— Е) (A*A)* (А*А0 (А*А, &)—E)2)'? = 
|<! 

— sup {\ [9 (А, ©) A— 1]? №а (E,z, ay < 
[21 

sup {19 (А, a) ^— 11214". (4.58) 
NES(A*A) 

Эта формула оценивает скорость сходимости аппроксимаций 
(4.13) на множестве (4.57). Из (4.58) непосредственно следуют 
конкретные оценки в рассмотренных примерах на множествах ви- 
да (4.97). 

Если оператор А самосопряжен, то для конструирования ап- 
проксимаций целесообразно пользоваться формулой (4.31). В этом 
случае аналогично предыдущему можно найти скорость сходимос- 
ти аппроксимаций (4.31) на множествах 

D=A*(S), k>0. (4.59) 

Если оператор А неограничен, что вместо $ нужно взять ЗПДА.) 
Скорость сходимости дается и в этом случае формулой (4.5!) 
и заменой S(A*A) на S(A). 

Результаты примеров 1—3 остаются справедливыми в соот- 
ветствующем контексте. Имея оценки скорости аппроксимации, 
нетрудно получить оценки погрешностей соответствующих РА на 
множествах (4.50), (4.57) и (4.59). 

Лемма 4.1. [14]. Для фиксированной аппроксимации (4.13) 
Ra и фиксированного выбора a(6) справедлива оценка (на мно- 
жестве D вида (4.50)) 

— 9 (a0), 9, k) < А (Rajs)s 6, D)< e (a (6), 9, К), (4.60) 
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20e 

© (< (6), 9, ^) =Кивб-— vraisup |[(6(4, a (6)).— 1) 4*]. 
(Е) },^Е5(А*А) 

Доказательство. Ilo определению величина 

А (Киз, 6. D)= sup sup ‘|| Rayo uae — 2,1. 
ЕО м; Аг 56 

Поэтому 

А (Ras), 6, D) > Sup |i два, — 2, ||. 
21 

Так как 2;=0€D, то 

А (Rais), 6, 2) > ЗИр, ||Кодбуив || = Ras)9 
“= 

Суммируя эти две оценки, получаем с учетом (4.51) левую оцен- 
ку (4.60). С другой стороны, из неравенства треугольника 

А (Кв), 0, р) < Кавб- Sup | Kao Аа, — 2, | = р (@ (6), 0, г). 

Аналогичные оценки справедливы для аппроксимаций (4.31) и 
множеств D вида (4.59). (Нужно только $ (А*А) заменить на 5 (А) 
и К. считать в соответствии с (4.32).) 

Оценки типа (4.60) позволяют не только оценивать погреш- 
ности конкретных РА на множествах вида (4.50), но и строить 
оптимальные и квазиоптимальные методы решения. Эта возмож- 
ность основана на двухсторонней оценке погрешности оптималь- 
ного метода R,°?t на D, следующей из (4.60) и теоремы 1.11: 

wi (5, 2) < (ВР 6, D)<p(a(6), 6, Ё), (4.61) 

здесь w,(6, О) — модуль непрерывности в 0 оператора А-! (на 
р). В оценке (4.61) функция O(A, а) может быть любой, допус- 
каемой теоремой 4.4 (или теоремой 4.7 в случае самосопряжен- 
Horo A и множества D вида (4.59)). 

Лемма 4.2 [14, 32]. Пусть ограниченный оператор А такой, 
что S(A*A) целиком заполняет отрезок [0, а]. Тогда 

2k 

w, (8, D)=8 (4.62) 

1 

при а>6*"'. Если оператор А самосопряженный, положи- 
тельный, р=А* ($), а 5(А) целиком заполняет отрезок [0, а], то 

R 

w,(6, D)=6*"! (4.63)



Теорема 4.13. В условиях леммы 4.2 метод Raw (Ra — фик- 
гированная аппроксимация вида (4.13) или (4.31), соответствую- 

wan функции 0, a(S) — фиксированная функция 6) оптимален 
на множестве О вида (4.50) или (4.57) при фиксированном Е>0, 
если 

Е k 

о (а (5), 0, 2) =6*"'” (6**"), (4.64) 

или квазиоптимален, если 

R k 

о (< (5), 6, k)=0(6*"'") 6"). (4.65) 
В скобках стоят нужные правые части в случае аппроксима- 

ции (4.31) и множеств D вида (4.57). 
Доказательство этой теоремы прямо следует из оценок 

(4.61) — (4.63). 
Следствие 1. В условиях леммы 4.2 аппроксимация (4.13) 

с функцией 

O(A, =А F(a ttl?) >0, (4.66) 

порождает оптимальный метод Ha D вида (4.50), если “=. 

Аппроксимация (4.31) с функцией 

O(A, а) = ^^ (a+AFt) A. (4.67) 

порождает оптимальный метод на D вида (4.50), если a(6) =6/R. 
Доказательство этого следствия состоит в непосредст- 

венной проверке соотношения (4.64). 
Следствие 2. Итерационные аппроксимации (4.22), (4.26) 

в условиях леммы 4.2 порождают квазиоптимальные методы на 
D вида (4.50), если правило останова дается формулой 

| 
n (6) = 

И 

Итерационные аппроксимации, построенные по схеме (4.31) с те- 
ми же функциями 0, порождают квазиоптимальные методы на 
D вида (4.59), если правило останова п(б) дается формулой 

| 
п (6) = — |. 

g htt 

Доказательство следствия 2 опирается на прямой под- 
счет порядка величины о(п(6б), 0, Е) вида (4.60) с применением 
соотношений (4.55), (4.56), (4.24). Используется также то обсто- 
ятельство, что 

[x] =x при х—°. 
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Следствие 3. В условиях леммы 4.2 аппроксимация Тихо- 
нова (4.20) порождает квазиоптимальный метод на D вида (4.50) 

1 

при 0<2<1, если а (5)=6“!'”?. При k>1 ни при каком выборе 
a(S) метод (4.20) не порождает квазиоптимального алгоритма. 

Для доказательства второй части приведенного утверждения 
воспользуемся левой оценкой (4.60). Из (4.53) и (4.19) следует, 
что при ^>1 

. 6 о (< (6), 0, &) > inf | — + ca. | > 0,5" 
a>0 2у/а 

где с, Cj — некоторые положительные константы. Поэтому на 

рассмотренном семействе методов не может быть выполнено ус- 
ловие (4.65). 

Читателю рекомендуется проверить самостоятельно, что в ус- 
ловиях леммы 4.2 аппроксимации Лаврентьева (4.33) порождают 
квазиоптимальный метод на D вида (4.59) при O<R<1 (как нуж- 
но при этом выбрать а(5)?) и не порождают такого метода при 
Е>1. 

Оценки погрешности в задаче 2 

Оценки сходимости в задаче 2 (вычисление значений неогра- 
ниченного линейного оператора 3) на множествах вида (4.48) 
проводятся аналогично случаю задачи 1. Мы поэтому ограничим- 
ся только формулировками результатов. 

Аналогом теоремы 4.12 является 
Теорема 4.14. Для того чтобы множество О вида (4.48) 

было множеством равномерной аппроксимации в задаче 2, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы оператор Ю.В—ЗВ допускал непре- 
рывное расширение на все B® и 

lim || R,B—9B ||w-+2= 0. 

Предполагаем, что оператор 3 обратим. Аналогом множества 
D вида (4.50) служит множество 

В=9 1 (991 *)—* (5), (4.68) 

S — единичная сфера в (0. 
Скорость сходимости аппроксимации (4.36) на этом множест- 

ве дается формулой (в предположениях теоремы 4.9) 

—1 
1 (=, ^) = sup ХА, 2) (4.69) 

NES H*) А 

Так, для аппроксимации (4.43) 

ke(1—k)' "ak, 0—1, Kn да, ne, ВИТ 9 OSES ло 
Если $( 99*) отделен от 0, то вторая оценка (4.70) сохраняется 
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и при k>1. В противном случае множество (4.68) при k>1 не бу- 
дет множеством равномерной аппроксимации. Скорость аппроксн- 
мации O(a) для алгоритма (4.36), так же как и для алгоритма 
(4.20), является предельно возможной. 

В случае самосопряженного 3 можно рассмотреть множество 
равномерной аппроксимируемости вида 

D= 9-1(9—* (5). (4.71) 

Скорость сходимости определяется формулой (4.69) с заменой 
$ (9191 *) на S(M). 

Имея оценку скорости аппроксимации, можно получить оценки 
погрешностей РА, порожденных аппроксимациями (4.36) и (4.46) 
на множествах (4.68) и (4.71) соответственно. 

Лемма 4.3. Для фиксированной аппроксимации (4.36) К. и 
«фиксированного выбора a(6) справедлива оценка (на множестве 
О вида (4.68)) 

ра (a (6), Х, Е) < А (Ко, 6, D)< 0, (a (5), X, К), (4.72) 

где 

0, (a (5), %, = б- vraisup |0 ® УИ 
{E,},4€S(A*A) AR 

Эта лемма — точный аналог леммы 4.1. 
Оценка (4.72) переносится и на аппроксимации (4.46) Ha 

множествах (4.71). Для задачи 2 также можно (на множествах 
(4.68) и (4.71)) строить оптимальные и квазиоптимальные алго- 
ритмы. Основой такого построения служит аналог оценки (4.61). 
Погрешность R,°?t на О оценивается следующим образом: 

wi (5, 2)=<А (КР, 5, D)<pe1 (a (5), Х, Е), (4.73) 

£1 определено в (4.72), а в: (5, 2) — модуль непрерывности в 0 
оператора 9, рассматриваемого на D: 

ел (6, р) = sup [| 92]. 
146, и ЕО 

Лемма 4.4. Если У таков, что S(( 353 *)-Г) целиком запол- 
няет отрезок [0, a] (S( 9!) целиком заполняет отрезок [0, а] 
в случае положительного самосопряженного ЗУ), то для ®W, спра- 
ведливы оценки (4.62) и (4.63) соответственно. 

Теорема 4.15. В условиях леммы 4.3 метод Rasy (a(6) — 
фиксированная функция от 6, Ю. — фиксированная аппроксима- 
ция вида (4.36) или (4.46)) оптимален‘ (квазиоптимален) на 
множествах D вида (4.68) или (4.71) при фиксированном Е>0, 
если 

Rk 

р, (a 6), %, =O”? (8, (4.74) 

t 



или квазиоптимален, если 

СВ 

0, (@ (8), x, A) =O (8°77) (65° 17). (4.75) 

Замечательно, что, как и в случае задачи |, оптимальные ал- 
горитмы на множествах (4.68) и (4.71) легко построить. Так, ап- 
проксимация (4.36) с 

x (A, ©) = — 
1/2) (< -- д 1/21 

6 “3 
при a (8) = порождает оптимальный метод на D вида (4.68), 

а аппроксимация (4.46) с 

Хх (^, а) =^/* (а 7+0) -1 

при а (5) =6/ — на О вида (4.71) [94]. 

$ 4. Регуляризация 
при возмущении оператора 

Доказанная выше теорема 4.3 позволяет легко получить из кон- 
кретного аппроксимирующего семейства R, (например, итерацион- 
ного) регуляризирующий алгоритм вида Ras) в случае, если вход- 
ными данными считать пару (иь 6). Однако в реальных задачах 
часто имеют дело не только с приближенной правой частью (при- 
ближенным аргументом), но и с приближенным оператором. [1о- 
этому целесообразно изучать асимптотическое поведение аппрок- 
симирующих семейств при возмущениях оператора. 

В частности, если удается превратить множество возмущенных 
операторов в метрическое пространство, то можно ставить вопрос 
о конструировании РА для соответствующего отображения и при 
возмущениях оператора задачи. Ниже в основном исследуются 
с этой точки зрения задача | (задача решения линейного опера- 
торного уравнения) и семейства (4.13) и (4.31), причем оператор: 
А считаем ограниченным. Результаты в этом случае носят наибо- 
лее законченный характер. 

Превратим множество ограниченных линейных операторов из 
Z в U в банахово пространство & с нормой в нем в виде нормы 
оператора. Следующее определение является детализацией об- 
щего определения РА из гл. [. 

Определение. Семейство линейных ограниченных операто- 
ров Кьь: 7ЖИ-— называется регуляризирующим алгоритмом 
для задачи (4.1) (задачи вычисления значений С =А-!) при воз- 
мущениях и и А, если выполнено соотношение 

lim su Юз» (А,, Us) —Z,|| = 0, Lim | SUP, ИАА (Ay ма) — г (4.76) 
h>0 ААВ Az, =u, 2, L Ker A. 
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Рассмотрим теперь аппроксимирующее семейство (4.13). Воз- 
никает вопрос, можно ли выбрать а(б, h) так, чтобы для 
Ras, п) (An, Us) выполнялось соотношение (4.76). 

Теорема 4.16. [10]. Пусть A, An — ограниченные линейные 
операторы, Z — сепарабельное гильбертово пространство, a функ- 
ция 0(), а), порождающая аппроксимацию (4.13), обладает 
следующими свойствами: 

1) O(A, а) определена и непрерывна по A на [0, A], где А — 
верхняя граница спектров операторов А»*А» при всех рассматри- 
ваемых h; 

2) sup 10 (^, @)| Va=K, < 00; 
60,4] 

8) sup [0 (^, a)A—1[=M<o; (4.77) 
ЛЕГО, 1 
a>0 

4) lim [0 (^, a) 4—1|=0 
0—0 

равномерно на [с, A], с>0 — любое сколь угодно малое число. 
Тогда если a(6, h) выбрана так, что 

lim a(6, 1) =0, 
6—0,h-0 (4.78) 

lim Кохё,в) max (6, h) = 0 
6,40 

(К. определяется из условия 2), то для КЮ. n(An) =0(А»*А,», 
а (5, h))Apn* выполнено соотношение (4.76). 

Доказательство. В силу неравенства треугольника и 
второго условия (4.77) 

Кас, 8—2 |< Кац, m{6 НВ 21} А, п»Аь21— 21|. (4.79) 

Первое слагаемое правой части (4.79) стремится к 0 при 6—0 и 
й—0 независимо от конкретного выбора из и А» в силу (4.78). 

Покажем, что, как бы ни выбирать А, : |А—А, |<, 

lim [|0 (АкАь, о (5, В)) АА — 2. |= 0. (4 80) 
й—>0 
6—0 

Рассмотрим величину под знаком предела в (4.80) при каком-ли- 
бо допустимом Аи: 

a 

16 (Arn, (8, #)) Arye, г < \ 10 (A, 9 A— 1]? (Ема, 24). (4.81) 
0 

Заметим, что (£42), 21) как функция Л непрерывна в точке ^=0 
и (Ео21, 21) =0, так как г, Кег А. (Здесь Е, — спектральное се- 
мейство невозмущенного оператора A*A.) 

Зафиксируем =>0. Пусть At — точка положительной полуоси, 
не являющаяся собственным значением A*A и такая, что 
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(Ез121, 21) <в. Такая точка найдется Уё>0, так как (E42), 21} 
непрерывна в 0, а дискретный спектр А*А счетен в силу сепара- 
бельности 2. Оценим теперь правую часть (4.81): 

A д AY 

J 190A, )A—1j?d (Еще a=f+(< 
0 Ne 0 

A 

< {10 (A, a) A— 1? d (Ezy, 2.) + М? [Expt г) (од, 21) 
hy 

Воспользуемся теперь теоремой Реллиха, утверждающей, что 
. * * ъ 

если lim ||A, 4,2, —А Аз || =0, то в любой точке непрерывности 
0 >> 

функции (£,21, 21) справедливо соотношение 

iim (EqnZ1, 21) = (En21, 21). 

^=0 — точка непрерывности (Foz, 21) в силу выбора 2;. Точка 
Л: является таковой по определению. В силу теоремы Реллиха и 
соотношения 3) в (4.77) 

lim [|0 (4,4, о (8, №) An Anz, —2,|| < MPe 
h—0 
6—0 

независимо от выбора оператора А». Так как =>0 произвольно, 
то соотношение (4.80) доказано. Теперь из (4.79) получается 
(4.76). 

Условия (4.77) теоремы 4.16 выполнены для всех практически 
используемых аппроксимаций (4.13), в частности для аппрокси- 
маций (4.20), (4.22), (4.26). 

Для семейства (4.31) справедлива теорема, аналогичная только 
что доказанной. 

Теорема 4.17. Пусть А, An — ограниченные самосопряж?н- 
ные операторы в 2, 2 — сепарабельное гильбертово пространство, 
функция O(A, а), порождающая аппроксимацию (4.31), обладает 
свойствами: 

1) 0(%, а) определена и непрерывна на некотором отрезке 
[—A, A], заведомо содержащем спектры всех операторов А»; 

2) зир  [9(^, @)| =K,< оо; 
AE[—A,A] 

8) sup 19 (^, a)A—1] =M<o; (4.82) 
a>0,4E[—A,A] 

4) lim |0(A, a) A—1] =0 
9—0 

равномерно на [—A, —c]U[c, A], с>0 — любое сколь угодно ма- 
лое число.



Если а(6, В) выбрано так, что выполнены условия (4.78) (Kz 
вычисляется по формулам 2), то для 

Ry n=0(Aa, a(6, h)) 

выполнено соотношение (4.76). 
Доказательство этой теоремы почти дословно повторяет 

доказательство теоремы 4.16 и может быть предоставлено чита- 
телю. 

Если оператор задачи 1 неограничен, то можно по-прежнему 
изучать асимптотическое поведение семейств (4.13) и (4.31) при 
возмущениях оператора. Однако при этом естественно отказаться 
от близости точного и возмущенного оператора по норме, а ис- 
пользовать понятие поточечной близости операторов. 

Теорема 4.18. Пусть A, An — замкнутые линейные операто- 
ры из 2 в О с плотными областями определения ПОд,>0д УЕ, 
2 — сепарабельное гильбертово пространство, а функция 0(A, а), 
лпорождающая аппроксимацию (4.13), удовлетворяет условиям 
{4.77) с Л=ою. Пусть, кроме того, для рассматриваемого 
21 (21 Кег А) 

Аг! =и, 

lim ||(A— A,) г.|| = 0, 

ine (4.83) 
lim ||(A,4,—A A) z,|| = 0. 
h—+0 

Если функция a(6, h) выбрана так, что 

lim a (6, #) =0, 
6,h>0 (4.84) 

lim Keys, (8+ li(A—A,) 2,1) = 0, 

TO выполнено соотношение 

lim зар 110 (44 А,, о (5, A) Али, — 2 | = 0, (4.85) 
6,h>0 |Аг—-и в 

которое является ослабленным аналогом (4.76). 
Доказательство этой теоремы проводится так же, как и 

доказательство теоремы 4.16. Действительно, неравенство (4.79) 
остается справедливым с заменой выражения Kags, вВ|21|| на 
Kx, в (A—An)21|| в его правой части. 

Соотношение типа (4.80) остается справедливым и имеет то 
же доказательство, потому что в теореме Реллиха достаточно тре- 
бовать поточечной сходимости операторов. Такая сходимость 
имеет место в силу второго условия (4.83). 

Теорема 4.18 соответствует теореме 4.16. Мы не будем форму- 
лировать соответствующий аналог теоремы 4.17, так как необхо- 
димые изменения в условиях и утверждении теоремы 4.18 в слу- 
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чае использования аппроксимаций (4.31) вместо (4.13) почти 
очевидны. 

Обратимся теперь к задаче 2 — задаче вычисления значений 
неограниченного оператора %. При естественных ограничениях 
на используемые аппроксимации (4.36) нетрудно сформулировать. 
условия, при выполнении которых справедливо соотношение типа 
(4.85). 

Теорема 4.19. Пусть YM, MN, — замкнутые линейные onepa- 
Topol из 2 в U с плотными областями определения Dy, — Dy, 
U — сепарабельное гильбертово пространство, функция y(A, а), 
порождающая аппроксимацию (4.36), удовлетворяет условиям 

1) sup 1х (^, 9 ИЛ=Е, < о, “> 0; 
ЛЕ[О, 0) 

2) sup |, 9 И=М< о; (4.86) 
AE[0,~) 
a0 

3) lim [х (A, #)—1] =0 
0—0 

равномерно на любом отрезке [0, A], A<oo. 
Кроме того, для рассматриваемого ze—D x 

lim ||(9%,—9) 2] = 0, 
h->0 

. * , (4.87} 
lim (УГ, — UM) W2|| = 0. 

Если функция а(5) выбрана так, что 

lima (6) = 0, 
6-0 

(4.88) 

6-0 

TO выполнено соотношение 

Зи ‚ — — 
lim = [lx (Mr, a (5), N25 {21 0. (4.89) 

h—0 

Доказательство. Получим сначала неравенство, анало- 
гичное неравенству (4.79): 

IIx (97, рь, & (5)) Энгь — 92| <L,6+ 

+ [lx (Ma & (6) 52—94 2|-Н М (9—9) 21. (4.90) 

При выводе этого неравенства использованы первое и второе yc- 
ловия (4.86). Если выполнены условия (4.88) и (4.87), то первое 
и третье слагаемые в правой части (4.90) стремятся к 0 при 
#—0 и 8—0. 
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Осталось показать, что 

Tim II (Mn, & (8)) {2—9 = 0. (4.91) 
Имеем 

IIx (4,8, < (5)) Уа— Зе? == [| [% (А, < (8))— 1] 2d (Ey, Mz, Mz), 
0 

Ею — спектральная мера. Зафиксируем =>0. Пусть As — точка 
положительной полуоси, не являющаяся собственным значением 
MM * и такая, что l—(Ey Mz, 932)<в. В силу счетности диск- 
ретного спектра такая точка найдется при любом =>0: 

о: 
hy о, 

(1%, «(6))— 24 (Ема, 42) < Ц + 
0 

и Ay 

Tak же как и при доказательстве (4.80), используя теорему Рел- 
лиха и условия 2) и 3) из (4.86), получим 

Tim ЯДА, (6) 92—92] < Me. 

Ввиду произвольности в отсюда следует (4.91), a следователь- 
но, и (4.89). 

Внимательный читатель, конечно, заметил кажущееся на пер- 
зый взгляд парадоксальным несоответствие условий (4.84) и 
(4.88). В теореме 4.19 (в отличие от теоремы 4.18) не нужно сог- 
ласовывать выбор а и параметр A, характеризующий точность 
аппроксимации оператора. Это происходит потому, что аппрокси- 
мации (4.83) и (4.87) неравноценны. У„ — аппроксимации 
самой решаемой некорректной задачи — вычисления значений 
неограниченного оператора YW, тогда как условия (4.83) He дос- 
таточны, вообще говоря, для поточечной аппроксимации опера- 
тора А-! (значения которого мы вычисляем по схеме (4.13) без 
согласования а и A). В случае самосопряженных операторов 3% 
и Sf вместо аппроксимаций (4.36) можно использовать аппроксн- 
мации (4.46). 

Теорема 4.20. Пусть У, У» — самосопряженные операторы 
вс Dy >ШОух, Z — сепарабельное гильбертово пространство, 

функция x(a, а), порождающая аппроксимацию (4.46), идовлет- 
воряет условиям: 

1) SUP ями, < 003 
2) ‚ sup = |x (A, “)— 1] =M< ow; (4.92) 

) (—&, 20 
a0 

3) lim ly (A, ®— И =0 
a—->0 

равномерно на [—A, A], A<~. 
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Кроме того, выполнены первое условие в (4.87) и условия 
(4.88). 

Гогда справедливо соотношение 

lim sup || (M,, < (6)) 3, 2s— Mz]| = 0. 
6,A->0 llzg—zI<6 

Доказательство этой теоремы совпадает (с очевидными 
изменениями) с доказательством теоремы 4.19. 

На практике часто единственным источником возмущений 
в операторе задачи служит вынужденная (при численной реали- 
зации алгоритмов) аппроксимация операторов, встречающихся 
в первоначальной постановке, более простыми (конечномерными). 
Доказанные выше теоремы гарантируют «правильное» асимптоти- 
ческое поведение РА с приближенным оператором, если исполь- 
зуемые аппроксимации таковы, что выполняются соотношения 
вида (4.83), (4.87). При этом выбор «параметра регуляризации» 
а (в случае задачи 1) производится в зависимости как от точнос- 
ти входных данных 6, так и от числового параметра, характери- 
зующего точность выбранных аппроксимаций (см. формулы 
(4.78) и (4.84)). 

Возможен и другой подход. Для определенности будем гово- 
рить только о задаче 1. Если оператор задачи А в принципе 
известен совершенно точно (например, интегральный оператор 
с аналитически задаваемым ядром), то можно выбирать а в за- 
висимости только OT 6 (точности входных данных). 

Задача вычисления Ажуй уже корректная, и ее можно ре- 
шить сколь угодно точно, применяя схемы аппроксимации, не обя- 
зательно удовлетворяющие условиям аппроксимации, сформули- 
рованным выше. При этом обычно можно гарантировать выполне- 
ние лишь предельных соотношений вида 

lim lim |5 Us—z,|| = 0. (4.93) 
6—0 n->oo 

B (4.93) RX) Ug— аппроксимация в Z элемента Ralls, п — 
параметр аппроксимационной схемы (число точек дискретизации, 
число базисных функций и т. п.). 

Асимптотический обобщенный принцип невязки. Возвратимся 
к ситуации теоремы 4.16. В этой теореме обсуждается вопрос 
о выборе функции a(6, 2) так, чтобы для Raw, n, построенных 
с помощью аппроксимаций (4.13), выполнялось условие РА вида 
(4.76). Утверждалось, что априорный выбор a(6, A) согласно 
(4.78) гарантирует выполнение этого условия. 

В гл. Ш для аппроксимационной схемы Тихонова обсуждал- 
ся и другой способ построения a(6, fh), базирующийся на обоб- 
щенном принципе невязки. Этот способ, начало изучения которого 
положено в [76, 77], широко применяется при практической pea- 
лизации вариационной схемы Тихонова. Попытаемся перенести 
этот способ на общие аппроксимации (4.13) и (4.31). 
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Пусть Ren означает либо аппроксимацию (4.13), либо (4.31) 
с возмущенным оператором А». Пусть также Ан(а, 6, В, An) = 
= || А.Ю nse—uell, причем {А»} и {us} — множество операторов и 
элементов такие, что 

|An—All<A, 

(4.94) 
|us—ull<6. 

Рассмотрим сначала случай, когда параметр a пробегает ин- 
тервал (0, ao). Не ограничивая общности, можно считать p=. 
Под обобщенным принципом невязки (ОПН) мы принимаем вны- 
бор а (5, 4), равный корню (одному из корней) уравнения 

Ан (а, 6, В, А») =р (6, И, us, An), (4.95) 

гдер — некоторая функция от 6, Й и us, An. 
Задача заключается в подборе таких р, чтобы: 
1) корень уравнения (4.94) существовал при всех рассматрн- 

ваемых 6, Ли Us, An; 
2) выполнялось соотношение (4.76), в котором 

Rs, n= Rays, h,...) (An) Us. 

Заметим, что в отличие от априорного выбора а(б, A) корень 
уравнения (4.95) а зависит также OT из и А» — индивидуальных 
элементов множества (4.94), поэтому более точно было бы писать 
a(6, h, и, An). Оператор Rs, относительно Us в отличие от слу- 
чая теоремы 4.16, вообще говоря, нелинеен. Однако это обстоя- 
тельство по существу не отражается на наших дальнейших рас- 
суждениях и используется более короткое обозначение для корня 
(4.95). 

К сожалению, для общих аппроксимаций (4.13) и (4.31) пока 
не удалось решить поставленную задачу в полном объеме. На- 
ибольшую трудность представляет выбор функции р так, чтобы 
выполнялось первое поставленное условие существования корня 
невязочного уравнения (4.95). Для аппроксимации Тихонова та- 
кой выбор указан в гл. II]. Однако для других аппроксимаций 
это пока сделать не удалось. 

Поэтому мы несколько облегчим задачу и рассмотрим асимп- 
тотический обобщенный принцип невязки (АОПН), в котором тре- 
буется, чтобы корень уравнения (4.95) существовал при достаточ- 
но малых 6 H И, 6<6, И<И, причем допускается зависимость 
бо и Йо от рассматриваемой точной задачи (ии A). 

Если при фиксированных 6 и A и фиксированном выборе р 
корень (4.95) не существует (Й и 6 слишком велики), то выбор 
a(6, 4) формально может быть произвольным, например а (5, 1) = 
=], так как это никак не влияет на выполнение асимптотического 
соотношения (4.76). Покажем, что можно так выбрать функцию. 
о (6, h) (независимо от ив и Ap), что для широкого класса аппрок- 
симаций АОПН будет справедлив. 
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Теорема 4.21. [20]. Пусть р выбрана в виде 

о (6, h) =c,6!-*+ сор! -*, (4.96) 

0<#<1, 

С1, С2>0 — фиксированные постоянные, а аппроксимации (4.13), 
(4.31) удовлетворяют условиям: 

1) выполнены предположения теорем 4.16 u 4.17 соответст- 
венно; 

2) функция O(A, а) непрерывна как функция двух переменных 
при XE [0, A], а<= (0, oo); 

3) lim 16 (^, м =0 (4.97) 

для аппроксимаций (4.13), (4.31) равномерно no i; 
4) для аппроксимаций (4.13) выполнено условие 

sup ( sup |0(^, я \— 11 VA sup 10(^, 91 УХ < о, (4.98) 
] ^ЛЕТО, А] a20 AE[0,A 

для аппроксимаций (4.31) условие 

sup( зир |g(A,a)A—1| [^[ зар 10(%, о) |) < ®. (4.99) 
&>0 AE[—A,A] KE J—A,A] 

Тогда для рассматриваемых аппроксимаций при выборе 
a(6, й) согласно АОПН справедливо соотношение (4.76). 

Доказательство. Доказательство этой теоремы достаточ- 
но сложно. Чтобы его идейная основа воспринималась яснее, ра- 
зобьем его на ряд этапов. 

Символ Ron обозначает аппроксимацию (4.13) или (4.31) 
С А=А,. 

Утверждение 1. Операторная функция Ry» сильно непре- 

рывна по а в любой точке а>0. Кроме того, 

lim Аа = В; (сходимость сильная). 
a>a, h—0 

Справедливость утверждения 1 следует из непрерывности 
$ (^, a) и равномерной сходимости при #0 Анк A (см. (4.94)). 

Из утверждения | непосредственно следует, в частности, не- 
прерывность невязки Ан как функции а при 0<а<с®. 

Утверждение 2. 

sup |[A,Re,ril <M +1, (4.100) 
a, 

М — постоянная из условия 2) в (4.77) и (4.82). 
Если An, А — самосопряженные операторы и используется 

аппроксимация (4.31), то неравенство (4.100) очевидно. В случае 
аппроксимаций (4.13) неравенство (4.100) можно доказать так. 

Из цепочки равенств 

(AnRa, he, AnRa, nz) = (R,, he, An* AnRa, nz) = 

= ((An*An)'/?Ro, г, (An* An) /?Ra, =) 
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следует, что 

|A,Reall << sup У 10 (4, ®[У^—< М-1. 
AE[0,A] 

Утверждение 3. 

lim Ан (<, 6, й) = пит ||A,z—Ugll, (4.101) 
9—0 2Е 

lim Ан (a, 6, h) = Пи]. (4.102) 

Доказательство. Из доказательства утверждения 2 и 
(4.97) следует, что lim ||А,Ка„|=0 и, следовательно, (4.102) 

a—> со 

справедливо. Прежде чем доказывать (4.101), заметим, что его. 

правая часть равна норме части и, ортогональной А, (2), т. е. 
части Us, принадлежащей Ker А,*. Поэтому нужно доказать толь- 

ко, что Vu & A, (?) 

lim |[|A,Ro,nu—ul| = 0. (4.103) 
a—-0 

Если u@Ap(zZ), то это, очевидно, так. Так как справедливо 
(4.100), то по теореме Банаха—Штейгауза (4.103) справедливо 

LN 

Vu & A, (2). 
Возьмем в правой части (4.101) z=z,. Тогда, учитывая (4.94), 

[Авг — из || |] Anz) —A 2g t ul] 6-12. (4.104) 

Поэтому предел невязки при а—>0 заведомо не больше 6+A)|2Z,/l. 
Приступим непосредственно к доказательству. 

Сравнивая правую часть (4.104) с (4.96), видим, что при дос- 
таточно малых бо и Ao (зависящих от невозмущенной задачи) KO- 
рень уравнения (4.95) a(6, A) существует при 65<&, А<№ и 
можно говорить о АОПН. 

Выберем при каждом (достаточно малом) 6 и В какой-либо 
корень (4.95). Обозначим полученную функцию а(6, A). Она, 
конечно, зависит и от конкретных из и Ah, но эта зависимость 
для нас несущественна. 

Докажем соотношение (4.76) так же, как в теореме 4.16 (или 
4.17). Для этого рассмотрим |Ющь, в, ви: — 21| при 6—0, h>O на 
любых конкретных представителях множеств (4.94). Как и при 
доказательстве теоремы 4.16, можно записать неравенство (4.79). 
Покажем, что и в нашем случае 

jim || Ro6,nyh Анг, — 21| = 0. (4.105) 

Пусть 

lim (5, В) =а. 
6,И—0 

Используя (4.102), нетрудно показать, что всегда а< оо. 
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Имеются две возможности. 

1) a=0. В этом случае справедливость (4.105) для аппрокси- 
маций (4.13) следует непосредственно из доказательства соотно- 
зпения (4.80) в теореме 4.16. Если используются аппроксимации 
(4.31), то доказательство аналогично. 

2) a0. Пусть последовательность a(8n, hn), 0,„—>0, hn, 
п->со, имеет предел при n—-oo. Не ограничивая общности, можно 

считать, что этот предел равен а. Тогда в силу утверждения | 
существует 

lim Кеньон, А „2, = Ratt 
П>оо 

Так как Ан при этом также стремится к 0 (в силу (4.95) и (4.96), 
то ARgu=u. Остается заметить, что значение аппроксимации 

(4.133) и (431) Ragu при любом а>0 ортогонально 
Ker А(Кег A*A). Поэтому R,u=2. 

Если теперь последовательности 6», An—>O, noo, выбраны так, 
что последовательность a(6n, An) предела не имеет, то соотноше- 
ние (4.105) все-таки останется справедливым. Действительно, если 
это не так, то мы немедленно получаем противоречие, переходя 
к  сходящейся подпоследовательности последовательности 
{a(6,, hn)} и применяя только что доказанное утверждение. Итак, 
соотношение (4.105) доказано в общем случае. 

Докажем теперь, что при выборе a(d, h) согласно АОПН 
справедливо второе соотношение (4.78). В основе доказательства 
лежит неравенство, позволяющее оценить корень уравнения (4.95) 
снизу (точнее, значение некоторой функции от этого корня). Рас- 
смотрим тождество (по a) 

—А»Юа, „Авг -+ Ава =Us—AnRa, nllst 
(4.106) 

+AnRg, виз — Ав Юы, „Аа — из Авг. 

Обозначим норму правой части (4.106) r(a). Тогда в силу 
(4.100) и (4.104) справедливо неравенство (при любом а>0) 

г (а) >>Ан (о 6, h)—(M+2) (6+ 21|). 
В частности, при a=a(6, A) (корень уравнения (4.95)) в силу 
(4.96) 

г (а (5, h))>>c,6'!-*+ сай! —#— (M+ 2) (6+Allz,|). (4.107) 

Неравенство (4.107) нетривиально только при достаточно малых 
бий, но только они нас и интересуют. 

Для г(а) в случае аппроксимаций (4.13) и (4.31) легко 
{с учетом предположений теоремы) получить оценку сверху: 

sup 10(^, 9 \^— ПУЛ|=!, 
г (@) = %€[0,A1 (4.108) 

sup 180, a)A—1] [AL |211. 
AEL[—A,A 
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С учетом оценки (4.107) имеем при достаточно малых 6 HA 

г (a (6, A)) Ков, в) тах (6, h) 
Kea(6,r) тах (6, h) > (4.109) 

саб ов — (M +2) (6+ 12) 

Из (4.108) и условий (4.98) и (4.99) следует 

sup К (<) г (a) < D (const). (4.110) 
aso 

Поэтому из (4.109) следует справедливость второго соотношения 
(4.78). Обращаясь к (4.79), мы видим, что соотношение (4.76) 
установлено. Доказательство теоремы закончено. 

Замечание 1. Теорема 4.21 доказана в предположении, что 
параметр пробегает интервал (0, ao). Во многих аппроксимациях, 
например итерационных, параметр пробегает дискретное множест- 
во точек а=1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, ..., или, более обще, множество 
параметров {а}, имеет лакуны на числовой оси. В этом случае 
целесообразнее говорить не о корнях уравнения (4.95), a о co- 
седних точках, между которыми невязка переходит уровень 

о (5, A). 
Пусть a+(6, 2) и а_(6, И) — какие-либо соседние значения а, 

между которыми невязка переходит уровень 0(5, fA) (с больше 
на меньше). 

Выбираем параметр а равным a_(6, А). Как нужно изменить 
условия теоремы 4.21, чтобы ее заключение осталось справедли- 
вым при таком выборе а? Прежде всего в условиях, связанных 
с множеством а, интервал (0, со) должен быть заменен на MHO- 
жество фактического изменения a (например, 1, 1/2, ..., 1/п, ...). 

Условие (4.97) нам понадобилось только при доказательстве 
(4.102). В принципе оно может быть заменено условием, обеспе- 
чивающим существование такого а= и==0, при котором невязка 
не стремится к 0 при 6—0 и A-O. При выполнении этого усло- 
вия и остальных условий теоремы a—(6, Ё) существует при доста- 
точно малых 6 и A и справедливо соотношение (4.105). Проверка 
этого предоставляется читателю. Некоторое затруднение вызывает 
то обстоятельство, что неравенство (4.107) может не выполняться 
при а=а_. Воспользуемся тем, что оно заведомо справедливо при 
Q = (A+. 

Очевидно, что 

Ко_ 

Ka, 
+ 

K,_ max (6, h) = K,,, max (6, й) 

Если аппроксимация такова, что для любых соседних краев лакун 
Q@1, 42 выполняется неравенство 

415 К (01) [К (а2) < 42, 41, dea—const, (4.111) 
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то, как и в основном доказательстве теоремы, устанавливается 

справедливость соотношения 

jim. K,, max (6, h)=0. 

Это означает справедливость модифицированного варианта теоре- 
мы 4.21 при дополнительном условии (4.111). 

Читателю полезно проверить, что условия (4.98) удовлетворя- 
ются для аппроксимаций (4.20), (4.22), (4.23), (4.26) — (4.28). 

В случае итерационных аппроксимаций для соседних значений 
а, кроме того, выполнено условие (4.111). Для аппроксимации 
Тихонова, очевидно, выполнено условие (4.97). 

Если дополнить множество, пробегаемого параметром а в ите- 
рационных процессах, несобственным элементом а=осо, соответ- 
ствующим индексу n=O, то и для итерационных аппроксимаций 
остается справедливым условие (4.102). Поэтому АОПН справед- 
лив для всех этих аппроксимаций. 

Замечание 2. При доказательстве теоремы 4.21 использо- 
валась довольно грубая оценка r(a) (4.108). Ee, вообще говоря, 
можно уточнить, и для широкого класса аппроксимаций пока- 
зать, что 

lim х (©) К (a) =0. 
9—0 

(вместо условия (4.111)). При этом оказывается, что р(5, h) мож- 
но выбирать иначе, чем по формуле (4.96). Более подробно об 
этом можно прочитать в [32, 33, 60]. 

Возможны также дальнейшие ослабления условий теоремы 
4.21. Например, за счет другого выбора p(6, A) можно получать 
принципы невязки для аппроксимаций, для которых в (4.119) 
D=oo [11, 7]. Схема их получения отличается от приведенной 
только техническими деталями. 

$ 5. Построение линейных аппроксимирующих семейств 
м РА в банаховом пространстве 

Использование функций от оператора задачи для построения ап- 
проксимаций типа (4.1), (4.2) и линейных РА на их основе 
возможно и в банаховом пространстве. Однако при этом возника- 
ют существенные затруднения, связанные с тем, что для опера- 
торов, действующих в банаховых пространствах, нет такого же 
«богатого» операторного исчисления, как в случае гильбертовых 
пространств, даже если область определения и область значений 
оператора лежат в одном и том же пространстве В. Остановимся 
более подробно на задаче 1 в случае, когда Z и U совпадают: 
Z=U. 

Обычно в отличие от случая гильбертова пространства для 
изучаемого семейства А. непосредственно удается установить схо- 
димость в (4.1) не на всем пространстве 2, а лишь на некотором 
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линеале YEZ. При условии ограниченности |Ю.4| можно затем 
воспользоваться теоремой Банаха—Штейгауза и перенести сходи- 

мость на замыкание 5. Возможность дальнейшего расширения 
области сходимости зависит от оператора задачи А и пространст- 
ва 2. Далее в этом параграфе рассматривается случай, когда ли- 
Heal 5 задан в виде ?=А(7) — образа пространства Z при 
отображении A. Вообще говоря, A(Z) CZ 

Пусть для конкретного семейства удается показать, что 

|[^А— Е! < с (независимо от ©), 

lim ||(R,42— А)2|=0, Уге Z. (4.112) 
a—>0 

Условий (4.112), (4.113) достаточно, чтобы утверждать, что 

Se 

lim ||R,Az—z|| =0 Wz © А). (4.113) 
a—>0 

По теореме 4.3, справедливой и в банаховом пространстве, из 
(4.113) следует регуляризируемость задачи | на множестве A(Z) 
семейством Rasy, где а(5) выбрано так, чтобы 

lim [Rais b= 0. 
6>0 

Для некоторых классов операторов А и пространств Z пре- 
дельное соотношение (4.113) можно расширить до соотношения 
(4.7) и тем самым показать регуляризируемость задачи 1 на всем 
банаховом пространстве (используя теорему 4.3). 

1. Пусть решается задача | с ограниченным оператором. Не 
ограничивая общности, можно считать, что |А||=1. Очевидно, что 
0<||E—A||<2. Если ||E—A||<1, то оператор А ограниченно обра- 
тим и задача | корректна. Для некорректной задачи | всегда 

I< 1Е—А| 52. 

Случай, когда левое неравенство превращается в равенство, за- 
мечателен тем, что в рефлексивном пространстве при его реа- 
лизации задача 1 допускает построение аппроксимирующих се- 
мейств R, со свойством (4.7). 

Пусть выполнено условие 

|E—A]||=1 (4.114) 

и пространство Z рефлексивно. В этом случае в линейном функ- 
циональном анализе доказывается теорема, согласно которой про- 

ыы 

странство  представимо в виде прямой суммы A(Z) и Кег А 
(эргодическая теорема для сжатий) [55]. Следовательно, если для 
какого-либо семейства доказаны соотношения (4.112), то тем са- 
мым установлено и (4.7), а значит, и возможность регуляризации 
задачи | при помощи построенного семейства. 
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Ищем R, в виде 

Ка = у a, (a) (E— A)’, (4.115) 
1=0 

a;(a) — комплекснозначные функции параметра a. 
Теорема 4.22. [9]. Пусть |А|]=1, выполнено условие (4.114), 

2 рефлексивно и а, (а) выбраны так, что 

оо 

> [а, (&) | < ®< Уа>> 0, 

1=0 

у 140 а (a)| < с, (4.116) 

—
 | ©
 

lim у A”) = 0, lim у [А a; (a) | 

AQ), А?) — первая и вторая разности последовательности Qj, 

а2=а—1=0. 

Тогда выполнены условия (4.112), а следовательно, и (4.7). 
Доказательство. Первое условие (4.116) достаточно для 

ограниченности |Ю.| Уа>0. Простые алгебраические преобразо- 
вания показывают, что второе и третье условия (4.116) в нашем 
случае эквивалентны (4.112). 

Приведем несколько примеров конкретных семейств (4.115). 
Всюду, не оговаривая это особо, мы предполагаем выполненным 
условие (4.114). , 

Пример 1. а (&)= пан 

что условия (4.116) выполнены. Кроме того, ряд (4.115) можно 
просуммировать, и окажется, что Ю. имеет вид (4.33): 

г. Простой подсчет показывает, 

Ю«= (а-+ А)-". 

Мы получили аппроксимацию Лаврентьева. Нетрудно видеть, что 

|Rall<1/a  Уа>0. (4.117) 

В силу (4.117) справедливо утверждение теоремы 4.8 относитель- 
но допустимого выбора a(6) так, чтобы Rasy порождало РА для 
задачи 1. В этом случае нужно выбирать a(6) согласно (4.34). 

Пример 2 [93]. Параметр a принимает значения 1, 1/2, ... 
»., L/n, ..., 

n+i—l 0—1 1, a(t)=| "+ Я "т 
" 0, [> 8-1. 
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Проверка условий (4.116) не представляет затруднений. В част- 
HOCTH, 

1n)| = ЕН, ja; (I/n)| = уе 
1=0 

< 

7
:
 

—
 || ©
 

Rijn действует на правую часть и уравнения Аг=и по формулам 

1 о 
nh — = io 4.118 Ri ти ahd ye ( ) 

i=0 

2:= (E—A)zi-1+u, 2=0. 

Это итеративный метод аппроксимации, получаемый последо- 
вательным усреднением итераций типа (4.22). Выбор п(6), позво- 
ляющий превратить записанный процесс аппроксимаций в PA, 
можно осуществлять согласно условию (4.35). Можно показать 
на простых конечномерных примерах, что итерации (4.118), в ко- 
торых усреднение опущено, аппроксимаций для задачи 1 при сде- 
ланных предположениях не образуют. 

Однако положение меняется, если ввести параметр 

2:= (E—pA)zi-y;+uu, 2=0, O<p<l. (4.119) 

Оказывается, что итерации (4.119), вполне аналогичные итерз- 
циям (4.22), уже порождают аппроксимацию в нашей задаче 
(при выполнении (4.114)). Доказательство этого утверждения до- 
вольно громоздко. Оно опирается также на теорему 4.22 и то 
обстоятельство, что ||E—pA||I<1, 0<и<1, причем, если оператор 
А необратим, это неравенство обращается в равенство [9]. Де- 
тали проверки условий (4.116) в данном случае можно найти 
в [84]. 

2. Выше при построении К. нами было использовано оператор- 
ное исчисление (4.115), существенно приспособленное к условию 
(4.114). В банаховом пространстве, как известно, существует и 
другое операторное исчисление, основанное на интеграле Коши. 
Предполагаем, что оператор А ограничен и пространство Z реф- 
лексивно. 

Пусть 0(^, а) — аналитическая функция A в окрестности 
S(A) — спектра A. Эта окрестность, вообще говоря, зависит OT а. 
Рассмотрим семейство операторов 

R,=—— \ 0 (^, 4 R(A, A) dh. (4.120) 
24 : 

a 

В этой формуле Г, — контур, окружающий S(A), Ю(4, А) = 
= (^—А)-' — резольвента оператора А. Если придерживаться 
схемы, описанной в начале этого параграфа, прежде всего надо 
проверить соотношения (4.112). 
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Функция Ф (а, т), определяемая формулой 

® (a, m) =>- \ [O(A, а) ^"-— Al) RA, 4) [dA] (4.121) 
ly 

при m=O, |, мажорирует правые части (4.112). Очевидно, что 
вычислить (или оценить) правую часть (4.121) можно, только 
если знать оценку нормы резольвенты оператора рассматриваемой 
задачи |. 

Предполагаем, что норма резольвенты удовлетворяет оценке 

1К (А, 4) li<e/|A| (4.122) 

вне некоторого сектора Sg, с раствором 2фо и вершиной в точ- 
ке A=0, (Ф<л). Операторы, для которых выполнена оценка 
(4.122), обладают многими замечательными свойствами. Поэтому 
условие (4.122) используется в теории линейных операторов (cM., 
например, [55, 56] ). 

Для нас наиболее важным является то обстоятельство, что 
при выполнении (4.122) (как и при выполнении (4.114)) рефлек- 

сивное пространство С разлагается в прямую сумму A(Z) и 
КегА [55]. Это ведет к тому, что для выполнения (4.7) достаточ- 
но выполнения (4.112). Нетрудно указать несколько больших 
классов операторов, заведомо удовлетворяющих условию (4.122). 
Во-первых, это самосопряженные положительные операторы 
в гильбертовом пространстве. На отрицательной части веществен- 
ной оси их резольвента удовлетворяет условию (4.117), но это 
частный случай (4.122). Во-вторых, это операторы в рефлексивном 
банаховом пространстве 0, удовлетворяющие (4.114) (cm. 
(4.117)). 

Таким образом, операторы, удовлетворяющие (4.122), порож- 
дают класс линейных задач |, обобщающий классы, рассмотрен- 
ные нами ранее. Для таких операторов пока не построено нетри- 
виальное описание класса всех допустимых функций O(A, a), по- 
рождающих аппроксимации (4.7), однако примеров конкретных 
аппроксимаций существует довольно много. 

Напомним, что задача заключается в оценке функции (4.121} 
и установлении соотношений (4.112), т. е. 

Ф (а, 0) <с, 

lim Ф (а, 1)=0. (4.123) 
a—>0 

Пример 1. Возьмем функцию 0(^, a) согласно (4.28). Пусть 
неравенство (4.122) выполняется вне сектора S,° с углом раство- 
ра 2ф<л и вершиной в точке A=O (рис. 1). 

Выберем контур Г., как показано на рис. |. Он охватывает 
5 (А). Так как резольвента — аналитическая функция вне S(A), 
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то можно без потери общности считать, что неравенство (4.122) 
выполнено и на дуге Г."т. Учитывая (4.122), имеем 

D(a, т) < о {текс мед ne di [9+ | (-)]. 
II Ш Г. Го Го, 

Здесь Г.’ — часть окружности радиуса а. 
Легко видеть, что интеграл по Г.! стремится к 0 при а—0 для 

любого m1. Для m=O он ограничен равномерно по а. Если 
Кел>а>0, ta lim |exp(—A/a)| =0 равномерно по а. Поэтому 

a—0 

lim ( ()=0. 
a—0 

rit 

Ima 

Puc. 1. Puc, 2 

Наконец, 

a/a 

| lexp(— Ales [Inti] da| <a L (M9) \ exp(— x) x" 4х, 
rt COS Фо 

где а(фо) — постоянная, зависящая OT фо. Из этой оценки видно, 
что интеграл по Г! стремится к 0 при а—0 и mS! и ограничен 
при т=0. 

Итак, для функции (4.28) выполнены соотношения (4.123) 
и, следовательно, соответствующие К, порождают аппроксимацию 
(4.7). Множество операторов R,, порожденное функцией (4.28), 
совпадает с полугруппой эволюционных операторов задачи Коши 
z+Az=u, 2|:—==0 (если положить а= 1/1). 

Пример 2. Исследуем в тех же предположениях на резольвенту 
(4.122), что и в примере 1, итерационный процесс (4.119). Ему 
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соответствует функция O(A, a), определенная в (4.23). При оцен- 
Ke Ф(а, т) выберем тот же контур, что и в предыдущем примере 
(см. рис. 1). Пусть w>O достаточно мало, а именно при AGT," 
выполнено неравенство 

| 

[1+ pA] 
[1—pal < 

и на Гай! 

[1— мА | <1. 

Тогда оценку Ф(а, т) можно выполнить совершенно аналогично 
предыдущему случаю и доказать соотношения (4.123), а следова- 
тельно, и аппроксимационные свойства процесса (4.119), т. е. 
сходимость его к решению уравнения Аг=и WueA(z) при 
0<в< ш, где ш определяется из условия (4.124). Несложные ана- 
литические выкладки мы опускаем [9]. 

Пример 3. Рассмотрим аппроксимацию Лаврентьева (4.33). 

Ей соответствует функция 9 (A, a) = . Аппроксимационные 
А-а 

свойства этого семейства удается показать при несколько менее 
жестких условиях на резольвенту, чем в примерах | и 2. Доста- 
точно предположить выполнение условия (4.122) только на отри- 
цательной части вещественной оси. В силу аналитичности А (А, A) 
оценка (4.122) автоматически выполняется также в некотором 
секторе с раствором 21, содержащем отрицательную веществен- 
ную полуось (рис. 2). Выберем контур Г. так, как показано на 
рис. 2. Имеем 

(a, m)<c| { or laa + PG) + | (-)] 
I Аа II TH | 

Го Го Га, 

здесь Г." — окружность радиуса asing,, ГП! — окружность, 
заведомо содержащая весь 5 (А), Г," — отрезок действительной 
оси, проходимый дважды. Непосредственные вычисления показы- 
вают, что соотношения (4.123) выполнены. Так как пространство 
2 рефлексивно, то выполнено и соотношение (4.7). Для того что- 
бы на основе аппроксимирующего семейства К. построить РА 
вида Ros), нужно оценить ||R,|I. 

Во всех трех примерах, используя ту же технику, что и при 
оценке Ф (с, 7), можно легко показать, что 

[Rall =O (1/а). 

Поэтому, выбирая а(5) согласно правилу (4.34) или (4.35) (в 
примере 2) мы получим при сделанных предположениях на опе- 
ратор А и пространство Z РА для задачи [. 

Для аппроксимаций (4.120), в частности для аппроксимаций 
примеров 1—3, возможен выбор а(5) и по невязке (4.95). Общая 
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схема получения принципов невязки для алгоритмов вида (4.120) 
остается той же самой, что и в случае гильбертова пространства. 
Удается получить регуляризирующие свойства семейства (4.120) 
и при возмущениях оператора. При помощи формулы (4.120) 
можно строить квазиоптимальные алгоритмы на соответствующих 
подмножествах. Эти и некоторые другие результаты, носящие, 
в общем, технический характер, читатель может найти в литера- 
туре [9, 14, 23]. 

$ 6. Стохастические помехи. 
Аппроксимация и регуляризация решений линейных 
задач в условиях стохастических помех 

До сих пор нами использовалась детерминированная модель 
ошибок в исходных данных задачи: приближенные данные об ар- 
гументе отображения С понимались так, как это было оговорено 
в гл. [. Однако во многих задачах, в частности связанных с ре- 
шением линейного уравнения первого рода, более естественно счи- 
тать ошибки случайными. В общем бесконечномерном случае су- 
ществуют разные определения случайных ошибок. Чтобы не отв- 
лекаться на преодоление дополнительных технических сложнос- 
тей, остановимся на случае, когда ошибки являются случайными 
величинами. 

Определение. Пусть (Q, Я, р) — вероятностное прост- 
ранство, @ — множество элементарных исходов, Я — о-алгебра 
измеримых множеств, р — вероятностная мера на %, Х — метри- 
ческое пространство. Отображение X(W) называется случайной 
величиной, если прообраз открытого в Х множества принадлежит 
F [27, 119]. 

Таким образом, случайная величина &€ — измеримая функция 
со значениями в X. 

Теория таких абстрактных случайных функций достаточно хо- 
рошо развита и во многом аналогична классической теории веро- 
ятностей. Для нас наиболее существенным обстоятельством яв- 
ляется то, что некоторые подмножества случайных величин (при 
фиксированном Х) и (©, Я, р) естественным образом превраща- 
ются в метрические пространства. Если само Х содержится в них 
в качестве подпространства, то основные факты и конструкции 
детерминированной теории РА без особого труда переносятся на 
стохастический случай. Схематично опишем такое перенесение 
[8]. 

Пусть Х — гильбертово пространство. Рассмотрим те слу- 
чайные величины E со значениями в A, для которых |||? интег- 
рируема: 

М Е? = | ПЕНА < оо. (4.125) 
Q 
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Такие случайные величины сами образуют гильбертово простран- 
ство Lo(X) со скалярным произведением 

(Е mw = |G n)x do. (4.126) 
Q 

Camo X является, очевидно, подпространством в [2(Х). 
Нам понадобится еще определение математического ожидания 

случайной величины. 
Пусть П, lo, ... [,... — базис Х. Тогда &еГ›(Х) представля- 

ются в виде ряда (сходящегося в Ё2(Х)) 

E(w) = у. (Е (№), Cn) x en» (4.127) 
k=] у 

где (Е(&), ег) х — обычные случайные величины над Q. По опре- 
делению 

МОЕ = у МО (2), е»)х 6». 
k=l 

В силу (4.125) это определение корректно. Если теперь pac- 
сматривается задача решения линейного уравнения Аг=и, 2ЕЙ, 
ucU и 2, Ц — гильбертовы пространства, то ее очевидный сто- 
хастический аналог — задача решения линейного уравнения 

А2=й, 

где 2еГ›(7), te L2(U), А — естественное продолжение А с Z на 
[2 (2 

Нетрудно проверить, что A — линейный оператор и 

{| Allzaz)>tav) < ПА 2-0. 

Построение РА для A-! легко может быть выполнено по общим 
схемам, предложенным в $ 1, 2 этой главы, причем He обязатель- 
но, чтобы «точные» правые части и решения лежали в Си U 
соответственно, хотя в большинстве приложений считают «точ- 
ную» задачу детерминированной. 

Чтобы применить развитый выше аппарат регуляризации, не- 
обходимо знать интенсивность статистической помехи, т. е. оценку 
вида 

||u—ul|7,.0)§ < 8°. (4.128) 
В реальных ситуациях ее получают, наблюдая независимые «реа- 
лизации» случайной величины й: iy, ..., Им. 

Согласно обычным статистическим представлениям «наблюде- 
ния» ij, ..., Йм трактуются как случайные величины, а из их 
независимости вытекает ортогональность в смысле скалярного 
произведения (4.126). Если точное значение и неслучайное, то ес- 
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тественно предположить, что МОй=МОй=МОй.=...=и (от- 
сутствие систематических ошибок в наблюдениях). 

В таком случае в правой части (4.128) стоит квадрат диспер- 
сии случайной величины й и ставится задача оценки этой диспер- 
сии по «наблюдениям» id}, ... dy. Когда дисперсия й неизвестна, 
а имеются только наблюдения случайной величины, часто пред- 
ставляется более интересным не строить непосредственно РА по 
«данным» Й и § (т.е. фактически по одному «наблюдению» и 
дисперсии), а построить подходящую статистику Ry от всех име- 
ющихся наблюдений так, чтобы 

~ 

Zv=Ry (ih, wey itn ) 

удовлетворила соотношению 

lim [|Z —2]|z,(z) = 0. (4.129) 

Особый интерес представляют оценки итерационного типа: 

#м= Юм (2—1, iin) , (4.130) 

позволяющие с поступлением очередного наблюдения iy строить 
очередную оценку точного решения 2х. Процедуры оценки неиз- 
вестных элементов модели по схеме типа (4.130) называются 
в статистике процедурами стохастической аппроксимации. Для 
иллюстрации сказанного опишем одну такую процедуру. 

Пусть А — положительный ограниченный самосопряженный 
оператор в Z. Пусть также для элемента ие множество А-и== 
==@. Ставится задача приближенного вычисления какого-либо 
элемента А-'и в условиях стохастических помех. Точнее, вместо и 
известны «независимые» случайные наблюдения Wy, ..., им такие, 
что М.О.им=и, |и— им: = 6 < оо, но величина 6 нам неизве- 
стна. 

Теорема 4.23. Если А — положительный, самосопряженный 
ограниченный оператор в Z и |А|<112, числа an удовлетворяют 
условиям 

O<a,< 1/2, 

Yaa > 
n=] 

lim On 0, 
if rat? ©) 

lim ——_ =, 
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то последовательность случайных величин 

Sony AF (( | — Cp) E—A) en + Ew 

. п | 
" Ay En—1, 20 = Ey = 0, 

;2 

(4.131) 

сходится в [2(2) к элементу Аи, обладающему минимальной 
нормой. 

Доказательство. Сразу же отметим, что условие на нор- 
му оператора задачи можно удовлетворить соответствующей нор- 
мировкой. Оно поэтому не является сколько-нибудь принципиаль- 
ным. Введем последовательность элементов пространства (He 
случайных) Un следующим образом: 

Ont] = [(1—a,) E—A] UntdU, Up =0. (4.132) 

Последовательность (4.132) сходится к элементу А-!и, обладаю- 
щему минимальной нормой. Для доказательства этого вспомога- 
тельного утверждения нужно проверить, что оператор действия п 
шагов процесса (4.132) удовлетворяет условиям теоремы 4.7. 
Проверка условий этой теоремы совершенно элементарна за иск- 
лючением (4.16). 

Проверить условие (4.16) можно, например, так. Обозначим 
х„ выражение в правой части условия (4.16) теоремы 4.7 (a=1/n) 
для аппроксимаций (4.132). Непосредственно из (4.132) получа- 
ется разностное неравенство 

+15 (l—ar—A)¥n—Gn, Ж=1. (4.133) 

В последующих рассуждениях существенную роль играет сле- 
дующая лемма о рекуррентных числовых неравенствах [24, 35]. 

Лемма 4.5. Если последовательность положительных чисел 

Vn удовлетворяет разностному неравенству 

Уп-+15 (1—@n) vat Dn, 

0<an<l, 

y' Q,= ow, 

n==1 

lim Pn = 0, 
n>oc Ay 

то \limyv,=0. 
noo 

Применяя эту лемму к (4.133), получим 

lim х„=0 УлеЕЗ(А), A=«0. 
n—>oo 

Условие (4.16) теоремы 4.7 в нашем случае действительно выпол- 
нено. Следовательно, и последовательность (4.132) сходится 
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к элементу А-\и, обладающему минимальной нормой. Продолжим 
теперь основное доказательство. Величина ||2,—V,||z,(z) удовлет- 
воряет разностному неравенству, непосредственно следующему’ 
из (4.131) и (4.132): 

[ла би) <(1—a@,,) [ое + Пике). (4.184) 

В силу попарной ортогональности случайных величин 

Ни — [ег = ГИ. (4.135) 

Это проверяется прямым вычислением. 
Подставляя (4.135) в (4.134) и используя лемму, получаем, 

что lim ||2,—9„||1,2)==0. Но так как сама последовательность Un 
п >С 

сходится в Z к элементу Аи с минимальной нормой, то отсюда 
и следует утверждение теоремы. 

По схеме доказательства этой теоремы можно исследовать. 
сходимость и более сложных процедур типа (4.131). 

В заключение скажем несколько слов о других изучаемых 
в настоящее время моделях случайных ошибок в линейных зада- 
чах. Эти модели последовательно расширяют модель, описанную 
выше. Во-первых, можно, оставаясь внутри концепции случайной 
величины со значениями в Z, попробовать отказаться от условия 
(4.125). Во-первых, вместо обычных случайных величин можно: 
рассматривать так называемые слабые случайные величины. На- 
конец, можно не предполагать, что значения слабой случайной 
величины лежат в исходном пространстве правых частей. Оказы- 
вается, что в наиболее интересных ситуациях можно прийти 
к нашей постановке задачи, применив к первоначальному урав- 
нению подходящий линейный оператор В, действующий из более 
широкого пространства У значений слабой случайной величины 
в первоначальное пространство U. При этом уже Bu аппроксими:` 
рует Bu и в смысле нормы (4.125), и можно строить приближе- 
ния к элементам Аи и (BA)—'Bu так же, как это было описано 
выше. Более подробно этот круг вопросов рассмотрен в [110].



Глава У 

Итеративные алгоритмы решения 
нелинейных некорректных задач. 
Принцип итеративной регуляризации 

В этой главе рассматриваются схемы, позволяющие строить ите- 
рационные аппроксимации для широкого класса нелинейных отоб- 
ражений, порожденных нелинейными некорректными задачами, и 
на их основе регуляризирующие алгоритмы для таких задач. 
Стандартная вариационная схема построения аппроксимаций 
(см. гл. ПГ), пригодная и в нелинейном случае, непосредственно 
к построению численно реализуемых РА не приводит, так как 
для нахождения значений каждого оператора К. (или Rs) требу- 
ются дополнительные аппроксимации, обычно итерационные. 

Итак, итерационные аппроксимации обязательно присутствуют 
в стандартной вариационной схеме Тихонова, если по этой схеме 
пытаться решать нелинейные задачи. В совокупности стандарт- 
ный путь ведет к громоздкой двухэтапной схеме приближений. 
Возникает естественный вопрос о возможности непосредственного 
построения итерационных аппроксимаций для нелинейных некор- 
ректных задач. К сожалению, прямо воспользоваться стандартны- 
ми рецептами построения итеративных методов, давно известны- 
ми в вычислительной математике, в нашем случае не удается. 
Предположения, при которых обеспечивается сходимость процес- 
сов, построенных по этим рецептам, заведомо не выполнены для 
некорректных задач. 

Возникающую здесь ситуацию можно продемонстрировать на 
примере задачи выпуклой минимизации в общем бесконечномер- 
ном случае — минимизации выпуклого функционала | Ha замк- 
нутом выпуклом множестве Q в гильбертовом пространстве Н. 
Ситуация здесь принципиально меняется в зависимости от того, 
сводится ли исследуемая задача к линейной или нет. Так, если 
f — квадратичный функционал и Q=H, то задача минимизации 
такого функционала сводится к задаче решения линейного опера- 
торного уравнения в гильбертовом пространстве. Для решения 
последней пригодны, как мы знаем из гл. ГУ, традиционные ите- 
рационные методы аппроксимации, которые нужно дополнить 
подходящими правилами остановки, чтобы получить из них РА. 

В общем же неквадратичном случае при отказе от условий, 
гарантирующих сходимость любой минимизирующей последова- 
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тельности (такая задача минимизации некорректна в некотором 
естественном смысле), любой традиционный итеративный метод 
минимизации порождает только слабо сходящиеся минимизиру- 
ющие последовательности. Аналогично обстоит дело и для других 
нелинейных задач. Непосредственное «продолжение» известных 
итеративных методов в некорректную область не всегда возможно 
даже формально. Например, метод Ньютона решения нелинейных 
уравнений в некорректном случае часто вообще нереализуем. 

Ниже для широкого класса нелинейных проблем, описываемых 
вариационными неравенствами (в частности, для проблемы мини- 
мизации выпуклого функционала), предлагается принцип, позво- 
ляющий строить эффективные итерационные аппроксимации их 
решений в том случае, когда стандартные предположения, обес- 
печивающие корректность задачи, не выполняются. Простые ап- 
риорные правила остановки в зависимости от погрешностей вход- 
ных данных превращают эти итеративные аппроксимации в ите- 
ративные регуляризирующие алгоритмы. 

§ 1. Вариационные неравенства 
как способ формулировки нелинейных задач 

Вариационные неравенства — удобная общая форма записи и 
изучения различных нелинейных задач. В частности, в виде зада- 
чи решения вариационного неравенства могут быть сформулиро- 
ваны задачи решения нелинейного уравнения, нахождения экст- 
ремальной точки функционала, нахождения точки равновесия 
в игре и лиц и т. д. 

Задача решения вариационного неравенства ставится следую- 
щим образом. Пусть F(x) — некоторое отображение (вообще го- 
воря, точечно-множественное) из вещественного банахова прост- 
ранства В в В* (сопряженное к В), заданное на подмножестве 
DrobB. 

Определение. Пусть Q — замкнутое выпуклое множество 
в В(О=вВ). Под задачей решения вариационного неравенства 
понимаем задачу нахождения элемента x*@D-{\Q такого, что 

(Е (х*), х*—2)<0 VzeQ. (5.1) 

Скобки (, ) в случае пары В, В* — значение соответствую- 
щего функционала на элементе. Когда В=Н — гильбертово про- 
странство, можно отождествить В и В*. После такого отождеств- 
ления в левой части (5.1) будет стоять некоторое скалярное про- 
изведение. Не оговаривая этого особо всегда, когда В — гильбер- 
тово пространство, считаем, что упомянутое отождествление сде- 
лано и скобки в (5.1) означают просто скалярное произведение. 

В этой главе все пространства В предполагаются веществен- 
ными. Перенесение результатов на комплексный случай не пред- 
ставляет трудности, однако записи условий и результатов стано- 
вятся более громоздкими. 
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Когда F(x) — точечно-множественное отображение, под 
Е(х*) в (5.1) понимается некоторый подходящий элемент образа 
х* при отображении F. Более точная запись (5.1) в этом случае 
такая: 

Чх* ЕД, Чиу*еР(х*), 
что 

(y*, х*—2)<0 VzeQ. (5.17) 

Ниже всюду используется более короткая запись (5.1) с учетом 
того, что в случае точечно-множественного отображения ее нужно 
понимать в смысле (5.1”). 

Вариационное неравенство (5.1) является универсальной фор- 
мой записи различных задач .нелинейного анализа. 

а) Задача решения нелинейного уравнения 

F(x) =0, (5.2) 
F: B-B*, эквивалентна задаче решения вариационного неравен- 
ства (5.1), причем Q=B. (Если Е — точечно-множественное OTO- 
бражение, то (5.2) нужно понимать как включение 0еРЁ(х).) 

6) Задача нахождения минимума функционала Ф(х) на замк- 
HYTOM выпуклом множестве /д=В эквивалентна задаче решения 
вариационного неравенства (5.1), если, например, Ф(х) имеет 
субдифференциал OD=F в каждой точке Q. В этом случае в (5.1) 
в качестве Ё можно выбирать субдифференциал D(x), ЭФ (х) =F, 
Dr=Q, или обычный градиент в дифференцируемом случае [90]. 

В частности, если 

Ф (x) = ||Ax—ullx?, 

где А — линейный непрерывный оператор, действующий в Н, то 
функционал Ф непрерывный, выпуклый и имеет субдифференциал. 
Задача решения соответствующего вариационного неравенства 
перекрывает, в частности, задачу решения линейного уравнения 
(4.1) и задачу решения уравнения (4.1) при априорных условиях 
на решение хеЕС. Таким образом, задачи этой главы обобщают 
рассмотренные выше линейные задачи гл. ПТ, IV. 

в) С задачей выпуклой минимизации тесно связана задача © 
поиске седловой точки соответствующей функции Лагранжа. 
Седловая точка в свою очередь — один из примеров так называе- 
мой «точки равновесия» в теории бескоалиционных игр п Лиц. 
Такие игры широко изучаются в современной теории исследова- 
ния операций. Они являются математическими моделями разно- 
образных конфликтных ситуаций. 

Приведем формальную схему бескоалиционной игры [86]. 
Имеется набор п функционалов 

fi (*1, oe eg Xn), 

... (5.3} 

Ра (ху, ...у Xn); xiEQ; 

(Qi: — замкнутое выпуклое множество в пространстве B;). Стра- 
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тегии х; выбираются независимо каждым игроком с номером +. 
Суть игры состоит в том, что каждый игрок — «владелец» стра- 
тегии х; — пытается с помощью подходящего выбора этой стра- 
тегии уменьшить значение «своего» функционала f;. За эффектив- 
ную точку игры (5.3) принимается точка равновесия, т. е. набор 
стратегий х!:*, ..., Xn*, для которого 

fi(xi*, ..., Xn*)<fi(Hi®, «22, НАХ, Xi, Яна, ..., Хи) 6.4) 
4 

Vxi€ Qi, i=1, И. 

Это классическая схема бескоалиционной игры п лиц. 
Наиболее популярен случай п=2 и д=—]», когда игра назы- 

вается антагонистической, а определение точки равновесия (5.4) 
совпадает с определением седловой точки функционала | 
(или fo). 

Задача нахождения точки равновесия, а следовательно, и сед- 
ловой точки (5.4) для многих классов игр (5.3) может быть све- 
дена к задаче решения вариационного неравенства (5.1). Пусть 

В — прямое произведение пространств В, i=l, п, @ — прямое 

произведение пространств Q;, i=l, п. Образуем функционал 
M(w, x), определенный Ha @Х@ следующим образом: 

Ф (w, ЕО р: oP (5.5) 
ixl 

Непосредственно устанавливается следующее утверждение [82]. 
Точка х*=(х1, ..., Xn*) тогда и только тогда является точ- 

кой равновесия (5.4), когда 

Ф (х*, х*) <Ф (и, х*) Учеб. (5.6) 

Этот критерий позволяет свести задачу о точке равновесия к 
задаче решения вариационного неравенства. Действительно, 
пусть функционал (5.5) имеет субдифференциал по первому ар- 
гументу. Тогда в силу (5.6) и утверждения 6) точка х” удовлет- 
воряет вариационному неравенству (5.1), где 

F (x) =дьФ (ш, x) в», (5.7) 
и наоборот. 

Вариационные неравенства являются полезным инструментом 
исследования экстремальных задач и в более общих ситуациях. 
Например, при отказе от субдифференцируемости можно записать 
вариационные неравенства такие, что среди их решений находят- 
ся и решения рассматриваемых экстремальных задач. Можно 
также рассматривать игры (5.3), на произвольном выпуклом 
множестве 9=В. В этом случае вариационное неравенство с опе- 
ратором (5.7) позволяет найти «нормализованные» точки равнове- 
сия (5.3) [18]. 
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$ 2. Эквивалентные преобразования 
вариационных неравенств 

Задачу решения вариационного неравенства (5.1) часто удается 
преобразовать к другим эквивалентным задачам, отличающимся 
от первоначальной по форме и более удобным. Такие преобразова- 
ния (как и при решении уравнений) оказываются полезными, в 
частности, при конструировании численных методов решения 
(5.1). 

Некоторые преобразования удается осуществить без каких-ли- 
бо дополнительных существенных предложений об операторе F 
и области Q, другие — только при наложении условий на F u Q. 

Лемма 5.1 [70]. Для того чтобы элемент х*еО был реше- 
нием неравенства (5.1), когда Е действует в гильбертовом про- 
странстве Н, необходимо и достаточно, чтобы х* удовлетворял 
уравнению 

х*=Фо (x*—aF (x*)) (5.8) 

для некоторого a>0. Здесь Po — метрический проектор на Q. 
Если уравнение (5.8) удовлетворяется при некотором а>0, то 
оно справедливо (для данного х*) при любом а>0. 

Доказательство. Пусть w — какая-либо точка Н. Мет- 
рическая проекция точки W Ha @ определяется как точка мини- 

| 
мума функционала Ф (x)= — х—ш Г, хеЕС. — Очевидно, что 

grad Ф (х)=х— №. В силу сказанного выше вариационное нера- 
венство (х—®, х—2) <0, x — искомая, 2 — произвольная точки 
Q, как раз и определяет эту точку. Поэтому запись (5.8) экви- 
валентна вариационному неравенству 

(x*—x* + aF (x*), х*— 2) < 0, 
ИЛИ 

(F (х*), x*—z) <0. 

В теории вариационных неравенств вообще и в наших даль- 
нейших рассмотрениях, в частности, большую роль играет понятие 
монотонного и максимального монотонного оператора [31]. 

Определение. Оператор F называется монотонным, если 
его график в прямом произведении ВЖБ* — монотонное множе- 
ство, т. е. (Yo—Yi, х2—1)>0 У (ль, 91), (х2, уг) ЕОт(ЁР). Символ 
Gr(F) обозначает график оператора fF. Оператор Ё называется 
максимально монотонным, если его график — монотонное множе- 
ство, не являющееся подмножеством никакого другого монотон- 
ного множества в ВХ В*. 

Если образ точки при отображении F — также одна точка, TO 
в теории таких монотонных операторов важную роль играет по- 
нятие хеминепрерывности F. 

Определение. Однозначное отображение F называется 
хеминепрерывным в точке хеЕДек, если для любого х такого, что 
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XottxeDr при всех $1 O0<t<a(x), а(х)>0, существует 
lim F (x, +¢x) — в смысле *слабой сходимости и 
1—0 

lim F (x, +tx) = F (x,). 
t—>0 

Важным примером максимальных монотонных операторов яв- 
ляются хеминепрерывные монотонные операторы, определенные 
на всем В. 

Лемма 5.2 [31]. Хеминепрерывный монотонный оператор 
(Dr=B) — максимальный монотонный ограниченный оператор. 

Определение. Оператор Ё называется хемиограниченным 
в точке хоЕД», если для любого направления Xo +txeDr множе- 

ство Lo {F (x)-+¢tx)} ограничено для достаточно малых fo. 
“Sh £0 

Следующая лемма и ей подобные утверждения играют OCHOB- 
ную роль в теории вариационных неравенств с монотонными опе- 
раторами. 

Лемма 5.3. Если Е — максимально монотонный хемиогра- 
ниченный (локально) в каждой точке Dr оператор или монотон- 
ный, однозначный, хеминепрерывный оператор в сепарабельном 

пространстве В, Dr=B, а ОЕ] — выпуклое множество и ПЕ/[\ 

NQ=Q, то x*=Dr\Q тогда и только тогда является решением 
(5.1), когда выполнено «дуальное» неравенство 

(F(z), 2—x*) >20 VzeEDFQ. (5.9) 

Доказательство. Прежде всего заметим, что из макси- 
мальной монотонности следует свойство: 

если 2—2 сильно и F(2n)>w *слабо, то 2, weEGr(F) (т. е. 
weF(z)). 

Действительно, в противном случае мы могли бы расширить F, 
присоединяя w к F(z). Полученное расширение было бы снова 
монотонным оператором, но это невозможно по условию. Итак, 
максимальный монотонный оператор обладает свойством замк- 
нутости. Доказательство необходимости (5.9) сразу следует из 
монотонности F (в обоих случаях). 

Достаточность доказывается так (первый случай). Возьмем 
любое ze=D-(\Q, рассмотрим множество 2, [0, 1]: 2=х*+ 
+t(z—x*)=DrUQ (по условияю). В силу (5.9) 

(F (2:), Z1—x*) >0 Vte'[0, 1] 

ИЛИ 

(Е (2), х*—2) <0. 

В силу хемиограниченности F {F(z:)} *слабо компактно (при t> 
—>0). Но при 1—0 2;>x*. В силу сделанного замечания 

{Е (21) Е (x*), #0 
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{*слабо; точнее, некоторая последовательность {Ё (2:)} *слабо cxo- 
дится к одному из элементов F(x*) при 2—0), т. е. 

lim (F (2), x*—2)=(F(x"), x*—2) <0 
—0 

VzeD-(\Q. Так как Оь[\0=0, то это неравенство справедливо 
VzeQ. Второй случай сводится к первому в силу леммы 5.2. 

Приведем еще одну формулировку леммы об эквивалентно- 
сти. В ней не нужна априорная хемиограниченность, однако нала- 
гаются большие требования на Dr и необходимо некоторое уси- 
ление (5.9). 

Л емма 90.3’. Если В рефлексивно и Е — максимально моно- 
тонный, а Ог>О и ПИБ; 0==Ю, то условие (5.9) необходимо и 
достаточно, чтобы х* было решением (5.1) по крайней мере в 
том случае, когда оно выполняется для любой пары {z, F(z)}] 
Gr F [25]. 

Следствие. Если оператор Ё удовлетворяет условиям лем- 
мы 5.3 (5.3’), то множество решений вариационного неравенства 
(5.1) выпукло (возможно, что оно пусто), а при условии Dr2Q 
и замкнуто. 

Лемма 5.4. Если оператор Е строго монотонен, т. е. равен- 
ство в определении монотонности возможно только при X\=—Xo, 
то решение неравенства (5.1) (при условии его существования) 
единственно. 

Доказательство этой леммы непосредственно следует из 
условий строгой монотонности. 

Результаты о преобразованиях вариационных неравенств, 
приведенные выше, не опирались на конкретный вид области Q. 
Однако реализуемость и эффективность практически любых ите- 
ративных алгоритмов решения (5.1) существенно зависят от 
конкретного вида Q, так как их отдельные шаги связаны с про- 
ектированием точки Ha Q, решением Ha @ некоторых вспомога- 
тельных неравенств и т. п. 

Чаще всего на практике встречается способ задания Q в виде 
системы функциональных неравенств: 

О={хеЕВ, Ф;(х)<0, j=1, ..., т}, (5.10) 

ф’ — выпуклые непрерывные функционалы на В. В этом случае 
существует следующее замечательное эквивалентное преобразо- 
вание неравенства (5.1) в систему вариационных неравенств. 

Пусть 9=@.П0., 9 — замкнутое выпуклое множество в В, 
вид которого мы не конкретизируем, a Qe имеет вид (5.10) и все 
Ф; выпуклы и непрерывны в В. Рассмотрим систему вариацион- 
ных неравенств 

| (F (x) + (р, 9$), х—2)в < 0, (5.11) 
(p(x), q—p)em 0, 
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x, Z=Q1, р, QEEL™, Е-” — положительный октант в евклидовом 

пространстве Е", (р, 0) =" p,09; (x). 
i=] 

Лемма 5.5. Пусть napa x*, р*, являющаяся решением систе- 
мы (5.11), порождает х* — решение неравенства (5.1). Если об- 
ласть (5.10) удовлетворяет условию Слейтера (Vp GE, px), 
dx = С. : (р, P(x)).nm<0), то любому решению x* неравенства 

(5.1) соответствует решение системы (5.11) вида х*, р* [16, 117]. 
Доказательство. Пусть x*, р* — одно из решений (5.11). 

Из второго неравенства этой системы следует 

(ф(х*), 9) < (ф(х*), р*) Уд=Е +", 

отсюда 

pi (x*)<0, j=l, т, 

т. e. x*GQ>o. Кроме того, отсюда же следует, что (ф;(х*), р*)= 

=0, j=1, т. Это аналог условий дополняющей нежесткости в ма- 
тематическом программировании. Функционал (P(x), р") т в силу 

условий теоремы выпуклый и субдифференцируемый. Из опре- 
деления субградиента и условия дополняющей жесткости имеем 

((р”дФ (х*)>, U—x*) < (р*, p(¥)) < 0, 

так как если VE&Q,\Qo, то ф(9) <0. Отсюда и из правого Hepa- 
венства (5.11) следует, что (F(x*), х*—9) <0 VueQ, т. е. х* — 
решение (5.1). 

Обратно, пусть х* — решение (5.1). В силу (5.1) 

(Е (x*), х*) = пищ (Е (%^), 2). 
zEQ 

Для этой задачи на минимум справедлива (так как выполнено 
условие Слейтера) теорема Куна—Таккера, в силу которой 
Чр*е==ЁЕ+” такой, что (x*, р*) является седловой точкой функ- 
ционала Лагранжа 

L (2, р) = (Р (х*), =) + (р, Ф(2)), 
2=+О, реЕЕ-". 

Любая седловая точка функционала < удовлетворяет системе 
вариационных неравенств по форме, совпадающей с (5.11). Сле- 
довательно, (x*, p*) — решение (5.11). 

Отметим, что в лемме 5.5 на оператор F не накладывается 
практически никаких условий. Если F монотонный или макси- 
мально монотонный, то таким же будет оператор F(x, р) систе- 
мы (5.11) в прямом произведении ВХЕ-” (проверьте). Смысл 
преобразования (5.11) состоит в переходе от «сложного» мно- 
жества @ к более простому («снятие ограничений»). 

В случае, когда Е — потенциальный оператор, лемма 5.5 эк- 
вивалентна утверждению теоремы Куна—Таккера о седловой 
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точке в выпуклом математическом программировании. Систему 
(5.11) можно назвать поэтому системой Куна—Таккера, ассо- 
циированной с неравенством (5.1). 

Те требования на операторы Ё, которые мы использовали до 
сих пор, не обеспечивают, вообще говоря, существования и устой- 
чивости решения (5.1) в каком-либо «естественном» смысле. 
Замечательно, однако, что если множество решений рассматри- 
ваемого вариационного неравенства не пусто, то некоторые эле- 
менты этого множества можно аппроксимировать решениями «ус- 
тойчивых» вариационных неравенств, обладающих лучшими в 
некотором смысле свойствами. Точные условия такого прибли- 
жения сформулированы в следующем параграфе. 

$ 3. Аппроксимация Браудера — Тихонова решений 
вариационных неравенств 

В этом параграфе излагается схема аппроксимации решений 
(5.1), если они существуют, последовательностью решений неко- 
торых вспомогательных вариационных неравенств, обладающих 
«хорошими» свойствами. Использование такой аппроксимации 
при построении РА для задач на экстремум функционала было 
предложено А. Н. Тихоновым [100, 102]. Аналогичное более об- 
щее утверждение относительно специальной аппроксимации ре- 
шений вариационных неравенств было доказано Ф. Браудером 
[115]. Поэтому мы называем подобные аппроксимации аппрок- 
симациями Браудера—Тихонова. 

Предположим, что пара пространств В, В* такова, что в В 
существует всюду определенный хеминепрерывный сильно моно- 
тонный оператор М, т. е. 

(Mx—Mz, х—г) >\|lx—ally (Ilx—zll) Vx, ге В, (5.12) 

где y(t) — строго возрастающая непрерывная функция на 
[0, co) ил (0) =0, lim у (0 = оо. 

1-50 

В случае, когда В — гильбертово пространство, такой опера- 
тор заведомо существует. Можно положить, например, M=E, 
(y(¢)=t). Решения неравенства (5.1) будем приближать реше- 
ниями неравенств с операторами Е- М, =>0. Следующая лемма 
описывает основное асимптотическое свойство таких приближе- 
ний [115]. 

Лемма 5.6. Пусть выполняются условия Dr2Q, В рефлек- 
сивно, Е монотонен, хеминепрерывен и Dr=B, или максимально 
монотонен и int Dr)Q#M. Тогда существует x. — единственное 
решение вариационного неравенства 

(F(x) +eM (х), x—z)<0, 2eQ, (5.13) 

и если К — множество решений (5.1) — не пусто, то справедли- 
во предельное соотношение 

lim х.— 9] — 0,



где y&K — единственное решение вариационного неравенства 

(M(x), x—z)<0 VzeKk. (5.14) 

Доказательство. В силу следствия из леммы 5.3 (5.37) 
непустое множество К замкнуто и выпукло. По стандартным 
теоремам существования для вариационных неравенств '[70, 115] 
и условию (5.12) элементы х. и у существуют и единственны 
Ve>0. Обозначим ЁР, (Хх) ==ЁР (х) + М (х). Так как F — монотон- 
ный оператор, то справедливо неравенство (РЁ. (х)—Р (х.), х—х.) > 
> (М (х) —М (х.), х—х.). С учетом (5.1) отсюда следует 

(Ё (%), х—х.) >e(M(x)—M (х.), x—x,). (5.15) 

Пусть 9ЕК, тогда (F(v), 9—2) <0 WzeQ. Полагая в (5.15) 
х=9, получим с учетом (5.12) 

|М (v) 9—х. |< (М (5), э—х.) > (М (9) —M (x.), o—x.) > 

> [9—х. lly (lo—xell). (5.16) 

В силу рефлексивности В отсюда следует слабая компактность 
{х.}. Перейдем в (5.15) к пределу при e>0. В силу леммы 5.3 
(5.37) любой слабый предел {х.} — решение (5.1). 

Докажем, что при наших предположениях х. на самом деле 
CHJIbHO сходится к У — решению (5.14). Действительно, в силу 
(5.16) 

(М (у) —М (х.), у—х.) < (М(у), у—.). 
Из слабой компактности {х.}, принадлежности всех слабых пре- 
делов {х.} к множеству Ки (5.14) имеем 

lim (М (y), y—*,) <0, 

следовательно, 

lim (My) —M (ох, ух) =0. (5.17) 

В силу (5.12) из (5.17) следует утверждение леммы. 
Замечание 1. Условия на оператор М могут быть ослаб- 

лены. В частности, достаточно требовать, например, максималь- 
ной монотонности М и условия intDy=Q вместо однозначности 
и хеминепрерывности М всюду. Условие (5.12), конечно, должно 
быть сохранено на Dy. 

Замечание 2. Пусть в рефлексивном пространстве В мно- 
жество Q=Q []02, О  представимо в виде (5.10). Рассмотрим 
функционал на В вида 

$ =у ФР, p> 1. (5.18) 
j=1 

Функционал (5.18) — один из возможных «штрафных» функцио- 
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налов математического программирования. В предположениях 
выпуклости и непрерывности ф; на В, w(x) также выпуклый и 
непрерывный на В. Поэтому он имеет субдифференциал Op, яв- 
ляющийся максимальным монотонным оператором [90]. Нетруд- 
но видеть, что множество =]. совпадает с множеством ре- 
шений вариационного неравенства на Q;: 

(дф(х), х—2) <0, 241. (5.19) 

Напишем для неравенства (5.19) аппроксимирующее нера- 
венство (5.1), в котором в качестве М возьмем оператор F: 

(ef (x) + 0% (х), x—z)<0 VzeQ). (5.20) 

Если оператор / основного неравенства (5.1) удовлетворяет 
свойству сильной монотонности (5.12), то при необременительных 
условиях непрерывности или максимальной монотонности реше- 
ние неравенства (5.20) x, аппроксимирует при =-—>0 решение 
(5.1) (которое в данном случае единственное!). 

Смысл перехода от основного неравенства (5.1) к аппрокси- 
мирующему неравенству (5.20) состоит в том, что в неравенстве 
(5.20) множество задания @, устроено более просто, чем перво- 
начальное множество Q (часть ограничений снята). В частности, 
Q; может просто совпадать со всем пространством, и тогда 
(5.20) превращается в уравнение (включение) Op=0 (0504). 
Если Е — потенциальный оператор, то описанная процедура из- 
вестна в математическом программировании как метод штрафа. 

Рассмотрим теперь вопрос о близости решений вариационных 
неравенств с «близкими» операторами. Пусть заданы F(x) и 
F(x) и ОЕ). Кроме того, существуют элементы х*еЕДБЕП@ и 
х*ЕДГО такие, что 

(F(x), x—x*) и lly (la—x*ll) Ухер-ПО VF (x), 
(5.21) 

(F(x), x—X*) > l|x—X* |ly (Ilxn—Z#* ll) VxeDF ПО VF (x), 

где у (у) — строго возрастающая функция Ё и y (0) =у (0) =0. 
Лемма 5.9. Если выполнены условия (5.21) и, кроме того, 

(Е (х*), х*—х)<0 VxeEQ (5.22) 

хотя бы для какого-нибудь элемента Е (х*), то 

| x*—2* ly (Ilx*—2* ll) < (F (x*)—F (x*), x*—2*), 
или более грубо 

«АТИ (x*) —F (х*) |), (5.23) 

где Ё(х*) — любой представитель образа {Ё (х*)} при отображе- 
нии F, а Е(х*) — элемент из {F(x*)}, для которого выполнено 
(5.22 
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Доказательство. Подставив Bo второе из неравенств 
(5.21) х=х*, имеем 

\|x*—X* lly (Ilx*—2* ll) < (Е (х*), х*—*) + 
+ (F (x*)—F (x*), x*—X*). 

В силу (5.22) отсюда и следует оценка (5.23). Очевидно, что в 

оценке (5.23) можно одновременно у заменить на т, а х* на Х*. 
Она при этом останется справедливой. 

Следствие. Если Е и Ё сильно монотонны и для них вы- 
полнено условие (5.12), а вариационные неравенства (5.1) с F 
и Ё разрешимы, то для решений х* и X* справедлива оценка 
(5.23). 

Если пространство В гильбертово, то можно в достаточно об- 
щих предположениях оценить близость решений двух вариаци- 
онных неравенств (5.1) с различными областями Q. Пусть Q и 
Я — две замкнутые выпуклые области в гильбертовом простран- 
стве Н. «Близость» между Q и О измеряем при помощи двух 
функционалов [17]: 

о (©, ©, и) =|Яои—Ра ull (5.24) 

и рр (@, Ч) = sup PQ, Q, и), (5.25) 
14] <В 

где D — некоторое фиксированное, положительное число. Функ- 
ционалы (5.24), (5.25) обладают всеми свойствами метрики, за 
исключением того, что из их равенства нулю, вообще говоря, не 
следует совпадение областей Q, Q. Требование близости областей 
Qu Я в смысле (5.24) или (5. 25) существенно слабее требова- 
ния их близости в стандартной хаусдорфовой метрике а (0, Q). 

Пусть оператор Ё сильно монотонен в смысле (5.12) на 909 
c y(t)=ct, c>0, и удовлетворяет Ha QUQ условию Липшица 

ИЕ (2; ) —F (22) |<[ 2—2, 21, 22 QUA. (5.26) 

Пусть также м и W — решения неравенств (5.1) с областями Q 
И О соответственно. 

Лемма 5.10. При выполнении для Е условий (5.12) (y(t)= 
=ct) и (5.26) справедлива оценка 

— min (р (0, 0, в), р (0, 9, в) lw~—w|| << tebe (5.27) 

где @=w—(c/L)F(w). Аналогично определяется w. 
Доказательство. Пусть о (0, 0, w)<p(Q, 0, ®). Исполь- 

зуя представление (5.8) для решения (5.1) и свойство нерастя- 
гиваемости оператора проектирования, имеем 

|1%—@ || < || 92° (w—aF (м) )— Фо (®@—aF (@)) || + 

+ ||Po(G@—aF (@))—P 5 (G—aF (G)) |< 

<||/w—®—a (F (w)—F (@))|l+9(Q, 9, d—aF (@)). 

121



Так как пространство В гильбертово, то с учетом сильной моно- 
тонности и (5.26) 

|w—@—a (F (w)—F (@) ) Il < (1—2ас- Го?) |ю—@1. 
Полагая a=c/L, получаем оценку (5.27). 

$ 4. Принцип итеративной регуляризации 

Аппроксимация, описанная в лемме 5.6, — аналог тихоновской 
аппроксимации гл. ПП и преследует аналогичные цели «улучше- 
ния» первоначальной задачи. В частности, неравенство (5.13) 
обычно можно решать стандартными итерационными методами, 
так как в нем оператор РЁ. в отличие от оператора F B (5.1) 
сильно монотонен. Это, как правило, обеспечивает сходимость 
итераций. Однако итерации, аппроксимирующие решение (5.13) 
при фиксированном #0, вообще говоря, не аппроксимируют ре- 
шение (5.1) при увеличении номера итерации. 

Попытаемся получить итерационную последовательность, схо- 
дящуюся к решению (5.1), следующим образом. Пусть &0 и 20 
= фиксированы. Рассмотрим неравенство (5.13) с в=в0 и сде- 
лаем шаг какого-либо итеративного метода, предназначенного 
для решения «регулярного» неравенства (5.13). Получим точку 
21. Выберем теперь €; и с парой ge, 2; проделаем Ty же опера- 
цию. Получим 22 и т. д. 

Описанную процедуру мы называем «итеративной регуляри- 
зацией». Замечательно, что, взяв за основу подходящий итера- 
тивный метод решения регулярного неравенства (5.13), удается 
так априорно выбрать последовательность е„->0 при Noo, чго 
процедура итеративной регуляризации будет сходиться (сильно) 
к решению неравенства (5.1), если это решение существует. При- 
ведем общую схему изучения сходимости любой конкретной про- 
цедуры итеративной регуляризации [13]. 

Предположим, что мы выбрали итеративный метод, при помо- 
щи которого осуществляется переход OT Zn K 2nt1, N=O0, |,..., B 
процедуре итеративной регуляризации. Этот метод мы называем 
базовым. Обозначим И(=„, x) функцию (функционал) Ляпуно- 
ва, применяемую обычно для изучения сходимости базового 
итеративного метода к решению неравенства (5.13) с фиксиро- 
ванным 8=е„. Напомним, что функционал Ляпунова — такой 
функционал на изучаемой итеративной последовательности, по 
поведению которого при возрастании номера итерации можно 
судить о сходимости в том или ином смысле рассматриваемых 
итераций. 

В стандартных случаях в качестве функционала Ляпунова 
используют норму разности между точным решением и текущей 
точкой или какие-либо аналогичные функционалы. Для опреде- 
ленности предполагаем, что 

О (&n, х.„)=0. 
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Можно записать очевидное неравенство 

О (вп--1, 21-41) < И (€n,2n41) + [О (en, Zn+1)—U (ens, Zn41) |. 
(5.28) 

Схема доказательства сходимости базового итерационного мето- 
да часто позволяет выписать связь О (81, 2n41) и И (21, 2n) в виде 

О (en, 21-41) <Х(О (en, Zn), вп). (5.29) 

Если второе слагаемое первой части неравенства (5.28) удается 
оценить через En, 8+: и априорно заданные постоянные и функ- 
ции, то, подставляя (5.25) в (5.28), получим разностное уравне- 
ние для Unp==U (вп, Zn): 

Их (Un, En) НХ (En, En+1). (5.30) 

Предположим еще, что функция Ляпунова И обладает свойством 
сильной положительности, т. е. 

Un>C (en) @ (|2,—х.„|), C(en) >, (5.31) 

причем ф(=)—0 тогда и только тогда, когда &-0. 
случае, когда U — расстояние до точного решения, нера- 

венство (5.31), очевидно, выполнено с с(„) =1 и ф(Е) =&. Обыч- 
но с помощью (5.30) удается оценить скорость стремления Ив 
к 0 при =„—>0. Если окажется, что lim U,/c (e,) =0 и спра- 

по 

ведлива лемма 5.6, то отсюда lim ||z,—y||=0. Это означает 
п —> CO 

сильную сходимость конкретной процедуры итеративной регуля- 
ризации. Следовательно, основной задачей является задача ука- 
зания таких последовательностей En, для которых И„=о (с (вп)). 
Приведенная схема открывает, как мы и увидим ниже, широкие 
возможности итеративной регуляризации очень многих конкрет- 
ных методов. 

$ 5. Итеративная регуляризация 
на основе методов нулевого порядка 

Предмет нашего дальнейшего рассмотрения — процедура итера- 
тивной регуляризации решения неравенства (5.1), в которой ите- 
ративный шаг (от 2, к 2n4,) делается с помощью решения вспо- 
могательного вариационного неравенства типа (5.1), с операто- 
ром Ф, связанным с тейлоровским отрезком оператора Ё поряд- 
ка р>0 в точке Zn. (Все производные в дальнейшем можно по- 
нимать в смысле Гато.) Мы особо останавливаемся на изучении 
методов с таким переходом от 21 к 2,4: ввиду их большой уни- 
версальности и возможности при исследовании воспользоваться 
простейшей функцией Ляпунова О (в, x)= ||x—x, ||. Эту функ- 

цию обозначим А, чтобы подчеркнуть ее специфический харак- 
тер. Будем для краткости записи вместо х,, писать Xn там, где 
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это не может вызвать недоразумений. Вот как формально опи- 
сывается упомянутый класс методов. 

Пусть приближение Z, уже найдено, тогда следующее прибли- 
жение Zn4; находится как решение вариационного неравенства 
вида 

(2—Ф, (Zn, 2, En; On), 2—х) <0 Ух=О, 

где Фр (2, 2, En, Gn) — отрезок тейлоровского разложения опера- 
тора Ф (2, en, Gn) =2— ал (Ё (2) „М (2)) в точке 2=2„ до членов, 
содержащих производные порядка р>0. Формально можно рас- 
сматривать методы с любым целым р>0. Однако содержательная 
теория получается только при р=0 и р=1, так как при р>2 гло- 
бальные свойства тейлоровского отрезка оператора практически 
не связаны со свойствами самого оператора (например, отрезок 
может быть не монотонен, даже если основной оператор этим 
свойством обладает). 

Случай р=0 требует минимальных предположений гладкости 
Ф (2, en, а). Мы покажем, что в этом случае можно априори за- 
дать закон изменения величин в и Qn, обеспечивающий сходи- 
мость {Zn} к решению (5.1), выделяемому леммой 5.6. 

Если предположить, что В — гильбертово пространство, то 
итеративная последовательность 2„ (при р=0) выписывается в 
«явном» виде (см. лемму 5.1): 

Znt+1=Pa (Zn—Gn (F (Zn) + =” М (2n))), п=0, 1, .... (5.32) 

При исследовании сходимости процесса (5.32) приходится делать 
те или иные предположения относительно F и М. Сделанное 
предположение позволяет указать диапазон изменения парамет- 
ров &и H Gp и связь между ними, при которых обеспечивается 
сходимость. 

Исследование сходимости процесса (5.2) проведем, следуя об- 
щей схеме, изложенной в § 4. Функция Ляпунова в данном слу- 
чае имеет вид А=|(-)—х„|. Одновременно с последовательно- 
стью 2„ рассмотрим вспомогательную последовательность точек 
Xn, удовлетворяющих неравенству (5.13) леммы 5.6. Далее, иссле- 
дуя соответствующее неравенство (5.30), мы доказываем стаби- 
лизацию 2, K Xn при Noo. В силу леммы 5.6 отсюда следует 
сходимость {Zn} к некоторому решению (5.1) (предполагается 
всегда, что К==@, К — множество решений (5.1)). 

Выделим те общие предположения, которые постоянно ис- 
пользуются на протяжении этого параграфа. 

а) В — вещественное гильбертово пространство. Оператор М 
или однозначный хеминепрерывный на Q, или максимально мо- 
нотонный и intDy=Q. Кроме того, в (5.12) функция имеет спе- 
циальный вид: 

y(t)=mt, т>0, (5.33) 

6) Выполнены предположения леммы 5.6. 
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Следующие ниже теоремы дают условия, гарантирующие 
справедливость соотношения 

lim ||z,—y||=0 (5.34) 

(у — решение неравенства (5.14)). 
Теорема 5.1. Пусть выполнены предположения а) и 6), в 

множествах Е(х) и М(х) существует по крайней мере один эле- 
мент такой, что 

IF (х) < (1х1)  УхеБЬь, (5.35) 

IM (x) |< (1+1х|) УхерБм, (5.36) 

lim —2=0. (5.36) 
Nn>w Ey 

Кроме того, выполнены условия 

Qn, 8">0, 

. . En, — 8 
lim ¢,-=0, lim len en = 0, 
По nm—>co nb, 

fora) 

у. н8н = CO. (5.37) 

Тогда справедливо соотношение (5.34), если EQ (eB) и в 
качестве F (Zn) и М(2.) выбраны элементы, удовлетворяющие 
(5.35). 
Доказательство. Согласно общей схеме исследования 

метода итеративной регуляризации 

I II 

Пед УП S [l2n—Xall + [Xn УП. (5.38) 

В силу предположения 6) слагаемое II>0 при noo. 
Остается исследовать поведение слагаемого Г в (5.38), т. е. 

проверить стабилизацию 2„ к траектории вспомогательных точек 
Xn. Имеем, используя (5.32) и свойства оператора Pa, 

Anti< ||2— бл (F (Zn) + в, М (2n)) —Xal| + [хп— Хи. 

Далее, 

l2Zn—an (F (2n) Не. М (Zn) )\—*all < 

<{An? (1—2 ата - an? (1 (2n) Il + enllM (2,1) 2) } 12. 
В силу (5.35) 

(ПЕ (Zn) || + =. М (Zn) ll)?< Cy + CoAn?, 

С1, Co — некоторые постоянные. 
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Окончательно имеем 

ll2n2—Qn (F (Zn) +e,M (Zn) )—x al = 

<{An?(1—2manen + Con?) + стаи? 2. 

Для оценки |х„—хХи+ используем лемму 5.9 с y(t)=ment. 
Так как слагаемое []->0 при noo, то последовательность |х„| 
ограничена. Применим лемму 5.9 к двум неравенствам Брауде- 
ра—Тихонова с e=&, и в=е„+. Получим в силу (5.23) и (5.33) 

lz — Anal =O (ae) (5.39) 
En 

Соотношение (5.30) для этого конкретного метода выглядит сле- 
дующим образом: 

2 2 2) 1/2 Anda < {Д2 (1—Этоне, + 902)? + сло} 2-0 

Преобразуем это неравенство. Возведем обе его части в квадрат 
и применим элементарное неравенство 

(a+b)? < (1+ ope) a+ (1 4 

En — 8п41 

En 

| 

Спи, 

\ 

| 5. 
/ 

Окончательно имеем 

2 о 2 D 
Ал--1 < Ал (1—ma,&, + C30n) - Cyn + 

a 1 о ( En — па ) 

OnEn En 

ci, i=3, 4, — постоянные, может быть, зависящие OT Xp. 
Для завершения доказательства остается сослаться Ha лемму 4.5 
о числовых последовательностях. 

Замечание. —Последовательности ош„= (1-1)? и в„= 
=(l+n)-?, 0<p<1/2, удовлетворяют всем нужным условиям 
(5.36), (5.37). 

При наличии большей гладкости операторов F и М или иных 
дополнительных условий можно доказать соотношение (5.34), 
заменяя условия теоремы 5.1 другими, вообще говоря, менее 
стеснительными. 

Теорема 5.2. Пусть выполнены предположения а) и б), ус- 
ловия (5.37), кроме того, Е и М удовлетворяют условию Лип- 
шица 

|| F (x) —F (2)\<Ых—=| Ух, zeDr, (5.40) 

|М (x) —M (z) ll<Lllx—zll Wx, z=Dwy, (5.41) 

lima, Gt т. (5.41) 
N—>oo En [2 

Тогда справедливо соотношение (5.34). 
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Доказательство проходит по той же схеме, что и дока- 
зательство теоремы 5.1. Более того, заново нужно доказывать 
только, что слагаемое Гв (5.38) стремится к 0 при n—->oo. Ис- 
пользуя предположение 6) и emmy 5.1, получим 

Xn=P Q (Xn—Gn (F (Xn) + == М (хи) ). 

Используя это соотношение, а также условие (5.40), получим 

Ал < Ар (1—2 але т - an? (1+ en) 272) 12- |х„-—х„|. (5.42) 

Далее, используя условие (5.41), оценку (5.39), нужные условия 
(5.37), а также лемму (4.5), снова получим, что слагаемое 1-0 
при Noo, 

Замечания. 
|. Требуемым в теореме условиям удовлетворяют, например, 

последовательности а„=0=щ, 

2т 

(1 + 50)? [2 ^ 

2. Введение добавки в„М(2»„) на каждом шагу процесса 
{5.32) носит принципиальный характер, так как процесс (5.32) 
© &„==0, вообще говоря, расходится даже в конечномерном про- 
странстве. Действительно, рассмотрим в двумерном евклидовом 
пространстве Ё› оператор 

Е (x) ={хь, —x}}, A= (x1, Xo), Q=E». 

Соответствующее вариационное неравенство определяет едивст- 
венную седловую точку функционала |[(х)=х:х. во всем про- 
странстве. Это точка (0, 0). Несложные рассуждения показыва- 
ют, что в данном случае процесс (5.32) с &,==0 ни при каком 
выборе Gn не сходится к точке (0, 0) (если 20 (0, 0)). Кроме то- 
го, последовательность (5.32) в этом случае не является даже 
«решающей» для неравенства (5.1), т. е. не выполняются COOT- 
ношения 

1 
= (1-Е) 2, 0<Р<-, 9— 

lim (Е (х,), х„— 2) < 09 У = Ё.. 
п 

Теорема 5.3. Пусть Е, М — потенциальные, непрерывные и 
Эифференцируемые операторы, Е монотонен, выполнены предпо- 
ложения а) и 6), условия (5.37). Кроме того, 

IF’ (x) I<, TEM’ (x} IN, (5.43) 

lim (1+¢,) a, < 2/М, (5.44) 

Тогда справедливо соотношение (5.34). 
Доказательство. И в этом случае нужно доказать толь- 

KO то; что 1[->0, я>оэ. Оценка A, проводится следующим обра- 
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зом. Используя лемму 5.1 и дифференцируемость F и М, запи- 
шем 

1 

Д п--1 > ела f [F’ (x, +t (2,—,)) + 

0 

+ =. М’ (“1 +t (Z,—%,,)) (2,—*r)] dt|| + [Хи — Хи... 

В силу потенциальности и монотонности при каждом из фикси- 
рованных X, и 2„ значение F’+e,M’ — положительный самосо- 
пряженный оператор, причем из (5.43), предположений a) и G6) 
получаем, что верхняя и нижняя границы его спектр суть (1+ 
+&n)n H г, соответственно. Поэтому 

An+1 <A, max {(1—anén), (1— ал (1 +ien)N)}+ [5 Хин |. 

Если выполнено (5.37) и (5.44), то снова можно применить лем- 
му 4.5, из которой следует, что [->0 при И—со. 

Замечание. Условиям теоремы удовлетворяют, например, 
последовательности 

O0<an=a<1l/N = (1-1)-Р, 0<p<l. 

Теорема 54. Пусть выполнены предположения а) и 6), 
(5.37) и Q=B, Р(х) =х— В (х), 

А (x) —R (2) Il <llx—all, (5.45) 

т.е. R(x) — нерастягивающий оператор, 

M(x)=x, lim (1—ca,—age,) >0. (5. 46) 

Тогда справедливо соотношение (5.34). 
Доказательство. Оценка A, получается из рекуррентно- 

го соотношения 

Anti< || (1—on—anen) (2n—Xn) + On (К (22) —R (Xn) ) || + 

+ [lX¥n—*atill. 

Отсюда с учетом (5.45) и (5.46) имеем 

Ал < (l—anen) Ant [хи— хи |. 

Дальнейшие рассуждения те же, что и при доказательстве тео- 
рем 9.1—5.3. 

Замечание. Последовательности 

1 
= —- = —p a, те 8, = (1--7)-Р, O<p<l. 

удовлетворяют условиям теоремы 5.4. 
Доказанные выше четыре теоремы о сходимости последова- 

тельности (5.32) носили глобальный характер в том смысле, что 
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выбор в», И Gn не зависел OT выбора начального приближения 
Zo. Если такую зависимость допустить, то можно еще ослабить. 
условия на F и М, обеспечивающие сходимость итераций (5.32). 
Основную роль в этой ситуации играют дополнительные условия 
на =» И Gn, гарантирующие ограниченность |[2„|. Говоря точнее, 
можно в условиях (5.35) теоремы 5.1, условиях (5.40) теоре- 
мы 5.2 и условиях (5.43) теоремы 5.3 допустить зависимость Ё 
или N or |[|х|. 

Формально доказательства теорем 5.1—5.3 теряют при этом. 
силу, так как {|2„|}, вообще говоря, перестает быть ограничен-. 
ной. Однако если выбирать подходящее начальное приближение 
2о и наложить некоторые дополнительные условия на En, ап, TO 
|2„| останутся ограниченными и доказательства теорем 5.1— 
5.3 можно сохранить. 

Лемма 5.12. Пусть в предположениях теоремы 5.1 

М (x)=x, ИЕ (x) |< (5, (5.47) 
L(t) — неубывающая функция Ё Пусть у — любое решение не- 
равенства (5.1). Если для заданного Ro>O0 и en, Gn выполнены со- 
отношения 

В>ЦУЬ [1 (5.48) 
u 

2 (1 — 1) En 
О0< а, —< 5.49 
№ № о AL? (К + ||) оо } 

fn + — ПЕ 

К 

<< 1, 2—9] <Ю, тогда и для любого n>1 

|[2— || <Ro. 

Доказательство. Учитывая лемму 5.1 и проведя простые 
преобразования, получим 

[2—9 < | (lL—anen) (2—9) — а" (F (2) —F (y) ) | + аа, |9 1. 
Используя монотонность F, имеем 

lZn41—Yll <{IlZ,—yll?[ (L—anen) 2 Наш? (| (2n) ll + Е (y) |) 242+ 

+ аа, У. (5.50} 

Предположим, что |2.—9||<Юо для всех k<n. Тогда 

IF (2n) |< (Rot+llyll), 

IF (y) Il<ZLllyll, 
из (5.50) имеем 

4[2 (Ю 2 41/2 

рег вы een | а, lll | 
2 
0



Если Gn, En, Ro удовлетворяют условиям (5.48), (5.49), To co- 
гласно принципу индукции выражение в квадратных скобках <1 
и утверждение леммы справедливо. 

Смысл доказанной леммы в том, что подходящим выбором 
{an} можно обеспечить сходимость последовательности (5.32) при 
любом начальном приближении 2, Е, однако сам выбор после- 
довательности {Gn} теперь зависит от начального приближения. 

Объединяя условия доказанной леммы с условиями теоре- 
мы 5.1, получим одну из возможных теорем о локальной сходи- 
мости процесса (5.32). Если в условиях теорем 5.2, 5.3 допустить 
зависимость N и L от ||х||, то условия леммы 5.12 также обеспе- 
чат локальную сходимость (постоянные в соответствующих ус- 
ловиях будут зависеть от Ку и |||). Кроме того, в оставшихся 
двух случаях можно доказать несколько более точные леммы о 
локальной ограниченности. Принцип доказательства подобных 
лемм остается тем же самым, что и в лемме 5.12. Мы опускаем 
их формулировки и доказательства. 

$ 6. Итеративная регуляризация 
на основе методов первого порядка 
(регуляризированный метод Ньютона) 

Можно рассмотреть процессы, в которых следующее итеративное 
приближение к решению 2+, находится из вариационного нера- 
венства 

(2—Ф, (Zn, 2, En, On), 2—х) <0, 

где р>1. Разумеется, при этом необходима большая гладкость 
Е и М, чем раньше. Как мы уже указывали в начале $ 5, содер- 
жательная теория таких процессов получается только в случае 
р=1. Этот случай мы и рассмотрим. 

Пусть F в (5.1) дважды дифференцируем по Tato и числовая 
функция (f" (x+th)h?, h) интегрируема на (0, 1) по Ё при лю- 
бых x, x+theQ. Предположим также, что 

IF" (x) [< (1), хе, (5.51) 

где V(t) — некоторая неубывающая функция f, 

(F’(x)h, В) >0, xeQ, ASB. (5.52) 

Условие (5.52) обеспечивает монотонность оператора F. Условие 
(5.51) заведомо обеспечивает, например, хеминепрерывность. Как 
ив $ 4, предположим, что наша пара пространств В и В* тако- 
ва, что в В существует всюду определенный сильно монотонный 
оператор М из В в В*, удовлетворяющий (5.51) и (5.12) с у(7) = 
=? и обладающий достаточной гладкостью. 

В случаё, когда В — гильбертово пространство, можно поло- 
жить. М (х)=х. В этом случае гладкость М конечно обеспечена. 
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При p=1 последовательность точек 2„еЕ@ порождается сле- 
дующим образом. Если 2„_ уже задано, TO Zp — решение вариа- 
ционного неравенства 

(Е (Zn—1) + =,— М (2n—1) + (Е’ (2—1) + 

+ М” (2—1) ) (X—Zn—) , x—w) <Q, weQ. (5.53) 

Если в„==0, то описанный метод можно назвать методом 
Ньютона для решения вариационного неравенства (5.1). Метод 
(5.53) естественно назвать регуляризированным методом Нью- 
тона, полученным применением итеративной регуляризации к 
обычному методу Ньютона. Регуляризированные приближения 
Ньютона существуют и единственны при любом в„_!>0. Дейст- 
вительно, оператор в неравенстве (5.53), очевидно, непрерывно 
и сильно монотонный, так Kak М’(2„) — сильно положительный 
линейный оператор (в силу (5.12)). Поэтому к неравенству (5.53) 
применимы все стандартные теоремы существования и единствен- 
ности [70, 115]. 

В противоположность этому собственно метод Ньютона („== 
==0), вообще говоря, нереализуем, если требовать только выпол- 
нения (5.51) и (5.52). Предположим, что решение у вариацион- 
ного неравенства (5.14) существует. В отличие от § 5, для того 
чтобы построить сходящийся к у процесс (5.53), необходимо 
знать какую-либо априорную оценку ||, даже если правая часть 
(5.51) не зависит от ||x|l. 

Пусть 

llyll<d. (5.54) 

При подходящем выборе {en} и начального приближения 25 по- 
следовательность {Zp} в (5.53) сильно сходится к y. Справедлива 

Теорема 5.5. Пусть справедливы предположения леммы 5.6. 
Если операторы Е и М удовлетворяют условиям (5.51), (5.52), 
оператор М — условию (5.12) с y(t)=t, а последовательность 
{en} и начальное приближение го=@О — условиям: 

1) 1<€n-y/en<l (1 — некоторое фиксированное число); 

2) IF" (il + =, М" (< М) Ve EQ, п=0,1,...; 
3) lim €, = 0; 

22 , 4) а К < d,; (5.55) 

2) d, > sup {|| М (УТ, ПУ, sup IM (х.,)!}; 

En1 — En 2(i—lq)q, 

6) En€n1 Sy (341) а, ' 
М (3а,) |2. — x 

259 

call 1 

г) <9<- 
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то справедливо соотношение 

lim 2, — y|| = 0. 
nao 

Доказательство теоремы следует из общей схемы $ 4. 
При этом используется та же функция Ляпунова А, что ив $ 5. 

Лемма 5.9 позволяет без труда оценить ||2„—х„—:| через An—1 
и тем самым получить соотношение типа (5.29) (см. [31], [85]): 

М ($п- 2 
2p —%n—1l| = - = у An—1, 

€n-1 

9—1 = max |Zn—1-- £ (Xpn—1— 2n—1)|| = max [|Z¢,n—11| . 
t<l 0=#<1 “OSS “FS 

Из этого соотношения сразу получается 

An< ый А Иж 1. 
En-1 

Но в силу той же леммы 5.9 

Е — & On_1—E 

[жа <= ——* ||M (x, || < Fh. 
En-1 En-1 

Поэтому окончательно имеем 

А, < пы А-а" (5.56) 
€n-1 En-1 

Нужно показать, что А„—0 при П—=со. Докажем, что предпо- 
ложения теоремы ведут к выполнению следующих соотношений: 

| lZnl! <= 3d,, Vn (5.57) 

$„<3а,, 

м oe An <q, (5.58) 
En 

Из соотношения (5.58) следует, что An=O(en) и, следовательно, 
в силу условия 3) из (5.55) 

lim A, = 0. 
fi-—»oo 

Соотношения (5.57) и (5.58) доказываются по индукции. При 
=0 соотношение (5.58) выполнено в силу условия 7) в (5.55). 

Проверим выполнение условия (5.57). Имеем 

|201 < ll2o—oll + Ilxo—yll + Пу «За, 
(5.59) 

Ao=|lZ2o—xoll <d <3d,. 

Так как сфера — выпуклое множество, TO 2:05 (0, 341) Ve 
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=[0, 1], S(0, 34!) — сфера с центром в 0 радиусом 341. Следо- 
вательно, 

llztoll<3d, Wte[0, 1] 
и 

$ <3а1. 

Итак, (5.57), (5.58) проверены при n=0. 
Пусть они справедливы для какого-либо n=k, >1. Покажем, 

что тогда они справедливы и для Nn=R+1. В силу неравенства 
(5.56) и предположений (5.57), (5.58), (5.55) имеем 

N (341) Ак +1 

2+1 
<9, 

т. е. (5.58) выполнено при и=А-+1. Так как последовательность 
=„ монотонно убывает, то Ar+y=Il2e41—Xetill<d;<3d;. Кроме то- 
го, в силу неравенства, аналогичного (5.59), 

Ize, 2 | <За1. 

Как и в случае n=0, из этих двух неравенств следует 

Ор! < За, 

т.е. (5.57) справедливо и при и=А- |. 
Для завершения доказательства остается еще раз сослаться на 

лемму (5.6), из которой следует сильная сходимость Xn K Y. 
Условия (5.55) выглядят очень громоздко, и на первый взгляд 

не ясно, можно ли вообще всем им удовлетворить. Покажем, что, 
Фиксируя />1 и 4, распоряжаясь только выбором 4: И во, можно 
по крайней мере для некоторых М(х) при любом начальном при- 
ближении 20е=@, добиться выполнения всех условий теоремы. Вы. 
берем какие-либо Il, 4, 41, [9<1. Дальнейшие ограничения на эти 
параметры наложим в процессе рассуждений. Прежде всего за- 
метим, что существует оценка ||х.|, не зависящая OT e: 

[же |} < ПУ М (9) 1. (5.60) 

Она легко следует из общей оценки (5.23), примененной к нера- 
венствам (5.1) и (5.13). 

Положим 

__ М (341) dy 
Eo 5 . (5.61) 

Если при этом выполнено 7) из (5.55), то не меняем 41, в про- 
тивном случае выбираем 4, так, чтобы 

|2 — Xp, 
dy 

| 

Это можно сделать в силу (5.60). Тем самым выполнится усло- 
вие 7) в (5.55). 
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Последовательность {г„} выбираем, например, из рекуррентно- 
TO соотношения 

| | __ 2(1—lg)q 

En Ent М (34!) а, ’ 

в, = , (5.63) 
1 /& + n2 (1 — 19) q/(N (3а;1) а) 

Очевидно, {en} удовлетворяет условию 3) в (5.55), кроме того, 
отношение En—1/en убывает при noo. Но 

во/в1=1- (1—19)9<2. 

Поэтому, выбирая [/>2, 14<1, мы удовлетворим условию 1) в 
(5.55). 

Нетрудно выделить важный частный случай, когда условие 2) 
в (5.55) заведомо выполняется при любых положительных En. 
Это случай линейного оператора M(x), в частности М (х) =х. Ес- 
ли М(х)=х (или M(x)=Ax, А>0), то нужная последователь- 
ность {„} строится так: сначала выбираем [>2 и 4 такие, что 
[4<1. Затем выбираем 4! так, чтобы выполнялось (5.62), го опре- 
деляем из (5.61) и e, — из (5.63). В более общем случае, когда 
M+E (нелинейный М(х)), нетрудно (проводя аналогичные рас- 
суждения) показать выполнение всех условий (5.55) для последо- 
вательности (5.63), если 2 выбрано близко к Xe,. Детали этих 
рассуждений читатель может воспроизвести самостоятельно. 

$ 7. РА для решения вариационных 
неравенств 

Конструкции итеративных аппроксимаций могут быть использо- 
ваны при построении РА для отображений, связанных с вариа- 
ционными неравенствами. Эти отображения возникают следую- 
щим образом. 

Пусть 9 — некоторое множество, элементами которого явля- 
ются операторы Ё (из В в В*). Каждому F из % поставим в со- 
ответствие множество Кк<=В решений вариационного неравенст- 
ва (5.1). Полученное отображение G(f) естественно связано с 
рассматриваемой нелинейной проблемой. Для него мы и будем 
строить РА. 

Всюду ниже 9 состоит из таких Ё, для которых выполнены 
все условия леммы 5.6 хотя бы для одного подходящего фикси- 
рованного отображения М. Примером такого множества Я’ яв- 
ляется множество всех однозначных монотонных хеминепрерыв- 
ных операторов F на Q, удовлетворяющих некоторым дополни- 
тельным условиям роста при ||х|-> со. 

Способы построения семейства непрерывных отображений Raz, 
аппроксимирующего значения соответствующего отображения 
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G(F), описаны в $ 3—6. Ниже показано, что в некоторых случаях 
на основе этих семейств можно построить также и РА для G(F) 
(на всем Ос или по крайней мере на подмножествах De) на ос- 
нове выбора подходящей функции а (5). 

Пусть A., =>0, — семейство отображений Я в В, определен- 
ное равенством К.(ЁР)=х., где х. — решение (5.13) и Е — любой 
элемент из ¥. Превратим 9’ в метрическое пространство следу- 
ющим образом. Предполагаем, что существует некоторая неубы- 
вающая функция w(t) >0 такая, что 

(ил р) sup 18°? (x) — FY? (х)|| 
xEQ » (1%) 

(под |jF")(x)—F@)(x) || понимается а-расстояние между соответ- 
ствующими множествами, если % содержит и многозначные 
отображения). 

Положим по определению 

< о VF) Лея 

(Е F?) = sup WEY OF? OL (5.64) 
x€Q $ (11) 

Теорема 5.6. Семейство К. образует РА для отображения 
С, если в % ввести метрику (5.64). 

Доказательство. Действительно, пусть о(Ё, F)<6 и 
и ((Р)5=-©. Тогда в силу предположений относительно YF в 
С (Е) существует элемент у, удовлетворяющий (5.14). Далее, 

А: (F)—yll < Re (Е)— В, (РУ В. (F)— ||. (5.65) 
В силу леммы 5.9 

ИР(хе) — Е (хе)! 

8 
вит” | <" (SEL). 6.66) 

Здесь мы учли, что |х.|<с, с — постоянная, зависящая только. 
отуи М. 

Так как в силу леммы 5.6 

lim ||Re (F)— yll =0, 

то из (5.65), (5.66) следует, что если =(5) выбрана так, что 

lim 6/e (6) =0, 
6—0 

TO 

~~ 

lim sup ИА (F)—yl| =0. (5.67) 
6—0 o(F,F)<6 

Описанные выше отображения G(F), R.(F) зависят и от обла- 
сти Q. Регуляризирующие свойства семейства R.(F, Q) по отно- 
шению к возмущениям области Q устанавливаются с помощью 
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леммы 5.10. Множество областей Q можно превратить в METDA- 
ческое пространство, введя, например, метрику Хаусдорфа. 

Пусть выполнены предположения леммы 5.10. Тогда 

18, @— В©! < (©, бу {1— (1— =)" |, — (5.68 

D> ПУ тах — ИЕ (1. 

Пусть расстояние Хаусдорфа a(Q, Q)<6. Используя известную 
оценку рр(О, 9) =О (а(0, Q))!? [71] и неравенство, аналогичное 
(5.65), получим 

—ы 

lim sup ||Кыв (9) —У|=0, 
6—0 a(Q,H<6 

если 

lim 8'/?/e? (5) = 0. 
6—0 

Покажем теперь, как следует выбирать правило останова 
n(6) итерационных последовательностей, полученных с помощью 
принципа итеративной регуляризации, чтобы получился итераци- 
онный регуляризирующий алгоритм. Наши рассуждения базиру- 
ются на том, что стабилизация итеративной последовательности 
к траектории вспомогательных точек (решений неравенств Брау- 
дера—Тихонова) происходит равномерно относительно выбора 
оператора F из пространства Я при надлежащем определении 
F. При этом пространство ¥, вообще говоря, свое для каждого 
конкретного итеративного метода аппроксимации. 

Исследуем сначала регуляризирующие свойства итеративно 
регуляризированных методов нулевого порядка. Предположим, 
что совокупность Я состоит из операторов, удовлетворяющих 
сформулированным выше требованиям, и, кроме того, каждый 
оператор из ¥ обладает свойством (5.35), (5.40) или (5.43) co- 
ответственно с одними и теми же L и №. Метрика в 9 определя- 
ется, как и выше, формулой (5.64). Выбор функции wp обычно 
связан с конкретной задачей и конкретным характером возмуще- 
ний F и на ход дальнейших рассуждений не влияет. 

Зафиксируем 2.ЕС и последовательности ап, En. Пусть семей- 
ство операторов К, — итерационная аппроксимация С (Г), обра- 
зуется следующим образом: 

Ri(F) =2n, FEF, 

а 2„ определяется последовательностью (5.32) с заменой Е ua F. 
Таким образом, R, — оператор действия (на Ёи 2) п шагов 
итерационного процесса (5.32). 

Пусть Gn и €n удовлетворяют условиям теоремы 5.1, а для Ри 
Е выполнены общие предположения a) и 6) перед теоремами 
5.1-—5.4. 
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Пусть р(Ё, F)<6, С(Е)==@ и элемент y@G(F) удовлетворяет 
неравенству (5.14). Тогда 

Ru (В) — yl < |, — Ва, (FMI + Ile, (F)— Re, (ЕН ИВ, (F)— ll, 
1 IT III (5.69) 

здесь К, — семейство операторов, порожденных аппроксимацией 
Браудера—Тихонова. 

Пусть 6—0. Выберем n(6), 

limn(5)= o, 
6—0 

так, чтобы выполнялось соотношение 

lim 8/€q6) = 0. (5.70) 
6—0 

Слагаемые Пи III в правой части (5.69) стремятся к 0 при 8—0, 
если выполнено условие (5.70). Покажем, что это справедливо и 
для слагаемого I. Слагаемое I, очевидно, совпадает с An (в обо- 
значениях теорем 5.1—5.3) и удовлетворяет тем же разностным 
неравенствам, только вместо F во всех рассуждениях нужно брать 
Е. Это последнее обстоятельство повлияет только на оценку 
|X¥n—Xn-1|| из (5.39). Теперь требуется оценить |Х„—Х,„_1|. Как и 
раньше, 

— — rs — 8, _ ~ , 

п | =| |IM (5, 
п-1 

В силу (5.66) (если y(t) =ct) 

~ | 6 
Xe, —*e,I| <= ~~ =, . 

Окончательно имеем 

[Xp —Xn—1!| < | "виа [0 ( ° ). (5.71) 
En-1 En 

Неравенство (5.71) в совокупности с условием (5.70) означает, 
что А„(Ё) при 0<n<n(6) удовлетворяют одним и тем же рекур- 
рентным соотношениям (таким же, как в теоремах 5.1—5.3) неза- 
BHCHMO от конкретного выбора F. Поэтому при выполнении усло- 
вия (5.70) 

lim Ang, (Е) =0. (5.72) 
6—0 

Окончательно, если выполнено (5.70), то для Ю„5 справедливо 
соотношение типа (5.67). 

В частности, некоторый метод (5.32) с фиксированными {Gn} 
И {en} И „10 порождает РА для отображения С (РЁ), если в каче- 
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стве приближения к G(F) брать член последовательности (5.32), 
образованной по оператору Ё с номером n(6) таким, что 

Eno V5, НО 851 < Тб. 

Совершенно аналогично можно установить, что описанная выше 
аппроксимация порождает РА и в условиях теорем 5.2—5.4 соог- 
ветственно в подходящих множествах 9. 

Используя лемму 5.12, можно аналогично предыдущему пока- 
зать, что R,(F) порождает РА также и в том случае, когда все F 
из Я удовлетворяют предположениям этой леммы. Тогда описан- 
ное семейство R, образует РА на подмножестве Ос таких 
операторов F, для которых G(/)=y удовлетворяют некоторым 
дополнительным условиям (типа априорного условия |и|<а, а 
задано). 

Отображения К„(ЁР) зависят также и от области Q. Лемма 5.10 
позволяет установить регуляризирующие свойства этих отображе- 
ний по отношению к возмущению области. Метод исследования 
сходимости Rasy (@) ку такой же, как и выше в случае возмуще- 
ния ГР. Нужно только вместо леммы 5.9 использовать лемму 5.10. 
В частности, справедливо соотношение 

lim sup Юве (Q)—yii = 0, 
6—0 4(Q,Q)<6 

если 

lim 617 e716) = 0. (9.73) 

Аналогично TOMY, как это сделано выше, можно показать, что 
семейство отображений R(n, F, 2o(F), d)=2Zn, Zn — результат 
действия п шагов итеративного процесса типа метода Ньютона 
(5.53), порождает при соответствующем выборе n(6) РА для 
отображения С (Г) по крайней мере в тех точках FEY, для ко- 
торых выполнено условие (5.54). Класс Я в данном случае — 
множество операторов Ё, удовлетворяющих одновременно усло- 
виям (5.51), (5.52) с одной и той же функцией М№(||х||). 

Разумеется, метрика на У вводится с помощью формулы 
(5.64). Исследование поведения Ю„5(Ё) проводится с помощью. 
неравенства (5.69). Используя соотношения (5.71), (5.70) и до- 
казательство теоремы 5.5 из тех же соображений, что приведены 
выше, получаем, что и в этом случае величины A,(F) при 0<п=< 
<n(6) удовлетворяют одному и TOMY же неравенству типа (5.58), 
независимо от конкретного выбора F из множества &’, р(Ё, F)<6. 
Следовательно, выполняется предельное соотношение (5.72) [12]. 

Сказанное выше можно сформулировать в виде теоремы. 
Теорема 5.7 (о правилах остановки). В предположениях тео- 

рем 5.1—5.4 и 5.5 правило остановки (5.70) порождает ureparus- 
ные регуляризирующие алгоритмы при условии использования 
итеративных аппроксимаций (5.32) и (5.53). 
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§ 8. Озении скорости сховимости методов 
итеративной регуляризаним 

Получение оценок скорости сходимости алгоритмов итеративной 
регуляризации, как и любых аппроксимаций решений некоррект- 
ных задач, возможно только при наложении каких-либо дополни- 
тельных априорных условий на данные задачи. 

Согласно общей схеме изучения сходимости таких алгоритмов 
задача оценки скорости сходимости будет решена, если удастся: 

1) получить оценку скорости стабилизации изучаемой итера- 
тивной последовательности к траектории {x, } точек Браудера-— 

Тихонова (решений неравенств (5.13)); 
2) оценить скорость сходимости точек Браудера—Тихонова 

к предельной (и) в лемме 5.6. 
Решение первой части задачи обычно удается получить, це 

привлекая дополнительные априорные соображения. Например, 
существует много результатов о скорости сходимости к 0 после- 
довательности из леммы 4.5. Из них автоматически следуют оцен- 
ки скорости стабилизации последовательности (5.32) в условиях 
теорем 5.1—5.4. Доказательство теоремы 5.5 о методе (5.53) со- 
держит такую оценку непосредственно. 

Основные трудности возникают при решении второй части за- 
дачи — оценке скорости сходимости последовательности {х.} 
в лемме 5.6. Наиболее полные результаты здесь получены в слу- 
чае, когда область @ совпадает со всем пространством В. При 
достаточно общих предположениях существует оценка скорости 
сходимости ||x,—y|| снизу [21]. 

Теорема 5.8. Пусть М и Е — монотонные операторы, име- 
ющие непрерывную производную в окрестности точки у, Q=B, 

М (у) 0. (5.74) 
Тогда 

[иу—х.|| 8 const. (5.75) 

Доказательство. Действительно, х. удовлетворяет уравне- 
нию 

eM (х.) +Е(х.) =0. 

eM (у) Е (у) ==М (у). 
Кроме того, 

Следовательно, 

= [М (у) —М (х.) | Е (у) —Р (хе) =eM (У). 
Преобразуем теперь это равенство, пользуясь дифференцируе- 
мостью М и F: 

1 

e{(M’ (x, +£(y—*,)) (Y—*,) dt} + 
0 

1 

РЕ’ (xe +t (Y¥—*,)) (Y—%,) dt = eM (у). 
0 
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Это соотношение можно переписать в виде 

y—x,=eP, М (и), 

здесь Р, — линейный оператор вида 

1 1 

Pe=e\M' (x, +t(y—x,)) dit | Е’ (жур хо)! 
0 0 

В силу сделанных предположений оператор Р. ограничен равно- 
мерно по в и обратим. Кроме того, 

lim ||Ps'M (4) > 0, 
2—0 

так как в противном случае M(y)=0, что противоречит (5.74). 
Поэтому 

[и—х.| > соп в. 

В случае нарушения условия (5.74) теорема 5.8 несправедлива. 
Тогда х.==у. Требование гладкости М и Е также существенно. 
При его нарушении скорость сходимости может быть большей, 
чем это допустимо соотношением (5.75) (см. гл. УГ). 

Следствие. Для всех допустимых в смысле теоремы 5.5 
последовательностей {e,} для метода (5.53) при выполнении (5.74) 
справедливо соотношение 

l2n—yll =O (|х„— |). (5.76) 

Для метода (5.32) при выполнении (5.74) справедливо соотноше- 
ние 

пе, «ри (1+ и), (5.77) 
где ф(=„, Gn) — оценка скорости стабилизации 2, К Xn, в (5.32). 
Действительно, для обоих методов 

[ау ¥n—yll [| 

но в силу теоремы 5.5 для метода (5.53) ||2„—Х„|=0О (е„) на всех 
допустимых последовательностях {en}. В силу (5.75) отсюда сле- 
дует (5.76). Соотношение (5.77) получается аналогично. 

В случае нарушения условия (5.74) стабилизация последова- 
тельностей (5.32) и (5.53) происходит непосредственно к точке и 
утверждение следствия перестает быть справедливым. 

Теорема 5.9. Пусть y(t)=t (в условии (5.12)). Если onepa- 
тор Е имеет непрерывную вторую производную в окрестности у 
u Uv такой, что 

М (у) =F’ (y)», (5.78} 

[о 2, (5.79) 
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N — оценка сверху для ||Е"||, то при достаточно малом в 

lly—x,|| =O (г). (5.80) 

Доказательство. В обозначениях теоремы 5.8 

Ну—х.| = |leP.' Pol] =|leP.| [P+ P—P,] 95 

<ellv|| + || P—F-llllvl]. 

Здесь учтено, что ||P.-'||=1/e, y(t) =Е Далее, 

||P—P,|| <eM+ м lly —%ell, 

M = sup Миф) dt |. 
ео 

Подставляя в предыдущее неравенство, получим 

_а-+ М) 0 (е). 
[у—х,] Se 1 — 1/2 М || 

Условие (5.78) необходимо для оценки (5.80) на всем классе 
рассматриваемых операторов. В случае линейного F и M=E это 
условие истокообразной представимости линейного уравнения 
первого рода. Оно необходимо для сходимости аппроксимации 
Браудера—Тихонова со скоростью O(e) (см. гл. IV, § 3). Условие 
(5.79) в линейном случае автоматически выполняется. 

Следствие. При выполнении условий теоремы 5.9 и усло- 
вий теоремы 5.5 метод (5.53) имеет асимптотическую оценку ско- 
рости сходимости O(en). Оценка (5.80) позволяет при помощи 
(5.77) оценить также скорость сходимости процесса (5.32): 

lZn—yll =O (ent+@ (an, en) ). 

В случае Q=4B теорема 5.8 перестает быть справедливой. 
Приведем простой пример. Пусть В — конечномерное евкли- 

> 
дово пространство M=E£, F(x)=c (постоянный вектор), О опи- 
сывается системой линейных ограничений, х>0, Ax<b. Соответ- 
ствующее вариационное неравенство (5.1) описывает экстремаль- 
ную точку в задаче линейного программирования. В этом случае, 
начиная с некоторого =, зависящего от задачи, приближения Бра- 
удера—Тихонова x, совпадают с y [88, 114].



Глава VI 

Итеративные методы решения 
типичных классоз 
нелинейных некорректных задач 

В этой главе мы продемонстрируем возможности применения ме- 
тодов, основанных на итеративной регуляризации в традиционных 
областях прикладной математики. С помощью итеративной регу- 
ляризации становится возможным стандартное построение обос- 
нованных итеративных методов в тех случаях, когда классическая 
техника или вообще не работает, или наталкивается на очень 
большие трудности. 

В таких областях прикладной математики, как теория опти- 
мизации, теория игр, математическое программирование и т. д., 
возникавшие задачи, как правило, не делились на корректные и 
некорректные, и связанная с этим проблематика вообще не ана- 
лизировалась. Более того, само понятие корректности, например 
в задаче выпуклой оптимизации, было осознано сравнительно 
недавно. 

Оказывается, что обоснование и применение классических 
итерационных методов наталкиваются на принципиальные трул- 
ности именно в случае, когда решаемая задача некорректна. На 
этом и основана по существу эффективность алгоритмов на ос- 
нове итеративной регуляризации. 

$ 1. Алгоритмы минимизации выпуклых функционалов. 
Решение нелинейных уравнений 

Как уже упоминалось в начале предыдущей главы, «классичес- 
кая» идеология построения итеративных методов испытывает 
принципиальные затруднения, в частности, в попытках построить 
сильно сходящиеся итеративные методы минимизации выпуклых 
функционалов на замкнутом выпуклом множестве Q в гильбер- 
товом пространстве Н. Так как градиент (субградиент) выпукло- 
го непрерывного функционала — монотонный оператор, то развн- 
тая в гл. V теория итеративной регуляризации полностью при- 
менима в этом случае. Можно, например, непосредственно ис- 
пользовать стандартные алгоритмы нулевого и первого порядков 
($5, б гл. У). 

Так, теорема 5.1 описывает в рассматриваемом частном случае 
условия сильной сходимости нового метода недифференцируемой 
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выпуклой оптимизации. Этот метод в отличие OT всех до сих пор 
существующих вырабатывает минимизирующую — последователь- 
ность, сильно сходящуюся к точке минимума как в конечномер- 
ном, так и в бесконечномерном случае, не требуя никакого допол- 
нительного усиления условия выпуклости. Чтобы условия теоре- 
мы 5.1 выполнялись, достаточно предположить, что f(x) — непре- 
рывный выпуклый функционал, О (7) >, int QM, и его субгра- 
диент удовлетворяет условиям роста (5.35), или начальное при- 
ближение удовлетворяет условиям леммы 5.12. 

В задаче минимизации выпуклого функционала можно предло- 
жить и другую, отличную от (5.32), модификацию метода проек- 
ции градиента. Она основана на том, что в случае потенциального 
Е (F=grad/) оператор в правой части представления (5.8) нерас- 
тягивающий при достаточно малом а. 

Лемма 6.1. Если F потенциален и ||Е'(х)|<М, xeQ, то 
оператор T(x)=Po(x—aF (x)) нерастягивающий из О в О при 
0<а=<2/М. 

Доказательство этой леммы состоит в непосредственной 
проверке с использованием самосопряженности F’ (см. доказа- 
тельство теоремы 5.3). 

Итак, в рассматриваемом случае задача нахождения точки 
минимума сводится к нахождению неподвижной точки нерастяги- 
вающего отображения. Поэтому можно применить теорему 5.4. 
Непосредственно из нее получаем следующее утверждение. 

Теорема 6.1. Пусть выпуклый функционал | имеет вторую 
производную |’, удовлетворяющую условию |{” (х)|<М, хеН, 
агошт |= ©. Тогда процесс 

= 1 < (> — 
2п-- 1 ЕЕ ле < Ч (2, % grad i (Zn), (6. 1) 

0<р<1, 0<а=—<?/М, 2еН, 

сильно сходится к точке агетт], обладающей минимальной нор- 
Q 

мой. 
Принцип итеративной регуляризации носит универсальный 

характер: для конкретной нелинейной задачи в качестве базового 
метода не обязательно брать методы нулевого и первого поряд- 
КОВ. 

Пусть снова выполнены предположения леммы 6.1 и, кроме 
Того, 

diam Q=D<ow, (6.2) 

Хорошо известно, что в этих предположениях метод условного 
градиента [35] (метод Франк—Вольфа) порождает только слабо 
сходящиеся в общем бесконечномерном случае минимизирующие 
последовательности. Пользуясь общей схемой $ 4 гл. V, нетрудно 
исследовать итеративно регуляризированный аналог этого метода, 
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Приведем базовый алгоритм условного градиента. Пусть точка 
Zn уже получена. Следующая точка 2=„-, находится по правилу 

2-1 = 21 -Н Cn (Zn—2n) ‚ ОЗа,, 

Zn Е argmin (f’ (z,), 2—2}, (6.3) 
zEQ 

a, & argminf (z,-+ a (z,—z,)). 
0<ae<xl 505 

Для упрощения выкладок предположим, что итеративная регуля- 
ризация проводится с оператором М (x) =x. 

Теорема 6.2. Пусть выполнены условие (6.2), М(х)=х, 
г, = 1/1”, 0<у<\< 1/2, и предположения леммы 6.1. Тогда ите- 
ративно регуляризированный метод (6.3) сильно сходится к точ- 
ке argmin/, обладающей минимальной нормой. 

Доказательство. При исследовании сходимости метода 
условного градиента (6.3) целесообразно воспользоваться функ- 
цией Ляпунова вида и) = F(X) —miIn F (x), Применим стандарт- 

x€ 
ную схему исследования § 4 гл. У с учетом того, что в рассмат- 
риваемом случае М (x) =x, 

(ms =F (+E (ед [м +E Cen Fen) | 

Для величины |uU(en, 2nt1)—U(en+i1, Zn+i1)| с учетом условий 
теоремы непосредственно получается оценка вида 

|U (Ens Zn 1) — И (Ent, 2nt1)| =O [IX —%e, Il) = 

ко) 
Последняя оценка в приведенной цепочке равенств уже знакома 
читателю по § 5 гл. У. 

Соотношение (5.29) в нашем случае имеет вид [35] 

En 

И (Ел, 21-1) < И (вп, Zn) — (1/с) и? (вн, Zn), 

где с — достаточно большая постоянная, зависящая от D и N. 
& 

Кроме того, так как функция f (x)+— (x, x) сильно выпукла, TO 

En ие, > "их, |. (6.4) 
В предположениях теоремы 

ин _9 (1) 
En Ln J 4 
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Дальнейшее доказательство опирается Ha исследование разнос- 
тного неравенства (неравенство типа (5.30) ) 

Ин, ИСИ? -+ СП. 

Известный результат [35] состоит в том, что 

Un<O (1/Yn). 

Если учесть (6.4), то получим, что в предположениях теоремы 

lim |[2n—Xeqll = 0. 

Как это уже отмечалось выше, в случае, когда область Q 
в (5.1) совпадает со всем пространством, задача решения вари- 
ационного неравенства превращается в задачу решения оператор- 
ного уравнения. Применение итеративных методов гл. У в этом 
случае обычно существенно упрощается. Например, в процессах 
(5.32) не нужно выполнять операцию проектирования. Наиболее 
существенно то, что в случае уравнения регуляризированный ме- 
тод Ньютона (5.53) превращается в сравнительно легко реализуе- 
мый процесс — каждый его шаг заключается в решении соответ- 
ственного линейного уравнения. 

$ 2. Алгоритмы минимизации квадратичных 
функционалов. 
Нелинейные процессы решения линейных задач 

Квадратичный выпуклый функционал — простейший частный слу- 
чай общего выпуклого функционала. Однако проблема его мини- 
мума на всем (бесконечномерном) пространстве или на выпуклом 
подмножестве пространства столь часто встречается в разнооб- 
разных приложениях, что на ней следует остановиться особо. 

В каких случаях для решения проблемы минимума квадратич- 
ного функционала целесообразно использовать принцип итератив- 
ной регуляризации? Во-первых, его заведомо целесообразно 
использовать при построении алгоритмов минимизации, если об- 
ласть Q не совпадает со всем бесконечномерным пространством. 
По-другому получить сильно сходящиеся итеративные алгоритмы 
в этом случае пока не удается. Во-вторых, при решении линейных 
задач (что эквивалентно нахождению минимума квадратичного 
функционала типа невязки во всем пространстве) часто использу- 
ются нелинейные (с нелинейным оператором шага) итеративные 
процессы, например метод сопряженных градиентов, наискорей- 
ший спуск и др. 

Для этих нелинейных процессов и в некорректном случае 
сравнительно легко удается установить сходимость, т. е. аппрок- 
симирующие свойства [111,81].Однако установление их регулярн- 
зующих свойств (правил останова n(6)) существенно более слож- 
но. Полного решения этой проблемы в настоящее время еще не 
получено [41, 42, 80, 92]. 
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Если же к упомянутым нелинейным методам применить итера- 
тивную регуляризацию, то получатся новые нелинейные итератив- 
ные методы, аналогичные по свойствам первоначальным, но для 
которых вопросы сходимости и устойчивости легко решаются по 
общей схеме исследования итеративно-регуляризованных процес- 
сов, приведенной в $ 4 гл. У. 

1. Задача минимизации квадратичного функционала на под- 
множестве Q гильбертова пространства Н в разнообразных физи- 
ческих приложениях обычно возникает в следующей постановке. 
Найти решения линейного операторного уравнения вида Ах=и, 
где А — линейный ограниченный необратимый оператор, дейст- 
вующий в гильбертовом пространстве Hf (иногда из A, в Ho), 
причем балансовое соотношение усложнено требованием 

хе, (6.5) 

Q — замкнутое выпуклое множество в Н(Н!). Обычно множество 
Q устроено в некотором смысле «просто». Типичным примером 
такого множества является конус положительных функций 
(в Ls). 

Требования Ах=и и (6.5) могут оказаться противоречивыми. 
Естественно расширить постановку задачи и переформулировать 
ее так: найти квазирешение уравнения на Q в смысле Иванова, 
т. е. минимизировать какую-либо обобщенную невязку. В качест- 
ве невязки можно брать, например, следующие функционалы: 

н = 1/2 Ах— и, (6.6) 

[2=1/2(8(А*А) А*Ах, x)—(g(A* А) А*и, x), (6.7) 

fa=1/2(g(A)Ax, x)—(g(A)u, x), (6.8) 

где g(A) — положительная оператор-функция А такая, что 
[2 (А)]-! существует. 

Известно много линейных итеративных процессов для нахож- 
дения решений линейного операторного уравнения. Они, напри- 
мер, могут быть получены с использованием общего генератора 
линейных методов аппроксимации, описанного в гл. IV. Все эти 
процессы после соответствующего преобразования имеют вид 

Zn+1=2n—a grad f (Zn) ’ 
(6.9) 

0<a<2/N, 

где f(x) — функционал Tuna (6.6)—(6.8) при TOM или ином вы- 
боре функции 5. Величина N для этих функционалов равна COOT- 
ветственно ||4*А|, |8 (А*А)А*|, [lg(A) All. Модифицируя процесс 
(6.9) согласно формуле (6.1), получим аппроксимацию, сходящу- 
юся к решению задачи минимизации обобщенной невязки на Q. 

Если оператор А и правая часть вычисляются с ошибкой, на- 
пример, ||и‚—и||<6, то итеративный процесс типа (6.1) должен 
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~w l 

быть дополнен правилом останова (5.70) (в нем & = и =}. 
n 

В частности, можно положить 

в„=76. (6.10) 

Если множитель перед оператором проектирования в (6.1) опус- 
THTb, то полученный процесс сходится лишь слабо при @52ЕН 
[37]. 

Во многих задачах проектирование на множество Q осуществ- 
ляется очень просто, и любую процедуру, предназначенную для 
решения линейного некорректного уравнения итеративным мето- 
дом типа (6.9), несложно дополнить так, что она в состоянии ре- 
шать уже и нелинейную проблему, сформулированную выше. 

2. Рассмотрим теперь итеративную регуляризацию некоторых 
классических нелинейных итеративных методов, предназначенных 
для решения линейных операторных уравнений в гильбертовом 
пространстве или для минимизации функционалов (6.6)— (6.8) на 
всем пространстве (@=Н). 

Пусть 8 (А) =F, А — положительный самосопряженный опе- 
ратор в Н. В качестве базового метода рассмотрим какой-либо из 
а-процессов. Это достаточно широкий класс итеративных методов. 
В него (при а=0) входит, в частности, метод наискорейшего спус- 
ка для минимизации функционала (6.8). 

Общий вид а-процессов следующий [68]: 

Zn41.=2n+ Ци (AZ,—u) , 

a — — (А” (Агни — и), А21 — и) ‚ если Az, -Еи, 

И, = (Ата (Az, — и), Агн — и) (6.11) 

0, если Az,=uU, 

—1<а« со, ZEA. 

Лемма 6.2. Если A обратим и (Ax, х)>с(х, x), c>0, c<|lAll, 
то процесс (2.16) сходится к точке x*=argminf,, причем cnpa- 

ХЕН 

ведливо неравенство 
Я 

ада "| < у бах". (6. 12) 
ПАН 

Доказательство. Рассмотрим очевидное неравенство 

| "|| > [(E—p@A) (2,—-*") |]. (6. 13) 

Возведя обе части (6.13) в квадрат, получим 

Пенал «ад (1—2 аи 
[2 — x*||? 

-- (д) М). (6.14) 
Zn —Х*||? / 
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Здесь мы предположили, что ||Z,—x*||540. В противном случае 
неравенство (6.12), очевидно, справедливо. Обозначим для крат- 
KOCTH 2,—x*=£,. Из известного неравенства моментов и его след- 
ствия [68] имеем 

(AE, Е В (ДЕ, А), 
um En, En) 

(Ae Ен ‚ п) 

(A&+8 En En) 

Воспользовавшись (6.15), в (6.14) получим 

Great < ПЕР (1—0 а ) (6.16) 

Введя обозначение n= 4*/?Ё„, можно записать 

nal? 

(Ann, Nn) ° 

- =p, (6.15) 

b= 
В силу условий леммы 

1 (AEn, En) (a) 

Tay SPS OS SII 
Отсюда и из (6.16) получаем неравенство (6.12). Лемма дока- 
зана. 

Лемма 6.2 доставляет нам необходимое при использовании 
принципа итеративной регуляризации неравенство типа (5.29), 
поэтому можно провести итеративную регуляризацию процесса 
(6.11). Формально она заклпточается в использовании на каждом 
шаге вместо оператора А оператора A+e,A (это одна из мысли- 
мых возможностей). 

Теорема 6.3. Пусть А — самосопряженный положительный 
оператор, А>0 в Н и g(A)=E. Пусть множество argmin f, (x) 

ХЕН 

не пусто. При выполнении условий 

в, > 0, lime, = 0, ==, 
Пс 

П==1 

—0, (6.17) lim | 27 feu 
а, 

En 

итеративно регуляризованный процесс (6.11) сходится к решению 
задачи минимизации |з(х), обладающему минимальной нормой. 

Доказательство проводится вполне аналогично доказа- 
тельству теорем $ 5 гл. У с использованием неравенства 

2111—Х,|| > | — en 2,—<X,\l, | ntl nl| = у All ел | n п|| 

вытекающего из (6,12). 
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Из общих рассуждений $ 7 гл. У непосредственно следует, чго 
если элемент и задан с погрешностью ||u.—u||<6, то правило ос- 
танова (5.70) порождает PA вида Zn) для рассматриваемой за- 
дачи минимизации. Аналогичное утверждение справедливо, если 
возмущается и оператор задачи, а именно если Ак — также по- 
ложительный самосопряженный оператор и ||A,—A||<h, то то же 
правило останова порождает РА. 

В случае произвольного ограниченного А можно рассмотреть 
аналоги процессов (6.11) для функционала (6.7). Утверждения 
леммы 6.2 и теоремы 6.3 очевидным образом переносятся и на 
этот случай. Заметим, что в отличие от линейных процессов 
(6.8), естественным образом порождающих регуляризирующие 
алгоритмы, для нелинейных процессов типа (6.11) установление 
регуляризирующих свойств самих этих процессов (без итератив- 
ной регуляризации) удалось выполнить пока только на некоторых 
подмножествах области определения А-! [42, 80, 92]. 

Итеративная регуляризация, не усложняя итерации в вычис- 
лительном плане, позволяет получить такие процессы, сходимость 
и регуляризирующие свойства которых совершенно стандартно 
проверяются уже на всей области определения А-!. 

$ 3. Алгоритмы итеративного решения общих задач 
математического программирования 

В случае задания области Q в виде (5.10) появляются новые BO3- 
можности конструирования итеративных алгоритмов, связанные 
с возникающими в этом случае новыми формами представления 
основной задачи (5.1). 

1. При построении итеративных аппроксимаций решений (5.1) 
можно использовать систему Куна—Таккера (5.11). 

Отметим, что система (5.11) — вариационное неравенство 
< оператором F(x, р) в прямом произведении ВЖЕ-". Область 
задания Q в этом случае существенно более простая, Q=Q,X Ex”. 
Однако платой за переход к более простому множеству задания 
является некорректность задачи, связанной с (5.11), даже если 
первоначальная задача (5.1) была корректна! Например, если F 
удовлетворяет условию (5.12), то Ё на Q подобному условию уже 
не удовлетворяет. 

К системе неравенств (5.11) (или одному неравенству в пря- 
мом произведении соответствующих пространств) можно приме- 
нить развитую в гл. У теорию построения устойчивых итератив- 
ных методов решения. На этом пути, в частности, получаются раз- 
личные обобщения так называемых двойственных [88] методов 
выпуклого математического программирования, сходящиеся по 
прямым и двойственным переменным в общем бесконечномерном 
случае. 

Проблема построения общих итеративных методов выпуклого 
математического программирования давно привлекает внимание 
исследователей. Многие попытки такого построения связаны так 

149



или иначе с функцией Лагранжа (системой Куна—Таккера). Од- 
нако подходы, существовавшие до выдвижения принципа итера- 
тивной регуляризации (модифицированные функции Лагранжа, 
модификация монотонных отображений и т. п. [43, 44]), не позво- 
ляли получить в общем выпуклом случае сильно сходящиеся 
итеративные последовательности. При переходе от области О к 9 
обычно существенно упрощается операция проектирования. Она 
производится покомпонентно на Q; и Е-+". Это обстоятельство 
повышает возможность использования процесса (5.32) для задач 
математического программирования. 

Выпишем в качестве примера соответствующие расчетные 
формулы для задачи линейного программирования: 

пит (с, x), 

Axxb — Qa, (6.18) 

x0 — Q,, 

здесь H — конечномерное евклидово пространство, с, 6, x — век- 
торы, А — некоторая матрица. 

Оператор (5.11) для этой задачи имеет вид 

F(x, р) ={-+Атр, —Ax+ 6}, 
т.е. F(X, р) — вектор, имеющий размерность «число перемен- 
ных-- число ограничений». Проектор Хх на множество @= 

={x20, p20} записывается совсем просто: Pe (x, р) = {х-, P+} 

(положительные компоненты х, р сохраняются, отрицательные 
заменяются на 0). 

Окончательно процесс (5.32) имеет в этом случае вид (опера- 
тор М единичный) 

Xnt+1= [Xn—An(C+ АТР, ви Хи) J+, 
(6.19) 

Рин = [Pat Gn(AXn—b—EnPn) | +. 

Процесс (6.19) сходится, например, если выполнены условия 
теоремы 5.2, причем m=1, а одна из возможных оценок запи- 
шется в виде 

Li< тах {max J" [az ;|, max }` Jacl}, 
i : 1 ; 

] t 

а; — элементы матрицы A. 
Метод (6.19) согласно теореме 5.2 сходится к решению прямой 

и двойственной задачи линейного программирования, обладающей 
суммарной минимальной нормой. Заметим, что конечномерность 
Н не является ограничением. Тот же процесс (6.19) применим и 
в бесконечномерном случае с очевидными изменениями в записи 
задачи и расчетных формулах, вызванными тем, что матрицу А 
в (6.19) нужно трактовать как фиксированный набор элементов 
A: (a, oe ey ат). 
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В разнообразных экономико-математических моделях большую 
роль играет так называемая блочная задача линейного програм- 
мирования [57]. Она отличается от стандартной задачи (6.18) 
специальной структурой матрицы А. Блочную задачу можно за- 
писать в виде 

N 

min у. (C;, X;), 
2—3 

А.З, (6.20) 

у. 2;:х. < а, x; > 0. 

==] 

Здесь с, Xi, 6, 4 — векторы разных размерностей, А;, D; — мат- 
рицы. 

Полагая 

М N 

Q,=[] {Ав x, >Q=[] Q, 
1 i=] 

записав соответствующую систему (5.11) и учитывая, что в дан- 
ном случае 

F (x, p)= {c+ Dip, vee Oy Dyp, my Dixi—d)}, 
7 

а также вид проекции на Qi), можно конкретизировать процесс 
(5.32) для задачи (6.20) (Fa=F, М —единичный оператор): 

x) = Pa. (x7? — Gy (C; + Dip” вх), i= 1,N, (6.21) 

ро [p+ в, (Se Ро). 
i=l 

Условия его сходимости даются, например, теоремой 5.2. Процесс 
(6.21) является новым итеративным алгоритмом декомпозиции 
для блочной задачи линейного программирования. 

2. Другая возможность конструирования итеративных алго- 
ритмов для решения задачи математического программирования 
базируется на использовании шШтрафных функционалов типа 
(5.18) и представлении области Q в виде множества решений Ba- 
риационного неравенства (5.19) (замечание 2 к лемме 5.6). Идея 
заключается в том, чтобы решать неравенство (5.19) каким-либо 
итеративным методом, основанным на принципе итеративной ре- 
гуляризации. Если в качестве оператора М брать (пусть это воз- 
можно по условиям соответствующих теорем) сам оператор F 
в (5.1), то итерации будут сходиться к решению основной задачи. 
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В частности, процесс (5.32) применительно к неравенству 
(5.19) с M=F принимает вид 

2п-1-1 = SQ, (2—9 (En (2н) +0 is [Ф; (Zn)12.]}), р> 1. (5.22) 

j=! 

Условия сходимости процесса (6.22) даются теоремами 5.1—5.3. 
Эти же теоремы позволяют учитывать неточности задания РЁ 
И Qj. 

Так как обычно О, =Н, то итерации (6.22) порождают серию 
весьма просто реализуемых итеративных методов решения задачи 
математического программирования. Если операторы fF и 

9 | у [Ф; (xD)? | имеют произвольный рост при ||х|-—со, To на ос- 

j 
новании леммы 5.12 последовательность (6.22) сходится при yc- 
ЛОВИИ, ЧТО En, а, выбираются еще и в зависимости от начального 
приближения. 

Для решения неравенств (5.19) можно использовать и прэо- 
цесс типа (5.53) (регуляризированный метод Ньютона). Пусть 
Q,=H. Для получения 2n41, если 2„ уже известно, требуется р=- 
шить линейное уравнение вида 

enF (2n) +p’ (21) + [enF’ (21) +p” (Zn) | (хХ— 2») =0. (6.23) 

При этом в (5.18) нужно брать p>2 для обеспечения нужной 
гладкости участвующих в (6.23) операторов. 

В представлении (5.10) возможны и ограничения типа ра- 
венств, например, если соответствующие ф; — линейные функци- 
оналы (более общий случай, когда |ф/| — выпуклые функцио- 
налы). Слагаемые в (5.18), соответствующие этим ограничениям, 
можно брать в виде ф:”. 

Рассмотрим задачу выпуклого квадратичного программирова- 
ния следующего вида: 

min[(Sx, х)- (с, x)], 

Ax=b, (6.24) 

x0. 

В (6.24) (Sx, x) — положительно определенная квадратичная 
форма в евклидовом пространстве £;. Одна из возможных конкре- 
тизаций алгоритма (5.53) для этого случая имеет вид (для огра- 
ничений в виде равенств р=2, для неравенств p=3) 

Znti=Zn— [ (в, 5+ А*А) +6{(—Zn) 4}] EX 
(6.25) 

x [enSZn + enC +A*Az,—A*b—3 (—2n) +7] 2 

{(—Zn)+} — диагональная матрица с соответствующими элемен- 
тами. Параметр N из условия (5.51) в данном случае равен 6. 
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Параметр 4 нужно оценивать, исходя из конкретных данных 
задачи. 

В частности, если использовать алгоритм (6.25) для нахожде- 
ния ближайшей к нулю точки многогранника условий (6.24) (в 
этом случае S=F, с=0), то 4,<2|2|, где z — любая точка, удов- 
летворяющая ограничениям (6.24). Заметим еще, что согласно. 
лемме Удзавы [114, 88] задача (6.24) с (Sx, х) =5(х, x), где 
$>0 достаточно мало, эквивалентна задаче линейного програм-- 
мирования (с 5=0). Следовательно, процедура (6.25) позволяет 
устойчиво решать и задачу линейного программирования. 

Процессы (6.22) и (6.23) сходятся в предположении строгой 
монотонности оператора F. Непосредственно аппроксимировать 
решение некорректного неравенства (5.1) этими итерациями 
нельзя (за исключением специальных задач типа задачи линей- 
ного программирования). 

При потенциальном F, удовлетворяющем условиям сильной. 
монотонности типа (5.12) и области Qo, удовлетворяющей усло- 
вию регулярности Слейтера, можно оценить скорость сходимости 
соответствующих штрафных аппроксимаций (по нашей термино- 
логии скорость сходимости аппроксимаций Браудера—Тихонова). 
Подобные результаты получены многими авторами. 

Приведем типичный пример такого результата. Пусть f — по- 
тенциал для F и], — его минимальное значение на Q, тогда при 
выборе штрафной функции в виде (5.18) справедливо соотноше- 

36 

me | (%n) —fe| =O (2,9), 

l/p+1/q=1. 

Из оценки (6.26) при тех или иных условиях сильной MOHOTOH- 
ности F типа (5.12) можно получить оценку величины |х— |. 
В частности, при (Г) =Ё в (5.12) имеем оценку следующего вида: 

(6.26) 

9—1 

[= О (en? ). (6.27) 
Оценка (6.27) в совокупности с оценками скорости стабилиза- 

ции последовательностей (5.32), (5.53) позволяет оценить ско- 
рость сходимости последовательностей (6.22), (6.23). Может по- 
казаться, что соотношение (2.27) противоречит оценке снизу 
(5.75) при g>3. Это не так. Действительно, при g>2 величина 
р<2 и оператор в неравенстве (5.19) не обладает требуемой 
в теореме 5.8 гладкостью. 

Методы (6.22), (6.23) являются новыми итеративными процес- 
сами решения корректной задачи математического программиро- 
вания. Мы не ставили себе цель специально конструировать ите- 
ративные процессы классической теории оптимизации. Приведен- 
ные в этом пункте результаты предназначены лишь для того, 
чтобы продемонстрировать разнообразные возможности примене- 
ния принципа итеративной регуляризации. Проделанные числен- 
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ные эксперименты, часть из которых мы обсудим в следующей 
главе, подтверждают возможность использования таких процес- 
сов в вычислительной практике. В каждой конкретной задаче час- 
то появляются возможности иного управления выбором последо- 
вательностей én. Как следствие этого, возможна большая скорость 
сходимости, чем та, которая гарантируется оценкой (6.27) (в со- 
вокупности с оценками скорости стабилизации). Проиллюстриру- 
ем сказанное на примере процесса (6.25). 

Рассмотрим задачу квадратичного программирования в евкли- 
довом пространстве £;. Пусть в (6.24) S=E, c=0, А=(1,..., 1), 
b=1. Точное решение этой задачи имеет вид (/1,..., и), 

yi={(l/i, i=1,..., 1 

Очевидно, что как только итерации (6.25) попадают в область 
Х—>0, выполняется равенство 2„=х„ независимо от выбора {ep}. 
В данном случае Xn — стандартное тихоновское приближение 
к нормальному решению системы Ах=фб. Так как ||x,—y|| =O (en) 
И е„>0 можно выбирать произвольно, то скорость сходимости 
«итерационной» последовательности (6.25) может быть сколь 
угодно большой, если отвлечься от возможной неточности данных. 

§ 4. Алгоритмы нахождения седловых точек 
и точек равновесия в играх 

Игровые схемы оптимизации в настоящее время широко исполь- 
зуются в моделях исследования операций. Если точкой «оптиму- 
ма» в такой схеме считать точку равновесия, то нахождение этой 
точки сводится к решению вариационного неравенства (системы 
неравенств). 

Условия, при которых справедливо сведение задачи о точке 
равновесия (5.3)— (5.4) к решению вариационного неравенства, 
уже рассматривались в $ 1 гл. У. В этом параграфе мы предпо- 
лагаем по крайней мере, что р в (5.3) конечны, выпуклы вниз 
по X; и полунепрерывны по х;. Этих условий достаточно для та- 
кого сведения. Прокомментируем сначала возможности исполь- 
зования основных процессов (5.32), (5.53) для решения получаю- 
щихся вариационных неравенств. Рассмотрим отдельно два слу- 
чая. 

1. Задача о седловой точке. Случай n=2, fo=—/, (в 5.3) изу- 
чен наиболее полно. Игра (5.3) в этом случае называется анта- 
гонистической, точка равновесия игры совпадает с седловой точ- 
кой (функционала |). Для антагонистической игры оператор 
(5.7) или максимально монотонен (если его рассматривать не 
только на Q), или если р дополнительно к нашему предположе- 
нию непрерывно дифференцируемы в @, монотонен и хеминепре- 
рывен в Q (в этом случае Ox,, Ox заменяются соответствующими 
частными производными в точке хе) [90]. Ясно, что к этой за- 
даче полностью применима теория построения итеративных алго- 
ритмов, развитая в предыдущей главе. 
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Частные виды процесса (5.32) (с e,==0) для отыскания сед- 
ловых точек рассматривались и раньше. Однако при этом пред- 
полагалась сильная монотонность и дифференцируемость F [58, 
61]. В частности, рассмотренные ранее процессы такого вида не 
годились для решения матричных игр. Напомним, что для таких 
игр функционал |1 имеет вид |= (AX, х2), A — некоторая матри- 
ца, а скобки означают евклидово скалярное произведение. Опе- 
ратор F для такой игры имеет вид 

Е (x) ={АТхо, —Аж!} 

(АТ — матрица, транспонированная к 4). Такой оператор моно- 
тонен, но ни при какой матрице А не может удовлетворять усло- 
вию (5.12) (проверьте). Процесс (5.32) в этом случае применим, 
например, в условиях теоремы 5.2. 

Таким образом, процесс (5.32) расширяет возможности прос- 
того градиентного метода решения игр и, кроме того, позволяет 
решить задачу построения РА для соответствующего отображе- 
НИЯ. 

2. Общая задача о точке равновесия. В случае п>2 (или 
р==—Р при n=2) оператор F (5.7) априори уже не обладает мо- 
HOTOHHOCTbIO и тем более максимальной монотонностью. При 
конструировании методов «градиентного типа» для нахождения 
точки равновесия такая монотонность обычно предполагается. Ра- 
нее рассматривался только случай непрерывного оператора, удов- 
летворяющего некоторым дополнительным условиям гладкости 
(типа условия Липшица) и, конечно, условиям сильной монотон- 
ности. Наши теоремы позволяют построить процессы решения игр 
при отказе от требования сильной монотонности F (и даже час- 
тично гладкости) и РА для отображений, связанных с соответ- 
ствующими вариационными неравенствами. 

Конкретные расчетные формулы, соответствующие, например, 
схеме (5.32) или (5.53), выписываются без каких-либо затрудне- 
ний. В качестве базовых итеративных методов, разумеется, можно 
использовать и различные специфические итерационные методы, 
разработанные специально для нахождения точек равновесия. 
Итеративная регуляризация стандартным образом ослабляет ус- 
ловия сходимости в таких процессах. 

Наиболее известным итеративным процессом нахождения то- 
чек равновесия в играх является процесс Брауна и его обобще- 
ния [28]. Рассмотрим его итеративную регуляризацию. Простран- 
ства стратегий считаем гильбертовыми. Сделаем следующие пред- 
положения: 

Ф(х, х) =0, хеО, (6.28) 

где Ф — функционал, определенный формулой (5.5); все р диф- 
ференцируемы по Гато по всем аргументам и 

Iti (2) ISL, 27EQ;, i, ]=1, п; (6.29) 
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функционал (5.5) предположим сильно выпуклым по W и сильно 
вогнутым по х с постоянной сильной выпуклости с, т. е. 

(Dy’ (и!) —Pw’ (We), ии) SC||W;— >|, 
(6.30) 

(—®, (X;) —(—®x" (X2)), мхи хор. 

Базовый итеративный процесс определим следующим образом 
[28]: 

291 =(l—a) 2 +a, 20, (6.31) 

(/) (/) =argminf, (21,...,2ь,... 2), OS al. 
*,EQp 

zip 

Воспользуемся следующим результатом о сходимости базового 
метода (6.31) [19, 15]. 

Лемма 6.3. Пусть выполнены предположения (6.28) — (6.30) 
и 

— c2 

О а= i? Le’ (6.32) 

Vey = 00 (<< Г). 

==] 

Тогда существует единственная точка равновесия игры (5.3) и 
справедлива оценка 

и (т) > (1+ |— + 
\ Cc 

) a) и (xB), (6.33) 

где u(x) = —minOD(a, x). 
@ 

Из оценки (6.33) следует сходимость u(x) к 0 при i-oo и 
сильная сходимость к точке равновесия х* всего процесса (6.31), 
так Kak и(х)=0 только, когда х=х*, а в силу оценок (6.30) 
справедливо соотношение 

lix—x"|? <u (x) Ух а 0, (6.34) 
С 

и(х) — функция Ляпунова базового процесса (6.31). 
Итеративная регуляризация процесса (6.31) состоит в исполь- 

зовании при вычислении Х, на каждом шаге процесса вместо 
функционала fy преобразованного функционала fr,e,: 

Рене, == te—€x (ps Xp) + “ У, (X;, Xi). (6.35) 
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Теорема 6.4. Пусть выполнены условия (6.28) — (6.30), при- 
чем в (6.30), вообще говоря, с=0, но множество точек равновесия 

не пусто. Кроме того, 

diam @ < со, (6.36) 

lim €, = 0. 

gee 49 ite) д], (6.37) 
8; 

те? = 0, lim | #2. | — 0, 
t i+oa et fond | 

Тогда итерации (6.31) с f,=fre, сходятся к минимальной по нор- 

ме точке равновесия игры (5.3). 
Доказательство этой теоремы также проводится по об- 

щей схеме предыдущей главы. Функцию Ляпунова базового ме- 
тода мы ввели выше. Имеем в силу (6.33) 

Ci ё; | 
и (201, в:1) > [Ia +4 (et =) “| и (2), в;) + 

+ fu (ze), в) — и (270, в) |, 20 =(20,...,29). (6.38) 

Это неравенство — детализация неравенства (5.28). 
Оценка |u(2+), 4) —и (2+0, в;)| проводится аналогично 

оценке подобной же величины в теореме 6.2. Имеем 

ju (2+0, в: 1)— и (2+, =)| =0 6; — +1 (6.39) 
8; 

При получении оценки (6.39) используется, как и в теореме 6.2, 
ограниченность ||2¢+)]| в силу ограниченности области Q. 

Подставляя (6.39) в (6.38), получим неравенство типа (5.30). 
Из него с использованием условий (6.37) теоремы следует (так 
как в/в: =1-+0 (8:3) 

lim и (2), ;) — 0 

E, +0 8; 
9 

т. е. в силу (6.34 ) имеем стабилизацию траектории точек 2"), вы- 
рабатываемую методом, к траектории точек x, Для завершения 

доказательства нужно сослаться на лемму 5.6. 
Заметим, что в случае, когда в условиях (6.30) величина с=0, 

основной метод (6.31) при наших предположениях (бесконечно- 
мерность области Q и ее ограниченность), вообще говоря, не реа- 
лизуем. В настоящее время сходимость основного процесса (6.31) 
в случае с=0 исследована в предположении ограниченности об- 
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ласти О только в конечномерном случае. При этом доказательст- 
во основано на весьма сложной технике [28]. 

В качестве другого примера специфически «игрового» процесса 
рассмотрим итеративную регуляризацию метода нахождения 
точки равновесия в игре п лиц, предложенного Бенсусаном, Ли- 
онсом, Темамом [29] (для краткости назовем его методом БЛТ). 
Предположим, что в игре (5.3) функционалы /; дифференцируемы 
по х; и их производные удовлетворяют условиям ИЛипшица, а 
также что оператор (5.7) монотонен и игра (5.3) имеет непустое 
множество точек равновесия. 

Если оператор игры (5.7) сильно монотонен, то базовый ите- 
ративный метод БЛТ нахождения единственной точки равновесия 
следующий. Пусть 2@)= (2z,, ..., 2„®) уже определено, тогда 
1-я компонента элемента 2+1) находится из решения задачи мини- 
мизации вида 

(R+1) : (R) (R) (R) 2} ° =argmin(t,f; (21, ...,Wj,.--,2n ) +(W;—2i)’), (6.40) 
и, EQ; 

Te — Параметр, зависящий от постоянной сильной MOHOTOHHOCTH. 
Итеративная регуляризация метода БЛТ имеет вид 

(k-+41) р (Е) (R) Ee ny? zi =argmin|t, {f;(2i,.--,@;,...,2 — ©: 
ГЕО, [me (7 ! yr i) + (6.41) 

+ (0,2) | | 

Исследуем ее сходимость, опираясь на результаты, изложен- 
ные в [29]. Для исследования сходимости метода (6.40) (базо- 
вого) в этой работе используется простейшая функция Ляпунова: 
u(x, в») = [х—х., |. Следовательно, 

и (2*®), ,). 

Er — 8+1 

Ek 

1% (2+), e114) —u (2, &,)| =O ( 

Из результатов [29] непосредственно следует оценка 

| 
и (z+), в,) > 

И! 2p? (n—1) ve + egte 

Постоянная и зависит от постоянных МЛипшица производных 

функционалов f;, i=l, п. Если tg записать, например, в виде 
те= 84/4? (п 1), то (для достаточно малых Ex) 

2 
1 Ep 

<1— . 
Уре ори < За 
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Окончательно для Up=u(2), e,) получается разностное Hepa- 
венство типа (5.30): 

Согласно лемме 4.5 для сходимости ик к 0 (а следовательно, 
в данном случае для сходимости итеративной регуляризации ме- 
тода БЛТ) достаточно выполнения следующих условий: 

‘ 2 
Е 

1 <| | — R O fk — 8+1 

ыы < | sae) (| Ep 

[ee] 

lime,=0, }. e2=0, 
К-= Е 20 

(6.42) 
lim | |0. 
k->00 Ey 

Этим условиям удовлетворяет, например, последовательность 
=. = 1/К1/4. Таким образом, доказана 

Теорема 6.5. При выполнении условий (6.29), (6.30) хотя 
бы с с=0 и условий (6.42) метод (6.41) сильно сходится к точке 
равновесия игры, обладающей минимальной нормой. 

При решении игр и вообще систем вариационных неравенств 
можно использовать и другие базовые методы, модифицируя их 
с использованием принципа итеративной регуляризации. Общая 
идеология таких исследований аналогична описанной выше [15, 
18].



Глава VII 

Применение PA 
для решения прикладных задач 

В предыдущих главах были предложены и обоснованы методы 
решения широкого класса некорректных задач. Созданные на их 
основе численные методы могут быть с успехом использованы 
в математическом моделировании |52, 79]. В этой главе мы ос- 
тановимся лишь на некоторых примерах, характеризующих воз- 
можности описанного математического аппарата. 

$ 1. Корректность задач реконструктивной обработки 
фото- и телеизображений 

Совершенствование ЭВМ, появление внешних устройств © разви- 
той графикой позволили по-новому поставить и решить целый 
ряд задач обработки изображений. Го сути дела, все задачи об- 
работки изображений можно свести к решению операторных урав- 
нений вида 

Az=u, zeEZ, ие, 

где Z, U — функциональные пространства, а A — оператор, дей- 
ствующий из ZB (0. 

В отдельную группу выносятся задачи предварительной обра- 
ботки изображений. К этой группе можно отнести задачи измене- 
ния контрастности снимка, устранение царапин и т. п. 

Более сложные задачи приходится решать при реконструкции 
изображений, где связь между 2 и и осуществляется оператором 
А, отличным от единичного. Сложности, возникающие при создз- 
нии алгоритмов решения задач реконструкции изображений, 
в первую очередь связаны с некорректностью этих задач. K за- 
дачам реконструкции изображений относятся проблемы восста- 
новления дефокусированных и смазанных изображений, задачи 
томографии и т. п. 

Большое значение для разработки систем искусственного зре- 
ния, создания автоматизированных систем диагностики, обнару- 
жения дефектов имеет разработка алгоритмов распознавания об- 
разов. 

В простейшей модели бинарное изображение сравнивается 
с бинарным эталоном (А — единичный оператор либо операгор 
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сдвига или поворота). В рамках подобных постановок задача 
идентификации корректна и алгоритмы ее решения хорошо иссле- 
дованы. Пример такой задачи — задача автоматизированного 
поиска дефектов планарных структур в изделиях электроники 
(фотошаблоны, слои печатных плат и т. п.). Основные трудности 
в решении этих задач связаны с необходимостью разработки ал- 
горитмов распознавания, допускающих высокую степень распа- 
раллеливания, так как объем обрабатываемой информации на 
современном фотошаблоне, например, достигает ~1 Гбт. 

Понятно, что подобные простейшие модели не охватывают 
всех задач распознавания образов. Увеличение числа градаций 
интенсивности на идентифицируемом изображении делает задачу 
распознавания образов некорректной. Следующие параграфы этой 
главы посвящены проблемам создания эффективных алгоритмов 
решения некорректных задач реконструктивной обработки изобра- 
жений [105, 107, 118]. 

$ 2. Математические проблемы реконструктивной 
обработки фото- и телеизображений 

1. Задачи реконструктивной обработки смазанных изображений. 
Обозначим 2’(Е, n’) интенсивность исходного изображения в точ- 
ке (Е, yn’) плоскости &=—й. В приближении геометрической 
оптики считаем, что оптическая система ® создает действитель- 
ное изображение плоскости C=—/, в плоскости &=р. В качестве 
примера такой системы может быть рассмотрена линза Л с фо- 
кусным расстоянием {| (рис. 3). Тогда 1/f=1/f;+1/fo, причем рас- 
пределение интенсивности изображения в плоскости &={ имеет 

f | вид 2(5, 1) =2'(§’, п’), где = = 1. Таким обра- 
2 2 

зом, изображение в плоскости 
Е =р с точностью до изменения Sp 
масштаба совпадает с исходным ` 
изображением в плоскости АЛ 

6=—й. f # 
Простейшая постановка зада- = 7; —_ Poe 

чи линейного смазывания предпо- | 2 
лагает, что в течение времени экс- 1 * 
понирования либо объект, либо 
система регистрации линейно дви- 
галась вдоль какого-либо нап- 
равления. Для простоты предполагаем направление известным и 
совпадающим с осью OF, 

Полагаем, что интенсивность D(x, у) в точке (xX, у) плоскости 
C=f2 пропорциональна величине [106] 

Рис. 3 

т 

[ z(x+ ot, y) dt, 
0 
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[4 

где o()=\o@de, т — величина времени экспонирования, а 
0 

u(t) — скорость перемещения объекта в плоскости =, вообще 
говоря, зависящая от времени. 

На самом деле регистрируемой величиной является: потемне- 
ние P(x, у), зависимость которого от D(x, у) нелинейна. Однако, 
зная характеристики пленки, всегда можно перейти от P(x, и) 
к D(x, у), которую считаем в дальнейшем регистрируемой велн- 
чиной. Предполагая, что скорость u(t) >0, получаем [53, 106] 

x+-o(?) 

Dix,yy=k \ 2G yKE—x) dz, (7.1) 

где 

| 
К §—x) = ‚ 

(С ) u(t) |f=t*(€—x) 

[* (x) — решение уравнения w(t) =x. 
Не ограничивая общности, считаем коэффициент Ё равным 1. 

Таким образом, мы переходим к уравнению 

x-+w(T) 

Dix, y= \ 2$ yKE—x) a, (7.2) 
x 

представляющему собой множество одномерных интегральных 
уравнений первого рода типа свертки. 

В результате пришли к операторному уравнению 

Аг(Е, у) =Р(х, у), (7.3) 

где 2(&, у), D(x, у) — элементы некоторых функциональных 
пространств, а А — оператор, вид которого определен формулой 
(7.2). По приближению заданной функции D(x, у) требуется вос- 
становить исходное изображение 2 (Е, 1). 

Если u(t) =const=vo, то получается однопараметрическое се- 
мейство уравнений 

хо 

Az& N= | 2(, 1) КЕ 4 (7.4) 
x 

где K(t)=const. Параметр vo задан или является искомым пара- 
метром. Уравнения (7.2)— (7.4) представляют собой операторные 
уравнения Фредгольма первого рода. Естественно в качестве У 
выбирать пространство Lye, а пространство Z полагать либо Lo, 
либо №.! в зависимости от априорной информации об искомом 
решении задачи. При каждом фиксированном Ug (7.4) — одно- 
мерное линейное интегральное уравнение. При фиксированном Vo 
применима стандартная техника решения линейных интегральных 
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Рис. 4. Модельная задача. Реконструкция смазанного изображения. Правый 
верхний угол — исходное изображение, правый нижний угол — восстановлен- 

ное изображение, левый верхний угол — правая часть уравнения (7.4) 

уравнений, основанная на использовании, например, функционала 
Тихонова М“[2]. Параметр а можно выбирать по невязке (см. 
гл. III). На рис. 4 приведен результат решения модельной задачи 
(при известном параметре Uo). 

Для решения задачи при фиксированном Vp можно применять 
и итерационные регуляризирующие алгоритмы (см. гл. [У), Ha- 
пример метод простой итерации (4.22) с выбором правила оста- 
нова n=n(65) согласно (4.25) или принципу невязки. Выбор пара- 
метра n=1(6) по такому правилу останова делает алгоритм регу- 
ляризирующим. Если параметр п выбран неверно, то полученное 
«приближенное» решение может кардинально отличаться от иско- 
мого решения. Этот случай иллюстрируется решением модельной 
задачи на рис. 5. Здесь сделано неоправданно много итераций. 
Аналогично сказывается некорректность задачи и в схеме с ис- 
пользованием функционала Тихонова, если а неоправданно мало. 

Важное значение имеет проблема определения неизвестного 
параметра задачи Uo. Использование в схеме Тихонова, а также 
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Рис. 5. Модельная задача. Реконструкция смазанного изображения. Правый 
верхний угол — приближенное решение задачи (7.4) с неверно выбранным па- 

раметром регуляризации 

для вычисления операторов Аи A* в итерационном процессе 
(4.22) быстрого преобразования Фурье делает возможным реше- 
ние задачи (7.4) при фиксированном параметре Vy за несколько 
секунд. При такой скорости обработки параметр Uo можно выби- 
рать, проводя визуальную оценку решения. Использование допол- 
нительной информации, например такой, как бинарность иско- 
мого решения, позволяет при определенных предположениях реа- 
лизовать автоматизированный выбор параметра Vo. 

На рис. 6 приведен фрагмент обработки реального снимка 
(в центре кадра), полученного фотоаппаратом «Зенит ТТЛ» на 
стандартной пленке при движении исходного изображения (пара- 
метр Uo был неизвестен). Остальная часть кадра — смазанное 
изображение. 

2. Задачи реконструкции дефокусированных изображений. 
Пусть исходное изображение расположено в плоскости &=—}. 
Оптическая система апертуры а расположена в начале координат 
и имеет фокусное расстояние } (рис. 7). 
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Изображение регистрируется Ha фоточувствительном матери- 
але в плоскости &=р-А, где fe связано с р и f соотношением 
11= 1/4 + ИР. В простейшей модели геометрической оптики каж- 
дая точка изображения 2(Е’, 7’) 
отображается на фотослой, при 
котором изображение каждой точки 
представляет собой круг радиусом 
р=аА/Р с центром в точке 

№» + А . ’ А 
—_, —yY ——— }, — Е" 

hy hi 

Рис. 6. Реконструкция смазанного изобра- 
жения. Реальный эксперимент. В центре 
кадра — фрагмент восстановленного изо- 
бражения на фоне смазанного изображе- 

НИЯ 

Если отвлечься от искажений геометрического характера (растя- 
жение или сжатие изображения), то связь между исходным изоб- 
ражением 2(& п) и регистрируемым D(x, у) можно записать в 
виде 

D(x, у) =Л2(В, м) Кь(х— Е, y—n) АЕам, (7.5) 

3 

| 
A cA ; 

1 {| п \ 
=- f [4 т | St 

\ f=-f р №. 

b=f || | > 

tafe AC 

Puc. 7 Puc. 8 

где 

0, если ии? > р?, 

Ко (и, v) = 
о (м, 0) a если w+u? < 02. 

лр? 

Последнее уравнение — уравнение Фредгольма первого рода от 
разности аргументов. 
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Puc. 9. Модельная задача. Реконструкция дефокусированного изображения. 
Правый верхний кадр — истинное изображение, правый нижний кадр — во- 
становленное изображение, левый верхний кадр — правая часть уравнения 

7 

Более сложная ситуация имеет место, когда регистрируемое 
изображение расположено в плоскости, не параллельной плос- 
кости фотопленки. При этом, как видно из рис. 8, уравнение, свя- 
зывающее 2 (ЕЁ, ч) и D(x, и), не будет, вообще говоря, уравнением 
от разности аргументов. В общем случае его можно записать как 

D(x, у) =ПК(х, у, Е п)2( n)d&dn=Az. (7.6 

Ядро уравнения (7.6) зависит от расположения плоскости ре- 
гистрации и достаточно просто выписывается [106]. Учитывая спе- 

цифику оператора А (по одной из переменных в определенной 

системе координат оператор А зависит от разности аргументов), 

можно эффективно вычислять значения оператора A, что дает 

возможность строить различные регуляризирующие алгоритмы 

решения задач (7.5), (7.6). 
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Рис. 10. Модельная задача. Реконструкция дефокусированного изображения. 
Правый верхний угол — исходное изображение, правый нижний угол — вос- 
становленное изображение, левый верхний угол — дефокусированное изобра- 

жение 

На рис. 9 приведены результаты решения модельной задачи 
уравнение (7.5)) для известного параметра дефокусировки р. 

Результат получен с применением стандартной схемы Тихонова 
при условии (==. с выбором параметра а по невязке. 

Для решения задачи (7.5) можно также применять различные 
итерационные методы. Так как (7.5) — уравнения типа свертки, 
то их применение также очень эффективно в вычислительном пла- 
не (см. § 3 этой главы). 

На рис. 11 приведен фрагмент обработки реального изображе- 
ния, снятого неверно наведенным на резкость фотоаппаратом 
«Зенит ТТЛ». Параметр дефокусировки р был неизвестен и оп- 
ределялся простым перебором с визуальным контролем изобра- 
жения. Для восстановления использовалась схема Тихонова. 
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Рис. 11. Реконструкция дефокусированного изображения. Реальный экспери- 
мент. Левый нижний угол — фрагмент дефокусированного изображения — 
правой части уравнения (7.5), остальная часть кадра — реконструированное 

изображение 

Используя информацию о бинарности искомого изображения 
(например, текстов), можно разрабатывать автоматизированные 
системы реконструктивной обработки смазанных и дефокусиро- 
ванных изображений. 

Задачи реконструкции дефокусированных снимков и телеизоб- 
ражений тесно связаны с задачами реконструктивной томографии. 
Проиллюстрируем это на примере задач диагностики слоистых 
объектов. Такого типа объекты типичны для изделий электроники 
и микроэлектроники (микросхемы, печатные многослойные платы). 
Создание эффективных методов контроля для таких изделий — 
задача, без решения которой невозможен дальнейший прогресс 
в этой области. 

Считаем, что объект состоит из двух параллельных плоскостей, 
каждая из которых характеризуется своим изображением 
ф:(х, и), 1=1, 2. Схема наблюдения состоит в следующем: при 
окусировке оптической системы на первый слой (рис. 12, а 
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фиксируется изображение первого слоя с наложением на него де- 
фокусированного изображения второго слоя; при фокусировке па 
второй слой (рис. 12, 6) фиксируется изображение второго слоя 

Рис. 12. а) Оптическая система сфокусирована на слой Ay, плоскость регистра- 
ции — В,; 6) оптическая система сфокусирована на слой А», плоскость реги- 

страции — Be 

с наложением на Hero дефокусированного первого слоя. Требует- 
ся восстановить Фу, Qo. В рамках приближения, аналогичного 
(7.5), в отсутствии поглощения слоев получим 

фа (x, y) + \ К (x—&, y—N) 92 (Е, п) d&dn = и (x, 9), 

(7.7) 
Фа (x, ¥) + [| K (x—§ y—n) 9, & п) = (x, 9), 

где 

1 

К (и, v) = ла? 

0, wtv?> а?. 

Исследуем свойства системы (7.7). Рассмотрим следующую за- 
дачу. Даны ш, изеЁ›2(—с0, со). Требуется определить 1, QoS 

= (—с<0, со), удовлетворяющие системе (7.7). Пусть i, ue, Qi, 

@2 — двумерные преобразования Фурье функций wy, Uo, Ф<1, G2 CO- 

ответственно. Тогда 

о a’, 

ф!: (1, 02) + К (1, 02) фа (1, 02) =; (01, We), 
_ _ (7.8 

ф2 (®1, 02) + К (фр, We) M1 (®1, M2) =й2(®1, we), 
ИЛИ 

Q (4, ©.) $ (4, в) = (@,, ©), (7.9) 

где ф, и — векторы с компонентами фи, Qo, Wj, Up соответственно, 
а Q — матрица системы (7.8). 

Нетрудно проверить следующее утверждение; det Q(@1, 2) 
равен нулю 8 единственной точке W,;=W2=0. Заметим, что 
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det Q(w1, 2) —>1 при ®!?-+ 27—00. Для существования решения 
Qi, ф2ЕД. системы (7.7) необходимо и достаточно, чтобы компо- 

— 

—| ~ > 
ненты Q™ (6, @,) и принадлежали [5(— 0, со); при этом ф опре- 
деляется формулой 

ф=Р-'9—1Ри, (7.10) 

где ЕЁ, ЕК! — операторы прямого и обратного двумерного пре- 
образования Фурье соответственно, Q-!=Q-!(w@1, we) — матрица, 
совпадающая с обратной матрицей Q-!(w1, we) для всех wi, 2, 
кроме точки 1 =02=0. 

Пусть вместо ц1, из известны их приближения: 

uyS=Uy+&;, =, Е [2 (— 00, со} 

186, |216. 

Нетрудно убедиться, что алгоритм (7.10) не является устойчивым 
к ошибкам во входных данных. Для получения устойчивых при- 
ближений можно воспользоваться известной схемой регуляриза- 
ции Тихонова g.=F-!(Q*Q+aF)—'Fu, где Q* — эрмитово сопря- 
женная с Q матрица, @ — параметр регуляризации, согласован- 
ный С 6. 

Результаты легко переносятся на случай многослойной схемы, 
состоящей из М тонких слоев, a также на случай слоистой схемы 
из М тонких слоев с однородным заполнением ит. п. 

Проведенные расчеты модельных задач показывают высокую 
эффективность методов регуляризации в задачах реконструктив- 
ной обработки изображений слоистых сред [107, 108]. 

$ 3. Псевдоитерационные РА для решения задач 
реконструктивной обработки смазанкых 
м дефокусированных изображений 

В рассмотренных выше задачах ($ 1, 2) типичным уравнением, 
описывающим связь искомого изображения 2 и наблюдаемого HN, 
является уравнение типа свертки (7.2), (7.4). Если для построения 
регуляризирующего алгоритма использовать линейные итераци- 
онные схемы, то возникает заманчивая возможность сразу выпи- 
сать (а не последовательно) любую итерацию! Подобные алго- 
ритмы мы называем исевдоитерационными РА. Ясно, что они об- 
ладают целым рядом преимуществ (высокая скорость, уменьше- 
ние ошибок накопления ит. п.). 

Изложим более подробно эту идею на примере одномерного 
интегрального уравнения типа свертки: 

Аг = | K (x—s)z(s)ds=u(x), —o<x<oo. (7.11) 
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Пусть входящие в уравнение функции удовлетворяют TpeboBa- 
ниям 

К (у) ЕГ (—©0, со) [2 (—с0, со), u(x) ЕЁ (—09, оо), 
2 (5) Е! (— со, со). 

Оператор А — непрерывный оператор из W,! в Ly. Пусть, как 
обычно, некоторой функции (xX) соответствует единственное ре- 
шение уравнения (7.11) — функция 2(5) Е .!, причем известна 
не сама функция u(x), а заданная с известной погрешностью 
функция из (х): 

|| ¢s—i|| v<6. 

Нас интересуют PA на основе линейных итерационных мето- 
дов. Рассмотрим некоторый К-шаговый линейный итерационный 
метод решения уравнения (7.11) с точными данными: 

Ри =2и-Н [и (2и-ьы, ... Zn, и), N=R—1, Е, R4+1,..., (7.12) 

обладающий тем свойством, что при определенном выборе на- 
чального приближения 2(5), 21(5), ..., Ze-1(S) порождаемая им 
последовательность Zp сходится: 

lim z,=2z. (7.13) 
Пс 

Пусть функция |„ представляет собой линейную комбинацию 
интегральных операторов типа свертки. Если правая часть задачи 
(7.11) задана с погрешностью 6, то предельное соотношение 
(7.13), вообще говоря, не имеет места. Однако приближен- 
ное решение (7.11) можно получить методом (7.12), если допол- 
нить его соответствующим правилом останова n=n(6). Как из- 
вестно, для согласования числа итераций п с погрешностью вход- 
ных данных 6 можно применять априорный выбор момента оста- 
новки, например, из соотношения 1(6)=1/б, или обобщенный 
принцип невязки (ОПН). Оба этих способа гарантируют сходи- 
мость полученных значений 25) к решению 2 при 6—0 в прост- 
ранстве W,!, а это согласно теореме вложения С. Л. Соболева 
[67] обеспечивает на любом конечном отрезке равномерную схо- 
ДИМОСТЬ. 

Таким образом, для получения приближенного решения необ- 
ходимо проделать следующие операции: 

1) выбрать начальное приближение 25($), 21($), ..., 2.-1($) = 
=.'; 

2) найти п (8); 
3) по рекуррентному соотношению (7.12) вычислить последо- 

вательно 
ФЕ, ЕН, eee 2и{5). 

Если погрешность входных данных мала, число п(6) оказыва- 
ется довольно большим и прямое вычисление 2„) может потребо- 
вать больших затрат машинного времени. К тому же из-за накоп- 
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ления погрешности округления теряется точность вычислений. Ис- 
пользуя специфический вид уравнений типа свертки, можно при 
решении уравнения (7.11) находить Z, значительно более эко- 
номным способом. 

Идея новой серии алгоритмов очень проста. К рекуррентному 
соотношению (7.12) применим преобразование Фурье. Получим 
равенство 

Znt1(0) =Zn(@) 7 (21-м, ..., Zn, iL). (7.14) 

Рассмотрим (7.14) Kak pa3HOCTHOe уравнение относительно #„(5), 
дополнив его начальными условиями: 

26) = | 2, ($) 2-8 ds, [=0,1,...,2—1. 
a OS 

Для большинства стационарных и некоторых нестационарных 
линейных итерационных методов решение уравнения (7.14) с ука- 
занными начальными условиями можно представить в виде 

2" (©) =F (n, 0), Zo, ...у Zk-1; it), 

причем Ё явно выписывается. 
При априорном выборе момента останова для получения при- 

ближенного решения (7.11) остается лишь применить обратное 
преобразование Фурье к решению (7.14), взятому при п=п (8): 

со 

2n(6) ($) = = | Е(п (8), 2... 2. ве“ da. (7.15) 

Для выбора n(6) согласно обобщенному принципу невязки 
обычно сначала вычисляют 2,„(®) при N=N, Из, Из. Вычислив за- 
тем невязки, соответствующие найденным Z,, (©), с помощью 

квадратичной интерполяции находят приближенное значение 
n=n(6). После этого приближенное решение (7.11) вычисляется 
по формуле (7.15). Таким образом, алгоритмы вида (7.15) поз- 
воляют находить Zs) сразу, фактически не проводя итерационного 
процесса, что дает основания назвать эти алгоритмы псевдоитера- 
ЦИОННЫМИ. 

В качестве примеров линейных алгоритмов (7.12), на основе 
которых возможно построение псевдоитерационных алгоритмов, 
рассмотрим явный и неявный методы простой итерации: 

Zn+1=2n—pA* (А2„— и), 2 Wo, 

2 0 —— 7.16 ЗА: (7.16) 

2+: =2„—ВА* (А2,--1— и), 22 Wo), (7.17) 
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а также один нестационарвзый трехслойный метод [81]: 

ent =2„-— 9/1 * (Аг,—и) + Bn(2n—2n-1) , (7.13) 

ое И ИО, 1... 
. 4 

2n — | 
= as | — 1, 2, ee 9 =— 0. 

Ри 2n+ 3 Bo 

Здесь мы считаем 

|Al]<1. 

Решение соответствующего разностного уравнения (7.14) для 
метода (7.16) имеет вид 

(1—p2 К (@) 27% (ЕЯ при К (о) 20, 
Zn (0) = _ K (©) ~ 

Z, (©) при К (©) =0, 

(7.19) 

где 

Q=—_., 
1+? 

Используя последнее соотношение, приняв 2(5) =0 и меняя поря- 
док интегрирования в (7.15), решение (7.11) методом (7.16) 
можно представить в виде интеграла 

с 

Zn(s)(8)= \ Вне (8—4) u(x) de, (7.20) 
—с 

где ядро обращения 

R,()= > | Q,, (©) eb do, (7.21) 
д 

1 — (1 — p@ |K (@) |)" = 

Qn (©) — | К (c) при К (6) 5Е 0, (7.22) 

0 при К (©) =0. 

Аналогично для неявного метода простой итерации (7.17) 

2о (62) 0-0 ©) Ко о 

2, (в) =} (+89 1K @))" (0) (0), К (@) #0, 

29 (0), K(o)=0, (7.23) 
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следовательно, при 2o==0 справедливы (7.20), (7.21) с 

Е 1-Е ВОК (6) 2)" © 0 
Q, (6) = _ Ke ‚К (6) 55, (7.24) 

0, К(@®)=0. 

А для метода (7.16) 

Qn (6) — 

ОЗОН У! — Ко. }} wl Ke 
_ ( sor (cosne + Rey Sinn |} (К (oy, K (0) #0, 

0, К (w) = 0. (7.25) 

Все сказанное выше о решении одномерного интегрального 
уравнения типа свертки (7.11) без труда переносится на двумер- 
ный случай. 

Рассмотрим уравнение 

Аг = {{K@—s, y—t)z(s, t) dsdt = и (x, и), (7.26) 
В? 

—ю<х<®, —ю<у< о, 

где К (Е, п) ЕЁ. ПГ», u(x, у)ЕГ» z(s, t)eWo?, т.е. А: Wo?—>Lo. 
Считаем, что точной правой части u(x, у) уравнения (7.26) соот- 
ветствует единственное решение 2(5, t)=—W.?. Как и ранее, правая 
часть задана с погрешностью 6>0. 

Для решения этой задачи применимы все описанные выше ал- 
горитмы, где формулы (7.20), (7.21) принимают вид 

nib) (8, t) = ЦВ, (S—x, ty) to (x, 9) dxdy, (7.27) 
R2 

— (j Q,, (о, в») e+ den, ds, (7.28) 
R2 

В, (Е, n)= i 

a в формулах (7.23)—(7.25) w=(@1, @2), Q= [1+ (12+ 02)2]-". 
При правильном выборе момента остановки n(6) построенные 
алгоритмы обеспечивают сходимость приближенного решения 2%) 
к точному # при 6-0 в пространстве W 2’, откуда следует равно- 
мерная сходимость на любом компакте в В?. Для эффективной 
практической реализации методов (7.19)— (7.25) используется 
алгоритм быстрого преобразования Фурье [104]. 

Заметим, что построенные выше псевдоитерационные алгорит- 
мы (7.19) —(7.25) предназначены для быстрого получения при- 
ближенных решений задач (7.11), (7.26) в пространствах №2! и 
М>? соответственно. После подстановки в них @=| те же форму- 
лы позволяют быстро вычислять приближения к решениям ука- 
занных задач в метрике Lo. 
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Рассмотренные выше псевдоитерационные регуляризирующие 
алгоритмы имеют ряд преимуществ. Однако они не дают воз- 
можности использовать априорную информацию о принадлежнос- 
ти точного решения 2 задачи выпуклому замкнутому множеству 
О<[>. Дело в том, что после введения операции проектирования 
нельзя применить теорему о свертке. Подобная информация ха- 
рактерна для широкого класса задач обработки изображений, 
причем Q — множество неотрицательных функций пространства 
Lo, равных нулю на определенном множестве McCR?. Возмож- 
ность использовать такую информацию представляет, например, 
метод простой итерации с проектированием на каждом шаге на 
множество Q (процесс (6.1)): 

1 
l+d(i+nye 

Ро (2, —А* (Az, —u)), Ent1 = 

(7.29) 
О<а<—, 0<p<l, d>0. 

|A*Al| 

Этот метод гарантирует сильную сходимость Z, к 2 при реше- 
нии задачи с точными данными. Если же входные данные изве- 
стны лишь приближенно, метод (7.29) дополняется правилом ос- 
танова типа (6.10), например, 

п(5) = [41/2/6] . (7.30) 
При малых 6 значение п(б) может быть велико, и реализация 
алгоритма (7.29), (7.30) потребует больших затрат машинного 
времени. Присутствие в (7.29) оператора проектирования не дает 
возможности построить на основе этого метода псевдоитерацион- 
ный алгоритм. Вместе с тем для решения уравнений типа свертки 
(7.11), (7.26) можно предложить эффективные методы, использу- 
ющие априорную информацию о решении и работающие значи- 
тельно быстрее, чем (7.29), (7.30). 

Нетрудно показать, что проектирование на множество @ и 

умножение на можно осуществлять не на каждом 
1--а(1-- п)-Р 

шаге, а через Е шагов, причем переход от 2 к 2т-+ь совершается 
сразу с помощью построенного выше псевдоитерационного алго- 
ритма (7.19). 

Таким образом, мы приходим к следующей схеме: 

| 
2п--1 = 1+ d(1-+nky? Pa (B, (Zn u)), (7.31) 

где В»(х, и) — оператор перехода за Е шагов для явного метода 
простой итерации. Сходимость (7.31) при решении задачи с точ- 
ными данными легко устанавливается по схеме теоремы 6.1. Для 
задачи с приближенными данными правило останова можно вы- 
бирать в виде 

я (6) = | “ | (7.32) 
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Очевидно, вычисления по формулам (7.31), (7.32) требуют BR 
раз меньше времени, чем по формулам (7.29), (7.30). 

Заметим, что наряду с явным методом простой итерации в ал- 
горитме (7.31) можно использовать некоторые другие линейные 
итерационные методы. В частности, как показывает практика, 
хорошие результаты дает применение псевдоитерационного алго- 
ритма (7.23), построенного на основе неявного метода простой 
итерации. 

Рассмотрим примеры применения построенных алгоритмов 
в задачах реконструкции изображений. В предыдущем параграфе 
была дана постановка задач линейного смазывания и дефокуси- 
ровки. Задача линейного смазывания приводит к одномерному 
интегральному уравнению типа свертки первого рода, ядро кото- 
рого имеет локальный носитель: 

Аг= [К (x—£)z(&)dg=u(x), (7.33) 
0, |Z] >d, 

t < d. 

Для решения задачи (7.33) можно использовать любой из 
алгоритмов (7.19) — (7.25), подставляя вместо K(w) выражение 
= Sin (© 
К( о) = “ . Ha получение результата численного решения 

0) 

уравнения (7.33) методом (7.20)— (7.22) при п=100 было затра- 
чено 80 с машинного времени ЭВМ БЭСМ-6, в то время как па 
вычисление этого же значения стандартным методом (7.16) тре- 
бовалось более 6 мин. 

Особенно заметно ускорение при решении двумерных уравнений 
типа свертки. Задача восстановления дефокусированного изобра- 
жения сводится к двумерному интегральному уравнению, ядро 
которого также имеет локальный носитель: 

Az =\\ К(х— y—n) 2 п) adn =u (x, 9), (7.34) 

0, +1? >», 
К (= 1. эйр, 

пр? 

Для решения этого уравнения также применимы алгоритмы 
(7.19) — (7.25), где в качестве К(®) нужно брать 

р I, (© 
К (в, о) = 2 OP, 60° = WF + 05, 

здесь 1;(-) — функция Бесселя первого порядка. 
Получение приближенного решения задачи (7.34) методом 

(7.27), (7.28), (7.22) при п=1000 заняло лишь 140 с, а метод 
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(7.16) работал бы более 1 ч. Реализация алгоритма (7.31) также 
требует сравнительно небольших затрат времени. 

Проведенные модельные и реальные расчеты говорят о высо- 
кой эффективности предлагаемых методов (7.19)— (7.25) и (7.31) 
при решении интегральных уравнений типа свертки вида (7.11), 
(7.26). Аналогичные выражения можно получить и для некоторых 
других интегральных уравнений с ядрами специального вида при 
условии, что левые части этих уравнений переводятся в произве- 
дения интегральными преобразованиями Лапласа, Меллина и др. 
(подробнее о таких уравнениях см. в [103]). 

$ 4. Задачи реконструктивной рентгеновской 
томографии 

Реконструктивная томография в последние годы находит все бо- 
лее широкое применение в различных областях науки и техники. 
Наиболее яркие результаты методы вычислительной томографии 
дали в медицине. Первые томографы были предназначены для 
исследований головного мозга. Вслед 
за этим широкое применение они по- У 
лучили в диагностике заболеваний 
брюшной полости [112]. В настоящее 
время на серийных томографах разре- 
шение достигает долей миллиметра. 
Огромные возможности томографии 
делают чрезвычайно привлекательным 
использование специализированных 
томографов и в технической диагнос- 
тике, в частности для контроля изде- $ м 
лий микроэлектроники. Здесь томогра- \ 
фия делает лишь первые шаги, но уже WS — 
сейчас удается достичь разрешения 
— 10 мкм {105, 108]. \ 

Результатом измерения в стандарт- 
ной схеме рентгеновской томографии Puc, 18. Схема рентгеновской 
является двумерный массив данных томографии 
ГЫ 0), характеризующих интенсив- 
ность прошедшего через объект излу- 
чения для каждого угла 60 и прицельного расстояния [ (рис. 13). 

Если закон поглощения имеет стандартный вид Е = — о, 

то 

I (1, 9) = Г, exp (—\f{ f (x, y) 6 (1—х cos 8—-y sin 9) dxdy), 
G 

— © <1<- о, —7/2 <9=л/2, 

f(x, у) — искомый коэффициент поглощения плоскости сканиро- 
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вания, С — локальный носитель функции |, 6(-) — дельта-функ- 

ция. Используя обозначение р (1, 9) = — Ш ев перейдем к Ли- 
0 

нейному уравнению 

Ti= J f(x, ydl=pil, 9). (7.35) 
Lil,0) 

Уравнение (7.35) исследовано достаточно полно, существуют 
даже явные формулы для его решения [112]. Однако применение 
этих формул при приближенно заданной информации связано с 
преодолением существенных трудностей в силу некорректности 
задачи (7.35). В уравнении (7.35) будем традиционно считать, 
что оператор 7 действует из Lo(Re) в Le(Re). Оператор Т имеет 
сопряженный: 

л/2 

T*p= \ р(хсоз0-Рузше, 6) 49=и(х, y). (7.36) 
—п/2 

Можно показать, что 

TT =(/ (Ea) dan их, у. 7.37 
у“ (97 

Применяя в (7.37) преобразование Фурье, получим уравнение, 
связывающее преобразование Фурье элементов } и и, 

У — 3 f(@,, (a). (7.38) 

@; TO 

Последнее уравнение можно рассматривать как уравнение из 
Lo(E2) в Lo(E2) с оператором умножения на функцию. Обратим 

внимание читателя на то, что оператор умножения на 1/12? 2, 
очевидно, неограничен из Lo(Fo) в [:(Е2), причем неограничен- 
ным является и обратный к нему оператор. В силу унитарности 
преобразования Фурье неограничен оператор Т*Т, а, стало быть, 
и операторы Ги Т*. 

Для устойчивого решения уравнения (7.35) нужно использовать 
соответствующие регуляризирующие схемы с неограниченным опе- 
ратором. В силу простой структуры оператора Т*Т достаточно 
легко производить построение таких схем. В частности тихонов- 
ская схема аппроксимации имеет вид 

Ц (,, @2) — 

2 1 ne —#(®:х-Ро:у) 

| (х, Y= ; ( Voor + one da, dir, x 
So oo 1 +а Vo? + 2 

© < д/2 

х ( | eloutoun \ рь(х' cos 0 -- у’ 0, 0) 46 ах' dy’. (7.39) 
*° сю —< 1/2 
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Компактная запись этой формулы выглядит следующим образом: 

fa=(T*T + aE)—'T* py. (7.40) 

Остается стандартным образом согласовать параметр регуля- 
ризации а с точностю задания входной информации 6. 

В настоящее время TOMO- 
графические исследования все 
более вторгаются в медицину, 
биологию, микроэлектронику. 
Для задач микробиологии и 
микроэлектроники, где необхо- 
димо очень высокое разреше- 
ние, удается различать объек- 
ты, размеры которых состав- 

Рис. 14. Томограмма реального об- Рис. 15. Реконструированное сече- 
разца ние реального образца 

ляют десятки микрон. На рис. 14, 15 приведены проекции р (р 0) 
(исходные данные) и восстановленные изображения (две прово- 
лочки диаметром —50 мкм, помещенные в оболочке). Томограмма 
получена на томографическом комплексе, созданном на базе раст- 
рового электронного микроскопа в МГУ (кафедра электроники 
физического факультета, кафедра математической физики факуль- 
тета ВМК). 

§ 5. Рентгеновская томография. 
Случай неполного задания диапазона углов 

Для многих задач микроэлектроники не удается получить томо- 
грамму p(/, 0) (или, что то же самое, /(/, 0)) в полном диапазо- 
не углов —л/2<0<л/2. Так, например, характерные размеры 
микросхем по одной координате на несколько порядков больше, 
чем по другой. При этом реальная функция /(/, ) по 0 проме- 
ряется лишь в некотором диапазоне углов |9|<6,<л/2. В этом 
случае формулы (7.36), (7.40) неприменимы. Нетрудно убедить- 
ся в том, что задача восстановления f(x, у) по проекциям 
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р([, 0) при |6|<@9<m/2 имеет, вообще говоря, бесконечное мно- 
жество решений. 

Один из наиболее распространенных методов получения изо- 
бражения f(x, у) по данным томографических исследований — 
метод обращения по Фурье. Он основан на следующем извест- 
ном результате (подробнее см. [73]). 

Пусть [(®ь, ©2) — двумерное преобразование Фурье от 
T(x, и). Тогда 

т . — il 2 2 

f (®,, Wo) = | р (4 arctg | e Из 0 d 

Oy 
-—00 

[. (7.41) 

Формула (7.41) означает, что одномерное преобразование Фурье 
от проекции р (1, 0) по первому аргументу при фиксированном 0= 
—0* есть функция {(®1, ©2) на прямой, составляющей угол 
0* с осью Ow,. Следовательно, если р(1, 0) известно для OE 

п IU 

= |->. mal то преобразование Фурье от f(x, у) задано во 

всей плоскости и имеет место формула 

> il: 2 ae 
f (x, у) = = | et (O1x+ W2y) | | р (1 arcig | е У в: TQ dt 4: 465. 

— OO 

(7.42) 
Заметим, что формула (7.42) дает еще один алгоритм решения 
задачи при полной информации. 

Если 9=[— 6, Qo] и 0%<л/2, то преобразование Фурье от 
T(x, у) известно He на всей плоскости, а в конусе |в2| < 9% |в1|. 
Функция | (x, и) восстанавливается неоднозначно. 

Ситуация меняется, если известно, что f(x, И) имеет локаль- 
ный носитель. Пусть f(x, у) ==0 вне круга радиусом Ю. Тогда 
функции £1(01)=f(@1, M2) (2 фиксировано) и 55 (02) =Т(в1, в2) 
(©; фиксировано) являются аналитическими. Используя методы 
аналитического продолжения, зная f(W1, 02) в конусе |в2|< 
<{ 6% |®!|, можно определить f (m1, m2) на всей плоскости, и си- 
туация сводится к рассмотренной [83]. 

Покажем, как можно решить задачу аналитического продол- 
жения f (M1, We) из конуса |@e|<tg6o/w;| на всю плоскость. 
Она решается, если мы научились эффективно решать задачу 
аналитического продолжения функции P(x), известной при хе 
e(—oo, —a)U(a, <), а>0 (рис. 16). Требуется найти g(x) при 
xe=[—a, а]. Про функцию известно, что ее пребразование Фурье 
имеет локальный носитель. Обозначим Мь класс функций, преоб- 
разование Фурье которых имеет локальный носитель радиусом Ю 
(т. е. €(w) =O вне круга радиусом R). Пусть tr(w) — характери- 
стическая функция на интервале (—R, R): tr(w)=1 при !ai<R 
и tr(w)=0 при |®|>^Р. Тогда для любой функции бЕМе 
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Рис. 16. Схема аналитического 

продолжения 

8 (0) 1в (0) =8 (0), oF (—00, оо). 

Отсюда 

ere g (8) ds= g(x). 

Обозначим функцию g(x) там, где она неизвестна, 2(х), а там, 
она задана, и(х). Тогда 

ея 2(5) ds—z (x) = 
я (х 

—a 

_ sin R (x — s) 1 (s) ds— yee 5} ts (5) ds. _ 

mu (x — s) и пя (. 4.:) 



Puc. 17, a 

Соотношение (7.43) — уравнение Фредгольма второго рода, 
причем оператор 

яп А (х— $ 
= \ 2 $) ds 

п (х — $) 
-—а 

имеет норму, строго меньшую единицы (оператор А действует 
из Lo(—a, а) в [.2(—а, a)). 

ля решения уравнения (7.43) применимы стандартные ал- 
горитмы, например итерационные методы типа простой итера- 
ции. После того как найдена функция [(®1, M2) на всей плоско- 
сти Ow,@2, можно применить формулу обращения. Ясно, что если 
(x, y) имеет локальный носитель, то решение задачи единствен- 

но ввиду единственности аналитического продолжения. 
На рис. 17 приведены расчеты модельной задачи. Верхний 

правый угол на рис. 17, а — проекции р( 0) от исходного изоб- 
ражения. Левый нижний угол — модуль преобразования Фурье 
от /(x, у). Правый нижний угол — восстановленное изображение 
при полной информации. На рис. 17,6 исходное изображение 
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Puc. 17, 6 

{верхний левый угол) восстановлено по неполным данным (0o= 
=70°<n/2). В преобразовании Фурье f(a, we) вырезан конус pa- 
створом л/2—0%. В правом нижнем углу — нормальное решение 
задачи, которое получается, если дополнить f (1, Wo) нулями. 
На рис. 17, в левый нижний угол — восстановленный спектр 
Фурье 7 (®1, W2), правый нижний угол — восстановленное изобра- 
жение. 

В последнее время идеи томографии нашли широкое примене- 
ние в решении задач синтеза антенн сверхвысокого разрешения. 
Идеи построения радиолакационных станций сверхвысокого раз- 
решения (РЛС с синтезированной апертурой) были опробированы 
экспериментально еще в начале 60-х годов [75, 109]. Основная 
идея построения РЛС с синтезированной апертурой заключается 
в том, что в режиме избирательного картографирования [75] за 
время анализа изображения некоторой части поверхности Q осу- 
ществляется многократное зондирование исследуемой области 
< разных точек траектории движущегося объекта, являющегося 
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Puc. 17, в 

Рис. 17. Реконструктивная томография при неполном диапазоне углов: a) изоб- 
ражение восстановлено по полной информации (|9|<л/2); 6) изображение 
восстановлено по неполной информации (|09|<70°); восстановленное решение 
соответствует нормальному решению задачи (7.36); в) решение найдено ме- 

тодом аналитического продолжения 

носителем РЛС. Можно показать, что задача восстановления изоб- 
ражения участка поверхности @ в некотором приближении есть 
задача реконструктивной томографии в неполном диапазоне уг- 
лов [75]. 

$ 6. Томографические методы 
в инженерной сейсмике 

Томографические методы находят все более широкое применение 
в решении задач диагностики, в том числе при проектировании 
сложных инженерных сооружений. 

В связи с интенсификацией в строительстве крупных инже- 
нерно-технических сооружений значительно возросло значение 
инженерной геофизики при проведении детального исследования 
физико-механических свойств и структуры горных пород и 
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скальных оснований. Предмет исследования инженерной геофизи- 
ки составляют приповерхностные части земной коры, которые 
характеризуются сложным — строением, широким спектром 
свойств, трехмерными разномасштабными — неоднородностями, 
размеры которых связаны с неоднородностью кристаллического 
строения (от 0,1 до 10 мм), с литологическими неоднородностя- 
ми, тектоническими нарушениями (от 10 до 100 м) ит. п. 

В исследовании реальных геологических сред большое значе- 
ние имеют сейсмические методы, так как скорость и ослабление 
сейсмических волн зависят от ряда параметров среды, представ- 
ляющих инженерный интерес: химического состава, плотности, 
пористости, трещиноватости и др. В качестве источников сейсми- 
ческих волн используются небольшие взрывы, при этом видимая 
частота (максимум амплитудного спектра) составляет 60— 
500 Гц, что соответствует длине волны от 3 до 50 м. 

При таких параметрах наиболее адекватным является ди- 
фракционное описание распространения сейсмических волн в не- 
однородной среде. В этом случае задача восстановления скорост- 
ных характеристик исследуемого участка среды (размером от де- 
сятков до сотен метров) может быть сформулирована как обрат- 
ная задача дифракции (рассеяния) упругого волнового поля. 
Строгое решение обратной задачи дифракции в трехмерном 
случае сопряжено со значительными трудностями, связанными с 
ее громоздкостью, огромным объемом расчетов, трудно доступ- 
ным даже для современных ЭВМ. Кроме этого существующие ме- 
тодики сейсмического исследования не позволяют получить за 

разумное время экспериментальные 
данные, необходимые для решения 

TH, задачи в дифракционном прибли- 
жении. 

В настоящее время в практике 

Рис. 18. Схема сейсмической инженерной 
томографии: 1 — поверхность Земли; 2, 
3 — скважины; 4 — приемники излуче- 

HHA 

~ 

сейсморазведки восстановление скоростного строения среды прово- 
дится в рамках кинематической задачи сейсмики. В постановке 
этой задачи используется лучевое описание сейсмических волн, 
которое предполагает, что скорость сейсмической волны в среде: 
мало изменяется на базе одной длины волны. При этом в качестве 
исходных данных используются только времена распространения 
продольных волн, измеряемые на современных установках с отно- 
сительной точностью 1—3%,. 

Системы наблюдений, применяемые при сейсмическом иссле- 
довании среды, обычно сводятся к следующему (рис. 18): на ин- 
тересуемом участке бурятся две (или более) скважины (глуби- 
ной до сотен метров); расстояние между скважинами выбирает- 
ся равным десяткам используемых длин волн. В одной из сква- 
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Puc. 19 

жин (а также иногда на поверхности) располагают источники 
сейсмических волн, приемники размещают на поверхности и в 
другой скважине. Меняя глубину установки источников и место- 
положение приемников, производят измерения времен пробега 
продольных волн, T. е. «просвечивают» интересуемый участок по 
разным направлениям. 

Интерпретация данных эксперимента сводится к нахождению 
ункции f=1/v, где о — локальная скорость распространения 

волн, по ее интегралам вдоль траектории луча, т. е. к решению 
уравнения 

т; 

В (7.51) Т; — траектория луча, t — измеренное время пробега. 
В силу принципа Ферма Т; — функция от искомого распределе- 
ния |: T:=T;(f), т. е. уравнение (7.44) нелинейно. Из этого также 
следует, что даже при плоскостном расположении системы на- 
блюдения задача восстановления оказывается существенно трех- 
мерной. 
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Рис. 20. Распространение лучей в неоднородной среде. Относительные изменения 
скорости малы 

Рис. 19 иллюстрирует распространение лучей из одного источ- 
ника в двумерно-неоднородной среде; темные области соответст- 
вуют низкоскоростным участкам среды, светлые — высокоско- 
ростным (относительное изменение скорости среды ~ 100%). 
Траектории лучей получены из решения уравнения эйконала. 

Для сред с небольшими относительными изменениями скорост- 
ных характеристик (9=%--А9, Av<vo) траектории лучей доста- 
точно хорошо аппроксимируются прямыми линиями (рис. 20). 
В этом случае говорят о сейсмической томографии: после линеа- 
ризации интеграла Ферма (7.44) задача сводится к восстановле- 
нию так называемого скоростного разреза — функции |=1/9 в 
плоскости, определяемой скважинами и дневной поверхностью, 
и имеет математическую постановку, совпадающую с постанов- 
кой задач рентгеновской вычислительной томографии, а именно, 
требуется решить операторное уравнение 

Rf= (7.45) 
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относительно функции двух переменных f(x, у). В уравнении 
(7.45) R — оператор Радона: 

Rf=ff(lcos 0—Ё sin 0, /sin6+¢ cos 0) dt, 

р=р(9, /) — параллельные проекции функции f(x, у) (интегра- 
лы по прямым x с0$ 0+ узи 0—1/=0). 

Спецификой задач сейсмической томографии является невоз- 
можность получения полного набора проекций 0=|—л/2, л/2], 
1= (—со, + со). При этом имеет место неполнота данных как по 
углу проецирования 6, Tak и по параметру / (в чем нетрудно убе- 
диться, например, анализируя схему, представленную на рис. 18) 
[54]. Однако для большого класса систем наблюдения сущест- 
вуют теоремы единственности [65]. Для схемы на рис. 18 урав- 
нение (7.45) имеет единственное решение, если известны проек- 
ции, соответствующие временам пробега от источников в одной 
скважине до приемников во второй скважине и на дневной по- 
верхности, а также от источников во второй скважине до прием- 
ников на дневной поверхности. 

Неполнота данных по параметру 0 не позволяет применить 
для решения задачи сейсмической томографии методы, исполь- 
зующие преобразование Фурье (методы свертки, обращения по 
Фурье и т. п.). Для подобных задач 
широко используются так называемые t-oe положение 
алгебраические методы, основанные луча 
на сведении уравнения (7.45) к систе- 11213 р 
ме линейных алгебраических уравне- 
НИЙ. 

Введем в интересующей нас облас- 
ти декартову сетку прямоугольных 
элементов изображения таким обра- | | 
зом, чтобы она покрывала реконструи- ~ | 
руемое изображение (рис. 21). Прону- | 
меруем элементы изображения. Счи- 
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. ! 
J-“ элемент 

таем, что f(x, У) принимает постоян- изодражения 
ное значение f; внутри ][-го элемента 
изображения, j=l, ..., п. Обозначим Puc. 21 
длину пути луча, имеющего 1-ю ориен- 
тацию (60=60:, [=[, i=1,...,m) по j-My 
элементу изображения, через аз. Тогда модель характеризуется 

системой линейных алгебраических уравнении 

Af=p, (7.46) 
где f—={t)} — вектор изображения, p={pi} — вектор проекций p= 

=р(6;, li), i=l, ..., т, А — матрица пжт с элементами 4+. 

Отметим особенности системы (7.46): | 

а) размерность системы, как правило чрезвычайнс велика: 

п — 3300—1000, т — 500—1500, 
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6) матрица A сильно разреженная (лишь около 1% ee эле- 
ментов отлично от нуля), так как каждый луч пересекает очень 
незначительное число элементов изображения; 

в) матрица А плохо обусловлена, что является следствием не- 
полноты данных проецирования. 

Свойство а) делает нецелесообразным, а зачастую и невоз- 
можным применение стандартных алгоритмов для решения си- 
стемы (7.53). С другой стороны, сильная разреженность матрицы 
позволяет создать достаточно эффективные по быстродействию 
итерационные вычислительные процедуры. К сожалению, общей 
тенденцией в создании таких алгоритмов до недавнего времени 
было перенесение методов решения систем с хорошо обусловлен- 
ной матрицей на задачи сейсмической томографии. 

С нашей точки зрения, чрезвычайно перспективным представ- 
ляется применение для решения задач сейсмотомографии устой- 
чивых регуляризирующих итерационных алгоритмов решения не- 
корректно поставленных задач. Эффективность применения этих 
алгоритмов обусловлена также и тем, что они позволяют естест- 
венным образом учитывать различную априорную информацию 
06 искомом решении. 

§ 7. 
Обратные задачи гравиметрии 

Методы регуляризации являются эффективным инструментом ре- 
пения обратных задач диагностики. Их применение существенно 
расширяет рамки устойчивых моделей в диагностике плазмы, 
геофизике, астрофизике и т. п. [79, 52, 26]. 

Пусть на поверхности 2=0 измеряется изменение потенциала 
гравитационного поля, вызванное наличием однородного тела Т 
плотности р1=00. Как известно, потенциал гравитационного поля 

d 
U (x, у, 2) = Vo if) ЕЕ dédndt (7.47) 

T 
P+ (y— 0)? + (2-0? 

Измеряемое изменение силы тяжести на поверхности Земли опре- 

деляется как 

_ (Г Cdédndt 
= № a (7.48) 

т 2 
Г [2=0 

Здесь г=У(х—Е)?-- (у—1)- (2—0), уе — гравитационная по- 
стоянная. 
Соотношение (7.48) — операторное уравнение первого рода, 
связывающее форму поверхности тела Т и наблюдаемое измене- 
ние Ag(x, у). В случае выпуклого тела с известной внутренней 
точкой удобно в качестве неизвестной задавать функцию r= 
—=о(ф, 0), определяющую границу тела Г в сферической системе 

[60 
Ag (x, у) =—— 
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координат (рис. 22). В этих обозначениях задача вычисления 
гравитационного поля сводится к вычислению интеграла 

2л л 

Ag (x, у) = \ do \ FQ, Фр, x, а, (7.49) 
0 0 

где 

Е (6, Q, О, x, y) = 

о 

—sin@ | (Н — rcos 0) г?аг 
° : [(х — rsin 9 соз Ф)? + (у — rsin @sin $)? + (Н — гсоз 6)? 3/2 ° 

Рис. 22. Поверхность Земли — z= Puc. 23. Обратная задача гравиметрии. 
=0. Начало сферической системы Сплошная линия на верхней части ри- 
координат находится в точке (0, сунка — точное значение. Точки — 

0, —Н) значение возмущенной правой части 

Таким образом, решение прямой задачи при заданном p= 
=0 (0, Фф) сводится к вычислению нелинейного оператора 

2 д 

Ap = \ dp \ Е (8, 9, р (6, $), x, и) a8. 
0 0 

Решение обратной задачи 

Ap=Ag (x, y) (7.50) 
есть операторное нелинейное уравнение первого рода, представ- 
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ляющее собой некорректную задачу. Считаем, что решение и пра- 
вая часть (7.50) принадлежат пространствам Lp». Для решения 
задачи (7.50) можно использовать метод Ньютона с применением 
итеративной регуляризации, например (5.53). Его конкретный вид 

ре? — (Ф"--у,Е) 1 (grad Ф + "р. (7.51) 
Здесь Ф (0) = |Ае—&|?, Е — единичный оператор, ©” — опе- 

ратор вторых производных от Ф по р. При расчетах полагалось 
у„=1/(1-+0,57). Дополнив алгоритм (7.51) правилом останова 
n=n(6), можно получить регуляризирующий алгоритм. 

На рис. 23 приведены: точное решение модельной задачи — 
жирная сплошная линия, приближенное решение, полученное 
после семи итераций, — тонкая сплошная линия, штрихпунктир- 
ная линия — начальное приближение. Значение функционала не- 
вязки на найденном приближенном решении Ф(рб)) в 400 раз 
меньше, чем на начальном приближении. Задача решалась при 
погрешности ~7% от максимума правой части (верхняя часть 
рис. 23). Сплошная линия на верхней части рис. 23 — точное 
значение функции Ag (х, И). 

§ 8. 
Задачи линейного программирования 

Рассмотрим каноническую задачу линейного программирования 

(с, х) >ш, 

Ax=b, (7.52) 

x>0. 

В (7.52) xG@Em, DEEn, Em, En — евклидовы пространства соот- 
ветствующих размерностей. Чтобы исключить возможную неод- 
нозначность решения задачи (7.52), понимаем под ним нормаль- 
ное решение (решение с минимальной нормой). Если мы хотим 
построить приближенное решение (7.52), непрерывно зависящее 
от входных данных A, с, В, необходимо использовать регуляризи- 
рующий алгоритм. 

Как показывает приводимый ниже пример, наиболее употре- 
бительный «точный» метод численного решения (7.52) — симп- 
лекс-метод — этим свойством не обладает. Конкретизируем за- 
дачу (7.52). Пусть [101] 

2—2 110,5 
А =|1 1100,5 |, (7.53) 

3 —121 I 

b=(1), с=(1, 1,0, 0, 0). 
3 
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Нормальное решение задачи (7.53) следующее: x*=(0; 0; 0,8; 
1; 0,4). Стандартная программа решения задач линейного про- 
граммирования на основе симплекс-метода (разработка ВНИИСИ 
АН СССР) при точных данных выдала в качестве решения за- 
дачи (7.53) вектор (0; 0; 1; 1; 0). Это действительно решение 
(7.53), хотя и не обладающее минимальной нормой. 

Возмутим теперь задачу (7.53): положим 63=3,01 (вместо 
3,0), оставив все остальные данные без изменений. Стандартная 
программа не выдает никакого решения и сообщает о несовме- 
стности ограничений. Такой же ответ получался и при других 
возмущениях (даже очень малых), делающих задачу несовмест- 
HOH. 

С точки зрения классического подхода эти результаты впол- 
не естественны и говорят о достаточно высоком качестве стан- 
дартной программы. Если же встать на точку зрения теории ре- 
гуляризации, то те же самые результаты говорят о непригодно- 
сти симплекс-метода в качестве регуляризующего алгоритма. 

Положение меняется, если для решения задачи линейного 
программирования (7.53) использовать итерационные методы с 
гарантированными регуляризирующими свойствами. Продемонст- 
рируем на примере (7.53) работу некоторых из них, укладываю- 
щихся в общую схему итеративной регуляризации. 

Итеративный процесс 
> 

2n+|= [ 2n2—Gn (c+ Atpnt+t EnZn) +, 

Ри =PntQn (AZn—b—EnPn) ; (7.54) 

где 

== 1 > 0, 

| 0, < 0, 

сходится к решению прямой и двойственной задачи с суммар- 
ной минимальной нормой для Zo, Po при подходящем выборе Gn, 
En. Это некоторая спецификация процесса (6.19). Условия на 
Qn, En, обеспечивающие сходимость, даются теоремой 5.2 (см. 
также $ 3 гл. VI). Например, последовательности 

| 0,1 
8 —= » Ay 

Yori | Удо 1+и’ 
1 op, = 601 — = 
Vn Ули 

являются допустимыми. 
Правило останова n=n(d), обеспечивающее регуляризирую- 

щие свойства процесса (7.54), должно быть выбрано из условия 

. 6 
lim = (0. 
6>0 216) 

En 
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Приведем результаты расчета задачи (7.53) с возмущенными 
данными (@,;=2,001; b3=3,01; все остальные данные не измене- 
ны): 

2== (0; 0; 0,8052...; 0,9916...; 0,4026...). 

Расчеты показывают слабую зависимость приближенного регуля- 
ризированного решения параметра п. 

Для решения задачи (7.52)) можно использовать и другие ме- 
тоды итеративной регуляризации, например метод (6.25). Для 
задачи линейного программирования он имеет вид 

2141==2„— (АТА + ens + 6[—2„|+) ЖЖ 

x (EnSZn+ ent + ATAZ,—ATb—3 ([—2n]+)?). (7.55) 

В (7.55) в„>0, $>0 — параметры процесса, [—Z,]4 — диаго- 
нальная матрица или вектор, компоненты которого равны нулю, 
если 2„ положительны, ([—2„|+)? — вектор, компоненты которо- 
го — квадраты компонент вектора [—2„|+. Соответствующий выбор 
управляющих параметров En и $ и процедуры останова п=п (6) 
обеспечивает регуляризирующие свойства алгоритма (7.55). 

Проведенные численные расчеты показали высокую эффек- 
тивность методов типа (7.55) для решения задач линейного про- 
граммирования с неточно заданной матрицей А, векторами В и 

| 

1 - 10" 
как описано выше, данных компоненты 249 отличались от нормаль- 
ного решения (7.53) в третьем знаке после запятой. 

с. Например, при s=0,01 и e,= при возмущенных, 
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