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Предисловие
к русскому изданию

В последние годы практика освоения космоса — полеты беспи¬
лотных автоматических станций и пилотируемых космических ко¬

раблей— поставила перед наукой ряд сложнейших задач по управ¬
лению полетом в космосе. Для успешного решения этих задач по¬

требовались глубокие теоретические и экспериментальные иссле¬

дования в области навигации, наведения и управления, при которых
учитывались бы специфические особенности космического полета:

— сложные гравитационные и аэродинамические (при входе

в атмосферу Земли или другой планеты) силы, вследствие чего

точное прогнозирование движения объекта должно производиться
численными методами;
— необходимость всемерной экономии топлива для двигателей,

откуда возникает требование применять энергетически оптималь¬

ные способы наведения;
— значительную (при использовании двигателей большой тяги)

длительность участков неуправляемого полета и, как следствие,

необходимость высокой точности наведения в конце коротких уча¬
стков управляемого полета и последующей коррекции движения;
—

огромное расстояние объекта от Земли при межпланетных

перелетах, в результате чего команды управления необходимо фор¬
мировать не только по данным системы радиоизмерений, но и по

данным источников автономной информации.
Предлагаемая вниманию читателя книга Р. Бэттина — извест¬

ного американского ученого, работающего в области автоматиче¬

ского управления, является монографией, в которой последова¬

тельно излагаются результаты разработки некоторых разделов
теории управления движением центра масс объекта в космическом

полете, полученные автором и его сотрудниками по Приборной ла¬

боратории Массачусетского Технологического института. Для по¬

нимания материала монографии не требуется предварительного
знакомства с элементами небесной механики и теорией статисти¬

ческой обработки информации. Все необходимые специальные
сведения читатель получает при последовательном изучении книги,
и в особенности при решении многочисленных интересных задач.

Следует отметить, что некоторые задачи не только способствуют
усвоению материала, но и представляют самостоятельный научный
интерес как логическое дополнение соответствующей главы.

Первые четыре главы книги, излагающие в основном различные
аспекты задачи двух тел, носят вводный характер. Однако некото¬
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рые результаты (например, универсальное уравнение Кеплера в

гл. II) представляют несомненный интерес и для специалиста.

Основной теоретический и практический интерес, с нашей точки

зрения, имеют гл. VI—IX, в которых излагается теория коррекции
траекторий и определяются параметры движения центра масс

объекта путем статистической обработки результатов измерений,
производимых автономными (бортовыми) датчиками. Исключи¬

тельное внимание, уделяемое автором вопросам использования

автономной информации, и в особенности астроинформации для

решения навигационных задач, представляется вполне оправдан¬
ным, так как, по-видимому, только этот вид информации позволит

при дальних межпланетных перелетах получить значительную точ¬

ность управления в районе планеты назначения, а при пилотируе¬
мых полетах обеспечит высокую надежность управления. Следует
отметить также систематическое употребление автором рекуррент¬
ной формы статистической обработки информации, восходящей
к Р. Калману, которая при некоррелированных первичных ошибках

измерений не требует обращения матриц и хорошо приспособлена
для реализации в алгоритмах бортовой вычислительной машины.

Вопросы коррекции и статистической обработки информации
излагаются автором в рамках линейной теории, т. е. в предполо¬
жении, что достаточно учитывать лишь первые члены разложения
в ряд текущих параметров фактической траектории по степеням

их отклонений от номинальных параметров, вычисленных в неко¬

торый фиксированный (например, начальный) момент времени.
В ряде случаев (например, при рассмотрении задачи облета Лу¬
ны) это предположение может оказаться несправедливым. Тогда

предлагаемую автором теорию следует рассматривать как теорию

построения первого приближения, используемого в соответствую¬
щем итерационном процессе.

Гл. X носит обзорный характер и посвящается некоторым во¬

просам наведения лунного космического корабля с непрерывно ра¬
ботающим двигателем малой тяги.

В целом книга представляет несомненный интерес для читате¬

ля, желающего познакомиться с навигацией и наведением косми¬

ческих летательных аппаратов.

Переводчики стремились привести терминологию оригинала в

соответствие с общепринятой в советской литературе. Там, где
невозможно было это сделать по тем или иным причинам, даны

подстрочные примечания.
Список дополнительной литературы, помещенный после библио¬

графии, приведенной автором, не охватывает многих работ по не¬

бесной механике, динамике космического полета и статистической

обработке информации, опубликованных в СССР, а включает

лишь те работы, на которые сделаны ссылки в примечаниях.

И. А. Богуславский



Предисловие автора

Бурное развитие астронавтики позволяет всерьез планировать
самые, казалось бы, невероятные операции по исследованию кос¬

моса. По мере усложнения задач, которые ставятся перед косми¬

ческими полетами, требования к навигации и наведению будут
становиться все более и более жесткими. Слежение за первыми

космическими летательными аппаратами осуществлялось с по¬

мощью наземных радиолокационных станций, а команды наведе¬

ния передавались по телеметрическим каналам. Однако, если ко¬

рабль значительно удален от Земли и находится в окрестности

другой планеты или Луны, то навигационные измерения могут быть

выполнены более точно, когда применяются бортовые приборы.
К тому же большие межпланетные расстояния могут приводить
к нарушению прежде достаточно надежной связи с Землей, кото¬

рая необходима для обработки основной навигационной информа¬
ции и передачи на борт корабля команд наведения. При этих об¬

стоятельствах обработка информации должна проводиться диск¬

ретными бортовыми счетно-решающими устройствами. Таким об¬

разом, космические корабли будущего, по-видимому, должны иметь

полностью автономные системы навигации и наведения.

Цель настоящей книги состоит в том, чтобы дать научным ра¬
ботникам, а также студентам необходимые основы для понимания

проблем, связанных с наведением в космосе, причем особое внима¬

ние будет уделяться автономным системам. Хотя главная роль от¬

водится здесь математической стороне предмета, это вовсе не де¬

лает наш подход чисто теоретическим, не имеющим практического
применения. Каждая из рассматриваемых задач в достаточной
степени обосновывается, а ее решение отвечает потребностям ин¬

женера, занимающегося космонавтикой.
Основой данной книги послужил курс лекций, прочитанных

автором на факультете астронавтики и аэронавтики Массачусет¬
ского Технологического института (МТИ). Этот курс лекций был

построен на отчетах и статьях, написанных автором и его коллега¬

ми по Приборной лаборатории МТИ. Для объяснения выбора темы

книги следует вкратце остановиться на истории'исследований по

космическому наведению, проводимых в МТИ при участии автора.
В 1958 г. Приборная лаборатория приступила к предваритель¬

ному проектированию беспилотного исследовательского аппарата
с фотокамерами на борту, предназначенного для полета к планете
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Марс. Рассматривалась задача перевода этого корабля с Земли
на заранее определенную гелиоцентрическую орбиту пассивного

полета. Орбита выбиралась так, чтобы корабль прошел в несколь¬

ких тысячах километров от поверхности Марса и, в конце концов,

вернулся к Земле, причем аппаратура с научными данными должна
была выдержать нагрузку при входе в земную атмосферу. Автор
совместно с Дж. Лэнингом занимался подробным исследованием

системы наведения и навигации для такого полета.

Хотя этот проект так никогда и не был осуществлен, наша дея¬

тельность привлекла внимание вновь организованного Националь¬
ного Управления по авиации и космонавтике (NASA). Следствием
этого явился небольшой контракт на исследование межпланетного

наведения, который позволил продолжить разработку и уточнение
возникших ранее идей.

Примерно в то же самое время, в конце 1960 г., отделение пер¬
спективных исследований фирмы Avco Corporation заручилось под¬

держкой Приборной лаборатории для проектирования системы

наведения корабля с электроракетным дуговым двигателем малой

тяги, который должен был совершить перелет с геоцентрической
орбиты на селеноцентрическую. Метод наведения для такой задачи
был разработан Дж. Миллером в его докторской диссертации под

научным руководством автора. Это исследование составило гл. X

настоящей книги.

В 1961 г. NASA предложило Приборной лаборатории МТИ раз¬
работать систему наведения и навигации для космического кораб¬
ля «Apollo» в порядке выполнения национальной программы вы¬

садки человека на Луну. В настоящее время автор является руко¬
водителем части этого проекта, относящейся к анализу наведения
в космосе.

В первых пяти главах книги автор счел необходимым изложить

основы небесной механики. Хотя небесная механика за последние

несколько сот лет разработана достаточно основательно, современ¬
ная точка зрения существенно отличается от классической. Инже¬

нер, занимающийся космонавтикой, не имеет дела с движением

планет, Луны и астероидов. Зато ему приходится предсказывать
движение новых небесных объектов и управлять ими для успешно¬
го выполнения полета. Многие разделы небесной механики иде¬

ально соответствуют новым задачам, а другие совершенно не под¬

ходят для их решения. Автор отобрал те вопросы, которые кажутся
наиболее существенными для насущных целей, и привел их, опи¬

раясь на классические положения, к современному уровню.
Гл. I представляет собой краткое введение в небесную механи¬

ку, достаточное по своему охвату, чтобы служить основой для по¬

нимания последующего материала. Серьезному читателю следует

дополнить это изложение тщательным изучением одного или не¬

скольких классических трудов, перечисленных в конце книги.

В гл. II, III и IV выводятся различные методы решения так

называемой задачи двух тел. Так как на движение космического
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корабля в солнечной системе в любой момент времени преобладаю¬
щее влияние оказывает только одно гравитационное поле, то мо¬

дель двух тел является хорошим первым приближением к реаль¬

ному движению. Это обстоятельство оправдывает то сравнительно
большое внимание, которое уделяется здесь задаче двух тел.

Хотя вопросы, рассматриваемые в первых четырех главах, от¬

носятся скорее к классической небесной механике, автору и его

коллегам удалось получить много новых результатов, которые
здесь и излагаются. В частности, можно указать на универсальную

формулировку задачи двух тел, оригинальный подход к геометри¬
ческим и аналитическим свойствам конических сечений, связываю¬

щих две точки в пространстве, новую трактовку теоремы Ламбер¬
та, ее обобщений и приложений, геометрию схода с круговой орби¬
ты и, наконец, на принцип наведения корабля с включенным дви¬

гателем для орбитальных маневров.

Цели полета и характеристики космического корабля опреде¬
ляют допустимые траектории. Эти траектории, в свою очередь, ко¬

ренным образом влияют на проблему навигации и наведения.

Поэтому в гл. V и VI рассматриваются способы определения траек¬
торий различного назначения. Задачи определения лунных и меж¬

планетных траекторий решаются оригинальными методами, имею¬

щими широкий диапазон применения.

В иллюстративных целях были вычислены отдельные траекто¬

рии для реальных дат запуска. Понятно, что некоторые из пред¬
ставленных здесь дат неизбежно устареют. Однако, так как общие

характеристики траекторий остаются неизменными, автор полагал,

что добавленная к изложению доза реализма вполне компенсирует
возможное старение результатов.

Теория лунных возмущений является мощным средством для

расчета точных траекторий, а также для решения задачи наведения
и навигации при пассивном полете. Гл. VI предоставляет в распо¬
ряжение читателя необходимые основы для анализа возмущений
и соответствующие иллюстрации из обеих указанных областей.
В эту главу входит новое обобщение так называемого метода ва¬

риаций орбитальных элементов, которое свободно от трудностей,
связанных с вырожденностью и свойственных классическому ме¬

тоду.
В гл. VII, VIII и IX рассматриваются задачи навигации и на¬

ведения космического корабля в свободном полете. Основу настоя¬

щего подхода составляет принцип номинальной траектории. Для
линеаризации задачи в полной мере используются методы возму¬
щений, вследствие чего необходимые навигационные засечки и кор¬
рекция скорости определяются по отношению к номинальной орби¬
те. В гл. VII исследуются различные навигационные измерения,
выполняемые на борту, которые могут использоваться для расчета
положения космического корабля. Излагается метод статистиче¬

ских оценок, известный под названием метода максимума правдо¬

9



подобия, который применяется для решения задачи навигационных

засечек.

В гл. VIII разрабатываются и сравниваются между собой два

принципа наведения. При анализе ошибок наведения и навигации

широко используются статистические методы; для иллюстрации

эффективности этих методов приводится целый ряд практических

примеров. Последняя часть главы VIII и глава IX посвящаются

дальнейшему расширению и уточнению этих принципов. Таким об¬

разом/читатель постепенно перейдет от сравнительно элементар¬
ных идей гл. VII и первой части гл. VIII к полностью разработан¬
ной теории, изложенной в гл. IX. Окончательные результаты отли¬

чаются математическим изяществом и простотой применения.
Отличительной чертой предлагаемой книги является наличие

большого числа задач. Некоторые из них представляют собой про¬
стые упражнения, приводимые для самопроверки читателем усвое¬

ния наиболее важных положений. Однако большинство задач рас¬

ширяет научный горизонт читателя, дополняя тем самым основной

текст, и дает возможность выработать инженерный подход к изу¬

чаемому предмету.

Уместно сделать несколько замечаний относительно принятых

обозначений. Векторы-столбцы любой размерности записываются

строчными буквами с чертой. Модуль вектора обозначается такой

же буквой без черты. Матрицы записываются прописными буквами
с чертой и могут быть как прямоугольными, так и квадратными:

Транспонирование вектора или матрицы обозначается верхним
индексом «Т». Таким образом, скалярное_ произведение двух век¬

торов может быть записано либо как а -5, либо атЪ. Аналогично
квадратичная форма, связанная с матрицей А, обозначается как

ХТАХ.

Автор хотел бы поблагодарить издательства Academic Press,

Pergamon Press и др. за их любезное разрешение воспроизвести

графики и таблицы, включенные в настоящую книгу.

Автор считает себя глубоко обязанным своим студентам и кол¬
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ГЛАВА I

Введение
в небесную механику

Математическая теория движения небесных тел составляет пред¬
мет небесной механики. Фундамент науки заложил Исаак Ньютон,

опубликовав три закона движения, образующих основы механики,

и закон всемирного тяготения. В результате работы Ньютона за¬

дачи небесной механики можно формулировать с помощью систе¬

мы дифференциальных уравнений второго порядка.
Хотя ньютоновский закон тяготения установлен для частиц,

можно показать, что тела, обладающие сферической симметрией,
притягиваются друг другом так, как если бы их массы были сосре¬
доточены в их центрах. Для большинства планет солнечной си¬

стемы влияние несферичности быстро уменьшается с расстоянием
и может не учитываться при решении многих задач. Однако на дви¬

жении спутников около планеты, сплющенной у полюсов, этот эф¬
фект может заметно сказываться.

Из механики Ньютона следует простой вывод трех законов Кеп¬

лера, описывающих движение планет. Эти законы, полученные

Кеплером эмпирическим путем после тщательного изучения орбиты

Марса, можно сформулировать следующим образом:
1. Орбита каждой планеты есть эллипс, в одном из фокусов

которого находится Солнце.
2. Прямая, соединяющая планету и Солнце, ометает равные

площади в равные промежутки времени.
3. Квадраты периодов обращения планет пропорциональны

кубам их средних расстояний от Солнца.
Эти законы являются частными результатами решения так на¬

зываемой задачи двух тел. Третий закон не вполне точен, но может

считаться приближенно справедливым, если масса планеты пре¬
небрежимо мала по сравнению с массой Солнца.

Исследование движения планет солнечной системы представ¬
ляет собой задачу многих тел, каждое из которых притягивается
ко всем остальным в соответствии с законом тяготения. Однако
во многих важных случаях решение задачи двух тел дает очень

хорошее приближение к истинному движению. Если необходимы

приближения более высокого порядка, в большинстве случаев
удобно рассматривать движение в отклонениях от решения задачи

двух тел, причем подобные отклонения называются возмущениями.
В этой главе сначала рассматривается закон всемирного тяго¬

тения и его распространение на тела конечных размеров. Затем
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записывается задача п-тел в виде системы дифференциальных
уравнений и получаются все известные интегралы. Далее иссле¬

дуется относительное движение двух тел, возмущенное присутстви¬
ем других тел. Для частного случая движения трех тел вводится

важное понятие сферы влияния. После этого будет излагаться

единственная полностью решенная задача небесной механики —

задача об относительном движении двух тел. Здесь же рассматри¬
ваются специальные обозначения и системы координат для этой

задачи. В заключение приводятся два элементарных примера опре¬
деления орбиты в задаче двух тел. Соотношение между положе¬

нием на орбите и временем будет обсуждаться в гл. II.

1.1. Закон всемирного тяготения

Закон всемирного тяготения Ньютона гласит:

Частица Рх с массой тх притягивает частицу Р2 с массой т2
с силой, действующей по прямой, соединяющей частицы Рх и Р2,
прямо пропорциональной произведению их масс и обратно пропор¬

циональной квадрату расстояния между ними.

Для аналитического описания взаимодействия системы п ча¬

стиц Рь Р2, • •
•, Рп с массами mh т2, ..., тп обозначим через

ri
= xi'lx~\~yih + zih

вектор положения частицы Pif записанный в неускоряющейся си¬

стеме координат. Система координат является правой и ортого¬
нальной с единичными векторами Тх, Ту, Тг, параллельными осям

отсчета. Кроме того, расстояние между частицами Р{ и Pj обозна¬
чим как

_i_

rij
— I rj

-

Г; I = \{r, - г,) • (о - о)]2 .

Тогда в соответствии с законом Ньютона сила притяжения Д, дей¬
ствующая на точку Pi, определяется выражением

п

/. = Gmi ^ (гj — о), (1.1)
7-1 ГЧ

где коэффициент пропорциональности G называют постоянной тя¬

готения (штрих у знака суммы указывает на отсутствие члена, для

которого j = i).
Гравитационный потенциал Vi в точке Pi определим следующим

образом:



Поскольку потенциальная функция зависит только от расстоя¬
ния между Р{ и другими точками, то она не зависит от выбора си¬

стемы координат. Важное свойство потенциала заключается в том,

что градиент Vi есть сила притяжения, действующая на частицу
с единичной массой, находящуюся в точке Рг*.

Таким образом, имеем

/i = miViVi. (1.3)
Здесь векторный оператор

/д/дх, \

V(= д/ду,

\dldz,)
представляет собой градиент по компонентам вектора гг-.

Вообще говоря, тела солнечной системы притягивают друг дру¬
га как точечные массы. Однако на движение спутников по близ¬
ким к планете орбитам конечные размеры притягивающей массы

оказывают существенное влияние. Понятие потенциальной функ¬
ции представляет собой удобное средство анализа гравитационных
сил, порождаемых телами конечных размеров.

1.2. Потенциал распределенной массы

Понятие гравитационного потенциала легко распространить на

непрерывно распределенную массу. Если х, у, z— прямоугольные

координаты точки Р, то потенциал в точке Р, вызываемый распре¬
деленной массой с плотностью D, определяется выражением

V(x, у, £(kJLi) гШг&, (1.4)

[(5-^)2 + (1)-у)2 + (С-г)2]Т

причем интегрирование производится по всему объему притягиваю¬
щего тела. Тогда составляющие силы на единицу массы в точке

Р(х, у, z) находятся как частные производные от V по переменным
х, у, z.

При любом распределении притягивающей массы потенциал

можно выразить в виде бесконечного ряда сферических функций*.
С этой целью удобно использовать сферическую систему коорди¬
нат г, Ф, 0 и предположить, что точка Р(г, Ф, 0), в которой тре¬
буется отыскать потенциал, находится на большем расстоянии от

начала координат, чем какая-либо точка притягивающего тела.

*
Используемые в дальнейшем результаты из теории сферических функций

и ее приложения к теории потенциала подробно изложены в работе [65] (прим.
ред.).
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Из рассмотрения рис. 1.1, обозначая через q, р, К сферические
координаты элемента массы

dtn = D({>, р, X) р2 sin prfprfprfX,
будем иметь

V(r, Ф, <0 =0 Щ
D (р, р, А) р2 sin fidpdfidX

[Г2 + р2
— 2rp COS 7] 2

Угол у связан с другими переменными по теореме косинусов

сферической тригонометрии:

Величину, обратную знаменателю по¬

дынтегрального выражения, можно раз¬
ложить в ряд по степеням q/г:

1

(г2 -f р2 — 2гр cos 7) 2
=

(у)кр*(С08У)>
k = 0

Рис. 1.1. Сферические коор¬
динаты где коэффициенты Р&(cosy)—полиномы

от cosy, известные как полиномы Ле¬

жандра (см. задачи 1. 1 —1.3). Выпишем несколько первых поли¬

номов Лежандра:

p0(v)=i, PjW=v, p2M=y(3v2-1)’ p3W=y(5v3_3v)'
Полиномы более высоких порядков можно найти из рекуррентного

уравнения

kPk (v) - (2k - 1) (v) + (k - 1) Pk-2 (v) = 0

или по явной формуле Родрига
D (

1 rf*(v2-l)fe
2k-k\ dvk

Согласно теореме наложения для сферических функций
Pk(cos у) можно выразить в виде

k

Рк (cos т) = я* (COS ф) Pk (COS Р) + 2£ cosy (6 - к) X

7 = 1

X Р{ (cos Ф) Р{ (cos р),
_7_

где Р{ (v) = (l — v2)2 Pk(y) —присоединенная функция Ле¬

жандра первого рода степени k

порядка у.
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Используя эти соотношения, потенциальную функцию V можно

записать как бесконечный ряд

V(r, Ф, 9)= -^+£-^/>А(со8Ф) +
k=l

г

(cos Ф) cos/9 + is- Ри (cos ®)siny6. (1.5)
ft=l j=l

r
ft = l ;•=1

r

Для вычисления постоянных коэффициентов служат формулы

Ak= G ^ ^ pft+2D(p, (3, X) Pk (cos р) sin fidpdfidl,

B]k=2G -^~-У)! \ ^ ^ p*+2D (p, p, X) Pi (cos p) cosyX sin p rfprfpdX,(^+y)I J J J

Ci=2G -^-~У)! \ [ [ p*+2D (p, p, X) Pi (cos p) sinyX sin prfprfpdX.
(k+j) I JJJ

Величина /л в первом члене уравнения (1.5) представляет со¬

бой полную массу притягивающего тела:

/тг=^^£)(р, р, X)p2sinprfprfpfl?X.

Последние зависимости сильно упрощаются, если масса распре¬
делена симметрично относительно оси г. В этом важном случае
плотность есть функция только q и (3, откуда следует, что интегри¬
рование по Я можно производить независимо. Так как

2к 2-

^ sinjldl= ^ cos/XflfX= 0 при у= 1, 2, ..

о о

то коэффициенты Bjk и С[ тождественно равны нулю.

Если в дополнение к осевой симметрии начало системы коор¬

динат совпадает с центром масс, то постоянная А\ тождественно

равна нулю. Для доказательства достаточно отметить, что посто¬

янная

Л1==(/ Ц j р cos fЫт

и, таким образом, пропорциональна первому моменту массы т от¬

носительно плоскости ху.

Наконец, отметим, что если масса распределена однородными

концентрическими слоями, то Ah тождественно равна нулю для

15



всех к. В этом случае плотность есть функция только q, а величина

Ak равна

где R — радиус тела сферической формы.
Второй интеграл, как показано в задаче 1. 3, равен нулю. В вы¬

ражении (1.5) для потенциала остается только первый член, от¬

куда видно, что распределенная таким образом масса в результате
оказывает такое же влияние на точку Р, как если бы вся масса

была сосредоточена в центре тела.

Для многих практических задач допущение об осевой симмет¬

рии тел в солнечной системе справедливо. Внешний потенциал
обычно записывается в виде

где экваториальный радиус тела обозначен через req. Коэффициен¬
ты Ju легко отождествить с коэффициентами Ak; однако явное

определение их численных значений интегрированием, очевидно,

невозможно. Значения этих коэффициентов должны находиться

опытным путем с помощью соответствующих экспериментов, на¬

пример наблюдений за орбитами спутников. Нечетные члены ан¬

тисимметричны относительно экваториальной плоскости и равны

нулю для симметричных тел. Значения коэффициентов /*. для Зем¬

ли приведены в приложении.

Сила притяжения, действующая на единичную массу в точке

Р(г, Ф, 0), вычисляется как градиент V. Если направить единич¬
ный вектор jr от центра притягивающей массы к точке Р, а единич¬

ный вектор iz вдоль оси симметрии, то

которые можно получить, решив задачу 1.5, и рекуррентную фор¬
мулу

Ak
— 2т,G ^ рk+2D (р) dp ^ Pk (cos Р) sin (Заф,

о о

cos Ф — ir - i2.

Применяя два векторных тождества

Vr= ir,

p;+1(v)-vp;(v)=(£+i)p*(v),
i6



которую можно найти в результате решения задачи 1.1, получим
выражение для градиента от потенциала

vV= -Ггу'-'ЕЦГУ (cos ф) lr - рь (cos ф) у} •

(1.7)

Производные от полиномов Лежандра удобно вычислять по

рекуррентной формуле

(k— \)P’k (v) -(2k-\) (v) + kP'k-2 (v) = 0

с начальными значениями P'0 (v)=0 и P\ (v) = 1. Эта формула
также входит в условия задачи 1.1.

1.3. Задача я-тел

Рассмотрим снова систему п точек Рь Р2, ..., В соответст¬

вии с уравнением (1.1) уравнение движения точки Pi запишется

т П V' mitllj Гг -7)щ
dt2 -U2u -~Г{Г1 г‘>-

(1.8)
; = 1 rU

Во многих случаях удобнее переписать уравнение движения следу¬
ющим образом:

(1.9)

где V/ —оператор градиента по компонентам вектора г*.

Функция £/, имеющая вид

ИГг' (1Л0)
/=1;= 1

lJ

называется силовой функцией; она равна полной работе, произве¬
денной гравитационными силами при переходе системы п точеч¬

ных масс из состояния с бесконечно большими взаимными расстоя¬
ниями в состояние с заданной конфигурацией. Тогда потенциаль¬
ная энергия системы равна—U.

Для полного решения задачи n-тел требуется найти 6 п инте¬

гралов. Хотя только 10 из них можно получить, эти известные ин¬

тегралы имеют важный физический смысл. Выведем далее эти

10 интегралов и затем покажем, что, когда на систему не действу¬
ют внешние силы, полное количество движения и момент количе¬

ства движения, а также полная энергия такой системы остаются

неизменными.
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Закон сохранения количества движения

Суммируя все уравнения вида (1.8), получим

п
_

п п
'

niitrij

—-
UL^

—

i=1 / = 1 /-1 О

откуда после интегрирования
п

Так как радиус-вектор центра масс системы гст равен
п

2 miri

(1.12)

/= 1

то уравнение (1. 11) показывает, что центр масс системы движет¬
ся с постоянной скоростью.

Умножим обе части каждого из уравнений вида (1.8) векторно
на fi и сложим все п получившихся уравнений:

Отсюда видно, что полный момент количества движения систе¬

мы п точек постоянен по величине и направлению.
В небесной механике часто применяется термин инвариантная

плоскость; так называется плоскость, проходящая через центр масс

Гст, нормаль к которой совпадает с направлением вектора полного

момента количества движения сз.

Умножим обе части каждого из уравнений вида (1.9) скалярно
на drijdt и снова сложим полученные п уравнений:

Закон сохранения момента количества движения

п
_

п п

После интегрирования получим

(1.13)

Закон сохранения энергии



В результате интегрирования найдем

T—U=c, (1.14)

где т=~у тп^ (1.15)
2

1
dt dt

v '

i = 1

— кинетическая энергия системы, а с — постоянная. Таким об¬

разом, сумма полной кинетической энергии системы Т и полной по¬

тенциальной энергии
— U остается постоянной.

Как известно, другие интегралы для задачи п-тел получить не¬

возможно. Компоненты трех векторов сь С2, сз и скалярная посто¬

янная с составляют десять постоянных интегрирования.

1.4. Возмущенное движение двух тел

Во многих задачах небесной механики требуется знать движе¬

ние одного тела относительно другого, причем было бы неудобно
находить результат, вычисляя разность двух движений, когда

каждое из них задано относительно фиксированной инерциальной
системы отсчета. В этом разделе мы выведем уравнения относи¬

тельного движения двух тел в форме, удобной для его изучения

численными или аналитическими методами.

На основании уравнения (1.8) при i=\ и 1 = 2 можно записать

п

Обозначив

r = r2-~ru ~dj = r — ру-, (1.16)

после вычитания первого дифференциального уравнения из второго

будем иметь

где [j-
= G (/гг! -j- /гг2). (1-18)

Правую часть уравнения (1. 17) часто записывают в иной, более
удобной форме. Легко проверить справедливость соотношения



где V— оператор градиента по компонентам вектора г. Поэтому,
если ввести обозначение

<u9>

то получим следующее уравнение:

^+ (120)
3

о Л

Суммарное
^

Gntj _
ускорение 7!pJ

Si

Рис. 1.2. Геометрия образования возмущаю¬
щего ускорения:

а—схема векторов положения; б—схема векто¬

ров ускорения

Скалярная величина Rj называется возмущающей функцией,
связанной с возмущающим телом Pj.

Для описания движения тела Р2 относительно тела Рх можно

использовать либо уравнение (1. 17), либо уравнение (1. 20). Одна¬

ко, если rCQj, ни одно из этих уравнений не подходит для интегри¬

рования численными или аналитическими методами. Этот случай
показан на рис. 1.2. Из рисунка видно, что возмущающее действие
тела Pj на движение тела Р2 относительно Р\ определяется раз*
ностью двух почти равных векторов. Существуют различные мето¬

ды, позволяющие обойти эту трудность и получить необходимые

результаты без потери точности. Два из них описываются ниже.
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Разложение возмущающей функции

Используя результаты разд. 1.2, можно разложить d~l в ряд

по степеням r/gj:

_1_
Pj

1-2--COS QLj+(—V
pj pj

=.т:I (тгГ^05^’" Гоv p'

где aj
—

угол между векторами г и g^, т. е.

cos а.-=—-. (1-21)

Следовательно, возмущающую функцию можно выразить в виде

Rr
Gm;

Pj
i+zf-Tp^cos^ (1.22)

Наконец, подставляя последнее выражение в уравнение (1.20),
получим

d2r I н*
г

df2
~г

гз
[Р* (cos ау) iPy

—

7 = 3 Л -2

Рft—1 (cosay)y,

где ir и /р. — единичные векторы в направлениях г и р..

(1.23)

Если (r/gj)<§;l, то бесконечный ряд (1.23) сходится довольно

быстро, поэтому во многих случаях требуется всего несколько чле¬

нов для обеспечения удовлетворительной точности.

Непосредственный расчет возмущающего ускорения

Следующий метод может служить средством разрешения труд¬

ностей, возникающих при вычислении правой части уравнения*
(1. 17) без разложения ее в ряд. Если записать

dj I Pj

НЪ г3
j Pj

1 Ь

то становится очевидным, что потенциальная опасность таится:

в вычислении разности, заключенной в круглые скобки. Эту раз¬
ность можно выразить следующим образом:



где Qi=—\~—2cos а.-

р,- V Р,-
±

/(?,•) = (! + ?,)2-1- (1.24)

При вычислении f(qj) применяется обычный способ, заключаю-

_з_

щийся в разложении в ряд (1 +qj)
2

по степеням qy однако воз¬

можна и конечная схема расчета. Для этой цели запишем f(qj)
в виде

/(?;)=
+

, (1.25)

отсюда

1 + (1 + 4j)2

■е / N
3 + 3qj + q2J

/(<?,) = г Я)-

1 + (1 + qj)

При такой записи схема вычисления f(qj) явно нечувствительна
к величине qj и, следовательно, не приводит к потере точности ре¬
зультатов.

Итак, уравнение (1. 17), описывающее относительное движение

двух тел, можно окончательно записать в виде

•§+-£■'=-£-^+/<*)Ы- 0-26)
; = 3 aJ

В гл. VI будут рассмотрены некоторые методы, важные с точки

зрения численного интегрирования уравнения (1. 26).

1.5. Сфера влияния*

При рассмотрении возмущенного движения тела Р2 относитель¬

но тела Рх может представлять интерес величина радиуса-вектора
т\ при которой возмущающее ускорение, вызываемое присутствием

тел Р3, РА, . . .

, Рп, становится равным ускорению от тела Р\. Для
простоты рассмотрим одно возмущающее тело Р3 и запишем урав¬
нение (1. 23) в виде

<VF= _ G_(ml+m,)_ 1 +
Ощ ^ (3 cos aJ _

-

}
dt2 г2 р2 р

* Далее всюду сохранен применяемый автором термин «сфера влияния»-

Однако в отечественной литературе в данном случае обычно употребляется тер¬
мин «сфера действия» [66], [67]. Сферой влияния в работе [68] предлагается назы¬
вать сферу вокруг планеты, величина радиуса которой выбирается из условия
минимизации некоторой средней ошибки вычисления константы интеграла Якоби
в ограниченной круговой задаче трех тел (прим. ред.).
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Здесь все члены, содержащие степени г/q выше первой, отброшены
и опущены индексы при q и а. Приравнивая далее величины основ¬

ного и возмущающего ускорений, найдем

т

-^=(1 + 3 cos2 а)
6 (-щ + щ ) . (1.27)

Р \ Щ 1

Этот результат справедлив при условии (т{ + т2) <^т3. Уравнение
(1. 27) определяет поверхность вокруг тела Рь на границе которой

возмущающее ускорение равно основному ускорению.
В несколько более общем смысле понятие границы, называемой

сферой влияния, было предложено Лапласом. При рассмотрении
движения одного тела Р2 в присутствии двух других тел Р{ и Р3 для

вычислений важно уметь выбрать одно из тел, по отношению к

которому следует описывать движение Р2. Иными словами, воз¬

никает вопрос: какое из двух движений, уравнения которых при¬
водятся ниже, является преобладающим и когда нужно переходить
к другому началу координат. Движение тела Р2 относительно Рi
описывается уравнением

, Gjmi + щ) -= _ Q (±+_р_
с№ г3 Vdi

'

Р3

в то время как движение тела Р2 относительно Р3 определяется
уравнением

dti G (т2 + т3) J==_Gm(JL_.
d& d* \ r3

‘Согласно Лапласу, предпочтение одному из этих уравнений от¬

дается в зависимости от отношения возмущающей силы к соответ¬

ствующей центральной силе притяжения. Выбирается то из урав¬
нений, которое обеспечивает наименьшую величину указанного от¬

ношения. Оказывается, что при г<Ср граничная поверхность, на

которой два отношения сил равны между собой, является почти

сферической.
В случае движения тела Р2 относительно Pi (первое уравнение)

отношение возмущающей силы к основной силе притяжения легка

находится и равно



Во втором случае это отношение равно

т1
— ^ - 2 — cos а - _Г \2‘

Р 1-2(т)!с0!а+(7)
Приравнивая эти отношения, получим неявное выражение, опре¬
деляющее переменную г/q как функцию масс и угла а:

(т)‘
_W](wi + /иг) / d \* I

яг3 (т2 + щ) \ р ,

‘~2(7)[1_7сН+(7
В предположении, что r<CQ, можно получить явное выражение

для г/q, если отбросить члены, содержащие высокие степени г/q.
Если в биномиальном разложении знаменателя последнего мно¬

жителя оставить члены с (г/q)3, то члены нулевого и первого
порядка взаимно уничтожаются; остается произведение (г/q)2 на

множитель, содержащий член нулевого порядка и член первого
порядка. Отбрасывая далее члены выше первого порядка, получим

_тх {тх + т2)

т3 (т2 + т3)

1 — 4 ^ J COS а

(1+3 COS2 а)
2

Р

1+3 COS2 <

Разложим теперь в биномиальный ряд последний множитель,’со¬
хранив при этом только члены первого порядка:

r_ __/nij (т: + т2)

Р \т3 (т2 + Щ)
(1+3 cos2 а) 1 — 2 — cos а

1 + 6 COS2 а
'

1 + 3 COS2 а

Снова разложим последний множитель в биномиальный ряд и от¬

бросим члены с г/q выше первого порядка. Разрешая полученное
выражение относительно г/q, найдем окончательное выражение

т1 (пц + т2)

Дт3(т2 + т3)
(1+3 COS2а)10 +

C0S а(д
1+6 COS2 а

+ 3 COS2 а

-1

.(1.28)

Во многих представляющих интерес случаях массой т2 можно

пренебречь по сравнению с гп\ и т3. Кроме того, если rrii много

больше, чем т3, то вторым членом в уравнении (1. 28) также можно

пренебречь. Отметим далее, что член (1+3 cos2 а)

•24

ю
не превышает



1,15. Поэтому, если этот множитель заменить единицей, то полу¬
чим в результате уравнение поверхности

_г_

Р

_2
5

(1.29)

которая представляет собой сферу, описанную вокруг Pi и назы¬

ваемую сферой влияния Рх по отношению к Р3. Внутри этой сферы
принято определять движение Р2 относительно Р\ в качестве цен¬

трального тела, в то время как вне ее началом координат будет
служить Р3.

Значения радиусов сфер влияния для различных планет солнеч¬

ной системы даны в табл. 1 в приложении. В этой таблице гп\ —

масса планеты, т3
— масса Солнца.

Если в качестве трех тел Р\, Р2 и Р3 взять Луну, космический

корабль и Землю, то, поскольку отношение массы Луны к массе

Земли не очень мало, уравнение (1.29) не дает хорошую прибли¬
женную зависимость для граничной поверхности. Сечение этой по¬

верхности плоскостью, содержащей Землю и Луну, вычисленное по

уравнению (1.28), показано на рис. 1.3. Из рисунка видно, что

радиус этой поверхности меняется от величины порядка 52 ООО км

в направлении Земли до 66 000 км в противоположном направле¬
нии. В этих точках отношения значений ускорения равны примерно
0,5; 0,4 и 0,6 соответственно.

Для сравнения радиусы соответствующей поверхности вокруг
Земли для системы Земля — Солнце равны 804 000, 925 000 и

808 000 км, а отношения ускорений 0,1; 0,08 и 0,1.

АЗемле

Рис. 1.3. Поверхность влияния Луны
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1.6. Задача двух тел

Как указывалось выше, в задаче ft-тел известны только 10 ин¬

тегралов. Поэтому лишь для задачи об относительном движении

двух тел, требующей шести интегралов, возможно общее аналити¬

ческое решение. В этом разделе общее решение будет получено
теми же методами, что применялись в разд. 1. 3. Затем в гл. II эта

важная задача будет рассматриваться в более общей постановке.

Уравнение (1.20) описывает относительное движение двух тел

Pi и Р2 в системе ft-тел. Если наличие объектов Р3, Р4, . . .

, Рп не

принимать во внимание, то уравнение движе¬
ния приводится к виду

—+—г=(\
dt2

1
г3

(1.30)

Умножим векторно последнее уравнение на г:

dt

Рис. 1.4. Кониче¬

ское сечение

откуда следует, что вектор

постоянный.г dr

h=ry'-m (1.31)

Из уравнения (1. 30), таким образом, имеем

о dr
г2

dt

-17.

Интегрируя обе части уравнения, найдем

\r-\-re (1.32)4г><*=-dt г

где е — постоянный вектор. Следовательно,

г • X h= r X • h= h2=]x(r-\-re cos /).
dt dt

rv 1 J}

Здесь f — угол между векторами г и ё, как показано на рис. 1.4.

Разрешая последнее выражение относительно г, получим уравне¬
ние орбиты

№

1 + е со§/
(1.33)
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Вектор h представляет собой момент количества движения, от¬

несенный к единице массы. Итак, этот момент количества движе¬

ния системы есть постоянный вектор, а относительное движение

происходит в постоянной плоскости:

В уравнении (1.33) нетрудно узнать обычное уравнение кони¬

ческого сечения в полярной системе координат с началом в одном

из фокусов. Полуфокальный параметр или просто параметр кони¬

ческого сечения определяется как

Постоянная е, называемая эксцентриситетом, определяет природу
конического сечения в соответствии со следующей классификацией:

окружность е = 0, парабола е= 1,
эллипс 0<е< 1, гипербола е>1.

Вектор ё в уравнении (1.32) направлен из фокуса в наименее

удаленную oj фокуса точку орбиты.
Векторы h и ё полностью определяют размеры, форму и ориен¬

тацию конического сечения относительно принятой системы отсче¬

та. Они дают возможность получить только пять независимы до¬
стоянШэВГинтег^ поскольку Ъ • ё=0.

Для~полного решения необходимо получить зависимость положе¬

ния тела Р2 относительно Р\ от времени.
В уравнении (1.31) drjdt выразим в полярной системе коор¬

динат

Тогда, исключая с помощью последнего соотношения г из уравне¬
ния (1. 33), найдем

Интегрируя это уравнение, получим f как функцию времени и недо¬

стающую постоянную интегрирования. Обычно в качестве этой по¬

стоянной интегрирования выбирается тот момент времени т, в ко¬

торый оба тела находятся в наиболее близких друг от друга точках.

Обсуждение интеграла от уравнения (1.36) отложим до гл. II.

В небесной механике в задаче определения орбиты двух тел

шесть постоянных интегрирования или различные их функции на¬

зываются элементами орбиты. Например, р, е, х — три возможных

h • г = 0.

Р=— (1.34)

(1.35)

(1.36)

1.7. Орбитальные элементы

и системы координат
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орбитальных элемента. Они определяют коническое сечение без¬

относительно к выбранной системе отсчета. Для пространственной
ориентации орбиты требуется задать еще три величины. Класси¬
ческий вариант выбора трех недостающих элементов — хорошо
известные углы Эйлера. Прежде чем вводить эти углы, рассмотрим

некоторые типичные системы координат и терминологию, принятую
в небесной механике.

Для тел_солнечной системы в зависимости от того, где находит¬

ся начало отсчета, принято делить системы координат на гелиоцен¬

трические (с центром в Солнце) и геоцентрические (с центром
в Земле). Иногда начало систе¬

мы координат помещают в центре
Плоскость какой-либо планеты или Луны.

В двух последних случаях гово¬

рят о планетоцентрической и се¬

леноцентрической системах коор¬
динат.

В небесной механике приме¬
няются две основные системы ко¬

ординат: эклиптическая и эква¬

ториальная. Опорной плоскостью

в эклиптической системе коорди¬

нат является плоскость земной

орбиты, в экваториальной систе¬

ме координат
— плоскость эква¬

тора Земли. Угол наклона пло¬
скости эклиптики к плоскости

экватора называется наклонени¬

ем эклиптики. В обеих системах в качестве опорного направления
выбрано направление на точку весеннего равноденствия, опреде¬
ляемую как точка на пересечении опорных плоскостей, в которой
Солнце переходит экватор с юга на север в своем кажущемся
ежегодном движении по эклиптике. Полярные координаты в эклип¬

тической системе называются долготой и широтой, а в экватори¬
альной системе — прямым восхождением и склонением. В прямо¬
угольной системе координат ось х направлена на точку весеннего

равноденствия, ось z нормальна к опорной плоскости и направлена
на север, а ось у выбирается так, чтобы система координат была

правой._Единичные векторы в этих трех направлениях обозначим:

lx> ly, Iz-

Рассмотрим далее движение тела под действием притяжения
Солнца. Линия пересечения плоскости, в которой происходит дви¬

жение, с плоскостью эклиптики называется линией узлов. Восходя¬

щий узел есть точка, в которой тело пересекает эклиптику с поло¬

жительной составляющей скорости в направлении оси -г. Долгота
восходящего узла измеряется от направления на точку весеннего

равноденствия и обозначается Q. Наклонение плоскости орбиты
тела к эклиптике обозначается через и

Опорная
плоскость

Рис. 1.5. Системы координат
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Для задания местонахождения тела используется другая си¬

стема гелиоцентрических координат. Оси £ и г\ выбираются в пло¬

скости орбиты тела, причем положительным для оси £ считается

направление на перигелий — точку, в которой тело наиболее близ¬

ко подходит к Солнцу. Ось g часто называют линией апсид. На¬

правления осей у] и \ выбираются так, чтобы система координат
была правой, как это показано на рис. 1.5. С этими тремя осями

связаны единичные векторы к, к- Ось | составляет с направ¬
лением на восходящий узел угол со, называемый аргументом пери¬

гелия. Три угла Q, i, со являются углами Эйлера.
Обычно сумму углов Q + co называют долготой перигелия и обо¬

значают w. Следует отметить, однако, что это не долгота в обычном

понимании, так как эти углы измеряются в двух различных пло¬

скостях.

Очевидно, подобные же величины можно определить и для эква¬

ториальной системы координат. В этом случае точка на орбите,
наиболее, близкая к Земле, носит название перигей. Для произ¬
вольной системы координат употребляется термин перицентр.
К этому следует добавить, что для эллиптической орбиты наиболее

удаленная от центра точка называется соответственно афелий,
апогей и апоцентр.

Для задания положения тела на орбите используются обычно

следующие понятия: аргумент широты 0 = со + / и истинная долгота
L = w+f.

Переход от системы координат £, г], £ к системе х, у, г осуще¬
ствляется с помощью матрицы поворота

Так, если qXl qy, qz и qt, qqc — компоненты вектора q в каждой
из двух систем координат, то

Элементы матрицы поворота, представляющие собой направ¬
ляющие косинусы, можно определить с помощью правила косину¬
сов сферической тригонометрии. Например, угол между единич¬
ными векторами ^ и образует одну сторону сферического тре¬
угольника, у которого две другие стороны составляют углы Q и со.

Внутренний угол между этими сторонами равен я—I. Следователь¬

но, применяя правило косинусов, доказанное, в частности, в задаче

1. 4, получим

(1.37)
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к- :/v - /с = cos 9 COS Ci) + Sin 9 Sin u) COS (тг — /) =

—- cos 9 cos a) — sin 9 sin ш cos i.

Остальные направляющие косинусы находятся подобным же обра¬
зом:

/1== cos 9 cos со — sin 9 sin cocos /,

/2= — cos 9 sin to — sin 9 cos o> cos /,

/3 = sin 9 sin /,

mx = sin 9 cos o> -j- cos 9 sin со cos i>

m2= — sin 9 sin oj Д-cos 9 cos a> cos
*

(1.38)

m3=
— cos 9 sin i,

ti\ = sin o) sin /,

n2= cos (o sin /,

/&3 = cosr.
j

Другой вывод элементов матрицы поворота составляет содержа¬
ние задачи 1.11.

1.8. Определение орбиты
С точки зрения астронома, задача определения орбиты заклю¬

чается в вычислении орбитальных элементов небесного тела по дан¬

ным наблюдений, произведенных с поверхности Земли. В этом

разделе будут рассмотрены две тесно связанные между собой за¬

дачи. Для каждой мы выведем общепринятую систему орбиталь¬
ных элементов не непосредственно из данных наблюдений, а из

некоторых очевидных геометрических и динамических условий.
Элементы, которые позволяют связать положение тела на орбите
со временем, будут рассматриваться ниже.

Определение орбиты по начальному положению и скорости

Зная составляющие вектора положения г0 и вектора скорости
i70 в данный момент времени, можно полностью описать движение

одного тела относительно другого. На самом деле, эти составляю¬

щие можно использовать как орбитальные элементы, и в некоторых

случаях это будет наиболее естественный выбор. Покажем теперь,
как эти элементы связаны с описанными ранее орбитальными эле¬

ментами.

Момент количества движения выражается следующим образом:

h = r0Xvo.

Тем самым определяется единичный вектор ц , так как он имеет

то же самое направление, что и вектор h. Кроме того, зная модуль

вектора /г, по уравнению (1.34) получим параметр орбиты.
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Если уравнение орбиты (1.33) продифференцировать, то, ис¬

пользуя уравнение (1.35), найдем выражение для радиальной
составляющей скорости

Из последнего уравнения, а также из уравнения орбиты (1.33)
получим

Найдем теперь соотношение для эксцентриситета, возведя каждое

уравнение в квадрат и складывая:

и, таким образом, геометрия орбиты определена полностью.

Когда эксцентриситет орбиты очень мал, направление на пери¬

центр слабо выражено. Эту трудность можно обойти, если выбрать
другие единичные векторы в плоскости орбиты: Тп — в направлении
восходящего узла, а Тт, равным

как показано на рис. 1. 5.

Если в качестве орбитальных элементов использовать векторы
начального положения г0 и скорости vo, то можно вывести зави¬

симости г и у от этих элементов. Прежде всего отметим, что вектор
положения тела на орбите как функцию угла f, измеряемого от на¬

правления на перицентр, можно выразить через проекции этого

вектора на направления £ и гр

Дифференцируя это уравнение и принимая во внимание уравнения

(1.39)

/и*о
— Iх-

(1.40)

Единичный вектор ц в направлении перицентра равен

к=— [го cos /о - {к X Го) sin /0]

(1.41)

Единичный вейтор ц получаем из уравнения

:== й: X

г= г cos f-k Jrr sin/-^. (1.42)
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(1.35), (1.34) и (1.39), получим выражение для вектора текущей

скорости

^=у/Г~^~ [ —sin/-F5+ (£ + cos/)g. (1.43)

Два последних уравнения, конечно, справедливы и в начальной

точке с векторами положения и скорости г0 и г70- Тогда, преобразуя
эти уравнения, запишем единичные векторы через векторы началь¬

ного положения и скорости
—

е + cos /а
—

г0 . х
~~

-г0 ^rSm/o-®o.
р Vw

j^^sia/o_- _j__^_COS f0-v0.
P Vw

Подставляя эти выражения обратно в уравнения (1.42) и (1.43),
найдем следующие уравнения для векторов текущего положения

и текущей скорости г и v в зависимости от г0, и разности углов

</-/o)j
>■ = {1 — у [1-cos (/-/о)]) г,Н—y.-sin(/-/o) v0, (1.44)

pro

Vw

-j-Y-Asin(/-/0)|70+

+ (1
-

у [1 -cos(/-/o)]J®0. (1.45)

Радиальное расстояние г в уравнении (1.44) удобно вычислять

следующим образом. Из уравнения орбиты легко получается

1 + £COS/0COS(/— /о) — £sin/0sin(/— /0)

Тогда, исключая ecosf0 и es'mf0 с помощью уравнения орбиты
и уравнения для радиальной скорости в начальной точке, будем
иметь

Р
(1.46)

Го -v0 sin (/
— /о)

Полученные уравнения (1.44) — (1.46) будут иметь в дальнейшем
весьма важное значение.

Определение орбиты по трем векторам положения

Если три заданных вектора последовательных положений тела
на орбите гь гг, г3 компланарны, т. е. riX^2-r3 = 0, то элементы
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этой орбиты могут быть определены следующим образом. Из урав¬
нения орбиты имеем

Р
i= 1, 2, 3.

1 -f* в COS fi

Используя это уравнение при /= 1 и * = 3, а также очевидное ра¬
венство

/з= (/з ~ /l) + fu
получим

ecosfi'-
Г\

е sin f =
Гз(р — ri)cos(/3 — /!)— n(jP — r3)

1

Г1Г3 sin (/3 —Д)

Два последних уравнения позволяют определить е как функцию
параметра р.

Для того ^гобы найти р, заметим, что последнее уравнение оста¬

ется справедливым при замене индекса 3 на индекс 2. Отсюда, при¬

равнивая друг другу два варианта правых частей последнего урав¬
нения и разрешая полученное соотношение относительно р, найдем

р=
Г\Г2гг [sin (/2 — /3) + Sin (/3-/1) + sin (fi — /2)]

r2rz sin (/2 — /3) + ПГ3 sin (/3 — fi) -f- Г\Г2 sin (/j —/2)

Ясно, что точность вычислений значительно ухудшается, когда

углы между векторами_положения становятся малыми.

Единичный вектор ц направления на перицентр можно выра¬
зить в виде линейной комбинации любой пары векторов положения.

Например,

7е=а71 + рг3.

Умножая скалярно единичный вектор Г? поочередно на ?\ и гз,

получим

~к ■ гI=а.г\ + рг^з cos (/3 - /О,

7е •73=аг,r3 cos (/3 - /х) + pri
Но из уравнения орбиты следует

7'7= Г, COS/^-- (/» — rj),
е

~к■73=r3 COS /3=-1- (/7 - Г3).
е

Отсюда, разрешая относительно аир, получим
1

er 1 sin2 (/3—/О

р=
1

<T3sin2(/3—/j)
р_
гг
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Наконец, направление вектора момента количества движения

можно определить из выражения

= XZ2 -

.

I гг X r2 |

Третий единичный вектор находится как векторное произведение

/с и i

Напомним, что при малом эксцентриситете направление на пе¬

рицентр слабо выражено. В этом случае можно, как и ранее, вме¬

сто единичных векторов it и Тп использовать Тп и Im.

Задачи
i_

1.1. Функция (1—2vx+ x2)
2
называется производящей функ¬

цией для полиномов Лежандра P&(v). Действительно, функции
Pft(v) можно определить как коэффициенты степенного ряда

_ _i_

(1 — 2vx-\-.x2)
2

=2^ Pk{v)xk.
k=0

а) Из тождества

i_ _ _i_

[1-2(-ч)х+ х*]
2

=[l-2v(-x)+ (-^]
2

вывести свойство полиномов Лежандра

б) Показать, что

Я*(1) = 1.

в) Дифференцируя обе части разложения производящей функ¬
ции по х, умножая на (1—2vx+ x2) и приравнивая коэффициенты
при хк , вывести рекуррентную формулу для полиномов Лежандра,
используемую в разд. 1. 2.

г) Используя промежуточные результаты, полученные в п. «в»,

и дифференцируя обе части разложения в ряд производящей функ¬
ции по v, вывести рекуррентную формулу, которая применялась

при выводе уравнения (1.7).
д) Дифференцируя формулу, полученную в п. «в», и используя

формулу, полученную в п. «г», вывести рекуррентную формулу для

производных от полиномов Лежандра.
1. 2. Используя формулу Родрига, вычислить первые четыре по*

линома Лежандра.
1. 3. Используя формулу Родрига, показать, что

(Pft(cosp)sin Щ= f P*(v)rfv= 0.

0 -1
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1.4. Рассмотрим сферу единичного радиуса и три единичных

вектора Гл, iB, /с, направленных из центра сферы к трем верши¬
нам сферического треугольника на ее поверхности. Пусть А, В,
С — углы при вершинах, а, b, с — противолежащие им стороны.
Тогда, раскрывая надлежащим образом обе части векторного ра¬
венства

(*л X iв)*{iа X ^с) *^с) (*л’*с)’(*л ’

вывести правило косинусов сферической тригонометрии

cos а= cos b cos с-1- sin b sin с cos Аи

1.5. Из равенства

2 V {u-v) = (u-S7)V'+(v-V)u-)ruX (VX^)tX<(VX и)

установить векторное тождество, использованное при выводе урав¬
нения (1.7).

1.6. Если расстояние г от центра притяжения велико по срав¬
нению с размерами притягивающего тела, то потенциал можно при¬
ближенно выразить в виде

k=0

а) Показать, что потенциал можно записать следующим об¬

разом:

V=— +~-(A+Bi-C-3I),
г 2г3

где т
— полная масса тела; А, В, С — три главных момента инер¬

ции; / — момент инерции тела относительно прямой, соединяющей
центр притяжения с точкой, в которой вычисляется потенциал. Это

уравнение известно как формула Маккаллаха.

Форма Луны хорошо моделируется трехосным эллипсоидом, а

экспериментально определенные значения моментов инерции А, В,
С даны в приложении.

Отметим, что

А= \ \\ (V+C2)dm,
г.' U

В= §\[(P+V)dm,
C=\\\(?+ 'r?)dm,

I— | j \ p2sin^idtti,

A+B+ C=2 jjj p4m.
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б) Показать, что если оси декартовой системы координат совпа¬

дают с главными осями инерции, то

_

1= (7,-7,)2 А + (1Г-7уУ B+ {Jr-Tzf С.

Вычислить V У-
1.7. Вывести уравнение движения тела Pi относительно общего

центра масс Р\ и Р2 в виде

(Пг Gm\

г=0,
clt2 (772! + /П2)2Г3

где r = rl
— rcm.

1.8. В задачах, связанных с Луной, учитываются в основном три
тела: Земля, Луна и Солнце. Пусть их массы равны соответственно

mEi тм и ms> точкой В обозначим общий центр притяжения, или

барицентр Земли и Луны. Определим вектор гЕМ как вектор поло¬
жения Луны относительно Земли; подобным же образом опреде¬
ляются и относительные векторы rES, rMs и tbs-

а) Вывести уравнения движения Луны относительно Земли

и движения Солнца относительно барицентра в виде

ЕМ
G (mF + mM)

- Gms (mE + mM) —
p

'

EM ... ...

v fmE,
r EM

rLErrLM
EM1

&ГBS

d&

G (mE + mM H- ms) _

mE m
M

где
rES

Операторы градиента S/EM и \JBS
к координатам векторов гЕм и rEs-

б) Получить разложение

ШЕ + т
м

rBS

тЕтМ
УГ*

1

т
м rBS

относятся соответственно

_^Va(cosa)-L
rBS

nip — т
м

м

'EM

P3(cosa)+

тЕ
—

тЕтм + т%

(тЕ + %)2
-ЕМ-\РЛCOSa) +
rBS

где cosa=
rEM

•

rBS

rEMrBS

* Радиус-вектор общего центра масс (прим. ред.).
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в) Показать, что отношение второго члена к первому в этом

разложении равно приблизительно 8X10-8. Следовательно, движе¬

ние Солнца относительно барицентра Земля—Луна является по

существу эллиптическим:

1.9. Так называемая ограниченная задача трех тел состоит

в том, чтобы определить движение тела бесконечно малой массы

Р3 в поле тяготения двух тел конечных масс Р\ и Р2, которые обра¬
щаются одно относительно другого по круговым орбитам. Поме¬
стим начало координат в центре масс системы. В качестве едини¬

цы массы выберем сумму всех масс, поэтому массы тх и т2 можно

записать соответственно (1—р,) и р, где р,<1/2. За единицу даль¬
ности примем постоянное расстояние между телами конечной

массы, а единицу времени выберем так, чтобы выполнялось усло¬
вие G= 1.

а) Показать, что при таком выборе единиц измерения постоян¬

ная угловая скорость обращения тел конечной массы относительно

их общего центра равна единице.
б) Показать, что уравнение движения тела Р3. во вращаю¬

щейся системе координат, в которой ось х направлена по прямой,
соединяющей центры тел Рх и Р2, а плоскость ху совпадает с пло¬

скостью движения тел Рх и Р2, имеет вид

где ги г2 и г—векторы положения Р3 по отношению к Ри Р2
и центру масс Рх и Р2) а

в) Получить интеграл энергии, называемый интегралом Якоби,

где С — постоянная, а х, у, z — координаты тела Р3. Полагая о = 0,
можно получить поверхности нулевой относительной скорости при
различных значениях С.

1.10. Умножая векторно h на обе части уравнения (1.32), по¬

казать, что скорость в любой момент времени есть сумма двух век¬

торов, постоянных по величине. Один из них длиной \i/h нормален

G (тЕ + т** -4- гПсЛ

BS

v2=x2+ + -j-— — С,
Г1 Г2
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к радиусу-вектору г, а другой длиной eufh нормален к е или к оси

орбиты. Исходя из этого показать, что годограф движения есть

окружность радиуса \i/h, центр которой отстоит от начала коорди¬
нат на e\xfh. Построить годографы для движения по эллипсу, пара¬
боле и гиперболе.

1.11. Показать, что матрицу поворота, определенную в разд. 1. 7,
можно получить как произведение трех отдельных матриц поворота

и представить результаты геометрически.
1.12. Пусть начало системы координат находится в центре Зем¬

ли. Обозначим через X и |3 долготу и широту точки в эклиптической
системе координат, а через а и б прямое восхождение и склонение

той же точки в экваториальной системе. Показать, что

где е — наклонение эклиптики.

1.13. Выразить углы Эйлера Q, i, со в виде векторной ком¬

бинации единичных векторов ix, iy, i2 и it, iVi, k.
1.14. Показать, что если у— угол между радиусом-вектором г

и вектором скорости v, то эксцентриситет можно вычислить с по¬

мощью выражения

1.15. Показать, что если vr и Vq —радиальная и трансверсаль-
ная составляющие вектора скорости гочки, находящейся на рас¬

R=RuRiRoi,
где

/ 1

Ri= О

\ 0 sin i cos

/COS СО — Sin СО О

cos В cosa —cos (3 cosX,

cos В sina = cos p sinXcose — sin psins,

sin 8 = cos [3 sin X sin e-f- sin (3 cos s,

9 _ i |
v*r2 sln2 7 ^v2r sin2 7

e = i i
-
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стоянии г от центра притяжения, то эксцентриситет е можно вычис¬

лить по формуле

-[£)' -1
"с J

где vc — скорость тела на круговой орбите радиуса г.

1.16. Показать, что

^cos 2 cos б — sin 2 sin 0 cos Is

r = r | sin 2 cosO + cos 2 sin 0 cos i |,
sin 0sin i

— cos 2 (sin 0 -j- e sin со) — sin 2 (cos 0 -j- e cos u>) cos i\

^= ! — sin 2 (sin b-\-e sin u)) + cos 2 (cos 0 + ^ cos w) cos i I ,

(cos 0 + ^ cos a>) sin i J
где 0 = o)-|-/.

1. 17. Космический корабль приближается к планете, гравитаци¬
онная постоянная которой равна \ы. Показать, что вектор положе¬

ния перицентра гр, измеряемый от центра планеты, можно вычис¬

лять по формуле
~

е +- cos/0 — hr0 sin/о
~

гр— ГТ г0 77~, Г"1 + е [1 (1 + е)

где r0, v0
—

векторы положения и скорости корабля относи¬

тельно планеты;

Л2= (г0Х‘АоМгоХ'Уо)>

\ Ко / \ Ко 1

COS/0=
ег0

1.18 Космический корабль приближается к планете, гравита¬
ционная постоянная которой равна р.

а) Показать, что вектор скорости можно выразить в виде

®=1/ -у!1'-— [-sin/-rE + (e + cos/)i,],
У гр( 1 + е)

где гр
—

модуль радиуса-вектора перицентра.

б) Требуется произвести малые изменения 6е и 6/ эксцентриси¬
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тета е и угла f, отсчитываемого от направления на перицентр. Ис¬

пользуя уравнение орбиты в виде

гр (1 + е)
г = —; ,

1 + е cos /

показать, что если гигр остаются неизменными, то де и б/ должны
быть связаны соотношением

(1—cos/)6e+e(l+e) sin/б/=0.

в) Показать, что соответствующее изменение вектора скорости
6v, при котором rv остается инвариантным, определяется выра¬
жением

r>v = Л/ —— [(1 — cos f)2k — (2-f е — cos /)sin fi-ЛЪ/.
2(1 — cos /) V rp{ 1 + e)

V
~

J) JMJ

Следовательно, в первом приближении направление, вдоль кото¬

рого скорость может меняться без изменения высоты перицентра,
совпадает с направлением вектора:

(1 — cos f)2k — — cos f) sin f-i^.
Указание: в первом приближении
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более подробно исследуется в книге Смарта [56]. Способ явного

расчета возмущающей силы, не вызывающий никаких затрудне¬

ний, связанных с вычислениями, был разработан д-ром Дж. Потте¬

ром из Приборной лаборатории МТИ.
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механике, рассматривает задачу трех тел достаточно полно. По¬

этому в настоящей книге этому вопросу уделено внимание только

в задачах 1. 8 и 1.9.



ГЛАВА II

Положение и скорость
на орбите в задаче двух тел

В гл. I относительное движение двух тел рассматривалось без

учета связи положения и скорости на орбите со временем. Оказа¬
лось возможным проинтегрировать уравнения движения таким

образом, чтобы время не входило явно в решение. В результате
было получено геометрическое описание траектории путем уста¬
новления функциональной зависимости между расстоянием от

центра притяжения и углом ориентации радиуса-вектора этого рас¬
стояния относительно выбранного опорного направления.

В этой главе решение будет дополнено определением функцио¬
нальной зависимости положения и скорости от времени, отсчиты¬

ваемого от некоторой эпохи. Однако перед этим мы считаем умест¬
ным рассмотреть свойства конических сечений, чтобы снабдить
читателя полезным материалом справочного характера.

Понятие большой полуоси орбиты анализируется только в на¬

стоящей главе, поскольку при геометрическом описании орбиты
оно не имело существенного значения. Но когда вводятся обоб¬

щенные определения периода на эллиптической орбите и орби¬
тальной энергии, без понятия большой полуоси уже нельзя обой¬

тись.

Далее будет систематически рассмотрена зависимость положе¬

ния и скорости на орбите от времени для параболической, эллип¬

тической и гиперболической орбит в указанном порядке. Затем

мы выведем как аналитическим, так и геометрическим способами

уравнение Кеплера и покажем различные методы решения этого

фундаментального уравнения. *

В заключение весь материал данной главы будет обобщен путем
вывода универсальных формул, применяемых ко всем типам кони¬

ческих сечений. Эти формулы имеют преимущество по сравнению
со своим классическим первоисточником, так как при их примене¬

нии вовсе не обязательно знать тип конического сечения. К тому же

переход от одного типа конического сечения к другому становится

непрерывным без неопределенностей и особых случаев.

2.1. Конические сечения

Окружность, эллипс, параболу и гиперболу часто называют

коническими сечениями, поскольку все эти кривые могут быть по¬

лучены как результат пересечения правильного кругового конуса
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с плоскостью. Тип конического сечения зависит от угла между
секущей плоскостью и основанием конуса. Так, если секущая пло¬

скость параллельна основанию, то получаем окружность. Если се¬

кущая плоскость наклонена к основанию конуса, а угол наклона

меньше угла между образующими конуса и его основанием, то

сечение есть эллипс. Если секущая плоскость параллельна одной
из образующих, то в результате пересечения получится парабола.
И, наконец, если секущая плоскость наклонена к основанию под

еще большим углом, то она будет также пересекать и ту часть

конуса, которая получится, если продлить образующие. В резуль¬
тате будем иметь сечение, состоящее из двух частей и называемое

гиперболой.
Уравнение кривых второго порядка в прямоугольной системе

координат имеет вид

Ах2 + Вху + Су2 +Dx+Ey-{-F= 0.

Путем параллельного переноса и поворота осей координат это

уравнение можно свести к одному из следующих видов:

А\Х2 + В\у2-\-С\ = 0,

y2+DiX= 0.

Если Ci не равно нулю, a Ah В\, Сi имеют различные знаки, то

геометрическое место точек, определяемых первым уравнением,
представляет собой окружность, эллипс или гиперболу. Начало
системы координат называется центром конического сечения, а оси

координат — осями симметрии. С другой стороны, если Dx не равно

нулю, то второе уравнение дает параболу. В этом случае начало

системы координат носит название вершины, а ось х есть ось

параболы.
Уравнение эллипса или гиперболы с центром в начале коорди¬

нат в нормальной форме записывается следующим образом:

где а и b — положительные константы (а>6), которые соответст¬

венно называются большой полуосью и малой полуосью. Знак

«плюс» характеризует эллипс, при знаке «минус» получаем гипер¬

болу. Окружность — частный случай эллипса, когда а равно Ь.

Если аналогичный случай, т. е. а равно Ь, имеет место для гипер¬
болы, то она называется равнобочной.

Можно дать и такое определение эллипса: эллипс есть геомет¬

рическое место точек, для которых сумма их расстояний от двух
фиксированных точек постоянна. Две указанные фиксированные
точки называются фокусами эллипса. Если с—расстояние от одного
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из фокусов до центра, то отношение с/а называется эксцентри¬
ситетом.

_

с Уа2 — Ь2

Эксцентриситет эллипса всегда меньше единицы и равен нулю,

когда эллипс вырождается в окружность. По мере увеличения е

увеличивается отношение большой оси эллипса к малой и эллипс

принимает все более и более вытянутую форму.

Рис. 2. 1. Эллипс:

PF+PF*=2a PF*—PF=2 a; P*F—P*F* = 2 а

Гиперболу можно определить как геометрическое место точек,

для которых постоянна разность расстояний до двух фиксирован¬
ных точек, называемых фокусами. Снова обозначая через с рас¬
стояние от фокуса до центра, назовем отношение

с Уа2 + /;2
е=— =- —

а а

эксцентриситетом гиперболы. Эксцентриситет гиперболы всегда

больше единицы. Прямая, проходящая через оба фокуса гипербо¬
лы, называется действительной осью; она пересекает гиперболы
в двух точках — вершинах, отстоящих от центра на величину а.

Вторая ось, проходящая через центр и не пересекающая гиперболу,
называется мнимой. Проходящие через центр две прямые, опре¬
деляемые уравнением

I
ь

У
= ± — X,

а

называются асимптотами гиперболы.
Можно иначе определить конические сечения как геометриче¬

ское место точек, для которых отношение расстояний от фиксиро¬
ванной точки до заданной прямой линии постоянно. Это опреде¬
ление непосредственно приводит к уравнению конических сечений

в полярных координатах. Фиксированная точка в данном опреде-
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лении есть фокус, заданная прямая
— директриса, а постоянное

отношение представляет собой эксцентриситет. Помещая фокус
в начало координат, легко вывести общее уравнение конических

сечений в виде

Р

1 + е cos /

где г и f — обычные полярные координаты, а р

параметр. Если k — расстояние от фокуса до

директрисы, то

p
= ke.

Хорда, проходящая через начало координат,
перпендикулярная к большой оси и равная по

величине 2р, называется фокальным парамет¬
ром конического сечения. Поэтому величину р
часто называют полуфокальным параметром.
Нетрудно показать, что

(2.2)

так называемый

Р =

а

а (1 — е2)
2q
а (е2 — 1)

для окружности,

для эллипса,

для параболы,
для гиперболы,

(2.3)
Рис. 2.3. Парабола:

PF=PN

где q
—

расстояние между фокусом и вершиной параболы. Эллипс,
гипербола и парабола показаны на рис. 2. 1—2. 3.

В предельных случаях для эллипса или гиперболы, когда экс¬

центриситет равен единице, орбита превращается в прямые линии.

Вырожденный эллипс представляет собой просто отрезок, соеди¬
няющий оба фокуса. Вырожденная гипербола состоит из двух по¬

лупрямых, идущих из фокусов в бесконечность. Вырожденная пара¬
бола (9 = 0)-— линия вдоль действительной оси, идущая из фокуса
в бесконечность.

2.2. Большая полуось
и интеграл энергии

Нетрудно показать, что при движении тела по конической орби¬
те его радиус-вектор г ометает площадь Л с секторной скоростью

dA_ __ j_ r2 d_L
dt 2 dt

Сравнивая последнее уравнение с уравнением (1.35), найдем, что

момент количества движения h равен удвоенной секторной скоро¬
сти. Поскольку h — постоянная величина, это справедливо и для

dA/dt. Тем самым доказывается второй закон Кеплера, сформули¬
рованный во. введении к гл. I.
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Период эллиптического движения можно определить как время,
необходимое для того, чтобы радиус-вектор описал всю площадь,

ограниченную эллипсом. Отсюда следует, что

о ,

2 = h.
Р

Здесь Р — период обращения, а и Ь — большая и малая полуоси
эллипса. Так как

b = a Y1 —

то

h= na2VT^e2, (2.4)
где

л= -^- (2.5)

так называемое среднее угловое движение. Кроме того, из уравне¬
ния (1. 34) имеем

h2 = \xp = ixa(1—е2). (2. 6)

Комбинируя уравнения (2.4) и (2.6), получим очень важный ре¬
зультат, известный под названием третьего закона Кеплера:

Iх = п2а\ (2.7)

Преобразуя уравнение (2.7), получим период обращения тела по

эллиптической орбите

Р=2ку
—

. (2.8)

Таким образом, период обращения не зависит от элементов орбиты,
кроме большой полуоси. По исторически сложившейся традиции

большую полуось орбиты называют средним расстоянием, хотя

она не равна средней длине радиуса-вектора за определенный пе¬

риод времени (см. задачу 2.5). В астрономии большая полуось
земной орбиты часто выбирается в качестве единицы длины и на¬

зывается астрономической единицей (а. е.).
Интеграл энергии (иногда его называют интегралом живой

силы) можно получить следующим образом. Запишем сначала

уравнение относительного движения (1. 30) в виде

*27 .Vм
dt2 \ Г

Затем, принимая во внимание соотношения

dr d%r 1 d I dr dr \
__

d

dt dn
~

2
'

dt \ dt dt dt (t)
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и интегрируя уравнение относительного движения, получим

1
-V*

где с — постоянная интегрирования.

Выразим постоянную интегрирования через элементы орбиты.
Для этого продифференцируем общее уравнение орбиты (2.2),
а затем, используя уравнение (1.35), получим выражения для со¬

ставляющих вектора скорости в полярных координатах

dr п
. г

=
— в sin /,

dt

df п п ,л \
Г —=—(l + £COS /).

dt

Тогда

Следовательно, при /=0 имеем

df №
-*2).

1 + е

V2= — (1+е)
Р

Отсюда найдем постоянную интегрирования

О-*2)
С= — а ■

2р

Таким образом, в зависимости от типа конического сечения

интеграл энергии выражается следующим образом:

v2=

2 1
.

для эллипса,
г а

для параболы,

( —+—1 для гиперболы,
\ г а )

(2.9)

Отметим, что энергия орбиты, так же как и период обращения, за¬

висит только от большой полуоси.

Уравнение (2. 9) позволяет утверждать следующее: если теле

Р2 начало двигаться из точки на расстоянии г от Рь то большая

полуось орбиты результирующего движения зависит только от на¬

чального взаиморасположения тел Р\ и Р2 и начальной скорости
и не зависит от направления движения. Сравнивая численные зна¬

чения v2 и 2\ifr, определяют тип конической орбиты. Для этой цели,
а также для некоторых других задач, удобно приписывать большой
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полуоси гиперболы отрицательное значение. Имея это в виду,
можно записать единую формулу для а:

а тип конической орбиты определять по знаку результата. Полу¬
ченное соотношение будет использоваться в дальнейшем там, где

это целесообразно для вывода необходимых положений.

Задача определения положения тела на орбите в заданный мо¬

мент времени наиболее проста в случае параболической траекто¬
рии. Уравнение параболы в полярных координатах имеет вид

Отсюда с учетом закона сохранения момента количества движения

где т — момент времени, когда тело проходит через вершину па¬

раболы.
Для того чтобы разрешить уравнение (2. 12) относительно f

при заданном t, требуется решить кубическое уравнение относи¬

тельно tg (//2). Легко показать, что при этом существует один
и только один действительный корень. Для нахождения решения

сравним уравнение (2. 12) с равенством

(2.10)

2.3. Положение и скорость
на параболической орбите

г

1 + COS /

р р

2 a+tg’-f). (2.11)

следует

Интегрируя, получим

(2.12)

Тогда, если записать

то будем иметь
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Обозначим

k = —tgOJ, A,3 =—tgS.
Отсюда следует

ctg2s = 3 j/^
tg3ffi).-=tgS,

tg ~ = 2cig 2w.

Последние три уравнения позволяют без труда вычислить f с по¬

мощью тригонометрических таблиц.

Векторы положения и скорости можно определить тем же спо¬

собом, что применялся при выводе уравнений (1.42) и (1.43).
Пусть ц и irt — единичные векторы в плоскости параболической
орбиты в соответствии с обозначениями, принятыми в разд. 1.7.
Начало координат поместим в фокусе, а единичный вектор Т$ на¬

правим к вершине параболы. Отсюда

(2-13)

—= _ (2.14)

причем tg(f/2) определяется так, как было показано выше.

2.4. Орбитальные аномалии

и уравнение Кеплера
За исключением окружности или параболы, для которых е = 0

и е=1, непосредственное интегрирование уравнения (1.36) не при¬
водит к удобному выражению, свя¬

зывающему время и угловое поло¬

жение на орбите. Угол / обычно
заменяют новой переменной, а по¬

яснить геометрический смысл этой
вспомогательной переменной. можно
с помощью следующего построения
для эллиптической орбиты,

Пусть С — центр, a F — фокус
эллипса, который изображен на

рис. 2.4. Из центра С проведем
вспомогательную окружность ра¬
диуса а. Пусть Р — положение тела

на эллиптической орбите, a Q —
точка, в которой перпендикуляр к

большой оси эллипса, проходящий

Рис. 2.4. Орбитальные анома¬

лии для эллиптического движе¬

ния
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через Р, пересекает вспомогательную окружность. Угол PFA на¬

зывается истинной аномалией и обозначается через f, а угол QCA—

эксцентрической аномалией и обозначается через Е.

Нетрудно показать, что расстояние от фокуса F до тела на

орбите выражается формулой

Сравнивая последнее уравнение с уравнением эллипса в полярных

координатах

г_ g(l-gg)

1 + е cos /
’

получим следующие равенства:

Уравнение (2.17), по-видимому, наиболее удобным образом свя¬

зывает между собой углы / и Е, поскольку //2 и £/2 всегда находят¬

ся в одном и том же квадранте.

Возвращаясь к интегрированию уравнения (1.36), запишем

Итак, уравнение (1.36) эквивалентно следующему уравнению:

Последнее уравнение легко интегрируется, а результат наиболее

часто выражают в форме

r=a( 1—е cos Е). (2. 15)

1 + е cos /

(2.16)

Из этих равенств следует, что

(2.17)

1 -\-е cos f (1 - е2)
1 — е cos Е

и

df=

— dt=( 1 - е cos Е) dE.

М= Е—esin-E. (2. 18)
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Постоянная интегрирования включена в величину М, называемую
средней аномалией:

M = n(t—т), (2. 19)

где п — среднее угловое движение, определяемое либо по уравне¬
нию (2. 5), либо по формуле

* = (2.20)

at — момент прохождения через перицентр.

Величину М можно представить как угловую координату тела,

движущегося с постоянной угловой скоростью по вспомогательной

окружности. Соотношение (2. 18) между средней аномалией и экс¬

центрической аномалией называется уравнением Кеплера.
Как отмечалось в разд. 1.7, постоянную интегрирования можно

рассматривать в качестве одного из шести орбитальных элементов.

Однако часто вместо т используют другую связанную с ней вели¬

чину. В разд. 1.7 истинная долгота тела на орбите была опреде¬
лена следующим образом:

L = o)-f /.

По аналогии определим среднюю долготу

/.= ш + Ж.

В момент времени t=0, называемый эпохой, средняя долгота равна

S= oj — /2т.

Тогда величина е — средняя долгота в эпоху может быть исполь¬

зована в качестве орбитального элемента вместо т. В этом случае
средняя аномалия находится из соотношения

М=/г£+ г-ш. (2.21)

Уравнение (2. 18) можно вывести и геометрическим способом.

С этой целью напомним, что на основании второго закона Кеплера
можно записать

площадь PFA h nab
—

2

Из рис. 2. 4 найдем соотношения между площадями:

пл. PFA = пл. PRA—пл. PFR
и далее

пл. PFR=-~ а (е —cos E)b sin Еу
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пл. PRA=— пл. QRA=
а

(пл. QCA — пл. QCR)-

Следовательно,

-- (—а*Е- — а? cos Е sin Е
а \ 2 2

пл. РЛ4
=-у ab(E— е sinE).

Из сравнения первого и последнего уравнений для площади PFA

непосредственно получается уравнение Кеплера.

2,5. Методы решения
уравнения Кеплера

Ввиду трансцендентности уравнения Кеплера* относительно Е
эта величина при заданном М не может быть выражена конечным

числом членов. Существует, однако, одно и только одно решение

уравнения Кеплера, что можно показать следующими рассужде¬
ниями. Рассмотрим функцию

F (Е) =Е—е sin Е—М

и предположим, что kn^M< я, где k — некоторое целое чис¬

ло. Тогда, так как

F(kn) =kn—М<О

F[(k+l)n]=(k+l)n—М>0,

то F(E) по крайней мере один раз на интервале ^я<£'<(^+1)я
обращается в нуль. Но производная F'(E) всегда положительна,

поэтому функция F (Е) равна нулю только при единственном зна-

ченйи Е. Рассмотрим теперь некоторые из методов решения урав¬
нения Кеплера, число которых буквально составляет несколько

сотен.

Разложение в ряд Фурье — Бесселя

Дифференцируя уравнение Кеплера, получим

ли dM
dE= .

1 — е cos Е

Функция является периодической относительно М
1 —ecos Е

с периодом 2тг, и поэтому можно записать

* Различные методы решения уравнения Кеплера описаны в работе [69]
(прим, ред.).
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-

-,j I / -

-у

1 — e cos E

k = i

где Л0, Л2,... — обычные коэффициенты Фурье:

-j- Л^ cos klVly

1 } dM 1

2т: j 1 — £ cos E 2

p cosM ш==±,[ cos[k{E-es\nE)]dE=2Jk{ke),
J 1 — £ COS £ 7- J

где
v \ft + 2/z

функция Бесселя первого рода k-то порядка (см. задачи 2.20—

2. 22). Таким образом, интегрируя уравнение Кеплера в дифферен¬
циальном виде с правой частью, выраженной рядом Фурье, полу¬
чим необходимый результат:

При малых значениях е, характерных для большинства планет

солнечной системы, ряд сходится довольно быстро (коэффициенты
этого ряда для планет Меркурий, Венера, Земля и Марс приведены
в приложении). Если члены порядка в6 и выше отбросить, то в

уравнении (2. 22) останется только три ненулевых коэффициента
Бесселя:

Уравнение Кеплера можно решить также с помощью простого
итерационного процесса. Рассмотрим бесконечную последователь¬

ность

Е=М+2 V —Jk{ke) sinkM.
k

k= 1

(2.22)

Метод последовательных приближений

Е, = 0,

Е2=М-}-е sin Еи (2.23)

Ек+1 — IVi —j— с sin Ек, ,
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Тогда из соотношений

Ек+1 — Ek= e (sin Ek — sin Ek-\) =

c)
. Ek—Ek^ Ek+E^

— 2e sin cos =

2 2

sin ~ (£* - Ek_i) Е/г+Ек_1
=e{Ek — Ek-1) j

cos

у (£*-£*_!)

следует, что \Ek+\ — Ek\-*Ce\Ek — Ek~11<ek~l \E2 — El\ = ек~Ш.
Если значение e меньше единицы, то последовательность схо¬

дится к величине Е, равной

Е= lim Ек.
<*

Это можно показать следующим путем:
оо со

\E-Ek+i\ = \ 2 (£™+1-4)|< 2
m-ft + 1 m = /г + 1

^-1 =Л1-
1-е

m= ft + l

Рассматриваемый процесс весьма эффективен при малых зна¬

чениях е. Однако для случая орбиты, близкой к параболической,
должны быть предусмотрены другие методы.

Разложение в ряд истинной аномалии

Истинную аномалию f можно непосредственно выразить в виде

ряда Фурье через среднюю аномалию М. Результат аналогичен

уравнению (2.22), но коэффициенты ряда несколько более слож¬

ны. Здесь приводится вывод этих коэффициентов, поскольку он от¬

сутствует в обычных руководствах по небесной механике.

Используя равенства (2 16), легко показать, что

У\-лш
(1 — ezosEf

Так как функция (1—ecosЕ)~2 — периодическая относительно М,
ее можно записать в виде

оо

1

50-{-^ BkcoskM,
(1 — е cos Е)2

k= 1
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где

Вп ti
в,-т{

dM

(1
— е cos £)2

cos kM

t\jГ
—1C

1C

dE

е cos Е Vi—&

dM=±- { cos[fe(g-gsln E)} dE==
1 — e cos E(1 — e cos E)2

— 1C

1 Г exp [*'&(£
— £sin E)\

7i J 1 — e cos E

Для вычисления интеграла Bh перейдем к комплексной пере¬
менной

— piEz= e dE-
dz

iz

cosE=— ( z-j——
2 \ z

sln E=i(z~i}
Это позволяет выразить Bk контурным интегралом

Bk=2i
где

zk exp -чю:
не

dz,

CL =
l+Vl—e?

P =
1— Vl — <?2

а контур интегрирования С есть окружность единичного радиуса
в комплексной плоскости г.

На основании равенства, доказываемого в задаче 2. 20 для бес¬

селевых функций, можно записать

ехр
ke

(г-т)Ь 2

откуда

п = -оо с С

Интегралы в последнем выражении вычисляются с помощью

теоремы о вычетах теории функций комплексного переменного.
Так как ар = 1, то а^>1, а р<1. Таким образом,

n + k г

dz = — rf) Zn
— я Ч V Я я2

г.«+*(_L+ —+ .)dz =
■2izian+k n-\-k< 0

о л+л>о’
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фУг*=У"+,(тУ+-'У=
0 n-\-k< О

"с с
' ’

\2та$п+к n-\-k> О

и выражение относительно Ей принимает простой вид

-<*+ 1)

Вь
L.~

Используя равенство
J-n( — ke) =Jn(ke)

и меняя порядок суммирования, получим
оо

Вк = ?—

УПО¬

ИЛИ, так как а=— ,

Р

Вь

п- — к

^^Jn+ k {ke)ci п-]~ ^ Jk+ П {ke) Р п

П— 1

2 Л+»(&0Р|я|.
Kl-e® »=_

В таком случае искомое выражение для / получается интегрирова¬
нием исходного разложения в ряд Фурье

/=М+£^- £ Л+»(&?)Р1л|
Й= 1

sin АЖ, (2.24)

где

Р =

1— У1 — «2

и есть величина порядка е/2.

2.6. Положение и скорость
на эллиптической орбите

В разд. 1.8 было показано, что векторы положения и скорости
можно непосредственно определить через их начальные значения

г0 и vo. Можно также получить удобные выражения для векторов
положения и скорости как функций времени в зависимости от го

и vo- Для этого выразим сначала векторы положения и скорости
в системе координат g, т] прямо через эксцентрическую анома¬

лию Е:

г = a (cos Е— ё) ^ -{- Yap sin Ein,

v = __ y.vfL sin E • ^ cos Ei^.
r r

(2.25)

(2.26)
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Пусть Е0 обозначает эксцентрическую аномалию, соответствующую

вектору положения г0. Тогда, если в уравнениях (2. 25) и (2. 26)
заменить Е на Е0у то в результате получим соотношения, связываю¬

щие го и vo с единичными векторами h и ц :

-г cos Е0 —

_ / а . с,
-

Н= го-\/ — sm £0г»0,
Го • К Iх

г\= ]/"— г0Н—у- (cos E0-ejv0.У р Го У№

Если теперь эти выражения подставить в уравнения (2. 25) и

(2.26), то получим зависимости для г и v от г0 и г7о- Но прежде
чем перейти к окончательному выражению, запишем сначала урав¬
нение Кеплера для случая, когда t представляет собой интервал

времени, соответствующий разности эксцентрических аномалий

Е—Е0. Тогда го будет обозначать положение тела на орбите в эпоху,
т. е. в момент времени f=0.

Для этого случая уравнение Кеплера имеет вид

t= (Е — Е^) — е (sin Е — sin Е0),

или в эквивалентной форме

Л/ t= {E — E0)-\-esinE0{\ — cos(E — £0)] — ^cos^sin {Е — Е0).
у eft

Нетрудно показать, что

*sin£__Io^L.

Таким образом, получим уравнение

лГt=(E-Ef) + [ 1 _соs(£-Е0)]-
У а3 V^a

-(l--^-) sin (£-£„•), (2.27)

которое необходимо разрешить относительно (Е—Е0) при задан¬
ном интервале времени t.

ecosE0=
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После того как разность (Е—Е0) определена, векторы положе¬

ния и скорости находятся из следующих уравнений:

F(*)={ 1-— [1-cos (£-£„)]} F„ +

+ [t ^ - Е0)-sin (Ё-Е0)

1 Vvia3 I

v{t)=-J^£LSin'(£-£0)70+ f 1-— [l-cos(£-£0)]W0. (2.29)
rr0 { r )

Читателю следует сравнить эти результаты с уравнениями (1.44)
и (1.45), где в качестве переменной выступает разность истинных

аномалий (/—f0).

2.7. Положение и скорость
на гиперболической орбите

Можно распространить разработанный выше подход для эллип¬

тических орбит на случай гиперболической орбиты. Однако оказы¬

вается, что при этом аналогом эксцентрической аномалии будет
некоторая площадь, а не угол-
Вспомогательная окружность, ис¬

пользовавшаяся при анализе эллип¬

тических орбит, заменяется равно¬
бочной гиперболой, имеющей ту же

самую большую ось, что и гипербо¬
лическая орбита, о которой идет

речь.

Обратимся к рис. 2. 5, где точка¬

ми С и F обозначены центр и фокус
гиперболы, а точкой А — положение

вершины или перицентра. Пусть
точка Р есть положение тела на ги¬

перболической орбите, a Q — точка,
в которой перпендикуляр к боль¬

шой оси пересекает вспомогатель¬

ную равнобочную гиперболу. Тогда,
если а и b — большая и малая по¬

луоси, можем записать

или в функции параметра Н

CR = a ch Н, PR — b sh Н.

Рис. 2. 5. Орбитальные соотно¬

шения для гиперболического
движения
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Легко показать, что площадь CAQ, ограниченная прямыми СЛ
и CQ и дугой AQ вспомогательной гиперболы, равна

пл. CAQ=J
Н,

а расстояние от фокуса до тела

r=a(ech Н—1). (2.30)

Выражения, связывающие полярный угол f с параметром Н,

получим, сравнивая (2.30) с уравнением гиперболы в полярных
координатах:

г=_
а(е2-1)

^

1 + е cos /

Таким образом,
г е — ch Н , гг £-Ь cos / /0014

cos /= , ch Н= —

, (2.31)У
е ch Н — 1 1 +<?cos/

v 7

•

. , Vet—l sh H
. rr У e2-1 si"/

sin/= sh//=—
e ch H — 1 1 + £ cos /

tgT-l/-7rfthf • (2'32)

Точно тем же способом, что применялся при выводе уравнения
(2. 18), можно получить аналог -уравнения Кеплера для гипербо¬
лического движения

z) = eshH-H. (2.33)

Для геометрического вывода этого результата целесообразно
применить выкладки, аналогичные сделанным в разд. 2. 6.

На основании закона сохранения момента количества движения
#

имеем

пл. PFA h VV/7
t — z 2 2

Далее из рис. 2. 5 установим соотношения

пл. PFA = пл. PRА — пл. PFR,

пл. PFR= -]^- a(ch И— e)b sh Н,

пл. PRA-— пл. QRA = ~— (пл. QCR— пл. QCA)=
а а

=— (— a2ch//sh Н-—а2Н
а \ 2 2

которые непосредственно приводят к уравнению (2. 33).
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Гиперболический вариант уравнения Кеплера при заданном t

разрешается относительно Н с помощью итерационных методов;

однако обсуждение этого вопроса мы отложим до разд. 2. 8.

Нетрудно найти выражения для векторов положения и скорости
в системе координат g и rj, лежащей в плоскости орбиты:

r= a(e~ ch И) k-\-Vар sh HiT[, (2.34)

^=_ Vw_sbHk+ ^?-QhHT,. (2.35)
Г Г

И, наконец, можно вывести уравнения, полностью аналогичные

уравнениям (2.27) — (2.29). Векторы положения и скорости r(t)
и v (t) выражаются через их начальные значения г0 и vq следующим
образом:

■>•(*)=[ 1--£-[ch(//- Я0)-1]}г0^
+ (2.36)

Vv-la3

v(t)=-^-sh (Я-Я0)'г0+ { 1 -±- [ch (Я - Яо)- 1]р0) (2.37)

где разность Н—Я0 находится как решение уравнения

л/~-^=-(Я-Я0)+-^- [ch(Я—Я0) — 1]-{-
У а У ра

+ (1+-^)811(Я-Я0). (2.38)

2.8. Универсальные формулы
для конических орбит

В предыдущих разделах этой главы мы были вынуждены ис¬

пользовать тригонометрические функции для описания движения

гела по эллиптической и параболической орбитам и гиперболиче¬
ские функции для описания движения по гиперболической орбите.
Можно обобщить задачу, введя две новые трансцендентные функ¬
ции. Применение этих функций позволяет вывести универсальные

формулы, одинаково справедливые для эллипса, параболы и гипер¬
болы. На выбор соответствующей пары трансцендентных функций
повлияло стремление использовать одинаковые функции для рас¬

смотрения до известной степени различных орбитальных задач,

которые будут излагаться в следующей главе.

Задачу, для которой ищется обобщенное решение, можно сфор¬
мулировать таким образом: даны векторы положения и скорости

г0 и vo одного тела относительно другого в некоторый момент вре¬
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мени; найти векторы положения и скорости по истечении интервала

времени t.

Две трансцендентные функции, через которые будет выражать¬
ся решение, имеют вид

V.х — sin ]/"д:

(V*)3

sh V — л;—1//Г-

(V~*f
1 — COS Vх

X

ch ]/ — x —1

С(х) =— - —

4 '

2! 41 6!

х > О,

, х<0,

X > О,

(2.39)

(2.40)

(2-41)

Графики этих функций показаны на рис. 2. 6.

Из определений легко получить следующие равенства:

-s-Hricw-aswi.'
У=УП-^(х)-2СМ],
[1 —JCS(*)]2= С (JC) [2 - xC (x)] =2С (4л:).

Возвращаясь к основной задаче, следует напомнить, что для

большой полуоси выше были установлены определенные знаки:

а>0 для эллипса и а<0 для гиперболы. Уравнение Кеплера в фор¬
ме (2. 27) сохраняется неизменным:

Е0)
Гр-Ур

У(1а
гг- [1 — cos(£—£0)] —

(l—j) sin (£-£„).

Однако соответствующее уравнение (2. 38) для гиперболы должно

быть теперь записано в виде

Го-V0
-—t=- ш--Но)-.

r--аз у_ [ia

+ (l—^)sh(tf-tf0).
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В обоих случаях а вычисляется по уравнению (2. 10). Для удобства
записи введем величину ао= — .Тогда

а

2
а0
= .

Го Р

Теперь, если принять для эллипса

Е — Е0V* и

V«О

а для гиперболы

х=-
М-На

V- ■а0

то две формы уравнения Кеплера превращаются в одну. Универ¬
сальное уравнение Кеплера выглядит следующим образом:

Vft= -^x2C(a0x*) + (l-r0a0)x*S(a0x2)+ r0x. (2.42)

Легко видеть, что это уравнение справедливо также и для парабо¬
лы, для которой ао = 0 *.

Для нахождения х при заданном t вполне может быть применен
итерационный метод Ньютона. Если хп — приближенное решение,,
то улучшенное приближение находится по выражению

Хп+1= Хп
— '

Vи- tn
— V t

Vv-—
dx )x=x„

* Определение аргумента x в уравнении (2.42) для случая параболы автор*
вынес в задачу (2. 27) (прим. ред.).
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где производная вычисляется с учетом уравнений (2. 41):

После нахождения х векторы положения и скорости могут быть

вычислены по формулам

Эти формулы вытекают из соответствующих частных формул
(2.28) и (2. 29) для эллипса и (2.36), (2.37) для гиперболы; при
этом способ их получения до известной степени сходен с выводом

уравнения (2. 42).

Задачи

2. 1. Найти фокусы, центр, директрисы и эксцентриситет для

кривой, описываемой уравнением

2. 2. Показать, что прямые, соединяющие фокусы с какой-либо
точкой на эллипсе или гиперболе, образуют с касательной в этой

точке равные углы.
2.3. Окружность деформируется таким образом, что все рас¬

стояния от всех ее точек до фиксированного диаметра изменяются

в одинаковом отношении. Показать, что в результате получается
эллипс.

2.4. Показать, что касательная в любой точке параболы об¬

разует с прямой, соединяющей эту точку с фокусом, и прямой,
параллельной оси параболы, равные углы.

2. 5. Доказать, что среднее значение модуля радиуса-вектора

при движении по эллиптической орбите равно

при осреднении по времени и истинной аномалии.

2. 6. Зная большие полуоси орбит Меркурия и Юпитера и период
обращения Юпитера, найти период обращения Меркурия.

2.7. Пренебрегая массой первого спутника Юпитера, выразить
массу этой планеты через массу Земли, располагая следующими
данными:

Период обращения первого спутника: 1 день, 18 час, 28 мин.

Среднее расстояние первого спутника от центра Юпитера:

г (t) = [ 1 —— С (а0л2)1 г0 + \t ~^S (а0л;2) 1 v0, (2.43)
L r° J L Vv-

К-к35(а0л:2)-*] r0 + [ 1 - С(а0*2)]v0. (2.44)
rr0 [_ r

x2 + 4y2-\-4x—8у + 4 = 0.

430 ООО км.
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Радиус Земли: 6378,4 км.

Ускорение силы тяжести на поверхности Земли: 9,83 м/сек2.

2.8. Показать, что если vp и va
— значения скорости планеты

в перигелии и афелии, то

2. 9. Показать, что при скорости v в данной точке период обра¬
щения Р по эллиптической орбите можно выразить в виде

где Рс и vc
— соответственно период обращения и скорость для

круговой орбиты, проходящей через ту же точку.

2.10. Модуль радиуса-вектора перицентра для параболической
орбиты равен гр. Показать, что интервал времени t, в течение кото¬

рого орбита находится внутри сферы радиуса rs с центром в фоку¬
се, определяется по формуле

(1—e)vp = (1+е)ца.

2

где р— гравитационная постоянная.

2.11. Вывести следующие равенства:

(2.45)

Yг sin
-у
=Уа (1 -\- е) sin

-у, (2.46)

Yrlr1 COS
^

ае cos £»+.gl-, (2.47)

]/rjr2COS ае cos , (2.48)

(2.49)

ft) — fл P
e cos ———=—L— cos

2 Vr\r2

(2.50)

2.12. Показать, что



Используя равенства (2.47) и (2.51), получить соотношение

-

. (2.52).
2sin2-^-(£2 — £j)

Л

гх + г2 —2 V/y-aCos-^- (E2 — £i)cos -^-(/2—/О
2. 13. Показать, что

р
Гх + г'1- —2 -\-2е cos cos——— . (2.53)и
гуг2

т
2 2

v 7

Используя уравнения (2. 49) и (2. 53), получить соотношение

2г]Г2 sin2 -Г (/2 —/])
/» = : ZZ j j

'

' <2'54)
ri + г2

— 2 lAv^cosy (/2-/,) cos
—

(£2 — £j)

2.14. Доказать соотношение

Р
_

tgT =

r# sin / r-г;

где y
—

угол, образуемый вектором скорости v по отношению к ра¬

диусу-вектору г.

2.15. Используя определение трохоиды, разработать графиче¬
ский метод решения уравнения Кеплера.

2.16. Доказать, что выражение

гу пя . е sin М. 1 / ^ sin М \3
Е=М-

1 — е cos М 2 \ 1 — е cos М

есть решение уравнения Кеплера, если пренебречь членами, содер¬
жащими е в степени выше третьей.

2. 17. Предполагая, что точки равноденствий находятся на кон¬

цах фокального параметра орбиты Земли (что близко к истине),
а эксцентриситет орбиты Земли равен 1/60, показать, что интервал
времени от точки весеннего равноденствия до точки осеннего рав¬
ноденствия на 7,6 дней больше интервала времени от точки осен¬

него равноденствия до точки весеннего равноденствия.
2.18. Для движения по эллиптической орбите вблизи центра

притяжения найти отношение времени перемещения между конца¬
ми малой оси к полному периоду обращения.

2.19. По схеме последовательных приближений, рассмотренной
в разд. 2. 5, разность между точным решением уравнения Кеплера
и (&+1)-ым приближением ограничена сверху следующим об¬

разом:

1 E— Ek+\ 1 < М
е*

.

1 — е
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С помощью теоремы о среднем из дифференциального исчисления

можно найти другие верхние пределы.
а) Показать, что

E-Ek+l = (E-E,)Y\ F'[Em+ $a{E-Em)\,
т~\

где F(E) = M-{- е sin Е, 0<(3<1,
откуда следует, что

|£—.

б) Показать, что если задана точность /С, т. е.

\Е—ЕШ\<К, то

k следует выбирать таким образом:

k^mm(kh k2),

где k^\og[K{\-e)!M] k _log[KI(M + e)]
^1

loge
’2

в) Какое количество итераций потребуется для достижения

точности 10-4, если М = к, е = 0,5.
2. 20. Получить соотношение

k— — оо

v \J+n
СО оо

ехр

используя разложение

ехр(^)ехр(
7=0п=0

для чего заменить в последнем / на k-\-n, где k — новый индекс

суммирования. Определить коэффициент при xk в полученном

ряде.

называется производящей для функ-Функция expj^-v —

ций Бесселя Jk(v) •

2.21. Заменив в разложении производящей функции х на

(—х-1), показать, что

7-*(v)=(-l)V*(v).

Подобным же образом показать, что

/_ft(-v)=/A(v).

2.22. Полагая в разложении производящей функции х= ехр(/0),
умножая затем все члены ряда на ехр (—im 0) и интегрируя обе
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части по 0 в пределах от 0 до 2я, вывести формулу для интеграла
Бесселя:

Jk (v)=— ^ cos (kb — v sin 6) db.

2.23. Показать, что уравнение (2.24) до членов порядка е4

имеет вид

12е ^-е3j sin М -f е2—e4j sin 27Vf-f-

+ -3- e3 sin Ш+— e4 sin Ш.1
12

1
96

2. 24. Показать, что

±- = l+2£ Jk{ke)cos kM,

cos / = — e-

k~ i

2(1 — e2)
У Jk (ke) cos &7W.

Л= 1

где

2.25. Доказать справедливость уравнений

it— \б sin f • -|- (1 -|- с cos f)'ib\y
pv

in = —— [ — (l+ecos/)7r+esin/-4],
pv

= l/l+2ecos f+e2,

если Tt я in
— касательный и нормальный единичные векторы при

движении тела по орбите, а Iг и ie.
—

соответствующие радиаль¬
ный и трансверсальный единичные векторы.

2.26. Доказать следующие равенству для специальных транс¬

цендентных функций, определенных в разд. 2. 8:

2С (4х) = С (х) [2 - хС (х)] = [1 -xS (x)f,

4S (4х )= С (л;) -f S (л:) — xS (х) С (х),

dnS (х)

dxn

dnC (х)

dxn

2х

2х

dn~1C {х)

dxk
я—1 (2«+1)

2п

-\-х-

dn-'c(x)
| ^ ^

dn~2S(x)
dxn~x dxn~l

dn~xS (х)

dxn~l

п—2 с

jfi-1
S(x)

dX
п-1
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2.27. Подставляя в формулы разд. 2. 3 величину

л = yyftg y “ tg

показать, что универсальные формулы, полученные в разд. 2. 8,

справедливы для описания движения по параболической орбите.
2.28. Показать, что обобщенная форма уравнений (2.15) и

(2. 30) имеет вид

Г = Го 4- (1 - г0а0) х2С (а0х2) + - r°Z° {* ~ «о (а0х2)].
Vv-

2. 29. Если интервал времени t мал, то уравнения, связывающие

r(t) и v(t) с начальными значениями этих векторов г0 и vq, можно

получить с помощью разложения в ряд Тейлора. Таким образом,
до членов порядка tz можем записать

г =г0 + *(-*-)01
\ dt /о 2! \ dfl

Из уравнения движения

+ = 0
<№■ гз

и производных от него можно вывести следующие соотношения:

/■(*) = 1
. uf3 _ _

+ -^r(v«o)+..

3^_ (Го.г,о)+_
''О Ч

li.fi

6rl
\хП

2d

•)®0.
V*.

Библиография
Аналитическая геометрия конических сечений должна быть

в общем знакома читателям. К тому же для удобства пользования

в разд. 2. 1 приведен без доказательств соответствующий материал

справочного характера. Интеграл энергии, описанный в разд. 2. 2

и называемый иногда интегралом живой силы, следует из форму¬
лировки закона сохранения полной энергии, который можно найти

в любом руководстве по механике.

Уравнение, связывающее положение и время на параболиче¬
ской орбите, часто называется формулой Баркера, а решение этого

уравнения в элементарных тригонометрических функциях можно

найти у Мультона [47] или Пламмера [51].
Геометрический вывод уравнения Кеплера для эллипса и гипер¬

болы в том виде, как он дан в разд. 2. 4 и 2. 7, имеется также в кни¬

ге Макмиллана [40]. Известно несколько сотен методов решения
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уравнения Кеплера, в связи с чем интересно отметить, что попытки

отыскания новых решений этой фундаментальной задачи способ¬

ствовали появлению на свет ряда новых отраслей математики.

Один из наилучших методов решения
—

разложение в ряд Фурье—
Бесселя (см. разд. 2.5) —можно найти во многих работах, напри¬
мер в книгах Уиттекера [63] и Смарта [56]. Одно из доказательств

сходимости метода последовательных приближений заимствовано

у Шапиро [54], тогда как другому доказательству посвящена задача

(2. 19). С другой стороны, вывод метода разложения в ряд истин¬

ной аномалии с помощью интегрирования по комплексной пере¬
менной в обычных руководствах по небесной механике отсутствует.
Этот вывод принадлежит автору. Разложения в ряды иного типа,

например, подобного рассмотренному в задаче 2. 24, можно найти

у Смарта [56] и Пламмера [51].
Формулы, выражающие, векторы положения и скорости через

положение и скорость в некоторую эпоху редко встречаются в опуб¬
ликованных работах. Они приводятся в готовящейся к печати книге

Хэррика [29], а для эллипса эти формулы даны в статье Пайнса [50].
Подобная формулировка задачи двух тел наиболее удобна в при¬
менениях к космическим полетам.

Сведение различных частных формул для конических орбит
к универсально применимой формуле привлекло внимание автора

в связи с работой Хэррика. Однако при ознакомлении с этой ра¬

ботой автор обнаружил, что для обобщения задачи Ламберта, рас¬
сматриваемой также в гл. III настоящей книги, более удобны не¬

сколько иные трансцендентные функции. Оригинальный вывод

приведен в работе [8]. Автор признателен Ларри Броку из Прибор¬
ной лаборатории МТИ за подготовку графического материала к

гл. II и III, связанного с этой задачей. Соотношения для специ¬

альных функций S(a:) и С(х) (задача 2.26) были предложены
д-ром Поттером и д-ром Миллером.



ГЛАВА III

Определение орбит
в задаче двух тел

Во многих задачах механики космического полета требуется
найти орбиту космического корабля, которая бы удовлетворяла
определенным граничным условиям. В случае межпланетного по¬

лета положение корабля в момент отправления от планеты непо¬

средственно определяется по известному положению этой планеты.

Если к тому же указано время встречи с планетой-целью, то время
полета космического корабля и вектор положения его в конце

полета также может быть найден.

Анализируя полет космического корабля, всегда удобно и часто

оправдано в первом приближении считать, что на его движение
в течение каждого конкретного периода времени влияет лишь.одно
небесное тело. Если исходить из этого предположения, то можно

использовать весь аналитический аппарат, изложенный в гл. II.

Более точное решение реальной задачи всегда требует применения
итерационного процесса; при этом решение задачи двух тел явля¬

ется очень хорошей отправной точкой.

Из рассмотрения общих свойств конических сечений в гл. II

видно, что для определения конической орбиты требуется удовлет¬
ворить некоторым пяти условиям. Если заданы только начальная

и конечная точки конической дуги относительно центра притяже¬

ния, то через них можно провести бесконечное число конических

сечений. Однако, когда задано еще и время полета, то, вообще

говоря, орбита становится однозначно определенной.
Данная глава целиком посвящена этому частному классу орби¬

тальных краевых задач. Сначала будет рассмотрена чисто геомет¬

рическая задача определения различных конических кривых, свя¬

зывающих две фиксированные точки и имеющих фокус, совпадаю¬

щий с фиксированным центром притяжения. Затем будут получены
аналитические выражения для орбитального параметра и времени

перелета, причем вопрос о времени полета излагается на основе

теоремы Ламберта.
Оказалось удобным аналогично выкладкам гл. II обобщить

основные формулы таким образом, чтобы они стали применимы
к любому типу конического сечения. Это дает возможность полу¬
чать все семейство решений рассматриваемой задачи.

Глава завершается обсуждением нескольких различных мето¬

дов расчета орбит, начиная с хорошо известного метода Гаусса. Из
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трех других приводимых методов только метод Хэррика широко
освещен в литературе.

3.1. Геометрические соотношения

Рассмотрим две фиксированные точки Р и Q и фиксированный
центр притяжения в точке F. В параболическом случае этих трех
точек достаточно для определения двух парабол с фокусом в точ¬

ке F, соединяющих Р и Q. Однако для однозначного определения
эллиптических и гиперболических траекторий необходимы допол¬

нительные условия. Исследуем сначала геометрические свойства

различных семейств конических траекторий.

Эллиптическая орбита

Имеются три точки F, Р, Q (рис. 3. 1). Требуется найти эллипс

с фокусом в точке F, проходящий через точки Р и Q. Если положе¬

ние второго фокуса F * (называемого иногда свободным фокусом)
известно, то задача решается и траектория, следовательно, опре-

Рис. 3. 1. Геометрическое место свободных фокусов
для эллиптических орбит

делена. Поскольку положение точки F *
нельзя выбрать произ¬

вольно, то было бы интересно найти геометрическое место фокусов
всех возможных эллипсов, удовлетворяющих условиям задачи.

С этой целью введем следующие обозначения для отрезков
прямых, соединяющих точки Р, Q и F на рис. 3. 1:

FP = ru FQ= r2, PQ = c.

(В данном случае будем предполагать, что г2>гх\ изменение знака

неравенства на обратный приведет к достаточно очевидным ре¬

зультатам. Случай Т\ — Т2
—

совершенно особый и фактически почти
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тривиальный). Так как обе точки Р и Q должны лежать на эллипсе,

то точка Е* выбирается так, чтобы выполнялось равенство

PF *+PF= QF * + Qf= 2a,
или эквивалентно

PF * = 2 а—гь Qf * = 2 а—г2.

Таким образом, если большая ось эллипса равна 2а, то F* на¬

ходится как точка пересечения двух окружностей с центрами
в точках Р и Q и радиусами 2 а—гх и 2 а—г2. На рис. 3. 1 построено
несколько таких окружностей для различных величин большой

оси 2а.

Непосредственно можно сделать несколько интересных наблю¬

дений:

1. Если величину 2 а выбрать слишком малой, то окружности
не пересекутся. Следовательно, существует наименьшее значение

2 ат, при котором эллиптическая траектория еще возможна. Когда
а = аш окружности соприкасаются и точка касания F*m лежит на

линии PQ. Тогда ат определяется из соотношения

(2ат—г2) + (2ат—гх) = с,

откуда

^ат= ~^(г\~\~Г2 + 0) (3-1)

т. е. величина 2ат равна половине периметра треугольника FPQ-
Для удобства введем обозначение

2s = rx-\-г2-\-с, (3.2)
отсюда

2am = s.

Точка F*m делит прямую PQ на отрезки

PF*m = 5 — Гх, QF*m= S — r2.

2. При а>ат окружности пересекаются в двух точках Е* и F*.

Тогда, вообще говоря, существуют две различные эллиптические

траектории, связывающие Р и Q с одной и той же большой осью,
но с разными свободными фокусами, равноотстоящими по обе сто¬

роны от линии PQ. При любой величине 2а фокус F* находится на

большем расстоянии от F, чем соответствующий сопряженный фо¬
кус F*. Следовательно, эллипс с фокусом в F* имеет больший экс¬

центриситет и меньший фокальный параметр, чем эллипс с той же

самой большой осью и фокусом в точке F*.

Величины ах и а2у используемые в построениях на рис. 3. 1,

определяются из равенств

2ai = 2am+ ri/2, 2a2 = 2am+rA.
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3. Каждый свободный фокус расположен таким образом, что

разность расстояний от него до точек Р и Q постоянна и равна
г2—Г\. Таким образом, геометрическое место свободных фокусов
образует гиперболу; Р и Q —фоку¬
сы этой гиперболы, (г2—гх)—длина
большой оси, а —

эксцентри-
Г2—Г1

ситет. Наклон асимптот гиперболы
равен

2

Го — Г\

2 УГ]Г2
sin—■. (3.3)

Рис. 3.2. Однопараметрическое
семейство эллиптических орбит

а также эллипс минималь-

Г2
—

Г1

Вторая форма выражения (3. 3) по¬

казывает, как деформируется ги¬

пербола, образованная свободными
фокусами Т7*, при изменении угла
между отрезками FP и FQ.

Геометрическое место свободных

фокусов, два типичных эллипса,

имеющие одинаковую большую ось,
ной энергии представлены на рис. 3. 2.

Некоторые важные случаи заслуживают более подробного рас¬
смотрения.

Эллипс минимальной энергии

Точка F*m определяет так называемую эллиптическую траекто¬

рию минимальной энергии перехода между Р и Q. Кинетическая
энергия тела, движущегося по эллиптической дуге, пропорциональ¬
на величине (1/г—1 /2а), где г — расстояние от центра притяжения.
Таким образом, в любой точке кинетическая энергия минимальна,

когда длина большой оси траектории равна минимальной величи¬

не 2ат. Параметр рт и эксцентриситет ет эллиптической траекто¬
рии минимальной энергии можно найти следующим образом.

Так как

FF*m = 2епат,
то из рис. 3. 1 имеем

(2етат)2= [(s—г2) sin ZPQF]2+[r2— (s—r2) cos ZPQF]2.
Используя тригонометрическое равенство

cos Z.PQF^
2s(s ri)

1,
r2C

получим

(2emamy-=s
■2_

4s
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С другой стороны, для эллипса справедливо равенство

(2еа)2 = 4а(а—р)у
откуда

Pm =
— (S ~ И) (S - Г2)= (1 - COS 6).
С с

(3.4)

Касательный эллипс

Точка Q совпадает с апоцентром эллипса, чей фокус F* нахо¬

дится как точка пересечения гиперболы, образованной свободными
фокусами, и линии QF. Все эллиптические траектории между точ¬

ками Р и Q с фокусами, лежащими справа от прямой QF, дости¬

гают апоцентра до точки Q, тогда как траектории, имеющие фокусы
слева от этой прямой, достигают апоцентра после прохождения
точки Q. Так как траектория с фокусом в F] касается в точке Q
окружности радиуса г2 с центром в F, то для обозначения такой-

орбиты будем использовать термин касательный эллипс. Выраже¬
ния для большой оси 2аи эксцентриситета et и параметра pt на¬

ходятся с помощью простых геометрических соотношений.

Из определения эллипса в обозначениях рис. 3. 1 следует ра¬
венство

PF*t =2r2 — 2etat—rl.

Рассматривая далее треугольник FPF* и используя обычные три¬

гонометрические соотношения, получим

QF*t+ QF=PF+ PF*t = 2at.

Однако, поскольку Q, F, T7* лежат на одной прямой, то

QF* = г2
— 2etat= 2at - r2,

откуда

r2 \r2 — (2r2 — 2etat — rx)]
_

1 + cos 9

2etat =

r: (2etat) 2

a =
2/~2 (r2 - rx)

2r2 — rx (1 + cos 6)
Ho

2at
= 2r2

— 2etat,
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откуда

at=
^

. (3.5)

r2
—

Г\ COS 0

Теперь легко находится соответствующее выражение для пара¬
метра

pt =
^ (1 - cos 0). (3.6)

r2 —rjcosfl
v ' v ’

Наконец, сравнивая формулы (3.4) и (3.6), получим следующее

интересное соотношение:

pm=pt COS ZPQp.

Симметричный эллипс

Чтобы закончить обсуждение свойств эллиптических орбит, рас¬
смотрим эллипс, фокус которого F* определяется как точка пере¬
сечения гиперболы, образованной свободными фокусами, и прямой,
проведенной из F параллельно PQ. Подобная траектория представ¬
ляет некоторый интерес ввиду ее симметрии; точка Р лежит на том

же удалении от перицентра, что и точка Q от апоцентра. Элементы

симметричного эллипса 2aSt es и ps легко определяются, поскольку

многоугольник PQFl F — равнобедренная трапеция:
2а8 = Г\ + Г2, (3.7)

гЛ,г +г,,
(1_С086)= Л±1^Рт. (3.8)

С2 С

Гиперболические орбиты

Обратимся теперь к рис. 3. 3 и снова рассмотрим точки F, Р и Q.
Задача ставится следующим образом: найти гиперболу с фокусом
в точке F, которая бы соединяла точки Р и Q. Как и прежде, реше¬
ние задачи сводится к нахождению местоположения второго фоку¬
са Р*. Однако, поскольку фокус F совпадает с центром притяже¬
ния, интерес представляет только та ветвь гиперболы, которая
вогнута относительно F.

Точки Р и Q должны лежать на вогнутой ветви гиперболы, по¬

этому фокус F* необходимо выбрать таким образом, чтобы выпол¬

нялось равенство

PF*—PF= QF*—QF= 2а.

Тогда для гиперболы, имеющей большую ось 2а, точка F* опреде¬
ляется пересечением двух окружностей с центрами в Р и Q и ра¬
диусами 2а + гх и 2а-\-г2. На рис. 3.3 показаны три пары таких
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окружностей: для значений а=О, а = ах и а = а2, причем ах и а2

выбраны из условия

2ai=j,
2а2=г,.

Отсюда следуют выводы:
1. Все точки пересечения пар окружностей расположены вне

круга радиуса гх с центром в точке Р. Нетрудно удостовериться
в том, что для выпуклых относительно фокуса F гиперболических
траекторий, проходящих от точки Р к точке Q, все свободные фо¬

кусы F* лежат внутри этого круга.

Рис. 3. 3. Геометрическое место свободных фокусов
для гиперболических орбит

2. Две окружности пересекаются в двух точках F* и F*, по¬

этому существуют две различные гиперболические траектории, свя¬

зывающие точки Р и Q и имеющие одну и ту же большую ось,
а их свободные фокусы равно отстоят по обе стороны от прямой
PQ. При любом значении 2а гипербола с фокусом в точке F* имеет

больший эксцентриситет и больший фокальный параметр, чем ги¬

пербола с фокусом в F*.
3. Разность расстояний от каждого свободного фокуса до то¬

чек Р и Q постоянна и равна г2—П- Таким образом, геометрическое
место этих фокусов есть ветвь гиперболы, сопряженная с геометри¬
ческим местом свободных фокусов для рассмотренных ранее эллип¬

тических траекторий.
Фокусы Fq и > соответствующие большой оси нулевой дли¬

ны, представляют собой предельные случаи, когда для движения
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по таким траекториям требуются бесконечно большие скорости.

При этом траектория со свободным фокусом в —прямая линия

от Р к Q, т. е. гипербола, у которой а = О и е = оо, а траектория

с фокусом в F'l составлена из двух отрезков прямых от Р к Q

Существуют две параболические траектории с фокусом в F,
связывающие точки Р и Q. Прежде чем определять оси этих пара¬
бол, найдем сначала положение их директрис. Для этой цели вос¬

пользуемся рис. 3.4 и определением параболы, откуда получим

директрисы D\D\ и D2D2 как общие касательные к двум окруж¬
ностям с центрами в точках Р и Q и радиусами гх и г2. Осями А\А'

и А2Аg парабол являются перпендикуляры к соответствующим

директрисам, проходящие через фокус F. Вершины V\ и V2 делят

пополам расстояния вдоль осей от фокуса до директрис. Элемен¬

тарными геометрическими построениями можно показать, что оси

А\А[ и А2А'2 параллельны асимптотам гипербол, представляющих
собой геометрические места свободных фокусов для рассмотрен¬
ных ранее эллиптических и гиперболических орбит (см. задачу 3. 3).
Следовательно, уравнение (3. 3) дает наклон этих осей относитель¬

но прямой PQ.

и является гиперболой, у которой а = 0, e = sec —.

Параболические орбиты

Аг д'г

Рис. 3.4. Геометрия параболических орбит
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Таким образом, для каждой параболы параметр или, что то же

самое, расстояние от фокуса до директрисы, определяется с по¬

мощью простых геометрических соотношений

Pl^2FV,= '<■*-'+ ,3.9)

Pl = 2FV,= (ЗЛО)

3.2. Параметр и эксцентриситет

Хотя и были найдены возможности получать параметр и экс¬

центриситет для некоторых частных конических траекторий путем
геометрических построений, тем не менее нецелесообразно исполь¬

зовать подобный метод в общем случае. Поэтому попытаемся вы¬

вести аналитическое функциональное соотношение между парамет¬
ром и большой осью конического сечения.

Поскольку точки Р и Q лежат на конической траектории, то из

уравнения (2. 2) будем иметь

е cos/i = -р 1,
Г\

е cost/,+ 6) = -^—1.
Г2

Подставив эти выражения в тригонометрическое равенство

cos2 (/i + 0) —2 cos (/i + 0) cos fi cosO + cos2/i—sin20=0,

получим

ar\ (p — r^2 — 2arxr2 (p — r2) (p — rx) cos 6 -\-

Jrar\{p — rl)2 — r\r\{a + p) sin20 = 0.

Выбор знака в последнем члене определяется тем, является ли

коническая траектория эллипсом (верхний знак) или гиперболой
(нижний знак). Если теперь сгруппировать члены с равными сте¬

пенями р (коэффициент при р2 равен просто ас2) и сделать далее

обычные алгебраические упрощения, то получим квадратное урав¬
нение относительно параметра р:

ас2р2- ггг2( 1 - cos 0) [2а (гг + r2) + ггг2 (1 + cos 0)] р +

-j- ar\r\ (1 — cos 0)2 = 0.

Используя величину s, которая была определена уравнением (3. 2),
заключенное в квадратные скобки выражение можно переписать
в виде

2а (гi + r2) +r{r2 (1 +cos б) = 2а(2s—с) =p2s (5—с) =
= q=2s (s—с=р2а) —2ас.
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Далее будем рассматривать эллипс и гиперболу по отдельности.

В случае эллипса удобно ввести обозначения

что позволяет записать

5 — с — 2а= —2а cos2
-у-

,

s = 2а sin2 — .

2

с = 2а ^sin2~— sin2_2~)’
Следовательно,

— 25 (s — c — 2a) —2ас = 8a2 sin2— cos2 ——4а2(sin2-a—sin2—Wv '
2 2 \ 2 2 1

= 4a2sin2-y cosp-f 4#2sin2 JL =2a2 ^sin2-^-y- -fsin2

Подставим последнее выражение в квадратное уравнение для

р и, принимая во внимание равенство

Г\Г2{\—COS 0) =2(5—П) (5—г2),
получим

ас2р2 — 4а2 (5
— гх)(5 — r2)^sin2 —^ • + sin2 ^

jР +
+ 4а (5

— гх)2 (5 — г2)2 = 0.

Наконец, умножая все члены последнего уравнения на c2ja и ис¬

пользуя равенство

о •
я + Э •

a — Э
с = ‘2а sm — sin —

,

2 2

придем к окончательному виду квадратного уравнения:

с*р2 — 4a(s — Г[) (s — r2) ^sin2
а

^—|- sin2—jс2/? -{-

-[- 16a2 (s — rj2 (s — r2)2 sin2 ——^ sin2
а ~

— = 0.

Решение этого уравнения дает два корня

р
=

4a^s-rMs-r,) 8и12_Л± ?_ (эллипс)> (з 13)
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Аналогично в случае гиперболы обозначим

Р-15>

Тогда можем записать

5 — с А- 2а = 2а ch2 — ,1

2

5 = 2а sh2 —,
2

с = 2а ^sh2-^—sh2-^-j,
откуда

2s(s — c^~2а) — 2ас= 2а2^sh2 —-у-- hsh2 ^~Ь—j .

Подставим, как и ранее, это выражение в исходное квадратное
уравнение для р и используем равенство

с = 2а sh —7
+ 5

■ sh .

2 2

Решение полученного в результате уравнения имеет вид

р=
- -4д ^ ~~ ^ ~ г^

• sh2 (гипеРбола). (3.16)

Аналитические и геометрические результаты совпадают: каж¬

дому значению а соответствуют два эллипса или две гиперболы,
которые удовлетворяют условиям задачи. Кроме того, в случае
эллипса условие минимума энергии, выражаемое уравнением (3. 1),
означает, что в уравнении (3. И) а = я. К тому же в силу выпол¬

нения неравенств
О < (3 < а < 7г

имеем

•О
а + р ^ .9

а Э
sin2——— > sin2 1—

.

2 2

Следовательно, если обозначить в зависимости от выбранного зна¬

ка корни уравнения (3. 13) через р+ и р_, то справедливо нера¬
венство

Р+>Р-

Расстояние между фокусами эллипса можно записать в виде

L = 2 Уа (а—р),
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откуда следует

L+ < L-.

Нижние индексы имеют очевидный смысл. Таким образом, в урав¬
нении (3. 13) верхний знак соответствует фокусу Z7*, а нижний —

фокусу F* (см. рис. 3. 1).
Аналогично в случае гиперболы

О о < у,

поэтому

sh2 7 + 0
■ > sh2 -(

.

2 2

Обозначая снова через р+ и р- корни уравнения (3. 16), имеем

Р+>Р-

Расстояние L между фокусами гиперболы равно

L = 2 ~\fci (cl -j-p),
откуда

Следовательно, в уравнении (3. 16) верхний знак соответствует

фокусу F*, а нижний — фокусу F* (см. рис. 3.3).
Можно сравнить общую формулу для параметра с частными ре¬

зультатами, полученными ранее геометрическим путем. Например,
для случая эллипса минимальной энергии, когда am= s/2, имеем

. ргп /~ ^ С

ат = *, sm-‘"-=|/ .

Подстановка этих равенств в уравнение (3. 13) дает то же самое

выражение для /?т, что и (3.4). Найденные из (3. 13) корни оди¬

наковы, что указывает на существование только одной траектории
минимальной энергии, соединяющей точки Р и Q.

Для симметричного эллипса согласно уравнению (3.7) вели¬

чина большой оси выражается соотношениями

а =
ri + r2

=

2s~c
3

2 2
9

откуда сразу видно, что соответствующие значения а и |3 связаны

равенством

Выражение (3. 8) для ps следует непосредственно из общего соот¬

ношения для р, если в уравнении (3. 13) выбрать верхний знак.
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В заключение сделаем одно существенное замечание. Исполь¬

зуя соотношения (3 11) и (3.12), уравнение (3.13) можно запи¬

сать в виде

4(s —rQls — r2)

Найдем пределы р при стремлении а к бесконечности и сравним их

с pi и Р2, определяемыми (3.9) и (3. 10):

Отсюда видно, что параболические траектории от Р к Q представ¬
ляют собой предельные случаи эллиптических траекторий, когда

величина большой оси стремится к бесконечности. Если аналогич¬

ным образом записать уравнение (3. 16) и перейти затем к пределу
при стремлении а к бесконечности, то можно также показать, что

те же самые параболы являются предельными случаями гипер¬
бол, когда величина большой оси стремится к бесконечности.

Наконец, рассмотрим с аналитической точки зрения предель¬
ную форму гипербол при стремлении а к нулю. Вычисляя предель¬
ный наклон асимптот

можно удостовериться в справедливости результатов для гипербо¬
лических орбит, доказанных в конце разд. 3. 1.

Конические сечения обладают многими интересными и часто

неожиданными свойствами. Например, едва ли можно было зара¬
нее предположить, что период обращения для эллипса зависит,

как было показано в разд. 2. 2, только от большой оси эллипса и

совсем не зависит от эксцентриситета. Другой пример, показываю¬

щий еще более интересное свойство конических сечений: при дви¬
жении тела по конической орбите величина скорости является

функцией только расстояния от центра притяжения и большой оси.

Здесь снова видна независимость от эксцентриситета.
В этой связи, по-видимому, наиболее замечательное свойство

устанавливает теорема о времени движения по эллиптической

орбите, сформулированная впервые Ламбертом и аналитически

доказанная затем Лагранжем. Ламберт показал, что время пере¬
лета зависит только от длины большой оси, суммы расстояний
начальной и конечной точек дуги от центра притяжения и длины

limр+=ри \1тр-=р2.

3.3. Теорема Ламберта
о времени полета
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хорды, соединяющей эти точки (фактически теорема справедлива
для любого конического сечения). Если обозначить через t время
движения по орбите от Р к Q и использовать принятые ранее обо¬

значения, то теорема Ламберта устанавливает следующую зави¬

симость:

t=t(a, Г1 + Г2, с).

Заметим, что и здесь эксцентриситет ни на что не влияет.

Справедливость утверждения Ламберта можно доказать сле¬

дующим образом. Пусть точкам Р и Q соответствуют эксцентри¬
ческие аномалии Е{ и Е2. Тогда из уравнения Кеплера время дви¬
жения по орбите от Р к Q определяется по выражению

t= 2 _g gin
£2~£l

COS j. (3.17)

Эксцентрические аномалии Ех и Е2 входят в это выражение только

в виде суммы или разности. Эти комбинации могут быть найдены
в принципе из достаточно очевидных соотношений

с2 = 4а2 sin2 -2—1 (l -e2cos2 Ео- + £l ), (3.18)

rx -j- r2 = 2а ^ 1 — e cos ^
El cos • (3.19)

Если из соотношений (3. 18) и (3. 19) выразить величины

1/2(E2 + Ei) и 72(£2—Е1) через а, г\ + г2 и с, а результаты подста¬
вить в выражение (3. 17), то теорема Ламберта будет доказана.

Подобным же образом показывается справедливость теоремы для
любого конического сечения.

Вместо того чтобы использовать выражения (3. 17) — (3. 19)
для вывода функционального соотношения Ламберта в строго ана¬

литической форме, проще и удобнее пойти несколько иным путем.

Рассмотрим сначала часть эллиптической орбиты от точки Р до

точки Q, точнее, ту часть, для которой свободный фокус Е* лежит

на нижней ветви гиперболического места свободных фокусов, пока¬

занного на рис. 3. 1. Согласно теореме Ламберта, если точки Р и Q
фиксированы, то форма эллипса может изменяться путем переме¬
щения фокусов F и F* без изменения времени полета, конечно, при
условии, что г\ + г2 и а при этом не меняются. Геометрическое место

допустимых положений фокуса F является эллипсом с фокусами
в точках Р и Q и большой осью, равной ri + r2. Аналогично этому

геометрическое место фокусов Е* есть эллипс с большой осью

4а—(ri + гг), софокусный с эллиптическим геометрическим местом

фокусов F. Таким образом, как показано на рис. 3.5, фокус F мо¬

жет переместиться в положение Fь а фокус F* — в положение F\:
время движения по новой кривой от Р к Q останется тем же, что

и для прежней. Продолжая перемещать фокус F против часовой

83



стрелки, a F* по часовой стрелке, будем делать эллипс все более

сжатым. В конечном счете, когда фокусы займут положения F2 и

Z7*, получим предельный случай — эллипс вырождается в прямую,

совпадающую с большой осью. При этом орбита становится прямо¬
линейной, рассматриваемая дуга совпадает с хордой с, а время г

может быть вычислено с помощью элементарных методов. По-

Введем вспомогательные углы а и (3, определяемые уравнениями
(3. 11) и (3. 12), и сделаем замену переменной интегрирования:

Проинтегрировав последнее соотношение и введя период обраще¬
ния Р из уравнения (2. 8), будем иметь

Результат будет несколько иным, когда часть эллиптической

орбиты, связывающей точки Р и Q, имеет свободный фокус F*

скольку теперь все движение про¬
исходит вдоль прямолинейной тра¬
ектории, используем уравнение
(2. 9) в виде

Конечные точки кривой расположе¬
ны так, что выполняются равенства

Рис. 3.5. Геометрический смысл

теоремы Ламберта
QF2 + PF2 = r{ + r2y QF2—PF2= с.

Поэтому PF2 = s—с, QF2 = s.

Следовательно,
s

S—C

r = a( 1—соэф)
гогда получим

а

р
t = [(а — sin а) — ((3 — sin (3)] (эллипс). (3.20)
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на верхней ветви гиперболического места точек (см. рис. 3. 1). На

рис. 3. 6 показаны различные положения кривой перелета при пере¬
мещении фокуса F к F2, а фокуса F* к Тогда в пределе время

перелета t будет равно времени движения по вырожденному
эллипсу сначала отРк^2*, э затем обратно от FI к Q. Таким обра¬
зом, чтобы найти У, нужно к t, определяемому по (3.20), приба¬
вить удвоенное время прохождения расстояния F\Q'.

В случае симметричного эллипса выражение для времени полета

имеет простой вид

Точно таким же способом можно получить аналитическое выра¬
жение для времени движения по гиперболической дуге. Рассмот¬

рим сначала гиперболу, соединяющую точки Р и Q, у которой сво¬

бодный фокус F* лежит на верхней ветви гиперболического места

= t-4-2 1 (1 — cos ф)

Следовательно,

t=P—~ [(a-sinа) +

-г(р —sinjB)] (эллипс). (3.21)
Для случая траектории мини¬

мальной энергии уравнения
(3.20) и (3.21) дают одинаковый
результат

Рис. 3. 6. Геометрический смысл тео¬

ремы Ламберта

[w-(Pm-Sinpm)],

где

sin -22- =

2

где

г\ + г2

С
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точек, показанного на рис. 3. 3. Для вычисления времени движе¬

ния t по этой дуге устремим е к единице таким образом, чтобы
я, г\ + г2 и с сохранились неизменными. В пределе, когда орбита
становится прямой линией, получим, используя уравнение (2.9),

Введем вспомогательные углы у и б, определяемые уравнениями
(3. 14) и (3. 15), и сделаем замену переменной интегрирования:

Гипербола, у которой свободный фокус F* лежит на нижней
ветви гиперболического места точек (см. рис. 3.3), в пределе вы¬

рождается в прямолинейную орбиту от Р к F и от F к Q. Поэтому
время t вычисляется по формуле

На основании сказанного выше параболические траектории
перелета из точки Р в точку Q можно рассматривать как предель¬
ные случаи либо эллиптических, либо гиперболических орбит при
стремлении большой оси к бесконечности. Если вычислить пределы
t и t при а, стремящейся к бесконечности, то можно найти время
t\ и t2 перемещения по параболическим кривым, показанным на

рис. 3. 4. Действительно, из уравнений (3. 22) и (3. 23) найдем

Такое же выражение для t\ можно получить, используя урав¬
нение (3.20). С другой стороны, парабола PV2Q на рис. 3.4 полу¬

S—с

r=a(cht|)—1).
Интегрируя, найдем

t = — [(sh т
— у) — (sh S — S)] (гипербола). (3.22)

S—C

Следовательно,

t= • [(sh у
— f) + (sh 8 — 8)] (гипербола). (3.23)

/ 3 3

tx
1

[s2 — (s — с)2 ] (парабола), (3.24)

/ 3 3

t2 = lim7 = — 1 / — [s2 4r(s —с)2 ] (парабола). (3.25)
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чается при возрастании а как предел нижнеи ветви эллиптическом

кривой со свободным фокусом F*. Таким образом, при выводе

формулы для t2 из выражения для времени полета по эллиптиче-

а)

у

0)

Рис. 3. 7. Конические траектории для углов перелета меньше 180°:

а—эллипс, t < t

VУ• t = Va3 [(a — sin а) — (р — sin (3)],

6—эллипс, t > t

в—парабола

р-Аa (*-'») (■?-/■») sin2 Mil;

Vу. t = Yа3 [2л: — (a — sin а) — ([3 — sin р)],

Р-4a (s-'i) (J~ra) sIn2
а- P.

с2 2

Vу. t = 1^1 [5 3/г — (s — с)3/2] ?

3

Р=
2 (5 — Г,) (5 — г2) /-/

—

(/5 + /5—с)2,

а i/'s . Р I Гs—c
sin—= I/ —; sin—= I/ ,

2 г 2а 2 г 2а

к > а > (3 > 0 ;

г—гипербола

Yy.t = /-a3 [(sh т - 7) - (sh 6-8)],

4а (s-rx) (s-r2) gh2 т + 5
Р =—

shjL= sh Л. lA—•
2 г -2а 2 Г -2а

Т > 8 > О
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ской траектории необходимо использовать дополнительную форму
уравнения (3.21), полученную вычитанием t из периода обра¬
щения Р.

На рис. 3. 7 и 3. 8 для удобства читателя приведены все рас¬
смотренные частные случаи. Примем здесь условие а>0 для эл-

V'

Рис. 3.8. Конические траектории для углов перелета
больше 180°:

а—эллипс, t>tm’
т»

Yy.t =Va^[2т: — (а — sin а)+(Р — sin Р)],

4a (s-r,) (s-r,)
sI i2

а + р .

С* 2

б—ЭЛЛИПС, t < /
^

т »

y^t=Y'a* [(а — sin а) +(Р — sin р )],

4a {s rt)(s rg)
sln! а-_р_.

с2 2

в—парабола

[53/2 + (5_С)3/г],
3

р=2 (*-,,) (,-г.)
(уг_ у.—.

сй
г—гипербола

K^/=/_a3 [(sh 7 — T)4-(sh S — 6)],

р=_
4g (*~ri) (*-'») sh2 T-

8

с2 2
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липса и а<0 для гиперболы, которое будет использоваться в даль¬

нейшем. Следует, однако, помнить, что полуфокальный параметр
или просто параметр конического сечения р

— всегда величина

положительная. Во всех случаях через F и F* обозначены соот¬

ветственно занятый и свободный фокусы, а через ц
—

гравитаци¬
онная постоянная, соответствующая притягивающей массе

в точке F. Остальные обозначения ясны из рисунков.

3.4. Определение траектории
космического корабля*

Материал, изложенный в предыдущих разделах этой главы,
можно положить в основу метода вычисления номинальной орбиты
космического корабля. Рассмотрим, в частности, ту часть межпла¬

нетного перелета, когда предполагается, что на движение корабля
влияет только притяжение Солнца. Такая траектория будет хоро¬
шим первым приближением к действительной траектории, за

исключением, возможно, участков внутри сфер влияния планеты

отправления и планеты назначения. Влияние этих планет будет
полностью рассмотрено в гл. VI, а здесь оно не учитывается.

Вектор положения й планеты отправления известен, если за¬

дано время запуска. Если далее считать заданным время полета /,
то известен также вектор положения й планеты назначения. Тем
самым определен базовый треугольник PQF, и остается найти па¬

раметры орбиты, зная время полета. Очевидно, что непосредствен¬
ное вычисление а при заданном t невозможно, если учесть транс¬
цендентный характер соотношений, в которые входит а. Подробнее
этот вопрос будет рассмотрен в разд. 3. 5.

Вследствие целого ряда обстоятельств возникают определен¬

ные практические трудности, которые следует учитывать. Во-пер¬
вых, необходимо различать случаи, когда угол между радиусами-

векторами й и й меньше и когда больше 180°. Во-вторых, необхо¬
димо сравнивать t с временем движения по параболической кри¬
вой, связывающей концы радиусов-векторов й и й. Если, с одной

стороны, t меньше времени движения по параболической кривой,
то требуемая траектория есть гипербола. С другой стороны, если t

больше времени движения по параболе, то требуемая траектория
есть один из двух возможных эллипсов. Как было показано в разд.
3. 1, при фиксированных й и й время полета по эллиптической

траектории является двузначной функцией а. Поэтому необходимо
дальнейшее уточнение с целью получения соответствующего выра¬
жения для времени полета, которое будет использоваться в итера¬
ционном процессе. Это можно сделать путем сравнения времени t

с временем tm, необходимым для перехода от й к й по траектории
минимальной энергии. К сожалению, производная от t по а стре-

* Исчерпывающее рассмотрение этого вопроса можно найти в работах [67],
[70], [71] (прим. ред.).
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мится к бесконечности при значении а, соответствующем траекто¬

рии минимальной энергии. Следовательно, если не принять особых

мер предосторожности, могут возникнуть различного рода труд¬
ности *. Как избежать большинства этих трудностей, будет пока¬

зано в разд. 3. 5.
На рис. 3. 9 построено время полета t в годах для перелета

Земля—Марс в зависимости от большой полуоси а (в астрономи¬
ческих единицах) при
различных значениях ге¬

лиоцентрического угла
перелета 0. Рассматрива¬
лись только эллиптиче¬

ские траектории; однако
не исключалась возмож¬

ность, что до встречи с

Марсом космический ко¬

рабль сделает N полных

оборотов вокруг Солнца.
Если угол 0 меньше 360°

(N=0), то а определяет¬
ся как однозначная функ¬
ция {. Поэтому, если эл¬

липтическая траектория,
связывающая точки Р и

Q, возможна при задан¬
ном значении t, то она же

является единственной.
С другой стороны, инте¬

ресно отметить, что если

угол 0 больше 360°, но

меньше 720° (М=1), то

а—двузначная функция t.

Таким образом, каж¬

дому значению t, доста¬

точно большому, чтобы обеспечить выполнение задачи, будут соот¬

ветствовать две траектории.
В разд. 3. 2 было описано, как, зная большую полуось а, рассчи¬

тать параметр траектории р. Остается вычислить вектор скоро¬
сти v\. Наиболее просто это можно сделать, используя уравнение

(1.44). Несколько меняя обозначения в этом уравнении, запишем

1,0 1,1 1,2 1,3 1М а а е

Рис. 3. 9. Время перелета Земля—Марс в зави¬

симости от большой полуоси переходного
эллипса и угла перелета 0

^l==_VR_ (7
Г\Г<1 sin

cos 0) (3.26)

За исключением параметра /?, все величины в последнем уравнении
зависят только от вида треугольника FPQ.

* Связанные со сходимостью итерационного процесса (прим. ред.).
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Вектор скорости v\ может быть выражен прямо через большую
полуось орбиты а, и тогда необходимость предварительного вычис¬

ления параметра р отпадает. Из различных формул для р, приве¬
денных на рис. 3. 7 и 3. 8, легко найти следующую формулу:

р =
2s (s — n) (s — r2) (s — с)

^
С2

X V- 2а
± sgn (tm - t) ,/xzn;У s 2a

Здесь выбор верхнего или нижнего знака зависит от того, меньше

или больше 180° угол 0. Тогда, используя обычные тригонометри¬
ческие соотношения, выражение для р можно записать в любом

из двух вариантов:

р = т
Г]Г2 sin (

X

X V-i- 2а
± Sgn(2im~t) л[-—У s 2а

——-1- (ctg —
Р 2 1 2

X

X
1

+sgn (tm-t)y
—

2а 2а

Подставляя теперь два последних выражения для р в уравнение

(3.26) и вводя два единичных вектора

г 1

In
=

Г2
—

Г1

окончательно получим

(3.27)

где

A=±V~r^,—hr-

3.5. Универсальные формулы
для теоремы Ламберта

Используя специальные трансцендентные функции, определен¬
ные в разд. 2. 8, решение орбитальной задачи, рассматриваемой
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в этой главе, можно свести к одной простой формуле, равно при¬
менимой к эллипсу, параболе и гиперболе.

Формулы времени перелета по двум эллипсам, изображенным
на рис. 3.7, можно объединить в одно выражение, применение

которого не вызовет трудностей, связанных с упоминавшейся выше

бесконечной производной. Для этой цели отметим, что вспомога¬

тельную величину а можно рассматривать в качестве независимой

переменной вместо а, поскольку а и (3 связаны соотношением

Теперь можно ввести новую переменную Х = а при t<tm и Х = 2п—а

при t>tm. Тогда, если считать X независимой переменной, обе фор¬
мулы для времени перелета становятся идентичными. Таким обра¬
зом, имеем

В этом выражении t — монотонно возрастающая функция X,

которая не имеет разрывов в окрестности траектории минимальной

энергии при Х=п. Теперь для заданного значения t соответствую¬
щее значение X можно найти с помощью итерационного процесса.
После этого величина большой полуоси а определяется по выра¬
жению, которое следует из определения а, когда X рассматривается
в качестве независимой переменной:

Аналогично в формуле для времени перелета по гиперболиче¬
ской траектории, приведенной на рис. 3. 7, независимой переменной
можно считать у. Тогда будем иметь

1 — COS а

3

2 (О < К <2-,

*(Р — sin Р),

1о<рО,
^МНЧг)2\\ — cos к ] \ 1 — cos р /

где

5(1—COS Р) = (5—с) (1—COS Л), 5—С=7^0.

а =

1 — COS \

3 3

где

s(ch6—1 ) = (s—с) (chy—1), 5—сФ0.

Большая полуось связана с у соотношением

а =

1 — ch y
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Нетрудно убедиться в том, что уравнения к рис. 3.8 можно

подвергнуть подобным же преобразованиям, если принять сле¬

дующие условия:

р>о,
при угле перелета 6 < 180°, |&>0,

Ь < о]
при угле перелета 6 >180°, {

[Ь<0.
С помощью специальных функций, определенных уравнениями

(2.39) и (2.40), формулы для эллиптических и гиперболических
траекторий можно преобразовать в одно выражение. Обозначая

х = Х2, —х= у2,

у=Р2, -У=ь\

придем к следующей универсальной формуле для времени пере¬
лета:

—

7

iL ( — оо < х < (2тг)2,
Vv-t = (

*

ч )2 5(л) + I УД )2 ^(У). — оо<у<л:, (3.28)
С(дг) ) \С(у)

syC(y) = (s — c)xC(x), s — сфО. (3.29)

Выбор знака зависит от величины угла 0 между радиусами-век¬
торами г 1 и ?2\ верхний знак соответствует 0 меньше 180°, ниж¬

ний 0 больше 180°.

Если величина t задана, то из уравнений (3. 28) и (3. 29) мож¬

но найти х и у. Отсюда легко установить тип конического сечения:

эллипс, парабола и гипербола соответствуют положительным, ну¬
левым и отрицательным значениям х и у. В этом случае большая

полуось вычисляется по формуле

а = —5—=
, (3.30)

хС{х) уС (у)
а скорость находится по уравнению (3.27). Полезно отметить, что

при вычислении скорости член sgn(^m—t) можно заменить членом

sgn(jt2—х).
Решение получается с помощью двух итерационных процессов:

1) по заданному х находится у и 2) по заданному t находится х.

Для этой цели можно применить обычный метод Ньютона. Исполь¬

зуя равенства (2.41), нетрудно вывести следующие рекуррентные
формулы:

[ У-Су-У- V-^Н;
V* (1 Щ tn—Yu t

п I Г dt 1

^ [Х dX \х= хп
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где

2У?х— =

dx

С (лг)
_з_

(S — с)
2

-X

X s2 +|/2-хС(х)( ^—

\ У2 — уС (у)

3
Уи, t

Рис. 3. 10. Семейство решений задачи Ламберта

На рие. 3. 10 показано семейство решений задачи Ламберта..

Безразмерная величина /г t построена как функция независи-

5 - С
мой переменной х при различных значениях параметра . Каж-

дому значению этого параметра между нулем и единицей соответ¬

ствуют две кривые: одна кривая для угла перелета больше 180°,

а другая
— меньше 180°. Параметр равен нулю, когда угол

5

перелета равен точно 180°; на графике это соответствует кривой,,
разделяющей семейство решений на две части.
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3.6. Другие методы

определения орбит

Рассмотрим четыре других метода решения центральной за¬

дачи этой главы. За исключением последнего метода, мы ограни¬
чимся эллиптическим случаем, а читателям предоставляем возмож¬

ность в качестве упражнения обобщить результаты на остальные

конические сечения.

Метод Гаусса

Важной величиной при определении орбит методом Гаусса
является отношение (обозначим его через у) площади сектора,

ограниченного радиусами гх и г2 и дугой орбиты, к площади тре¬
угольника со сторонами гь г2 и с. Поскольку площадь сектора

равна 72 Мч а площадь треугольника V2 r^sin 6, то это отношение

можно записать в виде

у =
-- ^''хр 1

-

■ (3.31)
Г\Г2 sin О

Если в уравнении (2. 54) обозначить

Е<2 — Е\
Z = -- —

2

и учесть, что 0=f2—fu то получим

2rir2 Sin2 —

Г\ + Г2 —2 'VГ\Г2 cos
—

COS z

(3.32)

Исключая р из уравнений (3.31) и (3.32) и используя обозна¬

чения Гаусса
r\ L

, 1/
0 2

’

4 у rxr2 cos —

1 =

т2 _ (л

2 VПr2 cos
—

найдем

у2 =
т2

/ + sin2 —

2

(3.33)

Величины I и т определяются исходя из геометрии треуголь¬
ника PQF и интервала времени t. Таким образом, уравнение (3. 33)
представляет собой соотношение между двумя неизвестными у и z.
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Для того чтобы получить второе независимое соотношение, из

уравнений (2. 52) и (2. 54) найдем

1 р Sin2 z

а 0

ГгГ2 Sin2 —

Следовательно, если с помощью уравнения (3.31) выразить р

через у

р =
J№sin6>2 ■

, (3.34)
[JL/2

то будем иметь

— = —'г- (2у sin z cos —7. (3.35)
a ix(2 2 j

Далее, исключаем величину е cos l/2(E2+Ei) из уравнений (3.17)
и (2.47):

— t = 2z — sin 2z4-2 -^-1Г2- sin г cos — . (3.36)
а? 'a 2/

Наконец, исключая а из уравнений (3. 35) и (3. 36), найдем второе
соотношение, связывающее у и z:

о о о 2z — sin 2z /Q 07v
Уъ -у- = ТП- — ■

. (3.37)
sin3,?

Для определения у и z уравнения (3. 33) и (3. 37) должны быть

решены любым приближенным методом.

Чтобы предотвратить возможное уменьшение точности при вы¬

числении орбитального параметра р, следует вместо уравнения
(3.32) использовать уравнение (3.34), поскольку в расчет знаме¬

нателя выражения (3.32) входит операция вычитания, которая
может привести к ненужной потере значащих цифр.

Метод Гоудела

Для тех случаев, когда нет оснований опасаться возможной

потери точности, отмеченной в предыдущем параграфе, Гоудел
показал, что время полета t и величину z можно связать с помощью

одного соотношения.

В соответствии с уравнением (2. 52) большую полуось орбиты
а можно выразить через z\



Здесь величины А и В определяются выражениями

__i_ _з_ _з_
А = 2ц 2 {r,r2V cos2 —

, В =

2 1/cos

и зависят только от вида треугольника FPQ. Тогда, если предыду¬
щее выражение для а подставить в уравнение (3.36), получим
искомое соотношение

t = A YВ — cosz I , (В— cos z) {2z — sin 2z)

2 sin3 2
(3.38)

из которого путем итерационного процесса находится z. Когда

переменная г известна, параметр орбиты вычисляется по формуле

VГ\Г2 Sin2 Д-
2

(3.39)^
о

(В — cos z) cos
—

Метод Хэррика

В основе метода, предложенного Хэрриком и Лиу, лежит итера¬
ционный процесс определения орбитального параметра р. Если

р известно, тригонометрические функции истинных аномалий f\ и ^
могут быть вычислены по соотношениям

е cos fj = -р- — 1, j = 1,2,
П

. г е cos Л — е cos/9 cos 6

в sin f<2 —
2

e sin /j =■

sin G

e cos Й cos 0 — e cos /2
sin 0

откуда

e2 = (ecos/i)2+ (esinfi)2.

Тогда эксцентрические аномалии Ex и E2 определяются следующим
путем:

П
cos Ej = -/-•

(cos fj-\-e), sin I7"! — e2 sin fJt

а средние аномалии и М2 — из уравнения

Mj = Ej—esinfj,



Следовательно, если а вычислять по формуле

то время полета по орбите от точки Р к точке Q находится сле¬

дующим образом:

V

Окончательный результат будет несколько отличаться от началь¬

ного интервала времени, поскольку значение параметра р должно

уточняться до тех пор, пока не будет достигнута приемлемая точ¬

ность.

Метод Дейста

Метод, предложенный Дейстом, основан на универсальных
формулах, приведенных в гл. II, и использует в качестве основной

переменной итерационного процесса разность орбитальных анома¬

лий, соответствующих граничным положениям радиуса-вектора.

Как было показано в разд. 2. 8, для этой цели удобно применять

обобщенную переменную а\Х2.
В итерационном процессе принимает участие следующая си¬

стема равенств, которая может быть установлена сравнением ска¬

лярных коэффициентов уравнений (1.44) и (1.45) с коэффициен¬
тами в уравнениях (2.43) и (2.44) и очевидным изменением обо¬

значений:

х>С (а^) - (1 - cos б), (3.40)
Р

x*S (ajjc2)=уф- sin 6, (3.41)
Vp

[a]A:3S (axx2) — x\ = -^^-(1 — cos 6) — — \f~-^sin9. (3.42)
rxr2 prx rx V p

Другой основной величиной, необходимой для данного метода,
является угол уь образуемый вектором скорости v\ с радиусом-

вектором ?\. Действительно, на основании решения задачи 2.14

будем иметь

rvv 1

В итоге из уравнения (1.46) найдем соотношение, связывающее

Yi и р:

ctgTi=—Ц-[— (1— cos6) + cos9 —-^1 . (3.43)
sin е L р г2\
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Нетрудно показать, что аь определенная как величина, обратная
большой полуоси, также может быть выражена через у\ и р:

«! =
— --Pr(l+ctg2Tl)- (3.44)
П г\

Определение орбиты состоит в нахождении величин /?, а\ и х,

удовлетворяющих уравнениям (3.40) — (3.44), по заданным зна¬

чениям ru г2, Q и t. Последующая часть параграфа будет посвя¬

щена рассмотрению практически пригодного вычислительного

алгоритма.

Прежде всего отметим, что скалярное произведение f\-v\
можно исключить из уравнения (3.42), используя определение
угла Yi и уравнение (3.43). Действительно, уравнение (3.42) пре¬

вратится в соотношение только между р и а\Х2, если множитель х

исключить из левой части этого уравнения, выразив его с помощью

(3.40) следующим образом:
1

х=
( Г\Г2{\ — cos 6) \2

[ рС (ах*2) )

Если вместо р использовать переменную

у=
^1^2 (1 — COS 0)

Р

то получим зависимость у от а\Х2\

у = гг + у^
— A sgn (тг2 — ajX2) Y2 — агх2С(а^2). (3.45)

При выводе этого уравнения использовалось третье равенство

(2. 41). Здесь

А = sgn (тс — rxr2 (1 + cos 6).

Теперь итерационная схема формулируется достаточно просто.
По первому приближению а\Х2 находится величина у из уравнения

(3. 45) и величина х из соотношения

х= Л/ —у—. (3.46)V С (ajjcS)
^ ’

Затем результат проверяется по уравнению (3.41), которое можно

записать в виде

Yv.t=xbS{alx2)-\-AVy- (3.47)

Далее величина а\Х2 уточняется, и процесс повторяется до тех пор,
пока проверочное равенство (3.41) не будет удовлетворяться
с приемлемой точностью.



Наконец, вектор скорости v\ может быть вычислен по формуле
(3.26), которую перепишем в более удобном виде

Задачи

3. 1. Рассмотрим треугольник (см. эскиз) со сторонами, измерен¬
ными в астрономических единицах.

а) Найти эксцентриситет и соответствующее время полета для

двух эллиптических траекторий, связывающих точки Р и Q, если

рий, связывающих Р и Q и имеющих фокус в F, обозначить через
seed), то расстояние между свободными фокусами для двух любы*

траекторий с одинаковой большой осью 2а равно

3.3. Показать, что две параболические траектории с фокусом
в точке F, связывающие Р и Q, имеют оси, параллельные асимпто¬

там гиперболического геометрического места свободных фокусов
для эллиптических и гиперболических траекторий. Получить,
используя только геометрические методы, выражения (3.9) и

(3. 10) для полуфокального параметра или, что то же самое, для

расстояния от фокуса до директрисы.
Указание: для параболы с вершиной в V2 на рис. 3.4 пока¬

зать, что

(3.48)

О

длина их большой оси равна 9 астрономиче¬
ским единицам.

б) Найти эксцентриситет и время полета

для траектории минимальной энергии переле¬
та от Р к Q. Вычислить скорость в точках Р

и Q для этой траектории в астрономических

единицах в год.

СолнцеЬ
3

р 3.2. Показать, что если эксцентриситет

гиперболического геометрического места сво¬

бодных фокусов всех эллиптических траекто-

4а sin Ф cos-а-cos ;J

2 2

P~ri—ri sin(e—v),

где s=ZFPQ, 2v= ZA2FAX.
Результат будет следовать из равенств

sin v = ——

, cos v =— V(s — rx) (s — r2),
с с

Sin e =

rxc

— Vs(s — Гi) (5 — r2) (s — c), COS

2rxc

после соответствующих алгебраических преобразований.
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3. 4. Аппарат движется по эллиптической траектории минималь¬

ной энергии с фокусом в F между точками Р и Q. Показать, что

если у\т
—

угол между радиусом-вектором и вектором скорости
в точке Р, то

т,„=у(”-Z№Q),
т. е. вектор скорости v\m делит пополам угол, образованный хор¬
дой PQ и продолжением прямой FP.

3. 5. Используя свойство эллипсов, установленное в задаче 2. 2,

показать, что углы в точках Р и Q, образованные двумя эллипти¬

ческими траекториями, связывающими эти точки и имеющие оди¬

наковую большую ось, делятся пополам эллипсом минимальной

энергии. Схема, поясняющая задачу, изображена на рис. 3. 2.

3.6. Обозначив через tg(D наклон асимптот гиперболического
геометрического места свободных фокусов для эллиптических тра¬

екторий от Р к Q, показать, что эксцентриситет семейства эллип¬

сов можно записать в виде

е2=\ — sin2 Ф sin2
а ==^-

.

2

3.7. Приближенное решение задачи определения орбиты можно

получить с помощью разложения в ряд Тейлора. Таким образом,
до членов порядка t3 имеем

r= a-\-bt-\-ct2-\-dt3.

Используя уравнение движения

и дифференцируя ряд, найдем

—j
r= 2c-\-6dt,

а) Показать, что

г\ — а,

r2= a-{-bt-{-ct2Jr dt3,

1
_

— r2=2£-(-6flf£,
г2

Vx = b,

б) Исключая постоянные векторы а, 5, с, d из записанных выше

пяти выражений, получить уравнение для vx в зависимости от гь

Г2 И t.
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3. 8. а) Показать, что касательные к орбите в точках Р и Q и бис¬

сектриса центрального угла 0 (см. эскиз) имеют общую точку
пересечения.

Указание: пусть касательные в точках Р и Q пересекаются
с биссектрисой угла в точках Ni и N2 соответственно. Положение
«а» будет доказано, если установить, что FN\ = FN2 = FN. Из ри¬
сунка с помощью правила синусов нужно установить, что

в) Исключая FN из первого и последнего уравнений, показать,
что

3.9. Показать, что если Р —вершина параболической орбиты,
связывающей точки Р и Q, то выражения для орбитальных элемен¬

тов в методе Гоудела останутся справедливыми при 2, тождествен¬
но равной нулю. Для этого случая показать, что выражение (3.38)
для времени полета приводится к виду (2.12).

3.10. Универсально применимую формулу для времени полета,

выраженную в виде ряда Тейлора по а~\ можно вывести следую¬

щим образом:
а) Показать, что функция

FN1 =
0

Q
и использовать решение задачи 2. 14.

б) Используя промежуточные ре¬
зультаты предыдущего пункта «а», по¬

казать, что

FN= Р

cos

у (/2-/1) +^ cos
y (/2 + /о

j'j и, далее, что

FN cos г= ]/Тд2,
где

ctgT,= ctg^-j/-a— cos г cosec— .

0

2

з

F(x)= S(x)C(x)
т

удовлетворяет дифференциальному уравнению
1

где w = xC(x).
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б) Подставить степенной ряд

^(•*)=2 FnWn
п-О

в дифференциальное уравнение для F, разложить (2—ш)_1/2 в ряд
по формуле бинома и, приравнивая соответствующие коэффи¬
циенты при w, получить

в _ V~2 в _ VT
Fo— “

у
г

1

F„

3
’

20

V~2 1-3-5- • -(2п— 1)
2л + 3 22nnl

в) Показать, что уравнение (3.28) можно записать в виде

з з

где

y^=F(x)52 +/?(у)(5-с)2,

п= 0 /2=0

г) Наконец, получить разложение

3 3
ян- -9- я+ 1Г

S + (S - с)
/2=0

и сравнить его первый член с уравнениями (3.25) и (3.24). Опре¬
делить область сходимости этого ряда.

3.11. Используя уравнение (3. 26), показать, что параметр кони¬

ческого сечения, связывающего две точки с радиусами-векторами

Т\ и Г2, когда угол у2 между г2 и вектором скорости v2 задан, нахо¬

дится по выражению

Г\Г2 Sin Y2 (1 —COS 6)

r2 Sin Jo
—

rl sin (72 + 0)

Сравнить это выражение с уравнением (3. 6) для частного случая

У2
= 90°.
3.12. Показать, что уравнение (3.27) может быть записано

в виде

*1=1/~—(А'1с+Г1+ ВЧс-п),
У гхс

j/"(s-ri)(l — 2а
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В' = Sgn (tm -t) j/(S - r2) (1 - fa ) ,

a ic+r1Jic-r1—ортогональные единичные векторы в направлениях
соответственно Tc+iri и Тс—ТГ1. Рассмотреть предельную форму
этого уравнения, когда угол перелета достигает 180°.

Библиография

Разд. 3. 1—3. 3 полностью основаны на работах автора [5] и [6].
Несколько лет назад, когда были написаны эти работы, автор не

подозревал о том, что Пламмер уже рассмотрел различные част¬

ные случаи уравнения Ламберта для времени полета. Полученные
здесь результаты принадлежат автору и основаны частично на ра¬
боте Лагранжа [34].

Выводы геометрических свойств местоположения свободных

фокусов конических орбит, связывающих две точки, принадлежат

автору, так же как и выражение для параметра конического сече¬

ния в разд. 3. 2.

На метод вычисления потребной скорости на орбите (см.
разд. 3.4), связывающей два положения, когда параметр известен,

указал автору Дж. Дейст из Приборной лаборатории МТИ. Дру¬
гое выражение для вектора скорости в зависимости от большой

полуоси принадлежит автору.

Универсальную формулировку задачи Ламберта можно найти

в работе [8]. Формулы были тщательно проверены коллегами

автора по Приборной лаборатории, а сделанные ими многочислен¬

ные полезные замечания заслуживают высокой оценки.

Метод Гаусса решения основной задачи этой главы является

классическим и был разработан им для определения орбиты только

что открытого астероида Церера. Материалы, изложенные в разд.
3.6, не исчерпывают, однако, всего метода, поскольку Гаусс рабо¬
тал только с результатами угловых наблюдений и не имел непо¬

средственной информации о положениях астероида. Полное изло¬

жение метода можно найти у Мультона [47] и Хэргета [27]. Плам¬

мер [51] распространил* метод Гаусса на гиперболические орбиты.
Метод, предложенный Гоуделом в работе [25], был, несомненно,

известен еще Гауссу, но для его целей этот метод не обеспечивал

требуемой точности. Метод Хэррика и Лиу описан в книге Бэйкера
и Мэйкемсона [4]; этот метод удобен для решения многих задач

определения космических траекторий, когда эксцентриситет

не слишком мал, но и не слишком близок к единице. Хотя метод

Хэррика и Лиу рассмотрен здесь в. применении к эллиптическим

орбитам, совершенно аналогичную схему можно разработать для

гиперболических орбит.
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Четвертый метод, рассмотренный в разд. 3. 6, принадлежит
Дж. Дейсту из Приборной лаборатории МТИ. Схема расчета осно¬

вана на обобщенных формулах для конических сечений и потому

применима без изменений ко всем типам конических орбит.
Автор выражает свою признательность Денби [20] за прибли¬

женный способ определения орбиты, описанный в задаче 3. 7. На

интересное свойство биссектрисы и касательных к орбите указал

автору Гоудел [24], хотя доказательство, приведенное в задаче 3.8,
принадлежит автору. Наконец, разложение в задаче 3. 10 было вы¬

ведено на основе работы Хэргета [27], однако это было сделано

всего лишь для нахождения возможной альтернативы универсаль¬

ным формулам автора.



ГЛАВА IV

Межорбитальные перелеты
в задаче двух тел

В настоящей главе обсуждаются вопросы [72], связанные с изме¬

нением орбиты космического корабля с целью выполнения постав¬

ленной задачи путем одного или нескольких дискретных изменений

скорости. Сначала рассматривается идеализированное импульсное
изменение скорости, которое, хотя и физически неосуществимо, тем

не менее представляет собой достаточно хорошее приближение
к решению многих задач, если при этом время работы двигателя

мало по сравнению с полным временем полета. В последнем раз¬

деле главы уделяется внимание и более реальным задачам наведе¬

ния на активном участке полета. Излагается универсальный метод

наведения, определяющий направление вектора тяги ракетного
двигателя во время активного маневра и применимый для целого

ряда космических операций.
Почти все задачи об орбитальных перелетах связаны с необхо¬

димостью минимизации некоторого критерия. Обычно объектом

минимизации служит сумма потребных импульсных изменений

скорости, часто называемая характеристической скоростью. Напри¬
мер, можно потребовать, чтобы при данном положении корабля
на начальной орбите переход на новую орбиту, проходящую через
заданную точку, совершался под действием импульса скорости
наименьшей величины. Задачу можно расширить, если включить

в рассмотрение еще одно изменение скорости в конечной точке

с целью перевода космического корабля на другую орбиту. Затем

следует так выбирать орбиту перелета, чтобы сумма двух изменений

скорости была минимальной.

Задачи такого рода неизбежно приводят к алгебраическому
уравнению достаточно высокой степени, которое можно решить
только с помощью довольно громоздких численных методов. Од¬
нако во многих случаях нетрудно подметить некоторые геометри¬
ческие свойстЕ;а решения, которые имеют характер достаточно

общих результатов и зачастую способствуют более глубокому пони¬

манию существа рассматриваемых явлений. Поэтому на тематику
данной главы наложило отпечаток стремление автора прежде
всего отобрать те задачи, которые можно описать геометрически.

Несколько первых разделов главы посвящены одно- и двухим-

пульсным перелетам описанного выше типа. Они находят приме¬
нение в целом ряде таких космических операций, как встреча спут¬
ников, перехват спутников, запуск баллистических снарядов, опре¬
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деление межпланетных траекторий. Поскольку некоторые из этих

задач удобно решать или, по крайней мере, представлять в плос¬

кости годографа, в главу включен раздел об анализе годографов.
Два раздела относятся к задаче схода с круговой орбиты пас¬

сивного полета. Здесь требуется найти скорость, которую необхо¬
димо иметь в некоторой точке орбиты для последующего достиже¬

ния заданной гиперболической скорости. Оптимальная задача сво¬

дится к нахождению соответствующей точки на орбите, в которой
должен прикладываться импульс схода. При этом полностью учи¬

тываются реальные ограничения, накладываемые на начальную
пассивную орбиту.

В разд. 3. 1 было показано, что эллиптическая орбита с фоку¬
сом F может соединять точки Р и Q только в том случае, если

большая полуось а по своей длине не меньше минимальной вели¬

чины ат: Свободный фокус F*m, соответствующий орбите с мини¬

мумом а, лежит на хорде PQ и расположен так, что выполняются

равенства

где ги г2 — длины радиусов FP и FQ, а 5 — половина периметра
треугольника FPQ. Величина вектора скорости в точке Р орбиты
определяется по формуле

Если тело начинает двигаться из точки Р с начальной скоростью
меньшей V\m, то при любом направлении движения оноt не до¬

стигнет точки Q. Важная задача, которую попытаемся теперь

решить, состоит в определении геометрического места точек Q, ко

торые еще достижимы из точки Р при фиксированной начальной

СКОРОСТИ V\.

Для любой точки Q, еще достижимой из фиксированной
точки Р, скорость Vi должна соответствовать траектории мини¬

мальной энергии от Р к Q. Из уравнения (4. 1) получается, что

точка Q должна быть расположена таким образом, чтобы величина

полупериметра 5 оставалась постоянной. Из равенства

4.1. Граница достижимости

QF*m = s — r2, F*mP=s — ru

(4Л)

qp=q/£+/£/>

следует, что

QP=2s — rl
— r2=2s — rl

— QF,

откуда

QP+ QF= 2s — rx=const.
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Тем самым установлено, что геометрическое место точек Q есть

эллипс с фокусами в центре притяжения F ив начальной точке Р

и большой осью 2at:

2а,
2(jl + rxv[

2{х — r\v\
(4.2)

Этот эллипс показан на рис. 4. 1.

Касательная к эллиптическо¬

му геометрическому месту точек

в точке Q делит пополам угол,

образованный продолжением пря¬
мых QP и FQ\ это следует из

свойства эллипсов, выведенного
в задаче 2. 2. С другой стороны,
из результата задачи 3. 4 следует,
что касательная к эллиптической

орбите минимальной энергии де¬
лит пополам тот же самый угол.
Таким образом, геометрическое
место достижимых точек Q и со¬

ответствующие орбиты мини¬

мальной энергии от Р к Q каса^

ются в точке Q, Следовательно,
эллиптическое геометрическое ме¬

сто точек представляет собой огибающую всех возможных орбит,
выходящих из точки Р, а ее внутренняя область охватывает все

точки, достижимые из Р при начальной скорости V\.

Рис. 4. 1. Граница достижимости

4.2, Одноимпульсный компланарный
перелет между круговыми орбитами

Понятие границы достижимости, рассмотренное в предыдущем
разделе, применимо только в том случае, если начальная точка Р
не перемещается относительно центра притяжения F. Однако почти

во всех задачах механики космического полета ракета или космиче¬

ский корабль обладают некоторой начальной скоростью по отно¬

шению к центру притяжения, поэтому целесообразно сконцентри¬
ровать наше внимание на дополнительной скорости, которую

нужно прибавить к начальной для выполнения поставленной

задачи.

По-видимому, наиболее простой задачей такого типа является

следующая: начальная скорость космического корабля равна кру¬
говой орбитальной скорости относительно центра притяжения;

требуется определить приращение скорости, которое обеспечит

перевод космического корабля на новую орбиту, проходящую через
заданную точку пространства. Для практического применения
решения этой задачи можно принять упрощенную модель солнеч¬
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ной системы, считая, что планеты обращаются вокруг Солнца по

компланарным круговым орбитам. Космический корабль, отправ¬
ляющийся от Земли, будет иметь начальную скорость относительно

Солнца, которая равна орбитальной скорости Земли. Кроме того,
чтобы анализировать полет в рамках задачи двух тел, необходимо

предполагать, что импульс скорости осуществляется в точке, доста¬
точно удаленной от гравитационного поля Земли, чтобы можно

было учитывать только солнечное притяжение. На первый взгляд
может показаться, что эта модель до такой степени упрощена, что

теряет физический смысл. Однако многие существенные стороны
межпланетного полета при этом остаются, а результаты анализа

при их надлежащем истолковании будут способствовать лучшему
пониманию более реальной задачи.

В качестве первого шага получим выражения для радиальной
и трансверсальной составляющих скорости vr и ve космического

корабля, движущегося по конической орбите:

Здесь большая полуось орбиты а положительна или отрицательна
в зависимости от того, эллиптическая или гиперболическая траек¬
тория имеется в виду. Однако для определенности, а также для

того чтобы потребная энергетика оставалась в разумных пределах,
ограничимся здесь рассмотрением начальных скоростей, необходи¬
мых для выполнения межорбитальных перелетов только по эллип¬

тическим траекториям.
Обратимся к рис. 4. 2 и рассмотрим космический корабль на

круговой орбите радиуса Г\ от центра притяжения. Начальная ско¬

рость v0 определяется из соотношения

Если в точке Р космическому кораблю придать надлежащим обра¬
зом приращение скорости Дгм, то он покинет в точке Р со скоростью

v\ свою первоначальную орбиту и будет двигаться по эллиптиче¬

ской траектории к точке Q, находящейся на расстоянии г2 от центра

притяжения. Определим зависимость величины приращения ско¬

рости от гелиоцентрического угла перелета 0 от точки Р

к точке Q. В частности, представляет интерес определить мини¬

мальное значение скорости, необходимое для выполнения любой

данной операции.
После приращения скорости Аг71 космический корабль будет

иметь скорость vu составляющие которой в полярных координатах

V\r и Uie находятся по формулам (4.3). Так как Av\ определяется
из выражения

(4.3)

дг>1 = v\r -|- (г/ie — v0)2,
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то получим

д^1 = ^0(3 — 2
у j- (4.4)

Введем безразмерную величину

АЕ=

которая представляет собой меру количества энергии, необходимой

космическому кораблю для перехода в точке Р с круговой орбиты
на эллиптическую, проходящую через точку Q. Тогда из уравнения

Q (точна при¬
бытия)

Орбита кос

мическог.о

корабля

Орбита
планеты

назначения

Рис. 4. 2. Потребная скорость для межорбиталь-
ного перелета.

(3. 13) с помощью простого тригонометрического преобразования
найдем

АЕ~~ = 3—^ — 4
а

]/" аго .
О

.
а + 3

-— sin — sin —— ,

с 2 2

Используя определения а и (3 из (3. 11) и (3. 12), АЕ можно запи¬

сать иначе:

А£=3—— — —2~—sin8(л/~— ±\/-—2_).
a g \У s — с 2а у s 2а)

(4.5)

Из анализа производной

tf(AE) гг

da а**
1

Го sin 0 /

2с У2Г\ l/—+ л/---
\ г (s — с) 2а у s 2а /

и уравнения (4. 5) следует:
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1. АЕ— двузначная функция а, имеющая бесконечную произ-

водную по а при а = ат=— —наименьшем значении а, при кото¬

ром еще возможна эллиптическая траектория перелета от Р к Q.
2. Если обозначить через АЕ+ и АЕ- две ветви кривой А£, соот¬

ветствующие верхнему и нижнему знакам в уравнении (4.5), то

выполняется соотношение

АЕ+<АЕ-,

причем равенство имеет место только при а = аш.

Рис. 4. 3. Начальная скорость для перелета Зем¬

ля—Марс в зависимости от большой полуоси
переходного эллипса при 0=120°:

а —>траектория минимальной энергии;

а
уд —траектория

с минимальной начальной скоростью

3. По мере увеличения а кривая АЕ асимптотически прибли¬
жается к прямым с ординатами

3 — V 2Г, sin 91
1 1

Vs-с V'
4. Наклон верхней ветви АЕ- всегда положителен, тогда как

наклон нижней ветви АЕ+ отрицателен при значениях а, близких
к ат. Вопрос о том, может ли ветвь АЕ+ иметь минимум при конеч¬

ных значениях а, будет кратко рассмотрен ниже.

На рис. 4. 3 изображена зависимость YАЕ от а. Для примера
выбран полет от Земли к Марсу, поэтому в качестве Г\ и г2 взяты

средние расстояния этих планет от Солнца. Гелиоцентрический
угол перелета 0 был принят равным 120°. Ордината Av\/vQ непо«

средственно показывает дополнительную скорость, которую необ¬

ходимо обеспечить для перелета в долях скорости Земли v0
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относительно Солнца. Так как орбитальная скорость Земли равна
почти 30 000 м/сек, то значения Avi сразу нетрудно приближенно
переводить в метры в секунду. По оси абсцисс отложены значения

большой полуоси а в астрономических единицах.

На рис. 4. 4 показаны нижние ветви кривых начальных скоро¬
стей для различных значе¬

ний 0, а на рис. 4.5 — соот¬

ветствующие времена пере¬
лета.

Траекторию минималь¬

ной энергии, рассмотренную
в разд. 4. 1, не следует пу¬
тать с траекторией мини¬

мальной потребной началь¬

ной скорости. Действитель¬
но, для частного случая,
показанного на рис. 4.3,

дополнительная скорость,

которую нужно прибавить к

орбитальной скорости для

перелета по траектории ми¬

нимальной энергии (а = ат),
почти вдвое превышает ми¬

нимальную дополнительную

скорость. Немаловажно от¬

метить, что существует един-

» 0 1,25 1,30 1,зь \чи /,<о а ае ственная траектория, кото¬

рая минимизирует как ско-

Рис. 4. 4. Начальная скорость для пере- рОСТЬ относительно Солнца,
лета Земля—Марс в зависимости от так и скорость относительно
большой полуоси переходного эллипса

планеты отправления. Эта

траектория носит название

эллипса Хомана. Хомановская орбита характерна тем, что она

касательна как к орбите планеты отправления, так и к орбите
планеты назначения.

Потребную энергетику для хомановской траектории нельзя

найти прямо из уравнения (4. 5), так как при этом полярный угол
6 равен я и уравнение становится неопределенным. Однако простая

геометрия орбиты позволяет непосредственно вычислить элементы

эллипса Хомана, а затем, используя уравнение (4.4), определить
потребную энергию орбиты АЕ.

Точки отправления и назначения для хомановской траектории
соответствуют перигелию и афелию. Таким образом, если ан, рн

и ен
— соответственно большая полуось, параметр и эксцентри¬

ситет орбиты Хомана, то будем иметь

#н( 1—он) =Г\, ан( 1 +ен) =Г2,
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откуда

ан
=

y('’i + r2), Рн=2

Наконец, из уравнения (4. 4) следует

-—2l/ь Г2 У
аен—3-

ГуГ2

Г1 + г2

2го

ri +

соотношения

(4.6)
г 1 4- г2

с уравнениями (3. 1)

t в годах

Интересно сравнить эти

и (3. 4) — (3. 8). Нетрудно
видеть, что хомановская

орбита, эллипс минимальной

энергии, касательный эллипс

и симметричный эллипс сов¬

падают между собой при
0 =д.

Хомановская орбита не

всегда является идеалом

траектории межпланетного

перелета. Один из очевид¬

ных недостатков использо¬

вания хомановской траекто¬

рии— необходимость вполне

определенного положения

планеты отправления отно¬

сительно планеты назначе¬

ния в момент запуска. Дру¬
гие недостатки, как будет
показано в гл. V, являются

следствием того, что солнеч¬

ная система на самом деле

трехмерна. Таким образом,
основное значение хоманов¬

ской орбиты состоит в том,

что она определяет в исполь¬

зуемой нами простой модели

солнечной системы нижнюю

границу энергетических потребностей любой космической опера¬
ции: иными словами, при фиксированных г\ и г2 справедливо соот¬

ношение

При этом равенство имеет место только в случае, когда 6=jt и

а=1/2(п + г2).
Очевидно, что при планировании межпланетного перелета вы¬

годно располагать возможностью широко варьировать время
старта. Поэтому интересно проанализировать потребную энерге¬
тику траектории АЕ для произвольного взаимного расположения

Рис. 4. 5. Время перелета Земля—Марс
в зависимости от большой полуоси пере¬

ходного эллипса:

время перелета по траектории мини¬

мальной начальной скорости
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планеты отправления и планеты назначения. С этой целью для

фиксированных г2 и 0 найдем условия, при которых А£, опреде¬
ляемое по уравнению (4.5), имеет минимум, соответствующий
конечному значению а.

Выше отмечалось, что наклон нижней ветви ДЕ+ кривой АЕ
отрицателен при значениях а, близких к ат. Из выражения для

производной видно, что Д£+ будет иметь положительный наклон

при значениях а, для которых справедливо неравенство

1
|

1
^

2сУ2^

л г 1
_

Г I/_L__L r2Sln6

Vs— с 2а V s 2а

Ясно, что разность между левой частью предыдущего неравенства
и Ys—с+ Уs можно сделать сколь угодно малой, выбирая а

достаточно большим. Таким образом, мы приходим к необходи¬
мости определения условий, при которых справедливо неравенство

1/^ 1/--<2сУ_2г1>
r2 sin 0

Для этой цели запишем следующие выражения:

(Vs —с + V^)2= 2 У~ПГ2cos Y+ r\ + r2 < VГг + Vгг)2

И

/гсУЦЕГу^ 8
\ r2 sin 0 /

Следовательно, достаточным условием для того, чтобы АЕ+ имело

минимум, является выполнение неравенства

! + |/-£<2/2: (4.8)

Если г2<г 1, то неравенство (4. 8) справедливо. Итак, для внутрен¬
них планет солнечной системы всегда существует эллиптическая

траектория с минимальной потребной начальной скоростью. Кроме
того, видно, что это условие справедливо также в случае перелета

Земля—Марс. С другой стороны, для остальных внешних планет

солнечной системы последнее неравенство не выполняется и по¬

этому следует ожидать, что должны найтись такие значения О,

для которых траектория минимальной начальной скорости будет
уже параболической. Действительно, на первый взгляд это до¬

вольно неожиданное условие в большой степени распространяется
на Юпитер и последующие планеты.

Следует отметить, однако, что условие (4. 7) будет всегда удов¬

летворяться, если sin 0 достаточно мал. Так, даже для внешних
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планет существуют секторы вблизи значений 0=0 и 0=я, для ко¬

торых возможна еще эллиптическая траектория минимальной на¬

чальной скорости. Правда, чем дальше от Солнца, тем все меньше

становятся эти секторы.

Значение а, при котором ДЕ+ достигает своего минимума (пред¬
полагается, что этот минимум существует), находится как корень

уравнения

1 , 1
_

2с V2гг

l/-~-
ys

— с 2а У s 2с

r2 sin О

2а

которое после приведения его к нормальному виду станет уравне¬
нием четвертой степени от а. Для практических целей решение
этого уравнения легко получить следующим образом. Сначала
перепишем уравнение в эквивалентном виде

1 , 1
___

2с уГ2г~1
r2 sin (

2а

Затем введем новую переменную £:

/J_ __
J_ ___с Г \_

__
_1_

s 2а 5 (s — с) у s 2а

/у
VгдЬ

tgC=-y_ £Ег, (4.9)

■с)

тогда решаемое уравнение примет вид

cos С + ctg С=—^———,
r2 sin 0 У s (s — с)

ИЛИ

_3_

4 I —
2

cos С+ ctg С= — -

• (4.10)
sin б У 1 + cos О

Уравнение (4. 10) можно разрешить относительно £ почти сразу
с помощью таблицы тригонометрических функций. Далее, зная ве¬

личину £, по уравнению (4. 9) находим соответствующее значение

большой оси

Г\Г2(\ + cos 0)

Г\ + г2 —с (sec2 с + tg2 0

Наконец, изменение энергии АЕМ, необходимое для этой

2ам= -

^ §

• (4Л1)
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траектории находим подстановкой последнего выражения в урав¬
нение (4.5). После некоторых упрощений получим

ЬЕМ= 3 - 2 '1 + 'з -« «sec ^ ~ «g ^>2 ~ 2 С *8 Ч
(конечное ам). (4.12)

г2 (1 -f- COS 0)

Если А£+ — монотонно убывающая функция а, то минимум имеет

место при бесконечном а. В этом случае траектория является пара¬

болической, а выражение для АЕм принимает вид

Д£и =3—
У 2г- sin о [л/+ (бесконечное аЛ).(4.13)

Рис. 4. 6. Минимальная начальная скорость в функ¬
ции угла перелета:

эллиптическая траектория;
параболическая траектория

Для частного случая 0=я траектория становится траекторией
романовского типа, а минимальное значение AЕ+ равно АЕНу кото¬

рое определяется из уравнения (4.6).
На рис. 4. 6 показаны зависимости (Av\[vo) м= YАЕМ от 6 для

перелетов от Земли к другим планетам солнечной системы. Зави¬
симости для двух наиболее удаленных планет — Нептуна и Плу¬
тона— не показаны, так как при используемом здесь масштабе эти

кривые не отличаются от кривой для Урана. Части кривых для

Юпитера, Сатурна и Урана, соответствующие параболическим тра¬
екториям минимальной начальной скорости, показаны пунктиром.

При углах перелета 0 больше 180° параболические траектории
оптимальны лишь условно, поскольку траектории движения от Р
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к Q против часовой стрелки в данном случае не замкнуты. Это по¬

ложение станет несколько более понятным после следующего

раздела.

4.3. Одноимпульсный перелет
между некруговыми орбитами

Положения предыдущего раздела наиболее просто можно рас¬
пространить на задачу отправления с некруговых орбит с помощью

геометрических рассуждений.
В гл. III были подробно изучены геометрические свойства кони¬

ческих орбит с фокусом в F, связывающих точки Р и Q. Можно
геометрически описать еще одно свойство таких траекторий, относя¬

щееся к векторам скорости в конечных точках Р и Q. Выведем
сначала это свойство, которое затем будет использовано при реше¬

нии задачи перелета между некруговыми орбитами.
Из уравнения конической орбиты в полярных координатах

имеем

, Л2
1

ecos /г = 1,
НИ

£cos(/! + 6) = -^ 1.
V-r2

Учитывая соотношение

е cos (/i + 6) = ecos fx cos 6 — e sin/1sin6= ( 1 jcosQ sin0,
Л2 1 \ с AVir,

получим
№

1
\

c hv\r . Cl
№ 1

— 1 cos 6 — sin 0 = 1,
fxr2

где vir=— sin fx.
h

Подставляя rxvw вместо k, найдем

^19 — cos б)4-^1/010 sin 0 =— (1 — cos 6). (4.14)
\ ) /'i

Уравнение (4. 14) выражает те требования, которые наклады¬
ваются на составляющие вектора скорости V\r и V\q в точке Р,
если траектория должна проходить через точку Q. Поскольку
остальные величины в этом уравнении постоянные, то оно является

уравнением гиперболы с центром в Р.
Если обозначить теперь через d>i внешний угол треугольника

FPQ с вершиной в точке Р, т. е. угол я—Z.FPQ, то этот угол
можно будет найти из соотношения

tg Ф1 = *

П

п
Г1

cos 0 —

Г2
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в силу которого уравнение (4. 14) можно записать в виде

VirViQ
— ^ 10 ctg Ф2 = tg — .

г 1 2

Уравнение гиперболы может быть приведено к нормальной форме
(2.1) путем поворота координатных осей против часовой стрелки
на угол Oi/2. Если обозначить через v'r и v'1Q проекции скорости
на повернутые оси, то будем иметь

vir vil
=

2[х _0_
г2

g
2

‘

Ф1
Таким образом, наклон асимптот равен ±tg

—

, откуда следует,

что асимптоты являются продолжением линий FP и PQ. Кроме
того, большая полуось гиперболы равна корню квадратному из

величины

2м* х Ф1 х
б 2м* s — гл

— ctg — tg —=— .

К
\

2 2 Г! 5

Сравнение последнего выражения с уравнением (4. 1) показывает,

что большая полуось гиперболического годографа скоростей равна
V1т — модулю вектора скорости в точке Р для орбиты перелета
с минимальной энергией.

Гиперболический годограф показан на рис. 4.7. Через точки

Р и Q могут проходить две параболические траектории и соответ¬

ствующие им векторы скорости v\v и V\v показаны на рисунке,

причем
2 ~2 2\х

Vip= Vip =
-^

.

Г\

Одинаковые по величине векторы скорости для эллиптических

траекторий встречаются попарно и образуют одинаковые углы
с вектором v\m. Часть гиперболического годографа, обозначенная

пунктиром, соответствует гиперболическим скоростям. Правые
части пунктирных кривых на рисунке соответствуют траекториям
перелета от Q к Р и, следовательно, не являются решением постав¬

ленной задачи.

Нижняя ветвь гиперболического годографа соответствует кони¬

ческим орбитам перелета от Р к Q по часовой стрелке. В этом слу¬
чае угол перелета равен 2я—0, а не 0.

Возвращаясь теперь к задаче о перелете между орбитами, обо¬

значим через vo начальную скорость космического корабля в точ¬

ке Р. Тогда Av\ = v\—vo есть потребный импульс скорости. Таким

•образом, задача определения величины минимального импульса

скорости Av\m сводится к выбору такой точки на гиперболическом
годографе, показанном на рис. 4.7, в которой соответствующий
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вектор Avi перпендикулярен к гиперболе*. Попытка выразить эта

условие аналитически снова ведет к решению алгебраического

уравнения четвертой степени (см. задачу 4.3). Однако найти на¬

столько же удобный ме¬

тод решения такого урав¬
нения, как в предыдущем

разделе, не представля¬
ется возможным.

В заключение этого

раздела следует отметить,
что случай, когда вектор
начальной скорости v0 не

лежит в плоскости орбиты
перелета, не вызывает

трудностей. Составляю¬
щие векторов v0 и Д?7,
лежащие вне плоскости

орбиты перелета, должны

взаимно уничтожаться.

Тогда с оставшимися со¬

ставляющими этих векто¬

ров, лежащими в плоско¬

сти орбиты, следует посту¬
пать описанным выше

способом.

Для доказательства некоторых положений в данном и после¬

дующем разделах обычно более удобно вместо радиальной и транс-
версальной составляющих орбитальной скорости использовать ее

проекции на оси некоторой косоугольной системы координат. Для

орбиты, соединяющей точки Р и Q, спроектируем, как показано на

рис. 4.8, векторы скорости в этих точках г71 и V2 на направление
хорды, связывающей начальную и конечную точки, и на направле¬
ния соответствующих радиусов-векторов. Проекции векторов ско¬

рости на эти направления обозначим через vic, v\Q и у2с, voQ . (Сле¬
дует обратить внимание читателей на то, что v6 не равна обще¬

принятой радиальной
_

составляющей скорости vr.) Тогда через,
единичные векторы ir^ ir2 и iCj определяемые равенствами

*

Следует иметь в виду, что в данном случае вектор импульса скорости Avt

должен проводиться с конца вектора и0 (прим. ред.).
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межорбитальных перелетов

4.4. Условия совместимости

в конечных положениях



векторы скорости в конечных точках запишутся в виде

^1 = Vide+ Vlpiri у V2= V2cic + V2?irt •

Из уравнения (3. 27) и аналогичного уравнения для v2 видно,
что величины проекций векторов скорости в конечных точках Р и

Q на направления хорды и радиусов-векторов этих точек равны

между собой:

Vic=V2c=Vc, Viq=—V2q =vq .

Рис. 4. 8. Проекции векторов скорости в

граничных точках на направления хорды
и радиусов-векторов

Тогда

v--yr(4Л5)
v>=Vi(± /тг;-i -■£)■(4Л6)
Равенство составляющих скоростей в конечных точках можно

также доказать непосредственно на основе законов сохранения,
что было бы весьма полезно сделать. Например, равенство проек¬
ций скоростей на направление хорды сразу следует из постоянства

момента количества движения

h = r{{vic sin ФО =r2(^2Csin Ф2)

и теоремы синусов, примененной к треугольнику FPQ:

г\ г2
sin Ф2 sin <£>!

Для того чтобы доказать равенство между собой радиальных
составляющих векторов скорости в граничных точках, будем пере¬
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мещать векторный параллелограмм вдоль хорды параллельно са¬

мому себе до тех пор, пока точка Q не совпадет с Ру как показано

на рис. 4. 9. Обозначим через А, В, С, D соответствующие концы

векторов v2, vu v\q> vtо • Четырехугольник ABCD является парал¬

лелограммом, так как его две стороны ВС и AD равны vc и парал¬
лельны хорде PQ. Кроме того, угол CPD равен jt—0, поэтому

равенство радиальных составляющих будет доказано, если пока¬

зать, что угол DCP равен 0/2.

Рис. 4. 9. Доказательство равенст¬
ва радиальных составляющих гра¬

ничных векторов скоростей

Для этой цели используем уравнение движения (1.30) в виде

dv= —~rd/,
hr

J

интегрируя которое от Р до Q, получим
Л+ 0

— (^2 — *>i) = — ^ (cos / • /; + sin / • in)df=
f,

—
— 2 sin— |cos|/. -f—) A-(-sin •

Отсюда видно, что вектор изменения скорости v2—v\ параллелен
биссектрисе угла перелета 0. Поэтому прямая АВ образует с про¬
должением прямой СР угол 0/2. Искомый результат очевиден, по¬

скольку АВ параллельна CD.
Можно также получить простое соотношение, связывающее vQ

и vc. Из рис. 4.9 видно, что составляющие v\Q и v2q представляют
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собой две стороны равнобедренного треугольника с основанием

\v2—v\ \ и углами при основании 0/2.
Таким образом, имеем

| v2 — Vi | =.-2^pcos .

Сравнивая два последних уравнения, найдем

С другой стороны,
h = vcd,

где d — длина перпендикуляра, опущенного из F на хорду. Исклю¬

чая Л, получим

^e=-Jtgy- (4.17)

Итак, получен важный результат, который состоит в том, что

произведение vcvQ зависит только от взаимного положения Р и Q
относительно f и не зависит от выбора траектории между этими

точками. Конечно, уравнение (4. 17) можно было бы также выве¬

сти, просто перемножая уравнения (4. 15) и (4. 16).

4.5. Двухимпульсный перелет
между компланарными орбитами

Положения, рассмотренные в предыдущем разделе, особенно

удобны для анализа оптимального двухимпульсного перелета
между двумя данными компланарными орбитами. Как и раньше,
считаем, что до того, как космический корабль получит импульс

скорости, его скорость в точке Р равна v0. Сразу же после импульс¬
ного изменения скорости скорость космического корабля мгновенно

становится равной vu и он начинает двигаться по орбите, прохо¬
дящей через точку Q. Когда космический корабль окажется

в точке Q, его скорость будет равна v2, и теперь требуется произ¬
вести второе импульсное изменение скорости, чтобы непосред¬
ственно после этого скорость космического корабля стала равной
г73. Задача состоит в выборе такой орбиты перелета, чтобы сумма

модулей векторных приращений скорости была минимальной.

Если спроектировать vo и v3 на направления'хорды и радиусов-
векторов, как было показано в разд. 4. 4, то приращение скорости
составит в точке Р

Дг»,= | г>!— г»0 I =[(^-^oc)2+ (^p-^op)2 +

+ 2(vc — v0с) (v9 — Vq9) COS Ф)] ,
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а в точке Q
Дг>2= I ^3-^2 I =[(‘Узс-^)2+ (^зР-г»Р)2 +

1_

+ 2 (г>3с — г»с) (г»зР — ve) cos Ф2]2.
Теперь сразу становится очевидным преимущество такого под¬

хода: в качестве переменных остаются только vc и vQ, которые
в свою очередь достаточно просто связаны между собой с помощью

уравнения (4.17). В этом случае оптимальная орбита перелета
находится путем приравнивания нулю производной от Av\ + Av2 по

vc или vQ. К сожалению, получающееся в результате алгебраиче¬
ское уравнение является уравнением одиннадцатой степени отно¬

сительно одной из переменных.

Несмотря на сложность аналитического решения, для оптималь¬
ного перелета тем не менее возможно простое геометрическое
построение, которое может оказать существенную помощь при вы¬

полнении необходимых расчетов. Искомое геометрическое свой¬
ство следует из определения необходимого условия оптимальности

для заданной орбиты перелета.

Предположим, что имеются радиальная составляющая vM9
и составляющая вдоль хорды vMc для оптимальной орбиты пере¬
лета*. Пусть произошло малое изменение оптимальной орбиты,
при котором векторы скорости изменились в граничных точках

на 6г>1 и 6г;2. Тогда из равенства

j_ т

8 [(Д^! • Дг^)2 + (Дг>2 • Дг'г)2 ] = 0

следует, что

_

(^3 ~^2М) ‘

^V2М

Таким образом, векторы 6г71 и 6г7г должны иметь равные проек¬

ции на направления Дгмм и Дv2M. С другой стороны, для того что¬

бы бг7] и 6v2 относились к допустимым изменениям скорости в гра¬
ничных точках (так как измененная орбита должна удовлетворять

условиям совместимости разд. 4.4), необходимо выполнение ус¬

ловия

Ьус
^

. bv?
Vc Vp

которое следует из уравнения (4. 17). Это положение поясняется

на рис. 4. 10 для граничной точки Р. Параллелограмм со сторона¬
ми v\мс и v\Mp подобен бесконечно малому параллелограмму со

сторонами bv\c и bv\9. Таким образом, чтобы вариация bv\ была

* Хотя далее для обозначения условий оптимального перелета используется,
как и ранее, индекс М, читателю следует помнить, что оптимальная двухим-

пульсная орбита отличается от одноимпульсной (прим. автора).
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допустимой, она должна быть направлена вдоль вектора v\mq~

UiMc, т. е. параллельно той диагонали большого параллелограмма,

которая не совпадает с v\M- Те же рассуждения справедливы и для

граничной точки Q. Отсюда следует, что

_
bVlp

_
bvр
_

bv2p
_

Ъу2

\VlMc~ ®Шр
1 VW9 \v2Mc—v2M?\

иными словами, модули допустимых изменений скорости 6t>i и 6v2

пропорциональны диагоналям

| v 1 Me—V\Mp \ и \v2Mc V 2 ЛГр | •

Теперь нетрудно увидеть гео¬

метрическое свойство оптималь¬

ной орбиты перелета. Для опти¬

мальной орбиты перелета разно¬
сти между составляющими векто¬

ров скоростей в граничных
точках в направлениях хорды
и радиусов должны иметь равные
проекции на соответствующие век¬

торы приращения скоростей. Это
условие можно записать следую¬
щим образом:

(У3 — У2м)' (v2Mc ~ v2My)
^ |gy

^V1M Ди2М

Казалось бы, на первый взгляд, оптимальная орбита перелета
должна касаться как начальной орбиты, проходящей через
точку Р, так и конечной орбиты, проходящей через точку Q. Если

угол перелета 0 равен 180°, а начальная и конечная орбиты —

окружности, то оптимальная орбита перелета действительно
касается начальной и конечной орбит, как это было впервые пока¬

зано Хоманом. Это свойство оптимального перелета справедливо
даже в том случае, когда орбиты некруговые, при условии, что их

линии апсид совпадают, а перелет происходит между перицентром
и апоцентром. Однако в общем случае при 0^180° касание орбиты
перелета с начальной и конечной орбитами не означает ее опти¬

мальности, как это можно легко показать из только что получен¬
ного необходимого условия оптимальности.

С этой целью предположим, что векторы v\M и vo параллельны.
Такое же предположение сделаем относительно векторов v2M и г73.
Тогда проекции диагоналей параллелограмма на векторы прира¬
щения скоростей равны их проекциям на v\M и v2M-

Таким образом, имеем

—1-~ * (VlMc — ^LMp) = -2Л— * (V2MC — ^2.Ир)
V2M

Рис. 4. 10. Допустимые вариации век¬

торов скоростей в граничных точках

(иш ~ vo)'(vlMc ~ VlMp)
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или

vMc
—

vMf
_

vMc
—

vM?

VIM V2M

Отсюда следует, что орбита перелета, касательная# к начальной
и конечной орбитам, может быть оптимальной только в том случае,
если Vim = V2m, т. е. если г{ = г2. То же самое заключение справед¬
ливо и для случая, когда угол перелета 0 = 180°, если только при

этом линии апсид начальной и конечной орбит не совпадают. Это
положение мы предлагаем читателю самостоятельно доказать

в ходе решения задачи 4. 6.

4.6. Анализ орбитального перелета
с помощью годографа скорости

Представление движения по конической орбите с помощью

годографа скорости было описано в задаче 1. 10. Во многих слу¬
чаях определение траектории в задаче двух тел может быть про¬
делано графически в плоскости годографа скорости. Хотя подобные
методы имеют явно ограниченную численную точность, они тем не

менее служат удобным средством проверки аналитических выкла¬

док, а также позволяют глубже понять основные принципы, лежа¬

щие в основе явления.

Рис. 4.11. Представление параметров движения с помощью годографа
скорости:

а—плоскость естественных параметров;
б—плоскость годографа

В этом разделе для описания движения с помощью годографа
удобно использовать безразмерные переменные. Так, если по оси

ординат откладывать величину hvrl\i, а по оси абсцисс /ше/р,, то

это позволяет достаточно явно представить параметры траектории,
как это показано на рис. 4. 11. Существует взаимно однозначное
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соответствие между точками траектории полета и точками в плос¬

кости годографа, расположенными на окружности радиуса е

с центром с координатами (1, 0). Вектор длиной /ш/ц проводится
из начала координат под углом у к оси ординат в точку, лежащую
на окружности. Движение конца нормализованного вектора ско¬

рости по окружности в плоскости годографа строго соответствует
движению конца радиуса-вектора г по конической орбите в плоско¬

сти естественных параметров. Предоставим читателям возмож¬

ность проверить соотношения, указанные на рисунке.

Рассмотрим теперь некоторые применения метода годографа
к задачам об орбитальных перелетах.

Для того чтобы получить удобное графическое решение задачи
нахождения траектории, которая получится после импульсного из¬

менения скорости, рассмотрим следующие два векторных равен¬
ства:

где vo
— начальная скорость, v\ — скорость непосредственно после,

приложения импульса Av\. Согласно первому равенству вектор

h\Vi/\i находится в два приема: сначала обычным способом скла¬

дываются векторы hovo/\i и hoAvi/\i, а затем полученная векторная

сумма умножается на скалярный коэффициент hi/ho. Эти две опе¬

рации показаны графически на рис. 4. 12. Конец вектора начальной

скорости находится в точке А, операция векторного сложения

перемещает его в точку В, в результате умножения на скалярный
коэффициент конец нового вектора перемещается в точку С.

С другой стороны, если выполнять эти операции в обратном
порядке, вычитая из скорости v\ приращение Дг7ь то мы вернемся
к скорости vo. Второе равенство позволяет представить все эти

операции графически: сначала вычитаем из вектора h\V\/\i вектор
h\Avi/\i; при этом конец вектора переместится из точки С в точкуD.
Затем полученную векторную разность умножаем на скалярный
коэффициент ho!h\y что приведет к перемещению конца вектора

обратно в точку А. Далее, так как справедливы соотношения

то отсюда следует, что точки В и D имеют одинаковые абсциссы.

Поэтому, чтобы получить вектор hiv\/\x из векторов hoVo/\x и Av\

нужно сделать следующие построения:

1. Сложив векторы h0vо/У и hoAv\/\x, найти точку В.

Один импульс скорости

Мо

Kl
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2. Найти точку D как пересечение перпендикуляра, опущенного
из точки £, с продолжением линии ОА.

3. Провести через D прямую, параллельную АВ, до пересечения
в точке С с продолжением линии ОВ.

Рис. 4. 12. Интерпретация приложения импульса скорости
в плоскости годографа

Значения новых орбитальных элементов находятся непосред¬
ственно из построения. Новый момент количества движения опре¬
деляется по формуле

. . абсцисса В

абсцисса А

а угол поворота линии апсид равен разности между истинными

аномалиями /о и f\.
Это построение следует видоизменить в случае, когда прира¬

щение Аг71 прикладывается в направлении первоначального дви¬
жения vo. Точка В находится, как и раньше, однако умножение на

скалярный коэффициент для нахождения местоположения точки С

необходимо делать расчетным путем, используя приведенное выше

соотношение для момента количества движения.

Переход на заданную орбиту

Рассмотрим теперь задачу о переходе из заданного положения Р

с начальной орбиты, имеющей элементы е0 и /г0, на новую орбиту
с элементами е{ и h\. В этом случае положение точки А известно,
а точка С определяется из того условия, что она должна лежать на

окружности радиуса е\ и иметь абсциссу:

н\
Абсцисса точки С= —(абсцисса точки А).

h0
Затем графически найдем точки В и D, потребовав, чтобы они

имели равные абсциссы, а линии АВ и CD были параллельны. Зная
положение точки В, можно определить приращение скорости Аг7ь
необходимое для выполнения заданного перехода.
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Переход с круговой орбиты на гиперболическую орбиту

Предположим, что космический корабль, первоначально обра¬
щавшийся по круговой орбите спутника планеты, получает

импульс скорости Аг7ь направленный по касательной к орбите и

такой величины, что после этого он начинает двигаться от планеты

по гиперболической траектории с предельной скоростью Voo, дости¬

гаемой асимптотически по мере увеличения расстояния от планеты.

Скорость Voo часто называют избыточной гиперболической ско¬

ростью; имеется в виду конечное превышение скорости над началь¬

ной скоростью, которая обеспечила бы уход от планеты по парабо¬
лической орбите.

Из уравнения (2. 9) следует, что Voo связана с большой полуосью

гиперболы следующим соотношением:

Сразу после приложения импульса скорости Av\ будем иметь

р (1

Поскольку исходная орбита — круговая, а приращение скорости
направлено по касательной к орбите, последнее уравнение прини¬
мает вид

hlV16 о I wl
[X (X

Теперь задача может быть решена графически с помощью сле¬

дующих построений:
1. Абсцисса конца вектора нормализованной начальной скоро¬

сти йо^о/ц равна единице. Поэтому точка А совпадает с центром

концентрических окружностей, соответствующих орбитам постоян¬

ного эксцентриситета, как показано на рис. 4. 13. Конец С вектора

нормализованной скорости hiv\/\i имеет абсциссу (2-\-rxv2cc /[х) и ну¬

левую ординату. Так как и Voo известны, точку С можно считать

найденной.
2. Из центра А описываем окружность радиусом (1+ rxv2^/\х)

до пересечения с осью ординат. Эта окружность отображает усло¬
вия полета по гиперболической орбите.

3. Ордината точки пересечения равна А^оо/ц, откуда опреде¬
ляем момент количества движения hx для гиперболы. Тогда про¬
межуточная точка В, которая является концом вектора /г0Аг71/(д
и лежит на горизонтальной оси, находится по выражению

ho
_ 1

(х hx у (х J

Таким образом, потребное приращение скорости Avx найдено.
Точка Ру в которой космическому кораблю придается импульс ско-
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рости, часто называется точкой схода. В плоскости годографа непо¬

средственно определяется также угол 0, на который поворачи-

Рис. 4. 13. Представление схода с орбиты в пло¬

скости годографа

вается радиус-вектор космического корабля, начиная с точки схода

с орбиты до точки, в которой достигаются асимптотические

условия.

4.7. Скорость схода в заданном

положении

Следует указать, что общая задача об орбитальном переходе,
если поставлена цель достичь заданных условий полета по гипер¬
болической траектории, значительно сложнее, чем задача, кратко
рассмотренная в предыдущем разделе. Трудности возникают из-за

того, что направление и величину вектора избыточной гиперболи¬
ческой скорости необходимо обеспечить единственным импульсом
скорости. В этом разделе мы будем определять вектор скорости v\

(соответствующий данному вектору положения п), при котором
будет достигаться заданная асимптотическая гиперболическая
скорость Voo.

Начнем вывод с того, что запишем уравнение (1.44) в виде

К= (- [ 1 - cos (/- /i)]j к+~р= sin (/-/]) ® 1 >

{ Г р ) У fx/?

где Тг — единичный вектор в направлении радиуса-вектора г, кото¬

рый в свою очередь образует угол f с действительной осью гипер¬
болы. По мере того как космический корабль движется по гипер¬

боле, радиальное расстояние увеличивается и вектор Тг в конечном

счете принимает направление вектора Voo. Пусть Too — единичный
вектор в этом направлении, а через 0 обозначим угол между еди¬
ничными векторами ioo и irx. Переходя к пределу (асимптотические
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условия: -^ -0, f—/х —► 0), последнее уравнение можно записать

следующим образом:

-=j"+ l^cosi7 _

/-! sin 0 у р sin 0

Так как гь соответствующий ему единичный вектор Гг, и Т«, из¬

вестны, остается найти параметр р гиперболической орбиты.
К определению р необходимо подойти с некоторой осторож¬

ностью, чтобы избежать чрезмерного обилия алгебраических вы¬

кладок. Прежде всего заметим, что угол yi между векторами vt и й
связан с р соотношением

р=—(г^х sin Ух)2 (4.21)
и

и поэтому определение параметра р эквивалентно нахождению угла

У\. Далее заметим, что вектор v\ выражается с помощью уравнения

(4. 20) в виде линейной комбинации векторов Too и ТГх, вследствие

чего это уравнение можно записать по другому:
-

= i^sInvL^ + ^
/

_ .sin ух cos 9 N -

^ ^
sin 0 \ sin 0 /

Приравнивая теперь коэффициенты при векторах Too из уравнений
(4.20) и (4.22), получим уже имеющееся соотношение (4.21). Од¬
нако, если приравнять коэффициенты при векторах ТГх, то получим
новое соотношение

(JL 1 — COS 0 1лГл • 9 sin V] COS 0
= tvl [у 1 —sm2Yi -

р sin 0 у sin 0

Исключая sinyi с помощью уравнения (4.21), получим уравнение,
в котором р является единственной неизвестной:

1—COS0 , YVP COS0__m ^ f 1 РР
^ 23)

rlvl

Г±_ 1 — COS 0

|
/fхр cos 0 /"j

у р sin 0 r\ sin 0
1

у

Модуль вектора скорости схода ut определяется через гх и Voo в со¬

ответствии с уравнением (4.19).
Если избавиться от квадратных корней, то выражение (4.23)

преобразуется в квадратное уравнение относительно р. Однако
к желаемому результату можно прийти несколько более простым

путем. Возводя в квадрат уравнение (4.23) и прибавляя к обеим

частям — (— —2|, получим
Г1 ^ К— Г—

У РР / fx 1 — COS
fi х

r\ sin 0 у p sin 0

Сравнивая далее последнее выражение с уравнением (4.20), видим,

что коэффициенты в линейной комбинации
»

_

^1= J\.iооВirx
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связаны между собой следующим образом:

С другой стороны, имеем

АВ= -

гг( 1 +COS0)

Теперь запишем А и В в виде

А=А\-{-В±, В=А\—В\.
Тогда

V2 V2
А\=^+ !!

, В\=^.
4

1
гг (1 + cos 0)

1 4

И, в конце концов, получим вектор скорости схода

= 1/ i+r.дтг: .^+1К+-MV'
й(/

_4и_
rjv'Kl + cos 0)

1Н 2—^ 1)/-!- (4.24)
^0^(1 +cos 0) /

Если сход с орбиты происходит в перицентре гиперболы, то

угол 0 можно вычислить из соотношения

irx - == A cos 0 -|— В = 0,
откуда

cos 0—— Ц-Т-. (4.25)

Подставляя предыдущее уравнение в уравнение (4.24), получим
следующую формулу для вектора скорости схода в перицентре:

—rr-'V (4-26)
ГlK, ) r\v*.

4.8. Сход с круговых орбит
Рассмотрим случай, когда космический корабль запущен с фик¬

сированной точки поверхности Земли на круговую орбиту пассив¬

ного полета. Предполагаем, что межпланетная эллиптическая

траектория перелета от Земли до планеты назначения определена
методом, описанным в разд. 3.4. Задача заключается в определе¬

нии точки на пассивной круговой орбите, где космический корабль,
получив минимальное импульсное изменение скорости, начнет

двигаться от Земли по гиперболе, имеющей вектор асимптотической

скорости ^оо. В первом приближении для простоты удобно предпо¬
лагать, что в качестве номинального времени схода выбран момент

пересечения межпланетной орбитой орбиты Земли, а скорость Voo

5* 131



равна вектору скорости космического корабля относительно Земли
в этот момент.

Считаем, что космический корабль запущен на круговую пассив¬

ную орбиту из точки на земной поверхности, широта которой равна
Фь, а азимут угла запуска, измеряемого от направления на север,
равен aL- Эти две величины определяют угол наклонения t0 плоско¬

сти пассивной орбиты к экваториальной плоскости. Эти углы свя¬

заны между собой соотношением

cos i0 = cos ФL sin ai, (4. 27)

Рис. 4. 14. Расположение пассивной круго¬
вой орбиты

которое очевидно из рассмотрения рис. 4. 14. Время запуска опреде¬
ляет долготу восходящего узла. Будем предполагать, что фактичес¬
кое время запуска может отличаться на ±12 час от своего номи¬

нального значения без серьезного влияния на параметры межпла¬

нетной траектории. Это допущение позволяет произвольно повора¬
чивать плоскость пассивной круговой орбиты вокруг полярной оси

Земли, предоставляя тем самым важную дополнительную степень

свободы, необходимую для оптимизации импульса скорости схода.

Как только будет найдена точка схода на пассивной орбите, не

трудно будет определить ее географическое положение относитель¬

но фиксированной точки запуска на поверхности Земли.

Опираясь на предыдущее обсуждение, приступим к геометричес¬

кому анализу задачи схода. Если Г\ — радиус круговой пассивной

орбиты, a \i
— гравитационная постоянная Земли, то начальная ор¬

битальная скорость равна
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В ходе определения межпланетной траектории находится вектор
асимптотической относительной скорости Следовательно, со¬

гласно уравнению (4.19) модуль вектора скорости непосредствен¬
но после получения космическим кораблем импульса схода выра¬
жается формулой

Поскольку векторы vq и v\ фиксированы по величине, то прираще¬
ние скорости Дг;i = i;i—г; о минимизируется выбором как можно мень¬

шего угла ф между ними.
Если на пассивной орбите может быть найдена такая точка,

в которой векторы rh v0 и Voo компланарны, то ясно, что при этом

оптимальная точка схода будет находиться в перигее гиперболи¬
ческой орбиты ухода от Земли. Задача значительно усложняется,
если такой точки не существует. Однако, если ввести произвольное

ограничение, положив, что вектор приращения скорости Аг71 должен

находиться в местной горизонтальной плоскости, то задача мини¬

мизации импульса схода решается с помощью относительно про¬
стых геометрических построений. Численные исследования показа¬

ли, что для достаточно большого диапазона значений вектора асимп¬

тотической скорости Voo оптимальный импульс схода никогда не от¬

клоняется вверх от горизонтальной плоскости. В большинстве слу¬
чаев, если допускается небольшая составляющая импульса скоро¬
сти, направленная вниз, то импульсы получаются несколько мень¬

шими. Поскольку в любых обстоятельствах уменьшение скорости,
по-видимому, будет невелико, если только потребный импульс сам

по себе не слишком велик для реализации, то будем считать сход

с орбиты горизонтальным, что существенно упрощает задачу.
В этом случае ф станет углом между плоскостью круговой орбиты
и плоскостью гиперболической орбиты.

Пусть и: —единичный вектор, нормальный к плоскости пассив¬

ной круговой орбиты, a v — угол между векторами v\ и Voo. Разла¬

гая вектор Voo на составляющие параллельно и нормально направ¬
лению вектора положения точки схода п, найдем

Отсюда |ф| минимизируется по мере того, как угол между единич¬

ным вектором Тс и вектором Voo приближается к 90°.

Пусть |3 — угол между вектором Voo и единичным вектором в на¬

правлении Северного полюса Tz. Тогда, поскольку /0 — угол между

iv cos v sin б,

где в соответствии с уравнением (4.25)
1

Sin V= гг . (4. 28)
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единичными векторами Тс и iz, то угол ф может быть равен нулю
только в том случае, если р + /о^90°*. Теперь необходимо различать
два случая: когда это неравенство удовлетворяется и когда не удов¬
летворяется. Рассмотрим сначала наиболее простой с аналитичес¬

кой точки зрения случай, когда ф=т^0.

Случай, когда ф не равен нулю, показан на рис. 4.15. Угол ф до¬
стигает минимального значения, если векторы ц , iz и Voo компла¬

нарны. Вектор Та, как нетрудно видеть, находится по формуле

откуда единичный вектор в направлении восходящего узла пассив¬

ной круговой орбиты равен

* Имеется в виду, что при р-Ко>90° всегда можно назначить такую дол¬

готу узла пассивной орбиты, которая бы обеспечивала равенство нулю угла i|>*
(прим. ред.).
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Некасательный сход с орбиты (р + /о<90°)

(4.29)

Плоскость

гиперболической

Рис. 4. 15. Геометрические соотношения

для некасательного схода с орбиты



Тогда полярный угол точки схода coi, измеряемый в плоскости пас¬

сивной круговой орбиты от направления на восходящий узел, запи¬

шется в виде

o)j = 2л — arc sininf , sinV—). (4.31)
\ sin O'o + P) /

(Здесь и в последующих уравнениях этого раздела имеются в виду
главные значения всех обратных тригонометрических функций.)
Угол ф между начальной и конечной орбитальными плоскостями

равен

^=arcsinfC0s(/°^P) ). (4.32)
V COS V /

Ясно, что если неравенство г’о+P^v не выполняется, то горизон¬
тальный сход вообще невозможен. Среди межпланетных траекто¬

рий, которые будут рассматриваться в гл. V не встречаются случаи,
когда горизонтальный сход был бы невозможен.

Касательный сход с орбиты (р + й)^90°)

Когда р+й) превышает 90°, существуют две различные плоско¬

сти круговых орбит, содержащие вектор v<x>. Этот случай пока¬

зан на рис 4. 16. Долготы соответствующих восходящих узлов,

круговые поссивнь/е орбиты

Точка
схода 1

2TT-UJ/2

Точка схода 2

Рис. 4. 16. Геометрические соотношения для

касательного схода с орбиты
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измеряемые от проекции вектора Voo на экваториальную плоскость,

определяются формулами

Тогда полярные углы точек схода, измеряемые от направлений на

восходящие узлы, вычисляются по соотношению

Рассмотренные до сих пор в этой главе орбитальные перелеты
требовали для своего осуществления идеализированных импульс¬
ных изменений скорости. Предполагалось, что скорость, необходи¬
мая для выполнения какой бы то ни было космической опера¬
ции, приобретается мгновенно. Это допущение часто можно оправ¬

дать во время предварительного анализа, но оно совершенно не

подходит для решения общей задачи о наведении на активном уча¬

стке полета. Тем не менее принцип импульсного изменения скорости
можно использовать для выработки удобного закона управления
ориентацией ракетного двигателя, применимого для целого ряда

орбитальных маневров.

Задача наведения и управления, как она ставится в данном раз¬

деле, не связывается непосредственно со схемой или переходными

характеристиками физических элементов, входящих в бортовую си¬

стему наведения. Предполагается, что система наведения включает

в себя инерциальные датчики, способные измерять ускорения оттяги

по трем взаимно ортогональным невращающимся осям. Измерен¬
ный вектор ускорения ат определяется как ускорение космического

корабля вследствие совместного действия силы тяги ракетного

двигателя и аэродинамических сил, если эти силы существуют.

Вектор ат должен быть равен нулю, когда космический корабль
движется только под действием гравитационных сил. Сумма век¬

тора ат и вектора гравитационного ускорения g определяет пол¬

ное ускорение космического корабля относительно инерциальной
системы отсчета.

(4.33)

_
/ , Ч COS р

COS (О)! -j- V) = —-f-
sin i0

Отсюда следует

4.9. Наведение на активном

участке полета
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Определим вектор потребной скорости vr, соответствующий те¬

кущему положению космического корабля г, как мгновенную ско¬

рость, необходимую для удовлетворения совокупности поставленных

перед космическим кораблем задач. Тогда разность скоростей

Vd = vr—v (4.35)

определяет необходимое мгновенное приращение скорости. Здесь

v—-текущая скорость, космического корабля. Так как движение

корабля описывается уравнением

dv —

,
—

—=g+ aT>

то скорость изменения разности va выражается в виде

^JL=^--g-~aT. (4.36)
dt dt

^ т v '

Удобный и эффективный закон наведения получится, если учесть,
что для одновременного сведения к нулю всех трех составляющих

вектора Vd можно воспользоваться совмещением вектора скорости
изменения Vd с самим вектором Vd- Математически это условие со¬

стоит в таком выборе направления вектора ат, чтобы выполнялось

равенство
*

Если вектор vr выражается в аналитической форме, то может быть
вычислен вектор

b=^~~g. (4.37)
dt

Следовательно, направление вектора ускорения от тяги должно

быть определено из уравнения (4. 36) таким образом, чтобы выпол¬

нялось равенство

&т X id= b X id' (^#

где id
— единичный вектор в направлении вектора va-

* Указанное равенство не определяет однозначно направление Vd, а следо¬

вательно, и ат. Для того чтобы Vd уменьшалось, необходимо дополнительно по-

dvd —
требовать, чтобы выполнялось неравенство Vd<0. Если допустить дроссе-

dt

лирование двигателя, то можно, например, потребовать:

dVd —

T-f+Va = 0,
dt

где Т — желаемая постоянная времени системы сведения к нулю vd {прим. ред.),
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Умножая векторно справа уравнение (4.38) на id, получим

■aT=b-\-{q -id-b)id. (4.39)
Скалярную величину

q= CLT-id
можно найти возведением в квадрат обеих частей уравнения (4.39):

Я— \^ат b2-\-(ld -b)2. (4.40)

Поскольку ат измеряется акселерометрами, ориентированными от¬

носительно инерциального пространства, направление вектора а7

определяется из уравнения (4.39).
Как видно из уравнения (4. 40), если ат недостаточно велико, то

совместить вектор va с его производной невозможно. Для типичных

химических ракетных двигателей, время работы которых сравни¬
тельно мало, такая логика наведения не вызывает затруднений.
Однако у электроракетных двигателей малой тяги ускорение от

тяги может быть настолько малым, что положительность подкорен¬
ного выражения в уравнении (4.40) не будет всегда обеспечивать¬

ся. Различные методы наведения для такого вида двигателей рас¬
сматриваются в гл. X.

В заключение этого раздела рассмотрим в качестве примеров две

конкретные космические операции и в каждом случае найдем фор¬
мулы для векторов Ъ.

Скорость, необходимая для того, чтобы космический корабль из

положения г начал двигаться по гиперболической траектории и до¬

стиг в пределе скорости г7оо, определяется по формуле, вытекающей
из уравнения (4.24):

Чтобы получить соответствующий вектор b, запишем сначала оче¬

видные равенства

Наведение при выводе на межпланетную орбиту

(4.41)

где

Следовательно,

dD

dt

vl(D*- 1)2
8fxD
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Отсюда

В правой части этого уравнения сделаем замену

v =vr-vd
и заметим, что члены, содержащие vr, следует отбросить, поскольку
они в точности равны вектору гравитационного ускорения g. Отме¬

тим, кроме того, что члены с ^ в качестве коэффициента также

не войдут в выражение для вектора 5, поскольку Ъ используется
только в комбинации bXvd. Таким образом, получим

Наведение при переводе космического корабля на круговую орбиту

Рассмотрим задачу наведения космического корабля при пере¬
воде его на круговую планетоцентрическую орбиту с помощью тор¬
мозного ракетного двигателя, включаемого на траектории подхода

к планете. Вектор скорости vr можно в данном случае определить
как скорость, которую должен иметь космический корабль при дви¬

жении по круговой орбите на расстоянии г от планетьц когда плос¬

кость круговой орбиты задается единичной нормалью ТПш Тогда, ес¬

ли р
—

гравитационная постоянная планеты, a ir — единичный век¬

тор в направлении г, имеем

С помощью приведения вектора ги к нулю можно управлять фор¬
мой и ориентацией конечной орбиты, но прямо регулировать радиус
орбиты таким способом нельзя. Однако, поскольку существует эмпи¬

рическое соотношение между радиусом конечной орбиты и пери¬
центром траектории подхода, желаемый радиус конечной орбиты
может быть установлен соответствующим выбором траектории под¬

хода. Теперь нетрудно получить формулу для соответствующего

вектора 5:

r2yoo D (1 + */■• *оо)2
Л т \2 [(*«> +О ’ Va\ (ц + О* (4- 42)

(4.43)
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Но, учитывая соотношение

можем записатьзаписать

b=J^ [(*r X О X i„ +/,] -1/"^- [ч* - -§- *Х'Хг) У X /„

или окончательноокончательно

3 адачи

4.1. Баллистическая ракета, запускаемая с поверхности Земли,
располагает характеристической скоростью v\. Считая Землю не-

вращающейся сферой радиуса Г\ и пренебрегая атмосферным со¬

противлением, показать, что максимальная дальность, которая пред¬
ставляет собой длину дуги большого круга, выражается формулой

и что для достижения такой дальности угол у, образуемый вектором
скорости с вертикалью, должен определяться соотношением

где 6—угловая дальность*; р,
—

гравитационная постоянная

Земли.

4.2. Рассмотрим снова треугольник, показанный на эскизе к за¬

даче 3. 1. Предположим, что космический корабль обращается во¬

круг Солнца по круговой орбите радиусом в 3 астрономические
единицы. В точке Р космический корабль получает импульс скоро¬
сти для перехода на орбиту, проходящую через точку Q. Найти ве¬

личину минимального импульса скорости, который будет удовле¬

творять условиям задачи.
4.3. Выразив аналитически условие перпендикулярности Av\

к гиперболическому годографу векторов скорости для орбит пере¬
лета, соединяющих две точки, показать, что трансверсальная со¬

ставляющая вектора минимальной скорости отправления v\M полу¬
чается как решение следующего алгебраического уравнения:

Y=^-(tt+6)

cosec2 — (vo$ -f- tv ctg Ф,) v*M+

+77tsv(vl,“~77,gT)=0'
* Центральный угол (прим. ред.).
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после чего радиальная составляющая находится по формуле

=“ (у1 tg-|- + V*M£tg ФЛ ,

vimb \Г\ г )

где уor и t’oe —радиальная и трансверсальная составляющие векто¬

ра начальной скорости vq.

4.4. Показать, что гиперболический годограф векторов скорости
можно описать уравнением

0

г^о\ sin Yj sin (®! — Yl) ==[i sin tg — ,

а затем вывести уравнение (4.17), раскрывая надлежащим обра¬
зом члены этого уравнения.

4.5. Применяя правило синусов к треугольнику на рис. 4.8, по¬

казать, что

2
cos 0 — ctg sin 0

Затем, исключая ctg Oj из последнего выражения с помощью реше¬
ния задачи 4.4, получить соотношение

r?v? sinSyi
r= —

{х(1 — cos 0) — sin Yi sin (0 — Yi)

в котором индекс при г2 опущен. Таким образом, получится явное

выражение для г в функции разности истинных аномалий 0 при на¬

чальных условиях в точке Р, соответствующих 0=0. Сравнить его

с уравнением (1.46).
4. 6. Траектория с фокусом в F соединяет точки Р и Q. Если цент¬

ральный угол равен 180°, то, используя обычные радиальную и нор¬

мальную составляющие орбитальной скорости, показать, что

а) величины радиальных составляющих одинаковы в точках Р

и Q;
б) величины нормальных составляющих в точках Р и Q не зави¬

сят от выбора траектории:

rrj2 =_?Р_.Л m2
=

а
1п

г\ + г2 Г1
2п

Г1 + г2 г2
'

где ri = FPy r2=FQ; ц
—

гравитационная постоянная;

в) орбита перелета, касательная к начальной и конечной орбитам
и имеющая .центральный угол 180°, не является в общем случае опти¬

мальной, если линии апсид начальной и конечной орбит не совпа¬

дают.

4. 7. Космический корабль обращается по орбите вокруг точки F

и имеет в точке Р скорость vq. В точке Р космический корабль полу¬
чает минимальный импульс скорости Avim, переводящий его на

орбиту, проходящую через точку Q, которая расположена таким
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образом, что линия FP перпендикулярна к PQ. Если v1M — скорость
космического корабля сразу после импульса, то показать, что сумма
углов, образованных векторами viм и Kv\m с продолжением прямой
РР, равна 90°.

Указание: показать, что (v\м—г;0) • 6г71 = 0, и представить ре¬
зультат геометрически.

4. 8. Рассмотрим три компланарных софокусных эллипса, у ко¬

торых большие полуоси и расстояния от центров до фокуса равны
соответственно а0, аи а2 и с0, си с2• Пусть уц

—

угол между боль¬
шими осями эллипсов i и /.

а) Показать, что расстояние между центрами любой пары
эллипсов равно

dii = YC*~ 2e‘CiC0S + c)-

б) Показать, что каждая пара эллипсов 0,1 и 0,2 будет иметь

единственную точку касания тогда и только тогда, когда

rf?o = (a! — а0)2,

dto= (a2 — a0)2.
Указание: вывести условие, при котором два эллипса имели

бы только одну общую точку.
в) Показать, что геометрическое место центров всех возможных

эллипсов перелета, касательных к эллипсам 1 и 2 (в предположе¬
нии, что они не пересекаются), также представляет собой эллипс,

фокусы которого совпадают с центрами двух граничных эллипсов,
а большая полуось а и эксцентриситет е определяются выражением

а
1 а\— а21

е
d-n

2
*

\а1—а2\

4. 9. Рассмотрим задачу оптимального перелета между двумя

круговыми орбитами радиусов Г\ и г2у причем г{<г2.

а) Для хомановского перелета, осуществляемого двумя импуль¬

сами скорости A^i и Дг;2, приложенными касательно к начальной

и конечной орбитам и разделенными центральным углом 180°, пока¬

зать, что

AVrfAV2=Л -ж Г 2/?21
| 1_ — 1

Vq \ #21/ [/ 1 -г #21 К#21

где

'"•-/г-
б) Биэллиптический перелет осуществляется с помощью трех

импульсов скорости Аг7ь AVi, Аг;2, прикладываемых касательно

к орбитам в следующем порядке: 1) импульс Дг71 выполняется каса

тельно к начальной орбите для достижения после 180° перелета
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с нулевой радиальной скоростью промежуточной точки, располо¬

женной на окружности радиуса т{>г2\ 2) импульс Av\ применяется
снова для достижения после 180° перелета точки, расположенной
на конечной орбите; 3) импульс Ьл2 применяется для достижения

соответствующей конечной скорости. Показать, что

4- kv't 4- At>2

V 1 + Л/i«о

1 4 1 '

И,АЛ/_Ai _АЛ|+_А Л /Г^Г.
Rn\V Л21 + Rn Vi + Rn) /Rn\V Rn + R21

где

p ri

в) Показать, что если отношение R2\ достаточно велико, то всег¬

да можно так выбрать Riu чтобы биэллиптический перелет был
более экономичным, чем перелет типа Хомана.

4. 10. Рассмотрим задачу одноимпульсного перехода космиче¬

ского корабля с круговой орбиты на новую траекторию, проходя¬
щую через фиксированную точку пространства. Пусть ?\ — радиус
круговой орбиты, а г2

—

радиус-вектор точки назначения. Кроме
того, пусть Ф

—

широта точки назначения над плоскостью исходной

круговой орбиты.
а) Показать, что

(AVi)2= 1 + vfe-2v18 cos/4- v*.,
sin Ф

#12 1 + (v10 l) cos 9 — V10V1^ Sin 0
?

где i — угол между плоскостью круговой орбиты и плоскостью

орбиты перелета; 6 — центральный угол перелета, а

Г2 VQ

Vir
vlr“

— *0=1/-•^0 V

VIB
Л10 = •

^0

б) Три уравнения п. «а» определяют Avi как функцию двух пара¬
метров: vie и 0. Вывести алгебраические соотношения для vi0 и 6,

соответствующих минимальной величине Avi.
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в) Показать, что если Ф = 90°, то оптимум Длч имеет место при
6 =90° и что

4.11. Рассмотреть в плоскости годографа решение задачи об

одноимпульсном переходе с круговой орбиты с элементами е0 и h0
на новую орбиту с элементами ех и hx таким образом, чтобы линия

апсид не поворачивалась. В частности, показать, как определяется
положение, в котором прикладывается импульс.

4. 12. Космический корабль приближается к планете по гипербо¬
лической траектории. Пусть Уоо — скорость в бесконечности, а г0

—

минимальное расстояние, на которое космический корабль подходит
к центру планеты. В момент, когда космический корабль наиболее
близко подходит к планете, к нему прикладывается импульс скоро¬
сти Av" в направлении, противоположном первоначальному движе¬

нию, с целью перевода его на эллиптическую орбиту вокруг планеты

с эксцентриситетом е. Показать, что

где \х
—

гравитационная постоянная планеты.

4. 13. Космический корабль находится на эллиптической орбите
с большой осью 2а0, центром притяжения в точке F и свободным
фокусом в точке F*cj. Корабль-цель находится на другой эллиптиче¬

ской орбите относительно того же центра притяжения, имеющей
свободный фокус в F* и большую ось 2а2 и не пересекающей исход¬

ную орбиту. Космический корабль получает импульс скорости в точ¬

ке Р первой орбиты для перехвата цели в точке Q. Показать, что

если орбитой перелета является эллипс, касающийся начальной

орбиты в точке Р и конечной орбиты в точке Q, то свободный фокус
орбиты перелета расположен на эллипсе, имеющем фокусы F*0 и Z7*

и большую ось |2а2—2а0|. Разработать графический способ нахож¬

дения точки Q, когда точка Р задана.

4. 14. Показать, что если Р — период обращения космического

корабля на орбите, то малое увеличение 6а большой полуоси а при¬
ведет к увеличению периода обращения на величину ЗР6а/2а.

4.15. Спутник обращается вокруг Земли по эллиптической ор¬
бите. Максимальная и минимальная высоты спутника относительно

поверхности Земли равны гтах и rmin. На максимальной высоте

спутник внезапно получает небольшой импульс скорости 6v. Пока¬

зать, что при этом минимальная высота увеличится на величину

где гЕ — радиус Земли (считается постоянным),
Р — период обращения спутника.
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4. 16. Спутник находится на эллиптической орбите. Внезапно он

получает небольшой импульс скорости 6v в направлении касатель¬
ной к орбите. Показать, что эксцентриситет е изменится на величину

Ье=— cos Е bv,
rv

откуда следует, что эксцентриситет увеличится в первом и четвер¬
том квадрантах и уменьшится во втором и третьем.

4. 17. Спутник находится на эллиптической орбите. Внезапно он

получает небольшой импульс скорости 6v в направлении касатель¬
ной к орбите. Показать, что при этом линия апсид повернется на

угол

2
осо=— sin /8т>,

ev

причем вращение направлено вперед по движению, если vr положи¬

тельна, и назад, если vr
—

отрицательна.
4. 18. В некоторой точке на эллиптической орбите гравитацион¬

ная постоянная ц внезапно меняется на небольшую величину. Пока¬
зать, что если при этом эксцентриситеты исходной и новой орбит
одинаковы, то точка, в которой произошло изменение ц, обязатель¬

но должна находиться на одной из концов малой оси.

4. 19. Скорость, необходимая для перелета по конической орбите
из положения г в положение цели гт, определяется по формуле

Vr = ^/~Y + 1>

где

А=±\Г737 ~-к’

что соответствует результатам, полученным в разд. 3. 4. Единичные

векторы Тг и 1С определяются соотношениями

где с — линейное расстояние между г и гт- Величина s представ¬
ляет собой полупериметр треугольника, образованного двумя век¬

торами положения.

Требуется путем орбитального маневра с помощью тяги вывести

космический корабль на траекторию перехвата фиксированной
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цели гт. Считая мгновенную величину большой полуоси а постоян¬

ной, показать, что вектор наведения Ъ имеет вид

ь - \/~-у {4A(s-o2 ^^^-

4В&
^1с ~^ ‘^ @с ~~ ^ ~^<Г ^~1с+г ~г'Щ'

где Vd — разность между векторами потребной и текущей скорости
космического корабля.

4. 20. Используя результаты, полученные в разд. 4. 4, показать,
что векторы положения и скорости г и г; на конической орбите мож¬

но выразить через начальные значения этих векторов Го, vq и цент¬

ральный угол 0 следующим образом:

где

Г= Г0 ~Т~ ~Т~~й—ъ
=ъс

— Ъо1г,
hQ,tgb—rQ-vc

h2 = (roXv0) -(г0Хъ0),
(X 0

"■=Т*Т'

и сравнить эти соотношения с уравнениями (1.44) — (1.46).

Библиография

Обширная литература, посвященная орбитальным переходам,
сильно усложняет автору его задачу — вкратце описать состояние

предмета. Автору трудно обосновать предпринятый им отбор мате¬

риала любыми иными доводами, кроме личного интереса. Однако
все рассмотренные здесь темы представляют тем не менее общий
интерес либо своеобразием геометрического подхода, либо с точки

зрения четкости и полезности аналитического описания.

Материал первого раздела, посвященный границе достижимо¬

сти, по-видимому, хорошо известен специалистам в области внеш¬

ней баллистики. Бекнер [14] подробно рассмотрел этот вопрос,
а Денби [20] привел геометрический вывод.

Материал разд. 4.2 об одноимпульсном компланарном перехо¬
де между круговыми орбитами взят автором из собственной рабо¬
ты [5]. Геометрическое решение задачи перехода между некруговы¬
ми орбитами, описанное в разд. 4. 3, приписывается Штарку [59].
Однако прием гиперболического годографа скоростей еще раньше

изложил Гоудел [24] и его приоритет в данном случае бесспорен.
Условия совместимости в граничных положениях и необходимые

условия оптимальности двухимпульсного перелета, изложенные
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в разд. 4. 4 и 4.5, взяты из доклада Гоудела [24]. К сожалению,

Гоудел излагает этот вопрос слишком сжато для среднего студента
и последовательность рассуждений не всегда легко воспринимается.

Автор надеется, что изложение этого вопроса здесь восполнит неко¬

торые из указанных пробелов.
Анализ методом годографа (см. разд. 4. 6) скорее всего будет

иметь весьма ограниченное практическое применение. С другой
стороны, этот метод поистине изящен и его можно использовать

как идеальный прием в преподавательской практике. Приводимые
здесь примеры отобраны из работы Боксенбома [16], в которой ана¬

лиз методом годографа описан более подробно.
Формулу для скорости схода, выведенную в разд. 4.7, автор

впервые обнаружил в статье Зауэра [52]. Правда, Зауэр не приводит
подробного доказательства, и из его конспективного описания полу¬
чить эту формулу, по-видимому, довольно трудно. Представлен¬
ный здесь вывод более прост и целиком принадлежит автору.

Задача о геометрии точки включения двигателя (см. разд. 4. 8)
разработана Дж. Лэнингом из Приборной лаборатории МТИ и во¬

шла в одну из глав книги [46]. Однако упрощенный вывод формулы
для геометрических мест точек включения при касательном сходе

сделан автором настоящей книги.

Метод наведения на активном участке полета, приведенный
в разд. 4. 9, разработан в сотрудничестве с коллегами автора по

Приборной лаборатории МТИ Дж. Лэнингом, Э. Коппсом и Р. Мар¬
тином.

Наконец, укажем на источники, из которых заимствованы неко¬

торые задачи в конце гл. IV. Задача 4. 3 взята из статьи Штарка
[59]. Задачи 4.4—4.7 основаны на материале двух статей Гоудела
[24] и [25]. Задача 4.8 о геометрическом месте центров сокасатель-

ных орбит перелета взята у Ли-Шу Вена [38], который рассмотрел
целый ряд частных случаев перелетов такого типа.

Материал задачи 4. 9 о так называемом биэллиптическом пере¬

лете заимствован из работы Хелькера и Зильбера [30], а задача 4. 10

об одноимпульсном переходе на траекторию, плоскость которой не

совпадает с плоскостью исходной круговой орбиты, — из статьи

Тамплмана [61]. Задача 4. 13 на геометрические свойства орбиты
перелета для перехвата цели взята у Гедеона [23]. Задачи 4. 14—4. 18
являются классическими.



ГЛАВА V

Задачи космических полетов

и межпланетные траектории

Первое поколение межпланетных космических кораблей было
предназначено главным образом для исследования космической

среды. С точки зрения наведения эти операции были сравнительно

простыми, поэтому осуществляемые с Земли слежение и управление
вполне отвечали предъявляемым требованиям. Однако по мере рас¬
ширения исследуемого пространства необходимость в автономности

космических кораблей будет становиться все более очевидной.
Автономные бортовые системы навигации, совсем или почти не

нуждающиеся в связи с Землей, должны будут обеспечить в этом

случае возможность решения более сложных задач наведения.

В первой части настоящей главы обсуждаются некоторые наибо¬
лее перспективные межпланетные операции с точки зрения ограни¬
чений, налагаемых геометрией солнечной системы на задачу выбора
траектории полета. Рассматривается целый ряд задач, стоящих пе¬

ред космическими полетами, в том числе вывод корабля на орбиту
вокруг планеты назначения, запуск зондов для исследования атмо¬

сферы планеты и проведение беспосадочных исследовательских пе¬

релетов с возвращением.

Задача определения космических траекторий значительно упро¬

щается, если решать ее в два этапа. Первый этап состоит в получе¬

нии простого приближения к желаемой траектории путем соедине¬
ния частей конических орбит в целую траекторию. Полученная та¬

ким образом кусочная кривая во многих важных случаях представ¬
ляет собой удивительно хорошее приближение к точной траектории.

Действительно, подобная кривая обеспечивает точное первое при¬
ближение для использования в качестве основы соответствующего

итерационного процесса, который обычно применяется при опреде¬
лении окончательной траектории с учетом различного рода возму¬

щений.

В данной главе рассматривается только первый этап, т. е. опре¬

деляются космические траектории для межпланетных и лунных опе¬

раций, состоящие из частей конических орбит. Далее, в гл. VI будет
описан удобный метод расчета точных траекторий.

Траектории полета в окололунном пространстве составляют

предмет второй части главы. Первоначальное исследование Луны
пилотируемыми космическими кораблями вполне может быть вы¬

полнено с помощью траекторий облета, которые гарантируют воз¬

вращение на Землю без какого-либо маневрирования, за исключе-
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нием необходимых навигационных коррекций. В случае отказа

какой-либо системы космического корабля операция по выходу на

селеноцентрическую орбиту или прилунению может быть прервана,
двигатель в окрестности Луны не будет включаться, а космический

корабль сможет свободно возвратиться к Земле только благодаря
гравитационным силам.

Начальная часть орбиты облета Луны может быть аппроксими¬
рована эллипсом с фокусом в центре Земли. Когда космический ко¬

рабль приблизится к Луне на расстояние примерно 65 ООО км, то

дальнейшее движение относительно Луны происходит в основном

по гиперболе, в фокусе которой находится Луна. После облета Луны
на этапе возврата траектория снова аппроксимируется эллипсом.
Для каждого из этих трех участков делается допущение о том, что

одновременно на движение космического корабля может влиять

только один источник притяжения.

Хотя кусочно-коническая аппроксимация, вероятно, недоста¬
точно точна для навигационных целей, тем не менее она является

эффективным средством исследования целого ряда начальных

и конечных условий как в точке местонахождения Земли, так

и в точке местонахождения планеты назначения или Луны. Этот
расчет на современной цифровой вычислительной машине займет

около нескольких секунд вычислительного времени. Для сравнения
укажем, что время вычисления точной траектории может составлять

несколько долей часа.

При определении точной траектории на основе приближенной,
составленной из частей конических орбит, некоторые величины

остаются инвариантными: полное время полета, векторы положения
точки схода с начальной орбиты и перигея орбиты возвращения.
Таким образом, приближенное решение довольно тесно связано

с точной орбитой. Вычисление точной орбиты производится посте¬

пенной корректировкой скорости схода с начальной орбиты и скоро¬
сти возврата.

5.1. Межпланетные траектории

Начальный этап планирования большинства межпланетных опе¬

раций заключается в выборе подходящей траектории полета косми¬

ческого корабля. В настоящее время межпланетные исследователь¬

ские полеты должны от начала до конца представлять собой по су¬

ществу свободное движение только под действием сил притяжения

Солнца и планет, хотя появление двигательных установок с практи¬
чески непрерывной тягой может значительно изменить это положе¬

ние. Таким образом, в подготовку космической операции входит
как целая часть предварительный расчет номинальной траектории.
Если бы запуск космического корабля осуществлялся точно в соот¬

ветствии с номинальной траекторией, то он должен был бы теорети¬
чески достичь места назначения без использования двигателя.

Однако отклонения от этой расчетной траектории вызывают необхо¬
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димость коррекции, для которой следует предусмотреть двигатель¬
ную установку. Чтобы обеспечить успешное выполнение космиче¬

ской операции, нельзя допускать значительных отклонений от за¬

планированной программы полета из-за ограниченности энергети¬
ческих ресурсов, которые может нести космический корабль. К со¬

жалению, до тех пор, пока в нашем распоряжении не окажутся
более мощные источники энергии, чем используемые в настоящее

время химические топлива, космические операции, по общему мне¬

нию, придется ограничивать траекториями пассивного полета.

Определение соответствующей номинальной траектории ослож¬
няется тем, что точка старта и точка назначения обращаются по

орбитам вокруг Солнца. Угловые скорости планет отправления и на¬

значения
*
не только различны, но и непрерывно изменяются с те¬

чением времени. К тому же, хотя движение каждой из планет проис¬
ходит по существу в постоянной плоскости, тем не менее плоскости

их орбит не совпадают между собой. Правда, относительные углы

наклонения малы, но влияние некомпланарности этих плоскостей
может оказаться значительным.

Понятно, что траектория пассивного полета полностью опреде¬
ляется начальными условиями, т. е. вектором скорости космическо¬

го корабля в момент отправления от Земли. До схода с орбиты Зем¬
ли космический корабль имеет относительно Солнца скорость
несколько менее 30 км/сек, равную орбитальной скорости Земли.
В этом случае задача состоит в определении импульса скорости,
необходимого для перехода на такую межпланетную орбиту, чтобы-
космический корабль пересек орбиту планеты назначения в заранее
вычисленной точке пространства и времени.

Полная потребная энергетика, необходимая для межпланетного

полета, определяется в основном следующими слагаемыми:

1. Потребная энергетика отрыва от планеты отправления.
2. Энергетика перехода от начальной орбиты на орбиту, проходя¬

щую через точку встречи с планетой назначения.

3. Энергетические затраты на торможение скорости вблизи пла¬

неты назначения, если предполагается посадить космический ко¬

рабль на планету или перевести его на орбиту обращения вокруг
планеты.

4. Потребная энергетика, необходимая для навигационных кор¬

рекций.
Основная задача анализа межпланетных траекторий заключает¬

ся в выборе такой из них, для которой потребная энергетика являет¬

ся минимальной и которая в остальном полностью соответствует
общим целям перелета.

Как было показано в разд. 4. 2, можно запустить космический

корабль от Земли в направлении Марса или Венеры со скоростью

отправления или избыточной гиперболической скоростью, которая

* Имеются в виду угловые скорости поворота радиусов-векторов планет

относительно Солнца (прим. ред.).
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лишь ненамного будет превышать минимальную скорость убега¬
ния *. Большую часть траектории занимает участок свободного по¬

лета под действием притяжения Солнца — периоды движения

с ускорением от тяги двигателя и вблизи планет незначительны по

сравнению с полной продолжительностью перелета. Как правило,
влияние притяжения различных планет на траекторию космическо¬

го корабля пренебрежимо
мало. Поэтому полет в

Орбита Марса Траектория
основном происходит почти

4 '

по строго эллиптической

орбите.
Как описано в разд. 4. 2

и показано на рис. 5. 1, хо-

мановская орбита перелета
зонда для исследования

Марса представляет собой

эллипс, .в одном из фокусов
которого находится Солнце.

Перигелий этого эллипса

есть точка его касания с

орбитой Марса. Если бы при
этом орбиты планет явля¬

лись компланарными и кру¬
говыми, то такая схема пере¬
лета обеспечивала бы наи¬

меньший расход топлива.

Однако плоскости орбит Земли и Марса не компланарны, и хотя

угол между ними равен всего лишь 1,85°, учет некомпланарности
существенно сказывается на потребной начальной скорости. При
движении космического корабля только под действием солнечного

притяжения плоскость траектории должна включать точку поло¬

жения Земли в момент отправления, точку положения планеты —

цели в момент прибытия и Солнце как центр притяжения. Если

точки отправления и прибытия находятся друг от друга на угловом

расстоянии, близком к 180° (в вершине угла помещается Солнце),
то плоскость траектории может образовывать большой угол на¬

клонения к плоскости эклиптики, что обычно и происходит**. Для
такой орбиты потребная скорость космического корабля относи¬

тельно Земли сравнима с собственной скоростью Земли относитель¬
но Солнца. Орбиты такого рода поэтому требуют чрезмерно боль¬
ших энергетических затрат при отправлении, несмотря на то, что

* В отечественной литературе скорость убегания обычно называют второй
космической скоростью. Напомним, что первой космической скоростью, соответ¬

ствующей некоторой точке пространства, принято называть скорость близкого

спутника Земли на круговой орбите, радиус которой численно равен модулю

радиуса-вектора этой точки (прим. ред.).
** За исключением того случая, когда точки отправления и поибытия лежат

на линии узлов (прим. ред.).

космического

корабля

Рис. 5.1. Траектория перелета Земля —

Марс с минимальным расходом топлива
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в упрощенной двумерной модели перелета они в этом отношении

являются оптимальными.

Помимо указанного выше следствия трехмерности, еще одним

недостатком сокасательного эллипса перелета является то, что если

его продолжить за точку назначения, он не обеспечит подходящей
траектории возврата к Земле. При одностороннем полете это не

имеет значения; однако для зонда, который возвращается к Земле,
или для пилотируемого космического корабля этот момент сущест¬
венно важен. Полет до Марса по такой траектории займет 8—9 ме¬

сяцев. Если космический корабль продолжает полет, не располагая

дополнительной энергетикой, то он может вернуться в исходную
точку только в том случае, когда Земля находится почти на проти¬
воположной стороне от Солнца. Поэтому либо космический корабль
должен находиться вблизи Марса в ожидании, когда наступит соот¬

ветствующий момент для обратного полета, либо первоначальная

траектория должна быть изменена таким образом, чтобы космиче¬

ский корабль встретился с Землей при возврате на земную орбиту.
Как будет показано в следующем разделе, требуется иметь возмож¬

ность изменять скорость более чем на 1400 м/сек для перехода на

орбиту обращения вокруг Марса и для последующего перехода на

траекторию возвращения. Однако космическому кораблю по суще¬

ству не потребуется дополнительного топлива для возвращения на

Землю, если нет необходимости в промежуточном торможении.
В зависимости от возможных целей научных экспедиций могут

иметь значение как односторонние траектории, так и траектории
с возвращением. Если расстояние между планетой назначения

и Землей в момент прибытия космического корабля к планете на¬

значения допускает радиосвязь, то даже односторонняя траектория
может обеспечить выполнение поставленной задачи. С увеличением
мощности ракет-носителей становится все более и более реальной
возможность доставки на орбиту вокруг планеты назначения аппа¬

ратуры, предназначенной для сбора научных данных, которые будут
ретранслироваться затем на Землю с помощью средств радиосвязи.
Однако значительный объем полезной информации можно получить
и просто во время прохождения космического корабля вблизи ис¬

следуемой планеты. В этом случае космический корабль смог бы

вернуться в окрестность Земли, сокращая тем самым протяжен¬

ность линий связи. Кроме того, возможен и непосредственный до*

ступ к научной информации, если контейнер с аппаратурой будет
сохранен на этапе входа в атмосферу.

5.2. Односторонние межпланетные

траектории

При обсуждении межпланетных траекторий будем предполагать,
что космический корабль запускается с мыса Кеннеди на круговую

орбиту спутника Земли. Затем в соответствующей точке схода на

траектории включается двигатель и космический корабль начинает
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удаляться в общем по гиперболической орбите относительно Земли.
Асимптотическая величина вектора относительной скорости пред¬

ставляет собой скорость отправления космического корабля от Зем¬
ли. Сфера влияния Земли, вычисленная по уравнению (1.29), про¬
стирается на расстояние примерно 800 ООО км, и за ее пределами
действие земного притяжения быстро уменьшается. И только тогда

гравитационное поле Солнца является источником силы, которая
определяющим образом влияет на траекторию космического ко¬

рабля.

Рис. 5.2. Геометрическое место точек схода

Метод расчета гелиоцентрических траекторий перехода был под¬

робно описан в разд. 3. 4. Кроме того, в разд. 4. 8 была рассмотрена
задача схода с круговой пассивной орбиты, на которую космический

корабль запускается с мыса Кеннеди. На рис. 5. 2 схематически

изображена карта Земли, на которую нанесены проекции трех допу¬
стимых пассивных орбит с азимутами запуска 45, 100 и 110°. Произ¬
вольно выбирать азимут запуска нельзя из-за ограничений, связан¬

ных с безопасностью. Предполагается, что сход с каждой из этих

орбит путем мгновенного изменения скорости происходит в плоско¬

сти местного горизонта. Вообще говоря, из географических сообра¬
жений придется ограничивать выбор точек схода. Однако будем
считать, что для случая, рассматриваемого в данном разделе, по¬

добных ограничений не существует. Точка схода была рассчитана
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по методу, изложенному в разд. 4. 8, с дополнительным предполо¬
жением, что сход осуществляется во время первого оборота вокруг
Земли по пассивной орбите.

Для исследования диапазона допустимых межпланетных траек¬

торий перелета к Марсу и Венере целесообразно производить систе-

Дата запуска

Рис. 5. 3. Контуры постоянной скорости схода.

Полет на Марс; азимут запуска 110°:

/—11,6 км/сек; 2—11,9 км/сек; 5—12,2 км/сек; 4—
12,5 км/сек; 5—12,8 км/сек

матический поиск с использованием в качестве независимых пере¬

менных даты запуска и времени перелета. Этот поиск наиболее

эффективен, если все орбитальные вычисления как для космическо¬

го корабля, так и для планет делаются при допущении эллиптиче¬
ских траекторий относительно Солнца. Конечно, при этом жела¬

тельно использовать полную трехмерную модель солнечной системы.

Система контурных графиков является идеальным средством

представления характеристик межпланетных траекторий наиболее
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наглядным способом, обобщающим основную информацию о воз¬

можностях этих траекторий. На таких графиках по осям координат
откладываются даты запусков и время перелета. В плоскости этих

координат могут быть построены контуры постоянных значений для

Дата запуска

Рис. 5.4. Контуры постоянной скорости относи¬

тельно Марса:
/—3,05 км/сек; 2—3,81 км/сек\ 3—4,57 км/сек; 4—6,10 км/сек;

5—7,62 км/сек; 5—9,15 км/сек; 7—10,67 км/сек

таких величин как скорость схода, координаты точки схода, ско¬

рость космического корабля относительно планеты назначения.

На рис. 5.3—5.6 показаны в качестве примера контурные гра¬

фики, относящиеся к возможным вариантам полета на Марс в пе¬

риод со второй половины 1964 г. по первую половину 1965 г. Конту¬
ры соответствуют отдельным постоянным значениям скорости схо¬

да, асимптотической скорости относительно Марса при подходе
к нему космического корабля по гиперболической траектории, а так¬

же первому и второму значениям долготы точки схода при азимуте
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запуска 110°. Скорость схода зависит от азимута запуска только

в случае некасательного схода; если же импульс схода приклады¬
вается в направлении вектора скорости, соответствующего движе¬
нию по круговой орбите, то величина этого импульса зависит только

от потребной величины скорости отправления. Как было найдено,

сход с начальных круговых орбит для полетов на Марс должен быть

в общем случае касательным. Контуры постоянных значений на

рис. 5. 3—5. 6 распадаются на две по существу не связанные между

собой области, которые различаются полным центральным углом,

описываемым радиусом-вектором космического корабля при
его полете вокруг Солнца от Земли к Марсу. Нижняя область соот¬

ветствует относительно быстрым перелетам, при которых угол пере¬
лета должен быть меньше 180°.

О I » I 1 I I I I I I I—

/964,6 /965,0 1965,4 /965,0
Дата запуска

Рис. 5. 5. Контуры постоянной долготы точки схо¬

да (вариант 1).
Полет на Марс; азимут запуска 110°
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Заметим, кстати, что орбиты, требующие более одного полного

оборота вокруг Солнца, здесь не рассматриваются. Орбиты, отно¬

сящиеся к зоне, которая разделяет контуры на две области и где

углы перелета достаточно близки к 180°, из-за трехмерного харак¬
тера движения обычно существенно отклоняются от плоскости

Дата запуска

Рис. 5. 6. Контуры постоянной долготы точки схо¬

да (вариант 2).
Полет на Марс; азимут запуска 110°

эклиптики. Потребные скорости отправления от Земли в этом слу¬
чае выше, как это видно из более плотного расположения контуров
равной скорости схода в этой зоне. Кроме того, здесь вектор скоро¬
сти отправления настолько отклоняется от экваториальной плоско¬

сти, что сход становится существенно отличным от касательного.

Поэтому контуры постоянной скорости схода при различных значе¬

ниях азимута запуска отличаются главным образом в области, где

углы перелета близки к 180°.
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Скорости относительно планеты назначения, показанные на

рис. 5. 4, были вычислены из условия движения по эллиптической

гелиоцентрической орбите*, т. е. они равны скоростям, которые до¬
стигались бы асимптотически при движении по гиперболе подхода
к планете. Указанные скорости представляют интерес не только для

определения возможности входа в атмосферу планеты назначения

или перевода космического корабля на орбиту спутника планеты,
но также постольку, поскольку они влияют на связь между точ¬

ностью навигации и расходом топлива на конечном этапе сближения
с планетой. С точки зрения каждого из этих соображений выгодно

уменьшать относительную скорость сближения. Поэтому неожидан¬

но благоприятным оказывается тот факт, что в случае полетов на

Марс области малых значений относительной скорости более или

менее совпадают с областью сравнительно низких скоростей схода

для выхода на межпланетную орбиту. К сожалению, эти области

совершенно не совпадают с зоной, которой соответствуют малые

расстояния между Землей и Марсом в момент прибытия.
Когда сравнивают автономные навигационные системы с систе¬

мами, работающими в основном по командам с Земли, то учиты¬

вают возможность радиосвязи при достижении космическим ко¬

раблем планеты назначения. Ясно, что для тех орбит, для которых

радиосвязь в районе встречи с планетой назначения сильно затруд¬

нена, наиболее вероятно применение автономной системы. Когда
линия связи все-таки необходима в момент встречи или в течение

некоторого близкого к нему периода, то и в этом случае критиче¬
ская роль линии связи может быть до некоторой степени ослаб¬

лена, если требуется передавать только медленно меняющуюся

научную информацию, а сама линия связи в это время не занимает

жизненно важного места в управлении космическим кораблем.
Поэтому при подготовке полета имеет смысл учитывать требования
на дальность от Земли до планеты назначения и на видимое угло¬
вое расстояние корабля от Солнца.

Эти две величины зависят исключительно от взаимного располо¬

жения планет в момент достижения космическим кораблем планеты

назначения. Вследствие этого расстояние R от Земли до Марса или

Венеры и угол As, образованный прямыми, проведенными от Солнца

к Земле и планете назначения, удобно выразить в зависимости от

даты прибытия. Графики R и As для полета на Марс показаны на

рис. 5. 7. Чтобы связать эти кривые с контурными графиками, до¬

статочно иметь в виду, что линия постоянной даты прибытия на кон¬

турном графике представляет собой прямую с наклоном — 45°;

для примера прямые, соответствующие значениям R= 1,0 и R= 1,5

астрономических единиц, нанесены на контуры постоянных скоро¬
стей схода (см. рис. 5. 3) и контуры постоянных относительных ско¬

* Имеются в виду относительные скорости, найденные до момента дости¬

жения космическим кораблем сферы влияния планеты, назначения (прим. ред.).
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ростей (см. рис. 5.4)*. Из этих рисунков видно, что для очень
немногих траекторий длина линии связи составляет менее одной

астрономической единицы, причем для этих траекторий характерны
сравнительно высокие скорости схода. В самом деле, ни одна из

траекторий с наименьшей скоростью схода не входит в пределы
относительно узкой полосы, заключенной между прямыми R= 1,0
и /?=1,5**.

На рис. 5. 8 и 5. 9 показаны две траектории полета к Марсу
с примерно одинаковыми скоростями схода, но существенно различ-
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Рис. 5.7. Дальность-корабля от Земли и угловое расстояние
от Солнца во время прибытия к Марсу

ными скоростями сближения с планетой. На рисунках, помимо орби¬
ты космического корабля, изображены также орбиты Венеры, Земли
и Марса. Траектории показаны сплошными линиями, когда соответ¬

ствующие орбитальные плоскости расположены выше плоскости

эклиптики, и пунктирными линиями, когда плоскости орбит лежат

ниже плоскости эклиптики. Для точек запуска и прибытия указаны
соответствующие даты. Взаимное расположение космического ко¬

рабля и планет соответствует календарным датам, приведенным на

рисунках. Земля в момент контакта космического корабля с Мар¬
сом обозначается заштрихованным кружком. Основные характери¬
стики этих траекторий перечислены в табл. 5. 1.

Различного рода причины приводят к тому, что соответствующая
задача о траектории полета к Венере несколько отлична от рас¬

смотренной ранее задачи для Марса. Прежде всего Венера — наша

*
Дата прибытия на графике соответствует точке пересечения прямой с осью

абсцисс (прим. ред.).
** По-видимому, для обоснования этого положения нужно ссылаться не на

указанную автором полосу, а скорее на область, лежащую ниже прямой Я =1,0
(прим. ред.).
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Траекторные данные

Таблица 5.1

Перелет Земля -— Марс Земля —- Венера

Параметры
1 2

[

1 2

Дата отправления 5.XI—1964 г. 24.XI—
1964 г.

19.IV—
1964 г.

10.IV—
1964 г.

Время перелета в го¬

дах

0,85 0,50 0,45 0,30

Скорость схода в м/сек 11432,6 11667,8 11410,0 11841,9
Избыточная гиперболи¬

ческая скорость у Земли

в м/сек

3040,2 4125,4 2954,8 4332,8

Составляющие избыточ¬ —2585,8 —3900,3 —786,5 1121,8
ной гиперболической ско¬ 1307,8 1108,1 2843,8 3498,7
рости в эклиптической сис¬
теме координат в м/сек

919,9 760,4 155,6 —2296,3

Большая полуось в а. е. 1,24466 1,40745 0,84580 0,87093

Эксцентриситет 0,20788 0,30040 0,18806 0,17330
Избыточная гиперболи¬

ческая скорость у плане¬

ты назначения в м/сек

2786,2 7704,6 5598,8 4068,4

Расстояние до Земли в

момент контакта с плане¬

той назначения в а. е.

1,79539 1,07767 0,95173 0,53476

Азимут запуска, отсчи¬

тываемый от меридиана,

проходящего через мыс

Кеннеди

100° 110° 100° 100°

Долгота точки схода 125° Е 144° Е 128° Е 1° Е

Широта точки схода 16°S 5°N • 15°S 10°S

ближайшая соседка: среднее расстояние до нее равно примерно

0,723 астрономических единицы, тогда как среднее расстояние до

Марса— 1,523 астрономических единицы. Поэтому в случае полета
к Венере минимальная потребная скорость отправления будет не¬

сколько меньшей. Однако этот выигрыш частично уравновешивает¬
ся тем, что наклонение плоскости орбиты Венеры к плоскости эклип¬

тики более чем в два раза превышает наклонение плоскости орбиты
Марса.

Вторая отличительная черта касается времени полета. При по¬

лете от Земли к внутренней планете абсолютная скорость космиче¬

ского корабля будет увеличиваться по мере приближения его к Сол¬

нцу. Оказывается, что при одинаковой скорости отправления и оди-
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Рис. 5.8. Первая траектория перелета
на Маро (7 мая 1965 г.)

Рис. 5. 9. Вторая траектория перелета
на Марс (14 марта 1965 г.)



паковом угле перелета время полета от Земли к Венере составляет
менее половины времени, необходимого для полета к Марсу.

Возможности, связанные с полетом к Венере в течение первой
половины 1964 г., демонстрируют контуры постоянной скорости схо¬

да и постоянной скорости относительно планеты назначения, пока¬
занные на рис. 5. 10 и 5. 11 для азимута запуска 100° от меридиана

Дата запуска

Рис. 5. 10. Контуры постоянной скорости схода.

Траектории полета к Венере; азимут запуска 100°:

/--11,6 км/сек; 2—11,9 км/сек; 3—12,2 км/сек; 4—12,5 км/сек; 5—12,8 км/сек

мыса Кеннеди. Отметим, что для орбит полета к Венере несколько

более характерны некасательные случаи схода с пассивной круговой
орбиты. Дальность корабля от Земли и угловое расстояние от Сол¬

нца в момент прибытия к Венере построены на рис. 5. 12 в функции
даты прибытия. По сравнению с орбитами полета на Марс боль¬
шинство траекторий перелетов к Венере попадают внутрь области,
для которой расстояние от Земли не превышает одной астрономи¬
ческой единицы.

На рис. 5. 13 и 5. 14 показаны примеры траекторий перелета к Ве¬

нере: одна с относительно коротким, а другая
— с продолжитель¬

ным временем полета. Характеристики этих траекторий приведены
в табл. 5. 1.

Интересно сравнить некоторые величины, относящиеся к опера¬
ции перевода космического корабля на орбиту спутника Марса
и Венеры. Пусть Voo — относительная скорость космического кораб¬
ля на настолько большом расстоянии от планеты, что гравитацион¬
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ное поле этой планеты еще не оказывает заметного влияния на

скорость. Когда космический корабль находится в наиболее близкой
к планете точке, он получает тормозной импульс скорости, величина

которого, как указано в задаче 4.12, является функцией скорости
подхода, минимального расстояния до планеты и эксцентриситета
желаемой орбиты спутника. В табл. 5. 2 для трех различных скоро-

Дата запуска

Рис. 5. 11. Контуры постоянной скорости относительно Венеры:
/—3,81 км/сек; 2—4,57 км/сек; <?—6,10 км/сек; 4—7,62 км/сек; 5—

9,15 км/сек; 5—10,67 км/сек

стей подхода даны значения потребных изменений скорости, kotoV

рые необходимо произвести на высоте 8000 км над поверхностью
Марса для перевода космического корабля на орбиты спутников

Марса с различными эксцентриситетами. Последняя строка в таб¬

лице, соответствующая эксцентриситету, равному единице, приве¬
дена только для сравнения. Из таблицы видно, что для значитель¬

ной экономии топлива следует переходить на орбиты вокруг Марса
с большим эксцентриситетом при меньшей скорости подхода.

Поскольку гравитационная постоянная для Венеры почти в во¬

семь раз больше, чем для Марса, задачи перевода корабля на орби¬
ты спутников этих планет существенно различны. Путем сравнения
табл. 5. 2 и 5. 3 можно подобрать несколько таких сочетаний скоро¬

сти подхода и желаемого эксцентриситета, для которых потребная
энергетика при переходе на орбиту вокруг Венеры будет на 50%
ниже, чем для случая орбиты вокруг Марса.
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Таблица 5. 2

Потребное изменение скорости на высоте 8000 км

для перехода на орбиту вокруг Марса

Эксцентриситет ^=3050 м/сек ^=6100 м/сек ^оо=9150 м/сек

0,0 2162 4749 7613

0,2 1977 4564 7428

0,4 1807 4394 7258

0,6 1649 4235 .7099

0,8 1500 4087 6951

1,0 1359 3946 6810

Таблица 5.3

Потребное изменение скорости на высоте 8000 км

для перехода на орбиту вокруг Венеры

Эксцентриситет 1^=3050 м/сек 1/^=6100 м/сек ^=9150 м/сек

0,0 2638 4325 6795

0,2 2181 3869 6139

0,4 1761 3449 5719

0,6 1370 3058 5328

0,8 1003 2691 4960

1,0 655 2343 4613

5.3. Траектории подхода вблизи

планеты назначения

Когда космический корабль находится в окрестности планеты

назначения, на его движение по гелиоцентрической орбите воздей¬
ствуют возмущения по скорости, которые зависят от скорости ко¬

смического корабля относительно планеты и от расстояния до пла¬

неты в точке наибольшего сближения. Если на движение космиче¬

ского корабля влияет только гравитационное поле планеты, то он

будет сближаться с планетой по гиперболической траектории. На

самом деле период времени, в течение которого преобладает при¬
тяжение планеты, мал по сравнению с полным временем полета.

К тому же в течение этого времени расстояние между космическим

кораблем и планетой мало по сравнению с расстоянием от космиче¬

ского корабля до Солнца. В результате в течение короткого перио¬

да контакта притяжение Солнца действует на космический корабль
и на планету по существу в равной степени. Поэтому при
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обсуждении вопроса о сближении с планетой назначения притяже¬
нием Солнца можно пренебречь, полагая, что это не окажет суще¬
ственного влияния на результаты анализа. В данном разделе будут
отдельно рассмотрены задачи о пролете вблизи планеты и о попа¬

дании на поверхность планеты.

Пролет вблизи планеты назначения

На значительном удалении от планеты назначения движение ко¬

смического корабля относительно планеты происходит почти по

асимптоте к гиперболе подхода. Обратимся к рис. 5. 15 и обозначим

Скорость
приближения

корабля

Скорость
удаления
корабля

Орбитальная
скорость
планеты

'

Относительная
скорость
удаления

Относительная

скорость
приближени я

Рис. 5. 15. Движение космического корабля в окрестно¬
сти планеты

через v угол между асимптотой и мнимой осью гиперболической
траектории сближения. Понятно, что вершина гиперболы находится
в точке, где космический корабль наиболее близко подходит к пла¬
нете. Полное изменение скорости космического корабля после про¬
хождения вблизи планеты, очевидно, находится простым поворотом
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вектора относительной скорости сближения Vooi на угол 2v в пло¬

скости движения. Абсолютная скорость космического корабля мо¬

жет увеличиваться или уменьшаться в зависимости от направления

поворота, которое в свою очередь зависит от ориентации плоскости

относительного движения. При этом модуль вектора относительной

скорости удаления ^ооо равен модулю вектора относительной скоро¬
сти приближения.

Пусть ей а — эксцентриситет и большая полуось гиперболиче¬
ской орбиты, а гт обозначает расстояние между вершиной и фоку¬
сом гиперболы. Поскольку вершина находится в точке, где косми¬

ческий корабль наиболее близко подходит к планете, то имеет место

соотношение

гт=а{е-\)= \{е~\),
Voo

где jli
—

гравитационная постоянная планеты.,

Разрешая последнее соотношение относительно е и замечая, что

£ = cosecv, получим

sin v= • (5* 1)
ГтРоо

1 +
р-

Точно такое же соотношение было найдено в разд. 4. 8 в виде урав¬
нения (4. 48) с помощью несколько иных рассуждений.

Для навигационных целей более важен не вектор точки наиболее

близкого подхода к планете гт, а показанный на рис. 5. 15 вектор

га. Этот вектор* направлен из фокуса гиперболической орбиты пер¬

пендикулярно вектору скорости Vooг\ Конец вектора га можно счи¬

тать точкой прицеливания при подходе. Так как модуль га выра¬
жается соотношением

ra = ea cos v

и, следовательно, равен малой полуоси гиперболы, имеется другое

выражение для угла поворота v на этот раз в зависимости от рас¬
стояния Га.

tgv=—V. (5.2)
rdV1

Окончательно, исключая v из уравнений (5. 1) и (5.2), получим

r"=r-l/1 + ^T- (5'3)

На рис. 5. 16 и 5. 17 для Марса и Венеры показаны зависимости

га от гm при различных значениях Vco. Количественную оценку

* В работе [73] вектор га назван прицельной дальностью {прим, ред.).
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влияния возмущений на скорость можно сделать по рис. 5. 18 и

5. 19. На этих рисунках показаны модули разности между векто¬

рами относительных скоростей приближения и удаления как функ-

0 6000 12000 18000 24000

гт км

Рис. 5. 16. Дальность до точки прицеливания в зависимо¬

сти от минимального промаха для Марса

О 6000 12000 18000 24000
гт КМ

Рис. 5. 17. Дальность до точки прицеливания в зависимо¬
сти от минимального промаха для Венеры

ции минимального расстояния пролета от центров Марса и Венеры
при различных значениях относительной скорости:

.
— -

, 2voa
Vooo — v^ i 1 = 2^00 sin v=— s— .

rmV oo

1+
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Рис. 5. 18. Изменение скорости в зависимости от ми¬

нимального промаха для Марса
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Рис. 5. 19. Изменение скорости в зависимости от мини¬

мального промаха для Венеры
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Попадание на поверхность планеты назначения

Обратимся теперь к задаче о направлении космического корабля
по такой траектории, которая обеспечивала бы его попадание в за¬

данную точку на поверхности планеты назначения. Для простоты
последующих выкладок предположим, что точка попадания на по-

Рис. 5- 20. Попадание в планету назначения

верхность лежит в плоскости, образованной полярной осью планеты

и направлением вектора относительной скорости. Тогда рассматри¬
ваемая задача сведется к попаданию на заданную широту. В общем

случае с помощью небольшой коррекции орбиты можно изменить

время прибытия, регулируя тем самым желаемую долготу точки

попадания. Из рис. 5. 20 видно, что для определения угла р и ради¬

уса-вектора точки попадания rs вполне достаточно знать широту Ф

и вектор относительной скорости сближения Vooi. Если Vooi выразить
в планетоцентрической экваториальной системе координат, то бу¬
дем иметь

sin — Ф) , (5.4)
V

оо

где iz
— единичный вектор в направлении полярной оси планеты на

север.
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Для определения дальности до точки прицеливания отметим сна¬

чала, что параметр гиперболической орбиты выражается формулой

р=а (е2 — 1) =
fi. ctg2 V

Тогда найдем

(XCtg2 V *4

+ <?C0S('TT~P + V)
1 -f ctg v sin — cos [i

fi град

Рис. 5.21. Дальность до точки прицеливания в за¬

висимости от угла ориентации (3 для случая попа¬

дания на поверхность Земли

Используя уравнение (5.2), получим следующее квадратное урав¬

нение, выражающее га через р и v

r\ —rars sin Р у rs( 1 - cos р) = 0. (5.5)

Зависимости га (в единицах радиуса планеты) от угла р при раз¬
личных значениях ^оо приведены для Земли на рис. 5. 21.

Показанный на рис. 5. 20 угол падения ф важен для задачи вхо¬

да в атмосферу и может быть найден по формуле

tg ф= -

Г об sin (f-e + v)
. (re cos Р + fi sin p/vy

(5.6)

Зависимости угла ф от р для Земли при различных значениях v0

представлены на рис. 5. 22.
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Для этого семейства кривых был выбран диапазон изменения

угла р от 0 до 90°. На самом деле этот угол может быть больше 90°,
причем его верхний предел определяется выбором . Предполо¬
жим, что v2 задана, а угол р равен нулю. Тогда из уравнений (5. 5)
и (5.6) найдем \j) = 0. По мере увеличения р будет увеличиваться

приближаясь к своему предельному значению гр = 90°, что прои¬

зойдет при некотором значении р, которое должно быть, очевидно,

фград

701 ^^ ^ ^ I I I 1x^1
Уоо=9/50-^Х>1

60 1 УУ

бЮОУУ/у /'

50:
«о

~ж\Л
го ^
ю

о

Рис. 5. 22. Угол падения г|? в зависимости от угла
ориентации р для случая попадания на поверх¬

ность Земли

больше 90°. Для любых больших значений р решение не имеет физи¬
ческого смысла.

Уравнения (5. 5) и (5. 6) могут быть использованы для опреде¬
ления вектора скорости космического корабля непосредственно пе¬

ред входом в атмосферу планеты назначения. После этого путем

численного интегрирования уравнений движения космического ко¬

рабля с учетом сопротивления атмосферы может быть найдено
вызываемое этим сопротивлением максимальное отрицательное

ускорение во время прохождения атмосферы. На рис. 5. 23 и 5. 24

представлены графики зависимости максимального отрицательного

ускорения от невозмущенного расстояния до точки прицеливания

га при различных значениях относительной скорости подхода для

Марса и Венеры.
В этом случае снова очевидны преимущества медленного подхо¬

да к планете назначения. Допустимые ошибки наведения при задан,

ном верхнем пределе перегрузки значительно увеличиваются для

траекторий с меньшей скоростью подхода. Например, при скорости

-

1
Vo0 = 9'
1

1

V
-

7625^

6700^4/
УУ/

-

ut■75

- 4 750

-

л*ф
-

-
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нрВозмцщенное расстояние до точки прицеливания

Рис. 5. 23. Максимальное отрицательное ускорение во время прохождения

атмосферы Марса

Va

ra I Траектория
подхода космичес-

кого корабля

Щг
Венера

и^-3050 ”/сек

О 10000 ZOOOO 30000 га км

Невозмущенное расстояние до точки прицеливания

Рис. 5. 24. Максимальное отрицательное ускорение во время прохождения

атмосферы Венеры
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подхода 3050 м/сек и пределе максимальной отрицательной пере¬
грузки 10g можно допустить отклонение от га примерно в 185 км

при га — 6470 км. Если же скорость подхода увеличивается до
4570 м/сек, допустимые отклонения уменьшаются более чем в 2 ра¬
за при том же пределе отрицательной перегрузки. С другой стороны,
величины отрицательной перегрузки на рис. 5. 24, которые могут
возникнуть при попытке исследования атмосферы Венеры или мяг¬

кой посадки ка ее поверхность, в большинстве случаев обескуражи¬
вают. Требования к допустимой точности в данном случае по мень¬

шей мере являются на порядок более жесткими, чем в соответст¬

вующей задаче для Марса.

5.4. Исследовательские межпланетные

траектории с возвращением

Рассмотрим в качестве частной задачи обеспечение движения
космического корабля по орбите, которая проходит в нескольких

тысячах километров от другой планеты и впоследствии приводит

корабль обратно к Земле. Задача определения соответствующей
односторонней траектории обсуждалась в разд. 5. 2. Дополнитель¬
ное усложнение, вызываемое требованием возврата корабля к Зем¬
ле без специальной тормозной двигательной установки (за исключе¬

нием той, которая необходима для коррекции навигационных оши¬

бок), не должно было бы существенно затруднять решение, если

бы не отклонение орбиты, вызываемое гравитационным полем

планеты назначения во время пролета мимо нее космического ко¬

рабля. Тем не менее на основе материала, изложенного в двух пре¬

дыдущих разделах, можно следующим образом сформулировать
схему вычислений, необходимую для определения пассивных беспо¬

садочных межпланетных траекторий с возвращением.

Траектория отправления
*
определяется так же, как и односто¬

ронняя траектория. После этого может быть вычислена абсолютная

скорость космического корабля, и тогда его скорость относительно

планеты назначения станет известной. Поскольку гравитационное
поле планеты может только поворачивать вектор этой скорости, ко¬

смический корабль должен покидать планету для возвращения
к Земле с определенной относительной скоростью и в определенное

время. Задача нахождения траектории возвращения решается, по

сути дела, с помощью итерационного процесса. Процесс заключает¬

ся в формировании и систематическом уточнении оценки момента:

времени, при котором возможно возвращение к Земле. Для каждой
такой оценки вычисляется новая траектория и процесс повторяется

* Здесь и далее для случая орбит с возвращением термин «траектория от¬

правления» будет применяться для обозначения траектории полета от Земли до

планеты назначения (outbound portion of the round-trip trajectory), а термин

«траектория возвращения» будет обозначать траекторию полета от

планеты назначения обратно к Земле (inbound portion of the round-trip trajectory)
(прим. ред.).
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до тех пор, пока одна из этих траекторий не будет соответствовать
величине вектора скорости относительно планеты назначения.

Может, конечно, случиться, что не существует траектории воз¬
вращения, соответствующей требуемым моменту отлета и величине

относительной скорости. Если же подходящие траектории отправле¬
ния и возвращения определены, то остается сделать последний шаг.

Следует определить, может ли произойти необходимое изменение

скорости корабля за период пролета вблизи планеты назначения

исключительно благодаря гравитационному полю планеты. Потреб¬
ный угол поворота 2v нетрудно вычислить, зная векторы относитель¬
ной скорости приближения и удаления:

si„2v =l^M. <5.7,
оо

Тогда минимальная дальность пролета определяется по формуле
fj.(cosec у 1)

Гт 2
* (5.8)

ОО

Если величина гт находится в разумных пределах, то задача пол¬

ностью решена и удовлетворительную траекторию с возвращением
можно считать определенной.

Наиболее простой траекторией с возвращением была бы орбита
с периодом обращения, кратным периоду обращения Земли. Рас¬
смотрим сначала возможную орбиту космического корабля с перио¬
дом обращения в 1 год, которая пересекает как орбиту Земли, так

и орбиту планеты назначения. Чтобы космический корабль вышел

из сферы действия гравитационного поля Земли, для полета на

Марс (см. задачу 5. 2) необходима минимальная скорость запуска
более 15 ООО м/сек. Однако для полета к Венере за счет небольшого

времени обратного полета и ее значительной силе притяжения

создаются условия, более близкие к тем, которые необходимы для

одногодичной траектории с возвращением. В обычных условиях

период орбиты, соответствующей траектории отправления, будет
чуть меньше 0,8 года, тогда как орбита, соответствующая траекто¬

рии возвращения, будет иметь период около одного года. Типичная

траектория с возвращением займет приблизительно 1,2 года, из

которых около 0,4 года составит полет от Земли к Венере и 0,8 года

пойдет на обратный путь.

В силу того, что жесткие требования к двигательной установке
исключают одногодичный полет к Марсу с возвращением, остается

возможность применения орбиты с периодом обращения 2 года.

Пример такой траектории показан на рис. 5. 25.

Скорость отправления при выходе на межпланетную траекто¬

рию полета к Марсу составляет 5550 м/сек, и траектория отправле¬
ния занимает 1,5293 года. Пролетев на расстоянии 12 706 км от по¬

верхности Марса с относительной избыточной гиперболической
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скоростью 8800 м/сек, космический корабль возвратится к Земле

через 0,3673 года после контакта* с планетой.

Класс двухгодичных траекторий полета на Марс с возвраще¬
нием, естественно, делить на два типа. В случае траекторий типа

изображенной на рис. 5. 25, контакт с планетой осуществляется при
вторичном пересечении орбиты Марса. Запуская корабль на не¬

сколько месяцев раньше, можно получить двухгодичные траектории
с возвращением, при кото¬

рых контакт с планетой про¬
исходит во время первого
пересечения. В качестве

примера рассмотрим полет

космического корабля, за¬

пущенного 6 ноября 1962 г.

с начальной скоростью
5600 м/сек. Через 0,3985 го¬

да космический корабль про¬
летит в 6506 км от поверх¬
ности Марса с относитель¬

ной избыточной гиперболи¬
ческой скоростью 9846 м/сек
и через 1,6957 года после

контакту возвратится к

Земле.

К сожалению, на двухго¬
дичные траектории полета

к Марсу с возвращением
налагаются ограничения со стороны даты запуска. Хотя можно

ожидать, что для такого класса траекторий возможные даты запу¬
ска будут следовать друг за другом почти с синодическим периодом

Марса (780 дней), продолжительность периода благоприятных
дат запуска, которым соответствуют приемлемые скорости и усло¬
вия пролета вблизи Марса, составляет примерно один месяц.

Требования к точности наведения для одногодичной траектории
полета к Венере и трехгодичной траектории полета к Марсу являют¬

ся значительно менее жесткими. При трехгодичном исследователь¬
ском полете к Марсу космический корабль делает два оборота во¬

круг Солнца, в то время как Земля делает три. Таким образом, либо

для траектории полета от Земли к Марсу, либо для траектории воз«

вращения, но не для обеих одновременно, гелиоцентрический угол

перелета будет превышать 360°.

Исследовалась часть класса траекторий с возвращением, даты

запуска которых приходились на 1962—1963 гг. Некоторые резуль¬
таты этого исследования, систематизированные в соответствии с оп¬

* Напомним, что, как правило, и в данном случае термин «контакт с пла¬

нетой назначения» автор употребляет в смысле взаимодействия космического

корабля с ее гравитационным полем (прим. ред.).

Рис. 5. 25. Траектория для исследова¬

ния Марса с периодом 2 года (9 ап¬

реля 1964 г.)
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ределенными геометрическими свойствами, представлены графиче¬
ски на рис. 5. 26—5. 29. Для экономии места представление графи¬
ческих данных для Марса ограничивалось прямыми траекториями

отправления и непрямыми траекториями возвращения *.

Используется двузначная классификация траекторий, причем
правая цифра связана с траекторией отправления, левая цифра —

Рис. 5.26. Величина пролета мимо Венеры
в зависимости от даты отправления

с траекторией возвращения. По числу, определяющему тип траекто¬
рии, можно узнать знак радиальной составляющей вектора скоро¬
сти космического корабля в точках отправления, прибытия и воз¬

вращения, а также число полных оборотов, которое космический

корабль совершит вокруг Солнца за время движения по каждой
части траектории. Если в точке отправления или назначения ради¬
альная составляющая скорости положительна, то для обозначения
типа траектории используется термин радиально-положительная;
в противном случае, когда радиальная составляющая скорости от¬

рицательна, траектория называется радиально-отрицательной. Рас¬

шифровка численных обозначений дана в табл. 5.4. Например,
траектория типа 53 является радиально-отрицательной как по от¬

правлению, так и по прибытию, а движению космического корабля

* Прямыми траекториями называются траектории с углом перелета меньше

360°, а непрямым траекториям соответствуют углы перелета больше 360е

(прим. ред.).
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Таблица 5. 4
Типы исследовательских траекторий с возвращением

Ус¬

лов¬

ная

цифра

Отправление Прибытие
Число
полных

оборотов

0 радиально-положительная ра диаль неположительная 0

1 -отрицательная „ -положительная 0

2 -положительная -отрицательная 0

3 -отрицательная я -отрицательная 0

4 -положительная -положительная 1

5 -отрицательная „
-положительная 1

6 -положительная „ -отрицательная 1

7
„ -отрицательная -отрицательная 1

на первом этапе полета соответствует гелиоцентрический угол пере¬
лета менее 360°. Тогда на траектории возвращения, радиально-отри¬
цательной при отправлении, космический корабль сделает более

одного полного оборота
вокруг Солнца и при воз¬

вращении к Земле траек¬
тория станет радиально¬
положительной. На ри¬
сунках показаны зависи¬

мости величины пролета
от даты отправления при

различных значениях ско¬

рости отправления. На

рис. 5. 26—5. 27 эти зави¬

симости приведены для
полетов к Венере, на

рис. 5. 28—5. 29 — для по¬

летов к Марсу. Жирные
линии на графиках разде¬
ляют типы траекторий, и

их можно считать геомет¬

рическим местом точек,

соответствующих тр аек-

Рис. 5.27. Величина пролета мимо Венеры ТОрИЯМ С нулевой ради-
в зависимости от даты отправления альнои скоростью при от¬

правлении.
Сначала рассмотрим траектории полета к Венере. При запуске

в начале июня возможны траектории с возвращением типа 32 со

скоростью отправления 4570 м/сек. Как видно из рис. 5. 26, макси-
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мум кривой приходится на середину июня. В то же самое время

угол 0 проходит через значение 180°, которое, как уже говорилось,
является критическим. Указанные траектории возможны и при от¬

правлении на всем протяжении июля и августа, причем, как видно,

в случае скорости отправления 3500 м/сек кривая имеет минимум
около середины августа. Примерно около того же времени индекс
типа траектории изменя¬

ется с 32 на 33, и в точке

отправления траектория
космического корабля
становится касательной к

орбите Земли- Эта специ¬

фическая особенность —

стремление к нулю ради¬
альной составляющей

скорости отправления
вблизи минимума кривой
пролета

— является, по-

видимому, характерным
свойством всех кривых
такого рода как для Ве¬

неры, так и для Марса,
Следует отметить и

другое интересное явле¬

ние: эти кривые часто пе¬

ресекают одна другую,
указывая тем самым на

возможность пролета на

одинаковом расстоянии
от планеты назначения

двух космических кораб¬
лей, запущенных в один

и тот же день, но с раз¬
личными скоростями от¬

правления.
Еще одно любопытное

свойство траекторий по¬

лета к Венере заключается в том, что все они требуют по существу
одинакового полного времени перелета (1, 2 года), причем возвра¬
щение занимает примерно в два раза больше времени, чем полет

к планете назначения. То же самое явление наблюдается для тра¬

екторий полета к Марсу, где полное время перелета составляет

приблизительно 3,1—3,2 года.

Переходя теперь к случаю облета Марса, видим из рис. 5. 28, что
существование траекторий типа 41 и 40 возможно при отправлении
в октябре и в начале ноября. На основании рис. 5. 29 можно сде¬
лать вывод о возможности существования траекторий типа 53 при
тех же датах отправления. Траектории последнего типа остаются

1962 г.

Рис. 5.28. Величина пролета мимо Марса
в зависимости от даты отправления
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возможными на всем протяжении ноября и большей части декабря
до тех пор, когда для больших скоростей величина пролета стано¬

вится отрицательной. На протяжении этого периода величина О

проходит через значение 180°.

При дальнейшем сдвиге даты отправления каждая из кривых

постоянной скорости на рис. 5.29 достигает своего минимума и ин-

30000

25000

20000

г
*
05 15000
£

§

юооо

5000

0

Октябрь] Ноябрь \Декабрь \ Январь \<Ребрсл:
1962 г '46J г.

Рис. 5. 29. Величина пролета мимо Марса в зависимости

от даты отправления

деке типа траектории меняется с 53 на 52. Наиболее интересное яв¬

ление, наблюдаемое при этом,—-двузначность кривых. Поэтому
при одной и той же дате отправления и одинаковой скорости от¬

правления могут существовать как радиально-положительная, так

и радиально-отрицательная траектории облета планеты с различ¬
ными значениями пролета.

Типичная исследовательская траектория полета к Венере с воз¬

вращением показана на рис. 5.30. Маленький кружок на рис. 5.27

указывает точку графика, соответствующую этой траектории, что¬
бы выделить ее из других возможных траекторий. В рассматривае¬
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мом примере скорость космического корабля относительно Земли
после отправления равна 4570 м/сек. По истечении 0,3940 года кос¬

мический корабль пролетает на расстоянии 9550 км от поверхности
планеты с относительной скоростью сближения 7650 м/сек и затем

через 0,8635 года возвращается и входит в атмосферу со скоростью
15 475 м/сек. На рис. 5.31 показано движение космического кораб¬
ля относительно Венеры в период контакта, а также направление
движения планеты по орбите и гиперболическая траектория косми¬

ческого корабля.

Выбранная в качестве иллюстрации трехгодичная исследова¬
тельская траектория полета к Марсу с возвращением отмечена на

рис. 5. 29 маленьким кружком. Орбита Земля—Марс представлена
на рис. 5.32, а траектория возвращения

— на рис. 5.34. Скорость
отправления равна 3660 м/сек, и полет к Марсу продолжается
1,1970 года. После того как космический корабль пролетит на рас¬
стоянии 7894 км от поверхности планеты с относительной скоростью
сближения 6578 м/сек, он сделает один полный оборот вокруг Солн¬

ца и возвратится к Земле через 1,9131 года после контакта, войдя
в атмосферу со скоростью 12 177 м/сек. Относительное движение
космического корабля в период контакта с планетой показано на

рис. 5.33. В этом примере гравитационное поле Марса учетверяет
составляющую гелиоцентрической скорости космического корабля,
лежащую вне плоскости относительного движения, вызывая тем

самым поворот плоскости траектории возвращения примерно на 30°

относительно линии узлов первоначальной орбиты.

Рис. 5. 30. Траектория для иссле¬

дования Венеры; тип 21 (20 фев¬
раля 1963 г.)

Рис. 5.31. Ориентация траек¬
тории космического корабля
относительно орбиты Венеры
во время контакта (26 марта

1963 г.); тип 21
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В целях сравнения на рис. 5.35—5.37 дан пример траектории
непрямого полета к Марсу и прямого возвращения. Траектория,
принадлежащая к типу 17, имеет скорость отправления 4570 м/сек
и время полета до контакта с планетой 2,4223 года. После того как
космический корабль пролетит от поверхности Марса на расстоя¬
нии 7456 км с довольно низкой скоростью сближения 3474 м/сек, он

вернется к Земле через 0,8006 года. Интересно сравнить геометрию
относительного движения в период контакта с Марсом на рис. 5.36
с предыдущим примером, показанным на рис. 5.33.

Рис. 5.32. Исследовательская траектория Рис. 5.33. Ориентация траек-
полета к Марсу продолжительностью 3 го- тории космического корабля
да, тип 53 — траектория отправления (со- относительно орбиты Марса во

стояние на 19 мая 1963 г.) время контакта (15 февраля
1964 г.); тип 53

Возвращаясь на время к исследовательской траектории полета

к Венере (см. рис. 5.30), любопытно отметить, что увеличения ско¬

рости, вызываемого притяжением Венеры, достаточно для перевода
космического корабля на траекторию возвращения, проходящую
примерно в 1,35 астрономических единиц от Солнца. Поскольку
в перигелии Марс находится на расстоянии всего 1,38 астрономичес¬
ких единиц от Солнца, возникает интересная возможность двойного
контакта с обеими планетами, причем полное время полета по траек¬

тории с возвращением будет немногим превышать 1 год. Это было
бы явным прогрессом по сравнению с облетом только Марса, про¬
должительность которого составила бы 3,2 года. Принципиальный
недостаток такого двойного облета заключается в том, что возмож¬

ные для него даты отправления наступают не часто. Синодические

периоды Венеры и Марса составляют 584 дня и 780 дней. Следова¬

тельно, можно считать, что благоприятные условия для полета

с возвращением к каждой планете в отдельности повторяются в со¬

ответствии с синодической частотой. С другой стороны, требуется
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ждать примерно 2340 дней, прежде чем какое-либо расположение
трех планет — Земли, Венеры и Марса — приблизительно повторит¬
ся. Даже в таком случае маловероятно, что в ближайшем буду¬
щем возникнет нужное расположение планет, которое позволило бы
осуществить двойную космическую операцию.

Тем не менее 9 июня 1972 г. возникнет эта идеальная ситуация.
В этот день космический корабль, который предварительно будет
запущен с мыса Кеннеди с азимутом 110° на промежуточную орби¬

ту, может быть переведен с нее в точке с географическими коорди¬
натами 5° западной долготы и 18° южной широты на траекторию
двойного облета со скоростью схода 11 832 м/сек. После выхода из

сферы действия Земли корабль будет иметь относительно Земли

скорость 4570 м/сек. Первая встреча произойдет с Венерой после

0,4308 года полета. Космический корабль пролетит на расстоянии
7126 км от поверхности Венеры и получит благодаря гравитацион¬
ному полю приращение скорости для продолжения полета в направ¬
лении к Марсу. Вторая часть пути займет 0,3949 года, после чего

космический корабль войдет в контакт с Марсом, пролетев на ми¬

нимальном расстоянии 2475 км от его поверхности. Полет от Марса
к Земле займет дополнительно 0,4348 года, и 13 сентября 1973 г.

космический корабль возвратится к Земле. Эта поистине замеча¬

тельная траектория показана на рис. 5.38.

Исходя из предыдущих рассуждений можно было бы ожидать,
что подобные условия создадутся примерно на 6,5 лет раньше. Дей¬

ствительно, на траекторию, приведенную на рис. 5.39, космический
корабль может быть выведен уже 6 февраля 1966 г., и эта

Рис. 5.34. Исследовательская траек¬

тория полета к Марсу продолжитель¬
ностью 3 года. Тип 53 — траектория
возвращения (состояние на 5 декаб¬

ря 1965 г.)

Рис. 5. 35. Исследовательская тра¬
ектория полета к Марсу продол¬
жительностью 3 года. Тип 17 —

траектория отправления (состоя¬
ние на 29 августа 1963 г.)
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траектория будет подобна рассмотренной ранее во всех отноше¬

ниях, кроме одного. Имея скорость отправления свыше 5000 м/сек,
космический корабль войдет через 0,4196 года в контакт с Венерой,
а затем через 0,5454 года полета — с Марсом, пролетев от поверх¬
ности этих планет на расстояниях соответственно 2602 и 12 099 км.

Теперь, однако, встреча с Марсом произойдет достаточно далеко

Рис. 5.36. Ориентация траек- Рис. 5.37. Исследовательская траектория
тории космического корабля полета к Марсу продолжительностью 3 го- •

относительно орбиты Марса во да. Тип 17 — траектория возвращения (со-
время контакта (17 ноября стояние на 25 июня 1965 г.)

1964 г.); тип 17

от его перигелия. Поэтому, чтобы догнать Землю, космический ко¬

рабль должен еще раз пересечь земную орбиту, в результате чего

возвращение с Марса потребует 0,8950 года.

Грустно признаваться в том, что эти двойные исследовательские

траектории стоят немногим более, чем обычные астрономические
парадоксы. К сожалению, диапазон дат запуска, по-видимому,
слишком ограничен, чтобы им можно было воспользоваться при со¬

временном уровне техники. Непредвиденные задержки при подго¬
товке старта даже на несколько дней неизбежно повлекут за собой

шестилетнюю отсрочку в выполнении операции.

5.5. Траектории облета Луны

Движение летательного аппарата в окололунном пространстве
определяется главным образом гравитационными полями Земли и

Луны. Влияние притяжения Солнца и возмущения, возникающие

вследствие несферичности притягивающих тел, важно учитывать
в окончательном анализе, а для приближенного расчета конических

траекторий этими факторами можно пренебречь.
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Возвра¬
щение
1Всентября

19731.

I/

Встреча с Марсом
1апреля 1973 г.

Рис. 5. 38. Двойная исследовательская тра¬

ектория (18 июня 1973 г.)

ОтпраВ-
г

ление

Встреча j/6(ребра-1
с Морсом 1ЛЛ1966г
Шянваряь

196Ц.

Рис. 5. 39. Двойная исследовательская траектория

(1 сентября 1967 г.)
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Расчет траектории облета Луны более сложен, чем вычисление

межпланетных траекторий, ввиду того, что время полета в преде¬
лах сферы влияния Луны составляет значительную долю от пол¬

ного времени полета. Поэтому не может быть и речи о том, чтобы

учитывать влияние Луны импульсным изменением направления ско¬

рости космического корабля, как это делалось в предыдущем раз¬
деле.

Адэкватная приближенная траектория может быть найдена со¬

пряжением как положения, так и скорости в точках стыка частей

следующих кривых: 1) эллипса от Земли до границы сферы влияния

Луны, фокус которого находится в центре Земли, 2) гиперболы во¬

круг Луны и 3) эллипса от границы сферы влияния Луны до Земли.

Если в качестве независимых переменных выбрать подходящие па¬

раметры движения, то такая упрощенная задача, хотя и она сама

по себе достаточно сложна, тем не менее поддается решению. Ясно,
что при расчете межпланетных траекторий могла быть использо¬

вана аналогичная процедура, если бы требовалось получить более
точное приближение, чем найденное в результате описанного ранее
упрощенного способа. Здесь удобно в качестве независимых пере¬
менных выбрать следующие параметры:

1) Гт
— высота перилуния или минимальное расстояние проле¬

та. Этот параметр непосредственно связан с полным временем пе¬

релета;

2) tA —момент достижения границы сферы влияния Луны* на

траектории отправления. Эта величина задается в юлианских днях.

Было решено фиксировать этот момент, а не момент схода, так как

время полета от точки схода до границы сферы влияния является

параметром, который будет изменяться в ходе итерационного про¬
цесса. Таким образом, поскольку положение Луны не изменяется

с изменением времени полета, нет нужды в процессе итераций не¬

прерывно перевычислять это положение;

3) iL — угол наклонения плоскости траектории отправления от¬

носительно экваториальной плоскости Земли. Этот параметр нельзя

выбирать произвольно, поскольку он до некоторой степени зависит

от широты точки схода. Например, если плоскость орбиты ожида¬

ния проходит по широте мыса Кеннеди, то угол наклонения не мо¬

жет быть меньше этой широты;

4) iR— угол наклонения плоскости траектории возвращения от¬

носительно экваториальной плоскости Земли. Этот параметр в ос¬

новном влияет на широту точки входа в атмосферу;
5) rL — величина радиуса-вектора перигея траектории отправле¬

ния. При вычислении траекторий облета Луны считается, что сход

с орбиты ожидания происходит в перигее эллипса отправления;

6) rR — величина радиуса-вектора условного перигея траектории

возвращения. Этот параметр соответствует перигею, который имел

* В расчетах учитывается действительное положение Луны, так как нет не¬

обходимости использовать упрощенную модель лунной орбиты (прим. автора).
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бы эллипс возвращения при отсутствии у Земли атмосферы. Он
влияет на угол входа в атмосферу и, следовательно, не может вы¬

бираться произвольно.

Если шесть этих величин заданы, то они полностью определяют
траекторию. Кроме того, необходимо задать еще четыре параметра,
которые должны определить ориентацию плоскостей орбит отправ¬
ления и возвращения. Эта задача будет подробно рассмотрена
ниже.

>90,0

Время с момента схода В час

125 VWJ (1Ш)(ш7)

\80,0

g~lJI0S5h8 59,5

о,25 -о—

1,8
(3309) 7 (2026) 19 (т7) З!(7233)

Скорость относительно

Земли В м/сек

Орбита Лунь/,
времл с момен¬
та схода в час

Рис. 5. 40. Траектория облета Луны

На рис. 5.40 показана точная траектория облета Луны, для ко¬

торой независимые переменные конической аппроксимации имеют

следующие значения: *

гт= 1899,8 км, /^ = 35°,

tA = 555,125 юлианских дней, rz = 6564 км,

= 28,3°, = 6453 км.

Траектория вычерчена в масштабе и спроектирована на плос¬

кость лунной орбиты в невращающейся системе координат, начало

которой совпадает с центром Земли. Время, измеряемое в часах от

момента схода, и скорость относительно Земли в метрах в секун¬

ду указаны для некоторых точек траектории. На рис. 5.41 показа¬

ны часть траектории вблизи Земли и часть гиперболической орбиты
относительно Луны. В последнем случае скорости указываются от¬

носительно Луны.

* Величина tА дана в средних солнечных сутках, если считать от полуночи,

предшествующей 31 декабря 1966 г. (эфемеридное время) (прим. автора).

187



Общий подход*, принятый здесь при разработке метода расчета,
состоит в получении сначала двух эллиптических орбит с фокуса¬
ми в центре Земли — орбиты отправления и орбиты возвращения,
которые удовлетворяют заданным конечным условиям и которым,

кроме того, на границе сферы влияния Луны соответствуют векто¬

ры относительной скорости, ориентированные определенным обра¬
зом относительно центра Луны. Регулируя время полета по каждой
траектории, можно добиться того, чтобы модули обоих векторов ско-

Траек пория
относигт ельно Земли

(5704L,
125,4

(7157)
126,2

(8573)
‘

126,35
"

Траектория
относительно

Луны

(1465)

61,4

0,25•
(8566)

Скорость относительно
Луны в м/сек ^

(1798)
62,1

,62.6
(2288)

Время с момента схода в час

Скорость относительно
Земли в м/сек

(5011)'

Рис. 5.41. Части траектории вблизи Луны и вблизи Земли- в увеличенном

масштабе

рости стали бы равны требуемой величине. Если предположить, что

движение космического корабля в пределах сферы влияния можно

рассматривать в рамках задачи двух тел, то действие притяжения
Луны выразится просто в повороте вектора относительной скоро¬
сти сближения в плоскости относительного движения. Два вектора
относительной скорости определяют плоскость этого движения. Та¬

ким образом, существует возможность найти реальную гиперболи¬
ческую траекторию облета Луны путем перемещения этих векторов
в общей плоскости с целью получить такое их расположение отно¬

сительно Луны, чтобы космический корабль пролетел мимо нее на

расстоянии, которое совместимо как с величинами векторов отно¬

сительных скоростей, так и с углом между ними.

Рассмотрим теперь в общих чертах вычислительную схему. Не¬

которые наиболее важные математические детали будут описаны

в следующем разделе.

1. При заданных tAj iь и гl выбирается точка на сфере влияния

Луны и время полета tFL от точки схода до этой точки. Пусть 7т —

* Метод выбора траекторий облета Луны, основанный на результатах рас¬

четов нескольких семейств траекторий, описан в работе [74] {прим. ред.).
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вектор, направленный от центра Земли в выбранную точку на сфе¬
ре влияния. На основании этих величин может быть вычислена
эллиптическая траектория отправления и определены векторы по¬

ложения и скорости космического корабля Ттм и vTM относительно

Луны на границе сферы влияния.

2. Векторы гтм и vTM полностью определяют гиперболическую
траекторию с фокусом в центре Луны. Тем самым получаем модуль
радиуса-вектора перилуния гш и величину перпендикуляра га, опу¬
щенного из центра Луны на асимптоту гиперболы. При прохожде¬
нии границы сферы влияния относительное движение космического

корабля происходит в основном по этой асимптоте, поэтому га яв¬

ляется расстоянием, на котором космический корабль пролетел бы
от центра Луны, если бы не было притяжения Луны. Подробная
схема показана на рис. 5.42.

3. Изменяя затем вектор Тт' путем перемещения* его конца по

границе сферы влияния и повторяя шаги 1 и 2, получим траекторию,
для которой га равен нулю, а вектор относительной скорости vTm

направлен .в центр Луны. Итерационный процесс основан на том,

что сначала систематически перемещается вектор Тт по границе
сферы влияния до тех пор, пока вычисленное значение гш не станет

меньше некоторой наперед заданной величины. (Величина 32 ООО о*
является вполне удовлетворительной для начала второй итерации.)
Затем, поскольку перемещение конца вектора положения Тт по гра¬
нице сферы влияния на малую величину незначительно изменяет ве¬

личину или направление вектора vtm, уточненный вектор Тт можно

определить из выражения

где Тем — вектор положения Луны относительно Земли, a rs
—

ра¬

диус сферы влияния. Обычно достаточно четырех или пяти итера¬
ций, чтобы величина га уменьшилась до значения менее 1,5 км.

4. Используя вычисленное значение величины vTM и первона¬
чально заданное расстояние пролета rw, можно рассчитать интер¬
вал времени ts, в течение которого космический корабль находился

бы в пределах сферы влияния Луны, если бы направление и вели¬

чина вектора vтм соответствовали этому гш. Тогда tA + ts есть мо¬

мент времени, когда космический корабль покидает сферу влияния

и переходит на траекторию возвращения.
*

При заданных tA, tFL географическая долгота точки схода задана, и при

фиксированном iL плоскость орбиты полета к Луне определена [см. уравнение

(5.6)]. В течение итерационного процесса конец вектора гт перемещается по

линии пересечения этой плоскости с поверхностью сферы влияния. Автор доби¬

вается направленности вектора vT^L
на центр Луны, чтобы, обеспечив то же

самое на шаге 5 для вектора скорости VT^ орбиты возвращения, получить воз¬

можность провести через оба вектора плоскость относительного движения (так
как в этом случае гарантируется, что оба вектора скорости будут лежать

в общей плоскости, проходящей через центр Луны) (прим. ред.).
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Рис. 5.42. Гиперболическая траекто¬
рия облета Луны

Рис. 5.43. Минимальная величина пролета
относительно центра Луны в зависимости

от времени, перелета от точки схода до гра¬
ницы сферы влияния Луны

190



Интервал времени ts наиболее просто вычислить следующим об¬

разом. Большая полуось гиперболы ап зависит только от vTM. Дей¬
ствительно, из уравнения (2.9) имеем

где —

гравитационная постоянная Луны. Потребный угол пово¬

рота 2v вектора vTм тогда может быть вычислен, как показано

в разд. 5.3, по формуле

ah

Далее, поскольку эксцентриситет гиперболы равен просто cosec v.

из уравнений (2.33) и (2.30) следует

5. Шаги 1, 2 и 3 повторяются с заданными значениями tA + ts, iR
и rR и выбранной величиной времени полета tFR от сферы влияния

до перигея траектории возвращения.
6. Величина tFR систематически уточняется и шаг 5 повторяется

до тех пор, пока модули двух векторов vTml и vtmr не станут равны
между собой. Угол 2v между этими векторами находится из соотно¬

шения

Читателю следует сравнить это выражение с уравнением (5.8).
Хотя в данном случае предполагалось, что движение происходит
в основном по асимптоте гиперболы подхода, результаты давали

бы большую ошибку, если при вычислении гт использовалась бы

скорость в бесконечности.
7. Величина tFL систематически уточняется, и шаги 1—6 повто¬

ряются до тех пор, пока вычисленное значение гт не совпадет с

первоначально заданным значением. Типичный пример изменения

величины пролета от времени полета по траектории отправления
показан на рис. 5. 43.

* Имеется в виду фиктивный пролет. Фактический пролет в результате
шагов 3, 5 сводится к нулю (прим. ред.).

(5.9)

sin v (5. 10)
1 +
—

•

м

Здесь аргумент Н находится по формуле

(5.11)

(5.12)

sin 2v= VTML Х VTMR
(5. 13)

а расстояние пролета* гт — по формуле

rm = CLh (cosec v—1). (5. 14)
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8. Векторы rTML^ и rTMR изменяются в плоскости, определяемой
векторами vTML и vTMR , регулируя каждый из векторов относитель¬
ной скорости через величину га, равную

ra = cihctgv. (5.15)
Этот шаг*^также связан с итерационным процессом. Хотя векто¬

ры vtml и vtmr при перемещении векторов rTML и г TMR изменяют¬

ся по направлению незначительно, влияние этих изменений на гп

превышает допустимые пределы. Правда, при этом изменение вели¬

чины относительной скорости составляет менее 0,3 м]сек.
9. Для каждого из вновь найденных векторов скорости снова

рассчитывается величина гт как последняя проверка правильности
расчета на шаге 8. В любом случае, как показывает опыт, ошибка
в гт составляет менее 1,5 км.

5.6. Схема расчета конических орбит
Математические подробности, знание которых необходимо для

автоматизации процесса вычислений, описанного в общих чертах
в разд. 5. 5, большей частью просты. В настоящем разделе рассма¬
триваются те пункты вычислительного процесса, которые, на пер¬
вый взгляд, возможно, и не очевидны.

Основная задача, упомянутая в п. 1 предыдущего раздела, со¬
стоит в определении векторов положения rL и скорости vL при
сходе в точке перигея траектории отправления, которые обеспечат
полет по дуге эллиптической орбиты с перигеем rL, причем для до¬
стижения заданного положения гТ требуется время tFL. Плоскость

этой орбиты образует с экваториальной плоскостью Земли угол iL-
Вообще говоря, как показано на рис. 5.44, существуют две плос¬

кости, удовлетворяющие заданным условиям, за исключением двух

случаев: 1) при наклонении 90° существует только одна такая плос¬

кость; 2) решение невозможно, если желаемый угол наклонения

меньше широты положения цели относительно плоскости земного

экватора. Пусть L и X— широта и долгота конца вектора гт. Когда

существуют две возможные плоскости орбит, долготы их восходя¬

щих узлов Q\ и Q2 определяются по соотношениям

= X — о, ^2== ^ —1— ^ —1— >

где

tg L
sina= ——.

Любая из двух плоскостей может быть использована для траекто¬

рии отправления. Поскольку те же самые условия справедливы и

для траектории возвращения, потенциально возможны четыре раз¬

* При реализации шага 8 ib и 1д, по-видимому, уже не останутся задан¬

ными (прим. ред.).
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личных орбиты облета Луны, удовлетворяющих условиям задачи.

Кроме ограничений геометрического характера, налагаемых на

угол наклонения плоскости траектории, необходимо исследовать

еще одно ограничение. Так как задается только радиус перигея rLy
то центральный угол 0, соответствующий полету космического ко¬

рабля от гь до гт, должен быть выбран с учетом данного времени
полета. Время tFL и соответствующий угол G не могут выбираться

возможные
плоскости траекторий

Экваториальная
плоскость

Рио. 5. 44. Плоскости траекторий

произвольно, если орбиты отправления и возвращения должны
быть эллиптическими.

Траектория перелета от rL до гТ была названа в разд. 3. 1 каса¬

тельным эллипсом, большая полуось которого а определяется по

уравнению (3.5). В применяемых здесь обозначениях имеем

rL(rL~rTC0Sb)

%rL — 'Т (1+ cos 0)
(5.16)

Следовательно, для эллиптической орбиты (0<Ся<оо) должно вы¬

полняться условие

2г

l-fcos6<— .

Гг

Когда знаменатель уравнения (5. 16) равен нулю, т. е. при О = 0Р,
где

2г.
cos е=-^~ 1,

необходимая коническая орбита представляет собой параболу, а
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соответствующее время полета tFL(p) вычисляется по формуле, по¬

лученной в задаче 2. 10:

j/" "l)
(гг+ 2гЯ-

Для эллиптической траектории заданное значение tFL должно пре¬
вышать ipL(p) •

Таким образом, резюмируем: задача определения траектории
отправления решается только в том случае, если выполняются не¬

равенства

ib>Lt tFL>tFL(p).

Аналогичный вывод справедлив и для траектории возвращения.
Если ориентация плоскости траектории известна, остается ре¬

шить задачу вычисления центрального угла 0, после чего из урав¬
нения (5. 16) и соотношения

е=\-^ (5.17)
а

находятся орбитальные элементы а не. Один из способов расчета
состоит в использовании теоремы Ламберта для времени полета

по дуге эллиптической орбиты в форме (3.20) и (3.21). Перепишем
эти уравнения в виде

^= |//r^-{n+ sgn(sin0) [(а — sin а — л) — (j3 — sin 3)]}, (5. 18)

где

а
-ш / s .В Г s — c

Sill—=1/ —, Sin —= л / ,

2 у 2а 2 у 2а

5=1/2'(rL-\-rT + c),
а с — расстояние по прямой от перигея до гт:

с2 = г1 + г\ —cos 0.

Из уравнения (5.16) а определяется как функция 0, поэтому

уравнение (5. 16) выражает.время полета tFL через единственную

переменную 0. Для типичного случая на рис. 5.45 показана зави¬

симость tFL от угла 0.

Ввиду трансцендентности уравнения (5. 18) невозможно выра¬
зить 0 через t, используя конечное число элементарных функций.
Однако простой метод Ньютона обеспечивает достаточно быструю
сходимость итерационного процесса в данном случае. Для этой цели

dtpi
потребуется производная :

dt , з t т da / .
Г а /ds s da \ ,

-ir=T^-«+l/^sgn(sl
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где

ds *ifт
—

_

^ • I

db

- = -±-± sm (
2с

J_da_= 2rT (а ~ ri) sisin б

a db ri+fi-rf

К сожалению, правая часть выражения для производной неопре¬
деленна при 0=я. Однако можно по¬

казать, что

f.FL час

lImsinI /Л.Л
о->7с sin а у гт \

откуда

dtFL =л[1 + Гт^
db 0=те V 2}xRrL

Для шага 2 описанной ранее вычис¬

лительной схемы требуется знать век¬

торы положения и скорости относитель¬

но Луны ?тм и vTM на границе сферы
влияния. Эти векторы могут быть вы¬

числены следующим образом.
Уравнения (1.38) при i=iL и

Q = или Q = &2 определяют направ¬
ляющие косинусы нормали iс к пло¬

скости эллиптической траектории:

/ sin 2 sin iL
к= \ —cos 2 siniL

\ cos iL
Тогда вектор скорости относительно

Земли в точке с положением гт опре¬
деляется по выражению

и град

Рис. 5. 45. Зависимость вре¬
мени полета от истинной

аномалии

V- 7 |*
• т ~1 I к X гт

где р
—

параметр данной орбиты. Заметим, что вектор положения

точки схода легко находится из соотношения

Гт = — (cos б •

гт sin bi: X гг).
г
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Наконец, если гЕм и г;— векторы положения и скорости Луны
относительно Земли в момент времени то справедливы равен¬
ства

rTM~rT~~rEMi VTM=Vr~VEM-

Чтобы определить с приемлемой точностью расстояние пролета
от Луны, достаточно предположить, что вектор скорости vtm на¬

правлен вдоль асимптоты гиперболы подхода. Тогда единичный век¬

тор ia, лежащий в плоскости гиперболы и нормальный к ее асимп¬

тоте, вычисляется по формуле

утм х (гтм х утм)
I утм х (гтм х vtm) I

а отклонение или дальность прицеливания га равна

ra=irTM'ta*

Минимальное расстояние пролета гш вычисляется с помощью урав¬
нения (5. 14), когда угол v определен по уравнению (5. 15). Отсюда
вектор положения перилуния ?т нетрудно найти по формуле

~Гт= Гт (COS Viа

Задачи

5.1. Космический корабль обращается вокруг Солнца по круго¬
вой орбите радиусом в одну астрономическую единицу. С помощью

импульса скорости космический корабль переводится на орбиту пе¬

релета с периодом 1,5 года, которая пересекает орбиту Марса после

прохождения гелиоцентрического угла 140°. Предполагая, что кос¬

мический корабль пролетает на минимальном расстоянии 4800 км

от поверхности Марса впереди планеты, определить период обраще¬
ния новой орбиты. Принимается упрощенная модель солнечной си¬

стемы.

5.2. Определить минимальную скорость отправления для пере¬
вода космического корабля с геоцентрической орбиты на межпла¬

нетную орбиту перелета к Марсу с периодом в 1 год. Показать, что

такая орбита перелета является эллипсом, касательным к орбите
Марса и что сход с геоцентрической орбиты должен происходить

в точке, соответствующей концу малой оси гелиоцентрической ор¬
биты.

5.3. С целью анализа ошибок желательно определить ожидае¬

мые отклонения величины приращения скорости за счет контакта

с планетой назначения в зависимости от отклонений вектора точки

прицеливания. Для простоты предположим, что величина скорости
сближения Voo не изменяется при изменении га.

sin v —

V
ТМ

тм
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Показать, что

d v л— v •

| оо0 ОС I
V

(1 — sin v) sin 2v.
dra

5.4. Величину rs (—\ можно представить как линейный
\dra)

коэффициент промаха для корабля, входящего в атмосферу плане¬

ты. Действительно, на этот коэффициент следует умножить ошибку
в расстоянии до точки прицеливания га, чтобы получить соответст¬

вующую ошибку в момент попадания на поверхность планеты. По¬

казать, что

Снова предполагается, что изменение га не влияет на и*,.

5.5. Показать, что знак радиальной составляющей вектора ско¬

рости v\ для орбиты перелета, соединяющей концы радиусов-векто¬
ров ?\ и г2 при центральном угле 0, совпадает со знаком величины

где р
—

параметр орбиты.
5.6. Для исследовательских траекторий полета к Марсу с воз¬

вращением, показанных на рис. 5. 32—5.34, скорость подхода при

возвращении к Земле, выраженная в геоцентрической эллиптической
системе координат, записывается в виде

Считая желательным попадание космического корабля в район Мек¬
сиканского залива, вычислить величину расстояния до точки при¬
целивания га, угол падения ф> и линейный коэффициент промаха,
определенный в задаче 5.4. Среднюю широту для Мексиканского

залива можно принять равной 28°.

5.7. В схеме расчета, описанной в разд. 5.6, можно для тех же

целей использовать уравнение Кеплера в виде

-—3238,8ix-f-2953iy-j- 1980/2 м)сек.

Тогда выражение

rT
—

rL cos E



будет определять iFL как функцию единственной переменной Е. По¬

казать, что соответствующая производная, необходимая для итера¬
ционного процесса, имеет вид

tFL час

Е град

Зависимость времени полета от

эксцентрической аномалии

dt
FL

dE

t
FL

1 rL sin E

rT
—

rL cos£
+

rT( 1 —COS E) -f rLE sin E

(rT
-

rL cos E) E- (rT
- rL) sin E

3_ sin E

2 1 — cos E

На соответствующем рисунке пока¬

зана зависимость tFL от Е.

Сравнение с рис. 5.45 указывает
на некоторые потенциальные преиму¬
щества использования выражения

Ламберта для времени полета по

сравнению с уравнением Кеплера.
В интересующей нас области относи¬

тельная нечувствительность tFL к из¬

менениям Е может привести к некото¬

рым затруднениям при обеспечении

быстрой сходимости итерационного

процесса нахождения Е.
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Применять двойные исследовательские траектории, обсуждав¬
шиеся в конце разд. 5.4, впервые предложил Крокко [19]. К сожале¬

нию, траектории Крокко требуют избыточной гиперболической ско¬

рости, превышающей 11 600 м/сек, что объясняется, главным обра¬
зом, выбором Марса в качестве первой исследуемой планеты. Если

изменить порядок облета и использовать сначала гравитационное
поле Венеры, то задача может быть выполнена с избыточной ско¬

ростью всего лишь 4750 м/сек.
Последние два раздела главы, посвященные расчетам траекто¬

рий облета Луны, основаны на работе д-ра Дж. Миллера и автора
настоящей книги, результаты которой впервые были опубликованы
в совместно подготовленной статье [13].



ГЛАВА Vi

Методы возмущений

В предшествующих главах было уделено много внимания реше¬
нию космических траекторных проблем с помощью методов, разра¬
ботанных для задачи двух тел. Как уже упоминалось в гл. I, только

задача двух тел может быть полностью исследована аналитически.

Одно лишь это обстоятельство не могло бы еще служить достаточ¬
ным основанием, чтобы оправдать такую большую роль, отводимую
задаче двух тел. Однако, как мы уже неоднократно замечали, ап¬

проксимация истинных орбит коническими сечениями не только до¬

статочно хорошо представляет реальное движение, но также может

использоваться как основа для методов точного определения траек¬
торий [69], [71], [75].

Полные уравнения движения были выведены в гл. I; здесь же

будут рассмотрены несколько численных методов их решения. Один
из основных разделов небесной механики посвящен так называемым

методам возмущений. Принято различать два класса методов воз¬

мущений— методы общих возмущений и методы специальных воз¬

мущений. Первые из них состоят в расчете влияния возмущений пу¬
тем разложения интересующих нас величин в ряды и их почленного

интегрирования. К последнему классу относятся все численные ме¬

тоды определения возмущенных орбит с помощью непосредственно¬
го интегрирования либо прямоугольных координат, либо совокуп¬
ности так называемых оскулирующих орбитальных элементов.

В нашу задачу не входит рассмотрение всех или даже большин¬

ства известных методов, которые были когда-либо разработаны для

конкретных применений. Более того, если не считать единственного

элементарного примера в разд. 6. 3, мы вовсе исключаем из рассмо¬

трения методы общих возмущений. Вместо этого предметом нашего

изучения будут служить методы специальных возмущений, которые

найдены наиболее удобными для расчета космических траекторий.
Необходимо отметить, что методы учета возмущений, приводи¬

мые в первых четырех разделах этой главы, не являются прибли¬
женными. Напротив, уравнения для возмущений содержат в себе

точно такую же информацию, как и исходные уравнения движения.

Приближения начинаются только на том этапе, когда для получе¬

ния численного решения выбирается та или иная схема численного

интегрирования. Основное достоинство методов возмущений состоит

в том, что они позволяют получать уравнения, очень мало чувстви¬

тельные к ошибкам округления при последующем их решении. Та¬
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ким образом, заданная точность может быть достигнута с помощью
меньшего числа значащих цифр, чем это потребовалось бы для ме¬
нее сложных способов.

Во второй части главы будет исследоваться проблема возмуще¬
ний несколько иного сорта. В противоположность общепринятым
методам небесной механики метод линеаризованных возмущений,
рассматриваемый в разд. 6.5—6.7, не обеспечивает точного описа¬

ния движения. В общих чертах этот подход состоит в линеаризации
уравнений движения путем разложения их в ряд относительно номи¬

нальной или опорной орбиты и отбрасывания членов выше первого

порядка. Конечно, для того чтобы результаты оставались справед¬

ливыми, необходимо ограничить величину отклонений от номиналь¬

ной траектории. Когда метод линеаризации применим в кон¬

кретном случае, он дает массу преимуществ. Прежде всего

получающиеся в результате уравнения намного проще. Но, пожа¬

луй, еще большее значение имеет то обстоятельство, что становит¬

ся возможным применить метод суперпозиции. Вследствие этого

для решения широкого класса задач становятся доступными все

приемы линейного анализа. Материал, содержащийся в разд. 6.5,
действительно составляет основу навигационных теорий, приводи¬
мых в гл. VIII и IX.

Матрицы возмущений, рассматриваемые в разд. 6.5, часто назы¬

вают коэффициентами чувствительности, поскольку они в удобной
форме описывают распространение ошибок вдоль данной опорной
орбиты. Следовательно, эти матрицы полезны не только для нави¬

гации в окрестности опорной орбиты; они могут быть использованы

и при выборе самой опорной орбиты.
Большинство орбит космических кораблей должно удовлетво¬

рять некоторым граничным условиям, и линейные методы возмуще¬
ний в этом случае особенно удобны. Пример использования таких

методов в процессе определения точных траекторий облета Луны
содержится в разд. 6. 6. Для решения этой задачи, равно как и для

решения задач наведения, формулируемых в последующих главах,
весьма существенную помощь оказывает так называемый метод со¬

пряженных уравнений. Одна система уравнений в возмущениях опи¬

сывает распространение ошибок в прямом направлении вдоль орби¬
ты. Сопряженные уравнения, с другой стороны, определяют распро¬

странение ошибок в обратном направлении, т. е. соответствуют дви¬

жению, которое получилось бы, если пустить корабль вдоль орбиты
обратно. Существует целая область математики, связанная с тео¬

рией сопряженных дифференциальных уравнений, и нам нередко

придется к ней обращаться.

6.1. Оскулирующая орбита

В разд. 1.4 были выведены уравнения движения тела Р2 относи¬

тельно тела Р\, учитывающие эффект присутствия других
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дополнительных тел Р3,
быть записано в виде

Рп- Основное уравнение может

где г — вектор положения Р2 относительно Р\, a aci
—

вектор уско¬
рения вследствие присутствия возмущающих тел. На самом деле,

конечно, аа можно понимать в гораздо более общем смысле и учи¬
тывать с его помощью все возможные силы, из-за которых относи¬

тельное движение Р2 не совершается по строго конической орбите
с фокусом в Р\. Предположим, например, что Р2— это космический

корабль, а Р\ — Земля. Тогда, кроме центральной гравитационной
силы, обратно пропорциональной квадрату расстояния, на корабль
будут действовать другие факторы, в различной степени влияющие

на его движение. Источниками этих возмущений могут быть: 1) не¬

сферическая форма Земли; 2) атмосферное сопротивление и подъ¬

емная сила; 3) Солнце и другие планеты Солнечной системы;

4) давление солнечного излучения; 5) ускорения от тяги двигате¬

лей космического корабля.
Если в какой-то момент времени t0 все факторы, учитываемые

вектором ady внезапно прекратят оказывать какое бы то ни было

влияние на движение, то орбита превратится в коническое сечение,

а положение и скорость можно будет точно вычислять с помощью

формул задачи двух тел, выведенных в разд. 2. 8. Иначе говоря,
в любой момент времени U векторы положения и скорости Р2 отно¬

сительно Р\ могут быть использованы для определения конической

орбиты. Термин «оскулирующая орбита» используется для наимено¬

вания именно этой мгновенной конической орбиты, соответствующей

моменту t0. На самом деле, конечно, тело Р2 ни в коем случае не

движется по оскулирующей орбите; однако, если возмущающие
силы малы по сравнению с притяжением центрального тела, то на

коротких интервалах времени истинное положение Р2 будет отли¬

чаться от аналогичного положения на оскулирующей орбите на со¬

ответственно малую величину.

Пусть, в частности, векторы r(t), v(t) представляют истинные

положение и скорость тела, а госк (t), voCK (t) —соответствующие
положение и скорость на оскулирующей орбите как функции вре¬
мени. В момент U имеем

Г Со) = Л>с к Со) - ® Со) = ®0С к Со).

так что для последующего момента времени можно запи¬

сать

/■Ю-Г(д+чд^+-^^_^)2+- •
•.

r0CK Cl) = Г Со)+ ®Со) А* -Г (ДС2 + • • •

\ )t=tо
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Таким образом, определяя 6(/) как вектор разности r(t) и г<у<ж(0 и

производя вычитание, получим

Аналогично, если v(^) —разность векторов v(t) и vocK(t), то

будем иметь

Принципом оскулирующей орбиты можно успешно пользоваться

для расчета возмущенных орбит. Наиболее простой метод опреде¬
ления положения и скорости корабля г (t) и v(t), когда орбита не

является конической, состоит в непосредственном численном инте¬

грировании уравнений движения в прямоугольных координатах.
Схема, известная в небесной механике как метод Коуэлла, целесо¬

образна в тех случаях, когда порядок ускорения ad тот же или выше

порядка ускорения от центрального гравитационного поля.

С другой стороны, если ad мало, то этот метод неэффективен.
Метод Коуэлла часто требует сравнительно малой длины интервала
для обеспечения заданной точности независимо от величины ad. Од¬
нако, если интегрировать не все ускорение, а только его прираще¬
ния, то одинаковая точность может быть достигнута при большем

интервале, когда ad мало. Такой процесс, именуемый методом Энке,

будет рассмотрен сейчас более подробно.

В момент t0 векторы положения и скорости г (to) и v (t0) опреде¬
ляют оскулирующую орбиту. Легко видеть, что вектор разности

6(/) должен удовлетворять следующему дифференциальному урав¬
нению:

Вычислительные трудности, возникающие при оценке коэффициента
при г в уравнении (6.3), можно обойти, применяя способ, описан¬

ный во втором подразделе разд. 1.4. Поскольку справедливо равен¬
ство

пли

(6.1)

v (/j) — ad (t0) kt -f ... (6.2)

(6.3)

и начальным условиям

s(g=o, Al-(/0)=V(g=o.
dt

r(t)— rocK(0+ S

то можно записать



Вычисление /(g) производится согласно разд. 1.4, откуда

1 + (1 + ?У>3/2
*

Теперь метод Энке можно сформулировать следующим образом:
1. Вычисляется положение тела на оскулирующей орбите в соот¬

ветствии с уравнениями (2.42) и (2.43) по формуле

|/^-/о)=ГУо) х?С (а0х2)+ [ 1 - г (д а0] х35 (а0*2) + r(t0) х.
У К-

2. Затем отклонения получаются численным интегрированием

уравнения

Первый член в правой части уравнения должен оставаться ма¬

лым, т. е. того же порядка, что и dd(t)y иначе метод не будет доста¬

точно эффективным. По мере того как модуль вектора отклонений

б возрастает, этот член обычно также увеличивается. Поэтому, для

того чтобы сохранить эффективность метода, нужно, зная истинные

положение и скорость, определить новую оскулирующую орбиту.
Процесс выбора новой конической орбиты, для которой нужно бу¬
дет вновь вычислять отклонения, называется спрямлением. Когда
спрямление выполнено, начальные условия для дифференциально¬
го уравнения относительно б снова становятся нулевыми, а правая
часть уравнения содержит теперь только возмущающее ускорение
eld в момент спрямления.

г0'Л*)= 1 - 7^- С(а0х2)р(^0)4-

где

„ _
2 v(t0)2

г (to) t*

a x определяется из выражения

cm

dt2
ОСК

6.2. Вариации орбитальных элементов

С каждой точкой истинной орбиты можно связать оскулирующую
орбиту, чьи орбитальные элементы определяются векторами истин¬

ного положения и скорости. Справедливо и обратное утверждение:



элементы оскулирующей орбиты однозначно определяют векторы
положения и скорости. Следовательно, имеется возможность описы¬

вать истинное движение тела через поведение во времени элемен¬

тов непрерывно изменяющейся оскулирующей орбиты. Если возму¬
щающие силы настолько малы, что отклонения от конической орби¬
ты остаются малыми в течение длительных периодов времени, то

мгновенные значения элементов будут изменяться медленно. Пре¬
имущества, обеспечиваемые таким способом описания движения,

сравнимы с теми, что дает метод Энке. Б настоящем разделе выво¬

дятся формулы, выражающие скорость изменения элементов оску¬
лирующей орбиты, которое вызывается истинным движением тела.

Для того чтобы различать оскулирующие элементы в двух сосед¬
них положениях r(to) и r(^i) =гбудем использовать обо¬
значения а0, г0,... и аи ей .... Выведем теперь обычным путем вы¬

ражения для производных от этих элементов по времени.

Вариация длины большой оси

Выпишем прежде всего уравнение (2.9) для интеграла энергии
в виде

rav -v=*\i (2а—г),

причем правило знаков для а нам уже известно. В момент t{ для

оскулирующей орбиты, определенной в момент t0, имеем

госк (М ЯоЯск (А) • г’оск 0"l) = !х [2Яо - Госк (*,)],

в то время как для истинной орбиты

г (*,) а, V (/,) • г»(/,)=ц [2а, - г (7,)].

Подставим во второе из этих уравнений
*

==^оск'Ю-Н' И "®(*l) = ®oc«(*l)-I-v

и вычтем из него первое. В результате получим

^"оск (^l) 0^1 ао) [^ОСК (^l) * ^ОСк (^l)] ~\~ ^l^OCK (^l) ^оск (А) * ^ -Г

+ Госк (*l) • V+ b'alV (*l) = ifll - ao) - *

Разделим теперь результат на At и перейдем к пределу при А/, стре¬

мящемуся к нулю. Учитывая уравнения (6.1) и (6.2) и записывая

—=Hmai~fl°',
dt At-*~0

будем иметь

r— I 2arv • ad= 2ц
dt

d r
dt

* Точный вид 6' здесь не имеет значения. Достаточно указать, что 6'=0(Д/)
(прим. автора).
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Следует отметить, что уравнение (6.4) можно получить фор¬
мальным путем из интеграла энергии в соответствии с общими пра¬
вилами дифференцирования, если рассматривать г как постоянную

величину, а а как переменную и заменить скорость изменения во

времени вектора v на Как будет показано ниже, это удобное пра¬
вило справедливо и в более общем случае.

Вариация модуля момента количества движения

Согласно уравнению (1.31) модуль момента количества движе¬

ния h определяется из выражения

h?=(rX f)'(rX •»)•
Действуя тем же способом, как и в случае большой полуоси, запи¬

шем

[госкЮ X 'Йоск (01 • КсК От) X ■Уоск Л)];

Л1={[госкЮ + 8] X [®ock(^i) + v]} • {[госкЮ"Й] X

X Fock(0 + v]}
и после вычитания получим

А? - Ао=2 [госк (tj) XV &)] • [госк &) Х^оск (Л)] + О (Д*)-

Разделим снова найденную разность на Дt и перейдем к пределу.
Следовательно,

fp=-^FxF,)-FxV)at h

или в другой записи

\ И ' аа) - (г ■ v) (г •~ad)\ • (6.5)
at h

Здесь, как и раньше, результат формально получается обычным

дифференцированием, причем h считается переменной, а г — посто¬

янной и dvldt заменяется на аа-

Вариация эксцентриситета

Скорость изменения эксцентриситета нетрудно получить, диффе¬

ренцируя выражение
h2 = [ia( 1—е2).

В результате этого будем иметь

dh К1 da 0 de



Используя уравнения (6. 4) и (6. 5), окончательно найдем

w
+ (6.6)

Вариация наклонения и долготы восходящего узла

Вектор момента количества движения h нормален к плоскости

оскулирующей орбиты, так что можно записать

h=r X^= /z/c.

Условимся, что в дальнейших выкладках система координат прини¬
мается невращающейся. Тогда компоненты единичной нормали Д

суть /3, т3, пъ и выражаются уравнениями (1. 38), откуда имеем

(sin
2 sin /

— cos 2 sin /

cos / ;

где i — наклонение, a Q — долгота восходящего узла оскулирующей
орбитальной плоскости относительно исходных координатных осей.

Формально применяя правило дифференцирования, получим

^cos 2 — sin 2 cos / sin 2 sin i \ / h sin / ——

V г
(гХаа)=| sin2 cos 2 cos/ —cos 2 sin/ | —

h|.(6. 7)

0 sin/ cos/
у у

Наконец, разрешая уравнение относительно вектора производных,

найдем

Ozsin/^^J\ / cos 2 sin 2 О

- h |=| — sin 2 cos / cos 2 cos / sin / |(j. у ^J. (6. 8)

\ ~~dt / \
S^n ^ S^n * C0S ^ s*n 1 C0S *

Здесь подразумевается, что rXdd представляет собой вектор-стол¬
бец, чьи компоненты являются его проекциями на оси фиксирован¬
ной системы координат, относительно которой измеряются Q и /.

Вариации аномалий

До сих пор все формулы были одинаково справедливы как для

гиперболических, так и для эллиптических оскулирующих орбит.
В этом подразделе мы будем рассматривать только эллиптические
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орбиты и предоставим читателю в качестве упражнения самостоя¬
тельно исследовать гиперболу с помощью аналогичных рассуж¬
дений.

Когда положение корабля определяется вектором г(/0), истин¬

ная, эксцентрическая и средняя аномалии, связанные с оскулирую-
щей орбитой, будут обозначаться через Е0 и М0. В следующий
момент времени ti = t0 + At вектор положения становится равным

r(t 1) и выбирается новая спекулирующая орбита с соответствующи¬
ми аномалиями fь Е{ и Мъ Разности аномалий

fi От) "“/о (^i) = Tl (^i)» I
<6-9)

Л11Ю-УИ0(/1)=¥Ю I

представляют собой величины, которые равны нулю при t\ = t0l но

чьи скорости изменения в момент t0 необходимо исследовать. С этой

целью запишем уравнение эллиптической орбиты

/11 №
г (1 ~\-е cos /) =—

дважды для каждой из оскулирующих орбит и вычтем из одного

уравнения другое. В результате получим

КскЮ+S'] {1+cos [/о ю+л (*,)]} -

-

госк Ю [ ■1 + *0 COS /о (Л)] =— (А 1
- Ао).

fA

Далее, действуя уже испытанным способом, найдем

. sdr] j. de 2h dh 1A4
re sin f ——=r cos/ , (6. 10)

dt (x dt

где — и вычисляются с помощью уравнений (6. 6) и (6. 5).
dt dt

Здесь снова применяется формальное правило дифференциро¬
вания с одним дополнительным требованием — заменить dfldt на

dx\!dt. Таким образом, dx\!dt выражает скорость изменения истинной

аномалии единственно за счет изменения орбитальных элементов,
а не за счет движения вдоль орбиты.

Из равенства, найденного ранее для эксцентрической аномалии,

cos£ =

cos / + е

1 + е cos /

получим подобным же образом вариацию эксцентрической аномалии



Для нахождения вариации средней аномалии воспользуемся

уравнением Кеплера
Е—е sin Е—М

и получим после формального дифференцирования

—=(1—ecosE)—— sinE . (6. 12)
dt dt dt

Теперь можно перейти к дифференциальным у )авнениям для

аномалий, описывающим истинное движение тела. Капример, к ле¬

вой части первого из уравнений (6.9) прибавим к вычтем /о(М,
разделим затем все на At и перейдем к пределу

д/-9»0 \ At At } At

Отсюда будем иметь

|
*

dt dt dt

или после учета второго закона Кеплера

(6.13)
dt г2 dt

Выполнение аналогичных операций с остальными двумя уравнения¬
ми (6. 9) приводит к следующим результатам:

dE_=na_.d^_ 14^
dt г

1
dt

(б 15)
dt dt

Можно вывести более удобное выражение для dx\tdt, чем урав¬
нение (6. 10). Из равенства

are sin /— hr -v

получим обычным путем

r^cos/ —гsin [r-ad-\-r-v— —V (6. 16)J
df

J
dt

1
h \

d
h dt) v

Теперь умножим уравнение (6. 10) на sin f, а уравнение (6. 16) на

cos / и сложим их. Отсюда найдем

dr\
м „т[',с05/(':Га')“('’+г)8‘,,/'^]' (6Л7)

Прежде чем закончить рассмотрение вариаций аномалий, целе¬

сообразно сделать следующие замечания:
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1. Величина dr\/dt может геометрически интерпретироваться как

отрицательная скорость вращения мгновенной линии апсид, когда

возмущающие силы лежат в оскулирующей плоскости, т. е.,

JL (ш -f п)= 0, если ~ad -7С= 0.
at

2. Величина dy!dt есть скорость изменения мгновенной средней
аномалии в эпоху, т. е. для уравнения Кеплера в виде

Е—е sin E= nt-\-a
будем иметь

do cl у

dt dt

Вариация аргумента перицентра

Если in — единичный вектор в направлении восходящего узла

оскулирующей орбитальной плоскости, то можно записать

7„-r=rcos («+ /).

Вектор 1п в опорной системе координат имеет составляющие cos £2,
sin Q, 0, так что справедливо равенство

(cos 2 sin 2 0)r=r cos (<*> + /),

где 7", конечно, вектор-столбец. Опять применим формальное пра¬
вило дифференцирования

( — sin 2 cos 2 0) г-^-= —rsin((o-f-/)f“7-+ —
dt \ dt dt

Вектор положения г выражается через координаты в опорной систе¬

ме в соответствии с уравнением, приведенным в задаче 1. 16. Под¬
ставляя это уравнение в предыдущее, окончательно получим

flfw , dQ dx\ /с л о\
—= — cos* L

. (6.18)
dt dt dt

Уравнение (6. 18) сводится к виду

d (ш + л)
_

dt
:0,

когда составляющая нормальная к оскулирующей плоскости

исчезает, так как на Q влияет только эта составляющая. Нужно до¬

бавить, кроме того, что уравнение (6. 18) можно вывести целиком

из геометрических соображений.

210



6.3. Применение метода вариаций
Среди большого числа уравнений в вариациях, выведенных

в предыдущем разделе, можно выбрать любую удобную и достаточ¬

ную систему для описания истинного движения. Например, можно

использовать следующую систему уравнений:

и уравнениями, выведенными в задаче 1.16 для векторов г иу. При
использовании такой системы компоненты вектора возмущающего

ускорения аа должны представлять собой проекции этого вектора
на оси невращающейся опорной системы координат.

Если заданы начальные условия для параметров а, h, Q, i, со, /
(начальное значение г| равно нулю), то дифференциальные уравне¬
ния могут быть проинтегрированы любым доступным численным

методом. В общем случае, когда возмущающие силы малы, можно

использовать сравнительно большой шаг интегрирования для всех

уравнений, кроме того, которое выражает скорость изменения истин¬

ной аномалии. Для полного использования преимуществ метода

вариации элементов особое внимание нужно обратить на проблему
выбора эффективного способа нахождения истинной аномалии. Мы

не будем останавливаться здесь на этом вопросе, поскольку его

можно будет просто обойти, применяя другой метод, излагаемый

в следующем разделе.

—h— / \—sin 2 cos/ cos 2 cos/ sin/ /
/ \ oiil UU (.УС I LUO Ub V_WO If

dt I \ /

/ cos Q sin 2 0 \

df h dy\
dt r2

1
dt

совместно с алгебраическими уравнениями

1 + е cos/
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Далее необходимо отметить, что при таком частном выборе
орбитальных элементов преимущества метода вариаций теряются
для орбит с малым наклонением или небольшим эксцентриситетом.
В любом из указанных особых случаев скорости изменения некото¬

рых из эйлеровых углов будут велики, несмотря на то, что возму¬
щающее ускорение мало. Отдельные способы разрешения этих про¬
блем рассматриваются в задачах в конце главы. Кроме того, метод,
излагаемый в следующем разделе, свободен от упомянутых недо¬

статков, так как в нем используется другая система орбитальных
элементов.

Для многих задач удобно выразить компоненты возмущающего

ускорения в местной системе координат. Пусть, например, а&
и adQ

— компоненты аа в плоскости орбиты, направленные вдоль

радиуса-вектора и перпендикулярно к нему, a adr
— составляющая,

нормальная к орбитальной плоскости. Тогда для формул, выведен¬

ных в предыдущем разделе, будем иметь следующие соотношения:

г-аи=гаdr’

sinf , h

v-ad--=r ,

■ -ДдН aM.
h

idr •

r

Особое внимание следует обратить на те уравнения, куда входит

произведенге гХаа* Проблема перехода к новой системе координат
наиболее удобным образом разрешается, если умножить слева обе
части уравнения (6.7) на матрицу поворота R~\ где R определяет¬
ся уравнением (1.37); только угол со нужно заменить на со +f, т. е.

на угол, измеряемый в орбитальной плоскости от восходящего узла
до мгновенного радиуса-вектора тела. Так как матрица R

— ортого¬

нальная, то ее обращение равносильно транспонированию. После

умножения и разрешения относительно вектора производных по¬

лучим

Oz sin i /cos ((*)+/) — sin (со -f- /)

—

|=| sin (со -j-/) cos (со-j- f) 0 |(rXO-
~ / \ ° 0 1

В этом уравнении вектор гХаа должен выражаться через местные

полярные координаты

- - ( 0

rXad=r I -adc

V Чал)

С учетом приведенных выражений для векторных и скалярных
произведений уравнения вариаций орбитальных элементов в поляр-

212



ной системе координат могут быть теперь переписаны в следующем
виде:

Уравнения для других элементов и аномалий остаются без изме¬

нений.

В качестве интересного и важного примера применения изло¬

женных принципов исследуем влияние на близкий спутник Земли

возмущающего ускорения, вызываемого асимметрией Земли относи¬

тельно ее оси. Если бы Земля была сферически симметричной, то

согласно разд. 1. 2 сила притяжения должна быть направлена пря¬
мо к ее центру, а движение спутника должно было бы происходить
в постоянной плоскости (при отсутствии, конечно, всех других
источников возмущений). Однако на самом деле гравитационное

поле Земли не является ни центральным, ни обратно пропорцио¬
нальным квадрату расстояния.

В соответствии с уравнением (1.7) возмущающее ускорение,
вызываемое несферичностью Земли, имеет вид

где \х
—

гравитационная постоянная Земли, a req
— экваториальный

радиус. В сферических координатах г, О, £, где 0 =«+/, имеем

fsin/'айг + [cos/ +— (cos/ + е)\аА >

at h \ L Р J J

^=Upiosf.adr-{p+r)sinf.adb],

cos Ф = sin 6 sin i,
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Поэтому, если рассматривать только вторую гармонику, то получим

!а*Л_ 3^
~ 3sin2 0 sin2i \

( аав ]— ^ I sin 20 sin2/ I-
\ adс / \ sin 0 sin 21 J

Для примера займемся вариацией долготы восходящего узла Q.

Тогда из последнего уравнения найдем

dQ, 3fJ.y2r\q cosi Sin20

dt hr%

или с учетом второго закона Кеплера и полярного уравнения эллип¬

тической орбиты

dQ 3ftcos i
.

—= -f (1 + * cos/) sin2 («>+/).
df hzp

Такая форма записи позволяет вычислить среднюю скорость изме¬

нения Q за один период обращения спутника следующим образом:

/о +2тс

Г2=/ 5 f'1-Л ау.со,/.
/о

где /г — среднее движение. Если орбита спутника близка к круговой
орбите радиуса г0, полученный результат можно переписать в виде

д2 = — 10,05 (~iJ,3qos i град\день. (6. 19)

(Значение /2 дано в приложении.) Итак, плоскость орбиты вра¬
щается вокруг полярной оси в направлении, противоположном дви¬
жению спутника и со средней скоростью вращения, выраженной
формулой (6.19).

Аналогичным способом получим среднюю скорость вращения
линии апсид

J У2 (l!LJ п (1 - 5 cosЧ)

или в случае круговой орбиты
'

дю= — 5,0 ^-^-j3,5(l — 5cos2/) zpadjdenb. (6.20)

Отсюда видно, что если />63°26',7, то линия апсид будет двигаться

назад, а если i<63°26',7 — вперед.

Совершенно так же можно исследовать вариации других эле¬

ментов.
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6.4. Обобщение метода вариаций
Как уже отмечалось в предыдущем разделе, в процессе приме¬

нения метода вариации орбитальных элементов возникает множе¬

ство проблем. Этот метод является наиболее мощным при медлен¬
ном изменении оскулирующих элементов. Трудности могут возни¬

кать в том случае, когда орбита близка к круговой и вследствие

этого перицентр слабо выражен. Точно так же, когда мало накло¬

нение орбиты, становится неопределенным положение линии узлов.
Если же орбита близка к параболической, то может слишком быст¬

ро изменяться большая полуось.

Известны способы борьбы с каждым из этих затруднений. Про¬
блема близости к круговой орбите рассматривается в задаче 6. 5,
вопрос о малом наклонении нетрудно исключить, переопределив
опорную систему координат, а проблема близости орбиты к пара¬
болической решается путем использования в качестве орбитальных
элементов параметра и эксцентриситета вместо большой полуоси.

Более серьезный недостаток, чрезвычайно неприятный при рас¬
четах, особенно на автоматических цифровых машинах, связан

с дополнительным дифференциальным уравнением, необходимым

для нахождения истинной аномалии. К счастью и эту проблему
можно обойти, выбрав систему орбитальных элементов, которая
не зависит от положения перйцентра.

Новая система элементов, которую предложил Пайне, состоит

из начальных векторов положения и скорости, и такой выбор, по¬

мимо всего прочего, приводит к дополнительному улучшению
метода. При использовании системы элементов Пайнса не только

отпадает необходимость в дифференциальном уравнении для ис¬

тинной аномалии, но также исчезает большая часть из перечислен¬
ных вырожденных случаев. Исключение составляет случай орбиты,
близкой к параболической. Однако, если использовать универсаль¬
ные формулы разд. 2.8 и далее с их помощью модифицировать
способ Пайнса, то появляется возможность одновременно произво¬
дить расчет для эллиптических, параболических и гиперболических
оскулирующих орбит и совершать непрерывный переход от одного

типа к другому. Для этого, в частности, понадобятся формулы
(2.42) — (2.44) и (1.46). Орбитальными элементами теперь явля¬

ются векторы гр и vo. Уравнения (2.43) и (2.44) можно разрешить
относительного и vo, если просто заменить t на —t, х на —х и по¬

менять местами г0, vq с г, v. Тогда будем иметь следующие соотно¬

шения:

(6.21)

где

F* = \ —— С (ах2),
Г

• 215



G'*= — \t — -^-.S(cuc2)l,
V p

/•') = [x — ax3S (ал:2)],

G*= 1—— С (ru2)

И

(6.22)
г И-

После аналогичного преобразования уравнение Кеплера (2.42)
принимает вид

Уравнение, выведенное в задаче 2.28, также понадобится для того,

чтобы выразить модуль г0 через мгновенные положения и скорость.
Таким образом, будем иметь

Схема вывода уравнений в вариациях для го и vo представляет
собой непосредственное приложение формального правила диффе¬
ренцирования, изложенного в разд. 6. 2. Обычным способом полу¬
чаются производные г0 и г70 из уравнения (6.21), причем г и t счи¬
таются постоянными, dvjdt заменяется на аа, а dxjdt на d^/dt, где g
так же связана с х, как т], р, у связаны с /, £, М. Иначе говоря, g
представляет собой изменение х, вызываемое только изменениями

ГО И Vq.

Необходимая модификация, которая позволяет проходить через

параболический случай, заключается в выводе производных от воз¬

мущений для а?о и avo вместо того, чтобы делать это для г0 и г70,

а также в определении а из дифференциального уравнения, полу¬
ченного формально из уравнения (6. 22) :

Следовательно, если умножить уравнение (6.21) на а, применить

правило дифференцирования и использовать уравнение (2.41) для

прозводных от S и С, то будем иметь

Y^t= ( 1 — ra) x3S (ах2) -{-гх — х2С(ах2). (6. 23)

г0 = г-[-(1 — ra)x2C (ах2)—[х — ax3S (си;2)]. (6.24)
Vv-

d (ar0)
dt dt

d (av0)
_

d (aFt)
(6. 26)

dt dt
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где

dt

d (aG*)

d (a/7*)

,«
dt

Остается определить производные от возмущений £ и г0. При¬
меняя формальное правило дифференцирования к уравнению (6. 23)
и видя, что согласно (6. 24) коэффициент при d^/dt равен просто г0т
найдем

a -^-=—[x(r+r0)-2|/^ -V>(l+ra) (G* + /)] v-ad+
dt fJT0

При соответствующих начальных условиях, заданных для а, ага
и аг70, уравнения (6. 25) и (6. 26) могут быть проинтегрированы лю¬
бым подходящим к данному случаю численным методом. Для каж¬

дого шага по времени соответствующая величина х определяется
из решения обобщенного уравнения Кеплера (2.42). Затем вычи¬

сляются мгновенные векторы положения и скорости с помощью

формул (2.43) и (2.44). Конечно, представленные уравнения гро¬
моздки и сложны в алгебраическом отношении, но при расчете на

быстродействующих машинах этот недостаток, по-видимому, с из¬

бытком компенсируется тем, что они являются совершенно общими
и свободными от всяких неопределенностей и вырожденных случаев.

(6. 27)

Аналогично, дифференцируя уравнение (6.24), получим

a ^^-=— [2г(1 — Z7*)-!- ах or - v (G*-|-7) —
dt LL

<6-28)
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6.5. Фундаментальные матрицы
возмущений

Основой решения задач космической навигации, которые будут
обсуждаться в гл. VIII и IX, является некоторая совокупность мат¬

риц. В настоящем разделе мы определим эти матрицы, укажем на

ту роль, которую они могут играть в теории навигации, и покажем,

как их можно получить с помощью решения системы дифференци¬
альных уравнений. Затем в разд. 6.7 будет описан прямой метол

вычисления этих матриц в случае, когда исходные траектории яв¬

ляются идеальными коническими сечениями.

Хотя излагаемые здесь принципы являются совершенно общими,
их гораздо легче пояснять на примере какой-то конкретной задачи.

Рассмотрим для определенности летательный аппарат, выходящий

на орбиту в момент tL и движущийся под влиянием одного или не¬

скольких гравитационных полей до прихода в точку цели в момент

tА. Пусть г0(t) и vo(t) —векторы положения и скорости в момент t

аппарата, летящего вдоль номинальной кривой, которая соединяет

начальную и конечную точки. В результате начальных ошибок, воз¬

никающих из-за невозможности вывода аппарата на точную орбиту
при запуске, истинные векторы положения и скорости r(t) и v(t)
будут отличаться от соответствующих номинальных величин. Будем
предполагать, что эти отклонения от опорной траектории всегда

малы. Это позволит применять методы линеаризации.

Свяжем с положением г в произвольный момент времени t век-'

тор v *, который представляет собой скорость, необходимую для

перелета аппарата под действием только гравитации из данного

положения в точку цели1. Поскольку при фиксированном t вектор
у* есть функция г, можно разложить v* (г; t) в ряд Тэйлора отно¬

сительно точки ro(t). Если обозначить

и пренебречь членами, содержащими степени 6г выше первой, то

разложение Тэйлора может быть выражено достаточно просто:

где C*(r0; t) —матрица частных производных составляющих v* по

составляющим г, найденных в точке г0. Пусть для определенности

выбрана какая-то система ортогональных осей. Записывая г и v*

как векторы-столбцы в виде

1 К этому следует добавить, что время перелета в точку цели считается

заданным (прим. ред.).

8г(0 = r(t) — r0 (t)

г)*(г; t) = v0{r0; t)-\-C‘{rG\ t)lr(t), (6. 29)
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можно определить матрицу С* следующим образом:

(rol i)—
dv*

dr

'dv* К dvx 1

дгх дгу drz

Ч дА
дгх дгу drz

dv*z к
\дгх дгу drz \

(6. 30)

\ uvz /

\ dr г dry drz I

Подразумевается, что частные производные вычисляют в точке г0.

В пределах допущений, вытекающих из линейной теории, урав¬
нение (6.29) обеспечивает простую схему вычисления потребной
скорости. Так как г70 (; t) и C*(r0; t) известны, то вектор бг, кото¬

рый получается методами, рассматриваемыми ниже в гл. VII, пол¬

ностью определяет скорость, потребную для встречи с целью1.
Очевидно, что система навигации для определения потребной

коррекции скорости должна найти v (t) — истинную скорость кос¬
мического аппарата, когда его положение определяется вектором
r(t). В частном случае, для которого v(t) —скорость, достигнутая
в свободном полете аппаратом, движущимся из фиксированного
стартового положения г, за время t—tL, вектор v будет функцией
только г и t. Следовательно, для фиксированного t можно разло¬
жить v (г; t) в ряд Тэйлора относительно точки ro(t). Пренебрегая
членами высших порядков по сравнению с бг, имеем

v [п t) = Vb(rQ\ *) + C(r0; t)br(t), (6.31)

где C(ro; t) —матрица частных производных составляющих v по

составляющим г, вычисляемая в точке г0. Если обозначить

- м
W

то матрица С определяется следующим образом:

с(>0; 0 =
dv

dr
(6. 32)

причем частные производные вычисляются в точке г0.

Определим теперь новый вектор

д<v(t) = v* (t) — v(t),

представляющий собой изменение скорости, необходимое для пере¬

вода в момент t летательного аппарата на новую орбиту, которая

(6.33)

См. примечание на стр. 218 (прим. ред.).
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приведет его в точку встречи к моменту tA. Тогда из уравнений
(6.29) и (6.31) будем иметь

№ (t) = [С" (t) — С (*)] &г (О- (6.34)

(Функциональная зависимость матриц С и С* от параметров опор¬
ной траектории всюду подразумевается, но далее в индексах отра¬
жаться не будет.)

Итак, получен простой переход от ошибок по положению к кор*
рекции скорости, которую нужно произвести для выполнения по¬

ставленной задачи.

Допустим, что космический аппарат начиная с момента отправ¬
ления находился в свободном полете и что в момент t его отклоне¬

ние от опорной траектории достигло 6г. При таких обстоятельствах

вектор положения корабля г в момент t зависит только от скорости

в момент отправления v(tb)• Если ввести обозначение

пренебрегая членами, чей порядок выше, чем бv(tL). Элементы
матрицы R[vo(tL) \ t] являются частными производными составляю¬

щих г по составляющим v(tL), т. е.

где матрица Л(*) = [С*(0—1C(t)]R(t) связывает отклонение скоро¬
сти в момент запуска с необходимым из-за этой ошибки изменением

скорости в момент t.

Если космический аппарат будет лететь не по опорной траекто¬

рии от момента запуска до прихода в точку встречи, то естественно,

что в момент прибытия tA его скорость будет отличаться от номи¬

нальной. Обозначим эту разность скоростей через

и будем искать связь между bv (tA) и бг; (tL). Используя уже пример
нявшиеся соображения, нетрудно показать, что вектор положения г

bv(tL) = v(tL)-v0(tL),

то можно записать

r [v &,); t] =r0 [z/0 (tL); t] + R [г»0 (tL); t] bv {tL), (6. 35)

(6.36)

причем подразумевается, что частные'производные вычислены при

v {tb) —Vo (tb) .

Из уравнения (6. 35) имеем

br(t) = R(t)bv (tL).

Подстановка (6. 37) в (6. 34) дает соотношение

Av =

(6. 37)

(6.38)

bv(tA)= v(tA)-v0(tA)
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будет функцией только v(tA), и это позволяет выразить r[v{tA)\ t]
следующим образом: ,

Г [v (tA)\ t] =70 к('л): t] + R* [v0 (/д); t] bv (tA), (6.39)

сохраняя лишь члены первого порядка по бv{tA). Здесь использо¬

вана новая матрица

я* к(*л); А-
дг

Л(*л)
(6.40)

а частные производные, входящие в нее, вычисляются при v(tA) =
= vo(tA). Так как, очевидно, выполняется соотношение

b?(t)=R\i)iv(tA), (6.41)

то, учитывая (6.37), нетрудно получить искомое выражение

.R'(t)iv(tA) = R(t)lv(tL)

или, записывая его по-другому,

bv(tA) = R\t)^R(t)bv(tL). (6.42)

Для дальнейшей работы понадобятся дополнительно еще две

матрицы. При фиксированном r(tL) как вектор положения лета¬

тельного аппарата в момент t, так и его текущая скорость v могут

рассматриваться зависящими только от начальной скорости. Вслед¬
ствие этого обстоятельства имеем

® Ь> (ЬУ> *] k (*t); А + v к A bv (tL). (6.43)
Это уравнение похоже на уравнение (6. 35). Далее, используя те же

приемы, которые привели к уравнению (6.39), можем записать

$ (*л); *] =®о к (^л); /] +v* к (*л); А ^ Ил)- (б- 44)

Матрицы V и F* определяются аналогично матрицам R и Л*, т. е.

dv

(6.45)V\v0 (tL); t\ =

^к(^л); А =

дЪ{Ч)
dv

di(tA)
(6.46)

Ясно, что матрицы R, V и С не являются независимыми. Дейст¬
вительно, из уравнений (6.32), (6. 36) и (6.45) имеем соотношение

V(f)= C(t)R(t).

Точно так же и для матриц со звездочками

V* (t) = C*

(6.47)

(6.48)
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С помощью соотношения (6. 47) можно определить матрицу Л

которая появится в дальнейших выкладках.

Систему матриц R, Л*, F, F* или в других случаях систему С,

С*, Л, Л* будем называть фундаментальными матрицами возму¬
щений. Покажем теперь, что они могут быть легко получены в виде

решения некоторых матричных дифференциальных уравнений.
Предположим для простоты, что на движение оказывает влияние

только одно гравитационное поле, обратно пропорциональное квад¬

рату расстояния. Переход к более общим случаям нетруден и его

мы оставляем читателю в качестве упражнения.
_

_Чтобы получить дифференциальные уравнения для матриц R

и F, подставим (6. 35) и (6. 43) в основные уравнения движения

(6.49)

и аналогичную матрицу со звездочкой

(6. 50)

dr —. dv fx
-

—= v\ —= ■—— r,
dt dt r*

в результате чего будем иметь

^-\-^-^(tL) = v0 + Vbv(iL).
dt dt

С точностью до первого порядка 6г можем записать

^=[(^Мго+ *?)]-ЗВ
Г6

— (го -Т 2г о8г)-3/2
1 гтЛг

Подставив сюда бг из соотношения (6.37), получим

и с учетом этого приближенного выражения найдем
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Здесь опущены члены, содержащие высшие степени 6v(tL). В ре¬
зультате, вводя определение новой матрицы

G=^(3?Q?T0-rtl)=
г0

^Зго* Го 3гохгоу 3rQXrQz

3r0yr0x Зг0у— г'о Згоуг0г ]> (6.51)

\3r0zr0j 3rQzrQy 3rlz — Го/

где I — единичная матрица размерности (3X3), имеем

г5г0

^0+dVb- (t£) = _hL+QWv (tL).
dt

'

dt
N ^

го

Наконец, нетрудно видеть, что так как векторы положения и ско¬

рости для номинальной траектории удовлетворяют основным век¬

торным уравнениям движения, то должны выполняться соотно¬

шения

bv(tL)= Vbv(tL),
dt

^-bv{tL)=QRbv (tL).
dt

Поскольку эти соотношения справедливы_для _любых возмущений
бv(tL)y то отсюда следует, что матрицы R и V могут быть полу¬
чены как решения следующих уравнений:

/ =17, \ (6. 52)
/ dt \
\ — —-GR.J (6.53)

dt
v

• Для нахождения решений нужно использовать соответствующие
начальные условия

T?(/J=о, V(tL) = 7,

где 0 — нулевая матрица размерности (3X3), в чем можно убе¬
диться на основании уравнений (6.36) и (6.45).

Пользуясь _совершенно аналогичной аргументацией, нетрудно
показать, что Л* и F* могут быть получены из уравнений



удовлетворяющих начальным условиям

о, v* (tA) =7.

Хотя матрицы С и С* можно получить из уравнений (6. 47) и

(6.48):

C(t)= V{t)R(t)~\

C\t)=V\t)R\tr\
интересно показать, что и они также могут быть представлены
непосредственно в виде решений дифференциальных уравнений.
Продифференцировав обе части уравнения (6. 47) по t, получим

dV dR ■ (1C jj
dt dt dt

Подставив сюда (6. 52) и (6. 53) и умножив результат справа на

Я”1, будем иметь

dS+ c2=G. (6.56)

Аналогично получается и второе уравнение

*£l + C*=5. (6.57)
at

Трудности при вычислении С и С* непосредственным интегри¬

рованием уравнений (6.56) и (6.57) начинаются с попыток на¬

значить соответствующие начальные условия. Если исходить из

начальных значений матриц Я и Я*, то отсюда следует, что как

C(tL)y так и С*(^л) стремятся к бесконечности. Если же иметь

дело прямо с дифференциальными уравнениями для матриц С*1

и С*-1, то эти затруднения отпадают.
'

‘

Дифференцируя выражение

C(t)~lV (t) = R(t),

учитывая уравнения (6. 52) и (6. 53) и умножая результат справа
на F-1, получим

^^+С“1ОС-1=7. (6.58)
dt

Соответствующее уравнение для С*-1 получается в той же по¬

следовательности:

d~C*~— ±С*-ЮС*~' = Г (6. 59)
dt

1
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Уравнениями (6.58) и (6.59) можно воспользоваться для де¬

монстрации любопытного свойства матриц С и С*. Если уравнение
движения имеет вид

&г -

где g
— вектор ускорения, вызываемого консервативным силовым

полем, тогда матрица

д~я0=
дг

будет всегда симметрической. Поэтому из уравнений для С и С*

сразу следует, что эти матрицы будут симметрическими для любого

t в интервале (tL, tA), если они симметрические для какого-либо

одного момента времени. Но так как в силу начальных условий

с (tL)-'= О С*(/л)-1=о,

то С и С*— симметрические для t — tL и t=tA соответственно.

Следовательно, матрицы С(t) и С* (()—симметрические для всех

t на интервале от точки отправления до точки прибытия.
Совершенно тем _же способом можно вывести дифференциаль¬

ные уравнения для Л и Л*. Дифференцируя соотношения (6.48)
и_ (6. 50) и учитывая дифференциальные уравнения для Л, F, Л*7

F*, нетрудно получить

J^.-fC*A = 0 (6.60)
dt

1^_)-CA*= 0, (6.61)
dt

где

A(tL)=~7, A*(tA) = -7.

Элементы матриц Л и F представляют собой отклонения поло¬

жения и скорости от номинальных, возникающие в результате
некоторых определенных отклонений начальной скорости от ее

номинального значения. Например, первые столбцы этих матриц
суть не что иное как векторы отклонений в момент t за счет еди¬
ничного изменения первой составляющей скорости в момент tL .

Соответствующий смысл можно придать и другим столбцам. По¬
добным же обр_азом раскрывается физическое значение элементов:

матриц Л* и F*. Покажем теперь, что отклонения положения

и скорости от соответствующих номинальных значений в любой
момент времени, которые вызываются заданными отклонениями

положения и скорости в любой другой момент,_могут _быть пред¬
ставлены как линейные комбинации матриц Л, Л*, F, F*.
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С этой целью запишем

Г (t)=r0 (t) 4- hr (t), V {t)= vо (t) + bv (t)

и используем векторные дифференциальные уравнения движения,
чтобы показать, что 6r(t) и 6г7(/) можно получить, решая линеари¬
зованные дифференциальные уравнения \,

jL(br) = iv, £(bv)=Obr,at at

если пренебречь членами порядка выше бг и bv.

Тогда, если записать

(t)=R (t) 'с -\/R* (t)^ (6.62)
} ■*

tv(t) = V(t) с ±Vm (/) У, (6.63)

где с и с* — произвольные постоянные векторы, то из уравнений
(6.52) — (6.55) следует, что эти выражения удовлетворяют диффе:
ренциальным уравнениям для возмущений. Кроме того, в них

содержится ровно столько неизвестных постоянных, чтобы удовлет¬

ворялась любая физически возможная система начальных или гра¬
ничных условий. Таким образом, выражения (6.62) и (6.63) пред¬
ставляют собой наиболее общее решение задачи возмущений.

Для того чтобы более полно осветить это утверждение, рассмот¬
рим случай, ко£да_бй и_6г>1 — отклонения по положению и скорости
в момент tu a R\, R\ , V\ и V\ —соответствующие значения фунда¬
ментальных матриц. Тогда с и с* должны получаться как решения
следующих уравнений:

brx = R~c+ i&',

bv1 = V1c -f V\c*.

Умножив первое уравнение на Л^1, получим

F=Ri'(Ьг.-Жс*)-
Далее, подставляя с во второе уравнение, найдем

с* = л;-1(С1й71-8Ч)1).
Окончательно после некоторых упрощений будем иметь

с = AT1 (Ci&rj —

Теперь, зная с и с*, можно найти с помощью выражений (6.62)
и (6. 63) отклонения по положению и скорости в любой другой мо¬

мент времени t.

Пусть теперь 6г\ и 6г2— отклонения по положению в два раз¬
личных момента времени t\ и t2, а Ль Л^, Л2, Л^ —матрицы Л



в эти же моменты. В этом случае векторы с и с* определяются как

решения уравнений

8г1 =^+7ё5*, 8г2= Я2с+7&*.
Действуя тем же способом, что и раньше, найдем

C=RY1 ШТ1 - Шг'Т' (йг2 - RlRl-'fr,),

с*=(Шг1-ШГ1 (&2- илт1^).
И опять, зная с и с*, можно по соотношениям (6. 62) и (6. 63) опре¬
делить отклонение положения и скорости от номинальных условий
в любой момент времени t.

6.6. Применение полученных результатов
к расчету траекторий облета Луны

Материал, изложенный в предыдущих разделах настоящей

главы, дает возможность завершить описание метода определения
точных межпланетных и лунных траекторий. В гл. V исследовалась
задача получения приближенной траектории путем составления

ее из отрезков конических сечений. Этот способ представляет собой

первый шаг итерационного процесса, который в конце концов при¬
ведет к получению точной траектории с учетом воздействия воз¬

мущающих ускорений.
Рассмотрим сначала уже знакомую нам задачу нахождения

орбиты, связывающей точки с векторами положения ?\ и ?2 и тре¬

бующей для перелета между ними времени t. При отсутствии
каких-либо сил, кроме силы притяжения центрального поля, орби¬
та будет представлять собой коническое сечение, способы расчета
которых подробно рассматривались в гл. III. Зная такую орбиту,
можно начиная с положения г\ и вычисленной скорости на кони¬

ческой орбите v j интегрировать уравнения движения, учитывая все¬

возможные возмущения любым из описанных в этой главе мето¬

дом. В конце временного интервала t вектор положения будет, ко¬

нечно, отличаться от гг. Однако, если возмущающие силы малы,

как это и будет на самом деле, то можно ожидать, что разность

бг^, т. е. новый конечный вектор положения минус заданный век¬

тор r2i тоже будет мала.

Следующий шаг состоит в замене т2 на г^1) = Г2—бг<1) и повторе¬
нии процесса. Вычисляется коническая орбита, связывающая конец

вектора й с новой точкой г^1} и требующая для перелета между

ними того же времени t. Используя новую скорость на конической

орбите в точке г\ в качестве начального условия, снова интегриру¬
ем полные уравнения движения на интервале времени {. На этот

раз разность бг{22) между новым вектором положения и заданным

вектором положения т2 должна быть по величине меньше преды-
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дущей. Если она все же остается больше допустимой, то прини¬
мается г{2) —6г'2> и процесс повторяется до тех пор, пока не

будет достигнута заданная точность. Обычно для большинства

задач достаточно трех или четырех итераций.
Этот метод вместе с матрицами возмущений, введенными в пре¬

дыдущем разделе, может быть с успехом использован для опре¬

деления точной траектории облета Луны на основе кусочно-кони¬
ческого приближения, вычисляемого методами разд. 5. 5. Во время

итерационного процесса будут оставаться инвариантными следую¬
щие величины: 1) rL —вектор положения в момент запуска;

2) tL — время запуска; 3) tA — момент попадания на границу
сферы влияния Луны; 4) tD =t А -\-t s —момент выхода из сферы
влияния Луны; 5) rR

—

вектор положения в момент возвращения,
6) tR —момент возвращения:

Пусть гТА и rTD —векторы, направленные от центра Земли

в точки на границе сферы влияния Луны, в которых с ней пересе¬
каются траектории отправления и возвращения. В процессе рас¬
чета эти векторы будут меняться, но вначале они берутся из

кусочно-конического приближения. Тогда при фиксированных rL

и г та точная траектория, связывающая эти точки через время

tFL= tA —tL , легко получается с помощью только что описанной

процедуры. Подобным же путем определяются еще две точные

траектории: одна, созывающая rR с rTD через интервал времени

hR=iR~~^Dy и другая, соединяющая концы rTML и rTMR —векторов
положения относительно Луны на границе сферы влияния за ин¬

тервал времени ts нахождения внутри этой сферы.
В результате получается кусочно-непрерывная точная траекто¬

рия облета Луны, имеющая разрывы скорости на границе сферы
влияния. Эти два разрыва скорости можно исключить с помощью

матриц возмущений следующим образом.
Предположим, что гТА и rTD изменяются соответственно на бгА

и бrD. Векторы скорости на внешней границе сферы должны при
этом измениться на величины

^VL = ^Vr{^d)~^R^d) ^rD»

если Г/, rR и интервалы_времени полета остаются неизменными.

Здесь (5l (tA) —матрица С для траектории отправления, вычислен¬
ная в момент tA . Аналогично C*R(fD) —матрица С* для траекто¬

рии возвращения, вычисленная в момент tD . Векторы скорости на

внутренней границе сферы будут также меняться. Как видно, за¬

дача состоит в определении таких 6гА и бrD , чтобы окончательные

изменения скорости полностью устранили первоначальные разно¬
сти скоростей в точках разрыва.

С этой целью рассмотрим гиперболическую кривую, по которой
совершается движение от момента tA до tD, лежащую в пределах
сферы влияния. Пусть Rh> R*h , Ch, С\ — матрицы возмущений, со¬

ответствующие этой траектории. Тогда изменения векторов скоро¬
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сти на внутренней границе сферы будут равны

к (tD) 6rD+с; (tA) 8гд,

'iVh Ир) = Ch. Ир) 8гО (^л) 8гЛ >

если время полета инвариантно.

Начальное рассогласование скорости в точке гТА составляет

j\va = vTML
~

vn ifjd
и в точке rTD

^VD— vh (to) — vTMR.

Поэтому приращения бг А и бг D необходимо выбирать так, чтобы

выполнялись равенства

К На) - bvh Ha)+ Д^л— 0.

'Cvh {tD) - bvR (tD) + Д^о= 0.

Окончательное решение может быть записано в виде

8гл=-m (*л) [В (^Н-\ Ир) На) Hi На)]~xHh Но) Юа ~

- Л (/л) [AJa)+Rl (tA) В-' (tD) Rh (tD)\“‘A-; {tA) bvD, (6.64)

S70=B (tD) [B (tD) + Rh (tD) ~A-1 (tA) Rl (tA)} ~xRh (tD) bvA -

-#нНр) Й Ha)+ Hi(tA) B-' (tD)Rh{tD)\~lRl(tA) ^D. (6.65)

Здесь для удобства записи введены новые матрицы

J(tA)= Cl-' (tA) [С*-1 {tA) - Cj\ tA)\~xCJx (tA),
В {tD)= Cl~x (tD) [c;-[ (tD) - Ca

1

(tD).

Когда br A и br D вычислены по уравнениям (6. 64) и (6. 65),
векторы положения ?та и ?td заменяются на гТа + Ьга и гти+ Ьгв-
Затем рассчитываются три новые точные траектории, связывающие

между собой попарно точки: 1) rL с ггл + бгл ; 2) rTML+brA с

^гмя + бгя; 3) rTD+brD с rR. Скачки скорости на границе сферы
влияния, конечно, останутся, но теперь они уже должны быть мень¬

ше по величине, чем во время предыдущей итерации. Процесс
полностью повторяется до тех пор, пока не будет достигнута удов¬

летворительная непрерывность изменения скорости1.
Пример того, насколько удовлетворительно работает эта схема

на практике, приведен в табл. 6. 1. Расчет начинался с

1 Описанный процесс, строго говоря, не сохраняет инвариантными времена

tа и tD (моменты входа траектории в сферу влияния и выхода из нее), так как

концы получающихся в результате векторов гТА и rTD в общем случае уже не

будут лежать на границе сферы влияния Луны (прим. ред.).
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кусочно-конической траектории с параметрами, имеющимися в

разд. 5.5, после чего вычислялась точная траектория с помощью

только что описанного метода. Для того чтобы скачок скорости на

границе сферы влияния стал меньше 2 м/сек, потребовалось семь

итераций. В таблице показаны составляющие разности скоростей
и соответствующие изменения векторов положения (по составляю¬

щим) на границе сферы влияния, которые использовались на каж-

лом шаге итерационного процесса.

Таблица 6. 1

Пример итерационного процесса вычисления
точной траектории облета Луны

на основе кусочно-конического приближения

S
S
ЕГ

Траектория отправления Траектория возвращения

Си
о> изменение скачок изменение
н
Я

г

скачок скорости

м/сек
положения

км

скорссти

м/сек
положения

км

1 -41,2 —15,3 —13,1 —294 —187 —179 43 —20,1 —20,1 1005 —243 —541

2 —22,3 —13,1 —6,4 —ИЗ —68 —32 23,2 —14,6 —11,6 500 —265 —290

3 -13,4 —7,6 -3,7 —77 —45 —18 13,7 -8,5 -6,7 288 —151 —166

4 -7,9 -4,6 -2,1 —53 —29 —И 7,9 -4,9 —4,0 167 —88 -95'

5 -4,6 -2,7 -0,9 —34 —19 —8 4,6 —3,0 -2,1 96 —50 —55

6 -2,7 -1,2 —0,9 —21 —11 -5 2,7 —1,8 —1,2 55 —29
.

-32

7 —1,8 —0,9 —0,3 —13 —8 —3 1,2 —0,9 —0,9 32 —16 —18

В результате изменений положения на границе сферы влияния

и соответствующих изменений скорости в момент отправления
и возвращения величина радиуса-вектора перилуния уменьшилась
от первоначальной величины 1900 км до 1791 км или до высоты

53 км от лунной поверхности. С другой стороны величины ра¬

диусов-векторов условного перигея для запуска и возвращения из¬

менились лишь ненамного по сравнению с их первоначальными
значениями.

Наконец, интересно сравнить скорость в моменты запуска
и возвращения для кусочно-конического приближения и для окон¬

чательной точной траектории. Эти данные приведены в табл. 6. 2.

Разности между начальными скоростями весьма малы; однако ско¬

рости в момент возвращения различаются по величине на

192 м/сек. Эту асимметрию разностей, по-видимому, можно объяс¬
нить изменением высоты перилуния примерно на 110 км.
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Таблица 6.2

Сравнение точных и кусочно-конических траекторий

Скорость в м/сек

Траектория отправления
Конические сечения

Точная

Разность

10894,0

10893,4

0,6

—545,0

—566,4

—21,4

—1041,9

—1031,8

10,1

Траектория возвращения

Конические сечения —9712,1 4431,0 —2853,3

Точная —9468,7 4656,7 —3271,7

Разность 243,4 255,7 —418,4

6.7. Явное вычисление матриц возмущений

Фундаментальные матрицы возмущений Л, Л*, F, F*, предло¬
женные в разд. 6. 5, должны удовлетворять, как было показано,

некоторым матричным дифференциальным уравнениям. Однако
начальные условия для матриц Л и_7 заданы в точке отправления,
в то время как для матриц Л* и F* начальные условия заданы
в точке прибытия. Поэтому, чтобы определить значения элементов

этих матриц в некоторый момент t внутри интервала tL <t<tAy
решая дифференциальные уравнения, придется решить совместно
18 уравнений относительно Л и F, начиная с tL и интегрируя впе¬

ред к моменту t. После этого надо будет повторить процесс для R*
и F*, начиная с tA и интегрируя назад к моменту t. Кроме того,

поскольку для таких расчетов необходимо знать номинальные век¬

торы положения и скорости, то понадобится проинтегрировать
еще 6 дифференциальных уравнений как в прямом, так и в обрат¬
ном направлениях. Это дает в общей сложности 48 совместных

дифференциальных уравнений, которые нужно проинтегрировать
для получения необходимой информации. В настоящем разделе
описывается другой метод выполнения указанного процесса для

частного случая идеальных конических орбит, который не требует
решения дифференциальных уравнений.

С этой целью запишем уравнения (2. 43) и (2. 44) в виде

rW-™?f+oW;£: }
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Скалярные коэффициенты Fy G, Fty Gt найти нетрудно. Обозначив

через V векторный оператор

Непосредственно применяя оператор к коэффициентам, по¬

лучим

Вектор S7 х определяется путем применения оператора градиента
к уравнению (2. 42):

Такая же процедура1 с успехом проводится для матриц Л* и F*,

изохронных производных, простые формулы для элементов которой приведены,
например, в работах [71], [76] для случая, когда номинальная траектория

— кони¬

ческое сечение, а вариации вычисляются относительно орбитальной (вращающей¬
ся) системы координат. Предлагаемые автором формулы, как видно из текста,

сложны для вычислений и, по-видимому, их единственное достоинство состоит

в применимости к любым, в том числе и параболическим, орбитам (прим. ред.).

легко видеть, что справедлива запись

R (t) = vr (t)=rL {vF)T-j- QI -f vL (vO)T, (6. 67)

V (*)=V® (t)= rL (yFtY+Qt7+ vL (vGty. (6. 68)

-у- [1 -ax2S(ax2)] va-,

VG = [C (cue2) - 35 (cue2)] vL
- C (a-*2) V^c.

a\x '
p.

-(- [aA2C (aA2) — 1 j va| — RTr,

VG, +— С (aA2) ~RT?.
r r3

где

D=^[A - v-2 it- 0)] +(1 - rLa) rL (1 - /••) + rL.
F''

1 Задание матриц R, 1/, R*t V*, очевидно, равноценно заданию матрицы
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если просто поменять соответствующим образом ролями точку
старта и точку встречи. Формально это будет означать замену fL
на гау vl на va и t на t—■(tA—tL).

Задачи

6.1. Показать, что максимальное отклонение движения Земли

от эллипса вследствие возмущения от Юпитера не превышает
1600 км за 1 месяц.

6.2. Вывести дифференциальное уравнение для метода Энке,
когда независимой переменной вместо t является х. Рассмотреть
возможные преимущества такого построения процесса интегриро¬
вания.

6. 3. Для метода Энке показать, что выражение

з

1 _ l££l<= 1 _ (1 + q)~з/2 = q
-

3 + ?*-+£?_.

при

Г* (1 + qf2 + (1 + Яr

4" 2r0CK)•Ь
r2'
OCK

обеспечивает еще один способ вычисления коэффициента при г

в уравнении (6.3). Показать далее, что этот коэффициент может

быть выражен степенным рядом по q в виде

1--
Г
.3
оск

g Я
гз
-

Т
1- _ АXJL^Z (JL\2 _ 5_^i£ (jy л.

2 2 ~Г2-3\ 2 J 2*3*4 \ 2 I

и определить диапазон значении q, для которых ряд сходится.
Разложение в степенной ряд является классическим способом,
который используется для расчетов по схеме интегрирования Энке.

6.4. Пусть cidt и ddn — составляющие возмущающего ускорения
в плоскости орбиты вдоль вектора скорости и перпендикулярно
к нему. Используя решение задачи 2. 25, показать, что скалярные
произведения вектора ускорения на векторы положения и скорости

имеют вид
— —

иге sin/ h
г . п 1 п п

vh
adt
~

Показать, что в этом случае уравнения для орбитальных элементов

в вариациях могут быть записаны следующим образом:

da
_

2aP-v

dt {х

de

adt’>

j^2 (e 4- cos /) adt - sin / •

adn j,dt
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b:= - ir [2 sl”f-a“+(2e+тcosл
tf/г rh [ p , .

- \

1Г“7Ьта'“+еш/'‘Ч!
rfo у l — e2

ei/ [2(1+_т)sin 7C0S/-ad«]-
Уравнения, выражающие вариации других элементов и аномалии,

совпадают с соответствующими уравнениями разд. 6. 2 и 6. 3.
6. 5. Уравнения, приведенные в задаче 6. 4, вырождаются, когда

эксцентриситет равен нулю. Если взять другую систему перемен¬
ных, то эту трудность можно обойти. Например, обозначим

ex = ecos(d, еу
= е sin со.

Теперь, используя уравнения задачи 6.4 и подставляя 0=со + /,
достаточно доказать справедливость уравнений

^7=—Ьлг+cos б)аЛ— —(2еу+ — sin 0)arfe+at v v \ а }

, rey sin 0
■

h tgi

—-=

-7 (в,+sin в) adrj- —f2ex+ — cos o)aa„—
at v v \ a J

rex sin 0
a,n.

‘g i

db h r sin 0
= ttrfr ,

dt r2 hXgi

da 2a2v
a-A

a* dt»
dt fx

di r cos 0
= &d(.,

dt h

dQ r sin 0

^,
dt h sin i

1 + ex cos 0 "г By sin 0
’

Л = (1 — -еЦ

-e\e=\f e2x-\-1 у ,

tgo> = -p-
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6. 6. Учитывая только вторые гармоники, показать, что средняя

скорость изменения большой полуоси орбиты близкого спутника
Земли, вызываемого асимметрией Земли относительно ее оси, за

один период обращения равна нулю.
6. 7. Предположим, что номинальная траектория вместе с полной

системой матриц возмущений была вычислена между точкой от¬

правления и точкой прибытия, которым соответствуют моменты

времени tL и tA. Пусть требуется сдвинуть точку прибытия вдоль

номинальной траектории так, чтобы встреча с планетой-целью про¬

исходила в более ранний момент времени t'A . Матрицы R и F,

конечно, останутся прежними, так как они связаны с моментом tL.

Показать, что новые матрицы со звездочками R* и V* можно полу¬

чить по следующим формулам:

Я* (t)=-R (f)А-i (tA) -~R* (tA),

V*(t) = - V(t)A-1 (tA) - v* №*-' (tA).

6. 8. Более отчетливому пониманию скрытого механизма, на ко¬

тором основан метод разц. 6. 6, может помочь следующий, несколь¬

ко искусственный пример.
Летательный аппарат движется в бессиловом поле, причем дви¬

жение начинается из начала координат в момент tL со скоростью

— 4*лг 3/у

tA~'tL

В точке с координатами (4, 3), соответствующей моменту tA ,
ско¬

рость изменяется и становится равной

4/д. — Гу
Vh= *

tD — М

Затем в точке с координатами (8, 2), соответствующей моменту tD,
скорость снова изменяется, на этот раз до величины

Vr--
4/д. 2/

у

tR— tD

так что в момент tR положение аппарата определяется коорди¬
натами (12, 0). Совершенно очевидно, что точка (12, 0) может

быть достигнута из точки (0, 0) за время tR — tL без скачков ско¬

рости в моменты tA и tD, если скорость аппарата будет равна
12/.Г

tR— tL
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а) Показать, что в данном случае матрицы возмущений имеют

вид

CL(tA)=—L—f, c'R(tD)=-±— /;
tA tL tD

— tft

Rfi (^d) = — Rh(tA)=Ch
1

(to) = — Сh
1

(tA) = (to — tjCjl,

где / — двумерная единичная матрица.

б) Для случая, когда все временные интервалы равны между
собой, т. е.

t А ^L = ^D
~ ^А= ^ tD

показать, что

— 4/у — iy
№a =

-t-,
—

,

и использовать уравнения (6. 64) и (6.65) для получения выра¬
жений

8га= — 3/у, brD= — 2/у.

Библиография
Методы интегрирования орбитальных элементов Коуэлла

и Энке, изложенные в разд. 6. 1, являются классическими и доволь¬

но широко известны. Они представлены почти во всех учебни¬
ках по небесной механике. Здесь, однако, приведены две модифи¬
кации стандартной схемы, связанной с методом Энке. Во-первых,
вычисление оскулирующих орбит производится с помощью универ¬
сальных траекторных формул Бэттина [8], описанных в гл. II. Вто¬

рая модификация состоит в способе расчета члена 1—(л>Ск/03-
Во всех стандартных работах этот член вычисляется путем разло¬
жения в степенной ряд, вид которого показан в задаче 6. 3. Однако
метод Поттера, использованный в гл. I для явного вычисления воз¬

мущающей силы, в равной степени применим и здесь, что позво¬

ляет обойтись без степенного ряда.

Существует множество способов вывода уравнений для вариа¬
ций орбитальных элементов. Классический подход обязан своим

происхождением Лагранжу и может быть найден в книгах Смарта
[56] и Мультона [47]. Метод Лагранжа и метод Гамильтона-Якоби
не приводят прямо к уравнениям разд. 6. 2 и планетные уравнения

Лагранжа являются, конечно, более общими. В других, менее из¬

вестных методах силовые функции выражаются как частные про¬
изводные возмущающих функций по орбитальным элементам.

Эти средства хороши для решения задачи общих возмущений, но

для наших целей такая степень усложнения не является необходи¬
мой. Использованный здесь метод вывода во многом основан на

статье Андерсона [2]. В книге Хэргета [27] содержится аналогичный

подход, однако его трактовкой вариации аномалии нелегко вос¬
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пользоваться. Автор настоящей книги полагает, что вывод, изло¬

женный в разд. 6.2, будет наиболее понятным для читателя,

обладающего знанием современного математического аппарата.

Применение метода вариаций к анализу возмущений близкого

спутника Земли в разд. 6.3 является элементарным примером
метода вариации параметров. Эта задача более полно рассматри¬
вается во многих статьях, наиболее типичной из которых является

работа Энтони и Фосдика [3]. Между прочим, их подход не связан

с методом вариаций.
Принцип выбора других систем орбитальных элементов для ис¬

ключения особенностей в конкретных приложениях выдвигали

Хэррик [28] и другие авторы. Задача 6. 5 представляет собой при¬
мер одного из таких приемов для разрешения проблем, связанных

с крайне малым эксцентриситетом.
Обобщение метода вариаций в разд. 6.4 во многом заимство¬

вано у Пайнса [50]. Однако способ исключения особенностей, воз¬

никающих при переходе через случай параболического движения,

является оригинальным и принадлежит автору данной книги.

Материал разд. 6.5 по фундаментальным матрицам возму¬
щений взят из части трудов МТИ [45], написанной автором. Имеет¬

ся, конечно, множество эквивалентных подходов к описанию от¬

клонений от номинальной орбиты. Многие авторы предпочитают
начинать прямо с переходной матрицы (разд. 9. 1) и отсюда вы¬

водить все необходимые частные матрицы. Автор настоящей книги

считает свой подход наиболее целесообразным с точки зрения

обучения, а также обеспечивающим наилучшее понимание меха¬

низма явлений. В; частности, проводимые в разд. 6.6 вычисления

точной траектории облета Луны являются достаточно понятными

именно благодаря этим фундаментальным матрицам.

Автор хотел бы поблагодарить д-ра Миллера за значительный

вклад, сделанный им во время разработки практического метода

расчета точных траекторий на основе кусочно-конических прибли¬
жений. Оригинальный подход, описанный Бэттином и Миллером
[13], который состоит в подгонке точных орбит путем изменения

высоты перилуния, нашел свое отражение в методе разд. 6. 6. Но¬

вый способ исключает некоторые проблемы, связанные со сходи¬

мостью, которые являлись источником всяческих неприятностей
для предыдущих методов. Практическое применение этой схемы

выполнил У. Маршер из Приборной лаборатории МТИ.
Наконец, способ явного вычисления матриц возмущений для

конических орбит взят из отчета автора [8]. Описанные вычисления

представляют собой значительный шаг вперед по сравнению с пер¬
воначальным методом, также разработанным автором и изложен¬

ным в трудах МТИ.[45].



ГЛАВА VII

Астронавигация

Излагая теорию наведения, прежде всего рассмотрим, как опре¬
деляется положение космического корабля с помощью астрономи¬
ческих засечек. Для того чтобы операция определения положения

была полностью автономной, она должна содержать последова¬
тельность любых измерений, производимых совместно или по от¬

дельности и принадлежащих к одному из следующих типов:

1) определение угла между линиями визирования выбранной
пары небесных тел;

2) наблюдение затмений звезд;

3) измерение углового диаметра планеты.

Радиолокационные измерения, конечно, также возможны, но

они выходят за рамки настоящей работы. Тем не менее, ниже будут
вкратце рассмотрены такие измерения, производимые с помощью

наземных средств.
В навигационную засечку положения входит и еще одна опе¬

рация— запись времени, указываемого часами, установленными
на борту космического корабля. Результаты всех этих измерений
должны служить для определения координат местоположения ко¬

рабля, а также для корректирования текущих показаний часов.

Здесь будут описаны некоторые из возможных схем необходимых
вычислений, а также найдена связь между окончательными ошиб¬
ками в оценках положения и времени и ошибками первичных из¬

мерений.
В первой части главы астрономические засечки будем изучать

главным образом с геометрической точки зрения. Затем для удоб¬
ства вычислений предположим, что положение космического ко¬

рабля и текущее время уже приблизительно известны, что дает

возможность применить методы возмущений. Для большинства
важнейших практических случаев это допущение не представляет
собой серьезного ограничения, так как отклонения от выбранной
опорной траектории все равно должны удерживаться в малых пре¬
делах, чтобы задача полета выполнялась с приемлемым расходом
топлива. Таким образом, в частности, будем считать, что сущест¬

вует номинальное время проведения засечки / и номинальный век¬

тор положения космического корабля г в момент /. Кроме того,

будем полагать, что положение и скорость всех необходимых аст¬

рономических объектов в момент t точно известны.
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Вторичные явления, возникающие из-за конечной скорости све¬

та, конечного расстояния до звезд и т. д., в настоящем анализе

полностью игнорируются. Поправки, вытекающие из учета указан¬

ных явлений, можно вводить одновременно все сразу в каждой

конкретной точке на номинальной траектории для модификации
номинальных значений различых углов, которые в этой точке

должны измеряться.

Сначала астрономические засечки будут исследоваться при до¬

пущении о том, что число измерений является всего лишь доста¬

точным для однозначного определения местоположения корабля.
Затем применим статистический подход, известный под названием

метода максимума правдоподобия, что позволяет вводить в расчет
избыточные измерения для компенсации приборных погрешностей.
Эффективность метода иллюстрируется несколькими частными при¬

мерами. Для того чтобы должным образом подготовить читателя,

в главу включен обзор основных положений статистического ана¬

лиза.

7.1. Геометрическое описание

навигационной засечки

Измерение угла, в вершине которого находится космический

корабль, между линией визирования ближнего тела, т. е. Солнца
или планеты, и линией визирования звезды устанавливает положе¬

ние корабля на поверхности конуса с вершиной в точке места

ближнего небесного тела. Ось конуса параллельна линии визиро¬
вания звезды, а угол при вершине конуса равен удвоенному допол¬
нению измеряемого угла до прямого.

Второе угловое измерение, включающее то же самое ближнее
тело и другую звезду, устанавливает второй конус положений
с другой осью и другим углом при вершине. Пересечение конусов
дает две прямые линии, одна из которых является линией поло¬

жений космического корабля. Измерение угла визирования треть¬
ей звезды по отношению к тому же ближнему небесному телу
должно было бы служить просто для того, чтобы различить между
собой уже найденные линии положений, но при этом оно не дало

бы никакой новой информации. На практике эту возможную не¬

определенность можно легко разрешить и без этого измерения,

.поскольку линии положения обычно достаточно широко разнесены
и приближенного знания места корабля будет вполне довольно,

чтобы определить, которая из линий положений является истинной

Для определения дальности от корабля до ближнего тела не¬

обходимо третье измерение. Например, если выбрать второе ближ¬

нее тело, то угол между линиями визирования обоих тел образовал
бы еще одну поверхность положений — так называемый навоид.

Эта поверхность образуется вращением дуги окружности вокруг
линии, соединяющей два небесных тела. Конечными точками дуги
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служат положения обоих тел, центр окружности лежит на перпен¬
дикуляре, восставленном из середины стягивающей хорды, а ра¬

диус зависит от величины измеряемого угла и расстояния между
телами. Пересечение третьей поверхности положений с уже полу¬
ченной линией положений устанавливает засечку, и положение

корабля относительно ближнего небесного тела становится опре¬
деленным. Этот частный пример выполнения засечки показан на

рис. 7. 1.

Рис. 7. 1. Геометрия навигационной засечки в космическом пространстве

Расчеты, связанные с описанным выше геометрическим построе¬
нием, достаточно просты. Пусть г — неизвестный вектор положения

космического корабля, начало которого для определенности будем
помещать в центре Солнца. Пусть также гр будет известным по¬

ложением планеты, a ii и i2— двумя единичными векторами в на¬

правлении двух выбранных звезд. Три измерения дают три угла
A j, А2, Л3. Следовательно, вектор положения корабля должен одно¬

временно удовлетворять следующим трем нелинейным уравнениям:

т • i\ = — г cos Аи

r-i2 = — у cos А2,

r-Fp=r2 — r\rp — r\cos А3.

Решение этих уравнений относительно составляющих вектора г

дает засечку места космического корабля.
В другом методе определения дальности до ближнего тела мо¬

жет использоваться третья коническая поверхность положений,

устанавливаемая измерением угла между линиями визирования
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второго ближнего тела и звезды. Пересечение этой поверхности
с ранее найденной линией положений указывает на местонахожде¬

ние корабля.
К совершенно другому типу наблюдений относится измерение

видимого углового диаметра диска ближайшей планеты. Таким

путем получают сферическую поверхность положений. Наблюдение
затмения звезд ближайшей планетой определяет цилиндрическую
поверхность положений, чья ось представляет собой направление
на звезду, а диаметр равен диаметру планеты- Измерение углового
диаметра и наблюдение затмения звезд являются практическими
средствами навигации, когда корабль находится сравнительно
близко от рассматриваемого небесного тела.

Методы точного определения положения, описанные в этом раз¬
деле, страдают множеством различных недостатков. Прежде всего,
окончательные алгебраические уравнения, которые приходится
решать, всегда являются нелинейными, что сильно затрудняет при¬
менение их в бортовых вычислительных устройствах. Во-вторых,
эти методы требуют одновременного проведения измерений, а это

почти всегда невозможно. И, наконец, последний и, по-видимому,
наиболее важный из всех недостатков состоит в том, что в данном

случае неизвестно ни одного удовлетворительного способа объеди¬

нения избыточных измерений для компенсации приборных по

грешностей.
Все эти недостатки можно исправить, если определять истинное

положение космического корабля относительно известного и близ¬
кого номинального положения. Когда такой случай имеет место,

можно воспользоваться мощными средствами линейного анализа

возмущений. Оставшаяся часть главы как раз и будет посвящена

использованию линейной теории для получения навигационных за¬

сечек.

7.2. Навигационные измерения

Здесь более или менее подробно рассматриваются математиче¬

ские процессы, связанные с определением положения космического

корабля с помощью как астрономических наблюдений, так и ра¬
диолокационных измерений с Земли. Повсюду предполагается, что

положение и скорость корабля уже приближенно известны и что

могут быть применены методы возмущений.
В первой части анализа допускаем, что часы космического ко¬

рабля являются точными, вследствие этого все измерения выпол¬

няются в известные моменты времени. Методы учета временные
ошибок в вычислениях подробно обсуждаются в разд. 7.4.

Как будет показано ниже, каждое измерение устанавливает
одну составляющую положения космического корабля вдоль неко¬

торого направления в пространстве. Если q
—

величина, которую
надо измерить, а 6q — разность между ее истинным и номиналь¬

ным значениями, то, как будет доказано в дальнейшем, вне



зависимости от типа измерения существует следующее соотноше¬

ние между бq и отклонением корабля по положению б г:

bq = h-l7. (7.1)

Таким образом, тип измерения характеризуется только вектором h.

Измерение «Солнце—планета»

Первым рассматриваемым типом измерений будет измерение
угла между линиями визирования Солнца и планеты. Пусть S0 и

Ро обозначают соответственно номинальные положения космиче¬

ского корабля и планеты в момент измерения (см. рис. 7-2). Пусть
также г обозначает вектор дальности от Солнца до точки S0, а г —

вектор дальности от S0 до Ро. Для угла А
Сол^ие между направлениями на Солнце и на пла¬

нету имеем выражение

cos Л:
Г- Z

rz

Рис. 7.2. Измерение
угла между направ¬
лениями на Солнце и

на планету

Изображая все изменения дифференци¬
алами первого порядка, можем записать

8 (rz cos А) = — г • 8z — zbr.

Раскрывая левую часть этого уравнения
и учитывая очевидные соотношения

Ъг
Г-or

0Z--
z-bz

bz= — 8r,

ЬА =

получим

т — (п-т) п

+
п -— (п-т) т

z sin Аг sin А

Здесь п — единичный вектор направления
а т — единичный вектор от S0 к Р0.

•8г.

Когда результат переписан в виде

8Л = / пг , п2 \

V +_* I'
8г

от S0 к Солнцу,

(7-2)

нетрудно заметить, что векторы п\ и /гг также являются единичны¬

ми. В частности, п\ — это вектор, лежащий в плоскости измерения
(т. е. в плоскости, определяемой положениями корабля и планеты

и направлением на Солнце) и нормальный к линии визирования
Солнца. Аналогично Й2 лежит в плоскости измерения и нормален
к линии визирования планеты. Очевидно, что полученное соотно-
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шение остается справедливым, если измеряется угол между на¬

правлениями на две планеты. При этом в уравнении (7. 2) доста¬

точно лишь изменить обозначения.

Измерение «планета—звезда»

Измерение угла между линиями визирования планеты и звезды

может рассматриваться как частный случай измерения «Солнце—
планета». Устремляя г к бесконечности в уравнении (7. 2), получим
соотношение следующего вида:

ЬА . (7.3)
z

Здесь также очевидно, что п — снова единичный вектор в плоскости

измерения, перпендикулярный к линии визирования планеты.

Ясно, что такого же рода соотношение можно получить и в случае,
когда ближним объектом является Солнце.

»

Измерение диаметра планеты

Согласно рис. 7. 3, видимый угловой диаметр А находится с по¬

мощью выражения

где D — истинный диаметр планеты.

Рис. 7. 3. Измерение углового диа¬

метра планеты

Взяв, как и раньше, дифференциалы, получим

ЪА=-^Л—. (7.4)
z~ cos

2

Здесь опять т — единичный вектор, направленный от S0 к планете

Измерение, связанное с затмением звезды

Рассмотрим следующий тип измерений, заключающийся в опре¬
делении времени, когда звезда заслоняется планетой. Вновь обо¬
значим через z — вектор дальности от S0 до Р0, через г — вектор
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от Солнца до S0, а п будет означать единичный вектор направления
на звезду, затмение которой должно произойти. Обозначив также

через у угол между направлениями на звезду и на планету

(рис. 7.4), будем иметь в номинальный момент затмения

tl'Z =Z cos 7.

Вычисляя дифференциалы первого порядка, получим

а.bz= cos 782: — z sin 787 = cos 7т>bz — z sin 787.

Здесь m — единичный вектор направления от S0 на Р0. Угловое от¬

клонение бу вычисляется как

дифференциал первого поряд¬
ка из соотношения

2zsin y=D.
Взяв этот дифференциал,

получим

* Dm • bz
87= .

2*2 cos 7

Далее, если vv и v — векто

ры скорости планеты и косми¬

ческого корабля, и если dt —

разность между наблюдаемым
и номинальным моментами за¬

тмения, то будем иметь между
ними следующее соотношение:

82= vpbt — (8r -f- vbt)= — 8r — vr 81,

где vr — скорость космического корабля относительно планеты.

Объединяя эти соотношения, окончательно найдем *

(7-5)

где q
— единичный вектор, перпендикулярный к п и лежащий

в плоскости, которая определяется линиями визирования планеты

и звезды.

*
При_выводе формулы (7. 5) в оттшчие от предыдущего и последующего ма¬

териала 6г означает разность векторов z в фактический и номинальный моменты

затмения, между тем как 6г — по-прежнему разность векторов г в номинальный
момент затмения звезды на истинной и номинальной орбитах (прим. ред.).

So

Рис. 7.4. Измерение момента затме¬

ния звезды
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Измерение высоты звезды

В качестве следующего измерения рассмотрим угол между ли¬

ниями визирования звезды и кромки диска планеты. Из рис. 7.5

имеем

п• z=z cos(A + 7),

где А—угол, о котором идет речь. Снова взяв дифференциалы,
учитывая, что

Ьг = — Ьг,

и используя уравнения (7.2) и

(7.4), получим

1«„.87=8Л +&7 =8Л+
Dm'br

=

г

“

2^2cosy р

= 8Л + -^-т-/ге-8г
Z

или окончательно с

8Л =— {п2 — tg 7 • т) ■ Ьг —

Рис. 7. 5. Измерение высоты звез-
*т *zr ды над диском планеты

=
рьГ

. (7.6)
z cos 7

Можно видеть, что величина z cos у представляет собой просто

расстояние от S0 до края планеты. Единичный вектор о лежит

в плоскости измерения и перпендикулярен линии визирования
кромки планеты-

Измерение «звезда—ориентир»

Для измерения углового расстояния между ориентиром _на по¬

верхности планеты и звездой направим единичный вектор q пер¬
пендикулярно к линии визирования ориентира в плоскости измере
ния. Тогда, если р

—

вектор положения ориентира относительно

центра планеты, можно записать

ЬА =—— . (7.7)
I Z + Р I

Радиолокационные измерения дальности, азимута
и угла возвышения

Предположим, что радиолокатор расположен в начале системы

координат, которая является декартовой и выбрана так, что ее

ось z направлена от центра Земли к месту размещения локатора,
ось х представляет собой направление, от которого отсчитывается
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азимут, а ось у дополняет систему координат до правой. Тогда
можно записать

где г — дальность, в—угол азимута, а р— угол возвышения ле¬

тательного аппарата по отношению к месту расположения радио¬

локатора. Взяв дифференциалы раздельно для каждой из трех

переменных, получим

Эти выражения можно переписать в виде, соответствующем урав¬
нению (7. 1)*:

Коэффициенты в этих уравнениях можно рассматривать как еди¬

ничные векторы, каждый из которых направлен в сторону увеличе¬
ния одного из параметров г, р, 0.

Три любые независимые измерения могут быть использованы

для выполнения навигационной засечки. Так как для каждого из

различных типов измерений уравнения, связывающие bq и бг, ли¬

нейны, то результат трех измерений можно представить в матрич¬
ном виде

где Н
—

матрица размерности _(ЗХЗ), каждая строка которой со¬

стоит из компонентов вектора /г, соответствующих отдельному из¬

* Формулы (7.8) справедливы вследствие взаимной ортогональности векто¬

ров, на которые в приведенных выше соотношениях умножаются величины 6г, 6р
и 60 (прим. ред.).

8r=(cos[5cos0 cos (3 sin 0 sin р) Sr,

8(5=—— (— sin p cos 0 — sin (5 sin 0 cos(3)8r,

80 = —sin0 cos 0 0)8r.
r cos 3

(7.8)

bq= Hbr, (7.9)
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мерению. Трехмерный вектор — столбец бq составлен из отклоне¬

ний наблюдаемых величин от соответствующих им номинальных

значений. Если все три измерения, представленные матрицей Ну

действительно независимы, то вектор отклонений по положению

космического корабля от номинальной орбиты в момент измерения
можно вычислить по формуле

Ъг = Н-1 Ьд. (7.10)

7.3. Математический анализ

навигационной засечки

Как было показано в предыдущем разделе, трех независимых

и точных угловых измерений, выполненных в известный момент

времени, достаточно для однозначного определения положения ле¬

тательного аппарата. Из-за присутствия приборных ошибок будет
существовать неопределенность, связанная с засечкой положения,

Наилучший выбор измерений в любой момент времени зависит от

геометрического расположения космического корабля в солнечной
системе. Для того чтобы наглядно продемонстрировать эффектив¬
ность различных систем измерений, выведем аналитические выра¬
жения для среднеквадратичных ошибок, порождаемых разными
совокупностями замеров.

При этом потребуется отличать друг от друга измеренные
и истинные значения величин бqy а также оцениваемые и истинные

значения вариаций положения бг. Для измеренного отклонения q

от номинала будет использоваться обозначение бq, а для истинного

отклонения оставим символ бq. Аналогично оценку или предпола¬
гаемое значение отклонения г от номинальной величины будем

обозначать через бг, в то время как бг будет означать истинное от¬

клонение. Теперь можно записать

Ьд = Ьд -f а,

Ьг = Ьг -j- е,

Здесь а и е представляют собой ошибки, сделанные при измере¬
ниях и при оценке.

Истинные отклонения бq и б г, очевидно, удовлетворяют урав¬
нению (7. 10). Тогда, если рассматривать только достаточное число

измерений, то для несмещенной оценки должно выполняться со¬

отношение

Ъ7=Н~1 Ьд. (7.11)

Следовательно, векторы ошибок а и 8 также должны быть связаны

через эту матрицу
__ _ _

s = Я-1 а. (7.12)
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Модуль вектора ошибки е является просто квадратным корнем
из величины

в которой нетрудно узнать положительно определенную квадратич¬
ную форму из составляющих вектора измерительных ошибок а.

Мы сейчас рассмотрим три различные комбинации измерений
и найдем ошибку оценки, получающейся в результате применения
каждой из них.

Измерение «планета—звезда, планета—звезда, диаметр планеты»

Выберем для удобства выкладок систему координат х, у, z, свя¬

занную с космическим кораблем, и направим ее ось z в сторону
планеты, как показано на рис. 7. 6. Обозначим через п\ единичный

вектор, лежащий в плоскости

измерения угла между первой

г*= гге= атНт-1Н-1 ос, (7.13)

звездой и планетой, а через
Й2 — единичный вектор в пло¬

скости второго измерения, при¬
чем оба они нормальны к на¬

правлению от корабля к пла¬

нете. Эти векторы будут ле¬

жать в плоскости хуу причем
й\ можно взять вдоль положи¬

тельного направления оси х.

Тогда, если 0 —угол между п\
и П2У имеем

Н
cos 0

Z

Z

sin б

z

О О

О

Рис. 7.6. Геометрия измерения «пла¬

нета—звезда, планета—звезда, диа¬

метр планеты»

О о

где

Обратная матрица имеет вид

о

2 cosec 0

О
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и поэтому можно переписать уравнение (7. 13) следующим об¬

разом:

(z1
cosec2 6 — z2 cosec 6 ctg б 0\

— г2 cosec 0 ctg О г2 cosec2 О О |£Г
О 0 s2/

Матрица этого уравнения может быть приведена к диагональному
виду поворотом системы координат на 45° вокруг оси z. Обозначив

через а' вектор ошибок в повернутой системе, получим

1 /1 -1 о
а'

У2~

Таким образом, выражение для квадрата ошибки, получающейся
в результате трех измерений, принимает вид

s2 = г2 cosec 0 (cosec 0 -f ctg 0) а'\ -f z2 cosec 6 (cosec 0 —

— ctg 0) a'2-f s2a'3.

Ясно, что ошибка будет минимальной, если удастся найти такие

две звезды, для которых п\ и взаимно ортогональны. В этом

случае

Г„/2 , ,2 I I z2 1

ai+a2+ 3 (7.14)

Отметим в заключение, что ошибка уменьшается, по мере того как

сокращается расстояние между космическим кораблем и планетой.

Измерение «планета—звезда, планета—звезда, Солнце—звезда»

Выберем ориентированную, как в предыдущем случае, систему
координат, которая показана на рис. 7.7. Пусть п\ и П2

— единич¬

ные векторы, определенные так же, как и в предшествующей систе¬

ме измерений, и пусть йз — единичный вектор в плоскости измере¬
ния «Солнце—звезда», нормальный к направлению от космического

корабля к Солнцу. Тогда из геометрических соотношений имеем

Н--

1

Z

0 0

cos 0 sin 0
0

Z z

cos 7 cos f* COS 7 sin ;3 sin7
г r r
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Обратив матрицу, получим

/г 0 0

7/-i = [
— г ctg 6 zcosec 0 0

\z ctg у cosec 0 sin ф — 0) — 2: ctg у cosec б sin р г cosec у,
Хотя всегда существует возможность повернуть координатные

оси таким образом, чтобы матрицы Нг~1 и Н~х стали диагональ¬

ными, тем не менее необходимые выкладки в данном случае явля¬

ются слишком громоздкими-

Однако можно получить легко

обозримый результат, если
вместо абсолютных ошибок
иметь дело с осредненными
ошибками.

Допустим, что средняя при¬
борная ошибка равна нулю и

что каждая ошибка измерений
не зависит от другой, т. е.

о=0, а1а2=-а1а3=о^=0.

Тогда, как нетрудно видеть,
средний квадрат ошибки засеч¬

ки будет выражаться соотно¬

шением

в2=z2 cosec26 [1 + ctg2 7 sin2 X

X ф — 0)]a2 -f- 22 cosec2 6(1 +

+ c^g2 T sin2 P) al -f r‘2 cosec2 7a2.
Рис. 7.7. Геометрия измерения «пла¬

нета—звезда, планета—звезда, Солн¬

це—звезда»

Очевидно, что наилучшей звездой, которую надлежит выбрать для

измерения совместно с Солнцем, будет такая звезда, которая лежит

в одной плоскости с кораблем, Солнцем и планетой — для нее угол

у примет свое максимальное значение, равное углу А между ли¬

ниями визирования планеты и Солнца.

Оптимальную величину р> для минимизации е2 найдем^требуя,
чтобы частная производная в2 по (3 равнялась нулю. Если а\ = а2 ,

то отсюда следует, что угол (3 должен составлять ровно полови¬

ну 15. Поэтому, если звезда для измерения «Солнце—звезда» вы¬

брана оптимально, то две наилучшие звезды для измерений «звез¬

да—планета» должны быть такими, чтобы угол между их плоско¬

стями измерений делился пополам плоскостью измерения «Солн¬

це—звезда». В результате использования такой совокупности из¬

мерений ошибка станет функцией только угла 0 и выражение для
нее примет вид

min 82(0) = 2:2 cosec2 0 [2 + ctg2 А ■(! — cos б)] a? + r2 cosec2 А - а!.
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Оптимальная величина 0, которую обозначим через 0О, опреде¬
ляется как решение уравнения

cos2 0о — 2 [I -}- 2tg2 A) cos б0 -f 1 = О,

откуда можно найти угол
л 1 — sin А

cos 60=
1 + sin А

и соответствующий средний квадрат ошибки

min в2= cosec2 Л
■у (* + sin А)Ч\+М (7.15)

Полностью аналогичные результаты получаются, когда засечка

определяется тремя измерениями типа «Солнце—звезда», «Солн¬
це—звезда» и «планета—звезда». Для этого достаточно в уравне¬
ниях поменять местами г иг.

Измерение «планета—звезда, планета—звезда, планета—Солнце»

Особый интерес представляет совокупность трех наблюдений,

состоящая в измерении углов между линиями визирования бли¬

жайшей планеты и 1) звезды, 2) другой звезды и 3) Солнца. Как
мы увидим впоследствии, если планета находится гораздо ближе
к космическому кораблю, чем Солнце, то матрицу Н не всегда

можно обратить обычными способами. Для того чтобы найти пути

преодоления этой трудности, нужно прежде всего исследовать
элементы матрицы Н.

С этой целью определим единичные векторы flu т, п$ и т сле¬

дующим образом:
п\
— лежит в плоскости измерения «планета—звезда 1» и нор¬

мален к направлению от корабля к планете;

Й2 — лежит в плоскости измерения «планета—звезда 2» и нор¬
мален к направлению от корабля к планете;

723
— лежит в плоскости измерения «планета—Солнце» и нор¬

мален к направлению от корабля к планете;

па
— лежит в плоскости измерения «планета—Солнце» и нор¬

мален к направлению от корабля к Солнцу.
Теперь, если г и г — дальности соответственно до Солнца и до

планеты, то согласно результатам, полученным в разд. 7. 2, мат¬

рица Н определяется выражением
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Так как все векторы йь п2 и йз перпендикулярны к одному и тому
же направлению, то они не могут быть независимыми. Следова¬
тельно, если 2<Сг, то определитель матрицы Н будет близок
к нулю.

Встретившись с таким препятствием, введем две скалярные ве¬

личины а и Ь, удовлетворяющие соотношению

пг= ап1-\-Ьп2.

Теперь матрицу Н можно переписать в виде

_1_
Z

Коэффициенты а и Ь определятся из выражений

_
(Л\~пъ) — ГщТг2) (п2• я3)

1—(ЛГЛ2)2

(/12-Лз) — (ЛгЛ2) (л"гЯз)

1 — (пГЛ2)2

Поскольку векторы йь йг и Й4 взаимно независимы, обращение
второго сомножителя в уравнении, определяющем матрицу Я, не

составляет особой проблемы. Первый же сомножитель можно об¬

ратить непосредственно. Следовательно, имеем

я-1 =

/~~Т\( п1

—
т

■ аг

О

г

-Ьг

что и представляет собой искомый результат.
Обратимся теперь к рис. 7. 8 и выберем такую же систему коор¬

динат, как и раньше. Тогда матрицу Я можно переписать в сле¬

дующем виде:

' 1
0

Л
0 0

\
0 _1_

Z

0 I cos 0 sin 0 0

а ъ

Z тУ \ — cos A cos р — cos A sin (5 sin A j
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где

а=
sin (0 — р)

sin О
^__sin

sin 0

Солнце

Обратная матрица выглядит следующим образом:

f z О

//-!=_( — zoAgft —2: cosec б

\az ctg A — ar cosec A bz ctg A
— br cosec A

Если, как и прежде, считать_ошибки измерений взаимно незави¬

симыми и полагать, что =

то для среднего квадрата будем
иметь

s2=^2z2.cosec26-f (г ctg А —

Ха2 cosec2Аа\.
И опять оптимальное значение р
равно половине угла В, та*: что

минимальная ошибка в функции
О записывается в виде

min B2(9)= j^ 2z2cosec26-f-
(*ctg Л — г cosec А)2 ] -2

1 + cos О -]«?+
4- г2 cosec2 А • а2.

Оптимум О = 0о найдем, решив
уравнение

4*2 COS 0П /. Л л\о
—(z ctg А

— г cosec Л)2,
(1 — cos 0О)2

в результате чего получим

Рис. 7.8. Геометрия измерения «пла¬

нета—звезда, планета—звезда, пла¬

нета—Солнце»

COS 0П ТЛ-2Р cos А 4- р2 — sin А

У1—2р cos А + р2 +sin,4

Здесь для краткости введено обозначение p = r/z•
После подстановки этого значения 0 выражение для среднего

квадрата ошибки примет вид

z2
min е2=— co sec2 Л (sin А +

+ 1/1—2/?cos A +p2)2ai + r2 cosec2 А -а!. (7.16)
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Как и раньше, меняя местами г и г> получим аналогичные ре¬

зультаты для системы измерений «Солнце—звезда, Солнце—звез¬
да, Солнце—планета».

7.4. Метод коррекции временных ошибок

Операция выполнения навигационной засечки состоит из по¬

следовательности астрономических наблюдений описанного выше

типа. Добавление к ней четвертого независимого наблюдения дает

возможность не только определить координаты космического ко¬

рабля в пространстве, но также и ввести поправку на показания

бортовых часов. В данном разделе будет разработана необходимая

ствие каждому угловому измерению отрезок времени б^, пред¬
ставляющий собой время, которое проходит с момента начала ви¬

зирования до момента, когда этот конкретный угол уже измерен.
Следовательно, истинный момент измерения равен t0—6tc+ dtd.

Отметим, что величина 6ta точно известна и может быть введена
в бортовое вычислительное устройство, чего нельзя сделать с вели¬

чиной бtc.
Здесь будет рассматриваться лишь один из типов измерений,

перечисленных в первом подразделе разд. 7.2, а именно — изме¬

рение угла между линиями визирования Солнца и планеты. Рас¬

смотрение остальных типов измерений предоставляется читателю

в качестве упражнений.
Как и прежде, Р0 и 50 обозначают номинальные положения

планеты и космического корабля в момент to; г — вектор положе¬

ния корабля относительно Солнца, a z — вектор положения пла¬

неты относительно корабля. Обозначив через А угол от линии ви¬

зирования Солнца до линии визирования планеты, как показано

О Солнце

для этой цели схема вычис¬

лений и, кроме того, предло¬
жен метод учета неодновре¬
менное™ выполнения изме¬

рений, составляющих за¬

сечку.

S0 Cr+vdtfj

Рис. 7.9. Измерение угла между линиями

визирования Солнца и планеты

Vp(5tcL’5tc)

Для начала предполо¬
жим, что процесс визирова¬
ния начинается в тот мо¬

мент, когда бортовые часы

показывают номинальное

время t0. Пусть при этом

часы ошибаются на величи¬

ну бtc, так что истинное

время начала визирования
составляет t0—6tc. Далее,
так как процесс визирова¬
ния занимает ненулевое вре¬
мя, будем ставить в соответ-
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на рис. 7. 9, выведем формулу для изменения этого угла 6А, кото¬

рое вызывается следующими причинами:

1) движением планеты в течение интервала 64—64 между но¬

минальным временем и истинным временем измерения;

2) начальным смещением положения космического корабля 6г

по отношению к S0 в момент 4—64, когда начинается процесс ви¬

зирования;

3) наличием вектора расстояния .г? 64, проходимого аппаратом
со скоростью v с начала засечки до момента окончания замера А.

Заметим, что начальное смещение 6г может возникать частично

из-за движения корабля в интервале времени 64 и частично в ре¬

зультате его отклонения от номинального положения 50 в момент

4- Одна из основных задач анализа навигационной информации
—

соответствующим образом разделить эти составляющие.

Угол А выражается через скалярное произведение

cos .Д = ————.

r-z

Как обычно, все отклонения будем рассматривать в виде диффе¬
ренциалов, что позволяет записать

8 (rz cos А) = —(r-bz-\-z-br')y

где

Ъг' = Ъг -\-vbtd,

bz= vp (btd — btc) — br',

a vv
—

вектор скорости планеты в момент 4*
Разлагая дифференциалы на соответствующие направления

и учитывая соотношения

'
, У

Г Z

можно получить для 6А следующее выражение:

lA=(M,+^±piytd+
ЦА+ 5С).ЪР+^К. ,7.17)

Определения векторов щ и П2 приведены в первой части разд. 7. 2

Коэффициент при 64 в уравнении (7. 17) зависит только от

номинальных условий в момент 4- Таким образом, если величина

64 известна, можно прямо вводить поправку 6А каждый раз, когда

измерение угла будет выполнено. Будем предполагать, что здесь
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имеет место именно этот случай и далее всюду члены, связанные

с 6tdy будут опускаться.
Для удобства обозначений целесообразно пользоваться четы¬

рехмерным
*

вектором отклонений 6x4:

Это позволит аналогично предыдущим случаям выразить измерен¬
ное (угловое) отклонение в виде

Теперь, конечно, вектор h — четырехмерный. Для конкретного типа

измерения, который здесь обсуждается, имеем

Тогда в матричной форме можно достаточно просто записать вы¬

ражение, аналогичное уравнению (7.9):

где Ни в данном случае матрица размерности (4X4), каждая

строка которой состоит из компонентов четырехмерных векторов
Я для каждого из четырех отдельных измерений. Как и прежде,
вектор 6^4 составляется из отклонений наблюдаемых величин от

их номинальных значений и в_данном случае также является че-

гырехмерным. Если матрица Ни неособенная, т. е. если измерения
дают независимую информацию, то можно записать

Измеренные, истинные и оценочные величины будем различать
с помощью тех же обозначений, что и в разд. 7. 3. Таким образом,
будем иметь соотношение

Ввиду наличия соответствующей информации становится возмож¬

ной более правильная оценка 6г. Действительно, после того как

получена оценка бtc, можно внести поправку в оценку отклонения

положения, учитывающую ошибку во времени начала засечки. Это

делается добавлением к оценке положения вектора расстояния,

* Размерность вектора будет отмечаться соответствующим индексом только

в тех случаях, когда она больше трех (прим. автора).

bA = h/t-bx,t.

8x4 = 7/44 S<74-
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пройденного космическим кораблем за время бtc. Тогда наилуч¬
шая оценка четырехмерного вектора отклонений получится из вы¬

ражения

ox.,t = ХиНмЪдАу (7.18)
где

_ _

/ v \

а / — трехмерная единичная матрица.

7.5. Оценка методом максимума

правдоподобия

Описанный выше процесс определения отклонений по положе¬

нию и коррекции показаний бортовых часов называется детерми¬
нированным, потому что для однозначного нахождения параметров
предполагалось использование лишь достаточного числа измере¬
ний. Если измерения были точными, то вычисленные таким спосо¬

бом отклонения также должны быть точными в пределах допуще¬
ний, свойственных линейному анализу. Однако существуют по¬

грешности приборов, так что имеет смысл включить в засечку
избыточные измерения. Это позволило бы уменьшить неопределен¬
ность знания измеренных величин по сравнению с той точностью,

которой можно добиться, используя лишь минимальное количество

информации. Когда используется избыточная информация, задача

становится по своей природе статистической и для ее решения, т. е.

для определения интересующих нас параметров, удобно применять
методы теории статистических оценок.

Для облегчения дальнейшего обсуждения кажется целесооб¬
разным изложить некоторые основы статистического анализа, ко¬

торые потребуются для общего понимания приводимого метода.

Некоторое предварительное знакомство с предметом предполага¬
ется, так что следующий ниже короткий обзор должен лишь ориен¬

тировать читателя на конкретные приложения, рассматриваемые

здесь и в дальнейших главах.

Множество всех возможных случайных исходов статистическо¬

го эксперимента называется пространством выборок. Для наиме¬

нования действительнозначной функции а, чья величина опреде¬
ляется исходом случайного эксперимента, используется термин
случайная переменная. Со случайной переменной а связывается

функция распределения вероятности:

Р(а) = вероятность (а^а),

поэтому для каждого а имеется соответствующая вероятность
Р(а) того, что результатом эксперимента явится величина а,
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которая не превышает а. Если функция Р(а) дифференцируема, то

определяется так называемая функция плотности распределения
вероятности или просто плотность распределения

. v dP (а)
Р(а) =——,

da

откуда следует

Р(а)= J p(o)da,
*—

qo
:

b

вероятность (а <; а <; b) = р (a) da,
•J

а

\ p(a)da=\,
— эо

Статистическое среднее значение, или математическое ожидание а

случайной переменной а определяется выражением

а= ^ ар {a) da,
— оо

а ее средний квадрат вычисляется по формуле

а2 — ^ a2/? (a) da.

Для осредненного квадрата отклонения а от ее математического

ожидания применяется название дисперсия а. Дисперсия полу¬
чается следующим образом;

о2= (а — а)2 —- а2 — (а)2.

Квадратный корень из дисперсии о называется стандартным от¬

клонением, или среднеквссдратичным отклонением (СКО).
Все эти понятия можно распространить на две и более случай¬

ные переменные. Для двух переменных си и а2 совместная функция
распределения Р(аЛ, а2) определяется выражением

Р(йь «2.).= вероятность (ai^ai и а2<а2),

а совместная плотность распределения

р(а„
да\да2

Две случайные переменные называются статистически независимы¬

ми, если выполняется равенство

Р(аи а2) = Pi(a1)P2{a2)
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или эквивалентное равенство

р(аь а2) =рх{а1)р2{а2).

Если ai и а2 независимы, то, как можно показать,

ОО СО

a,a2 = j | a,a2p(au a2) dalda2= aia2.
CO — oo

С другой стороны, соотношение

оо оо

а1+а2= ^ ^ (а1 + а2)р(<*и a2) datda2=a, 4- a2
ОО — оо

является справедливым, невзирая на то, являются ли ai и <22 не¬

зависимыми или нет. Все эти положения очевидным способом рас¬
пространяются на случай более двух случайных переменных.

Пусть имеется т случайных переменных аь а2, ..., ат с нуле¬
выми математическими ожиданиями. Их совместное распределение
называется т-мерным нормальным распределением, если выполня¬

ется условие

Р (а1> ^2» • •
*> У’т)= ~ £Хр i — CtmAmm(Zm ), (7.19)

V(2К)т \Атт\ ' 2

где am —/тг-мерный вектор с компонентами а19 а2, . . ат:
а Атт — матрица распределения, обычно называемая корреля¬

ционной матрицей:

«?

4*= «2«1

а,о2 «1<*т \

«2 ' • • a2«m • (7.20)

am«2 72 /т /

Символ \Amml обозначает определитель матрицы Атт.

Вернемся теперь к проблеме избыточных измерений и предполо¬
жим, что для одной навигационной засечки было сделано всего

т измерений, где т>3. Пример засечки, состоящей из шести из¬

мерений, показан на рис. 7. 10. Первые три измерения включают

ближайшую планету, от линии визирования которой отсчитываются

углы до направлений на Солнце и на две звезды. Четвертое изме¬

рение связано с Солнцем и звездой, а пятое — с Солнцем и второй
ближней планетой. Наконец, шестое измерение относится к угло¬
вому диаметру ближайшей планеты.

Как всегда, имеем соотношение между истинными значениями

измеряемых величин и отклонений положения, которое может быть

записано в виде

Ь<1т= НтЗЬг,
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где Нш%— прямоугольная матрица из т строк и трех столбцов.

Из выражения » .

следует

Z,n = km-tt,n:fr. (7.21)

Поставленная задача состоит в оценке дг> когда задана сово¬

купность измерений 6qm. Будем полагать, что компоненты аш пред¬
ставляют собой случайные переменные с нормальным совместным

,д

распределением. Оценка б г детерминированным методом (т = 3)

Рис. 7.10. Пример навигационной засечки с избыточным
числом измерений

в соответствии с уравнением (7.11) производилась так, будто
аз = 0. Иначе говоря, при отсутствии какого-либо известного сме¬

щения наилучшая оценка ошибки измерения была нулевой. Такая

оценка, по-видимому, максимизирует плотность распределения,
выражаемую формулой (7-19), и явддется в некотором смысле

наиболее правдоподобной величиной аз для любой типичной си¬

стемы измерений. При наличии избыточных измерений уже нельзя

выбираты оценку б г, приводящую' к нулевой оценке всех прибор¬
ных погрешностей. С другой стороны, суще^вует возможность так

оценить б г, чтобы соответствующий вектор ат также максимизиро¬

вал свою функцию плотности распределения вероятности. Полу-

чающаяся в результате оценка б г известна под названием оценки

методом максимума правдоподобия _

и определяется следующим
образом.

•
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Подставляя уравнение (7.21) в (7.19), получим некоторую

функцию 6qm при данной совокупности измерений:

L (Ъг)——
1

ехрХ
Vv*r\Amm\

X
2 Нт?Ьг)тАтт (&дт — 7/ш3ог)

которая называется функцией правдоподобия. Для того чтобы мак¬

симизировать L(6r), нужно просто приравнять нулю три ее част¬

ные производные по трем составляющим 6г. В результате будем
иметь

(^?/п АттНщЪ— 0.

Следовательно, оценка методом максимума правдоподобия полу¬
чается как решение уравнения

где

НЗт^ттНтз^г— Нът^тт^Ят' (7.22)

Можно, конечно, расширить этот способ, если ввести оценку
коррекции на показания часов. Однако при наличии избыточной

информации приходится рассматривать в качестве одного из из¬

мерений время в соответствии с показаниями бортовых часов.

Непосредственное измерение 6tc есть нуль, так как при отсутствии
какой-либо информации о неисправности часов обычно считают,
что они указывают точное время. Если т — ошибка часов, то

ие=ые+т=о.

Далее опишем обычную схему вычислений для оценки методом

максимума правдоподобия вектора 6г и ошибки 64. Введем два

вектора-столбца
— т-мерный 6qm и четырехмерный 6x4:



Это позволяет записать ;■

Мт = НтАЬхА.

Удобно разделять матрицу Нша на две:

где Н44 — четырехмерная квадратная матрица, а Нга— прямо¬
угольная матрица с числом строк, равным числу избыточных из¬

мерений- Заметим, что все элементы последней строки #44 равны
нулю, за исключением крайнего правого элемента, который равен
единице.

Первых трех измерений достаточно для однозначного опреде¬
ления бг. Четвертое измерение

— показание часов — не дает ни¬

какой информации, пока не будет сделано дополнительное или

пятое измерение. Строго говоря, четвертое измерение является

первым из избыточных, так как пятое измерение нужно для оценки
ошибки бортовых часов.

Измеренные отклонения от номинальных значений бqm и соот¬

ветствующие ошибки измерений выражаются векторами

/ 8<7i
'

аЛ
8<72 «2

Чз а3

0 ’ т -к

°5

1"'ta. j \ ат I

Если компоненты ат —случайные переменные, распределенные по

нормальному закону, то применение метода максимума правдопо¬
добия дает

4=^4*Чп, (7-23)
где

F4m- *44 (НшА~хт Ят4)"‘ HimA~]n. (7. 24)

Матрица Х44 используется, как описано в разд. 7. 4, для внесения

поправки в оценку бг на смещение времени измерений Ыс.
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Окончательная оценка, характеризуемая уравнением (7.23),
может быть приведена к более удобному виду для частного случая,

когда отдельные ошибки измерений составляют систему статисти¬

чески независимых случайных переменных. В этом случае корре¬
ляционная матрица Атт является диагональной, а ее диагональ¬

ные элементы представляют собой дисперсии соответствующих
ошибок измерений. Поэтому можно разбить матрицу на следующие
блоки:

Л.» = ).\о„л,г !
Затем, если дополнительно ввести две квадратные матрицы

Р«=Яй' А«НТй\

Qrr= Arr-\-Hr<PMH4r,

то можно непосредственно доказать *, что

(нAm AmmНm±) —^44 Р/^А^Аг^гг НгаР<44*

Затем, подставляя это соотношение в уравнение (7.24), получим
после некоторых преобразований**

F4m=X44H^[{T44 04r)+ Z4r Q7r (- Yri lrr)}, (7,25)

где две новые прямоугольные матрицы обозначают следующее:

Yt4=Hr4HJ4\

A44Y4r.

Действительно, положив

Н<гА^Нг4 = в,

получим

(H4m A-lmHm4rl = (Р4Т + В»)-1 = Ри + (р441 + В")-1 - Ри =

Р41 — Ри Cht + В44Р44) 1ВиРи—Рц P-i JI4rQr(Нr4Pi t • {прим. ред.)

** Для доказательства уравнения (7. 25) следует учесть, что

(Ри - PuH4rQ7%4Pu) Н4гА-х = P4iH4r (А-1 -

Тогда

- Q-lHr4PuH4rA~x) = PuH4rQ7rl-

(Н^тйт^Г^пАТг'т = <Р*«Д^ли) X

X II Н44А44Х H4rArrl II — || Н44 —PuP4rQrrlHriH4( PuH4rQrrl II —

= II Н74 II hi — 74rQ7rlVr4 Z4rQ~x II (прим. ред.).
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Матрица Qrr может быть выражена через Уг4 и Z4r:

Qr=Arr+ Kr4Z4r.

Матрица F4m, связывающая между собой 6х4 и бqm и записан¬

ная в виде (7-25), имеет большое преимущество перед соответст¬

вующей матрицей вида (7.24). В варианте (7.25) не возникает

никаких вычислительных затруднений, связанных с допущением
о том, что какое-либо из отдельных измерений является совершен¬
но точным. Это допущение приводит к особенной матрице Атт,

которую нельзя обратить, как этого требует уравнение вида (7. 24).
В то же время в уравнении (7. 25) такого обращения делать не

нужно. Кроме того, из (7.25) сразу видно, к чему приводит добав¬
ление избыточных измерений.

При вычислениях по формуле (7. 25) требуется обращать две

матрицы: Н44 и Qrr. Благодаря специальному виду Н44, т. е.

Н44=1

hn hn *13 hu
^21 *22 *23 Л24
'*31 *32 сосо со 4^

0 0 0 1

hH

Нгг ^24

^34

ООО 1

эта операция сводится к обращению матрицы размерности всего

лишь (3X3). В результате обращения получим

н^=I

/АыV
Нъъ — Нзз11 /г24 1

\и
ООО 1

Порядок матрицы Qrr равен числу избыточных измерений. Так как

она состоит из суммы двух матриц, одна из которых диагональ¬

ная, то необходимое обращение должно происходить без каких-

либо затруднений, если не считать совершенно особые или искус¬
ственные случаи.

7.6. Анализ ошибок и примеры

Для проведения статистического анализа навигационной за¬

сечки нужно иметь аналитическое выражение для корреляционной

матрицы ошибок оценки- С этой целью обозначим четырехмерный
вектор ошибок оценки через ё4у т. е.

-(В
и поэтому

Л

ЪХл
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Теперь, подставляя это выражение в уравнение (7.23) и замечая,

что истинные отклонения удовлетворяют (7. 23) тождественно, по¬

лучим

ei
= ^4А-

Корреляционная матрица Еаа ошибок оценки имеет вид

ЕАА= еАеА = Е АтАттР тА, (7.26)

где Атт
—

корреляционная матрица ошибок измерений вида

(7.20).
Матрицу Ей можно разбить на блоки следующим образом:

Здесь правый нижний элемент представляет собой средний квад¬

рат ошибки оценки погрешности показаний бортовых часов. Квад¬
ратная матрица вверху слева есть не что иное, как корреляционная

матрица ошибок оценки положения. След этой матрицы, записы¬

ваемый в виде

/Г( ВЕТ )= £2 -f 8| ,

инвариантен относительно ортогонального преобразования коорди¬
нат, и, следовательно, квадратный корень из него является удобной
мерой ошибки оценки. Будем называть этот след средним квад¬

ратом ошибки положения, а квадратный корень из него — средне¬
квадратичной ошибкой положения.

Главная цель выбора конкретной совокупности измерений для
навигационной засечки состоит в получении, наименьшей возмож¬

ной среднеквадратичной ошибки. Анализ, проведенный в разд. 7.3,

представляет в основном лишь теоретический интерес, так как

в нем предполагается, что звезды всегда могут быть выбраны опти¬

мально. Из практических соображений приходится ограничиваться
использованием для измерений только самых ярких звезд. Анали¬
тические методы оптимизации, хотя несомненно и являются жела¬

тельными, тем не менее не могут быть вполне приспособлены к за¬

дачам выбора измерений при наличии такого рода физических
ограничений. Поэтому оставшаяся часть раздела будет посвящена

описанию наряду с числовыми примерами вычислительной схемы,

которая показала себя полезной при анализе задачи практических

измерений.
Была составлена программа для универсальной цифровой вы¬

числительной машины, предназначенная для выполнения расчетов,
связанных с навигационной засечкой. Начальные условия состояли

из информации о номинальной траектории и предполагаемых стра¬
тегий выбора соответствующих измеряемых углов. На выходе ма¬

шины получалась наилучшая (в пределах наложенных ограниче¬
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ний) совокупность измерений, которая обеспечивала минимальную
среднеквадратичную ошибку. Вычислялись среднеквадратичные
ошибки положения и ошибки по времени для системы трех измере¬
ний, выбранной в качестве основной, а также те же самые ошибки
по мере добавления каждого избыточного измерения. Это позво¬

лило в явном виде исследовать влияние дополнительных изме¬

рений.
Было сформулировано шесть различных стратегий выбора аст¬

рономических объектов для получения навигационных засечек.

Эти стратегии применялись для каждой из четырех отобранных
межпланетных траекторий. Подробно стратегии приводятся ниже.

Стр атегия 1

Основные измерения:
1 и 2 — ближайшая видимая планета и две наилучшие звезды;
3 —ближайшая видимая планета и Солнце.
Избыточные измерения:
4 и 5 — вторая ближняя видимая планета и две наилучшие

звезды;
6 — вторая ближняя видимая планета и Солнце или угловой

диаметр ближайшей видимой планеты.

Стратегия 2

Основные измерения:
1 и 2 — ближайшая видимая планета и две наилучшие звезды;
3 — ближайшая видимая планета и Солнце.
Избыточные измерения:
4 и 5 — Солнце и две наилучшие звезды;
6 — ближайшая видимая планета и Солнце.
Если планета расположена настолько близко, что измерение

ее углового диаметра дает существенную информацию, то избыточ¬

ная система для стратегии 2 состоит из следующих измерений:
4 — Солнце и звезда, наилучшая в том смысле, что она оптими¬

зирует первые четыре измерения;
5 — Солнце и вторая ближняя видимая планета;
6 — угловой диаметр ближайшей видимой планеты.

Стр атегия 3
Основные измерения:
1 и 2 — Солнце и две наилучшие звезды;
3 — Солнце и ближайшая видимая планета.

Избыточные измерения:
4 и 5 — ближайшая видимая планета и две наилучшие звезды;
6 — вторая ближняя видимая планета и Солнце или угловой

диаметр ближайшей видимой планеты.

Стратегия 4

Основные измерения:
1 и 2 — Солнце и две наилучшие звезды;

3^—ближайшая видимая планета и наилучшая звезда для опти¬

мизации первых трех измерений.;

266



Избыточные измерения.

4 — ближайшая видимая планета и наилучшая звезда с точки

зрения оптимальности первых четырех измерений;
5 — Солнце и ближайшая видимая планета;

6 — Солнце и вторая ближайшая видимая планета или угловой
диаметр ближайшей видимой планеты.

Стратегия 5

Основные измерения:
1 и 2 — Солнце и две наилучшие звезды;
3 — Солнце и ближайшая видимая планета.

Избыточные измерения:
4 — ближайшая видимая планета и наилучшая звезда, оптими¬

зирующая первые четыре измерения;
5 — ближайшая видимая планета и наилучшая звезда, оптими¬

зирующая первые пять измерений;
6 — Солнце и вторая ближняя видимая планета или угловой

диаметр ближайшей видимой планеты.

Стратегия 6

Основные измерения:

1 и 2 — вторая ближняя видимая планета:
3 — ближайшая видимая планета и наилучшая звезда, оптими¬

зирующая первые три измерения.
Избыточные измерения:
4 — Солнце и вторая ближняя видимая планета;
5—-ближайшая видимая планета и наилучшая звезда, опти¬

мизирующая первые пять измерений;
6 — Солнце и ближайшая видимая планета или угловой диаметр

ближайшей видимой планеты.

Для объяснения некоторых терминов, встречающихся в приве¬
денных выше стратегиях, нужно сделать несколько замечаний:

1. Планета называется видимой, если угол между линиями

визирования планеты и Солнца превышает 15°. Тот же критерий
распространяется и на звезды, и для измерений выбираются толь¬

ко видимые звезды.

2. Если ближайшей видимой планетой является Земля, то в

качестве второй ближней планеты выбирается Луна при условии,
что угол между линиями визирования Земли и Луны превышает 3°.

3. Измерение углового диаметра ближайшей видимой планеты

является более предпочтительным по сравнению с другими изме¬

рениями, когда планета достаточно близко расположена, чтобы это

измерение имело смысл.

4. Для двух измерений, относящихся к телу, расположенному
на конечном расстоянии от корабля, и двум звездам, те звезды

называются «наилучшими», плоскости измерений которых взаим¬

но ортогональны. (Под плоскостью измерения подразумевается
плоскость, в которой измеряется угол.)



5- Верхний предел общего числа допустимых измерений был

произвольно установлен равным шести.

В расчетах использовались всего 10 наиболее ярких звезд. Пере¬
числим их в порядке яркости:

Название Звездная
величина

Сириус — 1,58
Канопус —0,86
Альфа Центавра 0,06
Вега 0,14
Капелла 0,21
Арктур 0,24
Ригель 0,34
Процион 0,48
Ахернар 0,60
Бэта Центавра 0,'8б

Предполагалось, что ошибки измерений образуют систему ста¬

тистически независимых случайных переменных с нулевым мате¬

матическим ожиданием и среднеквадратичным отклонением, рав¬
ным 0,05 миллирадиан или 10,3 угловых секунд. Предполагалось
также, что смещение показаний часов происходит на постоянную

относительную величину, среднеквадратичное значение которой
равно одной стотысячной от измеренного времени.

Из гл. V, где проводилось исследование возможных орбит, были
взяты четыре траектории в качестве образцов для анализа шести

стратегий — две траектории полета на Марс (см. рис. 5-8 и 5.9)
и две траектории полета на Венеру (см. рис. 5. 13 и 5. 14). Сравне¬
ние шести стратегий выполнения астрономических засечек при¬
ведено в табл. 7. 1—7.4. В эти таблицы были включены лишь вы¬

борочные данные, полная совокупность которых позволила выбрать
наиболее удачные стратегии, приводящие к единственной системе

«оптимальных» измерений для различных траекторий. Наи¬

лучшие из полученных среднеквадратичных ошибок положения

н ошибок определения времени в функции времени, прошедшего
с момента запуска, приведены в табл. 7- 5—7. 8. Слова «нет 2-й пла¬

неты» указывают в таблице на то обстоятельство, что лишь для

одной планеты ее линия визирования отклоняется от линии визи¬

рования Солнца больше, чем на 15°. Таким образом, в этот момент

стратегия выполнения засечки, в которой используются две пла¬

неты, становится непригодной (если, конечно, в качестве порога

видимости принят угол в 15°).
Некоторые выводы, сделанные при рассмотрении табл. 7. 1 —

7.4, следует прокомментировать:
1. Использование Луны с навигационными целями значительно

уточняет засечку положения, когда космический корабль находится

в окрестности Земли. В некоторых случаях наблюдается уменьше¬
ние ошибки положения более чем в три раза.
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2. Нельзя предпочесть какую-либо одну стратегию для вы¬

бранных объектов, т. е. конкретная комбинация измерений, взятая

в соответствии с одной системой правил, может быть лучшей в один

момент времени и худшей в некоторый другой момент.

Таблица 7. 1

Сравнение стратегий выполнения навигационной засечки

для 1-й траектории полета на Марс.
Состояние через 0,04 года после отправления

Стра¬
тегии

Первый
объект

Второй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка в

положении

км

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

во времени

час

1 Земля Вега

Земля Капелла

Земля Солнце 10385 0,0035

Луна Сириус 4138 0,0035

Луна А Центавра 2756 0,0035

Земля Диаметр 2752 0,0035

2 Земля Вега

Земля Капелла

Земля Солнце 10385 0,0035

Солнце Арктур 6519 .0,0035

Солнце Луна 2059 0,0035

Земля Диаметр 2059 0,0035

3 Солнце Сириус

Солнце Арктур

Солнце Земля 10500 0,0035

Земля Вега 7720 0,0035

Земля Капелла 6200 0,0035

Земля Диаметр 6162
1

0,0035

4 Солнце Сириус
1

Солнце Арктур

Земля Капелла 10690 0,0035

Земля Вега 7698 0,0035

Солнце Земля 6200 0,0035

Земля Диаметр 6162 0,0035
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Продолжение

Стра¬
тегии

Первый
объект

Второй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка в

положении

км

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

во времени

час

5 Солнце Сириус

Солнце Арктур

Солнце Земля 10500 0,0035

Земля А Центавра 7705 0,0035

Земля Арктур 6056 0,0035

Земля Диаметр 6022 0,0035

6 Луна Сириус

Луна А Центавра

Земля Капелла 3086 0,0035

Солнце Луна 2297 0,0035

Земля Арктур 1825 0,0035

Земля
1

Диаметр 1823 0,0035

Таблица 7. 2

Сравнение стратегий выполнения навигационной засечки
для 2-й траектории полета на Марс.

Состояние через 0,06 года после отправления

Стра¬
тегии

Первый
объект

Второй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка в

положении

км

Среднеквад¬
ратичная
ошибка во

времени
час

1 Земля Сириус

Земля А Центавра

Земля Солнце 10790 0,0053

Марс Сириус 10778 0,0053

| Марс Б Центавра 10610 0,0053

j Земля Диа метр 10600 0,0053
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Продолжение

\
\

Стра¬
тегии

Первый
объект

Второй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

в положений

км

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

во времени

час

2 Земля Сириус

Земля А Центавра

Земля Солнце 10790 0,0053

Солнце Аркгур 6598 0,0053

Солнце Марс 5140 0,0053

Земля Диаметр 5138 0,0053

3 Солнце Процион

Солнце Ахернар

Солнце Земля 10620 0,0053

Земля Сириус 7795 0,0053

Земля А Центавра 6343 0,0053

Земля Диаметр
• 6341 0,0053

4 Солнце Процион

Солнце Ахернар

Земля Капелла 11167 0,0053

Земля Вега 7848 0,0053

Солнце Земля 6323 0,0053

Земля Диаметр 6321 0,0053

5 Солнце Процион

Солнце Ахернар

Солнце Земля 1063.0 0,0053

Земля Ахернар 7768 0,0053

Земля Капелла 6495 0,0053

Земля Диаметр 6493 0,0053
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Продолжение

Стра¬
тегии

Первый
объект

Второй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

в положении

км

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

во времени

нас

6 Марс Сириус

Марс Б Центавра
Земля Б Центавра 54610 0,0053

Солнце Марс 14200 0,0053

Земля Ригель 8256 0,0053

Земля Диаметр 8251 0,0053

Таблица 7. 3

Сравнение стратегий выполнения навигационной засечки

для 3-й траектории полета на Венеру.
Состояние через 0,42 года после отправления

Стра¬
тегии

Первый
объект

Второй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

в положении

км

Среднеква¬
дратичная
ошибка

во времени

час

1 Венера А Центавра

Венера Ригель

Венера Солнце 10916 0,0368

Меркурий Процион 3518 0,0309

Меркурий Б Центавра 3475 0,0300

Венера Диаметр 3475 0,0300

2 Венера А Центавра

Венера Ригель

Венера Солнце 10916 0,0368

Солнце Ригель 7802 0,0365

Солнце Меркурий 5005 0,0200

Венера Диаметр 5000 0,0200

3 Солнце Сириус

Солнце Капелла

Солнце Венера 9555 0,0368

Венера А Центавра 8803 0,0330

Венера Ригель 7819 0,0330

Венера Диаметр 7801 0,0329
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Продолжение

Ста-
тегии

Первый
объект

Второй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

в положении

км

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

во времени

час

4 Солнце Сириус

Солнце Капелла

Венера Б Центавра 10610 0,0368

Венера Арктур 8724 0,0330

Солнце Венера 7780 0,0330

Венера Диаметр 7759 0,0329

5 Солнце Сириус

Солнце Капелла

Солнце Венера 9548 0,0368

Венера Б Центавра 8802 0,0330

Венера Процион 7753 0,0330

Венера Диаметр 7740 0,0329

6 Меркурий Процион

Меркурий Б Центавра

Венера Процион 8097 0,0368

Солнце Меркурий 5530 0,0262

Венера Капелла 3703 0,0237

Венера Диаметр 3701 0,0237

Таблица 7. 4

Сравнение стратегий выполнения навигационной засечки
для 4-й траектории полета на Венеру.

Состояние через 0,20 года после отправления

Стра¬
тегии

Первый
объект

Вторсй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

в положении

км

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

во времени

час

1 Венера Ригель

Венера Б Центавра

Венера Солнце 20080 0,0175
Земля Капелла 2687 0,0175
Земля Процион 2200 0,0175
Солнце Земля 1717 0,0170
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Стра¬
тегии

Первый
объект

Второй
объект

Среднеквад¬
ратичная
ошибка

в положении

км

Среднеквад¬
ратичная
ошибка / во

времени
час

2 Венера

Венера

Венера

Ригель

Б Центавра
Солнце 20080 0,0175

Солнце Капелла 18100 0,0169

Солнце Ригель 11665 0,0166

Солнце Земля 2270 0,0166

3 Солнце Капелла

Солнце

Солнце

Ригель

Венера 14820 0,0175

Венера Ригель 13:50 0,0169

Венера Б Центавра 11665 0,0166

Солнце Земля 2270 0,0166

4 Солнце

Солнце

Венера

Капелла

Ригель

Сириус' 16440 0,0175

Венера Капелла 15085 0,0166

Солнце Венера 11625 0,0166

Солнце Земля 2303 0,0166

5 Солнце

Солнце

Солнце

Капелла

Ригель

Венера 14820 0,0175

Венера Ахернар 13305 0,0171

Венера Процион 11470 0,0167

Солнце Земля 3072 0,0168

6 Земля

Земля

Венера

Капелла

Процион

Арктур 3687 0,0175

Солнце Земля 2644 0,0171

Венера Б Центавра 1868 0*0171

Солнце Венера 1694 0,0170
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Таблица 7. 5

Ошибки при выполнении астрономических засечек

в положении и времени для 1-й траектории полета на Марс

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в поло¬

жении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

во времени

час

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в поло¬

жении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка
во времени

час

0,001 16 0,0000 0,425 4702 0,0359

0,002 22,5 0,0002 0,450 5248 0,0380

0,003 32 0,0003 0,475 6019 0,0401

0,004 45 0,0004 0,500 6803 0,0419

0,005 63 0,0004 0,525 7960 0,0436

0,006 82 0,0005 0,550 9325 0,0452

0,007 106 0,0006 0,575 10730 0,0464

0,008 140 0,0007 0,600 10920 0,0500

0,009 180 0,0008 0,625 10945 0,0520

0,010 230 0,0009 0,650 10815 0,0543

0,025 2077 0,0022 0,675 9406 0,0586

0,050 3904 0,0044 0,700 8165 0,0594

0,075 4660 0,0066 0,725 7063 0,0589

0,100 5550 0,0088 0,750 6242 0,0571

0,125 6465 0,0109 0,775 5810 0,0545

0,150 6040 0,0129 0,800 9858 0,0670

0,175 10310 0,0151 0,825 9722 0,0689

0,200 8120 0,0170 0,840 4643 0,0617

0,225 12300 0,0200 0,841 3877 0,0607

0,250 Нет 2-й планеты 0,842 3158 0,0600

0,275 Нет 2-й планеты 0,843 2470 0,0594

0,300 3858 0,0254 0,844 1859 0,0590

0,325 3760 0,0274 0,845 1346 0,0588

0,350 3830 0,0295 0,846 958 0,0587

0,375 3994 0,0316 0,847 714 0,0587

0,400 4232 0,0338 0,848 609 0,0586
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Таблица 7.6

Ошибки при выполнении астрономических засечек
в положении и времени для 2-й траектории полета на Марс

Время
годы

Средне-
квадратич^
ная ошиб¬

ка в

положении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошиб¬

ка во

времени
час

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошиб¬

ка в

положении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошиб¬

ка во

времени
час

0,001 16 0,0001 0,250 Нет 2-й ]планеты

0,002 14,5 0,0002 0,275 4370 0,0234

0,003 18 0,0003 0,300 4235 0,0255

0,004 34 0,0004 0,325 4500 0,0277

0,005 79 0,0004 0,350 4823 0,0298

0,006 191 0,0005 0,375 5344 0,0320

0,007 513 0,0006 0,400 6065 0,0341

0,008 907 0,0007 0,425 7036 0,0365

0,009 714 0,0008 0,450 8217 0,0382

0,010 604 0,0009 0,475 9675 0,0400

0,025 1228 0,0022 0,490 10477 0,0420

0,050 5480 0,0044 0,491 10395 0,0421 .

0,075 5286 0,0066 0,492 10206 0,0421

0,100 5522 0,0087 0,493 9824 0,0422

0,125 7878 0,0109 0,494 9138 0,0423

0,150 10970 0,0130 0,495 7926 0,0423

0,175 9865 0,0149 0,496 6119 0,0424

0,200 13020 0,0174 0,497 3980 0,0425

0,225 Нет 2-й планеты 0,498 2120 0,0408

Таблица 7. 7
Ошибки при выполнении астрономических засечек

в положении и времени для 3-й траектории полета на Венеру

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в поло¬

жении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

во времени

час

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в положе¬

нии

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

во времени

час

0,001 31 0,0001 0,004 19 0,0004

0,002 16 0,0002 0,005 27 0,0004

0,003 14 0,0003 0,006 39 0,0005

276



Продолжение

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в положе¬

нии

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

во времени

час

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в поло¬

жении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошиб¬

ка во

времени

час

0,007 53 0,0006 0,300 2999 < 0,0238
0,008 71 0,0007 0,325 3155 0,0249

0,009 88 0,0008 0,350 5870 0,0285
0,010 109 0,0009 0,375 4723 0,0259
0,025 971 0,0022 0,400 3787 0,0277
0,050 3202 0,0044 0,425 3447 0,0239
0,075 6974 0,0066 0,440 4582 0,0329
0,100 8895 0,0088 0,441 4672 0,0329
0,125 11750 0,0109 0,442 4590 0,0330
0,150 20540 0,0131 0,443 4388 0,0330
0,175 34600 0,0149 0,444 3997 0,0328
0,200 3654 0,0170 0,445 3381 0,0325
0,225 3008 0,0190 0,446 2583 0,0321

0,250 2840 0,0208 0,447 1754 0,0317

0,275 2884 0,0224 0,448 1074 0,0300

Таблица 7.8

Ошибки при выполнении астрономических засечек

в положении и времени для 4-й траектории полета на Венеру

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в поло¬

жении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

во времени

час

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в поло¬

жении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

во времени

час

0,001 16 0,0001 0,050 6138 0,0044
0,002 23 0,0002 0,075 3189 0,0066

0,003 35 0,0003 0,100 2484 0,0087

0,004 55 0,0004 0,125 2054 0,0109
0,005 79 0,0004 0,150 1770 0,0129

0,006 109 0,0005 0,175 1650 0,0150
0,007 146 0,0006 0,200 1695 0,0170
0,008 187 0,0007

*

0,225 2163 0,0188
0,009 233 0,0008 0,250 3014 0,0203
0,010 285 0,0009 0,275 4172 0,0219
0,025 2692 0,0022 0,290 3942 0,0241
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Продолжение

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

9 поло¬

жении

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошиб¬

ка во

времени

час

Время
годы

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

в положе¬

нии

км

Средне¬
квадратич¬
ная ошибка

во времени

час

0,291 3641 0,0241 0,295 1659 0,0240

0,292 3263 0,0241 0,296 1128 0,0239

0,293 2788 0,0241 0,297 706 0,0240

0,294 2235 0,0240; 0,298 445 0,0241

3. Анализ количественного влияния избыточных измерений на

уменьшение среднеквадратичных ошибок положения может суще¬
ственно помочь определить, какие измерения имеют наиболее важ¬

ное значение. Прежде чем окончательно остановиться на какой-то

системе измерений, кажется целесообразным тщательно выяснить

влияние каждого отдельного измерения на точность засечки.

4. Если космический корабль находится в окрестности Земли

в то время, когда видима Луна, то измерение углового диаметра
Земли практически не дает информации- Поэтому при подготовке
данных для навигационной программы в таких случаях измерение
диаметра Земли заменялось на другое возможное измерение, ука-’
ванное- в списке стратегий.

Задачи

7. 1. Космический корабль и два ближайших к нему небесных
тела соответственно расположены в точках S, Рх и Р2. Система
координат ху образована таким образом, что ее начало совпадает

с Р1, ось х направлена вдоль линии, соединяющей Р\ и Р2у а ось у
лежит в плоскости, содержащей S, Р\ и Р2. Показать, что уравне¬
ние геометрического места точек в плоскости ху, для которых угол
Л = Z P]SP2 постоянен, имеет вид

(х—с)2+ (у—с ctg А)2= (с cosec Л)2,
где 2с — расстояние между Рх и Р2. Поверхности навоидов, опи¬

сываемые в разд. 7. 1, образуются вращением этих кривых вокруг
линии, соединяющей Pi и Р2.

7. 2. Делается засечка с помощью планеты и двух звезд. Одним
из измерений является видимый диаметр планеты. В качестве двух

других измерений можно использовать: 1) угол между звездами
и центром планеты, 2) высоту звезд над горизонтом планеты или

3) углы между звездами и ориентиром на поверхности планеты.

Сравнить эффективность каждого из трех вариантов.
7. 3. Используя способ, изложенный во втором и третьем под¬

разделе разд. 7. 3, исследовать эффективность засечек, получаемых



измерением углов между двумя звездами и планетой и наблю¬

дением затмения звезд той же планетой. Как должны быть ориен¬

тированы звезды, чтобы минимизировалась среднеквадратичная
ошибка засечки?

7. 4. Определить геометрическое место точек в плоскости р—А,
для которых системы измерений «планета—звезда, планета—звез¬

да, Солнце—звезда» и «планета—звезда, планета—звезда, плане

та—Солнце» дают одинаковые среднеквадратичные ошибки. Ины¬

ми словами, определить соотношение между р и А, для которого

mine2, вычисленные по уравнениям (7. 15) и (7. 16), равны между
собой. В какой части плоскости р—А одна система измерений луч¬
ше другой?

7. 5. Для измерения углового диаметра, когда 6tc— ошибка ча¬

сов, а бtd — запаздывание по сравнению с номинальным временем

засечки, показать, что вариация угла

где vv
—

вектор скорости планеты относительно Солнца;
vr
—

скорость космического корабля относительно планеты.

7. 6. Показать, что, когда ошибки измерений являются незави¬

симыми случайными переменными с нулевыми математическими

ожиданиями, оценка методом максимума правдоподобия эквива-

Л

лентна определению 6г.из условия, при котором взвешенная сум¬
ма квадратов невязок

где Ok
—

среднеквадратичная ошибка &-го измерения, была мини¬

мальной.
7. 7. Космический корабль летит к Марсу и через одну десятую

года после отправления с Земли векторы положения корабля
и обеих планет составляют (в астрономических единицах):

в гелиоцентрической эклиптической системе координат.
а) Выполняется навигационная засечка измерением следующих

углов:
1) угла между линиями визирования Марса и Сириуса;

5Л
Dm • (Sr -f vp 0^.+ vrbt^j

Z2 COS
2

г= 0,104 ix + 0,998^+ 0,018/,,

rE= 0,155/^ + 0,972+

~гм= —1,076^+ 1,251/*+0,053/*
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2) угла между линиями визирования Марса и Бэта Центавра;
3) угла между линиями визирования Земли и Бэта Центавра.
Определить среднеквадратичную ошибку по положению в ки¬

лометрах при допущении о том, что среднеквадратичная ошибка

измерений составляет 0,05 миллирадиан. Для простоты будем по¬

лагать, что все измерения производятся одновременно и строго
в номинальный момент времени.

Линии визирования Сириуса и Бэта Центавра заданы следую¬
щей системой направляющих косинусов:

Сириус: (—0,1800; 0,749; —0,637),
Бэта Центавра: (—0,430; —0,575; —0,696).
б) Определить уменьшение среднеквадратичной ошибки по

положению, когда дополнительно к основным измерениям делается

измерение угла между линиями визирования Солнца и Марса.
7.8. Совместная характеристическая функция Ф^™) системы

m случайных переменных ат определяется соотношением

где /= V— 1, а обозначение dam соответствует da\, Лхг,dam.
так что берется по сути дела m-кратный интеграл. Показать, что

совместная характеристическая функция m-мерного нормального
распределения с нулевым математическим ожиданием имеет вид

где Атт — корреляционная^матрица случайных переменных ат.

Указание: так как Атт — положительно определенная мат¬

рица, то существует такое ортогональное преобразование Ртт, при

котором выполняется соотношение

Ф (Sm)= exp (/s^ат) =

j Р (®m) exp dam,

где Dmm — диагональная матрица;

[x2 0 . . . 0

0 jx2 . . . 0

\ 0 0 . . .

Кроме ТОГО, \Amm\ =(ilP2• •
• Pm-

Следовательно, заменой переменных

можно разделить переменные интегрирования.
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7. 9. Используя результат решения^задачи 7. 8, показать, что

совокупность случайных переменных 8 будет иметь нормальное
распределение с корреляционной матрицей

Е~ ^зтАттН’
если

_

£=^зА»

где аот —система случайных переменных с нормальным совместным

распределением.

Указание: покажите, что

Ф(^)=ехр (iitTe )=ехр^—^-7 ,

производя следующую замену переменных: .лг::г

7. 10. Согласно теореме, доказываемой при решении задачи 7.9»
плотность распределения ошибок оценки при засечке имеет вид

'<7)=T(^Jirexp(--Tlr£"r)-
Поверхности равной вероятности получаются из выражения

~/Ё~1~г= к2,

где k — постоянная. Такие поверхности называются эллипсоидами

вероятности.

а) Показать, что три главные полуоси эллипсоида вероятности
равны kX\, kXzy где X— корни уравнения

|f-X2/|=0.

б) Показать,_что для любой засечки вероятность нахождения

вектора ошибки е внутри эллипсоида вероятности равна
k

|/т j r'e~"ndr

о

и определяется интегрированием плотности распределения р(е)
по всему объему эллипсоида. Показать далее, что вероятности

попадания оценки внутрь эллипсоида, чьи главные оси равны

одной, двум и трем главным среднеквадратичным ошибкам оценки,
составят 0,20; 0,79 и 0,97 соответственно.

7. 11- Показать, что объем эллипсоида вероятности равен

-~-nk3 уЩ\.
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Используя этот результат, показать, что для засечки, состоящей из

трех измерений, минимальный объем эллипсоида достигается при
максимальном значении определителя |Я|. Этот определитель вы¬

числяется _просто как тройное скалярное произведение ^векторов-
строк h\, Тг2 и йз. Таким образом, если длины векторов h заданы,
то объем эллипсоида вероятности можно минимизировать, выбирая
направления векторов как можно ближе к ортогональным.

Библиография

Навигационная засечка, получаемая с помощью астрономиче¬
ских наблюдений на борту космического корабля, во многих отно¬

шениях аналогична задаче, решаемой морскими и авиационными

штурманами. Главные отличия состоят в следующем: 1) для кос¬

мического корабля задача всегда является трехмерной и 2) силы,

влияющие на движение космического корабля, гораздо лучше из¬

вестны, чем перемещения масс морской воды или воздуха. Таким

образом, хотя первое различие усложняет задачу, однако второе
делает ее более легко разрешимой и позволяет выполнять оконча¬

тельные расчеты и экстраполяцию с большей точностью.

Дополнительную информацию о геометрии астрономических
засечек, которая является предметом изучения в разд. 7. 1, чита¬

тель найдет в работах Лэнинга, Фрея и Трегезера [36], Хоака
и Уэлча [26], а также Штерна [60]. Анализ возмущений для раз-’
личных типов навигационных измерений, приводящий к линейным
соотношениям между отклонениями измеренных величин и векто¬

ром отклонений от номинального положения, взят из статьи авто-

ра [9].
Материал разд. 7. 3 представляет собой часть трудов МТИ [46],

принадлежащую автору. В этой работе имелась ошибка при рас¬
смотрении измерения «планета—звезда, планета—звезда, Солнце—

звезда», которая исправлена в настоящем издании. Автор благода¬
рен м-ру Г. Хинцу из Грумман Эйркрафт Компани, который указал
ему на эту ошибку.

Метод коррекции ошибки часов с помощью навигационных из¬

мерений принадлежит д-ру Лэнингу и впервые был опубликован
в отчете МТИ [45]. Другая формулировка этого метода с исполь¬

зованием более компактных обозначений была предложена автором
в совместной работе Бэттина и Лэнинга [10] и в отчете МТИ [46].

Метод оценки на основе максимума правдоподобия рассматри¬
вался во многих книгах по статистике, например в книге Крамера
[18]. Этот метод широко применялся для оценки траекторий бал¬
листических снарядов и космических летательных аппаратов, и чи¬

тателю рекомендуется обратиться к книге Шапиро [54], где ука¬
занные вопросы изложены весьма удачно. Для необходимого зна¬

комства с основами статистического анализа можно порекомендо¬
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вать первые главы книги Лэнинга и Бэттина [35]. Выражение для

оценки методом максимума правдоподобия в конце разд. 7.5,
в котором разделены основные и избыточные измерения и не тре¬

буется обращения корреляционной матрицы ошибок измерений,
взято из принадлежащей автору части отчета МТИ [46]. Анализ
ошибок и примеры разд. 7. 6 также взяты из этой работы.

Материал относительно эллипсоидов вероятности, содержа¬
щийся в задачах 7.8—7.11, заимствован из книг Крамера [18],
Шапиро [54] и Штерна [60].



ГЛАВА VIII

Межпланетное наведение
и навигация с помощью

астрономических засечек

В первой части настоящей главы исследуются два метода на-

зедения, применяемые для управления космическим кораблем,
который запускается с Земли и выводится на гелиоцентрическую
орбиту свободного полета, проходящую через точку встречи с пла¬

нетой-целью. Представленная здесь теория наведения основывает¬

ся на допущении о том, что на корабль во время его полета дей¬
ствуют только гравитационные силы, за исключением лишь

коротких периодов ускорения от тяги, связанного с навигационны¬

ми коррекциями скорости. Таким образом, эта теория неприменима
непосредственно к летательным аппаратам, движущимся под не¬

прерывным действием малой тяги на протяжении всего полета.

Задача такого типа подробно рассматривается в гл. X.

Здесь предполагается, что к моменту начала рассматриваемого
полета основные двигательные ступени ракеты-носителя уже отра¬
ботали и, следовательно, нет необходимости решать задачу наве¬

дения при выводе на орбиту вокруг Земли, если не считать того,

что это наведение должно обеспечить вывод с заданной точностью.

Во всех же прочих отношениях задача наведения решается начиная

с момента, когда корабль покидает Землю, и кончая моментом

достижения цели полета.

Для минимизации требований к системе навигации здесь не де¬

лается попытки решать траекторную задачу в течение полета.

Вместо этого выбран метод навигации, основанный на теории воз¬

мущений, где используются только отклонения по положению от

опорной траектории в некоторые заданные моменты времени. Итак,

проблема навигации решается на борту корабля с помощью: 1) по¬

следовательности оптических измерений углов между линиями

визирования различных небесных объектов; 2) бортовых часов;

3) дискретного вычислительного устройства, определяющего от¬

клонения по положению на основе астрономических наблюдений
и вычисляющего как потребные коррекции скорости, так и поправ¬
ки, которые нужно внести в показания часов; 4) двигательной
установки для выполнения малых изменений скорости корабля,
вычисленных счетно-решающим устройством.

Из-за начальных ошибок, вызываемых ошибками вывода кос¬

мического корабля на номинальную гелиоцентрическую орбиту, по¬

ложение и скорость корабля будут отличаться от соответствующих
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номинальных значений. В процессе компенсации этих начальных

ошибок делаются новые ошибки, которые в свою очередь придется

корректировать, когда они возрастут до заметного уровня. Сле¬

довательно, потребуется множество проверочных точек, в которых

будут измеряться отклонения параметров движения от номиналь¬

ных для последующего вычисления соответствующих коррекций

скорости. Серьезная проблема при выборе проверочных точек

состоит не только в том, чтобы в назначенные моменты времени
можно было сделать хорошие астрономические засечки, но также

и в том, чтобы в эти моменты траектория была наименее чувстви¬
тельна к ошибкам по положению и скорости*.

Задача навигации в окрестности планеты назначения может

формулироваться точно таким же образом, как и задача навигации

на среднем участке траектории. При нахождении корабля вблизи
планеты-цели имеются два обстоятельства, которые оказывают

противоположные воздействия на систему навигации. С одной сто¬

роны, по мере приближения к объекту измерения точность получе¬
ния засечек возрастает. С другой стороны, ввиду того, что на кор¬

рекцию ошибки по положению остается сравнительно немного

времени, может случиться, что для этого потребуется недопустимо
большие импульсы скорости. Правда, при умелом выборе прове¬
рочных точек на среднем участке траектории всегда имеется воз¬

можность выдерживать эти конечные коррекции скорости в разум¬
ных пределах.

В начале анализа будем полагать, что в любой из проверочных
точек может быть приложен импульс скорости какой угодно вели¬

чины и направления. Далее в разд. 8. 4 обращается внимание на

выбор проверочных точек с точки зрения учета в статистическом

смысле влияния на расход топлива и точность наведения следую¬
щих источников ошибок: 1) начальных ошибок по скорости после

окончания работы основных двигателей, за которые ответственна

система наведения на участке вывода; 2) ошибок оптических из¬

мерений; 3) ошибок реализации командных коррекций скорости;
4) ошибок за счет ухода бортовых часов. Результаты этого стати¬

стического анализа применяются к рассмотрению траекторий по¬

лета на Марс и Венеру, которые уже использовались в иллюстра¬
тивных целях в гл. VII.

Последние два раздела посвящены способам улучшения оце¬
нок положения и скорости путем использования большего числа

засечек, чем минимально необходимое. Рассматриваются методы

получения как смещенных, так и несмещенных оценок. Разраба¬
тываемые здесь принципы образуют основу метода рекуррентной
навигации, излагаемого в гл. IX.

* Здесь, по-видимому, имеется в виду, что в назначенные моменты времени

ошибки корректирующих импульсов тяги не должны приводить к последующим

значительным отклонениям траектории от номинальной (прим. ред.).
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8.1. Теория наведения с закрепленным

временем перелета

Здесь повсюду предполагается, что космический корабль не от¬

клоняется существенно от выбранной номинальной траектории.
На среднем участке траектории максимальные ожидаемые откло¬
нения могут составлять около одного процента астрономической
единицы; в общем случае они должны быть много меньшими. Когда
корабль находится вблизи планеты, следует выдерживать откло¬

нения в пределах процента или около того от дальности до планеты,

чтобы исключить необходимость применения чрезмерно больших

коррекций скорости. Результаты расчетов, приводимые в разд. 8.4,

демонстрируют возможность достижения такой точности. Таким

образом, предполагается, что для анализа указанных отклонений

могут быть применены методы возмущений.
Наша задача прежде всего состоит в том, чтобы получить удоб¬

ные для использования в бортовом вычислительном устройстве
корабля выражения для соответствующих коррекций скорости

через отклонения по положению от номинальной траектории. Вслед
за этим будут найдены явные выражения для коррекций скорости
через ошибки измерений и реализации. Затем в разд. 8. 3 с целью

анализа точности наведения выводятся соотношения, связывающие

конечные отклонения по положению и скорости с ошибками изме¬

рений и реализации.
В разд. 6.5 было показано, что отклонения по положению и ско¬

рости бг и бг; от номинальной траектории удовлетворяют линейным

дифференциальным уравнениям, чьи общие решения, выраженные
через матрицы возмущений (см. разд. 6.5), имеют вид

где с и с* — произвольные постоянные векторы. Эти уравнения
являются основными для различных методов наведения и навига¬

ции, разрабатываемых в данной главе.

Обращаясь сначала к задаче навигации, заметим, что посколь¬

ку на борту корабля практически можно измерять лишь положение,

то скорость, следовательно, нужно получать каким-то косвенным

образом. Одна из схем оценки скорости корабля и будет сейчас

рассмотрена.

Допустим, что в моменты tn-i и tn выполнения двух последова¬

тельных засечек имеются оценки отклонений 6rn-i и бгп от соответ¬

ствующих номинальных величин. Тогда уравнение (8. 1) можно

записать дважды, подставляя вместо t_ моменты времени tn-\ и tn.
Отсюда, используя обозначения Rn = R(tn) и т. д., получим

*r(t) = R(t)c+ R*(t)c*,

bv (t) = V(t)c+ V*(t)c*,

(8.1)

(8.2)

Л Л

Л
_ _ _ Л_
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Решив эти уравнения относительно постоянных векторов с и с*,

будем иметь

c=R7~i U-1 - л;-1)
1

(зг„ -
Здесь для удобства введено обозначение

Ап=Цп_&\
Заменив все матрицы со звездочками на соответствующие матрицы
без звездочек и наоборот, получим выражение для с*. Это свойство

взаимности справедливо для многих последующих уравнений.
Поэтому, чтобы обойтись без ненужных повторений, будем далее

приводить каждый раз только одно выражение. Взаимное ему вы¬

ражение можно получить, пользуясь указанным выше правилом.
В момент tn, непосредственно предшествующий коррекции ско¬

рости, отклонение по скорости согласно уравнению (8.2) можно

записать в виде1

iv7=vj+v;c*.

Подставляя с к с*, получим

8®7=(гя+^л+(Г„+Г«,)8г||_1. (8.3)

Здесь для компактности записи введены обозначения

Гп=Сп(Ап-А:)-', Bn=-fnAl

Матрица Cn = VnR~l была определена в разд. 6.5.

Уравнение (8. 3) дает возможность оценивать скорость корабля
в момент tn исходя из информации о положении в моменты tn
и tn-i. Остается определить из этих данных корректирующее при¬

ращение скорости Avn, которое, будучи добавлено к вычислен¬

ному отклонению скорости 6г7обеспечит прибытие космического

корабля к планете назначения. С этой целью вообразим планету-
цель точкой с радиусом-вектором r0{tA ), фиксированной в про¬
странстве и во времени. Тогда, если корабль перемещается2 в точ¬

ку встречи из его настоящего положения, то в момент прибытия его

скорость будет отличаться от номинальной, и эта разница связана

с 6гп уравнением

b?n = Wrtv{tA).
1 Верхние индексы «—» и « +» используются для того, чтобы различать ско¬

рость непосредственно перед коррекцией и скорость сразу же после коррекции

(прим. автора).
2 Подразумевается перемещение корабля после коррекции вектора скорости,

обеспечивающей его прибытие в точку r0(tА) в момент tА (прим. ред.).

287



Соответствующее отклонение по скорости в момент tn равно

bvt=Vlbv (tA)= VlH*n-hrn=Clb~rn
и согласно определению С* в разд. 6. 5 оно точно такое, каким

должно быть отклонение по скорости1 в момент tn. Объединяя
полученное выражение с формулой (8.3), найдем оценку кор¬
рекции

Avn=C$rn — bVn=Hnbrn-P„brn_u (8.4)

где матрицы Нп и Рп определяются выражениями

77п=с:-(вп+в:), рп=тп+ттп.

Уравнение (8. 4) является фундаментальным уравнением наве¬

дения, закладываемым в счетно-решающее устройство космического

корабля. Так как входящие в него матрицы зависят только от

номинальной траектории и моментов времени, соответствующих
проверочным точкам, то их можно считать вычисленными заранее.
Следовательно, когда счетно-решающее устройство корабля выпол¬

нит две последовательные засечки положения, вычислить потреб¬
ную коррекцию скорости будет не сложнее, чем произвести несколь¬

ко простых операций умножения и сложения.

Перед тем как закончить этот раздел, выведем соотношение,
дающее явную зависимость коррекции скорости в момент tn от

начальных ошибок по скорости при запуске, ошибок засечки поло¬

жения и ошибок реализации коррекций скорости в предыдущих
проверочных точках. Это выражение послужит основой для стати¬

стического анализа в разд. 8. 4.
_

С этой целью обозначим через Avn и т]п истинное приращение
скорости, сообщенное кораблю в момент tn, и ошибку приложения

Л

вычисленной коррекции Avn. Тогда

л
_ _

Дг»я = Дг\, + Т1л.

Аналогично определим гп и бп как векторные разности между вы¬

численными и истинными отклонениями по положению и по скоро¬
сти в момент tn, т. е.

Л
_ _ Л_ _

^Гп = ^Гп +£/7’ ^Vn = °Vn -f Ъп.

Таким образом, из соотношения (8.3) следует

Ъп = (Ва+ В'п)гп +(Г„+ Г:)Г„_1. (8.5)
1 Имеется в виду отклонение вектора скорости после коррекции относитель¬

но вектора скорости на номинальной траектории (прим. ред.).
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Далее, из (8. 4) имеем

tyvn = С*пь7п - Ы)7+ Н~гп - Рп -

Т1„. (8. 6)

Теперь остается выразить С* 6rn—bv~ через векторы ошибок в дан¬

ной и предыдущей проверочных точках. Для этого заметим, что

в момент t~ выполняются согласно уравнениям (8. 1) и (8.2) сле¬

дующие соотношения:

йгn= Rnc Rnc ,

bvn = Vпс -j- Vпс*‘

Умножая первое из них на С* и вычитая второе, получим

Сг$Гп
где

K= C'nRn-Vn
в соответствии с уравнением (6.49). Постоянный вектор с опреде¬
ляется из уравнений (8.1) и (8.2) после подстановки момента

времени ts

С= Лп—1 {On— 1 l).

Теперь, учитывая, что ^^-1= А^л-1,
будем иметь

Сп&гп й'Ул = Ал Ал_ 1 (С п—$гп—1 ^п—1 А^л_1).

Но уравнение (8.6) выполняется в каждой проверочной точке. Так,
в частности, в момент tn-ь получим

№п-1+ Нп-^п-\ —Рп-\*п~2 —'По¬

следовательно, подставляя в выражение (8.6) последние два

уравнения, можно привести его к виду

hvn= HnEn —{Рп~^^п^п-\Нп-\) £л-1 +

+ A/IA/Ii,P/l_1s/I_2 — Г|л_[_л/гЛл11т]/1_1. (8.7)

Формула (8. 7) представляет собой явное выражение импульса
скорости, действительно приложенного в момент tn, через настоя¬

щие и прошлые ошибки измерений и ошибки в управлении прила¬
гаемой коррекцией. Интересно отметить, что в случае измерений
положения коррекция скорости зависит от ошибок засечек в данной
и в двух предыдущих проверочных точках.

Для статистического анализа наиболее предпочтительным кри¬
терием является среднеквадратичное значение суммы модулей
всех приращений скорости. Однако оно не может быть вычислено

без достаточно подробного задания статистических характеристик
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ошибок; и даже в том случае, когда статистики ошибок известны,
этот расчет весьма сложен. Здесь будет использоваться средний
квадрат изменения скорости Av2n в каждой проверочной точке, вы¬

числять который несколько проще. Если определить корреляцион¬
ную матрицу Nn как

и принять допущение о независимости ошибок визирования, то

можно будет записать

tr [НпЕпНтп+ (Я„ + ЛД^.77^)Е (Ря+

+АПА-^НП^У+ АПА-^РП_,ЕП_, К-Fn-Wn+

+jV„+A„A-lI7Vn_1A^K].
Здесь Еп, Еп-и Еп-2— корреляционные матрицы ошибок оценки

положения в моменты tn, tn-1 и tn-2 согласно определениям, данным

в гл. VII.

В качестве иллюстрации к описанной выше схеме наведения

рассмотрим гипотетический перелет с Земли на Венеру, показан¬

ный на рис. 5. 30. 2 ноября 1962 г. космический корабль находился

на орбите со скоростью 12 148 м/сек. После выхода из сферы влия¬

ния Земли скорость корабля относительно Земли снизилась до
4575 м/сек. В момент, когда бортовые часы показывают время
производится засечка и информация обрабатывается изложенным

в гл. VII методом, в результате чего получается расчетное значение

бгь Принимая бг0 равным нулю (или вводя поправку на движение

Земли в течение долей часа, которые занимает этап вывода), ре¬
шают уравнение (8.4) при n= 1 и находят расчетный вектор кор¬

рекции скорости Дгм. Матрицы Н\ и Р\ состоят из имеющихся в за¬

поминающем устройстве корабля постоянных, связанных с первой
проверочной точкой.

В нашем примере будем считать, что первая навигационная
засечка делается через 8 час после старта. Предположим далее,
что среднеквадратичная ошибка углового измерения составляет

0,05 миллирадиан или 10,3", а среднеквадратичная скорость ухода
часов равна одной стотысячной. Когда измеряются углы между
линиями визирования Земли и (1) Солнца, (2) Альфа Центавра
и (3) Арктура, то положение космического корабля может быть

оценено с точностью до 13 742 км. Если добавить в качестве избы¬

точных измерений углы между линиями визирования Солнца и (1)
Венеры и (2) Арктура, то погрешность оценки положения умень¬

шится до 6143 км. Наконец, когда измеряется еще и угловой диа¬

метр Земли, ошибка становится равной всего лишь 114 км.

Вычисленная коррекция скорости реализуется двигательной

установкой, которой управляет бортовое счетно-решающее устрой¬
ство. В результате первой коррекции устраняется большая часть
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начальной ошибки по скорости. В рассматриваемом примере на¬

чальную среднеквадратичную ошибку по скорости считаем равной
12.2 м/сек, что соответствует точности наведения 0,1%*- Средне¬
квадратичную ошибку реализации коррекции примем равной 1%
от прилагаемого изменения скорости. При этих условиях истинная

среднеквадратичная коррекция скорости, приложенная в первой
проверочной точке, будет составлять 32,6 м/сек.

В момент t2 предпринимается вторая засечка, приводящая к по-

Л Л

лучению оценки 6г2. Используя Ьг2 и записанную в запоминающем

л

устройстве после первой засечки оценку б/д, а также имеющиеся

в запоминающем устройстве вычислителя матрицы Н2 и P2l вычис-

д

ляют новую коррекцию скорости kv2. Если вторая засечка в нашем

примере производится через 0,175 года после отправления и изме¬

ряются те же самые углы, что и в момент t\, то ошибка в оценке

положения составляет 3511 км. Угловой диаметр Земли не изме¬

ряется ввиду большого расстояния до нее. В этой проверочной точке

среднеквадратичная ошибка знания точного времени равна
0,0148 час. Среднеквадратичное значение действительно приложен¬
ной коррекции составляет 13,4 м/сек.

Процесс целиком повторяется в третьей проверочной точке,

которая, как предполагается, наступает через 0,36 года после за¬

пуска. Эта засечка выполняется с использованием Венеры и Мер¬
курия. Если измеряются углы между линиями визирования Венеры
и (1) Солнца, (2) Альфа Центавра и (3) Арктура, то положение

космического корабля определяется со среднеквадратичной ошиб¬

кой 14 518 км. Если же добавляются измерения углов между ли¬

ниями визирования Солнца и (1) Меркурия и (2) Арктура, то

ошибка уменьшается до 8811 км. Соответствующая среднеквадра¬
тичная коррекция скорости в третьей проверочной точке равна
17 м/сек.

Последняя засечка делается через 0,3875 года после старта,
когда корабль находится приблизительно в 1 450 000 км от Венеры.
В это время Венера расположена достаточно близко, чтобы имело

смысл измерять ее угловой диаметр. Когда при выполнении треть¬
ей засечки измеряются те же самые углы, неопределенность знания

положения составляет 13 160 км. Добавка измерения углового
диаметра уменьшает среднеквадратичную ошибку до 8151 км.

Когда до прибытия остается сравнительно немного времени —око¬
ло 53 час, среднеквадратичная коррекция скорости становится

больше, чем все три предыдущие коррекции вместе взятые, и равна
75.3 м/сек.

Корабль прибывает к Венере 26 марта 1963 г. Среднеквадратич¬
ное отклонение скорости от ожидаемой в момент прибытия, должно

* По-видимому, автор считает, что ошибки этапа разгона корабля до скоро¬

сти 12 148 м/сек состоят лишь из ошибки в величине этой скорости, а погреш¬
ность ее ориентации отсутствует (прим. ред.).
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составлять 69,5 м/сек. Среднеквадратичный промах равен 237 км.

Эти конечные ошибки вычислены по методу, который будет рас¬
смотрен в разд. 8. 3.

8.2. Теория наведения с незакрепленным
временем перелета

В этом разделе излагается теория наведения, несколько отлич¬

ная от теории, рассмотренной выше. В новом подходе главной

целью является минимизация расхода топлива двигательной уста¬
новкой без ухудшения общей точности выполнения задачи. Умень¬

шение потребного количества топлива достигается за счет того,

что время перелета до контакта с планетой-целью принимается пе¬

ременным и выбирается так, чтобы коррекция скорости в каждой

проверочной точке имела наименьшую возможную величину. Так
же как и в схеме наведения с закрепленным временем перелета,
корабль управляется в окрестности номинальной межпланетной

траектории. После того как основные двигательные ступени раке¬
ты-носителя прекращают работу, корабль оказывается на гелио¬

центрической орбите с неточной начальной скоростью, что объ¬
ясняется ошибками системы наведения при выводе. В каждой из

нескольких проверочных точек во время полета определяются от¬

клонения по положению от расчетной номинальной траектории
из астрономических наблюдений. На основании этой информации
вычисляются коррекции скорости. Если допускается некоторая
свобода относительно точного времени прибытия к планете назна¬

чения, то нужно прикладывать лишь часть коррекции скорости для

направления корабля в номинальную точку перелета.

Для вычисления коррекций скорости при незакрепленном вре¬
мени перелета посмотрим, что произойдет, если время перелета tA
изменится на малую величину б/. Пусть rv(t) и vp(t) обозначают

векторы положения и скорости планеты-цели. Тогда радиус-вектор
новой точки встречи будет равен гр(^а+6/). Так как скорость кос¬

мического корабля относительно планеты-цели в номинальное время

прибытия составляет

то для прихода в новую точку встречи отклонение корабля от rv(tA)
в момент tA должно быть равно —vr(tA)bt. Чтобы привести корабль
в новую точку встречи в момент tA-\-bt, достаточно выбрать точку
с радиусом-вектором rv(tA)—vr{tA)bt в качестве места, куда ко¬

рабль должен попасть в момент tA, если допущения о линейности

справедливы. Действуя таким способом, можно в конечном счете

выполнить задачу обнуления ошибок по положению, но не в номи¬

нальное время прибытия.
Потребная скорость для перехода в новую точку цели из п-й

проверочной точки получится, если использовать уравнение (8. 1)
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с подстановкой времени tA для вычисления постоянного вектора

с. Отсюда

-vr(tA)U= HAc,

так как /^= 0. Кроме того, в момент tt имеем

*rn = $nC + FnS,

bvt = Vnc+ Vnc\

откуда можно исключить с* и подставить в предыдущее выраже¬
ние cf в результате чего получим

%vt = AnfUl vr(tA)bt + Cnbrn.

Если теперь обозначить через Av'n оценку коррекции скорости,

которую нужно приложить в момент tn, то можно записать

Л_ л

№„= kvn-\-vnlt, (8.8)

где Дг;п~ оценка коррекции в случае закрепленного времени, при¬

бытия, a vn определяется выражением

(8-9)

При подборе приращения 61 с целью минимизации величины

Av'n (б/), очевидно, наилучшим выбором будет такое dt, при кото¬

ром вектор коррекции нормален к vn. Обозначая это отклонение

времени через бtA, будем иметь согласно (8.8).

btA= (8.10)
vn-vn

В виде следствия из полученного выражения найдем простое со¬

отношение, связывающее с Avn вектор коррекции скорости Av'n ,

который имеет наименьшую величину:

Af _
д

min дv'n = Мп Avn. (8.11)

Матрица Мп представляет собой пример проективного оператора
и имеет следующий вид:

М=Т-^й-. (8.12)
Vn*Vn
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Таким образом, коррекция при незакрепленном времени перелета
является всего лишь составляющей коррекции при закрепленном
времени перелета.

Проводя анализ в той же последовательности, что и в разд. 8. 1,
выведем явное соотношение между коррекцией скорости в момент

tn и начальными ошибками по скорости при выводе на орбиту,
ошибками засечки положения и ошибками реализации командных

коррекций скорости в предыдущих проверочных точках. Для этого

обозначим через Av п и у\п истинный импульс скорости, приложен¬
ный в момент tn, и ошибку реализации командной коррекции. Тогда
имеем

А, _

дг»'= д^+ т!п.

Как и в разд. 8. 1, еп и Ъп будут обозначать векторы разностей
между расчетными и истинными отклонениями по положению

и скорости в момент tn. Из уравнений (8.4) и (8. 11) следует

С помощью уравнения (8. 5) можем записать

Дv’n = Mn(C*nbrn- ЪИп)-\-Мп(Нпгп — Рп ея_!) —

Выражение С*пдгп—6г7~ через векторы ошибок в настоящей и пре¬

дыдущих проверочных точках получается точно таким же, как и в*

случае закрепленного времени перелета и результат не изменится,

если Аг7п-1 заменить на Av'n_v Отсюда

п bvn = А/?ЛЛ_1 (C/z—jSrn_i Avn—i),

Начиная с этого места, наши выкладки начнут отличаться от

аналогичных построений для случая закрепленного времени пере¬
лета в силу присутствия множителя Мп в уравнении для Av'n.
Однако последнее уравнение можно использовать как рекуррент¬

ную формулу и в результате ее последовательного применения бу¬
дем иметь

_ _

л-1
_

Cnbrn- bv-=-An ^ЛГ'Дг»;, (8.13)
& = 0

где
— _

ДНО — &*>(^)= — Ро

— ошибка в начальной скорости при выводе на орбиту. Следо¬
вательно, Av'n выражается рекуррентным соотношением

_
__ _

п— 1

№п=Мп(Нлгп —Рп e„_j) — цп-МпАп^ A.JlAv'k. (8. 14)
k=0
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Для того чтобы выразить Av'n непосредственно через ошибки,

придется на некоторое время отвлечься и доказать вспомогатель¬

ное положение.

Лемма: Если последовательность векторов ао, а\у ..., ап записы¬

вается в виде

ao
= boi

_ _

п— 1
_ __

*п = ьа+ча
k=0

где й0, . . .
, Ъп; . . .

, ЧГЛ;Й0, . . .
, Qn-i —произвольные по¬

следовательности векторов и матриц, то общий член рассматривае -

мой последовательности имеет вид

______ _

л~2 л + !
_

a„=F„+4TA-iVi+^2 П (7+
k= 0 /=/2—1

+^^/)2А. «>2,

где сомножители в произведении берутся в убывающем порядке
в соответствии с нижними индексами.

Доказательство: Если определить новый вектор

л >2,
А=0

то будем иметь

«„=а+*а.
Следовательно,

^л+1 — "Ь ^А=^„ + 2лА “ЬВД=

=(T+QnWn)dn+Qnbn
есть разностное уравнение относительно dn- Нетрудно показать, что

выражение

_ _ _

//—2 k+1
__ _

</я=9я_Л_1 + 2 П (/ + ЙЛ)ЙА, «>2
k=0j=n—1

представляет собой его решение, удовлетворяющее необходимым

начальным условиям при п=2, т. е.

d2 = -(- (/Q0b0= Q1a1 -f- ^оао*

Итак, лемма доказана.
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Полученная лемма применима к нашей задаче, если использо¬

вать следующие обозначения:

ап~№п, Ьп Мп(Нпвп -Pjn-J -Лл,

Wn МпАп, Qa~Xj\

Тогда, введя определение

7 при k=n— 1,

*k,n= *+ *
-

\\ (/ — Aj MjAj) при n — 2,
]-n-1

можно воспользоваться доказанной леммой для того, чтобы пере¬
писать уравнение (8. 14) в виде

Дv'„=Mn (Нпвп — Рпвп_г) — —

— МпАп ^ (Нквк — Pk£h-\)~~rift]-
k =0

При суммировании, указанном в последнем уравнении, все члены

с k<n—2 имеют множитель

МпК(Т-А-иМп_хАп_,).

Используя (8.9) и (8. 12), можно переписать этот множитель сле¬

дующим образом:

—2 МпA„A„_1vn_1v„_iAn_1=
vn-1

= -Р- MnAnA7-iXn^RJlvr(tA) Vr {tA)RTA~l Arn_, An-i =
vn-1

=^Mn[AjU.'vr{tA)vTr (iA)RrA~'ATn] 7V^_,aLiA„_i=
vn-1

=~5~ A.-1 aLi An_! =
w«-l

vn-1

Далее, из того, что Жп—проективный оператор, следует

7йл(7-уйя)=о.
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Итак, все члены суммы, для которых k<n—2, тождественно равны
нулю, в результате чего можно записать

д^;=мпнп7п -(Мпрп+МПА/7Л_,+

+ _Т|„+жллДг1Я_х. (8. 15)

Таким образом, получено явное соотношение, выражающее им¬

пульс скорости, действительно приложенный в момент tn, через
настоящие и предыдущие ошибки измерений, а также через ошиб¬
ки реализации коррекций. Отметим, что соответствующее выра¬
жение для случая навигации с закрепленным временем перелета
получается из формулы (8. 15), если заменить матрицы Мп
и Мп-1 единичными матрицами.

8.3. Анализ ошибок навигации

и наведения

Для учета в статистическом анализе точностей навигации и на¬

ведения в этом разделе будут выведены различные выражения,
позволяющие определить причинно-следственные связи для откло¬

нений и неопределенностей знания положения, скорости и време¬
ни. Затем в разд. 8.4 некоторые из полученных результатов будут
использованы для сопоставления эффективности двух схем наве¬

дения, описанных в двух предыдущих разделах.

Ошибка реализации коррекции скорости

Погрешности в приложении командной коррекции скорости

Аг7 происходят из-за ошибок как по величине, так и по направ¬
лению. В дальнейшем эти две ошибки будут предполагаться неза¬

висимыми случайными переменными с нулевым математическим

ожиданием.

Рассмотрим систему координат, в которой расчетный вектор
коррекции скорости лежит вдоль одной из осей. Тогда, если Т —

матрица преобразования, которая связывает выбранную систему
осей с первоначальной системой координат, то можно записать

* л_/°\
д^= дvT 1^1'

Введем теперь случайную переменную k, удовлетворяющую вы¬

ражению
л

Дт> = (1 k) да,
Л

и обозначим через у случайный угол между Av и Av. Будем по¬

лагать, что k и у—малые величины и, следовательно, их степенями и
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произведениями можно пренебречь по сравнению с единицей.
Истинный вектор коррекции скорости примет вид

(у
cos р \

ysinp 1»

где полярный угол р измеряется от координатной оси до проекции
Л

Дг; в плоскости, нормальной к Дг;. Следовательно, вектор неопре¬

деленности г\ выражается соотношением

VI.
L

Допустим, что k, у, р — статистически независимые случайные
переменные с нулевыми математическими ожиданиями. Предпо¬
ложим далее, что случайный угол р однородно распределен в ин¬

тервале от —я до я. Тогда для корреляционной матрицы неопре¬
деленностей коррекции скорости будем иметь выражение

N=i\rf=k* AvbvT +-Э2. av2T (О 1 0 ) 7'г,
2

\0 О О /

откуда
_

-Л Л
—2

А лД А Л

N= k2 Av AvT -\-^-(AvT Av / — Av AvT), (8. 16)

где / — единичная матрица, а k2 и у2 —средние квадраты величин k

и у.

Анализ расхода топлива

Для того чтобы исследовать влияние ошибок наведения на

расход топлива, вычисляется средний квадрат изменения скоро¬

сти Av2n , приложенного в каждой проверочной точке п= 1, 2, ..., N.

Это можно сделать в_ соответствии с разд. 8. 1, если принять до¬

пущение о том, что е-l = е-2 = 0 и согласиться с тем, что ошибка

в начальной скорости имеет вид Дг7о = —г|о-

Корреляционные матрицы ошибок оценки, подставляемые

в уравнение относительно Аг;2, определяются согласно изложен¬

ному в гл. VII. При расчете Av2n вычисляются сначала все члены,

кроме trNn} затем этот член получают по уравнению (8. 16). Ве¬

личина trNoy используемая в расчете Ат;2, представляет собой

средний квадрат ошибки по скорости в момент отправления от

Земли (после схода с промежуточной орбиты).

А А_

г)= Дт; —- Дт;= — ДvT

/cos р\ /О

уf sin р \-\-k ^ 0
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Статистический анализ временных ошибок

Если для получения поправки к показанию бортовых часов

используются астрономические измерения, то одна из возможных

моделей ошибок часов представляет собой следующую. Допу¬
стим, что в промежутке между моментами tn-\ и tn двух последо¬

вательных проверок часы космического корабля уходят вперед
или отстают с постоянной скоростью, причем скорость эта случайна
и статистически не зависит от предшествующего поведения часов.

Другими словами, предполагается, что если ас
—

среднеквадратич¬
ное отклонение скорости ухода часов, то средний квадрат ошибки

часов btcn в момент tn равен

Щп =*£*«-*п-i)2+^Hi.
где Тп-1

— ошибка оценки времени в (п—1)-й проверочной точке.

Резонно предположить, что Ысп статистически не зависит от оши¬

бок измерений.

Отклонение по скорости в точке встречи

Приложение коррекций скорости в каждой из проверочных точек

вызовет отклонение скорости от номинальной в момент достижения

планеты-цели, даже если отклонение по положению от цели будет
полностью устранено. Для многих задач эта ошибка по скорости
может не иметь большого значения. Однако, если рассматривается
траектория облета планеты с возвращением, то очевидно, что ошиб¬
ка в точке встречи с планетой приведет к ошибке вывода корабля
на соответствующую траекторию для обратного полета. Эти ошибки
по скорости можно скорректировать в непосредственной близости
от планеты, а можно оставить коррекцию возникающих ошибок

по положению и скорости до первой проверочной точки на обратном
пути.

Для проведения статистического анализа отклонения скорости
прибытия от номинала бv(tA) можно выразить через совместное
влияние коррекций скорости в различных проверочных точках.
Более конкретно предположим ,что в момент tn к кораблю, летев¬

шему до этого вдоль номинальной траектории, внезапно приложен
импульс скорости Avn- Наша задача состоит в том, чтобы проэк-

страполировать влияние этого импульса до момента tA- Затем,

учитывая допущение о линейности и вытекающий из него принцип

суперпозиции, можно просуммировать полученные результаты.
С этой целью запишем уравнения (8. 1) и (8.2) для момента

времени t = tni подставив туда 6г(£п)=0 и 6v(tn)=Avn или

bv(tn) = Av'n , в зависимости от схемы наведения.

Решая уравнения относительно с и с*, найдем

г= — A~l с*= — Л’-1 Дг>я.
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Затем, если bvn(tA)—отклонение скорости в момент tA за счет

импульса скорости, приложенного в момент /п, то из уравнения
(8. 2) следует

bvn (tA)=--VАс + с\

так как V*A =/. Полагая теперь, что имеется всего N проверочных

точек, найдем на основании принципа суперпозиции общее откло¬
нение скорости

М^)=-
/2=0

Можно получить другой вариант последней формулы, если учесть
соотношение

Л*-1 \={CnRl - VI)-1К=[{Vn -УЖ1Ю Rn Щ
-1

Ля =

=l?n-lRn{Vn-c:Rn)-' ля= -

Отсюда

^ А)= ^(RYlRn-vA)AY Avn. (8. 17)
/2 = 0

9

Здесь, конечно,
— Аг70 — начальная ошибка по скорости при выводе

на орбиту. С помощью зависимостей (8.7) или (8. 15) Av(tA) мож¬

но выразить через ошибки е и г].

Пролет мимо планеты-цели

Для того чтобы определить отклонение по положению в номи¬

нальный момент прибытия, используем уравнения (8.1) и (8.2),
записанные в виде

_

ЬгДr = RjyC -|-

bVj\f = VjyC -)- VjSfC*,

полагая, что tN—момент последней коррекции скорости. Тогда,

исключая с и с*, получим

(^л) — (C]^orN — bvjsf— A^yv),

если коррекции скорости вычисляются по схеме для незакреплен¬
ного времени перелета. Подстановка сюда уравнения (8. 13) при
n = N дает

й*д)= -ra 2 ЛГ1 дА.
А=0
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Отклонение по положению в номинальное время прибытия яв¬

ляется не лучшим критерием точности наведения. Лишь состав¬

ляющая бr(tA), перпендикулярная к направлению движения ко¬

рабля относительно планеты-цели может представлять интерес
при определении действительного пролета. Другая составляющая
вдоль направления движения больше сказывается на ошибке в рас¬
четном времени прибытия. Поэтому критерий величины пролета,
используемый далее, основывается на понятии вектора точки при¬
целивания га, предложенного в разд. 5. 3. Отклонение вектора га
от номинала, обозначаемое через бга, можно вычислить, зная

бf(tA), по формуле

Ьга= М1abr(tA),

где матрица Ма представляет собой проективный оператор

— - vr(tA)v7r(tA)
Ма= 1 — —

= •

Вектор Vr(tA) в свою очередь вычисляется как скорость корабля
относительно планеты в номинальное время прибытия в предполо¬
жении, что гравитационное поле планеты не влияет на движение

корабля. Для планет, имеющих сравнительно малую сферу влия¬

ния, vr(tA) не будет, по сути дела, отличаться от скорости асимпто¬

тического ПрибЛИЖеНИЯ ?7оог.
Из опыта анализа ошибок межпланетного наведения известно,

что отклонение бf(tA) может быть весьма большим и составлять

от 1000 до 3000 км, в то время как соответствующие значения бга
обычно значительно меньше 150 км

На первый взгляд может показаться, что величина пролета
мимо планеты-цели должна являться функцией ошибок измерений
и реализации во всех предыдущих проверочных точках. Действи¬
тельно, отклонение по положению от номинальной точки встречи
зависит от всех прошлых ошибок, но на составляющую бга влияют

только ошибки измерений в двух последних проверочных точках

и последняя ошибка реализации. Для доказательства этого утвер¬
ждения используем уравнение (8. 14), которое при n=N позволяет

записать *

— NzN
—РЛ/v-

___ _
__лг-1__

— Ra(I — &NlМn)2 ^k
1
^Vk’

После применения к полученному вектору проективного оператора

Ма коэффициент перед знаком суммы становится тождественно

* На самом деле автор использует разность уравнений (8. 13) и (8. 14) при

n =N (прим. ред.).
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равным нулю, так как, используя определения (8.9) и (8.12),
имеем

MqRaV ~ -h>NlMNAN) =-L
VN

=-V MaRAA7ilANfUlvr (tA)Vr (tA) An=
VN

Ma (7— Ma) Tft-'ASr'AH,
VN

а из того, что Ma — проективный оператор, следует

Ма(Т-Ма)= 0.

Таким образом, выражение для вектора пролета мимо планеты-

цели упрощается и принимает вид

ога =
— МаRaAn [Mn(Hn syy

— Pnzn-i) — Лn] • (8.18)

Соответствующее выражение при наведении по схеме для не¬

закрепленного времени перелета получится, если заменить MN еди¬
ничной матрицей.

Отклонение от заданного времени прибытия

Из соотношения (8. 10) видно, что в каждой проверочной точке

оптимальный сдвиг во времени прибытия от номинального значе-
Л

ния tA зависит от коррекции скорости Avn, которую нужно было
бы приложить, чтобы корабль пришел в номинальную точку встре¬
чи с вектором положения r(tA). Если в каждой из предыдущих
проверочных точек коррекции прикладывались по схеме незакреп-

Л

ленного времени перелета, то вектор коррекции Аг7п будет функ¬
цией всех предыдущих ошибок измерений и реализации. Точное

соотношение получается следующим образом.
Из уравнения (8.6) имеем

Avn = (с: Ьгп - 8г>7) -j- нпгп - Япг„_,,

откуда после подстановки уравнения (8.13) получим
л

_ л_1__
^п=Нп1п ~ Рп-п-1 - А„ 2 л7’д^,

£-0

где Av'k выражается через е и т] с помощью формулы (8.15).
Окончательная оценка отклрнения от расчетного времени прибытия
получается из соотношения (8-10) при n = N:

л 1

«л = -Т
«N

_

Лг—1

vlf {H^N — Pn-n-i — an У л7 Д^д- )
£=0

(8. 19)

302



Ошибка оценки времени прибытия

Для дальнейшего обсуждения полезно обратиться к рис. 8. 1.

По мере того как корабль приближается к планете-цели состав¬

ляющая вектора отклонения по положению, лежащая вдоль векто¬

ра относительной скорости, меняется, но составляющая, нормаль¬
ная к этому направлению, по сути дела, остается неизменной.

Когда проекция векторной разности между радиусами-векторами

корабля и планеты на направление вектора относительной скоро¬
сти станет равной нулю, корабль попадает на плоскость, которую

будем называть «плоскостью цели». Из предыдущего обсуждения
очевидно, что время попадания на плоскость цели не совпадает со

временем tA. Однако, если обозначить через bt*A разность между

временем, когда корабль действительно проходит через плоскость

цели, и временем tA, то Ы*А можно вычислять исходя из требования
перпендикулярности вектора относительной скорости vr(tA) к век¬

тору 6r(tA) +^,(7л)6Гл Таким образом, имеем

Из-за ошибок при измерении времени приращение времени бtA
не является полной ошибкой оценки времени попадания на пло¬

скость цели. В последней проверочной точке t = tN ошибка опреде¬
ления точного времени равна xN. Если допустить отсутствие ухода
часов за период от последней засечки до окончательного контакта

с планетой, то, когда часы показывают время tAy истинное время
будет равно ^a + t.v. В этот момент отклонение по положению

Vp(tA)

Рис. 8. 1. Относительное движение вблизи планеты-цели

vr{tAf
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составит 6r(tA) + vr{tA)Xn, так что, определяя 6tEA как ошибку
оценки времени попадания на плоскость цели, можем записать

Меа — Ыа — Туу.

Далее, используя уравнение для br(tA), выведенное в пятом под¬

разделе, обычным путем вычисляют 6t2EA.
При обсуждении вопроса о моментах прибытия подразумева¬

лось, что ожидаемое время попадания на плоскость цели есть tA.
Однако, если последняя коррекция, выполняемая в момент tNy осу¬
ществлялась в соответствии со схемой незакрепленного времени

Л Л

перелета, то ожидаемое время прибытия равно tA + 6tA, где бtA

выражается соотношением (8. 10). В этот момент отклонение по

положению равно 6r(tA) +vr{tA)btA и ошибка оценки времени
прохождения через плоскость цели вычисляется по формуле

vr (t „)■Ьг (t я) Av.rv*r
ЫЕА

— "jv__T/v. (8.20)

Ошибка 6tEA представляет собой величину, с точностью до ко¬

торой бортовое вычислительное устройство будет предсказывать
интервал времени от последней проверочной точки до момента при¬

бытия на планету. Эта ошибка особенно интересна в случае облета

Марса или Венеры, так как она будет соответствовать ошибке

отсчета времени для сбора научных данных без навигационного

визирования планеты в течение контакта. Кроме того, такая ошиб¬

ка представляет интерес при возвращении на Землю, потому что

она явится источником отклонения к западу или к востоку от точки

посадки из-за вращения Земли.

Изменение ошибок в течение контакта с планетой

При анализе полета с возвратом к Земле можно рассматривать
траектории отправления и возвращения независимо друг от друга,
причем единственным связующим звеном между ними будет слу¬
жить случайная ошибка в начальной скорости для траектории воз¬

вращения. Эта ошибка вызывает появление вектора гр Для траек¬

тории возвращения и играет ту же роль, что и ошибка в началь¬

ной скорости вывода для траектории отправления. Если назначить

проведение засечки весьма близко от планеты, то допущение о том,

что полет обратно начинается при точном знании положения

и времени, является достаточно справедливым. Неопределенность
знания точного времени, составляющая в типичных условиях около
4 мин, приводит к соответствующей неопределенности положения,
что объясняется движением планеты.

При анализе ошибок необходимо иметь выражение для откло¬

нений вектора относительной скорости при подлете к планете, со¬

ответствующих вариациям вектора относительной скорости на



траектории возвращения и вектора точки прицеливания во время
контакта с планетой.

Из рассмотрения рис. 5. 15 можно видеть, что справедливо сле¬

дующее выражение:
-

о
— sin 2v -

<0ocO = cos2vfc'oo/ — TJoo Г

Га

Переходя к вариациям, получим

о sin2v sin2vra * ,

6ycoo= cos zvbvoci — Voo оra
— ог»оо +

ra

sin2v -

* о / • о
~

i cos2v -

+ra8ra—2 sin 2v • va,! + r„ OV.

Но из уравнения (5.2) имеем

Кроме того,

8v==_i!£2l/^+ 2 —
2 I Га Vo

Г .hr V r^V
Ьга = f bVx=——-

Га V°o

Объединяя все эти выражения, получим

bvoo0= Kbv^iJrLbra, (8.21)

где матрицы К и L определяются соотношениями

77 о "7 I о sin22v— —т I sin2v /п 0 т

К =cos2v/4-2 —5— Vo iV„i-\ (2cos2v— \)raVoi,
vi Vora

-j sin2v T , s,in2 2v -

~t , sin2v /1 , 0 ^ -т
L = —Voo /-1 n— Vooira + Voo о— (l + cos2v)rerfl.

ra ra ra

Другое, несколько менее сложное выражение было получено
в результате решения задачи 5. 3, где рассматривались только ва¬

риации величины приращения скорости за счет вариаций модуля
вектора точки прицеливания.

Вариация вектора точки попадания на поверхность планеты

Аналогичным образом можно исследовать вариацию радиуса-
вектора точки на поверхности планеты назначения, куда должен
попасть корабль. Из рассмотрения рис. 5. 20 видно, что

sin (3
—

_

cos (3 —



Переходя, как и раньше, к вариациям, получим

sinS*- cos3 sin В - * ,

0/Y=rs bra
-

rs "77“^ -

rs —f raora +
Г
nIa fa

cos p -

^ ( ^ /sin(3- , cos p 7

Га

I cos P
"

^ , /sinB- . cos p
-

\*rj
+ rs —^ v«,ihv„-f-rst v-v^i ra )8fJ.K, \v°° ra )

Далее, из уравнений (5. 5) и (5. 6) будем иметь

(2ra — г sin р) 8га-{- 2^(1 — cos fi)8z;e
vi

Объединяя полученные выражения, придем к окончательной фор¬
муле

brs = Pbv„i-\-Qbra, (8.22)
где

74- COS р 7 , COS р
~

—Т I

Р —

Г8 I -\-fs Г“ ^оо/^оо/ "Г

V»i ) vLi,+ 2rs Jif (Л, - г, s in f>) (££i!rav со
\ ra

7Д sin p 7 sinp г |

Q= r,
—- /- rs—f rara-t

+ '■* ^r(2re —r,slnp) +

В задаче 5.4 получено другое выражение, где рассматриваются
вариации вектора точки контакта с поверхностью только за счет

изменений модуля вектора точки прицеливания.

8.4. Численные примеры

Те же четыре траектории, которые использовались в качестве

примеров в гл. VII, были выбраны также и для иллюстрации ана¬

лизировавшихся выше схем наведения с закрепленным и незакреп¬
ленным временем перелета. Для этих траекторий в табл. 7. 5—7. 8

приведены наименьшие среднеквадратичные ошибки по положению

и времени в функции времени, прошедшего с момента старта.
Для сопоставления схем наведения проводилось статистическое

моделирование, в ходе которого вычислялось большое количество

реализаций траекторий при различных комбинациях моментов

приложения корректирующих импульсов скорости. Были приняты
следующие ошибки наведения: среднеквадратичные ошибки в ско¬

рости схода—12,2 м/сек, среднеквадратичные ошибки реали¬
зации коррекций скорости—1% от величины импульса. Ошибка
в скорости схода относится к моменту отсечки топлива двигателей
ракеты-носителя. Поэтому для нахождения среднеквадратичной
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ошибки по скорости после достижения скорости убегания нужно
умножить ошибку в скорости схода на величину [I + (vesc/vh)2].
Здесь vesc — скорость убегания, a vh

— избыточная гиперболиче¬
ская скорость космического корабля. Кроме того, предполагалось,
что между моментами двух последовательных засечек часы кораб¬
ля уходят с постоянной скоростью, величина которой является слу¬

чайной и статистически не зависит от скорости ухода в другие про¬
межутки времени.

В каждой реализации предусматривалось проведение четырех
засечек и соответственно четырех коррекций скорости. Моменты

времени, принятые в качестве проверочных точек, подбирались сле¬

дующим путем для каждой траектории.
Из возможных моментов выполнения засечек, перечисленных

в табл. 7. 5—7. 8, были отобраны четыре группы моментов времени.
Затем производился случайный выбор моментов засечек по одному
из каждой группы для каждой реализации. Ниже приведен состав

отдельных групп.
1-я траектория полета на Марс
Группа 1: 0,001; 0,002; 0,003; 0,004; 0,005; 0,006.

Группа 2: 0,300; 0,325; 0,350; 0,375; 0,400; 0,425.
Группа 3: 0,725; 0,750; 0,775; 0,840.
Группа 4: 0,843; 0,844; 0,845; 0,846; 0,847; 0,848.
2-я траектория полета на Марс
Группа 1: 0,001; 0,002; 0,003; 0,004; 0,005.
Группа 2: 0,025; 0,050; 0,075; 0,100-
Группа 3: 0,275; 0,300; 0,325; 0,350; 0,400; 0,425.
Группа 4: 0,493; 0,494; 0,495; 0,496; 0,497; 0,498.
3-я траектория полета на Венеру
Группа 1: 0,001; 0,002; 0,003; 0,004; 0,005; 0,006.

Группа 2: 0,025; 0,050; 0,200; 0,225.

Группа 3: 0,250; 0,275; 0,300; 0,325; 0,375; 0,400.

Группа 4: 0,443; 0,444; 0,445; 0,446; 0,447; 0,448.
4-я траектория полета на Венеру
Группа 1: 0,001; 0,002; 0,003; 0,004; 0,005; 0,008.

Группа 2: 0,025; 0,075; 0,100; 0,125; 0,150; 0,175.

Группа 3: 0,200; 0,225; 0,250.

Группа 4: 0,293; 0,294; 0,295; 0,296; 0,297; 0,298.
Таким способом было подготовлено пятьдесят наборов из мо¬

ментов засечек для каждой траектории. Результат каждой реали¬
зации представлен точкой на рис. 8. 2—8. 5, где конечные средне¬

квадратичные ошибки положения построены по суммарной вели¬

чине коррекций скорости. Огибающие этих точек, показанные на

рисунках, могут служить важными критериями при планировании
полета. Эти кривые выражают предельную точность, достижимую
на различных траекториях, если оптимизировать величину промаха
по сумме коррекций скорости. Подробная статистическая история

наведения во время каждого полета, изображенного точкой на оги¬

бающей, приведена в табл. 8.1—8.4.
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Рис. 8.2. Результаты наведения для 1-й траектории перелета
на Марс:

полет на Марс (отправление 5 ноября 1964 г., время полета 0,85 года)
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Рис. 8.3. Результаты наведения для 2-й траектории перелета
на Марс:

полет на Марс (отправление 24 ноября 1964 г., время полета 0,50 года)
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Рис. 8.4. Результаты наведения для 3-й траектории перелета
на Венеру:

полет на Венеру (отправление 19 апреля 1964 г., время полета 0,45 года)

*

3
*

I
I
с:

3

<3

50 100 150 200

Полна я характеристическая скоростьу
затраченная на коррекции^ в м/сек

Рис. 8. 5. Результаты наведения для 4-й траектории
перелета на Венеру:

полет на Венеру (отправление 19 апреля 1964 г., время полета 0,30 года)
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Таблица 8.1

Результаты наведения для 1-й траектории полета на Марс*

Наведение с незакрепленным

временем перелета

Наведение с закрепленным

временем перелета

время

засечки

коррек¬

ция

скорости

конеч¬

ная

ошибка

по ско¬

рости

конеч¬

ная

ошибка

по поло¬

жению

время

засечки

коррек¬

ция

скорости

конеч¬

ная

ошибка

по ско¬

рости

конеч¬

ная

ошибка

по поло¬

жению

0,001

0,425

0,775

0,844

38,4

1,2

4,3

7,0

72,8 66

0,004

0,300

0,775

0,843

47.6

2,1

12,8

35.7

34,5 98Всего 50,9 Всего 98,2

0,004

0,375

0,775

0,845

38,7

0,6

3.4

9.5

73,2 53

0,002

0,400

0,775

0,844

47,3

2,7

9,2

41,1

38,7 88Всего 52,2 Всего 100,3

0,002

0,375

0,775

0,846

38,4

0,6

3,4

11,9

73,4 42

0,005

0,300

0,775
• 0,844

47,9

2,1

12,4

40,2

38,7 87Всего 54,3 Всего 102,6

0,006

0,400

0,775

0,847

39.3

0,9

4,0

15.3

74,1 31

0,004

0,375

0,775

0,845

47,6

2.4

8.5

47,9

45,4 79Всего 59,5 Всего 106,4

0,005

0,325

0,775

39,0

0,6

4,0

0,002

0,375

0,775

47,3

2.4

8.5

* В табл. 8. 1—8. 4 время указано в годах, коррекция скорости и конечная

ошибка по скорости
— в л*{сек, а конечная ошибка по положению — в км

(прим. ред.).
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Продолжение

Наведение с незакрепленным

временем перелета

Наведение с закрепленным

временем перелета

время
засечки

коррек¬
ция

скорости

конечная
ошибка

по

скорости

конечная
ошибка
по поло¬

жению

время
засечки

коррек¬
ция

скорости

конечная
ошибка

по

скорости

конечная
ошибка

по

положе¬

нию

0,848 25,9

77,1 23

0,846 59,5

56,7 71Всего 69,5 Всего 117,7

0,006

0,400

0,775

0,847

47,9

3.1

9.1

80,2

77,4 64Всего 140,3

0,005

0,325

0,775

0,848

47,9

2,1

10,7

122,3

119,6 58Всего 183,0

Таблица 8.2

Результаты наведения для 2-й траектории полета на Марс

Наведение с незакрепленным Наведение с закрепленным

временем перелета временем перелета

время

засечки

коррек¬

ция

скорости

конечная

ошибка

по ско¬

рости

конечная

ошибка

по поло¬

жению

время

засечки

коррек¬

ция

скорости

конечная

ошибка

по ско¬

рости

конечная

ошибка

по поло¬

жению

0,003

0,025

0,400

0,494

29,0

1,5

11.3

10.4

0,001

0,025

0,350

0,494

35,4

1,8

11,6

70,2

Всего 52,2
1

40,2
1

150 Всего 119,0 69,2 180
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Продолжение

Наведение с незакрепленным

временем перелета

Наведение с закрепленным

временем перелета

время

засечки

коррек¬
ция

скорости

конечная
ошибка
по ско¬

рости

конечная
ошибка
по поло¬
жению

время
засечки

коррек¬
ция

скорости

конечная

ошибка

по ско¬

рости

конечная

ошибка

по поло¬

жению

0,001

0,025

0,350

0,494

29,0

1,5

7,3

16,5

41,1 146

0,001

0,100

0,350

0,495

35,4

2,7

13.1

84.1

„81,7 161Всего 54,3 Всего 135,3

0,004

0,025

0,400

0,495

29,0

1,5

11,9

12,2

40,8 124

0,002

0,025

0,400

0,496

35,4

1,8

18,6

90,8

88,9 135Всего 54,6 Всего 146,6

0,002

0,025

0,400

0,496

29.0

1,5

11.0

15,3

41,4 98

0,001

0,025

0,425

0,497

35,4

1,8

23,8

114,0

111,3 116Всего 56,8 Всего 175,0

0,001

0,025

0,425

0,497

29,0

1,5

13,7

15,5

42,4 74

0,003

0,075

0,400

0,498

35,4

2,7

25,0

158,5

154,5 103Всего 59,7 Всего 221,6

0,004

0,025

0,425

0,498

29,0

1,5

15,5

22,9

46,3 63Всего 68,9
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Таблица 8.3

Результаты наведения для 3-й траектории полета на Венеру

Наведение с незакрепленным
временем перелета

Наведение с закрепленным
временем перелета

время
засечки

коррек¬
ция

скорости

конечная
ошибка
по ско¬

рости

конечная
ошибка
по поло¬
жению

время
засечки

коррек¬
ция

скорости

конечная
ошибка
по ско¬

рости

конечная
ошибка
по поло¬
жению

0,006

0,225

0,400

0,443

40,0

1.5

6,8

8.5

38,1 188

0,006

0,225

0,400

0,443

49,1

2,1

7,9

29,9

28,1 196Всего 56,8 Всего 89,0

0,002

0,200

0,400

0,447

39.3

1,8

11,6

17.4

41,8 71

0,002

0,200

0,400

0,477

48,5

2,4

13,4

42,7

40,6 79Всего 70,1 Всего 107,0

' Таблица 8.4

Результаты наведения для 4-й траектории полета на Венеру

Наведение с незакрепленным

временем перелета

Наведение с закрепленным

временем перелета

время

засечки

коррек¬

ция

скорости

конечная

ошибка

по ско¬

рости

конечная

ошибка

по поло¬

жению

время

засечки

коррек¬

ция

скорости

конечная

ошибка

по ско¬

рости

конечная

ошибка

по поло¬

жению

0,003 28,1

0,175 1,5

0,250 2,1

0,293 7,3

Всего 39,0 35,4 101

0,004 34,1

0,100 1,8

0,225 7,0

0,294 29,9

Всего 72,8 27,1 98
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Продолжение

Наведение с незакрепленным

временем перелета

Наведение с закрепленным

временем перелета

время

засечки

коррек¬

ция

скорости

конечная
ошибка
по ско¬

рости

конечная

ошибка

по поло¬

жению

время

засечки

коррек¬

ция

скорости

конечная

ошибка

по ско¬

рости

конечная
ошибка
по по¬
ложению

0,002

0,150

0,250

0,294

28,1

1,2.

2,7

8,5

35,7 82

0,004

0,125

0,250

0,295

34,1

1,5

7,0

36,3

32,9 80Всего 40,5 Всего 78,9

0,001

0,150

0,250

0,295

27,8

1,5

2,7

10,4

36,0 66

0,001

0,100

0,200

0,296

33.8

1,8

5,2

43.9

41,4 72Всего 42,4 Всего 84,7

0,005.

0,125

0,250

0,296

28,4

1,5

4,3

12,8

36,6 56

0,001

0,075

0,225

0,296

33.8

2,4

11,6

39.9

36,9 68Всего 47,0 Всего 87,7

0,006

0,150

0,250

0,297

28,4

1,8

2,1

17,1

38,1 42

0,001

0,075

0,225

0,298

33.8

2,4

11,6

76.8

73,4 47Всего 49,4 Всего 124,6

0,003

0,075

0,250

0,298

28,1

2,4

11,3

27,5

42,4 29

0,001

0,025

0,225

0,298

33,8

4,0

29,6

72,2

69,8 45Всего 69,3 Всего 139,6
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Как видно из рисунков, для 1-й траектории полета на Марс
обеспечивается большая точность наведения, чем для 2-й траекто¬
рии. По-видимому, этот результат можно объяснить тем, что в слу¬
чае 1-й траектории скорость корабля относительно Марса значи¬

тельно меньше. Те же мысли возникают при сравнении 3 и 4-й тра¬
екторий полета на Венеру. Точки на рис. 8.4 для 3-й траектории
полета на Венеру настолько разбросаны, что не представляется
возможным найти их огибающую исходя только из располагаемых

данных.

В результате проведенного исследования непосредственно оче¬

видны следующие выводы. Совершенно ясно, что при любой схеме

наведения точность наведения (по положению) может быть улуч¬
шена в общем случае только за счет дополнительного расхода топ¬

лива. Далее, схема с незакрепленным временем перелета более
чем вдвое лучше наведения с закрепленным временем как по точ¬

ности конечного относительного положения, так и в смысле полной

потребной коррекции скорости. Для односторонних траекторий
полета на планету преимущества схемы с незакрепленным време¬
нем, по-видимому, полностью компенсируют те потенциальные не¬

удобства, которые связаны с неопределенностью знания точного

времени встречи с планетой назначения-

Проблему определения наилучших проверочных точек можно

исследовать и с другой стороны. Данные, приведенные в табл. 8. 5,

представляют собой результаты полетов с наведением по одной
засечке. Для вычислений такого типа предполагалось, что корабль
покидает Землю без начальной ошибки по скорости. В назначен¬

ное для единственной засечки время прикладывается приращение

скорости, основанное на определении положения с какой-то ошиб¬
кой. В результате корабль пролетает мимо планеты-цели с про¬
махом, среднеквадратичное значение которого может быть най¬

дено. Таким образом можно найти влияние всевозможных прове¬

рочных точек на точность наведения.

Для получения данных, приводимых в табл. 8. 5, из материала
гл. V были выбраны три межпланетные траектории с возвращени¬
ем. Табулировались следующие величины: 1) время, когда выпол¬

няется засечка, в годах, отсчитываемое от момента старта с плане¬

ты отправления; 2) среднеквадратичная ошибка визирования в км,

вычисляемая как корень квадратный из следа матрицы Е; 3) сред¬

неквадратичная коррекция скорости в м/сек, вычисляемая по фор¬
муле (8.7); 4) среднеквадратичный пролет мимо планеты-цели

в км, определяемый с помощью соотношения (8. 18).
Для каждой засечки предусматривалась система измерений

углов между линиями визирования следующих объектов (Pi и Рг
обозначают видимые планеты в порядке близости их расположения
к кораблю): 1) Солнца и Р\\ 2) Альфа Центавра и Р\\ 3) Сириуса
или Арктура и Pi, причем из этих двух звезд выбирается такая, для

которой плоскость измерения ближе к ортогональной по отноше¬

нию к плоскости угла, измеряемого в п. 2; 4) Солнца и звезды,
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Таблица 8. 5

Результаты наведения с одной засечкой

Время с момента

Среднеквад¬
ратичная

Среднеквадра¬
тичная Среднеквадра¬

тичный

пролет
. км

отправления ошибка коррекция

годы визирования скорости

км м/сек

Траектория полета на Венеру (21)
Полет в сторону

Венеры

0,00114 129 3,4 125663

0,00200 326 5,2 200896

0,025 12698 19,2 620765

0,100 2938 2,1 31194

0,120 3140 6,1 25918

0,122 31585 13,1 25411

0,124 3173 208,9 24881

0,125 3178 24,1 24616

0,126 3184 13,4 24350

0,200 3763 1,5 11732

0,300 6055 2,! 6419

0,365 9361 10,1 2582

0,375 13594 22,6 289

0,38900 5612 35,7 74

0,3940*

Полет обратно

0,00100 240 7,6 816691

0,00150 536 11,6 1222533

0,025 11473 17,7 1567404

0,050 10362 9,5 674696

0,100 13623 11,6 373322

0,200 11747 3,0 123632

0,300 20045 4,3 129438

0,400 20383 3,7 81335

0,500 17609 3,0 43261

0,600 15065 3,0 24915

0,700 12310 5,8 25900

0,750 15487 4,6 9136
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Продолжение

Время с момента

отправления

годы

Среднеквадра¬
тичная

ошибка

визирования

км

Среднеквадра¬
тичная

коррекция

скорости

м/сек

Среднеквадра¬
тичный

пролет
км

0,800 17704 8,8 5664

0,8580 11688 67,4 117

0,8635*

Траектория полета на Марс (53)

Полет в сторону
Марса

0,00125 82 2,1 348588

0,100 6611 3,0 369099

0,200 11571 22,0 204684

0,450 16371 1,5 39707

0,600 15090 1,8 27494

0,800 7684 2,4 24889

1,000 13470 1,5 6078

1,18800 17785 61,9 119

1,1970*

Полет обратно

0,00100 320 10,0 488981

0,00274 2378 27,4 1324485

0,300 12419 2,7 79820

0,425 15338 32,3 112912

0,435 13586 93,9 77687

0,440 13647 207,4 77893

0,445 13729 50,9 78156

0,450 13827 29,6 78474

0,500 16722 14,6 95842

0,520 17705 62,8 179973

0,530 18260 48,8 143379

0,540 18859 16,5 96791

0,800 17576 0,61 27898

1,000 31278 1,5 33532

1,300 16464 38,4 46273

1,400 16252 5,5 130767

1,500 17168 23,5 457954

1,800 12855 2,7 4733
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Продолжение

Время с момента

отправления

годы

Среднеквадра¬
тичная ошибка

визирования
км

Среднеквадра¬
тичная коррекция

скорости

м/сек

Среднеквадра¬
тичный

пролет
км

1,90000 7637 16,5 130

1,90800 2352 14,0 48

1,9130*

Траектория полета на Марс (17)

Полет в сторону
Марса

0,00114 106 3,0 508138

0,050 9844 7,0 1057872

0,100 7686 5,2 418432

0,200 7800 2,7 246846

0,300 16897 19,5 345490

0,400 9634 1,2 109252

0,600 15266 2,7 64524

0,650 18608 10,1 90527

0,675 21000 121,0 774387

0,700 21830 11,0 78966

0,875 24273 22,0 35169

0,900 23628 389,2 34244

0,925 22379 19,8 30154

1,200 16400 1,5 9815

1,400 13382 1,5 29977

1,500 21801 17,1 290849

1,525 22925 363,9 5723073

1,550 24283 19,8 282918

2,050 12593 1,5 17354

2,175 16752 8,2 65589

2,200 18709 38,7 240849

2,225 20703 7,3 34297

2,41000 9821 25,0 87

2,4223*
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Продолжение

Время с момента

отправления,

2оды

Среднеквадра¬
тичная

ошибка

визирования
км

Среднеквадра¬
тичная

коррекция

скорости

м/сек

Среднеквадра¬
тичный

пролет
км

Полет обратно

0,00100 88 3,1 222896

0,200 12596 4,3 142587

0,400 10733 2,4 35769

0,600 6543 0,9 5802

0,79600 4270 29,3 64

0,8006*

*
Время прибытия (прим. автора).

выбранной для измерения п. 3; 5) Солнца и Р2 при условии, что

вторая планета также является видимой. В качестве объекта ше¬

стого измерения использовался угловой диаметр Р2, если он пре¬

вышал 1 миллирадиан. Таким образом, измерялись минимум четы¬

ре угла, если, по крайней мере, одна планета являлась видимой.

Проверочные точки, приведенные в табл. 8. 5, были выбраны не¬

сколько неравномерно, чтобы более подробно охарактеризовать те

области, в которых параметры изменяются быстрее. Как видно из

результатов, время от времени появляется острый пик в величине

коррекции скорости, не сопровождающийся сколько-нибудть суще¬
ственными ошибками визирования, например, в точках ^ = 0,440 и

^ = 0,520 для обратной части траектории (53) полета на Марс. Явле¬
ние объясняется тем, что указанные моменты соответствуют точкам

на траектории корабля, которые отстоят по центральному углу на

целое число градусов, кратное 180°, от точки отправления или при¬
бытия. В произвольной точке S изменение скорости в направлении,

нормальном к плоскости орбиты, вызывает вращение орбитальной
плоскости вокруг линии, соединяющей Солнце и 5. Поэтому в точ¬

ках, отстоящих от 5 на 180°, 360° и т. д. положение корабля остает¬

ся неизменным. Рассмотрим, например, точку t=0,520: корабль пос¬

ле отправления от Марса прошел 178° по центральному углу. При
наличии ошибок наблюдений вычисляется смещение положения, ко¬

торое имеет составляющую в несколько тысяч километров в направ¬

лении нормали к плоскости движения. Смещение такой величины
в любом другом направлении вполне возможно; в этом же частном

направлении его приходится объяснять только наличием большой

ошибки по скорости в том же направлении в момент старта от Мар¬
са. В результате подается команда на большой импульс скорости
для компенсации этой несуществующей ошибки.
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8.5. Теория навигации при большом числе

засечек с несмещенными оценками

Для двух теорий наведения, изложенных ранее в настоящей гла¬

ве, способы навигации были идентичны. Описанный метод был, по

сути дела, минимально необходимым и элементарным. Положение

определялось с помощью последовательных астрономических изме¬

рений в различные моменты времени, а скорость вычислялась на

основании двух засечек положения и времени, прошедшего между
моментами выполнения этих засечек. Таким образом, если не счи¬

тать возможности избыточных измерений при выполнении засечки,

метод являлся детерминированным.
В данном и в следующем разделах будет развит более сложный

подход к задаче навигации. Мы исследуем возможность оценки по¬

ложения и скорости с помощью последовательности засечек поло¬

жения. В силу этого будет уделено большее внимание динамичес¬
кой взаимосвязи между положением и скоростью, что позволит

улучшить получаемые оценки.

При наличии дополнительной информации из большого числа

засечек задача становится переопределенной, а это требует разра¬
ботки метода взвешивания информации. Для получения критерия

при выборе соответствующих весовых множителей представляется

удобным использовать метод минимизации средних квадратов
ошибок.

Рассмотрим сначала способ оценки положения на основе сово¬

купности из N засечек положения. Суть задачи состоит в оценке

неизвестной линейной комбинации известных функций в присутст¬
вии случайного шума. Оцениваемой функцией является отклонение

по положению

Ьг (t) = R (t) с -}- /?* (t) с*

и для нее. известна последовательность «измеряемых» величин

brn = Rnc-{- RnC* + ел,

где 8п — случайная ошибка, соответствующая д-му измерению. (На

самом деле, конечно, бгп не получают непосредственно из измере¬

ний, а вычисляют исходя из основных астрономических наблюдений.

Однако, так как это положение не влияет на проводимое доказа¬

тельство, а также чтобы избежать путаницы в обозначениях, будем
использовать знак «^» для оценки при единственной засечке, а знак

„а» сохраним для окончательной оценки, производимой на основе

N таких засечек.)
д

Для линейной оценки вектора отклонений по положению бr(t)
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выразим его в виде линейной комбинации измерений 6гь 6г2,... №n-
Таким образом,

Л N
_

(8.23)
П = 1

где W1, W2,. .
•, WN — последовательность матриц, состоящих из

весовых множителей, которые будут определяться так, чтобы ми¬

нимизировалась в среднеквадратичном смысле ошибка оценки

_ л_ _

e(t) = br(t) — hr(t).

Эту ошибку можно выразить через более общие величины

^)=2^я-[*(*)-2 ^«1 (8-24>
п— 1 L л=1

_ _

п= 1 J
Далее можно пойти двумя независимыми путями. В первом из

них предполагается отсутствие какого-либо знания природы посто¬

янных с и с*. Этот случай является предметом обсуждения в настоя-
1

щем разделе. Второй случай, где та же задача решается с привле¬
чением некоторой статистической информации относительно этих по-,

стоянных, рассматривается ниже в разд. 8. 6.
'В первом случае, так как коэффициенты с и с* совершенно не¬

известны, ошибки оценки вектора бr(t) могут быть сколь угодно
большими, если члены уравнения (8.24), заключенные в квадрат¬
ные скобки, не равны нулю. Если же это имеет место, то оценка

не содержит ошибки, независимо от того, насколько велики с и с*.

Такие оценки называются несмещенными, а требования

2®v?»=m
п= 1

2^;=^* оо
п= г

называются условиями связи. Таким образом приходим к задаче ош

ределения таких весовых матриц Wn, которые одновременно мини¬

мизируют e2(t) и удовлетворяют соотношениям (8. 25).
Эту задачу наиболее удобно решать с помощью метода мнооюи-

телей Лагранжа. Если ввести матрицы множителей Лагранжа М и

/If*, то задача минимизации со связями становится эквивалентной

задаче без связей, когда минимизируется выражение

(8. 25)



где

2 2 w^rMTmwi-
п=1т=»1

п '
п

' т w т'

N

-22^*8^(Ог+ 8г(ОЙОг
л-1

Для получения необходимых и достаточных условий минимума J

применим обычные методы вариационного исчисления. Дадим Wn

вариацию bWn, тогда

и=

N

=‘г 22 т.
п— 1

Vo7frTmwl~
m= 1

-brnbr(ty-RaMT-R*nM*T]).
Следовательно, для того чтобы б/ равнялась нулю для всех вариа¬
ций bW.n, должно выполняться равенство

2Wm frJ?Tn= М$гп+М*Й7+ Sr (t) ЬгТп,
m= 1

/z= 1,2,..., TV.

Это необходимое условие, которому должны удовлетворять опти¬

мальные матричные весовые множители Wь W2, •. -Wn- Если поло¬

жить далее, что ошибки измерений еь ег,.. .,8jv имеют нулевые мате¬

матические ожидания и некоррелированы от засечки к засечке, т. е.

£п
— 0, —'О, ТЬ ^ 171,

тогда необходимое условие приобретает достаточно простой вид

W м*Ъ7)Ё7\
n=l,2,...,N, (8.26)

где Еп — корреляционная матрица ошибок измерений в п-й засечке:

Е
п
== £/1£л*

Для доказательства того, что это условие_ является также и до¬

статочным, заменим оптимальную матрицу Wn другой весовой мат¬

рицей вида Wn—Yn. В результате получим

J(Wn-Yn)=J(Wn)+ 2tr

N

-2 ?nEaWrn
Л—1

2{УПЯПМТ+УЛМ*Г)~
л=1

+tr 2рдл.
л= 1
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Таким образом, если уравнение (8.26) удовлетворяется, то будем
иметь

J Wn-Yn)=J(Wn)+ tr J] YnEnYTn.

Но

tr?nEnYTn=7nYTnY^ О,

так что величина J не уменьшается при изменении Wn, если Wn оп¬

ределена из уравнения (8.26).
Для нахождения матричных множителей Лагранжа М и М* ис¬

пользуем уравнения связи. Подставив (8.26) в (8.25), получим

(8.27)
M= [R (t)B~lA* — R* (0] D,

7Й*= [7?* (t) В*-УА -~R (0] DT.

Здесь для удобства выкладок введены обозначения

А=^ДгпЁп%,
П=1

л*=2^г^г'^,
п=\

■ в=Жт=^ЖптЁ-п1Нп,
п=1

Итак, оптимальные весовые матрицы Wn полностью определены.
Наконец, минимальную среднеквадратичную ошибку оценки от¬

клонения по положению можно выразить в следующем удобном
виде:

72= tr 2 WnEnWTn= tr 2 +'M*R7)Wt„ =
п=1 п=1

=tr\MR Оty+М*R* (ty]. (8.28)

Аналогичный процесс может быть использован для оптимального

определения отклонений по скорости, т. е.. если оценка отклонений

по скорости в момент t определяется выражением

bv(t)^XBbTn, (8.29)
П=1
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то можно найти, что

Xn=(NRrn+ N*7j*nT)Enl, (8.30)
где

N= [V (/) В-1А* — V* (/)] D,
_ _ _

_ _ _ (8-31)
N*= [V* (/) В*-1А - V (*)] DT.

Оценка приращения скорости, потребного в момент t для кор¬
рекции по схеме закрепленного времени перелета, имеет вид

ДЦ (t)= C* (/) £(t)-hv (*)=2 [С* (t)Wa -Хп] Ъг„
/2=1

или после небольших преобразований

А N
___ ^

ДЦ (i)= A(t) 2 {B-'A*DKTn - DTR7) Е7*гп, (8.32)
/2=1

где Л(£) определяется уравнением (6.49). Интересно отметить, что

в уравнение (8. 32) для оценки коррекции скорости_момент выполне¬

ния коррекции входит только через множитель Л(^), на который
умножаются члены, зависящие только от моментов выполнения за¬

сечек.

Эффективность навигации с большим числом засечек численно

иллюстрируется табл. 8. 6. В таблице приведены окончательные

Таблица 8.6

Точность навигации по схеме нескольких засечек.

(Использовались последовательные проверочные точки

на 1-й траектории полета на Марс)

Время
годы

Среднеквадратичная
по положению в

ошибка

км

Среднеквадратичная ошибка
по скорости в м/сек

2 точки 3 точки 4 точки 2 точки 3 точки 4 точки

0,001

0,002 23 0,9

0,003 32 26 1,2 0,6

0,004 45 37 31 1,8 0,6 0,3

0,005 63 52 42 2,4 0,9 0,6

0,006 82 69 58 3,4 1,5 0,6

0,007 108 92 77 4,3 1,8 0,9

0,008 138 112 100 5,5 2,4 1,2

0,009 179 153 130 7,3 3,1 1,8
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Продолжение

Время
годы

Среднеквадратичная ошибка
по положению в км

Среднеквадратичная ошибка
по скорости в м/сек

2 точки 3 точки 4 точки 2 точки 3 точки 4 точки

0,010 228 196 166 9,2 4,0 2,1

0,025 2079 1783 1282 4,3 3,7 2,4

0,050 3891 3126 2917 5,5 2,4 [2,1

0,075 4653 3598 3022 7,6 2,7 1,5

0,100 5492 4688 3826 9,2 4,3 1,8

0,125 6322 5576 4853 10,7 4,9 2,7

0,150 . 6059 5419 4912 11,3 4,9 3,1

0,175 1018 7628 6224 14,9 .6,4 3,7

0,200 8132 7112 6129 16,8 5,8 3,3

0,225 11800 6525 5577 18,3 7,9 3,7

0,300 3810 3792 3697 5,19 2,1 1,8

0,325 3718 3211 2964 6,7 3,4 1,5

0,350 3794 3430 3083 6,7 3,4 2,4

0,375 3974 3576 3226 7,0 3,4 2,1

0,400 4212 3748 3359 7,3 3,7 2,1

0,425 4687 4149 3683 7,9 4,0 2,4

0,450 5236 4646 4106 8,8 4,3 2,4

0,475 5994 5271 4648 10,1 4,3 2,7

0,500 6774 5998 5306 11,6 5,3 3,4

0,525 7921 6973 6143 13,1 6,1 3,7

0,550 9298 8147 7152 15,6 7,3 4,3

0,575 10750 9377 8177 18,0 8,3 4,3

0,600 10623 9531 8476 19,2 8,8 5,2

0,625 10544 9427 8377 18,9 9,2 5,5

0,650 10323 9256 8250 18,6 9,2 5,5

0,675 8518 7866 7179 17,1 8,2 5,2

0,700 7751 7115 6476 14,6 7,9 4,9

0,725 6994 6429 5913 13,1 6,7 4,6

0,750 6240 5766 5317 11,9 6,1 4,0

0,775 5640 5216 4825 10,7 5,5 3,7
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Продолжение

Время

Среднеквадратичная ошибка
по положению в км

Среднеквадратичная ошибка
по скорости в м/сек

годы
2 точки 3 точки 4 точки 2 точки 3 точки 4 точки

0,800 8891 7195 6098 13,4 6,7 4,0

0,825 8615 7707 6736 15,6 6,1 4,0

0,840 4615 4329 4122 20,7 7,6 3,4

0,841 2970 3034 2926 128,1 18,3 7,0

0,842 2693 4632 2297 131,5 142,1 17,1

0,843 3604 1712 2510 181,8 51,2 55,5

среднеквадратичные неопределенности положения и скорости, полу¬
чающиеся при объединении информации о положении от двух, трех
и четырех последовательных засечек на 1-й траектории полета на

Марс, исследовавшейся в разд. 8. 4. Уменьшение ошибки по поло¬

жению приблизительно согласуется с грубой моделью предсказа¬

ний, предложенной в задаче 8.7. Преимущества метода становятся

особенно очевидными из-за существенного уменьшения ошибки

оценки скорости.

8.6. Теория навигации при большом числе

засечек со смещенными оценками

Задача оценки, сформулированная в разд. 8. 5, состоите опреде¬

лении 6r(t) и 6г;(^) на основе косвенных измерений бг в дискретные
моменты времени в прошлом. Функции, чьи значения должны оце¬

ниваться в момент t, представляют собой линейные комбинации за¬

висящих от времени матриц, которые точно известны постольку, по¬

скольку известна номинальная траектория. В настоящем разделе

будем предполагать, что имеется априорная статистическая инфор- !
мация относительно векторных коэффициентов при этих матрицах. \

Таким образом, данная задача отличается от рассмотренной ранее j
тем, что теперь можно не налагать условия несмещенности, выра- j
жаемые уравнениями (8.25). j

Прежде чем перейти к решению задачи, исследуем природу ста-
*

тистического поведения этих векторных коэффициентов. С помощью

уравнений (8. 1) и (8.2) можно выразить постоянные с и с* через
отклонения по положению и скорости 6rL и 6vl в начальный мо¬

мент tL:

c=-ClbrL+ lvL,

c*=7il-'b?L.
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Допустим теперь, что 6rL и 6vL являются случайными переменны¬
ми, совместная корреляционная матрица которых известна и имеет

вид

Эту матрицу можно получить, анализируя точность наведения при
сходе с геоцентрической орбиты. Векторные коэффициенты с и с*
также будут случайными переменными с совместной корреляцион¬
ной матрицей

Возвращаясь к основной задаче, рассмотрим, как и раньше, ме¬

тод оценки положения на основе совокупности из N засечек поло¬

жения. Для ошибки оценки остается справедливой формула (8.24).
Будем снова считать, что ошибки измерений еп не коррелированы j
от засечки к засечке и имеют нулевые математические ожидания. I

Предположим далее, что еп и случайные векторные коэффициенты,
с и с* не коррелированы. Тогда средний квадрат интересующей нас

ошибки выразится соотношением

Используя для решения настоящей задачи тот же ход доказа¬

тельства, что и в разд. 8.5, найдем необходимые и достаточные ус¬
ловия, которым должны удовлетворять Wu W2, •

■., WN для опти¬

мального решения задачи минимизации e(t)2 — матрицы Wn явля¬

ются решениями следующей системы N линейных алгебраических
уравнений:

Нетрудно теперь установить связь между XL и Г:

(8. 33)

e(tf=tr WnQn{t)+

+ [R (t) Г, +Я* (*) Г8] R (/)г+ [R (*) Г2+/?* (t) Г4] R* (tf
где

Pnm^Rn (TiKin+ T2R*J)+ R'„ (Гз/^+ iyутт);

Qn (t)=Rn [?£{{?+?£* «1 +R*n [r3£(ty+v4n* (ty].

N

EnWTn+ ^ PnmWl=Qn(t),

ti—\, 2,..., (8.34)
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Тогда минимальный средний квадрат ошибки оценки будет записы¬

ваться в виде

[R (/) Г, + R* (О Г3] R {ty +

+ [R (t) Г2 + R* (t) Г4] R* (ty -^ W&n 01)

или в эквивалентном виде

iXO2=^lR(0ri-b^*(0f3]

п= 1

~N

/?(ог~2 +

+ [/?(0г2+^(0г4
N

R*(t)T~2 R7wTn
п = 1

(8.35)

Нетрудно теперь__провести аналогию с__формулой (8.28). Чле¬

ны —[Л(0Г1+Д*(£)Г3] и —[Л(/)Г2 + Л^_(0Г4] играют роль, анало¬

гичную множителям Лагранжа М и М*. Кроме того, в формуле
(8.35) имеются еще два дополнительных члена, которые можно

приписать систематической ошибке *. Это явствует из того факта,
что при Еп = 0 оптимальная оценка не является точной. В случае,
рассмотренном в разд. 8. 5, эти члены отсутствуют, поскольку тре¬
бования, налагаемые условиями несмещенности, исключали нали¬

чие систематической ошибки.

Совершенно аналогичный процесс может быть использован для
А

нахождения смещенной оценки отклонения скорости бv(t). Послед-
А

нюю можно затем объединить с 6r(t) для получения оценки коррек¬

ции скорости, как это было сделано в конце предыдущего раздела.

Однако мы не будем останавливаться на этом вопросе, оставляя его

читателю в качестве упражнения.

Прежде чем закончить обсуждение, хотелось бы сделать не¬

сколько замечаний относительно решения уравнения (8.39)—на¬
хождения весовых матриц Wu W2,. • .,Wn- Матрица коэффициентов
этого уравнения имеет размерность 3N\3N и выглядит следующим

образом:

/
'

Et + pu Р1г P\N

FЗА/\ЗЛГ==1
Р21 ”Т~ Р22 PoN

\i
РN1 РN2 En+ Pnn

причем каждый из ее элементов представляет собой матрицу раз¬

мерности (3X3). Если для оценки использовалось ./V+1 засечек, где

* Речь идет здесь об ошибке, систематической в данной реализации (прим.
ред,),
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первые N были теми же, что и для предыдущей оценки по N за¬

сечкам, то матрицу коэффициентов Fsn+з, 3iv+3 можно представить
состоящей из следующих блоков:

(Двойные индексы матриц F указывают соответственно число строк

и столбцов.) Итак, новая матрица коэффициентов уравнения обра¬

зуется присоединением к старой матрице (для случая N засечек) до¬

полнительных строк и столбцов. Следовательно, если для случая N

засечек задача решена, то известна матрица F^ » зn- Матрицу

^зЛч-з, злт+з можно вычислить с помощью операций сложения и ум¬

ножения матриц, а обращение потребуется только одно
—

матрицы

размерности (3X3). Нетрудно показать, что если матрица

является обратной по отношению к F3N+3, злг+з, то блоки этой обрат¬
ной матрицы можно найти по следующим формулам:

В действительное™ матрица коэффициентов является симмет¬

рической, т. е. F3N,ъ
— Fl ,n

и поэтому соответствующие блоки обрат¬
ной матрицы Кз, ж и Кзм, з являются транспонированными по отно¬

шению друг к другу.

Подводя итоги, можно сказать, что матрицу коэффициентов сле¬

дует вычислять рекуррентным способом по мере того, как к оценке

подключаются дополнительные засечки. На каждом шаге потре¬

буется обращать лишь одну трехмерную матрицу.

Задачи

8.1. Для окончательной коррекции скорости может понадо¬

биться выбрать новое время прибытия так, чтобы минимизировать

сумму модулей коррекции и отклонения по скорости в момент

встречи с планетой-целью. Показать, что если — момент прило¬

жения последней коррекции, то сдвиг Ы номинального времени при¬
бытия определяется в результате решения следующего уравнения:
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~т (- — ^
VN \vNlt + Avn)

~\fAv% + VAT (vNbt -f 2AVV)
lN {l„bt-R*~h7JTV N -A'/

_q

VbrNR%-lR*N-'brN + (x^m -2R^-hrN) Ы
где

Хдг — (VлАдг! -U AiV 2) Vyv,
A

a Avn — оценка коррекции скорости для закрепленного времени пе¬

релета.

8. 2. Корабль выведен на параболическую орбиту в однородном
гравитационном поле. Следовательно, если r(t) —вектор положе¬

ния, a v{t) —вектор скорости корабля, то имеем

dr — dv —

dt dt
6

где g—постоянный вектор гравитационного ускорения.
а) Допустим, что делается две засечки положения в моменты

tn и /n-ь в результате которых получаем оценки отклонений от номи-

л л

нальной траектории бгп и 6rn-i. Показать, что коррекция скорости
А

Avn, которую нужно приложить в момент tUi чтобы вывести корабль
в номинальную точку цели (фиксированную в пространстве и во

времени), определяется по формуле
A tf-tn_x А 1 А

Avn= Ьгп -\ Sr ,,

(tf-tn)(tn-tn-1) n4n-tn_x

где tf — номинальное время полета.

б) Предположим, что имеется последовательность засечек поло¬

жения, выполняемых в моменты tu h,... ,^v, и соответствующие кор¬

рекции скорости вычисляются по приведенной выше формуле. Пусть
еп — векторное расстояние между предполагаемым и истинным по¬

ложением в п-й проверочной точке, а Цп
— ошибка реализации рас-

л

четной коррекции Avn• Показать, что истинная коррекция скорости,

приложенная в момент tn, определяется выражением

^n= 7t 7Т7^ ~~+ 77+ ~+ Г
—

\tf — tn) \ tfi — i) (Гп_ 1
— 2)

+ (*„ - in-г) ё„-1 - (tn ~ tn-1) sn-2] - ^ Л»-! •

tf
— tn
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в) Предположим, что корабль выведен на орбиту с ошибкой
в начальной скорости и что выполняется только одна засечка поло¬

жения и соответственно одна коррекция скорости. Показать, что

если среднеквадратичная ошибка определения положения не зави¬

сит от времени засечки, то оптимальное время (измеряемое с мо¬

мента старта) выполнения засечки для минимизации величины при¬

кладываемой коррекции скорости будет меньше, чем tf!2.
8. 3. Корабль находится на параболической орбите в однород¬

ном гравитационном поле. Векторы положения и скорости г (t) и

v(t) удовлетворяют следующим векторным дифференциальным
уравнениям:

dr — dv —

T,=v' «
= -«'«•

при начальных условиях

r(0) = 0, ®(0)= -f-tf(lx+iy).
Здесь Тх и Ту — ортонормированные векторы системы координат,
a tf — номинальное время полета. Пусть цель движется с постоян¬

ной скоростью

g*f т

Vn= 1х-Р
2

х

а) При допущении о том, что неопределенности положения и

коррекции скорости являются равномерно распределенными и ста¬

тистически независимыми случайными переменными, показать, что

среднеквадратичная потребная коррекция скорости в любой про¬
верочной точке при наведении с незакрепленным временем переле¬
та составляет ровно У2/3 от среднеквадратичной потребной кор¬
рекции при закрепленном времени перелета.

б) Пусть ве,п и Cvt,n —среднеквадратичные ошибки оценок по¬

ложения и коррекции скорости в n-й проверочной точке. Показать,
что средний квадрат пролета мимо цели равен

tf ~ *ЛГ-1 \2 „2 I ( t} *ЛГ \2„2
*N-1 /

'

\ *N—1°8,Лг~Н t +

как для закрепленного, так и для незакрепленного времени переле¬
та (здесь N — общее количество проверочных точек).

в) Показать, что отклонение скорости в номинальное время при¬
бытия определяется выражением

дг

bv{tf)=V дv'n,
л=0

где Avq— начальная ошибка по скорости при выводе, а Дг;' для

п>0 есть коррекция скорости, приложенная в п-й проверочной
точке.
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г) Полагая, что наведение производится по схеме незакреплен¬
ного времени перелета и имеется лишь одна проверочная точка,
показать, что средний квадрат изменения времени перелета равен

ц±+*
3^ t\

^ Ч

где (7е —среднеквадратичная ошибка оценки положения в момент

засечки, а —начальная среднеквадратичная ошибка в скорости.
8. 4. Несмещенная многоточечная оценка отклонения скорости

в момент tn на основе засечек в моменты tn и tn-i получается по

формуле (8. 29) и может быть записана в виде

=XпЪгп +Xп-\Ъгп_х.
Показать с помощью непосредственных преобразований, что этот

результат идентичен получаемому по формуле (8.3).
Указание: Доказательство можно проводить в следующем

порядке.
а) Показать, что искомый результат эквивалентен тождествен¬

ному выполнению равенств

хЛ+х«-Л-г=К,

хпт^хп^п-х=У1
б) Для этого необходимо доказать равенство

Xfi^X^R^NA+N'B.
в) Показать, что для любой невырожденной матрицы Z справед¬

ливо соотношение

(7_Z)-1+(7-z-1)-1=/,
а затем, используя результаты пп. «б» и «в», получить первое
уравнение п. «а». Аналогичным способом доказывается второе
уравнение.

Метод разд. 8. 1 является детерминированным в том смысле, что

двух засечек положения в различные моменты времени достаточно

для однозначного нахождения_скорости. Следовательно, утвержде¬
ние о том, что коэффициенты^™ и Хп-\ не должны зависеть от кор¬

реляционных матриц Еп и Еп-и согласуется с решением этой за¬

дачи.

8.5. Несмещенную оценку отклонения по положению в момент t

можно получить на основе N наблюдений, выполненных в различ¬
ные моменты времени. Показать, что если эту оценку представить
в виде

Sr(^)=2 wfgn,
Л-1
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где W\, W2,.. .,Wn — трехмерные весовые векторы, то оптимальные

весовые векторы, минимизирующие средний квадрат оценки, опре¬
деляются по формуле

Здесь а2п — дисперсия ошибки п-го измерения, a hn — вектор, свя¬

зывающий вариацию п-то измерения с вариацией положения в мо¬

мент tn:

Подобные выражения можно получить_для оптимальной оценки от¬

клонения скорости, заменив матрицы R и Л* на V и F*.
Показать далее, что средний квадрат ошибки оценки отклонения

по положению в момент t можно выразить следующей удобной
формулой:

Получить аналогичную формулу для ошибки оценки отклонения по

скорости.

8. 6. Космический корабль выведен на орбиту в однородном гра¬
витационном поле для перехвата цели через время полета ^/=19.
В моменты t= 1 и/=3 выполнены засечки положения, позволившие

определить следующие отклонения от номинальной траектории:

а) Каково отклонение по скорости в момент / = 3?

б) Какими будут отклонения по положению и скорости в номи¬

нальное время перехвата, если не производятся коррекции?
в) Какую коррекцию скорости нужно приложить в момент/= 3,

чтобы свести к нулю ошибку положения при t='tf>
г) Какое получится в результате этого отклонение по скорости

при t = tf?

д) Какую коррекцию скорости нужно было бы приложить в ^ = 3,
чтобы уменьшить до нуля отклонение по скорости при t = tf и чему

равнялось бы при этом отклонение по положению?
8. 7. Оптимальное распределение N моментов засечек для оцен¬

ки отклонений по положению можно исследовать аналитически,

если гравитационное поле, в котором движется корабль, является

где

N

bqn=hTnbrn.

or
2
= 3i

к 2iy — 8iz,

Br3= 7ix 14iy.
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однородным и если корреляционная матрица ошибок засечек не из¬

меняется от одной засечки до другой. ■;

а) Приняв эти допущения, доказать следующие равенства:
N

N

2 tnVn-tJ
D=n= Е.

л=1т=л +1

б) Используя эти равенства, доказать справедливость выраже¬
ния для среднего квадрата ошибки оценки положения по N засеч¬

кам:

N

_

2(<-*п)2
_

g2 _ 5л! (грCN N-l N trC"

2 2 Vn-tm)2
л= 1 m=n +1

в) Показать, что если t=tN и если засечки выполняются через
равные провежутки времени, то

e\= trE,

4=0,833trE,

4=0,700/г£,

4=0,600/г£.

г) При t=tN и V=3 показать, что средний квадрат ошибки
оценки минимизируется, если выбрать tu t2, h таким образом, чтобы

величина - имела минимальное значение.

h —1\
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его непрерывной связью с Приборной лабораторией МТИ.
Кроме того, поскольку приверженцы наземных систем слежения и

управления, главным образом, представляют «Джет Пропалшн
Лэборэтри», автору было бы не вполне удобно пытаться разраба¬
тывать свой подход, основываясь на их работах. Вместо этого он

рекомендует читателям в качестве наиболее типичных работ отлич¬

ные отчеты Нотона [48], Нотона, Каттинга и Бернса [49], а также

Джейтса, Скулла и Уоткинза [22] и оставляет в стороне всякие по¬

пытки связывать их исследования со своими.

Теория наведения с закрепленным временем перелета, рассмот¬
ренная в разд. 8.1, основана на работе Бэттина и Лэнинга [10],
а также на отчете МТИ [45], в то время как теория незакрепленно¬
го времени перелета (разд. 8.2) взята из статьи автора [7]. Различ¬
ные подразделы разд. 8.3, связанные с анализом ошибок, написа¬

ны на основе множества источников. Сюда входят работы Бэттина
[9], Бэттина и Лэнинга [10], Бэттина [7] и раздел автора в отчете

МТИ [45]. Весьма глубокое рассмотрение понятия пролета можно

найти в докладе Кизнера [33].
Численные примеры заимствованы из статей Бэттина [7], Бэт¬

тина и Лэнинга [10], а также из раздела автора в отчете МТИ [46].
Вырожденные случаи наведения (см. конец разд. 8.4), возни¬

кающие при определенном геометрическом расположении кораб¬
ля относительно точки запуска или точки цели, более полно ис¬

следовал Штерн [60]. Он нашел интересный дополнительный вид

особенностей, которые возникают только тогда, когда космический

корабль отстоит от точки встречи более чем на 360°. Существование
этой особенности можно объяснить с помощью верхней группы кри¬
вых на рис. 3.9: когда кораблю остается пройти до точки встречи
более 360°, могут существовать две траектории с одинаковым вре¬
менем полета. Особая точка имеет место в том случае, когда время
до встречи и оставшийся центральный угол совпадают с миниму¬
мом кривой времени полета по большой полуоси.

Метод Монте-Карло, применение которого к определению мо¬

ментов коррекции скорости описано в разд. 8.4, является единст¬

венным практическим методом, известным в данном случае автору.

Однако при некотором упрощении математической модели в какой-

то степени возможно и аналитическое исследование задачи. Брей-
куэлл [17] нашел для двумерной номинальной траектории хоманов-

ского типа следующее простое правило. После выполнения коррек¬
ции нужно ждать, пока не пройдет две трети оставшегося до конца

полета времени, прежде чем прикладывать следующую коррекцию.

Кроме того, в несколько искусственном случае однородного грави¬

тационного поля также возможны некоторые теоретические резуль¬
таты (см. задачи 8.2, 8.3 и 8.7).

Материал разд. 8. 5 и 8. 6 весьма близок по своему содержанию
к разд. 8. 2 и 8.3 книги Лэнинга и Бэттина [35]. Основное различие
заключается в том, что в настоящем случае оценки основаны на
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дискретной информации, в то время как в более ранней работе ис¬

точник информации и шум считались непрерывными. Численные

данные разд. 8. 5 были получены под руководством автора тремя

студентами: Скоттом, Янушкой и Уиллесом в их дипломной рабо¬
те [53].

По поводу задач настоящей главы автор хотел бы особо побла¬

годарить м-ра Р. Штерна (задачи 8. 5 и 8. 6) и Скотта, Янушку
и Уиллеса (задача 8.7).



ГЛАВА IX

Рекуррентная теория
навигации

В настоящей главе выполнение оптимальной линейной оценки

представлено в виде рекуррентной операции, когда текущая наи¬

лучшая оценка объединяется со вновь поступающей информацией
для получения новой улучшенной оценки. Разработка приводимо¬
го здесь материала началась под влиянием работ Р. Калмана, но

в дальнейшем вылилась в самостоятельное исследование. Основ¬
ное достоинство рекуррентной формулировки навигационной зада¬
чи состоит в идеальной приспособленности вычислений такого рода
к автоматической работе бортового вычислительного устройства.
Информация, поступающая от измерительных устройств, может по

мере ее появления последовательно добавляться к уже имеющей¬
ся, причем отпадает необходимость в обработке всей располагаемой
совокупности информации, как это требуется при независимых на¬

вигационных засечках. Исключается также необходимость в обра¬
щении больших матриц со всеми вытекающими из этого обращения
вычислительными неудобствами. Наконец, сам процесс обработки
является весьма гибким и допускает использование информации от

самых разнообразных источников измерений.
Первые два раздела главы подготавливают читателя к очень

простому выводу оптимальной линейной операции, в которой ис¬

пользуется для оценки всего лишь обычный метод наименьших

квадратов, аналогичный методам гл. VIII. Остальная часть настоя¬

щей главы посвящена в основном трем задачам: 1) выбору наилуч¬
ших источников информации из числа доступных для навигацион¬

ной системы космического корабля; 2) определению оптимальных

линейных операций по обработке информации с учетом целей по¬

лета; 3) минимизации как общего потребного количества навига¬

ционной информации, так и числа потребных корректирующих ма¬

невров без неоправданного ухудшения точности выполнения за¬

дачи полета.

На всем протяжении главы будем иметь дело исключительно

с дискретной информацией; наблюдения и коррекции скорости вы¬

полняются в отдельных точках, которые называются точками при¬
нятия решений или решающими точками. Интервал между решаю¬
щими точками не обязательно постоянен и может выбираться в

какой-то степени произвольно. Например при подготовке вычисли¬

тельных данных, приведенных в разд. 9.5, величина интервала вы¬

биралась исходя из необходимости точного численного интегриро¬

вания траекторных уравнений.

337



В процессе «оптимизации» навигации может быть сделана ста-

тистическая оценка множества альтернативных способов действия.

Некоторые из альтернатив, образующих основу решающего процес¬
са, состоят в разрешении следующих вопросов:

1. Какая комбинация звезд и планет обеспечивает «наилучшее»
из возможных наблюдений?

2. Приводит ли наилучшее наблюдение к достаточному умень¬
шению предсказанной ошибки относительно цели, чтобы имело
смысл выполнять такое измерение?

3. Является ли неопределенность вычисления коррекции скоро¬
сти достаточно малой по сравнению с величиной самой коррекции,
чтобы оправдалась необходимость включения двигателя и расхода
топлива?

В разд. 9. 5 представлены числовые результаты, иллюстрирую¬
щие эффективность такого подхода к решению задачи космической

навигации.
Математическая задача определения оптимальной плоскости,

в которой следует измерять угол между звездой и планетой, решает¬
ся в разд. 9. 6. Далее, в следующем разделе разрабатывается про¬
цесс, дающий возможность оптимизировать всю программу навига¬

ционных измерений.
В разд. 9. 8 выводится способ учета взаимной корреляции слу¬

чайных ошибок измерений при выборе оптимальной линейной
операции. Наконец, в последнем разделе предлагается метод анали¬

за, позволяющий исследовать влияние неверных моделей ошибок

на определение оптимальной линейной оценки положения и скоро¬
сти. С помощью такого метода можно, например, узнать чувстви¬
тельность оценки к пренебрежению истинными дисперсиями измере¬
ний и их взаимной корреляцией.

Благодаря наличию динамической взаимосвязи между положе¬

нием и скоростью зачастую удобно ставить задачу, используя
понятие шестимерного фазового пространства, чьи координаты
представляют собой компоненты отклонений по положению и скоро¬
сти корабля от номинальной траектории, зависящие от времени.
Каждая точка этого пространства определяется своим шестимер¬
ным вектором отклонения

Вектор 6x(t) определяет динамическое или фазовое состояние

космического корабля в момент t. Переход от одного состояния

к другому можно представить как матричную операцию над фазо¬
вым вектором. Матрицу этой операции

9.1. Переходная матрица

(9. 1)

®л+1, л—® (^л+1. ^л)
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часто называют переходной матрицей. Соотношение между 6яп+1
и 6хп с ее помощью записывается весьма просто:

Элементы шестимерной переходной матрицы можно выразить
через фундаментальные матрицы возмущений. Для этого запишем

уравнения (8. 1) и (8.2) в следующем виде:

Обратное соотношение нетрудно получить, если вспомнить прием,

предложенный в конце разд. 6. 5:

Подставляя теперь t=tn+i в прямое соотношение и t=tnB обратное,
исключим постоянные векторы с и с*, в результате чего будем иметь

Данная форма второго и третьего матричных множителей, которую
легко получить из уравнений (6.49) и (6.50), выбрана для того,

чтобы исключить всевозможные кажущиеся вырожденное™, связан¬

ные с начальной и конечной точками траектории.

Нетрудно показать, что переходная матрица, рассматриваемая
как непрерывная функция второй граничной точки, может вычи¬

сляться непосредственно как решение шестимерного матричного

дифференциального уравнения

Начальное условие состоит в том, что Ф(^п, tn) равна шестимерной
единичной матрице. Матрица F(t) имеет вид

где матрица G(t) согласно разд. 6.5 есть градиент гравитации по

координатам положения. Для доказательства представленного ре¬

зультата следует использовать матричные дифференциальные_урав-
нен_ия, которым удовлетворяют фундаментальные матрицы R, Д*,
V, V*. Переходная матрица является представителем класса,

(9.2)

(

(9.3)

(9.4)
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известного под названием класса симплектических матриц. Матри¬
ца четной размерности А называется симплектической, если вы¬

полняется равенство

Так как J2 = —/, то можно считать матрицу J аналогичной мнимой

единице]/—1 в комплексной алгебре.
Из определения (9.5) видно, что симплектическая матрица

обладает такими же свойствами по отношению к матрице /, как
и ортогональная матрица по отношению к матрице I. Напомним,
что если Р — ортогональная матрица, то

Принадлежность переходной матрицы к классу симплектических

матриц важна в том смысле, что это облегчает ее обращение.
Умножив уравнение (9. 5) справа на А~г и слева на /, найдем

так что обращение симплектической матрицы сводится просто к пе¬

рестановке ее элементов. Вспомним, что обращение ортогональной
матрицы эквивалентно ее транспонированию.

Для того чтобы показать, что Ф(£, tn) • является симплектиче¬

ской, заметим следующее:

так как Ф(^п, tn) равна единичной матрице. Следовательно, необ¬

ходимое доказательство будет получено, если удастся показать, что

Справедливость последнего шага вытекает из того, что G(t) =G(t)T>
т. е. матрица гравитационного градиента является симметрической.

ATJA=J, (9.5)

где

рт/Р=/.

A~l=-fATJ, (9.6)

at

С этой целью используем уравнение (9. 4) и запишем

[Ф (/, tj УФ (/, Q] = Ф (t, taf F {tyjФ +
at

+ Ф (*, tnyJF(t) Ф (t, Q= 0(t, tj (
- {t)T °\ф ((, tn) +

0 /
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Наконец, если переходную матрицу разбить на блоки таким

образом

как можно видеть из формулы (9. 6).
В качестве примера использования переходной матрицы рас¬

смотрим детерминированную задачу получения шестимерной засеч¬

ки с помошью последовательности отдельных астрономических на¬

блюдений, выполненных в шесть дискретных моментов времени.

При допущениях линейной теории одно наблюдение служит для за¬
сечки положения корабля по одной координате. Например, как по¬

казано в гл. VII, если Ап — угол, измеряемый в момент tn и обра¬
зуемый линиями визирования звезды и ближайшего небесного тела

с корабля, то положение корабля определяется вдоль линии, нор¬
мальной к направлению на ближнее тело и лежащей в плоскости

измерения. В общем случае это можно записать через шестимер¬
ный вектор отклонения Ьх следующим образом:

Вектор hn, описанный в гл. VII, зависит от взаимного геометри¬
ческого расположения соответствующих астрономических объектов

в момент tn и от конкретного типа выполняемого измерения.

Теперь, объединяя уравнения (9.2) и (9.8), будем иметь

откуда видно, что наблюдение, сделанное в момент tn, позволяет

дений, выполненных в различные моменты времени, дадут систему
из шести уравнений такого рода. Если ни одна пара направлений,,
вдоль которых определяются составляющие, не является параллель¬

ной, то вектор отклонения можно будет получить после обращения
шестимерной матрицы коэффициентов.

В качестве другого примера использования переходной матрицы
рассмотрим задачу расчета распространения ошибок оценки. Пред¬

то ее обращение выполнится по формуле

(9.7)

bqn— ЬпЬхп, (9.8)

где

Цп=ьТпфп1ипЬхп.н,

найти в момент tn4.i составляющую шестимерного вектора отклоне-
гр ^

ния в направлении, определяемом вектором Фп+\,пЬп. Шесть наблю-

341



положим, что каким-то способом была получена оценка вектора
отклонения 6хп и пусть ёп — ошибка этой оценки. Если записать

где бп и 6п обозначают ошибки.по положению и скорости. Корре¬
ляционная матрица ошибок имеет вид

Если не делается новых наблюдений, то оценка дхп экстраполи¬
руется на более поздний момент времени tn+\ следующим образом:

(В дальнейшем важно различать новую оценку 6яп+ь полученную
при добавлении новой информации из наблюдений в момент tn+u
и оценку, полученную простой экстраполяцией предыдущей. Для

последней применяется обозначение бял+i.) Так как вектор истин¬

ных отклонений и оценка для последующих моментов определяют¬
ся через переходную матрицу, то согласно выражению (9. 9) это

справедливо и для вектора ошибок. Экстраполированный вектор
ошибок имеет вид

так что, учитьтвая_формулу (9.11), экстраполированную корреля
ционную матрицу Е'п+1 можно связать с Еп соотношением

В этом разделе мы снова будем рассматривать задачу смещен¬
ной оценки, уже обсуждавшуюся в разд. 8. 6, чтобы на этот раз
показать, как оптимальная линейная оценка может быть представ¬
лена в виде рекуррентной операции, которая объединяет текущую

новую оценку со вновь полученной информацией для образования

новой и лучшей оценки. Более конкретно, пусть 6xN — оценка век¬

д

Ьхп =— Ьхп -(- еп, (9.9)
то

(9.10)

(9.11)

А

А А

^+1-фя+1,яЧ- (9.12)
А

еп+1 —®п+1,пеп> (9.13)

Еп+1 = Ф �(9.1

9.2. Рекуррентная формулировка
навигационной задачи

(9.14)

А
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тора отклонений в момент tN, получаемая оптимальным линейным'

взвешиванием засечек положения в моменты tt, t2, ..tN. Тогда

3^=2 WiNh7n. (9.15)
П = 1

Здесь уже весовые множители W{nN) представляют собой прямо¬
угольные матрицы размерности (6X3). Верхний индекс (N) указы¬
вает на то, что оптимальные весовые множители основываются на

N засечках.

Если в момент ^+i делается новое измерение и получается но¬

вая оценка на основе всех предыдущих данных, то будем иметь

Л N +1 ^

&•%+!= 2 №(а"+1)Ъга, (9.16)
/2 = 1

причем РЁ^+1)представляют собой совершенно новую систему весо¬

вых матричных множителей. Наша задача состоит в выводе соот-

д /\

ношения между 6xN+\ и 6xN-

Некоторое изменение в обозначениях вызвано желанием расши¬

рить рамки задачи, включив в нее одновременно и положение

и скорость с помощью шестимерного вектора отклонений. Ранее мы

выражали вектор измеренных отклонений по положению бгп сле¬

дующим образом:

К=7?пс+Жс*+1п.
Однако в настоящем случае удобнее записывать

(9.17)
\c*J

где

«„ = (?“ М, (9.18)
\vn v:!

—

прямоугольная матрица из шести строк и трех столбцов.
Здесь нам представится случай использовать свойство

фл+1, п
= фп+\фп > (9.19)

которое было найдено в предыдущем разделе.
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Постановка и решение настоящей задачи совершенно аналогич¬
ны схеме, применявшейся в разд. 8. 6. Оптимальные весовые мно¬

жители опоеделяются как решения уравнений

EnW(nN)
т

+2 PvW™ T=QnN\
m=l

«= 1,2, (9.20)

где En — корреляционная матрица ошибок п-й засечки, а

Рпт=КтФпТФттК,

§т=ктъягф^.

Матрица Г, введенная в разд. 8. 6, представляет собой совместную
корреляционную матрицу случайных векторов с и с*.

Простота конечного результата, к^оторой мы стремимся, зави¬

сит от рекуррентных свойств матриц РПт и (?„V). Для оценки, осно¬

ванной на jV+1 засечках, матрицы ^(/17У+1)выражаются следующим

-образом:

Р^+ 1)
=^ГфпрфГ+1=^ГфД1фГфГ-1фГ+1=

=ЛГФпГФлгФуу+1, N= Qi")QN+l.lf-

Подобным же способом можно показать, что

Рп, N+l
—Q^^N+l, nK.

Соответствующую_систему уравнений для определения N+1
-весовых множителей W{nN+1) получим из (9. 20):

7V+ 1

£ii«7"+1> +2
т= 1

«=l,2,...,iV + l.

■Отделим первые N уравнений

Т

+2 Т+Рп, N+lW№il)
Г
=^пЛГ+1),

m= 1

которые благодаря рекуррентным свойствам Рпт и можно запи-

сать в виде

EnW(ri)
Т

+2 PnmW^+1) Г
= QhN)®N+i, N (7-KWW г),

m= 1

« = 1,2,... , N.
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Сравнивая теперь эти уравнения с (9. 20), найдем следующую зави¬
симость между весовыми множителями для случая N засечек и пер¬
выми N весовыми множителями для случая N+1 засечки:

М?+1)Т=W(nN) гфl-+uN (7-К г)>
n=\,2,...,N. (9.21)

Возвращаясь к уравнению (9. 16) для оценки dxN.)-t, можно записать

bxN+1=2 w(nN-n)bfn+w{NN+VhFN+l.
п= 1

Отсюда, используя (9.21), получим

4v+i = (7 -WZ\l)KT) Ф„+1, „ 2 ть?п+ or/V+1.
п= 1

В проводящемся в этом уравнении суммировании нетрудно узнать
оценку 6xN на основе N засечек. Следовательно, будем окончатель¬

но иметь

— Фдг+Ь N (^Г^+ 1 —дг+1, (9.22)
— ^

Так как Флг+i, n&xn — всего лишь наилучшая оценка в момент

tNf экстраполированная на момент ^v+i, то рекуррентное соотноше¬

ние (9. 22) приобретает важный физический смысл: оптимальная

линейная оценка в общем виде получается прибавлением к экстра¬
полированной предыдущей оптимальной оценке взвешенной разно¬
сти между вектором измеренных отклонений по положению и экст¬

раполированной оценкой вектора отклонений по положению.

Конечно, для получения окончательного решения нужно найти

еще весовой множитель однако мы не будем отыскивать

этот неизвестный множитель. Нами уже получен достаточно важ¬

ный результат
—

установлен вид оптимальной оценки. В следующем

разделе мы вновь приступим к этой задаче уже с точки зрения на¬

хождения весового множителя и на этот раз придем к полному
и окончательному решению. Задача, правда, будет несколько изме¬

нена тем, что вместо полной засечки положения в качестве основной

единицы информации будет принято отдельное измерение.

9.3. Оптимальная линейная оценка при
некоррелированных ошибках измерений

Как показано в предыдущем разделе, оптимальная линейная

оценка вектора отклонений может быть выражена в виде рекур-
л

_

рентной формулы. Допустим, что 6xn-i и Еп-\ известны, и в мо¬

мент tn выполняется единственное измерение типа описанных в
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гл. VII. Наблюдаемое отклонение измеряемой величины qn равно
~ д

6qn, а наилучшая оценка бqn получается экстраполяцией Ъхп-\.

л
f _ Cl,

Ь qп
= ЬпЪхп,

где

Cl , __
л

= Фл, л_18л:/1_1,

а вектор Ъп определен в разд. 9. 1. Тогда линейная оценка вектора
отклонений Ъхп в момент tn может быть выражена как линейная

комбинация экстраполированной оценки Ьхп-\ и разности между
наблюдаемым и оцененным отклонением измеряемой величины qn.

Следовательно, при отсутствии корреляции между ошибками из¬

мерений можно записать выражение

A A
f _ д

г

8д:л=8л:й+ wn {bq — bq’n), (9.23)

где вектор wn представляет собой весовой множитель, который
будет выбираться так, чтобы минимизировать средний квадрат
ошибки оценки.

Как и прежде, будем делать различие между измеряемой вели¬

чиной qn и ее истинной величиной. Запишем

^Qn— ^)ClnJran-

Здесь ап — ошибка измерения. В данном случае возможность вза¬

имной корреляции ошибок измерений исключается. Ниже в разд.

9.8 мы снимемjsto_ ограничение и среднее апат будет в общем

отличаться от an(Xm-

Для решения оптимальной задачи представим вектор ошибок

в следующем виде:

А А /\ д f _

еп(®л)= 8*n-8*„=bx'n+wn (8<7Л + ая-8^)-8хл =

=(7— wjpn) (8х' — 8хл)+ wnan=(7-~w~bT„) е'п + wnan, (9. 24)

где*/— шестимерная единичная матрица. Теперь корреляционную

матрицу Еп, определенную уравнением (9.11), можно записать

как функцию весового вектора wn:

En(wn)^{7— w~bTn)~E'n (J^nwr„)-\-wnwWn- (9.25)

Средние квадраты ошибок в оценках отклонений по положению

и скорости г2п и 6^ представляют собой просто следы субматриц
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Е^] и Е^\ Если шестимерный весовой вектор wn разбить на два

трехмерных вектора

то из соотношения (9.25) легко показать, что

а»=(?-vm) ё',”'' а-*>?’т)+»№ гз,

к4=шг-£?’•) г+гг;.

Таким образом, поскольку зависит только от гд{п1)9 а Е^}
является функцией только w{2\ для удобства последующих выкла¬

док будем рассматривать средний квадрат ошибки оценки е\ (wn)
как след шестимерной корреляционной матрицы En(wn). Трехмер¬
ные векторы, входящие в оптимальный весовой вектор гйп, будут,
следовательно, оптимальны — первый по отношению к оценке от¬

клонения по положению, а второй по отношению к оценке откло¬

нения по скорости *.

Для нахождения оптимального весового вектора можно исполь¬

зовать обычные методы вариационного исчисления. Придадим wn

вариацию Шп и получим из уравнения (9.25)

bel (wn)= 2tr [ — bwnbTn Еп (7 — bnwTn)-f bwnwr„a%\.
Для того чтобы вариация 6е2п (wn) была равна нулю при любых

вариациях бгйп, должно выполняться условие

anwn=E'nbn, (9.26)

где положительная скалярная величина ап определяется следую¬

щим образом:

ап=ЬТпЁ'пЪп-\-а1. (9.27)

Легко можно показать, что вектор wn, найденный из уравнения

(9.26), действительно минимизирует е\ (wn). Допустим, что опти¬

мальный гдп заменен другим весовым множителем wn—уп. Тогда

согласно уравнению (9. 25)

е2п — Уп)=*г [Ё'п — 2(wn— уп) 1%Ё'п+ ап (w„ — уп) (wTn — утп)\

* Оптимальный вектор w ^ должен минимизировать след матрицы а оп¬

тимальный вектор ш<2> — след матрицы (прим. ред.).
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и при использовании уравнения (9.26) будем иметь

el (wn- уп) = tr[E'n-an {wn -уп) (wTn+ утп)\,
откуда

el (®„-yn)= el(wn)-\- antr {ynyTn).

Итак, средний квадрат ошибок не уменьшается при изменении wn,

если справедливо уравнение (9.26).
Зная оптимальный весовой вектор, можно переписать выраже¬

ние для корреляционной матрицы ошибок оценки Еп [см. уравне¬
ние (9.25)] в более удобном виде. Так, из определения (9.27) ве¬

личины ап. получим

Ёп= Ё'п (7 — bnwTn) — wnbrnE'n-f ajvnwTn.
Подставляя сюда (9.26), найдем окончательное выражение

Е=Е'П -а-гЕ'пЬпЬтпЁ'п. (9. 28)

Уравнения (9. 23) и (9. 28) далее служат рекуррентными форму¬
лами для получения улучшенных оценок отклонений по положению

и скорости в каждый из моментов измерения 11, ...

Выведем теперь важное свойство оптимальной оценки, которое
понадобится для развития методов статистического анализа, изло¬

женных в разд. 9.4. Это свойство может быть кратко записано

следующим образом:

ejk=0, (9.29)
А

если Ьхп — оптимальная оценка; иначе говоря, оптимальная оценка

и соответствующая ошибка оценки не коррелированы между собой.

Для доказательства используем уравнения (9.26) и (9.27):

wnaI — (7 — wJbTn )E'nbn= О

или

wnan [(/ Wjpn) 6r\ вп bn= 0.

Заменяя величину в квадратных скобках с помощью уравнения

(9.24), получим

^пап+ (^пап — en)e'nbn=Q.
Но, так как ane'n=Q, имеем

(w^J^n—enenbn= 0.

Вновь подставляя wnan из уравнения (9.24), запишем

[вя - (7 — wM) е'„] an
- enenT Ьп=0
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или

e„(an-e’nbn)= 0.

Следовательно, ёп и скаляр ап—e'Jbn не коррелированы между
собой. Отсюда

ёя[®^(ая —ёяГ*я)] = 0

или из уравнения (9.24)

п ) = 0.

Таким образом, имеем

еп[^х^ — (Р^-\-^п )] =0
или

^п =: ^п •

Основываясь на последнем соотношении, нетрудно показать,
А

что ёп и Ьхп не коррелированы, так как если подставить в него

(9.24) и (9. 12), то получим

епЬхТп = [U~WnbTn) ®n,n-len-l + wnan] *Хп-1фТп,п-1 =

— _ _ Z л 1_
= (1 WJpn) фл,л—1 en—ibxn—i Ф/z, п—1.

А

Далее, продолжая редукцию к en-\bxTn_v придем, наконец, к тому,
А А

что произведение ёпЬхтп связано с eL6xL, которое равно нулю.

Итак, уравнение (9. 29) получено и доказательство тем самым за¬

кончено.

9.4. Статистический анализ процесса
наведения

В разд. 8. 1 было показано, что оценка коррекции скорости для

закрепленного времени перелета, которая должна быть приложена
в момент tn, равна

А_ А_ А_
Avn= C*nbrn — hv7.

Для того, чтобы привести это выражение в соответствие с приня¬
тыми нами обозначениями, введем прямоугольную матрицу

Вп=(С*п -I)
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из трех строк и шести столбцов. Это позволит выразить оценку
коррекции через шестимерный вектор отклонений:

Л
_ Л_?

Avn= Bnhx'n. (9.30)

Для статистического исследования задачи наведения нам по¬

требуется найти удобное выражение для корреляционной матри¬
цы вектора коррекции скорости. Как сейчас будет показано, эту

корреляционную матрицу можно выразить непосредственно через

корреляционную матрицу ошибок оценки Еп и корреляционную

матрицу вектора истинных отклонений. Последняя матрица имеет

вид

Хп=ЬхпЬхгп (9.31)

и может быть вычислена с помощью рекуррентного соотношения

х = ф ,х ,ф! „ 1^
п П.л—1^ п—1 Л1/1_1*

В начале полета, т. е. в момент вывода на орбиту
д

_ __

= bxL -(- eL= 0,
так что равенство

xl=El

определяет начальные условия для матрицы X.
Согласно выражению (9.30) имеем

л

Avn= Вп -f- еп\
откуда

А Л
^

т

f ~Рг t

bvnbvTn =Вп(Ьх'пЬх'п + е'пЬх„ + §лу, е’„ + Еп) Втп.
С другой стороны,

Ьхп
— Ьхп -)- еп

и отсюда в соответствии с теоремой, доказанной в конце разд. 9. 3,

Л
^ >р ^

впЬхп =■

Следовательно,

Дб£,тп = Вп (Х'п - Еп) Ж. (9.32)
Для проведения полного статистического моделирования на¬

ведения необходимо запоминать след от обеих корреляционных

матриц Е и X, экстраполировать их далее от одной решающей
точки к другой и учитывать соответствующие изменения в их эле-
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ментах в результате предпринимаемых действий. Изменение мат¬

рицы Е в результате проведения измерений было описано

в разд. 9. 3. Ясно, что матрица X никак не изменится, пока к тра¬

ектории не будет приложена коррекция скорости. Для учета кор¬
рекции скорости в моменту tn можно предложить следующую схему
модификации матрицы X.

Как в разд. 8. 1, определим вектор г\п как ошибку реализации
импульсной коррекции скорости в момент tn. Истинное изменение

вектора отклонения скорости 6vn составит

_ __ л, _

№п=ВпЪх'п- т)„.

Для того чтобы перейти к привычным нам обозначениям, обра¬
зуем матрицу связи М из шести строк и трех столбцов:

Тогда в точке приложения коррекции будем иметь

_

Л

Ъхп=Ъх'п-\-МВпЪх'п — Мг\п = {1 + М Вп)Ьх'п-\-М Впе'п — Мг\п.

Таким образом*,

ЬхпЬхгп = (Т-\-МВп)Ьх'пЬх'пТ (7-\-МВпУ+
+МВпЁ'п (MBn)T+MNnMT-U

+ (Т+МВп) Ьх'пё’У (МВ/+

+мвп7пЪх'пт (7+МВ/,
где Nn — корреляционная матрица ошибок реализации, опреде¬
ленная в разд. 8. 1. Это выражение можно еще более упростить,
используя свойство (9.29). В результате получим

Хп=(Т+М Вп){Х'п- Е’п) (7+мв/+мвпЁ'пщвп)т+
+MNnMr. (9.33)

В матрице Е также произойдут изменения, так как коррекция

скорости реализуется с ошибками. Ошибка оценки изменится сле¬

дующим образом:

еп = еп-\-Мг)п,

* Формула для 6хп6^п выведена в предположении о том, что векторы Ьх’п
и т]п не коррелированы между собой. Поэтому в случае, когда структура т]п

определяется соотношениями разд. 8.3, эту формулу нельзя считать точной

(прим. ред.).
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а это вызовет изменение корреляционной матрицы

En=En-\-MNnMT.
В итоге для статистического моделирования наведения косми¬

ческого корабля потребуется следующий набор рекуррентных
формул:

Еп йп Еп Ьп ЬпЕп

Жп-\-мыпмт
Еп

(измерение)

(коррекция)

(не предпринималось
никаких действий)

(9.34)

’(/-\-МВп)(Х'п — Е'п)(/ +М Вп)т+ МВпЕ'п(МВ/+MNnMT
(коррекция)

Хп (полет без коррекции),

(9.35)
причем в момент схода Хь = Еь-

Для бортового счетно-решающего устройства, в дополнение к

(9.34), должны быть запрограммированы следующие рекуррент¬
ные формулы:

ч»=

Ъхп+ап1 ЕпЬпЩп — Ьд'п)
Л ,

(/ + МВп)Ьхп
Л'
Ьхп

(измерение)

(коррекция)

(не принималось никаких действий)
(9.36)

л

при 6хь = 0.

Нужно, однако, подчеркнуть, что формулы (9. 36) для статистиче¬

ского моделирования не обязательны.

Средний квадрат оценки коррекции скорости определяется как

Л Л

след матрицы AvnAvTn ?
вычисляемой по формуле (9-32). Для

применения теории решений иногда важно знать точность оценки.

Ясно, что коррекцию скорости при большой неопределенности ее

оценки не стоит прикладывать, если есть возможность существен¬
но улучшить оценку путем будущих наблюдений. Неолределен-

д

ность dn оценки Avn выражается достаточно просто

_

А
_

dn = Lvn-Bnbxn=Bnen.

Таким образом, средний квадрат неопределенности можно найти

как след матрицы

dndTn =ВпЁ'пВтп. (9.37)
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Обращаясь, наконец, к проблеме точности наведения, будем
определять вектор отклонения по положению в номинальное время

прибытия в точку встречи с целью, экстраполируя вектор отклоне¬

ния из точки последней коррекции скорости. Итак, если tN — время
последней коррекции, а 6хА — вектор отклонения в момент прибы¬
тия tA, то

== ® A,l$Xjy,

Но из уравнения (9. 3) и конечных условий для навигационных

матриц имеем

- т-At' о \(ъ -л
A'N

А^ЩСлг -/]'
Следовательно, вектор отклонения по положению в точке встречи
бга можно записать в виде

д
= RAAjylВа/ЪХм.

Аналогичное выражение можно получить также и для отклонения

по скорости в момент tA.

Ошибку по положению в точке встречи, в конечном счете, можно

выразить через вектор ошибок ём, действуя в такой самоочевидной

последовательности:

ЬгА =RA-ktf1 M&Vn) =RaAn1 {Bpfixpj — Д^дг) =

= — Ra^nX (B^eN — r\N)= — Ra^n BNeN. (9.38)

Средний квадрат ошибки по положению в точке встречи вычисля¬

ется после этого как след матрицы ЬгАЬгтА .

9.5. Применение теории к навигации

при облете Луны
Для практического применения схемы наведения и навигации,

сформулированной в настоящей книге, следует прежде всего при¬
нять некоторые правила относительно вида операций, которые
должны предприниматься в каждой из решающих точек. Каким-то
способом необходимо управлять частотой и количеством наблюде¬
ний— в идеальном случае должно быть правило принятия реше¬
ний, тесно связанное как с целями полета, так и с возможностями

измерительных устройств. Если принято решение производить на¬

блюдение, то тут же требуется решить, какой тип измерения и ка¬

кие небесные объекты надо для этого использовать. Далее придет¬
ся прикладывать периодические коррекции скорости, причем здесь

выбору подлежит число импульсов и моменты приложения кор¬

рекций.
После того как правила принятия решений заданы, необходимо

проверить их эффективность в соответствии с некоторым критери¬
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ем качества. Типичным критерием является величина пролета мимо

цели, когда задача состоит в ее минимизации. Однако уменьшение
пролета обычно требует либо увеличения потребного числа измере¬
ний, либо повышения расхода топлива на коррекции, либо, нако¬

нец, того и другого одновременно. В свете таких противоречивых
требований становится видна необходимость компромиссных реше¬
ний, причем статистическое моделирование дает средства достиже¬
ния приемлемого равновесия.

Желая минимизировать число реализаций траекторий, поста¬

раемся по возможности избегать применения методов Монте-Кар¬
ло. Как указано в разд. 9.4, для исследования эффективности
конкретных совокупностей правил принятия решений вовсе не

обязательно вычислять истинную траекторию космического кораб¬
ля, как это нужно было бы при монтекарловском моделировании.

А

Оценка 8хп, зависящая от истинной измеряемой информации, не

входит ни в один из статистических расчетов*.
Ниже приводится частный пример системы правил принятия

решений, которые должны применяться в каждой решающей точке.

1. По формулам (9. 32) и (9. 37) вычисляется средний квадрат

оценки коррекции Av% и средний квадрат неопределенности оцен¬

ки сРп . Если величина

“‘■'л

меньше заданного значения RV(min), то коррекция скорости при¬
кладывается в момент Jn-

2. Если условие выполнения коррекции не удовлетворяется,
то исследуется необходимость измерения. С этой целью заранее
составляется сокращенный каталог звезд и отдельных планет. Для
исследования эффективности каждой из комбинаций измеряемых
звезд и планет производится соответствующий анализ, выясняю¬

щий возможную степень уменьшения неопределенности положения

в точке встречи. Затем в качестве потенциально наилучшего из¬

* Ниже автор формулирует некоторые статистически рациональные «в сред¬
нем» (рациональные для всего множества космических полетов, а не для полета

д\
с данной оценкой 6хп) правила принятия решений, вследствие чего при стати-

Д
стических испытаниях ему не требуется воспроизводить множество 6хп. Энерге¬
тические затраты на коррекцию можно уменьшить, а ее точность можно увели-

А_
чить, если пользоваться статистически рациональными для данной Ь'хп и,

_А

следовательно, зависящими от конкретной оценки 6хп правилами принятия ре¬
шений. Ряд вопросов выбора статистически оптимальной стратегии коррекции
рассмотрен в работе [77J. Построение оптимальной стратегии выбора импульсов,
являющихся линейной функцией результатов измерений, проведено в работе [78]
(прим. ред.).
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мерения выбирается та комбинация планет и звезд, которая при¬
водит к наибольшему уменьшению среднего квадрата неопреде¬
ленности. Пусть 6г*+ и бг2~ обозначают средние квадраты неопре¬
деленностей положения в точке встречи соответственно при потен¬

циально наилучшем наблюдении и без наблюдения.

Тогда, если величина

больше, чем заданное значение i?P(max), то потенциально наилуч¬
шее измерение производится в момент tn- Иными словами, для

того чтобы измерение выполнялось, оно должно приводить к значи¬

тельному уменьшению потенциально возможной величины пролета.
С другой стороны, если и последний критерий не удовлетворяется,
то в решающей точке tn не предпринимается никаких действий.

Для иллюстрации применим эти правила принятия решений
к задаче навигации при облете Луны. В процессе работы было

обнаружено, что критерий приложения коррекций скорости вполне

оправдывает себя при определении моментов коррекции на сред¬
нем участке траектории, за исключением последней коррекции. По

мере приближения к цели потребное приращение скорости доволь¬
но быстро возрастает и момент приложения последней коррекции
становится весьма критическим фактором.

В настоящем примере использовалась траектория, изображен¬
ная на рис. 5.40. Номинальное полное время полета с момента

схода составляло 126,4 часа, а точка наибольшего приближения
отстояла на 97 км от лунной поверхности. Для получения корре¬
ляционной матрицы ошибок схода EL принимались следующие

среднеквадратичные ошибки:

В качестве возможных объектов измерений рассматривалось
20 наиболее ярких звезд. Для простоты измерялась только

высота звезды над освещенным горизонтом Земли или Луны.
Таким образом, в каждой решающей точке исследовалось и оцени¬

валось в соответствии с решающим критерием 40 возможных изме¬

рений. Минимальное время между наблюдениями было установле¬
но равным 15 мин. На измерения налагались некоторые практиче¬
ские ограничения, что позволило исключить физически
нереализуемые наблюдения. Например, чтобы ограничить поле

По высоте

По горизонтальной
дальности

По наклонной

дальности

3 км

4,6 м/сек

4,6 км

1,8 м/сек

1,5 км

1,2 м/сек
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зрения разумными пределами, углы между линиями визирования

звезд и горизонтом не должны были превышать 70°. Кроме того,

измерение не выполнялось, если линия визирования звезды или

горизонта планеты отстояла от линии визирования Солнца менее

чем на 15°. Далее, если кромка Земли, от которой должна отсчи¬

тываться высота звезды, наблюдалась на фоне освещенной сторо¬
ны Луны, такое измерение отменялось.

Предполагалось, что у используемого оптического измеритель¬
ного устройства систематические ошибки отсутствуют, а дисперсии

случайных ошибок определяются выражениями:

где rSE и rSM—дальности в км от космического корабля до Земли

и до Луны соответственно. Таким образом учитывалось, что будет
совершаться большая ошибка в определении горизонта, когда ко¬

рабль находится ближе к планете. На больших расстояниях

среднеквадратичная ошибка составляет около 0,05 миллирадиан.
Ошибка по величине прикладываемой коррекции скорости счи¬

талась изотропной и пропорциональной величине самой коррекции.
Для вычисления дисперсии ошибки реализации была принята фор¬
мула

в силу которой среднеквадратичная ошибка составляла один про¬
цент от среднеквадратичной величины коррекции. Ошибка ориен¬
тации тяги при коррекции принималась равной 0,01 рад.

Предварительные результаты анализа выборочной траектории
приведены в прилагаемых таблицах. Моделировалось множество

реализаций наведения, для которых назначались различные зна¬

чения параметров стратегии Rv и Rp. Затем для оценки влияния

на навигационную информацию изменения времени года образовы¬
валась система псевдотраекторий простым поворотом направления
с Земли на Солнце. Считалось, что сама траектория при этом не

меняется — допущение вполне приемлемое для предварительного
анализа. Таким образом, получалось, что с корабля видны в раз¬
личной степени освещенные части Земли и Луны, и это приводило
к различным измерениям.

Количество коррекций скорости, так же как и моменты их при¬
ложения, естественно, регулировались величиной Rv. С другой
•стороны, число измерений оказалось не очень чувствительным
к вариациям этого параметра. Для примера в табл. 9. 1 приведены
навигационные данные для траектории Земля—Луна при двух

г]2 =0,0001д^2,
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значениях относительной неопределенности коррекций Rr. Хотя
конечная неопределенность знания положения уменьшилась при¬

мерно до 3 км, отклонения от номинальной траектории при этом

составляли около 20 км. Такая большая разница объясняется тем,
что информация от измерений поступала даже после конечной кор¬
рекции скорости, в результате чего точность знания орбиты про¬
должала повышаться, хотя не делалось попыток на основе этой

информации уменьшить ошибку в точке встречи. Нужно сказать,
что если назначить устранение конечного отклонения с помощью

коррекции скорости за 1/10 часа до номинального момента при¬
бытия, то на это потребуется 46,3 м/сек характеристической скоро¬
сти в первом случае и 30,5 м/сек во втором. Причем такая коррек¬
ция будет сопровождаться увеличением отклонений в конечной

скорости соответственно на 22,9 и 23,2 м/сек.
Таблица 9.1

Зависимость навигационных данных от .коэффициента
неопределенности коррекции для полета Земля—Луна*

Коэффи¬
циент

неопреде¬
ленности

коррекции

Число

измерений

Время
приложения
коррекций

час

Полная

скорость,

затрачен¬
ная на

коррекции

м/сек

Конечная
неопреде¬
ленность

знания

положения

км

Конечное

отклонение

по поло¬

жению

км

Конечная

неопреде¬

ленность

знания

скорости

м/сек

Конечное
отклонение
по скорос¬

ти

м/сек

0,2 39 7,0

18,0

61,8

47,9 4,0 20,1 5,0 35,7

0,3 40 5,5

11,5

26,0

61,4

34,4 2,9 19,3 2,0 17,4

* Коэффициент уменьшения пролета равен 0,1 от старта до 8 час по¬

лета, затем изменяется до 0,5 от 8 до 62,5 час\ угол линии направления на

Солнце равен 250°.

В табл. 9. 2 приведены навигационные данные для траектории

Земля—Луна в зависимости от коэффициента уменьшения проле¬
та Rp, когда коррекции скорости выполняются через 5, 20, 52 и

61,5 час после старта. В общем случае по мере возрастания Rp
каждое измерение приобретает все большую значимость в смысле

уменьшения потенциальной ошибки в точке встречи, причем общее

потребное число измерений уменьшается. При этом, конечно, могут
возникать потери точности оценки окончательного положения

и скорости в точке встречи. В процессе подготовки программы из¬

мерений необходимо добиться приемлемого компромисса.
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Таблица 9.2

Зависимость навигационных данных
от коэффициента уменьшения пролета для траектории Земля—Луна*

Коэффи¬
циент

умень¬
шения

пролета

Число

измере¬
ний

Полная

ско¬

рость,

затра¬
ченная

на кор¬

рекции

м/сек

Конечная

неопреде¬
ленность
знания

положения
км

Конечная

неопреде¬
ленность
знания

скорости
м/сек

Конечное
отклонение
по поло¬
жению
км

Конечное
отклонение
по скорости

м/сек

0,2 115 23,2 1,13 0,76 6,3 7,3

0,3 77 25,0 1,77 1,65 11,4 10,4

0,4 55 26,5 1,77 1,65 14,0 11,6

0,5** 40 34,8 1,93 1,80 17,7 26,8

* Коэффициент уменьшения пролета для времени от 0 до 8 час постоянен

и равен 0,1; коррекции скорости реализуются в моменты 5; 20; 52; 61,5 час; угол
линии направления на Солнце равен 250°. Изменение коэффициента уменьше¬
ния пролета относится к времени с 8 до 62,6 час с момента запуска.

Исследовалось также влияние относительной величины осве¬

щенной части поверхности планеты на качество навигации. Для
этого была выбрана определенная совокупность значений Rv и мо¬

ментов приложения коррекций, а направление на Солнце изменя¬

лось с шагом 60°. Кроме того, были выделены углы 70 и 250°г
так как эти направления почти перпендикулярны к линии Земля—

Луна в момент старта. В табл. 9. 3 приведены результаты расчетов
для траектории полета на Луну, откуда видно, что случаи 70

и 180° приводят к наибольшим неопределенностям. Полная харак¬
теристическая скорость, затрачиваемая на коррекции, максимальна

при 120° и равна 50,9 м!сек. Однако ее можно уменьшить, так как

моменты, выбранные для реализации коррекций, не являются опти»

мальными во всех случаях.

Для всех вариантов последняя коррекция скорости, приклады¬
ваемая непосредственно перед прохождением перилуния, значи¬

тельно превышает по величине две предыдущие коррекции на сред¬
нем участке полета. Это приводит к весьма большому отклонению

скорости от номинальной в точке встречи. Для обратного полета

это, в свою очередь, вызывает большую первую коррекцию скоро¬
сти. Если в задачу полета не входит прохождение корабля через
заданное положение перилуния, то очевидно, что суммарный рас¬
ход топлива на полет с возвращением можно уменьшить.

Наконец, в табл. 9. 4 приведены полные результаты для одной

из траекторий Земля—Луна. Этот вариант отмечен двумя звездоч¬

ками в табл. 9.2.
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Таблица 9. 3

Навигационные данные в зависимости от начального направления
на Солнце для псевдотраекторий Земля—Луна*

Направ¬
ление на

Солнце
град

Число
изме¬

рений

Полная
скорость,
затрачен¬
ная на

коррекции

м/сек

Конечная
неопреде¬
ленность

знания

положения

км

Конечная

неопреде¬

ленность

знания

скорости
м/сек

Конечное
отклонение
по поло¬

жению

км

Конечное

отклонение

по ско¬

рости

м/сек

0 41 30,5 2,1 1,2 4,8. 13,7

70 39 28,7 10,4 7,9 12,9 17,4

120 39 50,9 2,6 1,2 19,3 41,2
180 40 29,6 8,4 9,4 19,3 21,4

250 40 34,8 1,9 1,8 17,7 26,9
300 39 39,3 1,9 1,8 6,4 20,4

* Коэффициент уменьшения пролета равен 0,1 с момента старта до
8 час; затем изменяется до 0,5 от 8 до 62,5 час\ коррекции скорости реали¬
зуются в моменты 5; 20; 52; 61,5 час.

Таблица 9. 4

Типичные навигационные данные для перелета Земля—Луна

Время нас

Наблюдение

Коррекция
скорости

MjceK Уменьшение
неопре¬

деленности
знания
по¬

ложения
в

точке
встречи

км Неопределенность
зна¬

ния
положения
в

точке

встречи км Расчетная
коррекция

скорости м!сек Неопределенность
знания

коррекции
скорости

MjceK Неопределенность
зна¬

ния
текущего
положения

км Неопределенность
зна¬

ния
текущей
скорости

MjceK Отклонение
по

положению км Отклонение по

скорости
MjceK

0,6 Луна, Ан¬
тарес

421 4078 0 5,36 7,7 4,87 7,9 4,91

0,9 Земля,
Фамальгаут

3265 2417 0,56 5,76 7,2 3,54 11,9 5,06

1,2 Земля,
Денеб

859 2258 4,91 4,12 8,5 3,54 16,7 5;зб

1,5 Земля,
Альдебаран

662 2158 5,57 4,12 10,5 3,38 22,4 5,67

1,8 Земля,
Альдебаран

595 2073 6,25 4,12 13,9 3,38 28,3 6,03

2,2 Земля,
Альдебаран

656 1969 6,92 4,24 17,1 3,38 37,2 6,52

'2,6 Земля,
Поллукс

733 1827 7,56 4,27 19,3 3,23 46,5 6,91
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Продолжение

Время час

Наблюдение

Коррекция
скорости

м1сек Уменьшение
неопреде¬

ленности
знания
поло¬

жения
в

точке
встречи

км Неопределенность
зна¬

ния
положения
в

точке

встречи км Расчетная
коррекция

скорости м/сек Неопределенность
знания

коррекции
скорости

м/сек Неопределенность
;.на-

ния
текущего
положения

км Неопределенность
зна¬

ния
текущей
скорости

м/сек Отклонение
по

положению км Отклонение по

скорости
м/сек

3,0 Земля,
Процион

828 1630 8,16 4,12 21,2 3,05 56,6 7,31

3,4 Земля,
Процион

' 651 1493 8,81 3,90 23,5 2,90 66,2 7,68

3,8 Земля,
Поллукс

685 1327 9,35 3,72 24,4 2,68 78,3 7,98

4,5

5,0

Земля,
Процион

10,8

647 1156 10,18 3,57 27,3 2,50 98,9 8,53

5,5 Земля,
Поллукс

699 921 0 3,11 29,6 2,20 112,6 3,47

6,0 Земля,
Процион

448 810 2,04 2,87 29,4 1,95 111,5 3,38

6,5 Земля,
Поллукс

392 709 2,56 2,59 29,1 1,83 111,0 3,35.

7,0 Луна,
Антарес

315 635 2,90 2,38 29,3 1,65 111,1 3,35

7,5 Земля,
Поллукс

299 560 3,23 2,20 28,8 1,53 111,8 3,35

8,5 Луна,
Антарес

301 472 3,63 2,10 29,4 1,34 114,8 3,38

9,5 Луна,
Антарес

254 398 3,90 1,83 29,4 1,22 119,6 3,44:

10,0 Земля,
Поллукс

217 334 4,15 1,62 27,5 1,07 122,5 3,47

10,5 Луна,
Антарес

172 288 4,33 1,37 25,7 0,95 126,0 3,54

12,0 Луна,
Антарес

153 243 4,70 1,31 26,9 0,79 138,0 3,72

12,5 Земла,
Поллукс

125 209 4,82 1,13 25,6 0,76 142,7 3,75

13,5 Луна,
Антарес

109 179 5,06 1,04 25,1 0,67 152,6 3,84

15,0 Луна,
Антарес

90 154 5,36 0,88 25,7 0,58 169,3 3,98

16,0 Земля,
Поллукс

77 134 5,64 0,79 25,7 0,55 181,4 4,08
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17,0 Луна,
Антарес

66 116 5,82 0,76 25,2 0,49 194,0 4,15

19,5 Луна,
Антарес

58 100 6,40 0,70 27,2 0,46 228,2 4,39

20,0 6,50

22,0 . Земля,
Поллукс

51 87 0 0,67 29,3 0,40 221,0 2,04

23,5 Луна,
Антарес

45 76 0,27 0,64 29,0 0,37 210,9 1,95

28,5 Луна,
Антарес

37 64 0,49 0,64 32,5 0,30 180,8 1,80

29,5 Земля,
Поллукс

32 56 0,64 0,58 32,5 0,30 175,4 1,74

37,0 Луна,
Антарес

27 48 0,88 0,70 37,5 0,27 138,6 1,62

40,5 Земля,
Поллукс

24 42 1,07 0,70 39,6 0,21 124,4 1,56

52,0 2,41

53,5 Луна,
Антарес

21 35 0 1,53 46,2 0,18 87,5 2,29

57,5 Земля.
Регулус

18 31 1,25 2,29 45,8 0,12 65,8 2,20

60,0 Луна,
Регулус

16 27 3,05 3,90 29,3 0,30 57,1 2,14

60,5 Земля,
Процион

14 23 4,97 3,45 21,2 0,37 55,8 2,23

61,4 Луна,
Регулус

13 18 9,45 3,88 19,2 0,30 53,5 2,99

61,8

62,1 Луна,
Альдебаран

14,97
16 6 0 11,00 13,5 1,95 37,9 16,22

62,4

62,56

Луна,
Альфа
Креста

6 2 26,81 10,15 2,1

1,9

1,07

1,74

24,0

18 ,0

22,93

26,90
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9.6. Оптимальный выбор навигационных

измерений
В разд. 9. 3 был разработан оптимальный линейный метод об¬

работки информации, получаемой от измерений. Цель настоящего

раздела
—

решить близкую к указанной задачу выбора таких из¬

мерений, которые являются в некотором смысле наиболее эффек¬
тивными. Может потребоваться, например, выбрать измерения,
выполняемые в момент tn> которые приводят к максимальному
уменьшению среднего квадрата неопределенности знания положе¬

ния или скорости в момент tn. Но, по-видимому, наибольшее
значение будет иметь требование выбора таких измерений, которые
минимизируют неопределенность знания некоторой линейной ком¬

бинации из отклонений по положению и скорости. В частности,
можно искать измерения, минимизирующие неточность знания по¬

требной коррекции скорости.

Рассмотрим для начала простейший случай, т. е. минимизацию

среднего квадрата неопределенности положения в момент tn.
С помощью уравнения (9.28) эта величина выражается следую¬
щим образом:

_ — F£(1)'£(1>'/Г
е2= trEt1)' - _п_п, _п ^-. (9.39)

При полном отсутствии ошибок измерений (а2п =0) задача мини¬

мизации среднего квадрата ошибки оценки эквивалентна выбору
направления вектора hn, которое максимизирует отношение двух

квадратичных форм. Геометрическая интерпретация такого слу¬

чая очевидна. Поскольку собственные направления и Е^уЕ^у
одинаковы, то оптимальное направление для hn совпадает с глав¬

ным собственным направлением Е^у.
Задача минимизации среднего квадрата неопределенности ско¬

рости в момент tn соответствующим выбором вектора hn решается
и интерпретируется не так просто. Запишем опять с помощью

уравнения (9.28) средний квадрат ошибки определения скорости

_ hTF(2)' Е^' h

l*=trEW' п п я^-я-. (9.40)
ВД)*в+а»

Обозначим через р и q две квадратичные формы

P=WnyWK, ч=щ^’к.
Согласно теории квадратичных форм, существует ортогональ¬

ное преобразование, приводящее q к диагональному виду. Итак,

hn=Qdy
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откуда

q= dTQTЕп ) Q^= {J'i^i“hP'2^2_l_P'3^3»

где [Ai, jli2, рз— корни характеристического уравнения матрицы

, а столбцы матрицы Q — соответствующие характеристические
единичные векторы. Так как Е^у.— положительно определенная

матрица, то характеристические корни положительны и дальней¬
шее преобразование

f=Dd
дает

g=fT/=f'+ft+fl
где D — диагональная матрица с диагональными элементами

V н-1. Vv-ъ-
То же преобразование Ъп в J применим к квадратичной фор¬

ме р:

p=fTD-xQrE™' Ef'qD-7.
Наконец, последнее ортогональное преобразование / приведет р к

диагональному виду

f=Sm,

в результате чего будем иметь

Столбцы матрицы 5 —характеристические единичные векторы

матрицы D~*QTЁ{п]ЕпУQD~l, а Х2, Х3 — соответствующие_корни
характеристического уравнения. То же преобразование f в т, при¬
мененное к диагональному варианту q, дает

q =mTSTSт=т\+ т\+ т\,

так как S — ортогональная матрица.
В итоге преобразование

hn=QD~lSm (9.41)

приводит к следующему отношению двух квадратичных форм в

уравнении (9.40):
р
^

1^т\+ \2т\ +Х3т§
q т

j + + т\

Кроме того, если матрица Еп} —неособенная, то произведение

ЕпХ ЕпХ =Ё<п) Еп] является положительно определенным, откуда
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должно следовать, что все корни Хи Х2, Х3 —действительные и по¬

ложительные.

Теперь задача максимизации pjq легко решается. Так как счи¬

тается, что ошибки измерений отсутствуют, то ничего, кроме на¬

правления оптимального вектора Тгп или, что эквивалентно, опти¬

мального m, определить не удастся. Следовательно, можно при¬
нять, что m — единичный вектор. Пусть

Х#= тах(Хь Х2, Х8).

Тогда оптимум m определяется следующим образом:

[1 j = k.
пг, — 1

иО j^rk.
Тот же способ можно применить для выбора такого направления

йп, которое минимизирует неопределенность знания некоторой ли¬

нейной комбинации отклонений по положению и скорости. В част¬

ности, рассмотрим выбор измерения, минимизирующего неопреде¬
ленность коррекции скорости, когда коррекция должна выполнять¬

ся немедленно вслед за измерением-
Корреляционная матрица ошибок вычисления коррекции имеет

вид

^Щ=£пЁ„ВГ„,
а средний квадрат этих ошибок можно выразить следующим об¬

разом:

Щ=*г(ВпЁ'Ж)
h^nhn

-. (9.43)„ „ пьп)
_+а2

Здесь Wn — симметрическая матрица,

/7(0

W={E(" Е{?)ВтяВп \ё%)'т
n \ / —(2)9

—*

Т

и_поэтому, если (Еп Еп )Вп—неособенная матрица, то матрица
Wn будет положительно определенной. При этих обстоятельствах,
учитывая идентичность матриц

(Ш* Ё^')Втп,
можно применить в точности тот же прием для выбора оптималь¬

ного направления 7гп, который использовался выше для минимиза¬

ции среднего квадрата неопределенности скорости.
Во всех случаях, представляющих практический интерес, опти¬

мальное направление вектора hn должно определяться с учетом

некоторых ограничений или связей. Например, может потребовать¬
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ся выбрать «наилучшую» звезду для измерения угла между линией

визирования центра планетного диска и линией визирования звез¬

ды. Для такого измерения вектор Ъп должен быть перпендикулярен
линии визирования планеты. Если гп

—

вектор положения планеты

относительно космического корабля, то должно выполняться

условие

hTnzn=0.
Применяя преобразование (9.41), будем иметь

mTSTD-lQT~zn= 0.

Обозначим через р единичный вектор в направлении
5r D~lQT zn. Тогда задача выбора оптимального направления для
Ъп или эквивалентно для т сведется к максимизации величины

с учетом уравнений связи

тТр= 0, пгтпг=1.

Вводя множители Лагранжа q и сг, придем к эквивалентной задаче

нахождения безусловного максимума величины

3 3 / 3 \

2 X,m*-2e2w-e 1) •

;=1 у-i \;'=1 /

Приравнивая нулю частные производные по каждому rrij, получим

/= 1,2,3, (9.44)J

Kj — а

q и а определяются из уравнений связи.

Условие ортогональности ш к р приводит к квадратному урав¬
нению относительно а:

=2 - [Р? (Х2+ Хз)+ р\ (V+ Х3) + р\ (X, Х2)] а+

+ /^2хз+/^Лз+/$4*2= 0- (9.45)

Если Kj расположены в порядке Х\<Х2<Хз, то два корня ai и сгг

соотносятся с X следующим образом: A,i<cfi<X2<cr2<^3- Второй
множитель Лагранжа определяется из того условия, что m — еди¬

ничный вектор. Когда найден оптимальный вектор га, то соответст¬

вующий вектор Ъп вычисляется по формуле (9.41).
Легко показать, что сгг обеспечивает искомый максимум, в то

время как в\ соответствует минимуму. Из уравнения (9.44) по¬

лучим
3 3 з

2 hm) -3 2 m)
7 = 1 7=1 7=1
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Из этого соотношения и уравнений связи следует

°=£V4
7=1

Таким образом, в\ представляет собой минимум, а с»2
—

максимум
первоначального максимизируемого выражения.

9.7. Оптимизация программы измерений

Очевидно, что неопределенности знания положения и скорости
в точке встречи зависят от всей программы измерений- Задача вы¬

бора оптимальной программы гораздо более сложна, чем оптими¬

зация одиночного измерения, когда используется лишь та инфор¬
мация, которая доступна в настоящий момент. Последняя задача

обсуждалась в предыдущем разделе. Программа измерений, полу¬
ченная в соответствии с изложенными здесь принципами, может

оказаться удовлетворительной со многих точек зрения, но у нас

нет оснований полагать, что она будет при этом оптимальной.
В данном разделе предлагается метод, который может быть ис¬

пользован для итерационного улучшения программы измерений,
в результате чего конечные погрешности будут уменьшаться.

Для того чтобы задача оказалась разрешимой, придется пре¬
небречь влиянием всех ошибок реализации коррекций скорости.
Если считать это допущение справедливым, то задачи навигации

и наведения перестают быть связанными друг с другом и точность

навигации становится не зависящей от точности реализации на¬

ведения. Далее для простоты будем полагать, что моменты време¬

ни, в которые должны выполняться измерения, заданы заранее
и что корреляция между ошибками измерений отсутствует. В рам¬
ках приведенных постулатов задача будет включать только кор¬

реляционную матрицу ошибок по положению и скорости, которая
согласно (9. 28) и (9. 27) удовлетворяет рекуррентной форхмуле

Ёп=Еп-ап1ЁпЬпЪТпЁп’ (9.46)
где

an
= bTnEnbn -j- ап- (9.47)

Изменение точности измерений, происходящее в соответствии

с формулой (9. 46) в момент tn, распространится и на корреляци¬

онную матрицу в точке встречи Еа\ однако рекуррентное вычис¬

ление этой матрицы утомительно и непрактично._К счастью,

имеется возможность выразить изменение элементов Еа непосред¬

ственно через изменения 5П, что исключает необходимость непре¬
рывного применения рекуррентной формулы (9.46). При таком

подходе можно разработать схему систематического улучшения

выбранных элементов ЁА варьированием каждого из векторов

измерений 5Ь &2, ..•, bN.
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Малое изменение 6Ьп в измерении, выполняемом в момент tn,
будет вызывать изменение бЕп в момент tn, равно как и во все

последующие моменты времени. Распространение этих изменений

можно исследовать, вычисляя полный дифференциал уравнения
(9.46):

В Еп= ЪЕп+ а“2ЕпЬп (8 VnE'nbn +~ЬтпЪЕпЬп+

ЬпЕп$Ьп) ЬпЕп &п ЪЕп ЬпЬпЕп

&п ЕпЪЬпЬпЕп &п ЕпЬпЪЬпЕп &п ЕпЬпЬпЪЕп. (9.48)

Предположим теперь, что_ имеется матрица Ln, называемая

присоединенной к матрице Еп, обладающая следующими свой¬
ствами:

Ln=Qntn-\Ln-l(&n,n-V ^g ^g^
tr(Lnhl:n-LnbEn)=K-bbn.

Тогда, поскольку

ЪЕп= ^п,п-1^^п-1^ n,n-U
будем иметь

^LjfiEn)==tr (Фп,п—l^n—1^ п ,П
—1Ф /2, /7— 1 Л— l) =

=/г(Ф^-1_11/2_1^л_1Ф^л_1) =

=/г(8^_1Флг,л_1Ф^1_11л_1)=

= tr (bEn-^Ln-i)= tr (Гя_! ъЕ^).
Эти преобразования справедливы благодаря свойству

tr{AB)=tr(BA)

при любых двух матрицах А и В. Теперь согласно (9.49) будем
иметь

tr(LAb-EA) = jr\n.bbn, (9.50)
_ _

П=1

так как 8£^= 0.

Удобно то, что конечный вид матрицы L можно выбирать по

своему усмотрению. Выбирая, например,

7 б\

мы свяжем посредством уравнения (9. 50) изменения в неопреде¬

ленности знания конечного положения с изменениями в программе
измерений. Здесь возможны самые различные варианты, в силу
чего можно выбирать разнообразные комбинации минимизируемых
конечных условий.
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Допуская на время, что матрица ЬП1 обладающая необходи¬
мыми свойствами, может быть найдена, исследуем смысл выра¬
жения (9.50). Знания номинальной траектории вместе с заданной

программой измерений достаточно для определения векторов

X], %2, Xn. Эти векторы, в свою очередь, определяют чувстви¬
тельность конечных погрешностей к небольшим изменениям в гео¬

метрии измерений. Например, если первоначальная программа
предусматривает измерение, связывающее звезду и ориентир на по¬

верхности планеты в момент tn, можно исследовать, как повлияет

использование другого, близко расположенного ориентира или дру¬

гой звезды, или, наконец, того и другого одновременно. Единствен¬
ное ограничение свободы выбора состоит в том, что эти изменения

должны быть настолько малыми, чтобы_линеаризация, применяв¬
шаяся при выводе выражения для tr(£A6EA), оставалась спра¬
ведливой. После выполнения малого изменения наблюдений в мо¬

менты tj, /2, . .
•, tNy получим новую программу. Далее можно

вновь вычислить векторы Хп и повторять вес процесс столько раз,
сколько это необходимо.

Рассмотрим теперь задачу нахождения соответствующих мат¬

риц Ln. Умножая уравнение (9. 48) слева на Ьп, вычисляя след

и используя его коммутативное свойство, получим

(LnbEj^ = tr [(Ln-\-un bnbпЕnLnEnbnbп
— а71хЬ~ЬтпЁ',Хп — a^ln~E~b~brn) ЬЕп] +

+ tr \{а~2Ё'nbnbTn ErZn £nbn — an'Ё'п1пЁ'пЬп-\-

+ ап2ЁпЪпЬтпЁ'пТТпЁ'пЬп — an1 Ё'п1ТпЁ'пЬп) ЪЬтп].

Вычтем из этого уравнения tr(L'nbE'n) и потребуем затем, чтобы

коэффициент при ЪЕ'„ тождественно равнялся нулю. Таким образом,
придем к следующей рекуррентной формуле относительно Ln:

Tn=ln-QnLn-LnQTn+ QnZnQTn, (9.51)
где

Qn= CLn ЪпЬпЁп.

Формула (9.51) дает возможность нахождения Ьп-ь если из¬

вестна Ъп\ таким образом, вычисление должно начинаться в ко¬

нечной точке и продолжаться назад, к начальной точке. Используя
первое из уравнений (9.49), будем иметь

Z„_i=®!U-i(4-Q»£-4^+QAQft ф».п-ь (9.52)

причем подразумевается, что выбрана соответствующая начальная

матрица ЬА.
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Из уравнения (9.52) очевидно, что L — симметрическая матри¬

ца, и поэтому векторные коэффициенты чувствительности %п могут
быть определены с помощью выражения

Хтп= 2а-1 (аЁЁ'пЪЛ - 7)Шп Е'пЬп. (9.53)

9.8. Оптимальная линейная оценка

при коррелированных ошибках измерений
Когда учитывается взаимная корреляция ошибок измерений,

удобно использовать дополненный вектор, отклонений, состоящий
из семи компонентов и определенный следующим образом:

- Г-8*«= bVn (9.54)

Так как в данном случае ошибка измерения в момент tn может

быть предсказана на основе предыдущих наблюдений, можно за¬

писать наилучшую оценку ошибки, ожидаемой при измерении qn
в виде

ал=а„+ рп. (9.55)

Член рп представляет собой ошибку в оценке ошибки измерения.
Вектор ошибок ёп будет, конечно, также семимерным:

п \
е„ = | б„ • (9- 56)

Соответствующая ему корреляционная матрица выглядит таким

образом:

/?г Wn W

En=\ltf VS SAj- (9-57)

№Tn fn
С иллюстративными целями рассмотрим следующую модель

коррелированных ошибок измерений. Пусть ошибка в момент tn
состоит из двух частей:

ап=ап-1 exp [
- X (/„ — *„_!)] + <:„, (9.58)

где ап-\ и In — независимые случайные числа, К — положительная

постоянная, а математическое ожидание £п равно нулю- Для того

чтобы связать эту модель с физической ситуацией, можно
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предположить, что такие явления, как температура, вызывают слу¬

чайный сдвиг при тарировке устройства для измерения углов. Этот

сдвиг приводит к ошибке, которая накладывается на случайную
ошибку реального наблюдения, вызываемую неточным определе¬
нием горизонта или другими источниками измерительных погреш¬
ностей. Составляющая ухода в момент tn есть an-iexp[—X(tn—
—tn—i)], а составляющая самого наблюдения равна £п, так что

суммарная ошибка ап выражается формулой (9.58).
Для того чтобы придать физический смысл параметру модели К9

рассмотрим частный случай, когда =£2 и tn—tn-\ = &t, причем
обе величины — постоянные. Тогда, возводя в квадрат и осредняя

(9.58), будем иметь

a2= a2 ^-2Ш + С2.
П /2—1 1

Таким образом, мы получили разностное уравнение, решение ко¬

торого, как нетрудно показать, имеет вид*

72,-2 ХА*

<=7^3ш+Р-
В настоящем примере средний квадрат составляющей ошибки за

счет ухода постоянен. Если средние квадраты случайной ошибки

измерения и установившегося ухода измерительного устройства
можно определить путем эксперимента, то параметр К для этой

модели будет нетрудно вычислить.

Переходную матрицу для преобразований семимерного вектора
отклонений получим, дополняя обыковенную переходную матрицу

Фп-н,п. Так как одной из фазовых переменных является an, то из

уравнения модели (9.58) следует

Ъхп=Рп,п-,Ъ\-Л^ (9-59)

где 'Qn — семимерный вектор, все составляющие которого равны

нулю, за исключением последней, представляющей собой случайную
ошибку измерения £п. Дополненная переходная матрица имеет вид

Я»-»-1=(о"*0 ехр [ — Х(/я — /„_,)])• (9,60)

А

Далее, поскольку £п = 0, то наилучшая оценка вектора отклонений

экстраполируется следующим образом:

А; А

Вл:л = Pntn-ibxn_i.

* Это решение разностного уравнения справедливо только в том случае,

если вначале предположить, что а* не зависит от п (прим. ред.).
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Сравнивая эго соотношение с (9.59), можно видеть, что вектор
ошибок изменяется в соответствии с выражением

еП=Рп,п-1еП-1 ~^п-

Следовательно, дополненная экстраполированная корреляционная

матрица будет вычисляться по формуле

Ё^Р^Ё^Р^п-г+Щ. (9-61)

Когда ошибки измерений коррелированы .между собой, вывод

оптимальной линейной оценки вектора.отклонений лишь ненамного

отличается от случая отсутствия корреляции. Линейная оценка

семимерного вектора отклонений 6хп в момент tn также представ¬
ляет собой линейную комбинацию экстраполированной оценки

Ьхп-1 и разности между наблюдаемыми и оцениваемыми отклоне¬

ниями в измеряемой величине qn. Однако оценка отклонения qn

должна теперь включать оценку ошибки наблюдения. Итак, будем
иметь формулу

"

Л л_, __

~ л, л,

Ьхп = охп + wn \bqn — (8qn -f <z„)],

где весовой вектор wn в данном случае семимерный.
Формула оценки может быть приведена к несколько более удоб¬

ному виду путем соответствующего дополнения вектора Ьп- Таким

образом, если определить

(9.62)

то в результате получим

bxn=bx'n-\-wn (bqn — Vnbx'n). (9. 6-3)

Далее, измеренную величину бqn можно выразить в виде

^Яп= ^Чп + ап=~ЬТп^хп-
Следовательно, ошибка оценки равна просто

__ _д _ ______

еп= Ьхп - Ьхп=(/ - wn Ьтп) е'п,
а корреляционная матрица выражается как функция весового век¬

тора Wn.

Еп К) =(/- Д) Е'п (7 -~bnwl).
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Снова требуя равенства нулю 6е2(гип) для любых вариаций
дгйп, нетрудно показать, что

(9.64)
где

ап=ЬтпЁпЬп. (9.65)

При выбранном оптимальном весовом векторе рекуррентное выра¬
жение для матрицы Еп принимает вид

Ёп=Ёп — аЁЁ'пЬ~ЬтпЕп. (9.66)

Итак, оптимальная линейная оценка найдена, а формулы (9.63)
и (9.66) служат парой рекуррентных соотношений для расчета

Л

шаг за шагом оценки 6хп.

9.9. Анализ влияния параметров ошибок

на точность навигации

Результаты статистического анализа точности навигации не¬

сомненно будут весьма сильно зависеть от некоторых величин, чьи

среднеквадратичные значения не всегда точно известны. Предпо¬
ложим, например, что заданная величина среднего квадрата ошиб¬

ки измерения составляет хотя на самом деле она равна а2п ..

Если измерения коррелированы, то полученная величина X* пара¬
метра взаимной корреляции будет намного отличаться от действи¬
тельной. В этом разделе предлагается метод исследования влияния

неточного задания параметров ошибок на точность оценки.

Влияние неточного задания дисперсии измерений

Предположим, что отклонение бqn, измеренное на борту косми¬

ческого корабля в момент tn, состоит из трех частей:

Ч,=Ч1+ал+ Y, (9.67)

где ап — случайная переменная с нулевым математическим ожида¬

нием, не зависящая статистически от ошибок предыдущих измере¬
ний, а у

— постоянное, но случайное смещение с ненулевым мате¬

матическим ожиданием, статистически не зависящее от ап. Пред¬
положим далее, что в бортовом вычислительном устройстве косми¬

ческого корабля производится процесс оценки, при котором полная

ошибка измерения считается равной а* — случайной переменной
с нулевым математическим ожиданием, не коррелированной с

ошибками других измерений. Тогда получаемая на борту оценка

будет соответствовать следующим уравнениям:

Ъх*п = ЪХп -\-w’n(bqn — Ьд*п’), (9.68)
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где

Wn=a*n~1E*n bn,

ап = ЬтпЁ:Ьп+а%,
Ё*п = Еп~ап-1ЁТь~ЬТп^п

(9.69)

Матрица Е*п не соответствует корреляции реальных ошибок

оценки, поскольку при ее вычислении использовалась неправиль¬
ная величина а2п . На самом деле реальные ошибки оценки будут
равны

д_ __

6П ==
5

и наша задача состоит в отыскании рекуррентного соотношения

для корреляционной матрицы

Выразим реальную ошибку оценки через основные величины

е*= Ъх*п + w
*

{ЬтпЬхп+ ап -f у — Ьт„ Ъх*„) — Ъхп—

откуда

= (/ — wnbn)en + w„'(ап+у),

ё:*=(Т-™;ьгп)ё:*\1-ьп™?)+
+®ЖГ(7-ЗДГ) + (7 -wWn) Ф>f+

-\-Wnwf (а^ + у2), (9.70)
где

Фп=Уеп •

Рекуррентную формулу для вектора Фп получим, умножив ё** на

Y и затем произведя сравнение;

Фп=(Т— w*n Ьтп) Ф'п-\-™*пу2. (9.71)
Статистический анализ далее производим, как и раньше, вы¬

полняя рекуррентные вычисления по уравнениям (9. 69) с_учетом
уравнений (9.70) и (9.71). Начальные условия для Е*п* и Фп:

ЕГ= bxLbx[ =XLi
Ф,= 0.

Затем получаем средние квадраты истинных ошибок оценки в лю¬

бой момент как элементы главной диагонали матрицы Е** •
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Влияние неточных параметров модели взаимной корреляции ошибок

Аналогичный метод можно применить для анализа влияния не¬

правильного задания параметров X и rQ2n при наличии взаимной

корреляции между ошибками измерений. В частном случае при
Х* = оо метод, который будет изложен ниже, можно применять

непосредственно для определения окончательных ошибок оценки,
если предположить, что ошибки измерений не коррелированы, ког¬

да на самом деле некоторая корреляция существует.
Метод анализа во многом подобен методу предыдущего под¬

раздела при одном важном исключении. Принятая переходная

матрица Рп,п-i отличается от истинной переходной матрицы

■Р,2 ,n-i элементом в правом углу за счет неправильно задаваемого
закона изменения ошибок измерений:

Учитывая это, преобразуем истинную ошибку оценки следующим

путем:

А. _ _

А
_ _

А

вп = О^С/2 Ъхп= Рntn-\bXn-\ —j—Wn(bnbXn Ьп Рпtn—l^Xn—l)

- Ъхп= (Г— w*n bTn) [Р*П'П-ХЪх*п-1 - (Р*п,п-\Ъхп_1 +у1 =

= {Т-wlb^P'n.n-l ?nU+ (7- Wn bl) [(Pin-I -

^n.n—1 X “Ь Pn,n—X I ^rf’n'

Здесь для компактности*записи введены обозначения:

Dn=(T—WnbTn),

An,n-l = DnPn,n-U

Bn,n-l =Dn {Рп,п-1 — Pntn-i).

Удобно объединить ё** с 6хп и определить 14-мерный вектор уп

следующим образом:



и

/

— прямоугольная матрица из 14 строк и семи столбцов. Следова¬
тельно, 14-мерная корреляционная матрица Yn вектора уп удовлет¬
воряет рекуррентному соотношению

Разбивая Yn на семимерные блоки, получим в левом верхнем

углу искомую корреляционную матрицу действительных ошибок

оценки. Далее статистический анализ производится, как и прежде,
если добавить рекуррентную формулу для Yn к полученным ранее

уравнениям, необходимым для численного моделирования.

Задачи

9. 1. Показать, что определитель симплектической матрицы ра¬
вен ±1, и использовать это положение для дедуктивного доказа¬
тельства равенства

Показать далее, что определитель корреляционной матрицы оши¬

бок оценки в интервале между измерениями остается постоянным.

9. 2. Матрица А удовлетворяет матричному дифференциальному
уравнению

Показать, что ее определитель удовлетворяет обыкновенному диф¬
ференциальному уравнению

и использовать этот результат для другого доказательства равен¬
ства определителя переходной матрицы единице.

9. 3. Дана шестимерная матрица

Учитывая определение F(t), приведенное в разд. 9. 1, вывести урав¬
нения

(9.73)

^T= B{t)A.
at

^A-=tr{B)\A\
at
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и показать, что равенство

*Vn+iJn)= ®(tn+i)®Vn)-1

выполняется независимо от начальных условий для Ф(0-
9. 4. Исходя из уравнений

^K=gr, <EE1=gr*
cm cm

доказать справедливость следующего уравнения:

R*t<EK-‘E^Lr= о.
dt2 йП

Затем, интегрируя его по частям, вывести соотношение

R*(t)TA (t) = - Л* (t)TR{t)= const.

Наконец, используя этот результат, показать, что

R\tLf=-R{tA).
9.5. В разд. 9.2 было показано, что оптимальная линейная

оценка вектора отклонений Ьх имеет вид

ьхп=Ьх'п+wa (Ь7п - кт&п),
когда основным источником информации в момент tn является за¬

сечка положения. Найти

^гп=^гп + гт

~Е т

Еп £я£л >

Л

еп=Ьхп-Ьх,
( pm pm \

_

__у,
I JL, п п 1

Еп= епеп = I -^(3) -(4) I
р' > pw

(и показать, что оптимальная весовая матрица Wn получается с по¬

мощью выражения

WTn*=(&P' +Д)-1 {Ё(п1)'Е™').
Показать далее, что Еп удовлетворяет следующему рекуррентному
уравнению:

Е=еп-еЛ(ёЛ +Ёпу1ктЁ'п.
9.6. Процесс оптимальной линейной оценки, разработанный

в разд. 9.3, очевидно, не зависит от размерности задачи. Рассмот¬
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рим для простоты двумерный вектор отклонений и переходную

матрицу, равную единичной. Два абсолютно точных измерения вы¬

полняются в моменты t\ и t2 и соответствующие векторы Ъ имеют

вид

Непосредственными преобразованиями показать, что корреляци¬
онная матрица Е2 в момент t2 будет тождественно равна нулевой
матрице, независимо от начальной матрицы EL. То же будет спра¬
ведливо при любой размерности, просто выкладки несколько

усложнятся.
9.7. Показать, что в промежутке между измерениями вектор

ошибок e(t) изменяется в соответствии с уравнением

9. 8. Показать, что если основным источником информации яв¬

ляется скорость изменения дальности, измеряемая наземной ра¬
диолокационной установкой, то шестимерный вектор Ь должен
иметь следующий вид:

9. 9. Показать, что изменение конечных__погрешностей благодаря
вариации дисперсии ошибок измерений а2п определяется выра-

а вид матрицы Ln можно найти в разд. 9-7.

9.10. Пусть требуется оптимизировать программу навигацион¬
ных измерений таким образом, чтобы минимизировалась неопре¬
деленность знания коррекции скорости, которую надо приложить
в момент tc. Показать, что матрица L в этот момент должна иметь

вид

(*)*(*),
at

и использовать этот результат для вывода уравнения

rX (vXr)lr3

г/г

жением

N

ir(LAbEA)=^nW,
где

— &п bnEnLnEnbn,П J— nL'nJ-' П UП1



9.11. Из-за погрешностей вычислений может оказаться, что

после многократных расчетов корреляционная матрица Еп пере¬
станет быть положительно определенной. Для разрешения этой

проблемы можно разработать другую схему вычислений, в которой
корреляционная матрица будет представлена как произведение не¬

которой матрицы на транспонированную по отношению к ней же.

В результате будет гарантироваться, по крайней мере, полуопреде-
ленность.

а) Полагая, что матрица Wn представляет собой корень квад¬

ратный из корреляционной матрицы Еп, т. е.

показать, что формула оценки фазового вектора из разд. 9. 3 мо¬

жет быть переписана следующим образом:

б) Показать, что рекуррентная формула (9.28) для корреля¬
ционной матрицы принимает в этом случае вид

и вывести из этого соотношения рекуррентную формулу для мат¬

рицы Wn в виде

Оригинальное применение теории Калмана [31] к задачам кос¬

мической навигации нашел Шмидт [43] и его сотрудники в Эймс¬

ском научно-исследовательском центре. Автор крайне признателен

Ьхп= bx'n+dn1 (bqn — bq'n)w'nzn,
A A

где

Wn\VTn= W’n(I-a~lznzTn)Wn .

IT ZT\w7'T

в) Показать, что

(/— an 'znzTn) = \I an( 1 +cn)
где
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переходных матриц к классу симплектических указал автору
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работам Зигеля [55] и Уинтнера [64]. Правда, Уинтнер не употреб¬
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хотел бы поблагодарить Р. Шольтена и П. Филлио из Приборной
Лаборатории МТИ за подготовку численных данных для разд. 9. 5,

потребовавшую большого труда. Остальные численные результаты
получили Кинен и Регенхардт в ходе написания дипломной работы
в МТИ [32]. Они исследовали возможность использования затмения

звезд в качестве источника навигационной информации и нашли,

что конечные ошибки при этом уменьшаются в 2—3 раза.
Изящный метод оптимизации программы измерений, изложен¬

ный в разд. 9. 7, принадлежит У. Дэнхему из Рэйтеон Компани.
Однако первоначальный вариант метода Дэнхема был пересмот¬
рен из-за наличия двух ошибок в анализе. Такой подход к решению
задачи представляет собой пример так называемого метода наи¬

скорейшего спуска, столь успешно применяемого д-ром А. Брайсо¬
ном из Гарвардского университета и его коллегами в Рэйтеон.

Одно из первых применений этого метода к задаче оптимизации

систем управления читатель может найти в работе Лэнинга и Бэт¬

тина [35].
Распространение оптимальной ^ на^случай кор¬

релированных ошибок измерений было опубликовано в статье ав-

г'6ра"[9]. Автор благодарен Дж. Смиту из Эймса и д-ру Р. Ситтлеру
из Аркона, исправившим серьезную ошибку в первоначальной
трактовке задачи со взаимно коррелированными ошибками.

Метод анализа влияния параметров ошибок, описанный в

разд. 9. 9, взят из отчета Аркона [1], который был написан по суб¬
контракту с Приборной лабораторией.

Метод исключения вычислительных трудностей при расчете кор¬

реляционной матрицы (задача 9.11) предложил д-р Дж. Поттер.



ГЛАВА X

Теория наведения летательного

аппарата для исследования Луны
с непрерывно работающим

двигателем малой тяги*

В настоящей главе рассматриваются задачи определения тра¬
екторий, а также вопросы управления и наведения, связанные с

лунным исследовательским кораблем с непрерывно работающим
двигателем малой тяги. В технической литературе встречается
немало работ, посвященных оптимизации межпланетных траекто¬

рий полета аппаратов с двигателями малой тяги, где используются
вариационные методы. С другой стороны, проблемам наведения

фактически не уделяется никакого внимания. Что касается опти¬

мизации траекторий, то полученные в этом направлении результа¬
ты, бесспорно, представляют академический интерес, однако, судя
по всему, до сих пор не была еще решена сколько-нибудь серьез¬
ная задача с учетом более одного гравитационного поля.

Настоящий подход основывается на той предпосылке, что фор¬
мирование схемы наведения и выбор наилучшей траектории явля¬

ются тесно связанными задачами, которые должны решаться одно¬

временно. Основным свойством наилучшего метода наведения

должна быть его простота, в то время как наилучшая траектория
характеризуется максимальной полезной нагрузкой при удовлет¬
ворительном времени перелета. Эти требования не всегда совмес¬

тимы и отсюда вытекает неизбежность компромиссных решений.
Любой подход, при котором оптимизируется одно условие и игно¬

рируется другое, не может считаться реализуемым.

Методы наведения различны для разных этапов полёта, пере¬
численных ниже: многовитковая спираль вокруг Земли на малых

высотах; последние обороты вокруг Земли, предшествующие пас¬

сивному полету в район Луны; траектория приближения к Луне,
состоящая из большого числа оборотов по спирали вокруг Луны
с постепенным уменьшением радиуса; маневр окончательного ре¬

гулирования орбиты. Здесь также представлены результаты моде¬

лирования типичных траекторий полета, которые демонстрируют
возможности системы наведения, основанной на излагаемых прин«

ципах.

* Содержание этой главы основано на материале статьи, написанной автором

совместно с д-ром Джеймсом Миллером из Приборной лаборатории МТИ. Рабо¬
та представляет собой обзор докторской диссертации Дж. Миллера (прим.
автора).
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10.1. Введение

Рассматриваемая здесь частная задача наведения состоит в

переводе летательного аппарата с заданной орбиты спутника Зем¬
ли на заданную селеноцентрическую орбиту. Достаточно очевидны

сложности, связанные с формированием осуществимой схемы на¬

ведения, которая являлась бы в принципе простой, способной про¬
тивостоять возмущениям и ошибкам, и при этом не противоречила
бы основным целям полета. Нами была сделана попытка обойтись
без общепринятого метода опорной траектории, который лежит

в основе большинства систем наведения для космических кораблей,
длительное время летящих с выключенными двигателями. В нашем

случае аппарат с двигателем малой тяги, если не считать воз¬

можного короткого пассивного участка, непрерывно ускоряется

вследствие совместного действия гравитационных сил и тяги дви¬

гателя. Величина ускорения от тяги двигателя на несколько поряд¬
ков меньше гравитационного ускорения Земли, поэтому для того,
чтобы работа двигателя оказала заметное влияние на траекторию

корабля, требуются значительные периоды времени. Вследствие
этого возможность отклонений от расчетного режима работы дви¬

гателя и ошибок ориентации тяги делает нереальным предположе¬

ние о том, что траектория полета корабля будет мало отличаться

от заданной номинальной траектории.
Задача наведения, естественно, делится на отдельные части,

соответствующие различным этапам полета; отдельные из них

схематически показаны на рис. 10. 1. Здесь они описываются

вкратце и более подробно будут рассмотрены ниже. Во-первых,
в течение периода раскрутки от Земли корабль должен управлять¬
ся таким образом, чтобы в конце этого участка вектор скорости

корабля соответствовал условиям встречи с Луной. Для большей

части витков спирали скорость возрастания радиуса крайне мала,

и если начальная геоцентрическая орбита круговая, то мгновенная

орбита корабля будет также почти круговой. На протяжении этого

этапа полета относительное расположение корабля и Луны не име¬

ет большого значения, так как орбитальный период корабля со¬

ставляет всего лишь несколько часов и весьма мал по сравнению
с периодом обращения Луны, занимающим один месяц. Зато на

малых высотах большую роль играет несферичность Земли, кото¬

рая вызывает вращение траекторной плоскости вокруг полярной
оси Земли. Противодействие этому неизбежному вращению с по*

мощью определенного выбора направления тяги здесь не преду¬

сматривается. Задача системы наведения на первом участке, на¬

зываемом участком раскрутки, состоит просто в обеспечении наи¬

скорейшего возрастания энергии корабля и одновременно
в предотвращении больших отклонений от номинальной вращаю¬

щейся плоскости движения.

Когда корабль удалится от Земли на много тысяч километров,
его расположение относительно Луны будет изменяться гораздо
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медленнее, орбитальный период возрастет до нескольких дней и

скорость изменения геоцентрического радиуса станет значительной.

В это время относительное положение корабля и Луны начинает

играть существенную роль, а в задачу системы наведения входит

обеспечение таких начальных условий пассивного полета к Луне,
которые неизбежно приведут к контакту с Луной, если пассивный

участок будет продолжаться до самой Луны. Здесь последователь¬

но используются два различных режима разворота вектора тяги.

Участки, на которых каждый из этих режимов применяется, будем
для удобства называть участком ориентации и предпассивным
участком.

Когда положение и скорость корабля достигнут таких значений,
что станет возможным свободный полет в окрестность Луны, дви¬

гатели выключаются для экономии топлива и начинается пассив¬

ный полет, который может продолжаться в течение нескольких

дней. В это время скорость относительно Луны будет постепенно

уменьшаться, однако она все же не станет настолько малой, чтобы
можно было надеяться на автоматический захват корабля притя¬
жением Луны. Поэтому за некоторое время до конца полета двига¬

тели снова включаются и начинается наведение на участке сближе¬

ния. В действительности принцип работы схемы ближнего наведе¬
ния таков, что она может использоваться немедленно после

предпассивного участка без промежуточного пассивного периода.
Таким образом, если повторное включение двигателей представля¬
ет собой слишком серьезную проблему, то пассивный участок мож¬

но вообще исключить без существенных потерь топлива.

Апогей траектории,
пассивного полета.

ПассиВньий

участок
траектории

Угол наклонения

(максимум Ю°)

Рис. 10. 1. Этапы наведения
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Схемы наведения для различных этапов полета описываются

в следующих разделах главы. Они обсуждаются в последователь¬

ности, обратной порядку их применения, так как способность си¬

стемы наведения противостоять ошибкам и возмущениям на каком-

либо этапе полета определяет требования к предыдущему этапу.

Предлагаемые принципы проверялись с помощью численного

моделирования на цифровой вычислительной машине и получен¬
ные при этом результаты кажутся весьма обнадеживающими.

Для методов наведения данной главы предполагается знание

положения и скорости космического корабля в дискретные момен¬

ты времени или в непрерывной зависимости от времени. В случае
автономной системы навигации положение может определяться с

помощью методов, рассмотренных в гл. VII. Информацию о ско¬

рости получить несколько труднее. Если не считать короткого пас¬

сивного участка, ускорение от тяги прикладывается непрерывно
и вариации характеристик двигателей вместе с ошибками ориен¬
тации вектора тяги будут приводить к значительным отклонениям

корабля от расчетной траектории. Поэтому для получения надеж¬

ной информации о скорости, по-видимому, придется численно ин¬

тегрировать уравнение движения в цифровом вычислительном уст¬

ройстве системы наведения. Чтобы минимизировать ошибки, кото¬

рые будут возникать из-за длительного интегрирования без

обратной связи, можно использовать данные, получаемые в ре¬

зультате текущих засечек положения, что улучшит качество инфор¬
мации о скорости. Методы осуществления таких поправок описы¬

ваются в разд. 10.7.

10.2. Наведение на участке сближения

Полет космического корабля начинается с орбиты спутника
Земли и продолжается по раскручивающейся спирали с помощью

тяги, приложенной, например, по касательной к траектории. Через
некоторое время корабль достигнет точки, из которой может про¬

исходить его свободный полет в окрестность Луны. В этот момент

двигатели выключаются и начинается пассивный полет, длящийся
несколько дней. На расстоянии около 80 ООО км от Луны двигатели

вновь включаются и начинается этап сближения, целью которого
является вывод корабля на заданную селеноцентрическую орбиту.

Основные принципы работы схемы ближнего наведения можно

описать следующим образом: вычисляемая на борту скорость ко¬

рабля относительно Луны сравнивается с запрограммированной
скоростью, которая вычисляется заранее и хранится в запоминаю¬

щем устройстве в виде функции дальности до Луны и величины

ускорения от тяги. Разность скоростей в комбинации с номиналь¬

ной программой изменения ускорения используется для определе¬
ния ориентации тяги.

Судя по этому краткому описанию, можно подумать, что ко¬

рабль будет все время стремиться к возвращению на номинальную
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траекторию полета к Луне. В том, что это не так, позволит убедить¬
ся последующее, более подробное рассмотрение.

Для получения упомянутых выше программ изменения скорости
и ускорения рассмотрим спиральную орбиту движения вокруг

Луны корабля, захваченного ее гравитационным полем. Будем на¬

зывать ее «псевдономинальной траекторией», чтобы подчеркнуть,
что это не номинальная траектория в общепринятом смысле слова.

Такую псевдотраекторию получают, начиная расчет с круговой се¬

леноцентрической орбиты заданной высоты и вычисляя полную

массу корабля на основе оценки его конечной массы в момент

Рис. 10.2. Полная командная скорость на участке сближения

с Луной

окончания полета. Для этого, считая, что тяга приложена танген¬

циально, а секундный расход топлива отрицателен, вычисляют

в обратном порядке раскручивающуюся спиральную траекторию.
В этом расчете учитывается только центральное гравитационное
поле Луны, так что траектория лежит в постоянной плоскости, но

ее ориентация в этой плоскости является произвольной. Вычисле¬
ния продолжаются до тех пор, пока не будет достигнута вторая
космическая скорость для Луны. Далее псевдотраектория рассмат¬
ривается как параболическая, уходящая в бесконечность.

Благодаря круговой симметрии составляющие векторов скоро¬
сти и ускорения могут считаться функциями просто дальности до

Луны. Если вычисления повторяются для различных значений

параметров, составляющие этих векторов становятся функциями
как линейного расстояния до Луны, так и величины ускорения от

тяги. Будем называть их командными векторами скорости и уско¬
рения и обозначать через vc и ас• Итак, для известного расстояния
от Луны и известной величины тяги существуют однозначные vc
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и ас, не зависящие от времени, которые могут лежать в любой^
заданной плоскости. Ориентация плоскости, в которой лежат эти
векторы, определяется углом наклонения по отношению к плоско-
сти орбиты Луны заданной «целевой» орбиты.

На рис. 10.2 и 10.3 показано изменение полной командной

скорости и радиальной командной скорости с изменением радиаль¬
ного расстояния до Луны для одного частного значения конечной
массы космического корабля — в рассматриваемом примере
1435 кг. Эти кривые были получены описанным выше способом об-

Радиальная дальность 6 тыс. км
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Рис. 10.3. Радиальная составляющая командной скорости на

участке сближения с Луной

ратного интегрирования, которое начиналось с круговой селено¬

центрической орбиты высотой 160 км. Тяга считалась равной
0,45 кг и направленной вдоль вектора скорости; удельный импульс
был принят равным 1000 сек. Для дальнейших расчетов начиная
из точки, где достигаются (при обратном движении) условия,
соответствующие скорости убегания, были выбраны профили ско¬

ростей, совпадающие со скоростью параболической траектории,
которая продолжается на бесконечное расстояние от Луны.

Для вывода программы ориентации тяги предположим, что
в некоторый момент t реальный корабль и «псевдокорабль» одно-

временно расположены в одной и той же точке пространства. По¬
лагаем далее, что псевдокорабль движется вдоль псевдотраекто¬
рии и, следовательно-, имеет скорость vc. При отсутствии возму¬
щений на него действует гравитационное ускорение^, а также

командный вектор ускорения ас. С другой стороны, реальный ко¬

рабль летит со скоростью v под действием гравитационного уско¬
рения g и ускорения от тяги двигателей аТ. За интервал времени

оба корабля разойдутся на расстояние, определяемое вектором
дr=(v — vc) М,

к
' 1 1 /

\\ 37,5
I I 1 1 I

\\ Спиральная Параболическая
\ \ траектория

Радиус\
луны \

*

траектория
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а скорость каждого из них изменится на величину

№с= (ac-\-g) А^ для псевдокорабля,

д^= (aT-{-g) At для реального корабля.

Вообразим, что в конце этого интервала времени путем мгно¬

венного перемещения псевдокорабля вновь достигнуто совпадение
местонахождения кораблей, причем положение настоящего кораб¬
ля не изменилось. Изменение положения псевдокорабля должно

сопровождаться соответствующим изменением его скорости, если

кинематические условия, наложенные на псевдокорабль, продол¬
жают выполняться. Необходимое изменение скорости можно вы¬

разить следующей зависимостью:

Avc=M (v — vc) А/,

где элементы матрицы М представляют собой производные со¬

ставляющих командной скорости vc по компонентам вектора поло¬

жения г. Таким образом,
dvr

М =
дг

Полное изменение vc в результате двух указанных шагов составит

A'vc= (ad-g) At+ M (v-vc) Д/.

Разницу в параметрах движения реального корабля и псевдоко¬

рабля удобнее выражать через векторную разность

vd= vc
— v.

Тогда

дvd= {ac — aT) At — Mvd М.

Теперь после перестановок разделим обе части уравнения на

Дt и перейдем к пределу при Af->0. В результате получим следую¬
щее уравнение для вектора ускорения от тяги двигателей косми¬

ческого корабля:

ат =ае--%*—Ж;. (10.1)
at

Уравнение (10. 1) можно использовать как основное для мно¬

жества различных программ наведения корабля. Например, можно

так направлять ускорение от тяги, чтобы скорость изменения век¬

тора vd была пропорциональна самому вектору vd, т. е.

dvd vd

dt Тс

где Тс — фиксированная постоянная времени.

386



Тогда уравнение наведения примет вид

aT= ae +~Mvd. (10.2)
1 С

Важно отметить, что все величины в правой части уравнения
(ТО. 2) зависят только от положения, скорости и ускорения от тяги

реального корабля. Если они известны, то вектор ат определен как

по величине, так и по направлению. В рассматриваемых прило¬
жениях ускорение от тяги не может быть полностью произвольным.
Резонно предположить, что, хотя направление ат может быть уста¬
новлено каким угодно, его величина определенным образом огра¬
ничена характеристиками двигателя и соображениями, связанными

с к. п. д. Тогда можно потребовать, чтобы управление производи¬
лось только через направление ат> а величина тяги оставалась по¬

стоянной.

Уравнение (10. 2) не может быть удовлетворено в общем случае
при наличии каких угодно ограничений на величину ускорения ат,

Однако возможен целый ряд схем наведения, совместимых с огра¬
ниченной тягой. Например, можно использовать уравнение (10.2)
для определения направления ускорения ат, а его величину оста¬

вить неуправляемой. Поскольку векторы ас и vc, а также матрица М

являются функциями не только положения корабля, но и модуля
тяги, влияние ограничения, налагаемого на достижимое ускорение,
косвенно и частично учитывается.

Будем сначала использовать наиболее простое уравнение на¬

ведения, имея в виду, что при необходимости его можно усовер¬
шенствовать. Поскольку уравнение (10.2) при произвольных
условиях не может точно удовлетворяться, по-видимому, нецеле¬

сообразно точно вычислять его правую часть. Поэтому, собираясь
упростить уравнение наведения, исследуем в достаточной степени

приближенным способом порядки величин членов уравнения
(10.2).

На больших дальностях от Луны поле скоростей vc является

вполне локально однородным, вследствие чего элементы матрицы
М малы. Далее, на таких расстояниях псевдотраектория представ¬
ляет собой параболу, командный вектор ускорения ас, следователь¬

но, равен нулю, а командный вектор скорости vc мал. Интуитивно
можно предположить, что наиболее подходящей программой наве¬

дения на больших дальностях будет такая программа, которая

направляет вектор тяги противоположно скорости корабля отно¬

сительно Луны. Уравнение (10.2) должно обеспечивать наведе¬

ние такого типа. Пренебрегая малыми членами, приближенно за¬

пишем

Теперь, если модуль va может достаточно уменьшиться, прежде
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чем элементы матрицы М приобретут ощутимые значения, резон¬
но предположить, что выражение

ат~ас~\~~ (10.3)
*
с

будет отвечать требованиям, предъявляемым к уравнению ориен¬
тации тяги для всего участка сближения.

Работа такой схемы наведения на участке сближения иллю¬

стрируется рис. 10.4. В произвольный момент времени t вектор по¬

ложения корабля относительно Луны есть г. В соответствии с рас-

Рис. 10.4. Наведение на участке сближения

CLT—CLc + VdlTc

сматриваемым методом наведения выбрана номинальная пло«

скость, в которой находится космический корабль и Луна-
Командные векторы ускорения ас и скорости vc лежат в этой пло¬

скости и однозначно определены в виде табличных функций г и мо¬

дуля ускорения от тяги двигателей. Используя векторы скорости
корабля v, вычисляют разность скоростей va и определяют направ¬
ление вектора тяги двигателя, как показано на рисунке.

Когда применяется номинальная траектория с зависимостью

от ускорения, космический корабль будет двигаться вдоль спираль¬

ной кривой, которая соответствует номинальной возможной тяге

двигателя. За исключением этапа ориентации, от двигателя ни

разу не потребуется развивать тягу больше номинальной из-за

уменьшения удельного импульса, которое неизбежно произойдет
при постоянной ограниченной мощности источника энергии. Одна¬
ко при этом метод наведения не исключает возможности умень¬
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шения модуля тяги. На рис. 10. 5 изображены окружности, которые
представляют собой геометрические места концов номинальных

векторов ускорения. Конец вектора ас должен лежать на такой

окружности вследствие выбора псевдономинальной траектории.
Направление ат всегда определяется направлением вектора ас +

+ Vd/Tc; однако, когда эта векторная сумма по модулю превышает

&т(ном)» то команда подается лишь на номинальную величину тяги.

Если же суммарный вектор лежит внутри окружности, то при¬
кладывается тяга, величина которой меньше номинальной.

Адэкватность программы наведения для этапа приближения
к Луне проверялась цифровым моделированием. Пробные вычис¬

ления выполнялись в двумерной инерциальной селеноцентрической
системе координат, причем Земля учитывалась в качестве возму¬
щающего тела. Данные в конечной точке траектории, вычисляв¬

шейся начиная с момента отправления с геоцентрической орбиты,
были использованы для составления начальных условий настояще¬
го расчета участка приближения. Начальное положение Луны вы¬

биралось так, чтобы время ее движения до точки, в которой пас¬

сивно летящий корабль достиг бы апогея своей орбиты при

отсутствии лунного притяжения, было тем же самым, что и время
полета корабля до этой точки.

Наиболее эффективная траектория из вычислявшихся ранее

имела пассивный участок до дальности 80 000 км от центра Луны;
в этой точке начинала работать программа наведения, показанная

на рис. 10.5, при Гс = 2000 сек. В момент окончания пассивного

участка, длящегося 2,5 дня, корабль имел селеноцентрическую ско¬

рость 369 м/сек и эксцентриситет 1,03. По истечении еще 6,9 дней
корабль находился в 1930 км от центра Луны; его масса составляла

1435 кг, скорость 1592 м/сек и эксцентриситет 0,0046; во время спу¬
ска он совершил восемь оборотов вокруг Луны. Последние два

а с + vd/Tc = аТ(ном) аС+ Vd/TC = aT(H0M)

Рис. 10. 5. Программа наведения
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оборота вокруг Земли и часть управляемой траектории сближения
с Луной показаны на рис. 10. 6 и 10. 7.

На рис. 10.8 показана траектория, которая получается, если

пассивный полет длится слишком долго. Наведение не начиналось

в этом случае до тех пор, пока дальность корабля от центра Луны
не достигала 37 600 км. Этот расчет позволил лишний раз убедить¬
ся в способности системы наведения противостоять даже таким

Рис. 10.6. Последние два оборота корабля с включен¬

ными двигателями вокруг Земли перед началом пас¬
сивного участка

(Время указано в часах)

большим ошибкам, какие показаны на рисунке; однако за избы¬

точное маневрирование пришлось расплачиваться потерей около

36 кг массы.

Рис. 10.9 иллюстрирует влияние угловой ошибки определения
положения Луны

*
в момент, когда точка апогея оскулирующей ор¬

биты корабля при раскрутке его вокруг Земли оказывается распо¬
ложенной на орбите Луны. Траектории, из которых были взяты

приведенные данные, отличаются от обсуждавшихся выше отсут¬
ствием пассивного участка; наведение начиналось немедленно при

* Под ошибкой определения положения Луны автор понимает отличие от

номинального угла между радиусом-вектором Луны и радиусом-вектором точки
апогея пассивной орбиты корабля. Номинальной считается та величина этого

угла, при которой произошла бы встреча Луны и корабля в точке апогея, если

бы корабль двигался по пассивной траектории (прим. ред.).
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достижении критического мгновенного апогея. Эти цифры показы¬

вают максимальные возможности системы наведения корабля по

уменьшению ошибок. То, что приводимые величины не относятся

к наиболее выгодной траектории, можно видеть из разницы между
конечной массой в случае пассивного полета до 80 000 км (1425 кг)
и конечной массой для нулевой ошибки при отсутствии пассивного

участка (1334 кг). Однако эти же величины показывают, что систе¬

ма наведения космического корабля может выполнить свою задачу

Рис. 10.7. Часть управляемой траектории сближения
с Луной, начинающейся с относительной дальности

80 ООО км сразу же после пассивного участка

(Время указано в часах)

при относительной ошибке по начальному углу «Луна—Земля—ко¬
рабль» в начале пассивного участка 10-^-15)0 с потерями топли¬

ва, не превышающими 18 кг.

Возникновению такой ошибки могут способствовать две различ¬
ные причины: космический корабль с номинальными характеристи¬
ками может быть запущен не в расчетное время или же характери¬
стики корабля будут отличаться от номинальных. Если наведение
не зависит от относительного положения Земли, Луны и корабля,
то вполне возможно, что малые отклонения параметров двигателя

вызовут угловую ошибку ориентации радиуса-вектора вплоть до

±180° по отношению к Луне в момент, когда точка мгновенного

апогея окажется на орбите Луны. Эта проблема будет обсуждаться
ниже.
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В заключение анализа ближнего наведения остается рассмот¬

реть задачу определения номинальной плоскости, показанной на

рис. 10.4. Эта плоскость включает в себя Луну и текущее местона¬

хождение корабля и ориентирована так, что угол ее наклонения по

отношению к орбитальной плоскости Луны соответствует наклоне¬

нию заданной орбиты. В общем случае, как видно из рис. 10.10, су-

Рис. 10.8. Часть управляемой траектории сближения
с Луной, начинающейся с относительной дальности

37 600 км сразу же после пассивного участка

(Время указано в часах)

ществуют две плоскости, которые одновременно удовлетворяют не¬

обходимым условиям, за исключением следующих обстоятельств:

1) при наклонении 90° имеется лишь одна такая плоскость;

2) заданный угол наклонения не может быть меньшим, чем ши¬

рота космического корабля над плоскостью орбиты Луны. Если не¬

обходимое наклонение не равно 90° и больше широты корабля, то

из двух номинальных плоскостей выбирается та, которая обеспечи¬

вает наименьшую разность скоростей va. С другой стороны, если

вообще не существует номинальной плоскости, удовлетворяющей
необходимым условиям, то используется временная номинальная

плоскость, наклонение которой равно по величине широте корабля.
В настоящей работе было принято, что заданный угол наклоне¬

ния достаточно велик для того, чтобы номинальная плоскость мог¬

ла быть определена описанным выше способом. Верхняя граница
широты корабля была найдена следующим образом. Орбитальная
плоскость Луны наклонена приблизительно на 5°8' к плоскости эк-
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Рис. 10.9. Масса корабля на пассивном участке
в зависимости от угловой ошибки положения

Луны в начале пассивного участка

Рис. 10. 10. Номинальные плоскости ближнего наведения



липтики, а соответствующая линия узлов совершает попятное дви¬

жение (регрессию) с периодом 18,6 лет. Следовательно, по отно¬

шению к экваториальной плоскости Земли наклонение орбиты Луны
может изменяться от 28,5 до 18,5°. Тогда, если начальная плоскость

орбиты корабля проходит через мыс Кеннеди, то наименьшее воз¬

можное наклонение будет равно широте этой точки, т. е. 28,5°. От¬
сюда угол между орбитальными плоскостями корабля и Луны не

должен превышать 10°. По мере приближения корабля к Луне мак¬

симальная широта, измеряемая относительно плоскости орбиты
Луны, становится равной 27,3°. Эта величина определяется с уче¬
том указанного наклонения, равного 10°, и геоцентрических скоро¬
стей Луны и корабля, которые составляют около 1000 и 760 м/сек.

10.3. Наведение на предпассивном
участке

Двигаясь вдоль раскручивающейся спиральной траектории от

первоначальной геоцентрической орбиты, корабль приходит в точ¬

ку, называемую здесь точкой отправления, откуда начинается пас¬
сивный полет. Говоря более точно, это та точка, в которой соответ¬

ствующая мгновенная эллиптическая орбита вокруг Земли облада¬
ет радиусом апогея, равным дальности до орбиты Луны. При тех

параметрах двигателя, которые рассматриваются в настоящем при¬

мере, точка отправления лежит примерно на половине пути между
Землей и орбитой Луны.

Для последней четверти оборота перед достижением точки от¬

правления можно сформировать схему наведения, в которой не

будут использоваться никакие заранее вычисленные данные. Любо¬

му положению в окололунном пространстве соответствует в прин¬
ципе точка на лунной орбите, в которую может прийти корабль при
свободном полете вдоль эллиптической кривой (если пренебречь
притяжением Луны) через то же время, которое потребуется для

этого Луне. Кроме того, эта кривая будет единственной, если рас¬

сматриваемая нами точка на орбите Луны задана как апогей орби¬
ты пассивного полета. Определение такой орбиты подробно изло¬

жено в гл. III и требует итераций по одной переменной, которые на

практике оказываются быстро сходящимися.

Принцип работы системы предпассивного наведения иллюстри¬

руется рис. 10.11. Определяются две геоцентрические орбиты, про¬
ходящие через точку местонахождения корабля: 1) потребная
мгновенная траектория пассивного полета и 2) располагаемая
мгновенная траектория пассивного полета. Понятно, что орбиталь¬
ные плоскости обеих траекторий не обязательно совпадают. Ско¬

рость Vd представляет собой разность между истинной скоростью

корабля v и скоростью vr, необходимой для пассивного перелета
в точку апогея на лунной орбите. Задача программы наведения со¬
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стоит в ориентации вектора тяги таким образом, чтобы свести эту
разность скоростей к нулю.

В задаче 10.5 показано, что тяга, направленная вдоль vd, приво¬
дит к наиболее быстрому уменьшению vd. Однако, судя по резуль¬
татам моделирования, направление тяги вдоль vd представляет
собой не самую эффективную программу наведения. Если в начале

предпассивного участка корабль уже находится на расчетной тра¬

ектории, то тяга, направленная по касательной к траектории, будет
отвечать поставленной задаче. Однако при этом вычисленная раз¬
ность скоростей вовсе не совпадает по направлению с вектором
истинной скорости корабля. Даже при наличии весьма значитель¬

ных ошибок кажется наиболее выгодным направлять тягу вдоль

вектора скорости в течение примерно половины предпассивного
маневра. Действительно, оказывается, что наиболее эффективная
ориентация тяги состоит в комбинации направлений v и vd, причем

ориентация по касательной к траектории должна превалировать
в начале маневра, а ориентация вдоль vd должна играть все боль¬

шую роль по мере приближения к точке отправления.
При цифровом моделировании направление тяги выбиралось

вдоль векторной суммы ac + K{vd/v^ ), где ас — ускорение, соответст¬

вующее тяге, равной 0,45 кг и направленной вдоль вектора ско¬

рости, а К — постоянная.

Очевидно, что на длительность предпассивного участка будут
налагаться геометрические ограничения. Когда корабль отстоит от

номинальной точки контакта с лунной орбитой намного более 180°,
потребная мгновенная траектория пассивного полета не может

Располагаемая

мгновенная

пассивная

траектория

Рис. 10. 11. Наведение_на предпассивном участке

аТ = ас + Kvd/v%
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быть определена указанным способом. Следовательно, ранее чем за

половину оборота перед достижением Луны рассмотренная про¬
грамма наведения не может работать без некоторой модификации.

Было проведено трехмерное пробное моделирование схемы

предпассивного наведения: угол между плоскостью траектории ко¬

рабля и орбитальной плоскостью Луны составлял 10°. Луна нахо¬

дилась в таком положении, что тангенциально направленная тяга

, 1670

-12 -9 -6 -3 0 3 6 9 12
Q (ошибка) град

Рис. 10. 12. Зависимость массы корабля в

конце предпассивного участка от начальной

ошибки в долготе узла:

аГ
= ac+bvdlv2d

2 = 2 (ном)+ 2 (ошибка)

должна была приводить к контакту с Луной. Для того чтобы оце¬
нить работу схемы наведения в присутствии ошибок, несколько

расчетов было проделано при повороте плоскости траектории ко¬

рабля вокруг полярной оси лунной орбитальной плоскости до 12°
в обоих направлениях. При моделировании остановились на коэф¬
фициенте К=5, причем выбор был сделан скорее на основании эм¬

пирических данных, чем по каким-либо теоретическим причинам.

Результаты моделирования показаны на рис. 10. 12, где масса ко¬

рабля в начале пассивного участка построена для различных вели¬

чин углового смещения узла траекторной плоскости. Каждая точка

на кривой соответствует успешному выполнению задачи и, как вид¬

но из результатов, система может работать при наличии ошибок,
составляющих по крайней мере ±12° с потерями топлива, не пре¬
вышающими 30 кг.

Можно было бы ожидать, что максимум кривой придется на но¬

минальное расположение траектории. Однако это не так, и припи¬
сать такое смещение следует тому, что программа наведения не

обеспечивает команды на касательное направление тяги при пер¬
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воначально определенном положении Луны. Напрашивается вывод,
что номинальное начальное положение Луны нужно переместить

примерно на 3°.

10.4. Наведение на этапе ориентации

Во время раскрутки, которая длится около месяца, корабль со¬

вершает несколько сот оборотов вокруг Земли. При этом положе¬

ние Луны не играет никакой роли и поэтому не учитывается в сис¬

теме наведения. В результате, когда относительное положение Луны
впервые вводится в расчеты, связанные с наведением, может по¬

явиться значительное рассогласование между истинными и номи¬

нальными параметрами движения корабля, вызванное отклонения¬

ми характеристик двигателей и влиянием неучтенных возмущений.
Этап ориентации предназначен для того, чтобы уменьшить эту

ошибку до величины, приемлемой с точки зрения последующего

предпассивного участка.
Принцип работы системы на участке ориентации можно описать

следующим образом. Предположим, что корабль достиг заранее

определенной дальности от Земли, которая выбрана так, чтобы до

начала пассивного полета оставалось лишь несколько оборотов.
В этот момент могут встретиться ошибки трех типов: ошибка по

скорости, угловое отклонение корабля в мгновенной плоскости дви¬
жения относительно линии узлов (если угол между плоскостями

движения корабля и Луны не равен нулю, то встреча с Луной мо¬

жет произойти только вблизи линии узлов) и угловая ошибка по¬

ложения мгновенной плоскости движения, которая рассматривает¬
ся только как ошибка в. долготе узла. Вторая из этих ошибок может

иметь какое угодно значение, т. е. в момент достижения заданной
дальности начала этапа ориентации корабль может оказаться

в любой точке окружности, радиус которой равен начальной даль¬

ности, практически с равной степенью вероятности.
Если бы можно было на короткое время выключить двигатель,

то проще всего было бы допустить некоторый пассивный участок
длительностью до одного оборота для уменьшения угловой ошибки
в плоскости траектории. Если при этом эксцентриситет орбиты ко¬

рабля мал, то результатом явилось бы просто вращение оставшей¬

ся части спирали отправления вокруг оси, перпендикулярной мгно¬

венной плоскости движения. Кроме того, потребовалось бы заранее

предусмотреть прецессию орбиты для компенсации дополнительно¬

го движения Луны за время пассивного полета.

Ввиду того что повторное включение двигателя обычно счи¬

тается нежелательным, будем считать в период ориентации тягу

непрерывной, но отличающейся от номинальной. Составляющая

вектора тяги в плоскости движения выбирается так, чтобы она вы¬

зывала изменение оставшегося числа оборотов, которое в свою оче¬

редь обеспечит приход корабля на орбиту Луны на линии узлов.
В то же время должна прикладываться тяга, нормальная к

.397



плоскости движения для поворота линии узлов, чем будет компен¬

сироваться неноминальное время прибытия в эту точку. На

рис. 10. 13 показана схема расположения номинальной и регули¬

руемой траекторий.
На рис. 10. 14 приведены различные данные для двумерной мо¬

дели участка ориентации при следующих значениях параметров:

ориентация начинается за 1,9 оборота до перехода к пассивному

полету; двигатель работает с постоянной мощностью, когда тяга

выше номинальной (0,45 кг) и с постоянным удельным импульсом,
когда тяга составляет менее 0,45 кг. (Трехмерная модель этого

участка здесь рассматриваться не будет ввиду ее чрезвычайной
сложности.) Сплошные кривые дополнительного числа оборотов
и потерь массы по величине тяги показывают, как влияет дроссе¬

лирование тяги на номинальную траекторию, которая рассматри¬
вается здесь как продолженная до точки встречи с Луной.

Пунктирная кривая демонстрирует влияние движения Луны на

кривые дополнительных оборотов: например, когда для увеличения
числа оборотов тяга уменьшается, время полета возрастает, что вы¬

зывает уменьшение абсолютного числа дополнительных оборотов
относительно Луны. Окончательное число добавочных оборотов,
определенных таким образом, указывает величину касательной

тяги, которая должна быть в данном случае приложена.
Для того чтобы определить необходимое направление дроссели¬

рования тяги (уменьшение ее или увеличение), используется по¬

строение, показанное на рис. 10. 14. Зададим, например, макси¬

мально допустимые потери массы таким образом, чтобы разница
между конечными точками модифицированной кривой добавочных

Номинальная плоскость

0кончател1
плоскосп

регилируе.
траекто}

Рис. 10. 13. Геометрия участка ориентации
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оборотов составляла ровно один оборот. Тогда из приведенного

примера станет ясно, что с точки зрения экономичности работы

Рио. 10. 14. Потери массы и необходимое дополнитель¬
ное число оборотов по сравнению с траекторией, вы¬

полняющейся при величине тяги 0,45 кг. Маневр на¬

чинается после 205,4 оборотов вокруг Земли

двигателя можно исключить только примерно 0,1 оборота из остав¬

шихся до номинала, в то время как максимальное число оборотов,
которые могут быть добавлены к номинальному количеству, состав¬

ляет 0,9.

10.5. Наведение на этапе раскрутки

Выводящийся на селеноцентрическую орбиту летательный ап¬

парат, рассматриваемый здесь в качестве примера, начинает свое

движение с круговой или почти круговой геоцентрической орбиты
высотой около 480 км. Прикладывается тангенциально направлен¬
ная непрерывная малая тяга, и корабль летит вдоль медленно рас¬

кручивающейся спиральной траектории. При начальной тяговоору-
женности, скажем, 1/7000 и удельном импульсе 1000 сек мгновен¬

ная или оскулирующая орбита будет почти круговой до тех пор,
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пока корабль не достигнет высоты 50 000—65 000 км. В течение вре¬

мени раскрутки, которое составит около месяца, корабль сделает

свыше 200 оборотов вокруг Земли. На этих высотах потребуется
еще два-три дополнительных оборота для придания кораблю тако¬

го количества добавочной энергии, чтобы он смог далее совершить
пассивный перелет в окрестность Луны.

Известно, что если оскулирующая орбита является квазикруго-

вой, то разница между воздействием на корабль тангенциального

и трансверсального ускорения несущественна. На больших высо¬

тах, где потенциальная энергия мала, очевидно, что тангенциальная

тяга становится более эффективной в смысле набора энергии. Хотя

могут быть и другие программы тяги, обладающие некоторыми пре¬

имуществами по сравнению с чисто тангенциальным направлени¬
ем в отношении экономичности, тем не менее чувствуется, что эти

преимущества будут незначительными. Поэтому за основное на¬

правление тяги примем направление вдоль вектора скорости*. Ис¬

ключения из этого правила, по-видимому, будут иметь место в слу¬

чаях, когда системе наведения потребуется выдавать команды на

корректирующие маневры.

Задача программирования траектории спиральной раскрутки от

Земли непременно должна включать в себя учет трехмерного ха¬

рактера движения. В данной ситуации имеется несколько источни¬

ков сил, возмущающих орбиту близкого спутника Земли:

1) атмосферное сопротивление, 2) сжатие Земли у полюсов,

3) асимметрия Земли относительно ее осей или относительно эква¬

ториальной плоскости, 4) магнитное поле Земли и 5) притяжение
Солнца, Луны и других планет. Однако, как нетрудно показать,

учет влияния притяжения спутника Солнцем и Луной изменяет

величину радиуса-вектора лишь на 0,3—0,6 м и поворачивает плос¬

кость орбиты менее чем на 0,1° в год. Влияние прочих планет на

несколько порядков величин меньше. Асимметрия и магнитные

поля оказывают незначительное воздействие на орбиты с малым

периодом, в то время как сопротивление атмосферы пренебрежимо
мало на больших высотах. С другой стороны, сжатие Земли имеет

первостепенное значение. Действительно, при начальной высоте

480 км возмущающее ускорение за счет несферичности в десятки

раз превышает располагаемое ускорение от тяги.

Как показано в разд. 6.3, несферичность Земли вызывает вра¬
щение плоскости орбиты вокруг полярной оси Земли в сторону,

противоположную направлению движения корабля. Средняя ско¬

рость вращения орбитальной плоскости приближенно выра¬
жается уравнением (6.19). Таким образом, для корабля, находяще¬

гося на круговой орбите высотой 480 км, скорость вращения орби¬
тальной плоскости может составлять почти 8° в день, умноженные
на косинус угла наклонения. Должно пройти около 350 час полета

* Метод управления на этапе раскрутки, не требующий знания текущей
плоскости оскулирующей орбиты, описан в работе [79] (прим. ред.).

400



с ускорением, прежде чем корабль достигнет высоты двух земных

радиусов, на которой величина скорости вращения орбитальной
плоскости станет меньше 1° в день,’умноженного на косинус угла
наклонения.

На рис. 10. 15—10. 17 построены в функции времени некоторые
важнейшие параметры, связанные с раскручивающейся спиральной
траекторией. Как видно из графиков, в течение первых 775 час тра¬

ектория в любой момент лишь ненамного отличается от геоцентри¬
ческой круговой орбиты. Однако согласно рис. 10. 16 ориентация

Рис. 10. 15. Номинальные условия отправления от Земли с момента схода

до конца предпассивного участка

мгновенной плоскости траектории претерпевает существенные из¬

менения и в сумме поворачивается примерно на 48,5°.
Поскольку на начальных высотах порядка 480 км возмущающее

ускорение за счет несферичности Земли значительно превышает

располагаемое ускорение от тяги, траекторию корабля не удастся
удерживать в инерциально фиксированной плоскости в течение

первых нескольких недель полета, даже если бы это и требовалось.
Для этапа раскрутки в запоминающем устройстве бортового вычис¬

лителя записываются табличные значения предсказанной долготы

узла и запрограммированного времени полета в функции величины

радиуса-вектора апогея мгновенной пассивной орбиты. Эти табли¬
цы получают заранее в результате цифрового моделирования пас¬

сивных неуправляемых траекторий с учетом возмущений от несфе¬
ричности Земли. В каждый момент времени табличные величины

используются для расчета необходимой долготы узла, причем в рас¬
чете учитывается предсказанная прецессия узлов за счет несферич-
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ности и вводится поправка на движение Луны, если корабль опере¬
жает программу или отстает от нее. Затем прикладывается уско¬
рение —а7и нормальное к мгновенной орбитальной плоскости кораб¬
ля, для уменьшения разности между необходимым и существую¬
щим направлениями линии узлов. Нормальная составляющая тяги

Рис. 10. 16. Номинальные условия отправления от Земли с момента схода

до конца предпассивного участка

ограничивается заданным процентным отношением к общей тяге,
вследствие чего основная задача этапа раскрутки

— набор энергии
и высоты — сможет, несмотря ни на что, эффективно выполняться.

Например, если в направлении нормали допускается приложение
не "более 20% тяги, то касательная составляющая будет при этом

равна, по крайней мере, 98% от всей располагаемой тяги. Геомет¬

рия наведения на этом участке показана на рис. 10. 18.

10.6. Результаты моделирования
траекторий

При разработке описанных выше методов наведения для оценки

летных характеристик широко использовалось цифровое модели¬

рование. Хотя в процессе работы было составлено и применялось

множество программ, все они были направлены к тому, чтобы как

можно более полно промоделировать полет в целом. Ввиду того,

что в конце концов удалось осуществить успешное моделирование
всего полета, представляется нецелесообразным описывать пред¬

варительные программы, хотя их вклад в окончательные резуль¬
таты явился весьма ощутимым. Таким образом, обсуждение будет
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Рис. 10. 17, Номинальные условия отправления от Земли с момента схода

до конца предпассивного участка
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Рис. 10. 18. Геометрия этапа раскрутки
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ограничено программой моделирования полета в целом и соответ¬

ствующими результатами.
Начальная орбита корабля принималась почти круговой с экс¬

центриситетом 0,0003 и высотой 480 км. Вес корабля составлял

3180 кг, тяга 0,45 кг, массовый расход топлива 1,63 кг!час и ско¬

рость истечения — 9820 м/сек (за исключением особо отмеченных

случаев).
Долгота узла начальной орбиты номинально устанавливалась

гак, чтобы предсказанная прецессия плоскости за время раскрутки,
вызываемая несферичностью, в конце концов приводила к совпа¬

дению линии узлов орбиты корабля с линией узлов орбиты Луны;
такое положение орбитальной плоскости корабля соответствует ми¬

нимальному наклонению ее по отношению к плоскости орбиты
Луны, т. е. в нашем примере 10°. Ортогональная составляющая

корректирующей тяги была ограничена 14% полной тяги, что ока¬

залось достаточным в данном случае для того, чтобы окончатель¬

ная ошибка в долготе узла составляла всего лишь 1 миллирадиан.

Управляемый полет на участке раскрутки продолжался 32,4 дня
и за это время была достигнута заданная величина радиуса-векто¬
ра апогея, равная 59 730 км. В течение раскрутки было совершено
206,5 оборотов вокруг Земли и израсходовано 1270 кг топлива.

К концу раскрутки эксцентриситет вырос с 0,0003 до 0,038, а длина

большой полуоси от 6860 до 57 480 км.

В начале этапа ориентации потребное число дополнительных

оборотов составляло 0,41, а угол прецессии линии узлов
(—0,51) рад; необходимые составляющие тяги в тангенциальном

и ортогональном направлениях были равны 0,335 и 0,09 кг. К кон¬

цу ориентации радиальная дальность до корабля возросла до
145 000 км, величина радиуса-вектора мгновенного пассивного апо¬

гея— до 190 000 км, эксцентриситет увеличился до 0,215, а полный

расход топлива составил 1463 кг (т. е. на участок ориентации было

истрачено 193 кг).

Предпассивный участок начался при наличии разности скоро¬
стей 1^ = 480 м/сек, когда корабль находился в 304 000 км от Луны.
При /(=5 скорость Va была снижена до установленного порога
(0,30 м/сек) за 1,6 дня и в течение этого времени было израсходо¬
вано 63,5 кг топлива. В конце предпассивного участка величина

радиуса-вектора корабля составляла 207 400 км, а от Луны корабль
отделяло 162 100 км.

Пассивный полет начался через 39,7 дня после включения дви¬

гателей и управление перешло к системе ближнего наведения.

В это время было проведено преобразование системы координат

корабля из геоцентрической в селеноцентрическую. Корабль ока¬

зался на гиперболической траектории относительно Луны с экс¬

центриситетом 6,62. Возмущающее ускорение за счет притяжения
Земли составляло 0,00935 м/се$, т. е. было в 2,3 раза больше

404



номинального ускорения от тяги, которую развивали бы, будучи
включенными, двигатели корабля. Находясь в пассивном полете,

который длился 2,4 дня, корабль достиг заданного расстояния
80 ООО км от Луны, после чего двигатели были вновь включены.

За время пассивного полета влияние возмущения от гравитацион¬
ного поля Земли уменьшило эксцентриситет до 0,967, а само воз¬

мущающее ускорение снизилось до 0,00157 м/сек2, что в 2,5 раза
меньше начального ускорения от тяги. Начальное значение Vd со¬

ставляло 206 м/сек для выбранной номинальной плоскости сбли¬

жения, наклоненной к лунной орбитальной плоскости на 80°; для

второй номинальной плоскости разность Vd была равна 246 м/сек.
За время, в течение которого дальность уменьшилась до 48 000 км,
Vd стала меньше 0,3 м/сек; так как ускорение ас в параболической
области равно нулю, тяга двигателя была уменьшена до своего ми¬

нимального значения, составляющего 0,23 кг. Задача полета была
выполнена спустя 49,5 дней после старта с общим расходом топ¬

лива 1804 кг. Конечная масса корабля составила 1376 кг, эксцен¬

триситет был равен 9,7 • 10-5 и корабль находился в пределах 65 м

от заданной конечной селеноцентрической орбиты радиуса
1900 км.

Для оценки способности системы наведения справляться с не¬

предусмотренными возмущениями или отклонениями тяги от но¬

минального режима было просчитано несколько траекторий
с большими и малыми значениями удельного импульса. В частно¬

сти, вычислялись траектории при отклонении удельного импульса
на +5 и ±10%, так что «номинальная» тяга на столько же отли¬

чалась от запланированной в предварительных расчетах. Номи¬
нальный расход топлива при этом оставался равным 1,64 кг/час.
Отдельные характеристики для этих четырех траекторий, а также

для описанной выше номинальной траектории приведены
в табл. 10. 1.

Приведенные результаты отчетливо иллюстрируют замечатель¬

ную приспосабливаемость метода наведения. Так, например, успеш¬
ное выполнение полета оказывается возможным для траекторий,
чьи центральные углы относительно Земли, проходимые за период

раскрутки, отличаются на 34 оборота, а разница в общем времени
полета превышает 5 дней. Последнее особенно важно, если учесть,
что разница во времени прибытия, равная 5 дням, означает сме¬

щение Луны по своей орбите примерно на 65°, т. е. на величину,

которую никак нельзя ввести в систему наведения в начале полета.

Можно видеть, что от варианта к варианту конечная масса зна¬

чительно меняется и что траектории полета с меньшей т5=гой при¬
водят к большим потерям топлива. То, что система наведения

непричастна к этим потерям, становится очевидным хотя бы из

рассмотрения расхода топлива на участок раскрутки. Каждый

случай раскрутки происходит под действием ускорения, равного
не менее 98% от номинальной тяги и направленного по касательной

к траектории, что, как было показано, лишь ненамного хуже
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Таблица 10. 1

Влияние удельного импульса на характеристики траекторий

Характеристика Удельный импульс в сек

Время выполнения этапа

раскрутки в днях

35,2 33,7 32,4 31,3 30,4

Топливо, истраченное на

раскрутку, в кг

1383 1324 1271 1228 1195

Число оборотов за время

раскрутки

227 216 207 199 193

Дополнительное число обо¬

ротов этапа ориентации

0,78 0,36 0,41 1,06 1,15

Прецессия за время ориен¬

тации в рад
0,01 —0,54 —0,51 0,12 0,20

Время ориентации в днях 7,0 5,5 5,7 8,1 8,4

Топливо, истраченное на

ориентацию, в кг

205 197 193 196 192

Продолжительность пред¬
пассивного участка в днях

2,0 1,6 1,6 1,3 1,3

Топливо, затраченное на

предпассивном участке, в кг

76,6 63,1 63,6 51,3 52,7

Время пассивного полета

в днях

3,4 2,5 2,4 2,5 2,4 .

Время сближения в днях 10,9 10,0 9,8 9,9 9,8

Топливо, истраченное на

сближение, в кг

276 280 277 273 258

Общее время полета в днях 55,1 50,8 49,5 50,6 50,0

Общий расход топлива в кг 1941 1864 1806 1750 1706

абсолютного оптимума. Таблица показывает, что из 235 кг разницы
в конечных массах 189 кг следует отнести к этапу раскрутки, ко¬

торый совершается в каждом варианте близким к оптимальному
способом и лишь оставшиеся 44 кг приходятся в основном на даль¬

нейшее движение с управлением по другим схемам наведения.

Аналогичным же образом спуск на окончательную селеноцентри¬
ческую орбиту требует большего расхода топлива при меньшей

тяге, так что характеристики системы наведения, очевидно, мало

связаны с потерями; большую часть потерь скорее всего невозмож¬

но уменьшить.
Две траектории вычислялись специально для оценки чувстви¬

тельности расхода топлива к запаздыванию вывода на начальную
орбиту. Для этого долгота узла на начальной геоцентрической ор¬
бите смещалась на углы 15 и 30°, что соответствовало задержкам
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в 1 и 2 часа. В обоих случаях заданные конечные условия полета

были выполнены; конечная масса составила в первом варианте
1334 кг и во втором—1317 кг.

10.7. Компенсация приборных ошибок

Для каждой из различных схем наведения, обсуждавшихся
в настоящей главе, требуется знание положения и скорости кораб¬
ля относительно Земли или Луны. Исследования не простирались
настолько далеко, чтобы установить, как должна поступать эта

информация — дискретно через значительные интервалы времени
или же почти непрерывно во времени- Положение корабля можно

определить в пределах точности используемых приборов с по¬

мощью, например, методов гл. VII. Ввиду того что на корабль
практически непрерывно действует ускорение от тяги, в данном

случае представляется необходимым для получения удовлетвори¬
тельной информации о скорости, позволяющей осуществлять точ¬

ное наведение, интегрировать уравнения движения, используя для
этой цели бортовое вычислительное устройство.

Будем предполагать для дальнейшего обсуждения, что корабль
оборудован стабилизированной платформой и одним или несколь¬

кими акселерометрами. Не следует из этого делать вывод, что

такая система является рекомендуемой, так как той же цели могут

служить и менее сложные средства. Тем не менее, пока проблема
не будет более подробно изучена, эта частная система вместе с от¬

носящейся к ней схемой вычислений, которая будет описана

ниже, послужит верхним пределом потребной сложности оборудо¬
вания.

Информация о скорости будет поступать с ошибками, проис¬
ходящими из нескольких источников. Предположим, что для вне¬

сения поправок в измеренный вектор скорости могут использовать¬
ся только те данные, которые получаются в момент выполнения

навигационной засечки. Рассмотрим далее схему уменьшения оши¬

бок по скорости, вызываемых уходом платформы и ошибками в

начальных условиях.

Уход платформы

В любой проверочной точке можно получить достаточные астро¬
номические данные для повторной выставки инерциальной плат¬

формы. Предположим, что это сделано в п-й проверочной точке.

Будем полагать далее, что ускорение от тяги измеряется идеаль¬
ными акселерометрами и что ошибка в его измерении вызывается

только ошибкой ориентации платформы, на которой акселеромет¬
ры установлены. Задача состоит в том, чтобы определить поправку
к измеренной скорости в следующей проверочной точке через

измерение ошибки в ориентации платформы.
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Пусть г, v и ат — истинные векторы положения, скорости и уско¬

рения от тяги, а г, v и ат
—

соответствующие векторы, полученные

с помощью инерциальной системы измерений. Тогда, если g
— век¬

тор гравитационного ускорения, движение корабля будет описы¬

ваться уравнениями
dr — dv —

,
—

dt dt
6 1

Обозначим через бг, 6г7, да векторы ошибок по положению, скоро¬
сти и ускорению за счет ухода платформы:

r = r-\- 8г,

v = v-\-bv,

CL j
— CL'p —J- 8 CL.

В результате получим соотношения

*А=Ьа
dt dt

при условии, что разностью между истинным и вычисленным век¬

торами гравитационного ускорения можно пренебречь.
Допустим, что ложный вектор 6а, который отвечает за ошибки

измерений векторов положения и скорости, возникает вследствие

ухода гироскопов. В частности, если уь уя, Y3
—

углы поворота

платформы относительно входных осей гироскопов и если аТ[, сп-2>

аТг
— составляющие ускорения корабля вдоль этих входных

осей, то ошибка вектора ускорения определяется выражением

&а= Лу, (Ю.4)
где

0 —

аТ2

атг 0 ат\

аТ1 0

(Ух \
смт

1

•

VY3.!

Представим две матрицы Е и D в виде решений следующих

матричных дифференциальных уравнений:



с начальными условиями

E{tn)= О, D(Q=J0,
где tn — время л-й засечки. Тогда, если платформа уходит с по¬

стоянной угловой скоростью со, в момент tn+\ имеем

Ьг(*п+l)=E(tn+l)
(10.6)

b‘v(in+l) = D(in+l)M-

В результате астрономических измерений, сделанных в (л+1)-й
проверочной точке, угол ухода v(^+i) может быть определен. За¬

тем достаточно просто вычисляется угловая скорость ухода

y(*n + i)

tn+1 tn

Бортовое вычислительное устройство может непрерывно решать
дифференциальные уравнения (10.5) *

и таким образом получать
E(tn+1) и D(tn+1). Для определения поправок к измеренным поло¬

жению и скорости служат уравнения (10.6).

Начальная ошибка по скорости

Поправка на начальную ошибку по скорости вносится после

поправки на уход платформы. Поэтому далее будем полагать, что

ускорения измеряются идеальными акселерометрами на точно вы¬

ставленной платформе, т. е. ат= ат.

Пусть rMv и vmv
—

векторы положения и скорости корабля,
скажем, в селеноцентрической системе координат. Если рЕ и рм—

гравитационные постоянные Земли и Луны, то эти векторы связаны

между собой следующими дифференциальными уравнениями:

drMV
-

^T~Vmv’

dvw_ Уму Vev *егме
(li rMV rEV rME

(10.7)

где обозначения rEv и гМе используются соответственно для век¬

торов дальности от Земли до корабля и от Луны до Земли, так что

f
EV
— ' МУ ' ME’

* Матричное обозначение здесь применяется просто для удобства записи.

В действительности матричные дифференциальные уравнения (10.5) состоят про-

сто из шести отдельных обыкновенных дифференциальных уравнений (прим.
автора).
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Пусть rMV и vmv — векторы положения и скорости, полученные
на выходе бортового вычислительного устройства. В п-й провероч¬

ной точке tn вектор fMv(tn) определяется непосредственно из за¬

сечки положения с помощью астрономических измерений, а ско¬

рость vmv {in) вычисляется по схеме, которая будет изложена ниже.

В случае, если положение определяют путем бортовых измерений,

rMv(tn) =rMv(tn). Однако в оценку скорости может входить ошиб¬

ка, т. е.

В последующий момент tn+\ определение бvMv{tn) производится
с помощью засечки положения. Так, разлагая в ряд Тейлора

оценку VMv(t), будем иметь

при условии, что малость bvMv{in) позволяет пренебречь членами

высших порядков. Элементы матрицы V(t) представляют собой
частные производные составляющих скорости корабля в момент t

по составляющим скорости в момент tn (см- гл. VI).
Ввиду наличия ошибки оценки скорости в момент tn, векторы

Т'му и rMv теперь уже не будут равны между собой. Для того чтобы

отметить это отклонение, будем писать

Матрица R(t) состоит из частных производных компонентов поло¬

жения корабля в момент t по составляющим скорости в момент tn

Векторы rMv и vmv формируются в вычислительном устройстве
системы наведения путем решения дифференциальных уравнений
(10.7), в которых векторы заменяются соответствующими оценка¬
ми. Как было показано в разд. 6. 5, матрицы R и V суть не что иное

как решения матричных дифференциальных уравнений

где в данном случае

vmv {^п) — vmv (in) “Г ovmv {in)-

Vmv (O=vmv (tn)+ V00 ?>vMV (*„), (10.8)

rMV 00 —rMV (t) + ^rMV 0)

или после разложения в ряд Тейлора

ГМУ (0“ rMV W “Г R (0 °VMV (^п)- (10.9)

G =—^~{ЗгМуГмУ—Гму)) Ц я^“(3гЕуГЕУ — Геу I)

R(Q=0, V(tn)=i.
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В момент tn+1 делается другая засечка положения, и из соот¬

ношения (10.9) будем иметь

Полученная отсюда оценка бvMv(tn) может быть подставлена в

формулу (10.8) для определения поправки к VMv(tn+1). Итак,

Вместо того чтобы вычислять R(t) и V(t) по отдельности, удоб¬
нее использова2ь дифференциальное уравнение для_непосредствен-
ного расчета C(t). Однако, поскольку элементы C(tn) стремятся
к бесконечности, нужно прямо работать с обратной матрицей

Дифференциальное уравнение для обратной матрицы, вы¬

веденное в разд. 6. 5, имеет вид

Вычислительное устройство системы наведения может непре¬
рывно решать дифференциальное уравнение (10.11), получая
C(tn+1). Затем следует использовать формулу (10. 10) для опреде¬
ления поправки к вычисленной скорости.

Заметим, что из рассмотрения матричного дифференциального
уравнения (10-11) с учетом симметричности матрицы G нетрудно
убедиться в симметричности матрицы С. Таким образом, для на¬

хождения элементов матрицы С достаточно решить всего лишь

шесть обыкновенных дифференциальных уравнений.

Задачи

10. 1. Пусть положение летательного аппарата на орбите вокруг
планеты задано полярными координатами г и 0. Если аТт и аТь

—

проекции ускорения от тяги ракетного двигателя на радиальное
и трансверсальное направления, то уравнения движения корабля
имеют вид

где [х
—

гравитационная постоянная планеты.

Предполагается, что корабль в начальный момент находится

на круговой орбите радиуса г0 и что начиная с момента ^ = 0

^ГМУ (^лЧ-l) — ^ (^л + l) ^VMV (О*

fiVMV (^л+l) — ^(^z+l) % (^i + l) ^rMV (^л + l) —

— С (^л+l) ^Глн/ (^л + l)- (10. 10)

-j- C-1GC_1 = /
dt

(10.11)

при начальных условиях

с~гЮ=о.

(10. 12)

(10. 13)
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прикладывается постоянное радиальное ускорение от тяги до тех

пор, пока не будет достигнута скорость убегания.
а) Интегрируя уравнения (10. 12) и (10. 13) и учитывая ра¬

венство

показать, что радиальная скорость в функции величины радиуса-
вектора определяется следующим выражением:

б) Корабль достигнет скорости убегания в момент выполнения

равенства

Показать, что в этот момент радиальная дальность до корабля ге

определяется формулой

и найти радиальную и трансверсальную составляющие скорости
для этого случая.

в) Используя уравнение (10.14), показать, что время, необхо¬

димое для разгона корабля до скорости убегания, может быть

выражено через эллиптические интегралы F и Е соответственно

первого и второго рода:

10. 2. Корабль находится вначале на круговой орбите радиуса г0
и начиная с момента /=0 к нему приложено постоянное трансвер-
сальное ускорение от тяги.

а) Исключая 0 из уравнений (10.12) и (10.13), показать, что

г представляет собой решение дифференциального уравнения
третьего порядка

X

F (k, arcsin х) — j* — — *2)(1 — £2*2)
’

dx

о

X

0

(10. 15)

с начальными условиями г= г0
о

= 0.
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б) При очень малых значениях аге радиальное ускорение ко¬

рабля будет весьма малым. Показать, что, пренебрегая величиной

rz(d2r/dt2) по сравнению с \хг, можно записать

в) При допущении, принятом в п. «б», доказать справедливость

уравнений

откуда выражение для времени разгона до скорости убегания будет
иметь вид

10.3. Корабль находится вначале на круговой орбите радиуса г0

и начиная с момента £=0 к нему прикладывается постоянное тан¬

генциальное ускорение от тяги ап• Если у— угол между радиусом-

вектором и вектором скорости, то уравнения движения корабля
записываются следующим образом:

где v — модуль вектора скорости, a q
— мгновенный радиус кри¬

визны орбиты. Если г]) есть угол между вектором скорости и фик¬
сированным направлением, от которого отсчитывается полярный
угол 0, то

где s — дальность вдоль дуги, по которой движется корабль.

(10. 16)

(10. 17)

(10.18)

<)> = 0+Y
И

ds

dty
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а) Используя соотношения

(dsY= (drf+ {rMy

ds

dt

показать, что уравнения движения (10.17) и (10.18) могут быть
записаны в виде

(10. 19)

(10.20)

dv u. dr
V =CLTf

ds r2 ds

t/2

Q

Ix db

r ds

r. e. 5 можно рассматривать в качестве независимой переменной
вместо {.

б) Показать, что уравнение (10.20) может быть преобразова¬
но к виду

— \~г
г dty ds г \rf0 /

(dr \2

X-\Ts)
г /dr \2

~[ds / rfs2

в) Интегрируя уравнение (10.19), получить

v2= 2saTt -I- p. [— —).
\r r0 /

d2r
(10.21)

(10.22)

Объединяя далее (10.22) с (10.21), получить следующее диф¬
ференциальное уравнение относительно r(s):

+И---
г г0

1 т (10.23)

г) В момент достижения условий убегания скорость будет соог

ветствовать параболической орбите. Используя уравнение (10.22).
показать, что полное расстояние, пройденное кораблем, будет вы¬

ражаться формулой
5 =

**
-

.

6

2/0077
’

Затем, пользуясь уравнением (10.23), показать, что в момент до¬

стижения скорости убегания справедливо следующее уравнение:

2г —= 1 —
ds2 \ds)

(10.24)
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д) Полагая, что ускорение aTt весьма мало, так что производ¬

ная d2rjds2 близка к нулю, найти приближенное решение уравнения
(10.23) в виде

и приближенную формулу для полного числа оборотов вокруг пла¬

неты к моменту разгона до скорости убегания

е) Показать, что если приближенное решение п. «д» удовлет¬

воряет уравнению (10. 24), то при этом должно быть справедливым

выражение

Используя это значение se, проинтегрировать уравнение (10.22)
и найти время разгона до скорости убегания

Сравнивая полученный результат с уравнением (10.16), можно

видеть, что тангенциальная тяга несколько более эффективна, чем

грансверсальная.
10.4. Двигатель корабля, обращающегося по эллиптической

орбите вокруг планеты, может развивать непрерывную малую тягу.

Требуется перевести корабль на круговую орбиту радиуса г0. Это

можно выполнить, сравнивая истинную скорость корабля v с ко¬

мандной скоростью vc и ориентируя вектор тяги в направлении

векторной разности скоростей Vd= vc—v. Командную скорость vc
можно определить как скорость, которую корабль должен был бы

иметь при его настоящем положении г, находясь на эллиптической

орбите вокруг планеты с заданной величиной радиуса-вектора
перицентра г и с минимально возможным эксцентриситетом.

а) Показать, что этот минимальней эксцентриситет равен

Г—Гр

Г Л- Гр

б) Показать, что командная скорость подчиняется следующему
выражению:

где п — единичный вектор, нормальный к орбитальной плоскости.

г=

1 — 2rpsaTt\\L

s
е

0

(10.25)
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10.5. Используя уравнение (10.1), доказать справедливость

уравнения

^7Г= —7-[(^T-ac)-vd-\-vd-(Mvd)}.at

Иначе говоря, требуется показать, что скорость уменьшения Vd
в любой момент времени будет максимальной, если ускорение ат

направлено параллельно va.
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гателей значительно меньше веса космического корабля, поэтому
полет с электроракетными двигателями может начинаться только

после того, как корабль выведен на орбиту. Траектории, по кото¬

рым будут летать эти корабли, весьма отличны от траекторий поле¬

та кораблей с большой тягой; точно так же будут крайне специ¬

фичными и проблемы, связанные с наведением аппаратов малой
тяги.

Много внимания было уделено задаче оптимизации траекторий
малой тяги для минимизации времени перелета. Ярким примером
исследований такого рода является работа Лоудена [37]. В этой
главе мы не касались проблем оптимизации и лишь вкратце за¬

тронули их в разделе задач. Задачи 10. 1 и 10. 2 построены на ма¬

териале статьи Цзяна [62], а задача 10.3 взята из работы Бен¬

ни [15].
Очень мало внимания уделялось до сих пор вопросам наведе¬

ния космических кораблей с двигателями малой тяги. Кроме док¬

торской диссертации Дж. Миллера [44], автор не знает ни одного

глубокого исследования в этой области.

Материал настоящей главы основан на совместной статье

д-ра Миллера и автора [12]. Работа проводилась по заказу Иссле¬

довательского отделения фирмы Авко Корпорайшн. _

Метод наведения, упомянутый в задаче 10-4, принадлежит
д-ру Лэнингу.



Приложение

Постоянные и физические параметры

Цель настоящего приложения
— снабдить читателя минималь¬

но необходимыми справочными данными о наиболее важных по¬

стоянных и физических параметрах Солнечной системы. Мы не пы¬

таемся давать здесь совершенно точные с точки зрения астрономии

формулировки. Если читатель захочет более подробно ознакомить¬

ся с астрономическими обозначениями и определениями, можно

порекомендовать ему обратиться к книге Смарта [57] и «Справоч¬
ному дополнению к эфемеридам» [21]. Большинство приводимых
ниже данных взято из последнего справочника. Постоянные, от¬

носящиеся к форме Земли и Луны, взяты из работы Мейкемсона,
Бэйкера и Уэстрома [42].

Земля

Экваториальный радиус 6378 км

Полярный радиус 6357 км

Нормальное гравитационное ускорение (g) 9,812—0,024 cos 2Ф м/сек2
(Ф — геодезическая широта)

Наклонение экватора к эклиптике 23°27'

Среднее расстояние от Солнца до Земли •
. . . 149 500 ООО км

Отношение масс:

Солнце/Земля 333 432

Солнце/(Земля+ Луна) 329 100

Сре ,ляя орбитальная скорость 107 160 км/час

Скорость вращения 15",041067 за среднюю сол¬

нечную секунду

Период прецессии точки равноденствия .... ^25 725 лет

Скорость на экваторе 1673 км/час
Гравитационная постоянная (G, умноженная на

массу Земли) 398606,6 кмъ/сек2
Коэффициенты потенциальной функции (ХЮ6)
/2 =1082,28± 0,03
/3 = —2,3 ±0,2
/4:г—2,12 ± 0,05
/5 = _0,2 ±0,1
/6 = 1,0± 0,8

Луна

Средний радиус 1738 км

Гравитационное ускорение на поверхности 0,16g
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Среднее расстояние от Земли 384 402 км

Средний эксцентриситет орбиты 0,05490

Среднее наклонение орбиты к эклиптике . . . 5°09'

Среднее наклонение орбиты к лунному экватору 6°41'

Пределы склонения ±29°

Период вращения линии узлов 6798 дней

Период обращения перигея 3232 дня

Отношение масс Земля/Луна 81,31

Средняя орбитальная скорость . 3685 км/час

Фигуру Луны хорошо представляет трехосный эллипсоид с по¬

луосями a, b и с, где а направлена к Земле, с — вдоль оси враще¬

ния, а b — образует с а и с ортогональную систему координат. Ве¬
личины этих осей:

а= 1738,57±0,07 км,

Ь = 1738,31 ±0,07 км,

с=1737,58±0,07 км.

Моменты инерции относительно главных осей А, В и С опре¬
деляются из выражений

£^=0,0006269 -Ь 0,0000027,
С

—

=0,000209 -Ь 0,000001,
с

—

С= 0,334 ±0,002 (масса Луна)Х(радиус Луны)2.

Если за единицу массы взять массу Солнца, за единицу длины—

астрономическую единицу, а за единицу времени
— эфемеридный

день, то величина универсальной гравитационной постоянной со¬

ставит G = 0,000 295 912 208 286.
Значения G можно, конечно, получить и для других единиц

измерения, но их точность будет ограничена той точностью, с ко¬

торой новые единицы длины, массы и времени известны по отно¬

шению к первоначальным основным единицам. Например, так как

масса Солнца= 1,99Х 1030 кг

и точно известны лишь две цифры после запятой, применение бо¬
лее привычных для инженера единиц существенно понизит точ¬

ность.

Для грубых расчетов часто удобно иметь дело с астрономиче¬
ской единицей, годом и массой Солнца, а далее пренебрегать всеми

другими массами по сравнению с массой Солнца- В этом случае
G^4jt2.

В табл. 1 приведены данные о размерах, характеристиках вра¬
щения и притяжении различных планет, а также радиусы лапла-

418



совых сфер влияния. В случае Луны вторым телом, используемым

при вычислении сферы влияния, является Земля.

Таблица 1
Физические параметры планет

Планета

Отноше¬

ние ра¬

диуса к

радиусу

Земли

Отношение

масс плане-

та/Солнце
т11тг

Гравита-
ционное

ускоре¬
ние на

поверх¬
ности

ед. g

Период
вращения

Накло¬
нение

экватора

к орбите

Радиус
сферы
влияния

км

Меркурий 0,39 0,00000017 0,26 88 суток -> 111 780

Венера 0,97 0,00000245 0,87 32° 616 960

Земля 1,00 0,000002999 1,00 23 часа

56 мин

04 сек

23°27' 924 820

Луна 0,27 0,000000037 0,16 27,32166
суток

6°41' 66 282

Марс 0,53 0,00000032 0,38 24 часа

37 мин

23 сек

23°59' 577 630

Юпитер 11,19 0,000954786 2,64 9 час

50 мин

30 сек

3°04' 48 141 000

Сатурн 9,47 0,000285584 1,13 10 час

14 мин

26°44' 54744 000

Уран 3,69 0,000043727 1,07 10 час

49 мин
97°53' 51 755 000

Нептун 3,50 0,000051776 1,41 14 час? 28°48' 86 925 000

Орбитальные элементы планет

В астрономических расчетах принято отсчитывать астрономи¬
ческие дни начиная с гринвичского полудня 1 января 4713 года
цо нашей эры. Величина, присваиваемая каждому такому дню, на¬

зывается числом юлианских дней и означает количество дней,

прошедших к гринвичскому полудню настоящего дня, начиная

с эпохи. Юлианский год содержит точно 365,25 юлианских дней,
а юлианский век — 36 525 юлианских дней. В «Морском календаре»
указывается связь между числом юлианских дней и обычными

календарными днями.

В табл. 2 приведены средние орбитальные элементы планет на

эпоху 1960 янв. 1,5 по эфемеридному времени, соответствующему
2 436 935 юлианским дням. Эти данные могут быть использованы

для нахождения истинных орбит с точностью примерно до угловой
минуты. Если требуется большая точность, следует обратиться к

стандартным таблицам.
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Таблица 2

Средние орбитальные элементы планет на эпоху 1960 янв.

1,5 эфемеридного времени

Планета
Наклонение

i

Средняя
долгота
узла
2

Средняя
долгота
перигелия

W

Средняя
долгота
в эпоху

5

Эксцентри¬
ситет

е

Меркурий 7°,00399 47°, 85714 76°,83309 222°,62165 0,205627

Венера 3,39423 76,31972 131,00831 174,29431 0,006793
Земля 0,0 0,0 102,25253 100,15815 0,016726

Марс 1,84991 49,24903 335,32269 258,76729 0,093368

Юпитер 1,30536 100,04444 13,67823 259,83112 0,048435

Сатурн 2,48991 113,30747 92,26447 280,67135 0,055682

Уран 0,77306 73,79630 170,01083 141,30496 0,047209

Нептун 1,77375 131,33980 44,27395 216,94090 0,008575

Среднее
р асстояние

Сидери¬
ческий

Синоди¬
ческий

Среднее
дневное

Орбиталь¬
ная

а период период
движение

п
скорость

км/сек

Меркурий 0,387099 0,24085 115^,88 4°,092339 47,8

Венера 0,723322 0,61521 583,92 1,602131 34,9
Земля 1,000000 1,00004 0,985609 29,8

Марс 1,523691 1,88089 779,94 0,524033 24,1

Юпитер 5,202803 11,86223 398,88 0,083091 13,0

Сатурн 9,538843 29,45772 378,09 0,033460 9,6

Уран 19,181951 84,01331 369,66 0,011732 6,8

Нептун 30,057779 164,79345 367,48 0,005981 5,5

В этой таблице также помещены так называемые синодические

периоды обращения планет. Синодический период определяется
как интервал времени между двумя последовательными совпаде¬

ниями гелиоцентрических долгот планеты и Земли-

Коэффициенты ряда Фурье—Бесселя для разложения

E=M+'£CkslnkM
*=1

Меркурий
С, = 0,204541; С2= 0,020845; С3=0,003184;

С4=0,000576; С5=0,000114; С6=0,000024;

С7= 0,000005; С8=0,000001.

420



Венера

Cj = 0,006793; С2= 0,000023.

Земля

Сг = 0,016726; С2= 0,000140; С3= 0,000002.

Марс

Cj = 0,093264; С2=0,004346; С3= 0,000304;

С4= 0,000025; С5= 0,000002.

Приблизительное положение Луны

В 1920 г. Браун опубликовал необычайно полную систему таб¬
лиц движения Луны. В его теории рассматривались около 1500 от¬

дельных членов, учитывающих возмущения, влияющие на движе¬

ние Луны вследствие таких факторов, как присутствие Солнца и

планет, эллипсоидную геометрию Земли и вековое ускорение Луны.
Начиная с 1923 г. и до недавнего времени таблицы Брауна исполь¬

зовались для вычислений, результаты которых публиковались
в «Морском календаре».

Разложения в ряды Брауна в сокращенном виде могут быть
с успехом применены для приближенного расчета положения Луны
в функции времени. В настоящем приложении будут описаны не¬

обходимые вычисления и проведено сравнение их точности с эфе¬
меридами.

Пусть /м, wM>
—

геоцентрические средние долготы Луны, пе¬

ригея и восходящего узла ее орбиты. Обозначим также геоцен¬

трические средние долготы Солнца и перигея его орбиты через ls
и ws. Введем далее величины

A =lM ls C= ls ws

B= lM — wM D=Im — &m

и присвоим им следующие наименования:

А — половина аргумента «вариации»,
В — аргумент главного эллиптического члена,

С—аргумент «годового уравнения»,

D—аргумент главного члена широты.
Обозначим через г расстояние от Луны до центра Земли, через

\ — истинную аномалию, измеряемую в плоскости эклиптики,

и через |3— широту над плоскостью эклиптики.'Как известно, г,

'К—1м и |3 могут быть выражены в виде суммы периодических чле¬

нов, чьи аргументы в свою очередь будут представлять собой алгеб¬

раические суммы четырех углов А, В, С и D с постоянными коэф¬
фициентами. Вместо расстояния г принято использовать величину,
называемую «горизонтальным параллаксом» и равную половине

углового диаметра Земли, наблюдаемой с Луны.
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В нашем случае выражения для долготы, широты и параллакса
взяты из «Записок королевского Астрономического общества» *.
В этих выражениях учитывается влияние лишь солнечных возму¬
щений. Кроме того, для долготы и широты оставлены только те

члены, коэффициенты которых превышают по величине GO угловых
секунд. В выражении для параллакса нижний предел принят рав¬
ным 1 сек. Ниже приводятся указанные разложения в угловых
секундах:

Долгота=1м+22 639,500 sin В—4 586,426 sin (В—2А) + 2 369,902
sin 2А + 769,016 sin 2В—668,111 sin С—411,608 sin 2D—211,656
sin (2В—2А) —205,962 sin (B + C—2A) —125,154 sin A +191,953
sin (B + 2A)—165,145 sin (С—2A) + 147,693 sin (B—C) —109,667
sin (В + С).

Широта = 18 461,480 sin D +1 010 180 sin (B+D)—999,695

sin (D—B)—623,658 sin (D—2A) +117,262 sin (D + 2A) +199,485

sin (D + 2A—B)—166,577 sin (B+D—2A) +61,913 sin (2B+D).

Параллакс=34 22,7000+1 86,5398 cos B+ 34,3117 cos (B—2A) +

+ 28,2 333 cos 2Л + 10.1 657 cos 2B+3,0861 cos (B + 2A) +1,9202
cos (C—2A) +1,4455 cos (S + C—2Л) +1,1542 cos (B—C).
Основные аргументы этих уравнений являются функциями вре--

мени и приведены в «Таблицах движения Луны» Брауна. Время
4 выражается в юлианских веках по 36 525 дней начиная с эпохи

1900,0.
Уравнения Брауна для указанных величин имеют вид

/м=270°26' П",71 + 1 336''307°53'26",06 4 + 7,14" /2 + 0",0068 Рс,

®м= 334о19'46",40+11r 109°02'02",52 4—37",17 4 —0",045 ,

QM=259°10'59",79—5r 134°08'31 ",23 4+7",48 /2 + 0",008 t\ ,

А=350°44'23",67+1 236'307°07'17",93 4+6",05 /2 + 0",0068 /г\
Д = 296°06/25",31 + 1 325М98°51/23",54 4+44",31 /2 + 0",0518 t],
С = 358°28'33",0 + 99'359°02/59", 10 4—0",54 f—0",0120 t],
D = 11°15г11",92+1.342"82°1 57",29 4—0",34 /2—0",0012 t%
На гринвичский средний полдень 0 янв. 1900 приходится

2415 020 юлианских дней, так что 4 можно выражать в виде

'

число юлианских дней—2 415 020
с~

36 525

'

Пр имечание. Юлианский день начинается в полдень, тогда как ка¬

лендарный день начинается в полночь. Например, календарная дата

7,0 января 1958 г. эквивалентна юлианской дате 2 436 210,5.

* Memoirs of the Royal Astronomical Society, vol. LVII, pp. 109—145.
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Для выяснения точности приближенных расчетов долгота, ши¬

рота и параллакс были вычислены с 10-дневным интервалом для

1958 г. начиная с 7,0 января и сравнивались с данными, взятыми

из справочника «Американские эфемериды и Морской календарь».

Результаты сравнения приведены в табл. 3. Максимальное расхож¬
дение по долготе составило около 3 угловых минут, по широте

—

около 2 мин и по параллаксу
— около 2 угловых секунд-

Для вычисления положения Луны обратимся к рисунку, где

х, у, z — геометрическая эклиптическая прямоугольная система

координат, чья ось х направлена в точку весеннего равноденствия.
Тогда, если ix, iy, h

—

орты выбранной системы координат, то еди¬

ничный вектор iM, указывающий направление на Луну, выражает¬
ся через широту и долготу следующим образом:

lM— cos р cos X • ix cos В sin \ • iy -j- sin p • iz.

Далее введем два единичных вектора: Тп в направлении на восхо¬

дящий узел и it в направлении перигея орбиты Луны. Обозначив
через iM угол наклонения лунной орбиты к эклиптике, а через со^

долготу перигея, отсчитываемую от восходящего узла, найдем

7„=cos 2^+sin QMTy,

it = (cos QM cos a)M
— sin 2M sin cos iM) ix-\-

+ (sin QM cos o)M+cos QM sin a>M cos /л)7„+

-j-sin u>M SiniMTz,
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Таблица 3

Сравнение аппроксимированного положения Луны
с данными эфемерид на 1958 г.

Аппроксимированное положение
Положение согласно

эфемеридам

Дата

долгота широта

горизон¬
тальный

парал¬
лакс

долгота широта

горизон¬

тальный

парал¬

лакс

7 января 121°35'42",2 —5°00'14",0 59'29",50 121°35'16",4 —5°00'20",5 59'29", 21

17 „ 261°40'54",5 +3°30'47",6 56'59",50 261°42'03",9 +3°31'13",6 56'57",65

27 . 24°34'41" ,8 4-0°59' 23", 2 54'25",17 24°34'29",5 -Ь0°58'22" ,8 54'25", 69

6 фев¬
раля

159°5Г 18" ,7 —4°07'13",9 60'46",23 159"53'13",1 —4°06'13",2 60'46",58

16 . 296°55'41",3 +4°59'30" ,6 55'21",82 296°57'49",1 -f5°00' 10" ,1 55'21",25

26 фев¬
раля

56°57/00",1 —2°04'46",2 55'16",48 56°59'34",4 —2°06'18",7 55'17",06

8 марта 128°28'33",5 —1°14'00",7 60'55",20 198°30'59",7 —1°12'39" ,7 60'55",-81

18 . 330°38'45",8 +4°32'31",2 54'17",32 330°39'24",5 +4°32'27",0 54'16", 89

28 . 91°05'21" ,3 —4°31'27",2 56'39",22 91°08'31",5 —4°32' 27", 1 56'38",34

7 апреля 236°19'39",2 +2° 14' 09" ,4 59'54",00 236°19'57",1 +2°14'31",2 59'54", 46

17 апре¬
ля

3°15'58",6 +2°29'55" ,6 53'58",59 3°15' 13" ,6 +2°29'29",9 53'57",74

27 . 127°29/07" ,1 —5° 15'40" ,7 58'10",56 127°30'22",8 —5° 15'55" ,6 58'08",96

7 мая 272°40'36",1 +4°38'09",1 58'09",54 272°40'07",0 +4°38' 20" ,3 58'11",07

17 , 35°34'27" ,6 —0°23'41",6 54'27",93 35°34'07",2 —0°23' 49" ,5 54'27",54

27 . 165°46°46",1 —3°41'27",7 59'15",58 165°47'22",7 —3°41'33",8 59'15",91

6 июня 307°16'49",7 +5°06'14",4 56'20",77 307°16'42",6 +5°07' 13" ,1 56' 23",25

16 „ 68°34'26",3 —3°10'40",5 55'42",77 68°35'29",0 —3°11'13" ,2 55'43", 16

26 „ 204°57'58",6 —0°22'22",8 59'24", 66 204°57'52",7 —0°22' 23", 1 59'26", 63

6 июля 340°17'50",1 +3°43'19",2 54'58", 10 340°17'41",4 +3°44'21",8 54'59",60

16 . 103°09'44",8 —4°50'39",3 57'32" ,08 103°10'53",4 —4°51'47",6 57'32",45
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где

; 1 *nX iM'iz\

KrcX ijvi\

cos p sin |X — Q^|

У1 —cos2 pcos2(X—

Истинная аномалия Луны / может определяться из выражения

cos /= k • iM=cos p cos (йм cos (X — Q^) -f

-f cos 3 sin o)M cos iM sin (X — 2Ж) -J-sin p sin toM sin .

Знак sin/ тот же, что и знак произведения i(XiM'iZi откуда

sin/=sgn [cos tocsin (X — QM) —

— sin сож cos cos (X — QM)] Y1 — cos2 /.

Наконец, расстояние гЕм от Луны до центра Земли вычисля¬

ется по формуле
req

Грм
—

'

>

sin (параллакс)

где гед
— экваториальный радиус Земли.
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Предметный и именной указатель

Числа в скобках указывают номер задачи. Число, стоящее перед скобками,
соответствует номеру страницы, с которой начинается задача.

А

Авко Корпорэйшн (Avco Corporati¬
on), 416

Азимут запуска, 153

Андерсон (Anderson S), 236
Аномалии орбитальные, 49—52
— вариации, 207—210
— истинная, 50

средняя, 51
— эксцентрическая, 50

Апогей, 29

Апоцентр, 29

Апсид линия', 29

(см. также «Линия апсид»)
Аргумент,
— перигелия, 29
—

перицентра,
— вариация, 210
—

средняя скорость изменения,
214

— точки схода, 134—136
— широты, 29

АРКОН (ARCON), 579
Асимптоты, 44
— геометрического места свобод¬

ных фокусов, 73, 77, 82, 100
(3.3), 101 (3.6),

— геометрического места концов

вектора конечной скорости, 118
— гиперболы приближения, 301

Астрономическая единица, 46, 418
Астрономическая засечка (см. «засеч¬

ка положения»)
Атмосферный Зонд,
— для Марса, 172, 174
— для Венеры, 172, 174

Афелий, 29

Б

Барицентр, 36 (1.8)
Баркера формула, 68
Бекнер (Beckner F.) 146
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Бенни (Benny D.), 416
Бернс (Barnes F), 335
Бесселя функции, 53
— коэффициенты, 53
— производящая функция, 66—67

(2.20, 2.21, 2.22)
Биэллиптический переплет, 142 (4.9)
Боксенбом (Boksenbom А.), 147

Брайсон (Bryson А.), 379
Браун (Brown Е.), 421
Брауна ряды, 421—427

Брейкуэлл (Breakwell J.), 335
Брок (Brock L.), 69
Бэйкер (Baker R.), 40, 41, 104, 417
Бэттин (Battin R), 41, 198, 256, 237,

282—283, 335, 379

В

Вариаций метод, 204—217

Вариация,
— аномалий, 207—210
— аргумента перицентра, 210
— длина большой оси, 206—206
— долготы восходящего узла, 207

Вариация,
— модуля момента количества

движения, 206
— наклонения, 207
— орбитальных элементов в по¬

лярной системе координат,
212—214

— эксцентриситета, 206—207

Вектор измерений (см. «измерений
вектор»)

Вектор отклонений,
— при коррелированных ошибках

измерений, 369
— изменение, 370—371
— оценка, 371—372
— четырехмерный, 256
— оценка, 256
— шестимерный, 338



— изменение, 339
— оценка, 342—345, 352

(см. также «вектор отклонений по

положению»,, «вектор отклонений по

скорости») .

Вектор отклонений по положению

—в точке встречи, 301—302, 353
—

измерение, 241—247, 320—321,
343

— истинный, 247, 320
— как часть фазового вектора, 338
— от номинальной траектории,

218—219, 225—226
— от оскулирующей орбиты, 203
—

оценка, 247, 288, 321, 332 (8.5)
методом максимума правдоподобия,

261, 279 (7.6)
оптимальная линейная,. 261, 279 (7.6),

321—329, 332 (8. 5)
Вектор отклонений по скорости,
—в точке встречи, 299—300, 331

(8. 3)
—как часть фазового вектора, 338
— от номинальной траектории,

225—226
— от оскулирующей орбиты, 203
— оценка, 287, 324

Вектор ошибок измерений, 247—248,
260

Вектор ошибок оценок отклонений,
— для коррелированных ошибок

измерений, 369
— изменение, 370

— реальный, 372—375
— четырехмерный, 264
— шестимерный, 341, 346
—

изменение, 342, 377 (9. 7)
— за счет коррекции, 351

(см. также «вектор ошибок оценок

положения»,—«вектор ошибок оце¬
нок скорости»)

Вектор ошибок оценок,
—

положения, 247, 288, 320 341
342

—

скорости, 288, 341
Вектор положения на конической ор¬

бите,
—

вариация, 216—218
—

универсальная формула, 63
Вектор,
— фазовый, 338—339
—

чувствительности, 367—368
Венера,
—

зонд для исследования атмо¬
сферы, 172—174

—

спутник, 162—163
—

траектории,
облета с возвращением,
178—179, 182—184

— односторонние, 160—165

Вершина параболы, 45
Весеннее равноденствие, 28, 65 (2. 17),
Весовая матрица для,
— несмещенной оценки,
— отклонений по положению,

320—324
— отклонений по скорости,

326—327, 332 (8.4)
— оценки вектора отклонений,

342—345
—

рекуррентное вычисление,
376 (9.6)

— смещенной оценки отклоне¬
ний по положению, 326—329
—

рекуррентное вычисление,
328—329

Весовой вектор для,
— несмещенной оценки отклоне¬

ний по положению, 332 (8.5)
— оценки вектора отклонений,
—

при коррелированных ошиб¬
ках измерения, 371

—

при . некоррелированных
ошибках измерений, 345—
348

Видимая планета, 267
Видимое угловое расстояние корабля

от Солнца, 158

Возмущающая функция, 20
— непосредственный расчет, 21—

23
—

разложение, 21

Возмущающее ускорение, 202
— в полярной системе координат,

212—213
—

геометрия, (рис. 1.2)
— за счет несферичности Земли,

213, 400—401
— касательная и нормальная со¬

ставляющие, 233 (6. 4)
Возмущений матрицы, 201, 218—227
— дифференциальные уравнения,

222—224
— связь с переходной матрицей,

237, 339
— явное вычисление, 231—233, 237
— С(/), дифференциальное урав¬

нение, 224, 411
—

определение, 219
—

симметричность, 226, 411
— дифференциальное урав¬

нение, 224
— определение, 219
—

симметричность, 225
— R(t), дифференциальное урав¬

нение, 223, 376, (9.4), 410—411
— R*(t), дифференциальное урав¬

нение, 223, 376 (9.4)
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— изменение за счет сдвига

времени прибытия, 235 (6. 7)
— определение, 221

— V(t), дифференциальное урав¬
нение, 223, 410—411

— определение, 221

— V*(t)y дифференциальное урав¬
нение, 223

— изменение за счет сдвига

зремени прибытия, 235 (6. 7)
— определение, 221

— A(f), дифференциальное урав¬
нение, 225

— определение, 222
— A*(t), дифференциальное урав¬

нение, 225

Возмущений матрицы, 201, 218—227
Л* (t) —определение, 221
G — дифференциальное уравнение, 224

— определение, 223

Возмущения, 11
— источники, 202
— линеаризация, 201, 216
—

матрицы, 201, 218—227
— методы, 200
— общие, 200
— специальные, 200

Восходящий узел, 28

— долгота, 28, 135, 192, 404
—■ вариация, 207, 210, 214, 234

(6. 5)
— влияние формы Земли,

213—214
единичный вектор в направлении,

31, 210

Время полета, 98, 218
— в пределах сферы влияния, 189,

228
— для межпланетных траекторий,

160, 175—177
— Земля—Венера, 182, 183
— Земля—Марс, 90, рис. 4.6,

175—176
— закрепленное, теория наведе¬

ния, 386—392
— незакрепленное, теория наведе¬

ния, 392—397
— универсальная формула, 102

(3. 10)
Время прибытия,
— изменение, 220, 302—303, 329

(8.1)
— на сферу влияния, 186, 228
— оценка, 303
— сдвиг, 329 (8. 1)

Время разгона до скорости убегания,
412 (10.2), 413 (10.3)
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Вспомогательная,
— гипербола, 58
— окружность 49

Высота звезды, 245

Г

Гарвардский университет (Harvard
University), 379

Гаусс (Gauss К.), 104
Гедеон (Gedeon G.), 147
Гелиоцентрические координаты, 28
Геометрическое место,
— дистижимых точек, 107—108,

140 (4. 1)
— концов векторов скорости, 119—

122, 140 (4.3, 4.4), 146
— точек схода, 153

— фокусов конических сечений,

проходящих через заданные

точки, 71—73, 76—77, 104
— касательных орбит, 144 (4. 13)
— центров касательных орбит.

142(4.8), 147
Геоцентрические координаты, 28
Гипербола,
— асимптоты, 44
— вершины, 44
— время полета, 85
— вспомогательная, 58, 72, 76
— вырожденная, 45
— действительная ось, 44
— как коническое сечение, 43
— мнимая ось, 44

— определение, 44

Гипербола
— равнобочная, 43', 58
— свойства, 63 (2.2)
—

уравнения в декартовых коор¬
динатах, 43

— фокусы, 44
— эксцентриситет, 27, 44
—

энергия, 47

Гиперболические орбиты, 58—60
(см. также «орбиты перелета меж¬

ду заданными точками»)
Главные оси инерции, 36 (1.6)
— Луны, 418

Годограф скорости, 37 (1. 10)
— метод анализа орбитальных пе¬

релетов, 125—129, 144 (4.11),
147

Горизонтальный сход, 133, 153
Гоудел (Godal Th.), 96, 104, 105, 146,

147
Гоудела метод, 96—97, 1.04
Гравитационная постоянная, 12, 417—

418
— импульсное изменение, 145

(4. 18)



Гравитационного градиента матрица,
223, 225, 339—341, 410—411

Гравитационный потенциал, 12
— распределенной массы, 13
— точечных масс, 12, 418
— трехосевого эллипсоида, 35

(1.6), 418
Градиента оператор, 12—13, 17, 20,

232
Граница достижимости, 107—108,

140 (4.1)
— касательная к ней, 108

Д

Дальность,
— до точки прицеливания, 171

Дальность,
— максимальная, полета баллисти¬

ческой ракеты, 140 (4. 1)
— минимальная пролета, 175

Двойного облета траектории, 182—
184, 199

Дейст (Deyst J.), 98, 104
Дейста метод, 98—100, 104
Денби (Danby J.), 40, 41, 105, 146
Детерминированный метод, 257, 320,

332 (8.4), 341
Джейтс (Gates С.), 336
Джет Пропалшн Лэйборатри (Jet

Propulsion Laboratory), 335
Диаметр планеты, измерение, 238,

241, 243, 247—249, 279 (7. 5)
Директрисы, 45
— парабол, 77, 100 (3. 3)

Дисперсия, 258, 263
— вариация, 377 (9.9)

Дифференциальные уравнения в воз¬

мущениях, 226

Долгота, 28
— восходящего узла, 28, 135, 192
— вариация, 207, 210, 214, 234

(6. 5)
— истинная, 29, 51
— Луны, 422
— перигелия, 29
— связь с экваториальными коор¬

динатами, 38 (1. 12)
— средняя, 51
— в эпоху, 51

Дэнхем (Denham W.), 379

3

Задача,
— двух тел. U, 17—19
— трех тел, 22, 36 (1. 8), 41
—

ограниченная, 37 (1.9)
п-тел, 17—19, 41

Закон сохранения,
— количества движения, 18

— момента количества движения.

18
— энергии, 18

Закрепленное время перелета, 286—

292

Засечка положения, 239—241, 247—

254, 282
— аналитические соотношения, 240

— геометрия, 239—241
— по измерениям,
— «планета—звезда, плане¬

та—звезда, диаметр плане¬

ты», 248—249
— «планета—звезда, планета—

звезда, затмение звезды»,

278 (7. 3)
— «планета—звезда, планета—

звезда, планета—Солнце»,

251—254

«планета—звезда, планета-

звезда, Солнце—звезда»,

249—261
— «Солнце—звезда, Солнце-

звезда», планета—звезда»,
250

— сравнение, 278—279 (7. 2, 7. 4)
— сравнение на траекториях по
— лета,
— на Венеру, 272—274
— на Марс, 268—272

Затмение звезды, измерения, 238, 241,
243—244, 278 (7.3), 379

Зауэр (Sauer С.), 147
Звездные величины, 268

Земля, физические параметры, 417—
425

Зигель (Siegel С.), 379
Зильбер (Silber R.), 147

И

Избыточная гиперболическая ско

рость, 128, 160, 307
Избыточные измерения, 257, 260,

262—264
Измерений вект( р, 241, 247, 279 (7.6),

281 (7. И)
Измерения навигационные, 241—247
— избыточные, 257, 260, 262—264
— оптимизация,'
— программы, 364—366
— схемы, 362—364

— оптические,
— высоты звезды, 245
— диаметра планеты, 238, 241,

243, 247- -249, 279 (7. 5)
— затмения звезды, 238, 241,

243—244, 278 (7. 3)
—

«звезда—ориентир», 245
— «планета—звезда», 243
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— «Солнце—звезда», 243, 249—
251

— «Солнце—планета», 242—
243, 254—257

— радиолокационные,
— азимута, дальности и угла

возвышения, 245—247
— скорости изменения дально¬

сти, 377 (9. 8)
— стратегии выбора, 566—368

Импульс скорости,
— минимальный, 140(4.2), 141

(4. 7)
— тормозной, 144 (4. 12)

Инвариантная плоскость, 18
Инерции,
— момент, 35 (1.6)
— главные оси, 36(1.6).
— Луны, 418

Интеграл живой силы (см. «интеграл
энергии»)

Интегралы эллиптические, 411 (10. 1)
Истинная,
— аномалия, 50
— вариация, 207—210, 213, 233

(6. 4)
— разложение в функции сред¬

ней аномалии, 56, 67 (2.23,
2. 24)

— связь,

— с аргументом гиперболы, 59
— с эксцентрической аномали¬

ей, 50, 64 (2. 11)
— со временем на гиперболи¬

ческой орбите, 48

К

К — долгота, 29, 51

Калман (Kalman R.), 337, 379
Касательная к коническому сечению,

63 (2. 2, 2. 4)
Касательный сход, 135—136, 147, 157

Касательный эллипс, 74—75, 108, 195,
196 (5.2), 197 (5.7), 394

Каттинг (Cutting Е.), 335

Квадрат ошибки,
— для засечки «планета—звезда,

планета—звезда, диаметр пла¬

неты», 249
— минимальный, 249

Квадрат ошибки,
— для засечки «планета—звезда,

ж
планета—звезда, панета «Солн-

*

це», 263
— минимальный, 253
— средний, 253

— для засечки «планета—звезда,

планета—звезда, Солнце—звез¬

да», 250
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— минимальный, 251
— средний, 250

Квадратичная форма,
— положительно определенная,

248, 362—364

Кеплер (Kepler J.), 11

Кеплера законы,
— формулировка, 11
— доказательство,
— 1-го закона, 26
— 2-го закона, 45
— 3-го закона, 46

Кеплера уравнение,
— для гиперболы, 59, 130
— аналитический вывод, 59, 68

— для параболы, 48, 64 (2. 10)
— для эллипса, 49—50, 197 (5.7)
— аналитический вывод, 49—50
— геометрический вывод, 51, 68

—доказательство единственности

решения, 52
— методы решения, 52

графический, 65 (2. 15)
— последовательными прибли¬

жениями, 53—54, 61—62,
66 (2. 19), 68

Кеплера уравнение,
— методы решения
— разложением в ряд 52—53,

54—56, 67 (2.23—2.24), 68'
— точность решения, 65 (2. 19)
— универсальная форма, 61—62,

209, 216—217
Кизнер (Kizner W.), 335
Кинен (Keenan R.) 379
Количество движения, 17

Командный вектор,

скорости, 384, 415 (10.4)
— ускорения, 384

Компенсация приборных ошибок,
407—411

Коническая орбита, 27, 70
Конические сечения, 42—45
— гипербола, 43, 44
— директриса, 45
— окружность, 43
— оси симметрии, 43

— парабола, 43
— параметр, 43
— полуось,
— большая, 4Э
— малая, 43

— прямолинейные, 45
—

уравнение,
— в нормальной форме, 43
— в полярных координатах, 45

— фокусы, 44
— центр, 43
— эллипс, 43, 44



Контакт с планетой, 176
— изменение скорости, 175—176

— прохождение ошибок, 304—305

Контурные графики, 154.
Конус положений, 239

Коппс (Copps Е.), 147
Коррекция временных ошибок, 238,

254—257, 261—262, 279 (7. 5), 283
Коррекция скорости, 219—221
— в однородном гравитационном

поле, 330 (8. 2)
— выраженная через ошибки из¬

мерения и реализации, 297
— истинная, 289, 298
— корреляционная матрица не¬

определенности, 298
— направление при инвариантной

высоте перицентра, 40 (1. 18)
— окончательная, 330 (8. 1)
— оптимальная линейная оценка,

288, 293, 294, 324, 350
— оптимальные моменты прило¬

жения, 307—319, 330 (8.2), 335,
363—361

— ошибки реализации, 289, 297—
298

— при закрепленном времени пе¬

релета
— как функция ошибок, 297
— оценка, 293
— связь с коррекцией при за¬

крепленном времени переле¬

та, 294, 331 (8. 3)
— при незакрепленном времени

перелета,
— как функция ошибок, 289, 330

(8. 2)
— корреляционная матрица, 351
— на основе большого числа за¬

сечек, 324, 332 (8. 4)
Коррекция скорости, 219—221
— неопределенность знания, 352,

354, 377 (9. 10)
— оценка, 288, 330 (8. 2), 333

(8.6), 350
— средний квадрат, 290

Корреляционная матрица,
— вариация, 367
— вектора отклонений, 348
— изменение, 348
— рекуррентные формулы, 552

— дифференциальное уравнение,
377 (9. 7)

— для коррелированных ошибок

измерений, 370
— изменение, 371
—

рекуррентная формула, 372
—

изменение, 342
— истинных ошибок оценки, 372
—

рекуррентная формула, 375'

— квадратный корень, 378 (9. И),
379

— определитель, 259, 281 (7. 11)
— ошибок,
— знания коррекции, 298, 364
— измерений, 265
— коррекции скорости, 290
— оценка положения, 291, 322,

327, 332 (8.4), 333 (8.7), 344
— при запуске, 326, 355

— присоединенная, 367—369, 377

(9.9, 9.10)
— рекуррентные формулы, 348, 352,

376 (9. 5)
— связь с эллипсоидом равной

вероятности, 281 (7.10)
— собственные направления, 362
— четырехмерная,
— ошибок оценки, 205

Корреляционная матрица,
— шестимерного фазового векто¬

ра, 341

Косинусов теорема сферической три¬
гонометрии, 14, 29, 35 (1.4)

Косинусы направляющие, 29—30

Коуэлл (Cowell Р.), 236

Коуэлла метод, 203

Коэффициент,
— неопределенности коррекции,

357 (см. также «критерий вы¬

полнения коррекции»)
— промаха, линейный, 197 (5. 4)
•— уменьшения пролета, 357 (см.

также «критерий выполнения

измерения»)
— чувствительности, 201

Крамер (Cramer Н.), 282
Критерий,
— видимости, 267
— выполнения,
— измерения, 354
— коррекции, 354

Крокко (Сгоссо G.), 199

Кусочно-конические траектории, 148—
'

149, 186—192

Л

Лагранж (Lagrange J.), 82, 104, 236

Лагранжа множители, 321, 328, 365

Ламберт (Lambert J.), 82, 104

Ламберта теорема, 82—89, 104, 194—
195, 198
— семейство решений, 94
— универсальные формулы, 91—

94, 104

Лаплас (Lanlace Р.), 23, 41

Лежандра,
— полиномы,
— определение, 14
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— производные, 17
— производящая функция, 34

(1.1)
— рекуррентное уравнение, 14,

34(1.1)
— Родрига формула, 14, 34

(1.2, 1.3)
— свойства, 34(1.1, 1.2, 173)

— присоединенная функция, 14

Линеаризованных возмущений метод,
201

Линейный коэффициент промаха, 197

(5. 4)
Линия,
— апсид, 29
— импульсный поворот, 145

(4. 17)
— мгновенная скорость враще¬

ния, 210

— средняя скорость вращения,
214

— положений, 239
— узлов, 29, 181, 397—398

Лиу (Liu А.), 97, 104
Ли-Шу Вен (Li-Shu Wen W.), 147
Лоуден (Lawden D.), 416
Луна,
— главные оси инерции, 418
— долгота, 422
— задачи облета, 36 (1.8)
— как средство навигации, 267
— параллакс, 422
— приблизительное положение,

421—425
— физические параметры, 417—

419
Луна,
— форма, 35 (1.6)
— широта, 422

Лэнинг (Laming J.), 147, 198, 282, 283,
335, 379, 416

М

Макги (McGee L.), 379
Маккаллах (MacCullagh J.), 40
Маккаллаха формула, 35 (1.6)
Макмиллан (MacMillan W.), 68
Макроберт (MacRobert Т.), 40
Марс,
— аппарат для исследования

151—152
— атмосферный зонд, 171—172
— облет с возвращением, 151—

152, 174—184
— односторонний перелет, рис. 4. 4,

4.5, 111, 152—165
— спутник, 162—163, 166—167

Мартин (Martin Е.), 147
Маршер (Marscher W.), 237

Массачусетский технологический ин¬

ститут (Massachusetts Institute
of Technology),
— Приборная лаборатория (Inst-

rumetation Laboratory), 41, 69,
104, 147, 198, 237, 282—283, 335,
379

Математическое ожидание, 258

Матрица,
— весовая, 321

— возмущений, 201, 218—227
— гравитационного градиента,

223, 225, 339—341, 411
— множителей Лагранжа, 321
— переходная, 338—342

Матрица,
— поворота, 29, 38 (1. 11)
■— присоединенная, 366--369, 377

(9.9,9.10)
— симплектическая, 339—341, 375

(9. 1)
Межорбитальный переход,
— анализ методом годографа ско¬

рости, 125-ь 128

— биэллиптический, 142 (4.9), 147
— двухимпульсный, 122—125
— для перехвата цели, 144 (4. 13),

147
— касательный, 112, 135—136, 141

(4.6, 4.7), 142 (4.9), 144 (4. 13),
153

— на гиперболические орбиты,
128 129

— наведение, 136—140, 145 (4. 19)
— одноимпульсный,
— компланарный, 117—119,

122—125, 146
— между круговыми орбитами,

108—117
— между некруговыми орби¬

тами, 117—119
— некомпланарный, 143 (4. 10).

147
— оптимальный, 106—107, 112.

114, 122, 124, 141 (4.6), 142.

(4.9), 143 (4. 10)
— по эллипсу Хомана, 112, 124,

142 (4. 9)
— трехимпульсный, 142 (4. 9)
— условия совместимости в гра¬

ничных точках, 119—-122

Межпланетные траектории,
— возвращения, 174
— непрямые, 177
— номинальная, 149—152, 201
— односторонние, 152—165
— отправления, 174

Межпланетные траектории,
— прямые, 177
—

радиально-отрицательные, 177
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— радиально-положительные, 177
— с возвращением, 174—184
— типы, 177
— точные, 149, 227—231

Мэйкемсон (Makemson W.), 40—41,
104, 417

Метод,
— вариации орбитальных элементов,

204—210
— обобщение, 215—217
— применение, 211—214

— возмущений, 200 .

—■ максимума правдоподобия, 239

(см. также «оценка»)
— последовательных приближе¬

ний, 53
— точность, 65 (2. 19)

— сопряженных уравнений, 201
Миллер (Miller J.), 41, 69, 199, 237,

380, 416
Минимальная скорость отправления,

109—111, 116, 140 (4.2, 4.3)
Минимальной энергии эллипс, 73—74.

81, 100 (3.4, 3.5), 107—109, 112
Множители Лагранжа, 321, 328, 365
Момент инерции, 35 (1.6)
— Луны, 518

Момент количества движения,
— вариация модуля, 206, 211, 213,

233 (6. 4)
— вектор, 26
— единичный вектор в направле¬

нии, 31, 34, 206
— закон сохранения, 18, 120
—

направление, 34
Момент количества движения,
—

связь,
— с параметром орбиты, 27
— с секторной скоростью, 45

Момент,
— отправления, 218
— попадания на сферу влияния,

186
— приложения коррекции скоро¬

сти, 307—319, 330 (8.2), 335,
353—361

— схода, 187

МСИ (см. «Массачусетский технологи¬

ческий институт»)
Мультон (Moulton F.), 40, 41, 68 104

236

Н

Наведение,
— кораблей с двигателями малой

тяги, 380—402, 415 (10. 4)
участки,
—

ориентации, 382, 397—399,
496—499, 403

— предпассивный, 382, 394—
397, 405

— раскрутки, 381, 397, 399—

401, 404
— сближения, 382, 383—394,

405
— на активном участке, 106, 136—

140, 145 (4.19), 147
— при выводе на межпланет¬

ную орбиту, 138—139
—■ при переходе на круговую

орбиту, 139—140
— импульсном, 144 (4. 12)

— с закрепленным временем пере¬
лета, 286—292

— с незакрепленным временем пе-
'

релета, 292—297
— сравнение схем, рис. 8. 2—8. 5,

306—319

Навигационная засечка (см. «Засечка
положения»)

Навигационные измерения,
оптитальный выбор схемы, 362—

366
— для минимизации,
— неопределенности поло¬

жения, 362
— неопределенности скоро¬

сти, 363—365

коррекции скорости, 364
— при наличии связей, 365—366

— оптимизация программы, 366—

369
— для минимизации,
— конечной неопределенно¬

сти положения, 368
— неопределенности знания

коррекции скорости, 377

(9. 10)

(см. также «измерения навига¬

ционные»)

Навоид, 239, 278 (7. 1)
«Наилучшие» звезды, 268

Наклонение эклиптики, 28, 38 (1. 12)
417

Наклонения угол, 28, 186, 392
— вариация, 207, 211, 213

Начальная ошибка по скорости, 409—

411

Небесная механика, 11

Некасательный сход, 134—135, 157

Незакрепленное время перелета, 292—

297

Несмещенная оценка, 247, 320, 332

(8.5)
Номинальная,
— плоскость, 392
— траектория, 149—150, 201, 217,
284—285, 292, 381
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Нормальное распределение, 259, 280
(7.8), 281 (7.9)

Нотон (Noton А.), 335
Ньютон (Newton I.), 11
Ньютона,
— закон всемирного тяготения, 12

— метод итераций, 62, 93, 194—
195

О

Общие возмущения, 200
Ограниченная задача трех тел, 37

(1.9)
Окололунные траектории, 149, 184—

196/227—231
наведение и навигация, 353—361

Окружность,
— вспомогательная, 49, 72, 76
— как коническое сечение, 43

— связь с эллипсом, 43, 63 (2. 3)
— эксцентриситет, 27

Опорная траектория, (см. «номиналь¬

ная траектория»)
Определение орбиты,
— по начальному положению и

скорости, 30—32

— по трем векторам положения,

32—34

— удовлетворяющей граничным ус¬
ловиям, 70—105

Оптимальная линейная оценка,
— вектора отклонений, 338
— на основе большого числа

засечек, 342—345, 376 (9. б)
— при коррелированных ошиб¬

ках измерений, 369—372
— при некоррелированных

ошибках измерений, 345—

349, 352, 378 (9. И)
— вектора отклонений по положе¬

нию, 261, 279 (7.6)
— на основе большого числа

засечек,

Оптимальная линейная оценка,
— несмещенная, 320—326
— смещенная, 326—329

на основе одиночных засечек, 332

(8. 5)
— вектора отклонений по скоро¬

сти, 287—289
— на основе большого числа за¬

сечек,
— несмещенная, 323, 332 (8.4)
— смещенная, 328

— коррекции скорости, 288, 293—

294, 330 (8.2), 350
на основе большого числа засе¬

чек,
— несмещенная, 324
— смещенная, 327
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Орбита,
— истинная, 204
— номинальная, 201
— ожидания,
— геометрия, рис. 4. 14
— допустимая, 153

— оскулирующая, 201—204
— скорость вращения плоскости,

214

Орбитальные элементы, 27—30, 50, 223
— вариации, 204—227, 236—237,

233 (6.4), 234 (6.5)
— оскулирующие, 200
— планет, 420

Орбиты перелета между заданными
точками,
— время перелета,
— для гиперболических орбит,

86, рис. 3. 7, 3. 8
— для параболических орбит,

86—87, рис. 3. 7, 3. 8
— для эллиптических орбит,

82, 85, рис. 3. 7, 3. 8, 96—97,

103

Орбиты перелета между заданными

точками,
— универсальная формула, 93,

102 (3. 10)
— геометрические соотношения,
— для гиперболических орбит,

75—77
— для параболических орбит,
— 77—78

— для эллиптических орбит,
71—76, 100 (3.3), 101 (3.4,
3.5)

— определение, 86—91, 227
— приближенное, 101 (3.7)

— параметр,
— для гиперболических орбит,

80, рис. 3. 7, 3. 9
— для эллиптических орбит,

79, рис. 3. 7, 3. 9

Ориентации участок, 382, 397—399,
404

Ортогональная матрица, 340 (см. так¬

же «матрица поворота»)
Осеннее равноденствие, 65 (2. 17)
Осесимметричное притягивающее

тело, 15—16

Оси,
— гиперболы,
— действительная, 44
— мнимая, 44

— симметрии конического сечения,

43

Оскулирующая орбита, 200, 201—204
Оскулирующие орбитальные элемен¬

ты, 200



Особые точки на траектории, 151, 156,
319, 335

Отклонение в точке встречи,

— от заданного времени прибы¬
тия, 302

— по положению, 300—302, 352,
353

— по скорости, 299—300, 353
— за счет импульса скорости,

300

Относительная скорость, 15.?;—158,
166—168, 175-176, 244, 292, 299—
302
— на траектории .возвращения,

167, 304—305
— на траектории отправления, 167,

304—305
Отправления скорость,
— минимальная, 113—115, 118, 140

(4.2, 4.3)
— условия минимальности, 114

Отрицательное ускорение при входе

в атмосферу, 172, 198
Оценка,
— методом максимума правдопо¬

добия, 239, 257—264, 279 (7.6,
7.7), 283

— методом наименьших квадра¬

тов, 279 (7.6), 320—321
Ошибки измерений, 247—248
— компенсация, 407—411
— коррелированные, 369—372
— независимые, 249

П

Пайне (Pines S.), 69, 216, 237
Парабола,
— вершина, 45
— вырожденная, 45
— как коническое сечение, 43
— как предельный случай эллипса

или гиперболы, 86—87
— ось, 44
— параметр, 63, 45
— свойства, 63 (2. 4)
— универсальная формула, 68

(2. 27)
— эксцентриситет, 27

Параболические орбиты, 48—49
— геометрия, 77—78

(см. также «орбиты перелета меж¬

ду заданными точками»)
Параллакс Луны, 422
Параметр конического сечения, 27, 45,

97, 103 (3. И)
— связь с большой полуосью,

78—80
— уравнения, 27, 33, 45, 66 (2. 19),

73—75, 78, 79—81, рис. 3.7, 3.8,

91, 95—98, 103 (3. И), 104, ИЗ,
171

Пассивный участок траектории, 382,

391, 394, 404

Перевод на планетоцентрическую ор¬

биту, 139—140
— импульсный, 144 (4.12)

Перелет компланарный,
-- биэллиптический, 142(4.9)
— двухимпульсный, 122—125
— на заданную орбиту, 127
— оптимальный, 122—125, 142

(4. 9)
—

с круговой на гиперболичес¬
кую орбиту, 128

— одноимпульсный,
— между круговыми орбитами,

108—117, 143 (4.10), 144
(4.11)

— между некруговыми орбита¬
ми, 117—119

Перехват цели, 144 (4. 13), 145 (4. 19)
Переход орбитальный (см. «межорби-

тальный переход»)
Переходная матрица, 338
— дифференциальные уравнения.
— 339, 375 (9. 3)

— дополненная, 370
— как симплектическая матрица,

340, 379
— обращение, 341
— свойства, 343—344, 375 (9. 1—

9. 3)

Переходная матрица, 338
— связь с матрицами возмущений.

339—340, 353'
— четырнадцатимерная, 374

Перигей, 29
— величина радиуса-вектора, 186
— условный, 186, 228

Перигелий, 29
— аргумент, 29
— долгота, 29

Перилуний,
— вектор положения, 196
— высота, 186

Период обращения, 46, 64 (2.9), 82—
84, 144 (4. 14), 196 (5. 1),
— связь с большой полуосью, 46

— синодический, 176, 182, 420
Перицентр, 29
— вариация аргумента, 210
— вектор положения, 39 (1. 18)
— единичный вектор в направле¬

нии, 29, 31, 33
— момент прохождения, 27, 51

Пламмер (Plummer Н.), 40, 68, 104
Планетоцентрические координаты, 28,

170
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Планеты, физические параметры и по¬

стоянные, 417—425
Плоскость,
— измерения, 242
— номинальная, 391—329
— цели, 301

Плотность распределения, 258, 281
(7. 10)
— нормальная т-мерная, 259
— ошибок оценки, 281 (7.9)

— совместная, 258

Поверхности,
— нулевой относительной скоро¬

сти, 57 (1.9)
— равной вероятности, 281 (7. 10)

Положения вектор,
— выраженный через углы Эйле¬

ра, 39 (1. 16)
— на гиперболической орбите.

58—60
— на оскулирующей орбите, 202,

204
— на параболической орбите, 48—

49
— на эллиптической орбите, 56—

68
— планеты назначения, 89

— планеты отправления, 89

— разложение в ряд Тейлора, 68
(2. 29),

— связь с начальным положением

и скоростью, 32, 68, 146 (4. 20)
— связь с перицентром, 32

— универсальная формула, 63

Полуоси конического сечения,
— большая, -43
— вариация длины, 205—206,

210, 213, 233—234 (6.4, 6.5,
6.6)

— правило знаков, 47, 61, 86
— связь, с периодом обраще¬

ния, 46
— с энергией орбиты, 47

— уравнения, 47, 64 (2. 12), 72,
79, 93, 95—96, 98, 108, ИЗ

— малая, 43, 145 (4. 18), 196 (5.72)
Полуфокальный параметр (см. «Па¬

раметр конического сечения»)
Попадание на поверхность планеты,

170—174
— вариация вектора точки, 197

(5.4), 305—506

Постоянная тяготения (см. «Гравита¬
ционная постоянная»)

Постоянные солнечной системы, 417—
425

Потенциальная функция, 13, 35(1.6)
(см. также «Гравитационный по¬

тенциал»)
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Поттер (Potter J.), 41, 69, 237, 379

Правдоподобия фукция, 261

Предпассивный участок, 382, 394—397,
404

Присоединенная матрица, 367—

368, 577 (9.9, 9. 10)
Прицельная дальность, 167

Проверочные точки, 285, 307—319

Программа оптимизации измерений,
266—266

Проективный оператор, 293, 296, 301,
302

Производящая функция,
— полиномов Лежандра, 34 (1. 1)
— функций Бесселя, 66 (2. 20—

2. 22)
Пролет вблизи планеты, 167—169.

рис. 5.26, 180—184, 189, 196,
— минимальный, 175
— средний квадрат в однородном

поле, 332 (8. 4)
— статистический анализ, 300—

302

Пространство выборок, 257

Распространение ошибок во время
контакта, 304—305

Прямое восхождение, 28
— связь с эклиптическими коор¬

динатами, 38 (1. 12)
Прямолинейные орбиты, 45, 77, 84, 85
Псевдономинальная траектория, 384—

385
Псевдотраектория, 356

Р

Равноденствия точки, 28, 65 (2. 17)
Радиолокационные измерения,
— азимута, 245—247

Радиолокационные измерения,
— дальности, 246—247
— скорости изменения дальности,

377 (9. 8)
— угла возвышения, 245—247

Радиосвязь с космическим кораблем,
152, 158

Радиус-вектор (см. «Вектор положе¬

ния»)

Радиус кривизны, 415 (10.3)
Разность скоростей, 137, 145 (4. 19),

386, 415 (10.4)
Раскрутка, 381, 397, 399—402, 404
Расстояние пролета (см. «Пролет

близи планеты»)
Расход топлива, анализ, 298

Реальные ошибки оценки вектора от¬

клонений, 372—375

Регенхардт (Regenhardt J.), 379
Рейтеон Кампани (Raytheon Compa¬

ny), 379



Рекуррентная формула для,
— векторов отклонений, 339,. 57Q
— векторов ошибок, 343, 371, 377

(9.7) >
— квадратного корня из корреля- ;

ционной матрицы, 378 (9.11)
— корреляционных матриц, 348,

351, 372, 373—374, 376 (9. 5)
— оптимальной оценки фазового

вектора, 348, 351, 371, 378

(9.11)
— полиномов Лежандра, 14, 17, 34

(1.1)
— производных от специальных

трансцендентных функций, 67
(2. 26)

— четырнадцатимерного составно¬

го вектора, 374

Решающая точка, 337

Родрига формула, 14, 34(1.2, 1.3)

С

Сближение с Луной, 382, 383—394, 404
Сближение с планетой, 157—168,

166—169, рис. 5.11
Свободные фокусы, 71
— геометрическое место,
— для гиперболических орбит.

75—76
— для эллиптических орбит, 71
— расстояние между парой.

100 (3. 2)
— соответствующие орбитам

минимальной энергии, 108
Селеноцентрические координаты, 28,

404
Силовая функция, 17, 236

Синусов теорема, 120, 141 (4. 5)
Симметричный эллипс, 75, 81, 85, 113
Симплектическая матрица, 340—342,

375 (9. 1)
Синодический период, 176, 182, 420
Система наведения для активного

участка, 136

Система координат, 27—30

— в плоскости орбиты, 28
— гелиоцентрические, 28
— планетоцентрические, 28
— преобразование, 29—30, 38

(1. 11, 1. 12)
—

селеноцентрические, 28, 405
— экваториальные, 28, 38 (1. 12)
—

эклиптические, 28, 38 (1. 12)
Ситтлер (Sittler R.), 474
Скачки скорости, 227—230, 235 (6. 8)
Склонение, 28, 38 (1. 12)
— связь с эклиптическими коорди¬

натами, 38 (1. 12)
Скорости вектор,

— аппроксимация, 101 (3. 7)
— вариация, 212—214
— в конечных точках орбиты пе¬

релета, 120
—■ выраженный через,
— большую полуось, 91
— углы Эйлера, 39 (1. 16)

— для минимальной энергии, 107
— для перелета в точку встречи,

90, 100, 103' (3. 12)
— на гиперболической орбите,

58—60
— на параболической орбите

48—49
— на эллиптической орбите, 56—

68, 100
— потребный, 137—140, 145 (4. 19)
— разложение в ряд Тейлора, 68

(2. 29)
— связь с начальным положением

и скоростью 32, 68, 146 (4.20)
— связь с перицентром, 32

— схода, 130, 131
— универсальная формула, 63

Скорости составляющие,
— на направлении хорды, 122—

125, 146 (4. 20)
— радиальная, 109, 122—125
— трансверсальная, 109

Скорость,
— входа в атмосферу, 172
— изменение за счет контакта

166—168
— подхода, 158, 159, 197 (5.6)
— относительная, 168
— асимптотическая, 155, 158

Скорость,
— потребная,
— для межорбитального пере¬

хода, рис. 4. 2
— для межпланетных задач,

рис. 4. 6
— для перелета в точку встре¬

чи, 219
— мгновенное приращение, 137
— убегания, 307, 411 (10. 1)
— время разгона, 412(10.2),

413 (10. 3)
Скотт (Scott D.), 336, 379
Скулл (Scull J.), 335
След матрицы, 265, 366—369

Случайные переменные,
— дисперсия, 258
— корреляционная матрица, 259,

281 (7. 9)
— математическое ожидание, 258
— плотность распределения ве¬

роятности, 258,
— нормальная, 258
— совместная, 258
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— среднее значение, 258
— среднеквадратичное отклонение,

268
— средний квадрат, 258
— статистически независимые, 258
— функция распределения вероят¬

ности, 257, 258
— совместная, 258, 281 (7. 10)

— характеристическая функция,
280 (7. 8)

Смарт (Smart W.), 40, 41, 69, 286, 417

Смещенная оценка, 326—329

Смит (Smith G.), 379

Совместная,
— плотность распределения, 258
— функция распределения вероят¬

ности, 258, 281 (7. 10)
— характеристическая функция,

280 (7. 8)
Солнечная система, постоянные, 417—

425

Сопряженные уравнения, 201

Специальные,
— возмущения, 200
— трансцендентные функции, 60,

69
— С(х), определение, 61
— уравнения, 61, 67 (2.26)
— S(x) —определение, 61
— уравнения, 61, 67 (2.26)

Спрямление, 204
Спутник,
— Земли, 213—214, 236 (6.6), 400
— планеты, 163—166

Среднее,
— значение радиуса-вектора, 63

(2. 5)
— расстояние, 46, 417

— угловое движение, 46, 50

Среднеквадратичная ошибка оценки,
265, 281 (7. 10)

Среднеквадратичное отклонение, 258,
279 (7.6), 299

Средний квадрат, 258
— коррекции скорости, 290, 297
— ошибки в точке встречи, 353,

355

Средний квадрат,
— ошибки оценки,
— вектора отклонений, 346—347

Средний квадрат,
для коррелированных ошибок,

измерений, 370
— истинной, 373—574

— коррекции скорости, 352, 362
—

минимизация, за счет выбора,
— программы измерений, 377

(9. 10)

— схемы измерений, 362—
363

— положения, 265, 346
— минимизация, за счет выбо¬

ра,
— программы измерений, 366—

369

схемы измерений, 545—349
— при использовании большого

числа засечек,
— несмещенной, 321, 333

(8. 7)
— оптимальной, 323

— смещенной, 327
— оптимальной, 328

— при использовании одиноч¬

ных засечек, оптимальной,

332 (8. 5)
— скорости, 346
— минимизация за счет выбора

схемы измерений, 348—349
— ошибки часов, 299

Средняя,
— аномалия, 51
— в эпоху, вариация, 210, 213.

233 (6. 4)
— вариация, 207—210
— как аргумент разложения,

54, 56, 66 (2. 16), 67 (2.23.
2. 24)

— связь с эксцентрической ано¬

малией, 61
Средняя,
— долгота, 51
— в эпоху, 51

Стандартное отклонение (см. «Сред¬
неквадратичное отклонение»)

Статистически независимые случай¬
ные переменные, 263, 268, 298, 299.
307

Статистическое среднее (см. «Мате¬
матическое ожидание»)

Стратегии выбора измерений, 266—
267, 278 (7. 3)

Суперпозиция, 201

Сфера влияния, 22—25, 41, 89, 153.
186, 228—229, 301
— в системе Земля—Солнце, 25
— в системе Луна—Земля, 26

Сфера действия (см. «Сфера влия¬

ния»)
Сфера положений, 241
Сферическая система координат, 14

Сферические функции, 13
— теорема наложения, 14

Сход с орбиты, 107

— горизонтальный, 135
— касательный, 135, 152
— некасательный, 134
— с круговой орбиты, 131
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— скорость, 129—131, 147, 157, 159,

рис. 5. 3, рис. 5. 10, 306—307

Т

Т —точка, 126, 131—136, 147, 155'—

165

Тамплман (Tampleman W.), 147

Тангенциальное ускорение, 384—385,

395, 404—405, 413 (10.3)
— сравнение с трансверсальным,

413 (10. 3)

Теорема о вычетах, 55
Типы траектории, 177
Точка,
— ближайшего подхода к планете,

167

— попадания на поверхность пла¬

неты, 170, 305—306
— принятия решений, 337
— прицеливания, 167, 188, 192,

196 (5.3), 197 (5.4), 301, 304—
306

— схода, 126, 131— 136, 147, 153—
154
— аргумент, 134—136
— на межпланетную траекто¬

рию, 153
— оптимальная, 133

Точная траектория, 149, 187
—

итерационная схема нахожде¬
ния, 227—231

Траектории,
— двойного облета, 182—184
—

кусочно-конические, 148—149,
186—196

—

межпланетные, 149—165, 174—
184

— минимальной начальной скоро¬
сти, 112, 115
— параболические, 114

— минимальной энергии, 73, 90,
107—108
— время перелета, 85

—

номинальные, 150—151, 201,218,
284—286, 386

— облета Луны,
'

149, 184—196,
227—234, 353—361

— особые точки, 151, 156, 319, 335
— пассивного возвращения, 155,

175—176, 182
—

перелета,
— на Венеру,
—

односторонние, 159—165
— с возвращением, 174—184

Траектории
— на Марс,
—

односторонние, 111, 155—160
—* с возвращением, 175—176,

177—184

— с двигателями малой тяги,

рис. 10.6—10.8, 402—407,
416

— псёвдономинальные, 384—

385
— подхода, 165—169, 171—174,

рис. 5. 11, 10. 6—10. 8
— спиральной раскрутки, 399—

402, 411 (10. 1), 412 (10.2), 413
(10. 3)

— точные, 149, 187, 228—234
— типы, 177

Трансверсальное ускорение, 411
(10. 1), 412 (10.2)
— сравнение с тангенциальным,

413 (10. 3)

Трегезер (Trageser М.), 198, 282
Трохоида, 65 (2. 16)

У

Угловой диаметр планеты, 243

Угловые измерения, 242—243

Угол,
— входа (см. «Угол падения»)
— падения, 171, 197 (5.6)
— перелета, 156—157, 176
— поворота вектора скорости,

174—175, 175, 191—192

Удельный импульс, вариация, 405—

406

Узлов линия, 28, 195, 397—398

Уиллес (Willes R.), Э36, 379
Уинтнер (Wintner А.), 40, 379
Уиттекер (Whittaker), 40, 69
Универсальные формулы,
— для конических орбит, 60—63

68 (2.27, 2.28), 69
— для теоремы Ламберта, 91—94
— для явного вычисления мат¬

риц возмущений, 231—233
— использование в методе вари¬

аций, 216—217, 237
— разложение в ряд времени пе¬

релета, 102 (3. 10).
Уоткинз (Watkins К.), 335
Уравнение орбиты,
— в обобщенном виде, 68 (2.28).

216
— для гиперболы, 59
— для параболы, 48
— для эллипса, 67

Уравнения относительного движения,
— в задаче,

— двух тел, 20—22, 36 (1.7)
— трех тел, 36 (1.8), 37 (1.9)
— п-тел, 17, 201—203

— в полярных координатах, 411

(10.1)
— вокруг барицентра, 36(1.7,

1.8), 37 (1.9)
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— Луны относительно Земли, 36
(1.8)

— Солнца относительно барицент¬
ра, 36 (1.8)

Уравнения связи (см. «Условия свя¬

зи»)
Ускорение,
— вектор, от тяги, 137—138
— возмущающее, 202, 211—213
— отрицательное, 172, 198
— от тяги,
— измерение, 136
— сравнение способов ориента¬

ции, 398, 413 (10.3)
Ускорение,
— тангенциальное, 384—385, 395,

399, 404—405, 413 (10.3)
— трансверсальное, 411 (10. 1),

412 (ГО. 2)
Условия связи, 321, 365
Условный перигей, 186, 228
Уход стабилизированной платформы,

407—409
Уэлч (Welch J.), 282
Уэстром (Westrom G.), 417

Ф

Фазовое,
— пространство, 338
— состояние, 338

Фазовый вектор, 338—339

Физические параметры планет, 417—-

419

Филлио (Philliou Р.), 379
Фокус конического сечения, 43

Фосдик (Fosdick G,), 237
Фрей (Frey Е.), 198, 282
Фундаментальное уравнение наведе¬

ния, 288

Фундаментальные матрицы возмуще¬
ний, 218—227

Функция,
— плотности распределения веро¬

ятности (см. «Плотности рас¬
пределения»)

— правдоподобия, 261
— распределения вероятности, 258
— совместная, 258

Фурье—Бесселя ряд, 52—53, 56, 67
(2.24), 69, 420

Фурье коэффициенты, 53

X

Хаак (Haake Н.), 282
Характеристическая скорость, 106
Хелькер (Hoelker R.), 147
Хинц (Hinz Н.), 282
Хомана эллипс, 112, 113, 116, 124, 143

(4. 9),
Хэргет (Herget Р.), 40, 104, 105, 236

Хэррик (Herrick S.), 40, 69, 97, 104,
237

Хэррика метод, 97—98, 104

ц

Центр конического сечения, 43

Цзян (Tsien Н.), 416
Цилиндр положений, 241

Ч

Часы, коррекция ошибок, 238, 264—
257, 261—262, 379 (7.5), 282

Чувствительный вектор, 368—369

Ш

Шапиро (Shapiro I.), 69, 282
Широта, 28
— аргумент, 29
— Луны, 422
— связь с экваториальными коор¬

динатами, 38 (1. 12)
Шмидт (Schmidt S.), 378, 379
Шолтен (Scholten R.), 198, 379

Штарк (Stark Н.), 146, 147

Штерн (Stern R.), 282, 283, 335, 336

Э

Эйлера углы, 28, 29
— выражение через единичные

векторы, 38 (1. 13)
Эймсский научно-исследовательский

центр (Ames Research Center),
378—379
Экваториальные координаты, 28, 38

(1. 12), 170
Эклиптические координаты, 28, 38

(1. 12)

Эксцентриситет, 27
— вариация, 206—207, 213, 233

(6. 4)
— импульсное изменение, 145

(4. 16)
— уравнения, 31, 38 (1. 14, 1. 15),

44, 101 (3.6)
Эксцентрическая аномалия, 50
— вариация, 208
— разложение через среднюю ано¬

малию, 54, 65 (2. 16)
— связь, со средней аномалией,

51
—■ связь с истинной аномалией, 50,

64 (2.11)
Элементы орбиты, 27—30 (см. также

«Орбитальные элементы»)
Эллипс,
— время перелета, 85
— вырожденный, 45
— как коническое сечение, 43
— касательный, 74—75, 206
— минимальной энергии, 73—74
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— определение, 43
— параметр, 45
— полуоси,
— большая, 43
— малая, 43

— свойства, 63 (2.2, 2.3), 102
(S'. 8)

— симметричный, 75
— софокусный, 142 (4.8)
—

уравнения в декартовых коор¬
динатах, 43

— фокусы, 43
— эксцентриситет, 27, 44
— энергия, 47

Эллипсоиды вероятности, 281 (7. 10),
281 (7. 11), 283

Эллиптические интегралы, 411 (10.1)
Эллиптические орбиты, 56—58 (см.
также «Орбиты перелета между за¬

данными точками»)
Энергетика- потребная,
— для межпланетного перелета,
150
— для перехода на планетоцентри¬

ческую орбиту, 162—163
Энергии,
— закон сохранения, 18, 68
— для орбитальных перелетов,

109—112, 117—118
—

интеграл,
— для гиперболы, 47
— для задачи двух тел, 46—47,

68, 206
— для задачи п-тел, 19
— для ограниченной задачи

трех тел, 37 (1.9)
— для параболы, 47
— для эллипса, 47

Энергия,
— кинетическая, 19
— полная, 19, 68
— потенциальная, 19
— траектории потребная, 109—111

Энке (Encke J.), 236

Энке метод, 203—204, 233 (6.2, 6.3),
236

Энтони (Anthony М.), 237
Эпоха, 51

Ю

Юлианские дни, 187, 419, 422
Юлианский век, 319, 419, 422

Я

Якоби интеграл, 37 (1.9)
Янушка (Januska С.), 336, 379
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