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ПРЕДИСЛОВИЕ

Использование прикладной теории случайных про¬

цессов при теоретическом исследовании устройств раз¬

личного рода, осуществляющих передачу и преобразо¬
вание информации, дало возможность объективно оце¬

нивать их точность и помехоустойчивость в режиме

нормальной работы, когда условия работы точно не

определены, но могут быть охарактеризованы в вероят¬
ностном смысле. Основные представления о случайном
полезном сигнале, подлежащем воспроизведению или

заданному преобразованию, и об искажающей его слу¬

чайной помехе, определение свойств полезного сигнала

и помехи посредством задания спектральных плотностей
или корреляционных функций, оценки точности по стан¬

дартным критериям
— все это широко используется в

теоретической радиотехнике, теории связи, теории авто¬

матического управления и в ряде смежных областей.

Во многих приложениях особое место занимают задачи
синтеза оптимальных систем, представляющих собой тот

идеал, к которому надо стремиться, если использовать

выбранный критерий качества.

Различные приложения требуют обычно более или

менее существенной доработки общей теории случайных
процессов, что связано в первую очередь со специфиче¬
скими особенностями преобразуемых сигналов. Так, в

наиболее разработанной области — статистической ра¬
диотехнике— теория развита в применении к модулиро¬
ванным сигналам. К числу приложений, относительно

слабой фрагментарно разработанных с позиций теории
случайных процессов, относятся вопросы статистической

обработки навигационных данных, т. е. данных о движе¬
нии различных объектов, в первую очередь летательных
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аппаратов. Здесь нужно установить характерные свой¬

ства преобразуемых сигналов, доставляющих сведения

о текущих координатах объекта, математически сфор¬
мулировать задачу оптимального преобразования этих

данных, приспособить для решения существующие об¬

щие методы и, наконец, получить конечные результаты

для большой группы типичных случаев. Именно этому

и посвящена настоящая книга.

Автор не стремился к наиболее общей постановке

проблемы. Основной целью, которой подчинено все из¬

ложение, является получение приближенных, достаточ¬

но простых и физически ясных аналитических результа¬
тов, удобных как для численных оценок достижимой
точности навигационных систем, так и для практиче¬
ского осуществления вычислительных устройств, реали¬

зующих эти оценки. Поэтому в книге много внимания

уделяется обоснованной идеализации общей задачи, в

результате чего она математически формализуется как

задача линейного преобразования нестационарных слу¬
чайных сигналов со стационарными первыми или вто¬

рыми приращениями, разработке приближенных, очень

простых в использовании методов синтеза динамических

характеристик оптимальных фильтров, упрощению ре¬
зультатов решения конкретных задач и сопоставлению

с данными, известными по литературе. Книга не претен¬
дует на исчерпывающее освещение проблемы статисти¬

ческой обработки данных в навигационных системах, в

этой обширной области остается широкое поле деятель¬

ности для многих исследователей.
Вопросы практического применения навигационных

систем излагаются в книге по зарубежным источникам.

Пользуюсь случаем, чтобы поблагодарить проф.
А. А. Первозванского за ценные советы, рецензентов
проф. И. Е. Казакова и доц. Л. Г. Евланова за подроб¬
ный разбор рукописи и инж. Ю. Г. Гуревича, проделав¬
шего большую работу по редактированию.

Ленинград, август 1966
И, Челпанов



ВВЕДЕНИЕ

Задачи управления движением центра масс лета¬

тельного аппарата составляют значительную часть об¬

щего комплекса задач, решаемых бортовой системой
автоматического управления. Исходные данные для

определения координат центра масс поступают от нави¬

гационных приборов. Эти данные подлежат преобразо¬
ванию в вычислительном устройстве — приведению к од¬

ной и той же системе координат и статистической обра¬
ботке. Полученные сигналы поступают на индикацию

и вводятся в контур управления. Первая часть общей
задачи преобразования сигналов, связанная с перехо¬

дом от одних систем координат к другим, до последнего

времени считалась в теории навигации основной. Мате¬

матической основой решения соответствующих приклад¬
ных задач является сферическая тригонометрия. Обыч¬
но с преобразованием систем координат объединяют
задачи перехода от одних кинематических величин к

другим (например, от скоростей или ускорений к коор¬
динатам). При этом вместо конечных соотношений, по¬

лучающихся при простом преобразовании координат,
дело сводится к дифференциальным уравнениям, пред¬
ставляющим собой кинематические соотношения. Из за¬

дач этого рода наибольших усилий потребовали иссле¬

дования кинематики инерциальных систем.

Будем считать, что приведение первичных данных к

единой (например, ортодромической) системе координат
уже осуществлено. После такого приведения можно рас¬
сматривать в первом приближении раздельно продоль¬
ное и боковое движения, т. е. сводить двумерную за¬

дачу управления движением центра тяжести к двум не¬
связанным одномерным. Если навигационные приборы
сами по себе достаточно точны, то после пересчета в
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ортодромическую систему координат и, возможно, ре¬
шения дифференциальных уравнений, вид которых опре¬

деляется требованиями инвариантности относительно за¬

кона движения объекта, данные могут сразу поступать
на индикацию или в контур управления. В противном

случае, если требуемая точность непосредственно не

обеспечивается, часто большую пользу может принести

рациональная статистическая обработка данных.

Целью статистической обработки сигналов навига¬

ционных приборов является достижение возможно боль¬
шей точности в выработке текущих значений координат
и составляющих скорости (для индикаторного режима)
и наилучшего приближения действительного движения

объекта к желаемому закону (для режима управления).
При нескольких параллельно работающих навигацион¬

ных приборах задача наилучшего использования их сиг¬

налов обычно называется задачей комплексирования.

Отдельные вопросы теории комплексирования разра¬
батывались многими авторами в течение последних лет

[4, 12, 25, 30, 32, 33]. В основе используемых алгоритмов
комплексирования, осуществляемого на основе стати¬

стической обработки данных, лежат следующие основ¬

ные идеи:

1. Сглаживание (осреднение) помех. Непрерывные
сигналы многих навигационных приборов содержат
флюктуационные помехи. Сглаживание уменьшает их

влияние. При сглаживании можно или опираться на

априори известный факт плавности изменения коорди¬
нат в действительном движении летательного аппарата,
или использовать сигналы других приборов, у которых
флюктуационные помехи выражены слабее.

2. Выявление и компенсация ошибок известного

вида. В результате сравнения выходных сигналов при¬

боров, ошибки которых практически являются функция¬
ми времени известного вида (например, часто прини¬
мают, что ошибка астроинерциальной системы — гармо¬
ническая с периодом Шулера, а ошибка счисления пути
по измерителю скорости

— линейная), можно выделить

каждую из них, а затем и скорректировать.
3. Периодическая или разовая коррекция. Данные,

поступающие от постоянно работающих (обычно менее
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точных) приборов, корректируются по данным более

точных приборов, работающих дискретно или в течение

коротких интервалов времени.
4. Улучшение условий работы одних приборов за счет

использования сигналов других. В этих случаях введе¬

ние перекрестных связей (или связей с выхода системы

на сами приборы) позволяет сузить диапазон линейно¬

сти по входу элементов прибора, повысить добротность
следящих систем и т. д., что приводит к повышению

точности данного прибора, а следовательно, и всей си¬

стемы.

Реализация этих идей дает обычно наибольшую вы¬

году в системах со структурной избыточностью (когда
значения текущих координат могут быть рассчитаны

независимо несколькими путями). Рациональное комп-

лексирование приводит к более или менее значитель¬

ному повышению точности по сравнению с тем, что

можно получить от самого точного из приборов. В каж¬

дом случае может быть поставлена задача оптимального

комплексирования. В результате ее решения опреде¬
ляются, во-первых, алгоритмы наилучшего преобразова¬
ния данных, а во-вторых, потенциальные возможности

повышения точности при заданных характеристиках
приборов.

К настоящему времени созданы предпосылки для

разработки единой теории статистической обработки
данных в навигации. Такая теория должна использовать

единообразное описание свойств сигналов приборов и

законов движения объектов, единые критерии качества
и единый математический аппарат. Разработке такой
теории посвящена эта книга.

Все сигналы навигационных приборов и их ошибки

рассматриваются как случайные функции времени с из¬

вестными статистическими свойствами. Уравнения на¬

вигации считаются линеаризованными относительно

программы. Это дает рснование представить вычисли¬
тельное устройство, осуществляющее статистическую об¬
работку данных, в виде системы параллельно включен¬
ных линейных фильтров, выходные сигналы которых
суммируются. Передаточные функции (или импульсные
переходные функции) фильтров определяются из условий
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минимума дисперсии ошибки в определении координаты
или скорости в произвольный момент времени. Тем са¬

мым находятся алгоритмы, обеспечивающие максималь¬

ную точность непрерывно во времени. Все многообра¬
зие прикладных задач теперь укладывается в единую

схему: задано несколько входных сигналов с различ¬
ными свойствами; они поступают в систему фильтров,
характеристики которых подлежат определению. Таким

образом, задача оптимального комплексирования мате¬

матически ставится как задача полного синтеза динами¬

ческих характеристик линейных фильтров в многока¬

нальной системе, оптимальных по критерию минимума

среднеквадратичной ошибки.

Материал книги разделен на 12 глав. Глава 1 посвя¬

щена выяснению физического смысла задачи синтеза

оптимальных характеристик вычислительного устрой¬
ства навигационной системы. Основное внимание здесь

уделено качественной стороне. В главе 2 эта задача

ставится математически: подготавливаются исходные

данные и составляются общие соотношения, из которых
будут находиться решения. Главы 3 и 4 посвящены раз¬

работке математического аппарата: изложению ме¬

тодов решения одиночных интегральных уравнений и

систем интегральных уравнений первого рода. Главы
5—11 посвящены непосредственно решению типичных

задач преобразования навигационных данных. Наконец,
в главе 12 определены некоторые пути построения вы¬

числительного устройства навигационной системы, са¬
мостоятельно вырабатывающего часть исходных данных.

Оптимальные задачи преобразования навигационных
данных, сформулированные в упрощенной постановке

так, как это сделано в главе 2, допускают точные ре¬
шения. Однако обычно эти решения оказываются на¬

столько сложными, что возникают серьезные трудности
уже при расчете оптимальных характеристик, не говоря
о том, что соответствующие алгоритмы практически не

могут быть реализованы. Имея это в виду, автор уде¬
лил большое внимание изложению приближенных ме¬

тодов расчета и способов упрощения решений. В резуль¬
тате в основной части книги (в главах 5—11) удается

получить почти для всех задач простые аналитические
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выражения. Кроме того, большинство основных резуль¬

татов представлено в виде графиков и номограмм, по¬

зволяющих максимально упростить прикидочные рас¬

четы.

До последнего времени теория оптимальной филь¬
трации случайных сигналов разрабатывалась почти ис¬

ключительно для нужд радиотехники, теории связи и

смежных дисциплин. Содержание предлагаемой * книги

должно показать, что существует еще новая обширная
область, в которой применение прикладной теории слу¬
чайных функций и в особенности теории оптимальной

фильтрации может принести большую пользу.



ГЛАВА 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Навигационный комплекс современного летательного

аппарата или судна весьма сложен. При решении задач

индикации текущих значений координат и выработки
корректирующих сигналов выполняется большое число

разнородных операций, причем при их выполнении

предъявляется большое число различных требований.
При статистической обработке данных основным требо¬
ванием является точность: алгоритм работы вычисли¬

тельного устройства, выполняющего эту операцию,’ дол¬

жен, насколько возможно, уменьшать ошибки. В этой

главе выясняется, какое место эта частная задача пре¬

образования занимает в общем комплексе, как она мо¬

жет быть выделена и математически поставлена и ка¬

кой аппарат может быть использован для ее решения.
Рассмотрение пока проводится чисто качественно. Из¬
ложенные в этой главе соображения позволяют в даль¬

нейшем перейти непосредственно к математической по¬
становке задач.

1.1. Задачи навигации

Автоматическая навигационная система должна вы¬

полнять следующие операции:
1. Определение текущих значений координат и со¬

ставляющих скорости в выбранной системе.

2. Выработка желаемых законов движения, рассмат¬
риваемых в дальнейшем как программы.

3. Выработка сигналов управления, поступающих в

автопилот.

Задача определения текущих значений координат
может иметь самостоятельное значение. Такой режим
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налы не используются для управления движением объек¬

та в дальнейшем будем называть индикаторным режи¬

мом. Индикаторный режим осуществляется в течение

более или менее длительного времени, например при

патрулировании заданного района. В этом случае нет

необходимости точно придерживаться заранее намечен¬

ной траектории, и управление объектом может осуще¬

ствляться только на основе угловой стабилизации'и ста¬

билизации высоты.

Такой режим работы навигационной системы, когда

ее выходные сигналы используются для целей управле¬

ния, будем называть режимом управления. При этом

навигационная система

составляет часть обще- ,
. <—-—. г———t

го замкнутого контура

автоматического упра¬

вления движением объ¬

екта. Обычно включе¬

ние навигационной си¬

стемы осуществляется
по принципу коррек¬

ции системы угловой
стабилизации. На рис.
1.1 и 1.2 изображены

Рис. 1.1.

Рис. 1.2.
обобщенные блок-схе¬
мы систем управления движением. Здесь О — объект,
АП — автопилот, НС — навигационная система. Для ин¬

дикаторного режима система управления замыкается
только через автопилот, для режима управления

— как

непосредственно через автопилот, так и через навига¬

ционную систему. Чаще всего навигационная система

работает в комбинированном режиме, когда по про¬
дольному движению осуществляется индикация, а по

боковому — управление (стабилизация).
Будем классифицировать навигационные приборы по

виду кинематической величины, о которой прибор дает

информацию. По этому признаку все навигационные

приборы можно разделить на четыре группы:
1- Приборы, определяющие непосредственно коорди¬

наты (фазо-гиперболическая система дальней радиона¬
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вигации, системы ближней радионавигации). В даль¬
нейшем приборы этой группы будем называть пози¬

ционными измерителями.
2. Приборы, определяющие составляющие вектора

скорости движения объекта (измеритель воздушной ско¬

рости, допплеровский измеритель скорости). В дальней¬
шем приборы этой группы будем называть просто изме¬

рителями скорости.

3. Приборы, определяющие составляющие вектора

ускорения, — акселерометры.
4. Приборы, определяющие угловую ориентацию

объекта и, следовательно, ориентацию приборов преды¬

дущих групп. В подавляющем большинстве случаев эти

приборы непосредственно измеряют углы (курсовой ги¬

роскоп, гировертикаль). Однако навигационные систе¬

мы могут быть построены на принципе вычисления уг¬
лов по сигналам измерителей угловой скорости или уг¬
лового ускорения (некоторые варианты инерциальных
систем [30]).

Будем считать, что сигналы всех приборов посту¬
пают в единое вычислительное устройство. Каждый из

навигационных приборов измеряет значения одного или

нескольких навигационных параметров в определенной
системе координат. Эти данные необходимо в первую

очередь привести к единой системе координат. Для про¬
стейшего случая полета вблизи программной ортодро¬
мии естественно осуществлять приведение к ортодроми-
ческой системе. Навигационный комплекс современного
летательного аппарата обычно обладает структурной
избыточностью, т. е. значения координат и составляю¬

щих вектора скорости могут быть получены независимо

несколькими путями.

К навигационной системе предъявляется большое
число разнородных требований [30]:

достаточно большая дальность действия, опреде¬
ляемая величиной радиуса действия объекта;

достаточно высокая точность определения координат
местоположения объекта и составляющих вектора его

скорости;
возможность автономной работы (без связи с Зем¬

лей);
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достаточно высокая помехозащищенность;

достаточно малые вес и габариты;
высокая надежность работы.
При определении алгоритмов преобразования, дан¬

ных и путей их реализации в бортовой вычислительной

машине следует, вообще говоря, принимать во внима¬

ние все требования. Между некоторыми из требований
необходимо искать разумный компромисс. В частности,

повышение точности обычно ведет к снижению надеж¬

ности и требует увеличения веса и габаритов. Однако
в дальнейшем основным считается требование возможно

большей точности, остальные требования учитываются
лишь косвенно: если оптимальные алгоритмы обработки
данных оказываются слишком сложными, то разыски¬

ваются их более простые приближенные выражения, при

которых облегчается практическая реализация.
Повышение точности навигационных систем в целом

осуществляется за счет прогресса по двум путям:
1. Совершенствование самих навигационных прибо¬

ров и расширение состава бортовой аппаратуры.
2. Улучшение обработки данных.

Первый путь повышения качества навигационных

систем является основным. Совокупность навигацион¬

ных приборов, обеспечивающих в целом требуемую
дальность действия объекта, обладающих нужной поме¬

хозащищенностью, укладывающихся в заданные вес и

габариты и т. д., должна создавать объективные воз¬

можности для получения необходимой точности. Однако
реализует эти возможности вычислительное устройство.
В настоящей книге предполагается, что состав навига¬

ционного комплекса задан, свойства приборов опреде¬
лены, а расчету подлежат характеристики вычислитель¬
ного устройства, обеспечивающего максимальную точ¬

ность в выработке выходных данных.

1.2. Точность навигационной системы

В большинстве случаев алгоритмы преобразования
Данных строятся без явного учета статистических ха¬

рактеристик преобразуемых сигналов. До последне-
го времени единственной основой считался принцип

2 И. Б. Челпанов
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инвариантности относительно движения объекта, приме¬
няемый в предположении отсутствия ошибок изме¬

рения. Если система не обладает структурной избыточ¬

ностью, то принцип инвариантности относительно дви¬
жения однозначно определяет вид преобразования
данных.

Так, для задачи определения географических коор¬
динат— долготы к и широты ф по высотам hi и h2 двух
светил измеряемые и искомые величины связаны конеч¬

ными соотношениями [30]:

sin hi = sin ф sin dj + cos ф cos di cos (Ut -F’ctj + ^),
sin h2 — sin ф sin d2 + cos ф cos d2 cos (Ut +a2+ ^),

где at и аг — прямые восхождения, 6i и d2 — склонения

светил, U — угловая скорость вращения Земли. Эти со¬

отношения рассматриваются как система двух уравне¬
ний относительно неизвестных Z и ф, определяющих
взаимно однозначное соответствие между X и ф, с од¬

ной стороны, и между hi и h2, с другой. То обстоятель¬
ство, что величины hi и h2 измеряются с ошибками, при
составлении алгоритма преобразования никак не учи¬
тывается.

Для системы счисления пути по скорости вместо ко¬

нечных соотношений записываются кинематические за¬

висимости

R = Vcos (ф-И), ]
о dK

./
. ,

,
. [COS ф = I/S1F1 (фJ

где ф — угол курса, получаемый от курсового прибора,
%
—

угол сноса, V — величина скорости объекта отно¬

сительно поверхности Земли, R — радиус Земли. Систе¬
ма зависимостей (1.2) рассматривается как система двух
дифференциальных уравнений относительно искомых

координат. Таким образом, в рассматриваемом случае
вычислительное устройство должно осуществлять интег¬

рирование системы дифференциальных уравнений (ре¬
шение задачи Коши). Обширная литература посвящена
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построению полных систем кинематических зависимо¬

стей для различных вариантов инерциальных систем

(см., например, [8, 21]). Задача преобразования данных

в инерциальных системах также сводится к интегриро¬

ванию системы дифференциальных уравнений. Важно,
что во всех случаях вид уравнений определяется, по

существу, из условий точного определения искомых ко¬

ординат при точных текущих данных и точных началь¬

ных условиях, т. е. из условий инвариантности относи¬

тельно движения объекта.

После того как структура системы в основном опре¬

делена, встает вопрос о точности. Первая задача тео¬

рии точности — задача анализа ошибок для полностью

заданной системы: нужно выразить ошибки в выработке
выходных данных (искомых координат и составляю¬

щих скорости) через исходные инструментальные ошиб¬

ки всех элементов и рассчитать методические ошибки.

Задача анализа получается наиболее простой, когда

измерения навигационных элементов можно считать

дискретными и одновременными. В этом случае состав¬

ляются уравнения всех звеньев с учетом инструменталь¬
ных ошибок. Затем эти уравнения линеаризуются и раз¬

решаются относительно ошибок в выходных данных.

Полученные соотношения позволяют легко рассчитать
дисперсии ошибок.

Более сложный вариант задачи анализа получается,

когда существенно необходимо учитывать непрерыв¬
ность поступления входных данных, т. е. считать ошибки
функциями времени. Такое положение имеет место при
счислении пути по сигналам измерителя скорости или

акселерометров инерциальной системы. Уравнения для
ошибок представляют собой не конечные соотношения,
з Дифференциальные уравнения (в общем случае с пере¬
менными коэффициентами). При их решении, помимо

задания координат и ошибок, как функций времени,
Должны быть определены начальные условия: ошибки
в значениях координат и, возможно, составляющих ско¬

рости в начальный момент времени. Ошибки элементов

системы, как функции времени, конечно, заранее неиз-
естны. Однако часто считают возможным, исходя из
Р зических особенностей задачи, считать ошибки или

2*
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постоянными, или линейно-нарастающими, или гармони¬
ческими. Лишь в последние годы ошибки стали рас¬

сматривать как случайные функции времени.

Следующий этап решения задачи анализа точности

связан с учетом динамической неидеальности элементов

системы. Для расчета динамических ошибок обычно ис¬

пользуют линеаризованные дифференциальные уравне¬
ния. Описание свойств элементов навигационной систе¬

мы передаточными функциями и частотными характе¬

ристиками в настоящее время широко распространено
[5, 27]. При расчете динамических ошибок необходимо

учитывать начальные условия не только по координа¬
там и составляющим скорости, но и по «внутренним»

параметрам системы.

Учет динамической неидеальности элементов навига¬

ционной системы необходим, если принимать во внима¬

ние быстроперемеиные составляющие инструментальных

ошибок (типа «шумов»). Если же их игнорировать, то

получится, что собственная динамика элементов системы

дает .незначительный эффект. Это связано со специфи¬
кой навигационных задач: величины составляющих ско¬

рости меняются весьма медленно; по сравнению с ними

быстродействие элементов достаточно велико. Поэтому
широко распространено мнение, что точность навига¬

ционных систем определяется исключительно медленно

меняющимися составляющими ошибок (эти составляю¬

щие обычно считаются систематическими и задаются

в виде постоянных и линейно-изменяющихся функций).
При этом полагают, что не имеют значения ни собствен¬
ная динамика элементов (их быстродействие достаточ¬

но велико), ни быстропеременные составляющие ошибок

(их достаточно хорошо фильтруют элементы системы и,

кроме того, их легко подавить дополнительными сгла¬

живающими и усредняющими устройствами). В дей¬
ствительности такие представления допустимы лишь в

некоторых пределах. В частности, медленно меняющие¬
ся составляющие инструментальных ошибок можно за¬

давать в виде функций простейшей формы только в

ограниченных интервалах времени и только в тех слу¬
чаях, когда для их уменьшения не принимаются спе*

циальные меры.
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Вторая задача теории точности — задача синтеза ди¬

намических характеристик вычислительного устройства

(навигационные приборы считаются заданными). Как

отмечалось выше, для решения этой задачи может быть

использован принцип инвариантности относительно дви¬

жения. Однако лишь в простейших случаях он полностью

определяет алгоритм преобразования. Кроме того, его

использование может оказаться практически невыгод¬

ным. В реальной системе, построенной по принципу ин¬

вариантности, точные значения координат не могут быть

получены по двум причинам:

1) из-за невозможности точной установки всех на¬

чальных условий;
2) из-за ошибок как навигационных приборов, так

и элементов вычислительного устройства.
Если расчет ошибок системы показывает, что эти

ошибки лежат в допустимых пределах, то использование

принципа инвариантности в качестве основы для реше¬
ния задачи синтеза можно считать практически оправ¬
данным. В противном случае, когда ошибки велики, нет

оснований сохранять принцип инвариантности. Отказ от

него может быть использован для повышения точно¬

сти, так как в общем случае нет никаких оснований счи¬

тать, что система, обеспечивающая нулевую ошибку при
идеально точных приборах, Является наилучшей при на¬

личии ошибок. Известно, например, что инерциальная
система, инвариантная относительно движения объек¬
та, представляет собой звено, находящееся вблизи гра¬
ницы устойчивости; ошибки ее, вызванные ненулевыми
начальными условиями, не затухают [8], а любые слу¬
чайные нерегулярные ошибки элементов «раскачивают»
ее [35]. При очень неточном знании начальных условий
заведомо выгодно ввести демпфирование, хотя это при¬
водит к тому, что система становится возмущаемой
ускорениями движения объекта. Выбор величины коэф¬
фициента демпфирования может быть осуществлен
только при учете характеристик законов движения,
свойств ошибок элементов и возможных величин на¬

чальных условий.
Принцип инвариантности не определяет структуры

преобразований в случае, когда в системе существует
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избыточность. Под избыточностью в навигационной си¬

стеме в узком смысле понимается возможность решения

навигационных задач параллельно несколькими спосо¬

бами с использованием сигналов различных приборов.
В состав комплекса бортовой аппаратуры входит ряд
навигационных приборов или систем, показания кото¬

рых частично дублируют друг друга. Так, текущие зна¬

чения координат могут быть определены методом счис¬

ления пути по сигналам измерителя воздушной скорости
и допплеровского измерителя скорости, непосредствен¬
ным пересчетом гиперболических координат, получае¬
мых от системы дальней радионавигации, и т. д. Избы¬

точность системы в таком смысле можно называть

структурной избыточностью. В соответствии с тради¬

цией, схемы, в которых реализуется структурная избы¬

точность, в дальнейшем будем называть комплексными.

Очевидно, что при наличии структурной избыточности

условие инвариантности относительно движения мо¬

жет быть выполнено бесчисленным множеством 'спо¬

собов.
Понятие избыточности в широком смысле (в инфор¬

мационном смысле) относится ко всей совокупности на¬

вигационных сигналов вне зависимости от того, от сколь¬

ких приборов эти сигналы получены. Если точные изме¬

рения координат или составляющих вектора скорости
производятся дискретно, но с достаточно малым интер¬
валом, или тем более непрерывно, то сигнал обязатель¬
но содержит больше данных, чем это необходимо (со¬
держит избыточность). Действительно, предположим, что

навигационная система удовлетворительно решает за¬

дачу определения местоположения объекта, когда сиг¬

налы поступают с интервалом дискретности Т. Тогда,
если сигналы в действительности поступают с меньшим

интервалом или непрерывно, они содержат больше

данных, чем это необходимо. Решение задачи синтеза

по критерию точности указывает пути реализации избы¬

точности, т. е. обмена избыточности на повышенную
точность. При наличии избыточности любого вида кри¬
терий точности дает однозначное решение, обеспечиваю¬

щее выполнение одной из основных задач,
— снижение

ошибок. Поэтому в дальнейшем при решении задачи
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синтеза используется не условие инвариантности отно¬

сительно движения (это условие в отдельных случаях

получается как следствие), а условие максимальной

точности.

1.3. Задача синтеза оптимальных

динамических характеристик
вычислительного устройства

Теоретический анализ точностных свойств навига¬

ционной системы всегда имеет конечной целью выясне¬

ние влияния различных факторов, а затем выбор наи¬

более удачных вариантов схемы и оптимальных значений

параметров. Если структурная схема системы задается

заранее из посторонних соображений (например, из

условия инвариантности относительно движения), а

определению подлежат значения параметров, то соот¬

ветствующая задача называется задачей синтеза дина¬

мических характеристик системы с заданной структурой.
Если же структура также подлежит определению из ус¬
ловия наибольшей точности, то это задача полного син¬

теза динамических характеристик системы.

А) Задача синтеза динамических характеристик си¬

стемы с заданной структурой.
До последнего времени в теории навигации стави¬

лись и решались задачи синтеза только при заданной

структуре. В частности, так обстоит дело в теории ги¬

роскопических приборов (см., например, [27]). Исходный
этап проектирования новой системы — выбор схемы —

обычно основывается на опыте проектирования анало¬

гичных систем и простейших физических соображениях.
Одним из основных требований при выборе структуры

вычислительного устройства навигационной системы яв¬

ляется простота реализации. В тех случаях, когда непо¬

средственное преобразование сигналов навигационных

приборов на основе принципа инвариантности относи¬

тельно движения не дает требуемой точности, при вы¬

боре структуры принимаются специальные меры для
Уменьшения ошибок. Во всех работах, известных автору,
пРи рассмотрении этих мер принимается разделение
°шибок на систематические и случайные.
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Для уменьшения влияния методических и системати¬

ческих ошибок используются в основном три группы ме¬

тодов.

1. После выяснения физических источников ошибок

принимаются меры по их устранению (введение стаби¬

лизаторов напряжения питания; использование термо-

статирования и температурной компенсации; частичная

компенсация основных нелинейностей посредством
включения дополнительных нелинейных элементов; ком¬

пенсация методических ошибок сигналами, сформирован¬
ными специальными устройствами; амортизация и т. д.).
При борьбе с систематическими ошибками этот путь яв¬

ляется основным. Однако возможности прогресса в этом

направлении все же существенно ограничены. Так, вве¬

дение стабилизаторов напряжения повышает вес систе¬

мы, эффективная амортизация затруднена при действии
больших постоянных перегрузок и т. д. Основным же об¬

стоятельством, по-видимому, является то, что введение

многочисленных вспомогательных устройств стабилиза¬
ции, компенсации и т. п. усложняет всю систему и делает

ее в целом менее надежной.

2. Производится предварительный расчет или экспе¬

риментальное определение методических или системати¬

ческих ошибок и по этим данным определяются необхо¬

димые корректирующие (компенсирующие) воздействия.
При этом принимается, что на этапе выявления ошибок

(калибровки или юстировки) систематические ошибки
те же, что и в рабочем режиме. В простейшем варианте
метод сводится просто к достаточно редким периодиче¬
ским поверкам приборов и к внесению после каждой по¬

верки соответствующих поправок. Следующей ступенью
является измерение и компенсация систематических

ошибок перед каждым полетом. В качестве одного из

устройств подобного рода следует указать на изодром,
осуществляющий «запоминание» постоянной составляю¬

щей вектора скорости ухода гироскопа. Еще более слож¬

ный вариант компенсации осуществляется тогда, когда
систематические ошибки обнаруживаются и определяют¬
ся на отдельных участках полета при сравнении показа¬
ний нескольких приборов. Результаты сравнения запоми¬

наются и по ним вырабатываются соответствующие по-



СИНТЕЗ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО УСТРОЙСТВА 25
§1-3]

правки на те интервалы времени, в течение которых не¬

посредственное выявление систематических ошибок не¬

возможно. Этот метод дает выигрыш лишь постольку,

поскольку величины или скорости изменения компенси¬

руемых составляющих ошибок действительно остаются

постоянными. Аналогичный прием используется для

устранения ошибок, возникающих от неточного введе¬

ния начальных условий (предстартовая выставка инер¬

циальных систем).
3. Производится изменение динамических характери¬

стик системы, чтобы устранить влияние ошибок, изме¬

няющихся по заранее известным законам. Так, чтобы

уменьшить влияние постоянной ошибки, когда это воз¬

можно, вводят в систему дополнительные звенья, делаю¬

щие ее астатической. Против помех, близких к гармони¬

ческим, используются узкополосные фильтры — пробки.
Однако все это допустимо, пока полезный сигнал не

претерпевает существенных искажений со стороны

устройств, осуществляющих борьбу с ошибками. Наи¬

более эффективен этот метод в системах со структур¬
ной избыточностью. Так, в первой из известных автору
работ [52], посвященной частной задаче комплексирова-
ния (в ней рассматривается схема комплексной системы

измерения вертикальной скорости самолета), схема по¬

строена так, что постоянная ошибка одного из приборов
(акселерометра) не вызывает линейно-нарастающей
ошибки в скорости.

Большинство специалистов по теории навигации уде¬
ляет гораздо меньше внимания случайным флюктуа¬
ционным ошибкам (обычно их называют просто случай¬
ными). Такое отношение в известной мере обосновано.

Действительно, уровень флюктуационных помех значи¬

тельно уменьшается при прохождении сигналов через
элементы вычислительного устройства. Это происходит
вследствие инерционности элементов, а также потому,
что ряд навигационных приборов снабжен собственны¬
ми Демпфирующими и сглаживающими устройствами.

Если «естественная» фильтрация флюктуационных
помех

недостаточна, то в вычислительном устройстве
следует использовать специальные фильтры низких ча¬
стот. Они могут быть реализованы или на активных
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электрических цепях (электрические фильтры), или на

следящих системах (электромеханические сглаживаю¬

щие устройства), или в виде дополнительных программ

обработки данных на цифровой вычислительной маши¬

не (дискретные фильтры).
Усиление фильтрации всегда ведет к снижению бы¬

стродействия. Поэтому при наложении ограничений на

продолжительность переходных процессов оказывается

ограниченной и степень фильтрации флюктуационных
помех. В навигационных системах требования по быстро¬
действию не являются слишком жесткими: для само¬

лета, по-видимому, допустимы постоянные времени по¬

рядка минуты, для судна
—

порядка десяти минут. Лишь

для ракет часто необходимо существенно большее бы¬

стродействие. Из-за низких требований к быстродей¬
ствию иногда получается, что влияние флюктуационных
ошибок на точность системы легко может быть снижено

до уровня систематических ошибок, если против послед¬
них не принимается специальных мер. Однако такое по¬

ложение отнюдь не всегда имеет место.

В работах, посвященных описанию средств борьбы
с систематическими ошибками и ошибками от неточной

выставки начальных условий, всегда предполагается, что

они представляют собой функции известного вида (что
они строго постоянны, строго линейно изменяются во

времени и т. д.).
Приборы, предназначенные для устранения этих оши¬

бок, строятся обычно так, чтобы при отсутствии флюк¬
туационных помех получалось полное устранение оши¬

бок. Еще более широкое применение находит предполо¬
жение о том, что точно известен вид закона движения,

а именно, что скорость постоянна.

Методы повышения точности, основанные на исполь¬

зовании простых аналитических выражений для ошибок

и закона движения, оправдывают себя, когда флюктуа¬
ционные ошибки заведомо несущественны и вид анали¬

тических выражений определен из четких физических со¬

ображений. Так, допущение о постоянстве скорости дрей¬
фа курсового гироскопа вытекает из предположения, что

в установившихся тепловом и вибрационном режимах
при постоянной ориентации оси гироскопа относительно
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вектора силы тяжести суммарный возмущающий момент

относительно оси нутации постоянен. Это приводит к ли¬

нейному нарастанию угловой ошибки. Аналогично физи¬

чески оправданным является предположение, что ошиб¬

ка гирокомпаса изменяется по гармоническому закону с

периодом Шулера, если эта ошибка возникает в основ¬

ном из-за неточной выставки начальных условий, а влия¬

нием неидеальности элементов можно пренебречь.
Однако при этом также достаточно популярна идея

представления вообще любого медленно меняющегося

процесса в виде суммы известных функций с неизвест¬

ными коэффициентами даже тогда, когда этот процесс

заведомо нерегулярен. Часто приводится лишь одно чи¬

сто формальное соображение: на некотором отрезке вре¬
мени любая плавно меняющаяся функция может быть с

достаточной точностью аппроксимирована суммой не¬

большого числа функций известного вида (обычно поли¬

номом первой или второй степени). Так, в классической

задаче подготовки данных для стрельбы по воздушной
цели считаются постоянными или скорость полета (это
физически оправдано), или ускорение (это уже не имеет

физического обоснования, так как в действительности
при пикировании самолета или при входе его в вираж
величины составляющих ускорения достаточно быстро
меняются).

В действительности представление сигналов в виде

регулярных функций времени допустимо в строго огра¬
ниченных интервалах времени. Когда не учитывают это

обстоятельство, то получается качественно неверный вы¬

вод, что точность определения координат со временем
неограниченно растет [25]. В главах 5—И этой книги,
между прочим, показано, что правильные выводы о пу¬
тях повышения точности систем и достижимых пределах
могут быть сделаны лишь тогда, когда во всех сигналах,
в том числе и в медленно меняющихся, учитываются не¬

регулярные составляющие, которые не могут быть пред¬
ставлены суммой конечного числа функций известного
вида. Учет этих составляющих отражает тот очевидный
факт, что форма сигналов не может быть точно известной.

, настоящее время достижимая точность навигацион-
и системы, как правило, определяется в основном ее
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допустимой сложностью. Однако можно предполагать,
что при достаточно высоком уровне развития счетно-ре¬
шающей техники пределы по точности будут зависеть

уже только от объективных условий, определяемых в пер¬

вую очередь свойствами вводимых данных. Поэтому
приобретает большой интерес решение задачи полного

синтеза оптимальной системы.

Б) Задача полного синтеза динамических характе¬

ристик системы.

Значение задачи полного синтеза определяется дву¬
мя основными моментами.

1. Расчет оптимальной системы без ограничений, на¬

кладываемых на структуру, дает возможность оценить

потенциальные возможности любой реальной системы.

2. В связи с прогрессом счетно-решающей техники

(особенно цифровой) открываются перспективы реали¬
зации оптимальных характеристик или характеристик,
весьма близких к оптимальным.

При решении задачи полного синтеза особое значе¬

ние приобретают два обстоятельства: разумный выбор
критерия точности системы и корректность описания

свойств сигналов. Почти все известные автору работы по

полному синтезу, содержащие доведенные до конца ре¬
шения нетривиальных задач, основаны на использовании

критерия минимума среднеквадратичной ошибки. Это вы¬

звано двумя причинами:
а) критерий минимума среднеквадратичной ошибки

в основном соответствует здравому смыслу (большие по

величине ошибки считаются менее желательными),
б) применение этого критерия позволяет доводить

решение до конца, так как в процессе решения прихо¬
дится иметь дело с более простыми уравнениями (при
синтезе линейных систем уравнения получаются линей¬

ными).
Требование большей корректности при задании

свойств сигналов связано с принципиально более широ¬
кими возможностями преобразования, чем в задаче син¬

теза с заданной структурой. При неадекватном задании

свойств сигналов иногда получается, что система как

будто может быть сделана идеально точной и при этом

бесчисленным множеством способов. Так, если предста-
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вить закон движения в виде суммы известных функций

одного вида, а ошибку — в виде суммы функций другого

вида (например, считать, что скорость движения по¬

стоянна, а ошибка измерения подчиняется синусоидаль¬

ному закону), то оптимальное преобразование дает ну¬

левую ошибку. Правильное решение задачи полного

синтеза получается, если учитывать во всех сигналах не¬

регулярные составляющие, которые не могут быть пред¬

ставлены суммой конечного числа известных функций,
и не производить заранее разделения ошибок на систе¬

матические и случайные, а рассматривать их совместно.

Другая сторона вопроса о корректности задания ха¬

рактеристик сигналов относится к виду их нестационар-
ности. Здесь речь идет не о точности их задания, а лишь

о том, чтобы была правильно отражена их «грубая
структура». Этот вопрос подробно рассмотрен в § 2.4
и 2.7.

Физически правильно поставленная задача полного

синтеза приводит к конечности минимальной среднеква¬

дратичной ошибки. Это соответствует твердо установив¬

шемуся представлению о том, что никакими средствами
нельзя получить идеально точную систему и что объек¬
тивно существует лишь некоторый оптимум. Желание
учесть факторы, действительно ограничивающие точ¬

ность оптимальной системы, приводит к необходимости
серьезного и широкого использования теории случайных
функций.

Обычно доводы в пользу привлечения прикладной
теории случайных функций формулируются примерно
следующим образом [26].

Условия работы динамических систем не могут быть

полностью известны, по крайней мере часть воздействий
не может быть заранее определена. При этом мы можем

получить не точное описание движения, а лишь общие,
вероятностные закономерности. Может быть использо¬

вано также статистическое описание, когда закономер¬
ности выявляются не в каждом конкретном случае, а в

совокупности большого числа случаев. Тогда воздей¬
ствие задается в виде случайного процесса, представ¬
ляющего собой множество реализаций с вероятностной
мерой, заданной на этом множестве. Соответственно
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выходной сигнал системы также считается случайной
функцией; определению подлежат вероятностные харак¬

теристики этой функции.
Из этих рассуждений следует, что желательно при¬

влекать аппарат теории случайных функций ко всем

прикладным динамическим задачам вообще. Между тем,

практическая польза от этого существенно различна для

разных групп задач.

В задачах анализа и задачах синтеза при заданной

структуре в практике инженерных расчетов часто обхо¬

дятся без использования представлений о случайных
функциях, хотя, конечно, всегда подразумевается, что

условия работы полностью не определены. В подобных

случаях считается достаточным рассчитать реакцию си¬

стемы на некоторые типичные или наиболее неблаго¬

приятные воздействия (обычно они задаются в виде

скачка, импульса или синусоиды). В теории навигацион¬
ных приборов широко использовались представления о

постоянной скорости ухода гироскопа, постоянной ошиб¬
ке лага, синусоидальной качке и т. п. Переход к учету

случайного характера воздействий сначала в большин¬
стве случаев дает только количественное уточнение ре¬

зультатов. Так, при исследовании работы креномера при
случайном волнении [27] было получено, что колебания

чувствительного элемента прибора близки к гармониче¬
ским, причем математическое ожидание амплитуды мало

отличается от амплитуды, рассчитанной для эквивалент¬

ного регулярного (синусоидального) волнения. Никаких
качественных особенностей не было получено также в

ряде последующих работ. В свете этого ясно, почему ме¬

тоды расчета, основанные на использовании представле¬
ний о регулярном характере воздействий, длительное

время удовлетворяли практику. Существуют задачи тео¬

рии навигационных приборов, в которых нерегулярный
характер воздействия дает существенно иные законы из¬

менения ошибок [29, 35]. Важно, однако, отметить, что

рассматриваемые в этих работах приборы представляют
собой динамические системы, находящиеся на границе
устойчивости (свободный гироскоп, недемпфированная
инерциальная система). Таким образом, в задачах ана¬

лиза настоятельная необходимость в использовании ап-
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парата теории случайных функций возникает лишь в осо¬

бых случаях.
В задачах синтеза при заданной структуре, как и в

задачах анализа, часто можно ограничиваться рассмо¬

трением
только регулярных воздействий. Например, под¬

бор параметров следящих систем сложных навигацион¬

ных приборов часто производится в предположении, что

качка синусоидальна; изодромные устройства гироскопи¬
ческих приборов строятся, исходя из предположения о

постоянстве скорости ухода гироскопов и т. д. Но упро¬

щенные представления о характере воздействий приво¬

дят к разумным результатам, пока структура системы

остается достаточно простой. Чем более сложные меры

принимаются для борьбы с ошибками, тем к более гру¬
бым просчетам это может привести. Так, известно, что

попытки построения для гироскопических приборов изо-

дромных устройств первого и второго порядка (идея та¬

кого усложнения основывается на предположении, что

скорость ухода гироскопа можно представить полино¬

мом первой или второй степени) не привели к положи¬

тельным результатам. Факт ухудшения работы системы

вместо ожидаемого улучшения при повышении порядка
экстраполятора неоднократно отмечался в ряде работ.
В подобных случаях применение теории случайных
функций становится необходимым.

Настоящая книга посвящена исключительно задачам

полного синтеза динамических характеристик оптималь¬

ного вычислительного устройства навигационной систе¬

мы. Основным рабочим аппаратом является прикладная
теория случайных функций, один из разделов кото¬

рой (теория оптимальной фильтрации) изложен в гла¬

вах 3 и 4.

При решении задачи полного синтеза определяются
операции, которые нужно производить над выходными
сигналами неидеальных навигационных приборов, чтобы

получить в результате максимальную точность. При
этом, с одной стороны, не налагается ограничений на

сложность операций, выполняемых этим устройством, а
с Другой, это устройство считается идеальным, т. е. ра¬
ботающим без ошибок. Следовательно, решается задача
0 построении идеальной системы, наилучшим образом
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использующей сигналы неидеальных навигационных при¬

боров. Эту задачу можно рассматривать как частный

случай более общей задачи преобразования данных в

любой измерительной системе. Именно с этих более об¬

щих позиций ведется изложение в главах 3 и 4.

В последнее время в теории измерений широко ис¬

пользуется теория информации. В теории преобразова¬
ния навигационных данных также проводятся работы в

этом направлении [2]. Использование понятий и аппа¬

рата теории информации дает возможность установле¬
ния единой меры качества приборов. Однако оценка ко¬

личества информации, содержащейся в сигналах, дает

еще очень мало. Теория информации в узком смысле не

показывает, как извлечь максимальную информацию, т. е.

не дает рецептов построения оптимальных систем. Это
связано с той особенностью аппарата теории информа¬
ции, что в нем не принимается во внимание фактор вре¬
мени: системы, обеспечивающие минимум потери инфор¬
мации при преобразовании сигналов, дают одновремен¬
но большое (в принципе — бесконечное) запаздывание в

выработке выходных данных [26]. Поэтому применение

теории информации в узком смысле к теории автомати¬

ческого управления вообще и к теории автоматического

управления движением в частности обычно не дает ре¬
альных результатов.

Настоящая книга построена на применении теории
оптимальной фильтрации случайных сигналов при ис¬

пользовании критерия минимума среднеквадратичной
ошибки. Для всех прикладных задач (главы 5—12) ре¬
шение определяет как саму оптимальную систему, так и

минимально возможные значения среднеквадратичной
ошибки. В качестве исходных данных для расчета необ¬

ходимы характеристики всех составляющих сигналов, по¬

ступающих в вычислительное устройство навигацион¬

ной системы, а также динамические характеристики
объектов управления. Эти данные приведены в главе 2.



ГЛАВА 2

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НАВИГАЦИОННЫХ ДАННЫХ
КАК ФИЛЬТРАЦИЯ СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ

Чтобы привести общую задачу преобразования сиг¬

налов навигационных приборов к задаче оптимальной

линейной фильтрации случайных сигналов, необходимо

выполнить большую подготовительную работу. Прежде
всего нужно показать, что суть задач статистической об¬

работки навигационных данных заключается именно в

линейном преобразовании. Для этого необходимо обра¬
тить внимание на способы осуществления линеаризации.
Затем следует обосновать выделение навигационных за¬

дач из общего комплекса. Основным моментом является

определение понятий полезного сигнала и помехи и вы¬

яснение их свойств. Здесь приходится считаться, во-

первых, со скудностью экспериментальных данных, а

во-вторых, с желанием получить конечные результаты в

достаточно общей форме. В этой главе введены две ос¬

новные, достаточно общие идеализированные модели
движения, основанные на физически правдоподобном
предположении о стационарности скорости и ускорения.
Вместе с тем, имея в виду получение в дальнейшем кон¬

кретных результатов, устанавливаются конкретные вы-

ражения для спектральных плотностей и корреляци¬
онных функций. Свойства источников информации оп¬

ределяются также обобщенно, с учетом их наиболее
существенных особенностей, общих для различных групп
приборов. В заключение главы отмечается, что у задач

преобразования навигационных данных, как задач оп-
мольной фильтрации, есть своя специфика, которая

Реоует определенной доработки уже существующего
атематического аппарата.

3 И. Б. Челпанов
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2.1. Навигационные задачи
в автоматической системе управления движением

Положение центра тяжести объекта при плоском дви¬

жении или при движении на постоянной высоте над по¬

верхностью Земли (мы ограничимся для простоты толь¬

ко этими случаями) будем характеризовать двумя.коор¬
динатами в движущейся системе координат О^оЛо- Эта
система координат определяет некоторое программное
движение: начало О системы координат движется так, как

двигался бы центр масс объекта, если бы движение
в точности следовало программе; ось g0 направлена по

Рис. 2.1.

вектору скорости программ¬
ного движения (рис. 2.1).
Примем, что программа за¬

ранее задана и физически
выполнима, причем с доста¬

точным запасом, т. е. огра¬
ничения по углам атаки и

скольжения, углам поворота

рулей, по тяге и т. д. допу¬

скают воспроизведение про¬

граммы как при отсутствии
возмущающих воздействий,
так и при их наличии.

Действительное движе¬

ние отличается от программ¬
ного. Положение центра тяжести объекта в действитель¬
ном движении определяется координатами £(/) (про¬
дольное отклонение) и т](/) (боковое отклонение), изме¬

ренными в синхронно движущейся системе координат
О^оЛо- Скорость движения центра масс определяется

составляющими g(Z) иг|(/).В дальнейшем будем всегда

предполагать, что отличия действительного движения от

программного невелики по всем параметрам, и, следо¬
вательно, при пересчете координат £(/) и л(0 к на¬

вигационным данным (например, при определении гео¬

графических координат) допустимо использование лине¬

аризованных зависимостей. Кроме того, предполагается
малым угол ср между вектором скорости действительно

движения объекта и осью go программного вектора ско-



НАВИГАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ В СИСТЕМЕ УПРАВЛЕНИЯ 35
§2.П

пости. Когда программа заранее задана, как принято

здесь, она может быть просто исключена из рассмотре¬

ния на всех этапах преобразования сигналов. Более

сложный случай отсутствия заданной программы рас¬

смотрен в § 2.6.

При работе в индикаторном режиме навигационная

система должна вырабатывать или текущие значения

координат £(/) и ц(0 (задача определения координат),
или текущие значения составляющих скорости g(Z) и

д(/) (задача определения скорости). При работе в ре¬
жиме управления необходимо сводить к нулю или и

т|(/) (задача управления координатами), или g(Z) и т](/)
(задача управления скоростью или задача стабилизации

скорости). В § 1.1 было отмечено, что навигационная си¬

стема может работать в комбинированных режимах, на¬

пример, когда по боковому отклонению осуществляется

реЖим управления, а по продольному движению — ин¬

дикаторный режим.

Управление объектом осуществляется более или ме¬

нее сложной автоматической системой. Помимо возмож¬

ной обратной связи через навигационную систему (эта
связь существует только для режима управления), свя¬

зи замыкаются через автопилот (авторулевой, автомат

стабилизации), осуществляющий стабилизацию объекта
по углам и угловым скоростям. При рассмотрении нави¬

гационных задач целесообразно объединять систему ста¬

билизации и объект в один «блок»; этот «блок», который
следовало бы называть стабилизированным объектом, в

дальнейшем будем часто именовать просто объектом.

Такое объединение совершенно естественно, если на¬

вигационная система работает в индикаторном режиме.
Для случая работы в режиме управления отделение на¬

вигационных задач от всех остальных может быть ус¬
ловным и не всегда методически правильным. Строго го¬

воря, задачу об управлении движением центра масс

нельзя выделить из общей задачи управления полетом:

параметры обратной связи, замыкающейся через нави¬

гационную систему, не могут быть выбраны независимо

От системы стабилизации, и наоборот, от особенностей

навигационной системы зависят требования к системе

3*
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стабилизации. В частности, такая взаимосвязь задач су¬
щественна при стабилизации высоты полета самолета и

в задачах самонаведения, особенно на последнем его

этапе. В этих случаях при недостаточно эффективной си¬

стеме угловой стабилизации обратная связь по коорди¬
нате, рассчитанная, исходя из требования малых стати¬

ческих ошибок, может заметно ухудшать динамические
свойства замкнутой системы или даже привести к неус¬
тойчивости.

Если задачи управления движением центра масс

и угловой стабилизации действительно динамически не¬

разделимы, то общая задача синтеза оптимальной систе¬

мы управления многократно усложняется, так как изме¬

нением одних и тех же параметров необходимо удовле¬
творить нескольким критериям качества. Так, наряду с

требованием хорошего приближения к программной
траектории могут быть наложены требования минимума
перегрузок, минимума амплитуды угловых колебаний и

т. д. Комплексное решение всех этих задач представит

серьезные трудности.
Однако в большинстве случаев обратная связь через

навигационную систему является достаточно слабой, так

что она существенно меняет динамические свойства ста¬

билизированного объекта лишь в области весьма низких

частот. В этих случаях может быть осуществлено разде¬
ление задач: связи через навигационую систему выби¬

раются из условия возможно более точного воспроизве¬
дения программы движения центра масс объекта, а

прямые связи через автопилот — на основе всех осталь¬

ных требований.
В дальнейшем будем принимать, что система угловой

стабилизации (ее структура и параметры) определена

заранее и известна. Тогда при синтезе динамических ха¬

рактеристик навигационной системы, работающей в ре¬
жиме управления, следует исходить только из требова¬
ний возможно более точного воспроизведения програм¬
мы движения центра масс.

Для решения этой задачи нужно иметь следующие
исходные данные:

1. Характеристики реакции стабилизированного объ¬
екта на возмущающие и корректирующие воздействия.



ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОБЪЕКТА 37

2. Описание свойств движения стабилизированного
объекта при отсутствии обратной связи через навига¬

ционную систему.
3. Описание свойств выходных сигналов навигацион¬

ных приборов.
Обобщению и приведению этих данных к простому

стандартному виду, удобному для решения конкретных

задач, посвящены § 2.2—2.5 и 2.8.

2.2. Характеристики реакции

стабилизированного объекта на возмущающие
и корректирующие воздействия

Динамические свойства самолета, судна и ракеты
имеют много общих черт, поэтому ниже подробно будем
говорить только о характеристиках самолета, а затем

кратко отметим особенности судна и ракеты.
Силы и моменты, действующие на стабилизирован¬

ный самолет, можно разделить на возмущающие и упра¬
вляющие. При отсутствии возмущающих факторов дви¬
жение точно совпадало €ы с программным и не было бы

необходимости в управляющих воздействиях. Управляю¬
щие воздействия используются для устранения результа¬
тов воздействия возмущающих факторов. При рассмо¬
трении навигационных задач стабилизированный само¬

лет рассматривается как единое целое. Этим самым под

понятием «возмущающие факторы» объединяются воз¬

действия различной природы. Сюда относятся как внеш¬

ние силы и моменты, непосредственно приложенные к

самолету, возникающие из-за наличия ветра, несимме-

трии обтекания и тяги и т. п., так и ошибки звеньев

системы автоматической стабилизации (колебания гиро¬
вертикали, уход курсового гироскопа, дрейфы усилите¬
лей и т. п.). Разумеется, факторы второй группы в ко¬

нечном счете приводят к возникновению дополнительных

сил и моментов. К числу возмущающих факторов могут
быть условно отнесены причины, вызывающие отличие

начальных условий от расчетных.
Управляющими воздействиями в навигационных за¬

дачах следует считать сигналы, поступающие на автопи¬

лот от навигационной системы. Обычно способ введения
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этих сигналов в контур автоматической стабилизации за¬

ранее определен. Управляющие воздействия, как и возму¬

щающие, проявляются в возникновении дополнительных

сил и моментов. Однако в дальнейшем под управляющи¬
ми воздействиями мы будем понимать электрические сиг¬

налы, непосредственно поступающие от навигационной
системы. При описании динамических свойств самолета

выходными переменными считаются текущие значения

координат и составляющих скорости. Будем считать, что

уравнения движения самолета линеаризованы относи¬

тельно программы. В этом случае динамические свой¬

ства самолета по отношению к возмущающим и управ¬
ляющим воздействиям характеризуются системой им¬

пульсных переходных функций. Если программное дви¬
жение близко к режиму равномерного и прямолинейного
полета, то, во-первых, самолет как объект регулирова¬
ния становится стационарным, а во-вторых, происходит

разделение динамических характеристик на две группы,

соответствующие продольному и боковому движению.

Будем считать, что возможные в автопилоте перекрест¬
ные связи не нарушают справедливости такого разделе¬
ния. В этом случае возмущающие факторы, действую¬
щие в продольной плоскости (составляющая скорости

ветра в продольной плоскости, нестабильность тяги и

т. д.), не оказывают влияния на боковое движение. При¬
мем дополнительно, что управляющие воздействия в ли¬

нейном приближении раздельно влияют на продольное
и боковое движения: управляющее воздействие вы¬

зывает изменение параметров только продольного дви¬

жения [£(0 и £(/)], а воздействие и2(0 —изменение па¬

раметров только бокового движения [г](/) и т] (/)].
При всех принятых предположениях происходит пол¬

ное разделение задач управления продольным и боко¬
вым движениями: навигационная система после преобра¬
зования координат определяет отклонения от программы
отдельно по продольному и боковому движениям, и со¬

ответствующие управляющие воздействия вызывают из¬

менение координат только в продольном или только в

боковом движении. Продольное и боковое движения об¬

ладают специфическими особенностями.
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а) Продольное движение.

Свойства стабилизированного объекта в продольном

движении
по отношению к различным воздействиям

удобно характеризовать системой передаточных функций
(для стационарного случая они вводятся вместо им¬

пульсных переходных функций). Конкретный вид этих

передаточных функций зависит от типа объекта и осо¬

бенностей системы стабилизации. Сведения о типичных

и.
м

м/сек

К 'ч

\ \

V.
-ч.

, 1/сек

передаточных функци¬

ях можно найти в кни¬

гах, посвященных рас¬

смотрению автопило¬

тов [5, 46]. Примерный
вид одной из ампли¬

тудно-частотных ха¬

рактеристик [возмуще¬
нием считается ско¬

рость ветра, выходным
сигналом— продольная

координата £(/)] пока¬

зан на рис. 2.2. Ха¬

рактерно, что по отно¬

шению к большинству
воздействий передаточ¬
ные функции имеют один нулевой полюс (постоянное
воздействие вызывает постоянное установившееся при¬
ращение скорости). Это положение справедливо для

всех объектов, движущихся в вязкой среде.
Для навигационных задач важна только низкочастот¬

ная часть частотной характеристики. В первом прибли¬
жении для очень низких частот передаточная функция
самолета в продольном движении может быть записана,
(с точностью до постоянного множителя) в виде

L (/о) ~ _1_
>

* (2.1)

Такому представлению соответствует спрямление лога¬

рифмической частотной характеристики (на рис. 2.2

пунктир). Аппроксимацию можно считать справедливой
пРи о)< —, где (01= соответствует первой точке пере-
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лома частотной характеристики. Для стабилизированных
самолетов различных типов величина Т{ изменяется в

пределах 10 сек<7\<100 сек, судов
— в пределах

100 сек<7\<1000 сек. Если нужна аппроксимация ча¬

стотной характеристики в более широком диапазоне ча¬

стот, то вместо выражения (2.1) следует записать

£ (у®) = .

,т

1

, п (2.2)
или

=

~Гт2/- аА т
• <2-3)

yol^Qa)) +7'1усо+ 1]
в зависимости от того, каков наклон логарифмической
характеристики на следующем участке. При решении на¬

вигационных задач, по-видимому, нет необходимости ис¬

пользовать более точные аппроксимации, чем (2.2) или

(2.3) .

Для ракеты, движущейся в пустоте при отсутствии
гравитационных сил, передаточные функции должны
иметь двойной нулевой полюс. Это означает, что по¬

стоянные воздействия вызывают постоянные установив¬
шиеся ускорения. Такое положение характерно для слу¬

чаев, когда отсутствуют силы сопротивления движению;

все воздействия приводятся к изменению силы тяги, а

следовательно, (по закону Ньютона) к пропорциональ¬
ному изменению ускорения. В области очень низких ча¬

стот можно использовать простейшую аппроксимацию

<2-4>

В случае необходимости ее можно заменить более точ¬

ными:

L =

(у©)2 (Т,/<0+1)
(2'5)

ИЛИ

(^[rhyof+^+l]
• (2'6)

При решении прикладных задач в главах 5—11 ис¬

пользуются в основном простейшие выражения (2.1) и

(2.4) . Оценка допустимости таких упрощений может

быть произведена в каждом конкретном случае так, как
показано в § 6.5.
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б) Боковое движение.

В случае бокового движения вид передаточных функ¬
ций для различных воздействий может быть существен¬

но различным. По отношению к воздействиям, не вызы¬

вающим поворот объекта (таким воздействием является,

например, боковой ветер, который сносит самолет), пе¬

редаточные функции самолета имеют тот же вид, что

и для продольного движения [(2.1), (2.2) или (2.3)]. По

отношению к воздействиям, для которых постоянная

величина вызывает постоянную угловую скорость от¬

клонения. продольной оси самолета от оси (таким воз¬

мущением является скорость ухода курсового гироскопа
автопилота), передаточные функции имеют двойной ну¬
левой полюс. Действительно, в установившемся режиме

при угловой стабилизации по «уходящему» курсовому

гироскопу боковая скорость, пропорциональная углу

ухода, пропорциональна, таким образом, интегралу от

возмущения (угловой скорости), а боковое отклонение

пропорционально второму интегралу от возмущения.
Следовательно, по отношению к некоторым возмуще¬
ниям передаточные функции могут быть аппроксими¬
рованы выражениями (2.4), (2.5) или (2.6). Для та¬

ких возмущений свойства объектов, движущихся в

вязкой среде или в пустоте, не имеют качественных раз¬
личий.

Постоянные времени для бокового движения обычно
в несколько раз меньше, чем для продольного, поэтому
диапазон условий, при которых могут быть использо¬

ваны выражения (2.1) и (2.4), для бокового движения

гораздо шире.

2.3. Пути получения характеристик движения объекта

Важную группу исходных данных составляют харак¬
теристики движения стабилизированного объекта, а

именно статистические свойства координат £(/) и гД/)
как случайных функций времени. Необходимо отметить,
Что эти данные должны определять свойства только са¬
мого стабилизированного объекта, поэтому при экспери¬
ментальном получении данных навигационная система
может работать только в индикаторном режиме.
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При определении статистических характеристик ко¬

ординат £(/) и т](/) можно пойти по двум путям.

1. Сначала изучаются отдельные возмущения, вычис¬

ляются передаточные функции, соответствующие этим

возмущениям, а затем расчетным путем находятся ожи¬

даемые статистические, характеристики координат.
2. Непосредственно обрабатываются данные полных

натурных испытаний. В этом случае мы имеем дело сра¬

зу с суммарным эффектом действия всех возмущений.
Первый путь, вообще говоря, дает не вполне надеж¬

ные данные, поскольку при расчете могут быть упущены

некоторые существенные факторы. Второй путь дает

сразу те сведения, которые нужны для решения конк¬

ретных задач; однако если сам объект еще только про¬

ектируется, то приходится довольствоваться сведениями
о сходных объектах, что также вносит элемент нена¬

дежности.

Изложение общих методов получения статистических

свойств случайных процессов можно найти в литературе
по теории случайных функций [10, 26]. Исходными дан¬

ными являются записи изменения координат объекта как

функций времени в системе осей, связанной с Землей:

xz(Z), //ИО (/ = 1, 2, . .
., 7V). (2.7)

Эти данные могут быть получены, например, от назем¬

ных радиолокационных станций, сопровождающих са¬

молет, в результате аэрофотосъемки земной поверхно¬
сти с самого самолета или вообще от любой достаточно
точной навигационной системы, работающей в индика¬

торном режиме. Последнее обстоятельство является су¬

щественным: самолет должен управляться только авто¬

пилотом, без всякой коррекции со стороны пилота или

навигационной системы.

От системы координат, связанной с Землей, необхо¬
димо перейти к системе координат, совершающей про¬
граммное движение. Для случая, когда программное
движение представляет собой прямолинейный полет с

постоянной скоростью, а ось х направлена горизонталь¬
но в направлении полета, координаты £г-(/) и тц(/) опре¬
деляются следующим образом:

^(/) = хг(/)-У0Л = (2.8)
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где |/0 — скорость программного движения. Вероятност¬

ные свойства координат £(/) и т](/) как случайных функ¬
ций времени характеризуются математическими ожида¬

ниями

/^(/) = 7И {£(/)), (л(/)} (2-9)

и корреляционными функциями

R^v
= (т2)),

R^v T2) = Af{n<o>(T1)ri(O)(T2)),

R^ (тр г2) = Ж{^)(т1)п(0’ (т2)}>
[ё<0> W =Ш — (/), т](0) <f) = Л (0 — (/)).

Здесь и везде далее М— символ математического ожи¬

дания. Известно (см., например, [26]), что знания мате¬

матических ожиданий процессов и их корреляционных

функций достаточно для расчета дисперсий ошибок при
любых линейных преобразованиях.

Оценки (приближенные выражения) математических

ожиданий и корреляционных функций координат рассчи¬
тываются по экспериментальным данным следующим
образом:

N N

Z —1 Z-1

N

Z-1

N

Z = 1

N

Z-1

&0) (/) = |. (/) _ (/), Л(О) (/) = л. (/) _ (0].
При получении статистических характеристик движе¬

ния объекта необходимо четко устанавливать, по какому
множеству реализаций производится усреднение и как
Эти данные будут использоваться в дальнейшем. Строго

(2.11)
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говоря, исходные данные должны быть взяты для тех

же диапазонов изменения внешних условий, для кото¬

рых навигационная система должна работать без пере¬

стройки (генеральная совокупность, из которой делается

выборка для составления статистики, должна совпадать

с генеральной совокупностью, для которой строятся ре¬

шения). Так, если серию одинаковых навигационных
комплексов с одинаковыми настройками имеется в виду
поставить на однотипные рейсовые самолеты, совершаю¬

щие полеты по одному и тому же маршруту примерно
на одной высоте с одинаковой средней скоростью, то ре¬
ализация и гц(/) случайных процессов £(/) и т](/)
должна быть взята для самолетов того же типа, того

же маршрута, той же высоты. Если требуется, чтобы

навигационный комплекс имел фиксированные настрой¬
ки для разных типов самолетов, различных высот и ско¬

ростей полета и т. д., то нужно располагать записями

координат именно для такого разнообразия условий.
Смысл символа «математическое ожидание» может из¬

меняться, и соответственно выражения корреляционных
функций оказываются различными. В частности, при
осреднении результатов для фиксированной трассы сле¬

дует считать

адО: 0) = 7?tin(0; 0) = /^(0; 0) = 0, (2.12)

так как исходный пункт маршрута точно известен. Усло¬
вия (2.12) не выполняются, если трассы различны, при¬
чем исходные пункты маршрута или точно не известны,

или неудобно вводить эти данные в навигационный ком¬

плекс. В последнем случае «с точки зрения» навигацион¬

ного комплекса существует разброс начальных значений

координат, характеризующийся дисперсиями

Di (0) = (0; 0), Г>л(0) = /?1111(0; 0). (2.13)
Для фиксированной трассы и одного направления

движения следует считать m^(t) =#0 и m^t) =#0 (по край¬
ней мере потому, что в каждой точке трассы существуют
преимущественные направления ветра). В то же время,
если величина Vo выбрана определенным образом, для

множества всевозможных трасс можно считать т^(/) =

=тп(О=о.
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По-видимому, практически нельзя надеяться на то,

что всегда будет иметь место соответствие между диа¬

пазонами изменения внешних условий при получении

исходных данных и при использовании результатов ста¬

тистической обработки этих данных. Весьма вероятным

представляется такое положение: статистические свой¬

ства сигналов получаются осреднением по всем высотам

и трассам, а при использовании аппаратуры, рассчитан¬

ной по этим данным, имеется возможность перестройки
в зависимости от высот и трасс. Неиспользование этой

возможности (что связано с отсутствием дифференци¬
рованных данных) ведет в конечном счете к сниже¬

нию точности. Расчет критичности оптимальных си¬

стем позволяет оценить величину этого снижения точ¬

ности.

Необходимо обратить внимание на одну особенность

понятия «математическое ожидание». Если принимается

zn$(f)=#O или m11(/)¥z0, то этим утверждается, что функ¬
ции т^(/) и аил(/), характеризующие систематические

(средние по множеству полетов) отклонения движения

от программного, известны. Если же в диапазоне изме¬

нения условий, для которого будет настраиваться систе¬

ма, можно ожидать, что систематические отклонения

имеют место, но они неизвестны, то приходится считать

m^(t) =0. В этом случае как будто осуществ¬
ляется переход к более широкому множеству реализа¬
ций, для которого систематические отклонения отсут¬

ствуют. Таким образом, следует считать математические

ожидания сигналов или известными функциями времени,
или равными нулю.

Несмотря на простоту методики получения исходных

Данных, надежные сведения о корреляционных функ¬
циях координат различных объектов в литературе пол¬

ностью отсутствуют. Поэтому приходится идти по пути
косвенного определения характеристик движения. Из
нсех возмущающих факторов, действующих на стабили¬
зированный объект, удовлетворительно изучены только

ветры (для самолета) и неучитываемые течения (для
сУДна). Относительно характера остальных возмущений
могут быть высказаны лишь более или менее правдопо¬
добные гипотезы.
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2.4. Статистические характеристики движения объекта

при действии на него ветра (течения)

Вектор U горизонтальной составляющей скорости

ветра на фиксированной высоте Н представляет собой

случайную функцию трех аргументов: U=U(t, х, у).

Координаты х и у измеряются в системе, связанной с

Землей. При этом рассматриваются не слишком боль¬

шие расстояния, для которых допустимо использовать

прямоугольную сетку координат. Ux(t,x,y), Uy(t,x,y)—
проекции вектора U. Если задаться целью построить
статистические характеристики скорости ветра для мно¬

жества полетов по заданной трассе в определенное вре¬
мя суток (при этом все три аргумента t, х, у оказывают¬

ся сильно статистически зависимыми), то, строго гово¬

ря, следует учитывать явную зависимость корреляцион¬
ных функций составляющих скорости от конкретных ус¬

ловий. Так, известно, что среднеквадратичные значения

скорости ветра закономерно изменяются в течение су¬

ток, что в различных районах существуют различные

преимущественные направления ветра и т. д. Мы будем,
однако, предполагать, что осреднение производится для
множества всех возможных трасс и направлений (но не

обязательно для всех высот и времен года). В этом слу¬

чае естественно принять пять исходных допущений.
1. Составляющие Ux и Uy взаимно некоррелированы.
2. Математические ожидания составляющих Ux и Uy

равны нулю.
3. Взаимная статистическая связь случайных величин

= XV У1) И U(?==UX(t.2' Х2’ У1) (2Л4)

определяется только двумя аргументами:

т = /2-/р + (2.15)

Иначе говоря, принимается, что составляющая вектора
скорости представляет собой случайную функцию, ста¬

ционарную во времени и пространстве. Следовательно,
корреляционная функция для Ux имеет вид:

^uxux^v У2) — Ruxux(т> 5)- (2.16)
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4. Изменения Ux, происходящие от изменения аргу¬

ментов т и 5, взаимно статистически независимы. В этом

случае

RUxux^, 5) = C2pT(r)pJs), [рт(О) = рЛО)= 1], (2.17)

где q — среднеквадратичное значение составляющей ско¬

рости ветра (можно считать, что эта величина или зави¬

сит от высоты полета и времени года, или получена

осреднением по этим факторам), рт (т) характеризует
временную изменчивость скорости ветра, a ps(s)—про¬
странственную изменчивость.

5. При неограниченном возрастании интервала вре¬

мени и расстояния величины и становятся ста¬

тистически независимыми, т. е.

(т, $)->0 при т->оо и $->оо. (2.18)

Для навигационных задач важны свойства ветровых

воздействий в области низких частот. Поэтому обычно

используемые при расчете автопилотов данные о турбу¬
лентности атмосферы [46] здесь не могут быть исполь¬

зованы. Сведения об изменчивости скорости ветра от¬

дельно во времени и пространстве приведены в книге

[20]. Математическая модель явления, описанная там,
имеет следующий вид. Пусть Ua — вектор скорости вет¬

ра в произвольной точке А атмосферы. Вектор Ub ско¬

рости ветра в тот же момент времени в другой точке В,
взятой на той же высоте, равен:

:/в-7/л+ Аб/. (2.19)
По результатам обработки экспериментальных данных
сделан вывод, что А£/—случайный вектор, статистиче¬
ски независимый от Ua, причем любое его направление
равновероятно, а дисперсия модуля определяется выра¬
жением

М {At/2} = k2s, (2.20)
где ks — постоянный коэффициент, зависящий от высоты

полета и времени года. Для штурманских расчетов обыч¬
но считают fes=l,4 (At7 — в км/час, s — в кж). Прини¬
мается, что такой вероятностной моделью можно поль¬
зоваться на расстояниях примерно до 1500 км.
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Модель временной изменчивости скорости ветра вы¬

глядит аналогично, причем дисперсия модуля вектора

скорости определяется аналогичной формулой

M[\U2} = k2t, (2.21)

где kt — постоянная. Графики зависимости ks и kt от

высоты полета и времени года приведены в [20].
Легко убедиться в том, что приведенное выше опи¬

сание изменчивости ветра является некорректным. Дей¬
ствительно, если принять такую модель, то для диспер¬
сии модуля вектора скорости ветра для точки В (при
учете равновероятности направления вектора At/) по¬

лучаем:

M{U2b} = M{Ua+ 2UА cos ф +- MJ2 cos2 <р} =

= Ж{^}+|ж{Д6/2}>Л1ад. (2.22)

Поскольку точки Л и В в принципе равноправны (их
можно поменять местами), то неравенство (2.22) проти¬
воречит здравому смыслу.

Противоречия можно избежать, если несколько усо¬

вершенствовать модель, приняв, например, что вместо

(2.19) справедлива зависимость

UB=-j>(UA+&U), (2.23)
где

P=]/l+^7W{At/2}. (2.24)

Вектор At/ здесь уже не представляет собой вектор
изменения скорости. Величина 2C2 = M{U2A} = M{U2^}
представляет собой постоянную во времени и простран¬
стве дисперсию модуля вектора скорости ветра. Заме¬

тим, что при Л4(Д[/2}<^С2 как предложенная ранее, так

и измененная модели изменчивости ветра совпадают с

точностью до слагаемых второго порядка малости.

При соизмеримых С2 и Л4{Д(72} обе модели — исход¬

ная и усовершенствованная—дают малодостоверные

результаты. Из общих соображений ясно, что при т—>оо
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и s—> оо векторы UA и UB становятся некоррелирован¬
ными. Легко проверить, что корреляционные функции,
записанные в виде

с одной стороны, при малых М {At/2} дают численные

значения, близкие к тем, которые получаются по форму¬
лам (2.19) и (2.23) (первые слагаемые разложений в

ряд по степеням Д[72 совпадают), а с другой стороны,
обеспечивают убывание при М{Д[72} —► оо. Таким обра¬
зом, выражения вида (2.25) можно считать удачными

аппроксимациями, соответствующими как основным до¬

пущениям, перечисленным в начале этого параграфа,
так и экспериментальным данным.

Среднеквадратичное значение СУ2 модуля вектора

скорости ветра меняется в зависимости от высоты по¬

лета и времени года в довольно узких пределах: от

10 м/сек до 25 м/сек. В дальнейшем при расчете кон¬

кретных примеров (в главах 5—11) мы будем прини¬
мать С]Л2~14 м/сек или С=10 м/сек.

При расчете влияния ветровых воздействий на летя¬

щий самолет отклонения координат, вызванные этим

фактором, считаются функциями только времени. Мы

будем принимать, что эти функции времени отнесены к

программному движению. Если программное движе¬
ние— прямолинейный горизонтальный полет с постоян¬

ной скоростью Ео, то составляющие скорости ветра бу¬
дут представлять собой стационарные функции времени.
Тогда выражения корреляционных функций будут иметь

вид:

^UxUx^) — Р|Т|» (2.26)
где

Р "8£Т 0 +

Спектральная плотность скорости ветра, соответствую¬
щая корреляционной функции (2.26), имеет вид:

(2.27)

4 И. Б. Челпанов
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При расчете примеров в главах 5—И принято [3 =

= 10~3 \/сек, что при fes = 2,2 и kt= 1,5 соответствует ско¬

рости Ео=12ОО м!сек. Заметим, что при 14>50 м!сек
«локальной» изменчивостью ветра (в явной зависимости

от времени) можно пренебрегать по сравнению с «пе¬

реносной». Если про¬

граммное движение —

не прямолинейный по¬

лет (система коорди¬
нат программного дви¬
жения вращается), то

вид корреляционных
функций составляю¬

щих скорости ветра
может существенно из¬

мениться (в частности,
появится взаимная кор¬

реляция составляю¬

щих). Заметим, что

мощность составляю¬

щих скорости воздуха
от турбулентности ат¬

мосферы [46] остается

малой по величине во

всем диапазоне ча¬

стот, представляющем
Рис. 2.3. интерес в навигацион¬

ных задачах (вплоть до

(о = 0,3 l/сек). На рис. 2.3 показаны кривые спектраль¬
ных плотностей скорости ветра (/) и скорости воздуш¬
ного потока, вызванного турбулентностью (2).

Для морских кораблей (надводных и подводных)
важным возмущающим фактором являются неучитывае¬
мые течения (основные составляющие течений берутся
из атласов морских течений и при счислении пути вво¬

дятся соответствующие поправки). Согласно данным,

приведенным в работе [3], корреляционные функции со¬

ставляющих скорости неучитываемых морских течений

удовлетворительно аппроксимируются выражениями ви¬

да (2.25), причем входящие туда параметры имеют поря¬
док: С = 0,2-^0,5 м!сек, [3= (0,54-2) 10-5 \/сек. В противо-
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положность самолетной навигации здесь основное значе¬

ние имеет «локальная», а не «переносная» изменчивость.

Для ракеты, летящей в пустоте или в очень разре¬

женной среде, по-видимому, основным возмущающим

фактором является нестабильность тяги по величине и

направлению. В качестве правдоподобного предположе¬
ния можно принять, что переменная составляющая уско¬

рения, появляющаяся из-за нестабильности тяги, пред¬

ставляется простым марковским процессом. В этом слу¬

чае переменная составляющая ускорения стационарна и

ее корреляционная функция имеет вид:

= (2.28)

Такое выражение удовлетворяет гипотезам о стационар¬
ности нестабильности тяги и ограниченности ее диспер¬
сии. Спектральная плотность этой составляющей уско¬

рения будет иметь вид:

= (2-2S)

Для самолета, как и для судна, нет надежных дан¬

ных о свойствах других возмущений, кроме ветра и не¬

учитываемых течений. Наиболее простым и в то же

время правдоподобным является предположение, что

ряд факторов вызывает в установившемся режиме прак¬
тически постоянные отклонения скорости, средней по

времени для каждого полета, от скорости, средней по

множеству полетов. Таким образом, примем, что ско¬

рость продольного движения объекта относительно си¬

стемы, совершающей программное движение, может

быть записана в виде

U0 = W)+L(0, (2.зо)

где —составляющая скорости, вызванная случай¬
ным ветром, а go(O—составляющая скорости, вызван¬

ная факторами, только что введенными в рассмотрение.

Будем предполагать, что случайная функция £(/) имеет

нулевое математическое ожидание. Этим самым поня¬

тие «программа движения» приобретает новый смысл:

программное Движение теперь будет представлять собой

среднее из множества движений при заданном диапазоне
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изменения условий. В частности, программа может быть

рассчитана при определенном положении сектора газа

двигателя (при определенном режиме работы двигате¬

ля), если не производится осреднение по режимам ра¬
боты двигателя). Если требуется выдерживание напе¬

ред заданного закона изменения скорости, то програм¬
ма управления тягой рассчитывается и реализуется так,
чтобы этот закон был средним из действительных зако¬

нов, различающихся из-за действующих возмущений.
Если момент начала отсчета времени / = 0 произво¬

лен (движение началось до этого момента и продол¬
жается после него), то случайная начальная, скорость

g(0) коррелирована с составляющими tu(t) и go (О» так

как g(0) вызвано не только случайными начальными ус¬
ловиями, но и возмущениями, действовавшими до мо¬

мента времени t=0. Выражения для gtz(O и g0(/) запи¬

сываются в виде интегралов свертки:

t

^.(0 = ^(0)+J x)UX(x)ch,
о

t

to(O = to(O)+ a J Ga(t, x)dx,
0

(2.31)

где Gu(t, т) и Ga(/, r) —импульсные переходные функ¬
ции объекта (входными переменными считаются состав¬

ляющая скорости ветра и постоянное возмущение, вы¬

ходными— составляющие скорости объекта). В даль¬
нейшем будем считать скорость движения установившей¬
ся. Тогда составляющая g0(f) будет просто постоянной.

Спектральная плотность составляющей gjj(/) опреде¬
ляется выражением

5е,д„ И=®2Ц (/®)I2 su и (“)• (2-32)

При аппроксимации передаточной функции самолета

простейшим выражением (2.1) спектральная плотность
этой составляющей скорости самолета определяется вы¬

ражением (2.27). Такая аппроксимация равносильна
предположению, что инерционностью самолета при «втя-
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гивании» его в медленно изменяющийся воздушный по¬

ток можно пренебречь. Когда используются более точ¬

ные выражения (2.2) или (2.3), получаем вместо (2.27)
соответственно следующие выражения для спектраль¬

ной плотности составляющей ^(/):

(2.33)

(2.34)

и ^>и (со2 + �2) (7^1 о2 + 1)
’

2рС2S
iuiuН = (со24-�2) | (7’2<о2_1)2+7’У]

Чтобы подчеркнуть основную качественную особен¬

ность движений, для которых возмущения вызывают

ограниченные приращения скорости, для них в дальней¬
шем вводится термин «движение со стационарной ско¬

ростью». Представление реального движения как движе¬

ния со стационарной скоростью является идеализацией,
применимой, по-видимому, во многих случаях. Основные

физические упрощения, используемые при переходе к

этой идеализации, следующие:
1. Пренебрежение переходными процессами установ¬

ления скорости. Вследствие этого дисперсия скорости в

любой момент времени (в том числе и начальный) по¬

стоянна и не равна нулю.
2. Пренебрежение медленными изменениями харак¬

теристик движения, вызываемыми непостоянством пара¬

метров объекта и другими медленно меняющимися фак¬
торами.

Далее удобно перейти к обозначениям, обычным для

теории преобразования сигналов. Вместо координаты
вводится переменная s(t)—полезный сигнал, вме¬

сто —компонента r(t) производной s(t) полезного

сигнала s(t). Для характеристики отличительных осо¬

бенностей качественно различных составляющих полез¬

ного сигнала используется терминология Миддлтона

[19]: составляющие, которые могут быть представлены в

виде суммы конечного числа известных функций со

случайными множителями, называются детерминирован¬
ными (другие авторы называют их «регулярными»
[24], «заданными аналитическими выражениями» [31]),
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а составляющие, для которых это невозможно,
— неде¬

терминированными. Существенно, что детерминирован¬
ный случайный процесс может быть точно задан в лю¬

бом интервале времени конечным числом дискретных
значений, а для недетерминированного процесса значе¬

ние в любой момент времени не может быть точно най¬

дено через значения в другие моменты времени, а зави¬

сит от них только в вероятностном смысле.
В соответствии с предположением о стационарности

скорости полезный сигнал записывается следующим об¬

разом:
s (/) = Н- И-г (О’ (2.35)

где Со — случайное отклонение начального значения ко¬

ординаты. Если момент / = 0 произволен, то случайная
величина с0 и функция r(t) статистически связаны, так

как отклонение с0 частично обусловлено действием того

же возмущения, что и r(t) (при Z<0). Поэтому в об¬

щем случае статистические свойства сигнала s(t) дол¬

жны быть заданы корреляционными моментами

С2= Ж{^}, С2 = Ж(г2}, С01 = ЛЦС(А} (2.36)

и корреляционными функциями

Я„(Тр Т2) = ТИ {/-(?!) г (т2)},

$с<,г (т) = 7И {сог(т)),

/?с,г(т) = Л4 {^(т)}.

(2.37)

Величина Со характеризует неточность сведений о

начальном положении самолета, величина С]—разброс
средней скорости относительно номинального значения.

Величины корреляционных моментов существенным об¬

разом зависят от множества полетов, для которого про¬
изводится осреднение. Для навигационной системы во¬

прос о выборе множества сводится к определению пред¬
варительных сведений, подлежащих вводу в систему

перед полетом. Если в момент t=0 точно известно поло¬

жение самолета и соответствующее значение координа¬
ты может быть введено, то можно считать Со = О. Если
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в этот момент времени положение практически неизве¬

стно или в системе не предусмотрено введение подоб¬
ных данных, то Со велико (часто при решении задач

можно принимать С0->оо).
Величина Ci зависит от того, использует ли нави¬

гационная система данные о зависимости скорости от

положения сектора газа двигателя, высоты полета, по¬

летного веса и т. д. Априорные сведения позволяют

уточнить величину средней скорости, т. е. уменьшить

значение Сь Вообще использование априорных сведений

ведет к усложнению процесса настройки и выставки си¬

стемы, но дает возможность повысить точность. При ре¬
шении конкретных задач в главах 5—11 вопросу о

влиянии величин Со и Ci на точность уделено много вни¬

мания.

Далее будем для простоты принимать, что величины

с0, й и функция r(t) взаимно статистически независимы.

Это условие приближенно выполняется, если интервал

времени между моментом старта (t =—Т) и условно

выбранным моментом начала отсчета времени (t = Q)
достаточно мал, так что неопределенность в значении

начальной координаты s(O)=co обусловливается в основ¬

ном неточным знанием места старта и мало зависит от

возмущений, действующих в интервале (—Т, 0). При этом

обычно ошибки в определении и установке координаты
точки старта статистически не зависят от возмущений,
действующих затем в полете. Предполагается также, что

при точном знании места старта ошибками в определе¬
нии местоположения в момент времени t = 0 можно пре¬
небречь. Заметим, однако, что интервал (—Т, 0) не мо¬

жет быть очень малым, так чтобы можно было считать

скорость установившейся, начиная с момента / = 0.

При принятых предположениях корреляционная
функция полезного сигнала записывается в виде

т2) = Со + С1Т1Т2 + ^гг (тг тг)’ (2.38>

где /?ГГ(Т1, т2)—корреляционная функция недетермини¬
рованной составляющей r(t) сигнала s(t). Используя
выражение (2.27) для спектральной плотности недетер¬

минированной составляющей скорости и аппроксимацию
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(2.1) передаточной функции объекта, получаем:

Rrr (.xv *2) = -у- [2 min (тр т2) +

+j(—1 -Ь — г?-�|Л-т’1)]- (2.39)

При аппроксимациях (2.2) и (2.3) выражения Лгг(ть т2)
получаются весьма громоздкими и их использование при
решении прикладных задач затруднительно.

Для класса движений другого типа, который пред¬
ставляет, например, движение ракеты в пустоте, можно

предположить, что ускорение (вторая производная по¬

лезного сигнала) может быть записано в виде

s(t)==c2 + r(t), (2.40)

где с2— случайное отклонение постоянной составляю¬

щей ускорения от номинала (математического ожида¬

ния), r(t)—недетерминированная стационарная состав¬

ляющая, вызванная нестабильностью тяги. Выражение
(2.40) определяет второй класс движений—движения
со стационарным ускорением. Как и в случае движений
со стационарной скоростью, — это результат идеализа¬

ции. Заметим, что для движения со стационарной ско¬

ростью ускорение стационарно, а для движения со ста¬

ционарным ускорением скорость нестационарна.
Для движения со стационарным ускорением полез¬

ный сигнал имеет вид:

s(t') = c0-lrc1t + ^c2t2 + r(f), (2.41)

где с0 имеет тот же смысл, что и для движения со ста¬

ционарной скорстью, a Ci
— случайное отклонение на¬

чальной скорости. Случайные величины с0, cif с2 и функ¬
ция r(t) считаются взаимно статистически независимыми.

Как и в случае движения со стационарной скоростью,
это условие приближенно выполняется, если интервал

(—Т, 0) не очень велик.

При введенных упрощениях корреляционная функ¬
ция полезного сигнала будет иметь вид:

(V тг) = Со + + + Rrr (тр т?), (2.42)
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где

Т2) а {4 min (4 Т|)+

+ i-tb-г-ат‘ (atj + l) — е~^ (ат2+ 1) +

+ е~
•а 1 Т1-Т2 1(1 _|_ а | _

г2 | — «Ч^2)]} • (2.43)

Величины cl Сь С\ — дисперсии случайных вели-

ЧИН Со, £1, ^2-

Математическая теория нестационарных процессов,

производные которых стационарны (процессов со ста¬

ционарными приращениями), достаточно хорошо раз¬

работана [26, 47].
Отметим, что, хотя конкретный вид корреляционных

функций определене при учете только одного фактора
(для продольного движения самолета — ветра, для ра¬
кеты— нестабильности тяги), все же основной принцип
идеализации — допущение о стационарности скорости
или ускорения

— может быть принят и в случае совмест¬

ного действия многих возмущающих факторов. При ста¬

тистической обработке экспериментальных данных с

целью построения оценок корреляционных функций за¬

дание вида нестационарное™, т. е. вида связи интере¬
сующего нас нестационарного процесса с некоторым
«порождающим» стационарным процессом, может суще¬
ственно облегчить получение результатов. Так, для про¬
цессов со стационарными приращениями корреляцион¬
ная функция может быть получена по одной реализации
(если принять гитопезу эргодичности для «порождающе¬
го» случайного процесса).

Для бокового движения самолета в общем случае
могут быть существенны составляющие как со стацио¬

нарной скоростью, так и со стационарным ускорением.
Поэтому наряду с основными вариантами следует рас¬
сматривать более общий смешанный случай. В соответ¬

ствии с выражением (2.27) в § 7.3 будет принято, что в

смешанном случае спектральная плотность недетермини¬
рованной части ускорения имеет вид:

с
. 2�С2©2 ,

2аЛ2

^2.^2 Н- ^2 а2
’ (2.44)
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где первое слагаемое соответствует компоненте со ста¬

ционарной скоростью, второе
— компоненте со стацио¬

нарным ускорением. Для смешанного случая в пределе

получаем:
а) если система угловой стабилизации весьма точна

и основным возмущающим фактором следует считать

ветер, то можно принять, что боковое движение яв¬

ляется движением со стационарной скоростью;
б) если в боковом движении основную роль играют

ошибки системы угловой стабилизации, то движение

близко к движению со стационарным ускорением.

Вопрос о том, в каких случаях при рассмотрении бо¬

кового движения допустим упрощенный подход, может

быть решен на основании рассмотрения кривых «услов¬
ных» спектральных плотностей (это понятие вводится в

§ 3.4). Так, в § 7.3 будет показано, что при преобразо¬
вании сигнала позиционного измерителя составляющей
со стационарным ускорением во многих случаях можно

пренебрегать. Поэтому в главах 5—11, посвященных

решению конкретных задач, главное внимание уделяет¬

ся основным вариантам
— движению со стационарными

скоростью и ускорением.

2.5. Сведение задачи преобразования сигналов приборов
к линейной задаче при линеаризации уравнений

относительно программы

Предположим, что программа движения задана за¬

ранее. Сведения, получаемые от навигационных прибо¬
ров и комплексов, должны быть приведены к системе

координат О^оЛо, совершающей программное движение.

Для некоторых приборов или устройств такое приведе¬
ние может быть осуществлено автономно, для других
необходимо совместное преобразование сигналов двух

приборов. В дальнейшем будем считать, что все первич¬
ные источники информации разбиты на простые груп¬
пы, так что в пределах каждой из групп могут быть

определены или координаты, или составляющие скоро¬
сти, или составляющие ускорения (в системе координат

программного движения). При этом некоторые устрой¬
ства могут входить в несколько групп. Каждую эле-
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ментарную группу первичных источников информации
будем называть просто измерителем.

Рассмотрим несколько примеров.
1. Фазо-гиперболическая система дальней радиона¬

вигации. Непосредственно измеряемыми параметрами

являются две разности Дав и Двс расстояний от объек¬
та М до трех наземных станций Д, В и С (рис. 2.4):

^АВ~^А ^вс~^в &с* (2.45)

Искомые координаты объекта х, у (в прямоугольной
системе) определяются из системы двух уравнений:

К(х — хд)2+(у — Уа)2 — /(•« — хв)2 + (У — Ув)2 = Ддв>

/(х —хв)2+ (у —ув)2 — /(х —хс)2+ (у —ус)2 = \вс,
(2.46)

в которых хЛ, уА, хв, ув, хс, Ус
— заданные координаты

наземных станций. Таким образом, в этом случае изме¬

ритель включает только один навигационный прибор.
2. Датчик скорости и курсовой прибор. Непосред¬

ственно измеряемыми параметрами являются величина

скорости V, угол сноса % и курс ф. Составляющие ско¬

рости в неподвижной прямоугольной системе координат
Оху определяются следующим образом (рис. 2.5):

^ =х= I/sin(ip + x), Vy — y — Kcos(ip + x). (2.47)
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В этом случае измеритель включает два первичных на¬

вигационных прибора.
3. Инерциальная система геометрического типа с го¬

ризонтальной площадкой. Принцип ее действия сводится
к следующему (рис. 2.6). На объекте в виде блока 1

фиксируется инерциальная система координат хо^/о^о-

Акселерометры А{ и А2 располагаются на площадке 2,
которая непрерывно приводится в плоскость горизонта
за счет преобразования блоком 3 сигналов этих же ак¬

селерометров в углы поворота, отрабатываемые следя¬

щими системами относительно блока /. Непосредствен¬
но измеряемыми сигналами можно считать или углы

поворота площадки 2 относительно блока /, или выход¬

ные сигналы акселерометров. Положение осей блока 1

фиксируется в инерциальном пространстве или с по¬

мощью визиров с фотоследящими системами, осущест¬
вляющими автоматическую стабилизацию оптических

осей визиров относительно направлений на выбранные
светила, или с помощью, свободных гироскопов. Инер¬
циальную систему геометрического типа удобно разде¬
лить на две части, первая из которых фиксирует инер¬
циальную систему координат, а вторая

—

горизонтально¬
географическую. Вторая часть системы представляет
собой по существу длиннопериодическую гравитацион¬
ную вертикаль. Поэтому с таких общих позиций астро-
инерциальная система тождественна обычной астронави¬
гационной системе, в которой измеряемыми величинами
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являются высоты светил над горизонтом. Однако обяза¬
тельным является условие, чтобы вертикаль была гра¬
витационной.

4. Астронавигационная система с негравитационной
вертикалью. Вертикаль может быть радиолокационной,
инфракрасной или основанной на ином физическом
принципе. В этом случае система внешне очень похожа

на астроинерциальную (координаты получаются в виде

углов между осями материально -реализуемых систем

координат), однако по характеру выдаваемых данных

она ближе, например, к фазо-гиперболической системе

дальней радионавигации. Дело в том, что в рассматри¬
ваемом случае, как и в системах радионавигации, свой¬

ства ошибок в определении координат обусловлены чисто

схемными особенностями, в то время как в астроинер-
циальной системе существенными являются начальные

условия, устанавливаемые при выставке (колебания не-

возмущаемой вертикали не затухают).
В различные измерители могут входить одни и те же

первичные навигационные приборы. Так, сигнал курсо¬
вого прибора может использоваться при преобразовании
сигналов датчиков скорости и радионавигационных си¬

стем некоторых типов; в навигационном комплексе мо¬

жет быть реализовано несколько абсолютных систем ко¬

ординат (с помощью свободных гироскопов, визиров с

фотоследящими системами) и несколько горизонталь¬
ных систем координат (гравитационная, инфракрасная,
радиолокационная вертикали). В подобных случаях в

качестве измерителей можно рассматривать все возмож¬

ные сочетания первичных приборов, по сигналам кото¬

рых могут быть однозначно определены координаты.
Каждый измеритель вырабатывает данные одновре¬

менно о двух координатах. Однако поскольку задачи ин¬

дикации и управления по двум координатам считаются

несвязанными, то далее допустимо рассматривать про¬
цесс преобразования данных только по одной коорди¬
нате. К этой же Постановке мы приходим, рассматри¬
вая случай одномерного движения, когда траектория
Движения жестко задана и положение объекта опреде¬
ляется единственной координатой вдоль траектории. Мо¬
дель одномерного движения удобна для теоретического
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анализа и поэтому будет обычно использоваться в даль¬

нейшем.
Задачи преобразования координат в навигационных

системах как задачи нелинейных преобразований сигна¬

лов имеют следующие отличительные особенности:
1. Все нелинейности гладкие и в разумных пределах

взаимно однозначные (по крайней мере возможная мно¬

гозначность всегда легко устраняется).
2. Ошибки во входных данных малы.

3. Отклонения от программных значений координат
малы по сравнению с самими программными значе¬

ниями.

Покажем на простейшем примере, что при выполне¬

нии перечисленных условий ошибки при нелинейном пре¬
образовании рассчитываются так же, как и при линей¬
ном. Рассмотрим одномерное движение. Сведения о нем

поступают от непрерывного измерителя, выходной сигнал

u(t) которого представляет собой результат безынер¬
ционного нелинейного преобразования координаты x(t),
подлежащей определению. Если измеритель идеально

точен, то вид этого нелинейного преобразования

«(O = Fo[x(O] (2.48)

точно известен. Для определения искомой координаты
в этом случае вычислительное устройство должно осу¬
ществить обратное нелинейное преобразование

z(/) = До-1 [«(/)]• (2.49)

При идеально точном преобразовании получаем z(/) =
= x(t). Схема преобразования представлена на

рис. 2.7, а, где И — измеритель, ВУ— вычислительное

устройство.
Если измеритель неидеален, то осуществляемое им

преобразование
zz(/)^F[x(0] (2.50)

отличается от (2.48). Отличия закона (2.50) от (2.48)
случайны, заранее неизвестны и характеризуют ошибки

измерителя. Поскольку ошибки заранее неизвестны, то

принципиально невозможно осуществить такое преобра¬
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зование, которое обеспечивало бы точное выполнение то¬

ждества z (/)=%(/). Поэтому вид преобразования
z (/) = G [и (/)] (2.51)

может быть определен из условия минимума математи¬

ческого ожидания какой-либо функции ошибки, напри¬

мер дисперсии ошибки:

— x(/)]2} = min. (2.52)

Решение этой общей задачи оптимального нелиней¬

ного преобразования сигналов, вообще говоря, может

быть получено при использовании современных методов

И
о)

V7
ВУ

Рис. 2.7.

прикладной теории случайных функций [26]. Однако пер¬
спективы в этом направлении весьма ограничены по

трем причинам.
1. Очень велики вычислительные сложности при ана¬

литическом решении. Не случайно невелико число ре¬

шенных нетривиальных примеров.
2. Вид решения получается настолько сложным, что

соответствующие алгоритмы непосредственно не могут
быть реализованы.

3. Нужно иметь очень полное описание характери¬
стик сигналов (знания только корреляционных функций
или спектральных плотностей недостаточно).

В то же время простыми приемами задача может

быть сведена к линейной. Выделим нелинейную часть

преобразования, задав структуру вычислительного уст¬

ройства в виде последовательного соединения двух
звеньев (рис. 2.7,6), первое из которых осуществляет
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нелинейное преобразование вида (2.49), а второе
— ли¬

нейное преобразование IF, т. е. будем искать оптимальное

преобразование на ограниченном классе операторов.
Сигнал x(t) состоит из двух слагаемых — программы

m(t) и полезного сигнала s(/):

х (/) — т (/) + s (/). (2.53)

Разложим результат прохождения сигнала x(t) через не¬

линейные преобразования F и Fo"1 (см. рис. 2.7,6) вряд
по степеням s(t) относительно программного движения

y{t) = п (/) s (/)+а2 (О s2 (/)+•.. (2.54)

Так как, согласно сделанным предположениям, нелиней¬

ность гладкая, а ошибки и отклонения от программы
малы, то в выражении (2.54) допустимо сохранить толь¬

ко два первых слагаемых. Кроме того, поскольку при

переходе к идеальному измерителю получаем ai(/) = l,
выражение (2.54) удобно записать в виде

i/(/) = [1 + е(^)]5 W + (2.55)

где е(/) представляет собой мультипликативную состав¬

ляющую ошибки, а /?(/)—аддитивную составляющую.
Сигнал y(t) подлежит теперь дальнейшему преобразо¬
ванию. Можно ожидать, что при этом хорошие резуль¬
таты даст именно линейное преобразование, так как в

выражение (2.55) полезный сигнал входит линейно. По¬

этому принятая структура закона преобразования
(рис. 2.7,6) представляется оправданной. В результате
в рассматриваемом простейшем случае задача опти¬

мального преобразования сигнала измерителя сводится
к задаче линейной фильтрации сигнала z/(/), в который
линейно входят полезный сигнал $(/), аддитивная поме¬

ха п(/) и мультипликативная помеха е(/).
Заметим, что, строго говоря, вид оптимального пре¬

образования даже при условии, что полезный сигнал

входит в преобразуемый сигнал линейно, зависит от за¬

конов распределения сигналов и критерия оптимально¬
сти [26]. Лишь в частном случае, когда все сигналы
имеют нормальное распределение, а в качестве критерия
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используется принцип минимума дисперсии ошибки,

строго доказано, что оптимальное преобразование яв¬

ляется линейным. Тем не менее многочисленные расчеты
показывают, что линейное преобразование остается

близким к оптимальному даже при значительных откло¬

нениях от нормального закона распределения.
Далее предполагается, что принцип сведения' задачи

к линейной, проиллюстрированный на простом примере,

применяется ко всей навигационной системе в целом.

Схема преобразования сигналов представлена на рис.
2.8. Входными сигналами считаем ортодромические
координаты фД/) и фг(О- Измерители И2, HN
вырабатывают сигналы, связанные нелинейными зави¬

симостями с самими координатами фД/) и ф2(0, их пер¬
выми и вторыми производными. Если бы измерители
были идеально точными, то преобразования характери¬
зовались бы нелинейными операторами FOi; в действи¬
тельности же операторы Fi отличаются от них (источ¬
ники информации неидеальны). Будем считать, что уже

произведено объединение первичных источников инфор¬
мации в группы, в пределах каждой из которых могут
быть определены или две координаты, или две состав¬

ляющие скорости, или две составляющие ускорения.

Рис. 2.8.

Блоки Ни ..., Нм (рис. 2.8) осуществляют нелинейные

преобразования сигналов цДД в приближенные значе¬

ния координат, составляющих скорости и ускорения.
Вид этих преобразований определяется из условий ин¬

вариантности, составленных для случая Fi=FQi (реали¬

5 И. Б. Челпанов
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зуются обратные нелинейные преобразования, но на

этот раз не одной, а двух переменных).
После выделения программных составляющих mi(t)

и т2(/) [или mJ/) и т2(/), или mJ/) и т2(/)] получаем
в линейном приближении следующие .выражения для

определения сигналов, подлежащих дальнейшему пре¬

образованию:
У1 W= [ 1 (01Ф/ (0 + ni (0> (2.56)

где фЦ/) есть cpj/), ф2(/), cpJO, фг(/), <pJO, фг(/) или их

линейные комбинации. Полезные сигналы входят в выра¬
жения (2.56) линейно, поэтому представляется целесооб¬

разным подать их на линейные фильтры Фь Ф2, •.
•, Фм-

Таким образом, в основу построения блок-схемы по¬

ложен принцип отделения нелинейных операций от ли¬

нейных. При этом первые осуществляются по алгорит¬
мам, обычным для таких задач и построенным без учета
неидеальности измерителей. Именно так и делается .в

существующих навигационных системах: тригонометри¬
ческие или кинематические соотношения, связывающие

выходные сигналы с ортодромическими координатами,

рассматриваются как уравнения относительно послед¬

них. После разрешения этих уравнений в вычислитель¬

ном устройстве получается, что ортодромические коордш
наты (или их производные) определены несколькими

независимыми путями. И вот теперь утверждается, что

далее необходимо осуществить только линейные преоб¬
разования. Таким образом, основная часть вычислитель¬

ного устройства остается неизменной, но только допол¬

няется системой линейных фильтров. Если иметь в виду
реализацию всего объема вычислений на ЦВМ, то мож¬

но сделать вывод, что добавление линейных фильтров
не потребует существенного увеличения ее быстродей¬
ствия и объема памяти.

2.6. Линеаризация уравнений навигации
относительно текущих значений координат

Начиная с § 2.1 и до этого момента предполагалось,
что линеаризация уравнений навигации производится от¬

носительно некоторого заранее заданного программного
движения. Этот способ линеаризации с практической
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точки зрения может оказаться неприемлемым. Во-пер¬
вых, действительные отклонения от программной траек¬

тории могут быть достаточно большими, так что линеа¬

ризованные соотношения уже не будут обеспечивать

требуемую точность. Во-вторых, во многих случаях про¬

грамма вообще, не может быть задана заранее. Выход

заключается в осуществлении линеаризации относитель¬

но текущих значений координат. Рассмотрим пути осу¬
ществления этой линеаризации.

Основными являются два варианта.
1. Линеаризация относительно дискретных значений

координат. Блок-схема системы для этого варианта пред¬
ставлена на рис. 2.9. Блок Л осуществляет вычисление

Рис. 2.9.

(фр ф2) и и при

значениях координат
ределяют преобразова¬
ния измеряемых пара¬

метров в координаты,
составляющие скоро¬
сти или ускорения, при¬
чем вид этих операто¬

(операторы

некоторых дискретных

Fqi\ как и в § 2.&, оп¬

ров определен из усло¬
вий инвариантности относительно движения объекта).
На рис. 2.10 точки О2, ... изображают центры, отно
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сительно которых производится линеаризация в последо¬

вательные интервалы времени, а ДоА, Д1Л2, •••

— соот¬

ветствующие отрезки траектории. Переход от центра к

центру осуществляется тогда, когда расстояние между

старым центром и точкой, в которой находится объект,
становится больше допустимого. За новый центр может

быть принята точка, в которой объект находится в мо¬

мент перехода, или любая точка вблизи нее. Таким об¬

разом, при рассматриваемом методе время от времени

должен производиться расчет координат центров (по
полным нелинейным уравнениям), а в промежутках

—

определение приращений координат (по линеаризован¬
ным зависимостям). Расстояния между центрами ли¬

неаризации выбираются достаточно малыми, так чтобы

соответствующие ошибки были заведомо пренебрежимо
малы. По сравнению с методом линеаризации относи¬
тельно заданной программы характерным здесь являет¬

ся наличие дискретной обратной связи с выхода всей
системы на блок Л (координаты центров линеаризации
определяются как приближенные значения координат в

дискретные моменты времени).
2. Линеаризация относительно непрерывно сглажи¬

ваемых значений координат. Блок-схема системы для

Рис. 2.11.

этого варианта представлена на рис. 2.11. Здесь блок Л

осуществляет обратное нелинейное преобразование ис¬

комых координат cpi(O и <рг(О в измеряемые сигналы

Ui(t) (это преобразование определяется операторами
Foi). Таким образом, в этом случае система представ¬
ляет собой двумерную следящую систему. При большом
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коэффициенте усиления блоков Ф; и при большом быстро¬
действии цепи обратной связи система осуществляла бы

практически безынерционное нелинейное преобразова¬
ние. Однако здесь на входе блока Л включены фильтры
ф* и Ф1 с весьма большими постоянными времени. По¬

этому обратные связи осуществляют «коррекцию», в диа¬

пазоне весьма низких частот. Можно сказать, что в этом

варианте блоки Hi и Фг осуществляют основную часть

преобразования, а блок Л дает медленное перемещение

«рабочих точек» по нелинейным характеристикам. По¬

этому линеаризация осуществляется относительно силь¬

но сглаженных текущих значений координат. Постоян¬

ные времени фильтров могут быть достаточно большими,
однако такими, чтобы поправки к координатам, выра¬
батываемые блоками Hi и Ф^ были не слишком велики

(для них линеаризованные уравнения должны сохранять

требуемую точность).
При линеаризации относительно заранее не задан¬

ных траекторий свойства сигналов, преобразуемых филь¬
трами, зависят от вида и параметров устройств, осуще¬
ствляющих линеаризацию, а не только от характеристик
действующих возмущений. Это приводит к дополнитель¬

ным трудностям расчета оптимальных фильтров. В этом

Рис. 2.12.

отношении неприятнее первый вариант, в котором ха¬

рактеристики сигналов периодически скачкообразно из¬

меняются. Во втором варианте при определенных усло¬
виях трудности легко преодолимы.

Рассмотрим для простоты одномерную систему

(рис. 2.12), построенную по второму варианту. Линеа¬

ризуем уравнение контура относительно сигнала х(/) —
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сглаженной координаты. По отношению к поправке

Дх(/) поведение контура описывается уравнением с пе¬

ременными коэффициентами. Однако практически на не

слишком больших интервалах времени допустимо счи¬

тать производную dFQ/dx постоянной. Тогда передаточ¬
ные функции разомкнутого и замкнутого контуров [со¬
ответственно и Z(/(o)] связаны соотношением

Z (»=
К О)

1 + к (Jo) J

(2.57)

Если из решения задачи линейного преобразования
при заданной программе определена передаточная функ¬
ция то из соотношения (2.57) может быть опре¬
делена передаточная функция Z(/co). Если в интересую¬
щем нас диапазоне частот выполняется условие

1Г/®+1 |> 1*0)1-^. (2-58)

то из выражения (2.57) следует Z(/co) ~Л(/со). Таким

образом, при условии (2.58) обратная связь через блок

линеаризации несущественна, и оптимальный линейный

фильтр остается тем же, что и при линеаризации отно¬

сительно программы.

2.7. О нестационарное™ помех

Итак, будем считать, что задача преобразования си¬

гналов к виду (2.56) уже решена. Помехи пДО и &t(t)
представляют собой случайные функции времени, в об¬

щем случае нестационарные. Нестационарность может

быть обусловлена следующими обстоятельствами:
1. Механизм возникновения ошибок может давать

явно нестационарный эффект, проявляющийся в опреде¬
ленной тенденции изменения ошибок. В частности, такое
положение имеет место у всех приборов, не обладающих
«направляющей силой»: для них характерно накопление

результатов действия возмущений. Примером такого

прибора является некорректируемый курсовой гироскоп,
постепенно уходящий от заданного направления.

2. Если даже первое обстоятельство не имеет места,

к нестационарное™ приводит линеаризация уравнений
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навигации, так как обычно эти исходные уравнения су¬

щественно нелинейны.

3. Уровень и характеристики помех могут меняться

в зависимости от текущих координат, режима движения,

высоты полета и т. д. Так, помехи радиосредств дальней

навигации зависят от расстояний до наземных станций;
помехи допплеровского измерителя скорости

— от вида

подстилающей поверхности, от высоты и т. д.

Проявление нестационарности, связанной с фактора¬
ми второй и третьей групп, зависит от того, для какого

множества ведется осреднение, и соответственно от того,

какие дополнительные данные вводятся в навигацион¬

ную систему. Так, если осреднение производится для по¬

летов по всем возможным трассам и соответственно в

навигационную систему не вводятся сведения о харак¬
тере подстилающей поверхности, то следует считать, что

изменение характера поверхности в течение полета не

дает дополнительной нестационарности. Если же дан¬

ные осредняются для полетов по определенной трассе и

эти данные используются для той же трассы, то соот¬

ветствующей помехе следует приписать нестационарности
от этого фактора. Сказанное относится также и к полез¬

ному сигналу. Для определенной трассы средняя интен¬

сивность ветра может закономерно изменяться; это при¬
водит к нестационарности полезного сигнала. При осред¬
нении по всем возможным трассам скорость ветра сле¬

дует считать стационарной, что и было сделано в § 2.4.
Нестационарность, связанная с факторами первой

группы, характеризуется определенной устойчивой тен¬

денцией изменения ошибок. Так, дисперсии ошибок кур¬
сового гироскопа и недемпфированной инерциальной
системы всегда растут. Наоборот, факторы второй и

третьей групп могут вызывать в различных случаях как

уменьшение, так и увеличение уровня ошибок. Такую
нестационарность сигналов, когда они остаются близки¬

ми к стационарным и могут быть достаточно хорошо
описаны характеристиками того же вида, что и стацио¬

нарные, но с параметрами, медленно меняющимися во

времени, в дальнейшем будем называть параметриче¬
ской. Нестационарность, проявляющуюся в определен¬
ной тенденции изменения характеристик, из-за чего
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сигналы принципиально отличаются от стационарных,

будем называть существенной. Параметрическая неста-

ционарность сильно зависит от вида осреднения и мо¬

жет исчезать при осреднении в достаточно широком ди¬
апазоне изменения условий. Существенная нестационар-
ность остается при любом осреднении. При расчете
оптимальных систем преобразования сигналов существен¬

ную нестационарность нужно учитывать всегда, пара¬

метрическую же нестационарность в зависимости от

обстоятельств можно учитывать или не учитывать. Пре¬
небрежение параметрической нестационарностью ведет
к потере точности, но дает существенное упрощение ал¬

горитмов преобразования и уменьшение объема необхо¬

димых априорных сведений. Основные соображения по

этому поводу приводятся в § 3.9. При решении приклад¬
ных задач в гл. 5—11 параметрическая нестационарность
не учитывается. Средством учета параметрической неста-

ционарности в вычислительном устройстве является са¬

монастройка (см. гл. 12).
Если параметрическую нестационарность не учиты¬

вать, то следует считать стационарными:

а) ошибки в определении координат радиосредства¬
ми дальней, а возможно, и ближней навигации;

б) ошибки в определении скорости измерителем воз¬

душной скорости и допплеровским измерителем скорости;
в) ошибки в определении ускорения акселеромет¬

ром, ось чувствительности которого идеально точно ста¬

билизирована;
г) ошибки в определении угловых скоростей гироско¬

пическими приборами.
Нестационарными следует считать:

а) угловую ошибку свободного гироскопа (стацио¬
нарной является угловая скорость ухода);

б) ошибки недемпфированной инерциальной систе¬

мы по координате и скорости.

2.8. Статистические характеристики сигналов
основных измерителей

Теперь встает вопрос о задании типичных характе¬

ристик помех измерителей различных групп. Следует
говорить отдельно об аддитивной и мультипликативной
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составляющих ошибок. Четких представлений о свой¬

ствах мультипликативных составляющих помех нет. Ча¬

ще всего без достаточных оснований принимают, что

статический коэффициент измерителя постоянен, но

отличается от расчетного [е(/) =const]. Вопрос о воз¬

можных временных свойствах е(/) совершенно не раз¬

работан. Поэтому в дальнейшем в соответствии с тра¬
дицией принимается, что мультипликативная помеха от¬

сутствует.
Будем считать, что стационарную аддитивную ошиб¬

ку измерителя можно представить в виде

п (/) = щп + п' (/) + п” (/), (2.59)

где тп
— постоянное математическое ожидание ошибки,

п'(/) —широкополосная (флюктуационная) составляю¬

щая (ее иногда называют просто случайной), п"(/) —

медленно меняющаяся составляющая типа блуждания
нуля шкалы или дрейфа (часто эту составляющую на¬

зывают систематической). Разделение ошибки на эти со¬

ставляющие чисто условно. Можно считать, что n'(t)
составляет высокочастотную часть ошибки, цх/(/) —низ¬

кочастотную.

Вероятностные свойства ошибки характеризуются
математическим ожиданием тп и корреляционными
функциями Rn'n’ (ч, Т2) и Rtfrr (ti, т2). Математическое
ожидание ошибки (оно зависит от множества, по кото¬

рому производится осреднение) представляет собой ту
часть ошибки, которая может быть заранее рассчитана
по косвенным данным или определена в результате ос¬

реднения результатов испытаний группы однотипных

приборов в сходных условиях. Использование матема¬

тического ожидания ошибки в системе преобразования
означает введение корректирующих поправок. После

того, как эти поправки введены, следует считать, что ма¬

тематическое ожидание ошибки равно нулю.
Если рассматриваются достаточно малые интервалы

времени, то медленно меняющуюся составляющую ошиб¬

ки можно считать постоянной. Тогда

^п"пп (тр Тг)
~ (2.60)
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Таким образом, в этом случае свойства составляющей

п"(/) характеризуются только дисперсией Во. Для
больших интервалов времени такая аппроксимация не¬

допустима по двум причинам:

а) исходную физическую причину ошибки нельзя

считать строго постоянной;

б) линеаризация нелинейных уравнений навигации

приводит к тому, что ошибки в определении ортодроми-

ческих координат становятся переменными, если даже

ошибки исходных первичных измерителей постоянны.

Не располагая статистическими данными о свойствах

медленно меняющихся ошибок, в дальнейшем будем ши¬

роко использовать выражение

(2.61)

где у предполагается достаточно малой величиной. Вы¬

ражение (2.61) дает ограниченную дисперсию, равную

В2, и соответствует общим представлениям о медленно

меняющейся функции: при малых значениях величины

ITi—т2|, а именно при |п—т2|<^ 1/у, выражение (2.61)
переходит в выражение (2.60), т. е. на малых интерва¬
лах времени ошибку можно считать постоянной. В то же

время значения этой составляющей ошибки, разделен¬
ные достаточно большим интервалом времени (когда
|ti—т2|^>1/у), становятся практически некоррелирован¬
ными, т. е. статистически независимыми. Свойства мед¬
ленно меняющейся ошибки теперь определяются двумя
постоянными: дисперсией В2 и постоянной времени кор¬
реляции TQ= 1/у.

Спектральная плотность флюктуационной составляю¬

щей п' (t) может иметь сложный вид. Однако для нави¬

гационных задач представляет интерес относительно

низкочастотная часть спектра ошибки (ниже 0,1 гц).
По-видимому, типичным является случай, когда в этой

области частот флюктуационную составляющую можно

считать белым шумом:

(2.62)

где о2 — интенсивность белого шума. В соответствии с

выражениями (2.61) и (2.62) спектральная плотность
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типичной стационарной ошибки записывается следую¬

щим образом:

S,U«) = o2+J^r- (2.63)

Вид кривой Snn((o) показан на рис. 2.13.

Существенно нестационарной ошибкой является' угол

ухода свободного гироскопа от заданного направления.
Угловую скорость ухода гироскопа в одной плоскости

можно считать стацио¬

нарной функцией вре¬
мени:

(д(/) = со0+ <о1(/), (2.64)

где соо
— постоянная со¬

ставляющая скорости
ухода, a o)i(O—мед¬
ленно меняющаяся со¬

ставляющая. Во мно¬

гих случаях гироскоп,
входящий в состав ги-

роинерциальной систе¬

мы, работает непосред¬
ственно в ортодроми-
ческой системе координат. В этом случае углы ухода ги¬

роскопа во взаимно перпендикулярных плоскостях не¬

посредственно, без поворота системы координат, пере¬
считываются на ошибки в продольном и боковом движе¬
ниях. Согласно данным, имеющимся в литературе [28,
48, 51], корреляционная функция переменной состав¬

ляющей скорости ухода имеет вид:

^,(ТР T2)=t/2g-V|t.-r2|, (2.65)

Следовательно, корреляционная функция угла ухода ги¬

роскопа записывается следующим образом:

Чф(ТР Ь) = Фо + °0Т1Т2+

+ -у-[2 min^p т2) +у(— l + +

(2.66)
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где —

дисперсия начального угла отклонения оси ги¬

роскопа от заданного направления,^ — дисперсия по¬

стоянной составляющей скорости ухода.
В большинство навигационных комплексов включает¬

ся инерциальная система (астроинерциальная или гиро-

инерциальная). Будем рассматривать наиболее простой
для теоретического исследования так называемый ана¬

литический вариант инер¬
циальной системы, когда оси

чувствительности акселеро¬

метров стабилизированы от¬

носительно инерциальной
системы координат. Схема

перемещения акселерометра
в этом случае изображена
на рис. 2.14. Акселерометр А

установлен на основании,

которое стабилизировано
или от астросредств (астро¬
инерциальная система), или

от свободного гироскопа (ги-

0

Рис. 2.14.

роинерциальная система), так что ось его чувствительно¬
сти £ в начальной точке В горизонтальна, а затем пере¬
мещается параллельно самой себе. В дальнейшем под
выходным сигналом инерциальной системы понимается

сигнал акселерометра. Этим самым из инерциальной си¬

стемы исключаются интеграторы, которые обычно при¬
нято считать неотъемлемой ее частью. Заметим, что наи¬

более известной является схема геометрического типа с

приведением акселерометра в плоскость горизонта

(рис. 2.15, а). Здесь характерным является то, что спе¬

циальный следящий привод осуществляет поворот ак¬

селерометра на угол, пропорциональный выходному
сигналу второго интегратора. Однако как источники

информации оба варианта совершенно равноценны. Дей¬

ствительно, дополним первый вариант замкнутым кон¬

туром (рис. 2.15,6), для которого в точке D осуществ¬

ляется суммирование электрических сигналов, а акселе¬

рометр не охвачен обратной связью. Схемы, представ¬
ленные на рис. 2.15, а и 2.15,6, эквивалентны, пока угол
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между осью чувствительности акселерометра и горизон¬

том остается малым. Поскольку добавление интеграто¬

ров с обратной связью обеспечивает обратимость преоб¬
разования сигнала, то можно сделать вывод о том, что

Рис. 2.15.

преобразованием сигнала акселерометра, стабилизиро¬
ванного в инерциальном пространстве, могут быть по¬

лучены те же результаты, что и в инерциальной системе

геометрического типа.

Выходной сигнал акселерометра в схеме на

рис. 2.15,6 равен:

х (/) = $ (/) + QW)+СТ (0 + (/), (2.67)

где Й = ]Лg!R — частота Шулера (Q=l,24-10-3 1/сек),
ф(0—угол отклонения оси акселерометра (отклонение
вызвано неточностью его угловой стабилизации), п*(/) —
ошибка самого акселерометра. В астроинерциальной си¬

стеме угол ф(/) можно считать стационарной функцией
времени и поэтому два последних слагаемых сигнала

(2.67) можно объединить. В гироинерциальной системе,
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работающей в интервалах времени порядка нескольких

минут или часа, основным источником ошибок является

уход гироскопа, поэтому в выражении (2.67) обычно

можно пренебречь последним слагаемым.

Если в состав рассматриваемого измерителя вклю¬

чается несколько первичных источников информации, то

в выражение для выходного сигнала каждого источника

входят составляющие ошибок каждого из источников

информации. Так, ошибки определения ортодромических
составляющих скорости зависят как от ошибок самого

датчика скорости, так и от ошибок курсового прибора,
поскольку для приведения данных к ортодромической
системе координат нужно знать курс объекта. Анало¬

гичным образом в ошибки акселерометров входят со¬

ставляющие, обусловленные неточностью стабилизации
осей чувствительности акселерометров в азимуте. Одна¬
ко мы в дальнейшем будем принимать для простоты,
что ошибки системы курсоуказания достаточно малы и

практически не влияют на конечную точность системы.

Это означает, что вместо первичных источников инфор¬
мации, работающих в действительности в различных
системах координат, и преобразователей координат до¬

пустимо рассматривать пары независимых и эквивалент¬

ных им измерителей, непосредственно вырабатывающих
данные отдельно о продольном и боковом движениях.

Суммируя все сказанное об общих свойствах сигна¬

лов измерителей, можно выделить следующие характер¬
ные группы: позиционные измерители, измерители ско¬

рости, астроинерциальные системы, гироинерциальные
системы. К позиционным измерителям относятся радио¬

навигационные системы, автоматические системы, осно¬

ванные на сопоставлении изображения земной поверх¬
ности и карты, системы астроориентации, в которых
используется негравитационная вертикаль. Под измери¬
телем скорости понимается исключительно допплеров¬

ский измеритель скорости, определяющий скорость от¬

носительно поверхности Земли (а не относительно сре¬
ды). Наконец, к инерциальным системам относятся не

только инерциальные системы как таковые, но и астро-

и гироориентаторы, в которых вертикаль является гра¬
витационной.
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Выходные сигналы идеализированных измерителей
имеют вид:

а) позиционный измеритель
—

х(/) — s (/)-)-(/)-р (^), (2.68)
где

(Т> ’ Т2) = (Т1 - Т2)’ Rn'xn' (ТР Т2) = В^'' Т1'Т2 'J

(2.69)
б) измеритель скорости —

х (/) = s (/) 4~ #2 (О Ч- ^2 (2.70)
где

S) — °2 6 (Т1 Т2)’ T2) = £2£-Y2|T.-t2|:

(2.71)

в) астроинерциальная система —

х (/) — s (0 (0 4“ (0 Ч- (О’ (2.72)
где

Rn'^ (ТР Т2) = °36 (Т1
- ъу R„"n'' (*!• *2) = I I;

(2.73)

г) гироинерциальная система —

х (0 = $ (0 ЧН (0 + (0 Ч- п" (0 + п4 (0, (2.74)

где

t2) = si">2+41,V,+

4* ^2 min (тр т2) + — (— 14-^-V4t1_|_^-v4t2__^-v4| rt-x21

(2.75)

В достаточно малых интервалах времени медленно ме¬

няющиеся составляющие ошибок приближенно можно

считать постоянными.

В состав комплексной навигационной системы может

входить несколько измерителей каждой группы. В гла¬

вах 9—11 ошибки отдельных измерителей считаются

взаимно некоррелированными. В большинстве случаев
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это имеет физическое оправдание, так как ооычно изме¬

рители используют различные физические эффекты. Од¬
нако могут представлять интерес задачи, в которых кор¬

реляционная связь

ошибок существенна.
Способы использо¬

вания сигналов изме¬

рителей в комплексной

системе могут быть

различными. Обычно

считается целесообраз¬
ным вводить перекре¬
стные связи с одного

измерителя на другой.
В ряде случаев связи

имеют параметрический характер и нужны для обеспе¬

чения устойчивой работы измерителей (например, сиг¬

нал скорости вводится в систему дальней радионавига¬
ции). В других случаях связи являются чисто линей¬
ными и вводятся для простоты реализации или для су¬
жения рабочего диапазона отдельных измерителей по

входу (например, схема демпфирования инерциальной
системы от измерителя скорости). Наконец, возможно

комплексное использо¬

вание сигналов изме¬

рителей без обратных
связей: все сигналы по¬

ступают на единое вы¬

числительное устрой¬
ство и по разомкнутым
линиям проходят на

выход. В линеаризо¬
ванной постановке это

сводится к параллель- Рис. 2.17.

ному преобразованию
с последующим суммированием (рис. 2.16). Для мате¬

матического решения задачи синтеза оптимальной си¬

стемы удобна схема параллельного преобразования и

поэтому именно она рассматривается в дальнейшем.

При реализации комплексной системы могут быть вве¬

дены те перекрестные связи, которые нужны по чисто
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практическим соображениям. Пусть в схеме необходимо

ввести связи, показанные штрих-пунктирными линиями

(рис. 2.17). Блок-схема на рис. 2.17 может быть сдела¬

на эквивалентной блок-схеме, приведенной на рис. 2.16,

если потребовать, чтобы во втором случае передаточные

функции от входов измерителей (точки А, ..., AN) до

выхода вычислительного устройства (точка D) были те¬

ми же самыми, что и в первом случае. Таким образом,
схема параллельного преобразования является просто

расчетной; при реализации она может быть переведена
в любую ей эквивалентную схему с перекрестными свя¬

зями.

С математической стороны задача параллельного

преобразования данных навигационных приборов яв¬

ляется задачей многоканальной (многомерной) фильт¬
рации случайных сигналов. Общая теория фильтрации
случайных сигналов достаточно хорошо разработана.
Однако специфические особенности навигационных за¬

дач требуют некоторой доработки математического ап¬

парата. Поэтому в главах 3 и 4 приводится не только

описание известных методов решения оптимальных за¬

дач, но основное внимание уделяется приспособлению и

упрощению методов, а также их распространению на

другие условия.



ГЛАВА 3

МЕТОДЫ СИНТЕЗА ОПТИМАЛЬНЫХ

ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК

ОДНОКАНАЛЬНЫХ СИСТЕМ

В этой главе показано, что при непрерывном поступ¬
лении сигнала по одному каналу задача сводится к ин¬

тегральному уравнению Винера-Хопфа. Излагаются ос¬

новные методы его решения: обобщенный метод Заде —
Рагаззини для общего случая, когда необходимо учиты¬
вать конечность времени поступления данных, и метод

Винера для частного случая, когда это время можно

считать бесконечным. Особое внимание уделяется при¬

ближенному методу логарифмических характеристик,
максимально упрощающему процесс решения. Далее

приведены основные соображения об изменении каче¬

ственного характера решений в зависимости от состава

полезного сигнала и помехи. Эти соображения во мно¬

гих случаях позволяют произвести обоснованные упро¬
щения уже при составлении интегрального уравнения.
При дискретном поступлении данных задача сводится к

системе алгебраических уравнений. Если дискретные
данные поступают периодически с малым интервалом
или обработка данных производится в цифровой вычи¬

слительной машине, то алгоритмы строятся на основе

применения теории г-преобразования. В заключение
главы изложены основные соображения относительно

критичности оптимальных фильтров.

3.1. Условия оптимальности преобразования

непрерывного сигнала

Задача полного синтеза динамических характеристик
фильтра, осуществляющего оптимальное преобразова¬
ние сигнала одного измерителя, сводится к интеграль¬
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ному уравнению. Для случая работы фильтра в разомк¬

нутой схеме решение интегрального уравнения непо¬

средственно определяет характеристики фильтра; для

случая работы в замкнутой схеме это же интегральное

уравнение определяет характеристики замкнутой си¬

стемы, а характеристики фильтра находятся из решения

дополнительной задачи.

А) Интегральное уравнение оптимального фильтра,
работающего в разомкнутой схеме.

Цепь преобразования сигнала изображена на рис. 3.1.

Полезный сигнал $Д/) измеряется неидеальным изме¬

рителем И, выходной сигнал которого хД/) поступает

на фильтр Ф. Желательно, чтобы выходной сигнал

фильтра зД/) с возможно большей точностью воспроиз¬
водил некоторый желаемый сигнал /Д/), представляю¬
щий собой результат известного преобразования полез¬

ного сигнала:

/1 (/)=/{$! (/)}. (3.1)

При преобразовании навигационных данных имеют

смысл два варианта задания функции /Д/): /Д/)=$Д/)
(задача определения координаты) и /Д/)==$Д/) (задача
определения скорости).

Программа замыкания ключа характеризует ре¬
жим работы измерителя. Могут представлять интерес
следующие простейшие варианты.

1. Ключ Клх разомкнут до момента to и замкнут в

интервале (/0Д), где t — текущий момент времени, для

которого необходимо определять значения сигнала/Д/).
Это простейшая задача преобразования с непрерывным
поступлением данных на конечном интервале времени.
В ряде случаев имеет смысл предельная задача при

—оо (время поступления данных весьма велико).

6*
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2. Ключ разомкнут до момента /0, замкнут на ин¬

тервале (/0Л), а затем разомкнут, причем t\<t. В этом

случае фильтр играет роль экстраполятора, так как сиг¬

нал в интервале не поступает. Это простейшая по¬

становка задачи для режима «памяти»..

3. Ключ Кл} замкнут, начиная с момента tQ, необхо¬
димо определить значения сигнала для прошедших мо¬

ментов времени t<t. Такое положение имеет, например,
место, когда фильтр предназначен для расшифровки ра¬
нее сделанных записей координат. Это простейшая за¬

дача интерполяции со сглаживанием.

4. Ключ Клх замыкается на короткие интервалы вре¬
мени. В этом случае можно считать, что от измерителя
поступают дискретные данные.

В практических задачах могут встречаться и более

сложные режимы работы. Ниже при выводе интеграль¬
ного уравнения для определенности будем иметь в виду

вариант 2 (вариант 1 получается из него как частный

случай при t = ti).
Измеритель в дальнейшем будем считать линейным

и стационарным. Выходной сигнал измерителя выра¬
жается через полезный сигнал St(/) следующим обра¬
зом:

ц

xi W| V' (/ — т) 5i (т) dx + (0> (3.2)
h

где V(t—т)—импульсная переходная функция измери¬
теля [вместо нее в дальнейшем будем использовать так¬

же передаточную функцию Я (/со)], ni(/)—аддитивная
ошибка измерения (помеха). Функция V(t—т) [или
//(/со)] должна отражать, вообще говоря, как основную
особенность типа измерителя, так и его динамическую

неидеальность. Так, для идеального измерителя скоро¬
сти /У (/со) =/со, для измерителя скорости с учетом его

инерционности в первом приближении можно записать

И (/со) = 1
* Во всех реальных задачах функции

V(t—т) и известны лишь приближенно из-за того,

что динамические свойства приборов могут заметно раз¬
личаться у различных экземпляров, а также могут ме-
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няться со временем и в зависимости от условий работы.
Однако в дальнейшем свойства измерителя будем счи¬

тать для простоты точно известными.

В аддитивную ошибку пД/) включаются как по¬

стоянно действующие факторы (шумы, дрейфы, смеще¬

ния нулей шкал и т. п.), так и переходные процессы,

обусловленные ненулевыми начальными условиями. По¬

лезный сигнал sj/) и ошибку П1 (/) будем считать слу¬

чайными функциями времени с известными статистиче¬

скими свойствами. В общем случае необходимо знать

два математических ожидания ms(Z) и mn(t) и четыре

КОрреЛЯЦИОННЫе фуНКЦИИ /?ss(Ti,T2), Rns(X\t%2)
и /?nn(xi,T2). Однако для простоты будем считать сиг¬

налы $Д/) и пД/) статистически независимыми. При
этом должны быть известны только две корреляционные
функции 7?ss(ti,t2) и /?пп(Т1,Т2).

Математические ожидания сигналов легко устранить
из дальнейшего рассмотрения. Действительно, введем

математические ожидания сигналов так, как показано

на рис. 3.2. Математическое ожидание /пД/) желаемого

сигнала определим следующим образом:

/и, (/) = Л! {/j (£)) =/(3.3)
В результате этого система преобразования стано¬

вится инвариантной относительно математических ожи¬

даний и сигнал

= (/)—

t,

^0

(3-4)
поступающий на фильтр, имеет нулевое математическое

ожидание.
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Фильтр, представляющий собой искомое вычисли¬

тельное устройство, будем считать идеальным и в об¬

щем случае нестационарным, так что его выходной сиг¬

нал z(t) определяется следующим образом:

г (/) = J W (t, т) х (т) dx. (3.5)
^0

Импульсная переходная функция фильтра W (Z,t)
находится из условия оптимальности воспроизведения

центрированной составляющей желаемого сигнала

/(0=^(0—т/(0 в момент времени t:

D(t) = M{[z (/) — I (/)]2} = min. (3.6)

Если t считать непрерывно изменяющимся, то импульс¬
ная переходная функция И7(/,т) определяет нестацио¬

нарный фильтр. В частном случае, если фильтр оказы¬

вается стационарным, вместо W(/,т) удобно опериро¬
вать с соответствующей передаточной функцией

Выражение для дисперсии ошибки воспроизведения
желаемого сигнала в развернутом виде имеет вид:

tx

J W (Л rjrfr, J W (/, t2) Rxx (Tn T2)rfr2 —

^0 ^0

— 2 J W (f, Rlx (t, t,) dxx + Rtl (t, t). (3.7)
^0

Корреляционные функции Rxx (ti,t2) , (ti,t2) , #zz(ti,t2)
сигналов x(t) и /(/) рассчитываются по известным кор¬

реляционным функциям /?ss(Ti,T2) И /?пп(Т1,Т2) сигналов

s(t) и п(/). Задавая на интервале (/0Л) произвольную
вариацию 6^(^,т) искомой импульсной переходной
функции W(t,x) и приравнивая нулю соответствующую
вариацию выражения (3.7), получаем следующее необ¬

ходимое условие минимума дисперсии ошибки:

ч

J W (t, т2) Rxx (Тр т2) dx2 = Rlx (t, rj (tQ < Ti < tx). (3.8)
^0
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Это условие представляет собой интегральное уравнение

Фредгольма первого рода типа Винера — Хопфа [26, 31].
Строго говоря, условие (3.8) является только необхо¬

димым, но недостаточным [23], однако при некоторых

ограничениях, принимаемых в процессе решения, инте¬

гральное уравнение однозначно определяет оптималь¬

ное решение.

Б) Приведение замкнутой схемы к разомкнутой.
Блок-схема рассматриваемой замкнутой схемы пред¬

ставлена на рис. 3.3. Здесь О —объект, И — измеритель,

Ф — фильтр. Задачей системы преобразования сигнала

в рассматриваемом случае является уже не точное вос¬

произведение входного сигнала измерителя, а такое

управление объектом, при котором результат известного

преобразования выходной координаты г/Д/) был
бы близок к заданной программе g(t)—известной
функции времени. Вид функции I определяется особен¬
ностями технической задачи. Так, для задач навигации

программа может быть задана или по координате, или

по скорости.
Динамические свойства объекта характеризуются

импульсной переходной функцией С/(/,т) [в стационар¬
ном случае

— передаточной функцией L (/со)], свойства

стационарного измерителя
— импульсной переходной

функцией V(/,t) или передаточной функцией
свойства фильтра

— импульсной переходной функцией
^*(/,т) [в стационарном случае

— передаточной функ¬
цией Х*(/со)]. Сигнал $Д/) изображает возмущение,
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приведенное к выходу объекта, —аддитивную
ошибку измерителя.

Покажем сначала, что программа g(t) и математи¬

ческие ожидания сигналов ms(t) и /пп(/) могут быть
исключены из рассмотрения, если использовать приемы,

разработанные в теории инвариантности [18]. Подадим

Рис. 3.4.

на вход и выход фильтра дополнительные сигналы

(рис. 3.4). Импульсные переходные функции Zi(/,T),
Z2(/,x), Z3(/,t) и Z4(/,t) [или передаточные функции

УД/со), У2(/<л>), Уз(/<о) и YJjto)] выбираются из следую¬
щих условий:

а) сигнал, проходящий через фильтр, не зависит от

программы g(t) и математических ожиданий ms(/) и

т„(/);
б) выходной сигнал ^(/) не зависит от математи¬

ческих ожиданий ms(t) и mn(/);
в) импульсная переходная функция (или передаточ¬

ная функция) от точки А (вход) до точки В (выход)
равна заданной.
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В стационарном случае все эти условия имеют вид:

Г! (jco) + Н (усо) L (усо) Y2 (усо) = О,
- А(усо) К2(усо) = /7(усо),

Уз О)+Н (усо) L (усо) Г4 (усо) = О,

Z. (усо) (усо) = 1,

(3-9)

где F(/со) — желаемая передаточная функция, опреде¬
ляющая качество отработки программы на выходе объ¬

екта. При выборе пе¬

редаточной функции
F(jco) следует учиты¬
вать более сложные

особенности объекта, в

частности, ограничен¬
ность сигналов управ¬
ления. Заметим, что в

уравнения (3.9) не вхо¬

дит искомая передаточная функция К*(/со), поэтому
способ компенсации математических ожиданий может

быть установлен до решения оптимальной задачи.
Если условия (3.9) выполнены, то вместо схемы,

изображенной на рис. 3.4, можно рассматривать схему,

приведенную на рис. 3.5, в которой все сигналы имеют

нулевые математические ожидания, а задача воспроиз¬
ведения программы заменена задачей стабилизации.
Таким образом, характеристики фильтра теперь должны
быть определены из условия

= (3.10)

Приведем схему (рис. 3.5) к обычной разомкнутой
схеме преобразования сигнала. В общем случае, когда
звенья системы могут быть нестационарными, такое при¬
ведение может быть осуществлено на основе использо¬

вания взаимно обратных систем [23]. Ниже предполо¬
жим, что все звенья системы (в том числе и пока не

рассчитанный фильтр) стационарны. В этом случае
предварительные преобразования сводятся к простым

пересчетам передаточных функций.
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Сначала схема на рис. 3.5 эквивалентным преобразо¬
ванием приводится к схеме, показанной на рис. 3.6.

Рис. 3.6.

Здесь п(0 —помеха, приведенная ко входу измерителя:

/г(до) = //(усо) nU(d)- Обозначив через /С(/со) передаточ¬

ную функцию замкнутой системы (от точки С до точ¬

ки В), приходим к стандартной разомкнутой схеме

(рис. 3.7), для которой условие оптимальности (3.10)
принимает вид:

7И {[«(/) — s(/)]2} = min. (З.И)

Таким образом, мы приходим к задаче оптимальной

фильтрации, причем роль полезного сигнала играет
s(/) —возмущение, приве-
денное к выходу объекта, а

'

y(t.) роль помехи — ошибка п(/)
измерителя. Отметим, что,-K(jco)

Рис. 3.7.
в частности, для задач на¬

вигации понятие «полезный
сигнал» здесь имеет прин¬

ципиально иной смысл, чем при работе в разомкнутой
схеме: полезный сигнал отображает не действительный
закон движения, а тот закон, который имел бы место,
если бы обратная связь через навигационную систему
была разомкнута [39].

Передаточная функция /С(/со) или соответствующая
импульсная переходная функция замкнутой системы на¬

ходится в результате решения уравнения вида (3.8). По¬

сле этого используется соотношение, связывающее

Х(/(о) с передаточной функцией искомого фильтра:

к / . 4
_

Н (до) К* (/(D) L (до)
A

х + н (до) К* (до) L (до)
• (3.12)



ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД ЗАДЕ - РАГАЗЗИНИ 91

Отсюда находим:

КЧМ
К (/со)

А/ (у«) А (усо) [1 — /< (усо)]
’ (3.13)

Такой путь определения фильтра, работающего в зам-

кнутой системе, возможен в тех случаях, когда объект

и измеритель имеют минимально фазовые характеристи¬
ки. В противном случае уже при определении переда¬
точной функции замкнутой системы следует учитывать
те корни передаточных функций измерителя и объекта,
которые определяют их неминимальнофазовость [15].

Ниже излагаются методы расчета динамических ха¬

рактеристик оптимальных фильтров, работающих толь¬

ко в разомкнутых системах.

3.2. Обобщенный метод Заде — Рагаззини

Как показано в § 3.1, импульсная переходная функ¬
ция оптимального фильтра должна быть получена из

решения интегрального уравнения

J W (t, x;.2)Rxx(xl, х^) dx2—Rlx(t, т() (^0<т1</1). (3.14)

К настоящему времени разработано большое число ме¬

тодов решения этого уравнения. Наиболее общим, одна¬
ко сложным в использовании, является метод канониче¬

ских разложений [26]. Ниже излагается обобщенный ме¬

тод Заде — Рагаззини [55], менее общий и пригодный при
следующих ограничениях:

1. Входной сигнал фильтра х(/) и желаемый сигнал

/(/) могут быть записаны следующим образом:

х (/) = х' (Z) -\-g (/), I (t) = lf (7) (3.15)

Здесь x'(Z) и Z'(0—недетерминированные составляю¬

щие сигналов, a g(Z) и d(l)—детерминированные со¬

ставляющие, которые могут быть представлены в виде

g (t) = cifi (/), d(t)=’Z aJi (f),
j = l i=l

(3.16)



92 СИНТЕЗ ОДНОКАНАЛЬНЫХ СИСТЕМ [ГЛ. 3

где fi(t) —известные функции времени, a Ci и сц— слу¬
чайные величины.

2. Каждую недетерминированную составляющую
%'(/) или /'(/) можно представить как результат про¬
хождения стационарного сигнала с дробно-рациональной
спектральной плотностью через стационарные звенья.
В частном случае х'(0 й ^(0 могут быть стационарны¬
ми, однако это не необходимо для использования ме¬

тода.

Статистические свойства детерминированных состав¬

ляющих сигналов должны быть заданы системой корре¬

ляционных моментов

Cl}=M {CiCj}, А^ =М [ctaj} (1, /=1, 2, г), (3.17)

а статистические свойства недетерминированных состав¬

ляющих
—

корреляционными функциями

^'(ТГ T2)=M l*' (Т1) (У)}’
^Z'x’(TP У)~{I (T1)X (У)}’

(3.18)

В соответствии со сказанным в § 3.1, математические

ожидания сигналов можно считать равными нулю.

Интегральное уравнение (3.14) удобно переписать в

виде

У

J W(t, ^Rx,x.(xv x2)dx2 = Z(t, х^, (3.19)
*0

где

■£(/, Т|)= Т()+2 jS fj (Т1) ЮуТ,; (/) 4- Aijft (/)],
(3.20)

i,

= ~ J x)dx. (3.21)
to

Таким образом, правая часть уравнения (3.19) зависит

от искомой функции W(t, т) через постоянные %Д/). Од¬
нако при решении будем считать Лг-(/) неопределенными
постоянными.
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Возможности решения интегрального уравнения

(3.19) зависят от свойств его ядра Rx,x, (т,, т2). Будем
считать, что может быть найден такой дифференциаль¬
ный оператор с постоянными коэффициентами Q(d/dri),
для которого выполняется условие

Q (Тр Т2) = О при Т!¥=т2 (3-22)

(при этом т2 считается параметром).
Если x'(t)—стационарная случайная функция с

дробно-рациональной спектральной плотностью, то спо¬

соб построения такого оператора весьма прост. Дейст¬
вительно, для такого сигнала корреляционная функция
имеет вид:

м

Rx-x' (ТР \) = 2 1 Т| 1 =

2 02б_а' (т1_т2) при Tj > Т2,
=

.

(3-23)

2 при Tj < т2.
i = 1

Поскольку

(4~»,.)<№ =0 » + =0, (3.24)

получаем, что условие (3.22) выполняется для опера¬
тора

i = 1 i = 1

Величины ±/аг- представляют собой все полюсы спект¬

ральной плотности сигнала x'(t). Это означает, что если

спектральная плотность представлена в виде отношения

полиномов

= (3.26)
то

7
dr,

(3.27)
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При Ti=T2 производные выражения (3.23) не явля¬

ются непрерывными, поэтому при произвольных Ti и т2

вместо (3.22) следует записать:

А

Q (^) Rx'x' Ci - т2) = 2 (т, - т2), (3.28)
i =0

т. е. в результате примененной операции получается сум¬
ма 6-функции и ее производных. Можно показать (см.,
например, [10]), что в стационарном случае коэффи¬
циенты gi числителя спектральной плотности

Р(о)2)= (3.29)
i = l

связаны простыми соотношениями с коэффициентами
сц выражения (3.28):

при четном /,

при нечетном /.
(3.30)

Если сигнал х'(/) нестационарен, но является резуль¬
татом прохождения стационарного сигнала через ста¬

ционарные звенья, то его корреляционная функция за¬

висит не только от разности (п — Тг). Однако в этом

случае корреляционная функция Rx>xf(^v т2) состоит из

слагаемых, в которые ti входит только через множители

г? и е± С/Х1 (вид этих множителей при Ti>T2 и при ti<t2
может быть различным). Имея в виду, что

= (^-«^=^=0. (3.31)

d Id2 9\
из множителей и (—— а,-1 всегда можно по-

dTi J
строить оператор, удовлетворяющий условию (3.22).
Поскольку производные RXfX,(yv тг) при ^1=^2 не яв¬

ляются непрерывными, то при произвольных Ti и т2 ре¬
зультат применения дифференциального оператора

Q(^—) определяется выражением вида (3.28). Однако,
в отличие от стационарного случая, коэффициенты этого
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выражения не могут быть непосредственно получены из

выражений спектральных плотностей. Отметим, что опе¬

ратор Q в принципе не единственный: оператор,

удовлетворяющий условию (3.22), будучи умножен на

произвольный оператор /< I 1, будет также удовлет¬

ворять условию (3.22). Поэтому в сложных случаях
становится важной задача наиболее «экономного» вы¬

бора оператора Q ('ТГ')-
Применив оператор Q к интегральному урав¬

нению (3.19), получим:

G h

/ W (Л Т2) (т1 - т2) = Y (/, Tj), (3.32)
t0 z=o

где

(з.зз)

Соотношение (3.32) представляет собой дифференциаль¬
ное уравнение с постоянными коэффициентами порядка
2/г.

h

z=o

d2iW (t, Ti)
Y(t, Tt). (3.34)

Это дифференциальное уравнение справедливо при
<0<Т1</1. При Ti = Z0 и Ti = /i решение исходного инте¬

грального уравнения (3.19) в общем случае имеет осо¬

бенности (б — функции и ее производные), так что из

решения уравнения (3.34) получается регулярная часть

W(/, т) искомой импульсной переходной функции
W(/, т). Общее решение дифференциального уравнения

т) = W(t, т, Хх, . .

., Ах, .

.., А2л) (3.35)

зависит от 2/z произвольных постоянных интегрирования
и от г ранее введенных постоянных ХД/). Выражение
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для искомой импульсной переходной функции записы¬

вается в виде

W(t, x)=W(t, Т)+ i (т-/0)+Oz(06(° (т-/1)].
г=0 •

(3.36)

Порядок наивысшей производной — значение р
— мо¬

жет быть определен следующим образом. Производные
б-функции в выражении (3.36) означают дифференциро¬
вание сигнала x(t). Для сигналов, происходящих от ста¬

ционарных сигналов с дробно-рациональными спектраль¬
ными плотностями, производные достаточно высокого

порядка не имеют конечной дисперсии. Поскольку дис¬

персия выходного сигнала фильтра должна быть ко¬

нечной, наивысшая производная б-функции в выражении

(3.36) должна соответствовать последней производной
сигнала x(t), дисперсия которой ограничена. В частном

случае, когда сигнал x(t) содержит составляющие типа

белого шума, вообще не допускается использование ди¬

скретных значений сигнала и его производных, поэтому

сумма в выражении (3.36) пропадает и аналитическая

часть решения W(/, т) представляет собой решение ис¬

ходного интегрального уравнения. Заметим, что в этом

случае интегральное уравнение первого рода становится

интегральным уравнением второго рода. Это обстоятель¬
ство имеет большое значение, так как для интегральных

уравнений второго рода хорошо разработаны прибли¬
женные методы решения.

Неизвестные постоянные Хг, Лг-, Ft, Gt определяются
из условий тождественного удовлетворения интеграль¬
ного уравнения (3.19) и соотношений (3.21). В резуль¬
тате подстановки выражений (3.36) и (3.21) в уравне¬
ние (3.19) получается система линейных алгебраических
уравнений относительно этих постоянных. Общий вид

W, т) зависит от выбора оператора Однако

после определения неизвестных постоянных решение

оказывается единственным, не зависящим от

Большое количество примеров расчета динамических

характеристик фильтров для случаев, когда недетерми¬
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нированные составляющие сигналов стационарны, при¬
ведено, например, в [31].

Обычно особо выделяют [31] решения задач при ус¬

ловии несмещенности относительно детерминированных

составляющих полезного сигнала, когда ошибка не за¬

висит от коэффициентов при этих составляющих. В об¬

щем случае условия несмещенности могут быть нало¬

жены раздельно на любые составляющие полезного сиг¬

нала или помехи. Математически поставленная таким

образом задача является задачей на условный минимум

дисперсии ошибки и решается методом неопределенных
множителей Лагранжа. Однако если найдено общее ре¬
шение (при произвольных корреляционных моментах

Cij и /hj), то решение при условии несмещенности полу¬
чается предельным переходом: для обеспечения несме¬

щенности относительно составляющей Cifi(t) полезного

сигнала следует положить С^=Л^-*оо. Поэтому методы

нахождения решения при условии несмещенности здесь

отдельно не рассматриваются.
После определения оптимальной импульсной переход¬

ной функции минимальная дисперсия ошибки рассчиты¬
вается по формуле

6 /1

D0(t) = Rll(t, t) — j W(t, rJt/T] j W (t,x2}Rxx(xvx2)dr2.

Если t — текущее значение времени, то W(t, т) опреде¬
ляет нестационарный фильтр, реализация которого в об¬

щем случае является затруднительной. Однако для мно¬

гих простых прикладных задач оптимальные фильтры
могут быть построены без особого труда даже при ис¬

пользовании аналоговых счетно-решающих устройств.
Пример 1. Полезный сигнал является детермини¬

рованным

$(/) = <?/2 (С2 = Л1{б?2})? (3.38)
а недетерминированная помеха представляет собой ин¬

теграл от белого шума интенсивности о2, так что его

корреляционная функция равна:

R„n (tp Т2) = о2 min (тр т2). (3.39)

7 И. Б. Челпанов
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Примем, что желаемый сигнал совпадает с полезным

сигналом, причем сигнал x(t) поступает в интервале
(О, t). В этом случае интегральное уравнение (3.14) при¬
нимает вид:

t

о2 J T2)min(rp т2) dx2
— А, (/) С2т2, (3.40)

о

где
t

% (/) = /2 — J Т2 uz (/, т) dx. (3.41)
о

По виду ядра интегрального уравнения

( о2х1 при
т2) = Ял„(т1(т2) = | при

Т1 < Т2,

Т1 > Т2
(3.42)

легко заключить, что оператор удовлетворяю¬

щий условию (3.22), можно взять в виде

d2

dx\
(3.43)

В результате применения этого оператора к интеграль¬
ному уравнению (3.40) получаем:

o2W> т) = —2Х(/)С2. (3.44)

Входной сигнал х(/) при конечном значении t имеет

конечную дисперсию, x(t) имеет беско_нечную диспер¬
сию. Поэтому при построении W(t, т) к W(t, т) из сооб¬

ражений конечности дисперсии выходного сигнала сле¬

дует добавить только б-функции:

W (t, т) = Щ/, т)+ F (/) б (т) + G (/) б (/ — т). (3.45)

Подставив выражение (3.45) в уравнение (3.40) непо¬

средственно и через равенство (3.41) и потребовав то¬

ждественного удовлетворения уравнения (3.40) по пере¬
менной Ti, окончательно получаем уравнения:

/7 = 0, Go2-2%C2/ = 0, G/2-X^/3—1) = ^ (3.46)
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откуда

W t)= 4ёУ+3^ I ~ +W -т)1- (3.47)

Минимальная дисперсия ошибки равна:

DM= Kv + i'' (ЗЛ8)

Решение, не зависящее от случайного коэффициента
с (несмещенное относительно полезного сигнала), по¬

лучаем, положив С2->оо. В этом случае

Г(Л т) = ^-[-т2+ /д(/-т)], (3.49)

D0(t) = ^O4. (3.50)

Реализация импульсной переходной функции достаточно

проста. Соответствующая схема включает только эле¬

менты, осуществляющие интегрирование, умножение на

постоянные и переменные коэффициенты и суммирова¬
ние. Переменные коэффициенты вырабатываются в соот¬

ветствии с заранее заданной программой.
Пример 2. Полезный сигнал состоит из случайной

постоянной и стационарной недетерминированной со¬

ставляющей:

s(/) = f+ /*(0- (3.51)

Корреляционная функция стационарной недетерминиро¬
ванной составляющей г(/) имеет вид:

Rrr (Т1, т2) = А2е~а i (3.52)

Дисперсия случайной величины с равна С2. Помеха

представляет собой белый шум интенсивности о2:

Сч, *г) = (Т1 — тг). (3.53)

Интегральное уравнение (3.19) принимает вид:

/ W(t, -г)[Л2е-“И1-гг1 + а26(Т1_ T2)]rfT2 = Z(/, -tj), (3.54)
о

7*
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где

z(z, т1) = л2^_а|/~Т1| + с2[1 +M0L

!(/) =— J W(t, x)dx.
о

дифференциального оператора Q (уг)Вид дифференциального оператора Q j
установить из рассмотрения первого слагаемого

( А2е~aTiеах* при т, > т2,
| Tj-r21 _. J н 1 2

( Л2£ат>£-ат2 при Tj < т2.

(3.55)

(3.56)

легко

ядра:

(3.57)

Переменная п входит

еат! и поэтому

сюда только через множители

(3.58)

Второе слагаемое ядра обращается в нуль при ti=£t2 и,
следовательно, никак не влияет на выбор оператора

Q ) • Выражение (3.58) легко получить и из знаме¬

нателя спектральной плотности входного сигнала.

В результате применения оператора (3.58) к интег¬

ральному уравнению (3.54) получаем дифференциаль¬
ное уравнение

■d2Wd^ т)
-I2w (/, т) = - (/), (3.59)

где

а2 (3.60)

Решение этого уравнения определяет полное решение
интегрального уравнения, а не его регулярную часть,

поскольку входной сигнал содержит белый шум. Таким

образом,

1Г(/, т) = Л1(/)^ + Л2(/)^-^+ С2Х(/). (3.61)

Постоянные Л4(/), Л2(/) и X(f) получаются из условия
тождественного удовлетворения интегрального уравне-
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ния (3.54) по переменной т. Получим следующую систе¬

му уравнений:

интерва- Рис. 3.8.

Выражения для искомых постоянных оказываются весь¬

ма громоздкими даже при наложении условия несме¬

щенности относительно постоянной составляющей по¬

лезного сигнала. Поэтому при реализации оптимального

фильтра коэффициенты
целесообразно
мировать более

выражениями.

При малых

лах времени работы филь¬

тра (при выражение (3.52) можно разложить в

ряд. В первом приближении ограничимся одним сла¬

гаемым, т. е. примем

т2)~ А2. (3.63)

Это означает, что в данном случае недетерминирован¬
ная составляющая полезного сигнала считается по¬

стоянной. Импульсная переходная функция оптималь¬

ного фильтра при этом имеет простой вид:

W (t, т) = (С2 = А2+ С2). (3.64)

Дисперсия ошибки оказывается равной:

= (3.65)0 v 7
а2 + CH

Блок-схема фильтра с импульсной переходной функцией
(3.64) изображена на рис. 3.8. При условии несмещен¬
ности относительно постоянного полезного сигнала
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(С —► оо) получаем:

W(t, Т) = |,
Z)o(/) = ^.

(3.66)

(3.67)

При увеличении t выражения (3.64) — (3.67) перестают
быть справедливыми. В этом случае необходимо реше¬
ние полной системы уравнений (3.62).

При t -> оо и конечных значениях С дисперсия
ошибки стремится к конечной величине

£)0(сю)=о2а-а), (3.68)

которая не зависит от t (решение задачи при t оо мо¬

жет быть получено при использовании методики, рас¬

сматриваемой в § 3.4). Таким образом, при достаточно

больших значениях t точ¬

/77

Т(Г.)

1

ность фильтра определяется
соотношением характери¬

стик только недетерминиро¬

ванных составляющих сиг¬

нала. Это обстоятельство

Рис 3 9 можно использовать для по¬

строения стационарного

фильтра, близкого к оптимальному при больших значе¬

ниях t. Пусть Фо — стационарный фильтр, оптимальный

при /—>оо для сигнала, не содержащего детерминиро¬
ванной составляющей. Легко показать, что этот фильтр
будет представлять собой звено с передаточной функ¬
цией

= (3.69)

теперь интегральную связь с малым коэф-
т (рис. 3.9). Свойства фильтра в этом слу-
определяться вместо функции

Введем
фициентом
чае будут
даточной функцией

К* 7 /ПЧ __ (g —« + +
А U

(/со +/п) (усо +
•

(3.69) пере-

(3.70)

Если т<^, то дисперсии ошибок фильтров с передаточ¬
ными функциями (3.70) и (3.69) будут практически
одинаковы. Между тем передаточная функция (3.70)
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обеспечивает астатизм фильтра, т. е. дает нулевую уста¬
новившуюся ошибку от постоянной составляющей по¬

лезного сигнала. Таким образом, основные свойства

фильтра при больших значениях t определяются практи¬
чески только недетерминированными составляющими

входного сигнала.

3.3. Некоторые качественные особенности

оптимальных решений

Формулировка прикладных задач во всей возможной

полноте обычно приводит к значительному усложнению

процесса решения и к громоздким алгоритмам, с трудом

поддающимся упрощениям. Поэтому при математиче¬

ской постановке задач желательно заранее предусмот¬

реть возможности упрощенного представления характе¬

ристик сигналов и условий преобразования, а для этого

необходимо иметь представление о том, какие факторы
являются существенными, а какие несущественными.
Ниже дан анализ некоторых особенностей оптимальных

решений. Учет этих особенностей во многих случаях
позволяет упрощать решения, сохраняя смысл исходных

физических задач.

1. Предположим, что статистически независимые по¬

лезный сигнал и помеха содержат только детерминиро¬
ванные составляющие:

s(0=3qA(0. (3.71)
г = 1

»(/)=2Ш (3.72)
i = \

причем известны матрицы корреляционных моментов

СИ = М\С1С,\, Ви = М{Ь^]. (3.73)
В этом случае интегральное уравнение (3.19) распа¬
дается на г уравнений:

/=1

Л |
Clicij - J W>OOW4=0 (3.74)

z0 J

(д = 1, 2, ..., г).
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При учете этих соотношений дисперсия ошибки прини¬
мает вид:

2 (з-75)
/=1 J=1

Практически во всех интересных случаях при одних
сочетаниях индексов i и / выполняются неравенства

|50|>|C0|, (3.76)

а при других сочетаниях —

1^7|<С|С/у.|. (3.77)
В этих случаях выражение (3.75) может быть записано

приближенно:

Z)o W « S S min (5гу, Со.) fi (t) (/). (3.78)
Z = 1 j = l

Сравним это выражение с выражением дисперсии
полезного сигнала

^(/)=2 2 ед(/)/до (3.79)
i = l ; = 1

и выражением дисперсии помехи

Дг(0=2 (3.80)
/ = 1 7 = 1

Из сравнения видно, что составляющие дисперсии ошиб¬
ки оптимального фильтра представляют собой наимень¬

шие из составляющих дисперсий полезного сигнала и

помехи. В частном случае, если в полезный сигнал и в

помеху входят разные составляющие (любому
соответствует Сг; = 0 и наоборот), дисперсия ошибки об¬

ращается в нуль.
Из полученных результатов может быть сделано не¬

сколько выводов:

а) Слишком упрощенная постановка прикладной за¬

дачи, когда разница в свойствах полезного сигнала и

помехи грубо учитывается как различие в виде детерми¬
нированных составляющих, приводит к тому, что невоз¬

можно оценить реально достижимую точность. Так, рас¬
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пространенная модель, в которой полезный сигнал пред¬
ставляется в виде полинома, а помеха считается сину¬
соидальной, не годится при решении задачи синтеза в

случае незаданной структуры: кажется возможным в

этом случае получить идеальную точность. Следова¬
тельно, для получения реальных результатов необходи¬

мо учитывать недетерминированные составляющие сиг¬

налов.

б) Если полезный сигнал и помеха имеют детерми¬

нированные составляющие одинакового вида, то опти¬

мальное преобразование не может снизить дисперсии
составляющих по сравнению с меньшими из дисперсий
составляющих полезного сигнала и помехи. В частно¬

сти, если и полезный сигнал и помеха имеют постоян¬

ные составляющие, то в дисперсию ошибки добавочным
слагаемым войдет дисперсия постоянной составляющей
помехи, если она меньше дисперсии постоянной состав¬

ляющей полезного сигнала, причем вид оптимального

преобразования не будет зависеть от дисперсии постоян¬

ной ошибки. Сказанное, строго говоря, относится к слу¬
чаю отсутствия недетерминированных составляющих.

Однако ясно, что при таком усложнении сигнала точ¬

ность не может повыситься, и полученное ограничение
точности останется справедливым. Поэтому в дальней¬
шем при решении задач в выражениях полезного сиг¬

нала и помехи нигде не сохраняются составляющие од¬
ного и того же вида.

2. Предположим теперь, что полезный сигнал яв¬

ляется детерминированной случайной функцией времени,
а помеха — недетерминированной функцией времени. За¬

дачи этого типа считаются самыми распространенными
среди задач оптимальной, фильтрации на конечном, вре¬
мени. Чаще всего полезный сигнал представляют в виде

полинома. Если при этом помеха стационарна, то для

всех решенных задач [31] обнаруживается важное свой¬

ство: при t —► оо дисперсия ошибки стремится к нулю.
Это означает, что когда полезный сигнал детерминиро¬
ван, оптимальная задача имеет практический смысл

только в определенном интервале времени; при дальней¬
шем увеличении интервала времени поступления сигнала

ошибки фильтрации становятся пренебрежимо малыми.
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3. Если полезный сигнал включает как детерминиро¬
ванные, так и недетерминированные составляющие, а

помеха недетерминирована, то дисперсия ошибки опти¬

мального фильтра сначала существенным образом зави¬

сит от детерминированных составляющих, затем зави¬

сит в меньшей степени и, наконец, практически пере¬
стает от них зависеть. Таким образом, установившаяся

дисперсия ошибки (если дисперсия ошибки не нарас¬
тает безгранично) определяется только недетерминиро¬
ванными составляющими сигналов. В примере 2 в § 3.2

показано, как в частном случае практически может быть
обеспечена асимптотическая несмещенность фильтра.
По-видимому, во многих случаях при детерминирован¬
ных составляющих другого вида асимптотическая несме¬

щенность может быть обеспечена аналогичным образом
путем введения слабых связей, охватывающих стацио¬

нарный фильтр, построенный при учете только недетер¬
минированных составляющих полезного сигнала и по¬

мехи. Поэтому представляет значительный интерес рас¬
смотрение задач оптимальной фильтрации при наличии

только недетерминированных составляющих сигналов и

при достаточно большом времени их поступления.

3.4. Методы решения интегрального уравнения
для бесконечного интервала времени

Примем, что полезный сигнал и помеха стационарны
и представляют собой недетерминированные функции
времени с дробно-рациональными спектральными плот¬

ностями, а время поступления сигнала x(t) достаточно

велико (в пределе бесконечно). Задача оптимальной

фильтрации при таких условиях может быть, конечно,

решена обобщенным методом Заде — Рагаззини, однако

решение значительно облегчается, если перейти от вре¬
менной области к частотной.

В рассматриваемом случае интегральное уравнение
(3.14) удобно записать в форме
оо

J W(t—^dx2= RlJC(xx) (0<т1<оо). (3.81)
о
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При этом уже принято во внимание, что сигналы ста¬

ционарны и стационарен сам искомый фильтр:

IF(/, т)= W(t — т). (3.82)

Применяя
получаем:

к уравнению (3.81) преобразование Фурье,

+ СО

| K(»SXX(W)- 5и((о)]<Ао = О. (3.83)
— оо

Здесь Sxx(co) и SZx(co) —спектральные плотности, соот¬

ветствующие корреляционным функциям/?хх(т) и/?/х(т):
+ оо -1-00

SXA®) = J Rxx(x)e~^x dx, Slx(a)= J Rlx(x)e-J'axdx,
— oo —co

(3.84)

a /C(/co)—передаточная функция искомого фильтра.
Легко показать (см., например, [7, 37]), что при некото¬

рых ограничениях из выражения (3.83) следует

К (/«) Sxx (®) — Slx (®) = X (3-85)

где JV (/со) —неизвестная функция, не имеющая особен¬
ностей (корней и полюсов) в верхней полуплоскости
комплексной плоскости со. В то же время искомая пере¬
даточная функция не может иметь особенностей
в нижней полуплоскости. Это является следствием так

называемого условия физической осуществимости [7]:
фильтр может использовать только прошлые значения

входного сигнала х(/) и не может использовать буду¬
щих значений —т)=0 при /<т].

Уравнение (3.85), в которое входят две неизвестные

функции /((/со) и Х(/со), может быть решено одним из

Двух способов, описанных ниже.

1. Способ факторизации [7].
Произведем факторизацию Sxx(co), т. е. представим
(со) в виде

SXX^ = S^SXX^. (3.86)
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Здесь (со) не имеет особенностей в нижней полупло¬

скости, a SL-(w) — в верхней. Далее представим

S/x (<*)/Sxx ((£>) в виде

Slx ((°)

Sxx (®)

Здесь первое слагаемое не имеет особенностей в ниж¬

ней полуплоскости, а второе
— в верхней. Такая опера¬

ция иногда называется сепарацией. После того как ука¬

занные операции произведены, решение определяется

следующим образом [7]:

K(JCD)
1

(U)

'

$1х (fl)

.
Sxx И

Установившаяся дисперсия ошибки на выходе

мального фильтра вычисляется по формуле

(3.88)

опти-

+ оо

Д>=2^ / 1М«)-1/<(/«)) 12 5^(0)]^. (3.89)
—

,:о

При дробно-рациональных спектральных плотностях вы¬

числения интегралов не требуется — для них в общем
виде составлены таблицы [26].

2. Способ неопределенных коэффициентов.
Решение уравнения (3.85) можно формально запи¬

сать следующим образом:

= (3.90)

Из этого выражения могут быть определены полюсы ис¬

комой передаточной функции ТС (/со). Действительно, по

условию /С (/со) может иметь полюсы только в верхней
полуплоскости. Для правой части выражения (3.90) по¬

люсы, лежащие в верхней полуплоскости, могут пред¬
ставлять собой или корни Sxx(со), или полюсы Szx(co).
Обычно полюсы спектральной плотности Szx(co) совпа¬

дают с полюсами Sxx(со), поэтому в первом слагаемом

выражения (3.90) соответствующие множители сокра¬
щаются. Тогда полюсами Л (/со) являются только корни
Sxx(со), лежащие в верхней полуплоскости. По условию
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Х(/(о) не имеет полюсов в верхней полуплоскости и,
следовательно, не может добавить дополнительные по¬

люсы. Отсюда следует, что /С(/со) нужно искать в виде

I3'9»
I = 1

где /ссг
— те корни уравнения Sxx((d)=O, которые лежат

в верхней полуплоскости, а Дг- — неопределенные коэф¬
фициенты. Эти коэффициенты могут быть определены
из условий тождественного удовлетворения уравнения

(3.85) по переменной со. Подставляя выражения (3.91)
в уравнение (3.85) и приравнивая нулю слагаемые с

полюсами в верхней полуплоскости, получаем систему
линейных алгебраических уравнений относительно Лг-.
Можно показать, что при этом число независимых урав¬
нений будет равно числу неизвестных.

Коэффициенты могут быть определены и без ис¬

пользования уравнения (3.85). Практически не к боль¬
шим вычислительным трудностям приводит такой путь:
Ai считаются неопределенными, вычисляется дисперсия
ошибки, зависящая от них, а затем минимизируется как

функция нескольких переменных.
Заметим, что полюсы передаточной функции К (/со)

находятся из того же уравнения, что и корни характе¬

ристического уравнения в случае конечного времени по¬

ступления сигнала (при стационарности сигналов корни
характеристического уравнения находятся как корни
числителя спектральной плотности недетерминирован¬
ной части входного сигнала). Однако для конечного вре¬
мени поступления сигнала должны быть взяты все кор¬

ни, а для бесконечного — только лежащие в верхней
полуплоскости.

3.5. Метод логарифмических характеристик

При практическом решении задач удобно использо¬

вать описываемый ниже приближенный метод, предла¬
гаемый автором и основанный на использовании кривых

спектральных плотностей, построенных в логарифмиче¬
ской шкале, — логарифмических характеристик.
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а) Примем сначала, что в сигнале и помехе нет ярко

выраженных «резонансных» частот, так что кривые

Sss(co) и Snn(co) не имеют острых максимумов. Предпо¬
ложим также, что все корни и полюсы спектральных
плотностей Sss(co) и Snn((o) различны. Известно [26], что

корни и полюсы спектральных плотностей группируются
по парам или четверкам. Действительно, поскольку в

спектральные плотности входят только четные сте¬

пени со, то каждому корню (или полюсу) со=+/а соот¬

ветствует корень (или полюс) со =—/а, а каждой паре
со = ± р + /у — пара со = ± р—/у. Если пары или четверки
корней или полюсов спектральных плотностей Sss(gd) и

Snn (со) по модулю значительно отличаются друг от дру¬
га, то в логарифмической сетке кривые S.s..s(co) и Snn(co)
практически имеют вид ломаных, составленных из от¬

резков прямых с различным наклоном (рис. 3.10). На¬
клон каждого отрезка всегда кратен 12 децибелам на

октаву. Паре корней (полюсов) соответствует уменьше¬
ние (увеличение) наклона на 12 децибел на октаву, чет¬

верке корней (полюсов) —на 24 децибела на октаву.
Суммарная спектральная плотность Sxx(co) = Sss(co) +]

+Snn (со) также может быть представлена в виде ло¬

маной (на рис. 3.10 показана пунктиром). Очевидно,
что при тех значениях со, при которых Sss(co) ^>Snn(co),
кривая Sxx(co) практически совпадает с кривой Sss(co),
а при тех значениях со, при которых Sss(co) <^Snn(co),
кривая Sxx(co) практически совпадает с кривой Snn(co)<
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Если рассматривать простейший случай, когда кри¬

вые Sss(co) и Snn(o) имеют одну точку пересечения и

кривая Sss(co) пересекает кривую Snn(co) сверху вниз,

как показано на рис. 3.10 (этот случай чаще всего встре¬

чается в приложениях), то на кривой Sxx(co) появляется

только одна новая точка перелома (при со = со*)- Изме¬

нение наклона кривой Sxx((o) при со = со* может состав¬

лять 12, 24 и т. д. децибел на октаву. Это соответствует

паре, четверке и т. д. корней уравнения

$хх (а)) = (о) + Snn (со) = 0, (3.92)

отличных от корней двух уравнений

S^(co) = O и 5лл((о) = О. (3.93)

Приближенные значения этих корней могут быть лег¬

ко определены. Вблизи значения со = со* выражения для

спектральных плотностей могут быть заменены прибли¬
женными:

(3.94)
(0 (0

Такая замена соответствует «спрямлению» кривых спек¬

тральных плотностей (на рис. 3.10 штрих-пунктирные
линии). Следовательно, рассматриваемая группа корней
может быть получена из решения уравнения

w2('-» + -^- = 0. (3.95)

В результате может быть сформулирован простой
приближенный метод определения корней уравнения

Sxx(cd)=0:
при о)<со* эти корни совпадают с корнями уравне¬

ния kSgs((o) =0,
при о)>о)* эти корни совпадают с корнями уравне¬

ния S^1п (со) =0,
при со^со* добавляются корни уравнения (3.95).
б) Описанный прием легко распространить на слу¬

чай, когда спектральные плотности имеют ярко выра¬
женные пики — острые .максимумы. В зависимости от

взаимного расположения кривых спектральных плотно¬

стей пики могут иметь существенное значение или быть
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несущественными. Те пики, которые не дают дополни¬

тельных точек пересечения кривых спектральных плот¬

ностей (на рис. 3.11 в точках co = coi и (о = со2), являются

несущественными и не изменяют описанной выше мето¬

дики. Важны те пики, при которых появляются допол¬
нительные пары точек пересечения (на рис. 3.11 в точке

со~со*). Приближенные выражения соответствующих

корней могут быть легко получены, если для ^выражений
спектральных плотностей вблизи точки со = со** использо¬

вать аппроксимации

(о) == A2, Snn (а) = (й)2_р2 Д22)2 + 4а,2ь)2
• (3.96)

Таким аппроксимациям соответствует замена исходных

кривых Sss(to) и Snn (со) на рис. 3.11 штрих-пунктир¬
ными. Следовательно, искомые дополнительные корни

находятся из решения простого уравнения

(о2 —р2 —Y2)24-4yV= -J-. (3.97)

В общем случае, когда кривые S„(co) и Snn (со) имеют

несколько точек пересечения, как показано на рис. 3.12,

причем соответствующие значения со*, со*, со* достаточно

сильно различаются, то группы корней можно опреде¬
лять независимо: при определении первой группы кор¬
ней используются аппроксимирующие выражения вида
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(3.96) (им соответствуют кривые 1 и 2), второй группы

корней — выражения вида (3.94) (им соответствуют

кривые 3 и 4) и т. д.

Таким образом, использование логарифмических ха¬

рактеристик позволяет весьма просто находить полюсы

Очевидно, что для ко-

сигнала использование

окажется полезным [на

/

Рис. 3.13.

искомой передаточной функции,
нечного времени поступления
описанного выше приема также

этапе нахождения общего решения дифференциального
уравнения (3.26)]. Однако,
как показано ниже, для бес¬

конечного времени поступ¬

ления сигнала применение

логарифмических характе¬
ристик в ряде случаев при¬
водит к полному определе¬
нию передаточной функции.

Будем для простоты счи¬

тать, что кривые спектраль¬
ных плотностей имеют такой

рис. 3.10. При 0<со<со* можно

Для этого диапазона частот по

что /С(/(о)~1. В результате получается первый — гори¬
зонтальный — участок на кривой |/С(/со) | (рис. 3.13).
Как и для спектральных плотностей, построение произ¬
водится в логарифмической сетке. При значении со~со*
появляются корни Sxx(co), не совпадающие с корнями

вид, как показано на

считать Sxx(со) — Ss.s(co).
формуле (3.88) находим,

8 И. Б. Челпанор
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•ЭД,

кбм

/

б)

Рис. 3.14.

Sss(co). Как отмечалось при анализе формулы (3.90), те

из этой группы корней, которые лежат в верхней полу¬
плоскости, являются полюсами Поэтому кривая

|Д(/со)| на рис. 3.13 в точке В получает перелом вниз.

Вообще говоря, это не определяет однозначно наклон

этой кривой на участке ВС, так как при со —со* помимо

полюсов кривая К (/со) мо¬

жет иметь также и корни.

Однако число корней долж¬

но быть меньше числа по¬

люсов по крайней мере на

единицу, поскольку из фор¬
мулы (3.88) получается, что

при со>со*, т. е. при Sss(co) <
<Sxx(co), должно быть

I/<(/•«) |<1.
Оставим пока в стороне

вопрос о выборе корней вы¬

ражения Ки рассмот¬

рим дальнейшее поведение

кривой |/С(/со) При. со>со*
корни спектральной плотно¬

сти Sxx(co) практически сов¬

падают с корнями Snn(co).
Те из них, которые лежат в

верхней полуплоскости, не

могут сократиться в выражении (3.88) с корнями Sss (со).
Поэтому каждому перелому кривой Snn(co) должен со¬

ответствовать перелом кривой |Д(/со) |.
Предположим теперь, что кривая Snn(co) после точки

со —со* не имеет значительных подъемов, так что, на¬

пример,

В этом случае практически нет необходимости во вве¬

дении дополнительных корней или полюсов в передаточ¬
ную функцию /С(/со). Рассмотрим два варианта продол¬
жения кривой Snn(co) (рис. 3.14, а и б). В первом слу¬
чае при со>со* спектральная плотность Snn (со) не имеет

корней и полюсов, и поэтому кривая |Д (/со) | (рис. 3.14, а)
не имеет дополнительных переломов. Во втором случае
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кривая ,|Л(/со)| должна иметь дополнительный пере¬

лом (рис. 3.14, б). Однако различие кривых (рис. 3.14, а

и б) появляется при тех значениях со, при которых в

обоих вариантах |2<(/со) | << 1. Эта коррекция «хвоста»

частотной характеристики фильтра мало сказывается на

величине дисперсии ошибки. Поэтому при со>со* можно

принять форму частотной характеристики фильтра без

дополнительных переломов (рис. 3.14, а) независимо от

корней и полюсов (со) •

Если кривые спектральных плотностей Sss(co) и

Snn (со) имеют две точки пересечения вблизи острого

максимума одной из них (рис. 3.11), то можно пока¬

зать, что кривая |/((/со)] имеет такой вид, как пока¬

зано на рис. 3.15. В этом случае приближенное выраже¬
ние для /((/со) может быть записано при использовании

выражений только двух корней уравнения Sxx(co)=O,
имеющих отрицательные вещественные части.

В общем случае, когда кривые спектральных плотно¬
стей имеют несколько точек пересечения (рис. 3.16), то

вид кривой |/С(/со)| может быть установлен путем со¬

поставления отдельных участков интересующего нас диа¬

пазона по со с рассмотренными ранее более простыми
вариантами. Так, вблизи значения со = со* кривая j/С(/со) |
имеет такой вид, как на рис. 3.15, вблизи значения

<0^(0* — как на рис. 3.13. В результате получаем кри¬

вую, изображенную на рис. 3.16. Аналитическое выра¬
жение для передаточной функции часто также может

быть получено при использовании корней уравнения
^хх((о)=0, соответствующих точкам пересечения.

8*
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Таким образом, частотная характеристика фильтра
определяется в основном только локальным поведением

кривых спектральных плотностей Sss(co) и Snn(co) вбли¬
зи точек их пересечения. Отсюда следует, что оптималь¬

правильные результаты щ
ной фильтрации, оперируя

ные фильтры для случаев,

изображенных на рис. 3.17/z,
б, в, оказываются практиче¬
ски одинаковыми. Естест¬

венно рассчитывать переда¬

точную функцию оптималь¬

ного фильтра, исходя из са¬

мых простых выражений
спектральных плотностей. В
частности, при одной точке

пересечения кривых спек¬

тральных плотностей жела¬

тельно было бы использо¬

вать «спрямленные» кривые

спектральных плотностей

(на рис. 3.17, а, б, в показа¬

ны пунктирными линиями).
Однако следует иметь в ви¬

ду, что при этом понятие

«спектральная плотность»

может потерять смысл.

Многие авторы (см., на¬

пример, [31, 37]) получают
и решении задач оптималь-

с формально составленными

выражениями, получающимися в результате использо¬

вания известной зависимости для спектральных плот¬

ностей входного сигнала x(t) и сигнала y(t) на выходе

системы с передаточной функцией H(jm)

$УУ С0*) — I Н (УС0) Р $хх (<о), (3.98)

не удовлетворяющими, однако, условиям конечности ин¬

теграла
4-со

Iу — j* Syy (со) dm.
— со

(3.99)
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Если интеграл (3.99) не сходится, то это означает, что

функция у(0 нестационарна и для нее не существует

спектральной плотности. Однако использование таких

формально составленных выражений (в дальнейшем бу¬
дем их называть условными спектральными плотностя¬

ми') обычно допустимо. Проверка результатов может

быть осуществлена сравнением с решениями, получаю¬

щимися методом Заде—Рагаззини дри предельном пере¬
ходе к бесконечному времени поступления сигнала. Ока¬

зывается, таким образом, что частотные методы могут
быть с успехом использованы для случайных процессов
более широкого класса, чем стационарные, по крайней
мере при условии, что ошибка стационарна.

Использование условных спектральных плотностей

простейшего вида позволит предельно облегчить про¬

цесс решения. «Спрямление» кривых спектральных плот¬

ностей в логарифмической сетке соответствует замене

действительных спектральных плотностей выражениями

ЭД = Ао, (3.100)

Таким образом, когда кривые спектральных плотностей

имеют только одну точку пересечения, мы приходим к

набору типичных задач со следующими парами прибли¬
женных выражений спектральных плотностей:

А
Sss (со) — -^2“ ,

А
Sss (<л) — ,

А
Sss Н = —г,

5яп(со) = 5о,

Snn (<о) = 5о,

^ПП (0)) = "^2“ ’

Как отмечалось ранее, характерным является такое

положение, когда кривая Sss(co) пересекает кривую
Snn((o) сверху вниз, поэтому степень знаменателя Sss(со)
выше, чем степень знаменателя Snn(co). Полюсы иско¬

мой передаточной функции определяются как корни
Уравнения вида (3.95), лежащие в верхней полуплоско¬
сти. Характерно, что модули всех этих корней равны.
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В случае, представляющем, по-видимому, наиболь¬
ший интерес, когда Snn(co)=B2 (вблизи точки пересече¬
ния кривых спектральных плотностей помеху можно
считать белым шумом), передаточная функция опти¬

мального фильтра полностью определяется из сообра¬
жений конечности дисперсии ошибки. Действительно,
рассмотрим в этом случае общее выражение дисперсии
ошибки

4-оо

D =i J [| 1 — А'Ьо))!2^ (о) + ^(/<о)|25л„(и)]^<о.
— оо

(3.101)
А

Если Sw(co) ——-, то передаточная функция имеет в

знаменателе полином й-й степени. Из условия конечно¬

сти выражения (3.101) следует, что [1—/С(/со)] должно

иметь нулевой корень кратности «й» (при со—>0 первое
слагаемое подынтегрального выражения должно оста¬

ваться конечным). С другой стороны, из условия конеч¬

ности выражения (3.101) следует, что степень числителя

передаточной функции должна быть ниже сте¬

пени знаменателя (при со —► оо второе слагаемое подын¬

тегрального выражения должно стремиться к нулю).
Следовательно, если знаменатель искомой передаточной
функции записать в виде

Я (/<о) = (ЛТ+ (/со), (3.102)

где 7?1(/со) —полином степени (k—1), то искомая пере¬
даточная функция будет иметь вид:

к^=ти%-- (3.103)

В частности,

при k= 1

= <3'104>

при k = 2

2р/а>4-2р2
(;ш)2 + 2р/(о4-2р2 \Р— 4В2/’ (3‘105)
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при fe = 3

__

2р (/CD)2-|-2р2у'€О Ц-р3
^(z03)— (у(О)з_|_2р(у0))2_|_2р2/(0 4-рз в2) (З-106)

и т. д.

Заметим, что при k=\ фильтр обладает астатизмом

первого порядка, т. е. постоянная составляющая 'в по¬

лезном сигнале дает нулевую установившуюся ошибку;
при k = 2 фильтр обладает астатизмом второго порядка
и т. д. Это свойство представляется практически очень

ценным., так как недетерминированной составляющей
полезного сигнала с условной спектральной плотностью

Sss(co) = А2/ы2 обычно сопутствует детерминированная

составляющая — случайная постоянная.

В случае, когда кривые спектральных плотностей

имеют две точки пересечения вблизи пика одной из них

(см. рис. 3.11), решение часто может быть получено
также только из условия конечности выражения (3.101).
В частности, если выражения условных спектральных
плотностей имеют вид:

SU«>)= Z Snn^= ^, (3.107)

то единственное выражение передаточной функции с

нужными полюсами, которое обеспечивает конечность

выражения (3.101), имеет вид:

А

2(о0о

Применение описанных выше приемов ведет к тому,
что рассчитанный таким образом фильтр оказывается

несколько отличным от оптимального. Ниже для типич¬

ных случаев приведены соответствующие оценки точ¬

ности.

Пример 1. а) Спектральные плотности полезного

сигнала и помехи соответственно равны:

^(<0) = ^^-, S„,» = <A (3.109)

Кривые спектральных плотностей в логарифмической
сетке изображены на рис. 3.18. Передаточная функция

2v(Do7w
(У<в)2 + 2vo0yco
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оптимального фильтра [она определяется, например, по

формуле (3. 88)] имеет вид:

£ —а 2аЛ2 \
_ = (3.110)

дисперсия ошибки оптимального

фильтра равна:

= (3.111)

б) Заменим первое вы¬

ражение (3.109) спектраль¬
ной плотности полезного

сигнала приближенным:
2аЛ2

. (3.112)

K(ja)

Установившаяся

Л
е /, ч

\sss(a)>^^

Рис. 3.18.

(3.113)

^(<о)«-^-
Это соответствует на рис.
3.18 замене ломаной АВС

прямой А'ВС. Полезный сигнал в этом случае имеет

смысл интеграла от белого шума. Передаточная функ¬
ция фильтра имеет вид:

(�г=-^)-
Дисперсия ошибки фильтра (3.113) при упрощенном
выражении спектральной плотности (3.112) записывает¬

ся следующим образом:

D$’ = о2р= (2а)1/2 Аа. (3.114)

в) Для дисперсии ошибки фильтра (3.113) при ис¬

ходных спектральных плотностях (3.109) получаем:

<= о2р
1

р + "2

р + а
д? р+2.

р + <х (3.115)

Предполагая
женно:

малым отношение а/p, получаем прибли-

«По2,(1- Р/
^.Иб)

2оГ (3.117)
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г) Отношение

V2/1 Д(,"
~

Р
(3.118)

определяет относительный проигрыш в точности
>

из-за

применения фильтра, рассчитанного приближенным ме¬

тодом, по сравнению с оп¬

тимальным при одних и тех

же условиях работы.
Отношение

43)-4n
Узд (3.119)

2р

определяет относительную
ошибку в расчете точности,

происходящую вследствие
замены исходной задачи, в

которой свойства сигналов

характеризуются спектраль¬
ными плотностями (3.109),
упрощенной задачей. Из

формул (3.118) и (3.119)
видно, что при малых зна¬

чениях о2/аЛ2, когда точка

излома кривой спектраль¬
ной плотности Sss(o)) доста¬

точно далека от точки пере¬
сечения кривых Sss(co) и Рис. 3.19.

5Пп((о), использование ус¬

ловной спектральной плотности (3.112) допустимо как

при определении передаточной функции оптимального

фильтра, так и при расчете дисперсии ошибки.

Пример 2. а) Условные спектральные плотности

полезного сигнала и помехи имеют вид:

2а3Л2

и2 (ш2 4- а2)
’ Snn (®) = о2- (3.120)5w(w)

Два варианта взаимного расположения кривых услов-
пых спектральных плотностей изображены на рис. 3.19,а
и б. Передаточная функция оптимального фильтра при
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точном решении имеет вид:

К( яй = —(£i + Ь) 4~
(3.121)

где

Установившаяся дисперсия ошибки равна:

- п2 J — m2-a& + £2) + a2l
_ I

I 2 (g, +£2) [U2-а а, +|2) + а2] 2 Г

(3.122)

б) Предположим, что о2>2Л2/а (рис. 3.19, а). Для
этого случая заменим ломаную АВС спектральной плот¬

ности прямой АВС'. Этим самым мы используем аппро¬
ксимацию Sss(co) выражением (3.112). При этом задача

совпадает с задачей б) примера 1, передаточная функ¬
ция фильтра будет иметь вид (3.113), а дисперсия
ошибки будет определяться выражением (3.114).

в) Предположим, что сг2<2Д2/а (рис. 3.19,6). Для
этого случая ломаную АВС следует заменить уже дру¬
гой прямой — прямой А'ВС. При этом мы используем
аппроксимацию

(3.123)

Получаем следующие выражения для передаточной
функции и дисперсии ошибки:

ттЛта- F(4ГЛ’,!И • <3124>

= (2а)3/4 А1/2о3/2. (3.125)

г) Если передаточная функция фильтра имеет вид

(3.124), а дисперсия вычисляется по исходным выраже¬
ниям (3.120), то получаем:

О^ = (2а)"Л|Доад[1 --

4 + ] ■ <ЗЛ26)
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д) Отношения y2/i и у3/1, имеющие тот же смысл, что

в примере 1, здесь оказываются приближенно равными:

За
V —

0 0
я

р(1)
~

4р
’ (3.127)

За
V —

0 0
яV3/l р(1) 8р

(3.128)

Из рассмотрения этих выражений следует, что аппро¬
ксимацию (3.123) можно с успехом использовать при
малых отношениях а/p вплоть до значения а/р=!/2-

е) При использовании метода логарифмических ха¬

рактеристик необходимо знать положение точки пересе¬
чения кривых спектральных плотностей и их наклон в

окрестности этой точки. Рассмотрим наиболее неприят¬
ный для рассматриваемого метода частный случай, ко¬

гда вблизи точки пересечения кривых происходит быст¬

рое изменение наклона, т. е. примем, что сг2 = 2Л2/а (см.
рис. 3.19, в). При аппроксимации выражением (3.112)
(по наклону левого отрезка) получаем:

М2)' = 2Д2. (3.129)

При аппроксимации выражением (3.123) (по наклону
правого отрезка) получаем:

Do2*" = 2,82А2. (3.130)

В то же время точный расчет дает:

р^Мбд2. (3.131)
Различия в величине среднеквадратичной ошибки со¬

ставляют до 35%. Следовательно, даже когда вблизи

точки пересечения наклон кривых быстро меняется, для

прикидочного расчета с успехом может использоваться

Наклон любого из смежных отрезков.

ж) Во многих случаях не приведет к серьезным
ошибкам неточное знание наклона одной из кривых

спектральных плотностей. Пусть в действительности вы¬

ражение условной спектральной плотности полезного
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сигнала имеет вид (3.112), а оптимальный фильтр рас¬
считан в предположении, что она имеет вид:

(3.132)
с ,

ч
2а3Л2

(«) =

Тогда при использовании такой передаточной функции
фильтра получаем у2/

= 1,25, у3/1
= 1,48. Величины средне¬

квадратичных ошибок различаются довольно значи¬

тельно— до 30%, однако при прикидочных расчетах это

обычно допустимо. Заметим, что если изменить поло¬

жение, приняв, что в действи¬
тельности условная спектраль¬
ная плотность имеет вид

(3.132), а передаточная функ¬
ция фильтра рассчитана по вы¬

ражению (3.112), то устано¬
вившейся дисперсии ошибки не

существует. Вообще, когда'не¬

обходимо обеспечить конеч¬

ность установившейся диспер¬
сии ошибки, нельзя заклады¬

вать в расчет заниженный по

сравнению с действительным
спектральной плотности в об-наклон кривой условной

ласти очень малых значений При этом, как видно из

предыдущего, завышение наклона допустимо.

Пример 3. Спектральные плотности полезного сиг¬

нала и помехи имеют вид:

4V(P2 + y2) С2

Кривые спектральных плотностей изображены на

рис. 3.20. Предположим, что выполняются условия:

а2<-£^-С2, (т<�). (3.134)

Первое из этих условий означает, что кривые спек¬

тральных плотностей пересекаются, второе
— что точки

пересечения достаточно близки. При условиях (3.134)
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спектральную плотность полезного сигнала можно ап¬

проксимировать более простым выражением

(а42_р2)г - (3.135)

Приближенные выражения корней уравнения Sxx(co)=0
легко находятся. Тогда только из условий конечности

дисперсии ошибки получаем:

*<» = (M.+SX+ P- Нт?)' <3'136>

Дисперсия ошибки такого фильтра, рассчитанная по

условной спектральной плотности (3.135), равна:

(3.137)

Коэффициент у2/1 оказывается равным приближенно:

Y2/1«O,35f. (3.138)

Видно, таким образом, что при малых значениях у/0
использование аппроксимации (3.135) дает достаточно
точный результат.

3.6. О применимости решений, оптимальных

для бесконечного времени поступления сигнала

Строго говоря, для нахождения оптимальных реше¬

ний при любом, но конечном времени поступления сиг¬

нала применим только метод Заде—Рагаззини. Однако
при достаточно больших интервалах времени оптималь¬

ный фильтр становится практически стационарным по

крайней мере тогда, когда существует конечная устано¬
вившаяся дисперсия ошибки. При этом сама передаточ¬
ная функция может быть найдена с использованием

весьма простой методики § 2.5. Практически желатель¬

но, не используя метод Заде — Рагаззини, определить,
существует ли конечная установившаяся дисперсия
ошибки и становится ли оптимальный фильтр в пределе
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стационарным. Чтобы стационарное решение существо-

вало, необходимы два условия:

1. Полезный сигнал и помеха должны иметь неде¬

терминированные составляющие.

2. Условные спектральные плотности полезного сиг¬

нала и помехи могут иметь полюсы на вещественной

оси комплексной плоскости со, однако эти полюсы не

должны совпадать. В частности, условные спектральные

плотности полезного сигнала и помехи не могут одно¬

временно иметь нулевые полюсы.

Стационарный фильтр, оптимальный для большого

времени поступления сигнала, обладает вполне опреде¬
ленным быстродействием, которое может быть оценено
постоянной времени

1

min | Re g; |
’Т (3.139)

где gz — полюсы передаточной функции. Фильтр обыч¬
но предназначен для непрерывной выработки выходных

данных. Если можно примириться с потерей точности

в интервалах времени, соизмеримых с Г, то достаточно

реализовать только стационарный фильтр. Наличие
детерминированных составляющих не меняет этого вы¬

вода. Обычно оптимальный фильтр оказывается асимпто¬

тически несмещенным по отношению к детерминирован¬
ным составляющим. Если же это условие автоматически

не выполняется, то асимптотическая несмещенность до¬

стигается введением слабой связи (см. пример 2 в § 3.2).
В тех случаях, когда простоте реализации уделяется

большое внимание, а постоянные времени стационарных

фильтров оказываются слишком большими, можно

а) исходить из решения оптимальной задачи для ко¬

нечного времени поступления сигналов. Если допустимо
использовать только первые слагаемые разложения кор¬

реляционных функций в ряды и налагать условия
несмещенности, то решения получаются сами по себе до¬
статочно простыми. Если же это невозможно, то един¬

ственным известным по литературе способом упроще¬
ния, по-видимому, является метод аппроксимации
свойств фильтров с конечной «памятью» с помощью ло¬

гарифмических частотных характеристик [23];
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б) сохранить предположение о бесконечном времени
поступления сигнала, однако минимизировать устано¬
вившуюся дисперсию ошибки при заданном значении

интегральной квадратичной ошибки, возникающей в ре¬

зультате стандартного воздействия [22]. Однако такая

постановка задачи часто дает тривиальные результаты:
если интегральная квадратичная оценка не является

жесткой, то реализация соответствующей системы полу¬
чается добавлением слабой связи к фильтру, построен¬

ному без этого ограничения; если эта оценка требует
существенно большего быстродействия, то именно этой

оценкой и определяются в основном свойства фильтра,
а требование минимума дисперсии ошибки перестает

играть роль.

Основную предпосылку, принятую при изложении

методов решения (полезный сигнал и помеха происхо¬
дят от стационарных сигналов с дробно-рациональными
спектральными плотностями), по-видимому, всегда мож¬

но считать допустимой, если имеется в виду практиче¬
ская реализация фильтров. Тем не менее может пред¬
ставлять интерес расчетная оценка потенциальных воз¬

можностей преобразования в более сложных случаях,

при учете параметрической нестационарности сигналов.

Единственным общим методом в этом случае, по-види¬

мому, является метод канонических разложений, разра¬
ботанный В. С. Пугачевым [26]. При «малой» нестацио¬

нарности сигналов оказывается полезным метод после¬

довательных приближений [41].

3.7. Оптимальная обработка дискретных данных

В практических задачах преобразования навигацион¬
ных данных чаще всего приходится иметь дело с непре¬

рывными сигналами. Однако рассмотрение дискретных
сигналов также представляется нужным. Это обуслов¬
лено в основном двумя причинами:

1. Ряд измерителей работает в течение весьма ко¬

ротких интервалов времени. Можно принять, что эти

измерители выдают данные дискретно.
2. Обработка сигналов даже непрерывных измерите¬

лей может производиться на цифровой вычислительной
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машине с достаточно большим временем такта, так

что необходимо учитывать дискретный характер ввода
данных.

В первом случае речь идет действительно об опти-

мальной обработке данных, дискретный 'характер кото¬

рых обусловлен внешними обстоятельствами. Во втором
случае имеются в виду ограничения, связанные с реали¬

зацией способа обработки, т. е. с методом преобразо¬
вания, заведомо неоптимальным, так как при преобра¬
зовании непрерывного сигнала в дискретный информа¬
ция неизбежно теряется.

Примем, что дискретные данные поступают в произ¬
вольные, но известные моменты времени. Выходные

данные, подлежащие обработке, представляют собой
значения сигнала х(/) в моменты времени /2, ...» 6л
т. е. величины х4 = х(6), х2=х(/2), ..., Xjv = x(6v). Вы¬

числительное устройство выполняет линейную операцию
N

'

z=^aixi. (3.140)
/ = 1

Весовые коэффициенты аг выбираются из условия

D (/) = N1 {[z — I (Z)]2} = min. (3.141)

Если необходимо получить приближенное значение же¬

лаемого сигнала в любой текущий момент времени
то весовые коэффициенты должны быть непрерывными

функциями времени [аг = аД/)]. Можно сказать, что в

этом случае система преобразования данных выполняет

две задачи: дискретную фильтрацию и непрерывную
экстраполяцию.

В развернутом виде выражение для дисперсии ошиб¬
ки записывается следующим образом:

D (0 = 5 S at (0 aJ (0 Rxx (ti, tj) -
i = 1 / = 1

-2 (/)Rlx(t, Q + Rlt(t, t). (3.142)
/ = 1

Из условий минимума дисперсии ошибки

<‘ = 1'2 ЛГ) (3.143)
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получаем систему линейных алгебраических уравнений
относительно искомых коэффициентов:

S (/) Rxx (//, tj)= Rlx (t. ij) (/ = 1, 2, .... N). (3.144)
i = l

Практическая реализация дискретных преобразова¬
ний с переменными коэффициентами в общем случае
возможна только при малых значениях N.

Если значения сигнала x(t) поступают через равные
интервалы времени, т. е. в моменты / = 0, Т, 2Т, .. .

, где

Т — период дискретности, то для обработки данных мо¬

гут быть использованы дискретные фильтры, сравни¬
тельно легко реализуемые на цифровых вычислительных

машинах. Методы определения оптимальных операций
над дискретными данными, основанные на использова¬

нии теории z-преобразования (или дискретного преобра¬
зования Лапласа'), хорошо разработаны [17, 36]. Суще¬
ственно, что при использовании этих методов сложность

решения не возрастает с увеличением числа N. В част¬

ности, при N —> оо (если при этом задача сохраняет
смысл) дискретный фильтр становится периодически

стационарным и допускает простую реализацию на циф¬
ровой вычислительной машине [14]. Следует, однако, от¬

метить, что решение задачи синтеза динамических

характеристик дискретных фильтров всегда сложнее, чем

соответствующих непрерывных.
Если дискретность поступления данных обусловлена

принципом работы соответствующего измерителя, то эти

данные следует обрабатывать сразу как дискретные.
Если же дискретность происходит от используемого спо¬

соба обработки, то перед дискретным преобразованием
(перед квантованием по времени) целесообразно осуще¬
ствлять, когда это возможно, предварительное сглажи¬

вание, предымпульсную фильтрацию сигналов. Задача
синтеза динамических характеристик фильтров при на¬

личии предымпульсной фильтрации рассмотрена в част¬

ной постановке в [37].
При достаточно малых Т разница между непрерыв¬

ным и дискретным поступлением данных стирается:
в произвольном месте цепи преобразования дискретный

9 И. Б. Челпанов
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сигнал, любым образом экстраполированный на время
такта, можно считать совпадающим с непрерывным сиг¬

налом в соответствующей непрерывной цепи. Для чис¬

ленной оценки максимального значения Т, при котором
ступенчатый сигнал, полученный из дискретного, можно

считать непрерывным, обычно рекомендуют использо¬

вать теорему Котельникова [26], опирающуюся на пред¬
положение о конечности частотной полосы полезного

сигнала. Однако для сигналов с плавно спадающей

кривой спектральной плотности это понятие становится

в значительной мере неопределенным. Надежные ре¬
зультаты можно получить, по-видимому, рассчитав от¬

дельно непрерывный и дискретный фильтры и сравнив
величины дисперсий ошибок.

3.8. Вопросы реализации фильтров на ЦВМ

Основные особенности общей задачи преобразования
навигационных данных — сложность формул, высокие

требования к точности и допустимость относительно

низкого быстродействия — определяют перспективность
использования в этой области цифровых вычислитель¬

ных машин (ЦВМ). При большом объеме основных вы¬

числений, связанных в первую очередь с тригонометри¬
ческими преобразованиями, задачи статистической обра¬
ботки данных (при оптимальных или близких к

оптимальным алгоритмах) будут иметь незначительный

удельный вес. На рис. 3.21 изображена обобщенная
блок-схема системы преобразования данных (УВв —

устройство ввода данных, ЦВМ — собственно цифровая
вычислительная машина, УВыв — устройство вывода

данных). Фильтрацию входных сигналов хг-(/) можно

производить во всех трех блоках. С точки зрения облег¬

чения работы ЦВМ желательно осуществлять фильтра¬
цию возможно раньше

— в УВв. При этом преобразуе¬
мые собственно в ЦВМ сигналы меняются более плавно,
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й поэтому можно допустить большее значение шага

по времени.
Фильтрация в УВв во многих случаях, по-видимому,

может осуществляться на аналоговых элементах: от

устройств требуется только высокая статическая точ¬

ность, а динамические характеристики должны. быть

выдержаны приближенно (оптимальные фильтры, как

правило, некритичны по отношению к изменениям пара¬

метров), причем сами алгоритмы преобразования доста¬

точно просты. Однако могут, возникнуть серьезные за¬

труднения, когда необходимо изменять в широких пре¬

делах параметры фильтров. Из-за этого, возможно, при¬
дется предусмотреть основную фильтрацию в самой

ЦВМ, оставив в УВв только слабое сглаживание.

Для осуществления оптимальной фильтрации на

ЦВМ необходимо рассчитать передаточные функции
дискретных фильтров. При этом можно пойти по од¬

ному из двух путей:
а) Непосредственно решать задачу синтеза динами¬

ческих характеристик оптимальных дискретных фильт¬
ров, заранее имея в виду реализацию на дискретных

устройствах. Методы решения в этом случае основаны на

использовании теории г-преобразования [17, 36]. В ста¬

ционарном случае решение при этом получается в фор¬
ме, непосредственно пригодной для реализации на ЦВМ.

б) Зная решение задачи непрерывной фильтрации,
приближенно реализовать соответствующие характери¬
стики на ЦВМ.

Поскольку расчет непрерывной системы обычно зна¬

чительно проще, чем дискретной, предпочтительнее вто¬

рой путь. Ниже рассматриваются конкретные способы
реализации дискретных систем, близких к рассчитанным

непрерывным, и свойства возникающих при этом ошибок.

Прежде всего необходимо отметить, что квантова¬

ние по времени и по уровню всегда приводит к необра¬
тимой потере информации, поэтому дискретные фильтры
теоретически всегда дают проигрыш в точности по срав¬
нению с идеальными непрерывными. При этом проиг¬
рыш тем меньше, чем меньше шаг дискретности по

нремени Т и по уровню Д. Пусть непрерывный фильтр,
подлежащий реализации на ЦВМ, стационарен и харак¬

9*
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теризуется передаточной функцией К(/со) или импульс¬
ной переходной функцией W (t—т). Выбор способа за¬

мены непрерывного оператора дискретным с заданным

временем такта Т по существу означает выбор метода

численного интегрирования при заданных начальных ус¬
ловиях. В качестве наиболее известных укажем на ме¬

тоды Адамса и Рунге — Кутта. Для поставленной задачи

удобнее два других метода:

1. Метод дискретной аппроксимации импульсной пе¬

реходной функции. В этом случае вместо интеграла
свертки

с

y(t)=\W(t,x)x(x)dx (3.145)
О

используется сумма по дискретным значениям

«/(пГ) = W(nT, iT)x(lT). (3.146)
i =0 ;

2. Метод дискретной аппроксимации передаточной
функции. Заменим непрерывный сигнал х(/) ступенча¬

тым сигналом (рис. 3.22).
Преобразование непре¬
рывного сигнала в ступен¬

чатый осуществляется им¬

пульсным элементом с

фиксатором (экстраполя-
тором нулевого порядка),
запоминающим тактовые

значения сигнала на вре¬
мя такта. Так как передаточная функция такого фикса¬
тора имеет вид

1 —
Ф(»=

ум
■ (3.147)

то естественно потребовать, чтобы передаточная функ¬
ция дискретного фильтра была равна:

<ЗЛ48>

(г = е]'®т\
где Z — символ г-преобразования.
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Оба способа замены непрерывных преобразований
дискретными введены таким образом, что при малых

продолжительностях такта Т справедлив предельный пе¬

реход к аппроксимируемым непрерывным зависимостям.

Замена непрерывных устройств дискретными, незави¬

симо от способа, приводит к появлению дополнительных

ошибок, которые можно разбить на три группы:
1. Ошибки от квантования по времени.
2. Ошибки от квантования по уровню.
3. Ошибки от ухудшения фильтрации помех.

В первом приближении действие каждого из фильт¬
ров можно рассматривать независимо от остальных.

Расчетная схема для определения всех дополнительных

ошибок изображена на рис. 3.23. Непрерывный сигнал

x(t) поступает на непрерывный фильтр с передаточной
функцией К (/со), дискретный сигнал Xi(nT) — на вход

дискретного фильтра с передаточной функцией Ki(z).
Сигнал e(t) представляет собой ошибку от замены не¬

прерывного фильтра дискретным. Аддитивная помеха

М1(/гГ) изображает шум квантования по уровню. Отно¬
сительное качество дискретного фильтра определяется

дисперсией
D (п'Г) = М{\1 (пТ)-у (пТ)У} = D. (пТ) + D2 (пТ), (3.149)

где Di(nT)—составляющая дисперсии ошибки, не за¬

висящая от квантования по уровню, D2(nT)—состав¬
ляющая, обусловленная только квантованием по уровню.

Необходимо разделять два существенно различных
случая:

а) Входные сигналы x(t) и xj/) стационарны, а

фильтр с передаточной функцией устойчив (не
имеет полюсов в нижней полуплоскости комплексной
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плоскости (о и на вещественной оси). Тогда дисперсии
сигналов у(пТ) и 1(пТ) остаются конечными и при
п—>оо. В этом случае D(nT) также остается конечной

при п —> оо.

б) Дисперсия сигнала х(/) неограниченно нарастает
во времени. В этом случае D(nT) также неограниченно

растет при п—>оо. Такое положение имеет место, если

K(ja) имеет полюсы в нижней полуплоскости комплекс¬

ной плоскости co или на вещественной оси.

При преобразовании навигационных данных часто

имеет место второй случай, к которому относятся опе¬

рации счисления пути в инерциальной системе и при
использовании сигнала измерителя скорости.

Пример. Рассмотрим ошибки простейшей системы

дискретного интегрирования при отсутствии помехи. Не¬

прерывная операция характеризуется передаточной
функцией /С (/cd) = 1//со. Пусть полезный сигнал пред¬
ставляет собой недетерминированную случайную функ¬
цию времени, а его корреляционная функция имеет вид:

/?хх(тр t2) = X2£-«i^L (3.150)

При нулевых начальных условиях для дискретных зна¬
чений выходного сигнала получаем:

пТ

1(пТ) = J x(x)dx. (3.151)
о

Рассмотрим для этой задачи только первый способ
замены операции непрерывного интегрирования дискрет¬
ным преобразованием. Будем сначала учитывать дис¬

кретность преобразования только во времени. Переход
от интеграла (3.151) к сумме дает:

у(пГ) = Т^х(1Т). (3.152)
Г = 1

Передаточная функция, соответствующая дискретному

преобразованию (3.152), имеет вид:

= (3-153)
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Выражение для составляющей дисперсии ошибки, ко¬

гда пренебрегается квантованием по уровню, имеет вид:

Ddn'n^RuinT, nT)—2Riy(nT, nT)+Ryu(nT, п'Г). (3.154)

Слагаемые этого выражения записываются следующим

образом:

Rn\nT, пТ) =^[пТ-^{\-е-^ (3.155)

1 — d

RiyRiT, пТ) = Т ^R^RiT, iT) =

= рпаГ- аГг(1_+^ + ctri°_+rf) dn],

Ryy(nT, пТ) = ^Rxx(iT, JT) =

(d—e^aT).

После элементарных выкладок получаем:

Л («Т) = [В1ПаТ+ В2 (1 - d")],

(3.156)

(3.157)

(3.158)

- — 2.

(3.159)
1 — d1 — d

При малых аТ приближенно имеем:

5^1 (а?)2, 52«1(аГ)2.
Если при этом время работы интегратора t = tiT отно¬

сительно мало (а/<^1), то

Если время работы интегратора велико

(3 160)

(3.161)

(а/>1), то

(3.162)
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Напомним, что для непрерывного интегратора, на

входе которого действует помеха — белый шум интен¬
сивности о2, дисперсия ошибки равна:

£>(/) = о2/. (3.163)

Сравнивая выражения (ЗЛ62) и (3.163), можно сделать

вывод о том, что дискретизация сигнала по времени
эквивалентна добавлению добавочной помехи — белого

шума интенсивности

О2 = |4(«Г)2. (3.164)

Рассмотрим вторую составляющую дисперсии ошиб¬

ки, обусловленную дискретностью по уровню. Кванто¬
вание по уровню в первом приближении эквивалентно

введению на вход дискретного интегратора дискретного
белого шума Hi(nT) с дисперсией А2/12, где А — шагкван-

тования по уровню. Соответствующая составляющая

дисперсии ошибки на выходе определяется выражением

D2(nT) = -^nT2 или D2(t) = ^Tt. (3.165)

Таким образом, квантование по уровню эквивалентно

добавлению на вход интегратора помехи — белого шума
2

Д2
'Г

интенсивности 05 = .

3.9. Методы оценки влияния некоторых факторов
на точность непрерывного оптимального фильтра

Методика расчета динамических характеристик оп¬

тимальных фильтров может быть использована при ряде
упрощающих предположений, которые подробно обсуж¬
дены в главе II и § 3.1 и 3.2. Автор придерживается
мнения, что при реализации систем, близких к опти¬

мальным, следует исходить именно из этих решений.
Тем не менее является полезным выяснить качественный

характер влияния неучтенных, пусть даже второстепен¬
ных факторов и иметь в распоряжении методы, с по¬

мощью которых можно приближенно оценить это влия¬

ние. Краткому рассмотрению некоторых факторов этого

рода посвящен данный параграф.
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А) Отличие параметров сигналов от расчетных.

Действительные условия работы вычислительного

устройства навигационной системы всегда в большей

или меньшей степени отличаются от расчетных. Эти от¬

личия можно связать с тремя группами причин:

а) происходит изменение характера внешних возму¬

щений;

б) характеристики измерителей отличаются от

идеальных;

в) характеристики самого вычислительного устрой’
ства отличаются от идеальных.

Влияние всех этих причин можно учесть, вводя в

рассмотрение эквивалентные изменения свойств преоб¬
разуемых сигналов. Эти изменения можно контролиро¬
вать и полученные сведения использовать для подстрой¬
ки системы фильтров (см. главу XII). Однако чаще

всего эти изменения неизвестны, неконтролируемы и

имеются лишь более или менее полные статистические

данные о них.

При рассмотрении влияния разброса характеристик
сигналов могут быть поставлены задачи анализа и син¬

теза. В задаче анализа выясняется, к каким послед¬

ствиям приводит существование разброса для системы,

рассчитанной без учета этого фактора. В задаче синтеза

разыскивается система, оптимальная в известном смысле

для более или менее широкого диапазона изменения

характеристик сигналов. Изменение качества работы
фильтра можно оценивать с двух различных позиций.

1. Можно интересоваться относительным изменением

дисперсии £>*(/) ошибки реальной системы в реальных
условиях по сравнению с тем, что получается для опти¬

мальной системы в расчетном режиме [дисперсия ошиб¬
ки равна DQ(t)]. В этом случае качество работы удобно
характеризовать коэффициентом

D* (О-Ро(/>)

Do (t)
(3.166)

Коэффициент а может быть как положительным, так и

отрицательным (свойства сигналов могут отличаться

как в благоприятную сторону, так и в неблагоприят¬
ную). Использование такого критерия имеет смысл
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тогда, когда существует жесткий допуск по величинам

ошибок.

2. Можно интересоваться относительным изменением

дисперсии ошибки £>*(/) для реальной системы в реаль¬
ных условиях по сравнению с тем, что получается для

системы, работающей в тех же реальных условиях, но

оптимальной именно в этих, отличных от расчетных ус¬

ловиях [дисперсия ошибки равна Dq (/)]. Качество ра¬
боты фильтра
циентом

теперь удобно характеризовать коэффи-

£>*(0-^(0
1

£>о (О
(3.167)

6 может быть только положительнымКоэффициент
(реальная система всегда хуже оптимальной для тех же

условий). Использование этого критерия разумно тогда,
когда важно знать не абсолютное изменение ошибок,
а то, насколько полно реальная система использует по¬

тенциальные возможности.

Обозначим через /?ss(rb т2), т2) и /?Xx(ri, т2) =

=/?ss(Ti, т2)+/?нп(Т1, т2) некоторые расчетные корреля¬
ционные функции соответственно полезного сигнала, по¬

мехи и входного сигнала фильтра, а через ^(Тр т2),
^пп(ХГ Т2) И ^xx(XV Т2) = ^ss(Tl’ Т2) 4" ^гп (ТР т2) К0Р'

реляционные функции для групп реализаций, получен¬
ных при неизменных условиях. Выражения для диспер¬

сий ошибок Dq, D и Dq определяются следующим об¬
разом:

= о—
ь <■

— J ^о(Л / W0(t, r2)rfT2,
^0 ^0

D*W = R*SS (t, t)-2 J W0(t,
t0

tl tl

+ / W0(t, x,) J x2)^(xp x2)rfx2,

(3.168У
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^(/) = С(л /)-

(3.168)

где WQ(t, т) —решение интегрального уравнения
'

j т2) dx2 — Rss (t, Tj), (3.169)
^0

a IFo(/, t) — решение интегрального уравнения

J* т2)^2 = ^(/, *,)• (3.170)
tQ

Если же задаваться целью характеризовать точность

для всей совокупности свойств сигналов, то можно ис¬

пользовать два подхода:

а) рассчитывать дисперсию ошибки для наиболее не¬

благоприятных сочетаний /?’л(тр г2) и /?*5(тр т2), т. е.

оценивать точность по наихудшему случаю; дисперсию
ошибки при этом обозначим через Дпах(0;

б) рассчитывать дисперсию ошибки, среднюю по

всей области изменения характеристик сигналов; для
этого вместо второго и третьего выражений (3.168) сле¬

дует использовать выражения:

d (о=м* {/)* (/)}=м {/& (/, о} -

-2/Г0(Л +
to

tl 6

+J W0(t, TjrfT. J ^О(ЛТ2)Ж*(^Х(ТРТ2))^2,
(о tQ

Do (/) = M* (/)} = {/& (/, 0} -
f Л 6 I

-AH J г;(лт2)ЗД,т2)^2 ,

(3.171)
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где Л4* — знак осреднения по множеству характеристик
сигналов. Заметим, что для расчета по выражениям
(3.171) нужно знать корреляционные функции не групп
реализаций, а средние по группам. Они могут отличать¬

ся от расчетных корреляционных функций, если послед¬

ние получены для типичной группы реализаций, взятых

при фиксированных условиях.

Например, пусть совокупность корреляционных функ¬
ций имеет вид:

т2) = е~а1 17 (3.172)

где а — фиксированная постоянная для неизменных ус¬
ловий, но случайная величина, если рассматривать всю

совокупность условий. Предположим, что а равномерно
распределена в интервале (аь а2)- Тогда в качестве

типичной корреляционной функции . можно было бы
взять выражение (3.172) при некоторых средних усло¬
виях, например

7?(т„ tJ = 3W'+“J'(3.173)
в то время как корреляционная функция, средняя по

множеству условий, имеет вид:

М- («• (Т„ TJI = [г-1 ’■1 -г-' 4-

(3.174)

Интересно отметить, что полученному выражению (3.174)
не соответствует дробно-рациональная спектральная
плотность. Поэтому перед использованием корреляцион¬
ной функции (3.174) при решении оптимальных задач

методами, изложенными в § 3.2, 3.3 и 3.4, необходимо
аппроксимировать ее суммой экспонент. К сожалению,
это же приходится делать в большинстве подобных слу¬
чаев. Сопоставление значений дисперсий ошибки Отах (0
и Dq (z) с заданной величиной допуска До позволяет сде¬

лать правильные выводы о возможностях использова¬

ния различных способов повышения качества.

Если Отах (0<До, то с изменением характеристик
сигналов можно не считаться: фильтр, построенный
для наихудших условий, удовлетворительно решает
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поставленную перед ним задачу и при измененных ус¬

ловиях.

Если Z)max(O>^o и при этом существуют такие усло¬

вия, для которых Dq (/) > До, то объективных возможно¬

стей для выполнения поставленных требований по точ¬

ности не существует (даже точное знание характеристик
сигналов не спасает положения).

Если -Отах (0 > До, но при этом для всех условий
£>о(^)<До, то объективные возможности для выполне¬

ния требований существуют, но фильтр их не использует.
В последнем случае можно пойти по одному из двух

путей:
а) требовать, чтобы фильтр был близким к опти¬

мальному при всех условиях; это может быть обеспе¬

чено или начальной подстройкой фильтров (если вероят¬
ностные свойства сигналов во времени не меняются),
или введением системы самонастройки (если свойства

сигналов медленно меняются);
б) построить единый фильтр, оптимальный в из¬

вестном смысле для всего множества условий; соответ¬

ствующая математическая задача может быть названа

задачей синтеза при неопределенности сведений о сиг¬

налах [43].
Первый путь основан на «индивидуальном» подходе

к реализациям, второй — на «обобщенном». На прак¬
тике часто возможен только второй путь. Рассмотрим
две характерные ситуации.

1. Необходимо фильтровать внутренние шумы в ряде
однотипных систем. Хорошо известно, что даже у при¬

боров одной и той же серии шумы меняются от образца
к образцу (по крайней мере по уровню), несмотря на

то, что физические источники шумов одинаковы по при¬
роде. Причиной этого может быть естественный разброс
в параметрах элементов систем, допускаемый при изго¬

товлении; изменения значений параметров в течение

срока службы («старение»); повреждения, которые не

Делают, однако, невозможной нормальную работу. При
«индивидуальном» подходе для каждого образца сле¬

дует производить отдельную настройку. Для этого нуж¬

но заранее знать или специально измерять характери¬
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стики шума. При «обобщенном» подходе достаточно по¬

ставить на все образцы идентичные фильтры, основы¬

ваясь на некоторых типовых данных. В первом случае

будет иметь место выигрыш в точности, но за счет

усложнения наладки.
2. Одна и та же система должна работать при раз¬

личных условиях (например, автопилот — при различ¬
ных высотах и скоростях полета ). При «индивидуаль¬
ном» подходе используется самонастройка по результа¬
там прямого или косвенного измерения параметров
внешних условий, при «обобщенном» — фиксированные
значения параметров системы выбирают, ориентируясь
на весь диапазон изменения условий.

«Индивидуальный» подход всегда обеспечивает боль¬

шую точность, однако по соображениям простоты часто

предпочтительнее «обобщенный» подход. При выборе
между ними решающее значение имеет величина раз¬
ницы в точности. При «индивидуальном» подходе можно

использовать один из двух показателей качества:

1) Максимальное значение дисперсии ошибки (полу¬
ченное для наихудших условий)

Z)max(/) = max{Z)o(/)}. (3.175)

Использование этого показателя обычно возможно, если

только область изменения характеристик сигнала огра¬
ничена.

2) Среднее по условиям значение дисперсии ошибки

5(О = Ж*{Ро(/)}. (3.176)

При «обобщенном» подходе соответственно этим по¬

казателям можно использовать два метода.

1. Метод минимакса [23]. В этом случае фильтр стро¬
ится так, чтобы обеспечить минимум дисперсии ошибки

для тех условий, для которых дисперсия ошибки макси¬

мальна:

max {£>*(/)} = min. (3.177)

Недостатком минимаксного подхода (фактически широ¬
ко используемого на практике) является то, что при
многих, возможно, гораздо более вероятных условиях
фильтр может быть далеким от оптимального.
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2. Метод осреднения по условиям. В этом случае

фильтр строится так, чтобы обеспечить минимум диспер¬
сии ошибки, осредненной по условиям:

М* {£*(/)}== min. (3.178)

Здесь в качестве исходных данных необходимо иметь

корреляционные функции, осредненные по множеству

условий.
Пример. Полезный сигнал $(/) представляет собой

интеграл от белого шума, а помеха n(t)—белый шум,
так что

(т1> т2) = С2 min (тр т2), /?„„ (Тр т2) = о2д (Т! — т2).
(3.179)

Рассмотрим вопрос о критичности, предполагая, что для

разных условий изменяется только величина и2. Примем,
что сг представляет собой случайную величину, равно¬

мерно распределенную в интервале (си, о2). Передаточ¬
ная функция оптимального стационарного фильтра име¬

ет один и тот же вид для всех возможных постановок

задачи:

<зл80>

Значение р определяется следующим образом:
1. Для фильтра, оптимального для расчетного ре¬

жима,

<> = £ = (3-181)

2. Для фильтра, оптимального при любом ст,

Р = -у. (3.182)

3. Для фильтра, оптимального по минимаксному кри¬

терию (оптимального при (Т = о2),

Р=£- (3.183)

4. Для фильтра, оптимального «в среднем» (опти¬
мального при Оз),

Р=£ И= М=4(^+ °1°2 + << (3-184)
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На рис. 3.24 построены кривые дисперсий ошибок раз¬
личных фильтров в зависимости от величины о при

С=1; 01=1; 02=10. В таблице приведены значения кри¬

териев, определяющих качество фильтров для всего

рассматриваемого диапазона изменения о. Номера наизменения и. Номера на

графике и в таблице со¬

ответствуют номерам ва¬

риантов фильтра.
D /у

у *

3

///h

г/
б-

2 3 4

^тах 12,5 10,0 10,0 10,6

~Ь 6,5 5,5 6,9 6,0

Как и следовало ожидать,

кривая 2, определяющая

предельные возможности;

идет ниже всех осталь¬

ных. Вид кривой 3 сви¬

детельствует о том, что

при малых о принцип ми¬

нимакса дает большой

Рис 324. проигрыш в точности.

Кривые 1 и 4 соприка¬
саются с кривой 2 вблизи середины интервала и отхо¬

дят от нее у концов. В зависимости от характера требо¬
ваний к фильтру наиболее приемлемым может быть

признан любой из вариантов: 2, 3 или 4.

Б) Параметрическая нестационарность сигналов.

По отношению к этому фактору имеет значение все

сказанное об оценке влияния отличий характеристик сиг¬

нала от расчетных. Так, сначала ставится задача ана¬

лиза— определение влияния параметрической нестацио-

нарности на фильтр, построенный без ее учета. Затем

может быть поставлена задача синтеза — построение

фильтра по заданным характеристикам параметриче¬
ской нестационарности. Для решения задачи синтеза

могут быть использованы два подхода: «индивидуаль¬
ный» (фильтры строятся для узких групп реализаций,
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у которых параметрическая нестационарность является

более определенной) и «обобщенный» (фильтры стро¬
ятся едиными для всех возможных реализаций, и пара¬

метрическая нестационарность теряет определенность
тенденции). Хотя при «обобщенном» подходе возможно

использование минимаксного критерия, в дальнейшем

будем иметь в виду только критерий минимума диспер¬
сии ошибки, средней по всем возможным реализациям.
Часто «обобщенный» подход приводит к тому, что сиг¬

нал как будто перестает быть параметрически нестацио¬

нарным.

Пример. Полезный сигнал представляет собой слу¬
чайную постоянную, а помеха — белый шум различной
интенсивности на последовательных интервалах времени:

f^nn (Ч» ^2) —

#ss (fp Ъ) = С2>

°16(Т1
~ Т2) ПРИ 0 < Тр т2 < Т,

°26(Ti — тг) ПРИ 7'<ТрТ2</.
(3.185)

Сигнал х(/) поступает в течение интервала времени
(О, /). В момент t = T (в дальнейшем будем считать его

известным) происходит изменение интенсивности помехи.

Для различных групп реализаций величины сч и сг2 мо¬

гут принимать различные значения. При «индивидуаль¬
ном» подходе величины и сг2 следует считать изве¬

стными. В этом случае искомая импульсная переходная
функция фильтра имеет различные аналитические выра¬
жения на интервалах (О, Т) и (Г, t):

w... а / ^(1)(Л-г) при 0<т<Г,

т)_| г(2)(л т) nppj T<x<t

Из условия минимума дисперсии ошибки получаем:

UZ<1)(Z’
ay2+ C2vl(t-T) + CW2T

’

eV
^(2)(Л Т) = -22 . ,

!

а2а2 4- С2а2 (/ — Г) + С2о22Т

(3.186)

Ю И. Б. Челпацов
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При этом дисперсия ошибки оказывается равной:

^2q1q2
D° =

+ +
‘ (3.187)

В дальнейшем примем для простоты С -+ оо (условие
несмещенности относительно полезного сигнала). Тогда
для дисперсии ошибки в момент времени t получаем

выражение

а2(^_Г)+а2г

Это выражение характеризует достижимую точность при
«индивидуальном» подходе. Будем теперь рассматривать
множество условий, для которых и могут прини¬

мать различные значения, т. е. являются случайными ве¬

личинами. Примем, что в изменении интенсивности по¬

мехи не проявляется определенной тенденции, т. е.

М [о?] = М (02) = 02. (3.189)

При «обобщенном» подходе в расчет входят корреля¬

ционные функции, осредненные по всем возможным ре¬
ализациям. Условие (3.189) означает тогда, что интен¬

сивность помехи можно считать постоянной и равной
0^. Следовательно, импульсная переходная функция
имеет единое аналитическое выражение на всем интер¬
вале (0, /). При условии С—>оо получаем:

(3.190)

Дисперсия ошибки оказывается равной

Т (t — Т) 4)
( / — Г

’

т (t-T) f а?
max 1 —
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Неучет изменения мощности помехи приводит к проиг¬

рышу в точности. В частности, при Т = 1/2 получаем:

(t) 40^
(3.192)

При расчете характеристик оптимального фильтра с

учетом параметрической нестационарности возникают

серьезные математические трудности. Если допустимо
считать, что свойства сигналов различны в последова¬

тельные интервалы времени, причем при переходе от ин¬

тервала к интервалу они меняются скачкообразно, то за¬

дача сводится [40] к системе интегральных уравнений,
методы решения которой изложены в главе 4. Могут
быть, однако, случаи, когда необходимо учитывать не¬

прерывный характер нестационарности. Тогда целесо¬

образно использовать метод последовательных прибли¬
жений, процедура которого кратко описана ниже.

Предположим, что ядро интегрального уравнения мо¬

жет быть представлено в виде

RxAxV ^) = ^о(тР т2) + pj?i (Тр Т2), (3.193)

где р,
— малый параметр. Основная часть ядра /?о(Т1, т2)

такова, что при ц = 0 решение может быть получено об¬

общенным методом Заде — Рагаззини (см. § 3.2). Таким

образом, /?о(й, т2) отражает только существенную не-

стационарность, а малая добавка |i/?i(ri, т2) характери¬
зует также и параметрическую нестационарность, пред¬
полагаемую в дальнейшем малой. Способ введения

малого параметра определяется физическим смыслом

конкретных задач.

Будем теперь искать импульсную переходную функ¬
цию фильтра в виде ряда по степеням малого парамет¬
ра ц:

со

W(t, т)=2У1М> Т). (3.194)
/2=0

Подставив выражения (3.193) и (3.194) в исходное ин¬

тегральное уравнение и приравняв слагаемые при оди¬

10*
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наковых степенях малого параметра ц, получим после¬

довательность интегральных уравнений первого рода:

л

J W0(t, x^R^Xy x^dx2 = Rss(t, Tj),
to

j W\(t, x2)R0(xv x^dx2= Yl(t, Tj).
/о

j W2(t, x^R0(xx, x2)dx2= Y2(t, Tj),
to

где

Yx(t, '4)=z~ / W0(t, x2)R1(x}, x2)dx2,
to

tl

K2(/, ^1) = — J T2)^1(T1, t2)dx2,
to

(3.195)

(3.196)

Для нахождения слагаемых разложения (3.194) необхо¬

димо, таким образом, решать интегральные уравнения
одинаковой структуры (ядра всех уравнений одинаковы,

правая часть каждого последующего уравнения опре¬
деляется после решения предыдущего). Такое последо¬
вательное решение возможно, ибо, по предположению,

ядро /?о(Т1, т2) допускает решение методом Заде — Ра-
газзиии при произвольной правой части. При решении

конкретных задач контроль сходимости целесообразно
вести по значениям дисперсии ошибки, получающимся

при последовательных приближениях. Естественно, что

сходимость будет зависеть от того, насколько удачно
введен малый параметр.

В) Мультипликативная помеха.

В подавляющем большинстве работ, посвященных за¬

дачам синтеза оптимальных фильтров, помеха считается

аддитивной. В то же время учет мультипликативной со-
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ставляющей не приводит к серьезным трудностям. Дей¬

ствительно, пусть входной сигнал равен:

х (/) = s (/) [ 1 + е (/)] + п (/), (3.197)

где п(/)—аддитивная, а е(/)—мультипликативная со¬

ставляющие помехи. Будем считать, что обе они стати¬

стически независимы от полезного сигнала $(/) и имеют

нулевые математические ожидания. Тогда корреляцион¬
ная функция сигнала х(/) будет иметь вид:

^(Ti> т2) = ^(тр T2) + ^™(Ti’ т2)> (3-19S)

где R-- (ti, т2) — корреляционная функция приведенной

помехи:

^лй(т1’ Т2) ~ *пп (Т1’ тг) 4“ ^ее (ТР T2)^s5(Tl’ Т2)* (3.199)

Таким образом, учет мультипликативной составляющей
помехи может быть произведен путем введения доба¬
вочной аддитивной помехи. Отметим, что при практиче¬
ском решении задач также не ожидается новых труд¬
ностей. Действительно, если корреляционным функциям

/?ss(ti, т2) и /?ее (п, т2) соответствуют дробно-рациональ¬
ные спектральные плотности, т. е. если они могут быть

представлены в виде

(3.200)

то ясно, что результат их перемножения может быть

представлен в том же виде. Следовательно, добавочная
аддитивная помеха также имеет дробно-рациональную
спектральную плотность. Поэтому, если для решения за¬

дачи без мультипликативной помехи может быть ис¬

пользован метод Заде — Рагаззини, то он годится и в

этом случае.
Интересные общие выводы получаются для предель¬

ных случаев, когда время корреляции мультипликатив¬
ной помехи или мало, или велико.
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Пусть время корреляции мультипликативной помехи
много меньше времени корреляции полезного сигнала.

Тогда, если полезный сигнал стационарен, выражение

(3.199) приближенно может быть записано в виде

^яп(т1’ T2) ~ Rnn (Тр Т2)4“£\^ееСГ1’ Т2)’ (3.201)

где Ds — дисперсия полезного сигнала. Таким образом,
в этом случае при пересчете мультипликативной помехи

на аддитивную изменяется не вид корреляционной функ¬
ции, а только величина дисперсии.

Примем теперь, что мультипликативная помеха по¬

стоянна. Это допущение, широко распространенное в

теории измерений, означает, что передаточная функция
Н(/со) измерителя известна с точностью до постоянного

множителя, изменяющегося в узких пределах:

//(усо) = (1+а)Яо(/<о), (3.202)

где /70(/о))—расчетная (идеальная) передаточная функ¬
ция, а а — случайная величина с нулевым математиче¬

ским ожиданием и дисперсией о2<^ 1. Интегральное урав¬
нение для импульсной переходной функции имеет вид:

л

(1-4-о2) J W (t, x2)[Xss(xu ^)\dx2 = Rss(t, Ti).

(3.203)
Его решение может быть записано в виде

^(М)=-ГрГГ0(Л Т), (3.204)

где т)—оптимальная импульсная переходная
функция при отсутствии мультипликативной помехи

(при о = 0). Дисперсию ошибки фильтра с импульсной
переходной функцией W (t, т) можно записать в виде

л л

= / W0(t, xjdx, J 1Г0(/, т2) X
to to

X [A?w(Ti> T2) + Rnn (T1, T2)] dx2, (3.205)

где Do(O—дисперсия ошибки оптимального фильтра
при о = 0. С другой стороны, если, несмотря на наличие
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мультипликативной помехи, использовать импульсную

переходную функцию т), то получим следующее

выражение дисперсии ошибки:

/?(/) = Д0(/) +
л л

Ч-о2 j W0(t,x1)drl J W0(t, т2) [/?„(?!,Т2)+Ял„ (Т1,Т2)] rfr2.
to to

(3.206)

При о2<С1 выражения (3.205) и (3.206) практически сов¬

падают. Следовательно, при нахождении характеристик
оптимального фильтра постоянную мультипликативную
помеху можно не учитывать; оптимальный фильтр не

может уменьшить ошибку от этого фактора. Вывод ос¬

тается практически справедливым, если мультипликатив¬
ная помеха не постоянная, а медленно меняющаяся.



ГЛАВА 4

МЕТОДЫ СИНТЕЗА ДИНАМИЧЕСКИХ
ХАРАКТЕРИСТИК ОПТИМАЛЬНЫХ

МНОГОКАНАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Задача синтеза динамических характеристик системы

фильтров, осуществляющих оптимальное преобразова¬
ние непрерывных сигналов, которые поступают от не¬

скольких измерителей, приводится к системе интеграль¬
ных уравнений первого рода. В качестве основного ме¬

тода решения излагается обобщенный метод Заде — Ра-

газзини. В случаях, когда время поступления сигналов

можно считать бесконечно большим, решение произво¬
дится не во временной, а в частотной области; для на¬

хождения передаточных функций фильтров использует¬
ся метод неопределенных коэффициентов. При преобразо¬
вании дискретных данных задача сводится к системе

линейных алгебраических уравнений. В главе рассма¬

тривается также комбинированная задача: по одному

каналу поступает непрерывный сигнал, а по другому
—

дискретный. Задача сводится к интегральному уравне¬
нию и системе линейных алгебраических уравнений.

4.1. Условия оптимальности преобразования
непрерывных сигналов

Условия оптимальности преобразования, когда дан¬

ные поступают от нескольких источников информации,
представляют собой систему интегральных уравнений.
Для случая работы системы в разомкнутой схеме реше¬

ние интегральных уравнений непосредственно опреде¬
ляет характеристики фильтра; для случая работы в зам¬
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кнутой схеме необходимо предварительное преобразо¬
вание к эквивалентной разомкнутой схеме.

А) Система интегральных уравнений оптимальных

фильтров, работающих в разомкнутой схеме.

Блок-схема системы преобразования сигналов изо¬

бражена на рис. 4.1. Полезный сигнал s(t) измеряется
W параллельно включенными неидеальными измерите¬
лями И2, .

.., Я.у. Их выходные сигналы Xi(Z),
х2(0» • •

•, *аг(О поступают на фильтры Фь Ф2, ..
., Фдг.

Рис. 4.1.

После фильтров следует сумматор 2. Требуется, чтобы
выходной сигнал г(/) с возможно большей точностью

воспроизводил желаемый сигнал /(/), представляющий
собой результат известного преобразования полезного

сигнала s(t). Характер работы системы в целом опреде¬

ляется режимом замыкания ключей Кли Кл2, ..., Клм.
Могут быть отмечены следующие типичные варианты
совместной работы измерителей:

а) все ключи замыкаются одновременно и остаются

замкнутыми вплоть до текущего момента времени /;
такой режим работы можно считать нормальным;

б) к текущему моменту времени t все ключи оказы¬

ваются разомкнутыми; это чистый режим «памяти» для

системы; при этом переход в режим «памяти» может

быть простым (все ключи размыкаются одновременно)
или сложным (ключи размыкаются в разные моменты

времени);
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в) к текущему моменту времени остаются замкнуты¬
ми немногие из ключей; это работа в режиме частичной

«памяти».

Конечность времени работы каждого канала может

быть связана с обстоятельствами двух родов.
1. Рассматриваемый полезный сигнал просто не су¬

ществует до некоторого момента времени (он тожде¬

ственно равен нулю). Так, в задачах навигации полез¬

ный сигнал появляется только с момента старта. В этих

случаях следует считать, что все ключи разомкнуты до
начального момента времени.

2. Время работы каждого канала определяется кон¬

кретными условиями работы измерителей и соответ¬

ствующих устройств ввода данных в вычислительное уст¬

ройство. Так, любой из каналов может быть на время
отключен из-за «сбоя» или повреждения и вновь вклю¬

чен, когда работоспособность будет восстановлена. Необ¬

ходимость временного отключения одного или несколь¬

ких каналов может быть связана также с изменением

условий работы системы (в некоторых режимах один
или несколько измерителей не могут работать), с так¬

тическими соображениями, с тем, что каждый из кана¬

лов должен подвергаться периодической проверке, и т. д.

Во всех этих случаях ключи ..
., Клк включаются

и выключаются неодновременно.
Задача состоит в оптимальной обработке всей инфор¬

мации при. любом способе ее поступления. Будем для

простоты считать, что каждый из ключей замыкается и

размыкается только однократно, т. е. каждый f-й канал

работает только на одном интервале (4, /,)• В частном

случае некоторые измерители могут работать вплоть до

рассматриваемого момента времени t. В этом случае

ti = t. Выходной сигнал хД/) каждого измерителя пре¬

образуется линейным фильтром с импульсной переход¬
ной функцией Wi(t, т). Выражение для ошибки воспро¬

изведения в момент t записывается следующим образом:
//

/V li

eW = ^ / х)х,(х)с1х — l(t).
" 4

(4.1)
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Для дисперсии ошибки получаем:
и tf

N N fi

P(Z)=<S S / _[ W^t, т2)/?х.Дтр T2)rfr2-

tr

N fi

~ 2S I W Tl)^. (Z’ Tl)rfTl + ^z(Z’ Z)> (4-2)

гдеx (rp r2)—взаимно корреляционные функции сиг¬

налов хДО, ^.(Л Ti) — взаимно корреляционные функ¬
ции желаемого сигнала /(/) и сигналов хД/), Ru(t, t) —

дисперсия желаемого сигнала.

Задавая произвольные вариации бМ^Д, Ti) искомым

импульсным переходным функциям 1ГД/, п) на интерва¬
лах (/;, ti) и приравнивая нулю соответствующие ва¬

риации дисперсии ошибки, получаем систему интеграль¬
ных уравнений первого рода:

//

w S

S . (ТР Т2)^Т2~ (^’ Т1) (4.3)
7=я1

S

1» 2, N).

Строго говоря, эти условия не являются достаточными

[23], однако при некоторых ограничениях решение стано¬

вится однозначным.

Б) Приведение замкнутой схемы к эквивалентной

разомкнутой.
В замкнутой системе перед фильтрами стоит задача

не воспроизведения желаемого сигнала на выходе вы¬

числительного устройства, а выработки управляющего
сигнала, чтобы движение было возможно ближе к про¬

граммному. Далее предполагается, что на основе ис¬

пользования теории инвариантности система сделана ин¬

вариантной по отношению к математическим ожиданиям
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сигналов. Поэтому будем считать в дальнейшем, что ма¬

тематические ожидания всех сигналов равны нулю и

система решает задачу не выполнения программы, а

стабилизации координаты объекта около нуля (см. §3.1).
Блок-схема замкнутой системы изображена на

рис. 4.2. Будем рассматривать случай, когда все задан¬

ные звенья системы стационарны. Тогда свойства объ¬

екта О характеризуются передаточной функцией L(/(o),

Рис. 4.2.

свойства измерителей — передаточными функциями
/Л (/со), ..., Определению подлежат импульс¬

ные переходные функции фильтров U7i(/, т), . .
., \F/v(/,T)

[в стационарном случае
—

передаточные функции
/<1(усо), ..., KnW]> Сигналы П1(/), nN(t) изобра¬
жают ошибки измерителей, сигнал s(t)—возмущение,
приведенное к выходу объекта.

В общем случае приведение замкнутой системы к

разомкнутой может быть осуществлено при использова¬
нии импульсных переходных функций взаимно обратных
систем [23]. Приведение становится достаточно простым,
если задача стационарна. Предположим, что все сиг¬

налы стационарны, а время их поступления достаточно
велико. При этом искомые фильтры становятся стацио¬

нарными, а установившаяся дисперсия ошибки постоян-
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ной. Выражение для выходного сигнала системы в опе¬

раторной форме имеет вид:

+s
К* (у®) L (Jo)

[— (»]>

Г (/о) = 2 К* (/co) Hi (Jo).
i = 1

(4-4)

(4-5)

Если ввести обозначения

n / .• _

K* <7®) L (y<0)

П (/«) —]_)_£ (у.щ) y (ja)
'

L (yco) Y (yco)
(4-6>

то выражение (4.4) записывается следующим образом:

У (/®) = [ 1 — * (/«)] $ О)+ 2 Pl (/®) I— «Z (/®)1- (4.7)
/ = 1

При этом выполняется условие

X (/®) = 2 Hi (j&j Pi (/со). (4.8)
i = 1

Преобразование сигналов s(/) и —пД/), определяе¬
мое этими соотношениями, осуществляет разомкнутая
схема, изображенная на рис. 4.3. Передаточные функции
Рг-(/со) (или соответствующие им импульсные переход¬
ные функции) определяются в результате решения си¬

стемы интегральных уравнений вида (4.3). После опре¬
деления всех PiU^) Для искомых передаточных функций
Ki (/со) получается система алгебраических уравнений:

К- (/со) - Pl (/со) Y (/со) = ,

1=1

(i=l, 2, N).

(4.9;
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Заметим, что из условий физической осуществимости
И УСТОЙЧИВОСТИ ДЛЯ Pi(jd)) (эти условия будут выпол¬

нены в процессе решения системы интегральных урав¬
нений), вообще говоря, не вытекают условия физической
осуществимости всех Kt (/со). В общем случае задача

определения устойчивого многоканального корректирую¬
щего устройства при произвольном заданном объекте

имеет самостоятельное значение. В работе [15] показано,

Рис. 4.3.

что достаточным условием для того, чтобы «устойчивые»
передаточные функции замкнутой системы после пере¬
счета переходили в «устойчивые» передаточные функции
корректирующего устройства, является условие, чтобы

все корни и полюсы определителя матрицы передаточ¬
ных функций заданной части системы лежали в верхней
полуплоскости (объект должен быть устойчивым и ми¬

нимально фазовым). В дальнейшем будем считать, что

эти условия выполнены. Тогда решение системы (4.9)
представляет собой решение поставленной задачи.

4.2. Обобщенный метод*) Заде — Рагаззини

Проведем некоторые предварительные преобразова¬
ния системы интегральных уравнений (4.3). Введем для

всех моментов времени tL и ti (/=1, 2, ..., N) новые

обозначения: /ь • • •
, tM+i, так что tf<t2< . . . <tM+i-

*) Изложение метода дано но работе [44].
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Далее, представим искомые импульсные переходные

функции в виде сумм
м

= (4.10)

причем И* & т) =0, если x<ti или т>//+1, а также и

при если на этом интервале ключ Kaj разом¬

кнут; W{jj (/, т)=#0, если ^<т<^+1 и при этом на дан¬

ном интервале ключ Кл$ замкнут.

При введенных обозначениях вместо системы N ин¬

тегральных уравнений (4.3) теперь должна быть запи¬

сана следующая система MN уравнений относительно

MN искомых функций т):
м n tl+l

SSJ ’2)^ = ^,('■’.) (4'П>
Z-1 /-1 /z

(^<Л1<^+р 6=1, 2, /И; /=1, 2, N).

В частных случаях число неизвестных будет меньше

[из-за того, что W® (t, т)=0, если на интервале (//,/z+i)
ключ Kaj разомкнут].

Как и в § 3.1, предположим, что входные сигналы

фильтров Xi(t) и желаемый сигнал /(/) могут быть

представлены в виде суммы недетерминированных и де¬

терминированных составляющих:

х. (/) — х'. (/) + g. (Z), I (/) — Г (/) + d (/),
г г (4 12)

g (/) = 2 W, d (/) = 2 ajfj (/),
;=1

77
7=1

где и aj
— случайные величины. Полная система

функций fj(t) считается выбранной так, что все компо¬

ненты детерминированных составляющих всех сигналов

образуются из этих функций. Кроме того, предполагает¬
ся, что все недетерминированные составляющие появ¬

ляются в результате прохождения стационарных сигна¬

лов с дробно-рациональными спектральными плотностя¬

ми через стационарные звенья.
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(4-14)

Статистические свойства детерминированных состав¬

ляющих задаются системой корреляционных моментов

а статистические свойства недетерминированных состав¬

ляющих
—

корреляционными функциями

Rx'.X'. (ТР Т2) = М (Xi (Tl) X'j (/2)} ’

^zCv<(Tl’ — (Т1)Х/ (Т2)}-

Математические ожидания сигналов считаются равны¬
ми нулю.

Систему интегральных уравнений (4.11) удобно запи¬

сать в виде

М N tl+l

2 S I АА А/ (Т- Ь)^2 =А т,) (4.15)
Z-1 /-1 /г

‘ 1

k=l, 2, .... 44; i= 1, 2, ..., N).

где

(/, А) ~ (?’ Ti)H“
М ZV г г

+ 2 2 2 (4.16)

fi+\

4z»(/) = -j wy(t,x)fp(x)dx. (4.17)

Постоянные Xp (t) определяются через искомые функ-
ции W^(t, т), однако в процессе решения будем считать

их сначала неопределенными постоянными.

Возможности решения системы интегральных урав¬
нений (4.15) зависят от свойств ядер R / / (т , тА Бу-

xix j
v '

дем считать, что все взаимно корреляционные функции
недетерминированных составляющих допускают реше¬
ние соответствующих задач оптимальной фильтрации в

одноканальных системах методом Заде — Рагаззини, т. е.
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цто могут быть найдены операторы с постоянными ко¬

эффициентами Qij ’ удовлетворяющие условиям

(4J8)

при Г{^=Т2 и при любых i и /. Рассмотрим любое из М

уравнений системы, получающейся из системы уравне¬
ний (4.15) при фиксированном значении индекса I. Если

для всех ядер R / / (тр т2) известны соответствующие

операторы Q/y- » то по ним может быть построен

оператор также с постоянными коэффициента¬

ми, который удовлетворяет условию

= 0 (4Л9)

при Г1=#т2 и при любых /. Этот оператор может быть

получен как наименьшее общее кратное операторов

Рассмотрим, что получится, например, для первого
из этих уравнений (£=1), которое справедливо при

В результате применения этого оператора
для слагаемых уравнений, для которых /=1, от ядер ос¬

танется (как и в § 3.2) только сумма б-функций и ее

производных, зависящих от аргумента (ti— т2), причем
коэффициенты при них будут постоянными. Следова¬
тельно, соответствующие интегралы могут быть запи¬

саны в виде дифференциальных операторов с постоян¬

ными коэффициентами. В то же время слагаемые, для

которых /=#1, при этом обращаются в нуль, так как для

этих слагаемых аргумент ядра в нуль не обращается.
Таким образом, из рассматриваемого интегрального ура¬
внения с MN неизвестными получается дифференциаль¬
ное уравнение с N неизвестными т) (/=1, 2, ...»

М)- Запишем это уравнение в форме

S '.)=«,Ш V- ’■)■
/=1

11 И. Б. Челпанов
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Применив операторы ко всем N уравнениям,

для которых индексы имеют значения k = 1, i= 1,2,. . N.

получим систему N связанных дифференциальных урав¬

нений относительно N неизвестных т).
Далее таким же образом преобразуем группу урав¬

нений, для которых £ = 2, и т. д. Окончательно вместо

системы MN полностью связанных интегральных урав¬
нений (4.15) получаем М систем дифференциальных
уравнений, из которых каждая включает не более N не¬

известных:

£++) т.) и-21)
/=1

(tk <Х1 < tk+v 2,..., 2,..., М).
Если на последовательных интервалах времени рабо¬
тают не все каналы, то число соответствующих уравне¬
ний в каждой системе уменьшается. Если в любой мо¬

мент времени включен только один канал, то система

уравнений полностью разделяется.
Решения дифференциальных уравнений (4.21) пред¬

ставляют собой регулярные части искомых импульсных

переходных функций, зависящие от ранее введенных по-

7 (/у)
стоянных и произвольных постоянных интегриро-

П(Л).
ВаНИЯ Biq.

т) = W>(/, т, I™, В%\ (4.22)
Чтобы получить общее решение исходной системы ин¬

тегральных уравнений (4.15), необходимо добавить си¬

стему б-функций и ее производных:

т) = т) +

+ 2 W(Z)6(0(t-^-0)+ G^(/)6w(т-6+1 + 0)}. (4.23)
1=0

Неизвестные постоянные О^\ (они, конеч¬

но, являются функциями t) определяются из условий
тождественного удовлетворения интегральных уравнений
(4.15) и соотношений (4.17).
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В качестве эффективного приема, позволяющего уп¬

рощать процесс решения, следует указать на применение

разложений корреляционных функций в ряды. В случае,
когда интервалы (/ь /2), ^з), ...» Gm, /м+i) суще¬
ственно различны по величине, разложение, возможно,

допустимо не для всех слагаемых интегральных уравне¬
ний, а только для тех, для которых соответствующие ин¬

тервалы малы.

После определения оптимальных импульсных пере¬
ходных функций фильтров дисперсия ошибки рассчиты¬
вается по формуле

£>(/) = /?„ (Л t)_

N N lj

“S S / J wj(t,%^Rxx (Tj, t2)</t2. (4.24)
i"1

Для нормального режима работы комплексной системы

(все каналы работают непрерывно) дисперсия ошибки
оптимальной системы стремится к установившемуся зна¬

чению, если по крайней мере один измеритель в отдель¬

ности дает конечную установившуюся ошибку. В этом

случае оптимальная система становится стационарной,
а установившаяся дисперсия ошибки зависит только от

недетерминированных составляющих сигналов. Поэтому
задача преобразования недетерминированных сигналов

при достаточно большом времени их поступления заслу¬
живает специального рассмотрения.

4.3. Метод неопределенных коэффициентов

Пусть выполняются следующие условия:
а) сигналы имеют только недетерминированные со¬

ставляющие, для которых могут быть записаны услов¬
ные спектральные плотности;

б) условные спектральные плотности дробно-рацио¬
нальны;

в) время поступления сигналов достаточно велико.

Для решения поставленной задачи могут быть при¬

менены два метода: метод факторизации и метод
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неопределенных коэффициентов. Ниже излагается толь¬

ко второй метод, как более удобный для практического

использования [49].
Будем характеризовать свойства стационарных

фильтров передаточными функциями ^(/со),. .
., Л^(/со).

Эти передаточные функции должны удовлетворять усло¬
виям физической реализуемости, совпадающим с усло¬
виями устойчивости: все их полюсы должны лежать

только в верхней полуплоскости комплексной плоско¬

сти со. При этом система интегральных уравнений (4.15)
оказывается эквивалентной системе уравнений
N

(i=l, 2, .... N), (4.25)

где SX Xi((о)—условные взаимные спектральные плотности

выходных сигналов измерителей, соответствующие вза¬

имно корреляционным функциям т2); (со) —

условные взаимные спектральные плотности желаемого

сигнала и сигналов измерителей; ХД/со)—неизвестные
функции, не имеющие особенностей в верхней полупло¬
скости комплексной плоскости со.

Запишем формальное решение системы уравнений
(4.25) так, как если бы функции Л\(/со) были извест¬

ными:
N

ъ о®)=2 (®)+<4-26^
т= 1

где А (со)—определитель системы (4.25), Aim (со)—ми¬
нор, соответствующий элементу SXmX. (о). Полюсы выра¬
жений (4.26), лежащие в верхней полуплоскости, могут
быть определены, несмотря на то, что функции Л\(/со)
неизвестны. Действительно, полюсы выражений (4.26),
лежащие в верхней полуплоскости, могут представлять
собой ТОЛЬКО корни А (со) ИЛИ ПОЛЮСЫ Aim(<o). Обычно
полюсы Aim (со) сокращаются с полюсами А (со), и по¬

этому выражения (4.26) включают только полюсы, сов¬

падающие с теми корнями А (со), которые лежат в верх¬
ней полуплоскости. Обозначим известные, таким обра¬
зом, полюсы через /ось /а2, ..., /ад. Тогда искомые
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передаточные функции могут быть записаны в виде

(4-27)
т = 1

Неопределенные коэффициенты Aim определяются из

условий тождественного удовлетворения системы урав¬

нений (4.25) при подстановке в нее выражений (4.27).
Подставив выражения (4.27) в уравнения (4.25) и при¬

равняв нулю слагаемые с полюсами в верхней полупло¬
скости, получим систему линейных алгебраических урав¬
нений относительно всех неизвестных Aim. Примерно та¬

кой же объем выкладок требует и прямой путь: при
неопределенных коэффициентах Aim вычисляется выра¬
жение для дисперсии ошибки, а затем это выражение
минимизируется по коэффициентам.

Перед решением задачи может быть наложено усло¬
вие несмещенности относительно полезного сигнала:

Stfz(>)/Cz(/<o)=l. (4.28)

При этом условии полезный сигнал, проходя через .си¬

стему, не претерпевает динамических искажений. Усло¬
вие (4.28) называется также условием инвариантности
относительно полезного сигнала. Считается целесообраз¬
ным использовать условие (4.28) в тех случаях, когда о

свойствах полезного сигнала нет достоверных данных и

его мощность во всей области частот, представляющих

интерес, значительно выше мощности помех. Заметим,
что в одноканальной системе условие инвариантности
относительно полезного сигнала полностью исключает

возможность фильтрации помех.

При наложении условия (4.28) методика решения

остается прежней, однако число уравнений уменьшается
на единицу. Действительно, из системы (4.25) в этом

случае необходимо выбросить одно уравнение, а вместо

него ввести уравнение связи (4.28). Выразив из тожде¬

ства (4.28), например,
N-1

KjvC/®) =
1

(/©)
(4.29)
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и подставив в уравнения (4.25), получим систему
(W— 1) уравнений того же вида.

В частности, для двухканальной системы при условии

инвариантности относительно полезного сигнала полу¬
чается только одно уравнение вместо двух. В большин¬

стве работ, посвященных синтезу динамических харак¬

теристик, приводится именно такое решение [4, 12, 37].

Рис. 4.4.

В работе [4] приведены две возможные схемы реализа¬
ции двухканальной системы для этого случая (рис. 4.4).
Их преимущество по сравнению с исходной схемой па¬

раллельного преобразования (рис. 4.1) заключается в

том, что здесь необходимо реализовать только один

фильтр, а не два. Схема на рис. 4.4, а часто называется

схемой вычитания сигналов. Ее идея заключается в сле¬

дующем. Вычитая сигнал $(/)+йй(О из сигнала

s(t) +пг(0, мы получаем разность помех. Задачей филь¬
тра с передаточной функцией /С2(/(й) является наилуч¬
шее выделение помехи ni(t) и подавление помехи п2(0-
В сумматоре С происходит частичная компенсация по¬

мехи идущей по прямому каналу, ее приближен¬
ным значением, поступающим с выхода фильтра.
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Использование логарифмических характеристик су¬
щественно упрощает процесс решения и позволяет уста¬
новить важные качественные особенности. В дальнейшем

удобно представить искомые фильтры с передаточными

функциями Ki(jto) в виде параллельных цепей, каждая

из которых состоит из двух последовательно включен¬

ных звеньев с передаточными функциями /у. ^у и К/(/со)

(рис. 4.5). Определению теперь подлежат Ki(jw'). Схема

Рис. 4.5.

построена так, что в ней сигналы хД/) подвергнуты сна¬

чала обратным преобразованиям, характеризующимся

передаточными функциями /у.
• Эти преобразования

приводят все сигналы к полезному сигналу, так что вме¬

сто хД/) дальнейшее преобразование претерпевают сиг¬

налы

xt (О — 5 W + п i (О- (4.30)

Приведенные помехи пД/) могут оказаться нестационар¬
ными, если даже исходные помехи пД/) стационарны,
однако для них могут быть составлены условные спек¬

тральные плотности S-- (со). Будем считать полезный
ninj

сигнал и все помехи взаимно статистически независи¬

мыми.
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Определитель системы (4.25) имеет вид:

Д(®) =

+ s„<"> S (co)

—

S (Ш)
55

S (co) + S- -

55 tl^n
(®)

N

(4.31
Легко показать, что он раскрывается следующим обра¬
зом:

д (®)= П 3 п S- - (®), (4.32)
i=l II i = l k = l k k

k =f=- i

т. e. представляет собой сумму (W+l) произведений
спектральных плотностей, взятых в различных сочета¬

ниях (каждое слагаемое включает все спектральные
плотности, кроме одной). Действительно, положим сна¬

чала Sss(co)=0. Тогда в определителе остается только

главная диагональ, и он оказывается равным произве-

дению S— (со)S-2-2(<о) ... Таким образом, это

единственное слагаемое исходного определителя (4.31),
не содержащее множителем Sss(co). Теперь положим

S-- (со) = 0. Тогда получим определитель:

(®) (®) (®)

^(®)+ 5-7i(co) S„(®)

SU“) s«(w) + sTyv«/v(ft))
(4.33)

&i(co) =

Вычитая первый столбец из остальных, получаем, что в

определителе остается только первый столбец и диаго¬

наль. Следовательно, в этом случае определитель равен
произведению (со) S-^2 ((d) . . . ^nNhN^‘ Это единствен¬

ное слагаемое определителя (4.31), не содержащее мно¬

жителем S- - (со). Аналогично получаются остальные

слагаемые выражения (4.32).
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Рассмотрим логарифмические кривые спектральных
плотностей и приведенных помех (рис. 4.6). Предполо¬
жим для простоты, что они не имеют острых пиков. Весь

интересующий нас диапазон частот со можно разбить

на интервалы, в пределах каждого из которых две кри¬
вые спектральных плотностей идут значительно ниже

всех остальных. Так, на интервале (g/z, (lQ выполняется

условие

Snmnm^ I). (4.34)

В сумме (4.32) любое слагаемое содержит множителями

или S-- (со), или S--n^ (со), или обе вместе. При этом на

интервале (g)zz, наибольшими по величине слагае¬

мыми являются два, содержащие или только

или только S- - (со) (все остальные слагаемые содержат

их произведение). Поэтому на интервале (cozz, (ozz) в вы¬

ражении для определителя можно оставить только два

слагаемых и приближенно записать

Д (со) « (со) [S-- (со) + S-
-П[ (со)] П (®). (4-35)

& Z, Z
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Отсюда следует, что при (ozz < со < со" корни определи¬
теля представляют собой или корни всех спектральных
плотностей, кроме S- (со) и S— (со), или корни урав¬

нения

<4-36’

В § 3.5 было отмечено, что при составлении переда¬
точных функций оптимальных фильтров практически
нужно учитывать только те корни, которые не совпадают

с корнями спектральных плотностей полезного сигнала

и помех. Аналогично для многоканальной системы «су¬
щественными» являются только корни уравнения (4.36).

Рассмотрим теперь интервал (coZ/ra, <o"m), на котором

выполняется условие

5п/П-.(“)- п (®)<W S--(®) (/#=/, т). (4.37)

Аналогично получим, что на этом интервале «существен¬
ными» являются только корни уравнения

^(«)+ ^vm(G>) = 0- (4-38)

Таким образом следует просмотреть весь диапазон со,

представляющий интерес. При этом на каждом этапе

следует решать простые уравнения вида (4.36), содер¬
жащие только две спектральные плотности. Методика
упрощения решений уравнений такого вида, основанная

на использовании спрямленных логарифмических харак¬
теристик, подробно описана в § 3.5.

Важно, что все «существенные» корни определителя
А (со), т. е. полюсы искомых передаточных функций, оп¬

ределяются в результате рассмотрения «обхода снизу»
кривых спектральных плотностей (на рис. 4.6 — пунк¬
тир). Отсюда, в частности, следует, что полюсы переда¬
точных функций не будут зависеть от параметров тех

спектральных плотностей, кривые которых нигде не идут
ниже всех остальных, т. е. нигде не включаются в «об¬

ход снизу» [на рис. 4.6 кривые Sss(co) и $прпр (®)1-
Если динамические свойства оптимальной системы не

зависят от свойств какого-либо сигнала, то эта система

должна быть инвариантной относительно этого сигнала.
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Поэтому оптимальная система должна быть инвариант¬
ной по отношению к тем сигналам, кривые спектраль¬
ных плотностей которых нигде не идут ниже всех дру¬
гих. Если этим свойством обладает любая из помех, то

требование инвариантности относительно нее означает,

что соответствующий сигнал просто не должен исполь¬

зоваться (передаточная функция этого канала становит¬

ся равной нулю).
Все эти соображения позволяют как упростить про¬

цесс расчета характеристик оптимальной системы, за¬

ранее уменьшив число каналов или введя облегчающее

решение условие инвариантности относительно полезного

сигнала, так и на основании предварительного рассмот¬

рения сделать вывод о том, полезен ли в реальной ком¬

плексной системе каждый измеритель или нет.

Полюсы передаточных функций определяют быстро¬
действие стационарной системы. Если интервалы вре¬
мени работы системы значительно превосходят постоян¬

ные времени фильтров, то фильтры, построенные при
учете только недетерминированных составляющих сиг¬

налов, могут быть сделаны асимптотически несмещен¬

ными также относительно детерминированных состав¬

ляющих (за счет введения слабых связей, см. § 3.2).
Однако часто фильтры, построенные при учете только

недетерминированных составляющих, оказываются об¬

ладающими условием асимптотической несмещенности,
если вид детерминированных составляющих соответ¬

ствует виду недетерминированных.
Если интервалы работы системы соизмеримы с по¬

стоянными времени стационарных фильтров, то конеч¬

ность времени поступления сигналов необходимо учиты¬
вать. Этот учет может быть осуществлен косвенно,

путем наложения дополнительных интегральных ограни¬
чений [22], однако в случае многоканальной системы та¬

кой подход вызывает такие же серьезные возражения,
как и в случае одноканальной системы.

Пример. Рассмотрим трехканальную систему, блок-
схема которой изображена на рис. 4.7. Свойства изме¬

рителей характеризуются передаточными функциями

НI (/“) = 1 • ^2 (7®) = 7®. Щ (ja) = (/со)2. (4.39)
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Таким образом, первый измеритель непосредственно из¬

меряет координату $(/), второй — скорость s(t), третий—
ускорение s(t). Свойства взаимно статистически незави¬

симых полезного сигнала и помех характеризуются ус¬
ловными спектральными плотностями •

5$$ (со) = -^4“ , (со) = 01, Sn2n2 (й>) = ^2» *^п3723 (<о) = Оз.

(4.40)

Следовательно, полезный сигнал имеет смысл двойного

интеграла от белого шума, а помехи представляют собой

Рис. 4.7.

белые шумы. После приведения всех сигналов к полез¬

ному сигналу (после того, как сигналы пропущены через
звенья с обратными передаточными функциями) полу¬
чаем:

(jj
S—((d) —о?, S—(со) — —5-, S—(со) =—т. (4.41)1’ ^n2fl2\ > q2

» /23и3К / 0)4

Четыре основных варианта взаимного расположения

кривых условных спектральных плотностей показаны на

рис. 4.8. Рассмотрим их последовательно.

а) В обходе снизу (на рис. 4.8, а — пунктир) участ¬

вуют только две кривые S55((d) и (w). Следователь¬

но, оптимальная система должна быть инвариантна от¬

носительно помех n2(t) и Из(0, а это возможно лишь

тогда, когда сигналы x2(t) и х3(7) совсем не используют¬
ся [/С2(/со) =0, Кз(/со)=0]. В рассматриваемом случае
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трехканальная система вырождается в одноканальную.
Используя методику решения задачи фильтрации в од¬

ноканальной системе (см. § 3.5), делаем вывод, что

Рис.

полюсы передаточной функции единственного фильтра
являются корнями уравнения

5м(®)+5ад(®)= °- (4.42)

Из условий конечности дисперсии ошибки находим окон¬

чательно:

(4.43)

б) В обходе снизу (рис. 4.8, б) участвуют также

только две кривые: S- - (со) и S- - (со). Следовательно, оп-
п1"1 пзпз

тимальная система становится двухканальной; она не
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использует сигнала х2(^) [^(/со) =0] и является инва¬

риантной относительно полезного сигнала. Полюсы пе¬

редаточной функции определяются как корни уравнения

5ад(°)) + 5ед(ю)==0- (4.44)

Условная спектральная плотность приведенной помехи

п3(/) имеет тот же вид, что и условная спектральная
плотность полезного сигнала. Поэтому для передаточ¬
ных функций получаем выражения

А1 и^)—
(уо)2 + 2руС1) + 2р2

’ Л3 W—

(уО)2 2р2р2

(4.45)

[р = (2а,)-1'2««],
первое из которых имеет тот же вид, что и выражение
(4.43). Система может быть выполнена по схеме

рис. 4.4, а. Для фильтра в этой схеме роль полезного

сигнала играет приведенная помеха пз(/).
в) В обходе снизу (рис. 4.8, в) участвуют три кри¬

вые: Sss(a>), 5-- (<о), ^-^(сд). Следовательно, система

является двухканальной [Л3(/со) =0], не инвариантной
относительно полезного сигнала. Полюсы передаточных
функций приближенно определяются как корни уравне¬
ний

(®)+ (®) = О, S--(Ш)+ S,s (о) = 0, (4.46)

так как сначала ниже всех идут кривые^- - (со) и S- - (со),
а затем кривые и (со). Взяв те из корней

уравнений (4.46), которые лежат в верхней полуплоско¬
сти, можно записать следующие выражения для иско¬

мых передаточных функций:

is / у \ а\ (Pi Р2) 4~ Р1Р2
117 '

(7®)2 + (Pi +Р2)У®+ Р1Р2
’

is ( _
д2?о + (1 — Д1) (Pi + Р2)

217 } (/О)2 + (Р1 +p2)/w + p1p2

1

! (4.47)
I
J
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Неопределенные коэффициенты ai и а2 находятся из ус¬

ловий конечности и минимума дисперсии ошибки. Полу¬
чаем:

^al“ha2 ^а1*4“а2
(4.48)

Заметим, что при pi<^p2 (вторая точка пересечения кри¬
вых спектральных плотностей находится значительно

правее и ниже первой) разность [1—A'i(yco) —/соЛ2(/со)]
становится по модулю весьма малой. Поэтому можно

предположить, что при этом условии использование ха¬

рактеристик сигнала $(/), т. е. отказ от условия инва¬

риантности относительно полезного сигнала, дает не¬

значительный эффект.
Найдем решение задачи оптимального преобразова¬

ния сигналов двух первых измерителей при условии ин¬

вариантности относительно полезного сигнала. Полу¬
чаем:

к. (»> = О, = (4.49)

Система с передаточными функциями (4.47) должна да¬

вать меньшую дисперсию ошибки, чем система с пере¬
даточными функциями (4.49), так как в первом случае
находится абсолютный минимум дисперсии ошибки, а

во втором
— относительный (при наложенном условии

инвариантности относительно полезного сигнала). Од¬
нако сравнение дисперсий ошибок показывает, что раз¬
личие в точности невелико. Так, при р± = р2 [кривые

(со), S-- (со) и 5^ (<о) пересекаются в одной точке]

среднеквадратичные ошибки систем различаются всего

на 6%, и при увеличении отношения p2/pi различие бы¬

стро уменьшается. Таким образом, и в этом случае двух¬
канальная система, инвариантная относительно полез¬

ного сигнала, является практически оптимальной.
С подобным положением приходится сталкиваться,

когда отклонения от условия инвариантности относи¬

тельно полезного сигнала проявляются там, где значе¬

ния ординат кривых спектральных плотностей достаточно
малы. Так, на рис. 4.8, в точка пересечения кривой Sss (со)
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стема не инвариантна относительно полезного сигнала)

(положение этой точки определяет характер преобразо¬
вания сигналов двух первых измерителей), поэтому не-

инвариантность относительно полезного сигнала являет¬

ся второстепенным свойством. Оно проявляется в кор¬

рекции частотных характеристик в области относительно

высоких частот.

г) В обходе снизу (рис. 4.8, г) участвуют три кри¬
вые: S-- (со), и ^-з~з (<о). Следовательно, систе¬

ма инвариантна относительно полезного сигнала и, во¬

обще говоря, должна использовать сигналы всех трех

измерителей. Однако, учитывая, что вторая точка пере¬
сечения кривых лежит ниже первой, можно сделать вы¬

вод, что достаточно близкой к оптимальной является си¬

стема, использующая сигналы только двух первых изме¬

рителей. Передаточные функции фильтров в этом случае
будут определяться выражениями (4.49). Таким обра¬
зом, в случаях в) и г) оптимальные системы оказы¬

ваются практически одинаковыми.
Отметим в заключение, что для всех вариантов опти¬

мальная система или не инвариантна относительно по¬

лезного сигнала и использует сигнал только одного из¬

мерителя, или инвариантна относительно полезного

сигнала и использует сигналы двух измерителей. Такое
положение является типичным в стационарных задачах

при любом числе каналов.

4.4. Оптимальная обработка дискретных данных
в многоканальной системе

Будем считать, что по каждому каналу М-канальной

комплексной системы поступают только дискретные дан¬

ные, т. е. ключи Дль /Сл2, ..., Kan (см. рис. 4.9) пред¬
ставляют собой импульсные элементы, преобразующие
непрерывные сигналы в кратковременные импульсы.
Обозначим моменты замыкания ключа /Оц через

ключа Л>2 —через /i2), t{M2 и т. д. Все
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эти моменты времени считаем произвольными, но изве¬

стными.

Вычислительное устройство выполняет линейную опе¬

рацию над дискретными значениями выходных сигналов

измерителей
/V

z(/)=2WW)- (4-50)

Весовые коэффициенты аУЦ/) определяются из условий
минимума дисперсии ошибки воспроизведения желае¬

мого сигнала /(/) в момент времени t\

D (/) = N1 ([г (/) — I (Z)]2} = min. (4.51)

Если момент времени t, для которого должен быть опре¬
делен желаемый сигнал /(/), считается непрерывно из¬

меняющимся, то весовые коэффициенты а№ (/) являют¬

ся функциями времени. В этом случае вычислительное

устройство осуществляет наряду с дискретной фильт¬
рацией также непрерывную экстраполяцию. Выражение
для дисперсии ошибки в развернутом виде имеет вид:

N N Mi Mj

£>(/)= 2 2 2 2 <№ (0 a!f (*) Rx.x (#>, -

i-1 /=1 Р_1 9= 1
‘ >

N

- 2 2 2 а(/?) W Ri*l (Л А�))+ Ru{t, t). (4.52)
£=lp=l

1

12 И. Б. Челпанов
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Условия минимума дисперсии ошибки записываются

следующим образом:

^0=0 (/=1, 2, 7V; р=1, 2, .... О. (4.53)
оар> {t)

Раскрывая эти условия, получаем систему (Л^Ч-Л^Ч- ...

. . . Ч-Atv) линейных уравнений относительно такого же

числа искомых коэффициентов

N Mi

2 2 < (0 Rx^№ = Rix (t, if) (4.54)
7 = 1 <7=1

1 J 1

(/=1,2, ,.TV; p= 1, 2, .. ML).

Дисперсия ошибки при оптимальном преобразовании
равна:

IV IV Mj

D0(t) = Ru(t, /)-2 2 2 2аИМШ^Ж 6?))-
1 = 1 y = l p=l 9=1

‘ J

(4.55)

При большом числе дискретных данных необходимые
вычисления становятся очень громоздкими, а соответ¬

ствующая реализация
— весьма сложной. Если дискрет¬

ные значения всех сигналов поступают равномерно, син¬

хронно и синфазно, т. е. через равные интервалы в одни

и те же моменты времени, то для решения задачи с ус¬
пехом могут быть использованы разработанные методы

теории дискретных систем, основанные на применении

^-преобразования [17, 36]. Характерно, что этот аппарат
не дает усложнения решения при увеличении числа дан¬

ных. В пределе, если считать время поступления сигна¬

лов бесконечно большим, решение становится даже бо¬
лее простым [16]. Все же решение дискретных задач все¬

гда более сложно, чем соответствующих непрерывных.
Все соображения о возможностях реализации оптималь¬

ной одноканальной системы, высказанные в § 3.8, ос¬

таются справедливыми и по отношению к многоканаль¬

ным системам.
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4.5. Оптимальная обработка одновременно поступающих
непрерывных и дискретных сигналов [45]

При преобразовании навигационных данных в комп¬

лексной системе часто встречаются случаи, когда по од¬

ним каналам информация поступает непрерывно, а по

другим
—

дискретно. Наиболее характерными следует
считать такие ситуации:

1. Комплексная система работает в режиме периоди¬
ческого или разового корректирования непрерывных, ме¬

нее точных измерителей (в частности, таких, для кото¬

рых дисперсия ошибки растет со временем) по более

Рис. 4.10.

точным. При этом последние или по принципу действия,
или по тактическим соображениям выдают дискретные

данные в некоторые моменты времени.
2. Сигналы от ряда непрерывных измерителей прохо¬

дят предварительные преобразования (например, триго¬
нометрические) на цифровой вычислительной машине,
выдающей результаты в дискретные моменты, причем

дискретностью нельзя пренебречь. В то же время сиг¬

налы от других измерителей либо не требуют предвари¬
тельной обработки, либо допускают обработку на

устройствах непрерывного действия или на цифровой
вычислительной машине с достаточно малым временем
такта.

Для схемного решения этих задач практикой выра¬
ботаны некоторые приемы, которые обеспечивают по¬

вышение точности непрерывной части системы за счет

использования дискретной информации. Ниже описана

методика оптимального решения задачи, при котором

12*
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непрерывно обеспечивается максимальная возможная
точность. Для простоты рассмотрим систему, состоящую
только из двух каналов (рис. 4.10). По первому каналу

информация поступает непрерывно, по второму
— ди¬

скретно. В соответствии с этим предполагается, что на

рис. 4.10 ключ Кл1 замкнут на конечном’интервале вре¬
мени (/о, 0, а ключ Кл2 представляет собой идеальный
импульсный элемент, преобразующий непрерывный сиг¬

нал x2(t) в серию импульсов. Моменты замыкания клю¬

ча Кл2 обозначим через t2, ..., tN.
Выражения для выходных сигналов фильтров запи¬

сываются следующим образом:
t N

W{t, x)xx(x)dx, z2(f) = ^ial(t)x2(ti). (4.56)
/о i = 1

Дисперсия ошибки воспроизведения желаемого сигнала

/(/) в произвольный момент времени t равна:

t t

£>(/)= J W(t, xx)dxx J x2)RXtX(xx, x2)dx2+
t0

N N

. (t)a.ty)+ 0+
i-l / = 1

N t

+ 2^0.^ W(t, ^Rx^xv Qdxx-
Z-1 /0

t N

-2f (4.57)
/o’ / = 1

Таким образом, при фиксированном t дисперсия ошибки

является функционалом от W(t, т) и, кроме того, зави¬

сит от N весовых коэффициентов аД/). И W(t, т) и

аД/) определяются из условий минимума дисперсии
ошибки.

Задав произвольную вариацию т) искомой им¬

пульсной переходной функции W(tf т) и приравняв нулю
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соответствующую вариацию выражения (4.57), получим
первое условие минимума дисперсии ошибки:

t N

/ Т2)^х1дг1(Т1’ Т2) ^Т2 =

(^o<4<z)- (4.58)

Условия минимума дисперсии ошибки по N весовым ко¬

эффициентам аД/) имеют вид:

О=° (/=1'2 (4'59)

или в развернутой форме:
N t

а;.(/)= Q—j ^)^т2
/=1

(/=1, 2, .... N). (4.60)

Интегральное уравнение (4.58) и система (4.60) ли¬

нейных алгебраических уравнений образуют замкнутую
систему. В этих уравнениях легко просматриваются бо¬

лее простые задачи оптимальной фильтрации в однока¬

нальных системах. Однако здесь обе задачи оказывают¬

ся связанными. Связь определяется суммой в правой
части уравнения (4.58) и интегралами в правых частях

уравнений (4.60).
При решении следует иметь в виду, что W(t, т) обыч¬

но имеет различные аналитические представления на ин¬

тервалах, разделенных моментами времени t2, ..
., tN.

Решение может быть осуществлено, например, в такой

последовательности. Сначала находится общее решение

W(t, т, tzi, ..., aN) интегрального уравнения (4.58), при¬
чем ai, ..., aN считаются неопределенными постоянны¬

ми. Затем это решение подставляется в правые части

уравнений (4.60). В результате получится система N ли¬

нейных алгебраических уравнений относительно аД/),
..., aN(t). Часто бывает удобно объединить последний
этап решения интегрального уравнения (определение по¬

стоянных из условия тождественного удовлетворения
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интегрального уравнения) с процессом определения
ai(0, • •

•, aN(t) (см. [45]).
Практическое использование метода оказывается воз¬

можным в следующих случаях:
1) число импульсов, поступивших по второму каналу

с момента начала работы системы, невелико;

2) интервалы между моментами включения второго
канала достаточно велики и соизмеримы со временем
корреляции полезного сигнала, поэтому можно учиты¬

вать лишь одно или несколько последних значений ди¬

скретного сигнала.

Если данные поступают через равные интервалы вре¬
мени и время работы системы достаточно велико, то

для решения может быть с успехом использован аппа¬

рат смещенного г-преобразования. Для предельного слу¬
чая бесконечно большого времени поступления данных

методика решения описана в работе [50].
Пример. Пусть измерители выдают сведения не¬

посредственно о полезном сигнале

-^i (/) = s (/) Ц-/^1 (/), х2 (/) = s (/) -|- /z2 (^). (4.61)

Корреляционная функция полезного сигнала имеет вид:

^?ss(Ti’ т2) = Д2^~а,т*~т21. (4.62)

Помеха в непрерывном канале представляет собой бе¬
лый шум:

ЯЛ1„, (тг Ъ) = °26(т1 - х2)’ (4-63)

а помеха в дискретном канале пренебрежимо мала, так

что можно принять

п2(/) = 0. (4.64)

Предположим, что непрерывный канал работает неогра¬
ниченно долго (ключ постоянно замкнут), а ди¬

скретный канал дает только одно значение сигнала

в момент времени t = Q. Введем обозначения:

1Г(1)(/, т) при т < О,

и/(2)(/, т) при т > 0. (4.65)
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Система уравнений (4.58) и (4.60) для рассматриваемой
задачи имеет вид:

о

j «7(1)(Л т2) ст26(т1 — -г2)]^т2+
—СО

t

J (t, т2) [А2е~а т»>] dx2
—

о

= А2е~а — a (Z) А2еах'

(— оо < Tj < 0),
о

J W^(t, т2) [А2е~а </т2+
—со

t

у ц/(2) х2) [А2е~а 1 т‘_тг1 + о26 (Т| — т2)] rfr2 =
о

= А2е~а — a (t) А2е~ах'

(4.66)

(0 < Tj К t),
о

a (t) А2 = А2е~а1 — У т,) [А2е“^] dxx —
—оо

t

— У vr(2>(/, xx)\A2e~ax'\dxx.
о

Спектральная плотность сигнала х<(/) записывается сле¬

дующим образом:

(<0) = + о2. (4.67)

Применив к двум первым уравнениям (4.66) дифферен
циальный оператор

(4.68)

получим дифференциальное уравнение

— £2 w = 0 (у =
2(ty>2 +

a2ff2). (4.69)
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Следовательно, искомые импульсные переходные функ¬
ции имеют вид:

т) = Д(/)^, W^(t, т) = Л2(0^х + Л3(/)г-^.

(4.70)

Подставив выражения (4.70) в уравнения (4.66) и по¬

требовав, чтобы они были тождественно удовлетворены,
находим:

л (0 = 0. л2(0=-л3(0 =
а-«) (&+«)*-**

(£ + а)-Н£-а)^
} (4.71)

а(0
(5 + a) + (|-a)«'V

’

При /—*0 получаем, как и следовало ожидать, а—>1,
т. е. в момент времени / = 0 из дискретного канала про¬
сто следует взять значение полезного сигнала. При

► оо получаем:

Г(/, т) = (£-а)0-Н'-о, а(/) = 0, (4.72)

т. е. данные из дискретного канала по причине их уста¬

рения не используются.
То обстоятельство, что W (t, т)=0 при т<0, связано

с тем, что полезный сигнал в этом примере представляет
собой простой марковский процесс. В этом случае, если

известно точное значение функции в любой момент вре¬
мени, то вся предыстория не несет дополнительной ин¬

формации и может быть отброшена.



ГЛАВА 5

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

НАВИГАЦИОННЫХ ДАННЫХ ДЛЯ РЕЖИМА
ЭКСТРАПОЛЯЦИИ (РЕЖИМА «ПАМЯТИ»)

Если данные о движении объекта не поступают в те¬

чение некоторого интервала до момента времени, когда

нужно определить текущие значения координаты и ско¬

рости, то вычислительное устройство навигационной си¬

стемы должно осуществлять экстраполяцию. Исходными
данными являются как статистические характеристики,
полученные в результате осреднения сведений по многим

полетам, так и данные, относящиеся именно к исследуе¬
мому полету. В этой главе рассматриваются три вариан¬
та сведений о предыстории движения, доставленных
источниками информации, работавшими к моменту пе¬

рехода в режим экстраполяции. Однако во всех случаях

предполагается, что сведения идеально точны. По от¬

ношению к реальным условиям, когда используются све¬

дения, искаженные ошибками, полученные здесь реше¬
ния дают возможность получить оценки достижимой

точности сверху и снизу, а также выявить некоторые
общие качественные закономерности.

5.1. Определение координаты и скорости
по априорным данным

Для рассмотренных в этом параграфе задач харак¬

терно, что все сведения о движении объекта представ¬
ляют собой статистические характеристики, полученные
в результате осреднения по другим реализациям. Ка-
кие-либо сведения, относящиеся именно к данному по¬

лету, отсутствуют.
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А) Движение со стационарной скоростью.
Для случая движения со стационарной скоростью

априорные данные представляют собой математические

ожидания значений координаты и скорости, определяю¬
щие программное движение. В рассматриваемом случае
навигационная система должна осуществлять экстрапо¬
ляцию текущих координат и составляющих вектора ско¬

рости по самым скудным данным. Выходные сигналы

навигационной системы, работающей в индикаторном
режиме, формируются как математические ожидания ко¬

ординаты и скорости:

^(/) = m(/), p(t) = m(t). (5.1)

Ошибки в координате и скорости представляют собой

координату и скорость в системе, совершающей про¬

граммное движение:

= 5 (0 = £о+ г (0» ev (^)= 5 (0 ~ + г (0- (5-2)

Используя выражение (2.38) для корреляционной
функции /?ss(ti, т2), получаем следующие выражения для

дисперсий ошибок в координате и скорости:

Ds (t) = Rss(Л =

Dv (t) = R -ss-
= С2 (С2 = С2 + C2).

(5.3)
В соответствии с определением движения со стационар¬
ной скоростью дисперсия ошибки в скорости постоянна.

При малых t (при /<1/Р) первое из выражений (5.3)
приближенно записывается так:

(5.4)

Это означает, что при малых t недетерминированная со¬

ставляющая движения проявляется как детерминирован¬
ная (на малых интервалах времени скорость можно счи¬

тать постоянной).
При достаточно больших t (при />1/р) первое из

выражений (5.3) приближенно можно записать в виде

Ds (/) ~ Со —|- C\t —|—р—/. (5.5)
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Таким образом, при больших t основной удельный вес

составляют ошибки от неточного знания средней ско¬

рости (второе слагаемое). На рис. 5.1 в логарифмиче¬
ской шкале построены графики изменения среднеквад¬

ратичного значения ошибки в координате os(/) для раз¬

личных значений G. Из графиков и формул (5.3), (5.4)
и (5.5) видно, что при

Ci>C недетерминиро¬
ванный характер изме¬

нения полезного сигна¬

ла практически не про¬
является (см. на рис.
5.1 кривую, соответст¬

вующую С] = 50 м/сек).
При С\<С недетерми¬

нированный характер
полезного сигнала ска¬

зывается на ограничен¬
ном участке (на кри¬
вой, соответствующей
Ci = 5 м/сек, виден уча¬
сток, на котором сред¬

неквадратичная ошиб¬
ка растет медленнее).
И лишь в пределе при С4->0 недетерминированность по¬

лезного сигнала существенна: при больших t средне¬

квадратичная ошибка растет пропорционально /1/а, а не

пропорционально t.

Напомним, что в реальных условиях величина Ci за¬

висит от того, при каких дополнительных условиях про¬
водится операция осреднения на этапе определения ста¬

тистических свойств движения. Так, для самолета при

самом «обобщенном» подходе функции т(/) и m(t) на¬

ходятся осреднением по всем возможным высотам, трас¬
сам, режимам работы двигателей и т. д. Сужение
диапазона условий приводит к уменьшению разброса
в средней скорости, т. е. к уменьшению значения Сь При
этом существенно, что если m(t) и С\ определяются для

известных высот, трасс и т. д., то вычислительное

устройство должно вырабатывать m(t) для навигацион¬

ной системы по этим данным. Кривая, соответствующая
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С4 = 0 (рис. 5.1), характеризует предельные возможности

при уточнении свойств движения для каждого данного по¬

лета: как угодно точное определение средней скорости не

может убрать недетерминированную составляющую дви¬
жения. По расхождению остальных кривых и кривой Cj =0
можно судить, таким образом, о выигрыше, который мо¬

жет дать автоматическое устройство, вычисляющее наи¬

более вероятную среднюю скорость полета по априори из¬

вестным зависимостям скорости от условий полета.

Вопрос о том, можно ли не учитывать недетермини¬

рованный характер закона движения, следует решать

при учете величины допуска а0, при превышении кото¬

рого ошибки считаются недопустимо большими. Из рас¬

смотрения рис. 5.1 видно, например, что при о0=104 м

любых Ci допустимо использовать приближенную
формулу (5.4).

Рассмотрение ошибок навигационной системы, рабо¬
тающей только по априорным данным, дает в дальней¬
шем основу для оценки качества работы любой навига¬

ционной системы. При оптимальной обработке сигналов

любых источников информации дисперсии ошибок в ко¬

ординате и скорости будут всегда меньше значений,
определяемых формулами (5.3).

Б) Движение со стационарным ускорением.
Выходные сигналы навигационной системы, пред¬

ставляющие собой оценки текущих значений коорди¬
наты и скорости, формируются как математические ожи¬

дания (5.1). Ошибки в координате и скорости равны:

(0 = Со+ Cyt +4 + г Ю» (t) = С] + c2Z+ г (/).

(5-6)

Используя выражение (2.42) для корреляционной
функции координаты, получаем следующие выражения
для дисперсий ошибок в координате и скорости:

Ds (t) = С20+С?/2+1СУ+

dv(о=ci+ае+р- 4и - •

(5-7)
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При малых t (при /<1/а) эти выражения можно за¬

менить приближенными:

Ds (/) ~ Со~{- C\t? C2t ,

Dv (/) ~ Ci C2t

(скй+4

(5.8)

При больших t (при t> 1/а) из выражений (5.7) по¬

лучаем другие приближенные выражения:

Ds (t)« cl+ с!/2+1 ctf+14А

Dv(t}~C\+C&+^-t.
(5.9)

На рис. 5.2 представлены графики изменения средне¬

квадратичной ошибки в координате оДО для различных

значений Ci и С2. Из

рассмотрения формул
(5.7), (5.8) и (5.9) и

графиков следует, что

как при малых, так

и при больших зна¬

чениях t ошибки ве¬

дут себя практически
как детерминирован¬
ные. При С2<Л и

при достаточно малых

Ci недетерминирован¬
ная составляющая мо¬

жет проявляться при

не слишком малых и не

слишком больших t\
при С2>А она практи¬
чески не проявляется
вовсе. Кривая, соответ¬

ствующая Ci = 0 и

С2 = 0, определяет предельные возможности повышения

точности при уточнении значений детерминированных
составляющих.
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5.2. Определение координаты и скорости
по априорным данным и начальным условиям

Примем, что помимо априорных данных (значений
математических ожиданий) точно определены началь¬

ные условия: для движения со стационарной ско¬

ростью
— начальные значения координаты и скорости,

а для движения со стационарным ускорением
— также

и ускорения. Физически знание начального значения ко¬

ординаты означает или то, что точно известно место

старта, или то, что точно фиксируется момент прохож¬
дения объекта через некоторый пункт. Чтобы иметь точ¬

ные значения скорости или ускорения в начальный мо¬

мент времени, нужно использовать данные соответствую¬
щих измерителей. Обычно сведения такого рода могут
быть получены от источников малого радиуса действия

(допплеровский измеритель скорости, опирающийся на

наземную станцию) или малого времени работы (инер¬
циальная система с плохой угловой стабилизацией).

Для корреляционных функций вида (2.38) и (2.42)
перечисленные выше системы начальных условий яв¬

ляются полными, так как значения производных более
высокого порядка задать нельзя (ускорение для движе¬

ния со стационарной скоростью и производная ускоре¬
ния для движения со стационарным ускорением имеют

составляющие типа белого шума теоретически с беско¬

нечной, а практически с весьма большой дисперсией).
Принципиальное отличие вида используемых данных от

рассмотренных в § 5.1 заключается в том, что здесь из¬

вестны не только статистические сведения о множестве

реализаций, но и некоторые сведения о каждой данной

реализации.
А) Движение со стационарной скоростью.
Считаются известными математическое ожидание и

начальное значение координаты [соответственно т(/)
и s(0)] и начальное значение скорости $(0). Выходные
сигналы навигационной системы формируются следую¬
щим образом:

Я (0 = rn(t) -t $ (0) -t- as(/)s(0), p(t) = th(/) + av (/) s (0).

(5.10)
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Весовые коэффициенты as(t) и av(t) определяются
из условий минимума дисперсий ошибок в координате
и скорости для заданного момента времени t. Выраже¬
ния для ошибок записываются следующим образом:

es(t) = cxt+ г (t) — as (/) s (0), ev (/) = cx + r (/) — av (/) s (0).

(5.П)

В результате минимизации дисперсий ошибок получаем:

С?�/ +С2 (1-*-�') С2 + С2е-�'
(0 = ^2 > а* V) = л2

С1
(5.12)

pc*

При этом выполняется соотношение

=“.(')■ (5.13)

Отсюда следует, что оптимальная система может быть

выполнена так, как показано на рис. 5.3: оценка теку¬
щего значения координаты получается интегрированием

Рис. 5.3.

оценки скорости. При преобразовании данных от не¬

идеальных источников информации такое положение

обычно не имеет места (см., например, § 6.3).
Дисперсии ошибок в координате и скорости при оп¬

тимальном преобразовании данных равны:

Ds (f) = /2+ {2С? (0/ +-1) - 11+

+ - 3+ 4e-v — .

О,(() = |2Cf (1 - <•-»')+ С=(1 -
с 1

(5-14)

Отметим, что при отсутствии недетерминированной
составляющей (при С = 0) имеют место равенства
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£>s(Z)=0, Du(/)=0, т. е. в этом случае при точном зна¬

нии начальных условий предсказание осуществляется
без ошибок.

При малых t (при /< 1/р) выражения (5.12) прибли¬
женно равны:

as (О~ А (О ~ 1 • (5.15)

Таким образом, при этом вычислительное устройство
должно осуществлять просто запоминание измеренной
начальной скорости $(0) и производить по ней линей¬

ную экстраполяцию координаты. При малых t получаем

следующие приближенные выражения для дисперсий
ошибок:

2С2 С2С2

Df ~ (р/)3 ~ зЙ?(р/)4’
С2(2С24-

(5.16)

Как и следовало ожидать, £>s(0)=0, DV(Q)=O. Важно

отметить, что при малых t ошибки определяются исклю¬

чительно недетерминированной составляющей г(/) (ве¬
личина Ci входит только во вторые слагаемые, имеющие

более высокий порядок малости).
При больших t (при />1/(3) из соотношений (5.12)

и (5.14) получаются следующие приближенные выра¬
жения:

a5(/)^-S-. (5-17)
С1 С1

Таким образом, при больших t вычислительное устрой¬
ство должно выполнять операции того же вида, что и

при малых /, однако запоминается не величина s(0),
а величина (С?/С?)$(0). При Ci>C разница незначи¬

тельна; можно считать, что выражения (5.15) справед¬
ливы и при больших t. Однако при С4<С переход от

выражений (5.15) к выражениям (5.17) существенно ме¬

няет вид операции. На рис. 5.4 изображены зависимости
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a6(t) и av(t) для различных значений Сь Эти кривые
показывают, что при малых начиная с момента

/^1/р, вычислительное устройство должно просто «за¬

бывать» значение 5(0). Если же вопреки такому выводу

Рис. 5.4.

продолжать выполнять операции с весовыми коэффи¬
циентами (5.15), то это приведет к существенной потере
точности. При весовых коэффициентах (5.15) для боль¬

ших t получаем приближенные выражения:

Ds (/) СЧ\ Dv (f) 2С2. (5.19)

В то же время при оптимальном преобразовании в слу¬
чае, когда Ci<C, будем иметь:

Ds (/)« C2ii2, Dv (/) С2. (5.20)

Отчетливо видна недопустимость линейной экстраполя¬

ции по значению скорости, которое «запомнило» вычис¬

лительное устройство.

13 И. Б. Челпанов
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Сравнение первых выражений (5.14), (5.16) и (5.18)
с первой формулой (5.3) и формулами (5.4), (5.5) поз¬

воляет выяснить выигрыш от использования точных све¬

дений о начальных условиях. При малых t выигрыш
всегда значителен. При больших t в обоих случаях дис¬

персия ошибки в координате растет примерно пропор¬
ционально квадрату

времени. Однако при
наличии только апри¬

орных данных скорость

нарастания средне¬

квадратичной ошибки

равна величине С\, а

при известных началь¬

ных условиях
— мень¬

шей из величин Ci и С.

Таким образом, знание

начальной скорости

приводит к существен¬
ному повышению точ¬

ности при малых /,
если Ci<C, и при всех

если Ci>C.
На рис. 5.5 постро¬

ены кривые изменения

Рис. 5.5. среднеквадрати ч н ы х

ошибок в координате
для различных значений Сь Для сравнения здесь же

пунктиром нанесены кривые для случая, когда исполь¬

зуются только априорные данные.
Все выводы были получены в предположении, что

значения координаты и скорости известны в момент на¬

чала движения /=0. Можно показать, что при извест¬

ных ограничениях все качественные выводы, а также

многие количественные выводы остаются справедливы¬
ми, если начальные условия заданы в произвольный мо¬

мент времени / = /0. В этом случае роль основного аргу¬
мента будет играть время экстраполяции = /—/0.

Б) Движение со стационарным ускорением.
Считаются известными математическое ожидание ко¬

ординаты т(/), начальные значения координаты, ско¬
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рости и ускорения [соответственно s(0), $(0) и £(0)]. Вы¬

ходные сигналы навигационной системы формируются
следующим образом:

q (Z) = т (/) -|- 5 (0) + s (0) t-\-as (/) s (0),

р (/) = т (/) + s (0) + аД/) $ (0).

Весовые коэффициенты as(t) и av(t) определяются из

условий минимума дисперсий ошибок. Получаем:

(5.22)

Так же, как и для случая движения со стационарной
скоростью, выполняется условие (5.13), поэтому в вы¬

числительном устройстве операции определения скоро¬
сти и координаты могут быть объединены, как показано

на рис. 5.3. Выражения дисперсий ошибок в координате
и скорости имеют вид:

[с^+Л2(а/-1+.-“')]2
«4Й

(5.23)

—

2^2 {2^2 к а/(а^+1) — 1]+
с2 а ^2

+ Д2 (2а/ — 3 4-4й-а< — е-2а‘)}.

При малых t (при /<1/а) получаются следующие

простые выражения:

av(t)^t. (5.24)

Таким образом, по начальному значению ускорения, ко¬

торое «запомнило» вычислительное устройство, осуще¬

13*
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ствляется квадратичная экстраполяция координаты и

линейная экстраполяция скорости. При малых t полу¬
чаем приближенно:

(5.25)

Как и в случае движения со стационарной скоростью,

при малых t ошибки определяются практически только

недетерминированной составляющей полезного сигнала.

Сравнение выражений (5.25) с выражениями (5.8) пока¬

зывает, что при малых t знание начального ускорения
существенно повышает точность.

При больших t (при />1/а) выражения весовых

коэффициентов приобретают вид:

С2
(5.26)

2С2 О
2

Таким образом, при С2>А выражения (5.24) можно счи¬

тать справедливыми (можно продолжать соответственно

квадратичную и линейную экстраполяции), при С2<Д
весовые коэффициенты (5.26) значительно меньше ко¬

эффициентов (5.24); с течением времени вычислитель¬

ное устройство должно «забывать» начальное значение

ускорения. При больших t получаем:

С2Л2 С2Л2
w ~ ~ (5-27)

С2

Таким образом, характер изменения ошибок во времени
остается тем же, что и без введения начального значе¬

ния ускорения [ср. с выражениями (5.9)], но скорость
изменения ошибок определяется не величиной С2, а

меньшей из величин А и С2. Следовательно, при С2<А
использование начального значения ускорения приносит
пользу при малых /, а при С2>А — при любых t.

5.3. Определение координаты и скорости
по априорным данным и известной предыстории

Примем, что помимо априорных данных точно извес¬

тен график движения на конечном интервале времени от

начала движения t = Q до некоторого момента t=T. On-
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ределению подлежат текущие значения координаты и

скорости при t>T. График изменения координаты на ин¬

тервале (О, Г) представляет собой предысторию движе¬
ния. Поставленная задача соответствует такому вариан¬
ту работы навигационной системы в режиме «памяти»,
для которого исходные данные являются наиболее пол¬

ными: на интервале (О, Т) текущие значения координаты

измеряются весьма точными навигационными прибора¬
ми, эти данные запоминаются и по ним осуществляется

экстраполяция, начиная с момента отключения навига¬

ционных приборов (при t=T). При неидеальных изме¬

рителях (предыстория известна неточно) ошибки экстра¬
поляции, очевидно, будут большими.

А) Движение со стационарной скоростью.
Помимо априорных данных вычислительное устрой¬

ство использует запись реализации полезного сигнала

s(t) на интервале (О, Т). Для значений t>T выходные
сигналы формируются следующим образом:

т

^(/) = тп(0+ j Ws(t, x)s(x}dx,
О

т

p(/) = /n(/)+j Wv(t, x)s(x)dx.
О

(5.28)

В результате минимизации дисперсий ошибок в ко¬

ординате и скорости получаем следующие интегральные

уравнения относительно искомых импульсных переход¬
ных функций Ws (t, т) и Wv(t, т):

т

J ^2) СЧ’ ^2) ^2= ^1)’
о

т

J т1)
о

(О < т, < Г; t > Г).

(5.29)

Ядро уравнений и правая часть первого из них опре¬
деляются выражением (2.39), а правая часть второго
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уравнения равна:

= +^у[1-е-^ +(1-т,)].
(5.30)

Условная спектральная плотность недетерминированной
составляющей сигнала s(t) равна:

.

_ 2�С2
‘

со2 (о2 + �2)
’ (5.31)

По виду знаменателя спектральной плотности (см.
§ 3.2) определяется дифференциальный оператор

(5.32)

который нужно применить к интегральным уравнениям
(5.29). После элементарных выкладок получаем, что

регулярные части искомых импульсных переходных

функций должны обращаться в нуль:

т) = 0, ГД/, т) = 0 (0<т<Г). (5.33)

Сигнал $(/) и его производная s(t) имеют ограни¬
ченные дисперсии, дисперсия второй производной s(0
бесконечна, поэтому искомые импульсные переходные

функции включают только 6-функции и ее первые про¬
изводные:

ws (t, т) = F\s) (/) 6 (т) +F^ (/) б' (т) +

+ G?’ (/) б (т — Т)+ (/) б' (т - Т),

Wv (t, т) = F^ (/) б (т) +№ (f) б' (т)+

+ G<? (t) б (т — Т)+ G%} (/) б' (т — Г).
Таким образом, при оптимальном преобразовании из

всей предыстории используются только начальные и ко¬

нечные значения координаты и скорости (в моменты

времени t = 0 и t = T). Подставив выражения (5.34) в

интегральные уравнения (5.29) и потребовав, чтобы они

были тождественно удовлетворены, получим системы

четырех уравнений относительно искомых коэффициен¬
тов и G,-. Эти же уравнения можно было бы получить.
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используя методику § 4.4, если рассматривать Ft и Gi
просто как весовые коэффициенты при начальных и ко¬

нечных значениях координаты и скорости и минимизи¬

ровать по ним дисперсию ошибки. Решив системы урав¬

нений, получим:

с (О = 2 2F—. .

С2 (2-|-р7")-|-2С2

№ (/) = |[G(2 (0-1];
rc21i — й-�«-л1 I

с^г + рл+гс2

^’(0 = -0^(0;

Легко убедиться, что

dF(f} (О
_

dt
~ (5.36)

Следовательно, текущие значения координаты могут
быть получены интегрированием скорости (рис. 5.3).
Для дисперсий ошибок в координате и скорости полу*
чаем следующие выражения:

Ds (0 = -g-Gf) (0 (2р (/ - Г) - 2 [ 1 - e-�(/-r)]) +

Dv^~
С?(2 + Р7)4-2С2

Х
(5.37)

X с2 (С2 [(1 - е-W-П) + 4 (1 _е-и V-Л)] +

+2С2[1-е -2�(^Л]} .
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Как и в случае известных начальных условий (§ 5.2),
при С= 0 получаем Ds(t)=0 и Dv(t)=0, т. е. ограни¬
чения в точности получаются только от недетерминиро¬
ванной составляющей движения.

При Т —>0 выражения (5.37) переходят в выражения
(5.14) . Это естественно, так как уменьшение интервала

поступления данных до нуля означает, что известны

только начальные значения координаты и скорости.
При достаточно больших значениях 7', но при конеч¬

ном времени экстраполяции \t=t—Т получаем:

£>.(/) «-^-(2рД/ — 3+ 4^-�д< — е-2�д9.Р I (5.38)
ZU/)^C2(1—е-23д'). J

Эти выражения явно от Т не зависят и поэтому сохра¬
няют смысл и при Т —> оо, если при этом А/ остается

конечным. Такой предельный случай представляет зна¬

чительный интерес, так как при этом предполагается
известной бесконечная предыстория. То обстоятельство,
что при Т —> оо неограниченно нарастает дисперсия по¬

лезного сигнала, не имеет значения, важно, что при
этом дисперсия ошибки остается конечной.

Дисперсии коэффициентов детерминированных со¬

ставляющих полезного сигнала совсем не входят в вы¬

ражения (5.38). Это является следствием общей законо¬

мерности: при увеличении времени поступления сигнала

детерминированные составляющие перестают играть
роль.

Сравнивая выражения (5.38) и выражения (5.14),
легко установить, что они попарно совпадают, если в

(5.14) положить Ci = 0 и заменить t на А/. Отсюда сле¬

дует, что знание всей предыстории движения (напом¬
ним, что из предыстории используются только дискрет¬
ные данные) обеспечивает лишь уточнение априори не¬

известной средней скорости, но не снижает ошибок,
обусловленных недетерминированной составляющей по

сравнению с тем случаем, когда известна начальная ско¬

рость. На рис. 5.6 представлены две кривые: нижняя по¬

строена по первой формуле (5.38) и определяет изме¬

нение среднеквадратичной ошибки в координате при из-
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вестной предыстории (при условии, что Г—>оо), а верх¬
няя построена по формуле (5.14) и соответствует из¬

вестной начальной скорости (при этом принято, что

Ci>C). Расхождение между этими кривыми, заметное

лишь при достаточно больших Д/, характеризует выиг¬

рыш в точности от того, что известны значения коорди¬
нат и скорости в течение всего «прошлого», а не в один

момент времени.
При малых At вместо выражений (5.38) могут быть

записаны приближенные выражения:

£>„(/) ^2С2[Ш. (5.39)

Эти выражения совпадают с первыми слагаемыми вы¬

ражений (5.16). Поэтому при малых Д/ кривые средне¬
квадратичных ошибок на рис. 5.6 достаточно близки.

Все качественные выводы остаются в силе, если по¬

лезный сигнал известен не на интервале (0, Г), т. е.

с момента начала движения, а на интервале (/0, to+T)
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при условии, что T>ib. При этом остаются справедли¬
выми формулы (5.38).

Результаты решения рассмотренной задачи исполь¬

зуются в дальнейшем для оценки предельных возмож¬

ностей для работы любой неидеальной системы в ре¬
жиме «памяти»: никакая навигационная система не мо¬

жет подготовить таких данных, которые позволили бы

получить большую точность, чем это определено форму¬
лами (5.38).

Б) Движение со стационарным ускорением.
Выходные сигналы навигационной системы форми¬

руются следующим образом:

т

q(t) = m (t)+ J Ws (f, r) s (t) dr,
0

T

p(/) = m(/)+J Wv(t, r)s(x)dx,
0

(5.40)

Для искомых импульсных переходных функций Ws(t,- т)
и Wv(t, т) получаются интегральные уравнения вида

(5.29). Ядро обоих уравнений и правая часть первого
из них определяются выражением (2.42), а правая часть

второго уравнения равна:

т) = С2т+уС2/т2+ -^(а/)е-“41 — е-“г(1 — ат)]

(t>x). (5.41)

Условная спектральная плотность недетерминированной
составляющей сигнала имеет вид:

Srr (®) = Ш4((02_|_а2)
• (5.42)

Поэтому к интегральным уравнениям следует применить
дифференциальный оператор

(5.43)
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После применения этого оператора получаем вместо

дифференциальных уравнений условия:

т) —0, ГД/, т)_ 0, (5.44)

т. е. искомые импульсные функции не содержат регу¬

лярных составляющих. Поскольку дисперсия второй.про¬
изводной £(0 ограничена, а третьей производной s (/)
бесконечна, то искомые импульсные переходные функ¬
ции включают d-функции и ее первые и вторые произ¬
водные:

ws (t, т) = (/) 6(т)+^> (/)б'(т)+/^ (0 б"(т) +
+О(/> (/)б(т-?)+(#> (Z)d' (т-Л+G^ (/)б"(т-Г),
Wv (t, т) = (/) б (т)+^’ (/) 6' (T)+/t’ (0 б" (т) +

-Ь (I) 6 (т- (/) б' (т- Г)+(?Г (0 б" (т- Т).

Таким образом, из всей предыстории используется
шесть величин: начальные и конечные (соответственно
при t = 0 и при t = T) значения координаты, скорости и

ускорения.

Уравнения для искомых весовых коэффициентов Fi
и Gi можно получить или из условий тождественного

удовлетворения исходных интегральных уравнений, или

в результате непосредственной минимизации дисперсии
ошибки по этим коэффициентам. Выражения для весо¬

вых коэффициентов и дисперсий ошибок в координате
и скорости в общем виде весьма громоздки и поэтому

здесь не выписаны. Как и в случае движения со ста¬

ционарной скоростью, представляет особый интерес слу¬
чай достаточно больших значений Т. Если при этом

\t=t—Т остается конечным, то выражения для диспер¬
сий ошибок имеют конечный предел при Т -> оо. В этом

предельном случае получаем:

яло=^[4(«^)з-2(ад^+ I
+ 2aA/(l — 2й-“д/)+ 1 - г~2аД'], | (5.46)

Dv(/)=^(2aA/ —3 + 4е-“д' —е~2аД/). |
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Сравнив эти выражения с выражениями (5.23), легко

установить, что они совпадут, если в последних поло¬

жить С2 = 0 и заменить t на ДЛ Следовательно, как и

в случае движения со стационарной скоростью, знание

достаточно большой предыстории позволяет только

устранить части ошибок, происходящие от детерминиро¬
ванных составляющих, но не дает возможности умень¬

шить влияние недетерминированных составляющих. При
малых Д/ выражения (5.46) переходят в выражения
(5.24).



ГЛАВА 6

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИГНАЛА

ПОЗИЦИОННОГО ИЗМЕРИТЕЛЯ

ДЛЯ СЛУЧАЯ ДВИЖЕНИЯ
СО СТАЦИОНАРНОЙ СКОРОСТЬЮ

Рассмотрение общего решения интегрального урав¬
нения задачи позволяет выделить «переходный процесс»
и установившийся режим. Для осуществления оптималь¬

ного режима преобразования в течение «переходного

процесса» фильтр должен быть нестационарным, однако

использование разложений корреляционных функций в

ряды позволяет получить простые, легко реализуемые

выражения импульсных переходных функций. В устано¬
вившемся режиме фильтр становится стационарным. При
применении метода логарифмических характеристик по¬

лучается, что уравнение фильтра имеет второй порядок
и является асимптотически несмещенным относительно

детерминированных составляющих полезного сигнала.

В целом устройство, непрерывно обеспечивающее ма¬

ксимальную точность, может быть выполнено в виде

совокупности трех блоков, последовательно подключае¬
мых на выход системы. При использовании более точ¬

ного описания свойств полезного сигнала и характери¬
стик объекта вид решения меняется, однако фильтры
по-прежнему остаются легко реализуемыми. Анализ

критичности рассчитанных стационарных фильтров по¬

казывает, что проигрыш в точности остается незначи¬

тельным при изменении свойств сигналов в весьма ши¬

роких пределах. В заключение главы рассмотрены

некоторые сложные режимы работы фильтра (режим
«памяти», скачкообразные изменения характеристик
движения объекта).
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6.1. Общее решение

Основным источником информации о движении

объекта является позиционный измеритель, выходной
сигнал которого x(t) непрерывен. Помимо этого в вы¬

числительное устройство вводятся априорные данные —

математические ожидания координаты и скорости. Сиг¬

нал позиционного измерителя

х (/) = s (/) + п (/) (6.1)

включает стационарную ошибку п(/). В соответствии

со сказанным в § 2.5, предполагается, что ошибка со¬

стоит из двух составляющих:

П (/) = «!(/) + «2 (/). (6.2)

Вероятностные свойства флюктуационной rti(Z) и мед-

ленно меняющейся п2(/) составляющих определяются

корреляционными функциями

^Л1«,(ТР Т2)=°26(Т1 —Ъ)’ T2) = B2e-vltl-TS| (6.3)

и постоянным математическим ожиданием тв.

В ряде случаев мы будем принимать, что величина у
достаточно мала, так что на всех интервалах времени
медленно меняющуюся составляющую ошибки можно

считать постоянной (это допущение будет каждый раз
специально оговариваться).

Примем, что сигнал позиционного измерителя посту¬
пает с момента начала движения / = 0 вплоть до теку¬
щего момента /, для которого определяются координата
и скорость. Тогда выходные сигналы вычислительного

устройства, работающего в индикаторном режиме, фор¬
мируются следующим образом:

t

q(t)==m(t)+z(t), z(t) = J Ws(t, т)[х(т)—mB]dv,
0

t

= v(f) = j Wv(t, t)[x(t)—mB]dx.
0

(6-4)

Введение слагаемого —тв означает компенсацию мате¬

матического ожидания ошибки (см. § 3.1). В результате
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минимизации дисперсий ошибок в координате и скоро¬
сти для искомых импульсных переходных функций
Ws(t, т) и Wv(t, т) получаем интегральные уравнения.
После приведения к виду, удобному для решения обоб¬

щенным методом Заде — Рагаззини (см. § 3.2), они

принимают вид:
t

/ W. т2)+
о

+у (— 1 + +е-^ — е-Pl I)] +
+ 52е-',И>-т2 1 + 02д(Т1 —Т2)} tZr2 = Z(/, Т,) (6.5)

(0<т1<0-

Для задачи определения координаты правая часть

записывается следующим образом:

т1) = ^)(/)С2+ ^)(г)тД+

+ -у-12т, +у[— 1 + е-&+ |, (6.6)

где
t t

M^(O = 1-J U^(/,t)<Zt, = J Т^(Л x)dx.
0 0

(6-7)

Для задачи определения скорости правая часть за¬

писывается иначе:

zv(t,
(6.8)

где
t t

%?>(/) =- J Wv(t,x)dx, \xWv(t,x}dx.
0 0

(6-9)

Выражение условной спектральной плотности неде¬

терминированной составляющей сигнала х(/) имеет вид:

SX'X' (со)
2�С2

СО2 (со2 4" р2)
2уВ2

со2 4" Y2 (6.10)
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В результате применения дифференциального оператора

для регулярных частей искомых импульсных переход¬
ных функций получаются одинаковые однородные диф¬
ференциальные уравнения шестого порядка вида

d6W

dr6
2уВ2\ d'W

,

а2 ) ^т4 +

2у�2В2\ d2W
а2 / dx2 ^w=oа2 (6.12)

Искомые импульсные переходные функции не содержат
б-функций и ее производных, так как дисперсия сигнала

бесконечна [из-за наличия белого шума П1(/)]. Поэтому
решения записываются в форме

r.s(Л т) = 1 А(/> (/) Wv(Л т) = 2 А?’ (/) (6.13)
1 = 1 Z =1

где —

корни уравнения

^-(p2+y2+^)v+
+ = (6.14)

Из условия тождественного удовлетворения исход¬
ного интегрального уравнения (6.5) получается система

шести линейных алгебраических уравнений. Вместе с

соотношениями (6.7) или (6.9) они образуют замкнутую
систему восьми уравнений относительно восьми неиз¬

вестных И 7;.
Если считать медленно меняющуюся составляющую

ошибки измерителя постоянной (положить В = 0), то

вместо дифференциального уравнения (6.12) шестого

порядка получится уравнение четвертого порядка

d4W
_

2
af2lF 2рС2

rft4 dx2 о2
W = 0. (6.15)
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Решение в этом случае записывается в виде

Т)= 2 Wv(t, т)= 2 №(1)^, (6.16)
/=1 Z=1

где gf — корни уравнения

(6.17)

Коэффициенты и Xi определяются при этом из си¬

стемы шести уравнений.
Из общего решения могут быть получены решения,

соответствующие условиям несмещенности относитель¬

но различных составляющих сигналов (см. § 3.2). Так,
положив Со —► оо, получим несмещенность относительно

начального значения координаты; положив Ct —>оо,
—

несмещенность по отношению к средней скорости. В этих

случаях из решения системы уравнений получаются со¬

ответственно условия Х1(/)—>0 илиХ2(^)->0. Решение
задачи по изложенному выше плану без предваритель¬
ных упрощений приводит к весьма громоздким вычис¬

лениям. В следующем параграфе показано, что при¬
менение приближенных методов, описанных в § 3.5,
позволяет получить решение в общем виде. Однако
представляется целесообразным предварительно по ре¬
зультатам точного решения дать общую характеристику
работы оптимальной системы.

На рис. 6.1 сплошными кривыми /, 2, 3, 4 и 5 пред-*
ставлены рассчитанные численно зависимости средне¬

квадратичной ошибки в координате crs. Пунктиром изо¬

бражены среднеквадратичные ошибки при счислении

пути в режиме «памяти» (см. § 5.1). Прежде всего необ¬

ходимо отметить, что кривые 2 и 4, соответствующие ко¬

нечным Со и Ci, начинаются (при / = 0) от значения Со.
Сначала кривые /, 2, 3 и 4 практически совпадают с со¬

ответствующими пунктирными кривыми. Это означает,
Что при достаточно малых t сглаживание флюктуацион¬
ной составляющей ошибки еще не дает результатов —

вычислительное устройство практически работает только

по априорным данным. Затем сглаживание постепенно

становится все более эффективным — среднеквадратич¬
ные ошибки уменьшаются, стремясь к постоянному

14 И. Б. Челпанов
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значению. Это установившееся значение определяется

характеристиками недетерминированных составляющих

сигналов (параметрами С, р, сг, В и у).
Кривая 5 получена при наложении условий несме¬

щенности одновременно относительно начального значе¬

ния координаты и средней скорости. Поскольку при

Со —> оо и Ci —> оо определение координаты по априор¬
ным данным теряет смысл, то при малых t дисперсия
ошибки в координате велика. При увеличении t средне¬
квадратичная ошибка монотонно уменьшается, стремясь
к тому же установившемуся значению.

Кривая 1 соответствует случаю точно известного на¬

чального значения координаты и точно известной сред¬
ней скорости. При этом характерным является монотон¬

ный рост среднеквадратичной ошибки до установивше¬
гося значения (это установившееся значение может быть

иным, чем для остальных кривых). Область между кри¬
выми 1 и 5 (на рис. 6.1 отштрихована) определяет пре-
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целы изменения среднеквадратичной ошибки в коорди¬
нате при любых Со и Ci, т. е. тогда, когда ошибками

в начальном значении координаты и в средней скорости
нельзя пренебречь, но эти ошибки не так велики, чтобы

имело смысл налагать условия несмещенности. По ши¬

рине области между кривыми 1 и 5, таким образом,
можно судить о возможном выигрыше, который полу¬
чается в результате уточнения априорных данных (в ре¬

зультате уменьшения Со и Ci). С ростом t выигрыш

уменьшается. Заметим, что при навигации по априор¬
ным данным было иное положение (см. § 5.1): при до¬
статочно больших t рост ошибок определялся величи¬

ной

Применение приближенных методов позволяет дать

простое аналитическое описание тем качественным зако¬

номерностям, которые выяснены при рассмотрении

рис. 6.1. Этому посвящены § 6.2 и 6.3.

6.2. Начальный участок

Из рассмотрения рис. 6.1 следует, что в оптималь¬

ной системе после включения протекает «переходный
процесс», заканчивающийся установлением постоянной

дисперсии ошибки. Длительность этого «переходного
процесса» имеет порядок постоянной времени

Т
1

min | Re & |
’ (6.18)

где gi — корни уравнения (6.14) или (6.17).
Предположим сначала, что медленно меняющаяся

составляющая ошибки отсутствует: В = 0. Тогда из урав¬
нения (6.17) получаем:

Практически всегда выполняется условие

(6.20)

Это означает, что позиционный измеритель предпола¬
гается достаточно точным. На рис. 6.2 на плоскости

14*
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параметров а, р отделена область, для которой условие
(6.20) выполняется. Для самолета при характерных

данных С= 10 м/сек, р=10_3 \/сек, сг=103 м • сек'!* нера¬
венство (6.20) выполняется с большим запасом. Тогда
получаем приближенно:

1,-.-р(±1±7) [p-dfc-'V'’]. (6.21)

Следовательно, постоянная времени (6.18) равна:

Г= (|)'1/4С-1/2о1/2. (6.22)

Имея в виду условие (6.20), получаем, что Г<^1/р. По¬
стоянная времени Т определяет естественный масштаб

времени, по отношению к которому следует определять
пределы, в которых справедливы приближенные реше¬
ния (см. далее и § 6.3). Можно считать, что продолжи¬
тельность «переходного процесса» составляет (2ч-4)Т.
Если «запас» у неравенства (6.20) достаточно велик, так

что 103о2<С2/р3 (для самолета это справедливо), то

весь «переходный процесс» укладывается в интервал
корреляции то=1/р. Поэтому при расчете всего «пере¬
ходного процесса» допустимо использовать разложение
корреляционных функций /?55(тЬ Т2) и Rn2n2 (Т1, т2) В

ряды по степеням Ti и т2.
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(6.24)

Ограничимся слагаемыми нулевого порядка малости

(малыми параметрами считаются р и у), т. е. примем

#ss (ТР Т2) ~ ^0 “Ь ^1Т1Т'2 1
= С*1 + £2)> %п2п2 (ТР Т2^52.

(6<23)
Такие аппроксимации соответствуют гипотезам о рав¬
номерном движении объекта и постоянстве составляю¬

щей ошибки, которая в общем случае считается медлен¬

но меняющейся. Будем считать, что интервал корреля¬
ции флюктуационной составляющей ошибки достаточно
мал, так что ее по-прежнему можно считать белым шу¬
мом.

При введенных таким образом упрощающих предпо¬
ложениях вместо громоздкого уравнения (6.5) получаем:

t

О2 J W (t, т2) d (Tj — т2) dx2 = Z (t, T1)
о

или

о2 IT (/, xx) = Z(t, Tj),
где для задачи определения координаты

^(л 1](6-25)
а для задачи определения скорости

А, ('- *1)=М*’ (0со+(052- (6-2б)

Множители Хг- по-прежнему определяются выражениями
(6.7) и (6.9). И полезный сигнал и ошибка включают

постоянные составляющие. В зависимости от соотноше¬

ния между их дисперсиями Со и В2 качественные осо¬

бенности решений несколько различаются.

а) 52<Со2.
Это неравенство означает, что ошибки априорных

данных о начальном значении координаты значительно

превосходят возможные «систематические» ошибки из¬

мерителя. В этом случае вместо уравнений (6.25) и

(6.26) можно записать:

(6.27)

2Д6 WV)x&. (6-28)
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Естественно, при этом искомые импульсные переходные
функции не будут зависеть от В2. Для задачи определе¬
ния координаты решение уравнения (6.24) будет иметь

вид:

V’ т) = a^(t) [Со (о2— Ci 4-) + (°2+ 7)] •

(6.29)
где

A(/) = a2+ C^+ -J-C?/3 +^-^?. (6.30)

Дисперсия ошибки в координате оказывается равной:

~ ~^)+^2> (6.31)

При наложении условий несмещенности (С0-*оо и С\->
->оо) получаем:

£>Д0= ^-+52. (6.32)

Для задачи определения скорости находим:

т) = а2д £—2* СоС1/2Д- С1т(а2Д- Co/)^j, (6.33)

^W=^y(o2+C^), (6.34)

а при условиях несмещенности

(6.35)

Сравнение результатов расчетов по этим формулам с

тем, что дает решение полных уравнений (6.5), показы¬

вает хорошее совпадение при t < (р/2)_1/4С_1/2о1/2.
Начальные участки кривых среднеквадратичных

ошибок в координате изображены на рис. 6.3. Во всех

случаях (кроме предельного при Ci^oo) ошибки снача¬

ла возрастают. Как было отмечено в § 6.1, эти началь¬

ные участки совпадают с кривыми изменения ошибок

при работе навигационной системы в режиме «памяти»
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при наличии только априорных данных (см. § 5.1).
Действительно, при очень малых t выражения (6.31) и

(6.34) переходят в выражение (5.4) и второе выраже¬
ние (5.3). Начиная с некоторого значения t, система вы¬

рабатывает более точные значения координаты и скоро¬
сти, чем при использовании только априорных данных.

Среднеквадратичная ошибка в координате растет мед¬

леннее, достигает максимума, а затем начинает умень¬
шаться. При этом вскоре после максимума все кривые
становятся достаточно близкими к кривой, полученной
при условиях несмещенности и определяемой выраже¬
нием (6.32). Чем больше значение тем дальше влево

смещается максимум и тем с меньших значений t ста-

новится справедливым выражение (6.32). Предел, до

которого это выражение можно считать справедливым,

определяется выходом на установившийся режим, когда

уже становится необходимым учитывать недетермини¬
рованный характер медленно меняющихся составляю¬

щих сигналов. Поэтому «установившееся значение» дис¬

персии ошибки, получаемое из формулы (6.32), может

быть далеким от действительности.
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б) В2 > cl
Это неравенство означает, что точка старта опреде¬

лена достаточно точно. Потенциальная возможность по¬

вышения точности системы в этом случае существует по¬

тому, что на начальном участке движения из сигнала

измерителя можно выделить линейно растущий (практи¬
чески от нуля) полезный сигнал и постоянную состав¬

ляющую ошибки измерителя. Выигрыш в точности

системы, таким образом, достигается посредством выде¬

ления, а затем частичной компенсации постоянной со¬

ставляющей ошибки.

Правые части (6.25) и (6.26) уравнений (6.24) в рас¬

сматриваемом случае записываются так:

zs ('> *1)=Ц5) W +[1
- (0] (6.36)

ь)=Wh^+li-W]в2. (6.37)

Решения уравнений (6.24) имеют вид:

НМЛ т) = -5^[-1£2С?/3+ ^т(а2+ 52г)], (6.38)

^(Л т) = ?ц?г[-|в2Й2+С?т(о2+ В2/)], (6.39)

где

А (0 = а4+ о2/ (В2+1 С?/2) 4-i В2С?А (6.40)

Дисперсии ошибок в координате и скорости оказывают¬

ся равными:

Ds(t) =^(o2+±B2t)-]-Cl, (6.41)

7Ш= ^-(а2+ В2/). (6.42)

При двух условиях несмещенности (В->оо, С4->оо) по¬

лучаем:

Ds(t) =^~+C26, (6.43)

^(0=-^- (6.44)
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При одном условии несмещенности в идеальном случае

отсутствия систематической составляющей ошибки (В =
= 0) получаем:

£>,(/) = + (6.45)

£Ц/)= -Ц£- (6.46)

Кривые изменения среднеквадратичной ошибки имеют

в целом такой же вид, как показано на рис. 6.3.

Полученные в обоих случаях решения остаются спра¬
ведливыми при достаточно малых t. Применение им¬

пульсных переходных функций (6.29), (6.33), (6.38) и

(6.39), найденных по существу при использовании пред¬
положения о строгом постоянстве скорости движения,

приводит к существенному увеличению ошибок, если

интервалы времени становятся достаточно большими.

Расчет дисперсий ошибок на выходе системы, свойства

которой определяются этими импульсными переходными
функциями, с использованием точного выражения (2.39)
для корреляционной функции недетерминированной со¬

ставляющей полезного сигнала дает следующие асимпто¬

тические формулы, справедливые при достаточно боль¬
ших t:

(6.47)

(6.48)
Таким образом, при больших t ошибки в координате не

только перестают убывать, но даже начинают нара¬
стать. Границы, до которых решения, найденные в этом

параграфе, можно считать оптимальными, определяются

после рассмотрения установившегося режима.

6.3. Установившийся режим

При преобразовании сигнала позиционного измери¬
теля установившийся режим характеризуется постоян¬

ством дисперсии ошибки и стационарностью вычисли¬

тельного устройства. Соответствующее решение может

быть получено предельным переходом (при Л-^оо) из

общего решения (см. § 6.1). Однако использование
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метода логарифмических характеристик (см. § 3.5) поз¬

воляет получить решение при минимальной затрате труда.

Предположим сначала, что вторая составляющая

ошибки измерителя является не медленно меняющейся,
а строго постоянной. В § 6.2 было показано, что диспер¬
сия ошибки в координате включает слагаемое

min (Со, В2), (6.49)
если полезный сигнал можно считать детерминирован¬
ным. Естественно предположить, что при наличии неде¬

терминированной составляющей, по крайней мере при
постоянстве второй составляющей ошибки, слагаемое

(6.49) также присутствует в выражении дисперсии ошиб¬

ки. Как отмечалось в § 3.3, характеристики тех детерми¬

нированных составляющих, которые присутствуют только

в полезном сигнале, не входят в выражение установив¬
шейся дисперсии ошибки. Таким образом, установив¬
шаяся дисперсия ошибки в координате может быть за-,

писана в виде суммы

Ds0 = Dr-\- min (Cl В2). (6.50)

Здесь Dr зависит только от характеристик недетермини¬
рованных составляющих сигналов. Установившаяся дис¬

персия ошибки в скорости DvQ вообще не зависит от ха¬

рактеристик детерминированных составляющих. Реше¬
ние задачи при учете только недетерминированных
составляющих находится методом неопределенных коэф¬
фициентов (см. § 3.4). Получим сначала решение, ис¬

пользуя общую методику и не применяя метод логариф¬
мических характеристик.

Передаточные функции и ЛЦ/со), которые
вводятся вместо импульсных переходных функций
Ws(t, т) и W.v(t, т), следует искать в виде

+ (6.5D

где и |2— те корни уравнения (6.17), которые имеют

отрицательные вещественные части. Постоянные Ai и

Л2 определяются из условий удовлетворения уравнения
(см. § 3.4)

/С (7<о) SX'X’ (<о) — Srr (a) = Xi (» (6.52)
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или уравнения

KvW $Х'Х> (со) — Sr- (со) = Х2 (/со), (6.53)

где Xi (/со) и X2(/co)—неизвестные функции, не имею¬

щие полюсов в верхней полуплоскости комплексной пло¬

скости о, SX'X' (со) и Srr (со) — спектральные плотности не¬

детерминированных составляющих входного сигнала, и

координаты, aSr-r(co)— взаимная спектральная плот¬

ность недетерминированных составляющих координаты
и скорости. Будем считать, что выполнено (6.20), так что

|li2 = p(-l +J) [р=(|)1/4Л-1/2]. (6.54)

Тогда получаем:

тг ( ^1Л> + 2Р2
;

(/со)2 4_2р/(0 + 2р2’

_
2р2(2р + Р)

2р2 + 2рр + р2
’

^(/И) 2руо)-|-2р2
’ (6-55)

=

2р2 4- 2рР + Р2
’ (6 -56)

£>„о = 4-о2(4Р4-$- (6-57)

Заметим, что для К8(]'ы) оказывается выполненным не¬

обходимое условие конечности дисперсии К,ч(0) = 1. Это

условие обеспечивает асим¬

птотическую несмещенность
по отношению к постоянной

составляющей полезного

сигнала.

Рассмотрим теперь при¬
ближенное решение задачи
с. применением логарифми¬
ческих характеристик. Кри¬
вые условных спектральных

плотностей, построенные в

логарифмической сетке, изо¬

бражены на рис. 6.4. Усло¬
вие (6.20) означает, что пе¬

релом кривой Srr (со) нахо¬

дится левее точки пересечения кривых Srr(со) и Snn((o).
В § 3.5 было особо отмечено, что свойства фильтра опре¬
деляются локальным поведением кривых спектральных
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плотностей вблизи точки их пересечения. Спрямим кри¬
вую Srr((o) (на рис. 6.4 — пунктир), т. е. примем, что

(6.58)

Из условия конечности дисперсии ошибки в коорди¬
нате следует, что выражение [1—Ks(/co)] должно иметь

двойной нулевой корень (этим обеспечивается выполне¬

ние условия асимптотической несмещенности по отно¬

шению к линейно изменяющемуся полезному сигналу).
Отсюда сразу получаем:

К (— 2pjo + 2P2
;

(до)2 + 2р/со + 2р2
* (6.59)

Точно так же, исходя только из требования конечности

дисперсии ошибки в скорости, получаем:

2p2j(i)

(J(o)2 + 2p/(o + 2p2
’ (6.60)

Отметим, что, в отличие от задач главы 8, выходные

сигналы, представляющие собой оценки текущих значе¬

ний координаты и скорости, не связаны операциями

Рис. 6.5.

интегрирования или дифференцирования. Если желатель

но получить оба сигнала в одной и той же цепи, то

блок-схема фильтра должна иметь такой вид, как по¬

казано на рис. 6.5.

Если учесть, что из неравенства (6.20) следует, что

Р»�, (6.61)

то легко установить, что выражения (6.55), (6.59) и

(6.60) соответственно близки друг другу. При использо¬

вании передаточных функций (6.59), (6.60) и выраже¬
ния (6.58) для условной спектральной плотности полез-
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кого сигнала установившиеся дисперсии ошибок в коор¬

динате и скорости равны:

2 [4)1/4C1/2o3/2+min(B2, Со2), « 2 (20)3/4Л*
(6.62)

Из этих формул ясно видно, что ошибки в координа¬
те в основном определяются значением о, мало зависят

от С и еще меньше от р, ошибки же в скорости .в боль¬

шей степени зависят от С и в меньшей от р и о. Приме¬
нение приближенных формул (6.62) при исходных дан¬

ных, соответствующих типичной задаче навигации са¬

В то же время использо-

(6.59) и исходной спек-

к отличию на 0,9%. Та-

плотностей сигналов в этом

молета, дает достаточно высокую точность: погрешность
в вычислении дисперсии ошибки координаты получает¬
ся всего 1,7% по сравнению с тем, что дает использова¬

ние исходного выражения условной спектральной плот¬

ности полезного сигнала и более точных выражений
(6.55) передаточной функции,
вание передаточной функции
тральной плотности приводит

ким образом, при рассма¬
триваемых исходных данных

замена условной спектраль¬
ной плотности полезного

сигнала выражением (6.58)
допустима как при опреде¬
лении передаточной функ¬
ции, так и при расчете дис¬

персии ошибки.

Примем теперь, что вто¬

рая составляющая ошибки

позиционного измерителя
является не постоянной, а

медленно меняющейся. Кри¬
вые условных спектральных

случае будут иметь такой вид, как показано на рис. 6.6

[подъем кривой Snn (со) при малых со происходит от вве¬

денной в рассмотрение медленно меняющейся состав¬

ляющей]. Естественно ожидать, что эта составляющая

Достаточно мала, так что новые точки пересечения кри¬
вых Srr (со) и Snn(co) не появляются. В соответствии со
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сказанным в § 3.5, в этом случае вид оптимальной пе¬

редаточной функции не меняется. Поскольку при ма¬

лых со 1, то вторая составляющая ошибки про¬
ходит на выход фильтра без искажения, следовательно,
в выражение дисперсии ошибки в координате войдет

дисперсия В2 второй составляющей. Таким образом,
первое выражение (6.22) должно быть заменено на

D.s0^2(4),/4Ci'V/2+ 52. (6.63)

Вместо второго выражения (6.62) получаем:

«2(2�)3/4С3/2о1/2+В2у(8�)_1/4С”,/2а1/2. (6.64)

Из сравнения выражений (6.63) и (6.64) с выраже¬
ниями (6.62) следует, что учет случайного характера из¬

менения составляющих ошибок, которые часто относят

к разряду систематических, может существенно изменить

конечные выводы. Из рассмотрения первого выражения
(6.62) следовало, что целесообразно уменьшать Со —

уточнять начальное значение координаты, формула же

(6.63) показывает, что для установившегося режима это

уточнение ничего не дает. Физический смысл этого вы¬

вода понятен: если иметь в виду непостоянство медлен¬
но меняющейся составляющей, то исчезает возможность

определения ее в начальном интервале движения, а сле¬

довательно; и возможность компенсации ее в течение

длительного времени.
Оптимальное вычисли¬

тельное устройство мо¬

жет эффективно осу¬
ществлять эту опера¬
цию только на интер¬
вале, соизмеримом со

временем корреляции
медленно изменяю¬

щейся составляющей
ошибки. На рис. 6.7 показан примерный вид кривой из¬

менения среднеквадратичной ошибки в координате при
С0<В. После «переходного процесса» устанавливается

среднеквадратичная ошибка, определяемая первым вы¬

ражением (6.62) [в интервале (0, /2) медленно меняю¬
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щуюся составляющую ошибки можно считать постоян¬

ной], а затем ошибка возрастает до конечного устано¬

вившегося значения, определяемого выражением (6.63).
Если бы медленно меняющаяся составляющая остава¬

лась строго постоянной, то среднеквадратичная ошибка

не возрастала бы (пунктир). При С0>В практически не

имеет значения, является ли вторая составляющая

ошибка строго постоянной или медленно изменяется: в

выражения дисперсии ошибки в обоих случаях входит
слагаемое В2.

Из рассмотрения выражений (6.63) и (6.64) при кон¬

кретных данных можно сделать выводы относительно

того, на какие факторы следует ориентироваться при

реализации систем, близких к оптимальным. Если в

выражениях (6.63) и (6.64) первые слагаемые имеют

малый удельный вес по сравнению со вторыми, то мо¬

жно допускать значительные отклонения действитель¬
ных динамических свойств фильтров от расчетных: все

равно точность в основном определяется «систематиче¬

скими» (постоянными или медленно меняющимися) со¬

ставляющими. При этом необходимо лишь с достаточной
точностью выдерживать условия асимптотической не¬

смещенности относительно линейно изменяющегося по¬

лезного сигнала. Если же первые слагаемые являются

основными, то вопросу оптимальной фильтрации флюк¬
туационной составляющей помехи следует уделять вни¬

мание: нужно, чтобы частотные характеристики реаль¬
ных устройств были близки к расчетным. Вопрос о кри¬
тичности оптимального преобразования по отношению

к различным факторам подробно рассмотрен в § 6.5.

6.4. Пути реализации вычислительного устройства
с характеристиками, близкими к оптимальным

Если необходимо осуществлять преобразование, близ¬
кое к оптимальному, с момента начала движения, то

приходится возвращаться к общему решению интеграль¬
ного уравнения (§ 6.2). Однако непосредственная реа¬
лизация импульсных переходных функций, соответствую¬
щих общему решению, сложна даже при использовании

быстродействующей ЦВМ (требуется большой объем
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памяти). Приближенные решения, полученные в § 6.2 и

6.3, дают основу для осуществления вычислительных

алгоритмов, близких к оптимальным и в то же время

достаточно простых в реализации.

Рассмотрим только задачу определения координаты.
Из § 6.2 и 6.3 следует, что по характеру операций, вы¬

полняемых вычислительным устройством, и по виду за¬

висимости среднеквадратичной ошибки от времени (на

рис. 6.8 сплошная кривая) все время работы может

быть разбито на три основных интервала.

1. О < t < 6. Вычислительное устройство произво¬
дит экстраполяцию координаты по априорным данным,

т. е. вырабатывает сигналы

q(f] = rn(t), z(t) = G. (6.65)

2. t" < t < /2- Вычислительное устройство осуще¬
ствляет фильтрацию сигнала измерителя. Дисперсия
ошибки оптимального фильтра в этом интервале практи¬
чески совпадает с дисперсией ошибки фильтра, опти¬

мального при представлении полезного сигнала в виде

детерминированного и при наложении условий несме¬

щенности (см. § 6.2). Поэтому можно принять, что в

этом интервале преобразование сигнала %(/) допустимо

производить в соответствии с первым выражением (6.4),
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в котором Ws(t, т) определяется из решения (6.29) пу¬
тем предельного перехода при Со >о° и Ci ->oo:

т) = |(-^-1). (6^66)

Фильтр с такой импульсной переходной функцией яв¬

ляется нестационарным, однако его реализация доста¬
точно проста. Заметим, что на рассмотренных двух эта¬

пах алгоритмы преобразования не зависят от свойств

сигналов (от параметров Со, Cb С, |3, о).
3. />^2- Этот интервал характеризуется устано¬

вившейся дисперсией ошибки. Поэтому вычислительное

устройство должно осуществлять стационарную фильт¬
рацию; выходной сигнал фильтра определяется первым

выражением (6.4), в котором импульсная переходная

функция Ws(t, т) соответствует передаточной функции
(6.59).

На промежуточных интервалах^, б) и (^2, /2) опти¬

мальное вычислительное устройство выполняет опера¬
ции, вообще говоря, существенно отличные от перечис¬
ленных выше. Однако, во-первых, эти интервалы имеют

незначительный удельный вес, а во-вторых, как показы¬

вают численные расчеты, операции, оптимальные для

смежных участков, дают небольшой проигрыш в точно¬

сти. Поэтому потребуем, чтобы вычислительное устрой¬
ство выполняло операцию (6.65) для 0</</ь операцию
(6.4) при импульсной переходной функции (6.66) для

/1</</2 и стационарное преобразование при передаточ¬
ной функции (6.59) для t>t2. Графики изменения сред¬
неквадратичной ошибки, представленные на рис. 6.8

кривыми /, 2 и 3, строятся по трем зависимостям, опре¬
деляющим величины дисперсии ошибки каждого преоб¬
разования. При переходе от первого преобразования ко

второму, а затем к третьему среднеквадратичная ошиб¬
ка будет меняться так, как показывает штрих-пунктир¬
ная кривая. Моменты времени смены формул преобразо¬
вания находятся из условий равенства дисперсий оши¬

бок для смежных участков:

/1 — из условия равенства выражений (5.4) и (6.32):

= + (6.67)
ч

15 И. Б. Челпапов
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t2— из условия равенства выражений (6.32) и (6.63):

^=<гС1/2о3/2 (6.68)

Ключ
пооче-

Заметим, что моменты и /2 зависят от параметров
сигналов, в то время как сами алгоритмы преобразова¬
ния на первом и втором этапах от них не зависят.

Блок-схема соответствующего устройства с перемен¬
ной структурой изображена на рис. 6.9. В блок 1 — экс-

траполятор по априорным данным — вводятся только

данные для вычисления

математического ожида¬

ния координаты. В блоки

2 и 3 непрерывно посту¬
пает сигнал x(t).
Кл осуществляет

редное подключение бло¬

ков на выход системы.

Управление ключом Кл

осуществляется с по¬

мощью программного уст¬

ройства Пр, в которое вводятся априори известные ста¬

тистические данные о множестве реализаций (парамет¬
ры Со, Ci, С, В, р, о). Пунктиром показана возможная

связь, содействующая более быстрому протеканию пе¬

реходных процессов.
Если требования по точности задаются с учетом же¬

сткого допуска по на среднеквадратичную ошибку, то,
возможно, не будет необходимости в реализации описан¬

ной схемы с переменной структурой. Если ошибки даже

оптимального фильтра на некотором интервале (0, /з)
являются недопустимо большими (рис. 6.10), так что

практически удовлетворительным можно считать только

установившийся режим, то следует ограничиться стацио¬

нарным фильтром, оптимальным для установившегося
режима. На рис. 6.10 кривые 1 и 2 показывают измене¬

ние среднеквадратичной ошибки на выходе такого ста¬

ционарного фильтра, а кривая 3— на выходе оптималь¬

ного фильтра. Хотя в переходном режиме фильтр Аает

значительно большие ошибки, это не имеет практическо-
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го значения, важно лишь различие моментов 6, /2 и /3,
начиная с которых среднеквадратичные ошибки меньше

допуска По¬

в реаль-

меняться в

Рассмотрим подробнее стационарный фильтр, свой¬

ства которого определяются передаточной функцией
(6.59). Относительный коэффициент демпфирования
фильтра не зависит от

свойств сигналов:

(6.69)
р/2 /1

7

Частота среза соо = р)Л2
зависит от всех парамет¬
ров сигналов (С, р и сг).
По-видимому,
ных условиях лишь вели¬

чина о может

широком диапазоне. На

рис. 6.11 показана зави¬

симость частоты среза со0
от величины о. Для всех

онных измерителей величина о находится в пределах
102 м • сек1/2<сг< 105 м*сек'К При этом диапазон измене¬

ния величины TQ получается не слишком большим:

18 сек<Го<5ОО сек. Соответственно продолжительность

переходных процессов составляет 50-4-1500 сек.

и постоянной времени TQ= 1 /соо
мыслимых вариантов позици-

15*
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Сведения о частоте среза непрерывного фильтра по¬

зволяют сделать определенные выводы о требованиях,
предъявляемых к точности выдерживания частотной ха¬

рактеристики: при со ^соо должно быть | /((/со) | <<1 и при
этом точное воспроизведение выражения (6.59) не необ¬

ходимо. Кроме того, на этом этапе может быть решен

вопрос о допустимости принятой аппроксимации (6.58)
условной спектральной плотности недетерминированной

составляющей полезного

сигнала. Найденное решение
перестанет быть справедли¬
вым, если постоянная вре¬
мени объекта 7\ больше по¬

стоянной времени фильтра
7"о, т. е. если вместо про¬
стейшего выражения (2.1)
передаточной функции объ¬

екта следует использовать

выражение (2.2) или (2.3)
или если при (о = соо стано¬

вится значительным влияние

турбулентности атмосферы.
Примем, что необходимо

использовать аппроксима¬
цию (2.2). Тогда взаимное расположение кривых спек¬

тральных плотностей оказывается таким, как показано

на рис. 6.12. Вблизи точки А пересечения кривых услов¬
ная спектральная плотность недетерминированной со¬

ставляющей полезного сигнала может быть приближен¬
но представлена в виде

Srr (®)
2(ЗС2
г?®6

■ (6.70)

Если принять, что помеха по-прежнему представляет
собой белый шум интенсивности о2, то получается, что

полюсы передаточной функции фильтра представляют
собой корни уравнения

6_ 2�С^ 0, (6-71)
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имеющие отрицательные вещественные части. При этом

из условия конечности дисперсии ошибки сразу полу¬
чаем следующее выражение для передаточной функции
оптимального фильтра:

2Pi (7®)2 + 2Pi7® + Pi

(У®)3 + 2р, (/со)2 + 2р2/<о + р?
(6.72)

[pj =(2�)
1/6 1/3

Дисперсия установившейся ошибки в координате равна:

Dr — | (2р)1/6 ГГ’/3С1/3о,/3. (6.73)

Выражение (6.72) показывает, что в рассматривае¬
мом случае оптимальный фильтр не только обеспечивает

нулевую установившуюся

ошибку от детерминирован¬
ных составляющих полезно¬

го сигнала, но и является

асимптотически несмещен¬

ным по отношению к квад¬

ратично изменяющемуся

сигналу. Можно ожидать,
что это свойство должно
быть характерным в случае
движения со стационарным
ускорением. И действитель¬

но, в § 7.2 показано, что по¬

лученное здесь решение име¬

ет тот же вид для движения

со стационарным ускорени¬
ем при условии, однако, что свойства объекта характе¬

ризуются простейшей передаточной функцией (2.4).
Теперь предположим, что необходимо использовать

аппроксимацию (2.3), причем кривые условных спект¬

ральных плотностей располагаются так, как показано

на рис. 6.13. Тогда для условной спектральной плотно¬

сти недетерминированной части полезного сигнала сле¬

дует использовать выражение

2рСг
S„ (®) (6-74)
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Полюсы передаточной функции фильтра представляют
собой теперь корни уравнения

= (6-75)
0 1

2

имеющие отрицательные вещественные части. Из усло¬
вий конечности дисперсии ошибки получаем:

_

2>67р2(;<о)3 + 3,42р2(»2+ 2,67рЗу® + р4 I
5 (У0>) ~

(/со)4 + 2,67р2 (»34- 3,42р2 (»2+ 2,67р> + р4 [ (6.76)

[Р2 = (2р)1/8С1/4а-1/4Г2-1/2]. J
Дисперсия установившейся ошибки в координате равна:

Dr = 0,64 (2р)1/8 Т£1/2С1/4в7'4. (6.77)

Видно, что порядок астатизма фильтра повысился еще

на единицу.

Рассмотрим теперь для стационарного случая рабо¬
ту навигационной системы в режиме управления. В этом

случае управляющий сигнал (программа движения) вво¬

дится так, как было показано на рис. 3.4. Вопрос о вы¬

боре передаточных функций УД/со) и Y2(jto) здесь не

рассматривается. Для режима управления выражения
(6.59) и (6.60) в случае простейшей аппроксимации
(2.1) передаточной функции объекта представляют со¬

бой передаточные функции замкнутой системы. Переда¬
точные функции фильтра, включенного в замкнутую си¬

стему, определяются по формулам (6.59) и (6.60). От¬

сюда получаем для задачи управления координатой

^(/®)= 2р(1 + -у, (6.78)

а для задачи стабилизации скорости

<6-79>

Таким образом, в первом случае регулятор должен быть

астатическим, во втором случае — статическим с посто¬

янной времени Т= 1/2р. Установившиеся дисперсии оши¬

бок в координате и скорости по-прежнему определяются
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выражениями (6.63) и (6.64) (на этот раз имеются в

виду ошибки не измерения, а выполнения программы

движения).
При более сложной аппроксимации передаточной

функции объекта выражениями (2.2) или (2.3) находим

для задали управления координатой соответственно:

K*s (7°) = Pi 2 7^/(0+ 2 (1 + р17\)4
Pi (2 + Pi^i) . Pi

yco
'

(ДО)2 J
’

(6.80)
(yco) = 2,67p2 [ T% (7(0)2 + + ! ,28p2 +

t /1 i 1 oq т i 2T2\ i
P2 (П28p2T^i + 0,37p|7"|)

+ (1 +1+Ps7!)+ — L 4

, P2 (1 + 0>37р2Г1) 0,37p2
4"

(yQ)2
4"

(/(0)3
. (6.81)

Необходимость компенсации инерционности объекта

требует, таким образом, введения дополнительных кор¬

ректирующих сигналов, пропорциональных производ¬

ным и интегралам преобразуемого сигнала.

6.5. Критичность оптимального преобразования

Практическая ценность полученных алгоритмов оп¬

тимального преобразования определяется в значитель¬

ной мере их критичностью по отношению к изменяю¬

щимся условиям работы. Во всех случаях критичность
оценивается по относительному увеличению дисперсии
ошибки в координате.

а) Наименее стабильной в реальных условиях, по-

видимому, является величина о. Данные расчетов на

критичность по отношению к этому фактору представле¬
ны на рис. 6.14. Кривые 1, 2, 3 и 4 показывают зависи¬

мости среднеквадратичной ошибки в координате для

фильтров, параметры которых определены по расчетным
значениям а0- Огибающая этих кривых

—

кривая 5 —

изображает среднеквадратичную ошибку фильтра, пе¬

рестраивающегося с изменением о так, что при любом о
он остается оптимальным. Таким образом, кривая 5
определяет достижимые пределы по точности при
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идеальной самонастройке. По отклонению от этой кри¬

вой определяется относительное качество любого филь¬
тра. Пунктирная линия 6 отмечает уровень среднеква¬

дратичной ошибки, на 40% большей по сравнению с ми¬

нимально возможной при каждом данном значении ст.

Если считать допустимым такой проигрыш в точности,

-

-

7//'/

/Л

///Г
г

то из рассмотрения графиков видно, например, что фильтр,
оптимальный для ог0=103 м • секУ2, годится для диапазо¬

на 3- 102 ж • сек1/2<о<3 • м* сек'!\ а два фильтра пере¬

крывают диапазон 102 м • сек1/2<а< 104 м • сек\ Отсюда

следует, что стационарный оптимальный фильтр некри¬
тичен по отношению к изменениям а; в навигационной
системе можно обойтись без самонастройки по этому

параметру или в крайнем случае достаточно ввести гру¬
бую самонастройку с переключением по двум или трем
ступеням. Заметим, что сама абсолютная величина сред¬
неквадратичной ошибки as меняется в широких преде¬
лах, так что относительный проигрыш в точности от

неправильной настройки может не иметь значения и в

более широком диапазоне.
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б) Для получения более обоснованных данных о

критичности фильтра по отношению к изменению усло¬
вий работы необходимо рассмотреть эффект совместно¬

го изменения нескольких параметров сигналов. Для
примера на рис. 6.15 на плоскости параметров С, о

построены кривые равных значений относительного уве¬

личения на 20% и 40% среднеквадратичной ошибки для

фильтра, оптимального при сг = о'о=103 м • секУ2 и С=
= 10 м!сек. Расположение кривых свидетельствует о том,

что фильтр некритичен и по отношению к совместному
изменению обоих параметров.

в) Представляется важным также оценить критич¬
ность фильтра по отношению к отклонениям его свойств
от расчетных. Основными параметрами фильтра явля¬

ются частота среза и относительное демпфирование.
Отклонение частоты среза от расчетного значения пере¬
считывается в эквивалентное изменение величины ст, и

поэтому оценка критичности по отношению к этому фак¬
тору может быть сделана по данным п. а) этого пара¬
графа. Предполагая, что частота среза фильтра соот¬

ветствует расчетному значению, а относительное демп¬

фирование, характеризуемое коэффициентом S, может

быть различным, получаем следующее выражение для

Дисперсии ошибки в координате:

Or-(2W'’C,-V'!(s + i). (6.82)
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Зависимость относительной величины os/crso среднеквад¬
ратичной ошибки от коэффициента б изображена на

рис. 6.16. Видно, что изменение величины б в диапазо¬

не 0,25<б<2,4 приводит к увеличению as не более чем

на 40%. Таким образом,
. фильтр некритичен и по от¬

ношению к этому фактору,
г) Для режима управле¬

ния важно оценить влияние

отклонений характеристик
объекта от расчетных. Пусть
характеристики фильтра вы¬

браны при аппроксимации

передаточной функции объ¬
екта выражением (2.1), а в

бы использовать более сло-следовало

(2.2). Передаточная функция фильтра
дейсп вительности
жное выражение
имеет вид (6.59). В этом случае получаем следующее
выражение для дисперсии ошибки:

(6.83)

Зависимость относительной величины as/crs0 среднеквад¬
ратичной ошибки от произведения р7\ представлена на

рис. 6.17. Увеличению os на

40% соответствует р7\~ 1,4.
Этим определяется граница,
до которой допустимо пре¬
небрегать постоянной вре¬
мени объекта.

Обычное возражение
против использования при¬
нятой методики синтеза кор¬

ректирующего устройства в

замкнутой системе (опреде¬
ление оператора замкнутой
системы в целом, а затем нахождение по нему операто¬
ра корректирующего устройства) формулируется так:

корректирующее устройство должно «компенсировать»
инерционность объекта, причем эта «компенсация» тре¬
бует введения производных высокого порядка, что окд-



§ 6.6] СЛОЖНЫЕ РЕЖИМЫ 235

зывается практически сложным, а иногда и неосуще¬
ствимым. Однако в действительности нет необходимости

стремиться к возможно более полной «компенсации».

Приведенные выше результаты расчетов показывают,
что практически можно пренебрегать дополнительными

постоянными времени, если даже они не очень малы.

Заметим, что граничное значение постоянной времени

определяется частотой среза соо оптимального фильтра.
Таким образом, не решенный априори вопрос о допу¬
стимости той или иной аппроксимации характеристик
объекта решается в конечном счете по результатам рас¬
чета индикаторного режима.

6.6. Сложные режимы

Ниже кратко рассмотрены результаты решения за¬

дачи оптимальной обработки сигнала, свойства которого

претерпевают однократное изменение во время работы
вычислительного устройства.

А) Режим памяти.

Сигнал x(t) позиционного измерителя поступает на

интервале (О, Т). В момент времени t=T измеритель
отключается и при t>T выдает нулевой сигнал. На ин¬

тервале (Г, /) вычислительное устройство осуществляет
экстраполяцию данных. Выходные сигналы навигацион¬
ной системы формируются следующим образом:

т

г(/)= J Ws(t, x)x(r)dx;
О

т (6.84)

р (/) = щ (/) + v (/), v (/) = J Wv (t, т) х (т) dx.
о

Интегральные уравнения для искомых импульсных пе¬

реходных функций Ws(t, т) и Wv(t, т) имеют вид:

т

J W (t, Г2) +

+
у(— 1+<?-�*■ —

+ 02б (Tj — Т2)} ^Т2 — % Т1) (0<т<Г), (6.85)
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ки в координате.

где правая часть определяется выражением (6.6) для

задачи определения координаты и выражением (6.8)
для задачи определения скорости. Общая методика ре¬
шения задачи остается той же, что и в § 6.1. На рис. 6.18

приведена кривая изменения среднеквадратичной ошиб-

е для сравнения пунктиром

изображена среднеквадра¬
тичная ошибка при извест¬

ной предыстории (см. §5.3).
Последнюю кривую можно

рассматривать как предель¬
ную при неограниченном по¬

вышении точности позицион¬

ного измерителя.
Для неидеального изме¬

рителя характерным являет¬

ся то, что среднеквадратич¬
ная ошибка экстраполяции
начинает нарастать не от

нуля, а от конечного значе¬

ния (эта величина опреде¬
ляется из решения задачи

фильтрации при /=Г). При
увеличении времени экстраполяции kt = t—Т характер
изменения среднеквадратичной ошибки тот же, что и

при известной предыстории.
Для относительно малых интервалов экстраполяции

могут быть получены достаточно простые алгоритмы
преобразования данных. Разложим корреляционные

функции в правых частях интегральных уравнений
(6.85) в ряд по степеням Д/ и сохраним только первые
члены разложения [интервал (О, Т) при этом может не

быть малым]. Легко проверить, что в этом случае пра¬
вые части интегральных уравнений могут быть записаны

в виде

T1)=[xv)(nq+4i)(7’)T,q+/?fr(7', Ъ)]4- ]
+ [^)(7’)Q+ ^)(r)T!q+ /?;r(r, т,)]Д7, j (6.8G)

zu -Ч) = CO Cl + (!) R.r (7, Tj. j
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Величина А/ в левые части не входит. Поэтому решения

могут быть записаны в виде

U/Д/, т)^ W'(T, т)+ W"(l\ т)А/, x)~W'(T, т),
(6.87)

где W'(T, т) и U7Z/(T, т)—решения интегральных урав¬
нений

т

J W'(T, x2)RXJC(xu x2)dx2 = Rss(T, Ti),
О

т

J W (7, Т2) Rxx(\ Т2)^Т2 = Т1)*
О

(6.88)

Последние интегральные уравнения соответствуют за¬

дачам оптимального определения координаты и скорости
в момент времени t = T. Таким образом, выражения

(6.87) показывают, что в задаче определения коорди¬
наты система должна запоминать значения координаты
и скорости в момент времени t=T и по ним производить

линейную экстраполяцию, а в задаче определения ско¬

рости
—

просто выдавать постоянное значение скорости,

которое она запомнила. Заметим, что это общее свой¬
ство решения задачи экстраполяции получается незави¬

симо от конкретного вида измерителя; оно имело место

также и в предельном случае точно известной предысто¬

рии движения (см. § 5.3). Можно показать, что это же

свойство остается справедливым и для любой комплекс¬

ной системы, включающей несколько непрерывных изме¬

рителей. Следовательно, экстраполятор может иметь

одинаковую структуру, по крайней мере для малых ин¬

тервалов времени, независимо от состава навигацион¬

ного комплекса.

При В=/=0 и при достаточно больших Г, когда к мо¬

менту t = T дисперсию ошибки фильтрации сигнала по¬

зиционного измерителя можно считать установившейся,
получаем следующее приближенное выражение диспер¬
сии ошибки экстраполяции координаты, справедливое

по-прежнему для малых АЛ

Д(/)«АД 4-2(4У 'с VJ 4-В2. (6.89)
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Первое слагаемое зависит только от свойств полезного

сигнала и связано с принципиальной невозможностью

точной экстраполяции недетерминированного случайного
процесса (см. § 5.3), остальные слагаемые определяются
ошибками измерителя. Формула (6.89) подтверждает
вывод, уже сделанный на основе сравнения результатов
численных решений: сначала ошибки экстраполяции пре¬

имущественно зависят от ошибок измерителя, а потом,

при увеличении А/, основное значение преобретают
ошибки идеального экстраполятора.

Б) Изменение средней скорости движения.

Предположим, что преднамеренно осуществляется

быстрое изменение режима полета, вследствие чего в

известный момент времени t = t\ скачком изменяется

средняя скорость (величина Ci). Сведения об изменении

режима могут быть непосредственно введены в вычис¬

лительное устройство навигационной системы, если, на¬

пример, мощность двигателя контролируется независи¬

мым измерителем. Если бы по показанию этого измери¬
теля можно было совершенно точно рассчитать прира¬
щение средней скорости, то по отношению к этому фак¬
тору могла бы быть обеспечена полная инвариантность.

В действительности приращение средней скорости оп¬

ределяется со случайной ошибкой Дсь дисперсия кото¬

рой равна (ДС1)2. Будем предполагать, что ошибка ДС1
статистически независима от всех остальных. Выходные
сигналы навигационной системы формируются следую¬
щим образом:

q (0 = т (/) + (/ — Л) + z (/),

z(/) = J W’s(t, т)х(т)^т;
о

p(f) = ТП (/) -|- m\v -|- V (/),
t

f(/)= J' Wv(t, x)x(x)dx,
б

где in
Дг/
— математическое ожидание приращения ско¬

рости, вводимое в вычислительное устройство и рассчи-

(6.90)
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тайное по сведениям об изменении режима работы. Если

в действительности эти сведения отсутствуют или они не-

вводятся, то следует считать ^Дг,
= 0; при этом (ДС\)2

будет представлять собой дисперсию скачка скорости.
Импульсные переходные функции Ws(t, т) и Wv(t, т)
следует искать в виде различных аналитических выра-
жений на интервалах (О, и (/ь /):

U7// / U/(I> Х) ПрИ
w V’ х> — I 1Г<2> (/, т) при /, < т < t.

(6.91)

Поскольку свойства недетерминированных состав¬

ляющих сигналов не меняются, то оба интегральных

уравнения относительно обоих неизвестных т) и

т) могут быть записаны одинаковым образом:
t

J T2)|-y-[2min(r1, Т2)4-
О

+ j (—
1 + e~pr‘ + — е~Р I т’ I)] +

-j- a2d(Tj — т2)} dx2 = Z(/, (О Tj < /), (6.92)

где для задачи определения координаты

Z(Z, Т1)=%</)(/)4-

+ -у- [2tj +1(— 1 + +е-^ — е-ь )]
при о < т, Zp

z^t, +
' (6’93)

+ -у- [21! +j(- 1 + е-^ — е-^<-*■))]
при Zj < tj t.

Множители определяются выражениями вида

(6.7).
На рис. 6.19 сплошными линиями представлены кри¬

вые изменения среднеквадратичной ошибки в координа¬
те, построенные для различных значений ДС\. Во всех
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случаях после момента t = ti среднеквадратичные ошиб¬
ки начинают расти от установившегося значения, дости¬
гают максимума (величина максимума зависит от ACJ
и вновь уменьшаются до того же установившегося значе¬

ния. Различие между кривыми показывает выгоду от

введения в навигационную систему более.точных дан¬
ных о величине скачка средней скорости. Как видно из

графиков, заметный выигрыш в точности получается
только на достаточно малом интервале времени, соиз¬

меримом с постоянной времени стационарного фильтра.
Реализация оптимальной импульсной переходной

функции достаточно сложна. Поэтому интересно прове¬

рить, что дает простейшее, заведомо неоптимальное

решение. В § 6.4 было отмечено, что в большинстве слу¬
чаев можно ограничиться только стационарным фильт¬
ром второго порядка с передаточной функцией (6.59).
Примем, что свойства фильтра остаются неизменными и

при появлении скачка скорости. Кривые изменения сред¬
неквадратичной ошибки для этого случая при различ¬
ных ДС изображены на рис. 6.19 пунктиром. Сравнение
с оптимальными кривыми показывает, что в переходном

процессе ошибки стационарного фильтра могут дости¬
гать больших величин, однако продолжительность пере¬
ходного процесса имеет тот же порядок.
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ОПТИМАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИГНАЛА

ПОЗИЦИОННОГО ИЗМЕРИТЕЛЯ ДЛЯ СЛУЧАЯ

ДВИЖЕНИЯ СО СТАЦИОНАРНЫМ УСКОРЕНИЕМ
И ДЛЯ СЛУЧАЯ СМЕШАННОГО ДВИЖЕНИЯ

В случае движения со стационарным ускорением
многие качественные особенности оптимального реше¬

ния оказываются сходными с особенностями движения

со стационарной скоростью: весь интервал работы филь¬
тра можно разбить на три этапа, причем для двух пер¬
вых этапов фильтр нестационарен (при приближенном
решении интегрального уравнения используется разло¬
жение корреляционных функций), а для третьего этапа

(установившийся режим) фильтр становится стационар¬
ным (его передаточная функция легко находится мето¬

дом логарифмических характеристик). Уравнение ста¬

ционарного фильтра в простейшем случае имеет третий
порядок, при необходимости учета постоянных времени
объекта порядок фильтра повышается до четвертого или

пятого. Для случая смешанного движения, когда имеют¬

ся составляющие, характерные как для движения со

стационарной скоростью, так и для движения со ста¬

ционарным ускорением, оптимальное решение совпадает
чаще всего с решением или для случая движения со

стационарной скоростью, или для случая движения со

стационарным ускорением.

7.1. Общее решение для случая движения
со стационарным ускорением

Как и в задаче, рассмотренной в главе 6, вычисли¬

тельное устройство преобразует априорные данные и не¬

прерывно поступающий сигнал позиционного измерителя.

16 И. Б. Челпанов
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Статистические свойства помехи определяются выраже¬
ниями (6.3), свойства полезного сигнала — корреляци¬
онной функцией (2.42). Примем, что система работает
в индикаторном режиме и решает только задачу опре¬
деления координаты.

Выходной сигнал вычислительного устройства фор¬
мируется следующим образом:

q(Z) = m(04-z(if), z(t)= j W(t, x)dx. (7.1)
0

Интегральное уравнение для искомой импульсной пере¬
ходной функции имеет вид:

t

J* W- т2){^-[утт(тЗ, тЗ)4-Д-(1—^-“^(arj + 1)—

— е-“т’(ат24- 1)4- е-а|т'-тгЦ14-а|т1 — т2| — а2т1т2))]4-
+ т,-г2| 02$(Ti — х2)} dx2 — Z(t, Т|) (7.2)

(0<т1</),
где

Z (t, Tj) = \ (О С2+ \ (/) тД +- 2- хз (0 т2С2 4-

+4- {4 т1+4- [1 - e~al{at+1) - е~ах< («т1+о] 4-

_|_g-a(/-r,)[l _|_ _ а2/Т]]),

Х4/)=1-j W(t, x)dx, k2(f) = f — j xW(t, x)dx,
0 0

= J t2U7(/, x)dx.
0

(7-3)

Выражение для условной спектральной плотности не¬

детерминированной составляющей входного сигнала

x(t) записывается следующим образом:

_

2аЛ2 . 2уВ2 .

—

©4 (ш2 4-а2)
4"

и2-|-у2
4-Sjc'x' (®) (7.4)
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Примем В = 0. Тогда в результате применения к ин¬

тегральному уравнению (7.2) дифференциального опе¬

ратора
(7-5)

получаем следующее дифференциальное уравнение ше¬

стого порядка:

dQW

dr6 (7-6)

Искомая импульсная переходная функция не содер¬
жит 6-функций и её производных, поэтому решение за¬

писывается в виде
6

W(t, т)= s (7.7)
/ = 1

где
—

корни уравнения

&б_а2&4_ 2аЛ1_0> (7 8)

В дальнейшем будем считать, что о2 мало (пози¬
ционный измеритель достаточно точен), так что

<7-9)

Тогда корни уравнения (7.8) оказываются приближенно
равными:

Bi,2«±P, £з-б«р(±у ±пг-/) (7-Ю)

[р = (2а)1/6А,/3о-1/3].
Постоянные Лг(/), а также множители (всего 9 не¬

известных) определяются из условий тождественного

удовлетворения исходного интегрального уравнения

(7.2). Решение задачи может быть осуществлено при ус¬
ловиях несмещенности относительно начального значе¬

ния координаты (Со—>оо), начального значения скоро¬
сти (Ci—► оо) и среднего ускорения (С2—>оо). Эти усло¬
вия могут быть наложены в различных сочетаниях.

16*
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Качественные особенности оптимального решения
оказываются в основном теми же, что и для движения

со стационарной скоростью (рис. 7.1): среднеквадратич¬
ная ошибка Os возрастает от величины Со, достигает

максимума, а затем стремится к установившемуся зна¬

чению. Чтобы получить приближенное описание свойств

фильтров, выяснить пути их реализации и найти прос¬
тые расчетные формулы для оценки точности, необходимо
использовать приемы, уже примененные в § 6.2 и 6.3.

7.2. Начальный участок и установившийся режим
для случая движения со стационарным ускорением

Весь интервал работы вычислительного устройства
можно разделить на три довольно четко выраженных
этапа (см. рис. 7.1):

1. 0</<7i — экстраполяция координаты по априор¬
ным данным.

2. /1</<^2 — фильтрация полезного сигнала, рассмат¬

риваемого как детерминированный сигнал, при наложе¬

нии условий несмещенности.

3. — установившийся режим.
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Ниже кратко охарактеризованы все три этапа.

На первом этапе (0</<Л) выходной сигнал форми¬
руется следующим образом:

?(/) = /«(/). (7.11)

Дисперсия ошибки определяется первым выражением

(5.8).
На втором этапе (/i</<4) приближенное решение

получается при аппроксимации корреляционной функции
полезного сигнала выражением

ЗД, + (7.12)

Будем считать, что52<^Со- Тогда можно показать, что

в этом случае импульсная переходная функция фильтра
практически не зависит от В2. Выходной сигнал форми¬
руется следующим образом:

г(/)= j №(/, т)х(т)а?т. (7.13)
О

Импульсная переходная функция W (t, т) находится при

условии несмещенности относительно детерминирован¬
ных составляющих полезного сигнала. В результате по¬

лучаем:

Дисперсия ошибки при этом равна:

+ (7.15)

На третьем этапе (/>/2) фильтр становится практи¬
чески стационарным. Передаточная функция Ks(j(d), ко¬

торую удобно рассматривать вместо импульсной пере¬
ходной функции W(t, x) = W(t — т), может быть легко

определена методом логарифмических характеристик,
исходя только из требования конечности дисперсии
ошибки.

При соблюдении неравенства (7.9) кривые условных
спектральных плотностей полезного сигнала и помехи
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пересекаются так, как показано на рис. 7.2. Спрямлению
кривой Srr(со) (пунктир) соответствует аппроксимация

(7.16)

Из условия конечности дисперсии ошибки получаем,
что степень числителя Ksti®) должна быть ниже степе¬

ни знаменателя, а выражение [1—As(/o))] должно иметь

тройной нулевой корень. Имея в виду, что полюсами

являются те из выражений (7.10), которые имеют

отрицательные вещественные части, сразу получаем:

_

2Р (7®)2 + 2р2Л + Р3
u '

(»3 + 2р (до)2 + 2р2/© + р3 [р = (2а)1/6А1/3о-1/3].
(7-17)

Выражение того же вида [см. выражение (6.72)] было
получено ранее для случая движения со стационарной
скоростью при условии, что постоянная времени объекта

достаточно велика. Это и есте¬

ственно, так как приближенные
выражения условных спектраль¬
ных плотностей полезного сигна¬

ла в обеих задачах имеют одина¬

ковый вид. Передаточная функ¬
ция (7.17) обеспечивает асимпто¬

тическую несмещенность по отно¬

шению к детерминированной со¬

ставляющей, изменяющейся по

квадратичному закону.
Если фильтр, близкий к опти¬

мальному, приближенно реализо-
последовательно подключаемыхвать в виде группы

фильтров, то среднеквадратичная ошибка будет менять¬

ся так, как показано на рис. 7.1 пунктирной линией.
Установившаяся дисперсия ошибки приближенно рав¬

на:

(7.18)

Величина первого слагаемого определяется в основном

значением о и очень мало зависит от параметров полез¬
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ного сигнала [меньше, чем в случае движения со стацио¬

нарной скоростью; см. выражение (6.63)]. В зависимо¬

сти от соотношения величины слагаемых выражения

(7.18) при конкретных данных можно сделать вывод о

том, стоит ли стремиться приближать характеристики

реального фильтра к оптимальным. Если второе слагае¬

мое имеет основной вес, то важно сохранить лишь свой¬

ство асимптотической несмещенности относительно де¬

терминированных составляющих полезного сигнала. В тех

случаях, когда вместо простейшего выражения (2.4)
передаточной функции объекта нужно использовать вы¬

ражения (2.5) или (2.6), вместо передаточной функции
(7.17) получаем соответственно:

2,67Р1 (ya)3 + 3,42р2 (у®)2 + 2,67р3у® + р4

О®)4 + 2,67Р1 (ум)3 + 3,42р2 (у®)2 + 2,67р3у® + р4

[Р1 = (2а)1/8Д1/4О-1/4ГГ1/4],
(7-19)

3,23р2 (у®)4 4- 5,23р2 (у®)3 + 5,23р3 (у®)2 4~ 3,23р4уа -f- р2

(У®)5 4~ 3,23р2 (у®)4 4- 5,23р2 (ум)3 4* 5,23р2 (ум)2 4* 3,23р2ум 4" Р2

[р2 = (2а)1/10Л1/5а-1/5Г2-2/5],
(7.20)

а вместо выражения (7.18) для дисперсии ошибки —

выражения

= 0,64 (2а)1/8 ГГ1/4Л1/4о7/4+ В2, (7.21)

Г\о = 0,63 (2а)1/10 7’2’2/5Л1/5а9/5 4- В2. (7.22)

Отметим, что степень астатизма фильтра все повышает¬

ся, а ошибки все меньше и меньше зависят от характе¬

ристик полезного сигнала.

В результате расчета установившегося режима для

задачи определения скорости [при простейшей аппрок¬
симации передаточной функции объекта выражением
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(2.4)] получаем следующие выражения для передаточ¬
ной функции фильтра и установившейся дисперсии
ошибки:

к (Йй — (2Р2> + Р3)
2р (/(0)2 2р2/О + р»

’ (7.23)

7)г,0 = 3(2а)1/2Ло. (7.24)

Интересно, что ошибки в скорости в равной степени за¬

висят и от мощности полезного сигнала и от мощности

помехи.

Если желательно непрерывно обеспечивать режим

работы, близкий к оптимальному, начиная с момента

начала движения, то вычислительное устройство целе¬

сообразно выполнить в виде трех блоков, последова¬
тельно подключаемых на выход

~~

значитель-

ошибок

процес-
ограни-
фильт-
четвер-

(см. рис. 6.9). Если же

допустимо
ное увеличение
в «переходном
се», то можно

читься только

рами третьего,
того или пятого поряд¬
ка с передаточными
функциями (7.17),
(7.19) или (7.20).

Динамические свой¬

ства стационарных оп¬

тимальных фильтров
определяются в первую
очередь частотой сре¬

за (о0. Частота среза очень мало зависит от параметров
сигналов, в частности от ст (рис. 7.3). По-видимому, в

большинстве случаев величина со0 меняется в пределах

10"3 — < с°° < IO’2 . По величине TQ= 1/со0 можно

судить о быстродействии стационарного фильтра.
Для работы навигационной системы в режиме управ¬

ления по координате выражения (7.17), (7.19) ипи

(7.20) представляют собой передаточные функции зам¬

кнутой системы. В этом случае передаточные функции
фильтра пересчитываются по формуле (3.13). Используя
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соответствующие выражения для передаточных функций
объекта (2.4), (2.5) или (2.6), получаем следующие пе¬

редаточные функции фильтров:

к} (до) = 2р/ю+ 2р2+ -g- [р = (2а)1/6 А1/Зо-1/3], (7.25)

/С* (/о)) — 2,67 [pj1\ (/о)2 + р1/<о(1 + 1

—рз (1,29 —|—Р17\)
Pi О 4"6,37р171) 0,37р4

О)2
(7.26)

[Р1 = (2а)1/8Л1/4о-1/4Л-1/4],
К} (/со) = 3,23 [р2 /

2 (И3+ (Р2Л + 1,62р2Г2) (/оз)2 +

+ Р2(1 + 1,62р271 + 1,62р2Г2)/со-г
+ р2(1,62 + 1,62р2Л + р^)+

, р^(1>62 + р271+0,31р^) р2 (1-|-0,31р27\)
/(О (/(О)2

[р2 = (2а)1/10Л1/5о1/5Г22/5].

(7.27)
0,31р^
(До)3.

Эти законы управления могут быть легко реализованы.
Дисперсии отклонений координаты от программы опре¬
деляются соответственно выражениями (7.18), (7.21)
и (7.22).

7.3. Установившийся режим
для случая смешанного движения

Ограничимся рассмотрением только установившегося
режима. Для нахождения передаточной функции фильт¬
ра будем использовать метод логарифмических характе¬
ристик. В соответствии с выражением (2.44) кривые со¬

ставляющих условной спектральной плотности полезного

сигнала для случая смешанного движения имеют такой

вид, как показано на рис. 7.4 пунктирными линиями 1
и 2. Их сумму изображает сплошная линия. В резуль¬
тате получаем три характерных варианта взаимного рас¬
положения кривых спектральных плотностей (рис. 7.5, а,

б, в). На всех графиках штрих-пунктирными линиями

показаны продолжения участков кривых в сторону низ¬

ких частот. Рассмотрим варианты последовательно.
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1. Особенностью варианта является то, что кривая

условной спектральной плотности полезного сигнала не

пересекает штрих-пунктирную линию — спрямленную

кривую спектральной плотности составляющей движе¬
ния со стационарной скоростью. Такое положение будет
иметь место, если выполнено условие

2рС2 > . (7.28)

При решении задачи методом логарифмических харак¬
теристик используются спрямленные кривые спектраль¬
ных плотностей. Поскольку в рассматриваемом случае

действительная кривая
условной спектральной
плотности вписывается в

спрямленную, то переда¬
точная функция опти¬

мального фильтра по-

прежнему определяется;
по спрямленной кривой,
т. е. имеет вид (6.59),
причем относительные от¬

клонения от оптимально¬

сти будут еще меньши¬

ми, чем в задаче со ста¬

ционарной скоростью. Та¬
ким образом, получается, что добавление составляющей,
соответствующей движению со стационарным ускоре¬

нием, не меняет свойств стационарного фильтра, если

при решении учитывать только недетерминированные
составляющие. Однако следует иметь в виду, что пере¬
даточная функция (6.59) не обеспечивает асимптотиче¬

ской несмещенности относительно детерминированной
составляющей добавочная компонента диспер¬

сии ошибки будет равна:

(7.29)

где С? —дисперсия случайной величины с2. Если жела¬

тельно устранить эту ошибку, то передаточную функцию
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(6.59) можно заменить на

КАМ
(2р у) (/со)2 + 2,о/со (р + v) 4- 2р2у

(усо 4- у) [(до)2 4- 2р/со 4- 2р2] (7.30)

Здесь v произвольно, но должно удовлетворять условию

v^Cp. В этом случае дисперсия ошибки по-прежнему

будет определяться выра¬
жением (6.63).

2. Особенность этого ва¬

рианта заключается в том,

что локальные свойства кри¬
вых Srr(co) и Snn((o) вблизи
точки их пересечения оста¬

ются теми же, что и для

случая движения со стацио¬

нарной скоростью, однако

кривая действительной ус¬
ловной спектральной плот¬

ности не вписывается в

спрямленную. Это имеет ме¬

сто, если выполняются усло¬
вия:

2�С2<^-,
(2р)3/2С3> 2аД2ст.

О)

Поскольку локальное пове¬

дение кривых вблизи точки

их пересечения не меняется,

то метод логарифмических
характеристик по-прежнему
приведет к выражению
(6.59). Однако так как здесь

в области низких частот кри¬
вая спектральной плотности

полезного сигнала идет вы¬

ше расчетной, то можно ожи¬

дать, что ошибки от использования метода могут быть
значительными. Оценим, до каких пределов можно не

учитывать составляющую, соответствующую движению
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со стационарным ускорением. Приращение дисперсии
ошибки, обусловленное составляющей движения со ста¬

ционарным ускорением, при передаточной функции
(6.59) оказывается равным:

■ Л2 (2р + а)

4р3 (2р2 + 2ар + а2)
' (7.32)

При а<р (это условие всегда выполняется для такого

расположения кривых спектральных плотностей, как по¬

казано на рис. 7.5, б) относительная величина прираще¬
ния приближенно равна:

AZ)r А2 а

Dr
~

а�С2 4р
•

Для рассматриваемого случая первый сомножитель

больше единицы, второй — меньше единицы. Если выра¬
жение (7.33) меньше единицы (это соответствует увели¬
чению среднеквадратичной ошибки не более чем на

40%), то составляющую движения со стационарным ус¬

корением можно не учитывать ни при построении опти¬

мального фильтра, ни при расчете ошибок. Фильтр с

передаточной функцией (6.59) остается близким к опти¬

мальному, более сложному фильтру даже при больших

значениях Л2, чем это следовало бы из формулы (7.33).
3. Этот вариант характерен тем, что локальное пове¬

дение кривых Srr (со) и Snn(co) вблизи точки пересече¬
ния А то же, что и в случае движения со стационарным

ускорением, причем составляющая, соответствующая
движению со стационарной скоростью, проявляется толь¬

ко при достаточно высоких частотах [точка перелома В

кривой Srr(co) лежит правее точки пересечения Л]. Та¬

кое положение имеет место, если выполнены условия

2рС2 < ~, (2р)3/2 С3 < 2аД2о. (7.34)

В этом случае оптимальное решение совпадает с реше¬
нием для движения со стационарным ускорением: пере¬
даточная функция фильтра определяется выражением

(7.17), а дисперсия
—

выражением (7.18). Составляю¬
щую, соответствующую движению со стационарной ско¬

ростью при условиях (7.34), можно с самого начала ис¬

ключить из рассмотрения.



ГЛАВА 8

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИГНАЛОВ

ИЗМЕРИТЕЛЯ СКОРОСТИ И АКСЕЛЕРОМЕТРА

Задачи оптимального преобразования сигналов из¬

мерителя скорости и акселерометра характерны тем, что

преобразованию в вычислительном устройстве подлежит

не сам полезный сигнал, смешанный с помехой, а его

первая производная или сумма второй производной и

самого полезного сигнала. Общие свойства помехи в вы¬

ходном сигнале акселерометра зависят от способа ста¬

билизации его оси, поэтому рассматриваются раздельно
задачи преобразования сигнала в астроинерциальной и

гироинерциальной системах. Для всех задач составля¬

ются в полном виде интегральные уравнения. Однако

практически решения находятся с использованием или

разложения корреляционных функций в ряды, или ме¬

тода логарифмических характеристик. В результате ре¬
шения задачи преобразования сигнала измерителя
скорости получается, что, за исключением начального

интервала времени, простое интегрирование дает резуль¬
таты, достаточно близкие к оптимальным (операция ин¬

тегрирования сама по себе обеспечивает требуемую
фильтрацию помехи). Свойства оптимального преобразо¬
вания сигнала акселерометра существенно зависят от

величин коэффициентов при детерминированных со¬

ставляющих и времени работы системы: для малых ин¬

тервалов времени при точно известных начальных усло¬

виях оптимальный фильтр близок к шулеровскому кон¬

туру, при больших ошибках в начальных условиях

фильтр получается таким, как в случае позиционного из¬

мерителя; для больших интервалов времени оптимальный
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фильтр представляет собой слабо демпфированное ко¬

лебательное звено. В этой главе и далее исследование

проводится только для случая движения со стационар¬
ной скоростью.

8.1. Преобразование сигнала измерителя скорости

В вычислительное устройство помимо априорных дан¬
ных непрерывно поступает сигнал измерителя скорости

х (f) = s (/) + п (0- (8.1)

Предполагается, что измеритель скорости измеряет аб¬

солютную скорость (относительно поверхности Земли).
В противном случае (например, когда измеритель пред¬
ставляет собой датчик воздушной скорости) вместо s(t)
в выражение (8.1) входила бы только составляющая

относительной скорости. Ошибка измерителя ti(t) вклю¬

чает две составляющие:

n(Z) = /z1(Z) + /z2(/), (8.2)
где П1(/)—белый шум интенсивности о2, a n2(t)—мед¬
ленно меняющаяся («систематическая») составляющая.

Их корреляционные функции имеют вид:

ЯЛ1Я1(Тр t2)=a2d(T1-T2), Rn^v = (8.3)

При работе навигационной системы в индикаторном
режиме выходные сигналы вычислительного устройства
формируются следующим образом:

q (/) = т (t) z(i), z(t) = J Ws (/, т) x (r) dx\
о

t

p(/) = ш(/) +^ (^), ^(/)=j Wv (/, t) x (t) dx.

о

Интегральные уравнения для искомых импульсных пере¬
ходных функций имеют вид:

t

J W(/, Т2)[С2£-^ T1_T2l + Ti~T2l-|_

-h o2d (Tj — т2)] dx2 = Z(t, tj) (8.5)

(О < 4 < /),

(8.4)
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где для задачи определения координаты

(8-6)

(8-7)

Zs (t, т,) = %w(/) С? +--^(2 - е^х‘ - е-р('-т')),

>?>(/) = /_ j ws(t, x)dx,
О

а для задачи определения скорости

Zv (л Т1) = (t) С\ + С2е"р (,-Т1),

^>(0 = 1- J Wv(t, x)dx.
о

Заметим, что Со не входит в интегральное уравне¬
ние, следовательно, как и можно было ожидать, вели-

чина Со войдет в качестве слагаемого в выражение дис¬

персии ошибки в координате и не войдет в выражение

дисперсии ошибки в скорости.
Рассмотрим сначала случай, когда В = 0. Недетерми¬

нированная составляющая входного сигнала xz(/) ста¬

ционарна, ее спектральная плотность имеет вид:

^-(®)=^т+ ^. (8-8)

Следовательно, к интегральному уравнению (8.5) сле¬

дует применить оператор

В результате для искомых импульсных переходных
функций получаем неоднородные дифференциальные
Уравнения:

(8.10)
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Решения уравнений записываются следующим

(Л Т) = £ A<1S} (t) е^х + 2p2<fpC2 ,

Wv(t, т) = У А{Р (/) е^х Ч ,

£ Р2 + ^-

образом:

(8-И)1

где и &— корни уравнения

(8.12)

Во всех случаях, представляющих практический инте¬

рес, выполняется условие

2 _2С2
0 «т- (8.13)

Общий смысл этого неравенства (измеритель скорости

предполагается достаточно точным) ясен непосредствен¬
но. Однако это неравенство допускает и более конкрет¬

ную интерпретацию: простое интегрирование сигнала из¬

мерителя скорости дает на достаточно большом интер¬
вале времени более точные результаты, чем счисление

пути в режиме памяти при точно известной предыстории

(см. § 5.3). При выполнении условия (8.13) можно за¬

писать приближенно:

[р = (2р)1/2 £] • (8.14)

Неизвестные ЛД/) и %(•/) определяются из четырех

уравнений, получающихся из условий тождественного

удовлетворения интегрального уравнения (8.5).
Результаты численного решения

—

кривые средне¬

квадратичной ошибки в координате при конкретных ис¬

ходных данных
—

приведены на рис. 8.1. Для всех слу¬
чаев характерно монотонное нарастание ошибки. Сна¬

чала скорость роста относительно велика: ошибки сов¬

падают с ошибками навигации по априорным данным

(для сравнения на рис. 8.1 пунктиром показаны соот¬

ветствующие кривые, перенесенные с рис. 5.1). Затем,
когда сглаживание флюктуационной составляющей



§ 8.1] ИЗМЕРИТЕЛЬ СКОРОСТИ 257

ошибки становится эффективным, ошибки растут мед¬
леннее. При больших значениях t скорость роста опре¬
деляется в основном постоянной ошибкой измерителя
скорости.

Для получения решения на начальном этапе целесо¬

образно использовать приближенные выражения корре¬
ляционной функции полезного сигнала и составляющей

Рис. 8.1.

помехи п2(/), полученные в результате разложения в

ряд [выражения (6.23)]. В этом случае вместо интеграль¬
ного уравнения (8.5) получаем для задачи определения

координаты

a2Ws(t, T) = XW(/)C14-[^)(O— (8.15)
а для задачи определения скорости

т) = ^)(/)СГ4-[Х(г')(^)—1]S2. (8.16)

Примем, что С2 > В2 [это неравенство имеет тот же

смысл, что и (8.13)]. Тогда В2 можно исключить из вы¬

ражений (8.15) и (8.16). При этом в выражения диспер¬
сий ошибок войдут соответствующие слагаемые, пропор¬
циональные В2. Из соотношений (8.15) и (8.16) полу¬
чаем:

Ws(t, т) =
C^t

а2 + 6*1^
»

17 И. Б. Челпанов
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Отметим, что текущая оптимальная оценка координаты

получается не интегрированием оценки скорости (схема,
приведенная на рис. 5.3, не годится). Для дисперсий
ошибок в координате и скорости получаем выражения:

Os^C2o+B2t2+^, =

(8.18)

При наложении условия несмещенности (Ci—>оо) из

выражений (8.17) и (8.18) находим:

IFS(U)3=1, =

Ds(t) = Co-\-B2t2-\-o2t, Dv(t)= B2+ ^-.
(8.19)

Продолжительность «переходного процесса» опреде¬
ляется постоянной времени

Г = 1-(2|3)-1/2-^. (8.20)

При Г^>Т оптимальный фильтр становится стационар¬
ным; установившийся режим характеризуется нарастаю¬
щей дисперсией ошибки в координате и постоянной ди¬

сперсией ошибки в скорости. Передаточные функции
стационарных фильтров, найденные методом неопреде¬
ленных коэффициентов (см. § 3.4), имеют вид:

= КМ^=^- (8.21)

Дисперсии ошибок в установившемся режиме при у = 0

определяются выражениями

(0 = °2/ + +в^2' D*°= °2р+в2- (8>22)

Обычно при счислении координаты по сигналу изме¬

рителя скорости осуществляют просто операцию инте¬

грирования [Ks(у<о) = -У . В этом случае получаем:

£>Д/) = (Л + Со+ B2t2. (8.23)

Первые слагаемые выражений (8.22) и (8.23) разли¬
чаются малог так как р>р. Таким образом, в задаче
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определения координаты простое интегрирование сигна¬

ла измерителя скорости (при этом обеспечивается пол¬

ная инвариантность относительно полезного сигнала)
дает результаты, достаточно близкие к оптимальным.

В то же время в задаче определения скорости фильтра¬
ция флюктуационной составляющей ошибки существен¬
но необходима (полная инвариантность по отношению

к полезному сигналу невозможна). При учете неравен¬
ства (8.13) получаем следующее приближенное выраже¬
ние для установившейся дисперсии ошибки в скорости:

£>„o = (20)1/2Ca+£2. (8.24)

Если учесть медленное изменение «систематической»

составляющей ошибки (у#=0), то выражения оптималь¬

ных передаточных функций и дисперсии ошибки в ско¬

рости практически не изменяются. Иным будет только

выражение дисперсии ошибки в координате: вместо вы¬

ражения (8.23) получим:

Ds(0 = о2/ + Со+ [/ +у (1 - *"*)] • (8-25)

В реальных системах для сокращения рабочего диа¬

пазона интегратора по входу перед ним включают

фильтры с большими постоянными времени. Рассмотрим,
к чему приводит замена простого интегратора звеном

с передаточной функцией

/0,^+ 1)
■ (8 26)

В этом случае, во-первых, возникает дополнительный

переходный процесс с постоянной времени а во-вто¬

рых, появляется постоянная добавка к дисперсии ошиб¬

ки в установившемся режиме

9 9 9 3Л
ADi0= C?7'?+TT1^T-G^i. (8-27)

При больших значениях t и не слишком больших зна¬

чениях 7\ относительный удельный вес этой добавки не¬

велик.

17*
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Для случая работы навигационной системы в режиме

управления по координате в результате пересчета пере¬
даточной функции замкнутой системы по формуле (3.13)
приходим к требованию

K*s (/со) = K*s -> оо. (8.28)

Таким образом, в этом случае желательно, чтобы весь

контур управления представлял собой возможно более

точную следящую систему. Однако практически нет не¬

обходимости вводить очень большой коэффициент уси¬
ления через обратную связь. Рассмотрим, каковы будут
ошибки системы, если/G(/со) = Ks—конечная величина.

В этом случае вместо выражения (8.23) при больших
значениях t справедливо выражение

« =УУ
’

+В!«+(УУУ‘+У■'

(8.29)

Величину /С* следует выбирать такой, чтобы второе сла¬

гаемое оставалось меньше первого.
Для случая работы навигационной системы в режиме

стабилизации скорости получаем:

(8-3°)

8.2. Преобразование сигнала акселерометра
астроинерциальной системы

В вычислительное устройство поступает сигнал аксе¬

лерометра, ось чувствительности которого расположена
в начальный момент горизонтально (с точностью до

ошибки выставки). При движении объекта ось акселе¬

рометра удерживается с помощью визирных устройств,
снабженных фотоследящими системами, в неизменном

положении относительно инерциальной системы коорди¬
нат и, следовательно, поворачивается относительно те¬

кущей вертикали. Для астроинерциальной системы ха¬

рактерно, что ошибку акселерометра можно считать ста¬



§ 8.2] АСТРОИНЕРЦИАЛЬНАЯ СИСТЕМА 261

ционарной (см. § 2.8). Выражение выходного сигнала

акселерометра имеет вид:

х (Z) = s (/) -|- Q2s (/) -|- пх (/) + /г2 (0> (8.31)

где Q — частота Шулера (Й = 1,24- 10~3 1/сек), П1(/) —

флюктуационная составляющая ошибки, п2(0—«систе¬
матическая» (медленно меняющаяся или постоянная)
составляющая. Статистические свойства ошибки опре¬

деляются корреляционными функциями

T2)=q2^(T1 ^2)’ ^л2/г3(Т1’ Т2) = V ' Т1 (8-32)

При аналитическом рассмотрении астроинерциаль-
ных систем традиционными являются два подхода.

1. Из двух первых слагаемых сигнала (8.31) полез¬

ным считается второе, а первое рассматривается как по¬

меха. Такая точка зрения обычна в морской навигации,

где характерны малые ускорения движения основания,
на котором находится прибор. В этом случае влияние

ускорений можно сравнительно легко уменьшить до до¬

пустимого уровня, увеличивая постоянные времени при¬
боров до нескольких минут. Поэтому до последнего вре¬

мени в морской навигации распространены короткопе¬

риодические и апериодические вертикали, используемые
в качестве базы для астроориентации. При этом подходе

астроинерциальная система рассматривается по суще¬

ству как вариант позиционного измерителя.
2. Из двух первых слагаемых выражения (8.31) по¬

лезным считается первое, а второе рассматривается как

медленно меняющаяся помеха. Эта точка зрения рас¬
пространена в ракетной технике, где действующие уско¬
рения велики, а продолжительность работы системы

мала. Основной задачей вычислительного устройства
в этом случае считается операция двойного интегрирова¬
ния. При этом прибор, естественно, теряет свойства по¬

зиционного измерителя: начальные ошибки в координа¬
те и скорости дают нарастающие ошибки счисления пути.
Усложнение системы введением обратной связи (при
этом система превращается в шулеровскую) обеспечи¬
вает «автокомпенсацию» второго слагаемого, т. е. дает

полную инвариантность относительно закона движения
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основания. Однако в этом случае ошибки от начальных

ошибок если не возрастают, то и не затухают.

Подход к задаче с позиций теории преобразования
случайных сигналов позволяет определить границы, до

которых эти точки зрения можно считать правильными.
Ниже рассматривается только задача определения ко¬

ординаты.
Выходной сигнал навигационной системы формирует¬

ся следующим образом:

q(t) = + z(/)—J* W(t, x)x{x)dx. (8.33)
о

Корреляционная функция сигнала х(/) и взаимно кор¬

реляционная функция сигналов х(/) и s(Z) имеют вид:

Дх(ТР Т2) = Д^ (ТР Т2)+ £22[^^(тр Т2) +ДУ (тр Т2)] +
+ Й4ДДТР Т2)+ДЛ(ТР ДЦ-ДД^Р Т2) =

= Q4 (с2 pj-) + min (тр т2)+

+ Q2c2(i +
- р2С2 (1 + и.-г21 + (2рС2+ о2) д (т, - т2)+

(8.34)

Дх (тр т2) = Д ? (тр Wss (тр ^2) =

— й2{Д)+ ОГ1Т2 + _[г[2т2+у(— 1 +(1 +-|г)^_|3т‘ +

+<Н*>-(1 |. (8.35)

Считается, что акселерометр включается в момент

/=+0 (движение начинается в момент t = —0). Физи¬
чески это соответствует предположению, что в момент

старта и на интервале установления скорости (этот ин¬

тервал считается пренебрежимо малым) акселерометр
оставался выключенным. В этом случае принимается, что

начальная скорость (строго говоря, в момент времени
1 = +0) вводится от посторонних источников информации
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и ее ошибка характеризуется дисперсией Сь В реаль¬
ной системе начальная скорость может быть получена

от той же инерциальной системы, работающей в режиме
интегрирования больших ускорений.

Решение интегрального уравнения оптимального

фильтра при корреляционных функциях (8.34) и (8.35)
может быть осуществлено обобщенным методом Заде —

Рагаззини (§ 3.2). Будем считать «систематическую» со¬

ставляющую ошибки постоянной (примем у = 0). В этом

случае к интегральному уравнению следует применить
дифференциальный оператор

В результате для искомой импульсной переходной функ¬
ции получаем дифференциальное уравнение четвертого
порядка:

Практически всегда выполняется условие о2<С2|ЗС2. Ре¬
шение уравнения (8.37) имеет вид:

4

W(t, т)= 2 (8.38)
Г = 1

где —

корни уравнения

+w)+ ^2(2Q2-fi-) + Q4 = 0- <8-39)

Постоянные At и множители А,;, входящие в интеграль¬
ное уравнение, находятся из условия его тождественного

удовлетворения.
Результаты численного расчета среднеквадратичной

ошибки в координате при оптимальном преобразовании
сигнала акселерометра представлены на рис. 8.2. В целом

характер изменения ошибок тот же, что и у позицион¬
ного измерителя (ср. с рис. 6.1). На начальном этапе

ошибки совпадают с ошибками счисления пути по апри¬
орным данным; при достаточно больших значениях t

среднеквадратичные ошибки стремятся к установивше¬
муся значению, не зависящему от начальных условий.



264 ИЗМЕРИТЕЛЬ СКОРОСТИ И АКСЕЛЕРОМЕТР [ГЛ. 8

Две крайние кривые, одна из которых соответствует точ¬

но известным начальной координате и начальной скоро-

сти (Со=О, С1 = 0), а другая соответствует преобразовав
нию, несмещенному относительно детерминированных

составляющих полезного сигнала (С0->оо, С]->оо), оп¬

ределяют пределы изменения среднеквадратичных оши*

бок при произвольных Со и Ci. Как и в случае позици¬
онного измерителя, предельные кривые сближаются с уве¬
личением t. Однако масштаб времени здесь существенно
иной. Если при типичном для самолета позиционном

измерителе «переходный процесс» заканчивается за сот¬

ни секунд, то у типичной астроинерциальной системы он

затягивается до 105 сек. Это означает, что для астро¬
инерциальной системы обычно такое положение, когда
точность установки начальных условий имеет значение

в течение всего времени движения объекта, а установив¬
шийся режим так и не достигается. По-видимому, рас¬
смотрение установившегося режима может представить

интерес только для корабельных инерциальных навига¬

ционных систем.
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Для расчета оптимального фильтра на начальном

этапе (при /<1/0) будем использовать приближенные
выражения корреляционных функций, получающиеся по¬

сле разложения последних в ряды по степеням п и т2.

Считая р малым параметром, ограничимся слагаемыми

первого порядка малости. Получаем:

#xr(Tl’ т2) ~ Q4(?0+ Q4C?T1T2 — PQ2C>2 (Tl + T2) +•

+ 2pQ2C21 т, — т21 + (2pC2 + о2) 6 (Tj — т2), (8.40)

T2)«Q2q+Q2C2T1T2-pC2T2. (8.41)

Здесь и в дальнейшем считаем, что «систематическая»

ошибка отсутствует (В = 0). Заметим, что здесь нельзя

ограничиться слагаемыми нулевого порядка малости

(как при рассмотрении позиционного измерителя), по¬

скольку при этом задача теряет свою специфику и, как

будет ясно из дальнейшего, получаются существенно не¬

верные результаты. Применим к интегральному уравне¬
нию, в которое подставлены выражения (8.40) и (8.41),
дифференциальный оператор

Получим дифференциальное уравнение второго порядка:

11 1
j2 \ d2^_ 1_ 002 — 0 (8.43)1 '

2�С2) dx* 1

Его решение имеет вид:

W (/, т) — Ах (Z) cos lx Д- А2 (/) sin Ед, (8.44)
где

£ _ Q ( 2 + 4рС2 ) (8.45)

При условиях р<й и о2<^2рС2 приближенно получаем:

(8.46)

Таким образом, искомый фильтр представляет собой не¬

демпфированное колебательное звено, собственная ча¬

стота которого, вопреки тому, что можно было ожидать,



266 ИЗМЕРИТЕЛЬ СКОРОСТИ И АКСЕЛЕРОМЕТР [ГЛ. 8

не равна частоте Шулера. При приведенных упрощениях
постоянные ДД/) и A2(t), которые должны быть опре¬
делены из условия тождественного удовлетворения инте¬

грального уравнения, не могут быть получены в общем
виде.

При достаточно малых значениях t (при t< 1/Q) ис¬

комая импульсная переходная функция (8.44) может

быть аппроксимирована линейной функцией

т) = Д(/) + Д(/)т. (8.47)

Можно ожидать, что это выражение может быть полу¬

чено из интегрального уравнения путем его дальнейшего

упрощения. Действительно, сохранив в выражениях

(8.41) и (8.40) слагаемые нулевого порядка малости, а

также слагаемое (2рС2 + о2)б(т1— тг) в выражении

(8.40), получим следующее интегральное уравнение:

(2рС2+о2) J W (t, т2) 6 (тх— т2) dx<2 = Z (t, tJ, (8.48)
о

где

z(/, (8.49)

\ Д) = Q2

t

1—Q2 j W(t, x)dx
о

t

— Q2 J rU7(Z, x)dx
0

(8.50)

Вид интегрального уравнения в точности тот же, что и

в задаче преобразования сигнала позиционного изме¬

рителя на начальном этапе (см. § 6.2), причем роль ин¬

тенсивности помехи играет сумма (2рС2+'а2). Следова¬
тельно, на малых интервалах времени астроинерциаль-
ная система обладает свойствами позиционного измери¬
теля. Этот вывод соответствует той точке зрения, что

в сигнале (8.31) акселерометра «полезным» является

второе слагаемое.
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При наложении условий несмещенности относитель¬

но детерминированных составляющих полезного сигна¬

ла (С0->оэ, Cj ->оо) получаем:

!)• <8.51)

Дисперсия ошибки в этом случае приближенно равна:

(8.52)

Важной качественной особенностью задачи является

то, что дисперсия ошибки не обращается в нуль при
а = 0: задача оптимального преобразования сохраняет
смысл и при отсутствии оши¬

бок источника информации.
Роль интенсивности допол¬

нительной «помехи» играет
величина М= 2рС2. Как вид¬

но из рассмотрения рис. 8.3,
на котором в логарифмиче¬
ской шкале изображена кри¬
вая спектральной плотности

ускорения движения объек¬
та (кривая имеет такой вид
только для используемой
модели движения со стацио¬

(со)

белого

О

нарной скоростью), N пред¬
ставляет собой интенсивность эквивалентного

шума (при <о^>р ускорение обладает свойствами белого

шума). При этом на малых интервалах времени этот

шум можно приближенно считать некоррелированным с

полезным сигналом [/?5у (тр т2)^0]. Как было отмечено

выше, практически всегда выполняется условие а2<С2рС2,
т. е. уровень ошибок измерения ускорений ниже уровня
самих ускорений. Поэтому при наложении условий
Со—>сю и С\—>оо, т. е. при больших ошибках в началь¬

ной координате и скорости, ошибки системы опреде¬
ляются исключительно уровнем ускорений движения

объекта. Только при малых ускорениях (неподвижный
надводный корабль, подводная лодка) дополнительная
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«помеха» мала и, следовательно, существует возмож-

ность быстрого определения достаточно точных значе¬

ний координат астроинерциальной системой.

Если скорость движения пренебрежимо мала (за
время t координата практически не изменяется), а на¬

чальное значение координаты известно
•

с низкой точ¬

ностью, то вместо двух условий несмещенности можно

ввести условия Со—>оо, Ci = 0. В этом случае вместо вы¬

ражений (8.51) и (8.52) получаем:

= (8.53)

Ds(f)~ -^г(2|ЗС2+ а*). (8.54)

Следует иметь в виду, что для достаточно малых

интервалов времени может оказаться неприемлемой ис¬

пользуемая аппроксимация спектральной плотности ус¬

корения. В частности,

существенное значение

могут иметь линейные

ускорения, возникаю¬

щие в результате угло¬
вых колебаний объек¬
та. Примерный вид из¬

менения спектральной
плотности ускорений с

учетом этого фактора
показан на рис. 8.4

(пунктиром показан

вид кривой при учете только случайных изменений ско¬

рости). Если со*/<1, то уточнение сведений о спектраль¬
ной плотности ускорений необходимо, если со*/>1, то

можно оставаться в рамках прежних упрощенных пред¬
ставлений.

После начального этапа может быть легко рассчи¬
тан установившийся режим. Для установившегося ре¬
жима оптимальное преобразование стационарно, а дис¬

персия ошибки постоянна. Полюсы передаточной функ¬
ции оптимального фильтра представляют собой корни
уравнения (8.39), имеющие отрицательные веществен¬

ные части. В зависимости от соотношения между пара-
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метрами сигналов и соответственно от взаимного рас¬

положения кривых условных спектральных плотностей

полезного сигнала и приведенной помехи оптимальный

фильтр обладает разными свойствами. Всего возможно
пять вариантов (рис. 8.5). Рассмотрим их последова¬

тельно.

1) � < Q, о2 < 2рС2. (8.55)

Этот случай (так же, как и последующий) харак¬
теризуется относительно высокой точностью инерциаль¬
ной системы. Корни уравнения (8.39), имеющие отрица¬
тельные вещественные части, приближенно равны:

^2«Q(-v±/) [v = l(2p)-1/2-^]. (8.56)

Передаточная функция оптимального фильтра имеет

вид:

rz / . v 2vQ/co-p Q2
Л =

Й2 [(/(О)2 + 2vQ/(o + Q2]
* (8.57)
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Таким образом, оптимальная система представляет

собой колебательное слабо демпфированное звено с соб¬

ственной частотой, равной частоте Шулера. Это звено

легко реализуется на аналоговых элементах по обычной

схеме (рис. 8.6). Обратная связь (изображенная на схе¬

ме электрической) может быть выполнена также меха¬

нически (акселерометр поворачивается на угол, пропор¬
циональный выходному сигналу второго интегратора).

Рис. 8.6.

При этом получается классический вариант демпфиро¬
ванной астроинерциальной системы. Интересно, что

именно такой способ осуществления демпфирования
(введена дополнительная цепь, обходящая второй инте¬

гратор) ранее был предложен (см., например, [30]), ис¬

ходя только из требования астатизма второго порядка.
Здесь же такая структура получается только из требо¬
вания минимума дисперсии ошибки.

Установившаяся дисперсия ошибки приближенно
равна:

(8.58)

Как и следовало ожидать, установившаяся дисперсия
ошибки уменьшается с уменьшением о. Однако это все¬

гда связано с увеличением постоянной времени

Г = (2р)1/2-^-. (8.59)

2) р>Й, о2 < 2рС2, ро2 < 2Й2С2. (8.60)
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Корни уравнения (8.39), имеющие отрицательные ве^

щественные части, приближенно равны:

v±/) [v==i(2P)1/2-J]- (8-61)

Передаточная функция оптимального фильтра имеет вид

(8.57), а установившаяся дисперсия ошибки приближен¬
но равна:

1/2

-Со. (8.62)Q2

Качественные особенности системы оказываются теми

же, что и для варианта 1).

3) �>Q, о2 > 2рС2. (8.63)

Этот случай (так же, как и последующие) имеет ме¬

сто при относительно низком уровне ускорений движе¬
ния объекта. Единственный отрицательный корень урав¬
нения (8.39), представляющий интерес, приближенно
равен:

li~-p [р = 2Й2(2бГ1/2-|]. (8.64)

Передаточная функция фильтра в этом случае имеет

первый порядок:
= (8-65)

Дисперсия установившейся ошибки приближенно равна:

2(2^1 Со (8бб)

Таким образом, в этом случае оптимальная система да¬

лека от шулеровской и не является асимптотически не¬

смещенной относительно детерминированной составляю¬

щей полезного сигнала. Если желательно получить не¬

смещенность, то передаточную функцию (8.65) следует
заменить на

К (Jot) =
(Р. -^.+£Н , (8.67)У ’ (J® + Р) (7® + р)

v '

где ц.<Ср. Быстродействие фильтра оказывается низким

и определяется постоянной времени Т=1/р.

4) Р < й, о2 > 2рС2, (8.68)
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Корни уравнения (8.39), имеющие отрицательные ве¬

щественные части, приближенно равны:

|1>2«р(-1±/) [p = Q(4)1/4C1/2<T-1/2]. (8.69)

В этом случае получаем:

К^= №)^рС+ 2р-
' (870>

<871>

Оптимальный фильтр существенно отличается от шуле-

ровской системы и обладает теми же свойствами, что и

при позиционном измерителе (см. § 6.3). Быстродействие
фильтра, как и в предыдущих случаях, определяется
большой постоянной времени

7' = Д(|)_1/4С“,/2о1/2. (8.72)

5) р > Й. о2 < 2рС2, ро2 > 2Й2С2. (8.73)

В этом случае меньший по абсолютной величине ко¬

рень уравнения (8.39) определяется выражением (8.64).
Свойства оптимального фильтра в основном те же, что

и у варианта 3).
Таким образом, в установившемся режиме оптималь¬

ный фильтр никогда не превращается в недемпфирован¬
ную шулеровскую систему. При относительно высоком

уровне ускорений движения основания оптимальная си¬

стема является колебательной и близка к шулеровской,
при низком — становится апериодической.

Для среднего интервала времени, на котором при¬
ближенные выражения (8.40) и (8.41) уже не годятся,

а установившийся режим не достигнут, не удалось полу¬
чить компактных выражений для импульсной переход¬
ной функции и дисперсии ошибки. Численные расчеты
показывают, что при относительно больших значениях

Со и Ci общий характер изменения среднеквадратичной
ошибки сохраняется тем же, что и на начальном этапе —

ошибки убывают (не обязательно монотонно; рис. 8.2).
Интересно отметить, что при уменьшении а на большом
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Рис. 8.7.

интервале времени ошибки не меняются, а происходит

просто затягивание «переходного процесса» (рис. 8.7).
Это означает, что при больших ошибках в выставке на¬

чальных условий точ¬

ность самой инерциаль¬
ной системы практиче¬
ски не влияет на точ¬

ность выработки вы¬

ходных данных.

При малых значе¬

ниях Со и Ci на всем

интервале «переходно¬
го процесса» ошибки

системы начинают су¬
щественно зависеть от

величины о. В предельном случае при Со = О иС1 = 0

среднеквадратичная ошибка монотонно растет от нуля
до установившегося значения. На рис. 8.8 представлены

зависимости от t среднеквадратичных ошибок оптималь¬

ного фильтра (кривая /) и недемпфированной шулеров-
ской системы с передаточной функцией

18 И. Б. Челпанов
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(кривая 2). Среднеквадратичная ошибка последней

неограниченно нарастает со временем. Однако на доста¬

точно большом интервале времени (0, /*) кривые прак¬
тически совпадают. Величина тем больше, чем мень¬

ше о. Отсюда следует, что распространенная точка

зрения о целесообразности применения -недемпфирован¬
ной шулеровской системы оказывается оправданной для

не слишком больших интервалов времени и при доста¬

точно точной выставке начальных условий.
Дисперсия ошибки недемпфированной шулеровской

системы, инвариантной по отношению к закону движе¬
ния объекта, с учетом постоянной ошибки акселерометра
определяется выражением [35]

С2
Ds (/) = Со cos2 Q/ + -qt sir}2 +

+i (2Z - isin 2Qz) +■& 0 -cos Qz)2- <8-75)

При малых значениях t (при t < приближенно по-

лучаем:

(8-76)

а при больших —

(8.77)

Если система предназначена для непрерывной рабо¬
ты в течение длительного времени, то близкой к опти¬

мальной будет простая схема с переменной структурой,
состоящая из двух звеньев: первое

— с передаточной
функцией (8.74), а второе

— с одной из передаточных

функций (8.57), (8.70) или (8.65). На рис. 8.8 штрих-
пунктирная кривая показывает изменение среднеквадра¬
тичной ошибки на выходе системы, кривая 3 — на выхо¬

де демпфированного звена, оптимального для устано¬
вившегося режима.

Предположим теперь, что астроинерциальная систе¬

ма работает в режиме управления. Ограничимся рас¬
смотрением случая, когда выполнены условия (8.55).
Тогда передаточной функцией замкнутой системы дол¬
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Жна быть функция (8.57). Используя простейшую ап¬

проксимацию (2.1) передаточной функции объекта, по

формуле (3.13) получаем очень простое выражение для

передаточной функции фильтра для замкнутой системы:

= (8.78)

Этот результат представляет большой интерес. Оказы¬

вается, чтобы получить в замкнутой системе затухающие
колебания с частотой Шулера и при этом получить пе¬

редаточную функцию (8.57), достаточно в автопилот в

качестве корректирующего сигнала ввести непосред¬

ственно сигнал акселерометра, ось чувствительности

которого стабилизирована в инерциальном пространстве.

Интеграторы, охваченные обратной связью, в этом слу¬
чае не нужны: шулеровский колебательный контур здесь

образуется всей замкнутой системой. Интересно, что

для получения меньшего коэффициента демпфирования
нужно увеличивать /С*, т. е. усиливать обратную связь

в замкнутом контуре управления. При достаточно боль¬

ших значениях /(* система становится практически не¬

демпфированной.
На своеобразие свойств инерциальной системы, ра¬

ботающей в режиме управления, обращалось внимание,

например, в работе [5], где было получено, что при вклю¬

чении инерциальной системы с демпфирующей связью

в замкнутую систему демпфирование исчезает. Резуль¬
тат, полученный выше, показывает, что демпфирование
в замкнутой системе достигается гораздо проще, чем это

можно было предположить.
В сигнале акселерометра, установленного на реаль¬

ном объекте, бывает сильно выражена высокочастотная

часть спектра. Выясним, к чему приведет использование

сглаживания этого сигнала фильтром первого порядка
с передаточной функцией:

rW=TS?+T- <8-79)

При том же передаточном коэффициенте (8.78) вместо

выражений (8.56) получаем следующие приближенные
выражения:

£b2 Q[- v ± у(1 -уЙГ)]. (8.80)

18»
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Отсюда следует, что влияние сглаживания на динамику

замкнутой системы будет малым, если будет выполнено

условие

2vQ7<<1. (8.81)

Та же оценка справедлива и по отношению к постоян¬

ной времени 7\ объекта при аппроксимации его пере¬
даточной функции выражением (2.2).

8.3. Преобразование сигнала акселерометра

гироинерциальной системы

В отличие от астроинерциальной системы в гироинер¬
циальной системе ошибка существенно нестационарна;
ее свойства определяются корреляционной функцией

*пп (Т1 ’ Т2) = °26 (Т1 — Тг)+ S0+ £?Т1Т2+

+ [2 min (тр т2) +1(— 1 + е-Ух'+ е~^— е~ч1 .

(8.82)

Первое слагаемое определяет стационарную часть (шум
акселерометра), второе

— ошибку в начальной выставке,
остальные — нестационарную часть, обусловленную ухо¬
дом гироскопа. Интегральное уравнение оптимального

фильтра решается, как обычно, обобщенным методом

Заде — Рагаззини. К интегральному уравнению опти¬

мального фильтра следует применить оператор

(8.83)

функция

(8.84)

В результате искомая импульсная переходная
записывается следующим образом:

6

it (л т)=2л((о«Ч
/ = 1.

где
—

корни уравнения

"+■ грс*") [2Й2 ^2— pipes’(Р2 + Y2)] +

+? (Q4_2Y2Q2 + Yg.+ + = 0 (8 85)
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На рис. 8.9 сплошными линиями изображены кривые

/ и 3 среднеквадратичных ошибок оптимальной гиро-

инерциальной системы для различных значений парамет¬

ров сигналов (здесь и далее для простоты считаем мед¬

ленно меняющуюся составляющую скорости ухода гиро¬
скопа постоянной). На том же графике для сравнения

Рис. 8.9.

пунктиром показана ошибка определения координаты
по начальным условиям (кривая 2). Для гироинерциаль-
ной системы характерно неограниченное нарастание

ошибок во времени. При малых значениях /, если до¬

статочно точно известна начальная скорость, гироинер-
циальная система дает всегда лучшие результаты, чем

счисление пути по начальным условиям. Однако при
больших Bi и В ошибки оптимальной гироинерциальной
системы скоро становятся практически равными ошиб¬

кам счисления пути по начальным условиям (кривые 1
и 2). Смысл этого результата очевиден: при большой

скорости ухода гироскопа ошибка гироинерциальной си¬

стемы быстро нарастает, так что ее сигнал несет мало

полезной информации даже по сравнению с исходными

начальными данными. Существенным является то об¬

стоятельство, что при не очень малых t структура оши¬
бок гироинерциальной системы и системы экстраполя¬
ции координаты по начальным условиям практически



278 ИЗМЕРИТЕЛЬ СКОРОСТИ И АКСЕЛЕРОМЕТР [ГЛ. 8

одинакова, поэтому не существует объективных возмож¬

ностей заметного повышения точности.

При больших t скорость нарастания ошибок гиро-
инерциальной системы определяется в основном детер¬
минированной составляющей помехи (постоянной ско¬

ростью ухода гироскопа). Напомним, что в астроинер-
циальной системе без демпфирования неограниченный
рост ошибок происходил из-за воздействия недетермини¬
рованной составляющей помехи.

Легко получить, что ошибки гироинерциальной си¬

стемы при достаточно больших t меньше ошибок экстра¬
поляции по начальным условиям, если Bi<Q2Ci. В иде¬

альном случае отсутствия постоянной составляющей

ухода гироскопа (Bi=0) ошибки при оптимальном пре¬

образовании также неограниченно нарастают.
Если сравнить это с идеальным случаем (Ci = 0) за¬

дачи экстраполяции координаты по начальным усло¬

виям, то получится, что гироинерциальная система дает

лучшие результаты при условии В <
1
С-

При малых /, как и в случае астроинерциальной си¬

стемы, стационарный шулеровский контур с передаточ¬
ной функцией (8.74) дает результаты, весьма близкие к

оптимальным.

Для больших t оптимальный фильтр стационарен, но

не является инвариантным относительно полезного си¬

гнала; при условиях B2<PyQ2C2, yQ2a2<2B2
даточная функция имеет вид:

2vQ/co-[- Q2

его пере-

(8.86)~

Q,2 [(»2 + 2vQja + й2]
’

где

(�у)1/2С
v ~

2Q3B (8.87)

Следовательно, как и для вариантов 1) и 2) астроинер¬
циальной системы, оптимальное преобразование осуще¬
ствляет слабо демпфированное звено с собственной ча¬

стотой, равной частоте Шулера. Но в то время как в

астроинерциальной системе демпфирование было суще¬
ственно необходимо, так как обеспечивало ограничен¬
ность дисперсии ошибки, здесь оно мало изменяет
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результаты (на рис. 8.9 пунктирная кривая 4). Действи¬
тельно, при больших t для невозмущаемой шулеровской
системы [передаточная функция (8.74)] приближенно по¬

лучаем:

+ (8.88)

а для оптимально демпфированной системы [передаточ¬
ная функция (8.86)] —

+ (8.89)

Даже при Bi = 0 выигрыш в среднеквадратичной ошибке

составляет всего 22%. При Bi=#0 он еще меньше.

Таким образом, при достаточно точной выставке на¬

чальных условий близкими к оптимальным являются

следующие режимы работы системы:

1) При Bi>Q2Ci и (31/2B>y'/2Q2C (низкое качество ги¬

роскопов) производится сначала несмещенное преобра¬
зование сигнала акселерометра с передаточной функ¬
цией (8.74) (изменение ошибки происходит по кривой 5
на рис. 8.9), а затем экстраполяция координаты по на¬

чальным условиям. Изменение среднеквадратичной
ошибки в этом случае происходит так, как показывает

на рис. 8.9 штрих-пунктирная кривая. Момент перехода
от одного способа к другому определяется пересечением
кривой 5 (среднеквадратичная ошибка невозмущаемой
гироинерциальной системы) и кривой 2 (среднеквадра¬
тичная ошибка экстраполяции по начальным условиям).

2) При Bi<Q2Ci и р1/2В<у1/2Й2С (высокое качество

гироскопов) при любых t невозмущаемая система близ¬

ка к оптимальной. Изменение среднеквадратичной ошиб¬
ки в этом случае также показано на рис. 8.9 (кривая 4).
Проигрыш в точности по сравнению с оптимальной дем¬

пфированной системой (кривая 3) даже при больших t

невелик. Для этого второго случая общий характер оп¬

тимального решения тот же, что и для задачи счисле¬

ния пути по сигналу измерителя скорости: близким к

оптимальному оказывается преобразование, инвариант¬
ное относительно полезного сигнала.



ГЛАВА 9

ОПТИМАЛЬНОЕ СОВМЕСТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

СИГНАЛОВ ПОЗИЦИОННОГО ИЗМЕРИТЕЛЯ
И ИЗМЕРИТЕЛЯ СКОРОСТИ

Простейшей задачей комплексирования двух источ¬

ников информации является рассмотренная здесь задача

обработки непрерывных сигналов позиционного измери¬
теля и измерителя скорости. Импульсные переходные

функции фильтров находятся из системы двух инте¬

гральных уравнений. Исследование решения дало воз¬

можность выделить несколько этапов работы фильтра,
причем последний этап характеризует собой устано¬
вившийся режим, а предыдущие

— «переходный про¬
цесс». Сравнение с результатами, полученными в гла¬

ве 6 и § 8.1, позволяет установить выгоду от комплек¬

сирования.
Наиболее подробно исследован установившийся ре¬

жим. Оказывается, что совместное преобразование обоих
сигналов целесообразно лишь при выполнении опреде¬
ленных соотношений между параметрами сигналов. В
этом случае из решения вытекает требование инвариант¬
ности системы относительно полезного сигнала. В ре¬
зультате применения метода логарифмических характе¬
ристик получены простые выражения для дисперсии
ошибки и постоянных времени фильтров. В заключение

рассмотрена задача о коррекции постоянно работающей
системы счисления пути за счет использования сигнала

позиционного измерителя, включенного в течение мало¬

го интервала времени.
В этой главе и далее рассматривается только задача

определения координаты.
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9.1. Одновременная работа измерителей.
Общее решение

Примем, что позиционный измеритель и измеритель

скорости включаются одновременно в момент времени
/ = 0 и непрерывно работают вплоть до текущего мо¬

мента Л Выходной сигнал навигационной системы фор¬
мируется следующим образом:

q (/) = т (/) + z (f), z(t)=[ ITj (/, т) (т) t/т+
О

+ J т)х2(т)^т, (9.1)
о

где Wi(t, т) и W2(t, т) —импульсные переходные функ¬
ции фильтров, подлежащие определению, Xi(t) —сигнал

позиционного измерителя, a x2(t)—сигнал измерителя

скорости, причем

(0 = s (^)4“ (О» (0 = 5 (О Ч- Пс1 (С- (9-2)

Предполагаем, что ошибки в обоих каналах статисти¬

чески независимы, «систематические» составляющие

ошибок постоянны, а флюктуационные составляющие

представляют собой белые шумы. При этом статистиче¬

ские свойства сигналов будут определяться системой

корреляционных функций:

^X1%1(TP Т2) = ^м(Т1’ T2)+fil + °l6(Tl —Т2)>

^2,г2(ТР Т2) = 5 (ТР Т2)+^+ °26(Т1~ Т2)’

т2) = ^х2(тр = (Тр тг)>

(тр тг) — Rss (т1> т2)-

Корреляционные функции /?ss(ti, т2) и /^(^ь тг) для

случая движения со стационарной скоростью опреде¬
ляются соответственно выражениями (2.38) и (5.30).

Из условия минимума дисперсии ошибки в момент

времени t получаем следующую систему интегральных

(9-3)
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уравнений относительно искомых импульсных переход¬
ных функций (см. § 4.1):

/ ^1(^’ Т2) (Т1» Т2) ^Т2+
о

t

/ ^2^’ Х2)^л-1х2СГ1’ Тг) ^Т2 = *sx> Tl)’
О

t

J Г, (Л т2)/?ХгХ1(тр T2)rfr2+
О

t

2^’ Т2) (Т1 ’ Т2) ^Т2 = (*' т1)
О

(9.4)

Чтобы сделать возможным применение обобщенного ме¬

тода Заде — Рагаззини, эту систему уравнений следует
переписать следующим образом:

(9-5)

/ ^(^^{^[1-^4-
+ (1 — I I) sgn (Tj — Т2)] | Й?Т2 4-

■+ J W2(t, + Т2)] dx2 =
О

= 2^2 (/, Tj),
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г, -ч)=\ (О Со+[ЧЮ+Ч Ю]ъЧ+\Ю +

4- - [24+1 (- 1 +е+ е-�*■ - е-Р<'-*■>)] ,

/2(л -Ч) = [Ч ЮНАЮ]Ч+Ч (0

где
t

\ (I) = 1 — J w} (t, г) dx,
О

t

Х2 (f) = t — | т UZj (/, т) dx,
о

t

X3(Z) = — J \F2(/, x)dx, Z4(/) = X1(/)—1.
0

(9-5)

(9.6)

Из рассмотрения выражений условных спектральных
плотностей сигналов получаем, что к интегральным урав¬
нениям (9.5) следует применить дифференциальный опе¬

ратор

dx\

В результате получается система двух дифференциаль¬
ных уравнений:

/02 _ О2р2 _|_ 2рС2 деЛ+ 2рС2 uz2 = о,
\ dr{ )

20С2 W1+ о2 + 2рС2 = 0.

Решение этой системы записывается в виде

Г1 (Л т) = 2 A?(t)е^\ Г2(Л т) = 2 №(t)
/=1 i«l

где Ь— корни характеристического уравнения

л
/.

, 2(ЗС2 \
„ 2рС2(�2о? + о^

Г- V+ -■

V
о о

’
= 0.

(9.7)

(9-8)

(9-9)

Аз
(9.10)
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Коэффициенты ДДО и множители определяют¬
ся из условия тождественного удовлетворения системы

интегральных уравнений (9.5). При решении могут быть
наложены условия несмещенности относительно началь¬

ного значения координаты (С0-*оо), средней скорости
(С\->оо), постоянной ошибки позиционного измерителя

(Bi->oo) и постоянной ошибки измерителя скорости
(В2^оо). Эти условия можно использовать в различных
комбинациях, имея, однако, в виду, что условия Со—>оо
и Sj->oo несовместимы.

На рис. 9.1 представлены результаты численного ра¬

счета среднеквадратичной ошибки. Сплошные кривые 1

и 2 относятся к рассматриваемой оптимальной комплекс¬

ной системе. Как и в случае использования сигнала толь¬

ко позиционного измерителя (ср. с § 6.1), на первом
этапе (на рис. 9.1 примерно до 50 сек) ошибки суще¬
ственно зависят от априорных данных (от значений Со
и Ci). При условиях несмещенности относительно детер¬
минированных составляющих полезного сигнала (Со->
->оо, Ci ->оо) ошибка монотонно уменьшается, стремясь
к установившемуся значению; при малых значениях Со
она сначала возрастает, достигает максимума, а затем
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также стремится к установившемуся значению. При
51==0 установившаяся среднеквадратичная ошибка не

зависит от Со, Ci и В2.
Для выяснения качественных особенностей двухка¬

нальной системы на рис. 9.1 изображены кривые сред¬
неквадратичных ошибок одноканальных систем (3, 4 и

5 — для позиционного измерителя, 6 — для измерителя

скорости). Как и следовало ожидать, при любых фикси¬

рованных Со и G и при любом t оптимальная двухка¬
нальная система лучше любой одноканальной. Однако

относительная выгода получается различной в зависи¬

мости от условий. Для Со = О на начальном этапе ошиб¬

ки комплексной системы и одноканальной системы с

измерителем скорости практически совпадают (кривые 1

и 6). В то же время на этом интервале выигрыш по

сравнению со случаем использования только позицион¬

ного измерителя (кривая 3) оказывается значительным.

Для несмещенного преобразования на начальном этапе

и в установившемся режиме двухканальная система так¬

же существенно точнее одноканальной. Чтобы получить
достаточно простые алгоритмы преобразования данных,

удобные для практической реализации, и одновременно
простые выражения дисперсии ошибки, целесообразно
находить решения отдельно для начального этапа и для

установившегося режима.

9.2. Начальный участок

При достаточно малых t могут быть использованы

следующие выражения, представляющие собой первые
слагаемые разложения корреляционных функций в ряды
по степеням Ti и т2:

^ss (ТР Т2) ~ “Ь C*1T1T2’ ^ss (тг Т2) ^1Т1’

ЯЩь, Ъ)~С2г.
В этом случае интегральные уравнения (9.5) вырож¬
даются. В результате решения получающихся таким обра¬
зом алгебраических уравнений получаем следующие вы¬

ражения для искомых импульсных переходных функций:

т) = И1(0 + М0ч = (9.12)

(9.И)
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причем коэффициенты р,ь ц2 и ц3 находятся из системы

уравнений:

ц, (а?+c*t+B\t}+Н2(С*+52)4=q,
НС? т+ ^2 (°1 + С1 т) +^СУ = c\t

Н2°? — Н3(оЦ-52/)=хО.

(9.13)

Рассмотрим два частных случая, представляющих

наибольший интерес.
1. Преобразование является несмещенным относи¬

тельно детерминированных составляющих полезного си¬

гнала (С0->оо, Cj—>оо). В этом случае

12а? —2^(а?+В^)

б(а2+б20
12а2+ <2(а2+В^)

’

6а?
ИЗ(О==

12О2+^2+^Г
Дисперсия ошибки при этом равна:

п 7/\_
CTi [12ст1 + 4z?2 (°2 4- | о2

Л)~
ф2а2+^+^)1

При очень малых значениях t (при^<4 —
а2

< 3<ii/3Z?2-2/3j приближенно получаем:

Hi(/)«1, Из(г)«1;
г z aj 2,

а? 2

Ds (О ~ ~ 4~ 51-

(9.14)

(9.15)

(9.16)

(9-17)

и t <

ФиЛЬТр с такой импульсной переходной функцией
легко реализуем. Отметим, что дисперсия ошибки не за¬

висит от а2 и В2 (при этом, однако, следует иметь в ви¬

ду, что при увеличении а2 и В2 сокращается интервал
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времени, на котором это выражение справедливо). Ин¬

тересно отметить, что использование сигнала скорости
снижает вчетверо составляющую дисперсии ошибки, об¬

условленную флюктуационной составляющей ошибки

позиционного измерителя [ср. выражение (9.17) с (6. 32)].

При не очень малых t (при t > 4 у-] вместо выра¬

жения (9.17) получаем:

4а2
+ (9.18)

т. е. выигрыш от введения сигнала измерителя скорости

практически пропадает. Однако нужно учитывать, что

при больших значениях t выражение (9.18) перестает
быть справедливым (дисперсия ошибки стремится к

установившемуся значению, зависящему от соотношения

мощностей недетерминированных составляющих полез¬

ного сигнала и помехи).
2. Начальное значение координаты точно известно,

преобразование является несмещенным относительно

средней скорости (Со = О, С^оо). В этом случае

(9.19)

(9.20)

Дисперсия ошибки имеет конечный предел при В^+оо.

При этом условии получаем:

р
/

6а2/ (а2 + В2/)
Л)~

^(а2+В2/) + 12аГ
(9.21)

Если Bj^oo, то при достаточно больших значениях t

может быть получено Ds(t) < Этим второй случай от¬

личается от первого. Там постоянная составляющая
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ошибки позиционного измерителя принципиально не
могла быть уменьшена.

При малых значениях t выражение (9.21) переходит
в более простое:

(9.22)

При больших значениях I [предполагается, что исход¬

ные упрощенные выражения (9.11) можно считать спра¬
ведливыми] получаем:

6а?
(9.23)

В общем случае при Со¥=О, оо; Сх =/= оо оказывает¬

ся, что при очень малых значениях t дисперсия ошибки

практически совпадает с дисперсией ошибки счисления

по априорным данным [см. выражение (5.4)]. При боль¬

ших значениях t можно частично компенсировать по¬

стоянную ошибку позиционного измерителя [можно по¬

лучить Ds (/) < В?], если CoCBj. Если же Со>Вь то В

входит в виде слагаемого в выражение для дисперсии
ошибки. Начальный участок переходит в установивший¬
ся режим, для расчета которого необходимо учитывать
недетерминированный характер медленно меняющейся
составляющей полезного сигнала.

9.3. Установившийся режим

В дальнейшем будем предполагать, что В1<С0-В этом

случае установившаяся дисперсия ошибки состоит из

двух слагаемых:

Ds(i = Dr+ Bl (9.24)

Первое слагаемое зависит только от характеристик не¬

детерминированных составляющих сигналов. Поэтому в

дальнейшем учитываются только эти составляющие. Ре¬
шение может быть получено из общего решения (см.
§ 9.1) предельным переходом. При этом оказывается,

что при достаточно больших значениях t импульсные
переходные функции Wi(t, т) и W2(t, т) зависят только

от разности (/—т), т. е. фильтры становятся стационар-
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ними. Система уравнений для соответствующих переда¬

точных функций КД/со) и Д2(/<о), эквивалентная систе¬

ме интегральных уравнений (9.5), имеет вид (см.§ 4.2) 2

(9.25)
Кг (у©) S^ (©)-Srx'^ (©) = А'1 (уо),

Кг (у©) S'- (©)-(-/C2(y©) S'' (w)-S • (co) = X2(y©).
X2X1 X2X2 rx2

Здесь Xi(/(o) и Х2(/оэ)—неизвестные функции, не имею¬

щие особенностей в верхней полуплоскости комплексной

плоскости co, а S ' S '

', S '
', S ' S ', S ’ —

■Vl х1х2 Х2Х2 Х2Х1 ГХ1 гх2

условные спектральные плотности сигналов, определяе¬
мые следующим образом:

(®)=srr (®)>

xix2

Sx'x' № =X2X1 (9.26)

Кривые условных спектральных плотностей полезного

сигнала и приведенных помех изображены на рис. 9.2,а,б.

Практически всегда выполняется неравенство (8.13)

(смысл его пояснен в § 8.1). При этом условии возмож¬
ны только два изображенных на рис. 9.2, а, б варианта
взаимного расположения кривых спектральных плотно¬

стей. В обоих вариантах нижняя точка пересечения кри¬
вой Srr(co) с двумя другими кривыми находится на

19 И. Б. Челпанов
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участке, на котором справедливо приближенное выра¬
жение (6.58). Таким образом, введенная в § 6.3 аппрок¬
симация (6.58) спектральной плотности полезного сиг¬

нала допустима и для рассматриваемой задачи.

Приведем сначала результаты общего решения зада¬

чи, полученные без новых упрощений. Передаточные
функции оптимальных фильтров имеют вид:

км
4»
у®—Г

(9.27)

< Д’>
>—gi ум —Ь

’

где gt и —

корни уравнения

(9.28)

имеющие отрицательные вещественные части. После

подстановки выражений (9.27) в уравнения (9.25) по¬

требуем, чтобы левые части этих уравнений не имели

особенностей в верхней полуплоскости комплексной пло¬

скости и. Тогда получаем:

где

КМ

КМ

— (1 — д) (£i Т- Ь) 7ю Н~ £1^2
(7®)2-(11 +Ш®+и2

’

(/®)2-(Ii +Wu+ ^2
’

(2р)1/2 Cff,
а2 4- (2�)1/2 Са1

'

(9.29)

(9.30)

При этом, как и следовало ожидать (по условию конеч¬
ности спектральной плотности ошибки при со = О), пере¬
даточная функция для ошибки по отношению к полезно¬

му сигналу имеет двойной нулевой корень

1 — Кг (/©) — JaK2 (»= (j<d)2
• (9-31)

Таким образом, система является асимптотически несме¬

щенной относительно детерминированной составляющей
полезного сигнала.
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Рассмотрим теперь два случая, соответствующие

двум вариантам взаимного расположения кривых спек¬

тральных плотностей (рис. 9.2, а, б).
а) Выполнено условие

о2< (2p)1/2Cffj. (9.32)

Корни уравнения (9.28) при этом приближенно рав¬
ны:

(9.33)

Из равенства (9.30) получается 1. В результате на¬

ходим следующие приближенные выражения для пере¬
даточных функций:

(9.34)

При этом приближенно выполняется условие инвариант¬
ности относительно полезного сигнала:

(9.36)

1 - (усо) -;Ж2 (/со) = 0. (9.35)
Если бы было заранее известно, что оптимальная си¬

стема инвариантна по отношению к полезному сигналу,
то вместо системы двух уравнений (9.25) следовало бы

решать только одно:

К, (/«) (») + (и)] - (и) = X (>)

[5;,;, = ,(<»)]•
Приближенное решение при условии (9.32) можно

найти не путем упрощения общего решения, а непосред¬
ственно из рассмотрения кривых условных спектраль¬
ных плотностей (рис. 9.2, а). На интервале (0, coi) выпол¬

няется условие Srr (со) Sn^ (со), (со) [кривая Sr.r (со)
идет выше двух других]. Поэтому меньший по абсолют¬
ной величине полюс передаточных функций находится

(см. § 3.5) как корень уравнения

^,(®) + ^5ПЛ(о>)=:О = (9.37)

Он определяется точкой пересечения кривых 5П1Л1(и) и

Отсюда получаем первое из выражений (9.33),
19*
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Второй полюс передаточных функций определяется пе¬

ресечением кривых Srr(co) и5--((о). Однако учет этого

полюса уточняет поведение частотных характеристик
фильтров при достаточно высоких частотах. Чем силь¬

нее неравенство (9.32), тем к меньшему проигрышу в

точности ведет упрощение частотных характеристик
фильтров. Примем это упрощение, т. е. будем считать,
что интервал (0, сщ) представляет собой диапазон су¬
щественных частот. Тогда, так как кривая Srr(co) в этом

диапазоне идет выше других, система должна быть ин¬

вариантной относительно полезного сигнала. Используя
только это условие, а также требование конечности

установившейся дисперсии ошибки, получаем выраже¬
ния (9.34). Быстродействие фильтров определяется по¬

стоянной времени

<9-38)

Установившаяся дисперсия ошибки равна:

= + + (9.39)

Рассчитанные фильтры оптимальны при отсутствии
постоянных составляющих ошибок. Незначительным из¬

менением передаточных функций (9.34) легко исклкн

чить из дисперсии ошибки (9.39) последнее слагаемое.

Положим:

1 (/«>) = + V) (ЛН- Р)
’ ^2(/®) = (yw + v)(7.(o + p). (9.40)

где v произвольно, но удовлетворяет условию v<^p.
Этим самым в фильтры вводится большая постоянная

времени, снижающая быстродействие. Изложенный спо¬

соб устранения влияния постоянной ошибки измерителя
скорости

— не единственно возможный.

При условии инвариантности относительно полезного

сигнала система может быть выполнена не в виде парал¬
лельно включенных фильтров (рис. 4.1), а так, как пока¬

зано на рис. 4.4, а. Эта схема, динамически совершен¬
но эквивалентная прежней, но содержащая только один

фильтр вместо двух (схема вычитания сигналов), про-
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ще в реализации. Принцип работы такой схемы в общих

чертах пояснен в § 4.3. В данном случае на фильтр
поступает разность помех, приведенных к скорости. За-»

дача фильтра состоит в наилучшем выделении помехи

п£(/). После этого наилучшая оценка помехи ni (/). вычи^

тается из сигнала Эта последняя операция осуще^
ствляет наилучшую компенсацию ошибки

При работе навигационной системы в режиме управ¬
ления из требования инвариантности относительно по¬

лезного сигнала вытекает, что величина коэффициента
усиления для сигнала, проходящего через навигацион¬

ную систему, должна быть возможно большей. Выводы
о том, какие значения коэффициента можно считать до¬

статочными, нетрудно сделать на основании рассмотре¬
ния, аналогичного проведенному в § 8.1.

б) Выполнено условие

^>(2^^. (9.41)

Корни уравнения (9.28) при этом приближенно равны:

£1.2~Р(—1±/) [р = (4)1/4С1/2аГ1/21- (9.42)

Из равенства (9.30) получается а~0. В результате на¬

ходим, что Л2(/со)—0, а выражение для /G(/co) совпав

дает с выражением (6.59) для Ks(j(d). Таким образом,
оптимальная система становится одноканальной (сигнал
измерителя скорости не используется). Фильтр оказы¬

вается не инвариантным относительно полезного сиг¬

нала, а лишь асимптотически несмещенным относитель¬

но детерминированных составляющих полезного сиг¬

нала. Этот же результат легко получается не из общих
выражений (9.29) и (9.30), а из рассмотрения кривых

спектральных плотностей. Поскольку кривая (со)
всегда идет выше по крайней мере одной из кривых
Srr(co) и 5ад((о), то оптимальная система должна быть

инвариантна относительно сигнала измерителя скорости.
Рассмотрим плоскость параметров (01,02) (рис. 9.3, а).

Отрезки кривых а2=(4) и °2 = (2Р)1/2 выде<

ляют область 1, для точек которой, достаточно удаленных
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от границ, оптимальная система инвариантна относитель¬

но полезного сигнала. Точки области 2, также доста¬

точно удаленные от границ, соответствуют оптимальной

Мч

системе, в которой практически не нужно использо¬
вать сигнал измерителя скорости, причем обеспечи¬
вается только асимптотическая несмещенность относи¬

тельно детерминированной составляющей полезного

сигнала. В области 3 не выполняется условие (8.13),
поэтому рассмотрение задачи для нее интереса непред-»
иаэляет,
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Можно было бы ожидать, что для точек вблизи гра¬

ницы областей 1 и 2 необходимо использование сигнала

Х2(/) измерителя скорости и в то же время нецелесооб¬

разно
наложение условия инвариантности относительно

полезного сигнала. Однако расчет для точек на самой

границе показал, что такое более точное решение дает

выигрыш в среднеквадратичной ошибке всего в 4% по

сравнению с каждым из приближенных решений. Таким

образом, можно считать, что система, инвариантная от¬

носительно полезного сигнала, и одноканальная систе¬

ма с позиционным измерителем остаются практически
оптимальными соответственно для целых областей 1и2

вплоть до их границы.
На рис. 9.3,6 на плоскости параметров о>2 по¬

строены кривые равных значений среднеквадратичных
ошибок оптимальных систем; на рис. 9.3, в — кривые

равных значений постоянных времени.
Наложение условия инвариантности относительно по¬

лезного сигнала для области 2 (рис. 9.3, а) приводит
к более или менее значительному проигрышу в точно¬

сти. Величина проигрыша определяется отношением

а1 = -^- = (8|3)—1/8 С-1/4о.“1/402/2, (9.43)

где os0 — среднеквадратичная ошиб_ка оптимальнойодно¬
канальной системы (при Bi = 0), as

—

среднеквадратич¬
ная ошибка системы, оптимальной при условии инва¬

риантности. Кривые равных значений коэффициента ai

построены на рис. 9.3, г.

В области 1 к снижению точности приводит отказ

от использования сигнала измерителя скорости. Вели¬

чина проигрыша оценивается коэффициентом а2 = -^-.
Кривые равных значений коэффициента а2 также по¬

строены на рис. 9.3,г. Коэффициент а2, таким образом,
характеризует выгоду от комплексирования, существую¬
щую лишь для области 1.

При реализации системы, близкой к оптимальной
при любом /, в основу могут быть положены при¬
ближенные решения, найденные в § 9.2 и 9.3. Такая си¬

стема может быть выполнена в виде четырех блоков,
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подключаемых на выход в последовательные интервалы

времени (рис. 9.4). На первом интервале (О, блок /

осуществляет счисление пути по априорным данным. На

втором интервале (/ь
/2) блок 2 производит
счисление пути по сиг¬

налу измерителя ско¬

рости. На третьем ин¬

тервале (/2, ^з) блоком
3 осуществляется ком¬
плексное нестационар¬
ное преобразование си¬

гналов обоих источни¬
ков информации, при¬
чем алгоритм преобра¬
зования определяется

на основе использования приближенных выражений
для корреляционных функций (см. § 9.2). На четвертом

интервале (t>t3) блок 4 производит стационарное пре¬
образование сигналов.

Характер изменения среднеквадратичных ошибок на

выходах блоков показан на рис. 9.5 сплошными кри¬
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выми Л 2, 3, 4. Моменты переключения блоков соответ¬

ствуют точкам пересечения кривых. В этом случае сред¬

неквадратичная ошибка будет изменяться так, как по¬

казывает штрих-пунктирная линия. Если допустимо,

чтобы в течение «переходного процесса» ошибки были

значительно выше минимально возможных, то при реа¬
лизации можно ограничиться одним блоком стационар’
ных фильтров (блок 4).

9.4. Коррекция измерителя скорости
при малом времени совместной работы

обоих измерителей

Наиболее распространенным является, по-видимому,
такое положение, когда измерители работают в течение

различных (перекрывающихся или неперекрывающихся)
интервалов времени. Ниже рассматривается одна задача
такого рода: измеритель скорости работает непрерывно
с начала движения до текущего момента времени [на ин¬

тервале (0, /)], а позиционный измеритель — на малом

отрезке времени с начала движения [на интервале (О, Г)].
Смысл задачи комплексирования в этом случае можно

установить из общих соображений: во-первых, позицион¬

ный измеритель дает начальные условия для счисле¬

ния пути по сигналу измерителя скорости для интер¬
вала автономной работы последнего, а во-вторых, пози¬

ционный измеритель во время совместной работы при
0</<Т дает возможность выявить, а затем и частично

скомпенсировать постоянную или медленно меняющуюся

ошибку измерителя скорости. Решение находится для

Двух случаев, различающихся характером упрощений
в решении задачи.

а) Оба интервала (О, Г) и (71, /) малы, так что при

нахождении решения на них можно считать справедли¬
выми приближенные выражения (9.11) корреляционных
Функций сигналов. Выходной сигнал навигационной си¬

стемы формируется следующим образом:
т t

z(/)= J Wx(t, т)х1(т)й'г+ J W2(t, x)x2(x)dx. (9.44)
О о
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Система интегральных уравнений для искомых импульс¬

ных переходных функций Wi(t, т) и W2(/, т)

| Т2) (ТР
О

t

+ / ^2^» Т2)^х1аг2(ТР X2)dX2 = RsxSh Tl)
О

(О <Л<Г),
т

/ ^1(^» Т2)^ад(Т1’ Т2)^Т2"Ь
О

t

+ J ^2^’ X2)^x2x2{XV X2)dx2 — Rsx^ Tl)
0

(9.45)

вырождается в систему алгебраических уравнений. Ре¬
шение имеет вид:

U7i(/, т) = щ (/) + ц2 (/) т,

^2(Л т) =
^)(/)

^)(/)

при

при

0<т<Г, J (9.46)

В соответствии со сказанным в § 4.2, импульсная пе¬

реходная функция IF2(^,t), вообще говоря, имеет раз¬
личное аналитическое выражение для интервалов. Од¬
нако из решения сразу получается = = Коэф¬
фициенты Ц1, р2 и цз находятся из системы уравнений

Н, (02+ср+в\Т)+H2q = q,

~2~ “I” *-l2 + ^1 т) “Ь = Cft,

^2°? —н3 (У;+ #;/!) = 0.

(9.47)

При наложении условий несмещенности относительно

детерминированных составляющих полезного сигнала
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(Со-*00' Cj —>оо) получаем:

— ЧТ2 (3t — 2Т) (al 4- В&) 4- 12a2t

T4(al + Blt)+12a2fT
6 (2i — T) (a2 4- B2t)
T3 (al 4- B2t) 4- 12ofc

’

6a( (2t — T)

T3(al + B2t) + 12a2t
’

(9.48)МО

Из (О

При t=T эти выражения переходят соответственно

в выражения (9.14) и (9.15). При t^T (интервал со-

вместной работы измерителей относительно мал) нахо-

дим приближенное выражение

(9.50)

В выражении для дисперсии ошибки сохранено слагае¬

мое с самой высокой степенью t. Если при этом Т так

мало, что Bl?3 < 12о?, то

Ds(t)^Blt2. (9.51)

Если Т достаточно велико, так что В2Т3 > 12о?, то

19п2/2

(9.52)

Полученные результаты имеют ясный физический
смысл. При малом времени работы позиционного изме¬

рителя он может только установить начальное условие
по координате для счисления пути. При этом по сигналу
позиционного измерителя к моменту Т может быть опре¬
делена также и скорость, однако с большой ошибкой,
так что нет возможности уточнить показания измери¬
теля скорости. Поэтому при t^T ошибки счисления
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пути в основном определяются нескорректированной по.

стоянной ошибкой измерителя скорости.

.
При больших значениях Т ошибки вычисления ско¬

рости по сигналу позиционного измерителя становятся
достаточно малыми, так что экстраполяция только
по этим данным дает более точные результаты, чем счис¬

ление пути по сигналу измерителя скорости. Поэтому
в комплексной системе дисперсия ошибки в координате
[выражение (9.52)] пропорциональна дисперсии ошибки

12сГ1
в вычислении скорости = в момент времени Т

и не зависит от характеристик сигнала измерителя ско¬

рости. При этом предполагается, что приближенные
выражения корреляционных функций (9.11) остаются

достаточно точными, или, что то же самое, скорость дви¬

жения объекта можно считать постоянной. При боль¬
ших значениях t это предположение заведомо неспра¬
ведливо.

б) Интервал (0, Т) мал, а интервал (Г, /) нельзя

считать малым, так что в пределах первого интервала
можно считать справедливыми приближенные выраже¬
ния корреляционных функций, а в пределах второго это

недопустимо. В этом случае аналитическое выражение
импульсной переходной функции W2(t, т) действительно
оказывается различным для интервалов:

w2(t, т) = {
WP(t, т) при 0<т<Г,

W2}(t,r) при

Задача полного синтеза динамических характеристик
системы приводит к трем интегральным уравнениям от¬

носительно трех неизвестных №\(/, т), W2\t, т) и

W{2} (/, т). Имея в виду простоту реализации, рассмот¬

рим только задачу неполного синтеза при заданном

W2}(t, т)=1. В этом случае выходной сигнал навига¬

ционной системы формируется следующим образом:
t

z (/) = J х2 (т) dx + Дг (/), (9.54)
т
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где
т т

Дг (/) = J W\ (t, т) х, (т) </т+ ]■ (t, т)х2 (т) dx. (9.55)
о о

Есть основания предполагать, что такое задание

UZ(22) (/, т) даст результаты, близкие к оптимальным, по^

скольку при длительной работе измерителя скорости

практически наилучшей операцией является простое ин¬

тегрирование его сигнала (см. § 8.1). Интегрирование
используется для всего интервала времени (Г, /), на ко¬

тором позиционный измеритель не работает. Введение
в сигнал (9.54) поправки Дг(/) обеспечивает уточнение
начальных условий и, если возможно, частичную кор¬

рекцию постоянной составляющей ошибки измерителя

скорости.
Выражения для искомых импульсных переходных

функций имеют вид:

И7Д/, т) = Ц1 (О+ Нг(От» (Л *) = Из(С> (9-56)

где коэффициенты ц2, Цз определяются из системы

уравнений

Hi (tf 1 + С*Т + В\Т)+ ц2С2 = С^,

“2" + Н2 + Ci -g-j + — qr,

М-Нз(^+^)= ^(/-Г).

(9.57)

При наложении условий несмещенности относитель^

но детерминированных составляющих полезного сигнала

(при Со—>оо и Cj—>оо), а также относительно постоян¬

ной ошибки измерителя скорости (В2 —>оо) получаем:

М*)=--2)’ и2(0 = Л(т-~1)-
ц3(0 = -(^-1).

(9.58)

С точностью до слагаемых, включающих множите¬

лем самую высокую степень t (а именно /2), находим
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следующее приближенное выражение для дисперсии
ошибки:

(9.59)

Это выражение справедливо для малых значений Т и

как угодно больших значений t [в отличие от выражения

(9.52), справедливого только для достаточно малых /].
Заметим, что выражение (9.59) отличается от выраже¬
ния (9.52) вторым слагаемым; при малых Т (при

Г<4—-) это различие несущественно. Величина

= Ds(t) представляет собой дисперсию некомпен¬

сированной постоянной составляющей ошибки в скоро¬
сти, проявляющейся на этапе автономной работы изме¬

рителя скорости.
На рис. 9.6 построены кривые для различных зна¬

чений В2, рассчитанные по уравнениям (9.57) при

Cj-^oo. Пунктирное продолжение кривой 1 соответ-
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ствует приближенному решению, полученному в п. а)
[формула (9.52)]. Ясно видно, что при малых Т постоян¬

ная ошибка в скорости не может быть выявлена и

уменьшена; при достаточно больших Т такая возмож¬

ность появляется. Использование преобразования, не¬

смещенного относительно В2, в случае, когда в действи¬
тельности нужно учитывать конечность В2, может

привести при малых Т к увеличению ошибок. Лишь при
достаточно больших Т преобразование, оптимальное для

конечного В2, практически всегда совпадает с несме¬

щенным;

При точно известной начальной координате (Со —0)
и при условиях несмещенности Ci —> оо и В2 -+ оо вместо

выражения (9.59) получаем:

(9.60)

Заметим, что величина а» сравнительно слабо за¬

висит от способа выработки поправки Дг(/). Примем,
например, следующий (неоптимальный) способ форми¬
рования Дз(/):

Дг(/)

—

г

о

Ti

| х2 (т2) dx2
о

(9.61)

Легко проверить, что при 0= 0 эта операция являет¬

ся несмещенной относительно Ci и В2. В этом случае
при В1 = 0 получаем:

( 4о? 4 оВ
= (9-62)

Таким образом, операция (9.61) дает увеличение сред¬

неквадратичной ошибки по сравнению с оптимальным

значением всего на 15%.
Для рассматриваемой задачи существенное значение

имеет постоянство «систематической» составляющей
ошибки измерителя скорости на всем интервале (О, Z).
Предположим теперь, что эта ошибка существенно неде-

терминирована:

(9.63)
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так что yZ>l. Пусть при этом на интервале (0, Т) эту
ошибку можно считать постоянной (уГ<<1). При извест¬

ных начальных условиях счисление пути по сигналу из¬

мерителя скорости дает следующее приближенное вы¬

ражение для дисперсии ошибки, справедливое при до¬
статочно больших t:

(9-64)

В то же время, если в основу построения оптимальной

операции положено уже несправедливое предположение
о постоянстве ошибки, то при больших t.

Ds^^2Blt2. (9.65)
Таким образом, получается значительный проигрыш

в точности. Этим еще раз подтверждается необходи¬
мость четкого выяснения характера ошибок, обычно

квалифицируемых как систематические.



ГЛАВА 10

ОПТИМАЛЬНОЕ СОВМЕСТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
НЕПРЕРЫВНЫХ СИГНАЛОВ

ДРУГИХ ИСТОЧНИКОВ ИНФОРМАЦИИ
В УСТАНОВИВШЕМСЯ РЕЖИМЕ

В этой главе рассмотрены задачи стационарного
преобразования сигналов двух и трех разнородных из¬

мерителей, взятых в таких сочетаниях, которые обеспе¬
чивают конечность установившейся дисперсии ошибки.

Последовательность решения во всех случаях одна и

та же: выписываются уравнения для передаточных функ¬
ций фильтров и на основе рассмотрения кривых услов¬
ных спектральных плотностей выделяются характерные
случаи, которые затем исследуются раздельно. В пер¬
вую очередь обращается внимание на основные каче¬

ственные особенности — вырождается ли двухканаль¬
ная система в одноканальную и необходимо ли выпол¬

нение условия инвариантности относительно полезного

сигнала. После этого проводится анализ полученных вы¬

ражений для постоянных времени фильтров и дисперсий
ошибок (при расчете последних учитываются только не¬

детерминированные составляющие сигналов). Все ре¬
зультаты представлены в виде графиков на плоскости

параметров, характеризующих мощность ошибок изме¬

рителей. Величины постоянных времени стационарных
фильтров определяют границы практической примени¬
мости найденных решений: решения могут быть исполь¬

зованы, если интервалы работы систем больше постоян¬

ных времени. В противном случае необходимо рассмот¬
рение неустановившихся режимов.

20 И. Б. Челпанов
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10.1. Совместная работа позиционного измерителя
и астроинерциальной системы

В состав комплексной системы входят два источника

информации: позиционный измеритель и акселерометр,
ось чувствительности которого стабилизирована в инер¬
циальном пространстве от астросредств. Пусть x±(t)
выходной сигнал позиционного измерителя, х2(0—вы¬
ходной сигнал акселерометра. Осуществим предвари¬
тельное приведение сигнала акселерометра к полезному
сигналу, пропустив его через звено с передаточной функ¬
цией

U®) — (/о)2 Q2
• (Ю.1)

Условные спектральные плотности полезного сигна¬

ла $(/), ошибки позиционного измерителя пД/) и ошиб¬

ки инерциальной системы (приведенной к полезному

сигналу) п2(0 равны:

2�С2 а2
$ГГ (О) = о2 (O2 р2)

’ (0) = а1» ^П2П2 (°) = (cd2_Q2)2
*

(10.2)

Таким образом, учитываются только флюктуационные
ошибки источников информации типа белых шумов.
В результате решения системы двух уравнений
(4.25) методом неопределенных коэффициентов
чаем:

ZZ ( ;п\ _
— д (£1 + Ь) Л0 ^51^2

1 (Лз)2_(£1 + Ш(й+ ^2
’

(/со) = Г (/со) К2 (/со) =

=
-(1-д) (&I+&2)/о+(1 — gib

При этом

1-^(у®)-^2(/<<>)=
.

(I - д) (Bi + ё2) (/'< - [а2 - (i - fr)Ш (л>)2
—

Й2[(/<в)2-(|1 + |2)/<а + ^Ы

вида

полу-

(10.3)

(Ю.4)
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В выражениях (10.3) и (10.4) gi и —

корни уравнения

4 +да)+2”4 ~ да)+4+Д)=°'
(10.5)

4Q2C2

имеющие отрицательные вещественные части, а коэф¬
фициенты а и b определяются следующим образом:

_

аз + 2�С2
а=

Q^+ ol + WC2
'

2 1/2 1 <10’6)

’»+2|1с2Н1+^) ]b
Й4О2 + о2 + 2�С2

В зависимости от соотношений между параметрами
сигналов решения приобретают те или иные качествен¬

ные особенности. На рис. 10.1 представлены пять наи¬

более характерных вариантов взаимного расположения
кривых условных спектральных плотностей (здесь и да¬

лее принято условие p<Q, которое, по-видимому, всегда
выполняется как для самолетов, так и для судов). Со¬
ответственно на плоскости параметров а4, о3 выделено
пять областей (рис. 10.2, а). Рассмотрим эти области.

1) Область /, для которой

£24<а3, а3<(2�)1/2С. (10.7)

Взаимное расположение кривых спектральных плот¬

ностей для этого случая показано на рис. 10.1, а. Первое
условие (10.7) означает, что позиционный измеритель
весьма точен, а инерциальная система относительно ме¬
нее точна. Второе условие (10.7) практически всегда вы¬

полняется. По характеру расположения кривых спек¬

тральных плотностей видно, что система должна быть

инвариантной относительно полезного сигнала [кривая
^гг(со) не выходит ниже кривых S (со) и S--(co)]. Ло¬

кальное поведение кривых S (а) и S--(со) вблизи
точки их пересечения оказывается тем же, что и для

20’
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Рис. 10.1.
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задачи преобразования сигнала позиционного измерив
теля (см. рис. 6.4). Поэтому в результатах решения
обеих задач ясно видна аналогия. Уравнение (10.5) в

рассматриваемом случае приближенно записывается в

виде

^4 +4= 0. (10.8)
а1

Следовательно, получаем:

&1>2~р(-1±/) [Р= (201)-1/2аИ- (Ю-9)
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Передаточные функции фильтров имеют вид:

if / . \ 2pj(o —|— 2р2 гл / • \
1

Л 1 —

(7-о)2ц_2р/© + 2р2
’ л 2W=

(j(0)2 4- 2р/со + 2р2
'

(10.10)
Здесь, как и в следующих вариантах, вторая передаточ¬
ная функция включает в себя также передаточную функ¬
цию предварительного преобразования (10.1), т. е. опре¬
деляет фильтр, на вход которого поступает сигнал аксе¬

лерометра, а не шулеровской инерциальной системы.

Таким образом, в реальной системе совсем не нужно на
самом деле приводить сигнал акселерометра к полез¬

ному сигналу, создавая недемпфированный шулеровский
контур. Для передаточных функций (10.10) приближен¬
но выполняется условие инвариантности относительно
полезного сигнала

1 - (»- [(/со)2 + Q2] К2 (/со) = 0. (10.11)
Установившаяся дисперсия ошибки равна

D= оУ(2о3)1/2. (10.12)

В результатах действительно видна аналогия со случаем
преобразования сигнала позиционного измерителя:

фильтр с передаточной функцией Л\(/со) [см. (10.10)]

x}(t)

Рис. 10.3.

обладает астатизмом второго порядка; дисперсия ошиб¬
ки зависит в основном от величины oj. Быстродействие
системы определяется постоянной времени

r= (2O1)1/2G3-1/2(<A). (10.13)

Блок-схема комплексной системы с передаточными
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функциями (10.10) изображена на рис. 10.3. Именно та¬

кая схема предлагалась ранее (см., например, [30]) для

коррекции астроинерциальной системы от позиционного

измерителя. Обратная связь может осуществляться,
электрически (суммирование электрических сигналов*

производится в сумматоре С) или механически (вместо
суммирования электрических сигналов производится по¬

ворот акселерометра на угол, пропорциональный сиг¬

налу в цепи обратной связи). Как отмечалось в § 2.8,
оба способа динамически совершенно эквивалентны. При¬
меняя установившуюся терминологию, можно сказать,

что сигнал позиционного измерителя используется для

демпфирования астроинерциальной системы и сокраще¬
ния ее периода (по сравнению с шулеровским). Однако
необходимо отметить, что все же основную роль играет

позиционный измеритель [это, в частности, подтверждает

формула (10.12)], и, следовательно, точность комплекс¬

ной системы в большей степени зависит от точности по¬

зиционного измерителя, чем от точности инерциальной
системы. Поэтому правильнее считать, что для рассмат¬

риваемого случая сигнал позиционного измерителя сгла¬

живается с помощью астроинерциальной системы. Из

сигнала акселерометра используется относительно высо¬

кочастотная часть; здесь становится несущественным то

обстоятельство, что акселерометр дает сведения также о

полезном сигнале непосредственно: при условиях (10.7)'
получаются те же результаты, если с самого начала ре¬
шения принять, что сигнал акселерометра содержит
только вторую производную полезного сигнала.

2) Область 2, для которой

йЧ>а3, Q2a1 <(2р)1/2С. (10.14)

Взаимное расположение кривых спектральных плотнос¬
тей для этого случая показано на рис. 10.1,6. Условия

(10.14) означают, что астроинерциальная система весь¬

ма точна, позиционный измеритель относительно менее

точен, однако его ошибки все же ограничены вторым

неравенством (10.14).
Из рассмотрения кривых на рис. 10.1,6 следует, что

оптимальная система инвариантна относительно полез¬

ного сигнала. Корни уравнения (10.5), имеющие отри*
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дательные вещественные части, приближенно равны:

U2«S(-v + » (v =^<l). (10.15)

Передаточные функции фильтров имеют вид:

Ki (» -

(;W)2 + 2vQ/®+&2
’ ^2 (» — (»2-|-2vQ/®+ Q2

'

(10.16)
Как и в случае 1), выполняется условие (10.11) инва¬

риантности относительно полезного сигнала. Установив*
шаяся дисперсия ошибки равна:

Dr = -^-<W (10.17)

• Блок-схема системы с передаточными функциями
(10.16), изображенная на рис. 10.4, отличается от схе¬

мы на рис. 10.3 тем, что в ней отсутствует связь, сокра¬
щающая период свободных колебаний. Здесь сигнал

X}(t)

Рис. 10.4.

позиционного измерителя используется только для демп¬

фирования. По виду кривых спектральных плотностей,

виду выражений передаточных функций и дисперсии
ошибки можно установить, что рассматриваемый случай
напоминает задачу о преобразовании сигнала одной

астроинерциальной системы. Поэтому в рассматривае¬
мом случае в комплексной системе основной является

астроинерциальная система, а позиционный измеритель
осуществляет более или менее слабую ее коррекцию.

3) Область 3, для которой

Q2Oj > (2р)|/2С, а3<(2р)1/2С. (10.18)
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Взаимное расположение кривых спектральных плотно¬

стей для этого случая показано на рис. 10.1, в. Харак¬
терным является очень высокий уровень ошибок пози¬

ционного измерителя. Из рассмотрения рис. 10.1, в сле¬

дует, что оптимальная система должна быть инвариант¬
ной относительно сигнала позиционного измерителя,
т. е. 2<1(/со) =0. Выражения для и дисперсии

ошибки совпадают с выражениями (8.57) и (8.58). При
этом система не инвариантна относительно полезного

сигнала, а лишь является асимптотически несмещенной
относительно его детерминированных составляющих.

4) Область 4, для которой

йЧх’з- а3 > (2|3)1/2С. (10.19)
Взаимное расположение кривых спектральных плотно¬

стей показано на рис. 10.1, г. Из рассмотрения кривых
следует, что в этом случае также не используется сиг¬

нал позиционного измерителя [/(i(/co) =0]. Однако исход¬

ные условия (10.19) представляются нереальными (ин¬
тенсивность шума акселерометра больше интенсивности

ускорения движения). Поэтому решение задачи при ус¬
ловиях (10.19) интереса не представляет.

5) Область 5, для которой

о3>(2р)1/2С. (10.20)

Взаимное расположение кривых спектральных плотно¬

стей показано на рис. 10.1, д. Характерна низкая точ¬

ность астроинерциальной системы и относительно высо-

кая точность позиционного измерителя. Из рис. 10.1, д

видно, что оптимальная система должна быть инва¬

риантной относительно сигнала инерциальной системы

[Аг (/а>) = 0]. Однако, как и в случае 4), задача в целом

интереса не представляет по той же причине.
На плоскости параметров о3 (см. рис. 10.2, а)

области, соответствующие рассмотренным выше пяти

случаям, разделены прямыми

йЧ = о3, Q2ffl = (2�)I/2C, о3 —(2р)1/2С. (10.21)

Полученные результаты, строго говоря, справедливы
Для точек, достаточно удаленных от границ. Однако рас¬
четы показывают, что системы, построенные по правилам,
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которые обеспечивают оптимальность для удаленных то¬

чек, оказываются достаточно близкими к оптимальным

вблизи границ. На рис. 10.2,6 и 10.2, в на плоскости тех же

параметров си, сгз построены кривые равных значений

среднеквадратичных ошибок и постоянных времени.
Сопоставляя все данные, можно кратко охарактери¬

зовать области следующим образом.
В области 1 система инвариантна относительно полез¬

ного сигнала. Она сильно демпфирована, постоянные

времени относительно малы (по сравнению с периодом
Шулера), ошибки относительно малы.

В области 2 система также инвариантна относи¬

тельно полезного сигнала, но отличается малым демпфи¬
рованием | (представляет собой слабо демпфированное
звено с периодом Шулера). Постоянные времени относи¬

тельно велики, ошибки относительно малы.

В области 3 оптимальная система является однока¬

нальной (сигнал позиционного измерителя не исполь¬

зуется). Как и в области 2, система обладает малым

демпфированием. Постоянные времени очень велики.

В области 4 оптимальная система также является

одноканальной. Постоянные времени и ошибки велики.

В области 5 оптимальная система не использует сиг¬

нала инерциальной системы. Постоянные времени и

ошибки относительно невелики.

Если в реальных условиях параметры сигналов ме¬

няются в очень широких пределах, то в вычислительном

устройстве должны осуществляться соответствующие из¬

менения структуры. Для областей 2, 3 и 4 постоянные

времени так велики, что установившийся режим вообще,
как правило, не достигается. В этих случаях при опре¬
делении оптимальных динамических характеристик су¬
щественно необходимо учитывать конечность времени

работы.
Рассмотрим, к чему приводят для установившихся

режимов различные упрощения, задаваемые априори,
без учета конкретных значений параметров сигналов.

а) Условие инвариантности относительно полезного

сигнала.

Для областей 1 и 2 это условие появляется в про¬
цессе самого решения задачи и поэтому оправдано. Для
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других областей предварительное наложение этого усло¬

вия дает снижение точности. На рис. 10.5, а на плоскости

параметров о3 изображены кривые равных значе-

где Oso
—

среднеквадратич¬
ная ошибка оптимальной

(в данном случае однока-

нальнбй) системы, os —

среднеквадратичная ошиб¬
ка системы, оптимальной

при условии инвариант¬
ности относительно полез¬

ного сигнала. Из рассмо¬
трения кривых видно, что

Рис. 10.5.

в областях 3 и 4 по мере удаления от границы с об¬

ластью 2 снижение точности происходит довольно быст¬

ро, в области 5 — гораздо медленнее (при увеличении сг3
в 16 раз ад уменьшается всего вдвое). Проигрыш в точ¬

ности из-за необоснованного наложения условия инва¬

риантности относительно полезного сигнала появляется

как следствие отказа от использования данных о свой¬

ствах полезного сигнала, в то время как для областей

3, 4 и 5 эти данные более ценны, чем информация от

Мецее точного из двух приборов.
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б) Исключение позиционного измерителя.
Для областей 3 и 4 получается, что позиционный изме¬

ритель не нужен. Для остальных областей исключение
его из комплексной системы приводит к потере точности.
На рис. 10.5,6 построены кривые постоянных значений ко¬

эффициента a2=asa/aso, где osa
—

среднеквадратичная
ошибка оптимальной астроинерциальной системы. Поэтам
данным можно судить о роли позиционного измерителя
как средства коррекции астроинерциальной системы.

в) Исключение астроинерциальной системы.

Для области 5 астроинерциальная система является

излишней. Для остальных областей исключение астро¬
инерциальной системы приводит к снижению точности.

На рис. 10.5, в построены кривые равных значений ко¬

эффициента a3 = oSn/tfso, где Пзп — среднеквадратичная
ошибка пр^оптимальном преобразовании сигнала толь¬

ко позиционного измерителя. Отметим, что в области 2,

представляющей наибольший интерес (для этой области

характерны малые установившиеся дисперсии ошибки, и

малые постоянные времени), повышение точности астро¬
инерциальной системы при комплексной обработке дан¬

ных дает сравнительно малый эффект.

10.2. Совместная работа позиционного измерителя
и гироинерциальной системы

В состав комплексной системы входят два источника

информации: позиционный измеритель и акселерометр,
ось чувствительности которого стабилизирована в инер¬
циальном пространстве от свободного гироскопа. Пусть
хДО —выходной сигнал позиционного измерителя,
х2(/) —выходной сигнал акселерометра. Условные спек¬

тральные плотности полезного сигнала $(/), ошибки по¬

зиционного измерителя пД/) и ошибки гироинерциаль¬
ной системы п2(/) [после приведения к полезному сиг¬

налу, которое осуществляется звеном с передаточной
функцией (10.1)] равны:

U)=^) ■
=

С ч _

Ьц,пг V0) — (Ш2 V2) _ й2)2
«
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Общее решение этой задачи более громоздко, чем

задачи, приведенной в § 10.1, поэтому ниже сразу рас¬

сматриваются различные варианты соотношений между

параметрами сигналов; кривые условных спектральных
плотностей изображены на рис. 10.6. Как и в § 10.1,
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2С2
принято, что < —р-

• Кроме того, предполагается, что

P<Q<y (это справедливо по крайней мере для шарико¬

подшипниковых гироскопов). На плоскости параметров

аь В4 может быть выделено пять областей (рис. 10.7, а).
1) Область /, для которой

(10.23)
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расположение кривых спектральных плотностей пока¬

зано на рис. 10.6, а. Первое условие (10.23) означает,

что позиционный измеритель весьма точен. Из рассмот¬

рения кривых следует, что оптимальная система должна

быть инвариантной относительно полезного сигнала. Ис¬

пользуя приближенные выражения спектральных плот¬

ностей ошибок, приведенных к полезному сигналу, по¬

лучаем, что полюсы искомых передаточных функций

представляют собой корни уравнения

(10.24)

имеющие отрицательные вещественные части. Получаем:

£1,2 = Р(—0,413 ± 0,923/),

£3 4
= р (—0,923 ± 0,413/)

Таким образом, искомые передаточные функции
должны иметь четвертый порядок. Из условия конеч¬

ности дисперсии ошибки при приближенных выражениях
спектральных плотностей получаем:

„ { _
2,67р (/о)з + 3,42р2 (/о)2 + 2,67р3/0+ р4

1U —

(JW + 2,67р (/о)з + 3,42р2 (/о)2 + 2,67рз/0+ р4
’

ДЛ ( (/®)2 '

2 (J®) — (yVo)4 + 2,67р (/0)3 + 3,42р2 (/0)2 + 2,67р3/о + р<
*

Как и в § 10.1, предварительное преобразование сиг¬

нала акселерометра к полезному сигналу включается в

Кг (/со). Отметим, что фильтр с передаточной функцией
Кг (/со) обеспечивает асимптотическую инвариантность
относительно постоянной скорости ухода гироскопа.
Блок-схема аналогового устройства с передаточными
функциями (10.26) изображена на рис. 10.8. Обратная
связь может осуществляться, как это обычно делается
в реальных системах, путем подачи сигнала на датчик
Момента гироскопа. Ни по виду полюсов (10.25) пере¬
даточных функций, ни по виду блок-схемы система не

Похожа на известные варианты инерциальных систем,

Корректируемых от посторонних источников информации.
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Установившаяся дисперсия ошибки равна:

D, = 0.64 (10.27)

Таким образом, точность комплексной системы опреде¬
ляется исключительно точностью позиционного измери¬
теля и лишь в очень малой степени зависит от харак-

Xj(t)

Рис. 10.8.

теристик ухода гироскопа. Быстродействие системы оп¬

ределяется постоянной времени

Т = 2,42 (2у)_1/8 Bi 1/4о}/4. (10.28)

2) Область 2, для которой

в4 < 8 (|)7/2 В4> Q3 (|)1/2 Ор о152 < (2р)3/2 уС\
(10.29)

Расположение кривых спектральных плотностей пока¬

зано на рис. 10.6,6. Рассматриваемый здесь случай ха¬

рактеризуется большими ошибками позиционного изме¬

рителя, чем слчуай 1). Система также является инвари¬
антной относительно полезного сигнала. Пересечение кри¬
вых Sn^ (со) и S-- (со) происходит выше последнего пере¬
лома кривой S--(co). Поэтому, используя упрощенное
представление кривой 5---(со) (пунктир), получаем пе¬

редаточные функции фильтров третьего порядка, а не



§ 10.2] ПОЗИЦИОННЫЙ ИЗМЕРИТЕЛЬ И ГИРОИНЕРЦ. СИСТЕМА 321

четвертого, как в случае 1). Полюсы передаточных функ¬
ций приближенно равны:

(10.30)

Из условия конечности дисперсии ошибки получаем:

Кх (/«) =
2о (д*)2 2р2/со 4“ Р3

(до)3 4- 2р (до)2 4- 2р2до 4- р3

^2 (7е0) (до)3 4- 2р (до)2 4~ 2р2до 4- р3

(10.31)

Блок-схема системы представлена на рис. 10.9. Полу¬
ченная передаточная функция ^2(/co) не дает асимпто¬

тической инвариантности относительно постоянной

^(t)

Рис. 10.9.

скорости ухода гироскопа. Однако это свойство можно

получить, заменив, например, передаточные функции
(10.31) выражениями

/С, (до) _

1 2р (У<о)3 + 2р2 (Ум)2 -J- Р3У° р,р3
_

>+ н (Ум)3 + (У®)2 + 2р2усо + р3

/С2 (ую)
1 (Ум)2

/со 4~ И (до)3 4- 2р (до)2 4~ 2р2до 4- р3
’

(10.32)

где ц произвольно, но удовлетворяет условию При
этом свойства фильтров по отношению к недетермини¬
рованным составляющим практически не меняются.

21 И. Б. Челпанов
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Установившаяся дисперсия ошибки приближенно
равна:

(10.33)

Как и в случае 1), ошибки определяются в основном

ошибками позиционного измерителя, однако здесь точ¬

ность гироскопа имеет все же несколько большее зна¬

чение. Быстродействие, системы с передаточными функ¬
циями (10.31) определяется постоянной времени

Т = 2 (У)1/6£4-1/3О;/3, (10.34)

а системы с передаточными функциями (10.32) —допол¬

нительно введенной большой постоянной Т=— .

3) Область 3, для которой

fi4<Q3^y/2ap Q2O1 < (2|3)1/2С. (10.35)

Расположение кривых спектральных плотностей пока¬

зано на рис. 10.6, в. Отличие от случая 2) здесь в том,

что ошибки позиционного измерителя предполагаются

еще большими. Из рассмотрения кривых следует, что

система должна быть инвариантной относительно полез¬

ного сигнала. Полюсы передаточных функций прибли¬
женно равны:

—2vQ, ^,3«Q(— v±/) [v = 2^(|)
(10.36)

Передаточные функции имеют вид:

4vQ (/со)2 2vQ3
A'lU®) — (y-(o)3-|_4vQ(/®)2 + Q2/(» + 2vfl3 ’

K>(./'w) (7a)3 + 4vfl(/<o)2 + Q2> + 2vQ3
’

(10.37)

Блок-схема системы изображена на рис. 10.10. В отли¬

чие от двух предыдущих случаев, система близка к шу-

леровской (комплексно-сопряженные полюсы g2, з имеют

малые вещественные части). Установившаяся дисперсия
ошибки равна:

Dr=^^r'l2B^. (10.38)
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Цз сравнения этого выражения с выражениями (10.27)
и (10.33) видно, что здесь точность гироинерциальной
системы оказывает большее влияние на точность комп¬

лексной системы. Быстродействие системы оказывается

достаточно низким и определяется постоянной времени

Г —2Q2 (10.39)

4) Область 4, для которой

в, < а3Щ1/20р йЧ > (2Р)1/Зс. (ю.4О)

Расположение кривых спектральных плотностей пока¬

зано на рис. 10.6,г. Ошибки позиционного измерителя

предполагаются еще большими, чем в случае 3). По<

xf(t)

Рис. 10.10.

кривым спектральных плотностей видно, что система

использует сигналы обоих измерителей и в то же время
не является инвариантной относительно полезного сиг¬

нала. Полюсы передаточных функций фильтров прибли¬
женно равны:

(10.41)—2vQ, S2,3~a(— и ±/)

Передаточные функции фильтров имеют вид:

z . х 4|tvQ2jw -4- 2vQ3
А 1 (/СО) — 2vQ) [Q-^2 Q2]

’

(/®) = _j_ 2vQ) 2цй/и> + а2]
•

(10.42)

21*
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Блок-схема системы изображена на рис. 10.11. Для

рассматриваемого случая характерно, что демпфирова¬
ние инерциальной системы осуществляется внутренней
связью, а позиционный измеритель осуществляет толь¬

ко слабую коррекцию по координате. Система является
сильно колебательной, однако в переходном процессе

Рис. 10.11.

наиболее затянутой во времени является апериодиче¬

ская составляющая от позиционной коррекции. Устано¬
вившаяся дисперсия ошибки равна:

Dr = (|)1/2 В4С. (10.43)

Это первый случай, когда дисперсия ошибки зависит

одновременно от характеристик полезного сигнала и

обеих ошибок. Быстродействие системы является очень

низким и определяется постоянной времени

(10.44)

Поскольку это первый пример системы, в которой, во-

первых, нужно использовать сигналы обоих источников

информации, а во-вторых, не выполняется условие инва¬

риантности относительно полезного сигнала, то инте¬

ресно проверить, является ли существенным это откло¬

нение от общего правила. Потребуем, чтобы система

была инвариантна относительно полезного сигнала, т. е.

чтобы демпфирование как и позиционная коррекция
осуществлялось от позиционного измерителя. В этом
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случае передаточные функции фильтров определяются
выражениями (10.37), а дисперсия ошибки — выраже¬
нием (10.38). Сравнение соотношений (10.43) и (10.38)
при условиях (10.40) показывает, что системы мало раз¬
личаются по точности. Таким образом, алгоритм преоб¬
разования, оптимальный в случае 3), дает хорошие ре¬

зультаты и здесь.

5) Область 5, для которой

(10.45)

Расположение кривых спектральных плотностей пока¬

зано на рис. 10.6,5. Для этого случая характерны боль¬

шие ошибки и позиционного измерителя, и инерциаль¬
ной системы. Оптимальная система является однока¬

нальной и не использует сигнала инерциальной системы

[^(/й) =0].
Границами областей на плоскости параметров аА, В4

(см. рис. 10.7, а) являются кривые:

2

1(10.46)
Д= йз(х),/2а1, B4 = 8(|)7/2g15 Q20j = (2p)1/2 C. ]
На рис. 10.7,6 и 10.7, в построены кривые равных зна¬

чений среднеквадратичных ошибок и постоянных вре-
; мени. Сопоставляя все данные, можно охарактеризовать
области следующим образом.

В области 1 система инвариантна относительно по¬

лезного сигнала. Передаточные функции фильтров имеют
четвертый порядок и обладают достаточно высоким

Демпфированием. Ошибки системы и постоянные вре¬
мени относительно малы.

В области 2 система также инвариантна относитель¬

но полезного сигнала, но передаточные функции фильт¬
ров имеют третий порядок; они такжё достаточно сильно

Демпфированы. Ошибки системы и постоянные времени
относительно, малы.

22 И. Б. Челпанов
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В области 3 условие инвариантности относительно

полезного сигнала сохраняется. Система близка к шулс-

ровской, по сигналу позиционного измерителя осуще¬
ствляется позиционная коррекция и демпфирование
инерциальной системы. Ошибки системы относительно

малы, быстродействие весьма низко.

В области 4 при очень больших ошибках позицион¬
ного измерителя оптимальная система не инвариантна
относительно полезного сигнала и использует сигналы
обоих измерителей. Система имеет свойства слабо демп¬

фированного (за счет внутренней связи) колебательного
контура с периодом Шулера. Сигнал позиционного из¬

мерителя используется для слабой позиционной коррек¬
ции. Ошибки системы и постоянные времени очень ве¬

лики.

В области 5 оптимальная система не инвариантна
относительно полезного сигнала и использует сигнал

только позиционного измерителя.
В отличие от комплексной системы, включающей

астроинерциальную систему (см. § 10.1), здесь нет об¬

ласти, для которой оптимальная система может не ис¬

пользовать сигнала позиционного измерителя. Это легко

понять, так как гироинерциальная система не может

обеспечить ограниченную установившуюся дисперсию
ошибки.

Все перечисленные качественные выводы справед¬
ливы только для достаточно больших интервалов вре¬
мени. Для областей 3 и 4 постоянные времени велики,
так что установившийся режим практически никогда не

будет достигаться. В этих случаях необходимо искать

решение с учетом конечности времени работы системы.

Если ограничиться рассмотрением установившихся
среднеквадратичных ошибок, то из сопоставления при¬
веденных выше результатов можно установить, к чему
приводят априори наложенные ограничения при ре¬
шении.

а) Условие инвариантности относительно полезного

сигнала.

Для областей 1 и 2 это условие получается при опти¬

мальном решении, для областей 4 и 5 оно приводит
к потере точности, для области 3, как отмечалось выше,
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оно может быть принято без заметного ущерба для точ¬

ности. На рис. 10.12, а на плоскости параметров В4

построены кривые равных значений коэффициента ai

(обозначения те же, что и в § 10.1). По мере удаления
от границ относительное увеличение ошибок происходит
довольно медленно.

б) Исключение инерциальной системы.

Для областей 4 и 5 оптимальная система является

одноканальной, для областей /, 2 и 3 комплексная си¬

стема обладает более высокой точностью. На рис. 10.12,6

построены кривые равных значений коэффициента а2,

характеризующего выгоду от использования сигнала

второго источника информации — гироинерциальной си¬

стемы.

По-видимому, наибольший интерес представляют об¬

ласти 1 и 2. Отметим, что в них постоянные времени
невелики и меняются в довольно узких пределах (особен¬
ности в области /), а среднеквадратичные ошибки опре¬
деляются в основном ошибками позиционного измери¬
теля и очень мало зависят от точности инерциальной
системы. Таким образом, в большинстве случаев выгода
от включения гироинерциальной системы невелика.

22*
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Преимущества от комплексного использования рассма-

триваемых источников информации проявляются гораздо
яснее, когда позиционный измеритель включен на огра-
ниченном интервале времени, а гироинерциальная си^

стема работает непрерывно.

10.3. Совместная работа астроинерциальной системы

и измерителя скорости

В состав комплексной системы входят два источника

информации: акселерометр, стабилизированный от аст¬

росредств, и измеритель скорости. Пусть Xi(t)—сигнал
акселерометра, a x2(t)—сигнал измерителя скорости.
Условные спектральные плотности полезного сигнала

s(t) и приведенных к полезному сигналу ошибок астро¬

инерциальной системы ni(t) и измерителя скорости п2(0
соответственно равны:

с z ч
20С2

С / \ Q3 Q / \ а2
^rr (Q) = ю2 (^2 р2)

» (°) = (0)2 _ Q2J2
’ ^п2Ъ2 (0) ~ ’

(10.47)

В результате решения задачи методом неопределен¬
ных коэффициентов получается, что передаточные функ¬
ции фильтров имеют второй порядок, причем полюсы

передаточных функций представляют собой корни урав¬
нения

Д-)+а*=0’ <1ОЛ8>

имеющие отрицательные вещественные части. Из урав¬
нения (10.48) сразу вытекает, что |gi||g2|=Q2. Следо¬
вательно, стационарные фильтры имеют существенно
ограниченное быстродействие, определяемое постоянной

времени Таким образом, при любых парамет¬

рах сигналов продолжительность переходных процессов
достаточно велика и соизмерима с периодом Шулера.

Основные варианты взаимного расположения кривых
условных спектральных плотностей изображены на
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Рис. 10.13.
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рис. 10.13. Соответственно могут быть выделены на

плоскости параметров о2, Пз пять областей (рис. 10.14, а).
1) Область /, для которой

Йо2 < а3, <т2 < 2(2р)~1/2С, й2о2 < (2р)'/2Са3. (10.49)

Расположение кривых спектральных плотностей показа¬

но на рис. 10.13,(2. Видно, что оптимальная система

должна быть инвариантной относительно полезного сиг¬

нала. Корни уравнения (10.48), имеющие отрицательные

вещественные части, приближенно равны:

^-vQ, (v=^< 1). (Ю.50)
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Второй корень определяет изменения в высокочастотной

части характеристик фильтров. Если учитывать только

первый корень, который может быть легко получен из

рассмотрения спрямленных кривых спектральных плот¬

ностей, то передаточные функции фильтров равны:

1
~Q

кх (» = i .
=

т •

W+ + (X)* + ±qjM + q2

(10.51)

Блок-схема оптимальной системы при учете второго

корня представлена на рис. 10.15. Это ранее предла¬
гавшаяся схема демпфирования астроинерциальной си¬

стемы [12, 30]. Однако здесь коэффициент в демп¬

фирующей связи велик, так что фильтры становятся

xz(t)

Рис. 10.15.

апериодическими. По динамическим свойствам они

близки к фильтрам с передаточными функциями пер¬
вого порядка вида (9.34) в задаче преобразования сиг¬

налов позиционного измерителя и измерителя скорости
(см. § 9.3). При необходимости здесь аналогичным об¬

разом может быть обеспечена инвариантность системы

относительно постоянной ошибки измерителя скорости.
Установившаяся дисперсия ошибки равна:

Dr = £2 °2°3- (10.52)
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Быстродействие системы низко и определяется постоян¬

ной времени

(,0'53)

2) Область 2, для которой

о3 < Qo2, Йа2 < (2р)1/2 С. (10.54)

Расположение кривых спектральных плотностей пока¬

зано на рис. 10.13,6. Оптимальная система инвариантна
относительно полезного сигнала. Корни уравнения
(10.48), имеющие отрицательные вещественные части,

приближенно равны:

(« = ^<1). (Ю.55)

Передаточные функции фильтров равны:

Ki (Д0) = (до)2 2УЙ/С0 + Q2 ’ ^2 (/со) = (jC0)2_^2vQy(d + Q2
*

(10.56)

Блок-схема системы имеет такой вид, как показано

на рис. 10.16. Демпфирующая связь здесь достаточно

Рис. 10.16.

слаба. В результате получается классическая схема

демпфирования астроинерциальной системы от измери¬
теля скорости (см., например, [12, 30]). Установившаяся
дисперсия ошибки по-прежнему определяется выраже¬
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нием (10.52). Быстродействие достаточно низко и харак¬

теризуется постоянной времени

г=^-(>тг)- <10-57>

3) Область 3, для которой

о3<(2р)1/2С, Qa2 > (2р)1/2 С. (10.58)

Расположение кривых спектральных плотностей пока’

зано на рис. 10.13, в. Система в этом случае становится

одноканальной и не использует сигнала измерителя ско¬

рости. Решение соответствующей задачи было получено
в § 8.2 [случай 1)].

4) Область 4, для которой

(2р)1/2 С < о3 < 4 (2р)_3/2 Й2С, й2а2 > (2р)1/2 Со3. (10.59)

Расположение кривых спектральных плотностей пока¬

зано на рис. 10.13,г. Оптимальная система также яв¬

ляется одноканальной. Решение соответствующей за^

дачи было получено в § 8.2 [случай 4)].
5) Область 5, для которой

а3>4(2р)"3/2Й2С, а2 > 2 (2р)_1/2С. (10.60)
Расположение кривых спектральных плотностей пока¬

зано на рис. 10.13,(3. Оптимальная система является од¬

ноканальной, решение задачи получено в § 8.2 [слу*
чай 3)].

Все три последних варианта характеризуются боль¬
шими ошибками и очень низким быстродействием.

На рис. 10.14,6 и 10.14,в на плоскости параметров
а2, оз построены кривые равных значений среднеквад¬
ратичных ошибок и постоянных времени. Стационарные
режимы могут представлять практический интерес вбли-
зи границ областей 1 и 2. По мере удаления от границ
постоянные времени растут, так что при этом решение
задачи следует находить с учетом конечности времени

поступления сигналов.

Если ограничиться рассмотрением только установив¬
шихся режимов, то области характеризуются следую*
Щими отличительными чертами.
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В области 1 оптимальная система инвариантна отно¬

сительно полезного сигнала. Передаточные функции
фильтров имеют первый порядок.

В области 2 оптимальная система также инвариантна
относительно полезного сигнала, но представляет собой
слабо демпфированное колебательное звено с периодом
Шулера.

В областях 3, 4 и 5 оптимальная система становится

одноканальной и не использует сигнала измерителя
скорости.

Все эти выводы справедливы, если время поступле¬
ния сигналов больше постоянных времени. В против¬
ном случае выводы о точности и оптимальной структуре

могут существенно отличаться от полученных выше.

10.4. Совместная работа

двух позиционных измерителей

Задача, рассматриваемая в этом параграфе, отли¬

чается от предыдущих тем, что в состав комплексной

системы входят два однородных, а не разнородных из¬

мерителя. Разница в свойствах измерителей при этом

проявляется в том, что у них существенно различны со¬

отношения между медленно меняющимися («системати¬
ческими») и флюктуационными составляющими ошибок.

Примем, что ошибки измерителей статистически не¬

зависимы, а спектральные плотности ошибок имеют вид:

= = (10.61)

В дальнейшем для определенности примем, что 01>о,2.
Для условной спектральной плотности полезного сигнала

по-прежнему считаем справедливым выражение (6.58).
Типичными являются четыре варианта взаимного распо¬
ложения кривых спектральных плотностей (рис. 10.17).
Для всех вариантов характерно, что кривая Srr(w) пере¬
секается с кривыми Snirh (о) и 5л2л2(со) при достаточно
больших значениях со, где допустимо считать

5Я1„,(а))«аЬ 5ад(<о)«а|. (10.62)
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По виду пересечения всех трех кривых видно, что

корни определителя системы уравнений, составленных

для передаточных функций фильтров, разделяются на

две группы (см. § 4.3):
а) в диапазоне 0<со<а>1 выполняется условие

Srr (со) S,^ (to), Sn2n2 (to), следовательно, соответствую¬
щая группа корней находится из уравнения

SnM+ Sn2n2^) = Q\ (10.63)

б) в диапазоне coi<to<oo выполняется условие

Srr (to), Sn2n2(to), следовательно, вторая группа

корней находится из уравнения

Srr(to) + o2 = 0. (10.64)

Полюсами передаточных функций являются те кор¬
ни уравнений (10.63) и (10.64), которые лежат в верх¬
ней полуплоскости комплексной плоскости со. Заметим,
что уравнение (10.64) определяет полюсы, относительно
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большие по абсолютной величине, уравнение (10.63) —
относительно малые. По виду кривых спектральных
плотностей легко установить, что каждому из уравне¬
ний (10.63) и (10.64) соответствует по паре полюсов

передаточных функций. Первые два полюса находятся

как корни уравнения

&4 (о2 + о2) - £2 [(«2+ о2) (у? + Yi)+ 2y^2+ 2y252]+
+ [(°1 + Yfrl+ 2Y1Y252 + 2y2y252] = o, (10.65)

имеющие отрицательные вещественные части, а два дру--
гих полюса приближенно равны:

£з,4~р(—1±7) [р= (4)1/4с1/2°2~1/2] • (10.66)

В дальнейшем будем принимать:

2В?
„

ЧВ1

-^>4 (Ю.67)

Для различных случаев взаимного расположения кри¬
вых S/M1(co) и S^/co) решение может быть получено в

компактном виде. Рассмотрим четыре варианта.
1) Кривые спектральных плотностей ошибок не пере*

секаются (рис. 10.17, а). В этом случае

У2^
71^

> 1, (10.68)

Из решения задачи получаем 2<i(/co) =0. Как и следо¬

вало ожидать, сигнал первого измерителя не следует
использовать, так как второй измеритель характери¬
зуется меньшей мощностью ошибок на всех частотах.

2) Кривые спектральных плотностей ошибок Пересе*
каются в одной точке (рис. 10.17,6), так что

V2^i -I Vi^i

71^
’

72^2
(10.69)

В этом случае получаем:

iz /ий ——Д 2p_/€0-f-2p2
А 1 /

до т (до)2 -|- 2рдо Ц- 2р2
’

К ( кй - 2р/а>-|-2р2
Х2'"/ '

+ t I/®)2 + 2р> + 2р2
’

(10.70)
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p=(4)'',C'4,“. t = ><W'2 (т<р). (10.71)

Установившаяся дисперсия ошибки приближенно равна:

Di0 = (2p)I/4C1/2^ + 2 (Ю.72)

Первое слагаемое зависит от мощности флюктуационной
помехи только второго канала и имеет тот же вид, что и

в задаче о преобразовании сигнала одного позиционно¬

го измерителя (см. § 6.3). Это получается потому, что

при совыполняется неравенство |#i (/со) | <С ^(/ю) I-
Первое слагаемое выражения дисперсии ошибки зависит

от характеристик медленно меняющихся ошибок обоих

измерителей. Заметим, что из условий (10.69) следует,
что у2<уь При большой разнице в значениях у2 и yi

будут выполняться условия

2(^-)1/251В2<5?, 2 ВгВ2 < Bl, (10.73)

т. е. система даст уменьшение «систематических» оши¬

бок по сравнению с каждым измерителем в отдельности.

3) Кривые спектральных плотностей ошибок пересе¬
каются в одной точке (рис. 10.17, в), так что

У2^1

У1^2

Из этих условий вытекает, что В\ < В*. Передаточные
функции фильтров имеют тот же вид (10.70), причем
значение р определяется по-прежнему первым выраже¬
нием (10.71), а т находится иначе:

т=-^(2у2)1/2. (10.75)

Установившаяся дисперсия ошибки равна:

Ds0 = (2р)1/4 С1/2о®/2+ 52. (10.76)
В рассматриваемом случае, таким образом, получается
наиболее отчетливый физический результат: оптималь¬

ная система использует преимущества первого канала
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в низкочастотной области, а второго канала в высоко-

частотной. Поэтому в выражение (10.76) входят дис¬

персия «систематической» ошибки первого измерителя и

результат фильтрации флюктуационной составляющей
ошибки второго измерителя.

4) Кривые спектральных плотностей* ошибок пересе¬
каются в двух точках (рис. 10.17,г). В этом случае

^1>1
ТА2

(10.77)

Для передаточных функций фильтров получаем следую¬
щие выражения:

TZ / •
\ У03 (Т1 Н~ т2) 2р/(0 -4- 2р2

AiU ) — (у(0)2 + (Т1_|_Т2)7-С0ц_Т1Т2 (уС0)2 2русо +2р2
’

1П

К (= (7ю)2 ~4~ Ti т2 2русо 2р2
2U ) (/со)2 -р (Т1 + т2) ую + Tj т2 (усо)2 + 2русо + 2р2

•

Здесь р определяется первым выражением (10.71), а; ti
и Т2 находятся следующим образом:

T1 = ^-(Y1Y2)1/2, y2 = -^-(2y2)1/2. (10.79)

Установившаяся дисперсия ошибки равна:

Ds0 = (2�)1/4 С1/2ст|/2 + В2о1 + В>В2 . (Ю.80)

Отметим, что во всех четырех случаях система не инва¬

риантна относительно полезного сигнала.

Интересно сравнить результаты с тем, что получает¬
ся при строго постоянных «систематических» ошибках.

Примем, что в выражениях (10.61) yi = 0 и у2 = 0. Вве¬

дем при этом обозначения Bi = BiQ и В2 = В20. Как обыч¬
но получается в подобных случаях, при неограниченном
времени поступления сигналов можно получить диспер¬
сию ошибки

Dsq = Dr min (5io, 52о), (10.81)
?де Dr определяется характеристиками только недетер¬
минированных составляющих. В частности, можно вы¬

брать передаточные функции в том же виде, что и при
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медленно меняющихся «систематических» составляю¬

щих. Рассмотрим два варианта задачи.

1) * 510>520. (10.82)

В этом случае практически оптимальной оказывается

одноканальная система [/Ci(/(d) =0]. Дисперсия ошибки

равна:

L»50 = (2p)1/4C1/2Oy + ^0. (10.83)

2)* В10 < 520. (10.84)
В этом случае результаты, близкие к оптимальным,

получаются при передаточных функциях вида (10.70),
в которых, однако, значение т произвольно. Налагается
лишь ограничение сверху: т<^р. При т—>0 дисперсия
ошибки оказывается равной:

Дл0^(2Р)1/4С1/Х/2 + ^о- (10-85)

Это выражение по форме совпадает с выражением

(10.76) и имеет тот же смысл: точность оптимальной си¬

стемы характеризуется «систематической» ошибкой пер¬
вого измерителя и результатом фильтрации флюктуа¬
ционной ошибки второго измерителя.

Если рассматривать постоянные «систематические»

ошибки лишь как идеализацию медленно изменяющихся

ошибок, то следует обратить внимание на неполное со¬

впадение результатов для случаев 1) и 2) с более точ¬

ными. Для случая 1) (Bi>B2) приближенное рассмот¬
рение годится [так же, как и в случае 1)*, получается

К1(/со)=0]. Для случая 3) (Bi<B2) передаточные функ¬
ции в форме (10.70) одинаково пригодны и для прибли¬
женного и для более точного решения. Однако значение

параметра т в случае 2)* в значительной мере произ¬
вольно, а в случае 3) —вполне определенно [выражение
(10.75)]. Если при yi¥=0 и у2=£0 положить т->0, то вме¬

сто выражения (10.76) получим:

/^о==(2р)1/4С1/2а®/2+ £2, (10.86)

что свидетельствует о потере точности, так как B2'>Bi.
Наконец, в случаях 2) и 4) может быть как

так и В2>ВХ. Решения при этом существенно отличаются
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от полученных в случаях 1) и 3), для которых годится

приближенное рассмотрение. Использование же переда¬
точных функций, оптимальных для случаев 1) и 3),
приведет к большему или меньшему проигрышу в точ¬

ности. Отсюда следует, что в рассматриваемой задаче

оптимального преобразования существенно необходимо
детально знать характеристики «систематических» со¬

ставляющих ошибок; сведений о соотношении их сред¬
неквадратичных значений (Bi и В2) недостаточно.

10.5. Совместная работа позиционного измерителя,

измерителя скорости и гироинерциальной системы

Рассмотрим теперь более сложную, трехканальную
комплексную систему, в которую входят позиционный

измеритель [его выходной сигнал хД/)], измеритель ско¬

рости [выходной сигнал х2(/)] и гироинерциальная си¬

стема [выходной сигнал ее акселерометра х3(/)]. Услов¬
ные спектральные плотности полезного сигнала и оши¬

бок, приведенных к полезному сигналу, имеют вид:

$ГГ (0)2 02)
’ (<°) — Qr

2^
(О2 (0)2 у2) (О2 _ Q2)2

Все помехи считаются взаимно статистически независи¬

мыми. Для позиционного измерителя и измерителя ско¬

рости пренебрегаем медленно меняющимися составляю¬

щими ошибок, для гироинерциальной системы пренебре¬
гаем стационарными составляющими ошибок и учиты¬
ваем только ошибки от ухода гироскопа.

При решении задачи методом неопределенных коэф¬
фициентов для передаточных функций /Ci(jco), /<2(/(о)
и ^(/со) получается система трех уравнений (см. § 4.3).
Полюсы передаточных функций представляют собой
корни уравнения

£8 + (2Q2 Y2) _|_ £4 (Q4 _ 2QY + _

0, (10.88)
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имеющие отрицательные вещественные части. В общем

случае корни этого уравнения зависят от шести пара¬

метров сигналов (С, р, 01, 02, у). Качественное ис¬

следование решений становится очень простым, если ис¬

пользовать кривые условных спектральных плотностей.

Рис. 10.18.

Различные варианты взаимного расположения этих кри¬
вых для случаев, представляющих наибольший интерес,

изображены на рис. 10.18. Видно, что в трех из приве¬
денных четырех случаев оптимальная трехканальная си¬

стема или вырождается в двухканальную, причем долж¬
но быть выполнено условие инвариантности относительно

полезного сигнала, или в одноканальную.

23 И. Б. Челпаноэ
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В случае 1) (рис. 10.18, а) оптимальная система ис¬

пользует сигналы позиционного измерителя и измери¬
теля скорости и инвариантна относительно полезного

сигнала.

В случае 2) (рис. 10.18,6) оптимальная система ис¬

пользует сигналы позиционного измерителя и инерциаль¬
ной системы и также инвариантна относительно полез¬

ного сигнала.

В случае 3) (рис. 10.18, в) оптимальная система ис¬

пользует только сигнал позиционного измерителя и не

инвариантна относительно полезного сигнала.

Исключение составляет только случай 4) (рис. 10.18, г),
в котором оптимальная система использует все три сиг¬

нала измерителей и инвариантна относительно полезного

сигнала: позиционный измеритель осуществляет слабую
позиционную коррекцию гироинерциальной системы, а

измеритель скорости
— ее демпфирование. Однако чис¬

ленные расчеты показывают, что если для демпфирова¬
ния также использовать сигнал позиционного измери¬
теля, то проигрыш в точности получается небольшим.

Таким образом, и в этом случае можно считать, что оп¬

тимальная система вырождается в двухканальную.
Оптимальные решения для двухканальных систем

найдены в главе 9 и предыдущих параграфах данной
главы.

Из всего сказанного не вытекает вывода о том, что

в состав навигационного комплекса нет необходимости
включать более двух измерителей. Следует иметь в виду
два обстоятельства:

1. Параметры ошибок медленно меняются в течение

полета, так что на различных интервалах времени целе¬

сообразно использовать различные сочетания приборов.
2. При учете конечности интервалов времени работы

приборов (неустановившиеся режимы) даже при неиз¬

менных свойствах сигналов может оказаться целесооб¬

разным использование сигналов трех или даже боль¬

шего числа измерителей. Такое положение вероятно в

особенности тогда, когда измерители включаются в ра¬
боту и выключаются неодновременно.



ГЛАВА 11

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ

ДИСКРЕТНЫХ ДАННЫХ

Дискретный характер данных, подлежащих обра-
ботке, может быть обусловлен как принципом работы
источников информации или заданием из посторонних

соображений режима их работы, так и спецификой вво¬

да данных в вычислительное устройство. В первом слу¬
чае характерно нерегулярное поступление данных, во

втором
—

периодическое. В этой главе рассматриваются
немногие задачи и того и другого вида. В задачах,

сформулированных и решенных в более частной поста¬

новке, чем. в предыдущих главах, внимание уделяется

анализу основных качественных эффектов. Во-первых,
выясняется, какая потеря точности связана только с

дискретным характером поступления данных. Ответ на

этот вопрос дают решения задач чистой экстраполяции
по идеально точным данным. Во-вторых, рассматри¬
ваются пути и перспективы использования дискретных
источников информации для коррекции непрерывных, ме¬

нее точных данных. При этом коррекция позволяет не

только «сбросить» ошибки в момент поступления дис¬

кретных данных, но и выявить постоянные ошибки не¬

прерывных измерителей и этим повысить их точность.

11.1. Преобразование результатов
двух дискретных измерений координаты

В вычислительное устройство поступают результаты

двух измерений координаты в моменты времени t = 0
и t = T, т. е. величины

x(0) = s(0) + ^, x(T) = s(T)-\-n2- (11.1)

23*
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Будем предполагать, что ошибки измерения и п2 —

статистически независимые случайные величины с нуле¬
выми математическими ожиданиями и одинаковыми дис¬

персиями, равными о2. Выходной сигнал навигационной
системы формируется следующим образом:

q (/) = m(t) 4- (/) х (0) + а2 (/) х (Г). (11.2)
Из условия минимума дисперсии ошибки (см. § 3.7)

получаются следующие уравнения для весовых коэффи¬
циентов ai и а2.

ai (Со+ 0 )+

+ + + [т-1(1 -г-РГ)] + О2} =
=С(НС?/7,+ у{27'+|[—.

(И-З)
Если пренебречь ошибками измерения (принять a = O)j

то коэффициенты и а2 будут равны:

C\Tt +у4+ 1 [-1 + е-р/ + е-�г—

^2 = I
~

ОГ2 г i 7ТЯ
’

»

(И-4)

При наложении условия несмещенности относительно

детерминированной составляющей полезного сигнала

(Ci—>оо) при любом Со, а также при больших \t = t— Т

(Д/^1/0) и при малых Д/ (Д/<^1/р) для коэффициентов
получаются одни и те же приближенные выражения:

О1-5)

Таким образом, в этих предельных случаях оптималь¬

ная система должна осуществлять просто линейную
экстраполяцию по двум точкам. Это хорошо согласуется
с результатами главы 5. При малых Д/дисперсия ошиб¬

ки приближенно равна:

С2�/(Д^. (П-6)
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При Т—>0 это выражение переходит в первое выра¬
жение (5.39). Это и понятно: при точных измерениях
знание двух близких значений координаты эквивалент¬

но знанию координаты и ее производной в тот же мо¬

мент времени. При фиксированном А/ сближение мо¬

ментов измерения (уменьшение 71) повышает точность

экстраполяции. Это свойство является следствием сде¬

ланного выше предположения об идеальной точности

измерений (о = 0).
Учтем теперь ошибки измерения, т. е. примем сг=£О.

При малых AZ коэффициенты и а2 будут по-прежнему

определяться приближенно выражениями (11.5). При
малых А/ для дисперсии ошибки получаем:

Ds (/) « 4 С2р/ (/ - ту+ (1 —Тт+21). (11.7)

Составляющая дисперсии ошибки, происходящая от

ошибок в измерении координаты (второе слагаемое),
растет с уменьшением Т. При малых А/ первое слагае¬

мое мало. При увеличении AZ первое слагаемое растет
быстрее, чем второе. Отсюда следует, что при расчете
ошибок при малых М хорошие результаты можно полу¬
чить, учитывая только ошибки измерения и игнорируя
недетерминированный характер изменения координаты;
при достаточно больших А£ недетерминированный ха¬

рактер изменения координаты может иметь основное

значение. При больших А/ качественные особенности ре¬
шения и количественные оценки получаются теми же,

что в задаче экстраполяции по точно известным началь¬

ным условиям (см. § 5.2). С увеличением AZ влияние

ошибок измерения координаты становится все меньше.

11.2. Преобразование большого числа

точных дискретных данных

Рассмотрим задачу преобразования дискретных зна¬

чений координаты, поступающих через равные интер¬
валы времени в моменты Z = 0, Т, 2Т, ... К такой за¬

даче мы приходим в следующих случаях:
1. Навигационный прибор является дискретным по

самому принципу действия.
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2. Преобразование данных осуществляет ЦВМ.
В этом случае Т представляет собой или период «опро¬
са» датчиков, или время такта машины.

Навигационная система должна непрерывно выра¬
батывать текущие значения координаты. Однако в даль¬

нейшем рассматривается упрощенная постановка зада¬

чи: вычислительное устройство определяет значения ко¬

ординаты в дискретные моменты времени t = T—О,
2Т — 0, ... В результате расчета точности такой чисто

дискретной системы мы получим оценки для максималь¬

ной (во времени) дисперсии ошибки другой системы,

вырабатывающей данные непрерывно. Действительно, в

установившемся режиме дисперсия ошибки непрерывной
системы является периодической функцией времени. При
этом максимум достигается каждый раз непосредственно

перед получением очередного дискретного значения ко¬

ординаты (рис. 11.1). Величина максимума получается
из решения задачи экстраполяции на один такт.

Ниже рассматривается более общая задача экстра¬
поляции на N тактов [известны значения входного сиг¬

нала в моменты времени ..., (т—1)Г, тТ\ определе¬
нию подлежит значение полезного сигнала в момент

(m + AQrj. Этим учитывается возможность сбоя на не¬

сколько тактов измерителя или канала передачи данных.
Решается задача чистой экстраполяции, т. е. предпола¬
гается, что измеритель дает точные дискретные значе¬

ния сигнала. По отношению к реальным условиям такая

идеализация дает возможность оценить пределы по точ¬

ности, обусловленные только дискретным характером по¬

ступления данных.

При достаточно большом времени поступления дан¬

ных процесс оптимального преобразования переходит в

установившийся. Детерминированные составляющие сиг¬
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налов играют роль только в течение «переходного про¬

цесса». Поэтому при расчете установившегося режима

(время поступления данных так велико, что его можно

считать бесконечным) следует учитывать только неде¬

терминированную составляющую полезного сигнала.

Задача решается с помощью z-преобразования. Свойства

экстраполятора определяются дискретной передаточной

функцией /<(z).
Условие минимума дисперсии ошибки экстраполяции

на N тактов имеет вид [17]:

^K(z)Srr(z)-^Slr(z)= X(z). (11.8)

Здесь X(z)—неизвестная функция комплексной пере¬
менной 2, не имеющая особенностей внутри круга еди¬
ничного радиуса, Srr(z)—спектральная плотность ди¬

скретных значений недетерминированной составляющей
полезного сигнала, Sir(z) —взаимная спектральная плот¬

ность дискретных значений недетерминированной со¬

ставляющей полезного сигнала и этой же составляющей,
экстраполированной на N тактов:

Slr(z) = zNSrr(z). (11.9)

По таблицам ^-преобразований [17] находим:

с Г>2(1—цг) (l—^-i)
(11.10)

где

О2=^.(27^_±^.)> ц= е-ът, d = e-^T. (11.11)

Значение g определяется выражением

—

2$Td — (1 — d2) (11.12)

Правая часть последнего выражения больше единицы,

поэтому уравнение всегда имеет решение.

Уравнение (11.8) решается методом неопределенных

коэффициентов (он аналогичен методу неопределенных

коэффициентов в теории непрерывных систем; см. § 3.4).
Полюсы /((г) представляют собой корни уравнения

Srr(z)=0, лежащие внутри круга единичного радиуса.
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Единственный такой корень есть г = |ы. Поэтому искомую
передаточную функцию следует искать в форме

Из условия удовлетворения исходного уравнения (11.8)
получаем:

Дисперсия ошибки равна:

1 — \ad

При малых Т приближенно получаем:

Д~4^(0Г)3.

(11.15)

(11.16)

По этой формуле может быть оценено допустимое время
такта ЦВМ (при 2V=1 для идеального случая отсутствия
сбоев в поступлении данных; при Af = 2, когда допу¬
скаются редкие сбои на один такт, при 2V = 3 — на два

такта и т. д.).
В предельном случае при Г—>0 и NT= T0 получаем:

Р^|-^-(�Г0)з. (Ц.17)

Это же выражение, характеризовавшее непрерывный
экстраполятор, работавший при полностью известной

предыстории движения, было получено в § 5.3.

11.3. Использование результата
однократного измерения координаты
для коррекции измерителя скорости

Пусть данные о движении объекта поступают от двух

измерителей: дискретного позиционного измерителя и не¬

прерывного измерителя скорости. Позиционный измери¬
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тель выдает результат единственного измерения коорди¬

наты в момент времени t=T\

x^T) = s(T) + bv (11.18)

где bi — случайная ошибка с дисперсией В\. Измеритель
скорости работает непрерывно от момента начала дви¬

жения (/ = 0) до текущего момента времени t, для кото¬

рого должно быть определено значение координаты. Его

выходной сигнал равен:

•^2 (0 ~ 5 (0 "I" ^2 (0 + ^2> (11 • 19)

где п2(0—белый шум интенсивности а2, Ь2— постоян¬

ная ошибка с дисперсией В2.
Смысл поставленной задачи в основном тот же, что

и в § 9.4. На интервале (0, Т) осуществляется счисление

пути по сигналу измерителя скорости. Получаемое от

позиционного измерителя дискретное значение коорди¬
наты позволяет, во-первых, уточнить начальное условие
для счисления пути, а во-вторых, частично выявить, а

затем и скомпенсировать постоянную ошибку измери¬
теля скорости (если начальное значение координаты из¬

вестно достаточно точно).
Выходной сигнал навигационной системы форми¬

руется следующим образом:
t

z(t) — a(t)xx(T) 4- J IF(/, т)х2(т)б/т. (11.20)
о

Интервал времени (0, Г) считается достаточно малым,

так что в его пределах возможно использовать только

первые слагаемые разложения корреляционных функ¬
ций в степенные ряды [выражения (9.11)]. Относительно

интервала (Т, /) можно или принимать, или не прини¬
мать это допущение. Соответственно ниже рассматри¬

ваются два случая.

а) Интервал (Г, /) также достаточно мал. Система

уравнений для весового коэффициента a(t) и импульсной
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переходной функции W(t, т) имеет вид (см. § 4.4):

]■ т2)/?хл(тр т2)</т2 =
о

= Т1) — а%ХЛТ' Т1)’
aRx^T, Т) —

t

^■RsxS^ О—J w(t, т2)Яхл(л x2)dx2-
6

(11.21)

уравнений
уравнения

(11.22)

При использовании приближенных выражений (9.11) ин¬

тегральное уравнение вырождается. Так как W(t, т), во¬

обще говоря, должно иметь различные аналитические

выражения на интервалах (О, Т) и (Т, /), то следует за¬

писать:

Г pj/) при 0<т < Т,

| ц2(/) при Г<т < t.

Однако одно из условий удовлетворения
(11.21) сразу дает Ц1 = Ц2 = Ц. Получаем два

относительно а(/) и ц(/):

ц{C\t 4“ 4~ аС\Т =

[iClTt + а(С%+ Clr2+ 5?) = + C^Ti

При наложении условий несмещенности относитель¬

но детерминированной составляющей полезного сигнала

(Со—>оо, Cj -> оо) получаем:

а=1, Ds(t) = Bl + Bl(t-

(11.23)
В этом случае позиционный измеритель просто устанав¬
ливает начальное условие (с ошибкой, дисперсия кото¬

рой равна В?).
При точно известном начальном значении координа¬

ты (Со = О) и при наложении условий несмещенности от¬

носительно постоянной составляющей скорости (С1->сю)
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и постоянной составляющей ошибки измерителя скоро¬
сти получаем:

Н = 0, а = (11.24)

В этом случае сигнал измерителя скорости совсем не

используется, а вычислительное устройство должно осу¬

ществлять линейную экстраполяцию по априори точно

известному начальному и измеренному в момент Т зна¬

чениям координаты. Такой вывод получается как след¬

ствие допущения о постоянстве скорости, что можно счи¬

тать справедливым только для малых интервалов (О, Т)
и (Г, О.

б) Интервал (Г, /) произволен. При этом на интер¬
валах (0, Т) и (7, /) искомая импульсная переходная

функция W(t, т) будет иметь различные аналитические

выражения. Как и в § 9.4, п. б), рассмотрим решение
задачи частичного синтеза, когда на интервале (Г, t) из

физических соображений задано W (t, т)=1. В этом слу¬
чае выходной сигнал вычислительного устройства фор¬
мируется следующим образом:

z (/) = J (т) dr —К Az (/), (11.25)
т

где

т

bz(t) = a(f)xx(T)+ [ W(t, r)x2(x)dx. (11.26)
6

В результате минимизации дисперсии ошибки полу¬
чаем систему уравнений относительно a(t) и W(t, т). Из

одного уравнения сразу следует, что

т) = ц(/). (11.27)

Остальные два уравнения имеют вид:

И (с?Т+ 02+ В2Т) + аС\Т= С{т— Bl (t — Т),

v-cir2+a (Cl + С2Т2+В2) = Со + С2Т2.
(11.28)



352 ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ДИСКРЕТНЫХ ДАННЫХ [ГЛ. И

При наложении условий несмещенности относитель¬

но детерминированных составляющих полезного сигнала

(С0-*сю, С\->оо) получаем:

ц = 0, а=\. (11.29)

Этот результат имеет тот же смысл, что и в случае

а): позиционный измеритель только устанавливает на¬

чальное условие для счисления пути интегрированием
сигнала измерителя скорости.

При точно известной начальной координате (Со=О) и

при условиях несмещенности G—>оо, В%->оо получаем:

И(^) = 1_А, (и.зо)

При этом для больших t получаем следующее прибли-*
женное выражение дисперсии ошибки:

I а? \

^)~|д4+т-д2- (и-31)

Отношение

D. (О В? а?
(11-32)

представляет собой дисперсию остаточной постоянной
ошибки в скорости. Как и следовало ожидать, эта вели¬

чина убывает с увеличением «базы» Т. При этом, одна¬

ко, предполагается, что Т остается достаточно малым,
так что приближенные выражения корреляционных
функций сохраняют точность.

Если при Со = О не наложено условие В2—>оо, то

качественные особенности решения те же, что и в § 9.4:

при малых Т и больших t получается (4 « В2, а затем

при увеличении Т эта величина уменьшается по закону

(11.32). Таким образом, возможность снижения постоян¬

ной ошибки измерителя скорости появляется лишь при
достаточно большой «базе» Т. Если же «систематиче¬

ская» ошибка измерителя скорости в действительности
непостоянна, то частичная компенсация ее становится

возможной лишь на интервалах времени, соизмеримых
со временем ее корреляции.
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11.4. Использование результата

однократного измерения координаты

для коррекции астроинерциальной системы

В § 8.2 и 8.3 отмечалось, что ошибки автономных

инерциальных систем в течение очень больших интерва¬
лов времени существенно зависят от точности установки
начальных условий. В случаях, когда инерциальная си¬

стема работает совместно с другими непрерывными ис¬

точниками информации, она часто играет вспомогатель¬

ную роль и лишь незначительно повышает точность (см.
§ 11.1, 11.2). Однако есть группа задач, в которых кор¬
рекция существенно повышает точность инерциальной
системы, в то время как сами корректирующие сигналы

не дают возможности с достаточной точностью опреде¬
лять текущие значения координат. Такое положение

имеет место при дискретной коррекции инерциальных си¬

стем, когда оказывается возможным существенно сни¬

зить ошибки от неточной выставки начальных условий.
В то же время экстраполяция только по дискретным
данным дает плохие результаты. Следовательно, это за¬

дачи, в которых комплексирование оказывается весьма

эффективным.
Рассмотрим одну из простейших задач этой группы.

Астроинерциальная система характеризуется весьма низ¬

ким уровнем помехи, приведенной к выходу акселеро¬
метра, так что в течение длительного времени единствен¬
ным источником ошибок можно считать ошибки в

начальных условиях. Примем, что начальное значение ко¬

ординаты точно известно [s(0) =0], а неизвестна только

начальная скорость $(0). В момент t = T поступает ди¬

скретный сигнал позиционного измерителя

x^T) = s(T)+ bv (11.33)

причем дисперсия ошибки bi равна В?. Выходной сигнал

навигационной системы формируется следующим образом:
t

z(t)==a(t)xl(T)+ \ W(t, x)x2(x)dx, (11.34)
о

где х2(0 —выходной сигнал акселерометра, ось чувстви¬
тельности которого стабилизирована в инерциальном
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пространстве. В дальнейшем удобно иметь дело не с

сигналом акселерометра х2(0> а с выходным сигналом

недемпфированного шулеровского контура

x2(t) = s(t)— sin £2/. (11.35)

Наложим условие инвариантности относительно по¬

лезного сигнала s(t). При этом выражение (11.34) будет
иметь вид:

г(/) = -г2(^) + Аг (0. (11.36)
где

Аг (/) = a (t) [х2 (Т) — хг (Г)]. (11.37)
Из условия минимума дисперсии ошибки в момент вре¬
мени t находим:

*2 *2
С с

sin Q.T sin Qt В\ sin2 QZ

=
. DAt)=

р
.

B2+-A-sin2£2r B2_|__l_sin2Qr
*2

где Ci —дисперсия начального значения скорости $(0),
Как и следовало ожидать, среднеквадратичная ошибка
изменяется по гармоническому закону синфазно с ошиб¬
кой некорректированной инерциальной системы. Дости¬
жимая точность коррекции определяется соотношением

величин В2 и (Ci /22) sin2 ИГ. При В\ < (Ci /22) sin2 Q71

(это соответствует условию несмещенности Ci—>оо)
sin2 Qi
sin2 ОТ

При В\ > (С*2/О2) sin2QT получаем:

Последнее выражение представляет собой дисперсию
ошибки некорректированной инерциальной системы, сле¬

довательно, коррекция оказывается неэффективной. Та¬
кое положение может иметь место или из-за низкой точ¬

ности позиционного измерителя (Bi велико), или из-за

недостаточной длины «базы» (Г мало).



ГЛАВА 12

САМОНАСТРОЙКА. АВТОМАТИЧЕСКОЕ
ИЗМЕНЕНИЕ СТРУКТУРЫ. АВТОМАТИЧЕСКАЯ

ИНДИКАЦИЯ ТОЧНОСТИ

Чтобы обеспечить нормальное и эффективное функ¬
ционирование системы комплексной обработки сигналов

навигационных измерителей, нужно располагать надеж¬
ными сведениями о режиме их использования и о свой¬

ствах сигналов. Может иметь место положение, когда

все данные известны заранее, перед полетом: определена

трасса и график ее прохождения по времени, составле¬

но расписание использования источников информации
и на основании статистической обработки эксперимен¬
тальных данных получены характеристики ошибок изме¬

рения. В этом случае алгоритм оптимального преобра¬
зования данных может быть точно рассчитан заранее.
Однако типичной является другая ситуация, когда мно¬

гие исходные данные известны лишь весьма приближен¬
но, а некоторые из них (например, графики предпола¬
гаемого использования измерителей во времени) могут
совсем отсутствовать. В этом случае в системе должны

быть предусмотрены автоматические устройства, пере¬
ключающие схемы преобразования при резких и значи¬

тельных изменениях свойств сигналов и подстраиваю¬
щие параметры, когда эти изменения не очень велики.

Исходная информация может быть получена как из ко¬

мандных устройств (сведения об умышленном включе¬

нии или выключении отдельных измерителей), так и?

непосредственно из выходных сигналов измерителей.
Задача строго оптимального преобразования данных для

изменяющихся условий представляется весьма сложной:
помимо прежней задачи оптимального преобразования
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сигналов с известными свойствами здесь встает вопрос
о наилучшем определении свойств сигналов. При этом

обе задачи следует решать совместно: нужно обеспе¬

чить оптимальность определения характеристик так,
чтобы их использование в конечном счете привело к ми¬

нимуму дисперсии ошибки в координате. Ввиду боль¬

шой сложности этой проблемы в настоящей главе лишь

обсуждаются принципиально возможные пути решения
этих задач, а для практической реализации предлагают¬
ся достаточно простые схемы, составленные на основе

физических соображений. К задачам самонастройки и

изменения структуры примыкают задачи автоматиче¬

ской индикации точности, также рассматриваемые в

этой главе. Ошибки навигационной системы в выработ¬
ке выходных данных не могут быть непосредственно из¬

мерены, однако по косвенным данным можно рассчи¬
тать дисперсии ошибок. Эти данные часто необходимы
для обеспечения правильной и эффективной работы-
комплексов, использующих сигналы навигационной си¬

стемы. В целом именно совокупность устройств, отдель¬

ным вопросам теории которых посвящена эта глава, в

конечном счете может обеспечить использование на

практике результатов разработки теории оптимального

преобразования навигационных данных.

12.1. Основные способы

автоматической перестройки фильтров

Начнем рассмотрение с задач самонастройки, т. е.

автоматического и целенаправленного изменения харак¬
теристик фильтров в зависимости от заранее непреду¬
смотренного изменения условий работы. Прежде всего

возникает вопрос о необходимости самонастройки вооб¬
ще. В предыдущих главах не раз отмечалось, что при
типичных исходных данных оптимальные фильтры обыч¬
но совершенно некритичны по отношению к изменениям

параметров сигналов. Это означает, в частности, что в

очень широких пределах можно не учитывать парамет¬

рической нестационарное™ сигналов. Все же в практи¬
ческих приложениях весьма вероятны условия, в кото¬

рых изменения параметров сигналов происходят в столь
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широком диапазоне, что стационарный фильтр дает

слишком большой проигрыш в точности.

Когда учет разброса характеристик сигналов и па¬

раметрической нестационарное™ сигналов может дать

существенный эффект, введение самонастройки пред¬
ставляется желательным. Автоматическая система обра¬
ботки данных тогда должна выполнять четыре операции:

1. Рассчитывать оценки корреляционных функций
сигналов (или параметров корреляционных функций).

2. Определять оптимальные динамические характе¬

ристики фильтров, соответствующие этим оценкам.

3. Перестраивать фильтры, осуществляющие преоб¬
разование сигналов.

4. Преобразовывать сигналы измерителей.
Ниже дана краткая характеристика этих операций и

перечислены основные пути их реализации.

В зависимости от полноты априорной информации о

свойствах сигналов и простоты введения этой информа¬
ции могут быть использованы три основных варианта
выполнения первой операции.

1) Если желаемая траектория заранее известна и из¬

вестны формулы, по которым при любой данной траекто¬
рии могут быть рассчитаны вероятностные свойства сиг¬

налов, то первая операция
—

расчет оценок корреля¬
ционных функций (так же как и вторая

—

определение
вида соответствующих оптимальных преобразований) —
может быть выполнена заранее, до старта, и, следова¬

тельно, программа изменения характеристик фильтров
оказывается полностью определенной. В этом случае

самонастройка превращается в предстартовую настрой¬
ку программного устройства. Расчет оптимальных им¬

пульсных переходных функций фильтров может быть

произведен методом последовательных приближений [41].
Блок-схема системы, работающей по такому принципу,

изображена на рис. 12.1, а, где Ф—блок фильтров, Пр—
блок программы переменных коэффициентов, Н — блок,
непосредственно осуществляющий настройку фильтров.
Следует обратить внимание на полную автономность

блока Пр.
2) Траектория заранее неизвестна, но известны со¬

отношения, связывающие характеристики сигналов с на¬
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вигационными параметрами или с другими величинами,

которые измеряются в процессе движения. В этом слу¬
чае импульсные переходные функции оптимальных филь¬

тров не могут быть рас¬
считаны заранее. Блок-
схема системы изображе¬

Рис. 12.1.

ни

в

на на рис. 12.1,6. Харак¬
терным является то, что в

блок Н непрерывно посту¬
пают сведения с выхода

самой навигационной си¬

стемы. Для определения
вероятностных свойств
сигналов используются

априори заданные зависи¬

мости этих свойств от на¬

вигационных параметров.
Например, в блок Н мо¬

гут вводиться сведения о

температуре, давлении,

характере подстилающей
земной поверхности и т. д.

В схемах самонастраи¬
вающихся автопилотов,
известных по литератур¬
ным источникам [5,6],при¬
меняется в основном

именно этот способ само¬

настройки (передаточные
числа каналов угловой
зависимости от высоты истабилизации изменяются

скоростного напора).
3) Заранее неизвестны

сти характеристик сигналов от непосредственно измеряе¬
мых параметров. В этом случае система самонастройки
может использовать только непрерывно поступающие
выходные сигналы приборов и некоторые достаточно об¬

щие априорные сведения. Остается один путь определе¬
ния корреляционных функций сигналов: построение оце¬
нок по непрерывно поступающим реализациям. Блок-
схема системы для такого случая изображена на

ни зависимо-
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рис. 12.1, в. В отличие от случая 2), в блок самонастрой¬
ки не поступают никакие другие сигналы, кроме выход¬
ных сигналов измерителей. Согласно [34], такой способ

самонастройки именуется параметрической компенса¬

цией по результатам текущих оценок вероятностных
свойств сигналов; в [1] подобные самонастраивающиеся
системы называются аналитическими. Заметим, что хо¬

рошо известный способ экстремальной самонастройки
следящих систем с поиском, основанный на непосред¬
ственном измерении ошибок, неприменим для измери¬
тельных систем вообще и систем преобразования нави¬

гационных данных в частности, так как ошибка не мо¬

жет быть непосредственно измерена.
Наряду с тремя, основными вариантами могут быть

использованы их любые комбинации, с одной стороны,
допускающие достаточно простую реализацию, а с дру¬
гой, возможно более полно использующие дополни¬

тельную информацию. Теория всех вариантов достаточ¬

но хорошо разработана в применении к одноканальной
системе [1, 34]. При составлении конкретных алгорит¬
мов самонастройки обычно бывает необходимо задавать

заранее вид корреляционных функций с точностью до

некоторых параметров а^ аъ . ..
, ад:

А?(тр Т2) = -^(Т1> т2> «1> а2> •••, aq)- (12.1)

Параметры считаются или случайными величинами, по¬

стоянными для каждой реализации, но различными для

различных реализаций, или медленно меняющимися

функциями времени (Ti, т2), а2(ть т2), .
.., ад(т1, тг).

Такое представление создает основу для практического
решения всех трех вариантов выполнения первой опе¬

рации. Так, определение неизвестных значений парамет¬

ров может быть произведено сравнением между собой

сглаженных выходных сигналов детекторов, включен¬

ных после специально подобранных фильтров. Вторая и

третья операции
—

определение оптимальных динамиче¬

ских характеристик фильтров и их перестройка — в зна¬

чительной мере могут быть подготовлены заранее. Дей¬

ствительно, поскольку общий вид корреляционных функ¬
ций (12.1) заранее известен, также заранее может быть
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установлен общий вид импульсных переходных функций
U7(Z, т, ait а2, ..., aq) или передаточных функций
К (/со, а2у ..., aq). После этого остается осуществить

заданное, в общем случае нелинейное преобразование
параметров аь . . .

, aq в соответствующие изменения

параметров фильтров. Блок-схема типичной схемы тако¬

го типа изображена на рис. 12.2, где пунктиром выде¬
лена цепь самонастройки (УФ1 и УФ2 — узкополосные

д,

уя> д2 cv2

Рис. 12.2.

фильтры, Д1 и Д2 — детекторы, СФ{ и СФ2 — сглажи¬

вающие фильтры). Для управления основным фильтром
Ф используется разность сигналов сглаживающих филь¬
тров.

Прежде чем перейти к рассмотрению схем самона¬

стройки для конкретных задач преобразования навига¬

ционных данных, целесообразно установить их некото¬

рые качественные особенности.

12.2. Возможности самонастройки
в одноканальной и многоканальной системах

Блок-схема одноканальной самонастраивающейся си¬

стемы, построенной по принципу параметрической ком¬

пенсации по результатам текущих оценок вероятностных
свойств сигналов, изображена на рис. 12.1, в. В блок са¬

монастройки И поступает только выходной сигнал изме¬

рителя x(t). Блок самонастройки должен перестраивать

фильтр Ф так, чтобы для каждой данной реализации
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выполнялось интегральное уравнение

t

J T2)^xx(Tl’ Х2)^Х2 = Т1) (12.2)
О

Здесь корреляционная функция /?^(тр ^характеризует
статистические свойства мыслимого множества реализа¬
ций, получающихся в тех же условиях, что и данная ре¬
ализация.

Для одноканальной системы принципиальным яв¬

ляется то обстоятельство, что при отсутствии априорных
сведений самонастройка не может быть создана. Дей¬

ствительно, по единственному измеряемому сигналу x(t)
можно построить оценку только одной корреляционной
функции, а для определения характеристики фильтра
нужно знать две корреляционные функции. Поэтому ап¬

риорные сведения о характере сигналов совершенно не¬

обходимы. В литературе, посвященной описанию таких

систем, всегда предполагается, что сигналы близки к

стационарным, т. е. имеет место только параметрическая
нестационарность, причем помеха и полезный сигнал
статистически независимы. Кроме того, принимается
одно из следующих допущений:

1. Корреляционная функция полезного сигнала

т2) = /?^(тр т2). заранее известна [9]. В этом слу¬

чае самонастройка рассчитана только на изменение

свойств помехи. Блок самонастройки определяет оценку

/?*х(тр т2) корреляционной функции /?*х(тр т2). Этим

обеспечиваются все исходные данные для решения инте¬

грального уравнения (12.2).
2. Корреляционная функция ошибки/?*л(тр т2) зара¬

нее известна [9]. Блок самонастройки определяет оценку

^лх(т1» т2) корреляционной функции /?*х(тр т2) и по ней

рассчитывает оценку корреляционной функции полезно¬

го сигнала

(12.3)

В этом случае самонастройка рассчитана на изменение

свойств только полезного сигнала.

24 И. Б. Челпанов
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3. Корреляционные функции /?*5(тр т2) и /?*„(тр т2)
известны с точностью до параметров, причем они су¬
щественно различаются по виду [37]. В частности, если

параметры входят линейно:

^L(tp Т2)=24Ш> т2)>

(ТР тг) = s afgW (тр т2),
(12-4)

то предполагается, что все функции g^s)(tp т2) отличают¬
ся от всех функций £<.п)(тр т2). После определения оценки

/?**<. (тр т2) производится разделение ее на слагаемые

/?**(тр тг) и ^лл(тр т2)- Если обе корреляционные функ¬
ции действительно не содержат слагаемых одного и того

же вида, такое разделение возможно.

Особенность навигационных задач заключается в том,

что по крайней мере полезный сигнал существенно не*

стационарен. Поэтому процесс определения оценки

/?*^.(тр т2) является несколько более сложным. Сначала

необходимо преобразовать сигнал x(t) в сигнал y(t),
не обладающий существенной нестационарностью. По¬

скольку вид существенной нестационарности известен,

это всегда можно сделать и притом многими способами.

В частности, для сигнала со стационарной производной
такое преобразование осуществляет передаточная функ¬
ция

г(>»)=тДт- <12-5>

Далее определяются оценки а* параметров аг-, от кото¬

рых зависит корреляционная функция.
При преобразовании сигнала x(t) основным фильт¬

ром принципиально существуют две возможности:

1) Сигнал x(t) непрерывно проходит через фильтр,
параметры которого меняются так, что его передаточная
функция в каждый момент соответствует значениям а}
именно для этого момента времени. Если бы для ка¬

ждой реализации параметр а* был постоянным, то са¬

монастройка была бы асимптотически оптимальной.
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В дальнейшем этот способ осуществления самонастройки
будем называть текущей настройкой.

2) Для каждого момента времени определяются #*(/),
а по ним определяются импульсные переходные функ¬
ции для всей предыстории (всего интервала поступления

сигнала). Соответствующее преобразование применяет¬
ся ко всей реализации. Поскольку вид этого преобразо¬
вания определяется только к конечному моменту време¬

ни, то необходимо осуществлять запись реализации на

всем интервале и пропускать эту запись через фильтр
после того, как импульсная переходная функция опреде¬
лена. Если выходной сигнал необходимо вырабатывать
непрерывно, то пропускание пополняющейся записи че¬

рез фильтр следует производить многократно. Такой спо¬

соб осуществления самонастройки будем называть на¬

стройкой с полным использованием информации.
Для практической реализации, по-видимому, приго¬

ден только первый способ; рассмотрение второго способа
позволяет установить теоретические пределы точности

самонастраивающейся системы.

Рассмотрим теперь некоторые принципиальные осо¬

бенности оптимальной многоканальной самонастраиваю¬
щейся системы, построенной по принципу параметриче¬
ской компенсации по результатам текущих оценок

корреляционных функций сигналов [42]. Блок-схема систе¬

мы изображена на рис. 12.3. В блок самонастройки Н

поступают N сигналов измерителей хД/). Самонастрой¬
ка должна обеспечивать выполнение системы интеграль'
ных уравнений

w t

S / W ’Ж,,’■) (12-6)
/= 1 о

7

(Z=l, 2, ..., N).

Как и при рассмотрении одноканальной системы, пред¬
полагается, что корреляционные функции описывают

свойства реализаций, полученных при неизменных усло¬
виях.

В самом общем случае для работы системы самона¬

стройки необходимы априорные сведения о свойствах

сигналов. Действительно, для того чтобы система урав¬

24*
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нений (12.6) была определена, необходимо знать 7V(W+
+ 1) взаимно корреляционных функций А?*/Лг.(тр т2) и

т2),в то вРемя как по N сигналам хг-(/) могут

быть построены оценки только N2 взаимно корреляцион¬

ных функций /?*
х (ть т2). Поэтому априорные сведения

должны так дополнять результаты вычисления текущих

Рис. 12.3.

оценок корреляционных функций, чтобы по ним могли

быть определены все Af(W+l) корреляционных функций.
Однако в многоканальных системах часто выпол¬

няется условие, при котором система самонастройки мо¬

жет’ работать при отсутствии априорных сведений о

свойствах сигналов. Это условие заключается в том, что

ошибки по крайней мере в двух каналах статистически

независимы друг от друга, от полезного сигнала и от

остальных ошибок.

Пусть ошибки взаимно статистически независимы в

/-м и m-м каналах. В этом случае оценка /?** (тр т2)
корреляционной функции (ТР т2) является одно¬

временно оценкой 2 (У —2) корреляционных функций
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т2) и т2). Таким образом, оценки всех

взаимно корреляционных функций строятся без исполь¬

зования каких-либо априорных данных.
На рис. 12.3 блок самонастройки выделен пунктиром.

Звенья с передаточными функциями Уг (/со) преобразуют
сигналы хД/) в сигналы r/Д/), не обладающие суще¬
ственной нестационарностью. Далее блок К выполняет

операции по вычислению текущих оценок R** взаимно

yiyj
корреляционных функций /?* w

. По ним определяютсяуiyi
оценки R**x. и взаимно корреляционных функций
/?* иЭтим самым обеспечиваются все исходные

данные для расчета характеристик оптимальной системы.

12.3. Пути реализации самонастройки

В предыдущем параграфе задача определения оце¬

нок корреляционных функций выделялась как самостоя¬

тельная проблема. В действительности же следует иметь

в виду, что оценки корреляционных функций являются

исходным материалом для получения оптимальных им¬

пульсных переходных функций. Поэтому можно ожи¬

дать, что в конкретных условиях для точного построения
импульсных переходных функций иногда будут доста¬
точными немногие и весьма скудные сведения о стати¬

стических свойствах сигналов. Действительно, на малых

интервалах времени для решения задачи синтеза дина¬

мических характеристик фильтров могут быть использо¬

ваны первые слагаемые разложения корреляционных
функций в ряды. По отношению к полезному сигналу

это равносильно гипотезе о постоянной скорости движе¬
ния. Если для типовых условий признано целесообраз¬
ным ввести условия несмещенности относительно линей¬

но изменяющегося полезного сигнала, то изменения зна¬

чений Ci и Со (т. е. изменение корреляционной функции
полезного сигнала) никак не сказываются на виде им¬

пульсной переходной функции фильтра. С другой сторо¬
ны, на достаточно малом начальном отрезке времени
оптимальная система обычно осуществляет экстраполя¬

цию по начальным условиям (см., например, § 6.2, 9.2),
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и для осуществления этой операции также не нужно

знать величин С? и Со. Таким образом, в течение неко¬

торого времени практически можно не иметь никаких

сведений о действительной корреляционной функции по¬

лезного сигнала, а использовать только априорное зна¬

ние ее вида.

В установившемся режиме передаточные функции
фильтров зависят от спектральных плотностей недетер¬
минированных компонент полезного сигнала и приведен¬
ных помех. Однако по существу не важен вид кривой
каждой спектральной плотности — решающее значение

имеет поведение каждой кривой вблизи точек пересече¬
ния. Следовательно, достаточно, чтобы система самона¬

стройки контролировала участки кривых спектральных
плотностей вблизи точек их пересечения. При этом важ¬

ны не все точки пересечения. В многоканальной (в ча¬

стности, в двухканальной) системе, работающей в уста¬
новившемся режиме, свойства фильтров определяются
видом пересечения кривых спектральных плотностей,
включающихся в обход снизу (см. § 4.3). Если кривая
условной спектральной плотности полезного сигнала идет

всегда выше по крайней мере одной из кривых приве¬
денных помех, то оптимальная система всегда должна

быть инвариантной относительно полезного сигнала. Если
есть уверенность, что такое положение сохранится при
всех возможных изменениях параметров полезного сиг¬

нала и помех, то система самонастройки может совсем

не контролировать изменения спектральной плотности

полезного сигнала. Вообще, как было не раз показано,

в установившемся режиме работы комплексная система

или становится инвариантной относительно полезного

сигнала (в этом случае она использует сигналы двух
измерителей), или превращается в одноканальную. По¬

этому блок самонастройки должен контролировать не

Af(W+l) спектральных плотностей, а только две из них,

т. е. аналитическая часть системы самонастройки много¬

канальной системы оказывается не сложнее, чем одно¬

канальной. Следует, однако, иметь в виду, что при из¬

менении параметров сигналов в очень широких преде¬
лах, когда точка, изображающая ситуацию на плоскости

параметров помех, может переходить из одной области в
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другую (см. главу 10), оптимальная система должна пе¬

реключаться или с одной пары измерителей на другую,
или с двух измерителей иа один, или с одного на два.

В этих случаях или каждый измеритель должен быть

снабжен постоянным анализатором, или анализаторы

должны подключаться к различным измерителям. Да¬
лее в качестве примера рассмотрена система самона¬

стройки позиционного измерителя. По-видимому, мно¬

гие из приемов, описанных в применении к этому част¬

ному случаю, смогут найти применение в других задачах.

12.4. Самонастройка для установившегося режима
обработки сигнала позиционного измерителя

Предположим, что статистические свойства полезно¬

го сигнала неизменны, а интенсивность сг2 флюктуацион¬
ной составляющей помехи изменяется, причем скорость
изменения мала по сравнению с постоянными времени
оптимальных стационарных фильтров. В этом случае

допустимо ограничиться соответствующим изменением

параметров стационарного фильтра вида (6.59).
Прежде всего следует ойределить, необходима ли

самонастройка вообще. Из § 6.3 следует, что фильтр
остается близким к оптимальному (относительное уве¬
личение среднеквадратичной ошибки не превосходит
40%), если величина о изменяется в пределах от О,3о0
до био, где а0

—

расчетное значение. Возможно, исполь¬

зуемый измеритель вообще не может нормально рабо¬
тать в более широком диапазоне изменения о. Тогда
самонастройка не нужна совсем.

Предположим, что о может изменяться в более ши¬

роких пределах. Однако и в этом случае, возможно,

самонастройка окажется практически не нужной. Это бу¬
дет иметь место при выполнении двух условий:

а) при уменьшении о ниже номинального значения

величина os становится значительно ниже допуска (см.
рис. 6.14) и поэтому нет смысла принимать меры, что¬

бы приблизиться к оптимальному преобразованию;
б) при увеличении су выше номинального значения

величина crs становится недопустимо большой даже при
оптимальном преобразовании.
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При этом предполагается, что фиксированная на¬

стройка обеспечивает хорошую работу при изменении о

Д сер нп

Рис. 12.4.

до значения, несколько превышающего номи-

В дальнейшем будем
задача приближения

от нуля
нальное.

которых

\
О)

/А.

/

Gt)

иметь в виду случаи, в

к оптимуму в широком
диапазоне изменения о

сохраняет смысл и са¬

монастройка нужна.

Рассмотрим возмож¬

ные способы решения
задачи определения те¬

кущего значения о.

В зависимости от на¬

дежности и полноты

предварительных све¬

дений о флюктуацион¬
ной помехе могут быть

использованы следую¬
щие варианты первого
звена схемы, показан¬

ной на рис. 12.4.

1) Широкополосный
фильтр с частотной ха¬

рактеристикой, изобра¬
женной на рис. 12.5,6

(на рис. 12.5, а пока¬

заны кривые условных

спектральных плотностей). Полоса пропускания филь¬
тра лежит выше предельно возможной частоты среза
оптимального фильтра. В этом случае в выходном сиг¬

нале фильтра всегда присутствует практически только

помеха. Дисперсия сигнала фильтра пропорциональна
величине о2. Недостатком устройства с такой характе¬

ристикой является то, что контролируется высокочастот¬

ный участок спектральной плотности, обычно далекий
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от точки пересечения кривых спектральных плотностей.

В этих условиях гипотеза о постоянстве спектральной
плотности помехи в широком диапазоне частот имеет

существенное значение.

2) Широкополосный фильтр с частотной характери¬
стикой,

•

максимум которой сдвинут в диапазон возмож¬

ных изменений частоты среза оптимального фильтра
(рис. 12.5, в). Выходной сигнал фильтра в этом случае
зависит от параметров и полезного сигнала и помехи.

Недостатком является слабая зависимость дисперсии
выходного сигнала фильтра от о2, когда о относительно

мало. Правда, это обстоятельство может не иметь су¬
щественного значения, если допускается отход от опти¬

мальности, когда о все равно мало.

3) Широкополосный фильтр, перестраиваемый вме¬

сте с основным фильтром, так что максимум его частот¬

ной характеристики все время несколько выше частоты

среза основного фильтра. При реализации этого вариан¬
та оказывается возможным контролировать именно то,

что нужно
— интенсивность помехи вблизи точки пере¬

сечения кривых спектральных плотностей. Отметим, что

если действительная спектральная плотность значитель¬

но отличается от постоянной (гипотеза о белом шуме
несправедлива), то здесь это не имеет значения.

Передаточные функции широкополосных фильтров
для вариантов 1) и 2) могут быть выбраны, например,
в форме

Для варианта 3) фильтр может быть частично совмещен
с основным, добавляется лишь дополнительный фильтр
с передаточной функцией

z'('») = 7rU' (,2'8)

После фильтра, согласно схеме на рис. 12.4, должны

следовать детектор Д, сглаживающий фильтр СФ и эле¬

мент с нелинейной характеристикой НП, преобразую¬
щий выходной сигнал СФ в параметры фильтров. Одна¬
ко эта часть схемы может быть упрощена путем со¬

вмещения детектора и нелинейного преобразователя



370 САМОНАСТРОЙКА. ИЗМЕНЕНИЕ СТРУКТУРЫ [ГЛ. 12

(рис. 12.6). Характеристика детектора Д здесь выби¬

рается так, чтобы среднее по времени значение сигнала

на его выходе было пропорционально параметру, подле¬

жащему изменению. Так, при передаточной функции

Рис. 12.6.

СФ

широкополосного фильтра, заданной в виде (12.7), дис¬

персия сигнала на его выходе равна:

D =
За2

16а0 «оа /
(12.9)

Примем, что выполнено условие отстройки фильтра в

сторону высоких частот

-^<1. (12.10)
�min

Тогда, если задать характеристику детектора в виде

v = = zz1/2, (12.11)

то среднее (по времени) значение сигнала на его выхо¬

де будет равно:

v = 0,55уГр1/4С1/2 = (12.12)

где р
—

параметр оптимальной передаточной функции,
соответствующий текущему значению сг, а у

— коэффи¬
циент, зависящий от закона распределения сигнала [для
обычных законов распределения не более чем с одним

максимумом (нормального, равномерного, треугольного)
он изменяется в узких пределах: 0,75<у< 1,08]. Таким

образом, сигнал v на выходе сглаживающего фильтра
будет пропорционален требуемому значению постоянной

времени основного фильтра.
Операция перестройки основного фильтра может осу¬

ществляться непрерывно. Однако практически в этом
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нет необходимости: как было показано в § 6.5, два ди¬

скретных значения настройки обеспечивают перекрытие
диапазона изменения о в 600 раз, чего, по-видимому,

практически всегда достаточно. Поэтому выход сглажи¬

вающего фильтра блока самонастройки следует подать
на двухпозиционный пороговый элемент, переключаю¬
щий передаточную функцию

(/(о)
2PJ/C0

(Л))2 + 2pj усо 2р2

на передаточную функцию

2р2;со + 2р|
(У®)2 + 2p2j(o -J- 2р2

(Р2^5Р1) (12.14)

или обратно. Заметим, что при таком переключении по¬

стоянных времени фильтра детерминированные состав¬

ляющие полезного сигнала не вызывают переходных
процессов, так как в установившемся режиме обе пере¬
даточные функции обеспечивают их несмещенное вос¬

произведение. Переходный процесс от недетерминиро¬
ванных составляющих оказывается несущественным.

12.5. Автоматическое изменение структуры фильтров
при изменении режима работы

Систему, в которой при изменении условий работы
автоматически осуществляются целенаправленные пере¬
ключения, можно рассматривать как самонастраиваю¬

щуюся систему особого вида (процесс самонастройки
осуществляется ступенчато). По сравнению с непрерыв¬
ной системой самонастройки такая система является бо¬
лее грубой, но она более проста в реализации и более

надежна. Необходимость изменения структуры при из¬

менении условий связана с обстоятельствами двух родов:
а) изменяются свойства сигналов и характеристики

звеньев навигационной системы;
б) отдельные измерители могут включаться и выклю¬

чаться.
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Второе обстоятельство естественным образом опре¬
деляет ступенчатый характер самонастройки.

По характеру сведений об изменении режима все

возможные ситуации можно разделить на три основных

варианта.
1) Моменты изменения режима заранее известны.

В этом случае алгоритмы преобразования могут быть

заранее рассчитаны и запрограммированы.
2) Моменты изменения режима заранее неизвест¬

ны, но каждый раз в эти моменты в систему поступают
сведения о том, какие именно изменения произошли. Та¬

кое положение имеет место, когда включение или вы¬

ключение измерителя осуществляется умышленно, в со¬

ответствии, например, с тактическими соображениями.
В этом случае, вообще говоря, должны быть заранее

запрограммированы оптимальные алгоритмы преобразо¬
ваний для всех возможных вариантов изменения режи¬
ма, а по команде должно осуществляться лишь включе¬

ние нужных из них.

3) Об изменении режима работы системы можно

судить только по изменениям свойств сигналов. Такое
положение имеет место, например, тогда, когда происхо¬
дит сбой того или иного измерителя вследствие есте¬

ственных причин или специально организованных по¬

мех. В этих случаях обычно сразу нельзя достоверно
установить, вышел ли из строя один из измерителей, а

если вышел, то какой именно. Поэтому наряду с набо¬

ром программ для оптимальных алгоритмов должна
быть предусмотрена схема автоматического распознава¬
ния ситуации.

При переходе от варианта 1) к варианту 2) умень¬
шается объем непосредственно вводимой информации и

усложняется устройство системы. Алгоритмы оптималь¬

ных преобразований для варианта 1) могут быть состав¬
лены непосредственно по результатам решения задач,

рассмотренных в главах 5—11. Пусть, например, зара¬
нее известно, что при 0</<7\ работает только измери¬
тель скорости, при 7\</<Г2 — измеритель скорости и

позиционный измеритель, при t>T^ — снова только из¬

меритель скорости. Тогда выходной сигнал навигацион¬
ной системы будет записываться различным образом для
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интервалов (О, Л),
I

г(/)= j 1Г^)(Л x)x2(x)rfx при 0<t<T1, (12.15)
О

t Тх

г (/) = J 1F<22> (Л х) xt (х) dx + j ITS21» (Л х) х2 (х) dx +
тх о

t

+ [ Wfd x)x2(x)rfx при Л</< Г2, (12.16)
Л

г2 тх

z(f) = I* т) (т) dx-\- j* №Ч31>(/, т)х2(т)Л +
тх о

т-г t

+ J W^(t, т)х2(т)^т+ у \Г<33)(/, т)х2(т)Л при t > Г2,
тх т.

(12.17)

где хД/)—сигнал позиционного измерителя, х2 (О—
сигнал измерителя скорости. Импульсные переходные
функции находятся в результате минимизации диспер¬
сии ошибки. Для первых двух интервалов решения по¬

лучены в § 8.1 и 9.4. Однако следует иметь в виду, что

непосредственная реализация таких фильтров оказы¬

вается довольно сложной. Дело в том, что импульсные
переходные функции оказываются различными. Особо

отметим, что

И22)(Л Т) + X),

ИП)(Л Т) ф W$\t, х) + х).

Следовательно, при /<7\ следует производить незави¬

симое и параллельное преобразование сигнала х2(0»
имея в виду его оптимальное использование на трех ин¬

тервалах. Блок-схема системы фильтров изображена на

рис. 12.7. Здесь ключи /<Л1 и Кл2 переключаются в мо¬

менты t=Tx и t=T2.
Важно отметить, что для оптимальной обработки

сигналов нужно знать будущие моменты изменения ре¬

(12.18)
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жима. В частности, функция W31)(^ т), определяющая
обработку сигнала х2(0 на интервале (0, 7\), зависит

от величин Ti и Т2.
В более общем случае, когда в состав системы вхо¬

дит большое число измерителей и число моментов пе¬

реключения больше двух,. система окажется еще более
сложной (сигналы одних и тех же измерителей придет¬
ся параллельно преобразовывать в большом числе

фильтров), причем нужно заранее знать все моменты

включения и выключения всех измерителей. Последнее
обстоятельство является серьезным препятствием для

буквальной реализации оптимальных фильтров в случае

варианта 2). Действительно, если моменты включений

и выключений (в рассмотренном примере
— моменты Ti

и Т2) заранее неизвестны, то при t<Tx не может быть

произведена обработка непрерывно поступающего сиг¬

нала x2(t) фильтром с импульсной переходной функ¬
цией №(2П(/, т). Принципиально возможен способ, ана¬

логичный самонастройке с полным использованием ин¬

формации: непрерывно п[ изводится запись реализаций
сигналов, после переключений рассчитываются «задним
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числом» импульсные переходные функции, характери¬
зующие преобразования, которые следует применить ко

всему прошлому (теперь уже моменты переключений
известны), и далее записи реализаций от момента нача¬

ла работы системы до текущего момента пропускаются
через соответствующие фильтры. В случае варианта 3)
процедура преобразования остается в целом той же са¬

мой, но импульсные переходные функции могут быть

рассчитаны не непосредственно после момента измене¬

ния режима, а после того, как будет установлено, какие

именно изменения произошли в системе. Однако практи¬
чески вряд ли имеет смысл реализовывать такие слож¬

ные схемы с записью и последующим «просматрива¬
нием» реализаций. Поэтому встает вопрос о нахождении

путей упрощения решений для вариантов 2) и 3).
Укажем на два основных приема, позволяющих по¬

лучить легко реализуемые алгоритмы работы автомати¬

чески переключающейся системы.

1. Запоминание значений координаты и скорости в

момент изменения режима и использование их в даль¬

нейшем как начальных условий. Этот прием особенно

Рис. 12.8.

удобен для варианта 2). Рассмотрим алгоритм работы
для приведенного выше примера: при 0</<7\ работает
только измеритель скорости, при T\<t<T2— измеритель

скорости и позиционный измеритель, при t>T2 — снова

только измеритель скорости. Блок-схема системы для

этого случая изображена на рис. 12.8. Особенностью схе¬

мы является блок 3, который в установившемся режиме

повторяет вырабатываемые навигационной системой
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текущие значения координаты и скорости, а начи¬

ная с каждого момента изменения режима (Тх или Т2),
фиксирует значения этих величин, используемых в даль¬

нейшем как начальные условия. При этом на втором
этапе алгоритм преобразования находится так, как если

бы оба измерителя работали только с момента t=Tu а

начальные условия были некоррелированны с текущими
значениями преобразуемых сигналов. В действительно¬
сти между ними существует корреляция, так как началь¬

ные условия получены с использованием сигналов того

же измерителя скорости. Вводя допущение о некорре¬
лированности, мы допускаем снижение точности по срав¬
нению с действительно оптимальным преобразованием.
На третьем интервале времени (t>T2) осуществляется
обычное счисление пути при начальных условиях, по¬

лученных из второго этапа и снова считающихся некор¬
релированными с сигналом измерителя скорости.

Описанный прием позволяет значительно снизить

многообразие задач оптимального преобразования. Дей¬
ствительно, в вычислительное устройство должен быть

заложен набор алгоритмов преобразования лишь для

случаев, когда измерители работают по отдельности или

попарно при условии, что интервалы работы измерите¬
лей совпадают. Так, если в состав навигационной систе¬

мы входят два измерителя, то независимо от сложности

графика их использования вычислительное устройство
должно запомнить четыре импульсные переходные функ¬
ции (две — для случаев раздельной работы и две

— для

совместной).
Дополнительные упрощения могут быть введены, если

учесть, что не для всех сочетаний измерителей использо¬

вание начальных условий дает существенный эффект.
Так, для рассмотренного выше примера на втором этапе

роль начальных условий сказывается в течение весьма

ограниченного интервала времени, соизмеримого с по¬

стоянной времени (9.38). Если продолжительность вто¬

рого интервала достаточно велика

чем в течение короткого отрезка времени после t=T^

допускаются большие ошибки, то для фильтров могут
быть взяты передаточные функции (9.34), при этом
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начальные условия совсем не используются (блок 3 со¬

всем не включается в работу при переходе от первого
интервала ко второму). Для третьего интервала началь¬

ное условие по координате обязательно должно быть

использовано, начальное значение по скорости может

быть опущено. Таким образом, для рассмотренного
примера блок 3 запоминает только значение координа¬
ты при переходе от второго интервала к третьему. При

Рис. 12.9.

построении соответствующей схемы на аналоговых эле¬

ментах одни и те же блоки могут выполнять несколько

различных функций (рис. 12.9). На первом интервале клю¬

чи Кл3, и Кл"4 разомкнуты, интегратор 1 интегрирует

сигнал измерителя скорости. На втором интервале клю¬

чи КЛу Кл'4 и Кл" замкнуты, а ключ Кл[ разомкнут:

работают фильтры 2 и 3, а интегратор /, охваченный об¬

ратной связью, является повторителем координаты (ин¬
тегратор 4 играет роль изодрома, ликвидирующего

скоростную ошибку). При переходе на третий этап

размыкаются ключи Клу Кл'А и интегратор 1 за¬

поминает на выходе последнее значение координаты и

снова интегрирует сигнал измерителя скорости. Кривая
изменения среднеквадратичной ошибки на выходе такой
схемы показана на рис. 12.10. Выброс после момента

t = l\ определяется переходными процессами в фильт¬
рах 2 и 3. В аналогичных схемах этот эффект обычно

25 И. Б. Челпанов
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называют ошибкой включения. Ошибки включения мо¬

жно устранить пли по крайней мере значительно умень¬

шить, оставив прежнюю схему, но лишь несколько изме¬

нив режим коммутации: перебрасывание ключа Кл2 с

выхода интегратора 1 на выход фильтров 2 и 3 должно

происходить не в момент / = Л, а с некоторым запазды¬

ванием, в момент / = Т1 + Д, когда переходный процесс
можно считать практиче¬
ски затухшим. В этом

случае среднеквадратич¬
ная ошибка на выходе си¬

стемы будет изменяться

так, как показано на

рис. 12.10 пунктиром. Что¬
бы максимальное значе¬

ние среднеквадратичной
Т,

■

t ошибки при переходе от

одного установившегося
Рис. 12.10. режима к другому было,

минимальным, величину Д

следует выбирать из условия равенства дисперсий ошибок

одноканальной и двухканальной систем (чтобы 1\ +
+ Д = Л).

Этот прием устранения ошибок включения путем
введения запаздывания оказывается полезным и в дру¬
гих задачах, когда осуществляется переход от более

простой схемы к более сложной (и обычно более точ¬

ной), причем ошибки первой из них или не нарастают,
или нарастают медленно, а введение начальных условий
во вторую схему, постоянные времени которой не очень

велики, затруднительно.
Как было показано выше, совмещение функций за¬

поминания с задачей основного преобразования в од¬

ном из блоков дает некоторое упрощение схемы. Пред¬
ставлялось бы желательным создание таких схем, в ко¬

торых не было бы коммутации выходных сигналов

фильтров. Изменение режима достигалось бы в них от¬

ключением или включением входных сигналов и, воз¬

можно, переключением внутренних связей, а на выход

подавался бы сигнал из одной точки схемы. Реализа¬
ция этой идеи в ряде случаев оказывается возможной.
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Рассмотрим, например, комплексную систему, вклю¬

чающую позиционный измеритель и астроинерциальную
систему. Для стационарного режима одновременной ра¬
боты обоих источников информации блок-схема фильт¬
ров имеет такой вид, как показано на рис. ^.Неплот¬
ными линиями (см. § 10.1). Спрашивается, удастся ли

при отключении одного из источников информации (по¬
зиционного измерителя или акселерометра) разомкнуть

Рис. 12.11.

один из ключей Кл^ или изменить некоторые пере¬
даточные числа и при этом не вводить новых интегра¬
торов или вообще новых инерционных элементов? Оче¬

видно, что при переходе от комплексного преобразова¬
ния на один позиционный измеритель это возможно:

следует переключением заменить коэффициенты 2р и р

коэффициентами 2р0 и р0. Тогда передаточная функция
фильтра будет иметь вид (6.59), т. е. будет оптималь¬

ной для одного позиционного измерителя. Переходный
процесс, возникающий при этом, будет достаточно ко¬

ротким. Рассмотрим, что произойдет при переходе на

режим автономной работы инерциальной системы. Раз¬

мыканием ключа Кл3 легко получить требуемый шуле-

ровский контур. На выходе интегратора 2 запомненная

в момент переключения величина будет представлять
собой требуемое начальное значение координаты, опре¬

деленное к рассматриваемому моменту времени опти¬

мальным образом. На выходе интегратора 1 запомнен¬

ная величина будет представлять собой оптимальное

25*
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значение скорости (это следует, например, из сравне¬
ния рис. 12.11 с рис. 6.5). Таким образом, начальные

условия для этапа автономной работы инерциальной
системы будут установлены так точно, как это позволяет

комплексная система. Заметим, что та же схема обеспе¬

чивает в указанном смысле оптимальный . переход от

одного позиционного измерителя на инерциальную си¬

стему.
Такое простое схемное решение задачи оптимального

перехода с режима на режим оказалось возможным бла¬

годаря удачно угаданной структуре фильтра (то обстоя¬

тельство, что на интеграторе 1 оказывается запомнен¬

ной именно оптимальная оценка скорости, представ¬
ляется особенностью только данной конкретной схемы).
Выяснение возможностей построения схем, в которых пе¬

реход на экстраполяцию или на инерциальную систему
достигался бы без введения дополнительных инерцион¬
ных элементов, представило бы большой интерес. Весь¬

ма вероятно, что в некоторых случаях для фиксации
значения скорости в момент переключения потребуется
дополнительный запоминающий элемент. Заметим во¬

обще, что необходимость в дополнительных запоминаю¬

щих элементах практически возникает тогда, когда по

крайней мере в одном из режимов переходные процес¬
сы слишком затягиваются или не затухают, так что

«преемственность» этапов оказывается эффективной.
2. Использование в течение переходного режима на¬

иболее надежных (хотя, возможно, менее точных) дан¬

ных. Этот прием целесообразно использовать для вари¬
анта 3), когда в момент изменения режима ситуация
неясна. Пусть, например, в состав комплексной системы

входят позиционный измеритель, астроинерциальная си¬

стема и измеритель скорости, причем, когда они все

работают, используются только два первых источника

информации. При сигнале об изменении режима нельзя

в течение некоторого интервала времени достоверно
установить, какой из используемых источников инфор¬
мации вышел из строя. В этом случае можно пойти по

двум путям:

а) перейти на счисление пути по сигналу измерителя
скорости;
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б) перейти на экстраполяцию по начальным усло¬
виям.

Соответствующие блок-схемы изображены на

рис. 12.12, а и б. В первом случае в нормальном режиме

интегратор 1 повторяет выход двухканальной комплек¬

сной системы (на рис. 12.12 она изображена одним бло¬

ком Ф); при сигнале об изменении режима на его вход

начинает поступать сигнал измерителя скорости а

обратная связь размыкается. Во втором случае из двух¬

канальной комплексной системы одновременно посту¬
пают текущие значения координаты и скорости, в нор¬
мальном режиме их повторяют интеграторы 1 и 2; при
изменении режима интеграторы включаются последова¬

тельно. В первом случае имеет место большая точность,
зато во втором

— большая надежность. Обе схемы мо¬

гут быть совмещены. Вообще в любой системе с изме¬

рителями, не обладающими высокой степенью надеж¬

ности, целесообразно иметь простой линейный экстрапо-
лятор и во всех сомнительных случаях переходить в

режим «памяти». Такой прием оправдан, если время при¬
хода в новый установившийся режим достаточно мало

(данные об изменении точности во времени для режима
«памяти» приведены в § 5.3). В других случаях следует
переходить или на измеритель воздушной скорости, или,
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возможно, на инерциальную систему, как на источники,

обладающие наибольшей помехозащищенностью.

Для варианта 3) важной проблемой является выяс¬

нение характера нарушения режима. Предположим, что

изменение режима может произойти только из-за сбоя

одного из измерителей. Тогда могут быть использованы

две основные группы методов.
1. Методы теории надежности. Например, в трехка¬

нальной системе имеется возможность независимого вы¬

числения координат по сигналам всех трех измерителей

и сопоставления всех данных. На рис. 12.13: Иь И2,
И3 — измерители, Ф — блок фильтров, осуществляющих
основное оптимальное комплексное преобразование дан¬

ных, Ф1, 02, 0з—фильтры, приводящие все сигналы к

координате, Л — логическое устройство, в которое по¬

ступают выходные сигналы фильтров гД/), z2(/), г3(/).
В логическом устройстве формируются разности:

д12 (0 = I z\ W— z2 W I, Д23 (0 = I г2 (0— г3 (/) I,
Дз1 (t)=\z3(t)—zx (/)|.

Если две из разностей, например Д12 и Д2з, превосходят
некоторое пороговое значение До и при этом третья раз¬
ность Д31 мала, то отсюда следует, что ошибки второго

измерителя недопустимо велики и что его показания,

1 (12.19)
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по-видимому, недостоверны. Устройство Л в этом случае
должно отключать этот измеритель и производить соот¬

ветствующую коммутацию в основном блоке Ф.

Однако следует иметь в виду, что такой способ при¬
меним практически лишь тогда, когда все измерители
дают ошибки в координате, не нарастающие во времени

неограниченно. В противном случае, например, когда в

состав системы входит измеритель скорости, постоянный

допуск будет превзойден через некоторое время даже

при нормальной работе всех измерителей. В ряде слу¬
чаев выход из положения заключается в сравнении зна¬

чений не координат, а скоростей [выходные сигналы

г1(0> г2(0 и z3(/) фильтров Ф1, 02 и Ф3 представляют
собой приближенные и частично сглаженные значения

скорости]. При этом система также становится более

мобильной: сбой измерителя быстрее сказывается вско¬

рости, чем в координате. Однако в случае, когда в со¬

став системы входит гироинерциальная система, у кото¬

рой ошибки в скорости могут расти до больших вели¬

чин, такая система непосредственно не может быть
использована.

2. Методы, учитывающие индивидуальные особенно¬
сти измерителей. Часто факт сбоя каждого измерителя
может быть установлен по некоторым характерным при¬
знакам: резкому увеличению уровня ошибок в следя¬

щих системах, выходу отдельных элементов на ограни¬

чение, быстрым и беспорядочным изменениям отдельных

параметров и т. д. Системы анализа, построенные на

учете этих обстоятельств, не нуждаются в структурной
избыточности (навигационная система может быть двух¬
канальной и одноканальной), они могут обеспечить бо¬
лее быстрое распознавание ситуации, но являются бо¬
лее сложными в реализации.

12.6. Автоматическая индикация точности

Ошибка определения текущих значений координат и

скорости в навигационной системе не может быть изме¬

рена. Однако может быть построена автоматическая си¬

стема, которая будет вырабатывать некоторые сведе¬
ния о величине среднеквадратичной ошибки в каждый
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момент времени. Можно указать на следующие харак¬

терные ситуации, в которых навигационную систему
желательно дополнить автоматическими устройствами
индикации точности.

1. От точности определения местоположения зависит,

может ли быть выполнена та или иная задача вообще

(например, посадка на короткую и узкую посадочную

полосу, встреча в воздухе для совместного выполнения

операций). В этих случаях показания индикаторов точ¬

ности дают ценную информацию для принятия экипа¬

жем тех или иных решений.
2. От точности определения местоположения зависит

эффективность той или иной операции (например, при
бомбометании — средняя величина пораженной площади

цели).
3. Счисление пути производится по сигналам непре¬

рывных источников информации, ошибки которых, при¬
веденные к координате, нарастают. Система периоди¬
чески корректируется от дискретного позиционного изме¬

рителя. В этом случае по сигналам системы индикации

точности определяются моменты, в которые необходимо
включать коррекцию, чтобы дисперсия ошибки опреде¬
ления координаты в течение всего времени полета не

превосходила заданную величину.
Если бы условия полета были заранее достаточно

точно известны, то график изменения среднеквадратич¬
ной ошибки определения координат мог бы быть рас¬
считан заранее. Однако, во-первых, во многих случаях

проще рассчитывать ошибки прямо на борту, а во-вто¬

рых, условия в действительности точно не известны (име¬
ет место параметрическая нестационарность сигналов).
В основном доводы в пользу расчета уровня ошибок на

борту, а не заранее, те же, что и в пользу самонастрой¬
ки в противоположность предварительной настройке.
Однако необходимо отметить, что при изменении пара¬
метров сигналов отличия значения дисперсии ошибки от

расчетного обычно имеют тот же порядок. Таким обра¬
зом, некритичность, характерная для алгоритма опти¬

мального преобразования, здесь не имеет места. Поэто¬

му предварительный расчет ошибок, если даже он воз¬

можен, может давать плохие результаты.
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Система автоматической индикации точности может

использовать следующие данные: 1) статистические све¬

дения о свойствах ошибок; 2) текущие измерения уров¬
ня флюктуационных ошибок; 3) сведения о точности

отдельных измерителей, полученные на тех интервалах,
на которых работало несколько измерителей.

В зависимости от конкретных условий оказывается

возможным использовать или один вид сведений, или

их различные сочетания.

Пример 1. Рассмотрим задачу индикации точно¬

сти для одного позиционного измерителя, работающего
в установившемся режиме. Установившаяся дисперсия
ошибки оптимального фильтра равна (см. § 6.3):

= 2 (-|-)1/4 с'/2°3/2 + 52 • О2-20)

Предположим сначала, что интенсивность флюктуаци¬
онной составляющей помехи су2 медленно меняется, а

система самонастройки непрерывно подстраивает пара¬
метры фильтра, так что он остается оптимальным. В этом

случае выражение (12.20) приближенно справедливо и

при переменном сг. Устройство автоматической индика-

ции точности должно вырабатывать величину 2 YD^
или 3/Ds0 (удвоенную или утроенную среднеквадратич¬
ную ошибку).

При длительной работе измерителя медленно меняю¬

щаяся «систематическая» ошибка не может быть изме¬

рена. Здесь можно пойти по одному из трех путей:

а) величина В2 вводится заранее как постоянная

в соответствии с паспортными данными или с данными

статистики (осреднение проводится по всем условиям);
б) величина В2 непрерывно рассчитывается по кос¬

венным данным (по высоте полета, расстояниям до на¬

земных станций и т. д.); в этом случае величина В2 в

течение полета меняется;

в) если начальная координата была известна доста¬

точно точно, то на начальном интервале может быть оп¬

ределена «систематическая» ошибка b [см. § 6.2, п. б];
если эта ошибка медленно меняется, но ее можно счи¬

тать стационарной, то величину Ь2 для данной реализа¬
ции можно считать оценкой дисперсии В2,
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Вариант а) проще в реализации, но он будет давать

плохие результаты, если дисперсия «систематической»

ошибки меняется по трассе в широком диапазоне. Ва¬

риант б ) сложнее, но дает большую точность. Однако

при этом не учитывается тот факт, что точность может

заметно меняться от полета к полету. Вариант в) тре¬

бует для своего осуществления определенных условий
(необходимо достаточно точное знание начального зна¬

чения координаты) и предполагает постоянство харак¬

теристик ошибок во времени. Кроме того, вариант в)
дает ненадежные результаты, так как величина Ь2 как

оценка дисперсии В2 характеризуется весьма низким

качеством. Этому варианту, возможно, следует отдать

предпочтение, если фактор изменения величин «система¬

тических» ошибок от полета к полету является основ¬

ным. Все же два первых варианта, по-видимому, яв¬

ляются более перспективными.
Первое слагаемое выражения (12.20) целесообразно

рассчитывать по текущим данным, поскольку величи¬

на or всегда менее стабильна, чем остальные параметры.

Рис. 12.14.

На рис. 12.14 изображена простая схема, предназначен¬
ная для определения этого слагаемого. Первым звеном

является широкополосный фильтр Ф*, полоса пропуска¬
ния которого лежит выше частоты среза оптимального

фильтра. При этом положение полосы пропускания же¬

лательно выбирать в диапазоне частот, в котором гипо¬

тезу о постоянстве спектральной плотности флюктуа¬
ционной составляющей помехи можно считать справедли¬
вой. После фильтра следует детектор Д с определенным
образом выбранной характеристикой, так что после

сглаживания фильтром СФ на выходе сразу получается
величина среднеквадратичной ошибки.

В выражении (12.20) может превалировать или пер¬
вое, или второе слагаемое. Если в течение всего време¬
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ни полета свойство ошибок таково, что основным яв¬

ляется второе слагаемое, то в системе автоматической

индикации можно ограничиться одним устройством,
определяющим «систематическую» ошибку по априорным
данным. Если же в зависимости от условий соотношение

между слагаемыми может быть различным, то должны

быть предусмотрены два блока. Когда основную роль
играет первое слагаемое, то из выражения (12.20) сле¬

дует, что среднеквадратичная ошибка существенным
образом зависит от сг. При этом сам оптимальный фильтр
некритичен по отношению к о (см. § 6.5).

Предположим теперь, что основной фильтр нави¬

гационной системы настроен на некоторое значение о =

= сто- В этом случае первое слагаемое для выражения

установившейся дисперсии ошибки будет иметь вид:

Эту зависимость следовало бы заложить в схему, ана¬

логичную изображенной на рис. 12.14. Однако при из¬

менении ст даже в довольно широких пределах выраже¬
ние (12.21) мало отличается от первого слагаемого вы¬

ражения (12.20) (сказывается некритичность оптималь¬

ного фильтра). Поэтому схему, приведенную на рис. 12. 14,
в большинстве случаев можно использовать и тогда, ко¬

гда основной фильтр имеет фиксированную настройку.
Пример 2. Рассмотрим задачу индикации точно¬

сти при счислении пути по сигналу измерителя скорости.
В § 8.1 было получено, что после интегрирования сигна¬

ла измерителя скорости дисперсия ошибки в координате
равна:

ОД/) = 02/ + 52/2+ Со. (12.22)

Однако это выражение справедливо, если В2 и о2 по¬

стоянны. Если же эти величины представляют собой

медленно меняющиеся функции времени, то вместо вы¬

ражения (12.22) следует записать:

t

Ds (/) = [ о2 (т) dx 4- В'/ + С20. (12.23)
6
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В отличие от первого примера устройство автомати¬

ческой индикации должно производить интегрирование

входных данных. Величина 5сР определяется в результа¬
те осреднения экспериментальных данных, величину а

целесообразно определять в полете. Поскольку первое
слагаемое выражения (12.23) растет при больших зна¬

чениях t всегда медленнее, чем второе, то учет флюк¬
туационной ошибки необходим на ограниченном интер¬
вале времени, величина которого может быть оценена

заранее. Если допустимо считать величину Вер .не завися¬

щей от условий, то индикатор точности может быть вы¬

полнен просто в виде часового механизма, запускаемого
в момент перехода в режим счисления пути по сигналу

измерителя скорости. Во многих случаях достаточно не

непрерывно получать сведения о точности, а фиксиро¬
вать момент, начиная с которого среднеквадратичная
ошибка становится выше допустимого значения сг0 (на¬
пример, для того, чтобы вовремя включать устройства
дискретной коррекции). В таких условиях устройства
индикации точности еще больше упрощаются.

В комплексных системах принципиальные возможно¬

сти автоматической индикации точности шире, чем в од¬

ноканальных, поскольку при статистической независи¬

мости помех в каналах могут быть построены оценки

корреляционных функций всех сигналов. В частности,
если в состав системы входят два позиционных измери¬
теля (или позиционный измеритель и астроинерциаль-
ная система), существует возможность определения

среднеквадратичных значений «систематических» оши¬

бок всех источников информации. Однако определение
среднеквадратичного значения ошибки самого точного

измерителя (именно от нее зависит среднеквадратичное
значение «систематической ошибки всей системы) тре¬
бует слишком большого времени непрерывной работы
системы. Поэтому для индикации точности в комплекс¬

ной системе, по-видимому, нужно использовать стати¬

стические сведения о «систематической» ошибке самого

точного измерителя, а остальные данные получать об¬

работкой текущих сигналов.

В комплексной системе, в которой измерители рабо¬
тают неодновременно или некоторые из них являются
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дискретными, данные о «систематических» ошибках ме¬

нее точных измерителей могут быть использованы на ин¬

тервалах автономной работы последних. На рис. 12.15

изображена блок-схема устройства, определяющего

среднеквадратичное значение систематической ошибки

измерителя скорости в комплексной системе, включаю¬

щей непрерывный позиционный измеритель и измери¬

тель скорости. Частота среза фильтра Ф1, постоянная

времени которого То достаточно велика, определяет ди¬
апазон частот, в котором ошибки условно считаются

«систематическими». После квадратичного детектора Д

следует сглаживающий фильтр СФ, постоянная време¬
ни которого еще больше постоянной времени первого

фильтра.
В комплексной системе, включающей два позицион¬

ных измерителя, один из которых непрерывный, а дру¬
гой (более точный) —дискретный [их выходные сигналы

соответственно хД/) и х2(/г) (/=1, 2, ..., AQ], оценка

величины дисперсии «систематической» ошибки непре¬

рывного измерителя строится следующим образом:
2

z=i о

Wx (/, т) Xj (т) dx — х2 (ft)

Для всех рассмотренных случаев могут быть постав¬

лены, а иногда и решены задачи оптимальных оценок

среднеквадратичных значений ошибок. Однако для ре¬
шения этих задач должен быть использован гораздо бо¬
лее сложный аппарат теории оптимальных нелинейных

преобразований. Сложность процесса решения при этом

многократно возрастает.
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