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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В последние два десятилетия в научных исследова­
ниях и технических приложениях все чаще приходится 
сталкиваться с высокотемпературными газодинамичес­
кими явлениями. Перечислим некоторые из них: 1) про­
цессы, происходящие в звездных атмосферах; 2) вхож­
дение летательных аппаратов с большой скоростью в 
атмосферу планет; 3) сильноточные газовые разряды; 
4) лазерная плазма. Естественно, что перечень таких 
явлений может быть значительно расширен. 

Так как излучение, ориентировочно, начинает оказы­
вать существенное влияние на весь ход процесса, когда 
температура газа достигает 10 000 К, то во многих за­
дачах, описывающих перечисленные выше явления, уже 
невозможно определить газодинамические параметры, 
не зная радиационных полей, и, наоборот, нельзя опре­
делить поле излучения, не зная газодинамических по-
лей. Процессы, в которых излучение существенно влия­
ет на всю картину явления, получили название задач 
динамики излучающего газа или радиационной газовой 
динамики, сокращенно РГД. 

Экспериментальное исследование задач радиацион­
ной газовой динамики сталкивается со значительными 
трудностями. Это связано в первую очередь с экспери­
ментальными условиями, в которых приходится прово­
дить данные исследования: высокие температуры, дав­
ления и скорости протекающих процессов. В подобной 
ситуации роль численного моделирования становится 
исключительно высокой. Расчет позволяет по-новому 
взглянуть на данные натурных экспериментов, связать 
в единое целое разрозненные результаты измерений, а 
иногда и обнаружить качественно новые физические 
явления. В свою очередь успех математического моде­
лирования задач РГД в значительной мере определяет­
ся наличием эффективных методов численного решения 
соответствующих уравнений. 
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В последние десятилетия методы решения задач ди­
намики излучающего газа, несмотря на имеющиеся 
серьезные вычислительные трудности, бурно развива­
лись. Естественно, что при решении задач динамики 
излучающего газа используются алгоритмы и подходы, 
разработанные в смежных областях, таких как нейт­
ронная физика и газовая динамика. Однако тесная 
взаимосвязь газодинамического поля и поля излучения, 
необходимость решения многомерного кинетического 
уравнения на каждом шаге по времени, некоторые от­
личия между уравнениями переноса фотонов и переноса 
нейтронов не позволяют строить алгоритмы решения 
задач РГД путем механического объединения ранее 
предложенных методов. Этот факт, а также необходи­
мость решения большого количества задач, имеющих 
важное практическое значение, позволяют выделить ме­
тоды решения задач динамики излучающего газа в одно 
из направлений современной вычислительной матема­
тики. 

Несмотря на значительные успехи, вопросы, связан­
ные с численным моделированием задач динамики излу­
чающего газа, не нашли еще достаточного отражения в 
монографической литературе. В данной книге делается 
попытка восполнить пробел, уделив основное внимание 
методам решения уравнений радиационной газовой ди­
намики, а также исследованию с их помощью путем 
расчета на ЭВМ некоторых задач, имеющих важное 
научно-техническое значение. 

Следует отметить, что успешное моделирование за­
дач динамики излучающего газа возможно лишь при 
использовании общих принципов вычислительного экс­
перимента, который наряду с разработкой численных 
алгоритмов включает в себя физический анализ полу­
ченных результатов, тщательный выбор и корректиров­
ку используемой математической модели. 

Автор считает своим долгом выразить искреннюю 
благодарность академику А. А. Самарскому за прояв­
ленное внимание к работе и ряд ценных замечаний, 
сделанных им в процессе написания книги, а также 
В. Я. Гольдину, Н. Н. Калиткину, В. И. Мажукину, 
Д. А. Гольдиной и М. И. Волчинской, с которыми авто­
ра связывает многолетнее творческое сотрудничество. 

Б. Н. Четверушкин 



Глава I 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 
ДИНАМИКИ ИЗЛУЧАЮЩЕГО ГАЗА 

В этой главе рассматривается система уравнений 
динамики излучающего газа, вводятся основные физиче­
ские понятия, необходимые для дальнейшего изложе­
ния. Материал главы носит справочный характер, зача­
стую приводится без должного обоснования и имеет 
целью облегчение дальнейшего чтения книги. Более по­
дробное изложение можно найти в монографиях 
Я. Б. Зельдовича и Ю. П. Райзера [1001, Байши-и [27], 
Д. Сэмпсона [178], Г. А. Тирского и Н. Н. Пилюгина 
[179]. 

§ 1. Основные физические понятия 

1. Интенсивность, плотность и поток энергии излу­
чения. Тепловое излучение может быть определено как 
колебание электромагнитного поля. Эти колебания опре­
деляются частотой v и длиной волны X, которые связаны 
между собой соотношением v=c/X, где с — скорость 
света. 

Длину волн для теплового излучения обычно измеря­
ют в ангстремах (1 А=10~8 см) или микрометрах 
(1 мкм=10~б м). Частоты измеряются в герцах (Гц). 
Частота в один герц соответствует одному колебанию в 
секунду. Для видимого света длины волн и частоты из­
меняются в пределах 4-103 А^Я^7-103 А; 7,5- 10м Гц> 
>л>>4,3-10^Гц. 

С точки зрения квантовой механики излучение пред­
ставляет собой совокупность фотонов — частиц, энергия 
которых может быть определена с помощью выражения 
e = Av, А = 6,62'Ю-27 эрг^с — постоянная Планка. Им­
пульс кванта по абсолютной величине равен ftv/c. Мас­
са покоя фотона равна нулю. 
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Взаимно однозначное соответствие между частотой и 
энергией кванта позволяет использовать энергетические 
единицы измерения. Как правило, такой единицей яв­
ляется электронвольт (1 эВ = 1,бХ10"12 эрг). Излучение 
видимого света изменяется в диапазоне частот 3,13 эВ> 
>ftv>l,7 эВ. В радиационной газовой динамике в элек-
тронвольтах обычно определяют и температуру (1 эВ=» 
= 11 600 К). 

Введем понятие функции распределения световых 
квантов f. Число световых квантов ЛГКВ, находящихся в 
спектральном интервале от v до v+rfv, движущихся в 
элементе телесного угла d£l около направления Я и 
расположенных в момент времени / в элементе объема 
dr вблизи точки г, будет равно 

AfKB=/(r, Q,v, t)dvdr dQ. (1.1) 
Количество лучистой энергии /v, протекающей в еди­

ницу времени через поверхность единичной площади, 
расположенной перпендикулярно направлению £2, в 
спектральном интервале dv и телесном угле d£lf равно 

/v(r, Q,v, t)dvdQ = hvcf(r, Q, v, t)dvdQ. (1.2) 
Поле излучения может быть полностью определено с 
помощью функции /v — спектральной интенсивности из­
лучения. 

Количество лучистой энергии частоты v, находящей­
ся в единице объема, равно 

£/v(r, v, t)=hv j / r f Q ^ J - j / v dQ. (1.3) 

Интегрирование в (1.3) ведется по полному телесному 
углу. Величина £/v называется спектральной плотностью 
излучения. 

Полное количество лучистой энергии частоты v, про­
текающей через поверхность единичной площади в еди­
ницу времени, расположенной перпендикулярно направ­
лению п,равно 

2л л 

Wv„ (г, v,- t)=h\c [ d4> j" / cos ф£Ю= 

2л к 

™1^ф J" 'vcos Odd, (I A) 
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где Ф — угол между направлением полета фотона 
и нормалью к поверхности (рис. 1). Величина Wvn по­
лучила название плотности спектрального потока энер­
гии излучения в направлении п. (В дальнейшем вместо 
плотности потока энергии излучения будем употреблять 
термин «поток энергии».) 

Рис. 1. К определению потока 
энергии излучения: 8 — угол меж­
ду направлением полета фотона 
н нормалью, Ф — угол между осью 
х и проекцией на площадку на­

правления полета фотона 

Поток энергии излучения есть величина векторная. 
Этот вектор определяется с помощью соотношения 

Wv=§IvQdQt (Ь5) 
где ft — единичный вектор телесного угла. 

В динамике излучающего газа наряду со спектраль­
ными значениями интенсивности энергии излучения, 
плотности и потока часто используются проинтегриро­
ванные по всем частотам полные значения этих вели­
чин: 

со оо оо 

(1.6) 

2. Равновесное излучение. Простейшим случаем со­
стояния среды является состояние термодинамического 
равновесия при постоянной температуре Т. Равновес­
ное излучение изотропно и зависит только от частоты и 
температуры среды. 

Формула, описывающая поведение спектральной 
плотности равновесного излучения £/vp, была выведена 
Планком: 

f/vp=8nAv3/[c3(exp{Av/(6r)}-1)1. (1.7) 

Преобразуем выражение (1.7), введя новую перемен­
ную x=*hvf(kT). Получим 

C/Vp » fcrtSr5*8/ \c*h* (e*-1)]. (1.8) 



Зависимость t/vp от частоты х определяется только 
членом Ч(х)=х*1(ех— 1) (рис. 2). 

При малых частотах х<£\ для плотности энергии 
излучения получим формулу Рэлея—Джинса: 

t / v p - ^ v * , (1.9) 
а для больших частот JC>1 получим формулу Вина: 

Функция ф(х) имеет макси­
мум при х=2,82. Это означает, 
что наиболее интенсивно нагре­
тое тело будет излучать на час­
тотах, которые связаны с его 
температурой соотношением 
Av«3 kT. Так, газ, температура 
которого находится в диапазоне 

Ряс. 2. Функция Ф(Х)= 6500 К-М3 000 К, будет в ос-
=**/(ех~-1) новном излучать видимую часть 

спектра. Тела, нагретые до более 
низких температур, будут в основном испускать неви­
димое глазом инфракрасное излучение, а нагретые до 
более высоких температур — ультрафиолетовое и рент­
геновское излучения. На рис. 3 изображена схема, по­
ясняющая виды теплового излучения, их диапазоны по 
частоте и длинам волн и характерные температуры 
[102]. 

/Л1 юГЧ й I Т 

w n n \^ J р$мт$лноос*ое излучение 

^ ш |** [I | | 1 ^Угътрафиояштооое излучение 
%*0 

10 

И 

.*&№ 
H J M I /<>%^ , « , | 'Р = '*" Л В *" Ш "*^* Л ' 

Рис. 3. Виды теплового излучения 
10 



Ввиду изотропии равновесного излучения интенсив­
ность энергии излучения одна и та же по всем направ­
лениям и равна 

Л р - ^ - а * * / ^ М!?}-1)]- (Ы1) 
В силу той же изотропии поток энергии равновесного 
излучения равен нулю: 

W\p = j*Q/vptfQ=:0. (1.12) 
Полная плотность равновесного излучения может 

быть получена интегрированием (1.7) по всем частотам: 

и,.у^-Щ^а*~«р. ,...з, 
где 

оо 

О 

— постоянная Стефана—Больцмана. Из (1.13) видно, 
что полная плотность энергии равновесного излучения 
сильно зависит от температуры. 

3. Коэффициент поглощения и длина свободного про­
бега. При прохождении света через слой вещества тол­
щиной dx происходит его частичное поглощение и рас­
сеяние. Ослабление пучка в этом случае пропорцио­
нально интенсивности излучения и геометрическим раз­
мерам слоя: 

dIv=—KJvdx. (1.14) 
Коэффициент пропорциональности К* называется коэф­
фициентом ослабления света частоты v. 

Интегрируя уравнение (1.14) по толщине слоя от ле­
вой границы с координатой, равной 0, на которую пада­
ет излучение /vo, до точки с координатой х, получим 

/ v ^ / v 0 e x p - j> v rf jc 'L (1.15) 

Равенство (1.15) известно как закон Бугера. Согласно 
этому закону интенсивность монохроматического излу­
чения вдоль некоторого направления экспоненциально 
уменьшается» 
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Ослабление света определяется процессами поглоще­
ния фотонов частоты v и их рассеяния. Они характери­
зуются коэффициентами поглощения xv и рассеяния Xv, 

При рассеянии происходит изменение направления 
полета фотона. Этот эффект, как правило, начинает 
играть сопоставимую с поглощением роль либо при 
очень высоких температурах Т>\ кэВ (1 кэВ = 
= 1000 эВ=1,16-107 К) и низких плотностях вещества, 
либо при прохождении света через замутненные среды. 
В дальнейшем для рассматриваемых в данной книге 
процессов будем пренебрегать рассеянием и учитывать 
только поглощение излучения. 

При поглощении фотона происходит переход атомов, 
ионов и свободных электронов с одного энергетического 
уровня на другой, более высокий. Выделяются три типа 
процессов, определяющих поглощение: связанно-связан­
ные, свободно-связанные и свободно-свободные пере­
ходы. 

Связанно-связанные процессы определяются погло­
щением фотонов, которое приводит к переходу с одного 
дискретного энергетического уровня на другой. 

Если энергия фотона достаточна для отрыва элек­
трона, то происходит фотоионизация, которая определя­
ет свободно-связанные переходы. Свободный электрон 
может обладать произвольной энергией, поэтому свя­
занно-свободные переходы дают непрерывный спектр 
поглощения. 

Свободный электрон может поглотить световой 
квант, увеличив при этом свою энергию. Свободно-сво­
бодные переходы также дают непрерывный спектр по­
глощения. Часто свободно-свободные процессы называ­
ются тормозными. 

Величина, обратная коэффициенту поглощения KV, 
называется длиной свободного пробега /v, /v=l/xv. Она 
характеризует то среднее расстояние, которое проходит 
фотон частоты v, не поглощаясь веществом. 

Перепишем (1.15), учитывая только процессы погло­
щения: 

/v™/vo ехр I — J *vd*'|« 

X 

Величина tv=* \ Kvdx' называется оптической тол-
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щаной слоя для излучения частоты v. Оптическая 
толщина характеризует ослабление излучения при про­
хождении через этот слой» 

4. Спонтанное и вынужденное испускание. Наряду с 
поглощением нагретое вещество может самопроизволь­
но (спонтанно) излучать энергию. Излучение обусловле­
но переходом молекул, атомов, ионов и электронов из од­
ного состояния в другое, характеризуемое меньшей 
энергией. Перечислим процессы, приводящие к излуче­
нию фотонов. 

Энергия излучается при торможении электронов в 
кулоновском поле иона (свободно-свободные перехо­
ды). Испускание фотонов происходит при процессах 
рекомбинации, когда понижается кратность иона, а 
электрон переходит из свободного состояния в связан­
ное. Кванты также испускаются, когда происходит пере­
ход с одного возбужденного уровня на другой с мень­
шей энергией (связанно-связанные переходы). Процес­
сы излучения энергии в известном смысле обратны 
процессам поглощения фотонов. 

Молекулы, атомы, электроны движутся в простран­
стве хаотическим образом, поэтому энергия излучается 
ими одинаково во всех направлениях. Количество энер­
гии излучения частоты v в единичном интервале частот, 
самопроизвольно (спонтанно) испускаемой в единицу 
времени единицей объема, называется лучеиспускатель­
ной способностью вещества или коэффициентом излуче­
ния /у. 

Помимо спонтанного существует еще и вынужден-
ное, индуцированное испускание. Оно связано с тем, что 
вероятность испускания кванта hv возрастает, если на 
атомную систему действует поле излучения частоты v. 
Вероятность такого индуцированного испускания про­
порциональна интенсивности излучения /v. В квантовой 
теории показывается, что полное количество энергии 
2fs> испускаемой в единицу времени единицей объема в 
интервале dv dQ, равно [100, 102] 

• ^ v - / v ( l + 2^/v)rfvrfQ, (1.16) 

где iv = jv/(4я) —коэффициент излучения, рассчитан* 
ный на единицу телесного угла. Величина i^dv dQ со­
ответствует спонтанному испусканию энергии, а 
Jvgr^/vdv Л2—индуцированному испусканию. 
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§ 2. Уравнение переноса излучения 
1. Вывод уравнения переноса. Выведем уравнение 

переноса излучения для интенсивности энергии излучения 
/ v (г , Q, v , / ) . Выделим ось, параллельную направлению 
Q и проходящую через точку г. Вдоль оси цилиндра 
введем характеристическую координату s. За время dt 
луч света частоты v, идущий вдоль направления Q, 
проходит расстояние ds = cdt (рис. 4). 

Рассмотрим цилиндр с площадью основания da, 
высотой ds и образующей, параллельной направлению 
Q* Общее количество излучения A/v» оставшееся в ци­
линдре за время dt, равно 
A/V=/V(r, Й, v, t) dv dQdo dt — (/ v+ dlv) dv dQdo dt. 

Здесь /v — интенсивность энергии 
излучения, втекающей в цилиндр 
через нижнее основание, а / v + 
+ dls — интенсивность энергии из­
лучения, вытекающей через верхнее 
основание. Через боковую поверх­
ность цилиндра энергия излучения 
не переносится, так как рассмат­
риваются только лучи, лежащие в 
малом телесном угле dU вблизи 
направленияQ. 

Величина Д/ у определяется 
только процессами поглощения и 
испускания излучения в объеме 
цилиндра. Количество поглощен­

ной энергии равно y^I^dvdQdadtds, а излученной 
с учетом вынужденного испускания равно 
/ v [ l + 9 ^ r ^ v ) dvdQdadt ds. Баланс энергии в цилин­
дре будет определяться выражением 

Д/у=* [*v/v-*v (l +2^Г» 'vj] dv d& do ds dt. (2.1) 

Представим A / v = — dls dv dQ da dt в виде 

д/у= - [f£ dt +dJf ds\ dv dii da dt. 
Тогда, учитывая, что dt=dslc, Qgrad/y^d/v/ds, из 
(2.1) получим 

Ряс 4. Баланс излу­
чения 

•J-rf+Qgrad/^+x^-^l+^/t ) . (2.2) 
14 



Уравнение (2.2) описывает йеренбс излучения йрй от­
сутствии рассеяния. 

Дополним уравнение (2.2) граничными условиями* Они 
должны определять только излучение, приходящее, извне 
в исследуемый объем. В случае выпуклых областей для 
направлений Я, входящих в рассматриваемую область Df 
имеет место неравенство (Я, л)<0, где д — вектор 

Рис. 5. а) Граничные условия для выпуклых областей. На участке 
границы Г| происходит зеркальное отражение фотоно». б) Гра­

ничные условия для невыпуклых областей 

внешней нормали к границе ̂  Г (рис. 5, За). Граничное 
условие на Г примет вид 

/V(I\ Q, v, 0 = / ; ( Г , Й> v, /), (П, д)<0.(;(2.3) 
Здесь / ' — известная функция, определяющая приходя­
щее извне излучение. Очень часто используют границ* 
ное условие вида 

/V(I\ Я, v, 0 = 0 , (Q, л )<0 . (2.4) 

Условие (2.4) соответствует тому, что источники излу­
чения находятся только внутри области D. 

Если поверхность Г не выпукла (рис. 5, б), то для 
лучей Q', дважды пересекающих область D9 следует ис­
пользовать граничное условие вида 

/ v (*,; Я',>, t) = / v « Я ' , > , 0, (2.5) 
где Ь — текущая точка поверхности, а — точка поверх­
ности, из которой в точку Ь приходит излучение, имею­
щее направление Я'. При этом предполагается, что вне 
области D излучение не поглощается. 

Иногда часть границы области Т\ отражает выходя­
щее из объема излучение. Такая ситуация может, 
например, иметь место, когда высокотемпературная газо­
вая среда граничит с гладкой металлической поверх-
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ностью. Простейшим случаем отражения является зер­
кальное отражение. При этом отражение происходит по 
законам классической оптики: 

где Ql — симметричное к Q относительно нормали на* 
правление, б —коэффициент отражения, 0 < 6 < 1 . 

Уравнение (2.2) с граничными условиями (2.3) или 
(2.5) необходимо дополнить условием / v (г, й, v, 0) = 
= Л>(Л fti v), r e D, характеризующим значение началь­
ной интенсивности энергии излучения. 

2. Квазистационарное уравнение переноса. Оценим 
порядки величин членов, входящих в дифференциальную 
часть уравнения переноса (2.2). Для локальной производи 

1 дК 1 dU I 
ной по времени - -gp получим 7~~дГ~"сР' г д е 

характерное значение интенсивности, /0 —характерное 
время задачи. Пространственные производные могут быть 
оценены следующим образом: ftgrad/v~//£, L—ха­
рактерный размер. Отношение локальной производной 
по времени к пространственной производной по порядку 
величины равно ct0/L. В свою очередь величина L/C 
по порядку величины совпадает с tH—временем, за ко­
торое свет проходит исследуемый обьем. Таким образом, 
получим оценку 

( i ^ ) / { B p a d / t H ^ . (2.6) 
Оценка (2.6) означает, что уравнение переноса при­

нимает квазистационарную форму 

Qgrad / v +x v / v =^ v (l + 5 ^ - '*) (2-7) 

в случае, когда свет проходит рассматриваемую область 
за время, много меньшее, чем характерное время зада­
чи to. Из квазистационарности уравнения (2J) следует, 
что поле излучения мгновенно подстраивается под рас* 
пределение параметров среды и не зависит от своей 
предыстории. 

3. Уравнение переноса для случая локального тер­
модинамического равновесия. Рассмотрим случай тер­
модинамического равновесия в среде. В этих условиях 
количество лучистой энергии, поглощенной объемом 
элементарного цилиндра (рис. 4) в единицу времени в 
частотном интервале dv и телесном угле dQ9 будет в 
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точности равно энергии, испущенной веществом: 

*v(l +2)T^v) dv dbl do ds = xv/\dv d& do ds. (2.8) 

Для интенсивности равновесного излучения / v восполь­
зуемся выражением (1.11) и перепишем равенство (2.8) 
в виде 

h—т (i+JL г Г1 

>*-Щ*М±Ш\-ч"- <2-9> 
Выражение (2.9) является одной из форм закона Кирх­
гофа, который гласит, что в условиях термодинамиче­
ского равновесия отношение коэффициента излучения к 
коэффициенту поглощения есть функция температуры и 
частоты и не зависит от природы тела. 

Из (2.9) следует, что спонтанное испускание излуче­
ния в случае термодинамического равновесия может 
быть определено следующим образом: 

*v = xv (l - e x p { - - § - } ) Л*- (2.10) 

Спонтанное излучение характеризуется только процес­
сами, происходящими в самом веществе. 

Обычно термодинамическое равновесие в веществе 
ввиду большой частоты столкновений между составля­
ющими его частицами устанавливается очень быстро, 
поэтому можно говорить о локальном термодинамиче­
ском равновесии (ЛТР) в каждой точке пространства; 
занимаемого веществом. Перепишем уравнение перено­
са (2.2) для случая ЛТР, группируя члены с множите­
лем /v и используя выражение (2.10) для /v. В результа­
те получим 

4 - ^ + a g r a d / v + X v ( l - e X p { - ^ [ ) / v ^ 

=xv(l-exp{-^-J)/vp. 
Величину х^=ху(1 —expj —-j^-lj назовем коэффициен­
том поглощения, подправленным на вынужденное 
испускание. С учетом этого обозначения уравнение 
переноса для случая локального термодинамического 
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равновесия примет окончательный вид 

Tsf+figrad/v+x;/v=x;/vp. (2.11) 

Вынужденное испускание фактически уменьшает истин­
ный коэффициент поглощения. Коэффициент' x'v для 
случая ЛТР является функцией только частоты, темпе­
ратуры и плотности. 

В следующих главах при рассмотрении переноса ис­
пользуется только коэффициент поглощения, подправ­
ленный на вынужденное испускание, который в даль­
нейшем будем именовать просто коэффициентом погло­
щения xv. 

Коэффициент излучения iy в случае отсутствия ЛТР 
в веществе определяется через произведение заселенно­
сти соответствующих энергетических уровней на коэф­
фициенты Эйнштейна для спонтанного излучения [100]. 
Определение этих величин представляет собой само­
стоятельную сложную задачу и выходит за рамки на­
стоящей книги. Однако в ряде случаев коэффициент 
излучения может быть сведен к виду, близкому к (2.10), 
и в отсутствие локального термодинамического равнове­
сия в веществе [21]. Это, в частности, относится к тем 
процессам, когда отклонение от ЛТР сводится лишь к 
отличию температуры электронов Те от температуры 
ионов 7V Если коэффициенты поглощения xv и излуче­
ния iv зависят только от температуры электронов, то и в 
этом случае для описания процессов переноса излуче­
ния может также использоваться уравнение (2.11). 

§ 3. Уравнения динамики излучающего газа 

1. Уравнения неразрывности, движения и сохранения 
энергии. Вывод уравнений, описывающих движение ве­
щества с учетом влияния теплового излучения, основан 
на законах сохранения массы, импульса и энергии. При 
этом удобно использовать дивергентную форму урав­
нений, которая связывает локальную производную по 
времени соответствующих величин с дивергенцией их 
потока. 

Излучение массой покоя не обладает, поэтому урав­
нение неразрывности в задачах радиационной газовой 
динамики будет тем же самым, что и в обычной газовой 
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динамике: 
4^+div(piO=0* (3.1) 

здесь р—плотность вещества, и — вектор газодинами­
ческой скорости. 

Для вывода уравнения движения к плотности импульса 
вещества ри необходимо прибавить вектор плотности 
импульса излучения О, а к тензору плотности потока 
импульса вещества Uik надо добавить тензор плотности 
потока импульса излучения Tlk. Уравнение движения 
примет вид 

ftipVi + Od+^Qkb+Tiu-O, / = 1,2,3; 

Л = 1,2, 3; (3.2) 

здесь p(Tt р)—газодинамическое давление, 6^ —сим­
вол Кронекера. 

Полная энергия складывается из кинетической энер­
гии ри2/2, внутренней энергии е(Г, р) и энергии поля 
излучения £/. Изменение полной энергии происходит за 
счет конвективного потока, работы сил газокинетиче­
ского давления, потока энергии за счет механизма теп­
лопроводности Wx и потока энергии излучения W. Урав­
нение энергии в задачах радиационной газовой динами­
ки записывается в следующем виде: 

Hr T ^-Xgrad7\ (3.3) 
WT={UTTl, U?T2> UTT3}, W={WU W* r 3 } , * - l , 2, 3. 
Здесь X=X{Tf p) — коэффициент теплопроводности. 

В уравнениях (3.2) и (3.3) не выписаны члены, учи­
тывающие влияние вязких сил, так как обычно в усло­
виях, для которых рассматриваются задачи динамики 
излучающего газа, они не существенны. Однако в слу­
чае необходимости вязкость может быть естественным 
образом включена в рассматриваемую систему уравне­
ний*). 

*)В вычислительной практике для облегчения расчетов задач 
газовой динамики, магнитной газовой динамики и радиационной 
газовой динамики часто используют модель искусственной вязкости, 
которая аналогично естественной вязкости входит в уравнения дви­
жения и энергии. 
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Для определения плотности и потока энергии излу­
чения воспользуемся выражениями (1.3), (1.5) и (1.6): 

СО СО 

U^j j d v j/vc?Q, W^dvjlviidQ. (3.4) 
о о 

Чтобы найти плотность G и тензор плотности потока 
импульса излучения Tik* воспользуемся соотношением 
между энергией hv и импульсом Gv фотона Gv=ftAv/*\ 
Тензор потока импульса кванта Tikv будет равен Т1к<* = 
= ЙД2Й— с. Используя функцию распределения фотонов 
/ (1.1) и интегрируя ее по всем телесным углам и час­
тотам квантов, получим выражения для плотности 
импульса излучения G и тензора плотности импульса 
излучения Tift: 

со оо 

O ^ j ^ r f v J Q / r f i i ^ - j r f v j V v Q r f a (3.5) 
о о 

оо оо 

Т ik = J h v dv j QtQkf d^i = j j dvQfikIvdi2. (3.6) 
о о 

Дополним систему уравнений динамики излучающе­
го газа (3.1) — (3.6) соотношениями, характеризующими 
зависимость давления, внутренней энергии и коэффици­
ента теплопроводности от температуры и плотности: 

р-р(Г, р), е = е(Г, р), Ь-Л(7\ р). (37) 
Для того чтобы система уравнений (3.1) — (3.7) была 
замкнута, ее необходимо также дополнить уравнением 
переноса, описывающим изменение функции /v. Однако 
прежде чем сделать это, оценим в уравнениях (3.2) и 
(3.3) порядки величины членов, связанных с переносом 
излучения. 

2. Уравнения низкотемпературной радиационной га­
зовой динамики. Плотность энергии излучения £/, пото­
ка энергии излучения W и другие величины, связанные 
со световыми полями, начинают оказывать существен­
ное влияние на весь ход газодинамического течения, • 
если они по порядку величины сопоставимы или больше 
соответствующих величин в веществе. В качестве при­
мера рассмотрим нагретый до высоких температур воз­
дух. 
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Плотность энергии равновесного излучения Up= 
= 4аТ4/с сравнивается с плотностью внутренней энергии 
воздуха при температуре 3-Ю6 К [100, 1171. На самом 
деле энергии сравниваются при более высоких темпе­
ратурах. Связано это с тем, что при очень высоких тем­
пературах из-за интенсивного газодинамического раз­
лета оптическая толщина исследуемых объемов, как 
правило, невелика, поэтому плотность энергии излуче­
ния значительно меньше равновесной. Ориентировочно 
плотностью энергии излучения можно пренебречь по 
сравнению с плотностью энергии вещества, если темпе­
ратура в газовой среде меньше 0,5 кэВ. 

Тензор плотности потока импульса излучения Tik 
(3.6), входящий в уравнение (3.2), по порядку величи­
ны совпадает с плотностью энергии излучения U, a для 
плотности импульса излучения С по порядку величины 
имеет место оценка О ~ U/c. Для сравнительно низко­
температурной среды их влиянием, особенно вектора 
плотности импульса излучения G, можно пренебречь по 
сравнению с соответствующими величинами для веще­
ства. / 

С другой стороны, как показывают данные экспери­
ментов н теоретические оценки, поток энергии излуче­
ния оказывает существенное влияние на теплообмен 
в плазме, уже начиная с восьмидесяти тысяч 
кельвинов. Оценим по порядку величины поток энергии 
за счет газодинамического движения Wr и за счет 
излучения W. В первом случае W r ~ ей, а во втором 
W~Uc. Несмотря на то, что при температурах ~ 1 эВ 
е > ( / в этих условиях для рассматриваемого нереляти­
вистского случая W порядка или больше WT> так как 
скорость света значительно превышает скорость газо­
динамического движения вещества. 

Таким образом, для задач низкотемпературной ра­
диационной газовой динамики (Г<0,5 кэВ), которые в 
настоящее время наиболее интенсивно рассматриваются 
в практических приложениях, излучение оказывает су­
щественное влияние только на перераспределение энер­
гии в веществе. Однако этого зачастую оказывается 
вполне достаточно, чтобы кардинально изменить всю 
картину явления. 

В случае локального термодинамического равнове­
сия для замыкания системы уравнений динамики излу­
чающего газа можно взять уравнение переноса (2.11). 
Правда, при этом необходимо помнить, что используе-
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мые в уравнении переноса значения лучеиспускательной 
способности и коэффициенты поглощения получены в 
системе координат, движущейся вместе с веществом, и 
для перехода в неподвижную систему координат к урав­
нению переноса необходимо добавить члены порядка 
и/с. Однако в случае нерелятивистской низкотемпера­
турной плазмы эти члены оказываются несущественны­
ми, и для описания переноса излучения можно пользо­
ваться уравнением 

- -^+Qgrad / v +Kv/v=Kv/vp» x v =x v (v , 7\ p). 

Более подробно с выводом уравнений динамики из­
лучающего газа в общем случае можно ознакомиться 
в монографиях Я. Б. Зельдовича и Ю. П. Райзера [1001, 
Д. Сэмпсона (178], В. С. Имшенника и Ю. П, Морозова 
[106J. 



Глава JI 
ПРИБЛИЖЕННЫЕ МОДЕЛИ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ 
ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ 
ИЗЛУЧАЮЩЕГО ГАЗА 

В этой главе будет рассмотрен ряд приближенных 
моделей, используемых при расчете задач РГД, и об­
суждены области параметров, для которых они справед­
ливы. Их применение в ряде случаев позволяет сущест­
венно упростить численное решение задач динамики из­
лучающего газа. 

§ 1. Трудности, возникающие при численном 
решении задач динамики излучающего газа 
1. Многомерность уравнения переноса. Рассмотрим 

систему уравнений динамики излучающего газа 
£-fpdivi*=0, (1.1) 

p g ^ - g r a d / ; , (1.2) 

pg-=-/>diva+dlv(A,gradr)-dlvW', (1.3) 

Q grad / v = xv (/vp — / v) , (1.4) 
oo 

W-JrfvJQ/vrfQ, (1.5) 
о 

e = e(7\p), р=^р(Г,р)9 Я,=-А,(7\р), 
xv = xv(v, Ту р). (1.6) 

Здесь использовались следующие обозначения: t — время, 
р—плотность вещества, it —вектор скорости, р — газо­
кинетическое давление, Г —температура, е —внутренняя 
энергия вещества, / v —интенсивность энергии излучения, 
/Vp=*2Av3/ Jc2(exp{Av/(£f)}— 1)J — интенсивность равно-
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весного излучения, xv — коэффициент поглощения фотона 
частоты v, Q — единичный вектор, характеризующий 
направление полета фотона, W — вектор потока энергии 
излучения. 

При выводе системы уравнений (1.1)—(1.6) предпо­
лагалось, что плотностью энергии и давлением излуче­
ния можно пренебречь по сравнению с энергией веще­
ства и газокинетическим давлением, вещество находит­
ся в состоянии локального термодинамического равнове­
сия, а перенос излучения может быть описан с помощью 
квазистационарного уравнения (1.4). Уравнения (1.2) и 
энергии (1.3) получены из дивергентных форм (3.2) и 
(3.3) (гл. I). 

Наиболее простым частным случаем системы урав­
нений (1.1)—(1.6) является система одномерных неста­
ционарных уравнений, описывающих течения, газодина­
мические параметры которых зависят от одной простран­
ственной переменной и времени. Интенсивное решение 
одномерных нестационарных задач динамики излучаю­
щего газа на ЭВМ, несмотря на большую практическую 
потребность в проведении подобного рода расчетов, бы­
ло начато лишь в конце 60-х годов — значительно позд­
нее, чем решение задач классической газовой дина­
мики. 

Пирчина, приведшая к такому положению дел, свя­
зана с исключительной трудоемкостью решения задач 
РГД, которая в первую очередь вызвана многомерностью 
уравнения переноса (1.4). В самом деле, для того чтобы 
решить уравнения газовой динамики с учетом тепло­
обмена излучением (1.1) —(1.3), необходимо знать поток 
W. В свою очередь поток W определяется как интеграл 
(1.5) от интенсивности энергии излучения / v (г, v, Д, t), 
которая находится из решения уравнения переноса (1.4) 
и зависит, помимо пространственных переменных г и 
времени /, от направления полета ft и частоты фотона v. 

В качестве примера рассмотрим плоский одномерный 
слой, уравнение переноса для которого принимает наи­
более простой вид: 

M-^~=XV(/Vp —/v)» - 1 < K 1 , XQ<X*£XN. (1.7) 

Здесь х — текущая координата в плоском слое (рис. 6), 
ц — косинус угла 9 между направлением фотона час­
тоты v и направлением оси дс, перпендикулярным к по-
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верхности слоя. Более подробно вывод уравнения пере­
носа для плоского слоя будет рассмотрен в § 1 гл. III. 

Возьмем сравнительно простую дискретизацию урав­
нения переноса (1.7): десять 
разбиений по углам и десять 
разбиений по частоте. Эти 
разбиения по частоте называ­
ются группами. Внутри каж- Н-
дого из таких разбиений хо 
|хе(цТО1 |im+i) ( m = l , . . . , Nm= 
= 11), ve(v*, vft+i) ( й - 1 , . . . Рис. 6 
. . .» Nk= 11) предполагается, 
что интенсивность энергии излучения /v не зависит ни от 
углов, ни от частоты Iv=Ikm(x, t). 

Для того чтобы найти поток энергии излучения, ко­
торый для плоского слоя определяется с помощью вы­
ражения 

оо 1 

W = j dv j ц/vd.u, 
о - i 

на каждом шаге по времени необходимо решить 100 
(сто!) обыкновенных дифференциальных уравнений вида 

N + i / 2 T 7 - + ^ * m e 2 j w * j 'vpdv. (1.8) 

Здесь хк(Т, р) — некоторый осредненный по частоте 
внутри каждой группы коэффициент поглощения, 
M̂m+i/2 — среднее значение косинуса. 

Остальных уравнений газовой динамики, а именно 
неразрывности, движения, энергии, для этого одномер­
ного случая всего три. Видно, что подавляющая часть 
машинного времени, затраченного на расчет всей задачи 
динамики излучающего газа, идет непосредственно на 
решение уравнения переноса. 

Приведенный пример, использующий десять разби­
ений по углам и десять групп по частоте, не является 
предельным. Вполне возможны такие постановки задач, 
когда коэффициент поглощения является достаточно 
сложной функцией частоты. В качестве примера такого 
коэффициента поглощения на рис. 7 приведен коэффи­
циент поглощения горячего воздуха, взятый из работы 

25 



LX,Cff( 

tf 

«rt 

/H 
10\ilkj^/t^ 

i i i i i J — ' • , » , 
20 40 *0. fl? //70 f/A,!03c*f 

Рис. 7. Коэффициент поглощения воздуха р = 1 атм, Г=8-10 3К 

В таких случаях для аккуратной дискретизации по 
частоте необходимо несколько десятков и даже сотен 
групп. При этом решение задачи динамики излучаю­
щего газа может потребовать машинного времени на 
два и более порядка больше, чем решение аналогичной 
задачи обычной газовой динамики. 

2. Взаимозависимость температуры и поля излуче­
ния. В задачах радиационной газовой динамики темпе­
ратурные поля, как правило, сильно зависят от значе­
ния потока энергии излучения, и наоборот. Эта тесная 
взаимосвязь вынуждает строить для решения уравнения 
энергии (1.3) и переноса излучения (1.4) самосогласо­
ванные вычислительные алгоритмы. 

Поток энергии излучения зависит в той или иной 
мере от температуры и плотности вещества во всех точ­
ках исследуемой области. Поэтому для совместного ре­
шения уравнений (1.3) и (1.4) естественно воспользо­
ваться наиболее простым алгоритмом — явной схемой. 
При этом дивергенция потока IV вычисляется из урав­
нения переноса, коэффициенты поглощения которого и 
правая часть xv/vp определяются по температуре и плот­
ности, взятым с предыдущего шага по времени. Однако 
применение этого относительно простого алгоритма ча­
сто приводит к жесткому ограничению на шаг по вре­
мени, вытекающему из требования устойчивости [198] *). 

*)Это ограничение совпадает с ограничением на устойчивость, 
возникающим при решении уравнения теплопроводности по явной 
схеме, когда шаг пространственной сетки h больше характерной дли,-
ны свободного пробега. 
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Таким образом, многомерное уравнение переноса, ко­
торое для своего численного решения требует больших 
затрат машинного времени, необходимо считать по из­
лишне подробной с точки зрения точности временной 
сетке. 

Приведенные сложности решения задач радиацион­
ной газовой динамики связаны с применением сравни­
тельно простых алгоритмов для их численного расчета. 
Использование других методов (гл. III и IV) позволяет 
в значительной мере обойти указанные трудности, хотя 
они в свою очередь могут вызвать появление новых 
вычислительных проблем. 

3. Коэффициенты поглощения. При расчете задач 
динамики излучающего газа приходится сталкиваться 
еще с одной трудностью, которая уже не является чис­
то математической и связана с недостаточностью ин­
формации о материальных функциях (1.6): уравнениях 
состояния, коэффициентах теплопроводности и в пер­
вую очередь коэффициентах поглощения. 

В настоящее время в вычислительной практике ши­
роко используется ряд таблиц и методов расчета коэф­
фициентов поглощения, например, представленных в 
работах [1, 48, 108, 142, 143, 154]. Однако имеющихся 
в наличии таблиц коэффициентов поглощения явно не­
достаточно, чтобы охватить большой набор веществ в 
широком диапазоне частот, температур и плотностей. То 
же самое можно сказать и об имеющихся в литературе 
экспериментальных данных по коэффициентам погло­
щения. 

Ввиду больших трудностей теоретического и экспе­
риментального определения этих коэффициентов вряд 
ли стоит ожидать коренного улучшения положения в 
ближайшие годы. Однако подобная ситуация не долж­
на служить основанием для излишнего пессимизма. 
Численные расчеты системы уравнений динамики излу­
чающего газа (1.1) —(1.6) даже при первоначально не­
достаточном знании коэффициентов поглощения позво­
ляют уточнить математическую модель, описывающую 
изучаемое явление. Примеры подобного подхода про­
демонстрированы в гл. V. 

Трудности, возникающие при численном решении за­
дач радиационной газовой динамики, придают особую 
ценность различным приближениям. Эти приближения 
там, где их применение законно, приводят к сущест­
венному упрощению математической модели и, как 
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правило, позволяют получать результаты более деше­
вой ценой, чем при использовании первоначальной гро­
моздкой системы уравнений. 

§ 2. Диффузионное приближение 

1. Система уравнений. Рассмотрим исходное уравне­
ние переноса (1.4). Будем искать его решение в виде раз­
ложения в ряд по сферическим функциям Yhi(ii): 

со /—А 

/ v ( r , v, Q) = 2 ( 2 * + l ) 2 %i(r, v)Kw (fi), (2.1) 

где Ф^(г, v) —пока неизвестные функции пространствен­
ной переменной и частоты. 

Предположим, что в выражении (2.1) можно ограни­
читься двумя первыми членами разложения, т. е. интен­
сивность энергии излучения достаточно точно представ­
ляется в виде 

/ v (г, v, ft) =*% (г, v) +3<р2 (г, v) ft. (2.2) 
Неизвестные Ух и ф2 совпадают с плотностью энергии 
излучения, умноженной на скорость света с, и потоком 
энергии излучения. В самом деле, 

Uv (г, v ) - ' I ^ / v (r , v, Q)r fQ« i Г1Ф,+3?2-Й] <Я2> 

интеграл — 13?2(Л v)ftrfQ = 0, поэтому и^ = ^х1с. Ана­

логичным образом получим 

IVv (г, v) = J / v (r, v, ft) О dft = j fl>, + 3?2Й] atfU = <p2(r, v). 

Поэтому перепишем выражение (2.2) следующим образом: 
/ v (г, v, О) = cUv (r, v) +3WV (Л v) ft. (2.3) 

Проинтегрируем уравнение переноса (1.4) по всем те­
лесным углам: 

j - ^ Г ft,/v (r, v, ft) rfft + x v (r, v) Г /vrfft -= xv Г /vprfQ, 2 4 

/ = 1 , 2 , 3 , 
при этом будем учитывать, что угловые ft и простран­
ственные г переменные независимы и порядок интегриро" 
вания и дифференцирования можно менять произвольно. 

Воспользовавшись разложением (2.3), из (2.4) полу-



чим уравнение 
divlV\,+xvc6^=xvc£/v p . (2.5) 

Здесь f/vp определяется из выражения (1.7) (гл. I). 
Аналогичным образом, интегрируя уравнение перено­

са (1.4) с весом Si и вновь используя разложение (2.3), 
получим уравнение 

yCgradf/v+XvWv-O. (2.6) 

Уравнения (2.5) и (2.6) получили название системы 
уравнений диффузии, так как между потоком и плот­
ностью энергии излучения существует связь, аналогич­
ная для процесса диффузии частиц: 

Wy=z — j lsc grad £/v, ls= —. 

Для нестационарного уравнения переноса (2.11) (гл. I), 
используя разложение (2.3), также можно получить свою 
систему уравнений диффузии: 

-jf- + di v Wv+KVC U v = x v c £/vp, (2.7) 

7 - ^ + 1 grad £/v+xvW^0. (2.8) 

Отметим, что уравнения (2.5) и (2.7) являются точ­
ными. Они могут быть получены путем прямого интег­
рирования стационарного и нестационарного уравнений 
переноса и не связаны с использованием конкретного 
представления (2.3) для интенсивности энергии излуче­
ния /v. 

Диффузионное приближение, как правило, выпол­
няется при сравнительно слабой анизотропии поля излу­
чения. Оно является первым Л-приближением метода 
сферических гармоник. Этот метод широко применялся 
в работах Р. Маршака [221], Б. Дэвисона [961, 
В. С. Владимирова [51], Г. И. Марчука и В. И. Лебеде­
ва [135] и других авторов при расчете задач нейтрон­
ной физики. 

Дальнейшие Ря-приближения метода сферических 
гармоник можно получить, если решение исходного 
уравнения переноса приближенно представить в виде 

п l—k 

/<"> (г, v, Q) - 2 (2k +1) 2 »*| ('• v>Y" (Q)' (2-9) 
ft-0 J—ft 
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Это выражение подстайляется в уравнение (1.4), после­
довательно умножается на сферические функции Yki и 
интегрируется по всем телесным углам. При этом по­
лучается система, состоящая из (п + 1)2 уравнений отно­
сительно неизвестных моментных функций фк(г, v). 

Однако в работах, посвященных решению задач, 
связанных с переносом теплового излучения, в основ­
ном применяется диффузионное приближение. Более вы­
сокие приближения метода сферических гармоник ис­
пользуются редко. Из работ, в которых обсуждаются во­
просы применения метода сферических гармоник к 
решению задач РГД, следует указать работу [90]. Кро­
ме того, достаточно подробно вопрос о применении мето­
да сферических гармоник к задачам нейтронной физики 
изложен в работах [135, 175, 177]. 

Слабое применение в вычислительной практике бо­
лее высоких приближений метода сферических гармоник 
вызвано двумя причинами. Во-первых, диффузионное 
приближение достаточно хорошо описывает поле излу­
чения для большинства задач радиационной газовой ди­
намики. Во-вторых, использование последующих при­
ближений резко усложняет вычислительный алгоритм, 
делает его логически более громоздким. Поэтому для 
более точного определения поля излучения по сравне­
нию с диффузионным приближением при расчете задач 
РГД в основном используют непосредственно уравнение 
переноса с последующим применением алгоритмов эф­
фективного понижения его размерности. Эти алгоритмы 
будут рассмотрены в гл. III и IV. 

Вновь вернемся в Pi-приближению. При численном 
решении задач динамики излучающего газа систему 
уравнений (2.5)—(2.6) заменяют на систему многогруп­
повых уравнений диффузии: 

dlv Wk +x^£/*=x f t40 f t (7\ v* v M ) T\ (2.10) 

i ^ g r a d ^ + U ^ - O . (2.11) 

Правая часть уравнения (2.10) определяется из соотно­
шения 

4<М7\ v„ vk4l)T* = c J tfvpdv. (2.12) 

Аналогично (2.10)—(2.11) может быть выписана много­
групповая система уравнений и для нестационарного слу­
чая (2.7)—(2.8). 
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Для получения системы уравнений (2.10) —(2.11) весь 
спектр разбивается на Nk интервалов v^(vb, vA+i) или 
групп. Внутри каждой группы предполагается, что поток 
Wh, плотность энергии излучения Uk и групповые коэф­
фициенты х*(Г, р) не зависят от частоты *). 

Как видно из ^системы уравнений (1-1) —(1.6), наи­
больший интерес в задачах радиационной газовой дина­
мики представляет интегральный по спектру поток 
энергии излучения W. Этот поток может .быть получен 

суммированием групповых потоков W=2^*' каждый 
р ^ . ft-i 

из котсрых в свою очередь является .решением много­
групповой системы уравнений (2.10) —(2.11). 

2« Граничные условия. Систему уравнений диффузии 
(2.5)—(2.6) ((2.10)—(2.11)) или (2.7)—(2.8) необходимо 
дополнить граничными условиями. В отличие от урав­
нения переноса излучения, получение граничных условий 
для уравнений диффузии не столь наглядно. Рассмотрим 
простейшее и наиболее часто употребляемое граничное 
условие 

/ v (r , v, ft)|r=0, (Й,л)<0, 
которое соответствует отсутствию падающего извне из­
лучения. Поток энергии излучения, проходящий внутрь 
исследуемого объема, также будет равен нулю: 

J / v (Л v, ft) | (ft, n) | da=Q. (2.13) 
(ft» я)<° 

В (2.13) интегрирование происходит только по тем 
направлениям, для которых выполнено условие (ft, я ) < 0 . 
Подставляя в (2.13) выражение (2.3) и проводя интегри­
рование, получим условие на внешней границе 

ИГу = - с £ / у / 2 , (2.14) 
где Wy—поток в направлении внутренней нормали 
к границе области. 

При наличии падающего извне излучения /* (Г, Я), 
(ft, я ) < 0 , граничное условие для уравнений диффузии 
можно также построить на основе равенства (2.13), ко-

*) Более подробно вопрос о получении групповых коэффициен­
тов поглощения кн и правой части уравнения (2.10) будет рас­
смотрен в пятом параграфе этой главы. 
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торое в данном случае примет вид [176]: 

J ( / v - / * (Г, Q)) | (Й, п) | dQ=0. 
(П»л)<° 

Кроме того, могут быть привлечены и другие геометриче­
ские и физические факторы. Так, для задач, обладаю­
щих сферической или осевой симметрией, поток энергии 
излучения в центре (для шара) или на оси симметрии 
равен нулю. 

Более полное обсуждение граничных условий для ме­
тода сферических гармоник содержится в работе [90]. 

3. Некоторые замечания о применимости диф­
фузионного приближения. Диффузионное приближение 
справедливо в том случае, когда для решения исходного 
уравнения переноса с достаточной степенью точности 
выполняется представление (2.3). Однако вблизи границы 
это выражение, как правило, плохо описывает интенсив* 
ность энергии излучения. В самом деле, решением урав-
нения переноса на границе Г для (Q, п)>0 является 
некоторая положительная функция / f (Г, v, Й)>0 , кон­
кретный вид которой зависит от температуры и плот­
ности во всем исследуемом объеме. С другой стороны, 
из граничного условия следует, что / v ( I \ v , fl)=0, 
(Й, я ) < 0 . В целом же функция вида 

(Г (Г, v, ft)>0, (Q, я ) > 0 , 
0, (Q, л ) < 0 

не может быть достаточно хорошо в общем случае опи­
сана с помощью выражения (2.3). 

Для того чтобы более наглядно представить область 
применимости диффузионного приближения, рассмотрим 
еще один способ его вывода. Проинтегрируем исходное 
уравнение переноса (1.4) по телесному углу с весами I 
и Я, при этом получим систему уравнений 

%/*° +*v f IvdQ=>tv f /vpdQ, * = 1, 2, 3, (2.15) 

d$Qfj*vdQ +x v j>Q/vrff l -0> y = l f 2 f 3 . (2.16) 

Интегралы — 1 IydQ и J QjIvdCi равны соответственно 
плотности и потоку энергии излучения. Дополнительный 

,(Г, v, Q)=J 
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интеграл J QjQj/vdR представим в виде 

J QjQ/vdQ—Any J /vdQ, 
(2.17) 

Dv/,- *= J Q^Q/vrfQ / j /vdQ. 
Если предположить, что для Dvlj выполнено соотношение 

DvU=*6gJ/3, (2Л8) 
то уравнения (2.15) и (2.16) перейдут в уравнения диф­
фузии. 

Равенство (2.18) выполняется, если /v является изо­
тропной функцией. Условие слабой анизотропии поля 
излучения будет выполнено, если длина свободного про­
бега фотона U много меньше характерного размера L. 
В самом деле, перепишем уравнение переноса (1.4) в 
виде 

/vQgrad/v-l-/v=/vp-
По порядку величины дифференциальный член будет 
равен /vOgrad/v~/vA>/£» В случае выполнения условия 

KlL^X (2.19) 
для поля излучения будет справедливо приближенное 
равенство 

/v«/vP(7\v). (2.20) 
Однако, как показывает практика расчетов задач 

РГД, диффузионное приближение очень часто дает хо­
рошие результаты (во всяком случае качественно пра­
вильные) и в тех случаях, когда нельзя с уверенностью 
говорить о выполнении неравенства (2.19). Связано это 
в первую очередь с тем, что коэффициент Dvi} (2.17) 
определяется через отношение двух интегралов от реше­
ния уравнения переноса и поэтому мало отличается от 
1/3 (i—j) даже при наличии анизотропии в функции 
распределения *). . 

Диффузионное приближение позволяет находить по­
ток и плотность энергии излучения из уравнений, не за­
висящих от угловых переменных Q, т. е. имеющих мень­
шую размерность, чем исходное уравнение переноса. 
Этот факт, а также достаточно широкая область приме-

*) Отметим, что это свойство коэффициента Dwii используется 
при построении эффективных алгоритмов решения задач динамики 
излучающего газа (§ 4 гл. III). 
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йймости, обусловили частое использованиемйогогруппо-
вого диффузионного приближения для расчёта задач ди­
намики излучающего газа [5, 41, 59, 139]. 

§ 3. Приближения лучистой теплопроводности 
и оптически тонкого слоя 

Для того чтобы определить поле излучения из сис­
темы многогрупповых уравнений диффузии, необходимо 
решить Nk пар уравнений вида (2.10)—(2.11). Если в си­
лу тех или иных причин число групп ЛГЛ велико, то реше­
ние этой системы по-прежнему будет занимать большую 
часть машинного времени, необходимого для расчета 
всей системы уравнений радиационной газовой динами­
ки. Использование диффузионного приближения также 
автоматически не снимает трудности, вытекающие из 
совместного решения уравнения энергии и уравнений, 
описывающих перенос излучения. Поэтому имеет смысл 
рассмотреть еще более простые модели, позволяющие 
существенно облегчить численное решение задач дина­
мики излучающего газа. 

1. Приближение лучистой теплопроводности. Пред­
положим, что для энергий фотонов, существенно влияю­
щих на теплообмен в исследуемой среде, выполнено не­
равенство (2.19), т. е. длина свободного пробега для 
этих частот много меньше характерных размеров задачи. 
В этом случае для интенсивности энергии излучения 
приближенно выполнено равенство (2.20). Тогда для 
спектральной плотности энергии излучения £ / v = 

= — \ /vrffi справедливо приближенное равенство 
£/v = 6/vp. (3.1) 

Из (3.1) и уравнения диффузии (2.6) получим 

Wv==_.i-/v<7grad£/vp. (3.2) 

Равновесное значение плотности энергии излучения Uvp 
зависит от пространственных координат только через 
температуру вещества. Поэтому правую часть выраже­
ния (3.2) можно переписать в виде 

-j Кс grad f/vp = j lyC - ^ grad T, 

^v P _ 15 x*e~* hv_ ,ЧЧч 
dT ~ 4д4 (1-*-*)*' X~~kT * 1° ' 
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. Для того чтобы получить интегральное по спектру 
значение потока, проинтегрируем, учитывая равенство 
(3.3), выражение (3.2) по всем частотам: 

оо со 

W-§W4dv--%§l*(v;T9 P)^Edvgrad7\ (3.4) 
о о 

Коэффициент — т Wv(v» Л P)~7f^v может быть опре-
0 

делен заранее перед расчетом задачи динамики излучаю­
щего газа и является функцией только температуры и 
плотности вещества. 

Представим выражение (3.4) для потока энергии 
излучения в более удобной форме 

оо 

W=-\cl(T, p)j^-prfvgradr, (3.5) 

где 
оо оо 

ЦТ, p)=j/v(v, T, p ) ^ r f v / j ^ E d v . (3.6) 
О О 

Коэффициент I получил название длины свободного про­
бега, осредненной по Росселанду, или росселандовым 
пробегом. 

Выражение (3.5) преобразуем к виду 
ОО У ОО V 

Дифференцируя 1 f/vprfv = по пространственным пе-f / r A 4071* 

ременным, получим окончательное выражение для потока 
энергии излучения: 

H r . - W J L ' g r a d r . (3.7) 

Перенос энергии в этом случае осуществляется за 
счет механизма лучистой теплопроводности. Коэффици­
ент лучистой теплопроводности 16а/(7\ р)Г3/3 является 
функцией температуры и плотности вещества, 
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Таким образом, при выполнении условия (2.19) сис­
тема уравнений динамики излучающего газа (1.1)—(1.6) 
примет следующий вид: 

$+div(p*)-O f (3.8) 

Р й - - в " < 1 * <3-9> 

pg«-pd!v»+dlv(Xgradr)+dlv( i5jngradr] f (ЗЛО) 
е=е(7\р), р = р(Т,р), Х-Ч^.р) , / = / ( Г , р)- (3.11) 

Как видно из уравнений (3.8)—(3.11), в случае, когда 
справедливо приближение лучистой теплопроводности, 
для определения вклада излучения в изменение газоди­
намических параметров вещества нет необходимости в 
решении специального резко усложняющего общий рас­
чет уравнения переноса. Система уравнений (3.8)—(3.11) 
по своей математической структуре ничем не отличается 
от системы уравнений газовой динамики с нелинейной 
теплопроводностью. Естественно, что для ее численного 
решения вполне можно применять алгоритмы, исполь­

зуемые для расчета задач га­
зовой динамики с теплопро­
водностью. Подробное описа­
ние этих методов можно най­
ти в книге А. А. Самарского 
и Ю. П. Попова (1691, рабо­
тах других авторов, например 
[99, 116]. 

2. Оптически тонкий слой. 
Рис. 8, к выводу соотношу Рассмотрим решение уравне­
ний для оптически тонкого ния переноса (1.4) внутри объ-

слоя ема D с границей Г (рис. 8)» 
Предположим, что для всех 

частот фотонов, оказывающих существенное влияние на 
теплообмен в среде, выполнено условие 

/ v »£* (3.12) 

где Л—характерный размер исследуемого объема. Кроме 
того, предположим, что интенсивность энергии приходя­
щего извне излучения /v |r много меньше интенсивности 
равновесного излучения, испускаемого нагретым веще­
ством, занимающим объем D и имеющим температуру 
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близкую к характерной температуре 7\>: 
/у|г«/уР(Г0, v). (3.13) 

Вдоль каждого направления Q уравнение переноса (1.4) 
можно записать в характеристическом виде: 

^ 4 - * v / v = Kv/vp» / v l i - f . ^ / v b *о<$<$1- (3.14) 
Здесь s—характеристическая координата (рис. 8). 

Выпишем решение уравнения (3.14): 

/ v ( s ) = / v | r e x p j — Jxv(5' f v)ds' + 

+ j / v p (50 xv(s', v) exp - j *v(s", v) ds"\ ds'. (3,15) 

Из условия (3.12) следует, что для оптической толщины 
объема вдоль каждого направления выполняется нера* 
венство 

J* v (s ' ,v)rfs '<l . (3.16) 

Применяя неравенства (3.13) и (3.16) к решению (3.15) 
уравнения переноса, получим новые неравенства 

/ v « / v P (Г0, v), £/v«£/v p (Г0, v). (3.17) 
Учитывая второе неравенство (3.17), перепишем уравне­
ние диффузии (2.5) в виде 

d i v l V v ^ x ^ v p . (3.18) 
Проинтегрировав (3.18) по всем частотам, получим 

00 00 

d l v W - f d i v W v = * f x v ( 7 \ p,v)t/vp(7\v)rfv. (3.19) 

Выражение (3.19) для дивергенции потока энергии 
излучения перепишем в более удобном виде 

00 

dlv W~c* J LTV9dv^yc4oT\ (3.20) 

где 
OO 1 0 0 

* (T, Р )=J «v (Г, р, v) d/vp (Г, v) dv / f t/vprfv. (3.21) 
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Коэффициент % (3.21) называется осредненным по 
Планку коэффициентом поглощения. Дивергенция пото­
ка энергии излучения (3.20) является в этом случае за­
ранее известной функцией температуры и плотности ве­
щества. 

Из (3.20) следует, что для оптически тонкого слоя си­
стема уравнений динамики излучающего газа может 
быть записана в виде 

$+div<p»)=0, 

dz p ^ = - p d i v a + d i v ( X g r a d r ) - x 4 a r 4
l 

е = е(Г,р), р=р(Т> р), А,^Х(7\ р), х=х(7 \ р). 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 
3. Область применимости приближений лучистой теп­

лопроводности и оптически тонкого слоя. Как видно из 
систем уравнений (3.8)—(3.11) и (3.22)—(3.25), исполь­
зование приближений лучистой теплопроводности и 
оптически тонкого слоя приводит к существенному 
упрощению математической модели, описывающей про­
цессы в излучающем газе. При этом в значительной ме­
ре исчезают вычислительные трудности, которые харак­
терны для решения полной системы уравнений радиаци­
онной газовой динамики (1.1)—(1.6). 

Однако к использованию этих приближений надо 
подходить с достаточной осторожностью. Нарушение 
условий (2.19), (3.12) и (3.13) часто приводит к искаже­
нию качественной картины явления. Рассмотрим в ка­
честве примера данные расчетов задач, связанных с 
исследованием сильноточных излучающих разрядов [83]. 

Рис. 9. Результаты расчетов, по­
лученные с использованием при­
ближения лучистой теплопровод­
ности (кривая /) и уравнения пе­

реноса (М) (кривая 2) 
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Профиль температуры, полученный с помощью ис­
пользования приближения лучистой теплопроводности, 
изображен на рис. 9. Анализ результатов, проведенный 
после окончания этих расчетов, показал, что неравен­
ство L<g.L хорошо выполняется. 

Однако более точный расчет, основанный на исполь­
зовании уравнения переноса (1.4), привел к качественно 
иной картине явления (рис. 9, кривая 2). В этих расче­
тах температурный пик возник в сравнительно неболь­
шой с характерным размером L\ области. При этом для 
некоторого вносящего существенный вклад в теплооб­
мен диапазона частот v a ^ v ^ v 6 неравенство L<glL\ не 
выполняется, и следовательно, использование приближе­
ния лучистой теплопроводности уже необоснованно. 

Неоправданное применение приближения лучистой 
теплопроводности в области температурного пика приве­
ло к резкому завышению высвечиваемого потока энергии 
излучения 

W v < — -J Kc grad £/vp, va < v < vb. 

В результате завышенных потерь энергии температур­
ный профиль и оказывается сглаженным. Из этого при­
мера можно также сделать вывод о том, что результаты, 
полученные с помощью при­
ближения лучистой теплопро­
водности, не всегда дают воз­
можность однозначно судить о 
справедливости его примене­
ния. \ 

Осторожность требуется и 
в использовании приближения 
оптически тонкого слоя. Пред­
положим, что неравенство /v> 
3>L выполняется почти для 
всех частот, за исключением 
небольшого отрезка v c ^ v ^ 
^vd . При этом имеют место 
соотношения 

\**>% 

и* 

IZ L 

| * v 

— 1 — ^ " - » 

Рис. 10. 
вклада 

К определению 
линий в потерю 

энергии из тонкого слоя 
vrf 

j t / v p rfv>j Lrvpdv, Jxvf/Vpdv^f xv£/vpdv. (3.26) 

Соотношения вида (3.26) характерны для случая, когда 
В коэффициенте поглощения существен учет влияния 
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дискретных (связанно-связанных) переходов. Коэффици­
ент поглощения в линии может на несколько порядков 
превышать фоновый коэффициент поглощения Хф 
(рис. 10). 

Ввиду того, что неравенство (3.12) не выполнено для 
v^[vc, vd], потери энергии на излучение, определенные 
с помощью выражения div W v = — KvC(Jvp, будут сильно 
завышены в этом диапазоне частот. А так как коэффи­
циент поглощения здесь велик, то вычисленное с боль­
шой погрешностью значение тепловых потерь на излуче-

ние J divWvrfv будет оказывать определяющее влияние 

на теплообмен в слое. 
При рассмотрении приближения оптически тонкого 

слоя предполагается выполнение не только неравенства 
(3.12), но и неравенства (3.13). Если внешнее излучение 
велико, например, оно приходит из областей с более 
высокой, чем у рассматриваемого слоя, температурой 
То<Твп, то в уравнении диффузии divTVv+XvCt/v« 
«=XvCf/vp уже нельзя пренебречь членом y^cUs по срав­
нению с HcU^(Tot v). 

Охлаждение или нагрев слоя будут определяться не 
только температурой данного объема, но и температу­
рой других, более нагретых областей. В этих условиях 
и на прохождение излучения будут оказывать сущест­
венное влияние коэффициенты поглощения для более 
высоких частот, чем те, которые лежат в районе макси­
мума плотности равновесного излучения t/vp при темпе­
ратуре Т=Т0. 

Приведенное рассмотрение показывает, что коррект­
ность применения приближений лучистой теплопровод­
ности и оптически тонкого слоя весьма жестко зависит 
от выполнения условий (2.19), (3.12)—(3.13), В то же 
время диффузионное приближение, как следует из опыта 
его использования, дает (качественно правильные резуль­
таты и при значительном отклонении поля излучения от 
изотропного и нарушении неравенства (2.19). Помимо 
устойчивости отношения (2.17) к изменению интенсивно­
сти энергии излучения /v, этот факт связан еще и с тем, 
что диффузионное приближение дает количественно пра­
вильный вклад излучения в изменение внутренней энер­
гии вещества, когда справедлива модель лучистой теп­
лопроводности и когда справедливо приближение опти­
чески тонкого слоя* 
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§ 4. Приближение «серой» материи и случай 
разделяющихся переменных в коэффициенте 

поглощения 
В этом параграфе будут рассмотрены две модели, 

описывающие перенос излучения, которые связаны со 
специальным видом коэффициента поглощения. 

1. Приближение «серой» материи» Предположим, что 
коэффициент поглощения не зависит от частоты и яв­
ляется функцией только температуры и плотности ве­
щества: 

*<Г, р, v H x ( r f р). (4.1) 
Среда, для коэффициента поглощения которой выпол­
няется равенство (4.1), получила название «серой» ма­
терии. 

Проинтегрируем исходное уравнение переноса (1.4) 
по частоте. Воспользовавшись независимостью коэффи­
циента поглощения от энергии фотона, получим выраже­
ние 

/оо \ оо со 

ftgrad I f /vdv + x J /vrfv=x J /Vprfv, (4.2) 

Учитывая определение интегральной интенсивности энергии 
излучения / = J Ivdv ((1.6) гл. I) и связь между интен­
сивностью и плотностью равновесного излучения /Vp=^ 
=££/ур/(4я), перепишем уравнение (4.2) в виде 

Q grad / + х / = иаГ4/ я. (4.3) 
Выразим интегральный поток и плотность энергии 

излучения через значения 

W = J dv J Й/vdQ - J QdQ f lydv=J ЯШ, 

(4.4) 

Тем самым для определения вклада излучения в изме­
нение газодинамических параметров вещества достаточ­
но знать лишь интегральную интенсивность /. В случае 
же «серой» материи для определения функции / доста-
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точно решить не зависящее от частоты уравнение (4.3). 
Таким образом, автоматически понижается размерность 
исходного уравнения переноса (1.4). 

Аналогично уравнению (4.3) можно получить и не­
стационарное уравнение переноса для «серой» материи: 

7 T T + * e « d ' + « ' = ^ - (4-5) 
К сожалению, физические процессы, когда с доста­

точным обоснованием можно говорить о выполнении ра­
венства (4.1), сравнительно редки*). 

2. Разделяющиеся переменные й коэффициенте по­
глощения. Предположим, что коэффициент поглощения 
фотонов можно представить в виде произведения одно­
значных функций /i и f2: 

x v (r ,p ,v) = / l ( v ) / 2 ( r , p ) , / , > а / 2 > 0 . (4.6) 
Рассмотрим плоский слой вещества. Поток энергии излу­
чения в этом случае определяется с помощью выражения 

оо 1 

W = \dv J |i/vrfji. (4.7) 
о - i 

Введем новую переменную z = \i/fi(v)t которая 
меняется в следующих пределах: — m a x / r ! ( v ) < 2 < 
< m a x / f 1 ( v ) ( 0 < v < °°)- Преобразуем интеграл, стоя­
щий в правой части равенства (4.7), получим 

со f , ( V > 

= J zdz \ f\(y)Ivdv. (4.8) 
-max/ - l (v) w|*| 

Множество <о1г|, по которому происходит интегрирование 
в правой части выражения (4.8), определяется из усло­
вия / f l ( v ) > | z | . На рис. 11 это множество заштриховано. 

Обозначим через / внутренний интеграл, /== 

*) Уравнения (4.3) и (4.5) успешно используются в качестве 
сравнительно простых моделей для опробования различных вычис­

лительных алгоритмов, предлагаемых для решения задач динамики 
излучающего газа> 
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Рис. П. К определению области интегрирования щг[ 

= J /i(vKv^v. С учетом этого обозначения перепишем 

равенство (4.8) для потока в виде 

W= J г/tfz. (4.9) 
-max/ j -^v) 

Определим, какому уравнению удовлетворяет функция / . 
Для этого умножим исходное уравнение переноса 

/Г1 (v)|i ^ + / 2 (Г, р) / v = / 2 ( 7 \ р) /VP, 

_(4Л0) 
^ 0 < ^ < Л л г , /V (*Q> ^))Х>0==/+(И'» V), / V ( * / V i ^ < 0 = / (У>> V) 

на /i(v) и проинтегрируем его по множеству (0|г|. Учиты­
вая независимость функции /i(v) от пространственных 
переменных, получим уравнение 

di ^ ^ + / 2 ( Г , р)/ = / 2 ( ^ р)^(Г, |^|), 

XQ<X*£XH* —max/i ! (v)<z<max/ i *(v) 

с граничным условием 
/ (х<» *)»о - J /? (v) /+ (г/Г1 (v), v) dv, 

(4.11) 

°м 
/*<о <**, *) - J / I (v) / - (z/Г1 (v), v) dv. 

•м-
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Входящая в правую часть (4.11) функция F(T, \z\) 
определяется из выражения 

^ < 7 \ | г | ) - J /f(v)/vprfv. (4.12) 

Несмотря на возможный немонотонный характер 
функции fi(v), для функции F(T, \z\) выполняется 
условие 

F(T, | * i | ) > F ( 7 \ |*2 |) при | г , | < Ы . 
Функция F(T9 \z\) для каждого конкретного вещества 
может быть определена и затабулирована заранее пе­
ред расчетом уравнения (4.11). 

Осредненное уравнение (4.11) было получено в рабо­
те [84]. По своей структуре оно напоминает уравнение 
переноса для «серой» материи. Учитывая специальный 
вид коэффициента поглощения (4.6), с помощью прове­
денного аналитического интегрирования удается пони­
зить размерность исходного уравнения переноса (4.10). 

Отметим, что приближение «серой* материи является 
частным, соответствующим /i(v)s3l случаем представле­
ния коэффициента поглощения в виде (4.6). Для прак­
тического применения предложенного метода осреднения 
достаточно, чтобы коэффициент поглощения мог быть 
записан в виде произведения 

МГ. Р, v)=/,(T, p, v)f2(Ty p), (4.13) 
где f\(T(x, t)9 p(xt t), v) —слабо меняющаяся на рас­
стоянии длины свободного пробега функция. 

Осредненное уравнение использовалось в работе 
[199] для расчета задачи о взаимодействии лазерного 
излучения с веществом при определении структуры 
ударной волны в излучающем газе [6]. Использование 
уравнения (4.11) может давать неплохие результаты и в 
случае достаточно сильного нарушения равенства (4.6) 
для коэффициента поглощения. Пример такого расчета 
приведен в работе [82]. 

З а м е ч а н и е . Осредненное уравнение при условии 
выполнения равенства (4.6) может быть получено и для 
двумерных плоских задач в (х, */)-геометрии. В этом слу­
чае оно примет вид [84} 

Y(cos<P^ + s l n < P ^ ) + / 2 / = / 2 / 7 ( r , Y ) , (4.14) 
Q<<P<2it, 0 < у < т а х / ^ М 
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Ф—угол между направлением полета фотона и осью х* 

F0-.H-2 J ^Ф^. (4.15) 

Для одномерных задач, обладающих сферической 
или цилиндрической симметрией, точного осредненного 
уравнения типа (4.11) даже при выполнении равенства 
(4.6) получить не удается. Приближенное осредненное 
уравнение для случая сферической симметрии рассмот­
рено в работе [34J. 

Кроме рассмотренных в этой главе приближений 
широко используется целый ряд моделей, позволяющих 
упростить решение уравнения переноса для тех или 
иных классов задач. Так, для задач, в которых иссле­
дуется взаимодействие лазерного излучения с веществом 
часто пренебрегают собственным излучением плазмы, 
Система уравнений, описывающая этот процесс, при 
сделанном предложении примет вид 

(4.16) !£+div(pa)=0, 

P ^ - = - g r a d p , (4Л7) 

}dt :— /?diva+div(Xgradr) —divW^. (4.18) 

В свою очередь для нахождения потока энергии ла­
зерного излучения W п можно вос­
пользоваться выражением sJD 

^ л = Г л | г е х р { - J xjs'l. (4.19) 

Здесь №л\т—граничное значение 
потока лазерного излучения, $0(Г) и 
5 —граничное и текущее значения 
координаты вдоль лазерного луча, 
хл—коэффициент поглощения лазер* 
ного излучения (рис. 12). 

Таким образом, когда собствен­
ным излучением плазмы (переиз­
лучением) можно пренебречь по сравнению с излучени­
ем лазера, нет необходимости решать сложное уравнение 
переноса (1.4). Используемая для математического 

Рис. 12. К определе­
нию вклада лазерного 
излучения в нагрев 

вещества 
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моделирования процесса - система уравнений (4Л6) — 
(4.19) по своей структуре близка к системе уравнений 
радиационной газовой динамики, полученной в прибли­
жении оптически тонкого слоя (3.22) — (3.25). 

§ 5. Многогрупповое приближение 
Рассмотренные в этой главе приближенные модели, 

несмотря на ограничения, накладываемые на область их 
применимости, играют большую роль в численном моде­
лировании задач динамики излучающего газа. С их по­
мощью можно быстро и относительно дешевой ценой 
получить нужные исследователям предварительные ре­
зультаты. Эти модели позволяют проводить проверку 
методов решения исходного уравнения переноса и часто 
используются в качестве составных частей эффективных 
алгоритмов расчета задач РГД. 

Рассмотрим еще одно — многогрупповое приближение 
которое часто используется для решения задач динами­
ки излучающего газа. Разобьем весь спектр на конечное 
число Nk интервалов по частоте — групп. Внутри каж­
дой группы для частот v, лежащих в пределах v f e ^v^ 
^vfc+b vi—0, VArft=oo, будем предполагать,что коэффи­
циент поглощения не зависит от энергии фотона: 
KV(7\ P» v)*=x*(7\ p), v * < v < v M , k = \% ...*Nk- (5.1) 
Интегральный поток и плотность энергии излучения 
представим в виде 

W = jrfvJQ/vrfQ = 2 I f l / ^ ^ Л = J /vtfv, (5.2) 
0 Af—1 vk 

Nk u=\ldvl №=2 H 7*rffl- (5-3> 
о * - i 

Для определения уравнения, которому удовлетворя­
ет /А, проинтегрируем уравнение переноса (1.4) по v 
от Vft до VA+Ь Учитывая, что коэффициент поглощения 
(5.1) в этом диапазоне не зависит от частоты, получим 

Qgrad/*+**/*=и* f /vprfv, 
(5-4) 

/ * ( Q . r ) - , J /*(I\v,Q)rfv. 
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Правую часть первого Уравнения (S.4) представим в виде 
v *+ i 

ни J Ivvdv=Kkok(T> v*, vA+1)—, (5.5) 

=2A*n [a (Av*+l/ (ЯГ)) - a (Av*/ (kT))] I (c2A3). (5.6) 
В свою очередь для вычисления функции о(х) = 

dxr удобно использовать полученные 
J ех —I 0 е ' - 1 

В. Я- Гольдиным и автором приближенные формулы 
а ( х ) = х 3 ( ^ - - f + — r ) , л < 2 , ( 5 J ) 

Q(A:) = 6 , 4 9 3 9 - ^ ( A : 3 + 3 A : 2 + 6 J C + 7 , 2 8 ) , Л : > 2 . 

Окончательно многогрупповое приближение для 
уравнения переноса (1.4) запишется в виде 

VA+I (5.8) 

/*(«• г) = J /*(Г, v, fl)dv, (Я, i»)<0. 

Аналогично можно выписать систему многогрупповых 
уравнений для нестационарного уравнения *) следующим 

*) Многогрупповую систему можно получить и для осредненно-
го уравнения (4.11), когда» коэффициент поглощения представим 
в виде 

где со*—не обязательно связанные множества. В этом случае 
поток энергии излучения может быть определен из системы мно­
гогрупповых уравнений 

x<><x<xN> —max[/f(v)]"1<2r<max[/f(v)]**1
> v&o*> 

где 

^*-J[/i(v)]Vv-
1**1 

В свою очередь множество ш (̂ состоит из частот, принадлежа* 
щих множеству <о*, для которых выполнено условие [/* (v)]~ l > 
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образом: 

*ш (5-9) 
/*(fi, Г ) = J /*(Г, v, Й, <)rfv, (Q, л ) < 0 . 

V A 
Естественно, что эффективность многогруппового 

приближения зависит от числа Nh групп, с помощью ко­
торого с достаточной степенью точности можно получить 
значения потока W и плотности энергии излучения U: 

V « 2 fo/*rfft U^j^\lkdQ. (5Л0) 

Чем меньше число групп, с помощью которого удалось 
добиться выполнения приближенных равенств (5.10), тем 
предпочтительней, с точки зрения вычислительной прак­
тики, полученное приближение. Групповой коэффициент 
поглощения (5.1) обычно определяют с помощью формул 
осреднения, аналогичных осреднению по Планку (3.21) 

я*— J Ky/vpdv / J /vprfv (5.11) 

или по Росселанду (3.6) 

В случае, когда в рассматриваемом диапазоне частот 
коэффициент поглощения Ху меняется слабо, групповой 
коэффициент (5.1) практически не зависит от способа 
осреднения. К такой ситуации можно прийти, выбирая 
достаточно подробное (с учетом возможной разрывности 
коэффициента поглощения) разбиение спектра. В этом 
случае можно гарантировать выполнение приближенных 
равенств (5.10). Однако число групп в такой ситуации 
будет велико, что потребует для проведения расчета за­
дачи динамики излучающего газа большого количества 
машинного времени. 

Устоявшихся рецептов выбора границ групп, а сле­
довательно и их числа, не существует. Этот выбор во 
многом определяется особенностями коэффициента по­
глощения Xv и поведением решения задачи в целом. 
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На рис. 13 приведен пример разбиения на группы. 
Предполагается, что решение задачи обладает следу­
ющими особенностями: для интенсивностей энергии из­
лучения и частот, лежащих в диапазоне v 3^v^V4, вы­
полнены условия (3.12) и (3.13); для частот v 4 ^ v ^ v $ 

1 L̂  J I i 

Рис. 13. Выбор границ групп и осредненных коэффициентов погло­
щения 

выполнено условие (2.19); излучение, принадлежащее 
диапазону частот Vi^v<V2, практически не влияет на 
теплообмен в среде. Несмотря на сильное изменение ко­
эффициента поглощения, частоты, лежащие в диапазоне 
vj^v<v 2 , можно объединить в одну группу ввиду их 
малого вклада в общий теплообмен. Выбор способа 
осреднения коэффициента поглощения здесь не играет 
роли. Также не играет роли способ осреднения для V2^ 
^v^V3, но уже по причине слабой зависимости коэффи­
циента поглощения от частоты. В силу выполнения усло­
вий (3.12) и (3.13) частоты, лежащие в диапазоне v 3 ^ 
^v^V4, невзирая на сильное изменение коэффициента 
поглощения, можно объединить в одну группу с осред­
нением по Планку (5.11), а частоты v4^v<V5, в силу 
выполнения неравенства (2.19), объединим в другую 
группу, осредняя коэффициент поглощения по Россе-
ланду (5.12). 

Из приведенного примера видно, что предваритель­
ная информация о решении задачи может играть реша­
ющую роль для ее аккуратного и экономичного описа­
ния. Для получения этой предварительной информации 
можно использовать решение, полученное в приближе­
нии «серой» материи или грубого многогруппового при­
ближения. Именно возможность последующего само­
уточнения и делает многогрупповое приближение вместе 
с многогрупповым приближением для уравнений диффу-
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Зйи (2.10)—(2Л1) наиболее часто используемыми ДЛй 
решения задач радиационной газовой динамики. 

Остановимся еще на одном моменте, связанном с ре­
шением задач динамики излучающего газа. Многогруп­
повое приближение требует для своей реализации ин­
формацию о поведении групповых коэффициентов погло­
щения х*(Г, р) в зависимости от изменения температуры 
и плотности. Однако сравнительно простые аналитиче­
ские выражения (например хл=хЛо7,арр> гдех*о, а, р —по­
стоянные) для описания этих коэффициентов в широком 
диапазоне изменения температур и плотностей можно 
построить довольно редко. 

Использование теоретической и экспериментальной 
информации приводит к появлению таблиц коэффициен­
тов поглощения. В этих таблицах при фиксированных 
базисных значениях плотности р< (lsgi^JV*) и темпе­
ратуры Тп {\^n^.Nn) заданы значения коэффициентов 
*кш О^л^Л/n, l^i^iNi). Чтобы получить с помощью 
таблиц значения иЛ для получающихся в газодинамиче­
ском расчете величин температуры и плотности, вос­
пользуемся предложенным Н. Н. Калиткиным способом 
логарифмической интерполяции. Этот метод можно при­
менять для нахождения других материальных функций: 
давления р(Г, р), внутренней энергии е(7\ р) и т. д. 

Пусть имеется какая-нибудь двумерная таблица 
Fni=F(Tn> pt). Наряду с ней определим таблицы zni~ 
=\nFnU дсл = 1пГп, r/* = lnp<. Чтобы определить искомую 
величину F(T, p), сначала найдем интервалы, где лежат 
полученные в газодинамическом расчете значения лога­
рифмов температуры и плотности хп^1пТ=х^.хп+[, 
Уг^\пр—у^у{+\. Затем с помощью линейной интерпо­
ляции определим величину 
z=(l—Б)(1— r\)zni + (l—i)r\znti+i + 

+ £(1— 4)zn+ui+lr\zn+ui+u (5.13) 
где t=(x—*J/(*n+i—Xn), Ч=*(у—ydltyi+i—уд. Зная z, 
определим искомую материальную функцию 

F=e\ (5.14) 
Использование логарифмической интерполяции для 

определения материальных функций оказалось весьма 
удобным при расчете задач радиационной и магнитной 
радиационной газовой динамики (РГД и МРГД). Она 
непосредственно применялась при математическом мо­
делировании сильноточных излучающих разрядов и 
задач динамики лазерной плазмы (§§ 1 и 3 гл. V). 



Глава III 
МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ 
ОДНОМЕРНЫХ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ 
ИЗЛУЧАЮЩЕГО ГАЗА 

В этой главе будут рассмотрены алгоритмы, приме­
няемые для расчета одномерных, т. е. зависящих от од­
ной пространственной координаты, задач динамики излу­
чающего газа. Пока подавляющее большинство решен­
ных на ЭВМ задач принадлежит именно к одномерной 
математической постановке. Данный факт обусловлен, 
с одной стороны, практической важностью процессов, 
описываемых одномерной системой уравнений, с другой 
стороны —тем, что эта система является наиболее про­
стой с точки зрения численного моделирования. 

§ 1. Уравнения переноса излучения 
для одномерных геометрий 

Прежде чем систематически описать методы, приме­
няемые для решения уравнений радиационной газовой 
динамики, рассмотрим уравнения переноса излучения 
для различных одномерных постановок. 

1. Плоский слой. Дифференциальная часть уравне­
ния переноса излучения 

Qgrad/vf xv/v=*v/vp (Ы) 

может быть записана в характеристическом виде 

Qgrad/v=rf/v/ds, (1.2) 

где s—характеристическая координата вдоль направле­
ния, совпадающего с вектором Я. 

В декартовых координатах производную интенсивно­
сти энергии излучения вдоль направления полета фотона 
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мбжйб записать в виде 
dfv ytdIvgXi 
ds —g^dxt ds' ^.=Q1 ==sln»cosal), 

0-3) 
^ « Q j - s i n f t s i n * , ~g=Q3==cos», 

где ft—угол между направлением полета фотона Q и 
осью ;c3t -ф—угол между проекцией вектора Q на пло­
скость (*i, х2) и осью хх (рис. 14). 

Учитывая (1.3), перепишем уравнение (1.1) в виде 

дК дк dl„ sinftcosoj)^ + s i n & s l n ^ ^ + c o s & . - i = = 

==xv(/Vp —/v). 0-4) 

Уравнение (1.4) описывает перенос излучения для обще­
го трехмерного случая. 

Рассмотрим плоский слой, в котором изменение 
газодинамических параметров (температуры, плотно­

сти и т. д.) происходит только 
вдоль одной координаты х3. В 
свою очередь интенсивность энер­
гии излучения зависит от х3 и угла 
О между направлением полета фо­
тона и осью х$. Полная производ­
ная /v вдоль характеристической 
координаты s будет выглядеть сле­
дующим образом: 

dJy_MvdXl Mydb n ~ 
ds —дх9Ж~т~дЪ d£m 11#°' 

Рис. 14 
Угол * при перемещении вдоль 
характеристики не меняется, по­
этому db/ds—О. Принимая во вни­

мание, что йхъ/йь — соьЪ, выпишем уравнение переноса 
излучения для плоского слоя: 

д/, C0S*dxl +*v/v=*v/vp- (1.6) 

Выражения для спектральной плотности энергии и 
потока энергии излучения, который для плоского слоя 
имеет одну ненулевую компоненту, выглядят следующим 
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образом: 
я 2л 

Uv = ~ J /У<Ш = ~ j sin bdb \ /vrft|>, 

ft 2n 

№v = J /v£23rffi = J cos fl sin&rf» j Ivdy. 
о о 

Введем обозначение cos ft—ц. Тогда, учитывая, что 
интенсивность энергии излучения не зависит от угла ij?, 
перепишем выражения для потока и плотности в виде 

C-Ji Ci (1.7) 
l i 

-1 -1 
В дальнейшем для плоского слоя будем обозначать хь 
как Л:, а /v — как /v. С учетом сделанных обозначений 
перепишем уравнение переноса (1.6) следующим образом: 

| i ^ + X v / v = * v 2 r t / v p , XQ<X<XN, — 1 < ц < 1.(1.8) 
Граничные условия для уравнения переноса задаются 

только для тех направлений полета фотона, для которых 
имеет место (Q, л ) < 0 (§ 2 гл. 1). Для конкретного 
случая плоского слоя граничное условие примет вид 
(рис. 15): 

X =*<>, р. > О, / v (*о, Ц, v) = /у (ц, v); 
X = XN> (Х<0, 1ч(Хы* И» v)—/••((i, v). 

Здесь /* и /** — известные функции, характеризующие 
падающее слева и справа на слой излучение. 

2. Сферическая симметрия. Для сферически-сим­
метричных задач все газодинамические параметры за­
висят лишь от расстояния г между исследуемой точкой Ох 
и точкой О, именуемой центром симметрии (рис. 1,6). 
Интенсивность энергии излучения /v, помимо г, зависит 
еще и от угла Ь между направлением полета фотона Q 
и лучом, проведенным через точки О и О]. Зависимость 
от угла \|>, расположенного в плоскости, перпендикуляр­
ной направлению 00» ввиду сферической симметрии 
задачи отсутствует. Поэтому в дальнейшем, как и для 
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Рис. 15. Граничные условия 
для плоского слоя 

Рис. 16 

плоского случая, будем рассматривать только величину 
/у^=2я/у, которой дадим старое обозначение /v-

Полная производная / v вдоль характеристической 
координаты для случая сферической симметрии будет 
выглядеть следующим образом: 

dL d/v dr . дК db 
ds ~ dr ds l d$ ds ' ^ # 9 ' 

Для того чтобы определить drids и d§ids, рассмотрим 
изменение радиуса г и угла Ь в зависимости от изме­
нения характеристической координаты. При изменении 
характеристической координаты на Д$ расстояние до 
центра симметрии меняется от г до rlf а угол от 0 до Ьх 
(рис. 17). Из простых геометрических соотношений сле­
дует, что Ar=Ascos&, а Д&= — &ssm§/r. Переходя 
к пределу, получим 

drlds*=cosb, db/ds=—sin$lr. (1Л0) 
Воспользовавшись для описания полной производной 

/v выражениями (1.9) и (1.10), а также применяя замену 
переменного n=cosd, получим уравнение переноса для 
сферы 

dL 
дг 

-Lj^ T ^+x v / v ==x v 2rt / V p, 0 < r < # , 

- 1 < 1 * < 1 . (1.11) 
Условие для уравнения (1.11) на внешней границе r=R 
ставится для лучей, входящих внутрь рассматриваемой 
сферы: 

/ V ( / ? » 1 A . V ) - / 5 0 I , V ) . jx<0, (1,12) 
Здесь /у(|А> v)—заданная функция, 
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Рис. 17. К выводу уравне­
ния переноса для сферичес­
ки-симметричного случая 

Рис. 18 

Так как интенсивность энергии излучения /v не зави­
сит от угла яр, то после ее нахождения из уравнения 
(1.11) спектральные плотность и поток энергии излуче­
ния для сферы будут определяться с помощью формул 
(1.7) 

1 1 

£/¥—i-jM|i t U^v-JiiMji. 
- t - i 

3. Бесконечный круговой цилиндр. Для одномер­
ного бесконечного кругового цилиндра параметры вещест­
ва зависят только от расстояния г до оси симметрии Oz 
(рис. 18). Интенсивность /v> помимо расстояния г, допол­
нительно зависит от угла я|) между направлением Q 
полета фотона и осью симметрии и угла ft между радиу­
сом-вектором, проведенным в исследуемую точку Оц 
и проекцией вектора Q на плоскость, перпендикулярную 
оси симметрии. 

Полная производная / v для бесконечного цилиндра 
запишется в виде 

dlv ^ dly dr , d'v d^ , d'v d$ 
ds dr ds ' dty ds д* чг- 0-13) 

При движении вдоль характеристики угол i|> не меняет­
ся. Поэтому dtyfds — O. Для нахождения dQfds и dr/ds 
воспользуемся геометрическими рассмотрениями, которые 
применялись в случае сферической симметрии. Только 
вместо As будем использовать ее проекцию на пло­
скость, перпендикулярную оси симметрии As sin я)). 
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Таким образом, получим, что 
dr . f a d$ sin to sinfl dty Л /л л л \ 
^ = sin*cos», ^ - « 1 , -gf =0.(1.14) 

Воспользовавшись выражениями (1.13) — (1.14), а также 
применяя замену переменных 

|i=cos&, Y—c°s*P» (1Л5) 
получим уравнение переноса излучения для бесконечного 
цилиндра 

| / T ^ ^ + I ^ ^ ) + K V / V = = X V / V P , ( 1 Л 6 ) 

0 < г < # , — 1 < ц < 1 , — 1 < Y < 1 . 
Граничное условие для уравнения (1.16) при r=R запи­
шется в виде 

Mtf.H. Y»v)-/;0i, Y. v), p<0, - 1 < Y < 1 I 0-17) 
где /v* — функция, характеризующая падающее извне 
излучение. 

Если /* — симметричная функция у, например, как 
это имеет место при отсутствии внешнего излучения 
(/v*-0), то решение уравнения (1.16) также будет сим* 
метричным относительно у. 

Спектральные плотность и поток энергии излучения, 
единственная компонента которого направлена вдоль 
радиуса-вектора, определяются с помощью выражений 

п 2л 

ci i (Ы8) 
я 2я 

Wv= fsin2i|jrfit) Г /vcos&rf&. 
о о 

Используя замену переменных (1.15), выпишем окон­
чательные выражения для спектральных потока и плот­
ности энергии излучения в случае бесконечного цилинд­
ра: 

1 1 

" - j *»j' 
ч » ут^' (1,19) 

1 1 

Wv=f ут=^аЛ - ^ Ф. 
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В заключение параграфа выпишем нестационарное 
уравнение переноса в различных одномерных геометриях: 

1 <*/v д!у 

7~3T + | X *ar+ X v / v = 2j™v/v*» (1.20) 

— плоский слой, 

с Ж + * 1 ^ Г + - Г А 1 ^ + х ^ = 2 я ^ / у р , (1.21) 
0 < г < / ? , - 1 < и < 1 . 

— шар, 

I £ + ^ 4 £ + ^ £)+«,/,-«,/„. 
(1.22) 

0 < г < / ? , — K | A < l i — 1 < Y < L 
— бесконечный цилиндр. 

Вывод уравнений (1.20) — (1.22) аналогичен выводу 
соответствующих стационарных уравнений (1.8), (1.11) 
и (1.16). 

§ 2. Основные этапы решения задач динамики 
излучающего газа 
Используя полученные квазистационарные уравне­

ния переноса излучения (1.8), (1.11), (1.16), выпишем 
систему уравнений радиационной газовой динамики в 
общем виде для одномерных геометрий: 

£ + £ n F - = 0 , " = 0 . 1 , 2 (2.1) 

р dt дг1 ^ ' 
n i l — _,£Li^!fl_L-_L_irn.iI-_-L ir«H7 (O'W 

«^[ЗяСвол+вгяЛ-бм]/^ (2.4) 

№=Jflfv Jii/Vcfn, я = 0,2; 
- i 

^ ± j d v j l / T 3 ^ Y j _ ^ , Л - 1 . (2.5) 
9 - I H 
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Значение индекса п—О соответствует случаю плоского 
слоя, п = 1 — бесконечному цилиндру, п=2 — шару, 
б^ —символ Кронекера. 

Из уравнений (2.1) —(2.3), описывающих одномер­
ное течение высокотемпературной газовой среды, видно, 
что излучение вносит свой вклад только в уравнение 
энергии (2.3). Поэтому алгоритм решения задач дина­
мики излучающего газа естественным образом следует 
разбить на три основные этапа: 

1) расчет уравнений неразрывности (2.1) и движе­
ния (2.2); 

2) решение уравнения переноса (2.4) и определение 
потока энергии излучения; 

3) определение температуры после решения урав­
нения переноса (2.4) из уравнения энергии (2.3). 

Такое разбиение алгоритма применяется и для рас­
чета двумерных задач радиационной газовой динамики. 

Второй и третий этапы специфичны для задач дина­
мики излучающего газа. Именно на них и будет сосре­
доточено основное внимание в данной книге. 

Следует, однако, подчеркнуть, что применение точ­
ных методов, способных эффективно рассчитывать раз­
личные типы газодинамических течений, является необ­
ходимым элементом успешного решения задачи радиа­
ционной газовой динамики в целом. Что же касается 
одномерных уравнений, то здесь для решения задач 
высокотемпературной газовой динамики в основном ис­
пользуется лагранжева система координат. При этом 
вместо исходной эйлеровой координаты г применяется 
массовая или лагранжева координата m(dm = prndr). 

В лагранжевои системе координат удобно решать 
задачи, в которых происходит резкое изменение плот­
ностей, присутствуют вещества, отличающиеся друг от 
друга уравнениями состояния и коэффициентами погло­
щения. Отметим, что резкое изменение первоначальных 
плотностей характерно для многих задач высокотемпе­
ратурной газовой динамики. 

Система уравнений, описывающая газодинамическое 
движение вещества, в лагранжевои системе координат 
примет вид 

*({)-£*"* «"> 
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Методы решения одномерных уравнений газовой дина­
мики (2.6) — (2.9) в настоящее время развиты доста­
точно хорошо. Не останавливаясь на них в монографии, 
можно рекомендовать читателям обратиться к книге 
А. А. Самарского и Ю. П. Попова [169], специально 
посвященной данному вопросу. 

§ 3. Методы решения уравнения переноса 
1. Метод дискретных ординат. Из многогрупповой 

системы уравнений (5.8) (§ 5 гл. II) видно, что урав­
нение переноса имеет одинаковую структуру для всех 
групп. Поэтому все методы решения одномерных урав­
нений переноса излучения рассмотрим на примере од-
ногруппового уравнения 
VT=W (и & +<в„+6*,) Ь^ |£) +х/ -

= ^.[2jt(60„+62 r t)+6in]. (3.1) 
Введем пространственную сетку ©г={г0=0> г,, г(= 

= /W+Ar<, t = l , . . . , Ni}9 на которой будем рассматри­
вать аппроксимацию уравнения (3.1). Если для расчета 
уравнений газовой динамики используется лагранжева 
система координат, то пространственная сетка для ре­
шения уравнения переноса перестраивается с течением 
времени в соответствии с уравнением (2.6), дающим 
•связь между массовой и эйлеровой системами координат: 

r[ = r[-*+xt-ltt). (3-2) 
Сетка по временной переменной определяется аналогич­
но разностной сетке в пространстве 

wt={*0=0, V9 x W 1 - * ' , y«l f>.. . Nj}. 
При расчете уравнения (3.1) в задачах радиацион­

ной газовой динамики во многом используются методы, 
ранее разработанные для решения уравнений нейтрон­
ной физики. Поэтому рассмотрим сначала одногруппо 
вое уравнение переноса нейтронов для плоского слоя 

и^+'Л-Н*^*"1"'^' (3,3) 
-1 
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Здесь <р — плотность распределения нейтронов, умно­
женная на их скорость, (J — коэффициент рассеяния, 
/(г, |А) —заданный источник нейтронов. 

Одним из первых методов решения уравнения (3.3) 
был предложенный Г. Виком [228] и С. Чандрасекаром 
[194] метод дискретных ординат. Уравнение (3.3) за­
меняется системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

«-I (о.4) 
т = 1, . , . , Nm> 

где \*.т—узлы, Л т —веса квадратурной формулы 

\ rn- l I 
Для решения уравнения (3.4) необходимо прибегнуть 

к тому или иному итерационному процессу вида 

^ ^ - + x < P ^ = Q (J- , ) . (3.5) 

в котором правая часть Q(s_1) вычисляется по данным 

с предыдущей итерации Q{S'X) = ^^ Ат<?{£~1)+Дг9 цот). 

В свою очередь решение уравнения (3.5) можно осу­
ществить с помощью различных численных методов, 
применяемых для интегрирования обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений. 

Аналогичное (3.4) одногрупповое уравнение для опи­
сания переноса излучения запишется в виде 

1 * * ^ + * / т - й с о П « — 1 , . . . . Nm. (3.6) 
Решение уравнения (3.6) оказывается проще, чем ре­
шение уравнения (3.4), ввиду отсутствия в правой части 
члена, характеризующего рассеяние. 

Рассмотрим одну из схем, применяемых для расчета 
уравнения (3.6). Предположим, что температура Т и 
коэффициент поглощения х являются кусочно-постоян­
ными функциями на интервале (г<_ь г*), Г=7\-|/2, х = 
=x<-i/2. Получим 

llm—li-\.m т ., li-\tm + llm 9 _4 
Hm r / _ r / . t Гх*-1/2 g e * i - l / 2 * a / *-l/2i 

file:///rn-l


tiw>0, 1=%...,Ы» /lm=/m* (3.7) 

H/n<0, i = Ni~ 1, . . . , li /^m=/mt 

где /m и /ш—значения интенсивности энергии излучения, 
вытекающие из граничных условий для уравнения (1.8). 

Как показывает анализ, основанный на исследовании 
модельного уравнения 

и'=—<ш, и(0)=и<ь 0<г<г*, 
схема (37) оказывается устойчивой с локальной по­
грешностью аппроксимации, равной 0((Дг)2) на глад­
ких решениях. 

2. Метод характеристик. В методе характеристик 
численное интегрирование производится вдоль направ­
ления полета фотонов. По сути дела, разностная схема 
(3.7) является характеристической для уравнения, опи­
сывающего перенос излучения в плоском слое (п=0). 
Однако для шара {п=2) н бесконечного цилиндра 
(я=1) эти схемы строятся несколько сложнее. 

В 1949 г. А. А. Самарским была предложена разно­
стная схема для уравнения переноса в случае сфериче­
ской симметрии: 

hm—Ii+\tm , 1 ""1*111 Лт—' | ,ш-1 , „ / _ 

=K/-fi/22a7\+t/2t 
1=Мй-1, . . . , 1 , т=2 (ЛГ*+1)/2. 

ЛГщ-2* + 1, ft.<0, (3-8) 
/ im—'/- t .m . 1—Ит llm—li.m-\ t ,# г __ 

Hm r _ r h - 7 .. _ . . % +Kl-V2Um = 
я=х/_1/22аГ/_1/21 

/ « 2 , ...,ЛГ„ л —(JV«+3)/2 f ...,Nm, и«>0-
Схема (3.8) приближенно учитывает направление харак­
теристики (рис. 19), которая для шара описывается 
с помощью выражения 

r j / T ^ F = - r ' - « c o n s t . (3.9) 
Графически разностная схема (3.8) изображена на рис. 20. 
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Для начала счета по разностной 
схеме (3.8) помимо граничных зна­
чений сеточной функции 1м(/п (гп— 
= 2 , . . . , (W m +l ) /2 , цт<£0) необходи­
мо знать ее величину в узлах т— 1, 
i=Ni—1,,.., 1, В свою очередь для 

|]Г^ нахождения /^ можно использовать 
уравнение 

-^+к1 = х2оТ\ (ЗЛО) 
в которое вырождается исходное 

Рис. 19. Характ*- УР"нение переноса (3.1) при ц = 
ристики уравнения ~ * \п~*•)• 
переноса для слу- В декартовой системе координат 
чая сферической характеристики уравнения (3.1) явля-

симметрии ю т с я ПрЯ М Ы М И линиями. В. С. Влади­
мировым (52J был предложен алгоритм, в котором 
уравнение переноса для шара интегрируется вдоль на­
правления характеристики. Причем все характеристики 
проводятся параллельно некоторому направлению 
(рис. 21). 

При решении уравнения предполагается» что значения 
температуры и коэффициента поглощения для отрезков 
характеристики, находящихся между радиусами гь и ri+i, 
соответственно равны 7\+i/2 и N*+I/2. Длины отрезков, 
на которых производится интегрирование, легко опреде­
лить из геометрических соображений^ Например, длина 
отрезка АВ равна Yr]+\ — A-\ —Vr\ — r\-u 

После решения уравнения переноса вдоль характе­
ристики можно определить координаты узлов в перемен­
ных г\ (А. Например, точка А имеет следующие коорди-

i,m-1 

Рис. 20 
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Рис. 21. Интегрирование уравнения переноса для шара вдоль 
направления характеристики 

наты: rA = rt, ^ = cos » « ] / г » —г^,/Г|. В целом число 
угловых точек на каждом радиусе определяется числом 
пересечений окружности этого радиуса с характеристи­
ками. Как видно из рис. 21, в точке с радиусом rt будет 
определено 7 узлов по углам, включая направления OD 
и ОС,™соответствующие значениям i i = + l и jx= — 1. 

Как показано в работе [521, решение, полученное 
методом характеристик, стремится к точному решению 
уравнения переноса при стремлении шага пространст­
венной сетки к нулю. Каждая характеристика может 
рассчитываться независимо от других, что делает дан­
ный алгоритм удобным для расчета на многопроцессор­
ных ЭВМ. Этим свойством не обладает схема (3.8). Од­
нако наличие жесткой связи между пространственной и 
угловой сетками в методе Владимирова приводит к сле­
дующим недостаткам алгоритма, 

1) Как правило, для численного решения задач ра­
диационной газовой динамики требуется значительно 
менее подробная сетка по углу, чем по пространствен­
ной переменной. В рассматриваемом методе при числе 
пространственных точек Nt общий объем разностной 
сетки равен Ni2 точек, что сильно удорожает расчет. 

2) Геометрия сетки такова, что на радиусах, удален­
ных от центра шара, располагается значительное число 
угловых точек сетки, а вблизи центра их число мало. 

В работах [74, 1511 были предложены методы ха­
рактеристик с интерполяцией. Рассмотрим схему метода 
характеристик с интерполяцией на примере задач, об­
ладающих сферической симметрией. Для этого вначале 
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вновь запишем уравнение переноса в характеристиче­
ских координатах 

%+*!=^ 5 e k » *Л- (ЗЛ1> 
Предположим, что на отрезке характеристики [$а, sb] 
величины х и Г постоянны. Тогда, если значение 1$а 
известно, то величину ISft можно определить с помощью 
квадратурной формулы 

+ ^ | l - e x p { - x ( ^ - s f l ) } ] , (3.12) 
которая получена точным интегрированием уравнения 
(3.11) на отрезке ke, 5&1-

Для случая сферической симметрии так же, как и 
для разностной схемы (3.8), введем прямоугольную сет­
ку в переменных г, \i: 
<*r={ri, * — ! , . . . , Ni9 Дг,=г / + 1 — г„ i ~ l , . . M TV,— 1}, 

m = l , . . . , ЛГт—1}. 
При этом значение jx=0 должно обязательно являться 
узлом разностной сетки. Обычно шаг разностной сетки 
по угловой переменной выбирается постоянным, а 
ЛГЛ+1—четным (1*1 = — 1, ^ w + i ) / 2 = 0 , Hwm = l). 

Определим значение интенсивности энергии излучения 
для |А<0. Вначале с помощью интегрирования уравнения 
(3.10) найдем значения сеточной функции 1п при ц = — 1: 
/ и — Л + м е х р { — x w / 2 ( r w —г,) + 

+ X I + I / J 2 O T * + W (1 - е х р { - к , + 1 / 2 (г | + 1-г,)}), (3.13) 

/АГ£ 1—/;• * - J V , - I 1. 

Величина Л* определяется из граничного условия для 
уравнения переноса. В дальнейшем при организации 
счета предполагаем, что значения сеточной функции 
/,, w- i на предыдущем слое по \л известны. 

Для нахождения значения функции 1Ш из точки с 
координатами г—ги |х=|Лщ (jim<0) испустим характе­
ристику. Эта характеристика пересечет разностную сет­
ку в точке 1 или 2 (рис. 22, а). Обозначим значение 
функции / в точках 1 и 2 через /. Тогда / в точке / 
можно получить с помощью линейной интерполяции по 
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W,m-r 

Рис. 22. а) Организация счета для метода характеристик с ин­
терполяцией при j i < 0 (п = 2). б) Организация счета при ц > 0 

значениям Л+ып-ь /<+i,m: 

И/л—Hm-i + / / + 1 . т 
1А/я—И/л-1 

(ЗЛ4) 

а значение / в точке 2 получим с помощью интерполя­
ции по значениям сеточной функции Iittn-\ и //+i,OT-i: 

I l,m-\ 
ГЦ1—Г +/ /+1,/я-1 ' г—о (3.15) 

Зная значение функции 7, которое в зависимости от по­
ведения характеристической кривой определится с по­
мощью выражения (3.14) или (3.15), значение сеточной 
функции Iim в точке с координатами г—ги р, = |лт мож­
но получить с помощью квадратурной формулы, анало­
гичной (3.12): 
/ / m = /exp{—x i + i / 2(x£ m— xim)} + 

+2<*T]+m[l-exp{-*i+42(xim-xlm)}], (3.16) 

i~Nt-\ 1, 
где 

xlm = ri]imy \i{m = — / r j + 1 — r] (1 — \i2Jiruv (3.17) 

J C ' - = | r . K i _ ^ [ l m . 1 / i / i - ^ _ r (T,m<tim.1. 
Значения, определяющие длину дуги характеристиче­
ской кривой (3.17) между точками 1 или 2 и узлом imt 
можно легко получить с помощью выражения (3.9). 

Для начала расчета при положительных ц необходимо 
знать значения сеточной функции //,(ДГ,Л-И)/2({А=»0). ОНИ 
могут быть получены с помощью выражения (ЗЛб) и 
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значения функции при г=0, которые из условия сим­
метрии в центре не зависимы от ц. Дальнейшая органи­
зация счета аналогична применяемой при отрицатель­
ных значениях ц. Для нахождения функции 7 приме­
няется интерполяция в зависимости от прохождения 
характеристики либо по значениям / , - i , m и /«_Ьт-ь 
либо по значениям A-hm-i и 1ит-\ (рис. 22, б). 

Вычисление функции /,гт осуществляется по форму­
лам, аналогичным (3.16) — (3.17): 
.///п-=/ехр{—х/_1/2(л'ш — хш)} + 

-Н! -ехр{-х/_ 1 / 2 {хш~хЪп))\2оТ\-иъ (3.18) 
где 

^|И1 = ^И|П. rim = riV\— \k2
m/Vl— |Xm_i, 

- _ p / m J W rlm>rl^ (ЗЛ9) 

Как показано в работе [65], метод характеристик с 
интерполяциями является устойчивым, и следовательно, 
его точность определяется локальной погрешностью ап­
проксимации разностной схемы [162]. В свою очередь 
порядок локальной аппроксимации определяется по­
грешностью интерполяции (3.14) и (3.15), которая на 
гладких решениях имеет второй порядок малости по Др, 
и Дг*). Из недостатков данного варианта метода харак­
теристик следует отметить его неконсервативность, ко­
торая, однако, при использовании методов понижения 
размерности уравнения переноса (§ 4 данной главы) 
не оказывает негативного влияния на определение пото-

*) Производные решения уравнения (3.1) для шара имеют 
особенности на характеристиках (рис. 23), касательных к границе, 

Рис. 23. Отрезок характеристики, на 
котором производная уравнения пере­

носа обращается в бесконечность 

на которой происходит скачкообразное изменение коэффициента по­
глощения х и правой части 74 уравнения переноса [53, -200]. Ес­
тественно, что в таких условиях метод характеристик с интерпо­
ляцией теряет свою точность. Следует отметить, что метод Влади­
мирова, в котором эти особые характеристики выделяются естест­
венным образом» таким недостатком не обладает. 
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ка и плотности энергии излучения. Из консервативных 
вариантов метода характеристик отметим схему, пред­
ложенную в работе [1441. 

- Выпишем разностные схемы метода характеристик с 
интерполяцией, которые применяются для расчета одно­
мерных задач, обладающих цилиндрической симметри­
ей (п-1) : 

+ [l—exp{—x/+1/2(A'/m—xm)/Kl—у,2И <*Т\+\р1ъ 
Ит<0. (3.20) 

Величина Г определяется с помощью линейной интерпо­
ляции либо по значениям сеточной функции Л+ьте/ и 
/tf+bm-ьь либо по значениям /,,-,™-ьг и h+um-\,i в зави­
симости от поведения характеристики; х*ш и х*т опреде­
ляются по формулам (3.17) точно так же, как и для 
случая сферической симметрии. 

Для положительных значений \im получим разност­
ную схему 

./i« f=/exp{—X/-1/2 (*,„, — xlm)/Vl— Y,2} + 

+ [l-exp{—х<-1/2(^/Я1 —Ят)/1/"1— У}}]оГ1-1/2/я, 
й * - 0 . (3.21) 

Величина У определяется с помощью интерполяции по 
значениям Л- Ь т , и /{_bm- lw , либо по значениям 
Л-ьт-ы и / ( | т . ы ; дг<ж и xtm в этом случае находятся 
из выражения (3.19). 

Организация вычислений для случая бесконечного 
цилиндра имеет ту же самую структуру, что и для шара, 
с той лишь разницей, что все вычисления повторяются 
для каждого yt. Вначале решается уравнение переноса 
при ц =—1 

v^t %+--—• 
'затем послойно в направлении возрастания \i определя­
ются значения сеточной функции при Цт^О с помощью 
выражения (3.20). После нахождения сеточной функции 
при [х=0 ее значения для положительных \i определя­
ются из разностной схемы (3.21). 

Для плоского слоя (п=0) была выписана разност­
ная схема (3.7). В этом случае, так же как для шара 
и цилиндра, можно рассмотреть схему, в которой прово­
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дится точное интегрирование вдоль характеристики. 
В данной ситуации нет необходимости в интерполяции 
для вычисления 7, ее значение будет совпадать со зна­
чением сеточной функции в предыдущем узле, находя­
щемся на характеристике, и определяться с помощью 
выражений 
/ / m = / / + l,mexp{— Х/ + 1 /2(Г2 — Г , ч 1 ) /Цт} + 

+ [1 - ехр{-~ к ж / 2 (г, -r i+ l)/|i«}12оГ,4
+1/2 , (3.22) 

* = Л Г , - 1 , . . . , 1 . | i « < 0 , 
/ /т=/£_, ш ехр{ — Х|«1/2(Г, — ^-1)/Ит}-Ь 

+ ll-exp{-x l-i /2(r i-rIM)/|im}12ar?-„2, (3.23) 
i = %...,Nti | i m > 0 . 

Разностная схема (3.22)—(3.23) является точной при 
условии постоянства коэффициента поглощения и и тем­
пературы Г на интервалах (г*_1э г,) и (r,f r i+i). 

3. Sn-метод. При решении задач нейтронной физики 
достаточно широко применяется Sn-метод, впервые пред­
ложенный Б. Карлсоном [1101. Этот же алгоритм мож­
но использовать при расчете уравнения переноса излу­
чения в задачах радиационной газовой динамики. Сле­
дуя работам [135, 183], рассмотрим этот метод на 
примере уравнения переноса для шара, записанного в 
форме*) 

- 1 £ < / * / ) + • £ ( ^ / ) + * / = *2а;Г<. (3.24) 
Проводя почленное дифференцирование по переменным 
г и ц в уравнении (3.24), легко убедиться, что оно пере­
ходит в исходное уравнение (1.11). 

Так же как и для метода ха-

П,т 

рактеристик, применяемого для 
решения уравнения (1.11), для 
аппроксимации уравнения (3.24) 
введем разностную сетку по пе­
ременным г и |i, <ог={г<, * = ! , . . . 
• . . , Nu Д г , = г , + 1 — т и ; = * ! , . . . 

£Т r?HL . . . , Ni—l), соц^{р,т, /п=*1,. . . 
. . . ,/Vm, Л Ц г п = Ц т + 1 — Mm, " 1 = 1 , . . . 

Рис. 24 . . . , # т — 1}. Обозначим через Vim 

*) Как отмечалось авторами работ [31, 144] такая форма урав­
нения переноса была впервые предложена- А. А. Самарским и 
В. Я. Гольдиным в 1959 г. 



ячейку, ограниченную линиями r=r„ r=ri+u \i-\xmi (ш = 
= p-rw+i (рис. 24). При построении разностной сетки по \i 
для Sn-метода точка [д = 0 должна являться узлом. 
ОбЫЧНО Ц(*|Г1+1)/2 = 0 . 

Полагая коэффициент поглощения к и температуру 
Т постоянными на интервале r^(ru ri+[), умножим урав­
нение (3.24) на г2 и затем проинтегрируем его по ячейке 
Vimi получим 

г1и 1 ?! Си» V) (fa —г*, j Ji/(ri, j*) ф + 

+ ( I - ^ + 0 I I(r,\xm+l)rdr-(\-vl) J /(г,цт)/ч*г+ 
' i ' i 

-fx J /r»rfrrfji=-2o7l+1/2xA|i„(r?+,-r?)/3. (3.25) 

В работах, посоященных 5„-методу, обычно предпо­
лагают, что в ячейке Vш функция / (г, ц) представима 
в виде 
/ (г, V) = [{pm^-P)Fm(r) + ([i.—iim)Fm+l(r)]/A[im, 

•где / i / n=/( /• / , H J -
Подставляя (3.26) в уравнение ^.25), которое являет­

ся уравнением баланса для теплового излучения в ячей­
ке V,n, ПОЛУЧИМ 

= 3 a7l+i/2xJ+i,2 (г-+i — rf) Дц, (3.27) 
где 1135] 
aJm=r?+1AM2|i«+i +Ц«)/6 +(1 -Pl+l) Ar,(2ri+1+г,)/6 4-

4-xi+i/2A|imAri (2r2
+J +(r,+1 +г,)2)/24, 

* / O T = - r > m ( 2 n m + l + ^ ) / 6 + ( l - ^ , + 1 ) A r i ( 2 r i + r / 4 l)/6+ 
+х/+1/2Дц/пДг/ (2г? +(г/ч1+г,)2)/24, 

С/т = ^ + 1 Д Ц т ( 2 р т + Ц,я + 1 ) /6- (1 — Ц )̂ Дг, ( 2 г м +Г , ) / 6 + 

+х/+1/2Д.итДг,- (2г2
+, +(г,+1 4-гг)2)/24, 

d ,m= -г 2 Дч т (2jim +ц т + , ) /6- (1 - j i 2 J Д^ (2г, + г ы ) / 6 + 
+х,+1/3ЛцжД0(2Г|8 + (гй1+г1)«)/24. 
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Организация вычислений для 5п-метода следующая. 
Сначала находятся значения сеточной функции при |я= 
=—1. Для этого уравнение (3.10) умножается на г2, а 
затем интегрируется на отрезке [ги г<+!]. При этом по­
лучается следующая связь между значениями сеточной 
функции /: 

/ii = a i + l / / + i^+p i 4 l2ar{+ 1 / 2(r?+ 1-rj) /3 1 (3.28) 
* - Л ^ - 1 , . . . , 1, 

где 
Ры=-1 /И4Дг , (2г ,+г | 4 1 ) / 3 + 

+xi+i,2Ar<(2rJ+(r l+r l+1)«)/12] 

В дальнейшем можно использовать ту же организацию 
вычислений, которая применялась в методе характери­
стик с интерполяцией: для р^г^О величина Iim опреде­
ляется по значениям сеточной функции Л+ьт, Л+ьт-ь 
/<,m-i, а для положительных \im величина Iim находится 
по значениям Л - Ь т Л-ь т~ь Л,т-ь 

Расчетные формулы для 5п-метода в случае беско­
нечного цилиндра (п=1) строятся аналогичным обра­
зом. Уравнение переноса излучения (1.16), записанное 
й форме 
1/1 5! I d / Л агч д (sinO Л 1 . т хаГ4 

У1-*[7д-Лг*°*Ь1)--Ш\-Г/)j+x/—JT* (3.29) 

умножается на г и интегрируется по ячейке Vlm, огра­
ниченной линиями r = rh r = ru» ft = ft/n> * = &яц1* При 
этом получается следующее разностное выражение для 
нахождения значений сеточной функции Iш\ 
&lmIi + \.m + \~\-bimIitm+\ ~\~CimIi+\,m-\- с1ш1 im = 

= о 7 % / 2 х ж / 2 (r>+1 - r f l Д»ж/(2л), (3.30) 

Конкретный вид коэффициентов схемы (3.30) здесь вы­
писан не будет. Их значения приведены в книге 
Г, И. Марчука и В. И. Лебедева [135]. Отметим лишь, 
что организация расчета для каждого конкретного слу­
чая такая же, как и для схемы (3.27), полученной для 
сферически-симметричного случая. 
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Разностные схемы (3.27) и (3.30) аппроксимируют 
исходные уравнения переноса (3.24) и (3.29) с локальной 
погрешностью 0((Дг)2 + (Д|х)2). Как показывает практи­
ка расчетов задач теории переноса нейтронов, вычисле­
ния по схемам 5„-метода иногда оказываются неустой­
чивыми*). 

В рассматриваемых в этом параграфе схемах реше­
ния уравнения переноса предполагалось, что коэффици­
ент поглощения и температура кусочно-постоянны на 
интервале (г„ ггЧ1). Однако для оптически толстых раз­
ностных ячеек ЫДг<>1) полученные в таких условиях 
схемы могут оказаться недостаточно точными. Связано 
это с тем, что поток энергии излучения W, найденный 
в результате подобных вычислений, может отличаться от 
своего асимптотического значения, определяемого по 
формуле лучистой теплопроводности (гл. П, § 3): 
W „ ^ 6 a Z l g r a d r [229]. 

Чтобы повысить точность разностной аппроксимации 
и получить в этом случае асимптотическое значение 
потока энергии излучения, необходимо использовать ха­
рактеристические схемы с кусочно-линейной интерполя­
цией правой части уравнения переноса [195, 1961. При­
меры использования схем с кусочно-линейной интерпо­
ляцией рассмотрены в пп, 5 и 6 следующего параграфа.-* 

Отметим, что в большинстве задач динамики излуча­
ющего газа в той или иной мере приходится применять 
оптически толстые разностные ячейки. Поэтому непо­
средственное использование для нахождения потока 
энергии излучения W схем с кусочно-постоянной интер­
поляцией нежелательно. Их следует применять в сово­
купности с алгоритмами понижения размерности урав­
нения переноса, рассмотренными в § 4. 

4. Некоторые методы решения нестационарного урав­
нения переноса. Основные усилия в области математи­
ческого моделирования задач динамики излучающего 
газа в настоящее время сосредоточены на постановках, 
использующих стационарное уравнение переноса. Прак­
тика расчетов задач радиационной газовой динамики с 
нестационарным уравнением переноса гораздо менее об­
ширна. Однако, как показывает длительный опыт реше-* 
ния задач нейтронной физики, для решения нестацио-

*) Ю. А. Кузнецовым и А. В. Протасовым (см. [135]) получены 
устойчивые схемы первого порядка точности, близкие к Sn-методу. 
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нарного уравнения переноса вполне можно использовать 
многие из алгоритмов, применяемых для решения стаци­
онарных уравнений. 

l f > / М*0 j4 
\*i-ttm Aijt 

I T1 

Рис. 25. Схема характеристик с интерполяцией для плоского слоя 
(нестационарный случай) 

Так, например, схема характеристик с интерполяцией 
(3.22)—(3.23) для плоского слоя примет вид (рис. 25) 

+ [l-eK?{-*{i\fcsw^ (3.31) 

+ [1 - e x p l - x f f l ^ - ^ / i i J ] 2аГЖ / 2 ) , (3.32) 
ц т > 0 , t = 2,.. . ,AV 

Если cA<>(ri4l — r/)/[im, где с — скорость света, то ха­
рактеристика, испущенная «назад» из точки г = гх и 
|г = р.ш на (у-И)-м слое по времени, пересечет линию, 
соединяющую точки с индексами (у-i-Ь *+Ь/л) и 

(у\* + 1,/л). Соответственно значение /*+1,« будет ин­
терполироваться по уже известным значениям сеточной 
функции liXl.m и /i+i,«: 

11+\,т~1 t+\tmm -щ^Г+11+1-т х (1- Гм-1— Г< 
СД/Ц/72 

). (3.33) 

В этом случае As i + i / 2=ru l — г,. 
Если сД*<(г/+1 — rf)/tim, то A s / + i / 2 ^ c A ^ и /|+i ,« 

будет интерполироваться по значениям сеточной функции 

Ш*я . (3.34) 

Аналогичным образом строится разностная схема 
для положительных значений ji. Что же касается входя-
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щих в выражения (3.31)—(3.32) величин Г4(Ж/2> и 
х ж / 2 (7 \ р), то они определяются с помощью полусуммы 
значений Т и р на старом и новом шагах по времени 
ri+i/2=0,5(P + iTi+,)t p'+1/2=0,5(p' + pi+1). В свою оче­
редь для нахождения величин Ti+1 и p i+ l можно исполь­
зовать итерационный процесс, включающий в себя рас­
чет уравнений газовой динамики на новом слое по вре­
мени. 

Для нестационарного уравнения переноса в случае 
сферической симметрии разностная схема метода харак­
теристик с интерполяцией строится аналогично, хотя и 
более громоздким способом, чем схемы (3.16) и (ЗЛ8), 
В случае 1 (рис. 26, характеристика пересечет плоскость 

Рис. 26. Схема метода характеристик с интерполяцией для сфе­
рически-симметричного нестационарного уравнения переноса (ц<0) 

г = гы) значение 7 определяется интерполяцией по че­
тырем ранее определенным значениям сеточных функций: 
/i+i.m-i. /H-I.IW Ii+lm-u I dim- В случае 2 (характе-
ристика пересекает плоскость p^^m-i) значение / опре­
деляется С ПОМОЩЬЮ /f,«-b / i + l,«-li Iltm-U //+l./n-L 
В случае 3 (характеристика пересекает плоскость t=t*) 
значение 7 определяется с помощью интерполяции по 
следующим ранее найденным значениям: Ij

itm-u I'm, 
/<+i,m_i и //+1.1Я- Аналогично строится разностная схе­
ма для \i > 0. 

Отметим, что помимо метода характеристик с интер­
поляцией для решения одномерных нестационарных 
уравнений можно применять и другие методы, исполь­
зуемые для расчета стационарных уравнений переноса. 
Например, в книге Р. Рихтмайера и К. Мортона [151] 
подробно рассмотрено применение 5п-метода Карлсона 
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к решению нестационарного сферически-симметричного 
уравнения переноса. 

В заключение параграфа еще раз отметим, что в це­
лом методы непосредственного решения уравнения пере­
носа теплового излучения (3.1) во многом используют 
ранее развитые алгоритмы решений кинетических урав­
нений. Автор в своих расчетах одномерных задач дина­
мики излучающего газа в основном применял схемы 
метода характеристик с интерполяцией (3.16)—(3.19), 
(3.20)—(3.21) и (3.22)—(3.23). Однако ввиду того, что 
поток энергии излучения W приходится определять на 
каждом шаге по времени, и, более того, из-за наличия 
итераций между различными газодинамическими бло­
ками [169] большей частью приходится вычислять поток 
несколько раз на каждом временном шаге, нахождение 
W и плотности энергии излучения непосредственно из 
уравнения переноса в задачах радиационной газовой 
динамики представляется нецелесообразным. Прямые 
методы расчета уравнения переноса необходимо соче­
тать с алгоритмами эффективного понижения размерно­
сти, которые будут рассмотрены в следующем пара­
графе. 

§ 4, Методы эффективного понижения размерности 
уравнения переноса излучения 

Уравнение переноса (3.1) по сравнению с уравнения­
ми газовой динамики (2.6)—(2.9) зависит дополнительно 
от частоты v и направления полета фотонов ii. Эта до­
полнительная размерность сильно усложняет, в смысле 
затрат машинного времени, расчет задачи динамики из­
лучающего газа в целом. Для преодоления этой труд­
ности применяют различные алгоритмы, рассмотрение 
которых начнем с квазидиффузионного метода, позволя­
ющего эффективно понизить зависимость от угловых 
переменных. 

1. Квазидиффузионный метод. Возьмем для приме­
ра одногрупповое уравнение переноса для плоского слоя 

|1-3~+х/ = х2оГ4, /(1>г0) = Г(и), j j>0, 
(4.1) 

r0*£r<rN, —1<|х<1, /(ц, r,v) = /-(|j,), [А<0. 
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Проинтегрируем это уравнение по \i на отрезке [—1, 1]. 
Используя независимость переменных fi и г , получим 

1 1 

~ f (x/rf|Li+x f /41 = х4оГ4. (4.2) 
- i - i 

Вновь проинтегрируем уравнение (4.1), но уже с весом jx, 
получим 

£JV/dji+xjV<fc = 0. (4.3) 

Система уравнений (4.2) —(4.3) записана относитель­
но трех неизвестных: плотнссти энергии излучения 

1 1 

£/ = - 1 IdjXy потока энергии излучения W= \ jx/do, и 
~ i - 1 

1 
дополнительного момента J [i2Id\x. Последнее неизвест-

- 1 
ное перепишем в виде 

J y?Id\i——х J Idii^DcU, (4.4) 
- l J /</ц -1 

- 1 
где 

i / i 
D= J ^ / ф / J /rfji. (4.5) 

- l / - l 
Перепишем систему уравнений (4.2) — (4.3) с учетом 

сделанных обозначений в виде 
^ - + х с £ / - х 4 а П 

(4.6) 

йг ' 
Система уравнений (4.6) получила название системы 
уравнений квазидиффузии (В. Я. Гольдин [75]). 

Дополним эту систему уравнений граничными усло­
виями 

IT =" Coi т г ~ ^л» (4-7) 
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которые можно переписать в другом виде, используя 
второе уравнение системы (4.6): 

-lcd^-\ =C0t/, - i j m ~CNU. (4.8) 
dr {r=r0

 u dr \r=rN
 v ' 

В свою очередь коэффициенты С0 и С,у определяются 
следующим образом: 

1 1 

С 0 = с ^ , С„ = с ^ . (4.9) 
J /(/-0,^)^11 j /(Гдм ,U)^ 

Система уравнений квазидиффузии (4.6)—(4.7) яв­
ляется незамкнутой. Однако, если предположить, что 
коэффициенты /), С0 и CN известны точно, то поток энер­
гии излучения W и плотность энергии излучения Ut най­
денные из решения системы (4.6)—(4.7), будут в точно­
сти совпадать с потоком и плотностью энергии излуче­
ния, полученными непосредственно из решения уравне­
ния переноса (4.1). 

Система уравнений квазидиффузии использовалась в 
работе [75] для итерационного решения уравнения пе­
реноса нейтронов (3.3). При этом вместо итерационного 
процесса (3.5) рассматривался следующий алгоритм: 

^ ^ 5 г + " ^ ) = \и*~"+/(Г)* U = j «Мц. (4.10) 
- 1 

- 1 / - 1 
1 / ] 

C^-= j цф(г0, |i)</ji / j <P(r0l |i)dji, 
—i 

(4.11) 

C J P - J ЦФ (Г„, Ц) ф / J <P (Гдг, |i) ф , 
- l / - l 

- c < < > , 
(4.12) 
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В отличие от итерационного процесса (3.5), когда 
неизвестный момент £/, стоящий в правой части уравне­
ния переноса, определялся сразу после окончания реше­
ния уравнения (3.3) I £/<*> —J 9<*>rf|ji I, в итерационном 

алгоритме (4.10)—(4.12) вначале определяются коэффи­
циенты квазидиффузии (4.11). Затем неизвестные момен­
ты Ut W находятся из решения системы уравнений 
(4.12). 

Итерационный процесс (4.10)—(4.12) показал свою 
эффективность при решении целого ряда задач нейтрон­
ной физики. В общем случае доказательства сходимости 
для итерационного алгоритма (4.10)—(4.12) ввиду его 
сложного нелинейного характера получено не было. 
Однако причина его высокой скорости сходимости до­
статочно ясна. Она заключается в том, что коэффициен­
ты квазидиффузии (4.11) являются дробно-линейными 
функционалами решения уравнения переноса ф. Поэтому 
эти коэффициенты сравнительно слабо меняются при из­
менении исходного решения. Первые же итерации дают 
значения коэффициентов квазидиффузии, очень мало 
отличающиеся от их точных значений. 

Эта сравнительно слабая зависимость коэффициентов 
квазидиффузии от решения исходного уравнения пере­
носа положена в основу алгоритмов эффективного по­
нижения размерности в задачах динамики излучающего 
газа [34, 54, 76,83,85,201]. 

Рассмотрим следующий прием. На каком-то шаге по 
времени решим уравнение переноса теплового излучения 
(4.1) и определим с помощью выражений (4.5) и (4.9) 
коэффициенты D*, С'0, С]у. Далее в течение N) шагов 
( / ' = / , . . . , j-\-Nj) будем определять поток W и плот­
ность энергии излучения U из системы уравнений ква­
зидиффузии (4.6) с граничными условиями (4.7). При 
этом значения коэффициентов Dy C0, CN полагаются 
равными значениям коэффициентов на /-м шаге по 
времени. Другими словами, коэффициенты квазидиффу­
зии (4.6) и (4.9) неизменны (заморожены) по времени в 
течение Ns шагов. На шаге j ' — j+Nj вся процедура по­
вторяется вновь. Таким образом, уравнение переноса 
(4.1), зависящее от углов, считается только один раз на 
Ns шагов по времени. На остальных шагах по времени 
решается не зависящая от угловых переменных система 
уравнений (4.6). 
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В связи с только что рассмотренным алгоритмом сде­
лаем два замечания. 

З а м е ч а н и е 1. Решение системы уравнений (4.6), 
несмотря на неизменность коэффициентов £>, Со, Cs, 
зависит от времени. Это связано с тем, что коэффициент 
поглощения х(Г, р) и правая часть и4аГ4 зависят от 
температуры и плотности, которые в свою очередь опре­
деляются из нестационарных уравнений газовой дина­
мики. 

З а м е ч а н и е 2. Слабая зависимость коэффициентов 
D и С от решения исходного уравнения приводит к тому, 
что на грубых сетках, аппроксимирующих уравнение 
переноса, поток, найденный с помощью численного реше­
ния квазидиффузионной системы, более близок к своему 

точному значению, чем поток Û  = J jx/rfji, найденный 
- 1 

непосредственно из численного решения уравнения (4.1) 
[81]. 

В частности, система уравнений квазидиффузии 
обеспечивает выполнение приближения лучистой тепло­
проводности для потока там, где оно справедливо, и для 
схем, использующих кусочно-постоянную интерполяцию. 
В самом деле, при наличии равновесия излучения с ве­
ществом использование, например, схемы (3.22) — (3.33) 
для определения интенсивности / приведет к значению 
коэффициента D (4.5), близкому к 1/3. Следовательно, 
значение потока W, найденное из системы (4.6), будет 
близко к асимптотическому значению v v = g — ^ . 
Естественно, что для аппроксимации системы уравне­
ний (4.6), из которой находятся плотность U и поток 
энергии излучения W, используются разностные схемы, 
отличные от тех, которые применялись для решения 
уравнения переноса. Некоторые из этих схем рассмот­
рены в п. 3 § 5. 

Таким образом, использование описанного выше 
приема понижения размерности позволяет, помимо су­
щественного сокращения объема вычислений, применять 
в задачах радиационной газовой динамики относитель­
но простые схемы с кусочно-постоянной интерполяцией. 
Однако напомним, что полученные с помощью этих 
схем интенсивности / в дальнейшем следует использо­
вать только для вычисления коэффициентов квазидиф­
фузии D и С. 
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Выпишем уравнения квазидиффузии для многогруп­
повой системы уравнений переноса в различных одно­
мерных геометриях. 

П л о с к и й с л о й ( « = 0 ) 

— 1<ц<1, r0<r<rN, (4.13) 
/ЦГ» И) = /^0*). 1*>0, 
/i(r/v. |*) = V0*b И<°« 

- i / - i 

C<i* = c I ^ (r<>. V) da I j / ' (ro, |i) dx, (4.14) 

i I \ 
CNh = c \ ^i (r"' V) dV-\ \ (r'V f1) d^ -1 I -I 

ar (4.15) 
dD'U1' 

dr + x ^ ' = 0 , y'=y y+^ r 
Здесь с —скорость света, входящая в правую часть 
уравнения переноса, функция ак определяется из выра­
жений (5.6)-(5.7) (гл. II § 5). 

Ш а р (д = 2) 

^ar+ lT^^+x* /*= x*2 a*r 4 U ) ' *=ь . . . , лг*,(416) 
-1<ц<1, 0<r<R, I{(R, n) = I+J(i), jx<0, 

Л ' - , , (4.17) 
q = с | |i/^ (Я, |i) dn I J // («, и) Ф. 
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dD[ui' . 3Dl-l 
ra dr + CX{'UI'=4KI'O{T* 

с - з Р - + * - J — ^ ' + x ^ ' - O , (4.18) 
vri' 1 

Бесконечный цилиндр (я = 1) 

— l < ( i < l , — 1 < у < 1 . 0 < г < / ? , (4.19) 

/*(/?. ц. YW*"'0*» Y). И<О, 

1 1 

Ci =c j Kb=?"dY j /* (/?, I*. Y) X 
1 1 xVfe/№^vfe' 

с [ ir
k)+c * , ' Ul +*i'Wi =0, (4.21) 

wi' Wi 1,^.-0. -fp-
г — Л ? 

- C ^ j'~j\...,J+Nj. 

Уравнения квазидиффузии для шара (4.18) получены 
так же, как и для плоского слоя, интегрированием 
исходнсго уравнения переноса (4Л6) с весами 1 и р на 
отрезке jxe[ — Ь 1J- Дл я бесконечного цилиндра уравне-
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ния (4.21) получены интегрирование^ уравнения (4.19) 
с весами 1/1/1 — р.2 и pi V l̂ —-у2 /V^l —М'2 н а множестве 
| ie[—I, l]fYe=[—lf П. 

Уравнения (4.15), (4.18) и (4.21) являются частным 
случаем общей системы уравнений квазидиффузии, кото­
рая получается интегрированием уравнения переноса 
(1.1) по всем телесным углам с весами 1 и Q: 

- ^ +K V C£/ V = cxvUv?9 

дКУ/а *•**-* '-'•2-3- '-••% 3- *"" 
Система уравнений (4.22) совпадает с системой 

(2.15)—(2.16) (гл. II, § 2), используемой для получения 
уравнений диффузии. Различие между уравнениями 
диффузии и квазидиффузии заключается в том, что в 
первом случае система (4.22) замыкается с помощью за­
ранее предполагаемого отношения 

J QtQpIvdQ I j IvdQ = bipl 3, (4.23) 
а во втором, вместо фиксированного отношения (4.23), 
используется более точное соотношение [75] 

j Qfiplydtt J J IydQ=Dlp, (4.24) 
которое в вычислительной практике стараются выбрать 
как можно ближе к точному значению. 

Диффузионное приближение дает достаточно хоро­
шие результаты при решении задач радиационной газо­
вой динамики. Даже при сравнительно редком пересчете 
коэффициентов величины потоков энергии излучения, по­
лученные с помощью уравнений квазидиффузии, слабо 
отличаются от их значений, найденных непосредственно 
из решения уравнения переноса*). 

В качестве примера рассмотрим некоторые результа­
ты расчетов сильноточных излучающих разрядов в ли­
тиевой плазме [2021. Эти процессы описываются систе­
мой одномерных осесимметричных уравнений (и=1) 
магнитной радиационной газовой динамики (гл. V, § 1), 

*) При сравнении расчетов, полученных с помощью уравнений 
квазидиффузии и уравнения переноса, необходимо использовать 
достаточно подробные сетки для аппроксимации последнего уравне­
ния. Это необходимо, чтобы уменьшить погрешность вычисления по-
*ока непосредственно при решении уравнения переноса (см\ заме-
чание 2). 
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В расчетах многогрупповое уравнение (4.19) пересчиты-
валось один раз на 200 шагов по времени (Л^=200). На 
остальных шагах поток энергии излучения определялся 
из системы уравнений квазидиффузии (4.21). При этом 
максимальное различие между эталонным решением, 
когда кинетическое уравнение (4.19) считалось на каж­
дом шаге по времени, и решением, полученным с пере­
счетом коэффициентов квазидиффузии, составляло 
1 -2%. 

В заключение этого пункта сделаем еще одно заме­
чание. 

З а м е ч а н и е 3. Граничные условия для уравнений 
квазидиффузии в том виде, как они приведены для си­
стем уравнений (4.15), (4.18) и (4.21), следует использо­
вать лишь в том случае, когда падающее извне излуче­
ние либо отсутствует ( /+=/* = 0), либо мало по сравне­
нию с излучением, выходящим из исследуемого объема. 
В противном случае для корректной постановки задачи 
необходимо эти потоки специальным образом выделять 
[83]. Например, на правой границе будем иметь следу­
ющее соотношение между полным потоком Wh и плот­
ностью энергии излучения в fe-й группе: 

Wk=C„k(Uk-Ur)+WZ, я - 0 , 1,2, . . . , (4.25) 
где W^ и £ / Г ~ поток и плотность энергии падающего 
извне излучения, CNk определяется только по выходя­
щему из объема излучению. 

2» Потоковый вариант. Рассмотрим еще один метод 
эффективного осреднения по угловым переменным, близ­
кий по своей сути к квазидиффузионному подходу. 

Проинтегрируем исходное уравнение переноса 
для плоского слоя (4.1) по \i один раз на отрезке 
це[—1, 0], а второй раз на отрезке це[0 , 1]. При этом 
получим два уравнения 

о 
d 

- 1 
1 

(4.26) 
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Для того чтобы система уравнений (4.26) была замкну­
той, введем отношения 

0 / °, 1 / * 
D-=\ iildii / j /rfji, /Г = j \ildii / j Idd. (4.27) 

0 1 

Используя обозначения J Id\i = U~ и j Idy.~U* и учи-
- 1 О 

тывая отношения (4*27), перепишем систему уравнений 
(4.26) в следующем виде: 

d£zVL+xU-=x2oT\ 
dr (4.28) 

*™1+№ = №*. 
dr ' 

Граничные условия для U- и 17+ определяются с по­
мощью интегрирования граничных условий для уравне­
ния переноса (4.1) и имеют вид 

о 1 

U-{rN)=\l-te)d^ U>(r0)=jj/*(\x)di. (4.29) 
Потоковые уравнения (4.28) с коэффициентами, опре­

деляемыми из выражения (4.27), были получены в рабо­
тах [66, 145] и использовались для решения задач тео­
рии переноса нейтронов*). 

Аналогично использованию уравнений квазидиффу­
зии можно рассмотреть следующую схему применения 
потоковых уравнений (4.28) для решения задач динами­
ки излучающего газа: 

*) Если предположить изотропию решения уравнения переноса 
на каждом из отрезков интегрирования /(ei) = С, «const, /(ji) — 

И<0 
-»С2 = const, то коэффициенты 0 - и D+- будут равны ± 1/2 

и потоковые уравнения (4.28) перейдут в уравнения Шварцшиль-
да—Шустера [100] (приближение «вперед-назад»): 

1 dU-

(4.30) 
1 dU+ - у ^ Н - х ^ - Л а Г * . 1Р = (£/+-(Л)/2, 

ранее широко применявшиеся для решения задач астрофизики в 
приближении плоского слоя (л=0). 
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1) На j-м шаге по времени решается уравнение пе­
реноса (4.1) и определяются коэффициенты D~ и D+ по 
формулам (4.27). 

2) На последующих N} временных слоях (у7 = / , . . . 
.>.ij-\-Nj) плотность UJ'=(U'~J'-\~ил'г)1с и поток 
энергии излучения \VJ'*=D~*U~J' +DVUV определяют­
ся из решения потоковых уравнений (4.28) с заморожен­
ными (неизменными) по времени коэффициентами (4.27). 

3) На шаге /+#,- вновь решается уравнение перено­
са, и вся процедура повторяется. 

Такая процедура решения задач радиационной газо­
вой динамики в сочетании с дальнейшим осреднением по 
энергии фотонов (п. 5 данного параграфа) применялась 
в работах И. В. Немчинова, В. В. Светцова [141, 171]. 

Отметим, что система уравнений (4.28) особенно 
удобна для решения задач динамики излучающего газа 
в плоскопараллельной геометрии (п=0). 

3. Случай разделяющихся переменных в коэффициен­
те поглощения. Квазидиффузионный подход можно при­
менить и к многогрупповому варианту (5.10) осредненно-
го уравнения (4.11) (гл. II), когда коэффициент погло­
щения представим в виде 

гг ч f / i ( v ) / J (7 \p ) , v<=«», 
*V (Т, р, V) = jf N6 ЛГА 

l/i (v)/2 (Лр). ve« \ 
В этом случае система осредненных уравнений переноса 
и квазидиффузии примет вид [851: 

z^+Ali=fiFk(TJ,\z\), 
r0<r*£rN, — max(/f(v))-J<2<max(/f(v))-', vGtt>*, 

11 (ro. z) = j Д (v) it (r0, / ? (v) z) dv, z>0, (4.31) 

H (rN, z) = j* f\(v.) i; (глг, / ? (v) z)dv, z <0, 

Fk (7V, | z |) = j (/} (v))* /vpdv, A = 1, . . . , Nb. (4.32) 

Множество со* состоит из тех частот ve<o6. для кото­
рых выполняется неравенство (/J)"1 > [ z \. 
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Коэффициенты и система уравнений, аналогичные 
коэффициентам (4Л4) и уравнениям (4Л 5), запишутся 
в виде 

db 

D{~ j z4{dz J Ildz, 
- d k I -*k 

dk I dk 

CL = c j zll (r0, z)dz f l{ (r0, z) dz, (4.33) 
-dh 

dk I dk 
CJ

Nk = c J zll(rN,z)dz j li(rv1z)dz, 
~dh 

dW{ 
dr 

<fc=max(/f(v))"\ zso*, 
dk 

+cfk2{Tr,pr)Ul'=f2 j F>(TJ\\z\)dz, 

dDJJUi 
IF 

Wi lUi lr-го — Co*, Wk lUi \r=rN = CJ
Nk* 

c-?-E—+f\Wl'=b (4.34) 

Общая схема решения системы уравнений (4.32)— 
(4.34) такая же, как и для уравнений (4ЛЗ)—(4.15). Сна­
чала, на /-м шаге по времени решаются осредненные 
уравнения (4.31) и определяются коэффициенты (4.33). 
Затем в течение Nj шагов по времени поток энергии из­
лучения W определяется из системы уравнений (4.34). 

Если iVft=l, то многогрупповая система (4.32) пере­
ходит в одно уравнение (4.11) (гл. II) типа «серой» ма­
терии. В этом случае уравнения (4.34) позволяют эффек­
тивным образом определить поток энергии излучения из 
системы уравнений, не зависящей ни от углов, ни от ча~ 
стот. Таким образом, задача эффективного понижения 
размерности уравнения переноса в этой ситуации может 
быть удовлетворительно разрешена. Подобный алгоритм 
использовался при решении задачи о взаимодействии 
лазерного излучения с веществом [1991. 

В общем случае, когда рассматриваются многогруп­
повые системы уравнений переноса (4.13), (4Л6), (4.19), 
использование квазидиффузионных систем (4Л5), (4.18) и 



(4.21) только частично решает проблему понижения раз­
мерности. Зависимость от энергии фотона при этом 
остается. Чтобы избавиться от этой зависимости, необ­
ходимо дальнейшее последовательное применение мето­
дов осреднения, которые будут рассмотрены в следую­
щем пункте. 

4. Осреднение уравнений квазидиффузионного типа 
по энергиям фотонов. Возьмем потоковые уравнения 
(4.26), записанные в многогрупповом приближении: 

J n/*rf|ij 

ч ""' (4.35) 

dr + *k J /*ф=2х*аЛГ4, k = 1 , . . . , Nt A-

Просуммировав уравнения (4.35) по всем группам, полу­
чим 

" А О \ 

dr . 

(4.36) 

rfr 

Аналогично процедуре, совершаемой при переходе от 
уравнений (4.2) —(4.3) к уравнениям (4.6) и от уравне­
ний (4.26) к уравнениям (4.28), систему (4.36) заменим 
на следующую: 

'* Nh О 
dlf-
dr 

(4.37) 

• \-D+U+ = ф (7*. p), £/+ (r0) = 2 J &} (го. И) ̂ Ш 
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где h (rml>) и /*" (г0, (г)—граничные условия для урав­
нения переноса (4.13) и 

* А 0 Ик 1 

А = 1 - 1 ft-1 № 

^{Т,9) = ^щ2окТ\ (4.38) 

" А О / * А О 

/>"=»21к*7*^ / 2 J ими. 
»=i - i / *=i - i 

"A 1 /"A 1 

£>+ = 2 W * ^ / 2 j t^H- (4-39) 

Вновь используем рассмотренный ранее прием эффек­
тивного понижения размерности. Однако на этот раз 
осреднение будем проводить не только по угловым пе­
ременным, но и по энергиям фотонов: 

1) На /-м временном шаге решим многогрупповое 
уравнение для плоского слоя (4.13) и определим коэф­
фициенты D~ и D+ по формулам (4.39). 

2) На последующих N . шагах (у' = / , . . . » у +N.) пол-
" 4 1 

ный поток энергии излучения W=£ \ \iIkd\i=U-+U* 

будем определять из решения системы осредненных 
уравнений (4.37) с замороженными (неизменными) по 
времени потоковыми коэффициентами (4.39). 

3) На шаге j+N; вновь происходит пересчет много­
группового уравнения (4.13), и вся процедура повто­
ряется. 

Подобный подход к осреднению уравнения переноса 
излучения по направлениям полета и энергиям фотонов 
был применен в работах [42, 141]. В дальнейшем метод 
успешно использовался для решения задач в плоскопа­
раллельной геометрии (л=0). Для других геометрий 
аккуратный расчет по этой схеме требует более сложных 
построений. Из работ, посвященных развитию этого ме­
тода, следует указать работу [171], в которой рассмот­
рена модификация потоковых уравнений, позволяющая 
успешно решать некоторые типы сферически-симмет­
ричных задач. Подробное изложение различных спосо-
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б.ов осреднения потоковых уравнений проведено в обзор­
ной работе И. В. Немчинова [140]. 

Осреднение по энергиям фотонов можно провести, 
используя в качестве основы и уравнения квазидиффу­
зии. Просуммировав, например, уравнения (4.15) по всем 
группам, получим 

/ " * \ 

dr A=I *=t 

rf(2 D"u") N> 
c _ _ Ц - 1 + j *kWk .-=0, (4.40) " 

Nt 

2 яч-,.-2ад/*, 
" f t " f t 

2 ^и„=2с„Л£/Л. 
ft-1 ft-1 

Используя осредненные коэффициенты. 

" f t 1 " 4 1 
= — т г — : » ^ o = " * l ' u " f t l 

ft-1 - 1 ft-1 - 1 

ЛГ 6 1 

2 J V!*(rN' ^d^ 
C"-*T7 ' <4-41> 

ft-1-1 

S JWH 2 1 o+i*)'^ 
* - l - 1 * - l - » 

«8 



перепишем систему уравнений (4.40) в виде [85] 

dW 

(4.42) 

= Слг, ^+х**(<*/+ИР)-х*^/-0, •{£-
' = ' ' л г 

где Г = 2 ^ * ' ^«S67**)-
Л = 1 ft=l 

Далее при решении задач динамики излучающего 
газа используется стандартный прием: вначале решается 
уравнение переноса и определяются осредненные коэф­
фициенты (4.41), затем в течение N3 шагов по времени 
поток энергии излучения W определяется из системы 
уравнений (4.42), не зависящей ни от направления поле­
та, ни от частот фотонов. 

5. Осреднение разностных схем, аппроксимирующих 
уравнение переноса и уравнения диффузионного типа. 
Система уравнений (4.42) правильно в дифференциаль­
ном смысле описывает поведение плотности U и потока 
энергии излучения W. Однако это вовсе не означает, 
что результат численного решения осредненного урав­
нения (4.42), даже на том шаге по времени, где проис-

*) На первый взгляд более естественной представляется не ос-
редненная система (4.42), а система уравнений 

dDU ~ ._ Л W 

1 

(4.43) 

где к « I V *ь f plk4n 1 / ( 2 ) ^kd^ Г ° д н а к о знаменатель 

Nk х 

осредненного коэффициента и, равный 2 J|x/^fi, может менять 

знак. В этом случае расчет с использованием системы уравнений 
(4.43) либо теряет свою устойчивость, либо приводит к физически 
неправдоподобным результатам. Введение коэффициента х**, зна­
менатель которого всегда положителен, позволяет устранить этот 
недостаток. 
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ходит пересчет коэффициентов (4.41), не будет сущест­
венно отличаться от интегральной плотности и пото­
ка энергии излучения, полученных из решения системы 
групповых уравнений (4.15). 

Связано это с тем, что разностные схемы, аппрокси­
мирующие исходные уравнения, дают решения лишь с 
той или иной степенью точности. Эта точность зависит 
как от пространственной сетки, так и от градиентов тем­
пературы и плотности, которые в свою очередь опреде­
ляют изменение правых частей и групповых коэффициен­
тов поглощения. Особенно неприятная ситуация при 
решении задач радиационной газовой динамики склады­
вается, когда коэффициент поглощения претерпевает 
сильные изменения на небольших расстояниях. При чис­
ленной реализации эти изменения могут происходить на 
одной или нескольких ячейках сетки. Такая картина ча­
сто встречается на фронтах температурных и ударных 
волн, границах различных веществ. В этих случаях по­
лучение разностных схем, аккуратно аппроксимирующих 
осредненные и исходные многогрупповые уравнения, со­
пряжено с определенными трудностями. 

Некоторые способы построения разностных схем для 
многогрупповых уравнений квазидиффузии будут рас­
смотрены в п. 3 следующего параграфа. В этом пункте 
остановимся пока на получении осредненных уравнений, 
для которых поток и плотность энергии излучения, опре­
деленные с помощью их численного решения, будут со­
впадать с соответствующими величинами, найденными 
из решения системы многогрупповых уравнений. 

Выпишем, не приводя конкретного вида коэффициен­
тов, разностную аппроксимацию системы уравнений 
(4.15), основанную на использовании консервативных 
схем [1621: 

Wik — Wi+i^+QtkUik^Fib, Wok=--C0bUofoi 

Используя значение потока Wlk из второго уравнения 
(4.44), перепишем всю систему в виде 

-Д/л^Л-i,* — CikUik-TBikUi+\tk=Fibi 

PikLrik-RikUt-\.k+Wik=0, t = \, . . . ,ЛГ,-1, (4 .45) 
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Просуммировав систему уравнений (4.45) по всем груп­
пам, получим 

"* 

P,£/ , -^,£/ i - , -1-^=0, i = l ЛГ,-1, (4.46) 

w0=c0u0, wN=cNuN, 
где 

"л "* 
Коэффициенты системы уравнений (4.46) определяются 
следующим образом: 

Nk Ык Nk 

2 ^ - м 2"м 2v/+i.* 
ft-l ft-l А = 1 

" f t " f t 

i = — " * ' К ' ~ ~ " * ' 
2"« 2^-1.* 

/ = 1, . . . , Л Г , - 1 , (4.47) 

2 СоЛ̂ о* 2 CNkUNk 
C ft=l ^ » * — 1 

0 = — л Г ' Ь" = —Ж * 

2"м 2 ^ * 
В этом случае, когда коэффициенты (4.47) известны 

точно, решение осредненной системы уравнений (4.46) 
будет совпадать с суммой решений многогрупповой сис­
темы (4,45). В работе [189] описан способ решения мно­
гогрупповых задач динамики излучающего газа, осно­
ванный на использовании осредненного уравнения 
(4.46). Следуя этой работе, вновь воспользуемся при­
емом, уже многократно применявшимся в этом пара* 
графе, 
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1) На /-м шаге по времени решим многогрупповую 
систему уравнений (4.45) и определим коэффициенты по 
формулам (4.47). 

2) В течение последующих Ns шагов (/' = / , . . . , / + 
+N}) интегральный поток W и плотность энергии излу­
чения U определим из решения осредненного уравнения 
(4.46) с замороженными (неизменными) по времени ко­
эффициентами (4.47). 

3) На шаге j+Nj вновь пересчитываются уравнения 
(4.45), определяются коэффициенты (4.47), и вся про­
цедура повторяется. 

Предложенная процедура осреднения позволяет опре­
делять интегральные поток и плотность энергии излуче­
ния из системы уравнений (4.46), которая не зависит ни 
от направления полета, ни от энергии фотонов. 

Отметим, что решение осредненной системы уравне* 
ний (4.46) зависит от времени, так как правая часть 

^Fik(T(t'\ г), p(tJ\ r)) изменяется при переходе с од-

ного временного слоя на другой. Рассмотренный способ 
осреднения отличается единообразием его применения 
для любых одномерных и двумерных по пространству 
постановок задачи, использующих для описания пере­
носа излучения уравнения квазидиффузии или диффу­
зии*). 

Сделаем два замечания относительно рассматрива­
емого алгоритма. 

З а м е ч а н и е 1. Разностная схема (4.46) не обяза­
тельно монотонна даже в том случае, если исходные 
разностные схемы (4.45), аппроксимирующие многогруп­
повые уравнения квазидиффузии, монотонны. В самом 
деле, из условия Qik^ \Aifi\-\- |B^| вовсе не следует, что 
полученные в результате процедуры осреднения (4.47) 
коэффициенты Аи Си В{ будут удовлетворять неравен-
ствуС,>|Л, | + |В, | . 

Как известно [162], решения, полученные с помощью 
немонотонных разностных схем, могут обладать рядом 
нежелательных свойств. Однако в нашем случае немоно­
тонность разностной схемы (4.46) не вызывает опасений. 
Связано это с тем, что на тех шагах, где происходит пе-

*) Применение этого способа осреднения для решения двумер­
ных задач радиационной газовой динамики будет рассмотрено в 
гл. IV, 
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ресчет осредненных коэффициентов (4.47), решение сис­
темы (4.46) в точности совпадают с суммой по всем 
группам решений системы (4.45), которые, как прави­
ло, получены с помощью монотонных схем. На осталь­
ных Nj шагах по времени, где коэффициенты (4.47) за* 
морожены, решения обеих систем также отличаются 
слабо. Дальнейшее естественное увеличение расхожде­
ния между решениями систем уравнений (4.46) и (4.45) 
вновь ликвидируется пересчетом осредненных коэффи­
циентов (4.47). 

З а м е ч а н и е 2. Если даже исходная система раз­
ностных уравнений (4.45) самосопряженная, то осред-
ненное уравнение (4.46) вовсе не обязано обладать этим 
свойством. Данный факт накладывает определенные 
ограничения на выбор итерационных методов решения 
разностных уравнений в двумерных задачах динамики 
излучающего газа. 

Чтобы повысить точность осреднения, можно рас­
смотреть следующую модификацию метода. В этом 
варианте коэффициенты (4.47) пересчитываются на каж­
дом шаге по времени. Однако значения сеточной функ­
ции С/**, участвующие в определении коэффициентов, 
остаются неизменными в течение N3 шагов по времени: 

М'={Ч А1к{т'\ Р'') uU>) / (У ии\ 

CI' =Г£ С1к(Т>\ рОС//Л / R U{\ (4.48) 

Изменения со временем групповых коэффициентов, свя­
занные с изменением температуры и плотности, учиты­
ваются при таком пересчете. В этом варианте нет необ­
ходимости решать многогрупповую систему уравнений 
на каждом шаге по времени, что особенно важно для 
двумерных задач. 

Эффективность рассмотренного приема осреднения 
коэффициентов (4.47) в смысле уменьшения машинного 
времени, идущего на расчет задачи динамики излучаю­
щего газа, очевидна. Поэтому определяющим фактором 
в применении указанной схемы должна служить сте-
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пень отклонения между решением осредненной системы 
(4.46) и суммой решений многогрупповых уравнений 
(4.45). 

В качестве примера использования алгоритма рас­
смотрим модельную задачу о прогреве плоского слоя 
газа лазерным излучением 

ц^+хЛ/А==хЛ2а*Г4, r0<r<rN, 

M r * . M ) = 0 , fx<0, A = l , . . . , 4 . (4.49) 

4 1 (4.50) 

W = 2 jV*4*» л-=0,5, А, «0,01. 
Интенсивность лазерного излучения / л удовлетворяет 
уравнению 

^+х л / л ^0 , 
/д(г0 , <)=И0-ехр{--5(<-0,РД хл = 10+0,37\ (4.51) 

Групповые коэффициенты и границы групп выбирались 
следующие: к, = 0,01+0,1 Г+Г2, х2=0,05+0,3 Г+0,1 Г, 
к3=1, х4=10—2 Г+0,2 Р, v, = 0, v2=l,5, v3=4, v4=10, 
V5 = 50. Шаг пространственной сетки выбирался посто­
янным и равным /i=0,01, шаг по времени т=2-10 - 4 . Ис­
пользовался переход от уравнения переноса к уравне­
ниям квазидиффузии по схеме (4.13)—(4.15). 

Сравнивались значения температуры, полученные с 
помощью четырех вариантов расчета. В первом вари­
анте многогрупповые уравнения квазидиффузии (4.45) 
решались на каждом шаге по времени. Значения темпе­
ратуры, полученные в этом варианте, примем за эталон­
ные Гэт. Во втором варианте многогрупповые уравнения 
квазидиффузии считались один раз на пять шагов по 
времени. Коэффициенты осредненного уравнения (4.46) 
вычислялись с помощью выражений (4.47). В третьем 
варианте многогрупповые уравнения квазидиффузии так­
же считались один раз на пять шагов по времени, но 
коэффициенты осредненного уравнения вычислялись на 
каждом временном слое с помощью выражений (4.48). 
В четвертом варианте многогрупповые уравнения квази-
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диффузии считались на каждом шаге по времени, но 
этот шаг выбирался в пять раз более крупным: Т4=10~3, 
чем в первых трех вариантах. 

В табл. 1 приведены значения погрешностей 62 = 
= Т2—7\,т, бз = 7,з—Тэт, 64=^4—Гэт на момент времени 
t=l0"2 в области наиболее интенсивного изменения тем­
пературы. 

Т а б л и ц а 1 

г 

0,01 
0,04 
0,07 
0,1 
0,13 
0,16 
0,19 
0,22 
0,25 
0,28 

V10* 

—6,6 
—11 
—7,1 
—4,5 
- 2 , 9 
—1,8 
- 1 , 0 3 
- 0 , 4 9 
- 0 , 1 

0,09 

63-10« 

—2,7 
—6,7 
- 4 , 0 
—2,3 
—1,3 
—0,7 
—0,25 
—0,05 

0,27 
0,13 

й«-10« 

—450 
126 
127 
106 
85,8 
68 
52,5 
40,5 
31,2 
24 

Видно, что погрешность 64, основанная на заморажи­
вании решения, значительно превышает по абсолютной 
величине погрешности 62 и бз, возникающие при замора­
живании коэффициентов. Как и следовало ожидать, по­
грешность бз оказалась меньше погрешности 62. Отме­
тим, что близкие результаты по сопоставлению погреш­
ностей получены при расчетах сферически-симметричных 
задач [189]. Данный способ осреднения уравнений 
диффузионного типа по энергиям фотонов применялся 
для расчета целого ряда одномерных и двумерных за­
дач динамики излучающего газа. 

Другой способ осреднения по энергиям фотонов, ос­
нованный на использовании разностной аппроксимации 
уравнения переноса, был предложен в работе [61]. Рас­
смотрим многогрупповое уравнение переноса для пло­
ского слоя (4.13) и выпишем для него характеристиче­
скую разностную схему с использованием кусочно-линей­
ной интерполяции: 

/1* = /I_i,ftexp{ — т!*}+2а*Г4[1 — ехр{ — т**}] — 
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_+ *f-l/2,ft(Q— rl-l) 
' * _ W ' 

I - , Г , - ,1 ( 4 ' 5 2 ) 

//ft = /H-i(ftexpi — т1к\-\-2окТ*[\— ехр|— xift|J — 

Проинтегрируем первое из выражений (4.52) от 0 до 1 
с весом \i, а второе — с тем же весом от —1 до 0. При 
этом получим пару уравнений 

1 d2okT*\ 
» 

1 Я20*ГМ (4-5 3> 

Iikw^=Ii-\,kwAik-\-Bik2okTi -\-Cik f — —ĵ —J 

Iikw = li-\-\tkwAik-\-Bik2,okTi — Cik ( - jfr—J. 

Коэффициенту Л+, А*, В\ В~, С+> С" определяются 
следующим образом: 

-ATik--=| f /i-i,*exp{ —т*Л} \xd\i / J Ii-\tkdp I, 

Л7* = JA+i.*exp{ —т7*}нФ / ( / < + м Ф « 

£ift = J[l—exp{—x}*}]n<fy. 
о 

о 
£7* = j [ l — ехр'{ — T7A)]|U/JI, 

С « = f v?[\ - ( 1 + т « ) ехр ( -т?»}] £/(1, 

о 
С7*- J^[l-(l+T7*)exp{^x7j]^. 

- i 
Суммируя уравнения (4.53) по всем группам, получим 
выражение яля определения интегрального потока энер­
гии излучения: 
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f"b 

i * - l 

L*-io J/ u-10 / 

^ 2 ^ ^ > - , / 2 7 - _ 1 / 2 > - 1 . 

(4.54) 

Л 

(4.55) 

ft —1 

где / — осредненная по Росселанду длина свободного 
пробега (см. (3.6) гл. II). Некоторые результаты рас­
четов по схеме (4.54) и их сравнение с данными, полу­
ченными непосредственно из решения уравнения пере­
носа, приведены на рис. 27. 

1 
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1^0'к 

1 

____4 

'с 

\ 

_1 
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\% 

-40 

-20 

1 — ^ 

0J 1 to 100 t,n*t 

Рис. 27. Сопоставление двух расчетов: сплошные кривые —значе­
ния доли высвеченной энергии Д и температуры Тс в центре шара, 
полученные с помощью осредненных уравнений; пунктирные кри­
вые— те же данные, полученные с помощью непосредственного ре­

шения уравнения переноса 
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Разностная схема (4.54) близка к потоковому ва­
рианту. Однако по сравнению с численным решением 
системы (4.37) решение, полученное с помощью схемы 
(4.54), обладает важным дополнительным свойством. На 
тех шагах по времени, где происходит пересчет коэф­
фициентов (4.55), она дает те же значения потока, что и 
при использовании характеристической схемы (4.52). 
Кроме того, она при наличии равновесия излучения с 
веществом автоматически дает значение потока, соот­
ветствующее приближению лучистой теплопроводности. 

Из других работ, посвященных использованию ко­
нечно-разностной аппроксимации для осреднения урав­
нения переноса излучения, отметим работы А. П. Голу­
бя [71, 72]. 

6. Моментный метод осреднения по энергиям фото* 
нов. Из других алгоритмов по энергиям фотонов рас­
смотрим моментный метод, предложенный Ю. Д. Шмыг-
левским [209, 210]. 

Введем функцию 7V=/V—/vp и с ее помощью преобра­
зуем исходное уравнение переноса 

к виду [1951 
^ - ~j-Xv/v — Wv/vp 

^=-xv/v-^gp, (4.56) 
где 

»-& HMHW/ИН-')' '-& 
и Т+ — некоторая фиксированная температура. 

Интегрируя уравнение (4.56) на отрезке характери­
стики от s до s+ As и полагая при этом постоянными 
величины х, T2dTidsy получим 

/ > / > ) ^ K - ^ g p ( l " ^ H ) , / W ( s + As).(4.S7) 

Выражение (4.57) будет исходным для применения 
моментного метода осреднения, которое проведем, сле­
дуя работе [209]. 

Умножим уравнение (4.57) почленно на lq{x)e~xri 

(<7=0, 1 , . . . . М), где lq — ортонормированные полиномы 
Лагерра [91], и проинтегрируем его по х от 0 до оо. 
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В результате получим 
м 

/w-S ' -u -» -* 7 ^* , , (4.58) 
где Iiq — искомые коэффициенты разложения функции 
T\ext\ / m —известные коэффициенты разложения функ­
ции 1ех12 в ряд по полиномам Лагерра. В свою очередь 
коэффициенты \iqfn и Xq вычисляются с помощью выра­
жений 

оо 

1*>ят = J ехр{—х—Asx (*)}/<, (л:) lm (х) dx, 
о 

*, ,= je-x/2 ( L * x j 4
e x p {£» л | ji _ е х р { - Д 5 х (*)}] X (4.59) 

О 

X [exp |£? *} - 1 ] " V 3 (л) / , (л) rfjc. 

На границе области коэффициенты lm определяются с 
помощью разложения в ряд по полиномам Лагерра 
функции 1т> соответствующей падающему извне излу­
чению. 

Применение уравнений (4.58) — (4.59) для определе­
ния поля излучения эффективно лишь при сравнительно 
небольших числах М, что позволяет хорошо аппрокси­
мировать достаточно плавные зависимости х(х). При 
существенном влиянии ли­
ний на поле излучения необ­
ходимо несколько видоизме­
нить алгоритм. 

Рассмотрим участок 
спектра, содержащий одну 
линию (рис. 28). Соединим 
точки А я В прямой ли­
нией xi=const. Величина 
Иф, описываемая кривой 
FEAB, уже не является рез­
ко меняющейся функцией. 
Значение щ будем исполь­
зовать вместо к в выраже- 0 v, tfe и 
ниях (4.58)—(4.59) ДЛЯ на- Р и с 2 8 применение моментно-
ХОЖДеНИЯ фонового ЗНаче- г а метода для случая линейча* 
НИЯ Интенсивности. того спектра 
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В свою очередь для частот, принадлежащих отрезку 
ve(vi, v2l (рис. 28), поступим следующим образом. Вве­
дем новую переменную z= (2л:—хх—Х2)/(х2—Х\), где х— 
—hv/ikfx). Интенсивность излучения представим с по­
мощью разложения в ряд по полиномам Лежандра 
Рт{г): 

L 1 _ 

Соответственно аналог уравнения (4.58) примет следую­
щий вид: 

/ L 

^ 1 1т'л\т ~ 2т 4- 1 ^ V"tm' лт 
т—0 т=0 

1 • ' »и_~ п 7 /л«О 

/л1/п = / л т ( 5 + А 5 ) , / = 0 , I, . • . , / : . 

При выводе уравнения (4.60) предполагалось, что вели­
чина р внутри линии меняется незначительно и ее мож­
но считать постоянной. Коэффициенты уравнения (4.60) 
вычисляются с помощью формул и рекуррентного соот­
ношения: 

1 

Ът=Щ}- J (z'e-ь**) Рт (z)dz, 
- 1 
1 

x._SfLf(i=£±l)p.W(te. 
- 1 

г т п 1 м + 1 п 
1 " " ^ 2 / n - l A w « " - 1 ^ 2 ^ Т З " Х '-Ьда+ь 

Г, ._ ,=0 , Г0яг = { ^ ^ ; / « 1 . 2 . . . . ; « - 0 . 1 . . . . 

Внутри линии также вычисляется величина 7ь обра­
зующаяся за счет фона коэффициента поглощения 
с постоянным значением коэффициента кг: 

100 



Полное значение величины 7 определяется суммой Л 
найденной по фону поглощения, с величиной 7л, из 
которой вычитается 7\: 

/^е-*1>21т1т(х)+2 2 / л « Я « ( г ) - 2 /7.(4.62) 
/««О л—! т ^ О //«-1 

здесь N— полное число линий в коэффициенте погло­
щения. 

Отметим, что моментная обработка применялась для 
решения ряда одномерных и двумерных задач динамики 
излучающего газа [103, 207, 210, 2111. 

7. Нестационарное уравнение переноса. Применение 
методов понижения размерности, основанных на исполь­
зовании осредненных коэффициентов типа (4.14), к ре­
шению нестационарных уравнений переноса (1.20) — 
(1.22) сталкивается с серьезной трудностью. Эта труд­
ность вызвана тем, что для решения нестационарного 
уравнения на /-м шаге по времени, где происходит пере-
счет осредненных коэффициентов, необходимо иметь 
значения интенсивности энергии излучения 1\~1 с пре­
дыдущего шага по времени. А именно данная информа­
ция и отсутствует в алгоритмах понижения размерности, 
основанных на замораживании коэффициентов. В памя­
ти ЭВМ могут находиться только данные о поле излу­
чения на (/—Л^)-м временном шаге [25, 26]. 

Подобная ситуация приводит к тому, что в относи­
тельно немногочисленных расчетах задач радиационной 
газовой динамики, использующих нестационарное урав­
нение переноса, в основном решается непосредственно 
многогрупповая система уравнений (5.9) (гл. II) *\ Тем 
не менее в ряде случаев алгоритмические подходы, ос­
нованные на замораживании осредненных коэффициен­
тов, можно, несколько трансформируя, перенести и на 
решение нестационарного кинетического уравнения. 

Рассмотрим одногрупповое нестационарное уравне­
ние переноса для случая сферической симметрии 

7%+»%+^Щ+*'=**Г< (4.63) 

*) Естественно, что для решения системы уравнений (5.9) мож­
но использовать методы, не связанные с получением осредненных 
коэффициентов. К таким методам, например, можно отнести рас­
смотренный в этом параграфе моментный метод и алгоритм ос­
реднения, использующий разделение переменных в коэффициенте 
поглощения (§ 4, гл. II). 
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с граничным и начальным условиями 
/(r ,H,0)=F(r , ; j ) , / ( # . М ) = 0 , ц<0*) . 

Введем обозначения 
о 1 

J/rfji = t/-f Г / ф = £Л. (4.64) 
- I О 

Проинтегрируем уравнение (4.63) по \х от —1 до 0 и от 
О до 1, при этом получим следующую систему уравне­
ний: 

7 "5Г+!1 ^ Г + к ^-=*2аГ<, (4 6 5 ) 

с граничными условиями U~(R,t) = Q, U'(Q, t) = L/-(0, t). 
Коэффициенты системы уравнений (4.65) определяются 
с помощью выражений 

и-=Q \хыЛ1 Ц idX ^=п Ц/Ф) / f | /ф1 
x^xH-^+Hf + ̂ iil), (4.66) 

- 1 

1 дг ' г * 

о 
Будем говорить, что имеет место квазирегулярный 

режим, если решение уравнения переноса (4.63) можно 
представить в виде 

/ (г, (х, 0 = /Г(г, и, /) ехр J ЬГ (*')<«'. 

fi<0, ^ < г < г / + 1 , /'-1 < / < * ' , (4.67) 
*) В работе [78], которой в основном следует изложение, ал­

горитм рассмотрен для более сложного случая уравнения пере­
носа нейтронов 

1 <?ф ОФ 1 — Lt2 дер Р г _. Я 
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H>0, r i <r<r, 1 i , t'-l<t<V, 

причем имеют место неравенства 
д7-\ 
dt «|£|. № « (4.68) 

Неравенства (4.68) означают, что внутри каждой ячейки 
rt<r*£rul, ^ - , < < < ^ функции 17 и If слабо зави­
сят от времени по сравнению с /-решением уравнения 
переноса. 

Если выбрать параметры XT и Xf в виде 

I T - d In j ( / - ( r , 0r2dr 

In Jf/+(r, /) r2rfr 

(4.69) 

то при достаточной гладкости решения по времени усло­
вия (4.68) будут выполнены. 

Учитывая неравенства (4.68), производную по вре­
мени от интенсивности энергии излучения можно с боль­
шой степенью точности записать в виде 

а/(г,ц.р 
Tt : — к, /(Г, Ц, О-

ц<0, г,^г<£гыи t>-l<t<.K 

! ^ ! ^=_Х+ / ( г ,М> . 
(4.70) 

и, следовательно, заменить исходное нестационарное 
уравнение переноса (4.63) на уравнение 

^'»+!т!;-';£+(>'-f) /-' l2aГ,• ^<0' <4J1> 
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В дальнейшем для эффективного понижения размер­
ности нестационарного уравнения (4.63) можно исполь­
зовать следующий прием. 

1) На первом шаге по времени решается нестацио­
нарное уравнение (4.63) и определяются осредненные 
коэффициенты (4.66), которые остаются неизменными 
в течение Ns шагов по времени. 

2) На последующих Ns шагах по времени ( / ' = / , . . . 
. . . , j+Nj) поток и плотность энергии излучения опре­
деляются из решения нестационарной системы уравне­
ний (4.65). 

3) На j+Nj шаге по времени с помощью решения 
системы уравнения (4.65) определяются коэффициенты 
Кг и Л<+ по формулам (4.69) и решается квазистацио­
нарное уравнение (4.71). Затем на основе решения 
уравнения (4.71) вновь определяются коэффициенты 
(4.66), и вся процедура повторяется. 

Таким образом, использование уравнения (4.71) поз­
воляет применить эффективные алгоритмы понижения 
размерности, основанные на замораживании осреднен-
ных коэффициентов, и для решения нестационарного 
уравнения переноса (4.63). 

В заключение параграфа вновь вернемся к приему, 
который неоднократно использовался для понижения 
размерности исходного уравнения переноса. В основе 
этого приема лежит переход от сложного уравнения, 
записываемого в операторной форме 

Mu = F, (4.72) 
решение которого занимает много машинного времени, 
к более простому 

L(l)u^F. (4.73) 
Оператор L зависит от целого набора параметров £ = 
= (ёь • • • i tn)y которые в свою очередь являются функ­
ционалами решения уравнения (4.72). Типичным приме­
ром такого перехода является замена уравнения пере­
носа (4.13) системой уравнений квазидиффузии (4.15). 
При этом в качестве параметров gn выступают коэффи­
циенты квазидиффузии (4.14). 

Как показано в работах [76, 201]*), условием эффек­
тивного применения приема, основанного на заморажи­
вании коэффициентов, служит слабая зависимость опе-

*) Основные результаты работы [76] были доложены на XI Меж­
дународном: математическом конгрессе (Москва, 1966 г.). 
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ратора L от решения исходного уравнения (4.72). Точ­
нее, требуется, чтобы в некоторой норме, в которой оце­
нивается решение и уравнения (4.72), выполнялось не­
равенство 

\Ш\«1- <4-74> 
Однако при практическом построении алгоритмов 

понижения размерности использование неравенства (4.74) 
не приносит существенной пользы. Связано это с тем, 
что вспомогательный оператор Z,, как правило, зависит 
сложным нелинейным образом от решения уравнения 
(4.72), и поэтому получение точной оценки для нормы 
""За" с о п Р я ж е н о с серьезными трудностями. Основная 

тяжесть в конструировании надежного и эффективного 
алгоритма ложится на вычислительный эксперимент. 

Создание метода, пригодного для расчета достаточ­
но широкого класса задач, может потребовать значи­
тельных усилий, просмотра и вычислительной проверки 
большого количества на первый взгляд родственных ал­
горитмов. Так как конкретных рекомендаций в построе­
нии оператора L дать невозможно, то успех в построе­
нии эффективных алгоритмов в значительной мере опре­
деляется опытом, энергией и интуицией вычислителя. 
Однако в случае успеха все эти затруднения окупаются 
созданием алгоритма, позволяющего существенно со­
кратить время расчета на ЭВМ. 

§ 5. Совместное решение уравнений, описывающих 
перенос излучения, и уравнения анергии 

1. Трудности, возникающие при использовании яв­
ных схем. При решении задач радиационной газовой 
динамики температура определяется путем совместного 
решения уравнения энергии и уравнений, описывающих 
перенос излучения. В качестве таковых в различных за­
дачах могут выступать либо непосредственно уравнение 
переноса, либо его упрощенные модели, например урав­
нения многогрупповой диффузии или квазидиффузии. 
При определении температуры естественным образом 
предполагается, что остальные газодинамические вели­
чины, а именно: плотность, координаты границ ячейки, 
работа сил сжатия и т. д., на данном этапе известны. 

Поток энергии излучения W в общем случае не вы­
ражается через температуру и плотность с помощью 
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относительно простых соотношений. Более того, его ве­
личина зависит в той или иной мере от Значений этих 
параметров во всех точках исследуемой области. По­
этому наиболее удобным способом решения уравнения 
энергии является явная схема, когда поток V/ опреде­
ляется по данным с предыдущего шага до времени. Од­
нако для устойчивости счета этот способ может потре­
бовать жесткого ограничения ла шаг по времени. 

Причину подобного явления нетрудно понять, если 
вспомнить, что в тех случаях, когда излучение близко 
к состоянию равновесия с веществом, вклад излучения 
в уравнение энергии определяется членом лучистой 
теплопроводности (гл. II, § 3): 

- c U v ^ - d i v f - i e a ^ g r a d r ) , (5.1) 

здесь а — постоянная Стефана—Больцмана, / — осред-
ненная по Росселанду длина свободного пробега. Ис­
пользование явной схемы для этого случая, если шаг 
пространственной сетки больше длины свободного про­
бега /, соответствует применению явной схемы для ре­
шения задачи о распространении тепла с помощью ме­
ханизма теплопроводности. 

Таким образом, при расчете задач динамики излуча­
ющего газа возникает следующая ситуация. Нахожде­
ние плотности и потока энергии излучения на каждом 
шаге по времени требует большого числа операций, и 
кроме того, ввиду требования устойчивости, приходится 
определять их излишне часто. 

Для стационарных задач, в которых газодинамиче­
ские параметры не зависят от времени, аналогом явной 
схемы являются итерационные методы, в которых поток 
энергии излучения вычисляется по значениям темпера­
туры, взятым с предыдущей итерации. В случае равно­
весия между веществом и излучением эти итерационные 
методы сходятся крайне медленно. 

Как уже отмечалось ранее (гл. II, § 3), в целом при­
ближение лучистой теплопроводности справедливо лишь 
в сравнительно небольшом числе случаев. Поэтому мо­
жет возникнуть мнение, что с указанной вычислитель­
ной трудностью придется сталкиваться сравнительно 
редко. К сожалению, это не так. 

Для обоснованного применения приближения лучис­
той теплопроводности к решению задачи радиационной 
газовой динамики необходимо, чтобы вещество находи-
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лось в состоянии, близком к равновесию, с излучением 
во всех подобластях исследуемого объема. А для воз­
никновения неустойчивости счета по явной схеме доста­
точно, чтобы состояние, близкое к равновесию, возникло 
в какой-то момент времени в какой-нибудь из зон. Та­
кая ситуация реализуется часто. Все это приводит к не­
обходимости разработки устойчивых методов совмест­
ного решения уравнения энергии и уравнений, описыва­
ющих перенос излучения. Некоторые из этих методов 
опубликованы в работах [86, 105, 118, 203, 2131. 

Однако прежде чем приступить к обсуждению неяв­
ных схем для решения задач РГД, рассмотрим некото­
рые вопросы, связанные с разностной аппроксимацией 
уравнений квазидиффузии и диффузии. 

2. Разностная аппроксимация одномерных уравне­
ний диффузии и квазидиффузии. Аппроксимация урав­
нений диффузии основывается на использовании кон­
сервативных разностных схем, построение которых бу­
дет рассмотрено на примере одногрупповой задачи 
^ - ^ — \ - K C U = X , 4 O T 4 , /i = 0 — плоский слой, (~ 9 r r л = 1 —бесконечный одно- ^ ' 

мерный цилиндр, 
1 ^ + х « ^ = 0 , / г = 2 - ш а р . (5.3) 

В качестве граничных условий для системы уравнений 
(5.2) — (5.3) воспользуемся, например, условием (2.14) 
(гл. II) отсутствия падающего извне излучения, и усло­
вием симметрии для шара и цилиндра 

ГО (г0=0), /1=1,2 , 

W\r-rN = tU, д - 0 , 1 . 2 . 
Здесь и в дальнейшем под W понимается поток в на­
правлении оси г. Будем вычислять значения плотности 
энергии излучения U{ в серединах r,-+i/2 разностных от­
резков [ги г,+1], а значения потока Wi — в узлах г, 
(рис. 29). На границе будем предполагать, что U0 и UN 
определены в узлах г=г0 и r=rN. 

I 1 1 о 1 о 1 I I 
П> П-f ГМ/2 О ГМ2 ГЫ Г* 

Рис. 29 
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Проинтегрируем уравнение (5.3) на отрезке tri_i/2> 
л+1/21. При этом получим следующее выражение: 

'* + 1/2 

Ut-Ui^-j f 3x\Trfr. (5.4) 
rf —1/2 

Учитывая непрерывность потока энергии излучения W *), 
интеграл, входящий в правую часть разностного выра­
жения (5.4), приближенно представим в виде 

rl + lf2 г /-И/2 

- J 37iWdr = -3W, j к dr. (5.5) 
r * - l / 2 г / - 1 / 2 

Используя (5.5), перепишем выражение (5.4) следующим 
образом: 

J Г r 1 + II2 "I 
Wt^-ciUi-U^) 3 J xrfr . (5.6) 

Умножив уравнение (5.2) на гп и проинтегрировав его 
на отрезке [rh r i+l], получим 

^ + 1 ^ + 1 - г ^ + с j *Urndr = J 7<4oT*r»dr. (5.7) 

Подставляя в (5.7) значение потока W, взятое из выра-

жения (5.6), и заменяя ] xUrndr на £/* j гпк tfr, по-
r i rt 

лучим трехточечную разностную схему 

VN-VN-XUN-U (5.8) 
где 

[ 4 + 1/2 "I / Г '<+3/2 Т 

3 j xrfr L B^r'l^c 3 j xtfr , 
ri—1/2 J / L rf+1/2 J 

(5.9) 

С, = Л,+££+<7 j r»xdr, Fi= I *4oTArndr. *) Отметим, что в отличие от потока W коэффициент поглоще­
ния к может иметь разрыв- на границе отрезка при r=*ri% 
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Схема (5.8) —(5.9) обладает свойством консерватив­
ности [162], заключающимся для нашего конкретного 
случая в том, что разность между поглощенной и излу­
ченной энергиями в объеме в каждый момент времени 
равна количеству лучистой энергии, втекающей (с уче­
том знака потока) через границу области. Следует так­
же отметить, что схема (5.8) — (5.9) допускает вариа­
ции, основанные на различных предположениях относи­
тельно поведения коэффициента поглощения х и 
температуры Т на отрезке [/ч, г ж ] . Наиболее часто ис­
пользуется схема, основанная на кусочно-постоянной 
аппроксимации и и 7\ 

Для аппроксимации уравнений квазидиффузии (4.6) 
при п = 0 перепишем их в виде 

(5.10) 

Ф=Ои. (5.11) 
Уравнения (5.10), так же как и уравнения диффузии, 
можно аппроксимировать с помощью консервативной 
разностной схемы (5.8) — (5.9). 

Что же касается уравнений квазидиффузии для ша­
ра (п=2) или цилиндра (п=\), то для дальнейшей ап­
проксимации их удобно представить в следующей фор­
ме: 
при п=2 

Ф=ои, 
при п = \ 

1 drW 
г dr l D 

f c - ^ 0 = 4 x a n Ф=ОСГ> 

dd> , 20 + D2 — l m . 11Г/ Л С rC ZTTT Ф+^W^O. dr rD 

(5.13) 

Для аппроксимации системы (5.12) воспользуемся 
схемой, предложенной В. Я. Гольдиным. Проинтегри­
руем первое из уравнений этой системы с весом г2 на 
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I - —о 1 о- I Р I 
rt-f ri-f/2 1 *?+i/2 Ъ+1 П+3/l Ъ2 

Рис. 30. К построению разностных схем для уравнений квази­
диффузии 

отрезке [ru rt+l] (рис. 30), получим 

' l + . ^ t - ' l ^ + T J ^ f *™г- 'fr4*oT*. (5.14) 

Разностную схему для второго уравнения системы (5.12) 
рассмотрим на отрезке [г<_1/2, rt\: 

' i—1/2 ri *~lUi 

1 = 1. (5.15) 

Аналогичную разностную аппроксимацию можно рассмат­
ривать и на отрезке [riy ri+i/2]: 

\Vt = — Cli+U2 ~Z — Г 
W+l/2 ri 

-*^2^'+i /a(<Vi/2+«»j) . (5.16) 

Приравнивая значения потока, полученные с помощью 
выражений (5.15) и (5.16), и исключая Ф/_1/2, запишем 
Wt в виде 

W^Rp^-Ppi, (5.17) 
где 

(5.18) 
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р Г ll-\n , 3Di— 1 , 1 

,f Г<.ц/2 , 3Dj-l . 1 
. 7 Г H o7~n—W+l/2 X 
L r /+1 /2 — r ' 2 r ' D ' J 

-1/2 

xl 
X _ r b~ rH—97775— ('i—1/2 — '1+1/2)1 . 

L î — ̂ /_i/2 r i+l /2 — ̂ i Kiwi J 
Отметим, что для аккуратной аппроксимации (5.18) не­
обходимо учитывать асимптотику разложения члена 
3D—1 = 0(г2) вблизи центра шара. 

Подставляя (5.17) и (5.18) в уравнение (5.14), по­
лучим трехточечную разностную схему для определения 
сеточной функции Ф: 

Л«Ф,-1—C^ + B A + i ^ / v (5.19) 
Конкретный вид коэффициентов разностного уравне­

ния (5.19) зависит от способа интерполяции интегра­
лов, входящих в (5.14). 

Аналогичную трехточечную разностную схему с по­
мощью рассмотренной выше процедуры можно постро­
ить и для уравнений (5.13), описывающих случай ци­
линдрической симметрии. 

3. Разностные схемы для оптически толстых ячеек. 
Разностные схемы (5.6) и (5.7) правильно аппроксими­
руют значения потока энергии излучения для оптически 
тонких ячеек (xAr<Cl) и для оптически толстых ячеек 
в случае выполнения приближения лучистой теплопро­
водности. Однако возможны ситуации, когда ис­
пользование этих схем приводит к 
качественно неверным результатам. 

Рассмотрим случай, когда излу­
чение выходит из оптически непро­
зрачной горячей ячейки в холод­
ную ячейку (рис. 31). Предполо­
жим, что температура и коэффици* 
ент поглощения внутри ячеек посто­
янны и, кроме того, выполнены ус­
ловия 

Ki- i to- r , . ! )»! , 7'M>7 ,
| f (5.20) 

где и<-1 и 7\_i — значения коэффи- Рис- 31. К определи 
циента поглощения и температуры нию потока энергии 
BHVTDH интргтяла (г г г \ излучения для оптк* 
внутри интервала ir,-b г{). чески толстых 
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Воспользуемся для определения потока выражением 
(5.6), которое выпишем в виде 

U7 — __/> y-jUj — Ui^) / iron 

В случае больших оптических толщин ячеек при 
xi-i(f* —f/-i)~* °° из (5.21) следует, что WL будет стре­
миться к нулю. Это не соответствует физической картине 
явления и существенно занижает поток, который в 
данном случае должен быть близок к значению оТ*-\. 

Рассмотрим схему, частично использующую анали­
тические решения уравнений диффузии и позволяющую 
обойти указанную трудность [118]. По сути дела, дан­
ная схема является одной из модификаций алгоритмов, 
используемых для решения уравнений с малым пара­
метром при старшей производной. 

Этот подход вначале рассмотрим на примере одно­
мерной задачи для плоского слоя 

^~+%cU=Ay.oT\ (5.22) 

.cs^L+Hw=0. (5.23) 
Проинтегрируем уравнения (5.22) — (5.23) в элементарной 
ячейке сеточной области ^ < г < г < + 1 . Полагая в преде­
лах ячейки постоянными коэффициенты уравнений и пра­
вые части, получим 

—4o7l+ i/2(rl+i - г , ) ) , Х = Зх<+1/2, (5.24) 
где g=/ • — /-, ( 0 < £ < r i 4 l — rt). Постоянные интегриро­
вания Сх и С2 могут быть найдены из граничных усло­
вий для W: W{0) = Wi, W\i-rM-ri = WlJtl, а также и 
из граничных условий для U: U(0) = Uh ^ U - r i + , - ^ — 
= UM. Приравнивая попарно получающиеся выражения 

для Сх и С2, получим систему уравнений, связывающих 
функции U и W в двух соседних узлах разностной сетки: 
Wr

l4 l-W
r
l+th(Asw/2)c(£/ i+£/,+1)-

=8th(As,+ i / 2)orJ+ i /2, (5.25) 
с ( £ / w - £/i) + 2 t h (Д$ж/*) (Wu +WM) = 0 , (5.26) 

где As /+i/2=[3x<+i/2(ri+i —г4)]/4. 
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Отметим, что в разностной схеме (5.25) —(5.26) по­
ток W и плотность энергии излучения U вычисляются 
одновременно в узлах разностной сетки. 

Выразим поток W через разность U в серединах 
интервалов из уравнения (5.26) с помощью следующего 
приема. Рассмотрим уравнение (5.26) на отрезках 
[0-1/2> rt\ и \rh /"i+i/2]: 
C(£/,-tf,-l/2) + 

+ 2th p>cM (n - r i_„ 2 ) /4 ] (Wt +^ , - , /2 ) = 0 , (5.27) 

*(<Л+1/2-£/,) + 
+2th [3x, (r,+l/2 -r , ) /41 ( ^ +Wi+U2)=0. (5.28) 

Приравнивая в (5.27) и (5.28) №*_1,2 и ^ + 1 / 2 к Wt> a 
затем, исключая (Jn получим 

W, = - ^ / -1 /2 -^1+1/2 , 5 2 9 ч 
" ' 4 th(3x i(rJ + 1 / 2-r l) /4) + th(3K^,(r i- .r / .1 / 2)/4)# V^} 

Выражение (5.29) можно использовать для нахож­
дения потока энергии излучения в задачах РГД. При 
этом, как и в ранее рассмотренных схемах, считая плот­
ность энергии излучения определенной в серединах яче­
ек, переобозначая члены, входящие в числитель выра­
жения (5.29), т. е. полагая tA-i/2=£A-i, Ut+w—Uu бу­
дем использовать следующее выражение для потока: 

Следует отметить, что при кусочно-постоянных х, 
х,(г/+1/2 — Г|)-*0 и хг_! (Г| — Г|_1/г) ->0, знаменатель вы­
ражения (3.16) будет стремиться к 3 [х , - !^ — г*_1/2) + 

ri+l/2 
+ х , (Г1+1/2 —Г|)]=3 J xcfr, т. е. (5.30) перейдет в ра-

^i —1/2 
нее полученное разностное выражение (5.6) для потока 
энергии излучения. 

Таким образом, использование схемы типа (5.30) 
для аппроксимации уравнений диффузии и квазидиффу­
зии позволяет правильно описать теплообмен излучени­
ем между оптически толстыми горячими слоями и оп­
тически прозрачными холодными. Этот теплообмен ока­
зывает решающее влияние на всю динамику процесса 
во многих задачах РГД. Примерами задач такого типа 
могут являться задачи о сильноточных излучающих 
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разрядах в инертных газах и задачи динамики лазерной 
плазмы, рассмотренные в гл. V. 

С другой стороны, разностные схемы (5.6) —(5.7) 
оказываются предпочтительнее в случае, когда пред­
ставляет интерес достаточно точная информация о про­
филе температуры внутри горячей непрозрачной обла­
сти. 

В общем случае можно использовать в вычислениях 
комбинированную схему, когда при слабом изменении 
плотности энергии излучения 

I Ui-i-Ui | < a (Ut + * / w ) . а =0,05, (5.31) 
поток W определяется по схеме (5.6), а в случае невы­
полнения неравенства (5.31)—по схеме (5.30). Следует 
отметить, что одним из недостатков такого подхода яв­
ляется определенный произвол в выборе параметра а. 
Это может сказаться на точности расчетов в случае, 
когда lUi-x—Uil&aiUi+Ui-i). 

4. Неявная схема. Рассмотрим неявную схему для 
определения температуры в задачах динамики излуча­
ющего газа. При построении этой схемы будем следо­
вать работе L118]. 

Рассмотрим уравнение энергии и одногрупповую 
систему уравнений диффузии 

g„£divV+Q. 

- d i v (^ grad u\+c*U =х4аГ4, (5.32) 

W=—£/gradt/, 
здесь Q — вклад в уравнение энергии всех членов, кро­
ме излучения, например, работы сил сжатия. 

Воспользовавшись трехточечной схемой для уравне­
ний диффузии, выпишем неявную разностную аппрокси­
мацию для системы уравнений (5.32): 
! ^=>- [^-1-с^+*|<//+1] + 

+ xQy+(i_a,)Q/-if (5.зз) 
AtU{_ -СЩ+ВЩ^-хЩ+Р^О, (5.34) 
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где X — весовой множитель, 0 < Ж 1 . Предполагается, 
что на этом этапе Q* известно заранее. 

Для того чтобы решить уравнение (5.34) и опреде­
лить значение плотности энергии излучения U на /-м 
слое по времени, проведем линеаризацию 

F{^F{-^r{d^)^\T^T^). (5.36) 
<~~ < ' \дТ) 

Тогда уравнение (5.34) примет вид 
AtUi_x - CiU[ +Bl(Jiw-*lU{ +F{-* + 

+ [УгУ~\т]--ТН)=0- (5.37) 
Коэффициенты Л, С, В и х будем определять по дан­
ным с предыдущего шага по времени. 

В свою очередь для решения уравнения (5.37) необхо­
димо знать TJ или значение разности TJ—TJ'-\ Чтобы 
вычислить Г' — TJ'lt воспользуемся линеаризацией 

е У= е У" ,+(ат) /" ' ( 7 , / - 7 , /") - <5-38> 
Из уравнения (5.33) и выражения (5.33) следует, что 

-Н<# + (1-Я)<ЭП- (5.39) 
Подставляя значение разности Т' — Т1'1, найденное из 
(5.39), в уравнение (5.37), придем к уравнению для 
определения плотности энергии излучения U: 
О +&) {AtUU -CtU{ +В,и'ш) -n,U{ +Р{~* + 

+XQ{-b(l-X)Qr']-0, (5.40) 
, ,, (дР/дТ)',-1 

gl=xi-*k—— . , . (5.41) 

Полученная таким образом система уравнений (5.39)— 
(5.41) служит для определения температуры на новом 
шаге по времени. 

8* 115 



Проведенные расчеты различных задач показали, 
что ограничений на шаг по времени, связанных с устой­
чивостью счета для схемы (5.39) —(5.41), нет. Эти огра­
ничения связаны лишь с точностью расчетов. 

В качестве примера рассмотрим расчет задачи о про­
греве плоского слоя вещества лазерным излучением 
[1181. В начальной стадии прогрева можно пренебречь 
газодинамическим разлетом вещества и ограничиться 
для описания процесса системой уравнений энергии и 
диффузии (5.32). 

Предполагалось, что справа падает лазерное излуче­
ние постоянной мощности / д = 103. Уравнение состояния, 
коэффициент поглощения собственного и лазерного 
излучений задавались в виде г=сьТ, х = и л = к0е~г/г°, 
здесь ^=3,610" 2 , х0 = 10, Т0 = 10. Шаг пространствен­
ной сетки выбирался постоянным и равным Л —0,2. На-
чальная температура вещества также предполагалась 
постоянной Т(г, 0)=0,01. Оптическая толщина слоя xL 
в начальный момент времени равнялась 60. 

Расчеты проводились как по неявной схеме (5.39) — 
(5.41) с Л=1, так и по явной схеме, когда поток энер­
гии излучения определялся по данным с предыдущего 
шага по времени из соотношения 

(^_e i-i)/T i-i = div fl7'-Vp. (5.42) 
Максимальный шаг т, с помощью которого велись рас­
четы по неявной схеме, равнялся 0,2. Дальнейшее уве­
личение шага не проводилось, так как в этом случае он 
был бы сопоставим с характерным временем /<>«1,5 про­
хождения тепловой волны сквозь слой вещества, и точ­
ность счета при этом была бы явно недостаточной. От­
метим, что максимально допустимый по условиям 
устойчивости шаг явной схемы (5.42) был равен 4-10~3. 
Таким образом, неявная схема позволила резко увели­
чить шаг по времени. 

В следующем пункте параграфа на примере задачи 
с модельным уравнением состояния е = аГ4 устойчивость 
неявной схемы будет рассмотрена теоретически. 

Для увеличения точности расчетов по неявной схеме 
(5.39) —(5.41) можно ввести итерации на новом шаге по 
времени: 

х [I (A,U№1) -c,ul'+l) +Bti/№>) + 
не 



+l=h.(AtUEl-Cllj{ 1-L5it//->) + 

+ XQ{+(1-X)Q/-1], (5.43) 

1-Х 

xl-
i$ri№ w X 

+XQ/ + ( l - X ) Q / - I ] - 0 , (5.44) 

gc^,(-)^/[(-)-pl. (5.45) 

Здесь s — номер итерации. В качестве начального при­
ближения в выражениях (5.43)—(5.45) используются 
данные, взятые с предыдущего шага по времени. 

З а м е ч а н и е 1. При построении неявной схемы су­
щественным оказывается то, что перенос энергии излу­
чения описывается системой одногрулповых уравнений 
диффузии или квазидиффузии. В расчетах используется 
их одногрупповая разностная аппроксимация, которая 
для одномерных задач записывается в виде трехточеч­
ной схемы. Именно к такой одногрупповой разностной 
аппроксимации и сводится система многогрупповых 
уравнений с помощью алгоритма осреднения, описанно­
го в п. 5 § 4. 

З а м е ч а н и е 2. Наряду с разностной аппроксима­
цией (5.39)—(5.41) в расчетах можно использовать сле­
дующую схему: 

TJ^TJ^ = "-7Ш1 - div W>' + ^ = ^ div WJ-1 + 
p ' P ' 

+X<y+(l-X)Q/- ,] t (5.46) 

(1 +ft) {AtULx - CtU[ + W + i ) -щ[/, +F{~1 + 

x[l=±{Aluizl-cluJrl+BlukD + 
+ XQ>+(]-X)Q{-1], (5.47) 



Для определения потока энергии излучения можно пос­
ле решения уравнения (5.47) использовать выражение 
(5.35). Применение дивергентного разностного уравне­
ния (5.46) позволяет гарантировать сохранение баланса 
внутренней энергии. 

5. Неявная схема при наличии кондуктивного тепло­
обмена. Рассмотренный в п. 4 метод совместного реше­
ния уравнения энергии и уравнений, описывающих пе­
ренос излучения, применим, когда радиационный 
теплообмен значительно более интенсивен, чем кондук-
тивный теплообмен, связанный с механизмом теплопро­
водности. Такие задачи составляют обширный подкласс 
задач динамики излучающего газа. 

При незначительном кондуктивном теплообмене 
можно использовать неявные схемы (5.39)—(5.41) или 
(5.43)—(5.45), считая поток тепла за счет теплопровод­
ности по данным с предыдущего шага по времени или 
с предыдущей итерации. В случае, когда кондуктивный 
теплообмен значительно превышает радиационный теп­
лообмен, для расчета уравнения энергии можно приме­
нять неявные схемы, используемые при решении уравне­
ния теплопроводности. При этом поток энергии излуче­
ния вычисляется по данным с предыдущего шага по 
времени. 

Особо остановимся на случае, когда перенос энергии 
за счет излучения сопоставим с переносом энергии за 
счет теплопроводности. В этой ситуации уравнение энер­
гии 

S=-^d i v W r+d i v(Xgradr)] +Q (5.49) 
для одномерных задач после линеаризации аппроксими­
руем с помощью разностной схемы [22, 23] 

+alT{-i-clTJ
l+b,T{+l)+yr{], (5.50) 

здесь х(7\ р)—коэффициент теплопроводности, 

ф{=(Ц^> (Alu£\ - С^Г1 +BlU{+\ +atTJZ\ -

- eft1+ь(т{+{) +"KQ{ +(i - Я) q{-\ 
из 



Плотность энергии излучения U будем определять из 
уравнения 
1 +&(AtC/U ~ClU{+BiU{+i)-xlUi+Fi-,+ 

Для решения системы уравнений (5.50)—(5.51) в случае 
одномерных задач применяется алгоритм матричной 
прогонки [168]. 

Исследование устойчивости схемы проведем на при­
мере задачи с модельным уравнением состояния г=аТл 

(a=const), постоянным коэффициентом поглощения х 
и коэффициентом теплопроводности х=Ха^3: 

-кША-ски=4*оТ*' °<*<*' (5-52) 
U(P,t) = U(l, *)=<>, (5.54) 

Т (0, t)=T (Л t) - 0 , Т (*, 0 ) = Г 0 (х). (5.55) 

При сделанных предположениях задача становится ли­
нейной относительно г=Г4 . 

Используя обозначения, введенные в [162], выпишем 
разностную схему для задачи (5.52) — (5.55): 

-5к&7х + ™ £ / - x 4 a * = 0 , (5.56) 

azt^x-U^+^z™, (5.57) 
он хх 4 хх у ' 

£ / 0 = £ / * = 0 , (5-58) 
ZQ=£/v = 0, 2 |^о = Zo (*), (5.59) 

здесь Л — весовой множитель. При построении разност­
ной схемы (5.56)—(5.59) предполагалось, что шаги по 
времени т и пространству А постоянны. 

Система уравнения (5.56)—(5.59) эквивалентна сле­
дующей системе, которую запишем в операторном виде: 

Byt+Ay=0f (5.60) 
где у — вектор 

У = {и,г}9 (5.61) 
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а операторы А и В представляются операторными мат­
рицами вида 

А~ 
2 С 

ĝ -Л -f с2хЕ —4оксЕ 

—4ахсЕ -z оА+\§а2кЕ ) 

в-} 3^ Л + с2хЕ — 4ахсЕ 

—ШсхЕ к °̂ аЛ + 16о*хЛ£ + 
4да£ Ь 

(5.62) 

(5.63) 

где Ay=—yJx. 
Нетрудно показать, что А = Л*>0 и В'1 сущест­

вует. Поэтому необходимым и достаточным условием 
устойчивости схемы (5.56) —(5.59) является условие 
С>0 [162, 167], где 

С = В - | Л > 0 . (5.64) 
Учитывая оценки для оператора Л [162, 167] 

8//2<Л<4/А2 
и то, что знакоопределенность оператора С совпадает 
со знакоопределенностью оператора С = (С + С *)/ 2, 
можно показать [22, 23], что неравенство (5.64) будет 
выполнено, если 

где 
(4/А2, если Я<1/2, 

М-\ЫЪ если Х> 1/2. (5'66> 
Из неравенства (5.65) следует, что разностная схема 

(5.56) —(5.59) устойчива при любых т для Л0<Я<1, где 
Ло—наименьший корень квадратного трехчлена 

4оХ*х / (l -fgljij - (2Х~ 1) (4ах + £ ) . (5.67) 

Отметим, что в случае отсутствия теплопроводности 
(Хо=0) задача (5.52)—(5.55) может также служить мо­
делью для исследования неявной схемы, рассмотрен­
ной в п. 4 этого параграфа. 

В качестве примера численного расчета вновь рас­
смотрим многогрупповую задачу (4.49)—(4.51). С по­
мощью алгоритма осреднения, изложенного в § 4, пере-
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нос собственного излучения плазмы эффективным обра­
зом описывался системой одногрупповых разностных 
уравнений. Пересчет коэффициентов осредненного урав­
нения производился один раз на десять шагов по вре­
мени. 

Рассматривалось три варианта схемы. В первом ва­
рианте использовалась явная схема (А,—0), когда поток 
энергии излучения целиком определялся по данным с 
предыдущего шага по времени. Во втором варианте рас­
сматривалась чисто неявная схема (А,= 1). В третьем 
варианте использовалась схема с весами (Я=0,5). 

В результате расчетов было показано, что неустой­
чивость явной схемы возникала при временных шагах 
т^2>5-10"3. Для чисто неявной схемы (Ji=l) экспери­
ментально обнаружить неустойчивость не удалось. Мак­
симальный шаг по времени, с помощью которого произ­
водились эти расчеты, был равен ттах=0,7. Дальнейшее 
увеличение шага по времени не производилось, так как 
уже при шаге tmax значительно уменьшалась точность 
расчетов. 

Для схемы с весами (А,=0,5) расчет был устойчив, 
если шаг по времени удовлетворял ограничению т<0,3. 
Это ограничение значительно менее жесткое, чем огра­
ничение на шаг по времени для явной схемы. Полу­
ченные из расчетов ограничения на шаг качественно 
согласуются с результатами, полученными при исследо­
вании устойчивости модельной задачи (5.52)—(5.55). 

6. Неявная схема для нестационарных уравнений 
диффузии. Предположим, что расстояние, проходимое 
фотонами частоты v0 за характерное время задачи, во 
много раз больше длины свободного пробега /v» *o = 
= ^o>'v- Тогда в уравнении (2.8) (гл. II) членом 
—'дГ~ м о ж н о пренебречь по сравнению с xvWv Соот­
ветственно система уравнений, описывающая изменение 
плотности энергии излучения и вещества, в одномерном 
случае плоского слоя примет вид 

W L - 5 r l / ^ = c x v ( t / v p - f / v ) , (5.68) 

р |£ = с j Ky (f/v ~ £/vp) d v. (5.69) 
о 
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В работе |105J были получены неявные схемы, осно­
ванные на линеаризации уравнений (5.68), (5.69), и си­
стемы уравнений 

т £ - - £ х ' т г - * ( 4 о Г « - с < / ) , (5.70) dt дх 3 дх 
d&_ 
dt v^±-=CiiU-yAoT*, (5.71) 

справедливых в случае независимости коэффициента 
поглощения от частоты фотона. Рассмотрим эти схемы. 

Вначале выпишем разностную аппроксимацию для 
системы уравнений (5.70) — (5.71): 

т'-« 

Л - Л - 1 

U'_,U} ' -[AiUi-x-C tU{ +BtUUx—KtcU[+F{-x + 

+ (^)'-\т{-ТП]=0,(5.72) 

+ ( i ^ L ( w t / / - ' _ F / - ' ) ) ( 5 . 7 3 ) 

где Aiy Bh С/ —коэффициенты разностной схемы для 
члена дзГ "Т "аЗГ1 F=*A<*T\ А,— весовой множитель, 
0 < Х < 1 . Используя линеаризацию (5.38) для внутренней 
энергии е из (5.73), получим выражение для разности 

\дТ) Ty-i +9\дТ) 

Подставляя (5.74) в уравнение (5.72), получим выражение 
для нахождения плотности энергии излучения на новом 
шаге по времени 

AVU-CVi+BVi-^+w-
X Г-Г7Н хс/р \ 

[дт) Т У-> + р Ur) } 



где 
V-l "А Ы-i 

XJ 

^v-.H f/-'+^(*^-'- fnl am 
1 ar/ / i l l ' - 1 J _ A (UL.)'-1 " 

idr J Ty-i + p I ar j 
Разностная система уравнений (5.75) легко решается 
методом прогонки. 

Более сложной выглядит неявная схема для уравне­
ний диффузии с учетом зависимости коэффициента 
поглощения от частоты фотона. После перехода к много­
групповой системе неявное уравнение, аналогичное 
(5.75) для определения групповой плотности энергии из­
лучения, примет вид 

*=! rW-l 

/ i iV - 1_!_j iv ( d F "V - 1 

\dT ) T/-i + p Z { dT ) 

ФЙ-'-О, (5.77) 

где 
tf/г' Ф Й Г 1 - - ^ - - Ffc1-
X 

Nb 

У-1 

2 [-1 '/Г'+ ^(^fr'-i-fr')] 
~(W ~ Щ -(5-78) 

Для решения уравнения (5.77) необходимо привлекать 
те или иные итерационные алгоритмы. Один из возмож­
ных итерационных способов решения этой системы может 

" А 
заключаться в следующем. Заменим сумму с 2 ***£/<* 

* - t 



на выражение 

В свою очередь определим групповую плотность Uik на 
s-й итерации из разностного уравнения 

Я /дРл\И'-П 
*1Ь 

Urj T/-i +£Д дт) J 
I £/#*>—Ф/1*-,). (5-79) 

где 
ф У ( , - 1 , = ф У г , + 

+ (5.80) 

Естественно, что использование того или иного ите­
рационного алгоритма сильно усложняет решение зада­
чи в целом по сравнению со случаем «серой материи», 
когда неявная схема (5.74) решается с помощью пря­
мых методов. 

§ 6. Общая схема расчета одномерных задач 
радиационной газовой динамики 
В предыдущих параграфах этой главы были подроб­

но рассмотрены различные методы решения уравнения 
переноса (§ 3), эффективного понижения размерности 
(§ 4) и определения температуры в задачах динамики 
излучающего газа (§ 5). Рассмотрим теперь, как из этих 
методов, связанных с решением тех или иных частных 
проблем, может быть построен алгоритм решения одно­
мерных задач радиационной газовой динамики, в кото­
рых для описания поля излучения используется стаци­
онарная модель уравнения переноса. 

На первом шаге по времени из начальных данных 
известны скорость, плотность и температура вещества, 
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На этом шаге по времени с помощью методов, описан­
ных в § 3, решается многогрупповая система уравнений 
переноса 

/ R ? (и $+ (бш+б2„) Ь ^ ) +**/*= 

и определяются коэффициенты квазидиффузии Dk, Dtk> 
Ск. На этом же шаге уравнения квазидиффузии, запи­
санные в разностной форме, осредняются по энергиям 
фотонов и находятся осредненные коэффициенты (4.47) 
Аи Си В{. 

При переходе на следующий шаг по времени из ре­
шения уравнений неразрывности и движения находятся 
новые значения скорости, плотности, и если описание 
газодинамического течения лагранжево, то из кинема­
тических соотношений находятся координаты узлов сет­
ки. Работа сил сжатия — pdivu при этом определяется 
по данным температуры с предыдущего шага по време­
ни или с предыдущей итерации. 

После нахождения газодинамических величин темпе­
ратура определяется с помощью неявных схем из 
совместного решения объединенных в один вычислитель­
ный тепловой блок уравнения энергии и осредненного 
по всем частотам разностного уравнения (4.46), описы­
вающего перенос излучения. При таком определении 
температуры возможны итерации как между газодина­
мическим и тепловым блоком, так и внутри самого теп­
лового блока. Итерации между газодинамическим и 
тепловым блоком связаны с уточнением величины ра­
боты сил сжатия. Итерации внутри теплового блока, на­
пример итерационный процесс (5.43)—(5.45), связаны с 
нелинейной зависимостью внутренней энергии е и пра-

вой части 2 Fh осредненного уравнения от температуры. 
Используются стандартные условия окончания итера­

ций между блоками 

maxl^*1*— vW\<e{v\v\*)\+E2v 

и внутри теплового блока 

шах|Г$*+« —rj*>|<e,r |rj*>| + e2r. 
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Блок-схема I 
Считается один раз 

на N] шагов по 
времени 

Расчет многогруп­
пового уравнения 
переноса и опре­
деление коэффици­
ентов квазидиффу­

зии 

Схема расчета бднО 
Осреднение много­
групповых урав­
нений диффузии по 
энергиям фотонов 

Блок-схема III 
(регулярная) счи­
тается на каждом 

шаге 

* 

1 
Блок-схема II 

Считается один раз 
на Nx шагов вре­

мени 

| Блок-схема III | 

I 
Осреднение много* 
групповых урав­
нений диффузии по 
энергиям фотонов 

| Блок-

• | Блок-

1 
1 

схема 

1 

1 
схема 

ш i 

ш | 
"I Блок-схема I | 

Здесь еь, е2и, em егг — специально подобранные кен-
станты, определяемые требованиями точности расчета. 

Через Nj шагов по времени многогрупповое уравне­
ние переноса вновь пересчитывается и определяются 
коэффициенты квазидиффузии Dk, Dzht Ch. Переход от 
многогрупповых уравнений квазидиффузии к осреднен-
ному уравнению (4.46) и пересчет коэффициентов (4.47) 
происходит через Nx шагов по времени. Как правило, 
этот переход происходит чаще, чем переход от уравне-
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врных задач РГД 
итерации 

Расчет уравнений движения и не­
разрывности (газодинамический 

блок) 

Совместное решение уравнения энер­
гии и осредненного уравнения, 
описывающего перенос излучения 

(тепловой блок) 

итерации t -t 
Расчет уравнений движения и 

неразрывности (газодинамичес­
кий блох) 

итерации 

Совместное решение уравнения энер­
гии и осредненного уравнения, 
описывающего перенос излучения 

(тепловой блок) 

t 
итерации 

итерации 

газодинамический 
блок 

тепловой блок 

итерации 

ний переноса к уравнениям квазидиффузии, Nj—pNi. 
Обычно р = 2 или 3. Точного алгоритма для определения 
оптимальных значений Nj и N\ не существует. Они 
задаются с достаточной степенью приближенности на 
основе предыдущего опыта расчета задач данного клас­
са. Например, при наличии фронтов резкого изменения 
температуры необходимо, чтобы за N\ шагов по време­
ни этот фронт проходил не более одной пространствен­
ной ячейки. 
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Таким образом, общий алгоритм расчета задачи 
РГД состоит из трех отдельных блок-схем: блок-схе­
ма I — для решения на тех шагах, где происходит ре­
шение многогруппового уравнения переноса; блок-схе­
ма II — для решения на тех шагах, где определяются 
коэффициенты осредненного уравнения (4.46); блок-
схема III — регулярная, где считаются уравнения дви­
жения и неразрывности и определяется температура. 

Естественно, что в различных программах расчета 
могут использоваться лишь отдельные элементы рас­
смотренной здесь схемы. Например, для задач, в кото­
рых используется небольшое число групп по частоте, 
можно отказаться от блок-схемы II, в которой осред-
няется многогрупповое уравнение квазидиффузии. Кро­
ме того, каждая из рассмотренных блок-схем может 
быть наполнена своим индивидуальным содержанием. 
В их основу могут быть положены различные числен­
ные методы, в том числе и не рассмотренные в этой 
книге. Таким образом, предложенная схема является 
лишь одной из возможных типичных схем расчета за­
дач динамики излучающего газа. 



Глава IV 
МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ 
МНОГОМЕРНЫХ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ 
ИЗЛУЧАЮЩЕГО ГАЗА 

§ 1. Математические модели, используемые 
при решении двумерных задач 

радиационной газовой динамики 

1. За последние 15 лет методы решения одномерных 
задач динамики излучающего газа интенсивно развива­
лись. Также росло и количество задач в одномерной 
постановке, решенных с помощью алгоритмов численно­
го моделирования. В настоящее время в СССР имеет­
ся достаточное количество научных групп, способных 
успешно решать такого рода задачи. 

С середины 70-х годов, основываясь на накопленном 
опыте решения одномерных задач и опираясь на общее 
развитие вычислительной техники и численных методов, 
наметился прогресс и в решении двумерных задач ди­
намики излучающего газа. Однако несмотря на 
достигнутые успехи, решение двумерных задач все еще 
сталкивается с весьма серьезными трудностями. Эти 
трудности обусловлены как специфическими сложностя­
ми, возникающими при решении задач РГД (§ 1, гл. II), 
так и переходом от сравнительно простой одномерной к 
более сложной пространственно-двумерной геометрии. 

В самом деле, и так уже обладающее дополнитель­
ной размерностью уравнение переноса или его упрощен­
ные модели, такие как, например, система многогруппо­
вых уравнений диффузии, приходится решать не на од­
номерной по пространству сетке, а на обладающей 
гораздо большим количеством узлов сетке двумерной. 
Если даже предположить, что основные принципы, за­
ложенные в алгоритмы численного определения поля 
излучения, и останутся неизменными при переходе к 
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пространственно многомерным задачам, то резкое уве­
личение числа пространственных узлов, которое неиз­
бежно при таком переходе, вызовет пропорциональное 
увеличение машинного времени, необходимого для рас­
чета всей задачи в целом. Общий объем затрат машин­
ного времени может стать принципиальным препятстви­
ем к решению двумерной задачи динамики излучающе­
го газа на современных ЭВМ. 

Однако чисто количественным увеличением объема 
вычислений дополнительные трудности, возникающие 
при решении двумерных задач РГД, не исчерпываются. 
Возникают новые вычислительные сложности, с кото­
рыми не приходилось сталкиваться при решении одно­
мерных задач. Например, при аппроксимации уравне­
ния диффузии, описывающего поведение групповой 
плотности энергии излучения 

* = ! , . . . , Nk, (1.1) 
на ортогональной сетке Xt=x^i+hxh уп=^Уп-\-\-Ьуп> 
возникает система сеточных уравнений вида (рис. 32) 

X: 

В отличие от трехточечной разностной схемы (5.8) 
(§ 5, гл. III), появляющейся 
при аппроксимации одномерных 
уравнений диффузии, система 
уравнений (1.2) уже не может 
быть решена с помощью просто­
го алгоритма прогонки. Ее ре­
шение, как правило, осуществ­
ляется с помощью итерационных 
методов. В свою очередь исполь­
зование итерационной процедуры 
приводит к дальнейшему сущест­
венному увеличению общего объ­
ема вычислений, С еще больши­
ми трудностями приходится 
сталкиваться, когда система 
уравнений (1.1) аппроксимирова­

ли 

Уп 

Уп-1 

к-
ч*.** 
о 

SU-. 

4ч* 
о 

Рис. 32. Схематическое 
изображение разностной 
схемы (1.2) на ортого­

нальной сетке 
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на На неортогональной сетке*). В этом случае соответ­
ствующая система сеточных уравнений примет следую­
щий вид (рис. 33): 
AinbU i-\t „_i, k -\-BinkUi,n-\,k-\- £/„Д£/|+1,Д.-11А + 

+ KmkUt-\ >nk — CinftUink -\-ElnkUt+\,nk + 

ft = l , . . . , N* / = 1 , . . . , Af„ л = 1 , . . . , ЛГ„. (1.3) 
Для решения девяти­

точечной системы уравне­
ний (1.3), как правило, 
н еобходимо привлекать 
итерационные методы. 
Кроме того, построение 
самой разностной схемы 
(1.3), с достаточной сте­
пенью точности аппрок­
симирующей исходную 
систему уравнений (1.1) 
на неортогональной сет­
ке, — задача далеко не 
тривиальная. 

В связи с только что 
рассмотренными дополнительными трудностями числен­
ного решения уравнений диффузии, которые появляются 
при переходе к двумерным по пространству постанов­
кам, возникает вопрос, не рациональнее ли определять 
поле излучения непосредственно из многогруппового 
уравнения переноса: 

Qgrad Ih+*hIh=*kOkTA/n? (1.4) 
Чтобы ответить на этот вопрос, для нахождения ин­

тенсивности энергии излучения из каждой пространст­
венной точки проведем определенное количество Np лу­
чей до пересечения с границей исследуемой области 
(рис. 34). Воспользуемся записью уравнения переноса 
(1.4) в характеристической форме 

Рис. 33. Схематическое изображе­
ние разностной схемы (1.3) иа не-

ортогональной сетке 

«Чх^-SuL 4 (Ь5) 

и определим поле излучения с помощью интегрирова­
ния уравнения (1.5). 

*) Неортогональные сетки, например, могут возникнуть при лаг-
ранжевом описании газодинамического течения. 
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Рис. 34. К решению уравнения Рис, 35. «Эффект луча» 
переноса методом характеристик 

Предположим, что число лучей NPt необходимых для 
аккуратного определения поля излучения, относительно 
невелико (Np~ 10+2Q). Тогда такой способ нахожде­
ния потока W и плотности энергии излучения U ока­
жется конкурентоспособным в смысле затрат машин­
ного времени с определением этих величин из системы 
многогрупповых уравнений диффузии (1.1). Однако на 
пути реализации данного подхода встречаются очень 
серьезные трудности. 

Одна из таких трудностей связана с негативным 
«эффектом луча» (ray effect) [31, 150, 219]. С ней час­
то приходится сталкиваться и при решении задач нейт­
ронной физики. Чтобы проиллюстрировать этот эффект, 
рассмотрим задачу, в которой зона, генерирующая из­
лучение (зона с повышенной температурой), мала по 
сравнению с исследуемой областью. На рис. 35 эта зо­
на заштрихована. 

Разобьем всю сферу направлений в каждой про­
странственной точке с помощью сравнительно редкой 
сетки по углу. Рассмотрим две точки В и 5 Ь достаточ­
но далеко отстоящие от светящейся области. Обозна­
чим схематически через ABC и А\ВХСХ соответствующие 
элементы углового разбиения в этих пространственных 
узлах. 

Из рис. 35 видно, что характеристика BE, вдоль ко­
торой решается уравнение переноса (1.5), проходит 
через светящуюся область, и интенсивность излучения в 
точке В будет не равна нулю. В результате же числен­
ного решения уравнения переноса вдоль характеристи­
ки В\Е\ получим, что интенсивность энергии излучения 
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в точке В\ равна нулю. Второй результат не соответ­
ствует физической картине явления и качественно не­
верен. 

Полученные таким способом поток и плотность 
энергии излучения будут испытывать сильные нефизи­
ческие осцилляции при переходе от одной пространст­
венной точки к другой. Более того, подобного рода 
осцилляции возникнут и при вычислении W и U в каж­
дой пространственной точке на последовательности 
сгущающихся по углу сеток. И только при дальнейшем 
существенном сгущении сеток по углу могут быть полу­
чены имеющие правильный физический смысл, доста­
точно точные значения потока и плотности энергии из­
лучения. Для некоторых задач соответствующее число 
угловых интервалов Nv, при которых получаются эти 
аккуратные значения, в зависимости от геометрических 
размеров может достигать нескольких сотен и даже 
тысяч. 

Следует отметить, что система многогрупповых урав­
нений диффузии при численном расчете не приводит к 
негативным явлениям, связанным с «эффектом луча». 
Таким образом, при решении задач динамики излучаю­
щего газа в какой-то мере приходится сталкиваться с 
парадоксальной ситуацией, когда численный расчет 
упрощенной модели (в данном случае системы уравне­
ний диффузии) дает результаты более верные, чем 
расчет непосредственно исходной модели (уравнения 
переноса). 

Серьезные трудности, возникающие при решении 
двумерных задач РГД и, как следствие, недостаточный 
опыт их численного моделирования привели к тому, что 
общий, сравнительно устоявшийся взгляд на алгоритмы 
их расчета в настоящее время только начинает выраба­
тываться. 

2. Выпишем систему уравнений радиационной газо­
вой динамики, использующую для описания поля излу­
чения многогрупповые уравнения диффузии: 

dp 
dt ' г г" дг + Р дг - U * 

du dp 
V~dt=~'dF' 

dv dp 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 
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d e p^d(rnu) 
P dt ~~ rn dr 

dv , 1 d . (?Г , 

+&*%-}*£r'**r,-&Wv (1.9) 
P=p(T, p), e = e(7\ p), Х = Ц7\ p), x*=x*(7\ p)f (1.10) 

3 dr 

dz 
'Xkci/k^4oky,kT\ 

Nb 

+xftWrfe=0, Wr = JWrk> 

| * ^ + x ^ = 0 , W •=2 w zkm 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 
ft-=l 

/7W7 /7»/ 

В многогрупповой системе уравнений диффузии 
(1.6) — (1.13) использованы следующие обозначения: 
я = 0 соответствует случаю двумерной плоской геометрии 
(рис. 36,а), п—1 соответствует случаю двумерной 

осесимметричной геомет-
*z рии (рис. 36,6); г и z — 

декартовы координаты 
при л = 0; г — расстояние 
от оси симметрии и z — 
расстояние вдоль оси 
симметрии при л = 1; и и 
Wrk — компоненты скоро­
сти и группового потока 
вдоль направления оси 
г; и и Wzk — компоненты 
скорости и потока вдоль 

направления оси г; t — время, р — плотность, Т — тем­
пература, р — давление, е — внутренняя энергия веще­
ства; К — коэффициент теплопроводности: х*— группо­
вой коэффициент поглощения в диапазоне частот 
v£[vft, Vfe.fi] (ft— 1 , . . . , Nh); Uk — групповая плотность 
энергии излучения; входящая в правую часть уравнения 
(1.11) величина оь определяется с помощью выражений 
(5.5)-(5.7) (§5, гл. II). 

Если для описания поля излучения использовать 
уравнение переноса, то к уравнениям (1.6) — (1.10), 
описывающим изменение газодинамических параметров, 
необходимо добавить уравнения при п=0: 

УГ^^+УТ^Щ+хьГь-^, (1.14) 

О г 
*) 

Рис. 36. а) Декартова система ко­
ординат, б) Осевая симметрия 
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w rk -IJEF^*** 
(1.15) 

- i - i 
здесь ц~ косинус угла Ф между проекцией направления 
полета фотона Q на плоскость (z, г) и осью г (рис- 37, а), 
Y—косинус угла г|> между направлением полета фотона 
и осью у. 

|у" 

к/ i 
!К> j 

п=0 

Г 

> 

0. 

\Z 

L-r£>^ 
^С г 

Рис. 37. К определению углов в уравнении переноса 

При /1 = 1 двумерное уравнение переноса примет вид 

> / 1 T ^ ( ^ + ^ ^ r ) + V ^ H - ^ = ^ , (U6) 

w, 

(1.17) 

В уравнении (1.16) использованы следующие обозначе­
ния угловых переменных: ц — косинус угла ср между 
проекцией направления полета фотона Q на плоскость, 
перпендикулярную к оси симметрии, и радиусом-векто­
ром, проведенным через рассматриваемую точку 0{ и 
точку О на оси симметрии; у — косинус угла ф между 
направлением полета фотона и осью симметрии z 
(рис. 37,6). 
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Последующие параграфы этой главы будут посвя­
щены методам численного решения систем двумерных 
уравнений РГД. В § 2 будут рассмотрены вопросы, 
связанные с решением двумерных уравнений газовой 
динамики. В § 3—4 рассматриваются методы аппрок­
симации уравнений диффузии и итерационные алгорит­
мы решения соответствующих систем сеточных уравне­
ний. В § 5 рассматриваются некоторые методы решения 
уравнения переноса излучения. Параграфы 6—7 посвя­
щены обобщению на случай двумерных задач алгорит­
мов осреднения и методов совместного решения урав­
нения энергии и уравнений, описывающих перенос из­
лучения. 

§ 2. Некоторые методы решения 
двумерных уравнений газовой динамики 

Математическое моделирование на ЭВМ двумерных 
задач газовой динамики было начато в середине 50-х 
годов. В настоящее время накоплен значительный опыт 
расчета различного рода газодинамических течений. 
Методы расчета этих задач продолжают успешно раз­
виваться. 

В задачах радиационной газовой динамики поле из­
лучения тесно связано с газодинамическими полями. 
Поэтому построение алгоритмов решения задач динами­
ки излучающего газа невозможно без использования 
надежных методов решения задач газовой динамики. 
Как правило, при математическом моделировании дву­
мерных задач РГД для расчета уравнений движения и 
неразрывности (1.6) — (1.8) используются ранее разра­
ботанные методы решения задач газовой динамики. 

Наиболее распространенными способами описания 
движения среды являются описания с помощью систе­
мы координат Эйлера и системы координат Лагранжа. 
Каждый из указанных подходов имеет свои преиму­
щества и недостатки. Поэтому выбор конкретного ме­
тода, использующего описание Эйлера или Лагранжа, 
зависит от исследуемого газодинамического течения. 
Некоторые из этих методов будут рассмотрены в дан­
ном параграфе. 

1. Эйлерова система координат. Метод «крупных 
частиц». При решении задачи газовой динамики в эйле­
ровой системе координат, как правило, используют че­
тырехугольные ортогональные сетки, на которых ап-
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проксимируются соответствующие дифференциальные 
члены. Полученные таким образом разностные схемы 
имеют относительно простой вид. 

Для решения многих задач газовой динамики ис­
пользуются схемы, предложенные Лаксом и Вендрофом 
и С. К. Годуновым [67, 68, 151, 154, 181]. В методе 
Годунова значения газодинамических параметров опре­
деляются с помощью решения задачи Римана о рас­
паде разрыва в газе. В качестве значений газодинами­
ческих параметров слева и справа от разрыва берутся 
соответствующие значения этих величин в соседних уз­
лах разностной схемы. 

Схема Годунова несколько громоздка, однако любые 
разрывы трактуются в ней более физично, чем в схемах 
с искусственной вязкостью. Это определяет достаточно 
широкое применение алгоритма, в том числе и для ре­
шения задач динамики излучающего газа [103, 186]. 

Метод «крупных частиц», предложенный О. М. Бе-
лоцерковским и Ю* М. Давыдовым [37, 38], явился 
дальнейшим развитием метода «частиц в ячейках» 
[192]. При расчете по методу «крупных частиц» дви­
жение среды разбивается на два этапа — эйлеров и 
лагранжев. На первом этапе не учитываются конвектив­
ные потоки массы, импульса и энергии и решается сле­
дующая система уравнений: 

дри х д(р + а>) п / 9 9ч 
~5Г~1 д? = U ' VaZ) 

?£-+*& + "* =0, (2.3) 
дрЕ . д(р+ы)и d(p+G>)v Q ,g 4) 

Здесь Е = (tt2+t>2)/2+e — полная энергия, си — искусст­
венная вязкость. 

Аппроксимируем систему уравнений (2.1) —(2.4) на 
прямоугольной разностной сетке: 

р < * X
J ^ П+1 — rt » I • / 

, У£У2-У(П , ( P ^ « ) { t J » + l / 2 - ( P + o ) / i f 1 / 2 _ . 0 ( 2 6 ) 
Pin %J "Г *л + 1 — Z n ' I е / 
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((P + 0)) P) / ,„+ i / 2 - ( ( /> + CD) V){.„^I2 = 0 . (2.7) 

При этом все искомые газодинамические величины бу­
дем относить не к узлам, а к центрам разностных яче­
ек. Величины с полуцелым пространственным индексом 
отнесем к серединам сторон ячеек и будем определять 
следующим образом: 

/i+i/2.«==0,5(/m+//+M), 2 8 
/ / ,я+1/2=0,5(/^+/М +1). 

На этом этапе в силу уравнения (2.1) плотность 
предполагается постоянной. Искусственная вязкость со 
определяется с помощью следующих разностных выра­
жений: 

- - о С ^ я 4 . 1 / 2 р ^ я + 1 / 2 ( ^ я + 1 ^ - 0 . ®{.-+1/2 
(2.9) 

Здесь а —коэффициент, характеризующий толщину раз­
мазывания ударного фронта, 

С1.а+1,2=Уу{у-1)Щя+*{.п+г)/2 . 
е — удельная внутренняя энергия, у — показатель адиа­

баты. В области адиаба-
тичности эта вязкость от­
ключается. На втором, 
лагранжевом, этапе мето­
да «крупных частиц» оп­
ределяются количество 
массы, импульса и энер­
гии, протекающие через 
стороны ячейки, и нахо­
дятся их окончательные 
значения. 

Так, например, количество массы, протекающее че­
рез сторону ячейки (г=г,ж, гп^г^гп+х) (рис. 38), 
равно 

Д^ц-уг.и—й,, («/+!.« H-irJ/2, (2.10) 
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Рис. 38. Определение конвек­
тивных потоков в методе «круп­

ных частиц» 



если жидкость течет слева направо, т. е. 

M\'h+xi2tn = 9i+\.n{tii+\,n+tiin)l2> (uin-\-Ui+i,n)<0. (2.11) 

Аналогично определяются потоки массы через другие 
стороны ячейки. 

После того как найдено ДМ, легко найти изменение 
всех остальных величин, которые определяются анало­
гично (2.10) — (2.11). 

В методе «частиц в ячейках» [192] на первом этапе 
вместо уравнений (2.1) — (2.4) используются уравнения 

£ = 0 , (2.12) 

р | « + 1 ( ^ ) = а ( 2 1 3 ) 

p ^ + a j ^ ) = 0 > (2Д4) 

Р-Й+0»+->(&+£)-° . (2-15) 
которые аппроксимируются с помощью разностной схемы 

"in uin 
'<» у" 

+(гп+1-г„)[(р+(о){+1/2(П-(р+(о)/_1/2й]=0, (2.16) 

лО* /"» + 
+ (^1-г^[(/7+со)/^1 /2^(р+(о)/я_1 /2]=0, (2.17) 

Min '" ^ in + (/>+*>)/„ [(а| + 1/2>й -в,-1/2.я) (^!-^) + 
+ К,л+1/2-^.-1/2) ( 0 , 1 - 0 ) 1 = 0 , (2Л8) 

где /И /л-масса ячейки, й/ч.1/2,п=(«/|}/2
2^ + ^ + 1 / 2 л ) / 2 1 

^,*+ I / 2 = (^/+^ /2+t^>/7+1/2)/2. Плотность на этом этапе 
считается неизменной. Уравнение (2.15) записано в не­
дивергентном виде. Однако можно показать, что раз­
ностная система уравнений (2.16) —(2.18) обеспечивает 
сохранение энергии, т. е. является консервативной. На 
втором этапе для учета перетекания вещества через 
границы ячеек учитывается передвижение частиц. 
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Расмотренные в этом пункте схемы были выписаны 
на примере декартовой системы координат (п=0). Од­
нако они могут быть обобщены и на случай осевой сим­
метрии. Так, для метода «частиц в ячейках» последнее 
уравнение (2.18) при я = 1 примет вид 

Mi 
B M-l /2_ f i 7 

Ш' •ь 

+ [:vitrl+U2-vi,n-U2\ri ( r i + 1 - r , ) }=0 . (2Л9) 
Методы «крупных частиц» и модификация метода 

«частиц в ячейках» [64] использовались для расчета 
целого ряда двумерных задач динамики излучающего 
газа [35, 38, 39, 58]. 

2, Лагранжева система координат. Полностью кон­
сервативные схемы. Наряду со схемами в эйлеровой 
системе координат при расчете двумерных газодинами­
ческих течений широко используются схемы в системе 
координат Лагранжа [70, 169, 181, 193]. Эти схемы ока­
зываются особенно удобными для расчета задач высо­
котемпературной газовой динамики, так как большие 
давления и скорости газодинамического разлета, при­
сущие им, приводят к значительным изменениям харак­
терных размеров исследуемой области. Схемы в лаг-
ранжевой системе координат автоматически подстраи­
ваются под характер газодинамического течения. Кроме 
того, в системе координат Лагранжа удобно описы­
вать задачи, в которых имеются две или несколько об­
ластей, состоящих из различных веществ. 

Следует, однако, отметить, что при численном моде­
лировании двумерных газодинамических течений ис­

пользование лагранжевой сис­
темы координат наряду с пре­
имуществами приводит к воз­
никновению ряда серьезных 
вычислительных трудностей. 
Так, например, использование 
для расчета четырехугольных 
сеток может привести к обра­
зованию вывернутых ячеек. 

Рис. 39. К аппроксима- К Р о м е тог0' получение акку-
цки уравнения движения ратных разностных схем на 
на неортогональной сетке неортогональных сетках, кото-
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рые возникают при использовании лангражева описа­
ния, значительно более сложно, чем на ортогональных 
сетках. 

Существуют два основных подхода к получению раз­
ностных схем в лагранжевой системе координат: интег-
ро-интерполяционный и вариационно-разностный. В этом 
пункте остановимся на одном способе получения раз­
ностных схем с помощью интегро-интерполяционного 
подхода [193]. 

Запишем уравнения движения в системе координат 
Лагранжа 

Р£—^Чг*- <2-21> 
Здесь со—искусственная вязкость. 

Аппроксимация производных по времени, стоящих 
в левых частях уравнений (2.20) —(2.21), не вызы­
вает трудностей и может быть записана в виде 
ifi[n — и{-1)/т*~1ш Для определения пространственных 
производных на неортогональных сетках воспользуемся 
следующим приемом. Рассмотрим четырехугольную неор­
тогональную сетку (рис. 39). Значения скоростей и и v 
будем вычислять в узлах сетки, а давление р , искус­
ственную вязсость со, плотность р определим в некото­
рой внутренней точке (например, лежащей на пересече­
нии диагоналей) четырехугольной ячейки. Проинтегри­
руем уравнение (2.20) по заштрихованной области «S, 
получим 

J l p » r f S = - i r j ^ i " s - (2-22) 
По формуле Грина будем иметь 

"d(^taLdS^(p-\-a)dz, (2.23) Я ! 

где С—контур, ограничивающий заштрихованную об­
ласть 5 . Из выражений (2.22) и (2.23) следует, что 

j$ntdS $(P+»)dS. (2.24) 
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Аналогично Для второй компоненты скорости <д получив 
^P%dS=§(p+a)dz. (2.25) 
S С 

Интегралы, стоящие в левых частях уравнений (2.24) 
и (2,25), заменим с помощью разностных выражений 
на М1я{и{я — и{п1)п1-\ M*in(vin — v{nl)lxJ-1, где ЛС = 
=И J p dS—масса заштрихованной ячейки. 

Используя разностную аппроксимацию контурных 
интегралов, окончательно заменим выражения (2.24) и 
(2.25) на систему сеточных уравнений для определения 
поля скоростей: 

'~* \(j>+*)i-\,n(z{lln-z{7nU + tl{n = u{nl 

Кп 

uln in 

xH+i\.-4-i1)+(p+w)frl(4-ii-*/+il.Jb^2^ 
mltt 

+0» +e>fc,l.-i № ' . . - t£,)+ip +<o)>-L, x 
X (rfc l , - r i a \ J + < P + ^ ) ^ 1 (rft! . . -Г/ГЛ,)!- (2-27) 

После нахождения скоростей определим новые коорди­
наты узлов 

и плотность ячейки 

(2.28) 

(2.29) 
где Мх„ — фиксированная мас­
са четырехугольной ячейки 
(рис. 40), Vin — ее площадь, 
которая определяется с по­
мощью выражения V{n = 

Рис. 40. К определению плот- =S[tn+S{ln* $ i И S2—ПЛО-ности и объема четырехуголь­ной ячейки щади треугольных ячеек. 
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Зная координаты узлов, площадь треугольных ячеек 
можно определить точно. Например, площадь ячейки 2 
равна 

- r f + M + 1 z / + I ) , - r > + l f r t 3 / ^ r / ^ + l i n + J * ) . (2.30) 
Разностные выражения, аппроксимирующие уравне­

ния газовой динамики, с помощью интегро-интерполя-
ционного подхода могут быть получены и для случая 
осевой симметрии [181] 

^:.=^^-(Р+«»)й'>[т^+'.---*'.«+')Тад+ 
+(р+«)1У.,[¥(*|..+|-*|-1.^]<х,> + 

+(p+e»)fci.^,[¥(*'-'.«-*'.-i)](W+ 
+ (P + °)frLi [q-"(2,,e_,-zl+lfW)](X,), (2.31) 

^ ! ^ = - ( / ' + < - ' [ ¥ ( r , 4 . , - / - - , + i ) ] ( W -

- ( p + » ) f c U I [ - f ( r , - . . e - r i I _ , ) ] ( W -

-<*>+«>)№-,[т<г ' .- '-г '+1^] (Х , ) ' I2-32) 

+«f t?! . [ ? :T ! : f (* '+i . -+i-^r ) + 

*) В случае осевой симметрии объем треугольных ячеек враще­
ния можно определить с помощью выражений 

VJin^~3 \rin + rt, «-H + ri+i. я+i) Siin* 

^2in~ 3 \rin + ri+l, n + rt+l, n+l) $21пш 
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+<i5ii[r-T±1(^-^i+i."+i)](X,)-

-< 5 , [^(r«+. . . -r i . tO] ( * , ) -

_ я(0.5) 

•<Й! р Т * (^-^+ь»+')]<Л,)}' (2-33) 
Через величину / W , как обычно, обозначается /<х> = 
= (] — h)fJ~l+Xfi. Неизменная лагранжева масса М]п 
определяется по следующему правилу. На каждой из 
сторон ячеек начальной сетки (рис. 41) зафиксируем 
точку, радиус которой равен среднему геометрическому 
радиусу концов дайной стороны 

mi 

Нп 

ri+\i*tn = V rinrt+\tn- (2.34) 
На рис. 41 эти точки обозначены крестиками. Соединим 

точки, лежащие на противопо­
ложных сторонах ячейки, пря­
мыми линиями. Массу Min* 
определим как массу образо­
вавшейся при таком построе­
нии восьмиугольной ячейки 
(на рис. 41 она заштрихо­
вана). 

Разностная схема (2.31) — 
(2.33) сохраняет сферическую 
и цилиндрическую симметрии 
соответствующих одномерных 
течений. Другим достоинством 
схемы является то, что она 

обладает свойством полной консервативности, т. е. в 
ней соблюдается баланс по отдельным видам энергии. 
Обширная вычислительная практика применения этих 
схем показала, что они являются наиболее предпочти­
тельными для расчета газодинамических течений [169]. 

3. Вариационно-разностные схемы в лагранжевой 
системе координат. Использование вариационного прин­
ципа для построения разностных схем, позволяющих 
рассчитывать двумерные газодинамические течения, бы-
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Рис. 41. Определение массы 
восьмиугольной ячейки М»п* 



ло предложено в работе В. М. Головизнина, А. А, Са­
марского и А. П. Фаворского [701. 

Введем функцию Лагранжа, представляющую собой 
разность кинетической и потенциальной энергий системы 

L = K—nt (2.35) 
и функционал действия 

S = )L dt. (2.36) 
/ i 

Сопоставим лагранжиану (2.35) его разностную аппрокси­
мацию 
1ь=2 Mln [0,25 (и)п +И/+1.» +и?>й+1 + ИИ-М-И + 

1,п 

+ < + ^ + i . n + ^ . « + 1 + ^ + M + i ) - ^ b (2.37) 

при этом роль потенциальной энергии играет внутренняя 
энергия газа. Введя обозначение 

Min=O^Mln + Alt-i9n + Mitn-i+Mi-i.a-i), (2.38) 

разностный лагранжиан (2.37) перепишем в виде 
^=2^(^ + ̂ )0,5-24^. (2.39) 

i,n t,n 

Функционал действия, подлежащий варьированию, выпи­
сывается в виде 

и 
Sh = $Lhdt. (2.40) 

ti 

Выпишем уравнения Эйлера—Лагранжа для функцио­
нала (2.40) 

в(&)-й-°- < 2 - 4 " 
£(«*)-&-•>• <2 4 2> 

Используем в качестве дополнительных связей уравне­
ние неразрывности 

pln=Min/Vin (2.43) 
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и условие адиабатичности 
^|Я--Ля. (2.44) 

где rj== 1/р — удельный объем. 
Учитывая (2.43), (2.44) и кинетические соотношения 

приведем уравнения (2.41) и (2.42) к виду 
г. dam dVi-\,n , „ ^Vz-i.n-i , 
^ м - 5 Г , " ^ - ' - » - ^ Г * + Р < - 1 ' " - 1 аг<я + 

+ ^ • "-1 ~ ^ Г *r Pln Я1Г- <2'47) 

Здесь дУД?/* и dV/дг— производные объемов ячеек по 
соответствующим координатам. 

После замены в уравнениях (2.46) — (2.47) производ­
ных на соответствующие разностные выражения полу­
чим окончательную аппроксимацию уравнений движе­
ния: 

М„<=^- 2 , ! ^ - , (%H < V " , (2.48, 
A , / J - ^ l _ 2 p fc....-,(^^)<M.(2.49) 

Дополним уравнения (2.48) —(2.49) разностной аппрокси­
мацией уравнения энергии, кинетических соотношений 
и уравнения неразрывности: 

MjizgL--,/!? 2 u&^i-sOb-f1+ 
Х'~1 kt / - 0 . 1 I l^Rt "T* \ 0rl+kf n+t J 

+«fig»w( дж
дУы T'l (2,50) 

(r[n-ri-Wi = u«\ (2.51) 
(*/.-*fr ,)/* ,- |-efr>. (2-52) 

*{+,... «/+..Ч-Р 4« + . ) l ' 1 ' (2.53) 
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Весовые множители Я могут быть подобраны так 
(Я2=Хз=Я4=0,5), что разностная схема (2.48) —(2.53), 
в которой обеспечен правильный баланс отдельных ви-
дой энергии, станет полностью консервативной. Другим 
достоинством вариационного способа является то, что с 
его помощью на основе единого подхода можно полу­
чать разностные схемы в любых системах координат. 

Рассмотренные в пп. 2 и 3 параграфа схемы в лаг-
ранжевой системе координат использовались для рас­
чета двумерных задач РГД и других задач высокотем­
пературной газовой динамики [21, 59, 63, 128, 204]. 

В заключение параграфа отметим, что изложение 
здесь носило в основном справочный характер и имело 
целью познакомить читателей с некоторыми направле­
ниями развития численных методов решения многомер­
ных задач газовой динамики. Эти методы можно при­
менять в качестве составной части комплексного алго­
ритма расчета двумерных задач динамики излучающего 
газа. 

§ 3. Разностная аппроксимация уравнений диффузии 

Как уже отмечалось, многогрупповое диффузионное 
приближение является одной из основных моделей, при­
меняемых при численном решении двумерных задач ди­
намики излучающего газа. В этом параграфе речь бу­
дет идти о разностной аппроксимации уравнений диф­
фузии. Так как структура диффузионных уравнений не 
зависит от энергии фотонов, то все рассмотрение будет 
проведено на примере одногрупповой системы: 

• J . * £ + х 1 Г г - 0 , . } .*§ ;+KW.-0 , р - 0 , 1 . (3.2) 

Система уравнений (3.1) —(3.2) может быть сведена 
к одному уравнению второго порядка относительно 
плотности энергии излучения U: 

1 д rPcldU д cl 6U . Тг л ~Т4 / 1 / оо \ 

В качестве граничного условия для уравнения (3.3) можно 
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использовать 

dU/dr=0 на оси симметрии, 

3 <Эя |г 
(3.4) 

где «-—вектор внешней нормали к границе Г. 
Второе условие (3.4) является 

следствием условия (2.14) (гл. II). 
1. Аппроксимация на прямо­

угольных сетках. Будем вычислять 
значения плотности энергии излуче­
ния и{п(г{+1/2, zn+i/2) во внутрен­
них точках разностных ячеек, а зна­
чения ПОТОКОВ Wrin{ru Zn+l/2) И 
Wzin(ri+1/2t Zn), Гг+1/2 = 0,5(Г*+/Ч+1), 

Рис, 42. Построение zn+1/2==0,5(en+zn+l), — в серединах 
разностной аппрокси- сторон (рис. 42) 
мации уравнений диф- д 
фуаии на прямоуголь- Аналогично одномерному случаю 

ных сетках проинтегрируем каждое из уравне­
ний (3.2) и (3.3) на отрезках 

l/i~i/2, Л+1/2] и [zn_1/2> 2n+i/2] соответственно. При этом 
получим 

^+1/2 

• к. 
и&»1 

<х 

in-Ui-\,n = -~ \ 3*W,dr, 
п-1/2 

и ;я~-и,,«_i=-| Г зи^^г. 

(3.5) 

(3.6) 
» я -Я-1/2 

Учитывая непрерывность потоков, перепишем выражения 
(3.5) и (3.6)" в виде 

wrin=. -(£/,„-£/,_,,„)/ I j xrfr, (3.7) 
/ L r/-l/2 J 

Wzln = -(Uln-Ut.n-i) 
Г *л+1/2 I 

7 J xdz . 
L гя-1/2 J 

(3.8) 

Умножим уравнение (3.1) на г? и проинтегрируем его по 
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ячейке г{^г^Г1^ zn<z^zn+v получим 

} (rp
l+lWrl+l-rPWri)dz+ J rP<yM^l-WJdr + 

r/+i гп-ы 

-f j r'tfr J (x*C/ —^aHefe^Oi (3.9) 
rl zn 

где Wri и Wzn — текущие значения потока на стороне 
ячейки. 

Заменяя входящие в подынтегральные уравнения по­
токи W и плотность энергии излучения U на их сред­
ние значения, получим 

(rP^Wr.i+i.n-r'W^) (zn,x-zn) +{WMhn+i-WwUi) X 

X(rf+1
1-ry+«)/(p + l) + 

+ cUin J rMr J % dz= J ГР^Г j 4xcrr4dz. (ЗЛО) 

Подставляя в выражение (ЗЛО) значения потоков (3.7) и 
(3.8), получим окончательную пятиточечную разностную 
схему 
BinUiin-\ +KinUi-hn — CinUln -\-EinUiJt\tn + 

+VluUieH+l+Fin~0, (ЗЛ1) 
коэффициенты которой равны 

rp+i_rp+i ГР+\_ГР+\ 
D ri + l rt V

 Г* + 1 r i 
П / " ~ «я+1/2 f '" **+3/2 

(/?4-l)3 j xd* (^ + 1)3 | xrf<r 
*л-1/2 *л+1/2 

3 J x dr 3 \ x dr 

r i + i гл+1 
^ „ = 1 f /**• Г 4xoT4dz, 
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Полученная таким образом разностная схема (3.11) 
имеет второй порядок точности в классе гладких коэф­
фициентов х и правых частей 4ка!Г4, самосопряжена и 
монотонна [1621. 

В двумерном случае аналогично выражению (5.30) 
(гл. III) можно выписать разностную схему для потока, 
хорошо описывающую теплообмен между оптически 
толстыми горячими областями и оптически прозрачны­
ми холодными. 

Аналогично одномерному случаю перепишем разно­
стные выражения для потоков (3.7) и (3.8) в виде 

wnn~ 4 th [Зх|л (r l + 1 / 2-r,) /4] + th [Зх,_1р||<г |-г<_1/2)/4Г (3.13) 

w , _£ Ui.n-\—Uin 3 U v 
WM~ 4 th!3x i l l(z l l+I/2-ze)/4J + th[3)CfilI_1(z„-z^1/2)/4]- l ° e l * ' 

Интегрируя уравнение (3.1) по ячейке, так же, как это 
делалось при получении выражения (3.9), и заменяя 
потоки с помощью (3.13) и (3.14), вновь придем к пя­
титочечной разностной схеме, аппроксимирующей урав­
нения диффузии: 

BmUi.n-\ +/Г|Я£/<-1 ,п — CinUin -\-EinUi+itn -f 1Лл£//,л+1+ 
+Fln=0. (3.15) 

Коэффициенты этой разностной схемы равны 

Вш « (rltl - rf+«) {4 (р + 1) [th (щп (z„+1/2 - zn) 3/4) + 
+ th (*,,„_! (z„ - г я М / 2 ) 3/4)1}-», 

vin={rttl-rn{4p+vx 
X [th (Х|Я (*я+1 - * я + | / 2 ) 3/4) + 

,я+1 (̂ я+3/2 —Zn+1) 3/4)]}'1, 

# * = г? (гя+1 - г„) {4 [th (х,„ (г,+1/2 - г,) 3/4) + 
+th(x , - I ( „(r , -r ,_„ 2 )3 /4) ] } - \ 

(3.16) 
£ „ = rf+i (2„+l - 2„) {4 [th (х,д (г/+1 - г ж / ! ) 3/4) + 

+*Ь (^+1,п(г<+з/?-г |+г)3/4)]}-», 
ISO 



r / + i *n+i 

Cltt=Bln+Vtn+Kla+Eln+ j r'dr J xefz, 

rt+i zn\\ 
Fin=~ f r'tfr Г 4xoT4dz. 

rl zn 

Разностная схема (3.15) с коэффициентами (3.16) 
использовалась для расчета поля излучения при чис­
ленном моделировании разлета осесимметричного плаз­
менного факела [56]. 

2. Аппроксимация уравнений диффузии на неорто­
гональных сетках. Определение потока энергии излу­
чения. Использование для описания газодинамического 
движения координат Лагранжа приводит к появлению не 
ортогональных сеток. Аппроксимация члена div I ^ grad U\ 
в уравнении (3.4) на таких сетках в достаточной мере 
сложна. Отметим, что вопросы, связанные.с пространст­
венной аппроксимацией членов вида div (A, grad ф) на не­
ортогональных сетках, важны не только для задач 
динамики излучающего газа, но и для задач газовой 
динамики с теплопроводностью, в которых приходится 
рассматривать уравнение 

p J i l ^ d i v ^ r , p) grad Г ) - / ? div a. (3 17) 

Важным требованием, накладываемым на такую ап­
проксимацию, является не только удовлетворительная 
точность схемы в той или иной интегральной норме, но 
и получение с ее помощью разумных результатов в 
«критических» точках. Одной из таких экстремальных 
ситуаций, встречающихся при расчете задач РГД, яв­
ляется случай, когда происходит сильное изменение ко­
эффициента поглощения при одновременном значитель­
ном искривлении разностной сетки. 

С такой ситуацией часто приходится сталкиваться 
на фронтах ударных волн, когда резко меняется темпе­
ратура газа. При этом коэффициент поглощения испы­
тывает еще большие изменения. Например, для воздуха 
нормальной плотности коэффициент поглощения, осред-
ненный по Планку, уменьшается в четыреста раз при 
изменении температуры всего лишь от 12000 К до 
7000 К. 
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В настоящее время сформировалось два основных 
подхода к аппроксимации эллиптических уравнений на 
неортогональных сетках: интегро-интерполяционный и 
вариационно-разностный. Примеры применения этих 
подходов рассмотрены в работах [116, 146, 166, 170]. 

Вариационный подход обладает целым рядом досто­
инств. Так, полученные с его помощью разностные схе­
мы автоматически являются самосопряженными и поло­
жительно-определенными. Вместе с тем он обладает 
меньшей наглядностью, чем интегро-интерполяционный 
подход. Рассмотренный здесь способ построения раз­
ностной схемы использует интегро-интерполяционный 
подход, наглядность которого позволяет учесть некото­
рые из особенностей задач РГД. 

Рассмотрим наряду с исходной неортогональной сет­
кой (рис. 43, а) сетку ортогональную (рис. 43,6). Пред­
положим, что существует взаимно однозначное непре­
рывно-дифференцируемое отображение, переводящее 

ш 
*) 6) 

Рис. 43 
ортогональную сетку в неортогональную так, что при 
этом середины ортогональной сетки переходят в сере­
дины ребер сетки неортогональной. Кроме того, предпо­
ложим, что якобиан 9 этого преобразования всюду 
больше нуля. 

Воспользуемся формулами замены переменного 

(3.18) 

дг ""[ 0*о дг° ' дг° дг° I 
Здесь г, г —координаты неортогональной, г0, г0 — коор­
динаты ортогональной сеток. Предположим непрерыв-
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ность коэффициента поглощения х. Умножая левые и 
правые части равенства (3.18) на 1/х, получим связь 
между потоком на ортогональной и неортогональной 
сетках [2041: 

(ЗЛ9) 

Для определения потоков на неортогональной сетке 
воспользуемся формулой Грина. При этом, учитывая 

уравнение (3.2), получим 

-н ^ 
jJ *Wr.dS = —J- $ Udz. (3.20) 

Рис. 44. К определе­
нию потоков на орто­

гональной сетке 

Здесь С — контур, ограничивающий 
область S, заштрихованную двой­
ной штриховкой (рис. 44). 

Из уравнения (3.20) следует, 
что для определения потока WГо в 
точке а можно воспользоваться 
приближенным выражением 

WfQ (а) = - j $ Udz/ {J x dS. 
с s 

(3.21) 

В свою очередь поток W2o в точке а определим из выра­
жений 

H*W*9dS = %§ Udr, 

(3.22) 
WZo(a)=^§ Udr/^xdS. 

Здесь C\—контур, ограничивающий область Si, за­
штрихованную одинарной штриховкой (рис. 44). 

В случае разрыва коэффициента х вдоль ребра, про­
ходящего через точку а, поток WZo в отличие от пото­
ка Wro уже не является непрерывным и понимается 
В смысле второго равенства (3.22), 
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Чем же вызвано появление разных контуров С и Сх 
для определения потоков Wro и WZb в точке а? Пред­
положим, что для определения WZ9 выбран тот же кон­
тур С, что и для определения Wro. Тогда в интеграл 
ф Udr, участвующий в определении потока WZo, войдут 

только участки контура, параллельные оси г. Для на­
хождения интегралов по этим участкам необходимо 
знать значения функции U в точках пересечения конту­
ра с ребрами ячеек. Эти значения U можно получить 
лишь с помощью интерполяции по значениям плотности 
энергии излучения в центрах ячеек, в которых они опре­
делены. В случае равномерного шага и непрерывного 
х получим с точностью до О (Дг2): 

£Л.п+1/2=0,5(£/ь n+i + f/in). (3.23) 
Однако в случае разрывных коэффициентов исходного 
уравнения (3.4) производные U также претерпевают 
разрыв, и точность интерполяции (3.23) оказывается не­
достаточной. Особенно плохо такая интерполяция ра­
ботает, когда разрыв коэффициента поглощения проис­
ходит на границе холодной оптически непрозрачной 
ячейки и горячей ячейки сравнительно небольшой опти­
ческой толщины. С подобного рода ситуациями прихо­
дится сталкиваться в задачах РГД, например в 
тех случаях, когда ультрафиолетовое излучение, выхо­
дящее из горячей зоны, прогревает окружающие ее хо­
лодные слои [15, 87, 128Д. При этом типичный профиль 
U схематически может быть представлен на рис. 45. 
Быстрое изменение плотности энергии излучения проис­
ходит в узком слое вблизи границы ячеек. Если в данном 
случае определять Uu n+i/2 с помощью выражения (3.23), 
то погрешность такой аппроксимации будет 0(Uitn+\). 

При использовании контура С\ нет необходимости в 
интерполяциях для определения плотности энергии из­
лучения в угловых точках. Эти величины равны значе­
ниям сеточной функции U: Uiiix+i9 1/,-ь»+ь UUn-u 
Ui-un-i. Подобный подход к вычислению интегралов 
позволяет в значительной мере преодолеть рассмотрен­
ные трудности. _ 

С помощью выражений, аналогичных (3,21) —(3.22), 
можно вычислять потоки на ортогональных сетках и для 
ребер, параллельных оси г. При этом также исполь­
зуется система двух контуров для определения цотокоз 
Wt%(b)>Wr,{b), 
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ui %гЫ 

'V7 1 - ^ -

Рис. 45. Типичный про­
филь плотности энергии 
излучения при прогреве 
оптически толстых хо­

лодных слоев 

Рис. 46. Определение d\vW 
на неортогональной сетке 

3. Построение разностной схемы на неортогональ­
ной сетке. Чтобы окончательно выписать разностную 
схему для уравнения (3.4), рассмотрим ячейку неорто­
гональной сетки (рис. 46). Определим divW, а следова­
тельно и div ( у grad f / j , с помощью выражения 

' div WdS = <j> (W,dz - Wzdr), (3.24) ц-
здесь 5 —площадь ячейки, а С —контур, ограничи­
вающий ее. Полагая, что 

^diMWdS=6ivW\rSi 
S 

где /—некоторая точка внутри ячейки, получим 
div W - \6 (Wrdz - W/lr)] S-K (3.25) 

Подставляя при аппроксимации контурных интегралов, 
входящих в (3.25), значения потоков wn W2 в точках 
л, by g, d, рассчитанные с помощью выражений (ЗЛ9)? 
(3.21) —(3.22), получим выражение для разностной 
аппроксимации члена div (-=- grad u\. 

Окончательная разностная аппроксимация уравнения 
(3.4) примет следующий вид [59, 204]: 

+ V j + w i + ^ r O - (3-26) 
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Выпишем конкретные коэффициенты девятиточечной 
разностной схемы (3.37) для случая осевой симметрии. 
При построении схемы используем тот факт, что якоби­
ан преобразования является пределом отношения пло­
щадей при стремлении диаметра соответствующей обла­
сти к нулю. Это дает возможность применять в расчетах 
более простые формулы, содержащие лишь координаты 
неортогональной сетки. В приведенных ниже выраже­
ниях (3.27)—(3.35) используются следующие обозначе­
ния: Vin* — объем ячейки с учетом осевой симметрии, 
на рис. 47, а и б эта ячейка обведена жирной чертой; 

L 

1 /,/t*t \ 

шЁШ 
5) 

Рис. 47. К определению коэффициентов девятиточечной разностной 
схемы 

Sun и S2in — интегралы коэффициента поглощения х 
по площадям, заштрихованным двойной штриховкой со­
ответственно на рис. 47у а и б\ Sun* и S2in* — интегра­
лы коэффициента поглощения к по площадям, заштри­
хованным одинарной штриховкой на рис. 47, а и б. 
Итак, коэффициенты имеют следующий вид: 
Аш = —^тт^ ^ \\zin — З/.л+i) (Zi-i,n + 

W*m 'lin 

-\-Zi-i,n+l — Zl + l.n — Zl+l,n+l) + 
+ ( г М + 1 ~ Г|Я)(Гл-1,л+Г|+1.л+1 — ri-\tn~ Г/«1 | Л+1)1+ 

4 ^ 7 * [(**+!.« ~ zln)(zl+Ln+l-\-Zi.n+\ — 

— Zl+l,n-l — Zttn-\) + ( Г | Я —Г/+1 | Я) (Г/,«_1 + Г / + 1 # Я _ ! — 
— г,+1.я+1 —rM+1)J}f (3.27) 
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+ Zl+l,n-\ — %i+1,л+1 — %l ,л-ц) + 
~\-(rin — ri+l,n) (Г / +1 | Я +1 + Г / , « + 1 — r i ,«^i— r/+i>rt^l)l + 

H ^* K^i+M+l — 2 ж , л Д 2 / я + 2 / , л + 1 — 

— 2/+2.Я — ^/-b2,«4-l) Ч~(г/+1»« — П + М-н)(г/+2,я+''/+21л-+1 — 
- Г / я - г / > я + 1 ) 1 } , (3.28) 

Bin — ^*л 'Ь^/я — 
2л «„* с К ^ - ^ + ь ^ + ^ - ы . л - г ^ ] , (3.29) 

4^*л I sUn 

+ 2/+1,л+1 — 2Г/—l.rt — Zt-\,n+\)-\-
+ (Г/,л+1 — г ^ ) ( П - 1 , л + Г / _ 1 , л + 1 — r / + 1 ( r t — Г ^ ь л + О Ц -

, (^/,л-М + г7+1,я+1) r/_ ., \ , „ i 
62M+1 

+ 2/^+2 — îrt — £ ж . я ) + ( г * + М + 1 — r M + 0 ( r i « + r H - 1 . « — 

— Г^1,л+2 — Г/,й+2)]}» (3.30) 

+(^/> л +1-^л)2]> (3-31) 

V 2 j l Kr'-H*/H-l + r*+l,n) f /„ ^ w 

*°vin \ Ь\1п 

X (2/+2,л-Ьг«+2,л+1 — Zin — Zltn+i) -Кг*+1.я — Г/+1,л+1) X 

X (Ол + П.Я+1 — П+2,л — ri+2,«+l)J H - ; X 
^2/,л+1 

+ (П+1,я+1— /"/,л+1)(Г£4-1,л+2+/'/,л+2 — Од — Г/+1,п)]}, (3.32) 

Р , _ _ / J . K 2л(г/+1>л-Ц + г/-Н1^)г^ ~ 42 t 
**/л — *-гя + Г /Я g T . » с Ц^/+1,л+1 — £i+l,лГ Т 

6 ^ л 5 Ь Ж , л 
+(rw,*-r i+1, r t+1)2b (3-33) 
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6VinS2l,n+\ 

2л f 
+ (/-,+,.„+,-r,,e+,J»l, (3.34) 

H ^ ~~ [(^л-1.л+1--2:|>ьл)24-

i / r r 421 i (r/.i+l+r<+1,*+l) v 

+ \r/+i.e—П+1.Л+1Л i о X 
X [ ( ^ . я ^ - г ж . я + О ^ + ^ + ь ^ - Г ! ^ , ^ ] ^ - ^ . (3.35) 

Последний член в выражении (3.35) связан с аппрокси­
мацией члена xU в уравнении (3.4). 

Как следует из самого способа построения, разност­
ная схема (3.26) является консервативной. Отметим, что 
на ортогональной сетке схема (3.26) перейдет в пятито­
чечную разностную схему (3.11). 

Замечание . Из выражения (3.21) следует, что 
поток Wr% на ортогональной сетке в точке а и поток 
WZb в точке b можно определить по формулам (3.7) 
и (3.8), если х кусочно-постоянна внутри ячейки. Для 
кусочно-постоянных х эти потоки можно определять 
также с помощью выражений (3.13) и (3.14), что поз­

воляет повысить точность 
вычислений для случая оп­
тически толстых ячеек. 

4. Точность аппроксима­
ции разностной схемы. Ис­
следование точности раз­
ностной схемы (3.26) про-

/ + '" ведем на примере модель-
Рис. 48. К определению точно- НОГо уравнения, рассматри-
сти разностной схемы на неор- ' г г г 

тогональной сетке ваемого в области II: 
- d i v ( | g r a d £ / ) = F . (3.36) 

Пусть шл—неортогональная сетка в II, J — вектор, 
соединяющий центры тяжести двух ячеек, с — вектор, 
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образованный ребром ячейки (рис. 48). Предположим, что 
|(/,с)|«(с,с), (3.37) 
\(1,с)\ « ( / , / ) • (3.38) 

Неравенства (3.37) и (3.38) выполняются, если угол 
между векторами / и с близок к я/2, т. е. сетка, на ко­
торой решается уравнение (3.36), слабо неортогональ­
на *). 

Рассматривая только сеточные функции, удовлетво­
ряющие граничному условию у\г =0, введем норму 

= 0 , 2 5 2 [ai>n+\i2(yi-\.n~ytn)2+ai+w,n(yi,n-i — yin)2 + 

+ai+i,n+\i2(yin — yi+un)2+ai+it2,n+\(yin~yi.n+\)2h (3-39) 
ai,n^i2^[(ritn+x-rin)2i-(zltn+l-zinn/(3SUn), (3.40) 
at+ut.n = [(rWtn-rinf TiZi+un-Ztn)*]l(352/л). (3.41) 

Справедливо следующее утверждение относительно 
точности разностной схемы (3.26) для уравнения (3.36), 
которое приведем без доказательства. 

Пусть существует взаимнооднозначное непрерывно-
дифференцируемое отображение с якобианом, бблыиим 
нуля, переводящее последовательность неортогональных 
сеток (Oh в области П при ft-H), где h — максимальная 
длина ребра ячейки, в последовательность ортогональ­
ных сеток G)AI в Пь Пусть также на последовательности 
сеток со/» выполняются неравенства (3.37) и (3.38), х — 
кусочно-непрерывная функция с конечным числом раз­
рывов, расположенных вдоль ребер сетки. 

Тогда в случае первой краевой задачи для погрешно­
сти u = U—у, где U — решение уравнения (3,36), имеет 
место следующая оценка: 

ъиК^=°м- <3-42> 
Таким образом, разностная схема (3.26) имеет пер­

вый порядок точности на неортогональных сетках [57]. 
Из других схем, с помощью которых возможна ап­

проксимация уравнений диффузии и теплопроводности 

*) Следует отметить, что слабая неортогональность сеток яв­
ляется вполне естественным, однако не всегда легко реализуемым 
требованием при расчете двумерных задач газовой динамики. 
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на неортогональных сетках, отметим схемы, рассмотрен­
ные в работах [59, 69, 182Q. 

Схемы, применяемые в работе [59], получены на ос­
нове интегро-интерполяционного подхода. Они, так же 
как и схемы, полученные с использованием вариацион­
ных принципов, являются самосопряженными и положи­
тельно-определенными. 

Схемы, используемые в работах [116, 182], написаны 
непосредственно для нахождения потоков энергии. 
Предполагается, что эти потоки №„ и Wx перпендику­
лярны сторонам ячейки и определены в их серединах. 
Соответствующие значения И7„ и W% находятся из реше­
ния системы двух уравнений вида 

+VlinWXiln+RiinWn.i-\.n+x +QtinWrii§^u (3.43) 

+ VriinWVn+Rvin^j+i.n-i + Q*nWl,i+l,n. (ЗЛ4) 

Шаблоны, на которых аппроксимируются системы урав­
нений (3.43) и (3.44), изображены на рис. 49, а и б. 

/, пч I *»/,*•; 

Рис. 49. а) Шаблон для разностного уравнения (3.43). б) Шаблон 
для разностного уравнения (3.44) 

Систему уравнений (3.43) и (3.44) удобно использо­
вать для расчета двумерных задач, в которых измене­
ние параметров по одному направлению значительно 
более сильное, чем по другому. Для таких «слабо неод­
номерных» задач использование потоковых уравнений 
позволяет резко сократить объем вычислений, необходи­
мых для решения уравнений диффузии и теплопровод­
ности. 
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§ 4. Методы решения систем сеточных уравнений, 
«а—{̂ -итерационный алгоритм 

Аппроксимация многогрупповых уравнений диффу­
зии излучения 

_dlv f ^ P L g r a d Uk) +*k[/*=4xk<jkT* (4.1) 
приводит к появлению пятиточечных 
BkinUki>n-\+KkinUkj-\,n — CkinUkin-\-EkinUktijritn-\r 

+ VkinUkitn+i+Fkin---=b (4.2) 
или девятиточечных (при использовании лагранжевой 
системы координат) 

+ DkinUkti-\in+i + Vkm ̂ л/.я-hi + YkinUk, f+i ,«+i + 
+ ^ м = 0 , A = l t . . . f ЛГ*. (4.3) 

разностных схем. 
Как правило, решение систем уравнений (4.2) —(4.3) 

значительно рациональнее проводить не с помощью 
прямых методов, а применяя те или иные итерационные 
алгоритмы. В последние годы был достигнут значитель­
ный прогресс в развитии итерационных методов реше­
ния сеточных уравнений. Здесь в первую очередь необ­
ходимо отметить предложенный А. А. Самарским попе­
ременно-треугольный метод (ПТМ) [163] и его дальней­
шие модификации [120, 168]. 

Однако итерационное решение систем разностных 
уравнений типа (4.2) или (4.3) все еще сталкивается со 
значительными трудностями. Эти трудности в значи­
тельной мере усугубляются тем, что коэффициенты раз­
ностных схем, аппроксимирующих уравнения диффузии 
излучения, могут сильно изменяться от одной простран­
ственной ячейки к другой, при переходе на последую­
щие временные шаги. Данный факт связан с сильной 
зависимостью групповых коэффициентов поглощения 
Xft от температуры и плотности газа. Резкое, а зачастую 
и трудно предсказуемое изменение коэффициентов раз­
ностных схем (4.2) и (4.3) делает крайне затруднитель­
ным получение какой-либо априорной информации. 

Заметим, что трудности, возникающие при решении 
системы многогрупповых уравнений диффузии (4.1) в 
задачах динамики излучающего газа, более значитель-
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йы, чем пойвляющйеся йри расчете двумерных Задач 
газовой динамики с теплопроводностью. В самом деле, 
при аппроксимации уравнения теплопроводности (3.17) 
на неортогональной сетке с помощью неявных схем так­
же возникает девятиточечная разностная схема: 

Ат1,Т'1_ия_1 + ВТ1пТ1гЯ_.1+1.т,пТ{+11в_1+. 
+KTtnTUn-Cr^T{n+ErinT{+l.a+DTtnTUn+l+ 

+VTtnTin+l + YTlnT{+Un+l + Frin=0. (4.4) 

Здесь F зависит как от других членов, входящих в урав­
нение теплопроводности, например от членов, выражаю­
щих работу сил сжатия, так и от значения температуры 
Р"1 на предыдущем шаге по времени. 

Однако решение одного уравнения (4.4) проще ре­
шения системы (4.3), состоящей из Nh уравнений. Кро­
ме того, при недостаточно быстрой сходимости итера­
ционных методов можно, уменьшая шаг по времени, 
увеличить коэффициент CTin, стоящий перед централь­
ным элементом 7\п разностной схемы. Это повышает 
скорость сходимости итераций при решении системы 
уравнений (4.4). Такой возможности нет для ускорения 
сходимости итерации при решении многогрупповой сис­
темы уравнений диффузии. 

Для решения разностных уравнений, возникающих 
при расчете двумерных задач РГД, автором применял­
ся «а—р>-итерационный алгоритм. Метод был предло­
жен в работе [2051 и использовался для решения дву­
мерных задач лучистого теплообмена и динамики 
излучающего газа (58—60,114,204], двумерных задач теп­
лопроводности [127] и переноса нейтронов [2]. Опишем 
этот алгоритм. 

1, Система «а—р»-уравнений. Рассмотрим вначале 
данный метод на примере пятиточечной разностной схе­
мы, заданной в прямоугольной области*): 

+ VlnUltn+l + Fln=0, \<i<Nif l<n<Nn. (4.5) 
Систему пятиточечных уравнений (4.5) дополним гра-

*) Рассматриваемые в этом параграфе вопросы не связаны с за­
висимостью коэффициента поглощения х от частоты фотона. Поэто­
му в дальнейшем индекс группы k во всех разностных выражениях 
будет опущен. 
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(4.6) 

ЙЙЧНЫМЙ уелобиймй 

Предположим, что решение исходной системы уравне­
ний (4.5) удовлетворяет соотношениям 

Uin=^ai,n+\Ul,n+l + Pi,n+1» fi 

Uin=yi,n-\Ultn-\ + Л.л-Ь 

где a, Y» °i Y« Р» ^» Р> Й—неизвестные пока коэффи-
циенты прогонки. 

Для нахождения системы уравнений, которой удовлет­
воряют прогоночные коэффициенты, проделаем следую­
щее. С помощью двух условий (4.8) перепишем уравне­
ние (4.5) в виде 

+EJJWtH +Fln +рв | я +dinVln=0- (4.9) 
Аналогично с помощью условий (4.7) получим 
BtnUi,n-i — (Cin — ainKin — yinEin) Uin + VinUitn+x + 

+ Ftn-4inKin+dinEln=0. (4.10) 
Схематически переход к уравнениям (4.9) —(4.10) изоб­
ражен на рис. 50, а к б. 

\кь 
л 
t i 

£*\ 1 *«-. 
\п 

- > 

в<> 

Е-Л 
' 

*) б) 
Рис. 50. Вывод уравнений для коэффициентов прогонки 

Уравнения (4.9) и (4.10) являются трехточечными 
уравнениями относительно значений сеточной функции 
t/<-bn, Uiny C/,+1, n и иип~и f/<n» Уьпц-и Для решения 
этих уравнений можно использовать формулы одномер-
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ной прогонки, которую проведем в четырех направлени­
ях: в сторону увеличения и уменьшения индекса i и в 
сторону увеличения и уменьшения индекса л. При этом 
получится система, состоящая из восьми уравнений^для 
определения прогоночных коэффициентов а, у, a, yt p, 
dy р, d: 

fy+\,n=Etnl(Cin~fynKin — ainBin — ylnVln), 
* —2, . . . ,ЛГ, — 1 , я = 2 , . . . , # „ — 1, а2д=-Ф2д; 

yi-\,n=Kinl{Cin~yinEln — alnBln~ylni Vm)> 
* —-*V« —1 2. л - 2 , . . . ,ЛГя-1. Y ^ - i , „ - ^ . ь . ; 

< 4 Л 1 > 

ait «+i = Vr
irt/(C;n — ainBln — ainKm — УшРш)* 

/ i = 2 , . . . , JV„— 1, * = 2, . . . , Nt — 1, а/2=Ф<2; 
Y,. я-i = 5 / д / (С1п — Yi*^te — OM^/II — УшЕт), 

n*=Nn — l, . . . , 2 , /==2, ...tNt — h 7i.ллл—l =Ф/,лгл—i; 

о &inKin 4- ftinBln 4* dlnVln + Fjn 
Р Ж , л— 7; П = £ = ГГ"' 

* « 2 f . . . f J V , - l , л « 2 , . . . , Л Г я - 1 , &, = &„; 
w djn^ln + &я#*я + dlnYin 4~ ^iff 
€ » < — i , л = —; = = — - ; — 7 

l>in—yinEin—ainPin—~VtnVin 
i=Ni— 1, . . . » 2 , л = 2 , . . . ,Af„ — 1 , rftf . - 1 , я = 6л^-1.»; 

(4.12) 

/ » л + 1 = ^ — : Г " ~ Б — i - ; ? тт% 

^in—a>in&ln—&ini\in—yin^irt 
л = - 2 , . . , , Л Г в — 1 , i = 2, — f 7V4 — 1, Pi2=^£2; 

^ __ dinVin 4- $inKjn 4- djnEin Л- Fin 
Cm—Yii^i/j—UinKin—УщЕщ 

tl*=Na—U . . - , 2 , / = 2 , . . . f W | — 1 . rfi. ллл—1 = Е«, лгя—i-

Таким образом, вместо исходного уравнения (4.5) 
относительно сеточной функции U получена новая си­
стема (4.11) — (4.12), состоящая из восьми уравнений. 
Определив пару значений прогоночных коэффициентов 
из решения системы (4.11) —(4.12), легко найти решение 
уравнения (4.5). Например, вычислив прогоночные коэф-
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фициенты а и р е помощью граничного условия (4.6) 
и (4.8), определим сеточную функцию U\ 

Uin*=*o.it n\-\Ui>/i+i +ft,гн-b 

n=Nn~ 1, . , . , 2 , * = 2 ЛГ, —1. 
Значения функции f/ при 1=1 и t=Aff легко можно оп­
ределить после выполнения процедуры (4.13) с помо­
щью граничных условий (4.6) или (4.7). 

2. Решение системы «а—р»-уравнений. Рассмотрим 
один из возможных способов решения новой системы 
уравнений (4.11) — (4.12). 

Нелинейная система <«х»-уравнений (4.11) автономна. 
Ее решение не зависит от значений коэффициентов р, d% 
р, d. Для нахождения значений коэффициентов а, у. <*» 
у воспользуемся следующим итерационным процессом: 

* - 2 , . . . , Л Г , - 1 , og+D-Фа,; 
(4.14) 

'—ЛГ, —1 2t у # Д „ = Ч - ь * ; 

(4Л5) 

* = 2 , . . . , Л Г , - 1 , &=NU-1,...,2, Y i ^ - i - V i ^ ^ i t 
здесь 5 —номер итерации. 

После окончания «а»-итерационного процесса (4.14) — 
(4.15) можно приступить к нахождению коэффициентов р, 
d, p, #• Система уравнений (4.12) при известных коэф­
фициентах a, Y> a» Y является линейной относительно р, 
d, p, d. Для решения этой системы уравнений рассмот­
рим «(̂ -итерационный процесс: 
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Рж.л = 
Pfc+I)*« +W„+J)Bin + d\s

a
)V,n + Fin 

Сш—УтЩп—а-тВщ — yinVm 

i=Nl-\,...,2, Nl-\.n = \Ni-\.. 

(4.16) 

Pi, л+l — ^—r . 

t=2, . . . ,# , -1 , $2+,)=Ь, и=2 ЛГ„; 

ff'£?, У"")Vln + №t)Kt*+а'"+1)Е'п + /?<д, (4Л7) 

Cin—yinVtn—ainKtn—VinEin 
= 2, . . . , Л Г , - 1 , л = Л Г я - 1 , . . . , 2 , З е д - 1 = 6 | . л г д - 1 -

Аналогичным образом итерационный процесс может 
быть построен и для области, состоящей из произ­

вольного числа прямо-
yf-N„ угольников. Для этого 

в выражениях (4.14) — 
(4.17) достаточно 

,. N учесть изменения гра-
1 1 ницы области. 

Так, например, для 
области Пь изображен­
ной на рис. 51, в ите­
рационных формулах 
при 2^.n^Nl

n индекс 
i меняется в пределах 
2^i^N} — 1, а при 

Nn < и индекс I меняется в пределах 2^i^Ni—l. 
Наряду с итерационным процессом (4.14) —(4.17) рас 

смотрим близкий к нему, хотя и несколько более гро 
моздкий алгоритм: 

п< 

1 I 1 1 I 1 1 1 1 1/7 

1 1 1 I I I ' 

М М М I* L 1 I I 1 * 1 1 1 1 1 W 
Рис 51 
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YOT ~*«/(C te - Y&+"2>£/,, - ZfrWB* - YJ*„>KJe),(4.18) 
/-ЛГ,-1,. . . ,2, ^ЭД^ФАГ,-! .! , ; 

iftSf» = ^ „ / ( С , я - а^ + , / 2 Ч в - a f c™** - Yi;+1/2)^in), 
* = 2 , . . . , Л Г , - 1 , £g+ I / 2 , = « P № » - 2 N„; 

a / + l , n = * :
/ n / ( C . j n — 0 / „ A | „ —Oj« Dln — yin '^Уtnh 

Т Ж - ^ / ^ ! . - * 1 ^ ! . - ^ 1 ^ , . - ^ " ^ , (4.19) 
1=лг»-1,..., 2, Y1?J" Я=Ч-'-«; 

Y/.n-l==-о/я/(<-//»—Y«n I'll» — a^n Л , „ — Yin £,„)» 

*=2, . . . ,ЛГ,-1, уЭД-1-Ф|.лгя-ь »==#.-1, . . . ,2; 

Сщ—&lnKin—&lnBin — yinVin 
i=2,...,Nt-\, &+'/»>-&,; 

.(,+,/2) 4?1тВ№ + Ь)р™В,я + 71}$Уь, + Ги 
dt-i.n = — ^--f » (4-^u) 

Wn—fintiln—&int>in—tlnVln 

t=Nt-l 2, ^де=и{-1,„; 

С;л—CLinBin—ainKin—yin^in 

i = 2 , . . . , W , - 1 , p<|+"2) = llv a=2, . . . , 7V„; 

,(,+« Pfc+,)**« +2Й+,)К,Я +-^+,'2>B,„ + Fln 

С/л—ъщКт—&inBin—УтУ in 
i=2, . . . ,лг , -1 , р£+"-ь«; 

ai-i,n = — = — - — = — 1 v*»^i) 
Wij—YinCjn—ЛщВщ—УШУЩ 

i=Nt-1, .... 2, «rffJ^-fy-i..; 
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й/?лгл-1==Е/,лгл~ь £—2, . . . i ^ - l , 

n=Nn—\% . . . , 2 . 

Итерационный процесс (4Л8) —(4.21) сходится не­
сколько быстрее, чем итерационный процесс (4.14) — 
(4.17). Алгоритм (4.18) —(4.21) являлся основным ал­
горитмом, используемым в работах (58, 59, 204] для ре­
шения систем сеточных уравнений, возникающих при 
аппроксимации многогрупповых уравнений диффузии. 

3. Скорость сходимости «а—[^-итерационного про­
цесса. Доказательство сходимости «а—р»-итерационно-
го процесса ввиду его нелинейного характера затрудне­
но. Однако сравнительно легко можно доказать сходи­
мость (без получения конкретных оценок для скорости 
сходимости) «<х»-итерационного процесса (4.14) — (4.15) 
или (4.18) —(4.19). 

Наложим естественные ограничения на коэффици­
енты и граничные условия разностной схемы (4.5): 

Bin +Kin +Ein +Vin < С,я, (4.22) 
Ф * < 1 . % _ ь * < 1 ' <Р«<1. %.„я-г<1- (4-23) 

Предположим, что начальное значение у/л выбрано 
в виде 

Yff-O- (4-24) 
Имеет место утверждение: 

При выполнении условий (4.22)—(4.24) т»-итера­
ционный процесс сходится. 

В самом деле, из начального условия (4.24), гранич­
ных условий (4.23) и условия монотонности разностной 
схемы (4.22) следует, что все значения коэффициентов 
а!л\ Уш\ a{«\ уУп меньше единицы, т. е. последова­
тельности а^>, Y(5>» <*(*\ У 5 ) ограничены сверху. 

С другой стороны, из (4.14) —(4.15) и (4.18) —(4.19) 
видно, что при начальном значении у^™^ последова­
тельности а<*>, y(s\ a u ) , y i s ) являются неубывающими. 
Из этого факта и из ограниченности последователь­
ностей следует сходимость «<х»-итерационного процесса. 

Доказательство сходимости «(^-итерационного про­
цесса (4.16)—(4.17) и (4.20)—(4.21), несмотря на его 
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линейный характер, сопряжено с большими трудностя­
ми. Это связано с тем, что знаменатели соответствую­
щих формул могут быть получены только после реше­
ния системы ««^-уравнений (4.11). Следует отметить, 
что в работах [94, 119] была доказана сходимость «р»-
итерационного процесса (без получения оценок для ско­
рости сходимости). Результаты этих работ можно ис­
пользовать для обоснования корректности метода. 
Однако основная тяжесть в выявлении скорости сходи­
мости метода и в сопоставлении его с другими алгорит­
мами ложится на вычислительный эксперимент. 

Первые расчеты, проведенные в 1974 г., показали 
высокую скорость сходимости «<х»-итерационного про­
цесса. Погрешность 

8<*> = т а х |(<х$ — «Й~ , ,УаЙ~1)1 (4'25) 
i ,П 

убывала приблизительно в 100 раз от итерации к итера­
ции. Такая же высокая скорость сходимости «а»-итера-
ции отмечалась во всех следующих расчетах [2, 59, 60, 
114, 127, 205]. Практически во всех решаемых задачах 
для достижения нужной точности необходимо было про­
вести всего две-четыре «а»-итерации. 

Скорость сходимости «р»-итераций меньше. Именно 
она и определяет в конечном итоге скорость сходимости 
всего «а—р»-процесса. Однако в целом, как показыва­
ют проведенные расчеты, скорость сходимости «р»-ите-
раций является в достаточной степени высокой. 

В качестве примера рассмотрим разностную задачу 
2 

2 (Oe (*i. х2) у - ) х = — Ф (хх> х2), у\т=09 (4.26) 

определенную на равномерной сетке hx=^h2=h = \/N 
в единичном квадрате. Коэффициенты а{(хи х2) и 
02 (*\> х2) выберем следующим образом: 

ai(xi.x2)^l+c\{xl-09S)* + (x2-0t5)*[* 
02(хх, х*> = 1 + с1°' 5-(л1-0,5)2-(JC2-0,5)*b ( ' 

где с — константа. 
Правая часть <р подбирается из условия, чтобы 

функция у=(1—Х\)х\(1—х2)х2 была точным решением 
разностной задачи (4.26)—(4.27). Начальные условия 
для всех рассматриваемых итерационных процессов за­
давались в виде */(0) = 0. Данная задача явилась одной 
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из тестовых задач, на примере которой в книге А. А. Са­
марского и Е. С. Николаева [168] сравнивались раз­
личные итерационные методы. 

При решении задач динамики излучающего газа 
часто приходится сталкиваться с ситуацией, когда коэф­
фициенты разностных схем (4.2) и (4.3) сильно изме­
няются в рассматриваемой области. В этих условиях 
многие итерационные методы ухудшают свою скорость 
сходимости. Поэтому тестовые расчеты проводились при 
целом ряде значений параметра а>—cg/ci, где с2 — мак­
симальное значение коэффициентов (4.27), а с\ — их 
минимальное значение. Такое изменение параметра со 
достигалось варьированием константы с в выражении 
(4.27). 

В табл. 2 и 3 представлены данные по числу итера­
ций, необходимых для достижения точности е=10~\ с 
использованием метода наискорейшего спуска (табл. 2) 

Та б л ица 2 

Число итераций, необходимых для достижения 
точности е =* 10-* методом наискорейшего спуска 

cxfct 

N=32 
N~64 

2 

297 
1326 

8 

481 
1966 

32 

694 
2714 

128 

945 
3585 

512 

1223 
4616 

и метода минимальных невязок (табл. 3). Здесь е опре­
деляется с помощью выражения е=(Л2, z), где А —раз­
ностный оператор (4.26), z — погрешность итерацион­
ного решения уравнения (4.26). 

Тиа б л и ц а 3 

Число итераций, необходимых для Достижения 
точности б=10"4 методом минимальных невязок 

Сг\С\ 

N=32 
ЛГ=64 

2 

361 
1458 

8 

517 
2029 

32 ; 

1 724 
2764 

128 

972 
3630 

512 

1250 
4654 
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В табл. 4 представлены данные по числу «{^-итера­
ций, необходимых для достижения той же точности при 
решении задачи (4.26)—(4.27). Число «а»-итераций бы-

Та б лица 4 
Число <ф»-итераций, необходимых для достижения 

точности в-Ю-4 

CtfCi 

ЛГ=32 
//=64 

2 

16 
59 

8 

16 
59 

32 

18 
63 

128 

21 
76 

512 

27 
94 

ло крайне незначительным и во всех случаях не превы­
шало трех. Здесь N — число узлов разностной сетки по 
каждому направлению. 

Из сопоставления приведенных данных видно, что 
«а—р»-итерационный метод дает существенный выиг­
рыш в скорости сходимости ho сравнению с методом 
сопряженных градиентов и методом минимальных не-
вйзок*). Отметим, что «а—р»-итерационный алгоритм 
не требует знания априорной информации о спектре 
разностного оператора, в качестве условия его приме­
нимости не закладывается жестко требование обяза­
тельной самосопряженности разностной схемы. Кроме 
того, как видно из табл. 4, скорость сходимости ^ - и т е ­
рационного процесса весьма слабо зависит от отноше­

ния с2/с\. Скорость сходимости «р»*итераций асимпто­
тически уменьшается пропорционально \/N2 с ростом 
числа узлов разностной сетки. 

В табл. 5 и 6 приведены данные [120, 1681 по скоро­
сти сходимости тестовой задачи (4.26)—(4.27) соответ­
ственно для метода верхней релаксации и обобщенного 
попеременно-треугольного метода (ОПТМ). 

Сопоставление результатов расчетов показывает, что 
«а—р»-итерационный алгоритм, несмотря на то, что он 
имеет худшую асимптотическую скорость сходимости, 
вполне конкурентоспособен с методом верхней релакса-

*) При сопоставлении методов необходимо принимать во вни­
мание число арифметических операций, идущих на одну итерацию. 
Так, например, на одну «ср>-итерацию идет в 1,8 раза больше 
действий, чем на одну итерацию для метода наискорейшего 
спуска> 
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Т а б л и ц а 5 

Число итераций, необходимых для достижения 
точности в =* Ю-4 методом верхней релаксации 

с оптимальным значением параметра релаксации 

CtlCx 

N=32 
/ / - 6 4 

2 ' 

! 65 
129 

8 

1 81 
164 

32 

95 
192 

128 

96 
193 

512 

98 
195 

Т а б лица 6 

Число итераций, необходимых для достижения 
точности е = Ю-4 для обобщенного попеременно-треугольного 

метода 

CtfCt 

/ / - 3 2 
/ / - 6 4 

2 

18 
26 

8 

21 
30 

32 

23 
34 

128 

24 
36 

512 

24 
36 

ции на сетках порядка 50X50 и меньше. По сравнению 
с обобщенным попеременно-треугольным методом он да­
ет несколько худшую скорость сходимости*). Следует 
отметить, что для эффективного применения методов 
верхней релаксации и ОПТМ, в отличие от «а—^-ал­
горитма, требуется знание априорной информации о 
спектре разностного оператора или умение определять 
его границы. Результаты табл. 5 и 6 получены с учетом 
наличия этой информации. 

З а м е ч а н и е 1. Используемый вариант (4.14)— 
(4.17) «а—{^-итерационного метода по сути дела яв­
ляется одним из простейших алгоритмов решения сис­
темы уравнений (4.11)—(4.12). Этот вариант непосред­
ственно использовался при решении задач динамики из­
лучающего газа. Однако новая система уравнений 
(4.11)—(4.12) допускает и другие подходы к ее реше­
нию» 

*) При сопоставлении данных табл. 4 с данными, приведенными 
в табл. 5 и б, необходимо помнить, что на одну «р»-итерацию тра­
тится приблизительно в 3,6 раза больше действий, чем в методе 
верхней релаксации, и в 1,8 раза больше действий, чем в поперемен­
но-треугольном методе. 
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Так, в работе [206] было рассмотрено применение 
метода верхней релаксации к решению системы 
«Р»-уравнений (4.12). Расчеты модельной задачи 
(4.26)—(4.27), проведенные с помощью этого метода, по­
казали существенное увеличение скорости сходимости 
по сравнению с данными, приведенными в табл. 4. Кро­
ме того, асимптотическая скорость сходимости стала 
уменьшаться с ростом числа точек пропорционально IfN, 
а не 1/N2, как для итерационного процесса (4.14) — 
(4.17). К сожалению, при таком подходе, так же как и 
при решении исходной системы уравнений (4.26) мето­
дом верхней релаксации (данные табл. 5), возникает 
проблема автоматического выбора оптимального пара­
метра релаксации. 

Из других модификаций алгоритма следует указать 
на предложенный В. Я. Гольдиным и А. В. Колпаковым 
вариант «а— |3»-процесса [80], использующий в качестве 
своей основы одномерные формулы потоковой прогонки. 

З а м е ч а н и е 2. Следует отметить, что «а—р»-ите-
рационный алгоритм, как и другие методы решения 
системы сеточных уравнений (4.2), аппроксимирующих 
уравнения диффузии (4.1), уменьшает скорость сходимо­
сти с ростом длины свободного пробега /. Этот факт 
необходимо учитывать при решении задач РГД. 

4. Применение «а—(^-итерационного алгоритма для 
решения систем девятиточечных уравнений. При аппрок­
симации уравнений диффузии и теплопроводности на не­
ортогональных связанных с лагранжевым описанием 
газодинамического движения четырехугольных сетках 
возникают девятиточечные разностные схемы вида 

^я^/-1,я-1+^я^*-1.я+£/я^/+1,я-1+^/я*Л--1,л"~ 
-ClnUin+EinUl+hn+DlnUl_lin+l+VlnUt,Tt+l + 

с граничными условиями (4.6), соответствующими зада­
нию производной в направлении, перпендикулярном 
границе области. Случай применения «а—р»-алгоритма 
для решения девятиточечных схем, когда производные 
на границе заданы не обязательно в перпендикулярном 
направлении, будет рассмотрен в § 5. 

Приведем формулы «а—(^-итерационного алгоритма, 
применяемые в программном комплексе решения дву­
мерных задач динамики излучающего газа [59, 204] 
для расчета девятиточечных разностных схем. 
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С помощью условий (4.8) Преобразуем уравнение 
(4.28) к виду 

(К1п -f а,_1.пЛ,в + Vi_i.*Dje) Vi-\.n— 
- (Cln - alnBln - ylnV,n) Uin -f 

+ (^|Я+Р/-1.-Лщ+2<-|.яО |.+ 
+М^+^„,+р|+1.Л,,+А+|.«К|.)-0. (4.29) 

Аналогично с помощью условий (4.7) получим 

- (Cta - а/#АГы - Vie^m) ^ m + 
+(V r te+Oi. ,n- i^i i i+Yi . i i+i i r je) d . iH- i - f 

+Р/я^' /я+^П^п+Р/ .я+1Ал+^.я+1^в)=^-
(4.30) 

Схематически этот переход к уравнениям (4.29) — (4.30) 
изображен на рис. 52, а и б. 

4> 

*4"i 

"/„ 

Ч* \» 

e 4»i 

•Ч» 

" *" -

fy" 

^' /Л 

Jfl,n 

-Jlfl 

-J* 

% 

Ei" 

i/.* 

«) 6) 

Рис. 52. Вывод «a—р»-уравнений для девятиточечной схемы 

Уравнения (4.29) — (4.30) являются трехточечными 
относительно значений сеточной функции £//_i,rt» £Л«* 
Ui+\tn и Uttn-u Urn* Ui.n+\- Так же как и для пяти­
точечной схемы (4.5), с помощью формул одномерной 
прогонки из уравнений (4.29) —(4.30) можно получить 
систему из восьми уравнений для нахождения коэффи­
циентов a, у, <*, Y» P» dt р, 5. Для решения этой 
системы уравнений применим итерационный процесс, 
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аналогичный (4.18)—(4.21): 

тй!?,-(^.+«И!?)л*.+й|.-0'-)[с'--5^,тд*-

t - ^ - l 2, Ytf£{?J«4V,.,rf 

/ = 2 JV, —1, оЛ+^-Фд, 
й==2, . . . , iV„ —1; 

- vi^Vb.-e^" (/с/в + е т л и +та/>1.)г\ 
/=2 , . . . ,ЛГ,~1, а&н^Ф*; 

-~Yi«+,Vin-Y^+,) (Е1п+а№$%п+~у\ЖУ,п)Г, (4.32) 
i=Nt — 1,. . . . 2, улг,-1.я=Флг,-1.«; 

Y » = (** + « ^ 4 » + Y № J [С, -oft*"*, . -
-4%+1%n-y\sn+l) iVln +а?1Ж +y\'t№ln)]'\ 

n—Nn—1,..., 2. 

Как показали проведенные расчеты двумерных задач 
динамики излучающего газа, «Co-итерационный про­
цесс (4.31) — (4.32), так же как аналогичный итерацион­
ный процесс (4.18)—(4.19) для пятиточечной разностной 
схемы, сходится исключительно быстро. 



После определения коэффициентов а, у, а, Y присту­
пим к нахождению прогоночных коэффициентов р, d> ]}, d: 
PK№ = (Ф^яР(/я+1/2) +МУп

+^)1УаЫ, Й+ , /» - & , , (4.33) 
м№т =dWnDln +3liV,. +S!'i 1,-r,- +Ptt!n

2M,„+ 
+?ft+l /2 ,B t t + pffi!£X +Fln, (4.34) 

Фв(/.=АГ
<Я +a,-i,„>l/n + Y/-i./iAn» (4-35) 

^а<я = С,л—а,яВ/я — й Л —а<„Фа,я, (4.36) 
*=2, . . . , W , - 1 , я = 2 ЛГ.-1; 
d\L\T = (Ф у^я+ , / 2 ) +МЙ»'2>)/VY,„ 
j (*+l /2 ) E ( 4 ' 3 7 ) 

Фу<я=£м+а,+1.«£/п + У ж Л , (4.38) 
Ч\/я = C,„ - alnBln - Yi„ V,, - yln%m, (4.39) 

/ = Л Г , - 1 , . . . , 2 , ft=2 Nn-l; 

Рг.я+l = ( U J o i / iP" 1 + P " » А / в + в < я £ / r t + 

+ р е т л,.+<*&№,.+pi:«+iD/n+ 
+^:«+ .^я+Лл)¥~/я , fti+w-g,* (4.40) 

Фа/я=^я+°'.«-1Л/я+^.»-^я» (4.41) 
T u „=С,. - a,„tf ,„ - Y/n£<« - о,пФ~.я, (4.42) 
i=2 Nt-\, n=2,...,N„-l; 

№&M<biJ№l)+Ml?l))tVulm р1я+,, = ^, (4.43) 

+ Р Й ^ + ~ Р 1 Я + , / 2 ) В , Я + Й Д : ^ , . + ^ « , (4.44) 
i=2 N, — l, n = N„-\,...,2\ 

dWl^ytndl^+M^/Vyin, <+-1U=U<-itn(4.45) 
ВД1 = Kl„^+,) +Pfttf A. + dftSJr,. +pft+%„ + 

+^ + , ) f , .+ PIW4.+rfi!№,. +Fln] Тг/я, (4.46) 
» / , Л Г Л ^ 1 = 6 1 , Л Г | | - 1 | 

®fi«-V F
i e +o l f l l + iD l l l +Yi i -H- i^ i - . (4-47) 
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/ = Л Г , - 1 , . . . , 2 , л^ЛГд—lf . . . f 2. 
Отметим, что коэффициенты Фа^, Фу*л, Ф~,я, Ф~/л, ЧГа/я, 
Яг

у1п, ^FjMi ^ / л при итерациях не пересчитываются и 
могут быть определены сразу после окончания «сопро­
цесса. 

После нахождения прогоночных коэффициентов ре­
шение исходной системы уравнений (4.28) может быть 
определено, например, с помощью выражения (4.13). 

Обратим внимание на одну особенность, связанную 
с вычислением прогоночных коэффициентов девятиточеч­
ной схемы (4.28) вблизи границы. В этом случае, напри­
мер, для вычисления коэффициентов ад^-ьл и |̂ Ц-1,л не­
обходимо знать значения коэффициентов а^.пу (Ц„, 
Уыкп% dNim которые нельзя определить ввиду отсутствия 
соответствующих уравнений. С другой стороны, если 
коэффициенты L и У разностной схемы (4.28) вблизи 
границы обращаются в нуль, то знание коэффициентов 
сГ^я, {Цл, укр* dN{n уже не является необходимым для 
решения. 

Трансформируем девятиточечную разностную схему 
(4.28) так, чтобы коэффициенты L и Y вблизи правой 

^границы обратились в нуль. Воспользовавшись гранич­
ным условием 

^л^л=Флг/-1,л£/лг/-1,л + £л̂ -1,л» 
перепишем разностное уравнение (4.28) при i=Ni — 1 в 
следующем виде: 

— Сл^-^л^/л^-Л.Л Ч~£л^-1,л£Л^л + Avj-Lrtf/AT^./i+l + 

+V*i-i,nLrNi-un+i+FNrUn=09 (4.49) 
где 

В^~Ьл=-блг / -1 < л+ ( Рлг / -1 .л-1^-1 ,Л1 (4.50) 

К^-1,л=г^лг<-1,л+Флг /-1,л+1К// /^Ьл» (4-51) 

^^-ья—^л+^лг^.я-Лу^.я+ёлг^.я+хК^^.л. (4.52) 
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Аналогичным образом разностная схема может быть 
видоизменена вблизи других границ области, что позво­
ляет применить «а—р»-итерационный алгоритм для ре­
шения девятиточечных систем уравнений. Отметим, что 
такие системы возникают не только при аппроксима­
ции уравнений диффузии и теплопроводности на орто­
гональных сетках, но и при аппроксимации на ортого­
нальных сетках эллиптических уравнений со смешан­
ными производными [162] 

5. Решение системы векторных уравнений. В рабо­
те [123] было рассмотрено применение «а—р»-итера-
ционного алгоритма для решения систем векторных 
уравнений. Следуя этой работе, рассмотрим систему 
AinXi~i,n^~BinXi,n--\-\-LinXi+i,Tt-\-{-KinXi-.\tn--CinXin + 

+EinXt+\,n -\-DlnXi-\,n+\ + V inXi,n+\ + |̂я^1+1,и+1 + 
+ F „ - 0 . (4.54) 

Здесь Xin — вектор, состоящий из двух компонент Х1п = 
~{х\п* х\п) и являющейся искомым решением системы 
сеточных уравнений; Аш Bln, Lln> Кш Сш Е/л, Vш 
Yin% Dln~матрицы второго порядка; Fln = (Т7!*. F2

in) — 
известный вектор. 

Предположим, что решение исходной системы урав­
нений (4.54) таково, что существуют oirt, ylnf ainj yln — 
матрицы второго порядка и рм, dln> р/л, din —векторы, 
с помощью которых выполнены условия 

У м У А-Н ( 4 # 5 5 ) 

Xin=a>i,n+iXit7t+i~\-$i,n+u fi 
(4.56) 

Хщ = у* ,n-\Xt, л-1 + di, я _1. 
Используя условия (4.55) и (4.56), аналогично системе 

«а —р»-уравнений (4*11) — (4.12), получим 
«/+1, я — {С щ — Kinaln)'lEin, (4.57) 
Ы\.п = {С1п-К1п*1пУ1 (К+#ш*ш)- (4-58) 

В уравнениях (4.57) — (4,58) использовались обозначения: 
С in - Cln - В1пЩп - У1лъа% (4.59) 
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k^Kin + A^a^n+D^i-un* (4.60) 

Вт ̂ Ещ +Linat+i,n + r l n u + i l B , (4-61) 
Fin — Fin +Bm$in + Vindm + -А/яр/_1,я +Dlndi-\,n + 

+ Lin$i+i,n+Vindi+Ln. (4.62) 

Остальные уравнения для определения матриц у, а, у и 
векторов d, p, d получаются аналогичным образом и 
будут здесь опущены. Для решения соответствующей 
системы уравнений можно применить итерационный про­
цесс, аналогичный ранее рассмотренному (4.33) — (4.48). 

Естественно, что данный подход может быть приме­
нен и для решения систем векторных уравнений, раз­
мерность которых больше, чем два. Однако необходи­
мо помнить, что с ростом размерности вектора X рез­
ко возрастает объем вычислений для нахождения об­
ратных матриц, входящих в выражения (4.57) — (4.58). 

Описанный выше способ решения систем векторных 
уравнений (4.54) был применен для расчета двумерных 
уравнений Навье — Стокса, записанных в переменных 
функция тока, вихрь [123, 124]. Подобный алгоритм 
также может быть использован для решения некоторых 
задач нейтронной физики и двумерных задач газовой 
динамики с одновременным наличием ионной и элект­
ронной теплопроводности. 

6. Некоторые возможности использования безытера­
ционных способов решения. Решение разностного урав­
нения (4.5) на каждом шаге по времени может сущест­
венно увеличить машинное время, необходимое для рас­
чета всей задачи динамики излучающего газа. Было бы 
неплохо, решая уравнение (4,5) сравнительно редко, на 
большинстве шагов по времени находить плотность 
энергии излучения U (естественно, с достаточной сте­
пенью точности) с помощью сравнительно простых 
уравнений. Полученная система «а—р»-уравнений 
позволяет построить такой алгоритм. 

Решим на /-м временном шаге с помощью «а—р»* 
итераций или какого-нибудь другого метода уравнение 
(4.5), определим £/,*Л и отношение 

Hn-uUiW*- (4-63) 
В течение последующих JV2 шагов по времени будем 
считать отношение (4.63) неизменным (замороженным). 
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Для решения системы «а—р»-уравнений (4.11) —(4.12) 
прямым методом достаточно знать значения прогоночных 
коэффициентов у и d. 

Во второе из соотношений (4.8) 

вместо rf/.rt-i подставим нуль, а вместо у*.л-1 — значение 
отношения li,n-\- Это дает возможность на последующих 
после у-го шага N2 слоях по времени ( / ' = / + 1 , . . . 
. , . , j-\-N2) определять остальные прогоночные коэффи­
циенты с помощью безытерационных формул: 

ai+ J . , ,-=- Еш- — - , Оа.-Ф»,; (4.64) 

P $lnKjn + $lnBtn + Fin о * (A дсч 

Ь In — «irtAlrt—«irtOirt — hnV in 
/ = 2 , . . . , 7 V , - 1 , / t = 2 , . . . , ЛГЛ — 1 ; • 

Y __ ^ i« 
С/л— Yin^in—ttinBin — ImVin 

Унг\,п=Чыг\,п\ (4.66; 

" 1 - 1 , л " — 
С in—YtnEln — <*inBin—hnVln 

dNr\,n = %Nr\.ni (4 -67) 

i—iV| —1 2, a = 2 , . . . f JV„-1; 

a,.*+i = - - д
 У м

 у —, ai2=<P/2; (4.68) 
Lin—a.ln°in—а/лЛ/л—yin^in 

P $ln&in + PinKm 4- djnEin + Fin 5 t /A ficn 
* ,7!+l=7 = Г —» Pi2—Si2» V*.TOJ 

С/я — ObtnBln—а^лЛ/л—ym^ln 
i = 2 Ng—h / t = 2 TV*— 1; 

U ln = &l>n+\U ltn+\ +P/fn+b 
Ф|.ЛГ|1-ГР|ЛГ<1 + 6<.АГ<|-1 (4-70) 

С/, 
! ~ ф ' Ч - . -•«*,. 

/ = 2 , . . . , Ni—l, л=ЛГ п —1, . . . , 1 

1 ^ Ф / . Л Г я - 1 * а / Л Г я 

На временном шаге / + # 2 вновь решается исходное 
уравнение (4.5), вычисляются коэффициенты (4.63), и 
вся процедура повторяется. Заметим, что при таком 
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подходе само решение U изменяется с течением времени 
в зависимости от изменения правой части и коэффици­
ентов разностной схемы (4.5). Эффективность указан­
ного приема, в смысле уменьшения машинного времени, 
идущего на расчет задачи, очевидна*). 

В качестве примера, позволяющего оценить точность 
предложенного метода, рассмотрим задачу, описываю­
щую лучистый теплообмен в полукруге [60]: 

г дГ 3 дг г* д<9 3 d<f + X t y — x w y » х — /1 (*- '4 
с граничными условиями 

U \r-R=UQ, ^ | ф _ _ я / 2 = щ |ф_я/2 = 0 , 

/?=5,95, £/0=3,5.10-». (4.73) 
Начальное распределение температуры и длина свобод­
ного пробега выбирались следующие: 

(l,2(H0,25cos<P), 0 < г < 2 , 3 5 , 
2,35<r</?, 

I = 1 /1(2,5Г2+0,1) (1 + 0,3 sin Ф)]. 

(1,2(1 г<г'ф-°Наоз. 

*) На первый взгляд может показаться, что предлагаемый без-
итерационный алгоритм близсгк к следующему. С ломощью отноше­
ния (4.63) заменим исходное уравнение (4.5) на уравнение 

J'=J,...>J + N2t 1-2 ЛГ/-1, n - 2 ЛГл—1, 
которое можно решить прямым методом. На шагах по времени 
с индексами J' = / , . . . , ) -f N2 решение U\'n получается с по­
мощью применения формул одномерной прогонки на л-й строке 
и последующего перехода на л -f 1 строку. 

При таком способе полученное значение сеточной функции 
U\nt в отличие от решения исходной системы уравнений (4.5), 
не зависит от свободного члена F^n и коэффициентов разност­
ной схемы на строках с индексом большим, чем л. В безытера­
ционном алгоритме (4.64)^(4.70) значение сеточной функции U['n 
зависит от значений коэффициентов и свободного члена во всех 
точках исследуемой области. Связано это с тем, что в рассмот­
ренной процедуре (4.64)—(4.70) U\'n определяется уже после на-
хождения прогоночных коэффициентов, с помощью выражения (4.70). 
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Уравнения (4.71) —(4 J2) решались на равномерной сетке 
по углу и квазиравномерной сетке по радиусу: 

Фл =<!>„_!+ДФ, АФ-я/20, Ф ^ — я / 2 , 
/"i=r i . l+Ar i > Дг,=АГ|.г! ,05, 0 = 0 . 

Уравнение (4.72) аппроксимировалось с помощью пя­
титочечной разностной схемы (4.5). 

Рассматривались три способа решения системы 
уравнений (4.71) — (4.72). Первый — эталонный, когда 
уравнение (4.72), описывающее поведение плотности 
энергии излучения, считалось на каждом шаге по вре­
мени. Во втором варианте уравнение (4.72) считалось 
один раз на пять шагов по времени. На остальных ша­
гах плотность энергии излучения U определялась с по­
мощью безытерационного алгоритма (4.64)—(4.70). 
Уравнения энергии (4.71) при этом считалось на каж­
дом шаге по времени. В третьем способе система 
(4.71) — (4.72) решалась на каждом шаге по времени, 
но этот шаг был в пять раз более крупным, чем во вто­
ром варианте. Третий вариант по числу операций в це­
лом близок ко второму варианту, так как в том и дру­
гом вариантах происходит одинаковое число итерацион­
ных, потребляющих основное машинное время решений 
уравнения (4.72). По сути дела, если во втором вариан­
те в течение пяти шагов по времени замораживался 
лишь коэффициент / (4.63), а само решение Ъ<ь изменя­
лось с течением времени в зависимости от изменения 
температуры, то в третьем варианте в течение пяти ша­
гов замораживалось само решение f/3. 

В проведенных расчетах максимальное относитель­
ное отклонение fia=(£A—^2)/^ между «эталонным» 
решением U[ и решением t/г, полученным с помощью 
безытерационного алгоритма (4.64) — (4.70), не превы­
шало 2,5%. В свою очередь максимальное отклонение 
fi3=(£/i—Us)/Uz результатов расчета по третьему вари­
анту от «эталонного» составило 60%*). 

Большая величина погрешности бз не в последнюю 
очередь связана с сильной нелинейной зависимостью 
правой части и коэффициентов (4.72) от температуры. 
Именно с такой ситуацией приходится сталкиваться при 

*) Естественно, что значения погретчостей бг и 6j зависят от 
конкретного шага по времени хК С уменьшением V величины б? и 
бз также уменьшаются, 
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математическом моделировании большинства задач ди­
намики излучающего газа. Поэтому использование 
безытерационной схемы (4.64) —(4.70) может оказать­
ся полезным при решении двумерных задач РГД. 

Правда, как показывает опыт численных расчетов, 
применять безытерационный алгоритм необходимо с до­
статочной степенью осторожности. Чтобы не допустить 
значительной потери точности, пересчет коэффициен­
тов (4.63) следует проводить не более чем через 2— 
3 шага по времени. 

Аналогичную безытерационную процедуру можно ис­
пользовать и для решения девятиточечной схемы (4.28). 
Решим на /-м шаге по времени систему уравнений 
(4.28) и определим коэффициенты 

lL = Lri-i.n+i/Uin. (4.74) 
В дальнейшем в течение N2 шагов по времени будем 
считать коэффициенты (4.74) неизменными и определим 
плотность энергии излучения U с помощью следующей 
схемы: 
<*/+1, п =Ещ [Сщ — ain (Bin + a , , „_iA in +yit п-\£щ) — 

-ainKin-~linVin-llinYin-lnnDin\-\ а2/ |=Ф2/ |; (4.75) 

+altn-\Aln+yt,n-\Lin)+Fin] [Cin--~v>in(Btn+vitn-\Aln + 

fei-U.. (4-76) 
* = 2 , . . . , Л ^ - 1 , я = 2 , . . . , Л Г я - ! ; 

4i-\,a=Kin[Cin — a,n(fi|J I+o i, l f^iA| l l4-Y/ iii-i^) — 
^ Yin* in — 1цУ m — l\it¥ in — hinDit\~l> 

Улг,-1.«=Я>лг,-Ы1> (4-77) 

+d, , n—\L'm 

+аг, п-гЛщ +Yi, n-iLin)+Fin\ [Cin — ain (Bln +оц, n-\Ain + 
+ Ъ . n-\Lm) — yinEin—lmVin — lunfin—luiDinY1., 

rf/^-l.rt^iJA^-l.rt» (4.78) 
*—ЛГ, — 1 , . . - . ,2 , л = 2 , ...,Nn-U 
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a/, rt+i=iV'irt[C/w — aln (Bln\-ait n-\Ain-\-yit n-\Lin) — 
— ЩпКщ — ЪпЕы — lUaVin — l2inDlnY\ ai2 = Ф/2; (4.79) 

p/. rt+i = [pirt (Bin -fa/f rt_ii4in-f Y/, л-1^*)+Р/, n-\ALn + 
+dt, n-\Lin+$inKm+dtnEШ +Fm] [Cm — 

— ain (Bln +a f , n-\Ain -f Y/, Й-Л,,) — airt/C/rt — Ут^щ — 
-lxtnYia-l2tnDin\-\ ft2 = S*2> (4.80) 

/ = 2 t . . . t J V , - l , л = 2 , . . . ,ЛГ я -1 ; 

Uin—o.i, n+\Ui, /7+i+P/,rt4-b *=2, . . .,Ni — 1, 
л = Л Г я - 1 , . . . , 1 , (4.81) 

где 
^ / ^ = (Ф/,^-1р^л + | / ,^-1) / (1-Ф/, /у^1а^л ) . 

В расчетах двумерных задач РГД N% — число шагов, 
через которые пересчитывались коэффициенты (4.63) и 
(4.74), — было относительно невелико 2^:N2^4 [59]. 
Тем не менее такой подход позволил заметно сократить 
машинное время, идущее на решение задачи динамики 
излучающего газа в целом. 

7. Попеременно-треугольный метод с сопряженными 
градиентами (ПТМ-СГ). Каноническая форма итера­
ционной схемы. Подробно рассмотренный в этом пара­
графе «а—р»-итерационный метод, конечно, не являет­
ся единственным алгоритмом, который можно приме­
нять для решения разностных схем уравнений (4.2) и 
(4,3). Выбору итерационного алгоритма может помочь 
понятие канонической формы итерационной схемы 
[162, 168]. 

Запишем разностную аппроксимацию эллиптическо­
го уравнения в виде операторного уравнения 

Au=f, (4.82) 
где и — искомый, f—заданный элемент конечномерно­
го гильбертова пространства сеточных функций Я, А — 
оператор, отображающий Я в Я. 

Любая линейная двухслойная итерационная схема 
для уравнения (4.82), связывающая два приближения 
Ук±и Ун* может быть записана в каноническом виде 

ВьхУ-*^+Ауш-/% А - 0 , 1 , . . . , У&Н. (4.83) 
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Соответственно трехслойная схема, связывающая три 
приближения, примет вид 
Вц+гУь+х =* а*41 (#*41—Хь+\А) Ук + (1 — a^i) Вм+Мъ-х + 

+«* + Л + 1Л £ = 1 , 2 , . . . , (4.84) 
B1yi = (Bl—xlA)y0+xlf. 

Здесь {Bk} — последовательность линейных и, как пра­
вило, легко обратимых операторов, {т*} и {ак}—по­
следовательности итерационных параметров, уо — про­
извольное приближение. 

Если в схемах (4.83) или (4.84) операторы Bh для 
всех k совпадают с единичным, Вк=Е, то такие схемы 
называются явными, в противном случае — неявными. 
Наиболее широко используются схемы с операторами, 

.не зависящими от номера итераций Bk=B. При задан­
ной последовательности {Bk} итерационные параметры 
{тд} И {ак} выбираются из условия минимума числа 
итераций, достаточных для решения исходного уравне­
ния (1.1) с некоторой точностью. 

К числу успешных модификаций попеременно-тре­
угольного метода следует отнести попеременно-треуголь­
ный метод с сопряженными градиентами (ПТМ-СГ) > 
рассмотренный в работе [46]. 

Алгоритм ПТМ-СГ применяется для решения раз­
ностных уравнений (4.82) с самосопряженным положи­
тельно-определенным оператором А . Этот алгоритм яв­
ляется трехслойным и может быть описан с помощью 
канонической формы (4.84). В свою очередь оператор 
Вк не зависит от номера итерации, самосопряжен, поло­
жительно определен и задается в виде 

В=(0+&Аг)0-1(0+а>А2). (4.85) 
Здесь операторы Ль ^ и D такие, что выполнены 
условия А\=А2*, А\-\-А2—А и D=D*>0. Априорная 
информация в этом методе задается с помощью чисел 
б и А, которые в свою очередь определяются из не­
равенств: 6D^.A9 AiD"}A2^AA/4t б > 0 . Оптимальное 
значение параметра со, входящего в выражение (4.85), 
определяется по формуле 

<*=2fVbb. (4.86) 
Для того чтобы окончательно определить итерацион­

ный алгоритм ПТМ-СГ, необходимо задать параметры 
{ть}, (ал}, входящие в выражение (4.84). Эти параметры 

185 



определяются по формулам методов сопряженных 
направлений [168]: 

" . • - - г а - ' * - * • <4-87> 
_ Г 1 tfe4i (Ать zk) 1 I - 1 

A = l, 2 a i a l , (4.88) 
где wk=B~lrk — поправка, Azk = Ayk—f—невязка. 

8. Метод неполного разложения Холецкого с сопря­
женными градиентами (ICCG). Метод ICCQ (Incomp­
lete Cholesky —Conjugate Gradient) [218] может быть 
определен с помощью трехслойной итерационной схемы, 
записанной в канонической форме (4.84) [46]. Опера* 
тор В задается с помощью факторизованной матрицы (3 

$ = LDL't (4.89) 
построенный по алгоритму неполного разложения Хо­
лецкого. При этом предполагается, что матрица а ис­
ходного оператора А — симметричная, L — нижнетре­
угольная, U — матрица, транспонированная к L9 D — 
диагональная матрица. Параметры итерационной схе­
мы (4.84) определяются по формулам 

- м - , ^ * - 0 , 1 (4-90) 

i*j -— 1 • 

Для того чтобы понять структуру матрицы р, рас­
смотрим вначале алгоритм полного разложения Хо­
лецкого. Известно, что положительно-определенную 
симметричную матрицу а размерности NXN можно 
представить в виде треугольных матриц L и 7 / и диаго­
нальной матрицы D 

а=1Ь1'. (4.92) 
Элементы 1{ю din матриц L и D определяются из систе­
мы, состоящей из MXN уравнений 

п 

k~l _ (4.93) 
Лл=°> i<n, n = l92, ...,N, 

Решение системы уравнений (4.92) дается формулами. 
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алгоритма полного разложения Холецкого: 
п-1 

2„ = 1/£„ * = й , л + 1, . . . ,7V, (4.94) 

Следует отметить, что даже для разреженных мат­
риц а, с которыми приходится иметь дело при решении 
систем уравнений (4.2) и (4.3), алгоритм полного раз­
ложения приводит к плотно заполненным матрицам L. 
Поэтому для решения систем разностных уравнений 
такой прямой метод требует слишком много машинного 
времени и практически неприменим. 

В алгоритме неполного разложения Холецкого по 
исходной матрице а строится матрица L также разре­
женной структуры. При этом симметричная матрица 
$ = LDL\ вообще говоря, не равна исходной матрице а. 

Потребуем выполнения условий (Л/)1')*п = агп не 
для всех индексов i, n, как это требуется в алгоритме 
полного разложения, а только для тех индексов, для 
которых а^ФО. Для остальных индексов будем пред­
полагать, что /,1П = 0. Тем самым структуры разрежен­
ности матриц LyU и исходной матрицы а будут совпа­
дать. Окончательно алгоритм неполного разложения 
Холецкого, позволяющий сформировать матрицу р, 
строится так: 

1) задается множество Р индексов (f,n), а.ыФО, 
для которых полагается /*п = 0, i>n\ 

2) определяются элементы kn и dm матриц L и D 
по формулам 

du = l/ln, /==/г, я + 1 , . . . ,ЛГ, (4.95) 
lin=0, (/, /i)<jP, л — 1 , 2, . . . ,ЛГ. 

С помощью полученных таким образом матриц $ = LDU 
и D определяются оператор В и параметры (4.90), 
(4.91), участвующие в трехслойной итерационной схе­
ме (4.84). 

Построенный таким образом оператор В не обяза­
тельно оказывается близким к исходному оператору А. 
Существуют примеры, когда алгоритм неполного раз­
ложения дает матрицу р, не сохраняющую даже поло-
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жительную определенность матрицы а. Однако указан­
ная «поэлементная» близость матриц р и а позволяет 
надеяться в большинстве случаев на хорошую сходи­
мость итерационного алгоритма, что подтверждают 
приведенные в работе [218] примеры численного реше­
ния уравнений диффузионного типа. 

В заключение параграфа следует вновь отметить, 
что решение систем сеточных уравнений (4.2) и (4.3) 
является одним из важнейших элементов расчета дву­
мерных задач РГД. Совершенствование итерационных 
алгоритмов, использование новых принципов их по­
строения должно привести к дальнейшему повышению 
эффективности численного решения многомерных задач 
динамики излучающего газа. 

§ 5. Некоторые методы численного решения 
уравнения переноса излучения 
Рассмотренные в третьем и четвертом параграфах 

настоящей главы методы применялись для расчета 
системы многогрупповых уравнений диффузии — одной 
из математических моделей, широко применяемых для 
описания поля излучения в двумерных задачах радиа­
ционной газовой динамики. В этом параграфе рассмат­
риваются алгоритмы, используемые непосредственно 
для решения двумерного уравнения переноса излучения. 
В силу того, что уравнение переноса имеет одинаковую 
структуру для всех групп, все рассмотрение, если это 
специально не оговаривается, будет проведено на при­
мере одногруппового уравнения 

Q grad / + х / =коТ4/л. (5.1) 
1. Метод характеристик, 5я-метод. В методе ха­

рактеристик исходное уравнение (5.1) заменяется на 
обыкновенное дифференциальное уравнение 

£+•"-"-£• с"» 
решаемое вдоль характеристической координаты s, на­
правление которой совпадает с направлением полета 
фотона Q. 

Для решения уравнения (5.2) можно использовать 
различные разностные схемы, например схемы с кусоч­
но-постоянной интерполяцией. 

Так, для вычисления интенсивности энергии излуче­
ния Iin вдоль направления Q\ в центре ячейки *,i» 
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Рис. 53. К решению двумерного уравнения переноса методом ха­
рактеристик: а) разностная сетка по пространству, не согласованная 
с выбранными угловыми направлениями; б) разностная сетка и уг­

ловые направления согласованы 

(рис. 53, а) используем выражение, аналогичное (3.6) 
(гл. III): 

или более точную схему, аналогичную схеме (3.12) 
(гл. III): 

гО) /,в—Л\/ехр{—>wW+ 
^ л Г ^ (l-expf-x^As,}). (5.4) 

Здесь l\я— значение интенсивности энергии излучения 
в точке (рис. 53, а) пересечения характеристики 1 
и прямой z = zn> Д^ —длина соответствующего отрезка 
характеристики 1 внутри ячейки i, я. 

Для направления £22 соответствующие выражения, 
определяющие / м , примут вид 

As2 

*T\n ~> (5-5) 

'M = 'i*exp{-xf/IAs2H 
ок/„Г^ 

(1 — exp{-.*mAs2}). (5.6) 
Здесь /in(2) — значение интенсивности энергии излучения 
в точке (рис. 53, а) пересечения характеристики 2 и 
прямой z=zn+u A$2 — длина отрезка характеристики 2 
внутри ячейки i9 п. 

Аналогично выражениям (5.3), (5.5) и (5.4), (5.6) 
могут быть вычислены значения интенсивности энергии 
излучения Iin и в других направлениях. После нахож­
дения Jin значения плотности U и потока энергии W 
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в центре ячейки it n определяются с помощью квадра 
турных формул, соответствующих интегрированию ин­
тенсивности энергии излучения по всем направлениям. 
Однако такой способ нахождения потока с помощью 
схем (5.3) — (5.6) следует использовать, когда оптичес­
кая толщина разностных ячеек невелика. Более ра­
циональным как с точки зрения повышения точности 
расчетов, так и с целью существенного уменьшения 
объема вычислений, представляется применение схем, 
основанных на кусочно-постоянной интерполяции для 
решения уравнения переноса одновременно с решением 
системы уравнений квазидиффузии. При этом, как и в 
одномерном случае, результаты расчетов по этим схе­
мам следует использовать только для нахождения ква­
зидиффузионных коэффициентов. К сожалению, в на­
учной литературе пока отсутствуют примеры использо­
вания квазидиффузионной системы уравнений для 
решения двумерных задач РГД. 

Уравнение (5.2) можно решать и с помощью раз­
ностных схем, использующих кусочно-линейную интер­
поляцию, например с помощью схемы, аналогичной 
(4.57) (гл. III): 

А 2*1 о _ (T*xJTre*?{T+x(T} ftv (5-7) 
A V н (exp{TtX/T}— l)2 ' л~кТ+ 

где Т#— некоторая фиксированная температура. Эта 
схема, используемая, например, в работе [208], дает 
правильное асимптотическое значение потока энергии 
W и в случае больших оптических толщин разностных 
ячеек. 

Из рис. 53, а видно, что для нахождения интенсив­
ности Ii-un-x внутри ячейки t—1, п— 1 необходимо 
вводить свою систему характеристик, отличную от той, 
которая использовалась для определения Iin. Исполь­
зование индивидуальной системы характеристик для 
определения интенсивности внутри каждой ячейки мо­
жет сделать нереальным расчет из-за очень больших 
затрат машинного времени. 

На рис. 53, б приведена система характеристик, со­
гласованная с расчетной сеткой. При этом каждая ха­
рактеристика одновременно служит для определения 
поля излучения во многих пространственных точках. 
Такой подход гораздо более экономичен. Однако он 
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требует тесного увязывания существующей пространст­
венной сетки и разбиения по угловым направлениям, 
что не всегда оправдано с точки зрения расчета газо­
динамической задачи. Например, такой подход исклю­
чает использование лагранжевой системы координат, в 
которой пространственная сетка постоянно подстраи­
вается под газодинамическое течение. 

Часто употребляются схемы, использующие неболь­
шое число угловых направлений. При этом относитель­
но просто удается добиться согласования пространствен­
ной сетки и разбиения по угловым направлениям. 

В работах [156, 208] рассматривалось двухпотоко-
вое приближение. Поток энергии излучения опреде­
лялся как разность односторонних потоков в положи­
тельном (/, 3) и отрицательном (2, 4) направлениях 
осей z и г соответственно (рис. 54,а). В работах 

4 

' 

< 
1 

1 

: 

j 

«) 

Рис. 54. Виды разбиений, использующих небольшое число 
направлений 

Ю. Д. Шмыглевского и соавторов [103, 104] использо­
валось другое угловое разбиение (рис. 54,6), которое 
условно можно назвать диагональным. 

Естественно, что применение лишь небольшого чис­
ла угловых направлений для описания поля излучения 
может привести к негативному счетному «эффекту лу­
ча» (§ 1, гл. IV). Однако для работ [103, 104, 156] 
этот эффект, по всей видимости, не имеет места, так 
как размеры зоны, в основном генерирующей собствен­
ное излучение плазмы, были близки к размерам всей 
исследуемой области, В работе [208] для устранения 
«эффекта луча» принимались меры, основанные на 
специальном выделении зоны, генерирующей излучение. 

i 
7i 
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Для описания поля излучения в двумерных задачах 
радиационной газовой динамики можно использовать 
также и Sn-метод. Рассмотрим его применительно к ре­
шению уравнения переноса в декартовой системе коор­
динат [31]: 

V^f [v %+Vi=? яг) +*7 -^г- <5-8) 
Здесь \х — косинус угла между направлением полета 
фотона и осью г, у— косинус угла между направлением 
полета фотона и осью, перпендикулярной плоскости 
(г, г). 

Выберем дискретную сеть угловых направлений |xw, 
yi и введем в прямоугольной области узлы zn> т^ На 
рис. 55, а изображена ячейка пространственной сетки, 

\г 

*) 

и 

h Ъ п 8) 

Рис. 55. а) К выводу формул Sn-метода. б) К выводу формул 
DS л -метода 

расположенная в левом нижнем углу. От этой ячейки 
начинается счет при положительных значениях |хш. 

Угловые переменные |х и у играют роль параметров, 
поэтому проинтегрируем исходное уравнение (5.8) толь­
ко по пространственным переменным. При этом получим 
схему 

V T -v? Ц«(/с+/о-/д— /B)AZ„+ 

к!-т?^1=г (/а+/с-/л-Л>)Дг,+ 

i — l,..., Ni, л = 1 , . . . , Nn. 

(5.9) 
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Из этого уравнения по известным граничным значениям 
/A, IB> ID находим /с. Дале расчет продолжается для 
всех ячеек нижнего ряда в направлении увеличения ин­
декса t, затем для ячеек второго ряда и т. д. в напрай-
лении увеличения индекса п. Для отрицательных \im 
счет начинается с правой границы. 

Схема Sn-метода применялась в работе [2261 для 
решения задачи об эволюции огненного шара в воздухе. 
К сожалению, в этой работе не приводятся конкретные 
разностные схемы, используемые для решения уравне­
ния переноса. 

Наряду со схемами 5^-метода рассмотрим схемы 
Л5я-метода, которые связывают значения интенсивности 
энергии излучения в середине ячейки (точка М на 
рис. 55, б) с ее значениями в серединах сторэн (точки 
Л, А В и С). 

Схемы /^-метода, так же как и 5л-метода, полу-
чаются путем интегрирования исходного уравнения пере­
носа по ячейке Г;4£г^г>, 
КГ^,а т ( / 5 - / л )Дг д + 

+УТ=Щ VT=Wm (Iо - 1 с) До + 
+Дг/Дглх/Л/Ж = ArtdiZnKinoT4

inln, (5.10) 
/ == 1,.. -, Nit л = 1 , . . . , Na. 

В уравнении (5.10) известны /д и /^ и неизвестны 15, 
/ s , Iм- Свяжем решение в центре ячейхи со значениями 
на противоположных сторонах: 

/ А 1 - = а / 3 + ( 1 - а ) / л , (5.11) 
1м = Ый+(\-Ь)1е* (5.12) 

где 
а = , о = • 

f*i+i— Г1 2/н\— *п 

С помощью выражений (5.11) и (5.12) исключаем из 
уравнения (5.10) значения 1Ъ и 1Ъ и находим из 
него значение 1М- Затем, используя (5.11) и (5.12), 
зная / ^ , 1? и / м , находим 1Ъ, 1Ъ. При а = * = 0 , 5 
Схема -05д-метода называется ромбической схемой. 
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Автор не встречал в литературе примеров использо­
вания DSn-методов для решения двумерных задач ради­
ационной газовой динамики. Однако эти методы приме­
няются для решения близкого по своей структуре к 
уравнению переноса излучения кинетического уравнения 
для нейтронов [49, 135, 212, 220]. 

2. Определение поля излучения с помощью самосо­
пряженного уравнения. В. С. Владимировым было по­
казано [51], что решение уравнения переноса нейтронов 

0gradq> + x<P=5i jWo> г)Ф(0', r)dQ'+F(Q9 r) (5.13) 
с условием на границе 

<P(ft, Г)=0, (ft, л ) < 0 
и выполнением соотношений 

F(-Q, r )=F( f t , г), (5.14) 

е (Но» г) = 9 (cos (ft, ft'), г) = 0 ( - jA0t r) (5.15) 
относительно источника нейтронов F и индикатрисы 
рассеяния 8 может быть найдено из решения самосопря­
женного уравнения 

( — - ftgrad) u+u = 

= ~ f 9 Ою. г) и (ft', г), dQ + F (ft, г) (5.16) 

с граничным условием 

— -^Qgrad#-ftf:=0 (5.17) 

при (ft, п) < 0, где п — вектор нормали к граничной по­
верхности Г. 

При этом имеет место следующая связь между 
решением исходного уравнения (5.13) и уравнения (5.16): 

<Р-=я—ft -grada, (5.18) 

Аналогично для уравнения переноса излучения (5.1) 
с граничным условием 

/(ft, Г)г=0 при (ft, л ) < 0 
решение может быть найдено из уравнения 

( - ^ Q g r a d j ' a + a - 2 — (5Л9) 
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с граничным условием 
1 — - f ig r ad t f+a=0 , (S2, Л ) < 0 . (5.20) 

Будем определять поле излучения с помощью урав­
нения (5.19). Однако его непосредственное применение 
еще не дает гарантию отсутствия «эффекта луча». 
В самом деле, разобьем всю сферу направлений на те­
лесные углы сот ( т = ! , . . . , WJ. Внутри каждого угла 
(от выберем специальное направление Qm. 

Уравнение (5.19) можно решить, интегрируя вначале 
здоль направления SJm, а затем вдоль направления —iim* 
Полученное таким образом значение ит будем считать 
значением и внутри телесного угла <от. 

Предположим, что область, 
генерирующая излучение, неве­
лика (на рис. 56 она заштрихо­
вана). Тогда значение интенсив­
ности энергии излучения 1т в 
точке Ву так же как и при реше­
нии исходного уравнения перено­
са (5.1), будет существенно за­
висеть от выбора направления 

Рассмотрим другой способ ре­
шения самосопряженного урав­
нения (5.19) [150]. Проинтегри­
руем это уравнение внутри каждого телесного угла ш™, 
полагая при этом и не зависящим от угловой перемен­
ной. В декартовой системе координат получим следую­
щее уравнение: 

-± IЦи fsua-\£- ld-£L+*Ld-£L]x 
or к дг J г 1дг и дг • дг у. dz J ч 

+шт Г<Я2=^Р f rfQ, (5.21) 

Здесь Йг и Qx — косинусы углов между направлением 
полета фотона и осями г и г . Внутри каждого телесно-
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го угла ют будем определять ит> решая уравнение 
(5.21). 

Использование системы уравнений, аналогичной сис­
теме (5.21), было предложено В. И. Лебедевым в работе 
[121] в качестве одного из способов решения уравнения 
переноса нейтронов. 

Отметим, что решение ит системы уравнений (5.21) 
в той или иной мере зависит от всех направлений внутри 
телесного угла а>т. Если проинтегрировать уравнение 
(5.19) по всей сфере направлений Wm=l), полагая при 
этом и не зависящим от угла, то получится одно урав­
нение 

-Ь4Гз7-ЬтГй+— «Г*. (5.22, 
которое совпадает с уравнением диффузии. 

Тем самым уравнение диффузии является частным 
случаем системы уравнений (5.21). Поэтому можно ожи­
дать, что причина, приводящая к появлению не физиче­
ских осцилляции в поле излучения для решения урав­
нений (5.21), так же как и для уравнений диффузии, 
будет отсутствовать. 

В качестве примера использования системы уравне­
ний (5.21) рассмотрим решение модельной задачи, опре­
деленной в единичном квадрате O^r^l, 0 ^ 2 ^ : 1 . Для 
исходного самосопряженного уравнения (5.19) правая 
часть задается в виде 

x4o74-fi' ° < ' < ° > 2 5 ' 0<*<0 ,25 , 
10 в остальных точках квадрата. х ' 

Для простоты решения самосопряженного уравнения 
(5.19) рассматривалось только в плоскости (г, г), т. е. 
фактически решалось уравнение 

0 т д 1 да ,п . ,п / д 1 да , д 1 да \ 

- 8 1 п 2 ф£-хЙ+**- / Г< 5 - 2 4 ) 
с граничным условием 

- 1 cos * д£ - \ sinФ ^ +и=0, (О, п) < 0. (5.25) 
Здесь х — коэффициент поглощения, ф — угол между 
направлением полета фотона и осью г, —я/2^<р^л/2. 

Разобьем область изменения угла <р на Nm равных 
отрезков. Интегрируя внутри каждого из отрезков урав-
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нение (5.24) и граничное условие (5.25), получим аналог 
системы уравнений (5.21), для аппроксимации которой 
использовалась девятиточечная разностная схема [150]: 
AminU>m.i-l,n-\ +Bmlnllmitn-\ +LminUm,l + \ ,n-\ + 

-VKmlnUmJ—A.n— С minimi п ~Г^ mlnUrnj + ltn Ч~ 

~\-Dmlnumtl-\,n+\ -\~Vminimi,л-И + 

+ YrmlnUm.l-\-]tn+\ + ^ т / л = 0 - (5.26) 
Граничные условия для уравнения (5.26), например, при 
г = 0 , аппроксимируются следующим образом: 

U/nln ~Rm2num2n +^/и2л^/я2,/1+1 (5.27) 
или 

Umin —RmlnUmto'hPmZnUml.n-l 
в зависимости от углового интервала. 

Не выписывая конкретный вид коэффициентов раз* 
ностной схемы (5.26) и граничных условий (5.27), отме­
тим, что условия (5.27) аппроксимируют производные 
вдоль направлений, неортогональных к граничной по­
верхности. 

Будем решать разностную схему уравнений (5.26)— 
(5.27) с помощью «а—р»-итерационного алгоритма, по­
дробно рассмотренного в § 4. В качестве граничных зна­
чений прогоночных коэффициентов, участвующих в этих 
итерациях, с учетом условий (5.26) используем следую­
щее: 

Аналогичным образом выбираются граничные значения 
для остальных прогоночных коэффициентов. 

Единственное отличие от рассмотренного в предыду­
щем параграфе алгоритма заключается в том, что после 
окончания каждой итерации вновь вычисляются значения 
сеточной функции и£]п. Это необходимо, чтобы пересчи­
тать граничные значения коэффициентов (5.28). 

На рис. 57 изображено поведение плотности энергии 
излучения на прямой г=0,5 в зависимости от числа уг­
ловых интервалов. Решение получено с помощью систе­
мы (5.26)—(5.27). Для этого варианта предполагалось, 
что коэффициент поглощения к постоянен по всей обла­
сти решения (х=2), шаг пространственной сетки h оди­
наков по всем направлениям и равен 0,05, 
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Рис. 57. Зависимость плотности энергии излучения, взятой в без­
размерной системе единиц, от числа- угловых интервалов. Кривые 
/—5 соответствуют: / — двум угловым интервалам, 2 — шести, 3 — 

десяти, 4 —двадцати, 5 —сорока интервалам 

Как и ожидалось, резкого изменения поведения чис­
ленного решения в зависимости от изменения числа уг­
ловых интервалов, характерных для «эффекта луча», в 
данных расчетах не наблюдалось. Такой подход можно 
применять для более аккуратного, чем это следует из 
использования диффузионного приближения, определе­
ния поля излучения в задачах РГД. 

Следует еще раз отметить, что данная методика, учи­
тывающая угловое распределение, практически без из­
менения вписывается в рассмотренный ранее алгоритм 
решения двумерных задач радиационной газовой дина­
мики, в которых для описания поля излучения исполь­
зуется многогрупповое диффузионное приближение. 
Правда, число групп при этом резко возрастает с Nh 
для диффузионного приближения до NhxNm при более 
точном учете углового распределения. 

3. Об одной квазиодномерной модели для описания 
поля излучения. Рассмотрим еще один подход, позволя-
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ющий более точно по сравнению с диффузионным при­
ближением определять поле излучения в двумерных 
задачах РГД. 

Проинтегрируем уравнение переноса, записанное в 
декартовой системе координат: 

по всем углам один раз с весом 1, а другой раз с ве­
сом Q. При этом получим систему двумерных уравнений 
квазидиффузии [75] 

™L + Ц±- -\-cxU = скоТ\ (5.30) 

c*^+c2^+*Wr=0f (5.31) 

c^+c*W+KW^0f ( 5 f 3 2 ) 

где 

D - J°^a n „ №*» n _J QrQ£IdQ 
(5.33) 

с условием на границе Г 
W \ 
-7Г|г = С - <5'34) 

где п — направление внешней нормали к границе области 
f (Q, л)/(Г, й)<ш Л , Л ^Л^ 

с - ' V c - . U • <n'"><0- <Ы5> 
Так же как для одномерных задач (§ 4, гл. Ill), 

воспользуемся следующим приемом. На каком-то шаге 
по времени решим уравнение переноса (5.29) и опреде­
лим коэффициенты (5.34) и (5.35). Затем в течение Nj 
шагов по времени будем определять поток и плотность 
энергии излучения, считая коэффициенты (5.34) — (5.35) 
неизменными (замороженными) по времени. Такой под­
ход был применен в работе [2] для решения двумерного 
уравнения переноса нейтронов. 

Как уже отмечалось ранее (замечание 2, § 4, гл. III), 
использование квазидиффузионной системы позволяет 
существенно увеличить точность расчета потока энергии 
излучения по сравнению с его непосредственным опреде­
лением из уравнения переноса. Этот факт представляет 
особую ценность для решения двумерных задач, так 
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как позволяет использовать для определения поля излу­
чения относительно простые схемы для решения уравне­
ния переноса на не очень подробных разностных сетках. 
При этом так же, как и для одномерных задач, нет 
необходимости в выполнении требования, чтобы исход­
ные разностные схемы для уравнения переноса давали 
асимптотическое значение потока в случае, когда спра­
ведливо приближение лучистой теплопроводности. 

Недостатком такого подхода, который может частич­
но осложнить решение задач РГД, является необходи­
мость расчета на целом ряде шагов по времени двумер­
ного уравнения переноса излучения, что в любом случае 
приводит к значительному увеличению объема вычис­
лений. 

Рассмотрим упрощенный вариант системы (5.30)— 
(5.32) [24]: 

^ + ^ + « С / - л с 4 а Г ' , (5'36> 

- dDrrU'-\-7tWr=0, (5.37) дг 
dDzzU 

дг 
+хИ7, = 0. (5.38) 

Коэффициенты Drr и D2Z в свою очередь определяются 
из решения одномерных уравнений 

f i -^+x / r =2xar 4 , - 1 < ц < 1 , (5.39) 

Ч^-+к/г=2хоТ\ - l<Ti< 1, (5.40) 

/)„= J^Mii/ | / г ф, Dzz = Jrf/,Ai/ J/^л. (5.41) 
- i / - i - i / - i 

Уравнения (5.39) и (5.40) решаются вдоль строк и столб­
цов (рис. 58), т. е. фактически вместо одного двумер­
ного уравнения переноса считается Ni-\-Nn одномерных 
уравнений, где ДОП — число строк, а ДО,- — число столб­
цов, возникающих при разностной аппроксимации про­
странственной области. 

Система уравнений (5.36)—(5.38). отличается от ана­
логичной системы уравнений диффузии только за счет 
коэффициентов Drr и Dzli которые не обязательно рав­
ны 1/3. 

Использование системы уравнений (5.36)—(5.38) поз­
воляет более точно по сравнению с диффузионным при-
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ближением определять дивергенцию потока энергии из­
лучения в двумерных задачах РГД. Однако для точек 
(например, точка С на рис. 58), из которых проведенные 

Рис. 58 

параллельно осям координат лучи не пересекают светя­
щуюся область (на рис. 58 она заштрихована), это уве­
личение точности незначительно; Отметим, что использо­
вание системы (5.36)—(5.39), так же как и использова­
ние системы уравнений диффузии, не приводит к 
появлению «эффекта луча». 

В заключение параграфа отметим, что в нем не рас­
сматривается применение метода Монте-Карло для ре­
шения многомерного уравнения переноса излучения. 
Этот вероятностный метод радикально отличается от 
рассматриваемых здесь конечно-разностных алгоритмов. 
Его подробное описание потребовало бы введения новых 
понятий и определений, рассмотрения специальных под­
ходов к решению задач, что в конечном счете могло бы 
сильно отразиться на объеме книги. 

Для читателей, интересующихся применением метода 
Монте-Карло к решению задач динамики излучающего 
газа, укажем несколько работ, посвященных этому во­
просу. В работе М. Сандфорда и Р. Андерсона [2251 
рассматривается применение алгоритма [213] для реше­
ния двумерных задач динамики излучающего газа. 
В работе А. С. Мельниченко и В. Н. Огибина [136] 
предложен оригинальный вариант метода Монте-Карло, 
который также может быть применен для определения 
поля излучения в задачах РГД. 
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§ 6. Алгоритмы понижения размерности уравнений, 
определяющих поле излучения 
в двумерных задачах РГД 

Решение уравнений, описывающих перенос излучения 
в двумерных задачах РГД, связано со значительно 
большими вычислительными трудностями, чем расчет 
соответствующих уравнений в одномерных задачах. По­
этому использование алгоритмов понижения размерно­
сти при решении двумерных задач динамики излучаю­
щего газа дает большой эффект экономии машинного 
времени. 

В данном параграфе будут рассмотрены несколько 
алгоритмов понижения размерности, используемых при 
решении двумерных задач РГД. Отметим, что эти мето­
ды самым тесным образом связаны с алгоритмами пони­
жения размерности, применяемыми при решении одно­
мерных задач динамики излучающего газа. 

1. Осреднение уравнений диффузии по анергиям фо­
тонов. Выпишем разностную аппроксимацию на четы­
рехугольных неортогональных сетках системы много­
групповых уравнений диффузии 

AktnUkj-x.n-i^rBktnUki^-i -vLkinUkti+\tn-\ — CkinUkin-\-

k = U...>N* * -2 , . , . ,ЛГ, -1 , n = 2,...,Nn-l. (6.1) 

Здесь k — номер группы, i, и — индексы узлов прост­
ранственной сетки, на которой рассматривается разност­
ная аппроксимация: 

^k\n=^k2nPk2n + £*2я» 
UkN/л = (1]k,Nt-\,nUrft,iVj-1 ,n ~\~\k,/Vt-\tni 

U kil\r ̂ -'^Itl ,N n-\U kl tN n-\-\'%>ki ,N n-\* 

Вместе с разностными уравнениями (6.1) для групг.овой 
плотности энергии излучения Uk рассмотрим разностные 
уравнения для групповых потоков Wkin и И^/л, вычис­
ляемых (п. 3, § 3) соответственно в серединах ребер, 
соединяющих узлы с индексами (*, п), (/, л + 1), а также 
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узлы с индексами (/, я), (i+\,n): 

W'rkln = Р'к1п {*ln — *l,ii+l) Ukin + 

+ бл/я(г*-1.й i-^i—1,л+1 — 2 / + 1.Й — ^i+i.rt+i) £/л1.л—1/8, (6.2) 

''rRktn(rln~~ ri.n+l) ^ , f - l , r t + 

+ ^ / « ( / " / + Ьл-Г^/ + 1,л + 1-^^/-1.л — ri-\,n+\) Ubitn-l/8* (6.3) 

Л = 1,...,ЛГ*. 
Конкретный вид коэффициентов Аш, Вк1п, .. .>Thln, 

G'kin в уравнениях (6.1) —(6.3) здесь не выписывается вви­
ду громоздкости получающихся при этом выражений. 
Так же как и коэффициенты (3.27) — (3.35), они могут 
быть получены с помощью алгоритмов построения раз­
ностных схем, описанных в § 3 данной главы. Аналоги­
чно разностным выражениям (6.2) и (6.3) для потоков 
^'rkin и W7шп М0ГУТ быть выписаны схемы опреде­
ления потокоз W"fkla и W'2ktnt вычисляемых в серединах 
ребер, соединяющих узлы с индексами (/, п) и (/ + 1, п). 

Просуммировав разностные схемы (6.1) —(6.3) повеем 
группам, получим 
AmU'i-i,n-\-\-BlnU'i,n-i~\' LiriU\+\tn-.\-\-KinUi-\tn— 

— СinU'ia-\-E inUi+i^+DinUi-i./f+i -\-VlnUi ,/1+1 + 

+К | в£/ / +1.я + ,-К| / 1£/ / л + v Fkln=0t 

(6.4) 
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"ft 

Л~1 

Л~ 1 

k-\ 

Ktn=P'tn(Zln-Zi,n+l)Uin + 

+ Я]Я (**.«+!-**iW-M + 

+ 0 * я ( г * - 1 . « + 2 * - 1 . л + 1 - - ^i+brt— 2/+l ,«+l )£ / / , r t - l /8 , (6.5) 

W*/« = Л„ (гЛп+1 — Гin) Uin + 
+ Afirt (r/_i jr t -f-^i—l,rt4-l — ri + Ln — ri + Ln+l) t / i ,rt+l/8 + 

+ 74/rt(/'i+l,n-b^/4-l.rt+l"*" /"i-l.rt~"ri-l.«+l)^/-l>rt+l/8 + 

+ Girt (f/+l,w + Г / + 1 , л + 1 — Г ; - ! , , , —r^_i ,« + i )^7 i r W _i /8 . (6,6) 

Коэффициенты разностных уравнений (6.4) —(6.6) вы­
числяются с помощью следующих выражений: 

Ущ = [ 2 ^*1я^*.1+1,я+1 J / ( 2 £A,/+l,«+lJ» 

(6.7) 
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*in~ ( liKkinUkin) J f S^WIIJ . 
ft-1 

= ( S ^ i ^ ^ i t / w . ^ - i ) / ( g ^ * ^ - * ) ' (6.8) 

(6.9) 

G/rt=f S GkinUkhn-ijI ( 2 £/л/,я-1 

В программном комплексе решения двумерных задач 
динамики излучающего газа [59, 204] реализован сле­
дующий алгоритм. 

1) При t—V решается система многогрупповых урав­
нений (6.1) и определяются коэффициенты (6.7)—(6.9). 

2) На последующих N\ шагах по времени (/' = 
= / + 1 , . . . , j+N\) интегральная плотность энергии из­
лучения определяется из осредненного уравнения (6.4) с 
неизменными (замороженными) по времени коэффициен­
тами (6.7) — (6.9)*). После нахождения плотности энер­
гии излучения 0 поток энергии излучения W опреде­
ляется с помощью выражений (6.5)—(6.6). 

3) На шаге по времени с номером j+N{ многогруп­
повые уравнения (6.1) пересчитываются вновь, и вся 
процедура повторяется. 

Замечание 1. Специальное выделение осреднен-
ных потоков связано с необходимостью построения кон­
сервативных схем для аппроксимации уравнения энер­
гии. Используя осредненные потоки, выпишем дивергент-

*) Вычисление коэффициентов (6.7)—(6.9) осредненного уравне­
ния (6.4) может происходить и на каждом шаге по времени с 
помощью выражений, аналогичных (4.48) (гл. III). Данный под­
ход также позволяет эффективно сокращать время расчета двумер­
ных задач динамики излучающего газа, так как при этом отсут* 
Ътвует необходимость в итерационном: решении многогрупповой си­
стемы ̂ разностных уравнений (6.1). 
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ную разностную схему для осесимметричного случая: 
Bln bin 

-\-W2ti+]tn(ri+\tn — ri-fЬи-fl)! "г(/"х+1;я+1 + n , « + l ) X 
X [M^r/,rt+i (2 / | Л + | —2i+i,e+i)+W*i,*+l ( Г / + 1 | Я + 1 - Г/.Л+01 + 

+(/'i«+/'i.ii+i)Iwrr/«(^l<I—2?/irt+i)-f ^ / л (г / , л + 1 — /•,„)! + 

+ (r/+iin-i#0/f)l^rrf/i(^i+i.« — ̂ i«) + 
+ ^ и . ( Г | „ - г , + | > я ) ] } + 0 ^ (6Л0) 

Min — фиксированная масса четырехугольной ячейки, 
Qin

l—разностная аппроксимация работы сил сжатия. 
Такой подход обеспечивает сохранение баланса энер­

гии и в тех случаях, когда разностные уравнения (6.1) — 
(6.4) для определения плотности энергии излучения, на­
пример в силу медленной сходимости итераций, решают­
ся недостаточно точно. Аналогичным образом, используя 
ранее полученные значения потоков для аппроксимации 
уравнения энергии, можно строить дивергентные схемы 
и для решения двумерных задач газовой динамики с 
теплопроводностью [116, 182]. 

З а м е ч а н и е 2. Для пятиточечных разностных 
схем, аппроксимирующих многогрупповые уравнения 
диффузии на четырехугольных ортогональных сетках 
Bkin^kl,n-\^-^kln^kti-\,tt—-CkinUffitt-\-EftinUftti+iin -{-

ft-1, . . . , Л Г * / - 2 , . . м Л Г , - 1 , л - 2 , . . . ,ЛГЯ-1,(6.11) 
алгоритм осреднения по энергиям фотонов строится 
аналогичным образом. При этом для определения груп­
повых и осредненных потоков Wrin и WZin используются 
выражения (3.7)—(3.8) или (3.13)—(3.14). 

З а м е ч а н и е 3. Практически без изменений пере­
носятся на двумерный случай и некоторые другие алго­
ритмы осреднения уравнения переноса излучения по 
энергиям фотонов. Так, рассмотренный в § 4 гл. III мо-
ментный метод [209, 210] опирается на уравнение пере­
носа, записанное в характеристической форме. Поэтому 
осреднение по частоте вдоль каждого направления по­
лета фотона будет иметь одинаковый вид для любой 
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геометрии. Аналогичным образом можно перенести на 
случай решения двумерных задач и способ осреднения 
по энергиям, предложенный в работе [61] (§ 4, гл. III). 

2. Осреднение по угловым направлениям. Алгоритм 
осреднения по энергиям фотонов уравнений, описываю­
щих перенос излучения, можно автоматически исполь­
зовать в ряде случаев и для осреднения по угловым пе­
ременным. 

Для описания углового распределения поля излуче­
ния воспользуемся уравнениями (5.21), которые в свою 
очередь получены.из самосопряженного уравнения (5.19). 
Просуммировав их разностную аппроксимацию (5.26) по 
всем угловым направлениям, получим 
AiTlUi^\>n_\-{-BiriUi%tt-\^LinUi^\tn^\ -\-KinUi-\tn — 

- cinuin +EinUi+Ua .{-ад/,.,.^!+vi,i/ita+l + 
Nm 

1 min~— 

0, (6.12) 

/ = 2 y V j - 1 , n = 2 Nn-U 
U\n — R2nU2n-\-Pl2nU2.n+\ -{-PilJJi.n-b (6.13) где 

Uln== 2j Mm itn 
m-1 

fNm \ / /Nm \ 
^ / л = Ч 2J * minUmJ + l.n+l J / I i Ил1,Л-1,л+1 li 

/ »m \ I / " m \ 
R2n — 2J Rm2nUm2n J / I 2J um2n J • 

\ m - l / / \ m - l / 

(6.14) 

Коэффициенты Pi2n и P22* определяются с помощью 
выражений, аналогичных (6.14), по формулам 

(ыт \ \ ( N m \ 
™12л = 1 ^Рт2пит, 2, я+1 J/ I 2 M/ / i2'"+1 Г 

(6.15) 

207 



Для получения Р\гп суммируется первое из выражений 
(5.27), а для Я22п — второе. При таком определении Рш 
для тех угловых интервалов, в. которых используется 
второе условие (5.27), в первой из сумм, входящих в 
выражение (6.15), надо полагать /\м2п = 0. Аналогично 
определяется и Я22п. 

Осредненное уравнение (6.12), с помощью много­
кратно рассмотренной процедуры замораживания по 
времени коэффициентов, может быть использовано для 
эффективного получения интегральных характеристик 
поля излучения. 

Другим возможным способом понижения размерно­
сти уравнения переноса излучения в двумерных задачах 
РГД является использование квазидиффузионной систе­
мы (5.30)—(5.35). В литературе не встречалось описание 
использования квазидиффузионной системы уравнений 
для расчета двумерных задач динамики излучающего 
газа. 

Однако ряд обстоятельств делает весьма перспектив­
ным будущее их использование. 

Во-первых, аппроксимация уравнений диффузии на 
неортогональных сетках приводит к появлению девяти­
точечных разностных схем вида (4.3), для решения ко­
торых имеется целый ряд алгоритмов. Именно к таким 
девятиточечным разностным схемам приводит аппрок­
симация двумерных уравнений квазидиффузии (5.30)— 
(5.32), что дает возможность прямого использования для 
их численного решения ранее накопленного опыта. 

Во-вторых, использование квазидиффузионной систе­
мы, когда многомерное уравнение переноса считается 
сравнительно редко, позволяет существенно сократить 
объем вычислений. 

Кроме того, как показывают расчеты одномерных 
задач [81], точность определения интегральных харак­
теристик, полученных из решения уравнения квазидиф­
фузии, значительно выше, чем при их непосредственном 
нахождении из уравнения переноса. Это позволяет на­
деяться, что для определения коэффициентов квазидиф­
фузии (5.33) и (5.35) при решении уравнения переноса 
излучения можно будет использовать достаточно про­
стые разностные схемы на не очень подробных сетках 
по угловым переменным. 
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§ 7. Неявные схемы для определения температуры 
в двумерных задачах РГД 
1. Неявные схемы совместного решения уравнения 

энергии и уравнений, описывающих перенос излучения, 
рассмотренные в § 5, гл. III для одномерных задач, 
практически без изменений переносятся на случай дву­
мерной геометрии. Так, схема (5.39)—(5.41) (гл. III), 
полученная в случае, когда радиационный теплообмен 
значительно превышает кондуктивный теплообмен, для 
двумерных задач при аппроксимации уравнений диф­
фузии на неортогональных сетках примет следующий 
вид: 
(1 +gi) (AlnUU «—i +BtnU{. n-i +LinU{+\. „-i + 

+KlnirUn-Cin(Jln+EinUUi,n+DlnULltn+l + 
+VinVi,n+i+VinUbun+i)~y<inUin+Fkl + 

t (dF\J-i %*-* [ (1-Х) M nj-i . 

+5j„f//,~/i-l+^irt^+l, «-I -\-Ki„Ui-un — Ci„Uin + 

+ Ь<2'я + ( 1 - Я № Ч = 0 , (7.1) 

(де/дту-* LP P 
+*Qk + (l-b)Qfirf]- (7.3) 

Здесь X — весовой множитель O^X^l ; Q,„— разност­
ное выражение для работы сил сжатия; DW — разност­
ная аппроксимация для дивергенции потока энергии из­
лучения*), при определении потока W используются вы­
ражения типа (6.5)—(6.6). 

На четырехугольных ортогональных сетках неявная 
схема строится идентичным образом. Так, первое урав­
нение (7.1), аппроксимирующее перенос излучения, в 
этом случае перепишется в виде 
Orgi)(BinuIfn^+KlnuLUn-cinuL+Einuultn+ 

*) Конкретный вид D W для осесимметричного случая представ­
лен в правой части выражения (6.10). 
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+K,»t / / . . + , ) -* ,^ ,+F , ' , - ' +(%)'-' ^ З ^ П - Х 

+ VinU{7bi) +№n + (!-*) Q/71] =0. (7.4) 
Замечание. Рассмотренный алгоритм совместно­

го решения не обязательно связан с использованием 
диффузионной модели для описания поля излучения. 
Так, суммируя разностную аппроксимацию уравнений 
(5.21) по всем угловым разбиениям и группам по часто­
те, придем к одногрупповому девятиточечному уравне­
нию вида (6.4), осредненные коэффициенты которого 
определяются с помощью выражений 

Ain= 2 2^*т/л^А'72'/-1' n-\/Ui-\, я-ь •••> (7.5) 

ft-l m = l 
Таким образом, и в этом случае неявная схема может 
быть построена в виде (7.1) —(7.3). 

2. Разностная схема для уравнения энергии 
Pgj- = —dlvV+(IIv(xgrad7,)-pdiv» (7.6) 

при наличии заметного кондуктивного теплообмена за­
пишется на неортогональных сетках следующим образом: 

+LlnUi+Un-.1+KlnUU,n-CinU{n+Elnl/Ui,n + 
-\-DtnU{-\, n+\+VlnUi, n+i-irYinU't+i, n-hi) + 

+ -jj- (-Лг/пГ/-!, я-i + BrmTi, n-i -{-LrtnTt+i, n-\ + 
-\-KTlnTi-\, n—CrinTin-\-ErinTl+l, u-\~^Tlnf l-l, Л+1 + 

+ VTtnT{,»b\+YTi 

+ ( i z ± ) ( Я ^ ' + ^ Г 1 ) +М?/Я + 0 - X ) Q , V ] . (7-7) 
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Здесь Arim . -чУпп— коэффициенты разностной аппрок­
симации члена div(xgradr), описывающего перенос тепла 
за счет теплопроводности; DWJ~l и DWf"1 — разност­
ные аппроксимации для.—divlV и divlVY (WY — 
= —Хбга(*П на предыдущем шаге по времени. 

Для нахождения плотности энергии излучения U 
используется уравнение 

Ч - К ^ ^ - х ^ ^ (7.8) 

Уравнение (7.8) отличается от уравнения (7.1) тем, что 
в нем разность Т\п—Т{~х не выражается через divJV, 
а участвует непосредственно. 

Для нахождения температуры и плотности энергии 
излучения уравнения (7.7) и (7.8) решаются совместно. 
Это совместное решение может быть осуществлено с 
помощью матричного варианта «а—р»-итерационного 
алгоритма (п. 5 § 4 данной главы), используемого для 
решения систем разностных уравнений. 

После итерационного определения Т и U из системы 
уравнений (7.7) —(7.8) для сохранения баланса энергии 
температуру следует пересчитать с помощью дивергент­
ной разностной схемы 

+<!=!> (DW/-I + DWr') + \Q{n + (1 - Я) Q>-'], (7.9) 

где DW и DWJ
r определяются из решения системы 

(7.7)-(7.8). 
В заключение данного параграфа отметим, что ос­

новным алгоритмом, используемым в работах [58, 59, 
204] при решении двумерных задач динамики излучаю­
щего газа, являлась неявная схема (7.1) — (7.3). При­
менение неявной схемы с учетом теплопроводности также 
не вызывает особых трудностей при расчете одно­
мерных задач РГД. Однако для двумерных задач при­
менение схемы (7.7) —(7,9) требует значительно боль­
шого объема вычислений, чем схемы (7.1) — (7.3). 
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Во многих из рассматриваемых задач перенос тепла 
за счет излучения значительно превышает перенос теп­
ла за счет теплопроводности. Естественно, что для по­
лучения такой оценки вовсе не обязательно проводить 
дорогостоящие двумерные расчеты. Предварительный 
физический анализ или расчет в приближенной поста­
новке с помощью одномерных программ позволяет оце­
нить влияние тех или иных факторов и выбрать сравни­
тельно простую математическую модель для последую­
щего решения двумерной задачи динамики излучающего 
газа. 

§ 8. Общая схема решения двумерных задач РГД 
1. В предыдущих параграфах главы рассматрива­

лись различные методы решения двумерных задач ди­
намики излучающего газа. Как правило, при решении 
задач математической физики переход от двумерных по 
пространству задач к трехмерным вызывает гораздо 
меньше принципиальных вычислительных сложностей, 
чем при переходе от одномерных задач к двумерным. 
Поэтому большинство из рассмотренных алгоритмов 
можно было бы в дальнейшем использовать и при ре­
шении трехмерных задач РГД. Однако при существую­
щей вычислительной технике достаточно трудным яв­
ляется решение даже трехмерных задач газовой дина­
мики, тем более нереальным в ближайшие годы пред­
ставляются расчеты трехмерных задач динамики излу­
чающего газа из-за огромного количества необходимого 
для этого машинного времени. Таким образом, относи­
тельно трехмерных задач приведенные в этой главе ал­
горитмы следует рассматривать как один из возможных 
в будущем подходов к решению этих задач. 

Рассмотрим схему расчета двумерных задач РГД, 
основываясь на использовании многогруппового диф­
фузионного приближения для описания поля излу­
чения. 

На первом шаге по времени из начальных данных 
известны скорость, плотность и температура вещества. 
На этом же шаге по времени с помощью методов, опи­
санных в § 3, 4, решается многогрупповая система 
уравнений диффузии. Там же уравнения диффузии, за­
писанные в разностном виде, осредняются по энергиям 
фотонов, и находятся коэффициенты Ai7U . . . , У*Л, уцп 
с помощью процедуры, рассмотренной в § 6. 
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При переходе на новый шаг по времени скорости и 
плотности определяются с помощью одного из алгорит­
мов расчета газодинамического течения, рассмотренных 
в § 2. Если используется лагранжева система коорди­
нат, то при этом определяются и новые координаты 
узлов сетки. Так же как и для одномерных задач, тем­
пература определяется с помощью неявных схем из 
совместного решения уравнения энергии и осредпенно-
го по всем частотам разностного уравнения, описываю­
щего перенос излучения (§ 7). Возможны итерации как 
между газодинамическим и тепловым блоком, так и 
внутри теплового блока. 

Через #i шагов по времени система многогрупповых 
уравнений диффузии пересчитывается и вновь опреде­
ляются осредненные коэффициенты 
Возможно также использование безытерационной схе­
мы (4.64) —(4.70) или (4.75) — (4.81) при расчете осред-
ненного уравнения *). Пересчет коэффициентов (4.63) 
и (4.74) происходит за один раз на М2 шагов по вре­
мени. Этот переход происходит чаще, чем переход от 
многогрупповых уравнений диффузии к осредненному 
уравнению, N\ = kN2. Обычно k = 2 или 3. 

Общий алгоритм расчета двумерных задач РГД со­
стоит из отдельных блок-схем: блок-схема I — решение 
на тех шагах, где происходит пересчет многогрупповых 
уравнений диффузии; возможная блок-схема II — где 
происходит переход от осредненного уравнения к 
безытерационной схеме; блок-схема III — регулярная, в 
которой решаются уравнения газодинамики и опреде­
ляется температура. Этот алгоритм расчета двумерных 
задач динамики излучающего газа изображен на схеме. 

В приведенную схему естественным образом вписы­
вается алгоритм решения двумерных задач РГД, в ко­
тором поле излучения определяется с помощью само­
сопряженного уравнения. Единственное изменение при 
этом вносится в блок-схему I. Вместо расчета много­
групповых уравнений диффузии проводится решение 
системы многогрупповых уравнений вида (5.21), раз­
ностная аппроксимация которых осредняется не только 
по частотам фотонов, но и по угловым направлениям. 
Остальные элементы схемы, связанные с итерационным 
решением многогрупповых и осредненного уравнения, 

*)При использовании неявной схемы по безытерационной схеме 
решаются уравнения (7.1) или (7.4). 
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Схема расчета двумерных 

2 
«3 

э 

Блок-схема I счи­
тается один раз на 

/V, шагов по времени 

а 

i 

Расчет многогрупповых уравне-
ний диффузии: нахождение коэф­

фициентов разностных схем, 
итерационное решение сеточных 
уравнений, на хождение коэффи­
циентов осредненного по частоте 

уравнения 

Блок-схема III (регу­
лярная) считается на 

каждом шаге по времени 

I 
Блок-схема III 

I 

Возможная блок-схема 
IF, считается один раз 

на JVj шагов по времени 

Блок-схема III 

Блок-схема I 
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те уравнения 
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Совместное решение 
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без ы те рационной 
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схеме 
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Расчет уравнений дви­
жения и неразрывности 

(газодинамический блок) 

Совместное решение уравнения энергии 
и осредненного уравнения с возможным 
использованием безытерационной схемы 
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итерации 

Решение осреднен­
ного по частоте 

уравнения и пере­
ход к без итера­
ционной схеме 

итерации 
I ±_ 

Газодинамический 
блок 

Совместное решение 
уравнения анергии и 

осредненного уравне­
ния с использованием 

безытерационной 
схемы 

итерации 



газодинамическим блоком, при этом остается неизмен­
ными. 

Рассмотренная схема реализовывалась при решении 
целого ряда двумерных задач динамики излучающего 
газа [58, 59, 204]. Она является одной из возможных 
схем расчета, опирается на конкретные численные ме­
тоды, лежащие в ее основе, и при использовании дру­
гих алгоритмов может быть видоизменена. 

2. Некоторые замечания относительно численного 
моделирования задач динамики излучающего газа. 
В предыдущих главах был рассмотрен ряд алгоритмов 
решения одномерных и двумерных задач динамики из­
лучающего газа. Сделаем на их основе ряд общих заме­
чаний относительно численного моделирования этих 
задач. 

1. Алгоритм расчета задач РГД, как и других слож­
ных задач математической физики, может быть разбит 
на отдельные блоки. В каждом из этих блоков рассмат­
ривается та или иная частная проблема. Для решения 
каждой из таких проблем в принципе может быть пред­
ложено несколько подходов. 

Однако эффективный алгоритм решения сложной 
задачи вовсе не должен состоять из механически объ­
единенных хороших методов решения частных задач. 
Необходимо, чтобы методы решения, используемые в 
различных блоках, были бы «совместными». Добиться 
«совместности» методов решения отдельных блоков, 
оригинальных или ранее известных, зачастую бывает 
нелегко. 

Так, практическое использование неявной схемы для 
решения одномерных и двумерных задач РГД задер­
живалось потому, что ее применение требовало, чтобы 
перенос излучения описывался одногрупповым уравне­
нием диффузионного типа. Переход к такому уравнению 
был осуществлен с помощью алгоритма осреднения, 
рассмотренного в § 4 гл. III, § 6 гл. IV. 

Полученные таким образом осредненные разностные 
уравнения уже не являются самосопряженными, даже 
если исходные разностные многогрупповые уравнения 
самосопряженны. Поэтому итерационный алгоритм их 
решения не должен требовать в явном виде для своего 
применения самосопряженности соответствующих раз­
ностных уравнений. Таким алгоритмом является рас­
смотренный в § 4 (гл. IV) нелинейный «а—р»-итера-
ционный метод. 
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Отметим, что рассмотренные в § 3—5 алгоритмы 
решения двумерных задач динамики излучающего газа 
не являются жестко связанными с той или иной кон­
кретной методикой расчета уравнений газовой динами­
ки. В самом деле, предложенная разностная аппрокси­
мация многогрупповых уравнений диффузии, итерацион­
ный «а—р»-алгоритм, методы осреднения уравнений 
диффузии по энергиям фотонов, неявная схема решения 
могут быть практически без изменений использованы и 
в целом ряде программных комплексов, в которых для 
расчета уравнений газодинамики используются четы­
рехугольные сетки. 

Другим примером является использование схем с 
кусочно-постоянной интерполяцией для решения уравне-
нения переноса (гл, III). Их непосредственное использо­
вание может приводить к существенным ошибкам в 
вычислении потокаИЛ Однако в сочетании с квазидиффу­
зионной системой уравнений, когда схемы с кусочно-
постоянной интерполяцией используются лишь для вы­
числения коэффициентов D и С, их применение вполне 
оправдано. 

2. Весьма важным для решения как одномерных, так 
и двумерных задач динамики излучающего газа являет­
ся использование реальных уравнений состояния ве­
щества Р(Т, р), е(Г, р) и групповых коэффициентов по­
глощения света Kh(T, p). К сожалению, полученные с 
помощью данных эксперимента или теоретических рас­
смотрений таблицы значений материальных функций 
зачастую не аппроксимируются с помощью простых 
аналитических выражений. 

Непосредственное использование табличных пред­
ставлений, например, с помощью метода логарифмичес­
кой интерполяции, предложенного Н. Н. Калиткиным 
[77], не вносит дополнительных принципиальных труд­
ностей по сравнению с применением простых аналити­
ческих выражений для описания материальных функ­
ций. Тем не менее применение табличных уравнений 
состояния и коэффициентов поглощения требует до­
полнительных усилий при программной реализации ме­
тодов расчета задач динамики излучающего газа. 

3. Проведение дорогостоящих расчетов двумерных и 
некоторых одномерных задач РГД в настоящее время 
^сопряжено со значительными трудностями. Поэтому 
наиболее оптимальным представляется такой подход, 
Когда вначале по одномерным моделям рассматривается 
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упрощенный вариант задачи. Расчет по простой одно­
мерной модели позволяет выяснить некоторые физиче­
ские особенности задачи и тем самым окончательно вы-
брать математическую модель, которая, с одной сторо­
ны, отличалась бы максимальной простотой, а с другой 
стороны, — учитывала бы основные особенности изучае­
мого явления. Кроме того, такой предварительный рас­
чет позволяет выбрать оптимальный вариант разбиения 
пространственной сетки и спектра излучения по группам 
для последующего проведения более сложного одномер­
ного или двумерного расчетов. 

Тем самым используется своеобразный итерацион­
ный подход к математическому моделированию процес­
сов РГД: предварительная математическая модель — 
расчет на ЭВМ — уточненная математическая модель 
[164]. При необходимости этот процесс уточнения мо­
дели может быть продолжен. Некоторые примеры тако­
го построения математической модели в задачах РГД 
будут рассмотрены в гл. V. 



Глава V 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
В ЗАДАЧАХ ДИНАМИКИ 
ИЗЛУЧАЮЩЕГО ГАЗА 

В предыдущих главах рассматривались постановка 
задач динамики излучающего газа, различные прибли­
жения и методы, используемые при их решении. На­
стоящая глава будет посвящена обсуждению и физи­
ческому анализу результатов расчетов некоторых задач 
РГД. Как известно, вычислительный эксперимент в со­
четании с натурным экспериментом позволяет успешно 
исследовать различные физические и технологические 
процессы [164—165]. Не составляют исключения в этом 
смысле и высокотемпературные радиационно-газодина-
мические процессы. Использование вычислительного эк­
сперимента при изучении сильноточных излучающих 
разрядов, взаимодействия лазерного излучения с плаз­
мой, обтекания тел, входящих с большой скоростью в 
атмосферы планет, и других явлений позволяет уско­
рить и повысить качество научных исследований, опыт­
но-конструкторских работ, предложить новые техничес­
кие решения проблемы. 

§ 1. Моделирование сильноточных 
излучающих разрядов 

Электрические разряды в плотных газах представ­
ляют собой классический объект физических исследо­
ваний. Сначала эти исследования были связаны с ат­
мосферным электричеством, а в последствии с много­
численными техническими приложениями. Отметим не­
которые из них. 

Высокоинтенсивные источники излучения применя­
ются для лазерной техники [3, 4, 10, 11], в исследова­
ниях фотохимических реакций [3, 4J, в спектроскопии 
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[89], для задач скоростной фотографии [190] и т. п. 
Важное применение находят разряды в высоковольтной 
технике, во взрывной технике и многих других. Элект­
рические разряды являются удобным объектом для 
изучения физических свойств плотной плазмы [12, 77, 
пи. 

Использование разнообразных явлений, протекаю­
щих в импульсных разрядах (излучение, резкое изме­
нение магнитного поля и сопротивления, ударные вол­
ны и т. п.), требует комплексного исследования процесса. 
Однако экспериментальное изучение зачастую ока­
зывается весьма дорогостоящим и трудно осуществи­
мым, полученные с его помощью результаты иногда не 
поддаются однозначному истолкованию. Кроме того, 
затруднен перенос экспериментальных результатов, по­
лученных в отдельных опытах с разрядами, на разряды 
с другими параметрами. Это связано с тем, что теория 
подобия в задачах магнитной радиационной газовой ди­
намики (МРГД) имеет весьма приближенный харак­
тер. 

Большие возможности для изучения подобных слож­
ных явлений дает совместное экспериментальное и ма­
тематическое исследование с помощью расчетов на 
ЭВМ. В данном параграфе будут рассмотрены резуль­
таты такого исследования сильноточных излучающих 
разрядов в литиевой плазме и в инертных газах. Эти 
исследования начнем с рассмотрения математической 
модели, описывающей сильноточные разряды. 

1. Система уравнений. Численное решение уравнений 
магнитной радиационной газовой динамики (МРГД) 
сталкивается с еще большими трудностями, чем те, ко­
торые встречаются при расчете задач динамики излу­
чающего газа. Поэтому не удивительно, что большинст­
во результатов численного моделирования относится к 
задачам в одномерной постановке. К счастью, приме­
нение одномерной цилиндрически-симметричной модели 
является вполне оправданным для многих сильноточных 
разрядов. Система одномерных МРГД уравнений, опи­
сывающих такие разряды, выглядит следующим об­
разом: 

£=и> prdr=dm, (1.1) 

т 



£--fe+»>£(-;)-a>-H*V)+$. *-'|. )i-3) 

»(£)-&' *.-&»(",). У—я, (1.4) 
^г — x p r g . (1.5) 

p=p{T, p), e = e(7\ р), a = a ( 7 \ р), 
X = X(7\ p). x* = x*(7\ p), (1.6) 

Л « 1 , . . . , ЛГ*. (1.8) 
Здесь г—расстояние от оси симметрии z до исследуе­
мой точки, t — время, и — скорость в радиальном на­
правлении, т — массовая лагранжева координата, 
р — плотность, р — давление, е — внутренняя энергия 
вещества, F и q — лоренцева сила и джоулево тепло, 
отнесенные к единице объема, WT — поток энергии, 
обусловленный электронной или ионной теплопровод­
ностью, W — поток энергии излучения, £2 и Я , - ком­
понента напряженности электрического поля и азиму­
тальная компонента напряженности магнитного поля, 
\г—плотность тока, а — проводимость плазмы, % — ко­
эффициент теплопроводности, 1ь — групповая интенсив­
ность энергии излучения для частот у ф й , v*+i], Xk — 
групповой коэффициент поглощения, у — косинус угла 
между направлением полета фотона и осью г, р, — коси­
нус угла между проекцией направления полета фотона 
на плоскость, перпендикулярную оси симметрии, и ра­
диусом г (рис. 59), вк определяется из равновесной ин­
тенсивности энергии излучения с помощью выражений 
(5.6) — (5.7) (гл. II), о — искусственная вязкость, ис­
пользуемая для организации сквозного счета. 

Граничные условия для уравнений (1.1) — (1.8) вы­
бираются в соответствии с конкретной задачей. В ряде 
случаев их форма очевидна. Так, в центре (г=0) ис­
пользуются условия, вытекающие из симметрии разря­
да при и=0, дТ/дт = 0. Если конструкция ограничена 
жесткой стенкой, то на внешней границе плазмы /ур 
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надо полагать и(г1Р, 0 = 0 - Но есть и более сложйые 
случаи, связанные с определением граничных условий 
для электромагнитного поля. 

Рис. 59. Постановка за- Рис. 60. Схема разряда 
дачи о сильноточном типа г-пинча 
разряде в одномерной ци­
линдрически-симметрич­

ной геометрии 

Например, для разряда типа z-пинча, общая схема 
которого изображена на рис. 60, граничные условия для 
магнитного поля следующие: # „ ( 0 , 0 = 0 , Hv(R(t),t) = 
= 2y(t)/R(t)*)> где 9(t)— полный ток, протекающий 
через плазму, R(t) —внешняя граница плазмы, которая 
определяется из газодинамического расчета. В свою 
очередь полный ток в цепи определяется из решения 
электротехнического уравнения 

' ° (1-9) 
Здесь L» и 

/>пл индуктивность цепи и плазменного 
столба, Rn и RnJ1 — сопротивление цепи и разряда, U0, 

*) Эти граничные условия легко могут быть получены из урав­
нений Максвелла, записанных в- интегральной форме. 
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Со — начальные напряжения и емкость батареи кон­
денсаторов. Величины £Пл и Rnjl зависят от распределе­
ния температуры и плотности в разряде и должны пере-
считываться на каждом шаге по времени. 

Таким образом, для аккуратного нахождения гра­
ничных значений напряженности магнитного поля урав­
нение для внешней цепи (1.9) должно решаться сов­
местно с уравнениями МРГД (1.1) —(1.8), что еще бо­
лее усложняет математическое моделирование сильно­
точных разрядов. 

Эффективные алгоритмы решения одномерных урав­
нений магнитной газовой динамики, в том числе учиты­
вающие влияние внешней электротехнической цепи, рас­
смотрены в книге А. А. Самарского и Ю. П. Попова 
£169]. Эти методы совместно с методами решения од­
номерных задач динамики излучающего газа (гл. III) 
явились основой для алгоритмов, используемых при 
математическом моделировании сильноточных разрядов 
[55,77, 148]. 

2. Электротехническое приближение. Наряду с сис­
темой уравнений (1.1) — (1.9) рассмотрим также элект­
ротехническое приближение [79], позволяющее упрос­
тить математическое моделирование некоторых одно­
мерных задач МРГД. 

Рассмотрим конструкцию типа г-пинча> в которой 
ток от батареи конденсаторов к разряду подводится с 
помощью сплошного медного электрода (см. рис. 60). 
Проводимость меди на 3—4 порядка выше проводимо­
сти низкотемпературной плазмы, поэтому электрод дол­
жен быть эквипотенциальной поверхностью*). Предпо­
ложим, что электрическое поле Ег будет зависеть от 
радиуса. Из одномерности разряда следует, что раз­
ность потенциалов между электродами тоже должна 
быть функцией радиуса. Однако это противоречит усло­
вию эквипотенциальности. Поэтому можно ожидать, что 
если в радиальном направлении компонента электри­
ческого поля Ег меняется существенно, то возникнет 
неоднородность поля и вдоль оси. Достаточным услови­
ем отсутствия этих эффектов является малость харак­
терных размеров системы d по сравнению с длиной 
диффузии Аг магнитного поля за характерное время А/. 

*) Проводимость высокотемпературной плазмы близка к прово­
димости меди, поэтому к разрядам в высокотемпературной плазме 
эти рассуждения не относятся. 
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Для разрядов конденсаторных батарей с периодом 
/ « 1 0 мкс это приводит к довольно жесткому ограниче­
нию: линейные размеры плазменного слоя не должны 
превышать нескольких сантиметров. 

Действительно, эксперимент показывает, что при на­
рушении условия малости во много раз, например, при 
электрическом взрыве проволок длиной ~ 1 м, нередко 
наблюдается сильная неоднородность по оси разряда 
[50]. Однако при небольшом нарушении этого условия 
отклонения от одномерности обычно несущественны. 
Последнее имеет место в конструкциях с быстрой ба­
тареей и размерами газоразрядной камеры до 10—15 см 
[16]. Для описания этих конструкций можно предло­
жить относительно простое электротехническое при­
ближение. 

Будем считать электроды эквипотенциальными по­
верхностями, а электрическое поле между ними одно­
родным. Тогда плазменный столб можно рассматри­
вать просто как проводник, имеющий переменную по 
радиусу проводимость. Он характеризуется собственным 
сопротивлением и индуктивностью, его емкостью можно 
пренебречь. 

Из решения уравнений газовой динамики определя­
ются распределение температуры и плотности по ра­
диусу. С их помощью нетрудно найти проводимость 
плазмы а(7, р). Подсчет сопротивления плазменного 
столба /?пл по известной проводимости очевиден 

/?пл = 1 / j a ( 7 \ p)rdr. (1.10) 

Индуктивность плазменного столба определяется из 
соотношения 

RH) 

iL™32=L\№rdr. (1.11) 
о 

Здесь интегрирование ведется по всей области, в кото­
рой имеется магнитное поле 0 < г </?(*)• 

Магнитное поле в конкретной точке г цилиндричес­
кого плазменного столба равно 

#(г)-4/(г), (1.12) 
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где /(г)—ток, протекающий чергз сечение радиуса г: 
г 

I{r)=2n$j(r')r'dr'. (1.13) 
о 

В свою очередь плотность тока ] определяется по 
закону Ома 

7 = а ( 7 \ р ) Я . 
Учитывая, что в рассматриваемом приближении 

напряженность электрического поля Е постоянна, исполь­
зуя выражения (1.12) —(1.13), приведем (1.11) к виду 

Ln,=~ 1 

пп 7 ^ Г г 1 
j H*rdr Е* \ %\)*iT(r')%p{r'))r'dr'\ 
о о L о J 

4л: Г*(0 П 2 — г*<0 12 — 
J Jrdrl ЕА J а (Г (г'), p(r'))r'tfr' 

Тем самым индуктивность плазменного столба не за­
висит в явном виде от напряженности электрического 
поля. 

Определив сопротивление и индуктивность газового 
разряда из выражений (1.11) — (1.14), полный ток 3 
найдем из решения уравнения (1.9). В дальнейшем, 
используя полученное таким образом значение полного 
тока в качестве граничного условия, из уравнений маг­
нитной газовой динамики можно найти распределение 
магнитного поля Я, величину джоулева нагрева q и ло-
ренцеву силу F. Однако применяя рассуждения, анало­
гичные тем, которые привели к выражению (1.14), мож­
но вообще отказаться от решения уравнения (1.4). 

В самом деле, из условия постоянства Е найдем, что 
полный ток, протекающий через газовый разряд, равен 

ДГ«2яЯ j* rodr. (1.15) 
о 

Определив значение полного тока Cf из решения электро­
технического уравнения (1.9), найдем конкретную вели­
чину напряженности электрического поля 

2л j rodr\ . (1.16) 
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Зная £, определим плотность тока j = oE и значение на­
пряженности магнитного поля из выражений (1.12) — 
(1.13). С помощью / и Я найдем величину лоренцевой 
силы F н джоулева нагрева q. 

Очевидно, что электрическое приближение заметно 
проще магннтогидродинамического; особенно удобно 
оно тем, что позволяет легко включать в расчет разно­
образные и сложные внешние электрические цепи. Ве­
роятно, для низкотемпературных z-пинчей в камерах со 
сплошными электродами электротехническое приближе­
ние имеет примерно ту же физическую точность, что и 
одномерное МГД-приближение. Доводом в пользу та­
кого предположения служит то, что расчеты разрядов 
в газах, выполненные в обоих этих приближениях, дают 
очень близкие результаты. На рис. 61 приведены ре­
зультаты такого сопоставления, взятые из работы {79]. 

200 

100 

Ю\ I \ 201 |>кс 

Рис. 61. Полный ток в цепи: сплошная кривая — данные, получен­
ные из одномерного МГД-расчета, кружки — результаты, полу­

ченные с помощью электротехнического приближения 

Следует отметить, что электротехническое приближе­
ние не переносится на 9-пинчи. 

3. Разряд в литиевой плазме. Экспериментальное и 
теоретическое исследование сильноточных разрядов с 
целью изучения возможности создания импульсных ис­
точников излучения для накачки ОКГ проводилось в 
конце 60-х — начале 70-х годов [3, 4, 10, 50, 111]. Схема-

г 
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ти^ески опишем некоторые из этих экспериментов, ко­
торые послужили основой для последующего математи­
ческого моделирования [15, 16, 77]. 

Мощная батарея конденсаторов (см. рис. 60) разря­
жается через проволочку, которая располагается в ва­
куумной камере. Процесс электрического взрыва прово­
лочек сопровождается испарением металла, падением 
вследствие этого проводимости среды, «паузой тока», 
явлением пробоя паров и, наконец, сильноточным раз­
рядом через образовавшуюся плазму. 

Плотность плазмы в мощных разрядах составляет 
Ю17—Ю19 ч/см3, а ее температура доходит до несколь­
ких электронвольт. Возникающие магнитные поля до­
стигают величины ЗО-т-50 килоэрстед. Они задерживают 
разлет плазмы, могут проводить к линчеванию и обра­
зованию квазистационарных режимов. Поэтому время 
излучения в таких разрядах оказывается много больше 
характерных газодинамических времен, тем самым боль­
шая доля вложенной в плазму энергии успевает перей­
ти в излучение. Для целей накачки ОКГ представляет 
интерес не только общий выход излучения, но и его 
спектральный состав. В. Б. Розановым был предложен 
плазменный источник с селективным излучением на ос­
нове литиевой плазмы [152]. Опишем некоторые резуль­
таты расчетов таких разрядов. 

На рис. 62—65 представлены данные расчетов {77] 
разряда со следующими параметрами электротехниче 

Рис. 62. Распределение температуры в различные моменты времени 
(t — в икс) по массе плазменного столба 
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Рис. 63. Внешняя граница плазмы (кривая /) и холодной зоны 

(кривая 2) 

к%кйж/(см-рад-с) 

2-т 
од 

20 40 60 t,mc 
Рис. 64. Полный поток энер­
гии излучения, выходящий из 

плазмы 

О f,5 J,5 5,5 чзВ 
Рис. 65. Гистограмма потока 
энергии излучения, нормирован­
ная на его максимальное зна­
чение в диапазоне частот 

0<v<5,5 эВ 

ской цепи: С=1800 мкФ, U=5 кВ, L=0,25 мкФ, # = 
=2,25 Ом, длина и радиус разрядной камеры /—15 см, 
гЛ=5 см, радиус обратных проводов г* = 7 см, началь­
ный диаметр проволочки d=0,037 см. 

В начальной стадии процеса (f<3 мкс), когда пары 
металла уже ионизованы, а разрядный ток еще невелик, 
магнитные силы слабо влияют на движение плазмы. 
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Плазменный шнур, расширяясь в вакуум, быстро 
охлаждается, электропроводность среды при этом па­
дает. 

К моменту времени f=4 мкс плазма достигает сте­
нок разрядной камеры (г=5 см). При отражении плаз­
мы от камеры образуется ударная волна, которая рас­
пространяется к центру. Образуется неравномерный 
профиль температуры, а следовательно и проводимо­
сти. В дальнейшем на этой неоднородности возникает 
Г-слой*) (см. рис. 62). 

Электрические токи в силу нелинейной зависимости 
электропроводности от температуры концентрируются в 
Г-слое. Температура в нем резко повышается. 

Отраженная ударная волна кумулируется на ось, 
«эновь отражается и далее многократно проходит по 
плазме, вызывая кратковременные пульсации разряда. 
Вблизи максимума тока (f~30—40 мкс) магнитные 
<:илы становятся большими и некоторое время удержи­
вают внешнюю границу плазменного шнура на расстоя­
нии г«2—3 см (рис. 63). 

Тепловой фронт, идущий от Г-слоя к центру, оста­
навливается. В результате на развитой стадии разряда 
плазма оказывается как бы разбитой на две зоны: низ­
котемпературное (Г«1 эВ) и плотное центральное яд­
ро и горячую внешнюю зону с температурой 5—6 эВ. 
Электрические токи текут в основном по горячей внеш­
ней зоне, проводимость которой велика. Движение гра­
ницы между холодной и горячей зонами показано на 
рис. 63. После прохождения максимума тока плазмен­
ный шнур постепенно расширяется из-за уменьшения 
лоренцевой силы. Джоулев нагрев, поддерживающий 
Г-слой, ослабевает. 

Зависимость выходящего из плазмы потока энер­
гии излучения от времени показана на рис. 64. Наи­
больший выход энергии наблюдается вблизи максимума 
тока. На этом рисунке хорошо видны кратковременные 
вспышки яркости (пики) продолжительностью 1—5 мкс. 
Они могут быть объяснены динамическими пульсациями 
плазменного шнура и наличием Г-слоя. Так как Г-слой 
оптически тонок, то поток энергии из него пропорциона-

*) Физический эффект Г-слоя, связанный с образованием само­
поддерживающихся высокотемпературных областей в магнитогидро-
динамических процессах, был обнаружен с помощью вычислитель­
ного эксперимента ПЯО]. Впоследствии эффект был подтвержден 
натурным экспериментом. 
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лен коэффициенту поглощения. Во время пульсаций 
плотность плазмы и зависящий от нее коэффициент по­
глощения существенно меняются, что и приводит к зна­
чительным изменениям потока энергии излучения. 

Спектр излучения рассчитывался в пятигрупповом 
приближении со следующими значениями граничных 
частот: Vi=0, v 2=l ,5 эВ, v3 = 3,5 эВ, v4=5,5 эВ, v5 = 
= 75 эВ, ve = 600 эВ. Эффективная спектральная плот­
ность энергии излучения определялась по формуле 
tt^=UV(v*+i-v*). 

На рис. 65 представлена гистограмма потока энер­
гии излучения в инфракрасном видимом и ближнем 
ультрафиолетовом диапазонах вблизи максимума тока. 
За первый период колебания разрядного тока (t^ 
~80 мкс) из системы в виде излучения вышло 25% 
полной энергии, заключенной в начальный момент вре­
мени в батарее конденсаторов; при этом в диапазоне 
частот v<5,5 эВ высветилось 25% общей энергии, по­
кинувшей систему в виде излучения. 

Таким образом, характерной чертой процесса, во 
многом определяющей всю расчетную картину явления, 
является наличие квазистационарного образования ти­
па Г-слоя, расположенного на внешней границе плазмы 
и имеющего температуру порядка 6—7 эВ. Однако при 
параллельном экспериментальном исследовании этого 
процесса таких высоких температур не наблюдалось. 
С другой стороны, численное решение хорошо соответст­
вует системе уравнений (1.1) — (1.9), в том числе и фи­
зическим предположениям, используемым при выборе 
материальных функций (1.6). 

Хорошая точность решения по выбранной математи­
ческой модели и одновременно существенное расхожде­
ние между данными расчета и эксперимента говорят о 
том, что первоначальная математическая модель нуж­
дается в уточнении. Как показали дальнейшие иссле­
дования, в первую очередь это касалось выбранной мо­
дели коэффициента поглощения. 

В первоначально выбранной модели коэффициента 
поглощения учитывались только тормозные процессы и 
фотоэффект. На рис. 66 изображен график коэффициен­
та поглощения, полученный А. Ф. Никифоровым и 
В. Б. Уваровым (77] с учетом этих процессов для харак­
терной плотности р= 10~5 г/см3 высокотемпературной 
горячей оболочки. Скачки кривых соответствуют началу 
фотоионизации определенных уровней лития. 
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Рис. 66. Зависимость коэффициента поглощения литиевой плазмы 
( р = К ) - 5 г/см3) от частоты; кривая / соответствует Г = 3,1б эВ, 

кривая 2 — Т = 5,62 эВ 

Перенос излучения в линиях в этой модели не учи­
тывался. Первоначальные физические оценки показыва­
ли, что суммарная площадь линий невелика, и поэтому 
энергия, высвечиваемая в них, будет мала по сравнению 
с потерями энергии в сплошном спектре. 

Основываясь на выбранной модели коэффициента 
поглощения, рассмотрим, за счет чего происходит ста­
билизация температуры во внешней горячей оболочке. 
Как показывают данные расчетов, на стадии интенсив­
ного линчевания плазмы вкладом газодинамического 
движения и электронной теплопроводности в нагрев 
или охлаждение плазмы можно пренебречь. И, следова­
тельно, при составлении баланса энергии необходимо 
учитывать только два конкурирующих процесса: нагрев 
плазмы за счет притока джоулева тепла и ее охлажде­
ние за счет высвечивания энергии. 

Джоулев нагрев плазмы определяется с помощью 
выражения q = oE2. Полагая напряженность электриче­
ского поля, которая в значительной мере определяется 
параметрами внешней цепи, слабо меняющейся с тече­
нием времени, получим, что в основном изменение джо­
улева нагрева определяется проводимостью плазмы 
q(t)~o(T(t), p ( 0 ) . Классической зависимостью прово­
димости плазмы от температуры является закон о~Тш. 
Более точные табличные данные [107] дают приблизи-
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тельно тот же закон зависимости, хотя при этом конк­
ретные значения проводимости могут существенно от­
личаться от классических. Следовательно, зависимость 
джоулева нагрева плазменного слоя температуры мож­
но с достаточной степенью точности записать в виде 

q^aT312, где а — постоянная. 0-17) 
Потери энергии за счет излучения на единицу объема 

для оптически тонкого слоя определяются выражением 
оо 

Q ^ = \ /vpXvrfv, где /vp —интенсивность излучения абсо-
о 

лютно черного тела (1.11) (гл. I). Если в излучении 
плазмы учитываются только тормозные процессы, 
коэффициент поглощения которых пропорционален x v ~' 
~1/(Г1/2л>3), то потери энергии на высвечивание равны 

Qw = bTu\ (1.18) 
где b — постоянная, не зависящая от температуры. 

Из сопоставления выражений (1.17) и (1.18) видно, 
что потери энергии за счет тормозного излучения не мо­
гут компенсировать джоулев нагрев. В этих условиях 
рост температуры слоя может продолжаться неогра­
ниченно. 

Изучаемая экспериментально литиевая 'плазма имела 
характерную плотность в горячей оболочке р—10~4"£-
-М0~Б г/см3 и толщину внешнего слоя -~2-*-3 см. 
В этих условиях литиевая плазма оптически непрозрач­
на (рис. 66) для излучения, лежащего в диапазоне час­
тот v ~ 75-ь 100 эВ, что связано с отрывом второго 
электрона. При этом с единицы площади поверхности 
плазмы для данных частот фотонов теряется энергия 

100 

~ j /Vptfv. Для характерных температур Г~6-^7 эВ 
75 

эти потери могут быть получены с помощью выраже­
ний (5.6) — (5Л) (гл. II): 

Q w i = * - 7 5 / r 7 ^ (1.19) 
Из выражения (1.19)видно, что эти потери ничтожны 

при температурах меньших, чем 5 эВ, и их можно не 
учитывать. С ростом же температуры потери энергии на 
высвечивание резко возрастают. Они же компенсируют 
джоулев нагрев внешней оболочки плазменного столба 
и стабилизируют его температуру на уровне 6 эВ. Если 
бы скачок фотопоглощения происходил бы не при час-
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тоте v —75 эВ, а при меньшей частоте, например у=60эВ, 
то температура в разряде стабилизировалась бы на 
уровне Г«5 эВ. 

Проведенный анализ показывает, что излучение в 
диапазоне частот, для которых плазменный столб опти­
чески непрозрачен, может компенсировать джоулев наг-
рев, несмотря на то, что общие потери энергии на высве­
чивание в нем невелики. Важно, чтобы нарастание 
потерь энергии в этом диапазоне с увеличением темпе­
ратуры газового разряда компенсировало прирост энер­
гии за счет джоулева нагрева [55, 88]. 

Значительно меньшая по сравнению с б эВ экспери­
ментально наблюдаемая температура разряда и резуль­
таты проведенного анализа стационарного состояния 
плазменного столба заставили учесть в математической 
модели ранее казавшееся несущественным излучение в 
линиях. Как потом показали данные экспериментов, в 
ближнем ультрафиолете наблюдались линии, в том чис­
ле и линии элементов примесей, с суммарной шириной 
A v ~ l эВ. 

Для модельного учета влияния этих линий была до­
полнительно введена в расчет группа в диапазоне час­
тот 5,5 эВ ^ v ^6 ,5 эВ с большим коэффициентом пог­
лощения в ней. В решении, полученном с добавочной 
группой (кривая Гг, рис, 67), горячая внешняя оболочка 
отсутствует [55, 88], характерная температура Т«3,5 эВ 
близка к экспериментально наблюдаемой. 

Таким образом, анализ проведенных расчетов, их 
сравнение с данными натурного эксперимента позволи­
ли уточнить исходную математическую модель, сдела­
ли ее более адекватной изучаемому физическому про­
цессу. 

|7,эа 

Рис. 67. Характерные расчет­
ные профили температуры для 
стационарной стадии разряда в 
литиевой плазме: Т\ — без уче­
та излучения в линиях, Т2 — 
с учетом излучения в линиях 

г,сн 
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4. Излучающие разряды в ксеноне. Изучение разря­
дов в литиевой плазме было одним из первых исследо­
ваний этих физических процессов с помощью расчетов 
на ЭВМ, использующих достаточно полные математи­
ческие модели. Накопленный при этом опыт эффектив­
ного взаимодействия между натурным и вычислитель­
ным экспериментами позволили в дальнейшем более 
успешно проводить математическое моделирование, до­
биваясь не только правильного качественного, но и 
более точного количественного описания явлений в 
разрядах. 

Рассмотрим некоторые результаты математического 
моделирования разрядов в ксеноновой плазме [15—17]. 
Схема соответствующей установки, на которой проводи­
лись экспериментальные исследования в ГОИ им. 
С. И. Вавилова, изображена на рис. 68. Ток разряда 
течет по центральному металлическому стержню диа­
метра do и возвращается по плазменному цилиндру, 
образуя коаксиальную систему. Внутренний диаметр 
токового слоя в плазме равен d{. Поверхность метал­
лического стержня покрыта диэлектриком. Разряд 

'*-djb 

' I f 

2 L 

j ^4b | 

ггтт 

f г 

г 
' X 

Рис. 68. Схема экспериментальной установки: слева — общий вид 
разрядной камеры, справа — центральная часть камеры с энерге­
тической установкой. Обозначения: С — конденсаторная батарея, 
Р— разрядник, / — длина разрядного промежутка, do— диаметр 
токоведущего стержня, d\ — наружный диаметр диэлектрической 
пленки, О —кварцевые окна, / и 2 — электроды основного разряда, 
стрелки а и b указывают «поджигающие» электроды кольцевого 

разрядника 
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проводился в камерах, наполняемых различными газа-
ми при начальном давлении от 10 до 600 Тор (мм 
рт. ст.). 

При включении разрядника Р (рис. 68) высокое 
напряжение возникало между центральным стержнем / 
и электродом 2, что приводило к развитию «скользящих» 
по поверхности диэлектрика разрядов [11]. В рассматри­
ваемых условиях «скользящие» разряды формировали 
однородный плазменный цилиндр в инертных газах при 
рб^бОО Тор. В воздухе и других электроотрицательных 
газах получение однородной цилиндрической поверх­
ности затруднено: возникшие вначале отдельные каналы 
не сливаются. 

Несмотря на наличие общих черт, сплошная* плаз­
менная оболочка имеет принципиальное отличие от обо­
лочки, состоящей из системы отдельных проводников. 
Каждая из отдельных плазменных «нитей» окружена 
собственным магнитным полем, при росте которого та­
кая «нить» стремится сжаться к собственной оси, что 
способствует развитию силовых неустойчивостей. Сплош­
ная плазменная оболочка совместно с центральным 
токоведущим стержнем образует своеобразный кабель, 
оплеткой которого является плазменный цилиндр. При 
этом вместо системы ударных волн, окружающих каж­
дую из нитей, образуется одна цилиндрическая симмет­
ричная ударная волна, охватывающая весь плазменный 
шнур. 

Экспериментальное исследование динамики плазмен­
ной оболочки производилось через кварцевые окна О 
(рис. 68) с помощью скоростного фоторегистратора 
(СФР) как вдоль, так и поперек разряда оси. 

Как показывают данные эксперимента, при включе­
нии высокого напряжения развитие скользящего разря­
да образует на диэлектрической поверхности однород­
ный слой плазмы толщиной порядка 10-1 см с темпера­
турой около 1 эВ. Это значение температуры носит 
оценочный характер. Разряд с достаточной степенью 
точности обладает одномерной цилиндрической симмет­
рией*). 

*) Электрод 2 (рис. 68) представляет собой эквипотенциальную 
поверхность. С другой стороны, у стержневого электрода / линии 
тока и напряженности электрического поля искажаются. Область 
искажения распространяется вдоль промежутка на величину Лг, 
примерно равную двум толщинам плазменного слоя, что составляет 
10—20% длины разрядного промежутка Дг^0,2/, 
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Экспериментально наблюдалось снижение темпера­
туры у поверхности диэлектрического покрытия цент­
рального стержня. Это снижение связано с процессом 
испарения материала диэлектрика центрального стерж­
ня. Временные развертки спектров, снятые вдоль оси 
разряда, показывают появление линий элементов, сос­
тавляющих диэлектрик у поверхности центрального стер­
жня. В дальнейшем в парах диэлектрика возникают 
явления, связанные с вторичным пробоем. Однако с 
точки зрения энерговыделения влиянием продуктов 
испарения практически можно пренебречь: площадь, 
занимаемая ими, не превышала и 10% площади сечения 
плазменного столба*). 

Проведенные экспериментальные исследования [16] 
позволили с уверенностью использовать для математи­
ческого моделирования разрядов систему одномерных 
МРГД уравнений (1.1) — (18). Для учета влияния внеш­
ней цепи использовалось электротехническое приближе­
ние. Явления, связанные с испарением вещества диэлек­
трика и вторичным пробоем, при численном моделиро­
вании не учитывались. 

Для окончательного создания математической модели 
необходимо осуществить выбор для каждого конкретно­
го вещества правильных термодинамических функций, 
транспортных коэффициентов и коэффициентов погло­
щения. Для определения термодинамических функций 
и проводимости плазмы целого ряда веществ, в том 
числе и ксенона, существуют таблицы [107], надежность 
которых опробована во многих случаях экспериментов. 

Расчет коэффициентов поглощения сталкивается с 
большими трудностями. Они связаны с необходимостью 
учета многих состояний атомов и ионов в различных 
переходах, определением формы линии и т. д. К счастью, 
во многих задачах динамики излучающего газа интересу­
ющий поток энергии излучения определяется не всеми 
деталями коэффициента поглощения. Это позволяет 
пользоваться своеобразным итерационным способом вы­
бора эффективных коэффициентов поглощения. 

Для рассматриваемой серии расчетов существовали 
экспериментальные данные по коэффициентам поглоще-

*) Данный вывод относится к разрядам, начальное давление 
газа в которых составляло несколько десятков Тор и выше. При 
понижении начального давления газа удельная масса испаренного 
вещества возрастает, при этом она начинает оказывать существен­
ное влияние на все процессы в разряде. 
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йия ксенона в области пропускания кварца[13]. Кромето-
го, было известно, что для частот v > 8 эВ существует 
сложная система зачастую перекрывающихся линий 
поглощения излучения, а при приближении частоты v к 
12 эВ коэффициент поглощения резко возрастает из-л» 
фотоионизации с основного состояния. 

Предварительные расчеты показали, что окончатель­
ные данные существенным образом зависят лишь от 
деталей коэффициента поглощения в видимом свете и 
ближнем ультрафиолете. Для более жесткой части спек­
тра важным оказывается лишь то, прозрачным или не­
прозрачным является плазменный столб ксенона. Поэто­
му в окончательной модели коэффициент поглощения 
для жесткой части спектра был выбран постоянным 
и достаточно большим. Его же конкретная величина 
особой роли не играла*). 

Таким образом, для окончательного построения ма­
тематической модели используется своеобразная итера­
ционная схема: первоначальная модель коэффициента 
поглощения — расчет задачи МРГД — уточнение модели 
коэффициента поглощения — расчет задачи МРГД. Сле­
дует отметить, что такое непосредственное использова-
вание расчетов задачи динамики излучающего газа поз­
воляет зачастую восполнить недостаток теоретической 
и экспериментальной информации о коэффициентах пог­
лощения, о котором говорилось ранее в §1 гл. II. 

Рассмотренный подход, хотя и не дает возможности 
получить «истинные> значения коэффициента поглоще­
ния во всем интересующем диапазоне параметров, поз­
воляет построить сравнительно простую модель этих 
коэффициентов, вполне пригодную для численного реше­
ния данного класса задач. Естественно, что при перехо­
де к другому типу задач выбранная модель коэффициен­
та поглощения должна подвергнуться пересмотру. 

Следует отметить, что на таком пути, использующем 
общую методологию вычислительного эксперимента, 
можно во многих случаях существенно сократить число 
групп, необходимых для определения поля излучения в 

*) Естественно, что такая модель справедлива лишь для опре­
деленного диапазона температур плазменного столба Г<5 эВ. При 
дальнейшем росте температуры следует учитывать фотоионизацию 
второго уровня и излучение в линиях. Их неучет может привести с 
ростом температуры к образованию перегревной неустойчивости, ко­
торая уже была рассмотрена в связи с разрядами в литиевой 

г плазме. 
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задачах РГД. В самом деле, предварительное численное 
решение на грубых моделях позволяет выяснить те осо­
бенности в коэффициенте поглощения, к которым дан­
ный класс задач чувствителен. Во многих случаях число 
таких особенностей невелико. Это и позволяет выбрать 
для окончательного расчета модель, использующую срав­
нительно небольшое число групп. 

Рассмотрим общую картину [15, 16] расходящегося 
г-пинча в ксеноновой плазме, полученную на основе 
совместного использования данных расчета и экспери­
мента. Параметры контура выбирались следующие: 
емкость С = 30 кмФ, индуктивность Lu=0,25 мкГн, нап­
ряжение конденсаторной батареи £/=20 кВ, сопротив­
лении цепи /?ц=1,510"2 Ом, начальная энергия конту­
ра 4§Г = 6 кДж. Длина разрядного промежутка/=10 см. 
Центральный токопровод имел токоведущий диаметр 
rfo=0,8 см и был покрыт лавсановой пленкой толщиной 
0,1 см (d?t = l см). Внутренний радиус камеры, которая 
заполнялась ксеноном с первоначальным давлением 
180 Тор, равнялся 15 см. 

Инициирование плазменного столба осуществляется 
искровым разрядом вдоль внешней поверхности цент­
рального токопровода. При этом источник высокого нап­

ряжения, имеющий по срав­
нению с основной батареей 
небольшую мощность, вы­
зывает пробой в тонком 
слое газа. В численных рас­
четах зона пробоя задава­
лась с помощью тонкого 
слоя толщиной порядка не­
скольких десятых долей 
миллиметра, нагретого до 
температуры от 0,2 до 1 эВ. 

Исследовалось влияние 
параметров нагретого слоя, 
которые выбирались в каче­
стве начальных данных, на 
развитие основного разря­
да. Расчеты показали, что 
при слишком малой началь­
ной температуре Т0 разряд 
не развивается. Начиная с 
некоторой пороговой темпе­
ратуры (~0,3 эВ для ксе-

Рис. 69. Сопротивление раз­
ряда при различных источниках 
инициирования. Кривая /— 
Го=0,5 эВ, кривая 2 — 70— 
= 0,4 эВ, кривая 3—Т0— 

= 0,35 эВ 
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ИОна), разряд развивается нормально, причем ход про­
цесса только в первые доли микросекунды зависит от 
температуры Г0 инициирования. Например, при Г0— 
*=0,5 эВ и выше разряд развивается практически сразу, 
при 7*0 = 0,4 эВ —с задержкой 0,25 мкс и при Г0 = 
=0,35 эВ —с задержкой 0,5 мкс (рис. 69). 

Существование порогового значения связано с силь­
ной зависимостью проводимости от температуры 
ст~ехр{—ф/Г} при малых Т. Строго говоря, пороговая 
температура должна зависеть не только от вида газа, 
но и от параметров электрической цепи, длины камеры 
и толщины подожженного слоя. Однако зависимость 
проводимости от температуры настолько сильна, что 
практически пороговая температура определяется только 
видом газа, точнее, величиной потенциала ионизации ф. 

Таким образом, слабая чувствительность основного 
разряда к деталям инициирования позволяет достаточ­
но просто выбирать начальные значения для основной 
системы уравнений (1.1) — (1.8). 

ЯкА 

Рис. 70. Сравнение • эксперимен­
тальных данных (кружки) с рас­
четными: а) для тока; б) для ра­
диуса фронта ударной волны 
(сплошная кривая) и границы об­
ласти свечения (пунктир); в) для 
энергетического баланса в процен­
тах от СUo2l2 — начальной энер­
гии батареи конденсаторов: / — 
энергия, вложенная в плазму, 2 — 
энергия, выделившаяся вне разря­
да, 3 — энергия, покинувшая раз­
ряд в виде излучения; г) относи­
тельная яркость bjbku4r {Ьь — яр 
кость излучения, выходящего из 
разряда на длине волны Л, 
ь>*ачт — яркость абсолютно черно­
го тела при 7=40000 К), данные 
расчета представлены сплошными 

кривыми 

20 £мкс 
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По образовавшемуся за счет искрового разряда плаз­
менному слою начинает течь ток, который быстро на­
растает (рис. 70, а) и достигает первого максимума при 
/=5,2 мкс. При этом в плазму за счет джоулева нагре­
ва быстро вкладывается энергия (рис. 70, б). 

Температура в плазменном столбе нарастает и до­
стигает в момент максимума тока величины ~ 3 эВ 
(рис. 71). Образовавшаяся при этом область высокого 
давления в центре приводит к появлению ударной вол­
ны, которая характеризуется в расчетах с искусствен­
ной вязкостью как зона с большими градиентами дав­
ления плотности и скорости (рис. 71 и 72). Движение 
этой ударной волны показано также на рис. 70,6. 

ЛЛ-ьР-юи/с*' 

4 пси 
Рис. 71. Расчетные значения температуры и плотности в различные 
моменты времени (сплошные кривые — / = 5 , 2 мкс, пунктир — / = 
= 9,8 мкс, штрихпунктир — /=14,4 мкс, крестиками обозначены 

экспериментальные значения температуры для /=9 ,8 мкс) 

кр/0~!аюп}и,км/с 

-1\-

Ряс. 72. Расчетные значения давления и скорости в различные мо­
менты времени 
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Движение границы зоны с повышенной температу­
рой экспериментально определяется как движение гра­
ницы области интенсивного свечения (рис. 70,6). Эта 
Граница с достаточной степенью точности соответствует 
Температуре Г^0,9 эВ. При данной температуре иони­
зация ксенона достигает 10%. Если температура падает 
на 0,1 эВ, то ионизация падает на порядок. Поэтому 
даже при не слишком крутом профиле температуры гра­
ница ионизованной области является резкой. Так как 
величина коэффициента поглощения сильно зависит от 
концентрации электронов, то и регистрируемый на 
СФР-грамме поток света резко меняется на волне иони­
зации. 

Вначале граница светящейся области совпадает с 
ударной волной, затем отстает от нее. Интересно обра­
тить внимание на некоторое экспериментально наблю­
даемое снижение температуры вблизи центрального 
стержня, что связано с испарением материала диэлект­
рика (см. рис. 71) *). 

Следует отметить плавный рост температуры за 
фронтом ударной волны (см. рис. 71). Такое поведение 
свидетельствует о существенной роли прогрева газа по­
током квантов со сравнительно большими пробегами, 
которое и обусловливает «язык прогрева» — область 
плавного спадания температуры. Это излучение, обеспе­

чение 

0 ^1* 2 3 4 пен 
Рис. 73. Радиальное (относительное) распределение потока энергии 

излучения в различные моменты времени 

*)В математической модели разряда процессы испарения не 
учитывались, поэтому в расчетах снижения температуры вблизи 

-Центра не наблюдалось. 
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чивающее нагрев холодного ксенона, генерируется в 
центральной горячей зоне. 

Из рис. 73 видно, что в районе максимума тока (/ = 
= 5,2 мкс) на радиусе г = 0,94 см (это соответствует гра­
нице области с постоянным распределением температу­
ры) результирующий лучистый поток равен нулю. При 
увеличении радиуса от г=0,94 см до т = 1,27 см резуль­
тирующий поток резко увеличивается. В этой области — 
«оболочке» канала разряда плотность и температура 
не постоянны. Значение плотности в этой зоне значи­
тельно выше, чем в канале, а температура падает при­
мерно на 20%. 

При увеличении радиуса поток излучения падает: 
жесткая часть его (v3*8 эВ) поглощается холодными и 
плотными слоями газа, остальное излучение почти бес­
препятственно доходит до внешних стенок камеры. 

В дальнейшем выходящий из центральной зоны по­
ток энергии излучения, особенно его жесткая часть, па­
дает. Это связано с общим уменьшением температуры в 
разряде после прохождения первого максимума тока. 

В свою очередь падение температуры связано с 
уменьшением энерговыделения в плазму. На рис. 70, в 
приведены энергетические характеристики разряда. На 
этом же рисунке приведены предельные значения энер­
говложений в процентах к концу разряда. Видно, что 
основная часть энергии вкладывается в разряд уже ко 
времени / « 8 мкс, т. е. меньше чем за половину перио­
да. Заметно также характерное плато, соответствующее 
прохождению тока через нуль. В дальнейшем к моменту 
времени t~l4 мкс скорость вложения энергии в разряд, 
несмотря на большие относительные значения полного 
тока, невелика. Это связано с тем, что к моменту вре­
мени t>\0 мкс площадь сечения разряда становится 
значительной и соответственно уменьшается его сопро­
тивление. 

Примерно половина энергии (54%) выделяется на 
внешнем сопротивлении. Половина энергии, выделив­
шейся в плазме (22% от общей энергии батареи кон­
денсаторов), выходит в виде излучения. Это говорит о 
существенной роли радиации в энергетическом балансе. 

На рис. 70,г приводятся расчетная и эксперимен­
тально наблюдаемая яркости излучения на длинах волн 
А,=3060 А и Л,=5510 А, выходящего по радиусу камеры. 
Это яркость измеряется в долях яркости эталонного 
источника с температурой Г=40 000 К. Из рисунка 
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&Йдно, что до первого максимума тока расчетная и экс­
периментальная яркости для более мягкого излучения 
(А=5510 А) близки. В дальнейшем экспериментальная 
яркость уменьшается по сравнению с расчетной. Для 
Д=3060 А превышение расчетной яркости несколько 
больше. 

Эти расхождения объясняются не учитываемым в 
расчете поглощением выходящего излучения на внут­
ренней испаряющейся поверхности кварцевых окон [14], 
через которые проводились замеры оптических харак­
теристик разряда (см. рис. 68). При этом поглощение 
растет со временем, и оно действительно должно быть 
больше для жесткого излучения. 

Наблюдаемое расхождение яркости соответствует 
очень малым различиям в температуре плазмы, при­
мерно 0,1—0,2 эВ. Следовательно, температуры в рас­
чете и эксперименте близки, что и подтверждается пря­
мыми измерениями (см. рис. 71). Этот факт, а также 
аккуратная передача в расчете границы светящейся об­
ласти, говорят о хорошей точности численного опреде­
ления потока энергии излучения. 

Данные расчетов (см. рис. 72) говорят о большой 
роли магнитного давления в динамике плазменного раз­
ряда. В районе максимума тока (/=5,2 мкс) газокинети­
ческое давление на ударной волне достигает 50 атм, в то 
время как у центрального стержня из-за малой плотно­
сти оно равно 1,5 атм. При этом, однако, вся масса газа 
движется по радиусу с положительной скоростью. 

Когда ток равен нулю (/=9,8 мкс), магнитное дав­
ление падает и часть массы газа возвращается к оси 
(отрицательная скорость), а другая часть продолжает 
течь за ударной волной. Где-то на середине газ непо­
движен (v = 0). Газодинамическое давление у стержня 
несколько повышается (до 2 атм). В районе второго 
максимума тока (/=14,4 мкс) газ снова движется в по­
ложительном направлении у центрального стержня. 

В заключении рассмотрения результатов исследова­
ний расходящегося г-пинча в ксеноновой плазме отме­
тим, что приведенное сравнение (см. рис. 70) показыва­
ет, что принятая математическая модель разряда хоро­
шо соответствует эксперименту. Это дает основание для 
использования данных расчета в качестве физических 
результатов. 

5. Разряд в ксеноне, сходящийся 2-пинч. Рассмот­
рим некоторые результаты совместного эксперименталь-
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ного и с помощью расчетов на ЭВМ исследования раз­
рядов в ксеноне типа z-пинч большого радиуса» [9} 
В отличие от предыдущего процесса оболочка не расши­
ряется, а наоборот, сходится к оси разряда. Помимо 
чисто утилитарных технических целей такой разряд мо­
жет служить средством физического исследования плот­
ной, нагретой до температур Т>1 эВ плазмы, которая 
получается при кумуляции в центре камеры. 

Схема разрядной камеры и электрической цепи 
изображена на рис. 74. Начальный тонкий плазменный 

слой формировался на 
внутренней поверхно­
сти кварцевой колбы 
радиуса г0 за счет 
скользящего разряда. 
В качестве обратного 
токопровода исполь­
зовался сплошной ме­
таллический цилиндр 
радиуса гь 

В качестве конк­
ретных параметров 
разрядной камеры ис­
пользовались следую 
щие: Го=4,9 см; г\ = 
= 6,75; расстояние 
между электродами / 
равнялось 14 см; ка­
мера была наполнена 
ксеноном при первона­

чальном давлении /?0=75 торр. Параметры электриче­
ского контура выбирались следующие: С=1,7 мкФ, 
L0=50 нГн, /?о=0,006 Ом, У0=30 кВ. 

По образовавшейся в пристеночной области плазме 
начинает течь ток, который быстро нарастает 
(рис. 75, а). За счет джоулева нагрева происходит быст­
рое вложение энергии в плазму (рис. 75, б) и соответ­
ственно повышение ее температуры к моменту времени 
/=1,6 мкс до 2,7 эВ. При прохождении тока через нуль 
скорость вложения энергии резко падает, что находит 
отражение в характерных плато на кривой / (рис. 
75,6) . 

Наличие в пристеночной области зоны высокой тем­
пературы и соответственно давления приводит к обра­
зованию ударной волны, движущейся по направлению 

Рис. 74. Схема разрядной камеры и 
электрической цепи 
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Рис. 75. Сравнение данных расче­
та и эксперимента для сходящего-
ся разряда (спошные кривые — 
данные расчета, кружки — данные 
эксперимента): а) полный ток, 
протекающий через разряд; 
б) энергетический баланс в про­
центах от начальной энергия ба­
тареи (/ — энергия, вложенная в 
плазму, 2 — энергия, выделившая­
ся на внешнем сопротивлении, 
3 — энергия вышедшего из плазмы 
излучения; в) яркостная темпера­
тура на длине волны А,=5510 А 

к центру (рис. 76). Вначале граница области повышен­
ной температуры совпадает с положением ударной вол­
ны, а затем ее движение начинает замедляться. С мо­
мента времени f«15 мкс положение границы светящей­
ся области практически не меняется. 

В момент времени /=30 мкс происходит кумуляция 
ударной волны на оси цилиндра. При этом вблизи оси 

Or * 40 t,tiKC 

1Г,М 

Рис. 76. Расчетные значения положения ударной волны (кривая /) 
и границы светящейся области (кривая 2). Крестиком обозначено 
Начало возникновения экспериментально наблюдаемой светящейся 

области в центре. 

245 



образуется область радиуса г=0,3 см, с давлением /?« 
«100 атм и температурой Т=\,2 эВ. Момент схлопыва-
ния ударной волны экспериментально регистрируется по 
появлению светящейся области в центре разрядной ка­
меры (рис. 76). 

После момента кумуляции отраженная ударная вол­
на начинает двигаться в обратном направлении. При 
этом в центре образуется светящаяся область, которая 
некоторое время существует одновременно с горячим 
внешним кольцевым слоем газа, расположенным вбли­
зи стенок камеры (рис. 76). 

К моменту окончания процесса в плазме выделяется 
около 60% энергии, первоначально запасенной в бата­
рее конденсаторов. Остальная энергия выделяется на 
внешнем сопротивлении (рис. 75, б). При этом основная 
доля энергии вкладывается в плазму за первые 8 мкс 
с момента начала процесса. 

Около половины энергии, запасенной в плазме, ухо­
дит в виде излучения. На рис. 75, в приведены значения 
экспериментальных и расчетных значений яркостной 
температуры на длине волны Л=5510 А для излучения, 
выходящего из разряда по радиусу. Расчетная темпера­
тура выше экспериментальной. Причем расхождение 
несколько больше, чем в расходящемся разряде. Это 
объясняется тем, что зона повышенной температуры у 
сходящегося разряда непосредственно примыкает к 
стенке камеры. Данный факт приводит к более силь­
ному испарению кварца и ухудшению прохождения све­
та через него. 

В целом, как видно из рис. 75, для сходящегося раз­
ряда в ксеноне получено такое же хорошее совпадение 
между данными расчета и эксперимента, как и для 
разряда расходящегося. Это позволяет, используя ряд 
общих положений о вычислительном эксперименте [164], 
сделать некоторые замечания о математическом моде­
лировании задач высокотемпературной газовой дина­
мики. 

З а м е ч а н и е 1. Результаты целого ряда расчетов 
показывают, что при математическом моделировании 
задач высокотемпературной газовой динамики, в том 
числе радиационной газовой динамики (РГД) и магнит­
ной радиационной газовой динамики (МРГД), может 
быть достигнута высокая степень точности не только в 
качественном, но и количественном описаниях процес­
сов. Это позволяет получать значительную долю инфор-
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Ыации об интересующих процессах путем расчета на 
ЭВМ, используя данные численного расчета для луч­
шего понимания картины явления и оптимизации кон­
струкций. Кроме того, вычислительный эксперимент 
Позволяет существенно уменьшить время, идущее на 
Научно-исследовательские и опытно-конструкторские 
работы. 

З а м е ч а н и е 2. Из предыдущего замечания вовсе 
йе следует вывод об уменьшении роли натурного экспе­
римента, о его постепенном вытеснении вычислительным 
Экспериментом. Просто возрастание возможности мате­
матического моделирования может поставить вопрос о 
некотором смещении акцентов в экспериментальных ис­
следованиях [15, 16], об их тесном взаимодействии с вы­
числительным экспериментом. Так, например, исключи­
тельно высокой оказывается роль эксперимента в вы­
боре математических моделей, правильно описывающих 
физические процессы, типы физических конструкций. 

При таком совместном исследовании процесса в экс­
перименте основные усилия не обязательно должны 
быть затрачены на измерение параметров, непосредст­
венно интересующих конструкторов (часто это сильно 
усложняет эксперимент). Они могут быть сосредоточе­
ны на определении тех параметров, которые позволяют 
подтвердить или уточнить применяемую для расчетов 
на ЭВМ математическую модель. 

З а м е ч а н и е 3. Что же касается непосредственно 
численного решения задач динамики излучающего газа, 
то использование предварительных расчетов на ЭВМ, 
их сопоставление с данными натурного эксперимента 
может существенно восполнить недостаток подробной 
информации о коэффициентах поглощения. В ряде слу­
чаев таким путем удается построить сравнительно прос­
тую, удобную для расчетов модель коэффициента 
поглощения, с помощью которой с высокой степенью точ­
ности можно описать перенос излучения в интересую­
щей конструкции или физическом процессе. 

В заключение параграфа отметим, что для численно­
го моделирования сильноточных излучающих разрядов 
в литиевой и ксеноновой плазме использовались мето­
ды, предложенные в работах [34, 75, 83, 85, 118, 189]. 
Эти алгоритмы ранее подробно были рассмотрены 
§ ГЛ. III. 
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§ 2. Обтекание затупленных тел потоком 
излучающего газа 

Математическое моделирование процессов обтекания 
затупленных тел потоком излучающего газа тесно свя­
зано с развитием космических исследований. При тор­
можении космических аппаратов, входящих с большой 
скоростью в атмосферу Земли или других планет Сол­
нечной системы, температура окружающего газа может 
достигать 104 К и выше. В этих условиях излучение на­
чинает оказывать существенное влияние на все процессы 
теплообмена. Пренебрежение им может привести к зна­
чительным количественным и качественным ошибкам. 

Материалы, приведенные в этом параграфе, основа­
ны на результатах численного моделирования, проведен­
ного в работах О. М. Белоцерковского, Л. М. Биберма-
на, А. Б. Карасева, А. Н. Румынского, В. П. Стулова и 
других аторов [40, 44, 45, 109, 115, 137, 158]. 

1. Постановка задачи и 
система уравнений. При 
торможении затупленного 
тела, входящего с большой 
скоростью (число Маха 
М > 1 ) в атмосферу, перед 
ним на расстоянии б обра­
зуется ударная волна (рис. 
77). Зона, расположенная 
между ударной волной и 
летательным аппаратом, — 
ударный слой — представ­
ляет наибольший интерес 
при исследовании процес­
сов обтекания. 

Рассмотрим математиче­
скую постановку задачи, с 
помощью которой можно 
определить параметры газа 
в окрестности осевой линии 
тока. Однако прежде чем 

выписать соответствующую систему уравнений, обсудим 
основные физические допущения, положенные в основу 
их вывода. 

К в а з и с т а ц и о н а р н о с т ь . Изменение скорости 
обтекания при торможении тела происходит очень мед­
ленно по сравнению с изменением параметров в удар-

v=v< 

Обтекаемое 
тело 

Рис. 77. Схема течения в ок­
рестности осевой линии 
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иом слое. Поэтому весь процесс обтекания можно рас­
сматривать как последовательность стационарных задач 
с набором различных скоростей W 

Влияние вязкости . Как известно, при течении 
в пограничном слое вблизи поверхности тела влияние 
вязких членов существенно. Поэтому при решении зада­
чи об обтекании затупленного тела в системе уравнений, 
описывающей течение в ударном слое, сохраняются вяз­
кие члены, на ударной волне считаются справедливыми 
соотношения Ренкина—Гюгонио [27]. Эта концепция 
справедлива в том случае, когда толщина пограничного 
слоя меньше, чем толщина ударного слоя. 

Л о к а л ь н о - т е р м о д и н а м и ч е с к о е р а в н о , 
в е с и е. Одним из существенных допущений, положен­
ных в основу вывода уравнений, описывающих обтека­
ние, является предположение о существовании ЛТР в 
ударном слое. Это предположение будет справедливо, 
если размеры зоны релаксации, где параметры газа не­
равновесны, будут много меньше толщины ударного слоя 
б. В работе [98] показано, что в широком диапазоне пара­
метров р«>10"5 атм, Усо>7 км/с, Я~1 ролью излучения 
неравновесной релаксационной зоны можно пренебречь. 

П е р е н о с излучения . В настоящее время в по­
давляющем большинстве работ, посвященных математи­
ческому моделированию процессов обтекания, исполь­
зуется предположение локальной одномерности излуча­
ющего газа. О хорошей применимости этого приближения 
свидетельствуют результаты с учетом двумерности из­
лучения, полученные в работе [1221 в рамках диффузи­
онной модели. 

Излучение, генерируемое в ударном слое, может час­
тично поглощаться холодным газом в невозмущенной об­
ласти. При этом параметры невозмущенного газа долж­
ны измениться. Изменение параметров невозмущенного 
газа в принципе должно сказаться на состоянии газа 
в ударном слое и на потоках энергии, воздействию ко­
торых подвергается обтекаемое тело. Однако этот эф­
фект обратного влияния проявляется лишь при доста­
точно больших скоростях обтекания. Так, в работе [45) 
показано, что даже при скорости набегающего потока 
Уоо = 16 км/с и плотности воздуха, соответствующей вы­
соте Л=48 км, обратный вклад прогрева невозмущенно­
го газа в лучистый поток на тело не превышает 25%, 

Р а з р у ш е н и е поверх но сти тела . При гипер­
звуковом обтекании тела з плотных слоях атмосфе* 
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ры поверхность тела подвергается интенсивному нагре­
ву и, как следствие, — частичному разрушению. Про­
дукты разрушения теплозащитного слоя изменяют 
термодинамические и оптические свойства окружающего 
летательный аппарат газа и могут повлиять на структу­
ру течения и теплообмен в нем. В работах, посвященных 
численному решению проблемы обтекания, абляция теп­
лозащитного покрытия моделируется вдувом газа с по­
верхности тела. Причем скорость вдува зависит от ин­
тенсивности теплового воздействия на поверхность тела, 
а термодинамические и оптические свойства вдуваемого 
газа зависят от состава материала теплозащитного по­
крытия. 

С учетом сделанных предположений система уравне­
ний, описывающих обтекание тела вблизи осевой линии, 
выглядит следующим образом [36, 451: 

г ^ + 2<ри'+р0)=О, 0 < j / < 6 , (2.1) 

da' , ,2 , , , d (~ du' ^ 
'F> "ST + P» +P»'° + A - лГ (f STh (2-3) 

oo 1 

W = Jrfv jV/vtfn, (2.5) 
dlv 

V>-^ +Kv/v=xv/vp< (2.6) 
В системе уравнений (2.1) —(2.6) использовались следую­
щие обозначения (рис. 77): у —расстояние по нормали от 
поверхности тела; 9—угол между осью симметрии и 
нормалью к поверхности тела; /?(в)— радиус кривизны; 
r=H + R(b)\ p —плотность; р~ давление; ^ — нормальная 
составляющая скорости; и' — производная касательной 
составляющей скорости по угловой координате в окрест­
ности 9 = 0 ; Л —энтальпия; ц—коэффициент вязкости; 
Рг — число Прандтля; /v — интенсивность энергии излуче­
ния для фотонов частоты v; xv — коэффициент поглоще­
ния; ii — косинус угла между направлением полета фото­
на и осью у; /vp —интенсивность излучения абсолютно 
черного тела при температуре 7\ 
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Систему уравнений (2Л) —(2.6) дополним граничными 
условиями на поверхности тела 
г/=0, и=0, h=h^ (pv) = (\>v)w = (qw-oT4

w)/Hw, 
/v = /vP(v,rj, ц>0, (2.7) 

где qw—падающий на тело поток излучения, oTw
4 — 

излучение поверхности тела, Hw — энтальпия испарения. 
На ударной волны (у = 6) считаются справедливыми 
соотношения Ренкина—Гюгонио. Для уравнения перено­
са используется условие / v = 0 , |л<0. 

При выводе системы уравнений были опущены чле­
ны первого и выше порядка малости по е (e=6/R). Если 
сохранить члены первого порядка, то получим более 
полную систему уравнений, позволяющую рассматривать 
обтекание всей лобовой поверхности тела [158]: 

т dv , dv pu2 dp , 4 д /jl d(r'a) , - dv\ . 

^ду [идх j^dy'dx г' ду дх г' дх \г IhTr ^> 
pudh *dh и dp уп%др , 1 д [ и . \х dh \ . 

ЩИЪШ~^^ (2Л0) 

' • « и + ' • » * * - * ( * ' * * ) • <*") 
яРМ+ЯуРроЩ-О. (2.12) 

Для определения потока энергии излучения W аналогич­
но (2.1) —(2.6) используется одномерное приближение 
плоского слоя. 

Помимо ранее использованных в системе уравнений 
(2.8) —(2.12), дополнительно применяются обозначения: 
у—расстояние по нормали к телу; х — ортогональная ей 
координата, отсчитываемая от оси симметрии; v — ско­
рость вдоль оси у; r'= (R + y)s\n(x/R); H=l+y/R; 
с — массовая концентрация вдуваемого газа; Sh — число 
Шмидта. В качестве граничных условий для системы 
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(2.8) —(2.12) можно использовать условие (2.7), к кото­
рому добавлены условия для концентрации с: у=09 

%=7у(с*>~^* у ^ 6 ' с==0у г д е D~К0ЭФФИ1*иент Диф­
фузии. 

2. Решение уравнения переноса. В данной работе не 
будут рассматриваться методы решения квазиодномер­
ной (2.1)—(2.6) и двумерной (2.8)—(2Л2) систем урав­
нений, описывающих обтекание затупленных тел. Чи­
тателям, интересующимся численными методами реше­
ния задач обтекания, можно посоветовать специально 
обратиться к работам и монографиям [38, 41, 122, 158, 

.179]. 
Остановимся на алгоритме решения уравнения пере­

носа (2.6). В квазистационарных задачах обтекания 
особенно удобным оказывается использование интег­
рального представления для определения потока энер­
гии излучения. 

Из решения уравнения переноса (2.6) с граничным 
условием (2.7) следует, что интенсивность энергии излу­
чения /v может быть представлена в виде 

б 

/v(v, p. */)=J ~ / v p ( ^ T(yf)) xv(v, T(y% p (*/')) X 
У 

Xexp -JX-^^<V'U', ц<0, 
I y* ) 

Mv,,, y)^'^JiMv, rteJ_f-£:U+ 
0 I y ' ) 

+ /vP(v, TJexp - j ^ d y ' L ^ > 0 . 

Интегрируя (2.13) по всем углам и частотам, получим 
выражение для потока энергии излучения 

(2.13) 

оо Л / I у' 

Г = J rfv J /vp (v, у') Kv (v, у') Е2 j xv (v, у») dy" 
о о \ | ; 

X sign (jf—tf) dy'^-
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+jrfv/vp(v, TJE3Hxv(vt y')dy'\ (2.14) 

oo 

где Ep(t)=*lz~*&w{-zf\dz (p = U % 3,...)-
i 

Решение системы уравнений, описывающих обтекание 
с учетом лучистого теплообмена, строится с помощью 
итераций. По заданным газодинамическим параметрам 
температуры и плотности с помощью выражения (2.14) 
определяется W и div W. Часто div W удобнее находить 
не с помощью разностной аппроксимации производной 
потока энергии излучения по пространству, а непосред­
ственно из интегрального выражения 

div W = \dv 2 x v / v p - j \iKyIvd\i L (2.15) 

где /v определяется по формуле (2.13). Напомним, что 
(2.15) легко может быть получено из уравнения перено­
са (2.6) путем интегрирования его по угловой перемен­
ной \х и частоте v. 

Считая divlV известной, решается система уравне­
ний (2.1)—(2.4) или (2.8)—(2.12) и определяются газо­
динамические параметры течения. По найденным таким 
образом Т и р вновь определяется поле излучения, и 
итерационная процедура повторяется. Следует отметить, 
что при решении стационарных задач определение пото­
ка энергии излучения или его дивергенции соответствен­
но из интегральных выражений (2.14) и (2.15) оказы­
вается более предпочтительным с точки зрения органи­
зации итерационного процесса, чем непосредственное 
нахождение из численного решения уравнения перено­
са (2.6). 

3. Некоторые результаты численных расчетов. Рас­
смотрим некоторые результаты расчетов обтекания за­
тупленных тел, обращая при этом особое внимание на 
роль излучения. 

На рис. 78 приведены профили температуры и ди­
вергенции энергии излучения в ударном слое (данные 
работы [453). Рассматривались следующие условия об­
текания в воздухе: скорость обтекания 1Л» = 18 км/с; 
плотность невозмущенного газа р» = 0,3-10~3 р0, где 
ро=1,29-10-3 г/см3 — плотность воздуха на уровне моря; 
радиус закругления тела й = 3 м. Результаты получены 
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на основе расчета системы уравнений (2.1)—(2.6), опи 
сывающей обтекание в окрестности осевой линии. 

Для вычисления потока энергии излучения (2.14) ли 
нии и остальной спектр (фон) рассматривались раздель 
но. Фон разбивался на двадцать один спектральный ин 
тервал (групп). Кроме того, учитывалось около 57 интен­
сивных мультиплетов. 

\Т,ю*к 

1-50 

Рис. 78. Профили темпера­
туры (кривая /) и div W 
(кривая 2) в окрестности 
осевой линии. Пунктиром 
(кривая 1а) дан профиль 
температуры, полученной 

без учета излучения 

\% кВт/см2 

Рис. 79. Зависимость величины лу­
чистого потока на поверхность те­
ла W от скорости набегающего 
потока при трех значениях плот­
ности р^ (кривая / — р„> = 
= 10"4ро, кривая 2 — £^ = 0,3-
•10w3po, кривая 3— роо = Ю-3ро). 
Пунктиром приведены значения 
лучистых потоков, полученных в 
предположении, что излучение не 
влияет на параметры ударного 

слоя 

Как видно из рис. 78, перенос излучения существенно 
снижает температуру в ударном слое. С другой стороны, 
как показывают данные расчетов, учет влияния излу­
чения практически не меняет давления. Практически не­
изменяемость давления при уменьшении температуры 
приводит к увеличению плотности в излучающем удар­
ном слое по сравнению с неизлучающим слоем. 

На рис. 79 приведены зависимости лучистых пото­
ков энергии от скорости набегающего потока для раз­
личных значений плотности р*, невозмущенного газа 
[45]. Результаты получены в предположении, что излу-
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денйе не оказывает обратного влияния йа профиль тем 
пературы в ударном слое (пунктирные кривые) и с уче­
том такого влияния. Полученные данные, так же как и 
результаты, представленные на рис. 78, свидетельству­
ют о сильной взаимной зависимости температурных и 
радиационных полей в ударном слое. Напомним, что 
тесная взаимосвязь поля излучения и газодинамических 
полей специфична для задач радиационной газовой ди­
намики и во многом определяет трудности их числен­
ного решения. 

Следует обратить внимание на рост лучистых пото­
ков с увеличением плотности. Это связано с увеличени­
ем оптической толщины ударного слоя и, как следствие, 
с ростом высвечивания из него. 

Как видно из рис. 79, лучистый поток, падающий на 
поверхность обтекаемого тела, резко возрастает с уве­
личением скорости набегающего потока. На рис. 80, а и 
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Рис. 80. а) Зависимость конвективного потока от скорости набега­
ющего потока воздуха; Я—высота, на которой происходит обте­
кание; 6) Зависимость лучистого потока от скорости набегающего 

воздуха 

€ изображены зависимости конвективного и лучисто­
го потоков в окрестности критической точки при разных 
режимах обтекания [158]. Радиус закругления /? = 2 м, 
параметры невозмущенного воздуха определялись по 
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данным стандартной атмосферы на соответствующей 
. высоте. 

Данные расчетов показывают, что для умеренных 
высот (А<50 км) при скорости обтекания V(X>>\0 км/с 
лучистый поток существенно превышает конвективный 
поток. Однако с уменьшением плотности набегающего 
потока воздуха его величина падает гораздо быстрее 
(~Р»2Ь ч е м значение [конвективного потока (—р^5). 

Распределение параметров внутри ударного слоя при 
(рис. 77) качественно 
совпадает с только что 
рассмотренной карти­
ной течения в окрест­
ности осевой линии. 
На рис. 81 приведены 
профили энтальпии 
для различных значе­
ний параметра l=x/R 
[158] с учетом перено­
са излучения и без 
него. 

Данные получены 
на основе расчета дву­
мерной системы урав­
нений (2.8)—(2.12). 
Видно, что по мере 
удаления от осевой 
линии нагрев газа в 
ударном слое умень­
шается. 

Рассмотрим влияние продуктов разрушения поверх­
ности обтекаемого тела на параметры ударного слоя. 
Как уже отмечалось, абляция теплозащитного покрытия 
моделируется вдувом газа с поверхности тела. 

При сильном вдуве пограничный слой, состоящий из 
обтекающего газа, оттесняется газообразными продукта­
ми испарения от поверхности тела. Рассмотрим некото­
рые результаты математического моделирования процес­
са обтекания с учетом сильного вдува [44]. Предполага­
лось, что материал разрушаемой поверхности в основном 
состоял из смеси элементов С. О, Н. Термодинамиче­
ские свойства и состав продуктов разрушения рассчи­
тывались по методике работы [147]. 

При определении коэффициентов поглощения учиты­
вались процессы фотоионизации и свободно-свободные 
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различных значениях угла 
kh, к к ал/кг 

Рис. 81. Профили энтальпии по лу­
чам для различных значений парамет­
ра \. Сплошные кривые — данные 
расчета с учетом переноса излуче­
ния, пунктирные кривые — расчет без 

учета излучения 



переходы, непрерывное поглощение в вакуумном ультра­
фиолете Сг, СО, Н2, Сг, Нг, поглощение в системах полос 
"двухатомных молекул и поглощение многоатомными мо­
лекулами Сз, С2Н2, СгН. Спектральные линии атомов не 
учитывались, так как при относительно низких темпера­
турах в слое паров их вкладом можно было пренебречь. 

На рис. 82 представ­
лено типичное распреде­
ление по частоте потока 
энергии излучения, па­
дающего на контактную 
границу (границу разде­
ла между газообразными 
продуктами разрушения 
поверхности и возду­
хом), — сплошная линия 
й на поверхности тела — 
пунктирная линия. Рас­
пределение усреднено по 
сравнительно малым 
спектральным интерва­
лам. Скорость обтекания 
при этом предполагалась 
равной V» = 18 км/с, от-

* ношение плотности набе­
гающего потока воздуха 
к нормальной р~/ро — 0,3-
• 10~3, радиус закругле­
ния тела /? = 1 м. 

Видно, что слой паров 
нирует тело от коротковолновой части спектра излуче­
ния, что приводит к существенному снижению радиаци­
онного нагрева поверхности. Аналогичное уменьшение 
радиационных потоков испаренным слоем наблюдалось 
в достаточно широком диапазоне параметров обтекания. 

Из рис. 82 видно, что длинноволновая часть спектра 
1Д^6»104 см"1 практически не поглощается слоем па­
ров. Следовательно, поток энергии на поверхности тела 
при условии сильного вдува может быть определен толь­
ко по длинноволновой части спектра, излучаемой нагре­
тым воздухом в ударном слое. 

Большая оптическая толщина слоя вдуваемого газа 
для коротковолнового излучения и, наоборот, его проз­
рачность для длинноволновой части спектра подтвер­
ждается расчетами других авторов [38, 158]. Это поз-

W»,fO~**&m/cM 

\Jr. 
и 5 10 f/A,Wbf' 

Рис. 82. Спектральный поток энер­
гии излучения, падающий на тело 
(пунктирная кривая) и контактную 
поверхность (сплошная кривая) 

продуктов разрушения экра-
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воляёт строить сравнительно простую математическую 
модель для описания процесса обтекания с учетом силь­
ного вдува. 

Для определения нагрева в окрестности критиче­
ской точки достаточно вычислить поток излучаемой 
длинноволновой части спектра, который генерируется 
ударным слоем чистого воздуха. При этом уже нет не­
обходимости в сложном, трудоемком определении коэф­
фициентов поглощения смеси, составляющей материал 
разрушаемой поверхности. Можно просто в длинновол­
новой части спектра коэффициент поглощения в смеси 
выбрать равным коэффициенту поглощения в воздухе. 
В коротковолновой области коэффициент поглощения 
следует выбирать постоянным, но достаточно большим 
для того, чтобы оптическая толщина слоя паров со­
ставляла несколько единиц и более*). 

В заключение отметим, что сложившаяся здесь си­
туация во многом типична для математического модели­
рования задач динамики излучающего газа. Так же 
как и для рассмотренных в предыдущем параграфе силь­
ноточных разрядов, предварительные расчеты позволя­
ют выяснить зависимость результатов численного реше­
ния от особенностей коэффициента поглощения, что в 
свою очередь приводит к окончательному выбору для 
описания процесса относительно простой математиче­
ской модели. 

§ 3. Моделирование процессов, связанных 
с образованием и развитием лазерной плазмы 
Вопросам, связанным с математическим моделиро­

ванием процессов, происходящих в лазерной плазме, в 
настоящее время посвящено достаточно большое коли­
чество работ. Отметим некоторые из них: [18, 20, 21, 
29, 42, 47, 87, 103, 113, 128, 153, 199, 207, 224]. 

Подобный интерес к этой проблеме не случаен. Он 
вызван все более широким применением лазерной тех­
ники в различных технологических процессах, медици-

*) Данная модель не справедлива для случая, когда слой паров 
вещества конструкции достаточно тонок (слабый вдув). В этой 
ситуации слой паров не полностью экранирует коротковолновую 
часть спектра излучения, генерируемого в ударном слое, и для 
аккуратного математического моделирования необходимо учитывать 
особенности поведения коэффициента поглощения испаренного ве­
щества. 
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fie, исследованиях, связанных с решением проблемы 
Управляемого термоядерного синтеза (УТС). Кроме то­
го, нагретое до высоких температур под действием ла­
зерного излучения вещество используется в качестве 
объекта непосредственного изучения фундаментальных 
свойств высоко- и низкотемпературной плазмы. 

В этом параграфе будут рассмотрены примеры мо­
делирования некоторых процессов, связанных с динами­
кой лазерной плазмы. Задачи рассматриваются как в 
пространственно одномерной, так и в пространственно 
двумерной постановке. 

1. Разлет и охлаждение сферического сгустка лазер­
ной плазмы в среде с противодавлением. Исследования 
высокотемпературной лазерной плазмы тесным образом 
связаны с проблемой лазерного термоядерного синте­
за (ЛТС). Большое количество работ, посвященных ма­
тематическому моделированию проблемы ЛТС, связано 
с определением выхода термоядерной энергии в буду­
щих энергетических 
установках, что в свою цнс 
очередь позволяет най­
ти более оптимальные 
пути их создания. 
Кроме того, много вни­
мания уделяется сов­
местному изучению 
средствами натурного 
и вычислительного 
экспериментов отдель­
ных процессов, проис­
ходящих в высокотем­
пературной лазерной 
плазме. 

Рассмотрим неко­
торые результаты чис­
ленных расчетов разо­
грева под действием 
лазерного импульса 
сферической мишени 
из дейтерированного 
полиэтилена (CnD2n) и 
последующего разлета 
в окружающий воздух 
образовавшейся при 
этом плазмы [87]. 

Ц г,см 

Рис. 83. / — форма лазерного им­
пульса, 2 — положение контактной 
границы, 3 — фронт ударной волны, 

4 — фронт волны ионизации 
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Предполагалось, что лазерное излучение с общей энер* 
гией импульса 200 Дж падает на мишень сферически-
симметрично. Форма импульса приведена на рис. 83, 
Отражение излучения не учитывается. Масса мишени, 
используемая в расчетах, равна 6,4-Ю-7 г. Давление 
окружающего воздуха в камере равно 15 торр. Эти усло­
вия близки к условиям эксперимента, результаты кото­
рого опубликованы в работе [30]. 

Задача обладает сферической симметрией и описы­
валась следующей системой уравнений динамики излу­
чающего газа: 

§+УтГ=°> <><'<«' <31> 
Р£-~ft. <3-2> 

v dt ~ r* dr ^ rx dr *' dr ^ 

df„ . i —,.s dL 
+ TT4F^^W+W^ <3-3> 

r - ^ + ^ ^ + ^ v » ^ ^ . - 1 < й < 1 , (3.4) 
00 I 

W—Jrfv JuMji. (3-5) 

e = e ( 7 \ p ) , p = p{T,p), x v =x v (v , T, p), 
X=X(7\p). (3.6) 

Поток энергии лазерного излучения №л определялся с по­
мощью выражения 

W^W^exp I - J M A (3.7) 
где W0n — граничное значение потока, кл — коэффици­
ент поглощения энергии лазерного излучения. Так же 
как и при математическом моделировании сильноточных 
разрядов, при численном решении системы уравнений 
(3.1) — (3.7) использовались методы, подробно рас­
смотренные в работах [34, 75, 83, 85, 118, 201]. 

Для проведения расчетов необходимо знать физи­
ческие свойства плазмы, возникающей при разогреве 
полиэтилена и воздуха. Уравнения состояния и коэффи­
циент электронной теплопроводности для полиэтилена 
были рассчитаны авторами работы [107] дополнитель-
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но к имеющимся в ней данным. Коэффициент погло­
щения полиэтилена определялся в водородоподобном 
приближении с учетом только тормозных процессов. 
Коэффициенты поглощения для воздуха были взяты из 
работы [112]. Уравнения состояния и коэффициент 
электронной теплопроводности для воздуха брались из 
работ [107, 117]. 

Поглощение лазерного излучения мишенью приводит 
к нагреву ее внешней поверхности до температуры 
~ 1 кэВ. Вследствие образовавшейся на поверхности 
мишени зоны высокого давления начинается интенсив­
ный разлет плазмы в окружающий воздух. При этом в 
воздухе, примыкающем к плазме материала мишени, 
возникает ударная волна (рис. 83, 84). Кроме этой 
волны появляется также ударная волна, идущая внутрь 
материала мишени. 

Рис. 84. Зависимость плотности (кривая /) и температуры (кри­
вая 2) от радиуса для / = 1 не. Буквами а и Ь отмечено положе­

ние ударных волн 

В начальные моменты времени контактная граница 
(граница раздела между воздушной плазмой и плазмой 
материала мишени) примыкает к ударной волне, а за­
тем отстает от нее (рис. 83). 

Как известно, закон движения фронта сильной удар­
ной волны определяется формулой Седова [172] 

r»(t) = laEgPtpfl>-*t (3.8) 

26J: 



где Ео — энергия, выделившаяся при точечном взрыве, 
ро — плотность окружающего невозмущенного газа, 
а — постоянная. Следя за движением фронта ударной 
волны с помощью формулы (3.8), можно определять 
долю энергии лазерного импульса, вложенную в ми­
шень. 

Однако выражение (3.8) получено для идеального 
неизлучающего газа. Поэтому представляет интерес 
проверить справедливость формулы (3.8) для реального 
газа при значительных потерях энергии на излучение. 

Как показали проведенные расчеты [87], оценка по 
полученному в вычислительном эксперименте положе­
нию фронта ударной волны дает значение первоначаль­
но вложенной энергии 192 Дж при исходном значении 
200 Дж. Вариации коэффициентов поглощения в не­
сколько раз практически не меняют оценочного значе­
ния вложенной энергии. Таким образом, прямые расче­
ты подтверждают справедливость использования выра­
жения (3.8) для оценки энергии лазерной плазмы. 

'WJ 

2 4 6 610 20 4060 tyc 46 Ofi t,2 г,см 

Рис. 85. Внутренняя энергия 
(кривая 1) и кинетическая 
энергия (кривая 2) лазерной 
плазмы в зависимости от вре­

мени 

Рис. 86. Концентрация 
электронов (кривая /) и 
профиль температуры (кри­
вая 2) на момент времени 

*=20 не 

Внутренняя энергия лазерной плазмы при / > 1 0 не 
длительное время остается практически постоянной 
(рис. 85), а кинетическая энергия, начиная с момента 
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времени / = 3 не, падает. Именно это уменьшение и 
определяет потери на высвечивание на моменты време­
ни 10 н с ^ / ^ 1 0 0 не. По сути дела, имеет место сле­
дующий многоступенчатый механизм преобразования 
энергии: какое-то количество кинетической энергии пе­
реходит во внутреннюю, а равное по величине этому 
приращению количество внутренней энергии теряется 
на излучение. 

Из экспериментальных данных работы [30] видно, 
что область, занятая плазмой, достаточно быстро (к 
/ ~ 5 0 не) достигает диаметра ~1 ,5 см. Этот факт 
объяснялся воздействием далекого ультрафиолетового и 
мягкого рентгеновского излучений, выходящих из на­
гретой мишени на окружающие ее слои холодного воз­
духа. Такое же ионизирующее влияние ультрафиолето­
вого излучения, генерируемого нагретой лазерным им­
пульсом мишенью, ранее отмечалось в работе [19]. Рас­
смотрим подробнее этот эффект на основе данных вы­
числительного эксперимента. 

Нагретая до высоких температур ( Г ~ 1 кэВ) ми­
шень (рис. 84) в свою очередь начинает прогревать из­
лучением окружающие ее слои воздуха. Разогретый 
воздух частично теряет прозрачность для падающего 
лазерного излучения. В нагретом воздухе поглощается 
до 5% энергии лазерного импульса. 

Комбинированный прогрев за счет излучения, иду­
щего от мишени и лазерного излучения в первые мо­
менты времени (*<3 не), приводит к быстрому распро­
странению фронта волны ионизации (рис. 83). Ударная 
волна распространяется значительно медленнее. Разли­
чие в скорости распространения ударной волны и вол­
ны ионизации можно наблюдать также на теневых фо­
тографиях, приведенных в работе [30]. 

В качестве границы ионизованного воздуха прини­
малась граница области с 7*^1 эВ. Выбор температу­
ры Г= 1 эВ в качестве опорной обусловлен тем, что при 
ней степень равновесной ионизации резко возрастает. 
На рис. 86 приведен расчетный профиль температуры 
на момент времени t=20 не и соответствующий ему 
профиль концентрации свободных электронов. Несмот­
ря на относительно гладкое изменение температуры, 
можно говорить о резком пространственном изменении 
степени ионизации воздуха. Это в свою очередь и опре­
деляет скачкообразное изменение свойств, в том числе 
Излучательных свойств воздушной плазмы, 
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После окончания действия лазерного импульса ско­
рость распространения фронта ионизации волны за­
медляется. Затем вследствие остывания мишени он 
практически становится неподвижным (рис. 83). Ка­
чественно близкая к рассмотренной в этом пункте кар­
тина явления была получена при математическом моде­
лировании ионизации воздуха рентгеновским и ультра­
фиолетовым излучениями плазмы, образованной под 
действием лазерного импульса на углеродную мишень 
[8]. 

2. Низкотемпературная лазерная плазма вблизи ме­
таллических поверхностей в газах высокого давления. 
В последнее время все большее значение приобретает 
использование низкотемпературной лазерной плазмы 
для решения проблем современной техники и техноло­
гии*). Подавляющее большинство исследований в этой 
области относится к тому случаю, когда первоначаль­
ное давление окружающей газовой среды не превышает 
одной атмосферы или имеет близкую величину р0& 
ж 1 атм. Однако уже первые эксперименты, проведен-
ные Н. Н. Рыкалиным и др. [159, 160] по исследованию 
воздействия на металлы лазерного излучения в среде 
неинертного газа (азот, водород, углекислый газ) высо­
кого давления (/?0<100 атм), показали, что в этих усло­
виях наблюдается ряд интересных с точки зрения тех­
нических приложений эффектов. В частности, было по­
казано, что в некотором диапазоне давлений и интен­
сивности излучения процессы механического разруше­
ния мишени практически отсутствуют. Это свойство в 
дальнейшем было использовано для поверхностного 
упрочнения стали [185] и синтеза нитрида титана в 
азотной среде [62]. Рассмотрим более подробно резуль­
таты этих экспериментальных исследований. 

Основной комплекс экспериментов был выполнен с 
импульсным неодимовым лазером, длительность им­
пульса которого т = 0,5—1 мс. Излучение фокусирова­
лось на поверхность пластин из металла (молибден, 
медь, титан, нержавеющая сталь и др.), полупроводни­
ка (германий, кремний), диэлектрика (текстолит). Ис­
следуемые материалы помещались в камеру, которая 
заполнялась газом (азот, аргон, гелий и др.) при на­
чальном давлении 1 — 140 атм [128, 159—161]. 

*) Интересный научно-популярный обзор, посвященный промыш­
ленному применению лазеров, дан в статье Альдо В, ла Рокка [7]. 
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В исследованиях, проведенных при атмосферном дав­
лении или при давлениях до 10 атм, было отмечено 
развитие экранировки поверхности мишени на эрозион­
ном (состоящем из паров вещества мишени) плазмен­
ном факеле [32, 33]. Эта экранировка возникала вслед­
ствие развития пробоя в парах вещества мишени при 
действии миллисекундного лазерного импульса с дли­
ной волны Я = 1,06 мкм и средней плотностью потока 
0=Ю 7 Вт/см2. Существенно новым обстоятельством в 
экспериментах с лазерным воздействием на вещества с 
различными физическими свойствами при давлениях 
окружающего газа выше 40—50 атм явилось развитие 
экранировки мишени практически без разрушения ее 
поверхности. На поверхности мишени, например, из мо­
либдена, наблюдается только «обожженная зона» и не 
видны даже следы оплавления. 

Отметим особенности взаимодействия излучения не-
рдимового лазера (Л=1,06 мкм) при средней плотности 
потока G—107 Вт/см2—108 Вт/см2 с мишенью при 
росте давления окружающего газа. Основной акцент 
сделаем на некоторых физических особенностях воздей­
ствия излучения лазера на неподвижные мишени в азот­
ной среде. 

Рост давления азота изменяет характер воздействия 
излучения на мишени. При давлениях до ~ 2 0 атм во 
всех мишенях толщиной 2 мм образуется сквозное от­
верстие или кратер, характеристики которых зависят от 
свойств материала мишени и плотности излучения. 
В диапазоне 40—70 атм разрушение поверхности мише­
ни резко снижается, на участках термического воздейст­
вия лишь малую область занимает зона плавления. 
При давлениях свыше 70 атм на таких материалах, 
как молибден, отсутствует и зона плавления*). 

Термический цикл обработки мишеней излучением 
<дает возможность изменения микротвердости материа­
лов. Однако наряду с чисто термическим влиянием для 
изменения микротвердости существенны и плазменные 
явления. Опыты с гелием и аргоном показывают, что 
микротвердость мишеней в зоне воздействия лазерного 

*) В гелии, в отличие от азота и аргона, на поверхности мише­
ни при любых использованных давлениях всегда имеется оплавлен­
ная зона. Это означает, что в гелии в диапазоне давлений до 
1.40 атм образование плазменного облака происходят в парах ве­
щества мишени. 
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излучения и плазмы может только уменьшаться. Это 
связано с возможностью образования пористой струк­
туры в поверхностном слое. Наоборот, плазма азотной 
среды оказывает на металлы упрочняющее воздействие. 
Так, микротвердость стали возрастает в 1,5—2 раза 
[160, 185]. Измерения показали, что размеры области 
изменения параметров мишени значительно превосхо­
дят размеры зоны воздействия лазерного излучения. 
При исходном радиусе пятна фокусировки Гф=0,25— 
0,3 мм радиус обожженной зоны составляет несколько 
десятых долей сантиметра, т. е. в несколько раз 
больше. 

Одной из наиболее важных особенностей экспери­
ментов в атмосфере азота является возможность син­
тезирования нитридов в поверхностных слоях мишеней 
из таких материалов, как титан [62], цирконий, вана­
дий. Одним из условий синтеза нитридов является на­
личие плазмы у поверхности мишени. Толщина образо­
ванного слоя нитридов (при давлениях азота 70— 
90 атм) порядка 10 мкм и слабо зависит от плотности 
излучения. 

Начальная стадия развития лазерной плазмы свя­
зана с пробоем газа мощным световым потоком. С мо­
мента открытия этого явления в 1963 г. оно является 
объектом пристального изучения в теоретических и 
экспериментальных работах [101, 149, 215, 222]. 

Установлено, что высокие пороги пробоя чистых хо­
лодных газов обусловлены лишь начальной стадией 
процесса, когда с помощью многофотонной ионизации, 
требующей высокой интенсивности излучения, образу­
ются затравочные электроны. Фокусировка излучения 
на твердую мишень резко снижает пороговые интенсив­
ности излучения [28]. 

Причинами, приводящими к снижению пороговых ин-
тенсивностей лазерного излучения, могут быть следую­
щие: испарение вещества мишени и термоэмиссия 
электронов и ионов. Так как при повышенных началь­
ных давлениях азота испарение вещества мишени не 
наблюдалось, то причиной снижения порога пробоя в 
серии экспериментов [159, 160] следует признать тер­
моэмиссию поверхности мишени. 

В заключение краткого описания результатов экспе­
риментальных работ по исследованию низкотемператур­
ной лазерной плазмы в газах высокого первоначаль­
ного давления следует вновь обратить внимание на 
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Сложность изучения протекающих процессов средства­
ми одного лишь натурного эксперимента. Эти трудности, 
С одной стороны, связаны с многочисленностью и взаи­
мообусловленностью явлений, протекающих в такой 
плазме, а с другой стороны, — с чисто техническими 
сложностями экспериментального исследования быстро­
текущих процессов в плазме высокого давления. Поэтому 
для этих явлений, как и при изучении многих дру­
гих процессов, наиболее рациональным путем исследо­
вания является одновременное их исследование средст­
вами натурного и вычислительного экспериментов 
[164, 165]. 

Описание вычислительного эксперимента начнем с 
рассмотрения математического моделирования пробоя в 
тазах высокого давления вблизи металлических мише­
ней. Уравнения кинетики, описывающие процесс пробоя, 
отличаются по своему виду от уравнений динамики из-
мучающего газа. Однако краткое рассмотрение вопро­
сов, связанных с математическим моделированием этих 
Явлений, приводящих к созданию лазерной плазмы, 
рредставляется полезным в рамках данной книги. 

3. Математическое моделирование оптического про­
боя в плотных газах. В основу физической модели про-
&к>я положен механизм термоэмиссии электронов с по­
верхности молибденовой пластины и развития электрон­
ной лавины в плотном газе под действием лазерного 
излучения. Высокое давление окружающей среды (ро~ 
~ 100 атм) уменьшает диффузию электронов и сдвига­
ет температуру кипения металла в более высокую об­
ласть. В результате при высоких давлениях поверх-
мостъ мишени еще не разрушается, однако вблизи нее 
имеется достаточно высокая концентрация электронов, 
величина которой определяется эмиссионными свойства-
Ми мишени и потенциалом пространственного заряда, 
^опадая в газ, термоэлектроны набирают энергию, не­
обходимую для ионизации нейтральной частицы за счет 
тормозного поглощения лазерного излучения. В даль­
нейшем развитие лавины происходит по классическим 
представлениям, рассмотренным в работе Я. Б. Зельдо­
вича и Ю. П. Райзера [101]. 

Развитие электронной лавины в молекулярных газах, 
Ы каковым относится азот, характеризуется сложной ки-
1*етикой столкновительных реакций. При математическом 
НОделировании [128—130] учитывались следующие реак­
ции! протекающие & азоте: электронное возбуждение 
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и девозбуждение атомов и молекул электронным ударом 
N 4 - ^ N * + £, д ^ + е ^ Л ^ + е* колебательное возбуж­
дение молекул электронным ударом N2+e->Nl+e, тер­
мическая диссоциация и диссоциация электронным уда­
ром N2+N2^»2N +7V2, N2+e-+2N + e, реакции ассо­
циации N2+2N-+N*2 + N2, N + 2N->N*2+N, иониза­
ция атомов и молекул из основного и возбужденного 
состояния и их трехчастичная рекомбинация N + ett 
*ЛГ+2е, N*-YeziN+ + 2e> N2+e^N;+2e, Nl + ett 
цЩ-^2е, ассоциативная ионизация атомов N+N-+ 
-+N2+e, диссоциативная рекомбинация N2-\-e-+2Ny 
Nz+e-+3N> ЛГ+ + е-*2ЛГ2, реакции конверсии ЛГ+ + 
+2N2VN++N* N+2+2N2^N++N2. 

Из процессов переноса учитывались диффузия и 
дрейф в электрическом поле заряженных частиц, тепло­
проводность электронного газа и тяжелых частиц. Пе­
речисленные реакции описываются уравнениями хими­
ческой кинетики (3.9)*—(3.16) (см. ниже). Более под­
робное описание столкновительных реакций и коэффи­
циенты их скорости приведены в работах [125, 128]. 

Анализ столкновительных реакций показал, что ко­
эффициенты скорости являются функциями трех темпе­
ратур: поступательных температур электронов Г„ тяже­
лых частиц Tg и колебательной температуры 7\. Поэто­

му система уравнений кине­
тики дополняется тремя 
уравнениями баланса энер­
гии (3.18) —(3.20). 

Учет неупругих потерь 
энергии электронов в моле­
кулярной составляющей азо­
та (см. уравнение (3.18)) 
производился с помощью 
экспериментального коэф­
фициента 6 (рис. 87), приве­
денного в работе [227]. Этот 
коэффициент показывает, 

- Q7 a во сколько раз суммарные 
1^-<£%2ЯГ%$Я£ п о т е Р н э н е Р ™ электронов 

потерь к упругим при неупругих столкновени-
ях больше, чем при упругих, 

поле пространственного заряда описывается уравнени­
ем Пуассона (3.21). г 
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Окончательно, математическая постановка задачи о 
лазерном пробое азота вблизи металлической мишени 
примет следующий вид: 

^ — (k+N2-$N+N.) Ne-(k-2N-%N-2) Ne-
- (*$W2

+JV2-P$tf;) N2- (klN+N2-%N$) N2-
- kdN2Ne-(kdN2 - ka№) N2+k°aN* +2а«ЛГ+ЛГ„ (3.9) 
d-£l = (k'2N2 - &Nl) Ne - {tfNl - &NlN.) Ne -

-kaN2Ne, (3.10) 
dlf- ={t$N2-$HtNt) Ne+ikTNl-tiNl) Ne-

-{m2*N2-$Nt) Ni-^NtNe-ft«iV2-^f, (3.11) 

d-£ = {kZN2
+N2-$N;) N2-onNtNe-?£-, (3.12) 

—-=ke
dN2Ne + [kd (N2 +Nl) - kaN*] N* - ka

aN* -

- (k*N - PWW.) Ne - (ft*JV - P*W*) Ne - kaN* + 

+2a2NtNe+3asNtNe, (3.13) 
^ 1 = (AW - PN+Ne) Ne + (ft*4V* - &N+Ne) Ne -

-(kc
3N+N2-$N?)N2—?£-, (3.14) 

^1=(k*N - $*N>) Ne - (k*+N*—FN vNe) Ne, 

~^-={kc
3N*N2-^Nt) N2-a3N?Ne- -£., (3.15) 

•~tL={ktN2-&NtNe) Nt+(k?Nl-ptNtNt) Ne + 

+(AW - p W ^ , ) Л# f (ft* W* - pWW,) Ne + 
+(kaNN-a2N}Ne)-a3NtNe -a4NtNe-Ц±-, (3.16) 

Jt^e^NtE-eDigt&dNt, ( 3 J7) 
Je=epeNeE +eDegxauNe, 
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+[^5Г- | 1 (Г '-7"' ,]№+ '" )Л '*-
- / • (Л W - pN+N,) Ne-I* (k*N— P*N*) Ne -

P+=P% vs$=v,<+v( !n, (3.18) 

+-5f(7'.-7,,)W,+^)iv.+ 

+x*.%h№ 
^(N.T^h^kxNiNe-

-Л» \{kdN2-kaNN) Ni-klN*], (3.20) 
где 

Ng-={N +N* +N2+ril+N*+Nt +Nt +Nt\ 
(3.21) 

На левой границе у мишени при л:=0 задавались темпе* 
ратуры поверхности и термоэлектронный поток 

TJ^-{^Lf\ U=0, (3.22)*) 

Я е ^ = Я Г ' е х р { - * ± ^ } , ЛГ,+ - 0 . (3.23) 

На правой границе при л:=£ условия задавались в виде 

*) Граничное условие (3.22) получено из точного решения задачи 
о распределении температуры в полупространстве прь заданном 
потоке энергии б*. 
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следующих соотношений: 

В системе уравнений (3.9) —(3.24) приняты следую­
щие обозначения: N, N*9 N2, N2, N\ JV2~*\ Nf, 
N*> Ne—концентрации заряженных и нейтральных час­
тиц; ky а —коэффициенты скорости прямых реакций; 
р—коэффициенты скорости реакций обратных; со —час­
тота лазерного излучения; G„—поглощаемая поверх­
ностью доля лазерного излучения G0; /?—коэффициент 
отражения (G = (l +/?) G0); ve9 vg— тепловые скорости 
электронов и тяжелых частиц; v^f v*rt, vetf vert —час­
тоты столкновений атомарного иона или нейтрала (ин­
декс а) и молекулярного иона или нейтрала с электро­
ном; De, Dif |x„ \ii — коэффициенты диффузии и подвиж­
ности электронов и ионов; ке, Kg — коэффициенты теп­
лопроводности электронов и тяжелых частиц; Ь, % — 
коэффициенты температуропроводности и теплопровод­
ности молибдена; <р — работа выхода; <pi=£f/ — допол­
нительная работа выхода, создаваемая полем простран­
ственного заряда; U9 E — потенциал и напряженность 
электрического поля. 

Кратко рассмотрим алгоритм численного решения 
уравнений, описывающих пробой. Как правило, системы 
уравнений, описывающие ступенчатую ионизацию, ре­
комбинацию и обмен энергией между частицами, отно­
сятся к жестким системам, у которых собственные зна­
чения матрицы Якоби имеют отрицательные веществен­
ные части и большой разброс по абсолютной величине. 
Одним из хорошо зарекомендовавших себя алгоритмов 
для решения жестких систем уравнений является мето­
дика, предложенная Г. Гиром [73, 214]. 

С целью применения алгоритма Гира для решения 
системы уравнений в частных производных (3.9)—(3.20) 
преобразуем их с помощью метода прямых к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений*). Напри-

*) Число получающихся при этом уравнений равно Я1Х-Р2» где 
Р\ — число уравнений в исходной системе, Рг — число внутренних 
узлов разностной сетки. 
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мер, уравнение (3.18) при этом примет следующий вид. 

н ^™- - j f c ^ j - \• » <г< - г>'] ^ + 

- I*+(k*+N* - p+N+N,) Ne}n + 
«^Я^ £,Я—1 ^ Я ' *Я +ВйГ# 1 Я +ь (3.25) 

где п — номер узла пространственной сетки, Лп, Сп, 
В„ — коэффициенты, получающиеся при разностной ап­
проксимации члена д/(х^дТе/дх)/дх. 

Однако применение методики Гира непосредственно 
к таким образом преобразованной системе желаемых 
результатов не принесло. Более эффективным для реше­
ния системы уравнений (3.9)—(3.20) оказался метод 
суммарной аппроксимации. С этой целью исходная сис­
тема уравнений была представлена в виде суммы двух 
последовательно решаемых на каждом шаге по времени 
задач [1311: для процессов кинетики, описываемых 
уравнением типа 
| д (If.Т.) - [ ^ р ^ ~ | « ж (Т. ~ Т,)] i*N. + 

—/* ift+N — FN+N,) N. — I* (k*N-$*N*) Ne-
-/*«• (k*'N*-$+N+Ne), (3.26 

и для процесса переноса—уравнением 

Переход с /-го слоя по времени на (; + 1)-й слой осу­
ществляется через вспомогательный (/+0,5)-й слой. 
Сначала по неявным схемам на (/ + 0,5)-м слое решают 
уравнения переноса типа (3.27). Затем, используя полу­
ченные таким образом данные в качестве начальных, 
решают уравнения кинетики и тем самым осуществля­
ют переход на (/+1)-й слой. Для расчета уравнений ки­
нетики без учета процессов переноса, например (3.26), 
использовался метод Нордсика [129], возможность при­
менения которого предусмотрена в алгоритме Гира. 
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Построенный таким образом алгоритм [131] исполь­
зовался для математического моделирования процессов 
яробоя. Основные результаты вычислительных экспери­
ментов по пробою молекулярного азота вблизи металли­
ческой поверхности при начальном давлении газа ро= 
*=10—200 атм изложены в работах [125, 128—130, 132]. 

4. Газодинамическая стадия в низкотемпературной 
лазерной плазме при высоком давлении. После перво­
начального пробоя от области поджига навстречу ла­
зерному излучению движется волна поглощения, остав­
ляющая позади себя плазменные образования. Особен­
ностью исследуемой задачи является то, что здесь на­
ряду с газодинамическим механизмом переноса энергии 
существенную роль играет механизм переноса излуче­
ния. Роль теплопроводностных процессов несуществен­
на. Кроме того, в условиях большой длительности ла­
зерного импульса и сравнительно небольшого пятна 
фокусировки (Гф~250 мкм) [159, 160] на общую кар­
тину процесса существенное влияние оказывают эффек­
ты двумерности, возникающие из-за бокового расшире­
ния плазменного облака, которое в свою очередь яв­
ляется осесимметричным. Предполагается, что в лазер­
ной плазме выполняется условие термодинамического 
равновесия. 

Весь процесс моделируется системой уравнений ди­
намики излучающего газа в многогрупповом диффузион­
ном приближении, которые имеют следующий вид: 

dp М д(ги) , dv\ - з д . 

»£"& Р£"& <3.29> 

~W (rWrk)^
d^+>ikcUk^k4akT\ (3.31) 

%w&—%hwf» | ^ = - * л > w^2^( 3 - 3 2 ) 
WA = G exp ~ J *Jz'\. (3-33) 

В системе (3.28)—(3.33) использовались введенные ра­
нее для уравнений динамики излучающего газа обозна-
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чения Кроме того, дополнительно использовались обо­
значения: №л — поток энергии лазерного излучения, 
С? —исходная мощность лазера, хя — коэффициент по­
глощения лазерного излучения, zn(r, t) — верхняя гра­
ница плазмы (рис. 88). 

Система уравнений (3.28)—(3.33) решалась в лаг-
ранжевой системе координат с помощью алгоритмов, 
предложенных в работах [59, 204]. Эти методы решения 

г двумерных задач РГД подроб­
но изложены в гл. IV. 

Схематически процесс вза­
имодействия лазерного излу­
чения с плазмой изображен 
на рис. 88. Лазерное излуче­
ние падает вдоль оси 2. Его 
начальное поглощение проис­
ходит в узком ~ 1 0 мкм на­
гретом слое (на рис, 88 он спе­
циально выделен), который 
моделирует область оптическо­
го пробоя. 

Температура горячего слоя 
азота*) выбирается в пределе 
1,7—2 эВ, что приводит к рез­
кому росту в нем по сравне­
нию с холодным азотом коэф­
фициента поглощения лазер­
ного излучения. Это в свою 

очередь приводит к интенсивному поглощению лазерно­
го излучения в горячем слое. 

Вследствие поглощения лазерного излучения в тон­
ком приповерхностном слое температура и давление в 
нем резко возрастают. Начинается интенсивный газоди­
намический разлет горячей зоны, сопровождающийся 
движением ударной волны в холодный газ. 

На рис. 89 представлены пространственно-временные 
профили температуры, плотности и давления, характери­
зующие динамику развития плазмы для следующих зна-

Мишеиъ 

Рис.88. Схема эксперимента 
по взаимодействию лазерно­
го излучения с газами вбли­
зи металлической поверхно­
сти. Слой первоначального 
поглощения лазерного излу­
чения выделен жирной 

чертой 

*) Влияние испаренного вещества мишени на первоначальный 
состав горячего слоя в расчетах не учитывался. Это связано с тем 
(п. 3 данного параграфа), что оптический пробой молекулярного 
азота при давлениях р0;>30 атм обусловлен термоэмиссионными яв­
лениями. При более низких давлениях, например, при 10 атм время 
пробоя значительно возрастает, что увеличивает возможность по­
явления испарения в облучаемой зоне. 
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Î MKrt 

-fOO -400 -200 0 ZOO Ш 600 nm* 

Рис 89. Профили температуры, плотности и давления на моменты 
времени f=0 , l мкс и / = 0,533 мкс (р 0=Ю0 атм.); значения па­
раметров локализованы в точках, отмеченных крестиками. Линиями 
объединены массовые интервалы, имеющие близкие газодинамичес­
кие параметры. Пунктиром отмечена наблюдаемая в расчетах зона 

повышенного сжатия — ударная волна 

чений начального давления азота и параметров лазер­
ного излучения: р0 = 100 атм, Гф — 250 мкм, G = 5. 
•107 Вт/см2*) [128, 133]. Область, охваченная ударной 
волной, — зона повышенного сжатия — на рисунке 
изображена пунктирной линией. К моменту времени t*=* 

•) Указанная мощность приблизительно на порядок меньше 
пороговой мощности, необходимой для оптического пробоя азота 
в-близи поверхности мишени. Отметим, что ввиду большой скорости 
протекания процесса пробой может происходить в пучке лазерного 
импульса, интенсивность в котором значительно выше средней, 
"используемой для газодинамического описания. 

18* 275 



= 5 не давление достигает своего максимального зна­
чения /7=6-103 атм. В дальнейшем, несмотря на рост 
температуры, давление в горячей области падает. Это 
происходит из-за уменьшения плотности вещества, обу­
словленного интенсивным газодинамическим разлетом 
горячей зоны. 

Ударная волна, генерируемая при этом, к моменту 
времени / ~ 1 0 не достигает своей максимальной скоро­

ду лгл/с 

\ЪэЪ 

t,HKC 

Рис. 90* Зависимость скорости 
ударной волны vyB плазменно­
го фронта иПф и температуры 
ударной волны Тув от времени 
(/>о=Ю0 атм, G=5«107 Вт/см2) 

сти аув=1,3 км/с (рис. 
90). Температура газа, 
нагреваемого ударной 
волной, Г<0,36 эВ (рис. 
90). Этого недостаточно 
для интенсивного погло­
щения лазерного излуче­
ния, и ударная волна 
практически прозрачна 
для него. Поэтому в дан­
ной ситуации светодето-
национный режим не ре­
ализуется. 

В силу того, что ско­
рость ударной волны 
превышает скорость дви­
жения плазменного фрон­
та аПф (рис. 90), ударная 
волна отрывается от на­

гретой лазерным излучением зоны (см. рис. 89). Холод­
ный азот (7*^1 эВ) прозрачен для видимого света и 
ближнего ультрафиолета, однако хорошо поглощает из­
лучение с частотой Av>14 эВ. Поглощение этого жестко­
го излучения, которое генерируется горячей областью с 
характерной температурой Г=3,5 эВ (рис. 89), происхо­
дит на расстоянии ~ 5 0 мкм (рис. 91). Таким образом, 
подкачки энергии в ударную волну ни за счет собствен­
ного излучения, ни за счет лазерного не происходит, и 
она становится затухающей. Скорость и температура за 
ней быстро спадают*). 

*) Следует еще раз отметить, что используемые в расчетах значе­
ния коэффициентов поглощения должны опираться не только на 
существующие для них таблицы, но и на физический анализ рас­
сматриваемого процесса. Если в расчетах использовать истинные 
данные о коэффициенте поглощения в видимом свете для холодно­
го азота» [108], то в силу их малости это приведет к резкому уве­
личению числа итераций» необходимых для решения систем сеточных 
уравнений, возникающих при аппроксимации уравнений диффу-
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Несмотря на то, что светодетонационный режим при 
рассматриваемых мощностях лазерного излучения не 
реализуется, вклад газодинамических сил в энергоба­
ланс плазмы в начальные моменты времени значителен. 
На рис. 91 представлены распределения составляющих 
энерговыделения вдоль оси z, обусловленные работой 
газодинамических сил pdivtt и переноса собственного 
излучения плазмы divW\ Видно, что с течением време-

0,533 тс 

Рис. 91. Энерговклад в нагрев вещества за счет переноса собствен­
ного излучения (сплошные кривые) и за счет газодинамического 
движения (пунктирные кривые) (р0=Ю0 атм, G = 5 1 0 7 Вт/см3) 

ни энерговклад за счет переноса излучения возрастает, а 
энерговклад за счет сил газодинамического движения 
падает. В основном энергия высвечивается из горячей 
зоны (Г»3,5 эВ, /=0,53 мкс), отстоящей на расстоя­
ние ~ 100 мкм от поверхности мишени. 

Расчеты показали, что в начальные моменты времени 
течение было одномерным, распространяющимся вдоль 
оси 2. Однако к моменту времени /=0,1 мкс размеры 
плазмы в этом направлении (рис. 89) стали сопостави­
мы с радиусом пятна фокусировки (гф=250 мкм), появ-
зии Анализ данного процесса показывает, что увеличение коэф­
фициента поглощения до таких значений, при которых оптическая 
толщина холодного азота в видимом свете составила величину по­
рядка Ю-3, не оказывает влияния ни на выход излучения из си­
стемы, ни на прогрев холодной зоны. Вместе с тем использование 
таким образом увеличенных коэффициентов позволяет резко сокра­
тить число итераций. 
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ляются значительные скорости в боковом направлении, 
и движение приобретает двумерный характер. 

Расчеты показали сложную структуру плазменного 
облака. Вблизи поверхности мишени образуется слой 
плазмы с температурой более низкой, чем температура 
последующего плазменного слоя, который в свою оче­
редь приобретает форму полумесяца (рис. 89). Проис­
хождение такой структуры связано с одновременным 
воздействием на плазму эффекта экранировки мишени и 
газодинамического растекания из области интенсивного 
поглощения лазерного излучения. 

Максимальное значение температуры в горячей обла­
сти достигает 3,65 эВ. Дальнейший ее рост ограничи­
вается быстрым увеличением потерь энергии на высве­
чивание. Вследствие экранировки лазерного излучения 
на поверхность мишени воздействует только поток соб­
ственного излучения W<:105 Вт/см2. Площадь поверхно­
сти мишени, подверженной термическому воздействию 
собственного излучения, в несколько раз превышает 
площадь пятна фокусировки лазерного излучения. От­
метим, что радиус плазменного облака гпл~500— 
600 мкм (рис. 89), а радиус пятна фокусировки Гф= 
= 250 мкм. Этот факт хорошо соответствует данным 
эксперимента, где наблюдалось значительное увеличение 
зоны термического воздействия на мишень по сравне­
нию с радиусом пятна лазерного излучения [159, 1601. 
Отметим также, что замена лазерного излучения пото­
ком собственного излучения, очевидно, и является 
основным фактором, позволяющим избежать разруше­
ния поверхности мишени. 

Снижение давления азотной среды до 50—30 атм 
сопровождалось частичным разрушением поверхности 
мишени, появившимся в виде кратеров в зоне фокуси­
ровки. Опираясь на результаты вычислительного экс­
перимента, проанализируем причины разрушения по­
верхности мишени и особенности взаимодействия лазер­
ного излучения с веществом при начальном давлении 
азота ро—30 атм [134]. 

Расчеты показали, что в начальные моменты време­
ни « 0 , 1 мкс развитие плазменного облака протекает 
аналогично случаю с начальным давлением ро=100атм. 
Лазерное излучение в основном поглощается в области 
пробоя, нагрев и последующий разлет которой сопро­
вождается генерированием в холодный азот ударной 
волны. Скорость ударной золны достигает к моменту 
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бремени /*=10 не своего максимального значения 
дуэтах = 1 , 9 КМ/С 

Как и при начальном давлении 100 атм, толщина го­
рячей зоны становится много больше длины свободного 
пробега для лазерного излучения. В результате основ­
ная доля лазерного излучения поглощается в перифе­
рийной части горячей зоны, а область, непосредственно 
прилегающая к поверхности мишени, практически пере­
стает нагреваться (рис. 92, /=0,1 мкс). При /=0,1 мке 

Рис. 92. Профили температуры плотности и давления на различ­
ные моменты времени /=0 ,1 мкс, /=0 ,4 мкс, t=\ мкс. Начальное 
давление азота р0—30 атм, G = 5• 107 Вт/см3. Значения параметров 

локализованы в точках, отмеченных крестиками 

уже наблюдаются значительные скорости в боковых на­
правлениях. Так же как и для случая ро—ЮО атм, ви­
ден эффект газодинамического растекания горячей об­
ласти. Однако на этом сходство в развитии лазерной 
плазмы для случае» 100 атм и 30 атм заканчивается. 
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В силу меньшей исходной плотности при 30 атм го­
рячая область (/>0,1 мкс) успевает разлететься до та­
кой степени, что вновь становится прозрачной для лазер­
ного излучения. Это излучение проникает в пристеночную 
область, где плотность значительно выше, и нагре­
вает газ в ней (рис. 92, / = 0,4 мкс). Кроме того, значи­

тельная доля лазерно­
го излучения начинает 
падать непосредствен­
но на поверхность ми­
шени. 

На рис. 93 пред­
ставлены временные 
зависимости потоков 
собственного и лазер­
ного излучений, дости­
гающих поверхности 
мишени. Максималь­
ное значение потока 
собственного излуче­
ния лазерной плазмы, 
идущего на мишень, 
достигает величины 

до 1,6-106 Вт/см2. Ради-
600 мкм. 

Зависимость от времени потока лазерного излучения 
G(t) носит немонотонный характер. В интервале време­
ни, равном 0,1—0,4 мкс, наблюдается значительное 
(примерно на порядок до 6-Ю6 Вт/см2) уменьшение по­
тока, обусловленного наличием малопрозрачного плаз­
менного облака. В дальнейшем, начиная с /=0,6 мкс, в 
результате просветления плазмы его интенсивность воз­
растает. К моменту времени t—l мкс поверхности ми­
шени достигает около 80% лазерного потока. Экраниру­
ющий эффект плазмы практически полностью исчезает, 
и под влиянием лазерного излучения начинается разру­
шение мишени. Таким образом, в результате вычисли­
тельного эксперимента были установлены причины на­
блюдаемого разрушения мишений при понижении на­
чального давления азота до 30—50 атм. 

Достаточно важным оказался факт существования в 
течение некоторого времени (/=0,1 мксч-0,4 мкс) плаз­
менного слоя, малопрозрачного для лазерного излуче­
ния. Это явление открывает пути создания технологи­
ческих циклов как для синтеза новых материалов, так 

0 OX ft* 0>6 Dfi t i iwc 

Рис. 93. Потоки собственного W 
излучения плазмы и лазерного 
излучения О , достигающие по­

верхности мишени 

3-Ю6 Вт/см2, затем снижается 
ус воздействия при /=1 мкс г « 
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Н для поверхностного упрочнения их при давлениях по­
рядка 30 атм, где ожидаются более благоприятные усло­
вия для реализации этих процессов. 

5. Динамика плазмы, образованной при воздействии 
электронного пучка на металл. Взаимодействие лазер­
ного излучения с металлами или газами не является 
единственным процессом, приводящим к возникновению 
небольших объемов плазмы. Другими источниками, при­
водящими к появлению такого рода плазмы, являются 
электронные и протонные пучки. Вопросам, связанным 
с математическим моделированием этих процессов, в 
научной литературе уделено значительно меньше внима­
ния, чем исследованию аналогичных явлений, возника­
ющих при взаимодействии лазерного излучения с ве­
ществом. Укажем некоторые работы, посвященные вы­
числительному эксперименту в этой области [92, 93, 155, 
2161. 

Рассмотрим постановку задачи и результаты числен­
ного моделирования процесса взаимодействия пучка 
Электронов умеренной мощности с алюминием и его па­
рами [187, 1881. Остановимся вначале на некоторых осо­
бенностях поглощения энергии электронного пучка ве­
ществом. 

При бомбардировке вещества электронами энергией 
от нескольких тысяч до сотен тысяч электронвольт быст­
рые первичные электроны теряют энергию главным об­
разом на ионизацию, причем большинство вторичных 
электронов имеет энергию более одного или нескольких 
десятков электронвольт и быстро приходят в тепловое 
равновесие с веществом. Для наших целей определения 
мощности выделяемой электронным пучком в единице 
объема вещества достаточно приближенного описания, 
вытекающего из полуэмпирической диффузионной моде­
ли торможения первичных частиц [217]. 

Согласно этой модели быстрый электрон, попадая в 
вещество, в результате рассеяния полностью теряет пер­
воначальное направление полета на некоторой глубине 
ус и далее движется с равной вероятностью в любом 
направлении. Область его торможения в однородной 
среде ограничена в первом приближении усеченной сфе­
рой с центром на расстоянии ус от поверхности и ра­
диусом Rc=Rt—уСу где Rt ~ полная длина пробега пер­
вичного электрона. 

Приведем без вывода, основываясь на данных работ [173, 187], 
выражения для величин, определяющих поглощение электронного 
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пучка в веществе. Количество энергии, выделяемой электронным пуч 
ком в единице объема, определяется с помощью выражения 

В свою очередь W0 определяется с помощью формулы [174] 
W. - у W (1—*Шд) (1 —*|)-Ч (3.35) 

Здесь / — плотность тока, создаваемого электронным пучком, U — 
ускоряющее напряжение, т| и rjE —соответственно отношение числа 
и средней энергии обратно рассеянных электронов к числу и энергии 
электронов, падающих «а границу вещества (для алюминия т} = 
= 0,13, Ля'^О.б). 

Нормировочная постоянная CN задается с помощью выражения 

о 
Расстояние у отсчитывается в отрицательном направлении оси г 
от границы вещества, с которой можно совместить границу расчет­
ной области. Массовая толщина пройденного пучком слоя равна 

у 
y-§p(r,z)dz, (3.37) 

о 
где р—плотность вещества. Координаты ус находятся из выра­
жения 

, Y - 0 , 1 8 7 Z J ' 3 , (3.38) 

/?, = 2,76- 10-"MZ,"8/9t/5/3 (1 +0,978- 10-в(/)5/3 (1 + 1,957.10-etf)~4/3 

Здесь А — атомный вес, Z\ — атомный номер вещества, U — ускоря­
ющее напряжение, определяющее начальную энергию электрона, вы­
ражено в вольтах. 

В свою очередь координата ус> на которой электрон в резуль­
тате рассеяния теряет первоначальное 'Направление, определяется 
из уравнения 

Ус~[р(г. z)dz. (3.39) 

Параметр о, определяющий ширину гауссова распределения, ра 
вен 

;»0,5(/?<—1/с). (3.40) 
Эффективная глубина проникновения электронов пучка в глубь 
металла составляет величину порядка 

£ « ^ + 0 , 5 Л , где ХрМеТ—yc=oV2- (3-41) 
Остановимся на описании процесса испарения и теп­

лопроводности в металле. Температура в металле по 
нормали к поверхности меняется значительно сильнее, 
28? 

Ус*-*} 
(1Лу)а 

(1+?)2 



гчем вдоль нее, поэтому для описания процесса тепло-
переноса можно воспользоваться одномерным уравне­
нием 

«^V^-£(«4^)-Q«r.,.0. (3-42) 
в которое координата г входит в качестве параметра. 
Здесь Q — энерговыделение за счет поглощения энергии 
электронного пучка, которое определяется с помощью 
выражения (3.34). 

Если в результате газодинамического расчета давле­
ние газа на границе с расплавленным металлом рт ока­
зывается больше или равно давлению насыщенных па­
ров ро при температуре стенки в данный момент вре­
мени 

рт>Ро, (3.43) 
то испарение отсутствует. 

Если неравенство (3.43) не выполняется, то исполь­
зуются условия на волне испарения с известной плотно­
стью потока энергии F, падающего на стенку. Эти усло­
вия включают непрерывность потоков массы, импульса, 
энергии и температуры [430. В предположении локаль­
ной одномерности процессов у волны испарения эти ус­
ловия имеют следующий вид: 

(Яо + ^ )Лр м е т Ч-Хй-= С3'44) 

Здесь D — скорость волны испарения, Яо — энтальпия 
расплавленного металла, рМет — его плотность, ип — со­
ставляющая скорости паров в направлении, перпенди­
кулярном к волне испарения. Кроме того, к условиям 
(3.44) добавляется условие Жуге 

C0 + un>D, (3.45) 
где Со — местная скорость звука. 

Используемая модель испарения совпадает о ранее 
предложенной в работе [103Т, которая применялась для 
расчета задач о взаимодействии лазерного излучения с 
металлическими мишенями [103, 187|]'. 

Следует отметить, что условия на границе пар — 
расплавленный металл в случае выполнения неравенст­
ву Co+un>D определялись путем совместного решения 
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с помощью итерационной процедуры уравнений газовой 
динамики и условий (3.44). 

З а м е ч а н и е 1. Значения параметров плазмы, воз­
никшей при воздействии лазерного излучения и элект­
ронных пучков на металлические мишени, существенным 
образом зависят от используемой в расчетах модели 
испарения. Поэтому дальнейшие исследования по усо­
вершенствованию таких моделей представляются весь­
ма актуальными. В качестве таких исследований следу­
ет указать модели испарения, предложенные в работах 
[126, 1380. 

З а м е ч а н и е 2. При описании задач предполага­
лось, что возникающие электромагнитные поля не ока­
зывают существенного влияния на движение плазмы и 
ее эволюция хорошо описывается системой уравнений 
динамики излучающего газа в цилиндрической системе 
координат вида (3.28) — (3.32). В подобной постановке 
единственное изменение вносится в уравнение энергии 
(3.30), которое примет следующий вид: 

ds (1 д(ги) , dv\ 1 d(rWj) dWg,n ^ -fiv 

где Q определяется с помощью выражения (3.34). Та­
ким образом, единственным отличием в математической 
постановке этой задачи от задачи о взаимодействии 
лазерного излучения с металлическими мишенями яв­
ляется характер энерговыделения в плазме и металле. 
Как показывает анализ выражений (3.34) — (3.41), 
электронные пучки проникают на значительно большую 
глубину в металл, их поглощение в отличие от лазерно­
го луча практически не зависит от температуры плазмы. 

Рассмотрим некоторые результаты численных расче­
тов процесса взаимодействия с алюминиевой мишенью 
электронного пучка [187, 1880, обладающего следующи­
ми параметрами: радиус пучка г0=1,5 мм, энергия пер­
вичных электронов eU=50 кэВ, плотность потока энер­
гии в пучке Wo=\09 Вт/см2. Для сравнения приведем 
также данные расчетов задачи о взаимодействии лазер­
ного пучка с алюминиевой мишенью. Параметры лазер­
ного луча выбирались следующие: частота излучения 
Av=l,06 эВ, плотность потока W0=\09 Вт/см2, радиус 
пятна фокусировки Гф=1,5 мм. Общая схема расчета 
для этой задачи в основном опиралась на алгоритмы, 
рассмотренные в [1971]. 

Расчеты проводились до момента времени tM — 
5=1,5 мкс. В начальные моменты времени происходит 
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только прогрев металла электронным пучком. К момен­
ту времени /«15 не температура металла на его по­
верхности достигает 7 ^ 0 , 3 эВ, и начинается испарение 
мишени. При этом скорость волны испарения D«0,1 м/с. 

|Дп/с 

50 75 100 150 250 400500 7501000 

-Рис. 94. Зависимость скорости волны испарения от времени: кри­
вая /—для электронного пучка, кривая 2 — для лазерного из­

лучения 

Затем эта скорость быстро возрастает и к моменту вре­
мени /=100 не достигает своего максимального значе­
ния £> = 65 м/с (рис. 94). Толщина слоя металла, испа­
рившегося за время 1м с поверхности, на которую па­
дал электронный пучок, составила 38 мкм. Испарение 
металла с остальной части поверхности вне радиуса 

кг,мн 

= /,24м KG 

36 г, мм 

Рис. 95. Линии уровня температуры (в электронвольтах) для плаз­
мы, образованной воздействием электронного пучка в моменты вре­

мени /=0,13 мке и / = 1,24 мке 



Действия электронного Пучка, которое должно было 
происходить под действием собственного излучения 
плазмы, практически отсутствовало. 

Вначале процесса вблизи поверхности, на которую 
падает пучок электронов, образуется область плотной 
(р=2*10" 2 г/см3) и относительно горячей Г—1,2 эВ 
плазмы (рис. 95). В дальнейшем эта область расши­
ряется, а зона с максимальной температурой отделяет­
ся от металлической поверхности. К моменту времени 
0,3 мкс максимальная температура 1,9 эВ достигается 
на расстоянии 1,5 мм от мишени, в то время как темпе­
ратура вблизи нее составляет 1,6 эВ. 

Максимальная температура в плазме ТтйХ—2,3 э В 
достигается к моменту времени f=0 ,5 мкс, а затем 
очень медленно падает до значения 2,1 эВ при t=tMr 
Максимальная плотность плазмы достигает значения 
2,2-10"2 г/см3 в момент времени *=0,22 мкс, а затем по 
мере разлета убывает до 3,5-10~3 г/см3 (t^tM)* При 

этом зона максимальной плот-
Az,w* ности всегда непосредственно 
1 примыкает к участку поверх-

^ п ности, облучаемому электрон-
\п / /Ох*/с ным пучком. 

бСМлА •-*• На рис. 96 изображено по-

Щ 

36 

24] 

/2 

J ilt +-1M л е в е к т о Р а скорости образо-

j r/ г-Х^мкс вавшейся плазмы на момент 
\Ittf /Л времени *=1,24 мкс. Сильный 
wt/ffj/4 разлет в боковом направлении 
\4 ffi^jL, служит объяснением наблюда-
\Lr/'/Ar емой на этот момент времени 
|7//?//// некоторой немонотонности в 
1 ft////*/*/ профиле температуры (см.. "t /лJtSSsss рис.95). I fsssssy Н а р и с 9 4 ( к р и в а я 2) иза-
/ ^{////^1 бражена скорость волны испа-12 24 36 r,MN рения, возникшей под действи­

ем лазерного излучения той 
Рис. 96. Поле скоростей в же мощности. Максимальная 
момент времени /=1,24 мкс скорость волны испарения поч-
(воздействие электронного т и в д в о е Н И Ж е ( / £ 3 6 м / с) . 

В целом толщина испаренно­
го слоя алюминия в 2,5 раза меньше, чем толщина слоя, 
испаренного электронным пучком, и составляет 14 мкм. 
Это объясняет значительно меньшие средние плотности 
плазмы, наблюдаемые в лазерном варианте. 
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Большая глубина проникновений электронного йуч-
ка в глубь металла*) не является единственным факто­
ром, вызывающим существенные различия в ходе про­
цесса. Второй причиной такого расхождения является 
резкая зависимость коэффициента поглощения лазер­
ного излучения от температуры плазмы при Т—1-^ 
4-1,5 эВ. Напомним, что поглощение электронного 
пучка практически не зависит от температуры. 

На рис. 97 приведены линии уровня температуры 
[для алюминиевой плазмы, образованной под действием 
лазерного излучения. В отличие от плазмы, ОбраЗОВаН-

^ис. 97. Линии уровня температуры (в электронвольтах) в мо­
менты времени /=0,13 мкс и /=1,24 мкс (для алюминиевой плаз­

мы, образованной воздействием лазерного излучения) 

ной электронным пучком, которая более или менее рав­
номерна нагрета до температур ~1—2 эВ (рис. 95), 
здесь наблюдаются существенные градиенты темпера­
турных полей. Это связано с быстрым возрастанием ко­
эффициента поглощения лазерного излучения при уве­
личении температуры, что приводит к интенсивному по­
глощению энергии в парах, их быстрому нагреву и 
экранировке поверхности. Наличие такой экранировки 
хорошо иллюстрирует рис. 94 (кривая 2), на которой 

*) Оценки, проведенные на основе выражения (3.41), дают зна­
чение глубины проникновения L в алюминий (Л=27, Zi = 13) 
электронов первоначальной энергии 50 кэВ, приблизительно равной 
Z,—15 мкм, 
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видно полное прекращение процесса испарения поверх­
ности для 400 нс<^500 не. В дальнейшем, после /~ 
= 500 не, сильно нагретая плазма разлетается, плот­
ность в ней падает и лазерное излучение вновь начинает 
доходить до мишени, вследствие чего испарение возоб­
новляется (рис. 94). 

Экранировка лазерного излучения совместно с ин­
тенсивным газодинамическим течением приводит к лу­
нообразной структуре плазмы (рис. 97, /=1,24 мкс). 
Напомним, что аналогичная структура наблюдалась при 
взаимодействии лазерного излучения с азотной плаз­
мой (рис. 89 и 92). 

Итак, из сравнения результатов можно сделать вы­
вод, что при одинаковых условиях воздействие элект­
ронного пучка на металл приводит к более сильному 
его испарению и к образованию более плотной, холод­
ной и однородной по температуре плазмы, чем при воз­
действии лазерного излучения. Эти различия могут ока­
заться полезными для разнообразных целей, связанных 
с технологией обработки материалов потоками энергии 
умеренной мощности. 

Использование эффективных вычислительных алго­
ритмов играет большую роль в численном моделирова­
нии различных научных и технических задач, в том чис­
ле РГД. Однако в этой главе сознательно почти полно­
стью были опущены чисто математические вопросы, свя­
занные с решением задач динамики излучающего газа. 
Вызвано это двумя причинами. 

Во-первых, для ряда рассмотренных задач (сильно­
точный излучающий разряд, динамика лазерной плаз­
мы) используемые алгоритмы подробно изложены в 
гл. III и IV. Во-вторых, и это главное, хотелось обратить 
основное внимание на конкретные физические и техно­
логические результаты, полученные с помощью расчетов 
на ЭВМ. Именно они, а не эффектное решение пусть и 
очень сложных уравнений того или иного класса долж­
ны являться конечным результатом численного модели­
рования. 

Результаты, имеющие конкретный физический смысл 
для задач динамики излучающего газа, невозможно по­
лучить автоматически, численно решая соответствующие 
уравнения на ЭВМ, так как в большинстве случаев ис­
ходная постановка задачи известна недостаточно точно. 
И здесь уточнению исходной постановки, выбору той 
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математической модели, которая, с одной стороны, до­
пускает практическое численное решение, а с другой — 
правильно описывает основные особенности изучаемого 
процесса, может помочь тесная взаимосвязь между на­
турным и вычислительным экспериментами, внутреннее 
исследование математической модели на устойчивость 
к тем или иным факторам, детальный физический ана­
лиз полученных результатов расчета. Кроме того, таким 
путем можно существенно упростить и само численное 
решение задачи динамики излучающего газа: умень­
шить необходимую для проведения расчетов информа­
цию об особенностях коэффициента поглощения, уско­
рить сходимость итерационных процессов при решении 
многогрупповых уравнений диффузии и т. д. 

19 Б. Н. Четверушккн 6 28Э 
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