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5Глава 1
КЛАССИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

§ 1 -1. Введение

Все атомы, за исключением самых легких, являются весь

ма сложными динамическими системами. Для анализа свойств 

таких систем сначала нужно делать некоторые допущения и ис

пользовать приближенные методы. Их ближайшей целью является 

упрощение математики, но важно руководствоваться также и фи

зическими соображениями, поскольку целью анализа является 

не только как можно более точное описание свойств конкрет

ного атома, но также и проникновение в его структуру и вы

явление таких особенностей, которые присущи и другим атомам. 

После того как допущения сделаны и приближения выбраны, нуж­

но путем строгого расчета определить, к каким последствиям 

они ведут. 

Общепринятые методы осуществления этих двух этапов опи

саны Кондоном и Шортли в их классическом труде "Теория атомных
 спектров" [1]. Их первоначальные допущения остаются, пожалуй 

, неизменными и на сегодняшний день, зато вторая стадия 

анализа, часто наиболее трудоемкая, до неузнаваемости измен

илась после новаторских работ Рака. Тем не менее, знакомст

во с более прямыми методами важно для восприятия новых ре

зультатов теории. Поэтому мы начнем с изложения основных допущений 

, а затем используем технику Кондона и Шортли. Это 

особенно интересно сейчас, когда нам открылись иные, более 
t 
мощные методы. 



§ 1-2. Приближение центрального поля. 

Для начала мы представим себе атом в виде точечного 
ядра с бесконечной массой. и зарядом Ze, окруженного N элек­

тронами с массами m и зарядами — е. Нерелятивистский га

мильтониан такой системы есть

Здесь rj - расстояние i-того электрона от ядра, rij -  - рас­

стояние от i-того до -того электрона

Вторая сумма в H не позволяет разделить переменные в 

уравнении Шредингера. Кроме того, она слишком велика, чтобы её 

модно было опустить и рассмотреть позже как возмущение. Наше 

допущение будет состоять в том, что мы будем считать, что по­

тенциал, которому подчиняется движение электрона, может быть 

представлен функцией — Приближенным гамильто -

нианом тогда будет

Разность Н - Е служит возмущением. Переменные в уравнении 

Шредингера

можно разделить некоторым набором функций Тогда

Опустив ненужные индексы электронов, мы найдем, что все резуль

тирующие уравнения будут иметь вид



(1. 1)

Разница между уравнением (1. 1) и уравнением Шредингера для ато­
ма водорода состоит лишь в том, что вместо -e2/r здесь сто­

ит • Поэтому нормированные решения для связанных состоя­

ний можно записать в виде

сферические функции Ylm определяются равенствами

(1. 2)

(1. 3)

(1. 4)

Радиальная функция Rnl (r) зависит от центрального по - 
тенциала угловая часть ЧЦк) совпадает с угловой

частью водородной волновой функции. Символ К следует пони - 

мать как набор квантовых чисел Как и в случае атома во­
дорода, количество узлоЕ (не считая начала) у R ^0 Равно 

Yi-t-1 ; однако дозволенные энергии к) вырождены

только по , а не по и (, , как это имеет место в ато­

ме водорода.
Спин электрона можно учесть, умножая (к) на <4 или £ 

в соответствии с двумя его возможными ооиентациями ( hi_— + £\ 
относительно оси Z • При образовании функции Y мы считаем 

функциями координат электронов 

1,2,3..., однако ясно, что любая перестановка влектронов отно-



еттялчо текхе летт реаечие уревнечия Зреялтерб. /э-за
чйлечия етли' rezzoe иг X' пооизвежняЯ типа ТМ должно бал 

умноквчо иг X епхмоак голноягос Тунгдхй, оо ажной *е жжттнЯ 

ЭЛеКТООН. /-3 ВЯЯТ ВОЗМОЖНЫХ "У-зл ’•«.г-.-г КоиСичацяй ЭТХТ CZOZrGEC 

пэояаведеияЯ приемеш, в кэчеспе собственных Тункцгй, готорые 

когут Ес?р*гитьея в природе, тогьжо тажие, коготке ложностью 

янтисх?»’.'<,тричны пэ отчозенж » одновременной перестановке про- 

етра ист веяных и спиновых перекеншх жабой пазы электрояом«^то- 

узтеютмческоа вытегение пришщпв Г.еулж. Эн ограничивает ясхов- 

uj“ волчэи*Р функции так назывЕемыми "слетеронскими детеоминан- 

танк" )• Г.римером такого -■ те;— чта для атоме с тремя слек- 

трэнаии будет

%

С1.5)

И счастью, дят<? ямина нты такого роде не обязательно выписывать 

полностью, так кок вся чудная информация поставляется диего - 

нальч'ми элементами. Используя знаки пляс и минус вместо функ­

ций at и Ь , т.е. Еместо — 1 > ш мсием упростить

(1.6)

Фигурные скобки означают, что подразумевается слетеровский детер­

минант. Свойства таких функций следуют из (1.5). Например:

(1.7)

я) 3 английской литературе принят термин ieW at

protiud (поим, пеоев.).
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Ногда изучают общие свойства слетеровских детерминантов, то 

часто бывает удобно включить спиновое квантовое число в
набор к «• Для обозначения полного наоора ив

четырех квантовых чисел мы будем использовать символ К . Кроме 
того, если, например, Kjж , то вместо W -Ч

мы будем пйсать Раскрывая обобщенный слетеровский
детерминант, мы полуним

(1.8)

где сумма распространяется на все £ перестановок координат 

электронов среди состояний, определяемых квантовыми числами 

а £ - четность перестановки: р«ч-1

если перестановка четная, и р«-1 , если она нечетна.

Поскольку собственные значения вырондены по

конфигурацию. По традиции, вместо цифр С,1,2,3,4..., для обоэ- 
нечения величины L используются буквы (j j

вверху ставят индекс, показывающий, сколько раз встречается 
данный символ (wt). Замкнутая оболочка возникает тогда, 

когда индекс равен Это значит, что присутству­
ют все наборы К- Мш, , возможные при данных К и I. 

Наличие всех азимутальных чисел придает замкнутой оболочке 

инертный характер, и поэтому обычно в слетеровском детермидан-
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те не нужно выписывать Есе квантовые числа полностью. Такс уп- 

рощение полезно потому, что наличие замкнутых оболочек яъд.'ет- 

ся обеим свойством энергетически низко расположенных коне иг. - 

раций.

Если электроны вне замкнуто: оболочек эквивалентны, т.е. 

обладают одними и теми же числами п и I , то е слетеровскот/ 

детерминанте эти числа mozho нс повторять. Например, элег^^'- 

чая конфигурация есть

В незамнкутой оболочке находятся только три 41 -электоона.

Поэтому исходные собственные функции можно писать в виде

Цифры задают Ии о Подразумевается, что для Есех трех элегтоо-

5 1-3. Возмущения

Гамильтониан £ дает серию энергетических уровней, на - 

зываемых конфетурациями. Обычно они очень сильно вырождены. 

Так например, слетеровских детерминантов виде (1.9) существует 

364 - и это для конфигурации, в которой не незаполненной обо - 

лочке находятся всего три £ -электрона. Вырождение частично 

снимается возмущением
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Влияние первой сумигы сводится к сдвигу всей конфигурации в це- 

лом. Поскольку мы интересуемся почти исключительно структурой 

одной конфигурации, этот член можно опустить, и тогда остается

(1.10)

К упрощенному гамильтониану Н будут и другие поправки. 

Так, можно устранить нерелятивистское ограничение, воспользо - 

вавшись уравнением Дирака для одного электроне, движущ,егося в 

центральном поле с потенциалом 'll (г} Если средняя скорость 

электрона мала по сравнению со скоростью света С , то реля - 

тиЕистские поправки выглядят в виде добавочных членов в нере - 
лятивистском гамильтониане [zj. Из них наиболее ванной для 

наших целей поправкой является

где р - импульс електроиа. Спиновый угловой момент электрона 

обозначен через $ ; его 2 -компонента обладает собст­

венными значениями т- и “х ДЛЯ состояний» определив -

мых символами "+" и введенных в разделе 1-2. Так как TL 

зависит только от Г , то

я (1.11) приобретает вид

(1.12)
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надо заменить не

где > X. ±1

’ 2mVr dr
Сто Еызазение для экривглечтно Еыхгению для спин-орби—
тальАого взаимодействия, даваегоиу Кондоном и Шортли.

■ для свободных атоиов и ионов суинг H.*H. обычно Я2ЛЯ-4 
ется заведомо самым большим вкледом s г изучение. Под её влия 
нием каждая конфигурация распадается на у эре ни. Чтобы оессчи 
тгть влияние Нд*Нг мы предположим сначала, что величина . 
разбросаны настолько сильно, что конфигурации монно исс’-.ио- 
вать порознь. Задача состоит в нелогении возмукения 

на вырожденный уровень энергии, причем зе базисные функц/? 

следует бргть детерминанты, которые для одной последовате."г-,а 

получаются перечислением всех возможных значений и >*. 

Прямой метод состоит в тон, что строки и столбцы матрицы воз­



13

§ 1- . оператор углового момента

Для того, чтоиы получить возмоеность '’меньпвния трудно — 

ст ей прямого методе, нам потребуется некоторые сведения об опе- 

эаторе углового момента. Эсногные соотношения комкутнции для 

компонент 2Ж13ц, вектора углового моменте суть

13х,2^]= (1.14)

где [А,В1»АВ-ВК

"'“''нормированные состояния,е обозначениях Дирака £3^, згдают- 
ия двумя kfshtosumk числами 3 иМ . Хорошо известно VI > 

что соотношения коммутации (1.14) приводят к уравнениям
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сте с сдиэндсом М. буте у всегда выСгоать их так ze, гак Кон- 

дон и iLodt.th. Следует отметить, что величины, стоящие под кор­

нет.' 5 твуо: последних уравнения:: Ж.15), :-з.~но разложить на мно- 
ь.'тсли. 'диака зс-пэмииеть их гэраадо легче р том виде, как они 
зсесь зз с и с£ ны, tcf кг- г эОоих случая:: тэ, что вычитае-"Я из

J 1j ~редста=ляет из себя соэиэведен.:е М , связывэе - 

0.TCC2T ССС”Га.

1.*" нахождения сэСстреникх ги:ч?чий кулэнэЕсхогэ взьимо - 
гт • я Ы. удобно EBeCTI п лны г.ьный и полный СПл
.тлэгэй момент электронов, а именно

3 = Y. s- И ъ=0
u v

Волновые функции, которые дэ.^нь: быть некоторыми линейнь-

• кэмбинзци.тми слетеэогских детесжтн'нтоэ. будут тогда нуме - 

ровсться KB2итогами числами TSMsLMl Символ >r ™ - 

на чает другие квантовые числа, которые нужны тогда, когдг v 

бора нехаатает для того, чтобы задать состояние

-позначно. Величины Ж и L вазды потону, что они комму - 

тируют с Ц, ; для 4 этэ очевидно, а для L это нетр.д 

«о доказать. Например,

коммутирует с .

НА = ег L [(хГхрЧ (ур1* (л -?/]

Поэтому
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-мии , то мстоичны:; элемент исчезает. Беоя _

-место о.. э »«; получ»-*, что исчезает все те ’латпиччые алемен- 
--к» для -этэс^-: V» По аналогичной пзичиче исчезают

-се мстричн^е элементы, недипгонсльные по или по х4с

сс того, равенства

Us^LHu\H.\T’SH<,LHy
= 1т^М.$ьМьтЛ+1тЧМ^Мс-1)М.1*ц-МЦМсЧу1г

= ^TSMsLMv-ilHKT’bWs.V.M.ci')>

поназывг--ст, и?э ^тричные элементы не зависят от Ь\.ь , и, ло 

тэ;“ ze причине, от Ms Поэтому строки и столбцы матрицы 

можно просто нумеровать с помощью 4> и О ; дековой 

определитель распадается на ряд определителей бзлее низкого 

пзрядка, каждый из которых соответствует паре квантовых чисел 
ЬО . Собственные значения не зависят от 11 И,м и поэто­

му - кргтно вырождены. Совокупность со­

стояний, принадлежащих одному и тому зге собственному значению, 

называемся Be личину О показывает заглавная буква,

согласно следующей схеме:L = О 1 1 4 5 СИ % В 10 И VI ...
е,рМСН1КЮ0 Q • •.
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7.
*.Слезе вьерху ставится индекс, задающий м.тътхплетнэсть 2$+ 

Тьк непример, терм ^1 , встречающийся е конфигурации 4|3» 

объединяет 52 вкэе.аенных состояния, для которых

Больное вырхдение термов частично снимается ссин-орби- 
тальиык Езеимэлействием Н.^ , которое коммутирует не е $ и О 

порознь, s с их суммой J= Ут<5 Это майно доказать для 

след/ющг.' оЬразом:

Зункиия не зависящая от угловых переменных, комму*’
тхрует с Г к поэтому опущена, очевидно, что есл l + к ,то 

j коммутирует с Эстается рассмотреть один член из

етооой суммы:

= k )tx+ ъП41т

Если или. мокно адэкватно описать схему энергетиче­

ских урэЕней, считая терма изолированными. Различные гнечения 
J пишутся у символе терма внизу справе; например, терм Кт 

конфигурации образует мультиплет ’1^ , 

и Однако, если матричные элементы ц мезду раьными .

термами сравнимы с расстояниями между ними, то рассмотрение 

кагдого терме по отдельности уже не будет хоропим приближени­

ем, и нугно строить полную матрицу Хотя в к честве
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базиса можно использовать функции гораздо

удобнее наС'ор Причина этого предпочтения

похожа на ту, что побудила нас заменить детерминантные функ- 

ции набором ^ЗИ^ЕМДвекэвой определитель распадается на 

определители низших порядков, и мы избегаем многократного на- 

хождечия повторяющихся корней.

Так как Н. и Н. есть функции координат отдельных элек - 

тронов, и их нельзя выразить через 1_ и J , то получа- 

ется, что на самом деле вычисление матричных элементов и 

может быть произведено только тогда, когда базисные состояния 

выражены через детерминантные функции. Преоб - 

резованкя такого рода часто встречаются при изучении систем 

из многих частиц и заслуживают детального рассмотрения.

§ 1-5______3— j символы

Выразение состояний типа через слетеров-

ские детерминанты лучше всего начинать с перехода к 

квантованию. В качестве примера рассмотрим основной уровень
а именно г Пусть имеет наибольшую возможную

величину. Тогда три решения уравнения

М(.= н3= 4
ПРИЕОДЯТ К _ г с . , it- ц

гнА,М3=4') = аРН,н4-1>Ни’3')+^гн,Ч4Н 

+ срН,-1.5> (1.16)

Коэффициенты а , & , С - это частные случаи коэффициентов 

векторного сложения, УС , Это так
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называемые коэффициенты Кяебша-Гордана или коэффициенты Вит»- 

нера. Если гзсть максимальное , то коэттидиенп-ы векторно­

го сложения можно быстро вычислить с точностью д Тазового 

множителя, действуя оператором -г и замечая

тот сект, что результат должен быть тог-ддественно равен нулю. 

Например, равенств^

ведет к
1 i

a.(5-6->4yu,4Ufepi-o.-ir

+ fe^5-fe-« ?)Чо,5) + с(vx-(—1)-оУ\о,5 ) = О

В силу ортогональности состояний \ имеем

а(иф+ £Дгф=о , ед:ф= t
Уравнение зд.Ч^’ + сс*= 1 следует из того, что

9К4з4 иН4>4)=1 1,1,3
Он. м5 ми рн. нУ мУ =%(.н4м.,51*ъ(.цьн’У,

Таким эОогзом,
aa*U+b+45)= 1= 55аа* .

откуда (X— /1/Ь?1 Если МЫ ПЭЛЭ'-hM Сх) — О

поймет вид

’?н4у> (^4-1 б)

Другие состояния РН4эМ3) 

ратором сдвига J_ = 

можно найти, действуя one-

Напримерэ
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сту процедуру mosho еыоззить алгебраически. Пусть и - 

две углових моменте, которые оуладуня-птсс и дают j • ЭбоОщв- 
нием ур-ния 1.1? слугит

.♦мЩи-ьУ- it

-u \llt _u \| -

(1.18)

ибо легко показать, тэ этот *яд удовлетворяет условию 

иленектерные алгебраические рыкледки показывают, что 

mJHh’IK-W. f м>

е1г’^Н‘9>!
<1.19)

Следовательно, для того, чтобы сумме квадратов коэффициентов 

е ус.(1.18) была единицей, нам надо рзять

с = Т
Мн сделали здесь общепринятый Еыбор февЬ.

Чтобы найти общий 7С - коэффициент, подействуем j - YK 

оператором '^_=^ + на УР*-91*6 H.1S). Из (1.15)

непосэедственео лытекает,'что

in



20 ■
г

Нэ-нУ-Ом-хУ.

I

Теперь надо сделать подстановки ■ (hs^tx 

йх - - XT WIV

Мы находим, что
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где

ЛЧм\лЙ ^*4W^4- К V1
v u Ч Чу-«гЧ^»Мг*У-  I

V I \ir*rX ,

x1. р4**’* *л
* I И

(1.20

Это варЗЕение обладает высокой симметрией. Например, если 36- 

писеть x = ^-ik-(^

то мы получим результат

а.21)

Для того, чтобы представить такого рода свойства симметрии в 

систематической и однообразной форме, :.ы построим 3-^ -символ, 

согласно следующему определению:



Четная перестановке столбцов оставляет 3-^ -сттмвол 
т. е. :

неизменны!',

/ J’iQ5 \_ I \
\»*A**J k’4*%wA>)

5 тэ гремя как нечетна? псрестаноЕтга столбцоЕ вводит фазовый 
множитель 1-j j

!

Отсюда следует, что все 3-

] ~ V 0 \ *Ч*%

символы с де ум я одинаковыми столб- 

цами равны нулю, если сумма нечетна. Моено текже по-

казать, что

/ <h h Ь\

^.onOTHUTCV’cEOHCTBa симметрии были даны Редьи [р] (см. задачу

1-6), Соотношения ортогональности

(j.’MC'O ь*’о= %

н ьь*.' )■ ьУ «’.'j='s су^уц».,»^

(.1-23)



(1.24)

Среди имеющихся таблиц коэффициентов векторного сложения 

или 3-^ символов таблицы Ротенберга и др. {б] выгодны тем,что 

числа, хотя к вычисленные машиной, даны в ииде квадратных кор­

ней из отношений целых чисел.

§ 1-6. Слетеровские детерминанты

Переход от квант.“Л к мэено так-

зе совершить с помощью операторов сдвига. Слетсровский детер- 

минант общего вида мэжно записать в виде 1И.К, 
где s I nJ.; Из (1.8) ясно, что для -s = 2.,

и uoq=1г.ул
Г - шмоцп

+1йх(к> м. «ха’л

где К.* t
<\ = [kK;+ О" *-ц(.*Ц*
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I Обобщение не X электронов таково:

ЦигЛЬлхх...у 
+ах\МУ-КЛ+ - ♦оДК1Кг-'К^

0.25) 
I Твзик se способом могно показать, что

=7 адг- к^« мк’Х-Кг!
+4и.к:-к^+-^и.к,...к;1

(*•26)

где Я" = V*t0

В качестве примера найдем коэффициенты ci , 9 q cL ■“
раглажении

и5 гЖ= L W и= б> а {130} + 6 £йТ} + 

с{Э21} + <ЦЗйГ}

(1.27)

Поскольку ML имеет максимальную величину

Подставив сюда (1.27) и используя (1.25), мы получим

(Wa+(6)4- (€)‘УКзП]+[- 9о)Ч+ Уо)4] $п)=о



Точно так же уравнение 1 с) = О

получающиеся ток ур-ния

^>-сСто4^К= о 0> = с. ^>*ет4=О

приводит к

нсдо теперь скэмоипировать с

□«о.** ^£>«4 се*7 сЬ4* = 1
и коэффициенты определятся с точностью до фазового множителя. 

Выбрав тезу произвольно, мы найден., что ур-ние (1.Д7) может 

сыть записано в виде

1РНЛЛ)- Ц)ЦзЙ}-

(1.^8)

Иногта этим методом не .удается получить достаточное коли- 

’■-’рство '.'равнений для получения коэффициентов. Та;; например, 

если подействовать операторами к L на нормированную 

функцию

, р’цд^)-[Айо]- (нхУзЙ)+х{зЙ}

(»П (2xi-l) 6з-1}+ X <221 i
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то получится тождественный нуль для любых значений х . Одна­

ко, существование шести еле те ровен их детерминантов с

М = 5 указывает на то, что в конфигурации существуют 

шесть термов, для которых $> о 1_ > 5 кроме того,

ур-ние (1.27) показывает, что имеется четыре терма, для ко - 

торых > Ь € Отсюда следует, что в конфи-

гурации j- имеются два "Ц -терма. Кроме того, поскольку

1ГЧ 1,6 >= {UH
° ' Hi4U.s)=65c]
невозможно построить состояние т 5^ ортого­

нальное к I ‘P*L|,5) Поэтому оба -терма

имеют $ = 1/2. 1-эперь ясно, почему мы не могли однозначно 
определить состояние \ •Р*Н ^5)'. обозначение

является неполным. На самом деле, мы могем

взять х каким угодно и определить тем самым одно состояние, 

а затем вычислить второе, ортогональное первому. Эту пару 

моено использовать как базис при вычислении матричных элемен­

тов от Подходящей ортогональной парой являются,

например, состояние

и т.’НЛ,5>-^Цз^1+ (1^
(1.29)

ц.го)



которые соответствуют х= со и х = -4.

§ 1-7. ’‘.атоиччые элементы

Изменив ква~тоЕ£цие согласно схеме

мы РоЕвИ гкьдое состояние представить в виде
линейной комбинация слетэровских детерминантов. Следовательно, 
матричные элементы

■ кТ$1зм,»н,.н,1т’$щэм,)
■ложно представить в риле сумей интегралов виде

Ки1к....кхУ(нгн,чх‘,к,,-к;\
де интегрироненяе согершагтся пэ всем пространстгенным и 

зчиновьг/ пересеннх'. Метод вычисления таких интегралов де - 
?е.сьно описан Кондоном и Сорт ли [11 как для одночнстццчых 
пкйторэЕ - ли/ер, Н2 )» имеющих форму Г= ’Е 7^ ,так 

• тля двухчгс-.ич-гых 1гЗлр:::.*ео,Н1), име отих форму Q= X Qu
L7j ■ •

’езультгты, которые можно доказать с пэмэдью разлогинил U.8), 

■родятся к следующему:
-• 1 ел и два набора, и KjK’i—:лопно,

поморью операций типе (1.7), сделать одинаковыми, то есть



для всех v , тотакими, что

J\K.KV. K.A*F Wk

V v

(1.31)

Кк,и1-к*1!*ба,к.-ил
= 1 J ы,ку1(1ВД

4

(1.32)

7-тс:. :«-тоэ-:д' стоит знак *, называгстся прямом 

!::-Тг../ —ТЛГ. Е тс, пепед которыми стоит минус, называются о£д

? • Ч-Пг? ТГЧТЭГПЗ Л5МИ»
все неОора И; ссиг K.K.-'K.f поэтотаотся, W 

иск.--.'Ч‘-чиен К > Е серии K’,K^— Их • т0’ ЯСП)ЛЬ5УЯ перест-- 

нории топа .х.7), :.*ожнэ поставить на одинаковые местах -1 сов- 

пс.та:о:их компонент к матричный элемент одночастминого операто­

ре тогда сведется к

Ж\- К.-- и/ГНИЛ-Х-М



хэ

s хвтричный элемент двухчестачного оператора сведется к

1^^*-Кг...Кх^*6{К1К1...К'г...'Их^

= | Iiwvwi
^летеровские детерминанты второго порядка mozho раскрыть тек 

ге, как гто было сделано е пункте 1, однеко тем интегралам, 
кэтээне встретятся г сумме, не присвоены особые незнания.

2. Если компонент-’ Kt Hs6opeKK.~K.BCTpe4a:oTCH е неборе 
к4к;-кх все, зе исключением Кг и к, , тэг ле Есе мет - 
ргганае элемента F исчезЕ-эт. После того, кек X -2 сотпьдаю- 

-их компонент поставлены не одидакоЕые месте, ыы получаем мат- 
ричные элементы

J [ад,--к.4* с U.K.-к’г-к; ••кд
= jowl,, дек’а

Все .•.•гтэичные элементы F и 0 , не попадающие ни в один ив 

трех пеоечислечных выше классов, равны нулю.

§ 1-е. Кэнтигурэпия

Теперь, после рассмотрения свойств волновых функций, мы 

имеем F своем распоряжении весь аппарат, необходимый для реше- 

ния любой задачи атомной спектроскопии. Кетоднка прояснится, 

если рессчигать отдельный припер и произвести непосредственное 

сопоставление с опытом. Для вычисления матричных элементов 
надо строить вспомогательные таблицы (табл.1Ъ и 14 у Кондона 

и Еортли, или таблицы А2С-1 и А2С-2 у Слотера [1} ), и так кай
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развитие теории тензорных операторов позволит избегать боль- 

шичствг этих механических расчетов, мы выберем конфигурацию,

в которой количество термов поевыпвет количество радиальных 

интегралов, связанных с не более чем не единицу. В по -

досчых случаях нет больного смысла вычислять матричные элемев- 

ты Ц, • если мы не в состоянии оценить радиальные интегралы.

Г.осюльку эти интегралы часто извлекают из опыта или рассмет- 

пивагт как подпираемые параметры, мы в денно:.’ случае мало 

тепяес из-за того, что не вычисляем' матричные элементы л..

Конфигурация Set подходит для над;:: гелей. Онг нс с.тале- 

елся во многих спектрах и достаточно проста для а налкза.Здесь 

имеется двадцать оазисных слетерэЕСких детерминантов

С1бф 1М Н5У
(io). <о6у {-’16),

<00>,

1-20}, 120}, {161,

{осЛ, 1-10 у 1-20}

U.33)

Здесь wis в wt. q.-электроне расположены перед квантовыми 

числами s -электрона. Состояние с каксииальнаии к 

есть (.20^ , в немН^= Mv« 2. сто значит, что сущест­

вует тер?' ЪТ) Действуя операторов на функцию

Гт>.мь=1,ме2> <15}
мы получил

1‘р.одь



Ортогональная ей функция не может принадлвмть 5D " woier 

происходить твяъко ив 'О

ГТ).о.г7-
Tap как 3 х 5 + 1 *5 - 2С, термы *В и *Ъ исчерпывают кон- 
фигуоацию. Обозначив

VDIH.VD1-(SDIH,PD)« G
Для вычисления матсип^ых элементов Нг пользуемся техникой 
§ 1-5 и § 1-6 и находим:

PDA*)

(£1ЧП)ДО)-

140-1,2)- ^0}

таким образэы,

где, вообще говоря,

На практике часто одно или оба квантовых числа К , С при 
не пишут, если из константы ясно, чему они равны, или



вели формулы, в ноторых фигУРиРУет ^*0 справедливы для 
всех W и t Для уровня ш найдем

№влйн«1‘од1)- 2$Чъл111Мт>ол)
+ WD.o.IIH.Pdo,*)

=-Иа

Продолжая, мы получаем

(?djh.vd^« 11)41

Если терм взять за нуль энергии, то матрица возмущения 

будет иметь форм}7

ч X *4
X 0 0 0

4 0
4

ФЧ 0

ч 0
ЮЧ с 0

0 0 0

Индекс у мы опустили. Если теперь для нумерации столбцов 
и строк использовать Mj всех уровней, то первый корень 

повторится по диагонали семь раз, центральная 'матрг д второго 

порядка повторится пять раз, а — - три ра: Всего



получается 20 корней, что совпадает с количеством слетеровских 
детерминантов. Если уровень, соответствующий угловому моменту 

1 , обозначать 4. ^3) , то

«■ Г

Чтобы было удобней изобрааать зависимость €-(4) от G И 
мы начертим величину 

КЕК ФУНКЦИЮ
1+Х ’

где

ото сделано на рис.1.1. Использование величин ъ и 
придает рисунку следующие свойства:

1. Энергетические уровни в обоих гтоедельных случаях, G= О 
и Г-0 можно поместить на одной и той же диаграмме.

2. Разность мевду значениями , соответствующими наи - 
большей и наименьшей энергиям, для обоих пределов равна еди - 
нице.

3. Центр тяаести уровней, вычисленный с учетом веса
лвнит да прямой Ц =0 для всех j в области О - £ 1

4. Для всех 1 разности иегду пропорциональны энер- 
гетическиы рааностямк

Из многочисленных примеров sd -конфигураций [7] мы вы­

брали пять и сравнили их с теорией. Ив рис.1.1 монно видеть,



2Q. j

Тис. 1-1

U II7rfrf
РЫ11МИ

О 02 04 * йб 08 10

?:•- у--: .-.к 1-1. Четыре у совня кон нгурацин 6cL изображены

для случая промежуточной связи и сравнены с 

экспериментом. Слева записаны обозначения уровней для слу- 

ча.1 LS -связи (чтэ соответствует Н.1'5>Нг )> случай 

U-егтаи (когда Н257Н4 ) отогген справа. Расхода -

ния :'с:.щу теооией и экспериментом обусловлены конфитураци- 

рза:::.:одействием.OHH’JZ
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что согласие исключительно хорошее. Несколько неокидаиным 'гу­

ляется попарное совпадение уровней при (J = С. Так ярок 

потому, что мы связывали моменты отдельных электронов, % и V 

порознь, так чтобы получились £> и L , а У^е потом оОра * 

зовыдали их сумму 3 :

и .

с

Схемы связи, пэедставленные уравнениями (1.35) и (1.36), назы­

ваются и 5 -связью (или Рессель-Саундеровской <£<£>) связью) и

j j -связью, соответственно. Если мы применим вторую схему, то 

20 слетеродских детеоминантоЕ (1.33J нужно будет э&мечт"т,ь се - 

рией из определителей, задающих -компоненты двух 
МЗМСНТОЕ j 1)

и второй серией из 8, содержащих! -компоненты пары момен 

тов (3/2, 1/2):
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Поскольку собственные знагочия

равны
2^1

то теперь матрица диагональна. Состояния (1.37) и (1.38)

§ 1-9. Недостатки метода

Метод этого раздела в принципе можно распространить на 

любую конфигурацию. Однако, слепо применяя простую технику, 
которая была изложена, мы не заметим возможностей большого уп­
рощения математики. Например, когда мы анализировали scL -кон­

фигурация, мы вычисляли матричные элементы 

для каждого J порознь; однако результаты удовлетворяют 

уравнению

(Ъ, (T),., кЗ (1.39) 

где к не зависит от J . Это уравнение может быть обобщено 
на любой мультиплет в любой конфигурации. Однако с помощью ме­

тода Кондона и Шортли мы не.можем это доказать, и должны ждать, 

когда овладеем техникой тензорных операторов. И если деже рас- 

полагать уравнениями, подобными (1.39), то есть другие, причины 

подозревать, что теория недостаточно упрощена, или имеет не та­

кую форму, какую она додана иметь. Например, в слетеровских



2 -компонент S и t ; но многие возмущения такэеы, что не 

позволяют выделить какую-либо ось. Далее, при изучении термов 

с малыми $ a L в сложных кэнфигурециях (например, ) пе - 

ре ход от -квантованию часто дает много

слетеоовс’их детерминантов, перед которыми стоят сложные чис - 

ловже коэффициенты, г при вычислении матричных элементов раз - 

личных возмущений эти коэффициенты неожиданно комбинируются 

тс:?, что получается простой результат. Пэзге мы увидим, что 
теория тензорных зператороЕ, вместе с теопией групп и генеало­

гическими коэффициентами, устраняет лишние вычисления и позво­
ляет глубже понять законы расположения уровней энергии сложно­

го атома.

Задачи

1.1. Показать, что в конфигурациях из 2 эквивалентных 

электронов не существует термоь, имеющих мулътиплетность мак - 
сильной, a L - нг единицу меньше, чег л<м<ли^хпъих»«. L сре-

1.2. показать, что для всех конфигураций из двух эквива - 

рентных электронов суглла и L одного и того же терма есть 

четное число.
1.3. Показать, что в $■" термы *0 и *Н встреча -

'/?тся дважды.

1.4. Получить формулы для некоторых -символов:
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(а к iy —■

1.5. Показать, что уравнения (1.14) и (1.15) останутся 

справедливыми, если сделать подстзвноку

7~’7_—

Найти такие линейные комбинации величин КМЪ'.И > \

с фиксированннми и , кэто.дае являйся собственными фунт 
циями операторе

с собственными значениями ‘Уп='У*'^тл1 и операторе

с Со6етЭеиными значениями Затем полу •
чить уравнение

l1 • ф’jt-i-гУ.Ц,- w.-гУ. Ц.+*-г)1. 



и показать, "то оно экривалснтно уравнению (1.20). (Этот метод 
ррингдлеаит ijscny £^1 )•

1.6. Использоботь результат задачи 1.5 и доказать, что

коэффициент

и‘'”Ч
Л

i.--. i.-V*.*».-». k-, A-, 
»■ u* \

в разложении

огвен

1 3
I
1

.1
определяежи равенствомДоказать, что символ,

X’h-j,
(*< и ь\Х-м« il-wl ь-**» 1 = U. 1V» vh.1 ^4». 1 \ ’ »■ 11

*

| обладает следующими свойствами:

1. Четная перестановка столбцов или строк оставляет сим- 

зол неизменна:.

Z. Нечетная перестановка столбцов или строк добавляет <je- 
зовый мнатите'ь

3. Транспозиция осте?ляет символ неизменна? (Редаи, Гб] ).

__ __________________________
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1.7. Показать, что
IР1 ко м5= 1,М J $'{«7 и D1фг!

Используя ?ту формулу, показать, что

(1К«1Н.ГИ«)=
1 I ъ

1.8. Используя уравнения (1.29) и (1.30), доказать, что

игт/Н?1нУГг/н«>о 

и'т.гн^1нКРтгнйу=о

1.9. Основная конфигурация Рц.I содержит шесть 5^. - 

электронов. Доказать, что у нее существуют три -термов 

и закончить разложение

VrV^5D,hs-ML=2}
Т'**-*. •7 — — г-^4-7*’ — 4'л f "1 Т 7 л

« и. mio-i-ьУ пх {3210-1-3} 4 £3210-1-3 i* •.

Показать, что Т,= тфАТ^гН.0) И Т^тН,'^) 
определяют три ортогональных состояния.

Предположим, что действительные состояния, осуществляю­

щиеся у атома плутония, есть 'fl = T(.xi > где = 
Предлагается показать, что шесть уравнений

1T0Tj)=0 ктУНКГ^О
с задают вершины самосопряженного треугольника
оОщено для двух конических сечений = С и £? = 0. Доказать» 

что собственными значениями , служат те X , которые обес-



печиеают превращение конического сечения в пару

прямых. (Разложение по слетеоовским детерминантам было испэль- 

ээвано при анализе мультиплета *0 Eu. IV [9] ).

.1.1С. Показать, что переход от ^L3M3 к S»MsLrit- 

КЕантовэнию в случае М- мэдет быть произведен с помодьх 

эквивалентности

Проверить этим способом уэ. (1.17'. Показать, что аналогичными

и проверить разложение в задаче 1.7. Ота технике прина_."влит

Стивенсу у.С^

Доказать
с7

что з конфигурации у те омы, тлеющие



41

Глава 2

к?;:СГШИЧйСКэе г.зле

.■ 2т1. Вклад в ^аиильтэниан

Часто бывает так, что электроны иона,(расположенного) на- Хэ-зщегося в кристаллической решетке, локализованы в такой е?епечи, что влияние окружения на ион модно рассматривать каг ?пзь*У-;ение, ньлоге«ное не систему конфигураций свободного иона. °-е-тры поглощения и .тимине cue нции солей, для которых эта ситуе- ция имеет место, сильно меняются от соли к соли: иногда, напри- в кристаллах, содеэнздкх ионы редких земель, линии довэль-
• •• оузки, из спе~"'ов моннэ получить структуру энергет -.скихУровней свободного ионд. Атомы, образующие кристалл, часто бы- —’?т оптически инертными в некотором диапазоне частот, кссле - дуемые ?:энж оОачно вводят в качестве за не ст пт елей в оптически 

-'ГТ' Так’.дг способом коино почти устранить дзаи -содействие спектоосдопическк адтиЕногэ иона с активными ионами в соседних ячейкн:;, и анзлиг спектров дает сразу систему уров- ней энергии одиночного иона, подверженного действию кристалли­ческой ре щетки. В последующем изложении is сосредоточим свое внимание на этом одиночном ионе, и примем его ядро зе начало координат. Теория кристаллических полей и, е особенности, об-- суждение их влияния на языке теории групп, развита Ьете 111}.В первом приближении можно считать, что присутствие со - седних атомов и ионов приводит f чисто электростатическому эф­фекту. Если V 1 Га Q ф' есть электрический потенциал, соэла-



ваемый некоторой сложной системой атомов и ионов, то вклад в 

гамильтониан равен

и»—«х-тлА).
где суума распространяется по всем электронам центрального 
иона. Н обычно разлзгахгг в ряд по ©Иеоическим функциям U2 

(2.1)

как мы увидим, количество членов 8 этом ряде, которые нуано
рассматривать, часто бывает невелико, и во многих случаях по - 
стоянные 8kv моЕно рассглатриЕать как подбираемые паоаметры. 

Если структуре кристаллической решетки известна, то в принципе 

они могут быть вычислены. Потенциел £ точке создава-

емый зарядом -^е, находящемся в тачке , есть

v= -Г 4*- е>— ? ?pklceiO) /ри<
где W -угол мевду векторами г и £ , а - полином

Ла®ндра. Разложение справедливо 2 области Г<р С помощью 

теоремы сложения шаровых функций И 

легко показать, чтэ для совокупности зарядов -<^-а

(2.3)
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3 качестве поимеэа мц рассмотрим очень симметричную сэвэкуп - 

ность зарядов -^е в точках (-P>Qo)AQtj>,O) и (OjO>±J>) 
кдсли заряды отрицательны, то g > о ). С помощью уравнения

'W®»- 91?О* (2.4)

поичем есть либо целое число, либо нуль. Все коэффициен-

ты для котэоых это не так, исчезают. Подставляя это оно-
=г = .2.1) и огретым эгзлоаечие членами, для которых Нс 

мы пол‘/чаям:

- A* I (2MZ - MSzV* 105* Т - *г*■)

где л°
<=icf

(2.6)
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?гди простоты в (2.5) мы опустили индекс суммирования и , ко­

торый относился к коэрдинзтгм электронов.

§2-2. Конечные группы

Злияние электрического поля кристалла на уровни энергии 

иона, внедренного -в -кристаллическую решетку, модно учесть,еклю- 

чие в гамильтониан свобэдного иона. Для ионов редких зе-

мель и в первом приближении каждый уровень

характеризующийся квантовым числом J и обладающий (1X1) Крат­

ным вырождением, моено считать изолированным. Строки и столбцы 

матрицы нумеруются с помощью Мд • Значения элементов мок­

ко находить, выраная функции через слетеровские детерминанты и 

используя тот факт, что Н3 есть оператор типа Г (Позке мы 

увидим, что эту процедуру mozho сильно упростить). Собственные 

значения получаются решением векового уравнения. Для ионое 

группы не ле за Н^На более удобным базисом являются со­

стояния , а спин-орбитальное взаимодействие

прибавляют после того, как будут учтены кулоновское взаи­

модействие и эффекты кристаллического поля.

Из этой процедуры не видно, что теория неполна. Однако, 

на практике бывает, что многие вычисления дают неожиданные ре­

зультаты. Например, собственные значения часто подучаются вы - 

розданными - особенно когда симметрия окружения высока. Матрич­

ные элементы простых операторов (например, Т и т.д.),

вычисленные с помощью собственных функций иногда

без видимых причин исчезают. Соответствующая отрасль матёмати-
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ки, объясняющая эти явления, есть теория групп. Выводить здесь 

хорошо известные результаты элементарной теории групп было бы 

излишним. Однако, краткое рассмотрение основных понятий и ре - 

эультзтоЕ теории поможет нем понять сеойстеё пэлупрэстых чепре- 

рывных групп, которые ш будем впоследствии рассматриеать под- 

рооно. Сейчас мы ограничимся обзором элементарной теории. Для 

основательного-изучения п-едмете читатель должен обратиться и 

трудам Л омоете [13] и Вигнера [14].
Конечная группа Q есть многество из а

ментов Я, (Яг,..., 0Ц , которые удовлетворит следующим усло­

виям:

1. Кзщ'.ую пару элементов 6t6> (ft, у могно скомиинировать в 

произведение (R. (R.o котооое тоже принадлежит множеству.в у>
Z. Справедлив ассоциативный закон, т.е.

«./«•Др» (RAW,
S. мяовествэ саьс.т.ит единичный элемент X такой,что

М= me« л.

отдельных оле­

для всех <э
4. Для каждого элемента (R,® 

принадлежащий множеству, т.е.

л, С’ С я«- *
Говорят, что две группы Q 

элементе?':! (2v(Rt.- группы g

не

имеется обратный, так-

и JC изомэр'ни. если иеп- 

и элементом:: (Р (Р ... группы 
ъ 1»

мэс.нэ установить гзеимно-эднознечние слтгетстгие, так что

)
 бы произведения сэотаетстговали бы произведениям

IP для всех <о и р . Если все элементы коггути - 



-Генные

два ют сопряженные элементу
с туттт', образуют кла сс. Два клас-

'' СО Т£зде.тггь по классам

7

то говорят, что дана же
и п. -сл какими-либо величинами специального вид-, 

-^^^ьдяжт собою матрица
ют д-едстгвле«ие ируппы 2 ,ц. какому элементу ’R,

ответствовать несингулярная матрица к -ек»
Ответствовало ft?. Соответствие не об язе 
пр-.с-ер, каждое может соответствовать

о отличие от абстрактных групп, представления не обязательно

напри
мет

L >

.^7° образу- 
.'(у .ДО Л**хН2 

чтобы dig- Ф.? 
зднозне иное;ПЭ

■J ’4 0

интерпретировать как операторы, переводящие одну в ДРУГУ» <?кви 
валентные точки некоторого пространства,те обычно бдрает 
сложно постооить матоичные представления. арецпэлол— , 

~6'4 и с-.. операции группы 2 линейно независимых функций 

преобразуются друг через друга согласно урэв - 
нению

= Г Гд WT-;
) г

После действия второго оператора (к, мы получим



если величину V5) мы интерпретируем как Элемент j -и 
стооки и v -того столбце матрицы (kg- , т.е. как .

Получается,что 6Ц соответствует произведению

таким обэазон, матрицы С.^ образуют ft, 

ние группы. Функции называют базисом

но выгодно брать оотонэрмированный набор, 

будут унитарными.

Если матрицы образуют представление группы g , то 

и матрицы Pg-- э где ?> -несингулярная матрица,то­

же образуют представление Этой гэуппы. Представления и Гу 

осуществляющие матрицами и РоРг... соответственно,

называются эквивалентными представлениями. Представление 

называется приводимым, если может быть найдено такое преобра - 

зование

Л'
".

-мерное поедставле - 

представления; обыч^

т.к. тогда матрицы

приводит Есе матрицы С.^. (считаем,подобия, которое 

унитгоны) к видучто они

« ' *■*!
и - квадратные унитарные матрицы, размерности

не зависят от . Если такое преобразование найти не-

Ргзлонение приводимого

и Г^» символизируй

где Cg.

которых

льзя, то представление неприводимо 

представления на его составные части 

ется равенством

Tr= Гй>+ Гс»
Развитие теории представлений опирается на важную теорему 

известную под названием леммы Шура. Содержание этой теоремы 
Вейль [15] выранает следующим образом:

1. Если. и Qg. образуют два неэквивалентных неприЕо - 



димых матричных представления группы, и если существует матри­
ца А (монет быть, квадратная) такая, что

ft«-A = AQ.
для всех , то А= О .

2. Если матрицы б-<у образуют неприводимое представление 

группы, и если

для всех <зг , то А пропорциональна единичной матрице.

Из (1) можно вывести, что если матрицы и двух не- 

эквивалентных неприводимых представлений унитарны, то их але •? 
менты удовлетворяют уравнению

L fi.ye)c|r*u(.e)= о (2.7)

для всех I и L • Пункт 2 приводит к уравнению

г (2.8) 

при условии, что матрицы ранга 71 унитарны и образуют 

неприводимое представление группы.
Характером матрицы называется сумма её диа­

гональных элементов,

Lru(<y)
I

Поскольку след матрицы инвариантен по отношению к преобразо­
ванию подобия, характеры всех матриц 0.^. , принадлежащих

данному классу, одинаковы. Поэтому разложение4/ £сйГа5
которое просто констатирует, 

ветречается в разложении

что неприводимое представление

раз, может быть выражено
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алгебраически уравнвниви

4\«0= 
й 11

(для всвх<3" ).
Пусть теперь п. функций <f>n образуют ба-

зис h. -мерного представления группы g , и пусть к. 
функций То7*,.... образуют бааис wi -мерного непри-
водииого представления Гу группы Q . Тогда под действием 
операций группы м*. функций преобраеуются друг черев
друга линейно, и, следовательно, образуют бавис представления 
Г, группы g . сто представление не зык ет се прямым или spo - 
некепогсмт проиэведением представлений и , и обрвна - 
чается Ij X Гу Если

i
И

V
то

Поскольку

2 W • (1I <hk ю)
4 к

характеры представлений удовлетворяют условию

Х\в)« 4Х(»)5ЛГ) (2.9)

В большинстве случаев приводимо.
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§ 2-2. Группа октаэдра

Чтобы проиллюстрировать вышеизложенное и подготовить поч- 

для последующих приложений, мы исследуем группу О повэро - 

тов. . j??.вл хэдих неизменны:.: октаэдр. Л.обой такой пэрэрот будет 

т'-в.тт?’_ згеннж та где и куб, вердины которого являкугся 

•де -тут:':.- rosuez октаэдра, и ясно, что группа куба и группа ок- 

та&др£ изоморфны. Обозначим цифрами 1,2,3,4 четыре оси, поохо- 

дядие через противоположные вершины куба, как это показано на 

эис.<;-1. Сели поворот, принадлезаший ”?уппе, переносит веоши- 

ны, ле^авдие на оси а, , 2 новые положения на оси 1, а верши-

переносит на ось 2, и т.д., то операцию удобно

обозначить символом

верхний ряд полезно иметь как исходное положение, когда надо 

"^.минировать несколько Еращений:

-отя операция, написание? справа, выполняется первой (т.е. 

вершины движутся сначала от оси £ к оси е , затем к оси cl 

и затем к оси 1) конечную перестановку удобнее строить, начи- 

ная слева и перемещаясь направо (т.е. замечая, что в первой 

перестановке под 1 стоит си , во второй - под о, стоите 

и в третьей под е стоит £ ; таким образом, в результате

под 1 будет стоять j ). Например,

(
Повороты, оставляющие куб неизменным, перечислен н.
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вер_;::с куба i: считается фиксированными s
пространстве. Поворот, который совмещает куб с самим собою,

моаю определить, устанавливая, что везаинн, которые снача­

ла ле..зли на оси CL , теперь ле^ат на оси 1, а те, кото - 
□не сначала лежали на оси 6 , легат теперь на оси 2,

и т.д. Поворот задается перестсноЕкой
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. ..• 7ть'-гхл пебеп губа

г—пт ; -j- «7 вокруг осе/, проходяших чепез середины

3. повороты на Т вокруг осей, проходящих чеэез центры 

п~т.;'= :-."oz:hkx граней куба:

4. Пэ: эр.оты не 2Т Д вокруг осей 1,2,3 и 4 :

Л - з 4\ Л 4 у < 3 Л Л 2 а Л
V 3 4 2 /\1 4 2 ЗГИ 2 1 з)Чз 2 4 J’

/1 2 3 4\ Л 2 3 4\ А 2 2 4\ Л 2 3 4\

U 1 3 гГ\2 4 3 1)Чз 1 2 4/Л2 3 1 4>

5. Повороты на вокруг осей, проходящих через центры 

противоположных граней куба:
Il i 3 4\ /1 2 S 4\ /1 2 3 4\ /1 2 3 А /1 2 3 4\ /1 2 S «\ 
С 3 4 lj’U I 3 ггн s 1 гНз 4 г 1П2 4 i з/7 i 4 2J

Эти 24 операции исчерпывают Есе перестановки четырех 

объектов: roynnft,октаэдра С, очевидно, изотрона симметриче ■- 

ежой группе четвертого порядка, Составляя тройные произ - 
ьедения типе (R,j> (R,^. (R, 1 } кгк например,

р г Э 4\ /1 2 S 4\ /1 2 3 4\ /1 2 а 4\

\Z3 4 1J 0 24 ЗУ \4 1 2 з) 113 2 4 1



52

Г.'этчэ показать, что совокупности элементов 1,2,...5, приведен- 

ные ?ыте, обп2ЭУ:т пе1ть классов, которые мы обозначим C^Cg»*” 
С-. Хсо: •те'чЛ "A-j матриц. , принадлежащих классу 

неппиводигэь’У представлению даны в таблице 2-1.

Базисы неприводимых представлений сэгут быть легко на Яде- 

ны. ПустьX , и бУДУт оси, параллельные ребрам куба, и 

пээходящие чеоез центры граней. Беря по одной операции из кзг- 
дого класса и действуя ими на точку (х^Д) мы будем 

переводить её в точки:

a.v> > <• ул-1'. («.- ч.-«. см,р, ix.-i.y)
Следы трехрядных матриц, задающих эти операции, суть

0,1, соответственно. Из таблицы характеров мы видим, что функции 

х , и 

пы С. Под действием тех же самых операций произведение xyi 

переходит в

2 образуют базис неприводимого представления труп-

Тс, л CiТаким образом, функция служит базисом неприводимого пред-

ставления Гг Разумеется, представления, которые можно получить, 

беря зе базис функции х , , z , не обязательно буд/т непри-

еодшлыми; например, хг »переходят в

1х99'ЦчХ I'). (*‘мМ КI.’/)
и набор характеров 3,1,3,0,1 в таблице отсутствует. Однако, 
его мозно получить, взятии сумму ГА+Г3 • Это показывает, что 

из функций и 71 моено скомбинировать инэариант (е имен-

но, Г*1 ) и Дза линейно-независимых выражения

(например, и г1, ), образующих базис представ­

ления •
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<Siio5m.. 2.-1

2-1. Характеры ееприводиаах представлений 
группы С.



В качестве иллюстрации прямого произведения мы воэьмвм 

функции и - координаты двух электро -

нов. Кандея триада порознь образует базис неприводимого пред - 
ставления Г^. Из таблицы 2-1 и уравнения (2.9) мы находим, что 

девять функций ХАр:4,х4^1>->т|д^ образуют базис такого пред 
стевления группы С, характеры которого суть 9,1,1,С,1. Разло - 
нение этого представления выргзается уравнением

Г4*Г4Х Г,тГ3ч-Г^Гу

Бгзисы <Pl для Ц » Г4 , и Г5 можно легко получить методом 
подборе. Удобны:.- ортогональным набором, нормированным так не, 

как исходные функции, является такай набор:

ч - КУы,х1+эди.21г1)
ы - *»-

7'Ч2г,гх-ал-ч<^)

£9 ♦.= ц)Ччл..г.^ 
*’ =

4= (У1(Х.Ч.+¥А)

ч - А - (,‘ф
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? С-4. Тоехмеоная группе впадений

се ос:, отрение предыдущего раздела модно применить к любой 

гсуппе поеоСпаззваний, оставлявших неизменной какую-либо гео- 

.е-сип-скую еигуэу. &стестгенн.Л' рссшиоением теории слугит 

от^ечие группы гратения в трехмерном пространстве, , 

?"?.".ь::у её можно рассматривать как группу, состоянию из опе- 

эстгэл.татих неизме чой сферу. Помимо того, что её со - 

-""-хе важно само по себе, она является связующим звеном

'£ —У конечными группами, с одной сторона, и непрерывными 
г с ■тпеми (простейшим примером которых о не является) - с другой.

--орошэ известно, что при повороте к задаваемом, скажем 

эл.тероныъ’и углами оа> j Г J яровая функция П0Ре~
тодит = линейную комбинацию шароркх функций Ь -того порядка, 

.'еоехэдл на язык теории конечных групп, мы можем сказать, что 

“2 С* 7. яровых функций образуют базис неприводимого предстгЕ - 

,-ения группы й.д Кожно показать, что это представление - обоз- 

его - неприводимо. 3 группе октаэдре все операции 

одного г лесса соответствуют повороту на один и тот зе угол. 

Это "тэаведливо и для R,3 ; более того, все повороты на один и 

тот де угол входят в эдин класс, независимо от того, вокруг ка- 

,-:эй оси соэеопен поборот. Поэстое доказательство этого утвер - 

ьдени’ моено получить, рассматривая последовательные моложе - 

ни.? точки на стеэе. Чтобы найти характер элемента какого-либо 

класса, мы будем считать, что вращение совершается не угол Ы 

вокруг оси 1 . Поскольку

•V . _ 1 . ьжы (2.11)
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то гетрица представления будет диагональной, со следом, равным

е-ц1*1)сс х» г (Нн)а
jtx

.г.12)

Группз октаэдра яелнется
вется в 0.3 и удорлетЕоряют мегду собой группог 
Ьнкции Y

ленич 5)^ группы Йг

тэ'ого представления С.

подгэуппэй 2 элементы С ордер- 

постулетан.

обризуэт базис неприводимого предстеЕ- 

и, следовательно, образуют базис некэ - 

Однако последнее будет, воэбсе говоря.,
Ьриводиго. Чтобы узнать, каким образом распадаются поедет: тле - 

ния , если их рассматривать как представления группы С, 

но вычислить херг-ктерн для тех углоЕ повюэте, иотоооя 

руоируют р С, и получеотнося наборы чисел поедетеелять ъ иидс 

еине’ных комбинаций строк таблицы характеров С. Углы поюротов 

соответствующих классам СА , CY » и Су группы С есть,

Соответственно, ОД^т, 2Т/з 

дим, что, например, для

3
»% Из ур-ния (2.12) ви -

Ао " ^-т = - 1 d i т/г ~ ~ 1

Иоанэ убедиться, что насор чисел 7,-i, -1, 1, -1 моего пред ста - 

вить как сумму характеров неприводимых представлений F4j и 

Гу группы С. Говорят, что при переходе 0 неприво-

цимое представление 35, распадается по закону
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Г4о- Г?

сто - nni'veo пре вила приведения (

Час 20С2ИЛ для v — £ приведен в таблице 2-2.

лслучить разложение Еоочекезовского произведения

Находя хаоЕктеон 'if и по фэомуле (2.12) и 
‘ <*. Ы.

их е к2.9), мы нейдем

•■ [е^+к^+ e4i*k*')o4 - +

+ ••■ + е^Гк'-л)\... + еч^'к1<<]

Тэким образом,
(2.13)



мо&х. 2-2.

1л— г,
Г.

д>. — г, + г.'
о, — г, + г. + г,
К»-. Г.-Ь Г» + Г. + Г* ‘у 
Х>» — Г, + 2Г< + Г.
14 — г, + Г, + Г, + Г< -Г 2Г*
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§ 2-5. Собственные функции и операторы

Теперь мы молем начать пойме пять теорию групп к задачам 

атомной спектроскопии. предположим, что линейно-независимые 

функции <£>• суть сэостгсччые функции оператора Н , отвеченV
ние собственному значению Е?

Н$т= £ф; 1=4,а,...,П. <2.14)

Если Н остается инвариантным при операциях группы g ,то =сэ 

функции <J>c так^е будут собственными функциями J] , отс-— 
чаюшими собственному значению £. В соответствии с этим, любую 

из них можно поедставить в виде линейной комбинации исходных 

функций <£>; и, следовательно, функции ф; образуют базис 
12 -мерного поедставления Г& группы Q Симеол можно ис- 

пользовать для обозвачения 12 -кратно вырожденного уровня;если 
Гд. приводимо, то выоо.'Кцение называют случайным. В этом слу - 

чае монно построить дез (или больше) набора линейных комбина - 

ций собственных функций Ф- и каждый :гз наборов будет служить 
базисом неприводимого поедставления Q. Теория групп, опреде - 

ляя, какие неппиводимые поедставления Q могут возникнуть из 

данного набора базисных функций, фиксирует минимальную возмон- 

нуто степень вырождения; в то же Бремя она не дает гарантии 

того, что осуществляется именно этот предельный случай, хотя 

примеры случайного вырождения чрезвычайно редки (см. задачу 

2-3).

В случае группы октаэдра С трансформационное свойства 

функций х. , , и ”2 мы могли легко изучать, делая замены

типа х-* -jt-» — 1 . Чтобы изучить свойства



5Ъ

опе.>аторов и собственных функций по отношению к произвольным 

поворотам в пространстве, мы Еведем операторы вида е * 
Пусть суть координаты электрона в сложном атоме ,пол-

ный углоЕэй момент которого есть 3 Разлагая оператор 2*^ 
е степенной ряд, моано г.оказать, что \1б]

—з» 4
& ze = з

(2.15)

Компоненты импульса электрона р и компоненты всех угловых мо- 

мент'Е преобразуются точно так же, например

(2.16)
Мо;:но считать, что после воздействия этого оператора мы получа- 

ем координаты и моменты электоонов в новой системе отсчета^оси 

X и которой повернуты на угол PL от их начальных на - 

прсьлений; и наоборот, преобразования (2.15) и (2.16) можно ин-

те опоетирог-ать как вращение всего атома в целом на угол — о£ 

вокруг оси "2 . Лоб ой оператор Ц » составленный из коорди -
нет и угловых моментов электронов переходит в оператор Ц'

e-u’i Не"’1 (2.17)

х) Структурой ядра мы здесь пренебрегаем,но её легко можно 
учесть, зацепив J на Р= 2tl где J есть спин ядра. 
Если £. заменить на е. '■’1 р* то и
электроны, и нуклоны будут поворачиваться но угол — ot вэк- 
руг оси 3 .



У равнение

показнс
28-от состояния с тем ~е cai.'j' квантовым числом 3 , то по.т/чэ- ется, что пои любом пространственном воащении состояние \34Мз) переходит в некоторую линейную колКЗинацию 2.5+1 таких со - стояний, Этого следовало энидать, тек как пРи эпера-циях 0.^ остается инвариантным, и собственные функции каждого 
3 -уровня должны образовывать базис какого-либо представления группы Характеры этих представлений моано легко получить из уравнения (2,18); в самом деле, сравнивая это уравнение с (2.11). видим, что для получения 1.J нугно только заменить I на 3 в уравнении (2.12Х.. Итак, состоя-ний I образуют базис неприводимого представлениягруппы Q, 3.В отличие от 0 квантовое число J монет быть пэлуцелым. Первое "полуцелое" представление ft. есть Самым простым его базисом является спиновые функции cL и jb , соответству- ющие гп$= - 1 • Если 3 полуцелое, то множительравен -1; это значит, что при поворотена 21Г вокруг оси 1 функция умнозается на -1.Ясно, ято разложить по представлениям 0 нельзя, посиолько в этой группе вращения на С и на 23»' эквивалентны. Поэтому мо2но подумать, что при полуцелом 3 невозможно построить
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такие линейные комбинации состояний 1Э4Мэ) , которые обла­
дали бы октаэдрической симметрией» Чтобы обойти эту трудность, 
к группе 0 добавляют элемент Е , который коммутирует со все­
ми элементами группы, удовлетворяет условию £*» $ и об­

ладает таким свойством, что элемент (R. , удовлетворявший рань­

ше условию У , теперь удовлетворяет условию ($Лж £.
Группы, расширенные таким способом, называются двойными .Вообще 

говоря, они не обладают вдвое большим количеством классов по 
Сравнению с исходными рруппами, так как класс, соответствующий 

повороту на X , часто не удваивается. Характеры двойной груп­
пы октаэдра, найденные Бете [И], даны в таблице 2-3. Некоторые 

правила приведения для О в случае пойуцелых 3 собра-
на в таблице 2-4.

§ 2-6. Теорема Вигнера - Эккарта

Знание трансформационных свойств собственных функций и 

операторов приносит наиболыцую пользу при вычислении матрич - 

ных элементов типа

Предположим, что удовлетворяются следующие условия:

1. Р функций Pj образуют ортонормаль­
ный базис неприводимого представления Гр грурпы g

2. функций О=и-.Ф) образуют орто -
нормальный базис неприводимого представления Tq группы CJ

3. г функций АД>***е образуют ортонор -
мальный базис неприводимого представления Eg группы Q



 1 с, 1 С, С, с. с. С1 с» i с;
г, 1

1
1 1 1 1 1 1 1

г* | 1 1 -1 1 1 L — 1 -1 -1
г, 2 2 О 2 -1 -1 О 0
г. 3 3 -1 -1 О ' Ь о 1 1
г* 3 3 1 -1 О 0 —1 -1
Тс 2 -2 О О 1 -1 (2И -(2Н
г, 2 -2 0 О 1 -1 — (2>* (2)1
г. 4 -4 О 0 -1 1 О О

Таблгаа 2-3. Характеры двойной группы октаэдра
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4. Под действием преобразований группы <_ операторов
Евдут себя так же, как базисные функции у. 

результате действия операции функции

, где
А именно,
переходят 

J

если в

то должно быть

для всех &

(у г функций 
группы 9 • В

образуют базис представления
соответствии с разложением

Га х rft = Z cs rs

из произведений VjQfc мокно построить такие наборы ли - 
не иных комбинаций, -каждый из которых будет являться ортонорма ль- 
ным базисом некоторого неприводимого представления группы 9 
Запишем

лад= ^rQprBkir^i)v-©k (2.19)

в

. Ц где

где V изменяется от 1 до S , так как у неприводимого пред х. 
ставления группы Q имеется S штук базисных функций*
Символ служит для того, чтобы различать эквивалентные не­
приводимые представления, которые возникают, если Cs>i. При* 
мерами уравнения (2.19) являются (2.10). В выборе ортонормаль­
ных базисных функций для данного су­
ществует значительная свобода. После того, как выбор сделан^ 
коэффициенты в уравнении (2.19) фиксируются. Нужно проследить
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за тем, чтобы функции л преобразовывались так хе,
как функции для всех

Ввиду унитарности преобразований (2.19)

(2.2С)

где
(Tq Г^к)= (Гор ЦД I Г%]М,У*

Взяв точно такие не линейные комбинации величин k,et какие 

брались для мы монем пэстооить функции h ад >

котооые преобразуются так не, как функции ана“

логии с уравнением (2.20) имеем

У-мнэнимУ^й pa вс нствд, о, hs и проинтегрируем

по всему координатному пространству. Тогда останутся только 
члены, для которнх Is** Гр и L= V более тога-* моено 

показать такие, что инт'егралы

]ф* Хг(Гр^аг

не зависят от i, и могут быть обозначены . Итак,

J«fkjS|ldT.p,lrP^rejir«k)

м
х) Формальное докэзатвльство условия Гр

(2.21/

(2.22)

можно легко по- 
лучИть для конечной группы из элементов. • Уравнения

MrНе **
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сто уравнение и есть содержание теоремы Вигнерэ-Эккаота, наз - 

Банной так по именам её авторов U-4,17j.

Иногда можно отыскать другие базисы для Гр и Гй , или 

дгугие операторы, преобразующиеся так, как Чтобы различать 

величины, преобразующиеся одинаковым образом, мы будем ставить 

аверху индексы. Нэпри:/ер, (, 0* ) и (©'Х*-,0* ) 

это два набора функций, которые по отдельности преобразуются 

согласно уравнению

Тогда уравнение (2.22) запишется так

Itj ek<iT= Z Ар(сч^с)(Гр]Ь1|Гэ^Грк) t2,23)

Cyiws по _p> содержит Cp член^У, где Cp - число, показываю- 
щее, сколько раз Гр встречается в разложении 

Таким образом, любой набор ptyr интегралов

0 i dv

показывает, что

« g’4 J

= 'T’J
Согласно (2.7), еуц-а по <5 исчезает для всех 1 , 0 , и* 

если Гр и Гс, суть неэквивалентные неприводимые прегреше­
ния. Значит, чтобы интеграл не был нуле:.’, надо, что^ы Ср - 1$ 

’Келовне 1=1 и мнвариантность интегралов (2.21) мос'-но 

вести таким :хе обрез0М с помощью (2.8).



при данном выборе О. , и р. , модет Сыть выражен в гиде суммы 

не оолее чем Cp линейно-независимых наборов интегралов. Или, 
г oicпо-другому, можно найти коэффициенты 4 такие, что* "U VW

для Есех 1 , j и к , где сумма распространяется не Солее чем 

не C.p членов, е предположении, что созокупнэсти из р^г и->- 

тегралоЕ для различных и , и и ъГ линейчо-независимы. Урс? - 

нение (2.24) обычно является более удобной формой записи тс - 
ремы Вигнера-Эккарте тогда, когдг коэффициенты (WHr.j-.rRn 

не затабулирэваны. Само собой разумеется, что если

Cp=O » то зсе ьятричные элементы исчезеот.

§ 2-7. Тензрыые опеогторк

Чаше всего теорему Зигнера-Эккарта применяют к группе 

Функциями и служат и

где К и X’ - пара угловых моментов одинаковой природы 
(.например, J и j’ ). Тогда, чтобы теорема Зиг нс ре -с кке рта 

оыла поименные, надо, чтобы операторы преобразовывались 

так не, как совокупность функций 'г’Ц) где 3ekX-\-rk 

Это будет обеспечено, если операторы (Будем теперь их эбозна - 
чат^ Т<у ) будут преобразовываться так де, как сферические 

функции у. или,, что одно и то ге, так кек величины

(2.25)
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полностью определяется

1^ Для того, чтобы опера - 

и C?*J пои любом повороте преобразовывались

с Эх X
* *■» 3

Со ' Единственной частью U , 
т

является орбитальный угловой мо -

2к*1 операторов где i,к-1^...^ *яв“

лявтся компонентами тензорного оператора yU) -того ранга.

Согласно уравнению (2.17), преобразование какого-либо опе­

ратора при поворотах вокруг оси Z 

правилами коммутации оператора с J
ik) р (М 

торн Ц И (Ц 

одинаково, нужно только, чтобы правила коммутации 

и J были такими ze, как у 

не коммутирующей с 
мент t ; с пэмощыо подстановок

I = 7^-
1

монно показать, что

В соответствии с этим, величины

же,

они

т4)
обладают точно такими 

как С^к) трансформационными свойствами тогда, когда 

удовлетворяют следующим соотношениям коммутации

и±,туь[чн-,^10]1ту; (2.26)

сти уравнения были использованы Рака V-®! е качестве исходной 

точки теории тензорных операторов.



Из уравнения (2.13) ясно, что Л)к встречается в райлохе- 

нии прямого произведения ТЧ * не более одного раза.

Таким образом, уравнение (2.22) переходит в

>
где А не зависит от и Коэффициент в правой

части есть просто коэффициент векторной связи; заменяя его 3-^ 

символом и вводя более подробное обозначение для R мы получим

(2.27)

Последний сомножитель в правой части называется приведенным 

матричным элементом. Представление встречается в разлоге- 

нии тог'па» К0ГДа удовлетворяется условие треугояь-

ника, то-есть когда можно построить треугольник с длинами сто­
рон И , » К’ • Если условие треугольника не выполняется, 3-j

символ автоматически пропадает.
Каздый член вида £ в уравнении

(2.1), будучи суммой сферических функций, является тензорным

оператором. Если рассматривается как возмущение, то для 

первого приближения нужны матричные элементы, для которых К-К*.

В этом случае мы можем построить операторы, которые зависят

преобразуются аналогично шаровым фу-кциям 

, матричные элементы этих операторов бу -

дут пропорциональны матричным элементам тензорных операсооов

Приведем примеры таких операторов-экви-



««что», пригодных лля ко^гурвожй вида I

I Ш>е)г<1е>[ЭК<К(КтП]

1 ЭП*)
= ji<r4K35Ki-W(K*^+25Ki

- 6ВД*1ЮКЧК*П’]

ъ («П*- Wift* iostl/- 5гф)
= Г<^12^Х^5А5К(Кт1Ж^135К^

* Ю5КЧК*1)гК2-5«К(КтПК^ Ч*Шъ

- 5К\К* 1)4 4оК\К* 1?- soK^Kt 1Я

(2.30)

ГДе / кч Г<*> L5= j R,t<r)rluBl 1r)dr
о

Если отбросить 4.гЪ » то множители перед оп ера тора ми-ь кв и- 

валентами, d- , у и у , становятся просто числами, не зави- 
сящими от радиальных волновых функций. Вырагения, стоящие спра- 
ва в уравнениях (2.28) , (2.29) и (2.30), проще всего получа- 

отся заменой на Кг в явных формулах для соответствую -
щих 3-L символов. Позно сделать иначе: взять нужную шаровую



функцию и заменить х , , j да • ПРИ 45X0

учитывать, что Кх , ’ 3 отличие от х , ? не ко-

мутируют. Значит, образуя опере?' воспроизводящий собствен­
ные значения суммы Т. Jr.*)

мы доданы заменять д не величиной собств°«-
ные значения которой равны К\К*1)Х , & величиной

Путем многократного использования правил коммутации (1.15) @ 

мокно свести к оператору, собственные значения которого раз><

КЧК-ri?- ВД-Н)/д
однвко вычисления очень утомительны. Операторы-эквиваленты 
(2.23)-(2.30) ввел Стивенс [16]. Примеры их использования для 

□асчета сверхтонких взаимодействий были даны Рэмзи [19р

Поскольку вычисления для любого тензорного оператора
V 

долнны обязательно привести нас к интегралу на одноэлектроет-нх 
состояниях, то условие треугольника для тройки I , k , t пока­

зывает, что количество членов, которые нужно удерживать в , 
ограничено. Для £ -эле кт о с:- все тензорные операторы . с

к >6 дают нулевые матричные элементы,и разложение (2.5) для И, 
является достатс-ным для всех конфигураций типа $ Очевидно, 

что если требуются лишь матричные элементы мезду состояние 

одной и той же конфигурации, то члены нечетных степеней вклкг-



нвть в 17^ не нужно. Кроме того, множители перед операторами, 

эквигалентными любой из компонент Т тензорного оператора

Т будут одинаковыми, так как вти мновители, будучи про-

изведением приведенного матричного элемента на некоторые вели- 

чины, зависящие только от К. » не зависят от 7 . Всё ето, вме- 

сте взятое, показывает, что когда изучаются эффекты кристалли- 

ческого поля в конфигурациях вида , то надо вычислять

только три фактора и у. Стивенс \1СГ\ табулировал с/, р и 

V для основных уровней всех трехзарядных редкоземельных ио- 

нов.

§ 2-8. Внешнее магнитное поле

Чтобы проиллюстрировать мощь теоремы Вигнера-Эккарте даже 

в её первоначальной форме (2.24), рассмотрим влияние внешнего 

магнитного поля Ц на уровни энергии редкоземельного иона в 

кристаллической решетке. Уравнение Дирака показывает, что для 

одиночного электэона соответствующей добавкой к гамильтониану 
будет где £=е\, 0СТЬ м2г_

нетом Бора. Поэтому в качестве первого (и очень хорошего) при- 

ближения для многоэлектронного сличая мы добавим к гамильтони- 

ану оператор

(2.31)

м, накладываемым на систему уровней энергии; волновые
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функции последних имеют вид I э где ин-

дексом помечаются оазличные функции, вместе образующие ба-

8ис для Если симметрия на ядре редкоземельного иода ок -

таэдрическая, то есть неприводимое представление группы С.

Пюедполсожим, что мы хотим найти влияние внешнего магнитного по- 

ля на дуолет R Величина Lt 2^ является вектором, и

при простых вращениях три ее компоненты преобразуются друг через 

друга так, как координаты точки. Таким образом,в слу­

чав группы С компоненты преобразуются по С пом

щыо таблицы (2-1) легко показать, что Г^хГъ= Г 

Отсутствие в разложении сразу же показывает, что все мат -

ричные элементы от мевду состояниями, преобразующимися 

по исчезают. Поэтому дуолет остается вырожденным (в первом 

приближении) когда накладывается магнитное поле.

Легко найти примеры ур-ния (2.24) с Ср = 1. Состояния 

ЧНз) образуют базис неприводимого поедставления груп-

пы . Вектор преобразуется по и представ-

ление 5.j содержится только один раз. Таким образом, матоич- 

ные элементы от компонент L»4 2S должны быть пропорционаяь- 

ны матричным элементам компонент любого другого вектора. Посколь­

ку все состояния нумеруются с помощью вектора Д , то очень 

удобно взять в качестве такого ьедтора именно Д - Тогда ур. 

(2.24) перейдет в

(ан31С|+29рж’3><зин,ирзм’э) <2-®)
для всех имJ • Симеол g называется фактором Ланде а и

зависит от детальной природы состояний. Ур-ние (2.32) соответо=- 

вует OL«u %4= С. •= TiV в УР-нии (2.24);
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, и Соответ-

Например, 

служат бази- 

базисные

можно привести во взаимно- 

= +1/2; и по сколь- 

^6 только один Р®Е 1 

можно воспроизвести с 

действуя им на состояния, для 

постоянно. Это показывает, 

во внешнем магнитном поле не

дбнс j у L и 5 стоит вместо Х4 у. или 2

ствует тому не самому индексу в 12.24).

Нетрудно найти случаи, когда Cl# U , С # ЧГ 
две собственные функции I S = 1/2, М’ = ±1/2) 

сом неприводимого представления группы 0. Две 

функции любого другого дублета 

однозначное соответствие с компонентами М 

ку встречается в разложении 

матр.алементы 

помощью оператора 

которых = +1/2, причем 

что расщепление дублета типа 

зависит от ориентации по отношению к кубическим осям. Экс­

периментаторы, работающие в области парамагнитного резонанса, 
обнаружили, что им почти всегда можно резюмировать свои наблю­

дения в сяатой форме, перечислив величины (например, упомянутые 

выше -факторы), появляющиеся в спин-гамильтониане, т.е. га - 
мильтониане, в котором фигурирует эффективный спин с/ . На са­

мом деле им часто можно использовать спин-гамильтониан во мно - 

гих таких случаях, где строгие теоретико-групповые соображения

не ПОЗВОЛЯ.-ОТ это делать. Этот вопрос обсуждался Костером и 
Статцем [20^.

В качестве примера, где

энергетический уровень, соответс

= 2, возьмем действие на 

-гвую-дий неприводимому представ-

лению группы 0. Состояния образуют

базис для и поскольку в разложении У. встре­

чается дважды (что можно проверить, используя таблицу 2-3), то,



чтобы изобразить действие 'J-ц , нам потребуется два нвзависимкх 

набеге (функций $’ , преобразующихся согласно Г^. Легко видеть, 

4X0 } (,6^cL и 1%»)^, где 4 - почетное

положительное число, обладает нужными трансформационными Свойст­
вами, и поэтому возможной формой спин-гамильтониэна будет ^21*1

Константы q и £ соответствуют I и £ с^с в
<5 й J utjvj J v«4j

обозначениях ур-ния (2.24).

§ 2-9. ШестиФтористый нептуний

Чтобы свести вместе различные вопросы этой главы, мы рас­

смотрим задачу об одном £ -электроне в октаэдриЧеском поле. 

Гамильтониан есть просто Первая часть,представ-

ляют собой спин-орбитальную связь и дается ур-нием (1т13). Вто- 

рая, , есть энергия взаимодействия £ -электронэ?У'точно-за- 

дается ур-нием (2.5). Прямой метод решения - это взять 14 состоя 
ний lsvws з Для которых $ = 1/2, = +1/2, t = 3,

3,2Р..-3, и найти полную матрицу Гораздо лучше,
однако, взять за базис такие линейные комбинации IS№stw\^ . 

которые диагонализируют или или , потому что тэГда мы 

избегнем необходимости диагонализировать матрицу 14x14» Если мы 

решим диагонализйровать 

менты тензорных операторов

, то нам ну^но найти матричные эле -

мезду СОСТОЯНИЯМИ

Следуя установившейся практике, будем использовать метод опера­

торов-еквИвалентов, а не саму тво₽2< Вигнара-Зккарта в форме 

(Z.Z7). Из (2.29) следует
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-СЦЬ^зЦМУ]

Метод зсмрны пр? Еагводе операторов-ьквивалентов сразу дает

х"- Сх\\^= <х. ^]= 7^<г4^т )

Ans - —матные эквиваленты сушегтврзт для сферических функций ше­

стого порядка, хатричные элементы мэнно быстро выписать из таб­
лиц Стивенса [1С^ и Бейкера, Блини и Хейса ^22^. Два мнохителя 

перед oneратораьг/.-эквивалентами, И рр , мсхно налти, вычис­

лив по одноцу матричному элементу:

? < Г;> ч£ I4t= о |Ъ5 I*- 30 ЦМ Q+- и с)

= 3G0p<r4= -30x^4 ЗгАИ£о)
1

= И<Г*Я £<н-

Вековой определитель Нз распадается tc несколько опра - 

делителей второго и перЕэго порядка, призам ст- хи и столбцы 

ИХ НуЬ'ёруЮТСЯ С ПОМЗ^ЬЮ '-НИРаЯ ОПрбдвЛИТвЛИ Н/ЛЮ.ПО—

лучаем:

l30L+e-€. (a-WUs)4_
а+15&-€ 1_0
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для комСинаций Л, тиль 3, -1 и -3»А’

-7a-6t-€ 0
42% -7a-68'e

для 2, -2; и

ьо - 2D0;- € - О

для г*, ж С. Константа о. ч b ec?b

а= 60^4?*) « 8А1<г‘мэ3

t = 180TA* <гь>= - 8CA’t<r0 /425

Вековые уравнения ч₽ 

что для Ж 

зеалзсения 

мохе* 5ыть

чоу^а, и tfoSHO Н0^™*» 
похоаи друг на

я корней. ОДНЗКО, ПрйайЛО 
получится пять раггичннх •

р - - полизывает, т?о гдесь
4)г“* 1»Л 14Т .5

не более трех различных корчей, и это сразу ze Mqehd 

ре-пив уравнения. Энергии и cot. санкции такова:проверить,

UO

(1?нН М1)

Ц)Ч»)-ф7‘)

ti= -11 а-18^



-;тно. ч~го третий уровень гтттветствувт , 

имеет вырождения. Производя повороты на

т.к» он один не

легко убедиться,

Гу
- нед в вы-

что С, соответствует , а второй, —

Спин монно включить, написав просто + или

шепетг числе иных функциях. Однако, поскольку состояния s uj
зор&зуот базис неприводимого представления Г двойной группы 

октаэдра , и поскольку

rfe * ГА= Г; - 
д*г5-гг гь 
Гь*Гг=1\ ,

тс лучше будет построить такие линейные комбинации состояний, 

которые поеобразуются по неприводимым представлениям двойной 

группы. Поскольку спин-орбитальное взаимодействие есть скаляр 

(т.е. оно прео&разуется по Г\ ), то эти линейные комбинации 

монно найти, рас сманивая кзэдый набор функций Г6* порознь 

(здесь t = 4.5,2) и диагоналиbvh р внутри каздого из наборов 

Собствен г-д ic пункции со спином будут теперь такими:

Ц? \-i) у г
оУ'|б)-^|-з)-сУгп I 

\ 0)45) - ФЧ1)-WHO) J 
ц)МЬ)*цУ|-ъ)+ O)4i) 1 г



I

i *' > f ? i * % I

‘7

оавдючи”бльный этап состоит в вычислении матоичннх элсуен^ 

тов Нг с помощью выше трине де иных функций. Постольку jA 

риантно по отношению к операциям группы октаэдра и в то se 

мя коммутирует с 0^ , вековое уравнение распадается на четыре

одинаковых дзадоатных (для чэтырех компонент двух -уровней), 

еще два одинаковых квадратных (для дар: .лпонент двух -уггь- 

ней) и два личейныт (для двух компонент Гй ) уравнения. ст> 

уравнения таковы (.в порядке перечисления’:

1
” 4^” = О

!

Vе

ч -
ш* ч-<_И=с

'■ С4>

S+ '-Ъ “ - = °



Эти уравнения позволяют выразить все энергк» н все волновые 

функции через , G и

Теперь ыы в состоянии приложить теорию к Ион неп­

туния, , сгружен октаэдром иэ отрицательно варяге иных
ионое фтора. СэгльСжо ур-ниям (2До), К > О и А° > О 

Из С2.32) имеем о,) о и О 3 предельном случае = О 

порядок уровней зависит от соотношения вкладов сферических 

функций четвертого и шестого порядков ь гамильтониан. Если 
8 = о , то е, о ег > >2 есяи о- = о , то 7 ct

Энергии €, к компонент Г5 и Г. конфигурации

показаны на рис. 0.2 для всех отрицательных отношений Ct/'^ 

Рисунок построен так, что обладает теми хе свойствами, что и 
1.1; абсцисса есть ^=Х/(1+4) где Х=-14^/Зси 

а ордината выбрана так, чтобы центр тянести ленал на пря -

мой \ = О и чтобы раэОрос уровней был равен единице в обоих 

предельных сл;™ех. Если выбрать для определенное з нэпе ни с, 
то отношение (с*. /(£_ фиксируется, 4 мозно

использовать уравнения (2,24), Чтобы начертить уровни энергии 

для тгзличнж значений константы сг*Ин-орбктаяБной связи ? 

сто сделано на рис.2.3 для > = 0f253« При таком выборе опи. - 
зается спектр поглощения [23] э г та-гге уагнитние свой -

ства [24} основного дублета. Значение параметра, опрвле - 

ляющвго отношение кристаллите се ого поля г. спин-орб. взаимодой - 

?тв:х, есть 0,725. Приведенной пипе анализ существенно ynpo'^i 

по сравнению с тгм, который проделали Эйзенштейн и Прайс [24^ 

зглючивхнв в рассмотрение зффектн ковалентности»
Экс [25*] изучал свойства Pow4t в мелях количествах зама- 

даютего Zr*r в Cs^rCL^ у ионе, протактиния имеется



ass -

ПОйГ

в
• •

одни 5 ♦ -алектрон, и и; мззем пршленить 5.гдеприведен!«Я 

лиз. Из таблицы 2-5 г но, что пеэвэттры кгистзллическэгс 
сильно отличнются эт п&раг'етгов е До Г Незезенетвс 

<И>//Хг*>/рв -месте с урзэненияк (2.6) показывают, .то 

обоих сгучеях нузно ждать преобладания нес А’(г4)

Из рис.2-2 ясно, что относительный вклад сферичесЕхг фикций 
четвертого порядка длч Ci.f6.CJL больше, чек ыя XpF. 

Сднакэ значения f достаточно блкгки для того, чтобы мы мог­

ли выточить данные овсе = рис.^-З бег грубого ист=ге -ия ситуаиг»

Согласие упухщается, если уровень Гу в предельной сг^чае Ht= 

поднять как показано на рис.2-~.

S а д а о у

2-1. Показать, что подгруппе 0, соде.~;:т5я пврест&нзвкг

/1 23 4\ />2»4\ /12ЭЛ

\1 2 3 4J \2 3 4 1) \3 4 1 2/5 \4 1 2 3,

является абелевой, и что кагзый акцент сам по сзОе обра­

зует лйасс. Показать, что эте группа изоморфна группе пло­

ских вращений C^ , эставляксей неизи=нрнм квадрат, и чт 

четырем перестановкам отвечают угль поворота О_, T/fc/T * 

2>*7й Показать, что функции Х+<Д Х1Д, x+u^x-v^ 

образуют четыре одномерное бгзисе непринодхунх 

представлений СЪ и построить таблицу звргктвров. Получить 

правила разложения неприводимых поадскЕлвний Гь группа С 

по негэиводигзг пэедстаълени.ти *•_ .'руппн С
• S. 4



Рисунок 2-2. Показана система уровней энергии уровня с
о ическом ecwjwV = о в кристалТТполе октаэдричУТтл/етрии для различных относительных величин тензорных операторов 4-го и б-го ренгоЕ в гамильтониане Hg. С левого края только тензорные операторы 4-го ранга вносят вклад в рас­щепление, с правого - только 6-го. Настоящие соотношения таковы, что энергетические схемы, наблюдаемые и для С£гРа.(1. и для надо изображать в левой части диаграммы.Это показывает, что операторы 4-го ранга дают больший вклад.



‘ _________I 1,1
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?ис.,гиог 2-3. Уровни энергии одиночного £ -электрона в 
октаэдрическом кристаллическом поле нарисо- 

ваны, для различных отношений н Нд. Слева Нд= 0; рас- 
положение уровней на рис.2.2 для Яр У. взято в качест- 

ве правого предела. Огрого говоря, уровни Csx Pq. C£.fe 
должны бы исходить (справа) от несколько иных точек, как 

показано на рис.2-3. Однако ситуации настолько сходны, 

что позволяют изобразить результаты обоих экспериментов

той же лиагоамые.
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2-^2. Доказать, что

С» = 2/г С* = + №У1х±ир/г

еЧзг-rw чГ-7аМх^г 

CtW=(i)4x±^rx

2-3. Восемь зарядов находятся на одинаковом расстоя -
нии р от ядра иона и располонены по вершинам куба. Доказать, 

что вклад в гамильтониан можно записать в форме (2.5), где

Ион церия Сг?4” , имеющий в незаполненной оболочке один | -элек­

трон, монет быть внедрен в решстку CccFx » припдм его ближай­

шими соседями являются восемь ионов фтора, занимающих вершина 
куба. Согласно опытам Двира и Лоу [26], деэ нижних уровня энер-
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гии есть Г\ ■ я почти полностью совпадают. Показать, что 

всяк не рассматривать крайние случаи - (1) ■ 0,-4t>~O-. и
(2) Л= 6 ж о , где а и % определены уравнениями *.*-.33) - 

то ф должна удовлетворять условию

?-(iOa*Vi6XSa+U642a.-He)/(K5a\5 2)9ag)

2-4. Ион имеет линейную форму O-Jtp-O

Свободный атом нептуния иыеет семь электронов
вне оболочки радона, четыре И8 которых идут на связи с аток©ми 

кислорода, а два - да образование ;*она. В предположении, что 
сфешгчестие функции втооого порядка является самими важная в 

разложении электрического потенциала, создаваемого аксиальным 

столбом отрицательного заряда, показать, что семь вырожденных 

орбит, состояний оставшегося £ -электрона распадаются на че- 

тыре компоненты, и найти оасщепления. Показать, что ресщепле - 

ния, создаваемые слабой спин-орбитальной связью, находятся в 

отношении 3:2:1:0. Доказать, что влияние магнитного поля не ние- 
аий дублет можно описать спин-гемильтонианом

где 3 ж 1/2, С|| « 4, = 0. Экспериментальные CJ -фекторы
С27] для кристаллов (,иОа)0^(Уог)1 > содарзащих иь-

лыв количества 4р замещающего , есть « 3,40 i 0,05, 

21х 7,0 + 0,5. Указать причини расхождения иееду экспериментом 
ж теорией [28] .


